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      ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
                                                                                           
 Η καθ’όλο το µήκος της υποχρεωτικής  εκπαίδευσης διδασκόµενη Γεωµετρία είναι η 
Ευκλείδεια Γεωµετρία µε βαθµό αυστηρότητας ο οποίος είναι φυσικά αύξουσα συνάρτηση του 
χρόνου.Σ’όλα τα στάδια , αρωγός του εκπαιδευτικού είναι ο Η/Υ,ο οποίος όµως όπως 
επισηµαίνεται, χρησιµοποιεί τεχνικές στηριζόµενες σε µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες  γενικότερες 
στο ∆ηµοτικό , παρά στο Γυµνάσιο και στο Λύκειο.Σ’αυτά που ακολουθούν επιχειρείται µια 
σκιαγράφηση των µη Ευκλειδείων Γεωµετριών αυτών, ώστε ο διδάσκων να γνωρίζει το στίγµα 
του στην πλεύση του αυτή …εκτός  χωρικών υδάτων. 
 

Εισαγωγή 
 Επειδή τελευταία  πολλοί αυτοαναγορεύονται ειδικοί σε αντικείµενα  το υπόβαθρο των 

οποίων αγνοούν , σπεύδω να δηλώσω ότι δεν είµαι ειδικός περί τους Ηλεκτρονικούς Υπολογιστές. 

Επειδή όµως , ως απλός χρήστης , έχω την υπόνοια ότι πίσω από τους  Η/Υ κρύβονται κάποια 

Μαθηµατικά, προσπαθώ ν’ ανακαλύψω ποια ,σε κάθε περίπτωση είναι αυτά τα Μαθηµατικά. 

Αυτό το θεωρώ έκ τών ών ούκ άνευ , ειδικά όταν πρόκειται να διδάξεις χρησιµοποιώντας τις 

ευκολίες ενός  Η/Υ. Αλλιώς δεν είσαι συνειδητοποιηµένος δάσκαλος  αφού και συ ο ίδιος  δεν 

ξέρεις πού πατάς , όπως δεν ξέρουν  και αυτοί οι δύστυχοι που περιµένουν  από’ σένα   για να  

µάθουν.  Και ο   

δάσκαλος είναι ο τελευταίος που είναι ανεκτό να κοροϊδεύει την κοινωνία ολόκληρη. 

 Ας έρθουµε λοιπόν στη χρήση των Η/Υ για τη διδασκαλία της Γεωµετρίας τόσο στο 

∆ηµοτικό , όσο και στο Γυµνάσιο και το Λύκειο . 

 

1. Στο ∆ηµοτικό 
 Στο ∆ηµοτικό ένα κατά κόρον χρησιµοποιούµενο λογισµικό είναι τα περίφηµα Γραφικά 

της Χελώνας (Turtle Graphics) του Seymour Papert (βλ. [9] , σ.376 ), που οδηγούνται απο τον 

Η/Υ ο οποίος τρέχει τη γλώσσα Logo . Αυτά σχεδιάστηκαν αρχικά ως εκπαιδευτικό εργαλείο , 

ώστε να επιτρέπουν στο παιδί να εξερευνά τη Γεωµετρία σχεδιάζοντας µε συγκεκριµένο απλό 

τρόπο τα διάφορα σχήµατα και ανακαλύπτοντας τις ιδιότητές τους.  
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 Τα Γραφικά της Χελώνας αποτελούν µια γραφική ερµηνεία (βλ.[9],σ.376) των L-Systems 

του βιολόγου Aristid Lindenmayer (βλ.[9],σ.355) την οποία εισήγαγε ο P.Prusinkiewicz 

(βλ.[9],σ.376 , επίσης βλ.[5]).Χρησιµοποιούνται σήµερα , παράλληλα µε άλλες τεχνικές , για την 

κατασκευή Fractal καµπύλων , όπως π.χ. η καµπύλη και η Νιφάδα von Koch (βλ. και [0]). Γι’ 

αυτήν σηµειωτέον δεν υπάρχει αλγεβρικός τύπος που να ορίζει τη θέση των σηµείων της 

καµπύλης (βλ.[11],σ.191) . Οπότε ελλείψει Αναλυτικής Γεωµετρίας  µπορούµε να καταφύγουµε 

στη Γεωµετρία της Χελώνας των H.Abelson και A.A.diSessa (βλ.[4],σ.206). 

Μιά και αναφερθήκαµε στη Νιφάδα von Koch , να  παρατηρήσουµε ότι αυτή µπορεί να προκύψει 

ως όριο µιάς πραγόµενης ακολουθίας συµπαγών συνόλων του συστήµατος von Koch                       

( C ; S1 ,S2 ,…,Sn  ), (βλ.[8],σ.385) και είναι  -µαζί µε το σύνολο Cantor , το τρίγωνο Sierpinski , 

την καµπύλη Peano κ.λ.π.- ένα από τα λεγόµενα  «µαθηµατικά τέρατα» που χρησιµοποιούνται ως 

αντιπαραδείγµατα για να δείξουµε π.χ. ότι υπάρχουν καµπύλες που «γεµίζουν» ένα ολόκληρο   

τετράγωνο (Peano space-filling curve) καθώς και συνεχείς και πουθενά διαφορίσιµες καµπύλες 

(von Koch continuous and nowhere differentiable curve) . 

Τα L-Systems σχετίζονται άµεσα µε τις λεγόµενες Multiple Reduction Copy Machines (MRCM ) 

που ταυτίζονται µε τα Iterated Function Systems (IFS) (βλ.[9],σ.231 ,καθώς και [2],[5] κ.λπ.) και    

οι οποίες χρησιµοποιούνται για την κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση εικόνων. 
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Όλα τα παραπάνω εµπίπτουν σ’ αυτό που καλείται Imaging , απ’ όπου και προέρχονταν 

τα θέµατα για τα οποία µας µίλησε ο καθηγητής Φωκάς  , στο 18ο Πανελλήνιο Συνέδριο 

Μαθηµατικής Παιδείας της ΕΜΕ στη Ρόδο , όσο και στη 3rd Mediterranean Conference on 

Mathematical Education, στην Αθήνα , όπου καταφαίνεται η σηµασία του µετασχηµατισµού 

Radon (βλ. και [12]) στην Υπολογιστική Τοµογραφία (Computerized Tomography) του 

εγκεφάλου  (και όχι µόνο) , καθώς και η συµβολή  του I.M.Gel’fand πασίγνωστου από τη Θεωρία 

των Τοπολογικών Αλγεβρών (και όχι µόνο, ασφαλώς) , [6]. 

 Μετά από αυτή την κάτοψη που πολύ πρόχειρα επιχειρήσαµε , ας έρθουµε πιο κοντά στην 

αργή Χελώνα η οποία όµως και πάλι αποδεικνύεται αποτελεσµατική , όπως και στο µύθο του 

Αισώπου . 

Ας θεωρήσουµε µια χελώνα που κάθεται σε µία σελίδα χαρτιού κοιτάζοντας προς µία ορισµένη 

κατεύθυνση. Η ουρά της χελώνας είναι λίγο βρόµικη. Έτσι , αφήνει ένα ίχνος στο χαρτί µόλις 

αρχίζει να κινείται. Υποθέτουµε ότι η χελώνα είναι καλά εκπαιδευµένη έτσι  ώστε να 

καταλαβαίνει κάποιες οδηγίες που της δίνουµε από µακριά, υπό µορφή συµβόλων που είναι 

ορισµένα γράµµατα του αλφαβήτου ,καθώς και τα πρόσηµα  + και - . Συγκεκριµένα: 

 

 F σηµαίνει κινήσου εµπρός κατά ένα σταθερό βήµα l και χάραξε ένα ευθύγραµµο  
 
                τµήµα από την  παλιά στη νέα θέση σου. 
 
             f  σηµαίνει    κάνε   τα   ίδια  όπως   παραπάνω  χωρίς  όµως  να  χαράξεις   τίποτα  
 
                (δηλαδή µε  σηκωµένη την ουρά σου)  .  
 
 + σηµαίνει  στρίψε αριστερά ( αντίθετα µε την κίνηση των δεικτών του ρολογιού ) 
 
                κατά µία ορισµένη γωνία δ . 
 

- σηµαίνει στρίψε δεξιά ( κατά την κίνηση των δεικτών του ρολογιού ) κατά  µία 
 
  ορισµένη γωνία δ. 
 

 

Αν θέλουµε π.χ. η χελώνα να κινηθεί εµπρός ένα βήµα γράφοντας ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους 

l , θα δώσουµε την εντολή F . Μετά για να στρίψει αριστερά κατά  δ = 900 και να γράψει πάλι 

ευθύγραµµο τµήµα µήκους l , θα δώσουµε +F. Για να σηκώσει την ουρά της και να κινηθεί 

εµπρός κατά l , δίνουµε f . Για να στρίψει δεξιά κατά δ = 900 και να γράψει άλλο ένα βήµα l , 

δίνουµε –F , κ.ο.κ. 

Παρά την απλότητά του , µπορούµε µ’ αυτό τον τρόπο να επιτύχουµε πολύ σύνθετα σχήµατα 

εκτός των απλών γεωµετρικών σχηµάτων του ∆ηµοτικού : τετράγωνο , ορθογώνιο , ρόµβος  

παραλληλόγραµµο , τραπέζιο κ.λ.π. Οι δυνατότητες αυτές καταγράφονται στην επόµενη σελίδα 
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(βλ.[9] ,σ.377) , όπου τώρα εξηγείται και η ακολουθία µε την ένδειξη stage 3 της προηγούµενης 

σελίδας σχηµάτων (βλ.[9], σ.390) στην καµπύλη Peano.  

 Για να δούµε τώρα ποιά Γεωµετρία ακολουθεί η χελώνα , βοηθώντας τα παιδιά του 

∆ηµοτικού στην πρώτη τους επαφή µε την Ευκλείδεια  Γεωµετρία παρατηρούµε ότι µε λίγη 

τριγωνοµετρία , εύκολα καταλήγουµε στην παρακάτω µαθηµατική ερµηνεία των συµβόλων  F , f , 

+ , - :  

Η τρέχουσα θέση της χελώνας περιγράφεται από ένα ζεύγος συντεταγµένων ( x , y ) και ο 

προσανατολισµός της από µία γωνία  α .Αυτό δηλώνεται γράφοντας (x , y , α). Οι εντολές  F , f , 

+, - τότε περιγράφονται αντίστοιχα από τις τριάδες 

 
  
                   F , f                       ( x + l cosα , y + l sinα , α ) 
                
                                 ±                                  ( x , y , α  δ )        
 

όπου l το µήκος του βήµατος εµπρός και δ η γωνία που στρέφει αριστερά  ή δεξιά. Πάντοτε 

αρχίζουµε απο τη θέση ( 0 , 0 , 0 ) , δηλαδή µε τη χελώνα να κοιτάζει δεξιά.Εποµένως , η αλλαγή 

θέσης ( x΄ , y΄ , α΄ ) θα είναι                                                    

 
 
                             είτε          ( x΄ , y΄ , α΄ ) = ( x + l cosα , y + l sinα , α ) 
 
                             είτε          ( x΄ , y΄ , α΄ ) = ( x , y , α  δ )    

                 

 

δηλαδή προκύπτουν οι µετασχηµατισµοί : 

 

 
                                                          1     0      0 
           ( x΄ , y΄ , α΄ ) = ( x , y , α ) .   0     1      1     +  (l cosα , l sinα ) 
                                                          0     0      1  
                                                                                                                                                                                 ( 1 )                                                      
                                                                                                                                                                     
                                                                                1      0          0               
              ( x΄ , y΄ , α΄ ) = ( x , y , α )  .   0      1          0 
                                                          0      0    (α δ)/α 
                                                                                         
                                                                                                                             

 
οι οποίοι ουσιαστικά παριστάνουν στο επίπεδο  µία µεταφορά  κατά   ( l cosα , l sinα ) και µία  

στροφή  περί το ( x , y ) κατά γωνία   δ . Ανατρέχοντας στον πίνακα της  επόµενης σελίδας 

σχηµάτων , βλέπουµε οτι η οποιαδήποτε κίνηση  της χελώνας προκύπτει ως σύνθεση των 

παραπάνω απεικονίσεων , οι οποίες είναι συσχετισµένες ( γραµµικές ) απεικονίσεις. Εποµένως 
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βρισκόµαστε σε περιβάλλον Γραµµικής Γεωµετρίας απο την οποία , όπως όλοι όσοι έχουν 

διδαχθεί Γραµµική Γεωµετρία  (βλ. [3] ) γνωρίζουν , προκύπτει ως υποπροϊόν η Ευκλείδεια 

Γεωµετρία.( και όχι µόνον ) .Μάλιστα αν καλέσουµε  G την οµάδα η οποία παράγεται από τις  (1), 

τότε η Γεωµετρία της Χελώνας  είναι η  Γεωµετρία Klein ( G , ℜ2) δηλαδή όπου η οµάδα G 

δρά επί του ℜ2 . 

Συνεπώς, στο ∆ηµοτικό Σχολείο διδάσκουµε   Ευκλείδεια Γεωµετρία  µε τη βοήθεια µιας  µη 

Ευκλείδειας µεθόδου , πολύ πιο σύγχρονης και γενικής,  ακολουθώντας το πρόγραµµα του 

Erlangen. 
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Σχετικά µε τα παραπάνω, ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο παρακάτω πίνακας (βλ. [10] , σ.26  

επίσης [13] ) Ευκλείδειας και Fractal Γεωµετρίας : 
 

 

 

2. Στο Γυµνάσιο και το Λύκειο 

 Στο προηγούµενο Συνέδριο του Τοµέα το µόνο που δεν έτυχε προσοχής και που άξιζε να 

προσεχθεί , ήταν αυτά τα οποία είπε ο καθηγητής Fort : Στη Γαλλία για να διορισθούν οι 

καθηγητές στη ∆ευτεροβάθµια Εκπαίδευση απαιτείται η γνώση δύο τουλάχιστον Συστηµάτων 

Αξιωµατικής  Θεµελίωσης της Ευκλείδειας Γεωµετρίας , για να µη ξέρει ο δάσκαλος όσα ακριβώς 

µαθαίνει και στο µαθητή του , όπως έλεγε και ο Klein.Εµείς , είτε από άγνοια για την ύπαρξη  και 

άλλων τέτοιων Συστηµάτων ( βλ. [1] ) , είτε από … πατριωτισµό  επιµένοντας  … Ελληνικά  , 

διδάσκουµε  την Ευκλείδεια Γεωµετρία  µε  βάση µόνο το Σύστηµα Ευκλείδη – Hilbert , έστω και 

αν αυτό δεν διατυπώνεται εκπεφρασµένα αλλά – πράγµα επικίνδυνο να οδηγήσει σε παρεξηγήσεις 

- υπονοώντας το . 

Φυσικά και εδώ επιδιώκουµε τη χρήση Η/Υ για τη διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και 

υπάρχουν πολλά και αξιόλογα λογισµικά ( Cinderella , Derive , Sketch Pad , Mathematica Cabri 

κ.α. ) για το σκοπό αυτό , που µπορεί να επιλέξει κανείς .Το θέµα όµως δεν είναι αυτό . Το 

ερώτηµα είναι πόσο Ευκλείδεια είναι η γεωµετρία που µπορεί να κάνει ο Η/Υ ;    

Η απάντηση είναι κατηγορηµατικά : καθόλου. 

Πράγµατι , στην Ευκλείδεια Γεωµετρία  του επιπέδου η µία από τις δύο πρωταρχικές έννοιες είναι 

η ευθεία και το µήκος ενός ευθυγράµµου τµήµατος δίδεται από την Ευκλείδεια απόσταση 

dE  ( ( x1 , y1 ) , ( x2  , y2 ) )  : =  [ ( x2 – x1 )2  +  ( y2  - y1 )2   ]1/2 . 

 

Αυτά και τα δύο  ο Η/Υ τα αγνοεί : 

Ολοι έχουµε παρατηρήσει οτι ο Η/Υ δεν µπορεί να τραβήξει µία ίσια γραµµή , εκτός αν είναι 

κατακόρυφη ή οριζόντια . Στις άλλες περιπτώσεις η “ευθεία” βγαίνει κλιµακοτή και εποµένως 

ασυνεχής (πράγµα που σηµαίνει οτι ο Η/Υ δεν τα πάει καλά ούτε µε την τοπολογία) .Για το 

µειονέκτηµα αυτό έχουµε πληρώσει χρήµατα για καλλίτερη ανάλυση. Οσα  όµως και να 

πληρώσουµε  , η αναπηρία αυτή δεν µπορεί να εξαφανισθεί γιατί είναι συγγενής . Απλούστατα ο 
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Η/Υ εκ κατασκευής δεν χρησιµοποιεί Ευκλείδεια µετρική , αλλά ακολουθεί τη µη Ευκλείδεια  

Γεωµετρία  ( αφού δεν πληροί το αξίωµα SAS ) του «Ταξιτζή» ( βλ. [7 ] ) στην οποία η απόσταση 

δύο σηµείων δίδεται απο την απεικόνιση : 

 

dT ( ( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) ) : =   x2  - x1  +  y2 – y1  , 

 

αφού η οθόνη του Η/Υ αποτελείται από ένα κάνναβο ( grid ) οι κορυφές του οποίου είναι τα 

pixels. Όπως  λοιπόν ένας ταξιτζής δεν µπορεί να διασχίσει διαγώνια το τετράγωνο και να πάει 

από τη γωνία Πανεπιστηµίου και Αµερικής , στη γωνία Βουκουρεστίου και Σταδίου  αλλά είναι 

αναγκασµένος  από Πανεπιστηµίου να πάει Αµερικής, να στρίψει Σταδίου και να φθάσει στη 

Βουκουρεστίου, έτσι και ο Η/Υ υποχρεώνεται και αυτός να πάει γύρω – γύρω : 
                                                                 

                                                                                                                    ( x 2 , y2 )  

 

 

 

 

 

                           ( x1 , y1 )   

  

Συνεπώς , όπως στο ∆ηµοτικό , έτσι και στο Γυµνάσιο και το Λύκειο διδάσκουµε Ευκλείδεια 

Γεωµετρία  µε µη ευκλείδεια µέσα. 

 

 Αυτά τα ολίγα , που όµως πιστεύω ότι είναι αρκετά , αφ’ ενός για να διώξουν το φόβο που 

έχω διαγνώσει ότι υπάρχει σε πολλούς συναδέλφους της Μέσης Εκπαίδευσης ότι µπορεί να τους 

υποκαταστήσει ο Η/Υ , αφ’ ετέρου να γεννήσουν έναν άλλο φόβο , µήπως ο Η/Υ εκτός του ότι 

µπορεί «να λέει  ψέµατα» οδηγώντας στο χάος , µπορεί να προκαλεί και µία λανθάνουσα σύγχυση 

στο παιδί , όταν βρίσκεται στα χέρια ενός ηµιµαθή δάσκαλου, σ’ όλες τις βαθµίδες : πρώτη , 

δεύτερη και τρίτη . 
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ABSTRACT 
 

 During the school – time both Primary and Secondary , Geometry is taught on the basis of 
its Euclidean foundation , the rigor being an icreasing function of time . In all levels the new ruler 
and compass  of the Euclidean Geometry  is the computer .  The techniques however it uses are 
entirely non-Euclidean. Therefore , in this note we are proposed to describe the non-Euclidean 
Geometries  on which computer graphics are based. This is in order to help teachers safely 
navigate , since , according to Felix Klein , they have to know a little more than that they teach .   
 
 
 

 
 
    


