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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: 
 
Η παρούσα εργασία µελετά τις στρατηγικές επίλυσης δύο προβληµάτων αναλογιών από 
τους µαθητές Γυµνασίου καθώς, επίσης, και τις αντιδράσεις τους στις αναπαραστάσεις 
που τους δόθηκαν σ’ αυτά. Κάθε πρόβληµα περιλαµβάνει τέσσερα ερωτήµατα εκ των 
οποίων µόνο τα δύο πρώτα έχουν να κάνουν µε ανάλογα ποσά. Η συλλογή των 
δεδοµένων της έρευνας έγινε από 646 µαθητές στην Ελλάδα και από 271 µαθητές στην 
Κύπρο που φοιτούσαν στην Β’ και Γ’ Γυµνασίου. Τα αποτελέσµατα της έρευνας δείχνουν 
ότι οι αναπαραστάσεις δεν βοηθούν τους µαθητές κατά την επίλυση των δύο αυτών 
προβληµάτων και κυρίως στο να απαντήσουν σωστά στα ερωτήµατα που δεν έχουν να 
κάνουν µε ανάλογα ποσά. Εξίσου σηµαντικό εύρηµα ήταν οι µέθοδοι που 
χρησιµοποίησαν οι µαθητές κατά την επίλυση των προβληµάτων. Συγκεκριµένα, ένα 
ποσοστό περίπου 40% των µαθητών της Ελλάδας προτίµησε την µέθοδο των τριών κατά 
την επίλυση, έναντι της µεθόδου των κλασµατικών εξισώσεων ή της αναγωγής στη 
µονάδα ή άλλων µεθόδων. Μέσα από την ποιοτική ανάλυση φάνηκε πως όταν προηγηθεί 
συζήτηση από τον καθηγητή για το τι παριστάνει η κάθε αναπαράσταση, τότε αυτό µπορεί 
να οδηγήσει τους µαθητές στην ορθή αντιµετώπιση του προβλήµατος.  
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Οι αναπαραστάσεις είναι ένας τοµέας πολυδιάστατα µελετηµένος: είτε ως προς τον ορισµό  
(Palmer, 1977; Kaput, 1987 & Goldin, 1987), είτε ως προς τη διάκριση εσωτερικών – εξωτερικών 
αναπαραστάσεων (Lesh, Post & Behr, 1987), είτε ως προς µια θεωρία που να συνδέεται µε τη 
δηµιουργία τους (Von Glaserfeld, 1987;Christou et al.,2002; Gagatsis et al.,2002; Gagatsis & 
Christou,2002 ). 

Με το όρο “µετάφραση αναπαραστάσεων” εννοούµε τη ψυχολογική διαδικασία που λαµβάνει 
χώρα όταν µεταφερόµαστε από ένα σύστηµα αναπαράστασης σε άλλο, όπως για παράδειγµα από 
µια αλγεβρική εξίσωση σε γραφική παράσταση. Ο Lesh (1979), τονίζει το ρόλο των µεταφράσεων 
στη λύση προβλήµατος. Για να γίνει η µετάφραση χρειάζονται δύο τουλάχιστον µορφές 
αναπαράστασης.  Η πηγή – η αρχική αναπαράσταση πρέπει να ειδωθεί από την οπτική γωνία της 
δεύτερης. Με ποιο τρόπο και υπό ποια οπτική γωνία ο µαθητής “βλέπει” την αναπαράσταση είναι 
αποτέλεσµα διδασκαλίας, η έµφαση της οποίας δεν είναι στην αντιγραφή από το µαθητή του τι 
κάνει ο δάσκαλός του, αλλά στην επιτυχή οργάνωση της δικής του εµπειρίας (Von Glaserfeld, 
1987).  

Ο αριθµός των ερευνών γύρω από το θέµα των αναπαραστάσεων και το ρόλο τους στη µάθηση 
των µαθηµατικών, είναι µεγάλος.  Οι έρευνες αυτές µπορούν να ταξινοµηθούν σε τέσσερις τοµείς 
ανάλογα µε το θέµα στο οποίο εξειδικεύονται (Πίνακας 1). 

 
Πίνακας 1 

Θεωρία των αναπαραστάσεων ή αναπαραστάσεις και θεωρία µάθησης 

Αναπαραστάσεις και επίλυση προβλήµατος 

Αναπαραστάσεις και ειδικές µαθηµατικές έννοιες 

Αναπαραστάσεις και µεταφρασιµότητα µεταξύ τους 

Στον πρώτο τοµέα περιλαµβάνονται οι εργασίες που προτείνουν µια θεωρία αναπαράστασης 
(von Glaserfeld, 1987; Kaput, 1987; Roth & McGinn, 1998). Στο δεύτερο τοµέα περιλαµβάνονται 
οι εργασίες που σχετίζουν τις εξωτερικές ή σηµειωτικές αναπαραστάσεις µε την επίλυση 
προβλήµατος (Seeger, 1998; Lesh, Behr & Post, 1987).  Στον τρίτο τοµέα κατατάσσονται οι 
εργασίες που επικεντρώνουν τη µελέτη των αναπαραστάσεων σε µια συγκεκριµένη µαθηµατική 
έννοια. (Markou & Gagatsis,2002; 2003; Ioannou & Gagatsis, 2003). Τέλος, στον τέταρτο τοµέα 
κατατάσσονται οι εργασίες που εξετάζουν τη µετάφραση από ένα πεδίο έκφρασης σε ένα άλλο.  
Αυτό το πέρασµα από το ένα σύστηµα αναπαράστασης στο άλλο, δεν είναι πάντα φυσικό, αλλά 
αποτελεί µια από τις σηµαντικότερες δυσκολίες επίλυσης µαθηµατικού προβλήµατος (Ασβεστά, 
Γαγάτσης, 1995; Gagatsis, 1997; Duval, 1987; Janvier, 1987; Gagatsis & Michaelidou, 2002; 
Gagatsis, 2000). 

Η έρευνά µας αφορά την επίλυση προβληµάτων αναλογίας, που παρουσιάζονται σε διάφορες 
µορφές αναπαράστασης, από µαθητές Γυµνασίων Ελλάδας και Κύπρου. Εποµένως, η έρευνά µας 
έχει σχέση µε τη δεύτερη και τέταρτη κατηγορία όπως τις έχουµε περιγράψει προηγούµενα. 

 
2. ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΝ ΑΝΑΛΟΓΙΑΣ 
 
Η µελέτη της ιστορίας των µαθηµατικών πρέπει να αποτελεί αναπόσπαστο µέρος των 

σχεδιαζόµενων διδασκαλιών στα µαθηµατικά. Η αποδοχή αυτής της αρχής συνιστά και την 

  



αναγκαιότητα να δούµε, έστω και συνοπτικά, την ιστορική εξέλιξη της έννοιας της αναλογίας και 
να διαπιστώσουµε το θεµελιώδη χαρακτήρα της. 

Στην αρχαία Αίγυπτο γινόταν χρήση σε µεγάλη κλίµακα των κλασµάτων και κατά συνέπεια 
των αναλογιών σε πρακτικά καθηµερινά προβλήµατα εξαιτίας του µη νοµισµατικού συστήµατος 
συναλλαγής. Η µελέτη των προβληµάτων που περιέχονται στον πάπυρο του Ρηντ (Rhind 
papyrus), µας πείθει πως γινόταν χρήση των αναλογιών κατά την επίλυση των καθηµερινών 
προβληµάτων µέσα από έναν πραγµατικά εµπειρικό κόσµο. ∆ιαπιστώνουµε, σήµερα, πως οι 
τρόποι επίλυσης που παρουσιάζονται στα αιγυπτιακά κείµενα δεν ταιριάζουν µε το δικό µας τρόπο 
σκέψης, αλλά φανερώνουν ότι ο λαός αυτός ανέπτυξε, τουλάχιστον, ένα διαισθητικό τρόπο 
επίλυσης των προβληµάτων αναλογιών. 

Στην αρχαία Βαβυλώνα κατά την ανακάλυψη πήλινων πλακών προέκυψε το συµπέρασµα ότι 
γνώριζαν εµπειρικά και πρακτικά τις αποστάσεις, τα ύψη και τα όµοια τρίγωνα.  

Αδιαµφισβήτητο είναι το γεγονός πως στην αρχαία Ελλάδα πραγµατοποιήθηκε η αφετηρία της 
µαθηµατικής θεµελίωσης της έννοιας της αναλογίας από τον Ευκλείδη και τον Εύδοξο (Smith, 
1953; Sanford, 1958; Kline, 1972; Fauvel και Gray, 1987; Fauvel, 1990, κτλ). Οι Έλληνες 
εφάρµοζαν, κυρίως, τη µέθοδο των αναλογιών και τη µέθοδο των εµβαδών κατά την επίλυση 
απλών εξισώσεων. Η αναλογία οριζόταν ως η ισότητα δυο λόγων και διακρινόταν σε αριθµητική, 
γεωµετρική και αρµονική. Τη χρησιµοποιούσαν κατά τη λύση προβληµάτων του διπλασιασµού 
του κύβου και της τριχοτόµησης της γωνίας.  

Στους επόµενους αιώνες, η έννοια χρησιµοποιήθηκε από ανατολίτες έµπορους ως 
µέθοδος για να υπολογίζουν µε ασφάλεια τις συναλλαγές τους. Η µέθοδος αυτή κατέληξε 
στη γνωστή "µέθοδο των τριών".   

Όσον αφορά την προέλευση της µεθόδου αυτής υπάρχει σύγκρουση.  Ο Smith (1953) 
αναφέρει ότι  προέρχεται από τους Ινδουιστές. Ενώ ο Joseph (1990) πιστεύει ότι η 
µέθοδος των τριών εφαρµόστηκε πρώτα στην Κίνα και επικαλείται ως αποδεικτικό 
στοιχείο το σηµαντικό κινέζικο κείµενο Chiou Chang από τον 1ο αιώνα µ.Χ.  H ονοµασία 
"µέθοδος των τριών" δόθηκε από Άραβες και µεσαιωνικούς Λατίνους συγγραφείς. 
Παρόλο που η µέθοδος των τριών χρησιµοποιήθηκε ευρέως για µεγάλη χρονική περίοδο 
(Brahmagupta (7ος αι.µ.Χ. και Fibonacci (1202), εντούτοις η σχέση ανάµεσα στη µέθοδο 
των τριών και την ισότητα λόγων και αναλογιών αγνοήθηκε µέχρι την Αναγέννηση.   
 

3. ΕΡΕΥΝΕΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ 
 
Η έννοια της αναλογίας συναντάται σε πολλούς αρχαίους πολιτισµούς, οπότε εδώ συνίσταται η 

σπουδαιότητα της αναλογικότητας όπως επίσης και ο θεµελιώδης και ουσιαστικός της 
χαρακτήρας στην καθηµερινή ζωή. Καταγράφονται επιγραµµατικά πιο κάτω µερικές 
προηγούµενες ερευνητικές προσπάθειες και κάποιες θεωρητικές προσεγγίσεις που είτε συγκλίνουν 
είτε αποκλίνουν. 

Οι έρευνες στην αναλογία µπορεί να ταξινοµηθούν σε 4 οµάδες: 
¾ Θεωρίες ανάπτυξης της αναλογικής σκέψης  

Ο Orton (1991) υποστηρίζει, πως η κατανόηση της έννοιας της αναλογίας είναι ιδιαίτερα 
σηµαντική όχι µόνο στη µαθηµατική εκπαίδευση αλλά και σε αρκετές έννοιες και θέµατα που 
βασίζονται στους λόγους και τις αναλογίες όπως η κλίση στις γραφικές αναπαραστάσεις στην 
Άλγεβρα, η τριγωνοµετρία, η θεωρία πιθανοτήτων, οι νόµοι της Φυσικής και Χηµείας. 

Ο Piaget και οι συνεργάτες του (1958, 1970, 1975, 1977)  ερεύνησαν την αναλογική σκέψη και 
θεωρούν ότι η ικανότητα για επιτυχηµένη ενασχόληση µε τα προβλήµατα αναλογιών αποτελεί 

  



ένδειξη του σταδίου αφηρηµένων λειτουργιών (formal operational stage).  Ο Piaget διακρίνει τρία 
βασικά στάδια αναλογικής σκέψης: (i) πρώιµο στάδιο στο οποίο η σκέψη χρησιµοποιεί ποιοτικές 
αντιστοιχίες και ταξινοµήσεις, (ii) ενδιάµεσο στάδιο όπου χρησιµοποιούνται προσθετικοί 
συµψηφισµοί ή η λόγος 2:1, (iii) ανώτερο στάδιο όπου η αναλογική σκέψη εφαρµόζεται 
ανεξάρτητα από αριθµητικές αξίες, δεδοµένα και λόγους. 

Οι Singer and Resnick (1992) µελέτησαν τους τρόπους αναπαράστασης των αναλογιών και 
των κλασµάτων από τους µαθητές. Υποστηρίζουν πως «οι αναλογίες εκφραζόµενες σαν σχέσεις 
λόγων συνδέονται µε τρεις βασικές ποσότητες, µία ολότητα και δυο µέρη, ενώ συγχρόνως 
µπορούν να αναπαρασταθούν µε δύο διαφορετικά σχήµατα: ένα σχήµα µέρος – ολότητα και ένα 
σχήµα µέρος – µέρος» (σ.231).  

Ο Lo (1993) θεωρεί ότι η έννοια της αναλογίας δεν είναι κάτι που οι µαθητές έχουν ή 
στερούνται και πως οι δυσκολίες που υπάρχουν στην αντίληψη των αναλογιών ίσως να οφείλονται 
σε ακατάλληλη µέθοδο διδασκαλίας στην τάξη. Η αναλογική τους σκέψη των µαθητών σχετίζεται 
σε µεγάλο βαθµό µε την ικανότητα αναγνώρισης δοµικής οµοιότητας ή συµµεταβολής και είναι 
αποτέλεσµα ατοµικής προσαρµογής και αναδόµησης της υπάρχουσας γνώσης.  

Γενικά αποδεκτό από την πλειάδα των ερευνών είναι η δυσκολία της κατανόησης της έννοιας 
της αναλογίας και αυτό συµπεραίνεται και από τους Tourniaire και Pulos (1985), όπου 
υποστηρίζουν πως η αναλογική σκέψη αναπτύσσεται µε δύο αλληλοσχετιζόµενους τρόπους.  

¾ Τύποι προβληµάτων αναλογιών 
Οι Turniaire and Pulos (1985) διακρίνουν 4 τύπους προβληµάτων αναλογίας: (α) 

προβλήµατα της άγνωστης τιµής, (β) προβλήµατα σύγκρισης, (γ) προβλήµατα επεξήγησης, 
(δ) προβλήµατα απάντησης. Κάθε οµάδα από τις πιο πάνω µπορεί να υποδιαιρεθεί σε 3 
επιµέρους κατηγορίες προβληµάτων αναλογιών: φυσικά προβλήµατα, προβλήµατα λόγων και 
προβλήµατα µείξεων.   
¾ Παράγοντες που επηρεάζουν την επίδοση των µαθητών 
- Tο γενικο πλαίσιο των προβληµάτων επηρεάζει σε µεγάλο βαθµό τις στρατηγικές που 

χρησιµοποιούν οι µαθητές (Singer and Resnick, 1992; Kuchemann, 1989; Lamon, 1993). Oι 
µαθητές επηρεάζονται από το γενικό πλαίσιο του προβλήµατος ανεξάρτητα αν το πρόβληµα 
σχετίζεται µε καθηµερινές εµπειρίες τους ή µε πρακτικούς και εµπειρικούς τρόπους 
υπολογισµού ή εντελώς άγνωστο θέµα (Schliemann και Pereira 1990). 

- Η διαισθητική αντίληψη και κατανόηση του µαθητή για το λόγο και την αναλογία 
επηρεάζουν την επίδοσή τους.  Σε έρευνα του Hoyles (1994) και των Νοss, Sutherland, 
ζητήθηκε από τους µαθητές να επιλύσουν λεκτικά προβλήµατα που απαιτούσαν πράξεις 
πολλαπλασιασµού, χωρίς να γίνεται αναφορά σε λόγο ή αναλογία.  Το δοκίµιο περιλάµβανε 
ερωτήµατα για δύο διαφορετικά πλαίσια προβληµάτων.  Το ένα πλαίσιο αφορούσε την 
ανάµιξη µπογιάς και το άλλο τη µεγέθυνση φωτογραφιών που έδειχναν µικρά χαλιά.  Τα 
αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι µαθητές εφαρµόζουν διαφορετικές στρατηγικές  σε διαφορετικά 
πλαίσια προβληµάτων.  

- Η αριθµητική δοµή (Karplus, 1983), και το είδος του εµπλεκόµενου λόγου του 
προβλήµατος (Hart, 1986), επηρεάζουν ουσιαστικά την επίδοση των µαθητών κατά την 
επίλυσή του.  
¾ ∆ιδασκαλία της έννοιας 

Η Viet (1989) ερεύνησε τη συµπεριφορά των µαθητών κατά την επίλυση 5 προβληµάτων 
ανάλογων ποσών και 5 αντιστρόφως ανάλογων ποσών και τόνισε τους κινδύνους από την 
αυτοµατοποίηση της επίλυσης λεκτικών προβληµάτων.   

  



Ο Γαγάτσης (1992) επέκτεινε την εργασία της Viet και µελέτησε τις στρατηγικές που 
χρησιµοποιούν οι µαθητές, της έκτης δηµοτικού και πρώτης γυµνασίου, και τα λάθη τους κατά 
την επίλυση προβληµάτων ανάλογων και αντιστρόφως αναλόγων ποσών.  Ο µηχανικός τρόπος µε 
τον οποίο διδάσκεται η έννοια της αναλογίας στο δηµοτικό σχολείο, αργότερα ξεχνιέται και 
συνεπώς οι µαθητές γυµνασίου παρουσιάζουν δυσκολίες στην ενασχόλησή τους µε τις αναλογίες. 

Σε µια άλλη µελέτη οι Γαγάτσης κ.ά (1997) µελέτησαν τις στρατηγικές και τα λάθη των 
µαθητών γυµνασίου κατά την επίλυση ασυνήθιστων προβληµάτων.  Χρησιµοποιήθηκαν τα δύο 
προβλήµατα που αναφέρονται και στην παρούσα έρευνα.  Παρατηρήθηκε ότι µεγάλο ποσοστό 
των µαθητών χρησιµοποιούν τη µέθοδο των τριών.  Αυτό είναι παράξενο αν ληφθεί υπόψη ότι η 
µέθοδος των τριών δεν αποτελεί αντικείµενο διδασκαλίας ούτε στη δηµοτική ούτε στη µέση 
εκπαίδευση. 

 
4. Η ΕΡΕΥΝΑ ΜΑΣ 

4(α). ΣΤΟΧΟΙ 
I. 

II. 

III. 

Να µελετηθούν οι δυσκολίες των µαθητών Γυµνασίου Ελλάδας και Κύπρου σε µη 
συνηθισµένα προβλήµατα αναλογίας. Μ’ αυτό εννοούµε προβλήµατα στα οποία µερικές 
ερωτήσεις άπτονται των ανάλογων ποσών, ενώ µερικές άλλες όχι. 

Και στα δύο προβλήµατα θέλουµε να µελετήσουµε την επίδραση των πολλαπλών 
αναπαραστάσεων. Έτσι, το 1ο πρόβληµα προτείνει και ένα σχέδιο του βάζου απ’ το οποίο 
λογικά θα µπορούσε ένας µαθητής θα µπορούσε να βγάλει το συµπέρασµα ότι πέρα από 
το ύψος των 12cm δηλαδή τα 120mm, τα ποσά δεν είναι ανάλογα και ενδεχοµένως δεν 
µπορεί να βρει απάντηση στο 3ο και 4ο ερώτηµα του προβλήµατος. Το ίδιο ισχύει και στο 
2ο πρόβληµα όπου προτείνεται ένα σχεδιάγραµµα το οποίο υποδεικνύει ότι τα ποσά δεν 
είναι ανάλογα σε όλα τα ερωτήµατα. 

Να µελετηθούν οι µέθοδοι επίλυσης αυτών των δύο προβληµάτων από τα παιδιά. 
Πιο συγκεκριµένα είναι παρατηρηµένο ότι στην Ελλάδα πολλά παιδιά εφαρµόζουν την  
απλή µέθοδο των τριών και θα θέλαµε να εξετάσουµε αν ισχύει το ίδιο και για εδώ και σε 
ποιο βαθµό και σε τι έκταση ακολουθείται το ίδιο αυτό φαινόµενο από µαθητές 
γυµνασίων της Κύπρου.  

 
4(β). ∆ΕΙΓΜΑ ΕΡΕΥΝΑΣ  
Το δείγµα της έρευνας αποτελούσαν 646 Ελλαδίτες και 271 Κύπριοι µαθητές για τα δύο 

προβλήµατα. Οι µαθητές φοιτούσαν στην Β’ και Γ’ γυµνασίου. Συµµετείχαν και µαθητές από 3 
ελληνικά ιδιωτικά σχολεία. 

Τα εµπλεκόµενα σχολεία ήταν από διαφορετικές γεωγραφικές περιοχές έτσι ώστε να 
αντιπροσωπεύονται, κατά το δυνατόν, διάφορα κοινωνικά στρώµατα ενδυναµώνοντας την 
αντιπροσωπευτικότητα του δείγµατος και ως εκ τούτου την αξιοπιστία των αποτελεσµάτων. 

 
4(γ). ΜΕΘΟ∆ΟΣ  
Χρησιµοποιήθηκαν τα 2 προβλήµατα που εισηγήθηκαν οι Grenier and Gerente (1992). 
Πρόβληµα 1: Το βάζο 
Πρόβληµα 2: Ο Μοτοσικλετιστής 
Η µεθοδολογία της έρευνάς µας ήταν τόσο ποσοτική όσο και ποιοτική. Πήραµε συνεντεύξεις 

από 2 µαθητές Γυµνασίου στην Ελλάδα και 3 µαθητές Γ’ Γυµνασίου στην Κύπρο. Κρίθηκε 
αναγκαία και η ποιοτική έρευνα διότι δεν µπορούµε να αντιληφθούµε την ουσιαστική χρήση του 
διαγράµµατος ή µη στους µαθητές κατά την ποσοτική έρευνα, δεν µπορούµε να πούµε µε 

  



σιγουριά αν το χρησιµοποιούν ή όχι. Ουσιαστικός στόχος, εδώ, είναι να υπάρξει µια επιπλέον 
πληροφορία, ένα παιγνίδι αναπαραστάσεων, χωρίς βέβαια να είµαστε σίγουροι πως αυτή η 
επιπλέον πληροφορία θα επισηµανθεί από τα παιδιά. 

Και τα δύο προβλήµατα προτείνουν µια κατάσταση αναλογίας στην οποία υπάρχει µια 
οµοιότητα. Τα δύο πρώτα ερωτήµατα αντιστοιχούν σε ανάλογα ποσά, ενώ τα άλλα δύο 
ερωτήµατα αντιστοιχούν σε µη ανάλογα ποσά. Και τα δύο προβλήµατα προτείνουν µια 
συµπληρωµατική µεταβλητή της αναλογίας ή µη του θέµατος. Στον πρώτο πρόβληµα η αναλογία 
ή µη των ποσών µπορεί να φανεί κάνοντας έλεγχο στα δεδοµένα του πίνακα που αυτό δεν γίνεται 
σχεδόν ποτέ. Γνωστή είναι η τάση των παιδιών να απαντούν σε προβλήµατα που προτείνουν 
ψευδοαναλογική κατάσταση σαν να ήταν ανάλογα ποσά. Για παράδειγµα, «εάν το ύψος ενός 
δεκάχρονου αγοριού είναι 1µ. και 40εκ., τότε ποιο θα είναι το ύψος του όταν γίνει 20 χρονών; 
(Markovitz, Hershkowitz, Bruckheimer 1984, στο Verschaffel et al, 2000). Τα παιδιά έχοντας την 
τάση να βλέπουν όλες τις καταστάσεις ως αναλογικές σ’ ένα τέτοιο ψευδοαναλογικό πρόβληµα 
δίνουν την απάντηση ότι το ύψος του αγοριού θα είναι 2,80µ. Επίσης, το πρώτο πρόβληµα 
προτείνει µια αναπαράσταση του βάζου ως δεύτερη µεταβλητή ελέγχου της αναλογικότητας ή µη.  

Το δεύτερο πρόβληµα, επίσης, αντιστοιχεί σε ανάλογα και µη ανάλογα ποσά. Και εδώ η 
δεύτερη µεταβλητή ελέγχου είναι το σχεδιάγραµµα που ακριβώς δείχνει τρεις  ευθύγραµµες 
διαδροµές που διαφέρουν µεταξύ τους, είναι ίσιος δρόµος, ανηφόρα, κατηφόρα. Σκοπός, εδώ, της 
συµπληρωµατικής µεταβλητής είναι να υποδείξει στους µαθητές ότι συνολικά δεν είναι ανάλογα 
τα ποσά. Υπάρχουν τρία τµήµατα αναλόγων ποσών και αυτό δίνεται από την έκφραση του 
προβλήµατος ότι «η ταχύτητα είναι σταθερή για καθένα από τα τρία µέρη της διαδροµής» και 
αυτό τονίζεται από το σχεδιάγραµµα. Τα ερώτηµα που προκύπτει είναι αν οι µαθητές κάνουν 
χρήση αυτής κρίσιµης πληροφορίας για την απάντηση στα ερωτήµατα 3 και 4.  
 

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1: «ΤΟ ΒΑΖΟ» 

 
Χύνουµε νερό στο βάζο.  Για κάθε ποσότητα νερού που χύνεται, µετράµε το ύψος του νερού 

στο βάζο.  Τα αποτελέσµατα σηµειώνονται στον παρακάτω πίνακα: 
 
Όγκος νερού σε ml 40 80 120 160 200 240 280 320 
Ύψος νερού σε mm 27 54 81 108 132 150 160 165 

 

 
1. Μπορείτε να βρείτε το ύψος του νερού για έναν όγκο 50ml;  Αν ναι, δώστε την 

απάντηση.  Αν όχι, εξηγήστε γιατί. 
2. Μπορείτε να βρείτε το ύψος του νερού για έναν όγκο 148ml;  Αν ναι, δώστε την 

απάντηση.  Αν όχι, εξηγήστε γιατί. 
3. Μπορείτε να βρείτε το ύψος του νερού για έναν όγκο 260ml;  Αν ναι, δώστε την 

απάντηση.  Αν όχι, εξηγήστε γιατί. 

  



4. Μπορείτε να βρείτε το ύψος του νερού για έναν όγκο 290ml;  Αν ναι, 
δώστε την απάντηση.  Αν όχι, εξηγήστε γιατί. 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2: «Ο ΜΟΤΟΣΙΚΛΕΤΙΣΤΗΣ»  
 
Ο Μενέλαος ανεβαίνει στη µοτοσικλέτα του.  Είναι στη Σίνδο και θέλει να πάει στη Θέρµη, 

που απέχει 28,4Km σε λιγότερο από ¾ της ώρας.  Πρέπει να περάσει από τη Θεσσαλονίκη και στη 
συνέχεια από το Πανόραµα.  Πατάει γκάζι συνεχώς στο τέρµα.  Η µηχανή του θα αντέξει;   Η 
ταχύτητα του είναι σταθερή για καθένα από τα τρία µέρη της διαδροµής του. 

 
 

                                                                         Πανόραµα 
  Σίνδος – Θεσσαλονίκη:15Km 

 Θεσσαλονίκη-Πανόραµα 
 Πανόραµα- Θέρµη                     ανηφόρα                                κατηφόρα      
 
 
                        ίσιος δρόµος 
                                                   Θέρµη 
     Σίνδος                                  Θεσσαλονίκη  
 
Μετά από 6 λεπτά διέτρεξε 4,5 Κm. 
Μετά από 22 λεπτά διέτρεξε 15,9 Κm. 
Μετά από 30 λεπτά διέτρεξε 19,5 Κm.  
Μετά από 40 λεπτά έφτασε στο Πανόραµα. 
Ο Μενέλαος φτάνει στη Θέρµη µετά από 44 λεπτά.  Το µοτέρ της µηχανής του άντεξε… 

Ουφ!!! 
 
Ερωτήσεις 

1. Τι απόσταση διέτρεξε σε 12 λεπτά; 
2. Σε πόση ώρα έφτασε στη Θεσσαλονίκη; 
3. Τι απόσταση διέτρεξε σε 36 λεπτά; 
4. Τι απόσταση διέτρεξε µέχρι το Πανόραµα; 

 
 

5. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
5(α) Αποτελέσµατα Ποσοτικής Ανάλυσης: 
Οι µαθητές επιτυγχάνουν στα ερωτήµατα που αφορούν αναλογίες, ενώ αποτυγχάνουν στα 

ερωτήµατα που χρειάζεται να εξετάσουν την ύπαρξη αναλογιών (πρόβληµα 1) ή όταν το γενικό 
πλαίσιο του προβλήµατος είναι πολύπλοκο (πρόβληµα 2). Αυτό αποτελεί µια ένδειξη ότι 
Ελλαδίτες και Κύπριοι µαθητές δεν έχουν αντιληφθεί την έννοια της αναλογίας, αλλά µόνο τη 
χρήση του αλγόριθµου. ∆ηλαδή, δεν υπάρχει η παρουσία της έννοιας, αλλά η παρουσία της 
διαδικασίας. Επίσης, είναι φανερό πως δεν χρησιµοποιούν τα σχήµατα τους δίνονται για να 
οδηγηθούν στην ορθή επίλυση των προβληµάτων.  

 
 

  



ΠΙΝΑΚΑΣ 2  
Σωστές Απαντήσεις των Μαθητών

ΕΛΛΑ∆Α 
Πρόβληµα 1 «Το Βάζο» 

 ΜΑΘΗΤΕΣ 1 2 3 4 
Β' Γυµν. 216 61,11 60,19 22,69 24,07 
Γ' Γυµν. 430 71,4 58,37 30 30,23 
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ΕΛΛΑ∆Α 

Πρόβληµα 2 «Ο Μοτοσικλετιστής»  
 ΜΑΘΗΤΕΣ 1 2 3 4 

Β' Γυµν. 216 75,46 35,65 8,33 3,7 
Γ' Γυµν. 430 73,95 36,74 4,88 3,02 

 

ΚΥΠΡΟΣ 
Πρόβληµα 1 «Το Βάζο» 

ΜΑΘΗΤΕΣ 1 2 3 4 
Β' Γυµν. 122 49,18 44,27 1,64 1,64 
Γ' Γυµν. 149 56,86 53,92 9,8 8,82 
 

ΚΥΠΡΟΣ 
Πρόβληµα 2 «Ο Μοτοσικλετιστής»  
ΜΑΘΗΤΕΣ 1 2 3 4 

Β' Γυµν. 122 80,32 37,35 4,92 1,54 
Γ' Γυµν. 149 75,48 46,08 8,82 6,86 

ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 1 
Σωστές Απαντήσεις των Μαθητών 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Πρόβληµα 2 
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Οι Ελλαδίτες µαθητές χρησιµοποιούν περισσότερο τη µέθοδο των τριών, ενώ οι 
Κύπριοι µαθητές χρησιµοποιούν κυρίως τις κλασµατικές εξισώσεις.  

Τα είδη των λαθών που εκδηλώνουν οι µαθητές αφορούν την αστόχαστη χρήση της 
αναλογίας.  Η παρουσία λαθών στις πράξεις είναι πολύ µειωµένη γιατί στα προβλήµατα 
χρησιµοποιήθηκαν απλοί φυσικοί αριθµοί. Συνεπώς η µεταβλητή του αριθµητικού 
πλαισίου του προβλήµατος επηρεάζει τις στρατηγικές και τα λάθη των µαθητών. 

 
 
 
 
 
 

  



 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 «ΤΟ ΒΑΖΟ» 

ΕΛΛΑ∆Α 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 
ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

ΕΡΩΤΗΣΗ 1 
 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 36,57 30,56 9,33 
Γ' Γυµν. 36,74 43,02 4,49 

 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2 
 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 33,8 31,48 8,33 
Γ' Γυµν. 35,81 40,47 4,19 

 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 3 
Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 29,17 30,56 7,87 
Γ' Γυµν. 35,12 39,07 3,02 

 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 4 
Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 30,56 27,78 8,33 
Γ' Γυµν. 34,88 37,67 2,79 

 

 
ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 2 

Μέθοδοι Επίλυσης  
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ΕΛΛΑ∆Α 
Πρόβληµα 1_Ερώτηση 4
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ΕΛΛΑ∆Α 
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ΚΥΠΡΟΣ 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 
ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 

ΕΡΩΤΗΣΗ 1 
 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 40,99 14,75 24,59 
Γ' Γυµν. 61,08 18,13 0 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2 
 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 36,07 11,48 19,67 
Γ' Γυµν. 54,37 18,12 0 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 3 
Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 26,23 8,2 19,67 
Γ' Γυµν. 51 13,42 7,38 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 4 

Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.
Β' Γυµν. 18,03 6,56 16,39 
Γ' Γυµν. 49 13,42 6,71 

 
 

ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 3 
Μέθοδοι Επίλυσης  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 «Ο ΜΟΤΟΣΙΚΛΕΤΙΣΤΗΣ» 
ΕΛΛΑ∆Α
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 
ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 

ΕΡΩΤΗΣΗ 1 
 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 28,24 33,8 20,83 
Γ' Γυµν. 18,6 29,53 34,88 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 2 

 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.
Β' Γυµν. 24,07 35,65 8,8 
Γ' Γυµν. 24,88 36,51 12,09 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 3 
 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 19,44 37,04 8,33 
Γ' Γυµν. 23,49 30,93 9,77 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 4 

 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.
Β' Γυµν. 16,67 27,78 6,48 
Γ' Γυµν. 15,12 23,95 7,67 

 
 
 

 
ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 4 
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ΕΛΛΑ∆Α  
Πρόβληµα  2_Ερώτηση  2

0

10

20

30

40

Κλ .Εξ. Μεθ.Τριών Αλλη Μεθ.

Π
οσ

οσ
τά

 %

Β ' Γυµν .

Γ ' Γυµν .

 
 

ΕΛΛΑ∆Α 
Πρόβληµα 2_Ερώτηση 1

0

10

20

30

40

Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Αλλη Μεθ.

Π
οσ

οσ
τά

 %

Β ' Γυµν.

Γ' Γυµν.

ΕΛΛΑ∆Α 
Πρόβληµα 2_Ερώτηση 4

0

10

20

30

Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Αλλη Μεθ.

Π
οσ

οσ
τά

 %

Β' Γυµν.

Γ' Γυµν.

ΕΛΛΑ∆Α 
Πρόβληµα 2_Ερώτηση 3

0
10
20
30
40

Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Αλλη Μεθ.

Β' Γυµν.

Γ' Γυµν.

  



ΚΥΠΡΟΣ 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 6 
ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ  

ΕΡΩΤΗΣΗ 1 
 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 40,98 21,31 34,42 
Γ' Γυµν. 30,39 38,23 20,58 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 2 

 Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.
Β' Γυµν. 29,51 11,58 27,87 
Γ' Γυµν. 21,57 32,35 16,67 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 3 
Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.

Β' Γυµν. 36,07 8,2 26,23 
Γ' Γυµν. 25,49 29,41 15,69 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 4 

Κλ.Εξ. Μεθ.Τριών Άλλη Μεθ.
Β' Γυµν. 27,87 6,56 22,95 
Γ' Γυµν. 21,57 21,57 13,73 

 
 

 
 

ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 5 
Μέθοδοι Επίλυσης 
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5(β) Αποτελέσµατα Ποιοτικής Ανάλυσης: 
Κατά την ποιοτική ανάλυση προέκυψαν σηµαντικά στοιχεία που µας κάνουν να 

πιστεύουµε πως οι χρήση των αναπαραστάσεων σ’ ένα πρόβληµα δυσκολεύει τους 
µαθητές στην αρχή, γιατί δεν καταλάβαιναν τη χρησιµότητα τους. Η δυσκολία αυτή 
µπόρεσε να ξεπεραστεί µετά από τη δική µας παρέµβαση και οδήγησε τους µαθητές στη 
ορθή επίλυση των προβληµάτων.  

Στο πρόβληµα 1, ένας καλός µαθητής αναρωτήθηκε γιατί δίνεται το σχήµα του βάζου 
και υπέθεσε πως θα του χρησίµευε για να δει από ποιο σηµείο και µετά θα χυθεί το νερό 
όταν συνεχίσουµε να προσθέτουµε. Κάτι τέτοιο βέβαια δεν ισχύει µιας που το ύψος του 

  



νερού που έχουµε ρίξει στο βάζο δεν υπερβαίνει τα 165mm. Η µετατροπή από cm σε mm 
δυσκόλεψε όλους τους µαθητές. Μια µαθήτρια αφού µελέτησε προσεκτικά τα δεδοµένα 
του πίνακα, διαπίστωσε πως τα ποσά από ένα σηµείο και µετά δεν αυξάνονται αναλογικά. 
Μόνο  τότε ανέτρεξε στο σχήµα για να διαπιστώσει αυτή την ανωµαλία που υπάρχει µετά 
το ύψος των 12cm, στη συνέχεια έλυσε σωστά τα δύο πρώτα ερωτήµατα και µετά 
σταµάτησε γιατί είδε πως δεν µπορούσε να τα λύσει. Της ήταν όµως δύσκολο να πιστέψει 
πως δεν υπήρχε κάποια απάντηση. Βλέπουµε εδώ την εµφάνιση του διδακτικού 
συµβολαίου, όπου οι µαθητές πιστεύουν πως σε όλα τα προβλήµατα υπάρχει και µια 
λύση. Όταν µια άλλη µαθήτρια ρωτήθηκε γιατί εργάστηκε µε τη µέθοδο του χιαστί, 
αποκρίθηκε: «τα ποσά αυτά είναι ανάλογα, θυµάµαι αυτή τη µέθοδο από το µάθηµα της 
Φυσικής». 

Στο δεύτερο πρόβληµα, το σχήµα βοήθησε πιο πολύ τους µαθητές, όπως µας δήλωσαν. 
Όµως, και σε αυτό το πρόβληµα παρόλο που διαπίστωσαν πως υπάρχουν τρία 
διαφορετικά κοµµάτια διαδροµών (ευθεία, ανηφόρα, κατηφόρα), εντούτοις η πλειοψηφία 
των παιδιών έλυσε µε «χιαστί» γινόµενο και τα ερωτήµατα 3 και 4 του προβλήµατος που 
τα ποσά δεν ήταν αναλογικά. Μόνο µια µαθήτρια εργάστηκε σωστά και µας δήλωσε:  
«τα δύο πρώτα ερωτήµατα ήταν απλά και τα έλυσα γρήγορα µε τη µέθοδο του «χιαστί». Το 
τρίτο ερώτηµα ήταν περίπλοκο και µε προβληµάτισε. Θα έκανα «χιαστί», αλλά µε τη 
βοήθεια του σχήµατος διαπίστωσα πως σταµατούσε ο ίσιος δρόµος και άρχιζε η ανηφόρα, 
άρα τα ποσά δεν ήταν ανάλογα. Έτσι, εργάστηκα πρώτα  µε αφαίρεση και µετά έκανα 
«χιαστί»».  
 

6. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  
 

Ένα µεγάλο ποσοστό των µαθητών χρησιµοποιούν τη µέθοδο των τριών και για τα δύο 
προβλήµατα.  Αυτό είναι ιδιαίτερα σηµαντικο αν ληφθεί υπόψη ότι ο κανόνας των τριών 
δεν αποτελεί αντικείµενο διδασκαλίας ούτε στη δηµοτική, ούτε στη µέση εκπαίδευση.  
Αυτή η µέθοδος προάγεται "ανεπίσηµα" και εφαρµόζεται σε άλλα µαθήµατα, όπως στη 
Φυσική, στη Χηµεία. Αλλά και πάλι δεν δικαιολογείται το ψηλό αυτό ποσοστό µαθητών 
που χρησιµοποιούν τη µέθοδο των τριών.  Αυτό το φαινόµενο αποτελεί ένδειξη της 
φτωχής κατανόησης της αναλογίας, που έχει ως αποτέλεσµα την αλλαγή της στρατηγικής 
επίλυσης από τις κλασµατικές εξισώσεις στη µέθοδο των τριών που φαίνεται να έχει 
αποµνηµονευτεί από τους µαθητές.  Αυτό επιβεβαιώνεται και από την ιστορική εξέλιξη 
του κανόνα των τριών, όπου για µεγάλη χρονική περίοδο η στρατηγική αυτή 
χρησιµοποιόταν ως εµπορική µέθοδος βασισµένη σε αποµνηµονευµένους κανόνες, χωρίς 
να συνδέεται  µε την έννοια του λόγου. 

Η χρήση της µεθόδου των τριών µπορεί να ερµηνευτεί απο τη θεωρία του διδακτικού 
µετασχηµατισµού, όπου εξετάζονται οι διαδικασίες µετασχηµατισµού µιας επιστηµονικής 
γνώσης σε διδακτική γνώση.  Ένα παρόµοιο φαινοµένου που µπορεί να ερµηνεύσει τη 
χρήση της µεθόδου των τριών  είναι ο µετασχηµατισµός των διδακτικών µεθόδων.  Όπως 
η βασική πηγή των διδακτικών αντικειµένων είναι η επιστηµονική γνώση, έτσι η βασική 
πηγή των διδακτικών µεθόδων είναι τα διδακτικά εγχειρίδια και οι αντιλήψεις των 
εκπαιδευτικών για το θέµα.  Και στις δύο περιπτώσεις υπάρχουν πηγές πολιτισµικού 
τύπου που επηρεάζουν το διδακτικό περιεχόµενο καθώς και τις διδακτικές µεθόδους.   

Οι επικρατέστερες στρατηγικές σε προηγούµενες έρευνες εµφανίζονται και στην 
παρούσα έρευνα υποδεικνύοντας πόσο βαθιά ριζωµένη είναι αυτή η µαθηµατικο - 

  



πολιτιστική γνώση στους µαθητές της ελληνικής δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης.  Συνεπώς 
αυτές οι πηγές πολιτιστικών στοιχείων είναι ισχυρότερες από όσο θα µπορούσε να 
πιστέψει κάποιος για την αλλαγή των διδακτικών µεθόδων και αυτό αποτελεί βασικό 
στοιχείο της παρούσας έρευνας, πέρα από την κατανόηση και την µάθηση προβληµάτων 
αναλογίας. 

Πώς εξηγούνται οι µεγάλες διαφορές ανάµεσα στα ποσοστά των Ελλαδιτών και 
Κύπριων µαθητών που χρησιµοποιούν τη µέθοδο των τριών, παρόλο που έχουν κοινό 
πολιτισµό, γλώσσα και διδασκαλία που στηρίζεται σε παρόµοια βιβλία; Πιστεύουµε ότι 
µια συστηµατική έρευνα των διδακτικών βιβλίων αλλά και των µεθόδων διδασκαλιών των 
δύο χωρών είναι αναγκαία για να απαντηθεί αυτό το ερώτηµα.  

Η έρευνά δείχνει µια µεγαλύτερη αποτυχία στις µη αναλογικές καταστάσεις. Η αποτυχία αυτή 
υποδεικνύει ότι δεν είναι εύκολη η χρήση αναπαραστάσεων για την επίλυση των προβληµάτων. 
Από την άλλη πλευρά, όπως δείχνει και η ατοµική εξέταση των καλών µαθητών όταν προηγηθεί 
συζήτηση από τον καθηγητή για το τι παριστάνει η κάθε αναπαράσταση τότε αυτό µπορεί να 
οδηγήσει στην ορθή αντιµετώπιση του προβλήµατος. Η τελευταία παρατήρηση υποδεικνύει την 
αναγκαιότητα οµαδικής συζήτησης στην τάξη των αναπαραστάσεων, τη σκοπιµότητα και την 
αναγκαιότητα τους κατά την επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων.  

Πιστεύουµε ότι µια διδακτική παρέµβαση στη χρήση, µελέτη και ερµηνεία αναπαραστάσεων 
που συνδέονται µε λεκτικά προβλήµατα θα µπορούσε να βοηθήσει τους µαθητές Γυµνασίου στην 
επίλυση προβλήµατος.  
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ABSTRACT 
 
This paper presents findings of a study concerning the use of multiple representations in solving 
problems related to proportionality. Each problem was consisted of four questions and only two of 
them had to do with proportionality. Data were collected from 1361 Greek secondary pupils and 
689 Cypriot secondary pupils. The results revealed that the representations did not help students to 
solve these two problems and especially to reply correctly to the questions which did not have to 
do with proportionality. An important finding is concerned with the methods students decided to 
use in order to solve of these two problems. More specifically, 40% of Greek students decided to 
use the rule of three to solve these problems rather than the fraction equation or the unitary method 
or any other method. Analysis of qualitative data revealed that we can help students solve correctly 
these problems by encouraging them to use the graphical representations of the problems. 
Implications of findings for teaching Mathematics are also drawn.  
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