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Περίληψη 

Στόχος της ανακοίνωσης αυτής είναι : 

Η σκιαγράφηση της σχέσης ανάµεσα στην ιστορική εξέλιξη των Τριγωνοµετρικών εννοιών και του 

τρόπου πού οι έννοιες αυτές παρουσιάζονται στο Αναλυτικό πρόγραµµα και στα σχολικά βιβλία. 

Η περιγραφή των εµποδίων που συναντούν οι µαθητές στην κατανόηση των Τριγωνοµετρικών 

εννοιών και η επιστηµολογική σχέση αυτών των εµποδίων µε την ιστορική εξέλιξη των εννοιών 

αυτών. 

Θα παρουσιάσουµε τις βασικές ιστορικές στιγµές που έχουν επηρεάσει την εξέλιξη της 

Τριγωνοµετρίας από τους Αιγυπτίους και τους Αρχαίους Έλληνες µέχρι σήµερα .Παράλληλα θα 

αποδείξουµε ότι αυτές  οι ιστορικές στιγµές επηρεάζουν τον τρόπο που οι έννοιες αυτές 

παρουσιάζονται στα σχολικά βιβλία 

Τέλος θα καταδείξουµε τα επιστηµολογικά και διδακτικά εµπόδια πού εµφανίζονται όταν κανείς 

διδάσκει Τριγωνοµετρία στην Ελλάδα σήµερα. 

 

 
   Α ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

Ο στόχος της εργασίας αυτής είναι να ερευνήσει την σχέση που διαµορφώνεται ανάµεσα στην 

ιστορική εξέλιξη των τριγωνοµετρικών εννοιών και του τρόπου που αυτές παρουσιάζονται στο 

Αναλυτικό πρόγραµµα και τα σχολικά βιβλία 

 

Τα συµπεράσµατα από αυτή την εργασία θα συµβάλλουν στη διερεύνηση των ερωτηµάτων: 

 

1.  Υπάρχουν προβλήµατα κατανόησης των τριγωνοµετρικών εννοιών από πλευράς των µαθητών που 

να είναι αντίστοιχα µε τις δυσκολίες που εµφανίστηκαν στην  ιστορική τους εξέλιξη; 

(επιστηµολογικά εµπόδια) 



2.  Υπάρχουν οι αναγκαίοι διδακτικοί µετασχηµατισµοί  στην παρουσίαση ώστε να µειωθούν 

αντίστοιχα προβλήµατα; Και ποιοι άλλοι µετασχηµατισµοί πρωτογενείς ή δευτερογενείς µπορούν 

να γίνουν για την βελτίωση της παρουσίασης; 

. 

 

Στο ισχύον Αναλυτικό πρόγραµµα για το Γυµνάσιο και το Λύκειο, οι τριγωνοµετρικές έννοιες 

παρουσιάζονται στις Β΄ και Γ΄ Γυµνασίου και Α΄ και Β΄ Λυκείου. Επίσης, στην Γ΄ Λυκείου, στ 

πλαίσια της Ανάλυσης  ,αντιµετωπίζονται πιο διεξοδικά οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις.. 

    

 Β  ΕΠΙΣΤΗΜΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

Είναι γνωστό ότι η επιστηµολογία είναι ο επιστηµονικός χώρος που µελετά τη συγκρότηση και 

εξέλιξη των επιστηµονικών γνώσεων, τόσο όσον αφορά την ιστορική τους γέννηση όσο και τον 

τρόπο που αυτές αναδοµούνται εξελισσόµενες κάτω από συγκεκριµένες ιστορικές και κοινωνικές 

συνθήκες. 

 

Για την διδακτική των Μαθηµατικών η µελέτη των διαφορετικών αντιλήψεων που δηµιουργείται 

για µία µαθηµατική έννοια (concepts) αποτελεί ουσιαστικό σηµείο ερευνητικής ενασχόλησης. Η 

Michele Artigue στο Cahier de didireun noo 3 (1989) αναδεικνύει την σπουδαιότητα της 

επιστηµολογικής θεµελίωσης (fondements epistemologiques) µίας έννοιας σε κάθε µελέτη της 

διδακτικής των Μαθηµατικών, θέτοντας τρεις κατευθύνσεις: 

 

i.  Την µελέτη της ιστορικής προέλευσης των µαθηµατικών εννοιών και των ιστορικών  συνθηκών. 

ii.  Την εργασία που συσχετίζει την διαδικασία που αυτές δοµήθηκαν και τον τρόπο που αυτές 

µαθαίνονται. 

iii. Την µελέτη της λειτουργίας των εννοιών αυτών στο καθαρά µαθηµατικό πλαίσιο και τις σχέσεις 

που αναπτύσσονται ανάµεσα στις διαφορετικές αντιλήψεις αυτών των εννοιών. 

 

Αυτές οι τρεις κατευθύνσεις εµφανίζονται και στο βιβλίο των Jean Pierre Astofli και Michel 

Develay “la didactique des sciences experimentales” και ειδικά στο σηµείο που έχει τον τίτλο 

“Epistemologie et questions didactiques” και στο οποίο γίνεται προσπάθεια να υπάρξει συσχέτιση 

ανάµεσα στην επιστηµολογική προσέγγιση των Μαθηµατικών εννοιών και του τρόπου που αυτές 

πρόκειται να διδαχθούν. 

 

Παραθέτουµε από την ενδιαφέρουσα αυτή συσχέτιση το εξής: 



 

«Στην ιστορία των επιστηµών, η δηµιουργία των επιστηµονικών εννοιών δεν είναι γραµµική ούτε 

προϊόν µίας κάποιας έµπνευσης. Είναι τις περισσότερες φορές δεµένη µε τους συγκεκριµένες 

κοινωνικές λειτουργίες και έρχεται να απαντήσει σε συγκεκριµένα, διαφόρων τύπου προβλήµατα 

(επιστηµονικά, φυσικά, κοινωνικά κ.λ.π.)». 

 

Η διδασκαλία κατά συνέπεια των εννοιών αυτών µπορεί να µην είναι προσανατολισµένη στην 

ανάδειξη αυτών των συνθηκών στα µάτια των παιδιών .Έχουµε σκεφτεί ,όµως, αν µπορούν να 

“γεννηθούν” ξανά αυτές οι έννοιες στη διάρκεια της διδασκαλίας µέσα από συγκεκριµένα 

προβλήµατα; ∆ηλαδή αν µπορούν να επανατεθούν τά ίδια ερωτήµατα πού οδήγησαν στην 

γέννηση των εννοιών αυτών; 

 

Είναι βέβαια σαφές ότι ο κάθε διδάσκων αναπτύσσει στην διδασκαλία του πρακτικές που 

συναρτώνται άµεσα µε τις προσωπικές του αντιλήψεις για τα Μαθηµατικά και που έχουν κατ΄ 

αρχήν σχέση µε την βασική του µόρφωση. Όµως η µεγάλη διαφορά του διδάσκοντα από άλλους 

εργαζόµενους (π.χ. έναν µηχανικό), είναι ότι η συνολική του συγκρότηση στις διαφορετικές 

διαστάσεις, επιστηµονική - µορφωτική - πολιτιστική - κοινωνική κ.λ.π., παίζει ενεργό ρόλο στην 

αποτελεσµατικότητα της εργασίας του. Για την διδακτική των Μαθηµατικών λοιπόν η 

επιστηµολογική συνιστώσα είναι σηµαντική τόσο στην δηµιουργία Αναλυτικών προγραµµάτων 

και την συγγραφή σχολικών βιβλίων όσο και στην καθηµερινή παρουσία του διδάσκοντα στην 

σχολική αίθουσα. 

 

Ένα σηµαντικό λοιπόν ζήτηµα για την έρευνα είναι το πως η ιστορική διάσταση µίας µαθηµατικής 

έννοιας και η επιστηµολογική της τεκµηρίωση ενυπάρχουν και εµφανίζονται στο αντικείµενο 

διδασκαλίας, δεδοµένης της “επιστηµολογίας του διδάσκοντα”. Ο Yves Chevallard τόσο στο 

άρθρο του «Les programmes et la transposition didactique» όσο και στο βιβλίο του που έγραψε 

µαζί µε την Marie-Alberte Joshua “La transposition didactique” ασχολείται συγκεκριµένα µε τους 

διδακτικούς µετασχηµατισµούς που υφίστανται Μαθηµατικές έννοιες ή και ολόκληρες ενότητες 

των Μαθηµατικών από την επιστηµονική τους διάσταση ή την ιστορική τους εξέλιξη ώστε να 

γίνουν αντικείµενο διδασκαλίας. Ο Yves Chevallard δίνει έµφαση σε αυτό που ακριβώς 

προαναφέραµε για τις “αναπαραστάσεις” που υπάρχουν στον διδάσκοντα και πόσο επηρεάζουν 

τους διδακτικούς µετασχηµατισµούς που ο ίδιος ενσυνείδητα ή υποσυνείδητα επιχειρεί κατά τη 

διάρκεια της διδασκαλίας. 

 



Για µας είναι σηµαντικό να ξεχωρίσουµε τους διδακτικούς µετασχηµατισµούς σε δύο 

διαφορετικούς τύπους που σχηµατικά θα αναφέρουµε ως πρωτογενείς και δευτερογενείς. 

Πρωτογενείς ονοµάζουµε αυτούς που γίνονται από αυτούς που εκπονούν τα Αναλυτικά 

προγράµµατα και συγγράφουν τα σχολικά βιβλία και δευτερογενείς αυτούς που επιλέγει ο 

διδάσκων έχοντας ως δεδοµένους τους πρωτογενείς. 

 

 

 

 

Γ  ΣΥΓΚΡΙΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗΣ ΜΕ ΤΗΝ ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΕΞΕΛΙΞΗ 

Στηριζόµενοι στην Ιστορία των Μαθηµατικών των C. 1)Bayer-Uta Merzbach καθώς και του 2)G. 

Loria  θα παρουσιάσουµε τις κυριότερες φάσεις της ιστορικής εξέλιξης των τριγωνοµετρικών 

εννοιών, συγκρίνοντάς την µε την παρουσίαση στο Αναλυτικό πρόγραµµα.  

Γ.1.ΚΛΙΣΗ ΓΩΝΙΑΣ 

Σύµφωνα µε τους (1) και (2), καθώς και τον Gillings στο “Mathematics in the time of the 

Pharaohs”, η έννοια της κλίσης µίας γωνίας, αυτό που σήµερα θα ονοµάζαµε εφω, ω ∈ (0,π/2), 

ήτανε η πρώτη ιστορικά εµφανιζόµενη τριγωνοµετρική έννοια στο πρόβληµα 56 του παπύρου  του 

Rhind. Στο πρόβληµα αυτό εµφανίζεται η απαίτηση, κατά την κατασκευή, µίας πυραµίδας, της 

διατήρησης της ίδιας κλίσης στις έδρες της. Ίσως αυτό να οδήγησε τους Αιγυπτίους να εισάγουν 

µία έννοια αντίστοιχη µε αυτήν της εφαπτοµένης µίας γωνίας (ακριβέστερα της συνεφαπτοµένης). 

Οι Αιγύπτιοι χρησιµοποιούσαν την λέξη “σεκτ” που περιέγραφε την οριζόντια απόσταση µίας 

πλάγιας ευθείας από τον κατακόρυφο άξονα για κάθε µονάδα µεταβολής του ύψους. Αυτό δηλαδή 

που χρησιµοποιούν οι αρχιτέκτονες σήµερα για να δώσουν την εσωτερική κλίση ενός 

υποστρώµατος ή ενός βάθρου. Το πρόβληµα αυτό εµπεριέχει, υπονοούµενα, στοιχεία της θεωρίας 

των οµοίων τριγώνων. 

 

 Η εµφάνιση ,δηλαδή, των τριγωνοµετρικών αριθµών µίας οξείας γωνίας µεσω των  λόγων των 

πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου στο οποίο ανήκει η γωνία αυτή, ιστορικά προηγείται της 

συσχέτισης χορδών και τόξων ενός κύκλου. Στο Γυµνάσιο έχει επιλεγεί αυτός ο τρόπος ορισµού 

των τριγωνοµετρικών εννοιών οξείας γωνίας.  

 

Βέβαια στο Γυµνάσιο δεν έχει οριστεί η οµοιότητα των τριγώνων και αυτό έχει ως αποτέλεσµα 

την  ελλειπή τεκµηρίωση της µονοσήµαντης διάστασης του ορισµού.  ∆εν εξηγείται ,δηλαδή, στον 



µαθητή το γιατί είµαστε βέβαιοι ότι οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί  µίας οξείας γωνίας είναι σταθεροί 

και ανεξάρτητοι από το ορθογώνιο στο οποίο ανήκει η ω 

 

Επανερχόµενοι στο πρόβληµα 56 του παπύρου του Rhind, βλέπουµε ότι ο ορισµός του “σεκτ” 

αποτελεί την απάντηση σε ένα συγκεκριµένο πρόβληµα των ανθρώπων της εποχής εκείνης. 

Αντίστοιχα κατασκευαστικά προβλήµατα της σηµερινής εποχής καθιστούν, για µία τουλάχιστον 

οµάδα ανθρώπων που ασχολείται µε αυτά, τις αντιλήψεις για την έννοια της κλίσης συναφείς µε 

εκείνες των Αιγυπτίων. Κατά την γνώµη µας, η επιλογή του ορισµού της εφαπτόµενης στην Β΄ 

Γυµνασίου µε το παράδειγµα της κλίσης ενός δρόµου είναι επιτυχής ακριβώς διότι µε απλό τρόπο 

απαντάει στο ίδιο ακριβώς ερώτηµα που οδήγησε στην ιστορική γέννηση της έννοιας αυτής. 

Αυτό βέβαια δεν σηµαίνει ότι θεωρούµε αυτή την αντιστοιχία ως νόµο ούτε καν ως κανόνα για 

την διδασκαλία των Μαθηµατικών. 

Οι τριγωνοµετρικές έννοιες σήµερα έχουν διαφορετικές σηµασίες σε διαφορετικά 

επίπεδα,αποτέλεσµα των διαφορετικών αναγκών και προσεγγίσεων στην ιστορική τους εξέλιξη. 

Αυτό καθιστά αδύνατη την γραµµική συσχέτιση της ιστορικής τους εξέλιξης και της διδασκαλίας 

τους. 

 

Γ..ΧΟΡ∆ΕΣ ΚΑΙ ΤΟΞΑ ΚΥΚΛΟΥ 

Μετά το πρόβληµα 56 του παπύρου του Rhind η σηµαντικότερη φάση για τις τριγωνοµετρικές 

έννοιες είναι η Ελληνιστική περίοδος (150 π.Χ.-160 µ.Χ. περίπου) και η ακµή της τριγωνοµετρίας 

µέσω των Αστρονοµικών µελετών. 

 

Πριν όµως από αυτήν και ενώ ήταν σε πλήρη ακµή η Ευκλείδεια Γεωµετρία, συναντάµε 

γεωµετρικές προτάσεις που είναι συναφείς µε γνωστές τριγωνοµετρικές προτάσεις. Οι προτάσεις 

ΙΙ12 και 13 των στοιχείων του Ευκλείδη  που είναι γνωστές ως επέκταση του Πυθαγορείου 

Θεωρήµατος σε οξυγώνιο και αµβλυγώνιο τρίγωνο, είναι σαφές ότι εκφράζουν µε γεωµετρική 

γλώσσα τον νόµο των συνηµίτονων σε οξυγώνιο ή αµβλυγώνιο τρίγωνο. 

 

Αναφέρουµε ειδικά αυτό το παράδειγµα γιατί κατά τη γνώµη µας έχει σηµαντικό διδακτικό 

ενδιαφέρον. 

 

Στην σελίδα 37 του σχολικού βιβλίου της Β’ Λυκείου παρουσιάζεται ο νόµος των συνηµίτονων 

και η απόδειξή του, η οποία παρουσιάζεται µε “οικονοµικό” τρόπο (λόγω του ορθοκανονικού 

συστήµατος δεν χρειάζεται διάκριση περιπτώσεων για το είδος της γωνίας Α) και κάνει χρήση του 



διευρυµένου ορισµού (σελ. 159-160 του σχολικού βιβλίου της Α’  Λυκείου) για τους 

τριγωνοµετρικούς αριθµούς µίας οποιασδήποτε γωνίας. Παρότι δηλαδή ιστορικά ο νόµος αυτός 

σχετίζεται άµεσα µε τα συγκεκριµένα θεωρήµατα της γεωµετρίας, ο πρωτογενής διδακτικός 

µετασχηµατισµός αφορά µία πιο “σύγχρονη” και πιο “οικονοµική” παρουσίασή του. 

 

Η διαφωνία µας έγκειται στο ότι τα συγκεκριµένα γεωµετρικά θεωρήµατα τα έχει διδαχθεί ο 

µαθητής της Β’ Λυκείου στο ίδιο περίπου χρονικό διάστηµα, πράγµα που είναι διδακτικό 

πλεονέκτηµα αναφορικά µε την κατανόηση εννοιών και προτάσεων κάτω από διαφορετικά 

πλαίσια. Είναι χαρακτηριστικό  ότι η εναλλακτική απόδειξη µε βάση τα γεωµετρικά θεωρήµατα 

,παρότι λιγότερο “οικονοµική” (διάκριση σε οξυγώνιο-αµβλυγώνιο-ορθογώνιο τρίγωνο), 

προτιµάται από σηµαντικό κοµµάτι των µαθητών σε ανάλογη εξέταση. 

 

Επανερχόµενοι στην ιστορική αναφορά, πρέπει να σηµειώσουµε ότι πριν την Ελληνιστική 

περίοδο σηµαντική παρουσία στην µετέπειτα εξέλιξη της Τριγωνοµετρίας ήταν αυτή του 

Αρχιµήδη. Είναι γνωστό ότι ο Αρχιµήδης έδειξε την υπολογιστική του δεξιότητα και στην 

προσέγγιση του π, του λόγου δηλαδή του µήκους ενός κύκλου προς την διάµετρό του. Ίσως αυτό 

αποτελεί, µαζί µε κάποιες προσπάθειες του Αρίσταρχου (310-230 π.Χ.) και του Ερατοσθένη (276-

194 π.Χ.), την αρχή για µία πιο σηµαντική σχέση ανάµεσα στα τόξα και τις χορδές. 

 

Στην σελίδα 152 της Ιστορίας των Μαθηµατικών των (1), παρουσιάζεται µία απόδειξη που έκανε 

ο Αρχιµήδης, γνωστή ως το πρόβληµα της “σπασµένης” χορδής, που µε την σηµερινή γλώσσα της 

τριγωνοµετρίας, πρόκειται για την απόδειξη του γνωστού τύπου ηµ(χ-ψ)=ηµχσυνψ-συνχηµψ. Ο 

Πτολεµαίος στην Αλµαγέστη το επανέφερε µέσω του θεωρήµατος εγγραψίµων τετραπλεύρων: 

ΑΒ.Γ∆+Α∆.ΒΓ=ΑΓ.Β∆. Η υπέρβαση των τριγωνοµετρικών αριθµών οξείας γωνίας αποτελεί 

όπως καταλαβαίνουµε σηµαντικό πρόβληµα τόσο από επιστηµολογικά όσο και από διδακτική 

σκοπιά. 

 

Τα διδακτικά προβλήµατα που παρουσιάζονται έχουν σαφέστατα επιστηµολογικό χαρακτήρα. 

Στην σελίδα 159-160 του σχολικού βιβλίου της Α’ Λυκείου υπάρχει, µε περιληπτικό τρόπο, η 

παρουσίαση των τριγωνοµετρικών αριθµών οποιασδήποτε γωνίας, όπως αυτός έχει παρουσιασθεί 

στο σχολικό βιβλίο της Γ’ Γυµνασίου, και αυτό είναι πού µας ενδιαφέρει στην µετάβαση από το 

Γυµνάσιο στο Λύκειο. 

 



Μπορούµε να παρατηρήσουµε µία “ρήξη” του διδακτικού συµβολαίου “contract didactique” (Guy 

Brousseau RDM Vol 9 no 3). 

 

Ο µαθητής κατανοεί τον ορισµό του ηµίτονου µίας οξείας γωνίας σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, ως 

τον λόγο:  απέναντι κάθετη πλευρά  προς υποτείνουσα 

                                  

Όταν θέλουµε να ορίσουµε το ηµίτονο µίας µη οξείας γωνίας, ο µαθητής καλείται να 

αναδιοργανώσει τον εννοιολογικό χώρο µέσα στον οποίο έχει συγκροτήσει αρχικά τις έννοιες των 

τριγωνοµετρικών αριθµών Το καινούριο εποπτικό πλαίσιο είναι ένα ορθοκανονικό σύστηµα 

αξόνων και το ηµω=
ψ
ρ

, όπου ψ δεν είναι κατ΄ ανάγκη  µήκος αφού είναι η τεταγµένη του 

σηµείου Μ ,και αυτό προβλέπεται να συµβεί στην Γ Γυµνασίου και να επαναληφθεί στο Λύκειο 

Αυτή η υπέρβαση δηµιουργεί εµπόδια και οδηγεί σε συγκεκριµένα λάθη. Ενδεικτικά αναφέρουµε 

εδώ ότι όταν στο τεστ ζητούσαµε την απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος της τριγωνοµετρίας 

για οποιαδήποτε γωνία: ηµ2ω+συν2ω=1, ένας σηµαντικός αριθµός µαθητών έδινε την απάντηση 

σε ορθογώνιο τρίγωνο. 

 

Κατά τη γνώµη µας το επιστηµολογικό εµπόδιο πού σχετίζεται µε τις δυσκολίες µε τις οποίες 

περιγράψαµε αναδεικνύεται µέσα από την ιστορική τους διαδροµή: Οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί 

γωνιών που υπερβαίνουν τις 90ο σχετίζονται ιστορικά µε όσα προαναφέραµε για την συσχέτιση 

χορδών και τόξων ενός κύκλου. Η ύπαρξη βέβαια του ορθοκανονικού συστήµατος απλώς 

διευκολύνει τα πράγµατα, αφού µέσω των συντεταγµένων απλοποιούνται οι ορισµοί και δίνεται η 

δυνατότητα να µιλάµε για οποιαδήποτε γωνία µε προσανατολισµό. Η σύγκρουση στο αντιληπτικό 

επίπεδο οφείλεται στο ότι προσπαθούµε να δώσουµε την αίσθηση της συνέχειας σε δύο 

προσεγγίσεις που ιστορικά φαίνεται να µην έχουν συνεχή εξέλιξη. 

 

Από την µία του ορισµού των τριγωνοµετρικών αριθµών οξείας γωνίας ως λόγο πλευρών 

ορθογωνίου τριγώνου που ιστορικά έχει τις ρίζες του στο πρόβληµα 56 του παπύρου του Rhind 

και στην κατασκευή των πυραµίδων µέσω της έννοιας της “κλίσης” και από την άλλη της 

συσχέτισης χορδών  και τόξου ενός κύκλου που έχει τις ρίζες του  στους Αρχαίους Έλληνες και 

µορφοποιείται από τον Πτολεµαίο στήν Αλµαγέστη. 

 



Κλείνοντας αυτή την σηµαντική περίοδο της ιστορικής συγκρότησης της τριγωνοµετρίας, πρέπει 

να αναφέρουµε ότι µετά τον Πτολεµαίο σηµαντικές εργασίες έχουµε από τους Ινδούς και τους 

Άραβες. 

 

Οι Ινδοί, σύµφωνα µε τους (1), (2), ήτανε αυτοί που εισήγαγαν τους πίνακες ηµίτονων που 

αντικατέστησαν τους πίνακες χορδών των Ελλήνων. Θεωρείται ότι οι παλαιότεροι πίνακες 

ηµίτονων που διασώζονται  είναι αυτοί των Σιντάντας  και της Αριαµπατίγια*. 

 

Γ.3. Η ΕΠΟΧΗ ΤΟΥ EULER-OI ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 Γ.3.1. Η ΕΠΟΧΗ ΤΟΥ VIETE ΚΑΙ ΟΙ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

 

 

Πριν από τον Euler, σηµαντική εποχή για την µορφοποίηση της σηµερινής τριγωνοµετρίας είναι 

τα µέσα του 16ου αιώνα και το έργο του Viete. Εκείνη την εποχή, σε όλα τα µέρη της Ευρώπης 

εµφανίζονται οι τριγωνοµετρικές ταυτότητες, υπάρχει δηλαδή µία µετατόπιση της έµφασης από 

τους υπολογισµούς της επίλυσης τριγώνων στις αναλυτικές συναρτησιακές σχέσεις. Ο Viete 

αποδεικνύει διαφόρους τύπους προσθαφαίρεσης όπως π.χ. ηµχ+ηµψ= ηµ( χ+ψ
2

συν( χ-ψ
2

). ) και 

µαζί µε τις προηγούµενες εργασίες που αναφέραµε, συγκροτούν το γνωστό και “επικίνδυνο” για 

τους µαθητές τυπολόγιο της τριγωνοµετρίας. 

. 

 

Στο σηµείο αυτό θεωρούµε ότι αναδεικνύονται δύο σηµεία που έχουν τόσο διδακτικό όσο και 

επιστηµολογικό ενδιαφέρον: 

 

1. Σε µία πρώτη ανάγνωση του βιβλίου παρατηρούµε µία ασάφεια από πλευράς των συγγραφέων 

αναφορικά µε την δυνατότητα ή µη χρήσης τριγωνοµετρικών πινάκων εκ µέρους των µαθητών. 

Παρατηρούµε ασκήσεις της µορφής (σελ. 15 1Α' Οµάδας): “Να υπολογίσετε χωρίς την χρήση 

υπολογιστών τσέπης (οι υπολογιστές τσέπης µπορούν να θεωρηθούν οι σύγχρονοι πίνακες του 

Πτολεµαίου και των µεταγενέστερων), την τιµή των παραστάσεων: ……………. Τον υπολογισµό 

δηλαδή µε ακρίβεια, χωρίς πίνακες, των τριγωνοµετρικών αριθµών κάποιων γωνιών. 

 

                                                      
* Σιντάντας είναι κύκλος έργων γύρω από την Αστρονοµία των Ινδών Μαθηµατικών περίπου 400 µ.Χ. Η Αραµπατίγια 
είναι έργο του Ινδού Αριαµπάτα και για την Ινδική τριγωνοµετρία έχει το βάρος της Αλµαγέστης. 



Σε αντίθεση  µε αυτό στο ίδιο βιβλίο λίγο αργότερα στην σελίδα 36, στις εφαρµογές του νόµου 

του ηµίτονου από την σχέση ηµΑ≅0,4255 προκύπτει (προφανώς µε την χρήση πινάκων) ότι …….. 

 

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα για τον µαθητή να µην είναι σαφές αν σε κάποιο επαναληπτικό 

διαγώνισµα ο αριθµός ηµ15ο οφείλει να γραφεί µε άλλη µορφή και το αν αυτή η άλλη µορφή 

οφείλει να είναι “αυστηρή” ή κατά προσέγγιση µέσω πινάκων. 

 

2. Οι τριγωνοµετρικές ταυτότητες λειτουργούν για τους περισσότερους µαθητές ως διδακτικό 

εργαλείο που πρέπει να αποστηθίσουν για να χρησιµοποιηθεί στις πράξεις. Οι προσπάθειες να 

αναδειχθεί η φυσική σηµασία της χρήσης τους (εφαρµογή 5 σελ. 14), δεν βρίσκει διδακτική 

υπόσταση εφόσον, αφενός η µελέτη  των αντίστοιχων συναρτήσεων έπεται, αφετέρου δεν υπάρχει 

στις ασκήσεις κανένα αντίστοιχο πρόβληµα. 

 

Τα δύο αυτά σηµεία-παρατηρήσεις έχουν ίσως ιστορική προέλευση στα µέσα του 16ου αιώνα και 

κυρίως το έργο του Viete. 

 

H ασάφεια µεταξύ ακριβούς υπολογισµού ενός τριγωνοµετρικού αριθµού και χρήσης των 

τριγωνοµετρικών πινάκων (µε όλα τα προσεγγιστικά µειονεκτήµατα), έχει ιστορικά και 

επιστηµολογικά αίτια. 

 

Η εµφάνιση των τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων σαφώς λειτούργησαν βελτιωτικά στην ακρίβεια 

υπολογισµών των τριγωνοµετρικών αριθµών γωνιών όπως 15ο, 22,5ο ….. Όµως, η χρήση  τους δεν 

ήταν πάντα ανεξάρτητη των  τριγωνοµετρικών πινάκων. Στην σελίδα 346 των (1), (2) δίνεται ένα 

παράδειγµα µε το οποίο ο πολλαπλασιασµός των αριθµών 98.436 µε το 79.253 ανάγεται στην 

εύρεση (µέσω των πινάκων) δύο γωνιών Α, Β µε συνΑ=0,98436 και συνΒ=0,79253 και  την 

χρήση της ταυτότητας συνΑ.συνΒ=συν(Α+Β
2

συν(Α-Β
2

) )+  

 

Βλέπουµε δηλαδή ότι υπάρχει ένας διδακτικός µετασχηµατισµός στις παραγράφους αυτές. 

 

Βέβαια, και θέλουµε να το τονίσουµε αυτό, ο µετασχηµατισµός αυτός είναι, ίσως, αναγκαίος. Η 

τριγωνοµετρία τουλάχιστον µέχρι το 1000 µ.Χ. εξελίσσεται σχεδόν αποκλειστικά σε σχέση µε τις 

Αστρονοµικές µελέτες. 

 



 Στον αιώνα που διανύουµε και µε έναν ανθρώπινο πολιτισµό που ανιχνεύει µε τους σύγχρονους 

τρόπους το διάστηµα είναι πραγµατικά εξαιρετικά δύσκολο ένας µαθητής να θέσει στον εαυτό του 

τα στοιχειώδη ερωτήµατα αγωνίας του Κοπέρνικου και του Πτολεµαίου. 

 

Οι τριγωνοµετρικές ταυτότητες, όπως προαναφέραµε, λειτουργούν καθαρά αλγεβρικά και ο 

µαθητής τις νιώθει αποκοµµένες από τον τρόπο µε τον οποίο ορίστηκαν οι τριγωνοµετρικοί 

αριθµοί. 

 

Όπως προαναφέραµε, θεωρούµε πολύ δύσκολο, ειδικά στο θέµα της Αστρονοµίας να επανέλθουν 

στους µαθητές του σήµερα ερωτήµατα που η ανθρωπότητα έχει προ καιρού απαντήσει. 

 

Σε αντίθεση µε αυτό που µόλις υποστηρίξαµε, υπάρχει µία έννοια που επιστηµολογικά συνενώνει 

τις σκέψεις (έστω και µε διαφορετική µορφή) και τις παρατηρήσεις του ανθρώπου τότε και τώρα: 

Η περιοδικότητα και τα περιοδικά φαινόµενα. 

 

 

 

 

Γ.3.2. Ο EULER ΚΑΙ ΟΙ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΩΣ ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΕΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ. 

Για τους περισσότερους, ίσως όλους, ιστορικούς των µαθηµατικών, οι βάσεις της σύγχρονης 

Ανάλυσης τίθενται στην Introductio inalysin infinitorum το 1748 από τον Euler. Η µελέτη αυτή 

έπαιξε σηµαντικό ρόλο στα δεύτερα µισά του δεκάτου ογδόου αιώνα. Ανεξάρτητα µε τις 

σηµαντικές δουλειές στην Αναλυτική Γεωµετρία των Fermat και Descartes και του απειροστικά 

λογισµού των Newton, Leinbniz το έργο αυτό του Euler θεµελιώνει την έννοια της συνάρτησης 

και την κάνει επίκεντρο αναφοράς για τα Μαθηµατικά µετέπειτα. Τώρα πια το ηµίτονο δεν ήταν 

πλέον ένα ευθύγραµµο τµήµα, ήταν απλώς ένας αριθµός. 

 

∆ιαπιστώνουµε λοιπόν εδώ µία τεράστια επιστηµολογική τοµή, όπου η έκφραση ηµ3 δεν διπλώνει 

τίποτε άλλο από την εικόνα του πραγµατικού αριθµού 3 µέσω της συνάρτησης f: f(x)=ηµx, x∈IR.  

 

Η τοµή που προαναφέραµε µαζί µε την περιοδικότητα των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, 

αποτελεί ένα σηµείο που κατά την γνώµη µας, έχει διδακτικό ενδιαφέρον. 

 



Η στρατηγική επιλογή των συγγραφέων του σχολικού βιβλίου, άρα και του Αναλυτικού 

προγράµµατος, φαίνεται καθαρά στις σελίδες 209, 210, 211. Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

ορίζονται “αυθαίρετα”: ηµχ=ηµ(χrad) µε την αιτιολογία ότι πολλές εφαρµογές της τριγωνοµετρίας 

εµπεριέχουν τριγωνοµετρικούς αριθµούς πραγµατικών αριθµών (π.χ. ηµωt), επιφέροντας το 

εύλογο ερώτηµα των µαθητών “πρώτα ανακαλύφθηκε η ταλάντωση και µετά το ηµίτονο καθαρού 

αριθµού;”. 

 

Ο µαθητής την κατάκτηση 1.700 χρόνων εξέλιξης της τριγωνοµετρίας καλείται να την κατανοήσει 

σε 45 λεπτά. Σε ένα µήνα µέσα (αρχές Β’ Λυκείου), το ηµω από λόγος πλευρών ορθογωνίου 

τριγώνου, µε το ω να είναι γωνία, έγινε ένας αφηρηµένος αριθµός µε το ω να είναι αριθµός όπως 

επίσης και στην Γ Γυµνασίου 

. Τα προβλήµατα που παρουσιάζονται οφείλονται σε δύο λόγους: 

 

i. ∆εν υπάρχει σαφής επιλογή από τους εκπονούντες το αναλυτικό πρόγραµµα για το είδος των 

διδακτικών µετασχηµατισµών που µπορούν να συγκροτήσουν µία διδακτική στρατηγική στη 

διδασκαλία των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. 

ii. ∆ιαπιστώνουµε την έλλειψη µίας αντίληψης ενιαίας ως προς την επιστηµολογική προσέγγιση της 

παρουσίασης αυτής. 

 

Όπως είπαµε και πριν, δεν είναι δυνατόν να αναζητάµε µία απόλυτα γραµµική σχέση µεταξύ 

ιστορικής εξέλιξης των εννοιών και τρόπου παρουσίασης τους στο σχολικό περιβάλλον. 

 

Κατά τη γνώµη µας όµως οποιοιδήποτε διδακτικοί µετασχηµατισµοί (µιλάµε για τους 

πρωτογενείς), πρέπει να δηµιουργούν τους όρους ενός “διδακτικού συµβολαίου” µεταξύ 

διδάσκοντα και διδασκόµενου χωρίς αντιφάσεις. 

 

Στην κατεύθυνση αυτή θα µπορούσαµε να δούµε δύο διαφορετικές αλλά κατά τη γνώµη µας 

συνεπείς επιλογές: 

 

α) Την επιλογή της προσέγγισης που θεωρείται πιο κοντινή στην ιστορική εξέλιξη της 

τριγωνοµετρίας. Όπως προαναφέραµε, ήδη από τους πρώτους πίνακες, το ηµίτονο λειτουργούσε 

συναρτησιακά αφού παρακολουθούσαν τις µεταβολές του, µεταβαλλόµενων των γωνιών. 

 



 Στο προηγούµενο Αναλυτικό πρόγραµµα (πριν το 1987) οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

παρουσιάζονταν µέσω της κανονικής απεικόνισης του IR στον τριγωνοµετρικό κύκλο. ∆ηλαδή , ο 

τριγωνοµετρικός κύκλος θεωρείτο ένας διπλωµένος άξονας αριθµών και έτσι η απεικόνιση του x 

στο ηµx ήταν, κατά τη γνώµη µας, πιο ορατή στους µαθητές. 

      Αυτός ο τρόπος συνάδει, µε τον συνολικό τρόπο που εξελίσσεται η παρουσίαση των 

τριγωνοµετρικών εννοιών στο τωρινό Αναλυτικό πρόγραµµα. Στην σελίδα 193 του βιβλίου της Α’ 

Λυκείου, παρουσιάζεται ο τριγωνοµετρικός κύκλος µε τις γωνίες εκφρασµένες σε µοίρες. Ενώ 

στην σελίδα 211, στην µελέτη της συνάρτησης ηµx χρησιµοποιείται ο τριγωνοµετρικός κύκλος 

για να γίνει µε εποπτικό τρόπο κατανοητή η µονοτονία της συνάρτησης αυτής. Αυτή λοιπόν η 

πρώτη επιλογή (ο ορισµός των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων µέσω της κανονικής απεικόνισης 

του IR στον τριγωνοµετρικό κύκλο), θα ήταν πιο συνεπής στον τρόπο που έχει επιλεγεί για 

παρουσίαση των τριγωνοµετρικών εννοιών. Όπως θα δούµε, αυτή η επιλογή είναι συναφής µε την 

άποψη µίας µερίδας Φυσικών να ορίζεται η αρµονική ταλάντωση ως η κίνηση που κάνει στον 

άξονα των ηµίτονων η προβολή ενός σώµατος που κινείται στον κύκλο µε οµαλή κυκλική κίνηση. 

 

β) Την επιλογή εξ’ αρχής να οριστεί εισαγωγικά η τριγωνοµετρία ως ο κλάδος των 

Μαθηµατικών (σε σχολικό επίπεδο), που εκφράζει το µοντέλο της περιοδικότητας. Η έννοια της 

περιοδικότητας µέσω της Φυσικής µελετάται στο Γυµνάσιο χωρίς να συνδυαστεί µε την 

Τριγωνοµετρία (ουσιαστικά µέχρι την Β’ Λυκείου). Ο µαθητής, τα περιοδικά φαινόµενα τα ζει 

καθηµερινά. Η ηµιτονοειδής καµπύλη θα µπορούσε να εκφράσει ως µοντέλο το καθηµερινό φως 

(µέρα-βράδυ) ή ακόµα την σχέση ανάµεσα στις εποχές µε τα ηλιοστάσια και τις ισηµερίες. 

Η επιλογή αυτή, ουσιαστικά, θα ήταν σε πλήρη αντιστοιχία µε την ιστορική εξέλιξη, αλλά όχι ως 

προς την επιστηµολογική θεµελίωση. Πιο συγκεκριµένα: όπως προαναφέραµε, η αγωνία των 

ανθρώπων στην αρχαιότητα να κατανοήσουν την φύση, την περιοδικότητα των φαινοµένων, τις 

εκλείψεις κ.λ.π., οδήγησαν σε αστρονοµικές µελέτες, µε την γνωστή εξέλιξη για την 

τριγωνοµετρία. 

 

Αν θεωρήσουµε αυτή την παρατήρηση των περιοδικών φαινοµένων ως το βασικό κοινό 

χαρακτηριστικό µε το σήµερα, η δεύτερη συνεπής κατά τη γνώµη µας επιλογή θα ήταν η 

ακόλουθη: 

 

1. Εισαγωγή του µοντέλου της ηµιτονοειδούς συνάρτησης ως µοντέλο περιγραφής περιοδικών 

φαινοµένων. 



2. Αντιµετώπιση της µεταβολής των τόξων κατά την κίνηση της επιβατικής ακτίνας στον κύκλο ως 

περίπτωση περιοδικού φαινοµένου. 

3. Τον ορισµό των τριγωνοµετρικών αριθµών των γωνιών µε βάση τον τριγωνοµετρικό κύκλο και τις 

συντεταγµένες σηµείων (όπως γίνεται και τώρα στην σελίδα 192 του βιβλίου της Α’ Λυκείου). 

4. Την αντιµετώπιση των τριγωνοµετρικών αριθµών οξείας γωνίας ως ειδική περίπτωση των 

προηγουµένων που καταλήγει να συσχετίζεται µε τους συγκεκριµένους λόγους των πλευρών στο 

ορθογώνιο τρίγωνο. 
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Περίληψη στα Αγγλικά 

 

The object of our presentation is: 

1. The relation between the historical evolution of trigonometrical notions and the way that these 

notions are presented in the analytical program and the schoolbooks in Greece. 



2. The obstacles that students have in understanding the trigonometrical notions and the 

epistimological connection of these obstacles with the historical evolution of the notions. 

We will present the basic historical moments that have influenced the evolution of trigonometry 

from the Egyptians and the Greeks up to the present. At the same time we will show that these 

moments are in accordance with the general way that the notions are presented in the schoolbook.  

Finally we will present through very specific examples the epistimological didactic obstacles that 

appear when trying to teach trigonometry in Greece. 

 

 
 

 


