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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Η εργασία αυτή αναφέρεται στις διδακτικές προσεγγίσεις οι οποίες αφορούν στη χρήση γεωµετρικών 
αναπαραστάσεων και γεωµετρικών µοντέλων και σκοπεύει σε µια εµπειρική εκτίµηση και 
αναστοχασµό της επικοινωνίας δασκάλου-µαθητή από την επίδραση µιας ανοικτής-διαγνωστικής 
διδασκαλίας (diagnostic- teaching) σε κλασσικά µαθηµατικά προβλήµατα. 
Περιλαµβάνει επίσης παραδείγµατα επίλυσης κλασσικών Μαθηµατικών προβληµάτων στην τάξη 
µέσα από γεωµετρικές αναπαραστάσεις  και αναλύει τις δυνατότητες που υπάρχουν καθώς και τις 
δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές και οι φοιτητές, αυριανοί δάσκαλοι των Μαθηµατικών 
στην χρήση των γεωµετρικών αναπαραστάσεων, ως µοντέλων στην επίλυση προβληµάτων. 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
ΓΕΝΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ΣΥΖΗΤΗΣΗΣ 

 
Η παρούσα εργασία αντανακλά την εµπειρία από σχολικές τάξεις και από µια ευρύτερη έρευνα, η 
οποία γίνεται στο Τµήµα Μαθηµατικών στο Πανεπιστήµιο της Πάτρας και αποβλέπει στην 
διαµόρφωση κάποιων διδακτικών προσεγγίσεων που έχουν ως στόχο να βοηθήσουν τους 
φοιτητές, µελλοντικούς δασκάλους των Μαθηµατικών να επεξεργαστούν διδακτικά βασικές 
έννοιες της Άλγεβρας και της Ανάλυσης ώστε να είναι ευχάριστη και αποδοτική η διδασκαλία των 
εννοιών αυτών στους µαθητές. Η υλοποίηση µιας µοντέρνας διδακτικής µεθοδολογίας σχετίζεται 
µε το µαθηµατικό «background» των δασκάλων και των µαθητών καθώς  και µε την διαισθητική 
τους αντίληψη πάνω στα Μαθηµατικά. Η επεξεργασία ενός θέµατος στην τάξη εµφανίζει 
περιληπτικά τρία στάδια: 1) Στο πρώτο στάδιο παρουσιάζεται και κατανοείται το πρόβληµα 
θέτοντας διακεκριµένους στόχους. 2) Στο δεύτερο στάδιο γίνεται  ανάλυση- συζήτηση και 
Μαθηµατική προσέγγιση της λύσης. Στο στάδιο αυτό σηµαντικό ρόλο παίζουν οι καθοδηγητικές 
ερωτήσεις από το µέρος του δασκάλου καθώς και ο τρόπος επεξεργασίας του θέµατος. Εδώ είναι 
χρήσιµο να παρατηρήσουµε την διδακτική σηµασία της τροποποίησης ενός κλασσικού 
µαθηµατικού προβλήµατος µε χρήση γεωµετρικών αναπαραστάσεων σε µαθητές καθώς και σε 
φοιτητές µελλοντικούς δασκάλους των Μαθηµατικών. Επίσης να παρατηρήσουµε τις δυσκολίες 
που αντιµετωπίζουν οι µαθητές και τα λάθη που γίνονται ασυναίσθητα στη χρήση ακόµη και 
βασικών Μαθηµατικών εννοιών. 3) Στο τρίτο στάδιο επιχειρείται η κατασκευή µιας αλγοριθµικής 
πορείας η οποία βήµα- βήµα πλαισιώνεται µε τις υποδείξεις και επερωτήσεις του δασκάλου προς 
τους µαθητές. Μια παρόµοια πορεία προτείνει και ο G.Polya[1] στην περιοχή της επίλυσης 
προβληµάτων . 
Ο H.Steinbring [2] προτείνει επίσης τρία βασικά στάδια για την επίλυση ενός προβλήµατος και 
επισηµαίνει ότι στο δεύτερο στάδιο κατά την µεταφορά από το εµπειρικό επίπεδο του 
προβλήµατος στο επίπεδο του τυπικού ουσιαστικά υπολογισµού παρουσιάζονται στους µαθητές 
πολλές δυσκολίες. Εν µέρει οι δυσκολίες αυτές αφορούν στον τρόπο ή στην πορεία της 
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επεξεργασίας του προβλήµατος. Οι µαθητές ακόµη και οι φοιτητές, δεν είναι σίγουροι αν 
πραγµατικά πρέπει να εργαστούν στο εµπειρικό, το κατασκευαστικό ή το γεωµετρικό (συχνά 
αβέβαιο) γι’ αυτούς επίπεδο. 
 
 Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να δώσει κάποια εµπειρική εκτίµηση και αντανάκλαση 
(αναστοχασµού) της επικοινωνίας δασκάλου-µαθητή από την επίδραση µιας ανοικτής-
διαγνωστικής  διδασκαλίας (diagnostic- teaching) µε χρήση των γεωµετρικών αναπαραστάσεων 
και µοντέλων σε κλασσικά µαθηµατικά προβλήµατα. Η αξία µιας τέτοιας διδασκαλίας είναι 
µεγάλη από ερευνητικής πλευράς, αφού εντοπίζονται σηµεία της διδακτικής ενότητας τα οποία 
φαινοµενικά θεωρούνται ασήµαντα, αλλά που δίνουν πολύ σηµαντικές παρατηρήσεις- εκτιµήσεις 
για τις αντιλήψεις των µαθητών.  
 

ΤΙ ΕΙΝΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 
ΚΑΙ 

ΣΕ ΤΙ ∆ΙΑΦΕΡΕΙ ΑΠΟ ΜΙΑ ΑΠΛΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ. 
 
Ο Θ.Σκούρας σε σχετικό άρθρο[3] αναφέρεται στις δυνατότητες των αναπαραστάσεων  γενικά 
τονίζοντας όµως και τους περιορισµούς στους οποίους υπόκεινται αυτές, προκειµένου  για ένα και 
το ίδιο µαθηµατικό αντικείµενο. Στο ίδιο άρθρο ο Θ.Σκούρας αναφέρεται στον R. Duval σχετικά 
µε το ίδιο ζήτηµα. Σύµφωνα µε R. Duval  «...κάθε αναπαράσταση δεν είναι γνωστικά πλήρης σε 
σχέση µε αυτό που αναπαριστά, καθώς και οι αναπαραστάσεις σε διαφορετικά συστήµατα δεν 
παρουσιάζουν τις ίδιες όψεις ενός θεωρητικού περιεχοµένου»[4]. Για να εξηγήσει τον ισχυρισµό 
του ο R. Duval, δίνει ως παράδειγµα το µηδενικό διάνυσµα το οποίο, στο σύστηµα της γραφικής 
αναπαράστασης των διανυσµάτων µέσω «βελών» δεν µπορεί να αναπαρασταθεί.(στο ίδιο 
σύστηµα µπορούν  να αναπαρασταθούν µόνο διανύσµατα που έχουν µέχρι τρεις συντεταγµένες ). 
Αντιθέτως αν θεωρήσουµε ως σύστηµα αναπαράστασης το σύνολο των πινάκων τότε το µηδενικό 
διάνυσµα µπορεί να γραφεί µε τον πίνακα-στήλη  
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Ο R. Duval σηµειώνει επίσης ότι η αναπαράσταση που γίνεται σε κάποιο σύστηµα είναι ανάλογη 
µε τις δυνατότητες του συστήµατος. Παράδειγµα αυτού του ισχυρισµού θα µπορούσε να 
θεωρηθούν επίσης και οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων. Φαίνεται λοιπόν ότι οι 
διαδικασίες αναπαράστασης περιορίζονται ή µετασχηµατίζονται όταν µεταβαίνουµε από σύστηµα 
σε σύστηµα. 
 
Στην έννοια του γεωµετρικού µοντέλου έχουν αναφερθεί συστηµατικά λίγοι ερευνητές παρόλο που 
η έννοια αυτή έχει χρησιµοποιηθεί από Μαθηµατικούς, δασκάλους και µαθητές συνειδητά  ακόµη 
και ασυναίσθητα. Ένας ορισµός σε ενορατικό και όχι αυστηρά τυπικό πλαίσιο δίνεται από τους 
Α.Γαγάτση και Τ.Πατρώνη σε σχετικό άρθρο [5] Συγκεκριµένα γράφουν τα εξής : «...Μια συλλογή 
G από στοιχεία, ή άλλα σχήµατα στον ν-διάστατο Ευκλείδειο χώρο, η οποία παριστάνει ένα σύστηµα 
Σ αντικειµένων ή µια κατάσταση ή µια διαδικασία, είναι γεωµετρικό µοντέλο του Σ αν οι εγγενείς 
γεωµετρικές ιδιότητες των στοιχείων της G  που παρατηρούµε στα σηµεία ή στις γραµµές κ.λ.π της 
συλλογής ανεξάρτητα από το Σ µας δίνουν όλες κάποια  πληροφορία για το Σ, δηλαδή αντιστοιχούν 
σε πραγµατικές ιδιότητες του Σ.(.......), δηλαδή η συλλογή G είναι γεωµετρικό µοντέλο αν υπάρχει 
απεικόνιση του συνόλου των ιδιοτήτων του Σ επί του συνόλου των εγγενών γεωµετρικών ιδιοτήτων 
της G». Ως γεωµετρική αναπαράσταση υπό µια ευρεία έννοια θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε την 
απεικόνιση µιας σχέσης και κατά κάποιο τρόπο µια «οπτική» προσέγγιση αυτής που συµβαίνει, 
µερικές φορές να χρησιµοποιούν αυθόρµητα τα παιδιά. Ένα µοντέλο είναι ένας τρόπος 
αναπαράστασης αλλά µια αναπαράσταση δεν είναι µοντέλο. Οι Α.Γαγάτσης και Τ.Πατρώνης 
διακρίνουν ανάµεσα σε γεωµετρικές αναπαραστάσεις και γεωµετρικά µοντέλα τονίζοντας ότι. 
είναι δυνατόν σε µια αναπαράσταση να υπάρχουν στοιχεία µη σχετιζόµενα µε το αναπαριστώµενο 
αντικείµενο. Π.χ στα διαγράµµατα Euler- Venn οι κύκλοι, τα σηµεία τοµής τους, τα κέντρα τους 
δεν σχετίζονται µε τις αναπαριστώµενες έννοιες. 
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Στο ίδιο άρθρο δίνεται µια διαδικασία αναστοχασµού στους λύτες προβληµάτων, µε τη βοήθεια 
της οποίας κρίνεται στη συνέχεια πότε η χρήση γεωµετρικών µοντέλων στη διδασκαλία είναι 
εποικοδοµητική. 
 
Η σύλληψη µιας έννοιας µέσα από ένα γεωµετρικό σχήµα είναι µια πρώτη µορφή διαισθητικής 
σκέψης. Η διαδικασία της σκέψης περνάει µέσα από την διαίσθηση και βαθµιαία εξελίσσεται έτσι 
ώστε να µπορούν οι µαθητές να συλλαµβάνουν σαν µια ολότητα την απόδειξη ενός προβλήµατος . 
Από την άλλη πλευρά η φύση των Μαθηµατικών και η διαδικασία της κατανόησης των 
µαθηµατικών προβληµάτων είναι αλληλένδετη µε την χαρακτηριστική διαδικασία της παραγωγής 
συµπερασµάτων που οδηγεί στην ανάγκη της τυπικής απόδειξης. Η χρήση γεωµετρικών µοντέλων 
είναι ένα ενδιάµεσο βήµα προς αυτή την κατεύθυνση καθώς παρέχει ένα καινούργιο πλαίσιο 
αντίληψης του προβλήµατος από τον λύτη, που τον βγάζει από ένα καθαρά εµπειρικό πλαίσιο 
αντίληψης. 
 

ΜΕΡΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΕΜΠΕΙΡΙΑ ΚΑΙ ΕΡΕΥΝΑ 
 
Η γεωµετρική αναπαράσταση και η χρήση γεωµετρικών µοντέλων έχει πάρα πολλές δυνατότητες, 
αφού αντανακλά τις ενορατικές διαδικασίες που συνδέονται µε το µαθηµατικό περιεχόµενο που 
διδάσκεται. Είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν από τους µαθητές και φοιτητές σε κάποιο 
κατάλληλο στάδιο της εξέλιξης της σκέψης τους ή της διαδικασίας επίλυσης ενός προβλήµατος. 
Θα αναφερθούµε σε µερικά παραδείγµατα  µε σκοπό να έχουµε µια σφαιρική άποψη για την 
χρήση των γεωµετρικών αναπαραστάσεων και µοντέλων καθώς και για τις δυσκολίες που 
αντιµετωπίζουν οι µαθητές όταν καλούνται να λύσουν µε τη βοήθεια τέτοιων αναπαραστάσεων 
ένα µαθηµατικό πρόβληµα. 
 
 1) Στην Ελληνογερµανική Σχολή στην Αθήνα σε 28 µαθητές της Γ’ Γυµνασίου, οι οποίοι 
παρακολούθησαν προαιρετικά, δόθηκε το παρακάτω πρόβληµα: 
 
«Έστω ότι έχουµε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο του οποίου οι πλευρές έχουν την ιδιότητα 
η µια να είναι µεγαλύτερη από τη άλλη κατά τρία µέτρα, Το εµβαδόν του ορθογωνίου 
παραλληλογράµµου είναι ίσο µε δέκα τετραγωνικά µέτρα. Να βρεθούν οι πλευρές του». ( βιβλίο 
Μαθηµατικών Γ΄ Γυµνασίου) 
Η λύση του προβλήµατος έγινε ως εξής: Έστω ότι η µια πλευρά του ορθογωνίου 
παραλληλογράµµου ισούται µε χ. Τότε η άλλη πλευρά η οποία είναι µεγαλύτερη κατά τρία µέτρα 
θα είναι ίση µε (χ+3). Εφόσον το εµβαδόν του ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι ίσο µε δέκα 
τετραγωνικά µέτρα, θα ισχύει ότι: 
 χ .( χ+3) =10 ⇔ χ2 + 3 . χ = 10  
Η δευτεροβάθµια εξίσωση αυτή λύνεται από τους µαθητές της τρίτης Γυµνασίου ως εξής: 
χ2 + 3/2 . 2 . χ + (3/2)2 = 10 + (3/2)2 ⇔ (χ +3/2)2 = (7/2)2 
Είναι φανερό ότι οι µαθητές προσπαθούν να λύσουν την δευτεροβάθµια εξίσωση 
µετασχηµατίζοντας την ταυτότητα η οποία είναι διδαγµένη. Έχουν όµως τα παιδιά πραγµατικά 
καταλάβει τι ακριβώς κάνουν;  
Στη συνέχεια δίνεται από τον καθηγητή η γεωµετρική ερµηνεία της λύσης της δευτεροβάθµιας 
εξίσωσης  χ . (χ+3) = 10 και ζητείται από τους µαθητές  να σχολιάσουν τις δύο λύσεις. Η 
παρακάτω απόδειξη αποδίδεται όπως ακριβώς διδάχτηκε στην τάξη. 
 
« Γεωµετρική ερµηνεία  
Προηγουµένως προσπαθήσαµε να µετασχηµατίσουµε την δευτεροβάθµια εξίσωση  
χ . ( χ+3 ) = 10 σε εξίσωση που το πρώτο µέλος της είναι τέλειο τετράγωνο. Στην πραγµατικότητα 
προσπαθήσαµε να µετασχηµατίσουµε το αρχικό ορθογώνιο σε τετράγωνο µε πλευρά χ + 3/2. Το 
εµβαδόν αυτού του τετραγώνου θα είναι ίσο µε  (7/2)2  

Σχηµατίζουµε αρχικά τετράγωνο µε πλευρά χ και 
προσθέτουµε δίπλα το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε X 3

Χ Χ
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πλευρές χ  και  3  έτσι ουσιαστικά δηµιουργούµε το αρχικό ορθογώνιο µε πλευρές χ  και χ + 3 το 
οποίο έχει εµβαδόν ίσο µε 10 τετραγωνικά εκατοστά. Στη συνέχεια εφόσον θέλουµε να 
κατασκευάσουµε τετράγωνο πλευράς ( χ + 3/2 )  βρίσκουµε το µέσο της πλευράς  του  γαλάζιου 
ορθογωνίου    που είναι ίση µε  3   και δηµιουργούµε τετράγωνο πλευράς ( χ + 1,5 ) = ( χ + 3/2 )  
 

 
 Αρκεί να δείξουµε ότι το εµβαδόν του τετραγώνου 
ισούται µε  ( χ + 1,5 )2 = ( 7/2 )2. Αν 
συµπληρώσουµε τώρα το προηγούµενο σχήµα θα  
παρατηρήσουµε ότι το τετράγωνο που ζητάµε 
αποτελείται από το τετράγωνο πλευράς χ , δύο  
ορθογώνια πλευράς χ και 1,5  και ένα τετράγωνο 
πλευράς  1,5.  Εποµένως το ζητούµενο τετράγωνο 
µετασχηµατίζεται σε ορθογώνιο πλευρών χ και χ 
+3 που ως γνωστόν ισούται µε 10 τ.ε. και ένα 
τετράγωνο που έχει πλευρά 1,5 εκατ και που έχει 

εµβαδόν  (1,5)2 = 9/4. Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι 10 + 9/4 = 49/4 = ( 7/2 )2» 
Οι µαθητές ρωτήθηκαν ποια µέθοδο προτιµούν. Μερικές από τις απαντήσεις είναι οι ακόλουθες: 
«Μια τέτοια λύση σαν την Γεωµετρική απέχει από τις καθιερωµένες Μαθηµατικές λύσεις. 
Μπορεί να προσεγγίζει σε µεγάλο βαθµό το ενδιαφέρον της τάξης αντιµετωπίζοντάς το (το 
πρόβληµα), γιατί όχι, σαν ένα µαθηµατικό παιχνίδι». 
Ένας άλλος µαθητής απάντησε: « Μου άρεσε η γεωµετρική κατασκευή αλλά η πρώτη (λύση) 
µου φαίνεται ευκολότερη.  Είναι πιο γρήγορη και αν µάθεις την διαδικασία σε όλες τις 
δευτεροβάθµιες εξισώσεις θα γίνεται το ίδιο. Η Γεωµετρία είναι κάπως........δύσκολη». 
Και ένας τρίτος µαθητής είπε: «Εγώ πρόσεξα ότι στην Γεωµετρική κατασκευή δεν χρειάζονται 
µαθηµατικές γνώσεις . Μερικές έννοιες όπως το εµβαδόν και η διαγώνιος είναι µάλλον 
γνωστές. Αν καταλάβει κανείς τι ψάχνουµε τότε είναι πιο εύκολο να το αποδείξεις». 
 
2) Στους 30 µαθητές της Γ΄ τάξης του Γυµνασίου Αναβρύτων µετά από διδασκαλία των 
ταυτοτήτων, ζητήθηκε από τον καθηγητή να ερµηνεύσουν Γεωµετρικά την ταυτότητα : 
 ( α+β )2 = α 2 + 2.α.β + β2 , χωρίς όµως να δοθεί καµία υπόδειξη. Ένας µαθητής έδωσε την 
παρακάτω εξήγηση: 
 
Ε              α                  Θ     β    Ζ 

 
 
 
α        Ε= α2         
 
 

 
 
 
Ε=α.β 
 
 
 

∆                             
        Ε=α.β             

Γ        Ι   
 Ε=β2 

Α              α                 Β    β     Η 
 
    
« Κατασκευάζω ένα ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ = Γ∆ =α  και  Α∆ = ΒΓ = β , Προεκτείνουµε  την 
Α∆ κατά τµήµα ∆Ε =α και την ΑΒ κατά τµήµα ΒΗ = β. Φέρνουµε  παραλλήλους από τα σηµεία Η 
και Ε  προς τις ΑΕ και ΑΗ. Σχηµατίζεται το τετράγωνο ΑΕΖΗ που έχει πλευρά α + β. 
Προεκτείνουµε την ∆Γ κατά β έτσι ώστε να τέµνει την ΗΖ στο σηµείο Ι. Επίσης προεκτείνουµε 
την ΒΓ κατά α, έτσι ώστε να τέµνει την ΗΖ στο σηµείο Θ.  Όµως το ΕΑΕΖΗ = (α + β) . ( α + β ) =  
( α + β )2 (1). Εάν γράψουµε το εµβαδόν του ως άθροισµα εµβαδών : ΕΑΕΖΗ = ΕΑΒΓ∆ + ΕΒΗΙΓ + ΕΓΙΖΘ 
+ Ε∆ΓΘΕ = α . β + β2 + α . β + α2 =  α2 + 2 . α. β +  β2 (2), γιατί ΑΒΓ∆ =ορθογώνιο,  
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ΒΗΙΓ = τετράγωνο, ΓΙΖΘ = ορθογώνιο , ∆ΓΘΕ = τετράγωνο. Αφού (1) και (2) έχουν πρώτα µέλη 
ίσα άρα και τα δεύτερα µέλη θα είναι ίσα : (α + β)2 = α2 +2α.β + β2». 
 
Ένας άλλος µαθητής κατασκεύασε τα παρακάτω σχήµατα και έκανε την ακόλουθη απόδειξη:  
 

 
   
 
 
 
 
 
 
 

  
 
« Πορθ.= α+β + α +β =2α +2β = 2 ( α+β) 
 
Π2 = [ 2 ( α + β ) ]2 
 
Π2 = 22 ( α + β )2  
 
Π2 = 4 ( α + β )2 
 
( 2α +2β ). (   2α +2β ) = 4 ( α + β )2 
 
( α+ β )2 = [( 2α + 2β ). ( 2α + 2β )]/ 4 
 
( α+ β )2= [ 4 α2 + 4. α.β + 4. α.β +4 β2] /4 
 
( α+ β )2 =  4. ( α2 +  α.β + α.β + β2 ) /4 
 
( α+ β )2 =   ( α2 + 2 α.β + β2 )  
Άρα η ταυτότητα ( α+ β )2παριστάνει το εµβαδόν ενός τετραγώνου που έχει πλευρά α+ β»  
 
3) Σε µια τάξη τρίτης Γυµνασίου 25 µαθητών δόθηκε το τριώνυµο χ2 + 2χ +1 για 
παραγοντοποίηση και οι περισσότεροι µαθητές  άρχισαν να εφαρµόζουν µηχανικά την διαδικασία 
παραγοντοποίησης που ήξεραν. Ελάχιστοι µαθητές είδαν ότι αυτό ήταν το ανάπτυγµα του ( χ+1)2. 
 
Η γεωµετρική ερµηνεία των ταυτοτήτων, η επίλυση δευτεροβάθµιας εξίσωσης όπως επίσης και η 
γεωµετρική αναπαράσταση του αθροίσµατος. Sν= 1+2+3 ...+ν,  για  ν =1,2,3....είναι παραδείγµατα 
γεωµετρικών αναπαραστάσεων στην τάξη των µαθηµατικών. Το ίδιο συµβαίνει και µε τις 
γραφικές παραστάσεις  για την µελέτη συνάρτησης ή ακόµη και µε τα διαγράµµατα  Euler-Venn 
για την διδασκαλία της Συνολοθεωρίας. Σ’ αυτήν όµως την τελευταία περίπτωση δεν βοηθήθηκαν 
οι µαθητές στην κατανόηση των εννοιών αλλά δηµιουργήθηκαν  ακόµη µεγαλύτερα προβλήµατα, 
όπως αναφέρεται στο άρθρο του G. Brousseau [6]. 
 
4) Το επόµενο πρόβληµα δόθηκε σε 20 παιδιά Ε’∆ηµοτικού ως εξής: « Να βρεθεί ο αριθµός 
χειραψειών ανάµεσα σε ν ανθρώπους όταν ο καθένας κάνει µια χειραψία µόνο µε οποιονδήποτε 
άλλο». [Από το άρθρο[7] των Jenny Billington και   Pat Evans]. Στο άρθρο [7] και στο βιβλίο [8] 
των Τ.Πατρώνη- ∆. Σπανού, αναφέρεται ότι τα παιδιά µε δική τους αναπαράσταση µέσα στην 
τάξη, χωρίς καµία παρέµβαση του δασκάλου, απάντησαν στο πρόβληµα θεωρώντας ν= 20 (όσοι 
ήταν και οι µαθητές της τάξης τους). Είναι όµως βέβαιο ότι αυτή η Γεωµετρική αναπαράσταση 

Ετετρ = ( α+ β )2            

α + β

α + β

Α                    β                       Β 

α

Γ                                             ∆ 

Ε=α.β         
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µπορεί να χρησιµεύσει στα παιδιά σαν µοντέλο για να βρουν ένα κανόνα για να υπολογίζουν το 
άθροισµα Sν  χωρίς να κάνουν προσθέσεις;  
 
5) Το παρακάτω πρόβληµα  παρουσιάστηκε στη Στήλη του Μαθητή στον Ευκλείδη Α, τεύχος  
Σεπτ-Οκτ. 1987. Ο µαθητής έγραψε την ακόλουθη απόδειξη:  
 

«Το πλήθος των τετραγώνων µε σκούρο χρώµα ισούται µε το 
άθροισµα 1+ 2 +3 +4 +5. Όλα τα τετράγωνα του µεγάλου 
τετραγώνου είναι  ν2 (δηλαδή 52 υψώνουµε στο τετράγωνο τον 
µεγαλύτερο αριθµό, που εκφράζει και το πλήθος των 
τετραγώνων της µιας πλευράς ). Αν από τον αριθµό αυτό 
αφαιρέσουµε τα τετράγωνα της διαγωνίου  (25-5) ( που το 
πλήθος τους ισούται µε το πλήθος των τετραγώνων της µιας 
πλευράς) και διαιρέσουµε το υπόλοιπο δια  δύο (20:2 ) 
βρίσκουµε το πλήθος των άσπρων τετραγώνων που είναι 10 . 
Προσθέτουµε τα τετράγωνα της διαγωνίου (10 +5) και 
βρίσκουµε έτσι και το άθροισµα 1 +2 + 3 + 5 = 15. Όλο αυτό 
το µπέρδεµα γράφεται µε γενικούς αριθµούς ως εξής :  

(ν2 –ν) : 2 + ν ». 
 
6) Το ίδιο θέµα όπως παραπάνω παρουσιάστηκε από µια οµάδα 4 φοιτητριών δευτέρου έτους του 
Μαθηµατικού τµήµατος του Πανεπιστηµίου της Πάτρας ως προτεινόµενη διδακτική µέθοδος ως 
εξής:  
 
«Οι φυσικοί αριθµοί (....)είναι αριθµοί διακριτοί, δηλαδή µπορούµε για κάθε φυσικό αριθµό να 
βρούµε τον προηγούµενο και τον επόµενό του, οι οποίοι θα είναι επίσης φυσικοί αριθµοί. Εφόσον 
λοιπόν οι φυσικοί αριθµοί είναι διακριτοί µπορούµε µε τη βοήθεια κουκίδων να τους 
συµβολίσουµε ως εξής: 
 
1   →  • 
2   →  •  • 
3    → •  •  • 
...................... 
ν    → •  •  •.........•    Οι κουκίδες ισαπέχουν µεταξύ τους. Αυτό ισχύει πάντα 
 
Με βάση τον συµβολισµό αυτό µπορούν να δηµιουργηθούν ακολουθίες που οι όροι τους θα 
αποτελούνται από σχήµατα και αριθµούς. 
Θέλουµε να κατασκευάσουµε µε βάση τις ιδιότητες των Φυσικών αριθµών και µε τη βοήθεια του 
συµβολισµού ( κουκίδες) το άθροισµα Sν= 1+2 + 3 ...+ ν ,  για  ν =1,2,3..... 
Εδώ θα δουλέψουµε µε βάση το εµβαδόν του τετραγώνου. 
Έστω ότι έχω το άθροισµα :  1+ 2 + 3  
Ακολουθώ τα εξής βήµατα :  
Παριστάνω διαδοχικά τους αριθµούς 1,2,3 µε κουκίδες και προκύπτει το σχήµα:  
   • 
   •  • 
   •  •  •    
το οποίο αποτελεί ένα ορθογώνιο ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 3(!) 
-Συµπληρώνω το σχήµα µε κουκίδες έτσι ώστε να σχηµατιστεί τετράγωνο πλευράς 3 . 
 
   •  ◊  ◊   ◊ 
   •  •  ◊   ◊ (βοηθητικές κουκίδες) 
   •  •  •   ◊ 
   •  •  •   •   

1      

2   
 

   

3   
 

   

4   
 

   

5   
 

   

1 2 3 4 5 
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 Υπολογίζω το εµβαδόν  του τετραγώνου  :  32 = 9   
 Αφαιρώ από το εµβαδόν αυτό τη διαγώνιο  :  9 – 3 = 6  
 ∆ιαιρώ τη διαφορά αυτή δια δύο έτσι ώστε να κρατήσω το ένα από τα ίσα µέρη που έχουν       
σχηµατιστεί  6 : 2 = 3 

Παρατηρώ ότι για να βρώ το ζητούµενο άθροισµα µου λείπουν οι κουκίδες της διαγωνίου. 
Εποµένως προσθέτω στο προηγούµενο αποτέλεσµα. Άρα  3 + 3 = 6 δηλαδή :   
 (32 – 3 ) : 2  + 3 = 6.  
Γενικεύω τη διαδικασία και έχω το άθροισµα : 1 + 2 + 3 + ......+ ν  

 Παριστάνω διαδοχικά τους αριθµούς µε κουκίδες. 
 

 •  ◊  ◊   ◊..............◊ 
 •  •  ◊   ◊..............◊ 
 •  •  •   ◊  ............◊ 
 ..............................        βοηθητικές κουκίδες                                
 .............................. 
 •  •  •  •  •  •.......•  
 

Προκύπτει ισόπλευρο ορθογώνιο τρίγωνο πλευράς ν (!) 
 

 Συµπληρώνω το προηγούµενο σχήµα µε βοηθητικές κουκίδες ώστε να προκύψει ένα 
τετράγωνο πλευράς ν 

 Υπολογίζω το εµβαδόν του τετραγώνου  : ν . ν  = ν2  
 Αφαιρώ από το εµβαδό αυτό τη διαγώνιο : ν2 – ν  
 ∆ιαιρώ τη διαφορά αυτή δια δύο έτσι ώστε να κρατήσω το ένα από τα δύο ίσα µέρη που 
έχουν σχηµατιστεί :  (ν2 – ν ) : 2  

 Για να προκύψει το ζητούµενο άθροισµα µου λείπουν οι κουκίδες της διαγωνίου, 
εποµένως τις προσθέτω στο προηγούµενο αποτέλεσµα : (ν2 – ν ) /2 + ν  

Άρα ο γενικός τύπος θα είναι  : (ν2 – ν ) /2 + ν.  Η απόδειξη αυτή είναι γεωµετρική». 
 
Στη συνέχεια οι φοιτήτριες λύνουν το πρόβληµα χρησιµοποιώντας Μαθηµατική Επαγωγή 
σηµειώνοντας ότι χρησιµοποιούν την δεύτερη απόδειξη για να επιβεβαιώσουν τον τύπο.  
 
Θα αναφέρουµε εν συντοµία την «αλγεβρική», όπως οι ίδιες την χαρακτήρισαν, λύση.  
«Sν= 1+2 + 3 ...+ ν  = (ν2 – ν ) /2 + ν ,    για  ν =1,2,3..... 

 ν= 1 , Ο τύπος ισχύει  
 Έστω ότι ισχύει για ν= κ , δηλαδή κ < ν  ισχύει Sκ= 1+2 + 3 ...+ κ = (κ2 – κ) /2 + κ, 
 Θα δείξω ότι ισχύει για ν =κ + 1 δηλαδή   

      1+2 + 3 ...+ κ  + ( κ + 1) = [( κ+ 1)2 – ( κ+1) ]/2 + (κ +1) 
 Πράγµατι 1+2 + 3 ...+ κ  + ( κ + 1) = (κ2 – κ) /2 + κ + (κ + 1)= (κ2 – κ  + 2κ ) / 2 +(κ+1) =  

[( κ2 + 2κ + 1) – ( κ +1) ] /2 + ( κ + 1) . Άρα ισχύει. και αλγεβρικά». 
 
Η παραπάνω απόδειξη είναι αποδεκτή αφού στηρίζεται στην αρχή της τέλειας επαγωγής. Είναι 
όµως αυτό το ζητούµενο; Η µέθοδος της τέλειας επαγωγής µπορεί να οδηγήσει στην εύρεση 
του παραπάνω αθροίσµατος;  

 
Τα σχόλια που έκανε η ίδια οµάδα φοιτητών για τις µεθόδους που χρησιµοποίησε ήταν τα 
ακόλουθα:  
«Μέσα από την γεωµετρική µέθοδο ο µαθητής αντιµετωπίζει το µαθηµατικό πρόβληµα επί της 
ουσίας. Σκοπός της µεθόδου αυτής είναι να εξοικειώσει τον µαθητή µε έναν άλλο τρόπο 
σκέψης πέρα από τα αλγεβρικά δεδοµένα στα οποία ουσιαστικά θα περιοριζόταν ένα τέτοιο 
καθαρά αλγεβρικό πρόβληµα όπως η εύρεση του αθροίσµατος των φυσικών αριθµών. Ο 
µαθητής εποµένως αναπτύσσει  την κρίση του και ανακαλύπτει νέες κατευθύνσεις στην 
προσέγγιση των διαφόρων Μαθηµατικών προβληµάτων  οι οποίες θα διέφευγαν αν παρέµενε 
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εγκλωβισµένος στο αναλυτικό πρότυπο . Παράλληλα µια τέτοια κατασκευαστική µέθοδος 
µπορεί να κεντρίσει το ενδιαφέρον ακόµα και των µαθητών που δείχνουν αρνητική διάθεση 
προς το µάθηµα. Μπορεί ακόµη να αποτελέσει µια ευχάριστη και πρωτότυπη εµπειρία για όλη 
την τάξη ». 
 
Οι φοιτητές µπορούν θαυµάσια να εκθειάσουν τις δυνατότητες της γεωµετρικής αναπαράστασης. 
Παρατηρούµε όµως ότι δεν είναι τόσο εύκολο γι’ αυτούς να την εφαρµόσουν (!) 
 
7) Μια άλλη οµάδα 3 φοιτητριών προσπάθησε να ερµηνεύσει Γεωµετρικά το άθροισµα:  
S2 = 12 +22 +32 +......+ ν2 , ν = 1,2,3...... ( Βλ. Σχετ. άρθρο[9] των Τ.Πατρώνη-Β. Στεργίου) χωρίς 
ιδιαίτερη παρέµβαση από το µέρος του καθηγητή. Οι φοιτήτριες εκφράσανε τον κάθε όρο του 
αθροίσµατος µε σφαίρες, που ανά όρο βρίσκονται σε παράλληλα επίπεδα έτσι ώστε να 
σχηµατιστεί µια πυραµίδα της οποίας η βάση να αντιστοιχίζεται στο ν-οστό όρο του αθροίσµατος 
και περιέχει ν . ν  = ν2 σφαίρες.  
 
 
 
 
 
  
 
 
    
    
 Υπολογίσανε τον όγκο της πυραµίδας χρησιµοποιώντας τον τύπο του όγκου της πυραµίδας   V =  
1/3 . B . h  όπου Β είναι η βάση της πυραµίδας σχήµατος τετραγώνου πλευράς ν άρα  
Β = ν2 και  h  είναι το ύψος της πυραµίδας που περιέχει ν επίπεδα όσοι και οι όροι του 
αθροίσµατος. Οπότε  V =  1/3 . B . h = 1/3 .ν2.ν = 1/3 ν3.  
 Αυτή η γεωµετρική αναπαράσταση όµως δεν οδήγησε σε ακριβή υπολογισµό του αθροίσµατος. 
 
Ενδιαφέρον παρουσιάζουν κάποιες απόψεις 15 φοιτητών του ίδιου Μαθηµατικού Τµήµατος που 
παρακολούθησαν την παρουσίαση. 
Ένας φοιτητής  συµφώνησε µε την προηγούµενη γεωµετρική προσέγγιση και προχώρησε 
παραπέρα ως εξής: Χρησιµοποίησε τον τύπο του αθροίσµατος  S2 και κάνοντας πράξεις  βρήκε τα 
ακόλουθα : S2 = 12 +22 +32 +......+ ν2 = ν.( ν + 1 ). ( 2ν + 1)/6 =  (2ν3 + ν + 2ν2+ ν )/6 = (2ν3 +3ν2 + 
ν ) /6 = ν3/3 + ν2/2 + ν/6 . Εξήγησε ότι ο πρώτος όρος  ν3/3 είναι απείρως µεγαλύτερος από τον  
δεύτερο και τρίτο όρο όταν το ν γίνεται πολύ µεγάλο γιατί σύµφωνα µε τον ίδιο, το ν3/3 εκφράζει 
όγκο, το ν2/2 εκφράζει εµβαδόν ενώ το ν/6 εκφράζει µήκος.  
Ένας άλλος φοιτητής χρησιµοποίησε το λόγο : S2 / V  για να συγκρίνει  το άθροισµα  S2 µε τον 
όγκο γράφοντας την ακόλουθη σχέση : S2/V = [ν.( ν +1).(2ν +1)/6] : [1/3ν3] = 1 +(3/2).(1/ν) 
+(1/2). (1/ν2). Στη συνέχεια θέτει ν= 100 και γράφει την σχέση : S2/V = 1 + 0,015 + 0,0005 → 1 
ενώ κάποιος άλλος χρησιµοποιεί το όριο limν→∞( 1+ 3/2 + 1/2ν2 ) = 1+0+0 =1.    
 
   

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ- ∆ΥΝΑΤΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ 
 
Τα παραδείγµατα που χρησιµοποιήσαµε στην εργασία µας δίνουν την δυνατότητα να 
µελετήσουµε τις αντιδράσεις των µαθητών και φοιτητών –µελλοντικών δασκάλων των 
Μαθηµατικών στη χρήση γεωµετρικών αναπαραστάσεων, καθώς και να παρατηρήσουµε τις 
δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές και οι φοιτητές στην χρήση των γεωµετρικών 
αναπαραστάσεων.  Αξίζει να επισηµάνουµε τα εξής σηµεία: 
α)  Η δηµιουργία –κατασκευή αντιλήψεων των Μαθηµατικών εννοιών στους µαθητές του 
Γυµνασίου και σε µικρότερα ακόµη  παιδιά γίνεται µέσα από ανάπτυξη συµπερασµατικών 
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συλλογισµών όχι απαραίτητα βασισµένων µόνο στη διαίσθηση. Οι µαθητές δέχονται την γνώση 
που τους προσφέρεται στο σχολείο από τον δάσκαλο ενώ στο στάδιο ωρίµανσης της 
προσωπικότητάς τους αρχίζουν να προσδιορίζουν και να αναγνωρίζουν µόνοι τους τις 
µαθηµατικές αρχές, αλλά και να ανακαλύπτουν ενδεχοµένως κάποιες µαθηµατικές αλήθειες. Αυτό 
ίσως εξηγεί την αντίδραση πολλών µαθητών και φοιτητών απέναντι στις προτεινόµενες 
θεωρητικές αποδείξεις και στην τυποποιηµένη γνώση. Οι µαθητές και οι φοιτητές αυτοί θέλουν 
πρώτα να καταλάβουν, ώστε να µπορούν να χρησιµοποιήσουν µε κατανόηση αυτή τη  µαθηµατική 
γνώση στην λύση προβληµάτων. 
Υπάρχουν όµως και πολλοί άλλοι µαθητές που δεν «βλέπουν» δυσκολίες. Χρησιµοποιούν 
κανόνες, ορισµούς, θεωρήµατα χωρίς να αντιλαµβάνονται τι ακριβώς κάνουν. Η γρηγορότερη 
διαδικασία είναι γι’ αυτούς η καλύτερη µέθοδος. Εδώ ο ρόλος του δασκάλου και η χρήση 
γεωµετρικών αναπαραστάσεων στη διαδικασία της διδασκαλίας ενός Μαθηµατικού θέµατος 
µπορεί να παίξει καθοριστικό ρόλο για την τροποποίηση της αντίληψης-νοοτροπίας των µαθητών 
και την δηµιουργία γόνιµης Μαθηµατικής σκέψης. 
β) Ένα άλλο σηµαντικό σηµείο που προκύπτει από τα παραπάνω και το οποίο αξίζει να σηµειωθεί 
είναι η δυσκολία των µαθητών και φοιτητών  στην επιλογή κατάλληλου µοντέλου για την επίλυση 
ενός Μαθηµατικού προβλήµατος όπως αναφέρει και ο H.Steinbring στο άρθρο [2]. Τελικά στα 
παραδείγµατα πιο πάνω οι φοιτητές χρησιµοποιούν το άθροισµα των κουκίδων (σφαιρών)  ή 
το εµβαδόν (όγκο) τους;  Και ακόµη τι προκάλεσε στο παράδειγµα (6) την έκφραση «ορθογώνιο 
ισόπλευρο τρίγωνο;» Είναι προφανές ότι δεν πρόκειται για ασυναίσθητο λάθος που προέκυψε 
στην ρύµη του λόγου αλλά η ίδια η δοµή του προβλήµατος δηµιούργησε κάποια γνωστική 
σύγκρουση αφού ο αριθµός των κουκίδων αντιστοιχεί σε ισόπλευρο τρίγωνο αλλά ταυτόχρονα 
σχηµατίζεται και ένα τετράγωνο. Ακόµη το Ευκλείδειο µήκος των πλευρών, όπως και τα µέτρα 
των γωνιών ενός τέτοιου τριγώνου είναι στοιχεία που δεν σχετίζονται υποχρεωτικά µε το 
αναπαριστώµενο αντικείµενο, «έναν τρίγωνο αριθµό». 
γ)  Ένα τρίτο θέµα που προκύπτει από την παραπάνω έρευνα είναι κατά πόσο εύκολη θεωρείται 
για τους µαθητές η εφαρµογή γεωµετρικών αναπαραστάσεων, και αν επιλέγουν να 
χρησιµοποιήσουν γεωµετρικές αναπαραστάσεις ως µοντέλα για την επίλυση Μαθηµατικών 
προβληµάτων. Και είναι βέβαιο ότι µια τέτοια διαδικασία απόδειξης µπορεί να χρησιµεύσει στα 
παιδιά για να βρουν ένα κανόνα γενίκευσης µε τον οποίο να µπορούν να ερµηνεύουν ένα 
Μαθηµατικό πρόβληµα; Πράγµατι οι µαθητές δυσκολεύονται να συνδυάσουν και να ενοποιήσουν 
τους διαφορετικούς τύπους  των Μαθηµατικών προβληµάτων ιδίως όταν τους παρουσιάζονται µε 
διαφορετικό τρόπο από εκείνο που έχουν συνηθίσει. Οι αλλαγές όµως των διαδικασιών 
διδασκαλίας χαράζουν µια µοντέρνα διδακτική προοπτική η οποία ενθαρρύνει τους µαθητές στο 
να εξοικειωθούν µε τις Μαθηµατικές έννοιες παρ’ όλες τις δυσκολίες που ξεπηδούν από αυτή. 
δ)  Τέλος από την παρουσίαση των φοιτητριών στο παράδειγµα (6) και ιδίως στη συζήτηση του 
παραδείγµατος (7) προκύπτει η δυνατότητα ανάδυσης της έννοιας του απειροστού µέσα από µια 
διαισθητική προσέγγιση. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι ιδιαίτερα στο σηµείο της σύγκρισης 
ανάµεσα στα µέτρα διαφορετικών διαστάσεων (µήκος, εµβαδόν, όγκος) η γεωµετρική 
αναπαράσταση του αθροίσµατος S2 έπαιξε σηµαντικό ρόλο στην ανάδυση της έννοιας του 
απειροστού στους φοιτητές. (Μια άλλη σχετική προσέγγιση στο άρθρο [10] των Β.Στεργίου-
Τ.Πατρώνη ). 
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ABSTRACT 
 

This paper is referring to the didactical approaches, which are reported on the use of geometrical 
representations and geometrical models. The aim of this paper is to give an empirical estimation 
and reflection of the interaction between teacher and student through diagnostic teaching in 
classical mathematical issues.  
It also contains some patterns of solutions of classical Mathematical issues in the classroom 
through geometrical representations and analyses the capabilities and difficulties which pupils 
and students face, students who will be tomorrow’s teachers of mathematics. 
 


