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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Ο στόχος της συγκεκριμένης μελέτης είναι ουσιαστικά μια προσπάθεια ανάδειξης 

και αναβάθμισης  του ρόλου της Θεωρίας Αριθμών στον οδηγό σπουδών. Μέσα από 

την μελέτη και ενασχόληση του μαθητή με τις βασικές της έννοιες, τις αποδεικτικές 

διαδικασίες που ακολουθούνται σε θέματα της Θεωρίας Αριθμών, τις εφαρμογές της 

αλλά και την πλούσια ιστορία της θεωρούμε πως παρουσιάζονται ευκαιρίες για την 

πιο ολοκληρωμένη και ισχυρά δομημένη ανάπτυξη της μαθηματικής γνώσης του 

μαθητή. Ειδική θέση στην εργασία αυτή έχουν τα πιο γνωστά άλυτα και προσφάτως 

αποδεδειγμένα προβλήματα της Θεωρίας Αριθμών καθώς και οι προσπάθειες που 

έγιναν για την γενική τους απόδειξη. Έρευνες που έχουν γίνει στο παρελθόν, πάνω 

στην Διδακτική των Μαθηματικών, για την εφαρμογή βασικών στοιχείων των 

διακριτών μαθηματικών σε σχολικές ηλικίες και για την επίδραση που έχει η βαθιά 

κατανόηση της αλγεβρικής αποδεικτικής διαδικασίας και, εν γένει, της μαθηματικής 

απόδειξης στην μαθηματική ενηλικίωση του μαθητή μας ωθούν να θεωρήσουμε πως 

υπάρχει ανάγκη για νέες τομές και αλλαγές στην διδακτέα και εξεταστέα ύλη των 

μαθηματικών, τουλάχιστον σε Λυκειακό επίπεδο.  

Λέξεις κλειδιά : θεωρία αριθμών, εικασία, μαθηματική απόδειξη, επίλυση 

προβλήματος, κρυπτογραφία 

 

ABSTRACT 

The aim of this study is basically an effort to highlight and upgrade the role of 

Number Theory in school’s Study Guide. Through the study and dealing with the basic 

elements, the rich history and applications of Number Theory, we believe that the 

student is being given a lot of opportunities to achieve a more complete and 

powerfully structured development of his mathematical knowledge. In this thesis 

there is a special reference to the most known unsolved and recently proved 

problems of Number Theory as well as a report of the proving efforts that have been 
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made throughout history. Researches that have been done in the past, in the area of 

Didactics of Mathematics, on the application of basic elements of discrete 

mathematics in secondary school and on effect that deep comprehension of rigorous 

mathematical algebraic proof has in student’s “mathematical adultness” impel us to 

consider that there is a need for radical changes in the mathematical curriculum, at 

least for the last three school years. 

 

Key words : number theory, conjecture, mathematical proof, problem solving, 

cryptography     
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στη παρούσα διπλωματική εργασία διαπραγματευόμαστε την επίδραση, που μπορεί 

να έχει η ενασχόληση του μαθητή με βασικά στοιχεία της θεωρίας αριθμών, στην 

μαθηματική του εξέλιξη. Η έρευνες πάνω σε αυτό το ζήτημα δεν είναι κάτι νέο στο 

χώρο της Διδακτικής των Μαθηματικών. Πολλές από αυτές, μάλιστα, αναδεικνύουν 

τον ευεργετικό ρόλο των απλών διακριτών μαθηματικών, οπου μέρος τους είναι και 

η θεωρία αριθμών, στη «μαθηματική ωρίμανση» του μαθητή. Σε αντίθεση με αυτό 

όμως, δεν έχει παρατηρηθεί μία ουσιαστική αλλαγή στον οδηγό σπουδών και στα 

μαθηματικά που διδάσκεται ένας μαθητής στη σχολική του πορεία. Στη δική μας 

εργασία γίνεται μια προσπάθεια έκθεσης των ευκαιριών που παρουσιάζονται μέσα 

από την θεωρία αριθμών και των εφαρμογών της για δημιουργία κινήτρων που με 

τη σειρά τους θα μετατρέψουν την βαθύτερη ενασχόληση του μαθητή με τα 

μαθηματικά σε μία ευχάριστη και πνευματικά,  προκλητική διαδικασία. 

Οι βασικές έννοιες που θα μελετήσουμε είναι η φύση των πρώτων αριθμών, η 

μαθηματική απόδειξη, η διαδικασία της επίλυσης προβλήματος υπό το αλγεβρικό 

πρίσμα της μαθηματικής απόδειξης και η κρυπτογραφία όπου μεσά από κάποιες 

μεθόδους της παρουσιάζονται ευκαιρίες για πρωτότυπες και ενδιαφέρουσες 

δραστηριότητες. 

Η εργασία αυτή είναι χωρισμένη σε 5 κεφάλαια : 

Στο πρώτο κεφάλαιο, αναδεικνύεται η ιδιόμορφη φύση των πρώτων αριθμών σαν 

δομικός λίθος όλων των φυσικών και κάποιες προσπάθειες μοντελοποίησης τους. 

Στη συνέχεια παρουσιάζουμε και μελετάμε τις προσπάθειες που έγιναν για να 

αποδειχθούν 3 από τα διασημότερα και δυσκολότερα προβλήματα που 

απασχόλησαν ποτέ τη παγκόσμια μαθηματική κοινότητα, το Τελευταίο Θεώρημα 

του Fermat, την Εικασία του Γκόλντμπαχ και την Εικασία των Δίδυμων Πρώτων. 

Τέλος παρουσιάζεται μία λίστα από κάποια ακόμη άλυτα προβλήματα της θεωρίας 

αριθμών που έχουν να κάνουν με τους πρώτους αριθμούς. Στο δεύτερο κεφάλαιο 
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ασχολούμαστε με την επίλυση προβλήματος και το ρόλο που έχει η αποδεικτική 

διαδικασία σε αυτήν μέσα από ρεαλιστικά μαθηματικά προβλήματα. Στο τρίτο 

κεφάλαιο μελετάμε την μαθηματική απόδειξη σαν ένα αναπόσπαστο κομμάτι της 

μαθηματικής εξέλιξης του μαθητή και τις αποδεικτικές μεθόδους που συνήθως 

χρησημοποιούνται σε θέματα θεωρίας αριθμών. Στο τέταρτο κεφάλαιο 

ασχολούμαστε με την κρυπτογραφία σαν μία βασική εφαρμογή της θεωρίας 

αριθμών, την ιστορία, τις μεθόδους της και τις διδακτικές ευκαιρίες που 

παρουσιάζονται. Τέλος στο πέμπτο κεφάλαιο γίνεται μία συζήτηση με τα 

συμπεράσματα από την μελέτη που κάναμε από τις έρευνες που έχουν γίνει και 

κατατίθεται η βασική ιδέα και πρόταση μας.  

  



10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 



11 

 

Κεφάλαιο 1 – ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΡΙΘΜΩΝ 

1.1 Οι Πρώτοι Αριθμοί 

 

 

Ο Simon Singh στο διάσημο βιβλίο του “Το τελευταίο Θεώρημα του Fermat” 

αναφέρει μία ιστορία φυσικής επιλογής που μαρτυρά το ιδιαίτερο της φύσης των 

πρώτων αριθμών. Η αναφορά του αυτή έχει να κάνει με τον τρόπο που, ένα είδος 

τζιτζικιού στον Αμαζόνιο, κατάφερε να αλλάξει τον κύκλο ζωής του για να αποφύγει 

την συνάντηση του με ένα συγκεκριμένο παράσιτο που θα του κόστιζε την ίδια του 

την ύπαρξη.  

Tα περιοδικά τζιτζίκια και ειδικότερα τα Magicicada septendecim έχουν το 

μεγαλύτερο κύκλο ζωής από όλα τα άλλα έντομα. Ο μοναδικός αυτός κύκλος ζωής 

αρχίζει κάτω από το έδαφος, όπου οι νύμφες ρουφούν υπομονετικά το χυμό από τις 

ρίζες των δέντρων. Μετά από 17 χρόνια αναμονής τα ενήλικα τζιτζίκια βγαίνουν από 

το έδαφος και μαζεύονται προσωρινά κατακλύζοντας το τοπίο. Μέσα σε λίγες 
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εβδομάδες ζευγαρώνουν, γεννούν τα αβγά τους και πεθαίνουν. Το ερώτημα που 

βασάνιζε τους βιολόγους επί χρόνια ήταν γιατί ο κύκλος ζωής του τζιτζικιού ήταν 

τόσο μακρύς. Σημαίνει άραγε κάτι, το γεγονός ότι ο κύκλος ζωής τους (17 έτη) είναι 

πρώτος αριθμός; Ένα άλλο είδος, το Magicicada tredecim συρρέει κατά σμήνη κάθε 

13 χρόνια,  υποδηλώνοντας ότι ένας κύκλος ζωής που διαρκεί πρώτο αριθμό ετών 

προσφέρει κάποια προνόμιο στην εξέλιξη. Μία θεωρία διατυπώνει την άποψη ότι το 

τζιτζίκι προσπαθεί να αποφύγει ένα παράσιτο που έχει επίσης μεγάλο κύκλο ζωής. 

Αν το παράσιτο έχει κύκλο ζωής π.χ. δύο χρόνια, τότε το τζιτζίκι θέλει να αποφύγει 

έναν κύκλο ζωής που διαιρείται με το 2, αλλιώς το παράσιτο και το τζιτζίκι θα 

συμπίπτουν συχνά με αποτέλεσμα όχι και τόσο ευχάριστο για τον πληθυσμό των 

τζιτζικιών. Όμως αν το παράσιτο έχει κύκλο ζωής τρία χρόνια το τζιτζίκι θέλει να 

αποφύγει έναν κύκλο ζωής που θα διαιρείται με το 3, αλλιώς επίσης θα συμπίπτουν 

συχνά. Τελικά η καλύτερη στρατηγική του τζιτζικιού για να αποφύγει τις συναντήσεις 

με το παράσιτο είναι να έχει έναν μακρύ κύκλο ζωής που να διαρκεί πρώτο αριθμό 

ετών. Επειδή κανένας αριθμός δεν διαιρεί το 17, πριν το 17, το Magicicada 

septendecim σπάνια θα συναντήσει το παράσιτο του. Αν το παράσιτο έχει κύκλο 

ζωής 2 χρόνια τότε θα συναντιούνται μόνο κάθε 34 χρόνια ενώ αν έχει μεγαλύτερο 

κύκλο ζωής π.χ. 16 χρόνια θα συναντιούνται μόνο κάθε 272 χρόνια (16 x 17) χρόνια. 

Το παράσιτο για να αντεπιτεθεί διαθέτει μόνο δύο κύκλους ζωής που αυξάνουν την 

συχνότητα σύμπτωσης με τον 17ετή κύκλο ζωής του τζιτζικιού. Θεωρείται όμως 

απίθανο για το παράσιτο να επιβιώσει επανεμφανιζόμενο 17 χρόνια στη σειρά αφού 

τις πρώτες 16 εμφανίσεις του δε θα υπάρχουν τζιτζίκια για να παρασιτήσει. Από την 

άλλη με σκοπό να φτάσουν τον 17ετή κύκλο ζωής των Magicicada θα έπρεπε να 

εξελίσσονται κατά τον 16ετή κύκλο ζωής. Αυτό θα σήμαινε ότι σε κάποιο στάδιο της 

εξέλιξης το παράσιτο και το τζιτζίκι δε θα συνέπιπταν για 272 χρόνια! Σε κάθε 

περίπτωση ο μακρύς κύκλος πρώτων αριθμών ζωής του τζιτζικιού το προστατεύει. 

Το γεγονός αυτό εξηγεί ίσως την αιτία που το υποτιθέμενο παράσιτο δεν έχει βρεθεί 

ποτέ! Στον αγώνα του να συμβαδίσει με το τζιτζίκι, το παράσιτο μπορεί να συνέχισε 

να επιμηκύνει τον κύκλο ζωής του μέχρι που έφτασε το φράγμα των 16 ετών και εκεί 
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απέτυχε να συμπέσει με το τζιτζίκι για 272 χρόνια και η μεγάλη αυτή έλλειψη 

σύμπτωσης το οδήγησε σε τελική εξαφάνιση.  

Το αποτέλεσμα είναι ένα τζιτζίκι με 17ετή κύκλο ζωής τον οποίο όμως δεν έχει 

ανάγκη αφού το παράσιτο έχει πια εξαφανιστεί. 

 

Ίσως να μην ακολουθήσαμε τη σωστή σειρά για την εισαγωγή μας στην έννοια των 

πρώτων αριθμών αλλά θεωρούμε το συγκεκριμένο παράδειγμα μία πρώτης τάξης 

ευκαιρία να αντιληφθούν ακόμη και οι μη έχοντες επαφή με τα μαθηματικά τι 

ακριβώς συνιστά έναν πρώτο αριθμό και ποιες είναι οι ιδιότητες του, ίσως και σε 

πρακτικό επίπεδο. 

Ορισμός:  Ένας ακέραιος αριθμός μεγαλύτερος του 1  λέγεται πρώτος αριθμός, αν 

και μόνο αν οι μόνοι θετικοί διαιρέτες του (παράγοντες) είναι το 1 και ο ίδιος ο 

αριθμός. 

Για παράδειγμα οι αριθμοί 2,3,5,7,...,19,...,61,... είναι πρώτοι γιατί οι μόνοι διαιρέτες 

τους είναι η μονάδα και οι ίδιοι αυτοί οι αριθμοί. 

Οι πρώτοι αριθμοί αποτελούν ουσιαστικά τον δομικό λίθο όλων των φυσικών 

αριθμών μιας και κάθε φυσικός αριθμός μπορεί να γραφτεί σαν γινόμενο πρώτων 

παραγόντων, με μοναδικό τρόπο, αν δε λάβουμε υπόψη τους εκθέτες. 

π.χ    3 4240 24 10 3 8 2 5 3 2 2 5 2 3 5              

Η παραπάνω παρατήρηση δεν είναι άλλη από το Θεμελιώδες Θεώρημα των Πρώτων 

Αριθμών.  

Η θεωρία αριθμών είναι αφιερωμένη κατά ένα μεγάλο ποσοστό στη μελέτη των 

πρώτων αριθμών και στον τρόπο που εμφανίζονται στο σύνολο των φυσικών, 

δηλαδή ποια είναι η διανομή τους μέσα στο σύνολο των φυσικών. Ουσιαστικά εδώ 

προκύπτει και το μεγαλύτερο ερώτημα στη θεωρία αριθμών  που αν γνωρίζαμε την 
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απάντηση του τότε θα ήμασταν σε θέση να απαντήσουμε σε πάρα πολλά ανοιχτά 

θέματα και εικασίες των μαθηματικών. 

Το ερώτημα αυτό είναι το εξής : υπάρχει ένας συγκεκριμένος τρόπος με τον οποίο οι 

πρώτοι αριθμοί διανέμονται στο σύνολο των φυσικών; υπάρχει δηλαδή κάποιος 

συγκεκριμένος αλγόριθμος που να παράγει πρώτους?  

 

1.1.1 To κόσκινο του Ερατοσθένη 

Ο Έλληνας μαθηματικός, γεωγράφος και αστρονόμος Ερατοσθένης (276π.Χ. – 

194π.Χ.) μπόρεσε και κατασκεύασε έναν σχετικά εύκολο αλγόριθμο εύρεσης 

πρώτων μέχρι έναν συγκεκριμένο ακέραιο και λειτουργεί αρκετά πρακτικά για 

ακέραιους μικρότερους του 107 . 

 

                                                                       

Εικόνα 1: το κόσκινο του Ερατοσθένη μέχρι τον αριθμό 100. 
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Πως λειτουργεί το κόσκινο 

1. Δημιουργούμε μια λίστα από διαδοχικούς ακέραιους από το 2 μέχρι το n: (2, 

3, 4, ..., n). 

2. Αρχικά, έστω ότι το p = 2, που είναι ο 1ος πρώτος αριθμός. 

3. Διαγράφουμε από τη λίστα όλα τα πολλαπλάσια του p που είναι μικρότερα ή 

ίσα με n: (2p, 3p, 4p, κτλ) 

4. Βρίσκουμε τον 1o  αριθμό που απομένει στη λίστα μετά τον p (αυτός ο 

αριθμός είναι ο επόμενος πρώτος αριθμός) και αντικαθιστούμε το p με αυτόν 

τον αριθμό. 

5. Επαναλαμβάνουμε τα βήματα 3 και 4 μέχρι το p2 να είναι μεγαλύτερο από n. 

6. Όλοι οι αριθμοί που απομένουν στη λίστα είναι πρώτοι αριθμοί , όπως δείχνει 

και η παραπάνω εικόνα για αριθμούς μέχρι το 100. 

 

 

1.1.2 Οι προσπάθειες μοντελοποίησης των πρώτων αριθμών 

Με αποδεδειγμένο το γεγονός ότι οι πρώτοι αριθμοί είναι άπειροι στο πλήθος το 

παραπάνω ερώτημα μοιάζει σαν ένα απροσπέλαστο εμπόδιο. «Το πρόβλημα του να 

διαχωρίσεις τους πρώτους αριθμούς από τους σύνθετους, καθώς και να αναλύσεις 

τους τελευταίους σε γινόμενο πρώτων παραγόντων είναι γνωστό ως το πιο 

σημαντικό και χρήσιμο στην Θεωρία Αριθμών. Έχει απασχολήσει την δημιουργία και 

την σοφία πολλών αρχαίων και σύγχρονων γεωμετρών σε τέτοιο βαθμό που θα ήταν 

περιττό να συζητήσω το θέμα εις βάθος (…) επιπλέον η αξιοπρέπεια της ίδιας της 

επιστήμης φαίνεται να απαιτεί να εξερευνηθεί κάθε πιθανό μέσο για την επίλυση 

ενός προβλήματος τόσο κομψού και τόσο φημισμένου.»  [Carl Friedrich Gauss, 

Disquisitiones Arithmeticae, Article 329, 1801] 
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 Εικόνα 2 : o Carl Friedrich Gauss 

 
Το παραπάνω σχόλιο ανήκει στον ονομαζόμενο και “πρίγκιπα” των μαθηματικών 

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) και μαρτυρά την χρησιμότητα των πρώτων , μέσα 

από την ανάλυση όλων των φυσικών σε γινόμενο πρώτων , αλλά και την τεράστια 

δυσκολία που έχει η απόπειρα να βρούμε έναν τρόπο παραγωγής πρώτου αριθμού. 

O Gauss, μάλιστα, έστρεψε την προσοχή του από την εύρεση ξεχωριστά πρώτων 

αριθμών αναζητώντας την μέση κατανομή τους. Το 1792 και μόλις 15 ετών εξέτασε 

έναν πίνακα πρώτων που είχε κατασκευαστεί από τον Γερμανοελβετό μαθηματικό 

Johann Heinrich Lampert (1728-1777) ψάχνοντας έναν κανόνα που θα ισχύει για 

όλους τους πρώτους που είναι μικρότεροι ή ίσοι από έναν ακέραιο x .  

 
Η προσέγγιση 

Συμβολίζοντας αυτόν τον αριθμό ως ( )x  ας πάρουμε το παρακάτω παράδειγμα: 

 14 6    ,   γιατί υπάρχουν 6 το πλήθος πρώτοι αριθμοί μικρότεροι του 14  , οι   {2 

, 3 , 5 , 7 , 11 , 13}. 

Mε μία πιο προσεκτική ματιά θα δούμε ότι το κενό μεταξύ των πρώτων αρχίζει και 

μεγαλώνει καθώς προχωράμε στο σύνολο των φυσικών και ο Gauss αναρωτήθηκε αν 



17 

 

για κάποιο μεγάλο ακέραιο x  η συμπεριφορά της συνάρτησης ( )x  θα μπορούσε 

να προσεγγιστεί από κάποια ήδη γνωστή. Σε αυτό το σημείο ο ιδιοφυής Γερμανός 

προχώρησε σε μία εικασία που την έγραψε στο πίσω μέρος του πίνακα του με 

λογαρίθμους. 

 
Έγραψε συγκεκριμένα :  “όταν a  τότε το πλήθος των πρώτων μέχρι τον 

ακέραιο  a  προσεγγίζεται από την  
ln

a

a
” 

που μπορεί να μεταφραστεί ως εξής : 

 

                                              “ ( )a ~
ln

a

a
 για μεγάλες τιμές του a  ” 

 

Ο Gauss δεν έκανε κάποια σοβαρή προσπάθεια να αποδείξει την ίδια του την 

εικασία άλλα είχε μια ιδέα για το ποια πρέπει να ήταν η απάντηση. Ο μαθητής του 

Gauss και περίφημος μαθηματικός Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) 

στην σύντομη ζωή του κατάφερε να πλησιάσει, με τη χρήση ορίων, την απόδειξη σε 

μία εργασία του το 1859 η οποία έγινε βάση πάνω στην οποία έχτισαν τις αποδείξεις 

τους, ξεχωριστά, το 1859 ο Γάλλος  Jacques Solomon Hadamard (1865-1963) και ο 

Βέλγος  Charles de la Vallee-Poussin (1866-1962) και το αποτέλεσμα τους 

ονομάστηκε “To  Θεώρημα των Πρώτων Αριθμών”, όπου :                  

                              ( )
ln

n
n

n
    με το n  να γίνεται απείρως μεγάλο. 

που ουσιαστικά είναι η εικασία που είχε κάνει ο Gauss. 

Μία ακόμη πιο ακριβής προσέγγιση του ( )n  δίνεται από το λογαριθμικό 

ολοκλήρωμα :  
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H παρακάτω εικόνα δείχνει με μπλε, πράσινη και κόκκινη γραμμή αντίστοιχα τις: 

( )n , 
ln

n

n
και ( )Li n   που μαρτυρά και το γεγονός ότι η ( )Li n  προσεγγίζει σχετικά 

καλύτερα την ( )n . 

 

             

Eικόνα 3 : Διάγραμμα προσέγγισης 

 

Με την τεράστια υπολογιστική δύναμη που διαθέτουμε πια, με την αλματώδη 

εξέλιξη της τεχνολογίας, είμαστε σε θέση να ανακαλύπτουμε όλο και μεγαλύτερους 

πρώτους. Ας γίνει σαφές  εδώ όμως ότι οι υπολογιστές  δεν “έχουν” κάποια γνώση 

που ο άνθρωπος δεν έχει στη κατοχή του. Η ταχύτητα εύρεσης όλο και μεγαλύτερων 

πρώτων δεν βασίζεται σε κάποιο μαθηματικό μοντέλο  που παράγει πρώτους, μιας 

και έγινε σαφές πιο πάνω ότι κάτι τέτοιο είναι ακόμη ένα ανοιχτό θέμα, αλλά στην 

ταχύτητα εύρεσης διαιρετών. Ο μεγαλύτερος γνωστός πρώτος αριθμός, τουλάχιστον 

μέχρι την στιγμή που γράφτηκε αυτή η εργασία, είναι ο : 

                                           
, ,

 – 
57 885161

2 1 
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ένας αριθμός που αποτελείται από 17.425.170 ψηφία!!! και ανακαλύφθηκε τον 

Ιανουάριο του 2013. 

 

Μία λίστα με τους 5 μεγαλύτερους γνωστούς πρώτους που υπάρχουν είναι η 

παρακάτω. 

      

Eικόνα 4 : Η λίστα των πέντε μεγαλύτερων γνωστών πρώτων αριθμών 

 

1.1.3 Η φύση των πρώτων 

Η αναζήτηση όλο και μεγαλύτερων πρώτων αριθμών ίσως να μοιάζει με μία  μάταιη 

διαδικασία,  μιας και η απειρία τους έχει αποδειχθεί , αλλά ίσως η ανακάλυψη τους 

μας δώσει κάποια παραπάνω στοιχεία για την δομή τους και τις πιθανές ιδιότητες 

που μπορεί να έχουν τις οποίες ως τώρα δεν έχουμε ανακαλύψει. Αυτό που κάνει 

τους πρώτους αριθμούς τόσο ιδιαίτερους είναι το γεγονός ότι αν και μπορούμε να 

περιγράψουμε όλους τους φυσικούς αριθμούς μέσω αυτών, αδυνατούμε να βρούμε 

κάποιον τρόπο που να περιγράφει τους ίδιους.  

Ένα ακόμη σημείο που θα πρέπει να σταθούμε όμως είναι αυτό των άλυτων 

προβλημάτων που υπάρχουν στη θεωρία αριθμών. Η πλειοψηφία των ανοιχτών 
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προβλημάτων στα μαθηματικά και κυρίως στη θεωρία αριθμών έχει σαν βασικό 

στοιχείο τους πρώτους αριθμούς. Η δυσκολία εύρεσης μοντέλου παραγωγής 

πρώτων είχε σαν αποτέλεσμα την δημιουργία προτάσεων και εικασιών που έχουν 

παραμείνει ακόμη και τώρα χωρίς απόδειξη. Φαίνεται πως όταν ένα πρόβλημα 

περιέχει στοιχεία από τους  πρώτους  αριθμούς αυτό αποκτά τεράστια δυσκολία και 

η απόδειξή του μπορεί απλά να μην είναι καν εφικτή. 

“Υπάρχουν δύο αλήθειες για τους πρώτους αριθμούς και τη κατανομή τους. Η πρώτη 

είναι ότι μιλάμε για τα πιο αυθαίρετα και «πεισματάρικα» αντικείμενα που έχουν 

μελετηθεί από τους μαθηματικούς : ξεφυτρώνουν σαν χόρτα ανάμεσα στους 

φυσικούς αριθμούς  χωρίς να υπακούουν, φαινομενικά, σε κανέναν κανόνα παρά 

στην τύχη και κανείς δεν μπορεί να προβλέψει που θα ξεπεταχτεί ο επόμενος. Η 

δεύτερη αλήθεια είναι ακόμη πιο εντυπωσιακή, γιατί δηλώνει ακριβώς το αντίθετο: 

οι πρώτοι αριθμοί παρουσιάζουν καταπληκτική κανονικότητα, υπάρχουν νόμοι που 

καθορίζουν την συμπεριφορά τους και υπακούουν σε αυτούς τους κανόνες με 

σχεδόν στρατιωτική πειθαρχία”. 

Don Zagier 

 

1.2 Άλυτα Προβλήματα της Θεωρίας Αριθμών 

Τα άλυτα προβλήματα της θεωρίας αριθμών είναι τόσα πολλά που θα μπορούσαμε 

να αφιερώσουμε μία ολόκληρη εργασία για αυτά και για τις προσπάθειες που έχουν 

γίνει για την επίλυση τους. Η παρούσα εργασία θα ασχοληθεί με τα 3 πιο γνωστά 

ίσως προβλήματα που βασάνισαν πολλούς κορυφαίους μαθηματικούς. Τα δύο από 

αυτά είναι (μέχρι και την στιγμή που γράφεται αυτή η εργασία) ακόμη στο επίπεδο 

της εικασίας γιατί δεν έχει βρεθεί μία γενική απόδειξη και το τρίτο είναι το γνωστό 

Τελευταίο Θεώρημα του Fermat που η απόδειξη του βρέθηκε μετά από 357 χρόνια 

από την πρώτη του διατύπωση.  
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1.2.1 Η Εικασία του Γκόλντμπαχ 

 

Eικόνα 5: Η  επιστολή του Christian Goldbach γραμμένη στα 1742 προς τον Euler. 

 

Όλα ξεκίνησαν στις 7 Ιουνίου του 1742 όταν σε μία από τις πολλές επιστολές που 

αντάλλασσαν οι 2 μεγάλοι μαθηματικοί του 18ου αιώνα Leonhard Euler και Christian 

Goldbach διατυπώθηκε το, αν όχι δυσκολότερο, τουλάχιστον διασημότερο άλυτο 

πρόβλημα της Θεωρίας Αριθμών και κατ’επέκταση της Μαθηματικής επιστήμης. 

Αναφερόμαστε στην περίφημη Εικασία του Goldbach, η οποία  διατυπώνεται ως 

εξής : 

«κάθε ζυγός αριθμός μεγαλύτερος του 2 μπορεί να γραφτεί σαν άθροισμα δυο 

πρώτων» 

Βέβαια αν θέλουμε να είμαστε ιστορικά και δεοντολογικά τίμιοι θα πρέπει να 

αναγνωρίσουμε την μεγάλη συμβολή και του Euler στην τελική διατύπωση του 

προβλήματος και αυτό γιατί ο Goldbach αρχικά είχε υποστηρίξει πως : 
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«Κάθε ακέραιος που μπορεί να γραφτεί ως το άθροισμα δύο πρώτων αριθμών, 

μπορεί να γραφτεί επίσης ως άθροισμα όσων πρώτων αριθμών θέλει κανείς, 

εωσότου όλοι οι όροι είναι μονάδες.» 

Γράφοντας στη συνέχεια στο περιθώριο της επιστολής μία δεύτερη εικασία την 

οποία θεώρησε πιο βελτιωμένη : 

«Κάθε ακέραιος μεγαλύτερος του 2 μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα τριών πρώτων 

αριθμών.» 

θεωρώντας βέβαια τον αριθμό 1 ως πρώτο, κάτι το οποίο η σύγχρονη θεωρία 

αριθμών δε συμμερίζεται, χωρίς αυτό να αποτελεί κάποιο σημαντικό εμπόδιο μιας 

και οι δύο διατυπώσεις θεωρούνται ισοδύναμες. 

23 ημέρες αργότερα (συγκεκριμένα στις 30 Ιουνίου του 1742) ο Euler απάντησε στον 

Goldbach θυμίζοντας του μια παλαιότερη συζήτηση τους όπου είχε διατυπώσει την 

αρχική του εικασία, η οποία ήταν εκείνη που αναφέραμε στη αρχή της παραγράφου 

και η οποία επικράτησε σαν  “δυνατή” εικασία του Goldbach. Στην ίδια επιστολή ο 

Euler υποστηρίζει με θέρμη πως «Κάθε άρτιος ακέραιος είναι άθροισμα δύο 

πρώτων. Το θεωρώ ένα απόλυτα σίγουρο και ολοκληρωμένο θεώρημα αν και δεν 

μπορώ να το αποδείξω». Κάπως έτσι γεννήθηκε ένα από τα μεγαλύτερα προβλήματα 

της Μαθηματικής επιστήμης, το κατά πολλούς “ Έβερεστ” των άλυτων προβλημάτων 

της Θεωρίας Αριθμών. 

Η αναλυτική μορφή της εικασίας είναι η εξής : 

Για κάθε άρτιο φυσικό 2n   υπάρχουν ,p q  πρώτοι : n p q  . 

Η απλότητα της διατύπωσης της εικασίας σε συνδυασμό με την τεράστια δυσκολία 

της απόδειξης της μαρτυρά την γενική φύση των προβλημάτων της θεωρίας 

αριθμών. Δε θα ήταν υπερβολή να υποστηρίξουμε πως το ζητούμενο της εικασίας 

μπορεί να γίνει κατανοητό ακόμη και από έναν μαθητή της τρίτης γυμνασίου ο 

οποίος γνωρίζει τι είναι ένας πρώτος αριθμός. 
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Είναι εύκολο να δούμε ότι η εικασία έχει ισχύ για κάποιους άρτιους αριθμούς όπως 

για παράδειγμα : 

10=3+7   ,   58=17+41  ,  250=101+149 ... 

αλλά και εδώ προκύπτει το πιο χαρακτηριστικό ερώτημα που εμφανίζεται σε 

θεωρήματα, λήμματα και εικασίες της θεωρίας αριθμών: «πως γνωρίζουμε ότι 

ισχύει για οποιονδήποτε άρτιο;». Το γεγονός ότι δεν υπάρχει κάποιος αλγόριθμος 

(ή για να το θέσουμε καλύτερα, δεν έχει βρεθεί ως τώρα) που να παράγει πρώτους 

αριθμούς καθιστά δύσκολο το  να ξέρουμε με σιγουριά αν ένας μεγάλος φυσικός 

αριθμός είναι και πρώτος. Αυτό έχει σαν συνέπεια να ανακαλύπτουμε όλο και πιο 

δύσκολα αθροίσματα δύο πρώτων που να παράγουν τον άρτιο που επιθυμούμε. Η 

δυσκολία γίνεται ευκολότερα αντιληπτή αν φανταστούμε έναν άρτιο με δεκάδες 

ψηφία. 

 

Κάποια αποτελέσματα που επιβεβαιώνουν την εικασία 

Το 1938 ο Nils Pipping απέδειξε (με τρόπο όχι τόσο αυστηρά μαθηματικό αλλά 

πειραματικό) ότι η εικασία ισχύει για κάθε άρτιο αριθμό μέχρι και τον 105.  Έγινε 

σαφές δε, ότι όσο οι αριθμοί μεγάλωναν υπάρχουν όλο και περισσότεροι τρόποι για 

να γράψει κανείς τον συγκεκριμένο άρτιο με περισσότερα διαφορετικά αθροίσματα 

πρώτων. Χρησιμοποιώντας κάποια χαρακτηριστικά των πρώτων αριθμών που έχουν 

προκύψει από, στατιστικού χαρακτήρα, μελέτες μπορεί να ενισχυθεί το 

προηγούμενο συμπέρασμα. 

Το 1923 οι Godfrey Harold Hardy (1877-1947) και John Littlewood (1885-1977) 

προχώρησαν σε τέτοιες εκτιμήσεις και κατάφεραν να παράγουν έναν τύπο που μας 

δίνει τον αριθμό των διαφορετικών τρόπων παραγωγής αθροισμάτων πρώτων που 

μας δίνουν έναν άρτιο αριθμό n  τον : 
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22( )

n

logn
 και μάλιστα αυτός ο αριθμός μεγαλώνει καθώς το n  μεγαλώνει, κάτι που 

συμφωνεί με πολλά αριθμητικά στοιχεία. Οι ίδιοι όμως παραδέχτηκαν ότι αυτή η 

φόρμουλα στερούταν πλήρους μαθηματικής αυστηρότητας αλλά πλησίαζε όσο 

καμία άλλη τα αθροίσματα πρώτων. Παρατηρούμε επίσης την ομοιότητα που έχει 

αυτός ο τύπος με την εικασία που είχε κάνει ο Gauss για τη κατανομή του πλήθους 

των πρώτων. 

 

Εικόνα 6: Διάγραμμα με το πλήθος των διαφορετικών τρόπων που μπορούμε να γράψουμε 

τον άρτιο n  ως άθροισμα δύο πρώτων. 

 

Ο φόβος όμως της πιθανής, αλλά μαθηματικά λογικής, εξαίρεσης ενός άρτιου που 

δεν θα συμφωνεί με τα παραπάνω, μιας και στερείται αυστηρότητας καθιστά την 

προηγούμενη προσπάθεια απλά βοηθητική προς την κατεύθυνση της αυστηρής 

απόδειξης και όχι κάτι παραπάνω. 

Η χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών άνοιξε νέους δρόμους στην ταχύτητα αλλά και 

στο πλήθος τον ζυγών αριθμών που θα επιβεβαίωναν την εικασία. Συγκεκριμένα ο T. 
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Oliveira e Silva «έτρεξε» μία κατανεμημένη έρευνα και κατάφερε να αποδείξει την 

ισχύ της εικασίας για όλους τους άρτιους μέχρι τον    184 10     δηλαδή για κάθε 

18 n 4 10   που πρόκειται για έναν τεράστιο αριθμό με 19 ψηφία. Για κάποιον που 

δεν αντιμετωπίζει το ζήτημα με αυστηρά μαθηματική σκοπιά θα του έφτανε αυτό το 

αποτέλεσμα προκειμένου να θεωρήσει πως η εικασία είναι αληθής. Ωστόσο,  για τον 

ερευνητή μαθηματικό ο προηγούμενος αριθμός είναι απλά ένας ακόμη αριθμός που 

επιβεβαιώνει την εικασία. 

 

Oι πρώτοι αριθμοί της μορφής:  4 1n  , 4 3n  . 

Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγμα των πρώτων αριθμών που γράφονται είτε με 

την μορφή 4 1n  , 4 3n  .  Έστω λοιπόν ότι το πλήθος των πρώτων της μορφής  

4 1n    που είναι μικρότεροι του ( )x x , είναι  
1

p ( )x και αντίστοιχα το πλήθος των 

πρώτων της μορφής 4 3n   είναι
2

p ( )x . Εδώ να καταστήσουμε σαφές ότι 

υποστηρίζεται πως όλοι οι πρώτοι αριθμοί μπορούν να γραφτούν με αυτή τη μορφή 

( 4 1n  , 4 3n  ) και όχι το αντίστροφο αφού για παράδειγμα ο αριθμός 21 γράφεται 

σαν 21  4 5 1   , αλλά ο 21 δεν είναι πρώτος αριθμός. Κατόπιν υπολογισμών 

αποδείχθηκε πως για 26861x   ισχύει : 

                                            
1

p ( )x   
2

p ( )x  

Το 1957 όμως ο J.Leech (1926-1992) , ένας Βρετανός μαθηματικός της θεωρίας 

αριθμών, ανακάλυψε πως : 

για x 26861   έχουμε  1
p 26861 1473  

 ενώ       2
p 26861 1472      και συνεπώς η ανίσωση άλλαξε φορά : 

1
p ( )x 

2
p ( )x .  

Ο J.Littlewood (1885-1977) το 1917 είχε αποδείξει πώς έχουμε μία άπειρη 

αντιστροφή της συγκεκριμένης ανίσωσης  και συνεπώς οι υπολογισμοί που είχαν 

γίνει καταρρίφθηκαν στη στιγμή. Το συμπέρασμα από το παραπάνω παράδειγμα 

είναι πως όσες σωστές εκτιμήσεις και να κάνουμε με υπολογιστικό τρόπο πάνω σε 
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εικασίες της θεωρίας αριθμών, και συγκεκριμένα αυτές που έχουν σαν κύριο 

συστατικό τους πρώτους αριθμούς, διατρέχουν μεγάλο κίνδυνο να είναι τελείως 

εσφαλμένες και άνευ μαθηματικής σημασίας. 

Στον επόμενο πίνακα παρουσιάζουμε τις δοκιμές και τα επιβεβαιωμένα 

αποτελέσματα που έχουν εξαχθεί μέσα από υπολογιστικές μεθόδους και μαρτυρούν 

την ισχύ της εικασίας του Goldbach.  

 

 

Πίνακας 1: Οι άρτιοι αριθμοί μέχρι τους οποίους έχει επιβεβαιωθεί η εικασία. 

 

bound Reference 

 

Desboves 1885 

 

Pipping 1938 

 

Stein and Stein 1965 

 

Granville et al. 1989 

 

Sinisalo 1993 

 

Deshouillers et al. 1998 

 

Richstein 1999, 2001 

 

Oliveira e Silva (Mar. 24, 2003) 

 

Oliveira e Silva (Oct. 3, 2003) 

 

Oliveira e Silva (Feb. 5, 2005) 

 

Oliveira e Silva (Dec. 30, 2005) 

 

Oliveira e Silva (Jul. 14, 2008) 

 

Oliveira e Silva (Apr. 2012) 
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Το κενό στο οποίο έπεφταν τόσοι διακεκριμένοι επιστήμονες, με τις υπολογιστικές 

μεθόδους τους μαρτυρούσε, ότι μάλλον θα πρέπει να ακολουθηθεί κάποιος άλλος 

τρόπος για να πλησιάσουμε την αυστηρή απόδειξη της εικασίας. Μια κατά μέτωπο 

αντιμετώπιση του προβλήματος έμοιαζε μάταιη, συνεπώς έπρεπε να 

κατασκευαστούν και να αποδειχθούν εικασίες που έχουν συγκεκριμένες ομοιότητες 

με την βασική και οι οποίες θα λειτουργούσαν ως εργαλεία για την προσδοκώμενη 

τελική απόδειξη. Η πρώτη ικανή και σημαντική προσπάθεια έγινε από τον μεγάλο 

Ρώσο μαθηματικό Lev Schnirelmann  (1905-1938) όταν κατάφερε και απέδειξε ότι 

υπάρχει αριθμός Κ τέτοιος ώστε για έναν αρκούντως μεγάλο αριθμό n ισχύει η 

ισότητα :   
1 2 k

n p p p  

Η σημασία αυτού του βήματος-άλματος οφείλεται στο γεγονός ότι αν καταφέρναμε 

να θεωρήσουμε το n άρτιο και το k 2  τότε θα είχαμε αποδείξει και την εικασία. 

Με αυτόν τον τρόπο ο Ρώσος μαθηματικός πλησίασε όσο κανείς άλλος μέχρι τότε 

την πραγματική απόδειξη. Μάλιστα ο Κινέζος μαθηματικός Yin Wen-Lin μπόρεσε και 

περιόρισε τον αριθμό k  σε k 18 , ένα ακόμη σημαντικό βήμα μιας και περιόρισε 

το πλήθος του αθροίσματος των πρώτων. Ένα επόμενο βήμα πού μας έφερε ακόμη 

πιο κοντά στην απόδειξη έγινε από τον Ramare Olivier το 1995 όταν κατάφερε να 

αποδείξει το θεώρημα του Schnirelmann για n άρτιο και n 4  και για k 6.  

Σε αυτό το σημείο και για να δείξουμε την εξέλιξη αυτής της προσπάθειας για την 

απόδειξη θεωρούμε χρήσιμο να αναφέρουμε τη λεγόμενη “αδύναμη” εικασία του 

Goldbach (the Goldbach’s weak conjecture) που είναι γνωστή και σαν την “περιττή” 

εικασία του Πρώσου μαθηματικού η οποία υποστηρίζει ότι: «κάθε περιττός αριθμός 

μεγαλύτερος του 5 μπορεί να εκφραστεί σαν άθροισμα τριών πρώτων, όχι 

απαραίτητα διαφορετικών μεταξύ τους» 

Τον χαρακτηρισμό “αδύναμη” τον πήρε από το γεγονός ότι αν η “δυνατή” εικασία 

αποδειχθεί τότε η “αδύναμη” αποτελεί ένα πόρισμα αυτής. 

Αυτό αποδεικνύεται πολύ απλά ως εξής: 
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Έστω ότι για κάθε n άρτιο αριθμό ισχύει ότι : n p q   με ,  p q  πρώτους. 

Τότε, αν προσθέσουμε το 3 και στις δύο πλευρές τις ισότητας θα έχουμε: 

3 3n p q     

Όμως, ο αριθμός 3n   είναι περιττός αφού ο n  είναι άρτιος και επίσης οι , ,3p q  

είναι πρώτοι αριθμοί. 

Η εξέλιξη που είχε αυτή η “αδύναμη” εικασία ήταν σχεδόν ολοκληρωτική, μιας και 

αρχικά ο Πολωνός μαθηματικός  Leszek Kaniecki κατάφερε με χρήση της Υπόθεσης 

Riemann να αποδείξει ότι κάθε περιττός αριθμός είναι άθροισμα το πολύ πέντε 

πρώτων αριθμών. Το μεγαλύτερο όμως άλμα έγινε με την τελική απόδειξη του, ίσως 

μεγαλύτερου εν ζωή, τριανταοκτάχρονου Αυστραλιανού μαθηματικού Terrence Tao 

ο οποίος κατάφερε και απέδειξε την εικασία χωρίς την χρήση της Υπόθεσης Riemann 

κάτι που βελτίωσε τα δύο προηγούμενα αποτελέσματα των Olivier και Leszek. 

Έτσι γεννιέται η ελπίδα να αποδείξουμε το αντίστροφο, δηλαδή με όπλο την ισχύ της 

“αδύναμης” εικασίας να επιτεθούμε στην “δυνατή”. Όλα αυτά τα βήματα που έγιναν 

μας δείχνουν με τον καλύτερο τρόπο πως η τακτική του να πλησιάσεις ένα 

πρόβλημα μεγάλης δυσκολίας με πλάγιο τρόπο μόνο εσφαλμένη δεν είναι. Η 

δημιουργία και απόδειξη «μικρών» εικασιών με απώτερο σκοπό την τελική απόδειξη 

μοιάζει ο μοναδικός δρόμος για την τελική επιτυχία. Το βασικό και δυσκολότερο 

εμπόδιο που βασανίζει χρόνια τους μεγαλύτερους μαθηματικούς του κόσμου είναι 

το γεγονός ότι η εικασία του Goldbach συνδυάζει δύο τελείως διαφορετικές 

ιδιότητες : Οι πρώτοι αριθμοί ορίζονται με όρους πολλαπλασιασμού αλλά η εικασία 

αναφέρεται σε πρόσθεση. Έτσι είναι εξαιρετικά δύσκολο να συσχετίσεις το 

επιθυμητό συμπέρασμα με οποιοδήποτε χαρακτηριστικό των πρώτων αριθμών. 

Η δυσκολία αυτή όμως δεν εμπόδισε τον εκδοτικό οίκο Faber&Faber να ορίσει 

χρηματικό έπαθλο ύψους 1.000.000 δολαρίων για όποιον καταφέρει να την 

αποδείξει. Ο ίδιος βέβαια οίκος εξέδωσε και το περίφημο πια βιβλίο του Απόστολου 

Δοξιάδη “Ο θείος Πέτρος και η εικασία του Γκόλντμπαχ”, με αποτέλεσμα η θεωρία 
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αριθμών να τύχει την προσοχή πολλών ανθρώπων, οι οποίοι δεν είναι απαραίτητα 

άνθρωποι που ασχολούνται στενά με τα μαθηματικά. Έχουν περάσει περίπου 270 

χρόνια από την πρώτη διατύπωση της εικασίας αλλά παρά τις φιλότιμες 

προσπάθειες ικανότατων μαθηματικών ερευνητών μία γενική απόδειξη δεν έχει 

βρεθεί ακόμη. 

 

1.2.2 Oι Δίδυμοι Πρώτοι Αριθμοί 

Εικόνα 8: Η εικασία των δίδυμων πρώτων με την βοήθεια της εξίσωσης των Hardy & 

Littlewood 

Στην μακροσκελή λίστα των άλυτων  προβλημάτων της Θεωρίας Αριθμών ξεχωριστή 

θέση λαμβάνει και οι περίφημη εικασία των δίδυμων πρώτων αριθμών.  

Ορισμός : Δίδυμοι καλούνται οι πρώτοι αριθμοί ,p q  για τους οποίους ισχύει η 

σχέση 2p q  , με p q . 

Το ανοιχτό πρόβλημα που εξακολουθεί να βασανίζει την μαθηματική κοινότητα 

είναι αν υπάρχει απειρία τέτοιων ζευγαριών  {p,q} . Μερικά ζευγάρια δίδυμων 

πρώτων είναι για παράδειγμα:      5,7 , 17,19 , 101,103 .  Αντιλαμβανόμαστε λοιπόν 
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ότι η απειρία τέτοιων ζευγαριών σχετίζεται και με την απειρία των πρώτων αριθμών 

αλλά και την αναγνώριση αν κάποιος πολύ μεγάλος αριθμός  p είναι πρώτος ή όχι, 

το ίδιο και ο p 2.  

Όπως αναφέραμε και στο κεφάλαιο με τους πρώτους αριθμούς το Θεώρημα των 

Πρώτων Αριθμών μας παρέχει ικανές εκτιμήσεις για το μέγεθος του n -οστού 

πρώτου αριθμού μέχρι ενός περιορισμένου παράγοντα μιας και το  
n

p   μεγαλώνει 

όπως η  
log

n

n
. Έτσι τα κενά μεταξύ δύο δίδυμων πρώτων , δηλαδή η διαφορές 

n n 1
p – p


,  που είναι η διαφορά (κενό) μεταξύ δύο συνεχόμενων πρώτων γίνεται, 

ολοένα και μεγαλύτερη. Η τελευταία παρατήρηση κάνει  την απόδειξη της εικασίας 

ακόμη δυσκολότερη γιατί αν και το κενό φαίνεται να μεγαλώνει “επικίνδυνα” εμείς 

θέλουμε να δείξουμε ότι υπάρχει απειρία πλήθους δίδυμων πρώτων. 

Προσεγγίσεις 

Η μορφή των δίδυμων πρώτων είναι πιο συγκεκριμένη από την αόριστη φύση που 

ίσως αρχικά κάποιος να υποθέσει. Αρχικά, αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι αν 

εξαιρέσουμε το ζεύγος  5,7  μπορούμε να δούμε πως δε γίνεται να έχουμε ζευγάρι 

με τρεις περιττούς πρώτους γιατί ο ένας θα είναι πολλαπλάσιο του 3 και προφανώς 

όχι πρώτος. Αποδεικνύεται λοιπόν πως ο φυσικός αριθμός που θα είναι ανάμεσα 

στο ζευγάρι των πρώτων είναι πολλαπλάσιο του 6. Έτσι με βάση τα προηγούμενα 

μπορούμε να δώσουμε μία πρώτη μορφή των δίδυμων πρώτων, η οποία θα είναι: 

( , ), 6n 1 6n 1  όπου n .  

Η κορυφαία ίσως απόπειρα, μέχρι και το 2013, απόδειξης αυτού του μεγάλου  

ανοιχτού προβλήματος της θεωρίας αριθμών έγινε στο μακρινό 1849 όταν ο Γάλλος 

μαθηματικός Αλφόνς ντε Πολινάκ (1826-1863) διατύπωσε την εικασία πως  για 

οποιονδήποτε θετικό ακέραιο k υπάρχουν άπειρα το πλήθος κενά πρώτων 

(απόσταση πρώτων), μεγέθους 2k . Δηλαδή για p,q πρώτους  με p q  θα έχουμε:

2p q k   και γίνεται επίσης σαφές για 1k   έχουμε την εικασία των δίδυμων 
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πρώτων. Βέβαια όπως προαναφέρθηκε μιλάμε για εικασία, και όχι θεώρημα, η 

οποία ούτε έχει αποδειχθεί αλλά ούτε και διαψευστεί. 

2013, μία χρονιά σταθμός για την εικασία 

Το μεγαλείο της δυσκολίας που έχει η απόδειξη της απειρίας των δίδυμων πρώτων 

μαρτυράται από το γεγονός ότι μόλις τον Μάιο του 2013 το έγκυρο περιοδικό Annals 

of Mathematics έκανε δεκτή μία καινοτόμο πρόταση. Ο μαθηματικός ερευνητής 

Yitang Zhang του Πανεπιστημίου του New Hampshire κατέληξε στην ανακάλυψη 

ενός πολύ σημαντικού θεωρήματος που είναι η πρώτη ισχυρή και δεκτή, από την 

επιστημονική κοινότητα, πρόταση που αφορά συγκεκριμένα την εικασία των 

δίδυμων  πρώτων αυτή καθαυτή. Η απόδειξη της πρότασης αυτής  χρειάστηκε πάνω 

από 3 μήνες μελέτη και ανάλυση από ειδικούς σε θέματα θεωρίας αριθμών για να 

γίνει δεκτή  και  να πάρει τελικά την μορφή θεωρήματος.  

Ο Zhang κατάφερε και απέδειξε ότι παρά το γεγονός ότι οι πρώτοι αριθμοί γίνονται 

όλο και πιο πολύ σπάνιοι καθώς προχωράμε στη νοητή γραμμή των φυσικών 

αριθμών δε θα σταματήσουμε ποτέ να βρίσκουμε ζεύγη δίδυμων πρώτων των 

οποίων η απόσταση είναι κάτω από τα 70.000.000. Αυτό το όριο μεταξύ των δύο 

ζευγαριών πρώτων μπορεί να μοιάζει πολύ μεγάλο, αλλά σε σύγκριση με το άπειρο 

μιλάμε για ένα πραγματικά πολύ μικρό όριο. 

Το εύρημα αυτό αποτέλεσε την πρώτη φορά που κάποιος κατάφερε και τοποθέτησε 

ένα πεπερασμένο όριο στις αποστάσεις μεταξύ δύο ζεύγων πρώτων και αυτό το 

καθιστά σαν  ένα γιγάντιο άλμα για την τελική απόδειξη της εικασίας των δίδυμων 

πρώτων αριθμών. Το θεώρημα του Yitang αναγνωρίστηκε μάλιστα σαν ένα “σημείο 

αναφοράς στη διανομή των πρώτων αριθμών’’, ένα όπλο που σχεδόν με βεβαιότητα 

θα φανεί χρήσιμο στην «μάχη» που δίνουν οι μαθηματικοί ενάντια στο μεγάλο 

πλήθος ανοιχτών προβλημάτων της θεωρίας αριθμών.  

Ο δρόμος για την αυστηρή απόδειξη είναι ακόμη μακρύς. Είμαστε βέβαιοι πως ο 

τρόπος με τον οποίο η μαθηματική κοινότητα προσεγγίζει την εικασία αυτή 

βρίσκεται στη σωστή πορεία και αυτό φαίνεται και από τα προηγούμενα ευρήματα 
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που τείνουν να μιλήσουν για απειρία τέτοιων ζευγαριών. Όσο και να 

επιβεβαιωνόμαστε όμως  από τα ερευνητικά ευρήματα που έχουν να κάνουν με τα  

μεγαλύτερα ζευγάρια δίδυμων πρώτων που μπορούν να γραφτούν, όπως για 

παράδειγμα το μεγαλύτερο έως τώρα γνωστό ζεύγος: 

666.669 666.669 ( 3.756.801.695.685   2  – 1, 3.756.801.695.685  2    1)    

δε μπορούμε να γνωρίζουμε με μαθηματική ασφάλεια αν τα ζεύγη των δίδυμων 

πρώτων είναι άπειρα το πλήθος. 

 

1.2.3 Το Τελευταίο Θεώρημα του Fermat 

 

Εικόνα 9: Μέρος της έκδοσης των Αριθμητικών του Διόφαντου (Τουλούζη 1670) όπου 

διακρίνεται η περίφημη εικασία (σήμερα πια, θεώρημα) του Pierre de Fermat : “Είναι 

αδύνατο να διασπαστεί ένας κύβος σε δύο άλλους κύβους ,μία τέταρτη δύναμη, ή γενικά 

μια οποιαδήποτε δύναμη ανώτερη της δευτέρας, σε δύο δυνάμεις της ίδιας τάξης με αυτήν. 

Έχω βρει μία αληθινά θαυμάσια απόδειξη, αλλά το περιθώριο είναι πολύ στενό για να τη 

χωρέσει.” 
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Αν η παρούσα εργασία γραφόταν πριν το φθινόπωρο του 1994 τότε θα 

αναφερόμασταν στο Τελευταίο Θεώρημα του Γάλλου μαθηματικού Pierre de Fermat 

(1661-1665) σαν ένα από τα μεγαλύτερα (αν όχι το μεγαλύτερο) άλυτα προβλήματα 

της θεωρίας αριθμών και των μαθηματικών εν γένει. Αυτό συμβαίνει γιατί το 1995 ο 

μαθηματικός και ειδικός σε θέματα θεωρίας αριθμών   Andrew Wiles του 

πανεπιστημίου της Οξφόρδης κατάφερε να παρουσιάσει την τελική απόδειξη του 

άλυτου ως τότε προβλήματος. 

Η αρχή της εικασίας 

Αν θέλουμε να βάλουμε τα πράγματα σε μία σωστή χρονική σειρά θα πρέπει να 

πάμε πίσω στο 1637 όταν ο Pierre de Fermat διατύπωσε την παρακάτω πρόταση στο 

περιθώριο ενός αντίγραφου του βιβλίου του Διόφαντου “Αριθμητικά” που είχε 

μεταφραστεί και εκδοθεί στα 1621 από τον Γάλλο μαθηματικό Claude Gaspard de 

Meziriac  Bachet (1581-1638). 

Η εικασία υποστήριζε πώς: η διοφαντική εξίσωση: n n nx y z         (1) 

δεν έχει ακέραια λύση ( , , )x y z  με 0xyz  , για κάθε n φυσικό και 3n  . 

Mια απλή αναδιατύπωση της παραπάνω πρότασης είναι αυτή: δεν υπάρχει τριάδα 

ακεραίων αριθμών  ,  ,      έτσι ώστε να ισχύει: n n n     με 3 .n   

O Fermat υποστήριξε πως είχε καταφέρει να βρει μια ολοκληρωμένη απόδειξη αλλά 

δυστυχώς δεν υπήρχε αρκετός χώρος στο περιθώριο του βιβλίου για να την 

αναπτύξει, μια ιστορία που μάλλον ανήκει στη σφαίρα των επιστημονικών μύθων 

μιας και ποτέ δε βρέθηκε κάποιο γραπτό του που να μαρτυρά έστω μία σοβαρή 

προσπάθεια απόδειξης. Από τότε δημοσιεύτηκαν πολλές αποδείξεις της παραπάνω 

πρότασης για συγκεκριμένες τιμές όμως του n . Η δυσκολία απόδειξης του 

προβλήματος ανάγκασε πολλούς ειδικούς να το θεωρήσουν ως το δυσκολότερο 

όλων των εποχών (τουλάχιστον μέχρι το 1994). Η ομορφιά αυτής της εικασίας του 

μεγάλου ιδιοφυή μαθηματικού είναι η απλότητα της διατύπωσης της, κάτι που 

χαρακτηρίζει σχεδόν όλα τα,  ανοιχτά και μη, προβλήματα της θεωρίας αριθμών. 
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Πράγματι ακόμη και ένας μαθητής που βρίσκεται στη δεύτερη τάξη του Γυμνασίου 

και  έχει διδαχθεί το Πυθαγόρειο Θεώρημα μπορεί να μπει στο πνεύμα του 

προβλήματος και να αντιληφθεί ότι οι Πυθαγόρειες τριάδες, που συναντάει σε τόσο 

μεγάλο πλήθος όταν καλείται να εφαρμόσει το θεώρημα  ή ακόμη και την 

αντιστροφή του για να αποδείξει ότι ένα τρίγωνο είναι ορθογώνιο, δεν είναι 

καθόλου μα καθόλου εύκολο να τις εντοπίσει αν αλλάξει η ο εκθέτης και από 

τετράγωνο γίνει κύβος, στην πραγματικότητα δεν είναι απλά δύσκολο αλλά 

αδύνατο. Ένα ακόμη στοιχείο που μαρτυρά το δέος που προκάλεσε και εξακολουθεί 

να προκαλεί το Τελευταίο Θεώρημα του Fermat είναι το γεγονός ότι ζητείται να 

αποδειχθεί η ανυπαρξία  μιας τριάδας. Οι μαθηματικοί της τότε εποχής, αλλά και 

μεταγενέστεροι  αντιμετώπιζαν στην πλειοψηφία υπαρξιακά ζητήματα  και τώρα 

είχαν μπροστά τους μια υπέροχη πρόταση που απαιτούσε να αποδειχθεί ότι κάτι  

δεν υπάρχει.  

Η πορεία μέχρι την απόδειξη 

Μέχρι την τελική απόδειξη της εικασίας  η μαθηματική κοινότητα είχε κάποιους 

σημαντικούς σταθμούς. 

Η ειδική  περίπτωση για 4n  :  αποδείχθηκε σχετικά εύκολα με την χρήση ενός 

θεωρήματος στις διοφαντικές εξισώσεις. 

 

Θεώρημα  (Ι): η διοφαντική εξίσωση: 4 4  2x y z   

δεν έχει ακέραια λύση της μορφής (x,y,z)  με xy 0 . 

 

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος έχουμε την ανάγκη 

ενός άλλου που έχει να κάνει με την μορφή των Πυθαγόρειων τριάδων. 

 

Θεώρημα (ΙΙ): Οι αρχικές Πυθαγόρειες τριάδες  (x,y,z) έχουν τις παρακάτω μορφές: 
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2 2 2 2x 2uv, y u v , z u v      και  2 2 2 2x u v , y 2uv, z u v      

όπου u,v ακέραιοι, όχι περιττοί και οι δύο και με u v 0   και (u,v) 1  

Απόδειξη του Θεωρήματος (Ι): 

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος βασίζεται στο γεγονός ότι οι δυνάμεις είναι 

άρτιες όποτε αρκεί να δείξουμε ότι δεν υπάρχουν θετικοί ακέραιοι  (x,y,z)  που να 

ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση. Ας θεωρήσουμε  S  το μη κενό σύνολο των 

ακέραιων λύσεων (x,y,z)  με x,y,z  θετικούς. Ονομάζουμε ύψος της λύσης 

(x,y,z)  τον θετικό ακέραιο: h(x,y,z) xyz  

οπότε τα ύψη των στοιχείων του S αποτελούν ένα μη κενό σύνολο από θετικούς 

ακεραίους, άρα υπάρχει ένα στοιχείο 
0 0 0

(x ,y ,z )  του S με ελάχιστο ύψος, δηλαδή 

0 0 0
(x ,y ,z )h (x,y,z)h , για κάθε (x,y,z)   που ανήκει στο S . 

Αν
0 0

(x ,y ) d,d 1     τότε 2

0
 d z  │  

και επομένως το 2

0 0 0
(x / d,y / d,z / d )   είναι ένα στοιχείο του  S με ύψος 

2

0 0 0
(x / d,y / d,z / d )h =  4

0 0 0 0 0 0 0 0 0
x y z / d  x y z  h x ,  y ,  y   . 

κάτι που είναι άτοπο γιατί η λύση 
0 0 0

(x ,y ,z ) είναι ένα στοιχείο του S με ελάχιστο 

ύψος. 

Τότε το 
0 0

(x ,y ) 1  και συνεπώς οι   2 2  

0 0 0
x ,y ,z  είναι πρώτοι μεταξύ τους. 

Έτσι η τριάδα 
2 2

0 0 0
(x ,y ,z )  είναι μια αρχική Πυθαγόρεια τριάδα. Έστω ότι ο 

2

0
x  

είναι άρτιος, αυτό σημαίνει πως 
2

0 0
y ,z  είναι περιττοί. Έτσι σύμφωνα με την μορφή 

που έχουν οι Πυθαγόρειες τριάδες θα έχουμε την εξής αντικατάσταση : 

2 2 2 2 2 2

0 0 0
x 2uv, y u v ,z u v      

άρα θα ισχύει: 2 2 2

0
v y u   
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με 
0

(u,v,y ) 1  και 
0

y  περιττό. Οπότε η τριάδα 
0

(u,v,y )  είναι μία αρχική 

Πυθαγόρεια τριάδα. 

Επειδή όμως ο ακέραιος 
0

y  είναι περιττός αυτό θα σημαίνει πως ο  v είναι άρτιος 

,έτσι σύμφωνα με το θεώρημα (ΙΙ) θα υπάρχουν ακέραιοι r,s  όχι και οι δύο περιττοί, 

με r s 0   και με (r,s) 1  έτσι ώστε 

2 2 2 2

0
v 2rs, y r s , u r s     . 

Έχουμε λοιπόν: 2 2 2

0
x 4rs(r s )   και συνεπώς 2 2 2

0
(x / 2) rs(r s )  .  

Καθώς (r,s) 1   θα ισχύει: 

       
22 2 2 2 2 2 2r,r s   r ,  r s r ,  s r,  s 1       

Έχουμε λοιπόν ότι 2 2(r,r s ) 1  . Mε τον ίδιο τρόπο μπορούμε να πάρουμε και ότι  

2 2(s,r s ) 1  . 

Γνωρίζουμε όμως πως  2 2r,s,r s  είναι πρώτοι μεταξύ τους ανά δύο και πως το 

γινόμενο τους είναι ίσο με το τετράγωνο ενός ακεραίου, συνεπώς υπάρχουν 

1 1 1  
(x ,y ,z )  φυσικοί αριθμοί έτσι ώστε: 

2 2 2 2 2

1 1 1
r x ,  s y ,  r s z .     Oπότε 4 4 2

1 1 1
x y z .   

H τριάδα, όμως, 
1 1 1

(x ,y ,z )  είναι ένα στοιχείο του S με ύψος:  

       
1/21/2 22 2

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0, 0 0
h x ,y ,z x y z rs r s x / 2 x / 2  x y z h x y ,z  .           
 

Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί η λύση 
0 0 0

(x ,y ,z ) είναι ένα στοιχείο του S με ελάχιστο 

ύψος. 

Άρα ή εξίσωση 4 4 2x y z    δεν έχει ακέραια λύση (x,y,z)  με xy 0 . 

Το θεώρημα (Ι) έχει ένα πολύ σημαντικό πόρισμα. 
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Πόρισμα : για m  θετικό ακέραιο η διοφαντική εξίσωση: 4m 4m 4mx y z   

δεν έχει ακέραια λύση (x,y,z) με xy 0 . 

Aπόδειξη: 

έστω (u, v, w) μία ακέραια λύση της εξίσωσης 

4m 4m 4mx y z  με uv 0 . Τότε η τριάδα m m 2m(u ,v ,w )  είναι μία ακέραια λύση της 

εξίσωσης: 4 4 2x y z    και m mu v 0  που σύμφωνα με το θεώρημα (Ι) είναι άτοπο. 

Με το παραπάνω πόρισμα αντιλαμβανόμαστε ότι η εικασία του Fermat μπορεί να 

αποδειχθεί για την περίπτωση n 4  και προφανώς για όλα τα πολλαπλάσια του 4 

αλλά το ουσιαστικό πρόβλημα ήταν να αποδειχθεί η (1) για εκθέτες n οι οποίοι να 

είναι πρώτοι αριθμοί.                                      

Μία πρόταση σταθμός 

Στους επόμενους 2 αιώνες που ακολούθησαν (1637-1839) η εικασία είχε αποδειχθεί 

μόνο για τους πρώτους 3, 5, 7. Όμως η Γαλλίδα μαθηματικός Μarie-Sophie Germain 

(1776-1831), κόντρα στην επόχη που ήθελε τον ρόλο των γυναικών να περιορίζετε σε 

οικιακές εργασίες και σε μία στιγμή εκπληκτικής μαθηματικής διαύγειας, κατάφερε 

και απέδειξε μία προσέγγιση που ήταν σχετική με μια ολόκληρη κλάση πρώτων 

αριθμών. Μια απόδειξη που υπήρξε θεμελιώδης  για τους μεταγενέστερους 

μαθηματικούς που ασχολήθηκαν με το Τελευταίο Θεώρημα του Fermat. Στα μέσα 

του 19ου αιώνα ο Γερμανός μαθηματικός Ernst Eduard Kummer (1810-1893) 

επέκτεινε την πρόταση της Germain  και απέδειξε το θεώρημα για όλους τους 

κανονικούς πρώτους αριθμούς αφήνοντας τους μη κανονικούς πρώτους να 

αναλυθούν ξεχωριστά. Ακόμη και με την έλευση ισχυρών υπολογιστικών μηχανών 

που επιβεβαίωναν την ισχύ της εικασίας για μεγάλο πλήθος αριθμών, κανείς δεν 

είχε καταφέρει να παρουσιάσει μια γενική απόδειξη. 

Περίπου το 1955 οι Ιάπωνες μαθηματικοί Goro Shimura και Yukata Taniyama 

υπέθεσαν ότι μπορεί να υπάρχει μια σύνδεση των ελλειπτικών καμπυλών και των 
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μορφών modula (υπολοίπων) που είναι δύο ξεχωριστοί εντελώς τομείς των 

μαθηματικών. Το ιδιαίτερο αυτής της ιστορίας είναι ότι αυτή η εικασία αποδείχθηκε 

και απέκτησε την μορφή θεωρήματος, γνωστό και ως το θεώρημα των υπολοίπων ή 

θεώρημα Τaniyama-Shimura, αλλά δε φαίνονταν να έχει κάποια εμφανή σχέση με το 

θεώρημα του Fermat, και παρόλη την σημασία και μαθηματική του αξία δεν 

φαινόταν να μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν εργαλείο για την επιθυμητή  απόδειξη. 

Το 1984 ο Γερμανός μαθηματικός Gerhard Frey παρατήρησε μια σύνδεση μεταξύ του 

θεωρήματος  Τaniyama-Shimura και του Τελευταίου Θεωρήματος του Fermat κάτι 

που επιβεβαίωσε ο Αμερικανός μαθηματικός Ken Ribet. 

Η οριστική γενική απόδειξη 

Στο άκουσμα αυτής της σημαντικής εξέλιξης πάνω στο περίφημο πρόβλημα ο Άγγλος 

μαθηματικός Andrew Wiles αποφάσισε να επιστρέψει στην παιδική του 

“φαντασίωση” που δεν ήταν άλλη από την γενική απόδειξη του Τελευταίου 

Θεωρήματος του Fermat. Οι προσπάθειες του θα ξεκινούσαν με βασική στρατηγική 

την απόδειξη του θεωρήματος  Τaniyama-Shimura ως το βασικό μέσο για την 

απόδειξη. Η μυστικοπάθεια του Άγγλου μαθηματικού ήταν τέτοια που για 6 χρόνια 

κάνεις δε γνώριζε αν υπήρχε κάποια εξέλιξη στην προσπάθεια του, ακόμη και οι πιο 

κοντινοί του άνθρωποι δεν γνώριζαν τίποτα για την πορεία του έργου του. Τελικά το 

1993 ο Wiles παρήγαγε μία ογκωδέστατη απόδειξη του θεωρήματος των υπολοίπων 

που ουσιαστικά ήταν η απόδειξη του θεωρήματος του Fermat. Στον έλεγχο της 

απόδειξης από μία έγκυρη ομάδα ερευνητών μαθηματικών παρατηρήθηκε ένα 

ψεγάδι που, αν και μικρό, εμπόδιζε την μαθηματική κοινότητα να δεχθεί ότι η 

απόδειξη είχε την ολοκληρωμένη της μορφή.  Ο πανικός που ακολούθησε στο μυαλό 

του Wiles δεν ήταν ικανός να τον σταματήσει από μία ακόμη προσπάθεια μιας και 

γνώριζε πως ήταν πραγματικά πολύ κοντά στην κατάκτηση της ύψιστης τιμής που θα 

μπορούσε ποτέ να έχει ένας μαθηματικός. Έτσι με την βοήθεια ενός πρώην μαθητή 

του του Βρετανού Richard Lawrence Taylor το φθινόπωρο του 1994 είχε καταφέρει 

την οριστική απόδειξη του Τελευταίου Θεωρήματος του Fermat. Oι τιμές που 
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ακολούθησαν της απόδειξης για τον Wiles ήταν αμέτρητες και το όνομα του 

συγκαταλέγεται ανάμεσα στους κορυφαίους ερευνητές μαθηματικούς όλων των 

εποχών. 

 

1.2.4 Μερικά  άλυτα ακόμη προβλήματα της θεωρίας αριθμών 

Όπως είπαμε και πιο πριν τα ανοιχτά προβλήματα που έχει δημιουργήσει η θεωρία 

αριθμών είναι τόσα πολλά και σημαντικά που θεωρούμε ότι πρέπει να γίνει 

ξεχωριστή αναφορά στο καθένα αλλά το περιεχόμενο της εργασίας δεν το επιτρέπει. 

Μπορούμε όμως να αναφέρουμε σε μορφή λίστας κάποια από αυτά για να 

αντιληφθούμε το πνεύμα στο οποίο κινούνται αλλά και να παρατηρήσουμε τον 

πρωταγωνιστικό ρόλο που έχουν οι πρώτοι αριθμοί μέσα σε αυτά. 

 Υπάρχει ζυγός αριθμός n 2   που να μην εκφράζεται ως διαφορά δύο 

πρώτων αριθμών ; 

 Υπάρχουν άπειροι πρώτοι «αριθμοί Mersenne»  ; 

 Υπάρχουν άπειροι  «πρώτοι αριθμοί του Fermat» ; 

 Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί της μορφής 2x 1  με x  ; (το ερώτημα 

αυτό προέκυψε από το γεγονός ότι γνωρίζουμε πως υπάρχουν άπειροι 

πρώτοι της μορφής 2 2 2x y z 1      αλλά και της  2 2x y 1  )   

 Υπάρχει πάντα τουλάχιστον ένας πρώτος αριθμός μεταξύ του                              
2n  και του 2(n 1)    για κάθε n 1 ; (εδώ να σημειώσουμε πως έχει 

αποδειχτεί η εικασία του Bertrand που θέλει να υπάρχει πάντα πρώτος   

p: n p  2n   από τον Chebyshev)   

 Υπάρχει πάντα τουλάχιστον ένας πρώτος αριθμός  2 2p : n p n n    για 

κάθε n 1 ; 

 Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί της μορφής                                   (n! 1) και 

(n! 1)  ; 

 Περιέχει η ακολουθία Fibonacci (της οποίας κάθε όρος προκύπτει από το 

άθροισμα των δύο προηγούμενων: 1,  1,  2,  3,  5,  8,  13, ) άπειρους πρώτους 

αριθμούς;  
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 Υπάρχει αριθμητική πρόοδος με διαδοχικούς πρώτους αριθμούς για κάθε 

πεπερασμένο μήκος αυτής; (για παράδειγμα η ακολουθία: 

251 ,257 ,263,  269  έχει μήκος 4 και το μεγαλύτερο γνωστό παράδειγμα έχει 

μήκος 10).  

 Υπάρχουν άπειρα σύνολα τριών διαδοχικών πρώτων αριθμών σε αριθμητική 

πρόοδο; (ισχύει για μη διαδοχικούς πρώτους αριθμούς).  

Η λίστα των άλυτων προβλημάτων είναι ενδεικτική και είναι βέβαιο πως καθώς η 

επιστήμη των μαθηματικών αναπτύσσεται καθημερινά όλο και περισσότερες 

εικασίες για ιδιότητες αριθμών θα προκύπτουν. 
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2 Κεφάλαιο 2 – Η ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ  (PROBLEM 

SOLVING) 

 

Θα ήταν μάταιο να προσπαθήσουμε να δώσουμε έναν ακριβή ορισμό της 

κατάστασης επίλυση προβλήματος, που είναι πιο γνωστή με τον αγγλικό όρο 

“problem solving”, και τι ακριβώς συνιστά μία τέτοια κατάσταση μιας και  εξαρτάται 

από ποιο πρίσμα την αντιμετωπίζεις αφού μπορεί να είναι ένα καθαρά μαθηματικό 

ζήτημα ή ακόμη και ένα φιλοσοφικό. 

Στη παρούσα εργασία θα ασχοληθούμε με την μαθηματική φύση της επίλυσης 

προβλήματος και την θέση που έχει στην ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης του 

μαθητή-φοιτητή. Μπορούμε λοιπόν να θεωρήσουμε πως έχουμε να κάνουμε με το 

σύνολο των μεθόδων που θα ακολουθήσουμε για να βρούμε μία λύση στο πρόβλημα 

που μας έχει δοθεί και που το χαρακτηριστικό τους έχει να κάνει με τα μαθηματικά 

εργαλεία που θα χρησιμοποιήσουμε. 

Ο όρος “πρόβλημα” έχει πολλά και διαφορετικά νοήματα αλλά εμείς θα 

δανειστούμε τον ορισμό που δίνει ο Schoenfeld (1985) και λέει πως είναι το ζήτημα 

που καλείται κάποιος να αντιμετωπίσει το οποίο είναι πνευματικά απαιτητικό, σε 

επίπεδο δυσκολίας, και δεν έχει καμία πρόσβαση σε κάποια μορφή λύσης κατά την 

αφετηρία. 

Υπάρχει βέβαια σαφής διαφορά μεταξύ της καθαρής διδακτικής της ύλης των 

μαθηματικών ανά τάξη και των ζητημάτων που αφορούν την επίλυση προβλήματος. 

Μπορούμε όμως να υποστηρίξουμε πως  τέτοια θέματα μπορούν να κάνουν την 

εμφάνιση τους σε οποιαδήποτε στιγμή της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης, αν και θα 

έβρισκε πιο πρόσφορο έδαφος σε λυκειακό επίπεδο. 
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2.1 H “επίλυση προβλήματος” μέσα στον οδηγό σπουδών 

Οφείλουμε να παρατηρήσουμε πως η διαφορά που διατυπώθηκε παραπάνω, 

μεταξύ οδηγού σπουδών και θεμάτων επίλυσης προβλήματος  ίσως δεν είναι και 

τόσο διακριτή. Ο λόγος που κάτι τέτοιο συμβαίνει έχει να κάνει με την ίδια την 

αποδεικτική διαδικασία που ακολουθείται σε περιπτώσεις μίας τυπικής 

μαθηματικής απόδειξης «...μπορούμε πραγματικά να υποστηρίξουμε ότι δεν 

υπάρχουν χαρακτηριστικά της επίλυσης προβλήματος  που λαμβάνουν χώρα κατά 

την διάρκεια κατανόησης της απόδειξης?” Joanna Mamona-Downs και Martin 

Downs (2005). 

Οι καταστάσεις  επίλυσης προβλήματος  είναι το ιδανικό περιβάλλον  για έναν 

μαθητή να αναπτύξει ικανότητες, που ίσως σε άλλη περίπτωση να μην ήταν τόσο 

εύκολο, όπως πρωτοβουλία, κατασκευή γνώσης, αυστηρότητα. Πιο συγκεκριμένα οι 

Arsac, Germain και Mante (1988) ξεχωρίζουν πέντε συγκεκριμένες συνθήκες που 

πρέπει να παρέχει μία τέτοια κατάσταση. 

 ο μαθητής θα πρέπει να ξεκινήσει μόνος του. 

 νέα γνώση θα πρέπει να κατασκευαστεί. 

 θα πρέπει να υπάρχει διαρκής έρευνα για την ισχύ μιας πρότασης με 

επαναλαμβανόμενες δοκιμές, εικασίες και επαληθεύσεις (ο μαθητής θα 

πρέπει να διορθώνει ο ίδιος τον εαυτό του). 

 η διαδικασία επίλυσης προβλήματος θα πρέπει να οδηγεί στην ανάπτυξη της 

γνώσης που προσδοκάται από τον διδάσκοντα, κάτι που επιτυγχάνεται μόνο 

αν καταδείξουμε την αναγκαιότητα αλλά και αποτελεσματικότητα αυτής. 

Η επίλυση προβλήματος δεν είναι εντελώς απούσα από τον οδηγό σπουδών αλλά 

είναι βέβαιο πως υπάρχει χώρος για βελτίωση με βασικό σκοπό ο μαθητής να 

αξιοποιήσει τις διδακτικές αρετές που εμφανίζει. Ο John Sweller (1988) αναφέρει 

μεταξύ άλλων πως οι παρούσες θεωρίες και πρακτικές αποδίδουν στην «επίλυση 
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προβλήματος» έναν αποτελεσματικό, διδακτικά, χαρακτήρα αλλά είναι πολύ πιθανό 

να απαιτούνται αλλαγές και βελτιώσεις. 

Σε αυτό το σημείο θα πρέπει να γίνει σαφής ο ρόλος της επίλυσης προβλήματος 

μέσα στον τυπικό οδηγό σπουδών. Έρευνες δείχνουν ξεκάθαρα ότι δεν θα  πρέπει να 

διδάσκεται σαν ένα ξεχωριστό κομμάτι στην διδακτέα ύλη των μαθηματικών. Οι 

ίδιες έρευνες μάλιστα έδειξαν ότι η διδακτική μεθόδων της επίλυσης προβλήματος 

δεν μετέτρεψε τους μαθητές σε ‘’δυνατούς’’ λύτες. Για αυτό το λόγο η επίλυση 

προβλήματος  θα πρέπει να διδάσκεται σαν ένα ολοκληρωμένο κομμάτι της 

διδακτικής των μαθηματικών στα σχολεία και θα πρέπει να γίνεται με μεγάλη 

προσήλωση στον οδηγό σπουδών σε κάθε τάξη και σε κάθε κομμάτι των 

μαθηματικών (Jinfa Cai & Frank Lester, 2010). Eίναι πάντως, πέρα από κάθε 

αμφιβολία, προφανές ότι η ανάπτυξη ικανοτήτων επίλυσης προβλήματος του 

μαθητή αποτελεί αναπόσπαστο κομμάτι της  μαθηματικής “ανάπτυξης” του. 

Ένα λογικό ερώτημα που θα μπορούσε να προκύψει από τα παραπάνω είναι το εξής 

: Ποιός τομέας των μαθηματικών παρέχει τα πιο ισχυρά εφόδια που θα μπορούσαν 

να εξελίξουν τον μαθητή σε έναν ικανό και δυνατό “λύτη” προβλημάτων;   

 

2.2 H θεωρία Αριθμών σε καταστάσεις επίλυσης προβλήματος 

Έχει επικρατήσει η άποψη πως πολλά από τα προβλήματα, αινίγματα που 

καλούμαστε να λύσουμε κατά καιρούς, είτε καθαρά για λόγους διασκέδασης είτε για 

πολύ πιο πρακτικούς λόγους, έχουν να κάνουν καθαρά με την μαθηματική 

διαίσθηση. Ειδικά στην περίοδο των σχολικών και φοιτητικών μας χρόνων 

ερχόμαστε αντιμέτωποι με τέτοιες πνευματικές “προκλήσεις”. 

Η μαθηματική φύση αυτών των προβλημάτων πολλές φορές οδηγεί σε μία 

διστακτικότητα των μαθητών-φοιτητών στο να επιχειρήσουν να ασχοληθούν με την 

λύση τους. Ακόμη και για τα άτομα που είναι πιο κοντά με τις θετικές επιστήμες και 

συγκεκριμένα τα μαθηματικά οι προκλήσεις αυτές δεν τυγχάνουν της πρέπουσας και 
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ανάλογης αντιμετώπισης. Αυτό συμβαίνει όχι λόγω των μαθηματικών που περιέχουν 

αλλά επειδή θεωρούν ότι δεν υπάρχει κάποιο επιστημονικό-διδακτικό όφελος από 

κάτι τέτοια αινίγματα.                                            

Η αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων γίνεται συνήθως με χαλαρότητα και λίγη έως 

καθόλου αυστηρότητα μιας και η ενασχόληση με τέτοια θέματα στην διάρκεια της 

δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης σπανίζει. Θα ήταν όμως άδικο να κατηγορηθεί ο 

μαθητής για τον τρόπο που προσεγγίζει τέτοια αινίγματα. Υπάρχει ανάγκη από τους 

διδάσκοντες με κατάλληλο τρόπο να αναδείξουν τα μαθηματικά οφέλη που 

κρύβονται πίσω από αυτούς τους μαθηματικούς γρίφους. Η εμπλοκή των μαθητών 

θα γίνει πολύ πιο άμεση αν γίνει ξεκάθαρο από τους εκπαιδευτικούς ότι μιλάμε για 

καθαρά μαθηματικά προβλήματα που χρίζουν ανάλογης προσέγγισης. 

Το ισχυρότερο εργαλείο που μπορεί να δοθεί στους μαθητές σε τέτοιες περιπτώσεις 

είναι η ικανότητα χρήσης βασικών εννοιών της θεωρίας αριθμών  που μπορούν να 

θεωρητικοποιήσουν ένα πρόβλημα-αίνιγμα που στην αρχή μοιάζει με ένα καθαρά 

πρακτικό ζήτημα. Η χρήση των μαθηματικών αυτών γρίφων λειτουργεί και 

αθροιστικά. Αυτό δικαιολογείται από το γεγονός ότι οι μαθητές τη στιγμή που θα 

έρθουν σε επαφή με τις βασικές έννοιες της θεωρίας αριθμών θα πλησιάσουν ακόμη 

περισσότερο εννοιολογικά την μαθηματική φύση που χαρακτηρίζει πολλά από τα 

προβλήματα που καλούμαστε να αντιμετωπίσουμε σε διάφορες εκφράσεις της ζωής 

μας. Οι Lester και Mau (1993), για παράδειγμα, χρησιμοποίησαν πρώτους 

παράγοντες σε μία έρευνα τους πάνω στο “problem solving” σε μία σειρά 

μαθημάτων για υποψήφιους δάσκαλους δημοτικού. 

Ειδικά η τελευταία παρατήρηση μαρτυρά πως η θεωρία αριθμών, έστω μέσα από 

κάποιες πολύ βασικές της έννοιες, μπορεί να παίξει καταλυτικό ρόλο ακόμη και στις 

πρώτες βαθμίδες της σχολικής εκπαίδευσης. 

Οι  Ustunsoy, Ozdemir και  Unal (2011) στο πλαίσιο μίας έρευνας τους, έθεσαν 

κάποια ερωτήματα σε μαθητές με σκοπό να εξετάσουν το γνωστικό επίπεδο των 

τελευταίων σε βασικές έννοιες της θεωρίας αριθμών όπως οι σύνθετοι και πρώτοι 
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αριθμοί αλλά και να εξερευνήσουν κατά πόσο χρησιμοποίησαν αυτές τις 

πληροφορίες όταν καλούνταν να αντιμετωπίσουν ένα πρόβλημα που σχετίζεται με 

την θεωρία αριθμών, δηλαδή όταν είχαν απέναντι τους μια κατάσταση επίλυσης 

προβλήματος. 

Τα ερωτήματα ήταν τα εξής: 

 Πώς θα περιέγραφες έναν σύνθετο και πως έναν πρώτο αριθμό; 

 Έστω ο αριθμός : 

                                  F 151 157  , ο F  είναι πρώτος; (ΝΑΙ/ΟΧΙ) 

 Έστω o αριθμός m(2k 1)   όπου m,k  ακέραιοι αριθμοί. 

      - Είναι  ο   πρώτος αριθμός; 

      - Θα μπορούσε να γίνει πρώτος; 

Η πρώτη ερώτηση είχε έναν εισαγωγικό χαρακτήρα. Για αυτό το λόγο αναλύθηκε για 

τους τρόπους με τους οποίους οι μαθητές περιέγραψαν πρώτους αριθμούς. Οι 

ερευνητές ασχολήθηκαν ιδιαίτερα με τις σχέσεις, που αναγνώρισαν οι  μαθητές, 

μεταξύ πρώτων και σύνθετων αριθμών. 

Η δεύτερη ερώτηση η ποσότητα F δίνεται σαν γινόμενο φυσικών αριθμών και δεν 

απαιτούσε ιδιαίτερη δουλειά όσον αφορά την απάντηση. Εδώ τους ενδιέφερε ο 

τρόπος που έδωσαν την απάντηση τους. Στη τρίτη ερώτηση έχουμε και πάλι 

γινόμενο αλλά αυτή τη φορά είναι σε μία καθαρή αλγεβρική μορφή και εδώ έχει 

πολύ σημασία ο τρόπος που οι μαθητές προσέγγισαν το πρόβλημα. 

Τα αποτελέσματα της συγκεκριμένης έρευνας έρχονται να ενισχύσουν την θέση της 

παρούσας εργασίας. Οι μαθητές αναγκάστηκαν να πλησιάσουν αυστηρά τα 

ζητήματα που κλήθηκαν να απαντήσουν και ο σωστός συμβολισμός φάνηκε και 

εδώ απαραίτητος. Eπειδή κάθε πρόβλημα έχει τον δικό του τρόπο αντιμετώπισης ο 

μαθητής πρέπει να είναι έτοιμος να «επιτεθεί» σε αυτό με ποικίλες τακτικές και η 

θεωρία αριθμών είναι ο τομέας των μαθηματικών που έχει για κύριο χαρακτηριστικό 

ένα τέτοιο σκεπτικό. 
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2.3 Η θέση των διακριτών μαθηματικών 

Ο David Patrick το 2009, αναφερόμενος στην τέχνη της επίλυσης προβλήματος 

υποστηρίζει ότι τα διακριτά μαθηματικά, όπως η θεωρία αριθμών, είναι ουσιαστικά 

τα μαθηματικά του πραγματικού κόσμου. Πολλοί μαθητές παραπονιούνται για τα 

παραδοσιακά λυκειακά μαθηματικά – άλγεβρα, γεωμετρία, τριγωνομετρία – και 

αναρωτιούνται “τι κερδίζω από αυτά, ποιο το όφελος;”. Η κάπως αφηρημένη φύση 

αυτών των εννοιών συνήθως αποθαρρύνει τους μαθητές, σε αντίθεση με τα 

διακριτά μαθηματικά που σε προσαρμοσμένη μορφή επιτρέπουν στους μαθητές, 

ακόμη και γυμνασιακού επιπέδου, να ανακαλύψουν πολύ γρήγορα  μη τετριμμένα 

ρεαλιστικά (real world) προβλήματα τα οποία προκαλούν το πνεύμα και το 

ενδιαφέρον των μαθητών. 

 

2.3.1 Η μαθηματική απόδειξη στην “επίλυση προβλήματος” 

Υπάρχουν πολλοί ερευνητές που  θεωρούν ότι η αποδεικτική διαδικασία που 

ακολουθούμε σε  καταστάσεις επίλυσης προβλήματος  απέχει πολύ από την 

αυστηρή μαθηματική απόδειξη. 

Οι Mamona-Downs και Downs αναφέρουν “...υποστηρίζουμε ότι η αποδεικτική 

διαδικασία σε καταστάσεις problem solving δε χρειάζεται απαραίτητα να 

ακολουθήσει τις αυστηρές μαθηματικές νόρμες, που ακολουθεί μία μαθηματική 

απόδειξη” (2005, p.397). 

Στο συγκεκριμένο άρθρο δικαιολογείται η θέση ότι η συμμόρφωση με την συμβατική 

φύση της μαθηματικής απόδειξης δεν είναι απούσα στις  καταστάσεις επίλυσης 

προβλήματος και πως υπονοούνται με μία συγκεκριμένη ‘’γλώσσα’’ που οι ίδιοι οι 

επαγγελματίες μαθηματικοί υιοθετούν. Μία ‘’γλώσσα’’ που φέρει τρομερές 

ομοιότητες με την αυστηρά ορισμένη μαθηματική κατασκευή μιας έννοιας, 

απόδειξης, εικασίας αλλά επίσης επιτρέπει στον εμπλεκόμενο μία πιο άτυπη και 

ελεύθερη σκέψη που αφήνει πολλά στην μαθηματική διαίσθηση. Καταλήγουν δε να 
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υποστηρίζουν μεταξύ άλλων πως ο ρόλος αυτής της ‘’γλώσσας’’ δεν είναι να μόνο να 

ενδυναμώσει και να ελέγξει ήδη υπάρχουσες ιδέες αλλά δρα και σαν ένα υγιές 

περιβάλλον για ανάπτυξη πρωτότυπων στρατηγικών. Με αυτόν τον τρόπο η 

αποδεικτική διαδικασία μπορεί να θεωρηθεί σαν ένα υψηλό επίπεδο επίλυσης 

τέτοιων προβλημάτων. 

Η τέχνη της απόδειξης 

Στο πλήθος των περιπτώσεων η άλγεβρα διδάσκεται σαν μία σειρά από τύπους και 

αλγορίθμους όπου οι μαθητές καλούνται να απομνημονεύσουν σε ένα  μοτίβο 

(ορισμός-θεώρημα-απόδειξη) κάτι που θεωρούμε πως πρέπει να αλλάξει τελείως. Σε 

άλλες περιοχές των μαθηματικών όπως στη γεωμετρία η διδακτική της και οι 

ασκήσεις της έχουν συνήθως μια συγκεκριμένη τεχνοτροπία που δεν επιτρέπουν 

στον μαθητή την ανάπτυξη αυτοσχεδιασμού και δεν αφήνουν και πολύ χώρο στη 

δημιουργική σκέψη αυτού. Στην περιοχή της άλγεβρας και των διακριτών 

μαθηματικών όμως φαίνεται να υπάρχουν ευκαιρίες για ιδιαίτερη εξέλιξη και 

ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης των μαθητών.  “Ενώ το θέμα το οποίο διδάσκεται 

είναι, χωρίς αμφιβολία, ιδιαίτερα σημαντικό το υλικό (τουλάχιστον στο εισαγωγικό 

επίπεδο) δεν επιτρέπει στον εαυτό του κάποιο σημαντικό βαθμό δημιουργικής 

μαθηματικής σκέψης”  Patrick  (2009). 

Στα διακριτά μαθηματικά και ακόμη πιο έντονα στην θεωρία αριθμών οι μαθητές θα 

σκέφτονται με χαρακτηριστικά πιο ευέλικτο και δημιουργικό τρόπο έξω από πολλά 

τυπικά πλαίσια που έχουν τοποθετηθεί στο υπάρχον διδακτικό σύστημα. Σχετικά με 

την χρήση συμβόλων και τύπων ο David Patrick υποστηρίζει πως “...σε σχέση με 

άλλα μαθηματικά πεδία ο μαθητής καλείται να απομνημονεύσει χαρακτηριστικά 

λιγότερους τύπους ενώ υπάρχει ένας μεγάλος αριθμός θεμελιωδών εννοιών για να 

κατακτηθούν και στη συνέχεια να χρησιμοποιηθούν καταλλήλως .” χαρακτηριστικό 

είναι το παράδειγμα των Martin και Harel (1989) που χρησιμοποίησαν έννοιες της 

διαιρετότητας στην έρευνα τους πάνω στον τρόπο που οι ίδιοι οι καθηγητές  

αντιλαμβάνονται την έννοια της μαθηματικής απόδειξης ενώ οι Mau και D’Ambrosio 
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(2003) χρησιμοποίησαν αλγεβρικές προσεγγίσεις για να επιλύσουν τα προβλήματα 

των Πύργων Hanoi. 

 

Η θεωρία αριθμών στους διεθνής μαθηματικούς διαγωνισμούς. 

Στο πνεύμα της παραπάνω αιτιολόγησης για την σημασία αλλά και τον ρόλο που 

οφείλει να έχει η θεωρία αριθμών στο πρόγραμμα σπουδών έχει ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον η αναφορά  ενός  παράδοξου γεγονότος. Αν και η θεωρία αριθμών δεν 

διδάσκεται σαν εξεταζόμενο κομμάτι ύλης σε καμία τάξη του λυκείου (πολλές φορές 

ούτε καν αναφέρεται) εντούτοις εμφανίζεται σε μεγάλο ποσοστό σε διεθνείς 

μαθηματικούς διαγωνισμούς. Ένα μεγάλο ποσοστό των θεμάτων που καλούνται να 

λύσουν οι διαγωνιζόμενοι, γυμνασιακού και λυκειακού, επιπέδου σχετίζονται με την 

φύση της θεωρίας αριθμών. Είναι τέτοια η δομή των θεμάτων που μοιάζει με 

προαπαιτούμενο ο μαθητής να γνωρίζει σε τουλάχιστον ικανοποιητικό επίπεδο 

βασικές έννοιες από την θεωρία αριθμών. 

Διακεκριμένοι και αναγνωρισμένοι διεθνείς  μαθηματικοί διαγωνισμοί, όπως ο 

MATHCOUNTS που αφορά το γυμνασιακό επίπεδο και οι American Mathematics 

Competitions που απευθύνονται σε μαθητές λυκείου, χαρακτηρίζονται από 

ερωτήσεις με διακριτά μαθηματικά σε ένα πολύ μεγάλο μέρος τους. Σε υψηλότερου 

βαθμού δυσκολίας διαγωνισμούς, όπως ο ΑΙΜΕ, ο όγκος θεμάτων με θεωρία 

αριθμών και γενικά διακριτά μαθηματικά γίνεται ακόμη μεγαλύτερος. Είναι σαφές 

λοιπόν ότι μαθητές που δε θα έχουν κανένα θεωρητικό υπόβαθρο στις έννοιες των 

διακριτών μαθηματικών να έχουν ένα σημαντικό μειονέκτημα. Είναι χαρακτηριστικό 

το γεγονός πως πολλοί μαθητές που επιθυμούν να πετύχουν σε αυτούς τους 

διαγωνισμούς ασχολούνται συστηματικά σε ρυθμούς “προπόνησης” με θέματα 

διακριτών μαθηματικών και ειδικά της θεωρίας αριθμών λόγω του φάσματος που 

καλύπτει. 

Το 1992 το γαλλόφωνο Ελβετικό περιοδικό Math-Ecole για καθηγητές μαθηματικών 

πρότεινε την δημιουργία προβλημάτων στα οποία μαθητές διαφόρων βαθμίδων 
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καλούνται να αντιμετωπίσουν. Σύντομα η ιδέα αυτή βρήκε υποστηρικτές και από 

άλλες, ευρωπαϊκές και μη, χώρες με αποτέλεσμα να πάρει μία πιο επίσημη μορφή. 

Ο ξεχωριστός αυτός μαθηματικός διαγωνισμός πήρε το όνομα «Transalpine 

Mathematics Rally» που έγινε πιο γνωστός με την γαλλική του ονομασία «Rallye 

Mathematique Transalpin-RMT». Τα θέματα που είχαν να αντιμετωπίσουν οι 

μαθητές είχαν την φύση των “problem solving” καταστάσεων που περιγράψαμε και 

πιο πάνω και παρατηρήθηκε ότι γνώσεις βασικών εννοιών της θεωρίας αριθμών 

ήταν απαραίτητες. Αυτή η αναγκαιότητα δεν έχει να κάνει τόσο με το κομμάτι της 

ύλης που είχαν να αντιμετωπίσουν αλλά με την φύση των προβλημάτων. Η 

αποδεικτική διαδικασία που έπρεπε να υιοθετήσουν  ακολουθούσε τα ίδια βήματα 

που έχει και ένα θέμα πάνω στην θεωρία αριθμών, ένας αλγεβρικός τρόπος. Αλλά 

και στο καθαρό κομμάτι της δομής των προβλημάτων παρατηρήθηκε πως γνώσεις 

της διαιρετότητας και της ανάλυσης αριθμού σε γινόμενο πρώτων παραγόντων ήταν 

μερικές από τις πλέον απαραίτητες. 

Δεν μπορούμε λοιπόν να αγνοήσουμε το παράδοξο που φαίνεται να λαμβάνει χώρα. 

Σε υψηλού επιπέδου μαθηματικούς διαγωνισμούς απαιτείται η αποδεικτική γνώση 

και τεχνική που χαρακτηρίζει την θεωρία αριθμών σαν κομμάτι των διακριτών 

μαθηματικών αλλά οι μαθητές του παρόντος εκπαιδευτικού συστήματος έχουν 

ελάχιστη έως μηδαμινή επαφή με τις έννοιες που καταπιάνεται η επιστήμη της 

θεωρίας αριθμών. Ένας μαθητής που η μαθηματική του παιδεία χαρακτηρίζεται από 

μια ικανοποιητική γνώση και κατανόηση των βασικών εννοιών της θεωρίας αριθμών 

έχει πιο σαφή εικόνα για το  σημαίνει “αιτιολογώ και αποδεικνύω”. 

 

2.4 H Μαθηματική Απόδειξη 

Στη παρούσα διπλωματική εργασία θα υιοθετήσουμε τον ορισμό της απόδειξης του 

Sundstrom : 
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“Aπόδειξη στα μαθηματικά είναι μια πειστική επιχειρηματολογία πως μία 

μαθηματική δήλωση είναι αληθής. Μία απόδειξη πρέπει να περιέχει ικανή και 

αναγκαία μαθηματική λεπτομέρεια έτσι ώστε να είναι ικανή να πείσει το άτομο ή 

άτομα που απευθύνεται. Στην ουσία, απόδειξη είναι μία επιχειρηματολογική 

διαδικασία, που μεταδίδει μία μαθηματική αλήθεια σε ένα άλλο άτομο (το οποίο 

έχει το κατάλληλο μαθηματικό υπόβαθρο). Μία απόδειξη οφείλει να είναι σωστή, 

λογικά αιτιολογημένη και να είναι βασισμένη σε προηγουμένως δεδομένα 

αποτελέσματα (αξιώματα, ορισμοί, άλλα θεωρήματα). ” (2013, p.22) 

Βασιζόμενοι στον προηγούμενο ορισμό θα δούμε πως η θεωρία αριθμών , μέσα από 

την αποδεικτική διαδικασία την οποία ακολουθεί , εισάγει τους μαθητές σε έναν 

συγκεκριμένο, ισχυρά δομημένο και αυστηρό τρόπο αιτιολόγησης της αλήθειας ή μη 

μια μαθηματικής πρότασης. Αυτό θα γίνει με την βοήθεια μίας εικασίας που θα 

κληθούμε να οργανώσουμε πρώτα την αιτιολόγηση της αλήθειας της και έπειτα να 

προχωρήσουμε στην αυστηρή του απόδειξη. 

 

Εικασία : έστω ,  ,      ακέραιοι με ,   0   . Αν ο  │ και     │ τότε και 

 │ . 

Στο διδακτικό πλαίσιο που προτείνουμε να ακολουθηθεί, όχι από προσωπική 

πεποίθηση αλλά επειδή έτσι λειτουργεί ουσιαστικά η θεωρία αριθμών, δε θα 

“επιτεθούμε” αμέσως στην εικασία και στην απόδειξη της αλλά θα δοκιμάσουμε 

κάποια παραδείγματα. Αυτό σημαίνει να κατασκευάσουμε κάποια συγκεκριμένα 

παραδείγματα ακεραίων αριθμών α,β,γ έτσι ώστε να ικανοποιούν τις προϋποθέσεις 

της εικασίας αλλά και το συμπέρασμά της. 

Πράγματι, αν 6,  42,  126      παρατηρώ ότι 

6 42,  42 126 │ │ αλλά και 6 126│  δηλαδή ικανοποιούνται και οι υποθέσεις τις 

εικασίας αλλά παράγεται και το συμπέρασμα αυτής. 
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Αυτό μπορούμε να το δοκιμάσουμε και με άλλα εύκολα παραδείγματα αλλά είναι 

προφανές (τουλάχιστον για τα άτομα με κάποιες απλές γνώσεις μαθηματικών) ότι 

αυτή η διαδικασία είναι άπειρη. Σκοπός των πρόσθετων παραδειγμάτων λοιπόν δεν 

είναι ο ατέρμονος “βασανισμός”  των μαθητών μας με ανούσιες αριθμητικές πράξεις 

αλλά κάτι άλλο πολύ πιο ουσιώδες. Το πραγματικό μας ενδιαφέρον είναι να 

μπορέσει ο ίδιος ο μαθητής να ανακαλύψει την ανάγκη ύπαρξης μίας γενικής 

απόδειξης, μιας διαδικασίας που θα αιτιολογεί την αλήθεια της εικασίας για 

οποιαδήποτε τριάδα  ,  ,     που τηρεί τις υποθέσεις. 

Έτσι ωθούμε τους μαθητές μας να σκεφτούν ανάποδα και να αναρωτηθούν με ποιον 

τρόπο θα μπορέσουν να αποδείξουν ότι το   α    διαιρεί το γ. Μία απάντηση σε αυτό 

το ερώτημα  είναι να γίνει  κατάλληλη χρήση του ορισμού, και να δείξουμε ότι 

υπάρχει ένας ακέραιος q τέτοιος ώστε q      (1). 

Πρέπει τώρα να αποδείξουμε ότι αυτός ο συγκεκριμένος ακέραιος υπάρχει, πως 

όμως απαντάμε σε ένα υπαρξιακό, σχετικά, μαθηματικό ζήτημα, ειδικά στο 

μαθητικό επίπεδο που αναφερόμαστε; 

Όταν βρισκόμαστε σε ένα τέτοιο στάδιο της αντίστροφης διαδικασίας μιας 

απόδειξης συνήθως, έως πάντα, γυρνάμε σε αυτά που γνωρίζουμε με βεβαιότητα 

δηλαδή στα δεδομένα μας με βασικό μας σκοπό να βρούμε ή να κατασκευάσουμε  

ένα αντικείμενο το οποίο η ύπαρξη του καλείται να αποδειχθεί. Η έννοια της 

“κατασκευής” ενός μαθηματικού αντικειμένου είναι άρρηκτα συνδεδεμένη με το 

πλήθος γνωστών πληροφοριών που έχουμε. 

Έτσι προχωράμε και προσπαθούμε να ανακαλύψουμε τι μπορούμε να 

συμπεράνουμε από τις δύο γνωστές σε εμάς πληροφορίες, ότι δηλαδή    α β│ και το 

ότι β γ│  . 

Με βάση και πάλι τους ορισμούς γνωρίζουμε ότι υπάρχουν ακέραιοι  κ, λ   τέτοιοι 

ώστε να ισχύει : 

                                 β α κ     (2)  
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 και 

                                γ β λ      (3) 

 

Εδώ το ζητούμενο είναι να φτάσουμε από τις (2),(3) στην σχέση (1) 

και είμαστε σε θέση να χρησιμοποιήσουμε τα συμπεράσματα ότι οι ακέραιοι ,  κ λ  

υπάρχουν για να καταλήξουμε ότι και ο ακέραιος q υπάρχει. Έτσι αν στη τελευταία 

σχέση (3) αντικαταστήσουμε το   από την (2) θα γράψουμε: 

          γ β λ α κ λ α κ λ  κάνοντας χρήση της αντιμεταθετικής ιδιότητας 

του πολλαπλασιασμού. 

Καταλήγουμε έτσι στο συμπέρασμα ότι ο ακέραιος γ είναι α  φορές κάποιον 

ακέραιο (ο κ λ είναι ακέραιος γιατί το σύνολο των ακεραίων είναι κλειστό ως προς 

τις πράξεις του). 

Έτσι αν και δε χρησιμοποιήσαμε τον ακέραιο q  της σχέσης (1) καταλήξαμε στο 

επιθυμητό αποτέλεσμα. 

Μέσα από αυτή την κατασκευαστική μέθοδο απόδειξης που βρίσκεται στο γενικό 

πνεύμα της θεωρίας αριθμών, είναι φανερό ότι ο μαθητής έρχεται απαραίτητα σε 

επαφή με θεωρητικές έννοιες του συνόλου των ακεραίων αλλά και με ένα 

αποδεικτικό σκεπτικό που αναδεικνύει την αυστηρότητα που απαιτείται ακόμη και 

για τις πιο απλές εικασίες όπως η προηγούμενη. 

Σύμφωνα με τον Herch (1993)  στο  περιβάλλον της τάξης το να πείσεις τον μαθητή 

είναι ένα εύκολο ζήτημα αλλά αυτό που έχει σημασία, ο βασικός μας σκοπός είναι η 

κατανόηση της αποδεικτικής διαδικασίας. Η επιλογή του αν θα παρουσιάσουμε την 

απόδειξη ως έχει ή αν θα την αναπτύξουμε ή ακόμη αν θα την συντομεύσουμε 

εξαρτάται από το τι είναι πιο πιθανό να αυξήσει την κατανόηση του μαθητή όσο 

αφορά τις  έννοιες, τις  μεθόδους αλλά και τις εφαρμογές που προφανώς 

προκύπτουν. 
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Από οποιοδήποτε πρίσμα και να το αντιμετωπίσουμε η διδακτική αξία της απόδειξης 

σαν διαδικασία είναι η ίδια η αξία της σύνθετης εξήγησης.  

 

2.4.1  Ο γρίφος με τις κανάτες 

 

 

 

 

 

 

 

Simon: στο σιντριβάνι είναι 2 κανάτες, τις βλέπεις; 

Μία με χωρητικότητα 5 γαλόνια και μία με 3. Γέμισε μία από τις κανάτες με ακριβώς 

4 γαλόνια και τοποθέτησε τη στη ζυγαριά και ο χρονοδιακόπτης θα σταματήσει να 

τρέχει. Πρέπει να είσαι ακριβής, μία ουγγια παραπάνω ή λιγότερη θα προκαλέσει 

πυροκρότηση. Αν είσαι ζωντανός σε 5 λεπτά θα ξαναμιλήσουμε. 

Bruce: Μισό λεπτό, δεν το κατάλαβα. Εσύ  το κατάλαβες; 

Samuel: Όχι 

Bruce: Πιάσε τις κανάτες. Προφανώς δε μπορούμε να γεμίσουμε την κανάτα με τα 3 

γαλόνια με 4. 

Samuel: Προφανώς 

Bruce: Εντάξει, νομίζω κατάλαβα. Γεμίζουμε την κανάτα των 3 μέχρι την κορυφή για 

να είναι ακριβώς 3 γαλόνια. Σωστά; 

Samuel: Ναι... 
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Bruce: Ωραία και τώρα τα ρίχνουμε στην άλλη των 5. Οπότε έχουμε ακριβώς 3 

γαλόνια στην κανάτα των 5. 

Samuel: Ωραία. Και μετά; 

Bruce: Εντάξει, τώρα παίρνουμε την κανάτα των 3 γαλονιών και την γεμίζουμε στο 

ένα τρίτο της ... 

Samuel: Όχι!!! Είπε να είμαστε ακριβείς. Είπε ακριβώς 4 γαλόνια! 

Bruce: Όχι!!! Κάθε αστυνομικός σε ακτίνα 50 μιλίων κυνηγάει έναν τρομοκράτη και 

εγώ εδώ παίζω παιδικά παιχνίδια στο πάρκο! 

 

Το παραπάνω απόσπασμα είναι από μια ταινία του Χόλυγουντ όπου οι 

πρωταγωνιστές καλούνται να λύσουν τον γρίφο με τις κανάτες, γνωστό και ως 

“water jug problem” για να αποτρέψουν μια έκρηξη βόμβας. Μπορεί να μοιάζει με 

απλοϊκό πρόβλημα σε μία πρώτη ανάγνωση άλλα ουσιαστικά και εδώ έχουμε μια 

περίπτωση επίλυσης προβλήματος. Ίσως να είναι σχετικά εύκολη η λύση του 

συγκεκριμένου γρίφου. Πράγματι  θα μπορούσε να γεμίσει και πάλι την κανάτα με 

τα 3 γαλόνια και να την ρίξει σε αυτήν με τα 5 με αποτέλεσμα να είχαμε ακριβώς 5 

στην μία και να έχει περισσέψει 1 γαλόνι στην άλλη. Στη συνέχεια θα άδειαζε όλη 

την κανάτα των 5 και θα την έριχνε σε αυτή το 1 γαλόνι που είχε από την άλλη. Τώρα 

θα έχει λοιπόν 1 γαλόνι στην κανάτα των 5, οπότε θα  γέμιζε όλη την κανάτα των 3 

και την έριχνε  σε αυτή των 5 και έτσι θα  είχε ακριβώς 4. 

Ας φανταστούμε όμως ότι ο τρομοκράτης ήταν οπαδός της θεωρίας αριθμών και 

ζητούσε σε μία επόμενη δοκιμασία να τοποθετήσουμε 3 γαλόνια χρησιμοποιώντας 

μια κανάτα των 21 και μία των 26 γαλονιών, ή ακόμη χειρότερα να πρέπει να 

γεμίσουμε με 2 ακριβώς γαλόνια έχοντας μία κανάτα των 899 και μία των 1147 

γαλονιών. Οι Devadas και Lehman του πανεπιστημίου Μ.Ι.Τ. στη διάλεξη που 

έδωσαν στις 17 Φεβρουαρίου του 2005  υποστηρίζουν πως “η θεωρία αριθμών 

βρίσκεται ακριβώς στον πυρήνα των μαθηματικών, ακόμη και οι άνθρωποι των 
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σπηλαίων θα έπρεπε να είχαν μια πρωτόγονη ιδέα για τους ακεραίους, ειδικά τους 

θετικούς” και συνεχίζουν για το συγκεκριμένο πρόβλημα να υποστηρίζουν πως “εδώ 

είναι που η θεωρία αριθμών θα μας φανεί χρήσιμη για την επίλυση του γρίφου” 

κάνοντας έτσι την εισαγωγή τους στις Διοφαντικές εξισώσεις, που ονομάστηκαν έτσι 

από τον Έλληνα μαθηματικό Διόφαντο (210-290 μ.Χ). Ο Kwong-Man υποστηρίζει πως 

μπορεί να χρησιμοποιήσει μια ‘’ακολουθία’’ ακεραίων για να αντιμετωπίσει αυτό το 

πρόβλημα  “αυτή η προσέγγιση μπορεί να παρουσιαστεί σε μαθητές λυκείου αλλά 

και καθηγητές που ασχολούνται με την διδακτική του mathematical problem-solving, 

τα αναδημιουργικά μαθηματικά και την στοιχειώδη θεωρία αριθμών” (2010, p.109). 

Στη συγκεκριμένη μελέτη έχουμε να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα της μεταφοράς 

6 λίτρων νερού από την μία μεριά του ποταμού στην άλλη έχοντας μια κανάτα των 4 

και μία των 9 λίτρων. 

 

2.4.2 Θεωρητική προσέγγιση μέσα από τις διοφαντικές εξισώσεις 

Ας υποθέσουμε ότι είμαστε στη μία πλευρά του ποταμού. Έχουμε μία κανάτα των μ 

λίτρων και μία ν λίτρων με μ<ν. Οι κανάτες δεν έχουν διαβαθμίσεις για να 

επιτρέπουν μέτρηση μικρότερων ποσοτήτων. Ποιο τρόπο θα ακολουθήσουμε για να 

μεταφέρουμε κ λίτρα; 

Η σχετική διορατική εξίσωση που προκύπτει από το συγκεκριμένο πρόβλημα είναι η: 

  μx νy d          (1) 

με ,x y  να αντιπροσωπεύουν τις φορές που θα γεμίσουμε τις κανάτες των μ,ν 

λίτρων αντίστοιχα. 

Χρησιμοποιώντας μια στοιχειώδη πρόταση από την βασική θεωρία αριθμών 

γνωρίζουμε ότι η προηγούμενη εξίσωση έχει λύση μόνο και μόνο αν ο 

 ,     διαιρεί το d . Στο συγκεκριμένο παράδειγμα λοιπόν μπορούμε να 

παρατηρήσουμε ότι ο ΜΚΔ  4,  9 1  όπου 1 6│ οπότε έχουμε λύση. Αν όμως είχαμε 
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κανάτες των 8 και 12 λίτρων θα παρατηρούσαμε ότι  8,  12 4   όμως το 4 δεν 

διαιρεί το 6 όποτε δεν θα μπορέσουμε να βρούμε τρόπο να μεταφέρουμε 6 λίτρα 

στην άλλη πλευρά. Αν τώρα θεωρήσουμε πώς η (1) έχει λύση μπορούμε να 

κατασκευάσουμε μία σειρά ακεραίων που θα βρίσκει την (πιθανή) λύση του γρίφου. 

1ος τρόπος 

Βήμα 1: ξεκινάμε την διαδικασία με k 0 , όπου  k μια αρχική μεταβλητή.  

 

Βήμα 2: αν k d  τότε συνεχίζουμε να προσθέτουμε  στο k  μέχρι 

                                               k d   ή k   . 

Βήμα 3: αν το k    τότε αφαιρούμε   από το k  και θεωρούμε τη νέα τιμή του k  

. 

Bήμα 4: αν k d  τότε σταματάμε, διαφορετικά επαναλαμβάνουμε τα βήματα από 

το 2 έως το 4. 

 

2ος τρόπος 

Βήμα 1: ξεκινάμε την διαδικασία με k 0 , όπου k μια αρχική μεταβλητή. 

Βήμα 2:  αν k d  τότε προσθέτουμε   στο k  και θεωρούμε τη νέα τιμή του k  . 

Βήμα 3 : αν το k d  τότε επαναλαμβάνουμε να αφαιρούμε   από το k  και 

θεωρούμε τη νέα τιμή στο k μέχρι 

                                                          k d  ή  k m . 

Bήμα 4 : αν k d  τότε σταματάμε, διαφορετικά επαναλαμβάνουμε τα βήματα από 

το 2 έως το 4. 
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Bασική μας επιδίωξη εδώ είναι να δείξουμε πώς με χρήση συνεχών προσθέσεων ή 

αφαιρέσεων μπορούμε να λύσουμε την διοφαντική εξίσωση: 

                                                              μx νy d  

Ουσιαστικά λύνουμε και το πρόβλημα με τις κανάτες και πως μία βασική θεωρητική 

έννοια από την θεωρία αριθμών, όπως είναι αυτή της διοφαντικής εξίσωσης, 

αποτελεί βασικότατο εργαλείο για την αντιμετώπιση πραγματικών προβλημάτων. 

 

Ένα παράδειγμα της  παραπάνω μεθόδου 

Έστω ότι έχουμε 2 κανάτες των 3 και 7 λίτρων και θέλουμε να μετρήσουμε ακριβώς 

5 λίτρα με την προϋπόθεση πάντα ότι δεν υπάρχουν διαβαθμίσεις σε καμία κανάτα. 

Με βάση τα παραπάνω δημιουργούμε την διοφαντική εξίσωση 

                                                            3x 7y 5 2  

οπότε σύμφωνα με τον 1ο τρόπο που αναφέραμε πριν η ακολουθία των ακεραίων 

αριθμών που θα προκύψει είναι η εξής : 

0         3        6       9       2       5 

+3          +3        +3           -7         +3 

 

ενώ με τον 2ο τρόπο : 

0      7      4      1      8      5 

+7        -3         -3         +7        -3 

 

από τον 1ο τρόπο παρατηρούμε ότι το πλήθος των  “+3” είναι 4  ενώ των “-7” είναι 1 

οπότε   το ζεύγος  x 4  και   y 1  αποτελεί μία λύση της (2). Πράγματι αν 
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αντικαταστήσουμε το παραπάνω ζεύγος στην (2) έχουμε: 

 3 4   7 1 12  –  7 5        που την επαληθεύει. 

Το ίδιο ακριβώς συμβαίνει και αν παρατηρήσουμε το πλήθος των “+7” και των “-3” 

όπου είναι 2 και 3 αντίστοιχα. 

Οπότε έχουμε για x 3   και y 2  με αντικατάσταση στη (2) θα έχουμε: 

   3 3   7 2 9 14 5         που την επαληθεύει. 

Ο Kwong-Man σημειώνει πως  “ …από παιδαγωγικής πλευράς αυτή η προσέγγιση 

είναι κατάλληλη για μαθητές χωρίς κάποιο ιδιαίτερο μαθηματικό υπόβαθρο για να 

έρθουν σε επαφή με κάποιες πρώτες  μαθηματικές έννοιες. Μας προσφέρει επίσης 

μία εσωτερική ματιά στο πως να χρησιμοποιήσουμε ένα κλασσικό πρόβλημα σαν 

παράδειγμα εισαγωγής στην έννοια της διοφαντικής εξίσωσης, όπως επίσης να 

καταδείξει πως να λυθεί με έναν αλγοριθμικό τρόπο με χρήση ακολουθίας ακεραίων 

αριθμών. Για αυτό το λόγο η προσέγγιση αυτή είναι επίσης κατάλληλη  για 

καθηγητές ή εισηγητές που ασχολούνται  με το “problem solving’’ ή την βασική 

θεωρία αριθμών.” (2010, p.113). Ο γρίφος με τις κανάτες είναι μόνο ένα από τα 

πολλά προβλήματα τα οποία μπορούμε να εισάγουμε στη τάξη για να φέρουμε τον 

μαθητή σε επαφή με την θεωρία αριθμών διατηρώντας το κίνητρο του σε υψηλά 

επίπεδα. 

Ο Srinivasan (2009), για παραδειγμα, θεωρεί πως το πρόβλημα των γενεθλίων είναι 

μία πολύ καλή ευκαιρία για τον μαθητή να ασχοληθεί με βασικές έννοιες της 

θεωρίας αριθμών, όπως τον ευκλείδιο αλγόριθμο, τις διοφαντικές εξισώσεις και την 

δυαδική αναπαράσταση που αποτελεί τον παράγοντα-κλειδί για την κατασκευή του 

πίνακα ηλικιών μέσα από τον οποίο ο καθηγητής θα μπορέσει να εξάγει την ηλικία 

του επιλεγμένου μαθητή.  
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3 Κεφάλαιο 3 – Η Μαθηματική Απόδειξη 

 

3.1 Η αποδεικτική διαδικασία στα μαθηματικά  

Ο Lakatos (1922-1974) στο έργο του  “Proof and Refutations” που αναφέρεται στην 

μαθηματική απόδειξη αλλά και στις διαψεύσεις μαθηματικών προτάσεων 

αναφέρεται στην κατάσταση που επικρατούσε στα κολέγια και σχολεία της 

δεκαετίας του ’60 και το ανησυχητικό είναι ότι παρατηρούμε πολλές ομοιότητες 

ακόμη και σήμερα στο ελληνικό σχολείο. Πιο συγκεκριμένα αναφέρει πως “…στα 

κολέγια αλλά ακόμη και στα λύκεια, τα μαθηματικά διδάσκονται με το μοτίβο : 

«ορισμός – θεώρημα – απόδειξη» , και έτσι δε μένει χώρος για αμφισβήτηση η νέα 

ανακάλυψη. Οι μαθητές δεν έχουν, έτσι, την ευκαιρία να «γευτούν» τα πραγματικά 

μαθηματικά, μία «ακατάστατη» διαδικασία από εικασίες, ανακαλύψεις , αποδείξεις 

και διαψεύσεις”.   Ο ίδιος ο πυρήνας των μαθηματικών βρίσκεται μέσα στην έννοια 

της απόδειξης και στις ενέργειες που προηγούνται αυτής και μέσα από την μελέτη 

της σαν διαδικασία και ιδιαίτερη μαθηματική οντότητα  θα πρέπει να κινηθεί και  η 

εκπαιδευτική πορεία  του μαθητή.  

Σχεδόν όλα τα ζητήματα της θεωρίας αριθμών έχουν να κάνουν με την απόδειξη 

ενός θεωρήματος  μίας εικασίας ή μίας σειράς  προτάσεων. Η παρατήρηση των 

ιδιοτήτων των ακεραίων αριθμών αποτελεί πρόσφορο έδαφος για την ανάπτυξη 

προτάσεων με ιδιαίτερο μαθηματικό ενδιαφέρον είτε από τη πλευρά της “καθαρής”  

μαθηματικής επιστήμης είτε από εκείνη της διδακτικής μιας και ο μαθητής 

εισέρχεται στο απαιτητικό, από πλευράς αυστηρότητας, περιβάλλον της αλγεβρικής 

απόδειξης. Απαιτητικό, γιατί στην άλγεβρα είναι απαραίτητο να συλλάβουμε τους 

αριθμούς και τα σύμβολα σαν μαθηματικές οντότητες, σαν αντικείμενα και έτσι 

παρατηρείται ένα γνωστικό κενό μεταξύ των ήδη γνωστών μαθηματικών και της 

άλγεβρας  (Herscovics & Linchevski, 1994) και ο διδασκόμενος έρχεται αντιμέτωπος 

με ένα καινούριο περιβάλλον καθόλου, ως τώρα, οικείο για αυτόν. 
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Η διαφορά που έχει η προσέγγιση της απόδειξης σε ένα θέμα από την θεωρία 

αριθμών σε σχέση με κάποια άλλη περιοχή των μαθηματικών όπως π.χ. την 

γεωμετρία έχει καθαρά εννοιολογική προέλευση. Η Pedemonte  καταλήγει πως   

“…έτσι, από γνωστικής πλευράς, η κατασκευή της αλγεβρικής απόδειξης για ανοιχτά 

προβλήματα που αφορούν τις ιδιότητες αριθμών μπορεί να είναι πολύ διαφορετική 

από την κατασκευή μιας απόδειξης στην γεωμετρία, στην οποία η γνωστική ένωση 

μεταξύ της επιχειρηματολογίας που υποστηρίζει την εικασία και της απόδειξης 

μπορεί εύκολα να κατασκευαστεί από τους ίδιους τους μαθητές.” (2008, p.386) 

 

Ένα απλό παράδειγμα πρότασης στη θεωρία αριθμών 

Ο γραφών σε μία από της φορές που οδηγούσε προς την σχολή του παρατήρησε την 

πινακίδα μίας μηχανής που βρισκόταν μπροστά του. Ως γνωστόν οι πινακίδες στα 

δίκυκλα αποτελούνται από τριψήφιους αριθμούς. Η συγκεκριμένη είχε τον αριθμό 

198. 

Μια πρώτη σκέψη είναι ότι αυτός ο αριθμός διαιρείται με το 9 αφού το άθροισμα 

των ψηφίων του είναι  

                                  1 9 8 18    και 1 8 9  . 

Με μία δεύτερη ανάγνωση όμως θα δούμε ότι αυτός ο αριθμός διαιρείται με το 11 

που είναι ένας πρώτος αριθμός. Σε μία προσπάθεια να μελετήσουμε τι το ιδιαίτερο 

έχει αυτός ο αριθμός (198) και μπορεί και διαιρείται με έναν  πρώτο αριθμό  (11)  θα 

δούμε ότι εκτός από τις προφανείς ιδιότητες (είναι ζυγός, διαιρείται με το 9,...) 

υπάρχει και άλλη μία ιδιότητα: το άθροισμα των δύο ακριανών αριθμών ισούται με 

τον μεσαίο αριθμό. 
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Η λογική σκέψη που έγινε μετά από αυτή τη παρατήρηση είναι: μήπως όλοι αυτοί οι 

τριψήφιοι αριθμοί με την παραπάνω ιδιότητα, δηλαδή το άθροισμα των ακριανών 

αριθμών να ισούται με τον μεσαίο αριθμό,  διαιρούνται με το 11 ;  

Η πορεία που ακολουθήθηκε μετά από αυτή την εικασία είναι κάποια πειράματα με 

κάποιους άλλους όμοιους τριψήφιους αριθμούς για να δούμε αν ισχύει η εικασία. 

 

π.χ. ο αριθμός 275 που φέρει την προηγούμενη ιδιότητα μιας και : 

                                                     2 5 7   

παρατηρούμε ότι διαιρείται με το 11 δηλαδή:  11 275│  

στο ίδιο συμπέρασμα θα φτάσουμε και με άλλους αριθμούς αλλά αυτό ίσως μας 

πάρει χρόνο. 

Για αυτό έπρεπε να εξεταστεί η περίπτωση :  “ για οποιονδήποτε τέτοιο τριψήφιο”  

Έτσι , ας συμβολίσουμε τον τριψήφιο μας αριθμό:  abc  

ο αριθμός abc  είναι ισοδύναμος με τον : 

                                                                        100 10a b c   .       (1) 

π.χ.  498 4 100 9 10 8      

όμως για τον συγκεκριμένο τριψήφιο ισχύει επίσης η ιδιότητα: a c b   

έτσι τελικά η (1) γίνεται : 
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100 10abc a b c      abc 100 10 ( )a a c c        

abc 110 11a c     abc 11 (10 )a c    .  (2) 

Ο  σχέση (2) μας δείχνει ότι ο αριθμός abc είναι πολλαπλάσιο του 11 και συνεπώς 

διαιρείται από το 11. 

Το παραπάνω παράδειγμα μας δείχνει πως μπορεί να εμφανιστεί η θεωρία αριθμών 

σε απλά καθημερινά προβλήματα αριθμών. Η μελέτη των ιδιοτήτων των ακεραίων 

αριθμών ήταν αυτή που μας βοήθησε να αποδείξουμε την πρόταση. Αυτός είναι και 

ο πυρήνας μελέτης της θεωρίας αριθμών: οι νόμοι που μπορεί να διέπουν κάποιους 

αριθμούς που σε μία πρώτη ανάγνωση δεν φαίνεται να συσχετίζονται με κανένα 

τρόπο. Η σωστή λοιπόν αιτιολόγηση, η μεθοδική προσέγγιση του προβλήματος και η 

αυστηρότητα που πρέπει να τηρήσουμε σε τέτοια θέματα είναι ενέργειες που 

μπορούν να γίνουν βιωματικές μέσα από την ενασχόληση του μαθητή με τις βασικές 

έννοιες της θεωρίας αριθμών. 

 

3.1.1 Η έρευνες πάνω στην μαθηματική απόδειξη 

Πολλές μελέτες έχουν δείξει πως, αν και η απόδειξη σαν διαδικασία πρωταγωνιστεί 

σε κάθε μαθηματική περιοχή, οι μαθητές συναντούν δυσκολία στην κατανόηση και 

δημιουργία της. Το Aμερικάνικο εθνικό συμβούλιο για καθηγητές μαθηματικών  

NCTM (2000) αναφέρει  ότι η συλλογιστική και η αποδεικτική διαδικασία πρέπει να 

είναι ένα αναπόσπαστο κομμάτι της μαθηματικής εμπειρίας των μαθητών σε όλη τη 

εκπαιδευτική τους διαδρομή. 

Εδώ θα πρέπει να δούμε όμως ποια είναι η παρούσα στάση των μαθητών απέναντι 

στην αποδεικτική διαδικασία. Οι μελέτες των Healy και Hoyles (2000) αλλά και των 

Chin και Lin (2009) καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι οι μαθητές αδυνατούν να 

κατασκευάσουν στέρεες αλγεβρικές αποδείξεις. Η αντίδραση της πλειοψηφίας των 

μαθητών στο άκουσμα της φράσης  “να αποδείξετε ότι...”  χαρακτηρίζεται από 

φόβο, δισταγμό και ατολμία. Αυτό δεν είναι τυχαίο γιατί η μαθηματική εμπειρία των 
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μαθητών τουλάχιστον μέχρι την 2α τάξη του γυμνασίου δεν περιλαμβάνει, σχεδόν 

καθόλου, την έννοια του συμβολισμού, που χαρακτηρίζει όλες τις μαθηματικές 

αποδείξεις. 

Ο δισταγμός όμως αυτός αλλά και η όλη προβληματική στάση των μαθητών 

απέναντι στην απόδειξη σαν μαθηματική έννοια έχει και αλλού τις ρίζες του. Θα 

πρέπει να εξετάσουμε και τον τρόπο που οι μαθητές αντιμετωπίζουν την τυπική 

απόδειξη σε σχέση με την εμπειρική και άτυπη απόδειξη. Οι μελέτες των Reyhani, 

Hamini, Kolahdouz (2011) έδειξαν πως οι μαθητές θεωρούν τη τυπική απόδειξη απλά 

σαν το μέσο για να  κερδίσουν έναν καλό βαθμό, ενώ η εμπειρική απόδειξη και η 

αφηγηματική επιχειρηματολογία δεν μπορεί να τους παρέχει κάποιο βαθμολογικό 

κέρδος, συνεπώς δεν αποτελεί και προτεραιότητα τους. Πάντως δεν μπορούμε να 

υποστηρίξουμε με ασφάλεια ότι υπάρχει ένας κοινός τρόπος με τον οποίο οι 

μαθητές αντιμετωπίζουν την αποδεικτή διαδικασία στα μαθηματική και ειδικά στην 

άλγεβρα. Ο τρόπος που ο κάθε μαθητής προσεγγίζει την μαθηματική ακρίβεια,  που 

ουσιαστικά είναι το κύριο χαρακτηριστικό μιας απόδειξης,  έχει να κάνει με την ήδη 

υπάρχουσα εμπειρία του και αυτό λειτουργεί άλλοτε θετικά και άλλοτε αρνητικά. Σε 

συνέχεια της τελευταίας έρευνας σημειώνεται πως οι μαθητές στερούνται της 

λογικής επαγωγικής αφαιρετικής σκέψης που είναι απαραίτητη στην κατασκευή της 

μαθηματικής απόδειξης. Ο ρόλος της απόδειξης δεν θα πρέπει για κανένα λόγο να 

περιοριστεί σε κάποιες συγκεκριμένες περιοχές των μαθηματικών και δεν 

υποστηρίζουμε πως η αποδεικτική διαδικασία είναι βασικό στοιχείο μόνο για την 

θεωρία αριθμών. Ο περιορισμός αυτός εξάλλου θα είχε αρνητικές συνέπειες στην 

όλη μαθηματική εξέλιξη του μαθητή. “Η συλλογιστική σκέψη και η μαθηματική 

απόδειξη δεν είναι ειδικές διαδικασίες για συγκεκριμένες στιγμές η συγκεκριμένους 

τομείς των μαθηματικών στον οδηγό σπουδών και θα πρέπει να αποτελεί ένα 

φυσικό και αναπόσπαστο κομμάτι των συζητήσεων που λαμβάνουν χώρα στη τάξη 

άσχετα με το μαθηματικό θέμα που μελετάται” (NCTM, 2000). 
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3.1.2 Ο μαθηματικός και η απόδειξη  

Σε αυτό το σημείο θα είχε ιδιαίτερο ενδιαφέρον να διασαφηνίσουμε τη σημαίνει 

απόδειξη για τον ίδιο τον μαθηματικό. Πότε ένας μαθηματικός θεωρεί ότι έχει 

απέναντι του μία ολοκληρωμένη απόδειξη; Aς δανειστούμε την προσέγγιση της 

Hanna (1989) πάνω σε αυτό το ζήτημα. 

Οι μαθηματικοί δέχονται ένα νέο θεώρημα μόνο όταν κάποιος συνδυασμός των 

παρακάτω λάβει χώρα : 

 κατανοούν το θεώρημα και δεν υπάρχει τίποτα που μπορεί να θεωρηθεί μη 

αληθές. 

 το θεώρημα είναι σημαντικό τόσο όσο να μπορεί να επεκτείνεται σε μία ή 

περισσότερες περιοχές των μαθηματικών και έτσι να διασφαλίζεται η 

διεξοδική μελέτη και ανάλυση του. 

 το θεώρημα είναι συνεπές με το σύνολο των αποδεκτών αποτελεσμάτων .  

 ο συγγραφέας του θεωρήματος πρέπει να θεωρείται αμέμπτου φήμης σαν 

ένας ειδικός στην επιστημονική περιοχή που αναφέρεται το θεώρημα.  

 

Από τα παραπάνω μπορούμε να δούμε την αναγκαιότητα της αυστηρότητας που 

έχει η αποδεικτική διαδικασία, αλλά και την ευθύνη που έχει ο μαθηματικός 

απέναντι στην επιστήμη του. Αυτό το γεγονός δεν σημαίνει ότι παύει να ισχύει και 

στο επίπεδο της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης, στην περίπτωση που ένας μαθητής 

καλείται να αποδείξει μία συγκεκριμένη πρόταση. Θεωρούμε, μάλιστα, το ακριβώς 

αντίθετο. Από την στιγμή που μεγάλοι μαθηματικοί ερευνητές ακλουθούν τον δρόμο 

της αυστηρότητας και της μεθοδικής προσέγγισης του προβλήματος (θεώρημα, 

εικασία, πρόταση) σημαίνει πως τον ίδιο θα πρέπει να ακολουθήσουν και οι 

μαθητές σε ανάλογης δυσκολίας θέματα. 

Αυτό λοιπόν μπορεί να επιτευχθεί μέσα από την συνεχή ενασχόληση του μαθητή με 

την διαδικασία της απόδειξης. Η Mariotti (2006) θεωρεί πως η ανάπτυξη της έννοιας 

της απόδειξης σαν μαθηματική οντότητα αποτελεί έναν σημαντικό σκοπό της 
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μαθηματικής εκπαίδευσης και πως  φαίνεται να υπάρχει μία τάση οι νέοι οδηγοί 

σπουδών να ασπάζονται την παραπάνω παρατήρηση. Έτσι αν αυτή η “τάση” 

αποκτήσει πιο σταθερό χαρακτήρα μέσα στον οδηγό σπουδών θεωρούμε πως 

δυσκολίες και εμπόδια, που συναντούσε ο μαθητής, μέχρι τώρα θα αντιμετωπιστούν 

με πολύ πιο ισχυρά όπλα αλλά και λιγότερη διστακτικότητα. 

 

3.1.3 Το περιβάλλον της τάξης   

Για να μπορέσουμε να ασχοληθούμε με την διαδικασία της απόδειξης πιο διεξοδικά 

μέσα στη τάξη θα πρέπει να υπάρχει και μία ανάλογη προετοιμασία, ένα περιβάλλον 

που θα ευδοκιμούν νέες ιδέες και προτάσεις από την πλευρά του διδάσκοντος αλλά 

και του διδασκόμενου. Η θεωρία αριθμών, μέσα από τα θέματα της, αποτελεί μια 

πρώτης τάξης ευκαιρία για τον μαθητή να εξοικειωθεί με το πνεύμα της 

μαθηματικής απόδειξης. Οι Boero, Rossella και  Mariotti (1996) θέτουν τα στάδια 

στα οποία πρέπει να χωριστεί η διδακτική διαδικασία της ενασχόλησης της τάξης με 

την απόδειξη μίας εικασίας. 

 θέτουμε το πρόβλημα  

 οι ίδιοι οι μαθητές δημιουργούν εικασίες για την λύση 

 συζήτηση πάνω στις προτεινόμενες εικασίες 

 “τακτοποίηση” των προτάσεων που έχουν γίνει από τους μαθητές με την 

συμβολή του καθηγητή 

 προετοιμασία της απόδειξης με συνδυασμό των παραπάνω βημάτων και 

έχοντας βασικό οδηγό τα κύρια βήματα που έχουν τεθεί από το προηγούμενο 

βήμα αλλά και πειραματισμός πάνω στις προτάσεις που έχουν τεθεί 

 αποδεικνύουμε πως η συνθήκη που έχουμε καταλήξει είναι ικανή 

 απόδειξη της αναγκαιότητας της συνθήκης 

 εποπτική ματιά στο σύνολο των προηγούμενων βημάτων και συζήτηση 

Είναι απαραίτητο να ακολουθούμε κάποια βήματα στην αποδεικτική μας πορεία 

γιατί έτσι δίνεται ευκαιρία για κατασκευή νέας γνώσης, νέων ιδεών και κυρίως 
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τηρείται η ανάγκη της μαθηματικής αυστηρότητας μέσα από την προσεκτική  

διατύπωση και καταγραφή των προτάσεων. 

Είναι εμφανές λοιπόν ότι αναζητούμε τομές στον οδηγό σπουδών κάτι που είναι 

και η βασική πρόταση της παρούσας εργασίας. Τομές που θα προχωρήσουν ένα 

βήμα παρακάτω το γνωστικό επίπεδο του μαθητή και θα προωθήσουν την 

μαθηματικά του εξέλιξη. 

Ο Schoenfeld (1992) προτείνει πως η αλλαγές αυτές δεν έχουν να κάνουν μόνο με 

τον οδηγό σπουδών αλλά και τις ίδιες τις διδακτικές τεχνικές που ως τώρα 

ακολουθούνται. Αναφέρεται σε μία γενική αναθεώρηση των διδακτικών 

κατεστημένων ή τουλάχιστον μία βαθιά τροποποίηση σε κομβικά σημεία της 

εκπαιδευτικής διαδικασίας. 

Πιο συγκεκριμένα  προτείνει μία ανανεωμένη προσπάθεια που θα στοχεύει στην :  

 αναζήτηση λύσεων και όχι απλή αποστήθιση διαδικασιών επίλυσης και 

απόδειξης 

 μελέτη και ανάλυση μοτίβων και όχι απλή αποστήθιση μαθηματικών τύπων 

 κατασκευή εικασιών και όχι απλή και τυπική επίλυση ασκήσεων 

 

Συμπέρασμα 

Είναι λοιπόν σαφές το γεγονός ότι πρέπει να δοθεί ιδιαίτερο βάρος στην 

αποδεικτική διαδικασία. Η θεωρία αριθμών μέσα από τις προτάσεις της προωθεί την 

αναγκαιότητα της σωστής και αυστηρής απόδειξης μέσα από προσεκτικά βήματα και 

αυστηρές μεθόδους. Θεωρούμε πως υπάρχει μια αμφίδρομη σχέση μεταξύ της 

ανάπτυξης της αποδεικτικής ικανότητας και της θεωρίας αριθμών. Όσο πιο 

εξοικειωμένος είναι ο μαθητής με το περιβάλλον της μαθηματικής απόδειξης τόσο 

καλύτερα μπορεί να αντιμετωπίσει ζητήματα που αφορούν την συγκεκριμένη 

περιοχή των μαθηματικών αλλά και όσο πιο πολύ ο μαθητής έρχεται σε επαφή με 

ζητήματα και έννοιες που αφορούν την θεωρία αριθμών τόσο πιο πολύ 

εκπαιδεύεται στην «τέχνη» της απόδειξης.   
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               “Rigour is to the mathematician what morality is to men.” 

 

                                                                              Andre Weil (1906–1998) 

 

3.2 Η Αποδεικτική Διαδικασία στη Θεωρία Αριθμών 

Στη θεωρία αριθμών τα θέματα που έχουμε να αντιμετωπίσουμε είτε σε μορφή 

ασκήσεων είτε σε μορφή εικασιών και θεωρημάτων παρατηρούμε πως τρεις είναι οι 

βασικοί δρόμοι που ακολουθούνται για να φτάσουμε στην επιθυμητή απόδειξη: η 

μαθηματική επαγωγή, η εις άτοπον απαγωγή και η μαθηματική απαγωγή 

(συλλογιστική). 

Πριν όμως προχωρήσουμε στην ανάλυση των μεθόδων αυτών θα ήταν χρήσιμο να 

δούμε τι ακριβώς είναι μία εικασία στα μαθηματικά μέσα από τα χαρακτηριστικά 

της. Θα υιοθετήσουμε την προσέγγιση που κάνει ο Στυλιανίδης Γ. (2009) μέσα από 

δύο βασικά κριτήρια :  

 η εικασία εκτείνεται πέρα από τα όρια των περιπτώσεων που μας οδήγησαν 

σε αυτή 

 μια εικασία αντανακλά την αβεβαιότητα όσον αφορά την εγκυρότητα της  

και θεωρεί πως πρέπει να ισχύουν και τα δύο για να προχωρήσουμε στην ανάπτυξη 

και μελέτη της εικασίας παραπέρα. 

Οι αποδεικτικές τεχνικές 

Όταν αναφερόμαστε στην μαθηματική απόδειξη σε αυτή την εργασία 

αναφερόμαστε στις αλγεβρικές αποδείξεις που κύριο γνώρισμα έχουν την 

κατάλληλη χρήση συμβόλων και αφαιρετικής ή  λογικοεπαγωγικής σκέψης. Πολλοί 

μεγάλοι μαθηματικοί οφείλουν τις ανακαλύψεις τους σε αυτές τις  αποδεικτικές  

μεθόδους και πολλά θεωρήματα και προτάσεις της θεωρίας αριθμών «χρωστάνε» 
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την ύπαρξη τους σε αυτά τα  πανίσχυρα όπλα που έχει στη κατοχή της η μαθηματική 

επιστήμη.  Πριν όμως προχωρήσουμε σε αυστηρούς ορισμούς της επαγωγής και της 

εις άτοπον απαγωγής και της μαθηματικής απαγωγής  θα είχε ιδιαίτερο διαδακτικό 

ενδιαφέρον να αναφέρουμε την  ομορφιά που κρύβεται πίσω από αυτές τις 

διαδικασίες μιας και η  προέλευση τους  βασίζεται σε μία καθαρά υπαρξιακή σκέψη. 

Η μέθοδος της μαθηματικής επαγωγής έχει το σκεπτικό  : “αν δεχτώ ότι ισχύει κάτι 

για κάποιον αριθμό φτάνει να αποδείξω ότι ισχύει και για τον επόμενο του”  ενώ η 

μέθοδος της εις άτοπον απαγωγής βασίζεται στη προσπάθεια να καταλήξουμε σε 

μία αξιωματική αλήθεια που να αναιρεί την αρχική μας υπόθεση μία ενέργεια που 

πραγματοποιούμε σχεδόν καθημερινά ακόμη και ασυνείδητα π.χ.  “θα δοκιμάσω 

αυτόν τον διακόπτη και αν δεν είναι αυτός ο σωστός θα είναι αναγκαστικά ο άλλος”. 

Η μαθηματική απαγωγή είναι η τρίτη αποδεικτική διαδικασία  που θα 

παρουσιάσουμε και το ενδιαφέρον της βασίζεται στον αφαιρετικό τρόπο σκέψης 

αλλά κυρίως σε ποιο σημείο της ιστορίας των μαθηματικών εμφανίζεται  και σε ποιο 

αριστουργηματικό έργο της Άλγεβρας αποτελεί βασικό αποδεικτικό συλλογισμό. 

Παρακάτω θα παρουσιάσουμε τις τρεις αυτές μεθόδους από την διδακτική τους 

πλευρά αλλά και από το τι έχουν να μας πουν έρευνες που έχουν γίνει πάνω στην 

επίδραση που έχει στους μαθητές η ενασχόληση τους με αυτές. 

 

3.2.1 Η Μαθηματική επαγωγή 
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3.2.1.1 Περιγραφή της μεθόδου 

 καλούμαστε να δείξουμε ότι ισχύει μια πρόταση 


  

 δείχνουμε ότι ισχύει για 0   ή 1   

 δεχόμαστε ότι ισχύει για k  , δηλαδή ότι ισχύει η 
k

  

 προσπαθούμε να δείξουμε ότι ισχύει για k 1   , δηλαδή ότι ισχύει η 
k 1

 


  

 

Ένα παράδειγμα :  

Έστω μία σειρά από πραγματικούς αριθμούς  
1 2 3

(u ,u ,u ,  )  με 
1

u 5 και  

n 1 n
u u 8n 8


       n 1 .Να αποδειχθεί ότι κάθε θετικός n  με n ,  

2

n
u (2n 1) 4.   Να δείξετε ότι το 

n
u  είναι γινόμενο 2 περιττών αριθμών. 

Λύση 

Έστω από την υπόθεση  2

n
u (2n 1) 4    με n 1 . 

1
 : για n=1 έχουμε  

2

1
u 2 1 1 4 9 4 5        που ισχύει. 

k
 : υποθέτουμε ότι ισχύει για n k με k + , k 1  δηλαδή ισχύει η:    

2

k
u (2k 1) 4 .    

Πρέπει τώρα να δούμε αν ισχύει και η 
k 1

 


  δηλαδή: 2

k 1
u [2(k 1) 1] 4


     

Έχουμε 
k 1 k

u u 8k 8

   

2(2k 1) 4   8k 8   

 
2

2k 1 8k 8 4     
 

 

 24k 4k 1 8k 8 4       

 24k 12k 9 4     

 
2

2k 3 4    
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2

2k 2 1 4     

 
2

2 k 1 1 4       

Άρα η 
k 1

 


  είναι αληθής 
k

  είναι αληθής, και εφόσον 
1

  ισχύει, με μαθηματική 

επαγωγή ισχύει και η 2

n
u (2n 1) 4.    

Για το δεύτερο ερώτημα ας αναπτύξουμε την 
n

u :  

2

n
 u (2n 1) 4   =   2 24n 4n 1 4  4n 4n 3  2n 3 2n 1          

όμως οι (2n 3),(2n 1)   είναι περιττοί αριθμοί, οπότε αποδείχθηκε. 

Από το παραπάνω παράδειγμα γίνεται σαφές ότι ο μαθητής πρέπει να έχει 

τουλάχιστον μία σχετική επαφή με την συμβολική γραφή που χαρακτηρίζει την 

θεωρία αριθμών. Είναι δυστυχώς γεγονός ότι ένα μεγάλο ποσοστό μαθητών, ακόμη 

και των κατευθύνσεων που περιλαμβάνουν μαθηματικά, στο Λύκειο μπορεί να 

γνωρίζει έννοιες όπως Θεώρημα Rolle, Bolzano και να είναι σε θέση να υπολογίζουν 

δύσκολα όρια αλλά όταν καλούνται να συμβολίζουν έναν λ.χ.  περιττό αριθμό 

αντιμετωπίζουν μεγάλη δυσκολία. Ίσως να φαίνεται υπερβολική η προηγούμενη 

διαπίστωση αλλά  έχει παρατηρηθεί μεγάλο γνωστικό κενό στο τομέα του σωστού 

συμβολισμού. Ακόμη και ένας μαθητής που βρίσκεται  στην τρίτη τάξη του λυκείου 

θα δυσκολευτεί να συμβολίσει έναν άρτιο με την μορφή:  2n , με n  ή έναν 

περιττό με την μορφή: 2 1n   , με n . 

Για αυτό ακριβώς τον λόγο και για να είναι οι μαθητές σε θέση να χρησιμοποιούν 

αυτή τη μέθοδο στα προβλήματα που θα κληθούν να λύσουν, θα πρέπει να υπάρχει 

ουσιαστική επαφή με το περιβάλλον της Θεωρίας Αριθμών. Η μαθηματική επαγωγή 

είναι άρρηκτα συνδεδεμένη με την συμβολική γραφή και η εξοικείωση με αυτήν 

επιτυγχάνεται  με την ουσιαστική μελέτη της Θεωρίας Αριθμών και των βασικών 

εννοιών της. 
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3.2.1.2 Η έρευνα για την επαγωγή  

Υπάρχουν μελέτες που υποστηρίζουν πως το επαγωγικό μοντέλο για την μαθηματική 

απόδειξη βασίζεται σε μία διαδικασία μελέτης του περιεχομένου της εκάστοτε 

εικασίας παρά στη χρησιμοποίηση κάποιων τυπικών κριτηρίων (Thurston 1994). Η 

προηγούμενη παρατήρηση μαρτυρά την διαφοροποίηση που έχει το συγκεκριμένο 

αποδεικτικό μοντέλο σε σχέση με τα βήματα που ακολουθεί η   ευθεία απόδειξη.   

Οι διάφορες έρευνες που έχουν γίνει για τον ρόλο της επαγωγικής αποδεικτικής  

διαδικασίας στην σχολική εκπαίδευση μιλούν για τις ευεργετικές επιδράσεις που 

έχει αυτή στην μαθηματική σκέψη του μαθητή. Πιο συγκεκριμένα οι Palla, Potari και  

Spyrou (2011) στη μελέτη που έκαναν πάνω σε 217 μαθητές Λυκειακού επιπέδου για 

το ρόλο της επαγωγής και τις έννοιες που κατακτούνται, αναφέρουν μεταξύ άλλων 

πως από την μελέτη τους είδαν πως η μαθηματική επαγωγή μπορεί να διδαχθεί με 

έναν ουσιώδη  τρόπο στο Λύκειο όταν οι μαθητές καλούνται να αντιμετωπίσουν 

θέματα που τους παροτρύνουν να ασχοληθούν με τις βασικές ιδιότητες της 

μαθηματικής επαγωγής, θεωρώντας πάντα πως έχουν μία οικειότητα με τις 

ιδιότητες των συνόλων των αριθμών που ασχολούνται. 

 Το τελευταίο μέρος αυτού του αποσπάσματος μαρτυρά με τον καλύτερο τρόπο δύο 

συγκεκριμένες θέσεις τις  οποίες ασπάζεται αλλά και υπερασπίζεται η παρούσα 

εργασία : 

 για να μπορεί ο μαθητής να χρησιμοποιήσει  ένα τόσο ισχυρό 

μαθηματικό όπλο όπως είναι η απόδειξη μαθηματικών προτάσεων 

μέσω της μαθηματικής επαγωγής θα πρέπει να έχει κατανοήσει σε 

υψηλό επίπεδο τις ιδιότητες των αριθμών που μελετάει και η μελέτη 

ιδιοτήτων των αριθμών είναι ουσιαστικά ο “ορισμός” της Θεωρίας 

Αριθμών. 
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 η μαθηματική επαγωγή είναι αναπόσπαστο κομμάτι της Θεωρίας 

Αριθμών και θα πρέπει να θεωρείται βασικό κεφάλαιο κατά την 

διδασκαλία της.   

Πρέπει όμως να λάβουμε σοβαρά υπόψη τις βασικές δυσκολίες που είναι πολύ 

πιθανό να προκύψουν μέσα από την ενασχόληση των μαθητών με αυτή τη νέα (για 

αυτούς) μαθηματική γλώσσα. Η συμβολική γραφή και η λογική που χαρακτηρίζει την 

επαγωγική μέθοδο είναι ξένη στον μαθητή και αυτό θα πρέπει να θεωρηθεί σαν ένα 

φυσικό εμπόδιο που θα προκύψει στην διδακτική προσέγγιση που θα επιλέξει ο 

διδάσκων. Ειδικά στο κομμάτι της κατανόησης του ορισμού της μαθηματικής 

επαγωγής πρέπει να είμαστε έτοιμοι για πιθανά προβλήματα που θα προκύψουν 

όπως μαρτυρούν και οι έρευνες. Οι Palla, Potari και Spyrou (2011) παρατηρούν  

μέσα από την μελέτη τους   ότι ένας αριθμός μαθητών δεν μπορούσαν να δώσουν 

έναν  ολοκληρωμένο ορισμό για την επαγωγή. Αυτό μαρτυρά τα συνήθη 

προβλήματα που προκύπτουν όταν ο μαθητής ασχολείται με αυτή τη μέθοδο, όπως 

παράλειψη του βασικού βήματος αλλά και της κυκλικής λογικής που την 

χαρακτηρίζει. 

Ειδικά στη μελέτη της «επίλυσης προβλήματος» η επαγωγή είναι μία από τις 

καλύτερες αποδεικτικές τεχνικές όσον αφορά την αποτελεσματικότητα της. 

Η μαθηματική επαγωγή είναι ένα πανέμορφο εργαλείο με το οποίο μπορείς να 

αποδείξεις απείρως πολλά πράγματα με πεπερασμένη ποσότητα χαρτιού και 

μελανιού. Λειτουργεί εκμεταλλευόμενη την βασική της δομή: ένα σύνθετο και 

δυσμεταχείριστο πρόβλημα μπορεί καμία φορά να διασπαστεί σε πολλά μικρότερα 

προβλήματα τα οποία είναι ευκολότερο να λυθούν. 

Μάντεψε τον αριθμό 

Ας αναδείξουμε τις αρετές που έχει η μέθοδος της επαγωγής στην “επίλυση 

προβλήματος” μέσα από έναν γρίφο: 
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Σε ένα τηλεπαιχνίδι, ανατίθενται σε  δύο παίκτες θετικοί ακέραιοι αριθμοί. Με 

μυστικό τρόπο ο καθένας μαθαίνει τον αριθμό του και επίσης ότι οι αριθμοί που θα 

δοθούν είναι συνεχόμενοι. Για παράδειγμα αν ο παίχτης Α έχει τον αριθμό 7 τότε ο 

παίχτης Β θα έχει ή το 6 ή το 8. 

Σκοπός του παιχνιδιού είναι ο ένας παίχτης να μαντέψει τον αριθμό του άλλου. 

Οι κανόνες του παιχνιδιού: 

 οι δύο παίκτες κάθονται σε ένα δωμάτιο που υπάρχει ένα ρολόι που χτυπά 

κάθε λεπτό στο λεπτό 

 οι παίκτες δεν μπορούν να επικοινωνήσουν μεταξύ τους με κανέναν τρόπο 

 οι παίκτες περιμένουν στο δωμάτιο μέχρι ένας από τους δύο να γνωρίζει τον 

αριθμό του άλλου. Σε αυτό το σημείο ο παίχτης περιμένει μέχρι τον επόμενο 

χτύπο του ρολογιού και να μπορέσει να ανακοινώσει τον αριθμό 

 το παιχνίδι συνεχίζει επ’άπειρον μέχρι κάποιος από τους παίχτες  να μαντέψει 

 οι παίχτες κερδίζουν 1.000.000 $ αν απαντήσουν σωστά και τίποτα αν 

απαντήσουν λάθος 

Μπορούν τελικά να βρουν τρόπο και να κερδίσουν το χρηματικό έπαθλο; 

Κάποιες αρχικές σκέψεις  

Με μία πρώτη ματιά φαίνεται πως οι παίχτες έχουν σύμμαχο μόνο την τύχη μιας 

ξέρουν ότι αν ο ένας παίκτης έχει λ.χ  τον αριθμό 14  τότε ο άλλος θα έχει ή το 13 ή 

το 15 και συνεπώς έχει 50% πιθανότητα να μαντέψει σωστά. Το ζητούμενο εδώ είναι 

να δούμε αν υπάρχει κάποια τεχνική που θα μπορούσαμε να ακολουθήσουμε και να 

μην τα αφήσουμε όλα στη τύχη.  

Η λύση  

Η απάντηση κρύβεται στον κανόνα με το ρολόι. Θα δείξουμε ότι αν οι παίκτες είναι 

οικείοι με τον επαγωγικό τρόπο σκέψης θα μπορέσουν να νικήσουν (ένας από τους 

δύο προφανώς) ανεξάρτητα με το ποιοι αριθμοί θα τους ανατεθούν. 
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Ας σκεφτούμε λίγο πιο αναλυτικά και να πάρουμε για αρχή την εξής υπόθεση: έστω 

ότι ο παίκτης Α έχει τον αριθμό 1 έτσι μπορεί με σιγουριά να υποθέσει ότι ο παίκτης 

Β έχει το 2 αφού αναφερόμαστε σε θετικούς ακέραιους. Έτσι ο Α θα περιμένει τον 

πρώτο χτύπο του ρολογιού για να ανακοινώσει την απάντηση του μιας και ο παίχτης 

Β δεν μπορεί να είναι σίγουρος για τον αριθμό που έχει ο Α (1 ή 3). 

Ας θεωρήσουμε τώρα ότι ο παίκτης Α έχει το 2 και ο Β το 3.Ο παίκτης Α μπορεί να 

κάνει τον εξής συλλογισμό: ο αντίπαλος μου έχει το 1 ή το 3. 

Αν έχει το 1 όμως τότε με σιγουριά θα ξέρει ότι εγώ έχω το 2 και έτσι θα το 

ανακοινώσει με τον πρώτο χτύπο του ρολογιού. Έτσι αν στο πρώτο χτύπο του 

ρολογιού δεν κάνει κάποια ανακοίνωση θα γνωρίζω με σιγουριά ότι εγώ έχω τον 

μικρότερο αριθμό και θα περιμένω τον δεύτερο χτύπο για να ανακοινώσω ότι έχει το 

3 .  

Όπως γίνεται κατανοητό αυτή η διαδικασία μπορεί να συνεχίζει επ’άπειρον και 

συνεπώς να περιγραφτεί με επαγωγικό τρόπο. Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε πως ο 

παίχτης με τον αριθμό k μπορεί να αντιληφθεί ότι ο άλλος έχει τον αριθμό k + 1 και 

να τον ανακοινώσει στον k-στο χτύπο του ρολογιού. 

Συμπέρασμα : Mπορούν να νικήσουν κάθε φορά. 

Μερικές τελικές σκέψεις   

Αυτό που έγινε σαφές με το παραπάνω πρόβλημα είναι ότι οι κοινή γνώση του 

επαγωγικού τρόπου σκέψης μπορεί να οδηγήσει σε βέβαιο αποτέλεσμα. Αν και στην 

αρχή ο γρίφος φαινόταν να είναι ένα απλό θέμα πιθανοτήτων που μόνο αν είσαι 

τυχερός μπορεί να νικήσεις τελικά υπάρχει η κατάλληλη τεχνική για το επιθυμητό 

αποτέλεσμα. Επίσης ο φαινομενικά ασήμαντος ρόλος του ρολογιού αποδείχτηκε να 

είναι το κλειδί για την λύση. Ο συνδυασμός λοιπόν της επαγωγικής σκέψης και η 

συνειδητοποίηση του ρόλου του ρολογιού έφερε την λύση στον γρίφο μας. 
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Τέλος θα πρέπει να αναφέρουμε πως η επαγωγική λογική συνορεύει με την 

αφαιρετική (mathematical induction and deduction) και δε θα έπρεπε να θεωρηθούν 

έννοιες, αμοιβαία αποκλειόμενες Martin,  Harel (1989) και πως το ίδιο ακριβώς 

συμβαίνει και στην μαθηματική σκέψη του μαθητή. Οι έρευνες αυτές μαρτυρούν 

πως η πορεία κατανόησης του μαθητή περνά από διάφορα στάδια είτε επαγωγικής 

είτε αφαιρετικής σκέψης χωρίς αυτό να σημαίνει ότι δίνεται μεγαλύτερο βάρος σε 

κάποια από αυτές. 

 

3.2.2 H εις άτοπον απαγωγή 

Ένας όμορφος γρίφος 

Βρισκόμαστε έξω από την πόρτα ενός δωματίου το οποίο δεν έχει κανένα παράθυρο 

και κανέναν τρόπο να δεις τι συμβαίνει μέσα σε αυτό. Μπροστά μας έχουμε τρεις 

διακόπτες από τους οποίους μόνο ένας από αυτούς ανάβει την λάμπα του 

δωματίου. Μπορούμε να ανοιγοκλείσουμε όσες φορές θέλουμε τους διακόπτες 

αλλά μπορούμε να μπούμε μόνο μία φορά μέσα στο δωμάτιο. 

Πως μπορούμε να καταλάβουμε ποιος είναι ο σωστός διακόπτης; 

Απάντηση :   

 ‘Έστω ότι έχουμε τους διακόπτες  Α , Β , Γ  . 

 Κατεβάζουμε τον Α  για ένα λεπτό και τον ξανασηκώνουμε. 

 Κατεβάζουμε τον Β και μπαίνουμε στο δωμάτιο . 

 Αν το φως είναι αναμμένο τότε ο σωστός είναι ο Β . 

 Αν το φως είναι σβηστό τότε αγγίζουμε την λάμπα και παρατηρούμε αν καίει . 

 Αν καίει τότε ο σωστός είναι ο Α αν όχι τότε ο σωστός είναι ο Γ .  
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Ο παραπάνω γρίφος μπορεί να μην διεκδικεί δάφνες μαθηματικής πρωτοτυπίας η 

αυστηρότητας αλλά μας δείχνει με ποιον τρόπο μπορεί να μπει η μέθοδος της εις 

άτοπον απαγωγής σε ένα πρόβλημα του πραγματικού κόσμου. 

Από τις πρώτες στιγμές που ο άνθρωπος αποκτά την δυνατότητα να σκέφτεται 

λογικά κάνει λογικές αφαιρέσεις. Η μέθοδος της εις άτοπον απαγωγής είναι 

γραμμένη μέσα στο νοητικό DNA του κάθε ανθρώπου και την χρησιμοποιεί άλλοτε 

συνειδητά και άλλοτε ασυνείδητα. Αύτη η διαδικασία απόδειξης ή επίλυσης 

προβλήματος είναι ένα αναπόσπαστο κομμάτι της μαθηματικής λογικής και 

αποτελεί μία από τα ισχυρότερες μεθόδους επαλήθευσης εικασιών, προτάσεων και 

θεωρημάτων που είχαν και έχουν  στο «οπλοστάσιο» τους οι μεγαλύτεροι 

μαθηματικοί του κόσμου. 

 

Η έρευνα για την εις άτοπον απαγωγή 

Η εις άτοπον απαγωγή είναι ένα πολύ χρήσιμο εργαλείο στην αποδεικτική 

διαδικασία κατά την ενασχόληση μας με θέματα θεωρίας αριθμών, όπως για 

παράδειγμα στην απόδειξη της απειρίας των πρώτων αριθμών το γνωστό Ευκλείδειο 

Θεώρημα. Η υπαρξιακή και ρεαλιστική της φύση θεωρούμε πως λειτουργεί 

ευεργετικά στην  στέρεη κατασκευή των μαθηματικών εννοιών στην εκπαιδευτική 

πορεία του μαθητή. Η απόδειξη της αρρητότητας του    είναι ένα ακόμη 

χαρακτηριστικό παράδειγμα χρήσης της μεθόδου αυτής. Οι Melis, Pollet και 

Siekmann (2006) βρίσκουν, μάλιστα, εφαρμογή της μεθόδου αυτής ακόμα και σε 

πολλά θεωρήματα της Ανάλυσης. Η τελευταία παρατήρηση μαρτυρά το εύρος της 

εφαρμογής που έχει η εις άτοπον απαγωγή αλλά και την χρησιμότητα της όταν η 

ευθεία απόδειξη «τα βρίσκει σκούρα». Ο Saito (2013) μας αναφέρει την χρήση 

διπλής απαγωγής σε άτοπο από τον μεγαλοφυή Αρχιμήδη (287 π.Χ – 212 π.Χ) για τον 

τετραγωνισμό διαφόρων σχημάτων. Στην ίδια μελέτη παρατηρούμε πως και το έργο 

του, προγενέστερου του Αρχιμήδη,  Ευδόξου (408 π.Χ - 355 π.Χ) για την σχέση δύο 

κύκλων, χαρακτηρίζεται από αυτή τη μέθοδο. 
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Η καλή γνώση της συγκεκριμένης αποδεικτικής τεχνικής είναι απαραίτητη για τον 

μαθητή που θα κληθεί να αντιμετωπίσει θέματα της θεωρίας αριθμών. Αυτό όμως 

το γεγονός πρέπει να θεωρηθεί σαν μια άριστη ευκαιρία για τον μαθητή να 

αναπτύξει την μαθηματική του σκέψη αλλά και να αντιληφθεί πως, από την 

αρχαιότητα ως τώρα, τα μαθηματικά και η φιλοσοφία της ατόπου απαγωγής είναι 

έννοιες άρρηκτα συνδεδεμένες μεταξύ τους. 

 

3.2.3 H μέθοδος  του  απαγωγικού  συλλογισμού  (mathematical abduction) 

Η μαθηματική απαγωγή, σαν συλλογιστική διαδικασία, είναι μία μορφή λογικών 

συμπερασμάτων με αφετηρία την παρατήρηση και προορισμό την υπόθεση που 

αντιπροσωπεύει την αξιόπιστη πληροφορία (παρατήρηση) και αναζητά την 

επεξήγηση των σχετικών δεδομένων. Ο Αμερικανός φιλόσοφος Charles Sanders 

Peirce (1839 - 1914) ήταν ο πρώτος που εισήγαγε τον όρο “μαντεύω” που 

ουσιαστικά περιγράφει την φύση αυτής της αποδεικτικής μεθόδου αν και η 

μαθηματική απαγωγή, σαν τεχνική, έχει κάνει την εμφάνιση της πολύ πιο πριν. Ο 

Peirce θεώρησε ότι “το να απάγουμε μία υποθετική εξήγηση Α από ένα μη 

αναμενόμενο αποτέλεσμα (παρατήρηση) Β σημαίνει πως υποθέτουμε ότι η Α πρέπει 

να είναι αληθής γιατί έτσι η Β θα ήταν κάτι το αυτονόητο .Έτσι το να απάγουμε Α από 

την Β περιλαμβάνει την προϋπόθεση : το Α είναι ικανό αλλά όχι αναγκαίο για το Β ”. 

 

3.2.3.1 Η μαθηματική απαγωγή στη φιλοσοφία 

Η απαγωγικός συλλογισμός αποτελούσε θέμα διαφωνιών μεταξύ πολλών 

φιλοσόφων όπως των Pierce, Popper, Reichenbach και  Braithwaite. Aναζητούσαν το 

αρχικό στάδιο σκέψης  “…το αρχικό στάδιο, η πράξη της νοητικής σύλληψης ή 

ανακάλυψης μίας θεωρίας , φρονώ πως δεν έχει να κάνει με λογική ανάλυση αλλά 

ούτε να εξαρτάται από αυτή. Το ερώτημα , πως μία ιδέα γεννάται σε έναν άνθρωπο 

... αποτελεί ζήτημα τεράστιου ενδιαφέροντος στο κομμάτι της εμπειρικής 
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φιλοσοφίας , αλλά δεν έχει καμία σχέση με την λογική ανάλυση της επιστημονικής 

γνώσης” Popper (1959) 

Σε αντίθεση με την μαθηματική επαγωγή αυτή η μέθοδος, αν και έχει και αυτή έναν 

καθαρά φιλοσοφικό χαρακτήρα, δεν μπορούμε να ισχυριστούμε ότι ανήκει καθαρά 

στη Θεωρία Αριθμών σαν μέθοδο απόδειξης προτάσεων και εικασιών. 

 

O Cardano και η απαγωγική λογική 

 

Εικόνα 10 : Το εξώφυλλο από την Ars Magna 

Το 1545 ο Ιταλός αναγεννησιακός , μαθηματικός  Gerolamo  Cardano  (1501-1576) 

εξέδωσε την περίφημη Ars Magna, που θεωρείται ως ένα έργο-σταθμός της πρώιμης 

Άλγεβρας μιας και κατάφερε να δώσει κανόνες για την επίλυση συγκεκριμένων 

κυβικών εξισώσεων αλλά  πρωτοτύπησε εισάγοντας τις αρνητικές λύσεις σε 

γραμμικές εξισώσεις και κάνοντας αποδεκτή την ύπαρξη αρνητικής ρίζας. Η 

αναφορά μας σε αυτόν τον μεγάλο επιστήμονα και στο συγκεκριμένο έργο  γίνεται 

γιατί η βασική τεχνική που χρησιμοποίησε φαίνεται να ήταν αυτή της λογικής 

αφαίρεσης (μαθηματικής απαγωγής). Φαίνεται πως οι δύο νέες έννοιες που 

εισήχθησαν από τον Cardano στο έργο του Ars Magna, οι φανταστικοί αριθμοί και η 
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αρνητική μέθοδος λύσης σε ένα γραμμικό πρόβλημα, μπορούν να θεωρηθούν σαν 

προϊόντα της διαδικασίας της λογικής αφαίρεσης  (Heeffer,  2006). 

Για να κατανοήσουμε το περιβάλλον αλλά και την πρωτοτυπία που χαρακτήρισε το 

έργο του Cardano θα πρέπει πρώτα να σημειώσουμε πως οι αρνητικές λύσεις σε 

γραμμικές  αλλά και οι αρνητικές ρίζες σε τετραγωνικές εξισώσεις ήταν απόλυτα μη 

αποδεκτές από την τότε επιστημονική κοινότητα  πριν το έργο του ευφυούς Ιταλού. 

Οι αρνητικές λύσεις ήταν τότε μια παράξενη οντότητα και δεν μπορούσε να δοθεί 

μία λογική εξήγηση για την αποδοχή της ύπαρξης τους. 

Ουσιαστικά ο Cardano εισήγαγε την μεταβλητή  “ –x  ”  ως τον ρητορικό άγνωστο 

όπως υποστηρίζει ο (Heeffer, 2006 p.7). Ο τελευταίος αναφέρει πως “παίρνοντας σα 

δεδομένο έναν αρνητικό, τελικά καταλήγει σε μία αρνητική τιμή, σε μία αρνητική 

αξία. Ενσωματωμένος μέσα στην ρητορική του κατασκευή μια αρνητική λύση γίνεται 

απόλυτα αποδεκτή. Η αποδοχή των αρνητικών λύσεων έγινε δυνατή με το να 

θέτουμε αρνητικούς αγνώστους…” . 

Ο Cardano αντιμετώπισε την ίδια μαθηματική ανωμαλία και με την περίπτωση των 

αρνητικών ριζών αλλά και πάλι θεωρώντας σα δεδομένο έναν αρνητικό άγνωστο, “… 

postulating negative…”, βγήκε από το αδιέξοδο. Ουσιαστικά κατασκεύασε μια 

υπόθεση με τέτοιο τρόπο που οι μέχρι τότε μη αποδεκτές μαθηματικές έννοιες 

μπορούσαν να σταθούν εννοιολογικά. Με τον τρόπο που προσέγγισε τα τότε 

προβλήματα των γραμμικών και τετραγωνικών εξισώσεων και δημιουργώντας νέες 

έννοιες όπως οι φανταστικοί αριθμοί άνοιξαν νέοι ορίζοντες για τα μαθηματικά και 

υπάρχουν ιστορικά στοιχεία που μαρτυρούν την εμφάνιση νέων εννοιών στα 

μαθηματικά που τα χαρακτηρίζει η αιτιολογική τεχνοτροπία της απαγωγικής λογικής 

στο έργο του Cardano (Heeffer, 2006). 

Χωρίς να είμαστε απόλυτοι ότι οι απαρχές της απαγωγικής  λογικής ξεκίνησε από τον 

Cardano μπορούμε να υποστηρίξουμε πως, τουλάχιστον στο τομέα της αλγεβρικής 

απόδειξης και των αλγεβρικών προτάσεων, φαίνεται να είναι ο πρωτοπόρος. Καθώς 
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προχωράμε μπροστά στην ιστορία βλέπουμε την αποδεικτική αυτή τεχνική να κάνει 

πια πολύ συχνά την εμφάνιση της σε πολλά θέματα της θεωρίας αριθμών. 
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4 Κεφάλαιο 4 – Κρυπτογραφία και διδακτικές προσεγγίσεις 

 

 

Η Kaur αναφέρει πως «Για να προκαλέσουμε το ενδιαφέρον των μαθητών στα 

μαθηματικά είναι απαραίτητο να τους δώσουμε ένα κίνητρο, έναν κάλο λόγο να 

αφιερώσουν τον χρόνο τους σε ένα θέμα που απαιτεί σκληρή δουλειά αλλά και μιας 

μορφής επιστημονικής έρευνας. Η κρυπτογραφία καλύπτει όλες τις παραπάνω 

προϋποθέσεις» (2008, p.199)   

Μία από τις μεγαλύτερες και περισσότερο χρησιμοποιημένες εφαρμογές της 

επιστήμης της θεωρίας αριθμών είναι αυτή της κρυπτογραφίας. Χωρίς να θέλουμε 

να γίνουμε υπερβολικοί στις εκφράσεις μας η κρυπτογραφία μπορεί να θεωρηθεί 

τουλάχιστον από μια μεγάλη ομάδα επιστημόνων ως ξεχωριστή επιστήμη πια. 

Πολλοί στο άκουσμα αυτής της επιστήμης θα φανταστούν λέξεις όπως κατασκοπεία, 

Πρώτος και Δεύτερος παγκόσμιος πόλεμος αλλά η αλήθεια είναι πως η 

κρυπτογραφία και η χρήση της έχει ξεκινήσει πολλά χρόνια νωρίτερα. Οι πρώτες 
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αναφορές σε κρυπτογραφήματα γίνονται από τον Ηρόδοτο, τον Ξενοφώντα, τον 

Σουετώνιο αλλά και τον Πλούταρχο. 

Αν θέλαμε να δώσουμε κάποιον ορισμό στην εφαρμογή αυτή της θεωρίας αριθμών 

θα μπορούσαμε να υποστηρίξουμε πως μιλάμε για : την τεχνική αυτή της γραπτής 

συνθηματικής συνεννόησης μεταξύ περιορισμένου αριθμού ατόμων με τέτοιο τρόπο 

ώστε να μην γίνεται αντιληπτό το περιεχόμενο της πληροφορίας που ανταλλάσσεται. 

Το γεγονός ότι αυτή η πληροφορία θα μπορούσε να ήταν μία διαταγή, μία αναφορά 

ενός σημαντικού γεγονότος ή κάτι πολύ πιο σημαντικό όπως η γεωγραφική θέση 

μίας μυστικής βάσης, μαρτυρά το δίχως άλλο πως έχουμε να κάνουμε με μία 

επιστήμη με πάρα πολλές εφαρμογές. Η άρρηκτη σχέση της κρυπτογραφίας με τους 

αριθμούς και την φύση αυτών σε συνδυασμό με το γοητευτικό περιτύλιγμα που την 

περιβάλλει όπως  προαναφέραμε μας δίνει την χρυσή ευκαιρία να εμπλέξουμε τους 

μαθητές μας σε ένα μαθηματικό περιβάλλον που υπό άλλες συνθήκες θα 

αντιμετώπιζαν με διστακτικότητα και μειωμένη διάθεση. 

Σε μία πρώτη φάση θα ήταν χρήσιμο να δούμε και να γνωρίσουμε κάποιες μεθόδους 

κρυπτογράφησης αλλά και την εξέλιξή της μέσα στον χρόνο. Οι μέθοδοι που θα 

αναφερθούν θα είναι μέσα  στις δυνατότητες ενός μαθητή λυκείου να τις 

κατανοήσει και έπειτα να κληθεί να τις χρησιμοποιήσει. 

 

4.1  Ένα ταξίδι στην ιστορία της κρυπτογραφίας 

Μία από τις πιο γνωστές κατά την αρχαιότητα κρυπτογραφικές μεθόδους είναι η 

μέθοδος της σκυτάλης που χρησιμοποιήθηκαν από τους Σπαρτιάτες περίπου το 450 

π.Χ. Κατά αυτή τη μέθοδο οι Σπαρτιάτες έπαιρναν μία στενή λωρίδα ιμάντα και την 

περιτύλισσαν σπειροειδώς γύρω από μια κωνική ράβδο, δηλαδή μία σκυτάλη με 

μέγεθος προκαθορισμένο. Πάνω σε αυτόν τον ιμάντα γραφόταν το μήνυμα κατά 

μήκους της ράβδου. 
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Σε αυτό το σημείο πρέπει να γίνει ιδιαίτερη αναφορά στην περίπτωση του, ιστορικά 

υποτιμημένου φιλόσοφου, μαθηματικού, αστρονόμου κ.α Αλ-Κιντί (al-Kindi). Το έργο 

αυτού του ιδιοφυή Άραβα που έζησε περίπου στον 9ο αιώνα μ.Χ. δεν ανακαλύφθηκε 

παρά μόνο το 1987 στην αρχειοθήκη της Κωνσταντινούπολης με τίτλο “Ένα δοκίμιο 

στην αποκωδικοποίηση κρυπτογραφημένων μηνυμάτων’’. Στο συγκεκριμένο έργο 

γίνεται η πρώτη γνωστή αναφορά στην σύλληψη της ιδέας ότι οι παραλλαγές στη 

συχνότητα των γραμμάτων θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν σαν μια άψογη 

μέθοδος με σκοπό το σπάσιμο του κρυπτογραφήματος την γνωστή 

αποκρυπτογράφηση.   

 

 

Eικόνα 11 : Η πρώτη σελίδα από το δοκίμιο του Αλ-Κιντί. 

Κατά τους νεότερους χρόνους οι Cardano, Rossignol, Bacon, Porta,  Kasiski, Kerkof 

κ.α. αναφέρεται πως εισήγαγαν νέες μεθόδους κρυπτογραφίας. Σαν μία πρώτη 

αξιόλογη αναφορά κρυπτογραφικού συστήματος σε μορφή βιβλίου αυτό έγινε το 

1518 από τον Γερμανό J.Trithemius με τίτλο “Πολυγραφία” και περιγράφει τα 
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συστήματα κρυπτογράφησης με την μέθοδο της αντικατάστασης και της μετάθεσης. 

Το 1792 στο Ναυτικό εισήχθησαν τα σήματα με σημαίες που μαζί με την εφεύρεση 

του σηματογράφικου τηλέγραφου μπόρεσαν και έδωσαν το έναυσμα για την 

ανάπτυξη της κρυπτογραφίας. Όταν δε το 1944 ο ηλεκτρονικός τηλέγραφος έκανε 

την εμφάνιση του δόθηκε η τελική ώθηση για την ανάπτυξη της. Είναι ιστορικά 

αποδεδειγμένο ότι κατά την διάρκεια του Α’ Παγκοσμίου πολέμου και κυρίως στη 

διάρκεια του Β’ η κρυπτογραφία αποτελούσε ένα υπερδύναμο όπλο για την πλευρά 

που μπορούσε να την διαχειριστεί με τον καλύτερο τρόπο. 

Στο Μπλέτσεϊ Παρκ  (Bletchley Park), κέντρο της Βρετανικής Υπηρεσίας 

Αντικατασκοπείας κατά την διάρκεια του Β’ Παγκοσμίου Πολέμου, ο ιδιοφυής 

Βρετανός μαθηματικός και ‘‘πατέρας της επιστήμης υπολογιστών’’  Άλαν Τούρινγκ 

(1912 - 1954) ήταν το κεντρικό πρόσωπο στην αποκρυπτογράφη των  γερμανικών 

στρατιωτικών κωδικών, όντας ο προϊστάμενος της Ομάδας 8. Η ομάδα αυτή 

επιφορτίστηκε με την αποκωδικοποίηση της γερμανικής κρυπτογραφικής 

συσκευής Enigma. 

  

Εικόνα 12: O Alan Turing 
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Eικόνα 13: Η συσκευή Enigma.                              

 

4.2 Η κρυπτογραφία στις μέρες μας 

Θα ήταν όμως άδικο να θεωρήσουμε πως η επιστήμη της κρυπτογραφίας έχει να 

κάνει μόνο με εφαρμογές μυστικών συστημάτων και με την συλλογή ή ανταλλαγή 

ευαίσθητων πληροφοριών. Τα τραπεζικά συστήματα βασίζονται πια στο ‘‘internet 

banking’’ το οποίο με τη σειρά του δομήθηκε μέσα από κατάλληλη κρυπτογραφία, 

τα e-mails και η προστασία τους βασίζονται καθαρά σε εφαρμογές της. Οι μοντέρνες 

κρυπτογραφικές μέθοδοι είχαν τρομερό αντίκτυπο στους οικονομικούς, κοινωνικούς 

και πολιτικούς θεσμούς της κοινωνίας μας. 

Η χρήση υπολογιστών σε κάθε μορφή ανθρώπινης δραστηριότητας, είτε αυτή είναι 

επαγγελματική είτε διαπροσωπική, καθιστά απόλυτα αναγκαίο την δημιουργία 

προστατευτικών “τοίχων” έτσι ώστε να εξασφαλιστεί η προστασία των πληροφοριών 

που διακινούνται και αποθηκεύονται στον ηλεκτρονικό υπολογιστή. Έτσι 

οδηγηθήκαμε στην βελτίωση των μεθόδων κρυπτογραφίας αλλά και στην 

απαραίτητη διερεύνηση των πεδίων εφαρμογών της. Η ανάγκη αυτή είναι ένα 

σημείο που θα μπορούσαμε να σταθούμε και να δούμε πως θα μπορούσαμε να το 

εκμεταλλευτούμε από την πλευρά της διδακτικής. Για να λάβει χώρα αυτή η 

βελτίωση θα έπρεπε να ανατρέξουμε στα θεμέλια αυτής της επιστήμης, στα βασικά 

συστατικά της, που δεν είναι άλλα από το μεγάλο μαθηματικό υπόβαθρο το οποίο 

αποτελείται από την θεωρία πληροφοριών και κωδίκων που αποτελούν απόγονους,  

παρακλάδια, της βασικής θεωρίας αριθμών. Μέσα από την θεωρία αριθμών και την 
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μελέτη της μπορούν να αναπτυχθούν σε πολύ μεγάλο βαθμό οι τεχνικές της 

κρυπτογραφίας αλλά παράλληλα να δοθεί και στους εκπαιδευτικούς μια τεράστια 

ευκαιρία, μέσω κατάλληλων δραστηριοτήτων, να εμπλέξουν τους μαθητές τους σε 

μαθηματικές έννοιες που υπό άλλες συνθήκες θα τις αντιμετώπιζαν με σκεπτικισμό, 

δισταγμό και χωρίς κάποιο σαφές κίνητρο. Κάθε μαθητής έχει το δικό του επίπεδο 

αντίληψης και αυτό θα πρέπει να το λάβουμε σοβαρά υπόψη. Σκοπός της 

ενασχόλησης του μαθητή με την κρυπτογραφία και την έρευνα πάνω σε αυτή είναι,  

όπως σημειώνει και η Kaur “...να ανεβάζει τον μαθητή από το παρόν επίπεδο 

κατανόησης του στο επόμενο...” και συνεχίζει υποστηρίζοντας πως “...το όποιο 

πρόβλημα καλείται να αντιμετωπίσει ο μαθητής στη συγκεκριμένη δραστηριότητα 

θα πρέπει να είναι επιλύσιμο για το επίπεδο του έτσι ώστε ο να μην έχουμε 

περιπτώσεις αποθάρρυνσης του, θα πρέπει όμως να μην είναι τόσο εύκολο ώστε να 

εμποδίσει την ανάπτυξη της εννοιολογικής του κατανόησης και την ίδια την εξέλιξη 

του...” (2008, p.201). 

 

4.3 Η κρυπτογραφία και η σχέση της με τις άλλες επιστήμες 

Η επιλογή της διδακτικής μας προσέγγισης θα πρέπει να έχει βασικό άξονα την 

διαρκή επαγρύπνηση του μαθητή και αυτό μπορεί να επιτευχθεί με την επιλογή 

προβλημάτων που η θεματική τους θα συνορεύει και με άλλους τομείς της 

επιστήμης. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί με την εμπλοκή, έστω σε θεωρητικό επίπεδο, 

του μαθητή με κάποιες άλλες μορφές της κρυπτογραφίας. 

Χαρακτηριστική είναι η εφαρμογή της στεγανογραφίας που αναφέρεται στην πλήρη 

εξαφάνιση της ίδιας της ύπαρξης του μηνύματος. Μία κάπως απλοϊκή μορφή της 

είναι  όταν χρησιμοποιούμε  χυμό από λεμόνι και λίγο νερό σαν μελάνι πάνω σε 

λευκό χαρτί. Είναι προφανές ότι  δεν φαίνεται απολύτως τίποτα σε πρώτη φάση 

αλλά όταν το χαρτί ζεσταθεί πάνω από ένα κερί το μήνυμα αρχίζει και εμφανίζεται. 

Έχουμε λοιπόν τον συνδυασμό της επιστήμης των μαθηματικών και της χημείας σε 

ένα θέμα που αρχικά φαινόταν καθαρά μαθηματικό. 
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Μία άλλη  μέθοδος στεγανογραφίας που έχει να κάνει με τα μαθηματικά και την 

γνώση του δυαδικού συστήματος, άρα και της επιστήμης της πληροφορικής, είναι η 

“Mona Lisa method” που έχει να κάνει με την απόκρυψη μηνύματος σε μία ψηφιακή 

φωτογραφία κωδικοποιώντας το στην υψηλότερη δύναμη των δυαδικών ψηφίων 

και των bytes που αναπαριστούν τα pixels της εικόνας. 

Ακόμη και η ίδια η δομή του DNA μπορεί να χρησιμοποιηθεί σα βάση για να στείλεις 

και να δεχτείς μήνυμα χωρίς να γίνει κατανοητό από τον “εχθρό’’ που σημαίνει ότι 

μας δίνεται η δυνατότητα να εμπλέξουμε εδώ και την επιστήμη της βιολογίας. 

Η κρυπτογραφία προφανώς δε θα μπορούσε να λείψει από την μουσική και την 

λογοτεχνία. Ο διάσημος μουσικοσυνθέτης Γιόχαν Σεμπάστιαν Μπαχ (Johann 

Sebastian Bach) περίπου το 1716 ‘‘υπέγραψε’’ το όνομα του στη περίφημη Τοκάτα 

για πνευστά. Ο Εντγκαρ Αλαν Πόε στο μυθιστόρημα του ‘’The Gold Bug’’ βάζει τον 

χαρακτήρα του να αποκρυπτογραφεί ένα μήνυμα με ανάλυση συχνοτήτων. 

 

4.4 Που στοχεύουμε; 

Τα παραδείγματα είναι τόσα πολλά και ιδιαίτερα χρήσιμα για έναν συγκεκριμένο 

σκοπό που αφορά την παρούσα εργασία. Βασικό μας μέλημα είναι να παρέχουμε 

κίνητρα στον μαθητή και να τον παροτρύνουμε να εμβαθύνει στο μαθηματικό 

πλαίσιο που παρέχει η κρυπτογραφία. Από τα παραπάνω είναι εμφανές ότι η 

κρυπτογραφία παρέχει μια μεγάλη θεματική ποικιλία όσον αφορά τους 

επιστημονικούς τομείς που συσχετίζεται και μπορεί να προκαλέσει το ενδιαφέρον 

πολλών μαθητών διαφόρων επιπέδων αλλά και ενδιαφερόντων. Η διαθεματικότητα 

που μας παρέχει η κρυπτογραφία μπορεί να χρησιμοποιηθεί προς όφελος του 

διδακτικού πλάνου του καθηγητή και κατά συνέπεια προς όφελος του μαθητή που 

θα έρθει σε επαφή με ένα περιβάλλον που κατά πάσα πιθανότητα αγνοούσε την 

ύπαρξη του. 
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4.4.1 Η ευεργετική επίδραση της ενασχόλησης του μαθητή με την 

διαδικασία της έρευνας. 

Με την διδακτική επιλογή μας να εμπλέξουμε τον μαθητή σε διαδικασίες έρευνας με 

αφορμή αλλά και αιτία την ενασχόληση του με το μαθηματικό υπόβαθρο που έχει η 

επιστήμη της κρυπτογραφίας του δίνεται η ευκαιρία να αποκτήσει μία πρώτη 

προπανεπιστημιακή επαφή με την φύση της επιστημονικής έρευνας. Η Kaur 

σημειώνει πως “Η εμπλοκή του μαθητή με τη μαθηματική έρευνα τον ωθεί σε 

ενασχόληση του με αντικείμενα που βρίσκονται ψηλά στην διαδικασία της 

εννοιολογικής κατανόησης.” (2008, p.201) και αυτό δικαιολογείται από το γεγονός 

ότι οι μαθητές καλούνται να εμβαθύνουν σε συγκεκριμένα θέματα, να είναι 

προσεκτικοί στην επιλογή των πληροφοριών που θα κάνουν, χαρακτηριστικό 

αναπόσπαστο από την διαδικασία της κατάκτησης δύσκολων μαθηματικών εννοιών. 

Δε ξεφεύγουμε πότε από τον βασικό μας στόχο που είναι η δημιουργία 

μαθηματικού περιβάλλοντος που θα προκαλεί την περιέργεια και την ανάγκη για 

γνώση του μαθητή. Αυτές οι ευκαιρίες προσφέρονται μέσα από την ενασχόληση του 

μαθητή με την έρευνα πάνω σε μία από τις πιο γνώστες εφαρμογές της θεωρίας 

αριθμών, την κρυπτογραφία. Ο Piaget με την “APOS theory” και εν συνεχεία ο 

Dubinsky εξηγούν την διαδικασία με την οποία μια μαθηματική έννοια 

κατασκευάζεται. Πιο συγκεκριμένα αναφέρουν ότι: οι ενέργειες που κάνει ο 

μαθητής μετατρέπονται σε μία εσωτερική διαδικασία και έπειτα συλλαμβάνονται 

σαν πνευματικά αντικείμενα που παίρνουν την μορφή αυστηρότερων γνωστικών 

σχημάτων. Όταν ένας μαθητής σκέφτεται ή κάνει αυτό που του έχουν πει να κάνει 

πραγματοποιεί μια ενέργεια. Όταν αποφασίζει αυτοβούλως μια ενέργεια μπαίνει 

στην ίδια την διαδικασία της επεξεργασίας και τέλος όταν δημιουργεί κάτι που 

μπορεί να το αναλύσει με την ομάδα του τότε έχει δημιουργήσει ένα αντικείμενο. 

Κατά τους Piaget και Dubinsky οι προηγούμενες τρεις διαδικασίες αποτελούν ένα 

συνεκτικό σύνολο ένα σχήμα. Για αυτό ακριβώς το λόγο η εμπλοκή του μαθητή με 
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την κρυπτογραφία μέσα από προσωπική έρευνα στο αντικείμενο λειτουργεί 

ευεργετικά στην μαθηματική  “ενηλικίωση’’ του. 

 

4.5 Μέθοδοι κρυπτογραφίας 

Με την παρουσίαση κάποιων μεθόδων κρυπτογράφησης μέσα από μία πιο 

απλουστευμένη ματιά και επεξεργασία θα μπορούσαμε να ανοίξουμε ένα μεγάλο 

πεδίο εργασίας και εμπλοκής των μαθητών με βασικές μαθηματικές έννοιες. Βασικό 

μας μέλημα θα είναι πάντοτε αυτό που μας λέει ο ίδιος ο ορισμός της 

κρυπτογραφίας, δηλαδή η μυστική μεταφορά πληροφορίας με τέτοιο τρόπο ώστε να 

μην γίνει αντιληπτός από κάποιον εξωτερικό παράγοντα. 

 

4.5.1 Η Μέθοδος της Ολίσθησης 

 

 

 

Η μέθοδος αυτή σχετίζεται με την “ολίσθηση” ενός γράμματος στη θέση κάποιου 

άλλου. Κάθε γράμμα του αρχικού κειμένου, που θέλουμε να μεταφέρουμε, και 

κατέχει την x-οστή θέση σε ένα δοσμένο αλφάβητο (εδώ μας δίνεται η ευκαιρία να 

δημιουργήσουμε ακόμη και το δικό μας αλφάβητο αν θέλουμε να αυξήσουμε το 

επίπεδο ασφάλειας) αντικαθίσταται κατά την κρυπτογράφηση με κάποιο άλλο 
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γράμμα που λαμβάνει την y-οστή θέση στο ίδιο αλφάβητο. Αυτό θα γίνει σύμφωνα 

με την σχέση :  

                                     a y x n mod  , με  0  n a   (1) 

εδώ το   παριστάνει το πλήθος των γραμμάτων το αλφαβήτου που έχουμε επιλέξει 

να χρησιμοποιήσουμε και το n  τον συντελεστή ολίσθησης. Έχει πραγματικά 

ενδιαφέρον να αναφερθεί πως η σχέση αυτή αποτελεί τη σημερινή έκφραση της 

μεθόδου που χρησιμοποιήθηκε για την κρυπτογράφηση ενός γράμματος του 

Ιούλιου Καίσαρα προς τον Κικέρωνα. Σύμφωνα με αυτή τη μέθοδο κάθε γράμμα του 

αρχικού μηνύματος αντικαθιστάται από το τρίτο επόμενο γράμμα του λατινικού 

αλφάβητου.   

 Για παράδειγμα το όνομα  JULIUS CAESAR  μέσα από αυτή τη μέθοδο μας οδηγεί 

στο  MXOLXV FDHVOU.  

Αν αλλάζαμε τον συντελεστή ολίσθησης και θέταμε: n 7  

τότε το κείμενο  ΟΧΙ ΠΑΛΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ, θα μεταλλάσσονταν στο :  ΧΕΠ ΨΘΣΠ 

ΤΘΟΞΤΘΒΠΡΘ. 

Ας δούμε πως δούλεψε αυτή η κρυπτογράφηση μέσα από τον τύπο (1) : 

Για το πρώτο γράμμα του κειμένου το Ο που είναι το 15ο γράμμα του αλφάβητου θα 

δούμε πως λειτουργεί η συνάρτηση μας. 

Από την :  

                         a y x n mod    ,     0  n a   

έχουμε :       y f 15 15 7 mod24 22  

δηλαδή το 22ο γράμμα στο αλφάβητο που είναι το Χ. 

Ομοίως για το γράμμα Τ του αρχικού κειμένου που είναι το 19ο γράμμα στο 

αλφάβητο μας έχουμε :        y f 19 19 7 mod24 26mod24 2δηλαδή 

αντιστοιχεί στο 2ο γράμμα του αλφάβητου δηλαδή το Β. 
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Είναι σαφές πως στην ουσία δημιουργούμε ένα νέο αλφάβητο το οποίο προκύπτει 

με την κατάλληλη συνάρτηση ολίσθησης. Στη συγκεκριμένη περίπτωση ισχύουν οι 

παρακάτω αντικαταστάσεις  

 

ΑΘ ΒΙ ΓΚ               ΔΛ               ΕΜ ΖΝ 

ΗΞ ΘΟ ΙΠ ΚΡ ΛΣ ΜΤ 

ΝΥ ΞΦ ΟΧ ΠΨ ΠΩ ΣΑ 

ΤΒ ΥΓ ΦΔ ΧΕ ΨΖ ΩΗ 

 

Βάσει λοιπόν των παραπάνω μετατροπών δίνεται η ευκαιρία να κρυπτογραφήσουμε 

ολόκληρα κείμενα για διακίνηση και αποθήκευση. 

 

H έννοια της αντίστροφης συνάρτησης μέσα από την αποκρυπτογράφηση 

Εδώ όμως μας δίνεται μία μεγάλη ευκαιρία να θίξουμε και την,  δυσνόητη για 

πολλούς μαθητές της Γ’ Λυκείου, έννοια της αντίστροφης συνάρτησης 

χρησιμοποιώντας την μέθοδο της αποκρυπτογράφησης. Βάζοντας μας στη θέση του 

“εχθρού”  καλούμαστε να υποκλέψουμε ένα μήνυμα που έπεσε στα χέρια μας και 

να μάθουμε την πληροφορία. 

Δημιουργούμε λοιπόν την εξής συνάρτηση:  1( ) ( ) 24    2x f y y n mod                                                                       

παρατηρούμε εδώ πως ο τύπος έχει αλλάξει και στην παρένθεση έχουμε αφαίρεση 

του βήματος ολίσθησης, κάτι που μαρτυρά την αντίστροφη διαδικασία. 

Ας δούμε ένα παράδειγμα. Έστω ότι υποκλέψαμε το παρακάτω μήνυμα: ΛΞΓΛΩΕΟ 

ΕΡΨ ΡΧΟΓΛ και επιθυμούμε να αποκρυπτογραφήσουμε το μήνυμα και αυτό θα γίνει 

με την χρήση της αντίστροφης συνάρτησης (2). Είναι σαφές ότι έχουμε καταφέρει να 
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υποκλέψουμε ή να ανακαλύψουμε και την συνάρτηση ολίσθησης με την οποία 

επικοινωνεί ο “εχθρός” και γνωρίζουμε ότι το το n ο συντελεστής ολίσθησης είναι : 

                                                             n 10  . 

Έτσι έχουμε για παράδειγμα για το γράμμα Γ του κρυπτογραφημένου μηνύματος : 

        1
x f 3 3 10 mod24 7mod24 17  

δηλαδή το 17ο γράμμα στο αλφάβητο, το 3 που βρίσκεται στην συνάρτηση έχει να 

κάνει με το γεγονός πως το Γ είναι το 3ο γράμμα στο αλφάβητο. Κάνοντας λοιπόν την 

ίδια διαδικασία σε όλο το κείμενο θα καταλήξουμε στη φράση : ΑΔΡΑΞΕ ΤΗΝ 

ΗΜΕΡΑ 

To σημαντικό σε αυτή την ενασχόληση μας με την κρυπτογράφηση αλλά και την 

αντιστροφή της είναι πως μπορούμε να εμπλέξουμε τους μαθητές μας στην 

δημιουργία παραλλαγών του αρχικού κώδικα με ενδιάμεσο κίνητρο την μεγαλύτερη 

ασφάλεια των “μυστικών” μας έτσι ώστε να μην μπορέσουν να τον “σπάσουν” οι 

αντίπαλοι μας που στο περιβάλλον της τάξης μπορεί να είναι μία από τις άλλες 

ομάδες εργασίας που σκοπό έχουν την ασφαλέστερη μετάδοση πληροφορίας. 

 

Ένα παράδειγμα παραλλαγής 

Θα μπορούσαμε στη θέση της σχέσης (1) να χρησιμοποιήσουμε την  

                          ( )  a y mx n mod    (3)  με  ( , ) m α 1  

 Δηλαδή οι m,a  να είναι πρώτοι μεταξύ τους και        0 n 2α  

Aς επιλέξουμε για παράδειγμα m=5 και n=7 και με το ελληνικό αλφάβητο η  σχέση 

(3) παίρνει την μορφή: ( )   y 5x 7 mod24      (3.1) 

 Έτσι αν έπρεπε να κρυπτογραφήσουμε το κείμενο:              ETOIMAZETAI 

ΣΥΝΩΜΟΣΙΑ ΕΝΑΝΤΙΟΝ ΤΟΥ ΚΑΙΣΑΡΑ, τότε θα εργαζόμασταν ως εξής: για το 

γράμμα T που είναι το 19ο  γράμμα στο αλφάβητο η (3.1) γίνεται : 
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 y 5 19 7 mod24 102mod24       δηλαδή το 6ο γράμμα στο αλφάβητο άρα το 

Ζ.  

Ο παρακάτω πίνακας που προκύπτει με την παραπάνω διαδικασία είναι για να μας 

διευκολύνει με την έννοια της ταχύτητας στην κατασκευή του κρυπτογραφημένου 

μηνύματος. 

ΑΜ ΒΡ ΓΧ             Δ Γ              ΕΘ ΖΝ 

ΗΣ ΘΨ ΙΔ ΚΙ ΛΞ ΜΤ 

ΝΩ ΞΕ ΟΚ ΠΟ ΠΥ ΣΑ 

ΤΖ ΥΛ ΦΠ ΧΦ ΨΒ ΩΗ 

 

Άρα το προηγούμενο κείμενο θα πάρει την κρυπτογραφημένη μορφή : 

ΘΖΚΔΤΜΝΘΖΜΔ ΑΛΩΗΤΚΑΔΜ ΘΩΜΩΖΔΚΩ ΖΚΛ ΙΜΔΑΜΥΜ  

 

Ενδιαφέρον έχει και εδώ να μπορέσουμε να αντιμετωπίσουμε την αντίστροφη 

διαδικασία. Αν υποθέσουμε ότι έχουμε στην κατοχή μας ένα κρυπτογραφημένο 

μήνυμα και καλούμαστε να το αποκρυπτογραφήσουμε, θα χρειαστούμε μια μορφή 

αντίστροφης συνάρτησης σε σχέση πάντα με την σχέση (3). Στην περίπτωση πάντα 

του δικού μας αλφάβητου θα έχουμε τον εξής σχέση:  

( ) ( )m   1
x f y y n mod24   (4) 

θα πρέπει να κάνουμε σαφές εδώ πως το m  είναι ο αντίστροφος του mod24m . 

Έτσι, αν είχαμε στη κατοχή μας το τελευταίο αποκωδικοποιημένο μήνυμα με την 

βοήθεια της σχέσης (4) θα εργαζόμασταν ως εξής. Ας πάρουμε το γράμμα Ω από το 

κρυπτογραφημένο κείμενο το οποίο είναι το 24 γράμμα στο αλφάβητο, τότε θα 

έχουμε:          x 5 24 17 mod24 5 17 mod24 85mod24 13  
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δηλαδή το Ν που είναι το 13ο γράμμα στο αλφάβητο. Έτσι με αυτή την αντίστροφη 

διαδικασία θα μπορούσαμε να αποκρυπτογραφήσουμε όλο το κείμενο. 

 

4.5.2 Η Πολυγραφική Μέθοδος 

 

Εικόνα 14: Κρυπτογράφηση με πίνακα 2 2 . 

 

Η προηγούμενη μέθοδος λειτουργούσε με την αντικατάσταση ενός γράμματος με 

ένα άλλο από το ίδιο αλφάβητο. Μία επισκόπηση της προηγούμενης μεθόδου είναι 

αρκετή για να μας δείξει πως η λεγόμενη “μονάδα κρυπτογράφησης” είναι ένα 

μοναδικό γράμμα και για αυτό όλες αυτές οι μέθοδοι ονομάζονται μονογράφικες. 

Όταν όμως θέλουμε να αυξήσουμε το “επίπεδο ασφάλειας” μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε μεγαλύτερη μονάδα κρυπτογράφησης που θα αποτελείται από 

μία ομάδα n γραμμάτων του αρχικού κειμένου. Αυτή είναι η πολυγράφικη μέθοδος 

που σε μία απλή μορφή της μπορεί να δώσει ευκαιρίες για μαθηματικούς 

πειραματισμούς αλλά και την δυνατότητα εμπλοκής των μαθητών σε καινούριες 
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μαθηματικές έννοιες που απουσιάζουν από την εξεταστέα αλλά όχι διδακτικέα ύλη 

των σχολικών βιβλίων. 

Σαν παράδειγμα αυτής της μεθόδου σε μία αρκετά απλουστευμένη μορφή θα 

μπορούσαμε να θεωρήσουμε την περίπτωση για n=2 με την κρυπτογράφηση να 

γίνεται ανά δίγραμμα του αρχικού κειμένου. Σε αυτή την μέθοδο είναι ανάγκη να 

γίνει ένας προσεκτικός συμβολισμός για την καλύτερη και γρηγορότερη κατανόηση 

της λειτουργίας της μεθόδου. Η μέθοδος της ολίσθησης δεν απουσιάζει εδώ απλά 

εμφανίζεται σε μία πιο τροποποιημένη μορφή. Θέλουμε να κατασκευάσουμε μία 

σχέση που να αντικαθιστά 2 γράμματα που κατέχουν κάποιες συγκεκριμένες θέσεις 

στο δεδομένο αλφάβητο με κάποια άλλα συγκεκριμένα γράμματα. 

Έστω λοιπόν ότι τα γράμματα που θέλουμε να αντικαταστήσουμε κατέχουν τις 
1

m

και 
2

m   θέσεις με τα γράμματα που κατέχουν τις n1 και n2  θέσεις αντίστοιχα πάντα 

στο ίδιο αλφάβητο. Οι σχέσεις που θα μας βοηθήσουν είναι οι παρακάτω : 

 

                             
  a 

1 11 1 12 2
n j m j m mod    (5) 

                             
   a 

2 21 1 22 2
n j m j m mod    (6) 

 

Πρέπει να γίνει σαφές πως οι αριθμοί :   
     

, , ,
11 12 21 22

j j j j  

πρέπει να είναι πρώτοι ως προς το πλήθος   των γραμμάτων του αλφάβητου που 

χρησιμοποιούμε και επίσης πως θα πρέπει να ισχύει η σχέση: 

                                  0 0 ≤ 
     

, , ,
11 12 21 22

j j j j    α   

Εδώ εισάγουμε την έννοια του πίνακα (μήτρα) με τη βοήθεια του οποίου θα 

χρησιμοποιήσουμε τους αριθμούς 
     

, , ,
11 12 21 22

j j j j . Ο πίνακας 
11 12

21 22

j j

j j

 
 
 

 ονομάζεται 

μήτρα κρυπτογράφησης. 
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Είναι πολύ σημαντικό κατά την επιλογή της μήτρας να προσέξουμε ώστε οι αριθμοί  

     
, , ,

11 12 21 22
j j j j  να μην έχουν κοινά πολλαπλάσια με το πλήθος των γραμμάτων του 

αλφάβητου που έχουμε επιλέξει και για αυτό το λόγω απαιτήσαμε πιο πάνω να 

είναι πρώτοι ως προς το πλήθος αυτό. 

Μπορούμε λοιπόν να επιλέξουμε με ασφάλεια μία μήτρα από πρώτους αριθμούς , 

για παράδειγμα  
5 13

11 17

 
 
 

   . 

 

έστω λοιπόν ότι θέλουμε να κρυπτογραφήσουμε το μήνυμα:  

ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΟΛΩΝ ΤΩΝ ΣΥΝΟΛΩΝ ΔΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ. Θα πρέπει πρώτα να χωρίσουμε 

το κείμενο σε διγράμματα δηλαδή να πάρει την μορφή:  

TO / ΣΥ/ΝΟ/ΛΟ ΟΛ/ΩΝ/ ΤΩ/ ΝΣ/ΥΝ/ΟΛ/ΩΝ/ ΔΕ/ΝΥ/ΠΑ/ΡΧ/ΕΙ  και να αρχίσουμε 

να κωδικοποιούμε κάθε δίγραμμα. 

Για παράδειγμα ας προσπαθήσουμε να κρυπτογραφήσουμε το δίγραμμα ΟΛ 

κάνοντας χρήση των τύπων (5), (6) και αντικαθιστώντας όπου 
     

, , ,
11 12 21 22

j j j j τους 

αριθμούς από την μήτρα ολίσθησης που επιλέξαμε 5, 13, 11, 17 αντίστοιχα και για 

m1, m2  τους αριθμούς 15, 11 αντίστοιχα που είναι και οι θέσεις των γραμμάτων Ο , Λ 

στο αλφάβητο μας. 

Έτσι δημιουργούνται οι παρακάτω σχέσεις : 

                              24 24     
1

n 5 15 13 11 mod 218mod 2  

                              24 24     
2

n 11 15 17 11 mod 352mod 16  

δηλαδή έχουμε αντιστοίχηση του 11ου και 15ου γράμματος στο 2ο και 16ο αντίστοιχα :  

ΟΛ ΒΠ  
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Κατά αυτόν τον τρόπο μπορούμε να εργαστούμε για όλα τα διγράμματα και να 

μπορέσουμε να παράγουμε ένα κρυπτογραφημένο κείμενο με μία σαφώς πιο 

ισχυρά κωδικοποιημένη μορφή. 

O αντίστροφος πίνακας στην αποκρυπτογράφηση 

Έχει τεράστιο ενδιαφέρον να μελετήσουμε τι γίνεται στην περίπτωση της 

αποκρυπτογράφησης στην πολυγραφική μέθοδο. Η σημασία εδώ έγκειται στο 

γεγονός ότι για να μπορέσουμε να αποκωδικοποιήσουμε ένα τέτοιο μήνυμα πρέπει 

να βρούμε την αντίστροφη μήτρα ολίσθησης που μας ωθεί να αναζητήσουμε την 

έννοια του αντίστροφου πίνακα. Είναι ξεκάθαρο ότι η συγκεκριμένη μήτρα-πίνακας 

είναι της μορφής  2 2  και θα είναι στα επιθυμητά πλαίσια δυσκολίας η εύρεση του 

αντίστροφου πίνακα είτε με χρήση 2 απλών συστημάτων με 2 αγνώστους είτε με 

χρήση απλής θεωρίας πινάκων που βρίσκεται στα σχολικά βιβλία. Είναι επίσης 

σαφές από τα προηγούμενα ότι αυξάνεται κατακόρυφα η δυσκολία στο σπάσιμο του 

κώδικα αν πάμε σε πίνακες μεγαλύτερων διαστάσεων. 

 

4.5.3 Κάποιες παρατηρήσεις          

Η κρυπτογραφία αποτελεί παρακλάδι της θεωρίας αριθμών. Μέσα από την μελέτη 

και κατανόηση των σχέσεων μεταξύ των θετικών ακεραίων αριθμών, την έννοια της 

διαιρετότητας που αναδεικνύεται μέσα από την κρυπτογράφηση  “ amod ”, την 

χρησιμοποίηση των πρώτων αριθμών προκύπτουν ενδιαφέρουσες ευκαιρίες για 

γνωριμία αλλά και εμβάθυνση σε ήδη γνώστες μαθηματικές έννοιες. Μέσα από την 

κρυπτογράφηση και αποκρυπτογράφηση κειμένων και μηνυμάτων με την μέθοδο 

της ολίσθησης μας δίνεται επίσης η δυνατότητα εισαγωγής και κατανόησης, μέσα 

από τη σχετική διδασκαλία, των προαναφερθέντων εννοιών όπου με κατάλληλη 

χρήση των ιδιοτήτων τους οδηγούν στην επίλυση προβλημάτων. Η θεωρία αριθμών 

και εδώ μαρτυρά γιατί είναι αναπόσπαστο κομμάτι της έννοιας “επίλυση 

προβλήματος”. 
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Επιπλέον μας δίνεται η δυνατότητα μέσα από την αναζήτηση κατάλληλων 

παραδειγμάτων και δραστηριοτήτων από τον χώρο της κρυπτογραφίας να 

κεντρίσουμε το ενδιαφέρον των μαθητών που είναι και το πρώτο μας μέλημα. 

“Υπάρχουν ευκαιρίες για να δημιουργηθούν κατάλληλες διδακτικές συνθήκες στην 

τάξη (διαφόρων επιπέδων) όχι μόνο για παρουσίαση του περιεχομένου αλλά και 

στην υλοποίηση των στόχων που έχουν τεθεί για τα συγκεκριμένα θέματα του 

προγράμματος σπουδών.”   Αlexandris Ν. (2000 , p.119) .  

 

Το κέρδος του μαθητή 

Παρατηρήσαμε στην διαδικασία της αποκρυπτογράφησης ότι γίνεται χρήση 

συγκεκριμένων συναρτήσεων όπως και πίνακες πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού 

για να μπορέσει να βρεθεί η αντίστροφη συνάρτηση. Αναδεικνύεται έτσι η 

αναγκαιότητα η συνάρτηση με την οποία ασχολούμαστε να είναι απαραίτητα “1-1”. 

Πλησιάζουμε έννοιες της ανάλυσης λοιπόν μέσα από ένα διαφορετικό δρόμο που δε 

παρεκκλίνει όμως από τον βασικό μας σκοπό: την εννοιολογική κατανόηση και 

εμβάθυνση. 

Δε θα έπρεπε να παραβλεφθεί το γεγονός πως δημιουργούνται ευκαιρίες για τους 

μαθητές να καταφύγουν στην κατασκευή απλών προγραμμάτων υπολογιστών. 

Ειδικά στην πολυγραφική μέθοδο αν η μήτρα που θα επιλέξουμε έχει διαστάσεις 

μεγαλύτερες των 2×2 τότε για την δίκη τους διευκόλυνση θα πρέπει να βρουν 

κάποιο τρόπο που θα τους μειώνει το χρόνο επίλυσης, κάτι που μπορεί να διδαχθεί 

ίσως και σε συνεργασία με το μάθημα της πληροφορικής. 

Τέλος, αναφορικά με το πρόγραμμα σπουδών του ενιαίου Λυκείου, που δέχεται 

πολύ συχνά αλλαγές και μετατροπές, μπορούμε να υποστηρίξουμε πως λόγο της 

φύσης της θεωρίας αριθμών και συγκεκριμένα της κρυπτογραφίας μπορούμε να 

προκαλέσουμε το ενδιαφέρον των μαθητών “ποντάροντας” στη διαφορετικότητα 

και πρακτικότητα αυτής της επιστήμης. “Aπό αυτήν την άποψη μπορεί να δοθεί το 

έναυσμα στους διδάσκοντες στη Δευτεροβάθμια εκπαίδευση να αναζητήσουν και 
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στο χώρο της κρυπτογραφίας παραδείγματα που θα βοηθήσουν στην καθημερινή 

τους διδακτική πρακτική. Αντίστροφα, τα σχολικά μαθηματικά αποδεικνύεται ότι 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την κατανόηση των κρυπτογραφικών μεθόδων.” 

Alexandris Ν. (2000 , p.126) 
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5 Κεφάλαιο 5 – Συζήτηση 

Όπως κάθε ανθρώπινη πνευματική κατάκτηση δημιουργείται από τις πολύ μικρές 

ηλικίες, έτσι και οι μαθηματικές δεξιότητες και «συμπεριφορές» παίρνουν την 

μορφή τους από τα πρώτα χρόνια του ανθρώπου. Οι καθηγητές και οι δάσκαλοι 

έχουν μία μοναδική ευκαιρία αλλά και ευθύνη να βοηθήσουν τους μαθητές τους να 

αναπτύξουν και να αποκτήσουν μία «όμορφη» σχέση με την επιστήμη των 

μαθηματικών. Αναφερόμαστε σε μία επιστήμη που λειτουργεί σαν ζωντανός 

οργανισμός , σαν μία δημιουργική και βασισμένη στη λογική δραστηριότητα. 

Ακόμη και το απλό αριθμητικό σύστημα με τις βασικές μεθόδους του τις οποίες 

χρησιμοποιούμε καθημερινά χρειάστηκε αιώνες ανθρώπινης δημιουργικότητας και 

διάνοιας για να αναπτυχθεί και να πάρει την σημερινή του μορφή. Όμως όταν οι 

ιδιότητες των αριθμών διδάσκονται σαν ένα σύνολο από γεγονότα και διαδικασίες 

το οποίο πρέπει να αποστηθεί οι μαθητές είναι απόλυτα φυσιολογικό να 

αντιμετωπίσουν τα μαθηματικά σαν μία βαρετή και απογοητευτική δραστηριότητα. 

Η απουσία πραγματικής και βαθιάς εννοιολογικής κατανόησης, θα σταθεί 

ανυπέρβλητο εμπόδιο στη πορεία του μαθητή για κατάκτηση νέων μαθηματικών 

γνώσεων. Θεωρούμε πως αυτό που έχει τη μεγαλύτερη σημασία από όλα στο 

κομμάτι της διδακτικής των μαθηματικών δεν είναι να μπορούμε να “κάνουμε 

μαθηματικά” αλλά να κατανοήσουμε “γιατί τα κάνουμε”  και γιατί οι ενέργειες μας 

βγάζουν νόημα. Υπάρχει μία κινέζική παροιμία που περιγράφει με τον καλύτερο 

τρόπο το σκεπτικό που προτείνει η παρούσα εργασία: 

“ακούω , ξεχνάω 

βλέπω , θυμάμαι 

κάνω , κατανοώ” 

Η επιστήμη της θεωρίας αριθμών κρύβει μέσα της έναν γνωστικό θησαυρό, είτε 

μέσα από την καθαρή μελέτη της είτε από την ιστορία της μέσα στους αιώνες είτε 

από τις πολλές εφαρμογές της. Τα διδακτικά οφέλη σε κάθε περίπτωση είναι τέτοια 
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που θεωρούμε πως μπορούν να βοηθήσουν τον μαθητή να “πλησιάσει” τα 

μαθηματικά με λιγότερο δισταγμό και σκεπτικισμό. 

Η καθαρή μελέτη των βασικών εννοιών της θεωρίας αριθμών όπως η έννοια της 

διαιρετότητας, η διαδικασία του σωστού συμβολισμού, και η μελέτη των ιδιοτήτων 

των πρώτων αριθμών είναι λίγες από τις πολλές περιοχές που μπορούμε να 

δώσουμε την προσοχή μας. Μέσα από την αποδεικτική διαδικασία, που αναλύθηκε 

σε αυτή την εργασία, είδαμε πως ο μαθητής εισάγεται σε ένα, ισχυρότερα 

δομημένο, μαθηματικό περιβάλλον. Μαθαίνει να αιτιολογεί να εικάζει και να 

σχεδιάζει την προσέγγιση του στο πρόβλημα που του δίνεται. Θεωρούμε πως η 

θεωρία αριθμών μέσα από τα ζητήματα της και το ύφος των προβλημάτων της είναι 

άρρηκτα συνδεδεμένη με την διαδικασία της απόδειξης. Σχεδόν όλες οι ασκήσεις σε 

αυτόν τον μαθηματικό τομέα είναι αποδεικτικού χαρακτήρα και αυτό μαρτυρά την 

αμφίδρομη σχέση που έχει η έννοια της μαθηματικής απόδειξης με την θεωρία 

αριθμών και τα ζητήματα που διαπραγματεύεται. Ο μαθητής οικειοποιείται την 

συμβολική μαθηματική γραφή και αντιμετωπίζει τους αριθμούς σαν αντικείμενα με 

συγκεκριμένες ιδιότητες. Επιπροσθέτως μπορεί να “κουβαλήσει” την γνώση του 

συμβολισμού και σε άλλους τομείς των μαθηματικών όπως στην ανάλυση και την 

γεωμετρία κάνοντας έτσι ακόμη πιο σταθερό το μαθηματικό οικοδόμημα του. Το 

ιδιόμορφο της θεωρίας αριθμών είναι ότι ένα πρόβλημα που μοιάζει καθαρά 

μαθηματικό μπορεί να πάρει την μορφή μιας πνευματικής πρόκλησης όπως είδαμε. 

Μέσα από την, προσεκτικά επιλεγμένη, μελέτη μαθηματικών γρίφων ο μαθητής 

καλείται να χρησιμοποιήσει τις γνώσεις του σε πολύ πιο πρακτικά ζητήματα. Δεν 

είναι τυχαίο το γεγονός πως ακόμη και μαθητές που βρίσκουν τα μαθηματικά 

αντιπαθητικά παρουσιάζουν έναν ιδιαίτερο ζήλο να καταφέρουν να βρουν την λύση 

ενός γρίφου. Όταν δίνεις έναν σκοπό σε ένα μαθηματικό πρόβλημα, ακόμη και αν 

αυτό είναι ένα διδακτικό τέχνασμα, η αντιμετώπιση των μαθητών προς αυτό είναι 

πολύ διαφορετική απ’ότι μας έχουν συνηθίσει ως τώρα. Η θεωρία αριθμών δίνει τα 

εργαλεία στον μαθητή για να μπορέσει να αντιμετωπίσει με ιδιαίτερη επιτυχία 

αυτές τις μαθηματικές προκλήσεις αλλά παράλληλα τον βοηθά να αντιληφθεί το 
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γεγονός ότι η κατανόηση των μαθηματικών εννοιών και η κατάκτηση τους είναι ο 

μόνος δρόμος για την μαθηματική ολοκλήρωση στο συγκεκριμένο επίπεδο. Έτσι η 

διαδικασία της επίλυσης προβλήματος παύει να είναι μία βαρετή και τυπική 

δραστηριότητα που μπαίνει στο περιθώριο του ενδιαφέροντος του μαθητή. 

Η ιστορία της θεωρίας αριθμών από μόνη της μπορεί να γεμίσει πάρα πολλά βιβλία 

και μέσα από την κατάλληλη χρησιμοποίηση της μπορεί να βοηθήσει με τρόπο 

ανέλπιστο την προσπάθεια του καθηγητή. Αυτό που, ουσιαστικά, υποστηρίζουμε 

είναι ότι μπορούμε να διεγείρουμε την περιέργεια και κατά συνέπεια το ενδιαφέρον 

του μαθητή μέσα από την “σκηνοθετημένη” παρουσίαση ιστορικών συμβάντων της 

μαθηματικής επιστήμης. 

 Οι ιστορίες μεγάλων μαθηματικών και οι ανακαλύψεις τους είναι από μόνες τους 

γοητευτικές στο άκουσμα τους. Δεν είμαστε όμως σίγουροι ότι αυτή την άποψη την 

μοιράζονται και οι μαθητές μας. Ίσως εδώ να χρειαζόμαστε κάτι διαφορετικό, μία 

πιο θελκτική προσέγγιση στην ιστορία των μαθηματικών. Είναι βαθιά μας πεποίθηση 

ότι μέσα από την εξιστόρηση των πιο διάσημων προβλημάτων που απασχόλησαν 

τους μαθηματικούς ανά τον κόσμο μπορούμε να πετύχουμε τον σκοπό μας. Ειδικά ο 

τομέας της θεωρίας αριθμών βρίθει από διάσημα άλυτα ή προσφάτως 

αποδεδειγμένα προβλήματα που “βασάνισαν” γενιές μαθηματικών και παρ’όλες τις 

κοπιώδεις προσπάθειες αυτών η προσδοκώμενη απόδειξη δεν ήρθε ποτέ. Μέσα από 

την διαδρομή μας στα διάσημα αυτά θέματα μπορούμε να σταθούμε στις δυσκολίες 

που αντιμετώπισαν μεγάλοι επιστήμονες, στις γενέες προσπάθειες που κατέβαλαν 

και που ακόμη και η αδιαμφισβήτητη ιδιοφυία τους δεν μπορέσει να σταθεί ικανή 

για να βρουν μία ικανή απόδειξη των εικασιών. «Αν είδα μακρύτερα, είναι επειδή 

στάθηκα στους ώμους γιγάντων», έγραφε το 1676 ο Isaac Newton σε μια επιστολή 

του προς τον Robert Hooke, ένα ιδιαίτερα  εύστοχο σχόλιο και συνάμα μια βαθιά 

συνειδητοποίηση: η επιστήμη, και ουσιαστικά ολόκληρος ο πολιτισμός, είναι μια 

ατέρμονη διαδικασία ιδεών.  
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Ο Murty (2013) υποστηρίζει πως η θεωρία αριθμών μπορεί να κάνει τα μαθηματικά 

πιο οικεία στο μαθητή μέσα από τα άλυτα προβλήματα της μιας και η δομή τους 

είναι τέτοια που ακόμη και ένας μαθητής Λυκείου μπορεί να κατανοήσει. 

Χρησιμοποιεί, μάλιστα, την εικασία των δίδυμων πρώτων σαν παράδειγμα και 

σημειώνει πως αν p  είναι ένας πρώτος αριθμός τότε ο 2p   είναι είτε πρώτος είτε 

ένας περιττός που διαιρείται από το πολύ δύο πρώτους αριθμούς, που αποτελεί ένα 

μεγάλο κατόρθωμα των μαθηματικών του 20ου αιώνα το όποιο όμως γίνεται εύκολα 

κατανοητό και στις λυκειακές τάξεις και καταλήγει υποστηρίζοντας πως “…βεβαίως 

και η θεωρία αριθμών μπορεί να χρησιμoποιηθεί...για να προσελκύσει μαθητές να 

ασχοληθούν με τα μαθηματικά. Έμαθα πως η “Μαθηματικη Ακαδημία  ” στο 

Τσενάι χρησιμοποιεί την θεωρία αριθμών και περιγραφές από τη ζωή του 

Ραμανούτζαν (Ramanujan) για να κάνουν πιο  δημοφιλή τα μαθηματικά” 

Σε αυτή τη διαδρομή θα παρατηρήσουμε πως ο ερευνητής μαθηματικός στην 

προσπάθεια του να “επιτεθεί” σε ένα πρόβλημα τέτοιας δυσκολίας προσπαθεί να 

δημιουργήσει κάποια ενδιάμεσα στάδια για την απόδειξη του. Έχει ανάγκη από την 

απόδειξη κάποιων άλλων προτάσεων που προκύπτουν για να μπορέσει να 

πλησιάσει το πρόβλημα του. Η αποδεικτική αυτή τεχνική μπορεί να μεταφερθεί, σε 

πολύ μικρότερη κλίμακα προφανώς, και στα προβλήματα που αντιμετωπίζει ο 

μαθητής αντίστοιχα. Από τις πρώτες μαθηματικές του προκλήσεις ο μαθητής 

χρειάζεται μία σειρά προτάσεων για να φτάσει στη τελική του απόδειξη. Θεωρούμε 

λοιπόν πως αποτελεί βασικό κομμάτι της διδακτικής μας προσέγγισης να μάθει ο 

μαθητής να “σπάει” ένα πρόβλημα σε μικρότερες προτάσεις προς απόδειξη, να 

προσπαθεί να εξερευνά προτάσεις από την διδακτέα του ύλη που πιθανόν θα του 

φανούν χρήσιμες στο συγκεκριμένο πρόβλημα που αντιμετωπίζει. Μία τέτοια 

έρευνα θα οικειοποιήσει τον μαθητή με το κλίμα της μαθηματικής αναζήτησης αλλά 

επίσης θα τον βοηθήσει δει ότι στα μαθηματικά τα πάντα συνδέονται και ακόμη και 

μία φαινομενικά μη σχετική πρόταση με το συγκεκριμένο μας πρόβλημα μπορεί να 

σταθεί το κλειδί της επιτυχίας του.   
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Από προσωπικά διδακτικά βιώματα ο συγγραφέας της παρούσας εργασίας θυμάται 

ένα περιστατικό κατά την διήγηση της περίφημης εικασίας του Goldbach όταν 

κατάφερε να ξεκλέψει λίγο χρόνο από την αυστηρή τήρηση του οδηγού σπουδών. 

Μετά από μία περιληπτική εξιστόρηση της περίφημης εικασίας και μια παράθεση 

κάποιων προσπαθειών που έγιναν από κορυφαίους ειδικούς οι μαθητές έδειξαν 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την αντίθεση της απλότητας της διατύπωσης του 

προβλήματος και της προσπάθειας απόδειξης του. Σε πολύ σύντομο χρονικό 

διάστημα αντιλήφθηκαν την αναγκαιότητα της απόδειξης για κάθε ζυγό αριθμό και 

μετά από κάποια πρόχειρα πειράματα που έκαναν χωρίς καμία παρότρυνση του 

διδάσκοντος είδαν ότι αυτή η διαδικασία μπορεί να συνεχιστεί επ’άπειρον και πως 

μία γενική απόδειξη είναι αναγκαία. Την επόμενη μέρα πολλοί από τους μαθητές 

που ήταν παρόντες στο μάθημα είχαν φέρει κάποιες προσπάθειες τους    (γραμμένες 

στο τετράδιο των μαθηματικών) για να βρουν τον μεγαλύτερο ζυγό που μπορούσαν 

και για τον οποίο ίσχυε η εικασία. Το ίδιο ακριβώς περιστατικό συνέβη και μη την 

εξιστόρηση του Τελευταίου Θεωρήματος του Fermat όπου και εδώ δημιουργήθηκε 

ένα όμορφο κλίμα επιστημονικής περιέργειας ειδικά για το πώς γίνεται το 

διασημότερο πρόβλημα των μαθηματικών να έχει να κάνει με την παραδοχή της ΜΗ 

ύπαρξης μίας τριάδας αριθμών. Στο συγκεκριμένο περίφημο πρόβλημα μπορούμε 

επίσης να σταθούμε στο γεγονός ότι στη πορεία απόδειξης του, κορυφαίοι 

μαθηματικοί ανακάλυψαν νέα θεωρήματα χωρίς αυτός να ήταν ο αρχικός τους 

σκοπός. Αυτό αποδεικνύει το γεγονός ότι τα μαθηματικά είναι ένας ζωντανός 

οργανισμός και πως εξελίσσονται παράλληλα με την πνευματική εξέλιξη του 

ανθρώπου. 

Η παροχή κινήτρων στον μαθητή για την ενασχόληση του με τα μαθηματικά είναι 

μία διαδικασία που θα πρέπει να απασχολεί τον διδάσκοντα σε καθημερινή βάση. 

Μόνο έτσι θα μπορέσει να δημιουργηθεί  ένα υγιές περιβάλλον μάθησης που ο 

μαθητής θα μπορέσει να δει ότι ο χώρος των μαθηματικών δεν είναι τόσο 

τρομακτικός όσο φαίνεται και πως οι μαθηματικοί σαν προσωπικότητες δεν 

διαφέρουν σε τίποτα από έναν άνθρωπο που αναζητά την αλήθεια. 
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Σε αυτή την εργασία αναφερθήκαμε σε μία μόνο συγκεκριμένη εφαρμογή της 

θεωρίας αριθμών, την κρυπτογραφία. Θεωρούμε πως η συγκεκριμένη εφαρμογή 

μας δίνει πολλές ευκαιρίες να εντάξουμε τον μαθητή σε ένα κλίμα έρευνας και 

μαθηματικής επαγρύπνησης. Μέσα από διάφορες δραστηριότητες όπως η 

κρυπτογράφηση και αποκρυπτογράφηση μηνυμάτων από τους ίδιους τους μαθητές 

μέσα στη τάξη προκύπτουν ενδιαφέροντα μαθηματικά οφέλη. Μπορούμε να 

χωρίσουμε την τάξη σε δύο ομάδες που η μία έχει σκοπό να κρυπτογραφήσει ένα 

μήνυμα με τις μεθόδους που αναπτύξαμε και η άλλη να καταφέρει να «σπάσει» τον 

κωδικό. Μέσα από αυτό το διδακτικό μαθηματικό παιχνίδι οι ομάδες θα 

προσπαθήσουν να κάνουν σωστή χρήση των γνώσεων τους για προσωπικό τους 

όφελος. Η διαιρετότητα, η έννοια της αντίστροφης συνάρτησης και η χρήση πινάκων 

και των αντιστρόφων τους είναι μαθηματικές έννοιες που προσεγγίζονται με 

διαφορετικό και πιο προκλητικό τρόπο σε σχέση με τον τυπικό οδηγό σπουδών. 

Εν κατακλείδι, θα πρέπει να παρατηρήσουμε από την προηγούμενη παράγραφο ότι 

αναφερόμαστε σε μαθηματικές έννοιες όπως οι πίνακες χωρίς αυτοί να είναι στο 

κομμάτι της εξεταστέας ύλης. Εδώ ακριβώς είναι και ο πυρήνας αυτής της εργασίας. 

Η βασική μας πρόταση είναι πως η Θεωρία Αριθμών θα πρέπει να έχει βασική 

θέση στον οδηγό σπουδών των σχολείων, είτε στη Β’, είτε στη Γ’ τάξη του Λυκείου 

και μάλιστα σαν μέρος της εξεταστέας ύλης. Η μαθηματική ωρίμανση που 

προκαλείται από την ενασχόληση του μαθητή με τις βασικές έννοιες και εφαρμογές 

της θεωρίας αριθμών αποτελεί το βασικό μας επιχείρημα στο οποίο στηρίζουμε την 

παραπάνω μας πρόταση. 

 

 

“Τα Μαθηματικά είναι η βασίλισσα των επιστημών και η Θεωρία Αριθμών η 

βασίλισσα των Μαθηματικών”-Carl Friedrich Gauss 

  



- 107 - 

 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

Alexandris, N. (2004). Διεπιστημονική Προσέγγιση των Μαθηματικών και της 

Διδασκαλίας τους. Θέματα Διδακτικής Μαθηματικών-V. Πανεπιστήμιο Αιγαίου: 

Gutenberg 

Boero, P., Garuti, R., & Mariotti, M. A. (1996). Some dynamic mental processes 

underlying producing and proving conjectures. In Proceedings of the 20th 

Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics 

Education PME-XX, vol. 2, (pp. 121–128). Valencia. 

Cai, J. & Lester, F. (2010). Why is teaching with problem solving important to 

student learning? National Council of Teaching Mathematics (NCTM). 

Chin, E. & Lin, E. (2009). A Comparative Study on Junior High School Students’ 

Proof Conceptions in Algebra between Taiwan and the UK. Journal of 

Mathematics Education, 2, 52-67 

Devadas, S. & Lehman, E. (2005, February 17). Mathematics for computer science. 

Lectures notes. Retrieved from http://ocw.mit.edu/courses/electrical-

engineering-and-computer-science/6-042j-mathematics-for-computer-science-

spring-2005/lecture-notes/l6_numtheory1.pdf 

Downs, J. M. & Downs, M. (2005). The identity of problem solving. Journal of 

Mathematical Behavior, 24, 385–401 

Gauss, F. G. (1801). Disquisitiones Arithmeticae, Article 329 

Hanna, G. (1989). More Than Formal Proof. For the Learning of Mathematics, 9(1), 

20-25 

Healy, L., & Hoyles, C. (2000). A study of proof conceptions in algebra. Journal for 

Research in Mathematics Education, 31(4), 396–428. 

Heeffer, A. (2006). Abduction as a strategy for concept formation in mathematics: 

Cardano postulating a negative. Abduction and the Process of Scientific 

Discovery. Coleccao Documenta, Centro de Filosofia das Ciencias da Universidale 

de Lisboa, Lisboa p. 179-194   

http://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-042j-mathematics-for-computer-science-spring-2005/lecture-notes/l6_numtheory1.pdf
http://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-042j-mathematics-for-computer-science-spring-2005/lecture-notes/l6_numtheory1.pdf
http://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-042j-mathematics-for-computer-science-spring-2005/lecture-notes/l6_numtheory1.pdf


- 108 - 

 

Herscovics, N., & Linchevski, L. (1994). A cognitive gap between arithmetic and 

algebra. Educational Studies in Mathematics, 27, 59–78. 

Hersh, R. (1993). Proving is Convinsing and Explaining. Educational Studies in 

Mathematics 24: 389-399. 

Kaur, M. (2008). Cryptography as a Pedagogical Tool. PRIMUS, XVIII(2): 198–206 

Lakatos, I. (1976). Proofs and refutations. The logic of Mathematical Discovery. 

Cambridge University Press. 

Lester, F. K. Jr., & Mau, S. M. (1993). Teaching Mathematics via Problem Solving: A 

Course for Prospective Elementary Teachers. For the Learning of Mathematics, 

13(2), 8-11. 

Man, Y. (2010). Solving the water jugs problem by an integer sequence approach. 

International Journal of Mathematical Education in Science and Technology. 

43:1,109-113 

Martin, W. G. & Harel, G. (1989). Proof Frames of Preservice Elementary Teachers. 

Journal for Research in Mathematics Education, 20, 41-51 

Mau, S. & D’Ambrosio, B. (2003). Extending Ourselves: Making Sense of Students' 

Sense Making. Mathematics Teacher Education and Development,  5, 45-54 

Melis, E. , Pollet, M. & Siekmann, J. (2006). Reductio ad Absurdum: Planning Proofs 

by Contradiction. Universitat des Saarlandes and German Research Center for 

Artificial Intelligence (DFKI). O. Stock and M. Schaerf (Eds.): Aiello Festschrift, 

LNAI 4155, pp. 45–58, 2006. 

Murty, M. R. (2013, January 10). Number theory can popularize mathematics. The 

Hindu, p. Retrieved from http://www.thehindu.com/sci-tech/number-theory-

can-popularise-mathematics/article4290657.ece. 

Patrik, D. (2009). Why descrete math is important. Retrieved from 

https://www.artofproblemsolving.com/Resources/Papers/DiscreteMath.pdf 

Pedemonte, B. (2008). Argumentation and Algaibraic Proof. ZDM Mathematics 

Education, 40, 385–400 

http://www.thehindu.com/sci-tech/number-theory-can-popularise-mathematics/article4290657.ece
http://www.thehindu.com/sci-tech/number-theory-can-popularise-mathematics/article4290657.ece
https://www.artofproblemsolving.com/Resources/Papers/DiscreteMath.pdf


- 109 - 

 

Pella, M. Potari, D. & Spyrou, P. (2011). Secondary school students’ understanding 

of mathematical induction: Structural characteristics and the process of proof 

construction. International Journal of Science and Mathematics Education 

(2012) 10: 1023Y1045 

Popper, K. (1959). The logic of scientific discovery. London and New York: 

Routledge classics. 

Πουλάκης, Δ. (2001). Θεωρία Αριθμών. Μια σύγχρονη θεώρηση της κλασσικής 

Θεωρίας Αριθμών. Εκδόσεις ΖΗΤΗ. 

Reyhani, E. Hamidi, F. & Kolahdouz, F. (2011). A study on algebraic proof 

conception of high school second graders. Procedia - Social and Behavioral 

Sciences, 31, 236 – 241 

Saito, K. (2013). Archimedes and double contradiction proof. Centro P.RI.ST.EM, 

Universita Commerciale Luigi Bocconi 2013. Lett Mat Int, 1:97–104 

Schoenfeld, A. H. (1992). Learning to think mathematically: Problem Solving, 

Metacognition, and Sense Making in mathematics. Graduate School of 

Education University of California Press. 

Singh, S. (1997). Το τελευταίο Θεώρημα του Φερμά. Εκδόσεις Π. Τραυλός, 12η 

έκδοση. 

Srinivasan, V.K. (2009). Promoting number theory in high schools or birthday 

problem and number theory. International Journal of Mathematical Education 

in Science and Technology, 41(3), 387-398 

Stylianides, G. J. (2009). Reasoninig and Proving School Mathematics Text Books, 

Mathematical Thinking and Learning, 11(4), 258-288. 

Sundstorm, T. (2013). Mathematical Reasoning, Writing and Proof. Grand Valley 

State University. 

Sweller, J. (1988). Cognitive load during problem solving: effects on learning. 

Cognitive Science, 12, 257-285 

Thurston, W. P. (1994). On Proof and Progress in Mathematics. Bulletin of the 

American Mathematics Society. 



- 110 - 

 

Ustunsoy, S. , Ozdemir, A. S & Hasan, U. (2011). The investigation of student 

approach to problem solving about some topics of Number Theory. Procedia 

Social and Behavioral Sciences, 15, 3422–3425 

Zagier, D. (1977). The First 50 Milion Prime Numbers. 

The Mathematical Intelligencer  


