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Πεπίλητη 

Οη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί θαη νη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο απνηεινχλ έλα 

ζεκαληηθφ θεθάιαην ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο ιφγσ ησλ πνιιψλ εθαξκνγψλ 

ηνπο ηφζν ζηα καζεκαηηθά φζν θαη ζηε θπζηθή. Καζψο ε θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ απφ ηνπο καζεηέο απνδείρζεθε δχζθνιε, ε έξεπλα 

ζηξάθεθε ζηνλ βαζκφ θαηαλφεζεο ησλ βαζηθψλ ελλνηψλ πνπ πξναπαηηνχληαη, φπσο 

ην αθηίλην, ε ηξηγσλνκεηξία νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ, ν ηξηγσλνκεηξηθφο θχθινο θαη ε 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, αιιά θαη ζηε δηαζχλδεζε ησλ ελλνηψλ απηψλ. Σηελ παξνχζα 

έξεπλα ζρεδηάζηεθε έλα ππνινγηζηηθφ εξγαιείν κε ζηφρν λα ιεηηνπξγήζεη σο 

γλσζηηθφ εξγαιείν εθαξκνγήο, εκπέδσζεο, αλαπιαηζίσζεο θαη επέθηαζεο ηεο 

ππάξρνπζαο γλψζεο. Μέζσ ηεο εθαξκνγήο ηνπ εξγαιείνπ αλαδείρζεθαλ νη δπζθνιίεο 

πνπ παξνπζηάδνληαη ζηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ απηψλ, θαζψο θαη νη πηζαλνί 

παξάγνληεο ζηνπο νπνίνπο νθείινληαη απηέο. 

 

Λέμεηο θιεηδηά: Τξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί, ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο  

 

Abstract 

Trigonometric numbers and trigonometric functions consist a very important topic in 

secondary education because of their various applications both in mathematics and 

physics. As the understanding of the concept of trigonometric functions seems to be 

arduous, the educational research has focused on the investigation of the degree of 

understanding of other concepts that are prerequisite, such as the radian, the 

trigonometry of the right triangle, the trigonometric circle and the concept of function 

as well as the connections between them. In the present research, a digital tool has 

been developed in order to be used as a cognitive tool that would help students 

experiment, reframe and broaden the knowledge they had acquired in school lessons. 

Through the tool‟s use the difficulties related to the understanding of the 

aforementioned concepts as well as possible interrelated issues have come in the 

foreground.  

 

Key words: trigonometric numbers , trigonometric functions  
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1. ΔΗΑΓΩΓΖ    

1.1 Οπιοθέηηζη και ζηήπιξη ηος θέμαηορ 

Ζ ηξηγσλνκεηξία θαη νη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο απνηεινχλ έλα ζεκαληηθφ 

θεθάιαην ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο ηφζν ζηα καζεκαηηθά φζν θαη ζηε 

θπζηθή, φπνπ έρνπλ πνιιέο θαη ζεκαληηθέο εθαξκνγέο. Γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ θαη ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ, είλαη απαξαίηεην 

νη καζεηέο λα είλαη εμνηθεησκέλνη κε έλλνηεο φπσο ε γσλία θαη ην κέηξν ηεο ζε 

κνίξεο θαη αθηίληα, ε νκνηφηεηα ηξηγψλσλ, αιιά θαη κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 

σο δηαδηθαζία αιιά θαη σο αληηθείκελν. Έλα βαζηθφ πξφβιεκα θαηά ηε δηδαζθαιία 

ηεο ηξηγσλνκεηξίαο είλαη φηη νη καζεηέο αλαπηχζζνπλ κηα απνζπαζκαηηθή 

θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ (Orhun 2001, Brown 2005, Weber 

2005, Challenger 2009). Πξνθεηκέλνπ λα ππάξμεη κηα βαζχηεξε θαηαλφεζε ηεο 

ηξηγσλνκεηξίαο είλαη ζεκαληηθφ λα δεκηνπξγεζνχλ ζπλδέζεηο αλάκεζα ζηηο ηξεηο 

παξαθάησ δηαθνξεηηθέο πηπρέο ηεο: 

 ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ ηξηγψλνπ, φπνπ νη νξηζκνί ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ 

δίλνληαη κέζσ ησλ ιφγσλ ησλ πιεπξψλ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ, 

 ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ, φπνπ νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί 

νξίδνληαη σο ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ, πνπ είλαη άθξα 

ηφμσλ ησλ νπνίσλ ην κέηξν κπνξεί λα είλαη αξλεηηθφ ή θαη κεγαιχηεξν ηνπ 

ελφο θχθινπ, 

 ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, φπνπ κέζσ ηεο ηξηγσλνκεηξίαο ηνπ 

κνλαδηαίνπ θχθινπ νξίδεηαη κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ ηνπο 

πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο. 

Δηδηθφηεξα φζνλ αθνξά ζηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, απηέο έρνπλ θάπνηα 

κνλαδηθά ραξαθηεξηζηηθά ζε ζρέζε κε ηηο ππφινηπεο ζπλαξηήζεηο πνπ δηδάζθνληαη 

ζηε δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε. Σηε ζπγθεθξηκέλε βαζκίδα νη καζεηέο έρνπλ 

εμνηθεησζεί κε ηελ ηδέα φηη κηα ζπλάξηεζε δίλεηαη θαηά θαλφλα κέζσ ελφο 

αιγεβξηθνχ ηχπνπ ν νπνίνο απνηειεί ηελ αιγεβξηθή ηεο αλαπαξάζηαζε. Οη 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο είλαη ίζσο νη πξψηεο ζπλαξηήζεηο πνπ ζπλαληνχλ νη 

καζεηέο, ζηηο νπνίεο νη ππνινγηζκνί δελ είλαη δπλαηφλ λα γίλνπλ κε αιγεβξηθφ ηξφπν, 

θάηη πνπ δεκηνπξγεί πξνβιήκαηα ζηε ζπιινγηζηηθή ησλ καζεηψλ (Weber, 2005). Γηα 

λα ππάξμεη κηα βαζχηεξε θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ αιιά θαη 
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ησλ ζπλαξηήζεσλ γεληθφηεξα, είλαη απαξαίηεην νη καζεηέο λα είλαη ζε ζέζε λα 

αληηιεθζνχλ ηε ζπλάξηεζε σο δηαδηθαζία αιιά θαη σο αληηθείκελν. Θεσξψληαο ηελ 

ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε σο δηαδηθαζία νη καζεηέο πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε λα 

λνεκαηνδνηήζνπλ ην κεραληζκφ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ψζηε κέζσ ηνπ κέηξνπ γσλίαο 

θαη ηεο ηξηγσλνκεηξίαο ηνπ ηξηγψλνπ αξρηθά θαη ελ ζπλερεία ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ 

θχθινπ, ζε θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ αληηζηνηρίδεηαη ε εηθφλα ηνπ. Θεσξψληαο ηε 

ζπλάξηεζε σο αληηθείκελν, νη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα ζπλδέζνπλ κεηαμχ ηνπο 

ηηο δηάθνξεο αλαπαξαζηάζεηο ηεο, φπσο ν αιγεβξηθφο ηεο ηχπνο, αλ ππάξρεη, θαη ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

Σηελ εξγαζία απηή αξρηθά εμεηάδεηαη ν βαζκφο ζηνλ νπνίν νη καζεηέο έρνπλ 

θαηαλνήζεη έλλνηεο φπσο ε νκνηφηεηα γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ φπσο ηα νξζνγψληα 

ηξίγσλα αιιά θαη νη θχθινη, ην κέηξν γσλίαο ζε αθηίληα, ν ηξηγσλνκεηξηθφο θχθινο 

θαη νη ζπλαξηήζεηο. Σηε ζπλέρεηα εμεηάδεηαη αλ κπνξνχλ λα ζπλδέζνπλ κεηαμχ ηνπο 

ηηο έλλνηεο απηέο θαζψο θαη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο εκίηνλν ψζηε 

λα έρνπλ κηα πιεξέζηεξε ελλνηνινγηθή εηθφλα ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. 

Γηα ην ζθνπφ απηφ νη καζεηέο εξγάζηεθαλ ζε δεχγε ζε δξαζηεξηφηεηεο νη νπνίεο 

αλαπηχρζεθαλ κε ηε ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο Geogebra. 

1.2  Δπεςνηηικά επυηήμαηα 

Όπσο αλαθέξζεθε, ε κειέηε θαη ε θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ 

παξνπζηάδεη ηδηαίηεξεο δπζθνιίεο γηα ηνπο καζεηέο θαζψο απαηηεί ην ζπλδπαζκφ θαη 

ηε ζχλδεζε δηαθνξεηηθψλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ. Έηζη νη καζεηέο πξέπεη λα 

δηαπξαγκαηεπηνχλ θαη λα ζπλδέζνπλ έλλνηεο φπσο απηέο ηεο γσλίαο, ηνπ κήθνπο 

ηφμνπ, ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ αξηζκνχ, ηεο κεηαβιεηήο θαη ηεο ζπλάξηεζεο. Καζψο νη 

έλλνηεο απηέο παξνπζηάδνπλ ε θάζε κηα ηηο δηθέο δπζθνιίεο θαηαλφεζεο, ε 

ζπγθεθξηκέλε εξγαζία εθηφο απφ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο αληηιακβάλνληαη 

ηηο ζπγθεθξηκέλεο έλλνηεο, εζηηάδεη θαη ζηηο ζπλδέζεηο πνπ απαηηείηαη λα γίλνπλ 

αλάκεζα ζηα ζπζηαηηθά ζηνηρεία κηαο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο πξνθεηκέλνπ 

απηή λα γίλεη αληηιεπηή σο έλα μερσξηζηφ καζεκαηηθφ αληηθείκελν απφ ηνπο 

καζεηέο. Με βάζε ηηο παξαηεξήζεηο απηέο δηακνξθψζεθαλ ηα αθφινπζα εξεπλεηηθά 

εξσηήκαηα: 

1. πνηεο δπζθνιίεο αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ζηελ αληίιεςε ηνπ αθηηλίνπ 

σο κνλάδα κέηξεζεο ηεο γσλίαο θαη σο κεηαβιεηή ε νπνία κπνξεί λα 

πάξεη νπνηαδήπνηε ηηκή ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ; 
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2. κε πνηνλ ηξφπν ζπλδένπλ ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ ηξηγψλνπ κε ηνλ 

ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν; 

3. πσο ζπλδένπλ ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν κε ηελ ηξηγσλνκεηξηθή 

ζπλάξηεζε θαη ζηε ζπλέρεηα κε ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε; 

Σθνπφο ηνπ πξψηνπ εξεπλεηηθνχ εξσηήκαηνο είλαη λα δηεξεπλεζεί ην είδνο ησλ 

δπζθνιηψλ πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο θαηά ηελ εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηνπ 

αθηηλίνπ ζε ζρέζε κε ην κήθνο ηφμνπ, ηνλ ηξφπν πνπ αληηιακβάλνληαη ην κέηξν κηαο 

γσλίαο ζε αθηίληα ζε ζρέζε κε ην κέηξν κηαο γσλίαο ζε κνίξεο, ηε κεηάβαζε κέζσ 

ηεο ρξήζεο ηνπ κήθνπο ηφμνπ γηα ηνλ νξηζκφ ζε αθηίληα ηνπ κέηξνπ θπξηήο γσλίαο 

ζηνλ νξηζκφ ζε αθηίληα ηνπ κέηξνπ κε θπξηψλ γσληψλ θαη γσληψλ κεγαιχηεξσλ ησλ 

2 rad θαη ζηε ζπλέρεηα λα δηεξεπλεζεί ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ζπλδέεηαη ην κέηξν 

ηεο γσλίαο ζε αθηίληα κε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο θαη κε ηνλ άμνλα ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ ψζηε λα κπνξεί λα ζεσξεζεί σο πεδίν νξηζκνχ ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Τν δεχηεξν εξψηεκα απνζθνπεί ζηελ δηεξεχλεζε 

ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο θαηαλννχλ ηελ ηξηγσλνκεηξία νξζνγσλίνπ 

ηξηγψλνπ θαη ζε πην βαζκφ είλαη ζε ζέζε λα ηε ζπλδέζνπλ κε ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ 

ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ ψζηε λα νξίζνπλ ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο γσληψλ κε 

κέηξν κεγαιχηεξν ηνπ 
2


. Τέινο, κε ην ηξίην εξψηεκα εξεπλάηαη ν ηξφπνο κε ηνλ 

νπνίν νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνχλ θαη ελζσκαηψλνπλ ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν σο 

βαζηθφ κεραληζκφ ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο. Δξεπλάηαη ν βαζκφο ζηνλ νπνίν 

νη καζεηέο κπνξνχλ λα ζπλδέζνπλ ην κήθνο ηφμνπ ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ κε ην 

κέηξν ηεο αληίζηνηρεο γσλίαο ζε αθηίληα θαη λα ην αληηιεθζνχλ σο αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο. Δπίζεο εξεπλάηαη αλ νη καζεηέο 

ζπλδένπλ ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο  

ζπλάξηεζεο. 
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2. ΘΔΩΡΖΣΗΚΟ ΠΛΑΗΗΟ  

2.1 Κονζηποςκηιβιζμόρ 

Ο θνλζηξνπθηηβηζκφο κπνξεί ελ ζπληνκία λα νξηζζεί σο κηα ζεσξία ζχκθσλα κε ηελ 

νπνία ε κάζεζε είλαη δηαδηθαζία ελεξγνχο θαηαζθεπήο ηεο γλψζεο απφ ην ίδην ην 

άηνκν. Σχκθσλα κε ηνλ θνλζηξνπθηηβηζκφ, νη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ νη ίδηνη ηε 

γλψζε ηνπο θαη ε δηδαζθαιία δελ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλαο ηξφπνο κεηαθνξάο ηεο 

γλψζεο απφ ηνπο θαζεγεηέο ή άιιεο πεγέο ζηνπο καζεηέο. Σχκθσλα κε ηνπο Duffy 

and Cunningham (1996) : 

 ε κάζεζε είλαη κηα ελεξγφο δηαδηθαζία θαηαζθεπήο παξά απφθηεζεο ηεο 

γλψζεο, 

 ε δηδαζθαιία είλαη κηα δηαδηθαζία ππνζηήξημεο ηεο θαηαζθεπήο, παξά 

επηθνηλσλίαο ηεο γλψζεο. 

Απφ ηνπο πξψηνπο πνπ ππνζηήξημαλ απηή ηε ζέζε θαη ζεκειίσζε ηελ ζεσξία ηνπ 

θνλζηξνπθηηβηζκνχ ήηαλ ν Piaget (1967/ 1971). Σχκθσλα κε ηε ζεσξία ηνπ 

θνλζηξνπθηηβηζκνχ, ε ππνθεηκεληθή γλψζε ηνπ εμσηεξηθνχ θφζκνπ απνηειείηαη απφ 

εηθαζίεο νη νπνίεο ζπλερψο ρξεζηκνπνηνχληαη, ειέγρνληαη θαη αληηθαζίζηαληαη φηαλ 

δηαςεπζζνχλ. Ζ γλψζε παξακέλεη απνδεθηή ζην βαζκφ πνπ θάλεη απηφ πνπ 

αλακέλνπκε λα θάλεη. Σχκθσλα κε ηνλ von Glasserfeld, (1989, ζει. 162): 

α) ε γλψζε δελ ιακβάλεηαη παζεηηθά αιιά ρηίδεηαη ελεξγεηηθά απφ ην ζθεπηφκελν 

ππνθείκελν, 

β) ε ιεηηνπξγία ηεο λφεζεο είλαη απνηέιεζκα πξνζαξκνγήο θαη εμππεξεηεί ηελ 

νξγάλσζε ηνπ εκπεηξηθνχ θφζκνπ θαη φρη ηελ αλαθάιπςε ηεο νληνινγηθήο 

πξαγκαηηθφηεηαο. 

Αξρηθά ν θνλζηξνπθηηβηζκφο ζπλδέζεθε κε απηφ πνπ ζηε ζπλέρεηα ραξαθηεξίζηεθε 

σο „απιντθφο‟ θνλζηξνπθηηβηζκφο (trivial constructivism, von Glaserfelf, 1989). 

Σχκθσλα κε απηφλ νη γλσζηηθέο δνκέο θαηαζθεπάδνληαη ζηαδηαθά, απνηεινχλ φκσο 

αληαλαθιάζεηο κηαο νληνινγηθήο πξαγκαηηθφηεηαο, αλεμάξηεηεο απφ ηελ αλζξψπηλε 

θχζε. Οη καζεκαηηθέο δνκέο ζεσξνχληαη απζχπαξθηεο θαη ζα απνθηεζνχλ ζηαδηαθά 

κέζσ ηεο ινγηθήο.  

Ζ αξρηθή απηή εθδνρή ηνπ θνλζηξνπθηηβηζκνχ ακθηζβεηήζεθε (von Glasserfeld, 

1989), θαζψο αλ θαη ηα άηνκα θαηαζθεπάδνπλ ηε γλψζε ηνπο κέζα απφ δξάζεηο θαη 
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ζηε ζπλέρεηα ηελ αλαζεψξεζε – πξνζαξκνγή ηεο ππάξρνπζαο γλψζεο, νη ηδέεο θαη νη 

αληηιήςεηο ησλ αηφκσλ δελ αληηθαηνπηξίδνπλ ηελ πξαγκαηηθφηεηα. Ο ξηδνζπαζηηθφο 

θνλζηξνπθηηβηζκφο δηαθέξεη απφ ηνλ «απιφ» θνλζηξνπθηηβηζκφ θαζψο ζεσξεί φηη ε 

απφιπηε γλψζε δελ είλαη επηηεχμηκε, αθνχ ε πξαγκαηηθφηεηα ζηελ απφιπηε εθδνρή 

ηεο βξίζθεηαη πέξα απφ ηε ζθαίξα ηεο εκπεηξηθήο δηθαηνιφγεζεο (Richards & von 

Glassefeld, 1980, ζει 35) νπφηε θαη δελ είλαη δπλαηφλ λα ππάξμνπλ αιεζηλέο 

αλαπαξαζηάζεηο ηνπ εκπεηξηθνχ θφζκνπ (Ernest, 2010). Ζ εμσηεξηθή 

πξαγκαηηθφηεηα κέζσ ηνλ εκπνδίσλ πνπ ζέηεη πξνσζεί ηελ αλάπηπμε θαη εμέιημε ηεο 

ππνθεηκεληθήο γλψζεο ηνπ εμσηεξηθνχ θφζκνπ. Καζψο φκσο ε γλψζε απηή ππφθεηηαη 

ζηελ αμηνιφγεζε ηνπ θνηλσληθνχ πεξίγπξνπ, ε αληηθεηκεληθή γλψζε ησλ 

καζεκαηηθψλ είλαη ε θνηλσληθά απνδεθηή ππνθεηκεληθή γλψζε. Υπφ ηελ έλλνηα απηή 

ε γλψζε πξέπεη λα αληαπνθξίλεηαη επηηπρψο ηφζν ζηελ θπζηθή φζν θαη ζηελ 

θνηλσληθή πξαγκαηηθφηεηα. Ο θνλζηξνπθηηβηζκφο έηζη εληάζζεηαη ζε έλα λέν 

δηαδξαζηαθφ πιαίζην ζην νπνίν δίλεηαη έκθαζε ζηηο δξάζεηο θαη ζηε γιψζζα ησλ 

ζπκκαζεηψλ θαη ησλ δαζθάισλ θαζψο θαη ζηα λνήκαηα πνπ αλαπηχζζνληαη κέζα 

απφ ηε ζπκκεηνρή ζε θνηλφηεηεο δξάζεο. Ο ζπγθεξαζκφο απηφο ηνπ αηνκηθνχ θαη 

ηνπ ζπιινγηθνχ απνηειεί ηνλ θνηλσληθφ θνλζηξνπθηηβηζκφ (Ernest, 1994). Ο 

δηαρσξηζκφο ηνπ πιαηζίνπ απφθηεζεο ηεο γλψζεο φπνπ ζπρλά δίλεηαη έκθαζε ζηηο 

αηνκηθέο ππνθεηκεληθέο γλσζηηθέο δηαδηθαζίεο απφ ην πιαίζην αμηνιφγεζεο θαη 

επηθχξσζεο απηήο ηεο γλψζεο είλαη πξνβιεκαηηθφο, θαζψο ε άκεζε ή έκκεζε 

αμηνιφγεζε, δηφξζσζε θαη αλαηξνθνδφηεζε ηνπ δαζθάινπ θαη ησλ ζπκκαζεηψλ 

ζπλδηακνξθψλνπλ ηηο γλσζηηθέο αληηιήςεηο.  

 

2.2 Κονζηποςκηιονιζμόρ 

Σχκθσλα κε ηε ζεσξία ηνπ θνλζηξνπθηηνληζκνχ, ζεκέιην ηεο δηαδηθαζίαο 

θαηαζθεπήο ηεο γλψζεο απνηειεί ε θαηαζθεπή λνεηηθψλ θαη θπξίσο πξαγκαηηθψλ 

αληηθεηκέλσλ απφ ηνλ καζεηή. Σηα πιαίζηα θαηαζθεπήο πξαγκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ 

θαη κε ηε ρξήζε ζπγθεθξηκέλσλ εξγαιείσλ, νη καζεηέο θαινχληαη λα αληηκεησπίζνπλ 

επηηπρψο δηάθνξα δεηήκαηα, γεγνλφο πνπ πξνάγεη ηε κάζεζε. Ο ζρεδηαζκφο γηα 

παξάδεηγκα ελφο αληηθεηκέλνπ κε ηνλ ππνινγηζηή απνηειεί έλα είδνο λνεηηθνχ 

θαζξέπηε, θαζψο νη καζεηέο ειέγρνπλ δηάθνξεο εηθαζίεο θαη κέζα απφ ηνλ 

πεηξακαηηζκφ θαηαζθεπάδνπλ λέα λνήκαηα. Ζ ζεσξία ηνπ θνλζηξνπθηηνληζκνχ 

εηζήρζεθε απφ ηνλ Papert (1990) καζεηή ηνπ Piaget ν νπνίνο ππνζηήξημε επίζεο φηη ε 
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κάζεζε είλαη πην επνηθνδνκεηηθή, φηαλ νη θαηαζθεπέο ησλ καζεηψλ 

δεκνζηνπνηνχληαη θαη γίλνληαη αληηθείκελν θξηηηθήο αιιά θαη θνηλήο ρξήζεο. 

2.3 Σεσνολογία και γνυζηικά επγαλεία  

Μηα βαζηθή παξαδνρή ηεο έξεπλαο ζρεηηθά κε ηελ ρξήζε απφ ηνπο καζεηέο ηεο 

ηερλνινγίαο γηα ηελ εθκάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ, είλαη φηη ε θαηαλφεζε 

δηακνξθψλεηαη απφ ηε ρξήζε δηαθνξεηηθψλ εξγαιείσλ. Ψο εξγαιείν αλαθέξεηαη θάζε 

ηερλνχξγεκα ην νπνίν έρεη ζρεδηαζηεί ψζηε λα εμππεξεηεί έλα ζπγθεθξηκέλν ζθνπφ 

(Verillón & Rabardel, 1995). Ζ κειέηε ηεο ρξήζεο απφ ηνπο καζεηέο ηερλνινγηθψλ 

εξγαιείσλ, ζηε δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ, καο βνεζά λα θαηαλνήζνπκε ηνλ ηξφπν 

κε ηνλ νπνίν έλα ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ κεηαβάιεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν νη 

καζεηέο καζαίλνπλ θαη αληηιακβάλνληαη καζεκαηηθέο έλλνηεο (π.ρ. di Sessa 2000, 

Papert 1980, Noss & Hoyles 1996) 

Ο φξνο γλσζηηθφ εξγαιείν δηακνξθψζεθε απφ ηνπο Lajoie & Derry (1993) φζνλ 

αθνξά ζηνπο ππνινγηζηέο σο εξγαιεία δηεπθφιπλζεο ηεο κάζεζεο. O Lajoie δηέθξηλε 

ηέζζεξεηο, φρη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο, ιεηηνπξγίεο ησλ γλσζηηθψλ εξγαιείσλ: 

α) ππνζηήξημε ησλ γλσζηηθψλ δηαδηθαζηψλ φπσο ε κλήκε θαη νη κεηαγλσζηηθέο 

δηαδηθαζίεο, 

β) κείσζε ηνπ γλσζηηθνχ θφξηνπ κέζσ ηεο ππνζηήξημεο δηαδηθαζηψλ πνπ απαηηνχλ 

θαηψηεξεο γλσζηηθέο ηθαλφηεηεο, φπσο ε πξαγκαηνπνίεζε απιψλ πξάμεσλ, δίλνληαο 

έηζη ηε δπλαηφηεηα ζηνλ καζεηή λα επηθεληξψζεη ζηελ αλάπηπμε πςειφηεξσλ 

γλσζηηθψλ ηθαλνηήησλ, 

γ) εκπινθή ηνπ καζεηή ζε γλσζηηθέο δξαζηεξηφηεηεο, 

δ) δπλαηφηεηα δηαηχπσζεο θαη ειέγρνπ ππνζέζεσλ ζην πιαίζην επίιπζεο 

πξνβιήκαηνο. 

Αληίζηνηρα ν Van Joolingen (1999) έδσζε ηνλ αθφινπζν νξηζκφ: 

«Έλα γλσζηηθό εξγαιείν είλαη έλα εξγαιείν ην νπνίν είλαη κέξνο ηνπ καζεζηαθνύ 

πεξηβάιινληνο θαη ππνζηεξίδεη ή εθηειεί κηα αλαγλσξίζηκε γλσζηηθή δηαδηθαζία πνπ 

απνηειεί κέξνο ηεο ζπλνιηθήο καζεζηαθήο εκπεηξίαο (ζει. 389) » 

Σχκθσλα κε ηνλ Van Joolingen έλα γλσζηηθφ εξγαιείν κπνξεί λα ζεσξεζεί σο 

επέθηαζε ηνπ λνπ. H άπνςε απηή είλαη ζπλεπήο κε ηελ ζέζε ηνπ θνηλσληθνχ 

θνλζηξνπθηηβηζκνχ φηη ε γλψζε είλαη δηακνηξαζκέλε, κε ηελ έλλνηα φηη νη πφξνη θαη 
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ηα κέζα πνπ κνξθνπνηνχλ θαη θαζηζηνχλ δπλαηή θάζε δξαζηεξηφηεηα είλαη 

δηακνηξαζκέλα ζε αλζξψπνπο, πεξηβάιινληα θαη θαηαζηάζεηο (Cole & Engestrom, 

1993). Ζ ρξήζε ζπγθεθξηκέλσλ εξγαιείσλ εληάζζεηαη ζηα πιαίζηα 

θνηλσληθνπνιηηηζκηθψλ δηαδηθαζηψλ θαηαζθεπήο ηεο γλψζεο, θαζψο ηα εξγαιεία 

«θνπβαινχλ» λνεκνζχλε, αθνχ είλαη απνηέιεζκα ηεο απφθαζεο θάπνηνλ αηφκσλ ή 

κηαο θνηλφηεηαο ζρεηηθά κε ηα κέζα πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ επίηεπμε 

ζπγθεθξηκέλσλ ζηφρσλ. Μέζσ ηεο ζρεδίαζεο θαη ησλ εθεπξέζεσλ πξνζζέηνπκε 

λνεκνζχλε ζε θπζηθά εξγαιεία θαη αλαπαξαζηαζηαθά ζπζηήκαηα. Υπάξρνπλ πνιινί 

ηξφπνη πξνζέγγηζεο ηεο γλψζεο πνπ ππάξρεη ζε έλα εξγαιείν. Έλαο είλαη κέζσ ηεο 

δηεξεχλεζεο θαη ηελ αλαθάιπςε ζπγθεθξηκέλσλ ιεηηνπξγηψλ ηνπ εξγαιείνπ 

(απηφλνκε κάζεζε), κέζσ ηεο παξαηήξεζεο ηνπ ηξφπνπ ρξήζεο θαη πξνζπάζεηα 

κίκεζεο ή κέζα απφ θαζνδεγνχκελε απφ ηθαλφηεξνπο άιινπο ζπκκεηνρή. 

Δπίζεο, νη Garofalo, Drier, Timmerman, and Shockey (2000) ππνζηεξίδνπλ φηη ε 

απνηειεζκαηηθή ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο πξέπεη λα πεξηιακβάλεη ηα αθφινπζα: 

α) Μηα εηζαγσγή ζην πιαίζην κέζσ ησλ νπζηαζηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ κε βάζε ην 

πεξηερφκελν. Οη εθπαηδεπηηθνί πξέπεη λα δηδάζθνπλ έλα ζχλνιν δεμηνηήησλ νη νπνίεο 

λα βαζίδνληαη ζηελ ηερλνινγία ή ζην ινγηζκηθφ θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξνπλ 

καζεκαηηθά ζεκάηα γηα ηα νπνία νη δεμηφηεηεο απηέο ζα κπνξνχζαλ λα είλαη ρξήζηκεο 

γηα ηε δηδαζθαιία θαηάιιεισλ καζεκαηηθψλ δηαδηθαζηψλ. 

β) Να αζρνιείηαη κε ηελ αλάπηπμε ησλ «αμηφινγσλ - ρξήζηκσλ» καζεκαηηθψλ κέζσ 

ηεο θαηάιιειεο παηδαγσγηθήο, ηηο δηαδηθαζίεο, ηηο ζηξαηεγηθέο θαη λα αληαλαθιά ηε 

θχζε θαη ην πλεχκα ησλ καζεκαηηθψλ. 

γ) Να ζπλδέεη καζεκαηηθά ζέκαηα – αληηθείκελα. 

δ) Να ελζσκαηψλνπλ πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο. 

Σχκθσλα κε ηνπ ίδηνπο, νη δξαζηεξηφηεηεο πξέπεη λα ππνζηεξίδνπλ ζπγθεθξηκέλνπο 

ζηφρνπο θαη λα κελ αλαπηχζζνληαη απιά θαη κφλν επεηδή ε ηερλνινγία ην θαζηζηά 

εθηθηφ. Δπίζεο, ε ζσζηή εθκεηάιιεπζε ησλ δπλαηνηήησλ ηεο ηερλνινγίαο 

πξνυπνζέηεη νη δξαζηεξηφηεηεο λα επεθηείλνπλ ή λα εληζρχνπλ απηφ πνπ ζα 

κπνξνχζε λα επηηεπρζεί ρσξίο ηε ρξήζε ηερλνινγίαο. Ζ ηερλνινγία πξέπεη λα βνεζά 

ζηε βαζχηεξε εμεξεχλεζε θαη θαηαλφεζε καζεκαηηθψλ ζεκάησλ κε δηαδξαζηηθφ 

ηξφπν. Δπίζεο, ε ηερλνινγία θαζηζηά πην πξαθηηθή ηε κειέηε καζεκαηηθψλ ζεκάησλ 

αίξνληαο ηνπο ππνινγηζηηθνχο πεξηνξηζκνχο. Σχκθσλα πάληα κε ηνπο ίδηνπο, γηα λα 
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ζπλδεζνχλ καζεκαηηθέο πεξηνρέο, νη βαζηδφκελεο ζηελ ηερλνινγία δξαζηεξηφηεηεο 

πξέπεη λα δηεπθνιχλνπλ ηηο καζεκαηηθέο ζπλδέζεηο κέζσ ηεο δηαζχλδεζεο ησλ 

καζεκαηηθψλ πεξηνρψλ αιιά θαη ησλ καζεκαηηθψλ πεξηνρψλ κε θαηλφκελα ηνπ 

πξαγκαηηθνχ θφζκνπ. Τέινο, βαζηθφ ζηνηρείν απνηειεί ε ελζσκάησζε πνιιαπιψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ. Οη εξεπλεηέο ππνζηεξίδνπλ φηη πνιινί καζεηέο πνπ 

δπζθνιεχνληαη λα ζπλδέζνπλ ιεθηηθέο, γξαθηθέο, αξηζκεηηθέο θαη αιγεβξηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο, κπνξνχλ λα ην επηηχρνπλ κέζσ ηεο θαηάιιειεο ρξήζεο ηεο 

ηερλνινγίαο. 

Ζ ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο κπνξεί λα βνεζήζεη ζηε δηδαζθαιία ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ. Σε έλα πείξακα πνπ δηεμήγαγαλ νη Blackett θαη Tall (1991) δχν νκάδεο 

καζεηψλ κειέηεζαλ ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο θάησ απφ δηαθνξεηηθέο 

ζπλζήθεο. Ζ πεηξακαηηθή νκάδα δηεξεχλεζε αξηζκεηηθέο θαη γεσκεηξηθέο ζρέζεηο κε 

ηε ρξήζε ελφο ινγηζκηθνχ ην νπνίν ζρεδίαδε νξζνγψληα ηξίγσλα ψζηε λα δηεπθνιχλεη 

ηελ παξαηήξεζε ησλ ζρέζεσλ αλάκεζα ζε αξηζκεηηθά θαη γεσκεηξηθά δεδνκέλα. Ζ 

νκάδα ειέγρνπ παξαθνινχζεζε ην θιαζζηθφ κάζεκα ηεο ηξηγσλνκεηξίαο ζην 

ζρνιείν. Σε έλα ηεζη πνπ αθνινχζεζε, νη καζεηέο ηεο πεηξακαηηθήο νκάδαο είραλ 

θαιχηεξε επίδνζε απφ ηνπο καζεηέο ηεο νκάδαο ειέγρνπ. Παξφιν πνπ ε έξεπλα 

ζρεηηθά κε ηε ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο γηα ηε δηδαζθαιία ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ είλαη ζρεηηθά κηθξή, ην απνηέιεζκα απηφ είλαη κηα έλδεημε φηη ε 

ηερλνινγία κπνξεί λα βνεζήζεη ζηελ θαιχηεξε θαηαλφεζή ηνπο. Καζψο ε ηερλνινγία 

παξέρεη λένπο ηξφπνπο θαηαζθεπήο θαη ζχλδεζεο αλαπαξαζηάζεσλ, είλαη 

αλακελφκελν ε ρξήζε ηεο λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα δεκηνπξγήζνπλ πιεξέζηεξε 

ελλνηνινγηθή εηθφλα ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. 

Φαίλεηαη φηη ππάξρνπλ δχν βαζηθέο πξνθιήζεηο ζηε δηδαζθαιία ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Αξρηθά, φηαλ νη καζεηέο κειεηνχλ ην εκίηνλν θαη ην 

ζπλεκίηνλν σο ιφγνπο πιεπξψλ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε λα 

δεκηνπξγήζνπλ ζπλδέζεηο αλάκεζα ζε γεσκεηξηθά ζρήκαηα θαη αξηζκεηηθέο ζρέζεηο. 

Τν πην ζεκαληηθφ εκπφδην είλαη ε δπζθνιία κεηάβαζεο απφ ηε κειέηε ηνπ εκηηφλνπ 

θαη ηνπ ζπλεκίηνλνπ ζην νξζνγψλην ηξίγσλν ζηε κειέηε ηνπ εκηηφλνπ θαη ηνπ 

ζπλεκηηφλνπ ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν θαη ην θαξηεζηαλφ επίπεδν. Υπάξρνπλ 

ζηνηρεία φηη κε ηε ρξήζε ελφο ηερλνινγηθνχ πιαηζίνπ ην νπνίν παξέρεη εχθνιε 

πξφζβαζε ζε νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο, κπνξεί λα βειηησζεί ε θαηαλφεζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ (Blackett & Tall, 1991). 
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Σηε ζπγθεθξηκέλε παξέκβαζε γηα ην ζρεδηαζκφ ησλ δξαζηεξηνηήησλ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ην πξφγξακκα Geogebra. Ο ξφινο ηνπ πξνγξάκκαηνο GeoGebra 

ζηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία είλαη δηπιφο. Μπνξεί θαη‟ αξράο λα ζεσξεζεί σο εξγαιείν 

επέθηαζεο ηνπ λνπ θαζψο ρσξίο ηε ρξήζε ηνπ θάπνηεο δηαδηθαζίεο φπσο ε 

παξαθνινχζεζε δπλακηθψλ ζρέζεσλ αλάκεζα ζε θηλνχκελα ζεκεία, δελ ζα ήηαλ 

δπλαηφλ λα εθηειεζηνχλ. Απηέο νη δπλακηθέο δηαδηθαζίεο ηνπ GeoGebra παξέρνπλ 

ζηνπο καζεηέο ηελ επθαηξία λα παξαηεξήζνπλ, λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ θαη λα 

δηεξεπλήζνπλ καζεκαηηθέο ζρέζεηο. Δπίζεο ην GeoGebra βνεζά ηνπο καζεηέο λα 

δεκηνπξγήζνπλ ζπλδέζεηο αλάκεζα ζε πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο αιιά θαη λα 

ζπλδέζνπλ κεηαμχ ηνπο δηαθνξεηηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο φπσο, ζηελ πεξίπησζε ηεο 

ηξηγσλνκεηξίαο, ηνπ κέηξνπ ηεο γσλίαο, ηηο ζπλαξηήζεηο θαη ηελ πεξηνδηθφηεηα. 

Απφ ηελ άιιε ην Geogebra κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλα ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ ην 

νπνίν παξσζεί κηα απζεληηθή δξαζηεξηφηεηα επίιπζεο πξνβιεκάησλ θαη απνηειεί 

εξγαιείν κάζεζεο ζε κε ηππηθά πεξηβάιινληα. 

2.4 Ζ έννοια ηος ακηίνιος και η σπήζη ηος υρ όπιζμα ηπιγυνομεηπικών 

ζςναπηήζευν 

Καζψο ην κέηξν κηαο γσλίαο απνηειεί ην φξηζκα ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ, 

είλαη απαξαίηεην νη καζεηέο λα έρνπλ κηα επαξθή ελλνηνινγηθή εηθφλα ηεο γσλίαο 

αιιά θαη ηνπ κέηξνπ ηεο. Δπίζεο γηα λα ππάξμεη κηα πην πιήξεο θαηαλφεζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ, πξέπεη νη καζεηέο λα είλαη ζε ζέζε λα κπνξνχλ λα 

δνπλ ην κέηξν κηαο γσλίαο ζε αθηίληα σο έλα πξαγκαηηθφ αξηζκφ. Οη δπζθνιίεο πνπ 

αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο κε ηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο γσλίαο θαη ηνπ κέηξνπ 

ηεο απνηεινχλ έλα ζεκαληηθφ εκπφδην ζηελ βαζχηεξε θαηαλφεζε ηεο 

ηξηγσλνκεηξίαο. 

Σε έξεπλα ζηελ νπνία ζπκκεηείραλ ππνςήθηνη αιιά θαη ελ ελεξγεία θαζεγεηέο 

καζεκαηηθψλ, νη Topçu, T., Kertil, M., Akkoç, H., Yilmaz, K., & Önder, O. (2006), 

ζπκπέξαλαλ φηη δελ είραλ αξθεηά πινχζηα εηθφλα ηεο έλλνηαο ηνπ αθηηλίνπ θαη φηη 

θπξηαξρνχζε ε έλλνηα ηεο κνίξαο σο κνλάδα κέηξεζεο κηαο γσλίαο. Γηαπίζησζαλ φηη 

νη ζπκκεηέρνληεο δελ ζεψξεζαλ ην αθηίλην σο πξαγκαηηθφ αξηζκφ, παξά ην γεγνλφο 

φηη νη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ ηνπο δφζεθαλ ήηαλ μεθάζαξα νξηζκέλεο ζην 

ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Σχκθσλα κε ηνπο ζπγγξαθείο, κηα πξψηε πηζαλή 

πεγή ησλ ελλνηνινγηθψλ ηνπ αθηηλίνπ πνπ είραλ ζρεκαηίζεη νη θαζεγεηέο είλαη ην 

γεγνλφο φηη ε εμίζσζε 
180

 


  ιεηηνχξγεζε σο γλσζηηθή κνλάδα, θαζψο ν νξηζκφο 
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ηεο έλλνηαο ηνπ βαζίζηεθε ζηε ζρέζε απηή. Καλείο απφ ηνπο ζπκκεηέρνληεο ζηελ 

έξεπλα δελ φξηζε ην αθηίλην σο ην ιφγσ κήθνπο ηφμνπ πξνο κήθνο αθηίλαο. Δπίζεο, 

δηαπηζηψζεθε φηη νη ζπκκεηέρνληεο πνπ είραλ πην μεθάζαξε εηθφλα ηεο έλλνηαο ηνπ 

αθηίληνπ, δεκηνχξγεζαλ πην πινχζηεο ζπλδέζεηο αλάκεζα ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν 

θαη άιιεο ηξηγσλνκεηξηθέο έλλνηεο ελψ απηνί ζηνπο νπνίνπο θπξηαξρνχζε ε έλλνηα 

ηεο κνίξαο σο κνλάδα κέηξεζεο ηεο γσλίαο, ρξεζηκνπνηνχζαλ ην νξζνγψλην ηξίγσλν 

σο γλσζηηθή κνλάδα. Μηα δεχηεξε πηζαλή πεγή ησλ ελλνηνινγηθψλ εηθφλσλ γηα ην 

αθηίλην κπνξεί λα είλαη ην γεγνλφο φηη ε ελλνηνινγηθή εηθφλα ηνπ   ζην πιαίζην ηεο 

ηξηγσλνκεηξίαο είλαη δηαθνξεηηθή απφ ηελ ελλνηνινγηθή εηθφλα ηνπ   σο 

πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

Δπίζεο, νη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ δπζθνιίεο θαη έρνπλ ειιηπή θαηαλφεζε ηνπ 

κέηξνπ γσλίαο θαη ζε κνίξεο (π.ρ. Martinez-Sierra 2008, Brown 2005) θαη ζε αθηίληα 

(π.ρ. Moore 2010, Akkoç & Akbaş Gül 2010; Topçu, Ketil, Akkoç, Yılmaz, & Önder, 

2006; Orhun 2001). Οη Martinez-Sierra (2008) αλέθεξαλ φηη νη καζεηέο έρνπλ 

δπζθνιίεο κε αξλεηηθά κέηξα γσληψλ θαη κέηξα γσληψλ κεγαιχηεξα ησλ 360 . 

Δπίζεο ν Brown (2005) αλέθεξε φηη νη καζεηέο είραλ κηα ειιηπή εηθφλα ηεο έλλνηαο 

ηεο γσλίαο σο ζηξνθή, θάηη πνπ απνηειεί εκπφδην ζηελ εχξεζε ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ιφγσλ γσληψλ θαζψο δελ ήηαλ ζε ζέζε λα ζρεδηάζνπλ ηηο γσλίεο απηέο ζηνλ 

ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν. 

Καζψο νη καζεηέο αληηιακβάλνληαη ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο έλλνηεο βαζηδφκελνη ζην 

κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο, έλα επηπιένλ εκπφδην ζηελ θαηαλφεζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ θαη ζπλαξηήζεσλ είλαη ε αλάγθε νη καζεηέο λα είλαη ζε 

ζέζε λα κεηαηξέπνπλ ην κέηξν κηαο γσλίαο απφ κνίξεο ζε αθηίληα. Σχκθσλα κε ηνπο 

(Orhun 2001, Topçu et al. 2006, Akkoç & Akbaş Gül 2010) νη καζεηέο ζεψξεζαλ φηη 

νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ πνπ εθθξάδαλε ην κέηξν γσληψλ 

ζε αθηίληα θαη νη νπνίνη δελ ήηαλ πνιιαπιάζηα ηνπ   αλαθέξνληαλ ζε γσληέο 

εθθξαζκέλεο ζε κνίξεο. Απηφ κπνξεί λα νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη νη καζεηέο δελ 

αλαπηχζζνπλ αξθεηά ηζρπξή εηθφλα ηεο έλλνηαο ηνπ αθηηλίνπ ψζηε λα κπνξνχλ λα 

ζεσξήζνπλ ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ σο πεδίν νξηζκνχ ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Ζ εηζαγσγή ηνπ αθηίληνπ σο κνλάδα κέηξεζεο 

γσληψλ πξνζζέηεη επηπιένλ πξνβιήκαηα ζηελ θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ απφ ηνπο καζεηέο, θαζψο δελ κπνξνχλ λα ην αληηιεθζνχλ σο ιφγν δχν 
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κεθψλ νχηε θαη λα ζπλδέζνπλ ην κέηξν γσληψλ κε ην κήθνο ησλ αληίζηνηρσλ ηφμσλ 

ζε ζρέζε κε ηελ αθηίλα ( Akkoç and Akbaş Gül 2010).  

2.5 Πολλαπλέρ αναπαπαζηάζειρ και η έννοια ηηρ ζςνάπηηζηρ 

Ζ έξεπλα ππνδεηθλχεη φηη ε ρξήζε πνιιαπιψλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηε δηδαζθαιία θαη 

ηελ εθκάζεζε καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, βνεζά ζηελ βαζχηεξε θαηαλφεζή ηνπο (c.f., 

Choike 2000, Pape & Tchoshanov 2001). Πξάγκαηη, φηαλ νη καζεηέο καζαίλνπλ λα 

ρξεζηκνπνηνχλ πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο, πξνεηνηκάδνληαη γηα ην είδνο ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ νη νπνίεο είλαη θνηλέο ζε απηνχο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηα καζεκαηηθά 

ζηνλ επαγγεικαηηθφ ηνπο βίν (Greeno & Hall, 1997) – δξαζηεξηφηεηεο πνπ απαηηνχλ 

ηελ επηινγή ηνπ ζπλφινπ ησλ θαηάιιεισλ αλαπαξαζηάζεσλ γηα ηελ θάζε 

πεξίπησζε. Δπίζεο έρεη απνδεηρζεί φηη ππάξρεη ζπζρέηηζε αλάκεζα ζηελ ηθαλφηεηα 

κεηάθξαζεο απφ κηα αλαπαξάζηαζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζε κηα άιιε θαη ηε 

ιχζε πξνβιήκαηνο (Duval 1993, Gagatsis A. and Shiakalli M. 2004, Hitt 1998, Kaput 

1985, Lesh et al. 1987a, 1987b, Owens & Clements 1998). Ζ ηθαλφηεηα απηή 

επηηξέπεη ζηνπο καζεηέο λα ζπλδέζνπλ ηηο ηδηφηεηεο θαη πιεξνθνξίεο πνπ 

εκπεξηέρνληαη ζε έλα πξφβιεκα. Ζ ζσζηή εξκελεία ελφο πξνβιήκαηνο κπνξεί λα 

παξεκπνδηζηεί απφ έιιεηςε ζεκαζηνινγηθήο αληηζηνηρίαο (semantic congruence) 

(Duval 1987) αλάκεζα ζηηο αλαπαξαζηάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζην πξφβιεκα. 

Όηαλ δχν αλαπαξαζηάζεηο δελ είλαη ηζνδχλακεο σο πξνο ην λφεκά ηνπο, 

δεκηνπξγνχληαη δπζθνιίεο ζην πέξαζκα απφ ηε κία ζηελ άιιε θάηη ην νπνίν 

ζρεηίδεηαη θαη κε δπζθνιίεο ζηελ ιχζε πξνβιήκαηνο (Janvier 1987, Lesh et al. 1987a, 

1987b). 

Οη ηξεηο πην ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελεο αλαπαξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ είλαη ε 

αιγεβξηθή, ε γξαθηθή θαη ε αλαπαξάζηαζε κε πίλαθα. Ζ αλαπαξάζηαζε πνπ ζα 

επηιέμνπλ νη καζεηέο κπνξεί λα θαζνξίζεη ην βαζκφ δπζθνιίαο ή επθνιίαο ελφο 

πξνβιήκαηνο (Knuth 2006b). Δίλαη ζεκαληηθφ νη καζεηέο λα κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ θαη ηνπο ηξεηο ηχπνπο αλαπαξάζηαζεο θαη λα κπνξνχλ λα 

κεηαθηλεζνχλ απφ ηνλ έλαλ ζηνλ άιιν (Knuth, 2000a). Σχκθσλα κε ηνπο Santos – 

Trigo (2002) ε θαηάιιειε αλαπαξάζηαζε ιεηηνπξγεί σο εξγαιείν εκπινθήο ηεο 

καζεκαηηθήο ζθέςεο. Οη ίδηνη επίζεο έδεημαλ φηη νη καζεηέο είλαη ελήκεξνη γηα ηελ 

χπαξμε θαη ηε ρξεζηκφηεηα ησλ πνιιαπιψλ αλαπαξαζηάζεσλ. Ο Herman (2007), 

δηαπίζησζε φηη νη καζεηέο θαηαλννχλ φηη γηα κηα ζπγθεθξηκέλε πεξίζηαζε, κηα 

αλαπαξάζηαζε κπνξεί λα είλαη θαηαιιειφηεξε απφ κηα άιιε, ελψ ε επίδνζή ηνπο 
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βειηηψλνληαλ κε ηε ρξήζε πνιιαπιψλ αλαπαξαζηάζεσλ θαζψο, νη καζεηέο 

ρξεζηκνπνηνχζαλ ηηο δηάθνξεο αλαπαξαζηάζεηο ψζηε λα ιχζνπλ ην πξφβιεκα κε 

πνιινχο ηξφπνπο, ειέγρνληαο έηζη ηελ νξζφηεηα ηεο ιχζεο ηνπο. 

Δλψ ε δπλαηφηεηα ρξήζεο ηεο θαηάιιειεο αλαπαξάζηαζεο είλαη ζεκαληηθή, εμίζνπ 

ζεκαληηθή -αλ φρη πην ζεκαληηθή- είλαη ε δπλαηφηεηα δηαζχλδεζεο δηαθνξεηηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ θαη κεηάβαζεο απφ ηε κία κνξθή αλαπαξάζηαζεο ζηελ άιιε 

θαζψο έηζη επηηπγράλεηαη βαζχηεξε ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε θαη βειηηψλεηαη ε 

ηθαλφηεηα επίιπζεο πξνβιεκάησλ (Even 1998). Οκνίσο νη Pesek and Kirshner (2000) 

βξήθαλ φηη ε θαηαλφεζε ζπλδέεηαη κε ηελ ελδπλάκσζε ησλ ζπλδέζεσλ αλάκεζα ζηηο 

αλαπαξαζηάζεηο. Ζ πξνυπάξρνπζα γλψζε κπνξεί επίζεο λα βειηησζεί κέζσ ηεο 

δεκηνπξγίαο λέσλ ζπλδέζεσλ κεηαμχ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ (Santos – Trigo 2002) 

2.6 Ζ ζημαζία ηυν πολλαπλών αναπαπαζηάζευν ζηην ηπιγυνομεηπία 

Γπζηπρψο δελ έρεη δνζεί ε απαξαίηεηε πξνζνρή ζηελ ηξηγσλνκεηξία θαη ζηνλ ηξφπν 

κε ηνλ νπνίν νη πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηε δηδαζθαιία ηεο 

(Davis 2005). Οη καζεηέο θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ καζήκαηνο ηεο ηξηγσλνκεηξίαο, 

αληηκεησπίδνπλ ην εκίηνλν θαη ην ζπλεκίηνλν θαη σο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο θαη 

σο ζπλαξηήζεηο. Αλαπφζπαζην κέξνο ηεο δηδαζθαιία ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ 

θαη ζπλαξηήζεσλ είλαη ε ρξήζε κηαο πνηθηιίαο αλαπαξαζηάζεσλ. Καζψο δηαθνξεηηθά 

καζήκαηα φπσο ε Γεσκεηξία θαη ε Άιγεβξα θαη δηαθνξεηηθά πξνβιήκαηα φπσο ν 

ππνινγηζκφο ηνπ εκηηφλνπ κηαο γσλίαο θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 

ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο, απαηηνχλ ηε ρξήζε δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ, νη 

δηάθνξνη ηξφπνη κε ηνπο νπνίνπο νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνχλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο 

νδεγνχλ ζε δηαθνξεηηθνχ είδνπο θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ.  

Ζ ηξηγσλνκεηξία είλαη κηα απφ ηηο πεξηνρέο ησλ καζεκαηηθψλ πνπ ζπλδπάδεη ηε 

γεσκεηξία, ηελ άιγεβξα θαη ην γξαθηθφ ζπιινγηζκφ (ζπιινγηζκφ κέζσ γξαθεκάησλ) 

(Weber 2005). Οη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο θαη ηηο 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο ζε πνιιαπιά πεξηθείκελα ηα νπνία βαζίδνληαη ζε 

δηαθξηηέο αλαπαξαζηάζεηο, φπσο απηέο ηνπ ηξηγψλνπ, ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ 

θαη ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο. Αξρηθά νη καζεηέο δηδάζθνληαη ηνπο 

ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο κέζσ ηεο «ηξηγσλνκεηξίαο ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ», 

φπνπ νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί φπσο ην εκίηνλν θαη ην ζπλεκίηνλν νξίδνληαη κέζσ 

ηνπ ιφγνπ πιεπξψλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ. Σηε θάζε απηνί νη ηξηγσλνκεηξηθνί 

αξηζκνί αληηκεησπίδνληαη απνθιεηζηηθά σο ιφγνη κεγεζψλ ρσξίο λα ππεηζέξρεηαη ε 
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έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο. Οη καζεηέο ζπλαληνχλ ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο κεηά 

ηελ εηζαγσγή ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ, ν νπνίνο θαη απνηειεί θαη ην βαζηθφ 

κεραληζκφ απεηθφληζεο. Με ηε ρξήζε ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ ε κειέηε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ απνκαθξχλεηαη απφ ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ ηξηγψλνπ θαη 

πξνζαλαηνιίδεηαη ζηε ρξήζε ηνπ κέηξνπ ηεο γσλίαο σο φξηζκα ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ.  

Οη δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ζηε λνεκαηνδφηεζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ έρνπλ θαηαγξαθεί ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο. Ζ 

βαζηθφηεξε απφ απηέο θαίλεηαη λα είλαη ην γεγνλφο φηη νη ηξηγσλνκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο δελ είλαη δπλαηφλ λα εθθξαζηνχλ κέζσ αιγεβξηθψλ ηχπσλ ή 

δηαδηθαζηψλ θαη γηα ην ιφγν απηφ ε ζπιινγηζηηθή ησλ καζεηψλ ζρεηηθά κε ηηο 

ζπλαξηήζεηο απηέο είλαη πξνβιεκαηηθή (Breidenbach, Dubinksy, Hawks, & Nichols, 

1992). Γηα λα θαηαλνήζνπλ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο ιφγνπο ζην πιαίζην ηεο 

ηξηγσλνκεηξίαο ηξηγψλνπ, νη καζεηέο πξέπεη λα ζπζρεηίζνπλ δηαγξάκκαηα θαη 

αξηζκεηηθέο ζρέζεηο θαη λα κπνξνχλ λα ρεηξηζηνχλ ζχκβνια απαξαίηεηα γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε απηψλ ησλ ζρέζεσλ (Blackett & Tall, 1991). Ζ εξγαζία κέζσ ησλ 

δηαθνξεηηθψλ απηψλ αλαπαξαζηάζεσλ κπνξεί λα απνηειέζεη εκπφδην γηα ηνπο 

καζεηέο, αθφκα θαη πξηλ ηελ εηζαγσγή ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ.  

Ζ δηδαζθαιία ηεο ηξηγσλνκεηξίαο κέζσ ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ δίλεη έκθαζε ζηε 

γλψζε δηαδηθαζηψλ φπσο ε νλνκαζία ηξηγψλσλ θαη ν ππνινγηζκφο ιφγσλ. Δπίζεο ε 

δηαδηθαζηηθή γλψζε κπνξεί λα απνβεί εηο βάξνο ηεο ελλνηνινγηθήο θαηαλφεζεο ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ (Kendal & Stacey 1997). Δπηπιένλ, νη καζεηέο νη 

νπνίνη αληηκεησπίδνπλ αξρηθά ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο σο ιφγνπο πιεπξψλ 

ζε νξζνγψληα ηξίγσλα ηείλνπλ λα ζεσξνχλ σο φξηζκα ησλ ζπλαξηήζεσλ ηα ηξίγσλα 

παξά ηηο γσλίεο (Thompson 2008). Οη καζεηέο κπνξεί λα δπζθνιεχνληαη λα κεηαβνχλ 

απφ ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ζηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ 

ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ θαη λα θάλνπλ ηηο θαηάιιειεο ζπλδέζεηο αλάκεζα ζε απηέο 

ηηο αλαπαξαζηάζεηο (Bressoud 2010, Thompson 2008, Thompson, Carlson, & 

Silverman 2007). Οη δπζθνιίεο ηεο κεηάβαζεο απηήο κπνξεί λα πξνέξρνληαη απφ 

παξαλνήζεηο ζρεηηθά κε ην κέηξν γσλίαο θαη ηδηαίηεξα απφ ηε ζχλδεζε αλάκεζα ζε 

κνίξεο θαη αθηίληα (Moore 2013). Γεδνκέλνπ φηη ν ηξηγσλνκεηξηθφο θχθινο απνηειεί 

ηε βάζε γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ, ε δπζθνιία 

κεηάβαζεο απφ ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ 
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θχθιν δεκηνπξγεί πνιιά πξνβιήκαηα ζηελ εηζαγσγή ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ. Έξεπλεο ζρεηηθά κε ηελ εθκάζεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ 

εζηηάζαλε ζηελ εχξεζε δηδαθηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ πνπ λα ππνζηεξίδνπλ ηε 

κεηάβαζε απφ ηελ απνκλεκφλεπζε απνκνλσκέλσλ γεγνλφησλ θαη δηαδηθαζηψλ ζηελ 

ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε, ηηο πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο θαη ηηο ζπλδέζεηο κεηαμχ 

ηνπο, ηε καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε θαη ιχζε πξνβιήκαηνο (Hirsch, Weinhold, & 

Nichols 1991, p. 98). Ο Weber (2005) ζπλέθξηλε δχν νκάδεο καζεηψλ πνπ 

παξαθνινπζνχζαλ ην κάζεκα ηεο ηξηγσλνκεηξίαο. Σηε κηα νκάδα ε δηδαζθαιία ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ έγηλε κε ηελ ηππηθή ζεηξά πεξλψληαο απφ ηελ 

ηξηγσλνκεηξία ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν θαη απφ εθεί 

ζηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. Σηελ πεηξακαηηθή νκάδα ε δηδαζθαιία ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ έγηλε αξρηθά κέζσ ηεο αλαπαξάζηαζεο ηνπ 

ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ ελψ ζηε ζπλέρεηα ππήξμε κηα ζπλερήο ζπζρέηηζε ησλ 

γξαθεκάησλ ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν κε ηα νξζνγψληα ηξίγσλα ε νπνία θαηέιεμε 

ζηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Σηα ηεζη θαη ηηο 

ζπλεληεχμεηο πνπ αθνινχζεζαλ, ε επίδνζε ησλ καζεηψλ πνπ ζπκκεηείραλ ζηε 

πεηξακαηηθή νκάδα ήηαλ ζεκαληηθά θαιχηεξε απφ απηή ησλ καζεηψλ πνπ 

παξαθνινχζεζαλ ηελ παξαδνζηαθή δηδαζθαιία. Οη καζεηέο ηεο πεηξακαηηθήο νκάδαο 

θάλεθε λα έρνπλ βαζχηεξε θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ ζε 

αληίζεζε κε ηνπο καζεηέο ηεο νκάδαο ειέγρνπ νη νπνίνη έδεημε λα έρνπλ πνιχ ρακειή 

θαηαλφεζε. Μηα παξφκνηα έξεπλα κε ηνλ Weber πξαγκαηνπνίεζε θαη ν Bressoud 

(2010), ζηελ νπνία εηζήγαγε ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ πξηλ ηελ 

ηξηγσλνκεηξία νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ. Ζ απνκάθξπλζε ηεο πξνζνρήο ησλ παηδηψλ 

απφ ηνπο ππνινγηζκνχο νη νπνίνη πξαγκαηνπνηνχληαη ζηα νξζνγψληα ηξίγσλα θάλεθε 

λα ππνζηεξίδεη ηελ αλάπηπμε κηαο ελλνηνινγηθήο θαηαλφεζεο ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ. Σχκθσλα θαη κε ηηο δχν κειέηεο ε ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ ήηαλ εχζξαπζηε αθφκε θαη κεηά ηελ νινθιήξσζε 

ηεο κειέηεο ηεο έλλνηαο. Ψζηφζν ε αιιαγή ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο 

θαηαζθεπάδνπλ θαη ζπλδένπλ αλαπαξαζηάζεηο είρε ζεηηθή επίδξαζε ζηε κάζεζή.  

Τέινο, ζχκθσλα κε ηνλ Moore (2010) ε δηεξεχλεζε ηεο ζπκκεηαβνιήο ηνπ κήθνπο 

ηνπ ηφμνπ κε ηηο θάζεηεο ζέζεηο ηνπ ζεκείν ηνπ κεηαβαιιφκελνπ άθξνπ ηνπ ζηνλ 

ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν κπνξεί λα είλαη απνηειεζκαηηθή γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ 
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γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ ε νπνία ζα βαζίδεηαη 

ζηελ βαζηθή έλλνηα ηνπ αθηηλίνπ. 
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3.  ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΗΑ ΔΡΔΤΝΑ 

3.1 Δπεςνηηική μέθοδορ 

Ζ εξεπλεηηθή κέζνδνο επηιέρζεθε ζηε βάζε ηνπ ζεσξεηηθνχ πιαηζίνπ ζην νπνίν 

ζηεξίρζεθε ε παξνχζα έξεπλα, ηνπ αληηθεηκέλνπ ηεο έξεπλαο θαη ηεο θχζεο ησλ 

εξεπλεηηθψλ εξσηεκάησλ. Καζψο, ζχκθσλα κε ηνλ Yin (2003) ν εξεπλεηήο πξέπεη 

λα επηιέμεη σο κεζνδνινγία έξεπλαο ηελ κειέηε πεξίπησζεο φηαλ ππάξρνπλ νη 

αθφινπζεο ζπλζήθεο: 

α) ηα εξσηήκαηα ηεο κειέηεο αθνξνχλ ζην «πσο» θαη ζην «γηαηί», 

β) δελ κπνξεί λα ρεηξηζηεί ηελ ζπκπεξηθνξά απηψλ πνπ εκπιέθνληαη ζηε κειέηε, 

γ) ζέιεη λα ζπλππνινγίζεη ηηο ζπληξέρνπζεο ζπλζήθεο θαζψο πηζηεχεη φηη ζρεηίδνληαη 

κε ην ππφ κειέηε θαηλφκελν, 

δ) δελ είλαη μεθάζαξα ηα φξηα αλάκεζα ζην θαηλφκελν θαη ζην πιαίζην, 

νη νπνίεο ζπληξέρνπλ θαη ζηελ παξνχζα έξεπλα σο εξεπλεηηθή κέζνδνο επηιέρζεθε ε 

κειέηε πεξίπησζεο. Ζ κειέηε πεξίπησζεο είλαη κηα κέζνδνο πνηνηηθήο έξεπλαο πνπ 

παξέρεη ζηνλ εξεπλεηή ηα θαηάιιεια εξγαιεία ψζηε λα κειεηήζεη ζχλζεηα 

θαηλφκελα εληφο ησλ πιαηζίσλ ηνπο. Σχκθσλα κε ηνλ Thomas (2011): 

«Οη κειέηεο πεξίπησζεο απνηεινχλ αλαιχζεηο αηφκσλ, γεγνλφησλ, απνθάζεσλ, 

πεξηφδσλ, ηδξπκάησλ ή άιισλ ζπζηεκάησλ πνπ κειεηνχληαη νιηζηηθά απφ κηα ή 

πεξηζζφηεξεο κεζφδνπο. Ζ πεξίπησζε πνπ απνηειεί ην αληηθείκελν ηεο έξεπλαο ζα 

είλαη έλα παξάδεηγκα κηαο θαηεγνξίαο θαηλνκέλσλ ε νπνία παξέρεη έλα αλαιπηηθφ 

πιαίζην – έλα αληηθείκελν – εληφο ηνπ νπνίνπ δηεμάγεηαη ε έξεπλα θαη ην νπνίν ε 

πεξίπησζε δηαθσηίδεη θαη εξκελεχεη» 

Οη πνηνηηθέο κέζνδνη έξεπλαο ζεσξείηαη φηη δελ έρνπλ ηελ εγθπξφηεηα, ηελ αθξίβεηα 

θαη ηελ αμηνπηζηία ησλ πνζνηηθψλ εξεπλψλ ιφγσ ηεο ππνθεηκεληθήο θχζεο ησλ 

απνηειεζκάησλ ηνπο. Τα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ αθνξνχλ ζην ζπγθεθξηκέλν 

εξεπλεηηθφ πιαίζην θαζψο ηα επξήκαηα πάλσ ζηα νπνία ζηεξίρζεθαλ δελ είλαη 

δπλαηφλ λα επηβεβαησζνχλ κέζσ ηεο επαλάιεςεο ηνπ πεηξάκαηνο ζην ίδην πιαίζην 

ελψ ιφγσ ηνπ κηθξνχ θαη κε αληηπξνζσπεπηηθνχ δείγκαηνο δελ είλαη δπλαηφλ λα 

γεληθεπζνχλ (Brown & Dowling 1998). Τν δεηνχκελν ινηπφλ ζε κηα πνηνηηθή έξεπλα 

φπσο απηή, δελ είλαη ε δηαηχπσζε γεληθψλ αξρψλ θαη θαλφλσλ αιιά κηα εξκελεία 

ησλ θαηλνκέλσλ κέζσ κηαο επαγσγηθήο θαη αθαηξεηηθήο δηαδηθαζίαο.  
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3.2 Σο πεπικείμενο ηηρ έπεςναρ 

Ζ έξεπλα έιαβε ρψξα ζε δεκφζην Γεληθφ Λχθεην ην ζρνιηθφ έηνο 2014 – 2015. Τν 

ζπγθεθξηκέλν ζρνιείν, ην νπνίν είλαη δεκφζην, επηιέρζεθε ψζηε ην πεξηθείκελν ηεο 

έξεπλαο λα είλαη φζν ην δπλαηφλ εγγχηεξα ζηελ ειιεληθή εθπαηδεπηηθή 

πξαγκαηηθφηεηα (Kontogiannopoulou – Polydes, 1996). Αλ θαη είλαη πηζαλφλ ην 

ζπγθεθξηκέλν ζρνιείν λα κελ είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ ησλ ειιεληθψλ δεκνζίσλ 

Γεληθψλ Λπθείσλ, έρεη πνιιά θνηλά κε ηα ππφινηπα δεκφζηα Γεληθά Λχθεηα φπσο γηα 

παξάδεηγκα ν ηξφπνο επηινγήο ηνπ πξνζσπηθνχ, ν ξφινο ηεο δηεχζπλζεο ηνπ 

ζρνιείνπ, νη δηδαθηηθέο κέζνδνη πνπ εθαξκφδνληαη, ην σξνιφγην πξφγξακκα θαη ηα 

αλαιπηηθά πξνγξάκκαηα πνπ αθνινπζνχληαη, θάηη πνπ επηηξέπεη ζηελ παξνχζα 

έξεπλα λα ιεηηνπξγήζεη σο πιαίζην αλαθνξάο γηα παξφκνηεο εθαξκνγέο θαη ζε άιια 

ζρνιεία. Έλαο άιινο ιφγνο πνπ επηιέρζεθε ην ζπγθεθξηκέλν ζρνιείν ήηαλ ην γεγνλφο 

πσο ν εξεπλεηήο δηδάζθεη ζε απηφ θάηη πνπ ηνπ επέηξεςε λα έρεη άκεζε πξφζβαζε 

ζηελ πιηθνηερληθή ππνδνκή ηνπ ζρνιείνπ αιιά θαη λα επηιέμεη ηνπο καζεηέο απηνχο 

πνπ θαηά ηελ θξίζε ηνπ ζα κπνξνχζαλ λα ζπκβάινπλ ψζηε ε έξεπλα λα νινθιεξσζεί 

κε επηηπρία.  

Σηελ έξεπλα πήξαλ κέξνο ηέζζεξεηο καζεηέο ηεο Β΄ ιπθείνπ νη νπνίνη ρσξίζηεθαλ ζε 

νκάδεο ησλ δχν αηφκσλ θαη πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζπλνιηθά ηξεηο δίσξεο ζπλαληήζεηο. 

Οη καζεηέο είραλ ήδε δηδαρζεί κε βάζε ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα ηηο έλλνηεο ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ θαη ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Δπίζεο, ε 

επίδνζε ησλ καζεηψλ ζηηο δξαζηεξηφηεηεο θαη ζηε ιχζε αζθήζεσλ πνπ ήηαλ ζην 

πλεχκα ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ ήηαλ απφ ηθνλνπνηεηηθή έσο άξηζηε. Ζ επηινγή 

καζεηψλ πνπ έρνπλ ήδε δηδαρζεί ηηο ζπγθεθξηκέλεο έλλνηεο έγηλε ψζηε λα 

δηεξεπλεζνχλ ηα αθφινπζα: 

α) ν βαζκφο θαηαλφεζεο ησλ ελλνηψλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο, 

β) θαηά πφζν νη καζεηέο κπνξνχλ λα εθαξκφζνπλ ηηο απνθηεζείζεο γλψζεηο ζε έλα 

δηαθνξεηηθφ πιαίζην, 

γ) αλ ην ςεθηαθφ εξγαιείν κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζε έλα γλσζηηθφ εξγαιείν γηα ηελ 

εκπέδσζε, επέθηαζε, αλαπιαηζίσζε θαη εθαξκνγή ησλ γλψζεσλ 

δ) αλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα ζπλδέζνπλ δηαθνξεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ησλ ελλνηψλ. 
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Σρεηηθά κε ηνλ ξφιν ηνπ εξεπλεηή ζηε δηαδηθαζία, νη επηινγέο πνηθίινπλ απφ  ηελ 

πιήξε ζπκκεηνρή ηνπ σο ηε κε ζπκκεηνρή ηνπ ζηε δηαδηθαζία. Όκσο, θαη νη δχν 

απηέο επηινγέο είλαη πξνβιεκαηηθέο (brown & Dowling, 1998). Γηα ην ιφγν απηφ 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο έξεπλαο ν εξεπλεηήο ζπκκεηείρε κελ ζηελ εξεπλεηηθή 

δηαδηθαζία, ε ζπκκεηνρή ηνπ φκσο ήηαλ δηαθξηηηθή θαη απνζθνπνχζε θπξίσο ζε 

παξνρή δηεπθξηλήζεσλ ελψ νη εξσηήζεηο πνπ έθαλε είραλ σο ζηφρν λα βνεζήζνπλ 

ηνπο καζεηέο λα δηαηππψζνπλ πην θαζαξά ηηο ζθέςεηο ηνπο. 

3.3 Ανάλςζη δπαζηηπιοηήηυν 

Ζ δξαζηεξηφηεηα πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ρσξίδεηαη ζε δχν κέξε. Τν πξψην κέξνο 

εζηηάδεη ζηελ έλλνηα ηνπ αθηηλίνπ σο κνλάδα κέηξεζεο γσληψλ, ηε ζχλδεζή ηνπ κε ην 

κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο, ηε ζρέζε ηνπ κε ην κήθνο ηφμνπ αιιά θαη ηε ζχλδεζή 

ηνπ κε ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Σην δεχηεξν κέξνο κειεηάηαη ν ηξφπνο 

κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο ζπλδένπλ ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ ηξηγψλνπ κε ηελ 

ηξηγσλνκεηξία ην ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ θαη ζηε ζπλέρεηα ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ 

θχθιν κε ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπο. 

Πξώην Μέξνο ηεο  Γξαζηεξηόηεηαο 

Καζψο φπσο πξνθχπηεη απφ ηα πξνεγνχκελα, ε έλλνηα ηνπ αθηηλίνπ είλαη ηδηαίηεξα 

ζεκαληηθή γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ, δφζεθε ηδηαίηεξε 

έκθαζε ζηε κειέηε ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο αληηιακβάλνληαη ην αθηίλην, 

ζηα πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδνληαη θαηά ηε ρξήζε ηνπ σο κνλάδα κέηξεζεο 

γσληψλ θαη σο αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ζηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. Ζ ζχλδεζε 

ηνπ κέηξνπ κηαο γσλίαο ζε αθηίληα κε ηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 

επηρεηξήζεθε λα γίλεη κέζσ ηεο ζχλδεζεο ηεο γσλίαο κε ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ηφμνπ. Τν πξψην κέξνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο είρε σο ζηφρν λα δηεξεπλήζεη ζε πξψηε 

θάζε θαηά πφζν νη καζεηέο κπνξνχλ λα αληηιεθζνχλ ηε ζρέζε κεηαμχ ηνπο κήθνπο 

ηφμνπ θαη ηεο αληίζηνηρεο επίθεληξεο γσλίαο, ηεο νπνίαο ην κέηξν ζε κνίξεο είλαη 

γλσζηφ, ζε έλα θχθιν κε ζηαζεξή αθηίλα. Εεηήζεθε αξρηθά απφ ηνπο καζεηέο λα 

θαηαγξάςνπλ ην ιφγν 
ί

ή ό

 

   
 γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο γσλίαο ζε θχθιν κε 

αθηίλα 1,5 ψζηε λα θαηαιήμνπλ κέζσ παξαηήξεζεο ζε κηα ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ηα 

δχν κεγέζε. Ο ηξφπνο κέηξεζεο ηνπ κήθνπο ηφμνπ ζρεδηάζηεθε κε ηέηνην ηξφπν ψζηε 

λα παξαπέκπεη ζηελ ηνπνζέηεζε ζεκείσλ ζην άμνλα x΄x ζε έλα θαξηεζηαλφ ζχζηεκα 

αμφλσλ. Πην ζπγθεθξηκέλα νη καζεηέο κεηαθηλψληαο ηνλ δξνκέα «γσλία» επηιέγνπλ 
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κηα ηπραία επίθεληξε γσλία θαη ζηε ζπλέρεηα κε ηνλ δξνκέα «έιεγρνο» θπινχλ ηνλ 

θχθιν θαηά κήθνο ηνπ άμνλα 'x x . Όηαλ ην άθξν ηνπ ηφμνπ πνπ αληηζηνηρεί ζηε 

γσλία έξρεηαη ζε επαθή κε ηνλ άμνλα εκθαλίδνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ζεκείνπ, θάηη πνπ δίλεη κε έκκεζν ηξφπν θαη ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ ηφμνπ. Ο 

ηξφπνο απηφο κέηξεζεο επηιέρζεθε θαζψο ζην δεχηεξν κέξνο ηεο παξέκβαζεο, νη 

καζεηέο ζα πξέπεη λα ζπζρεηίζνπλ ην κέηξν ηεο επίθεληξεο γσλίαο ζε αθηίληα κε ην 

κήθνο ηφμνπ ζηνλ κνλαδηαίν θχθιν θαη ζηε ζπλέρεηα λα ην ζπζρεηίζνπλ κε ην φξηζκα 

ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο θαη ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. Σην ζρήκα 1 

θαίλεηαη ν αξρηθφο θχθινο (α) θαη ν ηξφπνο πνπ πξνθχπηεη ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ηφμνπ κεηά ηε θχιηζε θαηά κήθνο ηνπ άμνλα 'x x  (β). 

 

 

 

Σρήκα 1. 

α) 

β) 
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α) Αξρηθφο θχθινο β) Σπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνπ άμνλα 'x x  ζην νπνίν θαηαιήγεη ην 

άθξν Β‟ ηνπ ηφμνπ κεηά απφ θχιηζε. 

Σην δεχηεξν εξψηεκα δεηείηαη αξρηθά απφ ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ ηελ νξζφηεηα 

ηεο ζρέζεο ζηελ νπνία θαηέιεμαλ, ππνινγίδνληαο βάζε απηήο ηελ επίθεληξε γσλία 

ηεο νπνίαο ην αληίζηνηρν ηφμν έρεη κήθνο ηέηνην ψζηε θαηά ηελ θχιηζε ηνπ θχθινπ ην 

άθξν ηνπ λα θαηαιήγεη ζε ζεκεία ηνπ άμνλα 'x x  κε γλσζηέο ζπληεηαγκέλεο.  

 

Σρήκα 2 

Σηε ζπλέρεηα δεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα επαλαιάβνπλ ηε δηαδηθαζία ησλ πξψησλ 

δχν εξσηεκάησλ κεηαβάιινληαο αξρηθά ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ ζε 3   αιιά θαη 

γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αθηίλαο. Με ηα εξσηήκαηα απηά αξρηθά δεκηνπξγείηαη κηα 

γλσζηηθή ζχγθξνπζε, θαζψο νη καζεηέο αλαθαιχπηνπλ φηη ε αξρηθή ζρέζε παχεη λα 

ηζρχεη φηαλ αιιάμεη ε αθηίλα ηνπ θχθινπ νπφηε θαινχληαη λα αλακνξθψζνπλ ηε 

ζρέζε απηή ζπκπεξηιακβάλνληαο θαη ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ. Ζ παξαπάλσ ζεηξά ησλ 

εξσηεκάησλ δηαθέξεη απφ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο δηδάρζεθαλ ηελ έλλνηα 

ηνπ αθηίληνπ ζην ζρνιείν φπνπ ε εηζαγσγή ηεο έλλνηαο βαζίδεηαη ζηελ νκνηφηεηα ησλ 

θχθισλ, ζηε ζηαζεξφηεηα ηνπ ιφγνπ 
ή ό

ί

   


 
  , γηα δεδνκέλε γσλία. 

Καζψο νη καζεηέο είραλ ήδε δηδαρζεί ηε ζπγθεθξηκέλε έλλνηα, ζηφρνο ηεο ζεηξάο πνπ 

ηέζεθαλ ηα εξσηήκαηα είλαη λα δηεξεπλεζεί θαηά πφζν νη καζεηέο έρνπλ ζπλδέζεη ηα 

ηξία απηά κεγέζε θαη έρνπλ αληηιεθζεί ηηο ζρέζεηο αλαινγίαο πνπ ηα ζπλδένπλ. 

Σην ππφινηπν κέξνο ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ, ε έλλνηα ηνπ αθηηλίνπ πξνζεγγίζηεθε κε 

ηελ ζεηξά κε ηελ νπνία δηδάζθεηαη θαη ζηελ ηάμε. Αξρηθά δεηήζεθε απφ ηνπο 

καζεηέο λα ππνινγίζνπλ ην ιφγν 
ή ό

ί

   


 
  γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αθηίλαο 
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  θαη ζηαζεξή γσλία  , ρσξίο φκσο λα αλαθέξεηαη πνπζελά φηη ν ιφγνο   δελ 

είλαη ηίπνηε άιιν απφ ην γλσζηφ ηνπο κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα. Δπαλέιαβαλ απηή 

ηε δηαδηθαζία γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο γσλίαο   παξαηεξψληαο έηζη φηη ν ιφγνο δελ 

εμαξηάηαη απφ ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ αιιά κφλν απφ ηε γσλία. Αθνινχζσο νη 

καζεηέο ππνιφγηζαλ ην ιφγν 



 γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο γσλίαο   ψζηε λα 

παξαηεξήζνπλ φηη παξακέλεη ζηαζεξφο. Σηφρνο ήηαλ λα δηαπηζησζεί ζε πνην βαζκφ 

νη καζεηέο κπνξνχλ λα εθαξκφζνπλ θαη λα εληάμνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο ζε έλα 

δηαθνξεηηθφ πιαίζην, λα ζπλδέζνπλ δηαθνξεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο, αλ κπνξνχλ λα 

ζεσξήζνπλ ηνλ ιφγν 
ή ό

ί

   


 
  πνπ δελ είλαη ηίπνηε άιιν απφ ην κέγεζνο 

κηαο γσλίαο ζε αθηίληα ην νπνίν έρνπλ ήδε δηδαρζεί, σο έλα κέηξν ηεο γσλίαο θαη αλ 

κέζα απφ ηε ζηαζεξφηεηα ηνπ ιφγνπ είλαη ζε ζέζε λα αλαγλσξίζνπλ ηε ζρέζε 

180 2

 


  ηελ νπνία επίζεο έρνπλ δηδαρζεί.  

Γεύηεξν Μέξνο ηεο Γξαζηεξηόηεηαο 

Τν δεχηεξν κέξνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο ζρεδηάζηεθε ψζηε γηα λα απνηειέζεη πηζαλψο 

έλα δηδαθηηθφ εξγαιείν αιιά θαη λα δηεξεπλήζεη ηηο δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ νη 

καζεηέο ζηε ζχλδεζε ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ κε ηελ ηξηγσλνκεηξία 

νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ, ηε ρξήζε ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ σο βαζηθνχ 

κεραληζκνχ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ αιιά θαη ηε ζχλδεζή ηνπ κε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο. Οη καζεηέο αξρηθά 

ππνιφγηζαλ ην ιφγν 





 , φπνπ   ε αθηίλα θχθινπ ην θέληξν ηνπ νπνίνπ είλαη 

πάλσ ζηνλ άμνλα 'x x , φρη φκσο ζηελ αξρή, ελφο θαξηεζηαλνχ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ θαη   ε απέλαληη πιεπξά ηνπ νξζνγσλίνπ πνπ ζρεκαηίδεηαη αλ απφ 

ην πέξαο   πνπ αληηζηνηρεί ζην άθξν ηεο αθηίλαο θέξνπκε θάζεηε ζηνλ 'x x . Ο 

ζπγθεθξηκέλνο θχθινο δελ είλαη ν ηξηγσλνκεηξηθφο θχθινο, φκσο ε εηθφλα θαη ε 

ρξήζε ηνπ είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλε κε απηφλ θαη δελ αλακέλεηαη έλαο καζεηήο πνπ 

έρεη θαηαλνήζεη ηε ιεηηνπξγία ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ λα δπζθνιεπζεί λα 

εξκελεχζεη ηελ έλλνηα ηνπ εκηηφλνπ κέζσ ηνπ θχθινπ ηεο δξαζηεξηφηεηαο θαη 

αληίζηξνθα. Δπίζεο ιφγσ πεξηνξηζκψλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ θαηαζθεπή ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο, ε κφλε ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε πνπ κειεηήζεθε ήηαλ ε 



 

27 
 

ζπλάξηεζε ηνπ εκηηφλνπ. Καζψο νη έλλνηεο πνπ εκπιέθνληαη ζηελ θαηαλφεζε θαη 

εξκελεία θαη ησλ άιισλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ είλαη νη ίδηεο, θξίζεθε φηη ε 

κειέηε ηεο θαηαλφεζεο απφ ηνπο καζεηέο ηεο ζπγθεθξηκέλεο κφλν ζπλάξηεζεο είλαη 

επαξθήο θαζψο ηα ζπκπεξάζκαηα κπνξνχλ λα επεθηαζνχλ θαη ζηηο άιιεο 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. 

 

Σρήκα 3 

Οη καζεηέο αθνχ αξρηθά ππνινγίζνπλ ην ιφγν, γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο γσλίαο  , 

ππνινγίδνπλ ηνλ ίδην ιφγν γηα ηηο ίδηεο ηηκέο ηεο γσλίαο αιιά κε δηαθνξεηηθή ηψξα 

αθηίλα θαη ζηε ζπλέρεηα ηνπ δεηείηαη λα εξκελεχζνπλ ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. Καζψο 

ηα εξσηήκαηα δελ αλαθέξνληαη μεθάζαξα ζην νξζνγψλην ηξίγσλν  , ζηφρνο 

είλαη λα εμεηαζζεί αλ νη καζεηέο νη νπνίνη έρνπλ ήδε δηδαρζεί ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο, είλαη ζε ζέζε λα εξκελεχζνπλ κέζσ ηεο νκνηφηεηαο ησλ νξζνγσλίσλ 

ηξηγψλσλ ηε ζηαζεξφηεηα ηνπ ιφγνπ ηεο απέλαληη πιεπξάο πξνο ηελ αθηίλα ζηα 

πιαίζηα ελφο θχθινπ ζηνλ νπνίν ε γσλία είλαη επίθεληξε. Ζ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ 

λα εξκελεχζνπλ ζσζηά ηα απνηειέζκαηα είλαη απαξαίηεηε σο έλα πξψην βήκα γηα 

λα πεξάζνπλ απφ ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ, ζηελ ηξηγσλνκεηξία 

ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ θαη λα ζπλδέζνπλ ηηο δχν αλαπαξαζηάζεηο. Δπίζεο, είλαη 

ζεκαληηθφ λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο ην γεγνλφο φηη ν ιφγνο παξακέλεη ζηαζεξφο 

γηα κηα ζπγθεθξηκέλε γσλία θαη είλαη αλεμάξηεηνο απφ ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ, ψζηε 

ζηε ζπλέρεηα λα επηιέμνπλ ην κήθνο ηεο αθηίλαο λα είλαη ίζν κε ηε κνλάδα, νπφηε ην 

κήθνο ηνπ ηφμνπ κηαο γσλίαο ζα είλαη ίζν κε ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα. Απηφ ζα 

ηνπο επηηξέςεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηνλ ζπγθεθξηκέλν κεραληζκφ γηα ηελ παξαγσγή 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο.  
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Σηελ ηξίηε εξψηεζε νη καζεηέο πξέπεη λα βξνπλ κε πνηνλ ηξφπν ζρεηίδεηαη ε 

ηεηαγκέλε 
By  ηνπ ζεκείνπ   κε ηνλ ιφγν 




. Δπηηπγράλεηαη κε ηνλ ηξφπν απηφ 

κηα πξψηε ζπζρέηηζε ηνπ ιφγνπ ησλ πιεπξψλ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ κε ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνπ θχθινπ. Σηελ ηέηαξηε θαη ζηελ πέκπηε εξψηεζε, νη 

καζεηέο θαινχληαη, αθνχ έρνπλ ζπζρεηίζεη ηελ ηεηαγκέλε y  ηνπ ζεκείνπ B  κε ην 

κήθνο ηνπ ηκήκαηνο   θαη ην ιφγν  , λα βξνπλ γσλίεο νη νπνίεο έρνπλ ηνλ ίδην ή 

αληίζεηνπο ιφγνπο. Σεκεηψλεηαη φηη ε εθαξκνγή είλαη ζρεδηαζκέλε έηζη ψζηε φηαλ νη 

καζεηέο κεηαβάιινπλ ην κέηξν ηεο γσλίαο λα κελ εκθαλίδεηαη ν ιφγνο 



. Απηφ 

έγηλε ψζηε νη καζεηέο λα κελ κπνξνχλ λα πξνζεγγίζνπλ κέζσ ηεο παξαηήξεζεο ηεο 

ηηκήο ηνπ ιφγνπ ηελ ζσζηή απάληεζε αιιά λα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο 

θαηάιιειεο ζπκκεηξίεο ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν. Με ηνλ ηξφπν απηφ εξεπλάηαη ν 

ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ν καζεηήο κπνξεί ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζπκκεηξίεο ηνπ θχθινπ 

λα βξεη γσλίεο κε ίδην ή αληίζεην ιφγν, δειαδή ίδην ή αληίζεην εκίηνλν. Απηφ είλαη 

έλα απαξαίηεην βήκα ψζηε ε έλλνηα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ αξηζκνχ λα επεθηαζεί θαη 

ζε ακβιείεο αιιά θαη κε θπξηέο γσλίεο. Απφ καζεηέο πνπ έρνπλ θαηαλνήζεη ηελ 

έλλνηα ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ, ηελ ηξηγσλνκεηξία νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ θαη 

ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν, αλακέλεηαη λα κελ αληηκεησπίζνπλ ηδηαίηεξεο δπζθνιίεο 

ζην κέξνο απηφ ηεο δξαζηεξηφηεηαο θαζψο θαηά ηε δηδαζθαιία ηνπ καζήκαηνο ζηελ 

ηάμε νη δηάθνξεο ζπκκεηξίεο ρξεζηκνπνηνχληαλ αξθεηά ζπρλά γηα λα 

λνεκαηνδνηήζνπλ ηε ζρέζε αλάκεζα ζε ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 

παξαπιεξσκαηηθψλ, αληίζεησλ θαη γσληψλ πνπ δηαθέξνπλ θαηά  . Δπηπιένλ κέζσ 

ηεο πην πάλσ δηαδηθαζίαο αλαδεηθλχεηαη ν ηξηγσλνκεηξηθφο θχθινο σο κεραληζκφο 

ππνινγηζκνχ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ. Σην έθην εξψηεκα δεηείηε απφ ηνπο 

καζεηέο, αθνχ παξαηεξήζνπλ φηη ν ιφγνο 
y


 παξακέλεη ζηαζεξφο γηα νπνηαδήπνηε, 

θπξηή ή κε θπξηή γσλία, λα εξκελεχζνπλ ηελ παξαηήξεζή ηνπο απηή. Σηφρνο είλαη 

λα δηεξεπλεζεί, ηδίσο φηαλ πξφθεηηαη γηα κε θπξηή γσλία, αλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα 

εξκελεχζνπλ ηελ παξαηήξεζή ηνπο γεσκεηξηθά κέζσ ηεο νκνηφηεηαο ησλ ζρεκάησλ.  

Τα επφκελα εξσηήκαηα αθνξνχλ ζηελ ρξήζε ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ σο 

κεραληζκνχ απεηθφληζεο ζηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. Οη καζεηέο αθνχ 

αλαθαιέζνπλ ζηε κλήκε ηνπο απφ ηελ πξψηε δξαζηεξηφηεηα ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη 
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ην κέηξν επίθεληξεο γσλίαο ζε αθηίληα κε ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ θαη ην κήθνο ηνπ 

αληίζηνηρνπ ηφμνπ, ππνινγίδνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ,
y 


 
 
 

 γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ κέηξνπ   ζε αθηίληα ηεο γσλίαο Σηε ζπλέρεηα κε ην δξνκέα 

«θχιηζε» εκθαλίδνπλ ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν ην ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο  , y  

φπνπ   ην κήθνο ηνπ ηφμνπ πνπ αληηζηνηρεί ζηε γσλία κε κέηξν  . 

 

Σρήκα 4 

Δίλαη πξνθαλέο φηη θαζψο αξρηθά ε αθηίλα ηνπ θχθινπ είλαη δηαθνξεηηθή ηεο 

κνλάδαο, νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ πνπ εκθαλίδεηαη είλαη δηαθνξεηηθέο απφ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο πνπ έρνπλ ππνινγίζεη νη καζεηέο. Εεηείηαη ηφηε απφ ηνπο καζεηέο λα 

δηνξζψζνπλ ην κεραληζκφ, λα βξνπλ δειαδή φηη ε αθηίλα ηνπ θχθινπ πξέπεη λα είλαη 

ίζε κε ηε κνλάδα, ψζηε λα ιεηηνπξγεί ζσζηά θαη λα βξίζθεη ηα ζεκεία ησλ νπνίσλ νη 

ζπληεηαγκέλεο είλαη απηέο πνπ νη καζεηέο έρνπλ ππνινγίζεη γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο 

ηεο γσλίαο  . Δπηηπγράλεηαη έηζη, φρη κφλν ε ζχλδεζε ηνπ κέηξνπ κηαο γσλίαο ζε 

αθηίληα κε ηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ αιιά θαη ε ρξήζε ηνπ 

ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ σο βαζηθνχ κεραληζκνχ γηα ηελ εχξεζε ζην θαξηεζηαλφ 

επίπεδν ζεκείσλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Δπίζεο, αλαδεηθλχεηαη έκκεζα θαη 

ε ρξεζηκφηεηα ρξήζεο ηνπ αθηηλίνπ σο κνλάδα κέηξεζεο ηνπ κέηξνπ κηαο γσλίαο, 

θαζψο ρξεζηκνπνηψληαο σο κνλάδα κέηξεζεο κήθνπο ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ, ην 
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κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα είλαη θαη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ ην νπνίν καο δίλεη θαη ην 

αληίζηνηρν ζεκείν ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

Μέρξη ην ζεκείν απηφ έρεη νινθιεξσζεί, ρσξίο λα έρεη μεθάζαξα εηπσζεί ζηνπο 

καζεηέο, ε εηζαγσγή ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ σο κεραληζκνχ απεηθφληζεο κηαο 

ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο. Πξνθεηκέλνπ λα ειεγρζεί αλ νη καζεηέο είλαη ζε ζέζε 

λα ζπλδέζνπλ έλαλ κεραληζκφ εχξεζεο ζεκείσλ ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν κε ηελ 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, ζεσξήζεθε ζθφπηκν λα εξσηεζνχλ ζρεηηθά κε ηνλ ηξφπν πνπ 

αληηιακβάλνληαη ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηνλ ηξφπν πνπ απηή ζρεηίδεηαη κε ηε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε θαζψο θαη αλ ηα ζεκεία πνπ βξήθαλ κε ηνλ κεραληζκφ απηφ 

κπνξεί λα είλαη ζεκεία γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο θαη αλ λαη λα 

εμεηάζνπλ αλ ππάξρεη κηα αιγεβξηθή ζρέζε γηα ηε ζπλάξηεζε απηή. Θεσξείηαη φηη 

έλαο καζεηήο πνπ έρεη θαηαλνήζεη ηελ έλλνηα ηε ζπλάξηεζεο πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε 

λα αληηιεθζεί θαη λα δηεπθξηλίζεη ηνπο ιφγνπο γηα ηνπο νπνίνπο ηα ζεκεία πνπ 

βξέζεθαλ κπνξεί λα είλαη ζεκεία γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο. Αληίζηνηρα νη 

καζεηέο πνπ έρνπλ θαηαλνήζεη ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, αλ δελ έρνπλ ήδε 

αληηιεθζεί φηη πξφθεηηαη γηα ηε ζπλάξηεζε εκίηνλν, αλακέλεηαη ηνπιάρηζηνλ λα κελ 

ζεσξήζνπλ απαξαίηεηε ηελ χπαξμε αιγεβξηθνχ ηχπνπ ψζηε κηα δηαδηθαζία 

απεηθφληζεο λα απνηειεί ζπλάξηεζε.  

Τν επφκελν βήκα είλαη λα εμεηαζζεί αλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηνλ 

ίδην κεραληζκφ γηα λα βξνπλ ζεκεία ηνπ επηπέδνπ φηαλ ην κέηξν ηεο γσλίαο είλαη 

κεγαιχηεξν απφ 2 . Γηα ην ιφγν απηφ, εκθαλίδεηαη ζηνλ άμνλα 'x x  ηκήκα κε αξρή 

ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη κήθνο ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε κήθνο ηφμνπ γσλίαο πνπ 

κπνξεί λα είλαη κεγαιχηεξε ησλ 2 . Πξνθεηκέλνπ ηψξα ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί 

ζην πέξαο ηνπ ηφμνπ λα ζπκπέζεη κε ην πέξαο ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο θαηά ηελ 

θχιηζε ηνπ θχθινπ πάλσ ζηνλ άμνλα, ζα πξέπεη απηφο λα θάλεη πεξηζζφηεξεο απφ κηα 

πεξηζηξνθέο. Με ηνλ ηξφπν απηφ ζπλδένληαη ηφμα πνπ αληηζηνηρνχλ ζε γσλίεο κε 

κέηξα κεγαιχηεξα ησλ 2  κε ην ζεκείν ζηνλ άμνλα πνπ ζα βξεζεί ην άθξν ηνπ 

αληίζηνηρνπ ηφμνπ αλ ν θχθινο πξαγκαηνπνηήζεη θαηά ηελ θχιηζή ηνπ πεξηζζφηεξεο 

απφ κία πεξηζηξνθέο. Δπηηπγράλεηαη έηζη ε κηα ζχλδεζε ηνπ ζεηηθνχ εκηάμνλα ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, άξα θαη ησλ ζεηηθψλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, κε ην κέηξν κηαο 

γσλίαο ζε αθηίληα, θάηη πνπ ζεσξείηαη θξίζηκν πξνθεηκέλνπ λα είλαη ζε ζέζε νη 

καζεηέο λα ζεσξήζνπλ ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο σο πεδίν νξηζκνχ ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Κξίζεθε φηη ην ζπγθεθξηκέλν ππνινγηζηηθφ 
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πεξηβάιινλ δελ πξνζθέξεηαη γηα λα πξαγκαηνπνηεζεί αληίζηνηρε επέθηαζε ζε γσλίεο 

κε αξλεηηθφ κέηξν.  

 

Σρήκα 5 

 

Σρήκα 6 

Σην ηειεπηαίν κέξνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο, κεηαβάιινληαο ην κέηξν ηεο γσλίαο   

κεηαβάιιεηαη αληίζηνηρα θαη ε ζέζε ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν ηνπ ζεκείνπ πνπ 

πξνθχπηεη κέζσ ηεο κέρξη ηψξα δηαδηθαζίαο. Καζψο ην ζεκείν αθήλεη ίρλνο ζηηο 

ζέζεηο απφ ηηο νπνίεο πεξλάεη ζρεκαηίδεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

εκίηνλν. Γίλεηαη έηζη πξνζπάζεηα λα ζπλδεζεί ε ζπλάξηεζε σο δηαδηθαζία κε ηε 

ζπλάξηεζε σο αληηθείκελν κέζσ ηεο ζχλδεζήο ηεο κε ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε, 

θαζψο ε ηειεπηαία παξαπέκπεη ζηελ αληηκεηψπηζε ηεο ζπλάξηεζεο σο έλα 

αληηθείκελν, κηα εληαία γξακκή θαη φρη κφλν σο κηα δηαδηθαζία κέζσ ηεο νπνίαο ζε 

θάζε ηηκή ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο αληηζηνηρεί κηα ηηκή ηεο εμαξηεκέλεο 
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κεηαβιεηήο. Δξκελεχνληαο ζσζηά ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο, νη 

καζεηέο κπνξνχλ λα δηαπηζηψζνπλ πφηε είλαη αχμνπζα, θζίλνπζα πνπ παξνπζηάδεη 

αθξφηαηα θαη πνηα είλαη απηά. Δπίζεο, κέζσ ηνπ δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ θαη ηεο 

θίλεζεο ηνπ ζεκείνπ, νη έλλνηεο απηέο λνεκαηνδνηνχληαη κέζα ζε έλα δηαθνξεηηθφ 

πιαίζην. Δπηπιένλ δίλεηαη ζηνπο καζεηέο ε δπλαηφηεηα λα ζπλδέζνπλ ηελ ζέζε θαη 

ηελ θίλεζε ηνπ άθξνπ ηνπ ηφμνπ ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν κε ηε ζέζε θαη ηελ 

θίλεζε ηνπ ζεκείνπ ηεο ζπλάξηεζεο εκίηνλν ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν. Σην ηέινο 

αθνχ δηεπθξηλεζηεί ζηνπο καζεηέο φηη ε ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε είλαη ε ζπλάξηεζε 

εκίηνλν, ηνπο δεηείηαη λα βξνπλ ην εκίηνλν ζπγθεθξηκέλσλ γσληψλ ζε αθηίληα. 

Καζψο δελ ππάξρεη αιγεβξηθφο ηχπνο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε, νη καζεηέο ζα 

πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην κεραληζκφ πνπ παξέρεη ε ζπγθεθξηκέλε 

δξαζηεξηφηεηα. Θα πξέπεη κεηαθηλψληαο ην δξνκέα ηεο γσλίαο ζηελ αληίζηνηρε ζέζε 

λα θαηαγξάςνπλ ηελ ηεηκεκέλε ηνπ αληίζηνηρνπ ζεκείνπ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηελ νπνία κπνξνχλ λα βξνπλ κφλν κέζσ ηνπ κήθνπο ηνπ ηκήκαηνο   ζηνλ 

ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν. Δπίζεο δεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα βξνπλ γσλίεο ην 

εκίηνλν ησλ νπνίσλ έρεη ζπγθεθξηκέλε ηηκή, λα ιχζνπλ δειαδή ηηο αληίζηνηρεο 

ηξηγσλνκεηξηθέο εμηζψζεηο. Με ηα παξαπάλσ δηεξεπλάηαη, αλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα 

δεκηνπξγήζνπλ ηηο θαηάιιειεο ζπλδέζεηο αλάκεζα ζε δηαθνξεηηθέο παξαζηάζεηο ηεο 

ζπλάξηεζεο εκίηνλν θαη λα επηιέμνπλ θάζε θνξά ηελ θαηάιιειε αλαπαξάζηαζε 

ψζηε λα απαληήζνπλ ζηα αληίζηνηρα εξσηήκαηα. 

 

Σρήκα 7 
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4. ΑΝΑΛΤΖ ΓΔΓΟΜΔΝΩΝ ΚΑΗ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ 

Ζ αλάιπζε πνπ ζα παξνπζηαζηεί ζην θεθάιαην απηφ γίλεηαη ζχκθσλα κε ηε δνκή 

ησλ εξσηεκαηνινγίσλ πνπ δφζεθαλ ζηνπο καζεηέο. Καζψο ζε θάζε εξσηεκαηνιφγην 

ππάξρνπλ νκάδεο εξσηήζεσλ πνπ απνζθνπνχλ ζηε δηεξεχλεζε ηνπ επηπέδνπ 

θαηαλφεζεο ζπγθεθξηκέλσλ ελλνηψλ απφ ηνπο καζεηέο, ε αλάιπζε ζα αθνξά ζηηο 

ζπγθεθξηκέλεο απαληήζεηο. Δπίζεο θαζψο, ηδηαίηεξα ζην δεχηεξν εξσηεκαηνιφγην, ε 

δνκή είλαη ηέηνηα ψζηε εθηφο απφ ηελ δηεξεχλεζε ησλ δπζθνιηψλ πνπ 

αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο, λα εμππεξεηείηαη κηα καζεζηαθή ηξνρηά γηα ηελ εηζαγσγή 

ζηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, ε αλάιπζε ζα αθνξά θαη ζην θαηά πφζν απηή ε 

δνκή βνήζεζε ηνπο καζεηέο λα αλαπηχμνπλ κηα πην ζηέξεα θαη πιήξε εηθφλα γηα ηελ 

έλλνηα απηή. Υπελζπκίδεηαη φηη νη καζεηέο είραλ ήδε δηδαρζεί ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο κε βάζε ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα ζην κάζεκα ηνπ ζρνιείνπ θαη ε 

επίδνζή ηνπο ζηελ ηάμε αιιά θαη ζε δηαγψληζκα κε αζθήζεηο παξφκνηεο κε απηέο ηνπ 

ζρνιηθνχ βηβιίνπ ήηαλ απφ ηθαλνπνηεηηθή έσο άξηζηε. Οη καζεηέο εξγάδνληαλ ζε 

δεχγε θαη θαηέγξαθαλ ηηο απαληήζεηο ηνπ ζε απαληεηηθφ θχιιν ελψ κε ρξήζε 

ζπγθεθξηκέλνπ ινγηζκηθνχ θαηαγξάθνληαλ νη κεηαμχ ηνπο ζπλνκηιίεο παξάιιεια κε 

ηελ εηθφλα ζηελ νζφλε ηνπ ππνινγηζηή ζηνλ νπνίνλ εξγάδνληαλ. 

4.1 Ανάλςζη ηος ππώηος μέποςρ ηηρ δπαζηηπιόηηηαρ  

Δξσηήζεηο 1 έσο 4  

Απφ ην δηάινγν κεηαμχ ησλ καζεηψλ, απνδείρζεθε φηη αξρηθά νη καζεηέο δελ 

δπζθνιεχηεθαλ λα ζπζρεηίζνπλ κέζσ ηνπ κεραληζκνχ, ην κήθνο ηνπ ηφμνπ κε ηελ 

ηεηκεκέλε ζεκείσλ ζηνλ άμνλα 'x x . Δπίζεο κεηά ηελ θαηαγξαθή ησλ 

απνηειεζκάησλ δηαπίζησζαλ φηη ν ιφγνο 
ί

ή ό

 

   
 είλαη ζηαζεξφο γηα 

ζπγθεθξηκέλε αθηίλα.  

Φαξαθηεξηζηηθφο είλαη ν αθφινπζνο δηάινγνο απφ ηε δεχηεξε νκάδα: 

1. Μ: … νπ! νπ! Βγαίλεη ην ίδην. 57,29 γξάςε. 90 δηα… 

2. : 1,571 

3. Μ: Όλησο; 

4. : Ναη! 

5. Μ: Οπ! Κη απηό ην ίδην. Α, ήκνπλα ζίγνπξε. 

………………………………………………………………………………. 

6. Μ: Μεηά ηη είλαη; 

7. : 100,8… δηα 1,7595 

8. Μ: Οππ! (57,289)  Α, λαη. 57,29 γξάςε πάιη.  

9. Καζ.: Αλ ζέιεηε θάληε θη άιια ή απαληήζηε ζηελ εξώηεζε. 
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10. Μ: Ωξαία, ζα γξάςνπκε ζηελ απάληεζε, ν ιόγνο ηεο γσλίαο θαη ηνπ κήθνπο 

ηόμνπ βγαίλεη ν ίδηνο ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο. 

11. : Όζν απμάλνληαη ζα γξάςνπκε ε; 

12. Καζ.: Ση ξσηάεη; 

………………………………………………………………………………….. 

13. Μ: (δηαβάδεη) Μπνξείηε λα δηαπηζηώζεηε κηα ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην κήθνο 

ηόμνπ κε ηε γσλία; Μπνξείηε λα ηελ εξκελεύζεηε; 

14. Καζ.: Μπνξείο λα δηαηππώζεηο κηα ζρέζε… 

15. Μ: Α! Γηαηππώζεηε. 

16. Καζ.: Ναη. Πνηα ζρέζε ππνζέηεηο όηη είλαη; 

17. Μ: Ο ιόγνο δελ είλαη; 

18. : Καζώο απμάλνληαη πξέπεη λα πνύκε, παξακέλεη ην ίδην. 

19. Μ: Απηό είλαη. 

 

Παξαηεξνχκε φηη νη καζεηέο δελ πξνζπάζεζαλ λα δψζνπλ θάπνηα γεσκεηξηθή 

εξκελεία ή απφδεημε γηα ην ζπγθεθξηκέλν απνηέιεζκα θαη ζεψξεζαλ ηελ απιή 

παξαηήξεζε επαξθή ψζηε λα θαηαιήμνπλ αιιά θαη λα γεληθεχζνπλ έλα 

ζπγθεθξηκέλν ζπκπέξαζκα. Δπίζεο φπσο θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 1 έσο 5, ηνπο 

εμέπιεμε σο κε αλακελφκελν ην γεγνλφο φηη ν ιφγνο παξακέλεη ζηαζεξφο. Θα 

αλέκελε θαλείο πσο ζε καζεηέο πνπ έρνπλ δηδαρζεί θαη έρνπλ θαηαλνήζεη ηελ έλλνηα 

ηνπ αθηηλίνπ, ζα ήηαλ κάιινλ αλακελφκελν ην ζπκπέξαζκα ζην νπνίν θαηέιεμαλ 

θαζψο κηα απφ ηηο βαζηθέο έλλνηεο γηα ηελ θαηαλφεζε ηνπ αθηηλίνπ είλαη ην γεγνλφο 

πσο ην κέηξν κηαο επίθεληξεο γσλίαο θαη ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ ηφμνπ ζε θχθιν 

κε ζηαζεξή αθηίλα είλαη αλάινγα πνζά. Δληζρχεηαη απηφ ην ζπκπέξαζκα απφ ην 

γεγνλφο φηη δελ πξνρψξεζαλ ζηελ εξκελεία ηνπ ζπκπεξάζκαηφο ηνπο. Μφλν φ (Σ) κε 

ηε θξάζε: 

 Καζώο απμάλνληαη πξέπεη λα πνύκε, παξακέλεη ην ίδην», 

 θάλεθε λα αληηιακβάλεηαη φηη ηα κεγέζε είλαη αλάινγα θαη λα πξνζπαζεί λα δψζεη 

κηα γεσκεηξηθή εξκελεία ζην ζπκπέξαζκα, αιιά δελ νινθιήξσζε ηε ζθέςε ηνπ.  

Αληίζηνηρε ήηαλ θαη ε πξνζέγγηζε απφ ηελ πξψηε νκάδα, ε νπνία φκσο θαηέγξαςε 

ην απνηέιεζκα κφλν ιεθηηθά θάηη πνπ ζηε ζπλέρεηα δελ επέηξεςε ηελ άκεζε 

εθαξκνγή ηνπ ηχπνπ γηα ηελ εχξεζε ηεο γσλίαο ζην δεχηεξν εξψηεκα. Δπίζεο, 

θπξίσο ν καζεηήο (Κ) θάλεθε λα δπζθνιεχεηαη λα ζπλδέζεη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ κε 

ηελ ηεηκεκέλε ηνπ αληίζηνηρνπ ζηνλ άμνλα 'x x . Απηφ πξνθχπηεη θαη απφ ην γεγνλφο 

φηη ζηε ζπλέρεηα πνιιέο θνξέο αλαθέξεη φηη «κεγαιώλεη ην ζεκείν» φηαλ κεγαιψλεη 

ην κήθνο ηνπ ηφμνπ θαζψο θαη απφ ηνλ επφκελν δηάινγν, φηαλ ζην δεχηεξν εξψηεκα 

ρξεηάζηεθε λα ζπκπεξάλνπλ ην κήθνο ηνπ ηφμνπ απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ: 
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20. Α: Αθνύ ε γσλία ελόο θύθινπ ε γσλία απηή εδώ ηνπ θύθινπ εμαξηάηαη από ην 

ηόμν θαη δελ μέξνπκε ην ηόμν γηα λα κπνξνύκε λα ηε βξνύκε! 

21. ΚΑΘ: Σν Σόμν ην μέξεηο; Γηα θνίηα ηα ζεκεία. Θεο λα θηάζεηο θπιώληαο ζην 

ζεκείν .. 

22. Α: Απηό! (δείρλεη ην ζεκείν ζηνλ άμνλα 'x x ) 

23. Καζ: Άξα πόζν είλαη ην ηόμν; 

24. Α: Απηό είλαη ην ηόμν δει. ηώξα πνπ πξέπεη λα βξνύκε; 

Πεξλψληαο ζηε δεχηεξε εξψηεζε, φπνπ ηνπο δεηείηαη ε εθαξκνγή ηεο ζρέζεο ζηελ 

νπνία θαηέιεμαλ ψζηε λα βξνπλ ηε γσλία φηαλ ην κήθνο ηνπ ηφμνπ είλαη γλσζηφ, 

ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ην γεγνλφο φηη ε δεχηεξε νκάδα, ε νπνία έρεη επηιέμεη αθηίλα 

ηνπ θχθινπ ίζε κε ηε κνλάδα, ελψ αλαγλσξίδεη φηη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ πξέπεη λα 

είλαη  , δελ ην ζπζρεηίδεη κε ην κέηξν ηεο αληίζηνηρεο γσλίαο ζε κνίξεο αθφκα θαη 

φηαλ δηαπηζηψλνπλ φηη πξέπεη λα είλαη 180 : 

25. Μ: Όπα, κηζό…………57,29 επί, πεο κνπ ιίγν. 

26. : 3,1419 

27. Μ: 179,99… Ω! Ναη, 3,14 απηό  είλαη ην π. 

28. : Ναη… 

29. Μ: Βαζηθά γηαηί δελ γξάθεηο 180; 

30. : Δίλαη 180, γξάθνπκε απηό ην αθξηβώο. Πάκε επόκελν. 

Μηα πηζαλή εξκελεία είλαη φηη νη καζεηέο αληηιακβάλνληαη κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν ηνλ 

αξηζκφ   ζην πιαίζην ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη κε δηαθνξεηηθφ ζην πιαίζην 

ηνπ κέηξνπ κηαο γσλίαο.  

Σηε ζπλέρεηα φηαλ ε πξψηε νκάδα πξνζπαζεί λα απαληήζεη ζηελ ηξίηε εξψηεζε, απφ 

ηνλ παξαθάησ δηάινγν πξνθχπηεη φηη δπζθνιεχνληαη λα ζπλδέζνπλ ηηο αξηζκεηηθέο 

ζρέζεηο κε ηε γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε.  

31. Α: Οξίζηε (επαιεζεύεη κε δνθηκή). Λνηπόλ, αιιάδνπκε ηελ αθηίλα 

32. Κ: Καη ιέκε… 

33. Α: Καη βάδνπκε ηηο γσλίεο, αο πνύκε 

34. Κ: 0,… 

35. Α: Βάδνπκε ην ίδην, 28,6 επί… 

36. Κ: Αθνύ ην ίδην ζα βγεη ξε ζπ… 

37. …………………………………………………………………………………….. 

38. Α: Α λαη βγαίλεη ην ίδην όλησο! Γξάςε ηα ηξία απνηειέζκαηα Γ, Α, Ν 

(ελλνεί ηα ζεκεία ζηνλ άμνλα) θη άκα ην θάλνπκε απηό κε ηελ αθηίλα 3, ε 

γσλία δειαδή λα είλαη 14,97.. 

39. Κ: ε ηξία όκσο ηώξα …Γελ ζα πάεη ζην Γ! (ε γσλία ζηνλ δξνκέα είλαη 

14,4) 

40. Α: Γη’ απηό ζα πάεη (δηνξζώλεη ηε γσλία ζην 14,97) ζα πάεη ζην Γ… 

41. Κ: Θα πάεη ζην Γ λαη  

42. Α: (ειέγρεη θαη πάεη θνληά ζην Α) Γειαδή ζα πάεη ζην Α όρη ζην Γ, ζα 

πάεη ζην επόκελν ζεκείν. 

43. …………………………………………………………………………………. 

44. Κ: Κάλε 22,… γηα θάλε ην άιιν λα δνύκε 22,46 
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45. Α: Πάεη ιίγν πην θεη όκσο… Σέιεηα (γέιηα) πάεη εδώ! 

46. Κ: Μόλν ηνπ πάεη ή εζύ ην παο;  

Βιέπνπκε φηη ελψ φπσο θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 31 έσο 37, αληηιακβάλνληαη φηη 

ην αξηζκεηηθφ απνηέιεζκα ζα είλαη ην ίδην κε πξηλ θαζψο ην κήθνο ηεο αθηίλαο δελ 

ππεηζέξρεηαη ζηνπο ππνινγηζκνχο, ζεσξνχλ (πξνηάζεηο 38 έσο 40) φηη ην άθξν ηνπ 

ηφμνπ κεηά ηε θχιηζε ζα θαηαιήμεη ζην ίδην ζεκείν παξφιν πνπ ζην ζρήκα ηνπο ν 

θχθινο είλαη ζαθψο κεγαιχηεξνο. Αθφκα φκσο θαη κεηά απφ ηε δηαπίζησζε φηη γηα 

ηελ πξψηε γσλία κε κέηξν 14,97  ην ζεκείν πνπ βξίζθνπλ είλαη πην δεμηά, φηαλ 

δηαπηζηψλνπλ φηη ην ίδην ζπκβαίλεη θαη γηα ηελ επφκελε γσλία, φπσο πξνθχπηεη απφ 

ηηο πξνηάζεηο 41 έσο 44 θαίλεηαη λα κελ ην ζεσξνχλ αλακελφκελν. Απηφ ίζσο λα 

νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη δελ έρνπλ ζηελ νπζία ζπλδέζεη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ κε ηε 

ζέζε ηνπ ζεκείνπ πνπ πξνθχπηεη ζηνλ άμνλα 'x x  ή φηη γεσκεηξηθή απεηθφληζε δελ 

ιακβάλεηαη ππφςε θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ζπιινγηζκνχ.  

Σηελ εξψηεζε γηαηί παχεη λα ηζρχεη ε ζρέζε φηαλ αιιάδεη ε αθηίλα θαη νη δχν νκάδεο 

δηαπηζηψλνπλ φηη απηφ ζπκβαίλεη ιφγσ ηεο αιιαγήο ηεο αθηίλαο ρσξίο φκσο λα ην 

αηηηνινγήζνπλ φπσο πξνθχπηεη θη απ‟ ηνλ αθφινπζν δηάινγν. Δλδηαθέξνλ 

παξνπζηάδεη ην γεγνλφο φηη, φπσο πξνθχπηεη απφ ηελ πξφηαζε 50, ελψ ν (Σ) 

παξαηεξεί πξέπεη λα ππάξρεη θάπνηα ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ην κήθνο ηεο αθηίλαο κε 

ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ ηφμνπ, ρσξίο φκσο λα αληηιακβάλεηαη φηη ηα κεγέζε είλαη 

αλάινγα, θαη ζεσξεί φηη πξέπεη λα αλακνξθψζνπλ ηελ αξρηθή ζρέζε, ε (Μ) ζηελ 

πξφηαζε 51 απαληάεη πσο απιψο ζα πξέπεη λα ππάξρεη θαη δηαθνξεηηθή ζηαζεξά γηα 

θάζε αθηίλα, θάηη πνπ νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα πσο δελ ζεσξεί φηη ππάξρεη ή φηη 

κπνξεί λα βξεη κηα ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ηα δχν κεγέζε.  

47. Μ: Γξάςε απηό. Σα απνηειέζκαηα είλαη δηαθνξεηηθά ιόγσ ηεο αύμεζεο 

ηεο αθηίλαο… 

48. : Απμήζεθαλ; 

49. Μ: Λόγσ ηεο κεηαβνιήο ηεο αθηίλαο δηαθνξνπνηήζεθαλ… άξα ε ζρέζε 

από ην εξώηεκα (1) δελ ηζρύεη γηα όιεο ηηο αθηίλεο. 

50. : Όρη, άξα ε ζρέζε ηνπ εξσηήκαηνο (1) είλαη ειιηπήο ζα πνύκε, πξέπεη 

λα βξνύκε λα ζπλδπάδεη θαη ην ξ κέζα. 

51. Μ: Όρη ξε ζπ. Απηό, απηή ε ζρέζε ην 57,29 ηζρύεη κόλν γηα ηελ αθηίλα 1. 

Άξα ζα είλαη δηαθνξεηηθό ην 57,29 γηα ηελ αθηίλα 3 θαη γεληθά γηα όιεο 

ηηο αθηίλεο. 

Καηά ηελ πξνζπάζεηά ηνπο νη δχν νκάδεο λα πεηχρνπλ κε δνθηκέο ηε ζσζηή γσλία, 

θακία δελ αληηιήθζεθε ην γεγνλφο φηη ε αθηίλα ηνπ θχθινπ θαη ε γσλία είλαη 

αληηζηξφθσο αλάινγα κεγέζε φηαλ ην κήθνο ηνπ ηφμνπ παξακέλεη ζηαζεξφ. Γίλεηαη 
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θαλεξφ απφ ηηο παξαπάλσ απαληήζεηο φηη νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα αληηιεθζνχλ 

ηηο ζρέζεηο αλαινγίαο πνπ ζπλδένπλ ηε γσλία, ηελ αθηίλα θαη ην κήθνο ηνπ 

αληίζηνηρνπ ηφμνπ θαη λα ζπκπεξηιάβνπλ ηε γεσκεηξηθή απεηθφληζε ζην ζπιινγηζκφ 

ηνπο. Δπίζεο απφ ηελ αθφινπζε απάληεζε πνπ έγξαςε ζην απαληεηηθφ θχιιν ε 

πξψηε νκάδα, ζπκπεξαίλνπκε φηη νη (Α) θαη (Κ) δελ κπνξνχλ λα δηαρσξίζνπλ ην 

κήθνο ηνπ ηφμνπ απφ ην κέηξν ηεο γσλίαο: 

Παξαηεξνύκε όηη κεγαιώλεη ην ηόμν θάζε θνξά πνπ κεγαιώλεη ε αθηίλα 

(παξόιν πνπ απηό δελ είλαη ινγηθό επεηδή ε γσλία είλαη ίδηα). 

Αληίζηνηρα, αξρηθά ζηε δεχηεξε νκάδα, αλ θαη παξαηεξνχλ φηη ν ιφγνο ζρεηίδεηαη κε 

ηελ αθηίλα αδπλαηνχλ αξρηθά λα δηαπηζηψζνπλ φηη ηα κεγέζε είλαη αληηζηξφθσο 

αλάινγα. Δπίζεο παξαπιαλφληαη απφ ην γεγνλφο φηη ν ιφγνο γηα αθηίλα κε κήθνο 2 

είλαη ν κηζφο απφ απηφλ γηα αθηίλα κε κήθνο 4 θαη φηη ην ίδην ζπκβαίλεη γηα αθηίλα κε 

κήθνο 3 θαη αθηίλα κε κήθνο 6 (πξνηάζεηο 55 έσο 62). Σηε ζπλέρεηα κεηά απφ 

δνθηκέο θαηαιήγνπλ ζην ζπκπέξαζκα φηη ηα κεγέζε είλαη κελ αληηζηξφθσο αλάινγα, 

ρσξίο φκσο λα είλαη απφιπηα ζίγνπξνη, θαη ρσξίο λα θαηαιήμνπλ ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε ζρέζε φπσο θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 63 θαη 64. 

52. : Γελ κ’ αξέζεη πνπ γηα 2   ν ιόγνο είλαη πην κεγάινο, γηα ηνλ ιόγν 

πνπ είλαη εδώ ε αθηίλα είλαη πην κεγάιε θαη ν ιόγνο είλαη πην κηθξόο. 

53. Μ: Δ, απηό είπακε. Όζν απμάλεηαη ε αθηίλα, ν ιόγνο κηθξαίλεη. 

54. : Έρεηο δίθην. 

…………………………………………….. 

55. Μ: Ξέξεηε θάηη; Αλά δύν … είλαη ηα κηζά. Αιιά εδώ δελ είλαη αλά δύν. 

56. Καζ.: Δίλαη αλά ηξία. Τπάξρεη θάπνηα αλαινγία εθεί; Αληίζηνηρα; 

57. Μ: Μία πξνο ηξία; Κάηζε πεξίκελε. 

58. : Οη άιιεο ηη ιέλε; 

59. Μ: Αλά ηξία είλαη πάιη ην κηζό ε; Αλ ηα δηαηξέζνπκε απηά κεηαμύ ηνπο; 

(ζπγθξίλνπλ γηα αθηίλα ξ= 3 θαη αθηίλα ξ=6 νπόηε ε αλαινγία είλαη πάιη 

1 πξνο 2) 

60. Μ: Γελ ζα καο βγεη ηίπνηα. 

61. : Ση έρεηο γξάςεη εδώ; 

62. Μ: Γξάθσ όηη αλά δύν είλαη ην κηζό. 

………………………………………………………………………………………………

……… 

63. : Όζν κεγαιώλεη ε αθηίλα, κεηώλεηαη αλαινγηθά ε… 

64. Μ: Καιά ζεο λα πξνρσξήζνπκε θαη λα δνύκε κεηά… 

Φαίλεηαη θαη εδψ φηη νη καζεηέο ζηεξίδνληαη ζε κεγάιν βαζκφ ζηα αξηζκεηηθά 

απνηειέζκαηα γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ θαη φηη δελ ρξεζηκνπνηνχλ ηε 

γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε ψζηε λα θάλνπλ ηηο θαηάιιειεο εηθαζίεο ζρεηηθά κε ηηο 

ζρέζεηο ησλ δηαθφξσλ κεγεζψλ. 
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Δξσηήζεηο 5 έσο 8 

Σηηο εξσηήζεηο απηέο ε πξνζέγγηζε ζηελ έλλνηα ηνπ αθηίληνπ έγηλε κε βάζε ηνλ 

νξηζκφ ηνπ. Πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ζηνπο καζεηέο δεηήζεθε λα ππνινγίζνπλ ην 

ιφγν 
ή ό

ί

   


 
  γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ κέηξνπ ηεο αθηίλαο θαη γηα ζηαζεξή 

θάζε θνξά γσλία, ρσξίο φκσο λα αλαθεξζεί φηη πξφθεηηαη γηα ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε 

αθηίληα. Δίλαη ελδηαθέξνλ φηη παξά ην γεγνλφο φηη νη καζεηέο γλψξηδαλ ηνλ νξηζκφ 

ηνπ αθηηλίνπ δελ ηνλ αλαγλψξηζαλ ζην ζπγθεθξηκέλν πιαίζην θαη κφλν κεηά απφ 

ζρεηηθή ζπδήηεζε ζην ηέινο ηεο δξαζηεξηφηεηαο ππέζεζαλ πσο πξφθεηηαη γηα ην 

κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα θπξίσο επεηδή ν ιφγνο είρε νλνκαζζεί κε ην γξάκκα   

παξά επεηδή αλαγλψξηζαλ ηνλ ζπγθεθξηκέλν ιφγν σο έλα κέηξν γσλίαο. 

Σηελ πέκπηε εξψηεζε απφ ηνλ αθφινπζν δηάινγν δηαπηζηψλνπκε φηη ε πξψηε νκάδα, 

επεξεαζκέλε θαη απφ ηηο απαληήζεηο ζηα πξνεγνχκελα εξσηήκαηα, αθνχ βξήθε φηη 

γηα ηελ πξψηε γσλία ν ιφγνο   είλαη ζηαζεξφο ζεψξεζε φηη ζα πξέπεη λα παξακέλεη 

ζηαζεξφο θαη γηα φιεο ηηο γσλίεο: 

65. Κ: 1,57 δηα 6 ίζνλ… 0,26. Σέιεην! Παξαηεξνύκε όηη βγαίλνπλε παληνύ 

0,26! 

66. Α: Να ην θάλνπκε άιιε κηα θνξά κε 30   ή λα ην θάλνπκε κε όιεο ηηο 

κνίξεο; 

67. Κ: Μηα 30, κηα 60 κηα 90… 

68. Α: Πξέπεη λα θάλνπκε 2 … Λνηπόλ βάιε αθηίλα, βάιε δηαθνξεηηθέο, βάιε 

4 … σξαία. Σε γσλία άιιαμε, 30. …. Καη ην κήθνο ηόμνπ είλαη 2,09; 

……………………………………………………………………………………

………………………………….. 

69. Κ: θαη ηώξα ην μαλαπάκε πίζσ θαη βάδνπκε άιιε αθηίλα; Η αθηίλα 

αιιάδεη. 

70. Α: Βάιε … 1 

71. Κ: Ωξαία θαη ε γσλία … 

72. Α: Όρη, 30! 

73. Κ: Α, λαη. Έιεγρνο! 

74. Α: 0,52 

75. Κ: Ωρ απηό δελ βγαίλεη ίδην. 

Μπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη νη καζεηέο δελ 

ζπλδένπλ ηε γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε κε ηελ αιγεβξηθή θαζψο απφ ην δπλακηθφ 

ρεηξηζκφ ηνπ ζρήκαηνο ζα έπξεπε λα γίλεη θαλεξφ φηη φηαλ κεηαβάιιεηαη ε γσλία 

κεηαβάιιεηαη ηνπιάρηζηνλ νπηηθά θαη ην κέηξν ηνπ κήθνπο ηνπ ηφμνπ ζε ζρέζε κε 

ηελ αθηίλα. 
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Αληίζηνηρα ε δεχηεξε νκάδα παξαηεξεί φηη ν ιφγνο   είλαη ζηαζεξφο, αλεμάξηεηνο 

απφ ηελ αθηίλα, γηα ζηαζεξή γσλία θαη κεγαιψλεη φζν κεγαιψλεη ε γσλία. Σηε 

ζπλέρεηα απφ ηνλ παξαθάησ δηάινγν, θαίλεηαη αξρηθά λα δηαηζζάλνληαη φηη θάπνην 

ξφιν παίδνπλ νη αλαινγίεο ησλ κεγεζψλ. Γηα ην ιφγν απηφ θάλνπλ δηάθνξεο δνθηκέο 

ππνινγίδνληαο ηνπο ιφγνπο γσλίαο πξνο αθηίλα θαη αθηίλαο πξνο κήθνο ηφμνπ ρσξίο 

φκσο λα θαηαιήμνπλ ζε κηα ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο κε 

ηνλ ιφγν  :  

76. : Μπνξείηε λα δηαηππώζεηε κηα ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη; 

77. Μ: ην ιόγν α κε ηε γσλία. 

78. : Ακε! 

79. Μ: Πσο; 

80. Μ: Βάδνπκε ηε γσλία 60 πνπ έρνπκε εδώ (ν δξνκέαο γσλία είλαη 60) 

παίξλνπκε απηή ηελ πεξίπησζε. 

……………………………………………………………………………………

……………………………. 

81. : Ωξαία γηα κ=60 ζνπ ιέεη ιόγνο α πόζνο είλαη; 

82. Μ: Πεξίκελε… 

83. : 1,04 Οπόηε κ πξνο α λα δνύκε πόζν καο θάλεη. Να ην θάλνπκε εδώ. 

84. Μ: (θάλεη ηηο πξάμεηο)  Γελ ζα καο βγάιεη θάηη. (βγάδεη 57,692) 

85. 25:03 Μ: Γελ καο βγάδεη θάηη βιέπεηο; 

……………………………………………………………………………………

…………………………………… 

86. : κ πξνο α. 

87. 25:41 Μ: Πεξίκελε, άκα πάξνπκε 60 (θάλεη 60/5=12) 12!  (Γηαηξεί 

κνίξεο κε αθηίλα) 

88. : Πνην; 

89. Μ:Α! Άκα πάξνπκε 5 δηα … πεο κνπ ιίγν ηνλ (;;;) 

90. : 5,2365 
(Διαιρεί ακτίνα με μήκος τόξου βρίσκει 0,954…) 

91. Μ: εληάμεη άζην αο πξνρσξήζνπκε. 

Όπσο επίζεο θαίλεηαη απφ ηνλ παξαπάλσ δηάινγν νη καζεηέο βιέπνληαο ην εξψηεκα 

6, ππνιφγηζαλ ηνλ ιφγσ 57,6



 , θαζψο φκσο δελ είραλ αληηιεθζεί φηη ν   είλαη 

ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα, δελ ζπζρέηηζαλ ηνλ ζπγθεθξηκέλν ιφγν κε ηε γλσζηή 

ηνπο ζρέζε 
180

 


 . Όηαλ απαληψληαο ζην εξψηεκα 6 δηαπίζησζαλ φηη ν ιφγνο 

είλαη ζηαζεξφο γηα θάζε γσλία  , δηαηχπσζαλ κελ ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα δχν 

κεγέζε αιιά θαη πάιη δελ αληηιήθζεθαλ ην ξφιν ηνπ ιφγνπ   πηζαλψο επεηδή ε 

ζρέζε ζηελ νπνία θαηέιεμαλ δελ πεξηείρε ηνλ αξηζκφ  .  
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Αληίζηνηρα ε πξψηε νκάδα, απαληψληαο ζην 6
ν
 εξψηεκα, παξαηήξεζε κελ φηη ν 

ιφγνο 



 είλαη ζηαζεξφο, ζεψξεζε φκσο φηη ν ιφγνο   αθνξά ηνλ «ιόγν κήθνο ηόμνπ 

πξνο αθηίλα ζην ίδην θύθιν» φπσο ιέλε ζηελ πξφηαζε 98, παξά ην γεγνλφο φηη ζην 

πξνεγνχκελν αθξηβψο εξψηεκα είραλ δηαπηζηψζεη φηη ν ιφγνο είλαη αλεμάξηεηνο ηεο 

αθηίλαο ηνπ θχθινπ θαη εμαξηάηαη κφλν απφ ηε γσλία.  

92. Α: Λνηπόλ παξαηεξνύκε όηη ν ιόγνο κ πξνο α… 

……………………………………………………………………………………

…………………………………… 

93. Κ: Η γσλία είλαη αλάινγε 

94. Α: καο δίλεη ην…απνηέιεζκα 

95. Κ: 57,6 

96.  Α: Απηό βέβαηα ηζρύεη… όηαλ ην α 

97. Κ: Όηαλ ε γσλία είλαη … 

98. Α: Ιζρύεη …. γηα …. γηα ηνλ ιόγν κήθνο ηόμνπ  πξνο αθηίλα ζηνλ ίδην 

θύθιν! 

Γηαπηζηψλνπκε εδψ πφζν δχζθνιν είλαη γηα ηνπο καζεηέο λα αληηιεθζνχλ ηε 

δηαηήξεζε ηεο αλαινγίαο ζε φκνηα ζρήκαηα, θάηη πνπ ίζσο λα είλαη απφ ηηο βαζηθέο 

αηηίεο πνπ νη καζεηέο δελ απνδέρνληαη εχθνια ην αθηίλην σο κνλάδαο κέηξεζεο 

γσληψλ, θαζψο αθφκα θαη φηαλ ην έρνπλ δηαπηζηψζεη πεηξακαηηθά δελ θαίλεηαη λα 

θαηαλννχλ φηη πξάγκαηη ν ιφγνο απηφο εμαξηάηαη κφλν απφ ηε γσλία, θαη κάιηζηα 

είλαη αλάινγνο κε ην κέηξν ηεο ζε κνίξεο.  

Ζ έβδνκε εξψηεζε είλαη ζχλζεηε θαη δεηά απφ ηνπο καζεηέο λα δηαηππψζνπλ κηα 

ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ, ηελ αθηίλα θαη ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε 

κνίξεο. Ζ δηαηζζεηηθή πξνζέγγηζε απνδεηθλχεηαη δχζθνιε θαζψο νη καζεηέο δελ 

κπνξνχλ λα δηαηππψζνπλ κηα ζρέζε ε νπνία λα πεξηέρεη φιεο ηηο αλαινγίεο πνπ έρνπλ 

κέρξη ηψξα δηαπηζηψζεη. Καηαιήγνπλ ζηε δεηνχκελε ζρέζε αιγεβξηθά κεηά απφ 

ζρεηηθή παξφηξπλζε. Φαξαθηεξηζηηθά είλαη ηα αθφινπζα απνζπάζκαηα: 

99. . Δδώ έρνπκε κνίξεο, ηε γσλία. Όηη είλαη αληηζηξόθσο αλάινγε δειαδή 

κε ην κήθνο ηεο αθηίλαο. Πσο ζα ην γξάςνπκε απηό δειαδή; 

……………………………………………………………………………………

…………………….. 

100.  Να δνύκε ηε κ/α = ;;;…Δδώ βξήθακε ην κήθνο ηεο αθηίλαο είλαη 

αληηζηξόθσο αλάινγν… 

101. Μ: Σν κήθνο ηεο αθηίλαο είλαη… 

102. Μ: Απηό πσο ην δηαπηζηώζακε, ην κήθνο ηεο αθηίλαο είλαη αληηζηξόθσο 

αλάινγν ησλ κνηξώλ; 

103. : Σν δηαπηζηώζακε γηαηί έηζη ήηαλ… ηη λα ζνπ πσ ηώξα. 
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Μέρξη εδψ βιέπνπκε φηη δελ πξνζπάζεζαλ λα δψζνπλ κηα γεσκεηξηθή εξκελεία ζηελ 

παξαηήξεζή ηνπο. Τν γεγνλφο φηη πνιιέο θνξέο νη καζεηέο δελ πξνζπαζνχλ λα 

λνεκαηνδνηήζνπλ θαη λα εξκελεχζνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο, φπσο θαίλεηαη θαη 

απφ ηηο πξνηάζεηο 102 θαη 103, κέζσ ηεο ζχλδεζεο δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ 

είλαη έλαο απφ ηνπο ιφγνπο πνπ δελ ηνπο επηηξέπεη λα θάλνπλ ηηο θαηάιιειεο εηθαζίεο 

θαηά ηε ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο. Σηε ζπλέρεηα κεηά απφ ζρεηηθέο ππνδείμεηο, νη 

καζεηέο θαηαιήγνπλ ζηε δεηνχκελε ζρέζε κέζα απφ κηα θαζαξά αιγεβξηθή 

πξνζέγγηζε φπσο θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 106, 112 θαη 118. Βιέπνπκε επίζεο απφ 

ηηο πξνηάζεηο 104 θαη 111 φηη νη καζεηέο έρνπλ αληηιεθζεί πσο ε αθηίλα θαη ε γσλία 

είλαη αληηζηξφθσο αλάινγα πνζά, δπζθνιεχνληαη φκσο λα ζπλδέζνπλ ην κήθνο ηνπ 

ηφμνπ κε ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο. 

104. Μ: Αληηζηξόθσο αλάινγν, άξα όζν κηθξαίλεη ε αθηίλα… όζν κεγαιώλεη 

ε αθηίλα, κηθξαίλεη ε γσλία…. Ση δεηάεη απηή εδώ; πγθξίλαηε ηε ζρέζε 

κε απηή πνπ θαηαιήμαηε ζην εξώηεκα 4. 

105. Μ: Λνηπόλ γηα άθνπζέ κε… πξέπεη λα βξνύκε ιίγν ηε ζρέζε. Η αθηίλα, 

ην κήθνο ηεο αθηίλαο είλαη αληηζηξόθσο αλάινγν κε ην κ επί 57,69 

106. : Θα αληηθαηαζηήζνπκε απηό πνπ καο είπε ν θύξηνο εδώ!... Μήθνο 

ηόμνπ είλαη 
tl , αθηίλα πξνο ξ ίζνλ κε 57… 

107. Μ: Όπα θάηζε κε ηα γξάθεηο θαηεπζείαλ έηζη. 

108. Καζ.: Σν 4
ν
 εξώηεκα ηη ζρέζε δεηνύζε λα βξεηο, αλάκεζα ζε ηη; 

109. : ηελ αθηίλα θαη ζηηο κνίξεο, ζηε γσλία δειαδή. 

110. Καζ.: Πνηα είλαη απηή; Δδώ πέξα κπνξείο λα ην δεηο; ε κήθνο ηόμνπ 

θαη γσλία δεηνύζε 

111. : Οη κνίξεο πσο ζα βγνύλε κε ην κήθνο ηόμνπ πνπ είλαη αληηζηξόθσο 

αλάινγν κε ηελ αθηίλα; 

112. Μ: Δίλαη κ επί ξ πξνο ι ίζνλ … είλαη κ επί ξ πξνο 
tl  πνπ είλαη 57,69 

……………………………………………………………………………………

…………………….. 

113. Καζ.: Γηα θνίηα ηώξα ην μεθαζαξίδεη ιίγν; 

114. : Μάιηζηα θάηη μεθαζαξίδεη. 

115. Μ: Ση ιεο ξε, ηη μεθαζαξίδεη; 

116. : Η γσλία επί ηελ αθηίλα πξνο ην κήθνο ηνπ ηόμνπ… 

117. Καζ.: Μήθνο ηνπ ηόμνπ δελ έςαρλεο; Σν ξ πάεη από ηελ άιιε κεξηά; 

118. Μ: Μηζό ιεπηό λα ζθεθηώ. (Λύλεη ηνλ ηύπν) 

119. Καζ.: Άξα; Πξηλ δε ιέγαηε όηη ζέιεη ην ξ ζηνλ ηύπν; 

120. Μ: Απηό ήζειε; Αρ, ην ρακέλν. 

Όζνλ αθνξά ζην ηη αθξηβψο είλαη ν ιφγνο  , αθφκα θαη κεηά απφ ζρεηηθέο 

εξσηήζεηο θαη ελψ νη καζεηέο βιέπνληαο ην φλνκα ηνπ αξρείνπ έρνπλ θαηαιάβεη φηη 

έρεη ζρέζε κε ηξηγσλνκεηξία, δπζθνιεχνληαη λα αλαγλσξίζνπλ φηη πξφθεηηαη γηα 

κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα. 

121. Καζ: Ο ιόγνο α πνπ βξήθαηε ζαο ζπκίδεη ηίπνηα πνπ μέξεηε; 

122. Α: Μήθνο ηόμνπ πξνο αθηίλα; 
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123. Καζ: Σν έρνπκε ζπλαληήζεη πνηέ; 

……………………………………………………………………………………

…………… 

124. Α: Σν α δελ βγήθε ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ίδην, κνπ βγήθε εδώ πέξα 

125. ............................................................................................................... 

126. Καζ: Θα θαζόξηδε κηα γσλία απηόο ν αξηζκόο; 

127. Α: Α, δειαδή αλ βάδακε ην 0,52 γηα γσλία πάιη ζα έβγαηλε ην κήθνο 

ηόμνπ θαη ε αθηίλα απηή! 

……………………………………………………………………………………

……………. 

(Γνθηκάδνπλ γσλία 0,26 ζε κνίξεο) 

128. Κ: Κύξηε άκα βάινπκε όκσο απηή ηε γσλία. έβαια ηε γσλία 0,26, δελ 

βγάδεη ην ίδην ηόμν. 

Όπσο πξνθχπηεη απφ ηνλ παξαπάλσ δηάινγν, νη καζεηέο φρη κφλν δελ αλαγλσξίδνπλ 

φηη ν ιφγνο   είλαη ην αθηίλην αιιά θαη φηαλ αληηιακβάλνληαη φηη ν ζπγθεθξηκέλνο 

ιφγνο ζα κπνξνχζε λα είλαη έλα κέηξν ηεο γσλίαο, ζεσξνχλ πάιη φηη ην κέηξν απηφ 

είλαη ζε κνίξεο φπσο θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 127 θαη 128. Απηφ κπνξεί λα 

νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ε έλλνηα ηεο κνίξαο θπξηαξρεί πάλσ ζηελ έλλνηα ηνπ 

αθηηλίνπ ή φηη δελ αληηιακβάλνληαη ηα αθηίληα σο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο αιιά σο 

πνιιαπιάζηα ηνπ  , νπφηε δελ ζεσξνχλ φηη έλαο αξηζκφο πνπ δελ πεξηέρεη ηνλ   

κπνξεί λα αλαθέξεηαη ζε αθηίληα. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ φηη ελψ φπσο θαίλεηαη θαη 

απφ ηνλ αθφινπζν δηάινγν, αθφκα θαη φηαλ νη καζεηέο δηαηππψλνπλ ηνλ νξηζκφ ηνπ 

αθηηλίνπ, δπζθνιεχνληαη λα ζπλδέζνπλ ην ιφγν   ηεο δξαζηεξηφηεηαο κα ην αθηίλην. 

129. Καζ: Ση είλαη ην αθηίλην; 

……………………………………………….. 

130. Α+Κ: Μήθνο ηόμνπ πξνο αθηίλα 

131. Καζ: Δδώ ηη βξήθαηε; 

132. Α: Α θαη ην α είλαη ηα αθηίληα ε; 

Τν γεγνλφο φηη γηα λα αθνξά έλαο αξηζκφο ζε αθηίληα πξέπεη λα πεξηέρεη ηνλ   

πξνθχπηεη θαη απφ ηηο πξνηάζεηο 133 θαη 134 φπνπ πξνθεηκέλνπ λα εμεγήζεη ε (Α) 

ζηελ (Κ) φηη ν ιφγνο   πνπ βξήθαλε είλαη ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα 

αλαθέξεηαη ζην 
2


 σο κέηξν ηεο γσλίαο, ζε αξηζκφ δειαδή πνπ είλαη πνιιαπιάζην 

ηνπ  . Δπίζεο απφ ηελ πξφηαζε 134 θαίλεηαη φηη ηνλ ίδην ηνλ   δελ ηνλ 

αληηιακβάλνληαη σο πξαγκαηηθφ αξηζκφ αιιά σο κηα ζηαζεξή πνζφηεηα. 

133. Α: Σα αθηίληα πνπ ιέκε π/2 απηά, είλαη απηό κήθνο ηόμνπ πξνο αθηίλα. 

Γηα λα βξεηο ην π πξέπεη λα θάλεηο… 

134. Κ: Γειαδή ην π είλαη κήθνο ηόμνπ…;; 
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4.2  Ανάλςζη ηος δεςηέπος μέποςρ ηηρ δπαζηηπιόηηηαρ 

Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί νη εξσηήζεηο 1 θαη 2 ηνπ δεχηεξνπ κέξνπο ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο αθνξνχλ ζηε ζηαζεξφηεηα ηνπ ιφγνπ ηεο θάζεηεο πιεπξάο πξνο ηελ 

αθηίλα ζε έλα θχθιν. Αλ θαη ν θχθινο απηφο δελ είλαη ν ηξηγσλνκεηξηθφο θχθινο 

θαζψο ην θέληξν ηνπ δελ είλαη ζηελ αξρή ησλ αμφλσλ ελψ ε αθηίλα ηνπ κπνξεί λα 

κεηαβάιιεηαη, ε αλαπαξάζηαζε είλαη αξθεηά θνληά ζηελ θιαζηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ 

ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ. Απφ ηηο απαληήζεηο ζηηο δχν πξψηεο εξσηήζεηο, 

δηαπηζηψλεηαη φηη νη καζεηέο αληηιακβάλνληαη κελ φηη ν ιφγνο δελ εμαξηάηαη απφ ηελ 

αθηίλα δελ κπνξνχλ φκσο λα δψζνπλ ηε ζσζηή εξκελεία θαζψο δελ ζπλδένπλ ηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπ θχθινπ κε ην νξζνγψλην ηξίγσλν πνπ ζρεκαηίδεηαη φπσο θαίλεηαη 

απφ ηηο πξνηάζεηο 135 έσο 142. Δπίζεο, ελψ ζηηο πξνηάζεηο 144 έσο 146 πξνθχπηεη 

φηη αληηιακβάλνληαη φηη θάπνην ξφιν παίδεη ην γεγνλφο φηη ε γσλία είλαη ε ίδηα δελ 

αλαιχνπλ πεξεηαίξσ ηε ζθέςε ηνπο. Σηνλ δηάινγν πνπ αθνινπζεί νη καζεηέο αθνχ 

κεηά απφ ζρεηηθέο ππνδείμεηο παξαηεξήζνπλ φηη πξφθεηηαη γηα πιεπξέο νξζνγσλίνπ, 

πξφηαζε 151, ηξηγψλνπ ησλ νπνίσλ ν ιφγνο παξακέλεη ζηαζεξφο, φηαλ εξσηνχληαη αλ 

κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ θάηη απφ ηελ Δπθιείδεηα γεσκεηξία, ε αξρηθή 

απάληεζε ζηηο πξνηάζεηο 162, 163 είλαη ην ππζαγφξεην ζεψξεκα. Ζ θπξηαξρία ηνπ 

ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο ζε πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχλ ζε νξζνγψληα ηξίγσλα ίζσο 

λα απνηειεί εκπφδην ζηελ ζεψξεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ σο ιφγνπο 

πιεπξψλ φκνησλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ θάηη πνπ εξκελεχεη θαη ην γεγνλφο φηη δελ 

αληηιήθζεθαλ ν ζπγθεθξηκέλνο ιφγνο αθνξνχζε ζην εκίηνλν ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

γσλίαο. Σηε ζπλέρεηα κεηά απφ θαηάιιειεο εξσηήζεηο θαηαιήγνπλ ζην ζπκπέξαζκα 

φηη ηα ηξίγσλα είλαη φκνηα επεηδή έρνπλ ηηο ίδηεο γσλίεο. Βιέπνπκε εδψ φηη ελψ νη 

καζεηέο έρνπλ δηδαρζεί ηνλ νξηζκφ ηνπ εκηηφλνπ ζε νξζνγψλην ηξίγσλν, 

δπζθνιεχνληαη λα εληάμνπλ ηνλ νξηζκφ απηφ ζην πιαίζην ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ 

θχθινπ. 

135. Μ: Ναη. Άξα όζν θη αλ απμάλεηαη ε αθηίλα, ν ιόγνο είλαη ίδηνο. 

136. : Ο ιόγνο παξακέλεη ζηαζεξόο;  

137. Μ: Ναη. Πσο ην εμεγνύκε απηό; 

138. : Ση ιέεη; Πσο ην εμεγνύκε απηό; Γηαηί… πξέπεη λα παίμνπκε κε ην 

κήθνο ΑΒ. 

139. Μ: Ναη, θάηη ηέηνην είλαη. Ξέξεηο θάηη; 

140. : Ση; 

141. Μ: Γηπιαζηάδεηαη ην ΑΒ εδώ, όρη. Πεο όηη απηό είλαη ην αξρηθό. 

Γηπιαζηάδεηαη απηό, δηπιαζηάδεηαη θαη απηό. Αθνύ δηπιαζηάδνπκε ηελ 

αθηίλα δηπιαζηάδεηαη θαη απηό. 

142. : ίγνπξν είλαη όηη ζα δηπιαζηαζζεί θαη ην ΑΒ; 
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143. Μ: Ναη. 

144. : Ναη γηαηί είλαη θαη ε γσλία ε; 

145. Μ: Ναη. 

146. : Δδώ είλαη ίδηα, ε γσλία είλαη ίδηα. 

147. Μ: Παξαηήξεζε όηη, είλαη ζην 2,5 εδώ θάπνπ (δείρλεη ζηνλ άμνλα y΄y). 

Άκα ην πάκε ζην 1,5 πάιη (αιιάδεη ηελ αθηίλα) είλαη θνίηα 1,5 πεο. Άξα 

θαη ην κήθνο ηνπ ΑΒ δηπιαζηάδεηαη. 

148. : Καηάιαβα. Οπόηε δειαδή 2 εδώ θαη 2 εδώ ζα θύγνπλ, νπόηε ζα 

κείλεη ν ίδηνο ιόγνο. 

149. Μ: Ναη. Κύξηε, κπνξώ λα ην θάλσ ζαλ απόδεημε; 

……………………………………………………………………………………

………………………………….. 

150. Καζ.: ην ζρήκα ζνπ ηη είλαη απηά; Σν ΑΒ ηη είλαη; 

151. : Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο… ηεο κηαο πιεπξάο ηξηγώλνπ. 

152. Καζ.: Σν ΚΒ είλαη; 

153. Μ: Η αθηίλα. 

154. Καζ.: Άξα ππνινγίδεηο ΑΒ πξνο; 

155. : ξ 

156. Μ: 



  

157. Καζ. Γηαηί είλαη ζηαζεξό απηό; 

158. Μ: Καιέ, απηό δελ είλαη έλα νξζνγώλην; 

159. : Ναη, έρνπκε νξζή γσλία απηή. 

160. Μ: Δ, λαη…α!...Από απηό δελ εμαξηάηαη; 

161.  Καζ.: Άξα, γηα πεο ην πην θαιά. Υξεζηκνπνίεζε θαη ιίγν από 

γεσκεηξία. 

162. : Ππζαγόξεην;  

163. Μ: Καιέ λαη! 

164. : Τπνινγίδνπκε ην κήθνο ηνπ ΑΒ… 

165. Μ: Όζν δηπιαζηάδεηαη ε  

166. : … ηνπ ΑΒ κε ην ΒΚ πνπ είλαη ε αθηίλα. 

167. Μ: Όζν δηπιαζηάδεηαη ε ππνηείλνπζα δελ ζα… όζν απμάλεηαη ε 

ππνηείλνπζα, δελ ζα απμάλνληαη θαη νη άιιεο πιεπξέο; 

168. Καζ.: Καη κάιηζηα αλαινγηθά, απηό είπεο πξηλ. 

169. Μ: Ναη, ε απηό δελ είλαη; 

170. Καζ.: Γηαηί όκσο είλαη απηό, ππάξρεη θάπνην ζεώξεκα πνπ λα ην έρνπκε 

πεη θαη λα καο ην εμαζθαιίδεη; 

171. Μ: Α! ε, ην ππζαγόξεην πνπ είπε ν… 

172. : Γελ είλαη ην ππζαγόξεην. 

173. Καζ.: Ση έρνπκε εδώ; 

174. Μ: Έλα νξζνγώλην. 

175. Καζ.:Καη αλ αιιάμνπκε ηελ αθηίλα ζα βξνύκε άιιν νξζνγώλην; 

176. Μ: Ναη,… όρη νπζηαζηηθά ζα έρεη… 

177. : Με όκνηα ηξίγσλα; Με όκνηα ηξίγσλα δειαδή έρνπκε λα θάλνπκε. 

Σηε ζπλέρεηα φηαλ πξνζπαζνχλ λα ζπζρεηίζνπλ ην κήθνο ΑΒ κε ηελ ηεηαγκέλε 
By  

ηνπ ζεκείνπ Β, ελψ ζα πεξίκελε θαλείο λα αλαγλσξίζνπλ κε ζρεηηθή επθνιία 

ηνπιάρηζηνλ φηη φηαλ ην ζεκείν βξίζθεηαη ζην πάλσ εκηεπίπεδν, ηα δχν απηά κεγέζε 
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είλαη ίζα, νη καζεηέο θαίλεηαη λα δπζθνιεχνληαη λα ηα ζπλδέζνπλ. Απηφο ίζσο λα 

είλαη θαη έλαο απφ ηνπο ιφγνπο πνπ νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

ζσζηά ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν θαζψο ζα πξέπεη λα αληηιεθζνχλ ηνπο 

ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο φρη κφλν σο ιφγνπο πιεπξψλ αιιά θαη λα ηνπο 

ζπζρεηίζνπλ κε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ άθξσλ ησλ ηφμσλ ησλ αληίζηνηρσλ γσληψλ. 

Έηζη ελψ ε δεχηεξε νκάδα κεηά απφ ηδηαίηεξε δπζθνιία θαη κε θάπνηεο ππνδείμεηο 

δίλεη ηε ζσζηή απάληεζε, ε πξψηε νκάδα θαηαιήγεη ζην αθφινπζν ζπκπέξαζκα: 

Σν ζεκείν Β είλαη ζεκείν ηνπ είλαη ζεκείν ηνπ θύθινπ, ζπλεπώο όζν εκείο αιιάδνπκε ην 

α ην ζεκείν Β αιιάδεη ζέζε πάλσ ζην ζρήκα κε απνηέιεζκα λα αιιάδεη ε ηεηαγκέλε. 

Βιέπνπκε ζηηο γξακκέο 178 έσο 181 φηη επεξεαζκέλνη πηζαλψο απφ ην δπλακηθφ 

ρεηξηζκφ ηνπ εξγαιείνπ εζηηάδνπλ ζηε ζπκπεξηθνξά ησλ δχν κεγεζψλ θαη δελ 

πξνζπαζνχλ λα βξνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε ζρέζε πνπ λα ηα ζπλδέεη, παξφηη έρνπλ 

δηδαρζεί ζην πιαίζην ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ φηη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ άθξνπ 

ηνπ ηφμνπ ζπλδένληαη κε ην εκίηνλν θαη ην ζπλεκίηνλν ηεο γσλίαο. Μεηά φκσο απφ 

ηνλ αθφινπζν δηάινγν, ε (Α) ζε αληίζεζε κε ηελ (Κ) αληηιακβάλεηαη ηε ζρέζε ηεο 

ηεηαγκέλεο 
By  κε ην ιφγν 




 γηα ηηο δηάθνξεο ηεο γσλίαο θαη ηδηαίηεξα . 

178. Καζ.: Με ηνλ ιόγν 



 πσο ζρεηίδεηαη; 

179. Α: Γηαηί όζν ην Β κηθξαίλεη ην α κεγαιώλεη θαη είλαη αληηζηξόθσο 

αλάινγα. Γειαδή είλαη ν ιόγνο. 

180. Καζ.: Πάληα γίλεηαη απηό; 

181. Α: Ναη, αθνύ όζν… όρη, γίλεηαη κόλν κέρξη ηηο 90  πνπ είλαη ην 
2


, 

κεηά γίλεηαη ην αληίζεην, κηθξαίλεη ην… ηέηνην κεγαιώλεη ην άιιν 

182. Καζ.: Γηα μαλαθνίηα, πσο ζρεηίδεηαη ην 
By  κε ηνλ ιόγν 




. 

…………………………….. 

183. Καζ. : Σν 
By  κε ην   έρνπλ θακία ζρέζε; 

184. Α: Αθνύ είλαη ην ίδην 

185. Καζ.: Πάληα είλαη ην ίδην; Αλ κεγαιώζνπκε πην πνιύ ηε γσλία ηη είλαη; 

186. Α: Δίλαη ην αληίζεην. Μηθξαίλεη κεηά ηηο 90 . 

187. Καζ.: Μεηά ηηο 180

; 

188. Α: Μεηά ηηο 180 κηθξαί… είλαη ην αληίζεην. 

189. Καζ.: Άξα ηη ζρέζε έρεη ην By


 κε ην 




; 

190. Α: Γελ μέξσ! 

191. Καζ. Γηα ζθέςνπ ην ιίγν. 
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192. Α: …Δίλαη ίζνη, απιά όηαλ είλαη πάλσ από 180 , … δειαδή ζε γσλίεο 

κηθξόηεξεο ηνπ   ν ιόγνο γίλεηαη ζεηηθόο ελώ όηαλ είλαη κεγαιύηεξνο ηνπ 

  ζα βγαίλεη αξλεηηθόο. 

193. Κ: Απηό ζα πνύκε. 

194. Α: Α! Δίλαη ν ίδηνο ιόγνο. 

195. Καζ.: Πάληα ν ίδηνο; 

196. Α: Όρη, δελ είλαη ν ίδηνο ιόγνο ζηελ πεξίπησζε πνπ ε γσλία είλαη 

κεγαιύηεξε από  . 

197. Καζ.: Ση είλαη ηόηε; 

198. Α: Σόηε είλαη αληίζεηνο. 

Αληίζηνηρα ε δεχηεξε νκάδα, ελψ παξαηεξεί φηη  By AB  γηα γσλίεο 0     θαη 

 By AB   γηα 2    , ζηε ζπλέρεηα ζεσξνχλ φηη ηεηαγκέλε 
By  είλαη ίζε ή 

αληίζεηε κε ην ιφγν  , παξαβιέπνληαο ην γεγνλφο φηη ε αθηίλα ηνπ θχθινπ δελ είλαη 

ίζε κε ηε κνλάδα. 

Σηελ ηέηαξηε θαη ηελ πέκπηε εξψηεζε, παξφηη έρνπλ ζπλδέζεη ην κήθνο ηνπ   κε 

ην ιφγν  , νη καζεηέο δελ ρξεζηκνπνηνχλ ηηο ζπκκεηξίεο ζην ζρήκα γηα λα βξνπλ 

γσλίεο κε ίζν ή αληίζεην ιφγν αιιά κεηά απφ πνιχ ψξα θαη δνθηκέο θαηαιήγνπλ ζηελ 

εηθαζία φηη νη γσλίεο πξέπεη λα είλαη παξαπιεξσκαηηθέο ηελ νπνία θαη δέρνληαη 

ρσξίο απφδεημε θαη ρσξίο λα δψζνπλ κηα γεσκεηξηθή εξκελεία. Παξαηεξνχκε εδψ φηη 

νη καζεηέο δελ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ζσζηά ηε γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε 

ψζηε λα θαηαιήμνπλ ζην δεηνχκελν. Απηφ επηηπγράλεηαη κέζα απφ θαηάιιειεο 

εξσηήζεηο θαη απαληήζεηο ζηε ζπλέρεηα. Δπίζεο ζηελ πξφηαζε 199 ε (Μ) 

αληηιακβάλεηαη φηη θάπνηα ζρέζε πξέπεη λα ππάξρεη κε ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν, 

αλ θαη κπεξδεχεη ην ζπλεκίηνλν κε ην εκίηνλν, πηζαλφηαηα επεηδή θάηη ζπκίδνπλ νη 

παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο ζε ζρέζε κε απηά πνπ είρε δηδαρζεί ζηελ ηάμε, 

απνηπγράλεη φκσο λα αηηηνινγήζεη ην απνηέιεζκα ζηνλ (Σ) φπσο θαίλεηαη ζηηο 

πξνηάζεηο 204 έσο 207. Τν γεγνλφο απηφ θαλεξψλεη γηα άιιε κηα θνξά φηη ε 

δηαδηθαζηηθή πξνζέγγηζε θπξηαξρεί ηεο ελλνηνινγηθήο θαηαλφεζεο. 

199. Μ: Ναη! Ονν, θνίηα ιίγν ην ζπλεκίηνλν εδώ πέξα δελ είλαη 0; θέςνπ ηνλ 

ηξηγσλνκεηξηθό θύθιν ιίγν ξε. θέςνπ όηη απηόο είλαη ηξηγσλνκεηξηθόο 

θύθινο. 

200. : Γελ έρσ θαηαιάβεη ηη ζέιεη. 

201. Μ: Σίπνηα, απηό απιά, λα θάλνπκε γσλίεο πνπ ν ιόγνο είλαη ίδηνο. 

202. : Να ηηο πξνζδηνξίζνπκε, πνηεο ππάξρνπλ; 

203. Μ: Δίλαη ε… εληάμεη βάιακε απηήλ ηώξα, πνπ είλαη ίδην κε απηό (κάιινλ 

ελλνεί ηηο 0 θαη 3,14). Οη παξαπιεξσκαηηθέο είλαη. Οη παξαπιεξσκαηηθέο 

απηελήο, απηνλώλ έρνπλε ίδην ιάκδα, ίδην ιόγν. Δ εληάμεη ηώξα, ζα πάσ γηα 

καζεκαηηθόο. Καηάιαβεο; 

204. : Όρη. 
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205. Μ: Ση δελ θαηάιαβεο. 

206. : Γελ έρσ θαηαιάβεη γηαηί… 

207. Μ: Γηαηί είλαη έηζη; Γελ μέξσ, ξώηα απηόλ πνπ έθηηαμε ηα καζεκαηηθά. 

 

Σηελ έθηε εξψηεζε δηαπηζηψλνπλ κελ φηη ν ιφγνο By


 είλαη ζηαζεξφο γηα ζηαζεξή 

γσλία, δελ πξνζπαζνχλ φκσο λα ην εμεγήζνπλ ή λα ην εξκελεχζνπλ κε θάπνην 

ηξφπν. Όπσο θαη ζηα πξνεγνχκελα εξσηήκαηα, νη καζεηέο αξθνχληαη ζην λα 

βγάινπλ θάπνην ζπκπέξαζκα βαζηδφκελνη ζε αξηζκεηηθέο παξαηεξήζεηο θαη δελ 

ζεσξνχλ ζεκαληηθφ ή απαξαίηεην λα πξνβνχλ ζε θάπνηα αηηηνιφγεζε ή εξκελεία ηνπ 

ζπκπεξάζκαηνο, αλ θαη ηνπο δεηείηαη. 

Ζ έβδνκε εξψηεζε απνζθνπνχζε ζην λα αλαθαιέζνπλ ζηε κλήκε ηνπο ηνλ νξηζκφ 

ηνπ κέηξνπ γσλίαο ζε αθηίληα σο ζρέζε κεηαμχ κήθνπο αθηίλαο θαη κήθνπο ηφμνπ ηελ 

νπνία είραλ δηαπξαγκαηεπηεί ζην πξψην κέξνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο. Απφ ηνλ 

αθφινπζν δηάινγν, δηαπηζηψλνπκε φηη νη καζεηέο αλ θαη είραλ δηαπξαγκαηεπζεί ηελ 

έλλνηα απηή ζην πξψην κέξνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο δελ αλαθαινχλ άκεζα ηε ζρέζε 

πνπ ζπλδέεη απηά ηα κεγέζε. 

208. Καζ.: Απηό από ηα πξνεγνύκελα, ηη ζπκάζηε; Πνηα είλαη ε ζρέζε ηνπ ηόμνπ 

κε ηε γσλία θαη ηελ αθηίλα, πνηα είρακε βγάιεη; 

209. Μ: Όηη απηή ε επίθεληξε γσλία είλαη ίζε… 

210. : Δίλαη ε κηζή ηεο… 

211. Μ: Όρη, απηό είλαη γηα εδώ πέξα, γη απηή ηε γσλία. Δδώ είλαη… 

212. : Δίλαη ίζεο! 

213. Μ: Ναη όλησο έρνπλε … ηέηνην. 

214. : Ση ζέιεηε λα βξνύκε; 

215. Καζ.: Θπκάζηε ηα πξνεγνύκελα πνπ έρνπκε θάλεη; 

216. Μ: Απηά; 

217. Καζ.: Όρη, ηελ πξνεγνύκελε θνξά. Γελ είρακε κήθνο ηόμνπ κε γσλία θαη 

αθηίλα; Δίραηε βγάιεη κηα ζρέζε. 

218. : Μήθνο ηόμνπ θαη αθηίλα καδί; 

219. Μ: Α, όηη ην κήθνο ηνπ ηόμνπ πξνο ηελ αθηίλα είλαη ίζν κε ηε γσλία; 

220. Καζ.: Με ηε γσλία ζε ηη κνλάδεο; 

221. Μ: ε rad. 

Δπηβεβαηψλεηαη κε ηνλ ηξφπν απηφ φηη ε έλλνηα ηνπ αθηηλίνπ δελ γίλεηαη εχθνια 

θαηαλνεηή απφ ηνπο καζεηέο θαη φηη απνηειεί έλα απφ ηα εκπφδηα ζηελ θαηαλφεζε 

ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Έλα ζεηηθφ ζηνηρείν ίζσο είλαη ην γεγνλφο φηη 

φπσο θαίλεηαη ζηηο πξνηάζεηο 217 έσο 221 αλαγλσξίδνπλ εχθνια φηη ην κέηξν ηεο 

γσλίαο ζα πξέπεη λα δίλεηαη ζε αθηίληα γεγνλφο ζην νπνίν πξέπεη λα έρεη ζπκβάιεη 



 

48 
 

θαη ε εκπινθή ηνπο κε ηελ έλλνηα θαηά ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ πξψηνπ κέξνπο ηεο  

δξαηεξηφηεηαο. 

Σηελ ζπλέρεηα ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο νη καζεηέο λα δηνξζψζνπλ ην κεραληζκφ ψζηε 

λα βξίζθεη ηα ζσζηά ζεκεία, ζηελ φγδνε εξψηεζε, θαίλεηαη λα δπζθνιεχνληαη λα 

ζπζρεηίζνπλ ηηο πιεξνθνξίεο πνπ κπνξνχλ λα πάξνπλ απφ ην ζρήκα κε απηέο πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ηηο Αιγεβξηθέο ζρέζεηο παξφιν πνπ είλαη κάιινλ εχθνιν λα 

αληηιεθζεί θάπνηνο κε βάζε ην ζρήκα φηη γηα λα κεησζεί ην κήθνο ηνπ ηφμνπ ζην 

κηζφ πξέπεη λα κηθξχλεη ν θχθινο, δειαδή ε αθηίλα . Σηνλ αθφινπζν δηάινγν νη 

καζεηέο έρνπλ ζέζεη ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ ίζε κε 2 θαη πξνζπαζνχλ λα δηνξζψζνπλ 

ηνλ κεραληζκφ ψζηε λα βξίζθεη ηα ζσζηά ζεκεία. 

222. : Θα έπξεπε ην Γ λα κνπ βγεη (0,8, 0,75) 

223. …………………………………………………………………………………………

…………………………………… 

224. Μ: Δ, είλαη ην δηπιάζην αλ ην παξαηεξήζεηο. Σν δηπιάζην δελ είλαη; (ειέγρεη 

1,5/2 όπνπ 1,5 ην κήθνο ηνπ ΑΒ) Ναη είλαη ην δηπιάζην. Α, μέξεηο θάηη; Απηά 

ηα δύν είλαη ηα δηπιάζηα απηώλ. 

225. : Ναη άξα; 

226. Μ: Σν άξα δελ ην μέξσ. Απιώο ζνπ ιέσ όηη είλαη ην δηπιάζην! 

…………………………………………………………………………………………

…………………… 

227. : Να βξνύκε θάηη πνπ λα δηπιαζηάδεη; 

228. Μ: Σν Γ πνπ βξήθακε εκείο ήηαλε ην   απηή ε γσλία, ήηαλε απηό εδώ πέξα 

(δείρλεη ην ηόμν ΟΒ) Α! 

229. : Α ηη; 

230. Μ: Γελ μέξσ! 

231. Καζ.: Ση είδαηε; 

232. Μ: Δίδακε όηη απηέο είλαη δηπιάζηεο απηώλ. Κάηη δελ έρεη ζρέζε κε ην ηόμν; 

233. Καζ.: Γελ μέξσ! Έρνπκε κηα εξώηεζε πξηλ, πνηα είλαη ε ζρέζε ηνπ κήθνπο 

ηόμνπ κε ηε γσλία; 

234. Μ: Όηη είλαη ίζα. 

Βιέπνπκε γηα άιιε κηα θνξά φηη ελψ απφ ηα απνηειέζκαηα νη καζεηέο δηαπηζηψλνπλ 

φηη κε θάπνην ηξφπν πξέπεη λα αιιάμνπλ ην κήθνο ηνπ ηφμνπ, επεηδή ζεσξνχλ φηη ε 

γσλία θαη ην ηφμν είλαη ε ίδηα έλλνηα, νπφηε θαη ε πξψηε απζφξκεηε απάληεζε είλαη 

φηη είλαη ίζα φπσο δίλνληαη ζηηο πξνηάζεηο 233 θαη 234. Αθφκα θαη κεηά απφ 

παξέκβαζε θαη ππελζχκηζε ηεο ζρέζεο πνπ ζπλδέεη ην κήθνο ηφμνπ κε ηε γσλία θαη 

ηελ αθηίλα, νη καζεηέο εμαθνινπζνχλ λα ζεσξνχλ φηη γηα λα πεηχρνπλ ην θαηάιιειν 

κήθνο ηφμνπ πξέπεη λα αιιάμνπλ ηελ γσλία θαη φρη ηελ αθηίλα: 

235. Καζ.: Ση ζα αιιάμεηο; 

…………………………………………………………………………………………

………………………… 

236. : Θα πξέπεη λα πεηξάμσ ηηο… (πάεη ην πνληίθη ζην δξνκέα ηεο γσλίαο) 
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237. Μ: Σε γσλία; Απηό πνπ θάλακε θαη ηελ πξνεγνύκελε θνξά. 

238. Καζ.: Πξνζπαζνύκε λα πεηύρνπκε απηό εδώ. Ση ζα αιιάμεηο; 

239. Μ: Σε γσλία! 

 

Σηε ζπλέρεηα νη καζεηέο αθνχ θαηαιήμνπλ φηη απηφ πνπ πξέπεη λα αιιάμεη είλαη ε 

αθηίλα, πεηξακαηίδνληαη κε δηάθνξεο ηηκέο ηεο ρσξίο φκσο λα αλαηξέμνπλ ζηελ 

αιγεβξηθή ζρέζε πνπ ηα ζπλδέεη, θάηη ην νπνίν επηηπγράλεηαη κεηά απφ πξνηξνπή ηνπ 

δηδάζθνληα. Απφ ηηο πξνηάζεηο 240 έσο 249 βιέπνπκε φηη νη καζεηέο δελ έρνπλ 

αλαγλσξίζεη φηη ην κήθνο ηφμνπ είλαη ίζν κε ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα κφλν 

φηαλ ε αθηίλα είλαη ίζε κε ηε κνλάδα. Δπηπιένλ, αθφκα θαη φηαλ δηαπηζηψλνπλ 

πεηξακαηηθά φηη ε αθηίλα πξέπεη λα είλαη ίζε κε ηε κνλάδα, ε (Μ) δελ ζεσξεί ινγηθφ 

ην απνηέιεζκα φπσο απαληά ζηελ πξφηαζε 257. Ζ εξκελεία πνπ δίλεη ζηελ πξφηαζε 

259 δείρλεη φηη κάιινλ δελ κπνξεί λα εξκελεχζεη ζσζηά ηε ζρέζε αλαινγίαο πνπ 

ππάξρεη αλάκεζα ζην κήθνο ηφμνπ θαη ηελ. Γηαπηζηψλνπκε δειαδή φηη νη καζεηέο 

δελ κπνξνχλ εχθνια λα ζπζρεηίζνπλ γεσκεηξηθέο θαη αιγεβξηθέο αλαπαξαζηάζεηο 

ηεο ίδηαο έλλνηαο: 

240. Καζ.: Γηα ζθέςνπ, πξέπεη λα πεηύρεηο λα έρεηο ηε γσλία, αιιά βγαίλεη ην 

ηόμν. Πσο ζα πεηύρεηο ην ηόμν θαη ε γσλία λα είλαη ίζα; 

241. Μ: Αιιάδνπκε ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ. 

242. Καζ.: Πόζε ζα ηελ θάλεηο; 

243. : Θα ηελ θάλνπκε κηζή. 

244. Μ: Όρη, δηπιάζηα. 

245. Καζ.: θεθζείηε ην. 

246. Μ: Ρε ζπ, δηπιάζηα γηαηί θνίηα είλαη θάησ. Όζν απηό κηθξ… όζν απηό 

κεγαιώλεη… 

247. Μ: Όρη ξε θίιε δελ ην πεηύρακε. 

248. : Πήγαηλε πάιη πίζσ. Πξέπεη λα είλαη κηζή νπόηε γηα λα ζνπ βγεη απηό, 

βιέπεηο; 

249. Μ: Πξέπεη ηόηε αθνύ είλαη 2 πξέπεη λα ηε βάινπκε κεδέλ. 

250. : Έλα! (βάδνπλ ηελ αθηίλα 1) 

251. Μ: Ναη δίθην έρεηο.! 

252. : Απηό βγαίλεη! 

253. Μ: Άξα πξέπεη λα είλαη κηζό; (δελ έρεη αληηιεθζεί όηη πξέπεη λα είλαη 1) 

254. : Πξέπεη λα βγεη κηζό δειαδή. Η αθηίλα; Μηζή αθηίλα δειαδή. 

255. Μ: Α! Άξα… 

256. Καζ.: Δίλαη ινγηθό απηό πνπ βγάιαηε; 

257. Μ: Όρη. 

258. Καζ.: Γηαηί; 

259. Μ.: Γηαηί απηό είλαη αληηζηξόθσο αλάινγν κε απηό. Άξα όζν κηθξαίλεη απηό 

πξέπεη λα κεγαιώλεη απηό, θαη όζν κεγαιώλεη απηό πξέπεη λα κηθξαίλεη απηό. 

 

Όηαλ νη καζεηέο γηα λα απαληήζνπλ ζην έλαην εξψηεκα, πξνζπάζεζαλ λα δψζνπλ 

ηνλ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο, ε αξρηθή απάληεζε ήηαλ ε αθφινπζε: 
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260. : πλάξηεζε είλαη ε δηαδηθαζία κέζσ ηεο νπνίαο έλα ζηνηρείν ηνπ Α 

αληηζηνηρεί… ζην Β; 

261. Καζ.: Αληηζηνηρεί ζε ηη; 

262. : Έρνπκε δύν ζύλνια. 

263. Καζ.: Ναη. 

264. : Έρνπκε έλα ζύλνιν Α θαη έλα ζύλνιν Β. πλάξηεζε είλαη ε δηαδηθαζία 

κέζσ ηεο νπνίαο έλα ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρεί ζε έλα ζηνηρείν ηνπ Β. 

265. Καζ.: Ωξαία. Γξάς’ ην. Πσο ζρεηίδεηαη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε; 

266. : Απηήλ εδώ ηε γξαθηθή παξάζηαζε; (δελ έρεη ζρεκαηηζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε, κόλν 3 θνληηλά ζεκεία) 

267. Καζ.: Γεληθόηεξα. 

268. Μ: Α! Πξνζδηνξίδεη ηε ζπλάξηεζε ζην θαξηεζηαλό επίπεδν. 

269. Καζ.: Γειαδή; Πεο ην ιίγν πην αλαιπηηθά απηό πνπ ιεο. 

270. : εκεία πξνζδηνξίδνπκε(;;;) δειαδή. Όηη γηα έλα x ππάξρεη θαη y. 

271. Καζ.: Πόζα y; 

272. Μ: Έλα. 

 

Όπσο θαίλεηαη ζηελ πξφηαζε 260, νη καζεηέο, επεξεαζκέλνη θαη απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ 

ζρνιηθνχ βηβιίνπ, αληηιακβάλνληαη ηε ζπλάξηεζε σο κηα δηαδηθαζία ελψ ήδε ν (Σ) 

έρεη αληηιεθζεί φηη ν κεραληζκφο ηεο δξαζηεξηφηεηαο αθνξά ζηελ εχξεζε ζεκείσλ 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο. Τν γεγνλφο πσο ζεσξεί ζηελ πξφηαζε 

266, φηη ηα ηξία κφλν ζεκεία πνπ έρεη βξεη είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο, εληζρχεη ηελ άπνςε φηη αληηκεησπίδεη αξρηθά ηε ζπλάξηεζε σο 

δηαδηθαζία εχξεζεο κεκνλσκέλσλ ζεκείσλ θαη φρη σο αληηθείκελν. Ζ (Μ) ιέγνληαο 

ζηελ πξφηαζε 268 φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε «Πξνζδηνξίδεη ηε ζπλάξηεζε ζην 

θαξηεζηαλό επίπεδν» αιιά θαη ζηε ζπλέρεηα φηαλ απαληάεη φηη «ε κηα γξαθηθή 

παξάζηαζε παξνπζηάδνπκε ηε ζπλάξηεζε» θαίλεηαη αξρηθά λα έρεη κηα πην 

νινθιεξσκέλε εηθφλα ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Σρεηηθά κε ηελ αλαγθαηφηεηα χπαξμεο ελφο αιγεβξηθνχ ηχπνπ ζε κηα ζπλάξηεζε, απφ 

ηνλ αθφινπζν δηάινγν θαίλεηαη φηη ν (Σ) ζεσξεί φηη κάιινλ είλαη ν κνλαδηθφο 

ηξφπνο, φπσο θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 282 θαη 283, γηα λα βξεζεί ε ηηκή ηεο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο ελψ ε (Μ) ζε ζρεηηθή εξψηεζε απαληά ζηελ πξφηαζε 284 

φηη ππάξρεη θη άιινο, ρσξίο φκσο λα δψζεη θάπνην παξάδεηγκα θαη ην πην πηζαλφ είλαη 

φηη ε απάληεζή ηεο ήηαλ απνηέιεζκα ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν ηέζεθε ε εξψηεζε. 

273. : Η ζπλάξηεζε δίλεη απηά ηα ζεκεία; Σν x δελ ην μέξνπκε, ην y καο δίλεη ε 

ζπλάξηεζε.  

274. Μ: Ναη. 

275. : Πσο όκσο. Πξέπεη λα πνύκε θαη πσο; 

276. Καζ.: Δμαξηάηαη από θεη θαη πέξα πσο. Πσο καο ηα δίλεη;  
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277. Σ: Υπάξρνπλ ηχπνη, y x   . 

278. Καζ.: Έλαο ηξόπνο ινηπόλ λα έρεηο έλα ηύπν. 

279. Μ: Ναη. 

280. : Μέζσ ηνπ ηύπνπ. 

281. …………………………………………………………………………………………

……….. 

282. 20:12 Καζ:. Δίλαη ν κνλαδηθόο ηξόπνο; 

283. : Τπάξρνπλε θη άιινη; 

284. Μ: Δ, λαη! 

Τν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθχπηεη είλαη φηη νη καζεηέο παξφηη είραλ δηδαρζεί ηηο 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο δελ είραλ θαηαλνήζεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν γίλεηαη ε 

αληηζηνίρηζε θαη ην πην πηζαλφ είλαη φηη είραλ ζεσξήζεη πσο δελ εληάζζνληαη ζηελ 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο φπσο απηνί ηελ αληηιακβάλνληαλ. Μεηά απφ απηή ηε 

ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, νη καζεηέο κπφξεζαλ ζρεηηθά 

εχθνια λα δηαπηζηψζνπλ θαη λα αηηηνινγήζνπλ γηαηί ηα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ πνπ 

βξήθαλ ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ κεραληζκφ ηεο δξαζηεξηφηεηαο απνηεινχλ ζεκεία 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο. Σε απηφ πνπ δπζθνιεχηεθαλ ήηαλ λα 

απαληήζνπλ αλ ε ζπλάξηεζε απηή έρεη θάπνην ζπγθεθξηκέλν αιγεβξηθφ ηχπν: 

285. Μ: Καη ν ηύπνο ηεο ε; Α! παίξλνπκε x   θαη 
y

y 


 … 

286. Καζ.: Καη ην 
By , πσο ην βξίζθεηο; 

287. Μ: Παίξλνπκε βαζηθά 0,75 απηήλ ηελ ηηκή πνπ καο δίλεη (δελ θαίλεηαη θάηη 

ζηελ νζόλε) θαη 
y


, πόζν ήηαλ ην ξ… έλα. 

288. Καζ.: Βάδεηο ινηπόλ ην 1   κε ην νπνίν δηαηξείο θαη έρεηο θαηεπζείαλ ην 
By . 

289. Μ: Άξα 
0,75By 

, άξα By y
. 

290. Καζ.: Άξα, γηα παξάδεηγκα αλ βάιεηο 0, 4x   πνην ζα είλαη ην y ; 

291. ……………………….. 

292. Καζ.: Όηαλ έρεηο έλαλ ηύπν αληηθαζηζηάο ηελ ηηκή ζην x  θαη ην βξίζθεηο. 

Σώξα κπνξείο λα ην βξεηο; Έρεηο έλαλ ηύπν ώζηε λα βάιεηο ηελ ηηκή ηνπ x θαη 

λα ππνινγίζεηο; 

293. : y …. 

294. Καζ.: Έρεηο; 

295. : Τπάξρεη, θαη είλαη ηεο… θιίζεο;; 

Φξεηάζηεθε αξθεηή ψξα θαη αξθεηέο απνηπρεκέλεο πξνζπάζεηεο λα ρξεζηκνπνηεζεί ν 

ηχπνο 
y


, παξφηη εμαξρήο δηαπηζηψζεθε φηη δελ είλαη δπλαηφλ λα ππνινγηζζεί κε 

θάπνηα αιγεβξηθή ζρέζε ην 
By  γηα λα θαηαιήμνπλ νη καζεηέο ζηνλ αθφινπζν 

δηάινγν: 
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296. : 



, όρη παηδί κνπ είλαη ζπλεκίηνλν – εκίηνλν ιέκε! Έλα από απηά ηα δύν. 

Πνηνο είλαη ν ηύπνο ην ζπλεκηηόλνπ; Η εθαπηνκέλε είλαη νη δύν θάζεηεο. 

297. Μ: Σνπ ζπλεκηηόλνπ είλαη απέλαληη πξνο … 

298. Καζ: Σνπ εκηηόλνπ είλαη. 

299. : Ναη, ηνπ εκηηόλνπ. 

300. Καζ: Άξα ινηπόλ ηη είλαη απηόο ν ιόγνο; 

301. : Ο ηύπνο ηνπ εκηηόλνπ; 

302. Μ: Σν ζπλεκίηνλν! 

303. : Σν εκίηνλν είλαη! 

304. Καζ: Τπάξρεη θάπνηνο ηύπνο λα βξεηο κε πξάμεηο; 

305. Μ: Σνπ εκηηόλνπ. 

306. Καζ: Γειαδή έρεη θάπνηνλ ηύπν γηα ην εκίηνλν, αλ μέξεηο ηε γσλία ηε βάδεηο 

ζην εκίηνλν, θάλεηο πξάμεηο θαη ην βξίζθεηο; 

307. Μ: Ναη! 

308. Καζ: Έρνπκε; 

309. Μ: Γελ έρνπκε; 

310. Καζ: Γη’ απηό θαη δελ κπνξνύκε λα βξνύκε γηα θάζε γσλία. Αο πάκε 

παξαθάησ. Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη δελ ππάξρεη θάπνηνο ηύπνο, είλαη όκσο 

ζπλάξηεζε; 

311. : Ναη! 

312. Καζ: Γηαηί έρνπκε ηνλ κεραληζκό ε; 

313. : Σνλ κεραληζκό πνπ έλα ζεκείν αληηζηνηρεί……….. 

 

Απφ ηνλ δηάινγν απηφλ πξνθχπηεη φηη λαη κελ νη καζεηέο αλαγλψξηζαλ φηη πξφθεηηαη 

γηα ην εκίηνλν ηεο γσλίαο, γηα ην νπνίν φκσο δελ είραλ ζπλεηδεηνπνηήζεη φηη δελ 

ππάξρεη θάπνηα αιγεβξηθή ζρέζε κε ηελ νπνία λα κπνξνχκε λα ην ππνινγίζνπκε. Πην 

ζπγθεθξηκέλα απφ ηηο πξνηάζεηο 296 έσο 301 θαίλεηαη λα ζεσξνχλ πσο ν νξηζκφο ηνπ 

εκηηφλνπ σο ν ιφγνο δχν πιεπξψλ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ είλαη θαη ν ηχπνο ηνπ, θάηη 

πνπ ηνπο νδεγεί ζηελ ππφζεζε φηη κπνξνχλ λα εθαξκφζνπλ ηνλ ηχπν απηφ γηα λα 

ππνινγίζνπλ ην εκίηνλν κηαο γσλίαο, φπσο θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 304 έσο 309. 

Ζ δπζθνιία λα δερηνχλ νη καζεηέο φηη κηα ζπλάξηεζε είλαη δπλαηφλ λα κελ δίλεηαη 

κέζσ κηαο αιγεβξηθήο ζρέζεο θαη ηα πξνβιήκαηα πνπ απηή δεκηνπξγεί γηα ηελ 

θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ έρνπλ επηζεκαλζεί θαη απφ ηνπο  

Breidenbach, Dubinksy, Hawks, & Nichols,( 1992). 

Γπζθνιίεο ζπλάληεζαλ νη καζεηέο θαη ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα απαληήζνπλ ζηελ 

ελδέθαηε εξψηεζε. Αλ θαη αξρηθά ν (Σ) παξαηήξεζε φηη «Σν Λ είλαη ην y   θαη ην 
1  

είλαη ην κήθνο ηόμνπ», ζηε ζπλέρεηα δελ κπφξεζαλ λα ηα ζπλδέζνπλ κε ηα ζεκεία ηεο 

ζπλάξηεζεο εκίηνλν ηνπ πξνεγνχκελνπ εξσηήκαηνο παξά κφλν κεηά απφ παξέκβαζε 

ηνπ θαζεγεηή. Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη επίζεο θαη ν αθφινπζνο δηάινγνο: 
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314. : Δίλαη απηό ίζν κε απηό; (ελλνεί ην ηόμν ΟΒ θαη ην ηκήκα ΑΒ) 

315. Μ: Απηό εδώ, είπακε όηη ην ΟΒ όηαλ ε αθηίλα είλαη 1, είλαη ΚΒ (ζην ζρήκα ην 

Κ έρεη πέζεη πάλσ ζην Α). Σν ΚΒ είλαη απηό νπζηαζηηθά, θαηάιαβεο; Άξα ην 

ΟΛ είλαη ίζν κε  . 

316. : Ναη όκσο εδώ πνπ βιέπεηο δελ βγάδεη ην ίδην (ελλνεί ην  1 1.8221, 0  θαη 

ην 0,9686  ), άξα θάηη ιάζνο θάλνπκε! 

317. Καζ: Πνπ ιεο όηη ζα είλαη ίζν; 

318. : Λέεη όηη απηό πνπ είλαη 1,8 ζα είλαη ίζν κε απηό. (δείρλεη ην ΑΒ) 

 

Σρήκα 8 

Παξαηεξνχκε φηη παξφιν πνπ είλαη εκθαλέο φηη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ δελ κπνξεί λα 

είλαη ίζν κε ην κήθνο ΑΒ, νη καζεηέο δελ κπνξνχλ λα εξκελεχζνπλ ζσζηά ην ζρήκα. 

Καζψο νη καζεηέο είραλ ήδε δηαπηζηψζεη φηη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Λ θαη 
1  

καο δίλνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο ζπλάξηεζεο θαη είραλ ζέζεη ηελ 

αθηίλα ην θχθινπ ίζε κε ηε κνλάδα, δελ ρξεηάζηεθε λα πξνβνχλ ζε θάπνηα δηφξζσζε 

ή επαλαδηαηχπσζε ζηελ δσδέθαηε εξψηεζε. Σηε ζεκείν απηφ ε καζήηξηα (Μ) 

κεηαθηλψληαο ηνλ δξνκέα   παξαηεξεί φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ζρεκαηίδεηαη 

είλαη απηή ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ εκηηφλνπ. Σηε ζπλέρεηα ε παξαηήξεζε ηνπ ηξφπνπ κε 

ηνλ νπνίν θηλνχληαη ηα ζεκεία Β θαη Ν φηαλ κεηαθηλείηαη ν δξνκέαο  , βνεζάεη ηνπο 

καζεηέο λα ζπζρεηίζνπλ ρσξίο δπζθνιία ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Ν ηεο ζπλάξηεζεο κε 

ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Β ζηνλ θχθιν, ελψ ε (Μ) παξαηεξεί φηη ην κήθνο ΑΒ ζρεηίδεηαη 

κε ην εκίηνλν. Έηζη δηαπηζηψλνπλ ζρεηηθά εχθνια φηη ηα ζεκεία Β θαη Ν έρνπλ ηελ 

ίδηα ηεηαγκέλε, αιιά δελ είλαη θαλεξφ ζε πνην βαζκφ έρνπλ ζπλδέζεη ην κήθνο ηνπ 

ηφμνπ  κε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ Ν. Δπίζεο παξαηεξψληαο ηελ θίλεζε ηνπ ζεκείνπ Ν 

δελ δπζθνιεχνληαη λα πεξηγξάςνπλ πφηε θηλείηαη αλνδηθά πφηε θαζνδηθά θαη γηαηί, 

ελψ δηαπηζηψλνπλ εχθνια φηη ε θίλεζε είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2 . Δπίζεο 

αηηηνινγνχλ κε επθνιία ηελ πεξηνδηθφηεηα κε βάζε ηνλ αξηζκφ ησλ πιήξσλ 



 

54 
 

πεξηζηξνθψλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα λα έρνπκε φξηζκα κεγαιχηεξν ηνπ 2  φπσο 

θαίλεηαη απφ ηηο πξνηάζεηο 319 έσο 324: 

319. Καζ: Ση θάλακε δειαδή γηαηί πήγακε παξαπέξα ηη κεηξήζακε; 

320. Μ: Μηα πεξίνδν! 

321. Καζ: Η γσλία είλαη ε ίδηα ή παξαπάλσ, γηαηί πξνρώξεζε παξαπέξα; 

322. Μ: Γηαηί θάλακε πεξηζζόηεξνπο θύθινπο. 

323. Καζ: Άξα κεηξάο κόλν ηε γσλία; 

324. : Άξα κεηξάσ θύθινπο θαη γσλία. Μεηξάσ ηε γσλία από εδώ θαη κεηά 

κεηξάσ θύθινπο, 2  πνπ ιέκε. 

Σηελ εξψηεζε 14 δπζθνιεχνληαη ηδηαίηεξα λα απαληήζνπλ θαη ν πην πηζαλφο ιφγνο 

είλαη φηη δελ έρνπλ αληηιεθζεί φπσο δηαπηζηψζεθε θαη πξνεγνπκέλσο φηη δελ ππάξρεη 

θάπνηνο αιγεβξηθφο ηχπνο αιιά έλαο γεσκεηξηθφο κεραληζκφο κέζσ ηνπ νπνίνπ 

κπνξνχκε λα βξνχκε ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο εκίηνλν. Ο παξαθάησ δηάινγνο δείρλεη 

πφζν δχζθνιν είλαη γηα ηνπο καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ φηη κηα ζπλάξηεζε κπνξεί λα 

κελ έρεη αιγεβξηθφ ηχπν: 

325. Καζ: Άξα έρνπκε έλαλ κεραληζκό πνπ λα καο δίλεη γξαθηθή παξάζηαζε 

θαη ζπλάξηεζε; 

326. : Γξαθηθή παξάζηαζε θαη ζπλάξηεζε…. ην εκίηνλν…... 

327. Καζ: Έρεη ηύπν; 

328. Μ: Ναη ηνλ ηύπν ηνπ εκηηόλνπ. 

329. Καζ: Δίλαη ηύπνο απηόο; Αιγεβξηθόο ηύπνο ώζηε κε πξάμεηο λα βξσ 

πόζν θάλεη; 

330. : Ηκίηνλν ίζνλ 

By

 . 

331. Καζ: Μπνξώ λα βξσ ην By
; 

332. Μ: Όρη, δελ έρεη ηύπν! 

333. : Γελ έρεη ηύπν, είλαη ζπλάξηεζε όκσο! 

334. Καζ: Έρεη όκσο θάπνηνλ κεραληζκό. Δίλαη ζα ιέγακε θαζαξά 

αιγεβξηθή ζπλάξηεζε ή κπιέθνπλ θη άιια πξάγκαηα κέζα; 

335. Μ: Όρη, δελ είλαη αιγεβξηθή. 

336. Καζ: Γειαδή έρνπκε θαη κε άιια πξάγκαηα λα θάλνπκε; 

337. Μ: Έρνπκε λα θάλνπκε θαη κε θύθινπο… 

338. : Γσλίεο, γεσκεηξηθά 

339. Μ: Ναη, δελ είλαη κόλν αιγεβξηθά. 

Παξαηεξνχκε φηη είλαη ζρεδφλ ίδηνο κε ηνλ δηάινγν πνπ πξνεγήζεθε θαη ν νπνίνο 

είρε θαηαιήμεη ζην ζπκπέξαζκα φηη ε ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε δελ έρεη αιγεβξηθφ 

ηχπν. Ζ δηαθνξά εδψ είλαη φηη ζηηο πξνηάζεηο 337, 338 γίλεηαη ε δηαπίζησζε πσο ν 

κεραληζκφο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη θαηά βάζε γεσκεηξηθφο παξ‟ φιν πνπ ζεσξνχλ φηη 

πάληα ππάξρεη έλα αιγεβξηθφ κέξνο φπσο θαίλεηαη ζηελ πξφηαζε 339. Σηε ζπλέρεηα 

νη καζεηέο παξνηξχλνληαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηνλ κεραληζκφ πνπ έρνπλ ζηε 

δηάζεζή ηνπο:  
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340. Καζ: Μπνξείο λα ρξεζηκνπνηήζεηο ηνλ κεραληζκό απηό γηα λα ην 

ππνινγίζεηο; 

341. Μ: Να βάινπκε ην 0,.. εθεηπέξα θαη λα δνύκε (γειώληαο) 

 

 

 
ρήκα 9 

 

342. Καζ: Άξα πνην είλαη ην εκίηνλν; 

343. : Σν εκίηνλό καο είλαη ην Γ, ην ζεκείν; Όρη… 

344. Μ: Σν εκίηνλν; Ναη ην Γ είλαη! 

345. : Σν εκίηνλν είλαη ην ΛΟ… ην ΑΒ πξνο ηελ αθηίλα. 

346. Καζ: Ναη. Άξα κπνξείο λα πεηο ζπγθεθξηκέλα αξηζκό ηώξα εδώ; 

347. : Θα είλαη, πόζν είλαη ην ΑΒ; 

348. Μ: Σν ΑΒ είλαη ίζν κε … 

349. Καζ: Με ην ΟΛ πνπ είλαη πόζν; 

350. : Με ην ΟΒ κε ην ΟΒ…είλαη 0,7855… 

351. Μ: Αρ, ην y  είλαη ίζν κε απηό (δείρλεη ην 0,7071 ζηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

ζεκείνπ) 

352. :Πνην; 

353. Μ: Γελ είλαη ίζν κε ην y ; 

354. : Ναη; 

355. Μ: ΟΛ είλαη ίζν κε ην y . 

356. : Οπόηε ηα ζα γξάςσ; 

357. Μ: 0,70 πξνο ηελ αθηίλα πνπ είλαη 1… 

358. : Καη ηη θάλσ κεηά; 

359.  Μ: Απηό είλαη ην By
! 

Παξαηεξνχκε φηη ελψ νη καζεηέο κπνξνχζαλ λα δνπλ ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 

άκεζα απφ ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ην νπνίν εκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε ηνπο, 

πξνηίκεζαλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην αληίζηνηρν ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο. 

Απηφ κπνξεί λα νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη δελ είλαη εμνηθεησκέλνη κε ηνλ 

ζπγθεθξηκέλν κεραληζκφ θαη πξνηίκεζαλ ην ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο πνπ 
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ηνπο είλαη πην νηθείν. Βιέπνπκε φκσο φηη νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ζσζηά ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ γηα λα βξνπλ ηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ πξφηαζε 343. Τν γεγνλφο απηφ δείρλεη πφζν 

θπξίαξρν ξφιν έρεη ε χπαξμε αιγεβξηθνχ ηχπνπ ζε κηα ζπλάξηεζε αθήλνληαο ζε 

δεχηεξε κνίξα ηε ρξήζε ησλ άιισλ αλαπαξαζηάζεσλ ηεο ζπλάξηεζεο γηα ηελ 

εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ.  

Σηελ ηειεπηαία εξψηεζε νη καζεηέο έπξεπε κε ηε ρξήζε ηνπ κεραληζκνχ λα βξνπλ 

γσλίεο ησλ νπνίσλ ην εκίηνλν είρε θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο, ζηελ νπζία λα 

ιχζνπλ θάπνηεο ζηνηρεηψδεηο ηξηγσλνκεηξηθέο εμηζψζεηο. Οη καζεηέο αθνχ κεηά απφ 

ππφδεημε ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ κεραληζκφ, βξίζθνπλ ηε κηα ιχζε ηεο εμίζσζεο γηα 

0 2    δελ ρξεζηκνπνηνχλ φκσο ηε γξαθηθή παξάζηαζε ψζηε λα δηαπηζηψζνπλ 

φηη ππάξρνπλ θαη άιιεο ηηκέο ηεο γσλίαο κε ην ίδην εκίηνλν, παξφιν πνπ γλσξίδνπλ 

λα ιχλνπλ ηξηγσλνκεηξηθέο εμηζψζεηο. Έηζη ελψ φπσο ζα κπνξνχζαλ λα 

δηαπηζηψζνπλ απφ ην παξαθάησ ζρήκα, ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ ηξεηο γσλίεο κε 

εκίηνλν 0,5, νη καζεηέο βξήθαλ κφλν ηελ γσλία 0,53  .  
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5. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ – ΤΕΖΣΖΖ  

Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, ε θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ απαηηεί 

ηελ θαηαλφεζε θαη ηε ζπζρέηηζε δηαθφξσλ ελλνηψλ. Αξρηθά είλαη βαζηθφ νη καζεηέο 

λα θαηαλνήζνπλ ηνλ νξηζκφ ηνπ αθηηλίνπ σο κνλάδα κέηξεζεο γσληψλ θαη ηε ζρέζε 

ηνπ κε ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο. Σεκαληηθφ είλαη επίζεο λα θαηαλνήζνπλ ηελ 

ηξηγσλνκεηξία νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ φπνπ νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί είλαη ιφγνη 

πιεπξψλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ θαη ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ 

θαη λα είλαη ζε ζέζε λα κεηαβνχλ απφ ηε κία ζηελ άιιε. Τέινο πξέπεη λα 

αληηιεθζνχλ φηη ν ηξηγσλνκεηξηθφο θχθινο είλαη ν βαζηθφο κεραληζκφο ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη λα κπνξνχλ λα ηνλ ζπλδέζνπλ κε ηηο γξαθηθέο 

ηνπο παξαζηάζεηο. Σηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία έγηλε πξνζπάζεηα φρη κφλν λα 

δηεξεπλεζεί ζε πνην βαζκφ νη καζεηέο έρνπλ θαηαλνήζεη απηέο ηηο έλλνηεο, αιιά λα 

παξνπζηαζζεί ζηνπο καζεηέο θαη έλα λέν γλσζηηθφ εξγαιείν ην νπνίν ζα δψζεη ηε 

δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο λα εκπεδψζνπλ, λα αλαπιαηζηψζνπλ θαη λα εθαξκφζνπλ 

ηηο γλψζεηο ηνπο βνεζψληαο ζηελ βαζχηεξε θαηαλφεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ.  

Σην πξψην κέξνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο πνπ δηαπξαγκαηεχνληαλ ηελ έλλνηα ηνπ 

αθηηλίνπ, παξαηεξήζεθε φηη νη καζεηέο δελ ήηαλ ζε ζέζε λα θαηαλνήζνπλ ηηο ζρέζεηο 

αλαινγίαο πνπ ζπλδένπλ ην κήθνο ηνπ ηφμνπ κε ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ θαη ην 

κέγεζνο ηεο γσλίαο. Ζ παξαηήξεζε απηή είλαη ζχκθσλε κε ην ζπκπέξαζκα ησλ 

Akkoç and Akbaş Gül (2010) νη νπνίνη παξαηήξεζαλ φηη νη καζεηέο δελ κπνξνχλ λα 

ην αληηιεθζνχλ σο ιφγν δχν κεθψλ νχηε θαη λα ζπλδέζνπλ ην κέηξν γσληψλ κε ην 

κήθνο ησλ αληίζηνηρσλ ηφμσλ ζε ζρέζε κε ηελ αθηίλα. Δπίζεο νη καζεηέο φηαλ ζηε 

ζπλέρεηα ππνιφγηδαλ ην ιφγν κήθνπο ηφμνπ πξνο αθηίλα δελ αλαγλψξηζαλ φηη 

πξφθεηηαη γηα ην γλσζηφ ηνπο νξηζκφ ηνπ αθηηλίνπ αθφκα θαη φηαλ ηνπο δεηήζεθε λα 

ηνλ δηαηππψζνπλ. Ζ παξαηήξεζε απηή εληζρχεη ην παξαπάλσ ζπκπέξαζκα θαζψο 

φπσο θαίλεηαη νη καζεηέο καζαίλνπλ ηνλ νξηζκφ ηνπ αθηηλίνπ ρσξίο λα ηνλ 

θαηαλννχλ θαη λα ηνλ ζπλδένπλ κε ηα ζπγθεθξηκέλα γεσκεηξηθά κεγέζε. Ζ δπζθνιία 

ησλ καζεηψλ λα αληηιεθζνχλ ην γεγνλφο φηη ε αλαινγία αλάκεζα ζην κήθνο ηφμνπ 

θαη ηελ αθηίλα γηα δεδνκέλε γσλία παξακέλεη ζηαζεξή θαη αλεμάξηεηε απφ ηελ 

αθηίλα ηνπ θχθινπ, θάηη πνπ παξαπέκπεη ζηε ρξήζε ηεο αθηίλαο σο κνλάδαο 
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κέηξεζεο κήθνπο, είλαη έλαο απφ ηνπο βαζηθνχο ιφγνπο πνπ νη καζεηέο ζε αληίζεζε 

κε ηηο κνίξεο δελ αληηιακβάλνληαη ην αθηίλην σο κνλάδα κέηξεζεο γσληψλ.  

Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνχζαλ θπξίσο ηηο αιγεβξηθέο ζρέζεηο γηα ηελ εμαγσγή 

ζπκπεξαζκάησλ θαη ζρεδφλ θαζφινπ ηηο αληίζηνηρεο γξαθηθέο αλαπαξαζηάζεηο. Απηφ 

πηζαλφηαηα νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη νη καζεηέο έρνπλ ζπλεζίζεη λα πξνζεγγίδνπλ 

ηα πξνβιήκαηα δηαδηθαζηηθά θαη φρη ελλνηνινγηθά θάηη πνπ κπνξεί λα απνβεί εηο 

βάξνο ηεο θαηαλφεζεο ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ (Kendal & Stacey, 1997). 

Γεληθφηεξα νη καζεηέο θάλεθε λα κελ κπνξνχλ λα αληηιεθζνχλ ηηο ζρέζεηο ησλ 

δηαθφξσλ κεγεζψλ παξαηεξψληαο ηα ζρήκαηα ψζηε λα θάλνπλ ηηο θαηάιιειεο 

εηθαζίεο θαη πξνζπαζνχζαλ λα βγάινπλ θάπνην ζπκπέξαζκα πεηξακαηηδφκελνη 

ζρεδφλ απνθιεηζηηθά κε ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα. 

Δπίζεο δηαπηζηψζεθε φηη νη καζεηέο ζεσξνχζαλ φηη νη αξηζκνί πνπ αθνξνχλ ζε κέηξα 

γσληψλ πνπ δελ πεξηέρνπλ ηνλ   αλαθέξνληαη ζην κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο θαη 

φρη ζε αθηίληα, ελψ ηνλ ίδην ηνλ αξηζκφ   δελ ηνλ αληηιακβάλνληαη σο πξαγκαηηθφ 

αξηζκφ αιιά σο κία ζηαζεξή πνζφηεηα. Τν ζπκπέξαζκα απηφ είλαη ζχκθσλν κε ηα 

ζπκπεξάζκαηα ησλ (Orhun, 2001; Topçu et al. 2006, Akkoç & Akbaş Gül 2010). Τν 

γεγνλφο απηφ είλαη πηζαλφ λα απνηειεί εκπφδην ζην λα αληηιεθζνχλ νη καζεηέο σο 

πεδίν νξηζκνχ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ. Δπηπιένλ νη νη Topçu, T., Kertil, M., Akkoç, H., Yilmaz, K., & Önder, O. 

(2006) είραλ παξαηεξήζεη φηη ε έλλνηα ηεο κνίξαο σο κνλάδα κέηξεζεο γσληψλ 

θπξηαξρεί ηεο έλλνηαο ηνπ αθηηλίνπ θαη φηη ε εμίζσζε 
180

 


  ιεηηνχξγεζε σο 

γλσζηηθή κνλάδα, θαζψο ν νξηζκφο ηεο έλλνηαο ηνπ αθηηλίνπ βαζίζηεθε ζηε ζρέζε 

απηή. Σην πιαίζην ηεο πξψηεο δξαζηεξηφηεηαο, νη καζεηέο θαηέιεμαλ ζηε ζρέζε 

57,6    αιιά παξφηη γλψξηδαλ φηη ν αξηζκφο κ είλαη ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε 

κνίξεο ελψ είραλ δηδαρζεί θαη ηε ζρέζε 
180

 


 , δελ θαηάθεξαλ λα ζπλδπάζνπλ ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ψζηε λα δηαπηζηψζνπλ φηη ν   είλαη ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε 

αθηίληα. Απηφ ίζσο λα νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ε ζρέζε ζηελ νπνία θαηέιεμαλ νη 

καζεηέο δελ είλαη ε αθξηβήο ζρέζε θαη δελ πεξηέρεη ηνλ αξηζκφ   επηβεβαηψλνληαο 

έηζη φρη κφλν ηελ αλαγθαηφηεηα έλαο αξηζκφο λα πεξηέρεη ηνλ   ψζηε λα αθνξά ζην 

κέηξν γσλίαο ζε αθηίληα αιιά θαη ηελ θπξηαξρία ηεο κνίξαο σο κνλάδα κέηξεζεο ηεο 

γσλίαο θαζψο ζηε ζπλέρεηα φηαλ ξσηήζεθαλ νη καζεηέο αλ ν αξηζκφο   ζα 
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κπνξνχζε λα απνηειέζεη κηα λέα κνλάδα κέηξεζεο ηνπ κέηξνπ κηαο γσλίαο, απέηπραλ 

λα αλαθέξνπλ θάηη δηαθνξεηηθφ απφ ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο. 

Μία επηπιένλ παξαλφεζε ζρεηηθά κε ηε ζρέζε ηνπ κήθνπο ηφμνπ κηαο γσλίαο θαη ην 

κέηξν ηεο ζε αθηίληα είλαη πσο πνιινί καζεηέο δελ κπνξνχλ λα δηαρσξίζνπλ ηηο δχν 

απηέ έλλνηεο. Ζ αίζζεζε απηή θάλεθε λα είλαη ηφζν βαζηά ξηδσκέλε ζηελ αληίιεςε 

ησλ καζεηψλ, ψζηε αθφκα θαη κεηά απφ ηελ παξαηήξεζε ησλ αξηζκεηηθψλ 

απνηειεζκάησλ αιιά θαη ηε δπλακηθή κεηαβνιή ησλ κεγεζψλ ζηε γεσκεηξηθή 

αλαπαξάζηαζε λα θαηαιήμνπλ ζην αθφινπζν ζπκπέξαζκα, ρσξίο λα αηζζαλζνχλ ηελ 

αλάγθε λα αλαζεσξήζνπλ ηελ άπνςή ηνπο απηή: 

Παξαηεξνύκε όηη κεγαιώλεη ην ηόμν θάζε θνξά πνπ κεγαιώλεη ε αθηίλα (παξόιν πνπ 

απηό δελ είλαη ινγηθό επεηδή ε γσλία είλαη ίδηα). 

Τν ζπκπέξαζκα απηφ είλαη ζε ζπκθσλία κε απηφ ηνπ Cetin O.F. (2015) ν νπνίνο 

δηαπίζησζε φηη κφλν 23 απφ ηνπο 90 καζεηέο είραλ πιήξε αληίιεςε ηεο δηαθνξάο 

αλάκεζα ζην κέηξν κηαο γσλίαο θαη ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ ηφμνπ.  

Σην δεχηεξν κέξνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο, νη καζεηέο ζην πιαίζην ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ 

θχθινπ, δελ αλαγλψξηζαλ ηνλ ιφγν ηεο απέλαληη θαζέηνπ πξνο ηελ αθηίλα ηνπ 

θχθινπ σο ην εκίηνλν ηεο γσλίαο, ελψ θαη ζηε ζπλέρεηα φηαλ ρξεηάζηεθε λα 

αηηηνινγήζνπλ ην γεγνλφο φηη ν ιφγνο είλαη αλεμάξηεηνο απφ ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ 

ρξεηάζηεθε λα γίλνπλ θαηάιιειεο ππνδείμεηο απφ ηνλ θαζεγεηή ψζηε λα θαηαιήμνπλ 

ζην ζπκπέξαζκα φηη απηφ νθείιεηαη ζηελ νκνηφηεηα ησλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ πνπ 

ζρεκαηίδνληαη. Απφ ηα παξαπάλσ πξνθχπηεη ην ζπκπέξαζκα φηη νη καζεηέο δελ 

έρνπλ ζπλδέζεη ηελ ηξηγσλνκεηξία ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ κε απηή ηνπ 

ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ. Σε αληίζηνηρν ζπκπέξαζκα είραλ θαηαιήμεη θαη νη 

Bressoud (2010), Thompson (2008) θαη Thompson, Carlson, & Silverman, 2007).  

Μηα απφ ηηο βαζηθέο ιεηηνπξγίεο ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ είλαη λα επεθηείλεη ηνλ 

νξηζκφ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη ζε γσλίεο κεγαιχηεξεο ησλ 90  κέζσ 

ηεο ζχλδεζήο ηνπο κε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ άθξνπ ηνπ αληίζηνηρνπ ηφμνπ. 

Γηεξεπλήζεθε αλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα ζπλδέζνπλ ηελ ηεηαγκέλε ηνπ άθξνπ ηνπ 

ηφμνπ κε ηνλ ιφγν πνπ δίλεη ην εκίηνλν ηεο γσλίαο. Γηαπηζηψζεθε φηη νη καζεηέο 

δπζθνιεχηεθαλ λα βξνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα δχν κεγέζε, θάηη πνπ 

απνδεηθλχεη επίζεο φηη δελ κπνξνχλ λα ζπλδέζνπλ ηελ ηξηγσλνκεηξία νξζνγσλίνπ 

ηξηγψλνπ κε απηή ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ. 

Δπίζεο, δηαπηζηψζεθε φηη νη καζεηέο φηαλ ηνπο δεηήζεθε λα βξνπλ γσλίεο γηα ηηο 

νπνίεο ν ιφγνο ηεο ηεηαγκέλεο 
By  ηνπ άθξνπ ηνπ ηφμνπ πξνο ηελ αθηίλα   λα είλαη 
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ίδηνο ή αληίζεηνο, δελ ρξεζηκνπνίεζαλ ηηο ζπκκεηξίεο ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ 

αιιά πξνζπάζεζαλ κε αξηζκεηηθέο δνθηκέο λα πξνζεγγίζνπλ ην δεηνχκελν. Καζψο νη 

καζεηέο είραλ δηδαρζεί θαη γλψξηδαλ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο αληίζεησλ θαη 

παξαπιεξσκαηηθψλ γσληψλ, ην γεγνλφο πσο δελ ήηαλ ζε ζέζε λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν γηα λα απαληήζνπλ ζην εξψηεκα απνδεηθλχεη φηη ε 

πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ αξηζκνχ απφ ηνπο καζεηέο είλαη 

θαζαξά δηαδηθαζηηθή, ζην επίπεδν εθαξκνγήο ηχπσλ ζην πιαίζην αζθήζεσλ 

ζπγθεθξηκέλεο κνξθήο θαη κεζνδνινγίαο, θαη επηθαλεηαθή.  

Ζ αλαγθαηφηεηα λα ηεζεί ε αθηίλα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ ίζε κε ηε κνλάδα, 

πξνθχπηεη θπξίσο απφ ην γεγνλφο φηη ζηελ πεξίπησζε απηή απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ άθξνπ ηνπ ηφμνπ πξνθχπηνπλ άκεζα νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί. Έλα άιιν 

πιενλέθηεκα είλαη ην γεγνλφο φηη ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε αθηίληα ηζνχηαη κε ην κήθνο 

ηνπ αληίζηνηρνπ ηφμνπ θάηη πνπ δηεπθνιχλεη ηε ζχλδεζε γεσκεηξηθά αλάκεζα ζηνλ 

ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο. Γηα κηα αθφκε θνξά, φηαλ δεηήζεθε απφ ηνπο 

καζεηέο λα δηνξζψζνπλ ηνλ θχθιν ψζηε λα δίλεη άκεζα ηα ζεκεία ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ εκηηφλνπ, νη καζεηέο θάλεθε λα κελ κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ηε ζρέζε αλάκεζα ζε κήθνο ηφμνπ, γσλία θαη αθηίλα ψζηε λα 

θαηαιήμνπλ ζην ζσζηφ ζπκπέξαζκα. Δπηβεβαηψλεηαη έηζη ε κεγάιε δπζθνιία πνπ 

έρνπλ νη καζεηέο λα αληηιεθζνχλ θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ θαηάιιεια ζρέζεηο θαη 

ηνπο ιφγνπο γεσκεηξηθψλ κεγεζψλ. 

Σχκθσλα κε ηνπο Breidenbach, Dubinksy, Hawks, & Nichols,( 1992), ε δπζθνιία 

ησλ καζεηψλ λα δερηνχλ φηη ππάξρνπλ ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο δελ έρνπλ αιγεβξηθή 

αλαπαξάζηαζε δεκηνπξγεί ζεκαληηθά πξνβιήκαηα ζηελ θαηαλφεζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Τν πξφβιεκα απηφ αλαδείρζεθε ζε κεγάιν βαζκφ 

θαη ζηελ ζπγθεθξηκέλε δξαζηεξηφηεηα, θαζψο νη καζεηέο αθφκα θαη κεηά ηελ 

αλαγλψξηζε φηη ν κεραληζκφο απεηθφληζεο ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ είλαη 

γεσκεηξηθφο, αδπλαηνχζαλ λα δερηνχλ φηη δελ ππάξρεη αιγεβξηθή ζρέζε γηα ηηο 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. Μάιηζηα, ε αλάγθε ηνπο λα βξνπλ κηα αιγεβξηθή 

ζρέζε πνπ λα δίλεη ηελ ηεηαγκέλε 
By  ηνπο νδήγεζε ζην λα ζεσξήζνπλ ηνλ νξηζκφ 

y


  σο αιγεβξηθή ζρέζε ηελ νπνία κε θάπνην ηξφπν ζα κπνξνχζαλ λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ άκεζα γηα ηελ εχξεζε ηεο ηηκήο ηνπ  .  
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Σηε ζπλέρεηα ε ρξήζε ηνπ κεραληζκνχ ηεο δξαζηεξηφηεηαο επηθεληξψλεηαη ζηε 

λνεκαηνδφηεζε ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ σο βαζηθνχ κεραληζκνχ απεηθφληζεο 

ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη ζηε ζχλδεζή ηνπ κε ηε γξαθηθή ηνπο 

παξάζηαζε. Παξαηεξείηαη φηη κέζσ ηεο δπλακηθήο ζπκκεηαβνιήο ηνπ άθξνπ ηνπ 

ηφμνπ κε ην αληίζηνηρν ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο επηηπγράλεηαη 

ηθαλνπνηεηηθή ζχλδεζε ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε θάηη 

πνπ είλαη ζε ζπκθσλία κε ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπ Moore (2010). Ζ δπζθνιία πνπ 

παξνπζηάδεηαη ζηε ζπλέρεηα φηαλ απφ ηνπο καζεηέο πξέπεη λα βξνπλ ην εκίηνλν 

ζπγθεθξηκέλσλ γσληψλ κέζσ ηεο ρξήζεο ηνπ κεραληζκνχ θαη ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο απνδίδεηαη θπξίσο ζην γεγνλφο φηη νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα 

αληηιεθζνχλ φηη δελ ππάξρεη αιγεβξηθή ζρέζε πνπ λα δίλεη ην δεηνχκελν θαη φρη 

ζηελ ειιηπή ζχλδεζε ηνπ κεραληζκνχ κε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε.  

Τέινο, νη καζεηέο γηα λα βξνπλ γσλίεο κε ζπγθεθξηκέλν εκίηνλν δελ ρξεζηκνπνηνχλ 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο αιιά πεξηνξίδνληαη ζηε ρξήζε ηνπ 

κεραληζκνχ κε απνηέιεζκα λα βξίζθνπλ κφλν κηα γσλία. Αλαδεηθλχεηαη κε ηνλ 

ηξφπν απηφ ε αλαγθαηφηεηα ρξήζεο ηεο θαηάιιειεο αλαπαξάζηαζεο αιιά θαη ηεο 

ζχλδεζεο ησλ δηάθνξσλ αλαπαξαζηάζεσλ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ γηα ηε 

ιχζε πξνβιήκαηνο (Knuth 2006b, Knuth 2000a). 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

Δπυηημαηολόγιο 1 

1) Μεηαθηλψληαο ηνλ δξνκέα «γσλία», επηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο ηεο γσλίαο  θαη 

ζηε ζπλέρεηα κε ην δξνκέα «Έιεγρνο» κεηξήζηε ην κήθνο ηνπ ηφμνπ πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ θάζε γσλία θαη ζπκπιεξψζηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

Γσλία        

Μήθνο ηφμνπ        

ί

ή ό

 

   
 

       

Μπνξείηε λα δηαηππψζεηε κηα ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ην κήθνο ηφμνπ κε ηε 

γσλία; Μπνξείηε λα ηελ εξκελεχζεηε; 

2) Με βάζε ηε ζρέζε ηνπ εξσηήκαηνο (1) ππνινγίζηε ηε γσλία   ψζηε 

θπιψληαο ηνλ θχθιν ην ζεκείν ΄  λα ζπκπέζεη δηαδνρηθά κε ηα ζεκεία 

 0,5236, 0 ,  0,7855, 0A ,  3.1419,0N ,  4,188, 0 ,  4,7124, 0  θαη 

 6,28319, 0 . 

3) Μεηαθηλήζηε ην ζεκείν   ψζηε ε αθηίλα ηνπ θχθινπ λα γίλεη 3  θαη 

επαλαιάβεηε ηε δηαδηθαζία ηνπ εξσηήκαηνο (2). Τη παξαηεξείηε; Γηαηί 

ζπκβαίλεη απηφ; 

4) Δπαλαιάβεηε ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αθηίλαο  . Τη 

παξαηεξείηε; Μπνξείηε λα επαλαδηαηππψζεηε ηε ζρέζε ηνπ εξσηήκαηνο (1); 

5) Γηα ηηο γσλίεο   πνπ δίλνληαη, ζπκπιεξψζηε ηνπο παξαθάησ πίλαθεο γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο αθηίλαο  .  

15   

Αθηίλα     

Μήθνο ηφμνπ     

ή ό

ί

   


 
  

    

30   

Αθηίλα     

Μήθνο ηφμνπ     

ή ό

ί

   


 
  

    

60   

Αθηίλα     

Μήθνο ηφμνπ     

ή ό

ί

   


 
  

    

90   

Αθηίλα     

Μήθνο ηφμνπ     
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ή ό

ί

   


 
  

    

180   

Αθηίλα     

Μήθνο ηφμνπ     

ή ό

ί

   


 
  

    

360   

Αθηίλα     

Μήθνο ηφμνπ     

ή ό

ί

   


 
  

    

Τη παξαηεξείηε; Γηαηί ζπκβαίλεη απηφ; Μπνξείηε λα δηαηππψζεηε κηα ζρέζε πνπ λα 

ζπλδέεη ην ιφγν   κε ηε γσλία; 

6) Με βάζε ηηο απαληήζεηο ζαο ζην εξψηεκα (6) ζπκπιεξψζηε ηνλ παξαθάησ 

πίλαθα: 

Γσλία       

Λφγνο       




 

    

Μπνξείηε ηψξα λα δηαηππψζηε κηα ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ην κέηξν ηεο γσλίαο 

ζε κνίξεο κε ην ιφγν  ; 

7) Σπγθξίλεηε ηε ζρέζε ζηελ νπνία θαηαιήμαηε ζην εξψηεκα (4). Πψο 

ζπλδένληαη νη δχν ζρέζεηο; 

8) Μπνξείηε λα νξίζεηε κηα κνλάδα κέηξεζεο κηαο γσλίαο δηαθνξεηηθή απφ ηηο 

κνίξεο;  

 

 

Δπυηημαηολόγιο 2 

 

1) Γηα δηάθνξεο ηηκέο, απφ 0  έσο 1,5708
2


 ηεο γσλίαο  , ζπκπιεξψζηε ηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 

Γσλία       





  

    

πίλαθαο 1 

2) Γηπιαζηάζηε ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ θαη βξείηε ην ιφγν 





  γηα ηηο 

γσλίεο ηνπ εξσηήκαηνο (1). Τη παξαηεξείηε; Μπνξείηε λα ην εμεγήζεηε; 

Γσλία       
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3) Με πνηνλ ηξφπν ζρεηίδεηαη ε ηεηαγκέλε 
By , ηνπ ζεκείνπ   κε ηνλ ιφγν  ; 

4) Υπάξρνπλ γσλίεο, κεγαιχηεξεο ηνπ 
2


, γηα ηηο νπνίεο ν ιφγνο 

y


 είλαη ίδηνο 

κε απηφλ πνπ ππνινγίζαηε ζηνλ πίλαθα 1; Μπνξείηε λα ηηο πξνζδηνξίζεηε;  

5) Υπάξρνπλ γσλίεο, κεγαιχηεξεο ηνπ 
2


, γηα ηηο νπνίεο ν ιφγνο 

y


 είλαη 

αληίζεηνο απφ απηφλ πνπ ππνινγίζαηε ζηνλ πίλαθα 1; Μπνξείηε λα ηηο 

πξνζδηνξίζεηε; 

6) Γηα κηα ηπραία, ζηαζεξή, γσλία   πφζεο δηαθνξεηηθέο ηηκέο κπνξεί λα πάξεη 

ν ιφγνο 
y


 γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο αθηίλαο  ; Δμεγείζηε ηε ζθέςε ζαο. 

7) Πνηα είλαη ε ζρέζε ηεο γσλίαο   κε ην κήθνο ηνπ ηφμνπ  ; 

8) Γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο γσλίαο  , βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ 

,
y 


 
 
 

 θαη ζηε ζπλέρεηα πξνζδηνξίζηε ηε ζέζε ηνπο ζην θαξηεζηαλφ 

επίπεδν  

Γσλία       

,
y 


 
 
 

 
 ....... , .......   ....... , .......   ....... , .......   ....... , .......  

(επηιέμηε ην θνπκπί «ζεκεία», ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηείζηε ηνλ δξνκέα θχιηζε θαη 

ειέγμηε αλ ην απνηέιεζκα ζπκθσλεί κε απηφ πνπ είραηε ππνινγίζεη. Πνηα πξέπεη λα 

είλαη ε αθηίλα ηνπ θχθινπ θαη γηαηί;) 

9) Τη νλνκάδνπκε ζπλάξηεζε; Πσο ζρεηίδεηαη κηα ζπλάξηεζε κε ηε γξαθηθή ηεο 

παξάζηαζε; 

10) Απνηεινχλ ηα ζεκεία ηνπ εξσηήκαηνο (8) ζεκεία γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο 

ζπλάξηεζεο; Δμεγείζηε  ηε ζθέςε ζαο. Αλ λαη, κπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε 

ηνλ ηχπν ηεο; 

11) Δπηιέμηε ην θνπκπί «Σπληεηαγκέλεο». Τη αληηπξνζσπεχνπλ νη ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ ζεκείνπ   θαη ηη ηνπ 
1 ; 

12) Μεηαθηλήζηε ην δξνκέα «θχιηζε» θαη ειέγμηε αλ ηζρχνπλ νη απαληήζεηο πνπ 

δψζαηε ζηελ εξψηεζε (11). Αλ φρη κπνξείηε λα επαλαδηαηππψζεηε ηελ 

απάληεζή ζαο; 

13) Δπηιέμηε ην θνπκπί «Γξαθηθή παξάζηαζε». Πσο ζρεηίδεηαη ε ζέζε ηνπ 

ζεκείνπ Ν κε ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Β ζηνλ θχθιν; 

14)  Καζψο κεηαβάιιεηαη o δξνκέαο  , πφηε ην ζεκείν Ν θηλείηαη αλνδηθά θαη 

πφηε θαζνδηθά θαη γηαηί; 
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15) Αλ νλνκάζνπκε   ην ιφγν 
y


, κπνξείηε λα ππνινγίζεηε ηα 

4


 , 

8


 , 

5





, 

2

3


 ; (Γίλεηαη 1,0472

3


 , 0,785398

4


 , 0.392699

8


 , 

0,628319
5


 ,) 

16) Μπνξείηε λα βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ   είλαη 0.5  , 0,3   , 

0,7  ; 

 

 


