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Πεπίλητη 

ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή κειεηάηαη ε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία κέζα απφ κηα αλαζθφπεζε 

ηεο πξψηκεο ηζηνξίαο ησλ ειιεληθψλ καζεκαηηθψλ, θαζψο θαη ε ζχγρξνλε κνξθή ηεο. 

πγθεθξηκέλα, παξνπζηάδνληαη ηα έξγα ηνπ Θενδνζίνπ ηνπ Σξηπνιίηε, ηνπ Ίππαξρνπ, ηνπ 

Μελειάνπ θαη ηνπ Κιαχδηνπ Πηνιεκαίνπ θαη πψο απηά ζπληέιεζαλ ζηελ αλάπηπμε ηεο 

ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο. Ηδηαίηεξα, ε αλάγθε ηνπ αλζξψπνπ λα εμεγήζεη ηα δηάθνξα 

αζηξνλνκηθά θαηλφκελα, νδήγεζε ζηε κειέηε ηεο ζθαίξαο. Ζ πξψηε ζπζηεκαηηθή δνπιεηά 

έγηλε απφ ην Θενδφζην κε ην έξγν ηνπ «θαηξηθά», πνπ πξαγκαηεχεηαη ηε γεσκεηξία ηεο 

ζθαίξαο, ρσξίο φκσο λα αζρνιείηαη ν ίδηνο κε ηελ ηξηγσλνκεηξία. Ο πξψηνο πνπ έθαλε ρξήζε 

ηξηγσλνκεηξίαο ήηαλ ν Ίππαξρνο, ν νπνίνο ζπλέηαμε έλαλ πίλαθα ρνξδψλ, γηα ηελ επίιπζε 

δηαθφξσλ αζηξνλνκηθψλ πξνβιεκάησλ. ηε ζπλέρεηα, ν Μελέιανο κε ην έξγν ηνπ 

«θαηξηθή», ζεκειίσζε  ηελ πξψηε κε Δπθιείδεηα γεσκεηξία θαη γηα πξψηε θνξά ζην έξγν 

απηφ αλαθέξεηαη ν φξνο ζθαηξηθφ ηξίγσλν, ελψ ην ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ έπαημε 

θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηελ αλάπηπμε ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο. Ο Πηνιεκαίνο, κε ηε ρξήζε 

απηνχ ηνπ ζεσξήκαηνο θαη κε έλαλ πην νινθιεξσκέλν θαη αθξηβή πίλαθα ρνξδψλ, απφ απηφλ 

ηνπ Ίππαξρνπ, εμέιημε ηφζν ηελ επίπεδε, φζν θαη ηε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία. Κιείλνληαο, 

κεηά ηελ ηζηνξηθή αλαδξνκή, παξνπζηάδεηαη ε ζθαηξηθή γεσκεηξία κε ην ζχγρξνλν 

ηππνιφγην ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο. 

 

Λέξειρ Κλειδιά: θαηξηθή ηξηγσλνκεηξία, Θενδφζηνο ν Σξηπνιίηεο, Ίππαξρνο, Μελέιανο, 

Κιαχδηνο Πηνιεκαίνο. 
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Abstract 

In the present thesis spherical trigonometry has been studied through a review of the early 

history of Greek mathematics, as well as its modern form. Specifically, Theodosius‟, 

Hipparchus‟, Menelaus‟ and Claudius Ptolemy‟s works are presented so as to reveal their 

contribution to the development of spherical trigonometry. The main stimulus for the study of 

the sphere was the human need to explain the various astronomical phenomena. The first one 

to study the geometry of the sphere was Theodosius of Tripolis , but there are no elements of 

trigonometry in his treatise “Sphaerica”. The first to make use of trigonometry was 

Hipparchus, who compiled a table of chords, to solve various astronomical problems. 

Furthermore, Menelaus established the first non – Euclidean geometry in his treatise 

“Sphaerica”. In this work the spherical triangle is mentioned for the first time while the 

theorem of Menelaus played a decisive role in the development of spherical trigonometry. 

Ptolemy used this theorem and a more precise and complete chord table than the Hipparchus‟ 

one to solve astronomical problems evolving both plane and spherical trigonometry. Finally, 

the modern form of spherical geometry and the modern typology of spherical trigonometry 

are presented.  

 

Key words: Spherical trigonometry, Theodosius of Tripolis, Hipparchus, Menelaus, Claudius 

Ptolemy. 

 

 

 

 

 

 

 



8 
 

Πεπιεσόμενα 

Πρόλογοσ .................................................................................................................................. 10 

1ο μέρος: φαιρική Γεωμετρία και Σριγωνομετρία˙ ιςτορική αναδρομή. ............................... 13 

1. Ειςαγωγή .............................................................................................................................. 13 

2. Σο ζργο του Θεοδοςίου του Σριπολίτη ................................................................................ 15 

2.1 Γενικζσ πληροφορίεσ για το Θεοδόςιο .......................................................................... 15 

2.2 Σα φαιρικά του Θεοδοςίου .......................................................................................... 16 

2.2.1 Σο πρώτο βιβλίο ....................................................................................................... 17 

2.2.2 Σο δεφτερο βιβλίο .................................................................................................... 22 

2.2.3 Σο τρίτο βιβλίο ......................................................................................................... 24 

2.3 υμπεράςματα για το ζργο του Θεοδοςίου .................................................................. 29 

3. Απαρχζσ τησ τριγωνομετρίασ ............................................................................................... 29 

3.1 Σο ζργο του Ίππαρχου .................................................................................................... 30 

4. Η ςυνειςφορά του Μενελάου ςτη φαιρική Σριγωνομετρία.............................................. 36 

4.1 Σο πρώτο βιβλίο ............................................................................................................. 37 

4.2 Σο τρίτο βιβλίο ................................................................................................................ 40 

4.2.1 Αναρμονική ιδιότητα τεςςάρων μζγιςτων κφκλων που διζρχονται από το ίδιο 

ςημείο ............................................................................................................................... 48 

5. Η τριγωνομετρία του Κλαφδιου Πτολεμαίου ...................................................................... 51 

5.1. Η Μαθηματική φνταξη ή Αλμαγζςτη ........................................................................... 51 

5.1.1 Σο 1ο βιβλίο τησ Μαθηματικήσ φνταξησ ................................................................ 54 

5.1.2 Ο Πίνακασ Χορδών ................................................................................................... 64 

5.1.3 φαιρική Σριγωνομετρία ςτη Μαθηματική φνταξη .............................................. 65 

2ο μέρος: φαιρική Γεωμετρία και Σριγωνομετρία˙ ςφγχρονη μορφή. .................................. 70 

1. Ειςαγωγή .............................................................................................................................. 70 

2. φαιρική Γεωμετρία ............................................................................................................. 70 



9 
 

2.1 Γεωδαιςιακζσ καμπφλεσ ςε ζνα χώρο ............................................................................ 71 

2.2 Οι γεωδαιςιακζσ καμπφλεσ τησ ςφαιρικήσ γεωμετρίασ ................................................ 72 

2.3 φαιρικό τρίγωνο ........................................................................................................... 76 

2.3.1 Εμβαδόν ςφαιρικοφ τριγώνου ................................................................................. 79 

2.3.2 Ο νόμοσ ςυνημιτόνων για τισ πλευρζσ ςφαιρικοφ τριγώνου.................................. 83 

2.3.3 Πολικά ςφαιρικά τρίγωνα ....................................................................................... 84 

2.3.4 Ο νόμοσ των ςυνημιτόνων για τισ γωνίεσ ςφαιρικοφ τριγώνου ............................. 89 

2.3.5 Ο νόμοσ των ημιτόνων για το ςφαιρικό τρίγωνο. ................................................... 90 

Επίλογοσ ................................................................................................................................... 92 

Βιβλιογραφία ........................................................................................................................... 95 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ ............................................................................................................................ 97 

 

 

                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 
 

Ππόλογορ 

 

Απφ φια ηα έκβηα φληα πνπ ππάξρνπλ ζηε Γε, ν άλζξσπνο είλαη ην κφλν πνπ κειεηά ην 

παξειζφλ, αλαιχεη ην παξφλ θαη πξνζπαζεί λα ζρεδηάζεη ην κέιινλ ηνπ. Μειεηά ηελ ηζηνξία 

ηνπ θαη πξνζπαζεί λα αμηνπνηήζεη ηα ζπκπεξάζκαηα απηήο ηεο κειέηεο επηδηψθνληαο λα 

βειηηψζεη ην κέιινλ ηνπ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε γλψζε ηεο ηζηνξίαο ελφο ζέκαηνο βνεζάεη 

ζηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ηνπ ίδηνπ ηνπ ζέκαηνο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε γλψζε ηεο ηζηνξίαο 

κηαο επηζηήκεο βνεζάεη ζηελ εμέιημε ηεο ίδηαο ηεο επηζηήκεο. 

Σα καζεκαηηθά έρνπλ κεγάιε ηζηνξία, ηε κεγαιχηεξε απφ φιεο ηηο επηζηήκεο. Πέξαζαλ 

πνιιά ρξφληα γηα λα θηάζνπλ ηα καζεκαηηθά ζην ζηάδην πνπ βξίζθνληαη ζήκεξα. Γηαηί ε 

Διιεηπηηθή ή ε Τπεξβνιηθή γεσκεηξία δελ αλαθαιχθζεθαλ πξηλ απφ ηελ Δπθιείδεηα 

γεσκεηξία; Ζ απάληεζε ζε έλα ηέηνην εξψηεκα κπνξεί λα δνζεί κφλν κέζα απφ ηε κειέηε ηεο 

ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ (Freudenthal, 1981). Μέζα απφ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ 

κπνξεί λα γίλεη θαηαλνεηή ε αλάγθε αλάπηπμεο ησλ καζεκαηηθψλ σο επηζηήκε. Πνηεο ήηαλ 

νη ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο εκθαλίζηεθαλ νη δηάθνξεο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη πνχ 

ρξεζίκεπαλ.  

Ζ γλψζε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ κπνξεί λα δψζεη πνιιέο απαληήζεηο γηα ηε δηδαθηηθή 

ησλ καζεκαηηθψλ. Σν λα κάζεη θαλείο κηα μέλε γιψζζα δηαθέξεη απφ ην λα κάζεη 

καζεκαηηθά. Σα καζεκαηηθά πξέπεη λα θαηαλνεζνχλ πξψηα γηα λα κπνξέζεη θαλείο λα ηα 

κάζεη. Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ κπνξεί λα βνεζήζεη ζε απηφ, βιέπνληαο ηελ εμέιημε ησλ 

καζεκαηηθψλ κέζα απφ ηνπο αηψλεο (Freudenthal, 1981). Δπηπιένλ, ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα 

ζηα ζρνιεία κπνξεί λα γίλεη κε βάζε ηελ εμέιημε ηεο θάζε επηζηήκεο. Οη έλλνηεο πξέπεη λα 

δηδάζθνληαη κε ηε ζεηξά πνπ εκθαλίζηεθαλ ρξνληθά, γηα λα ππάξρεη θαη κηα ινγηθή εμέιημε 

ηεο γλψζεο. Δπηπξφζζεηα, κέζα απφ ηελ ηζηνξηθή αλάπηπμε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, 

κπνξεί λα εμεγεζεί θαη ν ρξφλνο πνπ ζα ρξεηαζηνχλ νη καζεηέο γηα λα θαηαλνήζνπλ ηηο 

έλλνηεο απηέο (Landman, 2001). Οη θαζεγεηέο ρξεηάδεηαη λα έρνπλ κηα νινθιεξσκέλε 

γλψζε, θαζψο ε θαιή γλψζε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ εληζρχεη ηελ παηδαγσγηθή 

δεκηνπξγηθφηεηα (Furinghetti, 1997) θαη πνιιέο απαληήζεηο ζηηο απνξίεο ησλ καζεηψλ 

κπνξνχλ λα δνζνχλ κέζα απφ απηή (Freudenthal, 1981).  

Οη καζεηέο πξέπεη λα αλαπηχμνπλ ηε γλψζε θαη ηελ θαηαλφεζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, 

κέζα απφ ηνλ ηξφπν πνπ νη επηζηεκνληθέο ηδέεο αιιάδνπλ κέζα απφ ηελ πάξνδν ησλ ρξφλσλ 

θαη πψο ε θχζε απηψλ ησλ ηδεψλ θαη ε ρξήζε ηνπο, επεξεάζηεθε απφ ην θνηλσληθφ, εζηθφ, 
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πλεπκαηηθφ θαη πνιηηηζηηθφ πεξηβάιινλ κέζα ζην νπνίν αλαπηχρζεθαλ. Έηζη, ε κειέηε ηεο 

ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ θαη ε ρξήζε ηεο ζηε δηδαθηηθή ηνπο (Fauvel, 1991): 

1 ) ζπκβάιιεη ζηελ αχμεζε ησλ θηλήηξσλ γηα κάζεζε 

2 ) δίλεη ζηα καζεκαηηθά κηα αλζξψπηλε δηάζηαζε – κνξθή 

3 ) βνεζάεη ζηελ θαηεγνξηνπνίεζε ησλ ζεκάησλ ζην αλαιπηηθφ πξφγξακκα 

4 ) δείρλεη ζηνπο καζεηέο πψο αλαπηχρζεθαλ νη έλλνηεο θαη βνεζάεη ζην λα ηηο θαηαλνήζνπλ 

θαιχηεξα 

5 ) βνεζάεη ζηελ αιιαγή ησλ αληηιήςεσλ γηα ηα καζεκαηηθά 

6 ) δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα ζπγθξηζνχλ νη αξραίεο θαη νη κνληέξλεο ηερληθέο 

7 ) βνεζάεη ζηελ αλάπηπμε κηαο πνιηηηζκηθήο πξνζέγγηζεο 

8 ) παξέρεη επθαηξίεο γηα έξεπλα 

9 ) βνεζάεη ζην λα εμεγήζνπκε ηη βξίζθνπλ δχζθνιν νη καζεηέο ζήκεξα, ζπγθξηηηθά κε ηηο 

δπζθνιίεο πνπ αληηκεηψπηδαλ παιηά ζηελ αλάπηπμε ζπγθεθξηκέλσλ ελλνηψλ 

10 ) θάλεη ηνπο καζεηέο λα ληψζνπλ θαιχηεξα φηαλ ζπλεηδεηνπνηνχλ φηη δελ είλαη νη κφλνη 

πνπ αληηκεησπίδνπλ πξνβιήκαηα ζηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ 

11) Βνεζάεη ζηελ εμήγεζε ηνπ ξφινπ ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ θνηλσλία 

12) θάλεη ηα καζεκαηηθά ιηγφηεξν ηξνκαθηηθά 

13)  ζπκβάιιεη ζηε δηαηήξεζε ηνπ πξνζσπηθνχ ελδηαθέξνληνο θαη ελζνπζηαζκνχ γηα ηα 

καζεκαηηθά 

14) παξέρεη επθαηξίεο γηα ζπλεξγαζία ησλ θαζεγεηψλ δηαθνξεηηθψλ εηδηθνηήησλ, θαζψο ηα 

καζεκαηηθά δελ είλαη αζχλδεηα απφ ηηο άιιεο επηζηήκεο 

Γηα λα επηηεπρζνχλ, φκσο, φια ηα παξαπάλσ, πξέπεη ν ίδηνο ν θαζεγεηήο ησλ καζεκαηηθψλ, 

εθηφο απφ ηελ θαιή γλψζε ηνπ ίδηνπ ηνπ αληηθεηκέλνπ, λα έρεη θαη θαιή γλψζε ηεο ηζηνξίαο 

ησλ καζεκαηηθψλ γηα λα κπνξεί λα ηελ αμηνπνηήζεη απνηειεζκαηηθά. Γη απηφ αθξηβψο ηνλ 

ιφγν, ζηελ παξνχζα δηπισκαηηθή παξνπζηάδεηαη κηα ηζηνξηθή αλαδξνκή ηεο ηξηγσλνκεηξίαο 

θαη θπξίσο ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο. πγθεθξηκέλα, παξνπζηάδνληαη ηα έξγα: 
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Α) ηνπ Θενδφζηνπ ηνπ Σξηπνιίηε, ν νπνίνο κειεηά ηελ γεσκεηξία ηεο ζθαίξαο γηα ηηο 

αλάγθεο ηηο αζηξνλνκίαο,  

Β) ηνπ Ίππαξρνπ, ν νπνίνο ήηαλ ν πξψηνο πνπ έθαλε ζπζηεκαηηθή ρξήζε ηεο ηξηγσλνκεηξίαο 

θαη ζπλέηαμε έλαλ πίλαθα ρνξδψλ,  

Γ) ηνπ Μελειάνπ, ν νπνίνο είλαη ν πξψηνο πνπ κειεηά ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ην νπνίν 

ραξαθηεξίδεη σο ηξίπιεπξν θαη ηέινο,  

Γ) ηνπ Πηνιεκαίνπ, ν νπνίνο θαηαζθεπάδεη έλαλ πην πιήξε θαη αθξηβή πίλαθα ρνξδψλ απφ 

ηνπ Ίππαξρνπ θαη θάλεη ρξήζε ηεο Σξηγσλνκεηξίαο γηα ηελ επίιπζε δηάθνξσλ αζηξνλνκηθψλ 

πξνβιεκάησλ.  

Μεηά απφ απηή ηελ ηζηνξηθή αλαζθφπεζε, παξαηίζεηαη θαη έλα θνκκάηη ηεο γεσκεηξίαο ηεο 

ζθαίξαο κε ην ζχγρξνλν ηππνιφγην ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο. 
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1
ο
 μέπορ: θαιπική Γευμεηπία και Σπιγυνομεηπία˙ ιζηοπική αναδπομή.  

1. Ειζαγυγή 

 

Τπάξρνπλ Ηζηνξηθνί πνπ απνξξίπηνπλ ηελ πξψηκε επηζηήκε θαη ηε ραξαθηεξίδνπλ σο καγεία 

θαη άιινη πνπ έρνπλ αληίζεηε άπνςε, φηη δειαδή νη αξραίνη αζρνιήζεθαλ κε ηελ επηζηήκε 

αθξηβψο κε ηνλ ίδην ηξφπν κε ηνπο ζχγρξνλνπο επηζηήκνλεο. Πξάγκαηη, ηα κνληέια πνπ 

εμεγνχζαλ θαηλφκελα ηεο θχζεο, ησλ αζζελεηψλ, ηεο αζηξνλνκίαο θ.η.ι. δνθηκάζηεθαλ θαη 

επηρεηξήζεθαλ δηνξζψζεηο γηα ηα θελά πνπ ππήξραλ. Σειηθά, κέζα απφ δνθηκέο θαη ιάζε, ε 

αλζξσπφηεηα έθηαζε ζηε ζεκεξηλή θαηάζηαζε. Πεξηέξγσο ηα πξψηα καζεκαηηθά πνπ 

ζπλαληάκε είλαη πνηνηηθά ηεο ίδηαο θχζεο κε ηα ζεκεξηλά καζεκαηηθά. 

Μηα απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα λα κπνξνχλ νη άλζξσπνη λα δνπλ ζε κηα νξγαλσκέλε 

θνηλσλία, πνπ βαζίδεηαη ζηε γεσξγία, είλαη ε χπαξμε ελφο αμηφπηζηνπ εκεξνινγίνπ. Αλ νη 

άλζξσπνη δελ είραλ ηε γλψζε ηεο αιιαγήο ησλ επνρψλ, δε ζα ήηαλ εχθνιν λα ζπείξνπλ 

ζηηάξη ή άιινπο ζπφξνπο θαη λα ηνπο ζεξίζνπλ ηε ζσζηή ζηηγκή θαη απηφ ζα νδεγνχζε ζε 

πξνβιήκαηα ζίηηζεο. Απηέο νη αλάγθεο ήηαλ, ινηπφλ, χςηζηεο ζεκαζίαο θαη ε γλψζε ηνπ 

εκεξνινγίνπ ήηαλ απαξαίηεηε. Έηζη, ινηπφλ, ε δεκηνπξγία ηνπ εκεξνινγίνπ δε ζα κπνξνχζε 

λα γίλεη ρσξίο ηε βνήζεηα ηε αζηξνλνκίαο, ε νπνία πξνυπνζέηεη γλψζε ηεο Γεσκεηξίαο 

(Holme, 2010). 

Ζ Γεσκεηξία ζηα ρέξηα ησλ Διιήλσλ καζεκαηηθψλ ην δηάζηεκα 600 π.X. – 300 π.Υ μέθπγε 

απφ ηα πιαίζηα πξαθηηθψλ πξνβιεκάησλ, ππνινγηζκνχ εκβαδψλ θαη φγθσλ θαη απέθηεζε κηα 

πην ζπγθξνηεκέλε δνκή κε αμηψκαηα, απνδείμεηο θαη ζεσξήκαηα. Έηζη ην 300 π.Υ εθδίδνληαη 

ηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε, απνηεινχκελν απφ 13 βηβιία, φπνπ ζπγθεληξψζεθαλ θαη 

δηαηάρζεθαλ ζπζηεκαηηθά νη κέρξη ηφηε καζεκαηηθέο γλψζεηο (Βξαηζάλνο, 2006). Μεηά ηελ 

επίπεδε θαη ζηεξεά Δπθιείδεηα γεσκεηξία, εκθαλίζηεθε θαη ε θαηξηθή γεσκεηξία, ε νπνία 

απνθαινχληαλ ηφηε θαηξηθά. Σν θχξην θίλεηξν γηα ηελ αλάπηπμε ηεο επίπεδεο θαη ηεο 

ζηεξεάο γεσκεηξίαο ήηαλ ε αλάγθε λα κεηξεζεί ε γε, ρσξάθηα θαζψο θαη νη ρσξεηηθφηεηεο 

απνζεθψλ δηαθφξσλ ζρεκάησλ θαη γεληθά φγθνη δηαθφξσλ ζηεξεψλ. Σν θχξην θίλεηξν γηα 

ηελ αλάπηπμε ηψξα ηεο θαηξηθήο γεσκεηξίαο ήηαλ ε κειέηε ηνπ έλαζηξνπ νπξαλνχ 

(Rosenfeld, 1998). 
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Ο πξσηαξρηθφο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν κειεηήζεθε ε αζηξνλνκία ήηαλ ε ιχζε πξνβιεκάησλ 

φπσο ν θαζνξηζκφο ηνπ εηήζηνπ εκεξνινγίνπ, ησλ επνρψλ, ε πξφβιεςε ησλ εθιείςεσλ θαη ε 

θαζηέξσζε ηνπ ζειεληαθνχ κήλα, φπσο αλαθέξζεθε πην πάλσ. Υξεζηκνπνηψληαο ηα 

καζεκαηηθά ζηε δηαδηθαζία κειέηεο ηεο αζηξνλνκίαο, νη Έιιελεο αλέπηπμαλ ηελ επίπεδε θαη 

ηε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία, θαζψο επίζεο θαη έλα καζεκαηηθφ κνληέιν γηα ην ζχκπαλ, ην 

νπνίν ηξνπνπνηήζεθε πνιιέο θνξέο κέζα ζε πέληε αηψλεο, απφ ηα ρξφληα ηνπ Πιάησλα έσο 

ηνπ Πηνιεκαίνπ. Αξρηθψο ινηπφλ, ε ηξηγσλνκεηξία  ήηαλ έλα παξαθιάδη ηεο Αζηξνλνκίαο. 

Πξψηνη νη Αηγχπηηνη θαη νη Βαβπιψληνη άξρηζαλ λα αζρνινχληαη κε ζέκαηα αζηξνλνκίαο  θαη 

χζηεξα απφ πνιινχο αηψλεο παξαηήξεζεο ησλ νπξάλησλ ζσκάησλ, έθαλαλ πξνβιέςεηο γηα 

δηάθνξα νπξάληα θαηλφκελα, απφ πην απιά, φπσο ε αλαηνιή θαη ε δχζε ηνπ ειίνπ έσο πην 

ζχλζεηα, φπσο ν ππνινγηζκφο ησλ ζειεληαθψλ εθιείςεσλ. Γηα ηε κειέηε απηψλ ησλ 

θαηλνκέλσλ ρξεηαδφηαλ πην εμειηγκέλα καζεκαηηθά απφ ηελ αξηζκεηηθή θαη ηελ άιγεβξα. Ζ 

αξρηθή αίζζεζε ήηαλ φηη ε γε ήηαλ επίπεδε, αιιά κεηά απφ πξνζεθηηθέο παξαηεξήζεηο 

δηαπίζησζαλ φηη ήηαλ ζθαηξηθή. Έηζη, ην πξψην κνληέιν πνπ αλαπηχρζεθε ήηαλ απηφ ησλ 

νκφθεληξσλ ζθαηξψλ, ε ζθαίξα ηεο γεο θαη ε ζθαίξα ησλ αζηέξσλ (Katz, 1998). Οη 

Αηγχπηηνη ήηαλ απηνί πνπ ρψξηζαλ ηε κέξα ζε 24 ψξεο θαη νη Βαβπιψληνη αζηξνλφκνη 

δηαίξεζαλ ηελ εθιεηπηηθή (ηξνρηά ηνπ ήιηνπ) ζηα 12 δψδηα, ην θαζέλα ζε 30
ν
 θαη 

ππνδηαίξεζαλ ηε κνίξα ζε ιεπηά θαη δεπηεξφιεπηα ζχκθσλα κε εμεθνληαδηθφ ζχζηεκα. Οη 

Βαβπιψληνη επίζεο, ήηαλ νη ηδξπηέο ηεο αζηξνινγίαο, ε νπνία έπαημε ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ 

επίιπζε δηάθνξσλ αζηξνλνκηθψλ πξνβιεκάησλ (Rosenfeld, 1998). 

Οη Έιιελεο εμνηθεηψζεθαλ κε ηε βαβπισληαθή αζηξνλνκία κέρξη θαη ηνλ 4
ν
 αηψλα π.Υ θαη 

εξγάζηεθαλ επίπνλα γηα λα ηε βειηηψζνπλ θαη λα ηε κεηαζρεκαηίζνπλ απφ απιή πεξηγξαθηθή 

ζε καζεκαηηθή, δειαδή κε δπλαηφηεηεο αλαιπηηθήο κειέηεο ησλ θαηλνκεληθψλ ηξνρηψλ ησλ 

νπξάλησλ ζσκάησλ. Αξρηθά αληηθαηέζηεζαλ ηα νλφκαηα ησλ πιαλεηψλ κε νλφκαηα ησλ 

ζεψλ ηνπο. Δπίζεο, ζεψξεζαλ φηη ε γε είλαη αθίλεηε ζχκθσλα κε ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. Με 

ηε γε αθίλεηε ε παξαηεξνχκελε θίλεζε ηνπ νπξαλνχ νθεηιφηαλ ζηελ πεξηζηξνθή ηεο 

νπξάληαο ζθαίξαο. Οη εθηά πεξηεγεηέο, Ήιηνο, ειήλε, Δξκήο , Αθξνδίηε, Άξεο, Γίαο θαη 

Κξφλνο ήηαλ πην ραιαξά ζπλδεδεκέλνη ζηελ νπξάληα ζθαίξα. πκκεηείραλ ζηελ θαζεκεξηλή 

πεξηζηξνθή απφ ηελ αλαηνιή ζηε δχζε, αιιά είραλ θαη ηε δηθή ηνπο θίλεζε απφ ηελ αληίζεηε 

θαηεχζπλζε, κε ρακειφηεξε ηαρχηεηα. Ζ ηξνρηά ηνπ ήιηνπ απφ ηε δχζε ζηελ αλαηνιή, πνπ 

απνηειεί έλα κέγηζην θχθιν γηα ηελ νπξάληα ζθαίξα, ιέγεηαη εθιεηπηηθή θαη πεξλάεη απφ 

ηνπο 12 αζηεξηζκνχο ηνπ δσδηαθνχ θχθινπ. Ζ δηάκεηξνο ηεο γεο πνπ πεξλάεη απφ ην βφξεην 

θαη λφηην πφιν θαη εθηείλεηαη ζηελ νπξάληα ζθαίξα, είλαη ν άμνλαο γχξσ απφ ηνλ νπνίν 
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γίλεηαη ε εκεξήζηα πεξηζηξνθή ηεο νπξάληαο ζθαίξαο. Ο κέγηζηνο θχθινο πνπ αληηζηνηρεί 

ζηνπο πφινπο ηνπ άμνλα νλνκάδεηαη νπξάληνο ηζεκεξηλφο. Ο ηζεκεξηλφο θαη ε εθιεηπηηθή 

ηέκλνληαη ζε δχν δηακεηξηθά ζεκεία θαη φηαλ ν ήιηνο πεξλάεη απφ απηά παξαηεξείηαη ε 

εαξηλή θαη ε θζηλνπσξηλή ηζεκεξία. Σα ζεκεία ηεο εθιεηπηηθήο πνπ απέρνπλ ηε κέγηζηε 

απφζηαζε απφ ην βφξεην θαη λφηην ηκήκα ηνπ ηζεκεξηλνχ είλαη ην ζεξηλφ θαη ρεηκεξηλφ 

ειηνζηάζην αληίζηνηρα. Οη Έιιελεο γλσξίδνληαο φηη ε γε είλαη πνιχ κηθξή, ζα κπνξνχζε λα 

ζεσξεζεί σο έλα ζεκείν ζηε ζθαίξα ησλ αζηέξσλ, ππέζεζαλ φηη ην επίπεδν ηνπ νξίδνληα 

πεξλάεη απφ ην θέληξν ηεο νπξάληαο ζθαίξαο. Έηζη, ν νξίδνληαο είλαη έλαο κέγηζηνο θχθινο 

πνπ ηέκλεη ηνλ ηζεκεξηλφ αλαηνιηθά θαη δπηηθά. Σέινο ν ηνπηθφο κεζεκβξηλφο είλαη έλαο 

κέγηζηνο θχθινο πνπ πεξλάεη απφ ην βφξεην θαη λφηην ζεκείν ηνπ νξίδνληα (Katz, 1998). 

Οη αζηξνλφκνη θαη νη καζεκαηηθνί πξνζπάζεζαλ λα αλαπηχμνπλ έλα κνληέιν πνπ ζα 

εμεγνχζε ηα νπξάληα θαηλφκελα κέζσ ελφο ζπλδπαζκνχ γεσκεηξηθψλ θαηαζθεπψλ, 

ρξεζηκνπνηψληαο θπθιηθέο θαη νκνηφκνξθεο θηλήζεηο. Δμαηηίαο ηνπ αξρηθνχ βαζηθνχ 

ειιεληθνχ κνληέινπ πνπ απνηεινχληαλ απφ ζθαίξεο, ην πξψην ζηνηρείν ηεο κειέηεο ηεο 

νπξάληαο θίλεζεο, ήηαλ ε κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ηεο ζθαίξαο. 

Σν ζέκα ήηαλ ηφζν εμειηγκέλν πξηλ απφ ηελ επνρή ηνπ Δπθιείδε, ψζηε ππήξρε εγρεηξίδην κε 

ηηο θπξηφηεξεο πξνηάζεηο γηα ηνπο κεγάινπο θαη κηθξνχο θχθινπο ηεο ζθαίξαο, πνιιέο απφ ηηο 

νπνίεο παξέζεζαλ ν Απηφιπθνο θαη ν Δπθιείδεο σο γεληθψο γλσζηέο. Ζ πξψηε φκσο 

ζπζηεκαηηθή δνπιεηά γηα ηε ζθαηξηθή γεσκεηξία έγηλε απφ ην Θενδφζην ηνλ Σξηπνιίηε, ν 

νπνίνο ζπγθέληξσζε ηηο πξνυπάξρνπζεο πξνηάζεηο θαη άιιεο αζηξνλνκηθνχ ελδηαθέξνληνο 

ζε έλα έξγν πνπ νλνκάζηεθε θαηξηθά θαη απνηεινχληαλ απφ ηξία βηβιία. 

2. Σο έπγο ηος Θεοδοζίος ηος Σπιπολίηη  

2.1 Γενικέρ πληποθοπίερ για ηο Θεοδόζιο  

Διάρηζηεο είλαη νη πιεξνθνξίεο πνπ έρνπκε γηα ην καζεκαηηθφ θαη αζηξνλφκν Θενδφζην. Ζ 

θαηαγσγή ηνπ ήηαλ απφ ηε Βηζπλία, πεξηνρή ηεο Μηθξάο Αζίαο, ελψ έδξαζε ζηελ Σξίπνιε 

ηεο Λπδίαο ή ζηελ Σξίπνιε ηεο Φνηλίθεο, απ‟ φπνπ πήξε θαη ην πξνζσλχκην “Θενδφζηνο ν 

Σξηπνιίηεο” , φπσο ραξαθηεξηζηηθά αλαθέξεηαη ζηα έξγα ηνπ. Ζ επνρή πνπ έδξαζε ν 

Θενδφζηνο δελ είλαη αθξηβψο πξνζδηνξηζκέλε, ήηαλ φκσο αξραηφηεξνο απφ ην γεσγξάθν 

ηξάβσλα θαη λεψηεξνο απφ ην κεγάιν αζηξνλφκν Ίππαξρν. Έηζη, ινηπφλ, ηα ρξφληα δξάζεο 

ηνπ πξέπεη λα ηνπνζεηεζνχλ κεηαμχ 107 έσο 43 π.Υ. 
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Ο Θενδφζηνο έρεη γξάςεη άιια δχν έξγα, εθηφο απφ ηα θαηξηθά, ηα “Πεξί Οηθήζεσλ” θαη 

“Πεξί εκεξψλ θαη λπθηψλ”, ηα νπνία έρνπλ δηαζσζεί ζηα ειιεληθά. ην πξψην έξγν, «Πεξί 

Οηθήζεσλ», ν Θενδφζηνο εμεγεί ζε δψδεθα πξνηάζεηο ηα δηάθνξα θαηλφκελα πνπ νθείινληαη 

ζηελ θαζεκεξηλή πεξηζηξνθή ηεο Γεο θαη πεξηγξάθεη ηηο ζέζεηο ησλ άζηξσλ φπσο απηά 

θαίλνληαη ζε δηάθνξα ζεκεία ηεο Γεο. ην δεχηεξν, «Πεξί εκεξψλ θαη λπθηψλ», πνπ είλαη 

θαζαξά αζηξνλνκηθφ έξγν, πεξηέρνληαη 13 θαη 19 πξνηάζεηο ζηα δχν βηβιία αληίζηνηρα, νη 

νπνίεο αλαθέξνληαη ζηε δηάξθεηα ησλ εκεξψλ θαη ησλ λπθηψλ, ζπλαξηήζεη ησλ επνρψλ ηνπ 

έηνπο θαη ηνπ γεσγξαθηθνχ πιάηνπο θάζε ηφπνπ. Δπηπιένλ, γίλεηαη κηα αλαθνξά ζηελ θίλεζε 

ηνπ Ήιηνπ θαη ζηελ θίλεζε ηεο νπξάληαο ζθαίξαο. Ο Θενδφζηνο δέρεηαη φηη ε νπξάληα 

ζθαίξα θάλεη κηα πιήξε πεξηζηξνθή φηαλ έλαο ζηαζεξφο αζηέξαο κεηά απφ κηα αλαηνιή ηνπ 

επαλέξρεηαη ζην ζεκείν ηεο επφκελεο αλαηνιήο ηνπ. 

Ο Θενδφζηνο δελ αζρνιήζεθε κε ηελ εθηέιεζε αζηξνλνκηθψλ παξαηεξήζεσλ, κε ηα έξγα 

ηνπ, φκσο, ζπληέιεζε ζηελ πξναγσγή ηεο αζηξνλνκίαο θαη ζηελ αλαδσπχξσζε ηνπ 

αζηξνλνκηθνχ ελδηαθέξνληνο θαηά ηνπο ρξφλνπο ηεο αθκήο ηνπ. 

 

2.2 Σα θαιπικά ηος Θεοδοζίος 

Απφ ηα ηξία έξγα ηνπ Θενδνζίνπ, ζα αζρνιεζνχκε κε ηα θαηξηθά, έλα εγρεηξίδην γηα ηε 

Γεσκεηξία ηεο ζθαίξαο, ην νπνίν ήηαλ απαξαίηεην σο ζπκπιήξσκα ησλ ηνηρείσλ ηνπ 

Δπθιείδε. ηα ηνηρεία ν Δπθιείδεο δε ζπκπεξηέιαβε θακία γεληθή ηδηφηεηα ηεο ζθαίξαο, 

εθηφο απφ ην ζεψξεκα πνπ απνδεηθλχεηαη ζηηο πξνηάζεηο ΥΗΗ 16-18, ζχκθσλα κε ηηο νπνίεο 

νη φγθνη δχν ζθαηξψλ έρνπλ ιφγν ηξηπιάζην απφ απηφλ ησλ δηακέηξσλ ηνπο. Δπηπιένλ, ε 

ζθαίξα εηζάγεηαη κφλν ζηηο πξνηάζεηο ζρεηηθέο κε ηελ εγγξαςηκφηεηα ησλ θαλνληθψλ 

ζηεξεψλ ζε ζθαίξα, ελψ δίλεηαη έλαο θαηλνχξηνο νξηζκφο γηα ηε ζθαίξα σο ην ζρήκα πνπ 

δηαγξάθεηαη θαηά ηελ πεξηζηξνθή ελφο εκηθπθιίνπ γχξσ απφ ηε δηάκεηξφ ηνπ, αληί γηα ηνλ 

πην ζπλεζηζκέλν σο ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ ζεκείσλ ηνπ ρψξνπ πνπ ηζαπέρνπλ απφ έλα 

ζηαζεξφ ζεκείν θαηά αληηζηνηρία κε ηνλ νξηζκφ ηνπ θχθινπ. Αλακθίβνια, ε έιιεηςε ηεο 

Γεσκεηξίαο ηεο ζθαίξαο απφ ηα ηνηρεία νθεηιφηαλ ζε κηα παιηά παξάδνζε, φπνπ ε ζθαίξα 

κειεηάηαη θπξίσο σο αζηξνλνκηθή νληφηεηα παξά σο γεσκεηξηθή. 

Σα θαηξηθά ηνπ Θενδνζίνπ, ινηπφλ, πξφθεηηαη γηα κηα γεσκεηξηθή κειέηε πνπ αζρνιείηαη 

κφλν κε ηηο ηδηφηεηεο ησλ θχθισλ πνπ δεκηνπξγνχληαη ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο απφ 

ηέκλνληα επίπεδα, ελψ παξαβιέπνληαη νη ηδηφηεηεο ηεο ζθαίξαο απηήο θαζεαπηήο. Ο 

Θενδφζηνο είρε σο ζηφρν λα δεκηνπξγήζεη θαη λα ζπληνλίζεη πξνηάζεηο πξννξηζκέλεο γηα λα 
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δηεπθνιχλνπλ ηε κειέηε ηεο πξαθηηθήο αζηξνλνκίαο. Γη απηφ ην ιφγν ζην έξγν απηφ ε 

ζθαίξα κειεηήζεθε κφλν σο πξνο ηηο γξακκέο, δειαδή επζχγξακκα ηκήκαηα, ηφμα  θαη 

πεξηθέξεηεο θχθισλ, πνπ δεκηνπξγνχληαη ζηελ επηθάλεηά ηεο. Δίλαη γεληθά ζαθέο φηη ην 

θείκελν ήηαλ πξννξηζκέλν γηα αλαγλψζηεο πνπ έξρνληαλ γηα πξψηε θνξά ζε επαθή κε ηε 

γεσκεηξία ηεο ζθαίξαο θαη δελ ήμεξαλ πεξηζζφηεξα απφ ηε βαζηθή επίπεδε θαη ζηεξεά 

γεσκεηξία ησλ «ηνηρείσλ». Γη απηφ ινηπφλ, ην ιφγν ν Θενδφζηνο πξέπεη λα έγξαςε πνιιά 

επηρεηξήκαηα φζν πην αλαιπηηθά γηλφηαλ, κε δηάθνξεο επεμεγήζεηο, αλαθνξέο ζηα ηνηρεία 

θαη επαλαιακβαλφκελα επηρεηξήκαηα πνπ ζε θακία πεξίπησζε δε ζα κπνξνχζαλ λα 

απνδνζνχλ ζε κεηαγελέζηεξνπο εθδφηεο. 

Σν έξγν ηνπ Θενδνζίνπ, ινηπφλ, απνηειείηαη απφ ηξία βηβιία πνπ πεξηέρνπλ εμήληα 

πξνηάζεηο. Σν πξψην θαη ην δεχηεξν βηβιίν πεξηέρνπλ απφ είθνζη ηξείο πξνηάζεηο θαη ην ηξίην 

δέθα ηέζζεξηο. 

 

2.2.1 Σο ππώηο βιβλίο 

Σν πξψην βηβιίν ησλ θαηξηθψλ πεξηέρεη 23 πξνηάζεηο, απφ ηηο νπνίεο 18 είλαη ζεσξήκαηα 

θαη 5 πξνβιήκαηα θαηαζθεπψλ. ηα δχν πξψηα ζεσξήκαηα αλαθέξνληαη θαη ηξία πνξίζκαηα. 

Οη πξνηάζεηο ζηεξίδνληαη ζε 6 νξηζκνχο, ζπγθεθξηκέλα ζηνπο νξηζκνχο ηεο ζθαίξαο, ηνπ 

θέληξνπ ηεο, ηνπ άμνλά ηεο, ησλ πφισλ ηεο, ησλ πφισλ ησλ θχθισλ ηεο θαη ηνπ νξηζκνχ ηεο 

ίζεο θιίζεσο δχν δεπγψλ επηπέδσλ. Ο ζηφρνο ηνπ πξψηνπ βηβιίνπ είλαη λα θαζηεξψζεη ηηο 

βαζηθέο ηδηφηεηεο ηεο ζθαίξαο θαη λα αλαπηχμεη θαηαζθεπέο πνπ ζα είλαη ρξήζηκεο γηα λα 

παξάγνπλ ηε ζθαηξηθή γεσκεηξία. 

Ο Θενδφζηνο νξίδεη ηε ζθαίξα σο έλα ζηεξεφ ζρήκα πνπ πεξηθιείεηαη απφ κηα επηθάλεηα, ηεο 

νπνίαο ηα ζεκεία απέρνπλ ίζε απφζηαζε απφ έλα κνλαδηθφ ζεκείν πνπ είλαη ην θέληξν ηεο. 

Απηφο ν νξηζκφο απνηειεί αθξηβψο ηνλ νξηζκφ ηνπ Δπθιείδε γηα ηνλ θχθιν πξνζζέηνληαο ηε 

ιέμε ζηεξεφ πξηλ απφ ηε ιέμε ζρήκα θαη αληηθαζηζηψληαο ηε ιέμε „επηθάλεηα‟ κε ηε ιέμε 

„γξακκή‟, ελψ δηαθνξνπνηείηαη απφ ηνλ νξηζκφ πνπ δίλεη ν Δπθιείδεο γηα ηελ ζθαίξα σο ην 

ζρήκα πνπ πξνθχπηεη φηαλ έλα εκηθχθιην ζηξαθεί γχξσ απφ ηελ αθίλεηε δηάκεηξφ ηνπ 

επαλέιζεη ζηελ ζέζε απφ ηελ νπνία άξρηζε. Γεληθά, ε ζθαίξα νξίδεηαη απφ ην Θενδφζην θάησ 

απφ αζηξνλνκηθή ζεψξεζε, παξαιιειίδνληαο ηε ζθαίξα κε ηελ εηθφλα ηνπ ζχκπαληνο 

ζχκθσλα κε ηηο γεσθεληξηθέο αληηιήςεηο ησλ πεξηζζνηέξσλ αζηξνλφκσλ ηεο αξραίαο 

Διιάδαο. Απηφ επίζεο θαίλεηαη θαη ζηνλ νξηζκφ ηεο δηακέηξνπ ηεο ζθαίξαο σο ην 

επζχγξακκν ηκήκα πνπ άγεηαη απφ ην θέληξν ηεο ζθαίξαο θαη πεξαηψλεηαη ζηελ επηθάλεηά 
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ηεο ή ελαιιαθηηθά, ην ζηαζεξφ επζχγξακκν ηκήκα γχξσ απφ ην νπνίν ζηξέθεηαη ε ζθαίξα. 

Οη ηξείο πξψηνη νξηζκνί ηνπ Θενδνζίνπ είλαη άκεζεο γεληθεχζεηο ησλ νξηζκψλ ηνπ θχθινπ, 

ηνπ θέληξνπ θαη ηεο δηακέηξνπ ζην βηβιίν Η ησλ «ηνηρείσλ» ηνπ Δπθιείδε. Γεληθφηεξα ην 

αξρηθφ κέξνο ηνπ έξγνπ ησλ θαηξηθψλ αλαπηχζζεηαη ζε γεληθέο γξακκέο θαηά ηνλ ίδην 

ηξφπν κε ην ηξίην βηβιίν ηνπ Δπθιείδε γηα ηνλ θχθιν. 

Σα ζεσξήκαηα ηνπ πξψηνπ βηβιίνπ είλαη ζεκειηψδε. Έλα κέξνο απφ απηά είρε δηαηππσζεί 

πξηλ απφ ην Θενδφζην, φκσο, ν Θενδφζηνο ηα αλαδηαηππψλεη θαη ηα δηαηάζζεη ζπζηεκαηηθά 

κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα γίλεηαη δπλαηή ε ρξήζε ηνπο ζηηο απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ ησλ 

δχν επφκελσλ βηβιίσλ.   

ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη δχν ζεσξήκαηα, ηα νπνία απνηεινχλ πξνβιήκαηα-θαηαζθεπέο 

θαη ζρνιηάδεηαη ν ξφινο ησλ θαηαζθεπψλ ζε απηά. Δπηπιένλ, πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ν 

Θενδφζηνο ζεσξεί δεδνκέλεο φζεο θαηαζθεπέο κπνξνχλ λα εμαρζνχλ απφ ηα «ηνηρεία» ηνπ 

Δπθιείδε. 

Θεώπημα Ι.2. (Ππόβλημα): Να βξεζεί ην θέληξν δνζκέλεο ζθαίξαο. 

                                       

Καηαζκεςή: Έζησ κηα δνζκέλε ζθαίξα. Πξέπεη λα βξνχκε ην θέληξν ηεο. Σέκλνπκε ηε 

ζθαίξα κε έλα επίπεδν, Σφηε ε ηνκή είλαη θχθινο (ζεψξεκα Η.1.) ΑΒΓ. Βξίζθνπκε ην θέληξν 

ηνπ θχθινπ απηνχ («ηνηρεία», πξφηαζε ΗΗΗ.1) θαη έζησ φηη είλαη ην ζεκείν Γ. Απφ ην ζεκείν 

Γ θέξλνπκε θάζεην πξνο ην επίπεδν ηνπ θχθινπ («ηνηρεία», πξφηαζε ΥΗ.2) πνπ αλ ηελ 
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πξνεθηείλνπκε ζα ζπλαληήζεη ηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο ζηα ζεκεία Δ θαη Ε. Έζησ Ζ ην 

κέζν ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΔΕ. Λέσ φηη ην ζεκείν Ζ είλαη ην θέληξν ηεο ζθαίξαο.                     

Απόδειξη: Αο ππνζέζνπκε φηη δελ είλαη. Έζησ φηη είλαη ην ζεκείν Θ. Απφ ην Θ θέξλνπκε 

θάζεηε ζην επίπεδν ηνπ θχθινπ ΑΒΓ. Έζησ φηη θέξακε ηελ θάζεηε πνπ ζπλαληά ην επίπεδν 

ηνπ θχθινπ ζην ζεκείν Κ. Άξα ην ζεκείν Κ ζα είλαη ην θέληξν ηνπ θχθινπ ΑΒΓ. Αιιά ην 

θέληξν είλαη θαη ην ζεκείν Γ, πξάγκα άηνπν. Άξα δελ είλαη ην ζεκείν Θ θέληξν ηεο ζθαίξαο. 

κνηα κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη θαλέλα άιιν ζεκείν εθηφο απφ ην Ζ δελ είλαη θέληξν. 

Δπνκέλσο ην Ζ είλαη θέληξν ηεο ζθαίξαο.* 

Απηή ε πξφηαζε κπνξεί λα ζπγθξηζεί κε ηελ πξφηαζε ΗΗΗ.1ησλ ηνηρείσλ, ε νπνία βξίζθεη ην 

θέληξν δνζκέλνπ θχθινπ. Ζ πξφηαζε Η.2 ησλ ζθαηξηθψλ ζηεξίδεηαη ζην ζεψξεκα Η.1 πνπ 

πξνεγείηαη, ην νπνίν δείρλεη φηη ε ηνκή ελφο επηπέδνπ θαη κηαο ζθαίξαο είλαη θχθινο. κσο 

δελ ππάξρεη αηηηνιφγεζε ηεο θαηαζθεπήο, κε ηελ έλλνηα ηνπ αμηψκαηνο ή πξνβιήκαηνο ζην 

νπνίν εθηειείηαη κηα θαηαζθεπή θαη ζηε ζπλέρεηα απνδεηθλχεηαη ε εγθπξφηεηά ηεο, θαη γη 

απηφ ην ιφγν δελ κπνξεί λα εθηειεζηεί κε εξγαιεία ζηνηρεηψδνπο γεσκεηξίαο. Απφ ηελ αξρή 

ηεο πξαγκαηείαο, ινηπφλ, γίλεηαη έλαο δηαρσξηζκφο κεηαμχ θαηαζθεπψλ πνπ κπνξνχλ λα 

πξαγκαηνπνηεζνχλ κε ηα αμηψκαηα θαη σο εθ ηνχηνπ κε εξγαιεία ηεο ζηνηρεηψδνπο 

γεσκεηξίαο θαη θαηαζθεπψλ πνπ είλαη πην ελλνηνινγηθέο ή αθεξεκέλεο, αιιά σζηφζν 

απαξαίηεηεο γηα ηηο απνδείμεηο. 

ε απηφ ην ζεκείν είλαη ζεκαληηθφ λα επηζεκαλζεί φηη ε θαηαζθεπή θχθινπ ζηνλ Δπθιείδε 

θαη θχθινπ ζην Θενδφζην πνπ θαηαζθεπάδνληαη κέζσ ηνπ πφινπ θαη ηεο πνιηθήο απφζηαζεο 

ρξεζηκνπνηείηαη ε ιέμε „γεγξάθζσ‟, ελψ γηα ην Θενδφζην ε θαηαζθεπή θχθινπ κέζσ ηνπ 

επηπέδνπ πνπ ηέκλεη ηελ ζθαίξα ρξεζηκνπνηείηαη ε ιέμε „πνηείησ‟. Ωο εθ ηνχηνπ, κπνξεί λα 

γίλεη θαηαλνεηφ ην „γξάθνληαο‟ θχθιν σο κηα ηερληθή έθθξαζε ηεο θαηαζθεπήο ηνπ θχθινπ 

απφ έλα ζηαζεξφ ζεκείν θαη δνζκέλν κήθνο, δειαδή ζαλ γεσκεηξηθή αθαίξεζε ηεο 

ιεηηνπξγίαο ηνπ δηαβήηε. Απφ ηελ άιιε έλαο θχθινο πνπ παξάγεηαη απφ ηνλ ηνκή ηνπ 

επηπέδνπ κε ηε ζθαίξα, είλαη δηαζέζηκν γηα ηνλ γεσκέηξε σο ελλνηνινγηθφ αληηθείκελν, αιιά 

δελ κπνξεί λα γξαθεί αλ δε δνζνχλ νη πφινη ηνπ. Ο θχθινο πνπ γξάθεηαη κέζσ ηνπ πφινπ θαη 

ηεο πνιηθήο απφζηαζεο δελ είλαη ιηγφηεξν ρξήζηκνο γηα ηηο απνδείμεηο, αιιά έρεη ην 

πιενλέθηεκα ηνπιάρηζηνλ φηη έρεη πξαγκαηηθά ζρεδηαζηεί. 

ηε ζπλέρεηα παξαηίζεληαη δχν σξαία ζεσξήκαηα, πνπ αμίδεη λα αλαθεξζνχλ. Σν ζεψξεκα 6 

πνπ αλαθέξεηαη ζηνπο θχθινπο ηεο ζθαίξαο, απνδεηθλχεη φηη νη θχθινη πνπ έρνπλ θέληξν ην 

θέληξν ηεο ζθαίξαο είλαη κέγηζηνη, νη κηθξνί θχθινη πνπ ηζαπέρνπλ απφ ην θέληξν ηεο είλαη 
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ίζνη, ελψ απηνί πνπ δελ ηζαπέρνπλ απφ ην θέληξν ηεο είλαη ηφζν κηθξφηεξνη φζν 

απνκαθξχλνληαη απφ ην θέληξν ηεο. Καηά θάπνην ηξφπν ην ζεψξεκα απηφ ηαμηλνκεί ηνπο 

θχθινπο ηεο ζθαίξαο. Ζ πξφηαζε 16 απνδεηθλχεη φηη ε πνιηθή απφζηαζε ελφο κέγηζηνπ 

θχθινπ είλαη ίζε κε ηελ πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ πνπ εγγξάθεηαη ζην κέγηζην απηφ θχθιν, 

ελψ ε πξφηαζε 17 είλαη ε αληίζηξνθή ηεο. Οη πξνηάζεηο απηέο είλαη αξθεηά πξσηφηππεο γηα 

ηελ επνρή ηνπο θαη νη απνδείμεηο ηνπο είλαη ζχληνκεο ρσξίο πεξηηηά ζηνηρεία. Ζ πξφηαζε 16 

πξέπεη λα αλαθεξζεί φηη ρξεζηκνπνηείηαη ζε αξθεηέο πξνηάζεηο ηνπ δεχηεξνπ βηβιίνπ. 

Γεληθά ζε φιεο ηηο πξνηάζεηο ησλ «θαηξηθψλ» πξηλ απφ ηελ πξφηαζε 18 ζρεδφλ φιεο νη 

θαηαζθεπέο πνπ γίλνληαη είλαη θαζαξά ζεσξεηηθέο θαη εηζάγνληαη κε ζθνπφ λα απνδείμνπλ 

ζπγθεθξηκέλεο βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ θχθισλ ηεο ζθαίξαο, φπσο ε ζρέζε κεηαμχ ελφο 

θχθινπ θαη ηεο δηακέηξνπ ηεο ζθαίξαο κέζσ ηνπ θέληξνπ ηνπ. Αθνχ, ινηπφλ, θαζηεξσζνχλ 

απηέο νη ηδηφηεηεο ν Θενδφζηνο κπνξεί λα εηζάγεη πην πξαθηηθέο θαηαζθεπέο, φπσο ηηο 

πξνηάζεηο Η.18- 21. Έηζη, απηέο νη πξνηάζεηο πεξηέρνπλ θαηαζθεπέο πξνεγνχκελσλ 

πξνηάζεσλ, απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη δελ είλαη ν ηξφπνο πνπ ζα γίλνπλ, αιιά νη καζεκαηηθέο 

ηδηφηεηεο, πνπ πξνέξρνληαη απφ ηνπο νξηζκνχο θαη θαζηεξψζεθαλ ζε πξνεγνχκελα 

ζεσξήκαηα, έηζη ψζηε λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηηο απνδείμεηο.  

Σν παξαθάησ πξφβιεκα/ ζεψξεκα πνπ παξνπζηάδεηαη, είλαη ελδηαθέξνλ θαζψο δελ ππάξρεη 

ζαθήο δηαρσξηζκφο κεηαμχ ηεο θαηαζθεπήο θαη ηεο απφδεημεο ηεο πξφηαζεο, θαζψο ε 

θαηαζθεπή πεξηέρεη έλαλ αξηζκφ απφ παξαγσγηθά βήκαηα θαη ε απφδεημε ηεο πξφηαζεο είλαη 

άκεζε ζπλέπεηα ηεο θαηαζθεπήο.  

Θεώπημα Ι.20 (Ππόβλημα): Απφ δχν δνζκέλα ζεκεία ηα νπνία βξίζθνληαη πάλσ ζε κηα 

ζθαηξηθή επηθάλεηα λα γξαθεί κέγηζηνο θχθινο. 

Απόδειξη- Καηαζκεςή: Έζησ ηα δνζκέλα ζεκεία Α, Β ηα νπνία βξίζθνληαη επί ηεο ζθαηξηθήο 

επηθάλεηαο. Πξέπεη λα γξάςνπκε κέγηζην θχθιν πνπ λα πεξλά απφ ηα ζεκεία απηά.  

   Αλ κελ ηα ζεκεία Α, Β νξίδνπλ δηάκεηξν ζθαίξαο είλαη θαλεξφ φηη γξάθνληαη άπεηξνη 

κέγηζηνη θχθινη πνπ πεξλνχλ απφ ηα ζεκεία Α θαη Β. 

   Έζησ φηη ηα Α, Β δελ νξίδνπλ δηάκεηξν ζθαίξαο. Με πφιν ην ζεκείν Α θαη (πνιηθή) 

απφζηαζε ίζε κε ηελ πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ ηνπ εγγεγξακκέλνπ ζε κέγηζην θχθιν 

γξάθνπκε θχθιν ηνλ ΓΓΔ. Ο θχθινο ΓΓΔ είλαη κέγηζηνο, δηφηη ε απφζηαζε ηνπ πφινπ απ‟ 

απηφλ είλαη ίζε κε ηελ πιεπξά εγγεγξακκέλνπ ηεηξαγψλνπ ζ‟ έλα κέγηζην θχθιν (Πξφηαζε 

Η.17, «θαηξηθά»). Πάιη κε πφιν ην ζεκείν ην ζεκείν Β θαη (πνιηθή) απφζηαζε ίζε κε ηελ 
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πιεπξά ηεηξαγψλνπ εγγεγξακκέλνπ ζε κέγηζην θχθιν γξάθνπκε θχθιν, ηνλ ΕΔΖ. Ο θχθινο 

ΕΔΖ είλαη κέγηζηνο , δηφηη ε πνιηθή απφζηαζε ηνπ είλαη ίζε κε ηελ πιεπξά εγγεγξακκέλνπ 

ηεηξαγψλνπ ζε κέγηζην θχθιν. Φέξλνπκε απφ ην ζεκείν Δ επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΔ, ΔΒ.   

                         

Καζέλα, ινηπφλ, απφ ηα ΔΑ, ΔΒ είλαη ίζα κε ηελ πιεπξά ηεηξαγψλνπ πνπ είλαη εγγεγξακκέλν 

ζε κέγηζην θχθιν. Άξα είλαη ίζε ε ΔΑ κε ηελ ΔΒ. Δπνκέλσο, αλ κε πφιν ην ζεκείν Δ θαη 

πνιηθή απφζηαζε ΔΒ γξάςνπκε θχθιν, απηφο ζα πεξάζεη θαη απφ ην ζεκείν Α, δηφηη είλαη 

ίζε ε ΔΑ κε ηελ ΔΒ. Έζησ ν θχθινο απηφο ν ΑΒΘ πνπ είλαη κέγηζηνο, δηφηη ε πνιηθή ηνπ 

απφζηαζε είλαη ίζε κε πιεπξά ηεηξαγψλνπ εγγεγξακκέλνπ ζε κέγηζην θχθιν. Άξα απφ δχν 

δνζκέλα ζεκεία Α, Β (πνπ βξίζθνληαη ζηε ζθαηξηθή επηθάλεηα) γξάθεηαη κέγηζηνο θχθινο, ν 

ΑΒΘ. * 

Σν πξφβιεκα απηφ απνηειείηαη απφ δχν πεξηπηψζεηο. ηελ πξψηε πεξίπησζε φπνπ ηα ζεκεία 

Α, Β νξίδνπλ δηάκεηξν ζθαίξαο παξαιείπεηαη θαη ε θαηαζθεπή θαη ε απφδεημε θαη ππάξρνπλ 

πνιινί πηζαλνί ιφγνη γη απηφ. Ο έλαο είλαη φηη ε θαηαζθεπή είλαη αζήκαληε. Ο δεχηεξνο θαη 

ίζσο ν πην ζεκαληηθφο ιφγνο είλαη φηη πξφβιεκα, ζηα καζεκαηηθά γηα ηνπο αξραίνπο 

Έιιελεο, είλαη ε θαηαζθεπή ζπγθεθξηκέλσλ αληηθεηκέλσλ θαη ζηε ζπλέρεηα ε απφδεημε φηη 

απηά ηα αληηθείκελα ηθαλνπνηνχλ ηηο απαηηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο. ηαλ άπεηξα ηέηνηα 

αληηθείκελα ηθαλνπνηνχλ ηηο απαηηήζεηο, ην έξγν είλαη αλνχζην. Μηα ηέηνηα θαηαζθεπή είλαη 

φκνηα κε ην ζρεδηαζκφ επζείαο απφ έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. Ωζηφζν δελ ππάξρνπλ 

απνδείμεηο φηη νη Έιιελεο γεσκέηξεο ζεσξνχζαλ ηέηνηεο αζαθείο θαηαζθεπέο σο πξνβιήκαηα 

πνπ απαηηνχζαλ γεσκεηξηθή επίιπζε. Τπάξρεη θαη κία ηξίηε εθδνρή, λα πξνζηέζεθε, δειαδή, 
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ην θνκκάηη απηφ κεηά ην Θενδφζην, απφ θάπνηνλ πνπ είρε θιίζε ζηα καζεκαηηθά θαη είδε φηη 

ππάξρεη θαη απηή ε ηεηξηκκέλε πεξίπησζε πνπ κπνξεί λα ιπζεί εχθνια. Αλ φλησο απηφ 

ζπλέβε θαη ν Θενδφζηνο είρε παξαιείςεη ηελ πεξίπησζε απηή απφ ηελ απφδεημε, ζα 

κπνξνχζε λα εξκελεπηεί σο ζθνπηκφηεηα, ιχλνληαο ηε δχζθνιε πεξίπησζε απηφο θαη 

αθήλνληαο ηελ απιή ζηνλ αλαγλψζηε γηα εμάζθεζε. 

Σν δεχηεξν κέξνο ηνπ πξνβιήκαηνο απνδεηθλχεη φηη κπνξεί λα γξαθεί κέγηζηνο θχθινο απφ 

ηα δχν δνζκέλα ζεκεία, αιιά δελ αλαθέξεηαη θάηη γηα ηε κνλαδηθφηεηα ηνπ θχθινπ. ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα ν Θενδφζηνο θαίλεηαη λα έρεη κηα αζαθή αληίιεςε γηα ηελ κνλαδηθφηεηα 

απηνχ ηνπ κέγηζηνπ θχθινπ. Ωζηφζν, ζην βηβιίν ΗΗ, ζηελ πξφηαζε 5, ν Θενδφζηνο θαηαιήγεη 

ζε άηνπν αλ ππνζέζεη φηη δχν κέγηζηνη θχθινη κε δηακέηξνπο δηαθνξεηηθέο, φρη ίζεο κε ηε 

δηάκεηξν ηεο ζθαίξαο. κπνξνχλ λα πεξάζνπλ απφ δχν νπνηαδήπνηε ζεκεία. Ωζηφζν, δελ ην 

αλαθέξεη απηφ σο απφδεημε ηεο κνλαδηθφηεηαο. Δπίζεο ε απφδεημε ηεο πξφηαζεο ΗΗ.5 ζα 

κπνξνχζε λα απινπνηεζεί αλ ν Θενδφζηνο πίζηεπε φηη κπνξνχζε λα θάλεη επίθιεζε ζηε 

κνλαδηθφηεηα απηνχ ηνπ θχθινπ. 

 

2.2.2 Σο δεύηεπο βιβλίο 

ην δεχηεξν βηβιίν, νη ηδηφηεηεο ησλ κηθξψλ θαη ησλ κεγάισλ θχθισλ ζηε ζθαίξα 

παξνπζηάδνληαη θαη‟ αληηζηνηρία κε ηνπο θχθινπο θαη ηηο γξακκέο ηνπ επηπέδνπ ζηα 

«ηνηρεία». πγθεθξηκέλα, εμεξεπλνχληαη ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο κεγάινη θχθινη θαη 

παξάιιεινη θχθινη απνθφπηνπλ ν έλαο ηνλ άιινλ ζε ίζα ή φκνηα ηφμα. Σα δχν ηειεπηαία 

πξνβιήκαηα εηζάγνληαη κε ζθνπφ λα γξαθεί κέγηζηνο θχθινο εθαπηφκελνο ζε κηθξφηεξνπο 

θχθινπο, φπσο κε ηνπο θχθινπο θαη ηηο γξακκέο ζην επίπεδν. ην ηέινο απηνχ ηνπ βηβιίνπ ην 

αληηθείκελν γίλεηαη ζρεδφλ θαζαξά αζηξνλνκηθφ , παξφιν πνπ εθθξάδεηαη κε καζεκαηηθή 

γεσκεηξηθή γιψζζα. Παξαδείγκαηα απνηεινχλ νη πξνηάζεηο ΗΗ.22 & 23. 

Πην ζπγθεθξηκέλα ην βηβιίν απηφ αξρίδεη κε έλαλ νξηζκφ ζρεηηθφ κε ηνπο θχθινπο ηεο 

ζθαίξαο πνπ εθάπηνληαη κεηαμχ ηνπο θαη πεξηέρεη 23 πξνηάζεηο, απφ ηηο νπνίεο δχν, νη ΗΗ.14 

θαη ΗΗ.15, είλαη πξνβιήκαηα θαηαζθεπψλ. 

Θεώπημα ΙΙ.14 (Ππόβλημα): Γίλεηαη έλαο θχθινο ζθαίξαο κηθξφηεξνο κεγίζηνπ θχθινπ θαη 

έλα ζεκείν ζηελ πεξηθέξεηά ηνπ. Να γξαθεί απφ ην ζεκείν απηφ έλαο κέγηζηνο θχθινο πνπ λα 

εθάπηεηαη ζηνλ δνζκέλν θχθιν. 
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Καηαζκεςή: Έζησ δνζκέλνο θχθινο ΑΒ ζθαίξαο, κηθξφηεξνο κέγηζηνπ. Έζησ Β ην δνζκέλν 

ζεκείν ηεο πεξηθέξεηαο ηνπ θχθινπ. Πξέπεη, ινηπφλ, απφ ην ζεκείν Β λα γξάςνπκε έλα 

κέγηζην θχθιν πνπ λα εθάπηεηαη ηνπ θχθινπ ΑΒ. 

Θεσξνχκε ηνλ πφιν ηνπ θχθινπ ΑΒ θαη έζησ απηφο Γ. Απφ ηα ζεκεία Γ, Β γξάθνπκε 

πεξηθέξεηα κέγηζηνπ θχθινπ, έζησ ΓΒΓ. Θεσξνχκε ηε ρνξδή ΒΓ ίζε κε ηελ πιεπξά ηνπ 

ηεηξαγψλνπ ηνπ εγγεγξακκέλνπ ζηνλ κέγηζην θχθιν. [Γελ είλαη δπλαηφλ ην ηφμν ΒΓ λα είλαη 

ηφμν ηεηαξηεκνξίνπ, δηφηη ν θχθινο ΑΒ είλαη κέγηζηνο, πξάγκα ην νπνίν αληίθεηηαη ζηελ 

ππφζεζε. Άξα ην ηφμν ΒΓ δελ είλαη ηφμν ηεηαξηεκνξίνπ]
1
. Με πφιν κελ ην ζεκείν Γ, 

(πνιηθή) απφζηαζε δε ΓΒ γξάθνπκε θχθιν, ηνλ ΔΒΕ. Ο θχθινο ΔΒΕ είλαη κέγηζηνο δηφηη ε 

πνιηθή ηνπ απφζηαζε είλαη ίζε κε ηελ πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ εγγεγξακκέλνπ ζε κέγηζην 

θχθιν (Πξφηαζε Η.17)  

                          

Απόδειξη: Δπεηδή ζε κηα ζθαίξα δχν θχθινη, νη ΑΒ, ΔΒΕ, έρνπλ θνηλφ ζεκείν Β ηεο 

πεξηθέξεηαο ελφο κέγηζηνπ θχθινπ ΒΓΓ θαη έρνπλ ηνπο πφινπο ηνπο ζ‟ απηφλ, εθάπηνληαη 

κεηαμχ ηνπο (Πξφηαζε ΗΗ.3). Δθάπηεηαη άξα ν θχθινο ΑΒ ηνπ θχθινπ ΔΒΕ. Απφ έλα δνζκέλν 

επνκέλσο ζεκείν, ην Β, γξάθεηαη κέγηζηνο θχθινο, ν ΔΒΕ, πνπ εθάπηεηαη ελφο θχθινπ 

ζθαίξαο ΑΒ ζην ζεκείν Β.* 

1
 Ζ πξφηαζε πνπ ππάξρεη κέζα ζηελ αγθχιε είλαη κάιινλ εκβφιηκε. 

ηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε δελ ππάξρεη αληίζηνηρε πξφηαζε, γηαηί πηζαλψο ζα ήηαλ πνιχ 

απιή. πσο δείρλεη ε  πξφηαζε ΗΗΗ.16 ησλ «ηνηρείσλ», ε εθαπηνκέλε ζε έλα ζεκείν ελφο 
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δνζκέλνπ θχθινπ ζα κπνξνχζε εχθνια λα ζρεδηαζηεί θέξλνληαο θάζεηε ζηε δηάκεηξν ζην 

δνζκέλν ζεκείν. 

Ζ πξφηαζε ΗΗ.15, πνπ απνηειεί πην δχζθνιν πξφβιεκα, δεηεί λα πεξηγξαθεί έλαο κέγηζηνο 

θχθινο εθαπηφκελνο ζ‟ έλαλ κηθξφ θχθιν ηεο ζθαίξαο θαη λα πεξλά απφ έλα δνζκέλν ζεκείν 

ηεο ζθαηξηθήο επηθάλεηαο. 

πλνςίδνληαο ζηα δχν πξψηα βηβιία ησλ θαηξηθψλ ηα πξνβιήκαηα/θαηαζθεπέο κπνξνχλ λα 

θαηαηαρζνχλ ζε ηξείο θαηεγνξίεο. Τπάξρνπλ δχν πξνβιήκαηα πνπ ζηελ εθθψλεζε δεηνχληαη 

λα βξεζνχλ ζεκεία (ε ξεῑλ), ηξία πξνβιήκαηα πνπ δεηνχληαη λα γξαθνχλ θχθινη (γξάςαη) 

θαη δχν πξνβιήκαηα πνπ δεηνχληαη λα θαηαζθεπαζηνχλ δηάκεηξνη θχθισλ ζηε ζθαίξα 

(ἐθζέζζαη). Απηή ε δνκή αθνινπζεί ηε δνκή ηνπ Δπθιείδε, θαη ε ρξήζε απηψλ ησλ ξεκάησλ 

γίλεηαη ζθφπηκε θαη απφ ην Θενδφζην γηα λα επηζεκάλεη ηηο ελλνηνινγηθά δηαθνξεηηθέο 

δηαδηθαζίεο.  

 

2.2.3 Σο ηπίηο βιβλίο  

Σν ηξίην βηβιίν παξφιν πνπ παξνπζηάδεηαη πάιη κε γεσκεηξηθή γιψζζα, ππάξρνπλ πνιιέο 

πξνηάζεηο πνπ ν ζθνπφο ηνπο κπνξεί λα θαηαλνεζεί κφλν φηαλ κεηαθξαζηνχλ ζηα πιαίζηα 

ηεο ζθαηξηθήο αζηξνλνκίαο. Πεξηέρεη 14 πξνηάζεηο πνπ είλαη φιεο ζεσξήκαηα. Δθηφο απφ ηηο 

πξνηάζεηο 1,2,3,7,8 νη ππφινηπεο είλαη πξσηφηππεο εξγαζίεο ηνπ Θενδνζίνπ. ην Θεψξεκα 

ΗΗΗ.3 κπνξνχκε λα πνχκε φηη απνδεηθλχεηαη ην ζεψξεκα ηζφηεηαο γηα ηα ζθαηξηθά ηξίγσλα 

πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πξφηαζε Η.4 ηνπ Δπθιείδε. Ωζηφζν δελ ππάξρεη ηίπνηα ζρεδφλ ζην 

βηβιίν πνπ κπνξεί λα νλνκαζηεί ηξηγσλνκεηξηθφ, εθηφο απφ ηηο πξνηάζεηο ΗΗΗ.11, 12 φπνπ 

ζπγθξίλνληαη νη ιφγνη κεηαμχ ζπγθεθξηκέλσλ επζεηψλ γξακκψλ κε ηνπο ιφγνπο κεηαμχ 

ηφμσλ. ηελ πξφηαζε ΗΗΗ.11 ν Θενδφζηνο βαζίδεη ηελ απφδεημή ηνπ ζε κηα ζρέζε κεηαμχ 

επζεηψλ θαη γσληψλ πνπ ππνζέηεη γλσζηή θαη πνπ είρε απνδεηρζεί απφ πξνγελέζηεξνπο 

καζεκαηηθνχο. Πξφθεηηαη γηα κηα απφ ηηο πην ελδηαθέξνπζεο πξνηάζεηο ησλ «θαηξηθψλ». 

Θεώπημα ΙΙΙ.11: Έζησ φηη ν πφινο ησλ παξάιιεισλ θχθισλ βξίζθεηαη ζε έλαλ κέγηζην 

θχθιν ηνλ νπνίν ηέκλνπλ θάζεηα δχν κέγηζηνη θχθινη απφ ηνπο νπνίνπο ν έλαο είλαη ν 

κέγηζηνο απφ ηνπο παξάιιεινπο, ν δε άιινο είλαη πιάγηνο σο πξνο ηνπο παξάιιεινπο 

θχθινπο. Θεσξνχκε έλαλ άιιν κέγηζην θχθιν πνπ πεξλά απφ ηνπο πφινπο ησλ παξάιιεισλ 

θχθισλ θαη ηέκλεη ηνλ πιάγην θχθιν κεηαμχ ηνπ κεγίζηνπ ησλ παξαιιήισλ θαη ζε απηφλ απφ 

ηνπο παξάιιεινπο πνπ εθάπηεηαη ζηνλ πιάγην. 
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Σφηε ν ιφγνο ηεο δηακέηξνπ ηεο ζθαίξαο πξνο ηε δηάκεηξν ηνπ θχθινπ, φπνπ εθάπηεηαη ν 

πιάγηνο κέγηζηνο θχθινο, είλαη κεγαιχηεξνο απφ ην ιφγν ηνπ ηφμνπ πνπ βξίζθεηαη ζην 

κέγηζην θχθιν ησλ παξαιιήισλ θαη πνπ νξίδεηαη απφ ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ θχθινπ απηνχ κε 

ηνλ κέγηζην αξρηθφ θχθιν θαη απφ ηνλ κέγηζην θχθιν πνπ πεξλά απφ ηνπο πφινπο (θαη είλαη 

θάζεηνο πξνο απηφλ), πξνο ην ηφμν ηνπ πιάγηνπ κέγηζηνπ θχθινπ πνπ νξίδεηαη κεηαμχ ησλ 

πξνεγνχκελσλ δχν κέγηζησλ θχθισλ. (Γειαδή, 
  

  
   >  

         

         
 ζην ζρήκα) 

 

Απόδειξη: Έζησ ΑΒΓ ν κέγηζηνο θχθινο ζηνλ νπνίν βξίζθεηαη ν πφινο έζησ Α ησλ 

παξάιιεισλ θχθισλ. Έζησ φηη ηνλ θχθιν ΑΒΓ ηέκλνπλ θάζεηα δχν κέγηζηνη θχθινη νη ΒΔΓ 

θαη ΓΔΕ απφ ηνπο νπνίνπο ν ΒΔΓ είλαη ν κέγηζηνο ησλ παξαιιήισλ θχθισλ ν δε θχθινο 

ΓΔΕ είλαη πιάγηνο πξνο ηνπο παξάιιεινπο θχθινπο. Έλαο άιινο κέγηζηνο θχθινο ΑΖΚ πνπ 

πεξλά απφ ηνπο πφινπο ησλ παξαιιήισλ ηέκλεη ηνλ θχθιν ΓΔΕ κεηαμχ ηνπ θχθινπ ΒΔΓ θαη 

ηνπ παξάιιεινπ θχθινπ πνπ εθάπηεηαη ν κέγηζηνο ΓΔΕ. Έζησ απηφο φηη είλαη ν ΓΛΜ. Λέσ 

φηη ε δηάκεηξνο ηεο ζθαίξαο πξνο ηε δηάκεηξν ηνπ θχθινπ ΓΛΜ έρεη κεγαιχηεξν ιφγν απφ 

ην ιφγν ηνπ ηφμνπ ΒΘ πξνο ην ηφμν ΓΖ. 

Απφ ην ζεκείν Ζ θέξλνπκε έλαλ παξάιιειν θχθιν ηνλ ΝΖΞ. Έζησ φηη νη θνηλέο ηνκέο ησλ 

επηπέδσλ είλαη ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΚ, ΓΕ, ΒΓ, ΝΞ, ΓΜ, ΘΟ, ΖΠ, ΟΖ, ΖΡ. 

Δπεηδή, ινηπφλ, ζε κηα ζθαίξα έλαο κέγηζηνο θχθινο ν ΑΒΓ ηέκλεη ηνπο παξάιιεινπο 

θχθινπο ΓΛΜ, ΝΖΞ, ΒΔΓ ηεο ζθαίξαο πεξλψληαο απφ ηνπο πφινπο ηνπο, ηνπο ηέκλεη θάζεηα 

(Πξφηαζε Η.15). Άξα ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΓΜ, ΝΞ, ΒΓΝ είλαη δηάκεηξνη ησλ θχθισλ 

ΓΛΜ, ΝΖΞ, ΒΓΔ θαη ν θχθινο ΑΒΓ είλαη θάζεηνο πξνο θαζέλαλ απφ ηνπο θχθινπο ΓΛΜ, 

ΝΖΞ, ΒΓΔ. Δπεηδή, ινηπφλ, ζε κηα ζθαίξα παξάιιεινη θχθινη είλαη νη ΓΛΜ, ΝΖΞ, ΒΔΓ θαη 

απφ ηνπο πφινπο απηψλ ησλ θχθισλ πεξλά ε επζεία ΑΚ, ε ΑΚ είλαη θάζεηε ζε θαζέλα απφ 

ηνπο θχθινπο ΓΛΜ, ΝΖΞ, ΒΔΓ θαη πεξλά απφ ηα θέληξα ηνπο θαζψο θαη απφ ην θέληξν ηεο 

ζθαίξαο (Πξφηαζε Η.10). 

Άξα ηα ζεκεία , Π θαη Ο είλαη θέληξα ησλ θχθισλ ΓΛΜ, ΝΖΞ, ΒΔΓ. Δπεηδή ηψξα επίπεδα 

παξάιιεια ηα ΓΛΜ, ΝΖΞ, ΒΔΓ ηέκλνληαη απφ έλα επίπεδν ην ΑΒΓ, νη θνηλέο ηνκέο ηνπο 

είλαη παξάιιειεο (Πξφηαζε 16,βηβιίν ηα΄ «ηνηρεία»). Άξα νη ΓΜ, ΝΞ, ΒΓ είλαη 

παξάιιειεο. Πάιη επεηδή δχν επίπεδα παξάιιεια ηα ΝΖΞ, ΒΔΓ ηέκλνληαη απφ έλα επίπεδν 

ην ΑΖΚ, νη θνηλέο ηνκέο ηνπο είλαη παξάιιειεο. Άξα, ε ΖΠ είλαη παξάιιειε πξνο ηελ ΘΟ. 

Δπεηδή, ινηπφλ, δχν επζείεο ηεκλφκελεο κεηαμχ ηνπο, νη ΝΠ, ΠΖ (είλαη παξάιιειεο) κε δχν 
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άιιεο επζείεο πνπ ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο ηηο ΒΟ, ΟΘ θαη δελ βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν 

ζρεκαηίδνπλ ίζεο γσλίεο (Πξφηαζε 10, βηβιίν ηα΄, «ηνηρεία»), έπεηαη φηη ε γσλία Ν ̂Ζ, είλαη 

ίζε κε ηε γσλία Β ̂Θ. Δπεηδή νη θχθινη ΝΖΞ, ΓΔΕ είλαη θάζεηνη πξνο ηνλ θχθιν ΑΒΓ, 

έπεηαη φηη ε θνηλή ηνκή ησλ θχθισλ ΝΖΞ, ΓΔΕ είλαη θάζεηε ζηνλ θχθιν ΑΒΓ (Πξφηαζε 16, 

βηβιίν ηα΄, «ηνηρεία»). Ζ δε θνηλή ηνκή απηψλ είλαη ε ΖΡ. Ζ ΖΡ επνκέλσο είλαη θάζεηε 

πξνο ηνλ θχθιν ΑΒΓ, άξα είλαη θάζεηε θαη πξνο θάζε επζεία ηνπ επηπέδνπ ΑΒΓ πνπ πεξλά 

απφ ην ίρλνο ηεο. Καζέλα απφ ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΠΡ, ΡΟ βξίζθεηαη ζην επίπεδν ηνπ 

θχθινπ ΑΒΓ θαη ηέκλεηαη απφ ην ΖΡ, επνκέλσο θαζεκηά απφ ηηο γσλίεο Ζ ̂Π θαη Ζ ̂Ο είλαη 

νξζή. Δπεηδή ε γσλία Ρ ̂Ο είλαη νξζή, ε γσλία Π ̂Ρ είλαη νμεία. Άξα, ε ΟΡ είλαη κεγαιχηεξε 

ηεο ΡΠ (Πξφηαζε 19, βηβιίν α΄, «ηνηρεία»). 

            

 

Παίξλνπκε ινηπφλ έλα επζχγξακκν ηκήκα ΡΣ ίζν κε ΠΡ θαη θέξλνπκε ηελ ΖΣ. Δπεηδή είλαη 

ίζν ην ΠΡ κε ην ΡΣ θαη ην ΖΡ είλαη θνηλφ, έπεηαη φηη δχν επζχγξακκα ηκήκαηα, ηα ΠΡ, ΖΡ 

είλαη ίζα κε ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΡΣ, ΖΡ, έλα πξνο έλα. Δίλαη δε νη γσλίεο Π ̂Ζ θαη Σ ̂Ζ 

ίζεο, σο νξζέο. Άξα ε βάζε ΖΠ είλαη ίζε κε ηε βάζε ΖΣ. Δπνκέλσο ην ηξίγσλν ΠΡΖ είλαη 
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ίζν κε ην ηξίγσλν ΣΡΖ. Άξα θαη νη ππφινηπεο γσλίεο πνπ βξίζθνληαη απέλαληη απφ ηηο ίζεο 

πιεπξέο είλαη ίζεο κε ηηο ππφινηπεο γσλίεο. Άξα ε γσλία Ζ ̂Ρ είλαη ίζε κε ηε γσλία Ζ ̂Ρ. 

Αιιά ε γσλία Ζ ̂Ρ είλαη ίζε κε ηε γσλία Θ ̂Β θαη ε γσλία Ζ ̂Ρ είλαη ίζε κε ηελ Θ ̂Β. 

Δπεηδή ζην ηξίγσλν ΖΟΡ ε γσλία κε θνξπθή ην Ρ είλαη νξζή θαη θέξακε ηελ ΖΣ, έπεηαη φηη ν 

ιφγνο ηνπ ΟΡ πξνο ην ΡΣ είλαη πην κεγάινο απφ ην ιφγν ησλ γσληψλ Ρ ̂Ζ πξνο Ρ ̂Ζ 
(α)

. 

Δίλαη, φκσο, ην ΡΣ ίζν κε ην ΡΠ θαη ε γσλία Ρ ̂Ζ είλαη ίζε κε ηε γσλία Θ ̂Β. Άξα, ν ιφγνο 

ηνπ ΟΡ πξνο ην ΡΠ είλαη επίζεο κεγαιχηεξνο ηνπ ιφγνπ ηεο γσλίαο Β ̂Θ πξνο ηε γσλία Ρ ̂Ζ. 

Ο ιφγνο, φκσο, ηνπ ΡΟ πξνο ην ΡΠ είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ ΟΓ πξνο ην Γ, δειαδή κε ην 

ιφγν ηνπ ΓΕ πξνο ην
 
ΓΜ (Πξφηαζε IV.4 θαη V.15, «ηνηρεία»).  Καη ν ιφγνο ηνπ ηφμνπ ΒΘ 

πξνο ην ηφμν ΓΖ είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηεο γσλίαο Β ̂Θ πξνο ηε γσλία
 
Ρ ̂Ζ (Πξφηαζε 33, 

βηβιίν ζη΄, «ηνηρεία»). Δπνκέλσο ν ιφγνο ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΕ πξνο ην ΓΜ είλαη 

κεγαιχηεξνο απφ ην ιφγν ηνπ ηφμνπ ΒΘ πξνο ην ηφμν ΓΖ. Δίλαη φκσο ε ΓΕ δηάκεηξνο ηεο 

ζθαίξαο ε δε ΓΜ δηάκεηξνο ηνπ θχθινπ ΓΛΜ. Άξα ε δηάκεηξνο ηεο ζθαίξαο πξνο ηε 

δηάκεηξν ηνπ θχθινπ ΓΛΜ έρεη κεγαιχηεξν ιφγν απφ ην ιφγν ηνπ ηφμνπ ΒΘ πξνο ην ηφμν 

ΓΖ.* 

Σα παξαπάλσ κπνξνχκε λα ηα γξάςνπκε σο εμήο: 

Δίλαη                   
  

  
 >  

         ̂  

         ̂  
   (α) 

Δπεηδή ΡΣ=ΡΠ  θαη ε γσλία ΡΣΖ ίζε κε ηε γσλία ΘΟΒ έρνπκε 
  

  
  > 

         ̂  

         ̂  
 

Δπεηδή δε 
  

  
 = 

  

  
 θαη ΟΑ=ΟΓ, σο αθηίλεο ηεο ζθαίξαο, έρνπκε: 

                                  
  

  
 = 

  

  
 = 

   

   
= 
  

  
 

Άξα,                            
  

  
 >  

         ̂  

         ̂  
    (1) 

Δίλαη,                        
         

         
 =  

         ̂  

         ̂  
    (2) 

Απφ  (1) θαη (2) πξνθχπηεη φηη:    
  

  
   >  
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Επεξηγήζειρ 

(α) Ο Θενδφζηνο ζεσξεί γλσζηή ηελ αληζφηεηα  
  

  
 >  

         ̂  

         ̂  
 

Οπζηαζηηθά νη αξραίνη Έιιελεο καζεκαηηθνί πξνζέγγηδαλ ηξηγσλνκεηξηθά πξνβιήκαηα 

ρξεζηκνπνηψληαο ιήκκαηα γηα λα παξάγνπλ αληζσηηθέο ζρέζεηο πνπ ζρεηίδνπλ ιφγνπο 

γσληψλ κε ιφγνπο πιεπξψλ ζε νξζνγψληα ηξίγσλα. Απηή ε πξνζέγγηζε ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ιχζεσλ επηβεβαηψλεηαη θαη απφ ηνλ Αξίζηαξρν θαη απφ ηνλ Αξρηκήδε. 

Έηζη, ινηπφλ, ν Αξρηκήδεο δειψλεη φηη αλ  
  

  
 

                         

Σφηε                                       
 

 
 > 

  

  
 

Καη                                        
 

 
 <  

  

  
 

Καηά ηνλ Heath (1921), ν Θενδφζηνο γλψξηδε ηελ πξφηαζε απηή, ζε ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ             

    

    
 > 

 

 
, εάλ ηζρχεη φηη α > β θαη α, β νμείεο γσλίεο. 
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Έηζη, αλ ηα α, δ, ε είλαη νη πιεπξέο ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ΑΓΖ, απηφ ην απνηέιεζκα πνπ 

βξίζθεη ν Θενδφζηνο είλαη ηζνδχλακν (εθφζνλ ε γσλία Β ̂Θ πνπ βαίλεη ζην ηφμν ΒΘ είλαη 

ίζε κε ηελ γσλία  ̂) κε ην  

                                       
 

      
 = 

    

    
 >  

  

 
 

πνπ α΄= ΒΘ, ε πιεπξά απέλαληη απφ ην ηξίγσλν ΑΒΘ.  

Δλψ, επνκέλσο, ν Θενδφζηνο απνδεηθλχεη ην ηζνδχλακν ηνπ ηχπνπ, πνπ εθαξκφδεηαη ζηελ 

επίιπζε ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ΑΒΓ κε νξζή γσλία ζην Γ, φηη εθα= εκβ εθA, δελ κπνξεί, 

ιφγσ έιιεηςεο ηξηγσλνκεηξίαο λα βξεη ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ α΄/α, θαη κπνξεί λα βξεη 

κφλν έλα φξηφ ηνπ. 

2.3 ςμπεπάζμαηα για ηο έπγο ηος Θεοδοζίος 

Σν γεσκεηξηθφ έξγν ηνπ Θενδνζίνπ, πνπ αλαθέξεηαη ζηνπο θχθινπο ζθαίξαο, απνηειεί κηα 

πξσηφηππε καζεκαηηθή δηαηξηβή, θαιά δνκεκέλε. Ο Θενδφζηνο μεθηλά απφ έλα ζχλνιν 

νξηζκψλ θαη πξνηάζεσλ γηα λα θαηαιήμεη ζε έλα πνιχπινθν ζχλνιν πξνηάζεσλ πνπ 

θαζνξίδνπλ ηδηφηεηεο θχθισλ ηεο ζθαίξαο ή ηδηφηεηεο ηφμσλ θχθισλ ζθαίξαο. Έηζη, ινηπφλ, 

ε πξνζέγγηζε ηνπ ζηε ζθαηξηθή γεσκεηξία έγθεηηαη ζηηο ζρέζεηο κεηαμχ θχθισλ θαη 

ζπζηήκαηα παξάιιεισλ θχθισλ. Πνπζελά δελ αλαθέξεηαη ε έθθξαζε ζθαηξηθφ ηξίγσλν.  

Οη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηεί είλαη ίδηεο κε απηέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ απφ κεγάινπο 

αξραίνπο Έιιελεο γεσκέηξεο. Γεληθά, κπνξνχκε λα πνχκε φηη ζηηο απνδείμεηο ηνπ Θενδνζίνπ 

επηθξαηεί κηα πιήξεο Δπθιείδεηα ηάμε. Δπίζεο, δηαπηζηψζεθε φηη νη θαηαζθεπέο παίδνπλ 

ζεκαληηθφ ξφιν ζην έξγν ηνπ, εηζάγνληαο λέα καζεκαηηθά αληηθείκελα ησλ νπνίσλ νη 

ηδηφηεηεο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηηο απνδείμεηο. 

Σέινο, αλεμάξηεηα απφ ηνπο ιφγνπο γηα ηνπο νπνίνπο γξάθηεθαλ ηα «θαηξηθά», απνηεινχλ 

έλα θαινδνκεκέλν γεσκεηξηθφ έξγν ζην νπνίν παξνπζηάδεηαη ε πξέπνπζα δηαδνρή ησλ 

πξνηάζεσλ θαη κε ηηο απνδείμεηο λα αθνινπζνχλ θαλφλεο παξαγσγηθνχ ζπιινγηζκνχ. 

(Heath, 1921; Rosenfeld, 1988; παλδάγνο, 2000; Sidoli θαη Saito, 2009) 

3. Απαπσέρ ηηρ ηπιγυνομεηπίαρ 

Γηα ηε κειέηε ηεο αζηξνλνκίαο, εκθαλίζηεθε ε αλάγθε δεκηνπξγίαο πηλάθσλ πνπ ζα 

κπνξνχζαλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ εχθνια απφ ηνπο αλζξψπνπο. Ο Ίππαξρνο ήηαλ ν πξψηνο 

πνπ έθαλε ρξήζε ηεο ηξηγσλνκεηξίαο θαη επηρείξεζε ηε ιεπηνκεξή θαηάηαμε ησλ κεθψλ ζε 
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πίλαθα πνπ ζα επέηξεπαλ ηελ επίιπζε επίπεδσλ ηξηγψλσλ. Οη πίλαθεο ρνξδψλ ήηαλ 

ζεκαληηθνί γηα ηνλ ίδην ιφγν πνπ είλαη θαη ζήκεξα νη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, θαζψο 

επηηξέπνπλ ηελ επίιπζε ηξηγψλσλ, πνπ ζπλαληψληαη ζπρλά ζε εθαξκνγέο ηεο αζηξνλνκίαο 

θαη ηεο γεσγξαθίαο. 

Πνιχ ιίγα είλαη γλσζηά γηα ηνλ Ίππαξρν. Γελλήζεθε γχξσ ζην 190 π.Υ ζηε Νίθαηα ηεο 

Βηζπλίαο θαη πέζαλε γχξσ ζην 120 π.Υ . Ήηαλ καζεκαηηθφο θαη εθείλε ηελ επνρή δηέπξεςε 

ζηελ Αζηξνλνκία βάδνληαο ηηο βάζεηο γηα ηελ παξαπέξα εμέιημή ηεο. Οη θαιχηεξεο θαη πην 

ζεκαληηθέο παξαηεξήζεηο πνπ έθαλε έγηλαλ ζηε Ρφδν, αλ θαη κηα παξαηήξεζε ηεο εαξηλήο 

ηζεκεξίαο ζηελ Αιεμάλδξεηα ζηηο 24 Μαξηίνπ ηνπ 146 π.Υ, πνπ θαηαγξάθεθε, κπνξεί λα 

ήηαλ δηθή ηνπ. ια ηα έξγα ηνπ, εθηφο απφ έλα, ράζεθαλ θαη δελ έρνπκε άκεζε γλψζε ηεο 

δνπιεηάο ηνπ πάλσ ζηελ Σξηγσλνκεηξία, παξφιν πνπ ζεσξείηαη ν ηδξπηήο ηεο. ζα 

γλσξίδνπκε πξνέξρνληαη απφ δηάθνξεο άιιεο πεγέο.  

3.1 Σο έπγο ηος Ίππαπσος 

Σηο αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο ηνπ θαη ηηο κεζφδνπο ηνπ ν Ίππαξρνο ζπκπεξηέιαβε ζε έλα 

έξγν ηνπ 12 βηβιίσλ, πνπ δπζηπρψο ράζεθε. ην έξγν απηφ πεξηιακβαλφηαλ θαη ν πξψηνο 

θαηάινγνο αζηεξηψλ πνπ ζπγθξνηήζεθε πνηέ θαη ζπλέηαμε ν ίδηνο. Ο θαηάινγνο απηφο 

πεξηείρε πάλσ απφ 850 αζηέξηα νξαηά απφ ηελ Αιεμάλδξεηα. Ο Ίππαξρνο ήηαλ ν πξψηνο πνπ 

θαζφξηζε ηε ζέζε ηνπο ζηελ νπξάληα ζθαίξα θάλνληαο ρξήζε ησλ ζθαηξηθψλ 

ζπληεηαγκέλσλ, ζε ζρέζε κε ηελ εθιεηπηηθή. Γεληθά θαίλεηαη ζην έξγν ηνπ φηη πξνζπάζεζε 

λα δψζεη κεγάιε αθξίβεηα ζηνπο ππνινγηζκνχο ησλ απνζηάζεσλ θαη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο 

ζέζεο ησλ άζηξσλ ζηνλ νπξάλην ζφιν. Γηα ην ζθνπφ απηφ επηλφεζε φξγαλα αθξηβείαο θαη 

εθάξκνζε ηειεηνπνηεκέλεο κεζφδνπο ππνινγηζκνχ. Σα φξγαλα απηά είλαη ν Αζηξνιάβνο, κε 

ην νπνίν κπνξνχζαλ λα πξνβιέςνπλ ηηο ζέζεηο ηνπ ήιηνπ, ηεο ζειήλεο, ησλ πιαλεηψλ θαη 

ησλ άζηξσλ, ε Γηφπηξα, ζρεδηαζκέλε γηα παξαηεξήζεηο κφλν ζην κεζεκβξηλφ θαη ην 

Μεηεσξνζθφπην. Έηζη, ν Ίππαξρνο βειηίσζε ηνπο ππνινγηζκνχο ηνπ Αξίζηαξρνπ πνπ 

ζρεηίδνληαλ κε ηα κεγέζε θαη ηηο απνζηάζεηο ηνπ Ήιηνπ θαη ηεο ειήλεο, θαζνξίδνληαο ηηο 

θαηλφκελεο δηακέηξνπο κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα απ‟ φηη ν Αξίζηαξρνο. 

ρεηηθά κε ηελ αθξίβεηα ησλ ππνινγηζκψλ είλαη ζεκαληηθφ λα αλαθεξζεί φηη ππνιφγηζε ην 

ζειεληαθφ κήλα σο 29 κέξεο, 12 ψξεο , 44 ιεπηά, θαη 2 ½  δεπηεξφιεπηα, ην νπνίν είλαη 

ιηγφηεξν απφ έλα δεπηεξφιεπην απφ ηελ επί ηνπ παξφληνο απνδεθηή ηηκή ησλ 29,53059 

εκεξψλ. Δπηπιένλ, ππνιφγηζε φηη ην έηνο απνηειείηαη απφ 365 εκέξεο, 5 ψξεο θαη 53΄, ζε 

αληίζεζε κε ηηο 365 κέξεο θαη 6 ψξεο πνπ πίζηεπαλ πξηλ απφ ηνλ δηθφ ηνπ ππνινγηζκφ θαη κε 
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ηηο 365 κέξεο, 5 ψξεο, 48΄θαη 48΄΄ πνπ είλαη ε πξαγκαηηθή ηηκή. Αθφκα πξνζδηφξηζε κε 

αθξίβεηα ηε δηάξθεηα ησλ επνρψλ, δίλνληαο γηα ην θαινθαίξη 92 ½  εκέξεο θαη γηα ηελ άλνημε 

94 ½ εκέξεο. 

Δπηπξφζζεηα ν Ίππαξρνο ήηαλ απηφο πνπ αλαθάιπςε κηα κέζνδν πξνζδηνξηζκνχ ηεο 

γεσγξαθηθήο ζέζεο ελφο ηφπνπ ηεο γεο, κε ηε βνήζεηα ηνπ γεσγξαθηθνχ κήθνπο θαη 

γεσγξαθηθνχ πιάηνπο  θαη ηε ζηεξενγξαθηθή πξνβνιή γηα ηελ θαηαζθεπή ραξηψλ ηεο 

επηθάλεηαο ηεο γεο. κσο, ε κεγαιχηεξε ίζσο αλαθάιπςή ηνπ, πνπ δηθαησκαηηθά ηνπ 

απέδσζε ηε θήκε σο ηνπ επθπέζηεξνπ αζηξνλφκνπ ηεο αξραηφηεηαο, ήηαλ εθείλε ηεο 

κεηάπησζεο ησλ ηζεκεξηψλ. ηελ αλαθάιπςε απηνχ ηνπ θαηλνκέλνπ ν Ίππαξρνο έθηαζε 

ζπγθξίλνληαο δηθέο ηνπ παξαηεξήζεηο γηα ηηο ζέζεηο ησλ αζηέξσλ θαη θπξίσο ηνπ αζηέξα 

ηάρπνο, κε αληίζηνηρεο παξαηεξήζεηο πνπ είραλ θάλεη ν Δπθιείδεο θαη νη αζηξνλφκνη 

Αξίζηπιινο θαη Σηκνράξεο.   

ην ζεκείν απηφ φκσο, ζα αλαπηπρζεί ε ζπλεηζθνξά ηνπ Ίππαξρνπ ζηελ αλάπηπμε ηεο 

Σξηγσλνκεηξίαο. Παξφιν πνπ δελ ηελ αλαθάιπςε ν ίδηνο ππάξρνπλ απνδείμεηο φηη είλαη ην 

πξψην άηνκν, ην νπνίν ρξεζηκνπνίεζε ζπζηεκαηηθά ηελ Σξηγσλνκεηξία. ην έξγν ηνπ κε ηηο 

αζηξνλνκηθέο ηνπ παξαηεξήζεηο πνπ έρεη αλαθεξζεί πην πάλσ, εθηφο απφ ηνλ θαηάινγν 

αζηεξηψλ πνπ πεξηείρε, πεξηιακβαλφηαλ θαη εθηεηακέλνη πίλαθεο ηηκψλ ρνξδψλ ηφμνπ. 

ρεηηθά κε ην ζέκα απηφ, ηεο ζπγθξφηεζεο πηλάθσλ ρνξδψλ, πηζηεχεηαη φηη πηζαλφ λα είρε 

αζρνιεζεί ν Απνιιψληνο πην πξηλ, αιιά ίζσο θαη ν Αξρηκήδεο. Παξφιν πνπ δελ ππάξρνπλ 

έγγξαθα πνπ λα δίλνπλ ηνπο πίλαθεο ηνπ Ίππαξρνπ ή ηηο κεζφδνπο ηνπ, σζηφζν απφ πνιιέο 

πεγέο κπνξεί λα ζρεκαηηζηεί κηα εηθφλα γηα ηε δνπιεηά ηνπ. Γηα ηε ζχληαμε απηψλ ησλ 

πηλάθσλ ν Ίππαξρνο, πξέπεη λα ππνιφγηζε αξρηθά ηηο ρνξδέο κεξηθψλ αμηνζεκείσησλ ηφμσλ, 

κε ηε βνήζεηα ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο θαη ησλ ηχπσλ πνπ δίλνπλ ηηο πιεπξέο ησλ 

απινχζηεξσλ θαλνληθψλ πνιπγψλσλ ζπλαξηήζεη ηεο αθηίλαο. Άιισζηε, ήηαλ απηφο πνπ είρε 

επηλνήζεη ηε δηαδηθαζία ππνινγηζκνχ πιεπξάο θαλνληθνχ 9-γψλνπ θαη 11-γψλνπ, πνπ 

ρξεζηκνπνίεζε θαη αξγφηεξα ν Ήξσλαο ζην έξγν ηνπ «Μεηξηθά». 

Οη Βαβπιψληνη θάπνηα ζηηγκή πξηλ απφ ην 300 π.Υ εηζήγαγαλ ηε δηαίξεζε ηεο πεξηθέξεηαο 

ηνπ θχθινπ ζε 360
ν 

θαη κέζα ζηνπο επφκελνπο δχν αηψλεο απηή ε κέηξεζε κε ηηο 

ππνδηαηξέζεηο ηεο, ζχκθσλα κε ην εμεθνληαδηθφ ζχζηεκα, πηνζεηήζεθε απφ ηνλ ειιεληθφ 

θφζκν θαη ν Ίππαξρνο ήηαλ ν πξψηνο πνπ έθαλε ρξήζε απηψλ ησλ κνλάδσλ. 

Σν βαζηθφ ζηνηρείν ηεο ηξηγσλνκεηξίαο ηνπ Ίππαξρνπ θαη αξγφηεξα ηνπ Πηνιεκαίνπ, ήηαλ ε 

ρνξδή πνπ θείηαη θάησ απφ έλα δνζκέλν ηφμν ζε θχθιν κε θαζνξηζκέλε αθηίλα. Καη νη δχν 
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ζπληάμαλε πίλαθεο θαηαρσξψληαο ην ηφμν α θαη ηε ρνξδή (α) γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 

ηφμνπ α.  

ε έλαλ θχθιν ε ρνξδή είλαη απιά έλα κήθνο θη αλ ζπκβνιίζνπκε κε ξ ηελ αθηίλα ηνπ 

θχθινπ, ηφηε ε ρνξδή ζπλδέεηαη κε ην εκίηνλν ζχκθσλα κε ηηο επφκελεο εμηζψζεηο: 

                           

                           

 

  
          

 
 = εκ 

 

 
    ή    ρνξδή (α) = 2ξ εκ 

 

 
 

 

Γηα ηελ θαηαλφεζε απηψλ ησλ ζρέζεσλ έζησ θχθινο κε θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ θαη έζησ φηη 

ζην ηφμν ΑΓ βαίλεη κηα γσλία α απφ ην θέληξν Ο. Σν ΑΜ είλαη θάζεην ζην ΟΓ θαη ην 

πξνεθηείλνπκε ψζηε λα ηκήζεη ηνλ θχθιν ζην Α΄.  

                   

Σφηε, εκ α = 
  

  
 θαη ΑΜ είλαη 

   

 
 ή ην κηζφ ηεο ρνξδήο πνπ βαίλεη ζε κηα γσλία 2α ζην 

θέληξν, πνπ ίζσο ζπκβνιίδεηαη ζχληνκα σο 
 

 
 ρνξδή 2α. Έηζη, ινηπφλ,  
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 = 

   

    
 θαη έπεηαη φηη ην εκ α θαη ην 

 

 
 ρνξδή(2α) είλαη ηζνδχλακα. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

θαη ην ζπλ α πνπ ηζνχηαη κε εκ (90
ν
 – α) είλαη ηζνδχλακν κε  

 

 
 ρνξδή (180

ν
 – 2α).  

Δπεηδή, ε γσλία θαη ην ηφμν κεηξψληαη ζε κνίξεο θαη ιεπηά, ν Ίππαξρνο απνθάζηζε λα 

ρξεζηκνπνηήζεη ην ίδην κέγεζνο θαη γηα ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ. Γλσξίδνληαο φηη ε πεξηθέξεηα 

ηνπ θχθινπ ηζνχηαη κε 2πξ θαη παίξλνληαο γηα ην π ηελ εμεθνληαδηθή πξνζέγγηζε 3;8,30, 

ππνιφγηζε ηελ αθηίλα ξ σο 

                     ξ =   
       

  
 =  

      

   
 =  3438΄  (ζηνλ πιεζηέζηεξν αθέξαην) 

Γηα λα ππνινγίζεη ηνλ πίλαθα ρνξδψλ ν Ίππαξρνο, μεθίλεζε κε ηε γσλία ησλ 60
ν
. ε απηή ηελ 

πεξίπησζε ηζνχηαη κε ηελ αθηίλα, δειαδή ρνξδή (60
ν
 ) = 3438΄= 57;18. Γηα ηε γσλία ησλ 90

ν
, 

ε ρνξδή ηζνχηαη κε ξ√  = 4862΄= 81;2. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ρνξδψλ άιισλ γσληψλ, ν 

Ίππαξρνο ρξεζηκνπνίεζε δχν γεσκεηξηθά απνηειέζκαηα. 
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Πξψηνλ, είλαη θαλεξφ απφ ην παξαπάλσ ζρήκα φηη  

                    ρνξδή
2
 (α) + ρνξδή

2
 (180 – α ) =                     

Δπεηδή ε ρνξδή (180 – α) = 2ξ ζπλ 
 

 
 , απηφ ην απνηέιεζκα είλαη ηζνδχλακν κε  

                           εκ
2
 α + ζπλ

2
 α = 1 

Σε ζρέζε απηή ηε γλψξηδαλ θαη ν Ίππαξρνο θαη ν Πηνιεκαίνο. 

Γεχηεξνλ, ν Ίππαξρνο ππνιφγηζε ηε ρνξδή (
 

 
). Έζησ, γσλία α = Β ̂Γ, ε νπνία δηρνηνκείηαη 

απφ ηελ ΟΓ. 

 

                 

Γηα λα εθθξαζηεί ε ρνξδή (
 

 
 ) = ΓΓ ζπλαξηήζεη ηεο ρνξδήο (α) = ΒΓ, παίξλνπκε Δ πάλσ 

ζηελ ΑΓ έηζη ψζηε ΑΔ = ΑΒ. Σφηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ίζν κε ην ΑΔΓ θαη ΒΓ = ΓΔ. Αθνχ 

ΒΓ = ΓΓ, ηφηε θαη ΓΓ = ΓΔ. Αλ ΓΕ θάζεηε ζην ΔΓ, ηφηε                   

                             ΓΕ = 
 

 
  ΓΔ = 

 

 
 (ΑΓ – ΑΒ) = 

 

 
 [2ξ – ρνξδή (180 – α)]. 
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Δπίζεο, ηα ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΓΓΕ είλαη φκνηα, νπφηε 

                                               
  

  
 = 

  

  
  

Δπνκέλσο, ρνξδή
2
  (

 

 
) = ΓΓ

2
 = ΑΓ * ΓΕ = ξ [2ξ – ρνξδή (180 – α)]. 

ε ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ έρνπκε   

                           ( 2ξ εκ 
 

 
 )

2
 = ξ (2ξ – 2ξ ζπλ 

 

 
 )  

Αληηθαζηζηψληαο ηε γσλία α κε 2
 
α, έρνπκε 

                            εκ
2
 
 

 
  = 

       

 
             

Ο Ίππαξρνο έηζη κπνξνχζε λα ππνινγίζεη εχθνια ηε ρνξδή γηα θάζε γσλία κεηαμχ   7
ν
 
 

 
   θαη 

180
ν
. 

(Heath, 1921; Katz, 1998; González-Velasco, 2011; Σζηκπνπξάθεο, 2004; Toomer, 1974). 

                   

                        Ο πίλαθαο ρνξδψλ ηνπ Ίππαξρνπ (αλαθαηαζθεπαζκέλνο)  

      Σφμα ζε κνίξεο      Υνξδή ζε ιεπηά Υνξδή ζε κνίξεο θαη ιεπηά 

7
 

 
 450 7;30 

15 897 14;57 

22
 

 
 1341 22;21 

30 1779 29;39 

37
 

 
 2210 36;50 

45 2631 43;51 

52
 

 
 3041 50;41 

60 3438 57;18 

67
 

 
 3820 63;40 

75 4185 69;45 

82
 

 
 4533 75;33 
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90 4862 81;2 

97
 

 
 5169 86;9 

105 5455 90;55 

112
 

 
 5717 95;17 

120 5954 99;14 

127
 

 
 6166 102;46 

135 6352 105;52 

142
 

 
 6510 108;30 

150 6641 110;41 

157
 

 
 6743 112;23 

165 6817 113;37 

172
 

 
 6861 114;21 

180 6875 114;35 

                                            (Toomer, 1984, p. 8)                               

 

4. Η ζςνειζθοπά ηος Μενελάος ζηη θαιπική Σπιγυνομεηπία     

Παξφιν πνπ είλαη ιίγα γλσζηά γηα ηε δσή ηνπ Μελειάνπ, γελλήζεθε ζηελ Αιεμάλδξεηα γχξσ 

ζην 70 κ.Υ θαη πέζαλε ην 130 κ.Υ. Ζ γέλλεζή ηνπ ζπκπίπηεη κε ηελ αξρή ηεο βαζηιείαο ηνπ 

Βεζπαζηαλνχ, ν νπνίνο πήξε ηελ εμνπζία ην 69 κ.Υ θαη μεθηλψληαο έηζη κηα πεξίνδνο 

ζηαζεξφηεηαο. Ο Βεζπαζηαλφο, 9
νο

 απηνθξάηνξαο ηεο Ρσκατθήο Απηνθξαηνξίαο, θαζψο θαη 

ηδξπηήο ηεο δπλαζηείαο ησλ Φιαβίσλ, ήηαλ γλσζηφο γηα πνιιά κεγάια έξγα πνπ 

δεκηνχξγεζε, φπσο ην Φφξνπκ θαη ην Κνινζζαίν. Ο Μελέιανο πέξαζε θάπνην ρξνληθφ 

δηάζηεκα ζηε Ρψκε, φπνπ έθαλε αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο. Ζ επνρή θαηά ηελ νπνία έδεζε 

ν Μελέιανο έρεη θαηά πξνζέγγηζε πξνζδηνξηζηεί απφ ην γεγνλφο φηη ν Πηνιεκαίνο παξαζέηεη 

κηα παξαηήξεζε ηεο δνπιεηάο ηνπ ηνλ πξψην ρξφλν ηεο θπξηαξρίαο ηνπ Σξαταλνχ ην 98 κ.Υ.  

Αζρνιήζεθε εθηεηακέλα κε ζέκαηα ζθαηξηθήο γεσκεηξίαο θαη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ηα 

ζπκπεξηέιαβε ζην πεξίθεκν έξγν ηνπ «θαηξηθή». Δθηφο απφ ηα «θαηξηθή», ν Μελέιανο 

έγξαςε δηάθνξεο πξαγκαηείεο. Ο Θέσλ ν Αιεμαλδξεχο καο πιεξνθνξεί πάιη φηη εθηφο απφ 

ηνλ Ίππαξρν θαη ν Μελέιανο είρε ζπγγξάςεη έξγν πεξί Σξηγσλνκεηξίαο απνηεινχκελν απφ 6 
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βηβιία κε ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε πάιη ηε ρνξδή θχθινπ θαη ηίηιν «Πεξί ππνινγηζκνχ 

ησλ ρνξδψλ θχθινπ». Σν ζχγγξακκα απηφ δελ έρεη δηαζσζεί, αιιά έρεη δηαζσζεί κεγάιν 

κέξνο απφ ηα «θαηξηθή», ζε αξαβηθή κεηάθξαζε, θαη ην νπνίν απνηεινχληαλ απφ ηξία 

βηβιία. 

Ζ ζθαηξηθή γεσκεηξία πνπ πεξηέρεη ζηελ πξαγκαηεία ηνπ ν Μελέιανο είλαη πην πξνρσξεκέλε 

απφ απηήλ ησλ πξνεγνπκέλσλ ηνπ. πλνπηηθά, ην πξψην βηβιίν πεξηέρεη 39 πξνηάζεηο θαη 

ζεκειηψλεη ηελ πξψηε κε Δπθιείδεηα γεσκεηξία, ηε ζθαηξηθή, ζηελ νπνία πξσηεχνληα ξφιν 

παίδνπλ νη κέγηζηνη θχθινη ζθαίξαο, ελψ ηνλ αληίζηνηρν ξφιν ζηελ Δπθιείδεηα γεσκεηξία ηνλ 

έπαηδαλ νη επζείεο. Δδψ εηζάγνληαη γηα πξψηε θνξά ζηελ επηζηήκε, ηα ζθαηξηθά ηξίγσλα, 

δειαδή ηα ηξίγσλα κε πιεπξέο ηφμα κέγηζησλ θχθισλ ζθαίξαο, ηα νπνία ν ίδηνο ηα απνθαιεί 

“ηξίπιεπξα”. Σν δεχηεξν βηβιίν είλαη θαζαξά αζηξνλνκηθνχ πεξηερνκέλνπ θαη πεξηέρεη 21 

πξνηάζεηο, νη απνδείμεηο ησλ νπνίσλ είλαη νπζηαζηηθά γεληθεχζεηο θαη επεθηάζεηο ησλ 

πξνηάζεσλ ζηα «θαηξηθά» ηνπ Θενδνζίνπ. Βέβαηα νη απνδείμεηο είλαη αξθεηά δηαθνξεηηθέο 

απφ εθείλεο ηνπ Θενδνζίνπ, πνπ είλαη γεληθά καθξνζθειείο. Σέινο, ην ηξίην, πνπ απαξηίδεηαη 

απφ 25 πξνηάζεηο, ζεκειηψλεη ηε θαηξηθή ηξηγσλνκεηξία κε ηελ νπνία αζρνιήζεθαλ 

ζπζηεκαηηθά νη Έιιελεο θαη ζην βηβιίν απηφ εκθαλίδεηαη ην ζεκειηαθφ ζεψξεκα ηεο ζεσξίαο 

ησλ δηαηεκλνπζψλ γηα ηα ζθαηξηθά ηξίγσλα. Σν ζεψξεκα απηφ ζήκεξα θέξεη ηνλ ηίηιν 

“Θεψξεκα ηνπ Μελειάνπ” πξνο δφμα ηνπ αιεμαλδξηλνχ καζεκαηηθνχ. 

 

4.1 Σο ππώηο βιβλίο 

ην βηβιίν απηφ δίλεηαη γηα πξψηε θνξά ε έλλνηα θαη ν νξηζκφο ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. 

Έηζη, ινηπφλ, ζηελ εηζαγσγή ηνπ πξψηνπ βηβιίνπ ν Μελέιανο νξίδεη ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν, ην 

νπνίν φπσο πξναλαθέξζεθε ην νλνκάδεη ηξίπιεπξν, σο ην κέξνο ηε ζθαηξηθήο επηθάλεηαο πνπ 

νξηνζεηείηαη απφ ηξία ηφμα κέγηζησλ θχθισλ θαζέλα απφ ην νπνίν είλαη κηθξφηεξν απφ 

εκηθχθιην. Ο Μελέιανο, λα ζεκεησζεί, φηη δε δίλεη ηνπο ζπλεζηζκέλνπο νξηζκνχο ησλ 

ζεκείσλ θαη ησλ θχθισλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε ζθαίξα, φπσο γηα παξάδεηγκα, ν πφινο, ν 

κέγηζηνο θχθινο, ν κηθξφο θχθινο, αιιά αθνχ δψζεη ηνλ νξηζκφ ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, 

ζηελ ζπλέρεηα νξίδεη ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγψλνπ σο ηηο γσλίεο πνπ πεξηθιείνληαη απφ ηφμα 

κέγηζησλ θχθισλ επάλσ ζηε ζθαίξα. Αθνινπζνχλ νξηζκνί πνπ εμεγνχλ πφηε κηα γσλία είλαη 

κεγαιχηεξε απφ κηα άιιε, θαζψο θαη πφηε κηα γσλία είλαη νξζή. 

Δλψ νη πεξηζζφηεξεο πξνηάζεηο ζηα «θαηξηθά» ηνπ Θενδνζίνπ είλαη ζηεξενκεηξηθέο ζην 

βηβιίν ηνπ ν Μελέιανο αλαπηχζζεη ηε γεσκεηξία ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο κε αλάινγν 
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ηξφπν ηεο έθζεζεο ηεο επίπεδεο γεσκεηξίαο απφ ηνλ Δπθιείδε. Φαίλεηαη ινηπφλ, φηη ν ζηφρνο 

ηνπ Μελειάνπ ήηαλ λα δψζεη ηηο θπξηφηεξεο πξνηάζεηο ζρεηηθά κε ηα ζθαηξηθά ηξίγσλα πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηηο πξνηάζεηο ηνπ Δπθιείδε ζρεηηθά κε ηα επίπεδα ηξίγσλα. Ωζηφζν δελ 

πεξηνξίδεη ηνλ εαπηφ ηνπ ζηηο κεζφδνπο απφδεημεο ηνπ Δπθιείδε αθφκα θαη εθεί φπνπ ζα 

κπνξνχζαλ λα πξνζαξκνζηνχλ ζηελ πεξίπησζε ηεο ζθαίξαο. Γεληθφηεξα απνθεχγεη ηελ 

απφδεημε κε εηο άηνπν απαγσγή θαη πξνηηκά εχθνιεο απνδείμεηο. 

Μεξηθά παξαδείγκαηα πξνηάζεσλ ηεο «θαηξηθήο» ηνπ Μελειάνπ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

πξνηάζεηο ησλ «ηνηρείσλ» ηνπ Δπθιείδε, είλαη νη πξνηάζεηο 2 θαη 3 πνπ δειψλνπλ ζε έλα 

ηζνζθειέο ζθαηξηθφ ηξίγσλν ηελ ηζφηεηα ησλ ππφ ηε βάζε γσληψλ θαη ην αληίζηξνθν, πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηηο πξνηάζεηο 5 θαη 6 ηνπ πξψηνπ βηβιίνπ ησλ «ηνηρείσλ». Οη πξνηάζεηο Η.18 

θαη Η.19 ηνπ Δπθιείδε, ε κεγαιχηεξε πιεπξά είλαη απέλαληη απφ ηε κεγαιχηεξε γσλία θαη 

αληίζηξνθα, αλαινγνχλ ζηηο πξνηάζεηο 7 θαη 9 ηνπ Μελειάνπ. Δλψ νη πεξηζζφηεξεο 

πξνηάζεηο αληηζηνηρνχλ ζε πξνηάζεηο ησλ «ηνηρείσλ», νη πξνηάζεηο 10 θαη 11 δελ είλαη 

αλάινγεο κε θακία πξφηαζε ηνπ Δπθιείδε, νη νπνίεο νπζηαζηηθά δείρλνπλ φηη ην άζξνηζκα 

ησλ γσληψλ ζε έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν ππεξβαίλεη ηηο δχν νξζέο. 

Ππόηαζη 10: Αλ δχν πιεπξέο ζε έλα ηξίπιεπξν είλαη καδί κηθξφηεξεο απφ εκηθχθιην, ηφηε ε 

εμσηεξηθή γσλία, πξνζθείκελε ζε κία απφ απηέο ηηο πιεπξέο είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ 

απέλαληη εζσηεξηθή γσλία πξνζθείκελε ζηελ ελαπνκείλαζα πιεπξά. Αλ νη δχν πιεπξέο είλαη 

καδί κεγαιχηεξεο απφ εκηθχθιην, ηφηε ε εμσηεξηθή γσλία είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ απέλαληη 

εζσηεξηθή γσλία θαη αλ νη δχν πιεπξέο είλαη καδί ίζεο κε εκηθχθιην, ηφηε ε εμσηεξηθή γσλία 

είλαη ίζε κε ηελ απέλαληη εζσηεξηθή γσλία.  

Με ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ αλ α, β, γ είλαη νη πιεπξέο θαη  ̂,  ̂,  ̂ νη απέλαληη γσλίεο ζε έλα 

ζθαηξηθφ ηξίγσλν, ηφηε ε εμσηεξηθή γσλία ηεο  ̂ , ή ε 180
ν
 –   ̂< = ή >  ̂ αλάινγα αλ γ+α >= 

ή < 180
ν
 . 

Απόδειξη: Αο είλαη νη πιεπξέο ΑΒ θαη ΒΓ ζε έλα ηξίπιεπξν κηθξφηεξεο απφ εκηθχθιην. Σφηε 

ε γσλία Β ̂Γ είλαη κεγαιχηεξε απφ ηε γσλία Β ̂Γ. Πξνεθηείλνπκε ηα ηφμα ΑΒ θαη ΑΓ κέρξη 

λα ζπλαληεζνχλ ζην Γ. Καζέλα απφ απηά είλαη εκηθχθιην. Αθνχ ΑΒ θαη ΒΓ είλαη καδί 

κηθξφηεξα απφ εκηθχθιην, είλαη κηθξφηεξα απφ ην ηφμν ΑΒΓ. Αιιά ην ηφμν ΒΓ πνπ κέλεη 

είλαη κεγαιχηεξν απφ ην ΒΓ. Αιιά φπσο έρεη δεηρζεί ζηελ πξφηαζε 9 (απέλαληη απφ ηε 

κεγαιχηεξε πιεπξά ζε έλα ηξίπιεπξν βξίζθεηαη ε κεγαιχηεξε γσλία), ε γσλία Β ̂Γ, ε νπνία 

είλαη ίζε κε ηε γσλία Β ̂Γ, είλαη κηθξφηεξε απφ ηε γσλία Β ̂Γ.  
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κνηα, αλ ην άζξνηζκα ησλ ηφμσλ ΑΒ θαη ΒΓ είλαη κεγαιχηεξν απφ εκηθχθιην, ηφηε ην ηφμν 

ΒΓ ζα είλαη κεγαιχηεξν απφ ην ελαπνκείλαλ ηφμν ΒΓ. Αιιά ηφηε ε γσλία Β ̂Γ, ε νπνία είλαη 

ίζε κε ηε γσλία Β ̂Γ, είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ πξναλαθεξζείζα γσλία Β ̂Γ. κνηα, είλαη 

θαλεξφ φηη φηαλ ην άζξνηζκα ησλ ηφμσλ είλαη ίζν κε εκηθχθιην, ηφηε ην ηφμν ΒΓ ζα είλαη ίζν 

κε ην ηφμν ΒΓ θαη ε γσλία Β ̂Γ ζα είλαη ίζε κε ηε γσλία Β ̂Γ . 

 

Ππόηαζη 11: Ζ εμσηεξηθή γσλία ζε θάζε ηξίπιεπξν είλαη κηθξφηεξε θαη απφ ηηο δχν 

εζσηεξηθέο γσλίεο απέλαληη απφ απηή. 

Απόδειξη: Έζησ ΑΒΓ ηξίγσλν. Πξνεθηείλνπκε ηελ ΑΓ ζην Γ. Σφηε ε εμσηεξηθή γσλία Β ̂Γ 

είλαη κηθξφηεξε θαη απφ ηηο δχν γσλίεο ζηα ζεκεία Α θαη Β απέλαληη ζε απηή. 

Απφ ην ζεκείν Γ ζην ηφμν ΓΓ θαηαζθεπάδνπκε γσλία Γ ̂Δ ίζε κε ηε γσλία Β ̂Γ. 

Πξνεθηείλνπκε ηελ ΑΒ απφ ην ζεκείν Β ζην ζεκείν Δ ζην νπνίν ζπλαληά ηε ΓΔ. Αθνχ ε 

γσλία Γ ̂Δ, ε εμσηεξηθή γσλία ηνπ ηξηγψλνπ ΑΓΔ, είλαη ίζε κε ηε γσλία Β ̂Γ, ην άζξνηζκα 

ηεο ΑΔ θαη ΔΓ είλαη εκηθχθιην, φπσο έρεη δεηρζεί ζηελ πξφηαζε 10. Αιιά ηφηε, ην άζξνηζκα 

ησλ γσληψλ Β ̂Γ θαη Α ̂Γ είλαη κεγαιχηεξν απφ ηελ εμσηεξηθή γσλία Β ̂Γ ηνπ ηξηγψλνπ.  
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Απφ απηφ είλαη θαλεξφ φηη νη γσλίεο  ̂,  ̂,  ̂  ππεξβαίλνπλ ηηο δχν νξζέο, θαζψο νη γσλίεο 

Β ̂Α θαη Β ̂Γ ηζνχληαη κε δχν νξζέο θαη ην άζξνηζκα ησλ γσληψλ  ̂,  ̂,  ̂   είλαη κεγαιχηεξν 

απφ ηηο δχν πξνεγνχκελεο γσλίεο. 

 

4.2 Σο ηπίηο βιβλίο   

Ζ πξφηαζε Η ηνπ 3
νπ

 βηβιίνπ ηνπ έξγνπ ηνπ Μελειάνπ παίδεη ζπνπδαίν ξφιν ζηελ ηζηνξία ηεο 

ζθαηξηθήο γεσκεηξίαο θαη ηξηγσλνκεηξίαο. Πξψηα φκσο ζα παξαζέζνπκε δχν παξαιιαγέο 

ηνπ ζεσξήκαηνο ζην επίπεδν θαη δχν πξνηάζεηο ζηηο νπνίεο ζηεξίδεηαη ε απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ. 

 

1
η
  πεπίπηωζη για ηο επίπεδο ηπίγωνο 

 Έρνπκε δχν ηεκλφκελεο επζείεο ΑΒ, ΑΓ θαζψο θαη ηηο επζείεο ΒΔ θαη ΓΓ πνπ ηέκλνληαη ζην 

ζεκείν Κ. Σφηε, 

                                         
   

  
 = 

  

  
 
  

  
 

Απόδειξη: Απφ ην Δ θέξλνπκε παξάιιειε ΔΖ ζηε ΓΓ. Αθνχ ΓΓ θαη ΔΖ είλαη παξάιιειεο, 

έρνπκε   
  

  
 = 

  

  
 . Φέξλνπκε ΚΓ. Σφηε, 

  

  
 = 

  

  
 
  

  
. 
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Δπνκέλσο, 
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 . Αιιά ν ιφγνο  

  

  
  είλαη ίζνο κε ην ιφγν  

  

  
 , επεηδή ΔΖ θαη ΚΓ 

είλαη παξάιιεια. 

Έηζη,                           
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 . 

Κνηηάδνληαο ηελ πεξίπησζε απηή απφ ζχγρξνλε νπηηθή γσλία, ε επζεία ΒΓΑ είλαη εμσηεξηθή 

δηαηέκλνπζα ηνπ ηξηγψλνπ ΓΔΚ. 

 

2
η
 πεπίπηωζη για ηο επίπεδο ηπίγωνο 

 Με ηνλ ίδην ηξφπν κπνξνχκε λα απνδείμνπκε φηη   
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 . 

Απόδειξη: Απφ ην Α θέξλνπκε παξάιιειε ζην ΔΒ, ηελ ΑΖ θαη πξνεθηείλνπκε ην 

επζχγξακκν ηκήκα ΓΚ κέρξη λα ζπλαληήζεη ηελ ΑΖ.  
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Αθνχ ΑΖ // ΔΚ, ηφηε   
  

  
 = 

  

  
. 

Ζ ΓΖ ζπλαληά ηελ ΑΒ ζην Γ, ηφηε    
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 . 

Αιιά,  
  

  
 = 

  

  
 , γηαηί ΑΖ // ΚΒ. 

Δπνκέλσο, 
  

  
 =  

  

  
 
  

  
 . Αιιά, 

  

  
 = 

  

  
 , πάιη απφ ΑΖ// ΚΒ. 

Έηζη έρνπκε,  
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 . 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, κε ζχγρξνλε νπηηθή, ε επζεία ΒΚΔ είλαη εζσηεξηθή 

δηαηέκλνπζα ηνπ ηξηγψλνπ ΓΑΓ. 

 

ηε ζπλέρεηα αθνινπζνχλ δχν πξνηάζεηο ζηηο νπνίεο βαζίδεηαη ε απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 

ηνπ Μελειάνπ, αιιά ν Μελέιανο ηηο ζεσξεί γλσζηέο θαη ηηο ρξεζηκνπνηεί ρσξίο απφδεημε. 

Σελ απφδεημε ηνπο δίλεη ν Πηνιεκαίνο ζην έξγν ηνπ. 
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1
η
 ππόηαζη  

ην ζρήκα αλ ΟΓ ε αθηίλα πνπ ηέκλεη ηε ρνξδή ΑΒ ζην Γ, ηφηε  

                                       
  

  
   =  

          

          
  =  

     

     
 

                         

Φέξνπκε ηηο ΑΜ, ΒΝ θάζεηεο ζην ΟΓ. Σα ηξίγσλα ΑΜΓ θαη ΒΝΓ είλαη φκνηα θαη έηζη 

έρνπκε   
  

  
 = 

  

  
 . κσο, 

  

  
 = 

 

 
            

 

 
            

 = 
     

     
 , φπσο έρνπκε δείμεη πην πάλσ ηε 

ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηε ρνξδή ηφμνπ θαη ην εκίηνλν. Έηζη, απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο 

πξνθχπηεη ε δεηνχκελε, δειαδή 

                                            
  

  
   =    

     

     
 

ηελ πξφηαζε απηή κε ζχγρξνλν πξίζκα ζεσξήζεσο, ε επζεία ΓΟΓ΄ είλαη εζσηεξηθή 

δηαηέκλνπζα ηνπ θπθιηθνχ ηκήκαηνο ΑΓΒΑ. 
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2
η
 ππόηαζη 

Αλ ην ΑΒ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο αθηίλαο ΟΓ ζην Σ, ηφηε   

                                            
  

  
 = 

     

     
 

 

Απηφ ηζρχεη δηφηη αλ ΑΜ, ΒΝ είλαη θάζεηα ζην ΟΓ, έρνπκε, φπσο πην πάλσ, ιφγσ νκνηφηεηαο 

ησλ ηξηγψλσλ ΑΜΣ θαη ΒΝΣ φηη   
  

  
 = 

  

  
 . κσο, 

                                      
  

  
 = 

 

 
            

 

 
            

 = 
     

     
 . 

Έηζη ινηπφλ, απφ ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθχπηεη ην δεηνχκελν,  

                                             
  

  
 = 

     

     
 . 

Καη ηέινο θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε κε ζχγρξνλε νπηηθή, ε δηάκεηξνο ΣΓΟΓ΄ είλαη 

εμσηεξηθή δηαηέκλνπζα ηνπ θπθιηθνχ ηκήκαηνο ΑΒΑ. 

Έπεηηα απφ ηηο πξνηάζεηο απηέο κπνξνχκε λα παξαζέζνπκε ην πεξίθεκν ζεψξεκα ηνπ 

Μελειάνπ κε ηελ απφδεημε ηνπ, πνπ αλαθέξεηαη ζε ζθαηξηθφ ηξίγσλν θαη νπνηαδήπνηε 

δηαηέκλνπζα (κέγηζηνο θχθινο) πνπ λα ηέκλεη ηηο πιεπξέο ελφο ηξηγψλνπ, πξνεθηεηακέλεο 

εθφζνλ είλαη απαξαίηεην. Ο Μελέιανο, σζηφζν, δε ρξεζηκνπνηεί ηνλ φξν ηνπ ζθαηξηθνχ 
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ηξηγψλνπ θαη ηεο δηαηέκλνπζαο ζηε δηθή ηνπ δηαηχπσζε, αιιά δηαηππψλεη ηελ πξφηαζε κε 

φξνπο ηεκλφκελσλ κέγηζησλ θχθισλ.  

ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ην ζεψξεκα θαη ε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ, 

φπσο ηα παξαζέηεη ν Πηνιεκαίνο ζην έξγν ηνπ Αικαγέζηε (Toomer, 1984). 

«Θεώπημα Μενελάος»  

Αλάκεζα ζε δχν ηφμα ΑΓΒ, ΑΔΓ κέγηζησλ θχθισλ ππάξρνπλ άιια δχν ηφμα κέγηζησλ 

θχθισλ ΓΕΓ θαη ΒΕΔ πνπ ηα ηέκλνπλ θαη ηέκλνπλ επίζεο ην έλα ην άιιν ζην Ε. ια ηα ηφμα 

είλαη κηθξφηεξα απφ εκηθχθιην. Εεηείηαη λα δεηρζεί φηη, 

                         
          

          
 = 

          

          
 · 

          

          
 , 

ην νπνίν κε ζχγρξνλε νξνινγία γξάθεηαη:  
     

     
 = 

     

     
 · 

     

     
  

 

Απόδειξη 

Έζησ Θ ην θέληξν ηεο ζθαίξαο θαη θέξνπκε αξρηθά ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΘΒ, ΘΕ, ΘΔ, 

απφ ην θέληξν Θ ζηα ζεκεία ηνκήο ησλ κέγηζησλ θχθισλ Β, Ε, Δ, ηε ζπλέρεηα θέξνπκε ην 
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επζχγξακκν ηκήκα ΑΓ . Σφηε, ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΓ, ΘΒ, επεηδή βξίζθνληαη ζην ίδην 

επίπεδν, είλαη είηε παξάιιεια είηε κε παξάιιεια. Αλ δελ είλαη παξάιιεια ζα ηέκλνληαη είηε 

θαηά ηε δηεχζπλζε ησλ Γ, Β είηε θαηά ηε δηεχζπλζε ησλ Α, Θ. 

 Έζησ φηη πξνεθηείλνπκε ηα ΑΓ, ΘΒ θαη ηέκλνληαη ζην Σ, ζηελ δηεχζπλζε ησλ Γ, Β. Έπεηηα 

θέξνπκε ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΚΓ, ΓΛΓ λα ηέκλνπλ ηα ΘΔ, ΘΕ, ζηα Κ, Λ, αληίζηνηρα. 

Σφηε, ηα Κ, Λ, Σ είλαη ζπλεπζεηαθά, δειαδή ζηελ επζεία γξακκή πνπ νξίδνπλ ηα επίπεδα ηνπ 

ηξηγψλνπ ΑΓΓ θαη ηνπ κέγηζηνπ θχθινπ ΔΕΒ. Δπνκέλσο ηα ζεκεία Κ, Λ, Σ βξίζθνληαη 

ηαπηφρξνλα ζε δχν επίπεδα. 

Έηζη έρνπκε δχν επζείεο γξακκέο ΑΓ, ΑΣ πνπ ηέκλνληαη απφ ηηο δχν επζείεο γξακκέο ΓΓ, 

ΣΚ, πνπ ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο ζην Λ. Δπνκέλσο, απφ ηελ παξαιιαγή ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ 

Μελειάνπ ζηελ επίπεδε γεσκεηξία πνπ απνδείρζεθε πην πάλσ, ρξεζηκνπνηψληαο ηε δεχηεξε 

πεξίπησζε (δειαδή ηελ πεξίπησζε ηεο εζσηεξηθήο δηαηέκλνπζαο ζην ηξίγσλν ΑΓΓ) ηζρχεη 

φηη, 

                                                 
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 .     (1) 

Απφ ηελ πξφηαζε 1 πνπ έρεη δεηρζεί πην πάλσ, ν ιφγνο  
  

  
 είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηεο 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο θάησ απφ ην δηπιάζην ηνπ ηφμνπ ΓΔ πξνο ην επζχγξακκν ηκήκα 

θάησ απφ ην δηπιάζην ηνπ ηφμνπ ΔΑ, δειαδή  
  

  
 = 

          

          
    (2). 

Με φκνην ηξφπν έρνπκε φηη  
  

  
 = 

          

          
   (3). 

Γηα ην ιφγν  
  

  
 ρξεζηκνπνηείηαη ε 2

ε
 πξφηαζε πνπ απνδείρζεθε πην πάλσ, ζχκθσλα κε ηελ 

νπνία ηζρχεη φηη  
  

  
 = 

          

          
   (4). 

 Δπνκέλσο, κε αληηθαηάζηαζε ησλ ζρέζεσλ (2), (3) θαη (4) ζηε ζρέζε (1), έρνπκε ην 

ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ πνπ γξάθεηαη, 

                         
          

          
 = 

          

          
 · 

          

          
 . 
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Σν νπνίν ζχκθσλα κε ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηε ρνξδή κε ην εκίηνλν, γξάθεηαη ζε ζχγρξνλε 

κνξθή, 

                              
     

     
 = 

     

     
 · 

     

     
 . 

Ο Μελέιανο θαίλεηαη λα έδσζε επίζεο θαη ηελ απφδεημε γηα ηηο πεξηπηψζεηο ζηηο νπνίεο ηα 

ΑΓ, ΘΒ ηέκλνληαη πξνο ηα Α, Θ θαη ζηηο νπνίεο ηα ΑΓ, ΘΒ είλαη παξάιιεια. Απέδεημε 

αθφκα, φηη θαηά παξφκνην ηξφπν, ζην παξαπάλσ ζρήκα  

                                        
     

     
 = 

     

     
 · 

     

     
 . 

Ζ απφδεημε γη απηή ηε ζρέζε δελ παξνπζηάδεηαη ζην έξγν ηνπ Πηνιεκαίνπ, παξά κφλν ε 

πξψηε πεξίπησζε, σζηφζν κπνξεί εχθνια λα δηαπηζησζεί φηη ηζρχεη, αλ πάξνπκε ην ηξίγσλν 

ΓΕΔ, αληί ην γηα ην ηξίγσλν ΑΓΓ, λα ηέκλεηαη απφ ηελ εμσηεξηθή δηαηέκλνπζα ΒΓΑ. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ πξψηε παξαιιαγή ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ ζην 

επίπεδν (ηεο εμσηεξηθήο δηαηέκλνπζαο ΣΓΑ ζην ηξίγσλν ΚΓΛ) έρνπκε, 

                              
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 .    (2) 

Έηζη ινηπφλ, ν ιφγνο  
  

  
 ζχκθσλα κε ηελ πξφηαζε 1 πην πάλσ ηζνχηαη κε ην ιφγν ηνπ 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πνπ θείηαη ππφ ην δηπιάζην ηνπ ηφμνπ ΑΓ πξνο ην επζχγξακκν ηκήκα 

πνπ θείηαη ππφ ην δηπιάζην ηνπ ηφμνπ ΑΔ. Γειαδή,  

 
  

  
 = 

          

          
 θαη κε ηνλ ίδην ηξφπν  

  

  
 = 

          

          
  θαη  

  

  
 = 

          

          
 . 

Δπνκέλσο, αληηθαζηζηψληαο ηηο ηειεπηαίεο ζρέζεηο ζηε ζρέζε (2) πην πάλσ, πξνθχπηεη, 

                             
          

          
 = 

          

          
 · 

          

          
 .   (3) 

Ζ ζρέζε απηή (3) ζε ζχγρξνλε νξνινγία γξάθεηαη 

                            
     

     
 = 

     

     
 · 
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Ζ νπνία πξνθχπηεη αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηε ρνξδή(2α) κε 2 εκα, ηα νπνία φπσο έρεη δεηρζεί 

πην πάλσ είλαη ηζνδχλακα. 

 

4.2.1 Αναπμονική ιδιόηηηα ηεζζάπυν μέγιζηυν κύκλυν πος διέπσονηαι από ηο 

ίδιο ζημείο 

κσο πην ζεκαληηθφ απφ ην πην πάλσ απνηέιεζκα είλαη ην γεγνλφο φηη ε απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ, ζεσξεί γλσζηή ηελ αλαξκνληθή ηδηφηεηα ηεζζάξσλ κέγηζησλ 

θχθισλ πνπ ζρεδηάδνληαη απφ έλα ζεκείν κηαο ζθαίξαο ζε ζρέζε κε νπνηνλδήπνηε κέγηζην 

θχθιν πνπ ηνπο ηέκλεη φινπο. Γειαδή αλ ΑΒΓΓ θαη Α΄Β΄Γ΄Γ΄ είλαη δχν δηαηέκλνπζεο, νη 

νπνίεο ηέκλνληαη ζην Μ, ηζρχεη φηη, 

                         
     

     
 · 

     

     
 = 

       

       
 · 

       

       
 . 

 

Έπεηαη φηη απηή ε πξφηαζε ήηαλ γλσζηή πξηλ απφ ηελ επνρή ηνπ Μελειάνπ, θαη 

απνδεηθλχεηαη πην  εχθνια κέζσ ηνπ «Θεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ» ΗΗΗ.1. 

Απόδειξη αναπμονικήρ ιδιόηηηαρ 

Γηα ηελ απφδεημε ηεο αλαξκνληθήο ηδηφηεηαο ζα εθαξκφζνπκε ην Θεψξεκα Μελειάνπ κε ηελ 

αθφινπζε ζεηξά: 

α) ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΒΜΒ΄ κε εμσηεξηθή δηαηέκλνπζα ηελ ΟΑΑ΄. 

               
          

          
 · 

           

            
   

           

          
 = 1       (Η) 



49 
 

β) ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΒΜΒ΄ κε εζσηεξηθή δηαηέκλνπζα ηελ ΟΓΓ΄. 

               
          

          
 · 
          

           
 · 
            

           
 = 1          (ΗΗ) 

γ) ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΓΜΓ΄ κε εμσηεξηθή δηαηέκλνπζα ηελ ΟΑΑ΄. 

               
          

          
 · 
           

            
 · 
           

          
 = 1           (ΗΗΗ) 

δ) ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΓΜΓ΄ κε εμσηεξηθή δηαηέκλνπζα ηελ ΟΓΓ΄. 

               
          

          
 · 
          

           
 · 
            

           
 = 1            (ΗV) 

 

Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηηο ζρέζεηο (Η) θαη (ΗΗ) θαηά κέιε ζα πξνθχςεη  

   
          

          
 · 

           

            
 · 

          

          
 · 

            

           
 = 1 

 

δειαδή,   
          

          
 = 

          

          
 · 
          

           
 · 
           

          
    (V)  

 

ηε ζπλέρεηα πνιιαπιαζηάδνπκε ηηο ζρέζεηο (ΗΗΗ) θαη (IV) θαηά κέιε θαη έρνπκε, 

     
          

          
 · 
           

            
 · 
          

          
 · 
            

           
 = 1  

 

δειαδή, 
          

          
 = 

            

            
 · 
          

           
 · 
           

          
      (VI) 

 

Γηαηξψληαο ηψξα ηηο ζρέζεηο (V) θαη (VI) θαηά κέιε πξνθχπηεη, 
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 : 
          

          
 = 

            

            
 : 
            

            
   

Απφ φπνπ θάλνληαο πξάμεηο θαηαιήγνπκε ζην δεηνχκελν, δειαδή  

         
          

          
 · 
          

          
 = 

            

            
 · 
            

            
       (VII)  

ε ζχγρξνλε κνξθή ε ζρέζε (VII) γξάθεηαη, 

                  
     

     
 · 

     

     
 = 

       

       
 · 

       

       
 . 

 

Γεληθφηεξα, κπνξνχκε λα πνχκε φηη ηφζν ην ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ, φζν θαη ε αλαξκνληθή 

ηδηφηεηα πεξηιακβάλνληαλ ήδε ζε θάπνην πξνγελέζηεξν έξγν. Απηφ ην ζπκπέξαζκα 

πξνθχπηεη, θαζψο ν Πηνιεκαίνο, ηνλ νπνίν ζα κειεηήζνπκε αλαιπηηθφηεξα πην θάησ, ζην 

έξγν ηνπ ρξεζηκνπνηεί σο επί ην πιείζηνλ ην ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ. Ηδηαίηεξα, ν 

Πηνιεκαίνο ζηεξίρζεθε ζην έξγν ηνπ Ίππαξρνπ θαη ρξεζηκνπνηεί ην Θεψξεκα ηνπ Μελειάνπ 

γηα λα ιχζεη πξνβιήκαηα, ηα νπνία  είρε ιχζεη θαη ν Ίππαξρνο θαη ζπλάγεη πνιινχο απφ ηνπο 

ηξηγσλνκεηξηθνχο ηχπνπο, πνπ ρξεζηκνπνηεί, απφ απηφ ην ζεψξεκα (ΗΗΗ.1 ησλ «θαηξηθψλ»). 

Έηζη θαίλεηαη πνιχ πηζαλφ λα ήηαλ θαη ηα δχν ζεσξήκαηα, ΗΗΗ.1 θαη αλαξκνληθή ηδηφηεηα, 

γλσζηά ζηνλ Ίππαξρν.  

Δίλαη πνιχ πηζαλφ, δειαδή, ν Μελέιανο λα βξήθε έηνηκν ην ζεψξεκα ΗΗΗ.1, ηεο «θαηξηθήο» 

ηνπ Μελειάνπ, θαη λα ην εθάξκνζε ζηηο δηθέο ηνπ αλάγθεο, γηα ηε δεκηνπξγία κηαο λέαο 

ζεσξίαο ζηελ ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία. χκθσλα θαη κε ηνλ Sidoli (2006), ν Μελέιανο δελ 

είρε πξφζεζε λα παξνπζηάζεη ην ζεψξεκα ΗΗΗ.1 σο πξνζσπηθή ηνπ δνπιεηά. Αληηζέησο, 

βαζίδεηαη ζηελ εμνηθείσζε ησλ αλαγλσζηψλ κε ην ζεψξεκα, γηα λα θηλεζνχλ κέζσ απηνχ 

φζν πην γξήγνξα γίλεηαη.  

Ο Heath ζην βηβιίν ηνπ “A History of Greek Mathematics” , επίζεο αλαθέξεη φηη ηα 

αληίζηνηρα ζεσξήκαηα γηα ην επίπεδν εκθαλίδνληαη ζηνλ Πάππν αλάκεζα ζηα ιήκκαηά ηνπ 

γηα ηα πνξίζκαηα ηνπ Δπθιείδε, θαη ππάξρνπλ κεγάιεο πηζαλφηεηεο λα ζεσξνχληαλ απφ ηνλ 

Δπθιείδε γλσζηά. 

(Βξαηζάλνο, 2006; Heath, 1921; Holme, 2010; Rosenfeld, 1988; Sidoli, 2006; Σζηκπνπξάθεο, 

2004; Toomer, 1984) 
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5. Η ηπιγυνομεηπία ηος Κλαύδιος Πηολεμαίος 

Ζ ηειηθή ζχλζεζε ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο γλψζεο ηεο αξραηφηεηαο, έιαβε ρψξα ζηελ 

Αιεμάλδξεηα. Μηα πφιε πνπ ηδξχζεθε ζηελ Αίγππην απφ ηνλ Αιέμαλδξν III, γην ηνπ 

Φηιίππνπ II ηεο Μαθεδνλίαο. Ζ πφιε ηεο Αιεμάλδξεηαο πξννξηδφηαλ λα γίλεη ην θέληξν ηνπ 

ειιεληζκνχ γηα αηψλεο, θαζψο θαη αδηαθηινλίθεηνο θφκβνο ησλ καζεκαηηθψλ ζηνλ θφζκν. 

Μεηά ην ζάλαην ηνπ Μεγάινπ Αιεμάλδξνπ ην 323 π.Υ, ε Αίγππηνο δηνηθνχληαλ απφ ηνλ 

Πηνιεκαίν ηνλ σηήξα, έλαο απφ ηνπο ζηξαηεγνχο θαη πνιχ ζηελφο θίινο, ίζσο θαη ζπγγελήο 

ηνπ Μεγάινπ Αιεμάλδξνπ. Ο Πηνιεκαίνο Η θαη νη αθφινπζνί ηνπ ήηαλ θσηηζκέλνη άξρνληεο 

θαη έθεξαλ ζηελ Αιεμάλδξεηα πνιινχο κειεηεηέο απφ φινλ ηνλ θφζκν θαη ην θαζήθνλ ηνπο 

ήηαλ λα δίλνπλ πνιχ ζπρλά δηαιέμεηο, κηα θαηάζηαζε ηζνδχλακε κε απηή ησλ ζχγρξνλσλ 

παλεπηζηεκίσλ.  

Ο Πηνιεκαίνο Η ίδξπζε κηα πφιε πνπ πήξε ην φλνκά ηνπ, Πηνιεκαΐδα, σο ην θέληξν ηνπ 

ειιεληζκνχ ζηε βφξεηα Αίγππην θαη εθεί ιέγεηαη φηη γελλήζεθε ν Κιαχδηνο Πηνιεκαίνο. Σν 

φλνκα Κιαχδηνο δειψλεη φηη ήηαλ Ρσκαίνο πνιίηεο, άιια θάπνηα ζηηγκή κεηαθφκηζε ζηελ 

Αιεμάλδξεηα, φπνπ ζπνχδαζε θνληά ζηνλ Θέσλα ηνλ κπξλαίν.  

Σίπνηα ζρεδφλ δελ είλαη γλσζηφ γηα ηε δσή ηνπ Κιαχδηνπ Πηνιεκαίνπ εθηφο ηνπ φηη έδεζε 

θαη έδξαζε ηνλ 2
ν
 αηψλα κ.Υ.. πγθεθξηκέλα πηζηεχεηαη φηη γελλήζεθε γχξσ ζην 100 κ.Υ. θαη 

πέζαλε ζηελ Αιεμάλδξεηα γχξσ ζην 178 κ.Υ.. Έδεζε ζε κηα πεξίνδν ζηαζεξφηεηαο, 

εζσηεξηθήο εξεκίαο θαη θαιήο δηαθπβέξλεζεο. Αλάκεζα ζην 125 θαη 151 κ.Υ. έθαλε πνιιέο 

επηζηεκνληθέο παξαηεξήζεηο γηα ηα νπξάληα ζψκαηα θαη έγξαςε πνιιά ζεκαληηθά βηβιία γηα 

πνιιά αληηθείκελα, φπσο ηελ αζηξνλνκία, ηε γεσγξαθία, ηε κνπζηθή κε έξγν  ηα «Αξκνληθά»  

θαη ηελ νπηηθή κε έξγν ηα «Οπηηθά». 

Ο Πηνιεκαίνο, δηάζεκνο αζηξνλφκνο θαη γεσγξάθνο, άληιεζε ην πιηθφ ησλ έξγσλ ηνπ απφ 

έξγα κεξηθψλ ζεκαληηθψλ αξραίσλ Διιήλσλ αζηξνλφκσλ θαη γεσγξάθσλ φπσο, νη 

Δξαηνζζέλεο, Ίππαξρνο, Μελέιανο θαη άιινη. Σα έξγα απηψλ θαη νη δηθέο ηνπ πξσηφηππεο 

αλαθαιχςεηο ηνπ επέηξεςαλ λα ζπγγξάςεη ηε «Μαζεκαηηθή χληαμε» θαη ηε « Γεσγξαθηθή 

Τθήγεζε» απφ ηα ζπνπδαηφηεξα έξγα ηνπ. Υάξε ζ‟ απηά ηα δχν  ζπγγξάκκαηα ν Πηνιεκαίνο 

θαηέζηε δηάζεκνο θαη ζεσξνχληαλ δε απζεληία γηα πνιινχο αηψλεο ζηνπο ηνκείο ηεο 

Αζηξνλνκίαο θαη ηεο Γεσγξαθίαο. 

5.1. Η Μαθημαηική ύνηαξη ή Αλμαγέζηη  

Σν δηάζεκν απηφ έξγν ηνπ Πηνιεκαίνπ πνπ αξρηθά νλνκαδφηαλ «Μαζεκαηηθή χληαμηο», 

απνηεινχληαλ απφ 13 βηβιία θαη πηζαλψο λα γξάθηεθε θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ηειεπηαίαο 
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δεθαεηίαο ηεο βαζηιείαο ηνπ Αλησλίνπ ηνπ Πίνπ (138 – 61 π.Υ). Πεξηείρε κηα πιήξε 

καζεκαηηθή πεξηγξαθή ηνπ ειιεληθνχ κνληέινπ ηνπ ζχκπαληνο, κε ηηο παξακέηξνπο ησλ 

δηάθνξσλ θηλήζεσλ ηνπ ήιηνπ, ηεο ζειήλεο θαη ησλ πιαλεηψλ. Με ηε Μαζεκαηηθή χληαμε, 

ν Πηνιεκαίνο έθαλε γηα ηελ Αζηξνλνκία, φηη ν Δπθιείδεο κε ηα ηνηρεία, γηα ηε Γεσκεηξία. 

πγθέληξσζε δειαδή ηηο δηάζπαξηεο αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο θαη εξγαζίεο ησλ 

παιαηφηεξσλ, ζηεξίρζεθε πνιχ ζηηο ηδέεο θαη ζηηο εξγαζίεο ηνπ Ίππαξρνπ, πξνζέζεζε ηηο 

δηθέο ηνπ παξαηεξήζεηο θαη ζεσξίεο θαη ηηο ζπλέζεζε φιεο ζε έλα νκνηνγελέο ζχλνιν. πσο 

ην έξγν ηνπ Δπθιείδε, ε Μαζεκαηηθή χληαμε, αληηθαηέζηεζε φιεο ηηο πξνεγνχκελεο 

δνπιεηέο ζην αληηθείκελν απηφ.  

Σν αζηξνλνκηθφ απηφ έξγν άζθεζε κεγάιε επηξξνή απφ ηε ζηηγκή πνπ γξάθηεθε κέρξη θαη ην 

16
ν
 αηψλα. Αληηγξάθεθε θαη αλαιχζεθε ακέηξεηεο θνξέο, θαζψο επίζεο κειεηήζεθε, 

ζρνιηάζηεθε θαη θξίζεθε εθηελψο θαη δελ αληηθαηαζηήζεθε πνηέ γηα 1400 ρξφληα. Καη‟ 

νπζίαλ, φια ηα κεηαγελέζηεξα έξγα, ηφζν ζηνλ Ηζιακηθφ θφζκν φζν θαη ζηε δχζε, κέρξη θαη 

ην έξγν ηνπ Κνπέξληθνπ, βαζηδφηαλ ζην αξηζηνχξγεκα ηνπ Πηνιεκαίνπ.  

Ζ Μαζεκαηηθή χληαμε άξρηζε ζηγά ζηγά λα απνθαιείηαη «Μεγάιε Μαζεκαηηθή χληαμε» ή 

θαη απιψο «Μεγάιε χληαμηο». Οη ιφγνη γηα ηνπο νπνίνπο έγηλε απηφ, πηζαλφηαηα λα είλαη νη 

εμήο: 

- Γηα δηάθξηζε απφ άιια παξεκθεξή, αιιά κηθξφηεξεο εθηάζεσο ζπγγξάκκαηα. 

- Λφγσ ηεο κεγάιεο αξηηφηεηαο θαη ζπνπδαηφηεηαο ηνπ έξγνπ απηνχ, ζεσξνχκελνπ σο 

κνλαδηθνχ. 

Πνιχ γξήγνξα ην επίζεηφ ηεο («Μεγάιε») κεηαηξάπεθε ζε «Μεγίζηε»  θαη αξγφηεξα φηαλ νη 

Άξαβεο θαηά ηνλ 9ν κ.Υ. αηψλα κεηέθξαζαλ ην έξγν ζηελ αξαβηθή ηνπ έδσζαλ ηνλ ηίηιν      

«Κηηάπ Αι- κεγίζηε» (Κηηάπ: Βίβινο- Βηβιίν, αι: άξζξν). Καηά ηελ Αλαγέλλεζε νη 

Δπξσπαίνη Αξαβηζηέο, πνπ κεηέθξαζαλ ηελ Μαζεκαηηθή χληαμε, απφ ηα αξαβηθά ζηα 

ιαηηληθά, λνκίδνληαο φηη ην αξαβηθφ θείκελν ήηαλ ην πξσηφηππν, ηεο έδσζαλ αξρηθψο ηνλ 

ηίηιν «Βίβινο ηνπ Αικαγέζηνπ» θαη ν νπνίνο ζηγά ζηγά απινπνηήζεθε θαη επηθξάηεζε σο 

«Αικαγέζηε». 

ιε ε Μαζεκαηηθή χληαμε βαζίδεηαη ζην «Γεσθεληξηθφ» ή Πηνιεκατθφ ζχζηεκα, 

ζχκθσλα κε ην νπνίν ε Γε ζεσξείηαη αθίλεηε ζην θέληξν ηνπ χκπαληνο θαη γχξσ ηεο 

πεξηθέξνληαη ηα δηάθνξα νπξάληα ζψκαηα, πιαλήηεο, δειαδή ε ειήλε, ν Δξκήο, ε 

Αθξνδίηε, ν Ήιηνο, ν Άξεο, ν Εεχο θαη ν Κξφλνο θαη απιαλείο αζηέξεο. Ζ Αικαγέζηε 

αζρνιείηαη κφλν κε ηελ Κηλεκαηηθή ησλ νπξάλησλ ζσκάησλ. Μειεηψληαη δειαδή νη 
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θαηλνκεληθέο ηξνρηέο ησλ νπξάλησλ ζσκάησλ ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ, ρσξίο λα ιακβάλνληαη 

ππφςε νη δξψζεο δπλάκεηο, παξαδείγκαηνο ράξηλ νη κάδεο. 

Ο Πηνιεκαίνο μεθίλεζε ηελ Αικαγέζηε κε κηα βαζηθή εηζαγσγή ζηελ ειιεληθή αληίιεςε ηνπ 

θφζκνπ αθνινπζνχκελε απφ έλα απζηεξφ καζεκαηηθφ πιηθφ, θαηαγξάθνληαο ηελ απαξαίηεηε 

επίπεδε θαη ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία γηα ηνπο ππνινγηζκνχο ησλ ζέζεσλ ησλ πιαλεηψλ. Ζ 

Αικαγέζηε είλαη πνιχ ζεκαληηθή γηα ην ιφγν φηη πεξηέρεη πνιχ πιήξεηο ιεπηνκέξεηεο απφ 

παξαηεξήζεηο θαη έξεπλεο ηνπ Ίππαξρνπ, φπσο θαη απφ ηηο πξψηεο παξαηεξήζεηο πνπ έθαλε 

εθείλνο.  

Αληίζηνηρα κε ηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε, ηα «Αξηζκεηηθά» ηνπ Γηφθαληνπ, ε 

«Μαζεκαηηθή χληαμε» απνηειείηαη απφ 13 βηβιία κε ην παξαθάησ πεξηερφκελν: 

1
ο
 Βιβλίο: Πεξηιακβάλεη ηηο πξναπαηηνχκελεο γλψζεηο γηα ηελ έξεπλα ησλ νπξάλησλ 

θαηλνκέλσλ, κε βάζε πάληα φηη ε γε είλαη ην θέληξν ηνπ θφζκνπ, πξνηάζεηο πνπ απαηηνχληαη 

γηα ηελ πξνεηνηκαζία ηνπ πίλαθα ρνξδψλ, ν ίδηνο ν πίλαθαο, νξηζκέλεο πξνηάζεηο ζθαηξηθήο 

γεσκεηξίαο πνπ νδεγνχλ ζε ηξηγσλνκεηξηθνχο ππνινγηζκνχο. Σα θεθάιαηα ΗΥ θαη ΥΗ 

απνηεινχλ ην θαιχηεξν δηαηεξνχκελν κλεκείν ηεο ειιεληθήο ηξηγσλνκεηξίαο. 

2
ο
 Βιβλίο: πλερίδεη κε ην ίδην ζέκα, δειαδή πξνβιήκαηα ζρεηηθά κε ηε ζθαίξα. Πεξηέρεη ηε 

δηαίξεζε ηεο νπξάληαο ζθαίξαο ζε δψλεο θαη αθφκε ηα θαηλφκελα ηεο αλαηνιήο θαη δχζεο 

ησλ αζηεξηψλ. 

3
ο
 Βιβλίο: Δδψ κειεηάηαη ε δηάξθεηα ηνπ έηνπο, ε δηάξθεηα ηεο κέξαο θαη ε θίλεζε ηνπ ήιηνπ 

ζχκθσλα κε ηελ ππφζεζε ησλ έθθεληξσλ θαη επηθχθισλ.  

4
ο
 Βιβλίο: ε απηφ ππάξρεη ε δηάξθεηα ησλ κελψλ θαη ε ζεσξία ηεο ειήλεο. 

5
ο
 Βιβλίο: Αζρνιείηαη κε ηελ πεξηγξαθή θαη θαηαζθεπή ηνπ «Αζηξνιάβνπ», έλα φξγαλν ησλ 

αξραίσλ πνπ απνηεινχζε ηε ζπνπδαηφηεξε ζπζθεπή κεηξήζεσλ ησλ αζηεξνζθνπείσλ ηεο 

επνρήο θαη ησλ αηψλσλ πνπ αθνινχζεζαλ. Σν φξγαλν απηφ, φπσο πξναλαθέξζεθε, ην είρε 

αλαθαιχςεη ν Ίππαξρνο. ην βηβιίν απηφ, επίζεο, ζπλερίδεηαη ε ζεσξία ηεο ειήλεο, νη 

δηάκεηξνη ηνπ Ήιηνπ, ηεο ειήλεο θαη ηεο ζθηάο ηεο Γεο, θαζψο θαη ε απφζηαζε ηνπ Ήιηνπ 

θαη νη δηαζηάζεηο ηνπ Ήιηνπ, ηεο ειήλεο θαη ηεο Γεο. 

6
ο
 Βιβλίο:  Πξαγκαηεχεηαη ηα θαηλφκελα ησλ «πδπγηψλ», φηαλ δειαδή ν Ήιηνο, ε Γε θαη ε 

ειήλε βξεζνχλ κε απηή ηε ζεηξά πάλσ ζε επζεία γξακκή, θαη «Αληηζπδπγηψλ» ηνπ Ήιηνπ 
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θαη ηεο ειήλεο. Δπηπιένλ, κειεηάηαη  θαη ε ειηαθή θαη ε ζειεληαθή έθιεηςε θαη νη πεξίνδνί 

ηνπο. 

7
ο
 & 8

ο
 Βιβλία: Αλαθέξνληαη ζηνπο απιαλείο αζηέξεο θαη ζηε ζπνπδαηφηεξε αλαθάιπςε ηνπ 

Ίππαξρνπ γηα ηε «Μεηάπησζε ησλ ηζεκεξηψλ». ην 7
ν
 βηβιίν, πεξηέρεηαη απφζπαζκα ηνπ 

έξγνπ ηνπ Ίππαξρνπ «Πεξί Αζηεξηζκψλ». 

Βιβλία 9, 10, 11, 12, 13: Δίλαη αθηεξσκέλα ζηελ θίλεζε ησλ πιαλεηψλ θαη ζπγθεθξηκέλα 

κειεηνχλ ηνπο πιαλήηεο Δξκή, Αθξνδίηε, Άξε, Γία θαη Κξφλν.  

 

5.1.1 Σο 1
ο
 βιβλίο ηηρ Μαθημαηικήρ ύνηαξηρ 

ην πξψην βηβιίν ηεο Αικαγέζηεο ν Πηνιεκαίνο θάλεη κηα εηζαγσγή πεξηγξάθνληαο ην 

γεσθεληξηθφ κνληέιν ζπλνπηηθά, εμεγψληαο ηηο βαζηθέο έλλνηεο πνπ πξέπεη λα μέξεη θάπνηνο 

γηα ηε κειέηε ηεο Αζηξνλνκίαο. ηε ζπλέρεηα αλαθέξεη ραξαθηεξηζηηθά ζην έξγν ηνπ φηη 

πξέπεη λα ππνινγίζεη ην κέγεζνο ηνπ ηφμνπ κεηαμχ ησλ πφισλ ηεο εθιεηπηηθήο θαη ηνπ 

ηζεκεξηλνχ, θαηά κήθνο ηνπ κέγηζηνπ θχθινπ πνπ γξάθεηαη κέζσ απηψλ. Γηα λα γίλεη φκσο 

απηφ θξίλεη απαξαίηεην λα εμεγήζεη ηε κέζνδν ππνινγηζκνχ ησλ ρνξδψλ, ιέγνληαο «ζα 

πξέπεη λα δείμνπκε ην φιν ζέκα γεσκεηξηθά άπαμ θαη δηα παληφο» (Toomer, 1984, ζει.47). 

πγθεθξηκέλα, ηα θεθάιαηα 10, 11 θαη 13 είλαη αθηεξσκέλα ζηα καζεκαηηθά. Σν θεθάιαην 10 

πεξηέρεη γεσκεηξηθά ζεσξήκαηα, ηα νπνία είλαη απαξαίηεηα γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πίλαθα 

ρνξδψλ, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ γλσζηνχ «Θεσξήκαηνο ηνπ Πηνιεκαίνπ», γηα έλα 

ηεηξάπιεπξν εγγεγξακκέλν ζε θχθιν. Σν θεθάιαην 11 πεξηέρεη ηνλ πίλαθα ρνξδψλ θαη ην 

θεθάιαην 13 πεξηέρεη ηηο απνδείμεηο ηνπ Θεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ ζην επίπεδν θαη ζηε 

ζθαίξα θαη εθαξκφδεη απηά ηα ζεσξήκαηα γηα λα ιχζεη ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα ζθαηξηθήο 

αζηξνλνκίαο.   

 ηνλ Πηνιεκαίν θαλέλα κέξνο απφ ηελ ηξηγσλνκεηξία ή απφ ηελ χιε πνπ πξνεγήζεθε απηήο, 

δελ ήηαλ θαηλνχξην. Απηφ πνπ έθαλε εθείλνο ήηαλ λα απνζπά απφ λεψηεξεο πξαγκαηείεο θαη 

λα ζπκππθλψλεη ζην κηθξφηεξν δπλαηφ ρψξν, ηνλ ειάρηζην αξηζκφ πξνηάζεσλ πνπ ήηαλ 

απαξαίηεηνο γηα λα απνδεηρζνχλ νη κέζνδνη θαη νη ηχπνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληαλ. 

ηελ Αικαγέζηε ν Πηνιεκαίνο ρξεζηκνπνηεί κηα κνλάρα βαζηθή ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε 

θαη ζπγθεθξηκέλα ην ζρεηηθφ κήθνο ηεο ρνξδήο ελφο ηφμνπ θχθινπ, φπνπ ζαλ κνλάδα 

κεηξήζεσο ηνπ κήθνπο ιακβάλεηαη ην έλα εθαηνζηφ εηθνζηφ (1/120) ηεο δηακέηξνπ ηνπ 

θχθινπ (δ/120= ξ/60), φπνπ αλήθεη ην ζεσξνχκελν ηφμν. Να ζεκεησζεί εδψ φηη ν 
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Πηνιεκαίνο, φπσο θαη ν Ίππαξρνο, ρσξίδεη ηνλ θχθιν ζε 360 ηκήκαηα θαη ρξεζηκνπνηεί ην 

εμεθνληαδηθφ ζχζηεκα, ιφγσ ηεο επθνιίαο ησλ πξάμεσλ κεηαμχ θιαζκάησλ θαη εηδηθά 

πνιιαπιαζηαζκνχ θαη δηαίξεζεο, πνπ θαζηεξψζεθε απφ ηνπο Βαβπιψληνπο. Ο Πηνιεκαίνο 

αλαθέξεη ραξαθηεξηζηηθά φηη ρψξηζε ηνλ θχθιν ζε 360 ηκήκαηα θαη ηε δηάκεηξν ζε 120 

ηκήκαηα, σζηφζν ε ιέμε ηκήκαηα δελ έρεη ηελ ίδηα ζεκαζία θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο. Απηφ 

γηαηί αλ ε ιέμε ηκήκαηα δήισλε ηελ ίδηα κνλάδα κέηξεζεο, ν ιφγνο ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ 

θχθινπ πξνο ηε δηάκεηξν ζα ήηαλ 3, ελψ ν Πηνιεκαίνο νξίδεη ην ιφγν απηφ λα είλαη πεξίπνπ 

3
  

   
. Έηζη, ηα 360 ηκήκαηα ηεο πεξηκέηξνπ, κπνξνχκε λα ηα θαινχκε «κνίξεο» θαη λα 

ρξεζηκνπνηνχκε ην ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ 360
ν
 , ελψ ηα 120 ηκήκαηα ηεο δηακέηξνπ λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε δηαθνξεηηθφ ζπκβνιηζκφ θαη ζπγθεθξηκέλα ηνλ εθζέηε 
p
 πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο.  ηελ Πηνιεκατθή Σξηγσλνκεηξία ε ρνξδή ζεσξείηαη γεσκεηξηθφ 

κέγεζνο ην νπνίν απνηειεί ζπλάξηεζε ηνπ ηφμνπ πνπ ππνηείλεη. Ζ ρνξδή ελφο ηφμνπ θχθινπ 

είλαη πιήξσο πξνζδηνξηζκέλε, αλ δίλνληαη ηα αθφινπζα δχν ζηνηρεία: 

1) Ζ αθηίλα ξ ηνπ θχθινπ. 

2) Σν εχξνο ηνπ ηφμνπ, πνπ ππνηείλεη ε ζεσξνχκελε ρνξδή ( ή ελαιιαθηηθψο ην άλνηγκα 

ηεο επίθεληξεο γσλίαο πνπ αληηζηνηρεί). 

Σν πξψην κέιεκα, ινηπφλ, ηνπ Πηνιεκαίνπ ήηαλ λα θηηάμεη έλα πίλαθα ρνξδψλ πην 

νινθιεξσκέλν απφ απηφλ ηνπ Ίππαξρνπ. Σελ πξνζπάζεηά ηνπ απηή αξρίδεη ππνινγίδνληαο ηα 

κήθε ησλ ρνξδψλ-πιεπξψλ ησλ θαλνληθψλ πνιπγψλσλ ησλ εγγεγξακκέλσλ ζε θχθιν. Ζ 

παξνπζίαζε γίλεηαη κεζνδηθά θαη ιεπηνκεξεηαθά, ζηεξηγκέλε ζηα γλσζηά απφ ηα ηνηρεία 

ηνπ Δπθιείδε.  

Έηζη, ν πίλαθαο ρνξδψλ ηνπ Πηνιεκαίνπ ζπληάρζεθε ζχκθσλα κε ηηο αθφινπζεο 

πιεξνθνξίεο: 

I. Γλσξίδνληαο ηηο ρνξδέο ησλ 36
ν
, 72

ν
, 60

ν
, 90

ν
 θαη 120

ν
, πνπ αληηζηνηρνχλ ζε πιεπξέο 

θαλνληθψλ πνιπγψλσλ κε 10, 5, 6, 4 θαη 3 πιεπξέο αληίζηνηρα. 

II. Θεσξήκαηα πνπ θαζηζηνχλ ηθαλή ηελ εχξεζε ησλ ρνξδψλ(180
ν
 – α), ρνξδή (α – β), 

ρνξδή (α+β), θαη ρνξδή 
 

 
, δεδνκέλσλ ησλ: σοπδή (α) θαη σοπδή (β). 

III. Μηα πξνζέγγηζε ηεο ρνξδήο 1
ν
, πνπ φπσο ζσζηά δειψλεη ν Πηνιεκαίνο, δελ κπνξεί 

λα θαηαζθεπαζηεί κε ηε βνήζεηα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. 
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5.1.1.1 Εύπεζη ηος ημ 36
ο
  

                 

ΑΒ ε δηάκεηξνο ηνπ θχθινπ κε θέληξν ην Ο. Ζ ΓΟ θάζεηε ζηε δηάκεηξν ΑΒ. Έζησ Γ ην 

κέζν ηνπ ΟΒ θαη παίξλνπκε Δ ηέηνην ψζηε ΓΔ = ΓΓ. Σφηε ΔΟ είλαη ε πιεπξά θαλνληθνχ 

δεθαγψλνπ θαη ΓΔ είλαη ε πιεπξά θαλνληθνχ πεληαγψλνπ. 

Απόδειξη 

Απφ ηελ πξφηαζε ΗΗ. 6 
(1) 

ησλ ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε έρνπκε φηη  ΒΔ· ΟΔ + ΟΓ
2
 = ΓΔ

2
 = 

ΓΓ
2
, δειαδή ΒΔ· ΟΔ = ΓΓ

2
 – ΟΓ

2
 = ΟΓ

2
 = ΟΒ

2
. Πξνθχπηεη έηζη φηη ε ΒΔ δηαηξείηαη ζε κέζν 

θαη άθξν ιφγν ζην Ο, δειαδή 
  

  
 = 

  

  
 .  

(1): Πξφηαζε ΗΗ.6 ησλ «ηνηρείσλ», Αλ ΑΒ επζχγξακκν ηκήκα, Γ κέζν θαη επεθηείλνπκε θαηά ΒΓ ηπρφλ, ηζρχεη 

φηη ην νξζνγψλην κε πιεπξέο ΑΓ•ΓΒ + ΓΒ
2
 = ΓΓ

2
. (Νεγξεπφληεο, 2014) 
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κσο, απφ ηελ πξφηαζε ΥΗΗΗ.9 ηνπ Δπθιείδε, νη πιεπξέο ηνπ θαλνληθνχ εμαγψλνπ θαη ηνπ 

θαλνληθνχ δεθαγψλνπ εγγεγξακκέλσλ ζε έλαλ θχθιν, φηαλ ηνπνζεηνχληαη ζε κία επζεία, 

ζρεκαηίδνπλ κία επζεία πνπ δηαηξείηαη ζε άθξν θαη ζε κέζν ιφγν ζην ζεκείν ηεο δηαίξεζεο. 

Δπεηδή ε αθηίλα ΟΓ ηζνδπλακεί κε ηελ πιεπξά θαλνληθνχ εμαγψλνπ εγγεγξακέλνπ ζε θχθιν, 

ν Πηνιεκαίνο έδεημε φηη ε ΟΔ είλαη ε πιεπξά θαλνληθνχ δεθαγψλνπ, ε νπνία είλαη 

ρνξδή(36
ν
). Γηα λα ππνινγίζεη απηφ ην κήθνο, ζεκεηψλεη φηη, 

ΟΔ = ΓΔ – ΓΟ = ΓΓ – ΓΟ = √         - ΟΓ  

ΓΟ =30 θαη ΓΟ
2
 = 900, ΟΓ = 60 θαη ΟΓ

2 
= 3600, άξα ΟΔ = √         – 30 = 37

p 
4΄55΄΄, 

θαζψο √     = 67
p
 4΄55΄΄. 

ηε ζπλέρεηα ν Πηνιεκαίνο ζεκεηψλεη φηη ζχκθσλα κε ηελ πξφηαζε ηνπ Δπθιείδε ΥΗΗΗ.10 

ηζρχεη, 

            (πιεπξά πεληαγψλνπ)
2
 = (πιεπξά εμαγψλνπ)

2
 + (πιεπξά δεθαγψλνπ)

2 
 

Καη ζην νξζνγψλην ηξίγσλν ΓΟΔ, ηζρχεη φηη ΟΓ
2
 + ΟΔ

2
 = ΓΔ

2
 θαη ΟΓ είλαη ε πιεπξά 

θαλνληθνχ εμαγψλνπ θαη ε ΟΔ πιεπξά θαλνληθνχ δεθαγψλνπ, άξα ε ΓΔ είλαη πιεπξά 

θαλνληθνχ πεληαγψλνπ.  

Έρνπκε φηη, ε πιεπξά θαλνληθνχ πεληαγψλνπ θείηαη ππφ ην ηφμν 72
ν
 επνκέλσο,  

         Υνξδή(72
ν
 ) = √    {          }  = 70

p
 32΄3΄΄ . 

Ηζρχεη φηη ρνξδή(60
ν
) = 60

p
 , πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πιεπξά θαλνληθνχ εμαγψλνπ, επηπιένλ 

έρνπκε ρνξδή(90
ν
) = √     = √     = 84

p
 51΄10΄΄, πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πιεπξά 

ηεηξαγψλνπ θαη ρνξδή(120
ν
) = √    = 103

p
 55΄23΄΄.  

πσο, αλαθέξζεθε πην πάλσ ν Πηνιεκαίνο κειέηεζε θαιά ηνλ Ίππαξρν, θαη πνιιέο 

πξνηάζεηο πνπ απνδείρηεθαλ απφ ηνλ Ίππαξρν, ηηο παξαζέηεη θαη ν Πηνιεκαίνο ζην έξγν ηνπ, 

γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ πίλαθα ρνξδψλ.  

Έηζη, φπσο έρεη δεηρζεί πην πάλσ, ηζρχεη ε ζρέζε  

                {ρνξδή(ρ)}
2
 + {ρνξδή(180 –ρ)}

2
 = (δηάκεηξνο)

2
 = 120

2
, 

πνπ είλαη ηζνδχλακε κε ηε ζρέζε εκ
2
ζ + ζπλ

2
ζ = 1. 
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Καη επνκέλσο, απφ απηή ηε ζρέζε κπνξεί εχθνια λα ππνινγηζηεί ε ρνξδή(108
ν
), απφ ηε 

ρνξδή(72
ν
) θαη ε ρνξδή(144

ν
), απφ ηε ρνξδή(36

ν
) θηι. 

Ζ κέζνδνο ππνινγηζκνχ ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο δελ εμεγείηαη απφ ηνλ ίδην ηνλ Πηνιεκαίν. Ο 

Θέσλ ηεο Αιεμάλδξεηαο ζηα ζρφιηα ηνπ γηα ηε “χληαμε” ηνπ Πηνιεκαίνπ, 200 ρξφληα αθνχ 

γξάθηεθε ε “χληαμε”, έδεημε ηνλ ηξφπν εμαγσγήο απηήο ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο θαη ζην 

βηβιίν “History of Mathematics”  ηνπ V. Katz, δίλεηαη έλα παξάδεηγκα ππνινγηζκνχ ηεο ξίδαο 

 √    , ζχκθσλα κε ηνλ ηξφπν ηνπ Θέσλα. 

 Παξαηεξείηαη φηη 84
2
 = 7056 θαη 85

2
 = 7225 θαη επνκέλσο ε δεηνχκελε απάληεζε ζα είλαη 

ηεο κνξθήο 84
p
 ρ΄y΄΄.  Απφ ηε ζηηγκή πνπ 7200 – 84

2
 = 144, δηαηξνχκε ην 144 · 60 = 8640 κε 

ην 2 · 84 = 168 θαη παίξλνπκε σο πιεζηέζηεξν αθέξαην ηνλ 51. Έηζη, ηψξα ε ηεηξαγσληθή 

ξίδα ζα έρεη ηε κνξθή 84
p
 51΄ y΄΄. πλερίδνπκε ηε δηαδηθαζία, 7200 – (84

p
 51΄)

2
 = 0,4775

p
 = 

1719΄΄ = 0
p
 28΄39΄΄ θαη δηαηξψληαο απηφ κε ην 2 · 84

p
 51΄= 10182΄= 169

p
 42΄ δίλεη 10 σο ηνλ 

πιεζηέζηεξν αθέξαην. Άξα, ε πξνζέγγηζε ηεο √     = 84
p
 51΄10΄΄. 

 

5.1.1.2 Σα ιζοδύναμα ηυν ζσέζευν ημ (θ-θ) και ζςν (θ+θ) για ηη διαθοπά και ηο 

άθποιζμα σοπδών. 

Ο Πηνιεκαίνο φκσο, επεηδή αηζζαλφηαλ φηη ε ρξήζε ησλ γλσζηψλ θαλνληθψλ πνιπγψλσλ 

πεξηφξηδε ηελ εχξεζε ησλ ρνξδψλ ζε εηδηθέο κφλν θαηεγνξίεο ηφμσλ, επηλφεζε θαη δηαηχπσζε 

ην πεξίθεκν ζεψξεκα πνπ θέξεη ην φλνκά ηνπ θαη ην νπνίν εκθαλίζηεθε γηα πξψηε θνξά 

ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ.  

«Θεώπημα ηος Πηολεμαίος» 

Αλ ΑΒΓΓ είλαη ηεηξάπιεπξν εγγεγξακκέλν ζε θχθιν, ην άζξνηζκα ησλ γηλνκέλσλ ησλ 

αληηθεηκέλσλ πιεπξψλ ηνπ ηζνχηαη κε ην γηλφκελν ησλ δχν δηαγσλίσλ ηνπ.   

Γειαδή ηζρχεη ΑΒ·ΓΓ + ΑΓ·ΒΓ = ΑΓ·ΒΓ 

 

Απόδειξη 

ρεδηάδνπκε ηε ΒΔ έηζη ψζηε ε γσλία Α ̂Δ λα είλαη ίζε κε ηε γσλία Γ ̂Γ, θαη έζησ φηη ε ΒΔ 

ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Δ.  
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Σφηε ηα ηξίγσλα ΑΒΔ θαη ΓΒΓ είλαη φκνηα, θαη επνκέλσο 

                                                  
  

  
 = 

  

  
  

Γειαδή,                           ΑΒ·ΓΓ = ΑΔ·ΒΓ             (Η) 

Αλ ηψξα ζε θάζε κηα απφ ηηο ίζεο γσλίεο Α ̂Δ θαη Γ ̂Γ πξνζζέζνπκε ηε γσλία Δ ̂Γ, νη 

γσλίεο Α ̂Γ θαη Δ ̂Γ πνπ ζα πξνθχςνπλ ζα είλαη πάιη ίζεο θαη επνκέλσο, ηα ηξίγσλα ΑΒΓ 

θαη ΔΒΓ ζα είλαη φκνηα. Άξα, απφ ηελ νκνηφηεηα ησλ ηξηγψλσλ ζα έρνπκε, 

                                                   
  

  
 = 

  

  
  

Γειαδή,                             ΑΓ·ΒΓ = ΓΔ·ΒΓ             (ΗΗ) 

Πξνζζέηνληαο ηψξα ηηο ζρέζεηο (Η) θαη (ΗΗ) πξνθχπηεη ε δεηνχκελε ζρέζε, 

                                        ΑΒ·ΓΓ + ΑΓ·ΒΓ = ΑΓ·ΒΓ 

 

χκθσλα ηψξα κε ην ζεψξεκα πνπ κφιηο απνδείρζεθε ζα κπνξεί λα ππνινγηζηεί ε         

ρνξδή (α-β) φηαλ ε ρνξδή (α) θαη ε ρνξδή(β) είλαη γλσζηέο. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, έζησ φηη ΑΒ θαη ΑΓ είλαη δχν ηφμα πνπ θαηαιήγνπλ ζην Α, ην άθξν ηεο 

δηακέηξνπ ΑΓ ελφο θχθινπ, θαη φηη ην ΑΓ (=α) είλαη κεγαιχηεξν ηνπ ΑΒ (=β). Τπνζέηνληαο 

φηη ε ρνξδή(ΑΓ) θαη ε ρνξδή(ΑΒ) είλαη γλσζηέο, δεηείηαη λα βξεζεί ε ρνξδή(ΒΓ). 
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Φέξνπκε ηηο ΒΓ θαη ΓΓ. χκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Πηνιεκαίνπ ηζρχεη φηη, 

                                              ΑΓ·ΒΓ = ΒΓ·ΑΓ + ΑΒ·ΓΓ           (1) 

Αθνχ ηα ΑΒ θαη ΑΓ είλαη γλσζηά, ζα είλαη γλσζηά θαη ηα ΒΓ = ρνξδή (180
ν
 – ΑΒ) θαη ΓΓ = 

ρνξδή (180
ν
 – ΑΓ), θαζψο επίζεο θαη ην ΑΓ = ρνξδή (180

ν
). Δπνκέλσο, ε ρνξδή(ΒΓ) πνπ 

κέλεη κπνξεί λα ππνινγηζηεί. Έηζη,απφ ηε ζρέζε (1) έρνπκε, 

                                       ΒΓ·ΑΓ = ΑΓ·ΒΓ - ΑΒ·ΓΓ =>  

{ρνξδή(α-β)}·(ρνξδή180
ν
) = {ρνξδή(α)}·{ρνξδή (180

ν
-β)} – {ρνξδή(β)}·{ρνξδή(180

ν
-α)} 

Σν νπνίν είλαη ηζνδχλακν κε εκ(ζ-θ) = εκζ ·ζπλθ – ζπλζ·εκθ , φπνπ α = 2ζ θαη β=2θ. 

Με απηφλ ηνλ ηχπν ν Πηνιεκαίνο βξήθε ηε ρνξδή(12
ν
) = ρνξδή(72

ν
- 60

ν
) = 12

p
 32΄36΄΄. 

Απφ ην ζεψξεκα ηνπ Πηνιεκαίνπ επίζεο, πξνθχπηεη θαη ν ηχπνο ηνπ αζξνίζκαηνο.  

Αο ππνζέζνπκε φηη ΑΓ είλαη ε δηάκεηξνο ελφο θχθινπ θαη ΑΒ, ΒΓ δχν ηφμα. Γνζκέλεο ηεο 

ρνξδήο(ΑΒ) θαη ηεο ρνξδήο(ΒΓ), λα βξεζεί ε ρνξδή(ΑΓ). 

ρεδηάδνπκε ηε δηάκεηξν ΒΟΔ θαη θέξνπκε ηα ΓΔ, ΓΓ, ΓΔ, ΒΓ. Σψξα, εθφζνλ, ε ρνξδή(ΑΒ) 

θαη ε ρνξδή(ΒΓ) είλαη γλσζηέο, είλαη γλσζηή θαη ε ρνξδή(ΓΔ), ε νπνία είλαη ίζε κε ηε 

ρνξδή(ΑΒ). Αλ ε ρνξδή(ΒΓ) είλαη γλσζηή, ηφηε θαη ε ρνξδή(ΓΔ) είλαη γλσζηή.  
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Απφ ην ζεψξεκα ηνπ Πηνιεκαίνπ ζην ηεηξάπιεπξν ΒΓΓΔ έρνπκε, 

                                               ΒΓ·ΓΔ = ΒΓ·ΓΔ + ΒΔ·ΓΓ     (2) 

Έηζη, κε ηε δηάκεηξν ΒΔ θαη φιεο ηηο ρνξδέο γλσζηέο, εθηφο απφ ηε ΓΓ, κπνξνχκε λα βξνχκε 

ηε ΓΓ ή αιιηψο ηε ρνξδή(180
ν
- ΑΓ). Απφ ηε ζρέζε (2) έρνπκε, 

                                        ΒΔ·ΓΓ = ΒΓ·ΓΔ - ΒΓ·ΓΔ  ή 

{ρνξδή(180
ν
)}·{ρνξδή(180

ν
- ΑΓ)} = {ρνξδή(180

ν
- ΑΒ)}·{ρνξδή(180

ν
- ΒΓ)} – 

{ρνξδή(ΑΒ)}·{ρνξδή(ΒΓ)} 

Απ‟ φπνπ κπνξεί λα βξεζεί ε ρνξδή(180
ν
 – ΑΓ) θαη επνκέλσο ε ρνξδή(ΑΓ). 

Αλ ΑΒ= 2ζ θαη ΒΓ= 2θ, ην απνηέιεζκα είλαη ηζνδχλακν κε ην ζχγρξνλν ηχπν 

                                   ζπλ(ζ+θ) = ζπλζ ·ζπλθ – εκζ ·εκθ 

 

κσο γηα λα βξεζνχλ νη ρνξδέο αθφκα κηθξφηεξσλ γσληψλ, ρξεζηκνπνηήζεθε ν ηχπνο γηα ηελ 

εχξεζε ηνπ κηζνχ ηφμνπ, πνπ ήηαλ γλσζηφο ζηνλ Ίππαξρν θαη έρεη απνδεηρζεί πην πάλσ θαη 

κε ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ ηζνδπλακεί κε ηνλ ηχπν, εκ
2
 
 

 
  = 

       

 
 . 

Δθαξκφδνληαο δηαδνρηθά απηφλ ηνλ ηχπν, ν Πηνιεκαίνο βξήθε ηε ρνξδή(6
ν
), ηε ρνξδή(3

ν
) θαη 

ηέινο ηε ρνξδή(1
 

 

 ν 
) = 1

p
 34΄15΄΄ θαη ηε ρνξδή(

 

 
 
ν
) = 0

p 
47΄8΄΄.  Γλσξίδνληαο, ηψξα απηέο ηηο 

ρνξδέο πξέπεη λα βξεζεί ε ρνξδή(1
ν
). 
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5.1.1.3 Τπολογιζμόρ ηηρ σοπδήρ (1
ο
) 

Ο Πηνιεκαίνο θάλνληαο ρξήζε ηνπ ιήκκαηνο πνπ ήηαλ γλσζηφ θαη ζηνλ Αξίζηαξρν θαη ζηνλ 

Αξρηκήδε έθηαζε ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο ρνξδήο ηφμνπ 1
ν
. 

Λήμμα 

Αλ ηα ΑΒ, ΑΓ είλαη άληζεο ρνξδέο ζε έλαλ θχθιν, κε ηε ΒΓ λα είλαη κεγαιχηεξε, ηφηε ν 

ιφγνο ηνπ ΓΒ πξνο ην ΒΑ ζα είλαη κηθξφηεξνο απφ ην ιφγν ηνπ ηφμνπ ΓΒ πξνο ην ηφμν ΒΑ. 

Απόδειξη 

Έζησ φηη ην ΒΓ δηρνηνκεί ηε γσλία Α ̂Γ, ηέκλνληαο ηελ ΑΓ ζην Δ θαη ηελ πεξηθέξεηα ζην Γ. 

Σα ηφμα ΑΓ, ΓΓ είλαη ηφηε ίζα, θαη ην ίδην ηζρχεη γηα ηηο ρνξδέο ΑΓ, ΓΓ. Δπίζεο, ΓΔ>ΔΑ, 

εθφζνλ 
  

  
 = 

  

  
 (Δπθιείδεο VI.3). 

                                    

ρεδηάδνπκε ηε ΓΦ θάζεηα ζηελ ΑΓ, νπφηε ΑΓ> ΓΔ> ΓΦ, θαη ν θχθινο κε θέληξν Γ θαη 

αθηίλα ΓΔ ηέκλεη ηε ΓΑ ζην Θ θαη ηελ πξνέθαηζε ηεο ΓΦ ζην Ζ. Έηζη έρνπκε, φηη ν 

θπθιηθφο ηνκέαο ΓΔΖ είλαη κεγαιχηεξνο απφ ην ηξίγσλν ΓΔΦ θαη ην ηξίγσλν ΓΔΑ είλαη 

κεγαιχηεξν απφ ηνλ θπθιηθφ ηνκέα ΓΔΘ θαη έηζη, 
            

            
 < 

             

             
. Αιιά απφ 

ηελ πξφηαζε VI.1 ησλ «ηνηρείσλ» ηνπ Δπθιείδε έρνπκε φηη 
  

  
 = 

            

            
 θαη 

             

             
 < 

        ̂ 

        ̂ 
. πλζέηνληαο ηψξα φιεο απηέο ηηο ζρέζεηο έρνπκε, 
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 = 

          

          
 < 

             

             
 < 

        ̂ 

        ̂ 
 

Καη επνκέλσο,                                     
  

  
 < 

        ̂ 

        ̂ 
       (α) 

Γηπιαζηάδνληαο ηε ζρέζε (α), πξνθχπηεη φηη 

                                             
  

  
 < 

        ̂ 

        ̂ 
, 

Οπφηε,                                         
  

  
 < 

        ̂ 

        ̂ 
      (β) 

Δθφζνλ, 
  

  
 = 

  

  
 (Δπθιείδεο VI.3) ε (β) γίλεηαη  

  

  
 < 

        ̂ 

        ̂ 
 .  

Καη ζπλεπψο ,                            
  

  
 < 

       

       
  

Αθνχ,                                     
        ̂ 

        ̂ 
 = 

       

       
 . 

Γειαδή έρνπκε,                     
        

        
 < 

       

       
.  

Απηφ είλαη ηζνδχλακν κε ηε ζρέζε,  
   

   
 < 

 

 
 , φπνπ   

 

 
 > α>β. 

Έρνληαο ηψξα απνδείμεη ην παξαπάλσ ιήκκα , γξάθνπκε θχθιν ΑΒΓ θαη δχν ρνξδέο ΑΒ θαη 

ΑΓ. Αο ππνζέζνπκε φηη ε ΑΒ είλαη ρνξδή ηνπ ηφμνπ 
  

 
 θαη ε ΑΓ ρνξδή ηνπ ηφμνπ 1

ν
. 
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Απφ ην ιήκκα πην πάλσ έρνπκε φηη       
  

  
 <  

       

       
 

πλεπάγεηαη φηη,   
         

     (
  

 
 )

 < 
 
 

 

           (1) 

ηε ζπλέρεηα έρνληαο ην ΑΒ σο ρνξδή ηφμνπ 1
ν
 θαη ΑΓ σο ηε ρνξδή ηφμνπ 1 

  

 
 θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο πάιη ην παξαπάλσ ιήκκα έρνπκε φηη,   
      (  

 

 

 
)

         
 < 

 
 

 

 
               (2) 

Γειαδή απφ ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) πξνθχπηεη φηη, 

                     
 

 
 ρνξδή( 

  

 
) > ρνξδή(1

ν
) > 

 

 
 (ρνξδή 1

  

 
) . 

κσο, ε ρνξδή( 
  

 
) έρεη ππνινγηζηεί πξνεγνπκέλσο θαη ηζνχηαη κε 0

p
 47΄8΄΄ θαη έηζη                          

 

 
 (ρνξδή 

  

 
) = 1

p
 2΄50΄΄ , ην ίδην θαη ε (ρνξδή 1

  

 
), ε νπνία ηζνχηαη κε 1

p
 34΄15΄΄ , θαη 

επνκέλσο, 
 

 
 (ρνξδή 1

  

 
) = 1

p
 2΄50΄΄.  

Γειαδή, ε ρξνδή(1
ν
) είλαη ηαπηφρξνλα κεγαιχηεξε θαη κηθξφηεξε απφ ηελ ίδηα πνζφηεηα, 

νπφηε κπνξχκε λα πνχκε φηη ρνξδή (1
ν
) είλαη ίζε κε απηήλ ηελ πνζφηεηα. 

Με απηφλ ηνλ ηξφπν ν Πηνιεκαίνο θαηφξζσζε κε παξεκβνιή λα θηάζεη ζην ζπκπέξαζκα φηη 

ε ρνξδή(1
ν
) = 1

p
 2΄50΄΄ . Έπεηηα ζπκπεξαίλεη, κε θαιή πξνζέγγηζε, φηη ε ρνξδή(

  

 
  = 0

p 

31΄25΄΄.  

χκθσλα κε φια ηα παξαπάλσ ζεσξήκαηα θαη ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ βγάδεη ν Πηνιεκαίνο, 

θαηάθεξε λα ζπγθξνηήζεη έλαλ πίλαθα φισλ ησλ ρνξδψλ ησλ ηφμσλ πνπ είλαη πνιιαπιάζηα 

ηνπ ηφμνπ ηεο  
 

 
 ν

 θαη πνπ δελ μεπεξλνχλ ηηο  180
ν
 . Οπζηαζηηθά, δειαδή, θαηαζθεχαζε έλα 

πίλαθα εκηηφλσλ γηα γσλίεο πνπ είλαη πνιιαπιάζηα ηεο (
 

 
)
ν
 θαη δελ μεπεξλνχλ ηηο 90

ν
. 

 

5.1.2 Ο Πίνακαρ Υοπδών   

Ζ ζρνιαζηηθφηεηα θαη ε αθξίβεηα ηνπ Πηνιεκαίνπ πξνθαινχλ έθπιεμε, γη απηφ παξαθάησ 

δίλεηαη έλα δείγκα ηνπ πίλαθα ρνξδψλ πνπ πεξηερφηαλ ζην κεγάιν ηνπ έξγν. 
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Μοίπερ Υοπδή ημεπινή ηιμή ηηρ σοπδήρ 

  

 
 0 + 

  

  
 + 

  

   
 = 0,523611… 0,523597… 

  

 
 0 + 

  

  
 + 

 

   
 = 0,785555… 0,785392… 

1
ν
 1 - 

 

  
 - 

  

   
 = 1,047222… 1,047184… 

  

 
 1 + 

  

  
 + 

  

   
 = 1,581944… 1,570751… 

36
ν
 37 + 

 

  
 + 

  

   
 = 37,081944… 37,082039… 

44
ν
 44 + 

  

  
 + 

  

   
 = 44,952777… 44,952791… 

45
ν
 45 + 

  

  
 + 

  

   
 = 45,921944… 45,922011… 

72
ν
 70 + 

  

  
 + 

 

   
 = 70,534166… 70,534230… 

90
ν
 84 + 

  

  
 + 

  

   
 = 84,852777… 84,852813… 

120
ν
 104 + 

  

  
 + 

  

   
 = 

104,923333… 

103,923048… 

                                           (Σζηκπνπξάθεο, 2004, ζει. 127) 

 

5.1.3 θαιπική Σπιγυνομεηπία ζηη Μαθημαηική ύνηαξη 

Ο Πηνιεκαίνο κε ηε βνήζεηα ηεο επίπεδεο Σξηγσλνκεηξίαο, πνπ αλαπηχρζεθε πην πάλσ, 

επηιχεη πξνβιήκαηα ηεο Αζηξνλνκίαο, φπσο γηα παξάδεηγκα ν θαζνξηζκφο ηεο 

εθθεληξφηεηαο ηεο ηξνρηάο ηνπ Ήιηνπ. Ωζηφζν, ν Πηνιεκαίνο αζρνιήζεθε αξθεηά εθηελψο 

θαη κε αιγνξίζκνπο γηα ηελ επίιπζε ζθαηξηθψλ ηξηγψλσλ. Παξφιν πνπ ε ζθαηξηθή γεσκεηξία 

άξρηζε λα κειεηάηαη απφ ηηο αξρέο ηνπ 300 π.Υ., ε πξψηε εκθάληζε ηεο ζθαηξηθήο 

Σξηγσλνκεηξίαο έγηλε ζην έξγν ηνπ Μελειάνπ «θαηξηθή», φπσο αλαθέξζεθε πην πάλσ. Ο 

Πηνιεκαίνο ζηε κειέηε ηνπ απηή, βαζίδεηαη κφλν ζην Θεψξεκα ηνπ Μελειάνπ (ΗΗΗ.1) θαη 

φπνπ έρεη αθνξκή γη άιιεο πξνηάζεηο απφ ηε «θαηξηθή» ηνπ Μελειάνπ, π.ρ. ΗΗΗ.2 θαη ΗΗΗ.3, 

δελ παξαζέηεη απηέο ηηο πξνηάζεηο, φπσο ζα κπνξνχζε λα είρε θάλεη, αιιά ηηο απνδεηθλχεη 

εμαξρήο κε ην Θεψξεκα ηνπ Μελειάνπ. 
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Σν ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα δηαθνξεηηθνχο ζθνπνχο απφ ην Μελέιαν θαη 

απφ ηνλ Πηνιεκαίν. Γηα ηνλ Πηνιεκαίν, είλαη κηα ππνινγηζηηθή κεραλή πνπ ιχλεη ηξία 

πξσηαξρηθά πξνβιήκαηα ζθαηξηθήο Αζηξνλνκίαο. 

1) Πξφβιεκα ππνινγηζκνχ ησλ ρξφλσλ αλαηνιήο ησλ ηφμσλ ηεο εθιεηπηηθήο. 

2) Πξφβιεκα θαζoξηζκνχ ηεο ζέζεο ηεο εθιεηπηηθήο ζε ζρέζε κε ηνλ ηξνπηθφ νξίδνληα. 

3) Πξφβιεκα ππνινγηζκνχ ηεο ηαπηφρξνλεο αλαηνιήο ησλ απιαλψλ αζηέξσλ. 

Σν ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ ήηαλ επαξθψο απιφ θαη ρξήζηκν θαη φηαλ ν Πηνιεκαίνο ήζειε λα 

παξάγεη ηε δηθή ηνπ θαηξηθή Αζηξνλνκία, βαζίζηεθε εμνινθιήξνπ ζε απηφ. Πξάγκαηη, 

πνιχ ιίγα ζηνηρεία απφ παιαηφηεξα έξγα ζθαηξηθήο γεσκεηξίαο παξνπζηάδνληαη ζηελ 

Αικαγέζηε. Γεληθφηεξα, ε πξνζέγγηζε ηνπ Πηνιεκαίνπ ζηε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία ήηαλ ε 

ρξήζε βαζηθψλ ζεσξεκάησλ ηνπ Θενδνζίνπ θαη ηνπ Μελειάνπ, ζπλδπαζκέλα κε 

ππνινγηζκνχο πνπ γίλνληαη ζχκθσλα κε ην Θεψξεκα ηνπ Μελειάνπ. Απηφ ηνπ επέηξεςε ηε 

ρξήζε ηεο ζπκκεηξίαο ησλ παξάιιεισλ θχθισλ θαη ηε γεσκεηξία ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ 

γηα λα απινπνηήζεη ηελ πξνζέγγηζή ηνπ. 

Ο Πηνιεκαίνο, αθνχ απνδείμεη εθηελψο ην ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ ην ρξεζηκνπνηεί γηα λα 

επηιχζεη νξζνγψληα ζθαηξηθά ηξίγσλα, ηξίγσλα κε πιεπξέο ηφμα κέγηζησλ θχθισλ, φπνπ δχν 

απφ απηά ηα ηφμα ζρεκαηίδνπλ γσλία 90
ν
 . 

Έζησ νξζνγψλην ζθαηξθφ ηξίγσλν κε νξζή γσλία  ̂ θαη κε πιεπξέο α, β, γ απέλαληη απφ ηηο 

γσλίεο  ̂,  ̂,  ̂ αληίζηνηρα. Ο Πηνιεκαίνο θαηαζθεχαζε κηα ζχλζεζε ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα 

ηνπ Μελειάνπ πνπ πεξηέρεη ην ηξίγσλν απηφ.  

Γηα παξάδεηγκα, έζησ ΑΒΓ ην νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν, θαηαζθεπάδνπκε ΡΜ θαη ΚΝ 

ηνπο κέγηζηνπο θχθινπο, νη νπνίνη έρνπλ σο πφινπο ηα Α, Β αληίζηνηρα θαη πξνεθηείλνπκε 

θάζε πιεπξά ηνπ ηξηγψλνπ κέρξη λα ζπλαληήζεη θαη ηνπο δχν κέγηζηνπο θχθινπο. 

Έηζη, έρνπκε δχν εθαξκνγέο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ, κία ζην ζρήκα, πνπ 

δεκηνπξγείηαη κε θνξπθή ην Μ θαη ηφμα ΜΑ, ΜΡ, ΓΡ θαη ΑΛ θαη ε άιιε εθαξκνγή ζην 

ζρήκα, πνπ δεκηνπξγείηαη κε θνξπθή ην Ν θαη ηφμα ΝΒ, ΝΚ, ΞΒ θαη ΚΓ. 
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Α) Δθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ ζην ζρήκα κε θνξπθή ην Μ: 

(i) 
          

         
  = 

          

          
   
          

          
  => 

             

       
  = 

             

        
   

        

           
 

(ii) 
          

         
  = 

          

          
   
          

          
 => 

          

        
  = 

           

         
   

         

           
  

Β) Δθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Μελειάνπ ζην ζρήκα κε θνξπθή ην Ν: 

(i) 
          

         
  = 

          

          
   
          

          
 => 

        

            
  = 

        

             
   
             

          
 

(ii) 
          

         
  = 

          

          
   
          

          
 => 

          

             
  = 

          

             
   
             

          
 

Με ζχγρξνλε νπηηθή, έρνπκε ηέζζεξηο εθαξκνγέο ηνπ ζεψξεκαηνο ηνπ Μελειάνπ, ε πξψηε 

ζην νξζνγψλην ηξίγσλν ΜΡΓ, ε δεχηεξε ζην νξζνγψλην ηξίγσλν ΝΒΞ, ε ηξίηε ζην ηξίγσλν 

ΝΒΞ θαη ε ηέηαξηε ζην ηξίγσλν ΒΓΑ. Απφ ηε ζηηγκή πνπ ην ηφμν ελφο κέγηζηνπ θχθινπ 

ηζνχηαη κε ηε γσλία πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ηνλ πφιν ηνπ θχθινπ θαη βαίλεη ζε απηφ, θαη αθνχ 

Ρ θαη Κ, νη πφινη ησλ ΚΜ θαη ΡΝ, αληίζηνηρα, νη εμηζψζεηο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην ζεψξεκα 
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ηνπ Μελειάνπ κπνξνχλ λα απινπνηεζνχλ αξθεηά θαη λα δψζνπλ απνηειέζκαηα ζπλαξηήζεη 

ησλ γσληψλ θαη ησλ πιεπξψλ ηνπ δνζκέλνπ ηξηγψλνπ. 

1
η
 πεπίπηωζη: Δθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Μελειάνπ ζην ηξίγσλν ΜΡΓ κε εζσηεξηθή 

δηαηέκλνπζα ηελ ΑΒΛ. 

                 
              

        
 = 

              

        
 · 

        

            
  

Σν νπνίν ζε ζχγρξνλε γιψζζα γξάθεηαη:   
         

    
 = 

          

    
 · 

    

     
   

θαη ηζνχηαη κε εθ Α = 
    

    
    (1) 

2
η
 πεπίπηωζη: Δθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Μελειάνπ ζην ηξίγσλν ΒΛΡ κε εμσηεξηθή 

δηαηέκλνπζα ηε ΜΓΑ. 

                    
            

        
 = 

            

        
 · 

        

           
  

ε ζχγρξνλε γξαθή:                  
     

    
 = 

      

    
 · 

    

      
  

Ζ ζρέζε απηή ηζνχηαη κε εκ Α = 
    

   
   (2) 

3
η
 πεπίπηωζη: Δθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Μελειάνπ ζην ηξίγσλν ΝΒΞ κε εζσηεξηθή 

δηαηέκλνπζα ηε ΓΑΚ. 

              
        

              
 = 

        

              
 · 
              

            
 

 ε ζχγρξνλε γξαθή:       
    

         
 = 

    

          
 · 
          

      
 . 

Σν νπνίν καο δίλεη  ζπλ Β = 
    

    
    (3) 

4
η
 πεπίπηωζη: Δθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Μελειάνπ ζην ηξίγσλν ΒΓΑ κε εμσηεξηθή 

δηαηέκλνπζα ΝΞΚ. 
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 = 

            

              
 · 
              

            
 

Σν νπνίν ζε ζχγρξνλε γιψζζα γξάθεηαη:   
      

          
 = 

      

          
 · 
          

      
 . 

Καη απφ απηή ηε ζρέζε έρνπκε φηη  ζπλ γ = ζπλ α · ζπλ β    (4) 

Να ζεκεησζεί εδψ φηη ν φξνο ηεο δηαηέκλνπζαο δε ρξεζηκνπνηείηαη απφ ηνλ Πηνιεκαίν, απιά 

εθαξκφδεη ην ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ ηέζζεξηο θνξέο. Ωζηφζν, κε ηε ρξήζε ησλ 

δηαηεκλνπζψλ, γίλεηαη πην ζαθήο ε εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο. 

Έηζη απφ ηελ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Μελειάνπ πξνθχπηνπλ νη ηχπνη (1), (2), (3) θαη (4), 

ηηο νπνίεο ν Πηνιεκαίνο ρξεζηκνπνηεί γηα ηελ επίιπζε νξζνγψλησλ ηξηγψλσλ ζηα 

πξνβιήκαηα ηνπ. 

(Βξαηζάλνο, 2006; González-Velasco, 2011; Heath, 1921; Home, 2010; Katz, 1998; 

Rosenfeld, 1988; Sidoli, 2006; Σζηκπνπξάθεο, 2004; Toomer; 1984)  
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2ο μέπορ: θαιπική Γευμεηπία και Σπιγυνομεηπία˙ ζύγσπονη μοπθή. 

1. Ειζαγυγή 

ην θεθάιαην απηφ ζα κειεηήζνπκε ηε γεσκεηξία ηεο ζθαίξαο, φπσο ε επηθάλεηα ηεο γεο, σο 

κνληέιν Διιεηπηηθήο γεσκεηξίαο.  Ζ Διιεηπηηθή γεσκεηξία είλαη κηα κε Δπθιείδεηα 

γεσκεηξία θαη πξνθχπηεη απφ ηελ άξλεζε ηνπ 5
νπ

 αμηψκαηνο ηεο Δπθιείδεηαο γεσκεηξίαο. 

5
ο
 αξίωμα : Αλ κία επζεία, πνπ ηέκλεη δχν άιιεο, ζρεκαηίδεη ηηο εληφο θαη επί ηα απηά γσλίεο 

κε άζξνηζκα κηθξφηεξν ησλ δχν νξζψλ, ηφηε νη δχν επζείεο, πξνεθηεηλφκελεο επ‟ άπεηξνλ ζα 

ηκεζνχλ θαη κάιηζηα πξνο ην κέξνο φπνπ βξίζθνληαη νη γσλίεο κε ην κηθξφηεξν ησλ δχν 

νξζψλ άζξνηζκα. 

Ζ άξλεζε ηνπ 5
νπ

 αμηψκαηνο κπνξεί λα γίλεη κε δχν ηξφπνπο: 

1) Γερφκαζηε φηη απφ ζεκείν εθηφο επζείαο άγνληαη δχν ή θαη πεξηζζφηεξεο επζείεο 

παξάιιειεο πξνο ηε δνζείζα. 

2) Αξλνχκαζηε εμ νινθιήξνπ ηελ χπαξμε ηεο παξαιιειίαο επζεηψλ. 

Ζ άξλεζε κε ηελ πξψηε κνξθή νδεγεί ζηελ Τπεξβνιηθή γεσκεηξία, ελψ ε άξλεζε κε ηε 

δεχηεξε κνξθή νδεγεί ζηελ Διιεηπηηθή γεσκεηξία (Βαζηιείνπ, 2012). 

2. θαιπική Γευμεηπία 

θαηξηθή Γεσκεηξία είλαη ε κειέηε ηεο γεσκεηξίαο ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο.  

Οπιζμόρ: θαίξα νλνκάδεηαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ ρψξνπ πνπ απέρνπλ απφ 

ζηαζεξφ ζεκείν Ο, πνπ ιέγεηαη θέληξν ηεο ζθαίξαο, ζηαζεξή απφζηαζε R, πνπ ιέγεηαη 

αθηίλα ηεο ζθαίξαο.  

Αλ γηα έλα ζεκείν Μ ηζρχεη φηη ΟΜ< R, ηφηε ην Μ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθφ ηεο ζθαίξαο. 

Αληίζηνηρα, αλ ΟΜ > R, ην Μ βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθφ ηεο ζθαίξαο, ελψ αλ ΟΜ = R, ηφηε ην 

Μ βξίζθεηαη πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο. 

Ζ εμίζσζε ηεο ζθαίξαο κε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ζηνλ Ɍ
3
 κε θέληξν Ο, ην θέληξν ηεο 

ζθαίξαο είλαη, x
2
 + y

2
 + z

2
 = 1 θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε S

2
. Οη ζεηηθνί άμνλεο x, y, z ηέκλνπλ 

ηε ζθαίξα S
2
 ζηα ζεκεία Α (1, 0, 0), Β (0, 1, 0) θαη C (0, 0, 1) αληίζηνηρα. Σν ζεκείν C 

πνιιέο θνξέο θαιείηαη “ βφξεηνο πφινο” ηεο ζθαίξαο θαη ζπκβνιίδεηαη κε N. Κάζε ζεκείν (x, 
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y, z) πάλσ ζηε ζθαίξα S
2
, έρεη έλα αληηδηακεηξηθφ ζεκείν (- x, - y, - z). Γηα παξάδεηγκα, ην 

αληηδηακεηξηθφ ζεκείν ηνπ βφξεηνπ πφινπ, είλαη ν λφηηνο πφινο κε ζπληεηαγκέλεο S(0, 0, -1). 

Θέζειρ επιπέδος και ζθαίπαρ 

Έζησ ζθαίξα κε αθηίλα R θαη δ ε απφζηαζε ηνπ θέληξνπ ηεο απφ έλα επίπεδν.  

 Αλ δ > R, ε ζθαίξα θαη ην επίπεδν δελ έρνπλ θνηλά ζεκεία. 

 Αλ δ = R, ε ζθαίξα θαη ην επίπεδν έρνπλ έλα θνηλφ ζεκείν, δειαδή εθάπηνληαη. 

 Αλ δ < R, ε ζθαίξα θαη ην επίπεδν ηέκλνληαη. 

Σν επίπεδν πνπ δηέξρεηαη απφ ην Ο θαη είλαη θάζεην ζην επζχγξακκν ηκήκα ΟΝ ηέκλεη ηε 

ζθαίξα ζε θχθιν πνπ θαιείηαη ηζεκεξηλφο. 

 

2.1 Γευδαιζιακέρ καμπύλερ ζε ένα σώπο 

 

ηε Γεσκεηξία, εθεί φπνπ έρεη λφεκα λα κηιάκε γηα απφζηαζε ζεκείσλ, νη πην ζεκαληηθέο 

θακπχιεο είλαη νη γεσδαηζηαθέο. 

Οπιζμόρ Γεωδαιζιακήρ καμπύληρ 

Ζ ζπληνκφηεξε θακπχιε πνπ ελψλεη δχν ζεκεία ζ‟ έλα ρψξν, είλαη ε γεσδαηζηαθή θακπχιε 

ηνπ ρψξνπ απηνχ. 

Πξέπεη λα ηνληζηεί φηη καο ελδηαθέξνπλ νη θακπχιεο πνπ βξίζθνληαη εμ νινθιήξνπ ζην ρψξν, 

φηαλ ςάρλνπκε γεσδαηζηαθέο θακπχιεο ζην ρψξν απηφ. Μπνξεί λα ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο 

απφ κηα γεσδαηζηαθέο θακπχιεο πνπ ελψλνπλ δχν ζεκεία. Μηθξέο γεσδαηζηαθέο θακπχιεο 

κπνξνχλ λα ελσζνχλ ψζηε λα θαηαζθεπαζηνχλ κεγαιχηεξεο, κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ 

ελψλνληαη ηα επζχγξακκα ηκήκαηα γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο επζείαο.  Γεληθά, κπνξνχκε λα 

πνχκε φηη κηα θακπχιε είλαη γεσδαηζηαθή αλ θάζε επαξθψο κηθξφ ηκήκα θακπχιεο έρεη 

ειάρηζην κήθνο κε ηελ έλλνηα ηνπ πην πάλσ νξηζκνχ. Σέηνηεο γεσδαηζηαθέο θακπχιεο 

ειαρηζηνπνηνχλ ην κήθνο γηα κηθξέο απνζηάζεηο, αιιά κπνξεί λα απνηχρνπλ ζηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ κήθνπο ζε κεγάιεο απνζηάζεηο. 
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Οπιζμόρ Γεωδαιζιακού ηπιγώνος 

Έλα γεσδαηζηαθφ ηξίγσλν είλαη έλα ηξίγσλν, ην νπνίν απνηειείηαη απφ ηξεηο θνξπθέο, πνπ 

ελψλνληαη κε γεσδαηζηαθέο θακπχιεο. Σν άζξνηζκα ησλ γσληψλ ελφο γεσδαηζηαθνχ ηξηγψλνπ 

δελ ηζνχηαη κε 180
ν
 . 

 

2.2 Οι γευδαιζιακέρ καμπύλερ ηηρ ζθαιπικήρ γευμεηπίαρ  

 

ηε ζθαηξηθή γεσκεηξία ην αληίζηνηρν ηεο επζείαο ηνπ επηπέδνπ, είλαη κηα θακπχιε ζηελ 

επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο πνπ ιέγεηαη κέγηζηνο θχθινο. 

Οπιζμόρ: Έλαο κέγηζηνο θχθινο, είλαη έλαο θχθινο πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο θαη 

πξνθχπηεη απφ ηελ ηνκή ηεο ζθαίξαο θαη ελφο επηπέδνπ πνπ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν ηεο. 

  

                 

Οπιζμόρ: Κάζε κέγηζηνο θχθινο πνπ δηέξρεηαη απφ ην βφξεην πφιν Ν ιέγεηαη θχθινο 

«κήθνπο». Ο κέγηζηνο θχθινο πνπ ην επίπεδν ηνπ είλαη θάζεην ζηα επίπεδα ησλ θχθισλ 

«κήθνπο» νλνκάδεηαη ηζεκεξηλφο. Ζ θακπχιε πνπ θαηαζθεπάδεηαη απφ ηελ ηνκή ηεο ζθαίξαο 

κε επίπεδν παξάιιειν ζηνλ ηζεκεξηλφ, είλαη θχθινο πνπ ιέγεηαη θχθινο «πιάηνπο». Ο 

ηζεκεξηλφο είλαη θχθινο «πιάηνπο» θαη νη άιινη θχθινη «πιάηνπο», εθηφο απφ ηνλ ηζεκεξηλφ, 

ιέγνληαη κηθξνί θχθινη. 
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Οπιζμόρ: Αο είλαη P θαη Q δχν νπνηαδήπνηε ζεκεία ζηε ζθαίξα S
2
 θαη C ν κέγηζηνο θχθινο 

πνπ δηέξρεηαη απφ ηα P θαη Q. Σφηε ην ηφμν κε άθξα ηα P θαη Q είλαη κηα γξακκή ζηνλ S
2
 πνπ 

ελψλεη ηα P θαη Q ή αιιηψο γξακκή PQ θαη θείηαη ππφ ηε γσλία P ̂Q, φπνπ Ο ην θέληξν ηεο 

ζθαίξαο. Σν κήθνο κηαο δνζκέλεο γξακκήο ζηνλ S
2
 νξίδεηαη σο ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ 

θπθιηθνχ ηφμνπ, δειαδή Μήθνο( PQ) = R (P ̂Q), φπνπ R ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο θαη ε γσλία 

P ̂Q κεηξάηαη ζε αθηίληα θαη επεηδή πην πάλσ νξίζακε ηε ζθαίξα λα έρεη αθηίλα ίζε κε ηε 

κνλάδα θαη ν κέγηζηνο θχθινο πνπ δηέξρεηαη απφ ηα δχν ζεκεία λα έρεη πεξηθέξεηα 2π, ε 

απφζηαζε ησλ δχν ζεκείσλ ηζνχηαη κε ηε γσλία πνπ βαίλεη ζην ηφμν απηφ απφ ην θέληξν ηεο 

ζθαίξαο. Έηζη, ε απφζηαζε αλάκεζα ζε δχν ζεκεία P θαη Q ζηνλ S
2
 είλαη ην κήθνο ηεο 

κηθξφηεξεο απφ ηηο δχν γξακκέο PQ θαη πνιιέο θνξέο ζπκβνιίδεηαη απιά σο PQ. 

                      

Γηα παξάδεηγκα, ε απφζηαζε απφ ην βφξεην πφιν ελφο νπνηνπδήπνηε ζεκείνπ ηνπ ηζεκεξηλνχ 

είλαη ίζε κε 
 

 
 , ελψ ε απφζηαζε ηνπ βφξεηνπ απφ ην λφηην πφιν ηζνχηαη κε π. 
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Γηα ηνλ ππνινγηζκφ κήθνπο θακπχιεο ζηε ζθαίξα είλαη βνιηθφηεξε ε ρξήζε ησλ ζθαηξθψλ 

ζπληεηαγκέλσλ. ε έλα ζχζηεκα νξζνγψλησλ ζπληεηαγκέλσλ ζηνλ Δ
3
, κε αξρή ην θέληξν ηεο 

ζθαίξαο θαη ν ζεηηθφο άμνλαο ησλ z λα δηέξρεηαη απφ ην βφξεην πφιν Ν ηεο ζθαίξαο, νη 

ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο ελφο ζεκείνπ P πάλσ ζηε ζθαίξα είλαη (R, θ, ζ), φπνπ: 

 R, είλαη ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο 

 θ, ε γσλία αλάκεζα ζην ζεηηθφ άμνλα ησλ x θαη ζηελ πξνβνιή ηνπ δηαλχζκαηνο   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ζην επίπεδν ησλ x, y. 

 ζ, ε γσλία P ̂N 

 

             

Οη ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο ζπλδένληαη κε ηηο νξζνγψληεο ζπληεηαγκέλεο σο εμήο: 

                                 x = R sinζ cosθ 

                                 y = R sinζ sinθ 

                                 z = R cosζ 

Έηζη, κε ζθαίξα κε αθηίλα ίζε κε 1 ην ζεκείν P έρεη πνιηθέο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο (sinζ 

cosθ, sinζ sin θ, cosζ). Γηα παξάδεηγκα, ην ζεκείν κε πνιηθέο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο (sin 
 

 
 

cos 
 

 
 , sin

 

 
 sin 

 

 
, cos 

  

 
 ) είλαη ην ζεκείν ( 

 

  √ 
 , 

√ 

 √ 
 , 

 

 √ 
 ).  
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Με απηφλ ηνλ ηξφπν, θάζε ζεκείν ζηνλ S
2
, εθηφο απφ ην βφξεην θαη λφηην πφιν έρεη ζθαηξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο γηα θαηάιιειεο ηηκέο ησλ θ θαη ζ. ην βφξεην πφιν παίξλνπκε ηε γσλία ζ = 0 

θαη ηε γσλία θ λα παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα [0, 2π), ελψ ζην λφηην πφιν παίξλνπκε ηε γσλία 

ζ = π θαη ηε γσλία θ πάιη λα παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα [0, 2π).  

Οπιζμόρ: Αο είλαη P έλα ζεκείν ζηνλ S
2
 κε πνιηθέο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο (sinζ cosθ, sinζ 

sin θ, cosζ), φπνπ 0 < θ < 2π θαη 0 < ζ < π. Ζ γσλία ζ ηνπ ζεκείνπ P θαιείηαη «ζπκπιήξσκα 

ηνπ πιάηνπο» (colatitude) θαη ε πνζφηεηα ζ΄= 
 

 
 – ζ θαιείηαη «πιάηνο» (latitude) θαη - 

 

 
 < ζ΄< 

 

 
. Ζ γσλία θ ηνπ P θαιείηαη «κήθνο» (longitude). 

Θεώπημα: Ο ζπληνκφηεξνο δξφκνο κεηαμχ δχν ζεκείσλ ζηε ζθαίξα είλαη ην ηφμν ελφο 

κέγηζηνπ θχθινπ. 

Απόδειξη 

Αο είλαη ζ: [α , b] → S κε ζ(t) = ( x(t), y(t), z(t) ) κηα παξακεηξεκέλε θακπχιε ζην S κε ζ(α) 

= A θαη ζ(b) = B. Σν κήθνο ηεο θακπχιεο ζ δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν, 

                            Μήθνο (ζ) = ∫ √                    
 

 
 dt        (1) 

Με ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο έρνπκε, 

x (t) = R sinζ(t) cosθ(t) 

y (t) = R sinζ(t) cosθ(t) 

z (t) = R cosζ(t) 

Παξαγσγίδνληαο έρνπκε 

x΄(t) = R ( cosζ(t) cosθ(t) ζ΄(t) – sinζ(t) sinθ(t) θ΄(t) ) 

y΄(t) = R ( cosζ(t) sinθ(t) ζ΄(t) + sinζ(t) cosθ(t) θ΄(t) ) 

z΄(t) = - R sinζ(t) ζ΄(t) 

Καη έηζη έρνπκε ζηνλ ηχπν (1):  

                Μήθνο (ζ) = ∫  √                       
 

 
 dt 
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                                   ≥ ∫        
 

 
 dt 

                                 = R ( ζ(b) – ζ(α)) 

                                   = R (Β ̂Α) 

                                   = κήθνο (ΑΒ) , κε απζηεξή αληζφηεηα, εθηφο αλ θ΄(t) = 0 ή sin
2
 ζ(t) = 0 

γηα θάζε t 

Οη κέγηζηνη θχθινη είλαη νη γεσδαηζηαθέο ζηνλ S
2
 , θακπχιεο κε ην κηθξφηεξν κήθνο αλάκεζα 

ζε δχν ζεκεία. Οη κηθξνί θχθινη δελ απνηεινχλ γεσδαηζηαθέο θακπχιεο. ηε ζθαηξηθή 

γεσκεηξία, νη κέγηζηνη θχθινη παίδνπλ ην ξφιν πνπ παίδνπλ νη επζείεο γξακκέο ζηελ 

Δπθιείδεηα γεσκεηξία. Τπάξρεη πάληα έλαο κέγηζηνο θχθινο πνπ ελψλεη δχν νπνηαδήπνηε 

ζεκεία ζηνλ S
2
, γηαηί πάληα ππάξρεη επίπεδν πνπ λα δηέξρεηαη απφ απηά θαη απφ ην θέληξν 

ηεο ζθαίξαο. Σν επίπεδν θαη ν αληίζηνηρνο κέγηζηνο θχθινο είλαη κνλαδηθά, εθηφο αλ ηα 

ζεκεία είλαη αληηδηακεηξηθά, φπνπ ζηελ πεξίπησζε απηή ππάξρνπλ πνιινί κέγηζηνη θχθινη 

πνπ ελψλνπλ ηα δχν ζεκεία. 

Ωζηφζν, ζην ζεκείν πνπ ζθαηξηθή γεσκεηξία δηαθέξεη απφ ηελ Δπθιείδεηα γεσκεηξία είλαη, 

φηη δχν κέγηζηνη θχθινη ηέκλνληαη ζε δχν αληηδηακεηξηθά ζεκεία θαη φρη ζε έλα. Απηφ 

ζπκβαίλεη δηφηη ηα επίπεδα πνπ νξίδνπλ ηνπο κέγηζηνπο θχθινπο έρνπλ έλα θνηλφ ζεκείν, ην 

θέληξν ηεο ζθαίξαο θαη επνκέλσο κηα θνηλή επζεία ζηνλ Ɍ
3
, ε νπνία ηέκλεη ηε ζθαίξα ζηα 

δνζκέλα ζεκεία. Δπηπιένλ, δελ ππάξρνπλ παξάιιειεο επζείεο, θαζψο δχν νπνηνηδήπνηε 

κέγηζηνη θχθινη ηέκλνληαη ζε δχν ζεκεία. 

2.3 θαιπικό ηπίγυνο 

Σν ζθαιπικό ηπίγωνο είλαη έλα γεσδαηζηαθφ ηξίγσλν ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο, ην νπνίν 

απνηειείηαη απφ ηφμα ηξηψλ κέγηζησλ θχθισλ πνπ ηέκλνληαη πάλσ ζηελ ζθαίξα. 

Αο είλαη ABC έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν κε πιεπξά α απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Α, πιεπξά b 

απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Β θαη πιεπξά c απέλαληη απφ ηελ θνξπθή C πάλσ ζηελ ζθαίξα κε 

θέληξν Ο. Σν ζθαηξηθφ ηξίγσλν έρεη έμη γσλίεο, ηξείο γσλίεο ησλ ηφμσλ α, b, c θαη ηξείο 

γσλίεο ησλ θνξπθψλ ηνπ ηξηγψλνπ  ̂,  ̂,  ̂.  
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Ζ γσλία ηνπ ηφμνπ α = γσλία (  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,   ⃗⃗⃗⃗  ⃗) πνπ ζεκαίλεη φηη ηζνχηαη κε ηε γσλία πνπ 

ζρεκαηίδνπλ ηα δηαλχζκαηα   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ θαη    ⃗⃗⃗⃗  ⃗. κνηα θαη b = γσλία (  ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ,  ⃗⃗⃗⃗  ⃗) θαη c = γσλία  

(  ⃗⃗⃗⃗  ⃗,  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

Ζ γσλία κηαο θνξπθήο, γηα παξάδεηγκα ηεο θνξπθήο Α, ηζνχηαη κε: 

1) ηε γσλία κεηαμχ ησλ ηφμσλ ΑΒ θαη ΑC ζην Α. 

2) ηε γσλία κεηαμχ ηνπ δηαλχζκαηνο  ⃗ , πνπ είλαη εθαπηφκελν ζην ηφμν ΑΒ ζην Α θαη 

ηνπ δηαλχζκαηνο  ⃗⃗⃗ , πνπ είλαη εθαπηφκελν ζην ηφμν AC ζην Α. 

3) ηε γσλία κεηαμχ ησλ επηπέδσλ     θαη    .  

Έηζη, ινηπφλ, ε γσλία ηεο θνξπθήο κεηξά ηξία πξάγκαηα ζε έλα. Σν (1) θαη ην (2) είλαη 

ηζνδχλακα εμ νξηζκνχ. Σν (2) θαη ην (3) είλαη ηζνδχλακα, γηαηί ηα δηαλχζκαηα  ⃗  θαη  ⃗⃗⃗  είλαη 

θάζεηα ζηε γξακκή AO, φπνπ ηα επίπεδα     θαη     ηέκλνληαη. 

Απφ εδψ θαη πέξα ζα ζπκβνιίδνπκε κε    =   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ,  ⃗  =   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ θαη    =   ⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Λήμμα: ε έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν ABC έρνπκε, 

1) νη γσλίεο ησλ ηφμσλ είλαη: 

  ̂ = γσλία( ⃗    ) 

              ̂ = γσλία(  ,   ) 

              ̂ = γσλία(  ,  ⃗ ) 
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2) νη γσλίεο ησλ θνξπθψλ είλαη: 

       ̂ = γσλία(   x  ⃗  ,    x   ) 

             ̂ = γσλία( ⃗  x    ,  ⃗  x   ) 

             ̂ = γσλία(   x    ,    x  ⃗ ), φπνπ x ην εμσηεξηθφ γηλφκελν. 

Απόδειξη 

1) εμ νξηζκνχ. 

2) Σν    x  ⃗  είλαη θάζεην ζην επίπεδν     θαη ην    x    θάζεην ζην επίπεδν    . Απηφ 

ζρεδφλ απνδεηθλχεη φηη  ̂ = γσλία(   x  ⃗  ,    x   ), θαζψο ε γσλία κεηαμχ ησλ 

επηπέδσλ ηζνχηαη κε ηε γσλία πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα θάζεηα δηαλχζκαηα. Σν πξφβιεκα 

είλαη φηη ηα δχν ηεκλφκελα επίπεδα, θαζνξίδνπλ δχν παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο θαη 

πξέπεη λα δηαζθαιίζνπκε φηη ε γσλία (   x  ⃗  ,    x   ) ηζνχηαη κε  ̂ θαη φρη κε 180
ν
 -  ̂. 

Αο είλαη ην  ⃗  εθαπηφκελν ηνπ ηφμνπ ΑΒ θαη ην  ⃗⃗⃗  εθαπηφκελν ηνπ ηφμνπ ΑC ζην Α. 

                                        ̂ = γσλία( ⃗ ,  ⃗⃗⃗ )      (i) 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ ηα  ⃗  θαη  ⃗⃗⃗  είλαη θάζεηα ζην   , ν θαλφλαο ηνπ δεμηνχ ρεξηνχ 

δείρλεη φηη ην    x  ⃗  έρεη ηελ θαηεχζπλζε πνπ ζα είρε ην  ⃗  αλ πεξηζηξεθφηαλ θαηά 90
ν
 

πξνο ηα δεμηά γχξσ απφ ην   . Οκνίσο,    x  ⃗⃗⃗  δείρλεη 90
ν
 δεμηά ηνπ  ⃗⃗⃗  γχξσ απφ ην   . 

Οη ζηξνθέο, φκσο, δηαηεξνχλ ηηο γσλίεο θαη έηζη έρνπκε, 

                             γσλία( ⃗ ,  ⃗⃗⃗ ) = γσλία(   x  ⃗  ,    x  ⃗⃗⃗ )    (ii) 

Αιιά,    x  ⃗  έρεη ηελ ίδηα θαηεχζπλζε κε ην    x  ⃗  θαη ην    x  ⃗⃗⃗  έρεη ηελ ίδηα 

θαηεχζπλζε κε ην    x   .  

Δπνκέλσο,         γσλία(   x  ⃗  ,    x  ⃗⃗⃗ ) = γσλία(   x  ⃗  ,    x   )   (iii) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (i), (ii) θαη (iii) πξνθχπηεη φηη  ̂ = γσλία(   x  ⃗  ,    x   ) θαη νκνίσο,   

 ̂ = γσλία( ⃗  x    ,  ⃗  x   ) θαη  ̂ = γσλία(   x    ,    x  ⃗ ). 
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2.3.1 Εμβαδόν ζθαιπικού ηπιγώνος 

ε απηήλ ηελ ελφηεηα ζα ππνινγίζνπκε ην εκβαδφ ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, θαζψο θαη ην 

άζξνηζκα ησλ γσληψλ ηνπ. Ωζηφζν, πξηλ απφ απηά πξέπεη λα εηζάγνπκε ηελ έλλνηα ηνπ 

ζθαηξηθνχ ηνκέα ή αιιηψο «κηζνθέγγαξνπ», πνπ νξίδεηαη σο ην πνιχγσλν ησλ δχν πιεπξψλ, 

πνπ πξνζδηνξίδεηαη απφ δχν κέγηζηνπο θχθινπο, δηαιέγνληαο απζαίξεηα κηα απφ ηηο ηέζζεξηο 

πεξηνρέο πνπ ζρεκαηίδνληαη. Σν εκβαδφλ ηνπ ηνκέα απηνχ είλαη αλάινγν κε ηελ γσλία πνπ 

ζρεκαηίδεηαη κεηαμχ ησλ δχν κέγηζησλ θχθισλ, ηε „γσλία ηνπ κηζνθέγγαξνπ‟. Σψξα, φηαλ ν 

ζθαηξηθφο ηνκέαο ζρεκαηίδεη γσλία  
 

 
 , ηφηε ην εκβαδφ ηνπ ηζνχηαη κε π, είλαη δειαδή ην 

 

 
 

ηνπ εκβαδνχ ηεο ζθαίξαο, ε νπνία έρεη εκβαδφ ίζν κε 4π, φηαλ ε αθηίλα ηεο ηζνχηαη κε ηε 

κνλάδα. Αλ ε ζθαίξα δελ είλαη κνλαδηαίαο αθηίλαο, ηφηε ην εκβαδφ ηεο ζθαίξαο είλαη 4πR
2
 

θαη ην εκβαδφ ηνπ ζθαηξηθνχ ηνκέα ηζνχηαη κε 2R
2
ζ, φπνπ ζ ε γσλία πνπ ζρεκαηίδνπλ νη δχν 

κέγηζηνη θχθινη. 

                          

Απηφ κπνξεί λα δεηρζεί σο εμήο: 

Γνζέληνο ζεκείνπ P ζηε ζθαίξα, ηφηε – P είλαη ην αληηδηακεηξηθφ ηνπ. Γχν κέγηζηνη θχθινη 

πνπ ηέκλνληαη ζην P θαη ζρεκαηίδνπλ γσλία ζ, νξηνζεηνχλ έλαλ ηφκεα ζηε ζθαίξα 

(«κηζνθέγγαξν») κε θνξπθέο P θαη –P. Σφηε, ν ιφγνο ηνπ εκβαδνχ ηνπ ηνκέα πξνο ην εκβαδφ 

ηεο ζθαίξαο, είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηεο γσλίαο ζ πξνο ηε πιήξε γσλία πνπ βαίλεη ζε νιφθιεξν 

ηνλ θχθιν. 

                                            
           

             
 =  
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Απφ ηε ζηηγκή πνπ ην εκβαδφ ηεο ζθαίξαο είλαη 4πR
2
 έρνπκε, Δκβ(ηνκέα) = 2R

2
ζ. 

 

Θεώπημα:               ε έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν ABC έρνπκε φηη, 

                       ̂ +  ̂ +  ̂ = π + 
              

  , φπνπ R ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο 

                       Γεληθφηεξα,      ̂ +  ̂ +  ̂ > 180
ν
 . 

 

Απόδειξη: 

χκθσλα κε ηα παξαπάλσ, κπνξνχκε λα πνχκε φηη θάζε θνξπθή ελφο ηξηγψλνπ νξηνζεηεί έλα 

ηνκέα ζηε ζθαίξα, ηα νπνία κπνξνχκε λα ζπκβνιίζνπκε κε Α-ηνκέα, Β-ηνκέα, C-ηνκέα. Αο 

είλαη Ζc ην εκηζθαίξην πνπ πεξηέρεη ην C θαη νξηνζεηείηαη απφ ην ηφμν ΑΒ. Σν Ζc πεξηέρεη 

ηνλ Α-ηνκέα, ηνλ Β-ηνκέα, αιιά κφλν έλα κέξνο απφ ην C-ηνκέα. 
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Με ηε βνήζεηα ηεο εηθφλαο κπνξνχκε εχθνια λα δηαπηζηψζνπκε φηη: 

Δκβ(Ζc) = Δκβ(ηξηγ. ΑΒC) + Δκβ(ηξηγ. Α΄ΒC) +  Δκβ(ηξηγ. ΑΒ΄C) + Δκβ(ηξηγ. Α΄Β΄C)   (1) 

Δκβ( Α-ηνκέα) = Δκβ (ηξηγ. ABC) + Δκβ (ηξηγ. Α΄ΒC)                              (2) 

Δκβ( Β-ηνκέα) = Δκβ (ηξηγ. ΑΒC) + Δκβ (ηξηγ. ΑΒ΄C)                              (3) 

Δκβ( C-ηνκέα) = Δκβ (ηξηγ ΑΒC) + Δκβ (ηξηγ. ΑΒC΄)                                (4) 

πνπ A΄, Β΄θαη C΄ ηα αληηδηακεηξηθά ζεκεία ησλ Α, Β θαη C αληίζηνηρα. 

ε απηφ ην ζεκείν ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ έλλνηα ηνπ θαηνπηξηζκνχ. 

Καηνπηξηζκφο κέζσ ηνπ θέληξνπ ηεο ζθαίξαο είλαη κηα ηζνκεηξία f πνπ ζηέιλεη θάζε ζεκείν 

P ηεο ζθαίξαο ζην – P ην αληηδηακεηξηθφ ηνπ. Γειαδή, f(x, y, z) = (-x, -y, -z) θαη επνκέλσο, 

f(ηξηγ.ABC΄) = (Α΄Β΄C) θαη επεηδή ε f είλαη ηζνκεηξία έρνπκε φηη Δκβ(ηξηγ. ΑΒC΄) = 

Δκβ(ηξηγ. Α΄Β΄C). 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε (4) γίλεηαη: 

              Δκβ(C-ηνκέα) = Δκβ(ηξηγ.ΑΒC) + Δκβ(ηξηγ.Α΄Β΄C)         (4΄) 

  πγθξίλνληαο, ηψξα, ηηο εμηζψζεηο (2), (3) θαη (4΄) κε ηελ εμίζσζε (1), έρνπκε φηη: 

Δκβ(Α-ηνκέα) + Δκβ(Β-ηνκέα) + Δκβ(C-ηνκέα) = Δκβ( Hc) + 2 Δκβ(ηξηγ.ΑΒC)    (5) 
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Δπηπιένλ, γλσξίδνπκε φηη:           Δκβ(Α-ηνκέα) = 2R
2 ̂ 

                                                      Δκβ(Β-ηνκέα) = 2R
2 ̂ 

                                                      Δκβ(C-ηνκέα) = 2R
2 ̂ 

Καη αθνχ ην Ζc είλαη εκηζθαίξην, Δκβ(Ζc) = 2πR
2
 = 

            

 
. 

Καη ηψξα ε εμίζσζε (5) γίλεηαη: 

                      2R
2 ̂ 

+ 2R
2 ̂ + 2R

2 ̂ = 2πR
2
 + 2 Δκβ(ηξηγ.ΑΒC) 

Γηαηξψληαο ηψξα κε 2R
2
 πξνθχπηεη ην δεηνχκελν, φηη δειαδή  ̂ +  ̂ +  ̂ = π + 

         

  
 . 

Οπιζμόρ: ε έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν ε δηαθνξά ( ̂ +  ̂ +  ̂  – π , νλνκάδεηαη γσληαθή ππεξνρή 

(angular excess) ηνπ ηξηγψλνπ. 
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Απφ ηελ παξαπάλσ απφδεημε θαη ηνλ ηειεπηαίν νξηζκφ πξνθχπηεη φηη ε γσληαθή ππεξνρή 

ηζνχηαη κε ην εκβαδφ ηνπ ζθαηξηθφπ ηξηγψλνπ , φηαλ ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο ηζνχηαη κε ηε 

κνλάδα. 

Δπηπξφζζεηα, απνδεηθλχνληαο ηψξα φηη ην άζξνηζκα ησλ γσληψλ ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ 

είλαη > 180
ν
, κπνξνχκε εχθνια λα δηαπηζηψζνπκε φηη είλαη αδχλαην λα έρνπκε κηα ηζνκεηξία 

κεηαμχ κηαο πεξηνρήο ηεο ζθαίξαο θαη κηαο πεξηνρήο ηνπ επηπέδνπ, φζν ε πεξηνρή ηεο 

ζθαίξαο πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα γεσδαηζηαθφ ηξίγσλν. Απηφ ζπκβαίλεη δηφηη, νη ηζνκεηξίεο 

δηαηεξνχλ ηηο απνζηάζεηο θαη έηζη αληηζηνηρνχλ ηηο ζπληνκφηεξεο θακπχιεο , ζε κήθνο, ζε 

ζπληνκφηεξεο θακπχιεο. Έηζη, κηα ηζνκεηξία ζα αληηζηνηρνχζε έλα γεσδαηζηαθφ ηξίγσλν 

ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο, ζε έλα γεσδαηζηαθφ ηξίγσλν ζην επίπεδν. Δπίζεο, νη ηζνκεηξίεο 

δηαηεξνχλ ηηο γσλίεο. Έηζη, ην άζξνηζκα ησλ γσληψλ ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ,ζα έπξεπε λα 

ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ γσληψλ ηνπ επίπεδνπ ηξηγψλνπ. Ωζηφζν, απηφ αληηηίζεηαη ζην 

ζεψξεκα πνπ απνδείμακε πην πάλσ. 

 

2.3.2 Ο νόμορ ζςνημιηόνυν για ηιρ πλεςπέρ ζθαιπικού ηπιγώνος 

Ππόηαζη: Αο είλαη ABC ζθαηξηθφ ηξίγσλν κε πιεπξά α απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Α, πιεπξά 

b απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Β θαη πιεπξά c απέλαληη απφ ηελ θνξπθή C. Ο λφκνο ησλ 

ζπλεκηηφλσλ γηα ηηο πιεπξέο ηνπ είλαη: 

                                       ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂  

Απόδειξη: Απφ ην ιήκκα πην πάλσ έρνπκε φηη  ̂ = γσλία(   x  ⃗  ,    x   ). Θα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ην εζσηεξηθφ γηλφκελν θαη ζπγθεθξηκέλα ηνλ ηχπν ⟨   ,   ⟩ = |  | |  |     , 

φπνπ θ γσλία κεηαμχ ησλ δηαλπζκάησλ    θαη   , γηα λα ππνινγίζνπκε ην     ̂. 

Έηζη, έρνπκε 

                                  ⟨  ⃗⃗  ⃗ x  ⃗ ,     x   ⟩ = |      ⃗  | |       |     ̂        (1) 

Δπίζεο,   ̂ = γσλία(  ,   ) θαη  ̂ = γσλία(  ,  ⃗ ) θαη έηζη, 

|      ⃗  | = |  | | ⃗ |     ̂     (2) 

|       | = |  | |  |     ̂      (3) 
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Δπνκέλσο, απφ (1), (2) θαη (3) έρνπκε: 

⟨  ⃗⃗  ⃗ x  ⃗ ,     x   ⟩ = (|  | | ⃗ |     ̂) (|  | |  |     ̂)     ̂ 

                          = R
2
     ̂ R

2
     ̂     ̂ 

                          = R
4
     ̂     ̂     ̂                             (1΄) 

Αθνχ, |  | = | ⃗ | = |  | = R. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηψξα ηελ ηαπηφηεηα, ⟨  ⃗⃗  ⃗x  ⃗ ,    x  ⃗⃗ ⟩ = ⟨   ,   ⟩ ⟨ ⃗ ,  ⃗⃗ ⟩ - ⟨   ,  ⃗⃗ ⟩ ⟨ ⃗  ,   ⟩, ζα 

επεμεξγαζηνχκε ην αξηζηεξφ κέινο ηεο εμίζσζεο (1΄). 

⟨  ⃗⃗  ⃗ x  ⃗ ,     x   ⟩ = ⟨   ,   ⟩⟨ ⃗  ,   ⟩ - ⟨   ,   ⟩ ⟨ ⃗  ,   ⟩ 

                          = |  |2 (| ⃗ | |  |     ̂) – (|  ||  |     ̂) (| ⃗ | |  |     ̂) 

                          = R
2
 (R

2
     ̂) – (R

2
     ̂) (R

2
     ̂) 

                          = R
4
     ̂ – R

4
     ̂     ̂          (4) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (1΄) θαη (4) πξνθχπηεη φηη,  

                    R
4
     ̂ – R

4
     ̂     ̂ = R

4
     ̂     ̂     ̂   

απ‟ φπνπ αλ δηαηξέζνπκε κε R
4
 θαη πξνζζέζνπκε θαη ζηα δχν κέιε ηελ πνζφηεηα     ̂     ̂ 

έρνπκε ηε δεηνχκελε ζρέζε, δειαδή 

                                  ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂. 

 

2.3.3 Πολικά ζθαιπικά ηπίγυνα 

Οπιζμόρ: Αο είλαη ABC έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν. Σν πνιηθφ ζθαηξηθφ ηξίγσλν (ΑΒC)
*
 είλαη ην 

ζθαηξηθφ ηξίγσλν Α
*
 B

*
 C

*
 φπνπ, 

   ⃗⃗⃗⃗  = 
 ⃗⃗      

      ̂
 

   ⃗⃗⃗⃗  = 
       

      ̂
 

   ⃗⃗⃗⃗  = 
      ⃗ 

      ̂
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πνπ R ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο θαη   ⃗⃗⃗⃗  =    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ,   ⃗⃗⃗⃗  =    ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  θαη   ⃗⃗⃗⃗  =    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, φπνπ Ο ην θέληξν ηεο 

ζθαίξαο. ηνλ νξηζκφ, ν ζηφρνο ησλ πνζνηήησλ       ̂ ,       ̂ θαη       ̂ είλαη λα 

πξνζαξκφζεη ην κήθνο ησλ δηαλπζκάησλ έηζη ψζηε |  ⃗⃗⃗⃗ | = |  ⃗⃗⃗⃗ | = |  ⃗⃗⃗⃗ | = R. 

Σν   ⃗⃗⃗⃗ , φπσο θαίλεηαη απφ ηνλ νξηζκφ, είλαη θάζεην ζην επίπεδν    ̅̅ ̅̅ ̅̅  πνπ πεξηέρεη ηελ 

πιεπξά α ηνπ αξρηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. Παξνκνίσο, ην   ⃗⃗⃗⃗  είλαη θάζεην ζην επίπεδν    ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

ην επίπεδν πνπ πεξηέρεη ηελ πιεπξά b θαη ην   ⃗⃗⃗⃗  είλαη θάζεην ζην επίπεδν    ̅̅ ̅̅ ̅̅   πνπ πεξηέρεη 

ηελ πιεπξά c. Με απηήλ ηελ έλλνηα, νη θνξπθέο ηνπ πνιηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηηο πιεπξέο ηνπ αξρηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ θαη νη πιεπξέο πνιηθνχ 

ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, ζηηο θνξπθέο ηνπ αξρηθνχ  ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. Με απηφ ηνλ ηξφπν 

θάζε ζεψξεκα γηα ηηο πιεπξέο ηνπ αξρηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, καο δίλεη έλα ζεψξεκα γηα 

ηηο θνξπθέο ηνπ πνιηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ θαη θάζε ζεψξεκα γηα ηηο θνξπθέο ηνπ αξρηθνχ 

ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, καο δίλεη έλα ζεψξεκα γηα ηηο πιεπξέο ηνπ πνιηθνχ ζθαηξηθνχ 

ηξηγψλνπ. 

Ππόηαζη: Αο είλαη Α
*
, Β

*
 θαη C

*
 νη θνξπθέο ηνπ πνιηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. Αο είλαη α

*
 ε 

πιεπξά απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Α
* 

, ε πιεπξά b
*
 απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Β

*
 θαη c

*
 ε 

πιεπξά απέλαληη απφ ηελ θνξπθή C
*
. Σφηε, 

    = s (
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗  

       ̂
) 

  ⃗  = s (
  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ 

       ̂
) 

    = s (
  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  

       ̂
) 

πνπ s=   1, ην πξφζεκν ηεο νξίδνπζαο det[  ,  ⃗ ,   ]. 

Απόδειξη 

  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = (
 ⃗⃗     ⃗⃗ 

      ̂
) x (

 ⃗⃗     ⃗⃗⃗ 

      ̂
) = 

(       )   (      ⃗ )

      ̂     ̂
 

Υξεζηκνπνηψληαο, ηψξα, ηελ ηαπηφηεηα:    x ( ⃗      ) = 〈     〉  ⃗  - 〈    ⃗ 〉    έρνπκε 

(       )   (      ⃗ ) = (〈          ⃗ 〉)    - (〈          〉)  ⃗  

                               =   det[   ,  ⃗ ,   ] – 0  
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Καζψο, 〈          〉 = 0 θαη επνκέλσο, 

                                 (       )   (      ⃗ ) =    det[   ,  ⃗ ,   ]   

Ωο εθ ηνχηνπ,      ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  =    (
         ⃗     

      ̂     ̂ 
) , δειαδή      = (  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ) (

      ̂     ̂

         ⃗     
) . 

Δπνκέλσο, ην    έρεη ηελ ίδηα θαηεχζπλζε κε ην s (
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗  

       ̂
) . 

( 0       ̂,     ̂,     ̂ αθνχ 0
ν
 <   ̂,  ̂,  ̂ < 180

o
 ). 

Δπηπιένλ, R= |  | θαη R = 
|  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗  |

       ̂
 , αθνχ |  ⃗⃗⃗⃗ | = |  ⃗⃗⃗⃗ | = R θαη ε γσλία (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ) =   ̂ . 

Δπνκέλσο,                = s (
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗  

       ̂
) . 

Με φκνην ηξφπν απνδεηθλχνληαη θαη νη ππφινηπεο δχν ζρέζεηο. 

Πόπιζμα (1) Το πολικό ηπίγωνος ηος πολικού ηπιγώνος : 

Σν πνιηθφ ηνπ ηξηγψλνπ (ABC)
*
 είλαη, 

(ABC*)
*
   {

                                                    ⃗⃗  ⃗  ⃗       

     {            }                     ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗      
 

 

Πόπιζμα (2) :           ηξηγ.(ABC*)
*
   ηξηγ.(ΑΒC) 

Δξήγηζη: Απφ ην πφξηζκα(1), ην πνιηθφ ηνπ πνιηθνχ ηξηγψλνπ (ΑΒC*)
*
 ηζνχηαη κε ην 

ζθαηξηθφ ηξίγσλν ABC ή κε ηνλ θαηνπηξηζκφ ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ABC κέζσ ηνπ 

θέληξνπ ηεο ζθαίξαο. 

Πόπιζμα (3) : Αο είλαη Α
*
, Β

*
 θαη C

*
 νη θνξπθέο ηνπ πνιηθνχ ηξηγψλνπ (ΑΒC*) . Αο είλαη α

*
 ε 

πιεπξά απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Α
*
, b

* 
ε πιεπξά απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Β

*
 θαη c

*
 ε 

πιεπξά απέλαληη απφ ηελ θνξπθή C
*
. Σφηε, 

  ̂ +   ̂ =   ̂ +  ̂ = 180
ν
  

  ̂ +   ̂ =   ̂ + ̂ = 180
o
 

  ̂ +   ̂ =   ̂ +  ̂ = 180
o
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Απόδειξη: Ηζρχεη φηη     ̂ = γσλία (  ⃗⃗⃗⃗  ,   ⃗⃗⃗⃗ ) 

                                         = γσλία (   x    ,    x  ⃗ )  

                                         = γσλία (-    x    ,    x  ⃗ ) 

                                         = 180
ν
 – γσλία(    x    ,    x  ⃗ ) 

                                         = 180
ν
 -  ̂ 

Δπνκέλσο,  ̂ +   ̂ =180
ν
 . 

Δθαξκφδνληαο ηα απνηειέζκαηα απηά γηα ην πνιηθφ ηξίγσλν Α
**

Β
**

C
**

 ηνπ πνιηθνχ 

ηξηγψλνπ Α
*
Β

*
C

* 
έρνπκε,    ̂ +    ̂ = 180

ν
 , φπνπ α

**
 είλαη ε πιεπξά απέλαληη απφ ηελ 

θνξπθή    ̂ , αιιά ζχκθσλα κε ην πφξηζκα   ̂    ̂, θαζψο ην πνιηθφ ηξίγσλν Α
**

Β
**

C
** 

ζπκπίπηεη κε ην ΑΒC ην αξρηθφ ζθαηξηθφ ηξίγσλν. Άξα,    ̂ +  ̂ = 180
ν
 .  

Οκνίσο θαη νη ππφινηπεο ζρέζεηο. 

Καηαζκεςή ζθαιπικού πολικού ηπιγώνος  

Έζησ ΑΒC έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν, πάλσ ζηελ επηθάλεηα ζθαίξαο κνλαδηαίαο αθηίλαο. Θα 

θαηαζθεπάζνπκε ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν Α΄Β΄C΄, ην πνιηθφ ηνπ αξρηθνχ ηξηγψλνπ ABC, κε 

θνξπθέο   ̂,   ̂ θαη   ̂ πνπ ηζνχληαη κε π-  ̂ , π- ̂  θαη   π-  ̂ αληίζηνηρα θαη κε πιεπξέο Α΄Β΄= 

c΄ = π -  ̂, Β΄C΄ = α΄ = π -  ̂ θαη C΄A΄ = b΄= π -  ̂ , φπνπ α, b, c νη πιεπξέο ηνπ αξρηθνχ 

ηξηγψλνπ ABC θαη Α, Β, C νη θνξπθέο ηνπ αξρηθνχ ηξηγψλνπ. 

Έλαο ηξφπνο λα θαηαζθεπαζηεί έλα ηέηνην ηξίγσλν είλαη ν αθφινπζνο: 

Πξνεθηείλνπκε ηα ηφμα ΑΒ θαη ΑC, ψζηε λα θαηαζθεπαζηνχλ ηα ηφμα AD θαη AD΄, θαζέλα 

απφ ηα νπνία λα έρεη κήθνο 
 

 
 θαη ζρεδηάδνπκε ην κέγηζην θχθιν κέζσ ησλ D θαη D΄ (απηφο ν 

κέγηζηνο θχθινο είλαη ν ηζεκεξηλφο γηα ην ζεκείν Α). Με φκνην ηξφπν, πξνεθηείλνπκε ηα 

ηφμα BC θαη ΒΑ, έηζη ψζηε λα θαηαζθεπαζηνχλ ηα ηφμα ΒΔ θαη ΒΔ΄, θαζέλα απφ ηα νπνία λα  

έρεη κήθνο 
 

 
 θαη ζρεδηάδνπκε ην κέγηζην θχθιν κέζσ ησλ Δ θαη Δ΄, ν νπνίνο είλαη ν 

ηζεκεξηλφο γηα ην Β. Σέινο, πξνεθηείλνπκε ηα ηφμα CA θαη CB, έηζη ψζηε λα 

θαηαζθεπαζηνχλ ηα ηφμα CF θαη CF΄, θαζέλα απφ ηα νπνία λα έρεη κήθνο 
 

 
 θαη ζρεδηάδνπκε 

ην κέγηζην θχθιν κέζσ ησλ F θαη F΄, ν νπνίνο είλαη ν ηζεκεξηλφο γηα ην C. Σφηε θαζέλα απφ 
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ηα ηπραία ηξίγσλα πνπ ζρεκαηίδνληαη, απφ ηνπο κέγηζηνπο θχθινπο DD΄, EE΄ θαη FF΄, είλαη 

έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν. 

                                     

ε απηφ ην ζεκείν, φκσο, ζα επηιέμνπκε ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν Α΄Β΄C΄ κε θνξπθέο:  

  ̂ πάλσ ζηηο πξνεθηάζεηο ησλ ηφμσλ ΔΔ΄ θαη FF΄ , 

  ̂ πάλσ ζηηο πξνεθηάζεηο ησλ ηφμσλ FF΄ θαη DD΄, 

  ̂ πάλσ ζηηο πξνεθηάζεηο ησλ ηφμσλ DD΄ θαη ΔΔ΄ 

Καη ζα δείμνπκε φηη απηφ ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν είλαη ην πνιηθφ ηνπ αξρηθνχ ζθαηξηθνχ 

ηξηγψλνπ ΑΒC. 

Σα κήθε ησλ ηφμσλ CF΄ θαη CB΄ είλαη θαη ηα δχν ίζα κε 
 

 
, θαζψο ν κέγηζηνο θχθινο 

A΄FF΄B, είλαη ν ηζεκεξηλφο γηα ην ζεκείν C. Αιιά, ην ζεκείν Β΄ είλαη πάλσ ζηνλ κέγηζην 

θχθιν B΄DD΄C΄, πνπ είλαη ηζεκεξηλφο γηα ην ζεκείν Α θαη έηζη Β΄Α= 
 

 
. Δπνκέλσο, ηα 

ζεκεία Α θαη C είλαη πάλσ ζηνλ ηζεκεξηλφ γηα ην Β΄ θαη έηζη ν κέγηζηνο θχθινο FACD΄, πνπ 

νξίδεηαη απφ ηα ζεκεία Α θαη C, πξέπεη λα είλαη ν ηζεκεξηλφο γηα ην Β΄. Απηφ ζεκαίλεη φηη ην 

ζεκείν D΄ θείηαη πάλσ ζηνλ ηζεκεξηλφ γηα ην ζεκείν Β΄, δειαδή B΄D΄ = 
 

 
. κνηα, DC΄ = 

 

 
. 

Σψξα παίξλνπκε ην θέληξν ηεο ζθαίξαο, Ο , θαη κειεηάκε ηνλ ηζεκεξηλφ B΄DD΄C΄ γηα ην 

ζεκείν Α. Ζ γσλία D ̂D΄ είλαη ίζε κε ηε γσλία Β ̂C =  ̂, θαζψο θαη νη δχν γσλίεο είλαη 

γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα επίπεδα    ̅̅ ̅̅ ̅̅  θαη    ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Δπνκέλσο, ην ηφμν DD΄ βξίζθεηαη πάλσ 
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ζην κέγηζην θχθιν κε αθηίλα 1 θαη έηζη ην κήθνο ηνπ DD΄ είλαη επίζεο ίζν κε  ̂ (αθνχ ην 

ηφμν DD΄ είλαη ίζν κε ηε γσλία D ̂D΄).  

Έπεηηα, ην κήθνο ηνπ ηφμνπ Β΄C΄ είλαη, 

                         Β΄C΄ = Β΄D΄ + DC΄ - DD΄ = 
 

 
 + 

 

 
 -  ̂ = π -  ̂ 

Γειαδή, B΄C΄= α΄= π - ̂.  

κνηα, ην κήθνο ηνπ ηφμνπ C΄Α΄ = b΄= π -  ̂ θαη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ Α΄Β΄ = c΄= π -  ̂, φπνπ 

α΄, b΄ θαη c΄ νη πιεπξέο ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ Α΄Β΄C΄. 

ηε ζπλέρεηα, απφ θαηαζθεπή CF΄ = 
 

 
 θαη ΒΔ = 

 

 
. Έηζη, έπεηαη φηη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ F΄E 

είλαη,  

                         F΄E = F΄C + BE – BC = 
 

 
 + 

 

 
 –   ̂= π –  ̂ 

Ωο εθ ηνχηνπ, ε γσλία F΄ ̂E = π –   ̂ ( αθνχ F΄BCE είλαη θχθινο κε αθηίλα 1 θαη θέληξν ην Ο 

θαη έηζη ε γσλία F΄ ̂E ηζνχηαη κε ην κήθνο ηνπ ηφμνπ F΄E) θαη επνκέλσο, ε γσλία F΄  ̂E είλαη 

επίζεο ίζε κε π –   ̂(αθνχ θαη νη δχν γσλίεο, είλαη γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα επίπεδα      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

θαη      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). Έπεηαη φηη, Β΄  ̂C΄ =   ̂ = π –  ̂ , φπσο πξέπεη. 

 κνηα, Α΄  ̂C΄ =   ̂ = π –  ̂ θαη B΄  ̂A΄ =   ̂ = π –  ̂. 

Έηζη, ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν Α΄Β΄C΄ είλαη ην πνιηθφ ηξίγσλν ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ΑΒC. 

 

2.3.4 Ο νόμορ ηυν ζςνημιηόνυν για ηιρ γυνίερ ζθαιπικού ηπιγώνος 

Ππόηαζη “Ο νόμορ ηων ζςνημιηόνων για ηιρ γωνίερ”: 

Αο είλαη ABC έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν κε πιεπξά α, απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Α, πιεπξά b, 

απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Β θαη πιεπξά c, απέλαληη απφ ηελ θνξπθή C. Σφηε, 

                                    ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂ 
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Απόδειξη: 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε, ζα πξνθχςεη εχθνια αλ εθαξκφζνπκε ηελ έλλνηα ηεο πνιηθφηεηαο ζην 

λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ γηα ηηο πιεπξέο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. 

Έηζη, εθαξκφδνπκε ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ γηα ηηο πιεπξέο ζην πνιηθφ ηξίγσλν A
*
B

*
C

*
 

=ηξίγσλν (ABC)
*
 : 

                                     ̂ =      ̂      ̂ +      ̂      ̂      ̂     (1) 

πνπ α
*
 είλαη ε πιεπξά, απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Α

*
, b

*
 ε πιεπξά, απέλαληη απφ ηελ θνξπθή 

Β
*
 θαη c

*
 ε πιεπξά, απέλαληη απφ ηελ θνξπθή C

*
. Απφ ην πφξηζκα (3) πην πάλσ γλσξίδνπκε 

φηη ηζρχνπλ νη ζρέζεηο:   ̂ = 180
ν
 -  ̂,   ̂ = 180

ν
 -  ̂,   ̂ = 180

ν
 -  ̂ θαη   ̂ = 180

ν
 –  ̂ .  

Δθαξκφδνπκε ηψξα ηηο ζρέζεηο απηέο ζηελ εμίζσζε (1): 

           ̂) =             ̂      180
ν
 -  ̂) +             ̂              ̂  

         –   ̂  =>  -     ̂ =     ̂     ̂ -     ̂     ̂     ̂ => 

                                      ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂. 

Έηζη, ινηπφλ, γλσξίδνληαο ηηο γσλίεο ησλ θνξπθψλ κπνξεί λα επηιπζεί έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν, 

ρξεζηκνπνηψληαο ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ. Δπηπιένλ, δχν ζθαηξηθά ηξίγσλα κε ίζεο γσλίεο 

θνξπθψλ, ζπκπίπηνπλ.  

 

2.3.5 Ο νόμορ ηυν ημιηόνυν για ηο ζθαιπικό ηπίγυνο.  

Ππόηαζη “ Ο νόμορ ηων ημιηόνων για ζθαιπικό ηπίγωνο”: 

Αο είλαη ABC έλα ζθαηξηθφ ηξίγσλν κε πιεπξά α, απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Α, πιεπξά b, 

απέλαληη απφ ηελ θνξπθή Β θαη πιεπξά c, απέλαληη απφ ηελ θνξπθή C. Αο  είλαη Α
*
, Β

*
, θαη 

C
*
, νη θνξπθέο ηνπ πνιηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. Σφηε,  

                     
    ̂

    ̂
 = 

    ̂

    ̂
 = 

    ̂

    ̂
 = s (

         ⃗     

      ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
)  

πνπ, s =   1, ην πξφζεκν ηεο νξίδνπζαο          ⃗     . 
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Απόδειξη: 

Αο είλαη R ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο. Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ πνιηθνχ ηξηγψλνπ θαη απφ ηελ 

πξφηαζε πνπ ζπλδέεη ηηο θνξπθέο ηνπ αξρηθνχ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ κε  ηηο θνξπθέο ηνπ 

πνιηθνχ ηξηγψλνπ, έρνπκε: 

      ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 〈  ⃗⃗⃗⃗  (  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ )〉 

                         = 〈
 ⃗      

      ̂
     

       ̂

 
〉  

                         = (
     ̂

    ̂
) (

〈     ⃗      〉

 
) 

                     = (
     ̂

    ̂
) (

         ⃗     

 
)        (1) 

Αιιά,      ̂ =     ̂   (2), θαζψο   ̂ +  ̂ = 180
ν
 . Αληηθαζηζηψληαο, ηψξα, ηε ζρέζε (2) ζηε 

ζρέζε (1), έρνπκε 

                           (
    ̂

    ̂
) = s (

         ⃗     

      ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
)  

Με φκνην ηξφπν, απνδεηθλχνληαη θαη νη ππφινηπεο δχν ζρέζεηο. 

(Jennings, 1994; Brannan, Esplen, & Gray, 2012) 
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Επίλογορ 

 

πσο έγηλε αληηιεπηφ απφ ηελ παξαπάλσ ηζηνξηθή αλαδξνκή γηα ηε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία, 

ε κειέηε ηεο γεσκεηξίαο ηεο ζθαίξαο γίλεηαη γηα θαζαξά αζηξνλνκηθνχο ιφγνπο. Ζ αλάγθε 

ηνπ αλζξψπνπ λα εμεγήζεη ηα δηάθνξα θαηλφκελα πνπ αθνξνχλ ην ζχκπαλ, έθαλε ηε ζθαίξα 

λα έρεη κηα αζηξνλνκηθή νληφηεηα, θαζψο αληηπξνζψπεπε ηε ζθαίξα ηεο γεο. Απηφ θαίλεηαη, 

θαζψο ζηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε παξνπζηάδνληαη ιίγεο πξνηάζεηο πνπ αθνξνχλ ζηε 

ζθαίξα θαη δελ επεθηείλεηαη θαζφινπ ζηε γεσκεηξία ηεο. Αληίζεηα, απηνί πνπ αζρνιήζεθαλ 

κε ηε γεσκεηξία ηεο ζθαίξαο, ήηαλ απηνί πνπ πξνζπαζνχζαλ λα ιχζνπλ πξνβιήκαηα ηεο 

αζηξνλνκίαο.  

Ο Θενδφζηνο, ήηαλ απηφο πνπ παξφηη δελ αζρνιήζεθε κε ηελ εθηέιεζε αζηξνλνκηθψλ 

παξαηεξήζεσλ, κε ηα έξγα ηνπ ζπληέιεζε ζηελ πξναγσγή ηεο αζηξνλνκίαο. Μάιηζηα, ν 

ζθνπφο πνιιψλ πξνηάζεσλ απφ ην ηξίην βηβιίν ησλ «θαηξηθψλ», κπνξεί λα θαηαλνεζεί 

θαιχηεξα φηαλ κεηαθξαζηνχλ ζηα πιαίζηα ηεο αζηξνλνκίαο. Απηφ φκσο πνπ πξέπεη λα 

ζεκεησζεί είλαη φηη ην έξγν ηνπ Θενδνζίνπ είλαη έλα θαινδνκεκέλν έξγν ην νπνίν 

αλαπηχζζεηαη θαηά ηνλ ίδην ηξφπν κε ηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε. Μπνξεί εχθνια λα 

δηαπηζησζεί παξαιιειηζκφο δηαθφξσλ νξηζκψλ θαη πξνηάζεσλ ησλ «θαηξηθψλ» θαη ησλ 

«ηνηρείσλ», φπσο γηα παξάδεηγκα ν νξηζκφο ηεο ζθαίξαο απφ ην Θενδφζην, κε ηνλ νξηζκφ 

ηνπ θχθινπ απφ ηνλ Δπθιείδε, θαζψο επίζεο θαη νη απνδείμεηο ηνπ Θενδνζίνπ αθνινπζνχλ 

ηνλ παξαγσγηθφ ζπιινγηζκφ. Ωζηφζν, δελ ππάξρεη ηίπνηα ηξηγσλνκεηξηθφ ζηα θαηξηθά ηνπ 

εθηφο απφ ηηο πξνηάζεηο ΗΗΗ. 11 θαη ΗΗΗ. 12, φπνπ ζπγθξίλνληαη ιφγνη κεηαμχ ζπγθεθξηκέλσλ 

επζεηψλ γξακκψλ κε ηνπο ιφγνπο κεηαμχ ηφμσλ. 

Ο πξψηνο πνπ έθαλε ρξήζε ηεο ηξηγσλνκεηξίαο θαη επηρείξεζε ηελ θαηάηαμε ησλ κεθψλ ζε 

πίλαθα πνπ ζα επέηξεπαλ ηελ επίιπζε επίπεδσλ ηξηγψλσλ ήηαλ ν Ίππαξρνο. Γηα ηνλ πίλαθα 

ρνξδψλ ηνπ ρξεζηκνπνηεί σο ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε ηε ρνξδή ηνπ θχθινπ θαη βαζίζηεθε 

θπξίσο ζην Ππζαγφξεην ζεψξεκα θαη ζε άιιεο πξνηάζεηο ησλ ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε. 

ηε ζπλέρεηα, ν Μελέιανο είρε γξάςεη έξγν ηξηγσλνκεηξίαο, ην νπνίν φκσο έρεη ραζεί, 

ρξεζηκνπνηψληαο θη απηφο σο ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε ηε ρνξδή ηνπ θχθινπ. Ωζηφζν, ν 

Μελέιανο ζεκειηψλεη κε ην έξγν ηνπ «θαηξηθή», ηελ πξψηε κε Δπθιείδεηα γεσκεηξία. Ζ 

θαηξηθή γεσκεηξία πνπ πεξηέρεη ζηελ πξαγκαηεία ηνπ ν Μελέιανο είλαη πην πξνρσξεκέλε 

απφ απηήλ ησλ πξνεγνπκέλσλ ηνπ. Γηα πξψηε θνξά, εηζάγνληαη ηα ζθαηξηθά ηξίγσλα, 

δειαδή ηα ηξίγσλα κε πιεπξέο ηφμα κέγηζησλ θχθισλ ζθαίξαο, ηα νπνία ν ίδηνο απνθαιεί 
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ηξίπιεπξα θαη απνδεηθλχεη φηη ην άζξνηζκα ησλ γσληψλ ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ είλαη 

κεγαιχηεξν ησλ δχν νξζψλ. Να ζεκεησζεί φηη ν Μελέιανο απνθεχγεη ζην πξψην βηβιίν ηνπο 

ζπλεζηζκέλνπο νξηζκνχο, φπσο ηνπ κέγηζηνπ θχθινπ ζθαίξαο, ελψ ην δεχηεξν βηβιίν είλαη 

γεληθεχζεηο θαη επεθηάζεηο ησλ πξνηάζεσλ ησλ θαηξηθψλ ηνπ Θενδνζίνπ. Αληίζεηα βέβαηα 

κε ην Θενδφζην, ηνπ νπνίνπ νη πξνηάζεηο είλαη ζηεξενκεηξηθέο, ν Μελέιανο αλαπηχζζεη ηε 

γεσκεηξία ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο. εκαληηθφ είλαη επίζεο ην γεγνλφο φηη θαη ην έξγν 

ηνπ Μελειάνπ αλαπηχζζεηαη κε αλάινγν ηξφπν κε ηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε, κε ηηο 

θπξηφηεξεο πξνηάζεηο γηα ηα ζθαηξηθά ηξίγσλα λα αληηζηνηρνχλ ζε πξνηάζεηο γηα ηα επίπεδα 

ηξίγσλα. Τπάξρεη, φκσο, κηα δηαθνξνπνίεζε απφ ηνλ Δπθιείδε φζνλ αθνξά ζηηο κεζφδνπο 

απφδεημεο πνπ ρξεζηκνπνηεί, απνθεχγνληαο ηελ εηο άηνπν απαγσγή θαη πξνηηκψληαο ηηο 

εχθνιεο απνδείμεηο. Κιείλνληαο, ην πεξίθεκν ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ, παξφιν πνπ δελ ήηαλ 

δηθφ ηνπ δεκηνχξγεκα έπαημε πνιχ ζεκαληηθφ ξφιν ζηε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία. 

Σέινο, ν Πηνιεκαίνο, κε ην έξγν ηνπ Μαζεκαηηθή χληαμε, ην νπνίν ήηαλ θπξίσο 

αζηξνλνκηθνχ πεξηερνκέλνπ, αληηθαηέζηεζε φιεο ηηο πξνεγνχκελεο δνπιεηέο ζην αληηθείκελν 

απηφ θαη άζθεζε κεγάιε επηξξνή. Ο Πηνιεκαίνο κε ην έξγν ηνπ έθαλε γηα ηελ Αζηξνλνκία, 

φηη ν Δπθιείδεο κε ην έξγν ηνπ γηα ηε Γεσκεηξία. πγθέληξσζε δειαδή φιεο ηηο δηάζπαξηεο 

αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο θαη εξγαζίεο ησλ παιαηφηεξσλ. ηεξίρηεθε πνιχ ζην έξγν ηνπ 

Ίππαξρνπ θαη ζην ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ,  γηα λα ιχζεη πξνβιήκαηα ηα νπνία είρε ιχζεη θαη 

ν Ίππαξρνο. Απηφ, φκσο, πνπ είλαη αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλφο φηη έδσζε κεγαιχηεξε 

αθξίβεηα ζηνπο ππνινγηζκνχο ηνπ θαη ζπλέηαμε έλαλ πην νινθιεξσκέλν πίλαθα ρνξδψλ απφ 

απηφλ ηνπ Ίππαξρνπ. ζνλ αθνξά ηψξα ηε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία πνπ αλέπηπμε, 

ρξεζηκνπνίεζε βαζηθά ζεσξήκαηα ηνπ Θενδνζίνπ θαη σο επί ην πιείζηνλ ην ζεψξεκα ηνπ 

Μελειάνπ. Σν ζεψξεκα ηνπ Μελειάνπ, σζηφζν, ρξεζηκνπνηήζεθε γηα δηαθνξεηηθνχο 

ζθνπνχο απφ ην Μελέιαν θαη απφ ηνλ Πηνιεκαίν. Ο πξψηνο ήζειε λα εμνηθεηψζεη ην θνηλφ 

ηνπ κε ην ζεψξεκα απηφ, ελψ ν δεχηεξνο ην ρξεζηκνπνηεί σο ππνινγηζηηθή κεραλή γηα λα 

ιχζεη ηα πξνβιήκαηά ηνπ.  

Απηφ, φκσο, πνπ κπνξεί λα παξαηεξεζεί γεληθφηεξα, έπεηηα απφ απηήλ ηελ ζχληνκε 

αλαζθφπεζε, είλαη ε κεγάιε επηξξνή πνπ άζθεζε ην έξγν ηνπ Δπθιείδε, φρη κφλν ζηε ρξήζε 

δηαθφξσλ πξνηάζεψλ ηνπ γηα ηελ απφδεημε πξνηάζεσλ ζηε ζθαηξηθή γεσκεηξία θαη 

ηξηγσλνκεηξία, αιιά θαη ζην γεγνλφο φηη θαη ην έξγν ηνπ Θενδνζίνπ θαη ηνπ Μελειάνπ 

αλαπηχζζνληαη θαηά αληίζηνηρν ηξφπν κε ηα «ηνηρεία». ηε ζπλέρεηα, επηζεκαίλεηαη ην 

γεγνλφο φηη παξφιν πνπ ν Θενδφζηνο δελ παξνπζίαδε ζην έξγν ηνπ ηίπνηα ζρεηηθά κε ηελ 

ηξηγσλνκεηξία, εληνχηνηο ήηαλ πνιχ ζεκαληηθφ γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ζθαηξηθήο 
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ηξηγσλνκεηξίαο, θαζψο πνιιέο απφ ηηο πξνηάζεηο ηνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηφζν απφ ηνλ 

Μελέιαν, φζν θαη απφ ηνλ Πηνιεκαίν. Απηνί είλαη πνπ ζπληέιεζαλ νπζηαζηηθά ζηελ 

αλάπηπμε ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο. Δίλαη πνιχ ζεκαληηθφ ην γεγνλφο φηη θαη νη δχν 

έδεζαλ ζε κηα πεξίνδν επεκεξίαο θαη πνιηηηθήο ζηαζεξφηεηαο, πνπ επλφεζε ηελ ελαζρφιεζή 

ηνπο κε ηελ επηζηήκε θαη ηελ εμέιημή ηεο. ε αληίζεηε πεξίπησζε, δειαδή ζε κία πεξίνδν 

έληαζεο θαη πνιηηηθήο αζηάζεηαο, δε ζα ήηαλ εθηθηφ θάηη ηέηνην.  

Κιείλνληαο, απφ φια ηα παξαπάλσ γίλεηαη εκθαλέο ην γεγνλφο φηη θαη νη ηέζζεξηο 

(Θενδφζηνο, Ίππαξρνο, Μελέιανο θαη Πηνιεκαίνο), πξηλ ζπγγξάςνπλ ηηο δηθέο ηνπο 

πξαγκαηείεο, κειέηεζαλ ηα έξγα ησλ πξνεγνπκέλσλ ηνπο θαη πξνζπάζεζαλ λα ζηεξηρηνχλ ζε 

απηά, αιιά θαη λα ηα βειηηψζνπλ φπνπ απηφ ήηαλ δπλαηφ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν εληζρχεηαη ε 

άπνςε, πνπ αλαθέξζεθε ζηελ εηζαγσγή, φηη νη αξραίνη αζρνιήζεθαλ κε ηελ επηζηήκε, 

αθξηβψο κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ αζρνινχληαη θαη νη ζχγρξνλνη επηζηήκνλεο, εμειίζζνληαο ηελ. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

 

1) Να ιπζεί ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΑΒC αλ  

α)  ̂ = 60
ν
 ,  ̂ = 70

ν
 θαη  ̂ = 80

ν
 , 

β)  ̂ = 60
ν
 ,  ̂ = 70

ν
 θαη  ̂ = 80

ν
 . 

Λύζη  

α) Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ γηα ηηο πιεπξέο ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ 

ΑΒC: 

    ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂ 

         =               +                      

        = 0.34202 · 0.17365 + 0.93969 · 0.98481 · 0.5 

        = 0.05939 + 0.4271 

       = 0.5221  =>  ̂   58,527
ν
  

ηε ζπλέρεηα, κέλεη λα ππνινγίζνπκε ηηο γσλίεο θνξπθψλ  ̂ θαη  ̂ . 

Πάιη απφ ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ έρνπκε: 

    ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂ => 

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂

    ̂      ̂
   = 

                          

                   
 =  

                         

                 
  

 = 
                

       
   = 

       

       
   = 0.29926 

Άξα,  ̂ = 72.5868
ν
  

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο γσλίαο  ̂ έρνπκε: 

    ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂ => 

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂

    ̂      ̂
  = 

                          

                   
  = 
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= 
                 

       
  =  - 

        

       
  =  - 0.00614 

Άξα,  ̂   90,3518
ν
 . 

 

β)  ̂ = 60
ν
 ,  ̂ = 70

ν
 θαη  ̂ = 80

ν
 . 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ γηα ηηο πιεπξέο ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. 

    ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂ 

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂

    ̂      ̂
 =  

                    

             
  =  

                      

                
   

=  
             

       
 =  

       

       
  =  0.47612 

Άξα,  ̂   61.5677
ν
  

Γηα ηε γσλία  ̂ έρνπκε: 

    ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂ => 

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂

    ̂      ̂
   = 

                    

             
  = 

                      

                 
  

=   
                   

       
   =   

        

       
 = 0.29922 

Άξα,  ̂   72.589
ν
  

Γηα ηε γσλία  ̂ έρνπκε: 

    ̂ =     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂ => 

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂

    ̂      ̂
  = 

                    

             
  =  

                       

                
   

= 
                 

       
  =  

        

       
  =  0.003244 

Άξα,  ̂   89.8141
ν
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2 )  α) Έζησ ηα ζεκεία Α = (0, 0, 1) , Β = ( 
√ 

 
 , 0, 

√ 

 
 ) θαη C = (0, 

√ 

 
 , 
 

 
 ) πάλσ ζηε ζθαίξα, 

κε θέληξν Ο = (0, 0, 0) ζηνλ Ɍ
3
. Να βξεζνχλ νη θνξπθέο ηνπ πνιηθνχ ηξηγψλνπ ηνπ ΑΒC. 

     β) Με επζχ ππνινγηζκφ, λα εμεηάζεηε αλ ηζρχνπλ (i) ε πξφηαζε, (ii) ην πφξηζκα (1) θαη                     

(ii) ην πφξηζκα (3) ζην πνιηθφ ηξίγσλν. 

Λύζη 

α ) |  | = | ⃗ | = |  | = 1, άξα ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο ηζνχηαη κε ηε κνλάδα, δειαδή R=1. 

Γηα λα βξνχκε ηηο θνξπθέο ηνπ πνιηθνχ ηξηγψλνπ, πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηα: (i)   ⃗⃗⃗⃗  = 

 ⃗⃗      

      ̂
 , (ii)   ⃗⃗⃗⃗ = 

       

      ̂
 , (iii)   ⃗⃗⃗⃗  = 

      ⃗ 

      ̂
. 

( i) Οπζηαζηηθά, πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ην   ⃗⃗⃗⃗  = 
 ⃗⃗      

    ̂
 , αθνχ R = 1. 

 ⃗        = ||

√ 

 
 

√ 

 

 
√ 

 

 

 

      

|| = 
√ 

 
 |
√ 

 

 

 

    
| + e1 |

 
√ 

 

√ 

 

 

 

| = 
√ 

 
 (
√ 

 
  e3 -  

 

 
 e2) - 

√ 

 
 e1  

            = (- 
√ 

 
 , - 

√ 

 
 ,  

√ 

 
 )  

Απφ ηνλ ηχπν |       | = |  | |  |      , κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηε γσλία ησλ 

δηαλπζκάησλ  ⃗  θαη   , ε νπνία ηζνχηαη κε ηελ πιεπξά α ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ABC. 

| ⃗      | = √
 

  
 

 

  
  

 

  
  = √

  

  
   

 | ⃗ | = |  | = 1 

Άξα,     ̂ = 
| ⃗⃗      |

| ⃗ ||  | 
 = | ⃗      | = √

  

  
 = 

√  

 
  

Δπνκέλσο,   ⃗⃗⃗⃗  = 
 

    ̂
 · ( ⃗      ) = 

 

√  
 · (- 

√ 

 
 , - 

√ 

 
 ,  

√ 

 
 ) = (- √

 

  
 , - √

 

  
 , √

 

  
 )  

(ii) Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ   ⃗⃗⃗⃗ = 
       

     ̂
 , έρνπκε: 
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         = |
 

√ 

 

 

 

   
      

| = e1 |
√ 

 

 

 

  
| = 

√ 

 
 e1 =  ( 

√ 

 
, 0, 0) 

|       | = √
 

 
   

    ̂ = 
|       |

|  ||  |
 = |       | = √

 

 
  

Έηζη,   ⃗⃗⃗⃗  = 
 

√ 
 · ( 

√ 

 
, 0, 0) = (1, 0, 0) 

(iii)Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ    ⃗⃗⃗⃗  = 
      ⃗ 

    ̂
 , έρνπκε: 

      ⃗  = |

   
√ 

 
 

√ 

 

      

| = - e2 |
  
√ 

 

√ 

 

| = - e2 (- 
√ 

 
 ) = (0, 

√ 

 
 , 0)  

|      ⃗ | = √
 

 
 = 

√ 

 
  

     ̂ = 
|      ⃗ |

|  | | ⃗ |
 = |      ⃗ | = 

√ 

 
  

  ⃗⃗⃗⃗  = 
 

√ 
 · (0, 

√ 

 
 , 0) = (0, 1, 0) 

 

β ) (i) Πξφηαζε ζηα πνιηθά ηξίγσλα: 

   = s (
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗  

       ̂
),  ⃗  = s (

  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ 

       ̂
),    = s (

  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  

       ̂
) , κε R = 1 θαη s =   1, ην πξφζεκν ηεο 

νξίδνπζαο          ⃗     . 

Θα ππνινγίζνπκε πξψηα ηελ νξίδνπζα          ⃗     . 

         ⃗      = ||

   
√ 

 
 

√ 

 

 
√ 

 

 

 

|| = ( - 
√ 

 
 ) |

  
√ 

 

√ 

 

| = ( - 
√ 

 
 ) ( - 

√ 

 
 ) = 

√ 
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Άξα ην πξφζεκν είλαη s = +1. 

Δπνκέλσο πξέπεη λα δείμνπκε φηη: (1)    = (
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗  

      ̂
), 

                                                        (2)  ⃗  = (
  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ 

      ̂
), 

                                                         (3)    = (
  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  

      ̂
). 

(1 )   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗   =  |
   
   
      

| = e3 |
  
  

| = e3 = (0, 0, 1) 

|  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = 1, |  ⃗⃗⃗⃗ | = |  ⃗⃗⃗⃗ | = 1 θαη έηζη,      ̂ = 1. 

Άξα, 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗  

      ̂
 = (0, 0, 1) =     

 

(2 )   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = |

   

  √
 

  
  √

 

  
√

 

  

      

| = √
 

  
 |
  
    

| + e1 |

  

  √
 

  
√

 

  

| =  

= √
 

  
 e3 + √

 

  
 e1 = (√

 

  
 , 0, √

 

  
 ) 

|  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = √
 

  
  

 

  
 = √

  

  
 = √

 

 
  

     |  ⃗⃗⃗⃗ | = 1 θαη |  ⃗⃗⃗⃗ | = √
 

  
  

 

  
  

 

  
 = 1 

          ̂ = 
|  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ |

|  ⃗⃗ ⃗⃗  | |  ⃗⃗ ⃗⃗  |
 = |  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = √

 

 
  

    (
  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ 

      ̂
) = √

 

 
    (√

 

  
 , 0, √

 

  
 ) = ( 

√ 

 
 , 0, 

√ 

 
 ) =  ⃗   
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   (3 )   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = |
  √

 

  
 √

 

  
√

 

  

   
      

| = √
 

  
  |
  
    

| – e2 |
  √

 

  
√

 

  

  

| =  

    = √
 

  
 e3 – e2 (  √

 

  
 ) = √

 

  
 e3 + √

 

  
 e2 = ( 0, √

 

  
 , √

 

  
 ) 

    |  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = √
 

  
  

 

  
 = √

 

  
  θαη |  ⃗⃗⃗⃗ | = |  ⃗⃗⃗⃗ | = 1. 

        ̂ = 
|  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  | 

|  ⃗⃗ ⃗⃗  | |  ⃗⃗⃗⃗  ⃗| 
 = √

 

  
 

  (
  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  

      ̂
) = √

  

 
 ( 0, √

 

  
 , √

 

  
 ) = (0, √

 

 
 , √

 

 
 ) = (0, 

√ 

 
 , 
 

 
 ) =    

Δπνκέλσο, ηζρχεη ε πξφηαζε ζηα πνιηθφ ζθαηξηθφ ηξίγσλν. 

(ii) Πφξηζκα (1) ζηα πνιηθά ηξίγσλα: 

(ABC
*
)
* 
= {

                                                    ⃗⃗  ⃗  ⃗       

     {            }                     ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗      
 

Απφ ην πξνεγνχκελν εξψηεκα, δηαπηζηψζακε φηη    [   ⃗⃗  ⃗  ⃗    ]    

Άξα, απηφ πνπ ζέινπκε λα δηαπηζηψζνπκε είλαη φηη: 

                                     (ABC
*
)

*
 = ABC 

   ⃗⃗⃗⃗ )*
 = 

  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗  

     ̂
 = (0, 0, 1) =    

(  ⃗⃗⃗⃗ )*
 = 

  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ 

     ̂
 = ( 

√ 

 
 , 0, 

√ 

 
 ) =  ⃗   

(  ⃗⃗⃗⃗ )*
 = 

  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  

     ̂
 = (0, 

√ 

 
 , 
 

 
 ) =    

Άξα, ηζρχεη φηη: (ABC
*
)
*
 = ABC. 

(ii) Πφξηζκα (3) ζηα πνιηθά ζθαηξηθά ηξίγσλα 
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Πξέπεη λα δείμνπκε φηη ηζρχνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

 ̂ +   ̂ =   ̂ +  ̂ = 180
ν
  

 ̂ +   ̂ =   ̂ + ̂ = 180
o
 

 ̂ +   ̂ =   ̂ +  ̂ = 180
o
 

Γηα ηελ πξψηε ζρέζε έρνπκε: 

 ̂ = γσλία(    x  ⃗  ,    x    )  

   x  ⃗  = (0, 
√ 

 
 , 0)  

   x    = -    x    = ( - 
√ 

 
 , 0, 0) 

〈      ⃗           〉 = 0 , νπφηε     ̂ = 
〈 ⃗⃗     ⃗           〉 

| ⃗⃗     ⃗ ||       |
 = 0 =>  ̂ = 90

ν
  

     ̂ = 1 =>   ̂ = 90
ν
  

Άξα,  ̂ +   ̂ = 180
ν
 . 

ηε ζπλέρεηα έρνπκε,    ̂ = γσλία(   ⃗⃗⃗⃗  x   ⃗⃗⃗⃗  ,   ⃗⃗⃗⃗  x   ⃗⃗⃗⃗  ) 

  ⃗⃗⃗⃗  x   ⃗⃗⃗⃗  = (0, √
 

  
 , √

 

  
 )  θαη  |  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = √

 

  
   

 

  
 = √

 

  
  

  ⃗⃗⃗⃗  x   ⃗⃗⃗⃗  = -   ⃗⃗⃗⃗  x   ⃗⃗⃗⃗  = ( - √
 

  
 , 0, - √

 

  
 )  θαη  |  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = √

 

  
   

 

  
 = √

  

  
  

     ̂ = 
〈  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗   〉 

|  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  ||  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗  |
 = 

  √
  

     
 

√
 

  
   √

  

  

 = - 
 

√ 
 =>      ̂ = - 0.35355 =>   ̂   110.705

ν
  

    ̂ = 
√  

 
 = 0.93541 =>  ̂   69.2945

ν
  

Δπνκέλσο,   ̂ +  ̂ = 110.705
ν
 + 69.2945

ν
    180

ν
 

Γηα ηε δεχηεξε ζρέζε έρνπκε: 
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 ̂ = γσλία(  ⃗       ,  ⃗       )  

 ⃗       = (- 
√ 

 
 , - 

√ 

 
 ,  

√ 

 
 )  θαη  | ⃗      | = √

 

  
 

 

  
  

 

  
  = √

  

  
   

 ⃗       = -    x  ⃗  = (0, - 
√ 

 
 , 0)  θαη  | ⃗      | = 

√ 

 
  

    ̂ = 
〈 ⃗⃗         ⃗       〉 

| ⃗      || ⃗      |
 = 

(  
√ 

 
)(  

√ 

 
)

√
  

  
  
√ 

 

 = 
 

√ 
 =>     ̂ = 0.37796 =>  ̂   112.207

ν
  

     ̂ = √
 

 
 = 0.92582 =>   ̂   67.79233

ν
  

Άξα,  ̂ +   ̂ = 112.207
ν
 + 67.79233

ν
   180

ν
  

ηε ζπλέρεηα έρνπκε: 

  ̂ = γσλία(   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  ,   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  )  

  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = (0, 0, 1)  θαη |  ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  | = 1 

  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = -   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = (0,   √
 

  
 ,   √

 

  
 )  θαη  |  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = √

 

  
   

 

  
 = √

 

  
  

     ̂ = 
〈  ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗  〉 

|  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗  ||  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ |
 = 

 √
 

  

√
 

  

 = - 
 

 
 =>   ̂ = 120

ν
  

    ̂ = 
√ 

 
 =>   ̂ = 60

ν
  

Άξα,   ̂ +  ̂ = 120
ν
 + 60

ν
 =180

ν
  

Σέινο, γηα ηελ ηξίηε ζρέζε έρνπκε: 

 ̂ = γσλία(         ,       ⃗  )  

        = (
√ 

 
 , 0, 0)  θαη  |       | = 

√ 
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      ⃗  = -  ⃗       = ( 
√ 

 
 ,  

√ 

 
 , -  

√ 

 
 )  θαη  |      ⃗ | = √

 

  
 

 

  
  

 

  
  = √

  

  
   

    ̂ = 
〈               ⃗  〉 

|       ||      ⃗ |
 = 

√ 

 
√ 

 

√ 

 

√  

 

 = √
 

 
 = 0.65465 =>  ̂   49.10661

ν
  

     ̂ = 
〈  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  〉

|  ⃗⃗ ⃗⃗ ||  ⃗⃗ ⃗⃗  |
 = - 

√ 

√  
 =>   ̂ = 130.89

ν
  

Έηζη έρνπκε,  ̂ +   ̂ = 49.10661
ν
 + 130.89

ν
   180

ν
  

ηε ζπλέρεηα, πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ην άζξνηζκα   ̂ +  ̂ . 

  ̂ = γσλία(   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  ,   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  ) 

  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = ( √
 

  
 , 0,  √

 

  
 )  θαη  |  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ | = √

 

  
   

 

  
 = √

  

  
 = √

 

 
  

  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = -   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  = (0, 0, -1)  θαη  |  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  | = 1 

     ̂ = 
〈  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗   〉 

|  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ ||  ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗  |
 = 

  √
 

  

√
 

 

 =  - 
√ 

 
  =>    ̂ = 135

ν
  

    ̂ = 
√ 

 
  =>   ̂ = 45

ν
  

Δπνκέλσο,    ̂ +  ̂ = 135
ν
 + 45

ν
 = 180

ν
 . 

Άξα, ηζρχεη ην πφξηζκα (3) ζηα πνιηθά ζθαηξηθά ηξίγσλα. 

 

3 ) Να ιπζεί ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΑΒC, αλ 

α )  ̂ = 65
ν
 ,  ̂ = 75

ν
 θαη  ̂ = 85

ν
  

β )  ̂ = 65
ν
 ,  ̂ = 75

ν
 θαη  ̂ = 85

ν 
 

Λύζη  

α ) Απφ ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ γηα ηηο γσλίεο ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ έρνπκε: 
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    ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂  

         = -              +                    = 

        = - 0.42262 · 0.25882 + 0.90631 · 0.96593 · 0.08716 

       = - 0.10938 + 0.07630  

       = - 0.03308  

=>  ̂   91.897
ν
  

 

    ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂  

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂ 

    ̂     ̂
 = 

                           

                  
 = 

                             

                
 =  

        =  
                 

      
  =  

       

      
  = 0.4289 =>  ̂   64.602

ν
  

 

    ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂  

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂ 

    ̂     ̂
 =  

                           

                  
 = 

                              

                
 =  

         =   
                 

       
   =  

       

       
  =  0.27028  =>   ̂   74.3188

ν
  

 

β) Απφ ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ γηα ηηο γσλίεο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ έρνπκε: 

 

    ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂  

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂ 

    ̂     ̂
 = 

                     

            
 = 

                          

                 
 =  
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        = 
                 

       
  = 

       

       
 = 0.46264 =>   ̂   62.442

ν
  

 

    ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂  

    ̂ = 
    ̂      ̂     ̂ 

    ̂     ̂
 = 

                     

            
 = 

                           

                 
 = 

         = 
                 

       
 = 

       

       
 = 0.32747  =>  ̂   70.885

ν
  

 

    ̂ = -     ̂     ̂ +     ̂     ̂     ̂  

    ̂ = 
    ̂       ̂     ̂ 

    ̂     ̂
 = 

                     

            
 = 

                           

                
 =  

         = 
                 

       
 = 

       

       
 = 0.2245  =>  ̂   77.026

ν
  

 

 

 


