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Αξιοποίηση Ιστορικών Κειμένων στο Πλαίσιο μιας
Ερευνητικής Εργασίας για την Διαθεματική Προσέγγιση της

Ευκλείδειας Γεωμετρίας.

ΠΕΡΙΛΗΨΗ

     Ένας  από  τους  στόχους  της  μαθηματικής  εκπαίδευσης  είναι  η
καλλιέργεια της λογικής σκέψης και η διαμόρφωση θετικής στάσης για τα
μαθηματικά,  εκτιμώντας  το  ρόλο  τους  στην  ανάπτυξη  του  ανθρώπινου
πολιτισμού.  Αυτή  η  ανάπτυξη  δεν  επιτυγχάνεται  με  παθητική
παρακολούθηση της διδασκαλίας, αλλά με ενεργό συμμετοχή του μαθητή
και μέσα από την αλληλεπίδραση μαθητών και εκπαιδευτικών μέσα στην
τάξη. Οι σύγχρονες αντιλήψεις θεωρούν ότι τα μαθηματικά δεν αποτελούν
ένα  σύνολο  γνώσεων,  αλλά  μια  διαδικασία  σύλληψης  της  γνώσης,
οργάνωσης και τεκμηρίωσής της. Άρα η διδασκαλία πρέπει να σχεδιάζεται
με βάση δραστηριότητες που να στοχεύουν στα παραπάνω. Σύμφωνα με το
Διαθεματικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραμμάτων Σπουδών τονίζεται  ότι  αυτό
μπορεί  να συμβεί  με  αναφορά στην Ιστορία των Μαθηματικών,  η οποία
είναι ένα πεδίο πλούσιο σε ιδέες για την διδακτική. 

        Στην παρούσα εργασία εμφανίζεται η ιστορία των αρχαίων ελληνικών
μαθηματικών  ως  πηγή  έμπνευσης  για  την  διδασκαλία  της  Ευκλείδειας
Γεωμετρίας με χρήση πρωτότυπων πηγών. Η βιβλιογραφική ανασκόπηση
και  προηγούμενες  έρευνες  φανερώνουν  πολλαπλά  οφέλη  και  σημαντική
εκπαιδευτική αξία από τη χρήση αυθεντικών μαθηματικών κειμένων στην
διδασκαλία  των  μαθηματικών.  Η  διαθεματικότητα  ως  μια  καινοτόμος
προσέγγιση  της  γνώσης,  υποστηρίζει  τέτοιου  είδους  δραστηριότητες,
δίνοντας τη δυνατότητα στον μαθητή να συγκροτήσει  ένα ενιαίο σύνολο
γνώσεων  και  δεξιοτήτων.  Στο  πλαίσιο  του  Προγράμματος  Σπουδών  του
Νέου  Λυκείου,  θεσμοθετήθηκαν  οι  Ερευνητικές  Εργασίες  ως  διακριτή
ενότητα του υποχρεωτικού προγράμματος από το σχολικό έτος 2011-2012.
Η εκπόνηση  τέτοιου  είδους  εργασιών  συνιστά  μια  ευκαιρία  αξιοποίησης
ιστορικών  κειμένων  για  την  διαθεματική  προσέγγιση  της  Ευκλείδειας
Γεωμετρίας  στο  Νέο  Λύκειο.  Βασικές  παιδαγωγικές  αρχές  στις  οποίες
στηρίζονται οι ερευνητικές εργασίες είναι η διερευνητική προσέγγιση της
μάθησης και η ομαδική συνεργασία των μαθητών.  
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      Η έρευνα που παρουσιάζεται στην παρούσα εργασία, πραγματοποιήθηκε
στο 4ο Γενικό Λύκειο Κορίνθου το σχολικό έτος 2013-2014 είχε σκοπό να
δοκιμάσει  στην  σχολική  τάξη  τις  νέες  παιδαγωγικές  και  διδακτικές
μεθόδους  που  απαιτούν  οι  διαθεματικές  προσεγγίσεις,  χρησιμοποιώντας
ιστορικά  και  βιογραφικά  στοιχεία  και  κυρίως  πρωτότυπα  ιστορικά
μαθηματικά κείμενα. Επίσης, επιδιώκεται να καταγραφούν οι στάσεις των
μαθητών για τις διαθεματικές διδασκαλίες που αφορούν τα μαθηματικά, την
ιστορία  και  την  ελληνική  γλώσσα,  καθώς  και  την  επίδρασή  τους  στις
αντιλήψεις  τους  για  τα  διακριτά  μαθήματα  και  τις  ιδιαίτερες  απαιτήσεις
τους. Ένας επιπλέον στόχος της παρούσας έρευνας ήταν να διερευνηθεί το
νέο  πλαίσιο  διδασκαλίας  και  μάθησης  στο  Λύκειο,  που  συνεπάγεται  η
εισαγωγή του θεσμού των ερευνητικών εργασιών.

        Στο τελευταίο μέρος της εργασίας παρουσιάζονται τα συμπεράσματα
αυτής της έρευνας και κάποιες προτάσεις για βελτίωση των προγραμμάτων
και μελλοντική έρευνα. Εκτιμάται ότι τα αποτελέσματα είναι πολύ θετικά
και  καταγράφονται  πολλαπλά  οφέλη  από  τη  χρήση  της  ιστορίας  της
ευκλείδειας γεωμετρίας στην διδακτική της. Οι δραστηριότητες κέντρισαν
το  ενδιαφέρον  των  μαθητών  και  έγιναν  κίνητρο  για  δημιουργική
ενασχόληση  με  τα  μαθηματικά.  Οι  ερευνητικές  εργασίες  δίνουν  τη
δυνατότητα ένταξης στο Λύκειο, διαθεματικών προσεγγίσεων της γνώσης
που  δύσκολα  θα  εφαρμοστούν  στην  καθημερινή  τάξη,  ειδικά  των
μαθηματικών του Λυκείου. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

   Τα  Μαθηματικά  κατέχουν  μια  ιδιαίτερη  θέση  στην  ανάπτυξη  του
ανθρώπινου  πολιτισμού.  Αποτέλεσαν  και  αποτελούν  βασικό  παράγοντα
προόδου σε κάθε επιστημονικό τομέα. Η συνεισφορά τους οφείλεται κυρίως
στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά που διέπουν την μαθηματική δραστηριότητα,
μια  δημιουργική  διαδικασία,  που  εμπλέκει  λογική  και  κριτική  σκέψη,
επινοητικότητα, μεθοδικότητα και συστηματικότητα.
   Όμως, η αφαιρετικότητα και η γενίκευση, η αυστηρότητα και η ακρίβεια,
και  η  πολυπλοκότητα  των  ιδεών  και  των  εννοιών,  προκαλούν  αρνητικά
συναισθήματα  σε  μεγάλο  αριθμό  μαθητών.  Δημιουργούν  αποστροφή,
διστακτικότητα και μαθηματικοφοβία, καταστάσεις στις οποίες συμβάλλει η
προβληματική προσέγγιση στο σχολείο.

   Στο 19ο Πανελλήνιο Συνέδριο Μαθηματικής  Παιδείας  της Ε.Μ.Ε. που
πραγματοποιήθηκε το 2002 και  είχε θέμα “Τα Μαθηματικά Διαχρονικός
Παράγοντας  Πολιτισμού”,  παρουσιάστηκαν  ορισμένες  ενδιαφέρουσες
απόψεις  για  τη  σχέση  των  Μαθηματικών  με  τις  άλλες  επιστήμες,  τον
πολιτισμό  και  την  κοινωνία,  από  την  αρχαιότητα  μέχρι  σήμερα,  και  με
ποιούς τρόπους θα μπορούσαμε αυτό να το εκμεταλλευτούμε διδακτικά. 

 Το  ζήτημα  αυτό  ήταν  πολύ  επίκαιρο  εκείνη  την  περίοδο,  λόγω  της
επικείμενης  εφαρμογής  των  Διαθεματικών  Προγραμμάτων  Σπουδών  της
Υποχρεωτικής Εκπαίδευσης και της συγγραφής των αντίστοιχων διδακτικών
βιβλίων. Πολλές εισηγήσεις είχαν θέματα που αφορούσαν την ιστορία των
μαθηματικών και τον ρόλο που μπορεί να διαδραματίσει στην διδακτική του
μαθήματος σε όλες τις βαθμίδες της εκπαίδευσης. 

  Επειδή το συγκεκριμένο ζήτημα συνδέεται στενά με το θέμα της έρευνάς
μας,  θα  χρησιμοποιήσουμε  αρκετές  φορές  στη  συνέχεια  ορισμένα
χαρακτηριστικά  αποσπάσματα  από  εργασίες  του  συνεδρίου,  τα  οποία
διαφωτίζουν το θέμα και τον προβληματισμό της έρευνας. 
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   Σε μια εισήγηση στο Συνέδριο αυτό,  τονίζεται ότι: 

   Τα διδασκόμενα Μαθηματικά είναι ένα κλειστό σύστημα σκέψης που δεν έχει

άμεση σχέση με την εμπειρία των μαθητών. Τα Μαθηματικά διδάσκονται σαν

σύνολο αφηρημένων σχέσεων και όχι σαν σύνολο εμπειρικών σχέσεων. 

Οι μαθηματικές έννοιες στηρίζονται στην ανθρώπινη λογική και την εμπειρία των

ανθρώπων, αλλά όταν εκφράζονται με μαθηματική μορφή, μετατρέπονται σε ένα

σύνολο αφηρημένων σχέσεων που απωθούν τους διδασκόμενους. 

Ο  υπερβολικός  μαθηματικός  συμβολισμός,  την  καθιστά  μια  δύσκολη  ξένη

γλώσσα. Ο υπερβολικός όγκος ύλης σε βάθος και σε πλάτος, σε συνδιασμό με

τον περιορισμένο χρόνο, για διδάσκοντες και διδασκομένους, δεν τους επιτρέπει

να χωνέψουν τις έννοιες και να εμβαθύνουν στην μαθηματική σκέψη.

            (Ευθύμογλου,2002, σ.263) 

   Η  παραδοσιακή  διδασκαλία  παρέχει  στους  μαθητές  ένα  σύνολο
προκαθορισμένων  κανόνων  και  τεχνικών  που  μεταφέρονται  από  τον
διδάσκοντα  στον  διδασκόμενο,  με  αποτέλεσμα  να  δημιουργείται  η
εντύπωση στον μαθητή, ότι τα Μαθηματικά είναι ένα σύνολο από τύπους
και προτάσεις, όλα έτοιμα για απομνημόνευση. 
  Η  αντίληψη  αυτή  τείνει  να  αντικατασταθεί  από  την  αντίληψη  ότι  τα
Μαθηματικά είναι δημιουργική διαδικασία, και μέσω της διερεύνησης, του
συλλογισμού και της επικοινωνίας,  ο μαθητής αναπτύσσει  την ικανότητά
του  να  αναλύει,  να  ερμηνεύει  και  να  επεμβαίνει  στο  κοινωνικό  του
περιβάλλον.

   Η διαπίστωση ότι τα Μαθηματικά δεν είναι ένα ευχάριστο μάθημα, δεν
είναι  καινούργια,  και  κάθε  χρόνο  τα  αποτελέσματα  των  εξετάσεων
επιβεβαιώνουν την εφήμερη και αποσπασματική γνώση, που έχει μοναδικό
στόχο  την  απομνημόνευση  ώστε  να  μπορέσουν  οι  μαθητές  να
ανταπεξέλθουν σε ένα παρωχημένο εξεταστικό σύστημα, το οποίο, μάλλον
δεν εξετάζει την καθαρή, πραγματική, ουσιώδη και βαθιά γνώση.
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    Πολλοί άνθρωποι αδυνατούν να αντιληφθούν έγκαιρα την χρησιμότητα των

Μαθηματικών.  Λιγότεροι άνθρωποι αντιλαμβάνονται την αναγκαιότητα, ότι για

να  μελετήσει  κάποιος  οποιαδήποτε  επιστήμη,  πρέπει  να  επιδιώξει  να  μάθει

βασικά  στοιχεία  των  Μαθηματικών.    Και  ακόμη  λιγότεροι  έλκονται  από  τα

Μαθηματικά, μπαίνοντας στο νόημα αυτού του θαυμαστού χώρου.

(Ευθύμογλου, 2002,σ.264)

  Μια βασική κατεύθυνση ερευνών της Διδακτικής των Μαθηματικών έχει
ως  αντικείμενο  τη  μελέτη  των  σχέσεων  ανάμεσα  στη  μάθηση  και  την
ιστορική  εξέλιξη  των  μαθηματικών  εννοιών,  καθώς  και  τις  δυνατότητες
αξιοποίησης αυτών των σχέσεων στη διδασκαλία.
 Σε  ορισμένες  μάλιστα  χώρες  (π.χ.  Δανία,  Ρωσία)   η  Ιστορία  των
Μαθηματικών  χρησιμοποιείται  σαν  διδακτικό  μέσο,  ή  σαν  αυτόνομο
μάθημα, για σφαιρική μόρφωση των μαθητών και των φοιτητών τους. 
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ   Α. 
Η Αξιοποίηση της Ιστορίας των Μαθηματικών στην Σύγχρονη
Διδασκαλία των Μαθηματικών και ειδικότερα η Αξιοποίηση

Πρωτότυπων Ιστορικών Κειμένων, στην Διδασκαλία της Ευκλείδειας
Γεωμετρίας.  

A.1. Η διδακτική αξία της Ιστορίας των Μαθηματικών

   Τα  τελευταία  χρόνια  διερευνάται  η  διδακτική  αξία  της  Ιστορίας  των
Μαθηματικών και η εφαρμογή της διδασκαλίας της, σε πολλές θεματικές
ενότητες των Μαθηματικών, σε όλες τις βαθμίδες της Εκπαίδευσης.

   Οι ερευνητές της Διδακτικής και ταυτόχρονα υποστηρικτές της ενσωμάτωσης

της  Ιστορίας  των Μαθηματικών στην Μαθηματική  Εκπαίδευση,  υποστηρίζουν

ότι πολλά προβλήματα σχετικά με την κατανόηση των Μαθηματικών, και την

εικόνα  που  έχουν  γι΄αυτά  οι  μαθητές,  οφείλονται  στην  έλλειψη  ιστορικού

πλαισίου. ( Παναγιώτου, 2002,σ.117)

Μερικοί από τους λόγους που συνηγορούν στην ενσωμάτωση της Ιστορίας
των Μαθηματικών στην διδασκαλία, είναι οι παρακάτω: 

i) Βελτιώνει  την  ποιότητα  της  διδασκαλίας  και  της  μάθησης.
Βοηθά  τους  μαθητές  να  κατανοήσουν  καλύτερα  μαθηματικές
έννοιες  και  αποδείξεις,  και  τους  καθηγητές  να  καταλάβουν  τις
μαθησιακές δυσκολίες των μαθητών.

ii) Αναδεικνύει την ανθρώπινη πλευρά των Μαθηματικών.
Τα Μαθηματικά είναι δυναμική δραστηριότητα, που επηρεάζεται
από  κοινωνικούς  και  πολιτιστικούς  παράγοντες  και
διαμορφώνονται σύμφωνα με τις ανάγκες της εποχής.  Ακόμη και
οι  βιογραφίες  των  Μαθηματικών,  μπορούν  να  κάνουν  τα
Μαθηματικά πιό ανθρώπινα.
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iii) Αυξάνει το ενδιαφέρον των μαθητών για μάθηση.
Οι  μαθητές  θεωρούν  τα  Μαθηματικά  μονότονες  και  τυπικές
διαδικασίες επίλυσης ασκήσεων.  Η χρησιμοποίηση της Ιστορίας
των  Μαθηματικών  δίνει  μια  νέα  προοπτική  και  διάσταση  στη
Διδακτική.  Αλλάζει  τη  στάση  των  μαθητών  και  προκαλεί  το
ενδιαφέρον  τους,  αφού  παρουσιάζει  μια  διαφορετική  όψη  των
Μαθηματικών.

Συμβουλεύουμε τους δασκάλους να μάθουν τα καθοριστικά γεγονότα της

Ιστορίας  των  Μαθηματικών,  και  να  μάθουν  ότι  τα  Μαθηματικά

αναπτύχθηκαν ως απάντηση στις ανθρώπινες ανάγκες, τόσο τις νοητικές,

όσο και τις τεχνικές. 

Θα έπρεπε να χρησιμοποιήσουν αυτό το υλικό περιστασιακά στα μαθήματά

τους, για να αυξήσουν το ενδιαφέρον των μαθητών, με άτυπες συζητήσεις

για  την  ανάπτυξη  των  Μαθηματικών,  και  για  την  ζωή  των  μεγάλων

δημιουργών της Επιστήμης.  (Ευθύμογλου,2002, σ.263,266)

       Θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί ιστορικό και βιογραφικό υλικό για να
κάνει το μάθημα πιο ενδιαφέρον για τον μαθητή, και την διδασκαλία πιο
ενδιαφέρουσα και με  περισσότερη σημασία για τον καθηγητή.
     Είναι σημαντικό να τονίσουμε τον διδακτικό ρόλο της Ιστορίας των
Αρχαίων  Ελληνικών  Μαθηματικών  στην  χώρα  μας  και  ιδιαίτερα  της
Ευκλείδειας Γεωμετρίας, η οποία εκτός της συνεισφοράς της στις άλλες
επιστήμες, θεμελίωσε τους νεότερους κλάδους Γεωμετριών, και συνέβαλε
στην δημιουργική τους εξέλιξη.
     Με την ενσωμάτωση της  Ιστορίας  στην Διδακτική,  επιδιώκεται  και
συναισθηματική  προσέγγιση  των  αυστηρών  μαθηματικών  εννοιών.
Αναδεικνύεται η συνεχής προσπάθεια πολλών διανοούμενων, από όλα τα
μήκη και τα πλάτη της γης, για πολλούς αιώνες.
      Χρησιμοποιώντας την Ιστορία των Μαθηματικών στην Διδασκαλία,
τονίζουμε την συμβολή της Μαθηματικής Επιστήμης, σε όλους τους χώρους
του  Πολιτισμού  και  των  Τεχνών.  Πάντοτε  η  πρόοδος  της  Μαθηματικής
Επιστήμης  συμβάδιζε  με την πολιτιστική και πολιτισμική ακμή των χωρών
στις οποίες συντελέστηκε η θεμελίωση και η εξέλιξή της.
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A.2. Βασικοί τρόποι αξιοποίησης της Ιστορίας των Μαθηματικών στην
διδασκαλία τους.

   Στις  σημειώσεις  του  μαθήματος  «Αξιοποίηση  της  Ιστορίας  των
Μαθηματικών  στην  Διδακτική  τους»  (2013),  οι  βασικοί  τρόποι
αξιοποίησης  της  Ιστορίας  των  Μαθηματικών  στην  διδασκαλία  τους,
συνοψίζονται ως εξής: 

1) Με  ένταξη  ιστορικών  σημειωμάτων  στα  διδακτικά  βιβλία,  και

συζήτηση του περιεχομένου τους στην τάξη.

2) Με  οργάνωση  δραστηριοτήτων  με  εκπαιδευτικό  υλικό  που  έχει

αντληθεί από την Ιστορία των Μαθηματικών. 

3) Με μελέτη πρωτότυπων ιστορικών κειμένων από τους μαθητές, στο

πλαίσιο ερευνητικών εργασιών. 

4) Με  οργάνωση  των  Προγραμμάτων  Σπουδών  και  της  διδασκαλίας,

σύμφωνα με την γενετική μέθοδο.

(Θωμαΐδης, 2013, σ.5)

A.3. Βασικοί Άξονες των Ερευνών
   
Τις τελευταίες δεκαετίες, οι έρευνες έχουν στραφεί στον τρόπο με τον οποίο
θα  μπορούσε  η  ιστορική  προσέγγιση  των  μαθηματικών  εννοιών,  να
συμβάλει  στην  διδακτική  τους  προσέγγιση  και  υπάρχουν  σημαντικές
εξελίξεις στον τομέα αυτό.

Οι έρευνες στο πεδίο αυτό, επικεντρώνονται σε δύο κυρίως άξονες:

(I) Στην  διδασκαλία  της  μαθηματικής  έννοιας  με  βάση  την
ιστορική πορεία ανάπτυξής της,  χρησιμοποιώντας το γενετικό
μοντέλο διδασκαλίας. 
Η  διδασκαλία  μιας  μαθηματικής  έννοιας,  παραλληλίζεται  με  τις
ιστορικές συνθήκες δημιουργίας και ανάπτυξής της. 
(Γαγάτσης, 1993)   
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Αν φροντίζαμε να βρίσκεται η Ιστορία των Μαθηματικών στην βάση του

σχεδιασμού της διδασκαλίας μας, τότε ίσως οι μαθητές μας, να μπορούσαν

να νιώσουν τα προβλήματα που απασχόλησαν κάποτε τους ανθρώπους, σαν

δικά τους.Τότε ίσως θα μπορούσαν να ζήσουν την γένεση και την εξέλιξη

των  Μαθηματικών  μέσα  από  μια  διαδικασία,  παρόμοια  με  εκείνη  της

ανθρωπότητας. Αντί η Ιστορία των Μαθηματικών να συναντιέται με τους

μαθητές  με  ενημερωτικά  σημειώματα,  ή  με  διάσπαρτα  ιστορικά

προβλήματα, θα τους βοηθούσε να βιώσουν τα Μαθηματικά σαν δικά τους

και όχι σαν μια κληρονομιά που συχνά δεν μπορούν να καταλάβουν πόσο

αξίζει. Αν μπορούσαμε  να  αφήσουμε  την  Ιστορία  των Μαθηματικών να

διαπνέει  εξ΄ολοκλήρου  την  κατάστρωση ενός  αναλυτικού  προγράμματος,

τότε ίσως να μπορούσε να συναντηθεί η διδασκαλία των Μαθηματικών με

την Ιστορία τους.  Σε αυτήν την περίπτωση, θα ήταν ίσως εφικτό μέσα από

την διδασκαλία μας, να φθάσουμε στο σημείο να είμαστε σε θέση μέσα από

αυτήν, να ζούμε με τους μαθητές μας, την πορεία της ιστορικής εξέλιξης

των Μαθηματικών. (Μπούφη & Σκαφτούρου, 2002, σ.188,194)

(II) Στην  αξιοποίηση  αυθεντικών  ιστορικών  μαθηματικών
κειμένων  στην  διδασκαλία  των  σχολικών  μαθηματικών.
Αυτά τα ιστορικά κείμενα  είναι δυνατόν να αναφέρονται:

α) Στα  θεμελιώδη  ερωτήματα,  καθώς  και  στους  εν  γένει
προβληματισμούς  που  απασχόλησαν  τους  επιστήμονες  για
την γένεση και την ανάπτυξη των διάφορων μαθηματικών
εννοιών.
Η  παρουσίαση  και  η  συζήτηση  τέτοιου  είδους  μαθηματικών
κειμένων  μέσα  στην  σχολική  τάξη,  δίνει  στους  μαθητές  την
ευκαιρία να γνωρίσουν και να συνειδητοποιήσουν παράλληλα,
ότι η γένεση και η εξελικτική πορεία μιας μαθηματικής έννοιας,
ήταν  το  επιστέγασμα  πολλών  χρονοβόρων  και  επίμονων
προσπαθειών. Έτσι θα μπορέσουν να κατανοήσουν τα παιδιά σε
βάθος  την  ανάγκη  κατασκευής  συγκεκριμένων  μαθηματικών
εννοιών, και να εκτιμήσουν τις δικές τους προσπάθειες επίλυσης
των διάφορων καταστάσεων προβληματισμού. 



16 

β) Στους  διαφορετικούς  τρόπους  προσέγγισης  μιας
μαθηματικής  έννοιας  ή  κάποιας  μαθηματικής  διαδικασίας,
σε διαφορετικά κοινωνικο-πολιτισμικά περιβάλλοντα.
Οι μαθητές έχουν την ευκαιρία να σκεφθούν, να συγκρίνουν και
να συνειδητοποιήσουν την εξελικτική πορεία των μαθηματικών
διαδικασιών,  αλλά και  τη συνεισφορά σε αυτή τη διαδικασία,
τόσο του δικού τους , όσο και των άλλων πολιτισμών. 
Έτσι,  θα  γίνουν  ικανοί  να  οικοδομήσουν  σε  βάθος  και  να
αναπτύξουν σφαιρικά τη συγκεκριμένη μαθηματική έννοια. 

γ) Στην ιστορία της μαθηματικής εκπαίδευσης.
 Μιά βασική συνιστώσα της σύγχρονης διδακτικής γενικότερα,
αποτελεί η διάσταση της διαθεματικότητας της γνώσης.
Το Διαθεματικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραμμάτων Σπουδών που
θεσπίστηκε  το  2002,  καθιέρωσε  ως  βασική  αρχή  της
εκπαίδευσης την έννοια της διαθεματικότητας.
 Αυτό σημαίνει πως τα Μαθηματικά μπορούν να συνδυαστούν
με  άλλα  γνωστικά  αντικείμενα,  και  να  διδαχθούν  διάφορες
μαθηματικές  έννοιες  με  τυχόν  εναύσματα  που θα δοθούν  στο
πλαίσιο,  για  παράδειγμα,  του  μαθήματος  της  γλώσσας.
Μπορούμε  για  παράδειγμα  να  χρησιμοποιήσουμε  αρχαία
μαθηματικά κείμενα που αφορούν την μαθηματική  εκπαίδευση
των αρχαίων Ελλήνων.

Η  ενασχόληση  των  μαθητών  με  δραστηριότητες  που  αφορούν   τη

μαθηματική  εκπαίδευση  παλαιότερων  χρόνων,  δίνει  την  ευκαιρία  στα

παιδιά να συνειδητοποιήσουν την εξέλιξη των μαθηματικών εννοιών, να

στοχαστούν  δημιουργικά  για  τους  στόχους  της  μαθηματικής  τους

εκπαίδευσης, και τέλος, να κινηθούν δραστικά προς την δόμηση και την

ανάπτυξη της μαθηματικής τους γνώσης. (Κοτοπούλης. 2007, σ.146)

   Στην παρούσα εργασία θα δοθεί έμφαση και  θα ασχοληθούμε με αυτόν
τον  τρόπο  ενσωμάτωσης  της  Ιστορίας   στην  Μαθηματική  Εκπαίδευση,
δηλαδή κυρίως  με την αξιοποίηση αυθεντικών ιστορικών μαθηματικών
κειμένων στην διδασκαλία των σχολικών μαθηματικών και ειδικά στην
Ευκλείδεια Γεωμετρία.
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   Στο πλαίσιο αυτό, γεννιούνται  ορισμένα ερωτήματα σχετικά με το θέμα
αυτό, και αναζητούμε απαντήσεις μέσα από μια ανασκόπηση της σχετικής
βιβλιογραφίας.

A.4.  Βασικά  ερωτήματα  που  αφορούν  την  διδακτική  χρήση  των
πρωτότυπων πηγών

1)Τι  θα  ωφελούσε  και  πώς  θα  επηρέαζε  την  σχολική  τάξη,  μια
τέτοιου είδους δραστηριότητα; 

  Η ιστορία των Μαθηματικών θα μπορούσε να διαδραματίζει κεντρικό ρόλο
στην διαμόρφωση της διδασκαλίας.
  Η επαφή των μαθητών με πρωτογενές ιστορικό υλικό, θεωρείται ότι μπορεί
να τους εξασφαλίσει το ιστορικό υπόβαθρο που συνήθως απουσιάζει από τις
μαθηματικές τους γνώσεις.

    Ένας πρώτος στόχος της μελέτης των ιστορικών κειμένων είναι η
απόκτηση μιας διαφορετικής εικόνας στο μυαλό των μαθητών, για
τα Μαθηματικά. Αυτή η διαφορετική εικόνα προέρχεται από τους
διαφορετικούς τρόπους προσέγγισης της μαθηματικής γνώσης,  με
την  ανάλυση  προβλημάτων,  αποδείξεων,  εικασιών  ή  ενδείξεων,
ακόμη και σφαλμάτων που παρουσιάζονται μέσω των πρωτότυπων
πηγών.  Η  μελέτη  των  πρωτότυπων  κειμένων  δίνει  αυτή  την
ευκαιρία στον καθηγητή και στον μαθητή.
Επίσης,  διαβάζοντας  παλαιά  μαθηματικά  κείμενα  μπορούμε  να
διακρίνουμε επιστημολογικές και φιλοσοφικές ιδέες. Μπορούμε να
ανακαλύψουμε  τις  συνθήκες  στις  οποίες  αναπτύχθηκε  και
εξελίχθηκε  η  μαθηματική  γνώση,  συνθήκες  φιλοσοφικές,
πολιτισμικές,  κοινωνικές.  Να  ανακαλύψουμε  δηλαδή  τι  οδήγησε
και τι βοήθησε στην ανάπτυξη αυτής της μαθηματικής γνώσης.
Πολλές  φορές  στα  πρωτότυπα  κείμενα  διαπιστώνουμε  και  την
επιρροή  της  μαθηματικής  ανάπτυξης  στην  κοινωνία  και  την
χρησιμότητά της στις καθημερινές ανάγκες, δηλαδή βλέπουμε πώς
επηρεάζεται η κοινωνική ζωή από τις ανακαλύψεις στα μαθηματικά
και τις εφαρμογές τους στην καθημερινότητα. 
Από την μελέτη της πρωτότυπης πηγής, μπορούμε να διακρίνουμε
κάποιες φορές φιλοσοφικές ιδέες και αντιλήψεις που επικρατούσαν
την εποχή εκείνη και διάφορα φιλοσοφικά ρεύματα και πώς αυτά
επηρέασαν την ανάπτυξη των επιστημών.
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Όλη  αυτή  η  διεπιστημονική  προσέγγιση  των  μαθηματικών,
φανερώνει μια άλλη προσέγγιση για τα μαθηματικά, αντίθετη στο
φορμαλισμό και τη δογματική θεώρηση. Μας ωθεί να τα δούμε σαν
μια δραστηριότητα, σαν μια ανθρώπινη δραστηριότητα και όχι σαν
μια γλώσσα ή σαν ένα θέαμα. (Barbin, 1991). 

   Ένας δεύτερος στόχος είναι η αλλαγή της αντίληψης των μαθητών
για το τι κάνουμε στα μαθηματικά, τι είδους δραστηριότητες.
Οι τυπικές αποδείξεις των σχολικών διδακτικών βιβλίων, οι οποίες
εστιάζουν  στην  ακριβολογία,  μεταθέτουν  τη  βαρύτητα  από  την
ουσιώδη γνώση, στην απομνημόνευση ανιαρών αποδείξεων.
Μέσα  από  την  σύγκριση  πρωτότυπων  ιστορικών  κειμένων  που
ανήκουν  σε  διαφορετικές  εποχές,  μπορούμε  να  υπερβούμε  τα
στεγανά  που κατακερματίζουν τη  γνώση και  παραβλέπουν άλλες
σημαντικές όψεις της μαθηματικής δραστηριότητας. 
(Θωμαΐδης & Τζανάκης, 2006).

    Ένας τρίτος στόχος είναι η δημιουργική σύνθεση απόψεων και
ιδεών,  μέσα  από  γόνιμες  συζητήσεις  μεταξύ  των  μελών  της
σχολικής τάξης. 
Η  επιλογή και παρουσίαση πρωτότυπων ιστορικών μαθηματικών
κειμένων, μπορεί να συνεισφέρει στο στόχο αυτό, και εκφράζονται
διδακτικά οφέλη από την Ιστορία των Μαθηματικών.
Η  πρόκληση  μαθηματικής  συζήτησης  και  ανάπτυξης  διαλόγου,
είναι  ένας  προφανής  πρωταρχικός  στόχος  της  ενσωμάτωσης  της
Ιστορίας. 
Η  παροχή  στον  μαθητή  γνώσης  για  την  ιστορία  ενός  θέματος,
αποκαλύπτει  σημαντικά  ζητήματα  που  μπορεί  να  είναι
ενδιαφέροντα στον μαθητικό πληθυσμό.  Φέρνει  την αίσθηση του
παρελθόντος, μας μεταφέρει πίσω στο χρόνο, σε άλλες εποχές και
μας προκαλεί να αποκρυπτογραφήσουμε τις ιδέες που μας παρέχει.
Καταλαβαίνει κάποιος, ότι τα μαθηματικά δεν γεννήθηκαν ξαφνικά,
χωρίς διλήμματα και αντιφάσεις.Διαμορφώθηκαν, διορθώθηκαν και
αναδιαρθρώθηκαν μέσα από αμφιβολίες, εικασίες και σφάλματα. 
Όλα αυτά μπορούν να γίνουν αφορμή για ανάπτυξη μαθηματικού
διαλόγου και σε αυτόν θα βοηθήσει η ιστορική πηγή, ως σύμβουλος
για να δώσει απαντήσεις, ή για να αμφισβητηθεί με επιχειρήματα.
(Arcavi & Bruckheimer, 2000)
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    Ένας τέταρτος στόχος από διδακτικής άποψης, είναι η φιλικότερη
παρουσίαση,  αντιμετώπιση και  διατύπωση μαθηματικών εννοιών,
προτάσεων  και  αποδείξεων,  περισσότερο  κατανοητές  για  τους
μαθητές. 
Πολλές φορές, στις πρωτότυπες πηγές μπορούμε να βρούμε απλές
εξηγήσεις  για  κάποιους  αυστηρά  θεμελιωμένους  νόμους  που
γίνονται δύσκολα κατανοητοί από τους μαθητές.
Έτσι, οι καθηγητές των μαθηματικών μπορούν να εμπλουτίσουν το
διδακτικό τους ρεπερτόριο με αιτιολογήσεις που είναι πιο προσιτές
στους  μαθητές,  παρουσιάζοντας  τον  τρόπο  με  τον  οποίο
γεννήθηκαν  και  ορίστηκαν  οι  ιδέες,  σε  μια  συγκεκριμένη εποχή,
διαφορετικά από τον τρόπο που χρησιμοποιούμε σήμερα με τους
απόμακρους τυπικούς συμβολισμούς. 
(Arcavi & Bruckheimer, 2000)

     Ένας πέμπτος στόχος της αξιοποίησης ιστορικών κειμένων στην
διαμόρφωση  της  διδασκαλίας  είναι  επίσης  η  παρουσίαση
μαθηματικών  θεμάτων  με  τον  τρόπο  που  τα  διδάσκονταν  στα
σχολεία στο παρελθόν. 
Οι πρωτογενείς πηγές φαίνεται να είναι ο πιό λογικός τρόπος για να
μάθεις  τα  κεντρικά  θέματα  που  διδάσκονταν  στα  σχολεία  στο
παρελθόν,  και  διάφορους τρόπους που χρησιμοποιούνταν για την
μάθηση.
(Arcavi & Bruckheimer, 2000) 

    Ένας  τελευταίος  στόχος  μπορεί  να  θεωρηθεί  η  πολύπλευρη
μόρφωση των μαθητών όχι μόνο για μαθηματικά ζητήματα, αλλά
και  για  πολιτιστικά  και  πολιτισμικά  ζητήματα  που  αφορούν  την
κοινωνία και την εποχή στην οποία αναφέρονται.
Οι πρωτότυπες ιστορικές πηγές μπορούν να χρησιμοποιηθούν για
να  ανακαλύψουν  οι  μαθητές  την  πολιτιστική  κληρονομιά  της
εποχής  που  μαθαίνουν  και  να  αποκτήσουν  πρόσβαση  σε
φιλοσοφικές ιδέες που επικρατούσαν. 
(Arcavi & Bruckheimer, 2000).

  Ένας  γενικότερος  εκπαιδευτικός  στόχος  της  Μαθηματικής
Εκπαίδευσης, πέρα από την ιδιαίτερη περίπτωση της εκμάθησης της
Ιστορίας των Μαθηματικών, θα μπορούσε να είναι η ανάπτυξη της
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ικανότητας  των  μαθητών  να  μεταφράζουν  κάποια  καθημερινά
προβλήματα στην μαθηματική γλώσσα. 
Στο μέλλον οι μαθητές θα πρέπει να μπορούν να χρησιμοποιούν τα
μαθηματικά για να επικοινωνούν και για να μεταφράζουν ιδέες και
γεγονότα στην μαθηματική γλώσσα και αντίστροφα.
Η  Ιστορία  των  Μαθηματικών,  συνεισφέρει  σημαντικά  στην
ανάπτυξη αυτής της ικανότητας. 
(Jahnke et. al.,2000).

2)Πόσο  εύκολη  είναι  η  χρησιμοποίηση  πρωτότυπων  ιστορικών
πηγών, στην διδασκαλία των μαθηματικών στην σχολική τάξη; 
  

   Σύμφωνα με τον Μπιζμπιάνο, η διδακτική αξιοποίηση των πρωτότυπων
πηγών, συγκρινόμενη με τους άλλους τρόπους ενσωμάτωσης της Ιστορίας
των  Μαθηματικών  στην  διδακτική  διαδικασία,  είναι  απαιτητική  και
χρονοβόρα. 

Στις  περισσότερες  περιπτώσεις  η  μελέτη  μιας  πρωτότυπης  πηγής
προϋποθέτει συστηματική μελέτη του ιστορικού πλαισίου της εποχής που
γράφτηκε  η  πηγή,  δηλαδή  του  ιστορικού  χρόνου,  του  ιδεολογικού,
φιλοσοφικού, πολιτιστικού και κοινωνικού πλαισίου της εποχής στην οποία
αναφέρεται. Απαιτείται ένα ιστορικό υπόβαθρο, το οποίο τις περισσότερες
φορές είναι δύσκολο να διερευνηθεί. 

   Άλλη  μια  δυσκολία  που  πρέπει  να  αντιμετωπιστεί  είναι  η  άγνωστη
γλώσσα που χρησιμοποιείται στα αρχαία κείμενα.
Ένας καθηγητής μαθηματικών έχει συνήθως γνώσεις που δεν επαρκούν για
την μελέτη τέτοιων κειμένων.
Επίσης, οι μαθητές δεν διδάσκονται πρωτότυπα αρχαία κείμενα παρά μόνο
μαζί με την μετάφρασή τους.
Η μαθηματική και η φυσική γλώσσα που χρησιμοποιείται στα κείμενα των
πρωτότυπων  πηγών,  είναι  εντελώς  διαφορετική  από  αυτή  που
χρησιμοποιείται  στις ημέρες μας,  επομένως αυτή είναι  μια δυσκολία που
πρέπει να ξεπεράσουμε. 
(Μπιζμπιάνος, 2011)
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3)Ποιά  είναι  η  αξία  της  ενσωμάτωσης  της  Ιστορίας  στην
Διδακτική των Μαθηματικών; Τι πετυχαίνουμε χρησιμοποιώντας
τις πρωτότυπες πηγές στην Μαθηματική Εκπαίδευση; 

 Τα μαθηματικά συνήθως διδάσκονται σαν ένα σύνολο γνώσεων ή σαν
ένα σύνολο τεχνικών. Η ενσωμάτωση της ιστορίας στα μαθηματικά,
τα μετατρέπει σε μια διανοητική δραστηριότητα. 

 Η  Ιστορία,  μας  υπενθυμίζει  ότι  αυτές  οι  μαθηματικές  ιδέες
επινοήθηκαν από τους ανθρώπους και δεν εμφανίστηκαν από μόνες
τους. 

 Η ενσωμάτωση της Ιστορίας των Μαθηματικών στην διδασκαλία, μας
δίνει  την  ευκαιρία  να  τοποθετήσουμε  την  ανάπτυξη  των
Μαθηματικών  στις  επιστημονικές  και  τεχνολογικές  συνθήκες  μιας
συγκεκριμένης εποχής.

 Η μελέτη των πρωτότυπων πηγών έχει ιδιαίτερη αξία, καθώς μπορεί
να  μας  βοηθήσει  να  διευκρινίσουμε,  να  αποκαλύψουμε  και  να
επεκτείνουμε ό,τι δεν μπορούμε να βρούμε σε δευτερογενές υλικό. 

 Επίσης, μπορεί να μας βοηθήσει να διακρίνουμε γενικές τάσεις στην
ιστορία  του  θέματος,  και  να  θέσουμε  σε  διαπραγμάτευση  κάποιες
ερμηνείες,  κριτικές,  ή  και  παραποιήσεις  που  βρίσκονται  στην
βιβλιογραφία. 
(Jahnke et al., 2000)

 Κάποιες  φορές,  μελετώντας  πρωτότυπες  πηγές  μπορούμε  να
ανακαλύψουμε την επικρατούσα φιλοσοφία της εποχής στην οποία
γράφτηκαν,  αφού  πολλοί  Μαθηματικοί,  εκτός  από  το  μαθηματικό
τους έργο, αποτύπωσαν γραπτά και τις φιλοσοφικές τους θέσεις.

 Οι  πρωτότυπες  πηγές  μπορούν  να  μας  προσφέρουν  ακόμη  και
σημαντικές  γνώσεις  σχετικά  με  την  μαθηματική  εκπαίδευση  του
παρελθόντος.
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 Μπορούν ακόμη να χρησιμοποιηθούν στην διδακτική, προκειμένου οι
μαθητές  να  ανακαλύψουν  εκ  νέου  και  να  δώσουν  έμφαση  στην
πολιτιστική κληρονομιά και στο πολιτισμικό πλαίσιο μέσα στο οποίο
μαθαίνουν  και  οι  ίδιοι.  Είναι  μια  δραστηριότητα  συσχέτισης  της
σύγχρονης με την διαχρονική μαθηματική κουλτούρα. 
(Μπιζμπιάνος, 2011, σ.73-75)

 Ένας  άλλος  λόγος  για  τον  οποίο  είναι  χρήσιμη  η  ενσωμάτωση
πρωτότυπων πηγών στην διδακτική πράξη, είναι  η δυνατότητα που
μας  παρέχει  να  αντιληφθούμε  την  σημασία  και  την  εξέλιξη  των
αποδείξεων στην διάρκεια του ιστορικού χρόνου.
Μελετώντας  διαφορετικές  αποδείξεις  για  κάποια  πρόταση,  που
δόθηκαν σε διαφορετικές πιθανόν εποχές, μπορούμε να αντιληφθούμε
τι σημαίνει απόδειξη και να καταλάβουμε την αξία της. Μπορούμε
για  παράδειγμα  να  μελετήσουμε  τις  διαφορετικές  αποδείξεις  που
δόθηκαν  για  το  άθροισμα  των  γωνιών  ενός  τριγώνου,  κατά  την
διάρκεια δύο χιλιάδων χρόνων, από τον Ευκλείδη έως τον  Hilbert.
(Barbin, 1995) 

4)Πώς μπορεί να χρησιμοποιηθεί η πρωτότυπη πηγή;

   Αρχικά ο αναγνώστης πρέπει να μελετήσει το ιστορικό πλαίσιο της εποχής
στην οποία αναφέρεται η πρωτότυπη πηγή και κατόπιν να ερμηνεύσει το
κείμενο  της  πρωτότυπης  πηγής  και  να  συσχετίσει  το  περιεχόμενο  της
θεωρίας της πρωτότυπης πηγής, με την σημερινή μαθηματική θεωρία.
Ο εκπαιδευτικός στο στάδιο αυτό πρέπει να παρακινεί τον μαθητή και να
τον ενθαρρύνει  να σκέφτεται όπως ο συγγραφέας εκείνης της εποχής, σε
εκείνο  το  κοινωνικό,  πολιτιστικό,  ιδεολογικό,  φιλοσοφικό,  επιστημονικό
πλαίσιο. 

 Κατόπιν  πρέπει  να  συσχετισθούν  μεταξύ  τους  οι  τρεις  διαφορετικές
γλώσσες που εμπλέκονται κατά τη διάρκεια της μελέτης των πρωτότυπων
πηγών. Σύμφωνα με ερευνητές που μελέτησαν τις προϋποθέσεις και τους
τρόπους διδακτικής αξιοποίησης των ιστορικών κειμένων, η γλώσσα παίζει
σημαντικό ρόλο στην ανάγνωση και τη μελέτη μιας πρωτότυπης πηγής.

Στην ανάγνωση μιας πηγής εμπλέκονται τελικά τρείς διαφορετικές γλώσσες: 
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1. Η  μαθηματική  γλώσσα  που  συνήθως  χρησιμοποιούν  οι  μαθητές  στα

μαθήματά τους,

2. Η μαθηματική και φυσική γλώσσα της πρωτότυπης πηγής, και

3. Ο τρόπος συνομιλίας των μαθητών για τα Μαθηματικά.

Αυτές οι τρείς γλώσσες πρέπει να συσχετισθούν μεταξύ τους, και οι μαθητές να

μπορούν να μετακινούνται με ευχέρεια από τη μια γλώσσα, στην άλλη.

(Jahnke et.al.,2000)

5)Ποιές διδακτικές στρατηγικές μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
για την ενσωμάτωση των πρωτότυπων πηγών στην Μαθηματική
Εκπαίδευση;

Κείμενο – Πλαίσιο – Αναγνώστης

  Ο εκπαιδευτικός πρέπει να εξετάσει την σχέση μεταξύ του κειμένου και
του ιστορικού πλαισίου της εποχής που γράφτηκε η πηγή.
Επίσης πρέπει να διερευνήσει το ιστορικό υπόβαθρο των μαθητών και να
τους  παρακινήσει  να  ασχοληθούν  με  το  ιστορικό  πλαίσιο  της  εποχής,
διευκρινίζοντας την αξία που έχει αυτό, στην μελέτη των κειμένων.
Οι μαθητές μελετώντας ένα μαθηματικό κείμενο, δεν ενδιαφέρονται και δεν
συνηθίζουν  να  ρωτάνε  για  το  πλαίσιο.  Κατά  κάποιο  τρόπο,  είναι
εκπαιδευμένοι  να  μη  ρωτάνε  γι’αυτό.  Εξάλλου,  ο  παραδοσιακός  τρόπος
διδασκαλίας  των  μαθηματικών  δεν  περιλαμβάνει  ούτε  παρακινεί  τέτοιου
είδους δραστηριότητες. Ο χρόνος που γράφτηκε το κείμενο, η χώρα και ο
συγγραφέας, φαίνεται να είναι άσχετα με το μαθηματικό κείμενο.
Θα ήταν χρήσιμο να ζητηθεί από τον εκπαιδευτικό  να γίνει μια ανεξάρτητη
έρευνα από τους μαθητές, σχετικά με το ιστορικό πλαίσιο και να μελετηθεί
η βιογραφία του συγγραφέα, πριν από την ανάλυση και την ερμηνεία της
πηγής. 
Με σκοπό την επίτευξη των στόχων της διδασκαλίας, θα πρέπει να υπάρξει
εξισορρόπηση μεταξύ της κατάλληλης ανάλυσης της πηγής και της έρευνας
του πλαισίου της εποχής που γράφτηκε η πηγή.
Επιπλέον,  για  να  συσχετίσουν  το  ιστορικό  πλαίσιο  με  το  νόημα  του
κειμένου  που  μελετούν,  απαιτούνται  κάποιες  δεξιότητες,  οι  οποίες
προϋποθέτουν κάποια εμπειρία που πρέπει να εξασκηθεί.
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Για  παράδειγμα,  συχνά  έχει  διαφορά  αν  το  κείμενο  έχει  γραφτεί  από
συγγραφέα  που  σκέφτεται  θεωρητικά  ή  πρακτικά,  και  είναι  δυνατόν  να
βρεθούν  ίχνη  της  σκέψης  του,  μέσα  στο  κείμενο.  Αυτό  είναι  πολύ
διαφωτιστικό, αλλά βεβαίως χρειάζεται εμπειρία για να εντοπιστεί.
(Jahnke et. Al, 2000)

Τύπος  Διδακτικής  Στρατηγικής

Για την παρουσίαση πρωτογενούς υλικού στην τάξη, υπάρχουν δύο τύποι
διδακτικής στρατηγικής που προτείνονται:

• Μιά άμεση στρατηγική, όπου η πηγή θα μπορούσε να έχει στόχο την
πρόκληση  σόκ  στους  μαθητές,  από  την  διαφορά  της  σύγχρονης
θεώρησης του θέματος, με αυτήν της πηγής. Στην άμεση στρατηγική,
ο  δάσκαλος  παρουσιάζει  το  κείμενο,  χωρίς  προηγούμενη
προετοιμασία. Η παρουσίαση του κειμένου με  αυτόν  τον τρόπο, έχει
στόχο να προκαλέσει το ενδιαφέρον του μαθητή για το θέμα.

• Μια έμμεση  στρατηγική  είναι  μια  κατάσταση,  όπου  η  μελέτη  της
πηγής ακολουθεί μετά από κάποιες δραστηριότητες,  ίσως την λύση
ενός προβλήματος, ή την συλλογή πληροφοριών για τον συγγραφέα,
ιστορικό, μαθηματικό. 
(Jahnke et. al, 2000)

          Γνωστικές Αντιπαραθέσεις

 Συχνά,  η  ανάλυση  ενός  κειμένου  δίνει  αφορμή  για  γνωστικές
αντιπαραθέσεις, συζητήσεις διαμέσου των οποίων οι μαθητές καλούνται να
εκφράσουν τις δικές τους απόψεις και να αιτιολογήσουν την επιλογή τους. 
Γι’  αυτό  χρειάζεται  προσοχή  στην  επιλογή  των  κειμένων  ή  των
αμφιλεγόμενων σημείων που θα ήταν αντικείμενο διαλόγου ή διαφωνίας.

Μεταφράσεις

   Μια πρωτότυπη πηγή μπορεί να δοθεί και μέσα από μια μετάφραση.
Η  μετάφραση  αυτή  μπορεί  να  αφορά  μετάφραση  στην  σύγχρονη
μαθηματική γλώσσα, ή μετάφραση από μια γλώσσα σε άλλη.
Η μετάφραση στην σύγχρονη γλώσσα έχει βασικό στόχο να κατασκευάσει
έναν  μαθηματικό  διάλογο,  ενώ  η  μετάφραση  από  μια  γλώσσα  σε  άλλη
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υπόσχεται εκπαιδευτικά πλεονεκτήματα, αφού οδηγεί στην εκμάθηση μιας
γλώσσας και στην εννοιολογική ανάλυση της πηγής.

Σύγκριση

 Η  σύγκριση  διαφορετικών  κειμένων,  είναι  επίσης  μια  ενδιαφέρουσα
προσέγγιση, ιδιαίτερα στην Ιστορία των Μαθηματικών.
Η σύγκριση θα μπορούσε να περιλαμβάνει κείμενα της ίδιας περιόδου, ή
διαφορετικών  περιόδων,  που  αναφέρονται  στο  ίδιο  ή  σε  διαφορετικά
αντικείμενα. Αυτές οι συγκρίσεις πρέπει να συνδιαστούν με δραστηριότητες
και ερωτήσεις κατανόησης, που έχουν στόχο να κάνουν την ανάλυση πιο
στοχευμένη και πιο ελκυστική.
Επίσης,  η  σύγκριση  ιστορικών  κειμένων  επιτρέπει  στους  μαθητές  να
συνειδητοποιήσουν πώς έχουν εξελιχθεί τα σύμβολα των μαθηματικών.

6)Ποιά   είναι η ευθύνη του καθηγητή σε μια δραστηριότητα
που περιλαμβάνει μελέτη πρωτότυπων ιστορικών πηγών;

   Βασικές προϋποθέσεις για έναν καθηγητή που θα χρησιμοποιήσει τέτοιου
είδους δραστηριότητες στην διδασκαλία, είναι η καλή γνώση των ιστορικών
πηγών και η επιλογή κατάλληλων θεμάτων για την κάθε τάξη, αφού πρώτα
αναλύσει τις ανάγκες και τις ικανότητες της τάξης. 
  Είναι ξεκάθαρο ότι ο ρόλος του δασκάλου είναι υψίστης σημασίας όσον
αφορά την δημιουργία της κατάλληλης ατμόσφαιρας και την παροχή των
απαραίτητων νοητικών εργαλείων για τους μαθητές.
 Ο  καθηγητής  πρέπει  να  γνωρίζει  ότι  η  ανάγνωση  και  η  μελέτη  μιας
πρωτότυπης πηγής απαιτούν μια αίσθηση για τις επιστημονικές, κοινωνικές
και πολιτισμικές συνθήκες υπό τις οποίες έχει γραφτεί. Αυτό προϋποθέτει
ότι ο μαθητής έχει ήδη ένα ιστορικό υπόβαθρο και μια ικανότητα που θα
θέλαμε  να  αποκαλέσουμε  ιστορική  φαντασία.  Δηλαδή  διαθέτει  την
ικανότητα  να  συνδιάζει  τα  στοιχεία  μιας  εποχής  για  να  βγάζει
συμπεράσματα γι’αυτήν και μπορεί να διατυπώνει ερωτήσεις που αφορούν
αυτές τις συνθήκες. 
Δεδομένου  ότι  η  ιστορία  της  επιστήμης  δεν  είναι  μάθημα της  διδακτέας
ύλης ούτε στο σχολείο ούτε στο Πανεπιστήμιο, ένα ιστορικό υπόβαθρο στην
επιστήμη και στα μαθηματικά, μπορεί να προκύψει μόνο από προσωπική
ανάγνωση ή από τα μέσα (TV, ταινίες, διαδίκτυο, κ.λ.π).
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Επομένως  πρέπει  να  διερευνηθεί  ποιά  είναι  η  προηγούμενη  γνώση  των
μαθητών σε σχέση με την ιστορία, δηλαδή, αν υπάρχουν οι γνώσεις και αν
υπάρχουν, πώς μπορούμε να τις αξιοποιήσουμε. 
   Επίσης είναι πολύ σημαντικό να διερευνήσουμε τον τρόπο  με τον οποίο
οι μαθητές διαβάζουν και ερμηνεύουν τις πηγές, καθώς και τις δυσκολίες
που συναντούν με αυτές.

1. Πώς αντιδρούν οι μαθητές σε ένα αρχαίο κείμενο; 
2. Πώς δουλεύουν με όρους για τους οποίους δεν γνωρίζουν το νόημα; 
3. Είναι ικανοί να εντοπίσουν τα απαραίτητα στοιχεία σε ένα κείμενο; 
4. Πώς μεταφράζουν το μήνυμα του κειμένου στη δικιά τους γλώσσα; 

Μόνο με καλύτερη κατανόηση αυτών, θα μπορούσαμε να κατασκευάσουμε
καλύτερες μεθόδους διδασκαλίας.
  Υπάρχει επίσης ένα πρακτικό πρόβλημα μεγάλης σημασίας το οποίο θα
πρέπει  ο  καθηγητής  να αντιμετωπίσει  και  αυτό αφορά την εξεύρεση και
επεξεργασία κατάλληλου υλικού.
   Αυτή  η  θεώρηση  δείχνει  ότι  βρισκόμαστε  μόνο  στην  αρχή  μιας
διαδικασίας  κατά  την  οποία  η  ιστορία  των  μαθηματικών  μπορεί  να
αποτελέσει σημαντικό μέρος της διδασκαλίας των μαθηματικών. 
  Η  ανάλυση  ιστορικών  μαθηματικών  κειμένων  είναι  δύσκολη
δραστηριότητα στην διδακτική των μαθηματικών. 
Δεδομένου του μεγάλου χρόνου που απαιτείται  για την διδακτική χρήση
πρωτότυπων πηγών, θα πρέπει να είμαστε σίγουροι ότι η προσπάθεια αξίζει
τον κόπο και  θα έχει αποτέλεσμα.
Από θεωρητικής απόψεως είμαστε σίγουροι ότι μια πηγή θα ανοίξει νέες
διαστάσεις  γνώσης  και  θα  προσφέρει  νέες  πτυχές  στη  διδασκαλία  των
μαθηματικών.  Το  πρόβλημα  είναι  να  εξασφαλίσουμε  κατάλληλες  και
επαρκείς συνθήκες.
Έχουν  πραγματοποιηθεί  πειράματα  όπου  η  ενσωμάτωση  των  ιστορικών
πηγών ήταν επιτυχημένη.
Εν τούτοις, οι πρωτογενείς πηγές πρέπει να χρησιμοποιούνται με προσοχή. 
  Έχοντας λύσει πρώτα το σημαντικό πρόβλημα της διαθεσιμότητας και της
επιλογής  του  κατάλληλου  κειμένου  ή  αποσπάσματος  ενός  κειμένου,
προτείνουμε  ότι  θα  μπορούσαν  να  παρουσιαστούν  μικρά  αποσπάσματα
συνοδευόμενα από προσεκτικά διατυπωμένες καθοδηγούμενες ερωτήσεις.
  Σε κάθε περίπτωση, τα αποσπάσματα που θα χρησιμοποιήσουμε, θα πρέπει
να  έχουν  έναν  ξεκάθαρο  εκπαιδευτικό  σκοπό,  και  τελικό  στόχο  τη
συμμετοχή του ακροατηρίου.
(Arcavi & Bruckheimer, 2000)
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A.  5  .  Συμπεράσματα από την ανασκόπηση της βιβλιογραφίας.

Ποιά είναι λοιπόν η γενική εκτίμηση, σύμφωνα με την βιβλιογραφία, για
την  αξιοποίηση  αυθεντικών  ιστορικών  μαθηματικών  κειμένων  στην
διδασκαλία  των  σχολικών  μαθηματικών  και  ειδικά  στην  Ευκλείδει  α
Γεωμετρία; 

   Από την χρησιμοποίηση αυθεντικών μαθηματικών κειμένων αναμένουμε
πολλαπλά οφέλη: 

• Εξασφαλίζει  ιστορικό  υπόβαθρο  ταυτόχρονα  με  την  απόκτηση
μαθηματικής γνώσης.

• Δημιουργεί  διαφορετική  εικόνα  για  τα  μαθηματικά,  αφού
προτείνονται  διαφορετικοί  τρόποι  προσέγγισης  της  μαθηματικής
γνώσης.

• Επαναπροσδιορίζει και αναβαθμίζει την αντίληψη των μαθητών για
τα  μαθηματικά,  μεταβάλλοντας  την  στείρα  απομνημόνευση  σε
ουσιώδη γνώση.

• Δίνει  αφορμές  και  οδηγεί  σε  σύνθεση  απόψεων  και  πυροδοτεί
μαθηματικό διάλογο.

• Εμπλουτίζει το διδακτικό ρεπερτόριο των καθηγητών.
• Ενισχύει  και  υποστηρίζει  την  πολύπλευρη,  σφαιρική μόρφωση και

την διαθεματικότητα.

   Η εκπαιδευτική αξία της χρήσης των πρωτότυπων πηγών είναι σημαντική:

• Αναδεικνύει τα μαθηματικά ως ανθρώπινες επινοήσεις, ως διανοητική
δραστηριότητα.

• Αναδεικνύει  και  διαπραγματεύεται  διαφορετικές  ερμηνείες  και
κριτικές.

• Αναδεικνύει  την  επικρατούσα  φιλοσοφία  της  εποχής  και  την
πολιτιστική κληρονομιά μας.

• Αναδεικνύει τη σημασία της απόδειξης στον επιστημονικό λόγο, μια
διεργασία με ιδιαίτερη αξία στα μαθηματικά.

  Η χρήση πρωτότυπων ιστορικών κειμένων είναι μια διαδικασία δύσκολη,
απαιτητική και χρονοβόρα καθόσον:
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• Απαιτεί  για  τον  καθηγητή  πλούσια  ιστορική  γνώση  και  για  τον
μαθητή βασικό ιστορικό υπόβαθρο.

• Απαιτεί γλωσσικό υπόβαθρο για τον καθηγητή και για τον μαθητή,
αφού  παρουσιάζει  δυσκολία  στην  ερμηνεία  της  φυσικής  και
μαθηματικής γλώσσας που χρησιμοποιεί. 

   Για την χρησιμοποίηση πρωτότυπων ιστορικών μαθηματικών κειμένων
στην διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, απαιτείται :

• Διερεύνηση  του  ιστορικού  πλαισίου  της  εποχής  της  πηγής  και
αναζήτηση βιογραφικών στοιχείων του συγγραφέα.

• Μελέτη του ιστορικού κειμένου.
• Μετάφραση  της  φυσικής  και  της  μαθηματικής  γλώσσας,  από  την

αρχαία στην σύγχρονη.
• Παρακίνηση των μαθητών να μελετήσουν το κείμενο σκεπτόμενοι

στο κοινωνικό – πολιτιστικό – φιλοσοφικό – επιστημονικό πλαίσιο
της εποχής εκείνης.

• Η σύγκριση  διαφορετικών  κειμένων  προκαλεί  αντιπαραθέσεις  και
οδηγεί σε δημιουργικό μαθηματικό διάλογο. 

   Η  χρησιμοποίηση  πρωτότυπων  πηγών  στην  διδακτική,  επιβαρύνει  με
μεγάλη ευθύνη τον καθηγητή, ο οποίος οφείλει:

• Να είναι πολύ καλός γνώστης του ιστορικού πλαισίου.
• Να εξασφαλίσει κατάλληλη επιλογή κειμένων και δραστηριοτήτων.
• Να διερευνήσει το ιστορικό υπόβαθρο των μαθητών.
• Να δημιουργεί κατάλληλη ατμόσφαιρα στην τάξη.
• Να εντοπίζει  και να επεμβαίνει έγκαιρα στις δυσκολίες που τυχόν

αντιμετωπίζουν οι μαθητές.

 Η  ιδέα  της  ενσωμάτωσης  της  Ιστορίας  των  Μαθηματικών  στην
Μαθηματική  Εκπαίδευση,  εμφανίζεται  πριν  από  εκατό  και  παραπάνω
χρόνια.
   Όμως, στην Ελλάδα, αν εξαιρέσουμε την έρευνα που πραγματοποιήθηκε
στο Πειραματικό Σχολείο του Πανεπιστημίου Μακεδονίας το 2002 – 2003
και το 2003 – 2004, μάλλον δεν υπάρχει συστηματική εμπειρική έρευνα,
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που  να  ερευνά  τις  ευκαιρίες,  τις  δυσκολίες,  τα  πλεονεκτήματα  και  τα
αποτελέσματα από την μαθηματική διδασκαλία των ιστορικών πηγών. 
Για  να  φτάσουμε  σε  εννοιολογικό  και  πρακτικό  επίπεδο,  χρειαζόμαστε
περισσότερη έρευνα.
Πρώτα απ’ όλα, θα έπρεπε να ερευνήσουμε κατά πόσο η ανάγνωση και
μελέτη πρωτότυπων πηγών,  επιφέρει  πραγματικά σημαντικά διδακτικά
οφέλη, συγκρινόμενη με άλλες δραστηριότητες.

A.  6  .  Μερικές αντιρρήσεις 

   Η ιστορία των μαθηματικών και οι υπηρεσίες που μπορεί να προσφέρει
στην εκπαίδευση, είναι μια προοπτική που πρέπει να διερευνηθεί και να
συζητηθεί.  Κάποιοι  ερευνητές  υποστηρίζουν  ότι  υπάρχουν  πολλά
προβλήματα  που  μπορεί  να  δημιουργηθούν  από  την  άκριτη  χρήση
ιστορικών πηγών στην εκπαίδευση:
1. Ο  αποσπασματικός  τρόπος  με  τον  οποίο  θα  επιλέξει  κάποιος  ένα

μέρος  από  μια  ολόκληρη  ενότητα  ανάπτυξης  ενός  μαθηματικού
θέματος και θα το χρησιμοποιήσει στην τάξη, είναι ένα πρόβλημα.

2. Η σύγκριση με τα μοντέρνα μαθηματικά όπως τα μαθαίνουμε και τα
διδάσκουμε σήμερα, είναι ένας επιπλέον κίνδυνος που μπορεί, ή δεν
μπορεί να επηρεάσουν οι ιστορικές πηγές και ο τρόπος χρήσης τους.

3. Η παρανόηση των πρωτότυπων ιστορικών πηγών ή οι διαφορετικές
εκτιμήσεις, στην προσπάθεια ερμηνείας των πηγών αυτών από τους
ιστορικούς των μαθηματικών, είναι ένα επιπλέον πρόβλημα.

4. Η  μετάφραση  των  πρωτογενών  πηγών  από  μη  ειδικούς  και  η
ορολογία  που  χρησιμοποιείται  την  εποχή  που  γίνεται  αυτή  η
μετάφραση, είναι το μεγαλύτερο πρόβλημα.

        (Δούναβης, 2002)

  Κάποιοι  καθηγητές  έχουν  διατυπώσει  μερικές  αντιρρήσεις  που  θα
μπορούσαν να υπάρχουν σχετικά με την ενσωμάτωση της ιστορίας των
μαθηματικών στην διδασκαλία του μαθήματος:  
 Η Ιστορία των Μαθηματικών δεν είναι Μαθηματικά.
 Η Ιστορία των Μαθηματικών μπορεί να προκαλέσει σύγχυση στους

μαθητές, παρά να τους βοηθήσει στην καλύτερη κατανόηση.
 Οι  δάσκαλοι  στερούνται  καθαρών  κατευθύνσεων,  πώς  να

ενσωματώσουν  με  συνέπεια  ιστορικά  στοιχεία,  προκειμένου  να
βοηθήσουν τους μαθητές τους και να υπερβούν σκέψεις σχετικές με
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τα αποτελέσματα των εξετάσεων, μια θεώρηση που την μοιράζονται
με τους γονείς και τους μαθητές.

 Η ενσωμάτωση της ιστορίας των μαθηματικών απαιτεί πολύ χρόνο.
 Υπάρχει μια γενικευμένη έλλειψη πηγών για χρήση μέσα στην τάξη.
 Η μεγάλη πλειοψηφία των μαχόμενων δασκάλων στερείται γνώσης

και ειδίκευσης στην ιστορία των μαθηματικών, και δεν γνωρίζει πώς
μπορεί να ενσωματωθεί στην μαθηματική εκπαίδευση.
 (Tzanakis & Arcavi, 2000)

   Ωστόσο  με  αρκετή  προσοχή  και  με  περίσκεψη και  με  συλλογική
δουλειά, μπορούμε να συλλέξουμε ιστορικές πηγές και να κερδίσουμε
έναν  ενδιαφέρον  και  δυναμικό  τρόπο  προσέγγισης  εκπαιδευτικών
θεμάτων,  όπου  καθηγητές  και  μαθητές  θα  δουν  τα  μαθηματικά  σαν
δημιουργική διαδικασία και όχι σαν ένα σύνολο τύπων και αλγορίθμων. 

  Στόχος  μας  πρέπει  να  είναι  η  συμμετοχή  σε  δραστηριότητες
προσανατολισμένες  στην  βαθιά  κατανόηση,  και  όχι  στην  εύρεση  ενός
αποτελέσματος χωρίς ουσία, χωρίς επαφή με την πραγματικότητα. Στόχος,
δεν είναι η διδασκαλία της ιστορίας μέσω του μαθήματος των μαθηματικών,
αλλά  η  αξιοποίησή  της  για  να  επιτευχθούν  οι  στόχοι  της  Μαθηματικής
Παιδείας.

  Τελικός  σκοπός  μας  να  αναπτύξουμε  δεξιότητες  μαθηματικής
επικοινωνίας  και  να  ενισχύσουμε την  εκτίμηση των  μαθητών για  τα
μαθηματικά. 

A.  7  .  Το πεδίο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας

  Η  Ευκλείδειος  Γεωμετρία  είναι  το  κατεξοχήν  μάθημα,  το  οποίο
προσφέρεται για την διδακτική αξιοποίηση της Ιστορίας των Μαθηματικών,
αφού  τα  «Στοιχεία»  του  Ευκλείδη,  είναι  η  αντιπροσωπευτικότερη
πραγματεία  των  αρχαίων  ελληνικών  μαθηματικών,  που  θεωρείται
παγκοσμίως  ότι  αποτελούν  τη  βάση  για  την  ανάπτυξη  όχι  απλώς  της
μαθηματικής σκέψης, αλλά της επιστημονικής και της φιλοσοφικής σκέψης
γενικότερα.
Το διεθνές ενδιαφέρον για το συγκεκριμένο έργο διατηρείται ακόμη και στις
μέρες  μας,  πράγμα  που  καταδεικνύουν  οι  συνεχείς  επανεκδόσεις  του  σε
πολλές γλώσσες, σε όλο τον κόσμο, σε όλες τις εποχές. Αναδεικνύεται έτσι
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η  σπουδαιότητα  της  μαθηματικής  κληρονομιάς  του  αρχαίου  ελληνικού
πολιτισμού. 

    Η  επιστημονική  και  ιστορική  αξία  του  έργου  του  Ευκλείδη,  δεν  είναι

ανεξάρτητη  από την ωριμότητα και  την  δυναμική,  του περιβάλλοντος  από το

οποίο  προήλθε.  Δεν  ήταν,  ούτε  θα  μπορούσε  να  είναι  αποκομμένο  από  την

ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης των αρχαίων Ελλήνων της προ-αλεξανδρινής

περιόδου...

  Ανακύπτει,  δηλαδή  το  ερώτημα  της  διαμόρφωσης,  ενός  νέου  είδους

μαθηματικής σκέψης που διακρίνεται από τα αντίστοιχα είδη των προ-ελληνικών

πολιτισμών της Μεσοποταμίας και της Αιγύπτου.

 Ο προβληματισμός αυτός μπορεί να τεθεί ως εξής:

Τι χαρακτηρίζει τα αρχαία ελληνικά μαθηματικά;

Ποιά είναι η ιδιαιτερότητα της μαθηματικής σκέψης του αρχαίου ελληνικού

πολιτισμού; 

(Καστάνης, 2002)

   Οι διανοούμενοι της εποχής εκείνης, έκαναν δύο πολύ σημαντικά βήματα:

1. Απελευθέρωσαν την σκέψη τους από το υπερφυσικό και τις μυστικές ερμηνείες

και στήριξαν τις ερμηνείες τους σε φυσικά αίτια, και

2. Για την αντιμετώπιση των επιστημονικών αναζητήσεων βασίστηκαν στο λογικό,

πώς  μπορεί  δηλαδή  ο  άνθρωπος  με  την  σκέψη  του,  με  το  λογικό  του  να

ανακαλύψει την αλήθεια.

           (Ευθύμογλου, 2002, σ.258)

   Το  επιστημολογικό  υπόβαθρο  του  αρχαίου  ελληνικού  πολιτισμού,
διαποτίζεται από τον έμμεσο τρόπο σκέψης και υπήρξαν τρείς σημαντικές
πολιτισμικές  καινοτομίες,  θεσμικές  και  νοητικές  καταστάσεις,  βασικές
συνιστώσες του αρχαίου ελληνικού πολιτισμού, που άλλαξαν την νοοτροπία
και την πνευματική στάση των αρχαίων Ελλήνων:
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Γύρω στον 6ο αι. π.Χ εμφανίστηκε και εδραιώθηκε ένα νέο είδος διακυβέρνησης:

η δημοκρατία, ένας νέος τρόπος εμπορικών συναλλαγών: το νόμισμα, και ένα νέο

μέσο επικοινωνίας: το αλφάβητο. 

   Αυτές  οι  τρείς  καινοτομίες  αποτελούν  το  «γενετικό  υλικό»  και  τον

επιστημολογικό φορέα του  αρχαίου ελληνικού πολιτισμού. Ο πυρήνας αυτού του

υλικού  είναι  ο  έμμεσος  τρόπος  σκέψης,  που  επηρέασε  και  την  μαθηματική

σκέψη. 

Οι  συνιστώσες  της  ισότητας  και  της  απόδειξης  στην  μαθηματική  σκέψη,

συνδέονται στενά με τον έμμεσο τρόπο σκέψης. 

   Επίσης, η ανάπτυξη της απόδειξης στον αρχαίο ελληνικό πολιτισμό, δεν ήταν

ανεξάρτητη  από  την  καλλιέργεια  της  επιχειρηματολογίας  στη  ρητορική,  στη

φιλοσοφία, στην πολιτική και στην δημόσια ζωή.

(Ν. Καστάνης, 2002)

   
    Όλα τα παραπάνω, φανερώνουν ότι η Ευκλείδεια Γεωμετρία αποτελεί
κορυφαίο επίτευγμα του Αρχαίου Ελληνικού Πολιτισμού.
     Τα Στοιχεία του Ευκλείδη, γράφτηκαν στην Αρχαία Ελληνική Γλώσσα
και  επηρέασαν  την  ανάπτυξη  των  Επιστημών.  Ακόμη  και  σήμερα,  στα
Μαθηματικά  κυριαρχεί  η  έννοια  της  απόδειξης,  που  αναπτύχθηκε  στα
πλαίσια συγκεκριμένων φιλοσοφικών αντιλήψεων.
    Στα σχόλια του Πρόκλου στα Στοιχεία του Ευκλείδη, φαίνεται η κριτική
και  η  αμφισβήτηση οπαδών άλλων φιλοσοφικών σχολών,  όπως  π.χ.  των
Επικούρειων  φιλοσόφων,  που  επιχειρηματολογούσαν  στηριζόμενοι  στην
καθημερινή κοινή λογική.
    Έτσι,  στην  Ευκλείδεια  Γεωμετρία  θεωρείται  ότι  υπάρχει  κατάλληλο
έδαφος για διοργάνωση και ανάπτυξη διαθεματικών ερευνητικών εργασιών
με  χρήση  ιστορικών  κειμένων  από  τα  Στοιχεία  του  Ευκλείδη  και  τα
αντίστοιχα σχόλια του Πρόκλου.
     Χρησιμοποιώντας  την  κριτική  για  τις  αποδείξεις  των  Ευκλείδειων
προτάσεων και τις προσπάθειες των οπαδών του Ευκλείδη να απαντήσουν
στην κριτική αυτή και να δώσουν εναλλακτικές αποδείξεις, επιδιώκεται η
δημιουργία κριτικής στάσης απέναντι στα μαθηματικά.   Ταυτόχρονα όμως,
αυτή  η  μαθηματική  διαμάχη  αναδεικνύει  και  το  ιστορικό  πλαίσιο  της
Ελληνιστικής περιόδου αλλά και τον επιστημονικό λόγο της εποχής εκείνης.
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   ΚΕΦΑΛΑΙΟ   Β.
Διεπιστημονικότητα – Διαθεματικότητα – Ερευνητικές Εργασίες

Β.1. Η ΄Εννοια της Διεπιστημονικότητας, στο πλαίσιο της Διαθεματικής
Οργάνωσης  του  Προγράμματος  Σπουδών  της  Δευτεροβάθμιας
Εκπαίδευσης.

   Διαθεματική προσέγγιση ενός θέματος, ορίζεται η πολύπλευρη διερεύνηση
και μελέτη ενός θέματος, που άπτεται πολλών γνωστικών αντικειμένων.

    Ο Dewey στις αρχές του 20ου αιώνα, είχε γράψει: 
   Δεν έχουμε μια σειρά από χωριστούς κόσμους, ένας από τους οποίους
είναι μαθηματικός, άλλος φυσικός, άλλος ιστορικός, κ.λ.π.
   Ζούμε σε έναν κόσμο που όλες οι πλευρές συνδέονται.
   Όλες οι σπουδές προέρχονται από σχέσεις ενός μεγάλου κοινού κόσμου,
και  καθώς  το  παιδί  ζεί  σε  μεταβαλλόμενη  αλλά  συγκεκριμένη  και
ενεργητική σχέση με αυτόν τον κόσμο, οι σπουδές του είναι φυσικά ενιαίες.
(Dewey, 1990).

Ο όρος διαθεματικότητα σημαίνει την πολύπλευρη μελέτη θεμάτων και
εννοιών  και  την  σύνδεση  των  επιστημονικών  πεδίων  μεταξύ  τους
(διεπιστημονικότητα), ώστε ο μαθητής να αντιληφθεί την «συνομιλία»
των  επιστημών  και  την  συμβολή  τους  σε  όλες  τις  εκφάνσεις  της
καθημερινής ζωής.

   Έτσι, η γνώση αντιμετωπίζεται ως ενιαία ολότητα και όχι αποσπασματικά,
και ταυτόχρονα συνδέεται με την ίδια τη ζωή.
   Σε μια διαθεματική προσέγγιση, ένα θέμα μελετάται πολύπλευρα, με την
συμβολή πολλών επιστημών.  

   Η  διαθεματικότητα  αποτελεί  σήμερα,  μια  καινοτόμο  προσπάθεια
προσέγγισης της γνώσης.
   Οι  στόχοι  και  οι  μέθοδοι  μιας  διαθεματικής  προσέγγισης,  τείνουν  να
αποκαταστήσουν μια ενιαία αντιμετώπιση και  ολιστική αντίληψη,  και  να
αποφύγουν στο μέτρο του δυνατού την μονομέρεια και  την στεγανότητα
των διακριτών μαθημάτων, στα οποία καλείται να μυηθεί ο νέος άνθρωπος
στο σχολείο.
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   Ο  δασκαλοκεντρικός  χαρακτήρας  και  η  αυθεντία  του  δασκάλου
εγκαταλείπονται  και  υιοθετείται  σιγά-σιγά,  η  μαθητοκεντρική
αντίληψη, ο διάλογος και η ομαδοσυνεργατική διδασκαλία. 
   Παρόλα αυτά όμως, η κατάσταση που επικρατεί σήμερα, δεν είναι και η
καλύτερη.
Όπως και στα υπόλοιπα μαθήματα, έτσι και στα μαθηματικά, λειτουργεί το
στοιχείο της αποσπασματικότητας και της κατακερματισμένης γνώσης.
   Ο  ολιστικός  χαρακτήρας  και  η  οριζόντια  σύνδεση  των  διαφόρων
μαθηματικών κλάδων με τα υπόλοιπα μαθήματα, είναι μια αναγκαιότητα,
μια απαίτηση της σύγχρονης εποχής. 

   Στα  νέα  Αναλυτικά  Προγράμματα  Σπουδών  της  υποχρεωτικής
εκπαίδευσης,  Γυμνασίου και Δημοτικού, κυρίαρχη στρατηγική είναι αυτή
της  διαθεματικότητας,  για  το  λόγο  αυτό  μάλιστα,  παρουσιάζονται  σαν
Διαθεματικό  Ενιαίο  Πλαίσιο  Προγραμμάτων  Σπουδών.
(Δόρτσιος,2002,σ.732)

Στο Διαθεματικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραμμάτων Σπουδών (Δ.Ε.Π.Π.Σ)
(ΦΕΚ 303 / 13 Μαρτίου 2003, σελ. 5), αναφέρεται μεταξύ άλλων:
 

   Το μοντέλο που κυριαρχεί στο εκπαιδευτικό μας σύστημα, βασίζεται
κυρίως  στην  αυτοτελή  διδασκαλία  των  διαφόρων  γνωστικών
αντικειμένων.
Με  αυτόν  τον  τρόπο  όμως,  δεν  είναι  δυνατόν  να  εξασφαλιστεί
ταυτόχρονα  η  απαιτούμενη  «εσωτερική  συνοχή»  και  η  «ενιαία
οριζόντια ανάπτυξη των αντικειμένων». 
Γι’  αυτό  απαιτείται  η  κατά  το  δυνατόν  οριζόντια  διασύνδεση  των
Αναλυτικών  Προγραμμάτων  Σπουδών  (Α.Π.Σ)  των  επιμέρους
γνωστικών αντικειμένων.
   Οριζόντια διασύνδεση στο επίπεδο των Αναλυτικών Προγραμμάτων
Σπουδών,  σημαίνει  κατάλληλη  οργάνωση  της  διδακτέας  ύλης  κάθε
γνωστικού αντικειμένου, με τρόπο που να εξασφαλίζεται η επεξεργασία
θεμάτων  από  πολλές  οπτικές  γωνίες,  ώστε  αυτά  να  «φωτίζονται
πολυπρισματικά» και να αναδεικνύεται η γνώση και η σχέση της με την
πραγματικότητα.

   Γι’ αυτό πρέπει να αναζητηθούν στο μέτρο του εφικτού, μέσα από τα
Αναλυτικά Προγράμματα Σπουδών και την διδασκαλία, οι προεκτάσεις και
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οι συσχετίσεις  εκείνες που έχουν τα εξεταζόμενα θέματα των αυτοτελών
μαθημάτων, στο πεδίο των Επιστημών, της Τέχνης, της Τεχνολογίας, αλλά
και στην διαμόρφωση στάσεων και αξιών.
   Η γενικότερη αυτή προσέγγιση, δηλαδή η Διαθεματική προσέγγιση, είναι
ένας  όρος  γενικότερος  του  όρου  Διεπιστημονικότητα,  και  δίνει  την
δυνατότητα στον μαθητή, να συγκροτήσει ένα ενιαίο σύνολο γνώσεων
και δεξιοτήτων, μια ολιστική εν πολλοίς αντίληψη της γνώσης, που του
επιτρέπει  να  διαμορφώνει  προσωπική  άποψη  για  θέματα  των
Επιστημών τα οποία σχετίζονται μεταξύ τους, καθώς και με ζητήματα της
καθημερινής ζωής.

   Με  τον  τρόπο  αυτό,  ο  μαθητής  μπορεί  να  διαμορφώσει  το  δικό  του
κοσμοείδωλο,  την  δική  του  κοσμοθεωρία,  την  δική  του  άποψη  για  τον
κόσμο που πρέπει  να γνωρίσει,  να αγαπήσει  και  να ζήσει.

   Στο πλαίσιο της Διαθεματικής Προσέγγισης, είναι δυνατή η υιοθέτηση
δύο διαφορετικών, αλλά παράλληλων και συμπληρωματικών μεταξύ τους,
στρατηγικών σχεδιασμού του Αναλυτικού Προγράμματος Σπουδών: 

1. Συγκρότηση  ενιαίων  ανεξάρτητων  διαθεματικών  διδακτικών
αντικειμένων, και

2. Οριζόντια  διασύνδεση  των  Αναλυτικών  Προγραμμάτων  Σπουδών
γνωστικών αντικειμένων, που διδάσκονται αυτοτελώς σε μια βαθμίδα
της Εκπαίδευσης.

     Αυτή επιτυγχάνεται: 
 Με  την  παράλληλη  ή  διαδοχική,  ανάλογα  με  την  περίπτωση,

διδασκαλία εννοιών, που προβλέπεται να διδάσκονται στο πλαίσιο
περισσότερων  του  ενός  διαφορετικών  μαθημάτων,  δηλαδή  των
θεμελιωδών διαθεματικών εννοιών.
Έτσι επιτυγχάνεται  η κατά το δυνατόν ολιστική προσέγγιση της
γνώσης και η κατάκτησή της, μέσα από κατάλληλες διασυνδέσεις.

 Με την πραγματοποίηση,  στο πλαίσιο διαφορετικών μαθημάτων,
«διαθεματικών  δραστηριοτήτων  /  εργασιών»,  με  διαφορετικά
θέματα και περιεχόμενο, που λειτουργούν συμπληρωματικά στην
κατανόηση  των  θεμελιωδών  διαθεματικών  εννοιών  και  οδηγούν
στην δημιουργία ενός ενιαίου πλαισίου γνώσεων και δεξιοτήτων.
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   Οι  σπουδαιότερες  δεξιότητες που  μπορούν  να  χαρακτηρισθούν  ως
διαθεματικές ή οριζόντιες, είναι οι παρακάτω: 

1. Η δεξιότητα της επικοινωνίας
(ομιλία, ακρόαση, ανάγνωση, γραφή, επιχειρηματολογία, διάλογος)

2. Η  δεξιότητα  της  αποτελεσματικής  χρήσης  των  αριθμών  και  των
μαθηματικών εννοιών στην καθημερινή ζωή.

3. Η δεξιότητα / ικανότητα της χρήσης ποικίλων πηγών και εργαλείων
πληροφόρησης  και  επικοινωνίας,  με  στόχο  αφενός  την  εξεύρεση,
ανάλυση,  αξιολόγηση και  παρουσίαση πληροφοριών,  και  αφετέρου
την προστασία από την «πληροφοριακή ρύπανση».

4. Η δεξιότητα της συνεργασίας με άλλα άτομα, σε ομαδικές εργασίες.

5. Η  ικανότητα  της  κριτικής  επεξεργασίας  πληροφοριών,  αξιών  και
παραδοχών.

6. Η ικανότητα επίλυσης προβλημάτων, μέσα από την καλλιέργεια των
απαραίτητων  δεξιοτήτων  και  στρατηγικών  σχεδιασμού,  ελέγχου,
ανατροφοδότησης και διορθωτικής παρέμβασης.

7. Η  ικανότητα  ορθολογικών  επιλογών,  σε  ατομικό  και  κοινωνικό
επίπεδο.

8. Η ικανότητα διαχείρισης φυσικών πόρων.

9. Η ικανότητα της δημιουργικής επινόησης.

10.Η ικανότητα «ευαίσθητης αντίληψης της τέχνης» και η δημιουργία
της τέχνης  και επίσης, 

11.Η αξιοποίηση γνώσεων και η υιοθέτηση αξιών κατάλληλων για την
διαμόρφωση προσωπικής άποψης στην λήψη αποφάσεων.
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  Στο  βιβλίο  του  Εκπαιδευτικού  για  την  καινοτομία  των  Ερευνητικών
Εργασιών  στο  Λύκειο,  τονίζεται  η  παιδαγωγική  σπουδαιότητα  της
διεπιστημονικότητας.

     Η παιδαγωγική αρχή της διεπιστημονικής συνεργασίας των καθηγητών, που

με  τα  μαθήματά  τους  εκφράζουν  τους  διαφορετικούς  κλάδους  και  τις

διαφορετικές οπτικές προσέγγισης, επιβεβαιώνεται εντός και εκτός σχολείου, από

το γεγονός ότι συχνά, η μελέτη των φυσικών και κοινωνικών προβλημάτων, η

κατασκευή  συσκευών  και  συστημάτων  και  η  καλλιτεχνική  δημιουργία,

προϋποθέτουν  την  διεπιστημονική  συνεργασία  πολλών  επιστημονικών,

τεχνολογικών  και  καλλιτεχνικών κλάδων, αλλά και  των εκπαιδευτικών που

διδάσκουν τα αντίστοιχα μαθήματα. 

  Τα  διεπιστημονικά  μοντέλα  διδασκαλίας  προσεγγίζουν  την  γνώση,

αξιοποιώντας  συνδιαστικά,  οπτικές,  μεθόδους  και  γλώσσα  διαφορετικών

επιστημών  και  δίνουν  την  δυνατότητα  στους  μαθητές,  να  ξεπεράσουν  τους

κλαδικούς διαχωρισμούς και να προσεγγίσουν την πολύπλοκη πραγματικότητα.

   Η  ολοκληρωμένη  εκπαίδευση,  πρέπει  να  περιλαμβάνει  και  πράξεις

διαχωρισμού  γνώσεων  και  κλάδων,  και  πράξεις  σύνδεσής  τους.

(Ματσαγγούρας, 2011, σ.21)

        Η διαθεματικότητα αλλάζει την Παιδεία και αναβαθμίζει την ποιότητα της
Εκπαίδευσης.  Με  την  διαθεματικότητα  αναπροσαρμόζονται  στόχοι  και
μέθοδοι  διδασκαλίας.  Η  διαδικασία  αυτή,  ενισχύει  την  επιδιωκόμενη
ουσιαστική γενική παιδεία και  την ποιότητα της εκπαίδευσης,  την ενιαία
οργάνωση  του  περιεχομένου  των  γνωστικών  αντικειμένων  και  τις
διερευνητικές προσεγγίσεις διδασκαλίας.
   Η διεπιστημονική προσέγγιση, αφορά την περίπτωση κατά την οποία το
υπό εξέταση θέμα, απαιτεί την συμβολή διαφόρων επιστημών.
   Σύμφωνα  με  τον  Αλαχιώτη,  η  διαθεματικότητα  υπερβαίνει  την
διεπιστημονικότητα  και  την  υπερκαλύπτει.  Αφορά  την  κατάλληλη
οργάνωση της διδακτέας ύλης κάθε γνωστικού αντικειμένου, με τρόπο που
να εξασφαλίζεται η επεξεργασία θεμάτων, από πολλές οπτικές γωνίες και να
αναδεικνύεται η σχέση τους με την πραγματικότητα.
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   Στο πλαίσιο αυτό αναζητούνται,  στο μέτρο του δυνατού, μέσα από τα
Αναλυτικά Προγράμματα Σπουδών και  την διδασκαλία,  προεκτάσεις  που
έχουν τα εξεταζόμενα θέματα των αυτοτελών μαθημάτων, στο επίπεδο των
επιστημών,  της  τέχνης  και  της  τεχνολογίας  αλλά  και  στην  διαμόρφωση
δεξιοτήτων,  στάσεων  και  αξιών,  με  στόχο  την  σύνδεση  της  σχολικής
γνώσης με την καθημερινή ζωή. (Αλαχιώτης Σ.)

   Στο 19ο Πανελλήνιο Συνέδριο Μαθηματικής Παιδείας, τονίζεται ότι σε
όλες τις χώρες της Ερωπαϊκής Ένωσης και στις άλλες ανεπτυγμένες χώρες,
επικρατούν δύο βασικές Παιδαγωγικές Αρχές:

• Η διαθεματική προσέγγιση της γνώσης, όπου επιδιώκεται η διασύνδεση
διαφόρων γνωστικών αντικειμένων που αλληλοεξαρτώνται ανάλογα και
με  τα  ενδιαφέροντα  των  μαθητών,  διατηρώντας  όμως  τα  διακριτά
μαθήματα και συσχετίζοντας με πολλαπλούς τρόπους τη γνώση.

• Η προσοχή στην διδασκαλία έχει μετατοπιστεί, από την διδασκαλία που
στοχεύει  στην  μάθηση  ενός  αντικειμένου,  στον  τρόπο  με  τον  οποίο
μαθαίνει  ο  μαθητής.  Έτσι,  ο  μαθητής  αποτελεί  το  επίκεντρο  του
ενδιαφέροντος και ενδιαφερόμαστε για τους τρόπους και τις μεθόδους
που θα χρησιμοποιήσει, προκειμένου να κατανοήσει το αντικείμενο.

     (Μπαλής, 2002)

Στο  πνεύμα  αυτό  εντάσσονται  οι  διαθεματικές  δραστηριότητες,  που
αποβλέπουν: 

 Να συνδέσουν τα μαθηματικά και με άλλους κλάδους του πολιτισμού και

να αναδείξουν πέρα από την χρησιμότητά τους, την πολιτισμική τους αξία και την

ομορφιά τους.

 Να  γίνουν  κίνητρο,  ώστε  διά  των  μαθηματικών  να  προσεγγίσουν  οι

μαθητές την Λογοτεχνία, την Φιλοσοφία, την Αρχαία Ελληνική Γραμματεία, και

άλλους τομείς του πολιτισμού.

 Να προκαλέσουν το ενδιαφέρον των μαθητών, γιατί «πρώτα γοητεύουμε

και μετά εκπαιδεύουμε», ώστε να ξεπεράσουν την αρνητική τους στάση για την

τυπική διαδικασία: Ορισμός – Θεώρημα – Άσκηση – Πρόβλημα. 

            (Μπαλής, 2002, σ.645)
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   Κατά την διαθεματική δραστηριότητα οι μαθητές ερευνούν, σχολιάζουν,
κρίνουν, συζητούν, διατυπώνουν την γνώμη τους.

   Υπάρχουν αρκετοί λόγοι που συνηγορούν για την διαθεματική οργάνωση
του  Προγράμματος  Σπουδών  της  Δευτεροβάθμιας  Εκπαίδευσης  και  την
διεπιστημονική προσέγγιση της διδασκαλίας.

1. Η  σύγχρονη  επιστημονική  έρευνα  αντιμετωπίζει  πολυσύνθετα
προβλήματα, τα οποία απαιτούν σφαιρική θεώρηση των δεδομένων και
συνδιασμό  διαφορετικών  στρατηγικών  και  μεθόδων  για  την  επίλυσή
τους.  Μια τέτοια προσέγγιση όμως, είναι αδύνατον να πραγματοποιηθεί
χωρίς την συνεργασία διαφορετικών επιστημονικών ειδικοτήτων.

2. Η  εκρηκτική  αύξηση  των  επιστημονικών  γνώσεων  και  η  αδυναμία
αύξησης του χρόνου που οι μαθητές διαθέτουν στο σχολείο, καθιστούν
πλέον  ανέφικτες  όλες  τις  προσπάθειες  ανανέωσης  των  Αναλυτικών
Προγραμμάτων Σπουδών με ποσοτικά κριτήρια.
Αντίθετα, αποκτούν προτεραιότητα ορισμένα παιδαγωγικά και διδακτικά
ζητήματα ποιοτικού χαρακτήρα, όπως π.χ., να κατανοήσουν οι μαθητές
τις  διαδικασίες  της  σκέψης,  να ασχοληθούν με ορισμένα προβλήματα
από διαφορετικές οπτικές γωνίες, να έρθουν σε επαφή με διαφορετικές
επιστημονικές προσεγγίσεις και να οδηγηθούν σε κάποιες συγκλίσεις.

3. Οι νοητικές  δομές  και  οι  τρόποι  σκέψης  των  μαθητών,  επηρεάζονται
καταλυτικά από τα μέσα μαζικής ενημέρωσης και την τεχνολογία των
πληροφοριών.   Οι  μαθητές  κατακλύζονται  από  ασύνδετες,
αλληλοσυγκρουόμενες  ή  ασυνάρτητες  πληροφορίες,  που  θέτουν  σε
δοκιμασία την ικανότητά τους για ανάγνωση, σύγκριση, επικοινωνία και
εξαγωγή συμπερασμάτων.
Το  σχολείο  οφείλει  να  αναπτύξει  την  ικανότητα  των  μαθητών  να
κρατούν  αποστάσεις  από  ένα  κείμενο,  να  το  υποβάλουν  σε  κριτική
ανάγνωση και να χρησιμοποιούν σχήματα σκέψης, που επιτρέπουν την
κατανόηση αυτού του ακατέργαστου όγκου πληροφοριών.

4. Το  σχολικό  περιβάλλον  επηρεάζεται  αρνητικά  από  την  καθιερωμένη
κατάτμηση  και  ιεράρχηση  των  διδασκόμενων  μαθημάτων,  επειδή  το
καθένα από αυτά,  ασχολείται  μόνο με τις  απαιτήσεις  του αντίστοιχου
επιστημονικού κλάδου.
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Αυτή η οργάνωση του αναλυτικού προγράμματος,  έχει οδηγήσει  στην
ταύτιση  της  δευτεροβάθμιας  εκπαίδευσης,  με  ένα  σύνολο
«διδασκομένων  επιστημονικών  αντικειμένων»,  τα  οποία  λειτουργούν
ανταγωνιστικά  μεταξύ  τους,  παραμερίζουν  βασικές  παιδαγωγικές
λειτουργίες  του  σχολείου  και  προκαταλαμβάνουν  όλες  τις  απόπειρες
μεταρρύθμισης ή αλλαγής του συστήματος.

5. Το  θεωρητικό  πλαίσιο  για  την  διαθεματικότητα  στις  μέρες  μας,
στηρίζουν: 

 Η μορφολογική ψυχολογία (ολιστική λειτουργία της αντίληψης),
 Η σύγχρονη Παιδαγωγική και Διδακτική (διαθεματική παρέμβαση

– αποτελεσματικότερη διαδικασία μάθησης) και, 
 Διάφοροι  κοινωνικο-οικονομικοί  λόγοι  (κοινωνία  απαιτήσεων:

ικανότητα διαχείρισης της γνώσης σε πολλά επίπεδα).
               (Θωμαΐδης, Σταφυλίδου, 2010)

  Οι  διαθεματικές  προσεγγίσεις  και  η  διεπιστημονική  συνεργασία  στο
σχολείο, ανατρέπουν τις παραδοσιακές αντιλήψεις και εμφανίζουν ιδιαίτερη
δυναμική  για  την  διάδοση  νέων  τρόπων  σκέψης,  που  απαιτούν  οι
επιστημονικές και κοινωνικές εξελίξεις. 
Ευνοούν  την  ανάπτυξη  ικανοτήτων  κριτικής  ανάγνωσης,  σύγκρισης,
επικοινωνίας και εξαγωγής συμπερασμάτων.
 Για  την  διαθεματική  προσέγγιση  της  γνώσης,  ενδείκνυνται
μαθητοκεντρικές μορφές διδασκαλίας και η ομαδοσυνεργατική διδασκαλία,
καθώς προσφέρονται για συμμετοχή όλων των μαθητών στην εκπαιδευτική
διαδικασία.
  Οι  μαθητές  είναι  ελεύθεροι  να  ερευνήσουν  ένα  θέμα  σύμφωνα  με  τα
ενδιαφέροντά τους, ενώ ο ρόλος του εκπαιδευτικού είναι βοηθητικός, αλλά
και  καθοριστικός,  εφόσον  αυτός  εξασφαλίζει  την  ποιότητα  και  την
μεθοδολογία της έρευνας.
   Οι μαθητές εργάζονται σε ομάδες, με συνεργατικό πνεύμα, αναπτύσσουν
όλες τις δυνατότητές τους, αξιοποιώντας τις εμπειρίες και τα ενδιαφέροντά
τους. 
   Ο καθηγητής καθοδηγεί διακριτικά, εμψυχώνει και βοηθάει τους μαθητές
αν κατά την εργασία τους αντιμετωπίσουν δυσκολίες.

   Η διαθεματικότητα μας οδηγεί σε ολιστική προσέγγιση της γνώσης, η
οποία είναι ένα αίτημα της εποχής μας.
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Β.2. Υλοποίηση Διαθεματικών Δραστηριοτήτων στο Λύκειο
Η Καινοτομία των Ερευνητικών Εργασιών στο νέο Λύκειο

   Οι Ερευνητικές Εργασίες θεσμοθετήθηκαν από τον Σεπτέμβριο του 2011
ως διακριτή ενότητα του υποχρεωτικού προγράμματος του Νέου Λυκείου.
Είναι μοναδική ευκαιρία στο Λύκειο, εφαρμογής και ανάδειξης της αξίας
της διαθεματικότητας, της διεπιστημονικότητας, και της ομαδοσυνεργατικής
διδασκαλίας.
   Η  εκπόνηση  τέτοιων  εργασιών  είναι  σύμφωνη  με  τις  σύγχρονες
αντιλήψεις  για  την  φύση  και  για  τον  διδακτικό  προσανατολισμό  των
Προγραμμάτων Σπουδών. 
   Αυτή η εκπαιδευτική πρακτική, αντιλαμβάνεται τους μαθητές ως μικρούς
‘διανοούμενους’  ,  ‘επιστήμονες’   και   ‘ερευνητές’  ,  που  συνεργάζονται
στενά σε πλαίσιο πρωτοβουλιών και επιλογών και προσεγγίζουν βιωματικά
και  με  διαφορετικούς  τρόπους,  την  νέα  σχολική  γνώση,  μέσα  από
διεπιστημονικής φύσης ερωτήματα, πειραματισμούς και διερευνήσεις.
   Πρόκειται  για  σημαντική  εκπαιδευτική  καινοτομία  που  βασίζεται  σε
σύγχρονες  παιδαγωγικές  αρχές  και  αποσκοπεί  να  ενισχύσει  τον
εκπαιδευτικό ρόλο του Νέου Λυκείου. 
   Οι  ερευνητικές  εργασίες  είναι  μια  εκπαιδευτική  καινοτομία,  γιατί
βασίζονται,  στην  ενεργό  εμπλοκή  των  μαθητών  και  στην  κριτική  και
δημιουργική σκέψη. 
Η εκπαιδευτική  καινοτομία  των  ερευνητικών εργασιών  στο  υποχρεωτικό
πρόγραμμα του Νέου Λυκείου, στηρίζεται σε τέσσερις παιδαγωγικές αρχές
που είναι οι εξής: 

1. Η αρχή της διερευνητικής προσέγγισης της μάθησης.
2. Η αρχή της διεπιστημονικής συνεργασίας των καθηγητών.
3. Η αρχή της διαφοροποίησης

a.   του περιεχομένου,
b.   της διαδικασίας και
c.   του πλαισίου της μάθησης.

4. Η αρχή της ομαδικής συνεργασίας των μαθητών.

   Οι  παραπάνω  αρχές  καθιερώνουν  νέες  εκπαιδευτικές  πρακτικές  και
δημιουργούν  μια  εκπαιδευτική  κουλτούρα  που  ενθαρρύνει  την
πρωτοβουλία, την επιλογή, τον πειραματισμό και την ατομική και ομαδική
ευθύνη. 
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   Η συμβολή των ερευνητικών εργασιών στην μάθηση και την ανάπτυξη,
σύμφωνα με τις σχετικές έρευνες (π.χ. Steinberg and Kincheloe, 1998) 

 Ενεργοποιούν  την  σκέψη,  τη  δημιουργικότητα  και  την
πρωτοβουλία των μαθητών μέσα από την ενεργό εμπλοκή τους σε
όλες τις φάσεις της ερευνητικής εργασίας.

 Αυξάνουν το ενδιαφέρον για τα επιμέρους μαθήματα,  καθώς οι
μαθητές  αντιλαμβάνονται  στην  πράξη,  την  συμβολή  των
διδασκόμενων  μαθημάτων  στην  κατανόηση  του  κόσμου  και  στην
αντιμετώπιση  των  καθημερινών  προβλημάτων  και  των  μεγάλων
ζητημάτων της ζωής σε τοπικό και παγκόσμιο επίπεδο.

 
 Ασκούν τους μαθητές στον τρόπο σκέψης και στην επιστημονική

μέθοδο  των  επιμέρους  ειδικοτήτων,  όπως  ο  σκοπός  της
εκπαίδευσης  επιβάλλει,  μέσα  από  αυθεντικές  συνθήκες  εργασίας,
στοχεύουν  στην  ανάπτυξη  του  στοχασμού,  της  κριτικής  και
αυτοκριτικής  σκέψης  και  της  προσωπικής  ευθύνης  γύρω  από  τις
ανθρώπινες επιλογές και πράξεις, τα κυρίαρχα πρότυπα, τις αξίες και
τα  εμπλεκόμενα  κοινωνικο-πολιτικά  και  ηθικά  διλήμματα  στις
σύγχρονες πολυπολιτισμικές κοινωνίες.

 Προάγουν τη συλλογικότητα και την συνεργασία, δεδομένου ότι
οι μαθητές συνεργάζονται σε ομάδες για την μελέτη των θεμάτων και
την εκπόνηση κοινών εργασιών.

 Δημιουργούν διαύλους επικοινωνίας του σχολείου με την τοπική
κοινωνία. 

 Εξετάζουν τα θέματα σε τοπικό, εθνικό και παγκόσμιο επίπεδο,
προετοιμάζοντας έτσι τους μαθητές να σκέφτονται και να ενεργούν
υπεύθυνα ως πολίτες της χώρας τους και του κόσμου.
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Η θεωρητική βάση της ομαδοσυνεργατικής διδασκαλίας.

1.       Η Κοινωνική ψυχολογία υποστηρίζει ότι μέσα από την δυναμική
της  αλληλεπίδρασης,  τα  άτομα  μαθαίνουν  και  αναπτύσσονται
αποτελεσματικότερα  και  οι  ομάδες  αναπτύσσουν  κοινωνική
αλληλεγγύη και στήριξη ανάμεσα στα μέλη τους. 

2.    Η  Εποικοδομιστική  Θεωρία  Μάθησης (L.  Vygotsky,  Ζώνη
Επικείμενης Ανάπτυξης) υποστηρίζει ότι μέσα από την δυναμική της
κοινωνικής  αλληλεπίδρασης  και  της  αμοιβαίας  διδασκαλίας  που
προσφέρουν  οι  μαθητικές  ομάδες,  διασφαλίζονται  συνθήκες
υπέρβασης των μαθησιακών και αναπτυξιακών ορίων των μαθητών.

3.    Η  Παιδαγωγική  και  Διδακτική  Έρευνα συμπεραίνει  ότι  η
ομαδοσυνεργατική  προσέγγιση  στη  μάθηση,  συμβάλλει  στην
γενικότερη ανάπτυξη των μαθητών, αφού ενεργοποιεί τα μαθησιακά
κίνητρα, προωθεί την κριτική και δημιουργική σκέψη, μαθαίνει τους
μαθητές πώς να μαθαίνουν και αυξάνει το επίπεδο ικανοποίησης των
μαθητών από την σχολική εργασία. 

   Οι κυρίαρχες αντιλήψεις της σύγχρονης Παιδαγωγικής δεν περιορίζουν το
ενδιαφέρον τους στο περιεχόμενο της μάθησης, αλλά το επεκτείνουν στην
διαδικασία της μάθησης, δηλαδή τους τρόπους μέσα από τους οποίους οι
μαθητές κατακτούν την νέα γνώση.

   Η απόκτηση βαθιάς κατανόησης και όχι επιφανειακής γνώσης, είναι
χρήσιμη  όχι  μόνο  για  τη  σχολική  ζωή  των  μαθητών,  αλλά  για  τον
ευρύτερο  κοινωνικό  βίο  των  ενηλίκων,  καθώς  συμβάλλει  στη
διαμόρφωση υπεύθυνων, δημοκρατικών πολιτών, με ενεργό συμμετοχή
στο κοινωνικό, πολιτικό, πολιτισμικό και επαγγελματικό γίγνεσθαι.

          (Ματσαγγούρας, 2011, σ.15-28)
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Δυσκολίες από την εφαρμογή της ομαδοσυνεργατικής μάθησης

  Βεβαίως, κανείς δεν αμφισβητεί ότι η συνεργατική μάθηση έχει και τις
δυσκολίες της, τόσο για τους μαθητές, όσο και για τους εκπαιδευτικούς.

     Οι  δυσκολίες  των  μαθητών οφείλονται  κυρίως  στην  ανεπαρκή
ανάπτυξη  των  ικανοτήτων  επικοινωνίας,  συνεργασίας  και  διαχείρισης
συγκρούσεων, που δημιουργούν προβλήματα δυσλειτουργίας των ομάδων
και περιθωριοποίησης μελών που ρέπουν σε ρόλους ‘λαθρεπιβάτη’.

   Οι δυσκολίες των εκπαιδευτικών οφείλονται στο γεγονός ότι πρέπει
να  περιορίσουν  την  άμεση  διδασκαλία,  που  έχει  μακρά  και  ισχυρή
παράδοση στην  εκπαίδευση,  και  να  ενισχύσουν  μαθητοκεντρικές  μορφές
μάθησης. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να περιορίσουν τον διδακτικό τους ρόλο
και  να  αυξήσουν  τον  ρόλο  της  καθοδήγησης  και  της  στήριξης  της
βιωματικής  και  ενεργητικής  μάθησης,  στηρίζοντας  και  καθοδηγώντας
ταυτόχρονα 4-5 μικρο-ομάδες μαθητών και όχι μία, όπως συμβαίνει στην
παραδοσιακή τάξη.

   Όμως  οι  δυσκολίες  αυτές  δεν  πρέπει  να  μας  οδηγούν  στην

απόρριψη  της  ομαδοσυνεργατικής  διδασκαλίας  και  μάθησης,  διότι

στους  στόχους  της  σχολικής  εκπαίδευσης  συγκαταλέγεται  και  η

ανάπτυξη  στάσεων  και  ικανοτήτων  επικοινωνίας,  συνεργασίας,

διαλεκτικής αντιπαράθεσης και σύνθεσης, δημοκρατικής συμπεριφοράς

και διαχείρισης των συγκρούσεων.

Προηγούμενη Έρευνα

   Κατά  τα  σχολικά  έτη  2002-2003  και  2003-2004  σχεδιάστηκε  και
υλοποιήθηκε  από  καθηγητές  του  Πειραματικού  Σχολείου  του
Πανεπιστημίου  Μακεδονίας,  έρευνα  με  αντικείμενο  την  διεπιστημονική
συνεργασία μαθηματικών και φιλολόγων για την Διαθεματική Διδασκαλία
της  Ευκλείδειας  Γεωμετρίας,  της  Αρχαίας  Ελληνικής  Γλώσσας  και  της
Ιστορίας της Α΄ Λυκείου. 
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Η έρευνα είχε σκοπό να εξετάσει: 

 τη  δυνατότητα  επέκτασης  στο  Λύκειο  των  διαθεματικών
προσεγγίσεων  που  έχουν  ενταχθεί  στα  νέα  Αναλυτικά
Προγράμματα Σπουδών του Δημοτικού και του Γυμνασίου

 την  ανάπτυξη  τρόπων  συνεργασίας  μεταξύ  εκπαιδευτικών
διαφορετικών ειδικοτήτων

 την πραγματοποίηση νέων παιδαγωγικών και διδακτικών μεθόδων
που απαιτούν οι διαθεματικές προσεγγίσεις

 την  καταγραφή των  στάσεων των  μαθητών  για  τις  διαθεματικές
διδασκαλίες  και  την  επίδρασή τους  στις  αντιλήψεις  τους  για  τα
διακριτά μαθήματα.

Τα αποτελέσματα της έρευνας ήταν πολύ ενθαρρυντικά στο ζήτημα

της καλλιέργειας θετικών στάσεων και της δημιουργίας κλίματος που

ευνοεί  την  ενεργό  συμμετοχή  των  μαθητών  στην  διδασκαλία  του

μαθήματος  της  Ευκλείδειας  Γεωμετρίας.  Η  έρευνα  έδειξε  ότι  η

εισαγωγή  καινοτομιών  στην  διδασκαλία  προκάλεσε  κατακόρυφη

αύξηση  του  ενδιαφέροντος  των  μαθητών  για  το  μάθημα  και

διαπιστώθηκε η ανάγκη περαιτέρω διερεύνησης.

(Θωμαΐδης, Πετράκης, Τουλούμης, Σταφυλλίδου, 2006)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γ 
Ερευνητικά Ερωτήματα και Μεθοδολογία της Έρευνας

Γ.1. Η σημαντικότητα της έρευνας

   Η παρακολούθηση των διαλέξεων του Προγράμματος Μεταπτυχιακών
Σπουδών  “Διδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηματικών”, καθώς επίσης
και η μελέτη των παραπάνω άρθρων και εργασιών, οδήγησε στον σχεδιασμό
μιας ερευνητικής εργασίας με θέμα την Ιστορία των Αρχαίων Ελληνικών
Μαθηματικών με χρήση πρωτότυπων ιστορικών κειμένων. 
  Σύμφωνα  με  τα  παραπάνω  άρθρα  και  μελέτες,  από  τέτοιου  είδους
δραστηριότητες αναμένουμε πολλαπλά οφέλη για την σχολική τάξη.
  Εμπλουτίζει  το ιστορικό υπόβαθρο των μαθητών και  συνεισφέρει  στην
πολύπλευρη μόρφωσή τους: Μαθηματική – Πολιτιστική – Κοινωνική. 
   Αναμένουμε την αλλαγή της αντίληψης των μαθητών για τα Μαθηματικά:
τα μαθηματικά δεν είναι μόνο τυπικές αποδείξεις, ούτε ένα σύνολο τεχνικών
και  ελπίζουμε οι  μαθητές  να αποκτήσουν μια διαφορετική εικόνα για τα
μαθηματικά, πιο θετική, πιο ευχάριστη.
   Χρησιμοποιώντας πρωτότυπες πηγές από την ιστορία των μαθηματικών,
σκοπεύουμε  σε  μια  φιλικότερη  παρουσίαση  μαθηματικών  εννοιών  και
προτάσεων  και  επίσης,  μέσα  από  γόνιμες  συζητήσεις  των  μαθητών,
αναμένουμε σύνθεση απόψεων και ιδεών και την πρόκληση μαθηματικού
διαλόγου,  με  γενικότερο  εκπαιδευτικό  στόχο,  την  ανάπτυξη  δεξιοτήτων
μαθηματικής  επικοινωνίας.  Μπορούμε  να  πετύχουμε  διαπραγμάτευση
κριτικών και ερμηνειών.
   Σύμφωνα με τις παραπάνω μελέτες και άρθρα, με την αξιοποίηση της
Ιστορίας  και  τη  χρησιμοποίηση  πρωτότυπων  πηγών  στην  διδακτική,
επιδιώκουμε  την  τοποθέτηση  των  μαθηματικών  στο  πολιτιστικό  και
κοινωνικό  πλαίσιο  της  εποχής  που  επινοήθηκαν  και  την  ανάδειξη  της
πολιτιστικής κληρονομιάς μας. 
Σημαντική αναμένουμε να είναι η προσφορά των πρωτότυπων πηγών στην
κατανόηση της σημασίας και της εξέλιξης των αποδείξεων.

   Σχετικά  με  τις  μεθόδους  και  τις  πρακτικές  χρησιμοποίησης  των
πρωτότυπων πηγών, από τη μελέτη των παραπάνω άρθρων και εργασιών
προκύπτει ότι πρέπει αρχικά να διερευνηθεί το μαθηματικό – ιστορικό – και
γλωσσικό υπόβαθρο των μαθητών και η σχέση κειμένου – πλαισίου – και
αναγνωστών.
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Μπορούν να χρησιμοποιηθούν μεταφράσεις και να γίνουν συγκρίσεις πηγών
διαφορετικών χρονικών περιόδων.
   Ο εκπαιδευτικός πρέπει να παρακινεί τους μαθητές και να τους ενθαρρύνει
να σκέφτονται στο πλαίσιο της εποχής εκείνης και να δημιουργεί κατάλληλη
ατμόσφαιρα.
   Σημαντικός είναι ο ρόλος του εκπαιδευτικού στην επιλογή κατάλληλων
πηγών  και  θεμάτων  και  στην  καθοδήγηση  ενός  μαθηματικού  διαλόγου
μεταξύ των μελών της σχολικής τάξης.
   Μπορεί  να χρησιμοποιηθεί  μιά  άμεση στρατηγική  παρουσιάζοντας  το
κείμενο χωρίς προηγούμενη προετοιμασία, ή μιά έμμεση στρατηγική όπου η
παρουσίαση της πηγής ακολουθεί μετά από κάποιες δραστηριότητες, όπως
π.χ.  η  συλλογή  ιστορικών  πληροφοριών  για  την  εποχή,  ή  βιογραφικών
στοιχείων  για  τον  συγγραφέα,  εμφανίζοντας  έτσι  τα  μαθηματικά  πιο
ανθρώπινα.

Γ.2. Πώς θα μπορούσε να υλοποιηθεί μια τέτοια δραστηριότητα; 

    Οι  ερευνητικές εργασίες  (project)  είναι μοναδική ευκαιρία ανάδειξης
της διαθεματικότητας, της διεπιστημονικότητας και της ομαδοσυνεργατικής
διδασκαλίας.
   Πρόκειται  για  σημαντική εκπαιδευτική καινοτομία όπου προωθούνται
νέες  εκπαιδευτικές  πρακτικές  που  ενθαρρύνουν  την  πρωτοβουλία,  τον
πειραματισμό και τη διερεύνηση, βοηθούν στην ανάπτυξη κριτικής σκέψης
και προάγουν τη συλλογικότητα και τη συνεργασία.
    Κατά την διαθεματική δραστηριότητα οι μαθητές ερευνούν, σχολιάζουν,
κρίνουν, συζητούν και διατυπώνουν τη γνώμη τους.
    Υποβάλουν ένα κείμενο σε κριτική ανάλυση και μέσα από διαφορετικές
οπτικές γωνίες και διαφορετικές επιστημονικές προσεγγίσεις, οδηγούνται σε
συγκλίσεις και έτσι πετυχαίνουμε ολιστική προσέγγιση της γνώσης.
   Η ομαδοσυνεργατική διδασκαλία επιτρέπει την ενεργή συμμετοχή όλων
των  μαθητών  στην  εκπαιδευτική  διαδικασία,  γεγονός  που  ενισχύει  την
αλλαγή  της  στάσης  των  μαθητών  απέναντι  σε  παραδοσιακά  δύσκολα
μαθήματα.

      Σκοπός της έρευνάς μας, είναι να εξετάσουμε κάποια από τα ερωτήματα
της  έρευνας  που  πραγματοποιήθηκε  στο  Πειραματικό  Σχολείο  του
Πανεπιστημίου  Μακεδονίας κατά τα σχολικά έτη  2002-2003  και  2003-
2004.
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Γ.3. Οι επιμέρους στόχοι της έρευνας είναι: 

 να  δοκιμαστούν  στην  τάξη  οι  νέες  παιδαγωγικές  και  διδακτικές
μέθοδοι  που  απαιτούν  οι  διαθεματικές  προσεγγίσεις,
χρησιμοποιώντας  ιστορικά  και  βιογραφικά  στοιχεία  και  κυρίως
πρωτότυπα ιστορικά μαθηματικά κείμενα

 να  καταγραφούν  οι  στάσεις  των  μαθητών  για  τις  διαθεματικές
διδασκαλίες  που  αφορούν  τα  μαθηματικά,  την  ιστορία  και  την
ελληνική γλώσσα, καθώς και η επίδρασή τους στις αντιλήψεις τους
για τα διακριτά μαθήματα και τις ιδιαίτερες απαιτήσεις τους.

 να διερευνηθεί το νέο πλαίσιο διδασκαλίας και μάθησης στο Λύκειο,
που συνεπάγεται η εισαγωγή του θεσμού των ερευνητικών εργασιών.

Γ.4. Μεθοδολογία 

   Οι καθηγητές που πραγματοποίησαν την προηγούμενη έρευνα, πρόσφεραν
ευγενώς τα φύλλα εργασίας που είχαν χρησιμοποιήσει στην έρευνά τους, για
να  χρησιμοποιηθούν στη νέα έρευνα που πραγματοποιήθηκε κάτω από τις
νέες συνθήκες που δημιουργήθηκαν με την θεσμοθέτηση των Ερευνητικών
Εργασιών στο Νέο Λύκειο.  
   Σκοπός  της  νέας  έρευνας  είναι  να  εξεταστούν  ερωτήματα  της
προηγούμενης,  (όπως:  -η  επέκταση  στο  Λύκειο  των  διαθεματικών
προσεγγίσεων  των  Αναλυτικών  Προγραμμάτων  Σπουδών,  -οι  νέες
παιδαγωγικές  και  διδακτικές  μέθοδοι  που  απαιτούν  οι  διαθεματικές
προσεγγίσεις  και  -οι  στάσεις  και  οι  αντιλήψεις  των  μαθητών  για  τις
διαθεματικές προσεγγίσεις και τα διακριτά μαθήματα),  στα νέα δεδομένα
που δημιουργεί ο θεσμός των Ερευνητικών Εργασιών στο Νέο Λύκειο.   
  Χρησιμοποιήθηκαν τα παραπάνω φύλλα εργασίας και για την καταγραφή
των δεδομένων της έρευνας βοήθησαν οι ίδιες οι ομάδες των μαθητών.
 Χρησιμοποιήθηκαν  επίσης  ερωτηματολόγια  για  την  καταγραφή  των
απόψεων των μαθητών και συνεντεύξεις.
 Πολλές  διδασκαλίες  και  δραστηριότητες  πραγματοποιήθηκαν  στο
εργαστήριο της πληροφορικής και οι υπόλοιπες σε αίθουσα διδασκαλίας, με
την υποστήριξη φορητού ηλεκτρονικού υπολογιστή και προτζέκτορα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Δ.
Η  Έρευνα 

Δ.1. Η Οργάνωση της Ερευνητικής Εργασίας 

     Η νέα έρευνα πραγματοποιήθηκε κατά το σχολικό έτος 2013-2014 στο
4ο Γενικό Λύκειο Κορίνθου σε μαθητές της Α΄ Λυκείου.

   Κατά την παρουσίαση των προγραμμάτων ερευνητικών εργασιών που
προσφέρονταν  στο  σχολείο  για  να  επιλέξουν  οι  μαθητές,  η  Ιστορία  των
Αρχαίων  Ελληνικών  Μαθηματικών  με  χρήση  πρωτότυπων  ιστορικών
κειμένων, δεν ήταν από τα πιο δημοφιλή. Τα μαθήματα της Γεωμετρίας, της
Ιστορίας και των Αρχαίων Ελληνικών που φαίνονταν να εμπλέκονται, δεν
ήταν από τα πιο αγαπητά για τους μαθητές της Α΄ Λυκείου και τους φάνηκε
δυσκολότερο  από  τα  υπόλοιπα,  που  πραγματεύονταν  θέματα  για  την
παράδοση, για την μουσική και για την βία και τον αθλητισμό. 

Οι  μαθητές  θα  ενδιαφέρονταν  να  υλοποιήσουν  μια  ερευνητική
δραστηριότητα με μαθηματικό περιεχόμενο και μάλιστα πλαισιωμένη από
αρχαία ελληνικά και ιστορία;
    Είκοσι  από τους ογδόντα πέντε  μαθητές της τάξης, επέλεξαν το project
της Γεωμετρίας, από τους οποίους  δέκα ήταν κορίτσια και άλλοι δέκα ήταν
αγόρια. Ο αριθμός αυτός ευνόησε την δημιουργία τεσσάρων ομάδων, από
πέντε μαθητές η κάθε ομάδα, η κατανομή έγινε με δική τους επιλογή και
συμφωνήθηκε το συμβόλαιο εργασίας και συνεργασίας μεταξύ των μελών
της κάθε ομάδας, αλλά και των ομάδων μεταξύ τους. 

   Σύμφωνα με τους βαθμούς των μαθητών από το γυμνάσιο,  ο  γενικός
μέσος όρος  των είκοσι  μαθητών ήταν 17.5,  ενώ ο μέσος όρος  τους  στο
μάθημα των αρχαίων ελληνικών ήταν 17.45, στο μάθημα της ιστορίας 18.1
και στο μάθημα των μαθηματικών 16.95. 
Το επίπεδό τους με βάση αυτές τις βαθμολογίες φαινόταν πολύ καλό, όμως
το ενιαίο διαγνωστικό τεστ στο μάθημα της άλγεβρας και της γεωμετρίας
φανέρωσε πολύ χαμηλότερο επίπεδο σε κατανόηση βασικών γεωμετρικών
εννοιών,  όπως  η  περίμετρος  και  το  εμβαδόν  ενός  τριγώνου  και  ενός
τετραγώνου.  Τέσσερις  από  τους  παραπάνω  μαθητές  θα  ακολουθούσαν
θεωρητικές επιστήμες και οι υπόλοιποι δεκαέξι ενδιαφέρονταν για θετικές
επιστήμες.
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Οι περισσότεροι  μαθητές  εκδήλωσαν  ενδιαφέρον  για  τα  μαθηματικά,  ως
βασικό μάθημα της ομάδας προσανατολισμού θετικών σπουδών.  

    Η κάθε ομάδα όρισε έναν υπεύθυνο χειριστή ηλεκτρονικού υπολογιστή
και έναν υπεύθυνο γραμματέα. Ένα τρίτο μέλος της κάθε ομάδας ορίστηκε
ως υπεύθυνος μαθηματικών θεμάτων και ένα τέταρτο μέλος ως υπεύθυνος
φιλολογικών θεμάτων. Το πέμπτο μέλος κάθε ομάδας ορίστηκε αρχηγός της
ομάδας, υπεύθυνος για τον συντονισμό των μελών της ομάδας και για τις
παρουσιάσεις των εργασιών της ομάδας του.

    Η κάθε ομάδα απέκτησε το δικό της όνομα. Έτσι δημιουργήθηκε η ομάδα
του Αρχιμήδη, του Θαλή, του Πυθαγόρα και του Ευκλείδη. 

Όλα  τα  φύλλα  εργασίας  που  χρησιμοποιήθηκαν,  παρατίθενται  και
παρουσιάζονται σαν ένα σενάριο, μια πρόταση διδασκαλίας. 
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Δ.2. Περιγραφή των φύλλων εργασίας και των δραστηριοτήτων

1. ΕΛΛΗΝΙΣΤΙΚΗ ΕΠΟΧΗ

   Ως πρώτος κοινός στόχος όλων των ομάδων τέθηκε η διερεύνηση του
ιστορικού πλαισίου της Ελληνιστικής περιόδου, ως προς την κοινωνία και
την  οικονομία,  το  εμπόριο,  την  οικουμενικότητα  του  πολιτισμού,  τα
φιλοσοφικά ρεύματα και το πολιτικό σύστημα.
Επίσης  ζητήθηκε  διερεύνηση  σχετικά  με  τη  θέση  της  Αλεξάνδρειας  ως
Κέντρο Επιστημών και της Αθήνας ως Φιλοσοφικό Κέντρο.
   Σε αυτή την δραστηριότητα, όλες οι ομάδες είχαν κοινό φύλλο εργασίας
και ως  βοηθό και κύριο καθοδηγητή μια φιλόλογο, καθηγήτριά τους στο
σχολείο, που τους υποδείκνυε κυρίως τη σχετική βιβλιογραφία και τις πηγές
στις οποίες θα αναζητούσαν έγκυρες πληροφορίες.

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ - ΕΛΛΗΝΙΣΤΙΚΗ ΕΠΟΧΗ

   Να διερευνήσετε ποιά είναι η σημασία των κατακτήσεων του Μεγάλου
Αλεξάνδρου και τι συνέβη μετά τον θάνατο του Μεγάλου Αλεξάνδρου.

   Να καθορίσετε ποιά είναι η Ελληνιστική περίοδος και πού εντοπίζεται
γεωγραφικά η ανάπτυξη του Ελληνιστικού κόσμου. 

   Να σχεδιάσετε  και  να παρουσιάσετε  ένα χάρτη  με τα  σπουδαιότερα
Ελληνιστικά βασίλεια.

   Να δώσετε τον ορισμό της Ελληνιστικής εποχής και να διερευνήσετε τι
σημαίνει ο όρος «ελληνιστικός».

ΤΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΟΥ ΕΛΛΗΝΙΣΤΙΚΟΥ ΚΟΣΜΟΥ

• ΟΙΚΟΝΟΜΙΑ

Ποιά ήταν η σημαντικότερη μεταβολή στον οικονομικό τομέα μετά τη
διείσδυση των Ελλήνων στον χώρο της Ανατολής;

• ΕΜΠΟΡΙΟ

Ποιά η εξέλιξη του εμπορίου;

• ΚΟΙΝΩΝΙΑ

Ποιά η αντανάκλαση των οικονομικών εξελίξεων στην κοινωνία;
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• ΠΟΛΙΤΙΚΗ

Ποιό το σύστημα διακυβέρνησης και ο ρόλος του πολίτη σε αυτόν τον
νέο κόσμο;

• ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΣ 

Τι  ονομάζεται  ελληνιστικός  πολιτισμός  και  πού  οφείλεται  η
οικουμενικότητά του;

• ΦΙΛΟΣΟΦΙΑ-ΕΠΙΣΤΗΜΕΣ

Διερευνήστε  την  ανάπτυξη  των  θετικών  επιστημών  καθώς  και  των
θεωρητικών κατευθύνσεων.

Ποιά η θέση της Αθήνας και ποιά της Αλεξάνδρειας;
  

    Όλες  οι  ομάδες  συνέλεξαν  πληροφορίες  και  φωτογραφικό  υλικό,
συμπλήρωσαν  το  φύλλο  εργασίας  που  τους  δόθηκε  και  οι  τέσσερις
υπεύθυνοι χειριστές των ηλεκτρονικών υπολογιστών, ένας από κάθε ομάδα,
ανέλαβαν  και  έφτιαξαν  μια  παρουσίαση  σε  powerpoint,  στην  οποία
πρόβαλαν τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της εποχής, μετά από τις συζητήσεις
που  είχαν  με  τη  φιλόλογο  και  τις  διορθώσεις  και  τις  παρεμβάσεις  του
καθηγητή της πληροφορικής ο οποίος είχε το ρόλο της υποστήριξης των
ερευνητικών  εργασιών,  όπως  προβλέπεται  από  το  θεσμό.  Η  φιλόλογος
συμμετείχε άτυπα, εκτός προγράμματος, οικειοθελώς. Εδώ ας σημειωθεί ότι
τον πρώτο χρόνο λειτουργίας του προγράμματος του Νέου Λυκείου, υπήρχε
η δυνατότητα συμμετοχής δύο καθηγητών σε κάθε πρόγραμμα ερευνητικής
εργασίας,  γεγονός το οποίο υποστήριζε την διεπιστημονικότητα. Από την
επόμενη χρονιά όμως, δεν υπήρχε αυτή η δυνατότητα, οπότε η φιλόλογος
μπορούσε να συμμετέχει στο δικό μας πρόγραμμα, μόνο άτυπα. 

      Σκοπός αυτής της εργασίας ήταν να διερευνηθεί το ιστορικό πλαίσιο της
ελληνιστικής εποχής και τα χαρακτηριστικά του ελληνιστικού κόσμου, που
έζησε ο Ευκλείδης.

  Οι μαθητές ανακάλυψαν αναζητώντας την ετυμολογία της λέξης,  ότι ο
όρος  ελληνιστικός  δεν  χρησιμοποιήθηκε  τυχαία  αλλά προέρχεται  από το
ρήμα ελληνίζω, που σημαίνει μιμούμαι τη γλώσσα και τον πολιτισμό των
Ελλήνων και αναφέρεται στα χρόνια μετά τον Μέγα Αλέξανδρο, οπότε και
υπήρξε ευρεία εξάπλωση της ελληνικής γλώσσας και του πολιτισμού. 
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   Οι μαθητές διερεύνησαν την ελληνιστική εποχή, ως ένα πρώτο δείγμα
παγκοσμιοποίησης. Μελέτησαν το σύστημα διακυβέρνησης, τις οικονομικές
εξελίξεις  και  την  αντανάκλαση  που  είχαν  στην  κοινωνία,  καθώς  και  τη
γεωγραφική θέση του ελληνιστικού κόσμου.  Παρατήρησαν ότι το κέντρο
βάρους  μετατοπίστηκε  από  τον  Ελλαδικό  χώρο,  στις  μεγαλουπόλεις  της
Ανατολής,  όπου  συρρέουν  άνθρωποι  για  να  διεκδικήσουν  μια  καλύτερη
ζωή. 
 Στο  τέλος  της  διδασκαλίας  κατέληξαν  στο  συμπέρασμα  ότι  η
οικουμενικότητα  του  ελληνιστικού  πολιτισμού  οφείλεται  στην  σύνθεση
ελληνικών  και  ανατολικών  στοιχείων  που  προέκυψαν  από  τη  συνεχή
μετακίνηση  ανθρώπων,  ιδεών  και  αγαθών  και  στην  δημιουργία
μεγαλουπόλεων,  όπως  η  Αλεξάνδρεια.  Σε  αυτό  το  περιβάλλον
αλληλεπίδρασης ιδεών που συνέθεσε την ανατολική με την ελληνική γνώση,
προέκυψε ένα επιστημονικό ξέσπασμα σε όλους τους τομείς των θετικών
επιστημών:  τη  γεωγραφία,  την  αστρονομία,  τις  φυσικές  επιστήμες,  τη
βιολογία, την ιατρική και κυρίως τα μαθηματικά. Η Αθήνα εξακολούθησε
να  είναι  πνευματικό  κέντρο  κυρίως  για  όσους  ήθελαν  να  σπουδάσουν
φιλοσοφία, παρά τον οικονομικό μαρασμό της.  
  
   Αυτά ήταν κυρίως τα συμπεράσματα στα οποία κατέληξαν οι μαθητές
αναζητώντας  πληροφορίες  μέσα από το  σχολικό τους  βιβλίο  και  από το
διαδίκτυο:  στην  ηλεκτρονική  εγκυκλοπαίδεια  Βικιπαίδεια  και  στην
ιστοσελίδα του Ιδρύματος Μείζονος  Έλληνισμού.

   Η διερεύνηση του ιστορικού πλαισίου των ελληνιστικών χρόνων από τους
μαθητές,  αντιμετωπίστηκε  από  αυτούς  σαν  ένα  διαφορετικό  είδος
μαθήματος.  Η  μελέτη  του  σχολικού  βιβλίου  δεν  τους  φάνηκε  ιδιαίτερα
ελκυστική, ενώ τους άρεσε περισσότερο η συλλογή πληροφοριών από το
διαδίκτυο.  Εκεί  υπάρχουν  πλουσιότερες  παραστάσεις  και  ελκυστικότερες
παρουσιάσεις. Ακολούθησαν τις οδηγίες της φιλολόγου για τις πηγές στις
οποίες  αναζήτησαν  πληροφορίες,  όμως  δεν  θεώρησαν  σημαντικές  τις
παρατηρήσεις  σχετικά με την εγκυρότητα των πηγών. Θα μπορούσαν να
αναζητήσουν πληροφορίες σε οποιαδήποτε ιστοσελίδα. 

   Πάντως η διδασκαλία της ιστορίας με άμεση δική τους συμμετοχή και με
περιορισμό  του  ρόλου  του  καθηγητή,  ήταν  πιο  ενδιαφέρουσα  για  τους
μαθητές,  αν  και  θεώρησαν  ότι  ήταν  δυσκολότερη,  πιο  κουραστική  και
απαιτούσε περισσότερο χρόνο από αυτόν που θα διέθεταν για να διαβάσουν



54 

ένα μάθημα που θα είχε προετοιμάσει η καθηγήτριά τους, παρά τώρα που
έπρεπε  οι  ίδιοι  να  αναζητήσουν  πληροφορίες  και  να  προετοιμάσουν  την
παρουσίαση  ενός  μαθήματος,  στο  οποίο  θα  ήταν  οι  ίδιοι  δάσκαλοι  και
παρουσιαστές με την καθοδήγηση μόνο της φιλολόγου.

   Παρατηρήθηκε ότι γενικά οι μαθητές που ανέλαβαν την παρουσίαση είχαν
μέτριου  επιπέδου  ικανότητα  έκφρασης,  η  οποία  βοηθήθηκε  από  την
προβολή της παρουσίασης με powerpoint.

   Η κατασκευή του χάρτη με τα ελληνιστικά βασίλεια καθώς και η προβολή
της  παρουσίασης  που  είχαν  προετοιμάσει,  τους  έκαναν  να  αφομοιώσουν
ιστορικά στοιχεία από την ελληνιστική εποχή, που δεν θα είχαν αφομοιώσει
κατά τη διάρκεια ενός κανονικού μαθήματος.

  Ως  προς  τη  συνεργασία  μεταξύ  τους,  δεν  υπήρξαν  δυσκολίες  και
προβλήματα, καθώς ήταν ξεκάθαροι οι ρόλοι τους από την αρχή. 
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2. ΑΛΕΞΑΝΔΡΕΙΑ – ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ 

  Το επόμενο φύλλο εργασίας αφορούσε τον Ευκλείδη και την Αλεξάνδρεια.
Αυτή την παρουσίαση ανέλαβε η ομάδα “Ευκλείδης”.

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΑΛΕΞΑΝΔΡΕΙΑ – ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ

• Να διερευνήσετε τη θέση της Αλεξάνδρειας, την ίδρυσή της από τον
Μέγα Αλέξανδρο και την καθιέρωσή της ως κέντρο επιστημών.

• Ποιός ο ρόλος της σχολής και της βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας
στην ανάπτυξη των επιστημών;

• Γιατί θεωρείται το πρώτο Πανεπιστήμιο του κόσμου;

• Ποιά η διαφορά της από τις αντίστοιχες σχολές και τις βιβλιοθήκες
που υπήρχαν στην Αθήνα;

• Να διερευνήσετε και να παρουσιάσετε βασικά βιογραφικά στοιχεία
για τον Ευκλείδη και να εκθέσετε το έργο του.

• Ποιά  η  προσφορά  του  έργου  του  Ευκλείδη  στα  Μαθηματικά  και
γενικότερα στην ανάπτυξη των Επιστημών;

• Να εκθέσετε  με  συντομία  τη  δομή του  έργου του:  «Στοιχεία  του
Ευκλείδη».

  
  Η  παρουσίαση  ξεκίνησε  με  την  παρουσίαση  από  το  youtube  ενός
εντυπωσιακού βίντεο του τραγουδιού “Αλεξάνδρεια”, του Γιάννη Κότσιρα.
   Η ομάδα ανέδειξε το όραμα του Μ. Αλεξάνδρου που επιθυμούσε να γίνει
η Αλεξάνδρεια το μεγαλύτερο εμπορικό λιμάνι  της Μεσογείου, αλλά και
παγκόσμιο πολιτιστικό κέντρο.
Σημείωσαν την ξεχωριστή γεωγραφική θέση της πόλης και την συμβολή της
ίδρυσης  του  Μουσείου  και  της  Βιβλιοθήκης  στην  καθιέρωσή  της  ως
πνευματικό, επιστημονικό και ερευνητικό κέντρο της εποχής.
Οι  μαθητές  εντυπωσιάστηκαν  από  τις  εγκαταστάσεις  του  απέραντου
οικοδομήματος  που  διέθετε  πολλά  εργαστήρια:  ανατομίας,  βιολογίας,
ιατρικής, αστρονομικών παρατηρήσεων, μεγάλο άλσος με βοτανικούς και
ζωολογικούς κήπους για τη μελέτη της φυσικής ιστορίας, χώρο περιπάτου
Αριστοτελικού τύπου για τις συζητήσεις των επιστημόνων, αλλά και εξέδρα
πλατωνικού τύπου  με καθίσματα για να συγκεντρώνονται  οι  φιλόσοφοι.
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Δικαιολόγησαν  έτσι  την  άποψη,  ότι  το  Μουσείο  της  Αλεξάνδρειας
θεωρείται το πρώτο Πανεπιστήμιο του κόσμου και κάνοντας τη σύγκριση με
τις  αντίστοιχες  Σχολές  της  Αθήνας:  την  Ακαδημία  του  Πλάτωνα  και  το
Λύκειο του Αριστοτέλη,  ανακάλυψαν ότι  εκείνες είχαν μόνο φιλοσοφικό
χαρακτήρα και όχι ερευνητικό και οι βιβλιοθήκες τους ήταν μικρές. 

   Μετά την παρουσίαση της πόλης της Αλεξάνδρειας και της Βιβλιοθήκης
της που έγινε και εκδοτικό κέντρο της εποχής, η ομάδα παρουσίασε τη ζωή
και το έργο του Ευκλείδη.
Κύρια σημεία της παρουσίασης ήταν: -η ίδρυση της Μαθηματικής Σχολής
στην Αλεξάνδρεια μετά από πρόσκλησή του από τον Πτολεμαίο τον Α΄ και
-η  αξία  του  έργου  του  Ευκλείδη  στα  μαθηματικά  και  γενικότερα  στην
ανάπτυξη των επιστημών.

  Κατά  την  διδασκαλία,  βλέποντας  τη  φωτογραφία  του  Ευκλείδη,
ρωτήθηκαν οι  μαθητές  αν  θα μπορούσαν βλέποντας  το  πρόσωπό του να
δώσουν κάποιους χαρακτηρισμούς που θα ταίριαζαν στην προσωπικότητά
του.  Οι  μαθητές  χαρακτήρισαν  με  ευκολία  τον  Ευκλείδη  σκεφτικό,
παρατηρητικό, σοφό, υπομονετικό, ευγενικό, προβληματισμένο, σοβαρό, με
αυτοπεποίθηση,  συμπαθητικό, ήρεμο, έντιμο και δίκαιο. 
Μια μαθήτρια  από την ομάδα που είχε  ασχοληθεί  με  τη  βιογραφία του,
επιβεβαίωσε  αυτά  τα  χαρακτηριστικά  από  τις  πληροφορίες  που  είχαν
συλλέξει και πρόσθεσε τη φήμη ότι ήταν και “σαρκαστικός” και θεωρούσε
ότι η μάθηση της γεωμετρίας αποτελούσε μια πρόκληση για το πνεύμα και
διηγήθηκε την ιστορία που ανέφερε ότι  όταν ο βασιλιάς Πτολεμαίος του
ζήτησε έναν σύντομο τρόπο για να μάθει γεωμετρία, η απάντησή του ήταν
κατηγορηματική: “Δεν υπάρχει βασιλική οδός για τη γεωμετρία”, εννοώντας
ότι μόνο μελετώντας με κόπο μπορεί κάποιος να μάθει γεωμετρία. 

   Ιδιαίτερη αναφορά έγινε στο έργο του Ευκλείδη “Στοιχεία”, ένα έργο που
συνέθεσε,  αφού  πρώτα  συγκέντρωσε  προηγούμενα  έργα  σπουδαίων
μαθηματικών, ταξινόμησε την ύλη τους,  την ανάλυσε,  την ιεράρχησε,  τη
συμπλήρωσε και κατασκεύασε ένα καταπληκτικό μαθηματικό σύστημα που
αναφέρεται σε θέματα Γεωμετρίας και Θεωρίας Αριθμών και αποτελείται
από δεκατρία βιβλία.
Οι μαθητές εντυπωσιάστηκαν από την ανακάλυψή τους ότι  ο Ευκλείδης,
“αυτός του οποίου τη Γεωμετρία μαθαίνουν”, είχε κατασκευάσει πριν από
τόσα  χρόνια  ένα  αξιωματικό  σύστημα  με  αυστηρές  αποδείξεις  που
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αφορούσε τη γεωμετρία αλλά και τη θεωρία αριθμών που ισχύει ακόμα και
σήμερα με ελάχιστες διαφοροποιήσεις.

   Κατά τη διδασκαλία αυτή έγινε συζήτηση στην τάξη που αφορούσε την
έννοια  της  αξιωματικής  θεμελίωσης.  Κάποιος  μαθητής  ρώτησε  αν  θα
μπορούσε οποιοσδήποτε, βάζοντας τους δικούς του κανόνες να φτιάξει μια
δική του θεωρία. 
Αυτή  η  ερώτηση  ήταν  αφορμή  για  μια  συζήτηση  που  έγινε  στην  τάξη
σχετικά με τους βασικούς κανόνες που πρέπει να ακολουθεί ένα σύγχρονο
αξιωματικό σύστημα. 
Καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι τελικά θα πρέπει να ακολουθήσουμε τη
λογική  του  Ευκλείδη  (Αριστοτελικού  τύπου),  θέτοντας  Αρχικές  Έννοιες,
Ορισμούς,  Αξιώματα,  ένα λογικό σύστημα και θεωρήματα και  προτάσεις
που  να  συνάγονται  από  τα  παραπάνω,  μέσω  του  λογικού  συστήματος.
Κατόπιν  αυτών  ένας  άλλος  μαθητής  ρώτησε  αν  θα  μπορούσαν  δύο
διαφορετικά  αξιώματα  να  μη  συμφωνούν  μεταξύ  τους.  Οι  περισσότεροι
μαθητές  συμφώνησαν  με  την  απάντηση  μιας  μαθήτριας,  ότι  δεν  θα
μπορούσε να συμβεί κάτι τέτοιο γιατί τότε θα μπορούσε μια πρόταση να
είναι και αληθής και ψευδής και τότε η θεωρία μας δεν θα ήταν αξιόπιστη.
Έτσι  καταλήξαμε  στο  συμπέρασμα  ότι  δεν  θα  πρέπει  να  υπάρχουν
προτάσεις που να έρχονται σε αντίφαση μεταξύ τους και κάθε πρόταση θα
πρέπει να μπορεί να χαρακτηρισθεί αληθής ή ψευδής. 
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3. ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ – ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΟΥ ΕΥΚΛΕΙΔΗ 

    Το επόμενο φύλλο εργασίας ήταν κοινό για όλες τις ομάδες και αφορούσε
την αξιωματική θεμελίωση στα Στοιχεία του Ευκλείδη και τη μελέτη των
ορισμών, των αιτημάτων και των κοινών εννοιών που παρουσιάζονται στο
πρώτο  βιβλίο  του,  μέσα  από  τα  αρχαία  κείμενα  και  τις  αντίστοιχες
μεταφράσεις τους. 
  Αρχικά  δόθηκαν  στους  μαθητές  μόνο  τα  αρχαία  κείμενα  χωρίς  τις
μεταφράσεις  και  διαπιστώθηκε  μεγάλη  δυσκολία  και  άρνηση  να  τα
μελετήσουν, εξάλλου διδάσκονται πλέον πρωτότυπα αρχαία κείμενα, μαζί
με  τις   μεταφράσεις  τους.  Επίσης,  δεν  μπορούσαμε  να  έχουμε  την
υποστήριξη φιλόλογου. Έτσι, θεωρήθηκε σκόπιμο να δοθούν  ταυτόχρονα
και  οι  μεταφράσεις  τους,  οπότε  βελτιώθηκε  η  διάθεση των μαθητών για
μελέτη. 
   Παράλληλα με το φύλλο εργασίας, οι μαθητές είχαν στη διάθεσή τους το
σχολικό  τους  βιβλίο,  το  βιβλίο  “Ευκλείδεια  Γεωμετρία”  των  Θωμαΐδη,
Ξένου,κ.λ.π.  των  εκδόσεων  Ζήτη,  το  βιβλίο  “Ευκλείδη  Στοιχεία”  του
Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ.(2001) και το βιβλίο “Ευκλείδου Γεωμετρία, Στοιχεία, Τόμος I”
του Ευάγγελου Σταμάτη (1952).

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ:

ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ - ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΟΥ ΕΥΚΛΕΙΔΗ

   Τα  «Στοιχεία  του  Ευκλείδη»,  είναι  ένα  από  τα  σημαντικότερα
μαθηματικά  έργα  όλων  των  εποχών.  Είναι  κλασικό  παράδειγμα
αξιωματικής θεμελίωσης. 

   Ο Ευκλείδης δημιούργησε μια μαθηματική θεωρία,  μέσα στην οποία
κάθε  πρόταση  μπορεί  να  αποδειχτεί  με  τη  βοήθεια  των  ορισμών,  των
αιτημάτων και των κοινών εννοιών, καθώς επίσης και των προτάσεων που
έχουν προηγουμένως αποδειχτεί.

   Στα 13 βιβλία των  Στοιχείων,  περιέχονται 121 ορισμοί, 5 αιτήματα, 9
κοινές έννοιες και 465 προτάσεις.
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  Οι  ορισμοί  των  Στοιχείων  είναι  επεξηγήσεις  κάποιων  πραγμάτων,
υποθέσεις ή παραδοχές, προτάσεις που τις θεωρούμε αληθείς.

   Τα αιτήματα είναι προτάσεις που αποδεικνύουν την ύπαρξη γεωμετρικών
μεγεθών και διατυπώνουν τις ιδιότητες και τις σχέσεις που διέπουν αυτά τα
μεγέθη και δεν αποδεικνύονται.

   Οι κοινές έννοιες έχουν γενικότερη εφαρμογή, καθώς είναι προτάσεις
που διέπουν την κοινή λογική, δεν αποδεικνύονται και εφαρμόζονται όχι
μόνο στη Γεωμετρία, αλλά και σε άλλες Επιστήμες. 
  Στο βιβλίο I των Στοιχείων υπάρχουν 23 ορισμοί, 5 αιτήματα, 9 κοινές 
έννοιες και 48 προτάσεις. 
 Αιτήματα και κοινές έννοιες υπάρχουν μόνο στο πρώτο βιβλίο και 
αποτελούν τις βάσεις της αξιωματικής θεμελίωσης της Ευκλείδειας 
Γεωμετρίας.

• Μελετήστε τα παρακάτω αρχαία κείμενα και τις μεταφράσεις
τους.

• Βρείτε  τους  αντίστοιχους  ορισμούς  και  τα  αξιώματα  του
σχολικού βιβλίου της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.

• Προσπαθήστε να συγκρίνετε τους ορισμούς και τα αξιώματα
του  σχολικού  βιβλίου,  με  αυτά  που  παρουσιάζονται  στα
Στοιχεία του Ευκλείδη.

• Μελετώντας τα Στοιχεία του Ευκλείδη, παρατηρούμε ότι κάθε
πρόταση τελειώνει με την έκφραση «όπερ έδει δείξαι» ή με
την έκφραση «όπερ έδει ποιήσαι».

Τι  σημαίνουν  οι  παραπάνω  φράσεις;  Ποιές  κατηγορίες
προτάσεων  μπορούμε  να  διακρίνουμε  στα  Στοιχεία  του
Ευκλείδη;

• Διερευνήστε αντίστοιχη τακτική του σχολικού βιβλίου. 
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  Όλες  οι  ομάδες  εργάστηκαν  πάνω  στο  φύλλο  εργασίας,  τα  μέλη  των
ομάδων που είχαν οριστεί υπεύθυνοι για τους Η/Υ για να προετοιμάζουν τις
παρουσιάσεις  έφτιαξαν  το  αντίστοιχο  powerpoint  και  όταν  ήταν  έτοιμοι,
πραγματοποιήσαμε τη διδασκαλία.

   Στο πρώτο μέρος, έγινε η παρουσίαση των ορισμών που υπάρχουν στο
πρώτο  βιβλίο  των  στοιχείων  του  Ευκλείδη  και  κατόπιν  ακολούθησε
συζήτηση  στην  τάξη  που  αφορούσε  κυρίως  τη  σύγκριση  των  ορισμών
αυτών με τους αντίστοιχους ορισμούς του σχολικού βιβλίου της Ευκλείδειας
Γεωμετρίας. 
Κατά  τη  διάρκεια  της  διδασκαλίας  προβάλλονταν  στον  προτζέκτορα  το
πρωτότυπο κείμενο με τους όρους, τα αιτήματα και τις κοινές έννοιες των
Στοιχείων. 
   Παρατηρήθηκε από τους μαθητές ότι στα Στοιχεία δεν υπάρχουν σχήματα
και δεν χρησιμοποιούνται συμβολισμοί στους ορισμούς, σε αντίθεση με τις
αντίστοιχες  εκφράσεις  του  σχολικού  βιβλίου  που  συνοδεύονται  από
σχήματα που ευνοούν στην κατανόηση των εννοιών. 
  Επίσης, κατά την σύγκριση των βιβλίων, οι μαθητές παρατήρησαν ότι στα
Στοιχεία δίνονται  οι  εικοσιτρείς ορισμοί,  τα πέντε αιτήματα και οι εννέα
κοινές έννοιες  στην αρχή του βιβλίου και μετά αρχίζουν οι προτάσεις και
τα  θεωρήματα,  ενώ  στο  σχολικό,  οι  ορισμοί  είναι  διάσπαρτοι  και
διατυπώνονται ακριβώς τη στιγμή που χρειάζεται να χρησιμοποιηθούν. 
  Σχετικά με το σημείο, την ευθεία και το επίπεδο, διαπίστωσαν ότι στο
σχολικό βιβλίο δεν υπάρχουν ορισμοί για αυτές τις έννοιες και θεωρούνται
πρωταρχικές έννοιες γνωστές και κατανοητές από την εμπειρία μας. Μέσα
από διάλογο και συζήτηση που έγινε στην τάξη, βγήκε το συμπέρασμα ότι
θεωρούν δύσκολο να δώσουν έναν τυπικό ορισμό και είναι προτιμότερη η
τακτική του σχολικού βιβλίου, αφού τους αρκούν οι εμπειρικές παραστάσεις
που έχουν για να κατανοήσουν αυτές τις έννοιες.
  Ως προς την τακτική, θεωρούν καλύτερη την τακτική του Ευκλείδη να
παρουσιάζει όλες τις έννοιες που θα χρησιμοποιηθούν,  πριν ξεκινήσει να
παρουσιάζει  τις  προτάσεις,  και  “αν  χρειαστεί  να  τις  ξαναθυμηθούν,  θα
μπορούσαν εύκολα να ανατρέξουν στην αρχή του βιβλίου και να τις βρουν”.
  Σχετικά με τις γωνίες, η οξεία, η αμβλεία και η ευθεία γωνία ορίζονται με
τον  ίδιο  τρόπο.  Όμως  στην  ορθή  γωνία  εντοπίστηκε  διαφορά.  Στον
Ευκλείδη, η ορθή γωνία είναι καθεμιά από τις γωνίες που σχηματίζονται
όταν δύο ευθείες τέμνονται και σχηματίζουν ίσες εφεξής γωνίες.
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Στο σχολικό βιβλίο, η ορθή γωνία είναι καθεμιά από  τις δύο ίσες γωνίες
που προκύπτουν αν φέρουμε τη διχοτόμο μιας ευθείας γωνίας. 
   Κατά την παρουσίαση στο σημείο αυτό κάποιος μαθητής ρώτησε: “και τι
είναι διχοτόμος;”  Μια μαθήτρια του απάντησε: “ σύμφωνα με το βιβλίο
μας, διχοτόμος μιας γωνίας είναι η ημιευθεία που χωρίζει τη γωνία σε δύο
ίσες γωνίες”  και τότε κάποιος άλλος (καλός μαθητής) συμπλήρωσε: “και
επίσης το βιβλίο μας λέει ότι κάθε γωνία έχει μοναδική διχοτόμο, αλλά λέει
ότι  το  δεχόμαστε,  δεν  έπρεπε  να  το  αποδείξει;”   και  η  προηγούμενη
μαθήτρια του απάντησε ότι  “αφού  δεν έχει την απόδειξη θα είναι αξίωμα”.
Οι μαθητές κατά τη διάρκεια αυτού του διαλόγου, αναζητούσαν απαντήσεις
διερευνώντας τα βιβλία που είχαν στη διάθεσή τους. 

      Στο  δεύτερο  μέρος  αυτής  της  διδασκαλίας  και  με  αφορμή  την
προηγούμενη συζήτηση, έγινε παρουσίαση των αιτημάτων και των κοινών
εννοιών. Τα αιτήματα οι μαθητές τα κατάλαβαν ως λογικές προτάσεις που
ισχύουν  και  “αυτό  το  καταλαβαίνουμε  με  τη  λογική  μας  και  από  την
εμπειρία  μας”.  Επίσης  διατυπώθηκαν  προτάσεις  και  ερωτήματα  όπως:
“αφού ισχύουν, τότε γιατί πρέπει να τα αναφέρουμε;”, “τότε να αναφέρουμε
και άλλες απλές προτάσεις” ,“όπως;” , “οι πρώτοι ορισμοί γιατί να μην είναι
αξιώματα;”.
Έγινε  συζήτηση  η  οποία  τελικά  κατέληξε  ότι  “θα  μπορούσαμε  να
θεωρήσουμε  πρωταρχικές  έννοιες  τα  αντικείμενα  που  ορίζουν  οι  πρώτοι
ορισμοί,  δηλαδή:  σημείο-ευθεία-γραμμή κ.λ.π.  και   να είναι  αξιώματα οι
προτάσεις: κάθε σημείο δεν έχει διαστάσεις, η γραμμή έχει μήκος και όχι
πλάτος, η επιφάνεια έχει μήκος και πλάτος”.
Στην  ερώτηση:  “τι  σκοπό  έχουν  τελικά  τα  αιτήματα;”,  διαμορφώθηκε  η
τελική  απάντηση:  “να  δικαιολογήσουν  την  ύπαρξη  των  μαθηματικών
αντικειμένων”.
   Οι μαθητές εντυπωσιάστηκαν και  ενθουσιάστηκαν από την τροπή της
συζήτησης, που ήταν αφορμή να νιώσουν ότι μπορούν κι αυτοί να κάνουν
μαθηματικά και να φτάξουν τη δική τους θεωρία. Μπορούσαν να δουν τα
μαθηματικά με άλλο μάτι, από άλλη σκοπιά.

   Κατά τη διδασκαλία και ταυτόχρονα παρουσίαση του πρώτου αιτήματος,
τέθηκε ο προβληματισμός “πώς θα μπορούσαμε να ενώσουμε τα δύο σημεία
που αναφέρει το πρώτο αίτημα;” και από αυτή τη συζήτηση αναδείχθηκε η
λειτουργία του κανόνα στις γεωμετρικές κατασκευές και η διαφορά του από
τον διαβαθμισμένο χάρακα.
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   Αντίστοιχα, κατά τη διδασκαλία και παρουσίαση του τρίτου αιτήματος,
τέθηκε ο ανάλογος προβληματισμός: “πώς θα μπορούσαμε να γράψουμε τον
κύκλο που αναφέρει το τρίτο αίτημα;” και αναδείχθηκε η λειτουργία του
διαβήτη στις γεωμετρικές κατασκευές. 
  Στο σημείο αυτό συζητήθηκε η διαδικασία των γεωμετρικών κατασκευών
και  ο τρόπος που μπορούμε να κατασκευάζουμε  τα διάφορα γεωμετρικά
σχήματα και τι σημαίνει κατασκευάζω και ποιά η διαφορά από το σχεδιάζω.
 Έγινε  επίσης  συζήτηση  για  τα  άλυτα  γεωμετρικά  προβλήματα  της
αρχαιότητας μελετώντας τα σχόλια των βιβλίων τους. Οι μαθητές  λέγοντας
άλυτα γεωμετρικά προβλήματα, φαντάστηκαν αρχικά, ότι υπήρχαν κάποια
πολύ  δύσκολα  προβλήματα  που  δεν  μπορούσαν  να  τα  λύσουν  στην
αρχαιότητα.   Μετά από τη συζήτηση για τις  κατασκευές,  κατάλαβαν ότι
ήταν άλυτα λόγω αδυναμίας κατασκευαστικής με χρήση μόνο του κανόνα
και του διαβήτη, δηλαδή μόνο με χρήση ευθειών και κύκλων. 
  Επίσης  να  σημειωθεί,  ότι  κατά  τη  διάρκεια  της  διδασκαλίας,  κάποιος
μαθητής  ρώτησε  “πώς  θα  μπορούσε  ο  Ευκλείδης  να  διαπιστώσει  στον
ορισμό της ορθής γωνίας, την ισότητα των δύο εφεξής γωνιών;” και τότε
συζητήθηκε  η  έννοια  της  “επίθεσης”,  την  οποία  ο  Ευκλείδης  δεν
χρησιμοποίησε, παρά μόνο λίγες φορές.
 Έγινε  επίσης  παρουσίαση  του  πέμπτου  αιτήματος  και  σχολιάστηκαν  οι
προσπάθειες που έγιναν για να αποδειχτεί, και πώς όλη αυτή η διαδικασία
οδήγησε στην ανακάλυψη μη ευκλείδειων γεωμετριών.
   Οι μαθητές κατά τη διάρκεια αυτής της διδασκαλίας παρουσίασαν και τις
δύο  κατηγορίες  προτάσεων  των  στοιχείων  του  Ευκλείδη,  τις  οποίες
διέκριναν μελετώντας τα βιβλία που είχαν στη διάθεσή τους.
Παρατήρησαν ότι οι κατασκευαστικές προτάσεις τελειώνουν με την φράση:
“όπερ  έδει  ποιήσαι”,  δηλαδή  κατασκευάστηκε  αυτό  που  έπρεπε  να
κατασκευαστεί, ενώ οι αποδεικτικές προτάσεις τελειώνουν με την φράση:
“όπερ έδει δείξαι”, δηλαδή αποδείχτηκε αυτό που έπρεπε να αποδειχτεί. 
 
      Στο τέλος της διδασκαλίας έγινε συζήτηση σχετικά με την μελέτη των
πρωτότυπων αρχαίων κειμένων. Τέθηκε το ερώτημα στους μαθητές, αν τους
χρειάστηκε το αρχαίο κείμενο,  γιατί  στην αρχή ήταν πολύ αρνητικοί  και
αντίθετοι  στην  μελέτη  των  πρωτότυπων  αρχαίων  κειμένων.  Οι  μαθητές
είπαν ότι μελέτησαν τα αρχαία, παράλληλα με τη μετάφραση η οποία τους
βοήθησε  στην  κατανόηση,  όμως  πολλές  φορές  αναζήτησαν  στο  αρχαίο
κείμενο την ακριβή διατύπωση, με τις πρωτότυπες λέξεις, για να κάνουν τη
σύγκριση και τελικά αυτό τους διευκόλυνε. 
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4. ΘΑΛΗ  Σ Ο   ΜΙΛΗΣΙ  ΟΣ -   ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ –     ΑΠΟΔΕΙΞ  Η

   Το επόμενο φύλλο εργασίας παρουσιάστηκε από την ομάδα του Θαλή που
το είχε αναλάβει.  Τη διδασκαλία αυτή, θέλησε να την παρακολουθήσει η
φιλόλογος που τους είχε βοηθήσει στη μελέτη της ελληνιστικής περιόδου. 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΘΑΛΗΣ Ο ΜΙΛΗΣΙΟΣ – ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ -  
ΑΠΟΔΕΙΞΗ

      Το περιεχόμενο των Στοιχείων δεν είναι έργο μόνο του Ευκλείδη και 
επίσης δεν είναι έμπνευση κάποιας συγκεκριμένης χρονικής στιγμής. 
Στηρίζεται στο έργο όλων των Μαθηματικών και των Φιλοσόφων που 
προηγήθηκαν και είναι αποτέλεσμα μεγάλων προσπαθειών, επινοήσεων και
έργου που παρήχθη για 300 συνεχή χρόνια (περίπου από το 600 π.Χ. έως το
300 π.Χ.), από όλους τους κορυφαίους φιλόσοφους που έζησαν, 
εργάστηκαν και μεγαλούργησαν, όλη αυτή την καταπληκτικά γόνιμη, για 
την επιστήμη, εποχή.

 Εκείνο που έκανε ο Ευκλείδης, ήταν και πρωτότυπο και πάρα πολύ 
σημαντικό. Συγκέντρωσε τα έργα των μεγάλων Μαθηματικών, ταξινόμησε 
την ύλη τους, την ανέλυσε, τη συμπλήρωσε, την ιεράρχησε και την ενέταξε
μέσα σε ένα νέο καταπληκτικό  μαθηματικό σύστημα που ο  ίδιος 
δημιούργησε. 

 Ήταν ένας μεγάλος καινοτόμος και οργανωτής που κατάφερε να 
ανασυντάξει τις αποδείξεις των προτάσεων και έθεσε σε στέρεες 
θεωρητικές βάσεις τα συμπεράσματα στα οποία έφτασαν φωτεινές διάνοιες
της εποχής, όπως για παράδειγμα ο Θαλής ο Μιλήσιος, ένας από τους επτά 
σοφούς της αρχαιότητας.

   Το παρακάτω κείμενο βρίσκεται στην εισαγωγή του βιβλίου “Ευκλείδου 
Γεωμετρία” του Ε. Σταμάτη, Αθήνα,1975, τόμος I. Να αποδώσετε το 
νόημα του κειμένου και να σχολιάσετε την ετυμολογία της λέξης 
Γεωμετρία και την ανάδειξή της σε επιστήμη.
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• Διερευνώντας ιστορικές πηγές στους δικτυακούς τόπους που σας 
προτείνονται, να συγκεντρώσετε βιογραφικά στοιχεία για τον 
Θαλή.

• Ποιές βασικές μαθηματικές γνώσεις οφείλονται στον Θαλή;

• Ποιά η συμβολή του στην ανάπτυξη της μαθηματικής επιστήμης;

• Στον Θαλή αποδίδονται κάποια γνωμικά. Μπορείτε να 
συγκεντρώσετε και να αναλύσετε όποια από αυτά σας φαίνονται 
ενδιαφέροντα;

• Σκιαγραφήστε την προσωπικότητα του Θαλή. Γιατί νομίζετε ότι
θεωρείται ένας από τους επτά σοφούς της αρχαιότητας;

   
   Αρχικά αναλύθηκε η ετυμολογία της λέξης “γεωμετρία” η οποία οφείλεται
στην εμπειρική μορφή της γεωμετρίας των Αιγυπτίων που προέκυψε από τις
μετρήσεις  της  γης.  Επισημάνθηκε  όμως  ότι  σε  αυτή  τη  διαδικασία  δεν
υπήρχε  καμμιά  απόδειξη  γεωμετρικής  πρότασης.  Η  Επιστήμη  της
Γεωμετρίας ήταν δημιούργημα του ελληνικού πνεύματος. 

  Ο υπεύθυνος της ομάδας “Θαλής” παρουσίασε βιογραφικά στοιχεία που
αφορούσαν τη ζωή του Θαλή του Μιλήσιου, ο οποίος θεωρείται ένας από
τους  επτά  σοφούς  της  αρχαιότητας.  Κάποιοι  συγγραφείς  αποδίδουν  την
θεμελίωση  της  γεωμετρίας  ως  επιστήμη  στον  Θαλή  που  θεωρείται  ότι
συνέθεσε τις πρώτες αποδείξεις γεωμετρικών προτάσεων που στηρίζονταν
σε ορισμούς, αξιώματα και κοινές έννοιες, έργο το οποίο συγκέντρωσε και
κατέγραψε ο Ευκλείδης στα Στοιχεία του.  

   Οι μαθητές ανέδειξαν την συσχέτιση της ανάπτυξης της φιλοσοφίας και
της  ρητορικής,  με  την  ανάπτυξη  της  γεωμετρίας.  Η  ανάπτυξη  της
φιλοσοφίας οφείλεται στη  θεωρητική αναζήτηση των αιτιών, η ανάπτυξη
της  ρητορικής  στην  διατύπωση  επιχειρηματολογίας  και  η  ανάπτυξη  της
γεωμετρίας, στην αναζήτηση των αποδείξεων των γεωμετρικών προτάσεων.

   Οι πληροφορίες ότι ο Θαλής είναι αυτός που διαίρεσε το έτος σε 365
ημέρες και το μήνα σε 30 ημέρες και ότι αυτός ήταν που ανακάλυψε τον
ηλεκτρισμό, προκάλεσαν το ενδιαφέρον των μαθητών, καθώς πρόκειται για
έννοιες της καθημερινότητάς τους.
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   Αναδείχθηκε έτσι, το σπουδαίο έργο ενός μεγάλου Έλληνα φιλόσοφου,
μαθηματικού, αστρονόμου και φυσικού.

   Στο  powerpoint  που παρουσιάστηκε στον προτζέκτορα, τα γνωμικά που
εμφανίστηκαν  να  αποδίδονται  στον  Θαλή  ήταν  στην  αρχαία  ελληνική
γλώσσα,  παρόλα  αυτά  όμως,  δεν  έδειξαν  αρνητική  στάση,  απεναντίας
προσπάθησαν να ερμηνεύσουν το νόημά τους  και  να τα συσχετίσουν με
κάποια γνωμικά που ήδη γνώριζαν. 
   
   Στη συζήτηση που έγινε για τα γνωμικά που αποδίδονται στον Θαλή, η
φιλόλογος τους ζήτησε να τα μελετήσουν  και χρησιμοποιώντας το νόημά
τους να του αποδώσουν τον χαρακτήρα που του ταιριάζει. Σχετικά με την
προσωπικότητά του,  τον χαρακτήρισαν αυστηρό,  συνετό,  δίκαιο,  έξυπνο,
εύστροφο, έντιμο, ηθικό.

  Κάποιος  μαθητής  από  την  ομάδα  του  Πυθαγόρα,  ρώτησε  κατά  πόσο
μπορούμε να είμαστε σίγουροι ότι όλα αυτά τα γνωμικά είναι του Θαλή,
εφόσον  δεν  είμαστε  βέβαιοι  ούτε  για  τις  μαθηματικές  προτάσεις  που
αποδίδονται σε αυτόν.
Με αφορμή την διατύπωση αυτής της αμφιβολίας του μαθητή, η φιλόλογος
που παρακολουθούσε τη διδασκαλία, επανέφερε και ανάλυσε τη σημασία
της εγκυρότητας και της αξιοπιστίας των πηγών.
Η  συζήτηση  που  ακολούθησε   φανέρωσε  ότι  οι  μαθητές  πολύ  εύκολα
μπορούν να αποδεχτούν πληροφορίες που παίρνουν από το διαδίκτυο χωρίς
έλεγχο για την προέλευση και την εγκυρότητά τους. 
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5. ΟΙ ΓΩΝΙ  ΕΣ   ΙΣΟΣΚΕΛΟΥ  Σ Τ  ΡΙΓΩΝΟΥ

   Η ομάδα του Αρχιμήδη είχε αναλάβει το επόμενο φύλλο εργασίας που
αφορούσε  την  πρόταση  I.5  των  στοιχείων  του  Ευκλείδη,  σχετικά  με  τις
προσκείμενες γωνίες στη βάση ισοσκελούς τριγώνου, της οποίας η απόδειξη
αποδίδεται στον Θαλή. Αυτό το φύλλο εργασίας είχε χρησιμοποιηθεί στην
έρευνα  του  Πειραματικού  Σχολείου  Μακεδονίας  και  παραχωρήθηκε
ευγενώς  από  τους  προηγούμενους  ερευνητές  και  χρησιμοποιήθηκε  στην
παρούσα έρευνα μετά από κάποιες διαφοροποιήσεις που έγιναν. 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΟΙ ΓΩΝΙΕΣ ΙΣΟΣΚΕΛΟΥΣ ΤΡΙΓΩΝΟΥ

   Το πρώτο κείμενο είναι η διατύπωση και η απόδειξη ενός γνωστού 
γεωμετρικού θεωρήματος, όπως ακριβώς περιέχεται στα «Στοιχεία» του 
Ευκλείδη (περ. 300 π.Χ.).   Αφού  διαβάσετε προσεκτικά το αρχαίο κείμενο
και τη μετάφραση, να κάνετε μια πρόχειρη μετάφραση στη μαθηματική 
γλώσσα που εσείς χρησιμοποιείτε και να απαντήσετε στις ερωτήσεις που 
ακολουθούν.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1. Ποιό είναι το αντίστοιχο θεώρημα στο σχολικό βιβλίο Ευκλείδειας 
Γεωμετρίας;

2. Ποιές είναι οι ομοιότητες και οι διαφορές ανάμεσα στη διατύπωση και 
απόδειξη του θεωρήματος από τον Ευκλείδη με τη διατύπωση και την 
απόδειξη του σχολικού βιβλίου;

3. Ποιά θεωρείτε ότι είναι ευκολότερη;   Γιατί θεωρείτε ότι ο Ευκλείδης 
χρησιμοποιεί  πιο πολύπλοκη απόδειξη;
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Πρώτο κείμενο – Μετάφραση

1. 5.  Στα ισοσκελή τρίγωνα οι γωνίες που σχηματίζονται πάνω στη βάση  

είναι ίσες η μία με την άλλη και ίσες θα είναι, εάν προεκταθούν οι ίσες 

πλευρές, και οι γωνίες που θα σχηματισθούν κάτω από τη βάση.

   Έστω το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, με την πλευρά ΑΒ ίση με την πλευρά ΑΓ· 
στις πλευρές ΑΒ, ΑΓ ας προεκταθούν οι ευθείες ΒΔ, ΓΕ· θα αποδείξω ότι η 
γωνία ΑΒΓ είναι ίση με την ΑΓΒ, καθώς και η γωνία ΓΒΔ ίση με την ΒΓΕ.
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   Ας πάρουμε λοιπόν πάνω στη ΒΔ ένα τυχαίο σημείο, το Ζ,
και ας αφαιρεθεί από τη μεγαλύτερη ΑΕ η ευθεία ΑΗ ίσου
μήκους προς την μικρότερη ΑΖ· ας φέρουμε και τις ευθείες ΖΓ,
ΗΒ. Εφ’ όσον λοιπόν η ΑΖ είναι ίση με την ΑΗ και η ΑΒ με την
ΑΓ, δύο τουλάχιστον ευθείες, οι ΖΑ και ΑΓ είναι ίσες με τις δύο
ευθείες ΗΑ και ΑΒ, η καθεμιά από τις δύο με καθεμιά από τις
άλλες δύο· περιέχουν και κοινή γωνία, την ΖΑΗ.
Άρα η πλευρά ΖΓ είναι ίση με την πλευρά ΗΒ και το τρίγωνο
ΑΖΓ θα είναι ίσο με το τρίγωνο ΑΗΒ και οι λοιπές γωνίες θα
είναι ίσες με τις υπόλοιπες, η καθεμιά των δύο με καθεμιά
από τις λοιπές δύο.
Κάτω από αυτές τις γωνίες εκτείνονται οι ίσες πλευρές, η πλευρά η υπό 
την ΑΓΖ γωνία ίση με την υπό την ΑΒΗ και η πλευρά υπό την ΑΖΓ γωνία ίση 
με την υπό την ΑΗΒ.
Αφού, επίσης, το σύνολο του μήκους της ΑΖ είναι ίσο με αυτό της ΑΗ, και 
καθώς το τμήμα ΑΒ της μιας είναι ίσο με το ΑΓ της άλλης, και το υπόλοιπο 
μήκος, η ΒΖ, είναι ίσο με το υπόλοιπο, την ΓΗ. Δείχθηκε ότι και η ΖΓ είναι 
ίση με την ΗΒ. 
Δύο τουλάχιστον ευθείες, οι ΒΖ και ΖΓ είναι ίσες με τις άλλες δύο, ΓΗ και 
ΗΒ, η καθεμιά με την άλλην. Και η γωνία ΒΖΓ είναι ίση με την ΓΗΒ και κοινή
πλευρά των δύο είναι η ΒΓ. 
Επομένως και το τρίγωνο ΒΖΓ θα είναι ίσο με το τρίγωνο ΓΗΒ και οι λοιπές 
γωνίες θα είναι ίσες με τις υπόλοιπες, η καθεμιά των δύο με καθεμιά των 
άλλων δύο, κάτω από τις οποίες εκτείνονται ίσες πλευρές. Ίση επομένως 
είναι η πλευρά υπό την ΖΒΓ γωνία με την πλευρά υπό την ΗΓΒ και η 
πλευρά υπό τη ΒΓΖ γωνία με την υπό την ΓΒΗ. 
Επειδή λοιπόν αποδείχθηκε ότι η γωνία ΑΒΗ είναι ίση με τη γωνία ΑΓΖ και 
ότι εντός αυτών η γωνία ΓΒΗ είναι ίση με τη ΒΓΖ, άρα και η λοιπή γωνία 
ΑΒΓ είναι ίση με τη γωνία ΑΓΒ. Και οι γωνίες αυτές είναι πάνω στη βάση 
του τριγώνου ΑΒΓ. Αποδείχθηκε τότε ότι και η γωνία ΖΒΓ είναι ίση με την 
ΗΓΒ και ότι είναι οι γωνίες κάτω από τη βάση του τριγώνου.
Επομένως στα ισοσκελή τρίγωνα οι γωνίες που σχηματίζονται πάνω στη 
βάση είναι ίσες η μία με την άλλη και ίσες θα είναι, εάν προεκταθούν οι 
ίσες πλευρές, και οι γωνίες που θα σχηματισθούν κάτω από τη βάση. Αυτό 
που έπρεπε να αποδείξουμε.
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Το δεύτερο κείμενο είναι  ένα απόσπασμα από τα σχόλια που έγραψε ο
φιλόσοφος  Πρόκλος  (περ.  450  μ.Χ.)  στα  «Στοιχεία»  του  Ευκλείδη.  Ο
Πρόκλος παραθέτει εδώ δύο διαφορετικές αποδείξεις του θεωρήματος που
μελετήσατε προηγουμένως,  μία δική του και  μία του Πάππου (περ. 300
μ.Χ.). Αφού διαβάσετε προσεκτικά το κείμενο, να κάνετε τις εργασίες που
ακολουθούν.

ΕΡΓΑΣΙΕΣ

1. Να αποδώσετε σε ελεύθερη μετάφραση, αλλά όσο πιο πιστά γίνεται τις
δύο αποδείξεις που παραθέτει ο Πρόκλος.

(στο σχήμα της απόδειξης του Πρόκλου είναι ΑΔ = ΑΕ) . 

2. Να γράψετε τις ομοιότητες και τις διαφορές ανάμεσα στις αποδείξεις του
Ευκλείδη του Πρόκλου και του Πάππου.

3. Να προσπαθήσετε να εξηγήσετε γιατί όλες οι αποδείξεις των αρχαίων
είναι διαφορετικές από την απόδειξη που περιέχεται στο σχολικό βιβλίο.
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 Δεύτερο κείμενο – Μετάφραση

Σχόλια του Πρόκλου (247.6 - 248.11) στο θεώρημα 1. 5 του Ευκλείδη

   Στην περίπτωση που κάποιος μας ζητήσει, χωρίς να
προεκτείνουμε τις δύο ίσες πλευρές, να αποδείξουμε ότι οι
γωνίες πάνω στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες  δεν
είναι αναγκαίο να αποδειχθεί ότι αυτές είναι ίσες μέσω των
γωνιών που σχηματίζονται κάτω από τη βάση- ας μετατρέψουμε
ως ένα βαθμό το σχήμα και, αφού μεταφέρουμε τις προεκτάσεις
των πλευρών εντός του ισοσκελούς τριγώνου, ας αποδείξουμε το
ζητούμενο.

   Ακόμη πιο σύντομη είναι η απόδειξη του Πάππου χωρίς να
απαιτείται καμιά συμπλήρωση του σχήματος. Έστω το ισοσκελές
τρίγωνο αβγ με πλευρές τις αβ και αγ. 
   Ας φαντασθούμε λοιπόν αυτό το ένα ως δύο τρίγωνα και ας
υπολογίσουμε με τον εξής τρόπο. 
Εφ’ όσον και η πλευρά αβ είναι ίση με την αγ και η πλευρά αγ με
την αβ, δύο πλευρές, οι αβ και αγ, είναι ίσες με δύο πλευρές, τις
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αγ και αβ και η πλευρά υπό τη γωνία βαγ είναι ίση με την υπό την γαβ, 
αφού πρόκειται για την ίδια.
  Είναι λοιπόν όλα τα μεγέθη ίσα με όλα τα άλλα, η πλευρά βγ με την βγ, το
τρίγωνο αβγ με το τρίγωνο αβγ, η γωνία αβγ με τη γωνία αγβ και η γωνία 
αγβ με τη γωνία αβγ, αφού κάτω από αυτές εκτείνονται οι ίσες πλευρές αβ
και αγ.
  Επομένως στα ισοσκελή τρίγωνα σχηματίζονται πάνω στη βάση ίσες 
γωνίες. Φαίνεται λοιπόν πως βρήκε τον τρόπο αυτό της απόδειξης όταν 
κατάλαβε ότι και ο Στοιχειωτής (δηλ. ο Ευκλείδης), στο τέταρτο θεώρημα 
ένωσε τα δύο τρίγωνα και, αφού εφάρμοσε το πρώτο πάνω στο δεύτερο, 
έφτιαξε από τα δύο ένα.
Έτσι παρατήρησε ότι η ισότητα των τριγώνων ήταν πλήρης σε όλα.
  Με την ίδια, επομένως, μέθοδο, θεωρώντας ότι τα τρίγωνα είναι δύο, 
είναι δυνατόν και εμείς να αποδείξουμε ότι οι παρά τη βάση γωνίες του 
ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες.

   Η  διδασκαλία  ξεκίνησε  με  την  παρουσίαση  της  πρότασης  I.5  των
στοιχείων του Ευκλείδη από την μετάφραση, η οποία δόθηκε στους μαθητές
μαζί  με  το  αρχαίο  κείμενο,  γιατί  δεν  υπήρχε  η  δυνατότητα  γλωσσικής
επεξεργασίας  λόγω  αδυναμίας  των  μαθητών  αλλά  και  λόγω  έλλειψης
καθηγητή φιλόλογου.
Ταυτόχρονα όμως, οι μαθητές παρακολουθούσαν από τον προτζέκτορα το
πρωτότυπο αρχαίο κείμενο.
Η  πρόταση  αφορά  την  ισότητα  των  γωνιών  που  πρόσκεινται  στη  βάση
ισοσκελούς τριγώνου.

   Ακολούθησε η απόδειξη της παραπάνω πρότασης, με την προβολή της
απόδειξης του πρωτότυπου κειμένου και ταυτόχρονα ανάλυση αυτής στον
πίνακα,  από  τους  μαθητές  της  ομάδας  του  Αρχιμήδη,  χρησιμοποιώντας
σύγχρονους συμβολισμούς και κάνοντας ταυτόχρονα σύγκριση και σχόλια
για τον τρόπο που διατυπώνονταν τότε οι αποδείξεις, χωρίς συμβολισμούς,
με τον τρόπο που μπορούμε να τις αποδώσουμε σήμερα. 
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  Στην απόδειξη ο Ευκλείδης  χρησιμοποιεί δύο συγκρίσεις τριγώνων ΑΖΓ,
ΑΗΒ  και  ΒΓΗ,  ΒΓΖ,  που  προκύπτουν  από  την  προέκταση  των  ίσων
πλευρών  ΑΒ  και  ΑΓ,  ώστε  ΑΖ=ΑΗ.  Στην  ερώτηση  “πώς  προκύπτει  το
τελικό συμπέρασμα για την ισότητα των γωνιών;” οι μαθητές ανακάλυψαν
ότι  ο  Ευκλείδης  χρησιμοποιεί  την  τρίτη  κοινή  έννοια:  “αν  από  ίσα
αφαιρεθούν ίσα, τότε μένουν ίσα”. 
 Κατόπιν  παρουσιάστηκε  το  αντίστοιχο  θεώρημα  του  σχολικού  βιβλίου
καθώς και η απόδειξή του, στην οποία χρησιμοποιείται η διχοτόμος ΑΔ και
προκύπτει από μια σύγκριση, των τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΔ. Διαπίστωσαν
ότι υπάρχουν δύο διαφορετικές αποδείξεις και αναρωτήθηκαν αν μπορούμε
να  βρούμε  και  άλλες  διαφορετικές  αποδείξεις,  προετοιμάζοντας  τους
συμμαθητές τους για την συνέχεια της διδασκαλίας. 

   Στη σύγκριση που ζητήθηκε να γίνει μεταξύ των δύο διατυπώσεων και
αποδείξεων, όλοι συμφώνησαν ότι δυσκολότερη και πολυπλοκότερη ήταν
αυτή  των  Στοιχείων  του  Ευκλείδη.  Δεν  αντιμετώπισαν   καμιά  δυσκολία
στην πρόταση του σχολικού βιβλίου. Από αυτή τη συζήτηση, καταλήξαμε
στο συμπέρασμα ότι πολλές προτάσεις διαμορφώθηκαν έτσι ώστε να είναι
πιο κατανοητές και απλούστερες συγκριτικά με την αρχική τους μορφή.
   Στην ερώτηση σχετικά με το πώς θα μπορούσε ο Ευκλείδης να πάρει ίσα
τμήματα,  κάποιοι  μαθητές  είπαν  ότι  “θα  μπορούσε  να  μετρήσει  την
απόσταση”, όμως οι περισσότεροι ισχυρίστηκαν ότι θα πάρει ίσα τμήματα
με τη χρήση του διαβήτη.
 Κατόπιν  τους  τέθηκε  η  ερώτηση  για  την  αντίστοιχη  διαδικασία  του
σχολικού βιβλίου που φέρνει τη διχοτόμο της γωνίας.  Απάντησαν ότι θα
μπορούσαν μάλλον να κατασκευάσουν τη διχοτόμο της γωνίας. “Με ποιόν
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τρόπο;”  Κάποιοι  ανέφεραν  τη  μέτρηση  με  το  μοιρογνωμόνιο,  άποψη  η
οποία δεν έγινε δεκτή από την πλειοψηφία αφού είπαμε ότι κάθε κατασκευή
μπορεί να γίνει μόνο με τη χρήση του κανόνα και του διαβήτη και καμιά
απόδειξη ή κατασκευή δεν μπορεί να στηρίζεται σε μέτρηση. Όταν έψαξαν
στο  σχολικό  τους  βιβλίο  να  βρούν  την  κατασκευή  της  διχοτόμου  μιας
γωνίας,  ανακάλυψαν  ότι  αυτή  βρίσκεται  παρακάτω,  επομένως  θεώρησαν
αστοχία  του  βιβλίου  τη  χρήση  της  διχοτόμου  πριν  μπορέσουμε  να  την
κατασκευάσουμε. “Θα έπρεπε να έχει δώσει πρώτα αυτή την κατασκευή”.
“Όμως τότε θα έπρεπε να έχει δώσει από πριν και την έννοια του κύκλου,
άρα θα άλλαζαν και άλλα στη σειρά που έχει ακολουθήσει.”
Ακολούθησε συζήτηση σχετικά με την αξιωματική θεμελίωση και τη λογική
σειρά των προτάσεων, θέμα που είχε συζητηθεί και παλαιότερα.
   Στην ερώτηση γιατί ο Ευκλείδης να χρησιμοποιήσει πολύπλοκη απόδειξη
και να εμπλέξει και τις εξωτερικές γωνίες των προσκείμενων γωνιών στη
βάση  ισοσκελούς  τριγώνου,  κάποιοι  μαθητές  συμφώνησαν  ότι  “αφού
μπορούσε να το αποδείξει, το έκανε”. Κάποιος σχολίασε ότι “μάλλον θα του
χρειαζόταν  να  το  χρησιμοποιήσει  παρακάτω”.  Κάποιος  άλλος  είπε  ότι
“μπορεί να ήθελε να δώσει δυσκολότερη απόδειξη για να κάνει το έργο του
σπουδαιότερο”. “Εξάλλου δεν θα τον ενδιέφερε να γίνει κατανοητός από
όλους, αλλά μόνο από λίγους, πολύ έξυπνους που θα είχε στη σχολή του.”
 Πάντως  οι  περισσότεροι  μαθητές  συμμετείχαν  στο  διάλογο  για  τα
παραπάνω ζητήματα και κατέθεσαν τις απόψεις τους.   

      Ακολούθησε η παρουσίαση του αρχαίου κειμένου και της μετάφρασης
των  σχολίων  του  Πρόκλου  στο  οποίο  παρατίθενται  δύο  διαφορετικές
αποδείξεις, μία δική του και μία του Πάππου και κατόπιν έγινε συζήτηση
πάνω  στις  δύο  αυτές  αποδείξεις.  Ο  Πρόκλος  χρησιμοποιεί  όπως  και  ο
Ευκλείδης  δύο  συγκρίσεις  τριγώνων  ΑΒΕ,  ΑΓΔ  και  ΒΓΔ,  ΒΓΕ,  που
προκύπτουν από την κατασκευή των ίσων τμημάτων ΑΔ και ΑΕ, πάνω στις
ίσες πλευρές ΑΒ και ΑΓ και όχι στις προεκτάσεις τους. Επίσης οι μαθητές
παρατήρησαν ότι ο Πρόκλος για τη δεύτερη σύγκριση χρησιμοποιεί, όπως
και ο Ευκλείδης, την τρίτη κοινή έννοια: “αν από ίσα αφαιρεθούν ίσα, τότε
μένουν ίσα”, για να δικαιολογήσει όμως την ισότητα των τμημάτων ΒΔ και
ΓΕ και όχι για γωνίες. 
Συζητήθηκε πάλι το θέμα αν θα μπορούσε ο Πρόκλος να πάρει ίσα τμήματα
και πάλι αναδείχθηκε ο ρόλος του διαβήτη στις κατασκευές. 
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  Την απόδειξη  του  Πάππου οι  μαθητές  δεν  την  θεώρησαν  σοβαρή  και
εκφράστηκε  η  άποψη  ότι  δεν  θα  μπορούσε  να  είναι  μια  αυστηρή
μαθηματική  απόδειξη,  αλλά  πολύ  χαλαρή  και  άκρως  αντίθετη  από  την
πολύπλοκη του  Ευκλείδη.  Οι  μαθητές  δεν  την  αποδέχτηκαν,  αν  και  την
θεώρησαν αρκετά έξυπνη. Κάποιος σχολίασε ότι “το τρίγωνο είναι σαν να
βλέπει  τον  εαυτό  του  στον  καθρέφτη”,  κάποιος  άλλος  διαφώνησε  και
ισχυρίστηκε ότι “είναι σαν να κάνει στροφή γύρω από τον εαυτό του και να
κοιτάει προς τα πίσω”. 
Από αυτή τη συζήτηση, πάνω σε αυτή την απόδειξη, αναδείχθηκε η έννοια
της  συμμετρίας.  Οι  μαθητές  που  ήταν  υπεύθυνοι  για  τους  υπολογιστές,
ανέλαβαν  και  έφτιαξαν  με  τη  χρήση  του  λογισμικού  geogebra,  μια
δραστηριότητα που έδειχνε την αποδεικτική διαδικασία του Πάππου, μέσω
μιας περιστροφής.
 Επίσης  παρατηρήθηκε  ο  διαφορετικός  συμβολισμός  που χρησιμοποιεί  ο
Πάππος και  τους  έκανε ιδιαίτερη εντύπωση το  γεγονός  ότι  χρησιμοποιεί
μικρά γράμματα για να συμβολίσει τα σημεία του.
 Η  ομάδα  που  είχε  αναλάβει  αυτή  την  παρουσίαση,  είχε  ετοιμάσει  και
παρουσίασε  και  μια  δική  της  απόδειξη,  στην  οποία  χρησιμοποιούσε  τη
διάμεσο  του  ισοσκελούς  τριγώνου.   Μετά  από  όλες  τις  παραπάνω
συζητήσεις ήταν φυσιολογικό επακόλουθο η ερώτηση που έγινε από τους
μαθητές  που  παρακολουθούσαν  με  ενδιαφέρον,  σχετικά  με  το  πώς  θα
μπορούσαν  να  κατασκευάσουν  τη  διάμεσο  ενός  τριγώνου.  Μετά  από
διερεύνηση  στο  σχολικό  βιβλίο,  ανακάλυψαν  ότι  και  αυτή  η  κατασκευή
γίνεται παρακάτω και προϋποθέτει την έννοια του κύκλου που διατυπώνεται
αργότερα,  επομένως  δεν  θα  ήταν  σωστό  να  την  χρησιμοποιήσουν.  Στο
σημείο  αυτό  αναδείχθηκε  το  ερώτημα  αν  χρειαζόταν  πρώτα  να  έχει
κατασκευάσει ο Ευκλείδης ένα ισοσκελές τρίγωνο και μετά από διερεύνηση
ανακάλυψαν ότι  χρησιμοποιώντας  την πρόταση I.1,  κατασκευάζουμε  ένα
ισόπλευρο  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  με  την  πρόταση  I.9,  κατασκευάζουμε  τη
διχοτόμο ΑΔ. Παίρνοντας οποιοδήποτε σημείο Μ πάνω στην διχοτόμο ΑΔ,
αποδεικνύεται ότι έχουμε φτιάξει ισοσκελές τρίγωνο ΜΒΓ. 

      Στο τέλος της διδασκαλίας οι μαθητές σχολίασαν ότι η πολύπλευρη
προσέγγιση  μιας  πρότασης,  καθώς  και  η  ομαδοσυνεργατική  διδασκαλία
τους  βοήθησαν  στην  κατανόηση  των  γεωμετρικών  αποδείξεων  και  στην
ανάπτυξη  ενός  διαλόγου  που  αφορούσε  μαθηματικά  ζητήματα  τα  οποία
προσέγγιζαν μα πολύ διαφορετικό τρόπο από αυτόν που είχαν συνηθίσει στα
καθημερινά μαθήματα.
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6. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ     ΔΙΧΟΤΟΜΟΥ     ΓΩΝΙΑΣ 

   Μετά τις παραπάνω αναφορές σχετικά με την κατασκευή της διχοτόμου
μιας γωνίας, η ομάδα του Θαλή ανέλαβε να μελετήσει και να παρουσιάσει
το επόμενο φύλλο εργασίας που αφορούσε την παραπάνω κατασκευή.

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΔΙΧΟΤΟΜΟΥ  ΓΩΝΙΑΣ

Το πρώτο κείμενο είναι η διατύπωση και η λύση ενός γνωστού 
γεωμετρικού προβλήματος κατασκευής, όπως ακριβώς περιέχεται στα  
«Στοιχεία» του Ευκλείδη  (περ. 300 π.Χ.). Αφού  διαβάσετε προσεκτικά το 
αρχαίο κείμενο και τη μετάφραση, να κάνετε μια πρόχειρη μετάφραση στη 
μαθηματική γλώσσα που εσείς χρησιμοποιείτε και να απαντήσετε στις 
ερωτήσεις που ακολουθούν.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1. Ποιό είναι το αντίστοιχο πρόβλημα-κατασκευή στο σχολικό βιβλίο της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας;

2. Ποιές είναι οι ομοιότητες και οι διαφορές που υπάρχουν ανάμεσα στη 
διατύπωση και τη λύση του προβλήματος από τον Ευκλείδη με τη 
διατύπωση και τη λύση του σχολικού βιβλίου;
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Μετάφραση

  Το δεύτερο κείμενο είναι ένα απόσπασμα από τα σχόλια που έγραψε ο 
φιλόσοφος Πρόκλος (περ. 450 μ.Χ.) στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη.

   Ο Πρόκλος επιχειρεί να αντικρούσει εδώ τις ενστάσεις ορισμένων που 
αμφισβητούσαν τη λύση του Ευκλείδη στο πρόβλημα που μελετήσατε 
προηγουμένως. Αφού διαβάσετε προσεκτικά το κείμενο, να κάνετε τις 
εργασίες που ακολουθούν.

ΕΡΓΑΣΙΕΣ

1. Να αποδώσετε σε ελεύθερη μετάφραση, αλλά όσο πιο πιστά γίνεται το 
κείμενο του Πρόκλου. 

2. Να γράψετε την άποψή σας για τα επιχειρήματα αυτών που 
αμφισβητούσαν τη λύση του Ευκλείδη και για τα επιχειρήματα του 
Πρόκλου.

3. Να εξετάσετε αν μπορεί κάποιος να αμφισβητήσει με παρόμοια 
επιχειρήματα τη λύση του ίδιου προβλήματος στο σχολικό βιβλίο 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας.
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   Δεύτερο κείμενο Μετάφραση

   (273. 11Σχόλια του Πρόκλου  - 274. 9)   1. 9στο θεώρημα   του Ευκλείδη

  
             Ενδέχεται ορισμένοι να προβάλουναντιρρήσεις στον γεωμέτρη σχετικά με την

             κατασκευή του ισόπλευρου τριγώνου και να πουνότι η κορυφή του δεν βρίσκεται
   ,           .  ανάμεσαστις δύοευθείες αλλά είτε μόνο στη μία είτε έξωκαι απότις δύο Το
      .θεώρημαόμωςεξηγείται απότο γεωμετρικό σχήμα

      ,     ,      Έστωη γωνία βαγ αυτή πουπρέπει να διχοτομηθεί και στην πλευράαβ το
                ’   σημείο β και ίση με τη βαη γα και ας φέρουμε και τη βγ· πάνωσ αυτήν ας

    . σχηματίσουμε το ισόπλευρο τρίγωνοβγδ
                Αυτό λοιπόντο σημείο δ βρίσκεται ή μεταξύ τωνπλευρώναβ και αγ ή πάνωστην

          .αβ ή πάνωστην αγ ή έξωκαι απότις δύο

              ΟΣτοιχειωτήςπήρετο σημείο μεταξύ τωνδύο ευθειώνκαι αυτό λένε πωςείναι
     ,      ελάττωμα και πρόσκομμαστην απόδειξή του όσοι ισχυρίζονται ότι το σημείο
            .βρίσκεται ή σε μία απότις ευθείες ή έξωκαι απότις δύο

           ,     Έστωλοιπόντο σημείο δπάνωστην ευθεία αβ ώστε να σχηματισθεί το
  .               ισόπλευρο τρίγωνοβγδ Τότε η πλευράδβείναι ίση με τη δγκαι ίσες είναι και οι

     .         γωνίες της βάσης γβδκαι βγδ Μεγαλύτερη λοιπόνείναι η γωνία βγεαπότη γωνία
.          ,      γβδ Επειδήπάλι η πλευράβαείναι ίση με τη γα το τρίγωνοαβγ είναι ισοσκελές

      .         ,   με ίσες τις γωνίες της βάσηςβγ Ίση είναι τότε η γωνία βγεμε τη γβδ η οποία
  ,  . όμωςήταν μεγαλύτερη πράγμααδύνατον

              Επομένωςδεν είναι δυνατόν η κορυφή του ισόπλευρου τριγώνου να βρίσκεται
  .στην ευθεία αβδ
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   Η παρουσίαση ξεκίνησε με την ανάγνωση της πρότασης I.9 των Στοιχείων
του Ευκλείδη από μετάφραση και ταυτόχρονη προβολή στον προτζέκτορα,
του αρχαίου κειμένου. 
Ακολούθησε η παρουσίαση της κατασκευής της παραπάνω πρότασης και
διδασκαλία  αυτής,  χρησιμοποιώντας  σύγχρονο  συμβολισμό,  σύγχρονη
μορφή γραφής.
   Στην κατασκευή αυτή, οι μαθητές στάθηκαν και σχολίασαν τρία σημεία.
  Το πρώτο αφορούσε την κατασκευή ισόπλευρου τριγώνου. Αναρωτήθηκαν
αν  ο  Ευκλείδης  είχε  προηγουμένως  κατασκευάσει  ισόπλευρο  τρίγωνο
πράγμα το οποίο διαπίστωσαν, μετά από διερεύνηση του πρώτου βιβλίου
των  Στοιχείων.  Διαπίστωσαν  ότι  ο  Ευκλείδης  έχει  παρουσιάσει  την
κατασκευή ισόπλευρου τριγώνου στην πρόταση I.1, την πρώτη πρόταση των
Στοιχείων. 
 Το  δεύτερο  σημείο  που  αναρωτήθηκαν  ήταν  αν  θα  μπορούσε  να
κατασκευάσει  τη  διχοτόμο,  κατασκευάζοντας  όχι  ισόπλευρο,  αλλά
ισοσκελές τρίγωνο. “Αν κατασκεύαζε ισοσκελές τρίγωνο, δεν θα ήταν πάλι
διχοτόμος;”  Εδώ  αναζήτησαν  τη  διερεύνηση  που  είχε  γίνει  στην
προηγούμενη  διδασκαλία  και  διαπιστώθηκε  ότι  για  την  κατασκευή
ισοσκελούς  τριγώνου  ήταν  προαπαιτούμενη  η  κατασκευή  της  διχοτόμου
γωνίας, άρα δεν θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί εδώ.  
 Ένα  ακόμη  σχόλιο  που  έγινε  σε  αυτή  την  πρόταση,  αφορούσε  τον
χαρακτηρισμό  της  γωνίας,  ως  γωνία  με  ευθύγραμμες  πλευρές.  Για  να
λύσουν την απορία τους γύρισαν πίσω και έψαξαν τους ορισμούς,  οπότε
παρατήρησαν ότι ο Ευκλείδης ορίζει ως επίπεδη γωνία την κλίση μεταξύ
δύο  γραμμών  του  επιπέδου  που  τέμνονται  χωρίς  να  αποτελούν  ευθεία.
Επομένως  θα  μπορούσαν  αυτές  οι  δύο  γραμμές  του  επιπέδου  να  είναι
καμπυλόγραμμες. Μια μικρή ιδέα με τις ιδιότητες μιας τέτοιας γεωμετρίας,
πήραν οι μαθητές μελετώντας αρχικά στοιχεία της σφαιρικής γεωμετρίας,
στο παράρτημα του σχολικού βιβλίου, αλλά και στο παράρτημα του βιβλίου
“Ευκλείδειος Γεωμετρία” των Θωμαΐδη, Ξένου, κ.λ.π., των εκδόσεων Ζήτη.
   Οι μαθητές έδειξαν ενδιαφέρον για μια τέτοια γεωμετρία που μάλλον είναι
πιο πραγματική, αφού η επιφάνεια της γης είναι σχεδόν σφαιρική. 

   Ακολούθησε  παρουσίαση της  γεωμετρικής  κατασκευής  της  διχοτόμου
γωνίας,  όπως  υπάρχει  στο  σχολικό  βιβλίο  και  σύγκριση  των  δύο
αποδείξεων.
 Οι  μαθητές  παρατήρησαν  ότι  ο  Ευκλείδης  δεν  θα  μπορούσε  να
χρησιμοποιήσει  την  απόδειξη  του  σχολικού  βιβλίου,  καθώς  εκεί
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χρησιμοποιείται η κατασκευή της μεσοκαθέτου ευθύγραμμου τμήματος, η
οποία όμως στον Ευκλείδη χρησιμοποιεί την  I. 9. 
  Στο σημείο αυτό, κάποιος μαθητής ρώτησε αν θα μπορούσε το σχολικό
βιβλίο να χρησιμοποιήσει την απόδειξη του Ευκλείδη και μετά από έρευνα
είδαν ότι θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί στο σημείο αυτό η κατασκευή
ισόπλευρου τριγώνου για την κατασκευή της διχοτόμου μιας γωνίας.

   Κατόπιν παρουσιάστηκαν τα σχόλια του Πρόκλου, ο οποίος  προσπαθεί να
αναιρέσει  τις  αντιρρήσεις  που  φέρνουν  αυτοί  που  αμφισβητούν  την
απόδειξη του Ευκλείδη και αποδεικνύει ότι κατασκευάζοντας το ισόπλευρο
τρίγωνο ΒΓΔ, το σημείο Δ είναι εσωτερικό της γωνίας ΒΑΓ. Γενικά την
απόδειξη του Ευκλείδη την θεωρούν “απλή και εύκολη”, ενώ σχετικά με τα
επιχειρήματα αυτών που την αμφισβητούν, κρίνουν ότι “αντιβαίνουν στην
κοινή λογική”. 
 Θεωρούν  όμως,  ότι  δεν  θα  μπορούσε  κάποιος  να  αμφισβητήσει  την
απόδειξη  του  σχολικού  βιβλίου  χρησιμοποιώντας  τα  ίδια  επιχειρήματα,
αφού  χρησιμοποιείται  η  κατασκευή  της  μεσοκαθέτου  ευθύγραμμου
τμήματος, άρα το σημείο που είναι το μέσο, θα βρίσκεται μεταξύ των άκρων
του ευθύγραμμου τμήματος. 

   Η συζήτηση και η κριτική που αναπτύχθηκε για τις παραπάνω κατασκευές
συσχετίστηκε  με  παρόμοιες  συζητήσεις  μεταξύ  φιλόσοφων  και
μαθηματικών  που  φανερώνουν  τα  σχόλια  και  οι  αμφισβητήσεις  σε
αποδείξεις  και  κατασκευές  που  παρουσιάστηκαν  παραπάνω  και  ίδιες
συζητήσεις  παρατηρούμε  και  στις  μέρες  μας  μεταξύ  των  διάφορων
επιστημονικών και φιλοσοφικών κλάδων. Εξάλλου αυτό τον σκοπό έχει η
υποστήριξη της διαθεματικότητας και της διεπιστημονικότητας. 
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7. ΤΡΙΓΩΝΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ   

   Το  επόμενο  φύλλο  εργασίας  ανέλαβε  η  ομάδα  του  Πυθαγόρα  και
αφορούσε την πρόταση I.20 των στοιχείων του Ευκλείδη, που αποδεικνύει
την τριγωνική ανισότητα. 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΤΡΙΓΩΝΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ

Το  πρώτο κείμενο  είναι  η  διατύπωση  και  η  απόδειξη  ενός  γνωστού
γεωμετρικού  θεωρήματος,  όπως  ακριβώς  περιέχεται  στα  «Στοιχεία» του
Ευκλείδη (περ. 300 π.Χ.). 

Αφού  διαβάσετε  προσεκτικά  το  αρχαίο  κείμενο και  τη  μετάφραση,  να
κάνετε  μια  πρόχειρη  μετάφραση  στη  μαθηματική  γλώσσα  που  εσείς
χρησιμοποιείτε και να απαντήσετε στις ερωτήσεις που ακολουθούν.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1.  Ποιό είναι  το  αντίστοιχο  θεώρημα  στο  σχολικό  βιβλίο  Ευκλείδειας
Γεωμετρίας;

2. Ποιες είναι οι ομοιότητες και οι διαφορές που υπάρχουν ανάμεσα στη
διατύπωση  και  απόδειξη  του  θεωρήματος  από  τον  Ευκλείδη  με  τις
αντίστοιχες του σχολικού βιβλίου;
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Πρώτο κείμενο – Μετάφραση

1. 20. Δύο οποιεσδήποτε πλευρές κάθε τριγώνου είναι μεγαλύτερες της
τρίτης. 

Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ· θα αποδείξω ότι δύο
οποιεσδήποτε πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ είναι
μεγαλύτερες  της  τρίτης  πλευράς,  δηλαδή  οι
πλευρές ΒΑ, ΑΓ είναι μεγαλύτερες από την ΒΓ,
οι ΑΒ, ΒΓ από την ΑΓ και οι ΒΓ, ΓΑ από την
ΑΒ. 

Ας επιμηκυνθεί η πλευρά ΒΑ προς το σημείο
Δ, το τμήμα ΑΔ να είναι ίσο με την πλευρά ΓΑ,
να φέρουμε και τη ΔΓ.

Εφ’ όσον λοιπόν η ΔΑ είναι ίση με την ΑΓ
και η γωνία ΑΔΓ είναι ίση με τη γωνία ΑΓΔ.
Μεγαλύτερη επομένως είναι η γωνία ΒΓΔ από την ΑΔΓ· εφ’ όσον λοιπόν το
ΔΓΒ  είναι  τρίγωνο  με  τη  γωνία  ΒΓΔ  μεγαλύτερη  της  γωνίας  ΒΔΓ  και
βέβαια κάτω από μεγαλύτερη γωνία εκτείνεται μεγαλύτερη πλευρά, άρα η
ΔΒ είναι μεγαλύτερη από την ΒΓ. 
Η ΔΑ είναι ίση με την ΑΓ, μεγαλύτερες είναι επομένως οι πλευρές ΒΑ, ΑΓ
από την πλευρά ΒΓ. Με τον ίδιο τρόπο θα αποδείξουμε ότι και οι πλευρές
ΑΒ, ΒΓ είναι μεγαλύτερες από την ΓΑ και οι ΒΓ, ΓΑ από την ΑΒ.

Επομένως δύο οποιεσδήποτε πλευρές κάθε τριγώνου είναι μεγαλύτερες
της τρίτης. Αυτό που έπρεπε να αποδείξουμε.

Δ

Β Γ

Α
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  Το δεύτερο κείμενο είναι ένα απόσπασμα από τα σχόλια που έγραψε ο 
φιλόσοφος Πρόκλος (περ. 450 μ.Χ.) στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη.

  Ο Πρόκλος αναφέρεται εδώ στην κριτική που άσκησαν κάποιοι αρχαίοι 
φιλόσοφοι στην απόδειξη του Ευκλείδη για το θεώρημα που μελετήσατε 
προηγουμένως.

 Στη συνέχεια επιχειρεί να απαντήσει σ’ αυτή την κριτική και στο τέλος 
παραθέτει μια διαφορετική απόδειξη του θεωρήματος. Αφού διαβάσετε 
προσεκτικά το κείμενο, να κάνετε τις εργασίες που ακολουθούν.

ΕΡΓΑΣΙΕΣ

1. Να αποδώσετε σε ελεύθερη μετάφραση, αλλά όσο πιο πιστά γίνεται το 
νόημα του αρχαίου κειμένου.  

2. Να σχολιάσετε τα επιχειρήματα των επικριτών του Ευκλείδη και την 
απάντηση του Πρόκλου. Ποια είναι η δική σας άποψη;

3. Να βρείτε την απόδειξη του θεωρήματος που δίνει ο Πρόκλος, 
γνωρίζοντας ότι στο σχήμα η ΑΔ είναι διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ
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Δεύτερο κείμενο – Μετάφραση

 Σχόλια του Πρόκλου (321.19 - 322. 23) στο θεώρημα 1. 20 του Ευκλείδη
   Το θεώρημα αυτό οι Επικούρειοι έχουν συνήθειο να το γελοιοποιούν με το
να λένε ότι αυτό το ίδιο είναι κατανοητό ακόμη και σ’ ένα γάιδαρο, και ότι
δεν απαιτείται καμία κατασκευή. Ανεπιστημονικό όμως θεωρείται και το να
χρειάζονται εξήγηση πράγματα που εξηγούνται εύκολα, ενώ τα ανεξήγητα
να γίνονται αμέσως πιστευτά. Αυτός που συγχέει αυτά τα δύο είναι φανερό
πως αγνοεί τι δεχόμαστε χωρίς απόδειξη και τι με απόδειξη. Το γεγονός ότι
και ο γάιδαρος γνωρίζει το προκείμενο θεώρημα το υποστηρίζουν με το να
τοποθετήσουν χορτάρι στο ένα από τα δύο άκρα μιας πλευράς του τριγώνου
και με τον γάιδαρο να βαδίζει το μήκος της μιας και όχι των δύο πλευρών,
καθώς επιθυμεί την τροφή του.

Οφείλουμε  όμως  να  παρατηρήσουμε  ότι,  αν  και  το  θεώρημα  το
αντιλαμβάνεται  κανείς  με  σαφήνεια,  δεν  είναι  σαφές  σύμφωνα  με  τις
απαιτήσεις του επιστημονικού λόγου. Γιατί και με αυτό ισχύει ό,τι και με τα
στοιχεία της πραγματικότητας, όπως με τη φωτιά που θερμαίνει. Το γεγονός
της θερμότητας  γίνεται  αντιληπτό με σαφή τρόπο, αλλά το πώς η φωτιά
θερμαίνει,  οφείλει  η  επιστήμη  να  εξηγήσει·  ποιο  δηλαδή  από  τα  δύο
συμβαίνει,  θερμαίνει  εξαιτίας  μιας  δύναμης  αδιαμόρφωτης  ή  με
διαμορφωμένα  τμήματα,  με  μόρια  που  έχουν  σφαιρική  ή  πυραμοειδή
μορφή;  Επίσης  το  γεγονός  ότι  κινούμαστε  γίνεται  αντιληπτό  από  τις
αισθήσεις μας, το πώς όμως κινούμαστε είναι δύσκολο να το εξηγήσουμε
επιστημονικά· με ποιον δηλαδή τρόπο δημιουργείται η κίνηση, ως συνέχεια
ή ως τμήματα;  Πώς πάλι  ασχολούμαστε με πράγματα που  τα θεωρούμε
άπειρα, αφού κάθε μέγεθος διαιρείται επ’ άπειρον; 
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Γίνεται λοιπόν με σαφήνεια αντιληπτό ότι οι δύο πλευρές του τριγώνου
είναι  μεγαλύτερες  της  μιας,  αλλά  το  πώς  συμβαίνει  αυτό,  οφείλει  η
επιστήμη να εξηγήσει.

Αυτά  λοιπόν  είναι  τα  αντεπιχειρήματά  μου
προς τους Επικούρειους. 

Οφείλω όμως τώρα με συντομία να εξετάσω
και  τις  άλλες  αποδείξεις  του  προκείμενου
θεωρήματος,  αυτές  που συνέθεσαν οι  θιασώτες
του Ήρωνα και του Πορφυρίου, χωρίς δηλαδή να
προεκταθεί  η ευθεία,  πράγμα που επιχείρησε ο
Στοιχειωτής (δηλ. ο Ευκλείδης).

   Η I.20 είναι μια πρόταση που οι μαθητές θεώρησαν πολύ εύκολη και είχαν
διερευνήσει  ποιές προηγούμενες προτάσεις  χρησιμοποιεί  ο Ευκλείδης για
την απόδειξή της.
  Σχετικά με την αντίστοιχη  πρόταση του σχολικού βιβλίου δεν βρήκαν
καμμιά  διαφορά  από  του  Ευκλείδη,  ούτε  στην  διατύπωση,  ούτε  στην
απόδειξη.  Το μοναδικό σχόλιο που έγινε,  αφορούσε την επισήμανση στο
σχολικό βιβλίο ότι η ημιευθεία ΓΑ είναι εσωτερική ημιευθεία της γωνίας
ΒΓΔ, επομένως η γωνία ΒΓΑ θα είναι μικρότερη από τη γωνία ΒΓΔ, ενώ ο
Ευκλείδης το θεωρεί μάλλον αυτονόητο και δεν αναφέρεται σε αυτό. Εδώ
έγινε μια επισήμανση στους μαθητές με κάποια σχόλια για την γεωμετρία
του Hilbert και τα αξιώματα που περιέχει η γεωμετρία του.
  Έχοντας  κάνει  όλες  τις  προηγούμενες  συζητήσεις  για  την  αξιωματική
θεμελίωση και τις αποδείξεις, όλοι οι μαθητές συμμετείχαν και κατανόησαν
πλήρως την πρόταση και την απόδειξή της χωρίς να αντιμετωπίσουν καμμία
δυσκολία.  Δεν  είδαν  πλέον  μια  τυπική  απόδειξη  που  υπήρχε  απλά γιατί
έπρεπε οι μαθητές να την μάθουν,  αλλά γιατί ήταν ένα κομμάτι από ένα
μεγάλο έργο, το οικοδόμημα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.  
 

   Κατά το δεύτερο μέρος της παρουσίασης,  οι μαθητές προκειμένου να
παρουσιάσουν  τα  σχόλια  του  Πρόκλου,  έφτιαξαν  και  έπαιξαν  ένα  μικρό
θεατρικό. 
Τρείς μαθητές της ομάδας παρίσταναν τις κορυφές ενός τριγώνου:
Α:  Άγαλμα,  Β:  τσουΒάλι  με  τροφή  και  Γ:  Γάιδαρος  και  οι  άλλοι  δύο
παρίσταναν ο ένας τον Ευκλείδη και ο άλλος έναν Επικούρειο φιλόσοφο. 

Β

Α

ΓΔ
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Οι  μαθητές  ήθελαν  να  δείξουν,  πώς  οι  Επικούρειοι  προσπάθησαν  να
διασύρουν  την  πρόταση  του  Ευκλείδη.  Έδειξαν  λοιπόν  ότι  όταν  ένας
πεινασμένος γάιδαρος θέλει να φάει την τροφή που βρίσκεται στο τσουβάλι,
καθόλου  δεν  θα  σκεφτεί  να  περάσει  από  το  άγαλμα,  αλλά  θα  πάει
κατευθείαν στο φαγητό, επομένως ακόμη και με το μυαλό ενός γαϊδάρου,
που  θεωρείται  κουτό  ζώο,  καταλαβαίνει  κάποιος  ότι  είναι  μικρότερη  η
απόσταση  ΓΒ  από  την  απόσταση  ΓΑ+ΑΒ.  Ακολούθησε  ένας  διάλογος
μεταξύ του Ευκλείδη και του Επικούρειου φιλόσοφου που είχαν ετοιμάσει
οι μαθητές, όπου παρουσιάζονταν οι απόψεις τους. 

  Ο διάλογος που ακολούθησε στην τάξη σχετικά με την αξία της απόδειξης
κάθε  πρότασης,  κατέληξε  στο  συμπέρασμα  ότι  οι  επικούρειοι  δεν  είχαν
σαφή γνώση και γνώμη για το τι είναι μαθηματική απόδειξη. Η άποψη όλων
των μαθητών είναι ότι κάθε μαθηματική πρόταση πρέπει να συνοδεύεται
από την απόδειξή της για να μπορούμε να την χαρακτηρίσουμε ως αληθή ή
ψευδή. 

 Κατόπιν  η  ομάδα  που  είχε  αναλάβει  την  παρουσίαση,  κατάφερε  να
αποδείξει την παραπάνω πρόταση, με τον τρόπο που υποδείκνυε ο Πρόκλος
στα σχόλιά του,  φέροντας τη διχοτόμο ΑΔ της γωνίας Α και παίρνοντας
γωνία ΑΔΓ μεγαλύτερη (αφού είναι εξωτερική του τριγώνου ΑΒΔ) από τη
γωνία  ΔΑΒ  που  είναι  ίση  με  τη  γωνία  ΔΑΓ  επομένως  ΑΓ>ΔΓ  και
αντίστοιχα με όμοιο τρόπο είναι και ΑΒ>ΒΔ, επομένως με πρόσθεση κατά
μέλη, αποδεικνύεται η τριγωνική ανισότητα.
Την  απόδειξη  αυτή  σχολίασαν  ότι  την  ανακάλυψαν,  ψάχνοντας  τις
προτάσεις  του  Ευκλείδη  που  είχαν  αποδειχτεί  προηγουμένως  και  άρα
μπορούσαν να χρησιμοποιήσουν.  Όταν τελείωσαν την παρουσίαση αυτής
της απόδειξης, θύμησαν στους υπόλοιπους μαθητές ότι την κατασκευή της
διχοτόμου, την είχαν ήδη μελετήσει στην πρόταση I.9 των Στοιχείων.

   Εδώ να σημειωθεί ότι η τριγωνική ανισότητα είναι μια πρόταση την οποία
οι μαθητές θεωρούν δύσκολη και ειδικά την απόδειξή της, για την οποία
ζητούν να μην είναι στην εξεταστέα ύλη. 
  Μετά όμως από την παραπάνω παρουσίαση, όταν οι μαθητές ρωτήθηκαν
αν θα ήθελαν και αν θα μπορούσαν να αποδώσουν την πρόταση και την
απόδειξή  της  σε  κάποιο  διαγώνισμα,  δεν  αντέδρασαν  αρνητικά  και
υποστήριξαν  ότι  θα  προτιμούσαν  την  τριγωνική  ανισότητα  από  πολλές
άλλες προτάσεις.   
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8. ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ   

   Η  ομάδα του  Ευκλείδη  ανέλαβε  το  φύλλο εργασίας  που  περιείχε  τις
προτάσεις I.16, I.17, I.32 των στοιχείων του Ευκλείδη, που καταλήγουν ότι
το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι ίσο με δύο ορθές.

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ

   Καθένα από τα παρακάτω κείμενα είναι η διατύπωση και η απόδειξη ενός
γνωστού γεωμετρικού θεωρήματος, όπως ακριβώς περιέχεται στα 
«Στοιχεία» του Ευκλείδη (περ. 300 π.Χ.). 

   Αφού  διαβάσετε προσεκτικά το αρχαίο κείμενο και τη μετάφραση, να 
κάνετε μια πρόχειρη μετάφραση στη μαθηματική γλώσσα που εσείς 
χρησιμοποιείτε και να απαντήσετε στις ερωτήσεις που ακολουθούν.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1. Ποια είναι τα αντίστοιχα θεωρήματα στο σχολικό βιβλίο της Ευκλείδειας
Γεωμετρίας;

2. Ποιες είναι οι ομοιότητες και οι διαφορές που υπάρχουν ανάμεσα στη 
διατύπωση και απόδειξη των τριών θεωρημάτων από τον Ευκλείδη με τις 
αντίστοιχες του σχολικού βιβλίου;
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Πρώτο κείμενο – Μετάφραση

   1.16. Σε κάθε τρίγωνο, αν προεκτείνουμε μία πλευρά, η εξωτερική γωνία
είναι μεγαλύτερη από καθεμιά των εντός και απέναντι γωνιών.
Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ· ας προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ έως το σημείο Δ. 
Θα αποδείξω ότι η εξωτερική γωνία ΑΓΔ είναι μεγαλύτερη από καθεμιά
των  εντός  και  απέναντι  γωνιών  ΓΒΑ
και ΒΑΓ.

Ας τάμουμε την πλευρά ΑΓ στη μέση,
στο σημείο Ε,  να φέρουμε την ευθεία
ΒΕ και  να  την  προεκτείνουμε  έως  το
σημείο Ζ. Το τμήμα ΒΕ να είναι ίσο με το ΕΖ, ας φέρουμε και τη ΖΓ και να
προεκτείνουμε την πλευρά ΑΓ έως το σημείο Η.

Εφ’  όσον  λοιπόν  η  ΑΕ είναι  ίση  με  την  ΕΓ και  η  ΒΕ με  την  ΕΖ,  δύο
τουλάχιστον ευθείες, οι ΑΕ και ΕΒ είναι ίσες με τις δύο ευθείες ΓΕ και ΕΖ,
η καθεμιά από τις δύο με καθεμιά από τις άλλες δύο. Επίσης και η γωνία
ΑΕΒ είναι ίση με την ΖΕΓ, ως κατά κορυφή γωνίες. Άρα και η βάση ΑΒ
είναι ίση με τη βάση ΖΓ, και το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ίσο με το τρίγωνο ΖΕΓ
και οι υπόλοιπες γωνίες είναι ίσες, η καθεμιά των δύο με καθεμιά από τις
λοιπές δύο. Κάτω από αυτές τις γωνίες εκτείνονται και ίσες πλευρές. Άρα η
γωνία ΒΑΕ είναι ίση με την ΕΓΖ. Η γωνία όμως ΕΓΔ είναι μεγαλύτερη από
τη γωνία ΕΓΖ. Επομένως και η γωνία ΑΓΔ είναι μεγαλύτερη από την ΒΑΕ.
Με  τον  ίδιο  τρόπο,  αν  η  πλευρά  ΒΓ  τμηθεί  σε  δύο  ίσα  τμήματα,  θα
αποδειχθεί  ότι  και  η εξωτερική γωνία ΒΓΗ, δηλαδή η γωνία ΑΓΔ, είναι
μεγαλύτερη από την ΑΒΓ.

Επομένως σε κάθε τρίγωνο, αν προεκτείνουμε μία πλευρά, η εξωτερική
γωνία είναι μεγαλύτερη από καθεμιά των εντός και απέναντι γωνιών. Αυτό
που έπρεπε να αποδείξουμε.

Β

Α

Γ Δ

Ε

Ζ
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Δεύτερο κείμενο – Μετάφραση

1. 17. Σε κάθε τρίγωνο δύο οποιεσδήποτε γωνίες είναι μικρότερες από
δύο ορθές.

   Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ. 

 Θα  αποδείξω  ότι  δύο  οποιεσδήποτε  γωνίες  του  τριγώνου  ΑΒΓ  είναι
μικρότερες από δύο ορθές.

 Να προεκτείνουμε την πλευρά  ΒΓ έως
το σημείο Δ. Εφ'όσον στο τρίγωνο ΑΒΓ
σχηματίζεται  εξωτερική  γωνία,  η  ΑΓΔ,
αυτή θα είναι μεγαλύτερη της εντός και
απέναντι γωνίας, της ΑΒΓ. 

  Ας προστεθεί κοινή η γωνία ΑΓΒ. Άρα
οι γωνίες ΑΓΔ και ΑΓΒ είναι μεγαλύτερες από τις γωνίες ΑΒΓ και ΒΓΑ.
Όμως οι γωνίες ΑΓΔ και ΑΓΒ είναι ίσες με δύο ορθές· τότε και οι γωνίες
ΑΒΓ και ΒΓΑ είναι μικρότερες από δύο ορθές. 

  Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και οι γωνίες ΒΑΓ και ΑΓΒ είναι
μικρότερες από δύο ορθές, καθώς και οι γωνίες ΓΑΒ και ΑΒΓ. 

Επομένως σε κάθε τρίγωνο δύο οποιεσδήποτε γωνίες είναι μικρότερες
από δύο ορθές. Αυτό που έπρεπε να αποδείξουμε.

Β

Α

Γ Δ
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Τρίτο κείμενο – Μετάφραση

   1.32. Σε κάθε τρίγωνο, αν προεκτείνουμε μία πλευρά, η εξωτερική γωνία
είναι ίση με τις δύο εντός και απέναντι και το άθροισμα των εσωτερικών
γωνιών του τριγώνου είναι ίσο με δύο ορθές.

  Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ· ας προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ έως το σημείο Δ.

  Θα αποδείξω ότι η εξωτερική γωνία
ΑΓΔ είναι  ίση με  τις  δύο εντός  και
απέναντι,  τις  γωνίες  ΓΑΒ και  ΑΒΓ,
καθώς  και  ότι  οι  τρεις  εσωτερικές
γωνίες  του  τριγώνου,  οι  ΑΒΓ,  ΒΓΑ
και ΓΑΒ είναι ίσες με δύο ορθές. 

  Ας φέρουμε από το σημείο Γ την ευθεία ΓΕ παράλληλη προς την ΑΒ. 

  Εφ'όσον η ΑΒ είναι παράλληλη προς τη ΓΕ και η ΑΓ ευθεία που τις τέμνει,
οι εναλλάξ γωνίες που σχηματίζονται, δηλαδή η ΒΑΓ και η ΑΓΕ είναι ίσες
μεταξύ τους. Επειδή πάλι η ΑΒ είναι παράλληλη προς τη ΓΕ και τις τέμνει η
ευθεία ΒΔ, η εξωτερική γωνία ΕΓΔ είναι  ίση με την εντός και  απέναντι
ΑΒΓ.
  Αποδείχθηκε και ότι η γωνία ΑΓΕ είναι ίση με τη ΒΑΓ· άρα όλη η γωνία
ΑΓΔ είναι ίση με τις δύο εντός και απέναντι, τις ΒΑΓ και ΑΒΓ.

  Ας προστεθεί κοινή η γωνία ΑΓΒ· άρα οι ΑΓΔ και ΑΓΒ είναι ίσες με τις
τρεις γωνίες ΑΒΓ, ΒΓΑ και ΓΑΒ. Όμως οι ΑΓΔ και ΑΓΒ είναι ίσες με δύο
ορθές. Άρα και οι γωνίες ΑΓΒ, ΓΒΑ και ΓΑΒ είναι ίσες με δύο ορθές.

Επομένως σε κάθε τρίγωνο, αν προεκτείνουμε μία πλευρά, η εξωτερική
γωνία  είναι  ίση  με  τις  δύο  εντός  και  απέναντι  και  το  άθροισμα  των
εσωτερικών γωνιών του τριγώνου είναι ίσο με δύο ορθές. Αυτό που έπρεπε
να αποδείξουμε.

Β

Α

Γ Δ

Ε
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Το  τέταρτο κείμενο  είναι  ένα  απόσπασμα  από  τα  σχόλια  που  έγραψε  ο
φιλόσοφος Πρόκλος (περ. 450 μ.Χ.) στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη.
Ο Πρόκλος συγκρίνει εδώ το περιεχόμενο του τρίτου από τα προηγούμενα
θεωρήματα (1.32) με τα δύο πρώτα (1.16 και 1.17). 
Στο  τέλος  δίνει  επίσης  και  μια  διαφορετική  απόδειξη  αυτού  του
θεωρήματος. 
Αφού   διαβάσετε  προσεκτικά  το  αρχαίο  κείμενο  και  τη  μετάφραση,  να
κάνετε  μια  πρόχειρη  μετάφραση  στη  μαθηματική  γλώσσα  που  εσείς
χρησιμοποιείτε και να κάνετε τις εργασίες που ακολουθούν.

   

ΕΡΓΑΣΙΕΣ

1. Να αποδώσετε σε ελεύθερη μετάφραση, αλλά όσο πιο πιστά γίνεται το
νόημα του κειμένου του Πρόκλου.

2. Να βρείτε ποια είναι η απόδειξη του θεωρήματος 1.32 από τον Πρόκλο

 (στο προηγούμενο σχήμα είναι ΖΔ || ΑΒ και ΖΕ || ΑΓ).

3. Τις περισσότερες πληροφορίες για το περιεχόμενο των “Στοιχείων” τις
παίρνουμε από τον Πρόκλο (410-485 μ.Χ.)

Συγκεντρώστε πληροφορίες για τον Πρόκλο και τα σχόλιά του.

4.  Να  συλλέξετε  πληροφορίες  και  για  άλλους  αρχαίους  Έλληνες  και
Βυζαντινούς σχολιαστές των  “Στοιχείων” του Ευκλείδη.
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Τέταρτο κείμενο – Μετάφραση

Σχόλια του Πρόκλου (377. 14 - 378. 9) στα θεωρήματα 1. 16, 1. 17 και 1. 32
του Ευκλείδη.

Στο θεώρημα 32 παραθέτει όσα παρέλειψε στα θεωρήματα 16 και 17. 
Σε  αυτό  δηλαδή  δεν  μαθαίνουμε  μόνο  ότι  η  εξωτερική  γωνία  είναι

μεγαλύτερη από καθεμιά των εντός και απέναντι  γωνιών, αλλά και πόσο
μεγαλύτερη. Ως ίση δηλαδή με τις άλλες δύο είναι μεγαλύτερη κατά την
άλλη από καθεμιά των δύο.

 Ούτε  επίσης  μαθαίνουμε  μόνο  ότι  δύο  οποιεσδήποτε  γωνίες  του
τριγώνου είναι μικρότερες από δύο ορθές, αλλά και πόσο μικρότερες: όσο
είναι η τρίτη γωνία του τριγώνου. 

Τα θεωρήματα 16 και 17 ήταν κάπως ασαφή στη διατύπωσή τους, αλλά
το  θεώρημα  32  τους  πρόσθεσε  την  επιστημονική  ακρίβεια.  Για  αυτό
ακριβώς δεν θα χαρακτηρίζαμε και εκείνα ως περιττά.  Μας χρησίμευσαν
άλλωστε σε πολλές αποδείξεις, μία από τις οποίες είναι και η προκείμενη.
Επιβάλλεται επομένως η γνώση που αποκτούμε να σχηματίζεται από ένα
ατελές προς ένα τελειότερο σημείο, αλλά και από ακαθόριστες θέσεις προς
σαφείς και σταθερές αποδείξεις.

Ο Στοιχειωτής  λοιπόν  φέρνοντας  εκτός  του  τριγώνου την  παράλληλη
ευθεία απέδειξε καθένα από τα ζητούμενα. 

Η απόδειξη όμως είναι δυνατή και χωρίς
να φέρει κανείς την εξωτερική παράλληλο·
αρκεί να αλλάξουμε τη σειρά αυτών που θα
αποδειχθούν.

 Αυτός  βέβαια  πρώτα  απέδειξε  ότι  η
εξωτερική γωνία είναι ίση με τις δύο εντός
και  απέναντι,  και  με  αυτή  τη  βάση
προχώρησε στην κατασκευή.

 Εμείς όμως θα εργασθούμε αντίστροφα.

Α

Β ΓZ

Δ
E
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   Οι μαθητές παρατήρησαν ότι στο σχολικό βιβλίο υπάρχει ακριβώς ίδια  η
πρόταση  I.16, που αναφέρει ότι  κάθε εξωτερική γωνία είναι μεγαλύτερη
από  κάθε  εσωτερική  και  απέναντι  γωνία  του  και  με  την  ίδια  ακριβώς
απόδειξη, ενώ η πρόταση  I.17 που αναφέρει ότι το άθροισμα δύο γωνιών
κάθε τριγώνου είναι μικρότερο από δύο ορθές, υπάρχει μόνο ως πόρισμα,
χωρίς απόδειξη,  εφόσον πολύ εύκολα μπορεί  να δικαιολογηθεί σαν απλή
συνέπεια της παραπάνω πρότασης.
 Εξάλλου το νόημά του καλύπτεται από την επόμενη πρόταση που αναφέρει
πόσο ακριβώς μικρότερο είναι από τις δύο ορθές, και εννοούμε όσο είναι η
τρίτη γωνία. Αυτό ακριβώς είναι και το σχόλιο του Πρόκλου που υπάρχει
παρακάτω. 

  Οι μαθητές έθεσαν σε σωστή βάση το ζήτημα αυτό και δικαιολόγησαν την
ύπαρξη της  I.17 στο σημείο αυτό στα Στοιχεία, γιατί πιθανόν ο Ευκλείδης
θα ήθελε να την χρησιμοποιήσει κάπου παρακάτω. 

  Σχετικά με την διατύπωση και την απόδειξη της πρότασης  I.32, για το
άθροισμα  των  γωνιών  και  για  την  εξωτερική  γωνία  ενός  τριγώνου,  δεν
ανακάλυψαν καμμία διαφορά με την αντίστοιχη του σχολικού βιβλίου, όπου
παρουσιάζεται  σε  δύο  μέρη,  ως  ένα  θεώρημα  και  ένα  πόρισμα.
Παρατήρησαν ότι ο Ευκλείδης δεν παρουσιάζει ξεχωριστά πορίσματα και
απλές  συνέπειες,  αλλά  τα  ενσωματώνει  μέσα  στις  προτάσεις  του.  Στο
σχολικό βιβλίο, υπάρχουν θεωρήματα, πορίσματα και συνέπειες.

Κατά την παρουσίαση αυτής της πρότασης συζητήθηκε και διερευνήθηκε η
διαδικασία με την οποία μπορούμε να φέρουμε τις παράλληλες, ο τρόπος με
τον οποίο μπορούμε να τις κατασκευάσουμε.  Ήταν πλέον φανερό ότι  σε
κάθε απόδειξη ήταν παρούσα η κριτική στάση των μαθητών. 

   Στη συνέχεια παρουσίασαν τα σχόλια του Πρόκλου, αλλά δεν κατάφεραν
μόνοι  τους  να  ανακαλύψουν  την  απόδειξη  που  εννοούσε.  Μετά  από
καθοδήγηση  και  υπενθύμιση  των  προτάσεων  που  έπρεπε  να
χρησιμοποιήσουν,  κατάφεραν κάποιοι  μαθητές από όλη την τάξη και  όχι
μόνο  της  ομάδας  του  Ευκλείδη,  να  ανακαλύψουν  την  απόδειξη  του
Πρόκλου και έγιναν κάποια σχόλια για την ποικιλότητα των αποδείξεων που
μπορούν να χρησιμοποιηθούν.
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Ο Πρόκλος για την απόδειξή του χρησιμοποιεί τυχαίο σημείο Ζ, εσωτερικό
στην ΒΓ και φέρει ΖΔ//ΑΒ. Τότε οι γωνίες ΒΑΖ και ΑΖΔ είναι ίσες ως
εντός εναλλάξ και οι γωνίες ΑΒΖ και ΔΖΓ είναι ίσες ως εντός, εκτός και επί
ταυτά. Επίσης η γωνία ΑΖΒ (εξωτερική στο τρίγωνο ΑΖΓ)είναι ίση με το
άθροισμα των γωνιών  ΖΑΓ και ΖΓΑ. Συμπερασματικά η ευθεία γωνία ΒΖΓ
ισούται με το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ.

   Η  ομάδα  του  Ευκλείδη  που  είχε  αναλάβει  αυτό  το  φύλλο  εργασίας,
τελείωσε  την  παρουσίαση  αναφέροντας  τους  σημαντικότερους  αρχαίους
Έλληνες και Βυζαντινούς σχολιαστές των στοιχείων όπως τον  Ήρωνα (1ος
αι.  π.Χ. -  1ος αι.  μ.Χ.),   τον Πάππο (300 μ.Χ.),  τον Πορφύριο (232-304
μ.Χ.), τον Σιμπλίκιο (τέλη 5ου και αρχές 6ου αι. μ.Χ.) και τον Πρόκλο (410-
485 μ.Χ.). 
Για τις πληροφορίες αυτές βασίστηκαν στο βιβλίο “Ευκλείδη Στοιχεία” του
Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ. Αθήνα, 2001.
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9. ΠΥΘΑΓΟΡΑΣ Ο ΣΑΜΙΟΣ – ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΙ 
  
 Το επόμενο φύλλο εργασίας αφορούσε τη συγκέντρωση πληροφοριών για
τη ζωή και το έργο του μεγάλου αρχαίου Έλληνα φιλόσοφου, μαθηματικού,
γεωμέτρη, θεωρητικού μουσικού, του Πυθαγόρα του Σάμιου.
Την παρουσίαση αυτή την ανέλαβε η ομάδα του Πυθαγόρα. Συγκέντρωσε
βιογραφικά στοιχεία και πληροφορίες για τη σχολή και το έργο του.

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΠΥΘΑΓΟΡΑΣ Ο ΣΑΜΙΟΣ – ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΙ

Ο Πυθαγόρας ο Σάμιος, υπήρξε σημαντικός Έλληνας φιλόσοφος, 
μαθηματικός, γεωμέτρης και θεωρητικός της μουσικής. Ίδρυσε μια σχολή 
στον Κρότωνα της Ιταλίας, η οποία ήταν θρησκευτική – μαθηματική, στην 
οποία δίδασκε στους μαθητές του.

• Διερευνώντας ιστορικές πηγές στους δικτυακούς τόπους που σας 
προτείνονται, να συγκεντρώσετε βιογραφικά στοιχεία για τον 
Πυθαγόρα. Πώς κατέληξε στον Κρότωνα της Ιταλίας; Να συλλέξετε
και να παρουσιάσετε πληροφορίες για την σχολή του. Μπορεί να 
θεωρηθεί ως το πρώτο Πανεπιστήμιο; 

• Ποιές βασικές μαθηματικές γνώσεις οφείλονται στον Πυθαγόρα;

• Ποιά η συμβολή του στην ανάπτυξη της μαθηματικής επιστήμης;

• Στον Πυθαγόρα αποδίδεται το ομώνυμο θεώρημα. Μπορείτε να 
συγκεντρώσετε πληροφορίες σχετικά με τις αποδείξεις του;

Πώς μπορείτε να συνδέσετε αυτό το θεώρημα με την ανακάλυψη 
των άρρητων αριθμών και την σύνδεση άλγεβρας και γεωμετρίας;

• Σκιαγραφήστε  την  προσωπικότητα  του  Πυθαγόρα.  Γιατί  νομίζετε
ότι θεωρείται θεμελιωτής των ελληνικών μαθηματικών;
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  Αυτό που έκανε ιδιαίτερη εντύπωση στους μαθητές ήταν ο τρόπος που οι
Πυθαγόρειοι  φιλόσοφοι  συνέδεαν  τους  αριθμούς  με  τα  σχήματα,  τη
μουσική, τη φιλοσοφία, τον κόσμο και την αστρονομία. 
Η  έννοια  του  συσχετισμού  διαφορετικών  επιστημονικών  πεδίων,  τους
κέντρισε το ενδιαφέρον και παρακολούθησαν με απορία και θαυμασμό τη
σύνδεση των αριθμών με την έννοια του χώρου, τις αναλογίες αριθμών με
τη  μουσική  κλίμακα  και  τη  δομή  του  σύμπαντος,  και  το  περίφημο
πυθαγόρειο θεώρημα  το οποίο συνδέει αριθμούς και σχήματα. Ακολούθησε
συζήτηση για την αλληλεξάρτηση των επιστημών του αρχαίου ελληνικού
κόσμου.   

   Κατά  την  παρουσίαση,  αναδείχθηκε  το  θέμα  της  ελληνικότητας  του
πυθαγόρειου  θεωρήματος,  αφού  πυθαγόρεια  τρίγωνα  συναντάμε  στους
Αιγύπτιους πολύ πριν τον Πυθαγόρα.
Αν  υπολογίσουμε  ότι  ο  Πυθαγόρας  μαθήτευσε  στην  Αίγυπτο  και  την
Βαβυλώνα, θα μπορούσαμε να πούμε ότι κληρονόμησε και αντέγραψε τα
αιγυπτιακά και βαβυλωνιακά μαθηματικά.
Ποιά η διαφορά λοιπόν μεταξύ ελληνικών και ανατολικών μαθηματικών;
Τα  πυθαγόρεια  τρίγωνα  των  ανατολικών  μαθηματικών  πρακτικών  είναι
μόνο κάποιες ειδικές περιπτώσεις που προέρχονται από εμπειρικές γνώσεις. 
Τους  λείπει  το  αυστηρό  λογικό  σύστημα  από  το  οποίο  εξάγονται  με
απόδειξη μαθηματικές προτάσεις ξεκινώντας από κάποιες πρώτες αρχές.

  Η  αυστηρή  μαθηματική  απόδειξη  του  Πυθαγόρα,  οδήγησε  στην
ανακάλυψη της ασυμμετρίας, των άρρητων αριθμών, αφού αν πάρουμε ένα
τετράγωνο με πλευρά α και διαγώνιο δ, τότε από τη σχέση δ²=2α², η τιμή
του  δ  ήταν  αδύνατον  να  εκφρασθεί  αριθμητικώς,  μπορούσε  όμως  να
περιγραφεί γεωμετρικά. 

   Αυτές τις πληροφορίες οι μαθητές τις άντλησαν από το διαδίκτυο και από
τις σημειώσεις Ιστορίας Άλγεβρας και Γεωμετρίας της Μ. Παπαθανασίου.
(Ελληνική Φιλοσοφική Επιθεώρηση, 3 (1986), σελ.15-26).
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10.ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ Ο ΣΥΡΑΚΟΥΣΙ  ΟΣ –
   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚ  Ο  Σ – ΦΥΣΙΚΟΣ - ΕΦΕΥΡΕΤΗΣ

 
 Την τελευταία εργασία και παρουσίαση ανέλαβε η ομάδα του Αρχιμήδη και
αφορούσε την προβολή βιογραφικών στοιχείων και του έργου του μεγάλου
Έλληνα μαθηματικού, φυσικού και εφευρέτη, Αρχιμήδη. 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ: ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ Ο ΣΥΡΑΚΟΥΣΙΟΣ -
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ-ΦΥΣΙΚΟΣ-ΕΦΕΥΡΕΤΗΣ  

Στην παραπάνω φωτογραφία βλέπουμε ένα άγαλμα του Αρχιμήδη σε ένα πάρκο του
Βερολίνου. Αναζητήστε πληροφορίες για τη ζωή και το έργο του μεγάλου Έλληνα επιστήμονα.

Υπάρχουν κάποιες ιστορικές φράσεις που αποδίδονται  στον Αρχιμήδη. Κάποιες από
αυτές είναι: “Εύρηκα, εύρηκα”,  “Μη μου τους κύκλους τάραττε”, “Δώσε μου ένα μέρος για να
σταθώ και θα μετακινήσω τη γη”. Διερευνήστε τις ιστορίες στις οποίες αναφέρονται και ποιά
είναι η σημασία τους.

Στο  youtube  και  στο  αρχείο  του  σχολείου,  υπάρχει  video  με  τίτλο  “Αρχιμήδης-
Παλίμψηστος κώδικας”.  Παρακολουθήστε το με προσοχή και παρουσιάστε στοιχεία για την
προσωπικότητα και το έργο του Αρχιμήδη, που μπορείτε να διακρίνετε μέσα στο video, καθώς
και την τύχη του σημαντικού αυτού χειρόγραφού του.

Από το έργο του, να δώσετε έμφαση σε ό,τι αναφέρεται στον αριθμό π. 

Σκιαγραφήστε την προσωπικότητα του Αρχιμήδη. 
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   Οι μαθητές παρακολούθησαν με μεγάλο ενδιαφέρον το βίντεο με τίτλο:
“Αρχιμήδης  -  Παλίμψηστος  κώδικας”  που  υπάρχει  στο  youtube,
σκιαγράφησαν  την  προσωπικότητα  του  Αρχιμήδη,  και  διερεύνησαν  και
ανέλυσαν  ιστορικές  φράσεις  που  αποδίδονται  σε  αυτόν,  όπως:  “Εύρηκα,
εύρηκα”, όταν ανακάλυψε τη βασική αρχή της υδροστατικής , “Δώσε μου
ένα  μέρος  να  σταθώ  και  θα  μετακινήσω  τη  γη”,  που  οφείλεται  στην
μηχανική  εφεύρεση  του  μοχλού,  “Μη  μου  τους  κύκλους  τάραττε”,  που
φανερώνει  την  μεγάλη  πνευματική  του  συγκέντρωση  στη  λύση
προβλημάτων.  Ήταν  μια  πολύ  ζωντανή  και  εκφραστική  παρουσίαση,
περιείχε πολλές εικόνες και ιστορίες ανεκδοτολογικού ύφους και οι μαθητές
την παρακολούθησαν πολύ ευχάριστα και αυτό το διατύπωσαν με μεγάλη
ικανοποίηση. 
  Οι μαθητές χαρακτήρισαν τον Αρχιμήδη δαιμόνιο και μεγαλοφυή για τις
μηχανικές  εφευρέσεις  του,  και  συμφώνησαν  με  την  άποψη  που
παρουσιάστηκε ότι πέθανε όπως έζησε: απορροφημένος από το μαθηματικό
στοχασμό και προσηλωμένος στην επιστήμη.
  Άξιο προσοχής και σχολιασμού είναι ότι οι περισσότεροι μαθητές  δεν
είχαν  ακούσει  ποτέ  πριν  για  τον  αριθμό  π  τίποτε  παραπάνω από  το  ότι
ισούται  περίπου με  το  3,14.  Ελάχιστοι  από αυτούς  γνώριζαν  ότι  είναι  ο
αριθμός που  εκφράζει το λόγο του μήκους ενός κύκλου προς την ακτίνα
του.  Δύο  μόνο  μαθητές  γνώριζαν  ότι  το  π  είναι  άρρητος  αριθμός  και
κανένας  δεν  γνώριζε  τίποτα  για  την  επιστημονική  μέθοδο  με  την  οποία
πρώτος ο Αρχιμήδης υπολόγισε  μια προσέγγιση αυτού του αριθμού που
βρίσκεται μεταξύ 3+10/70 και 3+10/71. 

   Κατά τις δύο τελευταίες παρουσιάσεις, του Πυθαγόρα και του  Αρχιμήδη,
εκτέθηκαν κάποιες εφευρέσεις του Πυθαγόρα και του Αρχιμήδη που τους
έκαναν ιδιαίτερη εντύπωση, όπως ο λιθοβόλος γερανός, το ατμοτηλεβόλο
και  η  μέθοδος  ελέγχου  καθαρότητας  του  χρυσού  από  τον  Αρχιμήδη,  το
μονόχορδο και το εξάχορδο του Πυθαγόρα και ιδιαίτερο ενδιαφέρον έδειξαν
για  τα  μαθηματικά  παιχνίδια  των  αρχαίων  Ελλήνων,  όπως  η  κούπα του
Πυθαγόρα και το στομάχιον του Αρχιμήδη. Όλα αυτά είχαν την τύχη να τα
δουν από κοντά στην επίσκεψη που πραγματοποιήσαμε  στην έκθεση της
αρχαίας  ελληνικής  τεχνολογίας  του  Κώστα  Κοτσανά,  την  οποία
φιλοξενούσε  την περίοδο εκείνη το  δημοτικό θέατρο Κορίνθου και  στην
οποία μας ξενάγησε ο υπεύθυνος του ΕΚΦΕ Κορινθίας. 
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   Επίσης,  μετά  το  τέλος  όλων των  παρουσιάσεων  και  δραστηριοτήτων
κάποιοι  μαθητές  ανέλαβαν  και  ζωγράφισαν  δύο  πίνακες  με  θέματα
εμπνευσμένα  από  τη  γεωμετρία  και  κάποιοι  άλλοι  κατασκεύασαν  και
φιλοτέχνησαν  μια  αφίσα  με  περιεχόμενο  από  τους  αρχαίους  Έλληνες
μαθηματικούς που είχαν μελετήσει.

   Οι  μαθητές  δήλωσαν  ότι  από  τη  μελέτη  όλων  των  παραπάνω,
αντιλήφθηκαν  την  αξία  και  τη  διαχρονικότητα  των  αρχαίων  ελληνικών
μαθηματικών και των αρχαίων Ελλήνων Μαθηματικών, οι οποίοι άφησαν
πρώτοι τα ίχνη τους στην παγκόσμια ιστορία των μαθηματικών.
  Η μελέτη των πρωτότυπων πηγών τους έκανε να νιώσουν ότι πρόκειται
πράγματι για ελληνικά μαθηματικά.  Αν δεν είχαν μελετήσει τις πρωτότυπες
πηγές δεν θα  μπορούσαν να αντιληφθούν ότι η γεωμετρία του Ευκλείδη με
τα αξιώματα, τις προτάσεις και τις αποδείξεις τους, αποτέλεσε το θεμέλιο
για την ανάπτυξη της επιστημονικής σκέψης.
  Μεγάλη  εντύπωση  τους  προκάλεσε  το  γεγονός  ότι  σημαντικές
ανακαλύψεις  και  επινοήσεις  αρχαίων  Ελλήνων  Μαθηματικών,
χρησιμοποιούμε στην καθημερινότητά μας. Οι μαθητές κατάλαβαν γιατί τα
Μαθηματικά θεωρούνται η βάση όλων των επιστημών και σχετίζονται με
όλες τις πτυχές της ανθρώπινης δραστηριότητας.. 
   Από τη διαδικασία των ερευνητικών εργασιών που ανέλαβαν οι ομάδες,
καρπώθηκαν  την  ομαδοσυνεργατικότητα,  τη  δημιουργικότητα  και  την
εξάσκηση σε νέους τρόπους σκέψης. Οι μαθητές θεωρούν ότι τους βοήθησε
στην ανάπτυξη στοχασμού και διαλόγου και στην απόκτηση ικανότητας για
επιστημονική εμβάθυνση.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  Ε
Συμπεράσματα – Προτάσεις 

   Η  παραπάνω  έρευνα  έδειξε  ότι  τα  οφέλη  από  την  ενσωμάτωση
πρωτότυπων  ιστορικών  κειμένων  στην  διδασκαλία  της  ευκλείδειας
γεωμετρίας, είναι πολλαπλά και αδιαμφισβήτητα. Βέβαια, φανερώθηκε ότι
το εγχείρημα της διδακτικής αξιοποίησης της ιστορίας  των μαθηματικών
στην διδακτική είναι αρκετά πολύπλοκο. Είναι μια ευκαιρία ανάπτυξης ενός
μαθηματικού  εγγραμματισμού  που  συνδυάζει  μαθηματικές  ιδέες  και
ιστορικά  και  βιογραφικά  στοιχεία,  στοχεύοντας  στην  διέγερση  του
ενδιαφέροντος των μαθητών. 

   Η Ευκλείδεια Γεωμετρία, επίτευγμα του Αρχαίου Ελληνικού Πολιτισμού,
διαθέτει κατάλληλο υλικό για ανάπτυξη δραστηριοτήτων που συνδυάζουν
την Ιστορία,  την Αρχαία Ελληνική Γλώσσα,  τα  Μαθηματικά.  Μέσα από
αυτούς  τους  διαφορετικούς,  πιο  γοητευτικούς  τρόπους  προσέγγισης  της
γνώσης, μέσω της διερεύνησης του ιστορικού πλαισίου και της μελέτης των
πρωτότυπων  πηγών,  οι  μαθητές  απέκτησαν  διαφορετική  εικόνα  για  τα
μαθηματικά. 
 Η  τοποθέτηση  του  Ευκλείδη  στην  εποχή  του  και  οι  βιογραφίες  των
Αρχαίων Ελλήνων Μαθηματικών, δημιούργησαν ένα φιλικό κλίμα για τις
υπόλοιπες δραστηριότητες, οι οποίες δεν τους φάνηκαν εύκολες, ήταν όμως
πρωτότυπες. Αναδείχθηκε η πολιτιστική κληρονομιά μας και η επιρροή των
διάφορων  φιλοσοφικών  ρευμάτων  στην  ανάπτυξη  όχι  μόνο  των
μαθηματικών, αλλά και των επιστημών γενικότερα. 
 Κατά  την  παραδοσιακή  διδασκαλία  του  μαθήματος  της  γεωμετρίας,  η
μεγαλύτερη δυσκολία των μαθητών ήταν η απομνημόνευση των τυπικών,
ανιαρών αποδείξεων. Με την παράθεση πολλαπλών αποδείξεων για κάποιες
προτάσεις και με τη σύγκριση με τις σύγχρονες αποδείξεις του σχολικού
βιβλίου,  αναδείχθηκε  η  σημασία  και  η  αξία  των  αποδείξεων  στα
μαθηματικά.  Οι  μαθητές  παρακινήθηκαν  να  ανακαλύψουν  διαφορετικές
αποδείξεις. Σε αυτό το σύστημα αποδείξεων και προτάσεων, αναγνώρισαν τι
σημαίνει αξιωματικό σύστημα θεμελίωσης μιας θεωρίας. 
 Ο  μαθηματικός  διάλογος  που  προέκυψε  σχετικά  με  τις  διαφορετικές
ερμηνείες  και  κριτικές που παρουσιάστηκαν,  επέτρεψε στους  μαθητές να
εκφράσουν  τις  δικές  τους  απόψεις  και  να  διαμορφώσουν  τη  δική  τους
εικόνα για τα μαθηματικά. Διαπίστωσαν ότι τα μαθηματικά που διδάσκονται
στα  σχολικά  τους  βιβλία  έχουν  τις  ρίζες  τους  στην  Αρχαία  Ελλάδα και
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οφείλουν  την  εξέλιξή  τους  στην  διαπραγμάτευση  και  την  κριτική  που
δέχτηκαν για πολλούς αιώνες. 
   Η  μελέτη  των  ιστορικών  κειμένων,  των  ιστορικών  και  βιογραφικών
στοιχείων, ο συνδυασμός των μαθηματικών με την ιστορία και τα αρχαία
ελληνικά, δεν ήταν ούτε εύκολη, ούτε ιδιαίτερα ευχάριστη για τους μαθητές.
Τις αιτιολογήσεις των πρωτότυπων πηγών δεν τις βρήκαν ούτε πιο προσιτές,
ούτε  πιο  φιλικές  από  τους  απόμακρους  τυπικούς  συμβολισμούς  και  την
μαθηματική  γλώσσα  με  τους  σύγχρονους  συμβολισμούς  που
χρησιμοποιούνται σήμερα. Η πολλαπλότητα όμως της διαπραγμάτευσης και
η μεταφορά της σκέψης τους στην εποχή εκείνη, οδήγησε στην κατανόηση
και στην κατάκτηση πολύπλευρης, σφαιρικής γνώσης.  

  Το κλίμα που δημιουργήθηκε στην τάξη ήταν  πολύ θετικό και ευνόησε
την  πραγματοποίηση  πολλών  δραστηριοτήτων  από  τις  οποίες  τελικά
αποκόμισαν οφέλη για όλα τα μαθήματα.  
  Στο μάθημα της ιστορίας, όταν έφτασαν στην ενότητα της ελληνιστικής
εποχής,  παρουσίασαν  μόνοι  τους,  με  δική  τους  πρωτοβουλία  και  μικρή
καθοδήγηση από την φιλόλογο, τα χαρακτηριστικά της εποχής εκείνης, την
οποία  χαρακτήρισαν  ως  ένα  πρώτο  δείγμα  παγκοσμιοποίησης  και  την
σύγκριναν με την σημερινή εποχή. 
  Στο μάθημα της γεωμετρίας, σε κάθε ενότητα που περιλάμβανε πρόταση
την  οποία  είχαν  διδαχθεί  ήδη  και  μελετήσει  με  διαφορετικό  τρόπο,
προκαλούσαν μαθηματικές συζητήσεις στην τάξη σχετικά με τις έννοιες που
αναδύονταν,  αλλά  κυρίως  για  την  αξία  και  την  διαφορετικότητα  των
αποδείξεων. 
Η κριτική και η αμφισβήτηση των αποδείξεων του Ευκλείδη, καθώς επίσης
και  η  προσπάθεια  ανασκευής  αυτών  των  αμφισβητήσεων,  δημιούργησε
στους  μαθητές  προβληματισμό,  όχι  μόνο  για  τα  μαθηματικά,  αλλά  και
απέναντι σε οποιεσδήποτε πληροφορίες δέχονται.
Όλη  αυτή  η  διαδικασία  είχε  σαν  αποτέλεσμα  την  κινητοποίηση,  την
ενεργοποίηση της σκέψης τους. 
  Ταυτόχρονα με την μαθηματική διαμάχη, αναδείχθηκε ο επιστημονικός και
φιλοσοφικός λόγος της ελληνιστικής εποχής. 
 Στο  μάθημα  των  αρχαίων  ελληνικών,  υπήρξαν  διδακτικά  οφέλη  που
αφορούσαν  την  ανάπτυξη  και  ερμηνεία  των  κειμένων  ως  προς  τα
πολιτιστικά στοιχεία που κρύβουν μέσα τους, και την ανάλυση και κριτική
των απόψεων που εκτίθενται σε αυτά.  
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  Χωρίς αμφιβολία, η χρήση της ιστορίας των μαθηματικών καλλιέργησε τη
θετική  στάση  των  μαθητών  απέναντι  στη  γεωμετρία,  ενίσχυσε  την
αυτοπεποίθησή τους και πολλαπλασίασε την εκτίμησή τους για το ρόλο των
αρχαίων ελληνικών μαθηματικών και των Αρχαίων Ελλήνων Μαθηματικών
στην ανάπτυξη όλων των Επιστημών. 

   Τα παραπάνω συμπεράσματα προϋποθέτουν την εφαρμογή διαθεματικών
δραστηριοτήτων  που  αποβλέπουν  στην  σύνδεση  των  μαθηματικών  με
άλλους κλάδους του πολιτισμού, ώστε να αναδείξουν την πολιτιστική τους
αξία  και  να  προκαλέσουν  την  θετική  στάση  των  μαθητών  για  τα
μαθηματικά. 
   Σύμφωνα με το Διαθεματικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραμμάτων Σπουδών και
σύμφωνα  με  τα  νέα  Αναλυτικά  Προγράμματα  Σπουδών,  η  διαθεματική
προσέγγιση  της  γνώσης  αποτελεί  μια  καινοτόμο  προσπάθεια  που
αναπροσαρμόζει τους στόχους και τις μεθόδους διδασκαλίας. 
 Θα ήταν σκόπιμο να διερευνηθεί και να εξεταστεί κατά πόσο και με ποιό
τρόπο  εφαρμόζονται  στην  καθημερινή  διδακτική  πράξη  η  διαθεματική
προσέγγιση γνώσης και η ομαδοσυνεργατική διδασκαλία που προτείνονται
από τα νέα αναλυτικά προγράμματα σπουδών. 

 Στη  δική  μας  ερευνητική  εργασία,  οι  μαθητές  ήρθαν  σε  επαφή  με
διαφορετικές προσεγγίσεις της γνώσης, είδαν αποδείξεις από διαφορετικές
οπτικές γωνίες και απέκτησαν την ικανότητα να ελέγχουν τις διαφορετικές
εκδοχές μιας πληροφορίας. Αυτή η διεργασία είναι πολύτιμη ικανότητα στις
μέρες  μας,  που  οι  νέοι  κυρίως,  δέχονται  πλήθος  ακατέργαστων
πληροφοριών. 

  Η ομαδοσυνεργατική διδασκαλία ευνόησε την ανάπτυξη των διαθεματικών
δραστηριοτήτων και η καθοδήγηση των καθηγητών στάθηκε καθοριστική
στην ανάπτυξη της ικανότητας των μαθητών να ερευνούν, να σχολιάζουν,
να  κρίνουν  και  να  διατυπώνουν  τις  απόψεις  τους,  καθώς  και  στην
εξασφάλιση  της  ποιότητας  της  έρευνας  και  στην  αντιμετώπιση  των
δυσκολιών που παρουσιάστηκαν. 

 Σημαντική  ήταν  η  συμμετοχή  όλων  των  μαθητών  στην  εκπαιδευτική
διαδικασία.  Εδώ,  σημαντικό  ρόλο  έπαιξε  η  εκούσια  συμμετοχή  τους,  η
ελεύθερη επιλογή ρόλων και αρμοδιοτήτων που ανέλαβε καθένας από τους
μαθητές μέσα στην ομάδα του και η διακριτική βοήθεια των καθηγητών. 
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 Αρχικά η στάση των μαθητών ήταν αρνητική για όλα τα μαθήματα που
φάνηκαν να εμπλέκονται. Αυτό διαπιστώθηκε από την διστακτική επιλογή
του θέματος της ερευνητικής εργασίας. Κάποιοι από τους μαθητές έβλεπαν
θετικά το μάθημα των μαθηματικών, εννοώντας την άλγεβρα. Η γεωμετρία,
τα αρχαία ελληνικά και η ιστορία, ήταν ένας συνδιασμός μαθημάτων που
απωθούσαν  αρχικά  τους  μαθητές.  Η  ενασχόλησή  τους  όμως  με  τις
παραπάνω  δραστηριότητες  και  με  τις  συγκεκριμένες  εκπαιδευτικές
διαδικασίες, διαφοροποίησαν τη διάθεσή τους και την αντίληψή τους, για
όλα  τα  παραπάνω  διακριτά  διδακτικά  αντικείμενα  και  κυρίως  για  τη
γεωμετρία. 

  Η  συσχέτιση  ιστορίας,  βιογραφιών,  φιλοσοφίας,  ρητορικής,  γλώσσας,
γεωμετρίας,  αναζήτησης  αιτιών,  επιχειρηματολογίας,  απόδειξης,  στην
συγκρότηση  ενιαίας,  ολιστικής,  σφαιρικής  γνώσης,  μαγνήτισε  και
προσέλκυσε όλους τους μαθητές, αλλά περισσότερο αυτούς που είχαν καλό
επίπεδο γνώσεων. Δόθηκε όμως η ευκαιρία να εμφανιστούν τα προσόντα
όλων των μαθητών.  Ακόμα και αυτοί που αντιμετώπιζαν δυσκολίες με τα
μαθηματικά, αύξησαν τη συμμετοχή τους στο μάθημα.

   Μέσω  των  διαθεματικών  δραστηριοτήτων  με  χρήση  πρωτότυπων
ιστορικών  μαθηματικών  πηγών,  παρατηρήθηκε  σημαντική  ανάπτυξη  των
δεξιοτήτων της επικοινωνίας,  της εξεύρεσης,  ανάλυσης,  αξιολόγησης,  και
παρουσίασης  πληροφοριών  και  η  αξιοποίηση  γνώσεων  και  κατάλληλων
πληροφοριών για την διαμόρφωση προσωπικής άποψης.
Ανιχνεύθηκαν  στοιχεία  που  φανερώνουν  ανάπτυξη  κριτικής  στάσης  και
κριτικής  επεξεργασίας  των  πληροφοριών  που  αντλούν  από  τα  διάφορα
κείμενα και τις πηγές, στοιχείο το οποίο θα μπορούσε να διερευνηθεί σε
μελλοντική έρευνα. 
 Όλα  τα  παραπάνω  προϋποθέτουν  εκπαίδευση  και  επιμόρφωση  των
καθηγητών, ώστε να μπορούν να ανταπεξέλθουν στις νέες απαιτήσεις της
διδακτικής και του εκπαιδευτικού συστήματος.  

   Αν και η Διαθεματική προσέγγιση της γνώσης είναι κυρίαρχη έννοια στα
νέα Αναλυτικά Προγράμματα Σπουδών, στο σχολικό περιβάλλον επικρατεί
κατάτμηση των διδασκόμενων μαθημάτων και καθένα από αυτά ασχολείται
μόνο  με  τα  επιμέρους  θέματα  που  αφορούν  τον  δικό  του  επιστημονικό
κλάδο.  Επίσης,  τα  επιμέρους  διδακτικά  αντικείμενα  λειτουργούν
ανταγωνιστικά μεταξύ τους. 
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Αν στα παραπάνω προστεθεί και ο μεγάλος όγκος της διδασκόμενης ύλης,
είναι  φανερό,  ότι  δύσκολα  μπορεί  να  εφαρμοστεί  στην  καθημερινή
διδακτική πράξη η διαθεματικότητα. 
  
   Η έρευνά μας πραγματοποιήθηκε το σχολικό έτος 2013-2014, δύο χρόνια
μετά  τη  θεσμοθέτηση  των  ερευνητικών  εργασιών  στο  Νέο  Λύκειο,  ως
διακριτή ενότητα του υποχρεωτικού προγράμματος. Στο νέο αυτό πλαίσιο,
μας  δόθηκε  η  ευκαιρία  εκπόνησης  μιας  εργασίας  τέτοιου  είδους.
Αποδείχθηκε  από  την  παραπάνω  έρευνα,  ότι  τέτοιες  εκπαιδευτικές
πρακτικές  δημιουργούν  μια  διαφορετική  εκπαιδευτική  κουλτούρα,  που
ενθαρρύνει την πρωτοβουλία, τη διερεύνηση, την ομαδική συνεργασία, την
ατομική  και  ομαδική  ευθύνη,  τη  συλλογικότητα  και  τη  συνεργασία  και
προάγει έναν επιστημονικό τρόπο σκέψης. 

   Κατά τη διάρκεια της ερευνητικής εργασίας παρατηρήθηκε κατακόρυφη
αύξηση του ενδιαφέροντος των μαθητών για καθένα από τα μαθήματα που
εμπλέκονταν,  αλλά και συσχέτιση των δραστηριοτήτων που προβλέπονταν,
με άλλου είδους δραστηριότητες που εμπνέυστηκαν μόνοι τους. 

  Ένα τέτοιο παράδειγμα αφορά το μικρό θεατρικό που εμπνεύστηκαν, για
να αποδώσουν στους συμμαθητές τους τις αμφισβητήσεις των Επικούρειων
φιλοσόφων, για την απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας του Ευκλείδη. 

  Άλλο ένα τέτοιο παράδειγμα μπορούμε να θεωρήσουμε τη συσχέτιση της
γεωμετρίας  με  την  πληροφορική,  όχι  μόνο  με  την  δημιουργία  των
παρουσιάσεων για τις διδασκαλίες,  αλλά και  την έμπνευση που είχαν να
χρησιμοποιήσουν το λογισμικό geogebra για την κατασκευή μιας εργασίας
που παρουσίαζε την απόδειξη του Πάππου, για την ισότητα των γωνιών της
βάσης ισοσκελούς τριγώνου. Με αυτή την παρουσίαση αναδείχθηκε και η
έννοια της συμμετρίας ως προς άξονα. 

   Άλλη ελεύθερη επιλογή των μαθητών ήταν η ζωγραφική δύο πινάκων με
θέματα εμπνευσμένα από τη γεωμετρία, που φανερώνει και τη σχέση της με
την τέχνη.

   Η έρευνα διαπίστωσε ότι  οι  μαθητές  έχουν πολλή φαντασία,  η οποία
χρειάζεται μια καθοδήγηση και ένα κίνητρο για να ενεργοποιηθεί. Σε αυτή
τη  διαδικασία  είναι  πολύ  σημαντικός  ο  ρόλος  του  καθηγητή  και  πολύ
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μεγάλη η ευθύνη του. Περιορίζοντας την άμεση διδασκαλία και αυξάνοντας
το ρόλο της  στήριξης  στην  μάθηση,  αφήνουμε  ελεύθερο το  πεδίο  στους
μαθητές, για δημιουργική εργασία. 

   Υπήρξαν  όμως  και  σημαντικές  δυσκολίες  κατά  την  εκπόνηση  της
ερευνητικής εργασίας. Η αρχική σκέψη, σύμφωνα με τα φύλλα εργασίας της
προηγούμενης έρευνας που είχαν διατεθεί, ήταν οι μαθητές να μελετήσουν
τα αρχαία κείμενα των πρωτότυπων πηγών. Αυτό όμως στάθηκε αδύνατον,
λόγω δύο βασικών αδυναμιών.

  Η πρώτη δυσκολία αφορούσε την ικανότητα των μαθητών να μελετήσουν
αρχαίο  κείμενο  από  πρωτότυπο,   αφού  διδάσκονται  αρχαία  πρωτότυπα
κείμενα, έχοντας ταυτόχρονα και την μετάφρασή τους.  Η δυσκολία αυτή
αντιμετωπίστηκε  και  ξεπεράστηκε  με  την  ταυτόχρονη  διανομή  στους
μαθητές, των πρωτότυπων πηγών και των μεταφράσεών τους.

 Η  δεύτερη  δυσκολία  αφορούσε  τη  συνεργασία  και  υποστήριξη  της
φιλολόγου. Οι ερευνητικές εργασίες πλέον δεν μπορούν να υποστηριχθούν
από  δεύτερο  καθηγητή  και  αυτό  λειτουργεί  ενάντια  στην
διεπιστημονικότητα.  Παρόλα  αυτά  όμως,  μιά  φιλόλογος  του  σχολείου,
υποστήριξε  την  προσπάθειά  μας  οικειοθελώς  και  βοήθησε  στην
πραγματοποίηση  εργασιών  που  σχετίζονταν  με  τέτοιου  είδους
δραστηριότητες. 

  Στο πλαίσιο των ερευνητικών εργασιών προβλέπεται η υποστήριξη από
έναν καθηγητή πληροφορικής, ο οποίος βοήθησε στην δημιουργία και στην
παρουσίαση των εργασιών που ετοίμασαν οι μαθητές. 

   Επίσης προβλέπεται η πραγματοποίηση κάποιας διδακτικής επίσκεψης,
σχετική το θέμα της ερευνητικής εργασίας. Με αφορμή τις εργασίες για τον
Πυθαγόρα  και  τον  Αρχιμήδη,  πραγματοποιήσαμε  εκπαιδευτική  επίσκεψη
στην  έκθεση  αρχαίας  ελληνικής  τεχνολογίας  του  Κώστα  Κοτσανά,  την
οποία φιλοξενούσε την περίοδο εκείνη το δημοτικό θέατρο Κορίνθου και
στην οποία μας ξενάγησε ο υπεύθυνος του ΕΚΦΕ Κορινθίας. 

  Όλες οι παραπάνω δραστηριότητες κέντρισαν το ενδιαφέρον των μαθητών
και έγιναν κίνητρο για δημιουργική ενασχόληση με τα μαθηματικά.   
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   Τα συμπεράσματα της έρευνας καταλήγουν στην θετική επίδραση της
χρησιμοποίησης της ιστορίας της Ευκλείδειας Γεωμετρίας στην διδασκαλία
του  μαθήματος,  μέσω  διαθεματικών  διδασκαλιών  που  μπορούν  να
εφαρμοστούν  στο πλαίσιο των ερευνητικών εργασιών στο Νέο Λύκειο.

    Έχουμε όμως να επισημάνουμε κάποια σημεία που επιδέχονται βελτίωση
για την καλύτερη διεξαγωγή τους. Αρχικά, εφόσον η βασική ιδέα είναι η
διαθεματικότητα και η διεπιστημονικότητα, θα πρέπει στο πρόγραμμα των
ερευνητικών  εργασιών  να  επανέλθει  η  δυνατότητα  συνδιδασκαλίας  δύο
καθηγητών διαφορετικών ειδικοτήτων, όπου αυτό κρίνεται απαραίτητο.

 Στο  πρόγραμμα  των  ερευνητικών  εργασιών  για  την  Β΄  Λυκείου,
προβλέπεται μία μόνο ώρα, γεγονός το οποίο υποβαθμίζει το ρόλο και την
αξία  τους.  Θεωρείται  λοιπόν  σημαντική  η  επαναφορά  στο  ωρολόγιο
πρόγραμμα των δύο ωρών διδασκαλίας για την ερευνητική εργασία της Β΄
Λυκείου. 

   Ένα πολύ σημαντικό θέμα που ανέδειξε η έρευνα,  είναι  τα πολλαπλά
οφέλη από την αξιοποίηση της ιστορίας της ευκλείδειας γεωμετρίας στην
διδακτική των μαθηματικών και γενικότερα στην διεξαγωγή διαθεματικών
δραστηριοτήτων. 
Γενικεύοντας,  θα  προτείναμε  την  εισαγωγή  στο  Αναλυτικό  Πρόγραμμα
Σπουδών  της  Α΄  και  της  Β΄  Λυκείου,  του  μαθήματος  της  Ιστορίας  των
Μαθηματικών.  Στο  νέο  ωρολόγιο  πρόγραμμα  προβλέπονται  δύο  ώρες
Φιλοσοφία. Θα προτείναμε την διαμέριση αυτών των δύο ωρών σε μιά ώρα
Φιλοσοφία και  μια ώρα Ιστορία των Αρχαίων Ελληνικών Μαθηματικών,
μαθήματα στα οποία μπορεί να θεωρηθεί ότι υπάρχει συνάφεια μεταξύ τους
και μπορούν να διδαχθούν διαθεματικά. 
Αν οι μαθητές έχουν δεδομένο το ιστορικό υπόβαθρο, η διδασκαλία των
μαθηματικών θα μπορεί να οδηγηθεί σε άλλο επίπεδο γνώσης και αυτή είναι
μια καινοτόμος διδακτική προσέγγιση, σύμφωνη με το Διαθεματικό Ενιαίο
Πλαίσιο  Προγραμμάτων  Σπουδών  και  τα  νέα  Αναλυτικά  Προγράμματα
Σπουδών. 
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