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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

Ζ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία εμεηάδεη θπξίσο ηε δηαθνξά ηνπ πξαγκαηηθνύ από 

ην κηγαδηθό επίπεδν,  θαη ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν νη ζπλάδειθνη θαζεγεηέο ζα 

κπνξνύζαλ λα παξνπζηάζνπλ δηδαθηηθά απηή ηε δηαθνξά. Ζ δηαθνξά απηή, θαζώο 

θαη ε δηδαθηηθή πξνζέγγηζε ηνπ ζέκαηνο δίλεηαη επνπηηθά, κέζσ γεσκεηξηθώλ 

αλαπαξαζηάζεσλ. Πξνθεηκέλνπ λα νηθνδνκεζεί ην ζηέξεν έδαθνο ηεο γεσκεηξίαο 

ησλ κηγαδηθώλ, θξίλεηαη ζθόπηκν λα πξνεγεζεί κηα απζηεξή αιγεβξηθή ζεκειίσζε 

ηεο πνξείαο από ηνπο θπζηθνύο πξνο ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο, ζηελ νπνία 

πξνζαξηήζεθαλ θείκελα από ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ ηα νπνία παξνπζηάδνπλ 

ηελ ηζηνξηθή δηάζηαζε  ηνπ ζέκαηνο. Μέζσ ηεο απζηεξήο απηήο ζεκειίσζεο, 

νηθνδνκείηαη ην πξαγκαηηθό επίπεδν θαη αθνινύζσο ην κηγαδηθό, αλαδεηθλύνληαο ηε 

δηαθνξά κεηαμύ απηώλ, σο ην επηπιένλ ηνπ κηγαδηθνύ, λα δηαζέηεη λόκν (γηλόκελν 

κεηαμύ κηγαδηθώλ αξηζκώλ) πνπ δελ δηαζέηεη ην πξώην θαη λα επηηπγράλεη 

«απηόλνκα» κεηαζρεκαηηζκνύο πνπ δελ κπνξνύλ λα πξαγκαηνπνηεζνύλ ζην 

πξαγκαηηθό επίπεδν. 
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ABSTRACT 

The present research examines the difference between the real and complex plane and 

the way it could be presented by teachers in an educative way. The difference we 

mentioned  before and  its educative approach is given in a supervisory way, through 

geometric representations. In order to build the stable terrain of the geometry of 

complex numbers, it is considered appropriate to precede a strict algebraic foundation 

of the course from natural to complex numbers, in which a historic dimension of the 

course is being presented through some sources and texts of the history of 

mathematics that are quoted. Through this strict algebraic foundation, both real and 

complex planes are being built, and the additional rule (which is the product of two 

complex numbers) that the complex plane is consisted of, highlights the main 

difference between the two planes. This additional rule lets the complex plane 

succeed in making  “independent”  transformations, that can not take part in the real 

plane. 

keywords: real numbers, complex numbers, real plane, complex 

plane,transformations, educative 
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ΔΗΑΓΧΓΖ   

 

 

Ζ ηδέα απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο πξνέθπςε σο πλεπκαηηθό «πξντόλ» ησλ 

ζπδεηήζεσλ κνπ κε ζπλαδέιθνπο εθπαηδεπηηθνύο, πνπ θαηά θαηξνύο δίδαμαλ ηνπο 

κηγαδηθνύο αξηζκνύο ζε καζεηέο ηνπ ιπθείνπ. Δθείλν πνπ θαηά θύξην ιόγν 

δηαηύπσλαλ σο απνξία ήηαλ: πνηα είλαη ε δηαθνξά ηνπ πξαγκαηηθνύ από ην κηγαδηθό 

επίπεδν; Καη κε πνην ηξόπν ζα κπνξνύζαλ λα παξνπζηάζνπλ δηδαθηηθά απηή ηε 

δηαθνξά; Θεώξεζα όηη έλαο θαιόο ηξόπνο ζα ήηαλ ε δηδαθηηθή πξνζέγγηζε πνπ ζα 

αθνινπζνύζα λα είρε θαηά θύξην ιόγν επνπηηθό ραξαθηήξα θαη λα κελ πεξηνξίδεηαη 

απιώο ζε κηα αιγεβξηθή δηαηύπσζε. Οη ζθέςεηο απηέο κε νδήγεζαλ  λα πξνζεγγίζσ 

ην ζέκα γεσκεηξηθά αλαδεηθλύνληαο ηε δηαθνξά κεηαμύ πξαγκαηηθνύ θαη κηγαδηθνύ 

επηπέδνπ, σο ην επηπιένλ ηνπ δεύηεξνπ, λα δηαζέηεη λόκν (γηλόκελν κεηαμύ κηγαδηθώλ 

αξηζκώλ) πνπ δελ δηαζέηεη ην πξώην θαη λα επηηπγράλεη «απηόλνκα» 

κεηαζρεκαηηζκνύο πνπ δελ κπνξνύλ λα πξαγκαηνπνηεζνύλ ζην πξώην. Ζ  

γεσκεηξηθή απηή παξνπζίαζε ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ  παξνπζηάδεηαη ζην 6
ν
 θαη 7

ν
 

θεθάιαην. Σσλ θεθαιαίσλ απηώλ πξνεγήζεθε κηα απζηεξή αιγεβξηθή ζεκειίσζε ηεο 

πνξείαο από ηνπο θπζηθνύο πξνο ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο, ζηελ νπνία 

πξνζαξηήζεθαλ θείκελα από ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ ηα νπνία παξνπζηάδνπλ 

ηελ ηζηνξηθή δηάζηαζε  ηνπ ζέκαηνο. Ζ επηινγή ηεο πνξείαο απηήο θξίζεθε 

απαξαίηεηε πξνθεηκέλνπ ν αλαγλώζηεο ηεο εξγαζίαο απηήο, λα θαηαλνήζεη ηε 

δεκηνπξγία ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ, όρη απιώο κέζα από κηα ηζηνξηθή αλαγθαηόηεηα, 

αθνύ άιισζηε πνιιέο αμηόινγεο εξγαζίεο έρνπλ γξαθεί ζρεηηθά, αιιά κέζα από κηα 

θαζαξά αιγεβξηθή αλαγθαηόηεηα κε ηελ απαηηνύκελε καζεκαηηθή απζηεξόηεηα. Ζ 

αιγεβξηθή απηή πνξεία παξνπζηάδεηαη ζην 1
ν
, 2

ν
, 3

ν
, 4

ν
 θαη 5

ν
 θεθάιαην. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
Ο
   

ΟΙ ΦΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

 

 

 

1.1 Σα αμηώκαηα ηνπ Peano 

 

Ζ ζεσξία ησλ «αθεξαίσλ αξηζκώλ», πνπ ζεσξνύληαλ σο ην ζεκείν εθθίλεζεο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ,  ήηαλ απνιύησο απαξαίηεηε ζα καζεκαηηθό εξγαιείν, κέρξη ηελ 

εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηνπ ζπλόινπ. 

ήκεξα, κε ηε βνήζεηα ηεο ζεσξίαο ησλ ζπλόισλ, κπνξνύκε κε βάζε ηελ αμησκαηηθή 

κέζνδν λα ζεκειηώζνπκε απζηεξά ηε ζεσξία ησλ «αθεξαίσλ ηεο αξηζκεηηθήο» (πνπ 

γεληθά ηνπο απνθαινύκε θπζηθνύο αξηζκνύο), εκθαλίδνληάο ηνπο σο ηδηόηεηα ελόο 

ζπλόινπ. Σν ζύζηεκα ησλ αμησκάησλ πνπ ζα δνύκε παξαθάησ κειεηήζεθε από ηνλ 

Ηηαιό καζεκαηηθό Giuseppe Peano (1858-1932). 

  

Γερόκαζηε ηελ ύπαξμε ελόο ζπλόινπ S ην νπνίν θαιείηαη «ζύλνιν ησλ θπζηθώλ 

αξηζκώλ», θαη γηα ην νπνίν ηζρύνπλ ηα παξαθάησ αμηώκαηα: 

Αμίωκα 1
ν
 :Τπάξρεη έλαο θπζηθόο αξηζκόο ηνλ νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε 0. 

 πκβνιηθά: 0 κε . 

 Σν αμίσκα απηό δειώλεη όηη ην ζύλνιν S δελ είλαη θελό. 

 

Αμίωκα 2
ν
 :Κάζε θπζηθόο αξηζκόο α έρεη ζην S κνλαδηθό «επόκελν αξηζκό», ηνλ 

νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε 
* . 

 πκβνιηθά: S. 

 Σν αμίσκα απηό δίλεη ζε γεληθέο γξακκέο ηε δηαδηθαζία ηεο «θαηαζθεπήο». 

Δηζάγεη κηα αληηζηνηρία: 
*  δηα κέζνπ ηεο νπνίαο γίλεηαη «κεηάβαζε» από έλαλ 

αξηζκό α ζηνλ επόκελό ηνπ 
* . Έηζη έρνπκε θαη’ αξρήλ όηη ν «επόκελνο ηνπ 0 είλαη 

ν 1». 
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Αμίωκα 3
ν
 :Γηα θάζε θπζηθό αξηζκό, ν επόκελόο ηνπ είλαη δηαθνξεηηθόο από ην 0. 

                                              πκβνιηθά:. . 

Σν Αμίωκα 3
ν
 είλαη απηό πνπ απνθιείεη ηελ επηζηξνθή ζην 0. Αμίδεη λα 

παξαηεξήζνπκε πσο αλ πεξηνξηζηνύκε ζην Αμίωκα 1
ν
 θαη Αμίωκα 2

ν
 ζα ήηαλ 

δπλαηόλ λα θαληαζηνύκε όηη ε αληηζηνηρία 
*   δίλεη ηελ αιπζίδα 0 1 0  , 

δειαδή όηη ηα δύν πξώηα αμηώκαηα ηζρύνπλ γηα ην ζύλνιν  0,1 , ηνπ νπνίνπ ηα κόλα 

ζηνηρεία είλαη ην 0 θαη ην 1. Όκσο, ην ζύλνιν  0,1  δελ ηθαλνπνηεί ην Αμίωκα 3
ν
. Ζ 

«αιπζίδα», επνκέλσο, πξέπεη λα αλαπηπρζεί κε πξόζιεςε ελόο αθόκα ζηνηρείνπ, 

δηαθνξεηηθνύ από ηα 0 θαη 1 θαη ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε 2.  

 

Αμίωκα 4
ν
 : ε δηαθνξεηηθνύο θπζηθνύο αξηζκνύο αληηζηνηρνύλ δηαθνξεηηθνί 

επόκελνη. 

 πκβνιηθά:  . 

ύκθσλα κε ην αμίσκα απηό, δύν δηαθνξεηηθά ζηνηρεία ηνπ S δελ κπνξνύλ λα έρνπλ 

ηνλ απηόλ επόκελν θαη, θαηά ζπλέπεηα, ε αληηζηνηρία 
*   απαηηεί ηνλ 

«εκπινπηηζκό» ηνπ S κε λέα ζηνηρεία πέξα από ηα 0, 1, 2, ηα νπνία λα είλαη θαη 

δηαθνξεηηθά κεηαμύ ηνπο ώζηε νπνηαδήπνηε δεύγε από απηά λα κελ έρνπλ ηνλ απηό 

επόκελν. Από ηελ άπνςε απηή, πξνθύπηεη κία ζρεκαηηθή αιπζίδα: 

 

*0 1 2 3 ... ...         

 

πνπ εθηείλεηαη ρσξίο ηέινο, κε δηαξθώο θαηλνύξηα ζηνηρεία θαη ρσξίο επηζηξνθή, 

δηόηη αλ γηα παξάδεηγκα 
* 3   θαη 2  , ζεκαίλεη όηη νη αξηζκνί 2 θαη α έρνπλ ηελ 

απηή επόκελν 3, αληίζεην πξνο ην πεξηερόκελν ηνπ Αμίωκα 4
ν
. 

 

Αμίωκα 5
ν
 : Σν αμίωκα ηεο πιήξνπο επαγωγήο:  

Αλ Α ππνζύλνιν ηνπ S ηέηνην ώζηε ην 0 λα αλήθεη ζην Α θαη αλ θάπνηνο αξηζκόο 

αλήθεη ζην Α, ηόηε λα αλήθεη ζην Α θαη ν επόκελόο ηνπ, ηόηε ην ζύλνιν Α 

ζπκπίπηεη κε ην ζύλνιν S. 

 πκβνιηθά: Αλ   είλαη ηέηνην ώζηε:  

i)  0  θαη  
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ii) 
*:    , ηόηε   . 

πκβνιίδνπκε: 
* * *0 1,  1 2,  2 3   , θ.ν.θ. 

 

1.1.1 Ηδηόηεηεο ηεο αληηζηνηρίαο: 
*   

 

Αλ ζπκβνιίζνπκε κε  ην ζύλνιν S ρσξίο ην 0, δειαδή  θαη 

θαιέζνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ S «πξόηππα» θαη ηνπ  «εηθόλεο» ζα έρνπκε, από ηα ηξία 

πξώηα αμηώκαηα, όηη ε αληηζηνηρία: 
*   είλαη κηα κνλνζήκαληε απεηθόληζε ηνπ 

S επί ηνπ .  

 

Αλ πεξηνξηζηνύκε ζην ζύλνιν  0,1,2 , ζα έρνπκε = 1,2  νπόηε ζρεκαηηθά 

έρνπκε: 

 

*

:    0   1   2

           

:   1    2

   

 

όπνπ ηα πξόηππα 0 θαη 2 έρνπλ ηελ απηή εηθόλα 1. Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ην 4 . Θα 

έρνπκε ζρεκαηηθά: 

 

 

 *

:   0,  1,   2,  3, .......

            

:  1,   2,  3,  4, .......

     

 

Γειαδή θάζε πξόηππν έρεη κία θαη κόλνλ εηθόλα θαη αληίζηξνθα: θάζε εηθόλα έρεη 

έλα θαη κόλν πξόηππν. 

Πξνθύπηεη ηόηε όηη ε αληηζηνηρία: 
*   είλαη κηα ακθηκνλνζήκαληε απεηθόληζε 

ηνπ S επί ηνπ .  

Καηά ηελ αληίζηξνθε απεηθόληζε: 
*  , ν α θαιείηαη ν «πξνεγνύκελνο» ηνπ 

* θαη, όπσο είδακε, ε αιπζίδα: 
*0 1 2 3 ... ...        , 
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επεθηείλεηαη απεξηόξηζηα θαη πέξαλ ηνπ ζπλόινπ  0,1,2  κε πξνζζήθε θάζε ηόζν 

θαηλνύξησλ ζηνηρείσλ, δηαθνξεηηθώλ από όια ηα πξνεγνύκελα. Λέκε ηόηε όηη ην S 

είλαη έλα απεηξνζύλνιν. 

Με ηε βνήζεηα ηνπ 5  κπνξνύκε λα θαηαλνήζνπκε ην ζύλνιν S θάησ από κηα 

νινθιεξσκέλε κνξθή Τπνζέηνπκε όηη έρνπκε ηηο δύν επόκελεο πξνηάζεηο, 

ζεσξώληαο ην Α ππνζύλνιν ηνπ S: 

 

Πξώηε πξόηαζε: Σν 0 αλήθεη ζην ζύλνιν Α. 

Γεύηεξε πξόηαζε: Γηα θάζε ζηνηρείν α ηνπ Α, ην επόκελό ηνπ 
*  λα αλήθεη ζην Α. 

Ζ αξρή ηεο επαγσγήο ηαπηίδεη ηα ζύλνια Α θαη S. 

Σν Αμίσκα 5
ν
  δηαηππώλεηαη ζπκβνιηθά σο εμήο:  

 

*

0

: 

 

 
 

    
 

  

 

 

Ζ πξόηαζε   νλνκάδεηαη «ππόζεζε ηεο επαγσγήο». 

Ωο ηειηθό ζπκπέξαζκα όισλ ησλ παξαπάλσ, έρνπκε όηη: 

Σα Αμηώκαηα 1
ν
,2

ν
,3

ν
,4

ν
   πξνζδηνξίδνπλ ηελ θαηαζθεπή ηνπ ζπλόινπ S θαη 

ην Αμίσκα 5
ν
  καο δίλεη έλα ινγηθό εξγαιείν απζηεξνύ ινγηζκνύ κέζα ζην S 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί πνιύ ζηα επόκελα.  

 

 

1.2  Δζωηεξηθέο πξάμεηο ζην ζύλνιν Ν 

1.2.1  Πξόζζεζε 

 

Ηζρπξηδόκαζηε όηη κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε θαηά έλα κνλαδηθό ηξόπν ζε 

θάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο (α,β) θπζηθώλ αξηζκώλ, έλαλ θαη κόλν έλα θπζηθό 

γ ν νπνίνο θαιείηαη «ην άζξνηζκα ησλ α θαη β» θαη ζπκβνιίδεηαη α+β, 

δειαδή: 

  

   2 ,             (1) 
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νύησο ώζηε λα ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

 

i) 0 ,       

ii)  
** , ,           

 

Ζ αληηζηνηρία (1) κε ηηο ηδηόηεηεο i θαη ii θαιείηαη «πξόζζεζε», ην ζύκβνιν 

«+» θαιείηαη ην ζύκβνιν ηεο πξάμεο θαη νη αξηζκνί α θαη β θαηά ηε γξαθή 

α+β=γ θαινύληαη ηα «κέιε» ηεο πξάμεο, θαη ν αξηζκόο γ ην «απνηέιεζκα» ηεο 

πξάμεο. 

 

Απνδεηθλύεηαη ε ύπαξμε θαη ην κνλνζήκαλην ηνπ γ ζην S. 

 

1.2.2 Ηδηόηεηεο ηεο πξόζζεζεο 

α) Πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα 

    Γηα θάζε , ,x y z ηζρύεη     x y z x y z     . 

β) Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα 

    Γηα θάζε ,x y  ηζρύεη x y y x   . 

γ) Κάζε θπζηθόο αξηζκόο είλαη απινπνηήζηκνο ωο πξνο ηελ πξόζζεζε, 

δειαδή: 

    , , :x x x             

Πξάγκαηη, γηα x=0 έρνπκε:  0 0          αιεζήο. 

Έζησ ηώξα όηη γηα x=ξ ηζρύεη:            . 

Θα δείμνπκε όηη θαη γηα 
* * *,x             . 

Πξάγκαηη ε ηζόηεηα 
* *       νδεγεί ζηηο παξαθάησ ζπλεπαγσγέο: 

    
* ** *                          νπόη

ε 
* *           θαη ε πξόηαζε ηζρύεη θαη γηα 

*x  . Δπνκέλσο 

ε ζπλεπαγσγή x x         ηζρύεη γηα θάζε θπζηθό αξηζκό x 

ζύκθσλα κε ην 5 ηνπ Peano. 
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δ) Σν νπδέηεξν ζηνηρείν ζηελ πξόζζεζε. 

    ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο πξόζζεζεο, έρνπκε x+0=x γηα θάζε x  θαη 

ην 0 είλαη ην νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο πξόζζεζεο από «δεμηά». Θα δείμνπκε όηη 

ην 0 είλαη νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο πξόζζεζεο θαη από «αξηζηεξά», δειαδή όηη 

0 ,x x x    . 

Απόδεημε: (Με επαγσγή). 

Γηα x=0 έρνπκε: 0+0=0, αιεζήο, επεηδή ην 0 είλαη νπδέηεξν ζηνηρείν από 

δεμηά. Έζησ ηώξα όηη γηα έλαλ θπζηθό αξηζκό ξ ηζρύεη 0+ξ=ξ. Θα δείμνπκε 

όηη θαη 
* *0    . 

Έρνπκε εμ νξηζκνύ  
**0 0    θαη θαζώο 0+ξ=ξ (ππόζεζε) έρνπκε: 

* *0    . Δπνκέλσο ε ζρέζε 0+x αιεζεύεη γηα θάζε θπζηθό αξηζκό θαη ην 

0 ραξαθηεξίδεηαη ην «νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο πξόζζεζεο». 

 

Οξηζκόο 1.1: πκκεηξηθόο αξηζκόο x ελόο αξηζκνύ α σο πξνο ηελ πξόζζεζε 

νξίδεηαη απηόο γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη: x+α=0. 

 

ε) Γελ ππάξρεη θπζηθόο αξηζκόο δηαθνξεηηθόο από ην 0 πνπ λα έρεη 

ζπκκεηξηθό. Γειαδή ε ζρέζε x+y=0 ηζρύεη ηόηε θαη κόλνλ ηόηε όηαλ 

x=y=0. 

Πξάγκαηη, αλ ππνζέζνπκε όηη γηα έλα 0y    ηζρύεη x+ξ=0, ηόηε ζα 

ππάξρεη ν πξνεγνύκελνο 1  ηνπ ξ κε 1 1 0     θαη θαζώο 

 
*

1 11x x      ζα είλαη  
*

1 0x   , ην νπνίν αληηβαίλεη πξνο ην 5  

ηνπ Peano. 

 

1.3   Πνιιαπιαζηαζκόο θαη Γηαηεηαγκέλα Εεύγε 

 

  Ηζρπξηδόκαζηε όηη κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε θαηά έλαλ θαη κόλν ηξόπν ζε 

θάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο (α,β) θπζηθώλ αξηζκώλ, έλαλ άιιν θπζηθό αξηζκό γ ν 

νπνίνο θαιείηαη ην «γηλόκελν ηνπ α επί ηνπ β» θαη ζπκβνιίδεηαη κε αβ ή    ή 

αxβ, δειαδή: 



15 
 

    2 ,                             (1), 

νύησο ώζηε λα ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο (αμηώκαηα): 

 

i) 0 0,      

ii) 
* , ,            . 

 

Ζ αληηζηνηρία (1) κε ηηο ηδηόηεηεο i θαη ii θαιείηαη «πνιιαπιαζηαζκόο». 

 

Απνδεηθλύεηαη ε ύπαξμε θαη ην κνλνζήκαλην ηνπ γ ζην . 

 

Από ηελ ηδηόηεηα ii βιέπνπκε όηη ν πνιιαπιαζηαζκόο ηνπ α επί ηνπ β κπνξεί λα 

εξκελεπηεί θαη σο αιιεπάιιειε πξόζζεζε ηνπ πνιιαπιαζηαζηένπ ζηνλ εαπηό 

ηνπ ηόζεο θνξέο όζεο είλαη ην πιήζνο ηνπ πνιιαπιαζηαζηή. Κάηη ηέηνην απνηειεί 

ηνλ επνπηηθό νξηζκό ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ πνπ δίλεηαη ζηηο θαηώηεξεο ηάμεηο 

ησλ ζρνιείσλ, θαηά ηελ πξώηε επαθή ησλ καζεηώλ κε ηα Μαζεκαηηθά. 

 

1.3.1 Ηδηόηεηεο ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ 

 

α) Δπηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ ωο πξνο ηελ πξόζζεζε. 

Ζ επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ζπλδέεη ηελ πξόζζεζε κε ηνλ πνιιαπιαζηαζκό. 

Έρνπκε: 

Γηα θάζε , ,     ηζρύεη:                θαη όκνηα 

             . 

 

β) Πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα. 

Γηα θάζε , ,     ηζρύεη:               θαη όκνηα 

              

 

γ) Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα. 

Γηα θάζε ,    ηζρύεη        
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δ) Κάζε θπζηθόο αξηζκόο δηαθνξεηηθόο από ην 0 είλαη απινπνηήζηκνο ωο 

πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκό. 

Γειαδή:   , , 0x x              

 

ε) Αλ α,β θπζηθνί αξηζκνί, αβ=1 ηόηε θαη κόλνλ ηόηε: α=β=1, δειαδή: 

Ο κόλνο θπζηθόο αξηζκόο πνπ έρεη ζπκκεηξηθό είλαη ν 1. 

 

ζη) Καηά ηε δηαηύπσζε         , ην γ θαιείηαη θαη «πνιιαπιάζην 

ηνπ α, αληίζηνηρα ηνπ β». 

 

δ) Σν νπδέηεξν ζηνηρείν: 

Δθαξκόδνληαο ηνλ νξηζκό ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ είδακε όηη 1   . 

ύκθσλα κε ηελ Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα γ) ζα είλαη θαη 1    . Δπνκέλσο 

ην 1 είλαη ην νπδέηεξν ζηνηρείν ην πνιιαπιαζηαζκνύ. 

 

ε) Γηα θάζε   ηζρύεη: 0 0  . 

Ζ ζρέζε 0 0    ηζρύεη ζύκθσλα κε ην αμίσκα i.  

Γηα α=0 έρνπκε 0 0    θαη ε πξόηαζε ηζρύεη. Έζησ όηη γηα α=ξ ηζρύεη 

0 0  . Θα δείμνπκε όηη θαη 
*0 0  . Πξάγκαηη, θαηά ηελ ii έρνπκε 

*0 0 0      θαη θαζώο 0 0   από ππόζεζε ζα είλαη: 

* *0 0 0 0         θαη επνκέλσο ε πξόηαζε 0 0   ηζρύεη ( 5  ηνπ 

Peano) γηα θάζε  . 

 

ζ) Σν 0 δελ είλαη απινπνηήζηκν ωο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκό. 

Πξάγκαηη, νη ζρέζεηο 0 0     ή 0 0     πνπ αλάγνληαη ζηελ 0=0, δελ 

καο επηηξέπνπλ λα επηβεβαηώζνπκε όηη α=β. 

 

η) Αλ 0   , έλαο ηνπιάρηζηνλ από ηνπο α ή β είλαη ίζνο κε 0. 

Πξάγκαηη, αλ 0   θαη 0   έρνπκε:  
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 θνξέο

... 0


           ( 2 5,   Peano) θαη επνκέλσο ε ππόζεζε είλαη 

άηνπε. 

 

 

1.3.2.  Δμίζωζε θαη ζρέζε δηάηαμεο 

 

Οξηζκόο 1.3  

Αλ δνζνύλ δύν θπζηθνί αξηζκνί α θαη β θαη ππάξρεη θπζηθόο αξηζκόο x 

ηέηνηνο ώζηε α+x=β, ζα ιέκε όηη: ν «α είλαη ην πνιύ ίζνο κε ηνλ β» θαη ζα ην 

ζπκβνιίδνπκε κε    ή επίζεο όηη: «ν β είλαη ηνπιάρηζηνλ ίζνο κε ηνλ α» 

θαη ζα γξάθνπκε   . 

Ο αξηζκόο x θαιείηαη ε δηαθνξά ηωλ β θαη α θαη ζπκβνιίδεηαη κε β-α, 

δειαδή x=β-α θαη, θαηά ηνλ ζπκβνιηζκό απηόλ, ν β θαιείηαη ν κεηωηένο θαη ν 

α ν αθαηξεηένο ηεο δηαθνξάο x=β-α. 

 

Γηδαθηηθή επεμήγεζε: Ο παξαπάλσ νξηζκόο εηζάγεη ζην ζύλνιν  κία 

δηκειή ζρέζε κε ζύκβνιν ην « », ζύκθσλα κε ηελ νπνία έρνπκε: 

  

    :x x         

Ζ αθόινπζε πξόηαζε «Τπάξρεη αξηζκόο x ηέηνηνο ώζηε: α+x=β» θαιείηαη 

εμίζωζε. Κάζε αξηζκόο x πνπ αληαπνθξίλεηαη ζην πην πάλσ εξώηεκα 

θαιείηαη «ιύζε ηεο εμίζσζεο». Σν λα ιπζεί ε εμίζσζε, ζεκαίλεη λα βξεζνύλ 

όιεο νη ιύζεηο. 

 

Μνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο ηεο εμίζωζεο α+x=β. 

Θα δείμνπκε όηη αλ ππάξρεη ιύζε x΄ ηεο εμίζσζεο, απηή είλαη κνλαδηθή.  

Πξάγκαηη, αλ ππήξρε θαη άιιε ιύζε x΄΄ ζα είρακε: α+x΄=β θαη α+x΄΄=β, 

νπόηε:  α+x΄=α+x΄΄ θαη θαζώο ην α είλαη απινπνηήζηκν σο πξνο ηελ πξόζζεζε 

έρνπκε: x΄=x΄΄. Άξα ε ιύζε x΄ είλαη κνλαδηθή. 

 

Θα ιύζνπκε ηώξα ηελ εμίζσζε α+x=β ζε κεξηθέο εηδηθέο πεξηπηώζεηο: 

 



18 
 

1) α=β. Ζ εμίζσζε παίξλεη ηε κνξθή α+x=α θαη θαζώο α=α+0 έρνπκε: 

α+x=α+0, νπόηε x=0 θαη, ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό 1.3:        . 

Δπνκέλσο ε ζρέζε « » είλαη «αλαθιαζηηθή» (ή θαη «απηνπαζήο»). 

 

2) α=0. Ζ εμίζσζε είλαη: 0+x=β, νπόηε x=β θαη, ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, 

γηα θάζε    ηζρύεη: 0  . 

 

3) β=0. Ζ εμίζσζε έρεη ηε κνξθή α+x=0. Απηή ε ζρέζε, ζύκθσλα κε όζα 

είπακε πην πάλσ, ηζρύεη ηόηε θαη κόλνλ ηόηε όηαλ α=0 θαη x=0 θαη 

επνκέλσο κε 0   θαη β=0 ε εμίζσζε δελ έρεη ιύζε ζην ζύλνιν . 

 

Ηδηόηεηεο ηεο ζρέζεο « »: 

 

α) Δάλ    θαη   , ηόηε α=β. 

β) Αλ    θαη   , ηόηε   . 

    Ζ ζρέζε « » έρεη επνκέλσο θαη ηελ «κεηαβαηηθή» ηδηόηεηα θαη θαζώο 

είλαη «αλαθιαζηηθή» θαη, (ζύκθσλα κε ην α), «αληηζπκκεηξηθή», έρνπκε όηη ε 

ζρέζε « » είλαη ζρέζε «κεξηθήο δηάηαμεο» ζην ζύλνιν . 

γ) Γηα θάζε δεύγνο θπζηθώλ αξηζκώλ α θαη β ηζρύεη κία από ηηο ζρέζεηο 

   ή   . 

Γειαδή ε ζρέζε « » είλαη ζρέζε «νιηθήο δηάηαμεο» ζην ζύλνιν . 

 

δ) Γηα θάζε θπζηθνύο αξηζκνύο α, β, γ ηζρύεη: 

 

   
   

 
   

  
  

  
 

ε) Αλ    θαη    ηόηε       , δειαδή κπνξνύκε λα 

πξνζζέζνπκε αληζόηεηεο θαηά κέιε. 

 

Οξηζκόο 1.4 
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ρέζε γλήζηαο δηάηαμεο: Δάλ ππάξρεη 0x   ηέηνην ώζηε: x    ιέκε όηη ην 

α είλαη γλήζηα κηθξόηεξν από ην β θαη ζπκβνιίδνπκε κε α<β, ή όηη ην β είλαη 

γλήζηα κεγαιύηεξν από ην α θαη ζπκβνιίδνπκε κε β>α. 

 

Σόηε ε δηαθνξά β-α ππάξρεη θαη δελ είλαη ίζε κε 0. Δίλαη εύθνιν λα 

παξαηεξήζνπκε όηη ε ζρέζε κε ην ζύκβνιν «<» είλαη κηα ζρέζε γξακκηθήο 

δηάηαμεο ζην  δηόηη: 

 

1) Δίλαη κεηαβαηηθή: (α<β β<γ)α<γ. 

2) α<β     

3) ,   θαη    ηζρύεη   ή .             

 

Γειαδή ε ζρέζε «<» είλαη ζρέζε γλήζηαο νιηθήο δηάηαμεο ζην ζύλνιν  θαη 

ηζρύεη γηα ηελ πξόζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκό: α<βα+γ<β+γ, αληίζηνηρα, 

α<β        . 

 

1.4   Ζ Αθαίξεζε ζην ύλνιν  

      Μεηά από ηνλ νξηζκό ηεο ζρέζεο δηάηαμεο ζην ζύλνιν  , έρνπκε όηη ε 

δηαθνξά α-β=x δύν θπζηθώλ αξηζκώλ δελ ππάξρεη ζην ζύλνιν  παξά κόλνλ όηαλ 

   θαη επνκέλσο ε αληηζηνηρία (πξάμε) 

    2 , x         

κε ζύκβνιν ην «-» ε νπνία θαιείηαη «αθαίξεζε» δελ είλαη παληνύ νξηζκέλε ζην . 

Ζ αδπλακία απηή ηνπ ζπλόινπ  νδήγεζε ζηε δηεύξπλζε ηνπ Αξηζκεηηθνύ 

ζπζηήκαηνο κε ηελ εηζαγσγή ηνπ ζπλόινπ ησλ ζρεηηθώλ αξηζκώλ ηνπ νπνίνπ ην  

είλαη ππνζύλνιν. ε ζπλδπαζκό ηώξα θαη κε όια ηα πξνεγνύκελα, έρνπκε ηηο 

παξαθάησ ηδηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηελ αθαίξεζε: 

 

i) Ο πνιιαπιαζηαζκόο είλαη επηκεξηζηηθή πξάμε σο πξνο ηελ αθαίξεζε, δειαδή: 

αλ , ,   θαη        ηζρύεη:  

              θαη όκνηα              . 
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ii) Ζ πξόζζεζε ηωλ δηαθνξώλ: Αλ , ,   θαη        θαη    ζα ηζρύεη: 

                     . 

 

Οξηζκόο 1.5 

Όηαλ δνζνύλ δύν θπζηθνί αξηζκνί α θαη β κε    θαη 0  , ωο «δηαίξεζε ηνπ α 

δηα ηνπ β», θαινύκε ηε ινγηθή δηαδηθαζία (πξάμε) δηα κέζνπ ηεο νπνίαο βξίζθεηαη 

έλαο θπζηθόο αξηζκόο x ηέηνηνο ώζηε: x   . Αλ ην ζύκβνιν ηεο πξάμεο είλαη ην 

«:», έρνπκε ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό: 

   2 , : ,   κε  : , , 0x x x                    .  

Καηά ηε δηάηαμε (α,β) ν  θαιείηαη «δηαηξεηένο», ν β «δηαηξέηεο» θαη ην απνηέιεζκα 

ηεο πξάμεο «:», ν x θαιείηαη ην «πειίθν» ηεο δηαίξεζεο. 

 

1.4.1 Ζ Δπθιείδεηα Γηαίξεζε 

 

Οξηζκόο 1.6: Όηαλ δνζνύλ δύν θπζηθνί αξηζκνί α θαη β κε  θαη 0    , σο 

«Δπθιείδεηα δηαίξεζε ηνπ α δηα ηνπ β» νξίδεηαη ε πξάμε (ινγηθή δηαδηθαζία) κε 

ηελ νπνία βξίζθεηαη έλα δεύγνο αξηζκώλ π θαη π κε: 0     ηέηνησλ ώζηε λα 

ηζρύεη:       . 

πκβνιηθά:    2 2 θαη 0,0 : , ,                       . 

Ο θπζηθόο αξηζκόο π θαιείηαη «ην ππόινηπν» ηεο δηαίξεζεο. 

 

Πξόηαζε: Αλ δνζνύλ δύν θπζηθνί αξηζκνί α θαη β κε  θαη 0    , ππάξρεη 

θπζηθόο αξηζκόο π ώζηε λα ηζρύεη:  

                                 
*        . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
Ο
   

ΟΙ ΡΗΣΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

 

 

 

2.1  Δηζαγωγή ζηα θιάζκαηα 

 

Έζησ S ην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ. Θεσξνύκε ην ζύλνιν  θαη ην 

εθνδηάδνπκε κε κία πξάμε «πξνζζεηηθή» κε ζύκβνιν ην « », κία πξάμε 

«πνιιαπιαζηαζηηθή» κε ζύκβνιν ην « » θαη κία ζρέζε ηζνδπλακίαο κε ζύκβνιν 

ην « » σο εμήο: 

 

α) Πξόζζεζε. Γηα θάζε δεύγνο (α,β) θαη (α΄,β΄) ηνπ ζπλόινπ  ηζρύεη: 

(α,β)  (α΄,β΄) = (αβ΄+βα΄, ββ΄). 

 

β) Πνιιαπιαζηαζκόο. Γηα θάζε (α,β) θαη (α΄,β΄) ηνπ ζπλόινπ  ηζρύεη: 

(α,β)  (α΄,β΄) = (αα΄, ββ΄). 

 

γ) ρέζε ηζνδπλακίαο. Γηα θάζε (α,β) θαη (α΄,β΄) ηνπ ζπλόινπ  ηζρύεη: 

(α,β)   (α΄, β΄)   αβ΄= βα΄. 

 

Πξέπεη νπσζδήπνηε 0, 0΄    

Ζ πην πάλσ δνκή  2 , , ,    ηνπ ζπλόινπ , νξίδεη ηελ Άιγεβξα ησλ «ξεηώλ 

αξηζκώλ». Κάζε ζηνηρείν (α,β) ηνπ  θαιείηαη θαη θιάζκα κε «αξηζκεηή ηνλ α 

(πξώην ζηνηρείν ηνπ δεύγνπο) θαη «παξνλνκαζηή ηνλ β» (δεύηεξν ζηνηρείν ηνπ 

δεύγνπο. 
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Πνξίζκαηα θαη παξαηεξήζεηο:  

Π1) Οη πξάμεηο   θαη   έρνπλ ηελ Αληηκεηαζεηηθή, ηελ Πξνζεηαηξηζηηθή θαη ηελ 

επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα.  

Π2) Ζ ζρέζε « » είλαη, όπσο εύθνια απνδεηθλύεηαη: 

       «απηνπαζήο»:   (α,β)   (α, β) 

      «ζπκκεηξηθή»:   (α,β)   (α΄, β΄)   (α΄,β΄)   (α,β)  θαη 

      «κεηαβαηηθή»:   [ (α,β)   (α΄, β΄)   (α΄, β΄)   (α΄΄, β΄΄) ]   (α,β)   (α΄΄, 

β΄΄) 

δειαδή είλαη όλησο ζρέζε ηζνδπλακίαο. 

Π3) Σα θιάζκαηα (α,β) θαη (ια, ιβ) είλαη ηζνδύλακα. Απηό ζπλεπάγεηαη ακέζσο 

από ηελ ηζόηεηα αιβ=βια θαη ηνλ νξηζκό ηεο ηζνδπλακίαο. 

Π4) Σν ππνζύλνιν  =   ,1 |  ηνπ  είλαη ηζνκνξθηθό κε ην S σο πξνο 

ηηο πξάμεηο «πξόζζεζε» θαη «πνιιαπιαζηαζκό», όπσο πξνθύπηεη από ηνλ πην θάησ 

πίλαθα: 

 

S   

α   (α,1) 

β   (β,1) 

α+β   (α+β, 1) = (α, 1)   (β, 1) = (α  1+β  1, 1 1 ) 

     (αβ, 1) = (α, 1)   (β, 1) = (α  β, 1 1 ) 

 

Ωο ζπλέπεηα ηεο ηζνκνξθίαο ηαπηίδνπκε ην ζύλνιν  κε ην ζύλνιν S ησλ θπζηθώλ 

αξηζκώλ θαη ηα θιάζκαηα ηεο κνξθήο (α, 1) ζα ηα θαινύκε «αθέξαηα θιάζκαηα», 

θαη ζα γξάθνπκε (α, 1) = α. 

0, 0΄    

2.2  Αθαίξεζε θαη Γηαίξεζε Κιαζκάηωλ 

Α.  Ζ Γηαίξεζε ζην ύλνιν ηωλ Κιαζκάηωλ 

 

Αλ δνζνύλ δύν θιάζκαηα (α,β) θαη (γ,δ) θαινύκε «δηαίξεζε ηνπ (α,β) (δηαηξεηένπ) 

δηα ηνπ (γ,δ) (δηαηξέηε) ηε ινγηθή δηαδηθαζία (πξάμε) κε ζύκβνιν ην «:» δηα κέζνπ 

ηεο νπνίαο βξίζθεηαη έλα θιάζκα (x,y) (πειίθν) ηέηνην, ώζηε λα ηζρύεη: 
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           , : , , , , , .x y x y


            

 

Έρνπκε ηόηε:  

               

         

, , , , , , , ,

, , , , ,

x y x y

x y x y

           

     

         

    
 

νπόηε      , , ,x y      θαη επνκέλσο:        , : , , ,         , νπόηε 

έρνπκε ηελ πξόηαζε: 

0, 0    

Σν πειίθν ηεο δηαίξεζεο δύν θιαζκάηωλ είλαη ίζν κε ην γηλόκελν ηνπ 

δηαηξεηένπ επί ηνπ αληίζηξνθν ηνπ δηαηξέηε. 

 

Άκεζε ζπλέπεηα ηεο πην πάλσ πξόηαζεο είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο αξηζκεηηθήο 

ζεκαζίαο ηνπ θιάζκαηνο. Πξάγκαηη:      , ,1 1,      θαη θαζώο, ζύκθσλα 

κε ηελ πξόηαζε,        ,1 : ,1 ,1 1,     , έρνπκε      , ,1 : ,1 .     

Όκσο από ηελ ηαύηηζε ησλ ζπλόισλ S θαη  είλαη:  , :     δειαδή: Κιάζκα 

(α,β) είλαη ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο ηνπ αξηζκεηή δηα ηνπ παξνλνκαζηή ηνπ. 

 

Γηδαθηηθέο Παξαηεξήζεηο: 

i) Από ηε ζρέζε  , :     πξνθύπηεη, όηη θιάζκαηα ηεο κνξθήο (x,0) ή (0,0) 

δελ έρνπλ λόεκα. Ζ κειέηε ησλ θιαζκάησλ απηώλ αλήθεη ζην πεδίν ηνπ 

απεηξνζηηθνύ ινγηζκνύ. 

ii) Ο νξηζκόο ηεο δηαίξεζεο θιαζκάησλ είλαη αλάινγνο κε ηνπ αληίζηνηρνπ ζην S. 

Όκσο ζην S ε δηαίξεζε δελ είλαη εζσηεξηθή πξάμε (όπσο θαη ε αθαίξεζε) γηα 

θάζε δεύγνο θπζηθώλ αξηζκώλ. Σν ζύλνιν ησλ ξεηώλ αξηζκώλ είλαη, από απηή 

ηελ άπνςε, κία δηεύξπλζε ηνπ αξηζκεηηθνύ ζπζηήκαηνο ζην νπνίν ε δηαίξεζε 

είλαη εζσηεξηθή πξάμε. 

iii) Ο ζπκβνιηζκόο ηνπ θιάζκαηνο (α,β) κε ηε κνξθή 



 είλαη αξθεηά εύρξεζηνο 

από ινγηθή θαη ινγηζηηθή άπνςε θαη γη’ απηό ρξεζηκνπνηείηαη ζε όια ηα βηβιία. 

Δίλαη έλαο ζπκβνιηζκόο «πειηθόηεηαο» θαη αληαπνθξίλεηαη ζηελ αξηζκεηηθή 

ζεκαζία ηνπ θιάζκαηνο, αιιά είλαη θαη ζπκβνιηζκόο γεληθόηεξεο ζεκαζίαο 
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επεηδή ζπκβνιίδεη ζπγθξίζεηο νκνεηδώλ πνζώλ από ηηο νπνίεο πξνέθπςε έλαο 

επνπηηθόο νξηζκόο ηνπ αξηζκνύ. Π.ρ. αλ Α θαη Μ είλαη δύν νκνεηδή πνζά, 

θαινύκε «αξηζκό ι» ην απνηέιεζκα ηεο ζύγθξηζεο ησλ κεγεζώλ απηώλ θαη 

γξάθνληαο 





, ελλννύκε όηη ν «αξηζκόο» ι εθθξάδεη ην πώο ην κέγεζνο Α 

ζπγθξνηείηαη από ην κέγεζνο Μ (πνπ ην ιέκε κνλάδα) θαη ηα κέξε ηνπ. 

 

Β.  Ζ Αθαίξεζε ζην ύλνιν ηωλ Κιαζκάηωλ 

 

Αλ δνζνύλ δύν θιάζκαηα (α,β) θαη (γ,δ) νξίδνπκε σο αθαίξεζε ηνπ θιάζκαηνο (γ,δ) 

(αθαηξεηένο) από ην (α,β) (κεησηένο), ηε ινγηθή δηαδηθαζία (πξάμε) κε ζύκβνιν ην 

«–» δηα κέζνπ ηεο νπνίαο βξίζθεηαη θιάζκα (x,y) (δηαθνξά) ην νπνίν πξνζηηζέκελν 

ζηνλ αθαηξεηέν (γ,δ) δίλεη σο απνηέιεζκα ηνλ κεησηέν (α,β), δειαδή: 

           , , , , , , .x y x y


             

ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό, έρνπκε:    , ,y x y      , νπόηε 

y x y        . 

Ζ ζπλαιήζεπζε ησλ ζρέζεσλ απηώλ (ζύζηεκα δύν εμηζώζεσλ κε δύν αγλώζηνπο) 

κε x θαη y θπζηθνύο αξηζκνύο απαηηεί πνιύπινθε δηεξεύλεζε. Γηα ηνλ ιόγν απηό, 

θαηαθεύγνπκε ζηα ηζνδύλακα νκώλπκα θιάζκαηα (αδ, βδ)   (α,β) θαη  

(βγ, βδ) ≈ (γ,δ) θαη αλαδεηνύκε ηνλ πξνζδηνξηζκό νκώλπκνπ θιάζκαηνο (δ, βδ) από 

ηε ζρέζε: (αδ, βδ) = (βγ, βδ)  (δ, βδ) από ηελ νπνία έρνπκε: αδ = βγ + δ.  

Ζ ζρέζε απηή είλαη δπλαηή κόλνλ όηαλ βγ≤αδ, νπόηε δ = αδ – βγ θαη επνκέλσο (α,β) 

– (γ,δ) = (αδ – βγ, βδ). Αλ αδ < βγ ε αθαίξεζε ζην ζύλνιν ησλ θιαζκάησλ δελ έρεη 

λόεκα επεηδή δελ είλαη παληνύ νξηζκέλε, κε άιια ιόγηα, δελ είλαη εζσηεξηθή πξάμε. 

0, 0    

 

2.3  Δίδε Κιαζκάηωλ 

 

1) Σα κνλαδηαία θιάζκαηα. Σα θιάζκαηα ηεο κνξθήο (ι,ι) είλαη ηζνδύλακα κε 

ην (1,1) θαη ηα θαινύκε «κνλαδηαία θιάζκαηα». Σν (1,1) είλαη ην νπδέηεξν 

ζηνηρείν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ δηόηη: (α,β)  (1,1) = ( 1, 1   ) = (α,β). 

Δπίζεο, έρνπκε: (α,β)  (ι,ι) = (αι,βι) ≈ (α,β). 
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2) Σα κεδεληθά θιάζκαηα. Σα θιάζκαηα ηεο κνξθήο (0,κ) είλαη ηζνδύλακα κε 

ην (0,1) θαη ηα θαινύκε «κεδεληθά θιάζκαηα». Σν (0,1) είλαη ην νπδέηεξν 

ζηνηρείν ζηελ πξόζζεζε.  

Πξάγκαηη: (α,β)  (0,1) = (  1 0, 1) ,          θαη αθόκε 

         , 0, 0, , ,                       . 

Δπίζεο, έρνπκε:         , 0, 0, 0,          δειαδή θάζε θιάζκα 

πνιιαπιαζηαδόκελν επί κεδεληθό θιάζκα κεδελίδεηαη. 

 

3) Σα αληίζηξνθα θιάζκαηα. Γύν θιάζκαηα θαινύληαη «αληίζηξνθα» όηαλ ην 

γηλόκελό ηνπο είλαη ην κνλαδηαίν θιάζκα. Αλ (α,β) έλα θιάζκα, ηόηε ην 

αληίζηξνθό ηνπ (x,y) ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε: (α,β)  (x,y) = (ι,ι) νπόηε: 

(αx, βy) = (ι,ι)  (αx = ι   βy = ι) αx = βy = ι. ύκθσλα κε ηνλ 

νξηζκό ηεο ηζνδπλακίαο έρνπκε (x,y) ≈ (β,α) θαη επνκέλσο ην αληίζηξνθν ηνπ 

(α, β) είλαη ην (β, α). Αλ β=1, ην αληίζηξνθν ηνπ θιάζκαηνο (αθεξαίνπ) (α,1) 

είλαη ην (1,α). 

Παξαηήξεζε: Τπνηέζεθε όηη ην δεύηεξν ζηνηρείν y όισλ ησλ θιαζκάησλ 

(x,y) πνπ εμεηάζζεθαλ πξνεγνπκέλσο είλαη δηαθνξεηηθό από ην 0. 

 

4) Κιάζκαηα αλάγωγα θαη θιάζκαηα απινπνηήζηκα. Αλ νη όξνη ελόο 

θιάζκαηνο (α,β) είλαη πξώηνη πξνο αιιήινπο, ην θιάζκα θαιείηαη 

«αλάγσγν». Αλ έρνπλ θνηλό δηαηξέηε k θαη είλαη α = αk, β = βk, έρνπκε ηελ 

ηζνδπλακία:  (α,β) = (kα, kβ) ≈ ( 1 1,  ), νπόηε (α,β) ≈ ( 1 1,  ) θαη ην θιάζκα 

(α,β) θαιείηαη «απινπνηήζηκν». Αλ ξ ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ α,β, 

έρνπκε: (α,β) = (ξκ, ξλ) x (κ, λ) δειαδή (α,β) ≈ (κ, λ) όπνπ (κ, λ) αλάγσγν. 

Δπνκέλσο, θάζε θιάζκα ή είλαη αλάγωγν ή είλαη ηζνδύλακν κε έλα 

αλάγωγν θιάζκα. 

0, 0, 0      

Παξαθάησ, δηαηππώλνπκε δύν ζεκαληηθέο πξνηάζεηο: 

Πξόηαζε 2.1: Γύν αλάγσγα θιάζκαηα δελ είλαη δπλαηόλ λα είλαη ηζνδύλακα αλ δελ 

είλαη ίζα. 
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Πξόηαζε 2.2: Αλ ην θιάζκα (α,β) είλαη αλάγσγν ηόηε νη όξνη θάζε ηζνδύλακνπ 

θιάζκαηνο (γ,δ) είλαη ηζνπνιιαπιάζηα ησλ α θαη β αληίζηνηρα. 

 

2.4:  Σα Οκώλπκα Κιάζκαηα θαη νη Δθαξκνγέο ηνπο 

Οξηζκόο 2.1: Γύν θιάζκαηα κε ηνλ απηόλ παξνλνκαζηή π.ρ. (κ,ξ), (λ,ξ) θαινύληαη 

«νκώλπκα». Αλ έρνπλ δηαθνξεηηθνύο παξνλνκαζηέο θαινύληαη «εηεξώλπκα». Γύν 

θιάζκαηα εηεξώλπκα (α,β) θαη (γ,δ) αλάγνληαη ζε ηζνδύλακα νκώλπκα αλ 

πνιιαπιαζηαζηνύλ νη όξνη ηνπ ελόο κε ηνλ παξνλνκαζηή ηνπ άιινπ αθνύ ηζρύεη: 

(α,β) ≈ (δ,δ)  (α,β)  = (αδ, βδ)   θαη  (γ,δ) ≈ (β,β)  (γ,δ) = (βγ, βδ). 

Αλ κ ην ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην ησλ παξνλνκαζηώλ β θαη δ κπνξνύκε λα 

επηηύρνπκε ηζνδύλακα νκώλπκα θιάζκαηα κε κηθξόηεξν παξνλνκαζηή. Πξάγκαηη, 

αλ κ = βξ =δ  έρνπκε: (α,β) ≈ (ξ,ξ)  (α,β) = (αξ, βξ) = (αξ, κ) θαη  

(γ,δ) ≈        , , , , .           

Πξόηαζε 1: Σν άζξνηζκα νκώλπκσλ θιαζκάησλ είλαη ηζνδύλακν κε νκώλπκν 

θιάζκα κε αξηζκεηή ην άζξνηζκα ησλ αξηζκεηώλ. 

Πξάγκαηη,  (κ,ξ)  (λ,ξ) = (κξ + λξ, 
2 ) = (ξ,ξ)  (κ + λ, ξ) ≈ (κ + λ, ξ), νπόηε 

(κ,ξ)  (λ,ξ) ≈ (κ + λ, ξ). 

 

Πξόηαζε 2: Δπεθηείλνληαο ηε ζρέζε ηνπ «κηθξόηεξνπ» κε ζύκβνιν ην «<» πνπ 

ππάξρεη κεηαμύ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ S, νξίδνπκε κεηαμύ ησλ νκώλπκσλ 

θιαζκάησλ κία αλάινγε ζρέζε θαη κε ην ίδην ζύκβνιν «<» θαη ιέκε όηη: 

Έλα θιάζκα (κ,ξ) είλαη κηθξόηεξν από ην θιάζκα (λ,ξ) όηαλ θαη κόλν όηαλ 

κεηαμύ ηωλ αληίζηνηρωλ αξηζκεηώλ ηνπο κ θαη λ ηζρύεη ε ζρέζε κ < λ νπόηε 

γξάθνπκε: (κ,ξ) < (λ,ξ)  κ < λ. 

Δπεηδή ηώξα δύν νπνηαδήπνηε θιάζκαηα (α,β) θαη (γ,δ)  αλάγνληαη ζε ηζνδύλακα 

νκώλπκα θιάζκαηα (αδ, βδ) θαη (βγ, βδ) αληίζηνηρα, επεθηείλνπκε ηε ζρέζε «<» 

ζην ζύλνιν ησλ θιαζκάησλ θαη ιέκε όηη: 

Σν θιάζκα (α,β) είλαη κηθξόηεξν από ην (γ,δ) όηαλ θαη κόλνλ όηαλ ηζρύεη αδ < βγ 

θαη γξάθνπκε:  (α,β) < (γ,δ)   αδ < βγ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
Ο
  

ΟΙ ΑΤΜΜΕΣΡΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

 

 

3.1 Ηζηνξηθή αλαγθαηόηεηα 

Γύξσ ζηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο ηνπ 500 π.Υ. επηζεκάλζεθε, από ηνπο Έιιελεο 

καζεκαηηθνύο ηεο Αξραηόηεηαο, ε αλεπάξθεηα ηνπ αξηζκεηηθνύ ζπζηήκαηνο ησλ 

ξεηώλ αξηζκώλ. Ζ δηεύξπλζε, όκσο, ηνπ αξηζκεηηθνύ ζπζηήκαηνο θαηά απζηεξό 

καζεκαηηθό ηξόπν επηηεύρζεθε θαηά ην δεύηεξν κηζό ηνπ 19
νπ

 αηώλα ράξε ζηηο 

εξγαζίεο ηνπ R. Dedekind (1831 – 1916) πάλσ ζηνπο αζύκκεηξνπο αξηζκνύο. 

 

Μέρξη ην 500 π.Υ. θπξίαξρε ζέζε αλάκεζα ζηηο δηάθνξεο Διιεληθέο θηινζνθηθέο 

ρνιέο θαηείρε ε Ππζαγόξεηα ζρνιή, ηεο νπνίαο νη νπαδνί είραλ σο θηινζνθηθό 

δόγκα όηη «ην παλ είλαη αθέξαηνο αξηζκόο». Ζ αληίιεςε απηή θαίλεηαη λα 

δεκηνπξγήζεθε ιόγσ ησλ δηαθόξσλ ζρέζεσλ πνπ αλαθάιπςαλ νη Ππζαγόξεηνη 

αλάκεζα ζηνπο ήρνπο θαη ζηα κήθε ησλ ρνξδώλ, νη νπνίεο εθθξάδνληαλ κε 

αθέξαηνπο αξηζκνύο θαη θιάζκαηα. Αθνινπζώληαο ηηο δηαπηζηώζεηο απηέο, έθηαζαλ 

ζην ζπκπέξαζκα όηη, όπσο ε νπζία ησλ κνπζηθώλ ηόλσλ εμαξηάηαη από ηνπο 

αθέξαηνπο αξηζκνύο νη νπνίνη θαζνξίδνπλ ηνπο ήρνπο θαη ηα δηαζηήκαηά ηνπο, έηζη 

θαη ηα ινηπά όληα ζηελ νπζία ηνπο είλαη αθέξαηνη αξηζκνί. 

Με άιια ιόγηα, νη Ππζαγόξεηνη δελ πεξηνξίδνληαλ ζην λα ζεσξήζνπλ ηνπο 

αθέξαηνπο αξηζκνύο σο κέζα κε ηα νπνία εθηεινύληαη ινγηζηηθέο πξάμεηο, αιιά 

απέδσζαλ ζε απηνύο ηνπο αξηζκνύο νληνινγηθή ζεκαζία. Κάζε αξηζκόο πξέπεη λα 

ζεσξεζεί σο νληόηεηα ηεο νπνίαο πξέπεη λα απνθαιπθζνύλ νη ηδηόηεηεο δηα κέζνπ 

ηεο έξεπλαο θαη αληίζηξνθα: Γηα θάζε νληόηεηα ππάξρεη αληίζηνηρνο αξηζκόο πνπ 

ηελ εθθξάδεη. Έηζη, γηα παξάδεηγκα, θαηέηαμαλ ηνπο αξηζκνύο ζε θαηεγνξίεο, όπσο 

ζε «ηέιεηνπο» θαη «θίιηνπο». Οη πεξηηηνί αξηζκνί ήηαλ «αξζεληθνί» θαη νη άξηηνη 

«ζειπθνί». Μνλάρα ην 1, γελλήηνξαο όισλ ησλ άιισλ αθεξαίσλ αξηζκώλ, έκεηλε 

έμσ από απηή ηελ θαηάηαμε. Σν 5 γηα παξάδεηγκα, ζπκβόιηδε ην γάκν σο έλσζε ηνπ 

πξώηνπ ζειπθνύ 2 κε ηνλ πξώην αξζεληθό 3. Πξνλνκηαθή ζέζε ζην ζύζηεκα ησλ 
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Ππζαγνξείσλ έρεη ν πεξηηηόο αξηζκόο πνπ έρεη αξρή, κέζε θαη ηέινο. Ο πεξηηηόο 

ηαπηίδεηαη κε ην πεπεξαζκέλν, ελώ ν άξηηνο κε ην άπεηξν, ζπκβνιίδνληαο έλα θελό 

πνπ επηηξέπεη ηελ επ’ άπεηξνλ δηαίξεζε. 

 

3.1.1 Αλάινγα Μεγέζε θαη Κνηλά Μέηξα 

Μέρξη ην 500 π.Υ. ππήξρε ε βεβαηόηεηα όηη δελ ππήξραλ άιινη αξηζκνί εθηόο από 

ηνπο αθέξαηνπο θαη έηζη ζηακάηεζε ε έλλνηα ηνπ αξηζκνύ λα απνηειεί θεληξηθό 

ζέκα ησλ εξεπλώλ ζηα αξραία Διιεληθά Μαζεκαηηθά. Κπξίαξρν ξόιν ζηε 

καζεκαηηθή επηζηήκε ηόηε είρε ε έλλνηα ηνπ «ιόγνπ» δύν νκνεηδώλ κεγεζώλ U θαη 

V, πνπ ζπκβνιίδεηαη ζήκεξα κε ηελ θιαζκαηηθή κνξθή 
U

V
 θαη ε αλαινγία 

U

V




 , 

κεηαμύ νκνεηδώλ κεγεζώλ θαη αθεξαίσλ αξηζκώλ, ε νπνία, θαηά ηνλ Αξηζηνηέιε, 

νξίδεηαη σο εμήο:  

« Αλαινγηθή ελόηεηα απνηεινύλ ηα αληηθείκελα πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ηνπο ζηε 

ζρέζε ζηελ νπνία βξίζθνληαη έλα αληηθείκελν πξνο έλα άιιν αληηθείκελν». 

Γηεπθξηληζηηθά, αλαθέξνπκε όηη ην θιάζκα 



 όπσο θαη ν ιόγνο 

U

V
 γηα ηνπο 

Αξραίνπο Έιιελεο δελ είραλ ηε ζεκαζία πνπ έρνπλ ζήκεξα.  Γε ζεσξνύζαλ ην 

θιάζκα σο πειίθν δύν αθεξαίσλ θαη επηκέλνπλ ζηελ άπνςε όηη πξόθεηηαη όρη γηα 

δηαίξεζε, αιιά γηα ζρέζεηο αξηζκώλ θαη κεγεζώλ από ηελ άπνςε ηεο ζύγθξηζήο 

ηνπο. Δπίζεο, ζηα αξραία Διιεληθά καζεκαηηθά δε ζπλεζίδεηαη ε θιαζκαηηθή 

παξάζηαζε, αιιά πξνηηκάηαη ε έθθξαζε ησλ ζρέζεσλ κε  πνιιαπιαζηαζκό: 

U v V    , αληί ηνπ ζεκεξηλνύ 
U

V




 . 

Παξάιιεια κε ηελ Αξηζκεηηθή αλαπηπζζόηαλ θαη ε Γεσκεηξία έηζη, ώζηε 

νξηζκέλεο ζρέζεηο κεηαμύ ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκαηηζκώλ λα κεηαηξέπνληαη ζε 

αληίζηνηρεο αξηζκεηηθέο θαη αληίζηξνθα. Όκσο γηα ηηο κεηξηθέο ζρέζεηο θαη, 

πξνθεηκέλνπ λα εθηειεζζνύλ αξηζκεηηθέο πξάμεηο κε αθέξαηνπο αξηζκνύο πάλσ ζηα 

εμαγόκελα, ήηαλ απαξαίηεην λα ππάξρεη θνηλό κέηξν κεηαμύ ησλ νκνεηδώλ 

γεσκεηξηθώλ κεγεζώλ U θαη V, δειαδή λα ππάξρεη θνηλό νκνεηδέο κέγεζνο Υ, ην 

νπνίν επαλαιακβαλόκελν αθέξαην αξηζκό θνξώλ, έζησ κ, λα δώζεη ην U, ελώ 

επαλαιακβαλόκελν αξηζκό λ θνξώλ γηα λα δώζεη ην V, δειαδή λα ηζρύνπλ – 

ζπκβνιηθά - νη ζρέζεηο: U X  , V v X  . Σν θνηλό κέηξν Υ ην θαινύκε θαη 

κνλάδα κέηξεζεο. 
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Γηα παξάδεηγκα, ε αξηζκεηηθή έθθξαζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο, ην νπνίν 

είραλ απνδείμεη γεσκεηξηθά νη Ππζαγόξεηνη, είλαη ε αξηζκεηηθή ζρέζε: 

2 2 2    , ε νπνία ζηελ πεξίπησζε ύπαξμεο θνηλνύ κέηξνπ απνδεηθλύεηαη σο 

εμήο: 

      Έζησ a, b, c ηα αληίζηνηρα επζύγξακκα ηκήκαηα ηεο ππνηείλνπζαο θαη ησλ 

θάζεησλ πιεπξώλ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη k επζύγξακκν ηκήκα, θνηλό κέηξν 

ησλ a, b, c, όπνπ ηζρύνπλ νη ζρέζεηο:  

a k

b k

c k







 

 

 

 

κε α, β, γ αθεξαίνπο αξηζκνύο. Έρνπκε, ηόηε, όηη ηα ηεηξάγσλα πνπ 

θαηαζθεπάδνληαη κε πιεπξέο ηελ ππνηείλνπζα a, θαη ηηο θάζεηεο πιεπξέο b θαη c 

απνηεινύληαη αληίζηνηρα από 
2 2 2, ,    ηεηξαγσλίδηα κε πιεπξέο ίζεο κε ηε 

κνλάδα k. Αλ θαιέζνπκε k  ηελ επηθάλεηα ηνπ κνλαδηαίνπ ηεηξαγσληδίνπ κε 

πιεπξά k, έρνπκε όηη νη αληίζηνηρεο επηθάλεηεο ησλ αξρηθώλ ηεηξαγώλσλ κε πιεπξέο  

a k

b k

c k







 

 

 

 

είλαη ίζεο κε  

2

2

2

k

k

k













, 

νπόηε, θαηά ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ηζρύεη ε ζρέζε επηθαλεηώλ 

2 2 2

k k k       .  

 

 

Αλ παξαιείςνπκε ηε κνλάδα κέηξεζεο k  ζα έρνπκε ηελ αξηζκεηηθή ζρέζε 

2 2 2    . Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε ύπαξμεο θνηλνύ κέηξνπ κεηαμύ ησλ πιεπξώλ 

ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, νη Ππζαγόξεηνη όξηδαλ όηη νη ιόγνη 
a a

, ,
b

b c c
 κεηαμύ 

ησλ πιεπξώλ είλαη αξηζκεηηθά ίζνη αληίζηνηρα κε , ,
  

  
, νη νπνίνη είλαη αξηζκνί 
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ξεηνί, ηζρύνπλ δειαδή νη αλαινγίεο: 
a a

,  ,  
b

b c c

  

  
    κεηαμύ επζπγξάκκσλ 

ηκεκάησλ θαη αθεξαίσλ αξηζκώλ. Οη Ππζαγόξεηνη είραλ πξάγκαηη αλαθαιύςεη όηη 

νξηζκέλα νξζνγώληα ηξίγσλα, όπσο π.ρ. ηα νξζνγώληα ηξίγσλα κε πιεπξέο a=5k, 

b=4k, c=3k γηα ηα νπνία είλαη 
2 2 25 4 3   θαη 

a 5 a 5 4
,  ,  

4 3 3

b

b c c
    ηθαλνπνηνύζαλ 

ηε ξεηή έθθξαζε ησλ ιόγσλ. 

 

3.1.2  Ο 2  απνδεηθλύεη ηελ Αλππαξμία Κνηλνύ Μέηξνπ 

Όηαλ νη Ππζαγόξεηνη ζέιεζαλ λα εμεηάζνπλ αλ ηζρύεη ην ίδην γηα  ηπραίν νξζνγώλην 

ηξίγσλν, ήξζαλ αληηκέησπνη κε ηελ εμήο δηαπίζησζε: Οη ιόγνη 
a a

, ,
b

b c c
 (όπσο 

αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ), δελ ήηαλ δπλαηόλ λα εθθξαζζνύλ πάληνηε κε ξεηνύο 

αξηζκνύο επεηδή, ζε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, δελ ππάξρεη πάληνηε κεηαμύ ησλ 

πιεπξώλ θνηλό κέηξν. Σα νξζνγώληα ηξίγσλα πνπ ππάξρεη θνηλό κέηξν κεηαμύ ησλ 

πιεπξώλ ηνπο θαινύληαη «Ππζαγόξεηα νξζνγώληα ηξίγσλα». 

Σν αδηέμνδν πξνέθπςε όηαλ ε αξηζκεηηθή ζρέζε 
2 2 2     εθαξκνδόκελε ζην 

νξζνγώλην θαη ηζνζθειέο ηξίγσλν κε θάζεηεο πιεπξέο ίζεο κε ηελ αξηζκεηηθή 

κνλάδα 1, νδήγεζε ζηε ζρέζε 
2 2 2 21 1 2 2x x x      , όπνπ κε ην 

ζπκβνιηζκό 2  δειώλεηαη αξηζκόο x, άγλσζηνο κέρξη ηόηε, επεηδή, όπσο έδεημαλ 

νη ίδηνη νη Ππζαγόξεηνη, ν αξηζκόο 2  δελ είλαη ξεηόο. ύκθσλα κε ηνλ 

Αξηζηνηέιε ε ζπιινγηζηηθή πνξεία γηα ηελ εμαγσγή απηνύ ηνπ ζπκπεξάζκαηνο ησλ 

Ππζαγνξείσλ ήηαλ ε «εηο άηνπν απαγσγή», ε νπνία κε ζύγρξνλνπο ζπκβνιηζκνύο 

έρεη σο εμήο: 

   Αο ππνζέζνπκε όηη ε 2  είλαη ξεηόο αξηζκόο 



 όπνπ νη αθέξαηνη αξηζκνί α θαη 

β είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο. Θα είλαη: 

2
2 2

2
2 2 2

 
 

 
     . 

Από ηε ζρέζε απηή πξνθύπηεη όηη ν 
2  είλαη άξηηνο αξηζκόο, νπόηε θαη ν α ζα 

είλαη άξηηνο, έζησ α=2η θαη θαζώο ην θιάζκα 



 είλαη αλάγσγν, ζα πξέπεη ν β λα 

είλαη πεξηηηόο, έζησ β=2ι+1. Σόηε έρνπκε: 
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2 2 2 22 22 2 2 1 4 2 2 1 2 2 1             , ζρέζε άηνπε, αθνύ ν 

 
2

2 1   είλαη πεξηηηόο. Δπνκέλσο, ε «απνδνρή» όηη ν αξηζκόο 2  είλαη ξεηόο 

νδεγεί ζε άηνπεο ζρέζεηο, άξα ν αξηζκόο 2  δελ είλαη ξεηόο. Καηά ηνλ 

ζπκβνιηζκό x= 2 , ν x θαιείηαη ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 2. 

 

Ο καζεκαηηθόο Θεόδσξνο ν Κπξελαίνο απέδεημε όηη νη ηεηξαγσληθέο ξίδεο ησλ 

αξηζκώλ 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, δελ είλαη ξεηνί αξηζκνί. 

 

Μηα γλσζηή  κέζνδνο εύξεζεο ηνπ θνηλνύ κέηξνπ είλαη απηή πνπ αθνινπζεί ηνλ 

Δπθιείδεην αιγόξηζκν ηεο δηαίξεζεο δύν θπζηθώλ αξηζκώλ θαη έρεη σο εμήο: 

Έζησ Α θαη Β δύν νκνεηδή κεγέζε κε Α>Β θαη όηη ην Α ζπγθξνηείηαη από 1  

κεγέζε ίζα κε ην Β θαη πεξηζζεύεη έλα ηκήκα 1  ηνπ Α κε 1 < Β, ην νπνίν 

θαινύκε ππόινηπν. Θα ηζρύεη ηόηε ε ζρέζε: 1 1   , κε 1 < Β. Όκνηα έζησ 

όηη ην Β απνηειείηαη από 2  κεγέζε ίζα κε ην 1  θαη πεξηζζεύεη έλα νκνεηδέο 

ππόινηπν 2  ηκήκα ηνπ Β, δειαδή: 1 2 2      κε 2 < 1  θ.ν.θ. νπόηε 

πξνθύπηεη ν αιγόξηζκνο:  

1 1 1

1 2 2 2 1

1 2 3 3 3 2

2 3 4 4 4 3

1 2 2 2 1

,     Τ

,   

,  Τ

,  

............................................

,   Τk k k k k k









    

      

        

       

        

       

 

ρεκαηίδεηαη θαηά απηόλ ηνλ ηξόπν κία «θζίλνπζα» αιπζίδα ππνινίπσλ ηεο 

κνξθήο  1 2 3 4 1 2.... ....k k k                 . 

Ζ παξαπάλσ αιπζίδα ή δηαθόπηεηαη όηαλ θάπνην ππόινηπν κέγεζνο (π.ρ. ην κέγεζνο 

2k ) απνδεηρζεί όηη δελ ππάξρεη, νπόηε έρνπκε 1 2k k k     , δειαδή ην k  

είλαη αθέξαην πνιιαπιάζην ηνπ 1k , είηε ζπλερίδεηαη επ’ άπεηξνλ κε ηα ππόινηπα 

λα θζίλνπλ θαη λα γίλνπλ όζν κηθξά ζέινπκε. ηελ πξώηε πεξίπησζε ην κέγεζνο 

1k  ζα είλαη πξνθαλώο ην θνηλό κέηξν ησλ Α  θαη Β, ελώ ζηε δεύηεξε πεξίπησζε 

πνπ ε αιπζίδα ζπλερίδεηαη επ’ άπεηξνλ, ηα Α θαη Β δελ έρνπλ θνηλό κέηξν. 
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ηελ πξώηε πεξίπησζε έρνπκε ηειηθά 1 1,   B=k k      θαη ν ιόγνο 



 

εθθξάδεηαη κε ηνλ ξεηό αξηζκό 



 όπσο όξηδαλ νη Ππζαγόξεηνη, ελώ ζηε δεύηεξε 

πεξίπησζε, ν ιόγνο 



 δελ κπνξεί λα εθθξαζζεί κε ξεηό αξηζκό. ηελ πξώηε 

πεξίπησζε ηα κεγέζε Α θαη Β θαινύληαη «ζύκκεηξα», ελώ ζηε δεύηεξε 

«αζύκκεηξα». 

  

3.1.3.  Αζύκκεηξα Γεωκεηξηθά Μεγέζε 

Μεηαμύ άιισλ παξαδεηγκάησλ, κπνξνύκε λα αλαθέξνπκε όηη ε ππνηείλνπζα θαη ε 

θάζεηε πιεπξά νξζνγσλίνπ θαη ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ  είλαη κεγέζε αζύκκεηξα 

 

3.2  Ζ Σνκή Dedekind 

3.2.1 Ζ Σνκή Dedekind ζην ύλνιν ηωλ Θεηηθώλ Ρεηώλ 


 

Έζησ ε δνκή (


, < ) όπνπ 


 ην ζύλνιν ησλ ξεηώλ ηεο αξηζκεηηθήο θαη «<» ε 

ζρέζε γλήζηαο νιηθήο γξακκηθήο δηάηαμεο ηνπ «κηθξόηεξνπ» πάλσ ζην ζύλνιν 


. Έρνπκε ηόηε: 

 

Οξηζκόο 3.1:  Καινύκε ηνκή Dedekind πάλσ ζην ζύλνιν 


 θάζε δηακέξηζε 

{Α,Β} ηνπ 


 ζε δύν κε θελά ππνζύλνια ηνπ Α θαη Β ηέηνηα ώζηε: 

,           λα ηζρύεη: α < β. πκβνιίδνπκε ηόηε: {Α,Β}Α|Β. 

ύκθσλα κε ηα πξνεγνύκελα, αλ Α|Β είλαη κία ηνκή Dedekind πάλσ ζην 


, 

ηζρύνπλ νη αθόινπζεο ζπλζήθεο: 

 

i) ,        

ii)   

iii) ,   :         

 

Βαζηθέο παξαηεξήζεηο: 

Π1) Ο νξηζκόο ηεο ηνκήο Dedekind πάλσ ζην ζύλνιν 


 δελ είλαη θελόο. 
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Π2) Αλ ν ηπρόλ ξεηόο ξ είλαη ζύκβνιν ηεο δηακέξηζεο {Α,Β} Α|Β ηνπ 


 θαηά 

κηα ηνκή Dedekind, ζπκβνιίδνπκε: ξ (Α|Β). 

 

3.2.2 Ηδηόηεηεο ηεο ηνκήο Dedekind θαη ην ύκβνιν Καηακεξηζκνύ 

Γηα θάζε ηνκή Dedekind Α|Β πάλσ ζην ζύλνιν 


 έρνπκε: 

Η1) Γελ ππάξρεη ζηελ θιάζε Α κεγαιύηεξνο ξεηόο θαη ηαπηόρξνλα ζηελ θιάζε Β 

κηθξόηεξνο ξεηόο. 

Η2) Αλ δνζεί ηνκή Dedekind Α|Β πάλσ ζην 


 θαη απζαίξεηνο ξεηόο ε, ππάξρεη έλαο 

ηνπιάρηζηνλ ξεηόο   θαη έλαο ηνπιάρηζηνλ ξεηόο    ώζηε λα ηζρύεη:  

0      . 

ύκθσλα κε ηα όζα αλαθέξζεθαλ ζηελ παξάγξαθν 3.2.1, θάζε ξεηόο νξίδεη, σο 

ζύκβνιν θαηακεξηζκνύ, κία ηνκή Dedekind Α|Β πάλσ ζην ζύλνιν 


. Σν 

αληίζηξνθν όκσο δελ ηζρύεη πάληα, δειαδή θάζε ηνκή Dedekind Α|Β πάλσ ζην 


 

δελ έρεη σο ζύκβνιν θαηακεξηζκνύ πάληνηε ξεηό αξηζκό. Κάηη ηέηνην ζεκαίλεη όηη 

ππάξρνπλ θαη ηνκέο  Dedekind Α|Β ηέηνηεο πνπ δελ ππάξρεη ζηελ θιάζε Α 

κεγαιύηεξνο ξεηόο, νύηε ηαπηόρξνλα ζηελ θιάζε Β κηθξόηεξνο ξεηόο. Γηα 

παξάδεηγκα, ε ηνκή πνπ νξίδεηαη κέζσ ηεο εμίζσζεο 
2 7x  . Όπσο είλαη γλσζηό, δελ 

ππάξρεη ξεηόο ξ γηα ηνλ νπνίν λα ηζρύεη 
2 7  . Θεσξνύκε ηόηε έλαλ θαηακεξηζκό 

ηνπ ζπλόινπ 


 ζε δύν θιάζεηο Α θαη Β σο εμήο: ηελ θιάζε Α λα αλήθνπλ όινη νη 

ξεηνί πνπ ην ηεηξάγσλό ηνπο λα είλαη κηθξόηεξν από ην 7 θαη ζηελ θιάζε Β όινη νη 

ινηπνί ξεηνί. 

Όπσο αλαθέξακε πην πάλσ, ν ζπγθεθξηκέλνο θαηακεξηζκόο είλαη πξάγκαηη ηνκή 

Dedekind επεηδή ηθαλνπνηνύληαη νη ζπλζήθεο  (i, ii, iii), όπσο αλαθέξζεθαλ ζηνλ 

νξηζκό. Γελ ππάξρεη όκσο ξεηόο αξηζκόο σο ζύκβνιν θαηακεξηζκνύ ζην παξάδεηγκα 

απηό, επεηδή, όπσο ζα δείμνπκε, δελ ππάξρεη κεγαιύηεξνο ξεηόο ζηελ θιάζε Α, νύηε 

κηθξόηεξνο ξεηόο ζηελ θιάζε Β.  

Πξάγκαηη, αξθεί λα δείμνπκε όηη γηα θάζε ξεηό ξ ηεο θιάζεο Α ππάξρεη πάληνηε 

ξεηόο κεγαιύηεξνο πνπ λα αλήθεη θη απηόο ζηελ θιάζε Α θαη γηα θάζε ξεηό ζ ηεο 

θιάζεο Β ππάξρεη πάληα ξεηόο κηθξόηεξόο ηνπ πνπ λα αλήθεη ζηελ θιάζε Β. 
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Γηα ηελ πξώηε πεξίπησζε, αξθεί λα δεηρζεί όηη αλ 
2 7   ππάξρεη θαηάιιεινο ξεηόο 

ε ώζηε  
2

7   . Έρνπκε:  
2 2 2 2 27 2 7 2 7                 . 

Θέηνπκε 
27    , νπόηε: 22

2 2

 
    , θαη αλαδεηάκε θαηάιιειν ε ώζηε λα 

ηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 2
2


   θαη 2

2


  . Αλ επηιεγεί ν ε έηζη ώζηε ε<1, ζα έρνπκε 

2   θαη επνκέλσο αξθεί λα επηιεγεί ν ε ηέηνηνο ώζηε λα ηθαλνπνηνύληαη νη ζρέζεηο: 

 0 1
4 2

 
  



   
       

  
. Γίλνληαο ηώξα ζηνλ ε ηηκή κηθξόηεξε από ηελ 

ειάρηζηε από ηηο 1, 
4




, 

2


 έρνπκε ην δεηνύκελν:     . Άξα ζηελ θιάζε Α 

δελ ππάξρεη κεγαιύηεξνο  ξεηόο. 

 

Γηα ηε δεύηεξε πεξίπησζε αξθεί λα δείμνπκε όηη αλ 
27   ππάξρεη ξεηόο ε ηέηνηνο 

ώζηε  
2

7    . 

Απόδεημε: Έρνπκε:  
2 2 2 2 27 7 2 2 7                 .  

Θέηνπκε 
2 7   , νπόηε 

22    , θαη θαζώο 2 2    , αξθεί λα 

πξνζδηνξηζηεί θαηάιιειν ε ώζηε λα αιεζεύεη ε αιπζίδα ησλ αληζνηήησλ: 

20 2 2       . Θα είλαη: 
20 2 0 2 2            . Δπίζεο: 

2
2


  


   . Αλ ηώξα 0  είλαη κία ηηκή ηνπ ε κηθξόηεξε από ηελ ειάρηζηε ησλ 

2ζ θαη 
2




 ζα έρνπκε, κέζσ παξόκνησλ πξάμεσλ:  

2

0 0 00 2 2        νπόηε 

2 2 2 2

0 0 0 00 2 7 7 2             , άξα  
2

07     θαη επνκέλσο ν 

 0   , δειαδή θαη ζηελ θιάζε Β δελ ππάξρεη κηθξόηεξνο ξεηόο. 

Γερόκαζηε, ηόηε, όηη ε πην πάλσ ηνκή Dedekind Α|Β έρεη θαη απηή ζύκβνιν 

θαηακεξηζκνύ έλαλ «λένπ είδνπο» αξηζκό ηνλ νπνίνλ ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε 7  θαη 

γξάθνπκε:  7 |   . 

Παξόκνηεο παξαηεξήζεηο θαη παξαδνρέο θάλνπκε θαη ζε θάζε πεξίπησζε πνπ κία 

ηνκή Dedekind πάλσ ζην ζύλνιν 


 δελ κπνξεί λα δώζεη σο ζύκβνιν 

θαηακεξηζκνύ ξεηό αξηζκό. Γεκηνπξγείηαη έηζη κε απηέο ηηο παξαδνρέο, έλα λέν είδνο 
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«άγλσζησλ αξηζκώλ» πνπ θαινύληαη «αζύκκεηξνη» θαη νξίδνληαη, όρη θαη’ επζείαλ, 

αιιά κε έκκεζν ηξόπν δηα κέζνπ αληζνηήησλ κεηαμύ ησλ ξεηώλ αξηζκώλ. Οη 

εξγαζίεο ηνπ Dedekind αλαθνξηθά κε ηνπο αξηζκνύο είλαη ην απνηέιεζκα ηνπ λένπ 

ηξόπνπ ζθέςεο πνπ εηζήγαγε ζηα Μαζεκαηηθά ν Δύδνμνο. 

Γηα λα εηζαρζνύλ όκσο ηα ζύκβνια θαηακεξηζκνύ σο αξηζκνί πξέπεη λα νξηζηνύλ 

πάλσ ζε απηνύο ζρέζεηο θαη πξάμεηο παξόκνηεο κε ηηο ήδε ππάξρνπζεο κεηαμύ ησλ 

γλσζηώλ καο ξεηώλ, λα εθαξκνζηεί δειαδή θαη εδώ ην επίηεπγκα πνπ ιέγεηαη «αξρή 

ηεο δηαηήξεζεο ησλ λόκσλ» θαη ην νπνίν ζηα Μαζεκαηηθά ζεκαίλεη ην εμήο:  

Όηαλ ζέινπκε λα επεθηείλνπκε κία έλλνηα πέξα από ην αξρηθό ηεο «πεδίν δξάζεο» 

ηόηε κεηαμύ όισλ ησλ δπλαηώλ θαηεπζύλζεσλ γελίθεπζεο, επηιέγνπκε εθείλε ε νπνία 

δηαηεξεί ηνπο πεξηζζόηεξνπο λόκνπο θαη ηδηόηεηεο πξάμεσλ θαη ζρέζεσλ νη νπνίνη 

ήδε ππάξρνπλ κεηαμύ ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο πξν- ππάξρνπζαο έλλνηαο. 

Κάζε ηνκή Dedekind Α|Β πνπ νξίδεη έλαλ ξεηό αξηζκό θαιείηαη «ζύκκεηξε ηνκή» 

ελώ όηαλ νξίδεη αζύκκεηξν θαιείηαη «αζύκκεηξε ηνκή». 

 

3.2.3  Αμηώκαηα ηεο ηνκήο Dedekind 

 

Αμίωκα 1: Κάζε ηνκή Dedekind Α|Β πάλσ ζην ζύλνιν 


 νξίδεη έλαλ θαη κόλν 

έλαλ αξηζκό ζύκκεηξν ή αζύκκεηξν. 

 

Αμίωκα 2:  Κάζε ηνκή Dedekind Α|Β πάλσ ζην ζύλνιν 


 νξίδεη έλαλ αξηζκό 

μ=(Α|Β) ν νπνίνο νξίδεηαη «κεγαιύηεξνο» από θάζε ξεηό θιάζεο Α θαη σο 

«κηθξόηεξνο» από θάζε ξεηό θιάζεο Β. 

Γξάθνπκε:  ,          θαη ,          . 

 

Οξηζκόο ζρέζεο ηζόηεηαο θαη αληζόηεηαο κεηαμύ αζύκκεηξωλ: 

Έζησ νη αζύκκεηξνη μ=(Α|Β) θαη  |     . Θα ιέκε όηη:  

1
νλ

 : Οη αζύκκεηξνη μ θαη μ΄ είλαη «ίζνη» θαη γξάθνπκε μ=μ΄ εμ νξηζκνύ όηαλ θαη κόλν 

Α=Α΄ (νπόηε Β=Β΄). 

2
νλ

 : Ο αζύκκεηξνο μ είλαη «κηθξόηεξνο» από ηνλ μ΄ θαη γξάθνπκε μ<μ΄ εμ νξηζκνύ 

όηαλ θαη κόλν    (νπόηε   ). Δπνπηηθά : 
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3
νλ

 : Ο αζύκκεηξνο μ είλαη «κεγαιύηεξνο» από ηνλ μ΄ θαη γξάθνπκε μ>μ΄ εμ νξηζκνύ 

όηαλ θαη κόλν ΄ (νπόηε ΄ ). Δπνπηηθά: 

 

 

 

3.2.4  Ηδηόηεηεο ηεο ρέζεο « < » ζην ύλνιν ηωλ Αζύκκεηξωλ 

1)  Ζ ζρέζε « < » είλαη κεηαβαηηθή.                 

Πξάγκαηη, αλ    ( | ),   | ,  |                , έρνπκε:  

,                , θαη θαζώο ε ζρέζε «» κεηαμύ ησλ ζπλόισλ 

είλαη κεηαβαηηθή, βξίζθνπκε:           , νπόηε   . 

 

2 ) ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο ηζόηεηαο κεηαμύ ησλ αζύκκεηξσλ πξνθύπηεη, όηη 

αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε ώζηε λα είλαη δύν αζύκκεηξνη μ θαη   ίζνη είλαη: θάζε 

ξεηόο κηθξόηεξνο από ηνλ έλα λα είλαη κηθξόηεξνο θαη από ηνλ άιινλ. Πξάγκαηη, 

   | ,  |         , ηόηε από ην αμίσκα 2 ηνπ 3.2.3 γηα ηπρόληα ξεηό ξ<μ 

ηζρύεη   θαη αλ     έρνπκε   , νπόηε    θιπ. 
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3.3 Σν ζύλνιν R
+
 ηωλ Πξαγκαηηθώλ Αξηζκώλ 

 

 Θεσξνύκε ην ζύλνιν Q
+
 ησλ αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο θαη ην ζύλνιν Α

+ 
ησλ 

αζύκκεηξσλ. Ζ έλσζε:  καο δίλεη έλα ζύλνιν ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε R
+
 

θαη ην θαινύκε ζύλνιν πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο. Σν ζύλνιν R
+ 

είλαη εθνδηαζκέλν κε ηε ζρέζε ηζόηεηαο «==»θαη ηε ζρέζε γλήζηαο γξακκηθήο 

δηάηαμεο «<» (βι. παξάγξαθνο 3.2.3, Αμίσκα 2) θαζώο θαη κε ηηο πξάμεηο πνπ 

αθνξνύλ ζην ζύλνιν Q
+
. Πξάμεηο ζην ζύλνιν A

+ 
 ζα νξηζζνύλ ζηα επόκελα, νπόηε ηα 

ζύλνια Q
+
 θαη A

+
 ζα ελνπνηεζνύλ πιήξσο ζην R

+
 . Πξνο ην παξόλ ζα έρνπκε ηε 

δνκή (R
+
 , ==, <). (βι. παξάγξαθνο 3.3.2). 

 

Οξηζκόο 3.2: Καινύκε ηνκή Dedekind Α | Β πάλσ ζην ζύλνιν R
+
 θάζε δηακέξηζε 

{Α,Β} ηνπ R
+
 ζε δύν ππνζύλνια ηνύ Α θαη Β ηέηνηα ώζηε γηα θάζε ζηνηρείν α ηνπ 

ζπλόινπ Α θαη γηα θάζε ζηνηρείν β ηνπ ζπλόινπ Β λα ηζρύεη : α < β. 

 

 πκβνιίδνπκε κε Αξ θαη Αα , αληίζηνηρα κε Βξ θαη Βα ην ππνζύλνιν ησλ 

ξεηώλ θαη ζύκκεηξσλ ηνπ ζπλόινπ Α, αληίζηνηρα ηνπ Β, νπόηε είλαη Αξ Αα = Α θαη 

Βξ Βα = Β. ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο ηνκήο Dedekind Α|Β πάλσ ζην ζύλνιν R
+
 

θαη ηηο ζρέζεηο ηνπ παξάγξαθνο 3.2.3, ηζρύνπλ κεηαμύ ησλ ζπκβόισλ θαηακεξηζκνύ 

νη επόκελνη νξηζκνί: 

 (Α | Β) = (Α' | Β')  A=Α' 

 (Α | Β) < (Α' | Β')  Α Α' 

 (Α | Β) > (Α' | Β')  

Θα απνδείμνπκε ηελ αθόινπζε πξόηαζε: 

Θεώξεκα  3.1: Ζ ηνκή Dedekind Α | Β πάλσ ζην ζύλνιν R
+
 έρεη ην απηό ζύκβνιν 

θαηακεξηζκνύ κε ηελ ηνκή Dedekind Aξ | Βξ πάλσ ζην ζύλνιν Q
+
 . Γειαδή 

(Α | Β) = (Αξ | Βξ). 

 

 

3.3.1 Πξάμεηο ζην ύλνιν R
+
 

 

Α. Πξόζζεζε 
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Δθνδηάδνπκε ην ζύλνιν R
+
 κε κηα εζσηεξηθή πξάμε (ι,ι')→ι+ι' κε ζύκβνιν ην «+», 

ηελ νπνία θαινύκε «πξόζζεζε» σο εμήο: 

Έζησ ηνκέο Dedekind Α | Β πάλσ ζην ζύλνιν R
+ 

κε ι = (Α | Β) θαη Dedekind Α' | Β' 

κε 

ι' = ( Α' | Β'). 

 ύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ εδ. 3.1 θαη ηνπο αληίζηνηρνπο ζπκβνιηζκνύο, 

έρνπκε: 

ι =(Αξ | Βξ) θαη ι' = (Α 'ξ | Β 'ξ) .  Ηζρύνπλ ηόηε: 

α≤ι<β  ξ,  β Βξ θαη α' ι'<β'  α' ξ ,  β Β'ξ νπόηε α + α' < β + β', 

 ξ ,  α' ξ ,  β Βξ,  β Β'ξ 

 Θεσξνύκε ηώξα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο θαηαλεκεκέλνπο ζε δύν 

ππνζύλνια Α' ' 

 θαη Β' ' ηνπ R
+
 έηζη, ώζηε ζην ζύλνιν Α' ' λα αλήθνπλ όινη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί νη 

νπνίνη είλαη κηθξόηεξνη από θάζε ξεηό ηεο κνξθήο β+β', εηο δε ην ζύλνιν Β' ' όινη νη 

ινηπνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Θα έρνπκε όηη: 

i1.  Α' ' ,επεηδή ζην Α' ' αλήθνπλ θαη όινη νη ξεηνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί ηεο κνξθήο 

α+α'. 

i2. B' ' , επεηδή ζην ζύλνιν Β' ' αλήθνπλ θαη όινη νη ξήηνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί ηεο 

κνξθήο β+β'. 

i3. A' '  B' ' = R
+
 , επεηδή ηα ζύλνια Α' ' θαη Β' ' είλαη ζπκπιεξσκαηηθά σο πξνο ην 

R
+
. 

i4. A' '  B' ' = , από ηνλ νξηζκό ησλ ζπκπιεξσκαηηθώλ ζπλόισλ. 

i5.  R
+
 : z A' '  z Β' ', από i3 θαη i4. 

 

i6. x A' ', y B' '  ηζρύεη x<y. Πξάγκαηη, ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό, x A ηζρύεη 

x<β+β'  β Βξ   β' Β'ξ . y Β' '   β0 Βξ,  β'0  Β'ξ ώζηε β0+β'0  y (επεηδή αλ 

γηα θάζε β Βξ θαη γηα θάζε β Β'ξ ηζρύεη y<β+β' ζα είρακε όηη y Α' ' άηνπν ιόγσ 

i4). Από ηηο ζρέζεηο ηώξα x<β0 + β'0 θαη β0+β'0 y ζπλεπάγεηαη όηη x<y. 

 ύκθσλα ηώξα κε ηηο σο άλσ δηαπηζηώζεηο i1, i2, i3, i4, i5, θαη i6 ην ζύλνιν D = 

{A' ' ,Β' ' } είλαη κηα δηακέξηζε ηνπ ζπλόινπ R
+
 θαη νξίδεηαη ηνκή Dedekind Α' ' | Β' ' 

πάλσ ζην R
+ 

 . Σν ζύκβνιν θαηακεξηζκνύ ι' ' = (Α' ' | Β' ') ηεο ηνκήο απηήο θαιείηαη 

«ην άζξνηζκα» ησλ αξηζκώλ ι θαη ι' θαη ζπκβνιίδεηαη ι' ' = ι+ι'. 
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Ηδηόηεηεο ηεο πξόζζεζεο: 

 Γηα εκπέδσζε ηεο κεζόδνπ πνπ αθνινπζήζεθε πην πάλσ γηα ηνλ νξηζκό ηνπ 

αζξνίζκαηνο αξηζκώλ ηνπ ζπλόινπ R
+
 θαη, πην γεληθά, γηα ηελ θαηαλόεζε ηνπ ηξόπνπ 

εξγαζίαο αλαθνξηθά κε ηηο ηνκέο Dedekind πάλσ ζην R
+
 ζα αλαθέξνπκε εδώ θαη ηηο 

απνδείμεηο ησλ πην θάησ πξνηάζεσλ. 

Πξόηαζε 3.5: Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα : Γηα θάζε δεύγνο ι,ι' αξηζκώλ ηνπ R
+
 

ηζρύεη ι+ι'=ι'+ι. 

Πξόηαζε 3.6: Πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα: Γηα θάζε ηξηάδα ι, ι', ι' ' , αξηζκώλ ζην 

R
+ 

 ηζρύεη: 

ι+(ι'+ι' ') = (ι+ι') + ι' '. 

 

Β. Αθαίξεζε. Γελ εμεηάδνπκε εδώ ηελ πξάμε απηή, επεηδή εξγαδόκαζηε 

απνθιεηζηηθά θαη κόλν ζην ζύλνιν R
+
 όπνπ ε αθαίξεζε δελ είλαη παληνύ νξηζκέλε. 

Θα έρνπκε όκσο ηελ επθαηξία λα ηελ ζπδεηήζνπκε εθηελώο ζην επόκελν θεθάιαην. 

 

Γ. Πνιιαπιαζηαζκόο ζην ζύλνιν R
+
 

Δθνδηάδνπκε ην ζύλνιν R
+
 κε κηα εζσηεξηθή πξάμε (ι,ι') →ι ∙ ι' κε ζύκβνιν ην «∙» 

ηελ νπνία θαινύκε «πνιιαπιαζηαζκό» σο εμήο: Έζησ ηνκέο Dedekind Α | Β πάλσ 

ζην ζύλνιν R
+
 κε 

ι=( Α | Β)= (Αξ | Βξ) θαη Α' | Β' κε ι'= (Α' | Β') = (Α'ξ | Β'ξ). 

Θα έρνπκε ηόηε: 

α ≤ ι <β  ξ,   β Βξ θαη α' ≤ ι' <β'  α' ξ ,  β Β' ' ξ νπόηε: 

α ∙ α' <β ∙ β'  ξ,  α' ξ  β Βξ   β Β'ξ. 

Θεσξνύκε ηώξα όινπο ηνπο ξεηνύο θαηαλεκεκέλνπο ζε δύν θιάζεηο Α' 'ξ θαη Β' 'ξ 

όπνπ ζηελ θιάζε Α' 'ξ αλήθνπλ όινη νη ξεηνί νη κηθξόηεξνη από θάζε ξεηό ηεο 

κνξθήο β∙β' θαη ζηελ θιάζε Β' 'ξ όινη νη ινηπνί ξεηνί, νπόηε ε θιάζε Β' 'ξ είλαη ην 

ζπκπιήξσκα ηεο θιάζεο Α' 'ξ σο πξνο Q
+
 . Δπνκέλσο ζηε θιάζε Α' 'ξ  αλήθνπλ θαη 

όινη νη ξεηνί ηεο κνξθήο α∙α' θαη ζηε  θιάζε Β' 'ξ όινη νη ξεηνί ηεο κνξθήο β∙β'. 

Οξίδεηαη ηόηε κία ηνκή Dedekind A' 'ξ | Β' 'ξ πάλσ ζην ζύλνιν Q
+ 

 κε ζύκβνιν 

θαηακεξηζκνύ ι' ' = (Α' 'ξ | Β' 'ξ). Ο αξηζκόο ι' ' νξίδεηαη σο ην «γηλόκελν» ησλ 

αξηζκώλ ι θαη ι' θαη ζπκβνιίδεηαη : ι' ' = ι ∙ ι' . 
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Ηδηόηεηεο ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ: 

i1) ι ∙ ι' = ι' ∙ ι (Αληηκεηαζεηηθή), Αλ νη ι,ι' είλαη ξεηνί ε πξόηαζε ηζρύεη. Αλ γεληθά 

νη ι θαη ι' είλαη ζύκβνια θαηακεξηζκνύ ηνκώλ Dedekind όπσο αλαθέξεηαη ζην 

πξνεγνύκελν εδάθην θαη κε ηνπο ίδηνπο ζπκβνιηζκνύο αληίζηνηρα, εξγαδόκαζηε, 

όπσο ζην εδ. 5.1.2 ζηελ πεξίπησζε ηεο πξόζζεζεο ζέηνληαο «∙» αληί «+» ηεο 

πξόηαζεο π1. 

i2)  ι ∙ (ι' ∙ ι' ') = (ι ∙ ι') ∙ ι' ' (Πξνζεηαηξηζηηθή). 

Ζ απόδεημε γίλεηαη κε εξγαζία αλάινγε πξνο εθείλε ηεο πξόηαζεο π2 ηνπ εδ. 5.1.2. 

i3) Ο αξηζκόο 1 είλαη ην νπδέηεξν ζηνηρείν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, δειαδή ι=ι ∙1 

=1 ∙ι   

ι R
+
  . 

i4) Κάζε αξηζκόο ι  R
+
 - {0} έρεη ζπκκεηξηθό ωο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκό. 

πκβνιηθά: 

ι  R
+
 -{0}  ι*  R

+
 -{0}: ι ∙ ι* = ι* ∙ ι = 1. Ο αξηζκόο ι

*
 θαιείηαη ν 

«αληίζηξνθνο ηνπ ι» θαη ζπκβνιίδεηαη ι
*
 =  . 

i5) Κάζε ζηνηρείν x  R
+
 - {0} είλαη απινπνηήζηκν ωο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκό. 

Γειαδή: 

 α, β, x  R
+
 -{0} ηζρύνπλ : α ∙ x = β ∙ x  α=β θαη x ∙ α = x ∙ β  α=β. 

i6) Ζ εμίζσζε μ ∙ x = ε έρεη πάληνηε ιύζε ζην R
+
 -{0}.  

Δίλαη μ ∙ x = ε  (μ ∙ x) ∙  = ε ∙   (μ ∙  ) ∙ x = ε ∙   1 ∙ x = ε ∙   x = ε ∙   . 

πκβνιίδνπκε: ε ∙    . Ο αξηζκόο   θαιείηαη ην «πειίθν» ησλ αξηζκώλ ε θαη μ. 

 Ζ πξάμε (ε,μ) →  πάλσ ζην R
+
  θαιείηαη «δηαίξεζε» θαη ζπκβνιίδεηαη 

(ε,μ)→ ε:μ κε ζύκβνιν ην «:» θαη, θαηά ηα γλσζηά πεξί αιγεβξηθώλ δνκώλ, είλαη ε 

αληίζηξνθε πξάμε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ. 

i7) Ο πνιιαπιαζηαζκόο είλαη επηκεξηζηηθή πξάμε ωο πξνο ηελ πξόζζεζε R
+
 , 

δειαδή: ζπκβνιηθά  ι, ι', ι' ' R
+
 -{0} : ι ∙ (ι'+ι' ') = ι ∙ ι' + ι ∙ ι' ' θαη (ι'+ι' ') ∙ ι 

= ι' ∙ ι + ι' ' ∙ ι. 

Δπίζεο έρνπκε λα παξαηεξήζνπκε όηη: 

1
νλ

 . Ο αξηζκόο 0 δελ έρεη αληίζηξνθν επεηδή γηα θάζε ι R
+
  ηζρύεη ι ∙ 0 = 0 
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Πξάγκαηη: ι ∙ ι'= ι (ι'+0)  ι ∙ ι' = ι ∙ ι'+ι ∙ 0 ζύκθσλα κε ηελ i7  θαη ζύκθσλα κε 

ηελ πξόζζεζε, ην ι ∙ 0 ζπκπίπηεη κε ην 0 πνπ είλαη ην νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο 

πξόζζεζεο. 

2
νλ 

. Σν κεδέλ δελ είλαη απινπνηήζηκν ωο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκό. 

Πξάγκαηη, ε ζρέζε ι ∙ 0 = ι'0, ζύκθσλα κε ην 1
νλ  

, δελ καο επηηξέπεη λα βεβαηώζνπκε 

όηη: ι = ι'. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Ο
   

ΟΙ ΥΕΣΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 

 

 

 

4.1 Δηζαγωγή 

 

1. Έζησ Α ην ζύλνιν ησλ αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο. Θεσξνύκε ην θαξηεζηαλό 

γηλόκελν – ζύλνιν Α
2
 
 
ησλ δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ (α,β) ησλ αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο 

θαη ην εθνδηάδνπκε κε κία «πξνζζεηηθή», πξάμε (πξόζζεζε) κε ζύκβνιν « », κία 

πξάμε «πνιιαπιαζηαζηηθή» κε ζύκβνιν ην « »θαη κε κία ζρέζε ηζνδπλακίαο κε 

ζύκβνιν ην  σο εμήο: 

 

α') Πξόζζεζε: (α,β) (α',β') = (α+α', β+β'). 

β') Πνιιαπιαζηαζκόο: (α,β) (α',β') = (αα'+ββ' , αβ'+βα') 

γ') ρέζε , δειαδή δύν δεύγε ζεσξνύληαη 

ηζνδύλακα          

εμ νξηζκνύ όηαλ ην πξώην ζηνηρείν ηνπ ελόο θαη ην δεύηεξν ηνπ άιινπ έρνπλ ην απηό 

άζξνηζκα κε ην δεύηεξν ηνπ ελόο θαη ην πξώην ηνπ άιινπ. 

 Ζ Άιγεβξα (Α
2
, , , ≈)

1
 

 
πνπ νξίδεη ην ζύλνιν Α

2
 κε ηελ σο άλσ δνκή 

θαιείηαη « Άιγεβξα ησλ ρεηηθώλ Αξηζκώλ ». 

 

Πξνηάζεηο: 

 

1
νλ

) Δύθνια απνδεηθλύεηαη όηη σο άλσ, νξηζζείζεο πξάμεηο είλαη εζσηεξηθέο ζην Α
2
 

θαη όηη έρνπλ ηελ «Αληηκεηαζεηηθή», ηελ «Πξνζεηαηξηζηηθή», θαη ηελ «επηκεξηζηηθή 

ηδηόηεηα», όπσο νη αξηζκνί ηεο Αξηζκεηηθήο. 

Σν δεύγνο (0,0) είλαη νπδέηεξν ζηνηρείν ζηελ πξόζζεζε θαη ην (1,0) ζηνλ 

πνιιαπιαζηαζκό. 

                                                           
1
 Τπελζπκίδνπκε ηνλ νξηζκό: Έλα ζύλνιν εθνδηαζκέλν κε ζρέζεηο θαη πξάμεηο ζα 

ιέκε όηη «νξίδεη κηα Άιγεβξα» ή όηη «έρεη κηα δνκή» 
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2
νλ

) ύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο ε κνξθή ηνπ δεύγνπο (α,β) εμειίζζεηαη σο 

εμήο: 

(α,β) = (α,0) (0,β) = (α,0) (1,0)  (β,0) (0,1). 

Παξαηήξεζε. Γηα ιόγνπο ζπληνκίαο ηεο γξαθήο ζα ρξεζηκνπνηνύκε ζηα επόκελα ηα 

ζύκβνια «+» θαη «·» αληί ησλ θαη αληίζηνηρα. Θα είλαη έηζη πην εύθνιν ζηνλ 

αλαγλώζηε λα δηαθξίλεη ηελ εθάζηνηε δηπιή ζεκαζία ησλ ζπκβόισλ «+» θαη «·» 

όηαλ πξόθεηηαη γηα πξάμεηο κεηαμύ ησλ αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο ή γηα πξάμεηο 

κεηαμύ ησλ ζρεηηθώλ αξηζκώλ. Έηζη ε εμειηγκέλε κνξθή ηνπ δεύγνπο (α,β) γξάθεηαη 

απινύζηεξα: 

(α,β)=(α,0)·(1,0)+(β,0)·(0,1), 

 

3
νλ

) Σα ππνζύλνια ηνπ Α
2 

κε ζηνηρεία ηεο κνξθήο (ι,0) αληίζηνηρα (0,κ) ηα 

ζπκβνιίδνπκε κε Α
+
 αληίζηνηρα Α

-
, δει. Α

+
 = {(ι,0) | ι  Α-{0}},αληίζηνηρα: Α

- 

={(0,κ) | κ Α-{0}}.  Όπσο ζα δνύκε παξθάησ, ην Α
-
 δελ είλαη άιιν από απηό πνπ 

ζπρλά απνθαινύκε ζύλνιν ηωλ αξλεηηθώλ αξηζκώλ. Σν ζύλνιν ησλ ππνινίπσλ 

δεπγώλ ηνπ Α
2
 κε ζηνηρεία δηάθνξα ηνπ κεδελόο ην ζπκβνιίδνπκε κε Β, έηζη έρνπκε: 

  Α
2
 = Α

+   
Α

-
 {(0,0)}  Β, νπνύ Β={(α,β) | α 0, β 0}. 

Σν ππνζύλνιν: R = A
+
 A

-
 {(0,0)} έρεη κεγάιε ζεκαζία ζηα Μαζεκαηηθά όπσο ζα 

δνύκε πην θάησ. 

 

 

4.1.1 Πξόζζεζε θαη Πνιιαπιαζηαζκόο 

 

Παξαηεξνύκε ηώξα, όηη ην ζύλνιν Α
+ 

είλαη ηζνκνξθηθό κε ην ζύλνιν Α ησλ αξηζκώλ 

ηεο Αξηζκεηηθήο σο πξνο ηηο πξάμεηο πξόζζεζε θαη πνιιαπιαζηαζκό, ελώ ην Α
- 
δελ 

είλαη σο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκό, επεηδή απηόο δελ είλαη εζσηεξηθή πξάμε ζην Α
-
. 

Πξάγκαηη: 

(0,ι)∙(0,κ)=(ικ,0) Α
+
. Ωο ζπλέπεηα ησλ αλσηέξσ ηαπηίδνπκε ην ζύλνιν Α

+
 

{(0,0)}κε ην ζύλνιν Α ησλ αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο, ελώ ην Α
-
 είλαη ην άγλωζην 

ζύλνιν ζην νπνίν ζα επηρεηξήζνπκε λα δώζνπκε λόεκα. 

Αθνύ ηαπηίζακε ηα ζύλνια Α θαη  Α
+
 {(0,0)}, γξάθνπκε ζπκβνιηθά (α,0)=α, 

(0,0)=0 θαη ζύκθσλα κε ην Πόξηζκα 2
νλ

 ζα έρνπκε: (α,β)=α·1+β·(0,1). 
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Σειηθά ν κόλνο άγλσζηνο αξηζκόο είλαη ν (0,1). Σνλ ζπκβνιίδνπκε κε j νπόηε θαη ε 

σο άλσ έθθξαζε ηνπ (α,β) παίξλεη ηελ ηειηθή ηεο απιή δηαηύπσζε: 

          

 (α,β)=α+βj 

όπνπ        

 j
2
=(0,1)·(0,1)=(1,0) 1 

Έρνπκε αθόκε: 0 j = (0,0) (0,1) = (0,0) 0   θαη 1 + j = (1,0)+(0,1)  = (1,1)  (κεδεληθό 

δεύγνο πνπ ζα εμεηαζηεί πην θάησ). 

 

Α. Ζ εμέιημε ηεο κνξθήο ησλ δεπγώλ (α,β) ζε α+βj πνπ κνηάδεη κε ηνπο 

ζπκβνιηζκνύο ηεο Αξηζκεηηθήο, καο επηηξέπεη λα εθηεινύκε ηηο πξάμεηο ησλ δεπγώλ 

ζέηνληαο απηά ππό ηελ κνξθή α+βj θαη λα εθηεινύκε ηηο πξάμεηο θαηά ηξόπν αλάινγν 

κε εθείλνπο ηεο Αξηζκεηηθήο. Έηζη έρνπκε: 

       

 (α,β)+(γ,δ)=(α+βj)+(γ+δj)=α+γ+(β+δ) j=(α+γ, β+δ). 

(α,β)·(γ,δ)=(α+βj)·(γ+δj)=αγ+αδj+βγj+βδj
2 

θαη θαζώο   j
2
=1, ζα έρνπκε ηειηθά 

       

 (α,β)·(γ,δ)=αγ+βδ+(αδ+βγ) j=(αγ+βδ, αδ+βγ). 

 

Β. Γηα ηε ζρέζε κε ζύκβνιν «≈» ην κε ηελ νπνία εθνδηάζηεθε ην Α
2
 ζα έρνπκε, όηη 

είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο γηαηί, ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό πνπ δόζεθε ζην εδ. 4.1, 

εύθνια απνδεηθλύεηαη, όηη έρεη ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

α) Απηνπαζήο: (α,β) ≈ (α,β) 

β) πκκεηξηθή: (α,β) ≈ (α',β') (α',β') ≈ (α,β) 

γ) Μεηαβαηηθή: (α,β) ≈ (α',β') ((α',β') ≈ (α'',β'') (α,β) ≈ (α'',β'')). 

Απόξξνηα ηνπ νξηζκνύ ηεο ζρέζεο «≈», είλαη ην όηη ηα δεύγε (α,β), (α+k,β+k)   θαη   

(α-k,β-k) κε k α,β είλαη ηζνδύλακα. Πξάγκαηη: α+β+k=β+α+k, θαη α+β-k = β+α-k. 

 

Γ. Αλ ηώξα ζηε ζρέζε (α,β) ≈ (α-k,β-k) κε k α,β  ππνηεζεί α>β θαη ηεζεί όπνπ k ην β 

έρνπκε: 

 (α,β) ≈ (α-β,0) (1)  ελώ αλ α<β θαη ηεζεί όπνπ k ην α ηζρύεη (α,β) ≈ (0,β-α) (2).  Αλ 

πάιη α=β=k ζα έρνπκε: (k,k) ≈ (0,0).(3) Έρνπκε ηόηε ηελ πξόηαζε: 
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«Κάζε δεύγνο (α,β) είλαη κνλνζήκαληα ηζνδύλακν κε δεύγνο ηεο κνξθήο (ι>0) αλ 

α>β ή κε δεύγνο ηεο κνξθήο (0,κ) αλ α<β ή κε ην (0,0) αλ α=β». Σν κνλνζήκαλην 

ζπλάγεηαη από ην όηη νη δηαθνξέο: α-β=ι ή β-α=κ είλαη ζηελ Αξηζκεηηθή 

κνλνζήκαληεο. 

 

Παξαηήξεζε: Από ηελ σο άλσ πξόηαζε παξαηεξνύκε όηη ε ζρέζε «≈» νξίδεη 

κία κνλνζήκαληε αληηζηνηρία: Α
2
→R «ηνπ» ζπλόινπ Α

2
 «επί» ηνπ ζπλόινπ R.  

Αθνινπζώληαο ηελ ζπλήζε νξνινγία, θαινύκε ηα ζηνηρεία ηνπ Α
2
 «πξόηππα» θαη ηα 

ζηνηρεία ηνπ R «εηθόλεο» θαηά ηελ σο άλσ αληηζηνηρία, γηα ηελ νπνία έρνπκε όηη ζε 

κία εηθόλα δελ αληηζηνηρεί έλα κόλν πξόηππν. Σν όηη ζε έλα πξόηππν αληηζηνηρεί κία 

θαη κόλν κία εηθόλα ζπλάγεηαη ακέζσο από ηελ πξόηαζε. Έζησ ηώξα κία εηθόλα (ι,0) 

ή (0,κ) ή (0,0) ζηνηρείσλ ηνπ R. Aλ ε εηθόλα είλαη ην δεύγνο (0,0) έρνπκε:  (0,0) ≈ 

(k,k) k R, νπόηε ηα «κεδεληθά» δεύγε είλαη άπεηξα θαη επνκέλσο έρνπκε άπεηξα 

πξόηππα κε εηθόλα ην (0,0) R. 

 

Αλ ηώξα έρνπκε σο εηθόλεο ηα (ι,0) ή (0,κ) κε ι,κ≠0, παξαηεξνύκε, όηη ν θάζε 

αξηζκόο ι ή κ ηεο Αξηζκεηηθήο κπνξεί λα εθθξαζζεί κε άπεηξνπο ηξόπνπο σο δηαθνξά 

δύν αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο π.ρ. (ι,0)=(α-β,0)=(α'-β',0)=(α''-β'' ,0) =….., Oπόηε 

ζύκθσλα κε ηελ παξάγξαθν 3.3.2 ζα έρνπκε αληίζηνηρα: (ι,0) ≈ (α,β) ≈ (α', β') ≈ (α' ' 

,β' ' ) ≈ .... . Όκνηα θαη γηα (0,κ). Δπνκέλσο θαηά ηελ απεηθόληζε: 

 Α
2
 →R θάζε εηθόλα έρεη άπεηξα πξόηππα, άξα ε απεηθόληζε είλαη απιώο 

κνλνζήκαληε θαη όρη ακθηκνλνζήκαληε. 

 

Γ. Αξθεηό ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ επίζεο θαη ηα αθόινπζα εμαγόκελα: 

α') (α,β) ≈ (γ,δ) α+δ = β+γ  ηόηε: 

 

(i)   (α+δ = β+γ  α β) (γ δ  α-β = γ-δ) 

(ii)  (α+δ = β+γ  α β) (γ δ  β-α = δ-γ),  δειαδή: 

«Όηαλ δύν δεύγε είλαη ηζνδύλακα, νη δηαθνξέο ηωλ αληηζηνίρωλ ζηνηρείωλ είλαη 

αξηζκνί ίζνη».  Σν αληίζηξνθν είλαη πξνθαλέο. 

 

β') Όπσο είλαη γλσζηό από ηελ Αξηζκεηηθή: Όηαλ δύν δηαθνξέο είλαη ίζεο ηόηε νη 

όξνη ηεο κίαο δηαθνξάο πξνθύπηνπλ από ηνπο αληίζηνηρνπο όξνπο ηεο άιιεο κε 
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πξόζζεζε ή αθαίξεζε ελόο θαη ηνπ απηνύ αξηζκνύ,  δειαδή: Αλ α-β = γ-δ 

ηόηε: α = γ+k ˄ β = δ+k ή α = γ-k ˄ β = δ-k. 

Απόδεημε. Έζησ α > γ. Σόηε ζα είλαη θαη β >δ νπόηε: 

α-β = γ-δ (α-β) + δ = (γ-δ)+δ (α+δ)-β = γ (α+δ) = β+γ (α+δ)-γ = (β+γ)-γ  

  (α-γ)+δ = β α-γ = β-δ = k α-γ = k β-δ = k α = γ+k β = δ+k. 

Όκνηα θαη όηαλ α<γ. Σν αληίζηξνθν ηεο πξνηάζεσο είλαη πξνθαλέο. 

 

Δ. Δπεηδή R A
2
,  θάζε πξάμε (πξόζζεζε ή πνιιαπιαζηαζκόο) εζσηεξηθή ζην Α

2 
είλαη 

θαη πξάμε επί ηνπ R,  όκσο όρη πάληνηε εζσηεξηθή όπσο θαίλεηαη από ην πην θάησ 

παξάδεηγκα: 

      {ι,0) + (0,κ) = (ι,κ) R . 

Γερόκαζηε ηόηε σο απνηέιεζκα ηεο πξάμεο ζην R ην ηζνδύλακν πξνο ην (ι,κ) δεύγνο 

(ι-κ,0) αλ 

ι ≥ κ ή ην (0,κ-ι) αλ ι < κ – ην νπνίν αλήθεη ζην R – ζύκθσλα κε ηα όζα 

αλαθέξζεθαλ ζηελ 

παξ. Γ. Καη' απηό ηνλ ηξόπν ην ζύλνιν R γίλεηαη απηνδύλακν, κε ηηο πξάμεηο «+» θαη 

«·» εζσηεξηθέο θαη νξηδόκελεο κνλνζήκαληα, όπσο ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ, θαζώο 

θαη ηε ζρέζε ηζνδπλακίαο «≈». 

ε αληίζεζε κάιηζηα πξνο ηελ απεηξία ησλ κειώλ ηεο ζρέζεο (α,β) ≈ (x,y) ζην Α
2
 ε 

ίδηα ζρέζε, κε κέιε ζηνηρεία ηνπ R, είλαη κία ηαπηνηηθή ηζόηεηα, δειαδή ε ζρέζε 

(ι,0) ≈ (x,0) ηζρύεη κόλν όηαλ (x=ι). Πξάγκαηη ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο ζρέζεο 

«≈» έρνπκε: ι+0 = 0+x x=ι. 

 (ε ζρέζε (ι,0) ≈ (0,y) δελ ηζρύεη επεηδή ι+y 0+0 αλ ι,y 0). 

 

Σ. Οη ζρέζεηο (0,1)
2
 =(1,0), (1,0)+(0,1)=(1,1) ≈ (0,0) κε αληίζηνηρνπο ζπκβνιηζκνύο  

j
2
=1, 1+ j=0  θιπ. δίλνπλ έλα λόεκα ζηνλ άγλωζην αξηζκό (0,1). Από ην άιιν κέξνο 

ν ηζνκνξθηζκόο κεηαμύ ησλ Αιγεβξώλ (A,+,.) θαη (Α
+
 ,+,.) πνπ είδακε ζην εδ. 4.1 

θαη, ζύκθσλα κε ηνλ νπνίν ηαπηίζακε ηα ζύλνια Α θαη Α
+ 

 καο νδεγνύλ ζην λα 

ζεωξήζνπκε ην ζύλνιν R ωο επέθηαζε ηνπ ζπλόινπ Α, νπόηε ζην R ε πξάμε ηεο 

αθαίξεζεο είλαη εζωηεξηθή, αλεμάξηεηα από ην αξηζκεηηθό κέγεζνο, όπωο ζα 

δνύκε πην θάηω, ηωλ κειώλ ηεο, πξάγκα πνπ δελ ζπκβαίλεη ζηελ Αξηζκεηηθή. 
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Από ηελ άπνςε απηή ην ζύλνιν R παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ γηα ηελ εμέιημε ησλ 

Μαζεκαηηθώλ, επεηδή δίλεη κία ηδηαίηεξε άλεζε ζηνλ ινγηζκό θαη ε παξνύζα έξεπλα 

απνβιέπεη αθξηβώο ζηελ απζηεξή ινγηθή ηνπ ζεκειίσζε. 

Όκσο νη απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ ζην R κε ρξήζε κόλν ζηνηρείσλ ηνπ R, έρνπλ ην 

κεηνλέθηεκα ηεο κεγάιεο πεξηπηωζηνινγίαο αξθεηέο θνξέο. Θα απνθύγνπκε απηή 

ηε δπζθνιία αλ πξνηάμνπκε επξύηεξεο πξνηάζεηο, πνπ, ζην ππεξζύλνιν Α
2
 ηνπ R, 

έρνπλ εύθνιε απόδεημε. Μαδί κε ηηο πξνηάζεηο απηέο ζα αλαθεξζνύλ πην θάησ θαη 

νξηζκέλα εμαγόκελα, άθξσο ρξήζηκα πνπ είλαη απόξξνηα ηεο ζρέζεο «≈» 

 

 

4.1.2 Κιάζεηο Ηζνδπλακίαο 

 

Ζ ζρέζε «≈» σο ζρέζε  ηζνδπλακίαο ζην ζύλνιν Α
2
 ην δηακεξίδεη ζε «θιάζεηο 

ηζνδπλακίαο, δειαδή ζε ππνζύλνιά ηνπ μέλα κεηαμύ ηνπο αλά δύν θαη ηα ζηνηρεία 

ησλ νπνίσλ είλαη δεύγε ηζνδύλακα. Αλ Κ,Λ,Μ,.... είλαη απηά ηα ζύλνια έρνπκε: 

  Α
2
 = Κ Λ Μ ..... κε   Κ Λ = , Λ Μ = θ.ι.π. 

  Κ = {(α,β), (α',β'),...}  κε  (α,β) ≈ (α',β')   θ.ι.π. 

  Λ = {(γ,δ), (γ',δ'),...}  κε  (γ,δ) ≈ (γ',δ')   θ.ι.π., 

 Όπνπ   (α,β)  (γ,δ)   θ.ι.π.   . Κάζε ζηνηρείν – δηαηεηαγκέλν δεύγνο – κηαο θιάζεο 

θαιείηαη «αληηπξόζσπνο ηεο θιάζεο» θαη κία θιάζε νξίδεηαη πιήξσο θαη 

κνλνζήκαληα, όηαλ δνζεί έλαο νπνηνζδήπνηε αληηπξόζσπόο ηεο (βι. εδ. 4.1.1, παξ.Γ 

). 

 

1
νλ

)
  
Σν ζύλνιν ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηνπ Α

2 
 ην ζπκβνιίδνπκε κε U θαη έρνπκε: 

U= {Κ, Λ, Μ,...}. 

Σελ θιάζε κε ζηνηρεία ηεο κνξθήο (k,k) ηελ θαινύκε «κεδεληθή θιάζε» θαη ηελ 

θιάζε κε ζηνηρεία (k+1, k) «κνλαδηαία θιάζε» επεηδή ηα ζηνηρεία ηνπο είλαη 

νπδέηεξα ζηνηρεία ζηελ πξόζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκό αληίζηνηρα. 

Πξάγκαηη: Γηα θάζε δεύγνο (α,β) ηζρύεη: 

(α,β)+(k,k) = (α+k, β+k) ≈ (α,β)    θαη αληίζηνηρα: 

(α,β)∙ (k+1,k) = (α(k+1) + β k, α k+β(k+1)) = (α k+β k+α, α k+βk+β) ≈ (α,β). 

 

2
νλ

) Ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία κεηαμύ ηωλ ζηνηρείωλ ηωλ ζπλόιωλ U θαη R. 



48 
 

Από ηελ ηζνδπλακία ησλ δεπγώλ ηεο κνξθήο (α,β) κε α,β ≠ 0, κε δεύγε ηεο κνξθήο 

(ι,0) ή (0,κ) πνπ είλαη ζηνηρεία ηνπ R, όπνπ ι,κ ≠ 0 θαη ησλ δεπγώλ ηεο κνξθήο (k,k) 

κε ην (0,0) R, ζα έρνπκε όηη: θάζε θιάζε ηζνδπλακίαο έρεη θαη έλαλ θαη κόλν έλαλ 

αληηπξόζωπν ζην ζύλνιν R, αιιά θαη αληίζηξνθα: θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ R 

είλαη αληηπξόζωπνο κηαο θαη κόλν θιάζεο k U. 

Πξάγκαηη, αλ π.ρ. (ι,0) R, ππάξρνπλ άπεηξνη αξηζκνί ηεο Αξηζκεηηθήο πνπ έρνπλ 

δηαθνξά ίζε κε ι θαη αλ (α,β) είλαη ηέηνην δεύγνο έρνπκε: 

(ι,0) = (α-β,0) ≈ (α-β+β,β) = (α,β) νπόηε (ι,0) ≈ (α,β) θαη επνκέλσο ηα δεύγε (ι,0) θαη 

(α,β) αλήθνπλ ζηελ απηή θιάζε K U. 

Μεηά ηηο σο άλσ δηαπηζηώζεηο, ην κνλαδηθό ζηνηρείν ηνπ R πνπ αλήθεη ζε κία θιάζε 

Κ (θαη από ην νπνίν «πεγάδνπλ» όια ηα ππόινηπα ζηνηρεία ηεο Κ) ζα θαιείηαη είηε 

«αξρηθό ζηνηρείν» είηε «γελλήηνξαο» ηεο θιάζεο ηζνδπλακίαο. 

 

3
νλ

) Πξάμεηο ζην ζύλνιν U. 

Δθνδηάδνπκε ην ζύλνιν U κε κία πξάμε πξνζζεηηθή κε ζύκβνιν ην «+» θαη κία 

πξάμε πνιιαπιαζηαζηηθή ην «·» σο εμήο: 

α') Πξόζζεζε. Αλ Μ θαη Ν δύν ζηνηρεία – θιάζεηο ηνπ ζπλόινπ U, νξίδνπκε σο 

άζξνηζκα ησλ θιάζεσλ Μ θαη Ν θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε Μ+Ν ηελ θιάζε Ρ πνπ 

νξίδεηαη από ην άζξνηζκα 

 (α+γ, β+δ) δύν νπνησλδήπνηε αληηπξνζώπσλ (α,β) M θαη (γ,δ) Ν, δειαδή: 

  Μ+Ν = Ρ (α,β) Μ (γ,δ) Ν (α+γ,β+δ)  Ρ 

                            
νξζ

 

Ζ θιάζε Ρ νξίδεηαη κνλνζήκαληα. 

 

β') Πνιιαπιαζηαζκόο (Πεξηιεπηηθά): 

Μ·Ν =    (α,β) Μ  (γ,δ) Ν (αγ+βδ, αδ+βγ) . 

Ζ θιάζε  θαιείηαη «ην γηλόκελν ησλ θιάζεσλ Μ θαη Ν» θαη νξίδεηαη κνλνζήκαληα. 

Οη θιάζεηο Κ0 θαη Κ1 κε αξρηθά ζηνηρεία ηα (0,0) θαη (1,0) αληίζηνηρα είλαη ηα 

νπδέηεξα ζηνηρεία ησλ πξάμεσλ ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ 

αληίζηνηρα, κεηαμύ ησλ ζηνηρείσλ – θιάζεσλ ηνπ ζπλόινπ U. 
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4
νλ

) Αληίζεηα δεύγε θαη ε αθαίξεζε ζην Α
2
: Καινύκε «αληίζεηα δεύγε ζην Α

2
» ηα 

δεύγε εθείλα πνπ ην άζξνηζκά ηνπο είλαη κεδεληθό δεύγνο. Έηζη ηα δεύγε (α,β) θαη 

(β,α) είλαη αληίζεηα επεηδή (α,β)+(β,α) = (α+β, β+α) κεδεληθό δεύγνο. 

Αλ δνζεί ην δεύγνο (α,β) κπνξνύκε ζύκθωλα κε ηνλ νξηζκό, λα πξνζδηνξίζνπκε 

ην αληίζεηό ηνπ (x,y) κε x,y  Α, δηακέζνπ ηεο ζρέζεο: 

    (α,β) + (x,y) = (k,k) κε k  Α. 

Σόηε:  α+x = k  β+y = k  x = k-α  y = k-β κε k  α,β. 

Αλ ηεζεί  k=α+β+ι , ι Α επνκέλσο έρνπκε: 

x = β+ι  y = α+ι  (x+y) = (β+ι, α+ι) ≈ (β,α). 

Σα δεύγε (α,β) θαη (β,α) θαινύληαη «ζπκκεηξηθά» ζηνηρεία ηνπ Α
2
 σο πξνο ηελ 

πξόζζεζε. 

 

Παξάδεηγκα.  Αλ (α,β)+(γ,δ) = (x,y) ηζρύεη: 

(i) (α,β) + (γ,δ)+(δ,γ) = (δ,γ)+(x,y)  (α,β) + (γ+δ, δ+γ) = (δ,γ) + (x,y)  (α,β) 

=(δ,γ)+(x,y) νπόηε γξάθνπκε: 

(ii) (α,β) – (δ,γ) = (x,y) . 

 

Παξαηεξνύκε ηόηε, όηη ην δεύγνο (x,y) είλαη επίζεο (ιόγσ ηνπ (i)) ην απνηέιεζκα 

κηαο λέαο πξάμεο κε ζύκβνιν ην «-» ζην Α
2
. Ζ πξάμε νλνκάδεηαη «αθαίξεζε» θαη 

θαηά ηε δηάηαμε γξαθήο ησλ δεπγώλ ζηε ζρέζε (ii), ην δεύγνο (α,β) θαιείηαη ν 

«κεηωηένο» ην (δ,γ) ν «αθαηξεηένο» θαη ην απνηέιεζκα (x,y) ην «ππόινηπν» είηε θαη 

ε «δηαθνξά» ηνπ (δ,γ) από ηνλ (α,β). 

πγθξίλνληαο ηηο ζρέζεηο (i) θαη (ii) έρνπκε: 

(α,β) – (δ,γ) = (α,β) + (γ,δ), νπόηε πξνθύπηεη ε πξόηαζε: 

Ζ δηαθνξά δύν αξηζκώλ ηνπ ζπλόινπ Α
2
 είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα ηνπ κεηωηένπ 

θαη ηνπ αληηζέηνπ (ζπκκεηξηθνύ) ηνπ αθαηξεηένπ. 

Παξαηήξεζε. Ο νξηζκόο ηεο αθαίξεζεο σο εζσηεξηθήο πξάμεο ζην ζύλνιν Α
2
 δελ 

είλαη δπλαηόλ λα νξηζζεί όπσο ζηελ Αξηζκεηηθή όπνπ – αθόκε θαη εθεί – γηα λα 

ππάξρεη απνηέιεζκα ζην ζύλνιν Α, πξέπεη ν «κεησηένο» λα είλαη κεγαιύηεξνο ή ίζνο 

κε ηνλ «αθαηξεηέν». Αηηία είλαη όηη ζην ζύλνιν Α
2
 δελ έρεη νξηζζεί ζρέζε δηαηάμεσο, 

ώζηε ε ζρέζε (α,β) = (γ,δ) + (x,y) λα έρεη πάληνηε λόεκα. Λόγνπ ράξηλ ε ζρέζε: (3,5) 

= (6,9) + (x,y) νδεγεί ζηηο: 3 = x+6  5 = y+9 θαη θαζώο ην δεύγνο (x,y) πξέπεη λα 
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απνηειείηαη από αξηζκνύο ηεο Αξηζκεηηθήο νη πην πάλσ εμηζώζεηο δελ έρνπλ ιύζε ζην 

ζύλνιν Α. 

Υξεηάδεηαη ινηπόλ δηαθνξεηηθόο νξηζκόο ηεο αθαίξεζεο ζην ζύλνιν Α
2
 από 

εθείλνλ ηεο Αξηζκεηηθήο, ώζηε λα είλαη θαη απηή εζωηεξηθή πξάμε ζην Α
2
. 

Θεσξνύκε εληόο κηαο θιάζεο ηζνδπλακίαο ηελ ηαπηόηεηα: (α,β) = (γ,δ)+(δ,γ)+(α,β) ε 

νπνία, ζύκθσλα κε ηα όζα αλαθέξζεθαλ ζην 4
νλ

 πην πάλσ, νδεγεί ζηελ ζρέζε: 

(α,β) – (γ,δ) =  

δειαδή ζηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε. 

 

5
νλ

) Σα αληίζηξνθα δεύγε ζην ζύλνιν Α
2
 

Οξηζκόο. Γύν δεύγε (α,β) θαη (x,y) θαινύληαη «αληίζηξνθα» όηαλ ην γηλόκελό 

ηνπο είλαη ην κνλαδηαίν δεύγνο (k+1, k) δειαδή όηαλ ηζρύεη ε ζρέζε: 

    (α,β) · (x,y) = (k+1, k). 

Όηαλ δνζεί ην (α,β) ππνινγίδεηαη ην αληίζηξνθν ηνπ (x,y) σο ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, 

αx+βy = k+1  αy + βx = k ή (ηζνδύλακα)  

από ην νπνίν πξέπεη νη x θαη y λα είλαη αξηζκνί ηεο Αξηζκεηηθήο. Αλ α>β έρνπκε: 

 

x =  =  =  +  

y =  =  =  =  -  , 

κε ηνλ πεξηνξηζκό: αk>β(k+1) αk – βk>β  (α-β) k > β  k>  , πξάγκα πνπ 

δελ βιάπηεη ηε γεληθόηεηα. Έρνπκε επνκέλσο: 

(x,y) = . 

Από ηηο σο άλσ ηηκέο ησλ x,y πξνθύπηεη όηη x>y θαη 
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x-y =  -  = +  -  

 x-y =  =  . 

Παξαηήξεζε. Αλ ζηε ζέζε ησλ (α,β) θαη (x,y) ζεσξήζνπκε ηα ηζνδύλακά ηνπο 

αξρηθά δεύγε 

(α-β,0) θαη (x-y,0) =  αληηζηνίρσο έρνπκε: 

(α∙β,0) ∙        (βι. εδ. 4.1.1, παξ. Δ) 

Δάλ α<β ηόηε ιύλνπκε ην ζύζηεκα: 

βy +αx = k +1 

αy +βx = k 

νπόηε αιιάδεη ηε δηάηαμε ησλ νξηδνπζώλ θαη εξγαδόκαζηε όπσο θαη ζηελ 

πξνεγνύκελε πεξίπησζε. 

Σα αληίζηξνθα δεύγε (α-β, 0) θαη (x-y, 0) πνπ αλαθέξζεθαλ πξνεγνπκέλσο είλαη θαη 

ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ R. Θέηνπκε α-β=ι θαη θαζώο: x-y =  ζα είλαη x-y =  νπόηε 

: 

(ι,0) =  =  = (1,0). 

Αλ ηώξα α<β έρνπκε από ην αληίζηνηρν ζύζηεκα: 

(x,y) =  κε k >  , 

νπόηε x<y θαη y-x =  

Σα αληίζηνηρα αξρηθά δεύγε: (0, β-α) θαη (0, y-x) ησλ (α,β) θαη (x,y) είλαη: (0, β-α) θαη 

 ή αλ β-α = κ: (0,κ) θαη , όπνπ (0,κ) ∙  =  

Υάξηλ ζπληνκίαο ζπκβνιίδνπκε κε  ην ζπκκεηξηθό ηνπ δεύγνπο (γ,δ) θαη κε 

 ην αληίζηξνθό ηνπ. 
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4.1.3 Ζ Γηαίξεζε ζην Α
2
 

Αθνινπζώληαο ηνλ νξηζκό ηεο Αξηζκεηηθήο, αλ δνζνύλ δύν δεύγε (α,β) θαη (γ,δ) 

νξίδνπκε σο δηαίξεζε ηνπ (α,β) (δηαηξεηένπ) δηα ηνπ (γ,δ) (δηαηξέηε) ηε ινγηθή 

δηαδηθαζία – πξάμε κε ζύκβνιν ην «:» - κέζσ ηεο νπνίαο βξίζθεηαη έλαο αξηζκόο 

(πειίθν) (x,y) ηέηνηνο ώζηε: (α,β) = (γ,δ) · (x,y), 

δειαδή 

(α,β) : (γ,δ) = (x,y)  (α,β) = (γ,δ)∙(x,y) (1) 

Γηα ιόγνπο παξόκνηνπο κε εθείλνπο πνπ αλαθέξζεθαλ ζην εδ. 4.1.2, παξ. 4
νλ

,
 

αλαθνξηθά κε ηελ αθαίξεζε, δελ ζα ππνινγίζνπκε ην πειίθν (x,y) ρξεζηκνπνηώληαο 

ηελ «ηαπηνηηθή ηζόηεηα» ησλ δεπγώλ ζηε ζρέζε (1) αιιά ζα θάλνπκε ρξήζε ησλ 

ζρέζεσλ ηζνδπλακίαο. Δίλαη: 

(α,β) ≈ (k+1,k) (α,β) θαη θαζώο γηα θάζε δεύγνο (γ,δ) ηζρύεη: (γ,δ) ∙  = (k+1,k) ζα 

έρνπκε: 

(α,β) ≈ (γ,δ) ∙  ∙ (α,β)  (α,β) ≈ (γ,δ)∙ [  ∙ (α,β)] ,    (2) 

 

νπόηε, κε ζύγθξηζε ησλ ζρέζεσλ (1) θαη (2) ζα έρνπκε: 

(x,y) = (α,β) ∙ , νπόηε (α,β) : (γ,δ) = (α,β) ∙  δειαδή : 

Σν πειίθν ηεο δηαίξεζεο δύν δεπγώλ είλαη ίζν κε ην γηλόκελν δηαηξεηένπ επί ηνλ 

αληίζηξνθν ηνπ δηαηξέηε. 

Αλ ζεσξήζνπκε ηα αληίζηνηρα ηζνδύλακα αξρηθά ησλ (α,β) θαη (γ,δ), δειαδή: 

(α,β) ≈    θαη (γ,δ) ≈  

 

θαη εθαξκόζνπκε ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε ζα έρνπκε αλ π.ρ. α>β θαη γ>δ: 

(α-β,0) : (γ-δ,0) = (α-β,0) ∙ (γ-δ,0) θαη θαζώο  =  (βι. 4.1.2, 5
νλ

), ζα 

είλαη: 
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(α-β,0) : (γ-δ,0) = (α-β,0) ∙  = , θαη αλ ηεζεί : 

α-β = ι, γ-δ = κ : (ι,0) : (κ,0) = . 

4.2 Σν ζύλνιν R 

1
νλ

) Σν ζύλνιν R θαιείηαη θαη «ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ». Σν ππνζύλνιν 

Α
+ 

 (ηαπηηδόκελν κε ην ζύλνιν ηωλ αξηζκώλ ηεο Αξηζκεηηθήο) θαιείηαη «ζύλνιν 

ηωλ ζεηηθώλ αξηζκώλ, θαη ην ππνζύλνιν Α
-
 θαιείηαη «ζύλνιν ηωλ αξλεηηθώλ 

αξηζκώλ». 

2
νλ

) Σα ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ Α
+
 ηα ζπκβνιίδνπκε, ράξηλ ζπληνκίαο, πξνηάζζνληαο 

ζην αληίζηνηρν ζύκβνιν ηνπ αξηζκνύ ηεο Αξηζκεηηθήο ην ζεκείν «+» π.ρ. (ι,0) ≡ +ι 

θαη ηα ζηνηρεία ηνπ Α
-
 πξνηάζζνληαο, αληίζηνηρα, ην πξόζεκν « - » π.ρ. (0,κ) ≡ -κ. 

πγθεθξηκέλα κε αξηζκνύο: 

(3,0)  +3, (0,7)  -7 θ.ι.π. Γηα ην (0,0) γξάθνπκε (0,0) 0. 

Γύν αξηζκνί πνπ αλήθνπλ ζην ίδην ππνζύλνιν Α
+ 

ή Α
- 
 ζα θαινύληαη «νκόζεκνη» π.ρ. 

(ι,0) νκόζεκνο (ξ,0) ή (0,κ) νκόζεκνο (0,ζ), ελώ αλ αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθά 

ππνζύλνια ζα θαινύληαη «εηεξόζεκνη» π.ρ. (ι,0) εηεξόζεκνο ηνπ (0,κ). 

3
νλ

) Καηά ηε γξαθή ησλ ζηνηρείσλ ηνπ R παξαηεξνύκε όηη ζηα αληίζεηα δεύγε όπσο 

π.ρ. ηα (ξ,0) θαη (0,ξ) αληηζηνηρεί ν ίδηνο αξηζκόο ξ ηεο Αξηζκεηηθήο. Τπάξρεη δειαδή 

κία κνλνζήκαληε αληηζηνηρία κεηαμύ ησλ ζπλόισλ R θαη A ηεο κνξθήο: R  (ξ,0)  

ξ  Α θαη 

R  (0,ξ)  ξ  Α. Ο αξηζκόο ξ ηεο Αξηζκεηηθήο θαιείηαη ε «απόιπηε ηηκή» εθάζηνπ 

ησλ αξηζκώλ (ξ,0) ή (0,ξ) ηνπ R θαη ζπκβνιίδεηαη κε αλαγξαθή ηνπ αξηζκνύ ηνπ R 

κεηαμύ δύν ζηειώλ « |   | » (ζύκβνιν ηνπ απνιύηνπ)  δειαδή : ξ= |(ξ,0)| = |(0,ξ)|. 

 

4.2.1 Οη Πξάμεηο ζην ύλνιν R 

α) Ζ Πξόζζεζε ζην R: Οξίδεηαη από ηελ πξάμε                           

                    (ι,0) + (κ,0) = (ι+κ,0)  ,  (0,ι) + (0,κ) = (0,ι+κ), όπνπ 
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(ι,0)+(0,κ) = (ι,κ) =  

Γηα θαιύηεξε απνκλεκόλεπζε ηνπ θαλόλα ησλ πξνζήκσλ πνπ ζα δηαηππσζεί πην 

θάησ, γξάςακε πάλσ από θάζε αξηζκό θαη ην αληίζηνηρν πξόζεκν ηνπ ζπλόινπ πνπ 

αλήθεη. Έρνπκε ηόηε: 

i) Σν άζξνηζκα δύν νκόζεκσλ αξηζκώλ ηνπ ζπλόινπ R είλαη αξηζκόο νκόζεκνο κε 

απηνύο θαη έρεη σο αξηζκεηηθό κέξνο
2
 ην άζξνηζκα ησλ αξηζκεηηθώλ κεξώλ ησλ 

πξνζζεηέσλ. 

ii) Σν άζξνηζκα δύν εηεξόζεκσλ αξηζκώλ είλαη αξηζκόο νκόζεκνο κε ηνλ πξνζζεηέν 

πνπ έρεη ηε κεγαιύηεξε απόιπηε ηηκή θαη ην αξηζκεηηθό ηνπ κέξνο είλαη ίζν κε ηε 

δηαθνξά ησλ απνιύησλ ηηκώλ ησλ πξνζζεηέσλ. 

β) Ο Πνιιαπιαζηαζκόο ζην R 

Mε βάζε ηνλ νξηζκό ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ ζην Α
2
 απνδεηθλύνληαη εύθνια νη 

αθόινπζεο ζρέζεηο. 

  +         +           +                       -          -           +                +         -           - 

(ι,0) ∙ (κ,0) = (ικ,0)       ,        (0,ι) ∙ (0,κ) = (ικ,0)     ,      (ι,0) ∙ (0,κ) = (0,ικ) 

 

Καλόλαο: Σν γηλόκελν δύν νκόζεκσλ αξηζκώλ ηνπ R είλαη αξηζκόο ζεηηθόο θαη ην 

γηλόκελν δύν εηεξόζεκσλ, αξλεηηθόο. Σν αξηζκεηηθό κέξνο ηνπ γηλνκέλνπ είλαη ίζν 

κε ην γηλόκελν ησλ αξηζκεηηθώλ κεξώλ ησλ παξαγόλησλ. 

Παξαηήξεζε: Μπνξνύκε ρσξίο ηελ παξεκβνιή ησλ αλαθεξζέλησλ ζηελ παξάγξαθν 

4.1.2 λα εξγαζζνύκε πάλσ ζην ζύλνιν R ζεσξώληαο ην σο αλεμάξηεην ζύλνιν. Γηα 

ην ζθνπό απηό ζα δηεπθνιπλζνύκε αξθεηά αλ ζπκβνιίζνπκε θαηά ηξόπνλ εληαίν, κε 

ιαηηληθά γξάκκαηα a,b,c,… ηα ζηνηρεία ηνπ R γηα ηε δηαηύπσζε γεληθήο κνξθήο 

πξνηάζεσλ θαη νξηζκώλ, απνθεύγνληαο ηελ πεξηπησζηνινγία. Έηζη έρνπκε ηα 

παξαθάησ: 

Οξηζκόο 4.1: Γύν ζηνηρεία a θαη b ηνπ ζπλόινπ R ζα ιέγνληαη «αληίζεηα», είηε θαη 

«ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ πξόζζεζε» όηαλ ηζρύεη ε ζρέζε a+b=0.
 

                                                           
2
 Ο αξηζκόο ηεο Αξηζκεηηθήο πνπ δηάθνξνο ηνπ κεδελόο ζε θάζε δεύγνο (ι,0) ή (0,ι) ζα ιέγεηαη 

αξηζκεηηθό κέξνο ηνπ δεύγνπο. 
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ηελ πην πάλσ ζρέζε ην έλα ζηνηρείν π.ρ. ην b ιέγεηαη «αληίζεην» ηνπ a θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  δει. 

b   θαη ζα είλαη : a + .
 

Αλ π.ρ. έρνπκε a = (ι,0) ηόηε ζα έρνπκε:  (ι,0) +  = 0 θαη θαζώο ην (ι,0) θαη 

θαζώο ην (ι,0) είλαη ζεηηθόο αξηζκόο, ζα πξέπεη – ζύκθσλα κε ηνπο θαλόλεο ηεο 

πξόζζεζεο  - ν   λα είλαη αξηζκόο αξλεηηθόο δει.  = (0,x), νπόηε: 

(ι,0) + (0,x) = 0  (ι,x)=0  x=ι. Άξα:  = (0,ι). 

Όκνηα αλ a=(0,κ) ζα έρνπκε  =  = (κ,0).
 

Οξηζκόο 4.2: Γύν ζηνηρεία a θαη b ηνπ ζπλόινπ R ιέγνληαη «αληίζηξνθα» όηαλ 

ηζρύεη ε ζρέζε a ·b = (1,0).
 

ηε ζρέζε a · b = (1,0) ην έλα ζηνηρείν π.ρ. ην b ζα ιέγεηαη ην «αληίζηξνθν» ηνπ a θαη 

ζα ζπκβνιίδεηαη κε  . Αλ a = (ι,0) ηόηε ζύκθσλα κε ηνπο θαλόλεο ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ ζα πξέπεη ην  b  λα έρεη ηε κνξθή: (x,0), νπόηε a ∙ b = (1,0)  

(ι,0) ∙ (x,0) = (1,0) (ιx,0)= 

(1,0) ιx=1, x =  θαη b  = ( . 

γ') Ζ Αθαίξεζε ζην R
 

O νξηζκόο ηεο είλαη παξόκνηνο κε ηνλ νξηζκό ηεο Αξηζκεηηθήο:
 

Αλ δνζνύλ δύν αξηζκνί a (κεησηένο) θαη b (αθαηξεηένο) σο αθαίξεζε ηνπ b από ηνλ a 

νξίδνπκε ηελ ινγηθή δηαδηθαζία (πξάμε) ζύκθσλα κε ηελ νπνία επξίζθεηαη ηξίηνο 

αξηζκόο c (ππόινηπν ή δηαθνξά) ώζηε λα ηζρύεη ε ζρέζε a=b+c.
 

Σν ζύκβνιν ηεο πξάμεο είλαη ην «-» θαη ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ζα έρνπκε: 

  a – b = c  a = b + c . 

Από ηελ ζρέζε a=b+c έρνπκε
3
:
 

a +   = b + c +  a +  = c, νπόηε  : a – b = a +  = c θαη επνκέλσο:  

                                                           
3
 Ζ ζρέζε απηή πεξηέρεη ηνλ νξηζκό θαη δίλεη λόεκα ζηνλ αξηζηεξά ζπκβνιηζκό. 
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Ζ δηαθνξά δύν αξηζκώλ ηνπ R είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα ηνπ κεηωηένπ θαη ηνπ 

αληηζέηνπ ηνπ αθαηξεηένπ.
 

Αλ π.ρ. a = (ι,0), b = (0,κ) ζα είλαη:
 

(ι,0) – (0,κ) = (ι,0) + (κ,0) = (ι+κ,0). 

Όκνηα (ι,0) – (κ,0) = (ι,0) + (0,κ) = (ι,κ) =  

δ') Ζ Γηαίξεζε ζην R.
 

Οξηζκόο. Αλ δνζνύλ δύν αξηζκνί a (δηαηξεηένο) θαη b (δηαηξέηεο), ωο δηαίξεζε 

ηνπ a δηα ηνπ b, νξίδνπκε ηελ ινγηθή δηαδηθαζία (πξάμε) ζύκθωλα κε ηελ νπνία 

επξίζθεηαη ηξίηνο αξηζκόο c (πειίθν) ώζηε λα ηζρύεη ε ζρέζε : a = b · c.
 

Σν ζύκβνιν ηεο πξάμεο είλαη ην «:»  θαη, θαηά ηνλ νξηζκό, ζα έρνπκε : a : b=c  a = 

b ∙ c. 

Σόηε a = b ∙ c  a ∙  = b ∙ ∙ c  a ∙  = (1,0) ∙ c  a ∙  c 

Οπόηε:  a : b = a ∙  =c, θαη επνκέλσο: 

Σν πειίθν ηεο δηαίξεζεο δύν αξηζκώλ είλαη ίζν πξνο ην γηλόκελν ηνπ δηαηξεηένπ επί 

ηνλ αληίζηξνθν ηνπ δηαηξέηε. 

Δύθνια απνδεηθλύνληαη νη ζρέζεηο: 

  +         +           +                 +         -            -                  -         -            + 

(ι,0) : (κ,0) = (ι/κ,0)    ,     (ι,0) : (0,κ) = (0,ι/κ)    ,     (0,ι) : (0,κ) = (ι/κ,0) 

Καλόλαο: Σν πειίθν δύν νκόζεκσλ αξηζκώλ είλαη αξηζκόο ζεηηθόο θαη δύν 

εηεξόζεκσλ αξλεηηθόο. Σν αξηζκεηηθό κέξνο ηνπ πειίθνπ είλαη ίζν κε ην πειίθν ησλ 

αξηζκεηηθώλ κεξώλ ηνπ δηαηξεηένπ δηα ηνπ δηαηξέηε. 

 

 

4.2.2 Ζ Γηάηαμε ζην R
 

Μεηαμύ ησλ αξηζκώλ ηνπ ζπλόινπ R νξίδεηαη κία ζρέζε «κεγέζνπο» (κεγαιύηεξνο ή 

κηθξόηεξνο) σο εμήο: 
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Έλαο αξηζκόο a ζα ιέγεηαη κεγαιύηεξνο από έλαλ άιιν αξηζκό b όηαλ a ≠ b θαη ε 

δηαθνξά a-b είλαη ζεηηθόο αξηζκόο, θαη ζα γξάθνπκε: a>b, όπνπ «>» ην ζύκβνιν 

ηεο ζρέζεο,
 

δειαδή: 

   a>b  a-b  A
+ 

Ακθηκνλνζήκαληα πξνο ηε ζρέζε a>b έρνπκε ηε «δπηθή» ηεο ζρέζε: b<a ε νπνία 

δηαβάδεηαη «ν b είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ a».
 

H ζρέζε a>b είλαη ζρέζε γλήζηαο γξακκηθήο δηάηαμεο ζην R, δηόηη έρεη κόλνλ ηε 

κεηαβαηηθή ηδηόηεηα: (a>b  b>c)  a>c . Πξάγκαηη: 

a>b  a-b = a +   A
+  

, b > c  b – c = b +   A
+ 

  νπόηε a +  +b +   A
+ 

    

a +   A
+ 

  θαη θαζώο a +  = a – c ζα έρνπκε a - c  A
+ 

    a>c. 

 

Άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ νξηζκνύ ηεο ζρέζεο «>» είλαη:
 

i1) Αλ a  A
+  

 
 
  a-0  A

+   
a>0  a  A

+  
  δειαδή: Κάζε ζεηηθόο αξηζκόο είλαη 

κεγαιύηεξνο από ην 0.
 

i2) Αλ b  A
-
 

  
από ηνλ θαλόλα ηεο αθαίξεζεο ζα έρνπκε 0-b= 0+  =   A

+   
θαη 

θαζώο είλαη 0-b  A
+   

ζπλάγεηαη όηη 0>b  b  A
- 
  Γειαδή: Κάζε αξλεηηθόο αξηζκόο 

είλαη κηθξόηεξνο από ην 0.
 

i3) Ωο πόξηζκα ησλ i1) θαη i2) θαη ηεο κεηαβαηηθήο ηδηόηεηαο ηεο ζρέζεο «>» έρνπκε 

όηη: Κάζε ζεηηθόο αξηζκόο είλαη κεγαιύηεξνο από θάζε αξλεηηθό.
 

i4)   a = (ι,0)  A
+  

,  b=(κ,0)  A
+  

ζα έρνπκε:
 

a-b = (ι,0)-(κ,0) = (ι,0)+  = (ι,0)+(0,κ)=(ι,κ) νπόηε  

a-b= (ι,κ)=  

Γειαδή: Μεηαμύ δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ κεγαιύηεξνο είλαη ν θαη' απόιπηε ηηκή 

κεγαιύηεξνο.
 

i5) a = (0,ι) Α
-
 ,  b = (0,κ) Α

-
   ζα έρνπκε: 
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a-b = (0,ι)-(0,κ) = (0,ι)+  = (0,ι) + (κ,0) = (κ,ι) = 

=
 

Γειαδή: Μεηαμύ δύν αξλεηηθώλ αξηζκώλ κεγαιύηεξνο είλαη απηόο πνπ έρεη 

κηθξόηεξε απόιπηε ηηκή.
 

Έηζη έρνπκε όηη γηα θάζε δεύγνο (a,b)  R
2
 ηζρύεη αθξηβώο κία από ηηο ηξεηο ζρέζεηο 

a>b ή a<b ή a=b θαη ην ζύλνιν R εθνδηαζκέλν κε ηε ζρέζε «>» είλαη έλα γλεζίσο 

γξακκηθά δηαηεηαγκέλν ζύλνιν. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
Ο
   

ΟΙ ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 

 

 

 

5.1 Δηζαγωγή
 

Έζησ R
2
 ην ζύλνιν ησλ δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

Δθνδηάδνπκε ην R
2 

κε κία πξάμε πξνζζεηηθή, κε ζύκβνιν ην «  κε κηα πξάμε 

πνιιαπιαζηαζηηθή κε ζύκβνιν ην «  θαη κία ζρέζε ηζόηεηαο, κε ζύκβνιν ην «=» 

σο εμήο:
 

α') Πξόζζεζε: (α1, β1)  (α2, β2) = (α1+α2, β1+β2). 

β') Πνιιαπιαζηαζκόο: ((α1, β1)  (α2, β2) = (α1α2 – β1β2, α1β2 + β1α2) 

γ') ρέζε ηζόηεηαο: (α1,β1) = (α2,β2)   α1=α2  β1=β2. 

Ζ σο άλσ δνκή (R
2 

, , , =)ραξαθηεξίδεη ην R
2
 σο ην «ζύλνιν ησλ κηγαδηθώλ 

αξηζκώλ» θαη ζα ην ζπκβνιίδνπκε ζηα επόκελα κε C δειαδή R
2  

C, θαη ζα ιέκε 

ηόηε, όηη ε δνκή (C, , , =) νξίδεη ηελ «Άιγεβξα ησλ Μηγαδηθώλ Αξηζκώλ».
 

 

Πνξίζκαηα: 

1
νλ

) Δύθνια κπνξνύκε λα απνδείμνπκε, όηη νη σο άλσ πξάμεηο , , έρνπλ ηελ 

Αληηκεηαζεηηθή, ηελ Πξνζεηαηξηζηηθή θαη ηελ επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα θαη αθόκε, ηα 

δηαηεηαγκέλα δεύγε (0,0) θαη (1,0) είλαη, αληίζηνηρα, ηα νπδέηεξα ζηνηρεία ζηελ 

πξόζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκό.
 

2
νλ

) Σν ππνζύλνιν U = {(α,0) | α  R} ηνπ C , είλαη ηζνκνξθηθό κε ην R σο πξνο ηελ 

πξόζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκό, όπσο θαίλεηαη από ηνλ πην θάησ πίλαθα:
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R  U
 

α    (α, 0) 

α1   (α1, 0) 

α2     (α2, 0) 

α1 + α2    (α1 + α2, 0) = (α1, 0)  (α2, 0) 

α1 α2    (α1 α2 ,0) = (α1,0)  (α2, 0) 

δηόηη : (α1,0)  (α2,0) = (α1α2 – 0 0, α1 0 + 0 α2) = (α1α2,0) 

Ωο ζπλέπεηα απηνύ ηνπ ηζνκνξθηζκνύ, έρνπκε ηελ ηαύηηζε ησλ ζπλόισλ U θαη R θαη 

γξάθνπκε 

(α,0) α. 

 

3
νλ

) Σν ππνζύλνιν V = {(0,β) | β R}ηνπ C, είλαη ηζνκνξθηθό κε ην R κε αληίζηνηρεο 

πξάμεηο ηηο «+» θαη «  , δειαδή ηελ πξόζζεζε, όπσο έρεη νξηζζεί ζηα αληίζηνηρα 

ζύλνια R θαη C, όρη όκσο κε ηνλ πνιιαπιαζηαζκό.
 

Πξάγκαηη θαηά ηελ αληηζηνηρία R  β  (0,β) V ζα έρνπκε: R  β1+β2  (0, β1+β2 

) V θαη θαζώο (0, β1+β2) = (0, β1)  (0,β2) ζα είλαη R  β1+β2  (0,β1)  (0,β2) V, 

δειαδή ηα R θαη V είλαη ηζνκνξθηθά σο πξνο ηελ πξόζζεζε. Γηα ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκό όκσο ε αληηζηνηρία  

R  β   (0,β) V νδεγεί ζηελ αληηζηνηρία R  β1∙β2  (0, β1∙β2) V, αιιά (0,β1)  

(0,β2)=  

=(-β1β2,0)  (0,β1β2), νπόηε νη πξάμεηο «∙» θαη δελ είλαη αληίζηνηρεο. 

 

4
νλ

) Δπεηδή είλαη (α,β) = (α,0)  (0,β) θαη ηα δεύγε (α,0) ηα ηαπηίζακε κε ηνπο 

πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο, ζα έρνπκε όηη ηα δεύγε ηεο κνξθήο (0,β) είλαη αξηζκνί 

άγλσζηνη θαη θαζώο  

                                                 (0,β) = (β,0)  (0,1)  

Πξνθύπηεη, όηη ηειηθά ν κόλνο άγλσζηνο αξηζκόο είλαη ν (0,1), νπόηε ν κηγαδηθόο 

αξηζκόο (α,β) παίξλεη ηε κνξθή:
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                                            (α,β) = (α,0)  (β,0)  (0,1). 

Με απινπνίεζε ηώξα ησλ ζπκβνιηζκώλ ησλ (α,0) θαη (β,0) ζε α θαη β αληίζηνηρα (βι. 

2
νλ

), ησλ πξάμεσλ  θαη  κε «+» θαη «∙» αληίζηνηρα θαη ζπκβνιίδνληαο κε i ηνλ 

άγλσζην αξηζκό (0,1), ζα έρνπκε: (α,β) = α+β∙i είηε (α,β) = α+βi, κε παξάιεηςε ησλ 

ζπκβόισλ ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, όπσο γίλεηαη θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο αληίζηνηρεο 

πξάμεο κεηαμύ ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Ζ κνξθή α+βi ηνπ κηγαδηθνύ δεύγνπο 

(α,β) θαιείηαη θαξηεζηαλή κνξθή ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ (α,β) θαη, θαηά ηε γξαθή 

απηή, ν αξηζκόο α θαιείηαη ην πξαγκαηηθό κέξνο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ θαη ν βi ην 

θαληαζηηθό κέξνο. Ο αξηζκόο βi θαιείηαη θαζαξά θαληαζηηθόο αξηζκόο θαη ν i ε 

θαληαζηηθή κνλάδα. Θα είλαη εύθνιν ζηνλ αλαγλώζηε λα δηαθξίλεη ηε δηπιή θάζε 

ηόζν ζεκαζία ησλ ζπκβόισλ «+» θαη «∙» θαηά ηελ εθηέιεζε πξάμεσλ, κε ηε κνξθή 

α+βi.
 

ύκθσλα ηώξα κε ηελ απόδεημε ηεο ηζρύνο ησλ ηδηνηήησλ ησλ πξάμεσλ κεηαμύ ησλ 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ (βι. 1
νλ

), θαηά ηξόπνλ αλάινγν πξνο ηηο αληίζηνηρεο πξάμεηο 

κεηαμύ ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, ε θαξηεζηαλή κνξθή ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ καο 

επηηξέπεη λα ηηο ρεηξηζζνύκε θαηά ηελ εθηέιεζε πξάμεσλ ζαλ λα ήηαλ αζξνίζκαηα 

θαη γηλόκελα πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, δηαηεξώληαο ηαπηόρξνλα θαη ηνπο ζπκβνιηζκνύο 

ησλ δπλάκεσλ, π.ρ. 

i i = i
2
 = (0,1)

2
 = (0,1)(0,1) = (-1,0) = -1, 

(α,β) (γ,δ) = (α+βi) (γ+δi) = αγ +αδi+βγi+βδi
2
=αγ –βδ +(αδ+βγ)i = (αγ-βδ,αδ+βγ). 

 

5.1.1 Οη Αληίζεηνη Μηγαδηθνί θαη ε Πξάμε ηεο Αθαίξεζεο 

Οξηζκόο 5.1: Γύν κηγαδηθνί θαινύληαη αληίζεηνη, όηαλ ην άζξνηζκά ηνπο είλαη ην 

κεδεληθό δεύγνο (0,0). 

ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό, ν αληίζεηνο (x,y) ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ (α,β), 

πξνζδηνξίδεηαη από ηε ζρέζε: 

(α,β) (x,y) = (0,0), απν ηελ νπνία έρνπκε: 

α+x = 0  β + y = 0, νπόηε: x = -α  y = -b δειαδή: (x,y) = (-α,-β).  Δπεηδή: 

(-α,-β) = (-1,0)  (α,β) ζα έρνπκε κε απινπνίεζε ηεο γξαθήο: 
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(-α,-β) = (-1)(α,β) = -(α,β) θαη επνκέλσο ν αληίζεηνο ηνπ (α,β) είλαη ν (-α,-β) = -(α,β). 

Ζ αθαίξεζε ζην ζύλνιν C νξίδεηαη, κε αλάινγν ηξόπν, κέζσ ηεο αθαίξεζεο ζην 

ζύλνιν R. Έηζη αλ (α,β) θαη (γ,δ) είλαη δύν κηγαδηθνί θαη δηαηεξήζνπκε ην ίδην 

ζύκβνιν «-» γηα ηελ αθαίξεζε ζην C, θαζώο επίζεο θαη ηηο ίδηεο νλνκαζίεο: 

«κεησηένο», «αθαηξεηένο», «δηαθνξά» όπσο ζην R, ζα έρνπκε: 

                                          (α,β)-(γ,δ) = (x,y)  (α,β) = (γ,δ)  (x,y)    

Δπνκέλσο 

                                      α = γ+x    β = δ+ y  x = α-γ  y = β-δ    

νπόηε:  

                                                       (α,β) – (γ,δ) = (α-γ,β-δ). 

Από ην ζύλνιν R έρνπκε :          α-γ=α+(-γ) θαη β-δ=β+(-δ),   

νπόηε 

                    (α,β)-(γ,δ) = (α+(-γ), β+(-δ)) = (α,β)  (-γ,-δ) = (α,β)  [-(γ,δ)],  

έηζη από ηε ζρέζε: 

                                      (α,β)-(γ,δ] = (α,β]  [-(γ,δ)]  

πξνθύπηεη ε πξόηαζε: 

ην ζύλνιν C, ε αθαίξεζε αλάγεηαη ζηελ πξόζζεζε ηνπ κεηωηένπ θαη ηνπ 

αληίζεηνπ ηνπ αθαηξεηένπ.
 

  

5.1.2 Οη Αληίζηξνθνη Μηγαδηθνί θαη ε Πξάμε ηεο Γηαίξεζεο 

Οξηζκόο 5.2: Γύν κηγαδηθνί ζα θαινύληαη αληίζηξνθνη, όηαλ ην γηλόκελό ηνπο 

είλαη ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο 1. 

ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ν αληίζηξνθνο (x,y) ηνπ (α,β) πξνζδηνξίδεηαη από ηε ζρέζε:
 

(α,β)  (x,y) = (1,0) από ηελ νπνία έρνπκε: (αx - βy, αy + βx) = (1,0) θαη νη αξηζκνί x 

θαη y είλαη ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 x =  , y =  δειαδή (x,y) = . 
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Γηα λα έρεη λόεκα ν αληίζηξνθνο ηνπ (α,β), πξέπεη   0 δειαδή (α,β)  (0,0). 

 Καηά αλάινγν ηξόπν κε ηνλ νξηζκό ηεο δηαίξεζεο ζην R, νξίδνπκε θαη ηε 

δηαίξεζε ζην C. 

Έηζη αλ (α,β) θαη (γ,δ) είλαη δύν κηγαδηθνί θαη δηαηεξήζνπκε ην ίδην ζύκβνιν «:» γηα 

ηε δηαίξεζε ζην C, θαζώο θαη ηηο ίδηεο νλνκαζίεο «δηαηξεηένο», «δηαηξέηεο», 

«πειίθν» κε ην R, ζα έρνπκε: 

(α,β) : (γ,δ) = (x,y)  (α,β) = (γ,δ)  (x,y) , από ην νπνίν πξνθύπηεη: (α,β) = (γx – δy, 

γy+δx) θαη ην πειίθν (x,y) έρεη ηα x θαη y σο ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

  x =  , y =  κε   0 . 

ύκθσλα ηώξα κε ηα πξνεγνύκελα, ν αληίζηξνθνο ηνπ (γ,δ) είλαη ν  

θαη 

 θαζώο  (α,β)   =  ζα έρνπκε: 

(α,β) : (γ,δ) = (α,β)  , νπόηε πξνθύπηεη ε πξόηαζε : 

ην ζύλνιν C, ε δηαίξεζε αλάγεηαη – όπσο θαη ζην R – ζηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηνπ 

δηαηξεηένπ επί ηνλ αληίζηξνθν ηνπ δηαηξέηε. 

 

5.1.3 Οη πδπγείο Μηγαδηθνί 

Οξηζκόο 5.3: Γύν κηγαδηθνί αξηζκνί (α,β) θαη (γ,δ) κε α,β,γ,δ  0 ζα θαινύληαη θαη 

«ζπδπγείο », όηαλ ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν ηνπο είλαη αξηζκνί πξαγκαηηθνί. 

 ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό, ζα πξέπεη λα ζπλ αιεζεύνπλ νη ζρέζεηο: 

(α,β)  (γ,δ) = (ι,0)    (α,β)  (γ,δ) = (κ,0) ε (α+γ,β+δ) = (δ,0)    (αγ-βδ,αδ+βγ) = 

(κ,0), νπόηε β+δ = 0    αδ+βγ = 0. Από ηελ πξώηε ζρέζε έρνπκε δ=-β θαη κε 

αληηθαηάζηαζε ζηε δεύηεξε:  

-αβ+βγ = 0, δειαδή : β(γ-α) = 0 κε β 0 νπόηε γ – α = 0 γ=α . Δπνκέλσο (γ,δ) = (α, 

-β) θαη νη ζπδπγείο κηγαδηθνί ζα είλαη νη (α,β) θαη (α, -β), δειαδή: νη ζπδπγείο 

κηγαδηθνί έρνπλ ηα απηά πξώηα ζηνηρεία ηωλ αληηζηνίρωλ δεπγώλ θαη αληίζεηα 
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ηα δεύηεξα. ύκθσλα κε ηελ πξόηαζε ν ζπδπγήο ηνπ (α,β) είλαη ν (α, -β) θαη ν 

ζπδπγήο ηνπ (α, -β) ν (α,β). 

Από ηελ παξαηήξεζε απηή πξνέθπςε θαη ε νλνκαζία ησλ δεπγώλ ησλ ζπδπγώλ 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ σο «ζπδπγώλ», επεηδή ν έλαο είλαη ζπδπγήο ηνπ άιινπ. 

Καηά ηελ θαξηεζηαλή κνξθή ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ, ζπδπγείο κηγαδηθνί ζα είλαη ηα 

δεύγε: 

α+βi θαη α-βi. 

 

5.1.4 Υξήζηκνη ζπκβνιηζκνί θαη παξαηεξήζεηο 

i) Όπσο είδακε θαη ζηελ παξ. 4
νλ

 , ε ηζνηηκία ησλ ηδηνηήησλ ησλ πξάμεσλ ζην ζύλνιν 

R κε αληίζηνηρεο πξάμεηο ζην ζύλνιν C, καο δίλεη ηελ επρέξεηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

θαη ζην ζύλνιν C, αλάινγνπο ζπκβνιηζκνύο κε εθείλνπο ηνπ R, απνδίδνληεο ηελ ίδηα 

ζεκαζία ζηα αληίζηνηρα ζύκβνια κε κηγαδηθνύο αξηζκνύο ή θαη όξνπο, π.ρ. 

γξάθνληαο  είηε ελλννύκε θαη εδώ, ζην C, απηό πνπ ζεκαίλεη ζην R ν 

ζπκβνιηζκόο  ηνπ θιάζκαηνο, ην πειίθν δειαδή ηεο δηαίξεζεο ηνπ αξηζκεηή δηα ηνπ 

παξνλνκαζηή δειαδή α:β =  , αληίζηνηρα: 

(α,β) : (γ,δ)   . Ζ γξαθή  είηε , ζπκβνιίδεη ηνλ αληίζηξνθν ηνπ 

(α,β) ε γξαθή –(α,β) είηε: –α-βi ηνπ αληίζεηνπ ηνπ (α,β) θ.ν.θ 

ii) Μεγάιε επρέξεηα ζηνλ ινγηζκό ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ, παξνπζηάδεη ν 

ζπκβνιηζκόο ηνπ δηαηεηαγκέλνπ δεύγνπο κε έλα γξάκκα, ζπλήζσο από ην Λαηηληθό 

αιθάβεην, θαζώο θαη ε απινπνίεζε ησλ ζπκβόισλ  θαη ησλ πξάμεσλ ζε «+» 

θαη «∙» αληίζηνηρα. Έηζη γξάθνπκε:  

a = (α,β), b = (γ,δ), a+b=(α,β)  (γ,δ), a b ==(α,β)  (γ,δ) θ.ι.π. όπσο ζηα δηάθνξα 

βηβιία. 

iii) Οξίδνπκε: (α,β)
κ
 =  ή κε ηνπο απινπνηεκέλνπο 

ζπκβνιηζκνύο: 
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a
κ
 =   , θαη αθόκε (α,β)

0
 = (1,0) αληίζηνηρα a

0 
= 1, (α,β)

1
=(α,β) αληίζηνηρα 

a
1
=a, 

(α,β)
-κ

 =  (κ Ν), αληίζηνηρα : a
-κ

 =  , θ.ι.π.. ύκθσλα κε ηα πξνεγνύκελα 

έρνπκε: 

(0,1)=i, i
0
=1, i

1
=i, i

2
=-1, i

3
=i

2
∙i

1
=-i 

i
4
=(i

2
)
2
=(-1)

2
=1θαη, θαζώο θάζε αξηζκόο κεγαιύηεξνο ή ίζνο κε ηνλ 4 έρεη ηε κνξθή 

4k+π (0 π 3), ζα έρνπκε: i
4k+π 

= i
4k

 ∙ i
π
 =(i

4
)
k
 ∙ i

π
 =i

π
 νπόηε, νη κόλεο δπλάκεηο κε 

βάζε ην i ζα είλαη νη αξηζκνί 1, i, -1, -i. 

iv)  Όπσο ζα παξαηήξεζε ν αλαγλώζηεο, νη πξάμεηο πξόζζεζε θαη πνιιαζηαζκόο ζηα 

ζύλνια N, Z, R, C, oξίζηεθαλ από ηελ αξρή έηζη ώζηε λα ηζρύνπλ θαηά εληαίν ηξόπν 

νη ηδηόηεηεο «Αληηκεηαζεηηθή», «Πξνζεηαηξηζηηθή» θαη «επηκεξηζηηθή» ζε όια ηα πην 

πάλσ ζύλνια, θαζέλα από ηα νπνία απνηειεί θαη κία δηεύξπλζε ηνπ πξνεγνπκέλνπ 

ηνπ, θαηά ηε ζεηξά γξαθήο ηνπο. 

Όκσο ε ελνπνίεζε απηή δελ είλαη θαη ινγηθά ππνρξεσηηθή γηα θάζε δηεύξπλζε ελόο 

αξηζκεηηθνύ ζπζηήκαηνο.  Δίλαη ρξήζηκε από πξαθηηθή άπνςε, επεηδή απινπζηεύεη 

ηελ αλαδήηεζε θαη δίλεη έηζη ζην πλεύκα ηελ άλεζε ηεο δηαύγεηαο, ράξηο ζηελ 

απζηεξόηεηα ησλ ζπιινγηζκώλ ηεο. 

Δμάιινπ βαζηθόο ζθνπόο ησλ Μαζεκαηηθώλ ππήξμε ε αλάγθε λα επηιπζνύλ 

πξνβιήκαηα ζηα νπνία νδήγεζε ε ίδηα ε ρξήζε ηνπο θαη όρη ε εθεύξεζε θαηλνύξησλ 

καζεκαηηθώλ θιάδσλ, νη νπνίνη ζα ήηαλ εληειώο αδηθαηνιόγεηνη θαη άζρεηνη πξνο ηα 

πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ ηεζεί. 

v) H θαξηεζηαλή κνξθή ηνπ κηγαδηθνύ z = α+βi ή θαιύηεξα z = α∙1+β∙I, εκθαλίδεη ην 

z σο γξακκηθό ζπλδπαζκό ησλ αξηζκώλ 1 θαη i, κε ζπληειεζηέο ηνπο πξαγκαηηθνύο 

αξηζκνύο α θαη β ηνπ ζπλόινπ R.  Ο αξηζκόο 1 θαιείηαη ε «πξαγκαηηθή κνλάδα» θαη 

ν αξηζκόο i ε «θαληαζηηθή κνλάδα» θαη, από απηή ηελ άπνςε,  ην ζύλνιν C 

ραξαθηεξίδεηαη σο αλ «δηκνλαδηθό» αξηζκεηηθό ζύζηεκα.  Τπάξρνπλ θαη άιια 

ζύλνια ησλ νπνίσλ ηα ζηνηρεία είλαη γξακκηθνί ζπλδπαζκνί «κνλάδσλ» 

πεξηζζνηέξσλ από δύν, όπσο νη quaternions ηνπ Hamilton u=α∙1+β∙η+γ∙j+δ∙k πνπ 

ππαθνύνπλ ζε νξηζκέλνπο λόκνπο ησλ πξάμεσλ.  Απνδείρζεθε όκσο όηη θαλέλα άιιν 
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πνιπκνλαδηθό ζύζηεκα, πέξα από ην κηγαδηθό, δελ ππαθνύεη ζηνπο λόκνπο ησλ 

πξάμεσλ πνπ πξναλαθέξακε γηα ηα ζύλνια N, Z, R, C. 

 

5.2 Ζ Γεωκεηξηθή αλαπαξάζηαζε ηωλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

Ζ γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ σο ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ, 

έγηλε γηα πξώηε θνξά ζπζηεκαηηθά, από ηνλ Gauss ζηηο αξρέο ηνπ 18
νπ

 αηώλα.  Ο 

νξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ C σο δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ, εθθξάδεη κία ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ 

πξνο ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ C σο εμήο: 

ύκθσλα κε ην αμίσκα ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο, αλ αληηζηνηρίζνπκε έλα ζεκείν 0 

κηαο επζείαο (ε) ζηνλ αξηζκό 0 (κεδέλ) θαη έλα άιιν ζεκείν Θ ηεο (ε) ζηνλ αξηζκό 1 

(κνλάδα), ηόηε γηα θάζε άιιν ζεκείν Υ ηεο (ε), ν ιόγνο  ησλ πξνζαλαηνιηζκέλσλ 

επζύγξακκσλ ηκεκάησλ (δηαλπζκάησλ)  θαη ,  νξίδεη αθξηβώο έλαλ πξαγκαηηθό 

αξηζκό x σο εηθόλα ηνπ ζεκείνπ Υ θαη αληίζηξνθα: ζηνλ θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x 

αληηζηνηρεί αθξηβώο έλα ζεκείν Υ ηεο επζείαο (ε) κε ιόγν ίζν πξνο x. 

Δπνκέλσο πάλσ ζηελ επζεία (ε) κπνξεί λα απεηθνληζζεί ακθηκνλνζήκαληα ην 

πξαγκαηηθό κέξνο x ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ z=x+iy .  Καηά αλάινγν όκσο ηξόπν 

κπνξνύκε λα απεηθνλίζνπκε ην ζύλνιν R ζην νπνίν αλήθεη ν ζπληειεζηήο y ηνπ 

κηγαδηθνύ κέξνπο ηνπ z θαη πάλσ ζε κία επζεία (ε), θάζεηε ζηελ (ε) ζην ζεκείν 0, 

επηιέγνληαο εηθόλα ηνπ 0 (κεδέλ) ην 0 θαη εηθόλα ηνπ 1 (έλα) ην ζεκείν Λ κε ΟΛ=ΟΘ 

νπόηε ζα έρνπκε ακθηκνλνζήκαληα y =  γηα θαηάιιειν ζεκείν Τ ηεο επζείαο (ε).  

Έηζη ζα έρνπκε, όηη ην θαληαζηηθό κέξνο iy ηνπ z απεηθνλίδεηαη ακθηκνλνζήκαληα 

πάλσ ζηελ επζεία (ε).  Σώξα, νη θάζεηεο ζηελ επζεία (ε) από ην ζεκείν Υ θαη ζηελ 

(ε) από ην y ηέκλνληαη ζην ζεκείν Ε ηνπ επηπέδνπ ην νπνίν θαη ζεσξείηαη σο εηθόλα 

ηνπ κηγαδηθνύ z=x+iy. Σν εθαξκνζηό δηάλπζκα  ζα θαιείηαη «ην αληίζηνηρν 

δηάλπζκα ηνπ κηγαδηθνύ z», ην  «ην αληίζηνηρν δηάλπζκα ηεο πξαγκαηηθήο 

κνλάδαο 1, θαη ην  «ην αληίζηνηρν δηάλπζκα ηεο θαληαζηηθήο κνλάδαο i». 

Ζ επζεία (ε) θαιείηαη «ν άμνλαο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ» θαη (ε) είλαη «ν άμνλαο 

ησλ θαληαζηηθώλ αξηζκώλ».  Σν επίπεδν κε ηνπο άμνλεο απηνύ ηνπ είδνπο θαιείηαη 

«επίπεδν ηνπ Gauss». 



67 
 

Από ηηο ζρέζεηο  = x   =  ∙ x θαη  = y   =  ∙ y θαη θαζώο ηζρύεη ε 

δηαλπζκαηηθή ζρέζε  =  ζα έρνπκε ηειηθά . Ζ 

ζρέζε απηή είλαη ε αληίζηνηρε ηεο αξηζκεηηθήο z = 1∙x + i∙y ή z=x+yi. 

Αλαθέξνπκε, σο εθαξκνγή ηεο Γεσκεηξηθήο εξκελείαο κηγαδηθώλ αξηζκώλ, ηελ 

παξαθάησ πξόηαζε: 

Ο πνιιαπιαζηαζκόο ελόο κηγαδηθνύ αξηζκνύ κε ηε θαληαζηηθή κνλάδα i 

ζεκαίλεη γεωκεηξηθή ζηξνθή ηνπ αληηζηνίρνπ δηαλύζκαηνο θαηά γωλία π/2. 

 

Πξάγκαηη (α,β) (0,1) (α+βi) ∙ i = (-β,α), θαη αλ  ην αληίζηνηρν δηάλπζκα ηνπ 

z=(α+βi) θαη ην αληίζηνηρν δηάλπζκα ηνπ u = -β+αi = (-β,α), ζα έρνπκε 0Ε ην 

εζσηεξηθό γηλόκελν ∙  ησλ δηαλπζκάησλ  θαη ζε νξζνθαλνληθό ζύζηεκα 

αμόλσλ είλαη ίζν κε: -αβ+βα = 0  

δειαδή ∙  = 0, νπόηε   . 

Αλαιπηηθόηεξα ε κειέηε ηεο γεσκεηξίαο ζην Μηγαδηθό επίπεδν γίλεηαη ζην επόκελν 

θεθάιαην. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



68 
 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
ο
  

Η ΓΕΩΜΕΣΡΙΑ ΣΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟ 

ΕΠΙΠΕΔΟ 

 

 

6.1 Πξνζαλαηνιηζκέλε επζεία 

Κάζε επζεία ρ΄ρ κπνξεί λα δηαλπζεί από έλα θηλεηό ζεκείν Μ θαηά δπν αληίζεηεο 

θνξέο. Ζ κηα θνξά από ην ρ΄ πξνο ην ρ θαη ε άιιε από ην ρ πξνο ην ρ΄. ηηο θνξέο 

απηέο αληηζηνηρνύκε κε ηξόπν απζαίξεην ηηο νλνκαζίεο ζεηηθή θαη αξλεηηθή θνξά. 

Δπνκέλσο θάζε επζεία ΄ρρ εθνδηαζκέλε κε ηηο παξαπάλσ θνξέο ζα θαιείηαη 

πξνζαλαηνιηζκέλε. Θα πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη ν ραξαθηεξηζκόο 

πξνζαλαηνιηζκέλε επζεία, κπνξεί λα απνδνζεί ζε κηα επζεία ρ΄ρ αλ θαζνξίζνπκε ηε 

κηα από ηηο δπν θνξέο, ζπλήζσο ηε ζεηηθή, νπόηε απηνκάησο νξίδεηαη θαη ε αληίζεηε 

ηεο. 

6.2 Γηάηαμε πάλω ζε κηα επζεία 

ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ κηαο επζείαο ρ΄ρ νξίδνπκε δπν ζρέζεηο νιηθήο δηάηαμεο πνπ 

ε κηα είλαη αληίζεηε ηεο άιιεο. 

Από απηέο ε κηα ζπκβνιίδεηαη κε 

ην ζύκβνιν  θαη ζεκαίλεη όηη 

«… ην… πξνεγείηαη ηνπ…» θαη ε αληίζεηή ηεο κε ην ζύκβνιν  θαη ζεκαίλεη όηη : 

«ην… έπεηαη ηνπ …». Οπόηε αλ Α θαη Β είλαη δπν ηπραία ζεκεία ηεο επζείαο ρ΄ρ ηόηε 

ζα αιεζεύεη ε ηζνδπλακία: 

                                                                  

 

 

 



69 
 

 

6.3 Απόζηαζε ζην ζύλνιν ηωλ ζεκείωλ κηαο επζείαο 

Θεσξνύκε ηελ επζεία ρ΄ρ σο έλα ζύλνιν ζεκείσλ  θαη νξίδνπκε επί ηνπ ζπλόινπ 

απηνύ κηα απεηθόληζε  ώζηε: 

 

Αλ ε απεηθόληζε d ηθαλνπνηεί ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 

1. γηα θάζε  

2. γηα θάζε  

3. γηα θάζε ηξηάδα ζεκείσλ (Α,Β,Γ) πνπ αλήθεη ζην  αιεζεύεη όηη: 

 

4. γηα θάζε πξνζαλαηνιηζκέλε εκηεπζεία Ορ θαη γηα θάζε κε αξλεηηθό αξηζκό α 

λα ππάξρεη έλα θαη κόλν έλα ζεκείν Α ηεο Ορ ηέηνην ώζηε:   

ηνλ αξηζκό d(Α,Β) νξίδνπκε σο απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ Α από ην ζεκείν Β ή κέηξν ή 

κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 

 

6.4 Πξνζαλαηνιηζκέλν επζύγξακκν ηκήκα 

Κάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο 

ζεκείσλ  (Α,Β) κηαο πξνζα-

λαηνιηζκέλεο επζείαο ρ΄ρ 

θαιείηαη πξνζαλαηνιηζκέλν 

επζύγξακκν ηκήκα. Αλ ε εθ 

ηνπ δεύγνπο νξηδόκελε θνξά ζπκπίπηεη κε ηε ζεηηθή θνξά ηεο πξνζαλαηνιηζκέλεο 

επζείαο ρ΄ρ , ηόηε ην επζύγξακκν ηκήκα (Α,Β) είλαη ζεηηθά πξνζαλαηνιηζκέλν. 

Αληίζεηα είλαη αξλεηηθά πξνζαλαηνιηζκέλν. ην δηαηεηαγκέλν απηό δεύγνο ζεκείσλ 

(Α,Β) απνδίδνπκε ηελ νλνκαζία δηάλπζκα. ε θάζε δηάλπζκα δηαθξίλνπκε ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκό ηνπ, ηνλ θνξέα ηνπ ρ΄ρ θαη ην κέηξν ηνπ d(Α,Β) ηα νπνία 

ραξαθηεξίδνπκε ζηνηρεία ηνπ. 
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6.5 Άμνλαο  

Κάζε πξνζαλαηνιηζκέλε επζεία ρ΄ρ εθνδηαζκέλε κε δπν δηαθεθξηκέλα ζεκεία Ο θαη Η 

ηέηνηα ώζηε d(Ο,Η)=1 θαη κε πξνζαλαηνιηζκό από ην Ο ζην Η θαιείηαη άμνλαο κε 

αξρή ην Ο θαη ε κνλαδηαίν δηάλπζκα . 

 

 

 

6.6 Πξνζαλαηνιηζκέλν Δπίπεδν 

Αλ πάλσ ζε έλα επίπεδν X ζεσξήζνπκε κηα εκηεπζεία Ορ ηόηε απηή κπνξεί λα ιάβεη 

γηα πξώηε θνξά ηελ ζέζε νπνηαζδήπνηε άιιεο εκηεπζείαο  Ορ΄, αξθεί λα πεξηζηξαθεί 

πεξί ην Ο. Ζ ζηξνθή όκσο απηή πεξί ην Ο πάλσ ζην επίπεδν κπνξεί λα γίλεη θαηά δπν 

αληίζεηεο έλλνηεο. Σελ κηα από ηηο δπν απηέο θνξέο νξίδνπκε σο ζεηηθή θαη ηελ άιιε 

σο αξλεηηθή.  

Ωο ζεηηθή θνξά επί ηνπ επηπέδνπ ζπλήζσο ζεσξνύκε απηήλ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

αληίζεηε ηεο θίλεζεο ησλ δεηθηώλ ηνπ ξνινγηνύ.  

Σν  επίπεδν επί ηνπ νπνίνπ έρνπκε νξίζεη ηελ ζεηηθή θνξά (νπόηε απηόκαηα νξίδεηαη 

θαη ε αξλεηηθή) ζηξνθήο κηαο εκηεπζείαο, νξίδνπκε σο πξνζαλαηνιηζκέλν 

επίπεδν.aszz 

 

 

 

 

 

 

 

 

O 
x 

+ 
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6.7 Πξνζαλαηνιηζκέλε Γωλία 

Οξίδνπκε σο πξνζαλαηνιηζκέλε γσλία. θάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο εκηεπζεηώλ ηνπ 

πξνζαλαηνιηζκέλνπ επηπέδνπ, νη νπνίεο έρνπλ ηελ ίδηα αξρή 

 

 

6.8 Ηζνδύλακνη αξηζκνί 

Κάζε αθέξαηνο αξηζκόο Γ γξάθεηαη :  

 

Σν ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ αξηζκώλ νη νπνίνη αθήλνπλ ην ίδην ππόινηπν σο πξνο  ηνλ 

δηαηξέηε δ νξίδεηαη σο θιάζε ηζνδπλακίαο σο πξνο ηνλ δηαηξέηε δ ( ). 

Λέκε ινηπόλ όηη δπν αθέξαηνη αξηζκνί α, β είλαη ηζνδύλακνη σο πξνο ηνλ αθέξαην 

αξηζκό δ, αλ θαη κόλν αλ δηαθέξνπλ θαηά αθέξαην πνιιαπιάζην ηνπ αξηζκνύ απηνύ. 

Γειαδή  

 

Γηα παξάδεηγκα νη αξηζκνί 4, 10 θαη 19 είλαη ηζνδύλακνη σο πξνο ηνλ αξηζκό 3, δηόηη: 

Γηαηξνύκελνη κε ηνλ αξηζκό 3 αθήλνπλ ην ίδην ππόινηπν ηνλ αξηζκό π=1 ή ηζνδύλακα 

δηόηη ε δηαθνξά ηνπο αλά δπν ηζνύηαη κε αξηζκό πνιιαπιάζην ηνπ 3. Πξάγκαηη: 

 

 

 

 

6.9 Κπθιηθέο ηεηκεκέλεο 

Αλ πάλσ ζ’ έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επίπεδν εγγξάςνπκε  θύθιν κε θέληξν Ο θαη 

αθηίλα ξ ηόηε απηόο απνθηά ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ επηπέδνπ θαη νξίδεηαη πιένλ σο 

πξνζαλαηνιηζκέλνο θύθινο. Κάζε ηόμν πνπ εγγξάθεηαη πάλσ ζ’ έλα πξνζαλαην-

ιηζκέλν θύθιν απνθηά απηόκαηα ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ θύθινπ θαη γίλεηαη ην ίδην 



72 
 

πξνζαλαηνιηζκέλν. Έηζη νξίδνπκε σο πξνζαλαηνιηζκέλν ηόμν, θάζε ηόμν πνπ εγγξά-

θεηαη πάλσ ζε πξνζαλαηνιηζκέλν θύθιν. 

Αλ πάλσ ζηνλ θύθιν απηό ζεσξήζνπκε έλα ζεκείν Α σο αξρή γξαθήο όισλ ησλ 

ηόμσλ ηνπ ηόηε ζε θάζε αξηζκό ι αληηζηνηρεί έλα θαη κόλν έλα ζεκείν Μ ηνπ θύθινπ 

ηέηνην ώζηε ην Μ λα απνηειεί ην πέξαο ηνπ ηόμνπ . 

Αληηζηξόθσο όκσο ζε θάζε ζεκείν ηνπ θύθινπ αληηζηνηρεί έλαο κε πεπεξαζκέλνο 

αξηζκόο επηθέληξσλ γσληώλ κε αξρηθή πιεπξά ηελ ΟΑ θαη ηειηθή πιεπξά ηελ ΟΜ, 

ησλ νπνίσλ νη αιγεβξηθέο ηηκέο ζε αθηίληα αλήθνπλ ζε κηα θιάζε σο πξνο (mod2π). 

Σνλ αξηζκό ν νπνίνο αληηζηνηρεί ζ’ έλα ζεκείν Μ ελόο πξνζαλαηνιηζκέλνπ θύθινπ 

νξίδνπκε σο θπθιηθή ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ θαη εθθξάδεηαη ζε αθηίληα ή κνίξεο. 

 

6.10 Πνιηθόο άμνλαο 

Σελ εκηεπζεία Ορ πνπ νξίδεηαη κε αξρή ην θέληξν Ο ηνπ πξνζαλαηνιηζκέλνπ θύθινπ 

(c) θαη ηελ αξρή Α ησλ πξνζαλαηνιηζκέλσλ ηόμσλ ηνπ (c),ηελ νλνκάδνπκε πνιηθό 

άμνλα. 

 

6.11 Πνιηθέο γωλίεο 

Πάλσ ζ’ έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επίπεδν ζεσξνύκε έλα πξνζαλαηνιηζκέλν θύθιν (c) 

θέληξνπ Ο θαη αθηίλαο ξ θαη  δπν δηαλύζκαηα Από ην Ο ραξάδνπκε ηηο 

εκηεπζείεο Ος θαη Ος΄ παξάιιειεο πξνο ηα δηαλύζκαηα .  

Αλ θ θαη θ΄ είλαη νη θπθιηθέο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ Μ θαη Μ΄ ζηα νπνία νη Ος θαη 

Ος΄ ηέκλνπλ ηνλ θύθιν, ηόηε ε πξνζαλαηνιηζκέλε γσλία ησλ Ος θαη Ος΄ κε αξρηθή 

πιεπξά ηελ Ος θαη ηειηθή πιεπξά ηελ Ος΄ δειαδή  ή ησλ δηαλπζκάησλ 

(   είλαη θ΄-θ. Οη αιγεβξηθέο ηηκέο ησλ γσληώλ απηώλ ησλ 

πξνζαλαηνιηζκέλσλ εκηεπζεηώλ αλήθνπλ ζε κηα θιάζε ηζνδπλακίαο (modulo 2π). 

Έηζη έρνπκε: 

                                              (     

Σηο γσλίεο θ θαη θ΄ νξίδνπκε σο πνιηθέο γσλίεο ησλ εκηεπζεηώλ Ος  θαη Ος΄.  
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6.12 Πξνζαλαηνιηζκέλν ηξίγωλν 

’ έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επίπεδν έλα ηξίγσλν ζα ιέγεηαη πξνζαλαηνιηζκέλν, ηόηε 

θαη κόλν ηόηε, όηαλ νη θνξπθέο ηνπ είλαη ηνπνζεηεκέλεο πάλσ ζ’ απηό ην επίπεδν 

θαηά κηα νξηζκέλε δηάηαμε. Λέκε όηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ζεηηθήο θνξάο, όηαλ θαη 

κόλν όηαλ ε γσλία  είλαη ζεηηθή, αληίζηνηρα αξλεηηθήο θνξάο όηαλ ε γσλία 

είλαη αξλεηηθή. 

Αλ ζηε ζέζε ησλ θνξπθώλ ελόο ηξηγώλνπ θάλνπκε κηα θπθιηθή κεηάζεζε ηα ηξίγσλα 

πνπ πξνθύπηνπλ έρνπλ ηελ ίδηα θνξά. Έηζη αλ αλαρσξήζνπκε από ηε ζέζε ΑΒΓ 

κπνξνύκε λα ζρεκαηίζνπκε έμη πξνζαλαηνιηζκέλα ηξίγσλα: 

 

(ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΓΑΒ ζεηηθνύ πξνζαλαηνιηζκνύ) θαη (ΑΓΒ, ΓΒΑ, ΒΑΓ αξλεηηθνύ 

πξνζαλαηνιηζκνύ). 

Γπν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΒΜ είλαη ηεο ίδηαο θνξάο, όηαλ θαη κόλν όηαλ νη θνξπθέο Γ 

θαη Μ βξίζθνληαη ζην ίδην εκηεπίπεδν σο πξνο ηελ ΑΒ. 

 

6.13 Μηγαδηθό επίπεδν 

Κάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ παξηζηάλεη  έλα ζεκείν ελόο 

επηπέδνπ δπν αμόλσλ θαη αληηζηξόθσο έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ παξηζηάλεηαη κε έλα 

δηαηεηαγκέλν δεύγνο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

O 

A 

B 

Γ 

Δ Ψ΄ 

Ψ 

Μ΄ 

Μ 

χ 
φ 

Φ΄ 
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Αο ζεσξήζνπκε έλα επίπεδν πνπ αλαθέξεηαη ζε έλα ζύζηεκα νξζνθαλνληθώλ 

αμόλσλ.  ε θάζε ζεκείν Μ(ρ,ς) απηνύ ηνπ επηπέδνπ αληηζηνηρίδνπκε ηνλ κηγαδηθό 

αξηζκό 

                                                                     

Καη αληηζηξόθσο ζε θάζε κηγαδηθό αξηζκό  αληηζηνηρίδνπκε ην ζεκείν Μ 

ηνπ επηπέδνπ κε ζπληεηαγκέλεο  ρ θαη ς. Δπνκέλσο κεηαμύ ησλ ζεκείσλ ελόο 

επηπέδνπ θαη ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε κηα 

ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία θαηά ηελ νπνία ην ζεκείν Μ(ρ,ς)=Μ(z) λα είλαη 

εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ  θαη ν κηγαδηθόο αξηζκόο ην αξρέηππν ηνπ 

ζεκείνπ. Γειαδή : 

 

Ο z κπνξεί επίζεο λα ζεσξεζεί σο ην πξνζαλαηνιηζκέλν επζύγξακκν ηκήκα ή 

δηάλπζκα, πνπ έρεη αξρή ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη πέξαο ην ζεκείν Μ(ρ,ς). 

Όηαλ ρξεζηκνπνηνύκε ην επίπεδν ησλ ρ, ς πξνθεηκέλνπ λα παξαζηήζνπκε  

γεσκεηξηθά ηνπο  ηόηε ην θαινύκε κηγαδηθό επίπεδν ή επίπεδν ηνπ .  

Ο άμνλαο ησλ ρ θαιείηαη πξαγκαηηθόο θαη ν άμνλαο ησλ ς είλαη γλσζηόο σο 

θαληαζηηθόο άμνλαο. 

 

6.14 Ζ γεωκεηξία ηωλ πξάμεωλ κεηαμύ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηνπ αζξνίζκαηνο δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ  

 

                                  

Αληηζηνηρεί επίζεο ζ’ έλα δηάλπζκα ηνπ νπνίνπ νη ζπληζηώζεο είλαη απηέο νη 

ζπληεηαγκέλεο.  

Με αλάινγν ηξόπν ε δηαθνξά  

                                                          =  
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Ωο κέηξν ή σο απόιπηε ηηκή ελόο κηγαδηθνύ αξηζκνύ  νξίδεηαη ν κε 

αξλεηηθόο αξηζκόο  πνπ ζεκεηώλεηαη κε , δειαδή: 

                                                          

Γεσκεηξηθά ν αξηζκόο  είλαη ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ (ρ, ς) από ηελ αξρή ησλ 

αμόλσλ ή αιιηώο, ην κήθνο ηνπ δηαλύζκαηνο πνπ παξηζηάλεη ηνλ z. 

Οη ηδηόηεηεο ηνπ κέηξνπ θαη ησλ ζπδπγώλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ καο επηηξέπνπλ λα 

απνδείμνπκε αιγεβξηθά ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα, ε νπνία καο παξέρεη έλα άλσ 

θξάγκα γηα ην κέηξν ηνπ αζξνίζκαηνο δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ : 

 

Ζ νπνία γεσκεηξηθά δειώλεη όηη ην κήθνο κηαο πιεπξάο ελόο ηξηγώλνπ είλαη 

κηθξόηεξν ή ίζν από ην άζξνηζκα ησλ κεθώλ ησλ άιισλ δπν πιεπξώλ (ηξηγσληθή 

ηδηόηεηα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο).  

πκπιεξώλνπκε ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε γξάθνληαο: 

 

Ζ νπνία δειώλεη γεσκεηξηθά όηη ην κήθνο πιεπξάο ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξν ηεο 

απόιπηεο ηηκήο ηεο δηαθνξάο ησλ κεθώλ ησλ άιισλ δπν πιεπξώλ ηνπ. 

Ζ ηζόηεηα θαη ζηηο δπν πεξηπηώζεηο ηζρύεη ζηελ πεξίπησζε όπνπ ηα ζεκεία 

 είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Γεδνκέλνπ ηώξα όηη ην γηλόκελν δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ  είλαη κηγαδηθόο 

αξηζκόο, είλαη ζαθέο όηη θαη ν αξηζκόο   ζα παξηζηάλεηαη κε έλα δηάλπζκα πνπ 

θείηαη ζην επίπεδν ηωλ δηαλπζκάηωλ  Πξνθαλώο απηό ην γηλόκελν δελ είλαη 

νύηε ην βαζκωηό (εζωηεξηθό) , νύηε ην δηαλπζκαηηθό γηλόκελν (εμωηεξηθό) πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηε ζπλήζε δηαλπζκαηηθή αλάιπζε. Πνηα είλαη όκωο ε γεωκεηξηθή 

παξάζηαζε ηνπ γηλνκέλνπ  ; 
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6.15 Πνιηθή κνξθή 

Σν πξώην βήκα νηθνδόκεζεο ηεο γεσκεηξηθήο παξάζηαζεο ηνπ γηλνκέλνπ  , είλαη 

λα εθθξάζνπκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο   από ηελ θαξηεζηαλή κνξθή 

ζηελ πνιηθή κνξθή. 

  Έζησ όηη ξ θαη ζ είλαη νη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ(ρ, ς) πνπ 

αληηζηνηρεί ζ’ έλα κε κεδεληθό κηγαδηθό αξηζκό . Ηζρύεη όηη: 

 

Δπνκέλσο ν z κπνξεί λα εθθξαζζεί κε πνιηθή κνξθή σο 

 

ν αξηζκόο ξ πξέπεη λα είλαη κε αξλεηηθόο, ελώ ην ζ κπνξεί λα πάξεη άπεηξεο ηηκέο 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη αξλεηηθώλ.  

Ο ζεηηθόο αξηζκόο ξ είλαη ην κήθνο ηνπ δηαλύζκαηνο πνπ παξηζηάλεη ηνλ z, δειαδή 

ξ= . Ο αξηζκόο ζ θαιείηαη έλα όξηζκα ηνπ z θαη γξάθνπκε: ζ=argz. Γεσκεηξηθά ην 

argz δειώλεη ηε γσλία ζε αθηίληα πνπ ζρεκαηίδεη ην z κε ηνλ ζεηηθό εκηάμνλα ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, όηαλ ην z ζεσξεζεί δηάλπζκα ζέζεο. Παίξλεη άπεηξεο 

πξαγκαηηθέο ηκέο πνπ δηαθέξνπλ θαηά αθέξαηα πνιιαπιάζηα ηνπ 2π δειαδή είλαη 

(mod2π), ηηκέο πνπ ππνινγίδνληαη από ηε ζρέζε  

 

Γεληθά ηζρύεη όηη: 

 

 

Όπνπ  

Σν δεύηεξν βήκα είλαη λα δείμνπκε κηα ζεκαληηθή ηαπηόηεηα κεηαμύ ησλ νξηζκάησλ 

ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ  θαη   , δειαδή κεηαμύ ησλ arg  ,  arg  θαη  

arg  πνπ είλαη ε αθόινπζε: 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7
ο
  

ΟΙ ΗΜΕΙΑΚΟΙ (ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΟΙ) 

ΜΕΣΑΥΗΜΑΣΙΜΟΙ ΣΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟ 

ΕΠΙΠΕΔΟ 

 

 

7.1 Ζ έλλνηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ. 

Δίλαη γλσζηό όηη ζε θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό ρ, κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε έλα 

ζεκείν Μ ελόο άμνλα κέζσ ηνπ δηαλύζκαηνο , πξαγκαηνπνηώληαο θαη’ απηόλ 

ηνλ ηξόπν κηα ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ζην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ άμνλα.  ύκθσλα κε ηα όζα 

αλαθέξακε ζηηο παξαγξάθνπο 6.9, 6.10 θαη 6.11 ππάξρεη κηα άιιε ακθηκνλνζήκαληε 

απεηθόληζε ηνπ ζπλόινπ ησλ ζεκείσλ ελόο επηπέδνπ ζην ζύλνιν ησλ επζεηώλ ηνπ 

επηπέδνπ, θαηά ηελ νπνία : όηαλ δίλεηαη έλαο θύθινο ζ’ έλα επίπεδν, ζε θάζε ζεκείν 

Μ δηαθνξεηηθό ηνπ θέληξνπ αληηζηνηρίδνπκε ακθηκνλνζεκάλησο ηελ πνιηθή απηνύ 

σο πξνο ηνλ δνζέληα θύθιν. 

ε θάζε απεηθόληζε, ζηελ νπνία εκθαλίδνληαη ζύλνια κε ζηνηρεία γεσκεηξηθήο 

θύζεσο όπσο γηα παξάδεηγκα ζεκεία, επζείεο θιπ., ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο αληί ηεο 

ιέμεο «απεηθόληζε» ε έθθξαζε « εκεηαθόο Μεηαζρεκαηηζκόο», ε νπνία καο νδεγεί 

ζηελ δηαηύπσζε ηνπ αθόινπζνπ νξηζκνύ: 

Οξίδνπκε σο ζεκεηαθό κεηαζρεκαηηζκό S ελόο ζεκεηνζπλόινπ Υ ζην ζεκεηνζύλνιν 

Υ΄ θάζε αληηζηνηρία, ε νπνία  ζε θάζε ζεκείν Μ ηνπ ζπλόινπ Υ αληηζηνηρίδνπκε έλα 

θαη κόλν έλα ζεκείν Μ΄ ηνπ ζπλόινπ Υ΄. Γειαδή: 
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Σν ζεκείν Μ΄ είλαη ε εηθόλα ηνπ Μ κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ S θαη ζα ην ιέκε 

κεηαζρεκαηηζκέλν ζεκείν ηνπ Μ.  

Γηα  παξάδεηγκα, αλ Υ είλαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ελόο θύθινπ κε δηάκεηξν ηελ 

ΑΒ θαη Υ΄ ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Μ΄ ηεο επζείαο (ε) ε νπνία νξίδεηαη από ηα ζεκεία 

Α θαη Β, ηόηε ε νξζνγώληα πξνβνιή S ηνπ M ζην Μ΄ πάλσ ζηελ επζεία (ε) είλαη έλαο 

γεσκεηξηθόο- ζεκεηαθόο  κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ Υ ζην Υ΄.  

  

7.2 Μεηαθνξά ζην επίπεδν 

Έζησ έλα δηάλπζκα . Οξίδνπκε σο κεηαθνξά θαηά δηάλπζκα  ηνλ ζεκεηαθό 

κεηαζρεκαηηζκό  , ν νπνίνο ζε θάζε ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ (ζεκεηνζπλόινπ) Υ  

πξνζαξηά ζεκείν Μ΄ ηνπ Υ ηέηνην ώζηε:  . Γειαδή: 

 

 

Παξάδεηγκα  

Έζησ κηα επζεία (ε) ε νπνία δηέξρεηαη από ζεκείν Ο θαη ηπραίν δηάλπζκα  , όπνπ 

όια αλήθνπλ ζην ίδην επίπεδν Υ. Ζ εηθόλα ηεο επζείαο (ε) κέζσ ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ  , ζα είλαη κηα άιιε επζεία (ε΄) παξάιιειε ηεο (ε) ε νπνία ζα 

δηέξρεηαη από ην ζεκείν Ο΄ ην νπνίν απνηειεί ηελ εηθόλα ηνπ Ο κέζσ ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ  . 

Πξάγκαηη, έζησ ζεκείν Μ ηεο επζείαο (ε). Σόηε Ο΄ θαη Μ΄ ζα είλαη νη εηθόλεο ησλ 

ζεκείσλ Ο θαη Μ κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ  . Δπεηδή είλαη , 

πξνθύπηεη όηη ην ηεηξάπιεπξν ΟΟ΄ΜΜ΄ είλαη παξαιιειόγξακκν, νπόηε  

 

7.3 ηξνθή ζην επίπεδν 

Έζησ Υ ην πξνζαλαηνιηζκέλν επίπεδν πάλσ ζην νπνίν παίξλνπκε έλα ζεκείν Ο θαη 

κηα πξνζαλαηνιηζκέλε γσλία ζ νξηζκέλε θαηά mod 2π. νξίδνπκε σο ζηξνθή κε 

θέληξν Ο θαη γσλία ζ ηνλ ζεκεηαθό κεηαζρεκαηηζκό  , ν νπνίνο απεηθνλίδεη ην 

ηπραίν ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ Υ ζην ζεκείν Μ΄ θαηά ηέηνην ηξόπν ώζηε: 
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                                      ΟΜ=ΟΜ΄ θαη γσλία   

 

Γειαδή 

 

Όπνπ              

Παξάδεηγκα  

Έζησ κηα επζεία (ε) θαη έλα ζεκείν Ο πάλσ ζην πξνζαλαηνιηζκέλν επίπεδν Υ, όπνπ 

ην Ο δελ αλήθεη ζηελ (ε). Να ζηξαθεί ε επζεία (ε) γύξσ από ην Ο θαηά δεδνκέλε 

γσλία ζ. 

Πξάγκαηη. Από ην ζεκείν Ο θέξλνπκε ηελ ΟΑ θάζεηε ζηελ επζεία (ε). ηξέθνπκε ην 

ζεκείν Α πνπ απνηειεί ην ίρλνο ηεο θαζέηνπ ζηελ επζεία (ε) θαηά γσλία ζ κε ζεηηθό 

πξνζαλαηνιηζκό. Αλ Α΄ είλαη ε εηθόλα ηνπ Α κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ζηξνθήο 

 ηόηε ε επζεία (ε΄) πνπ είλαη θάζεηε ζην ΟΑ΄ ζην ζεκείν Α΄ είλαη ε εηθόλα ηεο 

(ε) κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ζηξνθήο . 

 

7.4 Οκνζεζία ζην επίπεδν 

Έζησ επίπεδν Υ, ζεκείν Ο πάλσ ζ’  απηό θαη ι έλαο κε κεδεληθόο πξαγκαηηθόο 

αξηζκόο. Οξίδνπκε σο Οκνζεζία κε θέληξν Ο (θέληξν νκνηνζεζίαο) θαη ιόγν ι , ηνλ 

ζεκεηαθό κεηαζρεκαηηζκό , ν νπνίνο ζε θάζε ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ πξνζαξηά 

έλα θαη κόλν έλα ζεκείν Μ΄ ηνπ επηπέδνπ ηέηνην ώζηε: 

 

 

Γειαδή 

 

 

Όπνπ                                            
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                                                        ] 

 

 

Παξάδεηγκα  

Έζησ επίπεδν Υ θαη ηξίγσλν ΑΒΓ πάλσ ζ’  απηό. Να θαηαζθεπαζζεί  ηξίγσλν 

Α΄Β΄Γ΄ νκόζεην ηνπ ΑΒΓ κε θέληξν νκνηνζεζίαο έλα ζεκείν Ο πνπ αλήθεη ζην 

επίπεδν Υ θαη βξίζθεηαη εθηόο ηνπ ηξηγώλνπ, κε ιόγν νκνηνζεζίαο ι=2. 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν Ο εθηόο απηνύ. Ο κεηαζρεκαηηζκόο νκνζεζίαο κε 

θέληξν Ο θαη ιόγν νκνζεζίαο  ι=2 νξίδεηαη σο εμήο: 

] 

ύκθσλα κε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό απηό έρνπκε: 

                                                    ΟΑ΄= 2ΟΑ θαη ΟΒ΄=2ΟΒ θαη ΟΓ΄= 2ΟΓ 

Καη επεηδή ν ιόγνο νκνζεζίαο είλαη ζεηηθόο αξηζκόο, ηα ζεκεία Α θαη Α΄ ζα 

βξίζθνληαη ζηελ ίδηα εκηεπζεία ΟΑ. Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη κε ηα ζεκεία Β θαη Β΄ 

θαζώο επίζεο θαη κε ηα ζεκεία Γ θαη Γ΄. Δπνκέλσο ην νκόζεην ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ σο 

πξνο ηελ ζπγθεθξηκέλε νκνζεζία ζα είλαη επίζεο ηξίγσλν Α΄Β΄Γ΄ . νη νκόινγεο 

πιεπξέο απηώλ ησλ δπν ηξηγώλσλ νξίδνπλ δηαλύζκαηα παξάιιεια κε ιόγν νκνζεζίαο 

ι=2. 

 

7.5 Οκνηόηεηα ζην επίπεδν 

Αλ ζ’ έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επίπεδν Υ δνζνύλ έλα ζεκείν Ο, έλαο κε κεδεληθόο 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο ι θαη ε αιγεβξηθή ηηκή κηαο γσλίαο ζ, ηόηε κπνξνύκε λα 

νξίζνπκε έλα ζεκεηαθό κεηαζρεκαηηζκό  σο πξνο ηνλ νπνίν έλα ζεκείν Μ ηνπ 

επηπέδνπ Υ απεηθνλίδεηαη ζε ζεκείν Μ΄ ηνπ ίδηνπ επηπέδνπ θαηά ηέηνην ηξόπν ώζηε: 

 

Γειαδή 
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Όπνπ                                            

                         

Απηόλ ηνλ επίπεδν ζεκεηαθό κεηαζρεκαηηζκό νξίδνπκε σο κεηαζρεκαηηζκό 

Οκνηόηεηαο σο πξνο ηελ ζηξνθή. 

Με αλάινγν ηξόπν κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηνλ επίπεδν ζεκεηαθό κεηαζρεκαηηζκό σο 

πξνο ηε κεηαθνξά.  

Γεληθώο, ν κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο πξνθύπηεη από ηελ ζύλζεζε κηαο νκνζεζίαο 

θαη κηαο κεηαθνξάο ή ηελ ζύλζεζε κηαο νκνζεζίαο θαη κηαο ζηξνθήο. 

 

Παξάδεηγκα  

Αλ ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα ζηξέςνπκε θαηά γσλία ζ=π/3 ηηο θνξπθέο ηνπ 

ηξηγώλνπ Α΄Β΄Γ΄ ηόηε πξνθύπηεη ηξίγσλν Α΄΄Β΄΄Γ΄΄ . Απηό είλαη όκνην σο πξνο ην 

αξρηθό ηξίγσλν ΑΒΓ σο πξνο ηνλ κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο , πνπ είλαη 

έλαο ζεκεηαθόο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο σο πξνο ηελ ζηξνθή, αθνύ πξνθύπηεη 

από ηελ ζύλζεζε κηαο νκνζεζίαο κε ιόγν ι=2 θαη κηαο ζηξνθήο θαηά γσλία ζ=π/3. 

 

7.6  εκεηαθνί κεηαζρεκαηηζκνί ζην κηγαδηθό επίπεδν 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη ήδε ζηελ παξάγξαθν 6.13 κεηαμύ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαη 

ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πθίζηαηαη κηα ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία. Γειαδή  

 

Όπνπ ρ, ς είλαη νη θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ.  

Αλ ζεσξήζνπκε ζην επίπεδν ηελ απεηθόληζε: 
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Μέζσ ηεο ζρέζεο απηήο ζε θάζε ζεκείν Μ ην νπνίν είλαη εηθόλα ηνπ αληίζηνηρνπ 

κηγαδηθνύ αξηζκνύ z πξνζεηαηξίδνπκε ην ζεκείν Μ΄ ην νπνίν είλαη ε αληίζηνηρε 

εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ z’. Καηά ηνλ ηξόπν απηό νξίδνπκε έλα ζεκεηαθό 

κεηαζρεκαηηζκό ζην κηγαδηθό επίπεδν. Ζ ζρέζε   καο επηηξέπεη λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ρ΄ θαη ς΄ ηνπ Μ΄ ζπλαξηήζεη ησλ ζπληεηαγκέλσλ 

ρ θαη ς ηνπ ζεκείνπ Μ. 

 

Παξάδεηγκα  

Αλ   ηόηε λα πξνζδηνξηζζεί ν αξηζκόο . 

 

- +2ρςi. 

Άξα  

                                              -  θαη 2ρς 

 

7.7 Ζ κεηαθνξά ζην κηγαδηθό επίπεδν 

’ έλα νξζνγώλην επίπεδν ρΟς ζεσξνύκε ηνλ κηγαδηθό αξηζκό α κε αληίζηνηρε 

εηθόλα ην ζεκείν Α(α) θαη αληίζηνηρν δηάλπζκα ζέζεο . Έζησ αθόκα ν κηγαδηθόο 

αξηζκόο z κε αληίζηνηρε εηθόλα Μ(z) θαη αληίζηνηρν δηάλπζκα ζέζεο  , θαη  ν 

κηγαδηθόο αξηζκόο κε εηθόλα Μ΄(  ν νπνίνο πξνήιζε δηα κέζνπ ηεο κεηαθνξάο ηνπ 

ζεκείνπ Μ θαηά δηάλπζκα  κε αληίζηνηρν δηάλπζκα ζέζεο .  

Σα δηαλύζκαηα ,  ζπλδένληαη κέζσ ηνπ λόκνπ ηεο πξόζζεζεο ησλ 

δηαλπζκάησλ σο εμήο: 

                                                  =z+α 

Γειαδή 
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7.8  Ζ ζηξνθή ζην κηγαδηθό επίπεδν 

Αλ ζην νξζνγώλην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ρΟς ζεσξήζνπκε ηα ζεκεία Μ θαη Μ΄ 

σο αληίζηνηρεο εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z θαη , ηα νπνία είλαη νκόινγα σο 

πξνο ηε ζηξνθή , θαη έρνληαο ππόςηλ ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ κηγαδηθώλ αξηζκώλ παίξλνπκε:   

     

Δπνκέλσο  

 

  

                                                          

Άξα  

. 

 

7.9  Ζ νκνζεζία ζην κηγαδηθό επίπεδν 

Αλ ζην νξζνγώλην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ρΟς ζεσξήζνπκε ηα ζεκεία Μ θαη Μ΄ 

σο αληίζηνηρεο εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z θαη , ηα νπνία είλαη νκόινγα σο 

πξνο ηελ νκνζεζία , ηόηε ζα έρνπκε: 

 

Δπνκέλσο  

    

 

7.10  Ζ νκνηόηεηα ζην κηγαδηθό επίπεδν 

Αλ ζην νξζνγώλην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ρΟς ζεσξήζνπκε ηα ζεκεία Μ θαη Μ΄ 

σο αληίζηνηρεο εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z θαη , ηα νπνία είλαη νκόινγα σο 

πξνο ηελ νκνζεζία , ηόηε ζα έρνπκε: 
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Αλ Α(ι, σ), Μ(ξ, ζ) θαη Μ΄(ξ΄, ζ΄) είλαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί κε αληίζηνηρεο εηθόλεο 

Α, Μ, θαη Μ΄ όπνπ ι, ξ, ξ΄ είλαη ηα κέηξα θαη σ, ζ, ζ΄ ηα νξίζκαηα ησλ κηγαδηθώλ 

αξηζκώλ α,  z θαη  αληίζηνηρα, ζα έρνπκε:  

                                        =ξ θαη =ξ΄ θαη 

                    

Οπόηε έρνπκε: 

 

Άξα  

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



85 
 

 

ΒΗΒΛΗΟΓΡΑΦΗΑ 

 *1+. Andreescu, T. and Andrica, D. (2006), Complex Numbers from A to … Z, Birkhäuser 

Boston.  

[2]. Βαςιλάκθ, Μ. (2012), Μιγαδικοί αρικμοί και Γεωμετρία. Διπλωματικι Εργαςία, 

Διαπανεπιςτθμιακό – Δια τμθματικό πρόγραμμα μεταπτυχιακών ςποδών “Διδακτικι και 

Μεκοδολογία των Μακθματικών” ΕΚΠΑ. 

[3]. Blair, D. (2000). Inversion Theory and Conformal Mapping. American Mathematical 

Society.  

[4]. Boyer C., Merzbach U.  (1997)  Η ιςτορία των Μακθματικών, Γ. Α. Πνευματικόσ.  

[5]. Churchill, R., Brown, J. (2004), Μιγαδικζσ ςυναρτιςεισ και εφαρμογζσ. Ηράκλειο: 

Πανεπιςτθμιακζσ εκδόςεισ Κριτθσ.  

[6+. Davis, D. (2001), Η φφςθ και θ Δφναμθ των Μακθματικών. Ηράκλειο: Πανεπιςτθμιακζσ 

εκδόςεισ Κριτθσ.  

[7]. Dubrovin, B. A., Fomenko, A. T. and Novikov, S. P. (1992), Modern Geometry, Methods 

and Applications, Chapter 6, Springer-Verlag, Berlin et al.  

[8]. Dodge, C. (1972). Euclidean Geometry and Transformations. Dover Publications INC, 

New York. 

 [9]. Eves, H. (1992), Modern Elementary Geometry, Jones and Bartlett, Boston, London.  

[10]. Ewald, G. (1971), Geometry: An Introduction, Wadsworth, Belmont, CA.  

[11]. Fraleigh, J., (2003), Ειςαγωγι ςτθν Άλγεβρα. Ηράκλειο: Πανεπιςτθμιακζσ εκδόςεισ 

Κριτθσ. 

[12]. Greenberg, M. J. (1993), Euclidean and Non-Euclidean Geometries, Freeman. Nev York.  

[13]. Hahn, L.-s. (1996). Complex Numbers & Geometry. The Mathematical Association of 

America.  

[14]. Hardy, G. and Wirght, E. (1960), An introduction to Theory of Numbers. Oxford: 

Clarendon Press. 

 [15]. Merino, Or. (2006), A Short History of Complex Numbers, University of Rhode Island.  



86 
 

[16+. Μερκουράκθσ, Σ.Κ. και Χατηθαφράτθσ, Τ.,Ε. (2005), Ειςαγωγι ςτθ Μιγαδικι Ανάλυςθ, 

Εκδόςεισ Συμμετρία, Ακινα. 

[17]. Pedoe, D. (1988). Geometry a comprehensive Course. Dover Publications INC, New 

York. 

[18]. Spiegel, M. (1974), Complex Variables. McGraw- Hill Book Company.  

[19]. Stillwell, J. (1998), Numbers and Geometry. Springer Science and Media, New York. 

[20]. Tubbs, R., (2009). What is a Number?. The Johns Hopkins University Press, Baltimore. 

  

 

 

 

 


