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Πεξίιεςε: Ζ έξεπλα απηή εμέηαζε δπν ζπληζηώζεο: ηελ θαηαλόεζε ηνπ 

Γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο θαζώο θαη ηνλ γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό ησλ καζεηώλ. 

Δπίζεο έγηλε κηα πξνζπάζεηα ζύλδεζεο ηνπο: πσο κπνξεί ε θαηαλόεζε ηνπ 

γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο λα επεξεάζεη ηελ γεσκεηξηθή απόδεημε. Ο θύξηνο 

ζηόρνο ηεο κειέηεο ήηαλ λα εμεηάζεη ηελ ιεηηνπξγία ηνπ γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο ζην γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό ζε καζεηέο Λπθείνπ γηα λα 

δηεξεπλεζνύλ ηα ηξία είδε θαηαλόεζεο, αληηιεπηηθή,  ιεθηηθή θαη 

ιεηηνπξγηθή. Οη άμνλεο ηεο δηεξεύλεζεο είλαη α) ε γλσζηηθή δνκή ηεο 

θαηαλόεζεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο, β) ε επίδξαζε πνπ έρνπλ νη δηάθνξνη 

ηύπνη θαηαλόεζεο ζηελ επίιπζε ελόο γεσκεηξηθνύ πξνβιήκαηνο, γ) 

πξνβιήκαηα θαη δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ζηελ ιεηηνπξγηθή 

θαηαλόεζε, δ) ην ζρήκα σο επξεηηθό εξγαιείν θαη ε) γεσκεηξηθόο 

ζπιινγηζκόο θαη θαηάηαμε καζεηώλ ζε επίπεδα ζε ζρέζε κε ηελ γλσζηηθή 

ηνπο αλάπηπμε. 

Ζ έξεπλα απηή νξγαλώζεθε κε αλαθνξά ζε δύν θπξίσο ζεσξεηηθά 

πιαίζηα. Τν πξώην αθνξά ζηε δηάθξηζε κεηαμύ ηεζζάξσλ ηύπσλ ζύιιεςεο 

γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ, πνπ πξνηείλεηαη από ηνλ Duval (1988): ε 

αληηιεπηηθή, ε αθνινπζηαθή, ε ιεηηνπξγηθή θαη ε ιεθηηθή ζύιιεςε.  Τν 

δεύηεξν ζεσξεηηθό πιαίζην εζηηάδεη ζηνλ γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό θαη ζηα 

επίπεδα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθήο αληίιεςεο πνπ πξνηείλνπλ νη Houdement 

θαη Kuzniak (2003), θαζώο θαη ζηα επίπεδα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθήο 

αληίιεςεο πνπ πξνηείλνπλ νη  Kunimune,  Fujita &  Jones.  Από ηελ αλάιπζε 

ησλ δεδνκέλσλ πξνέθπςαλ ζεκαληηθά ζηνηρεία γηα ηε ζύιιεςε γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο ησλ καζεηώλ.  

Τα ζηνηρεία ζπιιέρζεθαλ από 168 καζεηέο Λπθείνπ. Τα 

απνηειέζκαηα έδεημαλ όηη ε θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο έρεη κηα 

ηζρπξή επίδξαζε ζηε γεσκεηξηθή απόδεημε. Σπγθεθξηκέλα, θαηαζθεπάζηεθε 

θαη επαιεζεύηεθε έλα δνκηθό κνληέιν, κε ην νπνίν πξνζδηνξίζηεθε ε 

ζεκαζία ηεο αληηιεπηηθήο, ηεο ιεηηνπξγηθήο, ηεο αθνινπζηαθήο θαη ηεο 

ιεθηηθήο ζύιιεςεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο. Αιιειεπηδξάζεηο εληνπίζηεθαλ 

κεηαμύ ησλ δηαθόξσλ ηύπσλ ζύιιεςεο. Ηζρπξέο ζρέζεηο βξέζεθαλ κεηαμύ 

ηεο ιεηηνπξγηθήο θαη ηεο ιεθηηθήο ζύιιεςεο, θαηαδεηθλύνληαο ηε ζεκαζία 

ηεο νπηηθνπνίεζεο ζην γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό. Σεκαληηθέο, επίζεο, ήηαλ νη 

ζρέζεηο πνπ πξνέθπςαλ κεηαμύ ηεο ιεθηηθήο θαη ηεο αθνινπζηαθήο 
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ζύιιεςεο, ηνλίδνληαο ηε ζεκαζία ηεο γλώζεο ησλ καζεκαηηθώλ ηδηνηήησλ 

γηα ηηο γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο θαη ηηο δηαδηθαζίεο ζπιινγηζκνύ γηα ηηο 

γεσκεηξηθέο απνδείμεηο. Δπηπιένλ, ν ξόινο ηεο αληηιεπηηθήο ζύιιεςεο 

πξνέθπςε θαζνξηζηηθόο γηα ηελ ελεξγνπνίεζε ηεο ιεηηνπξγηθήο θαη ηεο 

ιεθηηθήο ζύιιεςεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο. Ζ ζύιιεςε γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο ησλ καζεηώλ θπξίσο αλαπηύζζεηαη από ηε κηα εθπαηδεπηηθή 

βαζκίδα ζηελ επόκελε. Οη θπξηόηεξεο δπζθνιίεο ησλ καζεηώλ πξνθύπηνπλ 

ζηα έξγα ιεθηηθήο θαη ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο,  ελώ εκθαλίδνληαη ηθαλόηεξνη 

ζηελ επίιπζε έξγσλ αληηιεπηηθήο. H γεσκεηξηθή δξαζηεξηόηεηα ησλ 

καζεηώλ ηεο Α΄ ηάμεο ηνπ Λπθείνπ θαίλεηαη λα εληνπίδεηαη θπξίσο ζε έλα 

παξάδεηγκα ελόο κηθηνύ ηύπνπ Γεσκεηξίαο (Γεσκεηξία ΗΗ θαη Γεσκεηξία ΗΗΗ), 

ην νπνίν πεξηέρεη σο επί ην πιείζηνλ πεξηζζόηεξα ραξαθηεξηζηηθά από ηελ 

Γεσκεηξία ΗΗ (Φπζηθή Αμησκαηηθή Γεσκεηξία), ελώ ε γεσκεηξηθή 

δξαζηεξηόηεηα ησλ ππνινίπσλ καζεηώλ ηνπ Λπθείνπ θαίλεηαη  λα βξίζθεηαη 

ζηε Γεσκεηξία ΗΗΗ (Απζηεξή Αμησκαηηθή Γεσκεηξία). Έλα επηπιένλ 

ζπκπέξαζκα από ηελ ζηαηηζηηθή αλάιπζε πνπ έγηλε νη καζεηέο ηεο Α΄ 

Λπθείνπ έρνπλ θαηάθηεζε ηόζν ηε γεληθόηεηα ηεο απόδεημεο όζν θαη ηελ 

θαηαζθεπή ηεο αξά βξίζθνληαη ζην επίπεδν Δπίπεδν II. 

 

ABSTRACT : This study examined two components: the understanding of 

the geometric shape as well as the students' geometric reasoning. It was also 

attempted to connect them: how can the understanding of the geometric shape 

affect the geometric proof. The main objective of the study was to examine 

the functioning of the Geometric Scheme in Geometric reasoning in high 

school students to explore the three types of understanding, perceptual, verbal 

and functional. The axes of the investigation are a) the cognitive structure of 

the understanding of a geometric shape b) the influence of the different types 

of comprehension on the solution of a geometric problem c) the problems and 

difficulties faced by students in functional understanding, d) the geometric 

shape as a heurestic tool and e) the geometrical reasoning and classification of 

students at levels depending their cognitive development. 

This research was organized with reference to two main theoretical 

frameworks. The first concerns the distinction between four types of 

geometrical conception, proposed by Duval (1988): perceptual, sequential, 
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functional and verbal conception. The second theoretical framework focuses 

on the geometric reasoning and levels of understanding of the geometric 

perception suggested by Houdement and Kuzniak (2003), as well as on the 

levels of understanding of the geometric perception suggested by Kunimune, 

Fujita & Jones. The analysis of the data resulted in important data for the 

conception of the geometric shape by students.  

The data were collected by 168 high school students. The results 

showed that the understanding of the geometric shape has a strong effect on 

logical conception. In particular, a structural model was built and verified, 

which identified the importance of perceptual, functional, sequential and 

verbal conception of a geometric shape. Interactions were identified between 

the different types of the conception. Strong relationships were found between 

functional and verbal conception, demonstrating the importance of 

visualization in geometric reasoning. Significant were also the relationships 

that emerged between verbal and sequential conception, emphasizing the 

importance of knowledge of mathematical properties for geometric constructs 

and the reasoning processes for geometrical evidence. In addition, the role of 

perceptual conception were found to be decisive for the activation of 

functional and verbal geometric conception. The conception of geometrical 

shape of students develops mainly from one educational level to the next. The 

main difficulties of students arise in the works of verbal and functional 

conception, while they appear to be more capable of solving perceptual 

works. The geometric activity of the students of the first grade of Lyceum 

appears to be localized primarily in an example of a mixed type of geometry 

(Geometry II and Geometry III), which mostly contains more features from 

Geometry II (Natural Axiomatic geometry), while the geometric activity of 

the remaining high school students seems to lie in Geometry III (formal and 

Axiomatic Geometry). A further conclusion from the statistical analysis is 

that the students of the 1st grade of Lyceum have conquered both the 

generality of the proof and its construction, so they are in the level II. 

Λέμεηο θιεηδηά: Καηαλόεζε Γεσκεηξηθνύ Σρήκαηνο, Γεσκεηξηθόο 

ζπιινγηζκόο, Απόδεημε, Λεηηνπξγηθή Σύιιεςε, Δμεηθόληζε. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1
ν
: Δηζαγσγή 

Γεσκεηξία είλαη ε κειέηε αληηθεηκέλσλ ηνπ ρώξνπ (δηζδηάζηαησλ θαη 

ηξηζδηάζηαησλ), ησλ ζρέζεσλ θαη ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ ηνπο, όπσο επίζεο 

θαη ησλ αμησκαηηθώλ ζπζηεκάησλ, πνπ έρνπλ θαηαζθεπαζηεί γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπο, (π.ρ., θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, πίλαθεο 

θ.ι.π). Αληίζηνηρα ε γεσκεηξηθή ζθέςε είλαη ην ζύλνιν ησλ γλσζηηθώλ 

δηαδηθαζηώλ κε ηηο όπνηεο ην ππνθείκελν θαηαζθεπάδεη θαη δηαρεηξίδεηαη 

λνεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ησλ αληηθεηκέλσλ ηνπ ρώξνπ, ησλ ζρέζεσλ θαη ησλ 

κεηαζρεκαηηζκώλ ηνπο (Γαγάηζεο, 2003). 

Γηαηί πξέπεη λα δηδάζθνπκε γεσκεηξία ζηα ζρνιεία καο; Οη González 

θαη Herbst (2006) καο εμεγνύλ ηέζζεξα επηρεηξήκαηα (Πίλαθαο 1) πνπ 

δηθαηνινγνύλ ηελ δηδαζθαιία ηεο  γεσκεηξία ζηνλ 20 αηώλα. Απηά ηα 

επηρεηξήκαηα ζπλέιαβαλ ζηελ δηαηήξεζε ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Γεσκεηξίαο 

ζηα ζρνιεία καο. 

Ο Freudental (1973) αλαθέξεηαη ζηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα κε ηνλ όξν 

«νπηηθά κνηίβα» (visual pattern). Έλα νπηηθό κνηίβν πξνθύπηεη κέζα από κηα 

δηαδηθαζία αλαίξεζεο θάπνησλ «θπζηθώλ» ηδηνηήησλ ησλ πξαγκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ: ρξώκα, βάξνο θ.η.ι. Σπκθώλα κε ηνλ Freudental, εθείλν πνπ 

κέλεη ζην ηέινο είλαη ην ζρήκα θαη ην κέγεζνο. Καη ίζσο κόλνλ ην ζρήκα, 

γηαηί έρεη παξαηεξεζεί όηη ηα παηδηά από κηθξή ειηθία κπνξνύλ, ρσξίο 

ηδηαίηεξα πξνβιήκαηα, λα αλαγλσξίδνπλ θαη λα αληηγξάθνπλ έλα ζρήκα ππό 

θιίκαθα από ηνλ πηλάθα ζην ηεηξάδην ηνπο.  

Σπκθώλα κε ηνλ Tall (1991) ην γεσκεηξηθό ζρήκα είλαη κηα λνεηηθή 

εηθόλα (concept image) πνπ ειέγρεηαη θαη θαζνξίδεηαη από ινγηθνύο θαλόλεο 

ζηα πιαίζηα ελόο ινγηθνπαξαγσγηθνύ ζπζηήκαηνο. Γηα παξάδεηγκα ν θύθινο 

απνθηά λόεκα ζηα πιαίζηα ελόο ζπγθεθξηκέλνπ ινγηθό-καζεκαηηθνύ 

ζπζηήκαηνο, είλαη κηα (λνεηηθή) εηθόλα πνπ θαζνξίδεηαη πιήξσο από έλαλ 

νξηζκό. Απηή ε λνεηηθή εηθόλα ζρεκαηίδεηαη θαη εκπινπηίδεηαη ζηαδηαθά από 

ην ζύλνιν όισλ ησλ εηθόλσλ (concept imagery) πνπ έρνπλ ζπζρεηηζηεί ζην 

λνπ ελόο αηόκνπ ζρεηηθά κε απηό ην ζρήκα. 
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  Σππηθό 

επηρείξεκα 
Υξεζηηθό 

επηρείξεκ

α 

Μαζεκαηηθ

ή ζπκθσλία 
Έμππλν 

επηρείξεκα 
  

ηόρνη ηνπ 

καζήκαηνο ηεο 

Γεσκεηξίαο  

Γεσκεηξία 

είλαη κηα 

πεξίπησζε 
ινγηθώλ 
αίηησλ. 
  

Γεσκεηξία 

είλαη έλα 

εξγαιείν 
γηα ηελ 

αληηκεηώπηζε 
εθαξκνγώλ 

ζε 
άιινπο 

ηνκείο. 
  

Γεσκεηξία είλαη 

έλαο 
ελλνηνινγηθόο 

ηνκέα 
πνπ επηηξέπεη 

λα 
βηώζνπκε ην 
ην έξγν ησλ 
καζεκαηηθώλ. 
  

Γεσκεηξία καο 

παξέρεη 
κηα γιώζζα  
εκπεηξηώλ γηα 

ηνλ πξαγκαηηθό 

θόζκν. 
  

Απόςεηο 

ζρεηηθά κε ηελ 

καζεκαηηθή 
δξαζηεξηόηεηα 
  

Μεηαθνξά  
γεσκεηξηθνύ 

ζπιινγηζκνύ 

ζε ινγηθέο 

ηθαλόηεηεο. 
  

Μειεηώληαο 

έλλνηεο θαη  

πξνβιήκαηα 

πνπ ηζρύνπλ 

ζην ρώξν 

εξγαζίαο  

καο 
  

Δθαξκνγή 
επαγσγηθνύ  
ζπιινγηζκνύ 

κέζσ κειέηεο 
γεσκεηξηθώλ 

ελλνηώλ. 
  

Πξνβιήκαηα 

κνληεινπνίεζεο 
ρξεζηκνπνηώληα

ο γεσκεηξηθέο 
ηδέεο. 

Πξνζδνθίεο γηα 

ηνπο καζεηέο 
  

ινη νη 

καζεηέο 

απαηηνύλ 
ινγηθή ζθέςε 

γηα λα είλαη 

θαινί πνιίηεο 
γηα λα 

ζπκκεηάζρνπ

λ ζε  κηα 

δεκνθξαηία. 
  

ινη νη 

καζεηέο ζα 

είλαη 
κέξνο ηνπ 
ηνπ 

εξγαηηθνύ 

δπλακηθνύ 

ηνπ 
κέιινληνο. 
  

ινη νη καζεηέο  

κπνξνύλ λα 
πξνζνκνηώλνπλ 

ηελ εξγαζία 
καζεκαηηθώλ. 
  

ινη νη καζεηέο 

ζα κπνξνύλ λα 
λα αλαπηύμνπλ 

δεμηόηεηεο, αιιά 

θαη πνηθηιία  
ηθαλνηήησλ .  
  

Υαξαθηεξηζηηθ

ά πξνβιήκαηα  
γεσκεηξίαο ζηε 
δηδαθηέα ύιε 
  

Δθαξκόδνληα

ο ηε ινγηθή 
ζθέθηεηαη λα 
καζεκαηηθέο 

θαη 
θαηαζηάζεηο 

ηεο 

πξαγκαηηθήο 

δσήο. 
  

Γεσκεηξηθέο 
έλλνηεο θαη 
θόξκνπιεο 

γηα έλα 

κνληέιν 
πξαγκαηηθνύ 

θόζκνπ  
ή γηα λα 

επηιπζνύλ 
πξνβιήκαηα 

πνπ 

αλαδύνληαη 
ζε 

θαηαζηάζεηο 

εξγαζίαο. 
  

Κάλνληαο 

εηθαζίεο 
θαη 

απνδεηθλύνληαο 
ζεσξήκαηα 
αθαηξεηηθά. 
  

Δμεξεπλώληαο 
δηαηζζεηηθά 
γεσκεηξηθέο 

ηδέεο 
πξνο ηελ 

ηππηθόηεηα. 
Δλζσκάησζε 

άιγεβξα 
θαη γεσκεηξίαο. 
  

Πίλαθαο 1. Λόγνη δηδαζθαιίαο ηεο γεσκεηξίαο 

 

Σύκθσλα κε ηνπο Hershkowitz θαη Vinner (1983) γηα ηελ θαηαλόεζε 

κηαο γεσκεηξηθήο έλλνηαο, π.ρ. ηεο έλλνηαο ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ηεο ζρέζεο 

ηνπ κε ηα άιια ηεηξάπιεπξα, απαηηνύληαη θπξίσο θαιά ζπγθξνηεκέλεο 

εηθόλεο ηεο έλλνηαο (concept image), παξά νξηζκνί (definition). Σηελ 
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πεξίπησζε πνπ θαηά ηε δηδαζθαιία δελ δίλεηαη έκθαζε ζηε ζπγθξόηεζε ηεο 

εηθόλαο ηεο έλλνηαο, αιιά επηρεηξείηαη άκεζε κεηάβαζε ζε νξηζκνύο θαη 

παξαγσγηθνύο ζπιινγηζκνύο, θαηά ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ, απηνί νη 

νξηζκνί θηλδπλεύνπλ ή λα εθαξκνζηνύλ ιαλζαζκέλα ή λα κείλνπλ αλελεξγνί 

θαη ζηαδηαθά λα μεραζζνύλ. 

Ο van Hiele (1986) επηζεκαίλεη όηη όηαλ έλα πξόγξακκα ζπνπδώλ 

μεθηλά κε νξηζκνύο θαη αμηώκαηα είλαη αδύλαηε κηα θξηηηθή ζηάζε ηνπ 

καζεηή απέλαληη ζε απηά ηα αμηώκαηα θαη ηνπο νξηζκνύο, κε απνηέιεζκα ηε 

ζηελή εμάξηεζε από ηελ αληηιεπηηθή ζπληζηώζα θαη ηηο ηδηαηηεξόηεηεο ηνπ 

ζρήκαηνο. Γει. νη καζεηέο δελ ήηαλ πξνεηνηκαζκέλνη γηα ηελ καζεκαηηθή 

γλώζε πνπ ηνπο δόζεθε θαηά ηελ δηδαζθαιία ζηε ζπλήζε καζεκαηηθή κνξθή 

θαζώο αγλννύζαλ θαη ηνλ ζηόρν απηήο ηεο καζεκαηηθήο γλώζεο. Γηα 

παξάδεηγκα νη καζεηέο δπζθνιεύνληαη λα θέξνπλ ην ύςνο ζηελ πεξίπησζε 

ελόο ακβιπγσλίνπ ηξίγσλνπ παξόιν πνπ μέξνπλ ηνλ νξηζκό ηνπ ύςνπο. Τν 

ίδην ηζρύεη θαη ζηελ αλαγλώξηζε ζρεκάησλ, παξόιν πνπ γλσξίδνπλ ηνπο 

νξηζκνύο δπζθνιεύνληαη ζηελ αλαγλώξηζε ελόο ζρήκαηνο αλ είλαη ξόκβνο ή 

ηεηξάγσλν, (Κνιέδα,2009). 

Τν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη είλαη όηη: «ε δηαδηθαζία νηθνδόκεζεο 

γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ ζηε ζθέςε ησλ παηδηώλ δελ πξέπεη λα ζεσξείηαη έλα 

απζαίξεην, πξνθαλέο απνηέιεζκα ελόο ζπλεζηζκέλνπ καζήκαηνο 

γεσκεηξίαο» (Fischbein,1993). 

 

                                       

 

Δηθόλα 1. Θεσξία θαη  δηαγξάκκαηα 
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Σηελ πξαγκαηηθόηεηα, ε κάζεζε ηεο Γεσκεηξίαο βαζίδεηαη ζε κηα 

ζπλερή αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζηε ζεσξία ηεο Γεσκεηξίαο (θπζηθόο ρώξνο, 

καζεκαηηθά, θπζηθή) θαη ζηηο γξαθηθέο ρσξηθέο νιόηεηεο, κε άιια ιόγηα, κηα 

αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζηε ζεσξία θαη ζηα δηαγξάκκαηα (Δηθόλα 1). Ζ 

ζεσξία ζηεξίδεη ηε γλώζε θαη ην ζεσξεηηθό έιεγρν, ελώ ηα ζρήκαηα 

εληζρύνπλ ηελ νπηηθή αληίιεςε κε ηελ πηζαλή βνήζεηα γεσκεηξηθώλ νξγάλσλ 

ή άιισλ κέζσλ. Απηόο είλαη ν πηζαλόο ιόγνο πνπ ν Fischbein (1993) 

αλαθέξεηαη ζηε δηπιή θύζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο, επηζεκαίλνληαο όηη 

θάζε γεσκεηξηθό ζρήκα έρεη ηαπηόρξνλα ελλνηνινγηθέο θαη ζρεκαηηθέο 

ηδηόηεηεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2
ν: Καηαλόεζε Γεσκεηξηθνύ ρήκαηνο  

Τν NCTM (2000) ραξαθηεξίδεη ηε Γεσκεηξία θαη ηελ αληίιεςε ηνπ 

ρώξνπ σο ζεκειηώδεηο παξάγνληεο γηα ηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθώλ, αθνύ 

παξέρνπλ ηξόπνπο γηα λα ζπιινγηζηνύκε θαη λα εξκελεύζνπκε ην θπζηθό καο 

πεξηβάιινλ. Δπίζεο, κπνξνύλ λα ιεηηνπξγήζνπλ θαη σο εξγαιεία γηα ηε 

κειέηε άιισλ ζεκάησλ ζηα καζεκαηηθά θαη ηελ επηζηήκε. Ζ Γεσκεηξία, 

πεξηζζόηεξν από άιιεο πεξηνρέο ησλ καζεκαηηθώλ, κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλαθάιπςε θαη αλάπηπμε δηαθόξσλ ηξόπσλ ζθέςεο 

(Duval, 1998). Γηα ηνπο ιόγνπο απηνύο, ηα ζύγρξνλα πξνγξάκκαηα ησλ 

καζεκαηηθώλ ηνλίδνπλ ηε ζπνπδαηόηεηα ηεο Γεσκεηξίαο, ηόζν σο απηόλνκνπ 

ζέκαηνο όζν θαη σο κέζνπ γηα ηελ αλάπηπμε άιισλ καζεκαηηθώλ ελλνηώλ 

(NCTM, 2000). 

Ζ Γεσκεηξία ζπρλά ραξαθηεξίδεηαη σο «ηα καζεκαηηθά ηνπ ρώξνπ» 

θαη ζεσξείηαη έλαο ηξόπνο ζύλδεζεο ησλ καζεκαηηθώλ κε ηνλ πξαγκαηηθό 

θόζκν (Bishop, 1983; Clements, 1998). Σηελ πξαγκαηηθόηεηα, ε κάζεζε ηεο 

Γεσκεηξίαο βαζίδεηαη ζε κηα ζπλερή αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζηε ζεσξία ηεο 

Γεσκεηξίαο (θπζηθόο ρώξνο, καζεκαηηθά, θπζηθή) θαη ζηηο γξαθηθέο ρσξηθέο 

νιόηεηεο, κε άιια ιόγηα, κηα αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζηε ζεσξία θαη ζηα 

δηαγξάκκαηα. Απηόο είλαη ν πηζαλόο ιόγνο πνπ ν Fischbein (1993) 

αλαθέξεηαη ζηε δηπιή θύζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο, επηζεκαίλνληαο όηη 

θάζε γεσκεηξηθό ζρήκα έρεη ηαπηόρξνλα ελλνηνινγηθέο θαη ζρεκαηηθέο 

ηδηόηεηεο.  

 

Δηθόλα 2. Γηπιή θύζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο 

 

Ζ δηηηή ιεηηνπξγία ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ απνηειεί ηε βαζηθή πεγή 

δπζθνιηώλ ησλ καζεηώλ όηαλ επηιύνπλ πξνβιήκαηα Γεσκεηξίαο (Γαγάηζεο, 

2007; Mesquita, 1998; Fischbein & Nachlieli, 1998). Απηό ζπκβαίλεη, 



 10 

ζύκθσλα κε ηνλ Fischbein (1993), γηαηί ε εηθόλα θαη ηα ελλνηνινγηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ζα πξέπεη λα ελώλνληαη ζε έλα κνλαδηθό λνεξό αληηθείκελν 

γηα λα κπνξεί λα ην θαηαλνήζεη ν καζεηήο .Ζ Mesquita (1998) αλαθέξεη όηη 

ηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα είλαη αλαπαξαζηάζεηο κε δηπιή ππόζηαζε .Από ηε 

κηα ην ζρήκα ζηελ ηδαληθή ηνπ αληηθεηκεληθόηεηα ,απαιιαγκέλν από πιηθνύο 

πεξηνξηζκνύο πνπ ραξαθηεξίδνπλ κηα εμσηεξηθή αλαπαξάζηαζε ,θαη από ηελ 

άιιε ε πνηθηιία πεπεξαζκέλσλ κνξθώλ . 

Καηά ηε δηάξθεηα ησλ ηειεπηαίσλ είθνζη ρξόλσλ, ν γεσκεηξηθόο 

ζπιινγηζκόο εμεηάζηεθε από δηάθνξνπο κειεηεηέο ηεο Γηδαθηηθήο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ, βαζηζκέλνη ν θαζέλαο ζε δηαθνξεηηθή ζεσξεηηθή ζεώξεζε. 

Λακβάλνληαο ππόςε ηε ζεκαληηθόηεηα ηνπ γεσκεηξηθνύ ζπιινγηζκνύ ζηε 

καζεκαηηθή εθπαίδεπζε, ν ζρεκαηηζκόο ελόο πιαηζίνπ ηθαλνηήησλ 

θαζίζηαηαη αλαγθαίνο, αθνύ νη ηθαλόηεηεο απηέο ζα κπνξνύζαλ λα 

αμηνπνηεζνύλ γηα ηελ ελδπλάκσζε ηεο απόδνζεο ησλ καζεηώλ ζηε 

Γεσκεηξία (Γαγάηζεο, 2013). Δπηπιένλ, από ηελ επηζθόπεζε ηεο 

βηβιηνγξαθίαο έρεη εληνπηζηεί όηη ε δηεξεύλεζε ησλ δηάθνξσλ ζεκάησλ πνπ 

αθνξνύλ ζηε γεσκεηξηθή ζθέςε ησλ καζεηώλ (γλώζεηο, ηθαλόηεηεο, 

ζηξαηεγηθέο, δπζθνιίεο) πεξηνξίδεηαη σο επί ην πιείζηνλ ζε ειηθηαθέο νκάδεο 

πνπ αθνξνύλ κία βαζκίδα ηεο εθπαίδεπζεο (Παλανύξα, 2007). 

Ωο εθ ηνύηνπ, πθίζηαηαη ε αλάγθε λα ζπγθεληξσζνύλ δεδνκέλα πνπ λα 

επηηξέπνπλ ηε κειέηε ηεο γεσκεηξηθήο ζθέςεο καζεηώλ  κέζεο εθπαίδεπζεο 

θαη ηα νπνία αλ είλαη δπλαηό λα απνηειέζνπλ πεγέο πιεξνθνξηώλ, ηόζν ζε 

ζρέζε κε ζέκαηα δηδαζθαιίαο,  όζν θαη ζε ζρέζε κε ηηο δπζθνιίεο πνπ 

αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ζην κάζεκα ηεο Γεσκεηξίαο. 

 

2.1 Δλλνηνινγηθό ρήκα θαηά Fischbein 

Ο E.Fischbein(1993) επηζεκαίλεη όηη, «ηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα είλαη 

λνεηηθέο νληόηεηεο (mental entities) ησλ νπνίσλ ν ραξαθηήξαο είλαη 

ζπγρξόλσο ελλνηνινγηθήο (conceptual) θαη ζρεκαηηθήο (figural) θύζεο. Γηα 

παξάδεηγκα, κηα ζθαίξα είλαη κηα αθεξεκέλε, ηδεαηή, ηππηθά θαζνξηζκέλε 

νληόηεηα, όπσο νπνηαδήπνηε άιιε έλλνηα (ελλνηνινγηθόο ραξαθηήξαο ). 

Σπγρξόλσο όκσο έρεη θάπνηεο ζρεκαηηθέο ηδηόηεηεο, έρεη θάπνην 

ζπγθεθξηκέλν ζρήκα (ζρεκαηηθόο ραξαθηήξαο ). Τν ηδεώδεο, ε απόιπηε 
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ηαπηόηεηα κηαο γεσκεηξηθήο ζθαίξαο, δελ ζπλαληάηαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα. 

Σε απηή ηε ζπκβίσζε κεηαμύ έλλνηαο θαη ζρήκαηνο, έηζη όπσο απηή 

αλαθαιύπηεηαη ζηα πιαίζηα ελόο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο, ε ζπληζηώζα ηεο 

εηθόλαο (ηεο κνξθήο) παξαθηλεί ηελ ζθέςε πξνο λέεο θαηεπζύλζεηο, ελώ νη 

ινγηθνί, ελλνηνινγηθνί πεξηνξηζκνί θαζνξίδνπλ θαη ειέγρνπλ ηελ ηππηθή 

απζηεξόηεηα ηεο ζπιινγηθήο δηαδηθαζίαο». 

Από ζεσξεηηθή ζθνπηά, ε έλλνηα ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο 

(Fischbein, 1993) εκπεξηέρεη ηξεηο νληόηεηεο: ηνλ νξηζκό (definition), ηελ 

εηθόλα (image), πνπ ζηεξίδεηαη ζηελ αηζζήζην-αληηιεπηηθή εκπεηξία θαη ηε 

ζρεκαηηθή έλλνηα (figural concept). Ο Fischbein εμεγεί απηή ηελ ηξηαδηθή 

ζπλύπαξμε σο έμεο: «Έλα ζρέδην (drawing/image) δελ είλαη απηό ην ίδην ην 

γεσκεηξηθό ζρήκα, αιιά κηα γξαθηθή, ζπγθεθξηκέλε, πιηθή παξνπζίαζε ηνπ. 

Τν γεσκεηξηθό ζρήκα είλαη ε ηδέα πνπ αληηζηνηρεί ζην ζρέδην, ε αθεξεκέλε, 

ηδεαηή, εμαϋισκέλε νληόηεηα (figural concept), πνπ θαζνξίδεηαη επαθξηβώο 

από ηνλ νξηζκό (definition)». 

 

Δηθόλα 3. Η έλλνηα ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο (Fischbein, 1993) 

 

Γηα παξάδεηγκα,  παξόηη νη καζεηέο γλσξίδνπλ ηνλ νξηζκό ηνπ ύςνπο 

ηξηγώλνπ, ζηελ πεξίπησζε ηνπ ακβιπγσλίνπ ηξηγώλνπ αδπλαηνύλ λα θέξνπλ 

ηα ύςε ηνπ ηξηγώλνπ. Δπίζεο παξόηη γλσξίδνπλ ηνλ νξηζκό ηεο νξζήο γσλίαο, 

δπζθνιεύνληαη λα ηελ θαηαζθεπάζνπλ. Τν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε 

ηεο αλαγλώξηζεο ζρεκάησλ π.ρ. παξόηη γλσξίδνπλ ηνλ νξηζκό ηνπ 

Γε
ω

μ
ετ

ρ
ικ

ο
 

χη
μ

α
 

ορισμός 
(definition) 

εικόνα(image) 

έννοια(figural 
concept) 
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ηεηξαγώλνπ, αλ ην ηεηξάγσλν ζρεδηαζηεί κε πιάγην ηξόπν ζην ραξηί, νη 

καζεηέο ην αλαγλσξίδνπλ σο ξόκβν θαη όρη σο ηεηξάγσλν( Γαγάηζεο 

&Παηξώλεο ,2003). Τν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη από απηή ηελ αλάιπζε 

είλαη όηη «ε δηαδηθαζία νηθνδόκεζεο γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ ζηε ζθέςε ησλ 

παηδηώλ δελ πξέπεη λα ζεσξείηαη έλα απζόξκεην, πξνθαλέο απνηέιεζκα ελόο 

ζπλεζηζκέλνπ καζήκαηνο γεσκεηξίαο» (Fischbein, 1993). Αληίζεηα, ε 

δηδαζθαιία ηεο Γεσκεηξίαο πξέπεη λα νξγαλώλεηαη ζηε βάζε ζπγθεθξηκέλσλ 

ζηόρσλ θαη λα ιακβάλνληαη ππόςε ηα επίπεδα γεσκεηξηθήο ζθέςεο ησλ 

παηδηώλ.  

 

2.2 Η ζεσξία ηνπ Duval 

Τόζν ζηε δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθώλ όζν θαη ζηνλ θιάδν ηεο 

γλσζηηθήο ςπρνινγίαο νη εξεπλεηέο πξνζπαζνύλ λα βξνπλ απάληεζε ζην 

εξώηεκα «Πσο αληηιακβάλνληαη ηα παηδηά έλα γεσκεηξηθό ζρήκα;». Ο Duval 

ην 2011 θάλεη αλαθνξά γηα ηελ ύπαξμε δύν επίπεδσλ αλαγλώξηζεο 

γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ: 

1. ε αλαγλώξηζε ηνπ ζρήκαηνο: ν θπζηθόο αληηιεπηηθόο ηξόπνο γηα 

θπζηθά αληηθείκελα ή ρσξηθέο νληόηεηεο (εηθόλεο,  δηαγξάκκαηα 

θ.ιπ.) 

2. ε αλαγλώξηζε ηνπ αληηθεηκέλνπ: ζε ζρέζε κε ην καζεκαηηθό ηξόπν 

αηηηνιόγεζεο, νξηζκνύ, επίιπζεο πξνβιήκαηνο θαη απόδεημεο.  

Ο ίδηνο ην (2004) είρε πεη όηη ππάξρνπλ δπν ηξόπνη πξνζέγγηζεο ελόο 

γεσκεηξηθνύ αληηθεηκέλνπ, «δηα ηνπ ινγνύ» θαη «δηα ηνπ ζρήκαηνο». Ο 

πξώηνο ηξόπνο επηθεληξώλεηαη  ζηε γεσκεηξηθή έλλνηα κε βάζε νξηζκνύο, 

ζεσξήκαηα θαη αμηώκαηα. Σην δεύηεξν ηξόπν, ε γλσζηηθή πξνζέγγηζε 

επηθεληξώλεηαη ζηελ εμεηθόληζε (visualization), δειαδή πσο βιέπεη θαλείο ηηο 

ρσξηθέο ζρέζεηο αλάκεζα ζε γεσκεηξηθά αληηθείκελα, ώζηε λα δηεπθνιύλεηαη 

ε επεμεξγαζία ηνπ γεσκεηξηθνύ πξνβιήκαηνο.  

Γηαθξίλνληαη δπν ηύπνη εμεηθόληζεο: εηθνληθή θαη κε εηθνληθή εμεηθόληζε. 

 

 Δηθνληθή εμεηθόληζε: νξίδεη απνθιεηζηηθά ηελ νπηηθή αληίιεςε ησλ 

ζρεκάησλ όπνπ θπξίσο αληηιακβάλνληαη νη καζεηέο έλα ζρήκα 

δηαηζζεηηθά, κέζσ ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ, ζε ζύγθξηζε πάληνηε κε ην 
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δηακνξθσζέλ «πξσηνηππηθό ζρήκα» πνπ ελππάξρεη ζην λνπ ηνπο. 

Αδπλαηνύλ σζηόζν ζην επίπεδν απηό λα εληνπίζνπλ ζρέζεηο κεηαμύ 

ησλ ηδηνηήησλ ηνπ ζρήκαηνο.  

 Με εηθνληθή εμεηθόληζε: ζεσξεί ηελ ζύιιεςε ηνπ ζρήκαηνο κέζσ 

λνεξώλ πξάμεσλ θαη ηνλ εληνπηζκό ησλ κεηαμύ ησλ ηδηνηήησλ  

ζρέζεσλ. Απηέο νη πξάμεηο πξαγκαηνπνηνύληαη είηε κέζσ ηεο 

θαηαζθεπήο είηε κέζσ  ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ελόο ζρήκαηνο. 

Ο Duval (2004) ππνζηεξίδεη πσο δελ πξέπεη ε δηδαζθαιία ηεο Γεσκεηξίαο 

λα μεθηλά κε ηελ αλαγλώξηζε ησλ ζρεκάησλ αθνύ απηό  θαζειώλεη ηνπο 

καζεηέο ζηελ εηθνληθή εμεηθόληζε. Φαξαθηεξηζηηθά αλαθέξεη πσο «όηαλ 

θάπνηνο βιέπεη ζρήκαηα εηθνληθά δελ κπνξεί πνηέ ηνπ λα κάζεη γεσκεηξία». 

Δπηπιένλ εθθξάδεη ηε δηαθσλία ηνπ κε ηελ ύπαξμε ηεξαξρηθώλ επηπέδσλ,  

εμεγώληαο πσο ε αλάπηπμε δηαθόξσλ γλσζηηθώλ  ιεηηνπξγηώλ  πνπ  

ζρεηίδνληαη κε ηε γεσκεηξία γίλεηαη  ηαπηόρξνλα θαη κπνξεί λα μεθηλήζεη  

από ηε λεπηαθή θηόιαο ειηθία.  

Σε αληίζεζε κε ηελ ζεσξία ησλ van Hiele πνπ αλαθέξεηαη ζε επίπεδα 

γεσκεηξηθήο ζθέςεο κέζα από ηα νπνία δηέξρεηαη έλαο καζεηήο, 

πξαγκαηνπνηείηαη από ηνλ Duval κηα πξνζέγγηζε από γλσζηηθή ζθνπηά θαη 

επηρεηξείηαη κηα πξνζπάζεηα θαζνξηζκνύ ησλ γλσζηηθώλ δηαδηθαζηώλ πνπ 

βξίζθνληαη ζην ππόβαζξν ησλ δηαδηθαζηώλ γεσκεηξηθήο ζθέςεο. O Duval 

(1995α) ππνζηεξίδεη όηη: «Τα ζρήκαηα θαηά ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ ή ηελ 

αλαδήηεζε απόδεημεο επηηξέπνπλ απηό πνπ ν Peirce νλνκάδεη απαγσγή 

(abduction) θαη έγθεηηαη ζηνλ πεξηνξηζκό ησλ ππνζέζεσλ ή ησλ δπλαηώλ 

επηινγώλ. Τν λα κηιάκε γηα ηελ επξεηηθή δύλακε ηνπ ζρήκαηνο ηζνδπλακεί κε 

κηα απαγσγηθή ζθέςε πνπ νδεγεί ζηελ παξαγσγηθή ζθέςε. Η δπλαηόηεηα ελόο 

ηέηνηνπ ρεηξηζκνύ μεπεξλάεη ηε γλώζε καζεκαηηθώλ νξηζκώλ θαη θαλόλσλ. Η 

δπλαηόηεηα επεμεξγαζίαο ελόο ζρήκαηνο ζπλδέεηαη κε ηε δπλαηόηεηα 

αλαδηνξγάλσζεο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ, ηελ νπηηθή αλαδηνξγάλσζε, πνπ κπνξεί 

λα εθηειεζηεί θπζηθά ή λνεηηθά αλεμάξηεηα από νπνηαδήπνηε καζεκαηηθή 

γλώζε» (Duval 1995α). 

Σπγθεθξηκέλα ν Duval (1995β), πξνζδηνξίδεη ηέζζεξηο ηύπνπο «γλσζηηθήο 

θαηαλόεζεο» (cognitive apprehension) ελόο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο: 
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 Σελ αληηιεπηηθή θαηαλόεζε (perceptual apprehension), πνπ 

ζπλίζηαηαη ζηελ θαηαλόεζε ηεο ζπλνιηθήο κνξθήο ηνπ ζρήκαηνο κε 

ηελ πξώηε καηηά θαη (ζηε πεξίπησζε ελόο ζύλζεηνπ ζρήκαηνο) ζηελ 

δηάθξηζε ησλ κεξώλ ηνπ κε ηξόπν όκσο πνπ ελδερνκέλσο δελ 

εμππεξεηεί ηελ πεξαηηέξσ επεμεξγαζία ηνπ ζηελ πεξίπησζε πνπ 

απαηηείηαη κηα αηηηνιόγεζε, ή απόδεημε (κε βάζε ην ζρήκα) ή έζησ 

κηα δηαδηθαζία θαηαζθεπήο. Πεξηιακβάλεη δεμηόηεηεο όπσο ηελ 

νλνκαζία ηνπ ζρήκαηνο θαη αλαγλώξηζε ππνζρεκάησλ ηνπ ζρήκαηνο. 

 Σελ ζεηξηαθή θαηαλόεζε (sequential apprehension), πνπ ζπλίζηαηαη 

ζηελ αληίιεςε ηνπ ηξόπνπ δόκεζεο ησλ επηκέξνπο ζηνηρείσλ ηνπ θαη 

ε νπνία είλαη απαξαίηεηε όηαλ ρξεηάδεηαη λα θαηαζθεπάζνπκε (κε ηε 

βνήζεηα γεσκεηξηθώλ νξγάλσλ ή ηνπ ππνινγηζηή) ή λα πεξηγξάςνπκε 

έλα ζρήκα. Ζ νξγάλσζε ησλ ζηνηρεησδώλ κνλάδσλ ηνπ ζρήκαηνο δελ 

εκπίπηεη ζε λνκνύο ηεο αληίιεςεο, αιιά θαζνξίδεηαη από 

θαηαζθεπαζηηθνύο πεξηνξηζκνύο θαη από καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο. 

 Σε ιεθηηθή θαηαλόεζε (discursive apprehension), πνπ ζπλδέεηαη 

αλαπόζπαζηα κε ηηο δύν πξνεγνύκελεο, ηδηαίηεξα όηαλ ε επεμεξγαζία 

ηνπ ζρήκαηνο εληάζζεηαη ζε έλα γεληθόηεξν πιαίζην θαηαλόεζεο 

κηαο εθθώλεζεο, παξαθνινύζεζεο ελόο ηππηθνύ καζεκαηηθνύ 

ζπιινγηζκνύ ζηα πιαίζηα κηαο απόδεημεο, ή εθηέιεζεο αξηζκεηηθώλ 

ππνινγηζκώλ.  Οη καζεκαηηθέο ζρέζεηο δελ είλαη δπλαηόλ λα 

πξνζδηνξηζηνύλ κόλν κε ηελ αληηιεπηηθή θαηαλόεζε αιιά απαηηείηαη 

θαη ν έιεγρνο ησλ ιεθηηθώλ δειώζεσλ (νλνκαζίεο, νξηζκνί, 

αμηώκαηα, ζεσξήκαηα).  

 Σε ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε (operative apprehension), ε νπνία ζηελ 

νπζία εθθξάδεηαη κέζσ ηνπ απαγσγηθνύ ζπιινγηζκνύ πνπ 

αλαιύζακε πξνεγνπκέλσο. Γειαδή, ε ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε ελόο 

ζρήκαηνο είλαη έλα είδνο επθπνύο νξγάλσζεο ηνπ ζρήκαηνο. Ζ 

ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε, αθνξά ηε λνεηηθή αλαδηνξγάλσζε ηνπ 

ζρήκαηνο ώζηε λα αλαδπζνύλ ζρέζεηο πνπ δελ είλαη πξνθαλείο ζηελ 

αληηιεπηηθή θαηαλόεζε (van Sommers, 1984). Ζ ιεηηνπξγηθή 

θαηαλόεζε είλαη δειαδή κηα επξεηηθή επεμεξγαζία ηνπ ζρήκαηνο κε 

ηξόπν ώζηε λα δηαηεξνύληαη νη ηδηόηεηέο ηνπ. Δηδηθά γηα ηελ 
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ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε ν Duval αλαθέξεη ηξία είδε δπλαηώλ 

ηξνπνπνηήζεσλ ελόο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο:  

o Μεξνινγηθέο (mereologic) πνπ αθνξνύλ ζηελ αλάιπζε ή 

δηάζπαζε ηνπ ζρήκαηνο ζε δηάθνξα ππνζρήκαηα, ηα νπνία 

αληίζηνηρα κπνξνύλ λα ζπλδπαζηνύλ ζε έλα άιιν εληαίν ζρήκα θαη 

λα δεκηνπξγήζνπλ έλα λέν ζρήκα. Πξνθύπηεη επνκέλσο κηα αιιαγή 

ηνπ κνξθηζηηθνύ ηξόπνπ ελόξαζεο ηνπ ζρήκαηνο (κε ηελ πξώηε 

καηηά) θαη ζπληειείηαη κηα αλαδηνξγάλσζε ηνπ ζρήκαηνο 

(reconfiguration).  

 

o Οπηηθέο (optic) πνπ αθνξνύλ κεηαζρεκαηηζκνύο όπσο κεγέζπλζε   

ή ζκίθξπλζε ή ιόμσζε ηνπ ζρήκαηνο, ζαλ λα γίλεηαη ρξήζε θαθώλ. 

Έηζη ηα ζρήκαηα κπνξνύλ λα θαίλνληαη δηαθνξεηηθά, ρσξίο ζηελ 

νπζία λα έρνπλ όκσο ππνζηεί θακία αιιαγή. Δπίπεδα ζρήκαηα 

κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ όηη είλαη ηνπνζεηεκέλα ζε έλα 

ηξηζδηάζηαην ρώξν, ελώ ππάξρεη ε δπλαηόηεηα λα παξνπζηαζζνύλ 

δύν όκνηα ζρήκαηα ζε επηθάιπςε, ζην βάζνο, ώζηε ην κηθξόηεξν 

λα θαίλεηαη ζαλ λα ήηαλ κεγαιύηεξν.  

 

o Αιιαγήο ζέζεο ( place way) πνπ αθνξνύλ αιιαγή ηνπ 

πξνζαλαηνιηζκνύ ελόο ζρήκαηνο ( ζηξνθή θαηά θάπνηεο κνίξεο). Ο 

κεηαζρεκαηηζκόο σζηόζν απηόο, ζεσξείηαη αζζελέζηεξνο θαη 

επεξεάδεη πεξηζζόηεξν ηελ αλαγλώξηζε ησλ νξζώλ γσληώλ, αθνύ 

ηα ππνθείκελα θπξίσο ζεσξνύλ ηηο πιεπξέο κηαο νξζήο γσλίαο σο 

ζρεκαηηδόκελεο από θαηαθόξπθεο θαη νξηδόληηεο επζείεο.  

                                     

Οη δηάθνξεο απηέο ιεηηνπξγίεο κπνξνύλ λα εθηειεζηνύλ είηε λνεξά, 

είηε θπζηθά.  
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Δηθόλα 4. Γλσζηηθή αλάιπζε ηεο γεσκεηξηθήο ζθέςεο ηνπ Duval 

 

Γηα λα ιεηηνπξγήζεη κηα θηγνύξα σο γεσκεηξηθό ζρήκα, πξέπεη λα 

πξνθαιέζεη ηελ ελεξγνπνίεζε ηεο αληηιεπηηθήο ζύιιεςεο θαη ηνπιάρηζηνλ 

ελόο από ηνπο ππόινηπνπο ηύπνπο ζύιιεςεο. Καζέλαο από ηνπο ηέζζεξηο 

απηνύο ηύπνπο έρεη ηνπο δηθνύο ηνπ λόκνπο νξγάλσζεο θαη επεμεξγαζίαο ησλ 

νπηηθώλ εξεζηζκάησλ (Δηθόλα 4). 

Σπλζέηνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε επεμεξγαζία ηνπ ζρήκαηνο, ε νπνία ηνπ 

πξνζδίδεη κηα ρεηξηζηηθή ιεηηνπξγία. πσο ν Polya (1945) αλαθέξεη ζην 

βηβιίν ηνπ How to solve it, νη ιεηηνπξγίεο απηέο κπνξνύλ λα θαλεξώζνπλ ηελ 

«ηδέα», ε νπνία ζα καο νδεγήζεη ζηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Θα 

κπνξνύζακε, ζπλεπώο, λα πνύκε πσο ε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε απνηειεί έλα 

είδνο επθπνύο νξγάλσζεο ηνπ ζρήκαηνο, αθνύ θαηά ηνλ Piaget, ε λνεηηθή 

αληίιεςε ελόο αληηθεηκέλνπ εκπεξηέρεη επθπΐα. Με ηε ρξήζε ηεο επθπΐαο ην 

άηνκν θαζίζηαηαη ηθαλό λα εληνπίδεη νκνηόηεηεο, δηαθνξέο θαη ρσξηθέο 

ζρέζεηο ηνπ αληηθεηκέλνπ (Κνιέδα, 2003).  

Σπλερίδνληαο ηελ αλαθνξά ηνπ ζηε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε, ν Duval 

(1999), επηρεηξεί λα θάλεη ζαθέζηεξε ηε δηαθνξεηηθόηεηά ηεο από ηελ 

αληηιεπηηθή ζύιιεςε. Ζ δηαθνξά ηνπο έγθεηηαη ζην όηη ε αληίιεςε 

ζηαζεξνπνηεί κε ηελ πξώηε καηηά ηελ όςε θάπνησλ ζρεκάησλ, θάλνληαο ηα 

ζηαηηθά. Ζ ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε εκπεξηθιείεη λνεηηθή αλαδηνξγάλσζε ηνπ 

ζρήκαηνο, έηζη ώζηε λα πξνθύςνπλ ζρέζεηο κε πξνθαλείο από ηελ 
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αληηιεπηηθή ζύιιεςε. Απνηειεί, δειαδή, κηα επξεηηθή επεμεξγαζία ηνπ 

ζρήκαηνο, θαηά ηελ νπνία νη ηδηόηεηεο ηνπ ζρήκαηνο δελ αιινηώλνληαη (von 

Sommers, 1984, αλαθνξά ζηελ Κνιέδα, 2003). 

Γηα ηελ επίιπζε, όκσο, απαηηείηαη ε θαηαλόεζε ηεο νξγάλσζεο ηνπ 

ζρήκαηνο. Σηε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε ην δνζκέλν ζρήκα απνηειεί ζεκείν 

αλαθνξάο γηα ηε δηεξεύλεζε άιισλ ζρεκαηνπνηήζεσλ, κέζσ ησλ 

ηξνπνπνηήζεσλ πνπ αλαθέξζεθαλ πην πάλσ. Σπλεπώο, δεκηνπξγνύληαη 

πνιιαπιέο αιπζίδεο ζρεκάησλ, κηα εθ ησλ νπνίσλ αλνίγεη ην δξόκν πξνο ηε 

ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Ζ ηθαλόηεηα ζθέςεο ή ζρεδίαζεο επηπιένλ κνλάδσλ 

ζε δνζκέλν ζρήκα ππνδειώλεη ηελ ύπαξμε ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο (Duval, 

1999). 

Ζ θαηαλόεζε ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ δελ απνηειεί κνλαδηαία 

νληόηεηα θαη σο εθ ηνύηνπ ηνλίδεηαη ε αλαγθαηόηεηα κηαο πνιπδηάζηαηεο 

κειέηεο ηεο δνκήο αλάπηπμεο ηεο γεσκεηξηθήο ζθέςεο θαη θαηαλόεζεο 

(Δηθόλα 5).  

 

Δηθόλα 5. Πνιπδηάζηαηε κειέηεο ηεο δνκήο αλάπηπμεο ηεο γεσκεηξηθήο 

ζθέςεο θαη θαηαλόεζεο. 

 

2.3 εκαζηνινγηθή πκθσλία ή Αζπκθσλία  

Σύκθσλα κε ηνλ Γαγάηζε (2003) «ε ζεκαζηνινγηθή αζπκθσλία 

θξύβεη ηελ ηζνδπλακία ηεο ζεκαζίαο πνπ επηηξέπεη λα πεξλάκε από κηα 

έθθξαζε ζε κηα άιιε ή από κηα έθθξαζε ζε κηα παξάζηαζε. Απηή ε 
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δπζθνιία παξαπέκπεη ζε κηα γλσζηηθή δηάζηαζε αλεμάξηεηε από απηήλ ηεο 

ελλνηνινγηθήο πνιππινθόηεηαο ηεο έλλνηαο πνπ εμεηάδεηαη» ( Δηθόλα 6 ).  

 

Δηθόλα 6. Απνπζία ζπκθσλίαο 

 

Γηα λα επηηεπρηεί ε ζπκθσλία ρξεηάδεηαη ηζνδπλακία αλάκεζα ζηελ 

αλάγλσζε γεσκεηξηθώλ ζρέζεσλ θαη εμεηθόληζε ρσξηθώλ ζρέζεσλ 

(Fischbein, 1993).  

Ο Duval (1987) γηα ηελ θαηαλόεζε ηνπ θαηλνκέλνπ ηεο 

ζεκαζηνινγηθήο ζπκθσλίαο παξαζέηεη δύν πνιύ απιέο θαηαζηάζεηο πνπ ε 

θαζεκηά πεξηιακβάλεη κηα πιεξνθνξία θαη κηα εξώηεζε πνπ αλαθέξεηαη ζε 

απηή ηελ πιεξνθνξία.  

Καηάζηαζε 1: «Ο Πέηξνο είλαη πην ςειόο από ην Γηάλλε. Πνηνο είλαη ν πην 

ςειόο;» 

Καηάζηαζε 2: «Ο Πέηξνο είλαη πην ςειόο από ην Γηάλλε. Πνηνο είλαη ν πην 

ρακειόο;» 

Ζ απάληεζε ζηε δεύηεξε θαηάζηαζε απαηηεί κεξηθά θιάζκαηα ηνπ 

δεπηεξνιέπηνπ πεξηζζόηεξα από ηελ πξώηε θαηάζηαζε. Καη ηνύην επεηδή ην 

εξώηεκα ζηελ πξώηε θαηάζηαζε αλαθέξεηαη ζε απηό πνπ ε ίδηα ε θαηάζηαζε 

πεξηγξάθεη, ελώ ζηε δεύηεξε ην εξώηεκα είλαη αληίζεην από ηε δηαηύπσζε 

ηεο θαηάζηαζεο, δειαδή παξνπζηάδεη ζεκαζηνινγηθή αζπκθσλία.  

Ζ αλαγλώξηζε ηεο ηζνδπλακίαο ή ηεο κε ηζνδπλακίαο αλάκεζα ζε δπν 

ζεκαζηνινγηθέο παξαζηάζεηο είλαη πην δαπαλεξή, όηαλ απηέο νη παξαζηάζεηο 

είλαη κε ζύκθσλεο παξά όηαλ είλαη ζύκθσλεο. Απηό ην θόζηνο εθδειώλεηαη 

κε κηα αύμεζε ηνπ ρξόλνπ απάληεζεο γηα ηηο ζηνηρεηώδεηο αζθήζεηο θαη 

νδεγεί ζε κηα απνηπρία, όηαλ ε άζθεζε γίλεηαη πην πνιύπινθε (Γαγάηζεο, 

2003). 
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Ζ πξάμε ηεο αλαπαξάζηαζεο θαη ε καζεκαηηθή πνξεία 

Έλα ζρήκα δηακεξηζκέλν δίλεη αθνξκή ζε ελδηάκεζεο δηαθνξεηηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο, δειαδή ζε νκαδνπνηήζεηο ζηνηρεησδώλ κεξώλ ζε 

πνιύπινθα ππνζρήκαηα. Απηή ε απιή αλαπαξαζηαηηθή πξάμε, όπσο ν Duval 

(1987) επηζεκαίλεη, επηηξέπεη λα εμεηαζηνύλ θαη λα ιπζνύλ πνιιά 

πξνβιήκαηα: 

 Με ηζνδπλακίεο δπν δηαθνξεηηθώλ ελδηάκεζσλ νκαδνπνηήζεσλ.  

 Με άζξνηζε ησλ ζηνηρεησδώλ κεξώλ.  

Ζ αλάιπζε ηεο ζπκθσλίαο ζην πιαίζην ηεο ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο ηνπ 

ζρήκαηνο  

Κάζε ζρήκα κπνξεί λα ηξνπνπνηεζεί, αθνύ κπνξνύκε λα ην 

ρσξίζνπκε ζε πνιιά κέξε ή λα ην νινθιεξώζνπκε ζαλ κέξνο θάπνηνπ 

άιινπ, κπνξνύκε λα ην κεγεζύλνπκε, λα ην κηθξύλνπκε, λα ην 

παξακνξθώζνπκε, λα ην θάλνπκε λα ζηξαθεί θ.ιπ. Απηό έρεη σο απνηέιεζκα 

δηακνξθσηηθέο ηξνπνπνηήζεηο. Κάζε πεδίν δηακνξθσηηθώλ ηξνπνπνηήζεσλ 

επηθέξεη κηα αλαπαξαζηαηηθή πξάμε. Απηή είλαη αθξηβώο ε πξάμε πνπ 

απνηειεί ην επξεηηθό ή ην παξαγσγηθό ζηήξηγκα ηνπ ζρήκαηνο. Παξόια απηά 

δηάθνξνη παξάγνληεο κπνξνύλ λα παξέκβνπλ γηα λα επθνιύλνπλ ή αληίζεηα 

γηα λα απνθξύςνπλ ηε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε, δειαδή γηα λα θάλνπλ απηή ηελ 

πξάμε ιηγόηεξν ή πεξηζζόηεξν «νξαηή» (Γαγάηζεο, 2003). 

Ζ γλσζηηθή ζπκθσλία ζε πνιύπινθεο αζθήζεηο 

Σην επίπεδν ησλ ζύλζεησλ – πνιύπινθσλ αζθήζεσλ δελ πξόθεηηαη 

πηα γηα ζεκαζηνινγηθή ζπκθσλία, αιιά γηα γλσζηηθή ζπκθσλία. Ζ 

ζεκαζηνινγηθή ζπκθσλία επηηξέπεη κηα αιιαγή πεδίνπ εθθξάζεσλ ή ηελ 

είζνδν ζηα ξεηά δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο. Ζ γλσζηηθή ζπκθσλία αθνξά 

ζηελ πξαγκαηνπνίεζε επεμεξγαζηώλ ζε έλα πεδίν, γηα λα βξεζνύλ νη 

επεμεξγαζίεο πνπ ζα γίλνπλ ζε έλα άιιν πεδίν. Γηα ην πεδίν ηνπ καζεκαηηθνύ 

ζπιινγηζκνύ κπνξνύκε λα δείμνπκε όηη ε επεμεξγαζία εμαξηάηαη από ην 

γλσζηηθό δίθηπν πνπ δηαζέηεη έλαο καζεηήο, δειαδή από όιεο ηηο ζρέζεηο πνπ 

είλαη ήδε ζεκειησκέλεο αλάκεζα ζε ξεηά εμαθξηβσκέλεο έλλνηεο.  

Έλα ζεκαληηθό κέξνο ζηηο δπζθνιίεο ζρεηηθά κε ηηο απνδείμεηο ζηε 

γεσκεηξία δελ εμεγνύληαη από ηελ αλσξηκόηεηα σο πξνο ηνλ απαγσγηθό 

ζπιινγηζκό ή σο πξνο νξηζκέλεο κνξθέο ηνπ ινγηθνύ ζπιινγηζκνύ (π.ρ. ν 
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ζπιινγηζκόο ηεο εηο άηνπν επαγσγήο). Δμεγνύληαη θαηαξρήλ από δπζθνιίεο 

εξκελείαο πνπ νθείινληαη ζηε κε ζεκαζηνινγηθή ζπκθσλία ή ζηε κε 

γλσζηηθή ζπκθσλία ησλ παξνπζηαδόκελσλ θαηαζηάζεσλ. Απηή ε αζπκθσλία 

είλαη πνπ θάλεη ην ξόιν ηεο εξκελείαο ζπγρξόλσο ηόζν ζεκαληηθό θαη ηόζν 

δύζθνιν γηα ηνπο καζεηέο ζε κηα καζεκαηηθή δξαζηεξηόηεηα (Γαγάηζεο, 

2003).   
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3ν:Γεσκεηξηθόο ζπιινγηζκόο θαη απόδεημε 

 

 Ζ Σρνιηθή γεσκεηξία  ζπλήζσο ζεσξείηαη σο έλα βαζηθό αληηθείκελν 

ζην νπνίν κπνξνύκε λα δηδάμνπκε καζεκαηηθή επηρεηξεκαηνινγία θαζώο θαη 

ηελ απόδεημε θαη λα αλαπηύμνπλ νη καζεηέο «αθαηξεηηθή ινγηθή θαη 

δεκηνπξγηθή ζθέςε». Ωζηόζν, ελώ ν επαγσγηθόο ζπιινγηζκόο θαη ε 

απόδεημε είλαη θεληξηθήο ζεκαζίαο γηα ηελ πξόνδν ζηα καζεκαηηθά, 

παξακέλεη ε ππόζεζε όηη νη καζεηέο ησλ κηθξώλ ηάμεσλ ηεο Γεπηεξνβάζκηαο 

εθπαίδεπζεο ηνπ ζρνιείνπ έρνπλ κεγάιε δπζθνιία ζηελ θαηαζθεπή θαη ζηελ 

θαηαλόεζε ηεο απόδεημε ζηε γεσκεηξία (Battista,  2007; Mariotti, 2007). 

Παξαηεξείηαη έληνλν εξεπλεηηθό ελδηαθέξνλ ζηελ δηεζλή Μαζεκαηηθή 

θνηλόηεηα γηα ηελ καζεκαηηθή απόδεημε θαη ηε ζέζε ηεο ζηε δηδαζθαιία. 

 Ζ Mariotti (2006) πξνηείλεη ηελ ύπαξμε ηξηώλ εξεπλεηηθώλ 

θαηεπζύλζεσλ:  

α) αλάιπζε ηνπ ξόινπ ηεο απόδεημεο ζηα αλαιπηηθά καζεκαηηθά 

πξνγξάκκαηα,  

β) πξνζεγγίζεηο ηεο έλλνηαο ηεο απόδεημεο από ηνπο καζεηέο θαη  

γ) δηδαζθαιία πεηξακάησλ γηα λα εθπαηδεύζνπκε ηνπο καζεηέο λα 

απνδεηθλύνπλ. 

 Ο Tall (1995) ππνζηεξίδεη όηη ε απόδεημε πξέπεη λα είλαη ε βάζε ηεο 

δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθώλ, εθόζνλ ηα θύξηα ζηνηρεία ηεο, πνπ είλαη νη 

ππνζέζεηο  θαη νη ινγηθέο ηνπο ζπλέπεηεο, είλαη ηα ζπζηαηηθά ζηνηρεία ηεο 

δεκηνπξγίαο ηεο καζεκαηηθήο γλώζεο.  

 Από ηελ άιιε, ε δηδαζθαιία ηεο απόδεημεο ζύκθσλα κε ηε Hanna (1995), 

κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη σο «όρεκα πξνώζεζεο ηεο καζεκαηηθήο 

θαηαλόεζεο», ελώ ν Ross (1998), ηε ζεσξεί σο ηελ «πεκπηνπζία ησλ 

καζεκαηηθώλ». 

 Τέινο, ν Duval (1993) δηεπθξίληζε όηη όηαλ ηίζεηαη ε εξώηεζε 

«γηαηί;» ζρεηηθά κε γεγνλόηα, ηόηε ε απάληεζε απνηειεί εμήγεζε, ελώ όηαλ ε 

εξώηεζε απηή αθνξά δειώζεηο («γηαηί ιεο απηό;»), ηόηε ε απάληεζε 

απνηειεί επηρείξεκα. Με ηε ζεηξά ηνπ, ην επηρείξεκα κπνξεί λα απνηειεί ή 

όρη έγθπξν ζπιινγηζκό, ελώ ε απόδεημε έρεη δηαπηζησκέλε εγθπξόηεηα. 
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3.1 Η  ζεσξία ησλ Houdement θαη Kuzniak 

Οη Kuzniak, Gagatsis, Ludwig, Marchini (2007) αλαγλσξίδνπλ ηξία 

ζηάδηα αλάπηπμεο ηεο Γεσκεηξηθήο ηθαλόηεηαο ησλ καζεηώλ ή αιιηώο ηξείο 

δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο Γεσκεηξίαο ζε ζρέζε κε ηελ γλσζηηθή 

αλάπηπμε ησλ καζεηώλ. Έηζη κηιάλε γηα ηξεηο νπζηαζηηθά Γεσκεηξίεο: 

 Η Γεσκεηξία Ι ή Φπζηθή Γεσκεηξία (Natural Geometry) ε νπνία 

ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηνλ πξαγκαηηθό θπζηθό θόζκν θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη σο πεγή επηθύξσζεο ησλ επηρεηξεκάησλ ησλ 

καζεηώλ ε δηαίζζεζε θαη ε αηζζεηηθή πξαγκαηηθόηεηα πνπ 

αλαπόθεπθηα ζα νδεγήζεη ζε κεηξήζεηο ή ζε θαηαζθεπέο πνπ ζα 

βαζίδνληαη ζε πξαγκαηηθά εξγαιεία, όπσο ν ράξαθαο, ν δηαβήηεο θαη 

πνιιά άιια. Γει. Οη καζεηέο δέρνληαη σο απόδεημε κηα κέηξεζε κε 

ην ράξαθα ή ην κνηξνγλσκόλην. Μία ηέηνηα Γεσκεηξία έρεη πνιιέο 

αληηζηνηρίεο κε ην είδνο ηεο γεσκεηξίαο πνπ δηδάζθεηαη ζηα Γεκνηηθά 

θαη Γπκλάζηα ηεο Διιάδνο. 

 Η Γεσκεηξία ΙΙ ή Φπζηθή θαη Αμησκαηηθή (Natural and 

axiomatic Geometry) ε νπνία νθείιεη ηελ ύπαξμε ηεο ζε αμηώκαηα 

θαη νξηζκνύο. Πάξα ην γεγνλόο όηη ην ζύζηεκα αμησκάησλ δελ είλαη 

νινθιεξσκέλν ε εγθπξόηεηα ηεο βαζίδεηαη ζε ππνζεηηθνύο θαη 

παξαγσγηθνύο ζπιινγηζκνύο θαη λόκνπο πνπ έρνπλ πξνθύςεη από 

έλα ζύλνιν αμησκάησλ όζν ην δπλαηό πιεζηέζηεξν πξνο ηελ 

αηζζεηηθή πξαγκαηηθόηεηα. Μία ηέηνηα γεσκεηξία είλαη  κία 

ηθαλνπνηεηηθή Γεσκεηξία πνπ δηδάζθεηαη ζην Λύθεην. 

 Η Γεσκεηξία ΙΙΙ ή Απζηεξή Αμησκαηηθή Θεσξία (formal and 

axiomatic geometry) ε νπνία δελ έρεη θακία ζρέζε κε ηνλ 

πξαγκαηηθό θπζηθό θόζκν θαη δελ ζηεξίδεηαη ζηηο αηζζήζεηο 

.Απνηειεί έλα νινθιεξσκέλν αμησκαηηθό ζύζηεκα πνπ ην κνλαδηθό 

θξηηήξην αιεζείαο είλαη ε ζπλέπεηα. Πξνθαλώο ηέηνηα είδε 

Γεσκεηξίαο απαληώληαη θπξίσο ζηα Πξνπηπρηαθά καζήκαηα 

Μαζεκαηηθώλ Σρνιώλ αιιά θαη ζε ηάμεηο ηνπ Λπθείνπ. 
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Δηθόλα 7. Η  ζεσξία ησλ Houdement θαη Kuzniak 

 

Με έλα παξόκνην ηξόπν θαη κία αλάινγε ζπιινγηζηηθή εηζάγεηαη ε 

αλαγθαηόηεηα ηεο δηαίζζεζεο θαη ηεο επαγσγήο σο κέζα πνπ θαινύληαη λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηε γεθύξσζε όπνησλ ινγηθώλ δπζθνιηώλ αλαθύςνπλ 

ζηελ γλσζηηθή αλάπηπμε ησλ καζεηώλ. Οη Kuzniak et. al, (2007) εληνπίδνπλ 

ηελ δπζθνιία κεηάβαζεο από ηελ Γεσκεηξία Η ζηελ Γεσκεηξία ΗΗ. 

Φαξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα ηεο Γεσκεηξίαο Η :Σηελ εξεπλά Αγγειή-Μάξθνπ 

νη καζεηέο Γ΄ Γπκλάζηνπ θαη Α΄ Λπθείνπ δέρηεθαλ σο απνδείμεηο γηα ην 

άζξνηζκα γσληώλ ηξίγσλνπ όηη : 

1. Μέηξεζα κε ην κνηξνγλσκόλην ηηο γσλίεο θαη ην άζξνηζκα ηνπο έθαλε 

180
ν
. 

2. Σρεδίαζα έλα ηξίγσλν, έθνςα θάζε γσλία θαη ηηο έβαια καδί.  

Σρεκάηηζαλ κηα επζεία άξα ην άζξνηζκά ηνπο είλαη 180
ν
.  

 

3.2 Ννεηηθέο Γηαδηθαζίεο ζηε Γεσκεηξία  

Σύκθσλα κε ηνλ Duval θαη άιινπο εξεπλεηέο γηα λα θαηαλνήζνπκε 

θαιύηεξα ηε γλσζηηθή πνιππινθόηεηα ηεο γεσκεηξηθήο δξαζηεξηόηεηαο ζα 

πξέπεη λα αλαιύζνπκε ηηο γλσζηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ ιακβάλνπλ ρώξα ζην 

κπαιό ησλ καζεηώλ θαηά ηελ ελαζρόιεζή ηνπο κε ηε Γεσκεηξία. Ο Duval 

(1998) αλαθέξεη πσο ε Γεσκεηξία πεξηιακβάλεη ηξία είδε γλσζηηθώλ 

δηαδηθαζηώλ, ηα νπνία εθπιεξώλνπλ ζπγθεθξηκέλεο επηζηεκνινγηθέο 

ιεηηνπξγίεο: 
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 Δμεηθόληζε: Δίλαη κηα δηαδηθαζία ζρεηηθή κε ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ 

ρώξνπ γηα επεμήγεζε κηαο δήισζεο, γηα δηεξεύλεζε πνιύπινθσλ 

θαηαζηάζεσλ, γηα ζπλνπηηθή αληίιεςε ηνπ ρώξνπ. Πνιινί εξεπλεηέο 

ηνλίδνπλ ην ξόιν ηεο εμεηθόληζεο θαη ηεο νπηηθήο αηηηνιόγεζεο γηα 

ηελ θαηαλόεζε ησλ καζεκαηηθώλ ελλνηώλ. Οη Zazkis et. al, (1996) 

δίλνπλ έλα πνιύ ελδηαθέξνλ νξηζκό γηα ηελ εμεηθόληζε ιέγνληαο πσο: 

«Ζ εμεηθόληζε είλαη κηα πξάμε θαηά ηελ νπνία ην άηνκν δεκηνπξγεί 

κηα ηζρπξή ζύλδεζε κεηαμύ κηαο εζσηεξηθήο δνκήο γηα θάηη ζην 

νπνίν ε πξόζβαζε πεηπραίλεηαη κέζσ ησλ αηζζήζεσλ. Μηα ηέηνηα 

ζύλδεζε κπνξεί λα γίλεη κε δύν ηξόπνπο. Μηα πξάμε εμεηθόληζεο 

κπνξεί λα ζπλίζηαηαη ζηελ θαηαζθεπή λνεηηθώλ αληηθεηκέλσλ ή 

δηαδηθαζηώλ ηα νπνία ην άηνκν ζπλδέεη κε αληηθείκελα ή γεγνλόηα ηα 

νπνία ιακβάλεη σο εμσηεξηθά. Δπίζεο, ε πξάμε ηεο εμεηθόληζεο 

κπνξεί λα ζπλίζηαηαη ζηελ θαηαζθεπή εμσηεξηθώλ αληηθεηκέλσλ 

κέζσ ηνπ ραξηηνύ, ηνπ πίλαθα ή ηεο νζόλεο ηνπ ειεθηξνληθνύ 

ππνινγηζηή, ηα νπνία ην άηνκν αλαγλσξίδεη σο αληηθείκελα ή 

δηαδηθαζίεο πνπ βξίζθνληαη ζην κπαιό ηνπ». 

 Καηαζθεπή: Ζ θαηαζθεπή ησλ ζρεκάησλ, ε νπνία γίλεηαη κε ην ρέξη, 

κε ηε ρξήζε νξγάλσλ ή ζηνλ ειεθηξνληθό ππνινγηζηή (Duval, 2004), 

κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη σο κνληέιν. Οη ελέξγεηεο γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε θαη ην παξαηεξνύκελν απνηέιεζκα  ζπζρεηίδνληαη κε 

ηα καζεκαηηθά αληηθείκελα πνπ αλαπαξηζηνύλ. 

 πιινγηζκόο: Κάζε γλσζηηθή δηαδηθαζία πνπ εκπιέθεηαη θαηά ηελ 

επίιπζε γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ ζεσξείηαη κηα κνξθή 

ζπιινγηζκνύ. Δίλαη  νπζηαζηηθά κηα δηαδηθαζία ε νπνία καο θαζηζηά 

ηθαλνύο λα εμάγνπκε λέεο πιεξνθνξίεο από δνζκέλεο πιεξνθνξίεο. 

Οη δηαδηθαζίεο απηέο είλαη κεηαμύ ηνπο αλεμάξηεηεο. Γηα παξάδεηγκα, 

αθόκα θαη αλ γεληθά ε θαηαζθεπή νδεγεί ζε κηα νπηηθνπνίεζε, θαη ε 

νπηηθνπνίεζε θαηεπζύλεη κηα θαηαζθεπή, ππάξρνπλ θαη άιινη παξάγνληεο 

πνπ επεκβαίλνπλ νπζηαζηηθά (πρ. Ζ δπζθνιία ρξήζεο ησλ γεσκεηξηθώλ 

νξγάλσλ). Δπίζεο, ε νπηηθνπνίεζε κπνξεί λα ζπλεηζθέξεη ζεηηθά ζε επίπεδν 

ζπιινγηζκνύ, ελδέρεηαη όκσο λα ιεηηνπξγήζεη θαη παξαπιαλεηηθά. Ηδηαίηεξα 

αλ ππάξρεη κε ζπκβαηόηεηα κεηαμύ λνεηηθήο εηθόλαο-πξόηππν θαη 
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δεηνύκελεο θαηαζθεπήο (Γαγάηζεο , 2003). Τα ηξία απηά είδε γλσζηηθώλ 

δηαδηθαζηώλ δεκηνπξγνύλ έλα θύθιν ελεξγεηώλ όπσο θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα 8.  

 

Δηθόλα 8. Τξία είδε γλσζηηθώλ δηαδηθαζηώλ ηεο Γεσκεηξίαο 

 

Ο πην πάλσ θύθινο ελεξγεηώλ, όκσο, δε ιεηηνπξγεί ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα, αθνύ γηα πνιινύο καζεηέο ην ζρήκα δελ παίδεη ξόιν 

επξεηηθό (Duval, 2004). Ο ιόγνο πνπ ζπκβαίλεη απηό είλαη γηαηί νη καζεηέο 

θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο εμεηθόληζεο δελ αζρνινύληαη κε δξαζηεξηόηεηεο πνπ 

λα απαηηνύλ ηελ απνζύλδεζε/επαλαζύλδεζε θαη κεηαζρεκαηηζκό ησλ 

ζρεκάησλ, δύν δξαζηεξηόηεηεο πνπ ζύκθσλα κε ηνπο Brown θαη Wheatley 

(1997) είλαη ηα δπν θύξηα ζπζηαηηθά ηεο εμεηθόληζεο. Απηέο νη  δηαδηθαζίεο 

παίξλνπλ ηε κνξθή κηαο πνξείαο όπνπ ν καζεηήο ζπάδεη ην ζρήκα ζε 

κηθξόηεξα θνκκάηηα ηα νπνία κεηαθηλεί ή/θαη πεξηζηξέθεη κε ζθνπό λα 

θαηαιήμεη ζε κηα επξεηηθή ιύζε (Duval, 2004). Ζ απνπζία ησλ πην πάλσ 

δξαζηεξηνηήησλ δε βνεζά ηνπο καζεηέο λα θάλνπλ δηάθνξεο νπηηθέο 

αλαδηνξγαλώζεηο ησλ ζπζηαηηθώλ κεξώλ ησλ δηαθόξσλ ζρεκάησλ, νη νπνίεο 

ζα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα επηιύζνπλ έλα γεσκεηξηθό πξόβιεκα. Οη 

καζεηέο παξακέλνπλ έηζη ζε κηα νπηηθή αληίιεςε ησλ ζρεκάησλ, πνπ ν 

Duval (2004) απνθαιεί εηθνληθή εμεηθόληζε.  

Πην ζπγθεθξηκέλα νη καζεηέο αλαγλσξίδνπλ έλα ζρήκα κε βάζε ην 

πεξίγξακκα δειαδή δηαηζζεηηθά. Καηαγξάθνπλ ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζρεκάησλ, 

αιιά δελ κπνξνύλ λα δνπλ ηηο ζρέζεηο αλάκεζα ζηηο δηαθνξεηηθέο ηδηόηεηεο. 

Έηζη ε νπηηθή ζύιιεςε δελ κπνξεί λα νδεγήζεη από κόλε ηεο ζηε δεκηνπξγία 

ελλνηώλ (Duval, 1988; Laborde, 2003). Ζ δεκηνπξγία ησλ ελλνηώλ ζα 
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επηηεπρζεί κέζα από ηε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε, θαηά ηελ νπνία νη καζεηέο 

πξαγκαηνπνηνύλ λνεξνύο αλαζρεκαηηζκνύο ηνπ δνζκέλνπ ζρήκαηνο, 

επηιέγνπλ ηκήκαηα θαη ηα αλά-νκαδνπνηνύλ (Mesquita, 1989, ζηε Laborde, 

2003). 

Γηα λα κπνξέζνπλ νη καζεηέο λα μεπεξάζνπλ ηα πξνβιήκαηα πνπ ηνπο 

δεκηνπξγεί ε εηθνληθή εμεηθόληζε, ζα πξέπεη λα κάζνπλ λα βιέπνπλ ηα 

γεσκεηξηθά ζρήκαηα κε έλα δηαθνξεηηθό ηξόπν. Απηόο ν δηαθνξεηηθόο 

ηξόπνο είλαη ε κε εηθνληθή εμεηθόληζε, όπσο νξίδεηαη από ηνλ Duval (2004). 

Οη καζεηέο πνπ εθαξκόδνπλ απηό ηνλ ηξόπν δηαζπνύλ ην ζρήκα κε ηε ρξήζε 

βνεζεηηθώλ θαη αλαδηνξγαλσηηθώλ γξακκώλ. Απαξαίηεηε πξνϋπόζεζε ζηε 

κε εηθνληθή εμεηθόληζε είλαη ε απνζύλζεζε ησλ ζρεκάησλ, έηζη πνπ λα 

κπνξεί λα επηηπγράλεηαη ν κεηαζρεκαηηζκόο ηνπο. Γηα θαιύηεξε δηάθξηζε ηεο 

εηθνληθήο από ηε κε εηθνληθή εμεηθόληζε, ν Duval (2004) αλαθέξεη έλα 

ραξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα. Έλαο καζεηήο πνπ αληηκεησπίδεη ηα ζρήκαηα 

εηθνληθά όηαλ βιέπεη έλα θαιά ζρεδηαζκέλν ηεηξάγσλν πάληα γηα απηόλ ζα 

είλαη ηεηξάγσλν. Γελ κπνξεί λα είλαη ηίπνηε άιιν, όπσο γηα παξάδεηγκα δύν 

νξζνγώληα ηξίγσλα ελσκέλα. Αληίζεηα έλαο καζεηήο πνπ βιέπεη ηα ζρήκαηα 

κε εηθνληθά δηαθξίλεη έλα ηεηξάγσλν κε βάζε ηνλ ηξόπν πνπ 

θαηαζθεπάζηεθε, θαη κε βάζε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο πνπ κπνξεί λα θάλεη 

ζε απηό ην ζρήκα. 

Έηζη, νη καζεηέο αλαγλσξίδνπλ έλα ζρήκα δηαηζζεηηθά. Καηαγξάθνπλ 

ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζρεκάησλ, αιιά δελ κπνξνύλ λα δνπλ ηηο ζρέζεηο αλάκεζα 

ζηηο δηαθνξεηηθέο ηδηόηεηεο. Ζ νπηηθή ζύιιεςε δελ κπνξεί λα νδεγήζεη από 

κόλε ηεο ζηε δεκηνπξγία ελλνηώλ (Duval, 1988, ζηε Laborde, 2003). Ζ 

δεκηνπξγία ησλ ελλνηώλ ζα επηηεπρζεί κέζα από ηε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε, 

θαηά ηελ νπνία νη καζεηέο πξαγκαηνπνηνύλ λνεξνύο αλαζρεκαηηζκνύο ηνπ 

δνζκέλνπ ζρήκαηνο, επηιέγνπλ ηκήκαηα θαη ηα αλά-νκαδνπνηνύλ (Mesquita, 

1989; Laborde, 2003). 

 

3.3 van Hiele επίπεδα 

Οη van Hiele ππνζηήξημαλ ζηελ έξεπλά ηνπο, όηη ε κάζεζε ηεο 

γεσκεηξίαο αθνινπζεί κηα ηεξαξρηθή αιιεινπρία πέληε επηπέδσλ θαηαλόεζεο 

ησλ γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ. Δλώ ε πξώηε δηαπίζησζε ησλ απόςεώλ ηνπο έγηλε 
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ην 1957, ρξεηάζηεθε λα παξέιζνπλ 30 νιόθιεξα ρξόληα γηα λα νδεγεζεί ν 

Pierre Van Hiele ζηε δεκνζίεπζε ηνπ έξγνπ ηνπ «Structure and Insight» ζην 

νπνίν πεξηγξάθνληαη ηα επίπεδα ηεο γεσκεηξηθήο ζθέςεο (Van Hiele, 1986). 

Υπνζηεξίδεη όηη είλαη αθαηάιιειν λα δηδαρζεί ζηα παηδηά ε Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία, αθνινπζώληαο κηα ηππηθή καζεκαηηθή δηαδηθαζία. Τα παηδηά δελ 

ζθέπηνληαη ζε έλα ηππηθό παξαγσγηθό επίπεδν, θαη επνκέλσο κπνξνύλ κόλν 

λα απνκλεκνλεύζνπλ γεγνλόηα θαη θαλόλεο, ρσξίο όκσο λα θαηαλννύλ ηηο 

ζρέζεηο κεηαμύ ησλ ηδεώλ. Ζ θεληξηθή ηδέα πνπ δηαηξέρεη ηελ ζεσξία ησλ 

επηπέδσλ γεσκεηξηθήο ζθέςεο είλαη όηη ν καζεηήο, ππνβνεζνύκελνο από ηελ 

θαηάιιειε δηδαζθαιία θαη εκπεηξία θαη όρη από ηελ ειηθία ή ην βαζκό 

σξηκόηεηαο ηνπ , πεξλά κέζα από πέληε επίπεδα ζθέςεο.(Mason,2005) 

Δηδηθόηεξα ηα πέληε επίπεδα είλαη:  

 Δπίπεδν 1: Δπίπεδν αλαγλώξηζεο ή νπηηθνπνίεζεο (Recognition 

level- Visualization). 

Οη καζεηέο αλαγλσξίδνπλ ηα δηάθνξα ζρήκαηα ζύκθσλα κε ηελ νκνηόηεηά 

ηνπο κε θάπνηα «ζρεκαηηθά πξόηππα», δειαδή αλαγλσξίδνπλ ηα ζρήκαηα σο 

νπηηθέο νιόηεηεο θαη άξα ηα αλαπαξηζηνύλ λνεκαηηθά σο νπηηθέο εηθόλεο, 

ρσξίο λα κπνξνύλ λα αληηιεθζνύλ ηηο ηδηόηεηέο ηνπο. Λείπεη ζηνπο καζεηέο 

απηνύ ηνπ επηπέδνπ ν γεσκεηξηθόο ζπιινγηζκόο θαη θπξηαξρεί ε αληίιεςε. 

Γηα παξάδεηγκα θάπνηνο καζεηήο ελδέρεηαη λα κελ αλαγλσξίδεη κε επθνιία 

έλα ακβιπγώλην ή έλα νμπγώλην ηξίγσλν, εάλ ζηε ζθέςε ηνπ θπξηαξρεί έλα 

«πξόηππν ηξίγσλν» πνπ δελ είλαη άιιν από έλα νξζνγώλην ηξίγσλν θαη 

κάιηζηα ηνπνζεηεκέλν θαηαθόξπθα. 

 Δπίπεδν 2: Πεξηγξαθηθό (Descriptive) ή αλάιπζεο (Analysis) 

Βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ηνπ επηπέδνπ απηνύ είλαη ε ηθαλόηεηα ησλ καζεηώλ 

λα νξίζνπλ έλα ζρήκα κε βάζε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αιιά θαη ηηο ηδηόηεηέο 

ηνπ. Πην απιά, βιέπνπλ ηα ζρήκαηα σο ζπιινγέο ηδηνηήησλ, ελώ δειαδή νη 

καζεηέο είλαη ηθαλνί λα αλαγλσξίζνπλ θαη λα πεξηγξάςνπλ ηηο ηδηόηεηεο ησλ 

ζρεκάησλ, αδπλαηνύλ λα δηαθξηβώζνπλ ηηο ππάξρνπζεο ζρέζεηο κεηαμύ ησλ 

ηδηνηήησλ. Σην επίπεδν απηό ηα αληηθείκελα ηεο ζθέςεο είλαη νη «ηάμεηο 

ζρεκάησλ» παξά ηα αηνκηθά ζρήκαηα. Έηζη, έλα ηξίγσλν δελ είλαη έλα ζρήκα 

πνπ κνηάδεη κε θάπνην νπηηθό πξόηππν, αιιά έλα ζρήκα πνπ πεξηιακβάλεη 

έλα θαηάινγν από ηδηόηεηεο. 
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Ωζηόζν, ζην επίπεδν απηό νη καζεηέο αδπλαηνύλ λα πξνρσξήζνπλ ζε 

ζπζρεηηζκνύο κε απνηέιεζκα ζπρλά λα δηαηεξνύλ ηελ πεπνίζεζε όηη έλα 

ηεηξάγσλν δελ είλαη νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν. Σην ζεκείν απηό 

επαλέξρεηαη ζην πξνζθήλην ε πηαδεηηαλή έλλνηα ηεο «ζπκπεξίιεςεο 

θιάζεο». Ζ αδπλακία, ζην δεύηεξν επίπεδν, ελεξγνύο εκπινθήο ηεο γιώζζαο 

ζηελ νξζή πεξηγξαθή γεσκεηξηθώλ όξσλ είλαη εκθαλήο, ηδηαίηεξα ζηε 

ιαλζαζκέλε δηαηύπσζε ησλ νξηζκώλ ησλ ζρεκάησλ.  

 Δπίπεδν 3: Θεσξεηηθό (Theoretical level) ή άηππν αλαγσγηθό 

(Informal deduction) ή Γηάηαμεο (Order). 

Οη καζεηέο ζην επίπεδν απηό, είλαη ηθαλνί λα θαηαλνήζνπλ ηηο ζρέζεηο 

αλάκεζα ζηηο ηδηόηεηεο ησλ ζρεκάησλ θαη λα ηηο δηαηάμνπλ ινγηθά. Μπνξνύλ 

επίζεο λα θάλνπλ ηε δηάθξηζε κεηαμύ ησλ αλαγθαίσλ θαη ησλ ηθαλώλ 

ζπλζεθώλ πνπ ζπλζέηνπλ κηα έλλνηα, κε απνηέιεζκα λα θαζίζηαληαη ηθαλνί 

ζηηο δηαηππώζεηο ηνπ ηύπνπ «εάλ-ηόηε». Οξηζκνί κε λόεκα θαη αηηηνινγήζεηο 

ησλ ζπιινγηζκώλ ηνπο είλαη ραξαθηεξηζηηθά απηνύ ηνπ επηπέδνπ ηεο άηππεο 

αθαίξεζεο. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ν καζεηήο πνπ δηέξρεηαη από ην επίπεδν 

απηό είλαη ηθαλόο λα θξίλεη θαη λα απνθαζίζεη αλ έλα ηεηξάγσλν είλαη θαη 

ξόκβνο θαη λα επηρεηξεκαηνινγήζεη γηαηί όια ηα νξζνγώληα δελ είλαη 

ηεηξάγσλα. 

 Δπίπεδν 4: Σππηθό αλαγσγηθό (Formal deduction) ή Σππηθήο 

ινγηθήο (Formal Logic). 

Σην επίπεδν απηό νη καζεηέο θαζίζηαληαη ηθαλνί ζηε δηεξεύλεζε ζρέζεσλ, 

ζηελ παξαγσγή ππνζέζεσλ αιιά θαη ζηε δηαηύπσζε ζπιινγηζκώλ γηα ηνλ 

έιεγρν ηεο νξζόηεηάο ηνπο. Παξαηεξείηαη δειαδή, ε εγθαζίδξπζε κηαο 

γεσκεηξηθήο ζεσξίαο εληόο ελόο ζπζηήκαηνο αμησκάησλ. Δδξαηώλεηαη ε 

θαηαλόεζε κηαο καζεκαηηθήο δνκήο σο ζπλόινπ νξηζκώλ αμησκάησλ θαη 

ζεσξεκάησλ κε δηαθξηηό ξόιν πνπ νδεγνύλ ζε θαηαζθεπή καζεκαηηθώλ 

απνδείμεσλ. Σ’ απηό ην ζηάδην νη καζεηέο ππεξβαίλνπλ ηε δηαηζζεηηθή 

αληίιεςε θαη νδεγνύληαη κέζσ αθεξεκέλσλ ελλνηώλ, ζηεξηδόκελνη ζηε 

ινγηθή, ζηελ εμαγσγή αλάινγσλ ζπκπεξαζκάησλ. 

 Δπίπεδν 5: Αθξηβείαο ή απζηεξό (rigor) 

Οη καζεηέο ζ’ απηό ην επίπεδν είλαη ηθαλνί λα θαηαλνήζνπλ επαγσγηθά 

αμησκαηηθά ζπζηήκαηα, δειαδή κε – Δπθιείδεηα ζπζηήκαηα. Γηα παξάδεηγκα 



 29 

κπνξνύλ λα θάλνπλ ζπγθξίζεηο κεηαμύ Δπθιείδεηαο θαη Υπεξβνιηθήο 

Γεσκεηξίαο ή λα δηεξεπλήζνπλ δηαθνξέο κεηαμύ Διιεηπηηθήο θαη 

Υπεξβνιηθήο Γεσκεηξίαο. 

Ο ίδηνο ν van Hiele έρεη πεη: «Η εκπεηξία κνπ σο δαζθάινπ ηεο 

Γεσκεηξίαο κε πείζεη όηη πάξα πνιύ ζπρλά νη καζεηέο δελ έρνπλ θηάζεη ζην 

επίπεδν ηεο άηππεο αθαίξεζεο. Σπλεπώο δελ κπνξνύλ λα ηα θαηαθέξνπλ ζηελ 

επθιείδεηα Γεσκεηξία, πνπ ραξαθηεξίδεηαη από ηππηθή αθαίξεζε». (Pierre van 

Hiele,1999). Σην εξεπλεηηθό πεδίν, ην κνληέιν ησλ Van Hiele απνηέιεζε 

όλησο έλα δπλακηθό εξγαιείν ηόζν γηα ην ζρεδηαζκό θαη ηε δεκηνπξγία 

εθπαηδεπηηθώλ παξεκβάζεσλ, όζν θαη γηα ηελ ελ γέλεη έξεπλα θαη κειέηε ηεο 

γεσκεηξηθήο ζθέςεο ησλ καζεηώλ. Πιεζώξα δηδαζθαιηώλ κε ππόβαζξν 

αλαηξνθνδνηηθό, θαζνδεγνύκελεο εμεξεύλεζεο ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ 

θαη επαθήο κε θαηαζηάζεηο ζπλζεηηθώλ πξνβιεκάησλ, είδαλ ην θσο ηεο 

δεκνζηόηεηαο. 

 

3.4 Kunimune, Fujita & Jones 

 Ο ζθνπόο ηεο έξεπλαο ηνπο είλαη νη γλσζηηθέο αλάγθεο ησλ καζεηώλ 

ζηελ εθκάζεζε γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ θαη ζηηο αξρέο γηα ηελ πξαθηηθή ζηελ 

ηάμε πνπ ζα ηθαλνπνηήζεη ηέηνηεο αλάγθεο ησλ καζεηώλ. H έξεπλα ησλ 

Kunimune, et.al, έγηλε ην 2005 ζε 418 Ηάπσλεο καζεηέο (206 από ηελ δεύηεξε 

ηάμε θαη 212 από ηελ Τξίηε ηάμε ). Σεκεηώλνπκε εδώ όηη ζηελ Ηαπσλία 

δηδάζθνληαη εληαηηθά νη απνδείμεηο ζηε γεσκεηξία από ηηο κηθξέο ηάμεηο ηηο 

Γεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο. Σηελ Ηαπσλία έρνπλ γίλεη κηα ζεηξά 

εξεπλεηηθώλ εξγαζηώλ γηα ηελ κάζεζε θαη ηε δηδαζθαιία ησλ γεσκεηξηθώλ 

απνδείμεσλ. Σηελ έξεπλα ησλ Kunimune, et.al, πάλσ από ην 60% ησλ 

καζεηώλ ζεσξεί ην ζρήκα αξθεηό γηα λα πεη όηη ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ 

ελόο ηξηγώλνπ είλαη 180
ν. 

 

 Παξόιν πνπ δέρνληαη όηη ε ηππηθή απόδεημε είλαη έλαο έγθπξνο 

ηξόπνο επαιήζεπζεο, πνιινί από απηνύο ζεσξνύλ εμίζνπ απνδεθηή θαη ηελ 

πεηξακαηηθή επαιήζεπζε. Σηελ ίδηα έξεπλα  πεξηζζόηεξνη από ηνπο κηζνύο 

καζεηέο κπνξνύλ λα θαηαζθεπάζνπλ κηα απιή απόδεημε δελ  κπνξνύλ  όκσο 

λα εληνπίζνπλ ηελ θπθιηθόηεηα. Οη εξεπλεηέο πξνηείλνπλ λα ελζαξξύλεηαη ν 
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επαγσγηθόο ζπιινγηζκόο ησλ καζεηώλ γηα λα ηνπο βνεζήζεη  λα εθηηκήζνπλ 

ηελ αλάγθε γηα ηππηθή απόδεημε (Kunimune et al, 2007): 

 Οη καζεηέο λα αληαιιάζζνπλ ηδέεο γηα δηάθνξνπο ηξόπνπο 

επαιήζεπζεο. 

 Να ζπείξνπκε ηελ ακθηβνιία ζηνπο καζεηέο ζρεηηθά κε ηελ 

γεληθεπζηκόηεηα ηεο πεηξακαηηθήο επαιήζεπζεο.  

 Σπκβνπιέο από ηνλ θαζεγεηή.  

 Καηαξρήλ έρνπκε λα αληηκεησπίζνπκε ην δήηεκα ησλ γλσζηηθώλ 

αλαγθώλ ησλ καζεηώλ γηα ηελ πεπνίζεζε θαη ηελ επαιήζεπζε θαη πώο απηέο 

νη αλάγθεο ζα κπνξνύζαλ λα αιιάμνπλ θαη λα αλαπηπρζνύλ κέζα από 

εθπαηδεπηηθέο δξαζηεξηόηεηεο. Πξέπεη πξώηα λα παξνπζηαζηεί ην πώο νη 

καζεηέο ζηελ Γεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε  αληηιακβάλνληαη ηελ «Απόδεημε» 

ζηε γεσκεηξία ζε ζρέζε κε ηα επίπεδα θαηαλόεζεο ησλ γεσκεηξηθώλ 

απνδείμεσλ.  

 Τα πην γλσζηά επίπεδα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθήο αληίιεςεο είλαη ησλ 

Van Hiele ηα νπνία έρνπλ κεγάιε επίδξαζε ζηνλ επηζηεκνληθό ρώξν, όπσο 

θαλείο εύθνια δηαπηζηώλεη από ηηο εθαηνληάδεο ησλ άξζξσλ ζε επηζηεκνληθά 

πεξηνδηθά, βηβιία θαη πξαθηηθά ζπλεδξίσλ. Παξόια απηά νη Kunimune, Fujita 

& Jones πξνηείλνπλ ηα δηθά ηνπο επίπεδα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθήο 

αληίιεςεο.  

 Τίζεηαη ην εξώηεκα ε κάζεζε ηεο γεσκεηξίαο αθνινπζεί κηα 

ηεξαξρηθή αιιεινπρία επηπέδσλ ή όρη. Σρεηηθή έξεπλα (Elia, Gagatsis & 

Kyriakides, 2004) έδεημε όηη ε αλάπηπμε γεσκεηξηθήο ζθέςεο είλαη πνιύ 

πεξηνξηζκέλε ζε όιεο ηηο ειηθίεο θαη νθείιεηαη θπξίσο ζε ειιείκκαηα πνπ 

έρνπλ ζρέζε κε ηε δηδαθηηθή πξαθηηθή. Άξα εληζρύεηαη ε άπνςε ηεο εμέιημεο 

- σξίκαλζεο ηεο γεσκεηξηθήο ζθέςεο ησλ καζεηώλ, όρη κε βάζε ηελ ειηθία, 

αιιά θαη κε ηηο παξερόκελεο επθαηξίεο κάζεζεο. 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ρσξίο ηηο απαξαίηεηεο δεμηόηεηεο ζπιινγηζκνύ, νη 

καζεηέο δε ζα επηηύρνπλ ηελ θαηαλόεζε ηεο απόδεημεο σο έλλνηα θαη σο 

δηαδηθαζία ζηα καζήκαηα ηεο γεσκεηξίαο. κσο, εθηόο από ηηο δεμηόηεηεο 

ζπιινγηζκνύ ππάξρνπλ θαη άιινη παξάγνληεο πνπ επεξεάδνπλ ηηο 

πεπνηζήζεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ απόδεημε ζηε γεσκεηξία. Μεξίδην επζύλεο 

γηα ηηο δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο κε ηελ 
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απνδεηθηηθή δηαδηθαζία έρεη ν εθπαηδεπηηθόο θαη θπξίσο ε πξαθηηθή ηεο 

δηδαζθαιίαο, πνπ εθαξκόδεη  ζηε καζεκαηηθή ζρνιηθή ηάμε. Ζ πξαθηηθή 

δηδαζθαιίαο ηνπ εθπαηδεπηηθνύ ζρεηίδεηαη κε ηνλ ηξόπν πνπ αληηιακβάλεηαη 

ηηο νδεγίεο ησλ εθπαηδεπηηθώλ πξνγξακκάησλ θαη ζηελ ζπλέρεηα ηηο 

εθαξκόδεη κέζα ζηε καζεκαηηθή ζρνιηθή ηάμε. Δπνκέλσο γηα ηελ πιήξε 

δηεξεύλεζε ηνπ δεηήκαηνο ησλ πεπνηζήζεσλ ησλ καζεηώλ απαηηείηαη θαη ε 

δηεξεύλεζε ησλ πεπνηζήζεσλ ησλ εθπαηδεπηηθώλ. 

 Οη Kunimune et.al ρσξίδνπλ ηελ θαηαλόεζε ησλ καζεηώλ γηα ηελ 

απόδεημε ζε δπν ζπληζηώζεο: 

Γεληθόηεηα ηεο απόδεημεο: νη καζεηέο πξέπεη λα θαηαλνήζνπλ ηελ 

νηθνπκεληθόηεηα ηεο απόδεημεο, ην ξόιν ησλ ζρεκάησλ, ηε δηαθνξά κεηαμύ 

ηππηθήο απόδεημεο θαη πεηξακαηηθήο επαιήζεπζεο, θαη νύησ θαζεμήο.  

Καηαζθεπή απόδεημεο: νη καζεηέο πξέπεη λα κάζνπλ πώο λα 

«θαηαζθεπάδνπλ» αθαηξεηηθά επηρεηξήκαηα γεσκεηξίαο γλσξίδνληαο 

επαξθώο ηνπο νξηζκνύο, ηηο ππνζέζεηο, ηα ζεσξήκαηα, ηελ ινγηθή 

θπθιηθόηεηα θαη νύησ θαζεμήο. 

Λακβάλνληαο ππόςε απηέο ηηο δύν ζπληζηώζεο, δνπιεύνπλ κε ηα αθόινπζα 

επίπεδα θαηαλόεζεο καζεηή (δελ ηα ζπζρεηίδνπλ κε ηα επίπεδα van Hiele 

κνληέιν):  

Δπίπεδν Ι: ζε απηό ην επίπεδν, νη καζεηέο ζεσξνύλ όηη νη πεηξακαηηθέο 

επαιεζεύζεηο είλαη αξθεηέο γηα ηελ απόδεημε κηαο γεσκεηξηθήο  πξόηαζεο. Τν 

επίπεδν απηό ππνδηαηξείηαη ζε:  

Δπίπεδν Ια: Με επίηεπμε ηόζν « ηεο γεληθόηεηα  απόδεημεο»  όζν θαη 

«ηεο θαηαζθεπήο απόδεημεο», θαη  

Δπίπεδν Ib: Δπηηπγράλεηαη «Καηαζθεπή απόδεημε», αιιά όρη 

«γεληθόηεηα ηεο απόδεημεο» 

Δπίπεδν ΙΙ: ζε απηό ην επίπεδν, νη καζεηέο  θαηαλννύλ όηη ε απόδεημε είλαη 

απαξαίηεηε γηα λα απνδεηρζεί κηα πξόηαζε. Τν επίπεδν απηό ππνδηαηξείηαη 

ζε: 

Δπίπεδν ΙΙα: Δπηηπγράλεηαη «γεληθόηεηα ηεο απόδεημεο», αιιά δελ 

θαηαιαβαίλνπλ ηε ινγηθή ηεο θπθιηθόηεηα, θαη 

Δπίπεδν IIb: Καηαλνεηή ε ινγηθή θπθιηθόηεηα 

Δπίπεδν III: ζε απηό ην επίπεδν, νη καζεηέο κπνξνύλ λα θαηαλνήζνπλ απιέο 

ινγηθέο ζπλδέζεηο κεηαμύ ζεσξεκάησλ. 
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Δπεξεαζκέλνη από ην παξαπάλσ άξζξν θαη ζηα πιαίζηα ηνπ 

καζήκαηνο Γ.5, νη Μάξθνπ Γήκεηξα θαη Αγγειή Αζεκίλα δηεμήγαγαλ κηα 

έξεπλα ζε 97 καζεηέο: 51 A΄ Λπθείνπ ηνπ 6νπ Λπθείνπ Ν. Σκύξλεο θαη 46 Γ΄ 

Γπκλάζηνπ ηνπ 7νπ Γπκλάζηνπ Ν. Σκύξλεο. Ζ κειέηε ζηόρεπε νη καζεηέο λα 

είλαη όζν πην θνληά ζηηο ηάμεηο πνπ αξρίδνπλ λα θάλνπλ  απνδείμεηο ζην 

κάζεκα ηεο Γεσκεηξίαο. Δπηιερηήθαλ απηέο νη δπν ηάμεηο γηαηί ζηελ κελ Γ΄ 

Γπκλαζίνπ νη απνδείμεηο γίλνληαη κε εκπεηξηθό ηξόπν πεξηζζόηεξν, ελώ ζηελ 

Α΄ Λπθείνπ γίλνληαη απζηεξέο απνδείμεηο. Φξεζηκνπνηώληαο ην 

εξσηεκαηνιόγην ησλ Kunimune, Fujita & Jones, νη καζεηέο απάληεζαλ ζε 4 

εξσηήζεηο νη όπνηεο ηαμηλνκήζεθαλ  αλάινγα κε ην ηη ζα ειέγρεη ε θάζε 

εξώηεζε. 

Από ηελ εξεύλα απηή πξόεθπςαλ ελδηαθέξνληα ζπκπεξάζκαηα.  Τν 

59.8% ησλ καζεηώλ ηνπ δείγκαηνο βξίζθεηαη ζην επίπεδν Η, δειαδή ζεσξνύλ 

όηη νη πεηξακαηηθέο επαιεζεύζεηο είλαη αξθεηέο γηα ηελ απόδεημε κηαο 

γεσκεηξηθήο πξόηαζεο, γεγνλόο αλακελόκελν γηα ην Γπκλάζην όκσο όρη θαη 

γηα ην Λύθεην.  

Δπηπιένλ ζπκπέξαζκα νη καζεηέο είλαη ζε ζέζε λα θαηαζθεπάζνπλ 

κηα απιή απόδεημε. Δλώ από ηελ άιιε πιεπξά δπζθνιεύνληαη λα εληνπίζνπλ 

ηηο ππνζέζεηο θαη ηα ζπκπεξάζκαηα  ζε κηα απόδεημε. ζν αθόξα ηελ 

θπθιηθόηεηα ζε κηα απόδεημε θαλέλαο από ηνπο καζεηέο ηεο Γ’ γπκλαζίνπ 

δελ ηελ εληόπηζε, ελώ νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ ηα έρνπλ πάεη θαιύηεξα. 

Δίλαη πξνθαλέο όηη νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ ηα πεγαίλνπλ θαιύηεξα κε ηηο 

απνδείμεηο θαζώο θαη κε ηελ θπθιηθόηεηα. Πηζαλή εξκελεία γηα απηό ην 

απνηέιεζκα είλαη όηη ζην Λύθεην νη καζεηέο απνδεηθλύνπλ πνιιά ζεσξήκαηα 

θαη ιύλνπλ αζθήζεηο κε απζηεξή απόδεημε πνπ ζεκαίλεη νηη είλαη 

πεξηζζόηεξν εμνηθεησκέλνη κε απνδείμεηο, άξα κπνξνύλ πην εύθνια λα 

μερσξίζνπλ δεδνκέλα δεηνύκελα.  

Σρεηηθά κε ηελ ειηθία, Deliyianni et al. (2011) ηνλίδνπλ όηη ηα 

επξήκαηα απνθαιύπηνπλ δηαθνξέο κεηαμύ ηεο απόδνζεο καζεηώλ Γπκλαζίνπ 

θαη Λπθείνπ. Σηελ πξαγκαηηθόηεηα, ηα απνηειέζκαηα παξέρνπλ ελδείμεηο γηα 

ηελ ύπαξμε ησλ ηξηώλ κνξθώλ ηεο ζηνηρεηώδνπο γεσκεηξίαο, όπσο ηα 

πξνηείλνπλ νη Houdement θαη Kuzniak (2003). Σε απηή ηελ εξεπλεηηθή 

κειέηε, ε δηδαζθαιία ζην γπκλάζην επηθεληξώλεηαη θπξίσο ζηελ Γεσκεηξία Η 

(Φπζηθή Γεσκεηξία), πνπ ζπλδέεηαη ζηελά κε ηελ αληίιεςε,  θαη 
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εκπινπηίδεηαη από ην πείξακα θαη ηηο θαηαζθεπέο. Από ηελ άιιε πιεπξά, ε 

δηδαζθαιία ζην Λύθεην δίλεη έκθαζε ζηελ Γεσκεηξία ΗΗ (Φπζηθή Αμησκαηηθή 

Γεσκεηξία) πνπ ζπλδέεηαη ζηελά κε ηα ζηνηρεία θαη ηα πξνλόκηα ηεο γλώζε 

ησλ ηδηνηήησλ θαη ησλ απνδείμεσλ. Ωο εθ ηνύηνπ, ζηελ πεξίπησζε ησλ 

καζεηώλ γπκλαζίνπ ην γεσκεηξηθό ζρήκα είλαη έλα αληηθείκελν ηεο κειέηεο 

θαη ηεο επηθύξσζεο, ελώ ζηελ πεξίπησζε ησλ καζεηώλ ηνπ ιπθείνπ ην 

γεσκεηξηθό ζρήκα ππνζηεξίδεη ηε ινγηθή ηνπ figural concept (Fischbein, 

1993- Δηθόλα 9). 

 

 

Δηθόλα 9. Γεσκεηξηθό ζρήκα θαηά Fischbein, 1993 

 

3.5 πλδπαζκόο επίπεδσλ κε ηα εηδή Γεσκεηξίαο 

Τα απνηειέζκαηα ησλ Gagatsis. et al.(2011) γηα ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ 

καζεηώλ ζηηο απνδείμεηο θαη ην ξόιν ηεο θύζεο ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο, 

είηε σο αληηθείκελν είηε σο εηθόλα έδεημαλ όηη ππάξρνπλ θπξίσο δηαθνξέο, 

αιιά θαη νξηζκέλα θνηλά ραξαθηεξηζηηθά ζηνλ ηξόπν πνπ νη καζεηέο  

επηιύνπλ γεσκεηξηθά έξγα. Σηελ έξεπλα ηνπο έθαλαλ κηα πξνζπάζεηα λα 

ζπλδέζνπλ ηα ηξία επίπεδα θαηαλόεζεο ησλ Houdement & Kuzniak (2003) 

πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ θαηεγνξηνπνίεζε ησλ καζεηώλ ζηελ 

θαηαλόεζε ηεο απόδεημεο κε ηα ηξία επίπεδα πνπ πξνηείλνπλ νη Kunimune, 

Fujita θαη Jones (2008). Θα κπνξνύζακε λα ηζρπξηζηνύκε όηη νη καζεηέο ηνπ 

επηπέδνπ I εμαθνινπζνύλ λα βξίζθνληαη ζηε Γεσκεηξία Η (Φπζηθή 

Γεσκεηξία), ζηελ νπνία ε δηαίζζεζε ζπρλά ζπλδέεηαη κε ηελ άκεζε αληίιεςε 

θαη εκπινπηίδεηαη από ην πείξακα. Οη καζεηέο ηνπ επηπέδνπ ΗΗΗ έρνπλ ηα 
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ραξαθηεξηζηηθά ηεο Γεσκεηξίαο ΗΗ (Φπζηθή Αμησκαηηθή Γεσκεηξία), όπνπ 

έλα ζύζηεκα αμησκάησλ είλαη απαξαίηεην. Τέινο, νη καζεηέο επηπέδνπ ΗΗ 

θαίλεηαη λα έρνπλ ραξαθηεξηζηηθά θαη ησλ δύν Γεσκεηξία Η θαη Γεσκεηξία 

II( Kuzniak, 2011). Γηαθαίλεηαη κηα ζπλερήο κεηάβαζε ησλ καζεηώλ από ηελ 

Γεσκεηξία Η πξνο ηε Γεσκεηξία II, άξα ζα κπνξνύζακε λα ππνζέζνπκε όηη 

κηα κηθηή Γεσκεηξία (GI / G2) ζα ήηαλ δπλαηή. 

Τα επξήκαηα δείρλνπλ έλα ζεκαληηθό θνηλό ραξαθηεξηζηηθό ησλ 

καζεηώλ όζνλ αθνξά ηε ζρέζε κεηαμύ ηεο θύζεο ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο 

θαη ηα επίπεδα θαηαλόεζεο ηεο απόδεημεο. Οη καζεηέο πνπ αλήθνπλ ζην 

Δπίπεδν III είλαη εθείλνη πνπ κπνξνύλ θαη θάλνπλ πξνζπάζεηεο γηα ηελ 

αληηκεηώπηζε ησλ ζρεκάησλ κε ηελ κνξθή αληηθείκελνπ. Γηα απηνύο ηνπο 

καζεηέο, νη νπνίνη είλαη επίζεο ζην επίπεδν ηεο Γεσκεηξίαο ΗΗΗ, ην ζρήκα 

ιεηηνπξγεί σο επξεηηθό εξγαιείν (Houdement & Kuzniak, 2003). Ωο εθ 

ηνύηνπ, ην μεπέξαζκα ηεο αξλεηηθήο επηξξνήο ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο 

νδεγεί ηνπο καζεηέο ζηελ αλαγλώξηζε θαη απνδνρή ηεο επίζεκεο απόδεημεο ή 

αληίζηξνθα. Με απηή ηελ έλλνηα είλαη απνδεθηό όηη έλα δηάγξακκα είλαη έλα 

λόκηκν ζπζηαηηθό ελόο καζεκαηηθνύ επηρεηξήκαηνο (Hanna, 2000). 

 

3.6 Ο ξόινο ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο ζηελ επίιπζε καζεκαηηθνύ  

πξνβιήκαηνο  

Σε άξζξν ηεο Μηραήι Π.(2012) αλαθέξεηαη όηη κέζα από ηα 

απνηειέζκαηα κηαο έξεπλαο πνπ δηεμήρζε ζε καζεηέο δεκνηηθνύ ν ξόινο ηνπ 

ζρήκαηνο αλαδεηθλύεηαη εληζρπηηθόο θαη βνεζεηηθόο γηα ηνπο καζεηέο. Τν 

ζρήκα δηαδξακαηίδεη νπζηαζηηθό ξόιν ζηελ θαηαλόεζε θαη ηελ επηηπρή 

επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ, αθνύ βνεζά ηνπο καζεηέο λα νξγαλώζνπλ ηα 

δεδνκέλα ηνπο θαη λα μεθαζαξίζνπλ ηε ζθέςε ηνπο. Παξαηεξνύληαη 

πεξηπηώζεηο όπνπ ην ζρήκα θαζίζηαηαη θαζνξηζηηθό θαη απαξαίηεην γηα ηελ 

επίηεπμε ηεο ιύζεο, όπσο ζε πξόβιεκα πνπ εκπιέθεη ηξνπνπνίεζε αιιαγήο 

ζέζεο, ζην νπνίν νη καζεηέο θάλεθαλ λα εμαξηώληαη από ην ζρήκα γηα ηελ 

θαηαλόεζε θαη ηελ επηηπρή επίιπζε ηνπ. Οινθιεξσηηθή επίδξαζε ηνπ 

ζρήκαηνο θαίλεηαη θαη ζηελ πεξίπησζε πξνβιεκάησλ αληηιεπηηθήο 

θαηαλόεζεο. Τα απνηειέζκαηα απηά ζπλδένληαη κε απνηειέζκαηα άιισλ 

εξεπλώλ (DeWindt-King and Goldin, 2003), από ηηο νπνίεο πξνθύπηνπλ όηη νη 

νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο απνηεινύλ ζεκειηώδεο γλσζηηθό ζύζηεκα 
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αλαπαξάζηαζεο γηα ηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθώλ θαη ηελ επίιπζε 

πξνβιήκαηνο. Τα απνηειέζκαηα δείρλνπλ, επίζεο, όηη ε ζπκπεξηθνξά ησλ 

καζεηώλ ζηα πξνβιήκαηα ζρεηηθά κε ηε ζρεδίαζε δηθνύ ηνπο ζρήκαηνο είλαη 

αξθεηά ζηαζεξή. Δπηπιένλ, νη καζεηέο θάλνπλ ρξήζε ηνπ δνζκέλνπ ζρήκαηνο 

ζηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο. Δπεμεξγάδνληαη ην ζρήκα θαη ην 

ρξεζηκνπνηνύλ θαηά ηελ πνξεία επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Παξόιν πνπ νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ην ζρήκα θαη θαίλνληαη λα 

επσθεινύληαη από απηό, εληνύηνηο, ε αλαγλώξηζε ηεο ζεηηθήο επίδξαζεο πνπ 

αζθεί θαηά ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ δελ γίλεηαη από όινπο. Τν 

απνηέιεζκα απηό κπνξεί λα ζπλδεζεί κε ηα απνηειέζκαηα ησλ Elia θαη 

Philippou (2004) αλαθνξηθά κε ηε κε ζπλεηδεηνπνίεζε ηνπ βνεζεηηθνύ 

ξόινπ ησλ εηθόλσλ από ηνπο καζεηέο. Παξαηεξνύληαη, επίζεο, πεξηπηώζεηο 

όπνπ ην δνζκέλν ζρήκα δε ρξεζηκνπνηείηαη από ηνπο καζεηέο. Απηή ε 

ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηώλ πηζαλόλ λα ζπλδέεηαη κε ηελ εηζήγεζε ησλ Verdi 

θαη Kulhavi (2002 ζην Schontz, 2002), νη νπνίνη ππνζηεξίδνπλ πσο νη εηθόλεο 

θαη ηα θείκελα δελ κπνξνύλ λα παξνπζηάδνληαη ηαπηόρξνλα. Με βάζε ηελ 

έξεπλά ηνπο, ηζρπξίδνληαη όηη ε εηθόλα πξέπεη λα παξνπζηάδεηαη πξώηε θαη 

αθνινύζσο ην θείκελν. Δμεγνύλ όηη όηαλ ε επεμεξγαζία θεηκέλνπ ζπκβαίλεη 

πξώηε, ρξεζηκνπνηείηαη ην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο ρσξεηηθόηεηαο ηεο 

εξγαδόκελεο κλήκεο, αθήλνληαο έηζη ιίγε ρσξεηηθόηεηα γηα ηελ επεμεξγαζία 

ηεο εηθόλαο. Δπηπξόζζεηα, ε κε αμηνπνίεζε θαη επεμεξγαζία ηνπ δνζκέλνπ 

ζρήκαηνο είλαη δπλαηό λα ζπλδέεηαη θαη κε ηελ επηηπρή ζρεδίαζε ζρήκαηνο 

από ηνπο καζεηέο θαηά ηελ πξώηε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Τα ζρήκαηα 

πνπ νη καζεηέο ζρεδίαδαλ ζηελ πξώηε επίιπζε ήηαλ όκνηα κε ηα ζρήκαηα 

πνπ ηνπο δίλνληαλ θαηά ηε δεύηεξε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ζπλεπώο 

βιέπνληαο ην ζρήκα ζην θπιιάδην επηβεβαηώλνληαλ γηα ηνλ ηξόπν επίιπζεο 

πνπ αθνινύζεζαλ θαη ε αμηνπνίεζε ηνπ δνζκέλνπ ζρήκαηνο δελ ήηαλ 

αλαγθαία. Πέξα από ην βνεζεηηθό ξόιν πνπ ην ζρήκα δηαδξακαηίδεη ζηελ 

θαηαλόεζε ηνπ πξνβιήκαηνο, νη καζεηέο αλαδεηθλύνπλ θαη άιιεο ιεηηνπξγίεο 

ηνπ. Τν γεσκεηξηθό ζρήκα παξέρεη αλαηξνθνδόηεζε ζηνπο καζεηέο γηα ηνλ 

ηξόπν ζθέςεο θαη ιύζεο πνπ αθνινπζνύλ. Βνεζά ηνπο καζεηέο λα 

αηζζαλζνύλ ζίγνπξνη γηα ηελ πνξεία ιύζεο πνπ αθνινύζεζαλ. Δπηπξόζζεηα, 

νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ην ζρήκα γηα λα θαηαγξάθνπλ, λα ζπγθεληξώλνπλ 

θαη λα νξγαλώλνπλ ηηο πιεξνθνξίεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Ο Schontz (1993) 
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αλαθέξεη όηη κέζα από έξεπλεο πξνθύπηεη όηη ηα άηνκα ζπκνύληαη θαιύηεξα 

ηηο πιεξνθνξίεο από έλα θείκελν, όηαλ απηέο παξνπζηάδνληαη θαη από 

εηθόλεο. Από άιιεο έξεπλεο πξνθύπηεη όηη ε θαηαλόεζε απμάλεηαη όηαλ έλα 

θείκελν ζπλνδεύεηαη κε εηθόλεο, εηδηθά γηα ηνπο πην αδύλακνπο καζεηέο. 

Σε κηα αθόκα εξεύλα πνπ έγηλε από ηνπο Deliyianni et.al (2011), ηα 

απνηειέζκαηα έδεημαλ όηη ε θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο έρεη κηα 

ηζρπξή επίδξαζε ζηηο επηδόζεηο ησλ καζεηώλ όζν αθνξά ηελ απόδεημε. Απηό 

είλαη ζύκθσλν κε επξήκαηα πξνεγνύκελσλ εξεπλώλ (π.ρ. Hanna & Sidoli, 

2007; Giaquinto, 2007), ζηηο νπνίεο επηζεκαίλεηαη ε ύπαξμε κηαο δπλεηηθήο 

ζπκβνιήο ησλ νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηε καζεκαηηθή απόδεημε. 

Δπξήκαηα απνθαιύπηνπλ επίζεο όηη ε ιεηηνπξγηθή πξνζέγγηζε είλαη εθείλε 

πνπ ζπλεηζθέξεη ηα κέγηζηα ζηελ θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο. 

Λακβάλνληαο ππόςε όηη ε απεηθόληζε απνηειείηαη κόλν από ιεηηνπξγηθή 

πξνζέγγηζε (Duval, 1999) ν ζεκαληηθόο ξόινο απηνύ ηνπ είδνπο ηεο 

ζύιιεςεο επηβεβαηώλεηαη εκπεηξηθά (1999). Τα ζπγθεθξηκέλα απνηειέζκαηα 

δείρλνπλ επίζεο όηη ε δηδαζθαιία θαη ε κάζεζε ζα πξέπεη λα δώζεη έκθαζε 

ζε απηό ην είδνο ηεο αλεζπρίαο δεδνκέλνπ όηη ε νπηηθνπνίεζε δελ είλαη 

πξσηόγνλε. Σηελ πξαγκαηηθόηεηα, ε ρξήζε ηεο απεηθόληζεο απαηηεί εηδηθή 

εθπαίδεπζε (Duval, 1999).  

 

3.7 Γεσκεηξία θαη αλαιπηηθό πξόγξακκα ζπνπδώλ 

Σηηο κέξεο καο, ηα ζύγρξνλα πξνγξάκκαηα ησλ καζεκαηηθώλ ηνλίδνπλ 

ηε ζπνπδαηόηεηα ηεο Γεσκεηξίαο θαη εηζεγνύληαη ηε δηδαζθαιία ηεο ηόζν σο 

απηόλνκνπ ζέκαηνο, όζν θαη σο κέζνπ γηα ηελ αλάπηπμε πνιπάξηζκσλ 

καζεκαηηθώλ ελλνηώλ θαη δεμηνηήησλ ζθέςεο (NCTM, 2000). Δίλαη πνιύ 

θπζηθό κηα ηδέα λα εθθξάδεηαη κε πνηθίινπο ηξόπνπο. Τν ζεκαληηθόηεξν 

όκσο, είλαη απηή ε ηδέα λα γίλεηαη θαηαλνεηή από ην άηνκν ζην νπνίν 

παξνπζηάδεηαη. Απηό είλαη ηδηαίηεξα ζαθέο ζηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθώλ θαη 

θαηά ζπλέπεηα ζηε Γεσκεηξία (Γαγάηζεο ,2011). 

Ζ Γεσκεηξία πεξηζζόηεξν από θάζε άιιν ζέκα ησλ καζεκαηηθώλ 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ αλαθάιπςε θαη αλάπηπμε δηαθνξεηηθώλ 

ηξόπσλ ζθέςεο (Duval, 1998). Καηά ζπλέπεηα, αλ αγλνεζεί ε Γεσκεηξία θαη 

ε εμεηθόληζε ηόηε νη καζεηέο δε ζα αλαπηύμνπλ πνιύ βαζηθέο δεμηόηεηεο 

όπσο απηέο ηεο νπηηθήο εμεξεύλεζεο, ηεο αηηηνιόγεζεο θαη ηεο 
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επηρεηξεκαηνινγίαο θαη σο εθ ηνύηνπ ε καζεκαηηθή ηνπο ζθέςε ζα είλαη 

απνδπλακσκέλε. 

Μέζα από ηα πην πάλσ, δηαθάλεθε ε ζεκαζία ηεο Γεσκεηξίαο θαη ν 

ξόινο πνπ κπνξεί λα δηαδξακαηίζεη ζηελ αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο, 

γεγνλόο πνπ νδήγεζε όια ηα εθπαηδεπηηθά ζπζηήκαηα λα εληάμνπλ ηε 

Γεσκεηξία ζηα αλαιπηηθά ηνπο πξνγξάκκαηα δίλνληάο ηεο κάιηζηα κηα 

μερσξηζηή ζέζε. Τν αλαιπηηθό πξόγξακκα ζπνπδώλ, πνπ ζρεδηάδεηαη από ην 

παηδαγσγηθό ηλζηηηνύην (Π.Η) ηνπ Υπνπξγείνπ Παηδείαο (ΥΠ.Δ.Π.Θ), ζέηεη 

ηνπο ζηόρνπο δηδαζθαιίαο ηνπ θάζε καζήκαηνο. Σηηο νδεγίεο ηνπ 

παηδαγσγηθνύ ηλζηηηνύηνπ (Π.Η) γηα ηε δηδαζθαιία ηεο γεσκεηξίαο, 

πξνηείλεηαη "ε δηδαθηέα ύιε λα πξνζθέξεηαη κε ηέηνην ηξόπν, ώζηε λα 

επηδηώθεηαη πξώηα απ’ όια ε αλάπηπμε ηεο θξηηηθήο ηθαλόηεηαο θαη ηεο 

δεκηνπξγηθόηεηαο ηνπ καζεηή" (ΥΠ.Δ.Π.Θ. – Π.Η.2000). Απηή ε γεληθή αξρή 

εμεηδηθεύεηαη ζηε ζπλέρεηα θαη ζπλδέεηαη κε νξηζκέλεο βαζηθέο αξρέο ηεο 

καζεκαηηθήο δξαζηεξηόηεηαο, όπσο είλαη ε ≪απνδεηθηηθή δηαδηθαζία≫. 

Δπίζεο από ηηο αλαιπηηθέο νδεγίεο ηνπ Π.Η (2003 ζει.3) εηδηθά γηα ηε 

δηδαζθαιία ηεο γεσκεηξίαο ζην Λύθεην αλαθέξεηαη όηη "βαζηθό έξγν ηεο 

δηδαζθαιίαο ηεο γεσκεηξίαο είλαη ε αθαηξεηηθή-ζπλζεηηθή ζθέςε, ηόζν κε 

ηνλ αθξηβή πξνζδηνξηζκό ησλ ελλνηώλ, όζν θαη κε ηε ρξήζε ηεο ινγηθήο ζηελ 

απνδεηθηηθή δηαδηθαζία".  

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ε γεληθόηεξε θηινζνθία πνπ δηέπεη ην 

πξόγξακκα ζπνπδώλ γηα ηε γεσκεηξία είλαη ε "εμνηθείσζε κε ηε δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ζπιινγηζκώλ θαη ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία" ή "ν καζεηήο 

πξέπεη λα δηδαρζεί λα θαηαλνεί ηελ αλάγθε λα απνδεηθλύεη ζεσξήκαηα" ή όηη 

"είλαη ζεκαληηθό ν καζεηήο λα θαηαλνεί ηελ θαζνιηθόηεηα ηεο ηππηθήο 

απόδεημεο" θαη άιιεο ηαπηόζεκεο ή παξόκνηεο εθθξάζεηο. Σε απηέο ηηο 

δηαηππώζεηο γίλεηαη αληηιεπηό, πσο ε θαιιηέξγεηα ηεο απόδεημεο σο έλλνηα 

θαη σο δηαδηθαζίαο ζπληζηά έλα βαζηθό ζθνπό ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

καζεκαηηθώλ θπξίσο ζηε γεσκεηξία. (Hirst, 1974, Quadling, 1979).  

Παξά ηε κεγάιε ζεκαζία πνπ δίλεηαη ζηα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα 

ζπνπδώλ γηα ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία ζην κάζεκα ηεο γεσκεηξίαο, ζηε 

ζρνιηθή ηάμε έρεη παξαηεξεζεί όηη ην ελδηαθέξνλ πεξηνξίδεηαη ζηελ «ηππηθή 

δόκεζε ηεο απόδεημεο». Γει. νη καζεηέο ζεσξνύλ όηη ε απνκλεκόλεπζε ηεο 

απόδεημεο ησλ ζεσξεκάησλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, όπσο ηελ 
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παξνπζίαζε ν θαζεγεηήο ή ην ζρνιηθό εγρεηξίδην, είλαη απόδεημε. Τν 

αλαιπηηθό πξόγξακκα ζπνπδώλ θαιιηεξγεί ζηνπο καζεηέο θαη ηνπο 

εθπαηδεπηηθνύο ηελ πεπνίζεζε όηη γλώζε ηεο απόδεημεο ιακβάλεηαη από ηνπο 

καζεηέο έπεηηα από ηελ παξνπζίαζε κίαο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο από ηνλ 

Δθπαηδεπηηθό. Ζ παξνπζίαζε νθείιεη λα αθνινπζεί απζηεξό θνξκαιηζηηθό 

ηξόπν, ρσξίο λα δίλνληαη ζηνπο καζεηέο πεξηζώξηα αλαπαξαγσγήο 

ζπιινγηζκώλ θαη πεηξακαηηζκνύ ησλ ππνζέζεσλ ηνπο.   

 

3.8 Απόςεηο θαζεγεηώλ γηα ηελ απόδεημε ηεο Γεσκεηξίαο 

Ζ γεληθή άπνςε εθπαηδεπηηθώλ (Γαγάηζεο, 2011) πήξαλ κέξνο ζε κηα 

εξεπλά ζηελ Κύπξν ραξαθηεξίδνπλ ηε Γεσκεηξία σο «παξακειεκέλε» θαη 

παξαδέρνληαη όηη «δε θαίλεηαη ηόζν ε ζεκαζία πνπ έρεη ε Γεσκεηξία». Οη 

εθπαηδεπηηθνί ληώζνπλ όηη «ράζεθε ε Γεσκεηξία. Δίλαη θξίκα». Θεσξνύλ όηη 

ε Γεσκεηξία δε δνπιεύεηαη όζν ζα έπξεπε θαη όηη θαηάληεζε λα ζεσξείηαη 

από ηνπο καζεηέο σο ηύπνη θαη ηίπνηε άιιν. «Τίπνηε, λα θάλνπλ πξάμεηο θαη 

ηίπνηε άιιν». Δληνπίδνπλ, αθόκε, ην θελό ηεο απνπζίαο ηεο Αλαιπηηθήο 

Γεσκεηξίαο από ην πεξηερόκελν δηδαζθαιίαο. Σεκεηώλνπλ, όηη ν ρξόλνο πνπ 

αθηεξώλεηαη γηα ηε δηδαζθαιία ηεο Γεσκεηξίαο είλαη ιηγνζηόο, «Γελ 

αθηεξώλεηαη αξθεηόο δηδαθηηθόο ρξόλνο ζηα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα γη’ 

απηέο ηηο ζπγθεθξηκέλεο έλλνηεο. Ο ρξόλνο πνπ αθηεξώλεηαη είλαη 

πεξηζζόηεξνο ζηελ άιγεβξα». 

Γπζθνιίεο πξνθαινύληαη, επίζεο, θπξίσο κε έλλνηεο πνπ είλαη πέξα 

από ηα όξηα ηνπ πξαγκαηηθνύ ηνπο θόζκνπ, αθνύ νη καζεηέο δελ κπνξνύλ λα 

έρνπλ αξθεηά θαιή νπηηθή αληίιεςε ησλ δηαθόξσλ ελλνηώλ. «Οη καζεηέο δελ 

κπνξνύλ λα κεηαθέξνπλ θάπνηεο έλλνηεο πνπ έρνπλ ζην κπαιό ηνπο ζην 

ραξηί, λα ηηο αλαπαξαζηήζνπλ». Καηά ηηο εθαξκνγέο, νη καζεηέο εκθαλίδνπλ 

δπζθνιίεο ζην λα δηαθξίλνπλ ηα δεδνκέλα από ηα δεηνύκελα, ηηο ηδηόηεηεο, ηα 

ζεσξήκαηα θαη ηνλ ηξόπν εθαξκνγήο ηνπο. Ζ γεληθή άπνςε ησλ 

ζπγθεθξηκέλσλ εθπαηδεπηηθώλ είλαη πσο «ε πξνέιεπζε ησλ δπζθνιηώλ είλαη 

όηη ην γεγνλόο όηη ε δηδαζθαιία ηεο Γεσκεηξίαο είλαη επηθαλεηαθή. Γε 

δίλνπκε βάξνο». Πξνηείλνπλ ζπλεπώο, πσο νη δπζθνιίεο απηέο ζα 

αληηκεησπηζηνύλ δίλνληαο πεξηζζόηεξε έκθαζε θαη ρξόλν γηα ηηο 

ζπγθεθξηκέλεο έλλνηεο. Παξόια απηά, νη εθπαηδεπηηθνί ραξαθηεξίδνπλ ην 
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ρξόλν σο πεξηνξηζηηθό παξάγνληα, αθνύ «κε ην ρξόλν πνπ έρεηο θαη ηελ ύιε 

πνπ πξέπεη λα θαιύςεηο δελ κπνξείο λα δνπιέςεηο βήκα-βήκα». 

Οπζηαζηηθά δελ ππάξρεη κόλν αλάγθε παξνπζίαζεο δηαθόξσλ ηξόπσλ 

ιύζεσλ ελόο γεσκεηξηθνύ πξνβιήκαηνο ζηνπο καζεηέο, όπσο ππνδεηθλύνπλ 

θαη νη δηάθνξεο έξεπλεο γηα ηε δεκηνπξγηθόηεηα ησλ καζεηώλ ζηα 

καζεκαηηθά, αιιά θαη ε αλαγθαηόηεηα δηάθξηζεο από ηνπο καζεηέο κηαο 

καζεκαηηθήο απόδεημεο από κία εκπεηξηθή έλδεημε ηεο νξζόηεηαο κίαο 

γεσκεηξηθήο πξόηαζεο. Οπζηαζηηθά, δειαδή, ππάξρεη ε αλαγθαηόηεηα 

κεηάβαζεο ησλ καζεηώλ από ηνλ εκπεηξηθό ηξόπν εξγαζίαο ηεο Γεσκεηξίαο I 

ζηνλ εκη-αμησκαηηθό ηξόπν εξγαζίαο ηεο Γεσκεηξίαο II (Houdement & 

Kuzniak, 2003).  

Τέινο, πξνθύπηεη θαη ν παξάγνληαο ηεο νπηηθνπνίεζεο, αθνύ νη 

εθπαηδεπηηθνί αλαθέξνληαη ζηε ρξήζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο θαηά ηελ 

απνδεηθηηθή δηαδηθαζία θαη, επηπιένλ, εηζεγνύληαη ηε ρξήζε ινγηζκηθώλ, 

ώζηε νη καζεηέο «λα βιέπνπλ ηα δηάθνξα βήκαηα ηεο απόδεημεο ζηελ 

θαηαζθεπή ηνπ ζρήκαηνο, ώζηε λα κπνξέζνπλ λα ην θαηαλνήζνπλ 

θαιύηεξα». Ζ παξαηήξεζε απηή δείρλεη κία αζπλείδεηε αληίιεςε ηεο 

ζεκαληηθόηεηαο θαηαλόεζεο ηνπο ζρήκαηνο ζηε γεσκεηξηθή απόδεημε. 

Γεληθόηεξα εθθξάδνπλ ηελ άπνςε όηη νη καζεηέο δε ιακβάλνπλ ππόςε ηνπο 

ηελ απόδεημε. Οη πεπνηζήζεηο ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ηε θύζε ησλ 

καζεκαηηθώλ απνηειεί επίζεο ιόγν, θαηά ηνπο εθπαηδεπηηθνύο, γηα ηηο 

παξαλνήζεηο απηέο. «Οη καζεηέο λνκίδνπλ όηη ηα καζεκαηηθά είλαη κόλν 

αζθεζηνινγία». Καη νη πεπνηζήζεηο ηνπο, όκσο, σο πξνο ηελ απόδεημε αζθνύλ 

επηδξάζεηο, αθνύ «νη καζεηέο ζεσξνύλ όηη αλ κηα απόδεημε ηζρύεη γηα θάπνην 

ζρήκα, ηόηε ηζρύεη γεληθόηεξα θαη λνκίδνπλ όηη είλαη απόδεημε». Δηζεγνύληαη, 

ινηπόλ, όηη είλαη αλαγθαίν λα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα απνβάινπλ απηή 

ηελ πεπνίζεζε θαη «λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ όηη ε απόδεημε είλαη θάηη πην 

γεληθό πνπ απνδεηθλύεηαη γηα όια ηα ζρήκαηα, κηα απόδεημε γεληθή δειαδή». 

Δπηπιένλ, ζηνπο καζεηέο πξνθαινύληαη παξαλνήζεηο ιόγσ ησλ 

ειιηπώλ γλώζεσλ ηνπο. Οη θαζεγεηέο εληνπίδνπλ όηη αξρηθά νη καζεηέο «δελ 

θαηέρνπλ ηηο έλλνηεο, ιόγσ ηνπ όηη δε δίλνπλ ζεκαζία θαλ ζην βηβιίν. Γελ 

θάλνπλ ην θόπν λα δηαβάζνπλ ην βηβιίν ηνπο, γηα λα δνπλ ηηο έλλνηεο θαη όια 

ηα πξάγκαηα ηα νπνία αλαθέξνληαη, ηε ζεσξία». Αθόκε πξνζζέηνπλ όηη νη 

καζεηέο δελ είλαη ζπλεζηζκέλνη ζην ζέκα ηεο απόδεημεο, «αθνύ ηα ζρνιηθά 
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ηνπο εγρεηξίδηα πεξηιακβάλνπλ πνιύ ιίγεο απνδείμεηο, ελώ αληηζέησο 

εκπεξηέρνπλ αιγνξηζκηθέο δηαδηθαζίεο θαη ζέκαηα ππνινγηζκώλ». Σπλεπώο 

ην γεγνλόο όηη ε απόδεημε απνπζηάδεη από ην πεξηερόκελν δηδαζθαιίαο ησλ 

καζεκαηηθώλ θαη ην όηη νη  καζεηέο δελ είλαη εμνηθεησκέλνη κε ηελ έλλνηα ηεο 

απόδεημεο, νδεγεί ζην «λα αηζζάλνληαη πξάγκαηη αδύλακνη όηαλ 

ζπλαληήζνπλ ηε Γεσκεηξία κε ηηο απνδείμεηο πνπ έρνπλ λα θάλνπλ».  

Σπλεπώο, έγηλε αλαθνξά ζηνπο παξάγνληεο πνπ πξέπεη λα ιεθζνύλ 

ζνβαξά ππόςε ζηα λέα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα, ώζηε λα ππεξβνύκε ηηο 

δπζθνιίεο ησλ καζεηώλ ζηελ απόδεημε. Οη παξάγνληεο απηνί, όπσο 

αλαθέξζεθαλ από ηνπο θαζεγεηέο, ηαμηλνκνύληαη ζε ηξεηο δηαζηάζεηο. Ζ 

πξώηε αθνξά ζηα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα, ε δεύηεξε ζηνπο θαζεγεηέο ησλ 

καζεκαηηθώλ θαη ε ηειεπηαία ζρεηίδεηαη κε ηνπο καζεηέο. Δηδηθόηεξα, 

πξνηείλεηαη όηη ζηα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα «ε απόδεημε πξέπεη λα εληαρζεί 

πην ζνβαξά, γηα λα κπνξέζνπλ θαη νη καζεηέο λα ηελ θαηαιάβνπλ θαιύηεξα 

θαη πξέπεη επίζεο λα δνζνύλ ινγηθά παξαδείγκαηα πνπ λα πεξηιακβάλνπλ 

απνδείμεηο θάπνησλ ελλνηώλ, ώζηε ν καζεηήο λα είλαη ζε ζέζε λα ηηο 

δηαβάζεη» (Γαγάηζεο, 2011).  

Οη θαζεγεηέο, ζίγνπλ ην ζέκα ηεο δηδαθηηθήο πξνζέγγηζεο πνπ 

αθνινπζνύλ, δειαδή όηη «ε Γεσκεηξία πξέπεη λα δηδάζθεηαη θαζαξά 

Γεσκεηξηθά θαη όρη κε άιιεο πξνζεγγίζεηο» θαη όηη «θαηά ηε δηδαζθαιία ηνπο 

ζα πξέπεη λα δίλνπλ έκθαζε θαη ζηελ αλαιπηηθή, αιιά θαη ζηε γεληθή απόδεημε 

ελόο ζρήκαηνο». Αθόκε, ε ρξήζε πνιιαπιώλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηε 

δηδαζθαιία ηεο απόδεημεο είλαη ζεκαληηθόο παξάγνληαο θαηά ηνπο 

εθπαηδεπηηθνύο. Γηα λα επηηεπρζνύλ απηά, γίλεηαη εηζήγεζε γηα επηκόξθσζε 

ησλ εθπαηδεπηηθώλ ζρεηηθά κε ηηο δηαδηθαζίεο δηδαζθαιίαο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ θαη όρη λα γίλεηαη απιά κηα αλαθνξά ζε κεζόδνπο 

δηδαζθαιίαο. Σπγθεθξηκέλα ηνλίδνπλ όηη «ε επηκόξθσζε ησλ Μαζεκαηηθώλ 

πξέπεη λα γίλεηαη από Μαζεκαηηθνύο θαη όρη από επηκνξθσηέο, πνπ ζπλήζσο 

δε γλσξίδνπλ ζε βάζνο ην αληηθείκελν ησλ Μαζεκαηηθώλ». Οπζηαζηηθά ε 

γεσκεηξηθή γλώζε ηαπηίδεηαη κε ην ζρήκα: νξηζκόο, αμίσκα, ζεώξεκα θαη 

απόδεημε (Hanna, 1991). Τν ζρήκα απηό κεηαθέξεηαη κε ηε ζεηξά ηνπ ζην 

ζύζηεκα ησλ πεπνηζήζεσλ ησλ καζεηώλ όζνλ αθνξά ηελ νξγάλσζε, ηε δνκή 

ηεο γλώζεο θαη ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4
ν
: Έξεπλα 

 

Δξεπλεηηθά εξσηήκαηα πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ: 

1. Να πξνζδηνξηζηνύλ νη γλσζηηθέο δηαδηθαζίεο θαη ν ηύπνο ζύιιεςεο 

γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο πνπ ελεξγνπνηείηαη θαηά ηελ επίιπζε 

γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ. 

2. Πνηνο ν ξόινο ηεο πνιππινθόηεηαο ηνπ ζρήκαηνο γηα ηελ 

ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε ; 

3. Τη ζρέζε έρεη ε ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε ηνπ ζρήκαηνο κε ηελ 

γεσκεηξηθή απόδεημε; 

4. Τη ζρέζε έρεη ε  κεξενινγηθή ιεηηνπξγία  ηνπ ζρήκαηνο κε ηελ 

γεσκεηξηθή απόδεημε ; 

5. Τν ζρήκα ζε κηα γεσκεηξηθή απόδεημε είλαη επξεηηθό εξγαιείν 

 ή όρη ; 

6. Έρνπλ νη καζεηέο αδπλακία δηαηύπσζεο απνδεηθηηθνύ ινγνύ ή όρη ; 

Μπνξνύλ νη καζεηέο λα θάλνπλ ηππηθέο απζηεξέο απνδείμεηο; 

7. Σε πνηα γεσκεηξία ζα θαηαηάζζακε ηνπο καζεηέο ζε ζρέζε κε ηελ 

γλσζηηθή αλάπηπμε ηνπο; 

 

4.1. Γείγκα  

Ζ έξεπλα πξαγκαηνπνηήζεθε ζε 168 καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ ην ζρνιηθό 

έηνο 2016-17 ην δεύηεξν ηεηξάκελν. Τα ζρνιεία πνπ ζπκκεηείραλ ζηελ 

εξεπλά ήηαλ : 

 ην 6
ν
 Γεληθό Λύθεην Ν. Σκύξλεο  

 ην 1
ν
 Γεληθό Λύθεην Π. Φαιήξνπ θαη 

 ην 2
ν
 Γεληθό Λύθεην Άλσ Ληνζίσλ.  

Σπγθεθξηκέλα ζπκκεηείραλ 117 καζεηέο 6
νπ

 Γεληθνύ Λπθείνπ Ν. Σκύξλεο 

(70%), 21 καζεηέο ηνπ 1
νπ

 Γεληθνύ Λπθείνπ Π. Φαιήξνπ(13%) θαη 30 

καζεηέο ηνπ 2
νπ

 Γεληθνύ Λπθείνπ Άλσ Ληνζίσλ(52%). Ζ ύιε ζηελ όπνηα νη 

καζεηέο εμεηάζηεθαλ είρε δηδαρζεί ζην Γπκλάζην αιιά θαη ζηε δηάξθεηα ηεο 

θεηηλήο ζρνιηθήο ρξόληαο ζηελ Α΄ Λπθείνπ, κάιηζηα θάπνηα είραλ δηδαρζεί 

ηνλ ηειεπηαίν κήλα. 
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4.2. Μεζνδνινγία  

Ζ έξεπλα καο ρσξίζηεθε ζε ηξία κέξε γηα λα κελ ππάξρεη επίδξαζε 

κεηαμύ ησλ αζθήζεσλ (δει. ε ιύζε κηαο άζθεζεο λα κελ ζπλεπάγεηαη ηελ 

ιύζε κηαο άιιεο).  

Οη καζεηέο έγξαςαλ ηα ηξία απηά κέξε ζε ηξεηο δηαθνξεηηθέο κέξεο, ν 

ρξόλνο πνπ ρξεηάζηεθαλ γηα ηα δπν πξώηα κέξε ήηαλ από κηα δηδαθηηθή ώξα 

45 ιεπηώλ ελώ γηα ην ηξίην κέξνο ηνπο δόζεθε ρξόλνο 30 ιεπηώλ. 

Δπηζεκαίλνπκε όηη παξώλ ζηελ εξεπλά ήηαλ ν θαζεγεηήο καζεκαηηθώλ πνπ 

είρε ην αληίζηνηρν ηκήκα ηνπ θάζε ζρνιείνπ. Γηεπθξηλήζεηο δελ δόζεθαλ 

ζηνπο καζεηέο. Κάπνηνη καζεηέο έγξαςαλ πξώηα ην Α κέξνο θαη θάπνηνη ην 

Β κέξνο ελώ όινη νη καζεηέο έγξαςαλ ηειεπηαίν ην Γ κέξνο. 

Τόζν νη ζπλάδειθνη καζεκαηηθνί όζν θαη νη καζεηέο ήηαλ πνιύ 

πξόζπκνη λα βνεζήζνπλ ζηελ έξεπλα. Αξθεηνί από ηνπο καζεηέο ήηαλ θαη 

ελζνπζηαζκέλνη. 

 

4.3 Αλάπηπμε εξεπλεηηθνύ εξγαιείνπ θαη ρνξήγεζε 

Ζ θαηαζθεπή ηνπ δνθηκίνπ ζηεξίρηεθε ζηα δηαθνξεηηθά είδε 

ζύιιεςεο ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο όπσο πξνηείλνληαη από ην Duval 

(1995, 1999) θαζώο θαη ζηα ηξία είδε γλσζηηθώλ δηαδηθαζηώλ ηεο 

Γεσκεηξίαο (εμεηθόληζε-θαηαζθεπή-ζπιινγηζκόο). Από ηελ άιιε πιεπξά 

ζηεξίρηεθε ζηα επίπεδα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθήο αληίιεςεο πνπ πξνηείλνπλ 

νη Kuzniak, Gagatsis, Ludwig, Marchini (2007) θαζώο θαη ζηα επίπεδα 

θαηαλόεζεο γεσκεηξηθήο αληίιεςεο πνπ πξνηείλνπλ Susumu Kunimune, 

Taro Fujita & Keith Jones.  

Έηζη, αλαπηύρζεθε έλα  δνθίκην πνπ απνηεινύληαλ από ηξία κέξε.  Τν 

πξώην κέξνο (Α- Μέξνο) πεξηειάκβαλε πέληε έξγα (αζθήζεηο) γεσκεηξίαο 

(Παξάξηεκα Η) πνπ αθνξνύζε ηα είδε θαηαλόεζεο  ηνπ γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο πνπ πξόηεηλε ν Duval, ην δεύηεξν κέξνο (Β- Μέξνο) επίζεο 

πεξηειάκβαλε πέληε έξγα γεσκεηξίαο (Παξάξηεκα ΗΗ) πνπ αθνξνύζε ηελ 

απόδεημε θαη ην ηειεπηαίν (Γ- Μέξνο) πεξηείρε έλα έξγν γηα ην ζρήκα θαη έλα 

έξγν γηα ηελ απόδεημε (Παξάξηεκα ΗΗΗ). 

Τα έξγα ηνπ δνθηκίνπ θσδηθνπνηήζεθαλ κε ηα αξρηθά: 
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 Γηα ην Α Μέξνο: Α1 (αληηιεπηηθή θαηαλόεζε), Α2 (ιεθηηθή 

θαηαλόεζε), Α3 (ρσξηθήο ηθαλόηεηαο ), Αop4 (ιεηηνπξγηθή 

(operational) – ιεθηηθή θαηαλόεζε –κεηξνινγηθή) ,Aop5 

(ιεηηνπξγηθή- ιεθηηθή θαηαλόεζε-αιιαγή ζέζεο (ζηξνθή)). 

 Γηα ην Β Μέξνο: Βde1, Bde2, Bde3, Bde4 (εξσηήζεηο γηα γεσκεηξηθή 

απόδεημε (demonstration), δίλνληαλ ην ζρήκα - Bde3, Bde4 

κεξνινγηθήο θύζεσο) θαη Βfig5 (figure), Bde5a, Bde5b (εξώηεζε 

ρσξίο ζρήκα).  

  Γηα ην Γ Μέξνο: Cop1 (απόδεημε ιεηηνπξγηθή ), Cfig2, Cde2a, Cde2b, 

Cde2c (εξώηεζε ρσξίο ζρήκα). 

Τν ηξίην κέξνο είρε κόλν δύν έξγα γηα ηνπο έμεο ιόγνπο: 

α) πξνζηέζεθε κηα άζθεζε ζηελ νπνία δελ δίλακε ην ζρήκα (C2) 

β) δόζεθε κηα άζθεζε πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε ηνπ 

ζρήκαηνο (C1) αιιά κε πην πεξίπινθν ζρήκα από όηη ε άζθεζε B4. 

Σην δνθίκην πεξηιακβάλνληαη έξγα πνπ αλήθνπλ ζηηο ηέζζεξηο πην θάησ 

νκάδεο (Πίλαθαο 2): 

1. Ζ πξώηε νκάδα έξγσλ πεξηιακβάλεη ηα έξγα Α1 θαη Α3. Τα έξγα 

απηά εμεηάδνπλ ηελ αληηιεπηηθή ζύιιεςε ελόο γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο.  

 Τν έξγν Α1 εμεηάδεη ηελ ηθαλόηεηα ησλ καζεηώλ λα 

εληνπίδνπλ θαη λα νλνκάδνπλ ηηο γσληέο ζε έλα ζύλζεην 

ζρήκα.  

 Τν έξγν Α3 εμεηάδεη επηπιένλ θαη ηελ ρσξηθή ηθαλόηεηα ησλ 

καζεηώλ.  

2. Ζ δεύηεξε νκάδα έξγσλ πεξηιακβάλεη ηα έξγα Α2, Β1 θαη Β2 πνπ 

ιακβάλνπλ ππόςε ηε ιεθηηθή ζύιιεςε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο 

από ηνπο καζεηέο. Σύκθσλα κε άπνςε ησλ Harada, Gallou-Dumiel 

θαη Nohda’s (2000) ζε ζρέζε κε ηε ιεθηηθή ζύιιεςε, ε ππνζεηηθή-

επαγσγηθή απόδεημε παξάγεηαη από απηό ην είδνο ζύιιεςεο. Δίλαη 

γεγνλόο όηη ε ιεθηηθή ζύιιεςε παξάγεηαη από ζπκπεξάζκαηα κε 

βάζε ηνπο νξηζκνύο θαη έγθπξεο δηαδηθαζίεο απόδεημεο.  

 Τν έξγν Α2 απαηηεί ζπκπεξάζκαηα βαζηζκέλα ζηνπο νξηζκνύο 

πξνθεηκέλνπ λα επηιπζεί.  
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 Δλώ ηα έξγα Β1 θαη Β2 απαηηνύλ ζπκπεξάζκαηα βαζηζκέλα 

ζηηο δηαδηθαζίεο απόδεημεο γηα λα επηιπζνύλ. 

3. Ζ ηξίηε νκάδα έξγσλ ζπλίζηαηαη ζηα έξγα Α4, Α5, Β3, Β4 θαη C1 ηα 

νπνία εμεηάδνπλ ηε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε ελόο γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο:  

 ηα έξγα B4 θαη C1 απαηηνύλ ηελ αλαδηακόξθσζε ελόο 

ζρήκαηνο ( κεξενινγηθή ηξνπνπνίεζε) 

 ηα έξγα A4, A5 θαη Β3 απαηηνύλ πεξά από ηελ 

αλαδηακόξθσζε ηνπ ζρήκαηνο θαη ιεθηηθή ζύιιεςε. 

4. Ζ ηέηαξηε νκάδα έξγσλ πεξηιακβάλεη ηα έξγα Β5 θαη C2 ηα όπνηα 

εμεηάδνπλ ηνλ ξόιν ηεο νπηηθνπνίεζεο γηα ηελ επίιπζε γεσκεηξηθώλ 

πξνβιεκάησλ.  

 θαη ηα δπν έξγα απαηηνύλ από ηνπο καζεηέο λα 

θαηαζθεπάζνπλ έλα ζρήκα (ζεηξηαθή ζύιιεςε) 

 νη καζεηέο θαινύληαη λα θάλνπλ κηα ηππηθή απόδεημε 

Οη εξσηήζεηο ηνπ δνθηκίνπ είλαη από ηηο νιπκπηάδεο καζεκαηηθώλ 

ζηελ Κύπξν, ελώ νη εξσηήζεηο Α1, Β5 θαη C5 είλαη από ην ζρνιηθό βηβιίν  

Δπθιείδεηα Γεσκεηξίαο ηεο Α Λπθείνπ (Αξγπξόπνπινο, Ζ). Οη ηξεηο 

ηειεπηαίεο αζθήζεηο είραλ δηδαρηεί θαη ζηα πιαίζηα ηνπ καζήκαηνο. 

Οη νξζέο απαληήζεηο βαζκνινγνύληαλ κε 1 θαη νη ιαλζαζκέλεο 

απαληήζεηο ή νη κε απαληεκέλεο βαζκνινγνύληαλ κε 0, ελώ νη ειιηπείο 

βαζκνινγνύληαη κε 0.5. Σε όια ηα έξγα δεηήζεθε εμήγεζε θαη απηή 

βαζκνινγήζεθε κε 0 αλ δελ δόζεθε θακηά ή ήηαλ ιαλζαζκέλε, κε 0.5 αλ 

δόζεθε κηα ειιηπήο εμήγεζε θαη 1 αλ εμεγήζεθε νξζά (Παξάξηεκα IV). 
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Πίλαθαο 2. Οη κεηαβιεηέο ηεο έξεπλαο 

 

4.4. ηαηηζηηθέο Αλαιύζεηο  

Γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ πξαγκαηνπνηήζεθε ε αλάιπζε 

νκνηόηεηαο (Lerman, 1981) θαη ε ζηαηηζηηθή ζπλεπαγσγηθή αλάιπζε ηνπ R. 

Gras κε ηε ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνύ πξνγξάκκαηνο C.H.I.C. (Classification 

Hiérarchique, Implicative et Cohésitive) (Bodin, Coutourier, & Gras, 2000), 

από ηηο νπνίεο πξνέθπςαλ δηαγξάκκαηα νκνηόηεηαο θαη ζπλεπαγσγηθά 

δηαγξάκκαηα αληίζηνηρα. Τα δηαγξάκκαηα νκνηόηεηαο παξνπζηάδνπλ ηηο 

κεηαβιεηέο αλάινγα κε ηελ νκνηόηεηα πνπ παξνπζηάδνπλ. Σε έλα δηάγξακκα 

νκνηόηεηαο ζρεκαηίδνληαη, δειαδή, νκάδεο έξγσλ ηα νπνία νη καζεηέο 

αληηκεησπίδνπλ κε όκνην ηξόπν.  

Ζ ζπλεπαγσγηθή κέζνδνο επηηξέπεη ηελ παξαθνινύζεζε ηεο γέλεζεο 

κηαο ηθαλόηεηαο ζύκθσλα κε ηα ζηάδηα ηεο γελεηηθήο ςπρνινγίαο θαη 

επηηξέπεη ηελ εύξεζε αλαιινίσησλ ή ζηαζεξώλ ζηελ ζθέςε ησλ ππνθεηκέλσλ 

(καζεηώλ). Οη ζρέζεηο ζηηο όπνηεο θαηαιήγνπκε δελ είλαη ζρέζεηο αηηηόηεηαο. 

Αληίζεηα, πξόθεηηαη γηα έλα δείθηε πνηόηεηαο πνπ επηηξέπεη ηνλ ηζρπξηζκό όηη 

ε επηηπρία ζε έλα έξγν ζπλεπάγεηαη ηελ επηηπρία ζε θάπνην άιιν έξγν κε ην 

νπνίν ην πξώην έξγν ζπλδέεηαη. Με αλάινγν ηξόπν ε απνηπρία ζε θάπνην 

έξγν ζπλεπάγεηαη ηελ απνηπρία ζε θάπνην άιιν έξγν κε ην νπνίν ην πξώην 

έξγν ζπλδέεηαη. 
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Ζ ζπλεπαγσγηθή κέζνδνο δίλεη ηα έμεο δηαγξάκκαηα: Σπλεπαγσγηθό 

δηάγξακκα, Γεληξνδηάγξακκα Οκνηόηεηαο θαη Γεληξνδηάγξακκα ηεξάξρεζεο. 

Σην Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα θαίλνληαη νη δηάθνξεο ζπλεπαγσγηθέο ζρέζεηο 

πνπ ππάξρνπλ αλάκεζα ζηηο κεηαβιεηέο. Οη ζπλεπαγσγέο είλαη δπλαηόλ λα 

ηζρύνπλ ζε επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο 99%(ρνληξό βέινο) ή 95% (ιεπηό 

βέινο).Σε πεξίπησζε πνπ παξνπζηάδεηαη ε ζπλεπαγσγή: (Έξγν 1  Έξγν 2) 

απηό ζεκαίλεη όηη ε επηηπρία ζην Έξγν 1 ζπλεπάγεηαη ηελ επηηπρία ζην Έξγν 

2 θαη ε απνηπρία ζην Έξγν 2 ζπλεπάγεηαη ηελ απνηπρία ζην Έξγν 1.Σην 

Γεληξνδηάγξακκα Οκνηόηεηαο θαίλνληαη νη ζρέζεηο νκνηόηεηαο αλάκεζα ζηα 

δηαθνξά έξγα. Έξγα θαηά ηελ επίιπζε ησλ όπνησλ ηα ππνθείκελα 

ζπκπεξηθέξνληαη κε όκνην ηξόπν νκαδνπνηνύληαη καδί. Οη νξηδόληηεο 

ζπλδέζεηο κε έληνλν καύξν ππνδειώλνπλ ηελ ύπαξμε νκνηόηεηαο ζε επίπεδν 

ζεκαληηθόηεηαο 99%. Τέινο ην Γεληξνδηάγξακκα ηεξάξρεζεο παξνπζηάδεη 

ηηο ζπλεπαγσγηθέο ζρέζεηο πνπ ππάξρνπλ αλάκεζα ζε όιεο ηηο κεηαβιεηέο 

θαηά ζεηξά πξνηεξαηόηεηαο. Οη ζπλεπαγσγέο κε έληνλν καύξν ηζρύνπλ ζε 

επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο 99%. (Γαγάηζεο, Σηαθαιιή, 2000). 

Δπηπιένλ γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ πξαγκαηνπνηήζεθε θαη 

πεξηγξαθηθή ζηαηηζηηθή από ηελ νπνία πξνέθπςαλ ηα πεξηγξαθηθά ζηνηρεία 

όπσο ηα πνζνζηά επηηπρηώλ ησλ καζεηώλ ζε θάζε εξώηεζε, ζε πνηα έξγα 

είλαη θαιύηεξα ηα αγόξηα θαη ζε πνηα ηα θνξίηζηα θαζώο θαη πνην από ηα ηξία 

ζρνιεία πνπ ζπκκεηείρε ζηελ έξεπλα είρε κεγαιύηεξα πνζνζηά επηηπρίαο.  
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4.5 Απνηειέζκαηα   

Αλάιπζε εξσηεκαηνινγίνπ Α Μέξνπο  

Σην Πίλαθα 3 κπνξνύκε λα δνύκε ηα πνζνζηά επηηπρίαο όισλ ησλ 

καζεηώλ ζην Α κέξνο. 

 

Πίλαθαο 3. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ έξγσλ ηνπ Α Μέξνπο 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη καζεηέο έρνπλ πςειό πνζνζηό επηηπρίαο ζε όια ηα έξγα 

κε εμαίξεζε ην Έξγν Α5, πνπ είλαη έλα έξγν ιεηηνπξγηθήο θαη ιεθηηθήο 

ζύιιεςεο. 

 

Δξσηήζεηο Α΄ Μέξνπο  

Έξγν Α1 

Σην ζρήκα πνπ δίλεηαη έρνπκε ΑΒ ΓΓ. Ολνκάζηε ηηο νμείεο γσλίεο πνπ 

ππάξρνπλ κε θνξπθή ην ζεκείν Β; 

 

Δηθόλα 10. Έξγν Α1 
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Παξαηεξνύκε από ηνλ Πίλαθα 2.  όηη κεγαιύηεξν πνζνζηό επηηπρίαο (74%) νη 

καζεηέο έρνπλ ζην έξγν Α1 (Δηθόλα 10) ην νπνίν είλαη έλα θαζαξά 

αληηιεπηηθό έξγν. Σην έξγν Α1, νη καζεηέο έπξεπε λα νλνκάζνπλ νμείεο 

γσλίεο, θάπνηνη νλόκαζαλ γηα νμείεο θαη νξζέο (Δηθόλα 11) θαη ακβιείεο 

(Δηθόλα 12). Πηζαλή εμήγεζε δελ θαηάιαβαλ ηη δεηνύζε ε εξώηεζε ή δελ 

ήμεξαλ πνηεο είλαη νη νμείεο γσλίεο θαη έηζη ηηο έγξαςαλ όιεο. 

 

Δηθόλα 11. Οξζή γσλία νλνκάζηεθε νμεία 

 

 

Δηθόλα 12. Ακβιείεο γσλίεο νλνκάζηεθαλ νμείεο 

 

                                                  Έξγν Α2 

Σην  ζρήκα νη ηέζζεξηο θύθινη εθάπηνληαη κεηαμύ ηνπο θαη ηαπηόρξνλα 

εθάπηνληαη ζηηο πιεπξέο ηνπ νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ. Να βξείηε 

πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηα   θαη  . Να εμεγήζεηε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

εξγαζηήθαηε. 

 

Δηθόλα 13. Έξγν Α2 
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Σην έξγν Α2 (Δηθόλα 13), δεηήζεθε λα εμεγεζεί Aex2 (explanation) ε 

απάληεζε (λα δνζεί αηηηνιόγεζε). Οη καζεηέο πνπ έδσζαλ ζσζηή απάληεζε 

ήηαλ ζε ζέζε λα ηελ αηηηνινγήζνπλ; Από ην ξαβδόγξακκα (Πίλαθαο 4) 

θαίλεηαη όηη νη καζεηέο δπζθνιεύηεθαλ πνιύ ζηελ αηηηνιόγεζε ηνπ έξγνπ 

Α2. Μόλν ην 36% ησλ καζεηώλ θαηάθεξαλ λα δώζνπλ ηελ εμήγεζε: «ε 

δηάκεηξνο ηνπ θάζε θύθινπ είλαη ρ, άξα έρνληαο ηέζζεξηο θύθινπο ην ς =4ρ». 

 

 

Πίλαθαο 4. Πνζνζηά επηηπρίαο Α2-Αex2 

 

Σην έξγν Α2 θάπνηνη καζεηέο ζεώξεζαλ όηη ην εξώηεκα δεηνύζε  λα 

ππνινγίζνπλ ην εκβαδόλ ή ηελ πεξίκεηξν ηνπ νξζνγώληνπ. Υπήξρε απάληεζε 

ς=10ρ (Δηθόλα 14) θαη απάληεζε ρ   (Δηθόλα 15). 

 

Δηθόλα 14. Υπνινγηζκόο πεξηκέηξνπ 

 

Δηθόλα 15. Υπνινγηζκόο εκβαδνύ 
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Έξγν Α3 

Ζ Μαξία δηπιώλεη ζην κέζν έλα θνκκάηη ραξηί θαη κεηά επαλαιακβάλεη ηελ 

ίδηα δηαδηθαζία 3 θνξέο. Μεηά,  ζην δηπισκέλν ραξηί θάλεη κηα ηξππά. Αλ 

μεδηπιώζεη ην ραξηί,  πόζεο ηξύπεο ζα έρεη; 

 

Δηθόλα 16. Έξγν Α3 

Σην έξγν Α3 (Δηθόλα 16), ην πνζνζηό πνπ απάληεζε ζσζηά (πίλαθαο 5) ήηαλ 

ηθαλνπνηεηηθό (63%) ελώ αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη έλα κεγάιν πνζνζηό ηηο 

ηάμεσο ηνπ 23% απάληεζε ζην έξγν Α3 όηη νη ηξύπεο ζην δηπισκέλν ραξηί 

είλαη 8 (Aer3-error), πηζαλόηαηα δίπισζαλ ην ραξηί ηξεηο θνξέο αληί γηα 

ηέζζεξηο.  

 

Πίλαθαο 5. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ A3-Are3 

 

Από απηό ην 63% ην 28% ήηαλ θνξίηζηα θαη ην 35% αγόξηα. Παξαηεξνύκε 

κηα ππεξνρή ησλ αγνξηώλ ζε ζρέζε κε ηα θνξίηζηα.  

Τν απνηέιεζκα απηό έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε πνιιέο έξεπλεο πνπ έρνπλ γίλεη 

γύξσ από ηελ επίδξαζε ηνπ θύινπ ζηελ ρσξηθή ηθαλόηεηα ησλ καζεηώλ. Σε 

παιαηόηεξε έξεπλα πνπ έγηλε γηα ηελ ρσξηθή ηθαλόηεηα από ηνπο Γαγάηζεο 

θαη Καινγήξνπ (2013) ζηα πιαίζηα ηνπ εξεπλεηηθνύ πξνγξάκκαηνο 

παλεπηζηήκην Κύπξνπ, δηαπηζηώζεθε όηη ηα αγόξηα απαληνύλ θαιύηεξα ζηα 

έξγα ρσξηθήο ηθαλόηεηαο. Παξόκνηα απνηειέζκαηα γηα ηηο  θαζηδξπκέλεο 

63% 
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δηαθνξέο αλάκεζα ζηα θύια, κε ην αξζεληθό λα ππεξέρεη έρνπλ γίλεη από 

ηνπο Benbow (1988), Hedges &Nowell (1995), Hyde et.al (1990), θαζώο θαη 

πην πξόζθαηεο από ηνπο Silverman et.al (2007) ζε κηα έξεπλα ζε επηά εζληθέο 

δηαθνξεηηθέο νκάδεο από ζαξάληα ρώξεο εληόπηζαλ πςειόηεξε επίδνζε 

ζηνπο άληξεο ζε ηεζη λνεξήο πεξηζηξνθήο ηξηζδηάζηαησλ ζρεκάησλ. Σηελ 

εξεύλα όκσο πνπ δηεμήγαγε ν  Michaelides (2003) βξέζεθε όηη δελ ππήξραλ 

δηαθνξέο αλάκεζα ζηα θνξίηζηα θαη ζηα αγόξηα όζνλ αθνξά ηε λνεξή 

πεξηζηξνθή.  

Υπήξμαλ καζεηέο πνπ γηα λα απαληήζνπλ ζηελ εξώηεζε έθαλαλ ην πείξακα 

δηπιώλνληαο  έλα ραξηί θαη κέηξεζαλ ηηο ηξύπεο πνπ δεκηνπξγήζεθαλ 

(Δηθόλα 17). 

 

Δηθόλα 17. Γίπισζε ραξηηνύ & κέηξεζε ηξππώλ 

 

Έξγν Α4 

Γπν ίζα νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ηνπνζεηεκέλα ζε έλα νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν κε δηαζηάζεηο 3 8 όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (α). Δάλ ηα 

ηδία δπν ηξίγσλα επαλαηνπνζεηεζνύλ κέζα ζην νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (β), πνην είλαη ην εκβαδόλ ηνπ 

ζθηαζκέλνπ κέξνπο ζην ζρήκα (β); 

 

Δηθόλα 18. Έξγν Α4 
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Σην έξγν Α4 (Δηθόλα 18), πεξηκέλακε νη καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ όηη ηα δπν 

εκβαδά ηνπ ζρήκαηνο (α) θαη ηνπ ζρήκαηνο (β) είλαη ίζα, αθνύ ηα δπν 

ηξίγσλα ηνπ ζρήκαηνο (α) επαλαηνπνζεηήζεθαλ άπια κε αιιαγή ζέζεο ζην 

ζρήκα (β). Πνζνζηό 62% απάληεζε ζσζηά  ελώ ζε ζέζε λα θάλεη πξάμεηο 

(Apr4-procedure) ήηαλ ην 43% θαη λα ην εμεγήζεη ην 44% (Πίλαθαο 6). 

Αληηιακβαλόκαζηε όηη ζε έξγα πνπ κπιέθεηαη ε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε 

κεηώλεηαη ην πνζνζηό επηηπρίαο.  

 

 

Πίλαθαο 6. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ Aνp4-Apr4-Aex4 

 

                                                  Έξγν Α5 

Δάλ ζην παξαθάησ ζρήκα Ο  είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ηνπ 

ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ, ηόηε  κε πνζό ηζνύηαη ην εκβαδόλ ηεο ζθηαζκέλεο 

πεξηνρήο ; 

Να εμεγήζεηε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν εξγαζηήθαηε. 

                                       

Δηθόλα 19. Έξγν Α5 
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Τν ηειεπηαίν έξγν Α5 (Δηθόλα 19), θαίλεηαη λα δπζθόιεςε ηδηαίηεξα ηνπο 

καζεηέο αθνύ είρε ην κηθξόηεξν πνζνζηό ζσζηώλ απαληήζεσλ κε δηαθνξά 

από ηα ππόινηπα έξγα, κόιηο 7%. Βέβαηα όζνη ην έιπζαλ ην εμήγεζαλ θηόιαο 

(πνζνζηό 7%). Δπηβεβαηώλεηαη ην ζπκπέξαζκα από ην πξνεγνύκελν έξγν 

Α4, όηη έξγα ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο δπζθνιεύνπλ ηνπο καζεηέο. Σην έξγν 

απηό πνπ, έρεη λα θάλεη κε πεξηζηξνθή, ε δπζθνιία είλαη πνιύ κεγαιύηεξε. 

Τν ζρήκα δελ ιεηηνύξγεζε επξεηηθά,  ζαλ εηθόλα ην είδαλ νη καζεηέο, απηό 

νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη νη καζεηέο θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο εμεηθόληζεο δελ 

αζρνινύληαη κε δξαζηεξηόηεηεο πνπ λα απαηηνύλ ηελ απνζύλδεζε ή 

επαλαζύλδεζε θαη κεηαζρεκαηηζκό ησλ ζρεκάησλ. Μόλν γηα ην 7% 

(Πίλαθαο 7) ησλ καζεηώλ ιεηηνύξγεζε επξεηηθά, νη καζεηέο απηνί 

κεηαθηλώληαο ην κεγάιν ηεηξάγσλν δηαπίζησζαλ όηη ην δεηνύκελν εκβαδό 

ηζνύηαη κε ην εκβαδόλ ηνπ ηξίγσλνπ ΒΟΓ.  

 

 

Πίλαθαο 7. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ Aνp5-Apr5-Aex5 

 

ρέζεηο Οκνηόηεηαο Μεηαμύ ησλ Έξγσλ ύιιεςεο ηνπ Γεσκεηξηθνύ 

ρήκαηνο 

Ζ Δηθόλα 20 παξνπζηάδεη ηηο ζρέζεηο νκνηόηεηαο ζηε ζπκπεξηθνξά ησλ 

καζεηώλ ζηα έξγα ηνπ Α Μέξνο, γηα ην ζπλνιηθό δείγκα ηεο έξεπλαο.  
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Δηθόλα 20. Γηάγξακκα νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ 

ζηα έξγα ηνπ Α Μέξνπο 

Σπγθεθξηκέλα, ζην δηάγξακκα κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε ηξεηο θιάζεηο 

νκνηόηεηαο.  

 Σηελ πξώηε θιάζε βξίζθνπκε ηα έξγα Α1 θαη Α3 πνπ ζρεκαηίδνπλ 

νκνηόηεηα κεηαμύ ηνπο θαη ζρεδόλ δηαρσξίδνληαη από ηα ππόινηπα 

έξγα. Σην Α1 απαηηείηαη αληηιεπηηθή ζύιιεςε, ελώ ζην Α3 

παξεκβαίλνπλ θαη άιιεο παξάκεηξνη όπσο ε δεκηνπξγία θαη ν 

ρεηξηζκόο λνεξώλ εηθόλσλ (ζπλεπώο θαη ρσξηθή ηθαλόηεηα).  

 Σηε δεύηεξε θιάζε νκνηόηεηαο ζπγθεληξώλνληαη ηα έξγα Α4 θαη 

Α5 πνπ ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο, αθνύ εκπιέθνπλ θαη ηα δύν ηε 

ιεηηνπξγηθή θαη ιεθηηθή ζύιιεςε γηα ηελ επίιπζε ηνπο. Δπίζεο 

έρνπλ ην θνηλό ραξαθηεξηζηηθό όηη θαη ηα δύν  ζρεηίδνληαη κε ηελ 

έλλνηα ηνπ εκβαδνύ.  

 Σηελ ηξίηε θιάζε νκνηόηεηαο ππάξρεη κόλν ην έξγν Α2 ην νπνίν 

απαηηεί, πέξα από ηελ αληηιεπηηθή θαη ιεθηηθή ζύιιεςε, γη΄ απηό 

ζπλδέεηαη κε ηα έξγα Α4 θαη Α5.  

Παξαηεξνύκε όηη ζηα έξγα Α4 θαη Α5, ε δηαδηθαζία (πξάμεηο) πνπ 

αθνινπζήζεθε ζπλδέεηαη ζεκαληηθά κε ηελ εμήγεζε πνπ δόζεθε θαη κε ηελ 

νξζόηεηα ηεο απάληεζε (Δηθόλα 21).   
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Δηθόλα 21. Κιάζε νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ A4-A5 

 

Τα δπν απηά έξγα ιεηηνπξγνύλ κε παξόκνην ηξόπν γη' απηό 

ζρεκαηίδνπλ δπν νκάδεο, νη νπνίεο κάιηζηα ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο. Δπίζεο 

νη δπν απηέο νκάδεο ζπλδένληαη θαη κε ην έξγν Α2.  

Τέινο θαίλεηαη όηη ην έξγν Α3 παίδεη έλαλ πνιύ πεξηθεξεηαθό ξόιν 

θαη δελ ζπλδέεηαη κε ηηο άιιεο αζθήζεηο. Έλαο πηζαλόο ιόγνο πνπ κπνξεί λα 

ζπκβαίλεη απηό είλαη ην γεγνλόο όηη νη καζεηέο δελ είλαη εμνηθεησκέλνη κε 

ηέηνηνπ είδνπο αζθήζεηο θαζώο θαη ην γεγνλόο όηη εμεηάδεη θαη ρσξηθή 

ηθαλόηεηα πνπ δελ ζπλδέεηαη κε ηελ θύζε ησλ άιισλ έξγσλ. 

Σην δηάγξακκα νκνηόηεηαο (Δηθόλα 20) δεκηνπξγνύληαη δηάθνξνη 

θόκβνη (νκάδεο νκνηόηεηαο) πνπ δείρλνπλ ηα επίπεδα νκνηόηεηαο κεηαμύ ησλ 

έξγσλ. Ο ζπληειεζηήο πνπ κεηξά ηελ νκνηόηεηα ησλ έξγσλ έρεη ηηκέο από 0 

έσο 1, όζν πην θνληά ζην 1 είλαη ν ζπληειεζηήο ηόζν κεγαιύηεξε νκνηόηεηα 

έρνπκε. Άξα πην ζεκαληηθνί είλαη νη θόκβνη κε νκνηόηεηα 1.  

 Σηε ζπλέρεηα ζα θαηαηάμνπκε (ηαμηλνκήζνπκε) απηνύο ηνπο θόκβνπο θαη ζα 

δηεξεπλήζνπκε γηα ηνλ θάζε έλα πνηνη καζεηέο απαληνύλ θαιύηεξα (αγόξηα –

θνξίηζηα) θαη ζε πνην ζρνιείν θνηηνύλ (S1-S3-S3).   

Απνιπηή νκνηόηεηα κε ζπληειεζηή 1 (δει. έξγα πνπ ιεηηνπξγνύλ κε 

παλνκνηόηππν ηξόπν) έρνπλ: 

 Κόκβνο 1 : (Apr4 Aex4)  

 Κόκβνο 2 : (Aop5 Apr5) 

 Κόκβνο 3 : ((Aop5 Apr5) Aex5)  

Αθνινπζνύλ κε ζπληειεζηή 0,99  : 

 Κόκβνο 4 : (A2 Aex2)  

 Κόκβνο 5 : (Aop4 (Apr4 Aex4))  
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Με κηθξόηεξνπο ζπληειεζηέο έρνπκε: 

 Κόκβνο 6 : ((A2 Aex2) (Aop4 (Apr4 Aex4))), κε ζπληειεζηή : 

0.957369 

 Κόκβνο 7 : (((A2 Aex2) (Aop4 (Apr4 Aex4))) ((Aop5 Apr5) Aex5)), 

κε ζπληειεζηή: 0.796005 

 Κόκβνο 8 : (A1 A3), κε ζπληειεζηή : 0.667836 

 Κόκβνο 9 : ((((A2 Aex2) (Aop4 (Apr4 Aex4))) ((Aop5 Apr5) Aex5)) 

Aer3), κε ζπληειεζηή: 0.652944 

 Κόκβνο 10 : ((A1 A3) ((((A2 Aex2) (Aop4 (Apr4 Aex4))) ((Aop5 

Apr5) Aex5)) Aer3)), κε ζπληειεζηή: 0.280605 

Σηνλ Πίλαθα 8 θαίλεηαη γηα θάζε νκάδα νκνηόηεηαο πνηα από ηηο 

ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο ζπκβάιιεη πεξηζζόηεξν. Γηα ηελ κεηαβιεηή 

πνπ είλαη πην ζεκαληηθή ζεκεηώλνπκε 1 δηαθνξεηηθά 0. Σπκπιεξσκαηηθέο 

ιέγνληαη νη κεηαβιεηέο πνπ δελ εκθαλίδνληαη ζηα δηαγξάκκαηα αιιά καο 

θαλεξώλνπλ πνηα από όιεο είλαη πην ζεκαληηθή γηα κηα ζπγθεθξηκέλε νκάδα 

νκνηόηεηαο. 

 

Οκάδεο 

νκνηόηεηαο 

Male(M) Female(F) S1 S2 S3 

Κόκβνο 1 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 2 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 3 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 4 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 5 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 6 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 7 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 8 0 1 0 0 1 

Κόκβνο 9 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 10 1 0 1 0 0 

Πίλαθαο 8. Σπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο Α Μέξνπο 

 

Υπάξρνπλ δπν νκάδεο ζπκπιεξσκαηηθώλ κεηαβιεηώλ από ηε κηα ην θύιν 

(F-M) θαη από ηελ άιιε ηα ηξία ζρνιεία (S1, S2, S3). Λέκε όηη κηα 
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κεηαβιεηή ζπκβάιεη πεξηζζόηεξν όηαλ ε πηζαλόηεηα πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή 

είλαη κηθξόηεξε από ηηο άιιεο πηζαλόηεηεο. Βεβαία από ζηαηηζηηθήο πιεπξάο 

γηα λα είλαη ζεκαληηθή ε ζπκβνιή κηαο κεηαβιεηήο πξέπεη ε ηηκή ηεο λα είλαη 

κηθξόηεξε ηνπ 0.05 

Από ηνλ πίλαθα 9 ζπκπεξαίλνπκε όηη ηα αγόξηα απαληνύλ θαιύηεξα 

ζε όια ηα έξγα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο, εθηόο από ηνλ θόκβν 8 

πνπ θαιύηεξα απαληνύλ ηα θνξίηζηα. Ο θόκβνο 8 πεξηιακβάλεη ηα έξγα Α1 

θαη Α3. Έλα δεύηεξν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη είλαη όηη ην ζρνιεηό S1 

απαληάεη ζε όια ηα έξγα θαιύηεξα από ηα αιιά δπν ζρνιεία. Μηα πηζαλή 

εξκελεία είλαη όηη ην κεγαιύηεξν κέξνο ηνπ δείγκαηνο είλαη από ην ζρνιείν 

S1. Σηα κόλα έξγα πνπ απαληάεη θαιύηεξα ην ζρνιείν S3 είλαη ηα έξγα Α1 

θαη Α3. 

 

Πίλαθαο 9. Πνζνζηά επηηπρίαο Σπκπιεξσκαηηθώλ κεηαβιεηώλ Α Μέξνπο 

 

πλεπαγσγηθέο ρέζεηο Μεηαμύ ησλ Έξγσλ ύιιεςεο ηνπ Γεσκεηξηθνύ 

ρήκαηνο 

 

Σην ζπλεπαγσγηθό δηάγξακκα (Δηθόλα 22) δηακνξθώζεθε βάζε ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ησλ καζεηώλ ζηα έξγα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο.  
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Δηθόλα 22. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ 

καζεηώλ ζηα έξγα ηνπ Α Μέξνπο 

 

Από ην δηάγξακκα παξαηεξνύκε όηη ζρεκαηίζηεθαλ δπν δηαθνξεηηθέο νκάδεο 

ζπλεπαγσγώλ πνπ νπζηαζηηθα είλαη ηξεηο: 

 Ζ πξώηε νκάδα αθνξά ηηο ηξείο κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ Α5. Ζ επίιπζε 

ηνπ έξγνπ Α5 επεξεάδεηαη από ηελ δηαδηθαζίαα πνπ αθνινπζήζεθε 

θαη ηελ εμήγεζε πνπ δόζεθε. 

 

 

Δηθόλα 23. Oκάδα  ησλ ηξηώλ κεηαβιεηώλ ηνπ έξγνπ Α5 

 Ζ δεύηεξε νκάδα αθνξά ηηο ηξείο κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ Α4. Ζ 

επίιπζε ηνπ έξγνπ Α4 επεξεάδεηαη από ηελ δηαδηθαζία πνπ 

αθνινπζήζεθε θαη ηελ εμήγεζε πνπ δόζεθε. 
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Δηθόλα 24. Oκάδα  ησλ ηξηώλ κεηαβιεηώλ ηνπ έξγνπ Α4 

 

 Ζ ηξίηε νκάδα αθνξά ηηο κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ Α1 θαη Α2 κε κηα 

κηθξή ζύλδεζε κε ηε κεηαβιεηή ηνπ εξγνπ Α4. Ζ εμήγεζε ζην έξγν 

Α2 νδεγεί ζηε ιύζε ηνπ έξγνπ Α2. Δπίζεο ε ιύζε ηνπ έξγνπ Α2 

ζπλεπάγεηαη θαη ηελ ιύζε ηνπ Α4. 

 

 

Δηθόλα 25. Oκάδα ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ έξγνπ Α1 - Α2- Α4. 

 

Δπνκέλσο κε βάζε ην ζπλεπαγσγηθό δηάγξακκα, πνπ νη ζπλδέζεηο είλαη πην 

«ηζρπξέο» από ηηο ζπλδέζεηο νκνηόηεηαο, νδεγνύκαζηε ζην ζπκπέξαζκα όηη ε 

επηηπρία ζην έξγν Α4 δελ ζπλεπάγεηαη επηηπρία ζην έξγν Α5 θαη αληίζηξνθα. 

Απηό πηζαλό λα νθείιεηαη ζηoλ ηδηαίηεξν ραξαθηήξα ηνπ ζρήκαηνο θάζε 
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άζθεζεο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη νη καζεηέο δελ είλαη εμνηθεησκέλνη κε 

ηέηνηνπ είδνπο έξγα. 

 

Αλάιπζε εξσηεκαηνινγίνπ Β Μέξνπο  

Σην ξαβδόγξακκα πνπ αθνινπζεί (Πίλαθαο 10) βιέπνπκε ηα πνζνζηά 

επηηπρίαο όισλ ησλ καζεηώλ ζην Β Μέξνο. Σηα πεξηζζόηεξα έξγα νη καζεηέο 

είραλ κεγάια πνζνζηά επηηπρίαο, απηό κπνξεί λα νθείιεηαη ζην είδνο ησλ 

αζθήζεσλ αθνύ νη καζεηέο είλαη πην εμνηθεησκέλνη κε απνδεηθηηθέο αζθήζεηο 

ζην Λύθεην θαη κάιηζηα κε απζηεξέο απνδείμεηο.  

 

 

Πίλαθαο 10. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ έξγσλ ηνπ Β Μέξνπο 

 

Θα δνύκε ηώξα αλαιπηηθά ηηο εξσηήζεηο ηνπ Β Μέξνπο.  

Έξγν Β1 

Σην παξαθάησ ζρήκα ηζρύεη όηη ΑΔ=CΔ θαη  ̂ = ̂. Να 

απνδείμεηε όηη ΑD=CB. 

 

Δηθόλα 26. Έξγν Β1 
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Τν έξγν απηό είλαη κηα θιαζζηθή άζθεζε ζηηο ζπγθξίζεηο ηξηγώλσλ, ζαλ 

απηή ππάξρνπλ πνιιέο ζην ζρνιηθό βηβιίν. Ήηαλ κάιινλ αλακελόκελν ην 

πνζνζηό επηηπρίαο θαζώο θαη ε εμήγεζε ηνπ. Τν 82% ησλ καζεηώλ ήηαλ ζε 

ζέζε λα δηαθξίλεη ηα δεδνκέλα από ηα δεηνύκελα θαη λα αθνινπζήζεη κηα 

ζσζηή δηαδηθαζία ζύγθξηζεο ησλ δπν ηξηγώλσλ. 

 

 

Πίλαθαο 11. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ B1-Bex1 

 

πσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 11, ην 79% ησλ καζεηώλ ζπλνιηθά απάληεζε  

ζσζηά, ελώ ην ππόινηπν 21% απάληεζε ιαλζαζκέλα (ή δελ απάληεζε 

θαζόινπ). Δπίζεο 82% ησλ καζεηώλ ζπλνιηθά κπνξνύζε λα εμεγήζεη ηελ 

δηαδηθαζία πνπ αθνινύζεζε. Άξα ππάξρεη έλα κηθξό πνζνζηό 3% πνπ ελώ 

κπνξνύζε λα εμεγήζεη ηε δηαδηθαζία δελ θαηάθεξε λα ηελ απνδείμεη. Θα 

κπνξνύζακε λα πνύκε όηη νη καζεηέο έρνπλ θαηαθηήζεη ηελ Γεληθόηεηα ηεο 

απόδεημεο.  

Σην έξγν Β1 καζεηήο ρξεζηκνπνηεί ζηνηρεία γηα δεδνκέλα πνπ δελ ηα 

γλσξίδεη, ελώ έρεη γξάςεη πνηα είλαη ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα ηεο 

άζθεζεο δελ κπνξεί λα απνδείμεη ην δεηνύκελν.  

 

 

Δηθόλα 27. Με αλαγλώξηζε δεδνκέλσλ ζην Β1 
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Σην ίδην έξγν Β1 άιινο καζεηήο έγξαςε όηη δπν γσληέο είλαη ηαπηόρξνλα θαη 

ίζεο θαη παξαπιεξσκαηηθέο ρσξίο θακία έλδεημε γηα θάηη ηέηνην. Μηα πηζαλή 

εμήγεζε γη απηό είλαη ν καζεηήο λα ήζειε λα πεη πσο είλαη ίζεο σο ίζεο 

παξαπιεξσκαηηθώλ. 

 

 

Δηθόλα 28. Παξαλόεζε 1 καζεηή ζην έξγν Β1 

 

Έλαο αθόκα καζεηήο ζην έξγν Β1 έγξαςε όηη νη επζείεο είλαη παξάιιειεο. 

 

 

Δηθόλα 29. Παξαλόεζε 2 καζεηή ζην έξγν Β1 

 

 

 

 

 



 63 

Έξγν Β2 

Σην ζρήκα νη επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο. Πόζεο κνίξεο είλαη ε 

γσλία x; 

Α.70
ν
      Β.60

ν
      Γ. 40

ν
     Γ.30

ν
     Δ.20

ν
 

Δμεγήζηε πσο εξγαζηήθαηε. 

 

Δηθόλα 30. Έξγν Β2 

 

Σηo έξγν B2 νη καζεηέο έπξεπε λα θάλνπλ ρξήζε ησλ ζεσξεκάησλ:  

 δπν επζείεο παξάιιειεο πνπ ηέκλνληαη από κηα ηξίηε επζεία έρνπλ ηηο 

εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο.  

 Τν άζξνηζκα ησλ γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ είλαη 180
ν
.  

Τα δπν απηά ζεσξήκαηα ηα έρνπλ δηδαρηεί νη καζεηέο θαη ζηελ Γ΄ Γπκλάζηνπ  

θαη ζηελ Α΄ Λπθείνπ. Από ηνλ πίλαθα 12 βιέπνπκε όηη 82% απάληεζε ζσζηά 

θαη 42% έδσζε θαη ζσζηή αηηηνιόγεζε. Τν ππόινηπν 40% δελ εμήγεζε, απιά 

θύθισζε ηελ ζσζηή απάληεζε. 

 

 

Πίλαθαο 12. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ B2-Bex2 
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Σπκθώλα κε ηα επίπεδα θαηαλόεζεο πνπ πξνηείλνπλ νη Kunimune, Fujita & 

Jones ζα κπνξνύζακε λα πνύκε γηα ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ ζηα έξγα Β1 

θαη Β2 όηη νη καζεηέο θαηαλννύλ όηη ε απόδεημε είλαη απαξαίηεηε γηα λα 

απνδεηρζεί κηα πξόηαζε ή έλα γεσκεηξηθό πξόβιεκα. Ο κέζνο όξνο επηηπρίαο 

ησλ δπν απηώλ έξγσλ είλαη 80,5% άξα νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ ζε 

πνζνζηό 80,5% έρνπλ θαηάθηεζε ηόζν ηε γεληθόηεηα ηεο απόδεημεο όζν θαη 

ηελ θαηαζθεπή ηεο άξα βξίζθνληαη ζην επίπεδν Δπίπεδν II. 

Θα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ βξίζθνληαη 

ζηε Γεσκεηξία ΗΗ ή Φπζηθή θαη Αμησκαηηθή (Natural and axiomatic  

Geometry), αθνύ ζε απηά ηα δπν έξγα είλαη ζε ζέζε λα ρξεζηκνπνηνύλ 

ππνζεηηθνύο θαη παξαγσγηθνύο ζπιινγηζκνύο θαη λόκνπο πνπ έρνπλ 

πξνθύςεη από έλα ζύλνιν αμησκάησλ όζν ην δπλαηό πιεζηέζηεξν πξνο ηελ 

αηζζεηηθή πξαγκαηηθόηεηα. Δπηβεβαηώλεηαη ην ζεσξεηηθό πιαίζην Deliyianni 

et.al (2011)πνπ θαηαρσξεί ηνπο καζεηέο Λπθείνπ ζηε Γεσκεηξία ΗΗ. 

 

Έξγν Β3 

Τν εκβαδόλ ηνπ ζθηαζκέλνπ ζρήκαηνο είλαη : 

Α.1     Β.2     Γ.3   Γ.4   Δ.5 

 

Δηθόλα 31. Έξγν Β3 

 

Οη καζεηέο γηα ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ Β3 ρξεζηκνπνίεζαλ ηνπο ηύπνπο 

εκβαδώλ ζρεκάησλ (ηεηξάγσλν –ηξίγσλν). Παξόιν πνπ ππήξρε ην ζρήκα θαη 

νη ηύπνη γηα ην εκβαδόλ ηξηγώλνπ θαη ηεηξαγώλνπ είλαη γλσζηνί από ην 

Γπκλάζην ην πνζνζηό επηηπρίαο ήηαλ 42% (Πίλαθαο 13). Οη καζεηέο δελ 

κπόξεζαλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην ζρήκα σο επξεηηθό εξγαιείν.  
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Πίλαθαο 13. Πνζνζηά επηηπρίαο ησλ B3-Bex3 

 

Έξγν Β4 

Τν εκβαδόλ ηνπ νξζνγώληνπ ΑΒΓΓ είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηνπ ηζνζθεινύο 

ηξηγώλνπ ΑΒΔ (κε ΔΑ=ΔΒ) θαη ΔΕ ην ύςνο ηνπ. Παξαηεξήζηε ηα ζθηαζκέλα 

ζρήκαηα κε αληίζηνηρα εκβαδά Δ1 θαη Δ2.Βάιηε ζε θύθιν ηε ζσζηή πξόηαζε 

θαη αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζε ζαο. 

 

Α. Τν εκβαδόλ Δ1 είλαη κεγαιύηεξν από ην εκβαδόλ Δ2. 

Β. Τν εκβαδόλ Δ1 είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ Δ2. 

Γ. Τν εκβαδόλ Δ1 είλαη κηθξόηεξν από ην εκβαδόλ Δ2. 

Δηθόλα 32. Έξγν Β4 

 

Τν κεγαιύηεξν πνζνζηό επηηπρίαο 95% (Πίλαθαο 14) έρεη ην έξγν Β4. Ζ 

απάληεζε ηνπ έξγνπ απηνύ ήηαλ κνξθήο πνιιαπιήο επηινγήο θαη νη καζεηέο 

απάληεζαλ πηζαλόλ δηαηζζεηηθά, νη καζεηέο έβιεπαλ από ην ζρήκα όηη είλαη 

ίζα ηα δπν ζρήκαηα άξα ζα ήηαλ ίζα θαη ηα εκβαδά ηνπο, νη καζεηέο 

βξίζθνληαη ζηε Γεσκεηξία Η. Απηό επηβεβαηώλεηαη θαη από ην πνιύ κηθξό 

πνζνζηό, κόλν(10%), πνπ θαηάθεξε λα εμεγήζεη ηελ απάληεζε ηνπ. Οη 

καζεηέο πνπ θαηάθεξαλ λα δώζνπλ εμήγεζε δελ ζπκβηβαζηήθαλ λα πνπλ όηη 

ηα εκβαδά ησλ ηξηγώλσλ είλαη ίζα, έθαλαλ ηηο απαξαίηεηεο ζπγθξίζεηο 
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ηξηγώλσλ γηα λα απνδείμνπλ όηη ηα ηξίγσλα είλαη ίζα άξα θαη ζηε ζπλέρεηα 

θαη ηα εκβαδά. Άξα απηό ην 10% ησλ καζεηώλ γηα λα απνδείμεη ην δεηνύκελν 

βαζίδεηαη ζε απζηεξέο γεσκεηξηθέο απνδείμεηο.  

 

 

Πίλαθαο 14. Πνζνζηά επηηπρίαο ζην έξγν Β4-Βex4 

 

Έξγν Β5 

Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ( ̂=90
ν
) θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΒΓ. Από ην Γ 

θέξλνπκε ΓΔ  ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΒA ζην Ε. 

α. Να απνδείμεηε όηη ΒΔ=ΒΑ. 

β. Να απνδείμεηε όηη ην ΒΓΕ είλαη ηζνζθειέο. 

Δηθόλα 33. Έξγν Β5 

 

Σην έξγν B5 ην 61% (Πίλαθαο 15) ησλ καζεηώλ ζρεδίαζε ην ζρήκα, παξόια 

απηά δπζθνιεύηεθε ζηελ επίιπζε ησλ δπν εξσηεκάησλ. Σην εξώηεκα Β5a 

δπν πηζαλέο ιύζεηο (πνπ έδσζαλ θαη νη καζεηέο) ήηαλ είηε ρξήζε ηεο 

ηδηόηεηαο ηεο δηρνηόκνπ, είηε ζύγθξηζε ηξηγώλσλ, γηα λα πξνθύςεη ε 

δεηνύκελε ηζόηεηα. Από ηελ άιιε πιεπξά ην εξώηεκα Β5b, πνπ ρξεηαδόηαλ 

ινγηθέο ζπλδέζεηο κεηαμύ ζεσξεκάησλ θαη λα απνδείμνπλ κε απζηεξή 

απόδεημε ην δεηνύκελν, κόλν ην 15% θαηάθεξε λα ην απνδείμεη. Απηό ην 

εξώηεκα ήηαλ ην πην δύζθνιν απηνύ ηνπ κέξνπο. 

Οη καζεηέο παξακέλνπλ έηζη ζε κηα νπηηθή αληίιεςε ησλ ζρεκάησλ, 

πνπ ν Duval (2004) απνθαιεί εηθνληθή εμεηθόληζε. Τν έξγν Β5 δηαθέξεη από 

ηα ππόινηπα ηνπ εξσηεκαηνιόγηνπ γηαηί δελ δίλεηαη ην ζρήκα, είλαη θαη απηόο 

έλαο ιόγνο γηα ηα ρακειά πνζνζηά επηηπρίαο. Δδώ βέβαηα αμίδεη λα 

ζεκεησζεί όηη όζνη καζεηέο έιπζαλ ην εξώηεκα απηό ήηαλ ζε ζέζε θαη λα 

95 % 

10 % 
0

20

40

60

80

100

Bop4 Bex4



 67 

εμεγήζνπλ ηελ δηαδηθαζία πνπ αθνινύζεζαλ. Θα κπνξνύζακε λα 

ζπκπεξάλνπκε όηη καζεηέο πνπ ηα θαηαθέξλνπλ ζηελ εμήγεζε,  έρνπλ 

θαηαθηήζεη γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό, είλαη ζε ζέζε λα επηιύζνπλ δηάθνξα 

έξγα. Θα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη νη καζεηέο έρνπλ θαηαθηήζεη ηελ 

Καηαζθεπή ηεο απόδεημεο. Δπίζεο ην 15% έρεη αλαπηύμεη αθαηξεηηθή ζθέςε, 

άξα ζα κπνξνύζε λα βξίζθεηαη ζηε Γεσκεηξία ΗΗΗ (Απζηεξή Αμησκαηηθή 

Θεσξία). 

 

 

Πίλαθαο 15. Πνζνζηά επηηπρίαο ζην έξγν Β5 

 

Σην έξγν Β5 παξαηεξνύκε όηη καζεηήο ηεο Δηθόλαο 3 δελ κπνξεί λα 

κεηαηξέςεη ην ιεθηηθό πξόβιεκα, δει. ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ νξηζκό ηεο 

δηρνηνκνπ λα γξάςεη όηη «ε δηρνηόκνο ηνπ ΒΓ ζεκαίλεη Α ̂ =Γ ̂Γ». Δίλαη 

εκθαλή ε δπζθνιία ζηα ιεθηηθά πξνβιήκαηα πνπ δελ ππήξρε ην ζρήκα λα 

εληνπίζνπλ  ηα δεδνκέλα – δεηνύκελα. 

 

 

Δηθόλα 34. Γπζθνιία αλαγλώξηζεο ζην Β5 δεδνκέλα – δεηνύκελα 
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ρέζεηο Οκνηόηεηαο Μεηαμύ ησλ Έξγσλ Γεσκεηξηθνύ πιινγηζκνύ 

(Απόδεημε) 

 

Ζ Δηθόλα 35 παξνπζηάδεη ηηο ζρέζεηο νκνηόηεηαο ζηε ζπκπεξηθνξά ησλ 

καζεηώλ ζηα έξγα ηνπ Β Μέξνπο, γηα ην ζπλνιηθό δείγκα ηεο έξεπλαο. 

 

 

Δηθόλα 35. Γηάγξακκα νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ ζηα 

έξγα ηνπ Β Μέξνπο 

 

Σηα πεξηζζόηεξα έξγα, ε επίιπζε ηνπο ζπλδέεηαη κε ηελ εμήγεζε ηνπο. Ζ 

παξνρή εμήγεζεο γηα ηε ιύζε ζπλδέεηαη ζεκαληηθά κε ηελ επίιπζε ηνπ 

έξγνπ. 

Σπγθεθξηκέλα, ζην δηάγξακκα κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε ηξεηο θιάζεηο 

νκνηόηεηαο. 

 Σηελ πξώηε νκάδα, ην έξγν Β4 παξνπζηάδεη νκνηόηεηα κε ην έξγν 

Β1. Τν έξγν Β1 απαηηεί ελεξγνπνίεζε ηεο αληηιεπηηθήο θαη θπξίσο 

ηεο ιεθηηθήο ζύιιεςεο. Δλώ ην έξγν Β4 ζρεδηάζηεθε γηα λα 

πξνθαιέζεη ελεξγνπνίεζε ηεο «ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο», εληνύηνηο 

θαίλεηαη λα κε ιεηηνύξγεζε σο ηέηνην, ιόγσ ηεο νκνηόηεηαο ηνπ κε 

ην έξγν B4. Σπλεπώο θαη γηα ην έξγν Β4 θαίλεηαη λα παξελέβεθε ε 

αληηιεπηηθή θαη ε ιεθηηθή ζύιιεςε γηα ηελ επίιπζε ηνπ. Οη καζεηέο 

κάιινλ ην αληηκεηώπηζαλ ζαλ έλα πξόβιεκα κέηξεζεο, παξόιν πνπ 

δελ δίλνληαη ηα κέηξα ησλ επζύγξακκσλ ηκεκάησλ. Από ηελ άιιε 
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πιεπξά ην ζρήκα ππνδεηθλύεη ηζόηεηα ηξηγώλσλ θαη όρη 

κεηαζρεκαηηζκό ηνπ ζρήκαηνο. 

 

 

Δηθόλα 36. Κιάζε νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ Βde1-Bex1-Bop4 

 

 Τν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηε δεύηεξε νκάδα νκνηόηεηαο, όπνπ 

ζρεκαηίδεηαη από ηα έξγα Β2 θαη Β3 θαη ηελ εμήγεζε ηνπ έξγνπ Β4. 

Δλώ γηα ην έξγν Β2 απαηηείηαη ε αληηιεπηηθή θαη ε ιεθηηθή ζύιιεςε, 

εκθαλίδεη νκνηόηεηα κε ην έξγν Β3, ην νπνίν a priori 

θαηαζθεπάζηεθε γηα εμέηαζε ηεο ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο. Φαίλεηαη 

ινηπόλ όηη γηα ηνπο καζεηέο ην έξγν Β3 δε ιεηηνύξγεζε σο ηέηνην, 

αθνύ νη καζεηέο δελ θαηέθεξαλ λα πξνζεγγίζνπλ ην ζρήκα σο 

επξεηηθό εξγαιείν, αιιά ην πξνζέγγηζαλ αληηιεπηηθά θαη ελέπιεμαλ 

ηε ιεθηηθή ζύιιεςε γηα λα ην ιύζνπλ. Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηήζαλ 

ηνπο ηύπνπο εκβαδώλ ζρεκάησλ (ηεηξάγσλν –ηξίγσλν) γηα λα ην 

ιύζνπλ. 

 

 

Δηθόλα 37. Κιάζε νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ Β2-B3-Bex4 
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 Σηελ ηξίηε νκάδα ζπλαληνύκε όιεο ηηο κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ Β5, νη 

νπνίεο ζρεκαηίδνπλ ηζρπξνύο θαη ζεκαληηθνύο δεζκνύο νκνηόηεηαο. 

Τν αμηνζεκείσην ζε απηή ηελ νκάδα είλαη όηη ε ζρεδίαζε ηνπ 

ζρήκαηνο ζπλδέεηαη ηζρπξά κε ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ θαη ηελ παξνρή 

επεμήγεζεο. Σπλεπώο αλαδεηθλύεηαη ν ζεκαληηθόο ξόινο ηεο 

νπηηθνπνίεζεο γηα ηελ επίιπζε γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ. Καη ζηα 

δύν εξσηήκαηα ηνπ έξγνπ απηνύ ε επίιπζε θάζε εξσηήκαηνο ηνπ 

έξγνπ ζπλδέεηαη κε ηελ παξνρή επεμήγεζεο από ηνπο καζεηέο.  

 

 

Δηθόλα 38. Κιάζε νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ Β5 

 

Γηαπηζηώλνπκε όηη θαη νη ηξεηο νκάδεο ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο, αλ θαη ν 

δεζκόο απηόο δελ είλαη πνιύ ηζρπξόο, γεγνλόο πνπ δειώλεη κηα 

νκνηνγελνπνηεκέλε ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηώλ θαηά ηελ επίιπζε 

γεσκεηξηθώλ έξγσλ κε αηηηνιόγεζε, νη νπνίνη παξνπζηάδνληαη λα εκπιέθνπλ 

πεξηζζόηεξν ηελ αληηιεπηηθή θαη ιεθηηθή ζύιιεςε παξά ηε ιεηηνπξγηθή.  

Καηαιήγνπκε άξα ζην ζπκπέξαζκα όηη ε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε ησλ 

καζεηώλ επηζθηάδεηαη από ηελ αληηιεπηηθή θαη ηε ιεθηηθή ζύιιεςε. Οη 

καζεηέο θαίλεηαη λα δηζηάδνπλ λα ιύζνπλ ηα έξγα ρξεζηκνπνηώληαο 

ηξνπνπνηήζεηο θαη αλαδηακνξθώζεηο ζην δνζκέλν ζρήκα θαη πξνηηκνύλ λα 

ρξεζηκνπνηνύλ ηππηθνύο νξηζκνύο θαη ηδηόηεηεο ζηηο απνδείμεηο ηνπο. Από 

ηελ άιιε πιεύξα δελ έρνπκε ζπλεζίζεη ηνπο καζεηέο καο λα ζθεθηόληαη κε 

ηέηνην ηξόπν. 
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Ο ξόινο ηεο νπηηθνπνίεζεο είλαη ζεκαληηθόο γηα ηελ επίιπζε 

γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ, αθνύ ην γεσκεηξηθό ζρήκα αλαπαξηζηά ηηο 

ζρέζεηο πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηε γεσκεηξηθή απόδεημε. H νπηηθνπνίεζε 

πεξηιακβάλεη ηελ ηθαλόηεηα θάπνηνπ λα θαληάδεηαη πσο ζα εκθαληζηνύλ ηα 

αληηθείκελα όηαλ κεηαβιεζνύλ κε θάπνην ηξόπν.Δίλαη δειαδή ην είδνο ηνπ 

ζπιινγηζκνύ πνπ ζηεξίδεηαη ζηε ρξήζε νπηηθώλ ζηνηρείσλ (εηθόλσλ, 

δηαγξακκάησλ θ.η.ι.) ζε λνεηηθό ή πξαγκαηηθό επίπεδν. 

Ζ ηθαλόηεηα επεμήγεζεο ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο είλαη 

ζεκαληηθόο παξάγνληαο γηα ηελ νινθιήξσζε κηα γεσκεηξηθήο απόδεημεο. Οη 

καζεηέο πνπ κπνξνύλ λα εμεγήζνπλ ηελ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζνύλ είλαη 

απηνί πνπ ζην ηέινο απνδεηθλύνπλ ηα έξγα. 

Οη θόκβνη πνπ δεκηνπξγνύληαη ζην δηάγξακκα νκνηόηεηαο (Δηθόλα 

35) είλαη 12: 

 Κόκβνο 1 : (B3 Bex3) κε ζπληειεζηή : 1 

 Κόκβνο 2 : (Bde5a Bex5a) κε ζπληειεζηή : 1 

 Κόκβνο 3 : (Bde5b Bex5b) κε ζπληειεζηή : 1 

 Κόκβνο 4 : (Bde2 Bex2) κε ζπληειεζηή : 0,999995 

 Κόκβνο 5 : (Bfig5 (Bde5a Bex5a)) κε ζπληειεζηή : 0,999953 

 Κόκβνο 6 : ((Bde2 Bex2) (B3 Bex3)) κε ζπληειεζηή : 0.999706 

 Κόκβνο 7 : ((Bfig5 (Bde5a Bex5a)) (Bde5b Bex5b)) κε ζπληειεζηή: 

0.999465 

Με κηθξόηεξνπο ζπληειεζηέο έρνπκε: 

 Κόκβνο 8 : (((Bde2 Bex2) (B3 Bex3)) Bex4) κε ζπληειεζηή : 

0.994397 

 Κόκβνο 9 : ((((Bde2 Bex2) (B3 Bex3)) Bex4) ((Bfig5 (Bde5a Bex5a)) 

(Bde5b Bex5b))) κε ζπληειεζηή: 0.99194 

 Κόκβνο 10 : (Bde1 Bex1) κε ζπληειεζηή: 0.988334 

 Κόκβνο 11 : ((Bde1 Bex1) Bop4) : κε ζπληειεζηή: 0.309964 

 Κόκβνο 12 : (((Bde1 Bex1) Bop4) ((((Bde2 Bex2) (B3 Bex3)) Bex4) 

((Bfig5 (Bde5a Bex5a)) (Bde5b Bex5b))))  : κε ζπληειεζηή: 

0.0577931 

Τελ κεγαιύηεξε νκνηόηεηα παξνπζηάδνπλ νη θόκβνη 1,2, 3 θαη 4. Δίλαη ε 

επίιπζε ησλ έξγσλ καδί κε ηελ εμήγεζε ηνπο. 
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Σηνλ πίλαθα 16 θαίλεηαη γηα θάζε νκάδα νκνηόηεηαο πνηα από ηηο 

ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο ζπκβάιιεη πεξηζζόηεξν. 

 

Οκάδεο 

νκνηόηεηαο 

Male(M) Female(F) S1 S2 S3 

Κόκβνο 1 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 2 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 3 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 4 1 0 0 1 0 

Κόκβνο 5 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 6 1 0 0 1 0 

Κόκβνο 7 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 8 0 1 1 0 0 

Κόκβνο 9 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 10 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 11 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 12 0 1 0 1 0 

Πίλαθαο 16. Σπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο Β Μέξνπο 

 

Από ηνλ Πηλάθα 17 ζπκπεξαίλνπκε όηη ηα θνξίηζηα απαληνύλ θαιύηεξα ζηα 

πεξηζζόηεξα έξγα πνπ αθνξνύλ γεσκεηξηθή απόδεημε, κηα πηζαλή εξκελεία 

ίζσο ηα θνξίηζηα λα είλαη πην κεζνδηθά. Έλα δεύηεξν ζπκπέξαζκα πνπ 

πξνθύπηεη είλαη όηη ην ζρνιεηό S2 απαληάεη ζε όια ηα έξγα θαιύηεξα από ηα 

άιια δπν ζρνιεία. Μηα πηζαλή εξκελεία είλαη όηη ζπγθεθξηκέλνη καζεηέο ηνπ 

δείγκαηνο είλαη πνιύ θαινί ζηηο γεσκεηξηθέο απνδείμεηο.  

 

 

Πίλαθαο 17. Πνζνζηά επηηπρίαο Σπκπιεξσκαηηθώλ κεηαβιεηώλ Β Μέξνπο 
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Τν ζπλεπαγσγηθό δηάγξακκα (Δηθόλα 39) δηακνξθώζεθε βάζε ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ησλ καζεηώλ ζηα έξγα γηα ηελ γεσκεηξηθή απόδεημε. 

 

πλεπαγσγηθό δηάγξακκα ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ ζηα έξγα 

ηνπ Β Μέξνπο  

 

 

Δηθόλα 39. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ ζηα 

έξγα ηνπ Β Μέξνπο 

 

Από ην δηάγξακκα (Δηθόλα 39) παξαηεξνύκε όηη ζρεκαηίδνληαη πνιιέο 

ζπλεπαγσγηθέο αιπζίδεο,νη νπνίεο ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο. ιεο νη 

κεηαβιεηέο πνπ αθνξνύλ ηελ γεσκεηξηθή απόδεημε εκπιέθνληαη ζε ζρέζεηο 

ζπλεπαγσγήο. 
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 Μηα από απηέο ηηο νκάδεο απνηειείηαη από ηα έξγα Βex4,Bex3 θαη 

Bex2. Τα έξγα απηά παξνπζηάδνπλ κηα ηδηαίηεξε ζρέζε αθνύ 

εκθαλίδεηαη ζπλέπεηα ζηελ παξνρή επεμεγήζεσλ ησλ απαληήζεσλ 

ησλ καζεηώλ. Υπάξρεη δει.κηα ζρέζε κεηαμύ ηεο νξζήο εμήγεζεο ζε 

δηάθνξεο αζθήζεηο. Απηή ε αιπζίδα ζπλεπαγσγώλ ζεκαίλεη όηη νη  

καζεηέο πνπ έρνπλ ηελ ηθαλόηεηα λα εμεγήζνπλ κε νξζνύο 

γεσκεηξηθνύο ζπιινγηζκνύο κηα άζθεζε ηόηε εμεγνύλ θαη 

ζπιινγηζκνύο θαη ζε άιιεο αζθήζεηο.  

Παξόια απηά νη ζπλεπαγσγέο απηώλ ησλ ηξηώλ αζθήζεσλ εκπιέθνληαη ρσξίο 

κηα ζπγθεθξηκέλε ινγηθή, πηζαλόλ νη καζεηέο λα ιεηηνύξγεζαλ έηζη δηόηη 

δίλεηαη ην ζρήκα θαη ζηηο ηξείο απηέο αζθήζεηο (Δηθόλα 40). 

 

 

Δηθόλα 40.  Σπλεπαγσγηθή Αιπζηδα 1 

 

 Τελ πην ζπλεπή ζπκπεξηθνξά σο πξνο ηηο ζπλεπαγσγέο ηελ εκθαλίδεη 

ην έξγν Β5,αθνπ θαη νη πέληε κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ ζπλδένληαη κε 

ζπλεπαγσγέο.  
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Δηθόλα 41. Σπλεπαγσγηθε Αιπζηδα 2 

 

Σπκπεξαίλνπκε όηη έλαο καζεηήο πνπ κπνξεί λα επηιύζεη θαη λα εμεγήζεη ην 

εξώηεκα Β5b, κπνξεί λα εμεγήζεη ην έξγν B2 θαη λα απνδείμεη ην έξγν  

B5a,όια ηα παξαπάλσ ζπλεπάγνληαη ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο ηνπ έξγνπ. 

Παξαηεξνύκε όηη ε ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο εκθαλίδεηαη ζηε βάζε ηεο 

αιπζίδαο. Δίλαη δύζθνιν λα ην εξκελεύζνπκε απηό ην γεγνλόο γηαηί θάηη 

ηέηνην ζα ην αλακέλακε ζηελ θνξπθή ηεο αιπζίδαο,αθνύ απνηειεί 

πξνϋπόζεζε γηα ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ.Σπλήζσο ε θαηαζθεπή ηνπ ζρήκαηνο 

ζπλεπάγεηαη ηε ιύζε ελόο έξγνπ. 

 Μηα αθόκα ζπλεπαγσγηθή αιπζίδα πνπ ζπλαληάκε ζην δηάγξακκα 

είλαη ε αιπζίδα ηεο Δηθόλαο 42. 
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Δηθόλα 42.  Σπλεπαγσγηθή Αιπζηδα 3 

 

Ζ εμήγεζε ζην έξγν Β2 επεξεάδεη ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ Β3. Σπλεπώο ηζρύεη 

όηη θαη ζην δηάγξακκα νκνηόηεηαο, δει.όηη γηα ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ Β3 νη 

καζεηέο ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ ιεθηηθή ζύιιεςε θαη όρη ηελ ιεηηνπξγηθή, όπσο 

αλακελόηαλ. 

 Ζ ηειεπηαία νκάδα απνηειείηαη από ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ Β5 πνπ 

ζπλδέεηαη κε ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ Β1, αθνύ θαη ζηα δύν 

εκπιέθνληαη έληνλα ε ιεθηηθή ζύιιεςε. 

                 

 

Δηθόλα 43. Σπλεπαγσγηθή Αιπζηδα 4 
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Αλάιπζε εξσηεκαηνινγίνπ Γ Μέξνπο  

Οη επηδόζεηο ησλ καζεηώλ ζηα δπν έξγα ηνπ Γ Μέξνπο: 

 

Έξγν C1 

Σην παξαθάησ ζρήκα ην ΑΒΓΓ είλαη νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε 

πιεπξά ΒΓ=5 cm θαη ηα ηόμα ΑΜΒ θαη ΓΛΓ είλαη εκηθύθιηα κε 

δηακέηξνπο ΑΒ θαη ΓΓ αληίζηνηρα. Τα ζεκεία Μ θαη Λ είλαη ηα κέζα ησλ 

εκηθπθιίσλ ΑΜΒ θαη ΓΛΓ αληίζηνηρα. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ 

ηξηγώλνπ ΓΜΓ. 

Να θαίλνληαη όιεο νη πξάμεηο. 

Δηθόλα 44. Έξγν C1 

To έξγν C1, εξεπλνύζε θαηά πόζν ε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε ηνπ ζρήκαηνο ζα 

νδεγνύζε ζε γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό. Από ην πνζνζηό 1% δηαπηζηώλνπκε 

όηη νη καζεηέο δελ ήηαλ ζε ζέζε λα θάλνπλ κεξενινγηθή ηξνπνπνίεζε ηνπ 

ζρήκαηνο έηζη ώζηε λα πνπλ όηη ην εκβαδόλ ηνπ γξακκνζθηαζκέλνπ ηξίγσλνπ 

είλαη ίζν κε ην εκβαδό ηνπ νξζνγσλίνπ. Τν 47% ησλ καζεηώλ έθαλε ρξήζε 

ζεσξεκάησλ θαη πξάμεηο γηα λα βξεη ην απνηέιεζκα (Πίλαθαο 18). Αμίδεη λα 

ζεκεησζεί όηη ελώ ην έξγν είλαη ην ίδην κε ην έξγν B4 αιιά κε δηαθνξεηηθή 

δηαηύπσζε, έρεη ρακειόηεξα πνζνζηά επηηπρίαο.  

 

 

Πίλαθαο 18. Πνζνζηά επηηπρίαο Cop1-Cpr1-Cex1 
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Σην έξγν C2, παξαηεξνύκε όηη κεγάιν πνζνζηό (84%) έθαλε ην ζρήκα,  όκσο 

ε θαηαζθεπή ηνπ ζρήκαηνο από κόλε ηεο δελ ήηαλ ηθαλή γηα ηελ απόδεημε 

ησλ ηξηώλ εξσηεκάησλ. Οη καζεηέο κέλνπλ ζηελ εηθνληθή εμεηθόληζε, 

βιέπνπλ ην ζρήκα σο εηθόλα.  Αθνινπζεί ην έξγν C2 (Δηθόλα 45) θαη ην 

αληίζηνηρν ξαβδόγξακκα (Πίλαθαο 19). 

 

Έξγν C2 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΜ. Φέξνπκε 

εκηεπζεία Γx ΒΓ πξνο ην εκηεπίπεδν πνπ δελ αλήθεη ην Α θαη  παίξλνπκε ζε 

απηήλ ηκήκα  ΓΓ= ΑΒ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) ΑΜ // ΓΓ 

β) ε ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΜΑΓ. 

γ) 
ˆ

ˆ 45
2

 
   . 

 

Δηθόλα 45. Έξγν C2 

 

Τν εξώηεκα C2a είρε θαιύηεξε επίδνζε (40%), νη καζεηέο ζε απηό ην 

εξώηεκα έπξεπε λα θάλνπλ ρξήζε ηνπ νξηζκνύ ησλ  παξάιιεισλ επζείσλ. 

Αθνινύζεζε ην C2b κε πνζνζηό (30%),ην νπνίν ρξεηαδόηαλ έλα ζπλδπαζκό 

ηόζν ησλ ππνζέζεσλ όζν θαη ηνπ ζεσξήκαηνο: αλ δπν παξάιιειεο επζείεο 

ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο.   

Δλώ ην εξώηεκα C2c είρε πνιύ ρακειά πνζνζηά επηηπρίαο (5%) θαζώο ε 

επηηπρία ηνπ βαζηδόηαλ ζην ζσζηό ζπλδπαζκό ησλ νξηζκώλ, ησλ 

ζεσξεκάησλ θαη ησλ πξνεγνύκελσλ εξσηεκάησλ. Μηα αθόκε παξαηήξεζε 

πνπ κπνξεί λα γίλεη είλαη όηη όζνη καζεηέο ήηαλ ζε ζέζε λα εμεγήζνπλ ην 

έξγν ήηαλ απηνί πνπ θαηάθεξαλ λα ην επηιύζνπλ. Άξα ν κέζνο όξνο 

επηηπρίαο ησλ καζεηώλ ζηα εξσηήκαηα C2a θαη C2b είλαη 35%, δει. 35% 

ησλ καζεηώλ βξίζθνληαη ζην επίπεδν Γεσκεηξία ΗΗ από ηελ άιιε έλα 

πνζνζηό 5% έρεη θαηαθηήζεη ην επίπεδν Γεσκεηξία ΗΗΗ. 
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Πίλαθαο 19. Πνζνζηά επηηπρίαο C2 

 

ρέζεηο Οκνηόηεηαο Μεηαμύ ησλ Έξγσλ Γεσκεηξηθνύ πιινγηζκνύ 

(Απόδεημε) ζην  Γ Μέξνο  

 

Ζ Δηθόλα 46  παξνπζηάδεη ηηο ζρέζεηο νκνηόηεηαο ζηε ζπκπεξηθνξά ησλ 

καζεηώλ ζηα έξγα ηνπ Γ Μέξνο,  γηα ην ζπλνιηθό δείγκα ηεο έξεπλαο.  

 

 

Δηθόλα 46. Γηάγξακκα νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ ζηα 
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Σε όια ηα έξγα, ε επίιπζε ηνπο ζπλδέεηαη κε ηελ εμήγεζε ηνπο. Ζ παξνρή 

εμήγεζεο γηα ηε ιύζε ησλ καζεηώλ ζπλδέεηαη ζεκαληηθά κε ηελ επίιπζε ηνπ 

έξγνπ. Γεκηνπξγνύληαη ηξεηο νκάδεο νκνηόηεηαο: 

 Σηελ πξώηε νκάδα εκθαλίδεηαη ζεκαληηθόο δεζκόο κεηαμύ επίιπζεο 

θαη επεμήγεζεο ζην έξγν C1.  

 

 

Δηθόλα 47. Κιάζε νκνηόηεηαο C1 

 

 Σηε δεύηεξε νκάδα ζρεκαηίδεηαη ζεκαληηθόο δεζκόο νκνηόηεηαο 

κεηαμύ ηεο επίιπζεο θαη ηεο επεμήγεζεο ζηα δύν πξώηα εξσηήκαηα 

ηνπ έξγνπ C2.  

 

 

Δηθόλα 48. Κιάζε νκνηόηεηαο C2 

 

 Από ηελ άιιε ε επίιπζε θαη ε επεμήγεζε ηνπ εξσηήκαηνο C2c 

ζρεκαηίδεη κηα ηξίηε νκάδα νκνηόηεηαο, ε νπνία όκσο ζπλδέεηαη θαη 

κε ηελ δεύηεξε νκάδα.  
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Δηθόλα 49. Κιάζε νκνηόηεηαο C3 

 

Μαδί κε ηε δεύηεξε θαη ηελ ηξίηε νκάδα δεζκό εκθαλίδεη θαη ε κεηαβιεηή 

πνπ αθνξά ζηε ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο ζην έξγν C2. Φαίλεηαη ινηπόλ πσο ε 

ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο ήηαλ θαζνξηζηηθή γηα ηε ιύζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

έξγνπ.  

Τα δύν έξγα (C1,C2) δηαρσξίδνληαη κελ ζε μερσξηζηέο νκάδεο, 

πηζαλόλ ιόγσ ηεο παξνπζίαο ή κε ηνπ ζρήκαηνπο, αιιά ζπλδένληαη 

ηαπηόρξνλα κε ζρέζε νκνηόηεηαο, ε νπνία θαίλεηαη λα δεκηνπξγείηαη από ηνλ 

ηύπν ζύιιεςεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο. Γηα ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ C2 

θαζνξηζηηθή ήηαλ ε ελεξγνπνίεζε ηεο ιεθηηθήο ζύιιεςεο, αθνύ απαηηνύληαλ 

ε γλώζε ηππηθώλ νξηζκώλ θαη ηδηνηήησλ. Γηα ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ C1 

αλακελόηαλ ε ελεξγνπνίεζε ηεο ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο θαη ε 

αλαδηνξγάλσζε ηνπ ζρήκαηνο. Ζ νκνηόηεηα κεηαμύ ησλ δύν έξγσλ δείρλεη 

πώο θαη γηα ην έξγν C1 ελεξγνπνηήζεθε ε ιεθηηθή, παξά ε ιεηηνπξγηθή 

ζύιιεςε. 

Μπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη νη καζεηέο πξνζεγγίδνπλ ηα ζρήκαηα 

θπξίσο κέζσ ιεθηηθήο ζύιιεςεο θαη όρη ιεηηνπξγηθήο. Τν γεγνλόο απηό ίζσο 

λα νθείιεηαη ζηελ παξέκβαζε ηνπ δηδαθηηθνύ ζπκβνιαίνπ: ν ηξόπνο 

αληίδξαζεο ησλ καζεηώλ ζηα έξγα απηά ζπλδέεηαη άκεζα κε ηηο δηδαθηηθέο 

ηνπο εκπεηξίεο, αθνύ θαινύληαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ νξηζκνύο, ηδηόηεηεο, 

ζεσξήκαηα γηα λα απνδείμνπλ θάηη.  

Δπηπιένλ ην ζρήκα θαη ζηηο δπν πεξηπηώζεηο ιεηηνύξγεζε κόλν ζαλ 

εηθόλα. Τη θάλνπκε ιάζνο ζηε δηδαζθαιία καο;  



 82 

Από ην δηάγξακκα νκνηόηεηαο (Δηθόλα 46) βιέπνπκε όηη έρνπλ 

δεκηνπξγεζεί 8 θόκβνη νκνηόηεηαο.  

Απνιπηή νκνηόηεηα κε ζπληειεζηή 1 έρνπλ: 

 Κόκβνο 1 : (Cde1 Cex1)  

 Κόκβνο 2 : (Cde2a Cde2b) 

 Κόκβνο 3 : ((Cde2a Cde2b) Cex2a)  

 Κόκβνο 4 : (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b) 

 Κόκβνο 5 : (Cde2c Cex2c)  

Με κηθξόηεξνπο ζπληειεζηέο έρνπκε: 

 Κόκβνο 6 : ((((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b) (Cde2c Cex2c)) κε 

ζπληειεζηή : 0.999992 

 Κόκβνο 7 : (Cfig2 ((((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b) (Cde2c Cex2c))) 

κε ζπληειεζηή  : 0.999935 

 Κόκβνο 8 : ((Cde1 Cex1) (Cfig2 ((((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b) 

(Cde2c Cex2c)))) κε ζπληειεζηή : 0.994387 

Οη πην ζεκαληηθνί θόκβνη είλαη 1,2, 3 θαη 4.Δηλαη ε επίιπζε ησλ έξγσλ καδί 

κε ηελ εμήγεζε ηνπο. Σηνλ πίλαθα 20 θαίλεηαη γηα θάζε νκάδα νκνηόηεηαο 

πνηα από ηηο ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο ζπκβάιιεη πεξηζζόηεξν. 

Οκάδεο 

νκνηόηεηαο 

Male(M) Female(F) S1 S2 S3 

Κόκβνο 1 0 1` 0 1 0 

Κόκβνο 2 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 3 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 4 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 5 1 0 0 1 0 

Κόκβνο 6 1 0 0 1 0 

Κόκβνο 7 1 0 0 1 0 

Κόκβνο 8 0 1 0 1 0 

Πίλαθαο 20. Σπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο C Μέξνπο 

 

Σε όινπο ηνπο θόκβνπο ην ζρνιείν S2 έρεη θαιύηεξεο επηδόζεηο. Δπίζεο ηα 

θνξίηζηα δείρλνπλ θαιύηεξα ζηνπο πεξηζζόηεξνπο θόκβνπο (Πίλαθαο 21). 
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Πίλαθαο 21. Πνζνζηά επηηπρίαο Σπκπιεξσκαηηθώλ κεηαβιεηώλ C Μέξνπο 

 

πλεπαγσγηθό δηάγξακκα ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ ζηα έξγα 

ηνπ Γ Μέξνπο  

 

 

Δηθόλα 50. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ ζηα 

έξγα ηνπ Γ Μέξνπο 
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 Σην πάλσ κέξνο ηεο ζπλεπαγσγηθήο αιπζίδαο (Δηθόλα 50) 

εκθαλίδνληαη ζπλεπαγσγέο κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ έξγνπ C2. Ζ 

παξαγσγή ηεο απόδεημεο ζηα εξσηήκαηα ηνπ έξγνπ απηνύ επεξεάδεη 

ηελ επεμήγεζε ηεο.  

 Σην θάησ κέξνο ηεο αιπζίδαο βξίζθνπκε ζπλεπαγσγή κεηαμύ ηεο 

επεμήγεζεο θαη ηεο απάληεζεο ζην έξγν C1, κε ηελ απάληεζε λα 

δπζθνιεύεη ιηγόηεξν ηνπο καζεηέο, ζε ζρέζε κε ηελ επεμήγεζε.  

 

 

Δηθόλα 51. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκαCex1-Cde1 

 

 Τν έξγν C2 εκθαλίδεηαη σο πην απαηηεηηθό γηα ηνπο καζεηέο, παξά ην 

έξγν C1, πηζαλόλ ιόγσ ηεο αλάγθεο γηα θαηαζθεπή ηνπ γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο.  

 Ζ ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο εκθαλίδεηαη ζηε βάζε ηεο αιπζίδαο,  πώο 

ην εξκελεύνπκε απηό; Θα ηελ αλέκελα ζηελ θνξπθή ηεο αιπζίδαο, 

αθνύ απνηειεί πξνϋπόζεζε γηα ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ.  
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Αλάιπζε εξσηεκαηνινγίνπ Α - Β – Γ Μέξνπο  

Γηάγξακκα νκνηόηεηαο (αθαηξώληαο ηηο κεηαβιεηέο Cop1, Cde2c, Cex2c) 

 

 

Δηθόλα 52. Γηάγξακκα νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ 

ζηα έξγα ηνπ Α-B-Γ Μέξνπο 

 

Σπγθεθξηκέλα, ζην δηάγξακκα (Δηθόλα 52 )κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε έμη 

θιάζεηο νκνηόηεηαο. 

1. Σηελ πξώηε θιάζε (Δηθόλα 53) βξίζθνπκε ηελ επίιπζε ησλ έξγσλ Α1 

θαη Α3 πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ επίιπζε θαη εμήγεζε ηνπ έξγνπ Β1. Ζ 

νκάδα απηή δε ζπλδέεηαη κε ηηο ππόινηπεο νκάδεο. Τα έξγα Α1 θαη Β1 

ζρεηίδνληαη θπξίσο κε αλαγλώξηζε γσληώλ, ζπλεπώο ν θύξηνο ηύπνο 

ζύιιεςεο πνπ θαίλεηαη λα παξεκβαίλεη είλαη ε αληηιεπηηθή θαη ζε 

πνιύ κηθξό βαζκό ε ιεθηηθή γηα ην έξγν Β1. Σην έξγν Α3 παξεκβαίλεη 

επίζεο ε αληηιεπηηθή ζύιιεςε αιιά θαη άιιεο ζπληζηώζεο πνπ 

ζπλδένληαη κε ρσξηθό ζπιινγηζκό. Σπλεπώο ηα έξγα απηά 

δηαρσξίδνληαη από ηα ππόινηπα, αθνύ απαηηνύλ άιινπ είδνπο 

γλσζηηθέο ιεηηνπξγίεο ζε ζρέζε κε ηα ππόινηπα έξγα πνπ απαηηνύλ 

ζπλδπαζκό ιεθηηθήο θαη ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο γηα λα ιπζνύλ. Άξα 

ηα έξγα απηά απνηεινύλ κηα αληηιεπηηθή νκάδα.  
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          Δηθόλα 53. Κιάζε νκνηόηεηαο 1 

 

2. Σηελ δεύηεξε θιάζε (Δηθόλα 54) ππάξρεη ε επίιπζε θαη ε εμήγεζε 

ηνπ έξγνπ Α2, ην νπνίν απαηηεί ιεθηηθή ζύιιεςε γηα λα ιπζεί.  Άξα 

έρνπκε κηα ιεθηηθή νκάδα. 

 

 

Δηθόλα 54. Κιάζε νκνηόηεηαο 2 

 

3. Σηελ ηξίηε θιάζε (Δηθόλα 55) έρνπκε ην έξγν Α4 πνπ ζπλδέεηαη κε ην 

έξγν Β3. Έρνπκε δύν έξγα ηα νπνία απαηηνύλ ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε 

θαη αλαδηνξγάλσζε ηνπ δνζκέλνπ ζρήκαηνο γηα λα ιπζνύλ. Τν θνηλό 

ραξαθηεξηζηηθό ησλ δπν απηώλ έξγσλ είλαη όηη θαη ηα δπν αθνξνύλ 

ηελ έλλνηα ηνπ εκβαδνύ. Ζ έλλνηα απηή εκθαλίδεηαη ζην Β3 κε 

δηάθνξα κέηξα πιεπξώλ όκσο είλαη θαλεξόο θαη ν κεξενινγηθόο 

ραξαθηήξαο ηνπ έξγνπ. Αληίζεηα ην έξγν Α4 επλνεί θαη ηελ 

κεξενινγηθή ιεηηνπξγία ζην ζρήκα (α) θαη ηελ ιεηηνπξγηθή ιεηηνπξγία 

ζην ζρήκα (β). Απνηεινύλ κηα ιεηηνπξγηθή νκάδα.  
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Δηθόλα 55. Κιάζε νκνηόηεηαο 3 

 

4. Τν έξγν Β2 (επίιπζε θαη εμήγεζε) ζπλδέεηαη ζεκαληηθά κε όιεο ηηο 

κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ C2, πνπ αθνινύζσο ζπλδένληαη επίζεο 

ζεκαληηθά  κε όιεο ηηο κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ Β5. Απηή ε κεγάιε 

νκάδα νκνηόηεηαο (Δηθόλα 56) πεξηιακβάλεη νπζηαζηηθά ηξία έξγα 

πνπ απαηηνύλ απμεκέλε ιεθηηθή ζύιιεςε. Δπίζεο νη καζεηέο 

αληηκεησπίδνπλ κε ζπλέπεηα ηα έξγα Β5 θαη C2, όπνπ δίλνληαη κόλν 

ιεθηηθά θαη ε επίιπζε ηνπο ζηεξίδεηαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ ζρήκαηνο, 

ε νπνία πξνθύπηεη όλησο λα επεξεάδεη ηελ επίιπζε ηνπο. Άξα ε 

ηεηάξηε θιάζε απνηειεί κηα ιεθηηθή νκάδα.  

 

 

Δηθόλα 56. Κιάζε νκνηόηεηαο 4 

 

5. Ζ επίιπζε ηνπ έξγνπ Α5 (απάληεζε, δηαδηθαζία θαη εμήγεζε) 

ζπλδέεηαη κε ην έξγν C1 (επίιπζε θαη εμήγεζε) θαη ηελ εμήγεζε ζην 

έξγν Β4. Καη ηα ηξία απηά έξγα απαηηνύζαλ ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε γηα 

λα ιπζνύλ. Δηδηθόηεξα ηα έξγα Β4 θαη C1 ήηαλ αληίζηνηρα, κε 

ειαθξώο δηαθνξνπνηεκέλν ην  δνζκέλν ζρήκα. Σπλεπώο νη καζεηέο 

αληέδξαζαλ κε όκνην ηξόπν κεηαμύ επίιπζεο θαη εμήγεζεο ζην έξγν 
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C1 θαη ηελ εμήγεζε ζην Β4. Άξα ε πέκπηε θιάζε (Δηθόλα 57) είλαη 

κηα ιεηηνπξγηθή νκάδα.  

 

 

            Δηθόλα 57. Κιάζε νκνηόηεηαο 5 

 

 Οη νκάδεο 2, 3, 4, θαη 5 ζπλδένληαη ηζρπξά κεηαμύ ηνπο. 

Σπλδένληαη νη νκάδεο (Δηθόλα 58)κε ηα έξγα ιεθηηθήο θαη 

ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο. Μηα πηζαλή εξκελεία (πνπ ζπλδέεηαη 

κε ηα πην πάλσ απνηειέζκαηα ησλ μερσξηζηώλ αλαιύζεσλ) 

είλαη όηη ζηα έξγα ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο παξεκβαίλεη έληνλα 

θαη ε ιεθηηθή ζύιιεςε.  

 

 

Δηθόλα 58. Κιάζε νκνηόηεηαο 2-3-4-5 

 

6. Σηελ ηειεπηαία θιάζε (Δηθόλα 59) ζπλδέεηαη ην ιάζνο ζηελ επίιπζε 

ηνπ έξγνπ Α3 κε ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ Β4. Ζ νκάδα απηή αλ θαη 

θαίλεηαη ζην δηάγξακκα λα ζπλδέεηαη κε ηηο πξνεγνύκελεο νκάδεο, 
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εληνύηνηο ε νκνηόηεηα είλαη ειάρηζηε (0.07), ζπλεπώο κπνξεί λα 

ζεσξεζεί σο κηα εληειώο δηαθξηηή νκάδα.  

 

 

Δηθόλα 59. Κιάζε νκνηόηεηαο 6 

 

Από όια ηα παξαπάλσ κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη ηα έξγα ζηα νπνία 

παξεκβαίλεη ε αληηιεπηηθή ζύιιεςε είλαη επδηαθξίησο δηαρσξηζκέλα από ηα 

ππόινηπα έξγα, ζηα νπνία παξεκβαίλεη ε ιεηηνπξγηθή θαη ε ιεθηηθή ζύιιεςε.  

Ζ ιεθηηθή θαη ε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε ζπλδένληαη ζεκαληηθά: 

 Από ηε κηα δηαρσξίδνληαη ζε νκάδεο, άξα απνηεινύλ 

μερσξηζηέο γλσζηηθέο ιεηηνπξγίεο. 

 Από ηελ άιιε ελώλνληαη ζε  κηα επξύηεξε νκάδα, πνπ δείρλεη 

ηελ αιιειεπίδξαζε ησλ δύν ηύπσλ ζύιιεςεο γηα ηελ επίιπζε 

γεσκεηξηθώλ έξγσλ.  

Από ην δηάγξακκα νκνηόηεηαο (Δηθόλα 52) βιέπνπκε όηη έρνπλ 

δεκηνπξγεζεί 27 θόκβνη νκνηόηεηαο.  

 Απόιπηε νκνηόηεηα κε ζπληειεζηή 1 έρνπλ: 

 Κόκβνο 1 : (Apr4 Aex4)  

 Κόκβνο 2 : (Aop5 Apr5) 

 Κόκβνο 3 : ((Aop5 Apr5) Aex5) 

 Κόκβνο 4: (B3 Bex3) 

 Κόκβνο 5: (Bde5a Bex5a) 

 Κόκβνο 6: (Bde5b Bex5b) 

 Κόκβνο 7: (Cde1 Cex1) 
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 Κόκβνο 8: (Cde2a Cde2b) 

 Κόκβνο 9: ((Cde2a Cde2b) Cex2a) 

 Κόκβνο 10: (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b) 

Με κηθξόηεξνπο ζπληειεζηέο έρνπκε: 

 Κόκβνο 11: : (Bde2 Bex2) κε ζπληειεζηή  : 0.999995 

 Κόκβνο 12: (A2 Aex2) κε ζπληειεζηή: 0.999994 

 Κόκβνο 13: : ((Bde2 Bex2) (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) κε 

ζπληειεζηή: 0.999986 

 Κόκβνο 14:  (Bfig5 (Bde5a Bex5a)) κε ζπληειεζηή : 0.999953 

 Κόκβνο 15:  (((Bde2 Bex2) (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) Cfig2) 

κε ζπληειεζηή: 0.999935 

 Κόκβνο 16:  ((((Bde2 Bex2) (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) Cfig2) 

(Bde5b Bex5b)) κε ζπληειεζηή : 0.999821 

 Κόκβνο 17:  (((Aop5 Apr5) Aex5) Bex4) κε ζπληειεζηή: 0.999436 

 Κόκβνο 18:  ((Apr4 Aex4) (B3 Bex3)) κε ζπληειεζηή : 0.999359 

 Κόκβνο 19:  : (((((Bde2 Bex2) (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) 

Cfig2) (Bde5b Bex5b)) (Bfig5 (Bde5a Bex5a))) κε ζπληειεζηή : 

0.99836 

 Κόκβνο 20:  (Aop4 ((Apr4 Aex4) (B3 Bex3))) κε ζπληειεζηή : 

0.997647 

 Κόκβνο 21:  ((Aop4 ((Apr4 Aex4) (B3 Bex3))) (((((Bde2 Bex2) 

(((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) Cfig2) (Bde5b Bex5b)) (Bfig5 

(Bde5a Bex5a)))) κε ζπληειεζηή: 0.995593 

 Κόκβνο 22:  ((((Aop5 Apr5) Aex5) Bex4) (Cde1 Cex1)) κε 

ζπληειεζηή : 0.994883 

 Κόκβνο 23:  ((A2 Aex2) ((Aop4 ((Apr4 Aex4) (B3 Bex3))) (((((Bde2 

Bex2) (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) Cfig2) (Bde5b Bex5b)) 

(Bfig5 (Bde5a Bex5a))))) κε ζπληειεζηή : 0.992226 

 Κόκβνο 24:  (Bde1 Bex1) κε ζπληειεζηή : 0.988334 

 Κόκβνο 25:  (((A2 Aex2) ((Aop4 ((Apr4 Aex4) (B3 Bex3))) (((((Bde2 

Bex2) (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) Cfig2) (Bde5b Bex5b)) 

(Bfig5 (Bde5a Bex5a))))) ((((Aop5 Apr5) Aex5) Bex4) (Cde1 Cex1))) 

κε ζπληειεζηή: 0.969187 
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 Κόκβνο 26: (A1 A3) κε ζπληειεζηή : 0.667836  

 Κόκβνο 27:  (Aer3 Bop4) κε ζπληειεζηή : 0.440421 

 Κόκβνο 28:  ((A1 A3) (Bde1 Bex1)) κε ζπληειεζηή  : 0.150792 

 Κόκβνο 29: ((((A2 Aex2) ((Aop4 ((Apr4 Aex4) (B3 Bex3))) (((((Bde2 

Bex2) (((Cde2a Cde2b) Cex2a) Cex2b)) Cfig2) (Bde5b Bex5b)) 

(Bfig5 (Bde5a Bex5a))))) ((((Aop5 Apr5) Aex5) Bex4) (Cde1 Cex1))) 

(Aer3 Bop4)) κε ζπληειεζηή : 0.0696583 

Ο πην ζεκαληηθόο θόκβνο είλαη ν 25, εμίζνπ ζεκαληηθνί 

είλαη1,3,10,13,16,19,23 . Δίλαη θπξίσο ε επίιπζε ησλ έξγσλ καδί κε ηελ 

εμήγεζε ηνπο. Σηνλ πίλαθα 22 θαίλεηαη γηα θάζε νκάδα νκνηόηεηαο πνηα από 

ηηο ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο ζπκβάιιεη πεξηζζόηεξν. 

Οκάδεο 

νκνηόηεηαο 

Male(M) Female(F) S1 S2 S3 

Κόκβνο 1 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 2 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 3 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 4 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 5 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 6 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 7 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 8 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 9 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 10 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 11 1 0 0 1 0 

Κόκβνο 12 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 13 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 14 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 15 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 16 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 17 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 18 1 0 0 1 0 

Κόκβνο 19 1 0 1 0 0 
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Κόκβνο 20 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 21 1 0 1 0 0 

Κόκβνο 22 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 23 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 24 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 25 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 26 0 1 0 0 1 

Κόκβνο 27 0 1 0 1 0 

Κόκβνο 28 0 1 0 0 1 

Κόκβνο 29 0 1 0 1 0 

Πίλαθαο 22. Σπκπιεξσκαηηθώλ κεηαβιεηώλ Α-Β-Γ Μέξνπο 

  

Τα θνξίηζηα είραλ θαιύηεξα πνζνζηά επηηπρίαο ζηνπο παξαπάλσ θόκβνπο 

(66%) έλαληη 34% ησλ αγνξηώλ (Πίλαθαο 23). 

 

 

Πίλαθαο 23. Πνζνζηά επηηπρίαο Μ-F 

 

Αθνινπζεί ν Πίλαθαο 24 πνπ είλαη επηηπρίαο αλά ζρνιείν: 

 

 

Πίλαθαο 24. Πνζνζηά επηηπρίαο S1-S2-S3 
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Τν ζρνιείν S2 έρεη ην κεγαιύηεξν πνζνζηό επηηπρίαο ελώ ην ζρνιείν S3 ην 

κηθξόηεξν. 

Σηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ην ζπλεπαγσγηθό δηάγξακκα θαη ησλ 

ηξηώλ Μεξώλ.  

 

 

Δηθόλα 60. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα ησλ απαληήζεσλ όισλ ησλ καζεηώλ ζηα 

έξγα ηνπ A-B-Γ Μέξνπο 
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 Παξαηεξνύκε όηη ζηελ θνξπθή ηεο ζπλεπαγσγηθήο αιπζίδαο 

βξίζθνπκε ην έξγν C2, ηνπ νπνίνπ ε επίιπζε πξνθύπηεη σο ε πην 

δύζθνιε, ζε ζρέζε κε όια ηα ππόινηπα έξγα. Ζ επίιπζε ηνπ C2b 

ζπλεπάγεηαη ηελ εμήγεζε ηνπ θαη ηελ εμήγεζε ηνπ C2a. 

 

 

Δηθόλα 61. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκαC2a-C2b 

 

 Οη κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ C2 παξνπζηάδνπλ ζπλεπαγσγέο κε ηηο 

κεηαβιεηέο ηνπ έξγνπ Β5. Φαίλεηαη θαη πάιη ινηπόλ όηη νη καζεηέο 

αληηκεησπίδνπλ κε ζπλέπεηα ηα έξγα απηά πνπ δίλνληαη κόλν ιεθηηθά 

θαη ε επίιπζε ηνπο ζηεξίδεηαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ ζρήκαηνο, ε νπνία 

πξνθύπηεη όλησο λα επεξεάδεη ηελ επίιπζε ηνπο. 

 

 

Δηθόλα 62. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα C2-B5 

 

 Δπίζεο πξνθύπηεη ζπλεπαγσγή κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ πνπ 

αληηζηνηρνπλ ζηε ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο ζηα δύν έξγα, γεγνλόο πνπ 

δείρλεη ηε ζηαζεξόηεηα ζηελ αληίδξαζε ησλ καζεηώλ σο πξνο ηε 

ζρεδίαζε ζρεκάησλ ζε ιεθηηθά πξνβιήκαηα γεσκεηξίαο. Ζ 

θαηαζθεπή ηνπ ζρήκαηνο ζην έξγν C2 ζπλεπάγεηαη ηελ θαηαζθεπή 

ηνπ ζρήκαηνο ζην έξγν Β5. 
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Δηθόλα 63. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα Bfig5-Cfig2-B5a 

 

 Δπίζεο ην έξγν Α4 ζρεκαηίδεη ζπλεπαγσγέο κε ην έξγν Β3, αθνύ θαη 

ηα δύν έξγα ρξεηάδνληαη ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε θαη αλαδηνξγάλσζε 

ηνπ δνζκέλνπ ζρήκαηνο γηα λα ιπζνύλ.  

 

 

Δηθόλα 64.  Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα A4-B3 
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Τν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηα έξγα C1 θαη Β4.Τα έξγα απηά εηαλ ζρεδόλ ίδηα, έηζη 

όζνη καζεηέο επίιπζαλ ην έξγν Β4 έιπζαλ θαη ην C1. 

 

 

Δηθόλα 65. Σπλεπαγσγηθό δηάγξακκα C1-Β4 
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Κεθάιαην 5
ν
: πδήηεζε 

Από ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ πξνέθπςαλ ζεκαληηθά ζηνηρεία γηα 

ηε ζύιιεςε γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο ησλ καζεηώλ. Σπγθεθξηκέλα, 

θαηαζθεπάζηεθε θαη επαιεζεύηεθε έλα δνκηθό κνληέιν, κε ην νπνίν 

πξνζδηνξίζηεθε ε ζεκαζία ηεο αληηιεπηηθήο, ηεο ιεηηνπξγηθήο, ηεο 

αθνινπζηαθήο θαη ηεο ιεθηηθήο ζύιιεςεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο. 

Αιιειεπηδξάζεηο εληνπίζηεθαλ κεηαμύ ησλ δηαθόξσλ ηύπσλ ζύιιεςεο. 

Ηζρπξέο ζρέζεηο βξέζεθαλ κεηαμύ ηεο ιεηηνπξγηθήο θαη ηεο ιεθηηθήο 

ζύιιεςεο, θαηαδεηθλύνληαο ηε ζεκαζία ηεο νπηηθνπνίεζεο ζην γεσκεηξηθό 

ζπιινγηζκό. Σεκαληηθέο, επίζεο, ήηαλ νη ζρέζεηο πνπ πξνέθπςαλ κεηαμύ ηεο 

ιεθηηθήο θαη ηεο αθνινπζηαθήο ζύιιεςεο, ηνλίδνληαο ηε ζεκαζία ηεο 

γλώζεο ησλ καζεκαηηθώλ ηδηνηήησλ γηα ηηο γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο θαη ηηο 

δηαδηθαζίεο ζπιινγηζκνύ γηα ηηο γεσκεηξηθέο απνδείμεηο. 

Δπηπιένλ, ν ξόινο ηεο αληηιεπηηθήο ζύιιεςεο πξνέθπςε 

θαζνξηζηηθόο γηα ηελ ελεξγνπνίεζε ηεο ιεηηνπξγηθήο θαη ηεο ιεθηηθήο 

ζύιιεςεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο.  Οη θπξηόηεξεο δπζθνιίεο ησλ καζεηώλ 

πξνθύπηνπλ ζηα έξγα ιεηηνπξγηθήο θαη αθνινπζηαθήο ζύιιεςεο (ζηα έξγα 

πνπ δελ ππήξρε ην ζρήκα), ελώ εκθαλίδνληαη ηθαλόηεξνη ζηελ επίιπζε έξγσλ 

αληηιεπηηθήο. 

Φαίλεηαη ινηπόλ όηη γηα ηνπο καζεηέο ηα έξγα ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο 

δε ιεηηνπξγνύλ σο ηέηνηα, αθνύ νη καζεηέο δελ θαηέθεξαλ λα πξνζεγγίζνπλ 

ην ζρήκα σο επξεηηθό εξγαιείν, αιιά ην πξνζέγγηζαλ αληηιεπηηθά θαη 

ελέπιεμαλ ηε ιεθηηθή ζύιιεςε γηα λα ην ιύζνπλ. Οη καζεηέο  ελεξγνπνηνύλ 

θπξίσο ηε ιεθηηθή, παξά ηε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε. 

Καηαιήγνπκε άξα ζην ζπκπέξαζκα όηη ε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε ησλ 

καζεηώλ επηζθηάδεηαη από ηελ αληηιεπηηθή θαη ηε ιεθηηθή ζύιιεςε. Οη 

καζεηέο θαίλεηαη λα δηζηάδνπλ λα ιύζνπλ ηα έξγα ρξεζηκνπνηώληαο 

ηξνπνπνηήζεηο θαη αλαδηακνξθώζεηο ζην δνζκέλν ζρήκα θαη πξνηηκνύλ λα 

ρξεζηκνπνηνύλ ηππηθνύο νξηζκνύο θαη ηδηόηεηεο ζηηο απνδείμεηο ηνπο. Από 

ηελ άιιε πιεπξά δελ έρνπκε ζπλεζίζεη ηνπο καζεηέο καο λα ζθέπηνληαη κε 

ηέηνην ηξόπν. 

Παξαηεξνύκε όηη ζηα έξγα κεξενινγηθήο θύζεσο νη καζεηέο 

ζπκπεξηθέξνληαη όκνηα, βέβαηα κπνξεί λα έρεη παίμεη ξόιν ην γεγνλόο όηη 

όια ηα έξγα πεξηειάκβαλαλ ηελ έλλνηα ηνπ εκβαδνύ. Μεδακηλό πνζνζηό 



 98 

καζεηώλ έθαλε δηάζπαζε θαη αλαζύλζεζε ηνπ ζρήκαηνο. Άξα κπνξνύκε λα 

ζπκπεξάλνπκε όηη ε κεξενινγηθή ιεηηνπξγία δελ ζπλείζθεξε θαη πνιιά ζηε 

γεσκεηξηθή απόδεημε.  

Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλόο όηη νη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ κε ηνλ 

ίδην ηξόπν ηα έξγα θαηαλόεζεο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο αθνύ εκθαλίδνληαη λα 

ζπλδένληαη όια κεηαμύ ηνπο κε εμαίξεζε έλα έξγν ρσξηθήο ηθαλόηεηαο πνπ 

ζπλδέεηαη πεξηθεξηθά. Από ην δηάγξακκα νκνηόηεηαο ησλ απαληήζεσλ όισλ 

ησλ καζεηώλ ζηα έξγα ηνπ Α-B-Γ Μέξνπο δεκηνπξγνύληαη νη παξαθάησ 

νκάδεο νκνηόηεηαο : 

 αληηιεπηηθή νκάδα 

 ιεθηηθή νκάδα 

 ιεηηνπξγηθή νκάδα 

Ζ αληηιεπηηθή ζύιιεςε είλαη επδηαθξίησο δηαρσξηζκέλε από ηα ππόινηπα 

έξγα, ζηα νπνία παξεκβαίλεη ε ιεηηνπξγηθή θαη ε ιεθηηθή ζύιιεςε. Από ηελ 

άιιε πιεπξά νη νκάδεο κε ηα έξγα ιεθηηθήο θαη ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο 

ζπλδένληαη ηζρπξά κεηαμύ ηνπο. Μηα πηζαλή εξκελεία είλαη όηη ζηα έξγα 

ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο παξεκβαίλεη έληνλα θαη ε ιεθηηθή ζύιιεςε. 

Άξα από ηε κηα έρνπκε δπν μερσξηζηέο γλσζηηθέο ιεηηνπξγίεο από ηελ άιιε 

όκσο αιιειεπηδξνύλ κεηαμύ ηνπο γηα ηελ επίιπζε γεσκεηξηθώλ έξγσλ.  

Τν θάζε είδνο θαηαλόεζεο είλαη μερσξηζηό από ηα ππόινηπα θαη 

επηδξά ζηελ θαηαλόεζε κε δηαθνξεηηθό ηξόπν. ια όκσο ηα είδε 

ζπλεηζθέξνπλ ζεκαληηθά ζηελ όιε δνκή ηνπ κνληέινπ. Τελ ίδηα ώξα, γηα λα 

κπνξέζεη ν καζεηήο λα αλαπηύμεη ηελ γεσκεηξηθή ηνπ ζθέςε ζα πξέπεη λα 

είλαη ζε ζέζε λα ζπλδπάδεη αιιά θαη λα αιιεινεπηδξά κεηαμύ ησλ εηδώλ 

απηώλ. Τα είδε θαηαλόεζεο δελ αθνινπζνύλ θακία ηεξαξρία. Ζ αληηιεπηηθή 

θαηαλόεζε είλαη εληειώο απαξαίηεηε ζε νπνηνδήπνηε έξγν Γεσκεηξίαο. Τν 

γλσζηηθό επίπεδν ησλ καζεηώλ επεξεάδεη ζε πνιύ κεγάιν βαζκό ηελ 

επίδνζε ηνπ καζεηή, αθνύ ππάξρνπλ ζεκαληηθέο δηαθνξέο πνπ αθνξνύλ ηα 

απνηειέζκαηα ησλ καζεηώλ δηαθνξεηηθνύ γλσζηηθνύ επηπέδνπ. Οη δπζθνιίεο 

ησλ καζεηώλ ζηελ θαηαλόεζε ηνπ ζρήκαηνο πξνθύπηνπλ από δηάθνξνπο 

παξάγνληεο, θαη θάζε έλαο επεξεάδεη έλα ή θαη πεξηζζόηεξα είδε 

θαηαλόεζεο. Υπάξρεη αλάγθε λα επαλαπξνζδηνξηζηνύλ νη δηδαθηηθέο 

πξαθηηθέο έηζη ώζηε λα ππάξρεη πεξηζζόηεξε επαθή ηνπ καζεηή κε έξγα ηα 
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νπνία απαηηνύλ πξνζεγγίζεηο ηξνπνπνίεζεο ηνπ ζρήκαηνο. Απηό ζα βνεζήζεη 

ηνπο καζεηέο λα αλαπηύμνπλ ηε ιεηηνπξγηθή θαηαλόεζε θαη λα εθαξκόδνπλ 

ηηο ηξνπνπνηήζεηο εθεί πνπ είλαη απαξαίηεην. Απηό ζα επηηξέςεη ζηνπο 

καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ θαιύηεξα ηα ζεσξήκαηα ηα νπνία απνηεινύλ ηε 

βάζε ηεο Γεσκεηξίαο. 

Τίζεηαη ην εξώηεκα: γηαηί νη καζεηέο πξνζεγγίδνπλ ηα ζρήκαηα 

θπξίσο κέζσ ιεθηηθήο ζύιιεςεο θαη όρη ιεηηνπξγηθήο; Τν γεγνλόο απηό ίζσο 

λα νθείιεηαη ζηελ παξέκβαζε ηνπ δηδαθηηθνύ ζπκβνιαίνπ: ν ηξόπνο 

αληίδξαζεο ησλ καζεηώλ ζηα έξγα απηά ζπλδέεηαη άκεζα κε ηηο δηδαθηηθέο 

ηνπο εκπεηξίεο, αθνύ θαινύληαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ νξηζκνύο, ηδηόηεηεο, 

ζεσξήκαηα γηα λα απνδείμνπλ θάηη.  

Δπηπιένλ ζηα πεξηζζόηεξα έξγα ηα ζρήκαηα ιεηηνύξγεζαλ κόλν ζαλ 

εηθόλα.Τη θάλνπκε ιάζνο ζηε δηδαζθαιία καο;  

Από ηα απνηειέζκαηα ηεο παξνύζαο έξεπλαο νη καζεηέο κέλνπλ ζηελ 

πξνζέγγηζε ελόο αληηθείκελνπ δηα ηνπ ιόγνπ. Γελ είλαη εμνηθεησκέλνη κε ηελ 

εμεηθόληζε. Απηό πνπ έρνπλ αλάγθε είλαη λα νδεγεζνύλ ζηελ κε εηθνληθή 

εμεηθόληζε, έηζη ώζηε ην ζρήκα λα έρεη επξεηηθή δύλακε πνπ λα νδεγεί ζε 

παξαγσγηθή ζθέςε θαη ζηε ζπλέρεηα ζε γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό γηα ηελ 

επηηπρία κηαο γεσκεηξηθήο απόδεημεο. Παξαηεξνύκε όηη ελώ ζε κεγάιν 

βαζκό νη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ κε επηηπρία έλα ζρήκα δελ κπνξνύλ λα 

δηαθξίλνπλ ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ζρήκαηνο, ην παξαηεξνύλ θαη βιέπνπλ κηα 

ζηαηηθή εηθόλα. Άξα ελώ ην ζρήκα είλαη αλαγθαία πξνϋπόζεζε γηα ηελ 

νινθιήξσζε κηαο απόδεημεο δελ είλαη από κόλν ηνπ ηθαλό. 

Σηα έξγα πνπ είραλ αλαθνξά ζε απνδείμεηο δελ παξαηεξείηαη κεγάιε 

δηαθνξά ζηα πνζνζηά επηηπρίαο από ην γεγνλόο αλ ην ζρήκα δηλόηαλ ή όρη. Οη 

καζεηέο πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε λα ζπλδπάζνπλ κε επηηπρία ηε ζεσξία κε ηα 

δηαγξάκκαηα θαη ην έλα λα ηξνθνδνηεί ην άιιν, δει. έλα ιεθηηθό πξόβιεκα 

πξέπεη λα κεηαθξαζηεί ζε καζεκαηηθέο ζρέζεηο λα γίλεη ην δηάγξακκα 

(ζρήκα) θαη ζηε ζπλέρεηα ην ζρήκα λα αλαηξνθνδνηήζεη κε λέεο ζρέζεηο θαη 

ζπλδέζεηο νξηζκώλ – ζεσξεκάησλ ηελ απόδεημε γηα λα κπνξέζεη λα 

νινθιεξσζεί κε επηηπρία. 

Σπκπεξαζκαηηθά πξνθύπηεη όηη ζηε ζρνιηθή ηάμε δελ ιεηηνπξγνύλ ηα 

ηξία εηδή γλσζηηθώλ δηαδηθαζηώλ ηεο Γεσκεηξίαο (εμεηθόληζε – θαηαλόεζε - 

ζπιινγηζκόο) νύηε ζεσξία – δηαγξάκκαηα (Fischbein). Δπηβεβαηώλνληαη ηα 
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ζεσξεηηθά πιαίζηα ηνπ Duval (2004) θαη ηνπ Fischbein. Οη καζεηέο 

ρξεζηκνπνηνύλ ην ζπιινγηζκό αλαιύνπλ ηηο ππνζέζεηο, ζηε ζπλέρεηα 

θαηαζθεπάδνπλ ην ζρήκα θαη κεηά; Μεηά κηθξό πνζνζηό βιέπεη κε εηθνληθά 

ην ζρήκα, όζνη καζεηέο ην θάλνπλ απηό είλαη απηνί πνπ έρνπλ θαηαθηήζεη ην 

γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό. Από ηα γξαπηά ηεο έξεπλαο έλα κεγάιν πνζνζηό 

καζεηώλ γξάθεη ηα δεδνκέλα, ηα δεηνύκελα, θαηαζθεπάδεη ην ζρήκα θαη 

ζηακαηά εθεί. Δπηηαθηηθή ε αλάγθε λα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα 

μεπεξάζνπλ απηό ην εκπόδην. Πξέπεη λα αλαπηπρηεί ε ιεηηνπξγηθή ζύιιεςε 

ηνπ καζεηή. Από ηα απνηειέζκαηα ηα έξγα πνπ ήηαλ ιεηηνπξγηθήο ζύιιεςεο 

δπζθόιεςαλ ηνπο καζεηέο. Άξα αλ πξνζεγγίζνπκε πεξηζζόηεξν ιεηηνπξγηθά 

ηα ζρήκαηα ζα επηηύρνπκε θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο θαη θαη’ 

επέθηαζε επηηπρή γεσκεηξηθό ζπιινγηζκό. 

Παξόιν πνπ νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ην ζρήκα θαη θαίλνληαη λα 

εληζρύνληαη από απηό, εληνύηνηο, ε αλαγλώξηζε ηεο ζεηηθήο επίδξαζεο πνπ 

αζθεί θαηά ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ δελ γίλεηαη από όινπο, 

απνηέιεζκα  πνπ επηβεβαηώλεηαη θαη από ηα απνηειέζκαηα ησλ Elia θαη 

Philippou (2004) αλαθνξηθά κε ηε κε ζπλεηδεηνπνίεζε ηνπ βνεζεηηθνύ 

ξόινπ ησλ εηθόλσλ από ηνπο καζεηέο.  

Τα απνηειέζκαηα καο δείρλνπλ όηη ε θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνύ 

ζρήκαηνο έρεη κηα ηζρπξή επίδξαζε ζρεηηθά κε ηηο επηδόζεηο ησλ καζεηώλ 

ζηελ γεσκεηξηθή απόδεημε. Ο γεσκεηξηθόο ζπιινγηζκόο επηηπγράλεηαη 

θαιύηεξα αλ ην ζρήκα καο ηξνθνδνηεί κε λέα δεδνκέλα θαη αληίζηξνθα. 

Απηό είλαη ζύκθσλν κε ηα επξήκαηα πξνεγνύκελσλ εξεπλώλ (π.ρ. Hanna & 

Sidoli, 2007; Giaquinto, 2007), πνπ ζπκπεξαίλνπλ όηη ππάξρεη κηα δπλεηηθή 

ζπκβνιή ησλ νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηε καζεκαηηθή απόδεημε. 

Δπξήκαηα απνθαιύπηνπλ επίζεο όηη ε ιεηηνπξγηθή πξνζέγγηζε είλαη εθείλε 

πνπ ζπλεηζθέξεη ηα κέγηζηα ζηελ θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο. 

Τν αμηνζεκείσην ηεο έξεπλαο καο είλαη όηη ε ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο 

ζπλδέεηαη ηζρπξά κε ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ θαη ηελ παξνρή επεμήγεζεο. 

Σπλεπώο αλαδεηθλύεηαη ν ζεκαληηθόο ξόινο ηεο νπηηθνπνίεζεο γηα ηελ 

επίιπζε γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ.  

Έρνληαο δεδνκέλν όηη ε Γεσκεηξία πνπ δηδάζθνπκε ζην Λύθεην δίλεη 

έκθαζε ζηελ Γεσκεηξία ΗΗ (Φπζηθή Αμησκαηηθή Γεσκεηξία) θαη βάζε ησλ 
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πνζνζηώλ επηηπρίαο πνπ πξόεθπςαλ ζα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη νη καζεηέο 

ηεο Α΄ Λπθείνπ  βξίζθνληαη ζηε  Γεσκεηξία ΗΗ ή Φπζηθή θαη Αμησκαηηθή 

(Natural and axiomatic Geometry), αθνύ ζηα πεξηζζόηεξα έξγα είλαη ζε ζέζε 

λα ρξεζηκνπνηνύλ ππνζεηηθνύο θαη παξαγσγηθνύο ζπιινγηζκνύο θαη λόκνπο 

πνπ έρνπλ πξνθύςεη από έλα ζύλνιν αμησκάησλ όζν ην δπλαηό πιεζηέζηεξν 

πξνο ηελ αηζζεηηθή πξαγκαηηθόηεηα ελώ έλα πνιύ κηθξό πνζνζηό έρεη 

αλαπηύμεη αθαηξεηηθή ζθέςε, άξα ζα κπνξνύζε λα βξίζθεηαη ζηε Γεσκεηξία 

ΗΗΗ (Απζηεξή Αμησκαηηθή Θεσξία). 

Έλα επηπιένλ ζπκπέξαζκα από ηελ ζηαηηζηηθή αλάιπζε πνπ έγηλε 

είλαη πσο νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ έρνπλ θαηάθηεζε ηόζν ηεο γεληθόηεηαο 

ηεο απόδεημεο όζν θαη ηεο θαηαζθεπή ηεο, άξα βξίζθνληαη ζην επίπεδν 

Δπίπεδν II ζπκθώλα κε ηνπο Susumu Kunimune, Taro Fujita & Keith Jones.  

 

5.1 Γηδαθηηθέο πξνηάζεηο 

Καζώο, ινηπόλ ε θαηαζθεπή ησλ απνδείμεσλ ησλ γεσκεηξηθώλ 

ζεσξεκάησλ θπξηαξρεί ζε όιν ην πεξηερόκελν ηεο δηδαθηέαο ύιεο ηεο 

γεσκεηξίαο θαζίζηαηαη επηηαθηηθή αλάγθε  αλαδήηεζεο δηδαθηηθώλ 

πξνζεγγίζεσλ θαη απνηειεζκαηηθώλ κνξθώλ δηδαζθαιίαο πνπ από ηελ κία λα 

ηνλίδνπλ ηελ ζπνπδαηόηεηα θαη ηελ αλαγθαηόηεηα ηεο απνδεηθηηθήο 

δηαδηθαζίαο θαη από ηελ άιιε λα άξνπλ, όζν απηό είλαη εθηθηό, ηηο δπζθνιίεο 

ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε απηήλ.  

Οη ζύγρξνλεο απόςεηο γηα ηε δηδαζθαιία ηεο γεσκεηξηθήο απόδεημεο 

θαλεξώλνπλ όηη ζηόρνο ηεο είλαη λα απνθηήζεη ν καζεηήο εκπεηξίεο αλάινγεο 

κε έλαλ καζεκαηηθό, γηα λα αλαπηύμεη ελδηαθέξνλ θαη θίλεηξα δηεξεύλεζεο 

θαη νηθνδόκεζεο ηεο γλώζεο (Δηθόλα 66). Τα θίλεηξα ησλ κεγάισλ 

καζεκαηηθώλ πνπ αθηεξώλνπλ ρξόληα γηα ηελ απόδεημε ελόο ζεσξήκαηνο, 

είλαη ε πεξηέξγεηα θαη ε καγεία ηεο δηεξεύλεζεο θαη ηεο αλαθάιπςεο. πσο ν 

καζεκαηηθόο θαηαζθεπάδεη κηα ηππηθή απόδεημε, ώζηε λα γίλεη δεθηή γηα 

δεκνζίεπζε, έηζη θαη ν καζεηήο κπνξεί λα θαηαζθεπάζεη ηελ απόδεημε, κε 

ζηόρν λα πεηζζεί ν ίδηνο θαη λα πείζεη ηνλ εθπαηδεπηηθό γηα ηελ ηζρύ ηνπ 

ζεσξήκαηνο (Godino & Recio, 1997). Άξα ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ 

Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθώλ σο εξγαιείν ζηελ νξγάλσζε ηνπ καζήκαηνο θαη 

ζηε δηδαζθαιία ζηελ ηάμε. 
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Δηθόλα 66. Γηδαθηηθή πξνζέγγηζε 

Ζ εξγαζία ηνπ καζεηή πξέπεη λα είλαη ζπγθξίζηκε κε απηή ηελ 

επηζηεκνληθή δξαζηεξηόηεηα. Γλσξίδσ ηα Μαζεκαηηθά δελ είλαη κόλν 

καζαίλσ νξηζκνύο θαη ζεσξήκαηα, γηα λα αλαγλσξίδσ ηελ επθαηξία λα ηα 

ρξεζηκνπνηήζσ θαη λα ηα εθαξκόζσ .Μηα θαιή αλαπαξαγσγή από ην καζεηή 

κηαο επηζηεκνληθήο δξαζηεξηόηεηαο ζα απαηηνύζε λα δξάζεη, λα ηππνπνηήζεη, 

λα απνδείμεη, λα θαηαζθεπάζεη κνληέια, γιώζζεο, έλλνηεο, ζεσξίεο , πνπ ηηο 

αληαιιάδεη κε ηνπο άιινπο, λα αλαγλσξίζεη απηέο πνπ είλαη ζύκθσλεο κε ηελ 

πνιηηηζηηθή παξάδνζε, λα δαλεηζηεί απηέο πνπ ηνπ είλαη ρξήζηκεο θ.ιπ. Γηα 

λα θάλεη δπλαηή κηα ηέηνηα δξαζηεξηόηεηα ν θαζεγεηήο πξέπεη, ινηπόλ, λα 

θαληάδεηαη θαη λα πξνηείλεη ζηνπο καζεηέο ηνπ θαηαζηάζεηο πνπ κπνξνύλ λα 

ηηο δήζνπλ θαη ζηηο νπνίεο νη γλώζεηο ζα θαίλνληαη σο ε βέιηηζηε ιύζε θαη 

απνθαιππηηθή γηα ηα πξνβιήκαηα πνπ ηέζεθαλ (Γαγάηζεο, 2000). 

Ζ θαζνδεγνύκελε αλαθάιπςε ζα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα 

δηεπξύλνπλ ηηο γεσκεηξηθέο έλλνηεο κέζσ θαιά ζρεδηαζκέλσλ 

θαζνδεγνπκέλσλ δξαζηεξηνηήησλ (Mason, 2005). Τέηνηεο δηδαζθαιίεο 

κπνξνύλ λα ζρεδηαζηνύλ κε ηα ινγηζκηθά δπλακηθήο γεσκεηξίαο (π.ρ. 

SketchPad, Geogebra). Τν Geometer’s SketchPad, επηηξέπεη ζην καζεηή λα 

κεηαβάιιεη ην ζρήκα ησλ γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ, ρσξίο λα ρξεηάδεηαη λα 

θάλεη ην ζρήκα από ηελ αξρή θεξδίδνληαο έηζη ρξόλν λα ζθεθηεί ηηο 

γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο θαη λα αλαθαιύςεη ηδηόηεηεο πνπ δελ ζα ήηαλ δπλαηόλ 

κε ην κνιύβη-ραξηί. Ζ πξαθηηθή ηνπ ζπξζίκαηνο ιεηηνπξγεί σο κεζνιαβεηήο 

θαηά ηε κεηάβαζε από ηε ζεσξία ζην ζρήκα θαη από ην ζρήκα ζηε ζεσξία . 
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Ζ επαλάιεςε ηεο έξεπλαο κεηά ηελ δηδαθηηθή παξέκβαζε ζα καο 

έδηλε ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα θαηά πνζό βνεζεζήθαλ νη καζεηέο ζηελ 

θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνπ ζρήκαηνο θαη ζηε ζπλέρεηα ζηελ απόδεημε . 
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Παξάξηεκα Ι 

 

ΜΔΡΟ Α 

1. Σην ζρήκα πνπ δίλεηαη έρνπκε ΑΒ ΓΓ. Ολνκάζηε ηηο νμείεο γσλίεο πνπ 

ππάξρνπλ κε θνξπθή ην ζεκείν Β;  

                        

2. Σην  ζρήκα νη ηέζζεξηο θύθινη εθάπηνληαη κεηαμύ ηνπο θαη ηαπηόρξνλα 

εθάπηνληαη ζηηο πιεπξέο ηνπ 

νξζνγσλίνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ. Να βξείηε 

πνηα ζρέζε  ζπλδέεη ηα   θαη  .  

Να εμεγήζεηε ηνλ ηξόπν κε ηνλ 

νπνίν εξγαζηήθαηε. 

 Α. ς=8ρ   Β. ς=4ρ    Γ. ρ =4ς     Γ. ς =1/5ρ          Δ.=1/9ς 

3. Ζ Μαξία δηπιώλεη ζην κέζν έλα θνκκάηη ραξηί θαη κεηά επαλαιακβάλεη 

ηελ ίδηα δηαδηθαζία 3 θνξέο. Μεηά, ζην δηπισκέλν ραξηί θάλεη κηα ηξύπα. Αλ 

μεδηπιώζεη ην ραξηί, πόζεο ηξύπεο ζα έρεη; 

 

Να εμεγήζεηε πσο θηάζαηε ζηελ απάληεζε ζαο; 

4. Γπν ίζα νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ηνπνζεηεκέλα ζε έλα νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν κε δηαζηάζεηο 3 8 όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (α). Δάλ ηα 

ηδία δπν ηξίγσλα επαλαηνπνζεηεζνύλ κέζα ζην  νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (β), πνην είλαη ην εκβαδόλ ηνπ 

ζθηαζκέλνπ κέξνπο ζην ζρήκα (β); 
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5. Δάλ ζην παξαθάησ ζρήκα Ο  είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ηνπ 

ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ, ηόηε  κε πνζό ηζνύηαη ην εκβαδόλ ηεο ζθηαζκέλεο 

πεξηνρήο ; 

                                             

Να εμεγήζεηε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν εξγαζηήθαηε. 
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Παξάξηεκα ΙΙ 

 

ΜΔΡΟ Β 

1.Σην παξαθάησ ζρήκα  ηζρύεη όηη ΑΔ=CΔ θαη  ̂ = ̂.  Να απνδείμεηε όηη 

ΑD=CB. 

                                                

2.Σην ζρήκα νη επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο. Πόζεο κνίξεο είλαη ε 

γσλία x; Δμεγήζηε πσο εξγαζηήθαηε. 

 

Α.70
ν 
    Β.60

ν
      Γ.40

ν
     Γ.30

ν
      Δ.20

ν
  

3. Τν εκβαδόλ ηνπ ζθηαζκέλνπ ζρήκαηνο είλαη : 

Α.1     Β.2     Γ.3   Γ.4   Δ.5 

                                          

Να εμεγήζεηε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν εξγαζηήθαηε. 
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4.Τν εκβαδόλ ηνπ νξζνγώληνπ ΑΒΓΓ είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηνπ ηζνζθεινύο 

ηξηγώλνπ ΑΒΔ  (κε ΔΑ=ΔΒ) θαη ΔΕ ην ύςνο ηνπ. Παξαηεξήζηε ηα 

ζθηαζκέλα ζρήκαηα κε αληίζηνηρα εκβαδά Δ1 θαη Δ2.Βαιηε ζε θύθιν ηε 

ζσζηή πξόηαζε θαη αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζε ζαο. 

 

                          

Α. Τν εκβαδόλ Δ1 είλαη κεγαιύηεξν από ην εκβαδόλ Δ2. 

Β. Τν εκβαδόλ Δ1 είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ Δ2. 

Γ. Τν εκβαδόλ Δ1 είλαη κηθξόηεξν από ην εκβαδόλ Δ2. 

5. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ( ̂=90
ν
) θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΒΓ. Από ην 

Γ θέξλνπκε 

 ΓΔ  ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΒA ζην Ε. 

α. Να απνδείμεηε όηη ΒΔ=ΒΑ.  

β. Να απνδείμεηε όηη ην ΒΓΕ είλαη ηζνζθειέο.  
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Παξάξηεκα ΙΙΙ 

 

ΜΔΡΟ Γ  

1.Σην παξαθάησ ζρήκα ην ΑΒΓΓ είλαη νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε 

πιεπξά ΒΓ=5 cm θαη ηα ηόμα ΑΜΒ θαη ΓΛΓ είλαη εκηθύθιηα κε δηακέηξνπο 

ΑΒ θαη ΓΓ αληίζηνηρα. Τα ζεκεία Μ θαη Λ είλαη ηα κέζα ησλ εκηθπθιίσλ 

ΑΜΒ θαη ΓΛΓ αληίζηνηρα. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΓΜΓ. 

 

Να θαίλνληαη όιεο νη πξάμεηο. 

2.Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΜ. 

Φέξνπκε εκηεπζεία Γx ΒΓ πξνο ην εκηεπίπεδν πνπ δελ αλήθεη ην Α θαη  

παίξλνπκε ζε απηήλ ηκήκα  ΓΓ= ΑΒ. Να απνδείμεηε όηη: 

        α) ΑΜ // ΓΓ   

        β) ε ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΜΑΓ.  

        γ) 
ˆ

ˆ 45
2

 
   .   
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Παξάξηεκα ΙV 

 

ΚΧΓΙΚΟΠΟΙΗΗ ΣΟΤ ΔΡΧΣΗΜΑΣΟΛΟΓΙΟΤ 

 
ΜΕΡΟΣ Α 
 
ΕΡΩΤΗΣΗ 1 

Α1 ={

                                              
                                                           
                                                         

 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 2 

Α2={
                       
                       

 

 

Αex2 ={
                                                           
                                        

 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 3 

Α3={
                       
                       

 

 

Αer3={
                                    
                                               

 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 4 
Αop4=

{
                                                                           
                                                                                                                                

 

 

Αpr4 ={

                    (       )            

                       (       )           
                                                 

 

Αex4 ={
                                                           

                                        
 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 5 

Αop5={
                        
                         

 

 

Αpr5 ={

                    (       )            

                       (       )           
                                                 

 

Αex5 ={
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ΜΕΡΟΣ Β 
 
ΕΡΩΤΗΣΗ 1 

Βde1={
                        (            )
                                                      
                                                      

 

 

Βex1 ={
                                                           

                                        
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2 

Βde2={
                        
                         

 

 

Βex2 ={
                                                           

                                        
 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 3 

Βde3={

                                                        
                                      
                                                        

 

 

Βex3 ={
                                                           

                                        
 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 4 

Βde4={
                        
                         

 

 

Βex4 ={
                                                           
                                        

 

 
ΕΡΩΤΗΣΗ 5 

Βfig5={
                     
                      

 

 

Βde5a={
                        (            )
                                                      
                                                      

 

Βde5b={
                        (            )
                                                      
                                                      

 

Βex5a ={
                                                           
                                        

 

Βex5b ={
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ΜΕΡΟΣ Γ 
 
ΕΡΩΤΗΣΗ 1 
Cop1=

{
                                                                            
                                                                                                                           

 

 

Cde1 ={
                        (            )
                                                      
                                                      

 

 

Cex1 ={
                                                           

                                        
 

 
 
ΕΡΩΤΗΣΗ 2 

Cfig2={
                     
                      

 

 

Cde2a={
                        (            )

                                                      
                                                      

 

Cde2b={
                        (            )

                                                      
                                                      

 

Cde2c={

                        (            )
                                                      
                                                      

 

 

Cex2a ={
                                                           

                                        
 

Cex2b ={
                                                           

                                        
 

Cex2c ={
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ V 

 

 occurrence average Standard deviations 

A1 123.5 0.74 0.36 

A2 96.0 0.57 0.49 

Aex2 60.0 0.36 0.48 

A3 105.0 0.63 0.48 

Aer3 39.0 0.23 0.42 

Aop4 104.0 0.62 0.49 

Apr4 73.0 0.43 0.46 

Aex4 74.0 0.44 0.49 

Aop5 12.0 0.07 0.26 

Apr5 11.5 0.07 0.25 

Aex5 11.5 0.07 0.25 

Ms 81.0 0.48 0.50 

Fs 87.0 0.52 0.50 

S1s 117.0 0.70 0.46 

S2s 21.0 0.13 0.33 

S3s 30.0 0.18 0.38 
 

 

 

 

 

 

 

 occurrence average Standard deviations 

Bde1 132.5 0.79 0.39 

Bex1 138.0 0.82 0.38 

Bde2 100.0 0.60 0.49 

Bex2 71.0 0.42 0.49 

B3 77.0 0.46 0.46 

Bex3 63.5 0.38 0.48 

Bop4 159.0 0.95 0.23 

Bex4 17.0 0.10 0.30 

Bfig5 102.0 0.61 0.49 

Bde5a  77.0 0.46 0.48 

Bde5b 25.5 0.15 0.36 

Bex5a 82.0 0.49 0.50 

Bex5b 24.5 0.15 0.35 

Ms 81.0 0.48 0.50 

Fs 87.0 0.52 0.50 

S1s 117.0 0.70 0.46 

S2s 21.0 0.13 0.33 
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 occurrence average Standard deviations 

Cop1 2.0 0.01 0.11 

Cde1 79.0 0.47 0.49 

Cex1 66.0 0.39 0.49 

Cfig2 84.0 0.50 0.50 

Cde2a 40.0 0.24 0.43 

Cde2b 29.5 0.18 0.38 

Cde2c 5.5 0.03 0.17 

Cex2a 40.0 0.24 0.43 

Cex2b 30.0 0.18 0.38 

Cex2c 6.0 0.04 0.19 

Ms 81.0 0.48 0.50 

Fs 87.0 0.52 0.50 

S1s 117.0 0.70 0.46 

S2s 21.0 0.13 0.33 

S3s 30.0 0.18 0.38 
 

   

 

 


