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στη ∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών  

που απονέµει  
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ MÖBIUS ΚΑΙ Η 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΗΣ 

ΚΑΙ ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

 
 
 
Αναµφίβολα η Γεωµετρία αποτελεί έναν από τους σηµαντικότερους κλάδους 

της µαθηµατικής επιστήµης, από τη στιγµή της δηµιουργίας της µέχρι και 

σήµερα, της οποίας η εξέλιξη συνεχίζεται χωρίς διακοπή και υπόσχεται 

σηµαντικές κατακτήσεις στο µέλλον. Η σπουδαιότητα της, µπορούµε να 

πούµε, πηγάζει πρωταρχικά από το φυσικό κόσµο και εν συνεχεία από τον 

άνθρωπο. Κατά τη διάρκεια της ιστορίας, ο ανθρώπινος νους προσαρµόζεται, 

εξελίσσεται και προσπαθεί να µελετήσει όλες τις πτυχές του φυσικού 

περιβάλλοντος. Έτσι, η αναζήτηση απαντήσεων για την ερµηνεία του 

«χώρου» δηµιούργησε τις βάσεις για τη σύγχρονη επιστήµη. 

           Η έννοια του χώρου αποτέλεσε ένα από τα κίνητρα, ώστε ο άνθρωπος 

να οδηγηθεί στα µαθηµατικά. Οι Αρχαίοι Έλληνες µε την απαράµιλλη µέθοδό 

τους παρήγαγαν το µοναδικό δηµιούργηµα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Η 

Ευκλείδεια Γεωµετρία ήταν το πρώτο σύστηµα γνώσεων που έθεσε σε 

επιστηµονικό πλαίσιο τα εµπειρικά δεδοµένα, τα οποία αντλούσε ο 

ανθρώπινος νους από την αίσθηση του χώρου.  

           Ωστόσο, χρειάστηκαν περίπου δυο χιλιετίες, ώστε να συνειδητοποιήσει 

ο άνθρωπος ότι η Ευκλείδεια Γεωµετρία δεν ήταν η µοναδική Γεωµετρία που 

περιγράφει το χώρο. Η ανακάλυψη των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών 

σηµατοδοτεί την αρχή µιας νέας εποχής για την περαιτέρω µελέτη του 

φυσικού κόσµου.  

           Οι δύο κλάδοι της µη Ευκλείδειας Γεωµετρίας, η Υπερβολική και η 

Ελλειπτική, ειδωµένες µέσα από ένα πρίσµα αναλυτικής προσέγγισης 

αποτελούν το αντικείµενο µελέτης αυτής της εργασίας. Με βασικό άξονα τους 

µετασχηµατισµούς του Möbius, θα αναπτύξουµε στο  µιγαδικό επίπεδο 

µερικά µοντέλα αναπαράστασης της Υπερβολικής και Ελλειπτικής 

Γεωµετρίας.  
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ΜΕΡΟΣ Α 

 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 

 

 

Η διάρθρωση και η δοµή της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, µε βάση τους ορισµούς, 

τις κοινές έννοιες και τα αξιώµατα, της αποδίδουν το χαρακτήρα της 

συνθετικής γεωµετρίας. Η συνθετική γεωµετρία, στηριζόµενη στα παραπάνω 

στοιχεία και µε βάση τον καθαρό συλλογισµό, µας δίνει τη δυνατότητα να 

συνάγουµε και να αποδείξουµε τα θεωρήµατα. 

           Βέβαια, µε τη συνθετική προσέγγιση, είναι αναπόφευκτη η εµπλοκή του 

νου µε έννοιες αφηρηµένες και όχι σαφώς προσδιορισµένες. Αν όµως 

επιχειρήσουµε τη µελέτη της γεωµετρίας µέσω συγκεκριµένων 

αναπαραστάσεων, όπως είναι ένα µοντέλο τοποθετηµένο στο επίπεδο ή το 

µοντέλο της σφαίρας, τότε αντιµετωπίζουµε µια νέα διαδικασία ανάπτυξης. Οι 

γεωµετρικοί όροι συνυπάρχουν και αλληλεπιδρούν µε άλλους κλάδους των 

µαθηµατικών ή και µε το φυσικό κόσµο, παρουσιάζοντας τη γεωµετρία µε 

αναλυτικό τρόπο. Η αναλυτική προσέγγιση της γεωµετρίας εµπεριέχει, 

συνήθως, τη χρήση κάποιου συστήµατος συντεταγµένων. Σύµφωνα µε αυτήν 

τη µέθοδο, θα αναπτυχθούν στην εργασία οι µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες. 

           Με αφετηρία την Αρχαία Ελλάδα και την Ευκλείδεια Γεωµετρία, 

αρχικά, θα εξετάσουµε συνοπτικά την πορεία των ερευνών για την απόδειξη 

του 5ου αιτήµατος και έπειτα, θα δούµε πώς η αναίρεσή του δηµιουργεί την 

Υπερβολική και την Ελλειπτική Γεωµετρία. 

           Από το ιστορικό µέρος περνάµε στο µαθηµατικό, όπου θα αναλυθούν τα 

βασικά εργαλεία για το κύριο τµήµα της εργασίας. Οι γεωµετρικοί 

µετασχηµατισµοί από τη µια και το Πρόγραµµα Erlanger από την άλλη, θα 

λειτουργήσουν ως θεµέλιοι λίθοι για τη βασική µελέτη της γεωµετρίας µας. 

Αξίζει να αναφέρουµε ότι χρειάστηκαν δυο χιλιετίες µέχρι να εµφανιστεί η 

ριζοσπαστική και καινοτόµος θεωρία του F. Klein, ο οποίος αντιµετώπισε τη 

γεωµετρία αλγεβρικά και την εµπλούτισε µε νέα αποτελέσµατα. 

           Με βασικό κορµό το πρόγραµµα του Klein, θα µελετήσουµε µια 

ευρύτερη εφαρµογή του στη Γεωµετρία Möbius. ∆ιαµέσου της οµάδας των 

µετασχηµατισµών και των αναλλοίωτων της Γεωµετρίας Möbius, θα 

αναλύσουµε τις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες. Το σύγχρονο πρίσµα του 

προγράµµατος Erlanger επιτρέπει µια κατηγοριοποίηση των γεωµετριών σε 
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τέτοιο βαθµό, ώστε η Γεωµετρία Möbius να δέχεται ως «υπογεωµετρίες» 

(subgeometries) της, την Υπερβολική και την Ελλειπτική Γεωµετρία. 

           Η µελέτη της Υπερβολικής Γεωµετρίας θα πραγµατοποιηθεί µέσω του 

δίσκου του Poincaré. Σε αυτό το µοντέλο αναπαράστασης θα αναλυθούν 

βασικές έννοιες, όπως το µήκος, η γωνία και το εµβαδόν. Παράλληλα, θα 

δούµε µε ποιον τρόπο παραλλάσσονται οι παραπάνω έννοιες µε τις 

αντίστοιχες της Ευκλείδειας Γεωµετρίας.  

           Με ανάλογη µέθοδο, θα αναπτυχθεί και η Ελλειπτική Γεωµετρία. Στα 

µοντέλα αναπαράστασης που θα εξετάσουµε, ανήκει η επιφάνεια της σφαίρας 

καθώς και η προβολή της στο επίπεδο.                 
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2. ΙΣΤΟΡΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ- ΣΤΑΘΜΟΙ ΣΤΗΝ ΕΞΕΛΙΞΗ ΤΩΝ 
ΜΗ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΩΝ ΓΕΩΜΕΤΡΙΩΝ 

 

 

2.1. ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ-ΑΙΤΗΜΑΤΑ  
    
Περίπου στο 300 π.Χ., ο Ευκλείδης συστηµατοποίησε, σε ένα εκτενές 

σύγγραµµα µε τίτλο «Στοιχεία», το µεγαλύτερο µέρος της µαθηµατικής 

γνώσης που είχε συντελεστεί µέχρι την εποχή του. Ξεκινώντας από το 600 

π.Χ. µε το Θαλή και τις πρώτες ιδέες γεωµετρίας και συνεχίζοντας µε τον 

Πυθαγόρα και την Πλατωνική σχολή, άντλησε ένα µεγάλο αριθµό δεδοµένων 

και δηµιούργησε ένα οργανωµένο και οµαδοποιηµένο σύνολο αποτελούµενο 

από 13 βιβλία µε 465 προτάσεις. Το περιεχόµενο των βιβλίων διαρθρώνεται 

κυρίως µε Γεωµετρία, στοιχειώδη γεωµετρική Άλγεβρα και θεωρία Αριθµών. 

Το κείµενο αυτό έµεινε απαράλλαχτο, και µε τη µορφή του εγχειριδίου 

Γεωµετρίας µεταφερόταν ανά τους αιώνες, είτε για διδασκαλία, είτε για 

έρευνα. 

           Ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του Ευκλείδη είναι πως απέδειξε τόσες 

προτάσεις στηριζόµενος ουσιαστικά σε πέντε κοινές έννοιες και πέντε 

αιτήµατα. Οι κοινές έννοιες αναφέρονται σε συµπεράσµατα που αφορούν 

κυρίως τη λογική, ενώ τα αιτήµατα είναι προτάσεις που αφορούν µόνο τη 

Γεωµετρία. Προκειµένου να είναι άρτιος ο σχολιασµός και η ανάλυση όλων 

των ζητηµάτων που παρουσιάζονται παρακάτω, παραθέτουµε τα πέντε 

αιτήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας:  

 
Αίτηµα 1ο. Από οποιοδήποτε σηµείο προς οποιοδήποτε σηµείο άγεται ευθεία 

γραµµή. 

 
∆ηλαδή δυο σηµεία ορίζουν µια ευθεία. Εννοείται εδώ, ότι αναφέρεται σε µια 

και µοναδική ευθεία. 

 
Αίτηµα 2ο. Και είναι δυνατόν πεπερασµένη ευθεία να εκτείνεται συνεχώς και 

ευθυγράµµως. 

 
Με άλλα λόγια µια ευθεία έχει άπειρο µήκος. Όπως θα δούµε παρακάτω, το 

αίτηµα αναιρείται στην περίπτωση της Σφαιρικής Γεωµετρίας. 

  
Αίτηµα 3ο. Από κάθε κέντρο και µε κάθε διάστηµα γράφεται κύκλος.  
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Η λέξη διάστηµα εκφράζει την έννοια της ακτίνας. 

    
Αίτηµα 4ο. Όλες οι ορθές γωνίες είναι ίσες µεταξύ τους. 

 
Αίτηµα 5ο. Αν µια ευθεία τέµνει δυο άλλες, έτσι ώστε το άθροισµα των 

εσωτερικών γωνιών να είναι µικρότερο των δύο ορθών, τότε αυτές 

οι ευθείες µπορούν να προεκταθούν µέχρι να τέµνονται προς το 

µέρος των γωνιών που είναι µικρότερες των δύο ορθών. 

 
           Το 5ο αίτηµα είναι φανερό ότι ξεφεύγει νοηµατικά από τα υπόλοιπα, 

αφού διατυπώνεται σε γλώσσα ανάλογη των προτάσεων των Στοιχείων. Η 

πολυπλοκότητα της έκφρασής του, αποτέλεσε την αφετηρία για επίπονες 

έρευνες, οδηγώντας αρκετούς µελετητές στην προσπάθεια να το αποδείξουν. 

Ωστόσο, το αποτέλεσµα ήταν να δοθούν διαφορετικές ερµηνείες.   

Παραθέτουµε κάποιες ισοδύναµες προτάσεις µε το 5ο αίτηµα: 

 
(1)    Αξίωµα του Playfair: Από σηµείο εκτός ευθείας ακριβώς µια ευθεία 

µπορεί να διέλθει από αυτό που να είναι παράλληλη στην αρχική.  

Σύµφωνα µε τον Heath (βλ [βιβλίο I, σ. 220]) η διατύπωση αυτή απαντάται 

πρώτα στον Πρόκλο. 

 

(2)    Ποσειδώνειος, Γέµινος: Υπάρχουν ευθείες γραµµές παντού ισαπέχουσες 

η µία από την άλλη. 

   

(3)    Legendre: Υπάρχει τρίγωνο στο οποίο το άθροισµα των τριών γωνιών του 

να ισούται µε δύο ορθές. 

 

(4)    Legendre, W. Bolyai: ∆οθέντων τριών µη συνευθειακών σηµείων υπάρχει 

κύκλος που διέρχεται από αυτά. 

 

           Ένας ακόµη λόγος που ώθησε την έρευνα πάνω στο 5ο αίτηµα, 

προέρχεται από την άποψη ότι, όπως το αντίστροφό του αιτήµατος 

αποδεικνύεται στην Πρόταση I.27 των Στοιχείων µέσω των άλλων αιτηµάτων, 

έτσι, πρέπει ανάλογα και το ευθύ να αποδεικνύεται. Με τη σκέψη αυτή ως 

οδηγό, το αποτέλεσµα ήταν να καταλήξουν από τη µια σε ισοδύναµες 

διατυπώσεις και από την άλλη σε αρκετά ενδιαφέροντα και κρίσιµα 

συµπεράσµατα. Την πορεία των συµπερασµάτων  και τον τρόπο που 

επηρέασαν τους µελετητές αναφέρουµε στην επόµενη παράγραφο.    
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2.2. ΟΙ ΠΡΟΣΠΑΘΕΙΕΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ ΤΟΥ 5ου ΑΙΤΗΜΑΤΟΣ 

 
Για περίπου δύο χιλιετίες επιχειρήθηκαν αξιόλογες προσπάθειες για την 

απόδειξη του 5ου αιτήµατος µέσω των υπόλοιπων αξιωµάτων, 

συµπεριλαµβανοµένων και αναγνωρισµένων γεωµετρών. Στην προσπάθεια 

αυτή έλαβαν µέρος πολλοί γνωστοί µαθηµατικοί (όπως οι Saccheri, Legendre, 

Wallis, Gauss, κ.α). Αυτό αποδεικνύει περίτρανα ότι η επιλογή του Ευκλείδη 

να το συµπεριλάβει στο έργο του, ως απαραίτητο για την θεµελίωση της 

θεωρίας του, του δίνει το χαρακτηρισµό ενός µοναδικά ευφυούς ατόµου.  

           Οι προσπάθειες που επιχειρήθηκαν κατά την αρχαιότητα κρύβουν 

ιδιαίτερο ζήλο, καθώς φάνταζε δεδοµένη η ύπαρξη απόδειξης του αιτήµατος. 

Ωστόσο, την πιο σηµαντική συµβολή είχαν οι σύγχρονοι γεωµέτρες, ώστε 

τελικά να οδηγηθούν στην ανακάλυψη των µη Ευκλείδειων γεωµετριών. Το 

τελικό αποτέλεσµα για τους µελετητές, µέχρι τα µέσα του 18ου αιώνα, ήταν να 

αντικαταστήσουν το 5ο αίτηµα µε ισοδύναµες προτάσεις, λαµβάνοντας ως 

υπόθεση τα τέσσερα πρώτα αιτήµατα. Στη συνέχεια, παρατίθενται µε 

χρονολογική σειρά µερικές αξιοσηµείωτες απόπειρες και οι συντελεστές τους. 

           Όπως σηµειώνει ο Heath, πρώτος εµφανίζεται ο Πτολεµαίος ο 

Αλεξανδρινός (100-178 µ.Χ.). Σηµαντικές πληροφορίες για το έργο του µας 

δίνει ο Πρόκλος, που αναφέρει ότι ο Πτολεµαίος συνέγραψε ένα βιβλίο πάνω 

στην πρόταση: Οι ευθείες γραµµές που σχηµατίζονται από γωνίες µικρότερες 

των δυο ορθών τέµνονται αν προεκταθούν, στηριζόµενος ουσιαστικά στην 

πρόταση του Ευκλείδη (Ι.28)1.  

           Χρησιµοποιώντας τις Προτάσεις Ι.28 και Ι.29, οδηγείται να 

συµπεράνει το 5ο αίτηµα ως εξής: 

 
         Ας υποθέσουµε ότι οι ευθείες γραµµές που σχηµατίζουν µε την 

τέµνουσα γωνίες µικρότερες των δυο ορθών δεν τέµνονται στη 

µεριά που βρίσκονται αυτές οι γωνίες. Τότε δεν θα τέµνονται ούτε 

στην άλλη µεριά που οι γωνίες είναι µεγαλύτερες από δυο ορθές. 

Συνεπώς, δεν θα τέµνονται σε καµία από τις δύο µεριές, και άρα 

είναι παράλληλες. Τότε όµως, οι γωνίες που σχηµατίζονται από την 

τέµνουσα είναι ορθές (Ι.29). ∆ηλαδή οι γωνίες αυτές είναι 

ταυτόχρονα ίσες και µικρότερες από δυο ορθές. Άτοπο, άρα οι 

ευθείες τέµνονται. 
                                                 
1 Σύµφωνα µε την Πρόταση Ι.28, αν δυο ευθείες γραµµές συναντούν µια τέµνουσα που 

σχηµατίζει τις εντός και επί τ’ αυτά γωνίες ίσες µε δυο ορθές, οι ευθείες γραµµές δεν τέµνονται 

όσο και αν προεκταθούν.  
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           Αρκετά αργότερα, ο Πρόκλος (410-485 µ.Χ.) προσπαθεί εντονότερα 

να εντοπίσει τη λύση. Όπως αναφέρει ο Heath (βλ. [βιβλίο I, σ. 204]), 

στηρίζεται σε ένα αξίωµα που χρησιµοποίησε ο Αριστοτέλης1, και µέσω της 

πρότασης:  

 
αν µια ευθεία γραµµή τέµνει τη µια από δυο παράλληλες, τότε θα 

τέµνει και την άλλη,  

 
προχωράει στην απόδειξη του 5ου αιτήµατος.  

           Με τον Πρόκλο σταµατάει η έρευνα του ζητήµατος για περίπου µια 

χιλιετία, οπότε και εµφανίζεται ο Πέρσης Nasiraddin at Tusi (1201-1274), ο 

οποίος µελετώντας τις παράλληλες, οδηγείται σε µια δική του απόδειξη.  

           Στη συνέχεια ο John Wallis (1616-1703), ισχυριζόµενος ότι: µε δοθέν 

τρίγωνο και ευθύγραµµο τµήµα είναι πάντα δυνατόν να βρεθεί τρίγωνο όµοιο 

µε το δοσµένο και πλευρά το ευθύγραµµο τµήµα, καταλήγει στο ποθητό 

συµπέρασµα. Ο Heath (βλ. [βιβλίο I, σ. 211), αναφέρει ότι ο Saccheri σχολιάζει 

τη προσπάθεια αυτή ως µια χωρίς συνθήκες υπόθεση του 5ου αιτήµατος. 

           Φτάνουµε έτσι στα τέλη του 17ου αιώνα, όπου ο Gerolamo Saccheri 

(1667-1733) κάνει µια ιδιαιτέρως ενδιαφέρουσα απόπειρα για την απόδειξη 

του 5ου αιτήµατος, τη σηµαντικότερη έως τότε. Κατά τον Heath, αυτό 

οφείλεται στο ότι σκέφτηκε την πιθανότητα των «υποθέσεων», καθώς και στο 

ότι ανέπτυξε πολλές συνέπειες των υποθέσεων αυτών. 

     
 

 

 

                                                 
1 Επιχειρηµατολογώντας ότι το σύµπαν είναι πεπερασµένο, ο Αριστοτέλης λέει ότι: η 

απόσταση ενός σηµείου της πλευράς µιας γωνίας από την άλλη πλευρά της, µεγαλώνει 

απεριόριστα όσο το σηµείο αποµακρύνεται από την κορυφή της και συνεπώς θα υπερβαίνει 

την οποιαδήποτε απόσταση µεταξύ των παραλλήλων. 

A 

D C 

B 

                          Σχήµα 2.1. Τετράπλευρο Saccheri. 
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Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιεί ένα τετράπλευρο στο οποίο οι γωνίες της 

βάσης είναι ορθές και οι κάθετες πλευρές είναι ίσες (Σχήµα 2.1). 

           Οι γωνίες της πάνω βάσης θα καθορίσουν τις τρεις υποθέσεις ως 

εξής:(1) υπόθεση της ορθής γωνίας, (2) υπόθεση της αµβλείας γωνίας, (3) 

υπόθεση της οξείας γωνίας. Με βάση τη θεωρία του, είχε σκοπό να αποκλείσει 

τις υποθέσεις (2) και (3) ώστε να καταλήξει στην υπόθεση της ορθής, που 

αυτόµατα θα σήµαινε την απόδειξη του 5ου αιτήµατος µόνο µε τη χρήση των 

αρχικών αξιωµάτων του Ευκλείδη. 

           Στο πνεύµα του Saccheri πορεύεται και ο Johann H. Lambert (1728-

1777), στο τρίτο µέρος του έργου του «Theorie der Parallellinien», όπου, µε 

βασικό σχήµα ένα τετράπλευρο µε τρεις ορθές γωνίες, παραθέτει τις ίδιες 

τρεις υποθέσεις, της ορθής, της αµβλείας και της οξείας γωνίας. Για κάθε µια 

από αυτές θέλει να αποδείξει ότι, το είδος της τέταρτης γωνίας του 

τετραπλεύρου είναι ορθή, αµβλεία ή οξεία, αντίστοιχα.   

           Λίγο αργότερα, ο Adrien M. Legendre (1752-1833), ερευνώντας τη 

θεωρία των παραλλήλων, γράφει ένα εγχειρίδιο επιπεδοµετρίας µε τίτλο 

«Eléments de Géométrie». Το βιβλίο του δηµοσιεύεται σε 12 διαφορετικές 

εκδόσεις, σε κάθε µια από τις οποίες διορθώνει προηγούµενες απόψεις. 

Βασική του έρευνα αποτελεί η συσχέτιση της θεωρίας των παραλλήλων µε το 

άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου, αποδεικνύοντας ότι είναι ίσο µε 180ο. 

           Καθώς πλησιάζαµε στο κλείσιµο του 18ου και στην αυγή του 19ου αιώνα, 

µαζί µε τον Lambert και τον Legendre αξιοµνηµόνευτη κρίνεται η συµβολή 

τριών ακόµη µαθηµατικών, των Klugel (1763), Schweikart (1816) και Taurinus 

(1826). Με τις µελέτες τους αρχίζουν να συνειδητοποιούν πως η απόδειξη του 

5ου αιτήµατος δεν είναι εφικτή και πιθανόν µια διαφορετική γεωµετρία 

επρόκειτο να αναδυθεί. Έτσι, διαµορφώνεται το πρώτο στάδιο στην 

ανακάλυψη των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών. 

      

2.3. Η ΓΕΝΝΗΣΗ ΤΩΝ ΜΗ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΩΝ ΓΕΩΜΕΤΡΙΩΝ 
 

Το δεύτερο στάδιο, που θα σηµάνει τη θεµελίωση και αξιωµατικοποίηση της 

νέας γεωµετρίας, οριοθετούν οι προσπάθειες τριών κορυφαίων µαθηµατικών. 

           Αρχικά, ο Carl Friedrich Gauss (1777-1855), στην ενασχόληση του µε 

την θεωρία των παραλλήλων, οδηγείται σε συµπεράσµατα στα οποία 

αµφισβητείται η ισχύς της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Αρνείται όµως τη 

δηµοσίευση των αποτελεσµάτων του επηρεασµένος από την τάση της εποχής 

του, που θεωρούσε κυρίαρχη την Ευκλείδεια άποψη. Βασική πηγή της γνώσης 

µας για το έργο του Gauss είναι οι επιστολές που αντάλλασε µε άλλους 
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µαθηµατικούς της περιόδου εκείνης. Απαντώντας σε µια επιστολή του 

Taurinus, αναφέρει µεταξύ άλλων: 

 
         «…Όλες µου οι προσπάθειες να ανακαλύψω µια ανακολουθία, µια 

ασυνέπεια, σε αυτή τη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία ήταν χωρίς 

επιτυχία…». 

 
           Στον Gauss αποδίδεται η πρόταση ότι το εµβαδό ενός τριγώνου της 

Υπερβολικής Γεωµετρίας έχει άνω φράγµα. Όπως επίσης και ο τύπος που 

δίνει το εµβαδό ενός τριγώνου στην Υπερβολική Γεωµετρία. 

           Παράλληλα µε τον Gauss, εργάζεται ακόµη ένας µαθηµατικός, ο Ρώσος 

Nikolai I. Lobachevsky (1792-1856) και δηµοσιεύει το 1829 το βιβλίο του 

«Περί των θεµελίων της Γεωµετρίας»  πάνω στη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

Ουσιαστικά, είναι η πρώτη κοινοποίηση που επισήµως αντιτίθεται στην 

Ευκλείδεια Γεωµετρία προκαλώντας την Καντιανή θέση για το χώρο, η οποία 

πλέον θεωρείται ως υποκειµενική διαίσθηση. Ο τίτλος «Πανγεωµετρία» είναι 

αυτός που αποδίδει ο συγγραφέας στο νέο κατασκεύασµα του, αφού 

προηγουµένως την είχε ονοµάσει «Φανταστική Γεωµετρία», και αυτό διότι 

θεωρούσε την γεωµετρία του ως τη δυνατή θεωρία των σχέσεων του χώρου. 

           Σχολιάζοντας τα τελευταία αποτελέσµατα, ο Gauss σε ένα γράµµα του 

προς τον Schumacher το 1846, επαναλαµβάνει τη δική του προτεραιότητα 

στην ανάπτυξη της µη Ευκλείδειας Γεωµετρίας, αλλά παραδέχεται ότι ο 

Lobachevsky διεκπεραίωσε το ζήτηµα µε τρόπο αριστοτεχνικό και µε αληθινά 

γεωµετρικό πνεύµα.  (βλ. [Greenberg, σ. 182]). 

           Ο Lobachevsky περιγράφει ένα νέο τρισδιάστατο χώρο µε άψογη 

λογική, διαφορετικό από τον Ευκλείδειο και το πετυχαίνει µε την εισαγωγή 

δυο βασικών σχηµάτων: του ορόκυκλου (horocycle) και της ορόσφαιρας 

(horosphere). Ο ορόκυκλος και η ορόσφαιρα είναι αντίστοιχα, ο κύκλος και η 

σφαίρα µε άπειρη ακτίνα. Στη συνήθη Γεωµετρία, αυτοί οι όροι αντιστοιχούν 

στην ευθεία και στο επίπεδο. Άπειροι οροκύκλοι συνιστούν την ορόσφαιρα 

στην επιφάνεια της οποίας ισχύει µια γεωµετρία ανάλογη µε τη συνήθη 

Γεωµετρία, όπου οι οροκύκλοι έχουν αντικαταστήσει τις Ευκλείδειες ευθείες. 

Επίσης, έκανε παρατηρήσεις σε αστρονοµικά δεδοµένα µε στόχο τη σύνδεση 

των παράλληλων γραµµών και των αθροισµάτων γωνιών τριγώνων, αφού 

θεωρούσε ότι σε τέτοιες αποστάσεις (µεταξύ άστρων) µπορούν να γίνουν 

µετρήσεις που να επιβεβαιώνουν την απόκλιση του αθροίσµατος των γωνιών 

ενός τριγώνου από τις 180ο (βλ. [Davis, σ. 120]).  

           Λίγο αργότερα, το 1832, ο νεαρός Ούγγρος Janos Bolyai (1802-1860) 

δηµοσιεύει την εργασία του ως Παράρτηµα (Appendix) στο βιβλίο του πατέρα 

του: «Πραγµατεία επί των στοιχείων των Μαθηµατικών για µελετηρούς 
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νέους». Ο τίτλος του παραρτήµατος ήταν: «Συµπλήρωµα που περιέχει την 

απολύτως αληθή επιστήµη του χώρου, ανεξάρτητη από την αλήθεια ή το 

ψεύδος του 5ου Αξιώµατος του Ευκλείδη (η οποία δεν µπορεί να αποφασιστεί 

a priori)».  

           Μέχρι να φτάσει στο σηµείο αυτό, ο Bolyai δεν ενθαρρύνθηκε από τον 

Gauss, ο οποίος ήταν φίλος του πατέρα του, ενώ αρνήθηκε να τον βοηθήσει 

όταν του το ζήτησε αποστέλλοντας του µέρος της δουλειάς του. Παρόλο που ο 

Gauss και ο Wolfgang Bolyai ήταν φίλοι από το πανεπιστήµιο, η 

συνειδητοποίηση του πρώτου ότι δεν είναι ο µόνος που καταλήγει στα ίδια 

συµπεράσµατα, τον οδήγησε να απαξιώσει τη δηµιουργικότητα του νεαρού 

Janos και προσπάθησε να τον αποτρέψει να δηµοσιεύσει. Τελικά, ο Bolyai 

προχώρησε το έργο του και κατάφερε να αποδείξει τα περισσότερα 

αποτελέσµατα της Υπερβολικής Γεωµετρίας.  

           Σε µια αλληλογραφία µε τον πατέρα του το 1823, ο Janos γράφει µεταξύ 

άλλων:  

 
«…Έχω δηµιουργήσει ένα καινούργιο σύµπαν από το τίποτα…». 

    

           Στο καθαρά µαθηµατικό µέρος, ανέπτυξε τις έννοιες της παράσφαιρας  

και του παράκυκλου,  εντελώς ανάλογα µε τις έννοιες ορόσφαιρα και 

ορόκυκλος του Lobachevsky. Ακόµη, εισήγαγε για πρώτη φορά την έννοια της 

«Απόλυτης» ή «Ουδέτερης» Γεωµετρίας ορίζοντάς την ως τη γεωµετρία που 

κατασκευάζεται µε βάση τα τέσσερα πρώτα αξιώµατα της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας, δηλαδή χωρίς τη χρήση του 5ου αξιώµατος ή κάποιας άρνησής 

του. 

           Είναι ξεκάθαρο πλέον ότι, µέσα σε µικρό χρονικό διάστηµα δυο 

εργασίες µε θέµα τη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία βλέπουν το φως της 

δηµοσιότητας και είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι ο Lobachevsky και ο 

Bolyai καταλήγουν σε κοινά αποτελέσµατα της νέας θεωρίας, χωρίς ο ένας να 

γνωρίζει την εργασία του άλλου. Είχε πλέον έρθει η στιγµή για την ωρίµανση 

της νέας ιδέας και εφόσον, ο Gauss µε την τελειοµανία του αντιστάθηκε στην 

ολοκλήρωση της, οι άλλοι δυο έκαναν το τολµηρό βήµα. Ανεξαρτητοποίησαν, 

δηλαδή, το 5ο αξίωµα από τα υπόλοιπα τέσσερα αξιώµατα της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας.  

           Πρέπει εδώ να τονίσουµε την κοινή πορεία των Lobachevsky και  

Bolyai, οι οποίοι µε παρόµοιες προσεγγίσεις ξεπέρασαν κατά πολύ τον Gauss 

και βέβαια διαφοροποιήθηκαν σηµαντικά από τις προηγούµενες έρευνες. 

Όπως αναφέρει ο Greenberg (βλ. [6, σ. 185]), έδειξαν και οι δυο ότι η 

Ευκλείδεια Σφαιρική Τριγωνοµετρία είναι έγκυρη στην Ουδέτερη Γεωµετρία, 
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ενώ κατασκεύασαν µια αντιστοίχηση από τη σφαίρα στο µη Ευκλείδειο 

επίπεδο, ώστε να παράγουν τους τύπους της µη Ευκλείδειας τριγωνοµετρίας.   

           Το µεγάλο βήµα είχε πραγµατοποιηθεί. Τώρα ήταν η σειρά της 

επόµενης γενιάς να εµπλουτίσει τη νέα θεωρία και να ανακαλύψει το εύρος 

της. Σε αυτήν τη γενιά ανήκουν µερικοί από τους σπουδαιότερους 

µαθηµατικούς του 19ου αιώνα. 

           Με τον George F. B. Riemann (1826-1866) επιτυγχάνεται µια νέα 

ανακάλυψη: Η παρατήρησή του ότι η Σφαιρική Γεωµετρία συνιστά µια άλλη 

µη Ευκλείδεια Γεωµετρία, στην οποία δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες, 

οδηγεί στην Ελλειπτική Γεωµετρία.  

           Η ιδέα του Riemann αποτελούσε µια εναλλακτική πρόταση στην 

Ευκλείδεια Γεωµετρία και διατυπώθηκε αρχικά στην περίφηµη διάλεξη του το 

1854, µε θέµα: «Επί των θεµελιωδών Υποθέσεων της Γεωµετρίας». Βασικός 

κορµός της ήταν οι έννοιες του απεριόριστου και του απείρου. ∆ηλαδή, 

εφαρµόζοντας τη γεωµετρία στο µακρόκοσµο, πρέπει να διακρίνουµε µεταξύ 

του απεριόριστου κατά την έκταση και του απείρου κατά το µέτρο. Αργότερα, 

µια περαιτέρω γενίκευση αυτής της ιδέας, παρέσχε στον Αϊνστάιν τη 

γεωµετρία της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. 

           Κατά την διάρκεια του 19ου αιώνα, η Γεωµετρία αναπτύχθηκε 

πολύπλευρα. Εκτός από τις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες,  ανακαλύφθηκε η 

Προβολική Γεωµετρία, η Αφινική ή Οµοπαραλληλική Γεωµετρία (affine 

geometry) και η ∆ιαφορική γεωµετρία. 

           Επηρεασµένος από τις νέες τάσεις, ο Γερµανός µαθηµατικός Felix 

Klein (1848-1925) προσανατολίζεται σε µια νέα θεώρηση, σύµφωνα µε την 

οποία, οι διάφορες γεωµετρίες ενοποιούνται µε βάση την ιδέα του 

αναλλοίωτου σε κάποια οµάδα µετασχηµατισµών. Στη θεωρία του, που 

ονοµάζεται Πρόγραµµα Ερλάνγκερ (Erlanger Programme), η Ευκλείδεια και 

η µη Ευκλείδεια Γεωµετρία µπορούν να θεωρηθούν ως ειδικές περιπτώσεις 

της Προβολικής Γεωµετρίας. Το κοινό χαρακτηριστικό τους είναι ότι αφορούν 

ένα σύνολο σηµείων, που αποκαλείται χώρος και µια οµάδα 

µετασχηµατισµών, που επιτρέπει την κίνηση των σχηµάτων µέσα στο χώρο, 

χωρίς να αλλάζουν οι βασικές τους ιδιότητες.  
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2.4. ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 

Η έκθεση χωρίζεται σε δύο µέρη. Σκοπός του πρώτου µέρους είναι η σύντοµη 

αξιωµατική παρουσίαση των µοντέλων µε τα χαρακτηριστικά τους. Στο 

δεύτερο µέρος γίνεται µια αναλυτική παρουσίαση των µετασχηµατισµών στο 

µιγαδικό επίπεδο.         

           Στην αξιωµατική θεµελίωση της Υπερβολικής Γεωµετρίας 

χρησιµοποιούµε τα τέσσερα πρώτα αιτήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και 

την επόµενη άρνηση του πέµπτου αξιώµατος, την οποία καλούµε Υπερβολικό 

αξίωµα:  

 
          ∆οθέντος ενός σηµείου Ρ εκτός ευθείας l υπάρχουν περισσότερες από 

µια ευθείες m, διερχόµενες από το σηµείο Ρ,  οι οποίες όσο και αν 

προεκταθούν δεν τέµνουν την δοθείσα ευθεία l. 

 
 

 

 

           Επειδή το νέο αξίωµα φάνταζε περίεργο, χρειάστηκαν µερικά χρόνια 

για να εντοπίσει η µαθηµατική κοινότητα τις εφαρµογές του. Το πρόβληµα 

έγκειται στο γεγονός ότι αναζητείτο ένα µοντέλο που να συνδέει την έννοια 

του απείρου µε την εποπτεία. Πρώτος το κατάφερε ο  Εugenio Beltrami το 

1868, µε το µοντέλο της ψευδοσφαίρας.  

           Αργότερα το 1871, εµφανίστηκε το µοντέλο των  Klein και Beltrami, 

στο οποίο κατέληξαν και οι δύο ταυτόχρονα, µε ανεξάρτητο τρόπο. Το 

µοντέλο τους αναπαριστά την Υπερβολική Γεωµετρία σε ένα δίσκο του 

Ευκλείδειου επιπέδου.  

           Θα ορίσουµε για κάθε µοντέλο τα πρωταρχικά στοιχεία από τα οποία 

αυτό αποτελείται. 

           Στο µοντέλο Klein-Beltrami το σηµείο δηλώνει ένα οποιοδήποτε 

σηµείο εσωτερικό του Ευκλείδειου κύκλου. Έτσι, δεν ανήκουν στην 

περιγραφή τα σηµεία της περιφέρειας του κύκλου. Με τον όρο ευθεία 

● 
Ρ 

l 

m 

m 

Σχήµα 2.2. Υπερβολικό αξίωµα. 
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εννοούµε µια οποιαδήποτε ανοιχτή χορδή του κύκλου, δηλαδή δεν ανήκουν σε 

αυτήν τα σηµεία της χορδής πάνω στην περιφέρεια. Άρα, η ΑΒ είναι η ευθεία  

του µοντέλου που περιέχει όλα τα σηµεία ανάµεσα στα άκρα Α και Β, αλλά 

χωρίς αυτά (Σχήµα 2.3). Με τον όρο επίπεδο ορίζουµε το εσωτερικό του 

Ευκλείδειου κύκλου. 

 

 

 

          Όπως γίνεται αντιληπτό από το σχήµα, από το σηµείο Ρ µπορούν να 

περάσουν άπειρες ευθείες παράλληλες προς την ΑΒ. Πρέπει εδώ να 

σηµειώσουµε ότι στο µοντέλο αυτό δεν ισχύει η έννοια του µήκους και η 

έννοια του µέτρου γωνιών µε την έννοια που ισχύει στο Ευκλείδειο επίπεδο.   

           Οι δυσκολίες που παρουσίαζε το µοντέλο των Klein-Beltrami στη 

µέτρηση των γωνιών ήταν το κίνητρο για να κατασκευάσει ο Henri 

Poincaré  το δικό του µοντέλο το 1881, το οποίο αποτέλεσε µια βελτιωµένη 

εκδοχή του πρώτου. 

           Στο µοντέλο του  Poincaré,  ως σηµείο ορίζουµε κάθε εσωτερικό σηµείο 

του δίσκου, όµοια µε το προηγούµενο µοντέλο. Η ευθεία είναι, είτε διάµετρος 

του κύκλου, είτε τόξο κύκλου που τέµνει ορθογώνια τον αρχικό. Όπως και στο 

προηγούµενο µοντέλο, τα σηµεία της περιφέρειας δεν ανήκουν στο δίσκο, 

συνεπώς µιλάµε για ανοικτά σύνολα (ανοικτή διάµετρος ή ανοικτό τόξο 

Ευκλείδειου κύκλου). Ως επίπεδο, δεχόµαστε το εσωτερικό του δίσκου. 

           Είναι φανερό ότι από σηµείο Ρ διέρχονται περισσότερες από µια 

ευθείες παράλληλες προς µια άλλη ευθεία όπως είναι η ΑΒ (βλ. Σχήµα 2.4). 

Επιπλέον, όταν δυο ευθείες τέµνονται στο σύνορο του δίσκου καλούνται 

παράλληλες, ενώ όταν δεν συναντώνται στο εσωτερικό του δίσκου καλούνται 

αποκλίνουσες (ultra-parallels).  

 B 

A 

P 

K 

• 

• 

Σχήµα 2.3. Μοντέλο Klein-Beltrami. 
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Σχήµα 2.4. Μοντέλο Poincaré. 

  

          Η έννοια του µήκους διαφοροποιείται από την αντίστοιχη Ευκλείδεια, 

κάτι που είναι λογικό προκειµένου να ισχύει το δεύτερο αξίωµα. Εδώ, καθώς 

κινούµαστε πάνω σε µια ευθεία και προς το σύνορο του δίσκου, το υπερβολικό 

µήκος µεγαλώνει ώστε να φτάνει οποιονδήποτε δοθέντα αριθµό.     

 

 
 

 

 

           Το µοντέλο του δίσκου του Poincaré, θα αποτελέσει το κύριο 

αντικείµενο ανάλυσης στο δεύτερο µέρος. Αξίζει να αναφέρουµε ότι ο 

Poincaré  δηµιούργησε ακόµη ένα µοντέλο, µέσω ενός µετασχηµατισµού που 

αντιστοιχεί το δίσκο στο θετικό ηµιεπίπεδο (y>0) του µιγαδικού επιπέδου 

(Σχήµα 2.5).    

           Στην πραγµατικότητα το µοντέλο αναπαριστά το δίσκο του Poincaré  

όταν «ανοίγει» και η περιφέρειά του λαµβάνει το ρόλο του άξονα των 

πραγµατικών x΄x. Οι ευθείες είναι είτε τόξα ευκλείδειων κύκλων ορθογώνιων 

προς τον οριζόντιο άξονα είτε ηµιευθείες κάθετες στο x΄x.  

x 

y 

● 

q u w 

. 
Ρ 

B C 

A 

D

Σχήµα 2.5. Μοντέλο του ηµιεπιπέδου (Poincaré). 



 21 

2.5. ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
Αντίστοιχα µε την Υπερβολική Γεωµετρία, η Ελλειπτική Γεωµετρία ορίζεται 

µέσω της ακόλουθης άρνησης του 5ου αιτήµατος, που αποτελεί το Ελλειπτικό 

αξίωµα: 

∆ύο ευθείες γραµµές τέµνονται πάντα. 

 
Βέβαια, η αντικατάσταση του πέµπτου αιτήµατος µε το ελλειπτικό αξίωµα δεν 

αρκεί για να ορίσουµε την Ελλειπτική Γεωµετρία, αφού η αποδοχή των 

τεσσάρων πρώτων αιτηµάτων και του Ελλειπτικού αξιώµατος µας οδηγεί σε 

ένα µη συνεπές1 αξιωµατικό σύστηµα. ∆ηλαδή, τα αξιώµατα της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας δεν ισχύουν αυτούσια στο σύστηµα και συνεπώς είναι 

απαραίτητο να κάνουµε διαφορετικές παραδοχές για κάποια αιτήµατα.  

Το πρώτο αίτηµα γίνεται: 

 
∆ύο σηµεία ανήκουν σε µοναδική ευθεία εκτός κι αν είναι 

αντιδιαµετρικά, οπότε ανήκουν σε πολλές ευθείες. 

 
Το δεύτερο αίτηµα τροποποιείται ως εξής: 

 
         Ένα πεπερασµένο ευθύγραµµο τµήµα µπορεί να επεκταθεί 

σε µια ευθεία. Η ευθεία αυτή µπορεί να είναι  χωρίς όρια 

αλλά όχι απαραιτήτως µε άπειρο µήκος.      

   
           Άλλωστε, αυτός ήταν ο κύριος άξονας της διάλεξης του Riemann στην  

περιγραφή της γεωµετρίας του χώρου. Ο δηµιουργός της Ελλειπτικής 

Γεωµετρίας µελέτησε τη σφαιρική επιφάνεια και την ανέδειξε ως µοντέλο της.  

           Όµως, ας εξετάσουµε τί σηµαίνει η διόρθωση των δυο αιτηµάτων. 

Ανάλογα µε τις παρακάτω υποθέσεις, θα οδηγηθούµε σε δυο είδη Ελλειπτικής 

Γεωµετρίας, τη διπλή ελλειπτική και την απλή ελλειπτική.   

     

Υπόθεση 1η . 

 
 Υποθέτουµε ότι δύο σηµεία δεν ανήκουν σε µοναδική ευθεία και 

ότι µια ευθεία διαχωρίζει το επίπεδο. 

 

                                                 
1 Ένα αξιωµατικό σύστηµα καλείται συνεπές όταν τα αξιώµατα ή τα θεωρήµατα που περιέχει 

δεν έρχονται σε αντίφαση µεταξύ τους, δηλ. δεν µπορεί να ισχύει ταυτόχρονα µια πρόταση 

και η άρνησή της.  
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Έστω σηµείο οποιοδήποτε σηµείο στην επιφάνεια της σφαίρας και έστω 

ευθεία κάθε µέγιστος κύκλος. Η υπόθεση µας οδηγεί στο µοντέλο της διπλής 

ελλειπτικής γεωµετρίας. Έτσι, για σηµείο Ρ στην επιφάνεια της σφαίρας δεν 

υπάρχει µέγιστος κύκλος που να διέρχεται από το Ρ παράλληλος στον 

ισηµερινό (Σχήµα 2.6). 

 
Σχήµα 2.6. Μοντέλο διπλής ελλειπτικής γεωµετρίας. 

 

Υπόθεση 2η. 
 

∆εχόµαστε ότι δυο σηµεία ορίζουν µοναδική ευθεία και ότι δεν 

υπάρχει ευθεία που διαχωρίζει το επίπεδο. 

 
Έστω ως σηµείο  κάθε σηµείο στην επιφάνεια ενός Ευκλείδειου ηµισφαιρίου 

αν αυτό δεν ανήκει στον ισηµερινό, ενώ αν είναι σηµείο του ισηµερινού θα 

αναγνωρίζεται ως ταυτόσηµο µε το αντιδιαµετρικό του. Ως ευθεία ορίζουµε το 

µισό µέγιστο κύκλο. ∆εδοµένης της υπόθεσης, λαµβάνουµε το µοντέλο της 

απλής ελλειπτικής γεωµετρίας. Στο Σχήµα 2.7, φαίνεται ότι το σηµείο Α στο 

σύνορο ταυτίζεται µε το αντιδιαµετρικό του και συνεπώς λαµβάνεται ως ένα. 

 
 

● ● 

● 

A A 

● 

● 
O 

● 

● 

● A 

● 

P 

B 

● 

● 

Σχήµα 2.7. Μοντέλο απλής ελλειπτικής γεωµετρίας. 
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           Εκτός όµως από τα προηγούµενα δυο µοντέλα, µπορούµε να 

αποκτήσουµε εικόνα για την Ελλειπτική Γεωµετρία στο επίπεδο µέσω ενός 

ιδιαίτερου τρόπου απεικόνισης.  

           Ο µετασχηµατισµός που επιτυγχάνει την προβολή της σφαίρας στο 

επίπεδο, ονοµάζεται στερεογραφική προβολή, στην οποία θα αναφερθούµε 

στη συνέχεια εκτενέστερα. Αυτό που επιτυγχάνουµε είναι µια διδιάστατη 

εικόνα της σφαιρικής επιφάνειας (Σχήµα 2.8). ∆ιαµέσου της προβολής, 

φαίνεται ότι η κίνηση πάνω σε ένα µέγιστο κύκλο είναι συντοµότερη από την 

κίνηση σε κάποιο άλλο κύκλο. Έτσι η διαδροµή PAQ  είναι µικρότερη από τη 

PBQ, αφού η προβολή της πρώτης, PA΄Q, αποτελείται από λιγότερα «µέτρα» 

(απόσταση ανάµεσα σε δυο κουκίδες) από ότι η PB΄Q΄. Αυτό συµβαίνει διότι 

τα «µέτρα» πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας είναι ίσου µήκους, ενώ οι 

προβολές τους διαφέρουν. Σηµειώνουµε εδώ, ότι οι προβολές των µέγιστων 

κύκλων είναι οι γεωδαισιακές του επιπέδου. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Σχήµα 2.8. Προβολή ενός µέγιστου κύκλου και µιας καµπύλης της 
επιφάνειας της σφαίρας στο επίπεδο. 
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3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε τη µελέτη των γεωµετρικών 

µετασχηµατισµών του µιγαδικού επιπέδου, αλλά και µε τη συνάρτηση της 

στερεογραφικής προβολής, έναν ειδικό µετασχηµατισµό. Η θεωρία των 

µετασχηµατισµών είναι απαραίτητη για τη µελέτη της µη Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας και θα αποτελέσει τη βάση πάνω στην οποία θα αναπτυχθεί στη 

συνέχεια η Υπερβολική και η Ελλειπτική Γεωµετρία. Θα γίνει µια 

κατηγοριοποίηση, ανάλογα µε τις ιδιότητες και τα αποτελέσµατα της 

εφαρµογής των µετασχηµατισµών.  

           Όπως θα δούµε και στη συνέχεια, βασικός µελετητής των 

µετασχηµατισµών ήταν ο Felix Klein, ο οποίος έθεσε τα θεµέλια για µια 

συστηµατική  θεώρηση των Γεωµετριών, από αλγεβρική άποψη.   

           Πριν προχωρήσουµε, είναι απαραίτητο να οριοθετήσουµε το χώρο που 

θα µελετήσουµε και θα αντλήσουµε πληροφορίες. Εδώ αναφερόµαστε στο  

µιγαδικό επίπεδο και συνεπώς οι συναρτήσεις µας θα είναι µιγαδικής 

µεταβλητής. Με τον όρο µιγαδικό επίπεδο ορίζουµε το σύνολο των 

διατεταγµένων ζευγών (x, y) 2×  = ∈ℝ ℝ ℝ , όπου το 2
ℝ  ταυτίζεται µε το 

Ευκλείδειο επίπεδο. 

 
Ορισµός 3.1.: Έστω Μ το σύνολο των σηµείων του µιγαδικού επιπέδου. Ως 

µετασχηµατισµό του Μ ορίζουµε µια 1-1 και επί απεικόνιση:  

 

→f : M M  

 
           Ουσιαστικά, πρόκειται για εκείνες τις συναρτήσεις των οποίων το πεδίο 

ορισµού και το σύνολο τιµών, είναι το ίδιο σύνολο.  

 
Παράδειγµα 3.2. Έστω Ο ένα σταθερό σηµείο του επιπέδου Μ. Ορίζουµε 

ένα µετασχηµατισµό Τ, έτσι ώστε για κάθε σηµείο Ρ∈M , να βρίσκουµε το 

Τ(Ρ) αν ενώσουµε το Ο µε το Ρ και προεκτείνουµε την ΟΡ κατά ίσο τµήµα  

(Σχήµα 3.1). Τότε, 

( )T: M M :  P T P  := P',  µε PP'= OP → ֏ . 

 

 

P Ο P΄ 
● ● ● 

Σχήµα 3.1. Μετασχηµατισµός του σηµείου Ρ στο Ρ΄. 



 25 

3.1. ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 
Ως Ευκλείδειους µετασχηµατισµούς θεωρούµε τους  επόµενους 

µετασχηµατισµούς:  

 

3.1.1. Μεταφορά (translation)   
 
           Είναι ο µετασχηµατισµός που περιγράφει την οριζόντια και κάθετη 

µετατόπιση ενός σηµείου στο επίπεδο. Ο εν λόγω µετασχηµατισµός έχει τη 

µορφή: 

 

( )T:  z T z  := z+b,      z M,    b M∈ ∈֏ .  

 
Προφανώς, ο Τ  είναι µια µεταφορά του Ευκλείδειου επιπέδου. Αλλά και 

αντίστροφα, κάθε µεταφορά εκφράζεται µε αυτόν τον τρόπο. 

 

3.1.2. Περιστροφή (rotation)  
 
Ο µετασχηµατισµός της στροφής περιγράφεται από τη συνάρτηση 

 

( ) iθT:  z T z  := e z,      z M,   θ∈ ∈֏ ℝ . 

 
Το θ είναι η γωνία της στροφής. 

           Το επίπεδο περιστρέφεται ανάλογα µε την τιµή του θ και  έχοντας ως 

σταθερό σηµείο την αρχή των αξόνων. Αντίστροφα, κάθε στροφή γύρω από 

την αρχή των αξόνων µπορεί να εκφραστεί µε τη συνάρτηση Τ. 

 
          Κοινό γνώρισµα των Ευκλείδειων µετασχηµατισµών είναι η 

ιδιότητα τους να διατηρούν τις αποστάσεις µεταξύ των αρχικών 

σηµείων και των εικόνων τους. 

  
Κατά συνέπεια, τα σχήµατα διατηρούνται αναλλοίωτα ως προς το µέγεθος 

τους. Είναι χρήσιµο να αναφέρουµε πως πολλοί συγγραφείς χρησιµοποιούν 

τον όρο «άκαµπτες κινήσεις» (rigid motions) όταν αναφέρονται στους 

Ευκλείδειους µετασχηµατισµούς, συµπεριλαµβάνοντας και τον 

µετασχηµατισµό της ανάκλασης. Κατά τον Stahl (βλ. [2, σ. 35]) µε τον όρο 

«άκαµπτες κινήσεις» ορίζονται οι µετασχηµατισµοί του επιπέδου που δεν 

παραλλάσουν ή παραµορφώνουν τη δοµή του Ευκλείδειου χώρου. Αντίθετα, 

οι µη Ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί καλούνται και «µη άκαµπτες κινήσεις» 

(non-rigid motions).  
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3.2. ΜΗ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 
Στην κατηγορία των µη Ευκλείδειων µετασχηµατισµών ανήκουν η οµοιοθεσία 

και η αντιστροφή. 

3.2.1. Οµοιοθεσία (Homothetic transformation) 
 
Ο µετασχηµατισµός της οµοιοθεσίας δίνεται µε τον τύπο: 

 

( )T: z Τ z  = k z,    z M,    k⋅ ∈ ∈֏ ℝ . 

 
∆ηµιουργεί σχήµατα όµοια µε τα αρχικά. Αν k > 1, το σχήµα διαστέλλεται, ενώ 

για k < 1 το σχήµα συστέλλεται.  

3.2.2. Αντιστροφή (Inversion) 
 
Αποτελεί ένα µετασχηµατισµό µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον, που θα µας 

απασχολήσει και στη συνέχεια, αφού µε την βοήθειά του θα 

µετασχηµατίζουµε σηµεία και ευθείες στην Υπερβολική Γεωµετρία.  

           Ο τύπος που την περιγράφει είναι: 

 

( ) 1
T: z T z  = ,   για z 0

z
≠֏ . 

 
Η αντιστροφή έχει την δυνατότητα να απεικονίζει ευθείες γραµµές σε 

κύκλους, αλλά και κύκλους σε ευθείες γραµµές. 

           Για να γίνει αντιληπτή η λειτουργία της συνάρτησης θα δώσουµε ένα 

συγκεκριµένο παράδειγµα.  

        
Παράδειγµα 3.2.1. Έστω τα σηµεία: 

 
1 1 1 1 1

Α -2+ i,   Β -1+ i,   C i   και   D + i,
2 2 2 2 2

= = = = , 

 
του µιγαδικού επιπέδου που κείται στην ίδια ευθεία. Θα υπολογίσουµε τις 

αντιστροφές τους. Παρατηρούµε ότι οι εικόνες των σηµείων µέσω της 

συνάρτησης, ανήκουν πλέον σε έναν κύκλο. Προφανώς, αν επιλέγαµε 

περισσότερα σηµεία της ευθείας θα λαµβάναµε αντίστοιχες εικόνες στον 

κύκλο ενώ αν περιορίζαµε το πεδίο ορισµού σε ένα ευθύγραµµο τµήµα το 

αποτέλεσµα θα ήταν ένα τόξο κύκλου. Γίνεται αντιληπτό ότι µε τον 

αντίστροφο µετασχηµατισµό και πεδίο ορισµού σηµεία του κύκλου, θα είχαµε 

ως εικόνα την ευθεία (Σχήµα 3.2).   
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3.3. ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΟΥ ΜΕΤΡΟΥ ΓΩΝΙΑΣ (conformality) 
     
Όπως ήδη αναφέραµε, οι Ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί διατηρούν τις 

αποστάσεις όταν επιδρούν στα µεγέθη, ενώ αυτό δεν συµβαίνει και µε τους µη 

Ευκλείδειους µετασχηµατισµούς. Ωστόσο, υπάρχει µια αρκετά σηµαντική 

ιδιότητα που µοιράζονται τα δυο είδη µετασχηµατισµών. Πρόκειται για τη 

διατήρηση των µέτρων των γωνιών. Την παραπάνω ιδιότητα πληρούν  η 

µεταφορά, η στροφή, η οµοιοθεσία και η αντιστροφή και γι’ αυτό τους 

καλούµε  σύµµορφους µετασχηµατισµούς (conformal transformations).  

 

3.4. ΣΤΕΡΕΟΓΡΑΦΙΚΗ ΠΡΟΒΟΛΗ 
 
Η συνάρτηση που περιγράφει τη στερεογραφική προβολή διαφέρει από τους 

µετασχηµατισµούς του επιπέδου, διότι απεικονίζει την επιφάνεια µιας 

σφαίρας στο µιγαδικό επίπεδο. Η χρησιµότητα της απεικόνισης έγκειται στο 

γεγονός ότι θα εξυπηρετήσει την έρευνα και τη µελέτη της Σφαιρικής 

Γεωµετρίας, µέσω της προβολής της στο επίπεδο. Μιλάµε λοιπόν για µια 

συνάρτηση µε πεδίο ορισµού την επιφάνεια της σφαίρας 
2 3 2 2 2S = {(x, y, z) / x  + y  + z  = 1}∈ℝ  και πεδίο τιµών το µιγαδικό επίπεδο.  

. 

. . 

. . . 
. . 

. Α D C Β 

Α΄ 

D΄ 

Β΄ 

C΄ 

-i 

y=i/2 

x 

y 

Σχήµα 3.2. Η ευθεία y=i/2 απεικονίζεται µέσω αντιστροφής, στον κύκλο κέντρου 

(0,-i) και ακτίνας 1. 
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           Θα βασιστούµε στο Σχήµα 3.3, για να βρούµε τον τύπο που περιγράφει 

τη στερεογραφική προβολή. Το επίπεδο στο οποίο γίνεται η προβολή είναι το 

z = 0, ή αλλιώς το επίπεδο του ισηµερινού. Η σφαίρα είναι µοναδιαία µε 

εξίσωση 2 2 2x  + y  + z  = 1  και η τοµή του επιπέδου προβολής µε την σφαίρα 

είναι ο κύκλος 2 2x  + y  = 1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Το τυχαίο σηµείο Ρ(x, y, z) προβάλλεται από το βόρειο πόλο Ν(0, 0, 1) 

στο σηµείο S(x, y, z) του επιπέδου z = 0. Η ορθογώνια προβολή του Ρ στο 

επίπεδο είναι το σηµείο Q(x, y, 0). Εφόσον το S κείται επί της ευθείας  ΟQ 

υπάρχει αριθµός λ, τέτοιος ώστε:  

 

 ( ) ( )S x,y,z x, y,0λ= ⋅  

 
Από τα όµοια τρίγωνα NSO και NPR συνάγεται ότι 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

ON OS OS
 =  = 

RN RP OQ
 

 
και από την προηγούµενη σχέση έχουµε, 

 

( )
( )
OS

 = λ
OQ

 

 

Σχήµα 3.3. Στερεογραφική προβολή µε κέντρο προβολής το βόρειο πόλο και 

επίπεδο προβολής το επίπεδο του ισηµερινού. 
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Ακόµη από το σχήµα, επειδή είναι R(0, 0, z) ισχύει, 

 

( )
( )
ΟΝ 1

 = 
RN 1 z−

 

 
και έτσι έχουµε, λ = 1/(1-z), ώστε να καταλήξουµε ότι 

 

( ) ( )1 x iy
S x, y, z  = x, y, 0  = 

1 z 1 z

+
⋅

− −
 

 
ή αλλιώς,  

( ) x y x y
S x, y, z  = + i  ,  

1 z 1 z 1 z 1 z

 
≡  − − − − 

. 

 
Εποµένως, αν συµβολίσουµε µε PN την στερεογραφική προβολή από το 

βόρειο πόλο, έχουµε ότι: 

 

( ) ( )2

N

x y
P :  S \ N 0, 0, 1 R :  x, y, z ,  

1 z 1 z

 
→  − − 

֏
2 . 

 
Η αντίστροφη της  PN δίνεται από το τύπο: 

 

( ) ( ) 2

N

a b a b
P a, b  ,  ,  ,   a, b R

a b a b a b

−  − + +
= ∈ + + + + + + 

2 2
1

2 2 2 2 2 2

2 2 1

1 1 1
 

 

Ανάλογα ορίζεται και η στερεογραφική προβολή, αν θεωρήσουµε ως κέντρο 

προβολής το νότιο πόλο S(0, 0, -1), 

 

( ) ( )2

S

x y
P :  S \S 0, 0, 1 R :  x, y, z ,  

1+z 1+z

 
− →  

 
֏

2 ,  

 
και έχει αντίστροφη την: 

 

( ) ( ) 2

S

b b a b
P a, b  ,  ,  ,   a, b R

a b a b a b

−  − −
= ∈ + + + + + + 

2 2
1

2 2 2 2 2 2

2 2 1

1 1 1
. 

 
 

Σχόλιο: Καθώς προσπαθούµε να επιτύχουµε µια 1-1 αντιστοιχία της σφαίρας 

µε το µιγαδικό επίπεδο, κρίνεται σηµαντικό και αναγκαίο να ορίσουµε 

καλύτερα το σηµείο στο οποίο προβάλλεται ο βόρειος πόλος. Όσο τα σηµεία 
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της σφαίρας πλησιάζουν το βόρειο πόλο, τόσο η προβολή τους στο επίπεδο 

αποµακρύνεται από την αρχή των αξόνων και συνεπώς η προβολή του Ν 

τείνει στο άπειρο. Λόγω αυτής της συµπεριφοράς της προβολής του σηµείου 

Ν προσθέτουµε στο µιγαδικό επίπεδο ένα νέο σηµείο, το οποίο καλούµε επ’ 

άπειρον σηµείο (point-at-infinity), το συµβολίζουµε ∞  και σε αυτό 

αντιστοιχούµε το Ν.  

           Σύµφωνα µε την παραπάνω αντιστοιχία, στα σηµεία z του επιπέδου για 

τα οποία ισχύει z 1> , αντιστοιχούν σηµεία του βορείου ηµισφαιρίου. Στα 

σηµεία z του επιπέδου για τα οποία  z  < 1 , αντιστοιχούν σηµεία του νότιου 

ηµισφαιρίου. Εάν z 1=  τότε το αντίστοιχο του z είναι επίσης z. Στην αρχή 

των συντεταγµένων (0, 0) του επιπέδου z = 0 αντιστοιχεί το σηµείο (0, 0, -1), 

δηλαδή ο νότιος πόλος της σφαίρας. 
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4. ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ERLANGER 
 

 

 

Το Πρόγραµµα Erlanger αποτελεί µια πολλή σηµαντική συµβολή στη µελέτη 

της σύγχρονης γεωµετρίας. Το 1872, ο Felix Klein πρότεινε έναν εντελώς 

διαφορετικό τρόπο για να µελετήσουµε τις διάφορες γεωµετρίες, δίνοντας 

έµφαση στη δοµή τους. ∆ηµιούργησε δηλαδή, ένα είδος πρίσµατος µε βάση το 

οποίο µπορούµε να θέτουµε σε αντιπαράθεση τις προς µελέτη γεωµετρίες και 

να συγκρίνουµε τα χαρακτηριστικά τους. Είναι µια ενοποιηµένη µέθοδος για 

την κατηγοριοποίηση των γεωµετριών και για την εύρεση των σχέσεων 

ανάµεσά τους. Ο Klein, στηριζόµενος στις µελέτες του για τις µη Ευκλείδειες 

Γεωµετρίες, κατάφερε να τις συνδέσει µε τη Θεωρία Οµάδων. Τελικώς, 

παρήγαγε µια ενιαία µαθηµατική δοµή µε τεράστια σηµασία για την εξέλιξη 

της γεωµετρίας, αλλά και των µαθηµατικών γενικότερα.  

           Κεντρική έννοια στη θεωρία του Klein έχουν οι µετασχηµατισµοί, η 

χρήση των οποίων επιτρέπει την κατασκευή του εκάστοτε γεωµετρικού 

χώρου. Όπως γνωρίζουµε, ένας µετασχηµατισµός είναι µια 1-1 αντιστοιχία 

του γεωµετρικού µοντέλου επί του εαυτού του, δηλαδή ένας αυτοµορφισµός. 

Η οµάδα των αυτοµορφισµών  µιας µαθηµατικής δοµής καθώς και η ιδιότητα 

τους να αφήνουν αναλλοίωτα ένα σχήµα ή µια συνάρτηση, είναι οι θεµέλιοι 

λίθοι για τον Klein. Θα παρουσιάσουµε το πρόγραµµα ξεκινώντας από τις 

κυριότερες έννοιες.    

4.1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
 
Πριν προχωρήσουµε, ας εξετάσουµε την έννοια της ισότητας και τον τρόπο 

που σχετίζεται µε τους µετασχηµατισµούς στο πρόγραµµα του Klein.  

4.1.1. Ισότητα (Congruence) 
 
Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία η έννοια της ισότητας (congruence) παίζει 

θεµελιώδη ρόλο, κάτι που αντίστοιχα συµβαίνει και στη θεώρηση του Klein. 

Αν πάρουµε ως παράδειγµα την ισότητα σχηµάτων στην Ευκλείδεια 

Γεωµετρία, για την περίπτωση των τριγώνων θα δούµε ότι ορίζουµε ισότητα 

όταν ταυτίζονται κάποια από τα χαρακτηριστικά τους, όπως το µήκος των 

πλευρών ή το µέτρο των γωνιών. Όµως, εδώ η έννοια της ισότητας 

µετατοπίζεται προς την έννοια της µέτρησης, αφού για να είναι ίσα τα δυο 

τρίγωνα πρέπει τα µέτρα των αντίστοιχων πλευρών τους να είναι ίσα, και 

συνεπώς, η ισότητα έχει δευτερεύοντα χαρακτήρα. Ανάλογο αποτέλεσµα 
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έχουµε και για τα µέτρα των αντίστοιχων γωνιών του τριγώνου. Κατ’ αυτόν 

τον τρόπο, οι γεωµετρικές ιδιότητες που αφορούν ένα σχήµα (figure) 

επαληθεύονται  για κάθε σχήµα ίσο µε το αρχικό. 

           Όµως, ο Klein διατύπωσε διαφορετικά τη σκέψη του για την ισότητα 

και απέδωσε στην έννοια πρωτεύοντα ρόλο. Αποµακρύνθηκε απόλυτα από 

την κατασκευαστική θεωρία των αξιωµάτων και των αιτηµάτων και 

τοποθέτησε τη µέτρηση σε θέση που συµπληρώνει την ισότητα. Ξεκίνησε τη 

µελέτη του θεωρώντας το επίπεδο χωρίς αξιώµατα και µέτρηση, σαν σύνολο 

εφοδιασµένο απλώς µε µια σχέση ισότητας. Κάθε γεωµετρία τώρα, θα 

καθορίζεται πλήρως από τον τρόπο που ορίζεται κάθε φορά η ισότητα. Έτσι, η 

µέτρηση θα εµφανίζεται στη γεωµετρία, µόνο αν παράγει ταυτόσηµα 

αποτελέσµατα όταν εφαρµόζεται σε ίσα σχήµατα.  

4.1.2. Μετασχηµατισµός και Ισότητα 
 
Αφού η µέτρηση δε µας χρειάζεται όπως είπαµε, πρέπει να καταφύγουµε σε 

κάποια διαφορετική µέθοδο, που να επιτρέπει την ισχύ της έννοιας της 

ισότητας. Το Πρόγραµµα Erlanger δίνει απάντηση σε αυτό το ζήτηµα µέσω 

της χρήσης συναρτήσεων, δηλαδή µετασχηµατισµών που στόχο έχουν τη µη 

αναφορά σε προηγούµενες γεωµετρικές έννοιες. Έτσι, ο Klein επαναφέρει 

την µέθοδο της εναπόθεσης, σύµφωνα µε την οποία για να επαληθεύσουµε 

την ισότητα δύο σχηµάτων µεταφέρουµε το ένα πάνω στο άλλο ώστε να 

ταυτιστούν. Πρώτος ο Ευκλείδης χρησιµοποιεί την µέθοδο αυτή για την 

απόδειξη της Πρότασης Ι.4 στα Στοιχεία.  

           Συνεπώς, τώρα έχουµε µετασχηµατισµούς ισότητας που δρουν µε τρόπο 

τέτοιο που να παράγουν τα ίδια αποτελέσµατα µε την έννοια της ισότητας. 

Όπως αναφέραµε οι µετασχηµατισµοί είναι συναρτήσεις 1-1,  οπότε η ισότητα 

δυο σχηµάτων θα σηµαίνει την ισότητα του ενός σχήµατος µε την εικόνα του 

άλλου, µέσω της συνάρτησης.        

4.2. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΚΑΤΑ KLEIN 
     
Για να αποδώσουµε τον ορισµό της Γεωµετρίας Klein είναι απαραίτητο να 

διατυπώσουµε αρχικά τον ορισµό της οµάδας µετασχηµατισµών. 

 

Ορισµός 4.2.1. Το σύνολο G  όλων των µετασχηµατισµών της µορφής: 

 

T : X  X→ , 
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όπου X µη κενό σύνολο, καλείται οµάδα µετασχηµατισµών όταν 

ικανοποιούνται οι παρακάτω ιδιότητες: 

 
1.     Το G είναι κλειστό ως προς την πράξη της σύνθεσης, δηλαδή, αν S, T G∈  

τότε S T G∈�  (κλειστότητα της πράξης). 

 
2.     Το G περιέχει τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό G∈I  που έχει την ιδιότητα 

I T = T = T I� � , για κάθε T G∈  (ουδέτερο στοιχείο). 

  
3.    Για κάθε  µετασχηµατισµό T G ∈  υπάρχει ο αντίστροφός του -1T G∈ , ο 

οποίος ικανοποιεί τη σχέση -1 -1T T  = I = T T� �  (αντίστροφο στοιχείο).  

 
4. Για οποιουσδήποτε µετασχηµατισµούς S, T, U  G∈  ισχύει, ότι  

S (T U) = (S T) U� � � � (προσεταιριστικός νόµος). 

 
Τα προηγούµενα αποδεικνύουν ότι το σύνολο των µετασχηµατισµών αποτελεί 

οµάδα. Όµως, δεν είναι αντιµεταθετική, όπως φαίνεται στο επόµενο 

παράδειγµα.  

 
Παράδειγµα 4.2.2. Έστω ένα ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο AOB 

0ˆ(O = 90 ) , τοποθετηµένο έτσι, ώστε το Ο να βρίσκεται στην αρχή των 

αξόνων.  

  

 

Α 

Β 

Ο 

S T�  
Α 

Ο Β 

T S�  

Ο Β 

Α 

x 

y y 

x 

x 

y 

Σχήµα 4.1. Αναπαράσταση τριγώνου µέσω της σύνθεσης των µετασχηµατισµών της 

στροφής και της ανάκλασης. 
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           Αν υποθέσουµε ότι Τ είναι µια στροφή (rotation) 900, αντίθετα στη 

φορά του ρολογιού γύρω από το Ο και αν S είναι µια ανάκλαση (reflection) ως 

προς άξονα y΄y, τότε η σύνθεση S T�  θα αφήσει σταθερό το Ο και θα 

αντιστρέψει τα Α και Β. ∆ηλαδή, (S T)(A) = B� . Ενώ ο µετασχηµατισµός T S�  

αναπαριστά την ανάκλαση του τριγώνου ως προς άξονα τη διχοτόµο του 2ου 

και 4ου τεταρτηµόριου. 

           Στο παραπάνω παράδειγµα, βλέπουµε ότι δεν ταυτίζονται οι δυο 

µετασχηµατισµοί S T�  και T S� , δηλαδή δεν ισχύει η µεταθετικότητα της 

σύνθεσης. Εκτός από την επισήµανση αυτή, θα χρησιµοποιήσουµε το 

παράδειγµα και σε επόµενη παράγραφο. 

 
Στη συνέχεια, χρησιµοποιούµε την οµάδα των µετασχηµατισµών για να 

ορίσουµε τη Γεωµετρία. Ακριβέστερα, έχουµε: 

  
Ορισµός 4.2.3. Ως Γεωµετρία ορίζεται το ζευγάρι (Χ, G) που αποτελείται 

από ένα µη κενό σύνολο X και µια οµάδα µετασχηµατισµών G του X. Το 

σύνολο X αντιπροσωπεύει το χώρο αναφοράς της Γεωµετρίας, ενώ το G την 

οµάδα των µετασχηµατισµών της Γεωµετρίας. 

 
           Το αντικείµενο έρευνας της Γεωµετρίας Klein αφορά στη µελέτη 

συγκεκριµένων ιδιοτήτων των σχηµάτων, και ειδικότερα, στην συµπεριφορά 

των σχηµάτων κάτω από το πρίσµα της έννοιας της ισότητας. Για να γίνει 

αυτό αντιληπτό ακολουθεί ο ορισµός του σχήµατος.  

 
Ορισµός 4.2.4. Έστω (Χ, G) µια γεωµετρία. Ορίζουµε ως σχήµα (figure) 

της γεωµετρίας κάθε µη κενό υποσύνολο του συνόλου Χ.  

           ∆υο σχήµατα Α και Β είναι ίσα αν υπάρχει ένας µετασχηµατισµός T G∈  

τέτοιος ώστε: 

( )T A B= , 

όπου, τώρα: 

  

( ) ( ){ }T A  = T z  : z είναι σηµείο του Α . 

           
Ο ορισµός του σχήµατος στον Klein εµπερικλείει όλα τα βασικά  ευθύγραµµα 

σχήµατα του Ευκλείδη, καθώς και οποιοδήποτε σύνολο που περιέχεται στο 

χώρο που ορίσαµε. Όµως, µε τη διαφορά ότι το σχήµα του Klein έχει 

περισσότερο θεωρητική φύση και δεν είναι τόσο «απτό» όσο το Ευκλείδειο 

σχήµα.  
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           Μετά τον ορισµό της ισότητας σχηµάτων, µπορούµε να αποδείξουµε ότι 

η σχέση ισότητας είναι σχέση ισοδυναµίας. Έτσι, όπως γνωρίζουµε από την 

Άλγεβρα, θα εξηγήσουµε πως όταν η G είναι µια οµάδα µετασχηµατισµών της 

γεωµετρίας µας, πρέπει επακόλουθα και η σχέση ισότητας  που ορίζεται σε 

αυτή να είναι σχέση ισοδυναµίας. ∆ηλαδή, θα δείξουµε ότι η σχέση ‘‘≅ ’’ είναι 

ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική. 

 
1.      Είναι ανακλαστική (ή αυτοπαθής). A A≅ , διότι Ι(Α) = Α, για κάθε σχήµα 

A X∈  και I :  Χ Χ→  τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό του X. 

 
2.     Είναι συµµετρική. Εφόσον A Β≅ , θα υπάρχει Τ G∈  µε Β = Τ(Α). Άρα 

( )-1A = T B , που αποδεικνύει ότι Β A≅ , αφού -1T G∈   . 

 
3.    Είναι µεταβατική: Αν A Β≅ και Β Γ≅  τότε θα υπάρχουν Τ1, Τ2 G∈  µε 

Τ1(Α) = Β και Τ2(Β) = Γ, οπότε ( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 Γ = T B  = T T A  = T T A�2 1 , 

δηλαδή, A Γ≅ , αφού 2 1Τ Τ G∈� . 

 
Μετά την έννοια της Γεωµετρίας  και τον ορισµό της ισότητας σχηµάτων, 

ακολουθεί η πολύ σηµαντική έννοια των αναλλοιώτων. 

4.3. ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ (Invariants) 
            
Η ουσιαστικότερη έννοια που εισήγαγε ο Klein µε το πρόγραµµα του είναι η 

έννοια των αναλλοιώτων. Βασικός στόχος του προγράµµατος είναι η 

κατηγοριοποίηση των γεωµετριών, η οποία προκύπτει από τον  προσδιορισµό 

των οµάδων των µετασχηµατισµών του Ευκλείδειου και του µη Ευκλείδειου 

επιπέδου. Γι’ αυτό το λόγο, χρειάστηκε να οµαδοποιήσει τις γεωµετρικές τους 

ιδιότητες, ή αλλιώς τα αναλλοίωτά  τους.  

           Μπορούµε να πούµε ότι, τα αναλλοίωτα είναι οι έννοιες που 

περιγράφουν τη σταθερότητα και τη µη αλλαγή των σχηµάτων όταν δρουν 

πάνω τους οι µετασχηµατισµοί ισότητας. ∆ηλαδή, σύµφωνα µε την περιγραφή 

του Greenberg (βλ. [9, σελ. 313]) µια ιδιότητα ή µια σχέση καλείται 

αναλλοίωτο κάτω από την δράση ενός µετασχηµατισµού ή µιας οµάδας 

µετασχηµατισµών, αν η ιδιότητα ή η σχέση διατηρείται και µετά την 

εφαρµογή των µετασχηµατισµών. Σχετικώς, παραθέτουµε τον ακριβή ορισµό 

της έννοιας. 

 
Ορισµός 4.3.1. Έστω (Χ, G) µια Γεωµετρία. Έστω D ένα σύνολο από 

σχήµατα που ανήκουν στην (Χ, G) και έστω Τ ένας µετασχηµατισµός της G 

(T G∈ ). Τότε: 
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1. Το σύνολο D είναι αναλλοίωτο ως προς Τ, αν για κάθε µέλος Β του D 

ισχύει ότι  ( )T B D∈ . 

 
2. Μια συνάρτηση f ως προς Τ,  που ορίζεται στο D, καλείται αναλλοίωτη, 

αν  ( )( ) ( )f T B f B= .  

 
Από τα προηγούµενα παρατηρούµε ότι, για ένα σχήµα που ανήκει στο σύνολο 

D και στο οποίο εφαρµόζουµε ένα µετασχηµατισµό, το σχήµα διατηρεί τη 

δοµή του αναλλοίωτη και κατ’ επέκταση η εικόνα του (διαµέσου του 

µετασχηµατισµού ισότητας) ανήκει πάλι στο σύνολο D.  Άρα, ένα σύνολο από 

σχήµατα είναι ένα αναλλοίωτο της γεωµετρίας, όταν µαζί µε ένα στοιχείο Β 

περιέχει και όλα τα ίσα µε αυτό σχήµατα που προκύπτουν µέσω των 

µετασχηµατισµών. Ανάλογα, µια συνάρτηση είναι αναλλοίωτη όταν για ίσα 

σχήµατα (ισότητα µέσω µετασχηµατισµών) δίνει πάντα την ίδια τιµή. 

  
           Ας δούµε όµως τι εκφράζει ο ορισµός στην πράξη: 

 
1. Όπως εκθέσαµε παραπάνω, στο παράδειγµα µε το ισοσκελές ορθογώνιο 

τρίγωνο, κατά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού της στροφής, της 

ανάκλασης ή της σύνθεσης αυτών στο τρίγωνο, διατηρήθηκε αναλλοίωτη η  

δοµή του παρά τη µετακίνηση στο επίπεδο. Συνεπώς, το τρίγωνο ορισµένο 

ως  ένα σύνολο που αποτελείται από τρία µη συνευθειακά σηµεία και από 

τα ευθύγραµµα τµήµατα που τα συνδέουν, είναι ένα αναλλοίωτο σύνολο. 

Βέβαια, η διατύπωση αυτή έχει ισχύ στο πλαίσιο της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας και όταν χρησιµοποιείται ο παραπάνω µετασχηµατισµός. Τι 

σηµαίνει όµως αυτό; Προφανώς, εάν αναφερόµασταν στην Υπερβολική 

Γεωµετρία ή χρησιµοποιούσαµε άλλο µετασχηµατισµό, τότε τα 

αποτελέσµατα ίσως να ήταν διαφορετικά. Αν δηλαδή, υποθέσουµε ότι ο 

µετασχηµατισµός της αντιστροφής ανήκει στη γεωµετρία µας, τότε όπως 

αναφέραµε σε προηγούµενο παράδειγµα, οι ευθείες γραµµές 

µετατρέπονται σε κύκλους. Έτσι, και οι πλευρές του τριγώνου (ως 

ευθύγραµµα τµήµατα) µετασχηµατίζονται σε τόξα κύκλων, µε αποτέλεσµα 

το σχήµα να αλλάζει δοµή.  

 

2. Ποιά συνάρτηση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας µπορεί να ικανοποιήσει τον 

ορισµό της αναλλοίωτης; Επιλέγουµε το σύνολο των τριγώνων του 

ευκλείδειου επιπέδου για να εφαρµόσουµε τη συνάρτηση µέτρησης του 

εµβαδού τους. Με αυτόν τον τρόπο, ορίζεται µια αναλλοίωτη συνάρτηση 



 37 

της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, δεδοµένου ότι τα ίσα τρίγωνα έχουν το  ίδιο 

εµβαδόν. 

 

3. Μελετώντας στη συνέχεια το µοντέλο του δίσκου του Poincaré  

(υπερβολικό επίπεδο), θα διαπιστώσουµε ότι το µήκος ενός υπερβολικού 

ευθύγραµµου τµήµατος είναι ένα βασικό αναλλοίωτο της Υπερβολικής 

Γεωµετρίας. 

 
Αφού παρουσιάσαµε τα βασικά στοιχεία της θεωρίας του Klein, θα δούµε 

µερικά παραδείγµατα Γεωµετριών. 

4.4. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΩΝ 
 
Το χαρακτηριστικότερο παράδειγµα, για να εφαρµοστεί το σχέδιο του Klein, 

είναι η Ευκλείδεια Γεωµετρία.  

           Έστω ότι το σύνολο αναφοράς είναι το µιγαδικό επίπεδο C. Επίσης, 

έστω ότι η οµάδα των µετασχηµατισµών είναι το σύνολο Ε, το οποίο 

αποτελείται από τους µετασχηµατισµούς της µορφής  

 

( ) iT z e z b,θ= +  

    
όπου θ R∈  και b C∈  είναι σταθερές. Ο µετασχηµατισµός Τ είναι ένας 

συνδυασµός µετασχηµατισµών και καλείται άκαµπτη κίνηση (rigid motion), 

διότι, όπως προαναφέραµε, διατηρεί αναλλοίωτη τη δοµή του χώρου (βλ. 

Παράγραφος 3.1.2). Ο Τ δηµιουργείται από µια στροφή ( iz e zθ→ ), η οποία 

ακολουθείται από µια µεταφορά ( iz e z bθ→ + ).  

           Το ζεύγος (C, Ε) αναπαριστά την Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

    
           Επιπλέον, οι ακόλουθες γεωµετρίες ταξινοµήθηκαν από τον Klein ως 

υπογεωµετρίες (subgeometries) της επίπεδης Προβολικής Γεωµετρίας: 

 
1. Η Ευκλείδεια Γεωµετρία αφορά στη µελέτη των αναλλοιώτων, της 

υποοµάδας των µετασχηµατισµών που διατηρούν το µήκος (όπως 

προαναφέραµε  στην Παράγραφο 3.1, καλούνται άκαµπτες κινήσεις).  

  
2. Η Υπερβολική Γεωµετρία αφορά στη µελέτη των αναλλοιώτων, της 

υποοµάδας εκείνων των προβολικών µετασχηµατισµών που αφήνουν 

αναλλοίωτη µια δοσµένη πραγµατική κωνική τοµή. 

 
3. Η Ελλειπτική Γεωµετρία αφορά στη µελέτη των αναλλοιώτων, της 

υποοµάδας εκείνων των προβολικών µετασχηµατισµών που αφήνουν 
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αναλλοίωτη µια δοσµένη φανταστική κωνική τοµή (βλ. Greenberg [9, 

σελ. 313]).    

4.5. ΣΚΟΠΟΣ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ KLEIN  
 

Από την παραπάνω έκθεση γίνεται φανερό ότι ο Klein, µε οδηγό του τις 

οµάδες µετασχηµατισµών, οι οποίες είχαν αναλυθεί εκτενώς µέχρι τότε και 

είχαν λάβει χαρακτήρα τυπικής εφαρµογής για τις Γεωµετρίες (Ευκλείδειες 

και µη), δηµιούργησε ένα σύστηµα που κινείται σε διαφορετικό πλαίσιο από 

τα ήδη υπάρχοντα. Στο σύστηµα αυτό, έδωσε πρωτεύοντα ρόλο στις οµάδες 

µετασχηµατισµών και τις κατεύθυνε να λειτουργούν µε τρόπο τέτοιο, που να 

εξυπηρετείται η ανεύρεση αναλλοίωτων  για την εκάστοτε Γεωµετρία.     

           Το πρόγραµµα του, αποτέλεσε την εναλλακτική πορεία στην ισχύουσα 

νοοτροπία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, η οποία στηριζόταν στην εποπτεία. Η 

εποπτεία αποµακρύνεται πλέον αισθητά και τη θέση της λαµβάνουν 

συνολοθεωρητικές έννοιες, όπως τα σχήµατα. Αυτό αποτελεί ένα αρκετά 

ισχυρό πλεονέκτηµα µε δυναµική και καθολικότητα, αφού επιτρέπει την 

αφαιρετικότητα της σκέψης και δεν περιορίζεται στα υπάρχοντα Ευκλείδεια 

σχήµατα, καθώς η ισότητα αφορά εκφράσεις συνόλων (και όχι µόνο τρίγωνα 

κα.).  
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ΜΕΡΟΣ Β 

 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΟΥ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ 

ΕΦΑΡΜΟΖΟΝΤΑΣ ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ERLANGER 
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5. MÖBIUS, ΜΙΑ ΚΑΘΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
 
 

Χρησιµοποιούµε τον όρο καθολική γεωµετρία, διότι θέλουµε να αναδείξουµε 

τη σηµασία, το µέγεθος, αλλά και τη γενικότητα που χαρακτηρίζει τη 

Γεωµετρία Möbius. Αποτελεί µια γενικευµένη θεώρηση µε ιδιαιτέρως ευρύ 

πεδίο εφαρµογής, καθώς η οµάδα των µετασχηµατισµών που δρα στη 

Γεωµετρία Möbius είναι τόσο εκτεταµένη, ώστε να εφαρµόζεται τόσο στις µη 

Ευκλείδειες Γεωµετρίες, όσο και στην Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

           Ακολουθώντας το Πρόγραµµα Erlanger, θα ορίσουµε το 

µετασχηµατισµό Möbius και στη συνέχεια θα δώσουµε τον ορισµό της 

Γεωµετρίας Möbius.           

5.1. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ MÖBIUS 
            
Όπως αναφέραµε στη Παράγραφο 3.4, µελετώντας τη στερεογραφική 

προβολή, το σύνολο των µιγαδικών µπορεί να επεκταθεί αν του προσθέσουµε 

το επ’ άπειρον σηµείο. Τότε, κατασκευάζουµε ένα νέο σύνολο που καλείται 

εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο και συµβολίζεται µε C+. ∆ηλαδή,  C+ = C ∪ {∞}. 

 

Ορισµός 5.1.1. Ο µετασχηµατισµός Möbius είναι µια συνάρτηση της 

µορφής: 

   + +T : C C :→  ( ) αz+b
 z  T z  := 

cz+d
֏  

 
όπου τα α, b, c, και d είναι µιγαδικές σταθερές, και η ποσότητα ad-bc (η 

ορίζουσα του Τ) είναι διάφορη του µηδενός. Αν επιπλέον, θεωρήσουµε ως Μ 

το σύνολο των µετασχηµατισµών µε την παραπάνω µορφή, τότε ορίζουµε το 

ζεύγος (C+, M) ως Γεωµετρία Möbius. 

  
Παρατηρήσεις: 

 
1. Αφού αναφερόµαστε στο εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο, δεχόµαστε τις 

επόµενες συνθήκες: 

 
α) Το επ’ άπειρο σηµείο δρα µέσω του µετασχηµατισµού Τ και   

δίνει ( )T  = ∞ ∞ , όταν c = 0, ενώ 
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β)    αν c 0≠ , έχουµε τη συνθήκη ( ) a
T  = 

c
∞  και 

d
T  = 

c

 
− ∞ 

 
. 

 
2. Αν στον τύπο του µετασχηµατισµού Möbius, θέσουµε c = 0  και d = 1, 

βλέπουµε ότι ο µετασχηµατισµός λαµβάνει τη µορφή µιας συσχετισµένης 

συνάρτησης. Συνεπώς, κάθε τέτοια συνάρτηση είναι ένας 

µετασχηµατισµός Möbius. 

 
Η καθολικότητα της Γεωµετρίας Möbius εξηγείται ακόµη και από τη φύση 

των µετασχηµατισµών της, οι οποίοι συµπεριλαµβάνουν όλους τους 

µετασχηµατισµούς που έχουµε αναφέρει: µεταφορά, στροφή, οµοιοθεσία και 

αντιστροφή. Συνεπώς, κάθε µετασχηµατισµός Möbius µπορεί να παρασταθεί 

ως σύνθεση των παραπάνω συναρτήσεων. 

  
           Έστω λοιπόν ο µετασχηµατισµός Möbius που περιγράφεται στον 

ορισµό 5.1.1. 

(i) Αν c=0, οδηγούµαστε στον τύπο Τ(z) = (α/d) z + b/d. ∆ηλαδή, έχουµε 

συνδυασµό µεταφοράς, στροφής και οµοιοθεσίας. Το συµπέρασµα γίνεται 

κατανοητό µέσω συγκεκριµένων επιλογών για τις σταθερές α, b και d. 

Πράγµατι, έστω d≠0.  

 
Αν α = d, προκύπτει η συνάρτηση της µεταφοράς Τ(z) = z + b/d. 

 
Αν θ = -i ln(a/d) και b = 0, λαµβάνουµε τη συνάρτηση της στροφής µε 

τύπο Τ(z) = e-i θ z.  

 
Αν b = 0, παίρνουµε το µετασχηµατισµό της οµοιοθεσίας. 

 

(ii) Αν c≠0, και µε τον περιορισµό { }z C \ -d/c∈ , µπορούµε να γράψουµε ότι: 

 

( ) ( )
( )

α cz+d αd+bc
T z = 

c cz d

−

+
 

 

2

αd bc 1
=

dc c
z+

c

 
 − α − +  

  
 

. 

 
Από την παραπάνω ανάλυση φαίνεται ότι, ο Τ αποτελείται από τη σύνθεση 

των παρακάτω απεικονίσεων, µε τη σειρά που παραθέτονται: 
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Μεταφορά, κατά 
d

c
, 

Αντιστροφή, κατά 
1

d
z

c
+

,  

Οµοιοθεσία και στροφή, µε συντελεστή 
2

ad bc
k =

c

− 
−  
 

, 

Μεταφορά, κατά 
a

c
.  

 
           Στο επόµενο θεώρηµα παρουσιάζουµε µια ιδιότητα του 

µετασχηµατισµού Möbius, που προκύπτει από την ανάλυση του στους 

προηγούµενους µετασχηµατισµούς.   

 

Θεώρηµα 5.1.2. Κάθε µετασχηµατισµός Möbius είναι σύµµορφος. 

  
Απόδειξη: Όπως αναφέραµε στο Κεφάλαιο 3, µε τον όρο σύµµορφος ορίζεται 

ο µετασχηµατισµός που διατηρεί το µέτρο των γωνιών.  Έστω ο γενικός τύπος 

που περιγράφει το µετασχηµατισµό Möbius. Στηριζόµενοι στη µορφή: 

 

( ) 2

αd bc 1 a
T z = 

dc c
z+

c

 
 − − +  

  
 

, 

 
και στην ανάλυση που προηγήθηκε της εκφώνησης του θεωρήµατος, έχουµε 

ότι ο Τ είναι σύνθεση τεσσάρων µετασχηµατισµών. Συνεπώς, έχουµε αµέσως 

το αποτέλεσµα, αφού οι παραπάνω µετασχηµατισµοί, όπως έχουµε αναφέρει 

στην Παράγραφο 3.3, έχουν όλοι την ιδιότητα να διατηρούν το µέτρο των 

γωνιών.                                                                                                                               □ 

5.2. ΣΥΝΘΕΣΗ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ MÖBIUS 
      
Έστω Τ1  και Τ2 δύο µετασχηµατισµοί Möbius µε αντίστοιχους τύπους 

  

( )1

αz+b
T z  = 

cz+d
        και        ( )2

ez+f
T z  = 

gz+h
. 

 
           Παρατηρούµε ότι, αν αντιστοιχίσουµε ένα µετασχηµατισµό Möbius  

 

( ) αz+b
T z  = 

cz+d
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στον πίνακα,  

a b
A

c d

 
=  
 

, 

 
τότε η σύνθεση δύο µετασχηµατισµών Τ1  και Τ2, όπως παραπάνω, αντιστοιχεί 

στον πολλαπλασιασµό των αντίστοιχων πινάκων,  

 

a b e f ae bg af bh
 = 

c d g h ce dg cf dh

+ +    
    + +    

. 

 

           Η σύνθεση 1 2T T�  είναι προφανώς µια απεικόνιση 1-1 από το C+ στο C+ 

(αφού αυτό συµβαίνει και για τους  µετασχηµατισµούς Τ1 και Τ2). Συνεπώς, 

έχουµε ότι: 

 

( )1 2 1

ez f
T T z    T

gz h

ez f
b

gz h
                    

ez f
c d

gz h

α

 +
=  + 

 +
+ + =

 +
+ + 

�

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

ez f b gz h
                                      

c ez f d gz h

e bg z f bh
                                      

ce dg z cf dh

α

α α

+ + +
=

+ + +

+ + +
=

+ + +

 

 
Άρα ορίζεται ένας µετασχηµατισµός Möbius.  

           Πραγµατικά, από την παραπάνω έκφραση του µετασχηµατισµού 1 2T T�  

έχουµε την ορίζουσα: 

 

( )( ) ( )( )ae bg cf dh af bh ce dg+ + − + +
ae bg af bh

det 
ce dg cf dh

+ + 
=  + + 

 

 

                                                                 
a b e f

det
c d g h

    
= ⋅    

    
, 

 
δηλαδή, 
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( )1 2

a b e f
det T T det det   0.

c d g h

   
= ⋅ ≠   

   
�                               □ 

 

5.3. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ MÖBIUS 
 
Μέσω της σύνθεσης µετασχηµατισµών µπορούµε να παράγουµε τον 

αντίστροφο µετασχηµατισµό ενός δοσµένου. Όπως γνωρίζουµε, όταν η 

σύνθεση δυο µετασχηµατισµών Möbius µας δίνει τον ταυτοτικό, τότε ο ένας 

είναι ο αντίστροφος του άλλου.  

           Η αντίστροφη συνάρτηση -1T  προφανώς υπάρχει αφού, ο 

µετασχηµατισµός Τ είναι 1-1 από το C+ στο C+. 

 

           Αν   ( ) αz+b
T z  = 

cz+d
 και ( )-1 ew f

T w
gw h

+
=

+
, τότε η σύνθεση τους δίνει 

 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

-1
e bg z f bh

T T z
ce dg z cf dh

α α+ + +
=

+ + +
� . 

 

Οι αντίστοιχοι πίνακες  των µετασχηµατισµών Τ και -1T  είναι, 

 

a b e f
A        και       Β=

c d g h

   
=    
   

. 

 
Τότε, αναζητούµε τον πίνακα Β για τον οποίο ισχύει: 

  
Α Β = Ι⋅ . 

Άρα, 

 

ae bg af bh 1 0
 = 

ce dg cf dh 0 1

+ +   
   + +   

. 

 
∆ηλαδή, από την παραπάνω ισότητα έχουµε δύο συστήµατα εξισώσεων, 
 

( ) ( )
ae bg 1 af bh 0

  1      και      2
ce dg 0 cf dh 1

+ = + =   
   + = + =   

 

 
Θεωρώντας ως άγνωστους τα e, g, f  και h, και χρησιµοποιώντας τη µέθοδο 

των οριζουσών, έχουµε ότι 
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a b
D= ad bc

c d
= − , 

και 
 

e g f h

1 b a 1 0 b a 0
D d,     D c,     D b,     D a.

0 d c 0 1 d c 1
= = = = − = = − = =  

 
Άρα, αφού D 0≠ , τα συστήµατα (1) και (2) έχουν µοναδική λύση. Για το 

σύστηµα (1) η λύση (e, g) είναι, 

 

ge
DD d c

e        και       g
D D D D

−
= = = = , 

 
ενώ για το σύστηµα (2) η λύση (f, h) είναι, 
 

f h
D Db a

f        και       h
D D D D

−
= = = = . 

 
Συνεπώς, ο ζητούµενος πίνακας Β είναι ο εξής: 
 

d b
d b1D D

Β=
c a D c a

D D

− 
  − 

=   − −    
 

. 

 
 
Υποθέτουµε ότι, οποιοδήποτε µη µηδενικό πολλαπλάσιο του Β συνδέεται µε 

τον αντίστροφο µετασχηµατισµό 1T −  και µπορούµε να γράψουµε ότι 

 

 ( )-1 dz b
T z

cz a

−
=

− −
.                                                         □ 

  

5.4. ΟΜΑ∆Α ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ MÖBIUS 
     
Βασιζόµενοι στο Πρόγραµµα Erlanger, θα δείξουµε ότι η Γεωµετρία Möbius 

αποτελεί πράγµατι γεωµετρία. Για να συµβαίνει το παραπάνω,  πρέπει να 

αποδείξουµε ότι οι µετασχηµατισµοί Möbius κατέχουν τις απαραίτητες 

ιδιότητες, που συνιστούν µια οµάδα.  

    
Θεώρηµα 5.4.1. Το σύνολο Μ όλων των µετασχηµατισµών Möbius, αποτελεί 

οµάδα µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων. 

 
Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι πληροί τις τέσσερεις ιδιότητες της οµάδας. 
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1. (κλειστότητα) Αποδείχθηκε προηγουµένως στην Παράγραφο 5.2, ότι 

 

1 2 1 2T ,T M T T M∈ ⇒ ∈� . 

 
2. (ουδέτερο στοιχείο) Ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός Möbius δίνεται από 

τον τύπο 

( ) 1z+0
T z  = 

0z+1
. 

 
3. (αντίστροφο στοιχείο) Όπως είδαµε από την Παράγραφο 5.3, για κάθε 

µετασχηµατισµό Möbius Τ, υπάρχει ο αντίστροφος µετασχηµατισµός 
1T −   µε τύπο 

( )-1 dz b
T z

cz α
−

=
− −

. 

 
4. (προσεταιριστικός νόµος) Η ιδιότητα αυτή ισχύει, διότι η σύνθεση 

συναρτήσεων είναι πράξη προσεταιριστική.                                                  □                                              

         

5.5. ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ MÖBIUS 
 
Με τη συµπλήρωση των απαραίτητων εργαλείων για τους µετασχηµατισµούς 

Möbius, είµαστε σε θέση να αποδείξουµε ένα πολύ βασικό θεώρηµα της 

γεωµετρίας αυτής. 

 
Θεώρηµα 5.5.1. (Το θεµελιώδες θεώρηµα της Γεωµετρίας Möbius) 

Έστω (z1, z2, z3) και (w1, w2, w3) δύο τριάδες σηµείων στο εκτεταµένο 

µιγαδικό επίπεδο C+. Τότε, υπάρχει ένας µοναδικός µετασχηµατισµός Möbius 

Τ  µε την ιδιότητα ( ) ( )i iT z w , i = 1, 2, 3= . 

 
Απόδειξη: Για να δείξουµε το ζητούµενο, θα χρησιµοποιήσουµε µια τριάδα 

σηµείων που θα αποτελέσει το ενδιάµεσο στάδιο για την απεικόνιση της 

τριάδας ( 1 2 3z , z , z ) στην τριάδα ( 1 2 3w , w , w ). Έτσι, θεωρούµε τα σηµεία 1, 0 

και ∞ , και αναζητούµε ένα µετασχηµατισµό Möbius που απεικονίζει τα z1, z2 

και z3 στα 1, 0 και ∞ , αντίστοιχα. Ανάλογα, θα υπάρχει ένας δεύτερος 

µετασχηµατισµός Möbius που αντιστοιχεί τα σηµεία  w1, w2 και w3  στα  1, 0 

και ∞  (Σχήµα 5.1).  
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 Εποµένως, αν Τ1 είναι ο µετασχηµατισµός µε την ιδιότητα: 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 3T z 1,   T z 0,   T z= = = ∞ , 

 
και ανάλογα, Τ2 είναι ο µετασχηµατισµός Möbius µε την ιδιότητα: 

 

( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3T w 1,   T w 0,   T w= = = ∞ , 

 

προφανώς, ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι η σύνθεση -1

2 1T = T T� , 

εφόσον, 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 2 1 1 2 1

1 1

2 2 1 2 2 2

1 1

3 2 1 3 2 3

T z T T z T 1 w ,

T z T T z T 0 w ,

T z T T z T w .

− −

− −

− −

= = =

= = =

= = ∞ =

 

Ο µετασχηµατισµός Τ, βρίσκεται ως εξής: 

 

           ( ) ( )1
1 1 1

1

az b d b
T z 1    1    a c z d b    z

cz d a c

+ −
= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =

+ −
, 

 

. . 

. 

* 
* 

* 

# 
# 

# 

z1 

z2 

z3 

w1 

w2 
w3 

1 

0 

∞ 

T1 
T2 

1

2 1
T T

−
�   

 

Σχήµα 5.1. Απεικόνιση των z1, z2 και z3 στα w1, w2 και w3, µέσω της τριάδας 1, 

0 και ∞ . 
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( ) 2
2 2 2

2

az b b
T z 0    0    az b 0    z

cz d a

+ −
= ⇒ = ⇒ + = ⇒ =

+
, 

 

( ) 3

3 3 3

3

az b d
T z         cz d 0    z

cz d c

+ −
= ∞ ⇒ = ∞ ⇒ + = ⇒ =

+
. 

 

Με τροποποίηση του µετασχηµατισµού Τ και χρησιµοποιώντας τις παραπάνω 

σχέσεις για τα z2 και z3, έχουµε ότι 

 

2

3

b b
α z+ z

z zαz+b a aa a
T (z) =    =  = 

d dcz+d c c z z
c z+ z

c c

   − −    −      = ⋅ ⋅    −      − −   
   

. 

 
Τώρα, µετασχηµατίζοντας το συντελεστή α/c παίρνουµε 

 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2

a ad bca a d abc acd acd
      

c c ad bc acd c b acb acb

a c d b d a cac d b ad a c
     =  =  =

ac d b cb a c c a d b b a c

 

− − + −
= = =

− − + −

 − + −− + −  
− + −  − + − 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 3

1 2

c d b d a cc d b d a c
c a cc       = =

a d b b a c a d b b a c

a a a c

d b d
z za c c      =   = .

d b b z z

a c a

− + −− + −
−

=
− + − − + −

−

−
+ −−

− −+
−

 

 

Συνεπώς,  

( ) 1 32

3 1 2

z zz z
T z

z z z z

−−
=

− −
. 

 

Για να επιβεβαιώσουµε τη µοναδικότητα του µετασχηµατισµού θα 

χρησιµοποιήσουµε το επόµενο βοηθητικό συµπέρασµα: 
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Ο µοναδικός µετασχηµατισµός Möbius που απεικονίζει καθένα 

από τα σηµεία 1, 0 και ∞  στον εαυτό τους είναι ο ταυτοτικός.  

 

Πράγµατι, αν 
αz+b

S(z) = 
cz+d

 είναι ένας µετασχηµατισµός Möbius που 

αντιστοιχεί το ∞  στον εαυτό του, τότε c = 0. Επίσης, αν ο S απεικονίζει το 0 

στον εαυτό του, τότε S(0) = b/d, και άρα b = 0.  

           Αφού, c = 0 και b = 0, συνάγεται ότι S(z) = (α/d)z. Τέλος, αφού ο S 

αντιστοιχεί το 1 στον εαυτό του, ισχύει S(1) = α/d = 1, που σηµαίνει ότι α = d. 

Άρα, ο απαιτούµενος µετασχηµατισµός S είναι ο ταυτοτικός S(z) = z. 

 

           Επανερχόµενοι στην απόδειξη του θεωρήµατος, ας υποθέσουµε ότι 

εκτός από τον Τ υπάρχει και ένας Τ΄ διαφορετικός µετασχηµατισµός Möbius, 

που ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήµατος. Τότε, οι συνθέσεις -1

2 1T T T� �  

και -1

2 1T T' T� �  συµβολίζουν ταυτόχρονα µετασχηµατισµούς Möbius που 

απεικονίζουν καθένα από τα σηµεία 1, 0 και ∞  στον εαυτό τους. ∆εδοµένου 

όµως του προηγούµενου συµπεράσµατος, συνεπάγεται ότι οι δυο συνθέσεις 

είναι ίσες µε τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό, άρα 

  
-1

2 1T T T� �  = -1

2 1T T' T� � , 

 

απ’ όπου έχουµε ότι 

Τ = Τ΄.                                                                □ 

 
Συνέπεια του Θεωρήµατος. Όλα τα σχήµατα, που αποτελούνται από τρία 

διαφορετικά σηµεία, είναι ίσα στη Γεωµετρία Möbius. 

 
           Υπενθυµίζουµε ότι, στη Γεωµετρία Klein ως σχήµα ορίζουµε 

οποιοδήποτε υποσύνολο του χώρου στον οποίο δρούµε, εδώ του εκτεταµένου 

µιγαδικού επιπέδου. Άρα, έστω σχήµατα Α, Β ⊂ C+, µε 

 

{ }1 2 3A = z , z , z   και  { }1 2 3B = w , w , w . 

 
Επίσης, γνωρίζουµε ότι δυο σχήµατα είναι ίσα όταν υπάρχει µετασχηµατισµός 

Τ τέτοιος, ώστε Τ(Α) = Β. Συνεπώς, χρειαζόµαστε ένα µετασχηµατισµό 

Möbius για τον οποίο θα ισχύει: 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ } { }1 2 3 1 2 3Τ Α Τ z , T z ,  T z w , w , w= = . 
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Βάσει του θεµελιώδους θεωρήµατος, υπάρχει ένας µοναδικός 

µετασχηµατισµός Möbius Τ, που ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη. 

5.6. ΑΝΑΡΜΟΝΙΚΟΣ ΛΟΓΟΣ (cross-ratio) 
 
Στο θεµελιώδες θεώρηµα ο µετασχηµατισµός Möbius που χρησιµοποιήσαµε 

για να απεικονίσουµε τα z1, z2 και z3 στα 1, 0 και ∞ , είναι ιδιαίτερα 

σηµαντικός και έχει εξέχουσα θέση στη Γεωµετρία Möbius, ώστε να λαµβάνει 

ξεχωριστό όνοµα και ορισµό.   

 
Ορισµός 5.6.1. Ο αναρµονικός λόγος (cross-ratio) είναι µια συνάρτηση 

τεσσάρων µιγαδικών µεταβλητών της µορφής: 

 

( ) 1 30 2
0 1 2 3

0 3 1 2

z -zz -z
z , z , z , z :=  

z -z z -z
. 

 
           Η εφαρµογή που ακολουθεί, δείχνει ότι ο αναρµονικός λόγος είναι ο 

µετασχηµατισµός Möbius, που επαληθεύει τις συνθήκες του θεµελιώδους 

θεωρήµατος.   

  
Εφαρµογή 5.6.2. Έστω Τ(z) = (z, z1, z2, z3) η συνάρτηση του αναρµονικού 

λόγου ως προς µεταβλητή το z, θεωρώντας ότι οι άλλες τρείς παραµένουν 

σταθερές. Τότε, από τον ορισµό του αναρµονικού λόγου, είναι 

 

1 31 2
1

1 3 1 2

1 32 2
2

2 3 1 2

3 2 1 3

3

3 3 1 2

z -zz -z
T(z )    1,

z -z z -z

z -zz -z
T(z )    0,

z -z z -z

z -z z -z
T(z )    .

z -z z -z

= =

= =

= = ∞

 

 
Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο προηγούµενος Τ είναι 

ακριβώς ο µοναδικός µετασχηµατισµός Möbius που απεικονίζει τα  z1, z2 και 

z3 στα 1, 0 και ∞ , αντιστοίχως. 

 
Παράδειγµα 5.6.3. Όταν µια από τις µεταβλητές του αναρµονικού λόγου 

είναι το ∞ , τότε η τιµή του αναρµονικού λόγου µπορεί να καθοριστεί 
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υπολογίζοντας το όριο στο άπειρο. Με αυτήν την υπόθεση υπάρχουν 

τέσσερεις διαφορετικές τιµές. Έτσι, έχουµε: 

 

1 3

1 2 3

1 2

z -z
( , z ,  z , z )  

z -z
∞ = ,  αφού 

0

0 2

z
0 3

z z
lim   1

z z→∞

 −
=  − 

, 

 

0 2
0 2 3

0 3

z -z
(z , ,  z ,  z )  

z -z
∞ = ,   αφού 

1

1 3

z
1 2

z z
lim   1

z z→∞

− 
= − 

, 

 

1 3

0 1 3

3

z -z
(z ,  z ,  , z )  

z-z
∞ = ,  αφού 

2

0 2

z
1 2

z z
lim   1

z z→∞

 −
= − 

, 

 

0 2
0 1 2

1 2

z -z
(z , z ,  z ,  )  

z -z
∞ = ,  αφού 

3

1 3

z
0 3

z z
lim   1

z z→∞

 −
=  − 

. 

 

5.7. ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ (invariants) 
 
Το κυριότερο χαρακτηριστικό της θεωρίας του Klein, όπως προαναφέραµε, 

είναι η έννοια των αναλλοιώτων. Κάθε γεωµετρία, που µελετάται µέσω του 

Προγράµµατος Erlanger, έχει ως ιδιότητές της τα αναλλοίωτα της οµάδας των 

µετασχηµατισµών της. Έπεται λοιπόν ότι, και η Γεωµετρία Möbius έχει τα 

δικά της αναλλοίωτα. Παράλληλα, αφού η Γεωµετρία Möbius είναι ένα 

υπερσύνολο των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών, τα αναλλοίωτα της θα ισχύουν 

και στα υποσύνολά της. Παραθέτουµε στη συνέχεια τα κυριότερα από αυτά. 

5.7.1. Μέτρο Γωνίας 
 
Στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, προσδιορίσαµε το χαρακτήρα των 

µετασχηµατισµών Möbius και συµπεριλάβαµε µε αυτόν τον τρόπο και την 

ιδιότητα τους να διατηρούν το µέτρο των γωνιών. Από το Θεώρηµα 5.1.2, 

έχουµε ότι κάθε µετασχηµατισµός Möbius είναι σύµµορφος. Εποµένως, 

βλέπουµε ότι το µέτρο γωνίας αποτελεί ένα πρώτο αναλλοίωτο για τη 

Γεωµετρία Möbius. Συµπερασµατικά, µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η 

διατήρηση του µέτρου γωνίας είναι επίσης αναλλοίωτο και για τις µη 

Ευκλείδειες Γεωµετρίες.  
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5.7.2. Αναρµονικός λόγος (Cross Ratio) 
 
Από τον ορισµό που δώσαµε στη Γεωµετρία Klein, δεχόµαστε ως αναλλοίωτη 

τη συνάρτηση για την οποία ισχύει Τ(Α) = Β, όπου Α και Β είναι σχήµατα της 

γεωµετρίας µας. Έτσι, ο αναρµονικός λόγος είναι µια αναλλοίωτη συνάρτηση 

της Γεωµετρίας Möbius. Αναφέρουµε στη συνέχεια δύο θεωρήµατα που 

αφορούν στον αναρµονικό λόγο και θα βοηθήσουν στην ανάπτυξη των δυο 

επόµενων αναλλοιώτων της Γεωµετρίας Möbius. 

 
Θεώρηµα 5.7.1. Ο αναρµονικός λόγος (z0, z1, z2, z3) είναι πραγµατικός 

(αριθµός), αν και µόνο αν τα τέσσερα σηµεία z0, z1, z2, z3 ανήκουν σε έναν 

κύκλο ή σε µια Ευκλείδεια ευθεία. 

 

Απόδειξη: Έστω ( ) ( )1 2 3T z z, z , z , z=  και εφόσον ο Τ είναι µετασχηµατισµός 

Möbius, εκφράζεται µε τον τύπο 

 

( ) αz+b
T z  = 

cz+d
, 

 
για κάποιες µιγαδικές σταθερές a, b, c και d. Γνωρίζουµε ότι ένας µιγαδικός 

αριθµός είναι πραγµατικός, αν και µόνο αν, το φανταστικό µέρος του είναι 

µηδέν. ∆ηλαδή αν,  

( ) ( )T z T z= , 

 
ή αλλιώς, 

αz+b az+b
 = 

cz+d cz d+
. 

 
Κάνοντας τις πράξεις, παίρνουµε 

 

( ) ( ) ( ) ( )ac ca zz ad cb z bc da z bd db 0− + − + − + − = .                    (1) 

 

Αν ( )ac ca 0− ≠ , έχουµε 

 

ad cb bc da bd db
zz z z 0.

ac ca ac ca ac ca

   − − − + + + =    − − −    
 

 
Θα κάνουµε συµπλήρωση τετραγώνου της παραπάνω σχέσης µε τη βοήθεια 

του επόµενου συµπεράσµατος. 
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( )( )2 2
z k k z k z k kk

                     zz kz kz kk kk

                     zz kz kz.

− − = − − − =

= − − + − =

= − −

 

 
Οπότε,  

 
2

da bc da bc bd db da bc da bc da bc
zz z z 0,

ac ca ac ca ac ca ac ca ac ca ac ca

 − − − − − −      
− − + + − =       − − − − − −       

 
2

da bc da bc db bd da bc
z z .

ac ca ac ca ac ca ac ca

  − − − −   
− − = +     − − − −       

 

 
Τελικά, καταλήγουµε στην σχέση που αναπαριστά την εξίσωση του κύκλου. 

  
2 2

da bc ad bc
z .

ac ca ac ca

− − 
− = − − 

 

 

           Στην περίπτωση που ισχύει ( )ac ca 0− =  η σχέση (1) γίνεται: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ad cb z bc da z bd db 0,

ad cb z ad cb  z bd db 0.

− + − + − =

− − − + − =

 

 

Τότε, θέτοντας 

 

( )A ad cb    και   B bd= − = , 

 
παίρνουµε τη σχέση 

 

( ) ( )Az B Az B+ = + , 

ή αλλιώς, 

( )Im Az B 0+ = , 

 
που είναι η εξίσωση µιας ευθείας. 
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           Πράγµατι, έστω Α, Β και  z, τρεις αριθµοί του µιγαδικού επιπέδου µε τη 

µορφή 

1 2 1 2A a ia ,    B b ib      και     z x iy.= + = + = +  

 
Τότε,  

 

( ) ( )1 1 2 2 1 2

1 2 2

Im Az B 0   Im a x ia y ia x a y b ib 0

                                a y a x b 0.

+ = ⇔ + + − + + =

⇔ + + =

 

 
Η τελευταία σχέση είναι προφανώς, η εξίσωση µιας ευθείας.                              □ 

 

Θεώρηµα 5.7.2. Αν Τ είναι ένας µετασχηµατισµός Möbius και z0, z1, z2, z3 

είναι τέσσερα διαφορετικά σηµεία του µιγαδικού επιπέδου, που ανήκουν στο 

σχήµα {z0, z1, z2, z3} τότε, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 2 3 0 1 2 3T z , T z , T z , T z  = z , z , z , z . 

 

Απόδειξη: Έστω ( ) ( )1 2 3T z z, z , z , z′ = . ∆ηλαδή, ο Τ΄ είναι ο µετασχηµατισµός 

Möbius που απεικονίζει τα 1z 1→ , 2z 0→ , 3z → ∞ . Εποµένως, ο 

µετασχηµατισµός 1T T −′�  απεικονίζει τα ( ) ( ) ( )1 2 3T z 1, T z 0, T z→ → → ∞ . 

Όµως, ο µετασχηµατισµός που κάνει την προηγούµενη αντιστοίχηση δίνεται 

και από τον τύπο του αναρµονικού λόγου: 

 

( ) ( ) ( )( )1 2 3z, T z , T z , T z . 

 
Με χρήση του θεµελιώδους θεωρήµατος, έχουµε ότι 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 2 3T T z z, T z , T z , T z−′ =� . 

 
Συνεπώς, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

0 1 2 3 0 0 0 1 2 3z , z , z , z  T z  T T T z  T z , T z , T z , T z−′ ′= = =� . 

□ 
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           Το τελευταίο θεώρηµα επιβεβαιώνει ότι οι µετασχηµατισµοί Möbius 

διατηρούν τον αναρµονικό λόγο, ώστε να αποτελεί ένα αναλλοίωτο της 

γεωµετρίας.    

5.7.3. Γενικευµένοι Κύκλοι (Generalized circles ή Clines) 
 
Ορισµός 5.7.3. Ένα υποσύνολο C του εκτεταµένου µιγαδικού επιπέδου 

καλείται γενικευµένος κύκλος, αν το C είναι Ευκλείδειος κύκλος ή 

Ευκλείδεια ευθεία γραµµή. 

 

 
 
 
 
 
           Ο ακόλουθος συλλογισµός, αποδεικνύει ότι το σύνολο των γενικευµένων 

κύκλων αποτελεί ένα αναλλοίωτο της Γεωµετρίας Möbius.  

           Υποθέτουµε την ύπαρξη ενός γενικευµένου κύκλου C, που διέρχεται 

από τα σηµεία z1, z2 και z3. Έστω ότι υπάρχει ένα τέταρτο σηµείο z0. Το z0 

ανήκει στο γενικευµένο κύκλο C, αν και µόνο αν, ο αναρµονικός λόγος 

( )0 1 2 3z , z , z , z  είναι πραγµατικός αριθµός. Από το Θεώρηµα 5.7.2, γνωρίζουµε 

ότι 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 2 3 0 1 2 3T z , T z , T z , T z  = z , z , z , z , 

 
και λόγω του αναλλοίωτου του αναρµονικού λόγου, αρκεί να δείξουµε ότι, ο 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 3T z , T z , T z , T z  είναι πραγµατικός αριθµός. Ή αλλιώς, αρκεί το 

∞  

z1 

z2 

z3 

z0 

C 

0 1 Τ(z0) 

● 

● 
● 

● 

● ● ● ● 
Τ(C) 

Σχήµα 5.2. Ο γενικευµένος κύκλος C µετασχηµατίζεται από ευκλείδειος κύκλος 

σε ευκλείδεια ευθεία. 
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( )0T z  να ανήκει στον κύκλο ή στην ευθεία που διέρχεται από τα 

( ) ( ) ( )1 2 3T z , T z  και T z . Συνεπώς, το z0 ανήκει στον C, αν και µόνο αν, το 

( )0T z  ανήκει στον ( )T C . Όµως, εξ’ ορισµού: 

 

( ) ( ){ }T C T z : z είναι σηµείο του C= , 

  
που είναι γενικευµένος κύκλος.  

           Χρησιµοποιώντας το θεµελιώδες θεώρηµα θα οπτικοποιήσουµε το 

προηγούµενο συµπέρασµα (βλ. Σχήµα 5.2). Έστω ο µετασχηµατισµός Möbius 

Τ, που απεικονίζει τα z1, z2 και z3 στα 1, 0 και ∞ , αντίστοιχα. Μέσω του Τ, η 

εικόνα του γενικευµένου κύκλου C, είναι ο εκτεταµένος άξονας των 

πραγµατικών αριθµών (µαζί µε το +∞  και το -∞ , δηλαδή { }R  +  ,  ∪ ∞ −∞ ). 

Τότε, ο Τ(C) είναι ο µοναδικός γενικευµένος κύκλος που διέρχεται από τα 0, 1 

και ∞ . Εποµένως, αν ένα τέταρτο σηµείο z0 ανήκει στον C, τότε αναγκαστικά 

η εικόνα του, µέσω του µετασχηµατισµού, θα είναι σηµείο του άξονα των 

πραγµατικών αριθµών, που προφανώς ανήκει στο σύνολο των γενικευµένων 

κύκλων. 

           Με τον παραπάνω τρόπο, περιγράψαµε ότι υπάρχει ένας 

µετασχηµατισµός Möbius Τ τέτοιος, ώστε αν C είναι ένας γενικευµένος 

κύκλος τότε, ο Τ(C) είναι επίσης γενικευµένος κύκλος. ∆ηλαδή, βλέπουµε ότι 

διατηρείται η ιδιότητα του αναλλοίωτου για σχήµατα. Βέβαια, δεν είναι 

απαραίτητο η εικόνα κύκλου να είναι κύκλος, αφού από τον ορισµό µπορεί να 

είναι και ευθεία. 

5.7.4. Συµµετρία 
 
Μετά τις τρεις πρώτες αναλλοίωτες παρουσιάζουµε και την έννοια της 

συµµετρίας, που προκύπτει από το µετασχηµατισµό του αναρµονικού λόγου. 

Αυτή η έννοια της συµµετρίας έχει εφαρµογή στους γενικευµένους κύκλους, 

δηλαδή µπορούµε να µιλήσουµε για συµµετρικότητα µεταξύ δύο σηµείων ως 

προς κάποιο κύκλο ή ευθεία. 

 
Ορισµός 5.7.4. ∆υο σηµεία z και z′  ονοµάζονται συµµετρικά αναφορικά 

µε ένα γενικευµένο κύκλο C αν  

 

( ) ( )1 2 3 1 2 3z , z ,  z ,  z z, z ,  z ,  z′ =  
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όπου z1, z2 και z3 είναι τρία διαφορετικά σηµεία τα οποία ανήκουν στο 

γενικευµένο κύκλο C. 

 
           Η συµµετρία αποτελεί ένα ακόµα αναλλοίωτο της Γεωµετρίας Möbius. 

Ο ισχυρισµός αυτός αποτυπώνεται στη επόµενη πρόταση: 

 
           Έστω z και z′  συµµετρικά σηµεία ως προς γενικευµένο κύκλο C και 

έστω µετασχηµατισµός Möbius Τ. Τότε, τα σηµεία T(z) και Τ( z′ ) είναι 

συµµετρικά ως προς το γενικευµένο κύκλο Τ(C). ∆ηλαδή,  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

T z , T z ,  T z ,  T z z , z ,  z ,  z

                                                     z, z ,  z ,  z

                                                     T z ,  T z ,  T z , T z ,

′ ′=

=

=

 

  
δεδοµένου ότι, ο T(C) είναι ο γενικευµένος κύκλος που διέρχεται από τα 

σηµεία ( ) ( )1 2T z , T z  και ( )3 T z . 

           Ας δούµε πως εξαρτάται το z από το z′  στην περίπτωση που το C είναι 

κύκλος (Σχήµα 5.3). Τότε η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο κ και ακτίνα R 

είναι: 

 

{ }
2

2 2 R
C = z : z-κ R   z :  z   

z
κ

κ
 

= = − = 
− 

,                            (1) 

 
αφού,  

( )( )2
z - κ z zκ κ= − − . 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

. . . 
R 

κ 

C 

z 
z′  

Σχήµα 5.3.  ∆υο σηµεία z και z′  συµµετρικά ως προς κύκλο C (κ, R). 



 58 

 

 

Έστω z1, z2 και z3 τρία σηµεία που ανήκουν στον C και έστω z′  το συµµετρικό 

του z. Τότε, χρησιµοποιώντας τον ορισµό του συµµετρικού σηµείου και την 

ιδιότητα του αναρµονικού λόγου να διατηρείται αναλλοίωτος µετά την 

εφαρµογή του µετασχηµατισµού της µεταφοράς: z z κ→ − , προκύπτει ότι 

 

( ) ( ) 1 32
1 2 3 1 2 3

3 1 2

z zz z
z , z ,  z ,  z z, z ,  z ,  z

z z z z

 −−
′ = = ⋅ =  − − 

 

 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

1 32

1 23

1 2 3

1 2 3

z zz z
                         =

z zz z

                         = z , z ,  z ,  z

                         = z , z ,  z ,  z .

κ κκ κ

κ κκ κ

κ κ κ κ

κ κ κ κ

 − − −− − −
⋅ 

 − − −− − − 

− − − −

− − − −

 

 
Με το τελευταίο συµπέρασµα και µε τη βοήθεια της σχέσης (1), έχουµε ότι 

 

( )
2 2 2

1 2 3

1 2 3

R R R
z , z ,  z ,  z z ,  ,  ,  

z z z
κ

κ κ κ

 
′ = −  − − − 

. 

 

Τώρα, εφαρµόζοντας το µετασχηµατισµό της αντιστροφής: 
2R

z
z

→ , η σχέση 

γίνεται 

( )
2 2 2 2

1 2 3 2 2 2

1 2 3

2

1 2 3

R R R R
z , z ,  z ,  z ,  ,   ,  

R R Rz

z z z

R
                          = ,  z , z ,  z .

z

κ
κ κ κ

κ κ κ
κ

 
 
 ′ = =
 −
 − − − 

 
− − − − 

 

 
Τέλος, µε την εφαρµογή του µετασχηµατισµού µεταφοράς: z z κ→ + , 

παίρνουµε ότι 
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( )
2

1 2 3 1 2 3

R
z , z ,  z ,  z ,  z ,  z ,  z

z
κ

κ
 

′ = + − 
. 

 
Η τελευταία ισότητα, δίνει 

 

( )
2 2

2

R R
z z

z z
κ κ κ

κ κ

 
′  = + = − +

 − − 
. 

 
Τότε, µε διαδοχικές πράξεις, έχουµε ότι 

 

( ) ( )
2 2

2 2

2 2

2

R R
z z   z z  

z z

R R
 z z  z .

zz

κ κ κ κ
κ κ

κ κ κ
κκ

   
′ ′   − = − ⇔ − = −

   − −   

′ ′⇔ − = ⋅ − ⇔ − =
−−

 

 
Συνεπώς, από την ανάλυση που προηγήθηκε, η παρακάτω σχέση συνδέει ένα 

σηµείο z και το συµµετρικό του z′ , όταν αναφερόµαστε σε κύκλο ακτίνας R 

και κέντρου κ. 

 
2z  z   Rκ κ′ − − = .                                                     □ 

 

           Μπορούµε ανάλογα να καταλήξουµε στο ίδιο συµπέρασµα, 

κατασκευάζοντας το συµµετρικό σηµείο ως προς κύκλο, µέσω της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας. Έτσι, µε την επόµενη εφαρµογή έχουµε ως σκοπό την 

αντιπαράθεση της Γεωµετρίας Möbius µε την Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

  
Εφαρµογή 5.7.5. Γεωµετρική κατασκευή του συµµετρικού σηµείου όταν 

έχουµε ευκλείδειο κύκλο C.  

 
Έστω C ο κύκλος µε κέντρο K και ακτίνα R και έστω σηµείο Ρ στο εσωτερικό 

του C. Ενώνουµε το K µε το Ρ. Φέρνουµε την κάθετη στο ευθύγραµµο τµήµα 

KΡ στο Ρ. Τότε, η κάθετη τέµνει τον κύκλο σε δύο σηµεία Α και Β. Ενώνουµε 

τα Α και Β µε το κέντρο και φέρνουµε τις εφαπτόµενες του C στα σηµεία 

αυτά. Το σηµείο τοµής των εφαπτόµενων ευθειών είναι το συµµετρικό σηµείο 

Ρ΄ του Ρ (Σχήµα 5.4). 
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          Τα τρίγωνα KAP  και APP′  είναι όµοια. Αυτό συµβαίνει διότι, είναι 

ορθογώνια και έχουν τις άλλες δυο γωνίες τους, κάθετες µεταξύ τους. 

Συνεπώς, έχουµε  

 
ΑΡ ΚΡ ΑΚ

 =  = 
ΡΡ΄ ΑΡ ΑΡ΄

. 

Από την σχέση 

ΚΡ ΑΡ
 = 

AΡ ΡΡ΄
, 

 
προκύπτει ότι  

 

( )( ) ( )2
ΚΡ ΡΡ΄  = AΡ .  

  
Από πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο KAP  έχουµε 

 

( ) ( )2 22AΡ  R KΡ= − .  

 
Οι δυο τελευταίες σχέσεις δίνουν την 

 

( )( ) ( )22ΚΡ ΡΡ΄  = R ΚΡ− . 

 

Αν τώρα, θέσουµε KP x=  και KP y′ = , τότε PP y x′ = − . Αντικαθιστώντας 

στην τελευταία σχέση, έχουµε ότι 

 
2R   xy= . 

 

. . . 
R 

Κ 

C 

Ρ 

• 

. 

Α 

Β 

ω 

ω 

φ 

φ 

Ρ΄ 

Σχήµα 5.4. Γεωµετρική κατασκευή του συµµετρικού σηµείου ως προς κύκλο. 
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∆ηλαδή, αν Ρ είναι το σηµείο z και Ρ΄ το σηµείο z′ , έχουµε ότι 

 
2z z   Rκ κ′ − − = . 

 
Όµοια, αν υποθέσουµε ότι το z είναι εξωτερικά του κύκλου τότε, το z΄ µε 

αντίστροφη διαδικασία κατασκευής θα βρίσκεται εσωτερικά. 

                 Στην περίπτωση που ο γενικευµένος κύκλος C είναι η ευκλείδεια 

ευθεία, τότε το συµµετρικό ενός σηµείου «καθρεφτίζεται» µέσω της ευθείας 

και τα δυο σηµεία βρίσκονται εκατέρωθεν των ηµιεπιπέδων που ορίζονται.   
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6. ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
 
 

Στην Παράγραφο 2.4, είδαµε τα βασικά χαρακτηριστικά των µοντέλων που 

αναπαριστούν την Υπερβολική Γεωµετρία. Με οδηγό µας τη Γεωµετρία 

Möbius, επανερχόµαστε στο δεύτερο µέρος της εργασίας για να αναπτύξουµε 

αναλυτικότερα την Υπερβολική Γεωµετρία. Ενώ η αφηρηµένη φύση της 

Γεωµετρίας Möbius δεν επιτρέπει το σχηµατισµό µιας ξεκάθαρης εικόνας για 

τον τρόπο µοντελοποίησης της, η Υπερβολική Γεωµετρία αναπαριστάται σε 

ένα περιβάλλον καθορισµένο και αρκετά οικείο. Μοντελοποιείται, όπως 

είδαµε, σε συνθήκες που προσεγγίζουν τις Ευκλείδειες, µε χαρακτηριστικά 

όπως είναι οι ευθείες γραµµές, οι κύκλοι ή τα τρίγωνα.  

           Στο παρόν κεφάλαιο, µέσω του µοντέλου του µοναδιαίου δίσκου του 

Poincaré, θα αναπτύξουµε γεωµετρικές έννοιες, όπως  η γωνία, το µήκος, το 

εµβαδόν, η παραλληλία κ.ά., µε χρήση µη Ευκλείδειων µετασχηµατισµών.  

Επιπροσθέτως, θα επιχειρήσουµε συσχετισµούς των παραπάνω εννοιών, µε 

το µοντέλο του άνω ηµιεπιπέδου (upper half plane), επίσης δηµιούργηµα του 

Poincaré. Παράλληλα, θα παραθέτονται και συγκρίσεις των µοντέλων της 

Υπερβολικής Γεωµετρίας µε την Ευκλείδεια Γεωµετρία.  

           Ξεκινάµε τη παρουσίαση µε την ανάλυση του µοναδιαίου δίσκου.   

6.1. ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΟΥ ∆ΙΣΚΟΥ (POINCARÉ) 
 
Στην παράγραφο αυτή ορίζουµε το µοντέλο του δίσκου του Poincaré µαζί µε 

τα χαρακτηριστικά του. Ο µοναδιαίος δίσκος χρησιµοποιείται ως το σύνολο 

αναφοράς, πάνω στο οποίο αναπαρίσταται η  Υπερβολική Γεωµετρία.  

 
           Αν συµβολίσουµε µε D το µοναδιαίο δίσκο, τότε 

 

{ } ( ){ }2 2 2D = z C : z 1  x, y R  : x y 1∈ < = ∈ + <  

 
∆ηλαδή, το σύνολο D απεικονίζει το εσωτερικό του δίσκου, που έχει κέντρο 

στην αρχή των αξόνων, χωρίς να περιλαµβάνονται  σε αυτόν τα σηµεία της 

περιφέρειας. Τα σηµεία στο σύνορο του D, καλούνται οριακά σηµεία.  

           Υπερβολική ευθεία ονοµάζεται κάθε τµήµα γενικευµένου κύκλου που 

τέµνει κάθετα το σύνορο του δίσκου και ανήκει στο D. Στην πραγµατικότητα, 

αναφερόµαστε στα τόξα των Ευκλείδειων κύκλων και στις διαµέτρους του D 

(βλ. Σχήµα 6.1). 
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Σχήµα 6.1. Μοναδιαίος δίσκος Poincaré. 

 

6.2. ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΜΗ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟΥ 
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 
Στην συνέχεια, παρουσιάζουµε µια σηµαντική µορφή ενός µη Ευκλείδειου 

µετασχηµατισµού, η οποία είναι πολύ χρήσιµη στις εφαρµογές µας. 

Ουσιαστικά, διαφοροποιείται ο κλασσικός τύπος του µετασχηµατισµού 

Möbius για να προσαρµοστεί κατάλληλα στις συνθήκες της Υπερβολικής 

Γεωµετρίας.  

           Για κάθε γεωµετρία που ορίζουµε, αναζητούµε την οµάδα των 

µετασχηµατισµών Möbius, που απεικονίζουν το σύνολο αναφοράς της 

γεωµετρίας στον εαυτό του. Συνεπώς, αν υποθέσουµε ότι το επίπεδο του 

µοναδιαίου δίσκου είναι το σύνολο αναφοράς της Υπερβολικής Γεωµετρίας, 

τότε, αυτό αποτελείται από την οµάδα των µετασχηµατισµών Möbius που 

απεικονίζουν το δίσκο στον εαυτό του. Ο µετασχηµατισµός που ικανοποιεί την 

παραπάνω απαίτηση, γράφεται µε τη µορφή: 

 

         ( ) 0

0

z z
T z  = λ

1 z z

−

−
,                                        (6.1.1.) 

 

όπου λ και 0z  είναι µιγαδικοί αριθµοί µε 01  και  z 1λ = < . Το λ 

αντιπροσωπεύει το συντελεστή ie θ  και έχει µοναδιαίο µέτρο, ενώ το 0z  είναι  

το τυχαίο σηµείο του δίσκου. Είναι φανερό ότι, µε το µετασχηµατισµό αυτό 

µπορούµε να απεικονίσουµε ένα δοσµένο σηµείο 0z  του D στο κέντρο του 

. 
. 

διάµετρος 

οριακά σηµεία 

ορθογώνιος κύκλος 

D 
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δίσκου. Ενώ, αν εφαρµόσουµε µε κατάλληλο τρόπο δυο φορές το 

µετασχηµατισµό, µπορούµε να επιτύχουµε την απεικόνιση οποιουδήποτε 

δοθέντος σηµείου του D σε οποιοδήποτε δοθέν σηµείο του D. Πρακτικά, 

ακολουθούµε την εξής διαδικασία: 

           Έστω ότι θέλουµε να απεικονίσουµε το σηµείο p του D στο σηµείο q του 

D. Τότε: 

1. Γράφουµε το µετασχηµατισµό Τ1  που απεικονίζει το p στο Ο, 

2. Γράφουµε το µετασχηµατισµό Τ2  που απεικονίζει το q στο Ο, και 

3. Σχηµατίζουµε τη σύνθεση -1

2 1T T� , 

ώστε να πετύχουµε τη ζητούµενη απεικόνιση (Σχήµα 6.2). 

 

 
Σχήµα 6.2. Απεικόνιση του σηµείου p στο σηµείο q. 

 

 

           Στη συνέχεια, θα δούµε πώς ο µοναδιαίος δίσκος στο µιγαδικό επίπεδο 

και ο µη Ευκλείδειος µετασχηµατισµός 6.1.1. οδηγούν στον ορισµό της 

Υπερβολικής Γεωµετρίας. 

6.3. ΟΡΙΣΜΟΣ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 
            
Όπως γνωρίζουµε, για να ορίσουµε τη γεωµετρία στο πλαίσιο του 

Προγράµµατος Erlanger, είναι απαραίτητο να έχουµε ένα σύνολο αναφοράς 

και µια οµάδα µετασχηµατισµών.  

       

Ορισµός 6.3.1. Έστω { }D = z : z 1<  ο µοναδιαίος δίσκος στο µιγαδικό 

επίπεδο. Έστω Η το σύνολο των µετασχηµατισµών του D της µορφής  

 

( ) 0

0

z z
T z  = λ

1 z z

−

−
, 

Ο 
p 

q 

Τ1 

D 

D 

D 

Τ2 

-1

2 1T T�  

• 

• 

• 
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όπου 0z  < 1 . Το ζεύγος (D, H) αναπαριστά την Υπερβολική Γεωµετρία. 

  
           Ο δίσκος D ως υποσύνολο του εκτεταµένου µιγαδικού επιπέδου και η 

οµάδα H ως υποοµάδα του συνόλου Μ των µετασχηµατισµών Möbius, 

συµπληρώνουν τις προϋποθέσεις, ώστε η Υπερβολική Γεωµετρία να είναι ένα 

κοµµάτι της Γεωµετρίας Möbius. Επιπλέον, ικανοποιούνται οι συνθήκες που 

θέτει το Πρόγραµµα Erlanger και έτσι, ο D είναι το υπερβολικό επίπεδο και η 

Η  είναι η υπερβολική οµάδα.              

6.4. ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ 
   
Αφού ορίσαµε τη γεωµετρία, είµαστε σε θέση τώρα να αναπτύξουµε το πρώτο 

χαρακτηριστικό της, την υπερβολική ευθεία. Με τη βοήθεια του 

µετασχηµατισµού 6.1.1, θα αντιµετωπίσουµε µερικά από τα προβλήµατα της 

Υπερβολικής Γεωµετρίας που σχετίζονται µε το ρόλο των ευθειών. Έτσι, 

αποδεικνύουµε το επόµενο σηµαντικό αποτέλεσµα. 

 
Θεώρηµα 6.4.1. Έστω P ένα σηµείο στο δίσκο D. Τότε υπάρχουν άπειρες 

υπερβολικές ευθείες που διέρχονται από το Ρ. 

  

Απόδειξη: (i) Έστω ότι το Ρ είναι το κέντρο του D. Προφανώς, κάθε µια από 

τις άπειρες διαµέτρους του D διέρχεται από το κέντρο και κάθε µια από αυτές 

είναι υπερβολική ευθεία. 

(ii) Έστω ότι το Ρ είναι διάφορο του κέντρου O. Τότε, υπάρχει 

µετασχηµατισµός T της Υπερβολικής Γεωµετρίας, ο οποίος απεικονίζει το P 

στο O. Από το Ο διέρχονται άπειρες διάµετροι του D. Αφού, ο αντίστροφος 

του T είναι επίσης µη Ευκλείδειος µετασχηµατισµός, τότε οι εικόνες των 

διαµέτρων θα είναι υπερβολικές ευθείες και θα διέρχονται από το P (βλ. και 

το επόµενο σχήµα). 

□ 

 
 

Σχήµα 6.3. Από σηµείο P  του δίσκου D, διέρχονται άπειρες ευθείες. 

• • 

 •  • 

Ο Ο 

Ρ 

Ρ Τ -1T  

D D D 

• 
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           Με την προηγούµενη πρόταση δείξαµε µε ποιόν τρόπο µια ιδιότητα που 

γνωρίζουµε από την Ευκλείδεια Γεωµετρία έχει εφαρµογή στην Υπερβολική 

Γεωµετρία. Το επόµενο θεώρηµα εξασφαλίζει την ύπαρξη και τη 

µοναδικότητα της ευθείας, που ορίζεται µε τη βοήθεια δυο σηµείων. Αποτελεί 

επίσης, το πρώτο αξίωµα σύµπτωσης (congruence) σύµφωνα µε την 

αξιωµατική θεµελίωση του Hilbert. Ακριβέστερα έχουµε το, 

  

Θεώρηµα 6.4.2. Έστω P και Q δύο διαφορετικά σηµεία στο D. Τότε, 

ορίζεται µια µοναδική υπερβολική ευθεία που διέρχεται από τα P και Q.  

 
Απόδειξη: Αρχικά, θα δείξουµε την ύπαρξη της ευθείας. Έστω Τ µη 

Ευκλείδειος µετασχηµατισµός. Τότε, το σηµείο P µπορεί να απεικονίζεται στο 

κέντρο Ο. Έστω ότι, η εικόνα του Q µέσω του T είναι το σηµείο Q′  του D. 

Τότε, υπάρχει µια µοναδική υπερβολική ευθεία c′  (εν προκειµένω, µια 

διάµετρος του D) που διέρχεται από τα Ο και Q′ . Όµως, υπάρχει και ο 

αντίστροφος µετασχηµατισµός του T,  ο οποίος δίνει ότι ( )-1c = T c′ . Η c είναι 

επίσης υπερβολική ευθεία και διέρχεται από τα P και Q .  

           Θα δείξουµε τώρα τη µοναδικότητα της ευθείας αυτής. Έστω ότι 

υπάρχει και µια δεύτερη υπερβολική ευθεία 1c  που διέρχεται από τα P και Q. 

Τότε, η εικόνα της µέσω του T, είναι επίσης υπερβολική ευθεία και διέρχεται 

από τα Ο και Q′ . Συνεπώς, ( )1T c  c′=  και έτσι, η 1c  συµπίπτει µε την 

( )-1T c  = c′ .                                                                                                                       □ 

 
Σχήµα 6.3. ∆ύο σηµεία ορίζουν µοναδική υπερβολική ευθεία. 

 

 

           Βλέπουµε λοιπόν ότι µπορούµε να βρούµε πάντα τον κατάλληλο 

µετασχηµατισµό για να µεταφέρουµε τα σηµεία ή τις ευθείες στη πιο βολική 

θέση, για την επίλυση του εκάστοτε προβλήµατος. Παρακάτω παραθέτουµε 

µια εφαρµογή για την κατασκευή υπερβολικής ευθείας, µε χρήση Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας. 

Ο 
Q 

Ρ Ρ 
Τ -1T  

D D D 

Q΄ 

Q 

c 
c΄ • 

• • 

• 

• 

• 
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Εφαρµογή 6.4.3. Γεωµετρική κατασκευή υπερβολικής ευθείας. 

  
Στο µοναδιαίο δίσκο έχουµε δύο ειδών υπερβολικές ευθείες: τις διαµέτρους 

και τα τόξα των ορθογώνιων κύκλων. Θα κατασκευάσουµε τον ορθογώνιο 

κύκλο που διέρχεται από το τυχαίο σηµείο Ρ . Το ζήτηµα ανάγεται στην 

εύρεση του κέντρου του ορθογώνιου κύκλου (Σχήµα 6.4). 

 

 
Σχήµα 6.4. Κατασκευή υπερβολικής ευθείας που διέρχεται από σηµείο Ρ. 

           

 

           Αρχικά, κατασκευάζουµε το συµµετρικό του σηµείου Ρ, όπως είδαµε 

στην Παράγραφο 5.7.4. Αφού το Ρ΄ είναι το συµµετρικό του Ρ, ισχύει η σχέση: 

 
 

( )( ) 2OP OP   R′ = , 

 
ή αλλιώς, 

2 2OΡ  + OP PP  = R′⋅ ,                                            (1) 

 
όπου Ο το κέντρο και R η ακτίνα του δίσκου D. 

           Σχηµατίζουµε τον κύκλο που περνάει από τα σηµεία Ρ και Ρ΄ µε κέντρο 

το µέσο του ΡΡ΄. Τότε ισχυριζόµαστε ότι ο κύκλος µε κέντρο Κ και ακτίνα 

r=ΚΡ είναι ορθογώνιος στο δίσκο D. Θα δείξουµε, δηλαδή, ότι η γωνία M̂  

είναι ορθή. Πράγµατι, εφαρµόζοντας Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο 

ΚΜΟ, έχουµε ότι: 

 

( )2 2 2OΡ + ΚΡ  = r  + R , 

 

D . . . Ο 
Ρ Ρ΄ . 

Α 

R 
r 

K 

R 

Μ 
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δηλαδή,  

( )2 2 2OΡ + r  = r  + R , 

 
2 2OΡ  + 2 OP r = R⋅ ⋅ . 

 
Όµως,   

PP  = 2 r′ ⋅ , 

 
και τότε λαµβάνουµε τη σχέση (1). Συνεπώς, ο κύκλος, που διέρχεται από το Ρ 

και είναι ορθογώνιος προς τον D, έχει κέντρο το µέσο της απόστασης ΡΡ΄. Με 

αυτόν τον τρόπο, µπορούµε να κατασκευάσουµε οποιαδήποτε υπερβολική 

ευθεία που διέρχεται από τυχαίο σηµείο, διαφορετικό του κέντρου του 

δίσκου.  

6.5. ΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑ 
 
Στην Υπερβολική Γεωµετρία η έννοια της παραλληλίας αποκτά διπλό ρόλο, 

αφού ορίζονται δυο είδη παραλληλίας. Ωστόσο, διατηρείται η ουσιαστική 

ιδιότητα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας σύµφωνα µε την οποία, δυο ευθείες 

καλούνται παράλληλες αν δεν τέµνονται όσο κι αν προεκταθούν. Ο επόµενος 

ορισµός εξηγεί τα δύο είδη παραλληλίας. 

 
Σχήµα 6.4. Οριακές παράλληλες και αποκλίνουσες ευθείες, στο δίσκο D. 

 

 

Ορισµός 6.5.1. ∆υο υπερβολικές ευθείες καλούνται οριακές παράλληλες 

(ideal parallel) αν δεν τέµνονται στο εσωτερικό του δίσκου D, αλλά έχουν ένα 

κοινό οριακό σηµείο. Ενώ, καλούνται αποκλίνουσες (hyperparallel) αν δεν 

αποκλίνουσες 
ευθείες προς την l 

. 
l 

οριακές παράλληλες 
ευθείες προς την l 

l 
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τέµνονται στο εσωτερικό του δίσκου D και δεν  έχουν κανένα κοινό οριακό 

σηµείο (βλ. Σχήµα 6.4).             

6.5.1. Γωνία παραλληλίας 
 
Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της παραλληλίας που παρουσιάσαµε, θα 

εξετάσουµε το Σχήµα6.5. Έστω PQ µια υπερβολική ευθεία και έστω Ο ένα 

σηµείο εκτός αυτής. Τότε, υπάρχουν δυο οριακές παράλληλες από το σηµείο O 

προς την PQ, η ΟΡ και η OQ. Στη συνέχεια, κατασκευάζουµε την κάθετο από 

το Ο προς την PQ.  

           ∆εδοµένων των παραπάνω υποθέσεων, µπορούµε να ορίσουµε ως 

γωνία παραλληλίας τη γωνία θ, που σχηµατίζεται από την κάθετο ΟΝ και 

από τη µια εκ των δυο οριακών παραλλήλων ΟΡ ή ΟQ.         

 
Σχήµα 6.5.  Γωνία παραλληλίας θ. 

  

 

           Εφόσον, η ΟΡ είναι η οριακή παράλληλος της PQ τότε, δεν υπάρχει 

άλλη ευθεία που να διέρχεται από το Ο και στο εσωτερικό της θ, παράλληλη 

προς την PQ. ∆ηλαδή, η ευθεία που διέρχεται από το Ο µε γωνία θ είναι 

παράλληλη προς την PQ και γι’ αυτόν το λόγο η θ καλείται γωνία 

παραλληλίας. Προφανώς, κάθε ευθεία διερχόµενη από το O, που σχηµατίζει 

µε την ΟΝ γωνία µεγαλύτερη από θ είναι αποκλίνουσα της PQ. 

 

 

 

 

● 

● 

θ 

Ο 

Ρ 

Q 

Ν 
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6.6. ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΟ ΜΗΚΟΣ 
 
Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία, ως απόσταση µεταξύ δυο σηµείων του επιπέδου 

ορίζεται ο µη αρνητικός αριθµός, που δίνεται από τον τύπο: 

 

( )1 2 1 2 1 2d z , z  = z z ,        z , z C− ∈  

 
           Σ’ αυτήν την παράγραφο, παρουσιάζουµε έναν ανάλογο τύπο της µη 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας για την απόσταση δύο σηµείων του µοναδιαίου 

δίσκου D. Επίσης, θα δούµε πώς εφαρµόζεται η θεωρία καµπυλών για την 

εύρεση του µήκους µιας καµπύλης στο υπερβολικό επίπεδο. Πρώτα όµως 

δίνουµε τον ακριβή ορισµό της απόστασης. 

 
Ορισµός 6.6.1. Έστω z1 και z2 δυο σηµεία του µοναδιαίου δίσκου. Ως 

απόσταση από το z1 στο z2 ορίζεται το µήκος του τµήµατος της 

υπερβολικής ευθείας που διέρχεται από τα δύο σηµεία. Η απόσταση αυτή 

συµβολίζεται µε ( )1 2d z , z . 

6.6.1. Θεµελιώδεις ιδιότητες της απόστασης 
  
Παραθέτουµε µερικές βασικές ιδιότητες, που έχει η συνάρτηση απόστασης d 

σε οποιαδήποτε γεωµετρία του µιγαδικού επίπεδου (άρα και στην Υπερβολική 

Γεωµετρία). Προφανώς, η Ευκλείδεια απόσταση ικανοποιεί τις επόµενες 

ιδιότητες. 

           Έστω z1, z2 και z3  τρία σηµεία του υπερβολικού επιπέδου. Τότε, 

 

1. ( )1 2d z , z   0≥  

2. ( ) ( )1 2 2 1d z , z  =  d z , z  

3. ( ) ( ) ( )1 3 1 2 2 3d z , z   =  d z , z   +  d z , z , αν και µόνο αν τα σηµεία z1, z2 και 

z3 είναι συνευθειακά µε αυτή τη σειρά. 

 
Η πρώτη ιδιότητα δηλώνει ότι η απόσταση µεταξύ δυο σηµείων στη 

γεωµετρία είναι πάντα θετική, εκτός και αν τα δυο σηµεία ταυτίζονται, οπότε 

µηδενίζεται. Σύµφωνα µε τη δεύτερη ιδιότητα, η απόσταση από το z1 στο z2 

είναι ίδια µε την απόσταση από το z2 στο z1. Η τρίτη ιδιότητα υποδεικνύει την 

προσθετικότητα της συνάρτησης απόστασης κατά µήκος µιας ευθείας. 

           Ωστόσο, µπορούµε να προσθέσουµε κάποιες επιπλέον ιδιότητες τις 

οποίες κατέχει η συνάρτηση απόστασης στη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία. Έτσι 

έχουµε, 
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4.   ( ) ( ) ( )1 3 1 2 2 3d z , z     d z , z   +  d z , z≤ , αν τα σηµεία z1, z2 και z3 είναι µη 

συνευθειακά (Τριγωνική ανισότητα), και 

5.   ( ) ( )1 2 1 2d z , z  =  d z , z  

 
Η τριγωνική ιδιότητα δηλώνει ότι η απόσταση από το z1 στο z2, είναι πάντοτε 

µικρότερη (ή ίση) από το άθροισµα της απόστασης του z1 από κάποιο σηµείο 

z3 και της απόστασης του z2 από το z3. Η τελευταία ιδιότητα δείχνει ότι οι µη 

Ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί του µοναδιαίου δίσκου δε µεταβάλλουν την 

απόσταση ανάµεσα σε δύο σηµεία, δεδοµένου ότι τα συµµετρικά σηµεία 

ανήκουν πάλι στο δίσκο (Σχήµα 6.6).  

 
Σχήµα 6.6. Η απόσταση δυο σηµείων και των συµµετρικών τους είναι ίδια. 

         

 

           Συνεχίζουµε µε το υπολογιστικό µέρος της µη Ευκλείδειας απόστασης. 

Από τη θεωρία καµπυλών γνωρίζουµε ότι ένας τρόπος για να ορίσουµε το 

µήκος τόξου µιας καµπύλης στο ευκλείδειο επίπεδο 2
ℝ , είναι µέσω της 

χρήσης παραµετρικών εξισώσεων.  

           Πιο συγκεκριµένα, έστω γ µια οµαλή καµπύλη του 2R  και έστω  

 

( ) ( )x x t y y t= =  και  ,     [ ]t a, b R∈ ⊂  

 
οι παραµετρικές εξισώσεις της. Τότε, η παραµετρική εξίσωση της γ είναι, 

 

( ) ( ) ( )( )t x t ,  y tγ = . 

 
Έτσι, ορίζεται ως µήκος τόξου της καµπύλης γ στο διάστηµα [α, b] το µέγεθος  

 

● 

● 

● 

● 

● 

z1 

z2 

O 

D 

1z  

2z  
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( ) ( ) ( ) ( )
b b

2 2

a a

L γ  t dt  x t y t dtγ ′ ′ ′= = +∫ ∫ . 

 
           Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε µια καµπύλη στο υπερβολικό 

επίπεδο. Ανάλογα µε το ευκλείδειο επίπεδο, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι µια 

καµπύλη γ δίνεται µε την παραµετρική µορφή, 

 

( ) ( ) ( )z t x t iy t= + , 

 
όπου το t είναι πραγµατική µεταβλητή.  

           Τώρα, αν χρησιµοποιήσουµε τον τύπο που δίνει το ευκλείδειο µήκος 

τόξου, για τον υπολογισµό του µήκους µιας υπερβολικής καµπύλης,  θα 

αντιµετωπίσουµε ένα σηµαντικό πρόβληµα. ∆εν θα µπορούµε να εκφράσουµε 

την απόσταση στο µοναδιαίο δίσκο. Εφόσον, το υπερβολικό επίπεδο είναι ο 

µοναδιαίος δίσκος (χωρίς το σύνορο του δίσκου) τότε, όταν θα κινούµαστε σε 

µια υποτιθέµενη καµπύλη και µε κατεύθυνση προς την περιφέρεια του δίσκου 

(για ( )z t 1→ ) θα πρέπει το µήκος της καµπύλης να αυξάνεται, πλησιάζοντας 

το άπειρο (αφού, µια υπερβολική ευθεία είναι απεριόριστη σε µήκος). Αυτό, 

όµως, δεν συµβαίνει µε τον ευκλείδειο τύπο του µήκους καµπύλης. Έτσι, 

οδηγούµαστε στον επόµενο ορισµό. 

 
Ορισµός 6.6.2. Στο υπερβολικό επίπεδο, το µήκος µιας οµαλής καµπύλης γ 

µε παραµέτρηση ( ) ( ) ( )z t x t iy t= +  (όπου [ ]t a, b∈ ), δίνεται από τον τύπο, 

 

( )
( )
( )

b

2

a

z t
L 2  dt

1 z t
γ

′
=

−
∫ , 

 

όπου   ( ) ( ) ( )( )z t x t ,  y t′ ′ ′=    και   ( ) ( ) ( )2 2
z t x t y t′ ′ ′= + . 

 
           Ο παρονοµαστής του ολοκληρώµατος ικανοποιεί τη συνθήκη που 

περιγράψαµε πριν τον ορισµό. Καθώς πλησιάζουµε στο σύνορο του δίσκου ο 

παρονοµαστής τείνει στο µηδέν και το ολοκλήρωµα απειρίζεται. Εποµένως, µε 

τον παραπάνω ορισµό, µπορούµε να µετρήσουµε την απόσταση δύο σηµείων 

του υπερβολικού επιπέδου.  

           Στο µοναδιαίο δίσκο αναζητούµε την απόσταση δυο σηµείων, όταν αυτά 

ενώνονται µέσω καµπύλης που είναι είτε τµήµα κύκλου, είτε τµήµα ευθείας. 

Αν υποθέσουµε ότι η καµπύλη γ είναι τόξο κύκλου, τότε θα δέχεται µια 

παραµέτρηση της µορφής, 
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( ) [ ]itz t a re ,      t 0, 2π= + ∈ . 

 

Ο κύκλος αυτός έχει ως κέντρο το υπερβολικό σηµείο 1 2a a ia= +  και ως 

ακτίνα τον υπερβολικό αριθµό r. Θα βρούµε τις συναρτήσεις x(t) και y(t)  της 

παραµέτρησης. Έτσι έχουµε, 

 

( )

( )

( ) ( )

it

1 2

1 2

z t a re

       a ia r cost i sint

       a r cost i a r sint

= +

= + + +

= + + +

 

 
Συνεπώς,  

 

( ) ( )1 2x t a r cost ,       y t a r sint= + = + . 

 
Οι συναρτήσεις είναι διαφορίσιµες, αφού 

 

( ) ( )x t r sint ,       y t r cost′ ′= − = , 

 
και έτσι η παραµέτρηση είναι οµαλή.                                                                         □ 

          
           Το επόµενο θεώρηµα αποδεικνύει το αναλλοίωτο του υπερβολικού 

µήκους. 

 
Θεώρηµα 6.6.3. Έστω Τ ένας µετασχηµατισµός της Υπερβολικής 

Γεωµετρίας και έστω γ µια οµαλή καµπύλη. Τότε η συνάρτηση L του µήκους 

είναι ένα αναλλοίωτο της γεωµετρίας και  ισχύει ότι ( )( ) ( )L T Lγ γ= . 

 
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι ο µετασχηµατισµός Τ δίνεται από τον τύπο: 

 

( ) i 0

0

z z
w T z  = e

1 z z

θ −
=

−
. 

 

Έστω, επίσης, µια παραµέτρηση ( )z t  της καµπύλης γ. Τότε, ο 

µετασχηµατισµός Τ µέσω της παραµέτρησης ( )z t , γίνεται 
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( ) ( )( ) ( )
( )

0i

0

z t z
w t T z t  = e

1 z z t

θ −
=

−
. 

 
Η παράγωγος της συνάρτησης µε χρήση του κανόνα αλυσίδας δίνει, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

0 0 0 0i

2

0

0 0 0i

2

0

i 0 0

2

0

z z 1 z z 1 z z z zdw dT dz
w t e z t

dt dz dt 1 z z

1 z z z z z
                                      = e z t

1 z z

1 z z
                                     e z t

1 z z

                         

θ

θ

θ

′ ′− − − − −
′ ′= = = ⋅

−

− − − −
′⋅

−

−
′= ⋅

−

( )( )
( )

2

0i

2

0

1 z
            e z t .

1 z z t

θ −
′= ⋅

−

 

 
Η παράσταση αυτή είναι η Τ(γ), δηλαδή η εικόνα της καµπύλης µέσω του 

µετασχηµατισµού. Θα υπολογίσουµε το L(T(γ)). 

 

                ( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( )
( )

( )

2

0
i

2
b b

0

2 2

a a 0i

0

1 z z t
e

1 z z tw t
L T 2  dt 2  dt

1 w t z t z
1 e

1 z z t

θ

θ

γ

′−

−′
= =

− −
−

−

∫ ∫  

             

                

( ) ( )

( )( )
( )

( )

2

0
i

2
b

0

2

a 2 0i

2

0

1 z z t
e

1 z z t
                                                  2  dt.

z t z
1 e

1 z z t

θ

θ

′−

−
=

−
−

−

∫  

 

Εφόσον ie 1θ =  και 
22z z= , έχουµε ότι 

 



 75 

( )( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )

2

0

2
b

0

2 2

a 0 0

2

0

1 z z t

1 z z t
L T 2  dt

1 z z t z t z

1 z z t

γ

′−

−
=

− − −

−

∫  

 

( ) ( )

( ) ( )

2
b

0

2 2

a 0 0

1 z z t
               2  dt.

1 z z t z t z

′−
=

− − −
∫  

 
Τέλος, αναλύοντας τον παρονοµαστή του ολοκληρώµατος, παίρνουµε τη 

σχέση, 

 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )

2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2

0 0

2 2

0

1 z z z z 1 z z 1 z z z z z z

                                1 z z z z z zz z zz z z z z z z

                                1 z z z z

                                1 z 1 z ,

− − − = − − − − −

= − − + − − − +

= + − −

= − −

 

 
και αντικαθιστώντας, έχουµε ότι, 

 

( )( ) ( )
( )

( )
b

2

a

z t
L T 2  dt L .

1 z t
γ γ

′
= =

−
∫                                         □ 

 
           Για να προσεγγίσουµε καλύτερα τις συνθήκες που ισχύουν στην 

Υπερβολική Γεωµετρία, θα φανταστούµε το µοναδιαίο δίσκο µε ένα 

διαφορετικό τρόπο. Θα φανταστούµε ότι η περιφέρεια του κυκλικού δίσκου 

έχει την ιδιότητα να είναι απεριόριστα «παγωµένη». Με αυτήν την συνθήκη,  

καθώς τα όντα του σύµπαντος του υπερβολικού επιπέδου πλησιάζουν στο 

σύνορο, η πτώση της θερµοκρασίας τα αναγκάζει να συσταλούν. Έτσι, οι 

κάτοικοι αυτής της περίεργης χώρας αντιλαµβάνονται ότι απαιτείται 

περισσότερος χρόνος για να διασχίσουν µια απόσταση σε µια ευθεία 

πλησιέστερη στο σύνορο, απ’ ότι µια απόσταση πάνω σε µια ευθεία που είναι 

πιο κοντά στο κέντρο του δίσκου. Στο Σχήµα 6.7, σχεδιάσαµε τα όντα του 

δίσκου να έχουν µορφή κύκλων. Με αυτόν τον τρόπο φαίνεται η συρρίκνωση 
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τους όταν πλησιάζουν στην περιφέρεια ή η µεγέθυνση τους όταν 

αποµακρύνονται από αυτήν.   

         

 
Σχήµα 6.7. Όντα του υπερβολικού επιπέδου καθώς κινούνται πάνω σε ευθείες. 

 

6.6.2. Τύποι Απόστασης 
 
Για να βρούµε τον τύπο της απόστασης δύο σηµείων z1 και z2 που ανήκουν σε 

µια υπερβολική ευθεία, θα µεταφέρουµε το πρόβληµα τοποθετώντας τα 

σηµεία σε µια πιο βολική θέση. Για να το πετύχουµε αυτό, χρησιµοποιούµε το 

µετασχηµατισµό 

 

( ) i 1
1

1

z z
T z  = e ,     όπου z 1

1 z z

θ −
<

−
. 

 
Ο µετασχηµατισµός αυτός απεικονίζει το z1 στο 0 και το z2 στο 

( ) i 2 1
2

1 2

z z
T z e

1 z z

θ −
=

−
. Με κατάλληλη επιλογή του θ, περιστρέφουµε το δίσκο D 

µέχρι το z2 να πέσει στο θετικό ηµιάξονα των πραγµατικών έτσι, ώστε η 

εικόνα του z2 να είναι το σηµείο  

 

2 1

1 2

z z
p

1 z z

−
=

−
. 

 

• 

• 

i 

-i 

1 -1 O 
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           Εφόσον, ο µετασχηµατισµός Τ διατηρεί τις αποστάσεις, θα βρούµε το 

( )1 2d z , z  υπολογίζοντας την απόσταση ανάµεσα στο  0 και στο p (Σχήµα 6.8). 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τότε, η παραµέτρηση του ευθύγραµµου τµήµατος από το 0 στο p, γίνεται 

µέσω της ( )z t t= , για t∈[0, p]. Εποµένως, 

 

( )
( )
( )

p p p

2 2

0 0 0

z t 2 1 1
d 0, p 2  dt  dt  dt.

1 t 1 t 1 t1 z t

′  = = = + − + − −
∫ ∫ ∫  

 
∆ηλαδή, 

( ) 1 p
d 0, p ln

1 p

 +
=  − 

                                                    (I) 

 
Άρα, ο τύπος της απόστασης δυο τυχαίων σηµείων του υπερβολικού επιπέδου 

είναι 

 

( )

2 1

1 2

1 2

2 1

1 2

z z
1

1 z z
d z ,z ln

z z
1

1 z z

 −
+ 

− =  −
−  − 

. 

 
           Παρατηρούµε ότι καθώς το p τείνει στο σύνορο του µοναδιαίου κύκλου 

η απόσταση d(0, p) µεγαλώνει απεριόριστα. ∆ηλαδή, 

 

• 

• 

• • -1 1 

z1 

z2 

0 p 

x 

y 

Σχήµα 6.8. Απεικόνιση των σηµείων z1 και z2 στα 0, p, αντίστοιχα. 
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( )( )
p 1 p 1

1 p
lim d 0, p lim ln

1 p→ →

  +
= → +∞  −  

. 

 
           Θα µετασχηµατίσουµε τον τύπο της απόστασης ενός σηµείου z από το 

0, για να οδηγηθούµε σε µια εναλλακτική σχέση, η οποία συνδέεται µε την 

υπερβολική εφαπτοµένη (tanh). Έχουµε ότι: 

 

( )
1 z

d 0,z ln
1 z

 +
=   − 

. 

 
Χρησιµοποιώντας την εκθετική συνάρτηση, συµπεραίνουµε ότι, 

 

( )d 0, z 1 z
e

1 z

+
=

−
, 

ή αλλιώς, 

( ) ( )d o, z
e 1 z 1 z− = + . 

∆ηλαδή, 

( ) ( )( )d o, z d o, z
e 1 z e 1− = + . 

 
Συνεπώς, µε τη βοήθεια των τύπων της υπερβολικής τριγωνοµετρίας, 

παίρνουµε ότι 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

d o, z

d o, z

1 1
d o, z d o, z

2 2

1 1
d o, z d o, z

2 2

e 1
z  

e 1

e e
     

e e

1
sinh d o, z

2
     

1
cosh d o, z

2

1
     tanh d o, z .

2

−

−

−
=

+

−
=

+

 
 
 =
 
 
 

 =  
 

 

 
Εποµένως, καταλήγουµε στη σχέση: 
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( ) ( )1d 0, z 2tanh z−=                                          (II) 

 
Η τελευταία σχέση είναι ιδιαιτέρως χρήσιµη, διότι συνδέει την απόσταση µε 

την υπερβολική τριγωνοµετρία. Με αυτόν τον τύπο είµαστε σε θέση να 

αποδείξουµε το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο µοναδιαίο δίσκο. 

  
Εφαρµογή 6.6.4. Πυθαγόρειο θεώρηµα του υπερβολικού επιπέδου. 

 
           Έστω α, b και c τα υπερβολικά µήκη των τριών πλευρών ενός 

ορθογωνίου τριγώνου ABC, όπου το c βρίσκεται απέναντι από την ορθή γωνία 

C. Θα δείξουµε ότι, ( ) ( ) ( )cosh c cosh a cosh b= ⋅ . 

 
Σχήµα 6.9. Ορθογώνιο τρίγωνο στο δίσκο D και η απεικόνιση του µέσω του Τ. 

 

 

           Υποθέτουµε ότι το C είναι το κέντρο του δίσκου D, το Α βρίσκεται στο 

σηµείο α1 της οριζόντιας διαµέτρου και το σηµείο Β βρίσκεται στο σηµείο ib1 

της κάθετης διαµέτρου, όπως στο Σχήµα 6.9.(α). Τα α1 και b1 είναι 

πραγµατικοί θετικοί αριθµοί. 

           Τότε, από τον τύπο απόστασης (II),  έχουµε ότι 

 

( ) ( )1 1

1 1a 2tanh b    και   b 2tanh a− −= = . 

 
Για να απεικονίσουµε το δίσκο στον εαυτό του, χρησιµοποιούµε τον 

µετασχηµατισµό 

 

( ) 1

1

z a
T z .

1 a z

−
=

−
 

● 

● 

0 

Α 

Β 

C 

a 

b 

c 

a1 

b1 

● 

● 

Α΄ 

Β΄ 

C΄ 

b2 

-a1 

c 

D D 

T(z) 

(α) (β) 
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Αυτό έχει ως συνέπεια το Α να απεικονιστεί στο κέντρο του δίσκου (τώρα Α΄), 

το Β στο Β΄, που είναι το 

 

( ) 1 1
2 1

1 1

ib a
b T ib

1 ia b

−
= =

−
, 

 
και το C στο C΄, που αντιστοιχεί στο –α1. Έτσι, µεταφέραµε την υποτείνουσα 

του τριγώνου σε µια διάµετρο του δίσκου (βλ. Σχήµα 6.9.(β)). Επιπλέον, ο 

µετασχηµατισµός Τ διατηρεί τα υπερβολικά µήκη, ώστε το c να είναι ίσο µε το 

Α΄Β΄. 

           Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε τα υπερβολικά συνηµίτονα του 

ζητούµενου τύπου του Πυθαγορείου θεωρήµατος. 

           Αρχικά, θα χρειαστούµε τον τύπο: 

 

( )
2

1

2

1 t
cosh 2tanh t

1 t

− +
=

−
                                              (α) 

 

ο οποίος προκύπτει από την αντικατάσταση 1d 2tanh t−=  στον τύπο 

απόστασης (II) και από τον ορισµό του cosh. Εποµένως, µε τη βοήθεια του 

τύπου (α), έχουµε ότι 

 

( ) ( )
2

1 1
1 2

1

1 b
cosh a cosh 2tanh b ,

1 b

− +
= =

−
 

 

( ) ( )
2

1 1
1 2

1

1 a
cosh b cosh 2tanh a ,

1 a

− +
= =

−
 

 
και εφόσον ( )1

2c tanh b−= , παίρνουµε ότι 

 

( ) ( )( )
2

21

2 2

2

1 b
cosh c cosh 2tanh b .

1 b

− +
= =

−
 

 
Επίσης, 

2 2 2
2 1 1 1 1

2 2 2 2

1 11 1

ib a a b
b

1 a b1 ia b

− +
= =

+−
. 

Άρα, 
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( )

2 2

1 1
2 2 2

2 1 1

2 2 2

1 12
2 2

1 1

a b
1

1 b 1 a b
cosh c

a b1 b 1
1 a b

+
+

+ +
= =

+− −
+

 

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2

1 1
2 2

1 1

1 a b a b
              

1 a b a b

1 b 1 a
              

1 b 1 a

+ + +
=

− − +

+ +
= ⋅

− −

 

                       ( ) ( )1 1

1 1                                       cosh 2tanh b cosh 2tanh a .− −= ⋅
 

 
Οπότε καταλήγουµε στη σχέση 

 

( ) ( ) ( )cosh c cosh a cosh b= ⋅ . 

6.6.3. Υπερβολικοί κύκλοι 
 
Στην παρούσα παράγραφο θα δείξουµε ότι ο κύκλος, ως γεωµετρικό σχήµα 

της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, διατηρεί τις ιδιότητες του αναλλοίωτες στο 

πλαίσιο της Υπερβολικής Γεωµετρίας. Επιπροσθέτως, θα παρουσιάσουµε τα 

είδη των υπερβολικών κύκλων που εµφανίζονται στο µοναδιαίο δίσκο. 

 
Ορισµός 6.6.5. Ως Υπερβολικό κύκλο µε υπερβολικό κέντρο κ και 

υπερβολική ακτίνα r, ορίζουµε το σύνολο των σηµείων z µε την ιδιότητα: 

 

( )d , z rκ = . 

 
           Θα εξετάσουµε την περίπτωση όπου το κέντρο του κύκλου είναι η αρχή 

των αξόνων στο µοναδιαίο δίσκο. ∆ηλαδή, αν κ=0 η σχέση 

 

( )d 0,z r=  

δίνει ότι 

 

( )r
1 z 1 z

ln r    ln r    1 z e 1 z   
1 z 1 z

   + +
= ⇔ = ⇔ + = − ⇔      − −   
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r r

r r

e 1 1 e
                             z     z .

e 1 1 e

−

−

− −
⇔ = ⇔ =

+ +
 

 

Η τελευταία σχέση ορίζει Ευκλείδειο κύκλο µε κέντρο την αρχή των αξόνων 

και ακτίνα (1-e-r)/(1+e-r). Χρησιµοποιούµε το συµβολισµό z , διότι αυτή είναι 

η απεικόνιση του z στο θετικό ηµιάξονα των πραγµατικών αριθµών. 

 
Σχήµα 6.10. Υπερβολικός κύκλος στον D. 

 

 
           Στο µοντέλο του µοναδιαίου δίσκου υπάρχουν τέσσερεις διαφορετικές 

αναπαραστάσεις ενός Ευκλείδειου κύκλου: 

 
1. Υπερβολικός κύκλος: αν κείται ολόκληρος στο εσωτερικό του D. 

2. Ορόκυκλος (horocycle): αν κείται στο εσωτερικό του D, µε εξαίρεση 

ένα σηµείο στο οποίο είναι εφαπτόµενος στο σύνορο του D. 

3. Ισαπέχουσα καµπύλη ή υπερκύκλος (equidistant curve or 

hypercycle): αν τέµνει το σύνορο του D µη ορθογώνια σε δύο σηµεία. 

4. Υπερβολική ευθεία: αν τέµνει το σύνορο του D ορθογώνια.     

 
Θα περιγράψουµε τώρα το δεύτερο και το τρίτο είδος κύκλων. 

 
Ορόκυκλος: Για να κατασκευάσουµε έναν ορόκυκλο ξεκινάµε από µια ευθεία 

m του δίσκου (έστω µια διάµετρος) και ένα σηµείο Ρ εκτός αυτής, και 

φέρνουµε κάθετη PQ στην m. Τότε, µε κέντρο το Ρ και ακτίνα PQ γράφουµε 

κύκλο c, που είναι εφαπτόµενος στην m στο Q. Μετακινώντας το Ρ στην PQ 

αλλάζουµε την απόσταση PQ έτσι ώστε, ο κύκλος c να παραµένει 

εφαπτόµενος στην m. Μ’ αυτόν τον τρόπο, καθώς το Ρ αποµακρύνεται από το 

Q, ο κύκλος c αυξάνεται σε µέγεθος και πλησιάζει µια οριακή θέση στο σύνορο 

του D.  Είναι φανερό ότι  η ακτίνα του ορόκυκλου τείνει στο άπειρο και 

● 
0 

D 

υπερβολικός 
κύκλος 

r 

x 

y 
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συνεπώς, εφάπτεται µε τον D στο οριακό σηµείο R. Στο επόµενο σχήµα 

φαίνεται ότι  ο ορόκυκλος αναπαρίσταται ως Ευκλείδειος κύκλος. 

 

 
Σχήµα 6.11. Ορόκυκλος στο δίσκο D. 

    

Ισαπέχουσα καµπύλη ή υπερκύκλος: Για αυτήν την περίεργη καµπύλη της 

Υπερβολικής Γεωµετρίας δεν υπάρχει αντίστοιχη στην Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

Για την κατασκευή της θα ξεκινήσουµε µε µια ευθεία m (έστω διάµετρος) και 

ένα σηµείο Ρ εκτός της m (βλ. Σχήµα 6.12). Αναζητούµε το γεωµετρικό τόπο 

των σηµείων που ανήκουν στο ίδιο ηµιεπίπεδο µε το Ρ και έχουν την ίδια 

κάθετη απόσταση την οποία έχει το Ρ από την m. Τώρα, την κάθετη 

απόσταση την υπολογίζουµε σε κάθε υπερβολική ευθεία που τέµνει 

ορθογώνια την m. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων αυτών καλείται 

ισαπέχουσα καµπύλη από το Ρ προς την m, και είναι το τόξο του Ευκλείδειου 

κύκλου που διέρχεται από τα σηµεία Α, Β, και Ρ. Προφανώς, στην Ευκλείδεια 

Γεωµετρία την παραπάνω ιδιότητα πληροί η παράλληλη ευθεία από το σηµείο 

Ρ προς την m.  

 

 
Σχήµα 6.12. Ισαπέχουσα καµπύλη ή υπερκύκλος. 

 

● 

● 
Ρ 

Q m 

D 
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● 
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D 
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6.7. TO ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥ ΑΝΩ ΗΜΙΕΠΙΠΕ∆ΟΥ (POINCARÉ) 
 
Η Υπερβολική Γεωµετρία µπορεί επίσης να αναπαρασταθεί µε το µοντέλο του 

άνω ηµιεπιπέδου, µε τρόπο ανάλογο µε αυτόν του µοντέλου του µοναδιαίου 

δίσκου. Σύµφωνα µε τη Γεωµετρία Möbius, η µη Ευκλείδεια Γεωµετρία 

µπορεί να παρασταθεί στο εσωτερικό κάθε γενικευµένου κύκλου, και µε αυτή 

την οπτική αντιµετωπίζεται το άνω ηµιεπίπεδο. Αρχικά δίνουµε τον επόµενο 

ορισµό. 

 

Ορισµός 6.7.1. Το σύνολο ( ){ }U = z C : Im z  > 0∈  των σηµείων του 

µιγαδικού επιπέδου, καλείται άνω ηµιεπίπεδο (upper halfplane). Η οµάδα 

των µετασχηµατισµών του U συµβολίζεται µε H και είναι της µορφής: 

 

( ) az+b
T z  =  

cz+d
, 

 
όπου τα a, b, c και d είναι πραγµατικοί αριθµοί και (ad-bc) > 0. Το ζεύγος 

( )U, H  παρέχει ένα µοντέλο της Υπερβολικής Γεωµετρίας. 

 

 
Σχήµα 6.5. Ευθείες στο άνω ηµιεπίπεδο, µε τη µορφή κατακόρυφων ηµιευθειών και 

ηµικυκλίων µε κέντρο στον άξονα x΄x. 

 
 

           Στο υπερβολικό επίπεδο η Ευκλείδεια ευθεία που ενώνει δυο σηµεία, 

προφανώς δε συνιστά την ελάχιστη υπερβολική απόσταση ανάµεσα σε αυτά 

x 

y 

θ 
θ 

● 
p 

q 

r 

u w 
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τα σηµεία. Συνεπώς, πρέπει να αναζητήσουµε εκείνη την καµπύλη της οποίας 

το υπερβολικό µήκος είναι το ελάχιστο, ανάµεσα στις καµπύλες που ενώνουν 

ένα ζεύγος σηµείων. Όπως γνωρίζουµε, αυτό το είδος των καµπυλών καλείται 

γεωδαισιακή.  

           Στο µοντέλο του µοναδιαίου δίσκου το ρόλο των γεωδαισιακών έχουν οι 

διάµετροι του δίσκου και τα τόξα των ορθογώνιων προς το σύνορο κύκλων. 

Αντίστοιχα, οι γεωδαισιακές του άνω ηµιεπιπέδου (Σχήµα 6.5) είναι: 

 
1.       τόξα Ευκλείδειων ηµικυκλίων µε κέντρο στον άξονα x΄x, ή 

2. τµήµατα Ευκλείδειων ευθειών που είναι κάθετα στον άξονα x΄x.  

 
Εποµένως, οι ευθείες στο µοντέλο αυτό ορίζονται ανάλογα µε το µοντέλο του 

µοναδιαίου δίσκου. Είναι ο περιορισµός, στο U, των κατακόρυφων ηµιευθειών 

του επιπέδου καθώς και  οι κύκλοι µε κέντρο στον άξονα των πραγµατικών 

αριθµών του C, περιορισµένοι στο U. Προφανώς, τα σηµεία του άξονα δεν 

ανήκουν στο µοντέλο και µπορούµε να τα θεωρήσουµε ως οριακά σηµεία.  

6.7.1. Μήκος στο Άνω Ηµιεπίπεδο 
 
Στο άνω ηµιεπίπεδο, το µήκος µιας καµπύλης γ δίνεται από τον τύπο 

 

( )
( )
( )

b

a

z t
L  dt

y t
γ

′
= ∫ , 

 

όπου ( ) ( ) ( )z t x t iy t= + , ( )t a,b∈  µια παραµέτρηση της γ. 

           Το µήκος L(γ) αποτελεί ένα αναλλοίωτο της γεωµετρίας και επιπλέον 

ισχύει ότι η απόσταση δύο σηµείων του µοντέλου είναι ίδια µε την αντίστοιχη 

στο µοντέλο του δίσκου.    

           Είναι χρήσιµο να δούµε µε ποιον τρόπο συσχετίζονται τα δυο µοντέλα 

του Poincaré και πώς οι ιδιότητες του ενός µεταφέρονται στο άλλο.  

6.7.2. Σύνδεση µοναδιαίου δίσκου (D) µε το άνω ηµιεπίπεδο (U) 

 
Τα δύο µοντέλα µπορούν να συνδεθούν µέσω ενός µετασχηµατισµού Möbius. 

Συγκεκριµένα, ο µετασχηµατισµός: 

 

( ) 1 z
T z  = i

1 z

+
⋅

−
, 
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µετασχηµατίζει το µοναδιαίο δίσκο D στο άνω ηµιεπίπεδο U. Η απεικόνιση 

αυτή µας δίνει τη δυνατότητα να έχουµε µια εύχρηστη µέθοδο για να 

µεταφέρουµε τις γεωµετρικές ιδιότητες του D στις αντίστοιχες του U.  

           Για να υπολογίσουµε τον αντίστροφο του Τ θέτουµε 

 

( ) 1 z
w T z i

1 z

+
= = ⋅

−
. 

 
Λύνουµε ως προς z και έχουµε µε τη σειρά τις πράξεις: 

 

( )1 z
w i   1 z w i iz  w zw i iz 0

1 z

+
= ⋅ ⇔ − = + ⇔ − − − =

−
 

 

                  

( ) ( ) w i w i z o 

w i
 z .

w i

⇔ − − + =

−
⇔ =

+

 

 
Τότε, ο µετασχηµατισµός Möbius 

 

( ) z i
S z  = 

z i

−
+

, 

 
είναι ο αντίστροφος του Τ. Αυτό σηµαίνει ότι ορίζεται µια 1-1 αντιστοιχία 

ανάµεσα στα σηµεία του άνω ηµιεπιπέδου και στα σηµεία του εσωτερικού του 

µοναδιαίου δίσκου. Έτσι, οι υπερβολικές ευθείες του άνω ηµιεπιπέδου 

µετασχηµατίζονται σε κυκλικά τόξα ή σε ευθείες, µέσα στο D. Οι 

γεωδαισιακές του ηµιεπιπέδου είναι κάθετες στον άξονα x΄x και, δεδοµένου 

ότι ο U είναι σύµµορφος µετασχηµατισµός, απεικονίζονται σε διαµέτρους και 

κυκλικά τόξα ορθογώνια στο µοναδιαίο κύκλο.  

6.8. ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΑ ΤΡΙΓΩΝΑ 
 
Η ενότητα αυτή αφορά στα τρίγωνα της Υπερβολικής Γεωµετρίας και στις 

ιδιότητες τους. Είδαµε προηγουµένως, στην εφαρµογή του Πυθαγορείου 

θεωρήµατος, ότι ένα τρίγωνο στο µοναδιαίο δίσκο σχηµατίζεται µε τον ίδιο 

τρόπο που σχηµατίζεται και στην Ευκλείδεια Γεωµετρία. ∆ηλαδή, αποτελείται 

από τρία (µη συνευθειακά) σηµεία του µοναδιαίου δίσκου µαζί µε τα τµήµατα 

των υπερβολικών ευθειών που τα συνδέουν.  

           Τώρα εκτός από τα τρίγωνα που ορίζονται µε τον Ευκλείδειο τρόπο 

υπάρχουν και κάποια είδη τριγώνων που συναντάµε µόνο στο υπερβολικό 
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επίπεδο. Σε αυτά τα τρίγωνα, ενώ οι πλευρές τους ανήκουν στο εσωτερικό του 

µοναδιαίου δίσκου, είναι δυνατόν η κορυφή τους να ανήκει στο σύνορο του 

δίσκου. Συνεπώς, µε αυτήν την έννοια, όταν µια ή περισσότερες κορυφές ενός 

τριγώνου ανήκουν στο σύνορο του δίσκου, τότε αυτό καλείται ασυµπτωτικό 

τρίγωνο. 

 

 

 

 
 
           Πιο συγκεκριµένα, αν ένα τρίγωνο έχει τη µια κορυφή του στο σύνορο 

του δίσκου (δηλ. είναι ένα οριακό σηµείο) καλείται απλά ασυµπτωτικό 

τρίγωνο. Αντίστοιχα, στο άνω ηµιεπίπεδο ορίζουµε ως απλά ασυµπτωτικό το 

τρίγωνο το οποίον έχει µια µόνο κορυφή του στον άξονα x΄x. 

   
 

 

 

           Στο Σχήµα 6.15, το τρίγωνο ABC έχει τις δυο κορυφές του στο σύνορο 

του δίσκου D, αφού οι πλευρές AC και AB είναι οριακές παράλληλες της BC. 

Τα τρίγωνα αυτής της µορφής καλούνται διπλά ασυµπτωτικά. Παρόµοια, 

το τρίγωνο PQR κατέχει τις ίδιες ιδιότητες στο µοντέλο του άνω ηµιεπιπέδου. 

● Α 

Β 

C 

D 

Q R 

● P 

x 

● 

● 

Α 

Β 

C 

D 
● 

● 

P 

Q 

R x 

Σχήµα 6.15. ∆ιπλά ασυµπτωτικά τρίγωνα. 

Σχήµα 6.14. Απλά ασυµπτωτικά τρίγωνα ΑΒC  και PQR.  
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           Τέλος, όταν ένα τρίγωνο έχει και τις τρεις κορυφές του στο σύνορο του 

δίσκου, που σηµαίνει ότι κάθε πλευρά του είναι οριακή παράλληλη των άλλων 

δυο, ονοµάζεται τριπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο. Στο επόµενο σχήµα 

φαίνεται το τρίγωνο ABC στο µοναδιαίο δίσκο καθώς και το αντίστοιχο 

τριπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο PQR του άνω ηµιεπιπέδου. Το τρίγωνο PQR έχει 

τις τρεις κορυφές του στον άξονα x΄x.    

                      

6.9. ΕΜΒΑ∆ΟΝ 
 
Μετά την έννοια του µήκους µπορούµε να αναπτύξουµε ένα ακόµη σηµαντικό 

µέγεθος, το εµβαδόν. Ένα από τα πιο αξιοσηµείωτα αποτελέσµατα της 

Υπερβολικής Γεωµετρίας είναι το γεγονός ότι υπάρχει ένα άνω όριο στο 

εµβαδόν ενός τριγώνου τη στιγµή που δεν υπάρχει ανώτερο όριο στα µήκη 

των πλευρών του τριγώνου. Το ανώτατο όριο και ο τύπος υπολογισµού του 

εµβαδού ενός υπερβολικού τριγώνου θα µας απασχολήσουν σ’ αυτήν την 

παράγραφο. 

           Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία για να υπολογίσουµε το εµβαδό ενός 

τριγώνου ξεκινάµε από ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο. Το διαιρούµε σε 

τετραγωνικές µονάδες και χωρίζουµε ένα από αυτά τα τετράγωνα σε δυο ίσα 

ορθογώνια τρίγωνα, φέρνοντας τη διαγώνιο του. Η ίδια µέθοδος δε µπορεί να 

εφαρµοστεί στην Υπερβολική Γεωµετρία αφού δεν υπάρχουν ορθογώνια 

παραλληλόγραµµα (και πιο συγκεκριµένα τετράγωνα) στα µοντέλα της. 

           Για να υπολογίσουµε τον τύπο του εµβαδού µεταφερόµαστε στο 

µοντέλο του άνω ηµιεπιπέδου και υποθέτουµε την ύπαρξη ενός χωρίου. Όπως 

στην Ευκλείδεια Γεωµετρία, έτσι και τώρα χρησιµοποιούµε διπλό 

ολοκλήρωµα για τη µέτρηση του εµβαδού ενός χωρίου.  

 

Α 

Β 

C 

D 

P Q R 

x 

Σχήµα 6.16. Τριπλά ασυµπτωτικά τρίγωνα. 



 89 

Ορισµός 6.9.1. Το εµβαδόν ενός χωρίου Α στο υπερβολικό άνω ηµιεπίπεδο 

δίνεται από τον τύπο  

2

A

dxdy
E  

y
= ∫∫ . 

 

 
 

Σχήµα 6.17. Υπερβολικό εµβαδόν στο άνω ηµιεπίπεδο. 

 

 

           Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα διπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο του οποίου οι 

δύο κορυφές είναι οριακά σηµεία και η τρίτη κορυφή ανήκει στο εσωτερικό 

του επιπέδου. Με κατάλληλο µετασχηµατισµό Τ µπορούµε να απεικονίσουµε 

το αρχικό τρίγωνο σε ένα άλλο που εξυπηρετεί τους υπολογισµούς µας, όπως 

φαίνεται και στο Σχήµα 6.18. Συγκεκριµένα, η πλευρά QR απεικονίζεται στην 

κατακόρυφη πλευρά που διέρχεται από το -1, ενώ η πλευρά PR 

µετασχηµατίζεται στην κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το Ρ΄, 

διατηρώντας ταυτόχρονα το µέτρο της γωνίας α αναλλοίωτο. Τώρα, το 

τρίγωνο έχει το ένα οριακό σηµείο του πάνω στον x΄x, ενώ το δεύτερο οριακό 

σηµείο του το υποθέτουµε στις προεκτάσεις των δυο κατακόρυφων πλευρών 

(αφού απειρίζονται).  

 
 

Σχήµα 6.18. Υπολογισµός του εµβαδού ενός διπλά ασυµπτωτικού τριγώνου.  

 

● 
P 

Q R 

α α 

α 

α -1 

● P΄ 

Τ 

Q΄ 

R΄ R΄ 

dy

y
 

dx

y
 

x 

y 
Α 
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           Το σηµείο Ρ΄ έχει συντεταγµένες (cosa, sina) και η κάτω πλευρά του 

τριγώνου είναι το τόξο ηµικυκλίου. Έτσι, για την µεταβλητή x έχουµε ότι  

-1 < x < cosa, ενώ για τη µεταβλητή y έχουµε 21 x−  < y < ∞ . Τότε, µε 

ολοκλήρωση στο τρίγωνο P΄Q΄R΄, παίρνουµε ότι 

 

2 2

2

cos a cos a

2 2 2

1 11 x 1 x

cos a cos a

2
1 11 x

dx dy dy dx dy 
E   dx

y y y

1 1
    dx dx

y 1 x

∞ ∞

− −− −

∞

− −−

 
 = = =
 
 

  −
 = =   −  

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

                            

( ) ( ) ( )
cos a

1
   arccos x arccos cosa arccos 1

   a.π

−
 = − = − + − 

= −

 

 
           Παρατηρούµε ότι ο τύπος του εµβαδού ενός τριγώνου είναι µια 

συνάρτηση µε µεταβλητή τη γωνία του α. Ανάλογα µε την τιµή της γωνίας 

αλλάζει και το εµβαδόν. Τώρα, στην περίπτωση που έχουµε τριπλά 

ασυµπτωτικό τρίγωνο η τρίτη κορυφή γίνεται οριακό σηµείο, που σηµαίνει ότι 

η γωνία α τείνει στο µηδέν. Τότε προφανώς, το εµβαδόν του τριγώνου έχει 

µέτρο το π.          

6.10. ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΗΣ 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 
 
Το µήκος ενός υπερβολικού κύκλου και το εµβαδό τυχαίου υπερβολικού 

τριγώνου, αποτελούν δυο σηµαντικά αποτελέσµατα που ολοκληρώνουν το 

παρόν κεφάλαιο. 

 
Εφαρµογή 6.10.1. Υπολογισµός του µήκους της περιφέρειας υπερβολικού 

κύκλου. 

 
           Έστω ένας υπερβολικός κύκλος στο εσωτερικό του D. Για να 

απλοποιήσουµε την διαδικασία, υποθέτουµε ότι έχει κέντρο στην αρχή των 

αξόνων. Τότε, έστω R το µήκος της υπερβολικής ακτίνας του και έστω r το 

µήκος της Ευκλείδειας ακτίνας του.   
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           Μια παραµέτρηση του κύκλου είναι η ( ) itz t re= , για [ ]t 0,2π∈ . Αν C 

είναι το µήκος της περιφέρειας του, χρησιµοποιούµε τον τύπο για το 

υπερβολικό µήκος (βλ. Παράγραφος 6.6.1) και έχουµε ότι 

 

( )
( )

2

2

0

z t
C 2  dt

1 z t

π ′
=

−
∫ . 

 
Αφού 

( ) ( )z t r sint i cost′ = −    και   ( ) 2 2 2 2z t r sin t r cos t r′ = + = , 

 
το ολοκλήρωµα γίνεται 

 

[ ]
2

2

2 2 20
0

r 2r 2r
C 2 dt t 2 .

1 r 1 r 1 r

π
π

π   = = ⋅ =   − − −   ∫  

 

Τώρα από τον τύπο απόστασης (βλ. Παράγραφος 6.6.2) γνωρίζουµε ότι η 

υπερβολική ακτίνα είναι ( )R d 0, r= . Έτσι, θα βρούµε το Ευκλείδειο µήκος r 

συναρτήσει του υπερβολικού µήκους R. Από τον τύπο 

 

( ) 1 r
d 0,r ln

1 r

+ =  − 
, 

έχουµε ότι 

( )

( )

d o, r

d o, r

e 1
r 

e 1

−
=

+
. 

 
Αντικαθιστούµε την προηγούµενη σχέση στην παράσταση του 

ολοκληρώµατος και έχουµε ότι 

 

( )

( )

d d

d
d

2 2d d 2d d2 d

2
d d

e 1 2 e 1
2

e 12r e 1
e 1 2e e 1 2e1 r e 1

1
e 1 e 1

 − −
 +  += =

+ + − − +−  −
−  + + 

 

 

                     
( )d 2d

d d

d

2 e 1 e 1

4e 2e

e 1

− −
= =

+

, 

 
 δηλαδή 
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d d

2

2r e e
.

1 r 2

−−
=

−
 

 
Η τελευταία παράσταση αντιστοιχεί στο υπερβολικό ηµίτονο, sinh(d(0, r)) ή 

αλλιώς sinh(R). Εποµένως, το µήκος της περιφέρειας ενός υπερβολικού 

κύκλου είναι, 

 

( )C 2 sinh Rπ= . 

 
Εφαρµογή 6.10.2. Υπολογισµός του εµβαδού τυχαίου υπερβολικού 

τριγώνου. 

 
Θεωρούµε ένα τυχόν υπερβολικό τρίγωνο ΑΒC, όπως φαίνεται στο Σχήµα 

6.19. Προεκτείνουµε τις πλευρές του τυχαίου τριγώνου ABC ώστε να 

συναντήσουν τον άξονα x΄x µε τρόπο τέτοιο, ώστε στην προέκταση της 

πλευράς BC να βρίσκεται το οριακό σηµείο D, στην προέκταση της CB  το 

οριακό σηµείο F και στην προέκταση της AB το οριακό σηµείο Ε. 

Κατασκευάζουµε το τριπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο µε κορυφές τα οριακά 

σηµεία E, D και F. Έτσι, δηµιουργούνται επιπλέον τρία διπλά ασυµπτωτικά 

τρίγωνα. Θα στηριχτούµε στις γωνίες των τριγώνων για να υπολογίσουµε το 

ζητούµενο εµβαδόν.  

 
Σχήµα 6.19. Υπολογισµός εµβαδού τριγώνου ABC  µέσω γωνιών. 

 

 

           Προφανώς, το τριπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο EDF περιέχει το τρίγωνο 

ABC και τα τρία διπλά ασυµπτωτικά τρίγωνα EBD, DCF και FAE. Εποµένως, 

αν Ε είναι το εµβαδόν του τριγώνου EDF, Ε1 το εµβαδόν του ABC, Ε2 το 

εµβαδόν του EBD, Ε3 το εµβαδόν του DCF και Ε4 το εµβαδόν του FAE, τότε   

 

α β 
γ 

π-α 

π-β 
π-γ 

● ● 

● 
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1 2 3 4E E E E E= + + + . 

 
Όµως, χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα της Παραγράφου 6.9., έχουµε ότι 

 

( )2E ,      E ,π π π α= = − −  

 

( ) ( )3 4E ,      E ,π π β π π γ= − − = − −  

 
οπότε 

 

( ) ( ) ( )1Eπ π π α π π β π π γ     = + − − + − − + − −      . 

 

Συνεπώς, το ζητούµενο εµβαδό Ε1 του τριγώνου ABC  είναι 

 

( )1E π α β γ= − + + . 

 
Η παραπάνω διαφορά καλείται έλλειµµα του τριγώνου ABC  . 

           Για τον προηγούµενο υπολογισµό δεχτήκαµε ότι η συνάρτηση εµβαδού 

έχει δύο σηµαντικές ιδιότητες: 

 
1. Τη διατήρηση του αναλλοίωτου της συνάρτησης όταν εφαρµόζεται σε 

ίσα τρίγωνα. ∆ηλαδή ίσα τρίγωνα έχουν το ίδιο εµβαδόν.  

2. Την προσθετικότητα: Αν ένα τρίγωνο Ε χωρίζεται σε δύο τρίγωνα Ε1 

και Ε2 µέσω ενός ευθύγραµµου τµήµατος που διέρχεται από µια 

κορυφή του, τότε το εµβαδό του Ε ισούται µε το άθροισµα των 

εµβαδών Ε1 και Ε2.  

 
           Το αποτέλεσµα αυτό δείχνει τη διαφορετικότητα της Υπερβολικής 

Γεωµετρίας έναντι της Ευκλείδειας, σε ένα σηµαντικό µέγεθος όπως το 

εµβαδόν τριγώνου. Εδώ το εµβαδόν είναι συνάρτηση του αθροίσµατος των 

γωνιών του τριγώνου και όχι συνάρτηση της πλευράς και του ύψους του.  
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7. ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 

 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε τη Σφαιρική Γεωµετρία. Είναι 

αξιοσηµείωτο το γεγονός, ότι οι Bolyai και Lobachevsky, στη διάρκεια της 

προσπάθειάς τους να δηµιουργήσουν την Υπερβολική Γεωµετρία, επέµειναν 

στο στόχο τους λόγω της οµοιότητας που συνάντησαν ανάµεσα στους µη 

Ευκλείδειους τριγωνοµετρικούς τύπους και στους τύπους της σφαιρικής 

τριγωνοµετρίας. Αυτό αναδεικνύει την αξία της σφαίρας ως ένα µοντέλο 

γεωµετρίας, που διαφοροποιείται από την Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

           Στο πλαίσιο των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών, η γεωµετρία της 

σφαιρικής επιφάνειας καλείται επίσης και Ελλειπτική Γεωµετρία. Πιο 

συγκεκριµένα, θα µελετήσουµε την αναπαράσταση της σφαιρικής επιφάνειας 

στο εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο µέσω της στερεογραφικής προβολής. Θα 

επικεντρωθούµε δηλαδή στη διδιάστατη Ελλειπτική Γεωµετρία µε οδηγό µας 

τη σφαίρα. Όπως αναφέραµε και στην Παράγραφο 2.5, η στερεογραφική 

προβολή είναι ο µετασχηµατισµός που συνδέει τη σφαίρα µε το επίπεδο, 

επιτυγχάνοντας µια απεικόνιση που διατηρεί αναλλοίωτα το µέτρο των 

γωνιών και τους γενικευµένους κύκλους. Θα δούµε ακόµη πώς αναλύονται 

στο µιγαδικό επίπεδο τα δύο είδη της Ελλειπτικής Γεωµετρίας, η διπλή και η 

απλή ελλειπτική. Ο παραπάνω διαχωρισµός ήταν µια ακόµη συµβολή του 

Klein στον τοµέα των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών. 

           Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η µεταφορά της σφαιρικής 

επιφάνειας στο επίπεδο οδηγεί σε συγκεκριµένες δυσκολίες, οι οποίες 

µπορούν να ξεπεραστούν µε την εισαγωγή της Ελλειπτικής Γεωµετρίας. 

 
           Για τη διευκόλυνση της µελέτης µας δεχόµαστε ότι η σφαίρα είναι 

µοναδιαίας ακτίνας (Σχήµα 7.1). Ορίζουµε ένα Καρτεσιανό σύστηµα 

συντεταγµένων στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο ( 3
ℝ ) και τοποθετούµε το 

κέντρο της σφαίρας στην αρχή των αξόνων. Χρησιµοποιούµε το σύµβολο 2S  

για να περιγράψουµε την επιφάνεια της σφαίρας, δηλαδή 

 
2 3 2 2 2S = {(x, y, z) / x  + y  + z  = 1}∈ℝ . 

 

 Οι θετικοί άξονες x, y, z συναντούν τη σφαίρα 2S  στα σηµεία Α(1, 0, 0), Β(1, 

0, 0) και C(1, 0, 0) αντίστοιχα. 
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           Η µοναδιαία σφαίρα 2S  µπορεί να απεικονιστεί στο εκτεταµένο 

µιγαδικό επίπεδο µε το µετασχηµατισµό της στερεογραφικής προβολής 

 
2f : S +→ℂ , 

 
µέσω του οποίου ένα σηµείο Ρ (a, b, c) της σφαίρας απεικονίζεται στο σηµείο  

 

( )
a b

i,          αν c 1,
f P 1 c 1 c

       ,                      αν c 1.

 + ≠
= − −

 ∞ =

 

 

 
Σχήµα 7.1. Μοναδιαία σφαίρα στο Καρτεσιανό σύστηµα αξόνων.  

 

 
           ∆ύο σηµεία στην επιφάνεια της σφαίρας καλούνται αντιδιαµετρικά 

αν ανήκουν στην ίδια διάµετρο της σφαίρας. Αν Ρ (a, b, c) είναι ένα σηµείο 

στην επιφάνεια της σφαίρας, τότε το αντιδιαµετρικό του είναι το Q (-a, -b, -c).  

           Έστω τα αντιδιαµετρικά σηµεία Ρ(a, b, c) και Q(-a, -b, -c). Τότε οι 

εικόνες τους στο µιγαδικό επίπεδο, µέσω της στερεογραφικής προβολής, θα 

είναι οι µιγαδικοί αριθµοί z και w µε 

 

( ) a b
z f P i

1 c c
= = +

− −1
,   

και 

( ) a b
w f Q i

1 c c

−
= = −

+ +1
. 

x 

y 

O 

2S  

z 

Α 

Β 

C 
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Σχήµα 7.2. Απεικόνιση της σφαίρας στο εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο.  

  

 

Ορισµός 7.1. ∆υο σηµεία z και w του εκτεταµένου µιγαδικού επιπέδου 
+
ℂ καλούνται αντιδιαµετρικά αν ικανοποιούν την εξίσωση: 

  
z w 1⋅ = − . 

 
           Αν δύο σηµεία P και Q είναι αντιδιαµετρικά στη σφαιρική επιφάνεια, 

τότε και οι εικόνες τους, µέσω της στερεογραφικής προβολής, είναι 

αντιδιαµετρικά σηµεία στο µιγαδικό επίπεδο. Στην περίπτωση του βόρειου 

πόλου Ν (0, 0, 1) και του νότιου πόλου S (0, 0, -1), παρατηρούµε ότι έχουµε 

δυο αντιδιαµετρικά σηµεία, τα οποία η συνάρτηση f απεικονίζει στο ∞  και 

στο 0, αντίστοιχα. Στην περίπτωση δύο τυχαίων αντιδιαµετρικών σηµείων, µε 

βάση τις προηγούµενες σχέσεις, έχουµε ότι 

 

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2

a b a b
f P f Q z w i i

1 c 1 c 1 c 1 c

a ab ab b
                                  i i

1 c 1 c 1 c 1 c

a b
                                  

1 c

                                  1,

−   ⋅ = ⋅ = + ⋅ −   − − + +   

−
= + − −

− − − −

+
= −

−

= −

 

● 

az  

z 

O 

2S  

● 

● 

● 

● 

w 

aw  

● 
N 

● 

+
ℂ  

● 
S 
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αφού στην επιφάνεια της σφαίρας ισχύει ότι 2 2 2a b c 1+ + = . 

7.1. ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ 
 
Αναζητούµε εκείνους τους µετασχηµατισµούς Möbius Τ του µιγαδικού 

επιπέδου, οι οποίοι διατηρούν τα αντιδιαµετρικά σηµεία. ∆ηλαδή, αν P και Q 

είναι δυο αντιδιαµετρικά σηµεία και z και w είναι οι εικόνες τους στο µιγαδικό 

επίπεδο, µέσω της στερεογραφικής προβολής, τότε οι Τ(z) και T(w) πρέπει, 

επίσης, να είναι εικόνες αντιδιαµετρικών σηµείων στο µιγαδικό επίπεδο. 

Εποµένως, αν για δυο σηµεία z και w, που είναι οι προβολές των άκρων µιας 

διαµέτρου της σφαίρας, ισχύει ότι  zw 1= − , τότε και για τις εικόνες τους, 

µέσω του µετασχηµατισµού Τ,  θα ισχύει ότι  

 

( ) ( )T z T w 1= − . 

 
Έστω λοιπόν ο µετασχηµατισµός Möbius της µορφής 

 

( ) az b
T z

cz d

+
=

+
. 

 

Αφού 
1

w
z

−
=  και ( )

( )
1

T z
T w

−
= , έχουµε ότι 

 

( ) 1
T z

1
T

z

−
=

 − 
 

. 

 
Αντικαθιστώντας τον τύπο του µετασχηµατισµού, η τελευταία σχέση γίνεται 

 

1 cc d d
az b 1 dz cz z .

acz d bz a11 ba ba b zzz

1
c d

z

−  + − + + − − = = − = − =
+   − +− −  − +++        

 −  +  
  

 

 

Από την παραπάνω ισότητα, προκύπτει ότι a d=  και b c= − . Οπότε, ο 

µετασχηµατισµός Τ γράφεται µε τη µορφή 

 



 98 

( ) az b
T z

bz a

+
=

− +
. 

 
           Για τη δηµιουργία του µετασχηµατισµού της Υπερβολικής Γεωµετρίας, 

δεχτήκαµε τη συνθήκη µε την οποία δύο σηµεία ταυτίζονται όταν είναι 

συµµετρικά ως προς το µοναδιαίο δίσκο. Για να επιτευχθεί αυτό, ήταν 

απαραίτητη η χρήση µιας σταθεράς, που είχε το ρόλο της περιστροφής. Με 

ανάλογο τρόπο εργαζόµαστε και στην Ελλειπτική Γεωµετρία, ώστε να 

προσαρµόσουµε τον παραπάνω µετασχηµατισµό Möbius. Η συνθήκη σε αυτή 

την περίπτωση, αφορά στη διατήρηση των αντιδιαµετρικών σηµείων στο 

µιγαδικό επίπεδο. Με τη διαδικασία αυτή θα οριστεί η οµάδα των 

µετασχηµατισµών της Ελλειπτικής Γεωµετρίας. Εποµένως, έχουµε ότι 

 

( ) i 0

0

b
a z

a z z
T z e

z z 1b
a z 1

a

θ

  − −    −  = =  
+   − + 

 

, 

 

όπου i a
e

a

θ =  και 0

b
z

a
= − . 

 
Κατά συνέπεια, έχουµε τον επόµενο ορισµό. 

 
Ορισµός 7.1.1. Το σύνολο S των µετασχηµατισµών Möbius της παραπάνω 

µορφής καλείται ελλειπτική οµάδα. Το ζεύγος (C+, S) αναπαριστά την 

Ελλειπτική Γεωµετρία. 

 

           Θα δείξουµε ότι το σύνολο S αποτελεί πράγµατι οµάδα 

µετασχηµατισµών µε πράξη τη σύνθεση.   

 
1.  (κλειστότητα) Έστω οι µετασχηµατισµοί  

 

1

az b
T

bz a

+
=

− +
   και   2

ez f
T

fz e

+
=

− +
. 

 
Τότε 

   ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )1 2 1 2

ez f
a b

ae bf z af befz e
T T z T T z

ez f af be z ae bf
b a

fz e

 +
+  − + +− + = = =

 + − + + −− + − + 

� , 
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που ανήκει στο S.  

 
2. (ουδέτερο στοιχείο) Ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός Möbius δίνεται από τον 

τύπο 

( ) 1z+0
T z  = 

0z+1
. 

 
3. (αντίστροφο στοιχείο) Υπάρχει ο αντίστροφος µετασχηµατισµός 1T −   µε 

τύπο 

( )-1 az b
T z

bz α
−

=
+

. 

 
∆εχόµαστε ότι η ορίζουσα του Τ είναι ίση µε την µονάδα, δηλαδή 

aa bb 1+ = . 

 
4. (προσεταιριστικός νόµος) Αν 1 2 3T , T , T S∈  τότε ( ) ( )1 2 3 1 2 3T T T T T T=� � � � . 

 
Η ιδιότητα αυτή ισχύει διότι η σύνθεση συναρτήσεων είναι πράξη 

προσεταιριστική.                                                                                                           

7.2. ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ 
 
Αφού αναφερθήκαµε στα σηµεία της επιφάνειας και ορίσαµε την οµάδα των 

µετασχηµατισµών της Ελλειπτικής Γεωµετρίας, συνεχίζουµε µε την 

παρουσίαση των ευθειών της. Ακόµη, θα αναλύσουµε τα δύο µοντέλα της 

Ελλειπτικής Γεωµετρίας.  

           Για να βρούµε τον ελλειπτικό µετασχηµατισµό χρειάστηκε να 

χρησιµοποιήσουµε δυο αντιδιαµετρικά σηµεία στην επιφάνεια της σφαίρας. 

Με τη βοήθεια αυτού του επιχειρήµατος θα ορίσουµε και τις ευθείες της 

Ελλειπτικής Γεωµετρίας. ∆ιαχωρίζουµε την παρουσίαση στην διπλή 

ελλειπτική και στην απλή ελλειπτική γεωµετρία. 

7.2.1. ∆ιπλή ελλειπτική γεωµετρία 
 
Η εικόνα του µοντέλου της διπλής ελλειπτικής γεωµετρίας, µπορούµε να 

πούµε ότι προκύπτει άµεσα από τη Σφαιρική Γεωµετρία. 

           Στη Σφαιρική Γεωµετρία, ορίζουµε ως γεωδαισιακή µεταξύ δύο σηµείων 

της επιφάνειας της σφαίρας το τόξο του µέγιστου κύκλου που διέρχεται από 

τα σηµεία αυτά. Αν τώρα προβάλλουµε ένα µέγιστο κύκλο στο µιγαδικό 

επίπεδο θα διαπιστώσουµε ότι η στερεογραφική εικόνα του είναι επίσης 
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κύκλος. Επιπλέον, όταν ο µέγιστος κύκλος διέρχεται από το βόρειο πόλο τότε 

η στερεογραφική εικόνα του είναι µια Ευκλείδεια ευθεία. Στο πλαίσιο της 

µελέτης της Ελλειπτικής Γεωµετρίας µέσω του επίπεδου µοντέλου έχουµε 

τους επόµενους ορισµούς. 

 
Ορισµός 7.2.1. Στο µοντέλο (C+, S) της Ελλειπτικής Γεωµετρίας, ως 

µέγιστος κύκλος ορίζεται ο κύκλος c του µιγαδικού επιπέδου µε την 

ιδιότητα: όταν ο c περιέχει ένα σηµείο z τότε θα περιέχει και το 

αντιδιαµετρικό σηµείο του az 1 / z= − .      

 
Ορισµός 7.2.2. Το τόξο ενός µέγιστου κύκλου καλείται ελλειπτική ευθεία 

γραµµή. 

 

 
 

Σχήµα 7.3. Απεικόνιση µέγιστων κύκλων της σφαιρικής επιφάνειας του Σχήµατος 7.2 στο 

µιγαδικό επίπεδο. 

 

 

           Παρατηρώντας το Σχήµα 7.3, βλέπουµε ότι όλα τα σηµεία και οι 

µέγιστοι κύκλοι της σφαιρικής επιφάνειας µπορούν να µελετηθούν στο 

επίπεδο. Ο ορισµός της ελλειπτικής ευθείας επαληθεύεται, αφού η προβολή 

ενός µέγιστου κύκλου περιλαµβάνει πάντα το ζεύγος δυο αντιδιαµετρικών 

σηµείων. Η προβολή του ισηµερινού και το εσωτερικό του αποτελούν το δίσκο 

αναφοράς. Αυτό συµβαίνει διότι όλα τα σηµεία του νότιου ηµισφαιρίου 

προβάλλονται στο εσωτερικό του δίσκου, ενώ τα αντιδιαµετρικά τους, που 

ανήκουν στο βόρειο ηµισφαίριο, προβάλλονται στο εξωτερικό του δίσκου. 

Έτσι, το σηµείο z βρίσκεται εντός του δίσκου και το αντιδιαµετρικό του za 

εκτός του δίσκου. Με το γράµµα S σηµειώνουµε το σηµείο στο οποίο 

● 
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● 

● 
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aw  
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+
ℂ  
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προβάλλεται ο νότιος πόλος της σφαίρας. Τέλος, φαίνεται ότι από το σηµείο w 

διέρχονται τρείς ελλειπτικές ευθείες, ενώ δύο διέρχονται από το σηµείο z.  

           Ωστόσο, δηµιουργείται µια σηµαντική διαφορά προς την Ευκλείδεια 

Γεωµετρία. Το πρώτο αξίωµα δεν ισχύει, καθώς δυο σηµεία ορίζουν 

περισσότερες από µια ευθείες. Οδηγούµαστε έτσι στο µοντέλο της απλής 

ελλειπτικής γεωµετρίας µέσα από το οποίο θα άρουµε την δυσκολία που 

παρουσιάζεται. 

7.3. ΑΠΛΗ ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
Το δεύτερο µοντέλο της Ελλειπτικής Γεωµετρίας αποτελεί την εναλλακτική 

λύση στην αδυναµία σχετικά µε το πρώτο αξίωµα. Το γεγονός ότι δύο σηµεία 

δεν ορίζουν πάντοτε µοναδική ευθεία, οφείλεται στην ύπαρξη των 

αντιδιαµετρικών σηµείων.   

           Πράγµατι, αν πάρουµε δυο τυχαία σηµεία στην επίπεδη επιφάνειας της 

σφαίρας, υπάρχει µοναδικός µέγιστος κύκλος που διέρχεται από αυτά, ενώ 

αυτό δεν συµβαίνει όταν τα σηµεία είναι αντιδιαµετρικά. Στη δεύτερη 

περίπτωση, από δύο σηµεία διέρχονται άπειρες ελλειπτικές ευθείες.       

           Για να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα θα φανταστούµε την ύπαρξη µιας 

χώρας, η οποία αποτελείται από τη σφαιρική επιφάνεια 2S  και τα όντα της 

είναι διδιάστατα. Επιπλέον, µπορούµε να φανταστούµε ότι κάθε κάτοικος 

αυτής της χώρας αποτελείται από δύο µέρη, τα οποία πάντα κατέχουν 

αντιδιαµετρικές θέσεις στην επιφάνεια. Αλλά, αυτά τα δύο µέρη πάντα 

βλέπουν τον εαυτό τους ως µια ολοκληρωµένη οντότητα, µη γνωρίζοντας το 

διαχωρισµό τους. Έτσι, κάθε µετακίνηση ενός τέτοιου φανταστικού όντος 

σηµαίνει ταυτόχρονη µετακίνηση των µερών του, ώστε να παραµένουν 

αντιδιαµετρικά. Συνεπώς, ο κάτοικος αυτός αντιµετωπίζει κάθε ζεύγος 

αντιδιαµετρικών σηµείων στην επιφάνεια της σφαίρας ως µια θέση. 

            Για να αντιληφθούµε τις υποθέσεις αυτές χρησιµοποιώντας 

µαθηµατικές έννοιες, αναλύουµε στη συνέχεια το επίπεδο µοντέλο της απλής 

ελλειπτικής γεωµετρίας. 

7.3.1. Επίπεδο µοντέλο απλής ελλειπτικής γεωµετρίας 
 
Η διαδικασία που εφαρµόσαµε στην προηγούµενη περιγραφή της 

επιπεδοχώρας, ονοµάζεται ταυτοποίηση (identification), και ο χώρος που 

δηµιουργείται είναι το εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο +
ℂ  µαζί µε τα 

ταυτοποιηµένα αντιδιαµετρικά σηµεία. Στο χώρο της απλής ελλειπτικής 

γεωµετρίας κάθε σηµείο ταυτοποιείται µε ένα άλλο σηµείο, το αντιδιαµετρικό 

του. Για παράδειγµα, το σηµείο z = ( 1 i+ )/2  έχει ταυτοτικό το αντιδιαµετρικό 
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του za = -( 1 i+ ), αφού az z 1⋅ = − . Στο χώρο της γεωµετρίας µας, τα σηµεία 

αυτά αντιµετωπίζονται ως ένα και το αυτό σηµείο. Για να αποκτήσουµε την 

κατάλληλη οπτικοποίηση, θα περιοριστούµε σε µια περιοχή του µιγαδικού 

επιπέδου που περιέχει έναν αντιπρόσωπο για κάθε ζεύγος.   

           Έστω ο κλειστός µοναδιαίος δίσκος που αποτελείται από όλους τους 

µιγαδικούς αριθµούς z, τέτοιους ώστε z 1≤ . Για κάθε σηµείο z που βρίσκεται 

στο εσωτερικό του δίσκου, το αντιδιαµετρικό του za θα ανήκει στο εξωτερικό 

του δίσκου (βλ. Σχήµα 7.4). Με αυτόν τον τρόπο, επιτυγχάνεται η κάλυψη 

ολόκληρου του εκτεταµένου µιγαδικού επιπέδου, αφού ο µοναδιαίος δίσκος 

περιέχει έναν αντιπρόσωπο από κάθε ζεύγος {z, za}. Βέβαια, υπάρχει και η 

περίπτωση το σηµείο z να ανήκει στο σύνορο του δίσκου ( z 1= ), όπου τότε το 

αντιδιαµετρικό του za ανήκει επίσης στο σύνορο. Ανάλογα, δεχόµαστε ότι 

κάθε σηµείο στο σύνορο του δίσκου ταυτίζεται µε το αντιδιαµετρικό του. 

 

 
Σχήµα 7.4. Επίπεδο µοντέλο απλής ελλειπτικής γεωµετρίας. 

 

 

           Η υπόθεση που αναφέραµε ανήκει αποκλειστικά στον Klein. Λόγω της 

ιδέας του, ο Klein κατάφερε να αλλάξει το νόηµα που έχει η λέξη σηµείο και 

να ονοµάσει ένα τέτοιο ζεύγος αντιδιαµετρικών σηµείων, ως ένα σηµείο. Με 

αυτήν τη διαδικασία ταυτοποίησης, η Σφαιρική Γεωµετρία τροποποιήθηκε σε 

Ελλειπτική Γεωµετρία. Την ταυτοποίηση του z µε το αντιδιαµετρικό του za, ή 

την αντίστοιχη ταυτοποίηση των απεικονίσεων τους P και Ρα στη σφαίρα, 

µπορούµε να την αντιληφθούµε γεωµετρικά, ενώνοντας τα δύο σηµεία P και 

Ρα. Προφανώς, το ευθύγραµµο τµήµα PΡα διέρχεται από το κέντρο της 

σφαίρας. Αυτό συνεπάγεται µια 1-1 αντιστοίχηση ανάµεσα στα σηµεία του 
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ελλειπτικού επιπέδου και στα στοιχεία όλων των διαµέτρων της σφαίρας (βλ. 

Σχήµα 7.3, 7.4).     

           Τα παραπάνω συµπεράσµατα µπορούν να συµπεριληφθούν στον 

επόµενο ορισµό, όπου το µιγαδικό επίπεδο κατέχει διττό ρόλο. 

 
Ορισµός 7.3.1. Έστω Cα το µιγαδικό επίπεδο, όπου τα αντιδιαµετρικά 

σηµεία ταυτίζονται. Η γεωµετρία (Cα, S) καλείται απλή ελλειπτική 

γεωµετρία. Η γεωµετρία (C+, S) όπως ορίστηκε στην παράγραφο 7.2.1, 

καλείται διπλή ελλειπτική γεωµετρία.  

            
           Συνεπώς, στην απλή ελλειπτική γεωµετρία τα σηµεία απεικονίζονται, 

µέσω στερεογραφικής προβολής, στις διαµέτρους της σφαίρας. Τα σηµεία στη 

διπλή ελλειπτική γεωµετρία απεικονίζονται, µέσω στερεογραφικής προβολής, 

στα σηµεία της επιφάνειας της σφαίρας.    

   
           Σχόλιο: Για να κατανοήσουµε καλύτερα τη διαφορά ανάµεσα στη διπλή 

ελλειπτική και στην απλή ελλειπτική γεωµετρία, θα επικεντρώσουµε την 

προσοχή µας σε δύο είδη επιφανειών: την επιφάνεια δύο όψεων (two-sided) 

και την επιφάνεια µιας όψης (one-sided). Οι παραπάνω έννοιες συνδέονται 

περισσότερο µε τις τοπολογικές ιδιότητες των επιφανειών. Ωστόσο, είναι 

χρήσιµες στην παρούσα φάση, αφού παρέχουν πληρέστερη γνώση για το 

χώρο της Ελλειπτικής Γεωµετρίας.    

            

 

 
 

Σχήµα 7.5. Λωρίδα του Möbius. 

 
 

Η σφαιρική επιφάνεια και γενικότερα οι επιφάνειες που εµπερικλείουν 

γεωµετρικά στερεά, είναι παραδείγµατα επιφανειών δύο όψεων. Από την 
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άλλη, ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα επιφάνειας µιας όψης, είναι η λωρίδα 

του Möbius.  

           Η κατασκευή αυτής της λωρίδας είναι τέτοια, που ο διαχωρισµός 

ανάµεσα στις δύο όψεις είναι αδύνατος. Αν υποθέσουµε ότι έχουµε ένα 

σηµείο στην επιφάνεια της λωρίδας και αρχίσουµε να το κινούµε έως ότου 

ολοκληρώσει µια κλειστή διαδροµή χωρίς να αφήσει την επιφάνεια, τότε το 

σηµείο θα επιστρέψει στην αρχική του θέση, έχοντας προσανατολισµό 

αντίθετο στον αρχικό. Το αντίστοιχο σηµείο στην επιφάνεια της σφαίρας, έχει 

προσανατολισµό ίδιο µε τον αρχικό. 

           Εποµένως, σύµφωνα µε την παραπάνω διάκριση των επιφανειών, το 

σφαιρικό επίπεδο (άρα και η προβολή του - διπλή ελλειπτική γεωµετρία) έχει 

το χαρακτήρα της επιφάνειας δύο όψεων και το ελλειπτικό επίπεδο (απλή 

ελλειπτική γεωµετρία) έχει αυτόν της µιας όψης.  

           Λόγω της προηγούµενης ιδιότητας, το επίπεδο της απλής ελλειπτικής 

γεωµετρίας δεν διαχωρίζεται από τις ευθείες του. ∆ηλαδή, παρά την ύπαρξη 

ευθειών, µπορούµε να κινηθούµε οπουδήποτε στο εσωτερικό του επιπέδου.  

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.4, η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία r και q 

δεν χωρίζει το επίπεδο σε δύο µέρη, καθώς η ένωση της γίνεται µέσω των 

αντιδιαµετρικών σηµείων p και pa. Βέβαια, στηριζόµενοι στην Ευκλείδεια 

οπτική µας, νοµίζουµε ότι βλέπουµε δυο τµήµατα διαφορετικά µεταξύ τους, 

γεγονός που µας αποτρέπει να διαισθανθούµε αρχικά το µη διαχωρισµό του 

επιπέδου.           

7.4. Η ΜΕΤΡΗΣΗ ΣΤΗΝ ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
Σε αναλογία µε τις υποθέσεις που θέσαµε στην Υπερβολική Γεωµετρία, 

µπορούµε να παράγουµε και τις σχέσεις των βασικών µετρήσεων στην 

Ελλειπτική Γεωµετρία. Στην παράγραφο αυτή, θα αναφέρουµε τους ορισµούς 

του µήκους τόξου και του εµβαδού χωρίου, ενώ θα δούµε πως το µήκος 

αποτελεί ένα αναλλοίωτο της γεωµετρίας µας.  

 
Ορισµός 7.4.1. Αν γ είναι µια οµαλή καµπύλη στον ελλειπτικό χώρο, το 

µήκος της γ δίνεται από τον τύπο 

 

( )
( )
( )

b

2

a

2 z t
L  dt

1+ z t
γ

′
= ∫ . 

 
Το εµβαδόν ενός επίπεδου χωρίου R, που εκφράζεται σε πολικές 

συντεταγµένες στον ελλειπτικό χώρο, δίνεται από τη σχέση 
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( )2
2

R

4r
A  drd

1+r
θ= ∫∫ . 

 
Θεώρηµα 7.4.2. Έστω Τ ένας µετασχηµατισµός της Ελλειπτικής Γεωµετρίας 

και έστω γ µια οµαλή καµπύλη. Τότε η συνάρτηση L του µήκους είναι ένα 

αναλλοίωτο της γεωµετρίας και ισχύει ότι ( )( ) ( )L T Lγ γ= . 

 
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι ο µετασχηµατισµός Τ δίνεται από τον τύπο: 

 

( ) i 0

0

z z
w T z  = e

1 z z

θ −
=

+
. 

 

Έστω, επίσης, µια παραµέτρηση ( )z t  της καµπύλης γ. Τότε ο 

µετασχηµατισµός Τ µέσω της παραµέτρησης ( )z t , γίνεται 

 

( ) ( )( ) ( )
( )

0i

0

z t z
w t T z t  = e

1 z z t

θ −
=

+
. 

 
Η παράγωγος της συνάρτησης µε χρήση του κανόνα αλυσίδας δίνει, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )

0 0 0 0i

2

0

0 0 0i

2

0

z z 1 z z 1 z z z zdw dT dz
w t e z t

dt dz dt 1 z z

1 z z z z z
                                      = e z t

1 z z

θ

θ

′ ′− + − + −
′ ′= = = ⋅

+

+ − −
′⋅

+

 

 

                                            
( )

( )i 0 0
2

0

1 z z
   e z t

1 z z

θ +
′= ⋅

+
 

 

( )( )
( )

2

0i

2

0

1 z
e z t .

1 z z t

θ +
′= ⋅

+
 

 
Η παράσταση αυτή είναι η Τ(γ), δηλαδή η εικόνα της καµπύλης µέσω του 

µετασχηµατισµού. Θα υπολογίσουµε το L(T(γ)). 
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                ( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( )
( )

( )

2

0
i

2
b b

0

2 2

a a 0i

0

1 z z t
e

1 z z tw t
L T 2  dt 2  dt

1 w t z t z
1 e

1 z z t

θ

θ

γ

′+

+′
= =

+ −
+

+

∫ ∫    

                

( ) ( )

( )( )
( )

( )

2

0
i

2
b

0

2

a 2 0i

2

0

1 z z t
e

1 z z t
                                                  2  dt.

z t z
1 e

1 z z t

θ

θ

′+

+
=

−
+

+

∫  

 

Εφόσον ie 1θ =  και 
22z z= , έχουµε ότι 

 

( )( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )

2

0

2
b

0

2 2

a 0 0

2

0

1 z z t

1 z z t
L T 2  dt

1 z z t z t z

1 z z t

γ

′+

+
=

+ + −

+

∫  

 

( ) ( )

( ) ( )

2
b

0

2 2

a 0 0

1 z z t
               2  dt.

1 z z t z t z

′+
=

+ + −
∫  

 
Τέλος, αναλύοντας τον παρονοµαστή του ολοκληρώµατος, παίρνουµε τη 

σχέση 

 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1 z z z z 1 z z 1 z z z z z z

                                1 z z z z z zz z zz z z z z z z

+ + − = + + + − −

= + + + + − − +

 

 

                                           

( )( )

2 2 2 2

0 0

2 2

0

1 z z z z

1 z 1 z ,

= + + +

= + +

 

 
οπότε, αντικαθιστώντας, βρίσκουµε ότι 
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                                  ( )( ) ( )
( )

( )
b

2

a

z t
L T 2  dt L .

1 z t
γ γ

′
= =

+
∫                                           □ 

 
Εφαρµογή 7.4.3. Υπολογισµός του µήκους ελλειπτικής ευθείας. 

 
           Για τον υπολογισµό του µήκους µιας ελλειπτικής ευθείας θα 

χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του µήκους καµπύλης γ, όπως ορίστηκε 

προηγουµένως. Επιλέγουµε µια θέση στην οποία θα τοποθετήσουµε την 

ελλειπτική ευθεία, ώστε να εξυπηρετεί τη διαδικασία. Υποθέτουµε ότι 

µεταφέρεται επάνω στον άξονα των πραγµατικών αριθµών.   

 

 
Σχήµα 7.6. Μεταφορά ελλειπτικής ευθείας στον άξονα των πραγµατικών αριθµών. 

 

 

           Έστω ( )z t t= , όπου [ ]t 1,  1∈ − , µια παραµέτρηση της καµπύλης γ. Τότε 

έχουµε ότι 

 

( ) ( )
11

2

1 1

2
L  dt 2arctan t

1 t

                                2 2 .
4 4

γ

π π
π

− −

 = =  +

 
= − − = 

 

∫
 

 
           Το αποτέλεσµα αυτό δείχνει ότι το µήκος µιας ελλειπτικής ευθείας είναι 

πεπερασµένο. Είναι ένα συµπέρασµα αντίθετο στην Ευκλείδεια και στην 

Υπερβολική Γεωµετρία, όπου το µήκος µιας ευθείας είναι άπειρο. Όµως, οι 

ευθείες της σφαίρας είναι µέγιστοι κύκλοι και έχουν πεπερασµένο µήκος. 

● 
x Ο 

-1 1 

γ 

y 

● 

● 
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Συνεπώς, και οι προβολές τους στο µιγαδικό επίπεδο έχουν ανάλογη 

συµπεριφορά. 

 
Εφαρµογή 7.4.4. Υπολογισµός εµβαδού µηνίσκου του ελλειπτικού επιπέδου.  

 
           Ο µηνίσκος του ελλειπτικού επιπέδου είναι ο χώρος που βρίσκεται 

ανάµεσα σε δυο ελλειπτικές ευθείες, όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.7. Το σχήµα 

αυτό έχει µόνο µια κορυφή.  

 
Σχήµα 7.7. Μηνίσκος στο επίπεδο της απλής ελλειπτικής γεωµετρίας. 

 

 

           Για τον υπολογισµό του εµβαδού αυτού του µηνίσκου, αρχικά 

µεταφέρουµε την κορυφή του στην αρχή των αξόνων, έτσι ώστε η µια πλευρά 

να κείται στον άξονα των πραγµατικών αριθµών. Χρησιµοποιώντας πολικές 

συντεταγµένες, µπορούµε να περιγράψουµε το ήµισυ του χωρίου του 

µηνίσκου. ∆ηλαδή, για 0 r 1 ≤ ≤  και 0 aθ≤ ≤ , το εµβαδόν είναι 

 

( )

a 1

2
2

0 0

4r
A 2    drd ,

1 r
θ=

+
∫ ∫  

 

ή θέτοντας 2u 1 r= + ,  

 
1a a

2
00 0

2
A 2   d 2 1 dθ 2a.

1 r
θ

 −
= = = 

+  
∫ ∫  

 

 

● 

α 

z 

● 
α Ο 

-1 1 
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7.5. ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 
 
Στο Σχήµα 7.8, ένα σφαιρικό τρίγωνο απεικονίζεται στην αριστερή εικόνα, 

ενώ οι µέγιστοι κύκλοι που το δηµιουργούν, µέσω της στερεογραφικής 

προβολής, φαίνονται στη δεξιά εικόνα.  

 
Σχήµα 7.8. Το άθροισµα των γωνιών ενός ελλειπτικού τριγώνου είναι µεγαλύτερο από 180ο. 

 

 

           Και στις δύο εικόνες του Σχήµατος 7.8, σηµειώνουµε µε Ε το ελλειπτικό 

τρίγωνο και µε p, q, και r τις εσωτερικές του γωνίες. Θα αποδείξουµε το  

 
Θεώρηµα. 7.5.1. Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου στην Ελλειπτική 

Γεωµετρία είναι µεγαλύτερο από 180ο. 

 
Απόδειξη: Για να δείξουµε τον προηγούµενο ισχυρισµό θα χρησιµοποιήσουµε 

τον υπολογισµό ενός µηνίσκου της σφαίρας (είναι το µέρος της σφαιρικής 

επιφάνειας που βρίσκεται ανάµεσα σε δύο µεσηµβρινούς). Υποθέτουµε ότι οι 

δύο µεσηµβρινοί σχηµατίζουν γωνία α. Τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουµε 

ότι το εµβαδόν του σφαιρικού µηνίσκου είναι 2α.  

           Γνωρίζουµε ότι το εµβαδόν της επιφάνειας µιας σφαίρας µοναδιαίας 

ακτίνας  είναι 4π. Έτσι, αν σκεφτούµε ένα µεσηµβρινό της σφαίρας, βλέπουµε 

ότι δηµιουργεί δυο σφαιρικούς µηνίσκους, καθένας εκ των οποίων έχει γωνία 

π. Οπότε, το εµβαδόν του καθενός είναι το µισό ολόκληρης της επιφάνειας, 

δηλαδή 2π. Ανάλογα, συµπεραίνουµε ότι στο σφαιρικό µηνίσκο µε γωνία α, 

αντιστοιχεί εµβαδόν 2α.  

           Υποθέτουµε τώρα, ότι τέµνουµε το σφαιρικό µηνίσκο µε τον ισηµερινό, 

ο οποίος είναι κάθετος στους δυο µεσηµβρινούς. Με αυτόν τον τρόπο, 

σχηµατίζονται δυο τρίγωνα µε ίδιο εµβαδόν και µε γωνίες π/2, π/2, και α. 

E 
1E  

p 

2E  

3E  
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Τότε, το άθροισµα των γωνιών του ενός τριγώνου γίνεται π + α >180ο, 

αποδεικνύοντας το θεώρηµα για τρίγωνα αυτής της µορφής.                  

           Γενικεύοντας, θα µιλήσουµε για τυχαία τρίγωνα. Παρατηρούµε ότι, το 

τρίγωνο Ε περιέχεται σε τρείς σφαιρικούς µηνίσκους, οι οποίοι έχουν 

αντίστοιχα, γωνίες p, q, και r. Σηµειώνουµε µε Ε1 το συµπλήρωµα του 

τριγώνου Ε στο σφαιρικό µηνίσκο µε γωνία p, µε Ε2 το συµπλήρωµα του 

τριγώνου Ε στο σφαιρικό µηνίσκο µε γωνία q και µε Ε3 το συµπλήρωµα του 

τριγώνου Ε στο σφαιρικό µηνίσκο µε γωνία r. Εφόσον, βρήκαµε ότι το 

εµβαδόν ενός σφαιρικού µηνίσκου είναι 2α, οδηγούµαστε στις επόµενες 

σχέσεις: 

1 2 3E E 2p,      E E 2q   και    E E 2r+ = + = + = ,  

 
οπότε, αθροίζοντας, έχουµε ότι 

 

( )1 2 33E E E E 2 p q r+ + + = + + .                                   (1) 

 
           Στη δεξιά εικόνα του Σχήµατος 7.8, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο ένας 

εκ των τριών κύκλων αποτελεί την προβολή του ηµισφαιρίου στο επίπεδο, και 

άρα έχει εµβαδόν 2π. ∆ηλαδή, 

 

1 2 3 1 2 32 E E E E E E E E .π ′= + + + = + + +  

 
Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1) παίρνουµε ότι 

 

( )2E 2 2 p q rπ+ = + + , 

 
ή αλλιώς 

p q r Eπ+ + = + .                                                  (*) 

 
Εφόσον το εµβαδόν του τριγώνου Ε είναι θετική ποσότητα, η τελευταία 

αποδεικνύει πλήρως το θεώρηµα.                                                                               □ 

 
           Η σχέση (*) του προηγούµενου θεωρήµατος οδηγεί ταυτόχρονα και στο 

επόµενο συµπέρασµα. 

 
Θεώρηµα 7.5.2. Το άθροισµα των γωνιών ενός ελλειπτικού τριγώνου 

προσδιορίζει το εµβαδόν του. Αν το Ε έχει εσωτερικές γωνίες p, q, και r, τότε 

το εµβαδόν του ισούται µε τη γωνιακή υπεροχή του: 

 
E p q r π= + + − . 
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