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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

Η έννοια του απείρου απασχολεί ανέκαθεν την ανθρώπινη νόηση.  Το αν υπάρχει το άπειρο ως 

πραγµατικό µέγεθος ή όχι απασχόλησε φιλόσοφους και µαθηµατικούς έντονα από την εποχή των 

Πυθαγορείων, και αποδείχθηκε ένα από τα δυσκολότερα προβλήµατα που είχε να αντιµετωπίσει 

η µαθηµατική επιστήµη.  Ποια είναι η φύση ενός άπειρου συνόλου;  Πώς είναι δυνατόν να του 

αφαιρούµε ή να του προσθέτουµε στοιχεία κι αυτό να παραµένει άπειρο;  Μπορούµε να κάνουµε 

λόγο για µικρότερα ή µεγαλύτερα άπειρα;  Υπάρχει κάποιο υπέρτατο άπειρο που πέρα από αυτό 

τίποτα µεγαλύτερο δεν µπορεί να νοηθεί ή να κατασκευαστεί ή µήπως τα άπειρα δεν τελειώνουν 

ποτέ;  Ο τρόπος µε τον οποίο η έννοια του απείρου ελλοχεύει στο πεπερασµένο και στο 

καθηµερινό και που προβάλλεται ανάγλυφα στα τέσσερα παράδοξα του Ζήνωνα, είναι ο τρόπος 

που το άπειρο δοκιµάζει τα όρια, τις αντοχές και τις ανοχές του νου.  Ο Cantor απαντά στο 

παράδοξο που είχε διατυπώσει ο Galileo για το άπειρο τρείς αιώνες νωρίτερα και ταυτοχρόνως 

αποκαλύπτει τον αναπάντεχο πλούτο που έκρυβε η έννοια του απείρου, ανοίγοντας τον ασκό του 

Αιόλου µε συνέπειες απρόβλεπτες για τον ίδιο και τα µαθηµατικά.  

Η παρούσα εργασία επιχειρεί να αναδείξει τα παραπάνω ερωτήµατα, να γίνει συνταξιδιώτης στο 

χρόνο και συνοδοιπόρος στην προσπάθεια κατανόησης της πολυδιάστατης φύσης του απείρου.    

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε µε αφηγηµατικό τρόπο την ιστορική αναδροµή της έννοιας 

του απείρου µε σκοπό, κυρίως, να αναδειχθεί ο τρόπος µε τον οποίο µαθηµατικοί και φιλόσοφοι 

προσπάθησαν να προσεγγίσουν την έννοια, να συµφιλιωθούν µαζί της, να τη δαµάσουν και να τη 

χρησιµοποιήσουν ως εργαλείο ερµηνείας φαινοµένων και επίλυσης µαθηµατικών προβληµάτων, 

και να διαφανεί η συνεχής και δύσκολη µη γραµµική πάλη µε τα παράδοξα που αποκαλύπτουν 

τη φύση του απείρου, το οποίο κρύβει πολλές φορές δύσβατα και επικίνδυνα µονοπάτια για το 

νου. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο επιχειρούµε µια ανασκόπηση ερευνών, οι οποίες αφορούν στην 

κατανόηση της έννοιας του απείρου από µαθητές/φοιτητές, µε σκοπό να καταδείξουµε τις 

δυσκολίες που αντιµετωπίζουν όταν έρχονται αντιµέτωποι µε την αντιφατική φύση της έννοιας 

του απείρου - η έννοια του απείρου είναι αντίθετη µε τα νοητικά µας σχήµατα, τα οποία είναι 

προσαρµοσµένα σε πεπερασµένα αντικείµενα και πεπερασµένες διαδικασίες.  ∆ιερευνάται αν και 
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κατά πόσο η διαισθητική προσέγγιση της έννοιας αντιστέκεται στο πέρασµα του χρόνου, στην 

επιρροή της διδασκαλίας και του µαθησιακού περιβάλλοντος που σχεδιάζεται κάθε φορά µε 

στόχο την αλλαγή πλαισίου αναφοράς (µετάβαση από το πεπερασµένο στο άπειρο). 

Στο τρίτο κεφάλαιο αναφέρουµε καταρχήν εκτενώς κάποια, ιστορικά και µη, µαθηµατικά 

παράδοξα που σχετίζονται µε το άπειρο.  Τα παράδοξα προσφέρουν ένα πολύ δυναµικό εργαλείο 

στη διερεύνηση των διαδικασιών που ακολουθεί ο νους για να κατανοήσει την έννοια του 

απείρου.  Ξεκινώντας από τα περίφηµα παράδοξα του Ζήνωνος, µέχρι το άπειρο ξενοδοχείο του 

Hilbert, παρακολουθούµε την πάλη µεταξύ άπειρου και πεπερασµένου σε όλο της το µεγαλείο – 

αν µας επιτρέπεται η έκφραση!  Στη συνέχεια παρουσιάζουµε δυο έρευνες που χρησιµοποιούν τα 

παράδοξα ως «φακό» για τη διερεύνηση του είδους των νοητικών λειτουργιών µε τις οποίες ο 

ανθρώπινος νους προσεγγίζει την έννοια του απείρου.   

Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζουµε µια διδακτική παρέµβαση που σχεδιάσαµε 

στη βάση της βιβλιογραφίας που είχαµε στη διάθεσή µας· είχε ως στόχο τη διερεύνηση των 

διαισθητικών, κατά βάση, αντιλήψεων των µαθητών για το άπειρο, µέσω της εµπλοκής τους µε 

µια µικρή παραλλαγή των παραδόξων του Galileo και του Hilbert.  ∆ιερευνάται επίσης η 

αλληλεπίδραση πρακτικών και µαθηµατικών εµπειριών σχεδιάζοντας ένα µαθησιακό περιβάλλον 

µε στόχο την εννοιολογική αλλαγή που απαιτείται στην περίπτωση της ισοδυναµίας 

απειροσυνόλων. 

Θα θέλαµε, τέλος, να αναφέρουµε ότι κατά τη διάρκεια της µελέτης και συγγραφής της 

παρούσας εργασίας, γινόταν όλο και πιο επιτακτική η επιθυµία και ανάγκη ανεύρεσης τρόπων 

σύνδεσης των µαθηµατικών µε τη συζήτηση για τα µαθηµατικά στα πλαίσια της εκπαιδευτικής 

διαδικασίας, καθώς επίσης  και η ανάγκη βαθύτερης και εκτενέστερης γνώσης, από την πλευρά 

του διδάσκοντα, για τα θέµατα που αφορούν τη δηµιουργία και διαχείριση ενός µαθησιακού 

περιβάλλοντος µε στόχο την καλύτερη και πιο γόνιµη προσέγγιση και κατανόηση µαθηµατικών 

εννοιών.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΤΟ ΤΑΞΙ∆Ι ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ ΑΠΕΙΡΟΥ ΑΝΑ ΤΟΥΣ ΑΙΩΝΕΣ 

 

 

Συνήθως το άπειρο (δυνάµει και ενεργεία, µαθηµατικό και φυσικό, θεολογικό και εγκόσµιο) 

εµπνέει αισθήµατα δέους, µαταιότητας και φόβου.  Πρόκειται  για µια από τις πιο σηµαντικές και 

ταυτόχρονα πιο µυστηριώδεις µαθηµατικές αλλά και φιλοσοφικές έννοιες.  Ήδη από την 

αρχαιότητα, η αντιφατική του φύση αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης για τους µαθηµατικούς και 

τους φιλόσοφους της εποχής.  Η µελέτη του απείρου οδήγησε σε εντυπωσιακά παράδοξα, η 

ανάλυση  των οποίων συµβάλει στην κατανόηση του ανθρώπινου νου, τις ικανότητες και τους 

περιορισµούς του.   

Σε αυτό το πρώτο µέρος της παρούσας εργασίας, θα επιχειρήσουµε ένα σύντοµο ταξίδι στην 

ιστορία του µαθηµατικού απείρου σε µια προσπάθεια προσέγγισης και δυνατόν κατανόησής του, 

µε σκοπό κυρίως τον περιορισµό του φόβου και την ερµηνεία του δέους που αισθανόµαστε για 

αυτό.  

1.1.  Στάση πρώτη : µέχρι το 1400 µ.Χ. 

Είναι ενδιαφέρον να σηµειώσουµε κάποιες εικασίες για το πώς παρενέβη στη ζωή του ανθρώπου 

η έννοια του απείρου.  Ποια είναι η καταγωγή της;  Μήπως η αντίληψη µεγάλων χρονικών 

διαστηµάτων, η αντίληψη µεγάλων αποστάσεων όπως οι αχανείς έρηµοι της Μεσοποταµίας ή η 

ευθεία γραµµή µέχρι τα άστρα;  Ή θα µπορούσε να είναι ο αγώνας της ψυχής για υπέρτατες αλλά 

µη αισθητές εξηγήσεις; (Davis & Hersh, 1981).  Στις αρχαίες κοινωνίες η προσπάθεια των 

ανθρώπων να εξηγήσουν τα φυσικά φαινόµενα οδήγησε στη γέννηση µύθων σχετικά µε την 

προέλευση του κόσµου και τις σχέσεις που είχαν τα φυσικά φαινόµενα µεταξύ τους.  Η αρχική 

κατάσταση του κόσµου, σύµφωνα µε τους µύθους αυτούς, περιγράφεται ως χάος ή ωκεανός.  Οι 

µύθοι της αρχαίας Ινδίας (1500 και 1200π.Χ.), στους οποίους εµφανίζεται έντονα το συµβολικό 

στοιχείο, περιγράφουν τη µάχη των Ντέβας εναντίον των Αντιτύας, του περιορισµένου ενάντια 

στο απεριόριστο, ή του πεπερασµένου εναντίον του απέραντου.  Σύµφωνα µε τους µύθους των 

Περσών, ο θεός Ωροµάσδης δηµιούργησε τον ουρανό σε σχήµα αυγού που η κορυφή του έφτανε 

µέχρι τον Άπειρο Κόσµο (Vilenkin, 1997). 
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Η ανάπτυξη των κοινωνιών συνοδεύτηκε από την αργή εξέλιξη ενός νέου εννοιολογικού 

πλαισίου, το οποίο επέτρεψε να παρακαµφθεί η µυθολογία προκειµένου να δοθεί µια λογική, 

συνεκτική εξήγηση της όλης φυσικής δοµής και της εξέλιξης των πραγµάτων.  Αφήνοντας 

λοιπόν πίσω την «ινδοπερσική πάλη» ανάµεσα στο πεπερασµένο και το άπειρο, αρχίζει µε τους 

προσωκρατικούς φυσικούς φιλοσόφους ένα νέο στάδιο στην ιστορία της ανθρώπινης σκέψης, το 

οποίο έχει ως βασικά χαρακτηριστικά: α) την εγκατάλειψη των µυθολογικών και θεϊστικών 

παραδόσεων και β) την υποβολή των εξωτερικών φαινοµένων σε µια διαδικασία λογικής σκέψης 

(Χριστιανίδης, 2003).  Για τον προσωκρατικό     

� Αναξίµανδρο τον Μιλήσιο (611 - 547 π.Χ), ο οποίος χαρακτηρίζεται φυσιολόγος από τον 

Αριστοτέλη, το βασικό κοσµικό στοιχείο, η πρώτη αρχή από την οποία δηµιουργήθηκε το 

σύµπαν και η οποία ρύθµιζε όλες τις λειτουργίες του, είναι το άπειρο, το οποίο είναι ανεξάντλητο 

και παντοτινό (η πρώτη αρχή για το Θαλή ήταν το νερό, για τον Αναξιµένη ο αέρας, για τους 

Πυθαγόρειους ο αριθµός, για τον Εµπεδοκλή τα τέσσερα ριζώµατα, για το Λεύκιππο και το 

∆ηµόκριτο τα άτοµα).  Η µεγάλη τοµή που έκανε ο Αναξίµανδρος µε τη σκέψη του, είναι ότι 

εισήγαγε πρώτος στην ιστορία της φιλοσοφίας την έννοια του απείρου.  Το άπειρο είναι η αρχή 

του κόσµου, η αρχή των πάντων, είναι αυτό που κρύβεται πίσω από την απέραντη ποικιλία των 

πραγµάτων και τις διαφορετικές τους ιδιότητες.  Έτσι το άπειρο δεν σήµαινε µόνο το απείρως 

µεγάλο, αλλά επίσης το τελείως άτακτο, το πολύπλοκο, αυτό που δεν προσδιορίζεται µε τρόπο 

πεπερασµένο.  Όπως γράφει ο Αριστοτέλης, «…το να είναι κάτι άπειρο είναι µειονέκτηµα, δεν 

είναι πλεονέκτηµα, το όριο απουσιάζει…» (Rucker, 2004). 

Ο Αναξίµανδρος προσδιορίζει το άπειρο ως στοιχείο αγέννητο, άφθαρτο και αθάνατο.  Το άπειρο 

δεν είναι µείγµα των υλικών στοιχείων ούτε άυλη νοητική αρχή· είναι ύλη που περιέχει τα πάντα. 

Από το άπειρο αποσπώνται οι αντίθετες ύλες ‘ψυχρόν’ και ‘θερµόν’, που από την ανάµιξη τους 

γεννιέται το νερό.  Από το νερό προκύπτει η γη, ο αέρας και η φωτιά.  Από τον αέρα και τη 

φωτιά σχηµατίζονται τα αστέρια που έχουν τη λάµψη της φωτιάς και τη ρυθµική κίνηση των 

ρευµάτων του αέρα.  Ενώ ο Αναξίµανδρος έβλεπε το άπειρο σαν κάτι «καλό», ο Πυθαγόρας 

(γεννήθηκε ανάµεσα στο 570 και στο 550 π.Χ.) το έβλεπε σαν κάτι «αποκρουστικό», γιατί είναι 

ακατανόητο, αόριστο, χωρίς την αρµονία και την οµορφιά που περιέβαλε τον κόσµο, τον οποίο 

οι Πυθαγόρειοι ερµήνευσαν πάνω στην αφηρηµένη έννοια του αριθµού - «τα των αριθµών 

στοιχεία των όντων πάντων…είναι» (Αριστοτέλους, Μετά τα φυσικά, Α5, στο Χριστιανίδης, 

2003).  Αποδίδοντας λοιπόν τόσο µεγάλη σηµασία στους αριθµούς, ο Πυθαγόρας και οι µαθητές 
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του επιδόθηκαν στη µελέτη των ιδιοτήτων τους, και οδηγήθηκαν, φευ, στην ανακάλυψη της 

ασυµµετρίας, η οποία οδήγησε στην αποτυχία της προσπάθειας των Πυθαγορείων να συνδέσουν 

απευθείας τα µεγέθη µε τους αριθµούς.  Η ανατροπή έρχεται εκ των έσω…. Έτσι λοιπόν σήµερα, 

οι ιστορικοί των µαθηµατικών θεωρούν ότι η ασυµµετρία, ένα µείζον επίτευγµα των αρχαίων 

ελληνικών µαθηµατικών, ανακαλύφθηκε στη 

�  Σχολή των Πυθαγορείων, χωρίς να την αποδίδουν όµως προσωπικά στον ίδιο τον 

Πυθαγόρα.  Τα ιστοριογραφικά ερωτήµατα που προκύπτουν αναφορικά µε την ανακάλυψη της 

ασυµµετρίας είναι πολλά.  Τα πιο σηµαντικά ερωτήµατα αφορούν τον τρόπο µε τον οποίο έγινε η 

ανακάλυψη, το χρόνο που έγινε και το πρόσωπο στο οποίο πρέπει να αποδίδεται.  Η αρχαιότερη 

σωζόµενη αναφορά στον τρόπο απόδειξης της ασυµµετρίας περιέχεται στα Αναλυτικά πρότερα 

του Αριστοτέλη.  Είναι η λακωνική περιγραφή µιας απόδειξης, σύµφωνα µε την οποία, εάν 

υποθέσουµε ότι η πλευρά και η διαγώνιος του τετραγώνου είναι σύµµετρες, τότε καταλήγουµε 

στην αντίφαση ότι τα άρτια γίνονται ίσα µε τα περιττά: «οίον ότι ασύµµετρος η διαγώνιος δια το 

γίνεσθαι τα περιττά ίσα τοίς αρτίοις συµµέτρου τεθείσης» (Χριστιανίδης, 2003).  Η λακωνικότητα 

της αναφοράς του Αριστοτέλη δεν µας επιτρέπει να ανασυγκροτήσουµε µε βεβαιότητα όλες τις 

λεπτοµέρειες της απόδειξης.  Έχουµε στη διάθεσή µας όµως µια µεταγενέστερη, λεπτοµερώς 

επεξεργασµένη εκδοχή της απόδειξης, η οποία περιέχεται σε ένα αγνώστου συγγραφέως σχόλιο, 

το οποίο δηµοσιεύεται στο παράρτηµα του 10ου βιβλίου των Στοιχείων του Ευκλείδη 

(Χριστιανίδης, 2003).   

Ο B.L.Van der Waerden (2003) αναπαράγει αυτή την απόδειξη µε συνοπτική µορφή:  Έστω ότι η 

διαγώνιος ΑΓ και η πλευρά ΑΒ ενός τετραγώνου ΑΒΓ∆ είναι σύµµετρες, και έστω ότι ο λόγος 

τους σε ανάγωγη µορφή είναι m : n.  Από την ΑΓ : ΑΒ = m : n συνάγεται ότι ΑΓ2 : ΑΒ2 = m2: n2, 

αλλά αφού ΑΓ2 = 2ΑΒ2 , θα είναι m2 = 2n2, συνεπώς ο m2 είναι άρτιος.  Απ’ αυτό συνάγεται ότι 

ο m είναι άρτιος.  Οπότε m = 2h και m2 = 4h2 και συνεπώς n2 = 2h2.  Άρα ο n2 είναι άρτιος, οπότε 

και ο n άρτιος, άτοπο.  ∆εν υπάρχει συνεπώς κοινή µονάδα µέτρησης η οποία θα µπορούσε να 

εκφράζει το ένα τµήµα µε όρους του άλλου.  Η Β. Στεργίου (2009) αναφέρει: « Μια «ελάχιστη» 

µονάδα µήκους (ένα αδιαίρετο) που θα χωρούσε ταυτόχρονα στη διαγώνιο και στην πλευρά ενός 

τετραγώνου, λαµβανόµενη άπειρες φορές, θα µπορούσε να υπάρξει µόνο σαν απειροστό».  

∆εδοµένου ότι οι Πυθαγόρειοι δεν αποδέχονταν την επ’ άπειρον διαιρετότητα, ήταν αδύνατον γι’ 

αυτούς να αντιµετωπίσουν επιτυχώς τους άρρητους και ιδιαίτερα τους λόγους ασύµµετρων 

µεγεθών. 
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Αν φανταστούµε λοιπόν ένα υποθετικό σενάριο σύµφωνα µε το οποίο ο Πυθαγόρας και ο 

Ίππασος ταξιδεύουν µε µια βάρκα και ο Ίππασος αποδεικνύει ότι ο λόγος της διαµέτρου προς την 

πλευρά τετραγώνου είναι άρρητος (άπειρος) - this “forever” was the source of the nightmare  

(Clegg, 2003) -, το σενάριο θα µπορούσε να ολοκληρώνεται καθώς ο Πυθαγόρας επιστρέφει από 

το ταξίδι και ανακοινώνει ότι ο Ίππασος πνίγηκε στη θάλασσα…..     

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι δεν είναι όλοι οι ιστορικοί των µαθηµατικών σύµφωνοι µε την 

άποψη ότι η ασυµµετρία διαπιστώθηκε για πρώτη φορά στην περίπτωση της πλευράς και της 

διαγωνίου του τετραγώνου.  Ορισµένοι, όπως για παράδειγµα ο Κ.von Fritz - όπως περιγράφει ο 

W.R. Knorr (1975) -, υποστηρίζουν ότι η ασυµµετρία ανακαλύφθηκε στο πλαίσιο της έρευνας 

των ιδιοτήτων του κανονικού πενταγώνου, η πλευρά και η διαγώνιος του οποίου είναι επίσης 

ασύµµετρες.  Ο B.L.Van der Waerden (2003) πιστεύει ότι ο Αρχύτας ο Ταραντίνος (390 π.Χ) 

είναι εκείνος που κατάλαβε τη σύνδεση ανάµεσα στη θεωρία των συνεχών αναλογιών και στην 

ύπαρξη αρρήτων.  Αποδεικνύει, δηλαδή, ο Αρχύτας ότι µεταξύ δύο αριθµών µε λόγο  ( n + 1) : n 

δεν µπορεί να υπάρχει µέση ανάλογος.  Αντίθετα µε την αριθµοθεωρία, το πρόβληµα αυτό έχει 

λύση στη γεωµετρία.  Τα αποτελέσµατα αυτά πρέπει να προκάλεσαν µεγάλη σύγχυση σε έναν 

Πυθαγόρειο.  Αν κάποιος υπέθετε – µια φυσιολογική υπόθεση για έναν Πυθαγόρειο – ότι όλα τα 

ευθύγραµµα τµήµατα µπορούν, και αυτά, να εκφράζονται µε αριθµούς, θα κατέληγε στο 

συµπέρασµα ότι για ευθύγραµµα τµήµατα µε ορισµένους λόγους, µέση ανάλογος δεν µπορούσε 

να υπάρχει.  Όµως, µέση ανάλογος δύο ευθύγραµµων τµηµάτων µπορεί πάντοτε να 

κατασκευασθεί.  Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα δεν εκφράζονται 

πάντοτε µε αριθµούς, ή ακριβέστερα διατυπωµένο: οι λόγοι ευθύγραµµων τµηµάτων δεν 

εκφράζονται πάντοτε ως λόγοι ακεραίων.  Με άλλα λόγια: υπάρχουν ασύµµετρα ευθύγραµµα 

τµήµατα.  Τα παραπάνω δηλώνουν ότι ο Αρχύτας έφτασε στην ασυµµετρία µε κάποιον άλλο 

τρόπο.  Να σηµειώσουµε εδώ ότι κατά τον D.J. Struik (1982) το κίνητρο για την ανακάλυψη της 

ασυµµετρίας από τους Πυθαγόρειους ίσως να ήταν το ενδιαφέρον τους για το γεωµετρικό µέσο         

(α:β=β:γ), που ήταν και σύµβολο της αριστοκρατίας.  Το ερώτηµα, για το ποιος είναι ο 

γεωµετρικός µέσος των δύο ιερών συµβόλων 1 και 2, οδηγεί στη µελέτη του λόγου της πλευράς 

και της διαγωνίου του τετραγώνου.   

Σε ότι αφορά, τέλος, την εποχή που ανακαλύφθηκε η ασυµµετρία, οι πληροφορίες που έχουµε 

στη διάθεσή µας δεν είναι πιο διαφωτιστικές.  Εµµέσως, όµως, µπορούµε να καταλήξουµε στο 
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σχετικά ασφαλές συµπέρασµα, που προκύπτει από τα παραπάνω, ότι η ασυµµετρία 

ανακαλύφθηκε σε µια εποχή που δεν απέχει πολύ από το 450 – 430 π.Χ.   

Έτσι λοιπόν τον 6ο αιώνα π.Χ.: α) ο Αναξίµανδρος θεωρεί το άπειρο ως βασικό κοσµικό 

στοιχείο, την πρώτη αρχή από την οποία δηµιουργήθηκε το σύµπαν και η οποία ρύθµιζε όλες τις 

λειτουργίες του, το οποίο είναι ανεξάντλητο, αγέννητο, άφθαρτο και παντοτινό β) οι 

Πυθαγόρειοι ανακαλύπτουν την ασυµµετρία και έτσι εισάγουν το άπειρο στα Μαθηµατικά 

σηµατοδοτώντας την άποψη ότι: υπάρχουν γεωµετρικά µεγέθη αποτελούµενα από απείρως µικρά 

τµήµατα των οποίων ο αριθµός είναι άπειρος.  Λίγα χρόνια αργότερα ο 

� Αναξαγόρας ο Κλαζοµένιος (500 - 428 π.Χ.) ασχολείται µε τη µαθηµατική έννοια του 

απείρως µικρού.  Ο Ε. Σταµάτης (1975, τοµ.Ι, σελ.29) γράφει: «την έννοια του απείρου εις την 

γεωµετρίαν απαντώµεν διατυποµένην το πρώτον υπό του Αναξαγόρου.  Η έννοια αύτη είναι 

συναφής προς την έννοιαν της συνέχειας, την οποίαν επίσης διατύπωσεν ο Αναξαγόρας…Η 

διατύπωσις αύτη έχει ως εξής: ούτε γαρ του σµικρού έστι το γε ελάχιστον, αλλ’ έλλασον αεί, (το γαρ 

εόν ούκ έστι µη ούκ είναι) - αλλά και του µεγάλου εστί µείζον».  Από την άλλη µεριά οι ατοµικοί 

φιλόσοφοι 

� ∆ηµόκριτος (460 - 370 π.Χ.), Λεύκιππος (500 - 440 π.Χ.) και Επίκουρος (341 - 271 π.Χ.), 

δεν αποδέχονταν την επ’ άπειρον κατάτµηση των σωµάτων.  Η επ’ άπειρον τοµή ενός υλικού 

σώµατος, σήµαινε ότι το σώµα αυτό αποτελείται από άπειρα µέρη. Όµως ένα σύνολο από άπειρα 

µέρη θα πρέπει να είναι και το ίδιο άπειρο, πράγµα που έρχεται σε αντίθεση µε την πεπερασµένη 

φύση του υλικού σώµατος.  Έτσι οδηγήθηκαν στο συµπέρασµα ότι υπάρχουν ελάχιστα υλικά 

σωµατίδια, τα άτοµα (άτµητα).  Επίσης εισήγαγαν την έννοια των αδιαίρετων και αδιάστατων 

µερών του χώρου (τα αµερή).  

Η ανακάλυψη της ασυµµετρίας, που ανέτρεψε όπως προείπαµε την άνετη αρµονία ανάµεσα στην 

αριθµητική και στη γεωµετρία, προξένησε µεγαλύτερη αίσθηση ακόµα κι από εκείνη που είχαν 

δηµιουργήσει τα επιχειρήµατα που αφορούσαν στην πραγµατικότητα της µεταβολής- 

επιχειρήµατα που απασχολούν τους φιλοσόφους µέχρι τις µέρες µας - και έχουν αποδοθεί στο  

� Ζήνωνα τον Ελεάτη (490 - 430 π.Χ.), ο οποίος κατέδειξε τις παράδοξες συνέπειες στις 

οποίες οδηγείται κανείς όταν υιοθετεί την άποψη ότι ο χώρος και ο χρόνος είναι επ’ άπειρον 

διαιρετοί, βρίσκοντας αντιφάσεις στην αλόγιστη χρήση των ενορατικών εννοιών της «ευθείας» 

και του «σηµείου» (Davis & Hersh, 1981).  Ο Ζήνων, µέσω των παραδόξων που διατύπωσε, 

αµφισβήτησε την ορθότητα παλαιότερων διαισθητικών αντιλήψεων σχετικά µε το άπειρα µεγάλο 
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και το άπειρα µικρό - το άθροισµα απειράριθµων ποσοτήτων µπορεί να γίνει όσο µεγάλο 

θέλουµε και το άθροισµα πεπερασµένου ή άπειρου αριθµού ποσοτήτων µε µηδενική διάσταση 

είναι µηδέν (Struik, 1982).  Με τα περίφηµα παράδοξα (της ∆ιχοτοµίας, του Αχιλλέα µε τη 

χελώνα, του Βέλους και του Σταδίου) που διατύπωσε, αποκάλυψε τη σύγκρουση, το χάσµα 

ανάµεσα στο συνεχές και το διακριτό - «αυτό το µόνιµο εµπόδιο που διαδραµατίζει σηµαντικό 

ρόλο στα µαθηµατικά, τη φιλοσοφία, ακόµα και τη φυσική», όπως αναφέρει ο A. Fraenkel 

(Vilenkin,1997)  

Ο Ζήνων εκφράζει την αντίληψη ότι ο χώρος στην πραγµατικότητα δεν αποτελείται από σηµεία 

(δηλ. είναι «απλοϊκά» συνεχής), διατυπώνοντας το παράδοξο του βέλους: έστω ότι ένα βέλος 

φεύγει από ένα τόξο και κατευθύνεται προς το στόχο.  Εάν ο χώρος αποτελείται από σηµεία, τότε 

η τροχιά του µπορεί να αναλυθεί σε ένα άπειρο σύνολο από «παγωµένες» εικόνες στις οποίες 

βλέπουµε τη µύτη του βέλους να καταλαµβάνει διαδοχικά κάθε σηµείο ανάµεσα στο τόξο και 

στο στόχο.  Το πρόβληµα είναι ότι σε κάθε τέτοιο σηµείο το βέλος είναι ακίνητο.  Πώς είναι 

δυνατόν η τροχιά του βέλους να αποτελείται από µια ακολουθία από ακίνητες εικόνες;  Πού πήγε 

η κίνηση;  Το πρόβληµα λοιπόν είναι ότι αν ο χώρος αποτελείται από σηµεία και το βέλος 

φωτογραφίζεται σε κάθε σηµείο, τότε το βέλος δεν έχει τη δυνατότητα να «κινείται ανάµεσα στις 

εικόνες», αφού ανάµεσά τους δεν υπάρχει τίποτα (Rucker, 2004).  Ο Ζήνων λοιπόν θεωρούσε το 

χώρο ως µη διαιρέσιµο όλον, το οποίο δεν µπορεί να διασπασθεί σε µέρη.  Να σηµειώσουµε εδώ 

ότι την άποψη του Ζήνωνος συµµερίζονταν αρκετοί φιλόσοφοι, ιδίως ο C.S. Pierce (1839-1914) 

και ίσως ο K. Gödel (1906-1978), ο οποίος διαχωρίζει τη συνεχή ευθεία της διαίσθησής µας (η 

οποία δεν ταυτίζεται µε το σύνολο των σηµείων της), από την ευθεία γραµµή ως σύνολο σηµείων 

που περιγράφει η συνολοθεωρητική ανάλυση (Rucker, 2004).  Στην ανάλυση των εννοιών του 

απείρου και του συνεχούς είναι ιδιαίτερα σηµαντική η προσφορά του  

� Αριστοτέλη (384 - 322 π.Χ.), ο οποίος µελέτησε τις έννοιες αυτές µάλλον από ανάγκη 

εύρεσης τρόπου αντιµετώπισης των ελεατικών παραδόξων κίνησης.  Ο ∆. Αναπολιτάνος (2005, 

σελ.61) σηµειώνει: «Για τον Αριστοτέλη η ανάγκη να διερωτηθούµε γύρω από το άπειρο 

προέρχεται από τις εξής πέντε πηγές: α) από την επαγωγικής υφής πίστη µας πως ο χρόνος είναι 

δίχως πέρατα….άπειρος, β) από την αέναη παρουσία της γέννησης και της φθοράς κάθε 

αισθητού αντικειµένου, γ) από την αντίληψη πως οτιδήποτε …οριοθετείται πάντα από κάτι άλλο 

που δεν αποτελεί µέρος του, και εποµένως η ολότητα των πραγµάτων δεν µπορεί να έχει 

όρια….δ) από το απεριόριστο της ανθρώπινης σκέψης…….το απεριόριστο των αριθµών και των 
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γεωµετρικών µεγεθών και ε) από τη δυνατότητα ύπαρξης διαδικασιών τµήσης εκτεταµένων 

µεγεθών, όπου ο αριθµός των πράξεων τµήσης, χωρίς να µπορεί να είναι άπειρος, δεν είναι άνω 

φραγµένος». 

Οι διαδικασίες που, κατά τον Αριστοτέλη, είναι υπεύθυνες για την εξοικείωσή µας µε την έννοια 

του απείρου είναι δύο: η αθροιστική και η διαιρετική διαδικασία.  Η αθροιστική διαδικασία 

µπορεί να µας οδηγήσει στη θεώρηση πεπερασµένων αντικειµένων οσωνδήποτε µεγάλων 

διαστάσεων, όχι όµως και αντικειµένων απείρων διαστάσεων.  ∆εν υπάρχουν άπειρα 

αντικείµενα, και άπειρες ολότητες αντικειµένων δεν αποτελούν τελειωµένα αντικείµενα σπουδής.  

Άπειρες ολότητες αντικειµένων µπορούν να εξετασθούν µόνον εσωτερικά, πράγµα που σηµαίνει 

ότι για τον Αριστοτέλη έχει νόηµα µόνο η δυνητική σπουδή του απείρου (Αναπολιτάνος, 2005).  

Για παράδειγµα µπορούµε να εργασθούµε µέσα στο σύνολο των φυσικών αριθµών όπου τα 

αντικείµενα σπουδής θα είναι οι αριθµοί 1,2,3,…(δυνάµει άπειρο), χωρίς να έχουµε το δικαίωµα 

να θεωρήσουµε το ίδιο το σύνολο των φυσικών αριθµών σαν αντικείµενο σπουδής (ενεργεία 

άπειρο).  Κατά τον Cantor η παραπάνω διάκριση είναι αµφίβολη: «…η αλήθεια είναι ότι η 

πραγµατικότητα του δυνάµει απείρου είναι απλώς δάνεια, στο βαθµό που κάθε δυνάµει άπειρη 

έννοια παραπέµπει πάντοτε σε µια λογικά προγενέστερη ενεργεία άπειρη έννοια, από την ύπαρξη 

της οποίας εξαρτάται» (Rucker, 2004).   

Μπορούµε δηλαδή, κατά τον Αριστοτέλη, να έχουµε ένα άπειρο (µη εξαντλούµενο) σύµπαν 

χωρίς ποτέ να αδράξουµε ένα άπειρο αντικείµενο.  Το άπειρο ενός τέτοιου σύµπαντος είναι 

δυνητικό (δυνάµει άπειρο).  Για την ακρίβεια, ο Αριστοτέλης υποστήριξε (και δεν ήταν ο µόνος) 

ότι ο χώρος του σύµπαντός µας είναι φραγµένος και πεπερασµένος και έχει τη µορφή µιας 

τεράστιας σφαίρας.  Αντιµετωπίζοντας το ερώτηµα «τι βρίσκεται έξω από τη σφαίρα αυτή;», 

υποστήριξε ότι αυτό που περιορίζεται, δεν περιορίζεται σε σχέση µε κάτι που το περιβάλλει 

(Rucker, 2004).  Να σηµειώσουµε εδώ ότι, αν θελήσουµε σήµερα να απαντήσουµε στο ερώτηµα 

αν ο χώρος είναι άπειρος, φαίνεται ότι επικρατούν τρεις απόψεις, µια εκ των οποίων είναι ότι ο 

χώρος είναι πεπερασµένος σε κάποιο επίπεδο και πιο πέρα δεν υπάρχει τίποτα, που είναι η θέση 

του Αριστοτέλη. 

Η διαιρετική διαδικασία σχετίζεται µε τη δυνατότητα άπειρης διαίρεσης πεπερασµένων µεγεθών.  

Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, τα µεγέθη αυτά µπορούν να θεωρηθούν δυνάµει άπειρα, δεδοµένου 

ότι µπορούν να τµηθούν επ’ άπειρον.  Για παράδειγµα, ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι ένα 
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µέγεθος δυνάµει άπειρο, δεδοµένου ότι είναι άπειρα διαιρετό σε τµήµατα ίσα µε ΑΒ/2, ΑΒ/4, 

ΑΒ/8,…, µε την έννοια ότι δεν υπάρχει πραγµατική διαδικασία που να τελειώνει σε πεπερασµένο 

χρονικό διάστηµα µέσω της οποίας το µέγεθος ΑΒ να µπορεί να τµηθεί σε άπειρα το πλήθος 

κοµµάτια.  Η δυνητική άπειρη διαιρετότητα πεπερασµένων ευθύγραµµων τµηµάτων είναι 

ακριβώς το θεµελιώδες χαρακτηριστικό της συνεχιστικής τους φύσης.  Έτσι, το συνεχές ορίζεται,  

για τον Αριστοτέλη, από τη δυνατότητα ατέρµονης διαιρετότητάς του και κατά συνέπεια η 

απάντηση του Αριστοτέλη στα ελεατικά παράδοξα κίνησης είναι ότι η πεπερασµένη απόσταση 

διανύεται σε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα κατά τρόπο συνεχή.  Τα παράδοξα (π.χ. της 

∆ιχοτοµίας, του Αχιλλέα µε τη χελώνα) εµφανίζονται σαν τέτοια, γιατί υποτίθεται, λανθασµένα, 

πως κατά τη διάρκεια της κίνησης ο δροµέας έχει συνείδηση των άπειρων εγκοπών της 

αντίστοιχης διαδροµής που διανύει.  Για τον Αριστοτέλη το νοητικό άλµα της 

αντικειµενοποίησης του απείρου (πραγµατικό - ενεργεία άπειρο) είναι, από την ίδια τη φύση των 

πραγµάτων, µια διαδικασία µη επιτρεπτή. 

Μετά τον Αριστοτέλη, οι µαθηµατικοί διστάζουν να χρησιµοποιήσουν την έννοια του ενεργεία 

απείρου.  Για παράδειγµα, στην πρόταση ΙΧ20 των Στοιχείων του, ο Ευκλείδης αποδεικνύει ότι: 

οι πρώτοι αριθµοί είναι περισσότεροι από οποιοδήποτε δεδοµένο πλήθος πρώτων αριθµών - 

prime numbers are more than any assigned multitude of prime numbers- (Heath, 1956, Vol.2 

σελ.412).  Ο Ευκλείδης διατυπώνει το παραπάνω θεώρηµα χωρίς να χρησιµοποιήσει την έννοια 

του απείρου, δηλαδή δεν λέει ότι: «οι πρώτοι αριθµοί είναι άπειροι» και αποδεικνύει την πολύ 

σηµαντική αυτή πρόταση µε την µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής, µε την οποία επίσης 

αποφεύγεται επιτυχώς η χρήση της έννοιας του απείρου, µιας και είναι µια έννοια τόσο 

προβληµατική.  Να σηµειώσουµε εδώ, ότι ο G.H. Hardy (2007, σελ.68) στην προσπάθειά του να 

δώσει παραδείγµατα «πραγµατικών» µαθηµατικών θεωρηµάτων χαρακτηρίζει το θεώρηµα αυτό 

όπως επίσης και το θεώρηµα για την ασυµµετρία της πλευράς και της διαγωνίου του 

τετραγώνου, που παρουσιάσαµε ήδη, ως θεωρήµατα «πρώτης τάξης».  Γράφει χαρακτηριστικά: 

«∆ύσκολα µπορώ να πετύχω κάτι καλύτερο από το να επιστρέψω στους Έλληνες.  Θα 

διατυπώσω και θα αποδείξω δυο από τα διάσηµα θεωρήµατα των Ελληνικών Μαθηµατικών.  

Είναι µεν «απλά θεωρήµατα», τόσο ως προς τη σύλληψη όσο και ως προς την εκτέλεση, αλλά 

δεν υπάρχει αµφιβολία ότι είναι θεωρήµατα πρώτης τάξης.  Το κάθε ένα από αυτά είναι τόσο 

σύγχρονο και σηµαντικό, όπως και όταν ανεκαλύφθη - εδώ και 2000 χρόνια παρέµειναν 

ανέπαφα.  Τελικά οι διατυπώσεις και οι αποδείξεις τους µπορούν να γίνουν κτήµα ενός ευφυούς  
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αναγνώστη σε µια ώρα, οσοδήποτε αδύνατα κι αν είναι τα µαθηµατικά του εφόδια».   

Ενδιαφέρον παρουσιάζει ένα είδος γραµµατικής ανάλυσης που χρησιµοποιούν οι Luis, Moreno 

and Waldegg (1991) για να περιγράψουν το ρόλο του απείρου στην Αρχαία Ελληνική 

κουλτούρα: α) ως ουσιαστικό, εµφανίζεται µόνο σε µυθολογικό, θεολογικό ή µεταφυσικό 

πλαίσιο, β) ως επίθετο, εµφανίζεται όταν περιγράφει ένα ουσιαστικό το οποίο έχει τα 

χαρακτηριστικά του απόλυτου, όπως π.χ. το Σύµπαν, το Όν, ο χώρος και ο χρόνος.  Ο 

Αριστοτέλης χρησιµοποιούσε το άπειρο ως επίθετο, αρνούµενος την πραγµατική (φυσική) 

ύπαρξη του απείρου, δεδοµένου ότι η έννοια αυτή ενέχει το ενεργεία άπειρο, το οποίο η 

ρεαλιστική Αριστοτελική φιλοσοφία δεν αποδεχόταν και γ) ως τροπικό επίρρηµα, χρησιµοποιείτο 

για να περιγράψει νοητικές ενέργειες, όπως για παράδειγµα να επεκτείνει, να υποδιαιρέσει, να 

προσεγγίσει, να συνεχίσει, να προσθέσει κ.λ.π.  Αυτή η χρήση του απείρου έχει να κάνει µε αυτό 

που αποκαλούµε δυνάµει άπειρο, µε την έννοια της άπειρης εξέλιξης µιας διαδικασίας. 

Στα Αρχαία Ελληνικά Μαθηµατικά το άπειρο µπορούσε να υπάρχει µόνο ως τροπικό επίρρηµα, 

ενώ η χρήση του ως επίθετο και ως ουσιαστικό απαγορευόταν λόγω φιλοσοφικών απόψεων που 

αρνούνταν την ιδανική ή πραγµατική ύπαρξη «άπειρων αντικειµένων».  Ως επίρρηµα το άπειρο 

είναι συνδεδεµένο µε µια διαδικασία, και ως εκ τούτου η παρουσία του δεν µπορεί να θεωρηθεί 

αµφίβολη, αλλά είναι αποδεκτή ως ένας εν δυνάµει τρόπος λειτουργίας (modus operandi).  Η 

θεώρηση του απείρου µε τον τρόπο αυτό ώθησε σπουδαίους Έλληνες µαθηµατικούς, όπως ο 

Εύδοξος και ο Αρχιµήδης, να καταλήξουν σε σπουδαία συµπεράσµατα (Luis et al., 1991).  Θα 

αναφερθούµε στη συνέχεια στον Εύδοξο τον Κνίδιο και τον Αρχιµήδη, των οποίων η συµβολή 

στην εξέλιξη των άπειρων διαδικασιών στα Μαθηµατικά ήταν καθοριστικής σηµασίας.   

� Ο Εύδοξος ο Κνίδιος (406 - 355 π.Χ. περίπου) υπήρξε µαθητής του Πλάτωνος.  Ο 

Ευκλείδης χρησιµοποίησε το έργο του Ευδόξου στο κείµενο των Στοιχείων του και πιο 

συγκεκριµένα στα βιβλία V και ΧΙΙ και σε τµήµατα των βιβλίων VI, Χ και ΧΙΙΙ.  Εξοχότερος 

από τους µαθηµατικούς και αστρονόµους της εποχής του Πλάτωνος, ο Εύδοξος προώθησε 

σηµαντικά τη θεωρία των αριθµών πέρα από την πυθαγόρεια παράδοση, αναπτύσσοντας την 

καινοτόµο θεωρία του για τα ασύµµετρα µεγέθη και επινοώντας διάφορες τεχνικές για τη 

µέτρηση καµπύλων επιφανειών (Struik, 1982).  Ο φιλόσοφος Πρόκλος αποδίδει τη θεωρία λόγων 

µεγεθών στην καθαρά γεωµετρική τους µορφή στον Εύδοξο (βιβλίο V των Στοιχείων) και ο 

Αρχιµήδης του αποδίδει τη «µέθοδο της εξάντλησης».  Ο πρώτος που έθεσε αξιώµατα και 

στηριζόµενος σε αυτά απέδειξε θεωρήµατα, ήταν πιθανώς ο Εύδοξος (Bunt, Jones & Bedient, 
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1981).  O D.J. Struik (1982, σελ.80) αναφέρει: «Οι αυστηρές διατυπώσεις του [Ευδόξου] παίξανε 

καθοριστικό ρόλο στην πορεία της ελληνικής αξιωµατικής µεθόδου και, σε µεγάλο βαθµό, των 

ελληνικών µαθηµατικών σαν σύνολο.  Η θεωρία λόγων του Ευδόξου ήταν απαλλαγµένη από τη 

θεωρία των Πυθαγορείων, που εφαρµοζόταν µόνο στα σύµµετρα µεγέθη.  Επρόκειτο για µια 

καθαρά γεωµετρική θεωρία, δοσµένη σε αυστηρά αξιωµατική µορφή, που καθιστούσε περιττή  

κάθε αναφορά σε σύµµετρα και ασύµµετρα µεγέθη».  Με τον ορισµό 4 του V βιβλίου των 

Στοιχείων (αν α, β είναι οµογενή µεγέθη, λέγεται ότι έχουν λόγο, αν υπάρχουν n, m φυσικοί τέτοιοι, ώστε 

nα>β και mβ>α), εξαιρούνται τα απείρως µεγάλα και τα απείρως µικρά µεγέθη (π.χ. η 

κερατοειδής γωνία)  από τη θεωρία λόγων οµογενών µεγεθών.  ∆ιατύπωσε τον ορισµό των ίσων 

λόγων (V βιβλίο των Στοιχείων, ορισµός 5: έστω α, β, γ, δ µεγέθη, ώστε ορίζονται, µε βάση τους ορ.3 και 

4, οι λόγοι 
δ
γ

β
α

, .  Θα λέµε ότι 
δ
γ

β
α

= , αν για κάθε m,n φυσικούς ισχύει ένα από τα παρακάτω:  

mα>nβ⇔ mγ>nδ ή mα=nβ⇔ mγ=nδ ή mα<nβ ⇔ mγ<nδ ), µε τον οποίο ο Εύδοξος χωρίζει τους 

ρητούς αριθµούς σε δύο ίσης έκτασης (coextensive) κλάσεις, και ως εκ τούτου ορίζει ίσους 

λόγους σε σχεδόν πλήρη αντιστοιχία µε τις «τοµές Dedekind» που θεµελιώνουν το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών (Heath, 1956, Vol. 2).   

Με τη «µέθοδο της εξάντλησης» (πρόταση Χ1, µε χρήση σύγχρονης ορολογίας: +ℜ∈∀ βα , όπου  

α>β, θα υπάρχει n ℵ∈ τέτοιο ώστε nβ>α) που εφάρµοσε για τον υπολογισµό εµβαδών και όγκων, ο 

Εύδοξος έδειξε ότι δεν είναι ανάγκη να υποθέσουµε την «ύπαρξη» απείρως µικρών ποσοτήτων· 

µπορεί να φτάσει κάποιος σε ένα µέγεθος όσο µικρό θέλει, µε συνεχιζόµενη διαίρεση ενός 

δοθέντος µεγέθους.  Απέφυγε έτσι τις παγίδες των απειροστών, απλώς παρακάµπτοντάς τα.  

Κατά τον Αρχιµήδη, ο Εύδοξος χρησιµοποίησε τη µέθοδο αυτή για να αποδείξει ότι οι όγκοι των 

πυραµίδων και των κώνων ισούνται µε το 1/3 των όγκων των πρισµάτων και των κυλίνδρων, 

αντίστοιχα, που έχουν τις ίδιες βάσεις και τα ίδια ύψη, αποδεικνύοντας ότι οι υποθέσεις 

V>(1/3)P και V<(1/3)P οδηγούν σε αντίφαση.  Με την ίδια µεθοδολογία αποδεικνύει ο Εύδοξος 

ότι τα εµβαδά δύο κύκλων έχουν λόγο ίσο µε το λόγο των τετραγώνων των διαµέτρων τους 

(πρόταση ΧΙΙ2) (Heath, 1956, Vol.3).  Ο Ε. Γιαννακούλιας (2004) σηµειώνει ότι: «ο Εύδοξος και 

οι Έλληνες µαθηµατικοί που ακολούθησαν, ποτέ δεν θεώρησαν ότι στη µέθοδο της εξάντλησης η 

διαδικασία συνεχίζεται για άπειρο αριθµό βηµάτων, ώσπου να εξαντληθεί πλήρως το αρχικό 

µέγεθος.  Στη σκέψη τους υπήρχε πάντοτε µια ποσότητα που έµενε, παρόλο που η ποσότητα 

αυτή µπορούσε να γίνει οσοδήποτε µικρή θέλουµε».  Μετά τον θάνατό του, η θεµελιώδης 



 

 13 

συνεισφορά του Ευδόξου στη γεωµετρία και στη θεωρία αριθµών οδήγησε τα µαθηµατικά των 

αρχαίων Ελλήνων σε νέες εξελίξεις µεγάλης διάρκειας, όπως φαίνεται, λόγου χάρη, από το έργο 

του Αρχιµήδη.  Το µεγάλο άλµα προς το άπειρο πραγµατοποιήθηκε από το µεγαλύτερο 

µαθηµατικό της αρχαιότητας και έναν από τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς όλων των εποχών, 

στην προσπάθειά του να επιλύσει προβλήµατα υπολογισµού εµβαδών και όγκων.  Ο  

� Αρχιµήδης (287 – 212 π.Χ) µε τη χρήση της µεθόδου της εξάντλησης και µε έξυπνα 

τεχνάσµατα (σε µια επιστολή του προς τον ηλικιωµένο φίλο του Ερατοσθένη περί το 250 π.Χ., 

που ανακαλύφθηκε µόλις το 1906, ο Αρχιµήδης περιγράφει τον τρόπο για την εξαγωγή 

αποτελεσµάτων, όχι αυστηρό, αλλά διαισθητικό και γόνιµο), κατόρθωσε να επιλύσει µια σειρά  

µαθηµατικών προβληµάτων, αποφεύγοντας τη χρήση της έννοιας του απείρου· επίσης και η 

έννοια του ορίου, όπως σήµερα τη γνωρίζουµε, δεν παρουσιάζεται στα έργα του Αρχιµήδη.  

Όµως τα προβλήµατα που έλυσε, οι µέθοδοι που χρησιµοποίησε και ο τρόπος που προσέγγιζε τις 

άπειρες διαδικασίες, υπήρξαν τα βασικά στηρίγµατα για τη σύλληψη και ανάπτυξη των εννοιών 

αυτών και αποτέλεσαν τον ακρογωνιαίο λίθο του Ολοκληρωτικού Λογισµού (Γιαννακούλιας, 

2004).   

Το έργο του Ψαµµίτης είναι ουσιαστικά µια πραγµατεία πάνω στο πώς µπορεί κανείς να γράψει 

µεγάλους αριθµούς και να δουλέψει µε αυτούς· έτσι θα υπολόγιζε και τους κόκκους της άµµου 

του σύµπαντος.  Στο βιβλίο του Κύκλου Μέτρησις παρέχονται προσεγγίσεις για το µήκος της 

περιφέρειας κύκλου, τις οποίες υπολογίζει εγγράφοντας και περιγράφοντας στον κύκλο κανονικά 

πολύγωνα.  Φτάνοντας διαδοχικά σε πολύγωνα 96 πλευρών, υπολόγισε ότι το π βρίσκεται 

µεταξύ των αριθµών 
71

10
3  και 

7

1
3 , δηλ. 3,1409<π<3,1429 (Bunt et al., 1981).  Στην εργασία του 

Τετραγωνισµός παραβολής, ο υπολογισµός του εµβαδού παραβολικού χωρίου είναι ένα από τα 

πιο ωραία και χαρακτηριστικά παραδείγµατα εφαρµογής της µεθόδου της εξάντλησης.  Ο 

Αρχιµήδης υπολόγισε το εµβαδόν µόνο εγγράφοντας (και όχι περιγράφοντας) τρίγωνα και σε 

έναν δεύτερο υπολογισµό, εγγράφοντας ορθογώνια (µέθοδο που και σήµερα ακολουθούµε στην 

ολοκλήρωση µε αθροίσµατα Riemann) (Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999).     

Συµπερασµατικά λοιπόν, η έννοια του απείρου και ειδικά «η ιδέα» της άπειρης διαδικασίας και 

τα προβλήµατα που δηµιουργεί, βρήκε για πρώτη φορά έκφραση στα περίφηµα παράδοξα του 

Ζήνωνος.  Η βαθιά εντύπωση που προξένησαν στην αρχαία ελληνική διανόηση τα παράδοξα του 

απείρου, είχε ως αποτέλεσµα την ολική απόρριψη από τους µαθηµατικούς της αρχαιότητας της 
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έννοιας του ορίου, σαν συµπληρωµένης και τελειωµένης µετά από ένα άπειρο αριθµό βηµάτων 

διαδικασίας (ενεργεία άπειρο).  Οι Νεγρεπόντης κ.ά. (1999, σελ.42) αναφέρουν χαρακτηριστικά: 

«…. οι αποδείξεις του Ευδόξου ή του Αρχιµήδη, που σήµερα θα θεωρούσαµε ότι ασχολούνται 

µε υπολογισµούς ορίων, ποτέ δεν χρησιµοποιούν κατά εκπεφρασµένο τρόπο την έννοια του 

ορίου….. αλλά βασίζονται σε µία πεπερασµένου τύπου µέθοδο διπλής αντίφασης.  Κατά τη 

διάκριση του Αριστοτέλη εξάλλου, οι µαθηµατικοί δεν χρησιµοποιούν τα απείρως µεγάλα ή τα 

απείρως µικρά µεγέθη, αλλά µεγέθη οσοδήποτε µεγάλα ή οσοδήποτε µικρά». 

Μετά τον Απολλώνιο (247 - 205 π.Χ), τα ελληνικά µαθηµατικά διακόπηκαν απότοµα.  Η 

γεωµετρία των κωνικών τοµών παρέµεινε µέχρι τον Descartes στη µορφή που είχε λάβει από τον 

Απολλώνιο.  Η µέθοδος της εξάντλησης παρέµεινε ως ήταν µέχρι τον 17ο αιώνα, όταν 

καταπιάστηκαν µε το πρόβληµα της «ολοκλήρωσης» κυρίως Άγγλοι µαθηµατικοί, όπως οι J. 

Gregory (1638 - 1675) και I. Barrow (1630 - 1677).  Οι τελευταίοι αιώνες του αρχαίου 

πολιτισµού σηµαδεύτηκαν από την παρακµή της µάθησης, την εξάπλωση των δεισιδαιµονιών και 

την πίστη στους µάγους, τους θαυµατοποιούς και τους προφήτες.  Παλιές δοξασίες αναβίωσαν, 

όπως π.χ. µια ανατολικής προέλευσης κοσµοθεωρία, σύµφωνα µε την οποία ο κόσµος (η γη) 

είναι ένας δίσκος που στηρίζεται στις πλάτες ελεφάντων, που πατούν πάνω σε µια χελώνα, που 

πατά σε µια άλλη χελώνα, που πατά επίσης σε µια άλλη χελώνα, κ.ο.κ.( Rucker, 2004).    

Συνέπεια της παρακµής του αρχαίου πολιτισµού, ήταν να µετατοπιστεί το επίκεντρο της 

µαθηµατικής έρευνας από τη ∆ύση στην Ανατολή.  Ο E.H. Gombrich (2008, σελ.161) γράφει 

χαρακτηριστικά: «Εγώ προσωπικά είµαι ιδιαίτερα ευγνώµων στους Άραβες για δύο πράγµατα.  

Το ένα είναι τα υπέροχα παραµύθια που αφηγήθηκαν και µετά κατέγραψαν……Το δεύτερο είναι 

ακόµα πιο παραµυθένιο από τα παραµύθια…….Πάρε έναν αριθµό, το 12 ας πούµε.  Γιατί 

νοµίζεις ότι λέµε «δώδεκα» και όχι «ένα δύο» ή «ένα και δύο»;  «Επειδή» θα απαντήσεις «το 1 

µπροστά από το 2 …..δεν είναι µια µονάδα, αλλά µια δεκάδα».  Ξέρεις πως γράφανε οι Ρωµαίοι 

το δώδεκα;  ΧΙΙ.  Και το 112;  CXII.  Και το 1112;  MCXII.  Φαντάσου τώρα να πρέπει να κάνεις 

πολλαπλασιασµούς….µε λατινικά ψηφία!...... Ενώ τα δικά µας «αραβικά» ψηφία……. περιέχουν 

κάτι καινούργιο - την αξία ανάλογα µε τη θέση του αριθµού…..Το χρωστάµε στους Άραβες και 

αυτοί µε τη σειρά τους στους Ινδούς».  Οι Ινδοί, εκτός από την κατασκευή του δεκαδικού 

συστήµατος αρίθµησης, αντιµετώπιζαν χωρίς διάκριση ρητούς και άρρητους  και έλυναν 

αριθµητικά προβλήµατα χωρίς τη βοήθεια της γεωµετρίας - στοιχείο που αργότερα βοήθησε 

στην ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού (Γιαννακούλιας, 2004).  Οι Άραβες διδάχθηκαν από 



 

 15 

τους Έλληνες που ζούσαν στις κατακτηµένες πόλεις της Βυζαντινής Αυτοκρατορίας.  Τον 9ο και 

10ο αιώνα µεταφράζουν ελληνικά µαθηµατικά κείµενα (του Ευκλείδη, του Αρχιµήδη κ.ά.).  Έτσι, 

ειδικά τον 12ο και 13ο αιώνα, υπό την επίδραση της Ανατολής τα µαθηµατικά αναζωπυρώνονται.  

Αντιθέτως, στην Ευρώπη την ίδια χρονική περίοδο και γενικότερα σχεδόν καθ’ όλη τη διάρκεια 

του Μεσαίωνα (476 - 1492) δεν υπήρξε πρόοδος στη Μαθηµατική επιστήµη, η φιλοσοφία 

περιορίστηκε στο ρόλο της θεραπαινίδας της θεολογίας, και κατά συνέπεια το άπειρο έγινε µια 

ιδιότητα την οποία είχε µόνο ο Θεός (Vilenkin, 1997).   

Προς τα τέλη του Μεσαίωνα, οι διαµάχες ανάµεσα στους θεολόγους και στους φιλοσόφους 

συνέτειναν στο να αναδυθούν νέες ιδέες, οι οποίες υπονόµευσαν εξίσου και τα θρησκευτικά 

δόγµατα και το κοσµολογικό πρότυπο του Αριστοτέλη.  Στα µέσα του 15ου αιώνα, ο  επίσκοπος 

και φιλόσοφος 

� Nicholas of Cusa (1401 - 1464) άνοιξε το δρόµο για µια επανάσταση στην κοσµολογία 

και στο µαθηµατικό τρόπο σκέψης.  Ισχυρίζεται ότι η γη κινείται, το σύµπαν δεν είναι 

ηλιοκεντρικό, ούτε πεπερασµένο (όσον αφορά τα δύο πρώτα «προλαβαίνει» τον Copernicus), 

αλλά άπειρο δίχως κέντρο, θεωρώντας ότι το κέντρο του µπορεί να είναι οπουδήποτε και το 

σύνορο του σύµπαντος πουθενά.  Επίσης, ότι οι κινήσεις των πλανητών και των αστέρων δεν 

είναι κυκλικές ούτε οµοιόµορφες (πολύ πριν τον Kepler).  Ισχυρίζεται ότι στο άπειρο ο κύκλος 

ταυτίζεται µε την ευθεία (καθώς αυξάνει η ακτίνα του κύκλου, ένα τµήµα της περιφέρειάς του θα 

ταυτίζεται µε την ευθεία) και µελετά µε ιδιαίτερο ζήλο τα απείρως µεγάλα και τα απείρως µικρά, 

σε µια προσπάθεια να συµπεριλάβει στη σκέψη του το πεπερασµένο και το άπειρο.  Αν και δεν 

στήριξε τα επιχειρήµατά του σε εµπειρικά δεδοµένα, ούτε µετέτρεψε τις ιδέες του σε µαθηµατικά 

µοντέλα που θα µπορούσαν να δοκιµαστούν εµπειρικά, οι απόψεις του  Nicholas of Cusa 

διεύρυναν το διανοητικό ορίζοντα της εποχής του, ανοίγοντας το δρόµο για τις καινοτοµίες των  

Kepler και Copernicus  που ακολούθησαν, καθώς επίσης και στον Απειροστικό Λογισµό και τα 

µαθηµατικά του συνεχούς (Vilenkin, 1997·McFarlane, 1999). 

1.2.  Στάση δεύτερη: µετά το 1500 µ.Χ.  

Η ανακάλυψη της ασυµµετρίας από τους Πυθαγόρειους είχε ως συνέπεια τα µαθηµατικά να 

χωριστούν σε δύο ξεχωριστούς κλάδους: την αριθµητική και τη γεωµετρία.  Αυτός ο 

διαχωρισµός εξέφραζε ένα θεµελιώδη διαχωρισµό µεταξύ του απείρου (το γεωµετρικό συνεχές) 

και του πεπερασµένου (την αριθµητική των φυσικών αριθµών), ο οποίος παρόλα αυτά δεν 
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εµπόδισε, όπως προείπαµε, τους Άραβες και τους Ινδούς να αντιµετωπίζουν χωρίς διάκριση 

ρητούς και άρρητους  και να λύνουν αριθµητικά προβλήµατα χωρίς τη βοήθεια της γεωµετρίας 

(McFarlane, 1999).  Στην Ευρώπη µε τους άρρητους ασχολήθηκε πρώτος ο Leonardo di Pisa 

(Fibonacci) γύρω στο 1200.  Αν και η χρήση τους ήταν ευρέως διαδεδοµένη στην Ευρώπη από 

την εποχή του Cusa, δεν ήταν σαφές υπό ποιαν έννοια θεωρούνταν αριθµοί, δεδοµένου ότι δεν 

µπορούσαν να εκφραστούν µε πεπερασµένο τρόπο.  Το 1544 ο Γερµανός µαθηµατικός M. Stifel 

αναφέρει χαρακτηριστικά: «…ένας άρρητος αριθµός δεν είναι αληθινός αριθµός, αλλά ένας 

αριθµός κρυµµένος στο σύννεφο του απείρου» (McFarlane, 1999).  Όπως τελικά και 

αποδείχθηκε, η βάση για τους άρρητους αριθµούς απαιτεί τα µαθηµατικά του ενεργεία απείρου.  

Όσο το  ενεργεία άπειρο ήταν «απαγορευµένη» έννοια, τέτοια µαθηµατικά δεν µπορούσαν να 

βρεθούν.  Στη δηµιουργία των µαθηµατικών του απείρου, δηλαδή στην ανάπτυξη εννοιών του 

Απειροστικού Λογισµού, µεγάλη υπήρξε η συµβολή του  

� Galileo Galilei (1564 - 1642).  Εισήγαγε την έννοια του απείρου, του απειροστού, της 

συνέχειας και του αδιαίρετου.  Το 1638 δηµοσίευσε το πολύ σηµαντικό έργο Discourses and 

Mathematical Demonstrations Concerning Two New Sciences pertaining to Mechanics and Local 

Motions, στο οποίο χρησιµοποιεί απειροστά και αδιαίρετα.  Ο Galileo δεν σκεφτόταν τα 

αδιαίρετα σαν να είναι απείρως µικρές ποσότητες.  Ήταν απλώς µη-ποσότητες (non-quanta), και 

ως εκ τούτου δεν έχουν τις ιδιότητες των πεπερασµένων ποσοτήτων (quanta), π.χ. δεν είναι 

µετρήσιµα.  Να σηµειώσουµε εδώ ότι κατά τον E. Knobloch (1999), όταν ο Galileo αναφέρεται 

σε non-quanta, αναφέρεται στα αδιαίρετα, ενώ άλλοι µελετητές (όπως ο Braga) σε άρθρα τους 

ισχυρίζονται ότι αναφέρεται στα απειροστά.  Κατά τον D.J. Struik (1982) ο Galileo ουδέποτε 

εξήγησε συστηµατικά τις ιδέες του για τις απειροστικές µεθόδους.  Θεωρούσε το άπειρο (ως 

όλον) και τα αδιαίρετα ακατανόητα από τον δικό µας πεπερασµένο νου.  Το µεν άπειρο εξαιτίας 

του «µεγάλου» µεγέθους του (grandezza), τα δε αδιαίρετα επειδή είναι «πολύ µικρά» 

(piccolezza), ξεπερνούν τη φαντασία µας (Knobloch, 1999).  Φαίνεται πάντως να αφήνει ένα 

παράθυρο ανοιχτό για το ενεργεία άπειρο.  Ανέπτυξε τη θεωρία του µέσω τεσσάρων 

µαθηµατικών παραδειγµάτων στα οποία υπονοείται µια ανάλυση άµεσα συνδεδεµένη µε την 

εµπειρία: 1) το παράδοξο του τροχού του Αριστοτέλη  2) η ισότητα συγκεκριµένων κύκλων και 

εµβαδών κύκλων, η οποία καταλήγει στην ειδική περίπτωση της ισότητας της περιφέρειας 

κύκλου µε ένα σηµείο 3) η σύγκριση των συνόλων των φυσικών και των τετράγωνων αριθµών 

και 4) η κατασκευή ενός υπερβολικού συστήµατος σηµείων (hyperbolical point system) µε τη 
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βοήθεια του οποίου ένας κύκλος µε άπειρη ακτίνα εκφυλίζεται σε ευθεία (Knobloch, 1999).  Στο 

πρώτο και στο τρίτο παράδειγµα γίνεται εκτενής αναφορά στο τρίτο µέρος της εργασίας αυτής. 

Στο ίδιο έργο, όσον αφορά στις συγκρίσεις, υποστηρίζει ότι τα non quanta δεν µπορούν να 

συγκριθούν µεταξύ τους γιατί, σε αντίθεση µε τα πεπερασµένα µεγέθη, δεν είναι µετρήσιµα.  

Όταν σύγκρινε µεταξύ τους το σύνολο των φυσικών αριθµών και των τετράγωνων αριθµών 

παρατήρησε αντιστοίχως, ότι οι ιδιότητες «µικρότερο», «ίσο» και «µεγαλύτερο» δεν υπάρχουν 

στο «άπειρο», αλλά µόνο µεταξύ ποσοτήτων που τελειώνουν (quantità terminate).  Για άλλη µια 

φορά µιλά για «άπειρα», όχι άπειρες ποσότητες, και από την άλλη µεριά για ποσότητες που 

«τελειώνουν» (Knobloch, 1999).  ∆εδοµένου ότι δεν υπάρχει η έννοια του ορίου, ο Galileo 

καταφεύγει µε υπονοούµενα σε θεωρήσεις απειροστών, και λέγοντας ότι το εµβαδόν ενός 

τριγώνου ισούται µε το άθροισµα των παράλληλων γραµµών που περιέχονται σ’ αυτό, εκφράζει 

µε σύγχρονη ορολογία την έννοια του αθροίσµατος απείρων όρων ακολουθίας (Γιαννακούλιας, 

2004).  

Ένας άλλος µαθηµατικός και αστρονόµος της εποχής του Γαλιλαίου, που µπορεί να 

χαρακτηριστεί ως ένας από τους πρωτεργάτες του Απειροστικού Λογισµού, ήταν ο   

� Johannes Kepler (1571 - 1630).  Επηρεασµένος από τους Πυθαγόρειους και τον 

Αρχιµήδη, χρησιµοποιούσε πολλές φορές στις αποδείξεις του τη µέθοδο της εξάντλησης.  

Παραδεχόταν την αυστηρότητα των αποδείξεων του Αρχιµήδη, αλλά πίστευε ότι ο µαθηµατικός 

ήταν ελεύθερος να καθορίζει ο ίδιος το είδος της αυστηρότητας που επιλέγει ή την έλλειψη 

αυτής (Struik,1982).  Έτσι, για προσωπική του ευχαρίστηση περισσότερο, ξανοίχτηκε στην 

περιπέτεια του υπολογισµού όγκων.  Χρησιµοποιώντας την τεχνική του Nicholas of Cusa θεωρεί 

ότι οι επιφάνειες και οι όγκοι δηµιουργούνται από απειροστά στοιχεία ίσων διαστάσεων, αλλά 

αναφέρεται και στα αδιαίρετα, χωρίς ωστόσο να διευκρινίζει τη σηµασία της έννοιας αυτής.  Για 

παράδειγµα, στον υπολογισµό του εµβαδού του κύκλου, θεωρεί ότι ο κύκλος είναι ένα κανονικό 

πολύγωνο µε άπειρο πλήθος αδιαίρετων πλευρών, οπότε και το εµβαδόν του είναι το άθροισµα 

των εµβαδών άπειρων το πλήθος τριγώνων µε κοινή κορυφή το κέντρο του κύκλου.  Οµοίως η 

σφαίρα συνίστατο από απειράριθµες πυραµίδες (Γιαννακούλιας, 2004).  Το έργο του Kepler 

ενέπνευσε τον  

� Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), µαθητή του Galileo, να αναπτύξει την Μέθοδο των 

Αδιαίρετων, που περιλαµβάνεται στο έργο του Geometria indivisibilibus continuorum nova 

quadam ratione promota (1635).  Παρόλο που δεν διευκρινίζει τι ακριβώς εννοεί µε τη έννοια 
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«αδιαίρετο», βάζει τη βάση για τη γεωµετρική αποδεικτική µέθοδο στην Ανάλυση (Στεργίου, 

2009).  Η κεντρική ιδέα των εργασιών του είναι ότι κάθε «αδιαίρετο» παράγει µε την κίνησή του 

ένα ανώτερο συνεχές.  Έτσι το κινούµενο σηµείο γεννά µια γραµµή, η κινούµενη γραµµή γεννά 

µια επιφάνεια, η οποία αποτελείται από ένα άπειρο πλήθος παράλληλων ευθειών και η κινούµενη 

γραµµή παράγει ένα στερεό που αποτελείται από παράλληλα επίπεδα (Γιαννακούλιας, 2004).  

Όσον αφορά στην άποψή του για το άπειρο, η Β. Στεργίου (2009) αναφέρει: « η άποψή του 

[Cavalieri] για το άπειρο διέφερε από την Αριστοτελική αντίληψη του δυνητικού 

απείρου……Επίσης είναι φανερό ότι δεν θεωρεί την έννοια του απείρου µε τη µεταφυσική 

ερµηνεία την οποία θεωρούν οι Nicholas of Cusa και Kepler…..χρησιµοποιούσε το άπειρο µόνο 

σαν βοηθητική έννοια, εφόσον, σύµφωνα µε τον ίδιο, από τη φύση του το άπειρο δεν ήταν 

αναγκαίο να έχει ξεκάθαρη φύση».              

Ένα σηµαντικό βήµα στην εξέλιξη της σύγχρονης επιστήµης ήταν ο συγκερασµός αριθµητικής 

και γεωµετρίας από τους  

� René Descartes (1596 - 1650) και Pierre de Fermat (1601 - 1665) µε την ανακάλυψη της 

αναλυτικής γεωµετρίας, στα πλαίσια της οποίας γεωµετρικά αντικείµενα µετασχηµατίζονται σε 

αλγεβρικές εξισώσεις και αντίστροφα.  Στα θεµέλια της αναλυτικής γεωµετρίας υπάρχει η 

σιωπηρή παραδοχή ότι στην πραγµατικότητα ένας αριθµός αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο της 

(συνεχούς) ευθείας.  Οι Πυθαγόρειοι έδειξαν, παρόλα αυτά, ότι δεν υπάρχουν τέτοιοι αριθµοί 

που να αντιστοιχούν µε συγκεκριµένα γεωµετρικά µεγέθη.  Κάθε προσπάθεια έκφρασης των 

συντεταγµένων συγκεκριµένων σηµείων σε αριθµητική µορφή, όπως το δεκαδικό ανάπτυγµα, 

καταλήγει σε ακολουθία απείρων όρων.  Όµως τα άλυτα ζητήµατα στα θεµέλια της αναλυτικής 

γεωµετρίας δεν εµπόδισαν τη χρήση της.  Η λύση θα ερχόταν µερικές εκατοντάδες χρόνια 

αργότερα, όταν έγινε η αυστηρή θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών (McFarlane, 1999).  

Επιπλέον ο Descartes, επηρεασµένος από τις εργασίες των Galileo και Kepler πάνω στην κίνηση 

των σωµάτων, εισήγαγε στα µαθηµατικά την γενική έννοια του µεταβλητού µεγέθους.  Η 

εκτίµηση του  F. Engels για την εξέλιξη αυτή είναι η ακόλουθη (στο Vilenkin, 1997) : 

Η καρτεσιανή έννοια του µεταβλητού µεγέθους αποτέλεσε κοµβικό σηµείο για τα µαθηµατικά.  

Μέσα από αυτήν, η κίνηση, και άρα η διαλεκτική, εισήλθαν στα µαθηµατικά….και κατέστησαν 

αναγκαίο το διαφορικό και ολοκληρωτικό λογισµό.  Πράγµατι, ο απειροστικός λογισµός γεννήθηκε 

εκείνη την περίοδο, ο Νεύτων δε και ο Leibniz µάλλον το συµπλήρωσαν παρά τον επινόησαν.  
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Ο Απειροστικός Λογισµός, µε τα παράδοξα του απείρου στον πυρήνα του,  υπήρξε επανάσταση 

στα µαθηµατικά.  Κίνητρο για την αλµατώδη εξέλιξη του απειροστικού λογισµού, σ’ ένα µεγάλο 

βαθµό, ήταν προβλήµατα όπως αυτό του ορισµού της εφαπτοµένης καµπύλης σε σηµείο αυτής.  

Μεταφράζοντας το πρόβληµα σε ισοδύναµο αλγεβρικό, µέσω της αναλυτικής γεωµετρίας, 

ζητείται ο ρυθµός µεταβολής (π.χ. ταχύτητα) µιας ποσότητας (διάστηµα), δεδοµένης µιας 

τυχαίας τιµής µιας άλλης ποσότητας (χρόνος).  Το 17ο αιώνα, δύο εξέχουσες προσωπικότητες 

που ανέπτυξαν συστηµατικές µεθόδους επίλυσης αυτού του προβλήµατος, ήταν οι  

� Sir Isaac Newton (1642 - 1727) και Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716), 

δηµιουργώντας ανεξάρτητα αυτό που αποκαλούµε σήµερα Απειροστικό Λογισµό.  Γενικεύοντας 

την τεχνική του Ευδόξου σε τυχαίες καµπύλες και κάνοντας χρήση της αναλυτικής γεωµετρίας, 

οι Leibniz και Newton παρουσιάζουν εξαιρετικές τεχνικές για τη λύση πολλών µαθηµατικών 

προβληµάτων, που στο παρελθόν ήταν αδύνατον να λυθούν.   

Ο Newton υπήρξε µαθητής του Barrow στο Πανεπιστήµιο του Cambridge.  Η µεγαλύτερη 

συνεισφορά του ήταν η προσπάθεια της κατανόησης του κόσµου που µας περιβάλλει µέσω της 

νέας σύνθεσης του Απειροστικού Λογισµού.  Ο  Newton προσεγγίζει την απειροστική µέθοδο 

κατά κύριο λόγο κινηµατικά, αναπτύσσοντας την Θεωρία των ροών κατά τα έτη 1665-66.  

Σύµφωνα µε τον L.T.More (στο Struik, 1982), «η ιστορία της επιστήµης δεν έχει να παρουσιάσει 

άλλα παραδείγµατα επιτευγµάτων ικανά να συγκριθούν µε αυτά που ο Νεύτωνας κατόρθωσε 

κατά τη διάρκεια αυτών των δυο χρυσών ετών».  Το 1671 γράφει το δεύτερο κατά σειρά έργο 

του µε τίτλο Methodus Fluxionum et serierum infinitarum, το οποίο δηµοσιεύτηκε το 1736.  Σε 

αυτό θεωρεί ότι οι µεταβλητές ποσότητες είναι αποτέλεσµα συνεχούς κίνησης σηµείων, 

γραµµών και επιπέδων και όχι αθροίσµατα άπειρου πλήθους απειροστών (Γιαννακούλιας, 2004).  

Όρισε τη ροή (fluxion) ως εξής: Ροή 
•

x  µιας ποσότητας x εξαρτώµενης από τον χρόνο (x είναι η 

ρέουσα ποσότητα ή ρέον-fluent), είναι η ταχύτητα µε την οποία αυξάνεται η µεταβλητή x, 

διαµέσου της κίνησης που δηµιουργούσε τη µεταβολή αυτή (Στεργίου, 2009).  Το απείρως µικρό 

µήκος κατά το οποίο αυξάνεται το ρέον σε απείρως µικρό χρόνο το ονόµασε στιγµή του ρέοντος 

(moment of fluxion) και το συµβόλισε µε 
•

xο.  Ένα παράδειγµα του τρόπου µε τον οποίο ο 

Newton εξηγούσε τη µέθοδό του είναι το ακόλουθο: έστω η συνάρτηση y = x2-x.  Όπου x έθετε  

x +
•

xο και όπου y το y + oy
•

και προέκυπτε τελικά: oy
•

 = 2x
•

xο + (
•

xο)2-
•

xο.  Στη συνέχεια 
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διέγραφε τους όρους που περιείχαν το 
•

xο σε δύναµη µε εκθέτη µεγαλύτερο της µονάδας και στη 

συνέχεια διαιρούσε µε το 
•

xο και έτσι προέκυπτε:  12 −=
•

•

x
xo

yo
.   

Παρατηρούµε ότι ο Newton είχε κατά νου τα απειροστά τα οποία δεν θεωρούσε µετρήσιµα 

(πεπερασµένα), αλλά ούτε και ακριβώς ίσα µε το µηδέν.  Προσπάθησε να διασαφηνίσει αυτό το 

σηµείο µε τη θεωρία του των «πρώτων και έσχατων λόγων» που περιλαµβάνεται στο έργο του 

De quadratura curvarum (1704).  Όµως και η έννοια του έσχατου λόγου δεν είναι απολύτως 

σαφής.  Το έργο του Principia (1687) περιλαµβάνει και την έννοια του ορίου, αλλά µε τρόπο 

τέτοιο που ήταν πολύ δύσκολο να γίνει κατανοητή.  Ο D.J. Struik (1982, σελ.180) αναφέρει ένα 

απόσπασµα από το Principia:                                                                                                 

Αυτοί οι έσχατοι λόγοι, µε τους οποίους οι ποσότητες εξαλείφονται δεν είναι στην πραγµατικότητα 

λόγοι των έσχατων ποσοτήτων, αλλά όρια προς τα οποία οι λόγοι των ποσοτήτων τείνουν 

οπωσδήποτε, όταν φθίνουν εξακολουθητικά.  Ουδέποτε ξεπερνάνε αυτά τα όρια, τα πλησιάζουν όµως 

έτσι ώστε η διαφορά από αυτά να γίνεται µικρότερη από οποιαδήποτε δοσµένη ποσότητα.  Ούτε τα 

φτάνουν, στ’ αληθινά, ωσότου οι ποσότητες ελαττωθούν τόσο, ώστε να καταστούν απειροελάχιστες. 

Αυτά πολύ απείχαν από τη σαφήνεια.  Η αυστηρότερη κριτική που δέχτηκε το έργο του Newton, 

έγινε από τον επίσκοπο George Berkeley (1685 - 1753) στο έργο του The Analyst, και ειδικότερα 

για τη χρήση των απειροστών ποσοτήτων, λέγοντας χαρακτηριστικά: «οι επιστήµονες 

επιτίθενται στη θρησκεία,  θεωρώντας την παράλογη.  Ας βελτιώσουν λοιπόν τον τρόπο µε τον 

οποίο οι ίδιοι σκέπτονται.  Μια ποσότητα ή είναι µηδενική ή δεν είναι.  ∆εν υπάρχει τίποτα 

ενδιάµεσο» (Γιαννακούλιας, 2004).  

Ο Leibniz, από την άλλη µεριά, εργάστηκε µε τα προβλήµατα του Απειροστικού Λογισµού κατά 

κύριο λόγο γεωµετρικά.  Η κύρια συνεισφορά του στα µαθηµατικά είναι στην Ανάλυση.  

Πιστεύεται ότι ο Leibniz ανακάλυψε τον Απειροστικό Λογισµό ανεξάρτητα από τον Newton, 

παρότι ο Newton προηγήθηκε του Leibniz.  Σε κάθε περίπτωση όµως, το όλο σύστηµα των 

χαρακτήρων και συµβόλων του Λογισµού ήταν αδιαµφισβήτητα ανακάλυψη του Leibniz.  Το 

1675 στην µεγαλύτερη εργασία του µε τίτλο: “On Arithmetical Quadrature of the Circle, the 

Ellipse and the Hyperbola”, η οποία δηµοσιεύτηκε για πρώτη φορά το 1693, πραγµατεύεται τη 

θεµελίωση, µε αυστηρό τρόπο, της θεωρίας των απειροστών ή αδιαίρετων ποσοτήτων.  Σε 

αντίθεση µε τον Galileo, ακριβώς επειδή θεωρούσε τα µαθηµατικά ως επιστήµη των ποσοτήτων, 
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δεν µπορούσε να συµβιβαστεί µε τα αδιαίρετα ως µη-ποσότητες.  Για τον  Leibniz τα αδιαίρετα 

είναι απείρως µικρές θετικές ποσότητες που είναι µικρότερες από οποιαδήποτε δοσµένη, ενώ οι 

απείρως µεγάλες ποσότητες είναι ποσότητες µεγαλύτερες από οποιαδήποτε δοσµένη.  Και τα 

δύο είδη των ποσοτήτων αυτών είναι µεταβλητές ποσότητες.  Μιλάµε βέβαια για ποσότητες 

επινοήµατα της φαντασίας µας, αλλά παρόλα αυτά ποσότητες, οι οποίες δεν έχει σηµασία αν 

εµφανίζονται στη φύση ή όχι, αφού έχουν τόση χρησιµότητα στην ανακάλυψη και στην 

απόδειξη καθώς επίσης και στη συντόµευση του λόγου και της σκέψης (Knobloch, 1999).    

Είναι βέβαια γνωστό ότι η έννοια του απειροστού δεν είναι καθόλου σαφής στο έργο του 

Leibniz.  Ο ∆. Αναπολιτάνος (2005, σελ.115) αναφέρει χαρακτηριστικά: «Ο ίδιος [o Leibniz] 

δεν ήταν διόλου σίγουρος για το οντολογικό της status.  Η φύση των απειροστών δεν 

ξεκαθαρίστηκε ποτέ από τον Leibniz και εκείνο που πιο πολύ τα στήριζε ήταν…..η 

αδιαµφισβήτητη επιτυχία τους στο επίπεδο της µαθηµατικής πρακτικής.  Οι τεχνικές που 

αναπτύχθηκαν για τον υπολογισµό παραγώγων και ολοκληρωµάτων δεν είχαν θεµελιωθεί µε 

στέρεο τρόπο και οι αντιρρήσεις που εγέρθηκαν ήταν και πολλές και δίκαιες».  Ένα παράδειγµα 

µιας τέτοιας αντίρρησης, συνδεδεµένης πάλι µε τον Berkeley, είναι το εξής: έστω ότι θέλουµε να 

υπολογίσουµε την παράγωγο της συνάρτησης y = x2+x.  Κατά τον Leibniz, µια απειροστή 

µεταβολή της ποσότητας x θα οδηγούσε σε µια αντίστοιχη µεταβολή της συνάρτησης y.  Έτσι 

έχουµε ότι (y+dy) = (x+dx)2+(x+dx) και στη συνέχεια καταλήγουµε στο dy = 2xdx+(dx)2+dx.  

∆ιαγράφει τώρα το (dx)2, δίνοντάς του τις ιδιότητες του µηδενός, και παίρνει dy = 2xdx +dx.  

∆ιαιρεί στη συνέχεια µε το dx και προκύπτει: 12 += x
dx

dy
.  Σύµφωνα µε τον Berkeley µια τέτοια 

διαδικασία δεν µπορούσε να είναι επιτρεπτή. 

Για τον Leibniz το άπειρο είναι αποδεκτό και ως δυνητικό, µε την έννοια της άπειρης 

διαιρετότητας εκτεταµένων αντικειµένων, και ως πραγµατικό.  Χαρακτηριστικό είναι το 

απόσπασµα από µια απάντησή του στο φιλόσοφο S. Foucher στο Journal des Savants, 

δηµοσιευµένη το 1693 (στο Αναπολιτάνος, 2005): 

Είµαι τόσο πολύ υπέρ του πραγµατικού απείρου ώστε, αντί να δεχτώ πως η φύση το απεχθάνεται, 

πιστεύω πως την επηρεάζει παντού έτσι ώστε να καταδεικνύει την τελειότητα του ∆ηµιουργού.  Έτσι 

πιστεύω πως κάθε µέρος της ύλης είναι, δεν λέω διαιρετό αλλά πράγµατι διαιρεµένο και εποµένως 

και το πιο µικρό σωµατίδιο θα πρέπει να θεωρείται σαν ένας κόσµος γεµάτος από µια απειρία όντων. 
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Η πίστη του στο πραγµατικό άπειρο στηρίζεται στο ότι κάθε φαινοµενικά εκτεταµένο σώµα 

αποτελείται από άπειρες µονάδες που το καθιστούν όχι απλά διαιρετό αλλά άπειρα διαιρεµένο.  

Αυτό βέβαια δεν σηµαίνει ότι είναι έτοιµος να δεχτεί την ύπαρξη άπειρων αριθµών ή ευθειών µε 

άπειρο µήκος.  Παρά ταύτα ισχυρίζεται ότι ο χρόνος µπορεί να συνεχισθεί επ’ άπειρον, πράγµα 

που σηµαίνει ότι αποδέχεται την δυνάµει ατέρµονη πορεία, δηλαδή, τη δυνατότητα επ’ άπειρον 

ιχνογράφησης µιας τέτοιας ευθείας (Αναπολιτάνος, 2005·Στεργίου, 2009).  Ο ∆. Αναπολιτάνος 

(2005) αναφέρει ότι ο Leibniz σε κάποιο σηµείο του έργου του ισχυρίζεται πως: 

Τα άπειρα αποτελούνται από πεπερασµένα µε τον ίδιο τρόπο που τα πεπερασµένα αποτελούνται από 

απειροστά, 

αποδεικνύοντας την αδυναµία διασύνδεσης του απείρου µε το πεπερασµένο και του 

πεπερασµένου µε τα απειροστά, αν εφαρµόσουµε διαδικασίες που είναι επιτρεπτές µόνο στα 

πλαίσια καθεµιάς από τις αντίστοιχες περιοχές. 

Συµπερασµατικά λοιπόν θα µπορούσαµε να παρατηρήσουµε ότι, παρόλο που η επιτυχία του 

Απειροστικού Λογισµού όσον αφορά στις πρακτικές εφαρµογές ήταν εκπληκτική, στον πυρήνα 

του υπήρχαν ακόµα παράδοξα και αντιφάσεις.  Εκτός από το γεγονός ότι θεωρεί δεδοµένη την 

ύπαρξη αριθµών που δεν µπορούν να παρασταθούν µε πεπερασµένο τρόπο, εµπλέκονται σε 

µαθηµατικούς χειρισµούς άπειρα αθροίσµατα απείρως µικρών ποσοτήτων.  Τα «περίεργα» αυτά 

απειροστά είναι ταυτοχρόνως και µικρότερα από οποιονδήποτε θετικό αριθµό και δεν είναι ίσα 

µε το µηδέν.  Οι τεχνικές των  Leibniz και Newton στηρίζονται σε ασυνέπειες και θολότητες 

γιατί, αφενός µεν, προσδίδουν ύπαρξη στα απείρως µεγάλα και απείρως µικρά, και αφετέρου 

γιατί παραδέχονται ότι µια άπειρη ακολουθία ποσοτήτων που µειώνονται επ’ άπειρον, µπορεί να 

καταλήγει, χωρίς ποτέ να ξεπερνά, ούτε στην πραγµατικότητα να φθάνει, σε πραγµατικό «όριο» 

(µάλλον «σύνορο» είχε κατά νου ο Newton).   

Οι µαθητές και οι υποστηρικτές των Newton και Leibniz χρησιµοποίησαν, µάλλον απερίσκεπτα, 

τις έννοιες του «απείρως µικρού» και του «απείρως µεγάλου» για να επιλύσουν τα πλέον 

σύνθετα προβλήµατα στην αστρονοµία, τη φυσική και τη µηχανική, χωρίς να αναρωτηθούν αν οι 

κανόνες που ισχύουν στις πράξεις των πεπερασµένων αθροισµάτων εφαρµόζονται και στα 

άπειρα αθροίσµατα (Vilenkin, 1997).  Κατά συνέπεια άρχισαν να πολλαπλασιάζονται οι 

περιπτώσεις όπου η λανθασµένη χρήση των απειροστών και των απείρως µεγάλων ποσοτήτων 

οδηγούσε σε παράδοξα.   
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Στη διαχωριστική γραµµή ανάµεσα στα µαθηµατικά του 18ου και του 19ου αιώνα δεσπόζει η  

µεγαλειώδης µορφή του «πρίγκιπα των µαθηµατικών», 

� Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855).  Σε επιστολή του το 1831 προς τον µαθητή του  

αστρονόµο H. Schumacher γράφει χαρακτηριστικά (στο Kline, 1980):  

∆ιαµαρτύροµαι για τη χρήση µιας άπειρης ποσότητας ως πραγµατικής.  Αυτό ποτέ δεν επιτρέπεται 

στα µαθηµατικά.  Το άπειρο είναι ένας τρόπος έκφρασης, µε τον οποίο κάποιος αναφέρεται στα όρια 

στα οποία ορισµένοι λόγοι πλησιάζουν όσο κοντά θέλουµε, ενώ άλλοι µπορούν να αυξάνονται 

απεριόριστα.      

Ο Gauss, αν και εναντιώθηκε έντονα, όπως φαίνεται και στην παραπάνω επιστολή, στη χρήση 

του πραγµατικού απείρου στα µαθηµατικά, το χρησιµοποίησε τελικά στις αριθµοθεωρητικές 

εργασίες του.  Για πρώτη φορά στην ιστορία µελετήθηκαν συστηµατικά από τον Gauss οι 

άπειρες σειρές, και µάλιστα εκείνες που συγκλίνουν, έναν τοµέα µε τον οποίο απέφυγαν να 

ασχοληθούν τόσο οι αρχαίοι Έλληνες (µε εξαίρεση τον Ζήνωνα), όσο και οι περισσότεροι 

µαθηµατικοί µέχρι την εποχή του Newton και του Leibniz (Struik, 1982).  Ανακάλυψε, και 

µάλιστα σε ηλικία δεκαπέντε ετών, ότι το πλήθος π(ν) των πρώτων αριθµών που είναι 

µικρότεροι ή ίσοι ενός φυσικού αριθµού ν είναι κατά προσέγγιση ίσο µε ν/lnν.  Η πιο ακριβής 

διατύπωση είναι το περίφηµο θεώρηµα των πρώτων αριθµών: 1
)ln/(

)(
lim =

∞→ νν
νπ

ν
 ( Davis & Hersh, 

1981). 

Ο M.B.W. Tent (2007) αναφέρει ότι ο Gauss, όταν ήταν ακόµα µαθητής του δηµοτικού, 

συζητώντας µε τον φίλο του J.C.Μartin Bartels - ο οποίος υπήρξε καθηγητής του Lobachevsky - 

δίνει µια απάντηση στο περίφηµο παράδοξο του Ζήνωνος (του Αχιλλέα και της χελώνας), 

λέγοντας τα παρακάτω: «…φαντάσου Martin, ότι κόβουµε ένα χαρτί στη µέση.  Κρατάµε το 

µισό και το άλλο µισό το κόβουµε πάλι στη µέση.  Βάζουµε στην άκρη πάλι το ένα από τα δύο 

µισά (δηλ. τέταρτα του αρχικού φύλλου) και το ξανακόβουµε στη µέση (Σχ.1).  Αν είχαµε τη 

δυνατότητα να συνεχίσουµε αυτή τη διαδικασία για πάντα, αυτό που θα είχαµε τελικώς πάνω 

στο τραπέζι µας, θα είναι ολόκληρο το αρχικό φύλλο χαρτιού κοµµένο σε άπειρα κοµµατάκια 

που το καθένα από αυτά θα είναι ίσο µε το µισό του κοµµατιού από το οποίο προέκυψε.  Το 

άθροισµά τους θα είναι ίσο µε ένα.  Ο Ζήνων, βλέπεις, ισχυρίστηκε ότι ο Αχιλλέας κάλυπτε  

κάθε φορά το κενό κατά το ήµισυ.  Το λάθος του ήταν ότι αναφερόταν σε µια πεπερασµένη µόνο 
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έκταση της διαδροµής, εντός πεπερασµένου χρόνου.  Αν υπήρχε άπλετος χρόνος, η χελώνα θα 

έτρωγε τη σκόνη του Αχιλλέα!»  
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Σχ.1 

Ο Gauss είναι εκείνος που προώθησε την αποδοχή των άρρητων αριθµών.  Σε µια διατριβή που 

έγραψε για τις απαιτήσεις του πτυχίου του, η οποία εκδόθηκε το 1799, απέδειξε ότι: κάθε 

πολυωνυµική εξίσωση µε έναν άγνωστο έχει τουλάχιστον µία µιγαδική ρίζα (Θεµελιώδες 

Θεώρηµα της Άλγεβρας).  Με την απόδειξη του θεωρήµατος αυτού, ο Gauss «αναγκάστηκε» να 

αποδεχθεί τους άρρητους αριθµούς ως λύσεις εξισώσεων, προετοιµάζοντας το έδαφος για την 

αναζήτηση ενός σαφούς ορισµού για τον άρρητο αριθµό (Clawson, 2005).   

Πολύ κοντά στη αυστηρή θεµελίωση του Απειροστικού Λογισµού, έφθασε ο µαθηµατικός και 

φιλόσοφος  

� Bernhard Bolzano (1781 - 1848), ο οποίος έδωσε ικανοποιητικό ορισµό για τη συνεχή 

συνάρτηση - για πρώτη φορά έγινε σαφές ότι η έννοια της συνέχειας προϋποθέτει γνώση της 

έννοιας του ορίου - όρισε την έννοια της παραγώγου και την έννοια του ορίου ακολουθίας.  Για 

τον Bolzano, µια συνάρτηση f(x) σε ένα διάστηµα είναι συνεχής, αν για κάθε τιµή του x που είναι 

εσωτερικό του διαστήµατος, η διαφορά f(x+∆x)-f(x) γίνεται και µένει µικρότερη από 

οποιαδήποτε δοσµένη ποσότητα, µε ∆x επαρκώς µικρή ποσότητα, θετική ή αρνητική 

(Γιαννακούλιας, 2004).  Μόλις το 1920 ανακαλύφθηκε πρωτότυπη εργασία γραµµένη πριν το 

1834, στην οποία ο Bolzano βρίσκει µια συνάρτηση συνεχή που δεν είναι παραγωγίσιµη σε 
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κανένα σηµείο της (http://demonstrations.wolfram.com/BolzanosFunction/) - ο Weierstrass 

βρίσκει το 1875 επίσης µια - ανατρέποντας έτσι την αρχή που διέπει τα έργα των Newton, 

Leibniz και άλλων µεταγενέστερων, ότι «κάθε συνεχής συνάρτηση έχει παράγωγο» 

(Γιαννακούλιας, 2004).   

Ο Bolzano δεν αποδέχτηκε την ύπαρξη των απείρως µεγάλων και απείρως µικρών ποσοτήτων, 

ασπάστηκε όµως την άποψη του Galileo για την πιθανότητα ύπαρξης του ενεργεία απείρου 

(Στεργίου, 2009).  ∆ύο χρόνια µετά το θάνατό του, δηµοσιεύτηκε το έργο του Paradoxien des 

Unendliches, µια µελέτη των παράδοξων του απείρου.  Στο βιβλίο αυτό ο Bolzano επιχείρησε να 

µελετήσει τις ιδιότητες του πραγµατικού (ενεργεία) απείρου, και εκφράζει την πιθανότητα της 

εισαγωγής του απείρου στα µαθηµατικά, ως αντικείµενο µελέτης.  Είναι η πρώτη προσπάθεια 

µαθηµατικοποίησης του ενεργεία απείρου.  Εισήγαγε τη χρήση του όρου Menge - τη γερµανική 

λέξη για το σύνολο, η οποία υιοθετήθηκε στη συνέχεια από τον G. Cantor - ως συλλογή 

αντικειµένων που τα χαρακτηρίζει κάποια κοινή ιδιότητα και όρισε την έννοια του πληθάριθµου 

ή «µεγέθους» ενός συνόλου (∆οξιάδης, Παπαδηµητρίου, Παπαδάτος & Di Donna, 2008).  Το 

βιβλίο προέβλεπε πολλές βασικές αρχές της θεωρίας των  απειροσυνόλων, όχι όµως µε την 

ακρίβεια που τις διατύπωσε στις εργασίες του ο Cantor, του οποίου ο Bolzano υπήρξε 

πνευµατικός πατέρας (Vilenkin, 1997).  Έδειξε ότι παράδοξα σαν εκείνα που είχε επισηµάνει ο 

Galileo ήταν συνηθισµένα όχι µόνο στους φυσικούς αριθµούς αλλά και στους ρητούς.  

Συγκεκριµένα, ο Bolzano έδειξε ότι όλοι οι ρητοί που ανήκουν στο [0,5] και εκείνοι που 

ανήκουν στο [0,12] αντιστοιχίζονται ένας µε έναν (Clegg, 2003).  Ο Bolzano παραθέτει 

παραδείγµατα 1-1 αντιστοιχίας µεταξύ των στοιχείων ενός απειροσυνόλου και εκείνων ενός 

γνήσιου υποσυνόλου του, την οποία απορρίπτει ως µέθοδο σύγκρισης - οδηγεί στην «αντίφαση» 

ότι το σύνολο των φυσικών αριθµών είναι ισοδύναµο του συνόλου των άρτιων - (∆οξιάδης κ.ά., 

2008).  Έτσι, υιοθετεί την υποσυνολική σχέση (το Ευκλείδειο αξίωµα «το µέρος είναι µικρότερο 

του όλου») ως µέθοδο σύγκρισης δυο απειροσυνόλων, ορίζει µερικές πράξεις µεταξύ 

απειροσυνόλων, όµως αποτυγχάνει στην προσπάθεια να αριθµητικοποιήσει το άπειρο και 

εγκαταλείπει την περεταίρω έρευνα (Moreno and Waldegg, 1991).  H αυστηρή θεµελίωση του 

Απειροστικού Λογισµού ήρθε το 19ο αιώνα από τους  

� Augustin Cauchy (1789 - 1857) και Karl Weierstrass (1815 - 1897).  Η ουσία της δικής 

τους λύσης στο πρόβληµα ήταν να απαλλαγούν από τα απειροστά και το άπειρο και αντ’ αυτών 

να σκέφτονται µε όρους συσχετισµών µεταξύ µικρών αλλά πεπερασµένων ποσοτήτων, που 
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µπορούν να είναι όσο µικρές επιθυµούµε.  Αυτή η προσέγγιση διατυπώνεται από τον Cauchy µε 

τον ορισµό της (µαθηµατικής) έννοιας του ορίου, απαλλαγµένης από κάθε γεωµετρική 

αναπαράσταση(στο Σεργίου, 2009): 

Όταν διαδοχικές τιµές που παίρνει µια µεταβλητή προσεγγίζουν απεριόριστα µια συγκεκριµένη τιµή 

έτσι ώστε τελικά να διαφέρουν από αυτήν λιγότερο από όσο επιθυµεί κανείς,, η τελευταία αυτή τιµή 

καλείται όριο όλων των άλλων.   

Για παράδειγµα η ακολουθία πολυγώνων µε αυξανόµενο αριθµό πλευρών έχει τον κύκλο ως 

όριο, γιατί µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα πολύγωνο όσο κοντά θέλουµε στον κύκλο 

επιλέγοντας το πλήθος των πλευρών του όσο µεγάλο θέλουµε.  Έτσι, παρόλο που τα πολύγωνα 

δεν γίνονται ποτέ στην πραγµατικότητα κύκλος, ένα πολύγωνο µπορεί να είναι όσο κοντά 

θέλουµε σε έναν κύκλο.  ∆ίνοντας αυτόν τον ορισµό του ορίου, ο Cauchy µπόρεσε στη συνέχεια 

να δώσει και τον ορισµό της συνέχειας µιας συνάρτησης.   

Ο Cauchy καθορίζει το απειροστό ως µια µεταβλητή ποσότητα, η οποία γίνεται όλο και 

µικρότερη χωρίς να γίνεται όµως ποτέ ίση µε µηδέν - έχει δηλ. όριο το µηδέν - και το άπειρο ως 

µια µεταβλητή ποσότητα της οποίας οι τιµές µπορούν να γίνουν µεγαλύτερες από οποιονδήποτε 

δεδοµένο αριθµό, οσοδήποτε µεγάλο (Clegg, 2003).  Με βάση την έννοια του ορίου, όρισε την 

παράγωγο και το ορισµένο ολοκλήρωµα.  Αρνούµενος την ύπαρξη του ενεργεία απείρου, όρισε 

τους άρρητους ως όριο ακολουθίας ρητών αριθµών, ξεφεύγοντας από τη µαθηµατική 

αυστηρότητα που τον χαρακτήριζε, µη παρατηρώντας τον κύκλο που δηµιουργείται από τον 

ορισµό αυτό των αρρήτων.  ∆ιότι η έννοια του ορίου, όπως την έδωσε ο ίδιος, στηρίζεται στην 

έννοια του πραγµατικού αριθµού, που σηµαίνει ότι η έννοια του αριθµού είναι προγενέστερη 

εκείνης του ορίου (Γιαννακούλιας, 2004).  Ο Cauchy θεώρησε βέβαια τα απειροστά ως 

µεταβλητές των οποίων το όριο ήταν µηδέν, όµως το βασικό εµπόδιο ήταν ότι µε τον τρόπο 

αυτό, δεν µπορούσε να τεθεί σε αυστηρά µαθηµατική βάση το σύστηµα των πραγµατικών 

αριθµών (Στεργίου, 2009).   

Την προσπάθεια για αυστηρή θεµελίωση του Απειροστικού Λογισµού, εξοβελίζοντας τα 

απειροστά από τα τυπικά µαθηµατικά, συµπλήρωσε ο Weierstrass που θεµελίωσε την Aνάλυση 

σε καθαρά αριθµητική βάση.  Προσπάθησε να θεµελιώσει τον Απειροστικό Λογισµό 

στηριζόµενος µόνο πάνω στην έννοια του πραγµατικού αριθµού, την οποία διαχώρισε από τη 

γεωµετρική της εποπτεία.  Όρισε τον άρρητο αριθµό όχι ως όριο µιας ακολουθίας, αλλά ως µια 
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«βασική ακολουθία» αυτή καθεαυτή ή ως µια κλάση ισοδύναµών της (ο Cantor λίγο αργότερα 

χρησιµοποίησε τις ακολουθίες Cauchy των ρητών για τη θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών).  

Ο ίδιος όµως δεν δηµοσίευσε ποτέ αυτού του είδους τη θεµελίωση.  Έγινε γνωστή, µέσω των 

διαλέξεών του, από µαθητές του (Στεργίου, 2009).   

Ο D. Hilbert, στη διάλεξη του “Über das Unendliche” που διαβάστηκε στις 4 Ιουνίου 1925 σε 

µια συγκέντρωση που οργάνωσε η Μαθηµατική Εταιρεία της Βεστφαλίας για να τιµήσει τη 

µνήµη του Weierstrass, αναφέρει: «Ως αποτέλεσµα της οξυδερκούς κριτικής του, o Weierstrass 

εξασφάλισε ένα σταθερό θεµέλιο για τη Μαθηµατική Ανάλυση.  ∆ιασαφηνίζοντας πολλές 

έννοιες, ειδικά εκείνες του ελάχιστου, της συνάρτησης και της παραγώγου, αποµάκρυνε  τις 

ατέλειες που ακόµη βρίσκονταν στον Απειροστικό Λογισµό και τον απάλλαξε από όλες τις 

ασαφείς ιδέες σχετικά µε το απειροστό και αναµφισβήτητα ξεπέρασε τις δυσκολίες που πήγαζαν  

από την έννοια του απειροστού…. Η Ανάλυση του Weierstrass πράγµατι εξαλείφει το άπειρα 

µεγάλο και άπειρα µικρό µε το να αναγάγει τις προτάσεις που αναφέρονται σ’ αυτά, σε 

προτάσεις που µιλούν για σχέσεις πεπερασµένων µεγεθών.  Αν σήµερα στη Μαθηµατική 

Ανάλυση υπάρχει απόλυτη συµφωνία και βεβαιότητα, όταν εφαρµόζονται οι µέθοδοι 

συµπερασµού που βασίζονται στις έννοιες του ασύµµετρου αριθµού και του ορίου γενικά,…τότε 

αυτή η ευτυχής έκβαση των πραγµάτων οφείλεται κυρίως στην επιστηµονική δραστηριότητα του 

Weierstrass» (Χριστοδουλίδης, 1993).  Η αυστηρή θεµελίωση του Απειροστικού Λογισµού 

επαναφέρει την έννοια του δυνάµει απείρου και αποµακρύνει το ενεργεία άπειρο (McFarlane, 

1999).  Και όµως το άπειρο εξακολουθούσε να εµφανίζεται στην άπειρη αριθµητική ακολουθία 

που ορίζει τους πραγµατικούς αριθµούς και στην έννοια του ίδιου του συστήµατος των 

πραγµατικών αριθµών, το οποίο θεωρείται ότι αποτελεί ολότητα πλήρη και κλειστή που δίνεται 

µεµιάς.  Όπως αναφέρει και ο D. Hilbert: «Το (ενεργεία) άπειρο κατάφερε, µεταµφιεσµένο να 

τρυπώσει ξανά στη θεωρία του Weierstrass και να ξεφύγει τον αυστηρό έλεγχο της κριτικής 

του» (Χριστοδουλίδης, 1993).      

Παρά τη θεµελίωση που εξασφάλισε ο Weierstrass για τον Απειροστικό Λογισµό, οι 

αµφισβητήσεις σχετικά µε τη θεµελίωση της Ανάλυσης συνεχίζονται.  Αυτό που χρειαζόταν 

ήταν µια πραγµατική κατανόηση του τι είναι ένας άρρητος αριθµός, και ως εκ τούτου ένας 

σαφής ορισµός ενός πραγµατικού αριθµού (Mankiewicz, 2000).  Μέχρι το 1850 οι άρρητοι ήταν 

αριθµοί που δεν ήταν ρητοί και υπερβατικοί οι αριθµοί που δεν ήταν αλγεβρικοί.  Βλέπουµε 
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λοιπόν ότι οι άρρητοι και οι υπερβατικοί αριθµοί ορίζονταν µέσω του τι δεν είναι και δεν ήταν 

καθόλου σαφές εάν είχαν δικές τους ιδιότητες.  Η λύση δόθηκε από τον  

� Richard Dedekind (1831 - 1916) ο οποίος στην ουσία αναγκάστηκε να εισάγει το άπειρο 

του συνεχούς στα µαθηµατικά.  Το γεωµετρικό συνεχές είχε σχέση µε την πυκνότητα των 

σηµείων µιας ευθείας δηλ. για οποιαδήποτε δύο σηµεία της ευθείας υπάρχει ένα σηµείο ανάµεσά 

τους.  Ωστόσο οι ρητοί έχουν την ίδια ιδιότητα χωρίς να σχηµατίζουν ένα συνεχές.  Επειδή 

υπάρχουν σηµεία στο γεωµετρικό συνεχές, όπως η τετραγωνική ρίζα του δύο, που δεν 

αντιστοιχούν σε ρητό αριθµό, ο Dedekind επινόησε µια τεχνική για να γεµίσει τα «κενά» µεταξύ 

των ρητών µε τους άρρητους αριθµούς.  Εγκαταλείποντας την προσπάθεια να βρει τρόπους 

συγκόλλησης σηµείων για να σχηµατίσει ένα συνεχές, ο Dedekind προσπάθησε να το καθορίσει 

θεµελιώνοντας λογικά τους άρρητους αριθµούς ορίζοντας την τοµή (Schnitt) ως εξής: «αν λοιπόν 

θεωρήσουµε δεδοµένο οποιοδήποτε διαχωρισµό του συστήµατος Q (των ρητών) σε δύο κλάσεις, 

τις Α1 και Α2,….ώστε κάθε αριθµός α1 της Α1 είναι µικρότερος από κάθε αριθµό α2 της Α2, τότε 

για λόγους συντοµίας µπορούµε να ονοµάσουµε αυτόν το διαχωρισµό τοµή και να τη 

συµβολίσουµε (Α1,Α2)» (Clawson, 2005). 

Ο R. Mankiewicz (2000, σελ.150) περιγράφει τις «τοµές Dedekind» ως εξής: «Φανταστείτε την 

ευθεία των αριθµών σαν ένα στερεό σωλήνα απείρου µήκους γεµάτο µε διατεταγµένους ρητούς 

αριθµούς.  Μια τοµή του σωλήνα θα µας δώσει δυο τµήµατα, έστω Α και Β, και θα µας 

αποκαλύψει δύο διατοµές (τα άκρα των Α και Β).  Κοιτάζοντας τις εκτεθειµένες αυτές πλευρές 

µπορούµε να διαβάσουµε τους αριθµούς που µας δείχνουν (η µια ή η άλλη).  Αν δεν µας 

δείχνουν κανέναν αριθµό, τότε η τοµή έχει γίνει σε έναν άρρητο».  Για παράδειγµα, έστω ότι το 

αριστερό τµήµα Α περιέχει όλους τους ρητούς που είναι µικρότεροι του 2 και το δεξιό τµήµα Β 

εκείνους που είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι του 2.  Το 2 είναι η «τοµή».  Αν τώρα το τµήµα Α περιέχει 

τους ρητούς των οποίων το τετράγωνο είναι µικρότερο του 2 και το τµήµα Β εκείνους που το 

τετράγωνό τους είναι µεγαλύτερο του 2, και πάλι ορίζεται η «τοµή»: είναι το 2  (Kaplan & 

Kaplan, 2004).  
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Συνεπώς το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι το σύνολο όλων των δυνατών τοµών.  Οι 

«τοµές Dedekind» µε τις οποίες τα σύγχρονα µαθηµατικά ορίζουν τους ασύµµετρους αριθµούς, 

παρουσιάζουν µεγάλη οµοιότητα, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, µε τη θεωρία του Ευδόξου όπως 

αυτή παρουσιάζεται στο V βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη.  Ο ορισµός του Dedekind για 

τους άρρητους, όµως, απαιτεί τη χρήση απειροσυνόλων ρητών αριθµών.  Έτσι, τελικά, το 

ενεργεία άπειρο έπρεπε να δηλωθεί σαφώς στα µαθηµατικά, ώστε να παρέχει τα θεµέλια για τους 

αριθµούς που χρησιµοποιούνται και στην αναλυτική γεωµετρία και στον απειροστικό λογισµό. 

Εκείνος που συνέβαλε µε µοναδικό τρόπο στην αναγέννηση του ενεργεία απείρου στα 

µαθηµατικά ήταν ένας µαθητής των  Dedekind και Weierstrass, ο  

� Georg Cantor (1845 - 1918).  Υπήρξε φανατικός αρνητής της υπόστασης των απειροστών 

ως αριθµών.  Ήταν ο πρώτος που εισήγαγε στα µαθηµατικά µε αυστηρό τρόπο τη θεωρία 

συνόλων, καθώς επίσης και τους υπερπεπερασµένους αριθµούς.  Το 1883 ορίζει το σύνολο ως 

µια πολλαπλότητα (συλλογές αντικειµένων κατά Bolzano) που µπορούµε να την αντιληφθούµε 

ως ενότητα (τα στοιχεία της έχουν κάποια κοινή ιδιότητα).  Το 1895 επαναδιατύπωσε τον ορισµό 

αυτόν ως εξής: «Λέγοντας σύνολο, εννοούµε κάθε συλλογή Μ από m διακριτά αντικείµενα των 

αισθήσεων ή της νόησής µας (τα οποία λέγονται στοιχεία του συνόλου Μ), συλλογή την οποία 

θεωρούµε ως ένα όλο» (Rucker, 2004).  Μια από τις θεµελιώδεις συνεισφορές του Cantor ήταν η 

µέθοδος σύγκρισης απειροσυνόλων, σύµφωνα µε την οποία ένα σύνολο είναι ισοδύναµο µε ένα 

άλλο αν τα στοιχεία τους τίθενται σε αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία (1-1 και επί).  Η πρόταση 

δηλ. που χρησιµοποιούσε ο Cantor, χωρίς να µπορέσει για πολλά χρόνια να αποδείξει, είναι η 

ακόλουθη: αν ένα σύνολο Α δεν έχει λιγότερα στοιχεία από ένα σύνολο Β και το Β δεν έχει 

λιγότερα στοιχεία από το Α, τότε τα δύο σύνολα έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.  Aυτή η 

φαινοµενικά απλή πρόταση αποδείχθηκε το 1897 από έναν φοιτητή του, τον F. Bernstein, και 

έκτοτε ονοµάζεται θεώρηµα Cantor-Bernstein (Vilenkin, 1997).  Για παράδειγµα, το σύνολο των 

άρτιων είναι ισοπληθικό µε το σύνολο των περιττών.  Λιγότερο προφανές είναι το γεγονός ότι το 

σύνολο των φυσικών αριθµών είναι ισοδύναµο µε το σύνολο των άρτιων: κάθε φυσικός 

αντιστοιχεί στον διπλάσιό του και αντίστροφα.  Ακόµα πιο σπουδαία και καταπληκτική είναι η 

απόδειξη από τον Cantor ότι το σύνολο των φυσικών είναι ισοδύναµο µε εκείνο των ρητών 

αριθµών (αριθµήσιµο άπειρο).  Σε ένα γράµµα του προς τον Dedekind, µε τον οποίο τον συνέδεε 

στενή φιλία, απέδειξε αυτό που ο Dedekind απλώς υποπτευόταν: ότι το απειροσύνολο των 

σηµείων ενός ευθύγραµµου τµήµατος είναι ισοδύναµο µε το σύνολο των σηµείων µιας ευθείας 
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και ακόµα περισσότερο µε το σύνολο των σηµείων όλου του τρισδιάστατου χώρου!!  Γράφει 

χαρακτηριστικά: «το βλέπω, αλλά δεν το πιστεύω» (Kline, 1980).  Και δεν είναι ο µόνος…… 

Κάποιος µπορεί λοιπόν εύκολα να υποθέσει ότι όλα τα απειροσύνολα έχουν την ίδια 

πληθικότητα.  Ο Cantor απέδειξε ότι αυτή η άποψη ήταν λάθος, δηµοσιεύοντας δυο αποδείξεις. 

Στη δεύτερη το 1891 απέδειξε ότι υπάρχουν απειροσύνολα που δεν µπορούν να τεθούν σε 1-1 

αντιστοιχία µε το σύνολο των φυσικών αριθµών, κάνοντας χρήση του περίφηµου διαγώνιου 

επιχειρήµατος (diagonal argument): υπέθεσε ότι οι πραγµατικοί αριθµοί µεταξύ του 0 και του 1 

είναι αριθµήσιµοι και µπορούν να παρασταθούν ως ακολουθίες απείρων όρων, εκφραζόµενοι ως 

περιοδικοί ή µη περιοδικοί δεκαδικοί: π.χ. το 0,2 µπορούσε να γραφεί µε τη µορφή 0,20000…  

Μετά κατασκεύασε έναν αριθµό ο οποίος διέφερε από τον πρώτο κατά το πρώτο δεκαδικό 

ψηφίο, από τον δεύτερο κατά το δεύτερο δεκαδικό ψηφίο κ.ο.κ.  Αυτός ο νέος αριθµός ήταν 

διαφορετικός από όλους τους δεδοµένους αριθµούς, των οποίων η διάταξη είχε υποτεθεί πλήρης, 

άρα οι πραγµατικοί αριθµοί δεν ήταν αριθµήσιµοι (Mankiewicz, 2000).  Για παράδειγµα, ας 

υποθέσουµε ότι οι πέντε πρώτοι στη σειρά αριθµοί της δεδοµένης απαρίθµησης που 

αντιστοιχούν στους φυσικούς αριθµούς 1,2,3,4 και 5 αντίστοιχα είναι οι: 

0,1792038409827…     ↔       1                                          0,3755500000000…     ↔       2 

0,0001788345441…     ↔       3                                          0,4998783333333…     ↔       4 

0,8455967928739…     ↔       5    ……………………….. 

Ο πίνακας βέβαια συνεχίζεται επ’ άπειρον.  Η υπόθεση είναι ότι όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί 

(κάποιοι θα είναι ρητοί µε πεπερασµένα ή περιοδικά δεκαδικά ψηφία, ενώ άλλοι θα είναι 

άρρητοι) ανάµεσα στο 0 και στο1 θα περιλαµβάνονται στον πίνακα.  Για να αποδείξουµε ότι 

υπάρχει αντίφαση, αρκεί να δηµιουργήσουµε έναν αριθµό που βρίσκεται ανάµεσα στο 0 και στο 

1, ο οποίος να µην υπάρχει στον πίνακα.  Αυτό το κάνουµε ως εξής: Για την πρώτη δεκαδική 

θέση µετά την υποδιαστολή  επιλέγουµε ένα ψηφίο διαφορετικό από το δέκατο του αριθµού που 

απεικονίζεται στο1.  Επιλέγουµε δηλ. ένα ψηφίο διαφορετικό του 1.  Για την δεύτερη δεκαδική 

θέση επιλέγουµε  ένα ψηφίο διαφορετικό από το εκατοστό του αριθµού που απεικονίζεται στο 2.  

Επιλέγουµε δηλ. ένα ψηφίο διαφορετικό του 7.  Ο αριθµός µας µέχρι στιγµής θα µπορούσε να 

είναι ο: 0,34.  Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, επιλέγοντας πάντα το νιοστό ψηφίο έτσι ώστε 

να είναι διαφορετικό από το νιοστό ψηφίο του νιοστού πραγµατικού αριθµού, ο αριθµός µας θα 

είναι: 0,34567…..  Αυτός ο αριθµός δεν είναι αριθµός του πίνακά µας.  Αν κάποιος ισχυριστεί το 
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αντίθετο, δεν έχουµε παρά να πάρουµε το νιοστό ψηφίο του νιοστού πραγµατικού αριθµού και 

να δείξουµε ότι αυτό είναι διαφορετικό από το δικό µας νιοστό ψηφίο (Clawson, 2005). 

Συνεπώς, το σύνολο των σηµείων του συνεχούς (το σύνολο των πραγµατικών αριθµών) είναι 

άπειρο, µεγαλύτερο από το άπειρο των φυσικών αριθµών.  Το 1895 ο Cantor διατύπωσε τις 

απόψεις του δηµιουργώντας µια καινούργια αριθµητική οντότητα, τους υπερπεπερασµένους 

πληθικούς αριθµούς.  Παριστάνει το αριθµήσιµο άπειρο µε το σύµβολο ℵ0 (άλεφ µηδέν) και το 

πρώτο µη αριθµήσιµο άπειρο µε ℵ1.  Μετά ακολουθεί µια άπειρη αλληλουχία 

υπερπεπερασµένων αριθµών, που ο καθένας τους είναι ο πληθάριθµος του συνόλου όλων των 

υποσυνόλων του προηγούµενου συνόλου.  Όσο για το ℵ1, ο Cantor υπέθεσε ότι ήταν ο πληθικός 

αριθµός του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, δηλαδή δεν υπάρχει κάποιο τρίτο είδος 

απείρου που να ιεραρχείται ανάµεσα στα δύο.  Αυτή είναι η περίφηµη «Υπόθεση του Συνεχούς» 

µε την οποία πέρασε την υπόλοιπη µαθηµατική του ζωή ο Cantor προσπαθώντας να την 

αποδείξει, χωρίς όµως να το καταφέρει (ο P. Cohen απέδειξε το 1963 ότι: η «Υπόθεση του 

Συνεχούς» είναι ανεξάρτητη, δηλαδή δεν µπορεί να αποδειχθεί ούτε η ίδια ούτε η άρνησή της µε 

το υπάρχον αξιωµατικό σύστηµα της θεωρίας συνόλων) (∆οξιάδης κ.ά., 2008). 

Ο Cantor υπέφερε από σοβαρά ψυχικά νοσήµατα και νοσηλεύθηκε για µακρά χρονικά 

διαστήµατα µε τη διάγνωση της µελαγχολίας, προβλήµατα που µπορούν να αποδοθούν στην 

πολεµική που δέχθηκε η θεωρία συνόλων από µέρος της µαθηµατικής κοινότητας.  Πέθανε στο  

ψυχιατρικό άσυλο όπου βρισκόταν έγκλειστος παρά τη θέλησή του (∆οξιάδης κ.ά., 2008). 

Οι ανακαλύψεις του Cantor είχαν ένθερµους υποστηρικτές, όπως τον D.Hilbert, αλλά και 

φανατικούς πολέµιους, όπως τους L. Kronecker και H. Poincaré.  Τα παράδοξα δεν έλειψαν ούτε 

από τα µαθηµατικά του απείρου του Cantor.  Ο Bertrand Russell (1872 - 1970) ανακάλυψε πολύ 

γρήγορα, ότι ακόµα και η πιο απλή ιδέα του συνόλου έχει ενδογενή παράδοξα: ας ορίσουµε 

«κανονικό» (normal) ένα σύνολο που δεν είναι στοιχείο του εαυτού του και ως «µη κανονικό» 

(abnormal) ένα σύνολο που είναι στοιχείο του εαυτού του.  Για παράδειγµα το σύνολο όλων των 

τετραγώνων δεν είναι τετράγωνο και συνεπώς δεν είναι στοιχείο του εαυτού του, άρα είναι 

«κανονικό σύνολο».  Από την άλλη µεριά, το σύνολο των µη τετραγώνων δεν είναι επίσης 

τετράγωνο, συνεπώς είναι στοιχείο του εαυτού του, άρα είναι «µη κανονικό» σύνολο.  Έστω 

τώρα R το σύνολο όλων των «κανονικών συνόλων».  Αν το R είναι «κανονικό», τότε είναι 

στοιχείο του εαυτού του, δηλ. είναι «µη κανονικό».  Αν το R είναι «µη κανονικό», τότε δεν 
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περιέχεται στον εαυτό του, δηλ. είναι κανονικό.  Με λίγα λόγια, ένα σύνολο είναι στοιχείο του 

εαυτού του αν και µόνο αν δεν είναι στοιχείο του εαυτού του.  Αυτό είναι λοιπόν το περίφηµο 

παράδοξο που ανακάλυψε ο Russell το 1901 (http://plato.stanford.edu/entries/russell-paradox/, 

http://en.wikipedia.org/wiki/Russell's_paradox).  Στο ∆οξιάδης κ.ά.(2008), ο Russell εµφανίζεται  

να λέει: «ίσως να ακούγεται σα σπαζοκεφαλιά, όµως ανατρέπει τελείως την έννοια του συνόλου 

ως συλλογής µε κοινή ιδιότητα». 

Ο Russell έβλεπε τα παράδοξα σαν πρόβληµα που έπρεπε να εξαλειφθεί µέσω µιας αυστηρής 

γραµµικής ιεραρχίας των συνόλων.  Ο Cantor, από την άλλη µεριά, έβλεπε τα παράδοξα αυτά µε 

διαφορετικό τρόπο: όπως υπάρχουν κάποιες συλλογές πραγµάτων που µπορούν µε συνέπεια να 

ειδωθούν ως µια ολότητα, έτσι υπάρχουν και άλλες απείρως µεγάλες που δεν µπορούν µε 

συνέπεια να ειδωθούν ως «ολοκληρωµένο πράγµα».  Ο Cantor ονόµαζε αυτές τις συλλογές «µη 

συνεπείς» και τις αντιµετώπιζε ως το «Απόλυτο» άπειρο - αυτό που µπορεί να συλλάβει µόνο ο 

Θεός (McFarlane, 1999).  Σε µια επιστολή του προς τον Dedekind το 1899 γράφει σχετικά (στο 

Rucker, 2004):  

Εάν ξεκινήσουµε από την έννοια µιας ορισµένης πολλαπλότητας αντικειµένων, είναι αναγκαίο….να 

διακρίνουµε δυο είδη πολλαπλοτήτων.  ∆ιότι µια πολλαπλότητα µπορεί να είναι τέτοια ώστε η 

υπόθεση ότι όλα τα στοιχεία της «συνυπάρχουν» να οδηγεί σε αντίφαση και εποµένως……να είναι 

αδύνατο να τη συλλάβουµε ως «ολοκληρωµένο πράγµα».  Τέτοιες πολλαπλότητες τις αποκαλώ 

Απόλυτα Άπειρες ή ασυνεπείς πολλαπλότητες.  

Φαίνεται λοιπόν ότι η κλάση όλων των συνόλων είναι µια άπειρη οντότητα, που είναι 

τουλάχιστον αµφισβητήσιµο αν είναι ενιαία οντότητα και σίγουρα αυτή η Απόλυτα Άπειρη 

πολλαπλότητα δεν είναι δυνατόν να συλληφθεί πλήρως από τον ανθρώπινο νου.  Εκεί λοιπόν 

που τα σύνολα ήταν τόσο ξεκάθαρα διαισθητικά και έµοιαζαν να είναι η ιδανική λύση για τα 

µυστήρια των αριθµών, ξαφνικά η φύση τους έγινε τόσο περίπλοκη, ασαφής και ασυνεπής, που 

τα προβλήµατα που δηµιούργησαν έµοιαζαν µη ελέγξιµα.  Κάποτε ο Cantor ρώτησε τον  

Dedekind πώς εκείνος σκεφτόταν ένα σύνολο · και ο Dedekind του απάντησε ότι το φαντάζεται 

σαν ένα κλειστό σακί µε συγκεκριµένα πράγµατα µέσα, για τα οποία δεν γνωρίζουµε τίποτα, 

εκτός από το ότι είναι διακριτά και ότι είναι στην πραγµατικότητα εκεί.  Λίγα λεπτά αργότερα ο  

Cantor άνοιξε τα χέρια του διάπλατα και είπε: «για µένα σύνολο είναι η άβυσσος» (Kaplan & 

Kaplan, 2004). 
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Παρόλα αυτά, ένας από τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς του 20ου αιώνα και υποστηρικτής του 

Cantor, ο 

� David Hilbert (1862 - 1943), στην περίφηµη διάλεξή του “Über das Unendliche”, 

αναφέρει χαρακτηριστικά: «χάρη στις ταυτόχρονες γιγάντιες προσπάθειες των Frege, Dedekind 

και Cantor, το άπειρο ανήλθε στο θρόνο του και απήλαυσε τον απόλυτο θρίαµβό του.  Κατά την 

τολµηρή του πτήση, το άπειρο έφτασε σε ιλιγγιώδη ύψη επιτυχίας…….Κανείς δεν θα µπορέσει 

να µας διώξει από τον παράδεισο που δηµιούργησε για µας ο Cantor» (Hilbert, 1926).  Επίσης το 

1926, αναφερόµενος στο έργο του Cantor, λέει: «είναι το πιο αξιοθαύµαστο λουλούδι της 

ανθρώπινης διανόησης και ένα από τα µεγαλύτερα επιτεύγµατα της καθαρά λογικής ανθρώπινης 

δραστηριότητας» (Kline, 1980).  O Hilbert κατέβαλε σπουδαία προσπάθεια να αντιµετωπίσει τις 

δυσκολίες της θεωρίας των απειροσυνόλων, χωρίς να αγνοήσει τα επιτεύγµατα της εν λόγω 

θεωρίας.  Παρατηρεί στην εν λόγω πραγµατεία ότι, ενώ το απείρως µικρό και το απείρως µεγάλο 

αποβλήθηκαν κάποια στιγµή από τη Μαθηµατική Ανάλυση, το άπειρο κατόρθωσε να 

επανεµφανιστεί, πρώτα µέσα από την άπειρη ακολουθία που ορίζει τους πραγµατικούς αριθµούς 

και στη συνέχεια στο σύστηµα των πραγµατικών αριθµών, όταν το συλλαµβάνουµε ως µια 

δεδοµένη ολότητα πλήρη και κλειστή.  Κατ’ αναλογία µε τον Weierstrass, ο Hilbert επιθυµούσε 

να αποβάλει τα απειροσύνολα από τα µαθηµατικά.  Κατά την άποψή του, η χρήση τέτοιων 

συνόλων σε µαθηµατικούς συλλογισµούς πρέπει να θεωρείται ως «τρόπος του λέγειν» (ως άλλος 

Gauss…).  Το άπειρο, κατά την άποψή του, δεν είναι επιτρεπτό ως βάση της λογικής σκέψης, 

διότι δεν αποτελεί µέρος της φύσης.  Ο δρόµος για έγκυρες πράξεις µε το άπειρο περνά µέσα 

από το πεπερασµένο (η λεγόµενη περατοκρατική άποψη).  Για να προφυλάξει τα µαθηµατικά 

από την εισβολή εννοιών του απείρου, επεξεργάστηκε µια θεωρία τυπικών αποδείξεων οι οποίες 

συνδέονται µε την προσφυγή στην εποπτεία και τη χρήση της διαίσθησης.  Το ευρύτερο σχέδιό 

του για την απόλυτα αυστηρή θεµελίωση των µαθηµατικών (Πρόγραµµα του Hilbert), που 

περιλαµβάνει και το αίτηµα της λεγόµενης πληρότητας, δεν µπόρεσε να πραγµατοποιηθεί (ο 

«κεραυνός» του θεωρήµατος της Μη Πληρότητας του K. Gödel το 1931, ήταν καταστροφικός…. 

ή µήπως και λυτρωτικός…).   

Η περιπλάνησή µας σταµατάει κάπου εδώ.  Έστω και επιγραµµατικά, µας δόθηκε η ευκαιρία να 

έρθουµε σε επαφή µε τους δαιδαλώδεις δρόµους που ακολούθησε το ανθρώπινο πνεύµα στην 

προσπάθειά του να κατανοήσει, να δαµάσει και να χρησιµοποιήσει µια από τις πιο αντιφατικές 

έννοιες, το άπειρο.  Η σύγκρουση άπειρου και πεπερασµένου είναι βαθειά ριζωµένη σε κάθε 
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προσπάθεια εξερεύνησης, προσέγγισης και κατανόησης της έννοιας αυτής.  Είναι η 

πεπερασµένη φύση µας ή τα εµπόδια που εκείνη στήνει για να αποφύγουµε την αποδοχή της εν 

δυνάµει άπειρης δοµής µας, που ενέχει τον κίνδυνο της βλασφηµίας…..; Και επειδή ο νους 

στήνει επικίνδυνα παιγνίδια, ταξιδέψαµε από τους µύθους και τις δεισιδαιµονίες, στις πρώτες 

επιστηµονικές αναζητήσεις του Πυθαγόρα, του Ζήνωνος και του Αριστοτέλη.  Και ξανά µετά 

από χρόνια, στην πάλη µε τα απειροστά, τους άρρητους, τα απείρως µεγάλα, τις µεταβλητές, τον 

Galileo και τα ψήγµατα σύγκρισης απείρων, τον Newton, τον µέγα Leibniz, για τον οποίο το 

χωροχρονικό (και όχι το µαθηµατικό) άπειρο είναι αποδεκτό και ως πραγµατικό, µέχρι την 

τραγική φυσιογνωµία του Cantor, «πατέρα» του ενεργεία απείρου και της συνολοθεωρίας, της 

οποίας η εµφάνιση και εξέλιξη αποτελεί µια κεφαλαιώδους σηµασίας φάση στην ιστορία των 

µαθηµατικών και στην προσπάθεια της ανθρωπότητας να κατακτήσει την έννοια του απείρου.  Η 

προσπάθεια αυτή, που δοκιµάζει τα όρια και τις ανοχές του ανθρώπινου νου θα συνεχίζεται,  

διότι η ιδέα του απείρου είναι ανεξάντλητη και το ανθρώπινο πνεύµα πάντα θα βρίσκει σ’ αυτή 

νέες προκλήσεις. 

.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΕΡΕΥΝΩΝ 

 

 

Στο δεύτερο µέρος της εργασίας, παρουσιάζουµε την ανασκόπηση ενός αριθµού ερευνών που 

αφορούν στην κατανόηση της έννοιας του απείρου κυρίως από µαθητές αλλά και από φοιτητές.  

Οι έρευνες χωρίζονται σε δυο κύριες κατηγορίες.  Στην πρώτη κατηγορία είναι οι έρευνες που 

εξετάζουν τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές/φοιτητές (στη συνέχεια µε τον όρο αυτό 

θα εννοούµε και µαθήτριες/φοιτήτριες) σχετικά µε την κατανόηση της έννοιας, την πηγή των 

δυσκολιών αυτών, και τα λάθη που κάνουν ως συνέπεια των δυσκολιών αυτών.  Το πλαίσιο των 

ερευνών είναι κυρίως συνολοθεωρητικό, όπου µελετάται η κατανόηση του ενεργεία απείρου 

µέσω των σχέσεων µεταξύ πληθαρίθµων απειροσυνόλων (όταν στη συνέχεια αναφερόµαστε σε 

απειροσύνολα,  θα εννοούµε αριθµήσιµα απειροσύνολα).  Μπορούµε εδώ να πούµε ότι σε 

γενικές γραµµές οι µαθητές επιλέγουν την προσέγγιση του Bolzano (υποσυνολική σχέση), όσον 

αφορά στη σύγκριση των πληθαρίθµων απειροσυνόλων µε συνέπεια π.χ. να θεωρούν ότι το 

σύνολο των φυσικών είναι µεγαλύτερο από το σύνολο των άρτιων, ή ότι ένα ευθύγραµµο τµήµα 

µεγαλύτερου µήκους από ένα άλλο περιλαµβάνει περισσότερα σηµεία.  Παρουσιάζεται δυσκολία 

στην εφαρµογή της αντιστοίχισης 1-1 (προσέγγιση του Cantor) για την εξαγωγή 

συµπερασµάτων.  Όπου εµπλέκεται το άπειρο µε την έννοια της ατέρµονης κατάτµησης (δυνάµει 

άπειρο), επιλέγεται το πλαίσιο της Ανάλυσης για την εξαγωγή ερµηνειών και συµπερασµάτων.  

Να σηµειώσουµε εδώ ότι η αντίληψη: «ένα ευθύγραµµο τµήµα δεν µπορεί να διαιρείται επ’ 

άπειρον» εµφανίζεται στην πλειοψηφία των µαθητών. 

Στη δεύτερη κατηγορία ανήκουν οι έρευνες που, κάνοντας χρήση των αποτελεσµάτων των 

ερευνών της πρώτης κατηγορίας, διαµορφώνουν ένα πλαίσιο διδακτικό για να διαπιστωθεί αν και 

κατά πόσο µπορούν να βελτιωθούν οι επιδόσεις των µαθητών στα σηµεία που έχουν 

χαρακτηριστεί δύσκολα και προβληµατικά, από τις οποίες προκύπτουν ενδιαφέροντα και 

χρήσιµα συµπεράσµατα για αποτελεσµατικότερη αντιµετώπιση στην πράξη.  Έχει παρατηρηθεί 

π.χ. ότι  αριθµητική - αναλυτική αναπαράσταση των συνόλων βοηθάει περισσότερο τους 

µαθητές να εξάγουν σωστότερα συµπεράσµατα, από ότι η γεωµετρική αναπαράσταση των ίδιων 

συνόλων.  
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A BH

P Q

Ξεκινώντας λοιπόν την ανασκόπηση, σύµφωνα µε τους Fischbein, Tirosh and Hess (1979), 

υπάρχουν δύο θεµελιακά διαφορετικές οπτικές που πρέπει να ληφθούν υπόψη όσον αφορά στην 

έννοια του απείρου: από τη µια µεριά το άπειρο ως µαθηµατική οντότητα, ως αδιαµφισβήτητα 

λογική κατασκευή, και από την άλλη η ψυχολογική διάσταση του απείρου, η οποία µπορεί να 

παραµένει σύνθετη, αντιφατική και ισχυρά σχετιζόµενη µε τη διαίσθηση (οι Fischbein et al. 

(1979) ορίζουν ως διαίσθηση τις «αυθόρµητες και αυταπόδεικτες - αυτονόητες µορφές γνώσης») 

και τις δυσκολίες που ενίοτε αυτή δηµιουργεί στη σκέψη και στη διαδικασία ερµηνείας 

δεδοµένων και φαινοµένων.  Είναι δίκαιο να υποθέσει κανείς ότι η κύρια πηγή των δυσκολιών 

που συνοδεύουν την έννοια του απείρου είναι η βαθειά αντίθεση ανάµεσα στην έννοια αυτή και 

τα νοητικά µας σχήµατα, τα οποία είναι προσαρµοσµένα σε πεπερασµένα αντικείµενα και 

πεπερασµένες διαδικασίες.  Για παράδειγµα, η παραδοχή της ύπαρξης του ενεργεία απείρου 

(actual infinity) µας οδηγεί στην παραδοχή της «περίεργης» πρότασης ότι το µέρος µπορεί να 

είναι ισοδύναµο µε το όλον.  

Ο σκοπός της έρευνας που πραγµατοποίησαν οι Fischbein et al. (1979), ήταν να διερευνήσουν 

την αντιφατική φύση της έννοιας του απείρου εστιάζοντας στη διαισθητική προσέγγιση της 

έννοιας και κατά πόσον αυτή αντιστέκεται στο πέρασµα του χρόνου και στην επιρροή της 

διδασκαλίας.  Οι υποθέσεις της έρευνας είναι οι ακόλουθες: α) όσον αφορά τη διαδικασία 

διαίρεσης ευθύγραµµου τµήµατος, οι απαντήσεις των µαθητών θα χωριστούν σε δυο κατηγορίες: 

η διαδικασία διαίρεσης ευθύγραµµου τµήµατος είναι άπειρη και δεν είναι άπειρη β) ούτε η 

ηλικία ούτε η διδασκαλία µπορούν να  επηρεάσουν σηµαντικά τη φύση των γνήσια διαισθητικών 

απαντήσεων.  Το δείγµα αποτελείται από 470 µαθητές και των δύο φύλων ηλικίας 10 έως 15 

ετών, χαµηλής, µέτριας και υψηλής επίδοσης.  Όσον αφορά στη µεθοδολογία, δόθηκε στους 

µαθητές ένα τεστ 10 θεµάτων (items) υπό µορφή ερωτηµατολογίου. Τα θέµατα αναφέρονταν 

στην κατάτµηση (divisibility) ευθύγραµµου τµήµατος, στους υπερπεπερασµένους πληθάριθµους 

και στα όρια.  Για παράδειγµα: 

� Χωρίζουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ σε δύο ίσα µέρη.  Ονοµάζουµε Η το µέσον του.   

Στη συνέχεια χωρίζουµε τα τµήµατα ΑΗ και ΗΒ σε δύο ίσα µέρη και ονοµάζουµε P και Q τα 

µέσα των ΑΗ και ΗΒ αντίστοιχα.  Συνεχίζουµε την παραπάνω διαδικασία µε τον ίδιο τρόπο.  Θα 

προκύψουν µέσω της διαδικασίας αυτής τµήµατα τόσο µικρά που δεν θα µπορούµε να τα 

χωρίσουµε σε µικρότερα;  Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
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C D

H1

H2

P1 P3

P2 P4

CA BH

P Q

B

� Ας υποθέσουµε ότι C είναι ένα τυχαίο σηµείο ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ.  

Χωρίζουµε το τµήµα ΑΒ σε δύο ίσα µέρη.  Ονοµάζουµε Η το µέσον του.  Στη συνέχεια 

χωρίζουµε τα τµήµατα ΑΗ και ΗΒ σε δύο ίσα µέρη και ονοµάζουµε P και Q τα µέσα των ΑΗ και 

ΗΒ αντίστοιχα.  Συνεχίζουµε την παραπάνω διαδικασία µε τον ίδιο τρόπο.  Είναι βέβαιο ότι 

κάποιο από τα σηµεία που προκύπτουν µε την παραπάνω διαδικασία θα συµπέσει µε το C;  Να 

σηµειώσουµε εδώ, ότι από τους µαθητές  που απάντησαν ότι κάποιο σηµείο θα συµπέσει µε το C 

(81,2%), εκείνοι που αιτιολόγησαν την απάντησή τους ισχυρίστηκαν ότι: «η διαίρεση είναι 

άπειρη», «το ευθύγραµµο τµήµα είναι περιορισµένο», «το ευθύγραµµο τµήµα έχει πεπερασµένο 

πλήθος σηµείων» 

 

 

� Έστω ΑΒ και CD δυο ευθύγραµµα τµήµα και έστω ότι το ΑΒ είναι µεγαλύτερου µήκους 

από το CD.  Ας αντιστοιχίσουµε το µέσον Η1 του ΑΒ µε το µέσον Η2 του CD.  Ονοµάζουµε στη 

συνέχεια P1 το µέσον του ΑΗ1 και P3 το µέσον του Η1Β.  Ας αντιστοιχίσουµε τώρα το P1 µε το 

µέσον του CH2 που το ονοµάζουµε P2 και το P3 µε το µέσον του Η2D που το ονοµάζουµε P4.  

Συνεχίζοντας τη διαδικασία µε τον ίδιο τρόπο, θα υπάρξει περίπτωση σε σηµείο του ΑΒ να µην 

αντιστοιχεί σηµείο του CD;  Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.  Να σηµειωθεί, ότι όσοι 

απάντησαν καταφατικά («περατοκρατικά») (56,9%), δικαιολόγησαν την απάντησή τους ως εξής: 

«ναι, γιατί το ΑΒ έχει περισσότερα σηµεία από το CD.  Τα σηµεία του CD θα τελειώσουν πιο 

γρήγορα». 

 

 

 

� Έστω ℕ={1,2,3,4,…}το σύνολο των φυσικών αριθµών και Α={2,4,6,8,…} το σύνολο των 

άρτιων αριθµών.  Ποιο από τα δύο σύνολα έχει περισσότερα στοιχεία;  Να δικαιολογήσετε την 

απάντησή σας.  Να παρατηρήσουµε εδώ ότι, κατά τη γνώµη µας, ο τρόπος που διατυπώνεται η 

ερώτηση δεν είναι και ο πιο αντικειµενικός.  Θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε ότι «εκβιάζει» την 

εσφαλµένη απάντηση. 
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� Έστω ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ=1cm και τετράγωνο πλευράς 1cm.  Μπορούµε να 

αντιστοιχίσουµε σε κάθε σηµείο του τετραγώνου ένα σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος;  Να 

δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

 

 

� Κατασκευάζουµε ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ και στη συνέχεια παίρνουµε το µέσον C του 

ΑΒ.  Κατασκευάζουµε στη συνέχεια ηµικύκλια µε διαµέτρους ΑC και CB αντίστοιχα.  

Συνεχίζουµε τη διαδικασία µε τον ίδιο τρόπο.  Τι θα συµβεί στο µήκος της «κυµατιστής» 

γραµµής όσο οι διάµετροι των ηµικυκλίων θα µικραίνουν;  Τι θα συµβεί µε το άθροισµα των 

εµβαδών που ορίζονται από τα ηµικύκλια όσο οι διάµετροι των ηµικυκλίων θα µικραίνουν;  

 

 

 

 

 

Τα αποτελέσµατα της έρευνας επαλήθευσαν τις υποθέσεις.  Πιο συγκεκριµένα, η αντιφατική 

φύση της έννοιας του απείρου εκφράστηκε από το γεγονός ότι οι µαθητές χωρίστηκαν βάσει των 

τοποθετήσεών τους σε δύο κατηγορίες: τους «περατοκράτες-περατιστές» (finitists) ( «δεν µπορεί 

ένα ευθύγραµµο τµήµα να διαιρείται επ’ άπειρον» ή «το όλον δεν µπορεί να είναι ίσο µε το 

µέρος του») και τους «µη περατοκράτες-απειριστές» (non-finitists) («µια επ’ άπειρον διαίρεση 

είναι εφικτή», «κάθε άπειρο υποσύνολο ενός απειροσυνόλου είναι ισοδύναµο µε το αρχικό 

σύνολο»), µε τους «περατοκράτες» να υπερτερούν ανεξαρτήτως ηλικίας και επιπέδου.  Από την 

ηλικία των 11 ετών, τα παιδιά έχουν συγκεκριµένη διαίσθηση όσον αφορά στο άπειρο η οποία, 

ούσα από τη φύση της αντιφατική, είναι πολύ «ευαίσθητη» στην αλλαγή εννοιολογικού 
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περιεχοµένου και γραφικής αναπαράστασης του εκάστοτε προβλήµατος.  Για παράδειγµα, στην 

ερώτηση που αφορά στις διαδοχικές διαιρέσεις ενός ευθύγραµµου τµήµατος, 44,7% των 

µαθητών έδωσαν «µη περατοκρατικές» απαντήσεις ( «η διαδικασία στην πραγµατικότητα θα 

σταµατήσει, αλλά σε θεωρητικό επίπεδο είναι άπειρη», «η διαδικασία είναι ατέρµονη, γιατί το 

ευθύγραµµο τµήµα έχει άπειρα σηµεία», «πάντα θα µπορώ να διχοτοµώ ένα ευθύγραµµο 

τµήµα», «µε τα κατάλληλα µέσα πάντα θα µπορώ να συνεχίζω»), στη σύγκριση του πλήθους των 

σηµείων ενός ευθύγραµµου τµήµατος και ενός τετραγώνου το 26,7% των µαθητών έδωσαν «µη 

περατοκρατικές» απαντήσεις («υπάρχουν άπειρα σηµεία και στο ευθύγραµµο τµήµα και στο 

τετράγωνο», «η πλευρά του τετραγώνου και το ευθύγραµµο τµήµα έχουν το ίδιο µήκος») και στη 

σύγκριση του πλήθους των στοιχείων του συνόλου των φυσικών και των άρτιων αριθµών, µόνο 

το 10% των µαθητών έδωσαν «µη περατοκρατικές» απαντήσεις («τα σύνολα είναι ισοπληθικά, 

γιατί και τα δύο έχουν άπειρο πλήθος στοιχείων», «είναι ισοπληθικά, γιατί µπορούµε να 

αντιστοιχίσουµε τα στοιχεία τους ένα µε ένα»).  

Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζει και το γεγονός ότι η πλειοψηφία των µαθητών (περί το 80%), 

ανεξαρτήτως ηλικίας, απάντησε καταφατικά στο ερώτηµα που αφορούσε την ταύτιση του 

τυχαίου σηµείου C µε ένα «µέσον».  Κατά τον Fischbein (2001) αυτό µπορεί να οφείλεται στο 

γεγονός ότι το άπειρο εµφανίζεται να ταυτίζεται διαισθητικά µε το ανεξάντλητο (inexhaustible) - 

µια άδηλη (tacit) ιδιότητα του απείρου - που σηµαίνει ότι αν κάποιος συνεχίσει τη διαδικασία 

των διαιρέσεων, όλα τα σηµεία θα εξαντληθούν (και αυτό είναι ήδη ενεργεία άπειρο) και 

συνεπώς κάποιο από αυτά θα συµπέσει µε το C.  Ο Fischbein (2001) θεωρεί ότι υπάρχουν δυο 

βασικά άδηλα µοντέλα (άδηλες αντιλήψεις) που επιδρούν στον τρόπο που κανείς χειρίζεται την 

έννοια του απείρου: α) η αντίληψη ότι το µεγαλύτερο - µε την έννοια του υπερσυνόλου - έχει 

περισσότερα το πλήθος στοιχεία, η οποία µε την χρήση σχηµατικών αναπαραστάσεων σηµείων 

και γραµµών µπορεί να παραποιήσει τις απαντήσεις (για παράδειγµα, ότι το πλήθος των σηµείων 

δύο τµηµάτων µε διαφορετικό µήκος είναι διαφορετικό, ότι το πλήθος των σηµείων ενός 

τµήµατος και ενός τετραγώνου ή ενός τετραγώνου και ενός κύβου είναι διαφορετικό) και β) η 

διαισθητική αντίληψη ότι το άπειρο είναι ισοδύναµο - συνώνυµο µε το ανεξάντλητο - απέραντο, 

η οποία οδηγεί στο συµπέρασµα ότι όλα τα άπειρα είναι ίδια, οπότε και τα άπειρα σύνολα είναι 

ισοδύναµα (για παράδειγµα, το σύνολο των φυσικών αριθµών και το σύνολο των σηµείων ενός 

ευθύγραµµου τµήµατος είναι ισοδύναµα, το πλήθος των σηµείων δύο τµηµάτων µε διαφορετικό 
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µήκος είναι το ίδιο).  Το γεγονός λοιπόν είναι ότι η έννοια του απείρου είναι διαισθητικά 

αντιφατική.        

Μέχρι την ηλικία των 12 ετών οι διαισθητικές ερµηνείες που αφορούν στην έννοια του απείρου, 

είναι ακόµα στη διαδικασία του σχηµατισµού.  Μετέπειτα παραµένουν σταθερές.  Η κατανόηση 

της έννοιας του απείρου µπορεί να βελτιωθεί µέσω της διδασκαλίας ως συνέπεια λογικής και 

ενδελεχούς ανάλυσης.  Πώς συλλαµβάνει όµως κανείς  διαισθητικά, δηλ. αυθόρµητα και σχεδόν 

αυταπόδεικτα την έννοια αυτή, είναι κάτι που δεν αλλάζει ούτε µε το πέρασµα των ετών ούτε 

µέσω της διδασκαλίας.  Μάλιστα όταν δηµιουργείται µια αντιφατική κατάσταση, όπως αυτή µε 

τη σύγκριση των πληθαρίθµων δύο απειροσυνόλων, παρατηρήθηκε ότι οι λάθος 

(περατοκρατικές) ερµηνείες υπερίσχυσαν στους µαθητές του υψηλότερου επιπέδου.         

Τι σηµαίνει όµως ότι κάποιος κατανοεί, µε κάποιον τρόπο, την έννοια του απείρου;  Το πιο 

βασικό επίπεδο κατανόησης, µπορεί να είναι η κατανόηση του απείρου: α) ως µια ατέρµονη 

διαδικασία, όπως µια συνεχής διαίρεση ενός ευθύγραµµου τµήµατος σε µικρότερα τµήµατα, β) 

ως µια, δίχως τέλος, ακολουθία, όπως εκείνη των φυσικών αριθµών.  Το άπειρο µπορεί επίσης να 

κατανοείται και ως µια συλλογή αριθµών, ή ό,τι άλλο, που δεν έχει τέλος.  Ο Monaghan (2001) 

σε έρευνα που πραγµατοποιήθηκε το 1986, διαπιστώνει ότι µαθητές ηλικίας 16-18 ετών θεωρούν 

πρωταρχικά το άπειρο ως διαδικασία δίχως τέλος (infinity as a process).  Η θεώρηση του απείρου 

ως διαδικασία δεν χρησιµοποιείται µόνο για να ορισθεί η έννοια, αλλά και ως επεξηγηµατικό 

σχήµα (evaluatory scheme) για να αποφασίσει κανείς κατά πόσο µια ερώτηση έχει ως απάντηση 

«άπειρο»: «αυτό συνεχίζεται και συνεχίζεται…άπειρο σηµαίνει να συνεχίζεται συνέχεια..…..γι 

αυτό το λόγο αυτό είναι άπειρο…..».  Από την άλλη µεριά, οι µαθητές που συµµετείχαν στην 

παραπάνω έρευνα, βλέπουν το άπειρο ως αντικείµενο, κυρίως θεωρώντας το ως έναν  πολύ 

µεγάλο αριθµό ή ως συλλογή της οποίας το πλήθος των στοιχείων είναι µεγαλύτερο από 

οποιονδήποτε πεπερασµένο αριθµό.  Για παράδειγµα, το 31% των 190 µαθητών θεωρούν ότι το 

άπειρο είναι ένας ακαθόριστα µεγάλος αριθµός και 147 στους 190 µπορούν να σκεφτούν τους 

αριθµούς 1,2,3,… ως µια ολότητα (Monaghan, 2001).  Ο Tall (2001) συζητώντας µε τον 

επτάχρονο γιό του για το άπειρο, αντιλαµβάνεται ότι το παιδί θεωρεί καταρχήν το άπειρο ως 

έναν πολύ µεγάλο αριθµό και κάνει πράξεις µε αυτό κατ΄αναλογία µε τις πράξεις µεταξύ 

αριθµών («άπειρο και ένα είναι µεγαλύτερο από άπειρο», «άπειρο και άπειρο ισούται µε δύο 

άπειρα», «αν αφαιρέσουµε το άπειρο από άπειρο δεν µας µένει τίποτα», «αν έχουµε άπειρο 

αριθµό παιδιών και άπειρες καραµέλες, τότε κάθε παιδί θα φάει µία µόνο καραµέλα, όχι δύο»), 
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και στη συνέχεια, µετά από συζήτηση, ως διαδικασία δίχως τέλος: «άπειρο και ένα δεν είναι πια 

µεγαλύτερο από άπειρο, αφού δεν µπορούµε να πάµε πιο πέρα από αυτό». 

Οι µαθητές, επίσης, λένε συχνά: «κάτι τείνει στο άπειρο», χωρίς απαραίτητα να θεωρούν εδώ το 

άπειρο ως αντικείµενο.  Χρησιµοποιούν τις λέξεις «απείρως» και εναλλακτικά «άπειρο», χωρίς 

να µπορούµε να υποθέσουµε µε βεβαιότητα ότι το επίρρηµα αναφέρεται στη διαδικασία 

(process) και το ουσιαστικό στο αντικείµενο (object) (Monaghan, 2001).  Ο τρόπος µε τον οποίο 

οι µαθητές κατανοούν την έννοια του απείρου, είναι εγγενώς αντιφατικός και εξαιρετικά 

ασταθής.  Εδώ µπορεί να παρατηρήσει κανείς ότι η εικόνα της έννοιας (concept image), όπως 

την ορίζουν οι Tall and Vinner (1981), όσον αφορά στην έννοια του απείρου, και όχι µόνο, 

περιλαµβάνει όλα τα νοητικά χαρακτηριστικά που αποδίδουµε στην έννοια είτε συνειδητά είτε 

ασυνείδητα.  Όσο διαµορφώνεται  η εικόνα της έννοιας µε την πάροδο του χρόνου δεν σηµαίνει 

ότι παραµένει και συνεπής, µε την έννοια ότι διαφορετικά ερεθίσµατα ενεργοποιούν διαφορετικά 

τµήµατα της εικόνας, µε αποτέλεσµα να προκύπτουν αντιφατικές ερµηνείες.   

Για παράδειγµα, όσον αφορά στη σύγκριση των πληθαρίθµων των συνόλων των φυσικών και 

των άρτιων αριθµών, η θεώρηση του απείρου ως διαδικασία µπορεί να οδηγήσει στις αντιφατικές 

απαντήσεις: «και στα δύο σύνολα οι αριθµοί συνεχίζονται και συνεχίζονται, άρα το πλήθος τους 

είναι ίδιο και στα δύο» ή «και στα δύο σύνολα οι αριθµοί συνεχίζονται και συνεχίζονται, οπότε 

δεν µπορούµε να συγκρίνουµε το πλήθος τους».  Και οι δύο τοποθετήσεις έρχονται σε αντίθεση 

µε τη θεώρηση άπειρο-αντικείµενο που σχετίζεται  µε την ερµηνεία ότι οι άρτιοι είναι λιγότεροι, 

γιατί το σύνολο των άρτιων είναι υποσύνολο του συνόλου των φυσικών (µέρος - όλον θεώρηση).   

Επίσης,  έχει ενδιαφέρον ότι η διδασκαλία έχει αµελητέα επίδραση στις αντιλήψεις των µαθητών 

για το άπειρο (Monaghan, 2001).  Ειδικά το γεωµετρικό πλαίσιο (π.χ. αν ένα ευθύγραµµο τµήµα 

και ένα τετράγωνο αποτελούνται από το ίδιο πλήθος σηµείων) µοιάζει να στέκεται εµπόδιο σε 

ανωτέρου επιπέδου εννοιολογική κατανόηση του απείρου, ακόµα κι αν έχει προηγηθεί 

διδασκαλία πάνω στα απειροσύνολα (Luis et al., 1991). 

Σε έρευνα των Luis et al. (1991) που πραγµατοποιήθηκε το 1988 σε 36 πρωτοετείς φοιτητές, 

δόθηκαν τρία ερωτηµατολόγια που αφορούσαν στη σύγκριση ενός απειροσυνόλου µε ένα 

υποσύνολό του.  Το πρώτο δόθηκε σε αριθµητικό πλαίσιο µε ερωτήσεις όπως: «Φανταστείτε µια 

µηχανή που παράγει φυσικούς αριθµούς και δεν σταµατά ποτέ και στη συνέχεια µια άλλη 

µηχανή που παράγει τετράγωνους αριθµούς και δεν σταµατά ποτέ. Υπάρχουν αριθµοί τόσο 
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µεγάλοι ώστε η δεύτερη µηχανή να µην µπορεί να βρει το τετράγωνό τους;  Υπάρχει φυσικός 

αριθµός που να µην έχει τετράγωνο;  Αν επρόκειτο να συγκρίνετε το σύνολο των φυσικών µε 

εκείνο των τετράγωνων αριθµών, θα είχε το σύνολο των φυσικών περισσότερα στοιχεία;  Θα είχε 

το σύνολο των φυσικών το ίδιο πλήθος στοιχείων µε εκείνο του συνόλου των τετράγωνων 

αριθµών;  Σε κάθε περίπτωση να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.  Αν επρόκειτο να 

συγκρίνουµε το σύνολο των φυσικών µε εκείνο των άρτιων αριθµών, θα είχε το σύνολο των 

φυσικών περισσότερα στοιχεία από εκείνο των άρτιων;».  Το δεύτερο ερωτηµατολόγιο δόθηκε 

σε γεωµετρικό πλαίσιο µε ερωτήσεις όπως: «∆ίνονται δύο ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και CD µε 

µήκη 4cm και 6cm αντίστοιχα (δίνονται σχεδιασµένα).  Πιστεύετε ότι τα τµήµατα αποτελούνται 

από σηµεία;  Αν ναι, είναι το πλήθος των σηµείων του ΑΒ µεγάλο, αλλά πεπερασµένο; Αν 

επρόκειτο να συγκρίνεται το πλήθος των σηµείων του ΑΒ µε εκείνο των σηµείων του CD, έχει 

το CD περισσότερα σηµεία από το ΑΒ;  Έχει το CD ίσο πλήθος σηµείων µε το ΑΒ;  ∆ίνονται 

σχεδιασµένα τα τµήµατα ΑΒ και CD και οι διακεκοµµένες ευθείες CA και DB που τέµνονται 

στο Ο.  Έστω P ένα τυχαίο σηµείο του CD.  Η OP τέµνει το ΑΒ στο σηµείο P’.  Υπάρχει για 

κάθε σηµείο του CD ένα σηµείο του ΑΒ που ορίζεται µε αυτόν τον τρόπο;  Αντιστοιχεί σε κάθε 

σηµείο του ΑΒ ένα σηµείο του CD και αντίστροφα;  Έχει το CD περισσότερα σηµεία από το 

ΑΒ;  Σε κάθε περίπτωση αιτιολογήστε την απάντησή σας».  Το τρίτο ερωτηµατολόγιο δόθηκε σε 

συνδυασµό αριθµητικού και γεωµετρικού πλαισίου χρησιµοποιώντας αλγεβρική γλώσσα, µε 

ερωτήσεις όπως: «Κοιτάξτε το σύνολο Α={x }10/ ≤≤ℜ∈ x που είναι το διάστηµα [0,1].  Ας 

ορίσουµε τώρα το σύνολο Β={y/y=2x, x A∈ }.  Στο σύνολο Β, κάθε ‘x’ στοιχείο του Α 

επανατοποθετείται στην θέση 2x στην αριθµογραµµή.  Έτσι το 0 δεν αλλάζει θέση, το 1/4 

πηγαίνει στο 1/2, το 1 στο 2 κ.ο.κ. (δίνεται στους φοιτητές η αριθµογραµµή).  Έχει το σύνολο Β 

όλα τα στοιχεία του διαστήµατος [0,2];  Είναι τα σύνολα Α και Β ισοπληθικά; Σε κάθε 

περίπτωση να αιτιολογήσετε την απάντησή σας».  Το πρώτο ερωτηµατολόγιο δόθηκε σε 20 από 

τους 36 φοιτητές και τα άλλα δύο σε 24, από τους οποίους οι 8 είχαν ασχοληθεί και µε το πρώτο 

ερωτηµατολόγιο.  ∆εδοµένου ότι οι φοιτητές δεν είχαν διδαχθεί κάποιο αντικείµενο σχετιζόµενο 

µε την έννοια του ενεργεία απείρου, οι απαντήσεις τους µπορούν να εκληφθούν ως αυθόρµητες.   

Από τη ανάλυση των δεδοµένων προκύπτει ότι, όταν το ερώτηµα που αφορά στη σχέση 

πληθικότητας µεταξύ ενός απειροσυνόλου και ενός υποσυνόλου αυτού δοθεί σε αριθµητικό ή 

γεωµετρικό πλαίσιο, η πλειοψηφία των υποκειµένων υιοθετεί τη θεώρηση µέρος - όλον 

(Bolzano’s approach) στις απαντήσεις της, που οδηγεί σε εσφαλµένα συµπεράσµατα, µε 
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τοποθετήσεις όπως: «το σύνολο των φυσικών αριθµών περιέχει άρτιους και περιττούς.  Έτσι το 

σύνολο των άρτιων αριθµών περιέχει λιγότερα στοιχεία από το σύνολο των φυσικών» ή 

«υπάρχουν άπειροι φυσικοί αριθµοί που δεν είναι τετράγωνοι, παρόλο που και τα δύο είναι 

απειροσύνολα».  Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι 22% των φοιτητών πιστεύουν ότι δεν 

µπορεί να γίνει σύγκριση των συνόλων, κυρίως λόγω της άπειρης φύσης τους, µε τοποθετήσεις 

όπως: «Από τη στιγµή που τα σύνολα είναι άπειρα, δεν µπορεί να γίνει σύγκριση µεταξύ τους» 

και «όλα τα απειροσύνολα είναι ισοπληθικά».  Ειδικά όσον αφορά στο δεύτερο ερωτηµατολόγιο, 

5 από τους 24 φοιτητές απάντησαν καταφατικά σε όλες τις ερωτήσεις (όπως αναφέρονται 

παραπάνω), αιτιολογώντας την τελευταία καταφατική απάντηση µε επιχειρήµατα του τύπου «το 

CD έχει µεγαλύτερο µήκος από το ΑΒ», χωρίς να ανησυχούν για την λογική ασυνέπεια η οποία 

προκύπτει από την τοποθέτηση αυτή.  Από τις απαντήσεις στο τρίτο ερωτηµατολόγιο, που το 

πλαίσιο είναι συνδυασµός αριθµητικού και γεωµετρικού µε χρήση αλγεβρικής γλώσσας και 

προϋποθέτει ότι οι φοιτητές αποδέχονται την αντιστοίχιση µεταξύ πραγµατικών αριθµών και 

σηµείων της ευθείας, προκύπτει ότι υιοθετείται η αντιστοίχιση 1-1 (Cantor’s approach) ως 

τρόπος σύγκρισης µέσω της αλγεβρικής σχέσης y=2x, η οποία επέτρεψε στους περισσότερους 

από τους φοιτητές να θεωρήσουν ότι τα δυο σύνολα είναι ισοπληθικά και πολλά από τα εµπόδια 

που παρατηρήθηκαν στις προηγούµενες περιπτώσεις έµοιαζε, έστω και ασυνείδητα, να έχουν 

εξαφανιστεί.             

Γνώση που έχει προκύψει από έρευνες και αφορά στις διαφορετικές αντιδράσεις σε διαφορετικές 

αναπαραστάσεις απειροσυνόλων, ενθαρρύνει τους µαθητές να αναστοχαστούν πάνω στον τρόπο 

που σκέφτονται για το άπειρο.  Οι Tsamir & Tirosh (1999) σε έρευνα που πραγµατοποίησαν το 

1996 διαπίστωσαν ότι µεταξύ 189 µαθητών ηλικίας 15-17 ετών περίπου το 70%, ανεξαρτήτως 

ηλικίας, απάντησε ότι τα σύνολα {1,2,3,4,…} και {4,8,12,16,…} δεν είναι ισοδύναµα, όταν 

δόθηκαν τα σύνολα σε αυτή την αριθµητική-οριζόντια αναπαράσταση, ενώ όταν η 

αναπαράσταση µετατράπηκε σε γεωµετρική (βλέπε το 2ο στάδιο στην επόµενη σελίδα), το 80% 

των µαθητών απάντησε ότι τα σύνολα είναι ισοπληθικά («σχηµατίζονται ζεύγη (χi , yi) όπου το χi 

ανήκει στο πρώτο σύνολο και το yi ανήκει στο δεύτερο»).  Έτσι, αυτές οι δύο διαφορετικές 

αναπαραστάσεις απέσπασαν διαφορετικές αιτιολογήσεις και οδήγησαν σε αντιφατικά 

συµπεράσµατα.  Οι ερευνήτριες χρησιµοποίησαν τα ευρήµατα της παραπάνω έρευνας για το 

σχεδιασµό µιας δραστηριότητας διάρκειας περίπου 40 λεπτών για τα απειροσύνολα, και την 

εφάρµοσαν σε 32 µαθητές 16-18 ετών µε ιδιαίτερη κλίση στα µαθηµατικά.  Τα στάδια της 
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δραστηριότητας είναι περιληπτικά τα ακόλουθα:  

1ο στάδιο (ενθαρρύνει την αντίληψη µέρος-όλον): ∆ίνεται το σύνολο των φυσικών αριθµών 

Α={1,2,3,4,5,6,7,8,…}.  Να κυκλώσετε τα πολλαπλάσια του 4. Ονοµάστε Β το σύνολο των 

πολλαπλασίων του 4.  ∆ηλ. Β={4,8,12,16,…}.  Είναι τα σύνολα Α και Β ισοπληθικά; 

2ο στάδιο (ενθαρρύνει την αντιστοίχιση 1-1)  : ∆ίνεται το σύνολο  

 
Μ ={            ,                      ,                               ,…}.   

1cm               2cm                 3cm 

Να γράψετε το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι οι αριθµοί που αντιπροσωπεύουν                  

τα µήκη των παραπάνω ευθύγραµµων τµηµάτων και να το ονοµάσετε  Γ.  Σκεφτείτε ένα σύνολο 

τετραγώνων, κάθε στοιχείο του οποίου είναι τετράγωνο µε πλευρά ίση µε κάθε ένα από τα 

τµήµατα του συνόλου Μ.  Είναι το πλήθος των  τετραγώνων ίσο µε το πλήθος των τµηµάτων; 

 

 

             

                                    {            ,                         ,                                  }     

                                         1cm                 2cm                          3cm 

Ονοµάστε ∆ το σύνολο του οποίου τα στοιχεία αντιστοιχούν στα µήκη των περιµέτρων των 

παραπάνω τετραγώνων.  Είναι τα σύνολα Γ και ∆ ισοπληθικά;  

3ο στάδιο: Οι µαθητές έρχονται αντιµέτωποι µε τις πιθανώς αντιφατικές απαντήσεις τους (να 

θεωρήσουν ότι τα Α και Β δεν είναι ισοπληθικά µε βάση την υποσυνολική σχέση, ενώ τα Γ και ∆ 

ισοπληθικά µε βάση την αντιστοίχιση 1-1).  Στο στάδιο αυτό, οι µαθητές έχουν µπροστά τους τα 

σύνολα Α,Β,Γ και ∆ και ενθαρρύνονται να παρατηρήσουν την ταύτιση του Α µε το Γ και του Β 

µε το ∆.  Ζητείται από τους µαθητές να εξηγήσουν τις απόψεις τους για τη συνέπεια των 

απαντήσεών τους.        

Από τους 32 µαθητές, οι 12 σταθερά επιχειρηµατολόγησαν ότι και στις δύο περιπτώσεις τα 

σύνολα είναι ισοπληθικά γιατί: «όλα τα άπειρα σύνολα έχουν άπειρο πλήθος στοιχείων».  Οι 

υπόλοιποι 20 έδωσαν αντιφατικές απαντήσεις.  Επτά από τους είκοσι συνειδητοποίησαν την 

αντιφατικότητα αυτή από µόνοι τους, ενώ 13 αναγνώρισαν την αντιφατικότητα των απαντήσεών 

τους µετά από µερικές βοηθητικές ερωτήσεις.  Τελικά δυο µαθητές επέλεξαν το κριτήριο της 1-1 

αντιστοίχισης ως το µοναδικό για τέτοιου είδους συγκρίσεις, ώστε να αποφευχθεί η 

αντιφατικότητα των απαντήσεων.  Ενδιαφέρον παρουσιάζει η τοποθέτηση 6 µαθητών (ποσοστό 



 

 45 

30%, καθόλου ευκαταφρόνητο), οι οποίοι θεώρησαν αποδεκτή στα µαθηµατικά µια κατάσταση 

στη οποία διαφορετικές αναπαραστάσεις του ίδιου προβλήµατος οδηγούν σε διαφορετικές 

λύσεις.  Αυτή η φαινοµενικά παράλογη τοποθέτηση στηρίχθηκε κυρίως στον ισχυρισµό ότι: «η 

αξιοπιστία των µαθηµατικών προτάσεων δοκιµάζεται στην εφαρµογή τους σε άλλες επιστήµες ή 

στην πραγµατική ζωή». 

Οι Tsamir & Dreyfus (2002) παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα µιας συνέντευξης (research-based 

teaching interview), που στόχο είχε να ενθαρρύνει έναν ταλαντούχο µαθητή, τον Ben, να 

αναστοχαστεί πάνω στον τρόπο που σκέφτεται τις άπειρες ποσότητες.  Σχεδίασαν τη συνέντευξη 

µε σκοπό ο Ben να χρησιµοποιήσει δυο διαφορετικές µεθόδους σύγκρισης απειροσυνόλων, που 

οδηγούν σε αντίφαση.  Όταν πραγµατοποιήθηκε η συνέντευξη ο Ben ήταν 15 ετών, είχε κάποια 

εµπειρία µε τη στοιχειώδη θεωρία συνόλων, αλλά δεν του είχε ζητηθεί ποτέ µέχρι εκείνη τη 

στιγµή να ασχοληθεί µε τη σύγκριση απειροσυνόλων, ούτε είχε την ευκαιρία να ακούσει ή να 

διαβάσει κάτι για τη συνολοθεωρία του Cantor.  Ζητήθηκε λοιπόν από τον Ben να συγκρίνει το 

σύνολο των φυσικών αριθµών µε εκείνο των τετράγωνων αριθµών, µε έργα παρόµοια µε εκείνα 

που παρουσιάζουν οι Tsamir and Tirosh (1999), χρησιµοποιώντας δηλαδή διαφορετικές 

αναπαραστάσεις των συνόλων αυτών.  Πιο ειδικά, η συνέντευξη σχεδιάστηκε µε σκοπό: α) να 

αναγκάσει τον Ben να αιτιολογήσει τις απαντήσεις του β) να προκαλέσει αναστοχασµό για τον 

τρόπο που ενεργεί και γ) να οδηγήσει τον Ben να διερωτηθεί, αν και κατά πόσο τα συγκεκριµένα 

έργα µε τα οποία ασχολήθηκε επηρέασαν τις απαντήσεις του.  Η ανάλυση πέντε επεισοδίων της 

συνέντευξης αυτής οδήγησε στα εξής συµπεράσµατα: α) όταν δόθηκαν τα σύνολα στην 

αριθµητική-οριζόντια αναπαράσταση, ο Ben ήταν εντελώς βέβαιος ότι το σύνολο των φυσικών 

έχει περισσότερα στοιχεία από εκείνο των τετράγωνων αριθµών, ισχυριζόµενος ότι: «λείπει [από 

το σύνολο των τετράγωνων αριθµών] άπειρο πλήθος στοιχείων και ακόµα περισσότερα» και 

όταν ρωτήθηκε να εξηγήσει τι εννοεί, τοποθετείται ως εξής: «τα ‘κενά’ [µεταξύ των τετράγωνων 

αριθµών] µεγαλώνουν και έτσι λείπουν περισσότερα στοιχεία από όσα ανήκουν στο σύνολο» β) 

όταν δόθηκαν τα σύνολα στη γεωµετρική αναπαράσταση, ισχυρίζεται µε βεβαιότητα ότι τα 

σύνολα είναι ισοπληθικά και στηρίζει τον ισχυρισµό του κάνοντας χρήση της 1-1 αντιστοίχισης.  

Παρόλα αυτά, τη βεβαιότητα αυτή ακολούθησαν ο ενδοιασµός και η αναφώνηση: «∆εν µπορώ 

να το πιστέψω!! Είναι αδύνατον!».  Στη συνέχεια συζητάει για την αντίφαση στην οποία 

οδηγήθηκε, ότι δηλαδή τα σύνολα είναι ίσα (ισοδύναµα) και ταυτοχρόνως άνισα, λέγοντας ότι: 

«∆εν ξέρω τι να κάνω, δεν έχω τίποτα να προτείνω».  Προχωράει όµως τη σκέψη του και 
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αποφασίζει ότι πρέπει να διαλέξει ένα µόνο τρόπο για να συγκρίνει τα σύνολα, κάτι που δεν 

µπορεί να κάνει, προτού µάθει περισσότερα πράγµατα για τα απειροσύνολα· επικαλείται τελικά 

την αυθεντία ενός επαγγελµατία µαθηµατικού να δώσει λύση στο πρόβληµα και εκφράζει την 

επιθυµία να µάθει µε ποιο τρόπο αυτός κατέληξε στην όποια απόφαση.  Έχει ενδιαφέρον να 

σηµειώσουµε εδώ ότι ο Ben, σχεδόν χωρίς καθοδήγηση από την ερευνήτρια, έκανε µια γνωστική 

µετακίνηση (cognitive shift) από την αναγνώριση ότι «έφτασα σε µια αντίφαση» µέσω της 

διαπίστωσης ότι «είναι αδύνατον να δεχτούµε δυο αντιφατικούς ισχυρισµούς» στην απαίτηση ότι 

«πρέπει να διαλέξουµε έναν τρόπο για να συγκρίνουµε απειροσύνολα και να κάνουµε χρήση 

µόνο αυτού». 

Στη βάση των ευρηµάτων της έρευνας των Tsamir & Tirosh (1999), η Tsamir (2001) σχεδίασε 

µια νέα δραστηριότητα που σκοπό είχε να ενθαρρύνει περισσότερους µαθητές να επιλέξουν την 

αντιστοίχιση 1-1 ως το µόνο κριτήριο για τη σύγκριση απειροσυνόλων.  Η δραστηριότητα 

διάρκειας 50 λεπτών εφαρµόστηκε σε 15 µαθητές ηλικίας 16-18 ετών µε ιδιαίτερη κλίση στα 

µαθηµατικά.  Έχει παρόµοια δοµή µε την προηγούµενη µε τη διαφορά ότι:  

α) το 2ο στάδιο εµπλουτίστηκε µε ένα ακόµα έργο, την αριθµητική - αναλυτική αναπαράσταση 

δυο απειροσυνόλων που, όπως προέκυψε από την ανάλυση της έρευνας, έπαιξε σηµαντικό ρόλο 

στην προσέγγιση του στόχου της δραστηριότητας: ∆ίνονται τα σύνολα Η και Ζ, όπως παρακάτω: 

 

                                 Η={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,…} 

                                 Ζ={3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,…} 

Το σύνολο Ζ αναπαρίσταται στη συνέχεια ως εξής: 

 

Η={1,     2,    3,    4,    5,   6,    7,     8,…} 

 Ζ={ 1+2, 2+2, 3+2, 4+2, 5+2, 6+2, 7+2,  8+2,…}  

 

Κατά τη γνώµη σας τα σύνολα Η και Ζ έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων ή όχι;  Αιτιολογήστε την 

απάντησή σας. 
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Όσον αφορά στη γεωµετρική αναπαράσταση δίνεται πάλι το σύνολο Μ, όπως και στην 

προηγούµενη έρευνα, και ζητείται από τους µαθητές να φτιάξουν τραπέζια αυτή τη φορά, έτσι 

ώστε τα τµήµατα του Μ να είναι οι πάνω βάσεις των τραπεζίων.  Οι κάτω βάσεις είναι 

µεγαλύτερες κατά 2cm.  Ονοµάζουµε Ε και Τ τα σύνολα που αντιστοιχούν στα µήκη των πάνω 

και κάτω βάσεων αντίστοιχα.  Άρα Ε={1,2,3,4,5,…} και Τ={3,4,5,6,7,…}.  Κατά τη γνώµη σας 

είναι τα σύνολα Ε και Τ ισοπληθικά;  ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.   

β) στο τέλος της δραστηριότητας, για να εκτιµηθεί άµεσα η επιρροή της αριθµητικής-αναλυτικής 

αναπαράστασης, τέθηκε το ερώτηµα αν τα σύνολα των φυσικών και των άρτιων αριθµών έχουν 

το ίδιο πλήθος στοιχείων (να αιτιολογηθεί η απάντηση) και τέλος για να εκτιµηθεί η επίδρασή 

της µετά από κάποιο χρονικό διάστηµα, η ερευνήτρια πήρε συνεντεύξεις (χωρίς χρονικό 

περιορισµό) από πέντε συµµετέχοντες τρεις µήνες αργότερα.  Τους ζητήθηκε να συγκρίνουν το 

πλήθος των στοιχείων των παρακάτω συνόλων: 

 

Α={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,…} 

       P= {-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,…} 

και  

Α= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,…} 

     V= {0,1,3,6,10,15,21,28,36,45,55,…} 

 

Το ενδιαφέρον στο έργο αυτό είναι ο διαφορετικής λογικής τρόπος αντιστοίχισης των στοιχείων 

στα παραπάνω ζεύγη συνόλων.  Στην περίπτωση των Α και P η αντιστοίχιση (n → n-4) είναι της 

ίδιας λογικής µε εκείνη των συνόλων Η και Ζ (n → n+2), που ήδη είχαν επεξεργαστεί.  Έτσι 

αναµενόταν οι µαθητές να βρουν τον κώδικα αντιστοίχισης και να καταλήξουν στο συµπέρασµα 

ότι τα σύνολα είναι ισοδύναµα.  Τώρα, όσον αφορά στα σύνολα Α και V, η πρόκληση είναι 

σαφώς µεγαλύτερη!  Οι διαφορές των διαδοχικών στοιχείων του V είναι 1,2,3,… ∆ηλ.vn+1-vn = n.  

Άρα ο κώδικας αντιστοίχισης αυτή τη φορά δεν είναι και τόσο προφανής (n→ vn=
( )

2

1−nn
).   

Από τα αποτελέσµατα της έρευνας προέκυψε ότι, όταν τα σύνολα παρουσιάστηκαν στην 

αριθµητική - αναλυτική αναπαράσταση όλοι οι συµµετέχοντες απάντησαν µε βεβαιότητα ότι τα 

σύνολα είναι ισοπληθικά, ο κανόνας της αντιστοίχισης σχεδόν προφανής και µάλιστα 
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αναστοχαζόµενοι εξέφρασαν την άποψη ότι τέτοιας λογικής αντιστοίχιση έπρεπε να είχαν 

χρησιµοποιήσει και στις αρχικές συγκρίσεις (κάτι που προέκυψε και από την έρευνα των Dreyfus 

and Tsamir (2004), στην οποία παρουσιάζεται και αναλύεται µια δεύτερη συνέντευξη µε τον 

ταλαντούχο Ben, σε µια προσπάθεια διερεύνησης της σταθεροποίησης δυο νοητικών δοµών: της 

δοµής του απείρου και της καντοριανής δοµής).  Όσον αφορά στην ερώτηση που ετέθη στο τέλος 

της δραστηριότητας και αφορούσε στα σύνολα των φυσικών και των άρτιων, και οι πέντε 

συµµετέχοντες απάντησαν ότι τα σύνολα είναι ισοπληθικά, και µάλιστα ότι η αντιστοίχιση είναι 

χ→2χ.  Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν οι απαντήσεις των µαθητών στο έργο που τους δόθηκε 

τρείς µήνες µετά.  Και οι πέντε µαθητές βρήκαν τον τρόπο να αντιστοιχίσουν τα στοιχεία των 

συνόλων Α και P.  Στην περίπτωση όµως των συνόλων Α και V, µετά από κάποιες αποτυχηµένες 

προσπάθειες να βρουν τον κανόνα αντιστοίχισης, τρείς από αυτούς χρησιµοποίησαν την 

υποσυνολική σχέση, καταλήγοντας στο συµπέρασµα ότι τα σύνολα δεν είναι ισοπληθικά.  Οι 

άλλοι δύο εγκατέλειψαν την προσπάθεια λέγοντας ότι: «όλα τα απειροσύνολα είναι ισοπληθικά, 

αφού υπάρχει ένα µόνο άπειρο».  

Σε έρευνα της Tsamir (1999) µε συµµετέχοντες µελλοντικούς καθηγητές µαθηµατικών, 

παρουσιάζεται µια δραστηριότητα, η οποία σχεδιάστηκε µε βάση τη διαισθητική και 

προηγούµενη γνώση των συµµετεχόντων και αναφέρεται στη µεταφορά των µεθόδων σύγκρισης 

από τα πεπερασµένα σύνολα στα απειροσύνολα· στη συνέχεια παρουσιάζεται η έρευνα που 

αναλύει την επίδραση αυτής σε σχέση µε την επίδραση µιας τυπικής µαθηµατικοκεντρικής 

προσέγγισης της καντοριανής συνολοθεωρίας.  Οι στόχοι της δραστηριότητας ήταν: α) να 

αναπτυχθεί η ικανότητα αναστοχασµού των συµµετεχόντων πάνω στις µεθόδους σύγκρισης 

απειροσυνόλων β) να συνειδητοποιήσουν ποια από τα χαρακτηριστικά των πεπερασµένων 

συνόλων µεταφέρονται στα απειροσύνολα και γ) να πεισθούν οι µελλοντικοί καθηγητές ότι η 

συνέπεια είναι κύριο εργαλείο της εγκυρότητας  µιας µαθηµατικής θεωρίας και ότι η 1-1 

αντιστοίχιση είναι η µέθοδος που εφαρµόζεται στη σύγκριση των πληθαρίθµων δυο 

απειροσυνόλων.  Η δραστηριότητα χωρίζεται σε δύο µέρη: 

Α)  Το πρώτο µέρος πραγµατεύεται τη σύγκριση πεπερασµένων συνόλων και χωρίζεται σε έξι 

στάδια, µε έργα όπως: 

Στάδιο 1α (ανάδειξη της τάσης να θεωρείται η απαρίθµηση ‘προφανής’ µέθοδος σύγκρισης 

πεπερασµένων συνόλων).  Για το σκοπό αυτό, δόθηκαν τα σύνολα Α={1,t,a} και Β={7,w} και 

ζητήθηκε από τους συµµετέχοντες να απαντήσουν στην ερώτηση, αν τα σύνολα έχουν το ίδιο 
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πλήθος στοιχείων, να αιτιολογήσουν την απάντησή τους και να συµπληρώσουν την πρόταση 

(γενίκευση): µε σκοπό κάποιος να συγκρίνει το πλήθος των στοιχείων δυο πεπερασµένων 

συνόλων, θα µπορούσε να………………..  

Στάδιο 1β: (τέσσερεις µέθοδοι σύγκρισης).  ∆όθηκαν για το σκοπό αυτό πέντε προβλήµατα: το 1ο 

πρόβληµα ενθαρρύνει την ‘αντιστοίχιση 1-1’, το 2ο πρόβληµα την ‘απαρίθµηση’, το 3ο την 

‘υποσυνολική σχέση’, το 4ο τη ‘λογική των διαστηµάτων’ (σύγκριση των διαστηµάτων µεταξύ 

δυο «διαδοχικών» στοιχείων στα δυο σύνολα) σε συνδυασµό µε την ‘αντιστοίχηση 1-1’ και το 5ο 

πρόβληµα ενθαρρύνει τη ‘λογική των διαστηµάτων’.  Για παράδειγµα, το 5ο πρόβληµα είναι το 

εξής: Κατά µήκος του δρόµου φυτεύτηκε µια σειρά δέντρα, ένα δέντρο κάθε 200 µέτρα.  Κάθε 

400 µέτρα ένα φανάρι τοποθετήθηκε δίπλα στο δέντρο που βρίσκεται εκεί.  Το πρώτο και το 

τελευταίο δέντρο είχαν επίσης από ένα φανάρι δίπλα τους.  Έστω L={ τα φανάρια} και Τ={τα 

δέντρα}.  Είναι τα σύνολα ισοπληθικά;  Να αιτιολογήσεις την απάντηση.  Το 1ο πρόβληµα είναι 

το ακόλουθο: σε ένα χορό όλοι οι µαθητές χόρευαν σε ζευγάρια, ένα αγόρι µε ένα κορίτσι σε 

κάθε ζευγάρι.  Όλοι οι µαθητές είχαν ταίρι.  Αν Ζ ={τα αγόρια} και W={τα κορίτσια}, είναι το 

πλήθος των στοιχείων του Ζ ίσο µε το πλήθος των στοιχείων του W;  Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας.    

Στάδιο 1γ: είχε στόχους, µεταξύ άλλων, να αναστοχαστούν οι µελλοντικοί καθηγητές πάνω στις 

µεθόδους σύγκρισης που χρησιµοποίησαν, να συµπεράνουν ότι οι συγκρίσεις είναι δυνατές, 

ακόµα κι αν τα στοιχεία των συνόλων δεν µπορούν να απαριθµηθούν, να συνειδητοποιήσουν ότι 

η απαρίθµηση, ακόµα κι αν είναι εφαρµόσιµη, δεν είναι πάντα ο καλύτερος τρόπος σύγκρισης 

και τέλος να αντιληφθούν ότι η απαρίθµηση είναι επί της ουσίας αντιστοίχιση 1-1 µεταξύ του 

δοθέντος συνόλου και ενός υποσυνόλου των φυσικών αριθµών.  ∆όθηκαν ερωτήσεις, όπως για 

παράδειγµα: ποιες µεθόδους χρησιµοποιήσατε για να συγκρίνετε τα παραπάνω σύνολα; 

Μπορούµε να συγκρίνουµε  το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου µε εκείνο ενός άλλου,  

ακόµα κι όταν η απαρίθµηση δεν είναι εφικτή;  Στις περιπτώσεις που η απαρίθµηση είναι εφικτή, 

είναι πάντα η καταλληλότερη µέθοδος σύγκρισης;  Ποιο είναι το νόηµα της ‘απαρίθµησης’; 

Οι συµµετέχοντες εργάστηκαν καταρχήν ο καθένας µόνος του, στη συνέχεια δηµιουργήθηκαν 

µικρές οµάδες που συζήτησαν τις επιµέρους τοποθετήσεις και τελικά έγινε συζήτηση µε όλη την 

τάξη.  Από την ανάλυση των δεδοµένων προέκυψαν τα ακόλουθα: α) ο συνδυασµός ατοµικής και 

συλλογικής προσπάθειας αποδείχθηκε επιτυχής προς την κατεύθυνση της συνειδητοποίησης 

τόσο των σαφών όσο και των υπόρρητων µεθόδων που χρησιµοποίησαν οι µελλοντικοί 
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καθηγητές στη σύγκριση πεπερασµένων συνόλων β) όσον αφορά στο στάδιο 1α, πράγµατι οι 

συµµετέχοντες κατέληξαν ότι η απαρίθµηση είναι ο ‘προφανής’ τρόπος για να συγκρίνουν 

πεπερασµένα σύνολα.  Στα έργα του σταδίου 1β χρησιµοποίησαν, παρόλα αυτά, και τις τέσσερις 

µεθόδους και τελικά η συζήτηση µε όλη την τάξη και ο αναστοχασµός πάνω στις µεθόδους 

σύγκρισης είχε ως αποτέλεσµα οι συµµετέχοντες να συµφωνήσουν ότι και οι τέσσερις µέθοδοι 

σύγκρισης µπορούν να χρησιµοποιηθούν χωρίς να προσβάλεται η συνέπεια της θεωρίας, µε την 

1-1 αντιστοίχιση να είναι η καταλληλότερη. 

Β)  Το δεύτερο µέρος πραγµατεύεται τη σύγκριση απειροσυνόλων και χωρίζεται σε πέντε 

στάδια, µε έργα όπως: 

Στάδιο 2α (διάφοροι τρόποι σύγκρισης απειροσυνόλων).  ∆όθηκαν για το σκοπό αυτό πέντε 

προβλήµατα, που στο καθένα ζητούµενο ήταν η σύγκριση δύο απειροσυνόλων, όπως για 

παράδειγµα: Έστω τα σύνολα Β={3,4,5,6,7,8,9,…} και P={300,400,500,…}.  Είναι οι 

πληθάριθµοι των συνόλων ίσοι ή άνισοι;  Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Στάδιο 2β είχε ως στόχο να αναστοχαστούν οι συµµετέχοντες πάνω στις µεθόδους σύγκρισης 

που χρησιµοποίησαν και να σκεφτούν ποιες µέθοδοι προστέθηκαν και ποιες αφαιρέθηκαν κατά 

τη µεταφορά από τα πεπερασµένα σύνολα στα απειροσύνολα. 

Στάδιο 2γ είχε ως στόχο να αντιληφθούν οι συµµετέχοντες ότι η χρήση διαφορετικών µεθόδων 

στη σύγκριση απειροσυνόλων οδηγεί σε αντιφατικές απαντήσεις.  Για το σκοπό αυτό δόθηκαν τα 

σύνολα Β={1,2,3,4,5,6,7,…} και P={100,200,300,400,…} και οι ακόλουθες ερωτήσεις: 

Εφαρµόζεται η 1-1 αντιστοίχιση;  Αν ναι, να εφαρµόσετε τη µέθοδο αυτή για να συγκρίνεται τα 

παραπάνω σύνολα.  Εφαρµόζεται η υποσυνολική σχέση;  Εφαρµόζεται η άποψη ‘όλα τα άπειρα 

είναι ίσα’; 

Από την ανάλυση των δεδοµένων, προέκυψε ότι οι συµµετέχοντες χρησιµοποιούν πέντε 

µεθόδους στην προσπάθεια τους να αιτιολογήσουν την ισοδυναµία ή µη δύο απειροσυνόλων: α) 

όλα τα άπειρα είναι «ίσα» β) η µη συγκρισιµότητα των απειροσυνόλων («δεν µπορώ να 

συγκρίνω τα σύνολα γιατί έχουν άπειρο πλήθος στοιχείων») γ) δηµιουργία ζευγών ( 1-1 

αντιστοίχιση) δ) η σχέση του περιέχεσθαι («οι άρτιοι είναι λιγότεροι από τους φυσικούς, γιατί οι 

άρτιοι είναι υποσύνολο των φυσικών») ε) η λογική των διαστηµάτων («το σύνολο 

Α={1,8,27,64,125,216,…} έχει λιγότερα στοιχεία από το Β={3,6,9,12,15,18,…}, γιατί τα 

στοιχεία του συνόλου Α έχουν µεγαλύτερα διαστήµατα µεταξύ τους»).  Επίσης είναι σηµαντικό 

το γεγονός ότι (και) στη σύγκριση απειροσυνόλων, οι µαθητές έχουν την τάση να µεταφέρουν 



 

 51 

την προηγούµενη γνώση, συνήθως χωρίς να την προσαρµόζουν ούτε να την ανασκευάζουν όπου 

χρειάζεται - µεταφέρουν τους τρόπους σύγκρισης των πληθαρίθµων δύο πεπερασµένων συνόλων 

και στα άπειρα σύνολα, πολλές φορές χωρίς να έχουν καν επίγνωση των αντιφάσεων που 

προκύπτουν.  Τέλος, προκύπτει ότι µια προσέγγιση που δίνει σηµασία στη διαισθητική και 

προηγούµενη γνώση έχει καλύτερα αποτελέσµατα, στην σύγκριση απειροσυνόλων, από µια 

τυπική µαθηµατικοκεντρική προσέγγιση.   

Οι Tsamir and Tirosh (2007) επιχειρηµατολογούν υπέρ του σχεδιασµού ενός µαθησιακού 

περιβάλλοντος µε στόχο την εννοιολογική αλλαγή στην περίπτωση της ισοδυναµίας 

απειροσυνόλων, ακολουθώντας τις προτάσεις των  Vosniadou, Ioannides, Dimitrakopoulou & 

Papademitriou (2001) για το σχεδιασµό αυτό, προτάσεις οι οποίες θα αναφερθούν στη συνέχεια.     

Θεωρούµε σηµαντικό σε αυτό το σηµείο να παραθέσουµε κάποια στοιχεία που αφορούν στην 

εννοιολογική αλλαγή.  Έτσι, σύµφωνα µε τους Vosniadou & Verschaffel (2004), ο όρος 

«εννοιολογική αλλαγή» χρησιµοποιείται για να χαρακτηρίσει το είδος της µάθησης που 

απαιτείται όταν οι νέες προς µάθηση πληροφορίες έρχονται σε σύγκρουση µε την προϋπάρχουσα 

γνώση του µαθητή, η οποία έχει αποκτηθεί, συχνά, στη βάση της καθηµερινής εµπειρίας.  Σε 

αυτές τις περιπτώσεις απαιτείται ριζική αναδιοργάνωση της προηγούµενης γνώσης, δηλαδή 

απαιτείται εννοιολογική αλλαγή.  Για παράδειγµα, απαιτείται εννοιολογική αλλαγή στην 

απόκτηση της έννοιας του ρητού αριθµού που απαιτεί ριζική αλλαγή στην προϋπάρχουσα έννοια 

του φυσικού αριθµού.  Η εννοιολογική αλλαγή είναι εκείνο το είδος της µάθησης που απαιτεί µη 

προσθετικούς µηχανισµούς.  Στην πραγµατικότητα, η χρήση προσθετικών µηχανισµών σε 

καταστάσεις που απαιτούν εννοιολογική αλλαγή, είναι η αιτία πρόκλησης παρανοήσεων.  Μια 

τυπική παρανόηση οφείλεται στο γεγονός ότι η νέα πληροφορία προστίθεται σε ασύµβατη 

γνωστική βάση δηµιουργώντας συνθετικά µοντέλα, όπως λ.χ. η πεποίθηση ότι τα κλάσµατα είναι 

πάντα µικρότερα της µονάδας (Stafylidou & Vosniadou, 2004) ή ότι η γη είναι κοίλη σφαίρα, 

µέσα στην οποία ζουν οι άνθρωποι (Vosniadou & Verschaffel, 2004).  Η Vosniadou (2003) (στο 

Vosniadou & Verschaffel, 2004), επισηµαίνει ότι είναι σηµαντικό στη διδασκαλία να 

διαχωρίζονται οι περιπτώσεις στις οποίες απαιτείται εννοιολογική αλλαγή και οι καθηγητές να 

προτρέπουν τους µαθητές να µη χρησιµοποιούν προσθετικούς µηχανισµούς σε αυτές τις 

περιπτώσεις.  Γενικότερα, είναι σηµαντικό η διδασκαλία να έχει ως στόχο να βοηθήσει τους 

µαθητές να αναπτύξουν τις µεταγνωστικές ικανότητες που απαιτούνται για να παρακάµψουν τα 

εµπόδια που θέτει η πρότερη γνώση. 
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Σύµφωνα µε τους Vosniadou et al. (2001) οι περισσότεροι από τους ερευνητές συµφωνούν σε 

κάποιες βασικές αρχές που πρέπει να διέπουν το σχεδιασµό µαθησιακού περιβάλλοντος µε στόχο  

την εννοιολογική αλλαγή.  Αναφέρουµε ενδεικτικά τις ακόλουθες: 

� Το µαθησιακό περιβάλλον πρέπει να υποστηρίζει την ενεργό µάθηση και να οδηγεί τους 

µαθητές στην απόκτηση αυτο-ρυθµιζόµενων διαδικασιών.  Αυτό µπορεί να πραγµατοποιηθεί, 

µεταξύ άλλων, αν ζητηθεί από τους µαθητές να συµµετέχουν σε projects, να προσπαθούν να 

λύνουν περίπλοκα προβλήµατα, να εκφράζουν λεκτικά τις ιδέες τους και να ακούν τις απόψεις 

των άλλων. 

� ∆εδοµένου ότι η µάθηση λαµβάνει χώρα σε ένα κοινωνικοπολιτισµικό πλαίσιο, θα πρέπει 

να παρουσιάζονται στους µαθητές έργα που έχουν κοινά πολιτισµικά στοιχεία µε αυτούς και τα 

προβλήµατα θα πρέπει να αντιστοιχούν σε αυθεντικές καταστάσεις που έχουν νόηµα για τους 

µαθητές έτσι ώστε να διευκολύνεται η µεταφορά της γνώσης από τη µια κατάσταση στην άλλη. 

� ∆εδοµένου ότι η µάθηση δεν είναι µια ατοµική αλλά µια κοινωνική διαδικασία, θα πρέπει 

το σχολείο: α) να ενθαρρύνει τη συνεργασία µεταξύ µαθητών β) να επιτρέπει στους µαθητές να 

εκφράζουν τις δικές τους εσωτερικές αναπαραστάσεις των φαινοµένων και να τις συγκρίνουν µε 

αυτές των άλλων και  γ) να σέβεται την ιδιαίτερη προσωπικότητα του κάθε µαθητή. 

Στη συνέχεια, οι Vosniadou et al. (2001) περιγράφουν οκτώ προτάσεις για το σχεδιασµό 

µαθησιακού περιβάλλοντος µε στόχο την εννοιολογική αλλαγή σύµφωνα µε τις οποίες πρέπει να: 

� λαµβάνεται υπόψη η προϋπάρχουσα γνώση.   

� αναπτύσσονται οι µεταγνωστικές δεξιότητες.   

� λαµβάνονται υπόψη οι παγιωµένες παραδοχές των µαθητών (entrenched presuppositions).   

� αναπτύσσονται κίνητρα για εννοιολογική αλλαγή. 

� δηµιουργούνται προϋποθέσεις γνωστικής σύγκρουσης 

� παρέχονται  µοντέλα και εξωτερικές αναπαραστάσεις 

� τίθεται, πιθανώς, υπό συζήτηση το εύρος του αναλυτικού προγράµµατος 

� λαµβάνεται υπόψη η σειρά απόκτησης των εµπλεκόµενων εννοιών. 

Οι Tsamir and Tirosh (2007) χρησιµοποιούν, στην περίπτωση της ισοδυναµίας απειροσυνόλων, 

τις παραπάνω προτάσεις για αναστοχασµό πάνω στις διδακτικές παρεµβάσεις που σχεδίασαν οι 

ίδιες.  Ειδικότερα, αναλύουν µε το «φακό» των παραπάνω προτάσεων τη δραστηριότητα που 

εφάρµοσε η Tsamir (1999) σε µελλοντικούς καθηγητές µαθηµατικών.  Για παράδειγµα, θεωρούν 

ότι το πρώτο µέρος της δραστηριότητας της παραπάνω έρευνας, που αφορά στη σύγκριση 



 

 53 

πεπερασµένων συνόλων, αναπτύσσει τις µεταγνωστικές δεξιότητες των συµµετεχόντων, 

δεδοµένου ότι προέκυψαν µε βάση αυτήν σηµαντικά ευρήµατα, όπως ότι: α) δυο πεπερασµένα 

σύνολα µπορούν να συγκριθούν ως προς το πλήθος των στοιχείων τους, ακόµα κι αν η 

απαρίθµηση αυτών δεν είναι δυνατή (προβλήµατα 1και 5) β) ακόµα κι όταν η απαρίθµηση ήταν 

δυνατή, δεν ήταν η βέλτιστη µέθοδος σύγκρισης και γ) η απαρίθµηση δεν είναι τίποτε άλλο, στην 

πραγµατικότητα, από µια αντιστοίχιση 1-1 των στοιχείων ενός δοσµένου συνόλου µε ένα 

υποσύνολο των φυσικών αριθµών.  Στην ίδια έρευνα στο δεύτερο µέρος το στάδιο 2γ δηµιουργεί 

προϋποθέσεις γνωστικής σύγκρουσης, δεδοµένου ότι οι συµµετέχοντες κατάλαβαν ότι η 

εφαρµογή των τριών µεθόδων σύγκρισης (1-1, ‘υποσυνολική σχέση’ και ‘όλα τα άπειρα είναι 

ίδια’) οδηγεί σε αντιφατικά συµπεράσµατα.  Αυτή η διαπίστωση δηµιούργησε κατάσταση 

σύγχυσης µε αποτέλεσµα να προκύψουν ερωτήσεις του τύπου: «γιατί δούλευαν οι µέθοδοι στα 

πεπερασµένα σύνολα;  Τι πρέπει να γίνει στα απειροσύνολα;».  Μετά από συζήτηση σε οµάδες 

και µε όλη την τάξη, οι συµµετέχοντες κατέληξαν ότι: «η 1-1 αντιστοίχιση είναι η 

καταλληλότερη για τη σύγκριση απειροσυνόλων· έτσι κι αλλιώς εφαρµόζεται και στη σύγκριση 

πεπερασµένων συνόλων».  Έτσι στη µεταφορά από τα πεπερασµένα στα απειροσύνολα, 

«χάθηκε» η δυνατότητα σύγκρισης µε διαφορετικές µεθόδους.  Μια άλλη ιδιότητα που χάθηκε 

σε αυτή τη µεταφορά είναι ότι: «το µέρος είναι πάντα µικρότερο από το όλον».  Η πιθανή 

ισοδυναµία ενός συνόλου µε ένα γνήσιο υποσύνολό του είναι ένα χαρακτηριστικό που 

«κερδίσαµε» στη µεταφορά αυτή. 

Συµπερασµατικά λοιπόν, θα µπορούσαµε να πούµε ότι οι παραπάνω έρευνες καταδεικνύουν τις 

αναµενόµενες δυσκολίες στην κατανόηση της έννοιας του απείρου.  Ειδικά όσον αφορά στις 

δυσκολίες κατανόησης του ενεργεία απείρου, στην προσπάθεια να αιτιολογηθεί η ισοδυναµία ή 

µη δύο απειροσυνόλων, κυριαρχούν οι πεποιθήσεις ότι: α) όλα τα άπειρα είναι «ίσα» β) τα 

απειροσύνολα δεν συγκρίνονται  γ) η 1-1 αντιστοίχιση είναι µια καλή µέθοδος σύγκρισης.  Αλλά 

και η σχέση του ‘περιέχεσθαι’ εµφανίζεται πολύ ισχυρή στις συγκρίσεις.  Από την άλλη µεριά, ο 

σχεδιασµός ενός µαθησιακού περιβάλλοντος µε στόχο την εννοιολογική αλλαγή που απαιτείται 

για την κατανόηση της ισοδυναµίας απειροσυνόλων - και κατά συνέπεια την κατανόηση της 

έννοιας του ενεργεία απείρου - καθώς επίσης και η χρήση διαφορετικών αναπαραστάσεων 

απειροσυνόλων, ενθαρρύνει τους µαθητές να αναστοχαστούν πάνω στον τρόπο που σκέφτονται 

για το άπειρο.      
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΑΠΕΙΡΟ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΟΞΑ 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε, καταρχήν, έναν αριθµό παραδόξων του απείρου και στη 

συνέχεια δυο έρευνες στις οποίες γίνεται σαφής χρήση παραδόξων στην προσπάθεια κατανόησης 

του τρόπου µε τον οποίο ο ανθρώπινος νους προσεγγίζει την έννοια του απείρου. 

Τα µαθηµατικά παράδοξα αποτέλεσαν το εφαλτήριο για τη µετάβαση σε ένα ανώτερο επίπεδο 

µαθηµατικής σκέψης.  Όπως αναφέρει χαρακτηριστικά ο αµερικανός αναλυτικός φιλόσοφος 

W.V.Quine (στο Mamolo & Zazkis, 2008): «∆εν είναι λίγες οι στιγµές στην ιστορία, που η 

ανακάλυψη ενός παράδοξου έδωσε την ευκαιρία για ανακατασκευές στα θεµέλια της σκέψης».  

Ο Rucker (2004, σελ.101) χαρακτηρίζει τα παράδοξα ως «συµπαγείς πηγές ενέργειας, φυλαχτά» 

και πιστεύει ότι: «το να συλλογίζεσαι ένα από τα παράδοξα του Ζήνωνα είναι σαν να χαϊδεύεις 

το µαρµάρινο άγαλµα µιας καλλίπυγους Αφροδίτης….Ποτέ δεν µπορείς να ξεφορτωθείς ένα 

καλό παράδοξο».  Η έννοια του απείρου είναι στο κέντρο πολλών µαθηµατικών παράδοξων.  

Όπως παρατηρεί ο B.Bolzano (στα Mamolo & Zazkis, 2008· Clegg, 2003): 

Ασφαλώς οι περισσότερες από τις παραδοξολογικές προτάσεις (paradoxical statements) που 

απαντώνται (encountered) στο µαθηµατικό πεδίο……είναι προτάσεις που, είτε περιλαµβάνουν την 

έννοια του απείρου αυτή καθεαυτή, είτε η προσπάθεια απόδειξής τους εξαρτάται µε κάποιο τρόπο 

από την έννοια αυτή.  

Τα παράδοξα του απείρου, σε αντίθεση µε πολλά φιλοσοφικά παράδοξα που εµπεριέχουν αυτό-

αναιρέσεις ή παράλογες υποθέσεις (π.χ. το παράδοξο του κουρέα που ξύριζε όλους τους άνδρες 

του χωριού που δεν µπορούσαν να ξυριστούν µόνοι τους), είναι παραδοξολογικές προτάσεις που 

πηγάζουν από χαρακτηριστικά του µαθηµατικού απείρου που φαίνονται αδύνατα και αδιανόητα, 

µε την έννοια ότι έρχονται σε αντίφαση µε τη διαίσθηση και την πραγµατικότητα (Mamolo & 

Zazkis, 2008). 

3.1  Τα παράδοξα του Ζήνωνος  (Αναπολιτάνος, 2005· Barrow, 2007· Clegg, 2003). 

Ο Ζήνων ο Ελεάτης (490 - 430 π.Χ.)  υπερασπιζόµενος την Παρµενίδια θέση, ότι η κίνηση είναι 

αδύνατη, διατύπωσε τέσσερα παράδοξα που δεν καταρρίφθηκαν ποτέ στην αρχαιότητα και  
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A BΑΒ/2 ΑΒ/4

εξακολουθούν µέχρι σήµερα να προσελκύουν το ενδιαφέρον.  Παρουσιάζουµε στη συνέχεια τα 

δύο από αυτά που αναφέρονται στο άπειρο και αρχίζουν µε µια φαινοµενικά αδιαµφισβήτητη  

πρόταση από την οποία εξάγεται ένα συµπέρασµα που αντίκειται στην πραγµατικότητα.  

Το παράδοξο της διχοτοµίας  

Το συγκεκριµένο παράδοξο καταλήγει στο συµπέρασµα ότι: «η κίνηση είναι αδύνατη». 

 

 

 

Ας υποθέσουµε ότι ένας δροµέας πρόκειται να διανύσει την απόσταση ΑΒ.  Θα πρέπει  πρώτα να 

διανύσει το µισό της απόστασης, δηλαδή ΑΒ/2.  Στη συνέχεια το µισό του µισού της απόστασης, 

δηλαδή ΑΒ/4, οπότε µετά το δεύτερο βήµα της διαδικασίας θα έχει διανύσει συνολικά απόσταση 

ίση µε )
2

1
1(

2
−⋅AB .  Συνεπώς µετά από n βήµατα θα έχει διανύσει συνολικά απόσταση ίση µε 

)
2

1
1(

n
AB −⋅ .  Σύµφωνα µε το Ζήνωνα η διανυόµενη απόσταση θα είναι πάντοτε µικρότερη από 

ΑΒ, γιατί για να διανύσει ο δροµέας την πεπερασµένη απόσταση ΑΒ θα πρέπει να περάσει από 

ένα άπειρο πλήθος σηµείων, δηλαδή να ολοκληρώσει µια άπειρη διαδικασία, πράγµα αδύνατο.  

Συνεπώς και η κίνηση είναι αδύνατη.                                                                                             

Το παράδοξο του Αχιλλέα και της Χελώνας  

Το συγκεκριµένο παράδοξο είναι παρόµοιο µε το πρώτο και καταλήγει στο συµπέρασµα ότι «ο 

ταχύτερος δεν θα προσπεράσει ποτέ τον βραδύτερο».  Ας υποθέσουµε ότι ο Αχιλλέας και η 

χελώνα παίρνουν µέρος σε έναν αγώνα δρόµου.  Ως γενναιόδωρος ο Αχιλλέας δίνει ένα 

προβάδισµα στη χελώνα και ενώ εκείνος ξεκινά τον αγώνα από το σηµείο 0, η χελώνα ξεκινά 

από το σηµείο 1 και τρέχει µε τη µισή ταχύτητα από εκείνη που τρέχει ο Αχιλλέας.  Όταν ο 

Αχιλλέας θα φτάσει στο σηµείο 1 η χελώνα θα βρίσκεται στο σηµείο 1 + 1/2.  Όταν ο Αχιλλέας 

φτάσει στο σηµείο 1+1/2, η χελώνα θα βρίσκεται µπροστά του, στο σηµείο 1+1/2+1/4 και ούτω 

καθεξής.  Έτσι µετά από n βήµατα ο Αχιλλέας θα βρίσκεται στο σηµείο 2-
12

1
−n

 από την 

αφετηρία, ενώ η χελώνα θα βρίσκεται στο 
n2

1
2−  από την αφετηρία και θα διατηρεί το 
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προβάδισµα.  Κατά συνέπεια ο ταχύτερος Αχιλλέας δεν θα προσπεράσει ποτέ την βραδύτερη 

χελώνα.  Ο Ζήνων, εντέλει, προσπάθησε να δείξει ότι η ιδέα της κίνησης ως συνεχούς 

διαδικασίας, η οποία θα µπορούσε να είναι άπειρα διαιρέσιµη, ήταν αβάσιµη.  Ο ∆. 

Αναπολιτάνος (2005, σελ.60) αναφέρει: 

Η σηµασία των παραδόξων αυτών είναι ουσιαστική.  Συνδέεται µε την οντολογική υφή του συνεχούς 
και την αδυναµία του ανθρώπινου όντος να περατώσει µια οποιαδήποτε άπειρη διαδικασία σε 
πεπερασµένο χρονικό διάστηµα. 

3.2  Το παράδοξο του Galileo Galilei (Clegg, 2003·Barrow, 2007·Kaplan & Kaplan, 2004). 

Ο Galileo Galilei στο έργο του Discourses and Mathematical Demonstrations Concerning Two 

New Sciences pertaining to Mechanics and Local Motions, παραθέτει ένα διάλογο µεταξύ τριών 

φανταστικών προσώπων, τους: F. Salviati, που εκφράζει τις ιδέες του Galileo, Simplicio, που 

µένει πιστός στις θέσεις του Αριστοτέλη και G. Sagredo, που έχει το ρόλο του ουδέτερου 

παρατηρητή ο οποίος επισηµαίνει τα σηµαντικά σηµεία της συζήτησης.  Μεταξύ άλλων, ο 

αναγνώστης έχει την ευκαιρία να έρθει σε επαφή µε τις νοητικές αντινοµίες που δηµιουργεί το 

άπειρο σε όλους µας.  Ας ξεκινήσουµε λοιπόν την περιπλάνηση, µε έναν τροχό που έχει σχήµα 

κανονικού οκταγώνου, στο κέντρο του οποίου και µε απόστηµα το µισό του αποστήµατος του 

αρχικού, στερεώνουµε ένα µικρότερο οκτάγωνο (Σχ.1).  Ο Salviati εκπλήσσει τους φίλους του, 

ζητώντας τους να σκεφτούν έναν «πραγµατικό» πολυγωνικό τροχό ο οποίος φαίνεται να 

πραγµατοποιεί το αδύνατο µε έναν τρόπο που απαιτεί την εµπλοκή του απείρου.  Καθώς λοιπόν 

στρέφεται ο µεγάλος τροχός προς τα δεξιά, αφήνει το αποτύπωµά του πάνω στην ευθεία και 

συνεπώς µόλις ολοκληρωθεί µια πλήρης περιστροφή, το ανάπτυγµα της περιµέτρου του θα έχει 

αποτυπωθεί σ’ αυτήν.  Το ίδιο όµως θα έχει συµβεί και µε το µικρό οκτάγωνο, του οποίου η 

περίµετρος θα αποτυπωθεί σε ευθεία παράλληλη προς την αρχική. 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 Σχ.1 
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Παρατηρούµε ότι τα αποτυπώµατα έχουν ίσα µήκη! ∆ηλαδή τα οκτάγωνα έχουν ίσες 

περιµέτρους!!  Η εξήγηση είναι αρκετά απλή, δεδοµένου ότι αν παρατηρήσουµε την κίνηση µιας 

κορυφής του µικρού οκταγώνου πάνω στην ευθεία αποτύπωσης, θα προσέξουµε ότι κάνει έναν 

«πήδο» και αφήνει ένα κενό πάνω στην ευθεία ίσο µε την διαφορά του µήκους των πλευρών των 

οκταγώνων.   

Όλα καλά µέχρι εδώ, και ο Salviati παρατηρεί ότι το ίδιο θα συµβαίνει ανεξαρτήτως του πλήθους 

των πλευρών του πολυγώνου – σε κάθε περίπτωση όµως πεπερασµένου πλήθους διαιρέσιµων 

πλευρών (quanta).  Ας υποθέσουµε στη συνέχεια ότι οι τροχοί είναι κυκλικοί (γνωστό και ως 

παράδοξο του τροχού του Αριστοτέλη από το έργο του «Μηχανικά») (Σχ.2).    

 

 

 

 

 

 

                 Σχ.2 

Ακλουθώντας την παραπάνω διαδικασία, µετά από µια πλήρη περιστροφή, καταλήγουµε στο ίδιο 

συµπέρασµα, ότι δηλαδή  τα αποτυπώµατα έχουν ίσα µήκη – οι κύκλοι έχουν ίσες περιµέτρους!!  

Εδώ όµως υπάρχει ένα πραγµατικό πρόβληµα.  Η περιφέρεια του κύκλου, σε αντίθεση µε εκείνη 

του πολυγώνου, είναι «οµαλή».  ∆εν υπάρχει περίπτωση ο τροχός κάποια στιγµή να µην έρχεται 

σε επαφή µε την ευθεία, ούτε ο µεγάλος ούτε βέβαια και ο µικρός.  Πώς κατάφερε λοιπόν ο 

µικρός κύκλος να καλύψει το «χαµένο έδαφος» δεδοµένου ότι είναι συνέχεια σε επαφή µε την 

ευθεία; 

Ο Galileo, δια στόµατος Salviati, έχει µια εξήγηση.  Μας προτρέπει λοιπόν να φανταστούµε 

καταρχήν δύο όµοια κανονικά πολύγωνα µε 100.000 πλευρές το καθένα.  Μετά από µια πλήρη 

περιστροφή, το µεγάλο πολύγωνο έχει αποτυπώσει την περίµετρό του στην ευθεία (δηλαδή, 

πάνω στην ευθεία έχουµε µετρήσει τµήµα ίσο µε την περίµετρο του πολυγώνου).  Αυτό το τµήµα 

είναι ίσο µε εκείνο που έχει µετρηθεί και αντιστοιχεί στην αποτύπωση των  100.000 µικρότερων 

πλευρών του µικρού πολυγώνου και των 100.000 µικρών κενών µεταξύ των πλευρών.  Στη 

συνέχεια να φανταστούµε κάτι ακραίο: άπειρο πλήθος αδιαίρετων πλευρών του κύκλου (non-

quanta) (Knobloch, 1999).  Τότε ο µικρός κύκλος αποτυπώνει µε την κίνησή του άπειρο πλήθος 
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απείρως µικρών «πλευρών», µε άπειρα το πλήθος non-quanta κενά µεταξύ τους, κενά που 

προφανώς δεν µπορούµε να αντιληφθούµε (και βέβαια να µετρήσουµε την έκτασή τους) 

(Knobloch, 1999).  Να σηµειώσουµε εδώ, ότι η έννοια του «µετρώ» (misurata) δεν αναφέρεται 

στην περίπτωση του κύκλου.  Γιατί τελικά, καταλήγει ο Salviati, αν τµήσουµε ένα ευθύγραµµο 

τµήµα σε πεπερασµένα σηµεία, τα τµήµατα που θα προκύψουν δεν µπορούν µε κανένα τρόπο να 

αποτελέσουν ένα ευθύγραµµο τµήµα µεγαλύτερο του αρχικού, χωρίς να υπάρχουν κενά 

ανάµεσα.  Αλλά µε άπειρο πλήθος απείρως µικρών τµηµάτων, µε άπειρα το πλήθος απειροστών 

κενών (vacui non quanti) µεταξύ τους, µπορούµε, κατά τον Salviati, να συλλάβουµε µια ευθεία 

που θα εκτείνεται απεριόριστα (Knobloch, 1999). 

Ο Simplicio βέβαια αντιδρά έντονα, ισχυριζόµενος ότι όλη αυτή η ιστορία µε τα απείρως µεγάλα 

και απείρως µικρά, είναι αδιανόητη.  Αν τελικά η λύση που προτείνει ο Salviati στηρίζεται στον 

ισχυρισµό ότι η περιφέρεια του µικρού (και του µεγάλου) κύκλου αποτελείται από άπειρα το 

πλήθος σηµεία, δεν ισχυριζόµαστε ότι υπάρχουν δύο άπειρα, το ένα µεγαλύτερο από το άλλο;    

Γιατί είναι κάτι παραπάνω από προφανές, ότι το άπειρο πλήθος σηµείων ενός µεγαλύτερου σε 

µήκος τµήµατος, είναι µεγαλύτερο από εκείνο ενός µικρότερου!  Και λέει χαρακτηριστικά: ‘a 

value greater than infinity is quite beyond my comprehension’.  

Ο Galileo µετά από όλα αυτά, θέτει ως στόχο να αποδείξει ότι το πλήθος των σηµείων των δύο 

κύκλων είναι απλώς άπειρο, θέτοντας, δια στόµατος Salviati, µια σειρά ερωτήσεων στον 

Simplicio, που αφορούν τους φυσικούς και τους τετράγωνους αριθµούς.  Για να αποδείξει την 

ιδέα του, ο Salviati επισηµαίνει ότι αφενός µεν για κάθε ρίζα υπάρχει ένας τετράγωνος και 

κανένας τετράγωνος αριθµός δεν µπορεί να έχει περισσότερες από µια ρίζες,  

1  ↔ 1,      2  ↔  4,    3  ↔  9,   4 ↔ 16,  5 ↔ 25, …   

και αφετέρου, δεδοµένου ότι κάθε φυσικός αριθµός δεν είναι τετράγωνος, το πλήθος των 

φυσικών αριθµών – τετράγωνων και µη – είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των τετράγωνων 

αριθµών και µάλιστα όσο προχωρούµε προς µεγαλύτερους αριθµούς, το πλήθος των τετράγωνων 

αριθµών µειώνεται συνεχώς και ταχύτατα. 

Σύµφωνα µε τον Salviati, ο µόνος τρόπος για να αποφύγουµε την παραπάνω αντίφαση, είναι να 

παραδεχτούµε ότι υπάρχουν άπειροι  φυσικοί και άπειροι τετράγωνοι αριθµοί.  ∆εν µπορούµε να 

πούµε ότι οι τετράγωνοι είναι περισσότεροι ή λιγότεροι από τους φυσικούς αριθµούς.  Σε τελική 

ανάλυση, οι ιδιότητες της ισότητας και του µικρότερου ή µεγαλύτερου µεγέθους είναι 
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εφαρµόσιµες µόνο στις πεπερασµένες ποσότητες, δηλαδή ποσότητες που είναι µετρήσιµες , και 

όχι όταν ασχολούµαστε µε το άπειρο (τα απειροστά – non quanta – δεν µπορούν να συγκριθούν 

µεταξύ τους, γιατί σε αντίθεση µε τα quanta, δεν είναι µετρήσιµα) (Knobloch, 1999). 

Τα παραπάνω δείχνουν ότι ο Galileo είχε επίγνωση της αµφιµονοσήµαντης αντιστοιχίας και ότι 

είναι δυνατόν το µέρος να είναι ίσο µε το όλον (σε αντίθεση µε το Ευκλείδειο αξίωµα) στην 

περίπτωση ενός απειροσυνόλου, ακόµα κι αν µε τη διαπίστωση αυτή κατέληξε στο λανθασµένο 

συµπέρασµα, ότι όλα τα άπειρα είναι ίδια.  Στην πραγµατικότητα το Ευκλείδειο αξίωµα δεν 

µπορεί να εφαρµοστεί στα απειροσύνολα, δεδοµένου ότι αυτά δεν είναι ποσότητες που µπορούν 

να συγκριθούν (Knobloch, 1999).  Και παρόλο που δεν µπορούσε να φανταστεί ότι το σύνολο 

των σηµείων ενός τµήµατος δεν είναι καθόλου το ίδιο άπειρο µε το άπειρο των φυσικών 

αριθµών, κατάφερε να στηρίξει τον ισχυρισµό του ότι: δυο κύκλοι µπορούν να «αποτυπώσουν» 

την ίδια απόσταση, ακόµα κι αν έχουν διαφορετικές ακτίνες.     

3.3  Torricelli’s trumpet  (Kaplan & Kaplan, 2004· Clegg, 2003). 

Το παράδοξο αυτό είναι επίσης γνωστό και ως το κόρνο του Γαβριήλ (Gabriel’s corn).  Ο µύθος 

ταυτίζει τον Γαβριήλ µε τον Αρχάγγελο Γαβριήλ, ο οποίος αναγγέλλει µε το κόρνο του την 

Ηµέρα της Κρίσης, συσχετίζοντας το άπειρο µε το Θείο (για άλλη µια φορά).   

Ο E.Torricelli (1608-1647) περιγράφει ένα στερεό (Σχ. 3) του οποίου η επιφάνεια είναι άπειρη 

και ο όγκος  πεπερασµένος.  Το στερεό παράγεται από την περιστροφή της καµπύλης µε εξίσωση 

y = 1/x, για x ≥1, γύρω από τον άξονα Οx.  O Άγγλος φιλόσοφος Thomas Hobbes είχε γράψει 

χαρακτηριστικά: «Για να συλλάβει κανείς νοητικά το παραπάνω στερεό, δεν χρειάζεται να είναι 

µαθηµατικός ή λογικός φιλόσοφος.  Θα πρέπει να είναι …παλαβός» (Kaplan & Kaplan, 2004). 

 

 

 

 

 

      Σχ.3 
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Χρησιµοποιώντας σύγχρονη ορολογία: 

 

 

 

 

 

 

Η µαθηµατική εξήγηση του παράδοξου αυτού σχετίζεται µε τις διαφορετικές διαστάσεις των 

ποσοτήτων που εµπλέκονται στους υπολογισµούς.  Η διάσταση του µήκους είναι 1 της 

επιφάνειας 2 και του όγκου 3 (π.χ. m, m2, m3 
αντίστοιχα).  Όταν υπολογίζουµε τη δισδιάστατη 

επιφάνεια του στερεού που προέκυψε από περιστροφή του γραφήµατος της y=1/x, υποθέτουµε 

ότι το αποτέλεσµα προέκυψε από άθροιση (ολοκλήρωση) µονοδιάστατων «δακτυλίων» των 

οποίων οι ακτίνες είναι ίσες µε το ύψος του γραφήµατος στο εκάστοτε δεδοµένο σηµείο.  

Οµοίως, όταν υπολογίζουµε τον τρισδιάστατο όγκο του στερεού εκ περιστροφής, υποθέτουµε ότι 

το αποτέλεσµα προέκυψε από άθροιση (ολοκλήρωση) δισδιάστατων κυκλικών δίσκων, ακτίνας 

ίσης µε το εκάστοτε ύψος του γραφήµατος.  Καθώς ∞→x  έχουµε: 
x

x
x

4

2

1
1

2
1

+
⋅<<⋅ ππ .  Επί 

της ουσίας, από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι όσο µεγαλώνει το x, το άθροισµα των  

εµβαδών των δισδιάστατων κυκλικών δίσκων, γίνεται πολύ µικρότερο από το άθροισµα των 

περιµέτρων των µονοδιάστατων δακτυλίων, και φθίνει πολύ πιο γρήγορα από ότι θα έπρεπε για 

να ξεπεράσει ο συνολικός όγκος του στερεού την τιµή π.  Ολοκληρώνοντας, είναι αναµενόµενο ο 

όγκος να συγκλίνει στην τιµή π (http://en.wikipedia.org/wiki/Gabriel's_Horn.).    

Ένας λιγότερο συµβολικός τρόπος για να καταλάβουµε τα παραπάνω είναι ο ακόλουθος (ενίοτε 

καλείται και παράδοξο του ζωγράφου - painter’s paradox): ας φανταστούµε ότι γεµίζουµε το 

κόρνο µε χρώµα π κυβικών µονάδων, οπότε η πεπερασµένη αυτή ποσότητα θα χρωµατίσει και 

την εσωτερική επιφάνεια του στερεού, η οποία είναι άπειρη!!!  Το παράδοξο έγκειται στο 

γεγονός ότι δεν λαµβάνουµε υπόψη µας ότι το πραγµατικό χρώµα δεν είναι δισδιάστατο - έχει 

πάχος, και κατά συνέπεια η κάλυψη της άπειρης επιφάνειας θα απαιτούσε µια άπειρη 
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(τρισδιάστατη) ποσότητα χρώµατος.  ∆εδοµένου ότι  κάποια στιγµή η διατοµή του κόρνου θα 

γίνει µικρότερη από τη διάµετρο των σωµατιδίων του υγρού, πεπερασµένη ποσότητα χρώµατος 

θα καλύψει πεπερασµένη επιφάνεια, και το παράδοξο εξαφανίζεται.  

Να σηµειώσουµε εδώ ότι στα τέλη του 17ου αιώνα και στις αρχές του 18ου, οι µαθηµατικοί είχαν 

αρχίσει να κατανοούν αρχές της ανάλυσης.  Κι εδώ όµως τα παράδοξα του απείρου δεν άργησαν 

να φανούν.  Μεγάλος λόγος λ.χ. έγινε για το άθροισµα της άπειρης σειράς:  

S = 1-1+1-1+1-1+1-1+1-1+1…  

Κάποιοι είπαν: S = (1-1)+(1-1)+(1-1)+(1-1)+…= 0+0+0+0+…= 0.  

Άλλοι πάλι το είδαν ως: S = 1-(1-1)-(1-1)-(1-1)-(1-1)-…= 1-0-0-0-0-…= 1 

Ο L.G. Grandi (1671-1742) έδωσε την «Σολοµώντεια» λύση: υποστήριξε ότι επειδή οι τιµές 0 ή 

1 για το παραπάνω άθροισµα είναι «ισοπίθανες», θα είναι: S = 1-(1-1+1-1+1-1+1-1+…) = 1-S 

και τελικά S = 1/2. 

3.4  Ο γρίφος του ping-pong ball (Mamolo &.Zazkis, 2008)  

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε άπειρες µπάλες του ping-pong αριθµηµένες 1,2,3,…και ένα µεγάλο 

βαρέλι.  Το πείραµα που ακολουθεί διαρκεί 1 λεπτό ακριβώς.  Καταρχήν τοποθετούµε στο 

βαρέλι τις 10 πρώτες µπάλες και βγάζουµε από αυτό εκείνη µε το νούµερο 1 σε διάστηµα µισού 

λεπτού.  Στη συνέχεια σε 1/4 του λεπτού, το µισό του υπολειπόµενου χρόνου, τοποθετούµε στο 

βαρέλι τις µπάλες µε νούµερα 11 έως 20 και βγάζουµε από αυτό εκείνη µε το νούµερο 2.  Στο 

µισό του υπολειπόµενου χρόνου τοποθετούµε τις µπάλες µε νούµερα 21 έως 30 και αφαιρούµε 

εκείνη µε το νούµερο 3.  Συνεχίζουµε τη διαδικασία επ’ άπειρον.  Μετά από 1 λεπτό πόσες 

µπάλες θα έχουν µείνει µέσα στο βαρέλι; 

Στο πρόβληµα αυτό, εµπλέκονται τρία απειροσύνολα: οι µπάλες που βάζουµε στο βαρέλι, 

εκείνες που βγάζουµε από το βαρέλι και τα χρονικά διαστήµατα.  Η αναγκαιότητα να συνδυάσει 

κανείς τρία απειροσύνολα εκ των οποίων το ένα είναι, ενάντια στη διαίσθηση (και 

αναπόφευκτα), φραγµένο, περιπλέκει την κατάσταση: η ακολουθία των χρονικών διαστηµάτων 

είναι µια ακολουθία απείρων όρων (1/2, 1/4, 1/8,…) που έχει κάτω φράγµα τα 0 sec και άνω 

φράγµα το 1 λεπτό, το άθροισµα των όρων της οποίας ισούται µε 1.  Η σύγκρουση µεταξύ του 

«απεριόριστου» πλήθους των χρονικών διαστηµάτων και του «περιορισµένου» χρόνου (1 λεπτό) 

τονίζει και προβάλλει την αλληλεπίδραση του ενεργεία απείρου µε το δυνάµει άπειρο.  Παρά το 
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γεγονός ότι σε κάθε χρονική στιγµή οι µπάλες µέσα στο βαρέλι είναι περισσότερες από εκείνες 

που είναι έξω από αυτό, µετά το πέρας του ενός λεπτού το βαρέλι θα είναι άδειο!!   

Το παράδοξο επιλύεται, αν θέσουµε σε αντιστοίχιση 1-1 το καθένα από τα παραπάνω σύνολα µε 

το σύνολο των φυσικών αριθµών.  Τα δύο πρώτα σύνολα (οι µπάλες που µπαίνουν και εκείνες 

που βγαίνουν), όντας αριθµηµένα, τίθενται απευθείας σε 1-1 αντιστοιχία µε το σύνολο των 

φυσικών.  Άρα όσες µπάλες µπαίνουν στο βαρέλι, τόσες βγαίνουν κιόλας.  Το γεγονός ότι το 

σύνολο Α={1,2,3,…}(οι µπάλες που βγάζουµε), και το σύνολο των χρονικών διαστηµάτων 

Β={ ,...}
2

1
,

2

1
,

2

1
32

µπορούν επίσης να τεθούν σε αντιστοιχία 1-1 ( Β∈






↔∋Α
x

x
2

1
), µας 

εξασφαλίζει ότι µετά το πέρας του ενός λεπτού, δεν θα υπάρχει τίποτα µέσα  στο βαρέλι.  Όντως 

µας το εξασφαλίζει;  Όσα προείπαµε είναι απαραίτητα (αναγκαία) αλλά όχι επαρκή.  ∆εν επαρκεί 

το γεγονός ότι τα σύνολα Α και Β είναι ισοπληθικά.  Η διάταξη των στοιχείων του συνόλου Α 

παίζει καθοριστικό ρόλο στην επίλυση του προβλήµατος.  Για να αδειάσει το βαρέλι µετά το 

πέρας του ενός λεπτού, πρέπει να βγάζουµε τις µπάλες από µέσα διαδοχικά ξεκινώντας από 

εκείνη µε το νούµερο1.  Συνεπώς, θα υπάρξει µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή κατά την οποία 

κάθε µια από τις µπάλες που βάλαµε θα έχει βγει από το βαρέλι.  Για παράδειγµα, αν ισχυριστεί 

κάποιος ότι η µπάλα µε το νούµερο 127 θα έχει µείνει στο βαρέλι, θα αντικρούσουµε το 

επιχείρηµα ισχυριζόµενοι ότι θα έχει αφαιρεθεί από αυτό τη χρονική στιγµή (1/2)127 και 

αντίστροφα.  Το βλέπω αλλά δεν το πιστεύω, ως άλλος Cantor, αν µου επιτρέπεται ο 

παραλληλισµός!!!   

3.5  Το ασυνήθιστο ξενοδοχείο του Hilbert  (Vilenkin, 1997·Clegg, 2003· Rucker, 2004· 

          Smullyan, 2003·Barrow, 2007) 

Θα παρουσιάσουµε το ξενοδοχείο αυτό, σαν παραµύθι που διηγείται κανείς σε παιδιά (µέρος του 

οποίου παρουσιάστηκε και στην διδακτική παρέµβαση που ακολουθεί στο 4ο µέρος της 

παρούσας εργασίας).  Είναι µια καταπληκτική ιστορία που αποδίδεται στον εξέχοντα 

µαθηµατικό D. Hilbert (δεν αναφέρεται σε κανένα από τα συγγράµµατά του).  Γνωστή έγινε 

κυρίως όταν την περιέγραψε ο G. Gamow (1961) στο βιβλίο του µε τίτλο: One Two 

Three…Infinity: facts and speculations in science, Viking, Νέα Υόρκη (Barrow, 2007). 

Ας προσπαθήσουµε να φιλοξενήσουµε πρόσθετους πελάτες σε ένα ξενοδοχείο του οποίου όλα τα 
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δωµάτια είναι κατειληµµένα, χωρίς να καταφύγουµε σε διπλοκρατήσεις και χωρίς να έχουµε 

αναχωρήσεις.  Αδύνατον;  Ναι, αλλά µόνον αν το ξενοδοχείο είναι πεπερασµένο!  Και δεν είναι 

όλα τα ξενοδοχεία πεπερασµένα!!  Τι συµβαίνει αν έχει άπειρα δωµάτια; Τέτοια ξενοδοχεία 

απαντώνται στις ιστορίες του Σιωπηλού Ιόντος, του διαγαλαξιακού ταξιδευτή, και γι’αυτό είναι 

σκόπιµο να του δώσουµε το λόγο:      

Γύρισα στο σπίτι µάλλον αργά – η συνάντηση στο κλαµπ «Νεφέλωµα της Ανδροµέδας» είχε 

τραβήξει πολύ µετά τα µεσάνυχτα.  Όλη νύχτα βασανιζόµουν από εφιάλτες.  Ονειρεύτηκα ότι 

είχα καταπιεί ένα τεράστιο διαστηµικό σκαθάρι, µετά ότι βρισκόµουν ξανά στον πλανήτη 

Ντουρντίτοφ και δεν µπορούσα να ξεφύγω από εκείνες τις τροµερές µηχανές που υπάρχουν εκεί 

και µεταµορφώνουν τους ανθρώπους σε εξάγωνα.  Ένα απρόσµενο τηλεφώνηµα µε επανέφερε 

στην πραγµατικότητα.  Ήταν ο παλιόφιλος και σύντροφος στα διαστρικά ταξίδια καθηγητής 

Ταράντογκ.  

«Επείγον πρόβληµα, αγαπητό µου Ιόν», τον άκουσα να µου λέει.  «Οι αστρονόµοι ανακάλυψαν 

ένα παράξενο κοσµικό αντικείµενο - µια µυστηριώδη µαύρη γραµµή η οποία εκτείνεται από τον 

ένα γαλαξία στον άλλο.  Κανείς δεν γνωρίζει τι συµβαίνει.  Είσαι η τελευταία µας ελπίδα.  Να 

πετάξεις αµέσως προς το νεφέλωµα ΑCD-1587».  Την άλλη µέρα, πήρα από την επισκευαστική 

µονάδα τον παλιό µου πύραυλο φωτονίων, φόρτωσα πάνω τον χρονικό επιταχυντή και το 

ηλεκτρικό µου ροµπότ, το οποίο γνωρίζει όλες τις γλώσσες του κόσµου και όλες τις ιστορίες 

γύρω από τα διαστρικά ταξίδια.  Απογειώθηκα.  Θα έπαιρνα την υπόθεση στα χέρια µου. 

Πάνω που το ροµπότ είχε εξαντλήσει όλο το απόθεµα ιστοριών και είχε αρχίσει να 

επαναλαµβάνεται (δεν υπάρχει τίποτα χειρότερο από το να ακούς ένα ηλεκτρονικό ροµπότ να 

επαναλαµβάνει την ίδια ιστορία για δέκατη φορά), φάνηκε από µακριά ο προορισµός του 

ταξιδιού µου.  Οι γαλαξίες που απέκρυπταν τη µυστηριώδη γραµµή ήταν πίσω µου πια, ενώ 

εµπρός µου βρισκόταν…το ξενοδοχείο «Κόσµος».  Πριν από αρκετό καιρό, είχα κατασκευάσει 

έναν µικρό πλανήτη για τους περιπλανώµενους διαστρικούς εξόριστους, όµως τον κατέστρεψαν 

οι ίδιοι, και έτσι βρίσκονταν πάλι χωρίς καταφύγιο. Ύστερα, αποφάσισαν να παρατήσουν τις 

περιπλανήσεις σε ξένους γαλαξίες και να ανεγείρουν ένα µεγαλοπρεπές κτίριο – ένα ξενοδοχείο 

για όλους τους κοσµικούς ταξιδιώτες.  Η ανέγερση του ξενοδοχείου αποδείχτηκε υπέροχο έργο.  

Το σπουδαιότερο χαρακτηριστικό του ξενοδοχείου ήταν ο άπειρος αριθµός δωµατίων.  Οι 

εξόριστοι ήλπιζαν ότι κανείς δεν θα βρισκόταν ξανά στη δυσάρεστη θέση να ακούσει την 
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ενοχλητική φράση που τόσο τους είχε βασανίσει τον καιρό της περιπλάνησης τους:  «λυπάµαι, 

δεν υπάρχουν ελεύθερα δωµάτια». 

Όµως, στάθηκα άτυχος.  Οι κοσµικοί ζωολόγοι είχαν έρθει από όλους τους γαλαξίες και ήταν 

απειράριθµοι και έτσι, όλα τα δωµάτια ήταν κατειληµµένα από τους συνέδρους.  ∆εν υπήρχε 

δωµάτιο για µένα.  Πρέπει να οµολογήσω ότι ο διευθυντής προσπάθησε πολύ για να πετύχει την 

συγκατάθεση κάποιων αντιπροσώπων, ώστε να µοιραστώ το δωµάτιο µε έναν από αυτούς.  

Ωστόσο, µόλις διαπίστωσα ότι ο πρώτος υποψήφιος συγκάτοικος ανέπνεε φθόριο και ο άλλος 

θεωρούσε φυσιολογικό να υπάρχει στο περιβάλλον του θερµοκρασία 860°C, αρνήθηκα ευγενικά 

τους «ευχάριστους» συγκάτοικους.  Ευτυχώς, ο διευθυντής του ξενοδοχείου…….ύστερα από 

σκέψη, στράφηκε στον υπεύθυνο υποδοχής και του είπε: «Να τον βάλεις στο δωµάτιο 1» 

� Πώς µπορεί να γίνει αυτό; 

Αυτό που έκανε ο υπεύθυνος της υποδοχής, ήταν να ζητήσει από κάθε ένοικο να µετακοµίσει 

στο αµέσως επόµενο προς τα δεξιά του δωµάτιο.  Με λίγα λόγια ο ένοικος του δωµατίου 1 να 

πάει στο δωµάτιο 2, ο ένοικος του δωµατίου 2 στο δωµάτιο 3,..., ο ένοικος του δωµατίου n στο 

δωµάτιο n+1.  Έτσι το δωµάτιο 1 έµεινε άδειο.  

Από εκείνη τη στιγµή, άρχισα να εκτιµώ την ασυνήθιστη ιδιότητα του συγκεκριµένου 

ξενοδοχείου.  Αν ο αριθµός των δωµατίων ήταν πεπερασµένος, ο ένοικος του τελευταίου 

δωµατίου θα έπρεπε να µετακοµίσει στον διαστρικό χώρο!!  Αφού όµως το ξενοδοχείο είχε 

άπειρο αριθµό δωµατίων, υπήρχε άπειρος χώρος για όλους και µπόρεσα να εγκατασταθώ χωρίς 

να στερήσω το δωµάτιο από κάποιο ζωολόγο.   Το επόµενο πρωί µου ζήτησαν, προς µεγάλη µου 

έκπληξη, να µετακοµίσω .  Ο λόγος είναι η καθυστερηµένη άφιξη 200.000 κοσµικών ζωολόγων 

που έπρεπε µε τη σειρά τους κι αυτοί να εγκατασταθούν. 

� Ποιο είναι το νούµερο του δωµατίου στο οποίο µετακόµισα; 

Τώρα πια ήταν εύκολο για µένα.  Πήρα τα πράγµατά µου και χωρίς να ρωτήσω κανέναν, 

µετακόµισα στο δωµάτιο 200.001 και έτσι έµειναν 200.000 άδεια δωµάτια για τους 

καθυστερηµένους.  Κατάλαβα ότι ακόµα κι αν έρχονταν n το πλήθος καθυστερηµένοι, όπου n 

φυσικός αριθµός, θα έπρεπε κάθε ένοικος να µετακινηθεί n δωµάτια προς τα δεξιά, αφήνοντας 

ελεύθερα τα πρώτα n δωµάτια για τους νέους πελάτες.  Ενώ πήγαινα στη ρεσεψιόν για να 

πληρώσω την τρίτη ηµέρα της παραµονής µου, βλέπω κατάπληκτος από το παράθυρο του 
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υπεύθυνου υποδοχής µια µεγάλη ουρά που η άκρη της χανόταν κάπου κοντά στα Νέφη του 

Μαγγελάνου.  Στράφηκα αµήχανος στη ρεσεψιόν και ρώτησα: 

«Ποιοι είναι αυτοί οι άνθρωποι;» 

«Ήρθαν  για το διαστρικό συνέδριο φιλοτελιστών». 

«Είναι πολλοί;» 

«Άπειροι – ένας εκπρόσωπος από κάθε γαλαξία». 

«Πώς θα εξασφαλίσετε δωµάτια για όλους;  Οι κοσµικοί ζωολόγοι θα φύγουν αύριο». 

«∆εν ξέρω ۟  τώρα πηγαίνω να συζητήσω το θέµα για λίγο µε το γενικό διευθυντή». 

� Με ποιόν τρόπο µπορούµε να βοηθήσουµε τον υπεύθυνο, ώστε να εξυπηρετήσει τους  

πελάτες και να µη χάσει τη δουλειά του;  

Αυτήν τη φορά το πρόβληµα ήταν πολύ πιο δύσκολο.  Μετά από ώρα ο υπεύθυνος βγήκε από το 

γραφείο του διευθυντή και ζήτησε αρχικά από τους παλαιούς ενοίκους να µετακινηθούν όλοι 

κατά ένα δωµάτιο δεξιά.  Έτσι ένας νέος ένοικος εγκαθίσταται στο άδειο δωµάτιο 1.  Στη 

συνέχεια ζητάει πάλι από όλους να µετακινηθούν κατά ένα δωµάτιο δεξιά, οπότε πάλι το 

δωµάτιο 1 µένει ελεύθερο.  Αναρωτήθηκα αν γνωρίζει τι κάνει!!! Τι κουραστική λύση! 

Αποκλείεται σε πεπερασµένο χρόνο να τακτοποιηθούν όλοι οι νέοι πελάτες.  Θα έχει φύγει από 

τη ζωή και ακόµα θα µετακινούνται ένοικοι από το ένα δωµάτιο στο άλλο…..Τον λυπήθηκα και 

αποφάσισα να τον βοηθήσω.  Του πρότεινα να βάλει τον ένοικο του δωµατίου 1 στο νούµερο 2, 

του δωµατίου 2 στο δωµάτιο 4, του δωµατίου 3 στο δωµάτιο6,…, του δωµατίου n στο δωµάτιο 

µε αριθµό 2n.  Έτσι ελευθερωνόταν το απειροσύνολο των δωµατίων µε περιττό αριθµό µε µια 

κίνηση και έτσι θα µπορούσαν να εγκατασταθούν σ’ αυτά οι φιλοτελιστές !!  Ενθουσιάστηκε και 

µου προσέφερε δωρεάν διαµονή για όσο διάστηµα επιθυµούσα!! 

Την επόµενη µέρα τα πράγµατα ήταν ευκολότερα – το συνέδριο των κοσµικών ζωολόγων έληξε, 

και οι ζωολόγοι αναχώρησαν για τις πατρίδες τους.  Λίγες ηµέρες αργότερα, ο γενναιόδωρος 

οικοδεσπότης µου ήταν στεναχωρηµένος.  «Τι τρέχει;» τον ρώτησα.  «Τα µισά δωµάτια είναι 

πλέον άδεια.  ∆εν θα επιτύχουµε τους οικονοµικούς στόχους µας».  Η αλήθεια είναι ότι δεν 

κατάλαβα για ποιους οικονοµικούς στόχους µου µιλούσε.  Άλλωστε, εισέπραττε µισθώµατα από 

άπειρο πλήθος δωµατίων.  Παρόλα αυτά, του έδωσα µια συµβουλή:  «Γιατί δεν µεταφέρετε τους 

πελάτες σε διπλανά δωµάτια, έτσι ώστε να γεµίσετε ολόκληρο το ξενοδοχείο;»  Αυτό 

αποδείχτηκε αρκετά εύκολο στην πράξη.  Οι φιλοτελιστές διέµεναν στα δωµάτια µε περιττό 
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αριθµό, και µόνο σ’ αυτά: 1,3,5,7,9, κλπ.  Ο πελάτης του δωµατίου 1 παρέµεινε στη θέση του.  Ο 

αριθµός 3 µετακόµισε στον αριθµό 2, ο αριθµός 5 στον αριθµό 3, ο αριθµός 7 στον αριθµό 4, 

κ.ο.κ.  Στο τέλος, όλα τα δωµάτια ήταν και πάλι γεµάτα, µολονότι δεν είχε αφιχθεί ούτε ένας 

νέος πελάτης. 

Τούτο όµως δεν στάθηκε αρκετό για να θέσει τέρµα στη δυσαρέσκεια του διευθυντή.  Μου 

εξήγησε ότι οι εξόριστοι δεν είχαν αρκεστεί στην ανέγερση στου ξενοδοχείου «Κόσµος».  Οι 

ακάµατοι χτίστες συνέχισαν να κατασκευάζουν άπειρα ξενοδοχεία, το καθένα µε άπειρα 

δωµάτια, το οποίο όµως είχε ως συνέπεια τη διατάραξη της διαγαλαξιακής ισορροπίας.  Γι αυτό 

το λόγο, τους ζητήθηκε να κλείσουν όλα τα ξενοδοχεία εκτός από το δικό µας.  Η εκτέλεση της 

συγκεκριµένης εντολής ήταν πολύ δύσκολη, αφού όλα τα ξενοδοχεία (και το δικό µας) ήταν 

γεµάτα.  Ζητήθηκε λοιπόν από το διευθυντή να δεχτεί όλους τους πελάτες από άπειρα 

ξενοδοχεία, καθένα από τα οποία είχε άπειρους πελάτες, σε ένα µοναδικό ξενοδοχείο, το οποίο 

όµως και αυτό ήταν ήδη πλήρες!   

� Με ποιόν τρόπο µπορούµε να βοηθήσουµε τον διευθυντή να λύσει το πρόβληµα που 

προέκυψε; 

Ύστερα από µερικές προτάσεις που δεν έλυσαν το πρόβληµα, ήρθε και η δική µου σειρά να 

µιλήσω - δεν ήταν δα και άχρηστες οι πενταετείς σπουδές µου στο τµήµα µαθηµατικών της 

Αστρικής Ακαδηµίας.  «Να χρησιµοποιήσουµε τους πρώτους αριθµούς.  Να βάλουµε τους 

πελάτες του πρώτου ξενοδοχείου στους αριθµούς 2,4,8,16,…, του δεύτερου στους αριθµούς 

3,9,27,81,…, του τρίτου στους αριθµούς 5,25,125,625,…, του τέταρτου στους αριθµούς 

7,49,343,..» 

«Και δεν θα τύχει έτσι να έχουµε δύο πελάτες στο ίδιο δωµάτιο;» 

«Όχι.  Αν πάρουµε δύο τυχαίους πρώτους αριθµούς, όλες οι δυνάµεις τους µε εκθέτη φυσικό 

αριθµό είναι διαφορετικές µεταξύ τους.  Αν οι p και q είναι πρώτοι αριθµοί, µε p≠ q και οι m,n  

είναι φυσικοί αριθµοί, τότε nm qp ≠ ». 

Ο διευθυντής σκέφτηκε µια βελτίωση της µεθόδου που πρότεινα.  Σκέφτηκε ότι ήταν 

απαραίτητοι µόνο οι πρώτοι αριθµοί 2 και 3.  Πρότεινε, λοιπόν, να εγκατασταθεί ο πελάτης από 

το m-στο δωµάτιο του n-στου ξενοδοχείου στο δωµάτιο µε αριθµό 2m3n.  Αυτό είναι 

αποτελεσµατικό, διότι αν m≠ p ή n≠ q, τότε 2m3n≠  2p3q.  Έτσι, δεν θα υπήρχε κανένα δωµάτιο 

µε δύο ενοίκους.  Η πρότασή µας αποτέλεσε τη λύση σε ένα πρόβληµα που όλοι είχαν θεωρήσει 
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άλυτο.  Εντούτοις δεν ήταν η βέλτιστη λύση, γιατί έµεναν πολλά δωµάτια ελεύθερα (σύµφωνα 

µε τη δική µου πρόταση, τα δωµάτια που είχαν αριθµό που δεν ήταν δύναµη πρώτου, όπως το 6ο, 

το 12ο, κ.λ.π., ενώ σύµφωνα µε εκείνη του διευθυντή όλα τα δωµάτια που ο αριθµός τους δεν 

ήταν δυνατόν να γραφεί στη µορφή 2m3n, όπως το 5ο, το 7ο, κλπ.).   

Η καλύτερη λύση προτάθηκε από ένα φιλοτελιστή…..Πρότεινε να σχηµατίσουµε έναν πίνακα:  

στις γραµµές του θα καταγράφαµε τους αριθµούς των ξενοδοχείων (m) και στις στήλες τους 

αριθµούς των δωµατίων (n).  …….Σας παραθέτω αυτή την πινακοποιηµένη ταξινόµηση (στην 

πραγµατικότητα, µόνο το πάνω αριστερό τµήµα της, διότι η πλήρης καταγραφή της απαιτεί 

άπειρες γραµµές και στήλες): 

 
(1,1)   (1,2)   (1,3)   (1,4)   (1,5) …   (1,n) … 

(2,1)   (2,2)   (2,3)   (2,4)   (2,5) …   (2,n) … 

(3,1)   (3,2)   (3,3)   (3,4)   (3,5) …   (3,n) … 

(4,1)   (4,2)   (4,3)   (4,4)   (4,5) …   (4,n) … 

(5,1)   (5,2)   (5,3)   (5,4)   (5,5) …   (5,n) … 
………………………………………………………… 
(m,1)   (m,2)   (m,3)   (m,4)   (m,5) …   (m,n) … 
…………………………………………………………. 

«Και τώρα, τακτοποιήστε τους πελάτες σύµφωνα µε τα τετράγωνα», είπε ο φιλοτελιστής- 

µαθηµατικός. 

«Πώς;» απόρησε ο διευθυντής. 

«Με βάση τα τετράγωνα.  Στον αριθµό 1 να βάλετε τον πελάτη από το (1,1), δηλαδή από το 

πρώτο δωµάτιο του πρώτου ξενοδοχείου ۟στον αριθµό 2 να βάλετε τον πελάτη από το (1,2), 

δηλαδή από το δεύτερο δωµάτιο του πρώτου ξενοδοχείου ۟  στον αριθµό 3 να βάλετε τον πελάτη 

από το (2,2), δηλαδή από το δεύτερο δωµάτιο του δεύτερου ξενοδοχείου, και στο 4 τον πελάτη 

από το (2,1), το πρώτο δωµάτιο του δεύτερου ξενοδοχείου.  Με αυτόν τον τρόπο θα έχουµε 

τακτοποιήσει τους πελάτες του πάνω αριστερά τετραγώνου «πλευράς 2».  Κατόπιν, να βάλετε 

τον πελάτη από το (1,3) στον αριθµό 5, από το (2,3) στον αριθµό 6, από το (3,3) στον αριθµό 7, 

από το (3,2) στον αριθµό 8, από το (3,1) στον αριθµό 9. (Αυτά τα δωµάτια συµπληρώνουν το 

τετράγωνο µε «πλευρά 3»).  Και συνεχίζουµε έτσι: 
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(1,1)   (1,2)  (1,3)  (1,4)  (1,5) … (1,n) … 

     ↓                    ↓                    ↓                    ↓                    ↓  

(2,1) ← (2,2)  (2,3)  (2,4)  (2,5) … (2,n) … 

       ↓     ↓      ↓     ↓  

(3,1) ← (3,2) ← (3,3)  (3,4)  (3,5) … (3,n) … 

         ↓     ↓     ↓  

(4,1) ← (4,2) ← (4,3) ← (4,4)  (4,5) … (4,n) … 

           ↓     ↓ 

(5,1) ← (5,2) ← (5,3) ← (5,4) ← (5,5) … (5,n) … 

             ↓ 

………………………………………………………………………………………… 

(n,1) ← (n,2) ← (n,3) ← (n,4) ← (n,5) ←… (n,n)  

…………………………………………………………………………………………. 

«Αλήθεια, θα υπάρξει χώρος για όλους;» Ο διευθυντής αµφέβαλε. 

«Βέβαια.  Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο, τακτοποιούµε τους πελάτες από τα πρώτα n δωµάτια των 

πρώτων n ξενοδοχείων στα πρώτα n2 δωµάτια.  Έτσι, αργά ή γρήγορα κάθε πελάτης θα πάρει ένα 

δωµάτιο.  Για παράδειγµα, ο πελάτης του δωµατίου 136 από το ξενοδοχείο µε αριθµό 217  θα 

πάρει δωµάτιο στο 217ο βήµα.  Είναι εύκολο να υπολογίσουµε ποιο δωµάτιο ακριβώς.  Θα έχει 

τον αριθµό 2172 – 136 + 1.   

Γενικότερα, ένας πελάτης που µένει στο n δωµάτιο του m-οστού ξενοδοχείου, θα καταλύσει στον 

αριθµό (n-1)2 + m, αν n ≥ m, ή στον αριθµό m2 – n + 1, αν n < m.»… 

Το σχέδιο που προτάθηκε αναγνωρίστηκε ως το καλύτερο.  Για να τιµήσει την τόσο επιτυχηµένη 

λύση, ο διευθυντής διοργάνωσε δεξίωση προς τιµήν του φιλοτελιστή-µαθηµατικού, στην οποία 

ήταν προσκεκληµένοι όλοι οι πελάτες.  Μετά το τέλος της δεξίωσης, επιβιβάστηκα στον 

φωτονικό µου πύραυλο και ξεκίνησα για τη Γη.  Έπρεπε να πληροφορήσω τους κοσµοναύτες της 

Γης σχετικά µε το νέο αυτό διαστηµικό καταφύγιο.  Εκτός αυτού, ήθελα να συµβουλευτώ 

µερικούς διακεκριµένους µαθηµατικούς και το φίλο µου καθηγητή Ταράντογκ για τις ιδιότητες  

των απειροσυνόλων.  
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3.6  Η χρήση των παράδοξων στην προσπάθεια κατανόησης της έννοιας του απείρου 

Μελετώντας τα µαθηµατικά παράδοξα, θα µπορούσαµε πιθανόν να βρούµε απαντήσεις σχετικά 

µε το είδος των νοητικών λειτουργιών µε τις οποίες ο ανθρώπινος νους προσεγγίζει την έννοια 

του απείρου.  Το θέµα, όσο µας επιτρέπει να συµπεράνουµε η ενασχόλησή µας στα πλαίσια της 

εργασίας αυτής, δεν έχει ερευνηθεί ικανοποιητικά.  Η δηµοσιευµένη έρευνα που χρησιµοποιεί τα 

παράδοξα σαν φακό για τη διερεύνηση της κατανόησης της έννοιας του απείρου είναι 

περιορισµένη, παρόλο που ερευνητές, όπως οι Dubinsky, Weller, McDonald and Brown (2005), 

έχουν επισηµάνει τη χρησιµότητά τους προς αυτή την κατεύθυνση.  Παράλληλα, οι Movshovitz-

Hadar & Hadass (1990) προτείνουν τα παράδοξα σαν εργαλείο διδασκαλίας που θα βοηθούσε να 

γεφυρωθεί το χάσµα µεταξύ µαθηµατικών και εκπαίδευσης προκαλώντας συζήτηση και 

αντιπαράθεση και προσφέροντας ευκαιρίες στους µαθητές να αναπτύξουν τη µαθηµατική τους 

σκέψη.  Τοποθετούνται χαρακτηριστικά: «η επιθυµία να επιλυθεί ένα παράδοξο είναι ισχυρό 

κίνητρο για αλλαγή των πλαισίων γνώσης.  Για παράδειγµα, ο µαθητής που µαθαίνει 

διαδικαστικά µπορεί να βιώσει µια µεταφορά στο επίπεδο της αλληλεπιδραστικής µάθησης».  

Παρατηρούν επίσης, ως επικοδοµηστές (constructivists), ότι η εµπλοκή των µαθητών µε τα 

παράδοξα πιθανόν να προκαλέσει γνωστική σύγκρουση, που µπορεί να οδηγήσει κάποιους 

µαθητές στην κατασκευή νέων γνωστικών δοµών (νοητικών σχηµάτων).  Οι Zazkis and Leikin 

(2007) (στο Mamolo & Zazkis, 2008)  επιχειρηµατολογούν υπέρ της χρήσης των παραδόξων και 

σαν ερευνητικό εργαλείο.  Ως τέτοιο, τα παράδοξα χρησιµεύουν για να ερευνηθεί η διαισθητική 

και αυθόρµητη «κατανόηση» της έννοιας του απείρου.         

Θα παρουσιάσουµε στη συνέχεια δύο έρευνες, η µία του R. Núñez (1994) και η άλλη των A. 

Mamolo & R. Zazkis (2008), στις οποίες γίνεται σαφής χρήση παραδόξων στην προσπάθεια 

κατανόησης του τρόπου µε τον οποίο ο ανθρώπινος νους προσεγγίζει την έννοια του απείρου. 

Ο R. Núñez (1994) ερευνά το «µικρό» άπειρο (infinity in the small) κάνοντας χρήση του 

παραδόξου της διχοτοµίας του Ζήνωνος.  Σε 32 µαθητές, αγόρια και κορίτσια, ηλικίας 8, 10, 12 

και 14 ετών υψηλής και χαµηλής επίδοσης, δύο σχολείων της πόλης Fribourg στην Ελβετία 

δόθηκε προφορικά ως ανοιχτό πρόβληµα το παράδοξο της διχοτοµίας ως εξής: Ας υποθέσουµε 

ότι θέλουµε να πάµε από την µία πλευρά του τραπεζιού στην άλλη.  Μας δίνεται η οδηγία να 

καλύψουµε στην αρχή τη µισή απόσταση και στη συνέχεια τη µισή της υπολειπόµενης κ.ο.κ.  Θα 

φτάσουµε τελικά στην άκρη του τραπεζιού;  Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε µε τη µέθοδο 
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προσωπικών συνεντεύξεων στα πλαίσια του µαθήµατος της ψυχολογίας (δεν αναφέρθηκαν 

καθόλου τα µαθηµατικά).   

Στο παράδοξο του Ζήνωνος παρατηρούµε δυο χαρακτηριστικά: τον αριθµό των βηµάτων και την 

απόσταση που καλύπτεται από κάθε βήµα.  Το είδος των επαναλήψεων είναι διαφορετικό για 

κάθε ένα από τα χαρακτηριστικά αυτά: ο αριθµός των βηµάτων αυξάνει, ενώ η καλυπτόµενη 

απόσταση φθίνει.  Από την άλλη µεριά η φύση του περιεχοµένου (content) του χαρακτηριστικού 

που επαναλαµβάνεται είναι επίσης διαφορετική για κάθε ένα από αυτά: ο αριθµός των βηµάτων 

αναφέρεται στην πληθικότητα (πλήθος βηµάτων) ενώ η καλυπτόµενη απόσταση αναφέρεται στο 

χώρο.  Ο συνδυασµός αυτών των ετερογενών χαρακτηριστικών στο παράδοξο του Ζήνωνος, το 

καθιστά ποιοτικά περίπλοκο. 

Οι απαντήσεις των παιδιών, ανεξαρτήτως φύλλου, µπορούν να χωριστούν σε τρείς κύριες 

κατηγορίες: α) θα φτάσει στον προορισµό β) δεν θα φτάσει στον προορισµό, είτε γιατί η 

διαδικασία θα «κολλήσει» είτε γιατί απλώς θα πλησιάζει (θα τείνει) στον προορισµό και γ) 

διστάζουν να τοποθετηθούν σαφώς υπέρ της µιας ή της άλλης άποψης υιοθετώντας και τις δύο 

ταυτόχρονα (στην πραγµατικότητα θα φτάσει, αλλά θεωρητικά δεν θα φτάσει).  Στην τελευταία 

κατηγορία κατατάσσονται οι απαντήσεις µόνο των µεγαλύτερων σε ηλικία παιδιών.  Να κάνουµε 

εδώ µια µικρή παρένθεση για να αναφέρουµε ότι, όταν ετέθη αυτή η ερώτηση στους µαθητές της 

Α΄ Γυµνασίου ενός νησιού των Κυκλάδων τον Μάρτιο του 2009, ο πιο αδύνατος µαθητής της 

τάξης, σε εξαιρετικά χαµηλό επίπεδο στα µαθηµατικά, έδωσε την απάντηση: «φυσικά κυρία θα 

φτάσει στην άκρη του τραπεζιού.  Αλλά αν πρέπει να ακολουθήσει τη διαδικασία που  

περιγράφετε, δεν θα φτάσει!!».      

Πιο αναλυτικά, στην οµάδα των µαθητών 8 ετών, εµφανίζεται η τάση αλλαγής των συνθηκών 

του προβλήµατος, είτε αλλάζοντας τις συνθήκες τόπου (d/2+d/4+d/8+…+d/2k = e<d, όπου d η 

απόσταση και e ο νέος προορισµός) είτε της δράσης (σταµατούν τις επαναλήψεις) είτε και τα 

δύο.  Ένας µαθητής 8 ετών, απαντά χαρακτηριστικά: «…….θα αλλάξουµε το σηµείο άφιξης και 

θα το φέρουµε πιο πριν, οπότε θα είµαστε σίγουροι ότι θα φτάσουµε».  Οι χαµηλής επίδοσης 

µαθητές έχουν την τάση να θεωρούν το πρόβληµα τετριµµένο απαντώντας «θα φτάσουµε», 

πιστεύοντας ότι πεπερασµένες επαναλήψεις (και µάλιστα δυο - τρείς) αρκούν για να καλύψουµε 

την απόσταση (d/2+d/4+…+d/2k+d/2k = d, όπου d η απόσταση και k ένας αριθµός συνήθως 

µεταξύ 3 και 5.  Τα δύο τελευταία βήµατα έχουν, ασυνείδητα, υποτεθεί ίσα, για να  
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πραγµατοποιηθεί η ακριβής άφιξη).  Οι υψηλότερης επίδοσης µαθητές βασισµένοι στην ιδέα ότι 

η διαδικασία θα «κολλήσει», εξαιτίας του γεγονότος ότι τα βήµατα θα µικρύνουν πολύ, 

εκφράζουν τη θέση ότι κάποιος µπορεί και να µην φτάσει στον προορισµό ή τη βεβαιότητα ότι 

δεν θα φτάσει στον προορισµό (d/2+d/4+d/8+…+d/2k<d, όπου k φυσικός). 

Οι µαθητές των 10 ετών εµφανίστηκαν περισσότερο διστακτικοί από εκείνους των 8 ετών.  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι κάποιοι µαθητές υψηλής επίδοσης αυτής της οµάδας, τοποθετήθηκαν µη 

περατοκρατικά (αποδοχή της άπειρης φύσης των επαναλήψεων) στο παράδοξο του Ζήνωνα, 

αλλά περατοκρατικά στο γεωµετρικό πρόβληµα (δεν θα φτάσουµε) και αντίστροφα.  

Παραθέτουµε ενδεικτικά δύο διαλόγους: 

Η Ode διατηρεί περατοκρατική θέση όσον αφορά το γεωµετρικό πρόβληµα, αλλά δέχεται την 

άπειρη φύση των επαναλήψεων στο παράδοξο.  

Ερευν: Θα φτάσει;  

Ode (9 ετών): ….(εξετάζοντας τα τελευταία βήµατα)….αν είναι εκεί θα κάνει το µισό 

(ακολουθεί τα βήµατα στο τραπέζι) θα χρειαστεί πολύς χρόνος γιατί µετά θα κάνει µόνο ένα 

βήµα…..και µετά το µισό και µετά πάντα το µισό…όχι δεν νοµίζω ότι θα φτάσει. 

Ο Euo από την άλλη µεριά,  είναι βέβαιος για τις άπειρες επαναλήψεις που εµπλέκονται στο 

γεωµετρικό πρόβληµα και παρόλα αυτά δεν διστάζει να θεωρήσει ότι οι επαναλήψεις στο 

παράδοξο κάποτε τελειώνουν:  

Ερευν: Θα φτάσει;  

Euo (10 ετών): Ναι, οπωσδήποτε, αν διανύσουµε το µισό, το µισό, το µισό…..µετά θα φτάσουµε 

σίγουρα. 

Ερευν: Έχω ένα φίλο που ισχυρίζεται ότι δεν µπορούµε να φτάσουµε, γιατί πάντα θα υπάρχει ένα 

µισό που θα πρέπει να διανύσουµε (δείχνει τα βήµατα πάνω στο τραπέζι και ο Euo απαντά 

αµέσως µε το επόµενο βήµα, σαν να ήθελε να ολοκληρώσει το «επόµενο µισό»)… 

Euo: …και το επόµενο µισό ξανά και ξανά…..θα φτάσουµε. 

Ερευν: και αν τα καταφέρουµε µόνο µε τη φαντασία µας; 

Euo: και µε τη φαντασία µας και στην πραγµατικότητα (θα φτάσουµε). 

Στην οµάδα των µαθητών 12 και 14 ετών, σχεδόν τα 2/3 των µαθητών όλων των επιπέδων 

επίδοσης, έδωσαν απαντήσεις της µορφής: «θα πάρει λίγο χρόνο αλλά τελικά θα φτάσουµε» ή 

«θα φτάσουµε, γιατί στο τέλος δεν θα µπορούµε να κάνουµε το µισό · θα είµαστε πολύ κοντά» 

(µεταβολή των συνθηκών).  Μεταξύ των µαθητών αυτής της οµάδας υπάρχουν αρκετοί που 
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διστάζουν να τοποθετηθούν σαφώς υπέρ της µιας ή της άλλης άποψης υιοθετώντας και τις δύο 

ταυτόχρονα: Mal (14): «∆εν θα µετρήσω το τραπέζι, αλλά πιστεύω ότι δεν θα φτάσουµε 

ακριβώς…..µπορεί ένα χιλιοστό πιο πριν.  Σκέφτοµαι ότι θα φτάσουµε, αλλά ότι δεν θα 

φτάσουµε αµέσως,…αν είχαµε όλο το χρόνο….. τελικά δεν ξέρω.  Σκέφτοµαι ότι θα φτάσουµε 

ακριβώς στο τέλος και σκέφτοµαι ότι δεν θα φτάσουµε ακριβώς.  Πιστεύω δύο διαφορετικά 

πράγµατα.  ∆εν ξέρω αν θα φτάσουµε ακριβώς ή ένα χιλιοστό πριν το τέλος». 

Άλλοι, µεταβάλλοντας την απόσταση (µεγαλώνοντάς την για την ακρίβεια) φαίνεται να 

τοποθετούν τα «τελευταία» βήµατα των επαναλήψεων πιο µακριά, αφήνοντας χώρο για 

περισσότερες επαναλήψεις, ώστε τελικά η άφιξη να µην είναι πια εφικτή: Frc (14): «…δεν ξέρω.  

Νοµίζω ότι αν η απόσταση είναι µικρή (όπως στο τραπέζι) θα φτάσουµε.  Αλλά για µεγαλύτερες 

αποστάσεις δεν νοµίζω…….. δεν είµαι τόσο σίγουρος, αλλά δεν νοµίζω ότι θα φτάσουµε».   

Γενικά, τα επιχειρήµατα των µαθητών της οµάδας αυτής χαρακτηρίζονται από: α) δισταγµούς 

και αµφιβολίες β) παραδοχή των συνθηκών θέσης και δράσης του προβλήµατος και γ) την 

εµφάνιση µερικές φορές της έννοιας του απείρου: Joé (14): «……..στο άπειρο δεν θα φτάσουµε 

ποτέ.  Είναι πέρα από κάθε φαντασία.  Αλλά αν δούµε (δείχνει το τραπέζι) θα φτάσουµε αλλά 

στην πραγµατικότητα δεν θα φτάσουµε…….δεν ξέρω, ξεπερνάει τη φαντασία µου.  Αν 

καλύπτουµε κάθε φορά το µισό της υπολειπόµενης απόστασης, θα είναι δύσκολο να 

φτάσουµε……θα γίνει µικροσκοπική η απόσταση, απείρως µικρή».  Μόνο ένας µαθητής ήταν 

απολύτως σίγουρος ότι είναι αδύνατον να φτάσουµε στον προορισµό µας, παρά το γεγονός ότι οι 

επαναλήψεις συνεχίζονται επ’ άπειρον: Stn (14): «Όχι, δεν θα φτάσουµε.  Θα φτάσουµε κοντά 

στην άκρη του τραπεζιού, αλλά δεν θα φτάσουµε ποτέ στο τέλος της διαδροµής…..θα υπάρχει 

πάντα µια µικρή απόσταση που θα υπολείπεται, παρόλο που θα πλησιάζουµε όλο και πιο κοντά 

στο τέλος» (d/2+d/4+d/8+…<d). 

Για να συλλάβουµε την παραδοξολογική κατάσταση που ανακύπτει στο πρόβληµα του Ζήνωνα, 

πρέπει να είµαστε σε θέση αφενός µεν να αναγνωρίσουµε τις ιδιαιτερότητες των υποκειµένων 

που εµπλέκονται και αφετέρου να σεβαστούµε τις συνθήκες του προβλήµατος.  Οι προσεγγίσεις 

των παραπάνω µαθητών, πλην ενός, αντιστοιχούν σε αλλαγές των συνθηκών του προβλήµατος 

(η περίφηµη «µαθηµατική αυστηρότητα» ερµηνεύεται µε διαφορετικό τρόπο σε αυτές τις 

ηλικίες, όπως άλλωστε, µε διαφορετικό τρόπο εκλάµβαναν την αυστηρότητα οι Έλληνες, οι 

µαθηµατικοί του 17ου αιώνα και οι µαθηµατικοί του 19ου αιώνα), τέτοιες που δεν επιτρέπουν να 
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αναδειχθεί το παράδοξο του Ζήνωνα: το δικό µας παράδοξο, δεν είναι παράδοξο και για τα  

παιδιά.  Τελικά, η «µαθηµατικά ορθή» προσέγγιση που εκφράζεται από τη σχέση 

d/2+d/4+d/8+…= d, όπου d η απόσταση, δεν υιοθετήθηκε από κανένα µαθητή. 

Οι A. Mamolo & R. Zazkis (2008) επικεντρώνουν το ενδιαφέρον τους: α) στη διερεύνηση των 

αντιλήψεων των φοιτητών για το άπειρο µέσω της εµπλοκής τους µε παράδοξα και β) στην 

αλληλεπίδραση πρακτικών και µαθηµατικών εµπειριών.  Ειδικά, το ενδιαφέρον τους 

επικεντρώνεται στη διερεύνηση του τρόπου µε τον οποίο χρησιµοποιούν δύο οµάδες φοιτητών 

διαφορετικού µαθηµατικού background την έννοια του απείρου στην προσπάθειά τους να 

επιλύσουν δύο γνωστά παράδοξα: «το ξενοδοχείο του Hilbert» και «τον γρίφο του ping-pong 

ball» πριν, κατά τη διάρκεια και µετά την διδασκαλία.  Παρουσιάζουν τις αρχικές αντιδράσεις 

των φοιτητών, καθώς αντιµετωπίζουν διαφορετικές εννοιολογικές προκλήσεις όταν εµπλέκονται 

µε τα παράδοξα και διερευνούν τον βαθµό που η διαλεύκανση (untangling) των παραδόξων 

επηρέασε τις διαισθητικές τοποθετήσεις τους για το άπειρο.  Χρησιµοποιούν δύο σχετιζόµενα 

µεταξύ τους θεωρητικά πλαίσια για να ερµηνεύσουν τις απαντήσεις των φοιτητών καθώς επίσης 

και τις αναδυόµενες (emergent) απόψεις τους για το άπειρο.  Το ένα αποκαλείται «reducing 

abstraction», σύµφωνα µε την Hazzan (1999).  Όσον αφορά στο άπειρο, ένα παράδειγµα 

«µείωσης του επιπέδου αφαίρεσης», µπορεί να περιλαµβάνει τη χρήση από τους φοιτητές 

γνωστών ιδιοτήτων των φυσικών αριθµών για να καταλάβουν την αριθµητική των 

υπερπεπερασµένων αριθµών.  Η Hazzan (1999) στη συνέχεια θεωρεί ότι οι προσπάθειες µείωσης 

του επιπέδου της αφαίρεσης ενός µαθηµατικού αντικειµένου είναι ενδεικτικές της διαδικασίας 

εννοιολογικής κατανόησης του αντικειµένου.  Οι έννοιες της «διαδικασίας» και του 

«αντικειµένου» είναι στο κέντρο του δεύτερου θεωρητικού πλαισίου, του APOS των Dubinsky et 

al.(2005).  Οι Dubinsky et al.(2005) επιχειρηµατολογούν ότι η εσωτερίκευση του απείρου, ως 

διαδικασία, αντιστοιχεί στην κατανόηση του δυνάµει απείρου, δηλαδή το άπειρο φαίνεται σαν να 

πραγµατοποιεί µια ατέλειωτη πράξη, χωρίς όµως να µπορεί να φανταστεί κανείς την 

πραγµατοποίηση του κάθε βήµατος της πράξης αυτής.  Η ικανότητα να συλλάβει κανείς τη 

διαδικασία ως ολοκληρωµένη-τελειωµένη, προκύπτει ως συνέπεια της ενθυλάκωσής 

(encapsulation) της σε αντικείµενο, που αντιστοιχεί στην έννοια του ενεργεία απείρου.  Στην 

έρευνα αυτή των Mamolo & Zazkis (2008) στην περίπτωση του «γρίφου του ping-pong ball» η 

διαδικασία της διαίρεσης του εναποµείναντος χρόνου κάθε φορά στο µισό, µπορεί να θεωρηθεί 

ως ατέρµονη διαδικασία και ως εκ τούτου να περιγράφει το δυνάµει άπειρο.  Από τη άλλη µεριά, 
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το πραγµατικό άπειρο συνεπάγεται την ολοκληρωµένη (άπειρη) διαδικασία της κατάτµησης των 

χρονικών διαστηµάτων και περιγράφει το σύνολο αυτό ως ολοκληρωµένη οντότητα.  Στην 

περίπτωση του «ξενοδοχείου του Hilbert» το ίδιο το ξενοδοχείο αντιστοιχεί στο ενεργεία άπειρο - 

είναι µια ολοκληρωµένη άπειρη οντότητα.   

Οι 36 φοιτητές λοιπόν που συµµετείχαν στην έρευνα, χωρίστηκαν σε δύο οµάδες.  H πρώτη 

οµάδα (G1) περιλαµβάνει 16 καθηγητές που διδάσκουν µαθηµατικά στο γυµνάσιο και 

παρακολουθούν ένα µεταπτυχιακό πρόγραµµα στη διδακτική των µαθηµατικών.  Έχουν 

παρακολουθήσει επίσης ένα µάθηµα που αφορά στα θεµέλια των µαθηµατικών, όπου είχαν την 

ευκαιρία να έρθουν σε επαφή µε την θεωρία του Cantor για τους υπερπεπερασµένους αριθµούς 

καθώς επίσης και µε σπουδαία θεωρήµατα, όπως εκείνο που αποδεικνύει ότι το σύνολο των 

ρητών είναι ισοδύναµο µε εκείνο των φυσικών αριθµών.   Η δεύτερη οµάδα (G2) αποτελείται από 

20 φοιτητές κοινωνικών επιστηµών, των οποίων οι µαθηµατικές γνώσεις είναι εκείνες που είχαν 

όταν τελείωσαν το σχολείο.  Παρακολούθησαν µια σειρά διαλέξεων που αφορούσαν στα θεµέλια 

της αριθµητικής.  Η έννοια του απείρου συζητήθηκε στο πλαίσιο των διαλέξεων αυτών, µε 

σκοπό να παρουσιαστούν στους φοιτητές κάποιες θεµελιώδεις ιδέες των µαθηµατικών.  Και στις 

δύο οµάδες η χρήση των παραδόξων αποσκοπούσε στην ανάδειξη των ιδεών των φοιτητών και 

στην πρόκληση συζήτησης γύρω από τις ιδιότητες του µαθηµατικού απείρου. 

Στην αρχή δόθηκε στους φοιτητές το παράδοξο του «ξενοδοχείου» και τους ζητήθηκε να 

µαγνητοφωνήσουν τις ιδέες τους ο καθένας ξεχωριστά.  Επακολούθησε συζήτηση σε οµάδες και 

µε όλη την τάξη, κατά την οποία παρουσιάστηκαν οι ιδέες των φοιτητών και η σωστή 

µαθηµατική λύση στο παράδοξο.  Στη συνέχεια, οι φοιτητές µελέτησαν εκ νέου το παράδοξο και 

τους ζητήθηκε να εξηγήσουν αν συµφωνούν ή διαφωνούν µε τη σωστή λύση.  Η ίδια διαδικασία 

ακολουθήθηκε και για τον «γρίφο του ping-pong ball».  Κατά την φάση της συζήτησης 

συµπεριλήφθηκε και διδασκαλία των εννοιών του πληθάριθµου και των απειροσυνόλων, καθώς 

επίσης και η σύγκριση αριθµήσιµων απειροσυνόλων µε τη µέθοδο της 1-1 αντιστοίχισης.  

Οι απαντήσεις των φοιτητών και των δύο οµάδων πριν τη διδασκαλία, όσον αφορά στο 

παράδοξο του «ξενοδοχείου», ήταν σαφώς επηρεασµένες από την εµπειρία τους και την 

πραγµατικότητα.  Για παράδειγµα, ένας φοιτητής της G2 λέει: «για να είναι κάθε δωµάτιο του 

ξενοδοχείου γεµάτο, θα έπρεπε να έχουν έρθει άπειροι επισκέπτες, το οποίο είναι αδύνατο».  Ο 

Jimmy (G2) σκέφτεται την πιθανότητα τα δωµάτια να είναι µεν κατειληµµένα, αλλά ίσως όχι από 
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επισκέπτες: «δεν µπορώ να καταλάβω πως µπορεί άπειρα δωµάτια να είναι γεµάτα.  Ο manager 

λέει ότι είναι γεµάτα, αλλά γεµάτα µε τι;  Μπορεί να έχουν µέσα κουτιά ή άλλα έπιπλα και να 

πρέπει να τα βγάλει από το ένα δωµάτιο για να µπει ο νέος επισκέπτης…∆εν έχει κανένα νόηµα 

το ξενοδοχείο να έχει άπειρα δωµάτια και να είναι γεµάτο.  Αντίκειται στη λογική!».  Επίσης,  

ενδιαφέρον έχει το γεγονός ότι δεν τους προβληµάτισαν τα άπειρα δωµάτια του ξενοδοχείου, 

αλλά µόνο οι άπειροι επισκέπτες!  Γενικά πάντως ο συνδυασµός του γεµάτου ξενοδοχείου µε την 

επιθυµία να βρεθεί δωµάτιο για νέους επισκέπτες ήταν προβληµατικός.  Ένα άλλο πρόβληµα που 

προέκυψε και στις δύο οµάδες ήταν η ιδέα να γεµίσει ένα άπειρο ξενοδοχείο.  Οι φοιτητές και 

των δύο οµάδων επέµεναν ότι: «υπάρχουν άπειρα δωµάτια, άρα δεν µπορεί το ξενοδοχείο να 

είναι γεµάτο».  Ενδιαφέρον έχει και η τοποθέτηση ότι: «το άπειρο είναι ένας συνεχώς 

αυξανόµενος αριθµός, οπότε θα έπρεπε να υπάρχει ένα δωµάτιο διαθέσιµο».  Η αντίσταση που 

προβάλουν οι φοιτητές στην έννοια ενός γεµάτου άπειρου ξενοδοχείου, δείχνει τη δυσκολία 

αποδοχής της έννοιας του πραγµατικού απείρου.  Μερικοί φοιτητές επιχειρηµατολογούν ότι, αν 

το ξενοδοχείο µπορούσε να έχει άπειρα δωµάτια, τότε και οι ίδιοι οι νέοι επισκέπτες θα είχαν 

ήδη το δικό τους δωµάτιο, γιατί και αυτοί «πρέπει να είναι µέρος του απείρου».  Αυτοί οι 

φοιτητές µοιάζει να συσχετίζουν το άπειρο µε µια οντότητα που τα περιέχει όλα (all-

encompassing entity).  Η συσχέτιση αυτή µπορεί να ασκεί µια άδηλη επιρροή στη µη 

ενθυλάκωση του πραγµατικού απείρου ως αντικείµενο.  Πάντως το επιχείρηµα: «το άπειρο τα 

περιέχει όλα» είναι το αγαπηµένο αυτών των φοιτητών και µετά τη διδασκαλία. 

Μετά τη συζήτηση και την παρουσίαση της µαθηµατικά ορθής αντιµετώπισης του παράδοξου, οι 

φοιτητές της G1 αποδέχονται τη σωστή λύση σε αντίθεση µε τους φοιτητές της G2 που 

αντιστέκονται στην αποδοχή της.  Οι τοποθετήσεις τους ακόµα και µετά τη διδασκαλία µοιάζει 

να βασίζονται στη διαµάχη ανάµεσα στην «πραγµατικότητα» και στην προσπάθεια να βρουν 

νόηµα στα µαθηµατικά.  Ο Eric (G2), αναστοχαζόµενος τη σωστή λύση, σηµειώνει: «Αυτό 

γίνεται [να βρεθεί δωµάτιο για τον νέο επισκέπτη], γιατί παρόλο που τα άπειρα δωµάτια είναι 

απείρως γεµάτα, υπάρχει χώρος για κάποιον άλλο αδειάζοντας ένα δωµάτιο.  Στην αρχή µε 

προβληµάτισε η ιδέα του ενός ‘τελευταίου’ ανθρώπου που δεν θα έχει δωµάτιο, αλλά µετά 

συνειδητοποίησα ότι το τελευταίο άτοµο θα ζητούσε από µένα να µετακινηθώ ένα δωµάτιο 

κ.ο.κ., έτσι θα υπάρχει µια συνεχής κυκλική εναλλαγή».  Η περιγραφή του Eric µε τα δωµάτια 

που «αυξάνονται συνέχεια», «προσθέτω ανθρώπους συνεχώς για να τα γεµίσω» και η «σταθερή 

κυκλική εναλλαγή» στην αλλαγή των δωµατίων, αντιστοιχούν στην έννοια του απείρου ως 
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διαδικασία.  Καθώς προσπαθούσε να κατανοήσει την ορθή λύση, δηµιουργήθηκε γνωστική 

σύγκρουση µεταξύ της ιδέας ενός «τελειωµένου» απείρως γεµάτου ξενοδοχείο και της έννοιας 

του απείρου ως ατέρµονης διαδικασίας («προσθέτω ανθρώπους συνεχώς»).  Σε µια προσπάθεια 

να επιλυθεί το πρόβληµα, ο Eric εισάγει την ιδέα της επ’ άπειρον κυκλικής κίνησης - η άπειρη 

διαδικασία της πρόσθεσης ανθρώπων µεταφέρεται στην άπειρη διαδικασία της µετακίνησής 

τους.  Μπορεί µε αυτόν τον τρόπο ο Eric να «µειώνει το επίπεδο αφαίρεσης» ενός 

ολοκληρωµένα άπειρου ξενοδοχείου, σε µια ατελείωτη οντότητα.  Χαρακτηριστική είναι και η 

τοποθέτηση της Clyde (G2): «λοιπόν, από µαθηµατική άποψη, η απάντηση δουλεύει.  Αλλά στην 

πραγµατικότητα η πρόταση είναι ανέφικτη.  Παρόλα αυτά αντιλαµβάνοµαι ότι τα σενάριο δεν 

είναι ρεαλιστικό, οπότε αυτή η απάντηση είναι ικανοποιητική.  Απλώς φαντάζοµαι κάτι αστείο: ο 

νέος επισκέπτης να κοιµάται αµέριµνος, και όλοι οι άλλοι να αλλάζουν δωµάτιο επ’ άπειρον». 

Οι τοποθετήσεις των φοιτητών πριν από τη διδασκαλία, όσον αφορά στον «γρίφο του ping-pong 

ball» χωρίζονται σε γενικές γραµµές σε δύο κατηγορίες: «Θα µείνουν άπειρες µπάλες στο 

βαρέλι» και «η διαδικασία είναι αδύνατη, από τη στιγµή που τα χρονικά διαστήµατα χωρίζονται 

στη µέση επ’ άπειρον, και έτσι τα 60 δευτερόλεπτα δεν τελειώνουν ποτέ».  Ενδιαφέρουσα είναι η 

απάντηση: «Υπάρχουν 9 φορές περισσότερες µπάλες στο βαρέλι από ότι έξω από αυτό κάθε 

χρονική στιγµή.  Στο τέλος των 60sec θα είναι 9∞ µπάλες µέσα και ∞ µπάλες έξω».  Αυτή η 

τοποθέτηση συνάδει µε την παρατήρηση ότι οι µαθητές µεταφέρουν την γνώση τους για τα 

πεπερασµένα σύνολα και στα απειροσύνολα.  Επίσης τρείς από τους 16 της G1 και15 από τους 

20 της G2 θεώρησαν ότι λόγω της άπειρης κατάτµησης του χρονικού διαστήµατος των 60sec, το 

διάστηµα είναι ατελείωτο, και κατά συνέπεια το πείραµα δεν θα τελειώσει ποτέ.  Για παράδειγµα 

ο Kenny (G2) τοποθετείται ως εξής: «Ακόµα κι αν µείνει 1sec µπορούµε να το χωρίσουµε σε 

απείρως µικρές χρονικές ποσότητες.  Γι αυτό το πείραµα θα συνεχίζεται αιωνίως και οι µπάλες 

στο βαρέλι θα είναι άπειρες».  Στο παραπάνω επιχείρηµα αναγνωρίζουµε µια σύγχυση ανάµεσα 

στη συγκλίνουσα σειρά των «απείρως µικρών χρονικών διαστηµάτων» που έχει όριο 60sec και 

στην αποκλίνουσα σειρά «θα συνεχίζεται αιωνίως».  Αυτό µπορεί να πηγάζει από την άτυπη 

κατανόηση του ορίου ως κάτι που δεν φτάνουµε.  Επίσης ενδιαφέρον έχει η διαπίστωση ότι στο 

τέλος το βαρέλι θα έχει άπειρες µπάλες µέσα.  Αν το πείραµα συνεχίζεται αιωνίως όπως 

ισχυρίζεται, σε καµιά στιγµή δεν θα ήταν άπειρες µπάλες στο βαρέλι.  Αντιθέτως, θα περιέχει 

πάντα πεπερασµένο αριθµό – 9n µπάλες.  Εµφανίζεται, λοιπόν, το άπειρο από τη µια µεριά ως 

ατέρµονη διαδικασία, αλλά και ως µια πολύ µεγάλη άγνωστη ποσότητα. 
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Μετά τη διδασκαλία, η οποία όπως είπαµε συµπεριλάµβανε και την παρουσίαση της 1-1 

αντιστοίχισης και βέβαια την λύση του γρίφου, µόνο δυο φοιτητές (της G1) από τους 36 

συµµετέχοντες είπαν ότι τελικά δεν θα υπάρχουν µπάλες στο βαρέλι, προσθέτοντας ένα σχόλιο 

που αναδεικνύει την διάκριση ανάµεσα σε αυτό που έχουν διδαχθεί και σε αυτό που πιστεύουν.  

Ο Timmy (G1) π.χ. καταλήγει: «τώρα µπορώ να διασκεδάσω µε τη ιδέα ότι δεν υπάρχουν µπάλες 

στο βαρέλι, αλλά δεν µου αρέσει η ιδέα αυτή».  Ο Leopold (G1) σηµειώνει επίσης: «αν δεν 

σκεφτεί κανείς την 1-1 αντιστοίχιση, ενστικτωδώς θα πει ότι αφού έχουν µείνει 9 µπάλες µέσα 

στο βαρέλι (κάθε φορά βγάζοντας µία), στο τέλος θα έχουµε 9 άπειρα µπάλες».  Η αλήθεια είναι 

ότι δύσκολα θα διαφωνήσει κανείς µε τον Leopold….. 

Συµπερασµατικά, οι ερευνήτριες παρατήρησαν τρείς διαφορετικές τάσεις στις τοποθετήσεις 

όλων των φοιτητών: α) οι φοιτητές δεν επέλεξαν την µαθηµατικά ορθή λύση στα προβλήµατα 

και βρήκαν καταφύγιο σε µη-µαθηµατικές θεωρήσεις.  Εµµένοντας στην πρακτικά αδύνατη 

πραγµατοποίηση των διαδικασιών, η γνωστική σύγκρουση µάλλον απεφεύχθη β) οι φοιτητές 

προσπάθησαν να συµφιλιώσουν την ορθή λύση µε τις δικές τους απόψεις.  Στην περίπτωση αυτή 

εµφανίζεται γνωστική σύγκρουση η οποία δηµιούργησε µια αισθητή απογοήτευση και γ) οι 

φοιτητές διαχώρισαν τις δικές τους απόψεις από την µαθηµατικά ορθή λύση.  Στην περίπτωση 

αυτή, η γνωστική σύγκρουση δεν λειτούργησε συµφιλιωτικά.  Τελικά η τοποθέτηση του Timmy: 

«τώρα µπορώ να διασκεδάσω µε τη ιδέα…… αλλά δεν µου αρέσει» είναι ένα σηµαντικό βήµα 

προς το βασίλειο των µαθηµατικών, που το διαχωρίζει από ρεαλιστικές ή διαισθητικές 

προσεγγίσεις….. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΑΣΗ 

 

 

Στο τελευταίο µέρος της εργασίας, θα παρουσιάσουµε µια διδακτική παρέµβαση - συζήτηση που 

σχεδιάσαµε και πραγµατοποιήσαµε το Μάιο του 2008, µε στόχο την εννοιολογική αλλαγή στην 

περίπτωση σύγκρισης απειροσυνόλων.  Σκοπός της παρέµβασης είναι η διερεύνηση των 

αντιλήψεων των µαθητών ηλικίας 16 ετών για το άπειρο, µέσω της εµπλοκής τους µε δύο 

παράδοξα: το παράδοξο του Galileo και το άπειρο ξενοδοχείο του Hilbert (βλ. παράρτηµα).   

Όπως προκύπτει από το Ενιαίο Πλαίσιο Προγράµµατος Σπουδών Μαθηµατικών (http://www.pi-

schools.gr/content/index.php?lesson_id=12), σε όλες τις βαθµίδες της εκπαίδευσης δεν γίνεται 

καµία αναφορά στα σύνολα και τις ιδιότητές τους, µε εξαίρεση το βιβλίο της Α’ Λυκείου 

(ΟΕ∆Β, 2002, σελ.57-62). Οι µαθητές αυτής της ηλικίας, εποµένως, δεν έχουν µελετήσει µε 

συστηµατικό τρόπο και συνέπεια τις ιδιότητες των πεπερασµένων συνόλων, και πολύ 

περισσότερο δεν έχουν έρθει σε επαφή µε τα απειροσύνολα ως αποτέλεσµα κάποιας 

συστηµατικής διδασκαλίας.  Επίσης έχει ενδιαφέρον να επισηµάνουµε το γεγονός ότι στα 

σχολικά βιβλία δεν γίνεται καµία αναφορά και στα µαθηµατικά παράδοξα, µε εξαίρεση ένα 

ιστορικό σηµείωµα του βιβλίου της Β΄ Γυµνασίου (ΟΕ∆Β, 1996, σελ.62) - το βιβλίο έχει 

αντικατασταθεί - και µία άσκηση στο βιβλίο της Β΄Λυκείου (ΟΕ∆Β, 1999, άσκηση 5 σελ.115), 

στα οποία γίνεται αναφορά στο Ζήνωνα και ειδικά στο παράδοξο του Αχιλλέα µε τη χελώνα.  

Κατά συνέπεια, η προσέγγιση των µαθητών είναι καθαρά διαισθητική, δεδοµένου ότι είναι 

σχεδόν βέβαιο ότι δεν είναι αποτέλεσµα προηγούµενων γνώσεων που έχουν αποκτηθεί στα 

πλαίσια της σχολικής τους εµπειρίας.  Η παρέµβαση έχει συνολοθεωρητική προσέγγιση.  

Επιλέχθηκε ως τρόπος εφαρµογής της η συζήτηση µεταξύ των µαθητών, µε το δικό µας ρόλο να 

περιορίζεται στο ρόλο του συντονιστή της συζήτησης. Οι στόχοι της παρέµβασης ήταν δύο: α) 

να δηµιουργηθεί καταρχήν αµφιβολία στους ίδιους τους µαθητές για τον τρόπο που επιλέγουν να 

συγκρίνουν µεταξύ τους πληθαρίθµους δυο απειροσυνόλων µε σκοπό να καταλήξουν στο 

εργαλείο της 1-1 αντιστοίχισης β) να κάνουν χρήση της µεθόδου αυτής για να «λύσουν» το 

πρόβληµα που δηµιουργείται στο άπειρο ξενοδοχείο. 
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Όσον αφορά στη σύγκριση απειροσυνόλων, πιστεύουµε, όπως αναφέρει η  Tsamir (1999), ότι 

µια προσέγγιση που δίνει σηµασία στη διαισθητική και προηγούµενη γνώση έχει καλύτερα 

αποτελέσµατα από µια τυπική µαθηµατικοκεντρική προσέγγιση.  Επίσης, όπως έχει αναφερθεί 

και στο δεύτερο µέρος της παρούσας εργασίας από έρευνες  που αναδεικνύουν τις διαφορετικές 

αντιδράσεις σε διαφορετικές αναπαραστάσεις απειροσυνόλων, προκύπτει η γνώση ότι οι 

αναπαραστάσεις αυτές ενθαρρύνουν τους µαθητές να αναστοχαστούν πάνω στον τρόπο που 

σκέφτονται για το άπειρο.  Εν γένει, η χρήση κατάλληλων αναπαραστάσεων και η ευέλικτη 

µετακίνηση µεταξύ αυτών - γραφική, αριθµητική, αλγεβρική - µπορεί να βοηθήσει ουσιαστικά 

τους µαθητές να κατανοήσουν µαθηµατικές έννοιες και διαδικασίες, να προβληµατιστούν, να 

σκεφτούν και να οδηγηθούν σε εικασίες (Tall, 1992). 

Ο λόγος που χρησιµοποιούµε το παράδοξο του ξενοδοχείου είναι γιατί πιστεύουµε, όπως 

αναφέρουν και οι Zazkis and Leikin (2007) (στο Mamolo & Zazkis, 2008), ότι  είναι κατάλληλο 

για να ερευνηθεί η διαισθητική και αυθόρµητη «κατανόηση» της έννοιας του απείρου.  Η χρήση 

του παραδόξου αποσκοπεί κυρίως στην ανάδειξη των ιδεών των µαθητών και στην πρόκληση 

συζήτησης γύρω από τις ιδιότητες του µαθηµατικού απείρου.  Επίσης, συµµεριζόµαστε την 

τοποθέτηση των Movshovitz-Hadar & Hadass (1990) οι οποίες, όπως προαναφέραµε, προτείνουν 

τα παράδοξα σαν εργαλείο διδασκαλίας που θα βοηθούσε να γεφυρωθεί το χάσµα µεταξύ 

µαθηµατικών και εκπαίδευσης προκαλώντας συζήτηση και αντιπαράθεση και προσφέροντας 

ευκαιρίες στους µαθητές να αναπτύξουν τη µαθηµατική τους σκέψη, τονίζοντας χαρακτηριστικά 

ότι: «η επιθυµία να επιλυθεί ένα παράδοξο είναι ισχυρό κίνητρο για αλλαγή των πλαισίων 

γνώσης».  Να σηµειώσουµε εδώ ότι, παρότι δεν ήταν προσχεδιασµένο, οι µαθητές στους οποίους 

απευθυνθήκαµε είχαν ένα επιπλέον κίνητρο να επεξεργαστούν µε ενδιαφέρον το παράδοξο, 

δεδοµένου ότι κατοικούν σε ένα νησί των Κυκλάδων που συνδέεται άµεσα µε τον τουρισµό και 

την εξυπηρέτηση επισκεπτών τους καλοκαιρινούς µήνες…….  Επίσης, το παράδοξο αυτό έχει 

κατά τη γνώµη µας δυο πλεονεκτήµατα έναντι των άλλων.  Το πρώτο είναι ότι δεν υπεισέρχεται 

η παράµετρος του χρόνου που δυσκολεύει ένα πρόβληµα, κυρίως ψυχολογικά (όπως στο 

παράδοξο του Αχιλλέα και στο παράδοξο του ping-pong) και το δεύτερο, ίσως και πιο 

σηµαντικό, είναι ότι από τη φύση του τοποθετείται σε φανταστικό πλαίσιο, οπότε είναι πιο 

εύκολο να αντιµετωπιστεί, δεδοµένου ότι δεν έρχεται συνεχώς κανείς σε σύγκρουση µε την 

πραγµατικότητα (πράγµα που συµβαίνει πολύ έντονα στα παράδοξα του Ζήνωνος), παρόλο που 

έρχεται σε σύγκρουση µε τη διαίσθηση.  Με λίγα λόγια, θα βρεθεί τελικά ένας τρόπος να  
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βάλουµε ℵ0+ℵ0 επισκέπτες σε ℵ0 δωµάτια!!   

Οι συµµετέχοντες       

Η παρέµβαση πραγµατοποιήθηκε σε ένα Λύκειο ενός νησιού των Κυκλάδων.  Συµµετείχαν 

οκτώ µαθητές (µε τον όρο «µαθητές» εφεξής εννοούµε και «µαθήτριες») τεχνολογικής και 

θετικής κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου.  Οι µαθητές επιλέχθηκαν από τον καθηγητή τους µε 

κριτήριο το επίπεδό τους στα µαθηµατικά, το οποίο χαρακτηρίζεται ως πολύ καλό.  

Πραγµατοποιήσαµε την παρέµβαση µε την σύµφωνη γνώµη του ∆ιευθυντή του Λυκείου, του 

καθηγητή της τάξης, ο οποίος βοήθησε στη βιντεοσκόπηση της παρέµβασης, και την εθελοντική 

συµµετοχή των µαθητών.  Η παρέµβαση πραγµατοποιήθηκε τις δυο πρώτες (πρωινές) 

διδακτικές ώρες και δόθηκε στους µαθητές ένα φύλλο εργασίας (βλ. παράρτηµα).  ∆εν είχε 

προηγηθεί συζήτηση-διδασκαλία των ιδιοτήτων των απειροσυνόλων από τον καθηγητή της 

τάξης.  Να συµπληρώσουµε εδώ ότι η πρώτη επαφή µας µε τους µαθητές έγινε κατά την 

διάρκεια αυτής της παρέµβασης.  Εντούτοις, αναπτύχθηκε ένα κλίµα ιδιαίτερα άνετο και 

δηµιουργικό.     

Συλλογή δεδοµένων 

Έγινε βιντεοσκόπηση της παρέµβασης, µε την σύµφωνη γνώµη του Λυκειάρχη, των µαθητών 

και των γονέων αυτών.  Ενηµερώσαµε τους µαθητές για το πλαίσιο στο οποίο γίνεται αυτή η 

παρέµβαση και τους διαβεβαιώσαµε ότι το περιεχόµενο του βίντεο θα παραµείνει στην 

κυριότητά µας και δεν θα δηµοσιοποιηθεί.  Το υλικό του βίντεο µελετήθηκε µε στόχο µια πρώτη 

ανάλυση της παρέµβασης, από την οποία προέκυψαν και τα πιθανά συµπεράσµατα. 

Μεθοδολογία. 

H δραστηριότητα περιλαµβάνει δύο µέρη.  Το πρώτο µέρος (παράδοξο του Galileo) χωρίζεται 

σε δυο στάδια µε τέσσερις ερωτήσεις το καθένα και στο δεύτερο παρουσιάζεται το ασυνήθιστο 

ξενοδοχείο υπό µορφή διήγησης και τρία ερωτήµατα που καλούνται οι µαθητές να 

επεξεργαστούν.      

Στο 1ο µέρος, και όσον αφορά στον πρώτο στόχο, δόθηκε στους µαθητές το σύνολο των φυσικών 

αριθµών (το ονοµάσαµε Α).  Ζητήθηκε από τους µαθητές να κυκλώσουν τους τετράγωνους 

αριθµούς, να ονοµάσουν Β το σύνολο των τετράγωνων αριθµών και να απαντήσουν στην 

ερώτηση, αν το πλήθος των στοιχείων του Α είναι ίσο µε το πλήθος των στοιχείων του Β, 

αιτιολογώντας την απάντησή τους.  Αυτή η αριθµητική – οριζόντια αναπαράσταση ενθαρρύνει 
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την αντίληψη µέρος– όλον.  Στη συνέχεια δόθηκε στους µαθητές το σύνολο:  

                                {             ,                        ,                                ,…}  

    1cm                2cm                         3cm 

και ζητήθηκε να ονοµάσουν Γ το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι οι αριθµοί που 

αντιπροσωπεύουν τα µήκη των παραπάνω ευθύγραµµων τµηµάτων µε σκοπό να διερωτηθούν για 

τα ακόλουθα: α) είναι δυνατόν να κατασκευαστούν παραπάνω από ένα τετράγωνα για κάθε 

ευθύγραµµο τµήµα; β) αν η πλευρά ενός τετραγώνου είναι x cm , πόσο είναι το εµβαδόν του; 

Είναι η απάντηση µοναδική; γ) δεδοµένου ότι το εµβαδόν του τετραγώνου είναι x2 cm2, πόσο 

είναι το µήκος της πλευράς του;  Είναι η απάντηση µοναδική;  Ονοµάζουν ∆ το σύνολο του 

οποίου τα στοιχεία είναι τα εµβαδά των τετραγώνων που προκύπτουν από την παραπάνω 

διαδικασία και καλούνται να συγκρίνουν τους πληθάριθµους των συνόλων Γ και ∆ 

αιτιολογώντας την απάντησή τους.  Η παραπάνω γεωµετρική αναπαράσταση ενθαρρύνει την 1-1 

αντιστοίχιση.  Τα προαναφερθέντα έργα είναι ανάλογα των έργων των Tsamir & Tirosh (1999).   

Στο 2ο µέρος, και όσον αφορά στο δεύτερο στόχο, τα προβλήµατα που καλούνται να 

επεξεργαστούν οι µαθητές, είναι τα ακόλουθα: α) µε ποιον τρόπο θα βρει δωµάτιο ένας νέος 

επισκέπτης σε ένα ξενοδοχείο µε άπειρα δωµάτια που είναι πλήρες; β) µε ποιον τρόπο θα βρουν 

200.000 νέοι επισκέπτες δωµάτιο στο παραπάνω ξενοδοχείο; γ) µε ποιον τρόπο θα βρουν άπειροι 

νέοι επισκέπτες δωµάτιο στο εν λόγω ξενοδοχείο;   

Ανάλυση της παρέµβασης. 

Όσον αφορά στη σύγκριση απειροσυνόλων, όταν αυτά δόθηκαν στην αριθµητική 

αναπαράσταση, υπερίσχυσε η αντίληψη µέρος – όλον (Bolzano’s approach), πράγµα που έρχεται 

σε συµφωνία µε τα αποτελέσµατα και άλλων ερευνών (Luis et al., 1991· Tsamir & Tirosh, 1999· 

Tsamir & Dreyfus, 2002· Tsamir,1999).  Ο Μανώλης λέει χαρακτηριστικά: «δεν είναι…το 

σύνολο Α περιέχει τους φυσικούς και δεν είναι όλοι οι φυσικοί  τέλεια τετράγωνα».  

Μεταφέρουν µια ιδιότητα των πεπερασµένων συνόλων – ότι δηλαδή ένα υποσύνολο ενός 

συνόλου έχει λιγότερα στοιχεία από το σύνολο – και στα απειροσύνολα, ακόµα κι αν η γνώση 

αυτή είναι διαισθητική και προέρχεται από την καθηµερινή τους εµπειρία, µε την έννοια ότι είναι 

στην πλειοψηφία των µαθητών προφανές το γεγονός ότι οι τετράγωνοι αριθµοί είναι λιγότεροι, 

αφού είναι «µερικοί» από τους φυσικούς αριθµούς.  Ενδιαφέρουσα άποψη είναι εκείνη του 

Λεωνίδα, και ήταν ο µοναδικός που την υποστήριξε: «εγώ πιστεύω ότι είναι ίσα γιατί από κάθε 

αριθµό του πάνω συνόλου προκύπτει ένας σχετικός αριθµός στο κάτω σύνολο… δηλαδή στο 1 
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αντιστοιχεί το 1, στο 2 αντιστοιχεί το 4, στο 3 αντιστοιχεί το 9 και συνεχίζουµε…γιατί να µην 

είναι ίδιο;… αφού το 1…δηλαδή, µπορεί όλοι οι φυσικοί να µην είναι τέλεια τετράγωνα, αλλά 

κάθε φυσικός µπορεί να γραφτεί σε τετράγωνο…οπότε να προκύψει ένα αντίστοιχο σύνολο Β».  

Το σύνολο των µαθητών δεν αποφάσισε ποια από τις δυο απόψεις θα υιοθετήσει, και έτσι 

συµφωνήθηκε από όλους να συνεχίσουµε και στην πορεία να καταλήξουµε, πιθανόν, αν είναι ή 

όχι ισοπληθικά τα σύνολα. 

Όταν δόθηκαν τα σύνολα στη γεωµετρική αναπαράσταση, όλοι οι µαθητές συµφώνησαν ότι τα 

σύνολα είναι ισοπληθικά.  Ο Μανώλης µάλιστα επιχειρηµατολογεί υπέρ της χρήσης και του 

«επί» της αντιστοίχισης, λέγοντας χαρακτηριστικά: «…είπαµε ότι για κάθε ευθύγραµµο τµήµα 

αντιστοιχεί µόνο ένα τετράγωνο και για κάθε τετράγωνο αντιστοιχεί ένα ευθύγραµµο τµήµα»  

και στη συνέχεια « …χρειαζόµαστε και το άλλο [το αντίστροφο] γιατί αν είχαµε κάθε πλευρά 

ένα τετράγωνο θα ίσχυε ότι είναι ίσα.  Αν όµως είχαµε ότι κάθε τετράγωνο δεν µπορεί να 

αντιστοιχεί σε µια πλευρά, τότε οι πλευρές µπορεί να είναι περισσότερες».  Το ενδιαφέρον είναι 

ότι µόλις ο Μανώλης λέει µε σιγουριά: «είναι ίσα», ο Λεωνίδας τον ρωτά: «πώς µπορείς να 

συµφωνείς σ’ αυτό [Γ ισοπληθικό του ∆] και να διαφωνείς στο πάνω [Α ισοπληθικό του Β]»;  

∆ηµιουργήθηκαν προϋποθέσεις γνωστικής σύγκρουσης, δεδοµένου ότι οι συµµετέχοντες 

κατάλαβαν ότι η εφαρµογή των δυο µεθόδων σύγκρισης (‘1-1 αντιστοίχιση’ και ‘υποσυνολική 

σχέση’) οδηγεί σε αντιφατικά συµπεράσµατα (Tsamir & Tirosh, 2007).  Η διαπίστωση αυτή 

δηµιούργησε κατάσταση σύγχυσης, µε αποτέλεσµα να γίνει µια συζήτηση µε όλη την τάξη για 

τους τρόπους που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για να συγκρίνουµε τους πληθαρίθµους 

πεπερασµένων συνόλων (‘απαρίθµηση’, ‘ υποσυνολική σχέση’ και ‘1-1 αντιστοίχιση’) που δεν 

οδηγούν σε αντιφατικά συµπεράσµατα για τα σύνολα αυτά, και συζητώντας µεταξύ τους οι 

µαθητές αποφάσισαν, δια στόµατος Λεωνίδα ότι: «µόνο η 1-1 αντιστοίχιση είναι αυτή που ισχύει 

και για τα άπειρα σύνολα», κάτι που έρχεται σε συµφωνία και µε τα αποτελέσµατα της έρευνας 

της Tsamir (1999).  Ο Λεωνίδας διατυπώνει στη συνέχεια ένα εξαιρετικά ενδιαφέρον 

συµπέρασµα: «αυτό [τη µια φορά λέµε ότι είναι ισοπληθικά και την άλλη όχι] αποδεικνύει ότι το 

ανθρώπινο µυαλό δυσπιστεί σε κάτι που θέλεις να του δείξεις δηλ. που θέλει να αποδείξει.  

Εννοώ ότι προηγουµένως το είπαµε θεωρητικά µε τους αριθµούς και οι περισσότεροι αν όχι όλοι 

δυσπιστούσαµε να καταλάβουµε ότι είναι ίσα, ενώ τώρα που όλα δόθηκαν µέσω των 

τετραγώνων, όλοι είναι απόλυτα σίγουροι ότι είναι ίσα».  Μπορούµε λοιπόν να πούµε εδώ, ότι οι 

διαφορετικές αναπαραστάσεις των ίδιων συνόλων βοήθησαν τους µαθητές να αναστοχαστούν 
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πάνω στον τρόπο που επιλέγουν να συγκρίνουν τους πληθαρίθµους των συνόλων (Tsamir & 

Tirosh, 1999).  Αν και στο τέλος συµφώνησαν σχεδόν οµόφωνα για τη χρήση της 1-1 

αντιστοίχισης, δεν µπορούµε να ισχυριστούµε µε βεβαιότητα ότι «οδηγήθηκαν» στην απόφαση 

αυτή συνειδητά.  Θα µπορούσαµε να πούµε ότι µάλλον υιοθέτησαν τον τρόπο αυτό αναγκαστικά, 

κυρίως λόγω της επιµονής και βεβαιότητας του Λεωνίδα, ο οποίος έτσι κι αλλιώς ισχυριζόταν 

από την αρχή ότι τα σύνολα είναι ισοπληθικά κάνοντας χρήση της 1-1 αντιστοίχισης.  Η Μαρία 

εντούτοις δεν πείστηκε: «..εγώ πάντως δεν είµαι σίγουρη….δεν µπορώ να αποφασίσω.  Και το 

ένα µου φαίνεται σωστό και το άλλο», χωρίς να µπορέσει να κάνει τη γνωστική µετακίνηση που 

έκανε ο Ben (Tsamir & Dreyfus, 2002).   

Οι τοποθετήσεις των µαθητών, όσον αφορά στο παράδοξο του «ξενοδοχείου», ήταν σαφώς 

επηρεασµένες από την εµπειρία τους και την πραγµατικότητα (Mamolo & Zazkis, 2008) και 

αντιστοιχούν σε προσπάθεια αλλαγής των συνθηκών του προβλήµατος (Núñez, 1994).  Για 

παράδειγµα, ένας µαθητής λέει: «…αν ο  συγκάτοικος στο 1[δωµάτιο] ήταν από τη Γη, 

φυσιολογικές καταστάσεις οπότε µπορεί και να [µείνει µαζί του].  Υπάρχει περίπτωση να έχει 

φύγει ο άλλος;  Μόλις έφυγε και να τον βάλανε;»  και η ερώτηση του Μανώλη: «Οι άλλοι γιατί 

δεν δέχτηκαν να ζήσουν µαζί [στο ίδιο δωµάτιο];»  Έχει κατά τη γνώµη µας ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον ο προβληµατισµός του συνόλου των µαθητών γύρω από το ερώτηµα, τι θα γίνει µε 

το άπειρο πλήθος επισκεπτών και το άπειρο πλήθος των δωµατίων, αν προστεθεί ένας ακόµα 

επισκέπτης, που αφορά στην επίλυση του πρώτου προβλήµατος.  Παραθέτουµε στη συνέχεια ένα 

διάλογο µαθητών που κάνει εµφανή τον προβληµατισµό αυτό: 

 

Μ1:  Να ρωτήσω κάτι;  Άµα προσθέσουµε στο άπειρο 1, µας κάνει πάλι άπειρο; 

Μανώλης:  Ναι 

Λεωνίδας:  Είσαι σίγουρος; 

Μ1:   Ναι (µε νεύµα του κεφαλιού) 

Μιχάλης :   Και δύο να προσθέσουµε πάλι άπειρο µας κάνει. 

Λεωνίδας: Εάν το προσθέσουµε, πού να το προσθέσουµε το 1 σε όλους τους αριθµούς που 

ανήκουν στο άπειρο…… 

Μ1:  Στους απειράριθµους ζωολόγους.  Αν προσθέσουµε το ένα…… µας κάνει πάλι 

                     άπειρο πλήθος ανθρώπων που θα µένουν στα δωµάτια. 

Λεωνίδας:     Πόσο πλήθος µπορείς να προσθέσεις για να σου βγει πάλι άπειρο. 
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Μιχάλης: Μπορείς να κάνεις την πρόσθεση 1 + άπειρο.  Γίνεται εντάξει.  Μπορεί να µην την 

  γράφεις, αλλά γίνεται. 

Λεωνίδας: Ναι, και τι προσθέτεις, πού προσθέτεις το ένα; 

Μιχάλης :  Εκεί, στον ένα άνθρωπο που ήρθε από….. στο άπειρο πλήθος των ανθρώπων που 

     ζουν στα δωµάτια.  Αυτό µας κάνει άπειρο.  Άπειρο πλήθος ενδεχοµένως αριθµών.. 

Λεωνίδας:     ∆εν µας κάνει άπειρο.  Μας κάνει άπειρο + 1 

Μιχάλης:  Το άπειρο δεν έχει τέλος 

Λεωνίδας:     Άµα δεν έχει τέλος δεν θα καλύπτονται όλα τα δωµάτια 

Μιχάλης: Άµα άπειρο + 1 µας κάνει άπειρο, άπειροι αριθµοί ανθρώπων.  Έχει να κάνει όµως  

                      µε το πλήθος των ζωολόγων και µε το πλήθος των δωµατίων.  Άπειρο πλήθος  

                      δωµατίων αντιστοιχεί σε άπειρο πλήθος ζωολόγων.  Ένα συν άπειρο …ξέρω εγώ,  

                      θεωρώντας ότι θα προσθέσουµε ένα στο άπειρο. Το άπειρο δεν είναι όπως ο  

                      αριθµός…. 

Λεωνίδας: Άπειρο + 1 κάνει άπειρο; 

Μαθητές:  Ναι. 

Λεωνίδας:  Τι λέτε καλέ; 

Εµφανίζεται λοιπόν το άπειρο ως «κάτι µεγάλο που περιέχει αριθµούς», αντίληψη που 

εµφανίζεται και στις έρευνες των Monaghan (2001) και Tall (2001), ως «κάτι (απροσδιόριστο) 

που δεν έχει τέλος» και αφού δεν έχει τέλος, «πώς γεµίζουν όλα τα δωµάτια;» και «πόσο κάνει 

άπειρο συν ένα;», «πού προσθέτεις το ένα;» και τελικά «το άπειρο δεν είναι όπως ο αριθµός…» 

και σαφώς η έντονη αντίσταση που προβάλουν οι µαθητές στην έννοια ενός γεµάτου άπειρου 

ξενοδοχείου, δείχνει τη δυσκολία αποδοχής της έννοιας του πραγµατικού απείρου, που έρχεται σε 

συµφωνία µε τις παρατηρήσεις των Mamolo & Zazkis (2008). 

Στη συνέχεια της συζήτησης, κάνει την εµφάνισή της  η 1-1 αντιστοίχιση, µε όλα τα ζητήµατα 

ανοιχτά ακόµα («δεν έχει και στο τέρµα δωµάτιο να τον βάλεις…», «αφού τα δωµάτια είναι 

άπειρα, και άλλος ένας να πάει να µείνει εκεί δεν υπάρχει πρόβληµα»).  Ο Λεωνίδας 

επιχειρηµατολογεί: «τα δωµάτια είναι άπειρα όπως άπειροι είναι και οι ζωολόγοι, δηλαδή, όσοι 

είναι οι ζωολόγοι είναι και τα δωµάτια…... άρα, αν µέσα στους άπειρους ζωολόγους ενταχθεί και 

το Ιόν το δικό µας …… µέσα στον άπειρο αριθµό αυτό θα αυξηθεί και ο άπειρος αριθµός των 

δωµατίων  του ξενοδοχείου».  Μετά τη προτροπή της Μαρίας: «παιδιά, πώς θα τον βάλουµε στο 

δωµάτιο 1 δεν σας προβληµατίζει;» ξαφνικά και χωρίς καµιά παρέµβαση δική µας, σαν 
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αποτέλεσµα της συζήτησης και προβληµατισµού των µαθητών, λένε σχεδόν όλοι µαζί το 

καταπληκτικό: «θα πρέπει να µετακινηθούν όλοι κατά ένα δωµάτιο!! Αυτή είναι η λύση!!! Θα 

πάνε όλοι ένα δωµάτιο δεξιά!! ∆ηλαδή ο Νο 1 ζωολόγος θα πάει στο δωµάτιο 2, ο Νο 2 στο 

δωµάτιο 3,……!».  Γράψαµε την αντιστοίχιση (1→2, 2→3,…, ν→ν+1) στον πίνακα και «του 

βρήκαµε δωµάτιο! Τον βάλαµε στο δωµάτιο 1 που άδειασε!! ∆εν θα έχει όµως ωραία θέα!  

Πρώτος όροφος δωµάτιο, δεν λέει!  Ενώ αν είναι στον άπειρο όροφο…».  Ο Λεωνίδας δεν 

καταθέτει τα όπλα: «…γιατί το κάναµε τόσο δύσκολο και δεν λέγαµε ότι θα µπει στη σειρά των  

ζωολόγων… οι ζωολόγοι δεν ήταν σε κάποια σειρά ώστε να τακτοποιηθούν σε αντίστοιχο                    

δωµάτιο;  Εκείνος [ο επισκέπτης] θα πάρει το τελευταίο νούµερο…άπειρο συν ένα…. Συνεχώς 

αυξάνεται ο αριθµός……  Συνεχώς γεµίζουν τα δωµάτια;  Συνεχώς δηλαδή προστίθεται και 

άλλος ένας άνθρωπος;».  Είναι φανερή η δυσκολία κατανόησης από τον Λεωνίδα ότι αν ο 

επισκέπτης ν µετακινηθεί στο δωµάτιο ν+1 θα αδειάσει το δωµάτιο 1 για να εγκατασταθεί σε 

αυτό ο νέος επισκέπτης (το Ιόν).  Και συνεχίζει: «Το µόνο που µπορώ να σκεφτώ εγώ είναι σα να 

έχει τελειώσει το σύνολο, να έχουµε βάλει και τη δεύτερη αγκύλη, δηλαδή και µετά να 

προσθέτουµε το 1 και να αυξάνεται και να προσθέτουµε  όταν τελειώσει πάλι αυτό ένα δεύτερο 

άπειρο και ένα τρίτο άπειρο.  Οπότε τα άπειρα µεταξύ τους κάνουν άπειρο». 

Όσον αφορά την επίλυση του δεύτερου ερωτήµατος, δεν υπήρξε πρόβληµα.  Η αντιστοίχιση 

δούλεψε σωστά.  Όλοι οι µαθητές συµφώνησαν ότι για να εγκατασταθούν οι 200.000 νέοι 

επισκέπτες, οι ένοικοι των δωµατίων πρέπει να µετακινηθούν «200.000 δωµάτια παραπέρα.  

∆ηλαδή ο ν-στός ένοικος θα µεταφερθεί στο ν+200.000 δωµάτιο».  Στη συνέχεια, στην 

προσπάθεια να βρουν και οι άπειροι νέοι (φιλοτελιστές) επισκέπτες δωµάτιο, υπήρξε µεγάλος 

προβληµατισµός.  Στον παρακάτω διάλογο, µε (Α) συµβολίζεται η ερευνήτρια: 

Μανώλης: Όχι. Λοιπόν, αφού αυξάνονται τα δωµάτια,  θα τους βάλουµε στα ίδια δωµάτια, 

                      αφού ο καθένας… 

Μιχάλης: Μα, δεν αυξάνονται τα δωµάτια 

Μ3: Τα δωµάτια είναι standard  (συζήτηση) 

Λεωνίδας: Θα προχωράνε ανά ένα 

Μαθητές: ∆εν θα τελειώσουνε ποτέ. 

Μιχάλης: Για σταθείτε ρε παιδιά.  Αντιστοιχίζεται το κάθε δωµάτιο… (συζήτηση) 

Μιχάλης: Σίγουρα θα κάνουµε αντιστοίχιση. 

Μανώλης: Θα τους βάλουµε στο δωµάτιο άπειρο συν ένα… 
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Μαθήτρια: Πριν ήταν ν + 1, τώρα θα είναι ν + άπειρο.  Άρα µετακινούνται στο άπειρο. 

Α: Αυτό που πρέπει να κάνετε είναι να επικεντρωθείτε στο να βρείτε µια αντιστοίχιση. 

 ∆ηλαδή, θα πρέπει να µου πείτε, ο ζωολόγος  Νο1 πού πάει; ………(συζήτηση) 

Μιχάλης: Πρέπει να µπουν όλοι ταυτόχρονα µέσα.  Άρα λοιπόν… 

Α : Τα δωµάτια δεν είναι το σύνολο των φυσικών αριθµών; 

Μαθητές: Ναι 

Α:           Για βοηθηθείτε λίγο.  Για πείτε µου για τους φυσικούς, τώρα είπαµε για τους 

 τετράγωνους αριθµούς, έτυχε.  Ποιους άλλους έχουµε;  Βασικές κατηγορίες  

                      φυσικών. 

Μιχάλης: Τους περιττούς 

Α: Και… 

Μιχάλης: τους άρτιους; 

Μαθητές: Βοηθάει; 

Α: ∆εν ξέρω.  Πόσοι είναι οι περιττοί; 

Μαθητές: Άπειροι 

Α: και οι άρτιοι 

Μαθητές: Άπειροι 

Α: Πού θα πάει ο ζωολόγος µε το Νο 1;.  Εκεί, εκεί επικεντρωθείτε. 

Μ3: στο 3 

Α: ο 2; 

Μ3: στο 5 

Α: ο 3; 

Μαθητές: στο 7 

Α: ο 4; 

Μαθητές: στο 9 

Α: Ποια θα µείνουνε κενά έτσι; Ποια δωµάτια, µε τι νούµερα; 

Μ3: το 2,4,6,8 

Α: Πόσα είναι αυτά τα δωµάτια; 

Μαθητές: Άπειρα 

Α: Πού θα πάνε να κάτσουν οι φιλοτελιστές; 

Μαθητές: Στα δωµάτια αυτά. 
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Η αντιστοίχιση ν→2ν+1 πραγµατώθηκε τελικά, παρόλο που οι αµφιβολίες ήταν παρούσες µέχρι 

το τέλος, όπως φαίνεται στην ερώτηση ενός µαθητή: «Συγγνώµη.  Τώρα για να οδηγηθεί ο 

καθένας στο 2ν+1 δωµάτιό του είναι γρήγορη διαδικασία; Συνέχεια θα πρέπει να 

µετακινούνται….!».  Το ενδιαφέρον είναι ότι οι µαθητές ήταν βέβαιοι ότι µε τη µέθοδο της 1-1 

αντιστοίχισης θα επιχειρούσαν να δείξουν την ισοδυναµία των απειροσυνόλων Α={1,2,3,4,5,…} 

και Β={3,5,7,9,11,…} και κατά συνέπεια ότι  ℵ0+ℵ0 επισκέπτες χωρούν σε ℵ0 δωµάτια. 

Συµπεράσµατα 

Η διδακτική παρέµβαση που πραγµατοποιήσαµε βασίστηκε στο σχεδιασµό ενός µαθησιακού 

περιβάλλοντος µε στόχο την εννοιολογική αλλαγή.  Η περίπτωση της έννοιας της ισοδυναµίας 

απειροσυνόλων απαιτεί εννοιολογική αλλαγή.  Η σύγκριση πληθαρίθµων απειροσυνόλων, 

έρχεται σε σύγκρουση µε την προϋπάρχουσα και άτυπη γνώση του µαθητή που αφορά στη 

σύγκριση πεπερασµένων συνόλων και έχει αποκτηθεί στη βάση της καθηµερινής εµπειρίας.   

Αν και δεν ακολουθήσαµε «πιστά» τις προτάσεις των Vosniadou et al. (2001), κάτι που µπορεί 

να γίνει σε ένα µελλοντικό σχεδιασµό, µέσω αυτής της προσέγγισης δίνεται η δυνατότητα: α) 

στο διδάσκοντα, να εξετάσει την έννοια του απείρου µέσα από διαφορετικούς φακούς και να έχει 

την ευκαιρία να είναι ανοιχτός σε απαντήσεις και προσεγγίσεις των µαθητών που ίσως δεν είχε 

προβλέψει και β) στους µαθητές, να προσεγγίσουν την έννοια µε στόχο αφενός να 

συνειδητοποιήσουν την υπόρρητη διαισθητική αντίληψή τους για αυτήν και αφετέρου να 

«ανακαλύψουν» το µεγάλο πλούτο µαθηµατικών ιδεών που κρύβεται πίσω από αυτήν την 

έννοια.   

Η παρουσίαση των συνόλων των φυσικών και τετράγωνων αριθµών µε δυο διαφορετικές 

αναπαραστάσεις ανέδειξε τις αντιφατικές αντιλήψεις των µαθητών για το άπειρο και η συζήτηση 

που ακολούθησε οδήγησε στην αποδοχή της 1-1 αντιστοίχισης, ως µοναδικού τρόπου, για τη 

σύγκριση των πληθικών αριθµών των συνόλων αυτών.  Στη µεταφορά από τα πεπερασµένα 

σύνολα, έγινε κατανοητό ότι πρέπει να «αποχωριστούµε» τους άλλους τρόπους σύγκρισης.  Η 

εµπλοκή των µαθητών µε το «ξενοδοχείο», είχε ως αποτέλεσµα να διερευνήσουν οι µαθητές, για 

πρώτη φορά, τη δοµή ενός αριθµήσιµου απειροσυνόλου.  Το γεγονός ότι «ανακαλύπτουν» τις 

ιδιότητες: ℵ0+1 = ℵ0, ℵ0 + ν = ℵ0 και τελικά ℵ0+ℵ0=ℵ0, αποδεικνύει ότι το «ξενοδοχείο» θα 

µπορούσε να παίξει ουσιαστικό ρόλο ως εργαλείο στην προσπάθεια µιας πρώτης επαφής µε τη 

θεωρία συνόλων.   
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∆εδοµένου ότι η συγκεκριµένη παρέµβαση δεν φιλοδοξεί να εφαρµόζεται στα πλαίσια του 

σχολικού προγράµµατος αλλά πιθανώς στα πλαίσια ενός εργαστηρίου µαθηµατικών εκτός 

σχολικού ωραρίου, και αν λάβουµε υπόψη µας ότι: «από τη στιγµή που ο εκπαιδευτικός αρχίζει 

να σκέφτεται συγκεκριµένα για τη δική του διδασκαλία και όχι γενικά περί διδασκαλίας, οι 

δυνατότητες ανάπτυξής του είναι σχεδόν απεριόριστες» (Σακονίδης, 2007, σ.314), και αυτή η 

ανάπτυξη είναι εντελώς βέβαιο ότι θα είναι προς όφελος της εκπαιδευτικής διαδικασίας 

γενικότερα, µια µελλοντική «ανάγνωση» της παρέµβασης αυτής θα µπορούσε να εστιάσει και 

στο ρόλο του εκπαιδευτικού που οργανώνει την παρέµβαση και συµµετέχει σ’ αυτήν.  Η 

επαγγελµατική ανάπτυξη του εκπαιδευτικού είναι σε µεγάλο βαθµό αποτέλεσµα  ‘σκληρών’ και 

‘δύσκολων’ ερωτήσεων για τη διδασκαλία του και τις σκέψεις που τον οδήγησαν στις επιλογές 

του, προκλητικών ερωτήσεων που αµφισβητούν το οικοδόµηµα και τη φιλοσοφία του τρόπου 

που λειτουργεί ως εκπαιδευτικός (Jaworski, 1998).  Μόνο µέσω µιας εξονυχιστικής µελέτης και 

ανάλυσης των αλληλεπιδράσεων αποκτούµε σωστή αντίληψη για την πολυπλοκότητα της 

διδασκαλίας και αρχίζουµε να εκτιµούµε τις µυριάδες θεµάτων που βρίσκονται πίσω από τις 

διδακτικές αποφάσεις (Potari & Jaworski, 2002).  Έτσι, µας επιτρέπεται να σκεφτόµαστε µια πιο 

«ριζοσπαστική» σχεδίαση του περιβάλλοντος µάθησης µε την έννοια της δηµιουργίας 

κοινοτήτων πρακτικής και ό,τι αυτές συνεπάγονται.  Θα είναι µια εξαιρετική ευκαιρία για τους 

µαθητές να εµπλακούν στην διαδικασία του να «κάνουν» Μαθηµατικά - χαρακτηριστική είναι η 

τοποθέτηση ενός µαθητή µετά το τέλος της παρέµβασης: «µήπως πρέπει να αφήσουµε το µυαλό 

µας πιο ελεύθερο;» - σε αντίθεση µε ό,τι συµβαίνει τις περισσότερες φορές δηλ. να 

αντιµετωπίζουν τα Μαθηµατικά σαν ένα σύνολο κανόνων αποστειρωµένων από οποιαδήποτε 

κοινωνικοπολιτισµική διάσταση.                
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ΣΥΖΗΤΗΣΗ 

 

 

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας επιχειρήσαµε να διερευνήσουµε τις διαδροµές που 

ακολουθεί ο νους στην προσπάθειά του να κατανοήσει, να δαµάσει και να χρησιµοποιήσει την 

έννοια του απείρου.  Ως συνταξιδιώτες, έστω και νοητικά, του απείρου ανά τους αιώνες 

θεωρούµε ότι σηµαντικός σταθµός υπήρξε η θεωρία που ανέπτυξε ο Αριστοτέλης για το άπειρο.    

Η αθροιστική και διαιρετική διαδικασία που, κατά τον Αριστοτέλη, είναι υπεύθυνες για την 

εξοικείωσή µας µε την έννοια του απείρου, µας επιτρέπουν να µιλάµε για δυνάµει άπειρα µεγέθη 

και δυνάµει άπειρες διαδικασίες.  Για τον Αριστοτέλη έχει νόηµα µόνο η δυνητική σπουδή του 

απείρου, και ως εκ τούτου το νοητικό άλµα προς την αντικειµενοποίηση του απείρου (ενεργεία 

άπειρο) είναι διαδικασία µη επιτρεπτή.  Η θεώρηση του απείρου µε τον τρόπο αυτό ώθησε 

σπουδαίους Έλληνες µαθηµατικούς να καταλήξουν σε σπουδαία συµπεράσµατα  και καθόρησε 

στη συνέχεια όλη την εξελικτική πορεία της έννοιας.  To άπειρο, ως όλον, δεν  χαίρει ευνοϊκής 

αντιµετώπισης ούτε από τον G. Galileo, ούτε από τον B. Bolzano, και µόνο όταν έφτασε η 

στιγµή της αυστηρής θεµελίωσης των πραγµατικών αριθµών, «αναγκάστηκαν» οι µαθηµατικοί 

να κοιτάξουν το άπειρο στα µάτια και να το αντιµετωπίσουν ως ίσος προς ίσον.  Οι 

κοινωνικοπολιτισµικές συνθήκες και ειδικά οι επιστηµονικές απαιτήσεις της εποχής για 

αυστηρούς και λιγότερο διαισθητικούς ορισµούς των µαθηµατικών εννοιών, καθόρισαν και τη 

στάση απέναντι στο ενεργεία άπειρο, που βρήκε στο πρόσωπο του G. Cantor την, όχι ανώδυνη 

και χωρίς προβλήµατα, έξοδο από το τούνελ.  Τα απειροσύνολα! Τι να καταλάβει κανείς 

ακριβώς;;  Θα παραµονεύει πάντα στη γωνία ένας Russell που θα µας κλείνει το µάτι!!  Καθ’ 

όλη την πορεία του το άπειρο υπήρξε συνδεδεµένο µε το Θείο, και όχι άδικα κατά τη γνώµη µας, 

γιατί άλλο είναι να αντιµετωπίζουµε το άπειρο ως µαθηµατική οντότητα, ως αδιαµφισβήτητα 

λογική κατασκευή, και άλλο είναι η ψυχολογική διάσταση του απείρου, η οποία παραµένει 

σύνθετη, αντιφατική και ισχυρά σχετιζόµενη µε τη διαίσθηση.  Πώς να φτάσεις πιο κοντά στην 

κατανόηση της έννοιας;  Πόσο κοντά;  Ο φόβος του άγνωστου, εκείνου που είναι πάνω και πέρα 

από την ανθρώπινη πεπερασµένη φύση, πώς αντιµετωπίζεται άραγε;  Ο νους από την άλλη µεριά 

έχει άπειρες (;) δυνατότητες, οι οποίες ενίοτε κρύβουν και δυσάρεστες εκπλήξεις για τον 

άνθρωπο.  Θα ήταν άδικο να αποκρύψουµε το «σφίξιµο» στο στοµάχι που αισθανθήκαµε ως 

συνοδοιπόροι στο ταξίδι αυτό.   
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Εν κατακλείδι, παρατηρούµε ότι η εξέλιξη της έννοιας του απείρου όχι µόνο δεν υπήρξε 

γραµµική, αλλά η, δίχως τέλος, πάλη του νου µε την έννοια υπήρξε πολλές φορές άνιση, µε 

αποτελέσµατα απρόβλεπτα για τον άνθρωπο και τα µαθηµατικά.  Η πορεία για την αυστηρή 

θεµελίωση των µαθηµατικών περνά µέσα από την προσπάθεια διασάφησης της έννοιας του 

απείρου.  ∆εδοµένου ότι τα µαθηµατικά είναι η επιστήµη του απείρου, προκύπτουν εύλογα 

ερωτήµατα για τον τρόπο που ζητάµε από τους µαθητές µας, σχεδόν σαν να είναι το πιο 

αυτονόητο πράγµα, να χειριστούν και ως ένα βαθµό να κατανοήσουν το άπειρο, όπου και µε 

όποια µορφή αυτό εµφανίζεται.  Με ποιόν τρόπο µπορούν άραγε να αντιµετωπίσουν αυτό το 

κέρας της Αµάλθειας µε όλες του τις µαγικές ιδιότητες, που µοιάζουν να συγκρούονται µε κάθε 

εµπειρία της πεπερασµένης µας ζωής;   

Εκτιµούµε ότι οι διαισθητικές, κατά κύριο λόγο, αντιλήψεις των µαθητών/φοιτητών για το 

άπειρο, όπως προκύπτει από τις έρευνες που παρουσιάσαµε, αποκαλύπτουν την πάλη µε την 

έννοια του απείρου.  Η αντιµετώπιση του απείρου ως ατέρµονη διαδικασία, ως πολύ µεγάλος 

αριθµός, ως µέγεθος απροσδιόριστο, ως ανεξάντλητο, ως µια συλλογή αριθµών που δεν έχει 

τέλος, οδηγούν τους µαθητές σε συµπεράσµατα που είναι «µαθηµατικά» εσφαλµένα.  

Συµπεράσµατα όπως ότι: όλα τα άπειρα είναι ίδια, ή ότι ένα τετράγωνο και ένα ευθύγραµµο 

τµήµα δεν έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, ή ότι οι φυσικοί είναι περισσότεροι από τους άρτιους.  

Κατά τη γνώµη µας όµως, οι αντιλήψεις αυτές δε διαφέρουν και πολύ από τις αντιλήψεις 

ανθρώπων µε ευρύτερο φάσµα µαθηµατικών γνώσεων.  Πόσοι καθηγητές µαθηµατικών άραγε 

θα απαντούσαµε ότι στο βαρέλι δεν θα µείνει καµία µπάλα στο παράδοξο του ping-pong ball; 

Και πόσοι θα µπορούσαµε να πεισθούµε περί του αντιθέτου σε συζήτηση µε επιχειρήµατα 

ανάλογα µε αυτά που ήδη παρουσιάσαµε;  Πόσες φορές δεν βρεθήκαµε στη θέση του Cantor, αν 

µας επιτρέπεται ο παραλληλισµός, λέγοντας: «το βλέπω, αλλά δεν το πιστεύω»;  Είναι δύσκολο 

να µην παραδεχθούµε ότι η πρώτη, σχεδόν αυθόρµητη, αντίδραση µας θα ήταν ότι οι τετράγωνοι 

αριθµοί είναι λιγότεροι από τους φυσικούς αριθµούς!!  Τα παράδοξα δεδοµένου ότι έχουν παίξει 

σηµαντικό ρόλο στην ιστορία των µαθηµατικών και στη διαµόρφωση της µαθηµατικής σκέψης, 

µπορούν να παίξουν επίσης σπουδαίο  ρόλο στην προσπάθεια διερεύνησης των διαδικασιών που 

ακολουθεί ο νους στην προσέγγιση της έννοιας του απείρου, αν και η δηµοσιευµένη έρευνα 

προς αυτήν την κατεύθυνση είναι ελλιπής.  Για να συλλάβουµε όµως την παραδοξολογική 

κατάσταση που ανακύπτει κάθε φορά, πρέπει να είµαστε σε θέση αφενός µεν να αναγνωρίσουµε 

τις ιδιαιτερότητες των υποκειµένων που εµπλέκονται και αφετέρου να σεβαστούµε τις συνθήκες 
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του προβλήµατος.  Οι προσεγγίσεις των µαθητών είναι πιθανόν να αντιστοιχούν σε αλλαγές των 

συνθηκών του προβλήµατος (η περίφηµη «µαθηµατική αυστηρότητα» ερµηνεύεται µε 

διαφορετικό τρόπο σε αυτές τις ηλικίες, όπως, άλλωστε, µε διαφορετικό τρόπο εκλάµβαναν την 

αυστηρότητα οι Έλληνες, οι µαθηµατικοί του 17ου αιώνα και οι µαθηµατικοί του 19ου αιώνα), 

τέτοιες που να µην επιτρέπουν να αναδειχθεί το παράδοξο: το δικό µας παράδοξο, δεν είναι 

παράδοξο και για τα  παιδιά (Núñez, 1994· Mamolo & Zazkis, 2008 ).  Αξίζει να αναφέρουµε 

εδώ µια απορία που εξέφραζε στις διαλέξεις του ο ∆. Αναπολιτάνος: «πόσο σίγουροι είστε ότι το 

δάκτυλό µας ακουµπά το διακόπτη;»  Για να µπορέσουν, λοιπόν, οι µαθητές να σεβαστούν τις 

συνθήκες του προβλήµατος, θα πρέπει αυτό να δοθεί, κατά τη γνώµη µας, στο κατάλληλο 

πλαίσιο.  Για παράδειγµα, όταν επιλέγεται το παράδοξο του Ζήνωνος µε τον Αχιλλέα και τη 

χελώνα, καλό θα ήταν να εντάσσεται στο ιστορικό του πλαίσιο.  Με λίγα λόγια, αν αναφέρεται 

ότι ο Ζήνων προσπαθεί µε το παράδοξο αυτό να υπερασπιστεί την Παρµενίδια θέση περί «µη 

κίνησης», οι συνθήκες του προβλήµατος έχουν ένα νόηµα για τους µαθητές, οπότε πιο δύσκολα 

θα τις αλλάξουν, µε συνέπεια το παράδοξο να είναι και για εκείνους παράδοξο. 

Η χρήση των παραδόξων απαιτεί, επίσης, αλλαγή της στάσης του καθηγητή των µαθηµατικών 

απέναντι στα µαθηµατικά και στην εκπαιδευτική διαδικασία.  Η ανάδειξη της 

κοινωνικοπολιτισµικής διάστασης των µαθηµατικών και η προσπάθεια δηµιουργίας ενός 

µαθησιακού περιβάλλοντος που, µέσω της συνεργασίας και της συζήτησης, θα αναδεικνύει τις 

αντιλήψεις και απόψεις των µαθητών, θα τους επιτρέψει να κάνουν µαθηµατικά και να µάθουν 

από αυτά.  Όπως εκείνος που σέβεται και αγαπά τη θάλασσα, σε βαθµό που του λείπει όταν είναι 

µακριά της, τελικά βουτά και την απολαµβάνει, έτσι και εκείνος που σέβεται και αγαπά τα 

µαθηµατικά και τη διδασκαλία, πρέπει να δηµιουργεί καταστάσεις µάθησης τέτοιες, που να 

ωθούν τους µαθητές στην εµπλοκή µε τα µαθηµατικά.  Είναι χαρακτηριστική η τοποθέτηση ενός 

µαθητή: «µήπως πρέπει να αφήσουµε το µυαλό µας πιο ελεύθερο;».  Και για να κάνουµε την 

ερώτηση κάπως αλλιώς: «µήπως πρέπει να βοηθήσουµε τους µαθητές µας να απελευθερώσουν 

τη σκέψη τους;» ή µήπως είναι πολύ επικίνδυνο αυτό για µας…..  

Αν θέλουµε οι µαθητές µας να είναι, κάποια στιγµή, βέβαιοι ότι ο Cauchy δεν είναι ακολουθία, 

ας τους βοηθήσουµε να ανακαλύψουν τις δυνατότητες, τα όρια, τις αντοχές και τις ανοχές του 

νου.  Και δεν υπάρχει καλύτερος τρόπος για αυτό, από το να εµπλακούν στη µαθησιακή 

διαδικασία που θα τους επιτρέψει να «ανακαλύψουν» τη µαγεία και το µεγάλο πλούτο των 

µαθηµατικών ιδεών που κρύβεται πίσω από την έννοια του απείρου.          
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

ΦΥΛΛΟ ΑΡΓΑΣΙΑΣ 
 

∆ραστηριότητα στα απειροσύνολα 
 

ΜΕΡΟΣ 1ο  
 
Α.  1) Το σύνολο των φυσικών αριθµών είναι το:   
          Α={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,…} 
          α)  Τι σηµαίνουν οι  ¨…¨ (τρείς τελείες) µετά το 25 ; 

          β)  Ανήκουν στο παραπάνω σύνολο οι αριθµοί  1875, 98457634, 44.8, (-4); 

 

      2) Ξαναγράψτε το σύνολο των φυσικών αριθµών. 

          Α)  Κυκλώστε τους φυσικούς αριθµούς που είναι τέλεια τετράγωνα 

          β)  Θα µπορούσατε να κυκλώσετε και τους αριθµούς 1113, 27, 842; 

 

      3) Τώρα µπορείτε να γράψετε το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι τέλεια τετράγωνα και  

          ονοµάστε το Β.  ∆ηλαδή Β={                                } 

 

      4) Έτσι λοιπόν το σύνολο Α περιέχει τους φυσικούς αριθµούς και το σύνολο Β περιέχει τους  

          φυσικούς αριθµούς που είναι τέλεια τετράγωνα.  Είναι το πλήθος των στοιχείων του Α ίσο  

          µε το πλήθος των στοιχείων του Β;  Παρακαλώ αιτιολογήστε την απάντησή σας. 

 

Β.  1) Το παρακάτω σύνολο είναι ένα άπειρο σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι ευθύγραµµα  

          τµήµατα.  Το πρώτο ευθύγραµµο τµήµα έχει µήκος 1cm, το δεύτερο 2cm κοκ.  ∆ηλαδή, 

                                                {           ,                    ,                              ,…}.   

                                         1cm                2cm                 3cm 

          Να γράψετε το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι οι αριθµοί που αντιπροσωπεύουν τα 

          µήκη των παραπάνω ευθύγραµµων τµηµάτων και να το ονοµάσετε  Γ 

             

      2) Φανταστείτε ότι θέλετε να κατασκευάσετε τετράγωνα µε τέτοιο τρόπο ώστε τα  

          προηγούµενα ευθύγραµµα τµήµατα να είναι οι πλευρές των αντίστοιχων τετραγώνων. 

          Κατά τη γνώµη σας: α) Είναι δυνατόν να κατασκευαστούν παραπάνω από ένα τετράγωνα 
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         για κάθε ευθύγραµµο τµήµα; β) αν η πλευρά ενός τετραγώνου είναι x cm, πόσο είναι το 

         εµβαδόν του;  Είναι η απάντησή σας µοναδική; γ) ∆εδοµένου ότι το εµβαδόν του          

         τετραγώνου είναι x2 cm2, πόσο είναι το µήκος της πλευράς του;  Είναι η απάντησή σας  

         µοναδική; 

 

      3) Το σύνολο των τετραγώνων που κατασκευάστηκαν µε τον παραπάνω τρόπο είναι  

           το 

 

 

 

               {               ,                       ,                                , …} 
           1cm                            2cm                                   3cm                                                                    

           Πόσα είναι τα τετράγωνα; Είναι το πλήθος των τετραγώνων ίσο µε το πλήθος των  

           ευθύγραµµων τµηµάτων;  

 

      4) Τώρα, γράψτε το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι οι αριθµοί που αντιπροσωπεύουν 

           τα εµβαδά των τετραγώνων και ονοµάστε το ∆.  Έχουν τα σύνολα Γ και ∆ , κατά τη 

           γνώµη σας, ίσο πλήθος στοιχείων;  Παρακαλώ δικαιολογήστε την απάντησή σας. 

 

ΜΕΡΟΣ 2ο  

 

Το ασυνήθιστο ξενοδοχείο 

 

Γύρισα στο σπίτι µάλλον αργά – η συνάντηση στο κλαµπ «Νεφέλωµα της Ανδροµέδας» είχε 

τραβήξει πολύ µετά τα µεσάνυχτα.  Όλη νύχτα βασανιζόµουν από εφιάλτες.  Ονειρεύτηκα ότι 

είχα καταπιεί ένα τεράστιο διαστηµικό σκαθάρι, µετά ότι βρισκόµουν ξανά στον πλανήτη 

Ντουρντίτοφ και δεν µπορούσα να ξεφύγω από εκείνες τις τροµερές µηχανές που υπάρχουν εκεί 

και µεταµορφώνουν τους ανθρώπους σε εξάγωνα.  Ένα απρόσµενο τηλεφώνηµα µε επανέφερε 

στην πραγµατικότητα.  Ήταν ο παλιόφιλος και σύντροφος στα διαστρικά ταξίδια καθηγητής 

Ταράντογκ. 
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«Επείγον πρόβληµα, αγαπητό µου Ιόν», τον άκουσα να µου λέει.  «Οι αστρονόµοι ανακάλυψαν 

ένα παράξενο κοσµικό αντικείµενο- µια µυστηριώδη µαύρη γραµµή η οποία εκτείνεται από τον 

ένα γαλαξία στον άλλο.  Κανείς δεν γνωρίζει τι συµβαίνει.  Είσαι η τελευταία µας ελπίδα.  Να 

πετάξεις αµέσως προς το νεφέλωµα ΑCD-1587» 

Την άλλη µέρα, πήρα από την επισκευαστική µονάδα τον παλιό µου πύραυλο φωτονίων, 

φόρτωσα πάνω το χρονικό επιταχυντή και το ηλεκτρικό µου ροµπότ, το οποίο γνωρίζει όλες τις 

γλώσσες του κόσµου και όλες τις ιστορίες γύρω από τα διαστρικά ταξίδια.  Απογειώθηκα.  Θα 

έπαιρνα την υπόθεση στα χέρια µου. 

Πάνω που το ροµπότ είχε εξαντλήσει όλο το απόθεµα ιστοριών και είχε αρχίσει να 

επαναλαµβάνεται (δεν υπάρχει τίποτα χειρότερο από το να ακούς ένα ηλεκτρικό ροµπότ να 

επαναλαµβάνει την ίδια ιστορία για δέκατη φορά), φάνηκε από µακριά ο προορισµός του 

ταξιδιού µου.  Οι γαλαξίες που απέκρυπταν τη µυστηριώδη γραµµή ήταν πίσω µου πια, ενώ 

εµπρός µου βρισκόταν…το ξενοδοχείο «Κόσµος».  Πριν από αρκετό καιρό, είχα κατασκευάσει 

έναν µικρό πλανήτη για τους περιπλανώµενους διαστρικούς εξόριστους, όµως τον κατέστρεψαν 

οι ίδιοι, και έτσι βρίσκονταν πάλι χωρίς καταφύγιο. Ύστερα, αποφάσισαν να παρατήσουν τις 

περιπλανήσεις σε ξένους γαλαξίες και να ανεγείρουν ένα µεγαλοπρεπές κτίριο – ένα ξενοδοχείο 

για όλους τους κοσµικούς ταξιδιώτες……  Η ανέγερση του ξενοδοχείου αποδείχτηκε υπέροχο 

έργο.   

Το σπουδαιότερο χαρακτηριστικό του ξενοδοχείου ήταν ο άπειρος αριθµός δωµατίων.  Οι 

εξόριστοι ήλπιζαν ότι κανείς δεν θα βρισκόταν ξανά στη δυσάρεστη θέση να ακούσει την 

ενοχλητική φράση που τόσο τους είχε βασανίσει τον καιρό της περιπλάνησης τους:  «λυπάµαι, 

δεν υπάρχουν ελεύθερα δωµάτια». 

Όµως, στάθηκα άτυχος.  Οι κοσµικοί ζωολόγοι είχαν έρθει από όλους τους γαλαξίες και ήταν 

απειράριθµοι ۟  έτσι, όλα τα δωµάτια ήταν κατειληµµένα από τους συνέδρους. (Ο ζωολόγος µε τον 

α.α.1 πήρε το δωµάτιο µε τον αριθµό 1, εκείνος µε τον α.α. 2 πήρε το δωµάτιο µε τον αριθµό 2 

κοκ.)  ∆εν υπήρχε δωµάτιο για µένα.  Πρέπει να οµολογήσω ότι ο διευθυντής προσπάθησε πολύ 

για να πετύχει τη συγκατάθεση κάποιων αντιπροσώπων, ώστε να µοιραστώ το δωµάτιο µε έναν 

από αυτούς.  Ωστόσο, µόλις διαπίστωσα ότι ο πρώτος υποψήφιος συγκάτοικος ανέπνεε φθόριο 

και ο άλλος θεωρούσε φυσιολογικό να υπάρχει στο περιβάλλον του θερµοκρασία 860°C, 

αρνήθηκα ευγενικά τους «ευχάριστους» συγκάτοικους. 
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Ευτυχώς, ο διευθυντής του ξενοδοχείου…….ύστερα από σκέψη, στράφηκε στον υπεύθυνο 

υποδοχής και του είπε: «Να τον βάλεις στο δωµάτιο 1» 

 

1. Πώς µπορεί να γίνει αυτό; 

 

Από εκείνη τη στιγµή, άρχισα να εκτιµώ την ασυνήθιστη ιδιότητα του συγκεκριµένου 

ξενοδοχείου.  Αν ο αριθµός των δωµατίων ήταν πεπερασµένος, ο ένοικος του τελευταίου 

δωµατίου θα έπρεπε να µετακοµίσει στον διαστρικό χώρο.  Αφού όµως το ξενοδοχείο είχε 

άπειρο αριθµό δωµατίων, υπήρχε άπειρος χώρος για όλους, και µπόρεσα να εγκατασταθώ χωρίς 

να στερήσω το δωµάτιο από κάποιο ζωολόγο.   Το επόµενο πρωί µου ζήτησαν, προς µεγάλη µου 

έκπληξη, να µετακοµίσω .  Ο λόγος είναι η καθυστερηµένη άφιξη 200.000 κοσµικών ζωολόγων 

που έπρεπε µε τη σειρά τους κι αυτοί να εγκατασταθούν. 

 

2. Ποιο είναι το νούµερο του δωµατίου στο οποίο µετακόµισα; 

 

Ενώ πήγαινα στη ρεσεψιόν για να πληρώσω την τρίτη ηµέρα της παραµονής µου, βλέπω 

κατάπληκτος από το παράθυρο του υπεύθυνου υποδοχής µια µεγάλη ουρά που η άκρη της 

χανόταν κάπου κοντά στα Νέφη του Μαγγελάνου.  Στράφηκα αµήχανα στη ρεσεψιόν και 

ρώτησα: 

«Ποιοι είναι αυτοί οι άνθρωποι;» 

«Ήρθαν  για το διαστρικό συνέδριο φιλοτελιστών». 

«Είναι πολλοί;» 

«Άπειροι – ένας εκπρόσωπος από κάθε γαλαξία». 

«Πώς θα εξασφαλίσετε δωµάτια για όλους;  Οι κοσµικοί ζωολόγοι θα φύγουν αύριο». 

«∆εν ξέρω ۟  τώρα πηγαίνω να συζητήσω το θέµα για λίγο µε τον γενικό διευθυντή». 

 

 

3. Με ποιόν τρόπο µπορούµε να βοηθήσουµε τον υπεύθυνο, ώστε να εξυπηρετήσει τους 

πελάτες και να µη χάσει τη δουλειά του;  

  

  


