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Εισαγωγή
   Στην παρούσα διπλωματική εργασία θα ασχοληθούμε με την θεωρία των σύμμορφων 
απεικονίσεων και τις εφαρμογές τους. Πρίν περάσουμε όμως στην ανάπτυξη της θεωρίας τους, 
καλό θα ήταν να δούμε πως συνδέονται οι σύμμορφες απεικονίσεις με την έννοια της ομοιότητας 
των σχημάτων. Η έννοια της ομοιότητας των σχημάτων αποτελεί μία κεντρική έννοια στην 
Ευκλείδεια Γεωμετρία, με την οποία οι μαθητές έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή στην 
Γ΄Γυμνασίου.
   Γενικά, οι μαθητές έρχονται για πρώτη φορά με μια πιο αυστηρή προσέγγιση των γεωμετρικών 
εννοιών στην Γ' Γυμνασίου.
   Η ισότητα των τριγώνων αποτελεί βασικό μεθοδολογικό εργαλείο για την ανάπτυξη της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Με την χρήση της μπορούμε να αποδείξουμε ισότητα δύο ευθυγράμμων 
τμημάτων ή δύο γωνιών που είναι αντίστοιχα στοιχεία τριγώνων. Γενικά στην Ευκλείδεια 
Γεωμετρία η ισότητα των διαφόρων σχημάτων (ευθύγραμμα τμήματα, γωνίες, τρίγωνα κ.τ.λ.) 
ορίζεται με τη διαδικασία της μετατόπισης και της σύμπτωσης. Δηλαδή, δύο γεωμετρικά σχήματα 
ονομάζονται ίσα, όταν είναι δυνατον το ένα μετακινούμενο να εφαρμόσει πάνω στο άλλο, όπως 
υπέθεσε ο Ευκλείδης. Έτσι στο βιβλίο της Γ' Γυμνασίου στους μαθητές δίνεται η παρακάτω 
εισαγωγική δραστηριότητα δραστηριότητα μέσω της οποίας επιδιώκεται να κατανοήσουν ότι δύο 
τρίγωνα είναι ίσα, όταν είναι δυνατόν με κατάλληλη μετατόπιση το ένα να συμπέσει με το άλλο. 

   Έπειτα δίνεται στους μαθητές ο παρακάτω ορισμός για την ισότητα των τριγώνων, τον οποίο και 
θα ξαναδιδαχτούν στην Γεωμετρία της Α' Λυκείου. 
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  Για τις έννοιες όμως ''ταύτιση'', ''μετακίνηση'', και ''σύμπτωση'', που χρησιμοποιούνται παραπάνω, 
έχουμε μόνο διαισθητική και εποπτική αντίληψη. Αυτός είναι και ο λόγος που ο Ευκλείδης 
θεώρησε το Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων Π-Γ-Π (Πρόταση Ι4) δεδομένο.
   Η αυστηρά θεωρητική κατοχύρωση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας επιτυγχάνεται με την 
αλγεβροποιησή της. Η λύση γεωμετρικών προβλημάτων με αλγεβρικές μεθόδους στηρίζεται στην 
κατασκευή μοντέλων της γεωμετρίας όπως για παράδειγμα η Αναλυτική Γεωμετρία. 
   Μετά τον Klein, για να αποδειχθεί ότι δύο πεπερασμένα σχήματα είναι ίσα, εξετάζεται αν 
υπάρχει μετασχηματισμός  ο οποίος μεταφέρει το ένα σχήμα πάνω στο άλλο. Το 1872 ο Klein στο 
πρόγραμμα Erlanger είδε την Γεωμετρία μέσα από το πρίσμα της Θεωρίας Ομάδων. Πήρε ομάδες 
μετασχηματισμών οι οποίες αφήνουν τις βασικές γεωμετρικές έννοιες αμετάβλητες. Η ομάδα που 
περιέχει την ανάκλαση, τη στροφή, την παράλληλη μεταφορά και την σύνθεση αυτών, διατηρεί το 
μήκος και την γωνία, οι οποίες είναι οι βασικές ιδιότητες της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Η ομάδα 
αυτή μας δίνει την Ευκλείδεια Γεωμετρία. Το σύνολο των μετασχηματισμών εφοδιασμένο με 
αλγεβρική δομή αποτελεί ομάδα. Η γεωμετρία των μετασχηματισμών μελετάται αναλυτικά στην 
Διπλωματική Εργασία της Φ. Κονταρίδου1. Με αυτόν τον τρόπο συνδέεται η Γεωμετρία με την 
Άλγεβρα και η έννοια της ισότητας μπορεί να περιγραφεί μέσω του αλγεβρικού μοντέλου των 
μετασχηματισμών. Έτσι η ισότητα συνδέεται με τις ισομετρίες.
   Έπειτα από τον ορισμό της ισότητας σχημάτων οι μαθητές διδάσκονται τον ορισμό της 
ομοιότητας σχημάτων Ο ορισμός που δίνεται στην Γ' Γυμνασίου είναι ο παρακάτω. Με την έννοια 
της ομοιότητας οι μαθητές θα έρθουν ξανά σε επαφή στην Β' τάξη του Λυκείου. 'Οπως μπορούμε 
να παρατηρήσουμε από τον ορισμό της ομοιότητας, τα ίσα σχήματα είναι όμοια με λόγο 
ομοιότητας 1.

1    Κανταρίδου Φωτεινη: ''Οι μετασχηματισμοί ομοιότητας στη Γεωμετρία του Επιπέδου'', Αθήνα, Ιούνιος 2011  
      (Διπλωματική εργασία Μεταπτυχιακού Διδακτικής και μεθοδολογίας των Μαθηματικών Ε.Κ.Π.Α. , Επιβλέπων: 
       Λάππας Διονύσιος)
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   Μέσω της Γεωμετρίας των μετασχηματισμών έχουμε ότι η ομοιότητα σχημάτων(π.χ. τριγώνων) 
συνδέεται με τον μετασχηματισμό της ομοιότητας.Ο μετασχηματισμός ομοιότητας διατηρεί το 
μέτρο των γωνιών2(συμμορφία), ενώ παραμορφώνει τα μήκη και τα εμβαδά κατά ένα σταθερό 
παράγοντα. Επίσης ένας μετασχηματισμός ομοιότητας λόγου 1 είναι ισομετρία, όπως αντίστοιχα η 
ισότητα τριγώνων είναι ομοιότητα τριγώνων λόγου 1.
   Τέλος, μετά την παράθεση του ορισμού και των κριτήριων ομοιότητας, ο εκπαιδευτικός καλείται 
να τονίσει την διαφορά μεταξύ ισότητας και ομοιότητας τριγώνων. 
   Πρέπει να επισημάνει ότι:

•  τα ίσα τρίγωνα έχουν ίσες γωνίες- ίσες πλευρές
ενώ

• τα όμοια τρίγωνα έχουν ίσες γωνίες- ανάλογες πλευρές.

2    Κανταρίδου Φωτεινη: ''Οι μετασχηματισμοί ομοιότητας στη Γεωμετρία του Επιπέδου'', Αθήνα, Ιούνιος 2011   
     (Διπλωματική εργασία Μεταπτυχιακού Διδακτικής και μεθοδολογίας των Μαθηματικών Ε.Κ.Π.Α. , Επιβλέπων: 
     Λάππας Διονύσιος)
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   Η παραπάνω προσπάθεια διαφοροποίησης  ισότητας-ομοιότητας, χαρακτηρίζει την ευκλείδεια 
γεωμετρία μεταξύ των γεωμετριών του επιπέδου. Για παράδειγμα στην Υπερβολική Γεωμετρία αν 
δύο τρίγωνα είναι όμοια , τότε είναι ίσα, με άλλα λόγια σε αυτή τη γεωμετρία δεν υφίστανται μη-
ίσα όμοια σχήματα.
   Στην παρούσα διπλωματική εργασία θα ασχοληθούμε με τις σύμμορφες απεικονίσεις ώς 
γενίκευση των μετασχηματισμών που διατηρούν τις γωνίες,όπως ο μετασχηματιμός της 
ομοιότητας. Η θεωρία των σύμμορφων απεικονίσεων στο μιγαδικό επίπεδο θα δωθεί στο 1ο 
κεφάλαιο. Στο 2ο κεφάλαιο θα δοθούν εφαρμογές των απεικονίσεων αυτών στην περίπτωση του 
επιπέδου και τέλος στο 3ο κεφάλαιο για χώρο διάστασης n≥3 θα παρουσιαστεί το Θεώρημα του 
Liouville.
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Κεφάλαιο 1

Σύμμορφες Απεικονίσεις

I)   Βασική Θεωρία

Οι σύμμορφες απεικονίσεις παρουσιάζουν μεγάλο ενδιαφέρον καθώς έχουν αρκετές σημαντικές 
εφαρμογές στο πρόβλημα του Dirichlet και στις αρμονικές συναρτήσεις. Αυτές οι εφαρμογές 
χρησιμοποιούνται για την επίλυση πολλών μαθηματικών προβλημάτων που εμφανίζονται σε 
διάφορους κλάδους της φυσικής και της μηχανικής, όπως σε προβλήματα θερμικής αγωγιμότητας, 
ηλεκτοστατιστικής και υδροδυναμικής. 
Η βασική ιδέα των εφαρμογών αυτών είναι ότι μια σύμμορφη απεικόνιση μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί για να απεικονίσει μια δοσμένη περιοχή σε μία απλούστερη περιοχή, στην οποία το
πρόβλημα μπορεί να λυθεί ευκολότερα. Μετασχηματίζοντας πάλι στην αρχική περιοχή, βρίσκουμε 
την επιθυμητή απάντηση. Με άλλα λόγια, οι σύμμορφες απεικονίσεις δίνουν απλές μεθόδους για 
την επίλυση προβλημάτων, τα οποία θα ήταν αδύνατο να μελετηθούν αν δεν απεικονίζονταν σε 
περιοχές που η λύση τους είναι υπολογίσιμη.
Εφαρμογές των σύμμορφων απεικονίσεων συναντάμαι και σε άλλους κλάδους των μαθημτικών , 
όπως για παράδειγμα στις μη-Ευκλείδειες Γεωμετρίες. Στο επόμενο κεφάλαιο θα δώσουμε κάποιες 
εφαρμογές των απεικονίσεων αυτών στην Υπερβολική Γεωμετρία.

Ορισμός: Μια απεικόνιση f : A→ Β , με Α⊂ℂ ανοιχτό, Β⊆ℂ  και z0∈A , ονομάζεται 
σύμμορφη στο z0 εάν υπάρχει ένα θ∈0, 2π  και ένα r>0 τέτοιο ώστε για οποιαδήποτε 
καμπύλη γ(t) παραγωγίσιμη στο t=0 , για την όποια γ (t )∈Α και γ (0)=z0 που ικανοποιεί 
την γ ' (0)≠0 , η καμπύλη σ ( t)= f (γ (t)) είναι παραγωγίσιμη στο t=0 και θέτοντας

u=σ ' (0) και v=γ ' (0) ,έχουμε ∣u∣=r∣v∣ και arg u=arg v+θ (mod2π ) . 

 Η απεικόνιση f  θα ονομάζεται σύμμορφη(conformal) εάν είναι σύμμορφη σε κάθε σημείο του 
πεδίου ορισμού της A.

Παρατηρήσεις
1)Από τον ορισμό καταλήγουμε ότι μια σύμμορφη απεικόνιση περιστρέφει τα εφαπτόμενα 
διανύσματα σε καμπύλες που διέρχονται από το z0 κατά μια ορισμένη γωνία θ και τα επιμηκύνει 
κατά έναν ορισμένο συντελεστή r. Η γωνία θ=arg u−arg v=φ '−φ ονομάζεται γωνία στροφής 
της καμπύλης γ στο σημείο z0 μέσω της απεικονίσεως f. 
Η γωνία στροφής στο σημείο z0 δεν εξαρτάται από την καμπύλη, δηλαδή όλες οι καμπύλες που 
διέρχονται από το z0 στρέφονται μέσω της απεικονίσεως f με την ίδια γωνία.
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2) Σημαντική γεωμετρική ιδιότητα των  σύμμορφων απεικονίσεων είναι ότι διατηρούν τη γωνία 
τομής μεταξύ δύο καμπυλών κατά μέτρο και προσανατολισμό.
Από τον ορισμό, γωνία μεταξύ δύο καμπυλών είναι η γωνία μεταξύ των εφαπτομενικών τους 
διανυσμάτων, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Πράγματι,
Έστω γ1, γ 2 δύο καμπύλες που διέρχονται από το z0 , βρίσκονται στο Α και γ1 ' (0)≠0 ,

γ2 ' (0)≠0 και έστω σ1, σ2 οι εικόνες τους μέσω της f που διέρχονται από το f (z0) . 

Τότε
arg u1=arg v1+θ (mod2π)
arg u2=arg v2+θ (mod2π )

, άρα arg v2−arg v1=(arg u2−arg u1)mod2π .

Επομένως, η ω'=ω , δηλαδή η γωνία από την σ1 στην σ 2 είναι ίδια σε μέτρο και 
προσανατολισμό με την γωνία από την γ1 στην γ2 .

Ισοδύναμος ορισμός
Μια απεικόνιση f : A→Β με Α , Β⊂ℂ ανοικτά συνεκτικά σύνολα είναι σύμμορφη αν είναι 
αναλυτική και αμφιμονοσήμαντη.
Στην περίπτωση αυτή και η αντίστροφη απεικόνιση είναι επίσης αναλυτική.

Θεώρημα της Σύμμορφης Απεικόνισης
Εάν η f : A→ Β , με Α⊂ℂ ανοιχτό Β⊆ℂ , και z0∈A , είναι αναλυτική και εάν

f ' ( z0)≠0 , τότε η f είναι σύμμορφη στο z0 με θ=arg f ' (z 0) και r=∣ f ' (z0)∣ σύμφωνα με
τον ορισμό.
Απόδειξη
Από τα παραπάνω και τον κανόνα της αλυσίδας, έχουμε u=σ ' (0)= f ' ( z0)⋅γ ' (0)= f ' ( z0)⋅v . 
Άρα arg u=arg f ' ( z0)+arg v (mod2π) και ∣u∣=∣ f ' (z0)∣⋅∣v∣ .

Ισοδύμαμα,
Θεώρημα της Σύμμορφης Απεικόνισης
Εάν η f : A→ Β , με Α⊂ℂ ανοιχτό, Β⊆ℂ   είναι αναλυτική και εάν f ' ( z0)≠0 για κάθε

z0∈A , τότε η f είναι σύμμορφη.

Παράδειγμα α'
Δείξτε ότι η απεικόνιση f (z )=cos z είναι σύμμορφη στα σημεία z1=i , z2=1 και

z3=π+i και προσδιορίστε την γωνία θ=arg f ' (z ) στα δοσμένα σημεία.
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Λύση
Επειδή f ' ( z)=−sin z ,συμπεραίνουμε από το Θεώρημα της Σύμμορφης Απεικόνισης ότι η

απεικόνιση w=cos z είναι σύμμορφη σε όλα τα σημεία εκτός από τα z=nπ , n∈ℤ . 

Επομένως, η f είναι σύμμορφη στα σημεία z1=i , z2=1 και z3=π+i  

και έχουμε θ1=arg f ' (i)=arg (−sin i)=arg(−isinh1)=−
π
2

θ2=arg f ' (1)=arg (−sin 1)=−π

θ3=arg f ' (π+i)=arg (−sin(π+i))=arg(− ei (π+i )
−e−i (π+i)

2i )=arg(−−e−1
+e

2i )

=arg(i 2 e−e−1

2i )=arg(i
e−e−1

2 )=arg (isinh 1)=
π
2

Παράδειγμα β'

Να βρεθεί η γωνία στροφής θ=arg f ' (z ) της απεικονίσεως f (z )=
z−z0

z−z0

, z≠z 0 ,στo 

σημείo z0 με Imz0= y0>0 .
Λύση

Η f (z ) είναι αναλυτική στο ℂ∖ {z0} και ισχύει f ' ( z)=
z0−z0

(z−z0)
2 , z≠z 0 . 

Επειδή, Imz0=
z0−z0

2i
 y0=

z0−z 0

2i
, έχουμε f ' ( z0) =

1
2iy0

= −
i

2y0

, 

οπότε καταλήγουμε θ=arg f ' (z 0)=−
π
2

.

Πρόταση 1
i) Εάν η f : A→ Β είναι σύμμορφη και αμφιμονοσήμαντη ( ” 1−1 ” & επί), τότε η

f −1: Β → Α είναι επίσης σύμμορφη.

ii) Εάν η f : A→Β και η g : B→C είναι σύμμορφες και αμφιμονοσήμαντες τότε η
g ∘ f : A→C είναι επίσης σύμμορφη και αμφιμονοσήμαντη.

Υπένθυμιση Ορισμού
Μια διπλά παραγωγίσιμη συνάρτηση u : A⊂ℂ→ℝ που ορίζεται σε ένα ανοικτό σύνολο Α

ονομάζεται αρμονική εάν Δu▽
2 u =

∂
2 u

∂ x2 +
∂

2 u
∂ y2 = 0 . 

Η έκφραση ▽
2 u ονομάζεται Laplacian της u.

                                                                                                                                                         11



Πρόταση 1'
Εάν η f είναι αναλυτική επί του ανοικτού συνόλου Α και f =u+iv (δηλαδή εάν u=R e f και

v= I m f ), τότε οι u και v είναι αρμονικές επί του Α.

Υπένθυμιση Ορισμού
Eάν οι u και v είναι πραγματικές συναρτήσεις που ορίζονται επί ενός ανοικτού υποσυνόλου Α του
ℂ τέτοιες ώστε η μιγαδική συνάρτηση f =u+iv να είναι αναλυτική επί του Α, λέμε ότι οι  u  

και v είναι αρμονικές συζυγείς επί του Α.

Πρόταση 2
Έστω ότι η u είναι αρμονική σε μια περιοχή (= ανοικτό σύνολο) Β και έστω ότι η f : A→ Β  είναι
αναλυτική. Τότε η u∘ f είναι αρμονική στην περιοχή Α.

Παράδειγμα γ'
Μελετήστε την αρμονική συνάρτηση u (x , y )=x+ y στην περιοχή Α={z ∣ 0< Imz<2π} . 
Ποια είναι η αντίστοιχη αρμονική συνάρτηση στην περιοχή

B=ℂ∖[θετικός πραγματικός άξονας ] όταν η Α μετασχηματίζεται μέσω της z→e z .

Λύση
Επειδή η f : A→Β με f (z )=e z είναι ένα προς ένα και επί στη Β και αναλυτική με

f ' ( z)=ez
≠0 , τότε υπάρχει η f −1: Β → Α με f −1

( z )=log z και είναι επίσης 
αναλυτική.Επομένως, επειδή η u είναι αρμονική συνάρτηση στην περιοχή Α={z ∣ 0< Imz<2π}
και η f −1 αναλυτική, τότε από την Πρόταση 2 η v=u∘ f −1 είναι αρμονική συνάρτηση στην 
περιοχή B=ℂ∖[θετικός πραγματικός άξονας ] . 
Άρα

v ( x , y)=u( f −1
(x , y))=u (log (x+iy))=u(log √ x2

+ y2
+i tan−1 y

x )
=log √ x2

+ y2
+tan−1 y

x

, 

όπου η tan−1 y
x
=arg ( x+iy) βρίσκεται στο διάστημα (0,2 π ) . 

Αν επιχειρούσαμε να αποδείξουμε από τον ορισμό ότι η v είναι αρμονική, θα ήταν πιο χρονοβόρο.

Θεώρημα της Απεικόνισης του   Riemann
Έστω ότι η Α είναι μια απλή συνεκτική περιοχή τέτοια ώστε Α≠ℂ . Τότε υπάρχει μια 
αμφιμονοσήμαντη σύμμορφη απεικόνιση f : A→ D όπου D= {z τέτοιο ώστε ∣z∣<1} . 
Επιπλέον, για όποιο σταθερό z0∈A , μπορούμε να βρούμε μία f τέτοια ώστε f (z0)=0 και

f ' ( z0)>0 . Με αυτές τις προδιαγραφές, η f είναι μοναδική.

Λήμμα 1
Εάν η Α και η Β είναι δύο τυχαίες απλά συνεκτικές περιοχές με Α≠ℂ , B≠ℂ , z0∈A ,

w0∈B δοσμένα σημεία και θ δοσμένη γωνία, τότε υπάρχει μία αμφιμονοσήμαντη σύμμορφη 
απεικόνιση f : A→ Β με f (z0)=w0 και argf ' ( z0)=θ .
Απόδειξη
Από το Θεώρημα της Απεικόνισης του Riemann υπάρχουν μοναδικές αμφιμονοσήμαντες σύμμορφες
απεικονίσεις g και h τέτοιες ώστε:

g : A→ D με g (z 0)=0 και g ' (z0)>0
h : B → D με h(w0)=0 και h ' (w0)>0 .
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Ορίζουμε f : A→ Β με f (z )=h−1
(eiθ g (z )) για z∈A . Η f είναι ” 1−1 ” και επί.

• ” 1−1 ” :για τυχαία z1, z2∈A με f (z1)= f (z2)

 h−1
(eiθ g ( z1))=h−1

(eiθ g ( z2)) 
h−1 ”1−1 ”

e iθ g (z 1)=e iθ g (z 2) 
eiθ≠0

g ( z1)=g (z 2) 
g ”1−1 ”

z1=z2

• επί: έστω τυχαίο wκ∈B τότε υπάρχει zκ=g−1
(e−iθ h(wκ))∈A ώστε f (zκ)=wκ .

Πράγματι, f (zκ)= f (g−1
(e−iθ h(wκ)))=...=wκ .

Επομένως από τα παραπάνω προκύπτει ότι η f είναι αμφιμονοσήμαντη. 

Επιπλέον, επειδή οι h , g ,e iθ είναι  μοναδικές αμφιμονοσήμαντες και σύμμορφες απεικονίσεις

προκύπτει από την Πρόταση1 ότι και η f είναι σύμμορφη στο Α . 

Ακόμα, f (z0)=h−1
(e iθ g (z0))=h−1

(0)=w0 .

Τέλος, παραγωγίζοντας και με χρήση του θεωρήματος της αντίστροφης συνάρτησης προκύπτει ότι

f ' ( z0)=e iθ g ' (z0)

h ' (w0)


g '( z0)>0

h ' (z 0)>0
argf ' ( z0)=θ .

Λήμμα 2
Εάν η Α και η Β είναι δύο τυχαίες απλά συνεκτικές περιοχές με Α≠ℂ , B≠ℂ , τότε υπάρχει μία
αμφιμονοσήμαντη σύμμορφη απεικόνιση g : A→ Β . 
(Πράγματι, εάν f : A→D και h : B → D είναι σύμμορφες, μπορούμε να ορίσουμε τη

g=h−1
∘ f . )

Ορισμός
Δύο περιοχές Α και Β ονομάζονται σύμμορφες εάν υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση από 
την Α στη Β. Έτσι από το θεώρημα της απεικόνισης του Riemann συνεπάγεται ότι δύο απλώς 
συνεκτικές περιοχές (άνισες, διάφορες του ℂ ) είναι σύμμορφες.
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Θεώρημα του   Osgood-Caratheodory
Εάν Α1 και Α2 είναι φραγμένες απλώς συνεκτικές περιοχές των οποίων τα σύνορα γ1 και

γ2 είναι απλές συνεχείς κλειστές καμπύλες, τότε οποιαδήποτε σύμμορφη απεικόνιση της Α1

ένα προς ένα στην Α2 μπορεί να επεκταθεί σε μια συνεχή απεικόνιση ένα προς ένα της Α1∪γ1

στην Α2∪γ2 .
Θεώρημα 1
Έστω ότι Α είναι μια φραγμένη περιοχή και η f : A→ℂ μια αμφιμονοσήμαντη σύμμορφη 
απεικόνιση επί της εικόνας της f (A) .
Έστω ότι η f επεκτείνεται ώστε να γίνει συνεχής στο cl (A) (ή A )και η f να απεικονίζει 
το σύνορο της A επί ενός κύκλου ακτίνας R . Τότε η f (A) ισοδυναμεί με το εσωτερικό αυτό
του κύκλου. 

Γενικότερα, εάν B είναι μια φραγμένη περιοχή η οποία μαζί με το σύνορο της μπορεί να 
απεικονιστεί σύμμορφα πάνω στο μοναδιαίο δίσκο και το σύνορό του και εάν η f απεικονίζει το

bd (A) επί του bd (B) , τότε f (A)=B .

Απόδειξη
Συνθέτοντας την f με τη σύμμορφη απεικόνιση g η οποία απεικονίζει τη B στο μοναδιαίο 
δίσκο, αρκεί να εξετάσουμε την ειδική περίπτωση όπου B = D = { z : ∣z∣< 1 } . Στο

bd (A) , ∣ f (z )∣=1 ,και από το θεώρημα μέγιστου μέτρου f (z )≤1 στην Α .

(Το θεώρημα του μέγιστου μέτρου
Εάν η μη σταθερή συνάρτηση f (z ) είναι αναλυτική στο εσωτερικό και πάνω σε μία κλειστή 
καμπύλη γ , τότε το μέτρο της ∣ f (z )∣ παίρνει την μέγιστη τιμή του σε κάποιο σημείο της γ .)

Εφόσον η f δεν μπορεί να είναι  σταθερή, f (A)⊂D . Δηλαδή, σε κανένα z∈A δε φαίνεται 
το μέγιστο ∣ f (z )∣=1 . 
Έχουμε υποθέσει f (bd (A))=bd (D) , αλλά αυτό είναι επίσης ίσο με bd ( f (A)) , όπως 
προκύπτει από τη συμπαγότητα του cl (A) ,τη συνέχεια της f  και ότι

D∩bd (D)= f (A)∩bd ( f (A))=∅ .
 Έτσι  το επιχείρημα bd ( f (A))=bd (D) ισχύει για να δείξουμε ότι f (A)=D .

Παρατήρηση
Τα δύο παραπάνω θεωρήματα ισχύουν και για μη φραγμένες περιοχές με κατά τμήματα λεία 
σύνορα.

Παράδειγμα δ'
Ποια είναι η εικόνα της περιοχής Α={z ∣ (Rez )(Imz )>1 και Rez>0, Imz>0} με το 
μετασχηματισμό z→ z 2 ;
Λύση
 Η f (z )=z 2 στο δεξί ημιεπίπεδο {z ∣ Rez>0} , είναι αναλυτική με f ' ( z)=2z≠0 , οπότε
 από το θεώρημα της σύμμορφης απεικόνισης, είναι σύμμορφη. 
Άρα είναι σύμμορφη και στο Α={z ∣ (Rez )(Imz )>1 και Rez>0, Imz>0} . 
Επιπλέον, η f είναι αμφιμονοσήμαντη και συνεχής στο A .

Για να βρούμε την εικόνα της A πρώτα πρέπει να βρούμε την εικόνα του συνόρου, δηλαδή της 
καμπύλης xy=1 .
 Για z= x+iy προκύπτει ότι w=u+iv= f (x+iy)=( x+iy)2

=( x2
−y2

)+i2xy .
Τότε u=x2

− y2 , v=2xy . Επομένως η εικόνα της xy=1 μέσω της f είναι η καμπύλη v=2 .
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Αν πάρουμε τώρα ένα τυχαίο εσωτερικό σημείο του Α ,το z= x+iy ∈A τότε w=u+iv με
u=x2

− y2 , v=2xy>2 . 

Συγκεκριμένα έστω z0=2+2i ∈A τότε w0= f (2+2i)=(2+2i)2
=8i .

Από τα παραπάνω και το Θεώρημα 1 προκύπτει το παρακάτω σχήμα.

Παράδειγμα ε'

Έστω f (z )=sin z D = {z=x+iy : 0<x<
π
2

, y>0} . Να βρεθεί το f (D) .

Λύση
Η περιοχή D είναι η ημιάπειρη λωρίδα που απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα. 

Η f είναι αναλυτική στο D  με f ' ( z)=cos z≠0 , οπότε

 από το θεώρημα της σύμμορφης απεικόνισης προκύπτει ότι είναι σύμμορφη. 

Επιπλέον, είναι αμφιμονοσήμαντη στο D και συνεχής στο σύνορο του D . 

Για να βρούμε την εικόνα της A πρώτα πρέπει να βρούμε την εικόνα του συνόρου:

• για z= x∈ℝ έχουμε f (z )= f (x )=sin x ,συνεπώς η f απεικονίζει το διάστημα

[0,
π
2 ] επί του διαστήματος [0, 1 ]

• για z=iy , y>0 , έχουμε f (z )=sin(iy)=isinh y , το οποίο είναι φανταστικός αριθμός

με sinhy>0 αφού y>0 . Επομένως, η f απεικονίζει τον θετικό y-άξονα στον θετικό 

u-άξονα.

• για z=
π
2
+iy , y>0 έχουμε f (z )= f (π

2
+iy)=sin(π

2
+iy)=cos (iy)=cosh y , 

οπότε η f απεικονίζει την ημιευθεία z=
π
2
+iy , y>0 στο διάστημα [1,  ] .
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• Αν πάρουμε τώρα ένα εσωτερικό σημείο του D έστω το z0=
π
4
+i π ∈D , έχουμε

w '= f ( z )= f (π
4
+i π)=sin(π

4
+i π)=sin(π

4 )cos (i π )+cοs(π
4 )sin(i π )=

=
√2
2

⋅
e−π

+eπ

2
+

√2
2

⋅
e−π

−eπ

2 i
=

√2
2

⋅
e−π

+eπ

2
+

√2
2

⋅
(e2π

−1) i
2eπ

= x '+i y '

,   

όπου
e−π

+eπ

2
>0,

(e2π
−1)

2 eπ > 0 , αφού e−π
>0, eπ

>0, e2π
>1 .  

•
Eπομένως, x ' , y '>0  .       

Από τα παραπάνω και το Θεώρημα 1 προκύπτει το παρακάτω σχήμα.
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ΙΙ) Κλασματικοί Γραμμικοί Μετασχηματισμοί

Οι κλασματικοί γραμμικοί μετασχηματισμοί μας βοηθούν συνδυάζοντάς τους με άλλους γνώριμους
μετασχηματισμούς(π.χ. z2 , e z ή sinz ) να βρούμε ειδικές σύμμορφες απεικονίσεις μεταξύ 
δύο δοσμένων περιοχών.

Ορισμός
Ένας κλασματικός διγραμμικός μετασχηματισμός(ή διγραμμικός μετασχηματισμός ή 
μετασχηματισμός M ö bius ) 

είναι μία απεικόνιση Τ :ℂ→ℂ της μορφής T (z ) =
az+b
cz+d

, z≠−
d
c

όπου a , b , c , d είναι σταθεροί μιγαδικοί αριθμοί. 

Υποθέτουμε ότι ad−bc≠0 , διότι διαφορετικά η Τ θα ήταν σταθερή. 

Ειδικές περιπτώσεις κλασματικών διγραμμικών μετασχηματισμών
Α) Βασικοί μετασχηματισμοί

α) Μεταφορά ή Μετατόπιση (translation, α=1 , c=0 , d =1 )
Η απεικόνιση T (z )= z+b , b∈ℂ ονομάζεται παράλληλη μετατόπιση και είναι 
αμφιμονοσήμαντη. 
Η αντίστροφη απεικόνιση είναι η T−1

(z )=z−b .

β) Ομοιότητα  (similarity, b=c=0 , d =1 και α=κ>0∈ℝ ) Η απεικόνιση T (z )=κ z  
είναι μια αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του επιπέδου που ονομάζεται μεγέθυνση όταν κ>1 ή 
σμίκρυνση όταν 1>κ>0 .

 Ο αντίστροφος μετασχηματισμός είναι Τ−1
(z )=

1
κ
⋅w .
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T (z )=z+bT (z )=z+b

T (z )=α zT (z )=κ z

κ>1

Μεγέθυνση



γ) Αντιστροφή (Inversion, α=0 , b=c=1 , d =0 )

Ο μετασχηματισμός T (z )=
1
z

, z≠0 είναι σύνθεση των μετασχηματισμών Τ 1(z )=
1

∣z∣
2
⋅z και

T 2(z )= z , όπου ο πρώτος είναι ομοιότητα
1

∣z∣
2
>0∈ℝ και ο δεύτερος είναι συμμετρία ως προς

τον πραγματικό άξονα.

δ) Στροφή γύρω από το 0 (rotation α=eiβ , b=c=0 και d =1 )
Έστω β ένας σταθερός πραγματικός αριθμός. Τότε ο μετασχηματισμός T (z )= zeiβ ονομάζεται 
στροφή.
 Η απεικόνιση αυτή είναι αμφιμονοσήμαντη με αντίστροφη απεικόνιση τη T−1

(z )=ze−iβ .

Β) Επιπλέον απεικονίσεις
ε) Αν b=c=0 και d=1 τότε T (z )=α z=∣a∣e i arga z . Αυτή η απεικόνιση πολλαπλασιασμός 
επί α∈ℂ , είναι η σύνθεση  μιας στροφής κατά argα και μιας ομοιότητας (μεγέθυνση ή 
σμίκρυνση) κατά ∣α∣ .  
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z−1
=

z

∣z∣
2

T (z)=zeia
T (z)= zeiβ

0

y
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T (z )=α z



ζ) Γραμμικός μετασχηματισμός ( c=0 , d=1 )
Η απεικόνιση T (z )=az+b , a , b∈ℂ a≠0 . Ο μετασχηματισμός αυτός είναι σύνθεση μιας 
στροφής κατά arga , μιας ομοιότητας κατά ∣a∣  και μιας μετατόπισης κατά διάνυσμα b . 

Η αντίστροφη απεικόνιση είναι T−1
(z )=

1
a

z−
b
a

.

Ιδιότητες κλασματικών γραμμικών μετασχηματισμών

Α) Πρόταση 3

Η απεικόνιση T (z ) =
az+b
cz+d

, z≠−
d
c

είναι αμφιμονοσήμαντη και σύμμορφη από το

Α={z ∣ cz+d ≠0 δηλαδή , z≠−
d
c } στο Β={w ∣ w≠

a
c } .

 Η αντίστροφή της Τ είναι επίσης ένας κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός που δίνεται

 από τον τύπο Τ−1
(w)=

−dw+b
cw−a

.

Απόδειξη

Η Τ είναι αναλυτική επί΄του Α και η S (w)=
−dw+b

cw−a
και είναι αναλυτική επί του Β . 

Για να δείξουμε ότι η Τ είναι αμφιμονοσήμαντη με αντίστροφη Τ−1
=S αρκεί να δείξουμε ότι 

οι απεικονίσεις T ∘S S ∘T είναι ταυτοτικές. 

Υπολογίζοντας έχουμε:

T ∘S (w)=T (S (w)) =

a(−dw+b
cw−a )+b

c(−dw+b
cw−a )+d

=
cw−a≠0−adw+ab+bcw−ab

−cdw+bc+dcw−da

                                                     =
(bc−ad )w

bc−ad
=

bc−ad≠0

w

Ομοίως,

             S (T ( z)) =
−d(az+b

cz+d )+b

c(az+b
cz+d )−a

=
cz+d ≠0−adz−db+bcz+db

caz+bc−acz−da

                                                     =
(bc−ad )z

bc−ad
=

bc−ad≠0

z

Τέλος, Τ ' (z )≠0 . 

Πράγματι
d
dz

S (T ( z )) =
d
dz

z = 1 S ' (T (z )) ⋅ T ' (z )=1 συνεπώς Τ ' (z )≠0 .
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Παρατήρηση

Επειδή το −
d
c

είναι απλός πόλος για την T (z ) και lim
z →∞

T ( z )=
a
c

μπορούμε να επεκτείνουμε 

την T (z ) σε όλο το γενικευμένο μιγαδικό πεδίο ℂ=ℂ∪{} , θέτοντας T(−d
c )= και

T ()=
a
c

. Προφανώς η νέα απεικόνιση T :ℂ→ℂ είναι αμφιμονοσήμαντη.

Παρατήρηση (Σύνδεση μετασχηματισμών M ö bius με την γενική γραμμική ομάδα
GL(2,ℂ) )

Από τα παραπάνω και με λίγους στοιχειώδεις υπολογισμούς είναι εύκολο να δείξουμε ότι το 
σύνολο των μετασχηματισμών M öbius αποτελεί ομάδα με πράξη την σύνθεση απεικονίσεων 
την οποία θα συμβολίζουμε με Aut (ℂ) , όπου ℂ=ℂ∪{}.

Μπορούμε κάθε αντιστρέψιμο 22 πίνακα G = (a b
c d)  με μιγαδικά στοιχεία να τον

αντιστοιχίσουμε σε έναν μετασχηματισμό M öbius T G( z) =
az+b
cz+d

,όπου a ,b , c , d ∈ℂ και

ad−cb≠0 .

H συνθήκη ad−cb≠0 είναι ισοδύναμη με την συνθήκη ότι η ορίζουσα του πίνακα G είναι 
διάφορη του μηδενός, δηλαδή ο πίνακας είναι αντιστρέψιμος.

Είναι προφανές ότι το γινόμενο δύο πινάκων συνδέεται με την σύνθεση των μετασχηματισμών
M öbius ώς εξής: 

αν η π :GL (2,ℂ)→ Aut (ℂ) είναι η απεικόνιση που στέλνει τον πίνακα G της γενικής 
γραμμικής ομάδας GL(2,ℂ)  στον μετασχηματισμό M öbius Τ G τότε εύκολα αποδεικνύεται
ότι ισχύει π (G⋅H )=T G⋅H=T G∘T H=π (G)⋅π (H ) . Με άλλα λόγια, η απεικόνιση π είναι 
ομοιομορφισμός ομάδων.

Παρατηρούμε ότι οι πίνακες που προκύπτουν πολλάπλασιάζοντας τον G με μία μιγαδική 
σταθερά λ ορίζουν τον ίδιο μετασχηματισμό M öbius . Συνεπώς ένας μετασχηματισμός

M öbius ορίζει τον πίνακα ως πρός μία πολλάπλασιαστική σταθερά. Με άλλα λόγια, ο πυρήνας 
της απεικόνισης π αποτελείται απόλα τα πολλαπλάσια του μοναδιαίου πίνακα Ι, αφού

π (G)=Τ G=1  G=λΙ ,όπου 1 η ταυτοτική απεικόνιση, η οποία είναι μετασχηματισμός
M öbius . Έτσι από το πρώτο θεώρημα ισομορφισμών της θεωρίας ομάδων προκύπτει ότι η 

ομάδα πηλίκο GL(2,ℂ)/((ℂ∖ {0})⋅I ) είναι ισόμορφη της ομάδας M öbius . Η ομάδα πηλίκο 
αυτή είναι γνωστή ως η προβολική γραμμική ομάδα και συμβολίζεται με PGL(2,ℂ) .

Συνεπώς από τα παραπάνω έχουμε Aut (ℂ)PGL(2,ℂ).

Β) Πρόταση 4
i) Οποιαδήποτε σύμμορφη απεικόνιση του D={z τέτοιο ώστε ∣z∣<1} στον εαυτό του είναι ένας 

κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός της μορφής Τ (z )=eiθ z−z0

1−z0 z
για κάποιο σταθερό

z0∈D και θ∈[0, 2π  , ο οποίος στέλνει το z0 στο 0.
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επιπλέον, 
ii) οποιαδήποτε Τ αυτής της μορφής είναι μιά σύμμορφη απεικόνιση του D στο D .

Απόδειξη
ii) Το μόνο σημείο ανωμαλίας της Τ είναι το z0

−1 το οποίο δεν ανήκει ούτε στο D ούτε στον 
μοναδιαίο κύκλο, βρίσκεται δηλαδή έξω από τον μοναδιαίο δίσκο 

(Πράγματι, z0∈ D ∣z0∣=∣z0∣<1 
1
z0

>1  z0
−1
∉D και z0

−1 δεν ανήκει στον μοναδιαίο 

κύκλο). 

Επιπλέον, η T είναι αναλυτική στο D και στον μοναδιαίο κύκλο ως γινόμενο αναλυτικών 
απεικονίσεων. Πάμε τώρα να υπολογίσουμε το ∣T ( z)∣ πάνω στον μοναδιαίο κύκλο.
Στον μοναδιαίο κύκλο ∣z∣=1 άρα

∣T ( z)∣=∣eiθ∣∣ z−z0

1−z0 z∣=1⋅
∣z−z0∣

∣z∣∣z−1
−z0∣


∣z∣=1 z−1

=z
∣T ( z)∣=

∣z−z0∣
∣z−z0∣

=
∣z0∣=∣z 0∣

∣z∣=∣z∣
1 .

Άρα από το θεώρημα μέγιστου μέτρου, η Τ απεικονίζει το D στο D .

(Λήμμα του   Schwarz
Έστω ότι η f είναι αναλυτική στον ανοιχτό μοναδιαίο δίσκο D={z∈ℂ:∣z∣<1} και υποθέτουμε
ότι ∣ f (z )∣≤1 για z∈D και f (0)=0 . 
Τότε ∣ f (z )∣≤∣z∣ για όλα τα z∈D και ∣ f ' (0)∣≤1 . 

Εάν ∣ f (z 0)∣=∣z 0∣ για κάποιο z0∈D , z0≠0 ,τότε f (z )=c z για όλα τα z∈D για κάποια 
σταθερά c , ∣c∣=1 .)

Από την παραπάνω πρόταση Τ−1
(w)=e−iθ [ w−(−e iθ z0)

1−(−e−iθ z0)w ] η οποία αφού έχει την ίδια μορφή

με την Τ , είναι επίσης μια απεικόνιση από το D στο D . Άρα από την Πρόταση1ii) και την

Πρόταση3 η Τ είναι αμφιμονασήμαντη και σύμμορφη από το D στο D .

i) Το D είναι απλή συνεκτική περιοχή και το 0∈D ,για δοσμένο z0∈D και δοσμένη γωνία,
θ∈[0, 2π  , από το Λήμμα1 έχουμε:
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 ότι υπάρχει μία σύμμορφη αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση R : D→ D τέτοια ώστε R(z 0)=0 και
θ=argR' ( z0) .

Επίσης για την απεικόνιση Τ : D→ D έχουμε ότι Τ (z 0) = e iθ z0−z0

1−z0 z0

= 0

και επειδή T ' (z ) = e iθ [ 1−∣z0∣
2

(1−z0 z )2 ]
έχουμε T ' (z0) = e iθ [ 1−∣z0∣

2

(1−∣z0∣
2
)

2 ] = e iθ 1

1−∣z0∣
2  argT ' (z 0)=θ . 

Αρκεί να δείξουμε ότι R(z )=T (z ) ,  z∈D . 

Έχουμε ότι οι R ,T είναι αμφιμονοσήμαντες σύμμορφες απεικονίσεις . 

Ορίζουμε την h : D → D με h(w)=T (R−1(w)) για w∈D . 

Τότε από το Λήμμα Schwarz, επειδή η f ως σύμμορφη στο  ανοικτό συνεκτικό D είναι 

αναλυτική και ∣h(w )∣=∣T (R−1
(w))∣ <

T επί του D
1 και h(0)=T (R−1

(0))=T ( z0)=0 , 

τότε ∣h(w )∣≤∣w∣ (1) για όλα τα w∈D και ∣h' (0)∣≤1 .

Ομοίως για την αντίστροφη h−1
( z)=R(T−1

(z )) αποδεικνύεται ∣h−1
(z )∣≤∣z∣ (2) για z∈D . 

Θέτοντας z=h(w)∈D η (2) ∣w∣≤∣h(w)∣ (3). Άρα από (1),(3) ∣h(w)∣=∣w∣ για κάθε
w∈D . 

Επομένως, πάλι από το Λήμμα Schwarz έχουμε ότι h(w)=c w για κάποια σταθερά c , για όλα 

τα w∈D με ∣c∣=1 . 

Άρα h(w)=c w  T (R−1
(w))=cw 

z=R−1
(w)∈D

T (z )=c R(z )  z∈D .

Παραγωγίζοντας προκύπτει

Τ ' (z0)=c⋅R ' (z0) 
arg R ' (z0)=θ

arg T ' (z0)=θ
arg T ' ( z0)=arg c+arg R ' (z0) + 2κπ

arg c=2κπ , κ=0,1, ...

 το c είναι θετικός πραγματικός αριθμός.

Συνεπώς επειδή c θετικός πραγματικός αριθμός με ∣c∣=1 προκύπτει c=1 .

Άρα T (z )=R (z ) για κάθε z∈D .
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Γ) Πρόταση   5
Έστω ότι Τ είναι ένας κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός. Εάν L⊂ℂ είναι μια ευθεία 
γραμμή και S⊂ℂ είναι ένας κύκλος, τότε T (L) είναι ή ευθεία γραμμή ή κύκλος, και T (S )
είναι ή ευθεία γραμμή ή κύκλος.
Απόδειξη

Αν c≠0 μπορούμε να γράψουμε Τ=Τ 4∘T 3 ∘T 2∘T 1 , όπου Τ 1(z )=z+
d
c

, T 2(z )=
1
z

,

 T 3(z )=
(bc−ad )z

c2 , T 4( z)= z+
a
c

.

Πράγματι, 

Τ (z ) = Τ 4 ∘T 3∘T 2∘T 1(z ) = Τ 4(T 3(T 2(T 1( z)))) = Τ 4(T 3(T 2(z+
d
c )))

= Τ 4(T 3(1/(z+
d
c
))) = Τ 4(T 3( c

cz+d )) = Τ 4((bc−ad )

c2 ⋅
c

cz+d )

=
c≠0

Τ 4( bc−ad
c (cz+d )) =

bc−ad
c (cz+d )

+
a
c

=
bc−ad

c(cz+d )
+

a (cz+d )

c (cz+d )

=
bc+acz
c (cz+d )

=
c≠0 az+b

cz+d

Εάν c=0 τότε T (z )=
a
d

z+
b
d

. Είναι φανερό ότι οι Τ 1 , T 3 και T 4 απεικονίζουν γραμμές

σε γραμμές και κύκλους σε κύκλους. 

Τέλος εξετάζουμε την απεικόνιση T 2(z )=
1
z

, z≠0 . 

Γνωρίζουμε ότι μια γραμμή ή ένας κύκλος καθορίζεται από την εξίσωση

Ax+By+C (x2+ y2)=D για A ,B ,C ,D σταθερά και με όχι όλα τα A ,B , C ίσα με μηδέν.

Έστω z= x+iy με z≠0 τότε T (z ) =
1
z
= u+iv  u =

x

x2
+ y2

, v =
− y

x2
+ y2

Ax+By+C ( x2
+ y2

)=D 
αφού z≠0

x2
+ y2

≠0

Ax
x2
+ y 2 +

By
x2
+ y2 +

C (x2
+ y2

)

x2
+ y 2 =

D
x2
+ y2


Ax

x2
+ y2 −

B (−y )
x2
+ y2 + C = D

( x2
+ y2

)

(x2
+ y2

)
2

 Au−Bv−D(u2+v2)=−C

Η εξίσωση Au−Bv−D(u2
+v2

)=−C είναι επίσης ή γραμμή ή κύκλος.
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Παρατήρηση
Για να αποδείξουμε την παραπάνω πρόταση χρησιμοποιήσαμε και αποδείξαμε ένα βασικό 
ισχυρισμό:
Κάθε κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ γράφεται σαν σύνθεση στοιχειωδών 
μετασχηματισμών, συγκεκριμένα: 
είναι σύνθεση μιας μεταφοράς, μιας αντιστροφής, μιας ομοιότητας και μιάς ακόμη μεταφοράς. 

Δ) Λήμμα 

Έστω ο κλασματικός διγραμμικός μετασχηματισμός T (z ) =
az+b
cz+d

με c≠0 . 

Τότε:

i) Κάθε κύκλος ή ευθεία που περνάει από το σημείο −
d
c

μετασχηματίζεται σε ευθεία.

ii) Κάθε κύκλος ή ευθεία που δεν περνάει από το σημείο −
d
c

μετασχηματίζεται σε κύκλο.

Απόδειξη
Παρατηρούμε ότι το σημείο  βρίσκεται σε όλες τις ευθείες του επιπέδου, ενώ αντίθετα δεν 
βρίσκεται σε κανένα κύκλο(με μη άπειρη ακτίνα). 
Συνεπώς:

i) Eφόσον Τ (z )= δηλαδή η εικόνα του −
d
c

είναι το  , ο μετασχηματισμένος κύκλος ή 

ευθεία περιέχει το σημείο  , οπότε είναι ευθεία.

ii) Eπειδή μόνο το −
d
c

έχει εικόνα το  , η μετασχηματισμένη ευθεία ή κύκλος δεν περιέχει το

σημείο  , άρα είναι κύκλος.

Παράδειγμα ζ'
Να βρεθεί η εικόνα του ημιεπιπέδου Ω={z : Rez>0} μέσω του μετασχηματισμού

Τ (z ) =
z−1
z+1

.

Λύση
Αρχικά βρίσκουμε που απεικονίζεται η ευθεία C= {z : Rez=0 } μέσω του μετασχηματισμού

Τ . 

Από το Λήμμα θέλουμε να δούμε αν η ευθεία περνάει από το σημείο −
1
1
= −1 . 

Eπειδή το −1 δεν ανήκει στην ευθεία C= {z : Rez=0 } , θα πρέπει βάσει του λήμματος η C

να απεικονίζεται σε κύκλο.
Tα σημεία i ,0,−i ανήκουν στην C  και έχουν εικόνες:

T (i) =
i−1
i+1

= = i , T (0)=−1 , T (−i) =
−i−1
−i+1

= −i . 

Άρα η εικόνα της ευθείας C είναι ο κύκλος που περνάει από τα σημεία i ,0,−i , δηλαδή είναι ο 
κύκλος C '={z : ∣z∣=1} .

Επιπλέον,  επιλέγουμε ένα σημείο του Ω , έστω το 1 ∈Ω= {z : Rez>0 } τότε Τ (1)=0 .
Άρα από τα παραπάνω Τ (Ω) = {z : ∣z∣<1} .
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Ε) Πρόταση 6
Δοσμένων δύο συνόλων διακεκριμένων σημείων z1, z2, z 3 και w1, w 2, w3 (δηλαδή z1≠z 2 ,

z1≠z3 , z2≠ z3 και w1≠w2 , w2≠w3 , w1≠w3 , αλλά θα μπορούσε να είναι z1=w2

κ.τ.λ..) υπάρχει ένας μοναδικός κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ που απεικονίζει το
z i→ wi , i=1,2, 3.

Εάν T (z )=w , τότε
w−w1

w−w2

⋅
w3−w2

w3−w1

=
z−z 1

z−z 2

⋅
z3−z 2

z3−z1

(E)

Απόδειξη
Η (E) ορίζει έναν κλασματικό γραμμικό μετασχηματισμό T (z )=w . 

Πράγματι, από την (Ε) κάνοντας πράξεις προκύπτει

T (z )=w=
Az+B
Γz+Δ

, z≠−
Δ
Γ

όπου
                                    A=w1( z3−z1)(w3−w2)−w2(z 3−z2)(w3−w1)

                                    B= z1 w2( z3−z 2)(w3−w1)−w1 z2(z3−z1)(w3−w2)

                                    Γ=( z3−z1)(w3−w2)−(z3−z2)(w3−w1)

                                    Δ=z1( z3−z 2)(w3−w1)−z 2( z3−z 1)(w3−w2)

και ότι                 
                      ΑΔ−ΒΓ =(w1−w2)(z1−z2)(z3−z1)(w3−w2)(z 3−z2)(w3−w1)≠0 . 

Επομένως, η (E) ορίζει έναν κλασματικό γραμμικό μετασχηματισμό.

Στη συνέχεια με αντικατάσταση στην (Ε) βλέπουμε ότι έχει τις απαραίτητες ιδιότητες
Τ (z i)=wi , i=1, 2, 3.

Πράγματι, 

• για w=w1 και z= z1 από την (Ε) με αντικατάσταση προκύπτει
w1−w 1

w1−w 2

⋅
w3−w2

w3−w1

=
z 1−z1

z1−z2

⋅
z 3−z2

z3−z1

 0 = 0
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• για w=w3 και z= z3 από την (Ε) με ατικατάσταση προκύπτει
w3−w 1

w3−w 2

⋅
w3−w2

w3−w1

=
z3−z1

z 3−z2

⋅
z3−z 2

z3−z1

 1 = 1

• για w=w2 και z= z2 γράφοντας την (Ε) στη μορφή
w−w2

w−w1

⋅
w3−w1

w3−w2

=
z−z 2

z−z 1

⋅
z3−z1

z3−z 2

και έπειτα από αντικατάσταση προκύπτει
w2−w 2

w2−w1

⋅
w3−w1

w3−w2

=
z2−z2

z2−z1

⋅
z3−z1

z3−z2

 0 = 0 .

Τέλος, αρκεί να δείξουμε ότι ο μετασχηματισμός T είναι μοναδικός. 

Ορίζουμε το μετασχηματισμό S (z ) =
z−z1

z−z2

⋅
z3−z2

z3−z1

. 

Ο S εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι ένας κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός με
S (z1)=0 , S (z3)=1 και S (z 2)= . 

Έστω ότι R είναι οποιοσδήποτε άλλος κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός   

                R(z ) =
az+b
cz+d

,        με R(z1)=0  az1+b=0  a=−
b
z1

(1) ,   

      R(z 2)=  cz2+d=0  c=−
d
z2

(2) και R(z 3)=1 
(az3+b)

(cz 3+d )
= 1 (3)

(3) 
(2)

(1)
... 

b (z1−z3)

z1

=
d (z 2−z3)

z2

(4) .

Από τις (1), (2), (4)  με αντικατάσταση στην R(z ) με z τυχαίο έχουμε:

R(z ) =
−

b
z1

z+b

−
d
z2

z+d
=

−bz+bz 1

z1

−dz+dz2

z2

=
−bz2(z−z1)

−dz1(z−z2)
=
(4)

... =
z−z1

z−z2

⋅
z 3−z2

z 3−z1

= S (z ) .

Επομένως, R=S . Άρα ο S είναι μοναδικός.
Γνωρίζουμε ότι εφόσον ο S είναι κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός τότε από την 
Πρόταση 3 και η αντίστροφη της S−1 είναι επίσης ένας κλασματικός γραμμικός 
μετασχηματισμός, ο οποίος  είναι εξίσου μοναδικός . 

Επομένως,  για τον κλασματικό γραμμικό μετασχηματισμό Τ  
με Τ (zi)=wi , i=1, 2, 3

ορίζεται ο αντίστροφος κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ−1

με Τ−1
(w i)=zi , i=1, 2, 3 . 
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Αν πάρουμε την σύνθεση των κλασματικών γραμμικών μετασχηματισμών S ∘T−1

αποδεικνύεται εύκολα ότι και αυτή είναι κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός. 
Επίσης, S ∘T−1

(w1)=0 , S ∘T−1
(w2)= και S ∘T−1

(w3)=1 . 

Επομένως, όπως αποδείξαμε παραπάνω ο S ∘T−1 είναι μοναδικά καθορισμένος. Άρα ο Τ είναι 
μοναδικά καθορισμένος αφού T=(S∘T−1)−1 S .

Παρατήρηση
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι με τους κλασματικούς γραμμικούς μετασχηματισμούς 
μπορούμε να απεικονίσουμε τρία οποιαδήποτε σημεία z1, z2, z 3 σε τρία άλλα σημεία w1 , w2 , w3

. 
Αν τρία σημεία ανήκουν σε ένα κύκλο ή γραμμή , τότε από την Πρόταση 5 ο μετασχηματισμός 
πηγαίνει τον κύκλο ή τη γραμμή που περνάει από τα σημεία z1, z2, z 3 ,στον κύκλο ή τη γραμμή 
που περνάει από τα w1 , w2 , w3 . 

Ένα παράδειγμα, είναι η περίπτωση που το εσωτερικό ενός δίσκου απεικονίζεται σε ένα από τα δύο
ημιεπίπεδα.

Για να προσδιορίσουμε σε ποιο από τα δύο ημιεπίπεδα απεικονίζεται το εσωτερικό του κύκλου 
μέσω του μετασχηματισμού Τ μπορούμε να ελέγξουμε που απεικονίζεται το κέντρο του κύκλου 
ή οποιουδήποτε άλλο σημείου μέσω του Τ .
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III)   Στοιχειώδεις Μετασχηματισμοί

α) Ο μετασχηματισμός f (z ) = z λ , λ ∈ℝ & λ>0.

Ο μετασχηματισμός αυτός ορίζεται στο σύνολο ℂ∖ {x+i y ∣ x≤0 και y=0} με τον τύπο

f (z ) = z λ
= eλlogz με −π < arg z < π . Η συνάρτηση αυτή είναι αναλυτική και η

 παραγωγός της f ' ( z) = λ
e λlogz

z
≠ 0  είναι διάφορη του μηδενός. Άρα η f είναι σύμμορφη.

 Επίσης f θα είναι ” 1−1 ”  Επειδή log z=log∣z∣+iθ , όπου −π < θ=arg z < π. Έχουμε

f (z ) = eλ log z
= eλ(log∣z∣+i θ ) = ∣z∣λ

⋅e iλθ .

• Αν θ1, θ2 ∈(−π , π ) είναι δύο γωνίες με θ1<θ2 και θ2−θ1 ≤
2π
λ

, τότε απεικονίζει

 την γωνία (μέρος του επιπέδου) Ω1 = {z∈ℂ ∣ θ1 < arg z < θ2} στη γωνία

          Ω 2 = {w∈ℂ ∣ λ θ1 < arg w < λ θ2} .

Παράδειγμα η'

Έστω ο μετασχηματισμός f (z ) = z2 με −π < arg z < π . Τότε το σύνολο

Ω1 = {z∈ℂ ∣ 0 < arg z <
π
2 }  μέσω του μετασχηματισμού f απεικονίζεται σύμμορφα

 στο Ω2 = {w∈ℂ ∣ 0 < arg w < π } .

Με άλλα λόγια, η f απεικονίζει το πρώτο τεταρτημόριο στο άνω ημιεπίπεδο.
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Παράδειγμα θ'

Έστω ο μετασχηματισμός f (z ) = z2 με −π < arg z < π . Τότε το σύνολο

Ω 1 = {z∈ℂ ∣
π
2

< arg z < π}  μέσω του μετασχηματισμού f απεικονίζεται σύμμορφα

 στο Ω2 = {w∈ℂ ∣ π < arg w < 2π} .

Δηλαδή η f απεικονίζει το δεύτερο τεταρτημόριο στο κάτω ημιεπίπεδο.

• Η f μετασχηματίζει τον κυκλικό τομέα

Ω = {z∈ℂ ∣ z=∣z∣⋅e iθ , όπου 0 < ∣z∣ < ρ , 0 < θ=arg z < φ}

σε έναν νέο κυκλικό τομέα

Ω λ = {z∈ℂ ∣ z=∣z∣⋅e iθ , όπου 0 < ∣z∣< ρλ , 0 < θ=arg z < λ φ} .

Παράδειγμα ι'

Ο κυκλικός τομέας

Ω = {z∈ℂ ∣ z=∣z∣⋅e iθ , όπου 0 < ∣z∣ < 1, 0 < θ=arg z <
π
2 }

μετασχηματίζεται μέσω της f σε έναν νέο κυκλικό τομέα

Ω ' = {z∈ℂ ∣ z=∣z∣⋅e iθ , όπου 0 < ∣z∣< 1, 0 < θ=arg z < π } .
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β) Εκθετικοί και λογαριθμικοί μετασχηματισμοί

Η συνάρτηση f (z )=e z είναι αναλυτική στο ℂ με f ' ( z)=ez
≠0 , συνεπώς είναι σύμμορφη.

H f όμως δεν είναι αμφιμονοσήμαντη στο ℂ , ο περιορισμός όμως της f στην περιοχή

D= {z : z= x+i y , −π < y ≤ π } είναι αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση.

Αν θεωρήσουμε z= x+i y τότε w= f (z )=ez=ex+i y=ex⋅e i y . 

Επομένως αν γράψω τον w στην πολική του μορφή έχω ότι w=r⋅eiθ , όπου r=e x , θ= y ,

 δηλαδή ο w έχει μέτρο r=e x
>0 και arg w=θ .

• Έστω μια οριζόντια ευθεία y=c ,όπου c σταθερά ,έστω z= x+ic ένα τυχαίο σημείο

 της ευθείας, τότε η εικόνα του w έχει μέτρο r=e x και arg w=c . 

Επομένως, η ευθεία y=c ,όπου c σταθερά μέσω της f απεικονίζεται στο σύνολο των

 σημείων w που έχουν το ίδιο σταθερό όρισμα arg w=θ και μέτρο r=e x
>0 , με

 άλλα λόγια απεικονίζεται σε μια ημιευθεία με αρχη το μηδέν και κλίση θ=c .

Aν c2>c1 με c2−c1 < 2π , τότε η f απεικονίζει την οριζόντια λωρίδα που 

περιορίζεται από τις ευθείες y=c1 και y=c2 στη γωνιακή περιοχή με γωνία θ=c2−c1

.
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Παράδειγμα κ'

Ο μετασχηματισμός f (z )=e z απεικονίζει σύμμορφα την λωρίδα 0 < Imz < π στο 
άνω ημιεπίπεδο.

      

• Έστω μια κατακόρυφη ευθεία x=c ,όπου c σταθερά ,έστω z=c+iy ένα τυχαίο σημείο
της ευθείας, τότε η εικόνα του w έχει μέτρο r=ec και arg w= y . 

Επομένως, η ευθεία x=c ,όπου c σταθερά μέσω της f απεικονίζεται στο σύνολο των 
σημείων w που έχουν  όρισμα arg w=θ με −π < y ≤ π και σταθερό μέτρο

r=e x
>0 , με άλλα λόγια απεικονίζεται σε έναν κύκλο με ακτίνα r=ec  και κέντρο το 

μηδέν. Δηλαδή, ∣w∣=ec .

H άπειρη λωρίδα που περιορίζεται απότις ευθείες απεικονίζεται στο δακτύλιο που ορίζουν

 οι κύκλοι ∣w∣=ec1 και ∣w∣=ec2

           

           Παράδειγμα λ'

           Θεωρούμε περιοχή D στο z - επίπεδο όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Να βρεθεί η

           εικόνα της D μέσω της απεικόνισης f (z )=e z .

           Λύση

                                                                                                                                                         31

-1 1

πi



          Από τα παραπάνω έχουμε ότι:

•  η ευθεία y=0 απεικονίζεται μέσω της f στον ημιάξονα Οu

•  η ευθεία y=i π απεικονίζεται μέσω της f στον ημιάξονα Οu'

• η ευθεία x=0 απεικονίζεται μέσω της f στον μοναδιαίο κύκλο ∣w∣=1 .

Επειδή f (0)=1 και f (π )=1 το ευθύγραμμο τμήμα {x=0 με 0< y<π }

απεικονίζεται στο άνω ημικύκλιο του μοναδιαίου κύκλου. 

Πράγματι, για z∈{x=0 με 0< y<π } έχουμε ∣w∣=e0
=1 και 0<arg z<π .

• Τέλος παρατηρούμε ότι αν πάρουμε ένα τυχαίο σημείο που ανήκει στα αριστερά (ως

 προς τον άξονα yy ' ) της λωρίδας που σχηματίζεται από τις ευθείες y=0 και

y=i π έστω z= x+i y ισχύουν x<0 με 0< y<π απεικονίζεται σε ένα σημείο

w= f (z )=ez
=ex

⋅eiy , όπου 0<∣w∣=e x
<1 , το οποίο ανήκει στο εσωτερικό του 

 ημικυκλίου.

 Ενώ αν πάρουμε ένα τυχαίο σημείο που ανήκει στα δεξιά (ως προς τον άξονα yy ' )

 της λωρίδας που σχηματίζεται από τις ευθείες y=0 και y=i π έστω z= x+i y

 ισχύουν x>0 με 0< y<π απεικονίζεται σε ένα σημείο

w= f (z )=ez=ex⋅eiy , όπου ∣w∣=e x>1 , το οποίο ανήκει στο εξωτερικό του

  ημικυκλίου.

                    Επομένως η  εικόνα της D μέσω της απεικόνισης f (z )=e z είναι το εσωτερικό   

                    του άνω  ημικυκλίου.

• Τέλος από γνωστή πρόταση:

Έστω Αy0
το σύνολο των μιγαδικών αριθμών x+i y για τους οποίους

y0 ≤ y < y0 + 2π συμβολικά Α y0
= { x+i y ∣ x∈ℝ και y0 ≤ y < y0 + 2π} . 

Τότε το ez απεικονίζει το Α y0
ένα προς ένα επί του συνόλου ℂ∖ 0 .
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γ) Τριγωνομετρικοί μετασχηματισμοί

H συνάρτηση f (z ) = sin z είναι αναλυτική με f ' ( z) = cos z ≠0 για κάθε

z∈{z ∣ −
π
2
< Rez <

π
2 } , άρα είναι σύμμορφη.

Για z= x+i y έχουμε w = f (z ) = sin z = sin xcosh y + i cos x sinh y . 

Αν w=u+i v τότε u=sin x cosh y και v=cos x sinh y .

• Αν ∣a∣ <
π
2

, τότε η κατακόρυφη ευθεία x=a απεικονίζεται μέσω της f στην

 καμπύλη με παραμετρικές εξισώσεις: { u=sin a cosh y
v=cos asinh y } (1) .

Eπειδή cosh2 y − sinh2 y = 1 
(1) u2

sin2 a
−

v2

cos2a
= 1 , η οποία είναι μια υπερβολή στο

w−επίπεδο με εστίες τα σημεία (−1,0) , (1,0) .

i) Αν 0 < a <
π
2

τότε u=sin a cosh y>0 για κάθε y , άρα η ευθεία x=a

απεικονίζεται στο δεξιό κλάδο της υπερβολής.

ii) Αν −
π
2
< −a < 0 τότε u=sin(−a)cosh y<0 για κάθε y , άρα η ευθεία

x=−a απεικονίζεται στον αριστερό κλάδο της υπερβολής.

• Aν x=0 τότε u=0 δηλαδή ο y -άξονας απεικονίζεται στον v -άξονα.
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• Αν y=β>0 μια οριζόντια γραμμή και −
π
2

≤ x ≤
π
2

τότε αυτή μέσω της f

απεικονίζεται στην καμπύλη με παραμετρικές εξισώσεις: { u=sin x cosh β
v=cos xsinh β } (1) .

Eπειδή cosh2 y − sinh2 y = 1 
(1) u2

cosh 2 β
−

v2

sinh2 β
= 1 , η οποία είναι μια  έλλειψη 

στο w−επίπεδο .  

Με ανάλογο τρόπο προκύπτει ότι:

i) Η ευθεία y=β απεικονίζεται στο άνω μέρος της έλλειψης

ii) Η ευθεία y=−β απεικονίζεται στο κάτω μέρος της έλλειψης

iii) Αν β=0 ,τότε το ευθύγραμμο τμήμα {y=0 με −
π
2
≤ x ≤

π
2 } απεικονίζεται στο 

ευθύγραμμο τμήμα {v=0, με −1 ≤ u ≤ 1} που είναι μια εκφυλισμένη έλλειψη.

 Aν y=0 τότε v=0 δηλαδή ο x -άξονας απεικονίζεται στον u -άξονα.
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ΙV)   Ανάκλαση

Στα παρακάτω θεωρούμε τις ευθείες γραμμές σαν κύκλους με άπειρη ακτίνα.

Πρόταση 7
Έστω ότι C είναι ένας κύκλος (ή ευθεία γραμμή) και z ένα σημείο όχι πάνω στον C . 
Τότε όλοι οι κύκλοι (ή γραμμές) που περνάνε από το z και τέμνουν τον C σε ορθές γωνίες, 
τέμνονται μεταξύ τους σε ένα σημείο z̃ . 

Εάν το z0 είναι το κέντρο του C , τότε το z̃ είναι το σημείο στο άπειρο ( z̃= ).
Απόδειξη
Έστω ότι f είναι ένας κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός, που πηγαίνει τον C στον 
άξονα των πραγματικών αριθμών και το εσωτερικό του C στο άνω ημιεπίπεδο.
 Το  πως βρίσκουμε έναν τέτοιο μετασχηματισμό φαίνεται παρακάτω στην πρόταση 9.

Επειδή η f σαν κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός είναι σύμμορφη, δηλαδή διατηρεί τις 
γωνίες  και από την Πρόταση 5 η f απεικονίζει κύκλους  σε κύκλους,
πρέπει η οικογένεια των κύκλων που περνάνε από το z και τέμνουν τον C σε ορθές γωνίες , να 
απεικονίζονται στην οικογένεια κύκλων που περνάνε από το w= f (z ) και τέμνουν τον άξονα των
πραγματικών αριθμών σε ορθές γωνίες. 

Όλοι οι κύκλοι αυτής της οικογένειας έχουν τα κέντρα τους πάνω στον άξονα των πραγματικών 
αριθμών και εύκολα προκύπτει ότι τέμνονται όλοι στο w , όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.
 
Άρα όλοι οι  κύκλοι της πρώτης οικογένειας πρέπει να τέμνονται στο σημείο z̃= f −1

(w) .

Ορισμός
Έστω ότι C είναι κύκλος ή ευθεία γραμμή και z ένα σημείο που δεν ανήκει στον C . Το 
μοναδικό σημείο z̃ που βρίσκεται από την Πρόταση 7 καλείται ανάκλαση του z στον C .

Εάν το z βρίσκεται στην περιφέρεια του κύκλου C , τότε το συμμετρικό του ταυτίζεται με το
z , δηλαδή z̃= z . 

Τα σημεία z , z̃ καλλούνται συμμετρικά ως προς το C .
Το συμμετρικό ένος σημείου z που ανήκει στο εσωτερικό του κύκλου C βρίσκεται στο 
εξωτερικό του κύκλου C και αντίστροφα.
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Πρόταση 8
Εάν g είναι ένας κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός και C είναι κύκλος (ή γραμμή), 
τότε ο g πηγαίνει την ανάκλαση του z στον C στην ανάκλαση του g (z ) ( g ( z̃ )= g̃ (z ) ) 
στον g (C ) .
(Με άλλα λόγια ένας κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός απεικονίζει συμμετρικά σημεία ως 
προς ένα κύκλο σε συμμετρικά σημεία ως προς την εικόνα του κύκλου.)
Απόδειξη
Μέσω της g η οικογένεια των κύκλων που περνάνε από το z και τέμνουν ορθογώνια τον C
μεταφέρεται στην οικογένεια των κύκλων που περνάνε από το g (z ) και τέμνουν ορθογώνια τον

g (C ) , αφού ο g πηγαίνει κύκλους σε κύκλους και διατηρεί τις γωνίες. 
Επομένως, η τομή των κύκλων της πρώτης οικογένειας,  που είναι το z̃ , αφού η g ως 
κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός είναι αμφιμονοσήμαντη, πρέπει να απεικονίζεται στην 
τομή των κύκλων της δεύτερης οικογένειας που είναι το g̃ (z ) . Δηλαδή, g ( z̃ )= g̃ (z ) .

Πρόταση 9
Αν C είναι κύκλος (ή γραμμή) τότε η απεικόνιση z→ z̃ της ανάκλασης στον C είναι μια 
σύνθεση γραμμικών κλασματικών μετασχηματισμών και μιγαδικής συζυγίας. 

Εάν C είναι ο κύκλος με κέντρο z0 και ακτίνα R , τότε z̃=( z0 z+R2−∣z0∣
2

z−z0
) .

Απόδειξη
Έστω ότι f είναι ο μετασχηματισμός, που πηγαίνει τον C στον άξονα των πραγματικών 
αριθμών και το εσωτερικό του C στο άνω ημιεπίπεδο. Ακολουθώντας τα βήματα της απόδειξη 
της Πρόταση  7 καταλήγουμε ξανά ότι z̃= f −1

(w)= f −1
( f (z )) (1). 

Για να βρούμε τον τύπο που περιγράφει το μετασχηματισμό f ,
κατασκευάζουμε μια απεικόνση g που μετασχηματίζει τον κύκλο ∣z−z0∣ = R στον μοναδιαίο 
κύκλο και το εσωτερικό του C στο μοναδιαίο δίσκο D={z∈ℂ:∣z∣<1} (παράδειγμα 6). 

Ο μετασχηματισμός αυτός έχει τύπο g (z ) =
z−z0

R
και είναι γραμμικός κλασματικός 

μετασχηματισμός. 
 Στην συνέχεια την συνθέτουμε με την απεικόνιση h (παράδειγμα 5) που απεικονίζει το 
μοναδιαίο δίσκο στο άνω ημιεπίπεδο, και το μοναδιαίο κύκλο στην ευθεία των πραγματικών 
αριθμών. 

Ο μετασχηματισμός αυτός έχει τύπο h( z ) = i
1+z
1−z

και είναι γραμμικός κλασματικός 

μετασχηματισμός.

Συνεπώς, 

f (z )= h∘g (z ) = h(g ( z)) = h( z−z0

R ) = i
1 +

z−z0

R

1 −
z−z0

R

= ... = i
R+ z−z 0

R−z+z 0

.

Η f =h∘g ως σύνθεση κλασματικών γραμμικών μετασχηματισμών, είναι κλασματικός 
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γραμμικός μετασχηματισμός και από την (1) προκύπτει ότι  η απεικόνιση z→ z̃ της ανάκλασης 
στον C είναι μια σύνθεση γραμμικών κλασματικών μετασχηματισμών και μιγαδικής συζυγίας. 
Παρακάτω μετά από υπολογισμούς καταλήγουμε στον τύπο της.

Aπό την (1) 

f ( z̃ )= f (z )  i
R+ z̃−z0

R−z̃+z0

= (i
R+ z−z 0

R−z+z 0
)  i

R+ z̃−z0

R−z̃+z0

= −i
R+ z−z0

R−z+ z0



... 2(z−z0) z̃ = 2(R2
+z z0−z0 z0) 

z̃ =
R2
+ z z0−z 0 z 0

z−z0

 z̃ =( R2
+z0 z−z0 z0

z−z0
) 

z̃=( z0 z+R2−∣z0∣
2

z−z0
) .

                                                                                                                  

Πρόταση 10
Εάν C είναι ένας κύκλος με κέντρο z0 και ακτίνα R και αν z≠z 0 , τότε το z̃ είναι το 

σημείο στην ίδια ακτίνα από το z0 στο z , τέτοιο ώστε ∣z−z0∣⋅∣̃z−z0∣ = R2 .
Απόδειξη
Από την Πρόταση 7 έπεται ότι όντως το z̃ βρίσκεται στην ίδια ακτίνα από το το z0 στο z
αφού κάθε ακτινα του κύκλου C τον τέμνει σε ορθή γωνία, άρα και κάθε ευθεία που είναι 
επέκταση ακτίνας του C . Επιπλέον:

∣̃z−z0∣ ∣z−z 0∣ =
∣z∣=∣z∣

∣z̃−z0∣ ∣z−z0∣ = ∣̃z−z0∣ ∣z−z 0∣ =
πρόταση 9

= ∣( z0 z+R2
−∣z0∣

2

z−z0

− z0) (z−z0)∣ =
= ∣z0 z+R2

−∣z0∣
2
−z0 z+z0 z0∣ = ∣R2∣ = R2
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Πρόταση 11
(i) ̃̃z= z .
(ii) Η απεικόνιση z→ z̃ δεν είναι σύμμορφη, αλλά οι γωνίες διατηρούνται σε μέγεθος και 
αντιστρέφονται σε κατεύθυνση. 
(iii) Εάν C είναι μιά ευθεία γραμμή, z̃ είναι το σημείο επί της κάθετης στη C που περνάει 
από το z και σε ίση απόσταση από αυτό, στην αντίθετη πλευρά της C .

(iv) Η απεικόνιση z→ z̃ μεταφέρει κύκλους σε κύκλους (όπου η ευθεία γραμμή θεωρείται σαν 
κύκλος με άπειρη ακτίνα).
Συγκεκριμένα:
α) Η εικόνα μιας ευθείας l που δεν διέρχεται από το κέντρο z0 (του κύκλου C ως προς τον 
οποίο παίρνουμε την ανάκλαση), μέσω της ανάκλασης είναι κύκλος που διέρχεται από το z0 .
β) Η εικόνα ενός κύκλου που διέρχεται από το κέντρο z0 μέσω της ανάκλασης είναι ευθεία που 
δεν διέρχεται από το z0 .
γ) Η εικόνα ενός κύκλου που δεν διέρχεται από το κέντρο z0 μέσω της ανάκλασης είναι κύκλος 
που δεν διέρχεται από το z0 .

(v) Aν z είναι ένα σημείο στο εξωτερικό του κύκλου C (ως προς τον οποίο παίρνουμε την 
ανάκλαση). Τότε οι εφαπτόμενες στον C που παιρνούν από το z ορίζουν μια χορδή του κύκλου
. Η τομή της χορδής αυτής με την ευθεία που ενώνει το κέντρο z0  του κύκλου με το z , μας 
δίνει το συμμετρικό z̃ του z .

(vi) Το συμμετρικό δύο κύκλων που τέμνονται στο z και στο κέντρο z0 του κύκλου C (ως 
προς τον οποίο παίρνουμε την ανάκλαση), είναι δύο τεμνόμενες ευθείες που περνούν από z̃ .
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V)     Παραδείγματα

Παράδειγμα 1
Να βρεθεί ο κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ που ικανοποιεί την Τ (zi)=wi

για i=1, 2, 3 εάν
z1=−1, z2=1, z3=2 και w1=0, w2=−1, w3=−3 .

Λύση

Από την Πρόταση 6 εάν Τ (z )=w τότε
w−w1

w−w2

⋅
w3−w2

w3−w1

=
z−z 1

z−z 2

⋅
z3−z 2

z3−z1



w−0
w−(−1)

⋅
(−3)−(−1)
(−3)−0

=
z−(−1)

z−1
⋅

2−1
2−(−1)


w

w+1
⋅
−2
−3

=
z+1
z−1

⋅
1
3



w
w+1

=
−(z+1)
−2( z−1)

.

Eφαρμόζοντας την ιδιότητα των αναλογιών:
α
β

=
γ
δ


α

β−α
=

γ
δ−γ

,

παίρνουμε:
w

(w+1)−w
=

−(z+1)
−2 (z−1)−[−(z+1)]

 w =
z+1
z−3



T ( z) =
z+1
z−3

.

Παράδειγμα   2
Να βρεθεί ο κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ που ικανοποιεί την Τ (zi)=wi

για i=1,2, 3 εάν
z1=i , z2= , z3=−i και w1=0, w2=1, w3= .

Λύση

Από την Πρόταση 6 εάν Τ (z )=w τότε
w−w1

w−w2

⋅
w3−w2

w3−w1

=
z−z 1

z−z 2

⋅
z3−z 2

z3−z1



w−0
w−1

⋅
−1
−0

=
z−i
z−

⋅
−i−

−i−i


w
w−1

⋅
−1
−0

=
z−i
−2i

⋅
−i−

z−
 .



 = 1

z +  =  w
w−1

=
z−i
−2i

.

Eφαρμόζοντας την ιδιότητα των αναλογιών:
α
β

=
γ
δ


α

β−α
=

γ
δ−γ

,

παίρνουμε:

w
(w−1)−w

=
z−i

−2i−( z−i)


w
−1

=
z−i
−z−i

 w =
z−i
z+i



T (z ) =
z−i
z+i

.
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Παράδειγμα   3
Να βρεθεί σύμμορφη απεικόνιση που απεικονίζει τον κύκλο C1={z : ∣z∣=1} στην ευθεία

C2= {z : Rez=Imz } .
Λύση
Τα σημεία i ,1,−1 βρίσκονται πάνω στον κύκλο, ενώ τα σημεία 0, 1+i , βρίσκονται πάνω 
στην ευθεία. 
Από την πρόταση 6 υπάρχει μοναδικός κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ που 
απεικονίζει τα σημεία z1=i , z2=1, z3=−1 στα σημεία w1=0, w2=1+i , w3= , 
με Τ (zi)=wi για i=1,2, 3 .

Εάν Τ (z )=w τότε
w−w1

w−w2

⋅
w3−w2

w3−w1

=
z−z 1

z−z 2

⋅
z3−z 2

z3−z1



w−0
w−(1+i)

⋅
−(1+i)
−0

=
z−i
z−1

⋅
−1−1
−1−i



 = 1

z +  =  w
w−1−i

=
2 (z−i)

(z−1)(1+i)
.

Eφαρμόζοντας την ιδιότητα των αναλογιών:
α
β

=
γ
δ


α

β−α
=

γ
δ−γ

,

παίρνουμε:
w

(w−1−i)−w
=

2( z−i)
( z−1)(1+i)−2(z−i)


w

−1−i
=

2 (z−i)
( z+1)(i−1)



w =
2(z−i)(−1−i)
(z+1)(i−1)

 w =
2i(z−i)(i−1)
( z+1)(i−1)

 w =
2i( z−i)

z+1


T ( z) = 2i
z−i
z+1

.

Παράδειγμα   4
Να βρεθεί κλασματικός διγραμμικός μετασχηματισμός που απεικονίζει το Ω={z : Imz>0 } στον
μοναδιαίο δίσκο D= {z : ∣z∣<1} με Τ (z 0)=0, z0∈Ω .
Λύση

Έστω ο κλασματικός διγραμμικός μετασχηματισμός T (z ) =
az+b
cz+d

.

Το σημείο z0∈Ω από την πρόταση 11 έχει συμμετρικό ως προς την ευθεία Imz0=0 το
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z̃0= z0 (1). 
Θέλουμε το z0 να έχει εικόνα το κέντρο του μοναδιαίου κύκλου Τ (z 0)=0 (2), οπότε το 
συμμετρικό του 0 που είναι το κέντρο του μοναδιαίου κύκλου είναι  από την πρόταση 7 0̃=
(3). 

Τέλος από την πρόταση 8 έχουμε T ( z̃ 0)=T̃ (z0) 
(1) ,(2)

(3 )
T ( z0)= .

Ισχύουν:

Τ (z 0)=0  az0+b=0 
b
a
=−z0 (4) και T (z 0)=  c z0+d=0 

d
c
=−z0 (5).

Συνεπώς

T (z ) =
az+b
cz+d

T (z ) =
a
c
⋅

z+
b
a

z+
d
c

 T (z ) =
a
c
⋅

z−z0

z−z0

(6) .

Επίσης θα πρέπει η εικόνα του συνόρου του Ω που είναι η ευθεία των πραγματικών αριθμών να 
είναι ο κύκλος ∣z∣=1 . Δηλαδή για Imz=0  z= x έχουμε ∣Τ ( z)∣=1 .
Έτσι έχουμε:

∣Τ ( z)∣=1 
(6 ) ∣ac ⋅

z−z0

z−z0
∣ = 1  ∣a

c∣⋅∣
z−z0

z−z0
∣= 1 

x−z 0=x−z0

∣z∣=∣z∣ ∣ac∣= 1
a
c
= e iθ , θ∈[ 0, 2π .

Άρα από την (6) προκύπτει: 

T (z ) =e iθ
⋅

z−z0

z−z0

, z0 ∈Ω , θ∈[ 0, 2π .

Παράδειγμα   5
Να βρεθεί σύμμορφη απεικόνιση που απεικονίζει τον μοναδιαίο δίσκο D= {z : ∣z∣<1} επί του 
άνω ημιεπιπέδου Ω={z : Imz>0 } .
Λύση
Τα σημεία i ,1,−1 βρίσκονται πάνω στον κύκλο, ενώ τα σημεία 0,1, βρίσκονται πάνω στην 
ευθεία. 
Από την πρόταση 6 υπάρχει μοναδικός κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός

T (z ) =
az+b
cz+d
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που απεικονίζει τα σημεία z1=1, z2=i , z3=−1 στα σημεία w1=0, w2=1, w3= , 
με Τ (zi)=wi για i=1,2, 3 .

Από τα παραπάνω σχέσεις προκύπτει:

Τ (1)=0 
a+b
c+d

= 0  a+b=0  a=−b (1)

Τ (−1)= 
−a+b
−c+d

=   −c+d=0  c=d (2)

Τ (i)=1 
ai+b
ci+d

= 1 
(1) ,(2 ) −bi+b

di+d
= 1 

b(1−i )
d (1+i )

= 1 
−ib (1+i)

d (1+i)
= 1  d=−ib (3)

Επομένως

T (z ) =
az+b
cz+d


(1) ,(2)

(3)
T ( z) =

−bz+b
−ibz−ib

 T (z ) =
b(1−z )

−ib(z+1)
 T ( z) =

(1−z)
−i (z+1)



T ( z) = i
(1−z )
(z+1)

.

Άρα ο μετασχηματισμός Τ απεικονίζει τον μοναδιαίο κύκλο C1={z : ∣z∣=1} στην ευθεία των 
πραγματικών αριθμών u=0 .

Αν πάρουμε τώρα ένα τυχαίο εσωτερικό σημείο z∈D , έστω το z=0 τότε
z=0  T (0)=i  i∈ {z : Imz>0}.

Από τα παραπάνω και το θεώρημα 1 έχουμε ότι ο Τ είναι μια σύμμορφη απεικόνιση που 
απεικονίζει τον μοναδιαίο δίσκο D= {z : ∣z∣<1} επί του άνω ημιεπιπέδου Ω={z : Imz>0 }.

Παράδειγμα 6

Να δείξετε ότι ο κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ (z ) =
z−z0

r
είναι μια σύμμορφη 

απεικόνιση, η οποία απεικονίζει:

i) τoν κύκλο C1={z : ∣z−z0∣ = r } στον μοναδιαίο κύκλο C2={z : ∣z∣=1} και

ii) τον κυκλικό δίσκο Ω={z : ∣z−z0∣ < r } στον μοναδιαίο δίσκο D= {z : ∣z∣<1}.
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Λύση

i) Αν πάρουμε ένα σημείο z∈C1={z : ∣z−z0∣ = r } τότε μέσω της Τ (z ) =
z−z0

r

έχουμε ∣T ( z)∣ = ∣z−z0

r ∣ = ∣z−z0∣
r

=
z∈C 1

1  T (z )∈C2 .

Επομένως ο Τ απεικονίζει τον C1={z : ∣z−z0∣ = r } στον C2={z : ∣z∣=1}.

ii) Αν πάρουμε τώρα ένα εσωτερικό σημείο του κύκλου C1 έστω το z '∈Ω

τότε ∣z '−z0∣< r 
∣z '−z0∣

r
< 1  ∣z '−z0

r ∣ < 1  ∣T (z ' )∣<1 , Eπομένως το Τ (z ' ) είναι 

εσωτερικό σημείο του μοναδιαίου δίσκου D .

Συνεπώς, από το (i), το θεώρημα 1 και από τα παραπάνω έχουμε ότι η Τ απεικονίζει
τον κυκλικό δίσκο Ω={z : ∣z−z0∣ < r } στον μοναδιαίο δίσκο D={z : ∣z∣<1}.
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Παράδειγμα 7

Να δείξετε ότι ο κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ (z ) =
r

z−z0

είναι μια σύμμορφη 

απεικόνιση, η οποία απεικονίζει:

i) τoν κύκλο C1={z : ∣z−z0∣ = r } στον μοναδιαίο κύκλο C2= {z : ∣z∣=1} και
ii) το Ω={z : ∣z−z0∣ > r } (δηλαδή το εξωτερικό του κύκλου C1={z : ∣z−z0∣ = r } )στον 
μοναδιαίο δίσκο D= {z : ∣z∣<1}.
Λύση

i) Αν πάρουμε ένα σημείο z∈C1={z : ∣z−z0∣ = r } τότε μέσω της Τ (z ) =
r

z−z0

έχουμε

∣T ( z)∣ = ∣ r
z−z0

∣ = r
∣z−z0∣

=
z∈C 1

1  T (z )∈C 2 .

Επομένως ο Τ απεικονίζει τον C1={z : ∣z−z0∣ = r } στον C2={z : ∣z∣=1}.

ii)  Προφανώς z0∉Ω , επομένως η Τ ορίζεται σε όλο το Ω . 
Αν πάρουμε τώρα ένα εξωτερικό σημείο του κύκλου C1 έστω z '∈Ω

τότε ∣z '−z0∣> r 
r

∣z '−z0∣
< 1  ∣ r

z '−z0
∣ < 1  ∣T (z ' )∣<1 . Eπομένως το Τ (z ' ) είναι 

εσωτερικό σημείο του μοναδιαίου δίσκου D .

Συνεπώς, από το (i), το θεώρημα 1 και από τα παραπάνω έχουμε ότι η Τ απεικονίζει
το Ω={z : ∣z−z0∣ > r } στον μοναδιαίο δίσκο D={z : ∣z∣<1}.
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Παράδειγμα 8
Να βρεθεί σύμμορφη απεικόνιση f με f (z )=w που απεικονίζει το δίσκο ∣z∣<1 επί του

 δίσκου ∣w∣<1 έτσι ώστε f (1
2)=0 και argf ' (1

2)=
π
2

.

Λύση

Από το (i) της πρότασης 4 η ζητούμενη απεικόνιση είναι η f (z ) = e iθ
⋅

z−
1
2

1−
z
2

= eiθ
⋅

2z−1
2−z

.

Τότε f ' ( z) = eiθ
⋅

3

(2−z )2


z=1
2

f '(1
2) =

4
3
⋅e iθ . 

Από υπόθεση πρέπει argf ' (1
2)=

π
2

 θ=
π
2

 e
i π

2=i . 

Επομένως η ζητούμενη σύμμορφη απεικόνιση είναι η f (z ) = i ⋅
2z−1
2−z

. 

Παράδειγμα   9
Να βρεθεί σύμμορφη απεικόνιση f με f (z )=w που απεικονίζει το άνω ημιεπίπεδο

Ω={z : Imz>0 } επί του δίσκου ∣w∣<1 έτσι ώστε f ( i )=0 και argf ' (i )=−
π
2

.

Λύση

Από το παράδειγμα 4 f (z ) = e iθ
⋅

z−i
z−i

= e iθ
⋅

z−i
z+i

.

Τότε f ' ( z) = eiθ
⋅

2i
(z+i)2


z=i

f ' (i ) = e iθ
⋅

1
2i


i=e

i π
2

f ' (i ) = e iθ
⋅

1

2 e
i π

2

=
e

i(θ−π
2)

2
. 

Από υπόθεση πρέπει argf ' (1
2)=−

π
2

 θ−
π
2
= −

π
2

 θ=0 . 

Επομένως η ζητούμενη σύμμορφη απεικόνιση είναι η f (z ) =
z−i
z+i

. 

Παράδειγμα 1  0
Να βρεθεί σύμμορφη απεικόνιση f με f (z )=w που να απεικονίζει τον μοναδιαίο κύκλο

C={z : ∣z∣=1} στον εαυτό του και το σημείο
1
2

στο σημείο
1
3

.

Λύση

Έστω ο κλασματικός διγραμμικός μετασχηματισμός f (z ) =
az+b
cz+d

.

Το συμμετρικό του z1=
1
2

ως προς τον μοναδιαίο κύκλο είναι από την πρόταση 9 το z̃1=2 .

Το συμμετρικό του w1=
1
3

ως προς τον μοναδιαίο κύκλο είναι από την πρόταση 9 το w̃1=3 .
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Eπομένως επειδή πρέπει f (1
2)=

1
3

από την πρόταση 8 και τα παραπάνω προκύπτει ότι

f (2)= f ( z̃1)= f̃ ( z1)=w̃1=3  f (2)=3 .

Για να βρεθεί μια σύμμορφη απεικόνιση αντιστοιχούμε ένα σημείο του ενός κύκλου σε ένα σημείο 
του άλλου. 
Έστω το z2=1 πάει μέσω της f στο w2=1 .
Ο μετασχηματισμός αυτός δεν είναι μοναδικός αφού εξαρτάται από το σημείο που επιλέξαμε.

Ανακεφαλαιώνοντας από τα παραπάνω αναζητούμε έναν κλασματικό διγραμμικό μετασχηματισμό

που αντιστοιχεί τα σημεία z1=
1
2

, z 2=1, z3=2 στα σημεία w1=
1
3

, w2=1 , w3=3 αντίστοιχα.

Από την Πρόταση 6 εάν f (z )=w τότε
w−w1

w−w2

⋅
w3−w2

w3−w1

=
z−z 1

z−z 2

⋅
z3−z 2

z3−z1



w−
1
3

w−1
⋅

3−1

3−
1
3

=

z−
1
2

z−1
⋅

2−1

2−
1
2


3w−1

3(w−1)
⋅

3
4
=

2z−1
2( z−1)

⋅
2
3



3w−1
4w−4

=
2z−1
3z−3

 ...  w =
1−5z
z−5

.

Συνεπώς η ζητούμενη απεικόνιση είναι η f (z ) =
1−5z
z−5

.

Παράδειγμα 1  1

Έστω περιοχή Ω = {z= x+i y ∣ −
π
2
< x <

π
2

, y>0}. Ο μετασχηματισμός f (z )=sinz

απεικονίζει το Ω στο άνω ημιεπίπεδο.
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Λύση
Έχουμε ότι:

• Αν z∈{ z=x+i y ∣ x=−
π
2

, y≥0 } τότε

z=−
π
2
+i y  f (z ) = sin(−π

2
+ i y) = −sin(π

2
− i y) =

= −cos (i y) = −coshy

.

Άρα η κατακόρυφη ημιευθεία { z= x+i y ∣ x=−
π
2

, y≥0 } απεικονίζεται στο διάστημα

(− , −1 ] .

• Αν z∈{ z=x+i y ∣ x=
π
2

, y≥0 } τότε

z=
π
2
+i y  f (z ) = sin(π

2
+ i y) = cos(i y ) = coshy .

Επομένως, η κατακόρυφη ημιευθεία z∈{ z=x+i y ∣ x=
π
2

, y≥0 } απεικονίζεται στο 

διάστημα [1,  .

• Τέλος γνωρίζουμε ότι το ευθύγραμμο τμήμα {y=0 με −
π
2
≤ x ≤

π
2 } απεικονίζεται

 στο ευθύγραμμο τμήμα {v=0, με −1 ≤ u ≤ 1} που είναι μια εκφυλισμένη έλλειψη.

Δηλαδή, το διάστημα [−π
2

,
π
2 ] απεικονίζεται στο διάστημα [−1, 1 ] .

Aπό τα παραπάνω προκύπτει ότι η f απεικονίζει το σύνορο του Ω στον πραγματικό άξονα.
Αν τώρα επιλέξω ένα z∈Ω , έστω το z=0+i y=i y με y>0 τότε

f (z ) = sin(i y) = i sinhy , όπου sinhy>0 . Άρα το f (z ) ανήκει στο άνω ημιεπίπεδο.
Συνεπώς, το Ω απεικονίζεται στο άνω ημιεπίπεδο.
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Παράδειγμα 12
Να βρεθεί σύμμορφη απεικόνιση Τ (z ) που απεικονίζει τον δίσκο Ω = { z∈ℂ ∣ ∣z−i ∣<2 }
στο ημιεπίπεδο Ω ' = { z ∣ Rez>0 } .
Λύση

Από το παράδειγμα 6 ο κλασματικός γραμμικός μετασχηματισμός Τ 1(z ) =
z−i

2
είναι μια 

σύμμορφη και αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση, η οποία απεικονίζει τον κυκλικό δίσκο
Ω={z : ∣z−i ∣< 2 } στον

 μοναδιαίο δίσκο D= {z : ∣z∣<1}.

Από το παράδειγμα 5 ο μετασχηματισμός T (z ) = i
(1−z )
(z+1)

απεικονίζει σύμμορφα και 

αμφιμονασήμαντα τον

μοναδιαίο δίσκο D= {z : ∣z∣<1} επί του άνω ημιεπιπέδου Ω 1={ z : Imz>0} .

Τέλος, με τη στροφή T 3(z ) = e
i π
2⋅z το ημιεπίπεδο Ω ' = { z ∣ Rez>0 } απεικονίζεται 

σύμμορφα και αμφιμονοσήμαντα στο

ημιεπίπεδο Ω 1={ z : Imz>0} . Συνεπώς ο αντίστροφός του T 3
−1(z ) = e

−
i π
2⋅z απεικονίζει το

ημιεπίπεδο Ω 1={ z : Imz>0} στο ημιεπίπεδο Ω ' = { z ∣ Rez>0 } .

Άρα η ζητούμενη σύμμορφη απεικόνιση Τ :Ω →Ω ' είναι η

Τ (z ) = (T 3
−1
∘T 2∘T 1)( z) = T 3

−1(T 2 (T 1(z ))) = T 3
−1(T 2( z−i

2 )) = T 3
−1(i ⋅

1 −
z−i
2

z−i
2

+ 1 )
= T 3

−1(i ⋅
2−z+i
z−i+2 ) = e

−i
π
2 ⋅(i ⋅

2−z+i
z−i+2 ) = 1

i
⋅(i ⋅

2−z+i
z−i+2 ) =

2−z+i
z−i+2

.
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Κεφάλαιο 2

Υπερβολική Γεωμετρία

Ο λόγος που επιλέξαμε τον Υπερβολικό χώρο είναι το ότι η Υπερβολική γεωμετρία έχει εφαρμογές 
σε διαφορετικές περιοχές των μαθηματικών. Τρείς  σημαντικές περιοχές στις οποίες εμφανίζεται 
είναι οι παρακάτω: 

1. Στις Μιγαδικές Μεταβλητές και στις Σύμμορφες Απεικονίσεις. Στην πραγματικότητα, η 
ενασχόληση με τις αυτόμορφες συναρτήσεις ήταν το αρχικό κίνητρο του Poincar é για να
ορίσει τον Υπερβολικό Χώρο.

2. Την Τοπολογία (ειδικότερα των τρισδιάστατων πολλάπλοτήτων).

3. Στην Θεωρία Ομάδων, και συγκεκριμμένα στην Συνδυαστική Θεωρία Ομαδών
á la Gromov.

Ι) Σύντομη ιστορική αναδρομή

Γύρω στο 300 π.χ. ο Ευκλείδης έγραψε τα Στοιχεία ,τα οποία αποτελούνται από 13 βιβλία και στα 
οποία ανέπτυξε την γεωμετρία και την θεωρία ομάδων βασισμένος σε ένα σύνολο αξιωμάτων. Τα 5
αιτήματα για την Γεωμετρία του επιπέδου ήταν τα παρακάτω:

    1.  Από δύο σημεία περνά μια ευθεία γραμμή.

    2.   Μια πεπερασμένη ευθεία εκτείνεται άπειρα και ευθύγραμμα.

    3.   Με οποιοδήποτε κέντρο και ακτίνα μπορεί να διαγραφεί κύκλος.

    4.   Όλες οι ορθές γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους.

    5.  Αν μία ευθεία, που τέμνει δύο άλλες, σχηματίζει τις εντός και επί τα αυτά γωνίες με άθροισμα
         μικρότερο των δύο ορθών, τότε οι δύο ευθείες, προεκτεινόμενες επ' άπειρον θα τμηθούν  
         (συμπέσουν) και μάλιστα προς το μέρος όπου βρίσκονται οι γωνίες με το μικρότερο των δύο
         ορθών άθροισμα. 

Το 5ο αίτημα του Ευκλείδη είναι γνωστό ως το αξίωμα των παραλλήλων. 

Ο Ευκλείδης χρησιμοποίησε το  5ο αίτημα μετά την 28η πρόταση.Θυμίζουμε ότι όλες οι προτάσεις 
της Ευκλείδειας Γεωμετρίας που μπορούν  να αποδειχτούν χωρίς τη χρήση του αξιώματος των 
παραλλήλων συνιστούν την Απόλυτη ή Ουδέτερη Γεωμετρία.

Έγιναν πολλές προσπάθειες τα επόμενα δύο χιλιάδες χρόνια να δείχθεί ότι το 5ο αίτημα προκύπτει 
από τα  τέσσερα πρώτα. Ακριβώς αυτή η αδυναμία των μαθηματικών να αποδείξουν το 5ο αίτημα 
του Ευκλείδη οδήγησε στην ανακάλυψη των μη ευκλείδειων Γεωμετριών, στις οποίες ανήκει και η 
υπερβολική γεωμετρία. 
Θεωρούμε δημιουργούς της Υπερβολικής Γεωμετρίας τον Ούγγρο Janos W. Bolyai (1802–1860) 
και τον Ρώσο Nikolai I. Lobachewsky (1793–1856), οι οποίοι δημοσίευσαν τα αποτελέσματά τους 
(ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον) το 1829 και1832 αντίστιχα. Έχοντας σαν αφετηρία τις ιδέες του
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Lobachevsky, άλλοι μαθηματικοί, όπως ο Klein και ο Poincar é συσχέτισαν αυτή τη νέα 
γεωμετρία με την ευκλείδεια, κάνοντας έτσι την υπόσταση της υπερβολικής γεωμετρίας υπαρκτή. 
Επίσης και ο μεγάλος μαθηματικός K. F. Gauss (1775–1855) είχε ανακαλύψει αυτή τη γεωμετρία 
πριν τις δημοσιεύσεις των άλλων, όπως μαρτυρούν διάφορες επιστολές του, καθώς και τα 
ημερολόγιά του, που είδαν το ϕώς της δημοσιότητας περίπου σαράντα χρόνια μετά τον ϑάνατό του.
΄Ομως ο Gauss δεν δημοσίευσε τίποτε, αφ᾿ ενός μεν ϕοβούμενος τις αντιδράσεις για κάτι τόσο 
πρωτόγνωρο.
 Εδώ πρέπει να αναφέρουμε ότι ένας σημαντικός αριθμός αποτελεσμάτων της Υπερβολικής 
Γεωμετρίας είχαν ανακαλυφθεί και από τον Ιταλό Gerolamo Saccheri (1667–1773), σχεδόν εκατό 
χρόνια πριν την επίσημη εμφάνισή της. Αυτά προέκυψαν από την προσπάθειά του να αποδείξει ότι 
το 5ο αξίωμα του Ευκλείδη δεν ήταν ανεξάρτητο .
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I  Ι  )  Το αξιωματικό σύστημα του   Hilbert

Όσο πλήρες και αν φαινόταν το σύστημα αξιωμάτων του Ευκλείδη είχε αρκετά μειονεκτήματα και 
ελλείψεις και ήδη από την αρχαιότητα πολλοί ήταν οι μαθηματικοί που προσπάθησαν να τα 
εξαλείψουν. Από όλα τα συστήματα αξιωμάτων που παρουσιάστηκαν επί αιώνες από διάφορους 
μαθηματικούς το κοντινότερο προς το σύστημα αξιωμάτων του Ευκλείδη ήταν το σύστημα 
αξιωμάτων του David Hilbert (1862 – 1943),το οποίο και παρουσίασε στο βιβλίο του “Grundlagen 
der Geometrie” το 1899.

Ο Hilbert θεώρησε ένα σύστημα τριών συνόλων. Τα στοιχεία του πρώτου συνόλου τα ονόμασε 
σημεία και τα συμβόλισε με τα γράμματα A, B, C, …. Τα στοιχεία του δεύτερου συνόλου τα 
ονόμασε ευθείες και τα συμβόλισε με g, h, c, …. Τα στοιχεία του τρίτου συνόλου τα ονόμασε 
επίπεδα και τα συμβόλισε με τα γράμματα α, β, γ, .... Σε αντίθεση με τον Ευκλείδη, θεώρησε ότι οι 
ορισμοί των σημείων, των ευθειών και των επιπέδων δεν έχουν καμιά σημασία για την λογική 
κατασκευή του οικοδομήματος της γεωμετρίας. Εκείνο που πραγματικά έχει σημασία και τόνισε 
ιδιαίτερα ο Hilbert είναι οι μεταξύ τους σχέσεις. Η ακριβής περιγραφή αυτών των σχέσεων 
προκύπτει ως αποτέλεσμα από τα αξιώματα τα οποία κατανέμονται ανάλογα με το περιεχόμενό 
τους σε πέντε ομάδες.
Αυτές οι ομάδες είναι οι εξής:

     I.    Τα αξιώματα της συνύπαρξης.
     II.   Τα αξιώματα της διάταξης.
     III.  Τα αξιώματα της ισότητας.
     IV.  Τα αξιώματα της συνέχειας.
      V.  Το αξίωμα της παραλληλίας.

Ορισμός: Το σύστημα των τριών συνόλων (σημείων, ευθειών, επιπέδων)
μαζί με τις ομάδες των αξιωμάτων Ι μέχρι V, στις οποίες θα αναφερθούμε παρακάτω, ονομάζεται 
ευκλείδειος χώρος και τον συμβολίζουμε με Ε.

Ορισμός: Το σύνολο των προτάσεων που προκύπτουν από τα αξιώματα των ομάδων Ι- IV, 
ονομάζεται Απόλυτη Γεωμετρία.

Εκτενέστερη αναφορά στο σύστημα αξιωμάτων του Hilbert περιέχεται στο βιβλίο Hilbert3.
Το σύστημα αξιωμάτων του Hilbert παίζει σημαντικό ρόλο στον ορισμό της Υπερβολικής 
Γεωμετρίας.

3  Hilbert D. ''Foundations of Geometry'', Second English Edition. La Salle, Open Court Publishing Company,1987.
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IΙI  )   Μερικά βασικά στοιχεία της Υπερβολικής Γεωμετρίας

Στην Υπερβολική Γεωμετρία αντί για το αξιώμα της παραλληλίας έχουμε το παρακάτω αξίωμα:

Αξίωμα του Lobachevsky
Υπάρχει ευθεία g και σημείο A εκτός αυτής, έτσι ώστε από το A να διέρχονται τουλάχιστον δύο 
ευθείες που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με την g και δεν την τέμνουν. 

Ορισμός:  Κάθε χώρος στον οποίο ικανοποιούνται τα αξιώματα των ομάδων Ι-ΙV του Hilbert και το
αξίωμα του Lobachevsky ονομάζεται μη ευκλείδειος υπερβολικός χώρος, ή απλούστερα 
υπερβολικός χώρος. Το σύνολο των προτάσεων, που ισχύουν σε έναν τέτοιο χώρο, ονομάζεται 
υπερβολική μη ευκλείδεια γεωμετρία, ή απλούστερα υπερβολική γεωμετρία.

Πρόταση    
Έστω τυχούσα ευθεία g και τυχόν σημείο Ag . Τότε από το A διέρχονται άπειρες ευθείες που δεν 
τέμνουν την g και ανήκουν στο ίδιο επίπεδο με αυτήν.

Θεμελιώδες θεώρημα της παραλληλίας στην υπερβολική   γεωμετρία
Έστω ευθεία g, σημείο Α εκτός αυτής και η προβολή Β του Α στην g. Τότ ευπάρχουν δύο μοναδικές 
ημιευθείες Αk, Al, δεξιά και αριστερά του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, που δεν τέμνουν την g 
τέτοιες ώστε να ισχύουν τα εξής:
i) Οποιαδήποτε ευθεία που περνά από το Α και βρίσκεται στην γωνία που σχηματίζουνοι Αk, Al και 
το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ να τέμνει την ευθεία g.
ii) Οι γωνίες  A, B, k   , A, B,l   είναι ίσες και οξείες.

Ορισμός: Οι ημιευθείες Ak, Αl της παραπάνω πρότασης η οποίες δεν τέμνουν την g ονομάζονται 
οριακές ημιευθείες και οι ευθείες στις οποίες ανήκουν οι ημιευθείες αυτές ονομάζονται οριακές 
ευθείες. Ανάλογα με το που βρίσκεται η οριακή ευθεία ως προς την κάθετο AB ονομάζεται δεξιά ή 
αριστερή οριακή ευθεία.

Ορισμός: Η δεξιά και η αριστερή οριακή ευθεία λέγονται παράλληλες της ευθείας g.

Π  ρόταση
Έστω ευθεία g και σημείο Α εκτός αυτής. Αν η k που περνά από το Α είναι η δεξιά οριακή ευθεία 
της g, τότε θα είναι δεξιά οριακή ευθεία της g για κάθε σημείο Α΄k.

Π  όρισμα   
Το αποτέλεσμα της παραπάνω πρότασης ισχύει και για την αριστερή οριακή ευθεία της g.

Ο  ρισμός: Η γωνία Π(p) που σχηματίζεται από το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα AB (όπου B η 
προβολή του A πάνω στην g) και μια από τις οριακές ημιευθείες Ak, Al ονομάζεται γωνία 
παραλληλίας.
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Πόρισμα
 Οι ευθείες που βρίσκονται μέσα στις γωνιακές περιοχές, που σχηματίζουν οι κατακορυφήν γωνίες 
ω  και δημιουργούνται από τις παράλληλες ευθείες, δεν τέμνουν την ευθεία g.

Πρόταση
Αν p είναι το μήκος της καθέτου AB και Π(p) η γωνία παραλληλίας, τότε ισχύει ο τύπος Bolyai-

Lobachevsky: tan
Π ( p)

2
= e

−p
k όπου k είναι σταθερά που εξαρτάται από τη μονάδα μήκους.

Ορισμός: Οι ευθείες που δεν είναι παράλληλες στην ευθεία g και δεν την τέμνουν ονομάζονται 
αποκλίνουσες ή υπερπαράλληλες, προς την g.

Πρόταση
Δύο ευθείες κάθετες σε μια τρίτη είναι υπερπαράλληλες.

Πρόταση
Δύο υπερπαράλληλες ευθείες έχουν μοναδική κοινή κάθετο.

Πρόταση
Δύο ευθείες g, l που τέμνονται από μια τρίτη h και σχηματίζουν δύο εντός εναλλάξ ή δύο εντός 
εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες ίσες, είναι υπερπαράλληλες.

Ορισμός:Το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ με άκρα τα σημεία τομής της κοινής καθέτου 
δύο παράλληλων ευθειών, λέγεται απόσταση των παραλλήλων.

Πρόταση
Η γωνία παραλληλίας μικραίνει καθώς η απόσταση από την ευθεία μεγαλώνει.

Π  ρόταση
Η απόσταση μεταξύ δύο παραλλήλων μικραίνει κατά τη διεύθυνση της παραλληλίας και τείνει στο 
μηδέν.

Πρόταση 
Η απόσταση δύο παραλλήλων τείνει στο άπειρο κατά την αντίθετη διεύθυνση της παραλληλίας.
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Τρίγωνα
Πρόταση
Το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι μικρότερο των 180ο .

1ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων (Π-Π-Π)
Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.

2ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων (Π-Γ-Π)
Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες στις πλευρές αυτές 
γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα.

3ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων (Γ-Π-Γ)
Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς 
μία, τότε είναι ίσα.

4ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων (Γ-Γ-Π)
Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά ίση, μια προσκείμενη γωνία στην πλευρά αυτή ίση και την 
απέναντι από αυτή την πλευρά γωνία ίση, τότε είναι ίσα.

Π  ρόταση   
Αν δύο τρίγωνα ABC, DEF είναι όμοια, τότε είναι ίσα.

5ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων  (   Γ-Γ-Γ)
Αν δύο τρίγωνα έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία τότε είναι ίσα.

Ορισμός: Η διαφορά του αθροίσματος των γωνιών του τριγώνου ABC από τις 180ο ονομάζεται 
έλλειμμα του τριγώνου και γράφουμε:    ABC    180ο    AB C.

Π  όρισμα
Το έλλειμμα στην ευκλείδεια γεωμετρία είναι πάντα μηδέν.

Πόρισμα   
Για κάθε τρίγωνο ABC του υπερβολικού επιπέδου ισχύει: 0ο    ABC    180ο .

Π  ρόταση 
Αν ένα τρίγωνο διαιρεθεί σε δύο επιμέρους τρίγωνα, τότε το έλλειμμα του τριγώνου είναι ίσο με το 
άθροισμα των ελλειμμάτων των επιμέρους τριγώνων.

Πόρισμα 
Το έλλειμμα του τριγώνου ABC είναι μηδέν αν και μόνον αν τα ελλείμματα των τριγώνων ADC, 
CDB είναι μηδέν.

Πόρισμα
Αν υπάρχει τρίγωνο με θετικό έλλειμμα, τότε όλα τα τρίγωνα έχουν θετικό έλλειμμα. Στην 
υπερβολική γεωμετρία όλα τα τρίγωνα έχουν θετικό έλλειμμα.

Θεώρημα Bolyai
Έστω ABC, DEF δύο τρίγωνα τέτοια ώστε    ABC      DEF   . Τότε ABC DEF.

                                                                                                                                                         54



Πρόταση 
Το εμβαδόν    ABC   ενός τριγώνου ΑΒC είναι ένας θετικός αριθμός με τις εξής ιδιότητες: 

i) Ίσα τρίγωνα έχουν ίσα εμβαδά.
ii)  Αν ένα τρίγωνοείναι ένωση τριγώνων που δεν έχουν κοινά εσωτερικά σημεία, τότε το 

εμβαδόν τουτριγώνου ισούται με το άθροισμα των εμβαδών των τριγώνων που το 
αποτελούν.

Π  ρόταση

 Για δύο οποιαδήποτε τρίγωνα ABC, DEF ισχύει το εξής:
α (A B C)

δ(A B C )
=

α (D E F )

δ (D E F )
.

Πρόταση
Το εμβαδόν ενός τριγώνου ABC είναι ανάλογο του ελλείμματος, δηλαδή ισχύει 

   ABC     k    ABC   ,όπου    το εμβαδόν,   το έλλειμμα του τριγώνου ABC και k θετική σταθερά 
για κάθε τρίγωνο ABC.

Πόρισμα
Από τον τύπο της παραπάνω πρότασης φαίνεται ότι όταν το εμβαδόν αυξάνεται, το άθροισμα των 
γωνιών του τριγώνου ελαττώνεται.

Πόρισμα
Τα τρίγωνα με μικρό εμβαδόν έχουν μικρό έλλειμμα και το άθροισμα των γωνιών τους πλησιάζει 
τις 180ο .

Π  όρισμα
Στην υπερβολική γεωμετρία υπάρχει ένα άνω φράγμα στο εμβαδόν ενός τριγώνου ABC.

Στην υπερβολική γεωμετρία δεν υπάρχουν τρίγωνα με εμβαδόν οσοδήποτε μεγάλο,όπως στην 
ευκλείδεια γεωμετρία. Αυτός είναι ο λόγος, για τον οποίο η ύπαρξη τριγώνων με οσοδήποτε μεγάλο
εμβαδόν ισοδυναμεί με την παραδοχή του αξιώματος της παραλληλίας του Ευκλείδη.

Π  όρισμα
Αν για δύο τρίγωνα ABC, DEF ισχύει    ABC      DEF   , τότε ABC  DEF.

Πρόταση
Στην υπερβολική γεωμετρία υπάρχουν τρίγωνα που έχουν το ίδιο ύψος και την ίδια βάση αλλά 
διαφορετικά εμβαδά.

Ασυμπτωτικά Τρίγωνα

Ορισμός: Το σχήμα που αποτελείται από δύο παράλληλες ημιευθείες και το ευθύγραμμο τμήμα 
που ορίζεται από τις αρχές των δύο αυτών ημιευθειών ονομάζεται ασυμπτωτικό τρίγωνο.
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Ορισμός: Τα σημεία A, B και το επ’ άπειρο σημείο M λέγονται κορυφές του ασυμπτωτικού 
τριγώνου. Οι ημιευθείες AX, BY και το ευθύγραμμο τμήμα AB λέγονται πλευρές του 
ασυμπτωτικού τριγώνου. Η πλευρά AB για διάκριση από τις άλλες λέγεται πεπερασμένη πλευρά.

Ορισμός: Οι  A, B, X , B, A,Y  λέγονται γωνίες του ασυμπτωτικού τριγώνου. Αν τα σημεία T,    
A, B, Z είναι συνευθειακά, τότε οι γωνίες  A, X,T , B, Z,Y  ονομάζονται εξωτερικές γωνίες    
του ασυμπτωτικού τριγώνου. Η τομή του εσωτερικού των γωνιών  A, B, X , B, A,Y     
ονομάζεται εσωτερικό του ασυμπτωτικού τριγώνου.

Ορισμός: Αν  A, X,B   B, A,Y , τότε το ασυμπτωτικό τρίγωνο λέγεται ισοσκελές.    

Πρόταση
Η ευθεία που περνά από εσωτερικό σημείο του ασυμπτωτικού τριγώνου και είναι παράλληλη στις 
παράλληλες πλευρές του, τέμνει την πεπερασμένη πλευρά του τριγώνου.

Πρόταση
Αν μια ευθεία δεν περνά από καμιά κορυφή του ασυμπτωτικού τριγώνου και δεν είναι παράλληλη 
στις πλευρές του, τότε τέμνει μια ακόμη από τις άλλες δύο πλευρές του.

Πρόταση 
Το άθροισμα των γωνιών ενός ασυμπτωτικού τριγώνου είναιμικρότερο των 180ο .

Πρόταση
Η εξωτερική γωνία ενός ασυμπτωτικού τριγώνου είναι μεγαλύτερη από την απέναντι εσωτερική 
του γωνία.

Ορισμός: Δύο ασυμπτωτικά τρίγωνα λέγονται ίσα αν έχουν τις πεπερασμένες πλευρές και τις 
γωνίες τους ίσες μία προς μία.

1ο Κριτήριο Ισότητας Ασυμπτωτικών Τριγώνων
Δύο ασυμπτωτικά τρίγωνα είναι ίσα, αν μια γωνία και η πεπερασμένη πλευρά του ενός είναι
αντίστοιχα ίσες με μια γωνία και την πεπερασμένη πλευρά του άλλου.

2ο Κριτήριο Ισότητας Ασυμπτωτικών Τριγώνων
Δύο ασυμπτωτικά τρίγωνα είναι ίσα, αν οι γωνίες του ενός είναι αντίστοιχα ίσες με τις γωνίες του 
άλλου.

Ορισμός: Ένα τρίγωνο, που δύο κορυφές του είναι επ’ άπειρο σημεία λέγεται διπλά ασυμπτωτικό.

 

Ένα τρίγωνο που και οι τρεις κορυφές του είναι επ’ άπειρο σημεία λέγεται τριπλά ασυμπτωτικό.
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ΙV)   Βασικά Στοιχεία της Γεωμετρίας   Riemann

Τα αναλυτικά μοντέλα της Υπερβολικής Γεωμετρίας που θα δούμε παρακάτω είναι όλα 
διαφορίσιμες πολλάπλότητες με μία μετρική Riemann. Αρχικά ορίζουμε μια μετρική Riemann και 
τις σχετικές με αυτήν γεωμετρικές έννοιες στον Ευκλείδειο χώρο. 

Μια  μετρική Riemann ds2 στον Ευκλείδειο χώρο ℝ
n είναι μια συνάρτηση που αντιστοιχίζει 

σε κάθε σημείο p∈ℝ
n ένα θετικά ορισμένο συμμετρικό εσωτερικό γινόμενο στον εφαπτόμενο 

χώρο στο p , αυτό το εσωτερικό γινόμενο εξαρτάται με διαφορίσιμο τρόπο από το σημείο p .

Με το δοσμένο εσωτερικό γινόμενο, μπορούμε να ορίσουμε όλες τις καθιερωμένες γεωμετρικές 
έννοιες όπως το μήκος ∣b∣ ενός διανύσματος b , όπου ∣b∣2=b⋅b , την γωνία θ μεταξύ δύο 

διανυσμάτων a και b , όπου cosθ =
a⋅b
∣a∣⋅∣b∣

το στοιχείο μήκους ds = √ds2 και το στοιχείο 

εμβαδού dA ,το οποίο υπολογίζεται ως εξής: x1 , ... , x n είναι οι συνήθεις συντεταγμένες στον

ℝ
n , τότε ds2

= ∑
i , j

g ij dx i dx j και ο πίνακας (g ij ) εξαρτάται διαφορίσιμα από το x και 

είναι θετικά ορισμένος και συμμετρικός. Έστω √∣g∣ συμβολίζει την τετραγωνική ρίζα της 
ορίζουσας του πίνακα (g ij ) . Τότε dA = √∣g∣dx1 dx2...dxn. .

Αν f :ℝk
→ℝ

n είναι μια διαφορίσιμη απεικόνιση,μπορούμε να ορίσουμε την ανάσυρση 
(pullback) από τον τύπο f ✳ (ds2)(u ,w) = ds2(D f (u) , D f (w)) όπου u και w είναι 
διανύσματα του ℝ

k και Df είναι η εφαπτόμενη απεικόνιση(ή διαφορικό) η οποία απεικονίζει 
τα εφαπτόμενα διανύσματα στο u στα εφαπτόμενα διανύσματα στο x = f (u ) .Μπορούμε 
επίσης να υπολογίσουμε το pullback αντικαθιστώντας το g ij (x ) όπου x∈ℝn , με το

g ij∘ f (u) όπου u∈ℝk  και f (u) = x και αντικαθιστώντας το dx i με το

∑
j (

∂ f i

∂ u j
)⋅du j . 

Τώρα μπορούμε να υπολογίσουμε το μήκος ενός μονοπατιού p : ⟦a ,b⟧→ℝ
n ολοκληρώνοντας το

ds κατά μήκος του p : ∫
p

ds = ∫
a

b

p✳
(ds) .

Η απόσταση Riemann d ( p , q) μεταξύ δύο σημείων p και q στον ℝ
n ορίζεται ως το 

infimum του μήκους του μονοπατιού υπεράνω όλων των μονοπατιών που ενώνουν τα p και q .
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Τέλος γενικεύουμε όλες αυτές τις έννοιες στις πολλάπλότητες απαιτώντας την ύπαρξη μετρικής 
Riemann σε κάθε χάρτη συντεταγμένων, με αυτές τις μετρικές να είναι αναλλοίωτες κάτω από την 
δράση της ανάσυρσης(pullback) στις συναρτήσεις μετάβασης που συνδέουν αυτούς τους χάρτες, 
δηλαδή, αν ds1

2 είναι η μετρική Riemann στον χάρτη ένα και αν ds2
2 η μετρική Riemann στον 

χάρτη δύο και αν η f είναι μία συνάρτηση μετάβασης που συνδέει τους δύο χάρτες, τότε
f ✳

(ds2
2
) = ds1

2 . Οι συνήθεις τύποι αλλάγής μεταβλητών του λογισμού δείχνουν ότι τα μήκη 
των μονοπατιών και οι περιοχές είναι αναλλοίωτες με την αλλαγή χάρτη.
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V)   Στερεογραφική Προβολή

Μια σημαντική απεικόνιση για την κατανόηση της σχέσης ανάμεσα στα μοντέλα της υπερβολικής 
γεωμετρίας είναι η στερεογραφική προβολή. Θα δώσουμε τον ορισμό της στερεογραφικής 
προβολής γενικά για έναν Ευκλείδειο χώρο ℝn+1

Ορισμός: Έστω S n μία σφαίρα διάστασης n στον Ευκλείδειο χώρο ℝn+1 διάστασης n+1 . 
Έστω P ένα εφαπτόμενο υπερεπίπεδο στην σφαίρα S n στο σημείο S , το οποίο θεωρούμε 
σαν τον νότιο πόλο της σφαίρας S n . Ας συμβολίσουμε με Ν το αντιδιαμετρικό σημείο του

S στην S n , το σημείο αυτό το θεωρούμε σαν τον βόρειο πόλο της S n . Αν x είναι ένα 
οποιοδήποτε σημείο του S n

∖{Ν } , τότε υπάρχει ένα μοναδικό σημείο π (x) του P στην 
γραμμή που περιέχει τα Ν και x . To σημείο π (x) καλείται στερεογραφική προβολή από το

x στο P . H απεικόνιση π έχει μια φυσική επέκταση, την οποία συμβολίζουμε επίσης με
π και η οποία στέλνει όλα τα σημεία του ℝ

n+1 ,εκτός από αυτά που ανήκουν στο υπερεπίπεδο
{x∈ℝn : xn+1 = 1} ,στο P .

Παραδείγματα Στερεογραφικής Προβολής

Για n=1 ,έχουμε την στερεογραφική προβολή από τον κύκλο S 1
∖ {Ν }  στην ευθεία P .

Για n=2 , έχουμε την στερεογραφική προβολή από την συνήθη σφαίρα S 2 ∖ {Ν } στον Ευκλείδειο 

χώρο ℝ
3 , στο επίπεδο P .
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π ( x)

P



Παρατήρηση
Η στερεογραφική προβολή είναι c διαφορίσιμη και συνεχής απεικόνιση.

Θεώρημα(Συμμορφία, ή διατήρηση των γωνιών)
i) Έστω τα S n

⊂ℝ
n+1 , P , S , N και π (επεκταμένη), όπως τα ορίσαμε παραπάνω. Τότε 

η π διατηρεί τις γωνίες μεταξύ των καμπυλών στον S n ∖{Ν } .
ii) Aν x∈Sn

∖{N , S } και αν Τ= xy είναι ένα ευθύγραμμο τμήμα εφαπτόμενο στην σφαίρα
S n στο σημείο x , τότε οι γωνίες π (x) x y και x π ( x)π ( y ) είναι είτε ίσες είτε 

συμπληρωματικές, όπου ορίζεται το π ( y) .

Απόδειξη
i) Aρχικά θα αποδείξουμε ότι η π διατηρεί τις γωνίες μεταξύ των καμπυλών στον S n

∖{Ν } .
Μπορούμε να κανονικοποιήσουμε τα πάντα ώστε η S n να είναι στην πραγματικότητα η 
μοναδιαία σφαίρα στον ℝ

n+1 , παίρνουμε το S είναι το σημείο με συνταταγμένες
(0, ... , 0 ,−1) , το N είναι το σημείο με συνταταγμένες (0, ... , 0 , 1) , το P είναι το 

υπερεπίπεδο {x∈ℝn : xn+1 = −1} και η π : S n
∖ {N }→ P δίνεται από τον τύπο

π (x)=( y1, ... , yn ,−1) , όπου

y i =
−2

xn+1−1
xi = π i( x) (1).

Μπορούμε να πάρουμε την Ευκλείδεια μετρική ds2
= dy1

2
+  + dyn

2 (2) στο P και να την 

ανασύρουμε σε μία μετρική π ✳
(ds2

) στην S n . Έστω π (x)= y . Το pullback π ✳
(ds2

) όπως 
αναφέραμε στην προηγούμενη ενότητα, προκύπτει αν αντικαταστήσουμε στην σχέση (2) 

τo dy i με το ∑
j (

∂ π i

∂ x j
)⋅dx j =

(1 )
−2

xn+1−1
(dx i −

x i

xn+1−1
dxn+1) .

Δηλαδή,

π ✳ (ds2) = ( −2
xn+1−1

(dx1 −
x1

x n+1−1
dx n+1))

2

+  + ( −2
xn+1−1

(dxn −
xn

xn+1−1
dxn+1))

2

(3).

Eπειδή x∈Sn , έχουμε τις δύο παρακάτω εξισώσεις:

x1
2
+  + xn

2
+ xn+1

2
= 1  x1

2
+  + xn

2
= 1 − xn+1

2 και

x1 dx1 +  + xn dxn + xn+1dx n+1 = 0  x1 dx1 + + xn dxn = − xn+1 dxn+1 .

Επομένως η σχέση (3) από τις παραπάνω εξισώσεις και κάνοντας κάποιους στοιχειώδεις 
υπολογισμούς παίρνει την μορφή:

π ✳
(ds2

) =
4

(xn+1−1)2
(dx1

2
+  + dxn

2
+ dxn+1

2
) .

Συμπεραίνουμε ότι σε κάθε σημείο η ανάσυρση της Ευκλείδειας μετρικής στο P είναι ένα θετικό
πολλαπλάσιο της Ευκλείδειας μετρικής στην S n . Εφόσον ο πολλαπλασιαμός αποστάσεων σε 
έναν εφαπτόμενο χώρο με μία θετική σταθερά δεν αλλάζει τις γωνίες, η απεικόνιση

π : S n
∖ {Ν }→ P διατηρεί τις γωνίες.
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ii)Για να αποδείξουμε τον ισχυρισμό αυτό δίνουμε μια γεωμετρική απόδειξη .

Παρατήρηση 1
Θεωρούμε 2 υπερεπίπεδα P και P ' διάστασης n στον Ευκλείδειο χώρο ℝ

n+1 διάστασης
n+1 ,τα οποία τέμνονται σε ένα υπερεπίπεδο Q διάστασης n−1 . Διαλέγουμε σημεία
p∈P , q∈Q και p '∈P ' τέτοια ώστε τα ευθύγραμμα τμήματα pq και p ' q να έχουν ίδιο 

μήκος και σχηματίζουν ορθές γωνίες με το Q . 
Όπως φαίνεται στο παρακάτω βοηθητικό σχήμα αν r∈Q οι γωνίες qpr και qp ' r είναι 

ίσες και p ' r= pr , άρα και οι γωνίες p ' pr και pp ' r είναι ίσες //

Για να αποδείξουμε τον ισχυρισμό (ii) υποθέτουμε ότι η γραμμή Μ  που περιέχει τα x και y
τέμνει το P . Η περίπτωση που η γραμμή Μ δεν συναντά το επίπεδο P προκύπτει από την 
περίπτωση που η Μ συναντά την P χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η π είναι συνεχής 
απεικόνιση. 
Έστω ότι η Μ συναντά το P . H π απεικονίζει  τα σημεία της Μ για τα οποία η π
ορίζεται στην γραμμή που περιέχει τα π (x) και π ( y) .Αυτό συνεπάγεται ότι μπορούμε να 
υποθέσουμε ότι το y∈P , όπως φαίνεται στο παρακάτω βοηθητικό σχήμα.

Το υπερεπίπεδο P το παίρνουμε προφανώς να είναι το υπερεπίπεδο P το εφαπτόμενο στην 
σφαίρα S n στον νότιο πόλο S . Για το υπερεπίπεδο P ' παίρνουμε το υπερεπίπεδο το 
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εφαπτόμενο στην σφαίρα S n στο σημείο x . Για τα σημεία p '∈P ' και p∈P παίρνουμε 
αντίστοιχα τα σημεία p=π (x )∈P και p '=x∈P ' . Για το υπερεπίπεδο Q παίρνουμε την 
τομή των P και P ' . Για το σημείο r παίρνουμε το y . Τώρα από την παρατήρηση 1 
ε΄χουμε ότι οι γωνίες p ' pr και pp ' r είναι ίσες, οπότε αποδείξαμε το ζητούμενο.

Θεώρημα(Διατήρηση των σφαιρών)
Έστω τα S n

⊂ℝ
n+1 , P , S , N και π (επεκταμένη), όπως τα έχουμε ορίσει. Αν C  είναι

μια σφαίρα στην σφαίρα S n η οποία διέρχεται από τον βόρειο πόλο Ν της S n και έχει 
διάσταση c , τότε η εικόνα π (C)⊂P είναι ένα υπερεπίπεδο στο P διάστασης c . Αν η C
δεν διέρχεται από τον Ν , τότε η εικόνα π (C) είναι μια σφαίρα στο P διάστασης c .

Ορισμός: Έστω S n μία σφαίρα διάστασης n στον Ευκλείδειο χώρο ℝ
n+1 διάστασης n+1

με  βόρειο πόλο S και νότιο πόλο Ν όπως παραπάνω. Έστω P ένα  υπερεπίπεδο που 
διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας S n και είναι ορθογώνιο στην ευθεία που διέρχεται από τα

Ν και S . Αν x είναι ένα οποιοδήποτε σημείο του S n
∖{Ν } , τότε υπάρχει ένα μοναδικό 

σημείο π ' ( x) του P στην γραμμή που περιέχει τα Ν και x . Αυτό ορίζει μια απεικόνιση
π ' :S n

∖{Ν }→ P στερεογραφική προβολή από το S n
∖{Ν } στο P .

Θεώρημα
Η απεικόνιση π ' διατηρεί τις γωνίες μεταξύ των καμπυλών στο S n ∖{Ν } , και η π '
απεικονίζει σφαίρες σε επίπεδα ή σφαίρες.
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VI)     Μοντέλα της Υπερβολικής Γεωμετρίας 

Σε αυτή την ενότητα θα περιγράψουμε 3 αναλυτικά μοντέλα του υπερβολικού χώρου. Με την 
έννοια μοντέλο εννοούμε την επιλογή ενός υποκείμενου χώρου, μαζί με μια επιλογή του τρόπου 
αναπαράστασης των βασικών γεωμετρικών αντικειμένων, όπως τα σημεία και οι γραμμές. Στα 
παρακάτω επιλεγμένα μοντέλα ο υποκείμενος χώρος περιέχεται στο μιγαδικό επίπεδο ℂ .
Η θεωρία της υπερβολικής  γεωμετρίας μπορεί φυσικά να οικοδομηθεί με έναν ενιαίο τρόπο μέσα 
σε ένα μοντέλο, αλλά με τα πολλάπλά μοντέλα είναι σαν κάποιος να έχει την δυνατότητα να 
στρέψει το αντικείμενο, το οποίο στην προκειμένη περίπτωση είναι ο υπερβολικός χώρος, ώστε να 
το δει πρώτα από πάνω, μετά από το πλάι και τέλος από κάτω ή από μέσα, κάθε οπτική γωνία 
παρέχει τις δικές της φυσικές διαισθήσεις.
Κάθε μοντέλο έχει την δική του μετρική, γεωδαισιακές, ισομετρίες και άλλα.

a)   Το μοντέλο του Άνω Ημιεπιπέδου του Poincar é

Ορίζουμε το μοντέλο του Άνω Ημιεπιπέδου H (upper half-plane model)του υπερβολικού επιπέδου.
Ο υποκείμενος χώρος σε αυτό το μοντέλο είναι το άνω ημιεπίπεδο Η στο μιγαδικό επίπεδο ℂ , ο 
οποίος ορίζεται ως Η = {z∈ℂ ∣ Imz>0} = {( x , y)∈ℝ2

∣ y>0} .  

● Το μοντέλο του Άνω  ημιεπιπέδου είναιι εφοδιασμένο με την μετρική ds = √dx2
+dy2

y
,

            η οποία καλείται υπερβολική μετρική. Η Υπερβολική μετρική μπορεί να χρησιμοποιηθεί για
            να υπολογίσουμε το μήκος καμπυλών στο Η με τον ίδιο τρόπο που χρησιμοποιείται η
            Ευκλείδεια μετρική √dx2

+ dy2 για να υπολογίσουμε καμπύλες στο Ευκλείδειο επίπεδο.
            Έστω Ι = [a , b ] είναι ένα διάστημα και έστω γ : Ι →Η είναι η τμηματικά 
            διαφορίσιμη καμπύλη στο Η με γ (t ) = {v (t) = x (t ) + iy(t ) ∣ t∈I } . Την καμπύλη αυτή
            την καλούμε μονοπάτι για ένα ζεύγος z , w ∈H αν ισχύει γ (α)= z και γ (b)=w .
            Το σύνολο των μονοπατιών για το ζεύγος z , w ∈H το συμβολίζουμε Γ [ z , w ] .

           Το μήκος της καμπύλης ορίζεται ως l (γ ) = ∫
a

b √( dx
dt

)
2

+ (
dy
dt

)
2

y (t )
dt = ∫

γ

∣dz∣
Imz

.

           Ορίζουμε την υπερβολική απόσταση μεταξύ δύο σημείων z , w ∈H θέτοντας  
         d ( z , w) = inf l(γ) , όπου το infimum το παίρνουμε υπεράνω όλων των μονοπατιών που 
           ενώνουν τα z και w .

● Στον Η χρησιμοποιούμε την συνηθισμένη έννοια για το σημείο , όπως αυτή δίνεται στο
ℂ . Τα σημεία που ανήκουν στο Η ονομάζονται Η- σημεία, ενώ τα σημεία που ανήκουν 

στον άξονα των x ονομ΄ζονται κατέκδοχήν σημεία.

● Στο υπερβολικό επίπεδο η Ευκλείδεια ευθεία που ενώνει δύο σημεία δεν συνιστά την 
ελάχιστη υπερβολική απόσταση ανάμεσα σε αυτά τα σημεία. Επομένως πρέπει να 
αναζητήσουμε την καμπύλη της οποίας το υπερβολικό μήκος είναι το ελάχιστο, ανάμεσα 
στις καμπύλες που ενώνουν ένα ζεύγος σημείων. Μια τέτοια καμπύλη καλείται γεωδαισιακή
(υπερβολική ευθεία). Οι γεωδαισιακές στο μοντέλο μας είναι:
i) Οι ημιευθείες με αρχή κατ' εκδοχήν σημεία, οι οποίες είναι κάθετες στον άξονα των x  .
ii) Τα κάθετα ημικύκλια στον άξονα των x .
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             Ορισμός: Δύο ευθείες λέμε ότι τέμνονται αν υπάρχει Η- σημείο που ικανοποιεί τις    
             εξισώσεις και των δύο ευθειών.
           
             Ορισμός: Δύο ευθείες λέγονται παράλληλες αν έχουν ένα μόνο κοινό κατ' εκδοχήν σημείο.

           

              Ορισμός: Δύο ευθείες λέγονται υπερπαράλληλες αν δεν έχουν κανένα κοινό σημείο.

● Επίσης, στον Η χρησιμοποιούμε την ίδια έννοια για την γωνία, όπως αυτή δίνεται στο ℂ
,δηλαδή γωνία μεταξύ δύο καμπυλών στον Η ορίζεται να είναι η γωνία μεταξύ των 
καμπυλών όταν αυτές θεωρούνται καμπύλες στο ℂ , η οποία με την σειρά της ορίζεται να
είναι η γωνία μεταξύ των εφαπτομένων τους. 

            Με άλλα λόγια, ο εφαπτόμενος χώρος του Η σε ένα σημείο z ορίζεται ως ο χώρος των    
            εφαπτόμενων διανυσμάτων στο z . Έχει την δομή ένος 2-διάστατου πραγματικού  
            διανυσματικού χώρου ή ενός μονοδιαστατου μιγαδικού διανυσματικού χώρου:
          T z Hℝ

2
ℂ . Η μετρική Riemann επάγεται από το ακόλουθο εσωτερικό γινόμενο στον

          T z H :
                               για ζ 1=ξ 1+i η1 και ζ 2=ξ 2+i η2 στον T z H θέτουμε

〈ζ 1, ζ 2〉 =
(ζ 1, ζ 2)

Imz 2

            το οποίο είναι ένα βαθμωτό πολλαπλάσιο του Ευκλείδειου εσωτερικού γινομένου
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           (ζ 1, ζ 2) = ξ 1 ξ 2 + η1 η2 .  
            Ορίζουμε την γωνία μεταξύ δύο γεωδαισιακών στον Η στο σημείο τομής τους z ως την  
            γωνία μεταξύ των εφαπτόμενων διανυσμάτων τους στον T z H . Χρησιμοποιώντας τον
            τύπο:

cosφ =
〈ζ 1, ζ 2〉
∣∣ζ 1∣∣⋅∣∣ζ 2∣∣

=
(ζ 1, ζ 2)
∣ζ 1∣⋅∣ζ 2∣

,

             όπου το ∣∣⋅∣∣ συμβολίζει την νόρμα που αντιστοιχεί στο εσωτερικό γινόμενο 〈 , 〉 και
              το ∣⋅∣ συμβολίζει την νόρμα που αντιστοιχεί στο εσωτερικό γινόμενο ( , ) .    
             Παρατηρούμε ότι αυτή η έννοια του υπολογισμου της γωνίας ταυτίζεται με το Ευκλείδειο   
             τρόπο υπολογισμού γωνίας.

Πρόταση 1
Για την Υπερβολική απόσταση d ( z , w) = inf l(γ) , και z ,w ,u ∈H , τότε ισχύουν:
i) d ( z , z ) =0 και d ( z , w) >0, αν z≠w
ii) d ( z , w) = d (w , z )
iii) d ( z , w) + d (w , u) ≥ d (z , u)

Απόδειξη

i) Έστω z= x+iy∈H τότε το √( dx
dt

)
2

+ (
dy
dt
)

2

y (t )
είναι μη αρνητικό ,αφού y>0 , και επομένως

και το ολοκλήρωμα l (γ) = ∫
a

b √( dx
dt

)
2

+ (
dy
dt

)
2

y (t )
dt είναι μη αρνητικό. 

Συνεπώς, εφόσον το l (γ ) είναι μη αρνητικό για κάθε μονοπάτι γ , που ενώνει τα z ,w ∈H
,τότε το infimum d ( z , w) = inf l(γ) , θα είναι επίσης μη αρνητικό.
Την απόδειξη του ισχυρισμού d ( z , z ) =0 ,της ιδιότητας (iii), και την απόδειξη των προτάσεων 
2 και 3, μπoρεί κανείς να την βρεί στο βιβλίο του Anderson4

ii)  Έστω γ : [a , b ]→ Η ένα μονοπάτι του Γ [ z , w ] . Παίρνουμε την σύνθεση της γ με την 
συνάρτηση h : [a , b]→ [a , b ] που δίνεται από τον τύπο h( t) = a+b−t και για την οποία 
ισχύει h ' (t )=−1 . Είναι προφανές ότι η γ ∘h ανήκει στο Γ [w , z ] , αφού
(γ ∘h)(α)=γ (b)=w και (γ ∘h)(b)=γ (α)=z .

Επιπλέον, αντικαθιστώντας s=h( t) προκύπτει

l (γ ∘h) = ∫
γ∘h

∣dz∣
Imz

= ∫
a

b
∣(γ ∘h) ' (t)∣

I m((γ∘h)( t))
dt

= ∫
a

b
∣γ ' (h(t))∣ ∣h (t)∣

I m(γ (h( t)))
dt =− ∫

b

a
∣γ ' (s)∣ds
I m(γ (s))

= ∫
a

b
∣γ ' (s)∣ds
I m(γ (s))

= l (γ ) .

4 Anderson W. James: ''Hyperbolic Geometry'',  Springer Undergraduate Mathematics Series 2005, p. 93, 94-98, 
105-106.
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Συνεπώς, κάθε μονοπάτι στο Γ [ z ,w ] οδηγεί σε ένα μονοπάτι του Γ [w , z ] , ίσου μήκους, 
συνθέτωντας με την κατάλληλη h . Χρησιμοποιώντας το ίδιο επιχείρημα καταλήγουμε και στο 
αντίστροφο. Άρα τα σύνολα {l (γ ) ∣ γ∈Γ [ z ,w ] } {l( g ) ∣ g∈Γ [w , z ] } είναι ίσα. Συνεπώς έχουν
το ίδιο infimum και έτσι d ( z , w) = d (w , z ) .

Πρόταση 2
Έστω z ,w ,u ∈H τρία διακεκριμένα σημεία. Τότε d ( z , w) + d (w , u) = d (z , u) αν και 
μόνον αν το w περιέχεται στο υπερβολικό ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το z με το u .

➢ Επιπλέον, για κάθε γεωμετρία που ορίζουμε, αναζητούμε την ομάδα των μετασχηματισμών
M öbius , που απεικονίζουν το σύνολο αναφοράς της γεωμετρίας στον εαυτό του. Συνεπώς, 

αν υποθέσουμε ότι το άνω ημιεπίπεδο Η στο μιγαδικό επίπεδο ℂ  να είναι το σύνολο 
αναφοράς της Υπερβολικής Γεωμετρίας, τότε, αυτό αποτελείται από την ομάδα των 
μετασχηματισμών M öbius Μ 1  που απεικονίζουν το άνω ημιεπίπεδο Η   στον εαυτό του 
όπως θα δείξουμε παρακάτω.

(Υπενθύμιση
Για έναν δακτύλιο R μπορούμε να ορίσουμε την 22 ειδική γραμμική ομάδα (special linear 

group) SL (2, R) := {(a b
c d ) : a ,b , c , d∈R , ad−cb=1} καθώς επίσης και την αντίστοιχη 

ειδική προβολική ομάδα (projective special linear group) PSL(2, R) := SL(2, R)/Z , όπου το Ζ 
συμβολίζει την (κεντρική) υποομάδα των διαγώνιων πινάκων της SL (2, R) ,δηλαδή την

Z = {(a 0
0 a) ∈ SL(2,R)} = {(a 0

0 a) : a∈R , a2
=1} . Στην περίπτωση που R=ℝ και

R=ℤ τότε Ζ={±Ι 2} . )

Θεωρούμε την ομάδα SL (2,ℝ) των 22 πινάκων με στοιχεία πραγματικούς αριθούς και 
ορίζουσα 1.Αυτή η ομάδα δρα στο Η με τους μετασχηματιμούς M öbius όπως φαίνεται 
παρακάτω:

σε κάθε G = (a b
c d) ∈SL (2,ℝ) αντιστοιχίζουμε τον μετασχηματισμό T G( z) =

az+b
cz+d

,

όπου a ,b , c , d ∈ℝ και ad−cb=1 .

Πρόταση 3
Για κάθε μετασχηματισμό M öbius T G∈M 1 και κάθε ζευγάρι σημείων z ,w ∈H , έχουμε:

d ( z , w) = d (Τ G( z) , T G(w)) .
Πρόταση 4
Το σύνολο Μ 1 αυτών των μετασχηματισμών M öbius , αποτελεί ομάδα με πράξη τη σύνθεση 
συναρτήσεων.
Απόδειξη
Πράγματι
1)Κλειστότητα ως προς την πράξη της σύνθεσης, δηλαδή αν

T G , T H∈M 1T G∘T H = T G⋅H∈M 1

Έστω T G( z) =
az+b
cz+d

, T G ∈M 1 o μετασχηματισμός M öbius που αντιστοιχίζεται στον 
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πίνακα G = (a b
c d) ∈SL (2,ℝ) και T H (z ) =

ez+ f
gz+h

, T H ∈M 1 ο μετασχηματισμός

M öbius που αντιστοιχίζεται στον πίνακα H = (e f
g h ) ∈SL(2,ℝ) τότε

T G∘T H (z ) = T G( ez+ f
gz+h ) =

a( ez+ f
gz+h)+b

c( ez+ f
gz+h )+d

=
a(ez+ f )+b (gz+h)
c (ez+ f )+d (gz+h)

=
(ae+bg ) z+(af +bh)
(ce+dg ) z+(cf +dh)

= T G⋅H (z )

 T G ∘T H=T G⋅H .

 

Από την παραπάνω έκφραση του μετασχηματισμού έχουμε ότι για τον μετασχηματισμό T G ∘T H

ισχύει
ae+bg , af +bh , ce+dg , cf +dh ∈ℝ αφού a , b , c , d , e , f , g , h ∈ℝ .

Επιπλέον

(ae+bg )(cf +dh)−(af +bh)(ce+dg ) = det (ae+bg af +bh
ce+dg cf +dh)

= det ((a b
c d )⋅( e f

g h)) = det (a b
c d)⋅det ( e f

g h) = 1⋅1 = 1≠0.

Επομένως ο T G ∘T H∈M 1 .

2)Ύπαρξη ουδετέρου στοιχείου.
Αν πάρουμε τον μετασχηματισμό M öbius Τ Ι2

( z)= z=1( z) ,που αντιστοιχίζεται στον 

μοναδιαίο πίνακα Ι 2 = (1 0
0 1) ∈SL(2,ℝ) .Προφανώς,

Τ G ∘T I2
= T I 2

∘T G = T G , ∀ T G∈M 1 . 

3)Ύπαρξη αντιστρόφου στοιχείου

Έστω T G( z) =
az+b
cz+d

, T G ∈M 1 o μετασχηματισμός M öbius που αντιστοιχίζεται στον 

πίνακα G = (a b
c d) ∈SL (2,ℝ)

Όπως έχουμε δείξει ήδη στο 1ο Κεφάλαιο στην Πρόταση 3 ο αντίστροφος μετασχηματισμός

M öbius του T G( z) =
az+b
cz+d

 είναι ο μετασχηματισμός M öbius

T G
−1
(w) =

−dw+b
cw−a

=
dw−b
−cw+a

= T
G−1(w) , που αντιστοιχίζεται στον πίνακα G−1 για τον 
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οποίο εύκολα αποδεικνύεται πως ισχύει G−1
= ( d −b

−c a ) ∈SL (2,ℝ) επομένως ο T G
−1

∈M 1 .

4)Προσεταιριστικός νόμος
Για οποιουσδήποτε μετασχηματισμούς T G , T H , Τ F∈M 1 ισχύει T G ∘(T H ∘Τ F) = (T G ∘T H)∘Τ F

το οποίο προφανώς ισχύει αφού η σύνθεση συναρτήσεων είναι πράξη προσεταιριστική.

Πρόταση 5
Οποιοσδήποτε μετασχηματισμός M öbius T G∈M 1 απεικονίζει το Η στον εαυτό του. Δηλαδή 
οποιοσδήποτε μετασχηματισμός M öbius T G∈M 1 είναι αυτομορφισμός.(Συγκεκριμένα 
σύμμορφος αυτομορφισμός, ως μετασχηματισμός M öbius ).

Απόδειξη
Έστω z∈H , μπορούμε να γράψουμε

Τ G(H )∋w = T G (z ) =
(az+b)(c z+d )

∣cz+d∣
2 =

ac∣z∣2 + adz + bc z + bd

∣cz + d∣
2

Σ 0 .

Άρα, Imw =
w − w

2i
=

(ad − bc)(z − z)

2i∣cz + d∣
2 =

Imz
∣cz + d∣

2  Σ 1 .

Συνεπώς, z∈H  Imz>0  Imw>0  w∈H . Επομένως, Τ G(H )⊆H .

Έχουμε δείξει ήδη στο κεφάλαιο 1 ότι κάθε μετασχηματισμός M öbius είναι αμφιμονοσήμαντος.

Τέλος στην πρόταση 4 δείξαμε ότι αν  G , H∈SL(2,ℝ)  , τότε T G∘T H = T G⋅H∈Μ 1 και

Τ G
−1

= T G−1∈M 1 συνεπώς ο Τ G είναι αυτομορφισμός.

Πρόταση 6
Ο Τ G δρα ουδέτερα στο Η αν και μόνον αν G=±I 2 . 
Απόδειξη
Αν G=±I 2 τότε Τ G=1 .
Αντιστρόφως, για να δρα ο Τ G ουδέτερα στο Η, δηλαδή για να είναι Τ G=1 έχουμε

T G( z)=z , ∀ z∈H  ImT G (z )=Imz και ReT G( z)=Rez 
∀ z= x+iy∈H

Σ 1

y
(cx + d )2

+(cy)2
= y  (cx + d )2 +(cy )2 = 1, ∀ x∈ℝ και y>0

c=0 και d=±1

Επειδή ισχύει ad−cb=1 
c=0

ad=1 , που σημαίνει ότι είτε a=d=1 είτε a=d=−1 . 
Τέλος, από τα παραπάνω και την Σ 0 προκύπτει ότι b=0 .Συνεπώς, G=±I 2 .

Παρατήρηση
Αν πάρουμε την απεικόνιση π : SL(2,ℝ)→ M 1 η οποία αντιστοιχίζει τον πίνακα G της ομάδας

SL (2,ℝ) στον μετασχηματισμό M öbius Τ G∈Μ 1 τότε όπως αποδείξαμε στην πρόταση 4 
ισχύει π (G⋅H )=T G⋅H=T G ∘T H=π (G)⋅π (H ) . Με άλλα λόγια, η απεικόνιση π είναι 
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ομοιομορφισμός ομάδων.
Παρατηρούμε ότι οι πίνακες που προκύπτουν πολλάπλασιάζοντας τον G με ±1 , δηλαδή οι 
πίνακες G , −G ορίζουν τον ίδιο μετασχηματισμό M öbius . O πυρήνας της απεικόνισης

π όπως δείξαμε στην πρόταση 6 είναι το σύνολο {±Ι 2} . Έτσι από το πρώτο θεώρημα 
ισομορφισμών της θεωρίας ομάδων προκύπτει ότι η ομάδα πηλίκο SL (2,ℝ) / {±I 2} είναι 
ισόμορφη της ομάδας M öbius . Η ομάδα πηλίκο αυτή είναι γνωστή ως η προβολική γραμμική 
ομάδα και συμβολίζεται με PSL(2,ℝ) .Συνεπώς από τα παραπάνω έχουμε:

Παρόλο που τεχνικά τα στοιχεία της PSL(2,ℝ) δεν είναι 22 πίνακες, συνεχίζουμε να 
γράφουμε τα στοιχεία του PSL(2,ℝ) σαν στοιχεία του SL (2,ℝ) με την παραδοχή ότι το G
ταυτίζεται με το −G .
Συνεπώς θεωρούμε ότι η PSL(2,ℝ) περιέχει όλους τους μετασχηματισμούς της μορφής

T (z ) =
az+b
cz+d

a ,b , c , d ∈ℝ ad−cd=Δ>0 αφού διαιρώντας τον αριθμητή και τον 

παρανομαστή με √Δ ,προκύπτει ένας πίνακας με ορίζουσα 1. Συγκεκριμμένα, PSL(2,ℝ)
περιέχει όλους τους μετασχηματισμούς της μορφής T (z ) = az+b , a ,b ∈ℝ , a>0. Επειδή οι 
μετασχηματισμοί στην PSL(2,ℝ) είναι συνεχείς έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα   1
Η ομάδα PSL(2,ℝ) δρα στο Η με ομοιομορφισμούς.

Ορισμός Ένας μετασχηματισμός από το Η στον εαυτό του καλείται ισομετρία αν διατηρεί την 
υπερβολική απόσταση στο Η.
Συμβολίζουμε με Isom(H) την ομάδα των ισομετριών.

Θεώρημα   2
Οι μετασχηματισμοι M öbius είναι ισομετρίες, δηλαδή PSL(2,ℝ)⊂Isom(H ).

Απόδειξη
'Εστω Τ ∈PSL(2,ℝ) από το Θεώρημα 1 ο Τ απεικονίζει το Η στον εαυτό του. Έστω

γ : Ι → Η είναι τμηματικά διαφορίσιμη καμπύλη δοσμένη από την z (t ) = x (t) + iy( t).

Έστω w = T (z ) =
az + b
cz + d

, συνεπώς έχουμε w (t) = T ( z (t)) = u (t) + iv( t) κατά μήκος 

της καμπύλης γ . 

Διαφορίζοντας, παίρνουμε
dw
dz

=
a (cz + d )−c (az + b)

(cz + d )2 =
1

(cz + d )2 .  

Από την Σ 1 έχουμε v =
y

∣cz + d∣2
, συνεπώς ∣dw

dz ∣ =
v
y

.

Συνεπώς l (T (γ )) = ∫
a

b ∣dw
dt ∣dt

v (t)
= ∫

a

b ∣dw
dz ∣∣

dz
dt∣dt

v (t)
= ∫

a

b ∣dz
dt∣dt

y (t)
= l(γ) .

Το αναλλοίωτο της υπερβολικής απόστασής προκύπτει άμεσα.
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Θεώρημα 3
Οποιοσδήποτε μετασχηματισμός M öbius T G∈M 1 απεικονίζει υπερβολικές ευθείες στο Η σε 
υπερβολικές ευθείες στο Η.
Απόδειξη
Το θεώρημα είναι άμεση συνέπεια της πρότασης 3 του κεφαλαίου 1 που δηλώνει ότι οι 
μετασχηματισμοί M öbius είναι σύμμορφες απεικονίσεις. Αυτό σημαίνει ότι ο μετασχηματισμός 
διατηρεί τις γωνίες μεταξύ κύκλων στο ℂ . Επομένως, επειδή κάθε υπερβολική ευθεία στο Η 
είναι η τομή του Η με έναν κύκλο στο ℂ κάθετο στον άξονα των x και επειδή από την πρόταση
3 του κεφαλαίου 1 κάθε μετασχηματισμός M öbius απεικονίζει κύκλους σε κύκλους, προκύπτει 
το ζητούμενο.
(Υπενθυμίζουμε ότι τις ευθείες τις θεωρούμε κύκλους με άπειρη ακτίνα.)

β  )   Το μοντέλο του δίσκου του Poincar é

Ορίζουμε το μοντέλο του δίδκου του Poincar é . Ο υποκείμενος χώρος σε αυτό το μοντέλο είναι 
το εσωτερικό του μοναδιαίου δίσκου στο μιγαδικό επίπεδο ℂ , ο οποίος ορίζεται ως

D = {z∈ℂ ∣ ∣z∣<1} = {(x , y)∈ℝ2
∣ x2

+ y2
<1 }

● Το μοντέλο του δίσκου είναιι εφοδιασμένο με την μετρική ds = 2 √dx2
+dy2

1−(x2
+ y2

)
,

            η οποία είναι η υπερβολική μετρική. Με την υπερβολική μετρική μπορούμε να
            υπολογίσουμε το μήκος μιας καμπύλης γ :
             Έστω Ι = [a , b ] είναι ένα διάστημα και έστω γ : Ι → Η είναι η τμηματικά 
            διαφορίσιμη καμπύλη στο D με γ (t ) = {v (t) = x (t ) + iy(t) ∣ t∈ I } . 
           

           Το μήκος της καμπύλης ορίζεται ως l (γ ) = 2∫
a

b √( dx
dt

)
2

+ (
dy
dt

)
2

1−( x2
(t)+ y 2

( t))
dt = 2∫

γ

∣dz∣

1−∣z∣
2 .

           Παρακάτω θα ορίσουμε την υπερβολική απόσταση d ( z , w) μεταξύ δύο σημείων
          z ,w ∈D . 

● Στον D  χρησιμοποιούμε την συνηθισμένη έννοια για το σημείο , όπως αυτή δίνεται στο
ℂ . Τα σημεία που ανήκουν στο D ονομάζονται  D- σημεία, ενώ τα σημεία που ανήκουν 

στον μοναδιαίο κύκλο ονομάζονται κατέκδοχήν σημεία.

● Οι  υπερβολικές ευθείες στο μοντέλο μας είναι:
i) Οι διάμετροι του δίσκου D. 
ii) Τα τόξα των κύκλων που βρίσκονται εντός του δίσκου D και είναι ορθογώνιοι με την 
περιφερειά του.  
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            Ορισμός: Ο κύκλος του οποίου το τόξο είναι μια υπερβολική ευθεία ονομαζεται φορέας της
            υπερβολικής ευθείας.
           
             Ορισμός: Δύο ευθείες λέγονται παράλληλες αν εφάπτονται μεταξύ τους σε ένα έχουν ένα    
             κατ' εκδοχήν σημείο της περιφέρειας του δίσκου D.

           

             

              Ορισμός: Έστω g μια υπερβολική ευθεία και Α ένα σημείο του D εκτός αυτής και τα Χ, 
              Υ κατ' εκδοχήν σημεία της g . Τότε οι υπερβολικές ευθείες που περνούν από τα Χ, Υ  
              αντίστοιχα και τέμνονται στο Α ονομάζονται οριακές υπερβολικές ευθείες της g και είναι 
              παράλληλες με αυτή.

              Ορισμός: Έστω g μια υπερβολική ευθεία , Α ένα σημείο του D εκτός αυτής , Χ, Υ κατ' 
              εκδοχήν σημεία της g και η προβολή Β του Α πάνω στην g . Θεωρούμε την οριακή 
              παράλληλη ευθεία l που διέρχεται από τα Α, Υ και ένα σημείο C του D πάνω σε αυτή.
              Τότε η γωνία   A, B, Υ  ονομάζεται  γωνία παραλληλίας της g στο Α.

            
           
              Ορισμός: Δύο υπερβολικές ευθείες λέγονται υπεραράλληλες αν δεν έχουν κανένα κοινό  
              σημείο.
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● Επίσης, στον D χρησιμοποιούμε την ίδια έννοια για την γωνία, όπως αυτή δίνεται στο ℂ
,δηλαδή γωνία μεταξύ δύο υπερβολικών ευθειών στον D ορίζεται να είναι η γωνία που 
σχηματίζουν οι  Ευκλείδειες εφαπτομένες τους στο σημείο τομής τους. 

     

Πρίν μελετήσουμε την έννοια της απόστασης παραθέτουμε κάποιους χρήσιμους ορισμούς,

Ορισμός: Έστω τέσσερα συνευθειακά σημεία z1, z2, w1, w2,  στο υπερβολικό επίπεδο όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Ορίζουμε τον διπλό λόγο ή αρμονικό λόγο των σημείων αυτών ως 
εξής:

(z1, z 2, w1, w2) = ∣z1−w1

z1−w2

⋅
z2−w2

z2−w1
∣ .

Ορισμός: Έστω z1, z2, w1, w2, τέσσερα συνευθειακά σημεία του υπερβολικού επιπέδου τέτοια 
ώστε να ισχύει: (z1, z 2, w1, w2) = 1 . Τότε λέμε ότι τα σημεία w1, w2, είναι συζυγή αρμονικά ως 
προς τα z1, z2,  Επίσης λέμε, ότι αποτελούν αρμονική τετράδα.

Ορισμός: Η απόσταση δύο σημείων z1, z2,  στο μοντέλο του δίσκου ορίζεται ως εξής:

d ( z1, z2) = ∣ln (z1, z 2, w1, w2)∣
όπου w1, w 2, κατ' εκδοχήν σημεία της υπερβολικής ευθείας που διέρχεται από τα z1, z2, .

Πρόταση 1
Για την Υπερβολική απόσταση d ( z1, z2) με z1, z2∈D , ισχύουν:
i) d ( z , z ) =0 και d ( z1, z2) ≥0, αν z1≠ z2

ii) d ( z1, z2) = d (z 2, z1)

Απόδειξη
i) Προφανώς, d ( z1, z2) ≥0. Επίσης, d ( z , z ) = ∣ln 1∣ = 0 .
ii) Από το παραπάνω σχήμα έχουμε
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d ( z1, z2) = ∣ln (z1, z 2, w1, w2)∣= ∣ln(∣z1−w1∣
∣z1−w2∣

⋅
∣z 2−w2∣
∣z 2−w1∣)∣= ∣ln(∣z1−w2∣

∣z1−w1∣
⋅
∣z 2−w1∣
∣z2−w2∣)

−1

∣ =
= ∣−d (z2, z1)∣= d (z2, z1).

Πρόταση 2
Έστω z1, z2, z 3 ∈D τρία διακεκριμένα σημεία. Τότε d ( z1, z3) + d (z3, z2) = d ( z1, z2) αν και 
μόνον αν το z3 περιέχεται στο υπερβολικό ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το z1 με το z2 .
Απόδειξη

d ( z1, z3) = ∣ln ( z1, z3, w1, w2)∣ = ∣ln(∣z1−w1∣
∣z 1−w2∣

⋅
∣z3−w2∣
∣z3−w1∣)∣ = ln(∣z1−w1∣

∣z1−w2∣
⋅
∣z3−w2∣
∣z3−w1∣) , διότι

∣z 1−w1∣>∣z3−w1∣, ∣z3−w2∣>∣z1−w2∣ . Συνεπώς, ∣z1−w1

z3−w1
∣>1, ∣z3−w2

z1−w2
∣>1 , οπότε

∣z1−w1

z1−w2
∣⋅∣z 3−w2

z 3−w1
∣>1 ,επομένως d ( z1, z3) = ln(∣z1−w1

z 1−w2

⋅
z3−w2

z3−w1
∣) >0 .

Ομοίως, ισχύουν d ( z3, z2) = ln(∣z3−w1

z3−w2

⋅
z 2−w2

z2−w1
∣) >0

d ( z1, z2) = ln(∣z1−w1

z1−w2

⋅
z 2−w2

z 2−w1
∣) >0 . 

Άρα

           

d ( z1, z3) + d (z3, z2) =ln(∣z1−w1

z1−w2

⋅
z3−w2

z3−w1

⋅
z3−w1

z 3−w2

⋅
z2−w2

z 2−w1
∣) =

= ln(∣z1−w1

z1−w2

⋅
z 2−w2

z 2−w1
∣) = d ( z1, z2) .

Πρόταση   3
Αν υποθέσουμε ότι το σημείο z1 ∈D μένει σταθερό και το σημείο z2 ∈D τείνει στο z1 , τότε
ο αρμονικός λόγος (z1, z 2, w1, w2) αυξάνει κατά συνεχή τρόπο ξεκινώντας από το 1(όταν το

z2 z1 ) τείνει στο άπειρο όταν το z2 τείνει στο w1 .

Πρόταση 4

Αν z1 ∈D και d (0, z 1) = d , τότε ισχύει ∣z 1∣ =
ed
−1

ed
+1

.
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Απόδειξη
Έστω w1, w2 κατ' εκδοχήν σημεία της διαμέτρου του δίσκου D

d = d (0, z1) = ∣ln (0, z1, w1, w2)∣ = ∣ln(∣0−w1∣
∣0−w2∣

⋅
∣z1−w2∣
∣z1−w1∣)∣ = ln

∣z1−w2∣
∣z1−w1∣

= ln
1+∣z1∣
1−∣z1∣

.

Άρα ed
=

1+∣z1∣
1−∣z1∣

. Συνεπώς, ∣z 1∣ =
ed
−1

ed
+1

.

Πρόταση 5
Έστω l μια υπερβολική ευθεία που τέμνει την περιφέρεια του δίσκου D στα κατ' εκδοχήν σημεία

w1, w2 . Τότε για κάθε σημείο z1  του D που ανήκει στην l ο ομοιομορφισμός f : l →ℝ που

ορίζεται με τον τύπο f (z1) = ln
∣z1−w1∣
∣z1−w2∣

, έχει την ιδιότητα d ( z1, z2) = ∣f (z1)− f (z 2)∣ για όλα

τα z1, z2∈l∩D .
Απόδειξη
Η συνάρτηση f είναι αύξουσα από την υπερβολική ευθεία l στο ℝ τέτοια ώστε όταν το

z1 τείνει στο w2 , το f (z1) τείνει στο άπειρο και όταν τείνει στο w1 , τότε το f (z1)

τείνει στο μείον άπειρο. Από την πρόταση 2 έχουμε ότι για τα σημεία w1, z2 ισχύει
d (w1, z 2) = d (w1, z1) + d ( z1, z2) . Επομένως, έχουμε

d ( z1, z2) = d (w1, z2) − d (w1, z1) = ∣ln (w1, z2, z1, w2)∣− ∣ln (z1, z2, w1, w 2)∣=

= ∣ln( ∣w1−z1∣
∣w1−w2∣

⋅
∣z 2−w2∣
∣z 2−z1∣)∣− ∣ln(∣w1−z2∣

∣w1−w2∣
⋅
∣z1−w2∣
∣z1−z 2∣ )∣ =

= ∣ln(
∣w 1−z1∣
∣w 1−w2∣

⋅
∣z2−w 2∣
∣z2−z1∣

∣w 1−z2∣
∣w 1−w2∣

⋅
∣z1−w 2∣
∣z1−z 2∣

)∣ = ∣ln(∣z1−w1

z1−w2

⋅
z2−w2

z2−w1
∣)∣ =

= ∣ln(∣z 1−w1

z1−w2
∣) + ln(∣z2−w2

z2−w1
∣)∣ =

= ∣ln(∣z1−w1

z 1−w2
∣) + ln(∣z2−w1

z2−w2
∣)

−1

∣ =
= ∣ln(∣z1−w1

z1−w2
∣) − ln(∣z 2−w1

z 2−w 2
∣)∣= ∣ f ( z1)− f (z2)∣.

                                                                                                                                                         74

z 0

w1

z1

w2



➢ Επιπλέον, η ομάδα των μετασχηματισμών M öbius , που απεικονίζουν το σύνολο D στον 
εαυτό του είναι, όπως έχουμε δείξει στην πρόταση 4 του κεφαλαίου 1, το σύνολο των 
μετασχηματισμών M öbius της μορφής: 

Τ (z )=eiθ z−z0

1−z0 z
για κάποιο σταθερό z0∈D και θ∈[0, 2π  , ο οποίος στέλνει το z0 στο 0.

γ  )   Το μοντέλο του   Klein

Ο υποκείμενος χώρος σε αυτό το μοντέλο είναι το εσωτερικό του μοναδιαίου δίσκου στο μιγαδικό 
επίπεδο ℂ , ο οποίος ορίζεται ως

D = {z∈ℂ ∣ ∣z∣<1} = {(x , y)∈ℝ2 ∣ x2+ y2<1 }
● Το μοντέλο του δίσκου είναιι εφοδιασμένο με την μετρική

ds = √ dx2
+dy2

1−x2
− y2 +

( xdx+ ydy)2

(1−x2
− y2

)
2 ,

            η οποία είναι η υπερβολική μετρική. 

● Στον D  χρησιμοποιούμε την συνηθισμένη έννοια για το σημείο , όπως αυτή δίνεται στο
ℂ . Τα σημεία που ανήκουν στο D ονομάζονται  K- σημεία, ενώ τα σημεία που ανήκουν 

στον μοναδιαίο κύκλο ονομάζονται κατέκδοχήν σημεία.

● Οι  υπερβολικές ευθείες στο μοντέλο μας είναι οι χορδές του δίσκου χωρίς τα άκρα τους. 
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            Ορισμός: Λέμε ότι δύο ευθείες τέμνονται, αν τέμνονται κατά την ευκλείδεια έννοια και το
            σημείο τομής τους βρίσκεται μέσα στον δίσκο D. Δύο τέτοιες ευθείες είναι οι SM και FR
            του παραπάνω σχήματος. 
           
            Ορισμός: Θεωρούμε χορδή PQ του δίσκου D και ένα σημείο C που δεν βρίσκεται πάνω σε
            αυτή. H ευθεία που ορίζεται από το ευθύγραμμο τμήμα CP ονομάζεται οριακή ευθεία της  
            PQ και είναι παράλληλη σε αυτή.
        
            Ορισμός: Δύο ευθείες λέγονται υπερπαράλληλες αν δεν έχουν κοινό σημείο μέσα στον
            δίσκο D. Δύο τέτοιες ευθείες είναι οι PQ και FR του παραπάνω σχήματος. 

● Ορισμός: Για τις ευθείες l, m του δίσκου D που τέμνονται στο σημείο A, ορίζουμε το μέτρο 
της γωνίας που δημιουργείται από τα l, m, A ως την γωνία που δημιουργείται από τα τόξα l΄,
m΄ των ορθογώνιων κύκλων με την περιφέρεια του δίσκου D. Οι κύκλοι αυτοί τέμνονται 
στο Α΄ στο εσωτερικό του δίσκου D και τέμνουν τον D στα κατ’ εκδοχήν σημεία των l, m .

           

          Ορισμός: Ονομάζουμε πόλο μιας χορδής AB το συμμετρικό του σημείου P (ως προς τον
          μοναδιαίο κύκλο) του μέσου M της χορδής AB, το οποίο βρίσκεται στο συμπλήρωμα του 
          δίσκου D και από αυτό περνούν και οι εφαπτόμενες του δίσκου.

           Ορισμός: Μία ευθεία g του D είναι κάθετη σε μία ευθεία l, αν η g περνάει από τον πόλο P
           της l.
           Ορισμός: Την ευθεία l πάνω στην οποία βρίσκεται η χορδή AB και είναι κάθετη στην g την 
           ονομάζουμε πολική του P .

● Ορισμός: Η απόσταση δύο σημείων z1, z2,  στο μοντέλο του Klein ορίζεται ως εξής:

d ( z1, z2) =
1
2
∣ln (z1, z 2, w1, w2)∣

όπου w1, w 2, κατ' εκδοχήν σημεία της υπερβολικής ευθείας που διέρχεται από τα z1, z2, .
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Πρόταση 1
Για την Υπερβολική απόσταση d ( z1, z2) με z1, z2∈D , ισχύουν:
i) d ( z , z ) =0 και d ( z1, z2) ≥0, αν z1≠ z2

ii) d ( z1, z2) = d (z 2, z1)

Απόδειξη
i) Προφανώς, d ( z1, z2) ≥0. Επίσης, d ( z , z ) = ∣ln 1∣ = 0 .
ii) Από το παραπάνω σχήμα έχουμε

d ( z1, z2) =
1
2
∣ln (z1, z 2, w1, w2)∣ =

1
2 ∣ln(∣z 1−w 1∣

∣z1−w 2∣
⋅
∣z2−w2∣
∣z2−w1∣)∣ =

1
2 ∣ln(∣z 1−w2∣

∣z1−w1∣
⋅
∣z2−w1∣
∣z2−w2∣)

−1

∣ =
= ∣−d (z2, z1)∣= d (z2, z1).

Πρόταση 2
Έστω z1, z2, z 3 ∈D τρία διακεκριμένα σημεία. Τότε d ( z1, z3) + d (z3, z2) = d ( z1, z2) αν και 
μόνον αν το z3 περιέχεται στο υπερβολικό ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το z1 με το z2 .
Απόδειξη

d ( z1, z3) =
1
2

∣ln (z1, z3, w1, w 2)∣=
1
2 ∣ln(∣z1−w1∣

∣z1−w2∣
⋅
∣z 3−w2∣
∣z 3−w1∣)∣=

1
2

ln(∣z1−w1∣
∣z 1−w2∣

⋅
∣z3−w2∣
∣z3−w1∣) , 

διότι

∣z 1−w1∣>∣z3−w1∣, ∣z3−w2∣>∣z1−w2∣ . Συνεπώς, ∣z1−w1

z3−w1
∣>1, ∣z3−w2

z1−w2
∣>1 , οπότε

∣z1−w1

z1−w2
∣⋅∣z 3−w2

z 3−w1
∣>1 ,επομένως d ( z1, z3) =

1
2

ln(∣z1−w1

z1−w2

⋅
z3−w2

z 3−w1
∣) >0 .

Ομοίως, ισχύουν d ( z3, z2) =
1
2

ln(∣z3−w1

z3−w2

⋅
z2−w2

z2−w1
∣) >0

d ( z1, z2) =
1
2

ln(∣z1−w1

z1−w2

⋅
z 2−w2

z2−w1
∣) >0 . 

Άρα           

d ( z1, z3) + d (z3, z2) =
1
2

ln(∣z 1−w1

z1−w2

⋅
z3−w2

z3−w1

⋅
z3−w1

z3−w2

⋅
z 2−w2

z 2−w1
∣) =

=
1
2

ln(∣z1−w1

z1−w2

⋅
z 2−w2

z2−w1
∣) = d ( z1, z2).
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Πρόταση   3
Για δύο γειτονικά σημεία z1, z2 ∈D ισχύει d ( z1, z2)→0 . Ακόμα αν το σημείο z1 ∈D τείνει 
στο σημείο w1 ή το σημείο z2 τείνει στο σημείο w2 , τότε ο αρμονικός λόγος (z1, z 2, w1, w2)
τείνει είτε στο μηδέν,είτε στο άπειρο, οπότε d ( z1, z2)→ .

δ  )   Ισομορφία μεταξύ των μοντέλων του   Klein   και του μοναδιαίου δίσκου του Poincar é

Θέλουμε να βρούμε έναν ισομορφισμό ανάμεσα στo μοντέλo του μοναδιαίου δίσκου του
Poincar é και στο μοντέλο του Klein. 

Θεωρούμε την στερεογραφική προβολή π από τον βόρειο πόλο Ν (0, 0 , 1) της μοναδιαίας 
σφαίρας S του ℝ

3 στο ισημερινό επίπεδo {x∈ℝ3 : x3 = 0}. H απεικόνιση

π : S ∖ {N }⊂ℝ3
→ℝ

2 είναι αμφιμονότιμη και επί και οι απεικονίσεις π , π−1 είναι συνεχείς. Η 
αντίστροφη απεικόνιση π−1 απεικονίζει αμφιμονότιμα και επί τον μοναδιαίο δίσκο D του 
ευκλειδείου επιπέδου στο νότιο ημισφαίριο της μοναδιαίας σφαίρας. 

Πρόταση 1
Προβάλλοντας κάθετα τα σημεία του νότιου ημισφαιρίου στον μοναδιαίο δίσκο D παίρνουμε την

απεικόνιση f : D→ D με f (x , y ) = ( 2x

1+ x2
+ y2

,
2y

1+ x2
+ y2).

Απόδειξη
Έστω Α = ( x , y )∈D ένα σημείο του μοναδιαίου δίσκου D , το οποίο αν το θεωρήσουμε στον
ℝ

3 γράφεται A = ( x , y , 0) . Τότε οι συντεταγμένες ενός σημείου που ανήκει στην ευθεία που 
ενώνει τον βόρειο πόλο Ν (0, 0 , 1) της μοναδιαίας σφαίρας και το σημείο A = ( x , y ,0) είναι 
οι εξής: λ( x , y ,−1) + (0,0,1) = ( λx , λy ,1−λ) , λ∈ℝ . Το ευθύγραμμο τμήμα ΝΑ τέμνει το 
νότιο ημισφαίριο της μοναδιαίας σφαίρας στο σημείο Μ = ( λx , λy ,1−λ) , οπότε έχουμε:

( λx)
2
+ ( λy )

2
+ (1−λ)

2
= 1. Έτσι, λύνοντας την εξίσωση ως προς λ παίρνουμε:

λ=0Ν (0,0,1) (το οποίο απορρίπτουμε) ή λ =
2

1+ x2
+ y2

(το οποίο δεχόμαστε). Άρα

M = ( 2x

1+x2
+ y2

,
2y

1+x2
+ y2

, 1−
2

1+ x2
+ y2) . Επομένως, προβάλλοντας κάθετα το σημείο

M στον δίσκο D έχουμε Β = ( 2x

1+x2
+ y2

,
2y

1+ x2
+ y2) . Έτσι παίρνουμε μια απεικόνιση

f : D→ D με f (x , y ) = ( 2x

1+ x2
+ y2

,
2y

1+ x2
+ y2). Εύκολα επαληθεύεται ότι η f είναι 

ισομορφισμός.
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Πρόταση 2 
Η απεικόνιση f απεικονίζει την ευθεία l του μοντέλου του Poincar é  στην ευθεία k του 
μοντέλου του Klein.

Απόδειξη
Έστω Ο το κέντρο του δίσκου D και Α ένα εσωτερικό του σημείο. Θεωρούμε το κυκλικό 
τόξο l που περνάει από το Α , είναι ορθογώνιο με την περιφέρεια του δίσκου D και τον 
τέμνει στα κατ΄ έδοχην σημεία P ,Q . Έτσι, το l είναι μια ευθεία στο μοντέλο του δίσκου του

Poincar é που περνάει από το σημείο Α του μοντέλου αυτού. Θεωρούμε το ευθύγραμμο 
τμήμα ΟΑ που αν επεκταθεί τέμνει την χορδή PQ στο Β . Η χορδή PQ ορίζει την ευθεία

k του μοντέλου του Klein που περνάει από το σημείο Β του ίδιου μοντέλου.

Συνεπώς, ο ισομορφισμός f απεικονίζει το μοντέλο του Poincar é στο μοντέλο του Klein.
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Κεφάλαιο 3

 Το θεώρημα δομής των σύμμορφων απεικονίσεων του   Liouville

Στα μαθηματικά το θεώρημα του Liouville  είναι ένα θεώρημα ακαμψίας (rigidity) για τις 
σύμμορφες απεικονίσεις στον Ευκλείδειο χώρο.  Δηλώνει ότι κάθε λεία (smooth) σύμμορφη 
απεικόνιση σε μία περιοχή του ℝ

n , όπου n≥3 , μπορεί να εκφραστεί ως σύνθεση  ομοιοτήτων 
και αντιστροφών, οι οποίες είναι  μετασχηματισμοί Μ öbius . Αυτό περιορίζει αρκετά την 
ποικιλία των πιθανών σύμμορφων απεικονίσεων στο ℝ

3 και σε χώρους μεγαλύτερης διάστασής. 
Σε αντίθεση με τις σύμμορφες απεικονίσεις στο ℝ

2 οι οποίες μπορούν να γίνουν πολύ πιο 
πολύπλοκες. Για παράδειγμα στο ℝ

2 όλες οι απλά συνεκτικές επίπεδες περιοχές είναι σύμμορφα 
ισοδύναμες, σύμφωνα με το θεωρήμα απεικονίσεων του Riemann.
Tο θεώρημα του Liouville αποδείχτηκε για πρώτη φορά από τον Joseph Liouville in 18505 σε τρείς 
διαστάσεις. Η κλασική του απόδειξη απαιτεί ότι η απεικόνιση να είναι τουλάχιστον C3 και επίσης
απαιτεί κάποια γνώση Διαφορικής γεωμετρίας. Μία πιο πρόσφατη διαφορογεωμετρική απόδειξη 
δόθηκε από τον M. Huff6 και είναι επίσης για C3 απεικονίσεις. Το αποτέλεσμα είναι γνωστό και 
για C1 απεικονίσεις7. Το 1960  o R. Nevanlinna8 έδωσε μια στοιχειώδη απόδειξη για C4

απεικονίσεις την οποία και παρουσιάζουμε παρακάτω. Επίσης, όπως απέδειξε το 1969 ο R. Phillips9

μια τροποποιημένη εκδοχή της απόδειξης του Nevanlinna είναι επίσης έγκυρη όταν οι απεικονίσεις 
υποτεθούν να είναι μόνο C2 διαφορίσιμες.

I)   Στοιχεία Διαφορικού λογισμού

➢ Διαφορικό απεικόνισης
Έστω f = ( f 1, f 2,. .. , f n) :U⊆ℝ

m
→ℝ

n μια απεικόνιση με πεδίο ορισμού το ανοιχτό 

σύνολο U , η οποία είναι διαφορίσιμη σε ένα σημείο p του U⊆ℝ
m . Τότε, η 

γραμμική απεικόνιση df p := (df 1 p , df 2 p , ... , df np) :ℝ
m
→ℝ

n ονομάζεται το διαφορικό 
της απεικόνισης f στο σημείο p.

Γνωρίζουμε ότι ισχύουν:

α) Έστω f = ( f 1, f 2,. .. , f n) :U⊆ℝ
m
→ℝ

n (όπου f i :U⊆ℝ
m
→ℝ , 1≤i≤n ) μια 

απεικόνιση με πεδίο ορισμού το ανοιχτό σύνολο U , η οποία είναι διαφορίσιμη σε ένα 
σημείο p του U⊆ℝ

m . 

Αν f  είναι διαφορίσιμη στο p, τότε lim
h→0

→

∣∣ f ( p+h)− f ( p)−df p(h)∣∣
∣∣h∣∣

= 0 .

β)  

Ισχύει df p(u) = lim
t →0

f ( p+tu )− f ( p)
t

, u∈ℝ
m . 

5 Liouville J.: ''Extension au cas des trois dimensions de la question du trace geographique'' , Note VI in the 
Appendix to G. Monge, Application de l' Analyse a la Geometrie, 5th ed. (J. Liouville, editor), Bachelier, Paris, 1850,
pp.609-616.

6 Huff M. : ''Conformal maps on Hilbert space'', Bull. Amer. Math. Soc.82 (1976), 147-149.
7 Hartman P. : ''On isometries  and on a theorem of Liouville'', Math. Z. 69 (1958), 202-210.
8 Nevanlinna R. : ''On differentiable mappings'', in Analytic Functions, Princeton Math. Ser., vol. 24, Princeton Univ. 

Press, 1960, pp. 3-9.
9   Phillips Robert : ''Liouville΄s Theorem'', Pacific Journal of Mathematics Vol. 28, No. 2, 1969.
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Επομένως 

df p(e i) = lim
t →0

f ( p+tei)− f ( p)
t

, u∈ℝm

= (lim
t →0

f 1( p+te i)− f 1( p)

t
, ... , lim

t→0

f n( p+tei)− f n( p)

t )
= (∂ f 1

∂ x i

( p) ,... ,
∂ f n

∂ x i

( p)), 1≤i≤m

.

Άρα                                                                                 .

Συνεπώς ο πίνακας της df p :ℝm
→ℝ

n ως προς την κανονική βάση του ℝ
m είναι ο 

πίνακας Jacobi  που συμβολίζεται Jf := (∂ f j

∂ x i
)1≤i≤m

1≤ j≤n

.

γ)Έστω f :U⊆ℝ
m
→ℝ

n μια απεικόνιση με πεδίο ορισμού το ανοιχτό σύνολο U , η

 οποία είναι διαφορίσιμη σε ένα σημείο p του U⊆ℝ
m , τότε ορίζεται για κάθε u∈ℝm

df (u) :ℝm →ℝn ώστε df (u)( p):=
ορ

df p(u) , p∈U⊆ℝ
m .

δ)Θεώρημα
Μια απεικόνιση f :U⊆ℝ

m
→ℝ

n , η οποία είναι C1 σε ένα σημείο p του ανοιχτού 
συνόλου U⊆ℝ

m , είναι διαφορίσιμη  στο p.
➢ Δεύτερο διαφορικό απεικόνισης

Έστω f = ( f 1, f 2,. .. , f n) :U⊆ℝ
m
→ℝ

n (όπου f i :U⊆ℝ
m
→ℝ , 1≤i≤n )μια 

απεικόνιση με πεδίο ορισμού το ανοιχτό σύνολο U , η οποία είναι C2 διαφορίσιμη σε 
ένα σημείο p του U⊆ℝ

m . Τότε, η συμμετρική διγραμμική απεικόνιση
d 2 f p :ℝm

ℝ
m
→ℝ

n για την οποία ισχύει

ονομάζεται δεύτερο διαφορικό της απεικόνισης f στο σημείο p.

Γνωρίζουμε ότι ισχύουν:

α) Έστω f :U⊆ℝ
m
→ℝ

n μια απεικόνιση με πεδίο ορισμού το ανοιχτό σύνολο U , η 
οποία είναι διαφορίσιμη σε ένα σημείο p του U⊆ℝ

m , τότε για κάθε u , w∈ℝ
m ορίζεται 

η απεικόνιση d 2 f (u , w):ℝm→ℝn ως d 2 f (u , w)( p) = d 2 f p(u ,w) .

β)Λήμμα  1
Έστω απεικόνιση f :ℝm

→ℝ
n  είναι C2 διαφορίσιμη και p∈ℝm . Τότε

d 2 f p(u ,w) = d (df (u))p(w) , (u , w)∈ℝ
m
ℝ

m . 
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df p(ei) = (∂ f 1

∂ x i

( p) , ... ,
∂ f n

∂ x i

( p)), 1≤i≤m

d 2 f p(e i , e j) =
∂

2 f
∂ x i∂ x j

( p) = ( ∂
2 f 1

∂ x i∂ x j

( p) , ... ,
∂

2 f n

∂ x i∂ x j

( p)) , 1≤i , j≤m



γ)Λήμμα  2
Έστω f :U⊆ℝ

m
→ℝ

n μια C2 διαφορίσιμη απεικόνιση, όπου U⊆ℝ
m συνεκτικό.

Αν d 2 f p = O για κάθε p∈U τότε για κάθε p , q∈U : df p = df q και

f (x ) = df p(x )+ t
→

, όπου x∈ℝ
m και t

→

∈ℝ
m είναι σταθερά.

δ)Λήμμα  3
Έστω f :ℝm

→ℝ
n και g :ℝm

→ℝ
n C2 διαφορίσιμες απεικονίσεις. Τότε για κάθε

p∈ℝm και για κάθε u , v ,w∈ℝ
m ισχύει

d<df (u) , dg (v )>p(w) = <d 2 f p(u , w) , dg p(v)> + <df p(u) , d 2 g p(v , w)> .

➢ Τρίτο διαφορικό απεικόνισης
Έστω f = ( f 1, f 2,. .. , f n) :U⊆ℝ

m
→ℝ

n (όπου f i :U⊆ℝ
m
→ℝ , 1≤i≤n )μια

 απεικόνιση με πεδίο ορισμού το ανοιχτό σύνολο U , η οποία είναι C3 διαφορίσιμη σε 

ένα σημείο p του U⊆ℝ
m . Τότε, η συμμετρική πλειογραμμική απεικόνιση

d 3 f p :ℝm
ℝ

m
ℝ

m
→ℝ

n για την οποία ισχύει

ονομάζεται τρίτο διαφορικό της απεικόνισης f στο σημείο p.

➢ Γνωρίζουμε ότι ισχύουν:

α) Έστω f :U⊆ℝ
m
→ℝ

n μια απεικόνιση με πεδίο ορισμού το ανοιχτό σύνολο U , η

 οποία είναι διαφορίσιμη σε ένα σημείο p του U⊆ℝ
m , τότε για κάθε u , v ,w∈ℝ

m

ορίζεται η απεικόνιση d 3 f (u , v ,w):ℝm
→ℝ

n ως d 3 f (u , v ,w)( p) = d 3 f p(u , v ,w) .

β)Λήμμα  4
Έστω απεικόνιση f :ℝm

→ℝ
n η οποία είναι C3 διαφορίσιμη και p∈ℝm . Τότε

d 3 f p(u , v ,w) = d (d 2 f (u , v))p(w) , (u , v ,w)∈ℝ
m
ℝ

m
ℝ

m .
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d 3 f p(ei , e j , ek) =
∂

3 f
∂ x i∂ x j∂ xk

( p) = ( ∂
3 f 1

∂ x i∂ x j∂ xk

( p) , ... ,
∂

3 f n

∂ x i∂ x j∂ xk

( p)), 1≤i , j , k≤m



II  ) Σύμμορφες Απεικονίσεις στον ℝ
n , n≥3

Ορισμός: Έστω U⊂ℝ
n ανοιχτό. Μια διαφορίσιμη απεικόνιση f :U⊂ℝ

n
→ℝ

n καλείται 
σύμμορφη στο U, αν και μόνο αν, για κάθε p∈U και για κάθε γ1, γ 2:(−ε , ε)⊆ℝ→ℝ

n

διαφορίσιμες καμπύλες με γ1(0)= p=γ2(0) ισχύει
∢(γ1 ' (0) , γ2 ' (0)) = ∢(( f ∘ γ1) ' (0) ,( f ∘γ2)' (0))

Παρατήρηση
Η συνθήκη του προηγούμενου ορισμού γράφεται ισοδύναμα:

∢(γ1 ' (0) , γ2 ' (0)) = ∢(df γ1(0)
(γ1 ' (0)) , df γ2 (0 )

(γ2 ' (0))) ή αλλιώς 
∢(γ1 ' (0) , γ2 ' (0)) = ∢(df p(γ1 ' (0)) , df p(γ 2 ' (0)))

Επειδή για κάθε u , w∈T pℝ
n υπάρχουν γ1, γ 2:(−ε , ε)⊆ℝ→ℝ

n , ε>0 διαφορίσιμες καμπύλες 
ώστε γ1(0)= p=γ2(0) και γ1 ' (0)=u , γ 2 ' (0)=w και αντιστρόφως, προφανώς οπρισμός 
ισοδύναμοσ του προηγούμενου είναι ο ακόλουθος:

Μια διαφορίσιμη απεικόνιση f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n , U⊂ℝ
n ανοιχτό, καλείται σύμμορφη στο

U⊂ℝ
n αν και μόνο αν, για κάθε p∈U⊂ℝ

n και για κάθε u , w∈T pℝ
n ισχύει

∢(u ,w) = ∢(df p(u) , df p(w)) .

Ο παραπάνω όρισμός διευκολύνει ουσιαστικά ώστε να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το εξής:

Θεώρημα1
Έστω U⊂ℝ

n ανοιχτό και διαφορίσιμη απεικόνιση f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n . Ικανή και αναγκαία

 συνθήκη ώστε f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n να είναι σύμμορφη απεικόνιση είναι η συνάρτηση

λ :U⊂ℝ
n
→ℝ+ ώστε για κάθε p∈U⊂ℝ

n λ( p) =
∣∣df p(u)∣∣

∣∣u∣∣
, u∈T pℝ

n

να είναι καλός ορισμένη, δηλαδή η τιμή λ( p) να είναι ανεξάρτητη της επιλογής του u∈T pℝ
n .
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γ1 ' (0)

γ2 ' (0)

γ2
✳

γ1
✳

p
ℝ

n

( f ∘
γ 1
)' (

0)

( f ∘
γ 2
) ' (

0)

( f ∘
γ 1
)
✳

( f ∘
γ 2
)
✳

ℝn

f(p)

f

ℝ-ε ε0

γ1

γ2
f ∘ γ2

f ∘ γ1



Απόδειξη
i) Ικανή:                                                                                                                                                  

Έστω ότι η απεικόνιση λ :U⊂ℝ
n
→ℝ+ με λ( p) =

∣∣df p(u)∣∣
∣∣u∣∣

, p∈U⊂ℝ
n , u∈T pℝ

n

είναι καλώς ορισμένη. 

Τότε για κάθε p∈U⊂ℝ
n και για κάθε u , w∈T pℝ

n ισχύει
∣∣df p(u)∣∣

∣∣u∣∣
=

∣∣df p(w)∣∣
∣∣w∣∣

= λ( p) .

Όμως τότε <df p(u+w) , df p(u+w)> = λ2
( p)<u+w , u+w>

και επειδή df p :T pℝ
n
→T f ( p )ℝ

n γραμμική, 

έπεται <df p(u)+df p(w) , df p(u)+df p(w)> = λ2
( p)<u+w , u+w>   

άρα

<df p(u) , df p(u)> + 2 <df p(u) , df p(w)> + <df p(w) , df p(w)> =

λ2
( p)[ <u , u> + 2 <u , w> + <w , w> ]

οπότε προφανώς πλέον,
                                

                               Σ 1 

Συνεπώς,
<df p(u) , df p(w)>

∣∣df p(u)∣∣ ∣∣df p(w)∣∣
=

λ2
( p)<u ,w>

λ( p)∣∣u∣∣ λ ( p)∣∣w∣∣
=

<u ,w>

∣∣u∣∣ ∣∣w∣∣
ώστε

∢(df p(u ) , df p(w)) = ∢(u ,w) δηλαδή f :U⊆ℝ
n
→ℝ

n σύμμορφη.

ii) Αναγκαία:

Έστω f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n σύμμορφη, διαφορίσιμη στο ανοιχτό U. Τότε για κάθε p∈U⊂ℝ
n και 

για κάθε u , v ,w∈T pℝ
n ισχύει:

∢(u , v ) = ∢(df p(u ) , df p(v)) , ∢(v ,w) = ∢(df p(v) , df p(w))

άρα και για w=u−v∈T pℝ
n ισχύει ∢(u , v ) = ∢(df p(u ) , df p(v)) και

∢(v ,u−v) = ∢(df p(v ) , df p(u−v )) .

Όμως, df p :T pℝ
n
→T f ( p)ℝ

n γραμμική, άρα df p(u , v)=df p(u)−df p(v ) οπότε
και ∢(v ,u−v) = ∢(df p(v ) , df p(u−v )) δηλαδή τα παρακάτω τρίγωνα είναι όμοια.
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<df p(u) , df p(w)> = λ2
( p)<u , w> , 

     για κάθε p∈U⊆ℝ
n , u , w∈T pℝ

n

u

v

w=u-v

p

df
p
(v)

df
p
(u) df

p
(u)-df

p
(v)

=df
p
(u-v)

f(p)



Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Θαλή έπεται

∣∣df p(u)∣∣
∣∣u∣∣

=
∣∣df p(v)∣∣
∣∣df p(w)∣∣

=
∣∣df p(w)∣∣

∣∣w∣∣
, u , v , w∈T pℝ

n .

Ώστε η τιμή λ( p) =
∣∣df p(u)∣∣

∣∣u∣∣
της συναρτήσεως λ :U⊂ℝ

n
→ℝ+ είναι για κάθε p∈U⊂ℝ

n

ανεξάρτητη της επιλογής του u∈T pℝ
n ,επομένως η λ :U⊂ℝ

n
→ℝ+ είναι καλώς ορισμένη.

Συμβολισμός: Στα ακόλουθα τον σύμμορφο συντελεστή λ :ℝn
→ℝ+ θα τον συμβολίζουμε

συνήθως με eσ :ℝn
→ℝ+ , όπου σ :ℝn

→ℝ . Συνεπώς, η σχέση Σ 1 παιρνει την μορφή:

                                

                               Σ 2 

                                                                                                                                     .
Λήμμα  5
Έστω U ,V⊂ℝ

n ανοιχτά και διαφορίσιμες απεικονίσεις f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n , g :V⊂ℝ
n
→ℝ

n .

Αν f , g σύμμορφες με συντελεστές eσ και e ρ αντιστοίχως και g (V )⊆U

τότε  f ∘g :V⊂ℝ
n
→ℝ

n σύμμορφη με συντελεστή eσ ∘ g+ρ .

Απόδειξη

<d ( f ∘ g) p(u) , d ( f ∘ g) p(w)> = <df g ( p)(dg p(u)) , df g ( p)(dg p(w))> =

e2σ (g ( p ))
<dg p(u) , dg p(w)> = e2σ (g ( p ))e2ρ( p)

<u , w> =

e2σ(g ( p))+2ρ ( p)
<u , w> = ... = e2 (σ ∘g+ ρ)( p)

<u , w>

Λήμμα  6
Έστω U⊂ℝ

n ανοιχτό και f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n διαφορίσιμη και αντιστρέψιμη απεικονίση.

 Αν f σύμμορφη με συντελεστή eσ ,τότε f −1 σύμμορφη με συντελεστή e−σ∘ f −1

.

Απόδειξη
Αρχικά θα αποδείξουμε ότι η f −1: f (U )⊂ℝn→U⊂ℝn είναι σύμμορφη.

Έστω p∈U , q= f ( p) και έστω οι καμπύλες α1, α2 :(−ε , ε )⊆ℝ→ f (U )⊂ℝ
n διαφορίσιμες

 ώστε α1(0)=q=α2(0) . Τότε ( f −1
∘α1) ,( f −1

∘α 2) :(−ε , ε )⊆ℝ→U⊂ℝ
n , ε>0 διαφορίσιμες με

( f −1
∘α1)(0)=p=( f −1

∘α2)(0) .

Εφόσον η f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n είναι σύμμορφη ισχύει
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<df p(u) , df p(w)> = e2σ( p )
<u , w> ,

       για κάθε p∈U⊆ℝ
n , u , w∈T pℝ

n



∢(( f −1∘α1)' (0) ,( f −1∘α 2) ' (0)) = ∢([ f ∘( f −1∘α1)]' (0) ,[ f ∘( f −1∘α2)] ' (0))

δηλαδή ∢(( f −1∘α1)' (0) ,( f −1∘α 2) ' (0)) = ∢(α1 ' (0) , α2 ' (0)) . 

Επομένως, η f −1: f (U )⊂ℝn→U⊂ℝn είναι σύμμορφη.

Τέλος, θέλουμε να προσδιορίσουμε τον σύμμορφο συντελεστή της f −1 .

Έστω ότι η f −1 έχει σύμμορφο συντελεστή τον eτ :ℝn
→ℝ+ .Τότε από το Λήμμα 5 ο

συντελεστής της f ∘ f −1 είναι ο eσ ∘ f −1
+ τ . Αλλά f ∘ f −1

=1
ℝ

n∣f (U ) και 1
ℝn σύμμορφη με

συντελεστή 1=e0 .

 Συνεπώς eσ ∘ f −1
+ τ
=e0 ,ώστε eτ

=e−σ ∘ f −1

.
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III)   Μελέτη συντελεστή σύμμορφης απεικόνισης

Λήμμα7
Έστω < ,> f :ℝn

ℝ
n
→ℝ το ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο και B :ℝn

ℝ
n
→ℝ συμμετρική

διγραμμική μορφή. Αν για κάθε u ,w∈ℝ
n

<u ,w> = 0  B (u ,w) = 0 , τότε υπάρχει

σταθερά α∈ℝ ώστε για κάθε u ,w∈ℝ
n B(u ,w) = α<u ,w> .

Απόδειξη

Έστω L(w)=B (u , w)−
B(u , u)
<u , u>

<u , w> , w∈ℝ
n , u∈ℝ

n σταθερό. 

Τότε για κάθε w∈ℝ
n

<u ,w> = 0  L(w) = B (u ,w)  L(w) = 0 και L(u) = 0 .

 Δηλαδή για u=e1 και w=e j , 2≤ j≤n , L(ei) = 0, 1≤i≤n , ενώ L γραμμική, άρα

L = O για κάθε w∈ℝ
n επομένως B(u ,w) =

B(u ,u)
<u ,u>

<u ,w> για κάθε w∈ℝ
n .

Αρκεί να δείξουμε τώρα ότι ο συντελεστής α :=
B(u ,u )
<u , u>

είναι ανεξάρτητος από το u.

Έστω 1≤i , j≤n . Τότε <ek+e j , ek−e j> = <e k , ek> − <e j , e j> = 0

άρα Β(ek+e j , ek−e j) = 0  άρα Β(ek , ek ) = B(e j , e j) για κάθε i , j∈{1,. .. , n} . 

Άρα
Β(u , u)
<u , u>

=
B(w , w)

<w , w>
= B(e1, e1) για κάθε u , w∈ℝ

n ,εφόσον Β συμμετρική 

διγραμμική. Άρα α σταθερά. 

Συνεπώς Β(u ,w) = α<u ,w> για κάθε u , w∈ℝ
n .

Λήμμα8
Έστω f :ℝn

→ℝ
n σύμμορφη, C2 διαφορίσιμη απεικόνιση, ” 1−1 ”  με συντελεστή

eσ :ℝn
→ℝ+ , σ :ℝn

→ℝ , n≥3 .Αν {e1,. .. , en} η κανονική βάση του ℝ
n τότε

d 2 f p(e i , e j) = dσ p(e j)df p(e i) + dσ p(e i)df p(e j) , p∈ℝ
n , i , j∈{1,. .. , n} με i≠ j .

Απόδειξη
Έστω p∈ℝ

n  u , v ,w∈ℝ
n f :ℝn

→ℝ
n σύμμορφη, άρα

<df w(u) , df w(v)> = e2σ(w)
<u ,v> οπότε <df (u)(w) , df (v)(w)> = e2σ(w)

<u , v>

δηλαδή <df (u) , df (v )>∣w = e2σ
<u , v>∣w (1).

Αν ορίσουμε την απεικόνιση h :ℝn
→ℝ ώστε
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h (w) := <df (u) , df (v)>∣w = <df w(u) , df w(v )>

= e2σ
<u , v>∣w

για κάθε w∈ℝ
n , τότε η h είναι 

διαφορίσιμη απεικόνιση, αφού η  f είναι C2 διαφορίσιμη άρα και η df w είναι διαφορίσιμη για

κάθε w∈ℝ
n και το εσωτερικό γινόμενο είναι και αυτό διαφορίσιμη συνάρτηση των ορισμάτων

 του. Επομένως μπορούμε να ορίσουμε για κάθε w∈ℝ
n την απεικόνιση dh (w) :ℝn →ℝ ώστε

dh (w)( p):=
ορ

dhp(w) , p∈ℝn (2).

Συνεπώς,

(1)
(2)

d ( <df (u) , df (v)>∣w )( p) = d (e2σ
<u , v>∣w)( p)


(2)

d ( <df (u) , df (v)> )p(w) = d (e2σ
<u , v> )p(w)

. 

Από το Λήμμα 3 προκύπτει ότι

<d 2 f p(u ,w) , df p(v)> + <df p(u ) , d
2 f p(v ,w)> = <u , v>d (e2σ

) p(w)

<d 2 f p(u ,w) , df p(v)> + <df p(u ) , d
2 f p(v ,w)> = 2e2σ( p)

<u , v>dσ p(w) (3).

Άρα για u=e i , v=e j w=ek με i≠ j≠k (εφόσον n≥3 υπάρχουν e j≠e i≠ek ) η (3) 
παίρνει την μορφή

<d 2 f p(e i , ek) , df p(e j)> + <df p(e i) , d
2 f p(e j , ek )> = 2e2σ( p)

<ei , e j>
( =0)

dσ p(ek ) = 0 (4) 

και εναλλάσσοντας δείκτες

<d 2 f p(e j , e i) , df p(ek )> + <df p(e j) , d 2 f p(ek ,e i)> = 0 (5)

<d 2 f p(ek , e j) , df p(ei)> + <df p(ek ) , d 2 f p(ei , e j)> = 0 (6).

Επειδή το δεύτερο διαφορικό είναι συμμετρική διγραμμική συνάρτηση αν προσθέσουμε τις (4), (5) 
και αφαιρέσουμε στην συνέχεια την (6) προκύπτει ότι:

<d
2

f p(e i , ek) , df p(e j)> + <df p(e j) , d
2

f p(ek ,e i)> = 0 
συμμετρικές
< ,> ,d 2 f p

2 <d 2 f p(ei , ek ) , df p(e j)> = 0 <d 2 f p(e i , ek) , df p(e j)> = 0 . 

Κρατώντας σταθερά τα i , k∈{1,. .. , n} όπου i≠k και μεταβάλλοντας το j μεταξύ των
 υπολοίπων n−2 δεικτών προκύπτει ότι:

● Επιπλέον έχουμε ότι το 
σύνολο {df p(e i) ∣ 1≤i≤n} είναι ορθογώνια βάση του ℝ

n .
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d 2 f p(ei , ek )  Είναι κάθετο στο df p(e j) για i≠ j≠k  (7)



Απόδειξη
Επειδή η f είναι σύμμορφη ισχύει <df p(e i) , df p(ej)> = e2σ( p )

<e i , e j> (8),
 
άρα για κάθε i≠ j ισχύει <ei , e j> = 0

(8)
<df p(e i) , df p(e j)> = 0 (9),

επομένως τα df p(ei) είναι κάθετα μεταξύ τους. 

Ακόμα <df p(e i) , df p(e i)> = e2σ ( p)
<ei , e i> = e2σ( p)

≠0, 1≤i≤n  ∣∣df p(e i)∣∣
2
≠ 0

 df p(e i) ≠ 0 για κάθε i∈{1,. .. , n}
(10).  

Επειδή, τα df p(ei) είναι ανά δύο κάθετα και df p(e i) ≠ 0 γιακάθε i∈{1,. .. , n} θα είναι και 
ανά δύο διαφορετικά μεταξύ τους, άρα n το πλήθος.

Τέλος, θέλουμε να δείξουμε ότι τα διακεκριμένα, μη μηδενικά df p(ei) είναι γραμμικώς 
ανεξάρτητα μεταξύ τους, 
δηλαδή ότι για λ1,. .. , λn∈ℝ με λ1 df p(e1)+...+λn df p(en) = 0  λ1 = ... = λn = 0 . 

Πράγματι,

 

λ1 df p(e1)+...+λn df p(en) = 0  ∣∣λ1 df p(e1)+...+λn df p(en)∣∣
2
= 0 

<λ1df p(e1)+...+ λn df p(en) , λ1 df p(e1)+...+λn df p(en)> = 0


(9) , < ,>

συμμετρική , διγραμμική
λ1

2
<df p(e1) , df p(e1)> +...+ λn

2
<df p(en) , df p(en)> = 0 

(10)

( λ1
2
+...+ λn

2
)e2σ ( p)

=
e2σ( p)

≠0
0  λ1

2
+...+ λn

2
= 0 

λ1 =...= λn = 0

 Επομένως, τα df p(ei) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και n το πλήθος, άρα αποτελούν βάση του

ℝ
n  και επειδή είναι και κάθετα ανά δύο αποτελούν ορθογώνια βάση του ℝ

n //

 Αν πάρουμε έπειτα το ορθοκανόνικό ανάπτυγμα του d 2 f p(ei , ek ) από την σχέση (7) οι όροι

<d 2 f p(e i , ek ) , df p(e j)>

<df p(e j) , df p(e j)>
df p(e j) = 0 για κάθε i≠ j≠k . 

Άρα το ορθοκανονικό ανάπτυγμα του d 2 f p(e i , ek ) παίρνει την μορφή

d 2 f p(e i , ek ) = μdf p(ei) + νdf p(ek ) ,

όπου μ =
1

e2σ( p)
<d 2 f p(ei , ek ) , df p(ei)> και ν =

1

e2σ ( p)
<d 2 f p(e i , ek ) , df p(ek )> ,

εφόσον <df p(e i) , df p(e i)> = e2σ ( p)
<ei , ei> = e2σ( p) , 1≤i≤n .
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Για u=e i=v , w=ek από την σχέση (3) 

<d
2

f p(e i , ek) , df p(e i)> + <df p(e i) , d
2

f p(e i , ek)> = 2e
2σ( p)

<e i , ei>
( =1)

dσ p(ek ) 
συμμετρικές
<,>, d 2 f p

<d 2 f p(e i , ek) , df p(ei)> = e2σ( p)dσ p(ek ) .

Όμοια για u=e i=v , w=ek από την σχέση (3) <d 2 f p(e i , ek) , df p(ek )> = e2σ ( p)dσ p(ei)

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι d 2 f p(ei , ek ) = dσ p(ek)df p(ei) + dσ p(ei)df p(ek ) ,

i , k∈{1,. .. , n} με i≠ j .

Παρατήρηση:
Αν η eσ :ℝn

→ℝ+ είναι σταθερά, τότε d 2 f p = O για κάθε p∈ℝn .

Πράγματι,  αν η eσ :ℝn
→ℝ+ είναι σταθερά, τότε και η σ :ℝn

→ℝ είναι σταθερά, άρα

dσ p = O για κάθε p∈ℝn ,επομένως d 2 f p(e i , e j) = 0 για i , k∈{1,. .. , n} , οπότε

d 2 f p = O , εφόσον η d 2 f p είναι διγραμμική.

Λήμμα9
Έστω f :U⊂ℝ

n
→ℝ

n ” 1−1 ” C4 διαφορίσιμη σύμμορφη απεικόνιση με συντελεστή
eσ :ℝn

→ℝ+ . Αν n≥3 και eσ δεν είναι σταθερά, τότε υπάρχει c∈ℝ σταθερά ώστε για 

κάθε p∈ℝ
n και για κάθε u , w∈ℝ

n d 2
(e−σ

) p(u , w) = c<u ,w> .
Απόδειξη
Από το Λήμμα 8 για i≠k ?ισχύει d 2 f p(ei , ek ) = dσ p(ek)df p(ei) + dσ p(ei)df p(ek )

πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω σχέση κατά μέλη με e−σ ( p) προκύπτει

e−σ ( p)d 2 f p(e i , ek ) = e−σ ( p )dσ p(ek )df p(e i) + e−σ ( p)dσ p(e i)df p(ek) 

e−σ d 2 f p(ei , ek ) − e−σ dσ p(ek )df p(e i) − e−σ dσ p(e i)df p(ek ) = 0

e−σ ( p)d 2 f p(e i , ek ) − d (e−σ
)p(ek )df p(e i) − d (e−σ

) p(e i)df p(ek) = 0

e−σ d 2 f (ei , ek ) − d (e−σ
)(ek )df (e i) − d (e−σ

)(e i)df (ek ) ∣p = 0 , 

διαφορίζοντας ως προς p και παίρνοντας την τιμή στο e j όπου j≠ i≠k (εφόσον n≥3
υπάρχει e j  με e j≠e i≠ek ) προκύπτει
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d (e−σ
)p(e j)d 2 f p(e i , ek ) + e−σ ( p )d (d 2 f (e i , ek))p(e j) +

+ d (d (e−σ
)(ek )) p(e j)df p(e i) + d (e−σ

) p(ek )d (df (e i))p(e j) +

+ d (d (e−σ
)(ei))p(e j)df p(e k) + d (e−σ

) p(e i)d (df (ek))p(e j) = 0



           

(1)

στο δεξί μέλος στην σχέση (1) και οι 4 όροι είναι συμμετρικοί ως προς i και j, επομένως και ο όρος 
στο αριστερό μέλος της ισότητας θα είναι συμμετρικός ως προς i και j αφού γράφεται σαν 
γραμμικός συνδυασμός τους.

Επομένως, για j≠i≠k ( n≥3 ) ισχύει από τα παραπάνω

d 2
(e−σ

)p(ek , e j)df p(e i) = d 2
(e−σ

) p(ek , e i)df p(e j)  .

d 2
(e−σ

)p(ek , e j)df p(e i) − d 2
(e−σ

) p(ek , e i)df p(e j) = 0 (2).η f είναι ” 1−1 ”
 
Οπως δείξαμε στο Λήμμα 8 για i≠ j τα df p(ei) , df p(e j) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, άρα

από την σχέση (2) προκύπτει d 2
(e−σ

)p(ek , e j) = 0 , d 2
(e−σ

)p(ek , e i) = 0 για κάθε j≠i≠k .

Επομένως d 2
(e−σ

)p(ei , e j) = 0 για κάθε i≠ j (3). 

Επιπλέον αν πάρω τα
e i+e j , ei−e j∈ℝ

n , με e i+e j≠ei−e j , αφού e i+e j⊥ ei−e j ( <e i+e j , ei−e j> = 0) ,

τότε

d 2
(e−σ

) p(e i+e j , e i−e j) = 0  ...
διγραμμική ,συμμετρική

(3) , d 2
(e−σ

)p

d 2
(e−σ

)p(ei , ei)+d 2
(e−σ

) p(e j , e i)

−d 2
(e−σ

) p(e i , e j)−d 2
(e−σ

) p(e j ,e j) = 0 
(3)

d 2
(e−σ

) p(e i , e i)−d 2
(e−σ

)p(e j , e j) = 0 

d 2
(e−σ

) p(e i , e i) = d 2
(e−σ

) p(e j , e j) (4)

Έστω u ,w∈ℝ
n και {ei ∣ 1≤i≤n} η κανονική βάση του ℝ

n ,τότε υπάρχουν

λi , μ i∈ℝ όπου i∈{1,. .. , n} τέτοιαώστε : u = λ1 e1+...+λn en , w = μ1 e1+...+μn en ,
άρα
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d (e−σ
)p(e j)d

2 f p(e i , ek ) + e−σ ( p )d 3 f p(e i , ek , e j) +

+ d 2
(e−σ

) p(ek , e j)df p(ei) + d (e−σ
)p(e k)d 2 f p(e i , e j) +

+ d 2
(e−σ

) p(e i , e j)df p(ek) + d (e−σ
)p(e i)d

2 f p(ek , e j) = 0

d 2
(e−σ

)p(ek , e j)df p(e i) = − d (e−σ
) p(e j)d 2 f p(e i , ek) + d (e−σ

) p(e i)d
2 f p(ek , e j)

− d (e−σ
)p(ek )d 2 f p(e i , e j) − e−σ ( p )d 3 f p (e i , ek , e j) − d 2

(e−σ
) p(e i ,e j)df p(ek)



<u , w> =0  < λ1e1+...+ λn en , μ1 e1+...+μn en> = 0

 ...
<ei ,e j> = 0,  i≠ j , <e i , ei> = 1

<,> διγραμμική ,συμμετρική

λ1 μ1+...+λn μn = 0

 (5).

Αν <u ,w> = 0 θα δείξουμε ότι d 2
(e−σ

)p(u ,w) = 0 . 

Πράγματι, 

d 2
(e−σ

)p(u , w) = d 2
(e−σ

)p( λ1 e1+...+λnen , μ1 e1+...+μnen) =
διγραμμική ,συμμετρική

(3 ) , d 2
(e−σ

) p

λ1 μ1 d 2(e−σ)p (e1, e1)+...+ λn μn d 2(e−σ )p(en , en) =
(4 )

(λ1 μ1+...+ λn μn)d 2(e−σ)p(e1, e1) =
(5)

0 .

 Επομένως, από το Λήμμα 7 υπάρχει σταθερά c ( p)∈ℝ ώστε για κάθε

u , w∈ℝ
n d 2

(e−σ
) p(u ,w) = c( p) <u , w> . 

Απομένει να δείξουμε ότι για κάθε p∈ℝn είναι c ( p) = c∈ℝ σταθερά ανεξάρτητη του p.

d 2
(e−σ

)p(u , w) = c ( p) <u , w>  d 2
(e−σ

)(u , w)∣p = c <u , w>∣p 
v∈ℝn

d (d 2
(e−σ

)(u , w))p(v) = <u , w> dc p(v ) 
Λήμμα 4

d 3
(e−σ

)p(u , w , v) = <u , w> dc p(v ) (6)

. 

Ομοίως, d 3
(e−σ

) p(u , v ,w) = <u , v> dc p(w) (7). 

Επειδή d 3 f p είναι συμμετρική

 
d 3

(e−σ
) p(u , v , w) = d 3

(e−σ
)p(u , w , v) 

(7)

(6)
<u , v> dc p(w) = <u , w> dc p(v) 

<u , v> dc p(w) − <u , w> dc p(v ) = 0 <u , vdc p(w)> − <u , wdc p(v )> = 0

Άρα <u , vdc p(w)−wdc p(v )> = 0 γιακάθε u∈ℝ
n .

Συνεπώς, vdc p(w)−wdc p(v ) = 0 για κάθε w ,v∈ℝn (8). 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορώ να πάρω τα w , v∈ℝ
n γραμμικώς ανεξάρτητα, τότε από (8) 

έπεται dc p(v) = 0 για κάθε v∈ℝ
n , επομένως η c :ℝn

→ℝ είναι σταθερή συνάρτηση, δηλαδή

c ( p) =c σταθερά , για κάθε p∈ℝn .
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IV  ) Αντιστροφή ως προς σφαίρα

Ορισμός: Έστω η σφαίρα S r ( p0) = {q∈ℝn
∣ ∣∣q− p0∣∣ = r} . Αντίστροφη ως προς την σφαίρα

S r ( p0) καλείται η απεικόνιση g :ℝn
∖{p0}→ℝ

n ώστε g ( p) = p0 + r 2 p−p0

∣∣p− p0∣∣
2 .

Παρατηρήσεις:
1) Για κάθε p∈ℝn , τα p , p0, g ( p) είναι συνευθειακά.

2) Για κάθε p∈ℝ
n , ∣∣p− p0∣∣⋅∣∣g ( p)−p0∣∣ = r2 .

Λήμμα10
Η αντιστροφή ως προς σφαίρα S r ( p0) είναι σύμμορφη απεικόνιση με συντελεστή

λ( p) =
r2

∣∣p−p0∣∣
2, p∈ℝn

∖ {p0} .

Απόδειξη
Η αντίστροφη ως προς την σφαίρα S r ( p0) είναι η απεικόνιση g :ℝn

∖{p0}→ℝ
n με

g ( p) = p0 + r 2 p−p0

∣∣p− p0∣∣
2 , η οποία είναι διαφορίσιμη στο p∈ℝn

∖ {p0} . 

Πράγματι 

g ( p) = p0 + r 2 p−p0

∣∣p− p0∣∣
2  g ( p) = p0 + r 2 f ( p)

g ( p)

όπου f ( p)= p−p0 με f :ℝn
∖ {p0}→ℝ

n

g ( p)=∣∣p−p0∣∣
2 με g :ℝn

∖ {p0}→ℝ
n

Έχουμε για u∈ℝm

df p(u) = lim
t →0

f ( p+tu)− f ( p)
t

= lim
t →0

p+tu−p0−p+p0

t
= lim

t →0

tu
t

= lim
t →0

u = u

dg p(u ) = lim
t →0

g ( p+tu )−g ( p)
t

= lim
t→0

∣∣p+tu−p0∣∣
2
−∣∣p− p0∣∣

2

t

= lim
t →0

< p+tu− p0, p+tu−p0> − < p−p0, p− p0>

t
=...=

= lim
t →0

<p−p0, p−p0> + < p−p0,tu>+ <tu ,tu>+ <tu , p−p0> − < p−p0, p− p0>

t
=

= lim
t →0

<tu , tu>+ 2<tu , p− p0>

t
= lim

t →0

t2
<u ,u>+ 2 t<u , p−p0>

t
=

lim
t→0

t∣∣u∣∣
2
+ 2<u , p−p0> =2<u , p−p0>
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Επομένως, dg p = 0 + r2 d ( f
g )p

= 0 + r 2 df p⋅g−dg p⋅f

g 2 .

Άρα για u∈ℝm

dg p(u ) = r2
{
u∣∣p−p0∣∣

2
− 2<u , p−p0> ( p−p0)

∣∣p−p0∣∣
4 } = r 2

{
u

∣∣p−p0∣∣
2 −

2<u , p−p0>

∣∣p−p0∣∣
4 ( p−p0)}

.
Συνεπώς

∣∣dg p(u)∣∣
2
= r4

<
u

∣∣p−p0∣∣
2 −

2<u , p− p0>

∣∣p−p0∣∣
4 ( p−p0) ,

u

∣∣p−p0∣∣
2 −

2<u , p−p0>

∣∣p−p0∣∣
4 ( p−p0) >

= r4
{
<u ,u>

∣∣p−p0∣∣
4 −

4<u , p−p0>

∣∣p−p0∣∣
6 <u , p− p0> +

4u ( <u , p− p0> )
2
( p−p0)

2

∣∣p−p0∣∣
8 }

= r4 <u ,u>

∣∣p−p0∣∣
4

.

Έτσι έχουμε ότι ∣∣dg p(u)∣∣
2
= (

r 2

∣∣p−p0∣∣
2 )

2

∣∣u∣∣
2 .

 Άρα ο συντελεστής της σύμμορφης απεικόνισης g :ℝn
∖{p0}→ℝ

n είναι λ( p) =
r2

∣∣p−p0∣∣
2 .

Λήμμα11
Έστω {{∣∣p− p0∣∣ = r∣ p∈ℝ

n
}, r∈[r1, r 2]} οικογένεια ομόκεντρων σφαιρών. Αν η καμπύλη

γ :ℝ→ℝ
n είναι C1 διαφορίσιμη και για κάθε t∈ℝ τέμνει κάθετα τις σφαίρες(δηλαδή το

γ ' (t) είναι κάθετο στις σφαίρες), τότε το γ είναι τμήμα ακτίνας σφαίρας κέντρου p0∈ℝ
n .
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V  ) Θεώρημα του   Liouville

Διατύπωση Θεωρήματος
Έστω U⊂ℝ

n ανοιχτό και συνεκτικό και f :U⊂ℝ
n
→ℝ

n ” 1−1 ” , C4 διαφορίσιμη και

σύμμορφη απεικόνιση. Αν n≥3 τότε η f  γράφεται ως σύνθεση αντιστροφής και ομοιότητας.

Απόδειξη
Έστω eσ :ℝn

→ℝ+ ο σύμμορφος συντελεστής της f.  Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε 

ότι eσ δεν είναι σταθερά. 
Τότε από το Λήμμα 9 , για p∈ℝ

n και για u , w∈ℝ
n d 2

(e−σ
) p(u , w) = c<u , w> . 

Άρα d 2
(e−σ

)p(ei , e j) = c⋅δij , όπου {ei ∣ 1≤i≤n} η κανονική βάση του ℝ
n . 

Επομένως για τον ορισμό που δώσαμε για το δεύτερο διαφορικό προκύπτει ότι:

για i≠ j  ∂
2

∂ x i∂ x j

(e−σ)( p) = 0

για i= j  ∂
2

∂ x i
2 (e

−σ
)( p) = 0

, όπου i , j∈{1,... , n}.

Έτσι ολοκληρώνοντας διαδοχικά δύο φορές έχουμε ότι:

∂
2

∂ x i
2 (e

−σ)( p) =0 
συνεκτικό

U ∂
∂ x i

(e−σ)( p) = c ' ( pi−p0i) , για 1≤i≤n , με c '∈ℝ σταθερά ,

p=( p1,. .. , pn)∈ℝ
n και σταθερό p0=( p01 , ... , p0n)∈ℝ

n


συνεκτικό

U
e−σ ( p)

=
c '
2

∣∣p−p0∣∣
2
+ b , όπου b∈ℝ σταθερά.

Θέτουμε α=
c '
2

και έχουμε για α ,b∈ℝ  σταθερές e−σ ( p) = α ∣∣p−p0∣∣
2 + b (1).

 Σύμφωνα με το Λήμμα 6 f −1: f (U )⊂ℝ
n
→U⊂ℝ

n σύμμορφη απεικόνιση με συντελεστή
e−σ ∘ f −1

. 
Επαναλαμβάνοντας το ίδιο επιχείρημα, που εφαρμόσαμε για την f, στην f −1 , παίρνουμε ότι:

e−(−σ ∘ f −1 )(q)
= c ∣∣q−q0∣∣

2
+ d , όπου c ,d∈ℝ σταθερές και q= f ( p)∈ f (U )⊂ℝ

n ,

q0= f ( p0)∈ f (U )⊂ℝ
n όπου p , p0∈U⊂ℝ

n .

Άρα e−(−σ ∘ f −1
)( f ( p))

= c ∣∣ f ( p)− f ( p0)∣∣
2
+ d  eσ ( p)

= c ∣∣ f ( p)− f ( p0)∣∣
2
+ d (2).

Συνεπώς για κάθε p∈U⊂ℝ
n

e−σ ( p)
⋅eσ ( p)

= 1 
(1) ,(2)

(α ∣∣p−p0∣∣
2
+ b) (c ∣∣ f ( p)− f ( p0)∣∣

2
+ d ) = 1 (3).
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Για επαγωγή εις άτοπον, υποθέτουμε ότι α≠0 και b≠0 .
Επομένως αν α≠0 ,η f απεικονίζει την σφαίρα S r ( p0) στην σφαίρα S R( f ( p0))  

ώστε (α r2 + b) (c R2 + d ) = 1 . 

Θεωρούμε γ :[ t 1, t 2]⊆ℝ→ℝ
n  τμήμα ακτίνας (το οποίο είναι μια C1 διαφορίσιμη συνάρτηση) 

η οποία ξεκινά από το p0 και κείτεται στο U, έστω γ (t ) = tu+ p0, t∈[ t 1, t 2] ,
όπου u είναι το μοναδιαίο διάνυσμα με κατεύθυνση αυτή της ακτίνας. 

Εφόσον, εξ' ορισμού , το γ (t ) είναι κάθετο στις σφαίρες S r ( p0) και η f είναι 
σύμμορφη(διατηρεί τις γωνίες) τότε η εικόνα του γ (t ) μέσω της f ,δηλαδή το

f (γ (t ))=( f ∘ γ)( t) θα είναι και αυτή κάθετη στις σφαίρες S R( f ( p0)) και συνεπώς από το 
Λήμμα 11 το ( f ∘ γ)(t ) θα είναι τμήμα ακτίνας σφαίρας κέντρου f ( p0) . 

H f ∘ γ : [t1, t 2]⊆ℝ→ℝ
n είναι C1 είναι διαφορίσιμη συνάστηση ως σύνθεση C1

διαφορίσιμων συναρτήσεων, επομένως το μήκος του τμήματος από το t 1 σε οποιοδήποτε
τ ∈[t 1, t2] είναι

l f ∘γ(t 1, τ ) = ∫t 1

τ
∣∣( f ∘ γ) ' (t)∣∣dt = ∫t1

τ
∣∣ f ' (γ (t))∣∣ ∣∣γ ' (t)∣∣dt =

f σύμμορφη ∫t 1

τ
eσ (γ (t )) ∣∣γ ' ( t)∣∣dt .

Από την σχέση (1)
e−σ (γ (t )) = α ∣∣γ (t)−p0∣∣

2
+ b = α ∣∣tu+ p0−p0∣∣

2
+ b = α ∣∣tu∣∣

2
+ b =

u μοναδιαίο
αt2+b .

Επομένως eσ (γ (t ))
=

1

αt2
+b

, t∈[ t 1, τ ] , άρα για α≠0 και b≠0

l f ∘γ(t 1, τ ) = ∫t 1

τ 1

αt2
+b

dt = [ 1
ab

arctan
at
b ]t1

τ

, το arctan είναι υπερβολική συνάρτηση. 

Από την άλλη μεριά, επειδή το f ∘ γ∣[ t1, τ ] είναι ευθύγραμμο τμήμα ακτινικής κατεύθυνσης

l f ∘γ(t 1, τ ) = ∣∣( f ∘ γ)(τ)−( f ∘γ)(t1)∣∣ = ∣∣( f ∘ γ)(τ)− f ( p0)∣∣− ∣∣( f ∘γ )(t1)− f ( p0)∣∣,
εξ ' ορισμού γ (0)=p0

, 

επιπλέον από την (3) έχουμε

(α ∣∣γ (τ )−p0∣∣
2
+ b) (c ∣∣( f ∘ γ)(τ )− f ( p0)∣∣

2
+ d ) = 1


u μοναδιαίο

(ατ2
+ b) (c ∣∣( f ∘ γ)(τ )− f ( p0)∣∣

2
+ d ) = 1

και

(α ∣∣γ (t1)−p0∣∣
2
+ b) (c ∣∣( f ∘ γ)(t 1)− f ( p0)∣∣

2
+ d ) = 1


u μοναδιαίο

(αt1
2
+ b) (c ∣∣( f ∘ γ)(t 1)− f ( p0)∣∣

2
+ d ) = 1

.

Από τα παραπάνω παρατηρούμε ότι το l f ∘γ(t 1, τ ) =λ(τ ) , όπου λ αλγεβρική συνάρτηση του τ, 
αυτό όμως είναι άτοπο.  Συνεπώς πρέπει είτε α=0 είτε b=0 .

● Έστω α=0 τότε από την (1) e−σ
=b , δηλαδή eσ

=
1
b

σταθερά, άρα σ σταθερά, επομένως
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dσ p= O, p∈U⊂ℝ
n ,άρα σύμφωνα με το Λήμμα 8 (όπου δεν προυποθέτει το σ να είναι 

μη σταθερό)  προκύπτει ότι d 2 f p(u ,w) = 0 για κάθε p∈U⊂ℝ
n και u ,w∈ℝ

n .

Έτσι από το Λήμμα 2  για κάθε p , q∈U : df p = df q = s και f (x ) = sx+t
→

, όπου

x∈ℝm και t
→

∈ℝ
m είναι σταθερά.

Άρα <us , vs> = <df p(u) , df p(v )> = e2σ ( p)
<u , v> =

1

b2
<u , v>

και προκύπτει <us ,us> =
1

b2
<u ,u>  ∣∣us∣∣=

1
b
∣∣u∣∣ , 

οπότε ∣∣ f (u)− f (w)∣∣ = ∣∣(u−w)s∣∣ =
1
b
∣∣(u−w)∣∣  για κάθε u ,w∈U⊂ℝ

n , 

δηλαδή η συνάρτηση f είναι μία ομοιότητα.

● Εστω b=0 ,τότε από την (1) e−σ ( p)
= α ∣∣p−p0∣∣

2 , δηλαδή eσ ( p )
=

1

α ∣∣p−p0∣∣
2

τότε θεωρούμε την απεικόνιση g :ℝn
∖{p0}→ℝ

n με g ( p) = p0 +
p−p0

∣∣p−p0∣∣
2

η οποία είναι αντίστροφη ως προς την μοναδιαία σφαίρα κέντρου p0∈U⊂ℝ
n . 

Θεωρούμε την απεικόνιση h= f ∘g−1 . Από το Λήμμα 10 ο συντελεστής της g είναι

eτ ( p)
=

1

∣∣p− p0∣∣
2,

p∈ℝ
n
∖ {p0} και επομένως από το Λήμμα 6 ο συντελεστής της g−1 είναι

e−τ ∘ f −1

, με e(−τ ∘ f −1
)(q )

= ∣∣p−p0∣∣
2

. 

Τέλος από το Λήμμα 5 ο συντελεστής e ρ της h σύμμορφης ως σύνθεση σύμμορφων 
απεικονίσεων είναι

e ρ
= eσ ∘ g−1

+(−τ ∘ f −1
) , με e [σ ∘g−1

+(−τ ∘ f −1
)](q)

= e(σ ∘g−1
)(q )
⋅∣∣p− p0∣∣

2
=

g ( p)=q
eσ ( p)

⋅∣∣p−p0∣∣
2

=
1

α ∣∣p−p0∣∣
2⋅∣∣p−p0∣∣

2
=

1
α

, σταθερά.
.

Επομένως, ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με την περίπτωση που α=0 ,καταλήγουμε ότι 
η h είναι ομοιότητα. Συνεπώς η f =h∘g είναι σύνθεση αντιστροφής με ομοιότητα.
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Παράρτημα

Γεωμετρικά θέματα μέσω μιγαδικών αριθμών

I)   Μεταφορές και στροφές του επιπέδου μέσω μιγαδικών και εφαρμογές

Στο παρακάτω σχήμα έχουμε κατασκευάσει τετράγωνα στις πλευρές ένός τυχαίου τετραπλεύρου.  
Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί p ,q , r , s είναι τα κέντρα αυτών των τετραγώνων, τότε θα δείξουμε 
ότι:
Πρόταση
Τα ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν τα κέντρα των απέναντι τετραγώνων είναι κάθετα και ίσου 
μήκους. 

Παρατήρηση
Αναπαριστούμε τους μιγαδικούς αριθμούς ως διανύσματα με αρχή το 0 του μιγαδικού επιπέδου. 
Για διευκόλυνσή μας , αν έχουμε τον μιγαδικό z , ο οποίος αναπαρίσταται με το διάνυσμα z με
αρχή το 0 , θα θεωρούμε ότι και οποιοδήποτε άλλο διάνυσμα παράλληλα μετατοπισμένο ως προς
αυτό, είναι αναπαράσταση του μιγαδικού αριθμού z .

 Για να αποδείξουμε την παραπάνω πρόταση θα βασιστούμε στους μιγαδικούς αριθμούς. 
Οποιαδήποτε προσπάθεια για να οδηγηθούμε σε μια καθαρά γεωμετρική αποδειξή της φαίνεται 
πολύ απαιτητική.

Απόδειξη(με την βοήθεια των μιγαδικών αριθμών)
Έστω ότι τα 2α ,2b ,2c ,2d αναπαριστούν μιγαδικούς αριθμούς όπως φαίνεται στο παραπάνω 
σχήμα. Ο λόγος που επιλέγουμε πολλάπλάσια του 2 είναι καθαρά για διευκολυνσή μας. Η μόνη 
συνθήκη που γνωρίζουμε ότι ισχύει για το τετράπλευρο είναι κλειστότητα του , δηλαδή

2α+2b+2c+2d=0  α+b+c+d=0 (1) .
 Όπως φαίνεται επιλέξαμε ως αρχή του ℂ την κορυφή από την οποία ξεκινά το διάνυσμα 2α . 
Για να φτάσουμε το κέντρο p του τετραγώνου, που κατασκευάσαμε σε αυτή την πλευρά από το

0 προχωρουμε κατά α και μετά προχωράμε κάθετα κατά ίση απόσταση α , δηλαδή

• p=a+i a=(1+i)a
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• q=2α+(1+i)b

Ομοίως, r=2α+2b+(1+i)c , s=2α+2b+2c+(1+i)d .
Οι μιγαδικοί αριθμοί Α=s−q (από το q στο s ) και Β=r−p ( από το p στο r ) 
δίνονται συνεπώς από τις σχέσεις Α=(b+2c+d ) + i(d−b) και Β=(α+2b+c) + i (c−a ).
Θέλουμε να δείξουμε ότι τα Α , Β είναι κάθετα ίσου μήκους. Αυτό είναι ισοδύναμο με το να 
δείξουμε ότι Α=iB  A−i B=0 , που σημαίνει ότι ο Β προκύπτει από το Α αν τον 

περιστρέψουμε κατά
π
2

.  

Πράγματι,
Α+i B=(b+2c+d ) + i(d−b) + i [(α+2b+c) + i (c−a)] =

= (α+b+c+d ) + i (a+b+c+d ) =
(1 )

0.

Γεωμετρική Απόδειξη
Για να οδηγηθούμε σε μια γεωμετρική απόδειξη της παραπάνω πρότασης θεωρούμε το παρακάτω 
βοηθητικό σχήμα. Στο σχήμα αυτό έχουμε κατασκευάσει τετράγωνα στις δύο πλευρές ενός 
αυθαίρετου τρίγωνου. Θα δείξουμε ότι:
Λήμμα
Τα ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν τα κέντρα s , p των τετραγώνων με το μέσo m της 
τρίτης πλευρά είναι κάθετα μεταξύ τους και έχουν ίσο μήκος.

Από το παραπάνω λήμμα εύκολα καταλήγουμε στην απόδειξη της πρότασης. Στο αρχικό μας σχήμα
φέρνουμε την μία διαγώνιο του τετραπλεύρου και έπειτα παίρνουμε το μέσο της m .Αν 

περιστρέψουμε τα p , r κατά
π
2

γύρω από το σημείο m , τότε το σημείο p , θα ταυτιστεί με

το σημείο s και το σημείο r με το σημείο q . Συνεπώς, το ευθύγραμμο τμήμα pr
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ταυτίζεται με το ευθύγραμμο τμήμα sq . Με αυτόν τον τρόπο προκύπτει ότι τα ευθύγραμμα 
τμήματα pr , sq έχουν ίσο μήκος. Τέλος, αρκεί να δείξουμε ότι τα pr , sq είναι κάθετα μεταξύ 

τους. Από το ότι τα pr , sq είναι ίσα και από το λήμμα έχουμε ότι τα τρίγωνα pmr
△

, smq
△

έχουν 
τις αντίστοιχες πλευρές τους ίσες, άρα είναι ίσα, επομένως θα έχουν και τις αντίστοιχες γωνίες τους

ίσες, p
∧

=s
∧

και r
∧

=q
∧

.

Αρκεί λoιπόν να δείξουμε ότι η γωνία κ
∧

3 του παρακάτω σχήματος είναι ορθή. Στο τρίγωνο

smt
△

η γωνία t
∧

1=90o
−s

∧

.Στο τρίγωνο ptκ
△

t
∧

2=t
∧

1=90o
−s

∧

και κ
∧

3=180ο
−t

∧

2− p
∧

=180ο
−(90o

−s
∧

)−s
∧

=90o . Έτσι αποδείξαμε το ζητούμενο.

Μας μένει τώρα για να ολοκληρωθεί ή γεωμετρική μας απόδειξη, να αποδείξουμε το παραπάνω 
λήμμα. Για την απόδειξή του θα χρειαστεί να διερευνύσουμε τις μεταφορές και τις στροφές του 
επιπέδου μέσω των μιγαδικών αριθμών.
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Μεταφορές
Έστω με Τ υ συμβολίζουμε την μεταφορά του επιπέδου κατά υ , έτσι ώστε κάθε z∈ℂ
απεικονίζεται στο T υ (z )=z+υ . 
Η αντίστροφη της Τ υ είναι η Τ−υ , αφού όπως γνωρίζουμε από το κεφάλαιο 1 η

Τ υ
−1
(z )=z−υ=Τ −υ (z ) .

Η σύνθεση δύο μεταφορών Τ υ , Τ w είναι και αυτή μεταφορά. Πράγματι,

Τ w∘T υ( z)=T w (z+υ)= z+(w+υ)=Τ w+υ(z ).
Tο παρακάτω σχήμα απεικονίζει το αποτέλεσμα  μια μεταφοράς, σε ένα σημείο z και σε ένα 
τρίγωνο.

Στροφές
Έστω με Rα

θ συμβολίζουμε την στροφή του επιπέδου κατά γωνία θ γύρω από το σημείο α . 

Η αντίστροφη της Rα
θ είναι η, Rα

−θ .

Η σύνθεση δύο στροφών Rα
φ , Rα

θ είναι και αυτή στροφή με Rα
φ
∘Rα

θ
=Rα

φ+θ . 

Από το κεφάλαιο 1 γνωρίζουμε ότι R0
θ
( z)=e iθ

⋅z . 
Οπότε η στροφή κατά α προκύπτει μεταφέροντας το α στο 0 , στρέφοντας κατά θ γύρω 
από το 0 και μεταφέροντας το 0 πίσω στο α :

Rα
θ
( z )=(Τ α∘Rα

θ
∘T a

−1
)(z )=e iθ

(z−a )+a=eiθ
⋅z+k , όπου k=a (1−e iθ

).

Συνεπώς, δείξαμε ότι μια στροφή γύρω από οποιοδήποτε σημείο μπορεί να εκφραστεί διαφορετικά 
ως μία ίση στροφή γύρω από την αρχή των αξόνων, ακολοθούμενη από μία μεταφορά:

Rα
θ
=Τ k ∘R0

θ . Aντιστρόφως, μία στροφή κατά α γύρω από την αρχή των αξόνων, 
ακολουθούμενη από μία μεταφορά κατά υ μπορεί πάντα να περιοριστεί σε μία στροφή:

Τ υ∘R0
α
=R c

α , όπου c =
υ

1−eia
. Ομοίως, αν εφαρμόσουμε πρώτα την μεταφορά κατά υ και 

μετά την στροφή κατά θ , προκύπτει στροφή R0
θ
∘Τ υ=R p

θ , όπου p = υ ⋅
e iθ

1−e iθ
.
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Τα παραπάνω αποτελέσματα δεν είναι προφανή γεωμετρικά. Αυτό ενισχύει την χρησιμότητα του να
σκεφτόμαστε τις στροφές και τις μεταφορές ως μιγαδικές συναρτήσεις. Τα οφέλη της παραπάνω 
προσέγγισης είναι εμφανή και αν πάμε να εφαρμόσουμε δύο στροφές γύρω από διαφορετικά 
σημεία. Αναπαριστώντας τις στροφές ως μιγαδικές συναρτήσεις, παίρνουμε με εύκολο υπολογισμό 
ότι:

(Rb
φ
∘Rα

θ
)( z)=ei (θ+φ) z+υ , όπου υ = a eiφ

(1−e iθ
)+b(1−e iφ

) . 

➢ Αν εξαιρέσουμε την περίπτωση που θ+φ=κ⋅2π , κ∈ℤ , τότε από τα παραπάνω 
προκύπτει ότι:

Rb
φ
∘Rα

θ
= Rc

φ+θ , όπου c =
υ

1−ei (θ+φ) =
a eiφ

(1−e iθ
) + b(1−e iφ

)

1−e i(θ+φ) .

• Στην περίπτωση που b=a ή φ=0 , προκύπτει ότι c=a .

Το παραπάνω αποτέλεσμα απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα.

➢ Αν θ+φ=κ⋅2π , κ∈ℤ , τότε e i(θ+φ)
= 1 και Rb

φ
∘Rα

θ
= T υ όπου υ = (1−eiφ

)(b−a ).
Για παράδειγμα, αν θέσουμε θ=φ=π  τότε Rb

π
∘Rα

π
= T 2(b−a ) είναι μια μεταφορά κατά 

δύο φορές τον μιγαδικό αριθμό που ενώνει το πρώτο κέντρο στροφής με το δεύτερο. Το ότι 
αυτό είναι αλήθεια επάγεται από το παρακάτω σχήμα.

Παρατήρηση
Γενικεύοντας τα παραπάνω συνεπάγεται ότι:

Έστω M = Ra n

θ n∘⋯∘ Ra2

θ2 ∘Ra1

θ1 η σύνθεση n στροφών και έστω Θ = θ1 + θ2 ++ θ n η 

συνολική στροφή, τότε γενικά ισχύει M = Rc
Θ , για κάποιο c . Αλλά αν Θ είναι ένα 
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πολλαπλάσιο του 2π , τότε Μ = Τ υ για κάποιο υ .
Απόδειξη λήμματος
Αναφερόμενοι στο παρακάτω σχήμα, έστω M = Rm

π
∘R p

π /2
∘ Rs

π /2 . Βάση της παραπάνω 
παρατήρησης το Μ είναι μεταφορά. Για να προσδιορίσουμε την μεταφορά αυτή πρέπει να δούμε
πως η Μ δρά σε ένα σημείο. Έστω k αυτό το σημείο,

Μ (k ) = (Rm
π
∘R p

π /2
∘R s

π /2
)(k ) = Rm

π
(R p

π /2
(Rs

π /2
(k ))) = Rm

π
(R p

π /2
(l)) = Rm

π
(n) = k , οπότε η

Μ είναι η μηδενική μεταφορά, δηλαδή είναι ο μοναδιαίος μετασχηματισμός Ι . Συνεπώς,
Ι = Rm

π
∘ Rp

π /2
∘R s

π /2
 R p

π /2
∘ Rs

π /2
= (Rm

π
)
−1
∘ I = (Rm

π
)
−1

= Rm
π . Αν ορίσουμε s ' = Rm

π
( s)

τότε το m είναι το μέσο ss ' . Αλλά, από την άλλη,
s ' = (Rp

π /2
∘R s

π /2
)(s) = R p

π /2
(Rs

π / 2
(s)) = Rp

π /2
(s) . Συνεπώς, το τρίγωνο sps ' είναι ισοσκελές 

και έχει την ορθή γωνία στο p , οπότε τα sm και pm είναι κάθετα και ίσου μήκους. Οπότε 
αποδείχθηκε το ζητούμενο.
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II)   Αποτελέσματα πάνω σε μέσους όρους

α) Το κέντρο μάζας (Κεντροειδές)

Ορισμός: Θεωρούμε ένα σύστημα n σωμάτων στο ℂ τοποθετημένα στα σημεία
z1 , z 2 , ... , z n. Αν m j είναι η μάζα του σώματος στο σημείο z j τότε το κέντρο μάζας Ζ του 

συστήματος σωμάτων ορίζεται να είναι Z =

∑
j=1

n

m j z j

∑
j=1

n

m j

. 

Αν φανταστούμε το επίπεδο να είναι χωρίς μάζα και πάρουμε το παραπάνω σύστημα σωμάτων που 
είναι τοποθετημένα σε αυτό, τότε το Ζ είναι το σημείο στο οποίο αν στηρίξουμε το επίπεδο με μία 
καρφίτσα αυτό θα ισορροπήσει. 
Καθ' ολοκληρίαν σε αυτό το κομμάτι θα πάρουμε τις μάζες των σωμάτων να είναι ίσες. Σε αυτή την

περίπτωση το κέντρο μάζας είναι η μέση θέση των σωμάτων Z =
1
n
∑
j=1

n

z j , όπως απεικονίζεται 

στο παρακάτω σχήμα.

Από τον ορισμό προκύπτουν τα παρακάτω:
1) ∑ (z j−Z ) = 0 . Με άλλα λόγια, οι μιγαδικοί αριθμοί από το σημείο Ζ στα σημεία που 
είναι τοποθετημένα τα σώματα αλληλοαναιρούνται. Το μηδενιζόμενο άθροισμα απεικονίζεται στο 
παρακάτω σχήμα.

Αντιστρόφως, αν για ένα σημείο Z ισχύει ότι οι μιγαδικοί αριθμοί από αυτό στα σημεία που 
βρίσκονται τα σώματα αλληλοαναιρούνται, τότε το Z πρέπει να είναι το κέντρο μάζας. 

2) Αν μεταφέρουμε το σύνολο των σημείων κατά b , τότε το κέντρο μάζας θα μεταφερθεί με 
αυτά, δηλαδή το νέο κέντρο μάζας θα είναι

Z ' =
1
n
∑
j=1

n

(z j−b) =
1
n
∑
j=1

n

z j +
1
n
⋅nb = Z + b .

Το ίδιο συμβαίνει αν στρέψουμε το σύνολο των σημείων  γύρω από την αρχή, το κέντρο μάζας θα 
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στραφεί μαζί με αυτά.

Γενικά:

Αν Ζ είναι το κέντρο μάζας του {z j} , τότε το κέντρο μάζας του {a z j+b} είναι α Ζ+b . (1)

3) Αν πάρουμε ένα δεύτερο σύνολο n σημείων {z̃ j} (με κέντρο μάζας Ζ̃ ), μπορούμε να 
προσθέσουμε ζευγάρια από τα δύο σύνολα ώστε να προκύψει το σύνολο {z j+ z̃ j} . Το κέντρο 

μάζας του τελευταίου είναι Z ' =
1
n
∑
j=1

n

(z j+ z̃ j) =
1
n
∑
j=1

n

z j +
1
n
∑
j=1

n

z̃ j = Z + Z̃ .

Συγκεκριμένα, το κέντρο μάζας Ζ του συνόλου {z j= x j+ y j} είναι το άθροισμα Χ +iY του 
κέντρου μάζας Χ των σημείων {x j} στον άξονα των πραγματικών αριθμών και του κέντρου 
μάζας iY των σημείων {iy j} στον άξονα των φανταστικών αριθμών. 

Ορισμός: Κυρτή θήκη H ενός συστήματος σωμάτων {z j} ορίζεται να είναι το μικρότερο 
κυρτό πολύγωνο για το οποίο κάθε σώμα  κείται σε αυτό ή στο εσωτερικό του. 
Η διαισθητική προσέγγιση είναι ότι θεωρούμε σε κάθε σημείο z j του επιπέδου να εξέχει ένας 
πασσάλος και παίρνουμε μια υποθετική λαστιχένια ταινία η οποία να περικλείει όλους τους 
πασσάλους, τότε όταν ελευθερωσουμε την λαστιχένια αυτή ταινία θα συσταλλεί στο επιθυμητό 
πολύγωνο Η όπως αυτό φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Τώρα μπορούμε να διατυπώσουμε το παρακάτω αποτέλεσμα:

Το κέντρο μάζας Ζ πρέπει να κείται στο εσωτερικό της κυρτής θήκης Η . (2)

Απόδειξη
Αν πάρουμε ένα σημείο p έξω από το Η  παρατηρούμε ότι οι μιγαδικοί αριθμοί από το p
στα σώματα δεν είναι δυνατό να αλληλοαναιρούνται, όπως πρέπει να ισχύει για το Ζ . Πράγματι,
διαμέσου οποιουδήποτε εξωτερικού σημείου p είναι εμφανές ότι μπορούμε να ζωγραφίσουμε μια
γραμμή L τέτοια ώστε το Η και το σκιασμένο εσωτερικό του να βρίσκονται καθ' ολοκλήρου 
στην μία μεριά του L . Η αδυναμία των μιγαδικών αριθμών να αλληλοαναιρούνται προκύπτει 
από το ότι βρίσκονται καθ' ολοκληρίαν σε αυτή την πλευρά του L , γι' αυτό όλοι πρέπει να έχουν 
θετικές συνιστώσες στην κατεύθυνση του απεικονιζόμενου αριθμού Ν ο οποίος είναι κάθετος 
στην L . Εκτός από την περίπτωση που τα σώματα είναι συγραμμικά (σε αυτή την περίπτωση το

Η καταπίπτει (πέφτει κάτω, καταρρίπτεται)σε ένα ευθύγραμμο τμήμα, ο ίδιος 
συλλογισμός δεν επιτρέπει το Ζ να βρίσκεται πάνω στο Η . Όπως απεικονίζεται στο 
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παρακάτω σχήμα

μια άμεση συνέπεια της (2) είναι ότι:

Αν όλα τα σώματα βρίσκονται εντός κάποιου κύκλου τότε το κέντρο μάζας  (3)
τους βρίσκεται επίσης εντός του ίδιου κύκλου.

Ορισμός:
Κέντρο ενός κανονικού n−γώνου ορίζεται να είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου.

Πρόταση
Το κέντρο ενός κανονικού n−γώνου είναι το κέντρο μάζας των κορυφών του.  (4)

Απόδειξη
Λόγω της (1) μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας να επιλέξουμε το n−γωνο να έχει το 
κέντρο του στην αρχή των αξόνων ( στο 0), σε αυτή την περίπτωση αρκεί να δείξουμε ότι:

 το άθροισμα των κορυφών εξαφανίζεται (μηδενίζεται), (5)
αυτό σημαίνει ότι το κέντρο μάζας των κορυφών του θα πρέπει να είναι το Ζ=0 . Με άλλα 
λόγια, το κέντρο του n−γώνου ταυτίζεται με το κέντρο μάζας των κορυφών του. 

Όπως απεικονίζεται στο ακόλουθο σχήμα αυτό η (5) είναι προφανής αν το n είναι άρτιος αφού οι
κορυφές του n−γώνου επέρχονται σε αντίθετα ζευγάρια. 

                                                                                                   
                                                                                                   σχήμα 1

Η εξήγηση δεν είναι τόσο προφανής όταν το n είναι περιττός, το παρακάτω σχήμα απεικονίζει 
την περίπτωση που n=5.

                                                                                                     σχήμα 2
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Παρόλα αυτά, αν ζωγραφίσουμε το ∑ z j συστηματικά, παίρνοντας τις κορυφές z j σε 
αριστερόστροφη σειρά, τότε παίρνουμε το σχήμα:

                                                                                                                 σχήμα 3

και η απάντηση είναι τώρα φανερή: το άθροισμα των κορυφών του κανονικού 5−γώνου
σχηματίζει ένα άλλο κανονικό 5−γωνο . Η εικόνα εξηγεί τι συμβαίνει. Αφού η γωνία μεταξύ των

διαδοχικών κορυφών στο σχήμα 2 είναι
2π
5

, αυτή είναι επίσης η γωνία μεταξύ διαδοχικών όρων 

του αθροίσματος στο σχήμα 3. Σαφώς, αυτό το επιχείρημα γενικεύεται σε αυθαίρετα n (αμφότερα
άρτια και περιττά), από αυτό αποδεικνύεται η (4).

β) Μέσος όρος πάνω σε κανονικά πολύγωνα
Αν μια μιγαδική απεικόνιση z→ w = f ( z) απεικονίζει το σύνολο των σημείων {z j} στο 
σύνολο {w j= f (z j)} τότε το κέντρο μάζας W των εικόνων των σημείων μπορεί να περιγραφεί 
ως ο μέσος του f (z ) υπεράνω του συνόλου {z j} των n σημείων. 

Γράφουμε αυτόν τον μέσο ως 〈 f (z )〉n , με 〈 f (z )〉n =
1
n
∑
j=1

n

f ( z j).

Σημειώνουμε ότι αν f (z )=c είναι σταθερά, ο μέσος της f (z ) του συνόλου σημείων είναι το
c .

Πλέον, θα περιοριστούμε στην περίπτωση που τα {z j} είναι οι κορυφές ενός κανονικού
n−γώνου , οπότε αντίστοιχα ως 〈 f (z )〉n θα αντιλαμβανόμαστε τον μέσο της f (z ) υπεράνω 

των κορυφών ενός τέτοιου n−γώνου . 
Επισημαίνουμε ότι αν γράψουμε f (z ) = u (z ) + i v (z ) τότε 〈 f (z )〉n = 〈u(z )〉n + i 〈v ( z)〉n.

➢ Αρχικά θεωρούμε μόνο πολύγωνα που έχουν το κέντρο τους στην αρχή (στο 0).
Θεωρούμε, λοιπόν, τον μέσο της f (z )=z m υπεράνω των κορυφών ενός τέτοιου κανονικού

n−γώνου . Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται η περίπτωση που n=6 .
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Στο κέντρο της εικόνας έχουμε ένα γραμμοσκιασμένο κανονικό εξάγωνο και στην περιφέρεια 
απεικονίζονται οι εικόνες των κορυφών του μέσω των απεικονίσεων z , z2 , ... , z6 . Αν πάρουμε 
μεγαλύτερες τιμές για το m παρατηρούμε ότι το z7 είναι το ίδιο με το z1 , το z8 είναι το 
ίδιο με το z2 , ... . Το βασικό χαρακτηριστικό της παραπάνω εικόνας είναι ότι ότι εκτός αν το

m είναι πολλαπλάσιο του 6 η εικόνα ενός κανονικού 6−γώνου μέσω της zm είναι ένα 
κανονικό πολύγωνο.
Σημειώνουμε ότι δύο ίσα και αντίθετα σημεία τα θεωρούμε ως ένα κανονικό 2−γωνο , όμως ένα 
μονό σημείο δεν το θεωρούμε κανονικό πολύγωνο.

Γενικεύοντας την περίπτωση n=6  καταλήγουμε ότι: 
Εκτός αν το m είναι ένα πολλαπλάσιο του n , η εικόνα ενός κανονικού n−γώνου
με κέντρο την αρχή μέσω της zm , είναι ένα κανονικό N−γωνο με κέντρο την αρχή ,            (6)
όπου N = (n διαιρεμένο με τον μέγιστο κοινό παράγοντα των m και n ) .                             
Αν το m είναι πολλαπλάσιο του n , τότε η εικόνα του είναι ένα μονό σημείο.

Πράγματι,
Έστω z0 , z1 , z2 ,... , zn−1 οι κορυφές (αριθμημένες αριστερόστροφα) ενός κανονικού n−γώνου

και έστω C ο περιγεγραμμένος κύκλος. Επίσης, έστω w j= z j
m  η εικόνα της κορυφής z j

μέσω της απεικόνισης z→ w = zm . Σκεφτόμαστε το z σαν ένα σώμα το οποίο ξεκινά να 
κινείται από το z0 και περιφέρεται αριστερόστροφα γύρω από τον C , έτσι ώστε η εικόνα του 

σώματος w =z m να ξεκινά  από το w0 και  να περιφέρεται αριστερόστροφα γύρω από έναν 
άλλο κύκλο με m φορές την γωνιακή ταχύτητα του z .

Kάθε φορά που το z ταξιδεύει από την μία κορυφή στην επόμενη εκτελεί το (1
n) μιας 

περιστροφής, οπότε  το w εκτελεί (m
n ) μιάς περιστροφής. Συνεπώς καθώς το z ταξιδεύει 

από το z0 στο z k εκτελεί k (1
n) περιστροφές, οπότε το w εκτελεί k (m

n ) περιστροφές 

καθώς ταξιδεύει από το w0 στο w k .
Έστω w k το πρώτο σημείο στην ακολουθία w1, w2 , ... για το οποίο ισχύει w k=w 0 . Αυτό 

σημαίνει ότι το w εκτελεί 1 περιστροφή καθώς ταξιδεύει από το w0 στο w k . Αν (Μ
Ν )

,όπου N = (n διαιρεμένο με τον μέγιστο κοινό παράγοντα των m και n ) είναι το (m
n )

απλοποιημένο ώστε να προκύψουν οι μικρότεροι όροι, τότε έχουμε ότι πρέπει k=N δηλαδή
wΝ =w 0 .

Οπότε wN+1 = w1 , wN+2 = w2 , ... . Επίσης, τα w0 , w1 , w2 , ... , wN−1 είναι διακεκριμένα, 
διαφορετικά δεν θα ίσχυε ότι το Ν είναι το πρώτο για το οποίο ισχύει wΝ =w0 .  Τέλος, από τα
παραπάνω έχουμε ότι τα w0 , w1 , w2 , ... , wN−1 είναι οι κορυφές ενός κανονικού N−γώνου .

Συνδυάζοντας την (6) με την (4) της προηγούμενης ενότητας παίρνουμε το παρακάτω βασικό 
αποτέλεσμα:

Αν n > m τότε 〈 zm〉n= 0 .

Αυτό γενικεύεται εύκολα.
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Αν Pm(z ) = c0 + c1 z + c2 z 2
+ c3 z3

+ + cm z m είναι ένα πολυώνυμο βαθμού m , 
τότε ο μέσος του υπεράνω των κορυφών του n−γώνου  είναι:

〈 Pm(z )〉n = 〈c0〉n + c1 〈 z 〉n + c2 〈 z 2〉n + c3 〈 z3〉n +  + cm 〈 zm〉n .

Αν ο αριθμός n των κορυφών είναι μεγαλύτερος από τον βαθμό m του πολυωνύμου, παίρνουμε
ότι 〈 Pm(z )〉n = 〈c0〉n = c0 = Pm(0) .

Με άλλα λόγια το κέντρο μάζας των εικόνων των σημείων {z j} είναι η εικόνα του κέντρου 
μάζας.

Εκφράζοντας αυτό το αποτέλεσμα με μέσους έχουμε:

Αν n > m , τότε ο μέσος ενός mοστού βαθμού πολυωνύμου Pm(z ) υπεράνω των                  (7)
κορυφών  ενός κανονικού n−γώνου με κέντρο την αρχή, είναι η τιμή Pm(0) στο κέντρο
του n−γώνου .

➢ Τέλος, γενικεύουμε σε κανονικά n−γωνα τα οποία έχουν το κέντρο τους σε ένα 
αυθαίρετο σημείο k και όχι στην αρχή.
Φυσικά όταν εφαρμόζουμε την zm στις κορυφές ενός τέτοιου κανονικού πολυγώνου, οι εικόνες 
των σημείων {z j} δεν σχηματίζουν ένα κανονικό πολύγωνο. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η 

δράση του z4 στις κορυφές ενός κανονικού εξαγώνου Η με το κέντρο του στο σημείο k μαζί 
με την εικόνα ενός ολόκληρου κύκλου πάνω στον οποίο βρίσκονται αυτές οι κορυφές. 

Στην παραπάνω εικόνα είναι επίσης εμφανές ότι το κέντρο μάζας των εικόνων των σημείων είναι η 
εικόνα του κέντρου μάζας του H . Αυτό το αποτέλεσμα επικυρώνεται εμπειρικά στο παρακάτω 
σχήμα δείχνοντας ότι το άθροισμα των μιγαδικών αριθμών που ενώνουν το k 4 με τις εικόνες των 
σημείων {z j} είναι πράγματι μηδέν.
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Επεκτείνωντας ελαφρώς τον συμβολισμό μας, μπορούμε να γράψουμε τον μέσο του z4 υπεράνω 
των κορυφών του H ως 〈 zm〉H , οπότε αυτό που πρέπει να δείξουμε είναι ότι 〈 zm〉H = k 4 . 
Δεν είναι δυσκολότερο να αντιμετωπίσει κανείς την γενική περίπτωση που το zm δρα στις 
κορυφές ενός κανονικού n−γωνο H με κέντρο στο k . Μπορούμε να πάρουμε το Η
μεταφέροντας ένα n−γωνο H̃ με κέντρο την αρχή κατά k , όπως φαίνεται παρακάτω.

Εφόσον μία κορυφή z j του H̃ μεταφέρεται σε μιά κορυφή z j + k του H , προκύπτει ότι

〈 zm〉H = 〈(z + k )m〉H̃ . Αλλά (z + k )m = ∑
j=0

m

(m
j ) z j k m− j είναι ένα mοστού βαθμού 

πολυώνυμο το οποίο απεικονίζει το 0 στο k m . Χρησιμοποιώντας την (7), συμπεραίνουμε ότι 
αν n > m τότε 〈 zm〉H = k m , οπότε δείξαμε το ζητούμενο.

Γενικεύοντας το επιχείρημα το οποίο οδήγησε στην (7), βλέπουμε ότι η (7) είναι ειδική περίπτωση 
του παρακάτω αποτελέσματος:

Αν n > m τότε ο μέσος ενός mοστού βαθμού πολυωνύμου Pm(z ) υπεράνω των κορυφών ενός 
κανονικού n−γώνου με κέντρο στο k είναι η τιμή του Pm(k ) στο κέντρο του n−γώνου .
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III) Η Ψευδόσφαιρα του Beltrami και η Υπερβολική Γεωμετρία

α) Καμπυλότητα   Gauss
Το 1827 ο Gauss δημοσίευσε μία ανάλυση της εσωτερικής και εξωτερικής γεωμετρίας των 
επιφανειών, στην οποία αποκάλυψε ότι υπάρχουν αξιοσημείωτες συνδέσεις μεταξύ αυτών. 
Παρατηρώντας μια επιφάνεια όπως η παρακάτω είναι ξεκάθαρο ότι ορισμένα κομμάτια της 
καμπυλώνονται περισσότερο από άλλα. 

Επιπλέον το είδος της κύρτωσης ποικίλει από μέρος σε μέρος. Για να ποσοτικοποιήσουμε το 
μέγεθος και τον τύπο της κύρτωσης της επιφάνειας σε ένα σημείο p , o Gauss εισήγαγε μία 
ποσότητα k ( p) . Η συνάρτηση k ( p) καλείται καμπυλότητα Gauss. Όσο μεγαλύτερο το 
μέγεθος του k ( p) , τόσο περισσότερο καμπυλώνεται η επιφάνεια στο σημείο p . Το πρόσημο 
του k ( p) μας εξηγεί ποιοτικά πως μοιάζει η επιφάνεια στην κοντινή περιοχή του p .

Όπως φαίνεται και στο σχήμα, αν k ( p)<0 τότε η περιοχή του p θυμίζει σαμάρι, λυγίζει προς 
τα πάνω σε μερικές κατευθύνσεις και προς τα κάτω σε άλλες. Αν k ( p)>0 τότε λυγίζει με τον ίδιο
τρόπο σε όλες τις κατευθύνσεις, σαν ένα κομμάτι σφαίρας. 

Ορισμός k ( p)  (Gauss)
Έστω Π το επίπεδο που περιέχει το διάνυσμα n , το οποίο είναι το κάθετο διάνυσμα στην 
επιφάνεια στο σημείο p , και έστω κ η προσημασμένη καμπυλότητα στο σημείο p της 
καμπύλης στην οποία το Π τέμνει την επιφάνεια. Το πρόσημο του κ εξαρτάται από το αν το 
κέντρο της καμπυλότητας βρίσκεται στην κατεύθυνση του n ή του −n . Ως κύριες 
καμπυλότητες ορίζουμε την ελάχιστη κmin και την μέγιστη κmax τιμή του κ καθώς το Π
περιστρέφεται γύρω από το n .
Ο Gauss όρισε το k ως το γινόμενο των δύο κύριων καμπυλοτήτων: k  κmin⋅κmax .

Ο Gauss έδειξε ότι το k ( p) μετράει την εσωτερική καμπυλότητα της επιφάνειας, η οποία 
παραμένει αναλλοίωτη κάτω από το λύγισμα. Δηλαδή, k ( p)=k σταθερά .
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Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν απείρως πολλές επιφάνειες σταθερής θετικής καμπυλότητας Gauss (
k>0 ) καθώς και απείρως πολλές επιφάνειες σταθερής αρνητικής καμπυλότητας Gauss ( k<0

). O Beltrami αποκάλεσαι τις επιφάνειες με k<0 ψευδοσφαιρικές επιφάνειες. Ο Minding έδειξε 
ότι όλες οι ψευδοσφαιρικές επιφάνειες που έχουν την ίδια αρνητική τιμή για το k έχουν την ίδια 
εσωτερική γεωμετρία. 

β) Η Ισομετρική καμπύλη   (tractrix)   & Η Ψευδοσφαίρα
Για να αρχίσουμε να καταλαβαίνουμε την Υπερβολική Γεωμετρία, είναι επαρκές να εξετάσουμε 
οποιαδήποτε ψευδοσφαιρική επιφάνεια. Για τον σκοπό μας η ευκολότερη από αυτές είναι η 
ψευδοσφαίρα. Τώρα θα εξηγήσουμε πως κατασκευάζεται μια τέτοια επιφάνεια. Παίρνουμε ένα 
μικρό βαρύ αντικείμενο και δένουμε σε αυτό ένα κομμάτι νήμα. Στην συνέχεια τοποθετούμε το 
αντικείμενο πάνω σε ένα τραπέζι και το σύρουμε κινώντας το ελεύθερο άκρο του νήματος κατα 
μήκος της άκρης του τραπεζιού. Παρατηρούμε ότι το αντικείμενο κινείται κατα μήκος μια 
καμπύλης όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, 

όπου ο άξονας Y αντιπροσωπεύει την άκρη του τραπεζιού. Αυτή η καμπύλη καλείται 
ισοεφαπτομενική καμπύλη (tractrix) και ο άξονας Y τον οποίο η καμπύλη προσεγγίζει 
ασυμπτωτικά καλείται άξονας (axis). 

Πρόταση (Ορισμός Newton για την ισοεφαπτομενική καμπύλη)
Αν το μήκος του νήματος είναι R , τότε η ισοεφαπτομενική καμπύλη έχει την ακόλουθη 
γεωμετρική ιδιότητα:
Το τμήμα της εφαπτομένης από το σημείο επαφής στον άξονα Y έχει σταθερό μήκος R

Παρατήρηση 1
Η ισοεφαπτομενική καμπύλη μπορεί να κατασκευαστεί όπως δείχνεται στο παρακάτω σχήμα, 
δηλαδή σαν μια ορθογώνια τροχιά υπεράνω της οικογένειας των κύκλων ακτίνας R και με το 
κέντρο τους να βρίσκεται  πάνω στον άξονα Y . Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να σχεδιάζουμε 
γρήγορα μια αρκετά ακριβής ισοεφαπτομενική καμπύλη.
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Παρατάρηση 2
Στο σχήμα 1 το σ αναπαριστά το μήκος του τόξου της καμπύλης κατα μήκος της 
ισοεφαπτομενικής επιφάνειας, με το σ=0 να αντιστοιχεί στην αρχική θέση X =R του 
αντικειμένου που σύρουμε. Ακριβώς, όταν το αντικείμενο πρόκειται να περάσει από το σημείο
(Χ ,Υ ) ,συμβολίζουμε με dX την απειροελάχιστη άλλαγη στο Χ που συμβαίνει ενώ το 

αντικείμενο διανύει απόσταση ds κατα μήκος της ισοεφαπτομενικής καμπύλης. Από την 
ομοιότητα των απεικονιζομένων τριγώνων, εξάγουμε ότι:

dX
dσ

= −
X
R

 X =R⋅e
−σ
R .        (1)

Ορισμός
Η ψευδοσφαίρα ακτίνας R ορίζεται και κατασκευάζεται να είναι η επιφάνεια που προκύπτει 
μετά από περιστροφή της ισοεφαπτομενικής καμπύλης γύρω από τον αξονά της.

γ) Η σταθερή αρνητική καμπυλότητα της Ψευδοσφαίρας
Σε αυτή την ενότητα θα δώσουμε μια καθαρά γεωμετρική απόδειξη ότι η ψευδοσφαίρα έχει 
σταθερή καμπυλότητα Gauss. Θα χρησιμοποιήσουμε τον εξωτερικό ορισμό του k ως γινόμενο 
των κύριων καμπυλοτήτων.

Πρόταση

Η ψευδοσφαίρα ακτίνας R έχει σταθερή καμπυλότητα k = −
1

R2
.

Απόδειξη
Έστω r και r̃ οι δύο κύριες ακτίνες της καμπυλότητας της ψευδοσφαίρας ακτίνας R . Όπως 
με κάθε επιφάνεια περιστροφής προκύπτει από την συμμετρία ότι:

r̃ = ακτίνα καμπυλότητας της παράγουσας ισοεφαπτομενικής καμπύλης

r = το τμήμα της καθέτου από την επιφάνεια στον άξονα
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Το πρόβλημα λοιπόν καθορισμού της πολλαπλότητας Gauss k = −
1

r ⋅̃r
, υπάγεται συνεπώς σε 

ένα πρόβλημα της γεωμετρίας του επιπέδου όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Εξ' ορισμού η ισοεφαπτομενική καμπύλη του σχήματος έχει εφαπτομένες σταθερού μήκους R . 
Στα γειτονικά σημεία P και Q το σχήμα απεικονίζει δύο τέτοιες εφαπτομένες PA και QB

που περιέχουν την γωνία 1
∧

. Οι αντίστοιχες κάθετες PO και QO ως εκ τούτου περιέχουν την 

ίδια γωνία, δηλαδή 2
∧

= 1
∧

= φ
∧

. Το AC έχει σχεδιαστεί κάθετο στο QB .
 Έστω τώρα ότι το P παραμένει σταθερό θέλουμε να δούμε τι συμβαίνει καθώς το Q ενώνεται
με το P . Υπό αυτόν τον περιορισμό, O είναι το κέντρο του κύκλου της καμπυλότητας, PQ
είναι το τόξο αυτού του κύκλου και AC είναι ένα τόξο ενός κύκλου ακτίνας R με κέντρο στο

P . Συνεπώς, r̃ = OP και
PQ
OP

= sin φ
∧

=
AC
R


AC
PQ

=
R
r̃

. Στην συνέχεια από τον 

ορισμό της ισοεφαπτομενικής καμπύλης έχουμε ότι PA = R = QB και συμπεραίνουμε ότι 

καθώς το Q ενώνεται με το P , τότε BC = PQ . Τέλος, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι, 

καθώς το Q ενώνεται με το P , το τρίγωνο ABC
△

είναι τελικώς όμοιο με το τρίγωνο TAP
△

, 

εξάγουμε ότι
r
R

=
AC
BC

=
AC
PQ

=
R
r̃

.

Επομένως, αποδείχτηκε το ζητούμενο, δηλαδή ότι k = −
1

r ⋅̃r
= −

1

R2
.

δ) Μια σύμμορφη απεικόνιση της Ψευδοσφαίρας
Η κατασκευή μιας σύμμορφης απεικόνισης για την ψευδοσφαίρα έχει δύο βασικά oφέλη:
i) περιγράφει όλες τις επιφάνειες καμπυλότητας k = −1
ii) παρέχει μια κομψή και πρακτική περιγραφή των κινήσεων της υπερβολικής γεωμετρίας ως 
μετασχματισμών M öbius .
Χάρην ευκολίας πλέον παίρνουμε την ακτίνα της ψευδοσφαίρας να είναι R = 1 , επομένως ο 
χάρτης μας θα αναπαριστά ψευδοσφαιρικές επιφάνειες καμπυλότητας k = −1 . Για να 
μπορέσουμε να κατασκευάσουμε την σύμμορφη απεικονισή μας  θα εισάγουμε ένα αρκετά φυσικό 
σύστημα συντεταγμένων (x , σ) πάνω στην ψευδοσφαίρα, όπως φαίνεται στο σχήμα Α.
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H συντεταγμένη x μετράει την γωνία γύρω από τον άξονα της ψευδοσφαίρας, έστω περιορισμένη
στο 0≤x<2π . Η δεύτερη συντεταγμένη σ μετράει το μήκος του τόξου κατά μήκος κάθε 
γεννήτορα της ισοεφαπτομενικής καμπύλης. Συνεπώς, οι καμπύλες x = σταθερά είναι οι 
γεννήτορες της ισοεφαπτομενικής επιφάνειας της ψευδοσφαίρας, αυτές οι καμπύλες είναι 
γεωδαισιακές και οι καμπύλες σ = σταθερά είναι κυκλικές εγκάρσιες τομές της ψευδοσφαίρας, 
οι οποίες δεν είναι γεωδαισιακές καμπύλες. Εφόσον η ακτίνα ενός τέτοιου κύκλου είναι το ίδιο με 
την Χ − συντεταγμένη στο σχήμα 1, προκύπτει επό την (1) ότι:

Η ακτίνα X του κύκλου σ = σταθερά που διέρχεται από το σημείο
(x ,σ) δίνεται από τον τύπο X = e−σ .

Στον χάρτη (δηλαδή στην εικόνα της ψευδοσφαίρας μέσω της σύμμορφης απεικόνισης) μας 
επιλέγουμε την γωνία x ως τον οριζόντιο αξονά μας, έτσι ώστε οι γεννήτορες της 
ισοεφαπτομενικής καμπύλης της ψευδοσφαίρας να αναπαρίστανται από κάθετες γραμμές. Όπως 
φαίνεται στο σχήμα Β.
Συνεπώς ένα σημείο στην ψευδοσφαίρα με συντεταγμένες (x , σ) θα αναπαρίσταται στο χάρτη 
μέσω της απεικόνισης από ένα σημείο με καρτεσιανές συντεταγμένες (x , y ) τις οποίες 
σκεφτόμαστε σαν τον μιγαδικό αριθμό z = x + i y . Η απαίτησή μας ότι η απεικόνιση πρέπει 
να είναι σύμμορφη στην ουσία δεν μας αφήνει καμία ελευθερία επιλογής της συντετεγμένης y .
Αρχικά (σχήμα Α), οι γεννήτορες της ισοεφαπτομενικής καμπύλης x = σταθερά είναι κάθετοι 
στις κυκλικές εγκάρσιες τομές σ = σταθερά , επομένως το ίδιο πρέπει να ισχύει και για τις 
εικόνες τους μέσω της σύμμορης απεικονισής μας. Έτσι η εικόνα του σ = σταθερά πρέπει να 
αναπαρίσταται από μία οριζόντια γραμμή y = σταθερά και από αυτό εξάγουμε ότι το

y = y (σ ) πρέπει να είναι συνάρτηση μόνο του σ .
Στην συνέχεια θεωρούμε πάνω στην ψευδοσφαίρα το τόξο του κύκλου σ = σταθερά (ακτίνας

Χ )που συνδέει τα σημεία (x ,σ) και (x+dx , σ ) . Από τον ορισμό του x αυτά τα σημεία 
κείτονται έναντι γωνίας dx της οποίας η κορυφή βρίσκεται στο κέντρο του κύκλου και οι πλευρές
της διέρχονται από αυτά, έτσι ώστε ο διαχωρισμός τους στην ψευδοσφαίρα να είναι Χdx ,όπως 
απεικονίζεται στο σχήμα Α. Στον χάρτη μας αυτά τα δύο σημεία έχουν το ίδιο ύψος και 
διαχωρίζονται από απόσταση dx . Έτσι παιρνώντας από την ψευδοσφαίρα στον χάρτη, αυτό το 
συγκεκριμένο ευθύγραμμο τμήμα συστέλλεται(διαιρούμε δια Χ ) κατά παράγοντα Χ ( ≤1) . 
Εν τούτοις, εφόσον η απεικόνιση είναι σύμμορφη, ένα απειροελάχιστο ευθύγραμμο τμήμα που 
πηγάζει από το σημείο (x ,σ) προς οποιαδήποτε κατεύθυνση πρέπει να πολλαπλασιαστεί με τον 
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ίδιο παράγοντα
1
X

= eσ . Δηλαδή η μετρική είναι d ŝ = X ds.

Τέλος, παίρνουμε τον ανώτατο μαύρο δίσκο πάνω στην ψευδοσφαίρα όπως φαίνεται στο σχήμα Α. 
Σκεφτόμαστε τον δίσκο ως απειροελάχιστο, έστω διαμέτρου ε . Στον χάρτη αυτός ο δίσκος θα 

αναπαρίσταται από έναν άλλο δίσκο του οποίου η διάμετρος
ε
X

μπορεί να ερμηνευθεί σαν το 

γωνιακό πλάτος του αρχικού δίσκου όπως αυτό γίνεται αντιληπτό από έναν παρατηρητή που 
βρίσκεται πάνω στον άξονα της ψευδοσφαίρας. Ας υποθέσουμε τώρα ότι μεταφέρουμε 
επανειλημένα τον αρχικό δίσκο προς το άκρο(στόμιο) της ψευδοσφαίρας, μετακινώντας τον 
απόσταση ε κάθε φορά. Το σχήμα Α απεικονίζει την προκύπτουσα αλυσίδα εφαπτόμενων 
πανομοιότυπων δίσκων. Καθώς ο δίσκος κινείται προς τα κάτω στην ψευδοσφαίρα απομακρύνεται 
από τον άξονα και το γωνιακό του πλάτος, όπως αυτό φαίνεται από τον άξονα, ως εκ τούτου 
μειώνεται. Συνεπώς η εικόνα του δίσκου στον χάρτη φαίνεται να συρρικνώνεται σταδιακά καθώς 
αυτός κινείται προς τα κάτω και οι ίσες με 8ε αποστάσεις μεταξύ δύο διαδοχικών μαύρων 
κύκλων πάνω στην ψευδοσφαίρα δεν εμφανίζονται ίσες στον χάρτη μας.
Έχοντας περιγράψει την απεικόνισή μας, πάμε τώρα να υπολογίσουμε την συντεταγμένη y που 
αντιστοιχεί στο σημείο (x , σ)  της ψευδοσφαίρας. Από τα παραπάνω, όπως και από το γεγονός 
ότι τα απεικονιζόμενα τρίγωνα πρέπει να είναι όμοια(λόγω συμμορφίας) παίρνουμε ότι:

dy
dσ

=
1
X

= eσ
 y = eσ

+ σταθερά .

Η τυπική επιλογή αυτής της σταθεράς είναι το 0 , ούτως ώστε: y = eσ
=

1
X

.

Έτσι ολόκληρη η ψευδοσφαίρα αναπαρίσταται στον χάρτη από την γραμμοσκιασμένη περιοχή που 
κείται πάνω από την γραμμή y = 1 , η οποία αναπαριστά το άκρο της ψευδοσφαίρας, και η 
μετρική η σχετική με τον χάρτη μας είναι η:

d ŝ =
ds
y

=
√dx2

+ dy2

y
(2) .

Παρατήρηση
Ένα απειροελάχιστο ορθογώνο στον χάρτη με πλευρές dx και dy είναι η εικόνα ενός όμοιου 

απειροελάχιστου ορθογωνίου πάνω στην ψευδοσφαίρα με πλευρές
dx
y

και
dy
y

. Έτσι το 

εμφανές εμβαδόν dxdy σχετίζεται με το πραγματικό εμβαδόν πάνω στην ψευδοσφαίρα από τον 
τύπο:

dA =
dx dy

y2
(3).

ε) Το υπερβολικό επίπεδο του   Beltrami
Όπως προαναφέραμε στο 2ο κεφάλαιο η αφηρημένη υπερβολική γεωμετρία που ανακαλύφθηκε 
από τον Gauss, Bolyai και Lobachevsky είναι κατανοητό ότι λαμβάνει χώρα σε ένα υπερβολικό 
επίπεδο το οποίο είναι ακριβώς όπως το Ευκλείδειο επίπεδο, εκτός από το ότι οι γραμμές μέσα σε 
αυτό υπακούουν το υπερβολικό αξίωμα. Η σταθερή αρνητική καμπυλότητα της ψευδοσφαίρας 
εξασφαλίζει ότι ικανοποιούνται πιστά όλες οι συνέπειες του υπερβολικού αξιώματος σε μία 
πεπερασμένη περιοχή του υπερβολικού επιπέδου. Μια τέτοια συνέπεια είναι η πρόταση που λέει 
ότι:
Το εμβαδόν ενός τριγώνου ABC  στο υπερβολικό επίπεδο είναι ανάλογο του ελλείμματος του, 
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δηλαδή ισχύει    ABC     k    ABC   ,όπου    το εμβαδόν,   το έλλειμμα του τριγώνου ABC και k 
θετική σταθερά για κάθε τρίγωνο ABC.
Το οποίο πράγματι ισχύει στην ψευδοσφαίρα.

Ωστόσο η ψευδοσφαίρα δεν είναι κατάλλαλη για μοντέλο ολόκληρου του υπερβολικού επιπέδου, 
γιατί παρεκκλίνει από το Ευκλείδειο επίπεδο με δύο μη ικανοποιητικούς τρόπους:

i) Η ψευδοσφαίρα μπορεί να παρομοιαστεί με έναν κύλινδρο αντί με ένα επιπέδο. Για 
παράδειγμα ένας κλειστός βρόχος στο επίπεδο μπορεί πάντα να συσταλλεί σε ένα σημείο, 
αλλά ένας βρόχος στην ψευδοσφαίρα που τυλίγεται γύρω από τον άξονα δεν μπορεί να 
συσταλλεί σε ένα σημείο.

ii) Στο υπερβολικό επίπεδο, όπως στο Ευκλείδειο επίπεδο, ένα ευθύγραμμο τμήμα μπορεί να 
επεκταθεί επ' αόριστον σε οποιαδήποτε κατεύθυνση. Έχουμε ήδη αναφέρει ότι οι 
γεννήτορες της ισοεφαπτομενικής καμπύλης της ψευδοσφαίρας είναι γεωδαισιακές, και ως 
εκ τούτου θα θέλαμε να τις ερμηνεύσουμε ως υπερβολικές γραμμές. Αλλά παρόλο που μια 
τέτοια ισοεφαπτομενική καμπύλη στην ψευδοσφαίρα επεκτείνεται επ΄αόριστον προς τα 
πάνω, προς την άλλη κατεύθυνση τερματίζει όταν φτάσει στο άκρο της ψευδοσφαίρας.

➢ Ο Beltrami επισήμανε ότι το πρώτο από αυτά τα προβλήματα μπορεί να επιλυθεί ως 
εξής:Αρχικά, φανταζόμαστε την ψευδοσφαίρα να καλύπτεται από ένα λεπτό ελαστικό φύλλο 
χαρτιού. Για να πάρουμε τον χάρτη του σχήματος Β κόβουμε αυτό το φύλλο κατά μήκος ενός 
γεννήτορα της ισοεφαπτομενικής καμπύλης και το ξεδιπλώνουμε πάνω στην γραμμοσκιασμένη 
περιοχή. Για να το κάνουμε επίπεδο και για να το προσαρμόσουμε στην ορθογώνια περιοχή, το 
φύλλο πρέπει να τεντωθεί, η μετρική που δίνεται από τον τύπο (2) μας λέει πόσο πρέπει να 
τεντωθεί σε κάθε μέρος.
Στην συνέχεια φανταζόμαστε το φύλλο  καθώς το τυλίγουμε γύρω από την ψευδοσφαίρα 
απείρως πολλές φορές, σαν ένα ατελείωτο ρολό διάφανης μεμβράνης. Ξετυλίγοντας αυτό το 
απείρως μακρύ φύλλο το οποίο τεντώνουμε όσο προχωράμε, μπορούμε τώρα να καλύψουμε 
ολόκληρη την περιοχή πάνω από το y=1 . Σύμφωνα με αυτή την ερμηνεία, ένα σωματίδιο 
που ταξιδεύει κατά μήκος μιάς οριζόντιας γραμμής στο χάρτη θα αντιστοιχούσε σε ένα 
σωματίδιο που ταξιδεύει γύρω από ένα κύκλο σ = σταθερά στη ψευδοσφαίρα, εκτελώντας 
μια πλήρη περιστροφή για κάθε κίνηση κατά 2π κατά μήκος της γραμμής.

➢ Τώρα θα δούμε πως η σύμμορφη απεικονισή μας  λύνει το  δεύτερο πρόβλημα του άκρου της 
ψευδοσφαίρας. Στα πλαίσια της εξωτερικής γεωμετρίας αυτό το άκρο είναι ένα ανυπέρβλητο 

                                                                                                                                                         117

απείρως απομακρυσμένος ορίζοντας: y = 0

άκρο της ψευδοσφαίρας
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εμπόδιο, δεν μπορούμε να επεκτείνουμε την ψευδοσφαίρα ομαλά πέρα από αυτό το άκρο 
διατηρώντας παράλληλα την σταθερή της καμπυλότητα. Ωστόσο, εμείς ενδιαφερόμαστε μόνο 
για την εσωτερική γεωμετρία της ψευδοσφαίρας, και έχουμε δει ότι αν μετράμε την απόσταση 

χρησιμοποιώντας την d ŝ =
ds
y

, αυτή είναι ταυτόσιμη με y>1 στο σχήμα 2.

Τώρα φανταζόμαστε τους εαυτούς μας σαν μία μικροσκοπική διδιάστατη οντότητα που ζει στο 
σχήμα 2. Το να βαδίζουμε προς τα κάτω σε μια ευθεία γραμμή x = σταθερά είναι το ίδιο 
πράγμα με το να βαδίζουμε προς τα κάτω σε μία ισοεφαπτομενική καμπύλη της ψευδοσφαίρας. 
Φυσικά στην ψευδοσφαίρα ο περίπατός μας διακόπτεται σε κάποιο σημείο p̂ στο άκρο

σ=0 , το οποίο αντιστοιχεί σε ένα σημείο p στη γραμμή y=1 . Αλλά στο χάρτη (σχήμα 
2) το σημείο p είναι σαν οποιοδήποτε άλλο, και δεν υπάρχει τίποτα να μας εμποδίζει να 
συνεχίσουμε τον περίπατό μας προς τα κάτω στο σημείο q στο y=0 , το οποίο βρίσκεται 
απείρως μακριά από το p , οπότε στην πραγματικότητα ούτε που θα φτάσουμε το q . 
Πράγματι, υποθέτουμε ότι απεικονιζόμαστε πάνω στο σχήμα 2 σαν τον μικρό δίσκο στη γραμμή

y=2 και ότι ένας εξωτερικός παρατηρητής στέκεται έξω από τον υπερβολικό μας χώρο και 
μας παρακολουθεί καθώς περπατάμε με έναν σταθερό ρυθμό προς το y=0 .
Φυσικά παραμένουμε στο ίδιο υπερβολικό μέγεθος καθώς περπατάμε, αλλά για τον εξωτερικό 
παρατηρητή συρρικνωνόμαστε (συστελλόμαστε). Αυτό γίνεται έντονα αισθητό από την 

Ευκλείδεια ερμηνεία του υπερβολικού μας μεγέθους ως d ŝ =
ds
y

:

Πρόταση
Η υπερβολική διάμετρος ενός απειροελάχιστου δίσκου με κέντρο το z = x + i y είναι η 
γωνία  που κείτε έναντι του δίσκου, με κορυφή στο σημείο x του πραγματικού άξονα και 
κατασκευάζεται όπως φαίνεται στο σχήμα.

Έτσι το φαινομενικό μεγεθός μας πρέπει να συρρικνωθεί ώστε να είμαστε υποκείμενοι σε 
σταθερή γωνία και παρόλο που όλα τα βήματά μας έχουν το ίδιο μήκος, στον εξωτερικό 
παρατηρητή φαίνονται ότι μικραίνουν σταδιακά και ότι βαδίζουμε όλο και πιο αργά. Για 
παράδειγμα έστω ότι ταξιδεύουμε με σταθερή ταχύτητα ln 2 . Όπως απεικονίζεται, η 

ολοκλήρωση του
dy
y

δείχνει ότι φτάνουμε το y=1 μετά από μία μονάδα χρόνου, το

y=
1
2

μετά από δύο μονάδες χρόνου, το y=
1
4

μετά από τρείς μονάδες χρόνου, κ.τ.λ.

Έτσι, όταν κάποιος μας παρατηρεί έξω από τον κόσμο μας, κάθε διαδοχική μονάδα χρόνου 
μόνο μειώνει κατά το ήμιση την απόσταση μας από το y=0 , και επομένως δεν θα το 
φτάσουμε ποτέ.

Έχοντας επιλύσει τα προβλήματά μας, τώρα κατέχουμε ένα συγκεκριμένο μοντέλο του 
υπερβολικού επιπέδου, δηλαδή ολόκληρο το γραμμοσκιασμένο ημιεπίπεδο y>0 με μετρική

d ŝ =
ds
y

. Τα σημεία του πραγματικού άξονα είναι απείρως μακριά από τα συνηθισμένα σημεία

και δεν θεωρούνται μέρος του υπερβολικού επιπεδου. Τα σημεία αυτά τα ονομάζουμε κατ' εκδοχήν
σημεία ή σημεία στο άπειρο. Ολόκληρη την γραμμή y=0 των σημείων στο άπειρο την καλούμε 
ορίζοντα.

Παρατήρηση   
Μελετώντας την υπερβολική γεωμετρία μέσω αυτού του χάρτη είναι το ίδιο με το να μελετάμε την 
σφαιρική γεωμετρία μέσω ενός στερεογραφικού χάρτη , χωρίς στην πραγματικότητα να έχουμε δει 
μία πραγματική σφαίρα. Εξάλλου τόσα χρόνια ο άνθρωπος ανέπτυξε μια καλή κατανόηση της 
επιφάνειας της γης κατασκευάζοντας γεωγραφικούς χάρτες μέσω επίγειων μετρήσεων.
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Παρατήρηση
H ψευδοσφαίρα αποτελεί μοντέλο μόνο ενός μέρους του υπερβολικού επιπέδου. Ο Hilbert το 1901 
απέδειξε ότι κάθε ψευδοσφαιρική επιφάνεια απαραιτήτως έχει ένα άκρο πέρα από το οποίο δεν 
μπορεί να επεκταθεί ομαλά διατηρώντας παράλληλα την σταθερή αρνητική της καμπυλότητα. Έτσι

το άνω ημιεπίπεδο με μετρική την d ŝ =
√dx2

+ dy2

y
είναι η καλύτερη αναπαράσταση που θα 

μπορούσαμε να πάρουμε για το υπερβολικό επίπεδο. Φυσικά, όπως και για να περιγράψουμε την 
επιφάνεια τς γης χρησιμοποιούμε διαφορετικά είδη χαρτών, έτσι και για να αναπαραστίσουμε το 
υπερβολικό επίπεδο μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε διαφορετικούς χάρτες. Ο συγκεκριμένος 
χάρτης καλείται το άνω ημιεπιπέδου του Poincar é . Όπως είδαμε στο κεφάλαιο 2 δύο άλλοι 
τέτοιοι χάρτες είναι ο δίσκος του Poincar é και ο δίσκος του Klein. Τα δύο πρώτα μοντέλα 
παρουσιάστηκαν από τον Poincar é το 1882 ενώ το τελευταίο παρουσιάστηκε από τον Klein τo 
1871. Ωστόσο, ωφείλουμε να παραδεχτούμε ότι ο Beltrami είχε ανακαλύψει όλα αυτά τα πραπάνω 
μοντέλα, από ένα τέταρτο μοντέλο που ανακάλυψε πάλι ο ίδιος και το οποίο αποτελείται από ένα 
χάρτη σχεδιασμένο πάνω σε ένα ημισφαίριο.
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