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“As for everything else, so for a mathematical theory:

beauty can be perceived but not explained”

Arthur Cayley



EuqaristÐecH diplwmatik  ergasÐa èqei ekponhjeÐ sta plaÐsia thc olokl rwshc twn spoud¸nmou sto Diapanepisthmiakì - Diatmhmatikì Prìgramma Metaptuqiak¸n Spoud¸n{Didaktik  kai MejodologÐa twn Majhmatik¸n}. Sto tèloc thc poreÐac aut cja  jela na ekfr�sw tic jermèc euqaristÐec mou kai thn idiaÐterh ektÐmhsh moustouc kajhghtèc tou metaptuqiakoÔ progr�mmatoc gia tic polÔtimec empeirÐec kaign¸seic pou moir�sthkan mazÐ mac kai touc sumfoithtèc mou pou sunergast kanmazÐ mou ta teleutaÐa qrìnia. Eidikìtera ja  jela na euqarist sw:
• Ton epiblèponta kajhght  mou DionÔsio L�ppa o opoÐoc me bo jhse mèsaapì gìnimh suz thsh sthn epexergasÐa twn majhmatik¸n jem�twn pou sumperièlabasthn ergasÐa mou.
• Ton kajhght  k. R�pth Eu�ggelo kai ton Anaplhrwt  kajhght  k. SpÔrouPanagi¸th pou mou èkanan thn tim  na eÐnai mèlh thc trimeloÔc epitrop c.
• Ton k. Klaoud�to Nikìlao gia tic sumboulèc touc kai tic polÔtimec idèectou kai thn eukairÐa pou mou èdwse na pragmatopoi sw mia eisagwgik didaskalÐa gia th jewrÐa grafhm�twn se sqolik  t�xh.
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PerÐlhyhH melèth twn grafhm�twn wc gewmetrik¸n antikeimènwn emperièqei aparaÐthta thmelèth twn summetri¸n touc h opoÐa mporeÐ na perigrafeÐ me thn om�da automorfism¸ntouc. Up�rqei mia polÔ shmantik  allhlepÐdrash an�mesa sth jewrÐa om�dwnkai th jewrÐa twn automorfism¸n grafhm�twn h opoÐa odhgeÐ sthn kataskeu grafhm�twn me axioshmeÐwtec idiìthtec. Apì thn �llh meri�, se antÐjesh me ticklassikèc gewmetrÐec, ta perissìtera peperasmèna graf mata den èqoun kanènan�llo automorfismì ektìc apì ton tautotikì. Sto gegonìc autì ofeÐletai k�tipar�doxo kai fainomènik� antÐjeto: k�je (peperasmènh) om�da eÐnai isìmorfh methn om�da automorfism¸n enìc (peperasmènou) graf matoc.H melèth twn grafhm�twn mèsw twn summetri¸n touc èqei rÐzec sto klassikìpar�deigma pou brÐsketai sto prìgramma Erlanger tou Felix Klein, ìpou anafèretaiìti h gewmetrÐa mporeÐ na jewrhjeÐ sa q¸roc thc dr�shc twn om�dwn.Sta kef�laia pou akoloujoÔn perigr�fontai oi trìpoi me touc opoÐouc oi om�deckai ta graf mata allhlepidroÔn.Lèxeic kleidi�:GewmetrÐa Klein, AutomorfismoÐ grafhm�twn, graf mata
Cayley, om�dec.



Abstract

A study of graphs as geometric objects necessarily involves the study of their
symmetries, described by the group of automorphisms. There has been a significant
interaction between abstract group theory and the theory of graph automorphisms,
leading to the construction of graphs with remarkable properties. On the other
hand, in contrast to classical geometries, most finite graphs have no automorphisms
other than the identity. This fact is largely and somewhat paradoxically responsible
for its seeming oppposite: every (finite) group is isomorphic to the automorphism
group of a (finite) graph.
The study of graphs via their symmetries is rooted in the classical paradigm,
stated in Felix Klein’s ”Erlanger Programm”, that geometries are to be viewed
as domains of a group action. Although graphs, as incident structures, may
seem to be degenerate geometries, we note that any incident structure such as
projective plane, can be represented by a graph. Such representations preserve
symmetry and allow fruitful generalizations.
In the following chapters I try to illustrate the variety of ways in which group
and graph interact.

Keywords:Klein geometry, graph automorphisms, Cayley graph, group theory.
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Kef�laio 1Istorik  anadrom 
Thus, in a sense, mathematics has

been most advanced by those who

distinguished themselves by

intuition rather than by rigorous

proofs.

Felix KleinSto deÔtero misì tou 19ou ai¸na oi mh eukleÐdeiec gewmetrÐec èqoun  dhanaptuqjeÐ, ìtan to 1872 o Felix Klein ekdÐdei, gia thn enarkt ria di�lex  tou wckajhght  sto Erlanger, èna manifèsto upì ton tÐtlo Sugkritikèc parathr seicp�nw se nèec gewmetrikèc èreunec (Vergleichende Betrachtungen uber neuere
geometrische Forschungen). Sth diak ruxh aut , gnwst  wc Prìgramma Erlanger,proteÐnei mia nèa kathgoriopoÐhsh twn gewmetri¸n sth b�sh thc probolik c gewmetrÐackai thc jewrÐac om�dwn. EÐnai ed¸, pou h afhrhmènh �lgebra kai h jewrÐaom�dwn ja jewrhtikopoi soun thn ènnoia thc summetrÐac. Se k�je gewmetrÐa o
Klein antistoiqÐzei mia om�da summetri¸n, dhlad  metasqhmatismoÔc pou af nounanalloÐwta k�poia qarakthristik� twn gewmetrik¸n antikeimènwn (p.q. gwnÐec,embad�, m kh). Gia thn eukleÐdeia gewmetrÐa, oi metasqhmatismoÐ autoÐ eÐnai oiisometrÐec, pou apoteloÔn upoom�da thc om�dac automorfism¸n tou eukleÐdeiouq¸rou R

n.1.1 Apì thn EukleÐdeia gewmetrÐa sth gewmetrÐatou KleinGia na prosdioristeÐ to perieqìmeno opoiasd pote epist mhc prèpei na onom�soumeta antikeÐmena kai sth sunèqeia na oristoÔn oi idiìthtec twn antikeimènwn pou aut melet�. Sthn perÐptwsh thc EukleÐdeiac gewmetrÐac ta gewmetrik� antikeÐmena3



4 KEF�ALAIO 1. ISTORIK�H ANADROM�HeÐnai ta epÐpeda sq mata kai ta stere�. Sun jwc anti gia touc ìrouc autoÔcqrhsimopoioÔme sÔnola shmeÐwn sto epÐpedo kai sto q¸ro. Oi idiìthtec twnsqhm�twn pou melet�me kajorÐzontai apì th d lwsh miac isodunamÐac twn sqhm�twn.IsodÔnama   Ðsa jewroÔntai ta sq mata gia ta opoÐa up�rqei mia isometrÐa1 poumetafèrei to èna sq ma p�nw sto �llo.O Klein, mèsa apì th melèth thc EukleÐdeiac gewmetrÐac, parat rhse ìti staperissìtera probl mata den parousi�zontai mìno isometrÐec all� eÐnai suqn  kai hparousÐa ìmoiwn sqhm�twn. Me ton ìro ìmoia sq mata anaferìmaste sta sq mataaut� pou diafèroun mìno sto mègejoc dhlad  to èna sq ma eÐnai megènjush  smÐkrunsh tou �llou. Sta sq mata aut� den èqoun shmasÐa ta megèjh touc giatiden emplèkontai sthn apodeiktik  diadikasÐa. EpÐshc, den paÐzoun shmantikì rìlota m kh.To gewmetrikì antikeÐmeno eÐnai h melèth twn idiot twn twn sqhm�twn pou paramènounanalloÐwtec apì touc metasqhmatismoÔc omoiìthtac. epomènwc oKlein de melèthsetìso ta sq mata all� èstreye thn prosoq  tou stouc metasqhmatismoÔc kaiprìteine to antikeÐmeno thc melèthc na eÐnai oi idiìthtec twn sqhm�twn kai oiom�dec. K�je gewmetrik  idiìthta ja prèpei na paramènei analloÐwth katw apìth dr�sh twn om�dwn pou sqetÐzontai me th gewmetrÐa.1.2 Apì th gewmetrÐa sth gewmetrÐa jèshcO W.Leibniz se epistol  tou to 1679 proc ton C.Huygens parat rhse ìti "macqrei�zetai èna �llo eÐdoc an�lushc gewmetrik c   grammik c, pou na asqoleÐtaiapeujeÐac me th jèsh, ìpwc h 'Algebra asqoleÐtai me to mègejos". M�lista,qrhsimopoÐhse ton ìro ”analysis situs” dhl. an�lush thc jèshc gia to eÐdoc autìthc an�lushc, to opoÐo kat� kairoÔc onom�sthke ”geometria situs”   ”geometry
of position” gia na katal xei s mera ston ìro JewrÐa Grafhm�twn.To 1735 o L.Euler parousÐase sthn akadhmÐa episthm¸n thc AgÐac PetroÔpolhcto perÐfhmo prìblhma twn gefur¸n tou Konigsberg. Autì to prìblhma jewreÐtewc to genèjlio prìblhma thc jewrÐac grafhm�twn, diìti sth lÔsh pou prìteineèlabe upìyh tou mìno tic jèseic kai ìqi tic sqetikèc apost�seic twn gefur¸n.1.2.1 To prìblhmaH pìlh Konigsberg thc PrwsÐas(shmerinì Kaliningrad thc RwsÐac), idrÔjhkestic dÔo pleurèc tou potamoÔ Pregel kai peril�mbane dÔo nhsi� pou sundèontanmetaxÔ touc �lla kai me thn hpeirwtik  q¸ra me ept� gèfurec. H pìlh apoteleÐtaiapì tèsseric tomeÐc pou dhmiourgoÔntai apì touc kl�douc tou potamoÔ Pregelp�nw apì touc opoÐouc  tan qtismènec oi ept� gèfurec1Με τον όρο ισομετρία θεωρούμε ένα μετασχηματισμό μεταξύ των σημείων στο χώρο που
διατηρεί τις αποστάσεις.



1.2. AP�O TH GEWMETR�IA STH GEWMETR�IA J�ESHS 5Oi k�toikoi thc pìlhc eÐqan dhmiourg sei to ex c polÔ dÔskolo prìblhma: NabrejeÐ mia diadrom  sthn pìlh pou ja dièsqize k�je gèfura mìno mÐa for�. Stanhsi� ja mporoÔse na ft�sei kaneÐc mìno mèsw twn gefur¸n kai k�je gèfuraprèpei na èqei perasteÐ olìklhrh k�je for�(qwrÐc k�poioc na perpat sei mèqri thmèsh kai na gurÐsei pÐsw).Mèroc plèon thc zw c twn katoÐkwn pou prospajoÔsan ston kajhmerinì perÐpatotouc ìtan eÐqan eleÔjero na petÔqoun th diadrom  pou ja touc èdine th lÔsh.'Oso ìmwc kai na prospajoÔsan, p�nta up rqe mÐa gèfura pou den mporoÔsan naproseggÐsoun.O Leonard Euler rwt jhke an mporeÐ na upodeÐxei ìti up�rqei diadrom  h opoÐa nadièrqetai apì ìlec tic gèfurec akrib¸c mia for� kai na katal gei, an eÐnai dunatìn,sto Ðdio shmeÐo apì ìpou xekÐnhse. O Euler parat rhse ìti to monadikì stoiqeÐothc diadrom c pou endiafèrei to prìblhma eÐnai h seir� me thn opoÐa h diadrom pern�ei p�nw apì tic gèfurec. Anaparèsthse ta tm mata xhr�c wc kìmbouc kaitic gèfurec wc grammèc pou en¸noun ta tm mata xhr�c. Autì pou ton endièfereden  tan to mègejoc touc all� h jèsh touc.

Sq ma 1.1: O q�rthc tou Konigsberg.1.2.2 H ap�nthshTo shmantikì ennoiologikì �lma pou pragmatopoÐhse o Euler,  tan na suneidhtopoi seiìti oi pragmatikèc diast�seic thc pìlhc den eÐqan kamÐa sqèsh me to prìblhma.To pio shmantikì stoiqeÐo  tan, to p¸c sundèontan oi gèfurec metaxÔ touc.H Ðdia arq  dièpei gia par�deigma kai touc q�rtec tou metrì: den eÐnai ènacakrib c pragmatologik� kai fusik� q�rthc, apl� perièqei plhroforÐec gia to p¸ceÐnai sundedemènoi oi stajmoÐ. 'Otan o Euler sqedÐase kai anèluse ton q�rthtou Konigsberg me autì to trìpo, suneidhtopoÐhse ìti oi 4 perioqèc ghc pousundèontan apì tic gèfurec, mporoÔsan na antikatastajoÔn apì shmeÐa, en¸ oigèfurec apì grammèc pou ènwnan ta shmeÐa. To prìblhma loipìn tou monadikoÔperip�tou p�nw apì ìlec tic gèfures(kai thc monadik c lÔshc sto prìblhma),isodunamoÔse me èna prìblhma sqedÐashc sto qartÐ, enìc sqediagr�mmatoc, qwrÐc



6 KEF�ALAIO 1. ISTORIK�H ANADROM�Hna shkwjeÐ to molÔbi apì to qartÐ, all� kai qwrÐc na zwgrafisteÐ h Ðdia gramm dÔo forèc.

Sq ma 1.2: Oi gèfurec tou Konigsberg.To 1736 o Euler, met� thn epikoinwnÐa tou me �llouc majhmatikoÔc ègrayeèna �rjro 2gia to prìblhma sto opoÐo anèluse to prìblhma kai genÐkeush th lÔshtou dÐnontac ap�nthsh kai se �lla probl mata tou Ðdiou tÔpou. To �rjro autìèqei meg�lh shmasÐa tìso gia th jewrÐa grafhm�twn ìso kai gia thn an�ptuxhtwn majhmatik¸n.

Sq ma 1.3: To arqikì sq ma tou Euler.H lÔsh sthrÐzetai mìno sth logik  kai h anak�luyh thc den exart�taiapì kamÐa majhmatik  arq  Euler 17362The solution of a problem relating to the geometry of position



1.2. AP�O TH GEWMETR�IA STH GEWMETR�IA J�ESHS 7

Sq ma 1.4: Metagenèstero sq ma- Gr�fhma.To 1750 p�li o Euler parat rhse ìti sta kurt� gewmetrik� stere�, anex�rthtaapì to mègejoc   th morf  touc, isqÔei h sqèsh:
H + S = A+ 2ìpou H to pl joc edr¸n, S to pl joc stere¸n gwni¸n kai A to pl joc twnakm¸n tou stereoÔ. H sqèsh ja apodeiknÔetai ìti isqÔei sta epÐpeda graf mata.To 1847 o Kirchhoff jèlontac na upologÐsei th zeÔxh se èna hlektrikì kÔklwma,antistoÐqise èna gr�fhma sto kÔklwma.O Cayley to 1857 antistoÐqise graf mata sta mìria twn udrogonanjr�kwn, ètsi¸ste ta �toma tou �njraka parist�nontai me mikroÔc kÔklouc kai ta �toma touudrogìnou me grammèc.S mera ta graf mata qrhsimopoioÔntai se ìlec sqedìn tic epist mec, diìti to mìnopou apaiteÐtai eÐnai k�poia antikeÐmena pou metaxÔ touc èqoun   den èqoun k�poiasqèsh.



8 KEF�ALAIO 1. ISTORIK�H ANADROM�H



Mèroc IGewmetrikoÐ automorfismoÐ
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Kef�laio 2StoiqeÐa apì th jewrÐa om�dwn
2.1 Orismìc kai stoiqei¸deic idiìthtecGia na d¸soume thn ènnoia thc om�da qreiazìmaste duo stoiqeÐa, èna sÔnolo AmazÐ me miia pr�xh ∗ ènan kanìna o opoÐoc mac epitrèpei na sundu�zoume metaxÔtou ta mèlh k�je diatetagmènou zeÔgouc (x, y) ∈ A × A kai na lamb�noume ènamonos manta orismèno "apotèlesma� x∗ y to opoÐo na an kei epÐshc sto sÔnolì A.Orismìc 2.1.1. Mia om�da eÐnai èna sÔnolo A, mazÐ me mia pr�xh ∗ epi tou A,¸ste na ikanopoioÔntai ta akìlouja axi¸mata:

i. H dimel c pr�xh ∗ eÐnai prosetairistik , dhlad  isqÔei:
(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)gia opoiad pote stoiqeÐa x, y, z ∈ A.

ii. Up�rqei èna stoiqeÐo e ∈ A, to opoÐo lègetai monadiaÐo   tautotikì stoiqeÐogia thn ∗ sto A gia to opoÐo isqÔei:
x ∗ e = e ∗ x = x, ∀x ∈ A

iii. Gia k�je stoiqeÐo x thc A up�rqei èna stoiqeÐo x′ tètoio ¸ste
x′ ∗ x = x ∗ x′ = eto x′ onom�zetai antÐstrofo tou x.Parat rhsh 2.1.2. To A eÐnai kleistì wc proc thn pr�xh ∗, dhlad  (a∗b) ∈ Agia k�je a, b ∈ A.Orismìc 2.1.3. Mia om�da A lègetai metajetik    abelian  ìtan

x ∗ y = y ∗ x ∀x, y ∈ A11



12 KEF�ALAIO 2. STOIQE�IA AP�O TH JEWR�IA OM�ADWNOrismìc 2.1.4. T�xh miac peperasmènhc om�dac A onom�zoume to plhjoc twnstoiqeÐwn thc A. Om�dec oi opoÐec perièqoun �peirou pl jouc stoiqeÐa onom�zontaiom�dec me �peirh t�xh.Orismìc 2.1.5. T�xh enìc stoiqeÐou miac om�dac A onom�zoume to mikrìterojetikì akèraio gia ton opoÐo isqÔei an = e ìpou e to oudètero stoiqeÐo thc om�dac.Orismìc 2.1.6. Mia upoom�da miac om�dac A eÐnai èna uposÔnolo twn stoiqeÐwnthc om�dac A, to opoÐo, efodiasmèno me thn pr�xh thc om�dac, sqhmatÐzei kai autìom�da.Orismìc 2.1.7. 'Otan up�rqei k�poio stoiqeÐo x ∈ A to opoÐo par�gei olìklhrhthn om�da A, tìte lème ìti h A eÐnai mia kuklik  om�da kai sumbolÐzetai me < x >.Orismìc 2.1.8. 'Ena stoiqeÐo x mia om�dac A par�gei thn A kai lègetai genn toracthc om�dac A an < x >= A.2.2 AutomorfismoÐ om�dwnOrismìc 2.2.1. Mia apeikìnish f mia om�dac A se mia om�da A′ lègetai omomorfismìcisqÔei h sqèsh :
f(α ◦ β) = f(α) ◦ f(β)gia k�je α, β ∈ AOrismìc 2.2.2. An epiplèon o omomorfismìc eÐnai 1-1 kai epÐ, lègetai isomorfismìc.Sthn perÐptwsh aut  lème ìti duo om�dec eÐnai isìmorfec kai gr�foume sumbolik�

A1
∼= A2.Orismìc 2.2.3. 'Enac automorfismìc miac om�dac A eÐnai ènac isomorfismìc apìthn A sthn A. To sÔnolo ìlwn twn automorfism¸n sqhmatÐzei mia om�da wc procthn pr�xh thc sÔnjeshc sunart sewn, h opoÐa kaleÐtai om�da automorfism¸n thc

A.Orismìc 2.2.4. To sÔnolo twn automorfism¸n thc A eÐnai efodiasmèno me thnpr�xh thc sÔnjeshc eÐnai om�da kai sumbolÐzetai me Aut(A).2.3 MetajèseicOrismìc 2.3.1. Mia met�jesh enìc tuqaÐou sunìlou X lègetai mia sun�rthshapì to X sto X pou eÐnai tautìqrona èna proc èna kai epÐ. Me �lla lìgia, miamet�jesh tou X eÐnai mia èna proc èna apeikìnish tou X epi tou X .Orismìc 2.3.2. H sullog  ìlwn twn metajèsewn enìc mh kenoÔ sunìlou XapoteleÐ om�da me pr�xh th sÔnjesh sunart sewn.



2.3. METAJ�ESEIS 13Orismìc 2.3.3. 'Estw A peperasmèno sÔnolo {1, 2, ..., n}. H om�da ìlwn twnmetajèsewn tou A kaleÐtai summetrik  om�da bajmoÔ n kai sumbolÐzetai me Sn .H t�xh thc summetrik c om�dac eÐnai n!.Par�deigma 2.1. H om�da S3 èqei 3! = 6 stoiqeÐa. JewroÔme to sÔnolo
A = {1, 2, 3} . Gr�foume ìlec tic metajèseic tou A.

ρ0 =

(

1 2 3
1 2 3

), ρ1 = (

1 2 3
2 3 1

), ρ2 = (

1 2 3
3 1 2

)

µ1 =

(

1 2 3
1 3 2

), µ2 =

(

1 2 3
3 2 1

), µ3 =

(

1 2 3
2 1 3

)Parat rhsh 2.3.4. H om�da S3 den eÐnai abelian .An jewr soume tic metajèseic ρ1 =

(

1 2 3
2 3 1

), µ1 =

(

1 2 3
1 3 2

),èqoume ìti ρ1 · µ1 =

(

1 2 3
3 2 1

)en¸ µ1 · ρ1 =

(

1 2 3
2 1 3

)

6= ρ1 · µ1Parathr seic 2.3.5. .
• 'Enac 2-kÔkloc lègetai antimet�jesh.
• K�je mh tautotik  met�jesh mporeÐ na grafteÐ wc sÔnjesh ana duo xènwnmetaxÔ touc antimetajèsewn.
• Mia met�jesh pou gr�fetai wc sÔnjesh �rtiou pl jouc antimetajèsewnonom�zetai �rtia met�jesh.
• K�je met�jesh pou gr�fetai wc sÔnjesh perittoÔ pl jouc antimetajèsewnonom�zetai peritt  met�jesh.Orismìc 2.3.6. To sÔnolo An twn �rtiwn metajèsewn n stoiqeÐwn eÐnai upoom�dathc Sn, onom�zetai enall�ssousa om�da twn n stoiqeÐwn kai eÐnai t�xhc n!

2Orismìc 2.3.7. Oi metajèseic ε,(12)(34),(13)(24) kai(14)(23) apoteloÔn kanonik upoom�da thc A4. H om�da aut  onom�zetai 4−om�da tou Klein.Istorik� stoiqeÐa
• Stoiqei¸deic idiìthtec twn metajèsewn brèjhkan apì touc Lagrange, Galoiskai Abel.
• Susthmatik  melèth thc om�dac metajèswn ègine apì ton Cauchy se miaseir� ergasi¸n pou dhmosieÔthkan to 1840.



14 KEF�ALAIO 2. STOIQE�IA AP�O TH JEWR�IA OM�ADWN
• Thn afhrhmènh ènnoia, dhlad  ton axiwmatikì orismì thc om�dac, eis gageo Cayley to 1853.
• Ston Cayley ofeÐletai to shmantikì apotèlesma ìti k�je peperasmènh om�dat�xhc n eÐnai isìmorfh me mia upoom�da thc summetrik c om�dac Sn.2.3.1 Om�dec isìmorfec me om�dec metajèsewnJe¸rhma 2.3.8 (Cayley). K�je om�da eÐnai isìmorfh me mia upoom�da miacom�dac metajèsewn.Par�deigma 2.2. Up�rqei mia antistoiqÐa an�mesa sta stoiqeÐa thc S3 touparadeÐgmatoc 2.1 kai touc trìpouc me touc opoÐouc duo antÐgrafa enìc isopleÔroutrig¸nou me korufèc 1,2 kai 3 mporoÔn na topojethjoÔn ètsi ¸ste to èna nakalÔptei to �llo. Oi metasqhmatismoÐ pou apeikonÐzoun èna isìpleuro trÐgwnoston eautì tou apoteloÔn mia om�da D3 isìmorfh thc summetrik c om�dac S3.Apìdeixh. Oi metasqhmatismoÐ pou apeikonÐzoun èna isìpleuro trÐgwno ston eautìtou eÐnai oi strofèc 1T , σ, τ tou epipèdou gÔrw apì to kèntro tou kata gwnÐa

0, 2π
3
, 4π

3
.

Sq ma 2.1: Strof  kat� 0
Sq ma 2.2: Strof  kat� 2π

3

Sq ma 2.3: Strof  kat� 4π
3



2.3. METAJ�ESEIS 15kai oi anakl�seic wc proc tic diqotìmouc twn gwni¸n tou.
Sq ma 2.4: An�klash wc proc th diqotìmo thc gwnÐac A.

Sq ma 2.5: An�klash wc proc th diqotìmo thc gwnÐac B.

Sq ma 2.6: An�klash wc proc th diqotìmo thc gwnÐac C.
Par�deigma 2.3. H Diedrik  om�da D4 eÐnai h om�da twn summetri¸n toutetrag¸nou kai eÐnai isìmorfh me upoom�da thc S4.'Eqoume 4 strofèc gÔrw apì to kèntro tou tetrag¸nou kata gwnÐec 0, 2π

4
, 22π

4
, 32π

4
.EpÐshc èqoume 4 anakl�seic, 2 wc proc tic duo mesokajètouc twn pleur¸n kai duoanakl�seic wc proc tic duo diagwnÐouc.Sunolik� èqoume 8 metajèseic, epomènwc h t�xh thc D4 eÐnai 8.



16 KEF�ALAIO 2. STOIQE�IA AP�O TH JEWR�IA OM�ADWN

Sq ma 2.7: Oi summetrÐec tou tetrag¸nou.Parat rhsh 2.3.9. H diedrik  om�daDn eÐnai h om�da summetri¸n tou kanonikoÔn-g¸nou.Orismìc 2.3.10. Mia om�da onom�zetai diedrik  Dn me n ≥ 3 an par�getai apìduo stoiqeÐa a kai b, gia ta opoÐa isqÔoun oi sqèseic αn = βn = e kai βα = α−1βParat rhsh 2.3.11. H t�xh thc niost c diedrik c om�dac Dn eÐnai |Dn| = 2n.



Kef�laio 3H gewmetri� tou Klein

3.1To Prìgramma Erlanger apoteleÐ mia poll  shmantik  sumbol  sth melèth thcsÔgqronhc gewmetrÐac. To 1872, o Felix Klein prìteine ènan entel¸c diaforetikìtrìpo gia na melet soume tic di�forec gewmetrÐec, dÐnontac èmfash sth dom  touc.'Eftiaxe mia dom  me b�sh thn opoÐa mporoÔme na jètoume se antipar�jesh ticproc melèth gewmetrÐec kai na sugkrÐnoume ta qarakthristik� touc. O Klein,sthrizìmenoc stic melètec tou gia tic mh EukleÐdeiec GewmetrÐec, kat�fere na ticsundèsei me th JewrÐa Om�dwn. par gage mia eniaÐa majhmatik  dom  me ter�stiashmasÐa gia thn exèlixh thc gewmetrÐac, all� kai twn majhmatik¸n genikìtera.Kentrik  ènnoia sth jewrÐa tou Klein èqoun oi metasqhmatismoÐ, h qr shtwn opoÐwn epitrèpei thn kataskeu  tou ek�stote gewmetrikoÔ q¸rou. 'OpwcgnwrÐzoume, ènac metasqhmatismìc eÐnai mia 1 − 1 antistoiqÐa tou gewmetrikoÔmontèlou epÐ tou eautoÔ tou, dhlad  ènac automorfismìc. H om�da twn automorfism¸nmiac majhmatik c dom c kaj¸c kai h idiìthta touc na af noun analloÐwta ènasq ma   mia sun�rthsh, eÐnai oi jemèlioi lÐjoi gia ton Klein.Sthn EukleÐdeia GewmetrÐa h ènnoia thc isìthtac (congruence) paÐzei jemeli¸dhrìlo, k�ti pou antÐstoiqa sumbaÐnei kai sth je¸rhsh tou Klein. An p�roume wcpar�deigma thn isìthta sqhm�twn sthn EukleÐdeia GewmetrÐa, gia thn perÐptwshtwn trig¸nwn ja doÔme ìti orÐzoume isìthta ìtan tautÐzontai k�poia apì taqarakthristik� touc, ìpwc to m koc twn pleur¸n   to mètro twn gwni¸n. 'Omwc,ed¸ h ènnoia thc isìthtac metatopÐzetai proc thn ènnoia thc mètrhshc, afoÔ giana eÐnai Ðsa ta duo trÐgwna prèpei ta mètra twn antÐstoiqwn pleur¸n touc na eÐnaiÐsa, kai sunep¸c, h isìthta èqei deutereÔonta qarakt ra.O Klein diatÔpwse diaforetik� th skèyh tou gia thn isìthta kai apèdwse sthnènnoia prwteÔonta rìlo. ApomakrÔnjhke apìluta apì thn kataskeuastik  jewrÐatwn axiwm�twn kai twn aithm�twn kai topojèthse th mètrhsh se jèsh pou sumplhr¸nei17



18 KEF�ALAIO 3. H GEWMETRI�A TOU KLEINthn isìthta. XekÐnhse th melèth tou jewr¸ntac to epÐpedo qwrÐc axi¸mata kaimètrhsh, sa sÔnolo efodiasmèno apl¸c me mia sqèsh isìthtac. K�je gewmetrÐat¸ra, ja kajorÐzetai pl rwc apì ton trìpo pou orÐzetai k�je for� h isìthta.'Etsi, h mètrhsh ja emfanÐzetai sth gewmetrÐa, mìno an par�gei tautìshma apotelèsmataìtan efarmìzetai se Ðsa sq mata.3.2 H �poyh tou Klein gia th gewmetrÐaO Felix Klein prìteine mia platfìrma gia thn an�ptuxh twn majhmatik¸n. Me thshmerin  orologÐa:Ta majhmatik� eÐnai h melèth twn dom¸n kai twn automorfism¸n touc. Lègontacmajhmatik� eÐqe sto mualì tou th gewmetrÐa kai ìqi ìla ta majhmatik�.
• O Klein b�zei prwtarqikì rìlo sth gewmetrÐa touc metasqhmatismoÔc pouxekÐnhsan apì thn probolik .
• H GewmetrÐa anaptÔssetai me thn bo jeia newtèrwn kai jemeliwd¸n majhmatik¸nennoi¸n, ìpwc oi domèc thc om�dac kai tou metrikoÔ q¸rou. 'Etsi èqoumeapallag  apì ta desm� thc epopteÐac , h opoÐa eÐte ston EukleÐdh, eÐte kaiston Hilbert paÐzei shmantikì rìlo.
• H GewmetrÐa, mporeÐ kai dÐnei eniaÐa diatÔpwsh sta kÔria zhtoÔmena epÐmèrouc perioq¸n twn majhmatik¸n, ìpwc :Topologik¸n kai idiaÐtera metrik¸n q¸rwnEukleÐdeiwn dianusmatik¸n q¸rwn (me jetik� orismèno eswt. ginìmeno) kai�ra q¸rwn EukleÐdeiwn sto R

n

• Oi summetrÐec eÐnai oi automorfismoÐ thc gewmetrik c dom c3.3 Orismìc thc GewmetrÐac tou Klein'Estw sÔnolo Q 6= ∅ kai
H(X) = {f/f : X → Xmef”1− 1”kai epÐ}MporeÐ na apodeiqjeÐ, ìti to H(X), efodiasmèno me thn pr�xh thc sÔnjeshcsunart sewn {◦}, eÐnai om�da.Orismìc 3.3.1 (Orismìc GewmetrÐac Klein). Mia GewmetrÐac Klein eÐnai tozeÔgoc (G,X) ìpou Q 6= ∅ kai G upoom�da tou H(X).



3.3. ORISM�OS THS GEWMETR�IAS TOU KLEIN 19H idèa tou KleinH gewmetrÐa eÐnai pl�jw to q¸ro. Den prosjètw   afair¸ shmeÐa paÐrnw ìlectic èna proc èna kai epÐ apeikonÐseic. K�je tètoia apeikìnish eÐnai kai ènacmetasqhmatismìc tou q¸rou.ja d¸soume sth sunèqeia mia parallag  tou orismoÔ pou dÐnei thn ousÐa pragm�twn.JwroÔme mh kenì sÔnolo X 6= ∅, H(X) = {f : X → X}, ìpou f 1-1 kai epÐsun�rthsh. To H(X) èqei dom  om�doc me pr�xh th sÔnjesh apeikonÐsewn.
g ◦ f : X →f X →g X

IX : X → X X → IX(x) = x, ∀x ∈ X�ra h tautotk  apeikìnish IX ∈ H(X)An f ∈ H(X) tìte f−1 ∈ H(X) dhlad  gia k�je stoiqeÐo up�rqei h antÐstrofhapeikìnish.Tautìqrona up�rqei kai mia apeikìnish
ω : H(X)×X → X

ω(f(x)) = f(x), ∀f ∈ H(X), x ∈ XH tri�da (H(X), X, ω) eÐnai gewmetrÐa kata Klein .H H(X) epanadieujeteÐ ta stoiqeÐa tou q¸rou dhlad  all�zei th morf  touq¸rou.To antikeÐmeno èreunac thc GewmetrÐac tou Klein Autì eÐnaih melèth twn idiot twn twn {sqhm�twn} dhlad  twn mh ken¸nuposunìlwn tou Q oi opoÐec paramènoun analloÐwtec wc procthn G .Me lÐga lìgia epilègoume gewmetrÐa epilègontac touc antÐstoiqouc metasqhmatismoÔc.Epiplèon, ta sq mata taxinomoÔntai se kl�seic isodunamÐac diafèrontac mìno sthjèsh thn opoÐa katèqoun se k�je gewmetrÐa. 'Ara k�je gewmetrÐa Klein ja èqeith dik  thc om�da, �ra ja èqei kai th dik  thc analloÐwth.3.3.1 AnalloÐwtecOi analloÐwtec (invariants) eÐnai h shmantikìterh ènnoia pou eis gage oKlein meto prìgramm� tou. Basikìc stìqoc eÐnai h èntaxh twn gewmetri¸n se kathgorÐecoi opoÐec prokÔptoun apì ton prosdiorismì twn om�dwn twn metasqhmatism¸n touEukleÐdeiou kai tou mh EukleÐdeiou epipèdou. AnalloÐwtec eÐnai oi ènnoiec pouperigr�foun th stajerìthta   th mh allag  twn sqhm�twn met� th dr�sh enìcmetasqhmatismoÔ.Orismìc 3.3.2. Mia idiìthta tou {sq matoc} S ⊆ X ja lème ìti paramèneianalloÐwth wc proc G , an to f(S) èqei thn idiìthta aut  gia k�je f ∈ G.



20 KEF�ALAIO 3. H GEWMETRI�A TOU KLEIN'Ena sÔnolo apì sq mata eÐnai analloÐwto thc gewmetrÐac, an perièqei ìlata Ðsa sq mata pou prokÔptoun mèsw twn metasqhmatism¸n. To zhtoÔmeno apìk�je gewmetrÐa Klein eÐnai h melèth twn idiot twn twn uposunìlwn tou Q pouparamènoun analloÐwtec wc proc thn G .
• H EukleÐdeia gewmetrÐa afor� th melèth twn analloÐwtwn thc upoom�dactwn metasqhmatism¸n pou diathroÔn to m koc.
• H Uperbolik  gewmetrÐa afor� th melèth twn analloÐwtwn thc upoom�dacekeÐnwn twn probolik¸n metasqhmatism¸n pou af noun analloÐwth mia dosmènhpragmatik  kwnik  tom .
• H Elleiptik  gewmetrÐa afor� th melèth twn analloÐwtwn thc upoom�dacekeÐnwn twn probolik¸n metasqhmatism¸n pou af noun analloÐwth mia dosmènhfantastik  kwnik  tom .3.4 Metrik  kai isometrÐecMia apeikìnish d : X × X → R kaleÐtai metrik  epÐ tou Q an ikanopoieÐ ticakìloujec sunj kec:Orismìc 3.4.1. 1. d(x, y) ≥ 0 gia k�je x, y ∈ X kai r(x, y) = 0 an kai mìnoan x = y.2. d(x, y) = d(y, x) gia k�je x, y ∈ X (summetrik  idiìthta).3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) gia k�je x, y ∈ X (trigwnik  anisìthta).Orismìc 3.4.2. H eukleÐdeia metrik  d sto sÔnolo R

n twn diatetagmènwn
n−�dwn pragmatik¸n arijm¸n, d : Rn × R

n → R
+ orÐzetai wc ex c:Gia duo stoiqeÐa −→x = (x1, x2, . . . , xn), −→y = (y1, y2, . . . , yn) tou R

n eÐnai:
d(x, y) = ‖x− y‖Orismìc 3.4.3. Mia apeikìnish f : X → X ja lègetai isometrÐa , an

d(f(x), f(y)) = d(x, y)∀x, y ∈ X3.5 EfarmogècJa doÔme p¸c aut  efarmìzetai se di�forouc tomeÐc twn Majhmatik¸n:



3.5. EFARMOG�ES 21
• TOPOLOGIA'Otan eis�goume mia topologÐa se èna sÔnolo, to efodi�zoume sthn pragmatikìthtame dunatìthta orismoÔ sÔgklishc akolouji¸n se autì. Ara mac endiafèrounoi apeikonÐseic pou diathroÔn thn sÔgklish. (An mia akoloujÐa sugklÐnei sto
u , tìte kai h akoloujÐa twn eikìnwn twn ìrwn thc akoloujÐac mèsw thc f ,na sugklÐnei sthn eikìna tou u =: f(u) )Autèc eÐnai oi suneqeÐc apeikonÐseic.All� gia na èqoun dom  om�dac, ja prèpei na antistrèfontai, �ra periorizìmastesto sÔnolo twn omoiomorfism¸n tou Q . Epomènwc to (H(Q), Q) eÐnai miagewmetrÐaKlein. 'Otan melet�me aut n, melet�me ousiastik� ton topologikìq¸ro Q. Par�deigma idiìthtac pou paramènei analloÐwth wc proc thn H(Q)eÐnai h sump�gia (H eikìna sumpagoÔc sunìlou mèsw suneqoÔc {1-1} kai{epÐ} eÐnai sumpagèc sÔnolo.)

• METRIKOI QWROIMia metrik  d se èna sÔnolo,X 6= ∅ ousiastik� eÐnai o efodiasmìc tou methn ènnoia thc apìstashc metaxÔ twn shmeÐwn tou. EpÐshc , ep�getai seautì mia topologÐa me perioqèc tic sfaÐrec wc proc thn metrik  d . Apì ticapeikonÐseic f : X → X mac endiafèroun autèc pou diathroÔn thn apìstash,dhlad  oi isometrÐec.
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Mèroc IIGraf mata kai automorfismoÐ
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Kef�laio 4BasikoÐ OrismoÐ
4.1 H ènnoia tou graf matocOrismìc 4.1.1. KaloÔme gr�fhma k�je diatetagmèno zeÔgoc G = (V,E) ìpou
V eÐnai èna peperasmèno sÔnolo kai E eÐnai èna sÔnolo uposunìlwn tou V me duostoiqeÐa. KaloÔme ta stoiqeÐa tou V korufèc tou G kai ta stoiqeÐa tou E akmèctou G. Gia k�je akm  e = v, u kaloÔme tic korufèc u kai v �kra thc e kai lèmeìti oi korufèc u kai v eÐnai sundedemènec sto G.'Oson afor� ton kÔrio orismì , ta graf mata diakrÐnontai se duo kathgorÐec:Orismìc 4.1.2. 'Ena mh-kateujunìmeno gr�fhmaG eÐnai èna diatetagmèno zeÔgoc
(V,E) ìpou V = {v1, v2, ...vn} to sÔnolo twn koruf¸n tou kai E = {e1, e2, ...em}eÐnai to sÔnolo twn akm¸n tou. K�je akm  eÐnai èna dimelèc sÔnolo koruf¸n
e = {vi, vj}Orismìc 4.1.3. 'Ena kateujunìmeno gr�fhma G eÐnai èna diatetagmèno zeÔgoc
(V,E) ìpou V = {v1, v2, ...vn} to sÔnolo twn koruf¸n tou kai E = {e1, e2, ...em}eÐnai to sÔnolo twn akm¸n tou. K�je akm  eÐnai èna diatetagmèno zeÔgoc koruf¸n
e = (vi, vj)Orismìc 4.1.4. JewroÔme gr�fhma G kai èstw S ⊆ V . KaloÔme geitonÐa tou
S sto G to sÔnolo N = {u ∈ V ; ∃v ∈ S : {v, u} ∈ E} dhlad  to sÔnolo ìlwn twnkoruf¸n tou G pou eÐnai sundedemènec me th v kai den an koun sto S.Orismìc 4.1.5. Bajmì koruf c enìc graf matoc kaloÔme to pl joc twn koruf¸nme tic opoÐec sundèetai.Parathr seic1. Duo korufèc pou sundèontai me thn Ðdia akm  onom�zontai geitonikèc.2. An duo akmèc sundèoun tic Ðdiec korufèc tìte onom�zontai par�llhlec.25



26 KEF�ALAIO 4. BASIKO�I ORISMO�I3. An mia akm  sundèei mia koruf  me ton eautì thc lègetai anakÔklwsh ( brìgqoc).4. Mia koruf  pou de sundèetai me kami� �llh koruf  lègetai apomonwmènhkoruf  N = ∅.Orismìc 4.1.6. 'Ena gr�fhma onom�zetai aplì ìtan den èqei par�llhlec akmèckai anakukl¸seic.Diaisjhtik� onom�zoume gr�fhma ì,ti mporeÐ na "zwgrafisteÐ� (anaparastajeÐ) meshmeÐa kai grammèc. Up�rqoun polloÐ trìpoi na anaparast soume èna gr�fhma.O pio praktikìc eÐnai na zwgrafÐsoume èna di�gramma sto opoÐo anaparastoÔmetic korufèc me epilegmèna shmeÐa tou epipèdou kai akmèc me grammèc oi opoÐecsundèoun k�poia apì ta shmeÐa aut� ana duo. O trìpoc autìc anapar�stashcenìc graf matoc eÐnai o pio parastatikìc all� prèpei na lhfjeÐ upìyin ìti poll�diaforetik� metaxÔ touc gia to Ðdio gr�fhma.4.2 Apost�seic kai SundesimìthtaOrismìc 4.2.1. JewroÔme gr�fhmaG. KaloÔme diadrom  touG k�je akoloujÐakoruf¸n, epanalambanìmenwn   mh.Orismìc 4.2.2. Monop�ti apì ènan kìmbo se ènan �llo enìc gr�fou onom�zetaimia akoloujÐa koruf¸n, ìpou k�je koruf  thc akoloujÐac sundèetai me thn epìmen thc mèsw akm c.Parathr seic1. To m koc enìc monopatioÔ, eÐnai to pl joc twn akm¸n thc akoloujÐac.2. 'Ena monop�ti pou apoteleÐtai apì ènan mh epanalambanìmeno kìmbo kai denperièqei kamÐa akm , eÐnai èna tetrimmèno monop�ti mhdenikoÔ m kouc.3. 'Ena monop�ti eÐnai kateujunìmeno an mporoÔme na p�me apì to èna �kro tousto �llo kai ìqi to an�podo. En¸ eÐnai mh kateujunìmeno ìtan kai oi dÔokateujÔnseic tou eÐnai dunatèc.Orismìc 4.2.3. JewroÔme duo korufèc u, v enìc graf matoc G. Apìstashan�mesa stic korufèc u, v sto G orÐzetai to m koc tou mikrìterou (suntomìterou)monopatioÔ u−v sto G. An den up�rqei tètoio monop�ti, tìte lème ìti h apìstashan�mesa stic korufèc u, v eÐnai �peirh.Parat rhsh 4.2.4. Gia k�je gr�fhma G, to sÔnolo V (G), efodiasmèno meth sun�rthsh apìstash dG eÐnai metrikìc q¸roc. ParathroÔme ìti isqÔoun oiparak�tw idiìthtec:
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• ∀x, y ∈ VG dG(x, y) ≥ 0 kai dG(x, y) = 0 an x = y

• summetrik  idiìthta
∀x, y ∈ VG dG(x, y) = dG(y, x)

• trigwnik  anisìthta
∀x, y, z ∈ VG dG(x, y) + dG(y, z) ≤ dG(x, z)Orismìc 4.2.5. Ekkentrìthta ε(v) miac koruf c v enìc sunektikoÔ graf matoc

G eÐnai h megalÔterh apìstas  thc apì mia koruf  tou graf matoc. EÐnai dhlad to mègisto twn elaqÐstwn diadrom¸n apì k�je koruf  tou graf matoc.
ε(v) = maxu∈V (G)d(v, u)Orismìc 4.2.6. AktÐna, α(G), enìc sunektikoÔ graf matocG lème thn el�qisthekkentrìthta.
α(G) = minv∈V (G)ε(v)Orismìc 4.2.7. Di�metro, δ(G), enìc sunektikoÔ graf matoc lème th mègisthekkentrìthta.
δ(G) = maxv∈V (G)ε(v)Je¸rhma 4.2.8. Gia k�je gr�fhma G èqoume ìti :
α(G) ≤ δ(G) ≤ 2 · α(G)Orismìc 4.2.9. 'Ena monop�ti lègetai kÔkloc, an katal gei ston Ðdio kìmbo apìton opoÐo xekin�.Parathr seic1. 'Enac kÔkloc lègetai aplìc an kanènac kìmboc thc den epanalamb�netai, en¸lègetai sÔnjetoc an up�rqei toul�qiston ènac kìmboc pou epanalamb�netai(dhlad , o sÔnjetoc kÔkloc apoteleÐtai apì polloÔc aploÔc).2. Enac kÔkloc lègetai kateujunìmenoc an h di�trex  tou gÐnetai mìno kat�mÐa kateÔjunsh. Alli¸c, lègetai mh kateujunìmenoc.4.2.1 Sunektik� graf mataOrismìc 4.2.10. Se èna mh-kateujunìmeno gr�fhma G, dÔo korufèc u kai vonom�zontai sunektikèc an to G perièqei mia diadrom  apì to u sto v. Se antÐjethperÐptwsh, kaloÔntai mh sunektikèc.Orismìc 4.2.11. 'Ena gr�fhma onom�zetai sunektikì an k�je zeÔgoc diakrit¸nkoruf¸n sto gr�fhma eÐnai sunektikì. Diaforetik�, to gr�fhma onom�zetai mhsunektikì.



28 KEF�ALAIO 4. BASIKO�I ORISMO�IOrismìc 4.2.12. Mia sunist¸sa enìc aploÔ mh kateujunìmenou graf matoceÐnai èna uposÔnolo koruf¸n V ′ tou V , gia ta opoÐa isqÔei ìti gia k�je dÔo korufèctou V ′ up�rqei monop�ti pou ta sundèei.Orismìc 4.2.13. 'Ena gr�fhma lègetai sunektikì an gia k�je dÔo korufèc touup�rqei monop�ti pou na ta sundèei. Dhlad , an apoteleÐtai apì mÐa kai monadik sunist¸sa, h opoÐa eÐnai to Ðdio to gr�fhma.4.3 Eidik� graf mata'Ena gr�fhma, ìpwc anafèrjhke prin, mporeÐ na eÐnai isìmorfo me �peira to pl jocgraf mata pou an koun sthn Ðdia kl�sh isodunamÐac. Gia to lìgo autì, sumbolÐzoumeme k�poio gr�fhma "antiprìswpo� ìlh thn kl�sh isodunamÐac sthn opoÐa an kei.Sthn enìthta aut  ja orÐsoume ta kuriìtera graf mata "antipros¸pous� ta opoÐaja qrhsimopoi soume sth sunèqeia.Orismìc 4.3.1 (pl rec gr�fhma   klÐka Kn). 'Ena gr�fhma me n korufèconom�zetai klÐka   pl rec gr�fhma an k�je zeug�ri koruf¸n tou sundèetai me miaakm Orismìc 4.3.2 (kÔkloc Cn). 'Ena gr�fhma me n korufèc (n > 2) onom�zetaikÔkloc an eÐnai sunektikì kai ìlec oi korufèc tou èqoun bajmì 2.

Sq ma 4.1: KÔkloc, C5, me 5 korufèc.Parat rhsh 4.3.3. To gr�fhma C3 kaleÐtai trÐgwno.Orismìc 4.3.4. 'Ena sÔnolo koruf¸n qwrÐc kamÐa akm  metaxÔ touc onom�zetaisÔnolo anexarthsÐac.Orismìc 4.3.5. 'Ena gr�fhma onom�zetai dimerèc   diqotomÐsimo an oi korufèctou mporoÔn na qwristoÔn se duo sÔnola anexarthsÐac.
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Sq ma 4.2: Dimerèc gr�fhma.Orismìc 4.3.6 (pl rec dimerèc Kn.m). 'Ena dimerèc gr�fhma onom�zetai pl recan up�rqei diamèrish twn koruf¸n tou se duo sÔnola (sÔnola anexarthsÐac) ètsi¸ste k�je koruf  apì to èna sÔnolo anexarthsÐac na sundèetai me k�je koruf tou �llou sunìlou anexarthsÐac. To pl rec dimerèc gr�fhma me n,m korufèc staduo sÔnola anexarthsÐac antÐstoiqa sumbolÐzetai me Kn.m.

K3,3 K5Sq ma 4.3: To pl rec dimerèc gr�fhma, K3,3 kai to pl rec gr�fhma, K5.Orismìc 4.3.7 (troqìc Wn). 'Ena gr�fhma me n korufèc (n > 2) onom�zetaitroqìc an apoteleÐtai apì ènan kÔklo me n korufèc kai mia koruf  pou sundèetaime ìlec tic korufèc tou kÔklou. 'Olec oi korufèc tou troqoÔ èqoun bajmì 3 meexaÐresh thn kentrik  koruf  pou èqei bajmì n.
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Sq ma 4.4: O troqìc W5.Orismìc 4.3.8. 'Ena gr�fhma onom�zetai plègma

Sq ma 4.5: PlègmaOrismìc 4.3.9 (k-kanonikì). 'Ena gr�fhma onom�zetai k-kanonikì an k�je koruf tou èqei bajmì k.

Sq ma 4.6: 3-kanonikì gr�fhma.



4.3. EIDIK�A GRAF�HMATA 31Orismìc 4.3.10 (kÔboc Qn). 'Ena gr�fhma me n korufèc onom�zetai kÔboc an

Sq ma 4.7: O kÔboc Q3.Orismìc 4.3.11. 'Ena dèntro eÐnai èna sunektikì gr�fhma qwrÐc kÔklouc.

Sq ma 4.8: Dèntro
4.3.1 Graf mata me onìmataGr�fhma PetersenTo gr�fhma Petersen eÐnai èna mh-kateujunìmeno gr�fhma me 10 korufèc kai15 akmèc. EÐnai èna mikrì gr�fhma pou qrhsimeÔei wc par�deigma gia poll�probl mata thc jewrÐac grafhm�twn. To gr�fhma Petersen p re to ìnom� tou
Julius Petersen.
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Sq ma 4.9: Gr�fhma Petersen.Ta platwnik� graf mataTa platwnik� graf mata p ran to ìnom� touc apì ta platwnik� stere�. TaPlatwnik� stere� onom�sthkan ètsi, epeid  melet jhkan sthn AkadhmÐa tou Pl�twna.Sth filosofÐa tou Pl�twna, ta stere� aut� sumbìlizan ta domik� stoiqeÐa tousÔmpantoc: to tetr�edro th fwti�, o kÔboc th gh, to eikos�edro to nerì, tookt�edro ton aèra kai to dwdek�edro ton aijèra. O EukleÐdhc asqoleÐtai meaut� sto 13o biblÐo twn StoiqeÐwn tou, ìpou apodeiknÔei ìti up�rqoun akrib¸cpènte kurt� kanonik� polÔedra kai ekfr�zetai h akm  touc wc sun�rthsh thcperigegrammènhc sfaÐrac.Ta platwnik� graf mata eÐnai ta ex c:1. tetr�edroEÐnai pl rec gr�fhma me 4 akmèc.

Sq ma 4.10: To tetr�edro2. kÔboc'Eqei 8 korufèc kai 12 akmèc.
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Sq ma 4.11: O kÔboc
3. okt�edro'Eqei 6 korufèc kai 12 akmèc.

Sq ma 4.12: To okt�edro
4. Dwdek�edro'Eqei 20 korufèc kai 30 akmèc.



34 KEF�ALAIO 4. BASIKO�I ORISMO�I

Sq ma 4.13: To Dwdek�edro
5. Eikos�edro'Eqei 12 korufèc kai 30 akmèc.

Sq ma 4.14: To Eikos�edro
4.4 Pr�xeic se graf mataOrismìc 4.4.1 (sumpl rwma). 'Estw G gr�fhma. OrÐzoume wc sumpl rwmatou G to gr�fhma pou èqei to idio sÔnolo koruf¸n me to G kai thn akm  uv ankai mìno an den eÐnai akm  tou G.

G = (V, {{x, y}|x, y ∈ V } − E)
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−→Sq ma 4.15: To sumplhrwmatikì enìc graf matoc.Orismìc 4.4.2. Duo graf mata kaloÔntai sumplhrwmatik� ìtan to èna eÐnaisumpl rwma tou �llou.Orismìc 4.4.3. To kartesianì ginìmeno   apl� ginìmeno duo grafhm�twn G,HsumbolÐzetai apì G×H

V (G×H) = V (G)× V (H)

E(G×H) = E(G)× V (H) ∪ V (G)× E(H)Parat rhsh 4.4.4. Ta �kra thc akm c (d, v) ∈ E(G)×V (H) eÐnai oi korufèc
(x, v) kai (y, v) ìpou x, y eÐnai ta �kra thc akm c d ∈ E(G) . Ta �kra thc akm c
(u, e) ∈ V (G)× E(H) eÐnai oi korufèc (u, s) kai (s, t) ìpou x, y eÐnai ta �kra thcakm c e ∈ E(H)

Sq ma 4.16: To kartesianì ginìmeno duo grafhm�twn.ParadeÐgmata 4.4.5. DÐnontai paradeÐgmata tou kartesianoÔ ginomènou duografhm�twn.1. To kartesianì ginìmeno tou graf matoc K2 epÐ ton eautì tou eÐnai
K2 ×K2 = C42. To kartesianì ginìmeno duo monopati¸n Pn, Pm eÐnai to plègma.3. To kartesianì ginìmeno n akm¸n eÐnai o uperkÔboc Qn.



36 KEF�ALAIO 4. BASIKO�I ORISMO�I4. To kartesianì ginìmeno duo uperkÔbwn Qi, Qj eÐnai o uperkÔboc Qi+j.
Qi ×Qj = Qi+jOrismìc 4.4.6. To �jroisma duo grafhm�twn G,H sumbolÐzetai apì G +H

V (G+H) = V (G) ∪ V (H)

E(G+H) = E(G) ∪ E(H) ∪ {uv|u ∈ V (G) kai v ∈ V (H)}

+

=Sq ma 4.17: To �jroisma duo grafhm�twn.Orismìc 4.4.7 (tom ). H tom  duo grafhm�twn eÐnai h ènws  touc me ìlectic akmèc pou sundèoun tic korufèc tou pr¸tou graf matoc me tic korufèc toudeÔterou graf matoc. H tom  eÐnai antimetajetik  pr�xh gia graf mata qwrÐcetikètec.Orismìc 4.4.8. H ènwsh duo grafhm�twn G,H eÐnai to gr�fhma G∪H to opoÐoto sÔnolo koruf¸n kai to sÔnolo akm¸n eÐnai h ènwsh tou sunìlou twn koruf¸nkai tou sunìlou akm¸n antÐstoiqa twn duo grafhm�twn.Parat rhsh 4.4.9.4.5 AnalloÐwtec idiìthtec4.5.1 EpÐpeda graf mata - TÔpoc EulerOrismìc 4.5.1. 'Ena gr�fhma onom�zetai epÐpedo an mporeÐ na apotupwjeÐ stoepÐpedo qwrÐc na diastaur¸nontai oi akmèc tou.Orismìc 4.5.2. ApotÔpwsh kaleÐtai k�je sqhmatismìc tou graf matoc stoepÐpedo me mh diastauroÔmenec akmèc.Orismìc 4.5.3. 'Oyeic enìc graf matoc eÐnai oi kleistèc perioqèc pou orÐzontaiapì k�je epÐpedh apotÔpwsh enìc graf matoc.



4.5. ANALLO�IWTES IDI�OTHTES 37Dhlad  an èqoume mia epÐpedh apotÔpwsh enìc graf matoc, ìyh onom�zetaik�je perioq  tou epipèdou pou periorÐzetai apì akmèc kai de mporeÐ na qwristeÐ semikrìterec ìyeic.Parathr seic1. K�je gr�fhma èqei mia exwterik  ìyh h opoÐa eÐnai aperiìristh kai perilamb�neiolìklhrh thn perioq  tou epipèdou pou ekteÐnetai ektìc thc apotÔpwshc tougraf matoc.2. Oi eswterikèc ìyeic tou graf matoc eÐnai peperasmènec.3. K�je akm  tou epipèdou summetèqei to polÔ se duo ìyeic.4. An mia akm  den an kei se kÔklo tìte summetèqei se mia ìyh.5. K�je �kuklo epÐpedo gr�fhma èqei mia mìno ìyh, thn exwterik .Je¸rhma 4.5.4. 'Estw sunektikì, epÐpedo gr�fhma G me |V | korufèc, |E|akmèc kai O ìyeic. O tÔpoc tou Euler sundèei autèc tic treic posìthtec me thnex c sqèsh.
|V |+O − |E| = 2

Sq ma 4.18: Efarmog  tou tÔpou tou Euler.Parat rhsh 4.5.5. Mia shmantik  sunèpeia tou tÔpouEuler eÐnai ìti o arijmìctwn ìyewn enìc epÐpedou graf matoc eÐnai qarakthristikì tou graf matoc eÐnaidhlad  anex�rthtoc apì thn apotÔpwsh tou graf matoc sto epÐpedo. Aut  eÐnaimia analloÐwth idiìthta gia sunektik� graf mata, o arijmìc twn ìyewn eÐnaianex�rthtoc thc apotÔpwshc.
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Kef�laio 5Anaparast�seic grafhm�twn
5.1 PÐnakec geitnÐashcK�je gr�fhma G(V,E) mporeÐ na anaparastajeÐ me th bo jeia enìc pÐnaka.Orismìc 5.1.1. PÐnakac geitnÐashc enìc graf matoc G(V,E) onom�zetai otetragwnikìc n × n pÐnakac A oi grammèc kai oi st lec tou opoÐou arijmoÔntaime b�sh tic korufèc tou. Ta stoiqeÐa tou pÐnaka geitnÐashc orÐzontai me b�sh ticakmèc tou graf matoc apì th sqèsh:

aij =

{

1 an (vi, vj) ∈ E
0 an (vi, vj) /∈ EEÐnai eÔkolo na doÔme ìti gia to Ðdio gr�fhma, mporoÔn na prokÔyoun diaforetikoÐpÐnakec geitnÐashc an qrhsimopoi soume diaforetik  arÐjmhsh twn koruf¸n tou.An jewr soume duo pÐnakec pou prokÔptoun apì to Ðdio gr�fhma ja katal xoumese isomorfik� graf mata.IdiìthtecOi basikèc idiìthtec tou pÐnaka geitnÐashc enìc aploÔ, mh kateujunìmenou graf matoc

G(V,E) eÐnai:1. K�je pÐnakac geitnÐashc enìc aploÔ graf matoc eÐnai summetrikìc wc procthn kÔria diag¸nio kai èqei ola ta diag¸nia stoiqeÐa tou Ðsa me 0.2. To �jroisma twn stoiqeÐwn thc gramm c   thc st lhc pou antistoiqeÐ sek�je koruf  vi eÐnai Ðso me to bajmì thc koruf c. Dhlad 
∑

vi∈V

aij =
∑

vi∈V

aji = deg(vi)3. To sunolikì �jroisma twn stoiqeÐwn tou pÐnaka geitnÐashc eÐnai Ðso me todipl�sio tou arijmoÔ twn akm¸n tou graf matoc.39



40 KEF�ALAIO 5. ANAPARAST�ASEIS GRAFHM�ATWN4. K�je gr�fhma me n korufèc èqei n! pÐnakec geitnÐashc.5. To ij stoiqeÐo tou k-ost c dÔnamhc pÐnaka geitnÐashc Ak eÐnai Ðso me tonarijmì twn diadrom¸n pou sundèoun ta stoiqeÐa vi, vj . Gia par�deigma tastoiqeÐa thc kurÐac diagwnÐou tou pÐnaka A2 sumpÐptoun me to bajmì k�jekoruf c. a
[2]
ii = deg(vi). Oi monadikèc diadromèc m kouc duo pou xekinoÔnkai telei¸noun sthn Ðdia koruf  apoteloÔntai apì tic akmèc pou prospÐptounsthn koruf . 'Eqoun dhlad  th morf  {vi, u} − {u, vi} gia k�je geitonik korÔf  u thc vi.5.2 LÐsta GeitnÐashcH lÐsta geitnÐashc enìc graf matocG(V,E) apoteleÐtai apì th lÐsta twn geitonik¸nkoruf¸n gia k�je koruf  v ∈ V . Oi deÐktec sta pr¸to stoiqeÐo mia lÐstacapojhkeÔetai se èna pÐnaka L n di�stashc. Pio sugkekrimèna, o deÐkthc stopr¸to stoiqeÐo thc lÐstac twn geitonik¸n koruf¸n v ∈ V brÐsketai sth jèsh

L[v]. to mègejoc thc lÐstac twn geitìnwn thc n eÐnai Ðso me to b�jmo thc.Parathr seic1. ìtan èna gr�fhma eÐnai araiì, dhlad  ì arijmìc twn koruf¸n tou eÐnaimikrìteroc apì n2, h anapar�stash me lÐsta geitnÐashc apaiteÐ asumptwtik�ligìterec jèseic mn mhc apì thn anapar�stash me pÐnaka geitnÐashc.2. ìtan èna gr�fhma eÐnai puknì, dhlad  èqei arijmì akm¸n n2 oi apait seic twnduo anaparast�sewn se jèseic mn mhc tautÐzontai wc proc thn asumptwtik touc sumperifor�.3. Me ton pÐnaka geitnÐashc mporoÔme na elègxoume thn Ôparxh   ìqi koruf cmetaxÔ duo akm¸n se stajerì qrìno.4. Me th lÐsta geitnÐashc mporìume na aparijm soume touc geÐtonec miac sugkekrimènhckoruf c pio gr gora apì ìti me ton pÐnaka geitnÐashc.5.3 PÐnakac PrìsptwshcOrismìc 5.3.1. PÐnakac Prìsptwshc enìc graf matoc G(V,E) onom�zetai opÐnakac A |V | × |E|, oi grammèc kai oi st lec tou opoÐou arijmoÔntai me b�sh tickorufèc tou. Ta stoiqeÐa tou pÐnaka geitnÐashc orÐzontai me b�sh tic akmèc tougraf matoc apì th sqèsh:
aij =

{

1 an h koruf  vi eÐnai �kro thc akm c ej
0 diaforetik�



5.3. P�INAKAS PR�OSPTWSHS 41Gia to Ðdio gr�fhma, mporoÔn na prokÔyoun diaforetikoÐ pÐnakec geitnÐashcan qrhsimopoi soume diaforetik  arÐjmhsh twn koruf¸n kai twn akm¸n tou. DuopÐnakec prìsptwshc pou prokÔptoun apì to Ðdio gr�fhma antistoiqoÔn se isìmorfagraf mata.IdiìthtecOi basikèc idiìthtec tou pÐnaka prìsptwshc enìc aploÔ, mh kateujunìmenou graf matoc
G(V,E) eÐnai:1. To �jroisma twn stoiqeÐwn k�je gramm c pou antistoiqeÐ se k�je koruf 

vi eÐnai Ðso me to bajmì thc koruf c.2. To �jroisma twn stoiqeÐwn k�je st lhc eÐnai Ðso me 2.3. To sunolikì �jroisma twn stoiqeÐwn tou pÐnaka prìsptwshc eÐnai Ðso me todipl�sio tou arijmoÔ twn akm¸n tou graf matoc.



42 KEF�ALAIO 5. ANAPARAST�ASEIS GRAFHM�ATWN



Kef�laio 6Isìmorfa graf mata
6.1 Orismìc'Ena gr�fhma mporeÐ na eÐnai isìmorfo me �peira to pl joc graf mata pou an kounsthn Ðdia kl�sh isodunamÐac.Ta graf mata tou sq matoc 6.1 eÐnai ta Ðdia diìti k�je koruf  èqei to akrib¸cto Ðdio sÔnolo geitìnwn.
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34 6 5 7Sq ma 6.1: Duo diaforetikèc apeikonÐseic tou Ðdiou graf matoc.6.1.1 Domik  isodunamÐa gia apl� graf mataOrismìc 6.1.1. 'Estw G,H dÔo apl� graf mata. Mia antistoÐqish an�mesastic korufèc f : VG → VH diathreÐ th geitonikìthta an gia k�je zeug�ri geitonik¸nkoruf¸n u, v sto gr�fhma G, oi korufèc f(u), f(v) eÐnai geitonikèc sto gr�fhmaH. AntÐstoiqa, h f diathreÐ th mh geitonikìthta an oi korufèc f(u), f(v) den eÐnaigeitonikèc sto gr�fhma H an oi korufèc u, v den eÐnai geitonikèc sto G.Orismìc 6.1.2. 'Estw G,H dÔo apl� graf mata. Mia sun�rthsh f : VG →43
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VH diathreÐ th dom  twn grafhm�twn an diathreÐ th geitonikìthta kai th mhgeitonikìthta.Apì ta parap�nw sumperaÐnoume ìti:Gia k�je zeug�ri koruf¸n u, v sto gr�fhma G, oi korufèc u, v eÐnai geitonikècsto gr�fhma G an kai mìno an oi korufèc f(u), f(v) eÐnai geitonikèc sto gr�fhmaH.Pou mac odhgeÐ se ènan epÐshmo majhmatikì orismì gia to ti ennooÔme me ton ìroto � Ðdio� gr�fhma.Orismìc 6.1.3. DÔo apl� graf mataG,H onom�zontai isìmorfa kai ta sumbolizoumeme G ∼= H , an up�rqei mia amfimonos manth sun�rthsh f : VG → VH pou diathreÐth dom  tou graf matoc. Mia tètoia sun�rthsh f lègetai isomorfismìc apì togr�fhma G sto H .DÔo isìmorfa graf mata diafèroun mìno sta onìmata twn koruf¸n kai twnakm¸n. Up�rqei domik  isodunamÐa an�mesa se duo tètoia graf mata.
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Sq ma 6.2: Isìmorfa graf mataPar�deigma 6.1. 'Otan duo isìmorfa graf mata moi�zoun diaforetik�, onom�zontacapì thn arq  tic korufèc apokalÔptei thn isodunamÐa.Sto sq ma 6.2 mporoÔme na broÔme mia sun�rthsh pou antistoiqeÐ mia koruf tou enìc graf matoc se mia koruf  tou �llou graf matoc kai apodeiknÔetai ìtita graf mata aut� eÐnai isìmorfa.'Eqoume ìti:
a = f(0), b = f(1), c = f(2), d = f(3), e = f(4), f = f(5), g = f(6), h = f(7)Par�deigma 6.2. H sun�rthsh j → j+4 sto sq ma 6.3 eÐnai amfimonos manthkai diathreÐ th geitonikìthta ìmwc den eÐnai isomorfimìc epeid  de diathreÐ th mhgeitonikìthta.ParathroÔme ìti sto pr¸to gr�fhma, oi korufèc 0,2 den eÐnai geitonikèc ènw oieikìnec touc, oi korufèc 4,6 eÐnai geitonikèc.
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Sq ma 6.3: Mh isìmorfa graf mata.Je¸rhma 6.1.4. H sqèsh isomorfismoÔ metaxÔ duo grafhm�twn eÐnai sqèshisodunamÐac.Apìdeixh. ParathroÔme ìti h sqèsh tou isomorfismoÔ eÐnai :1. anaklastik K�je gr�fhma eÐnai isomorfikì me ton eautì tou.2. summetrik O isomorfimìc eÐnai amfimonos manth sun�rthsh kai �ra antistrèyimh.3. metabatik H sÔnjesh duo isomorfism¸n eÐnai isomorfismìc.K�je kl�sh isodunamÐac pou orÐzetai apì th sqèsh isomorfimoÔ perilamb�neigraf mata pou sumfwnoÔn praktik� se ìlec tic idiìthtèc touc dhlad  ousiastik�tautÐzontai.6.2 AnalloÐwtec IdiìthtecOrismìc 6.2.1. Mia idiìthta enìc graf matoc G kaleÐtai analloÐwth e�n k�jegr�fhma G1 isìmorfo tou G èqei epÐshc aut  thn idiìthta.K�je idiìthta pou de metab�lletai an "zwgrafÐsoume� to gr�fhma diaforetik�onom�zetai analloÐwth.Ta isomorfik� graf mata sumfwnoÔn wc proc tic analloÐwtec idiìthtec.AnalloÐwtec idiìthtec1. 'Eqoun ton Ðdio arijmì koruf¸n.2. 'Eqoun ton Ðdio arijmì akm¸n.



46 KEF�ALAIO 6. IS�OMORFA GRAF�HMATA3. An f : G1 → G2 isomorfismìc kai v ∈ G1. IsqÔei deg(v) = deg(f(v))4. 'Eqoun thn Ðdia akoloujÐa bajm¸n koruf¸n.5. 'Eqei kÔklo Hamilton.6. 'Uparxh kÔklou Euler.7. Gia opoiod pote upogr�fhma H enìc graf matoc G to G èqei upogr�fhmaisomorfikì wc proc to H (isqÔei dhlad  gia k�je gr�fhma pou eÐnai isomorfikìme to G).Orismìc 6.2.2. 'Ena gr�fhma onom�zetai autosumplhrwmatikì an eÐnai isomorfikìwc proc to sumplhrwmatikì tou gr�fhma.Orismìc 6.2.3.



Kef�laio 7SummetrÐec grafhm�twnOrismìc 7.0.4.7.1 AutomorfismoÐ grafhm�twnOrismìc 7.1.1. JewroÔme gr�fhmaG, mia met�jesh a tou sunìlou twn koruf¸ntou V (X) eÐnai ènac automorfismìc tou X an
{u, v} ∈ E(X) ⇔ {a(u), a(v)} ∈ E(X), ∀u, v ∈ V (X)Parathr seic 7.1.2. .1. KaloÔme automorfismì tou G k�je isomorfismì tou G ston eautì tou.2. K�je automorfismìc enìc graf matoc eÐnai mia met�jesh twn koruf¸n tou.3. ParathroÔme ìti o automorfismìc all�zei ta onìmata all� diathreÐ toucrìlouc twn koruf¸n sto gr�fhma.Parathr seic 7.1.3. .1. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti h tautotik  sun�rthsh sto V eÐnai automorfismìc.2. H sÔnjesh duo automorfism¸n eÐnai automorfismìc.3. H antÐstrofh sun�rthsh enìc automorfismoÔ eÐnai epÐshc automorfismìc.7.2 Om�dec automorfism¸n grafhm�twnOrismìc 7.2.1. To sÔnolo twn automorfism¸n enìc graf matoc eÐnai om�dawc proc thn pr�xh thc sÔnjeshc sunart sewn. Thn om�da aut  thn onom�zoumeom�da automorfism¸n tou G kai th sumbolÐzoume wc Aut(G).47



48 KEF�ALAIO 7. SUMMETR�IES GRAFHM�ATWNParathr seic1. K�je met�jesh tou V (Kn) eÐnai automorfismìc. Kat� sunèpeia h om�daautomorfism¸n tou Kn, Aut(Kn) eÐnai isìmorfh me th summetrik  om�da Snt�xhc n!.2. Gia k�je gr�fhma G to Aut(G) eÐnai isìmorfo me k�poia upoom�da thcsummetrik c om�dac Sn.3. Gia k�je gr�fhma G h t�xh |Aut(G)| thc om�dac twn automorfism¸n tou GeÐnai diairèthc tou n!.Par�deigma 7.1. JwroÔme to gr�fhma K4 kai V (K4) = {a, b, c, d} kai toupogr�fhma tou H, to gr�fhma pou prokÔptei an afairèsoume thn akm  {a, c}
H = K4 − {a, c} apì to K4.
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c d
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Sq ma 7.1: Ta graf mata K4, H.
Aut(H) = {ι, α, β, αβ}ìpou α all�zei tic korufèc a, c kai krat�ei stajerèc tic b, d kai β all�zei tickorufèc b, d kai krat�ei stajerèc tic a, c. Epomènwc,
Aut(H) = Z2 × Z2Par�deigma 7.2. H om�da automorfism¸n tou pl rouc graf matoc Kn eÐnai hsummetrik  om�da Sn om�da me n! stoiqeÐa.
Aut(Kn) ∼= SnApìdeixh. ParathroÔme ìti k�je mia apì tic n! metajèseic tou sunìlou twn koruf¸ntou Kn diathreÐ th dom , diìti k�je zeug�ri koruf¸n sundèetai me mia akm .Epomènwc, k�je met�jesh twn koruf¸n dÐnei ènan diaforetikì automorfismì tou

Kn.Par�deigma 7.3. Oi automorfismoÐ touK4 sÔmfwna me to prohgoÔmeno par�deigmaeÐnai ìsoi kai oi metajèseic tou Sn, dhlad  6! = 24.
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Sq ma 7.2: To gr�fhma K4

Aut(K4) =

{(1)(2)(3)(4), (12)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3),
(1)(23)(4), (1)(24)(3), (1)(2)(34),
(12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123)(4), (132)(4), (124)(3), (142)(3),
(134)(2), (143)(2), (1234), (1243),
(1324), (1342), (1423), (1432)}

(7.1)
Par�deigma 7.4. H om�da automorfism¸n tou graf matoc Petersen eÐnai isìmorfhme th summetrik  om�da me 5 stoiqeÐa, S5. 'Ara èqei 5! = 120 automorfismoÔc.

Sq ma 7.3: To gr�fhma Petersen.Par�deigma 7.5. H om�da automorfism¸n tou kuklikoÔ graf matoc Cn eÐnaih diedrik  om�da Dn me 2n stoiqeÐa.
Aut(Cn) ∼= DnApìdeixh. To kuklikì gr�fhma mporeÐ na sqediasteÐ sto epÐpedo san èna kanonikì

n−gwno. Oi 2n automorfismoÐ tou, mporoÔn na parastajoÔn wc strofèc kaianakl�seic enìc kanonikoÔ n−g¸nou. K�je kanonikì n−gwno èqei n strofèc kai
n anakl�seic �ra to Cn èqei 2n automorfismoÔc.



50 KEF�ALAIO 7. SUMMETR�IES GRAFHM�ATWNPar�deigma 7.6. H om�da automorfism¸n tou kuklikoÔ graf matoc C5 eÐnaih diedrik  om�da D5 me 2 · 5 = 10 stoiqeÐa.
Aut(C5) ∼= D5
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Sq ma 7.4: To gr�fhma C5.SÔmfwna me to prohgoÔmeno par�deigma to C5 ja èqei 5 strofèc kai 5 anakl�seick�poiec apì autèc dÐnontai apì ton parak�tw pÐnaka.SummetrÐa Met�jesh koruf¸n Met�jesh akm¸ntautotikìc (u)(v)(w)(x)(y) (a)(b)(c)(d)(e)strof  72 (uvwxy) (aabcde)strof  144 (uwyvx) (acebd)an�klash -k�jetoc �xonac (u)(vu)(wx) (c)(ae)(bd)Par�deigma 7.7. H om�da automorfism¸n tou graf matoc Wn, Aut(Wn).Apìdeixh. To gr�fhma Wn mporeÐ na sqediasteÐ sto epÐpedo san èna kanonikì
n−gwno me mia koruf  sto kèntro tou h opoÐa eÐnai sundedemènh me ìlec ticupìloipec korufèc . Oi 2n automorfismoÐ tou mporoÔn na anaparastajoÔn wcstrofèc kai anaklaseic enìc kanonikìu n−g¸nou. K�je kanonikì n−gwno èqei
n strofèc kai n anakl�seic �ra to Wn èqei 2n automorfismoÔc, me exaÐresh thnperÐptwsh n = 3. Sthn perÐptwsh aut  eÐnai isìmorfo me to K4 opìte èqei 24automorfismoÔc.Par�deigma 7.8. H om�da automorfism¸n tou graf matoc W5, Aut(W5).
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Sq ma 7.5: To gr�fhma W5.SummetrÐa Met�jesh koruf¸n Met�jesh akm¸ntautotikìc (u)(v)(w)(x)(y)(t) (a)(b)(c)(d)(e)(f)(g)(h)(i)(j)strof  72 (t)(uvwxy) (aabcde)(fghij)strof  144 (t)(uwyvx) (acebd)(fhjgi)an�klashk�jetoc �xonac (t)(u)(vu)(wx) (c)(j)(ae)(fi)(bd)(gh)PÐnakac 7.1: K�poiec SummetrÐec tou graf matoc W5.Par�deigma 7.9. H om�da automorfism¸n tou graf matoc Km,n, Km,n.Orismìc 7.2.2. 'Estw G gr�fhma. OrÐzoume th sqèsh omoiìthtac metaxÔ twnkoruf¸n tou wc ex c: 'Estw x, y ∈ V (G). lème ìti oi korufèc x, y eÐnai ìmoiec an
σ(x) = y gia k�poio automorfismì σ ∈ Aut(G) kai qrhsimopoioÔme to sumbolismì
x ∼ y. Oi kl�seic isodunamÐac thc sqèshc ∼ kaloÔntai troqièc tou G.Orismìc 7.2.3. KaloÔme èna gr�fhma metabatikì wc proc tic korufèc tou ( apl� metabatikì) an èqei mia mìno troqi�, dhlad  an gia k�je zeÔgoc koruf¸n tou
x, y up�rqei automorfismìc σ ∈ Aut(G) tètoioc ¸ste σ(x) = y.Par�deigma 7.10. ParathroÔme ìti ta graf mata Cn, Kn kaiKn,n eÐnai metabatik�wc proc tic korufèc touc epeid  den up�rqei trìpoc na diakrÐnoume th mia koruf apì thn �llh.Par�deigma 7.11. ParathroÔme ìti to gr�fhma Pn den eÐnai metabatikì wcproc tic korufèc tou epeid  apoteleÐtai apì duo korufèc bajmoÔ 1 kai n−2 korufècbajmoÔ 2.K�je gewmetrik  summetrÐa sto sqediasmì enìc graf matoc mporèi na qrhsimopoihjeÐwc ènac automorfismìc tou graf matoc.Par�deigma 7.12. To K1,3 eqei 6 automorfismoÔc. O k�je ènac apì autoÔcmporèi na pragmatopoihjeÐ apì mia strof  kai mia an�klash.
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Sq ma 7.6: To gr�fhma K1,3

Summetria Met�jesh koruf¸n Met�jesh akm¸ntautotikìc (u)(v)(w)(x) (a)(b)(c)strof  120 (x)(uvw) (abc)strof  240 (x)(uwv) (acb)an�klash ston a (x)(u)(vw) (a)(bc)an�klash ston b (x)(v)(uw) (b)(ac)an�klash ston c (x)(w)(uv) (c)(ab)PÐnakac 7.2: Oi automorfismoÐ gia to K1,3.
Den up�rqoun �lloi automorfismoÐ tou graf matoc K1,3.

Par�deigma 7.13. Sto parak�tw gr�fhma parathroÔme ìti oi metajèseic twnkoruf¸n diathroÔn th dom  tou graf matoc epomènwc eÐnai automorfismoÐ tougraf matoc.
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Sq ma 7.7: To gr�fhma tou paradeÐgmatoc 7.13.To gr�fhma èqei tèsseric automorfismoÔc.
λ1 =(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)

λ2 =(18)(27)(3)(4)(5)(6)

λ3 =(1)(2)(35)(46)(7)(8)

λ4 =(18)(27)(35)(46)Orismìc 7.2.4. 'Ena gr�fhma G lègetai metabatikì sthn koruf  an gia k�jezeug�ri koruf¸n u, v ∈ VG up�rqei ènac automorfismìc σ pou apeikonÐzei thnkoruf  u sth v σ(u) = v.Parat rhsh 7.2.5. K�je gr�fhma pou eÐnai metabatikì sthn koruf  eÐnaik-kanonikì. To antÐstrofo den isqÔei. Dhlad  an èna gr�fhma eÐnai k- kanonikìden eÐnai aparaÐthta kai metabatikì sthn koruf .Orismìc 7.2.6. 'Ena gr�fhma G legetai metabatikì sthn akm  an gia k�jezeug�ri akm¸n d, e ∈ EG up�rqei ènac automorfismìc σ pou apeikonÐzei thn akm 
d sthn e.Par�deigma 7.14. To gr�fhma Petersen tou sq matoc 7.3 eÐnai summetrikì,dhlad  eÐnai metabatikì sthn akm  kai sthn koruf .
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Sq ma 7.8: To pr¸to grafhma eÐnai metabatikì sthn akm  en¸ to deÔtero den eÐnaimetabatikì sthn akm .Par�deigma 7.15. Apì par�deigma 7.12 èqoume ìti to gr�fhmaK1,3 eÐnai metabatikìsthn akm  all� ìqi sthn koruf  giatÐ k�je automorfismìc apeikonÐzei thn koruf 
x ston eautì thc.Par�deigma 7.16. O uperkÔboc Qn eÐnai metabatikì sthn akm  kai sthnkoruf  gia k�je n.Orismìc 7.2.7. Oi kl�seic isodunamÐac twn koruf¸n enìc graf matoc G upìdr�sh tou automorfismoÔ lègontai troqièc twn koruf¸n. Oi kl�seic isodunamÐactwn akm¸n enìc graf matoc G upì dr�sh tou automorfismoÔ lègontai troqièc twnakm¸n.Par�deigma 7.17. Sto par�deigma (7.13) èqoume ìti:troqièc koruf¸n: {1, 8} , {4, 6}, {2, 7}, {3, 5}troqièc akm¸n: {e12, e78}, {e34, e56}, {e23, e25, e37, e57} , {e35}Je¸rhma 7.2.8. 'Olec oi korufèc pou brÐskontai sthn Ðdia troqi� èqoun ton Ðdiobajmì.Je¸rhma 7.2.9. 'Olec oi akmèc sthn Ðdia troqi� èqoun to idio zeÔgoc akm¸n sta�kra touc.Gia na broÔme tic troqièc enìc graf matoc den up�rqei gnwstìc algìrijmocpoluwnumik c poluplokìthtac. EÐnai gnwstì ìti up�rqoun n! metajèseic poudiathroÔn th geitonikìthta twn koruf¸n. ParathroÔme ìti an ènac automorfismìcapeikonÐzei thn koruf  u sthn koruf  v, tìte apeikonÐzei k�je geitonik  thckoruf  u stouc geÐtonec thc v.



7.2. OM�ADES AUTOMORFISM�WN GRAFHM�ATWN 55Par�deigma 7.18. Oi troqièc tou graf matoc tou sq matoc 7.9 dÐnontai apìton pÐnaka 7.3. 0 1234
Sq ma 7.9: To gr�fhma tou paradeÐgmatoc 7.18

troqièc koruf¸n {0} {1, 4, } {2, 3}troqièc akm¸n {e23} {e01, e04} {e12, e13, e24, e34}PÐnakac 7.3: Troqièc tou graf matoc 7.9Par�deigma 7.19. Sto parak�tw 4- kanonikì gr�fhma mporoÔme na broÔmeeÔkola th summetrÐa
(05)(14)(2)(3)(6).0 32 4

1
56

Sq ma 7.10: To gr�fhma tou paradeÐgmatoc 7.19parathroÔme ìti oi korufèc 0, 2, 3 kai 5 èqoun 3 geitonikèc korufèc pou eÐnaianex�rthtec, en¸ k�je mia apì tic korufèc 1,4 kai 6 èqoun duo zeug�ria geitonik¸nkoruf¸n. MporoÔme na sqedi�soume p�li to gr�fhma wc ex c:
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Sq ma 7.11: To gr�fhma tou paradeÐgmatoc 7.19Apì to isìmorfì tou gr�fhma parathroÔme ìti up�rqoun 2 troqièc koruf¸n

{1, 2, 3, 5} {1, 4, 6}. H mia apì tic troqièc akm¸n eÐnai h {e05, e23} kai h �llhtroqi� perièqei olec tic upìloipec akmèc.Orismìc 7.2.10. 'Ena gr�fhma lègetai mh summetrikì an h tautotik  sun�rthsh
ι eÐnai o monadikìc tou automorfismìc.

Sq ma 7.12: grafhma7.2.1 Om�da automorfism¸n upografhm�twnParat rhsh 7.2.11. AnH upogr�fhma touG, tìte den up�rqei sqèsh an�mesastic om�dec Aut(G) kai Aut(H) me exaÐresh k�poiec eidikèc peript¸seic.
• An to G eÐnai to gr�fhma tou parap�nw mh summetrikoÔ graf matoc, kaito H upogr�fhma tou G eÐnai 3- kuklikì, parathroÔme ìti Aut(G) eÐnaitetrimmènh kai Aut(H) eÐnai h summetrik  om�da Σ3

• An to G eÐnai to K6 kai to H upogr�fhma tou G eÐnai èna mh summetrikìgr�fhma me 6 korufèc h om�da automorfism¸n Aut(K6) tou K6 eÐnai h Σ6kai h om�da automorfism¸n Aut(H) tou H eÐnai h tetrimmènh om�da.7.2.2 Graf mata me dosmènh om�daOrismìc 7.2.12. H om�da twn metajèsewn G enìc sunìlou S



7.2. OM�ADES AUTOMORFISM�WN GRAFHM�ATWN 571. dra metabatik�   eÐnai metabatik  sto S an gia k�je x, y ∈ S, yp;arxei a ∈ Gtètoio ¸ste a(x) = y2. eÐnai metabatik  sthn koruf  an gia k�poio gr�fhmaX h om�da automorfism¸ntouAut(X) dra metabatik� sto V (X).3. dra dipl� metabatik� sto S an gia k�je duo zeug�ria diakekrimènwn stoiqeÐwn
(x1, x2), (y1, y2) ∈ S×S up�rqei a ∈ G tètoio ¸ste a(x1) = y1 kai a(x2) = y2.Par�deigma 7.20. H summetrik  om�da §5 dra dipl� metabatik� sto sÔnolotwn koruf¸n tou plhrouc graf matoc K5.Par�deigma 7.21. H summetrik  om�da §5 dra metabatik� all� ìqi dipl�metabatik� sto sÔnolo twn koruf¸n tou graf matoc Petersen.
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Kef�laio 8Graf mata Cayley

8.1 Eisagwg 'Enac shmantikìc trìpoc na emploutisteÐ h dom  miac om�dac eÐnai an thc d¸soumek�poia gewmetrÐa. O basikìc trìpoc na efodi�soume thn om�da me mia tètoiagewmetrÐa eÐnai na prosdiorÐsoume mia lÐsta gennhtìrwn S miac om�dac A. KaloÔmeparagìmenh om�da to zeug�ri (A, S). Se pollèc shmantikèc peript¸seic to sÔnolotwn gennhtìrwn eÐnai peperasmèno, opìte, sthn perÐptwsh aut  èqoume mia peperasmènhparagìmenh om�da.Mia paragìmenh om�da (A, S) qrhsimopoieÐ th metrik 
d : A× A → NH opoÐa orÐzetai wc h mègisth metrik  gia thn opoÐa isqÔei d(x, xs) ≤ 1∀x ∈ Akai ε1, ....., εm ∈ {−1, 1}. Aut  h metrik  par�gei th sfaÐra

Bs(R) = {x ∈ A : d(x, id ≤ R)}Sthn peperasmènh perÐptwsh, ta Bs(R) eÐnai peperasmèna sÔnola kai o rujmìc meton opoÐo megal¸nei h t�xh twn sunìlwn aut¸n sto R eÐnai shmantikì jèma sthgewmetrik  jewrÐa om�dwn.H idèa na melet sei mia peperasmèna paragìmenh om�da mèsw thc gewmetrÐac thcmetrik c thc mac parapèmpei sth doulei� tou majhmatikoÔ MaxDehn.8.2 Orismìc'Enac trìpoc gia na doÔme th gewmetrÐa miac paragìmenhc om�dac eÐnai na melet soumeta graf mata Cayley miac paragìmenhc om�da (A, S). Prìkeitai gia kateujunìmenagraf mata me akmèc pou qrwmatÐzontai apì ta stoiqeÐa tou S kai korufèc poupaÐrnoun etikètec apì ta stoiqeÐa thc om�dac A. Mia kateujunìmenh akm  qr¸matoc
s apì th x sthn sx gia k�je x ∈ A kai s ∈ S. H lèxh metrik  tìte antistoiqeÐsth metrik  tou graf matoc Cayley. 59



60 KEF�ALAIO 8. GRAF�HMATA CAY LEYOrismìc 8.2.1. 'Estw B peperasmènh om�da kai S uposÔnolo thc B TìteorÐzoume to gr�fhma Cayley thc B me sÔnolo gennhtìrwn S kai to sumbolÐzoumeme Γ(B, S), to gr�fhma pou ikanopoieÐ tic akìloujec sunj kec:
• 'Ola ta stoiqeÐa thc om�dac B eÐnai korufèc tou graf matoc.

V (Γ) = {vi|vi ∈ B}

• K�je akm  prokÔptei an pollaplasi�soume apì arister� me touc genn torec.Up�rqei akm  pou sundèei tic korufèc g, s ∈ Γ(B, S) an h = gs gia k�poio
s ∈ S.

E(Γ) = {(g, sg), g ∈ B, s ∈ S}.To S den perièqei tautotik� stoiqeÐa ètsi ¸ste na mhn up�rqoun anakukl¸seicsto gr�fhma Γ. K�je akm  up�rqei sto gr�fhma qwrÐc na èqei shmasÐa poi�koruf  ja epilèxoume. 'Etsi, an up�rqei h akm  (g, gs) ja up�rqei kai h akm 
(gs, (gs)s−1 = g).Gia par�deigma an èqoume th summetrik  om�da S3, to sÔnolo twn gennhtìrwnthc, S apì tic metajèseic apì to sÔnolo T = {(12), (23), (13)},tìte to gr�fhma
Cayley eÐnai isìmorfo me to K3,3.Par�deigma 8.1. To gr�fhma Cayley gia thn kuklik  om�da Z/6Z me genn torecto sÔnolo S = {1}.
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Sq ma 8.1: To gr�fhma Cayley gia thn Z/6Z.



8.2. ORISM�OS 61Par�deigma 8.2. To gr�fhma Cayley gia thn om�da Z/6Z me genn torec tosÔnolo S = {2, 3}.
0 3

52

4 1

Sq ma 8.2: To gr�fhma Cayley gia thn om�da Z/6Z me S = {2, 3}.Sto gr�fhma tou sq matoc ?? sumbolÐzoume me:
−→ to stoiqeÐo 2
−→ to stoiqeÐo 3Parat rhsh 8.2.2. Apo ta prohgoÔmena paradeÐgmata parathroÔme ìti h Ðdiaom�da mporeÐ na èqei diaforetik  gewmetrÐa an all�xei to sÔnolo twn gennhtìrwnthc. Gia par�deigma se mia kuklik  om�da Z/NZ me èna genn tora S = {1} togr�fhma Cayley faÐnetai monodi�stato en¸ an èqoume èna sÔnolo me duo genn torec
S = {s1, s2} to gr�fhma Cayley faÐnetai didi�stato.Par�deigma 8.3. To gr�fhma Cayley pou prokÔptei apì th Z5 me sÔnologennhtìrwn to S = {1} eÐnai èna gr�fhma isìmorfo me to kuklikì gr�fhma C5.
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Sq ma 8.3: To gr�fhma Cayley thc Z5Prìtash 8.2.3. JewroÔme S to sÔnolo twn gennhtìrwn miac om�dac A. Togr�fhma Cayley Γ èqei tic akìloujec idiìthtec:
• Gia k�je qr¸ma s ∈ S, k�je koruf  x èqei mia s−akm  sth x kai mia s−akm apì th x.
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• eÐnai sunektikì gr�fhma.
• Gia k�je zeug�ri koruf¸n x, y up�rqei èna monadikì isìmorfo gr�fhma pouantistoiqeÐ th x sth y.Apìdeixh. EÐnai eÔkolo na apodeiqjeÐ ìti èna kateujunìmeno gr�fhma eÐnai gr�fhma

Cayley an kai mìno an ikanopoieÐ tic parap�nw idiìthtec. Dedomènou enìc graf matoc
G me tic parap�nw idiìthtec an h om�da A eÐnai h om�da twn automorfism¸n tougraf matoc G, an mia koruf  tou graf matoc eÐnai to tautotikì stoiqeÐo mporoÔmena onom�soume ìlec tic �llec korufèc me èna stoiqeÐo thc om�dac. Sth sunèqeiak�je stoiqeÐo s ∈ S antistoiqÐzetai me èna qr¸ma.

IDIOTHTES
• An k�poio stoiqeÐo tou sunìlou twn gennhtìrwn s tautÐzetai me to antÐstrofìtou s = s−1, tìte genik� h akm  sto gr�fhma eÐnai apl .
• To gr�fhma Cayley exart�tai p�nta apì thn epilog  tou sunìlou twngennhtìrwn S. An to sÔnolo twn gennhtìrwn S èqei k stoiqeÐa tìtek�je koruf  èqei k eiserqìmenec kai k exerqìmenec akmèc. Sthn perÐptwshpou èqoume summetrikì sÔnolo gennhtìrwn me r stoiqeÐa, tìte to gr�fhma
Cayley eÐnai kanonikì bajmoÔ r.

• Oi kÔkloi se èna gr�fhma Cayley deÐqnoun tic sqèseic an�mesa sta stoiqeÐatou sunìlou gennhtìrwn S.
• 'Ena gr�fhma Cayley mporeÐ na kataskeuasteÐ apì èna sÔnolo gennhtìrwnakìmh kai an autì den par�gei thn om�da A. To gr�fhma pou prokÔpteieÐnai mh sunektikì kai de jewreÐtai gr�fhma Cayley. Sthn perÐptwsh aut ,k�je sunektik  sunist¸sa tou graf matoc antiproswpeÔei èna sÔmplokothc upoom�dac pou par�getai apì to sÔnolo gennhtìrwn.8.3 ParadeÐgmataPar�deigma 8.4. To gr�fhma Cayley gia thn kuklik  om�da Z8 me genn torecto sÔnolo S = {2, 3}
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Sq ma 8.4: To gr�fhma Cayley gia thn Z8 me S = {2, 3}Sto gr�fhma tou sq matoc 8.4 sumbolÐzoume me:
−→ to stoiqeÐo 2
−→ to stoiqeÐo 3.Parat rhsh 8.3.1. 'Ena tuqaÐo gr�fhmaG kaleÐtai gr�fhma Cayley an up�rqeimia om�da B kai èna sÔnolo gennhtìrwn S tètoio ¸ste to G eÐnai isìmorfo me togr�fhma Cayley gia B kai S.Parat rhsh 8.3.2. To el�qisto sÔnolo gennhtìrwn gia to Z8 èqei èna mìnogenn tora kai to antÐstoiqo gr�fhma Cayley eÐnai to kuklikì gr�fhma C8.Par�deigma 8.5. To 3 × 4 epanadipl¸meno plègma eÐnai to gr�fhma Cayleygia thn om�da Z3 × Z4 me genn tora to S = {01, 10}.
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Sq ma 8.5: To 3× 4 epanadipl¸meno plègma.Sto gr�fhma tou sq matoc 8.5 sumbolÐzoume me:
−−− to stoiqeÐo 10
−−− to stoiqeÐo 01.



64 KEF�ALAIO 8. GRAF�HMATA CAY LEYPar�deigma 8.6. To pl rec gr�fhma K2n+1 eÐnai gr�fhma Cayley gia thnom�da Z2n+1 me sÔnolo gennhtìrwn X = {1, 2, ..., n}.Epomènwc toK7 eÐnai gr�fhma Cayley gia thn om�da Z7 kai èqei sÔnolo gennhtìrwnto X = {1, 2, 3}
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Sq ma 8.6: To gr�fhma Cayley gia thn Z7Sto gr�fhma tou sq matoc 8.6 sumbolÐzoume me:
−→ to stoiqeÐo 1 tou sunìlou Q,
−→ to stoiqeÐo 2 tou sunìlou Q
−→ to stoiqeÐo 3 tou sunìlou Q.Par�deigma 8.7. H Diedrik  om�da eÐnai h om�da summetri¸n tou tetrag¸nou.'Estw ìti to r upodhl¸nei strof  90 kai to s an�klash ston k�jeto �xona. TastoiqeÐa thc D4 ja eÐnai:

{e, r, r2, r3, s, rs, rs, r3s}

r3 r2

ε r

rs r2s

rss

Sq ma 8.7: To gr�fhma Cayley thc D4.Sto gr�fhma tou sq matoc 8.7 sumbolÐzoume me:
−→ to dr�sh tou stoiqeÐou s
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−→ to dr�sh tou stoiqeÐou r.Parat rhsh 8.3.3. Sto sq ma 8.7 parathroÔme ìti up�rqoun akmèc dipl ckateÔjunshc pou algebrik� shmaÐnei ìti to stoiqeÐo eÐnai Ðso me to antÐstrofì tou.Tic akmèc autèc mporoÔme na tic sumbolÐzoume me aplèc oi opoÐec deÐqnoun epÐshcamfÐdromh kÐnhsh.Par�deigma 8.8. To gr�fhma Cayley thc diedrik c om�dac D4 me sÔnologennhtìrwn to S = {a, b}. Ta kìkkina tìxa sumbolÐzoun ton aristerì pollaplasiasmìme to stoiqeÐo a pou eÐnai h dexi� strof  kat� 90. Me b sumbolÐzoume thn an�klashston orizìntio �xona. Epeid  b = b−1 parathroÔme ìti oi mple grammèc pouantiproswpeÔoun ton aristerì pollaplasiasmì me to b eÐnai mh kateujunìmenec.O pÐnakac Cayley thc om�dac D4 prokÔptei apì ta parak�tw

〈a, b|a4 = b2 = e, ab = ba3〉
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Sq ma 8.8: To gr�fhma Cayley thc D4.H kÐnhsh tou stoiqeÐou F sto sq ma 8.8 mac deÐqnei tic strofèc kai tic anakl�seicmet� th dr�sh tou antÐstoiqou stoiqeÐou r, s apì to sÔnolo gennhtìrwn.Par�deigma 8.9. To gr�fhma Cayley thc diedrik c om�dac D4 me sÔnologennhtìrwn to S = {b, c}.Me to stoiqeÐo c anaparist� thn diag¸nia an�klashkai sumbolÐzetai me tic pr�sinec akmèc. Oi mple akmèc sumbolÐzoun to stoiqeÐo bpou eÐnai h orizìntia an�klash. O pÐnakac Cayley thc om�dac D4 prokÔptei apìta parak�tw
〈b, c|b2 = c2 = e, bcbc = cbcb〉
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F F

F F

F F

F F

b

cb

cbc

c bc

bcbc

e
bcbSq ma 8.9: To gr�fhma Cayley thc D4.H kÐnhsh tou stoiqeÐou F sto sq ma 8.9 mac deÐqnei tic strofèc kai tic anakl�seicmet� th dr�sh tou antÐstoiqou stoiqeÐou b, c apì to sÔnolo gennhtìrwn.Par�deigma 8.10. To gr�fhma Petersen eÐnai summetrikì ìmwc den eÐnaigr�fhma Cayley.8.4 IdiìthtecSthn Par�grafo aut  ja asqolhjoÔme me k�poiec basikèc ènnoiec thc jewrÐacom�dwn me th bo jeia twn grafhm�twn Cayley kai ja parathr soume ìti ìlecautèc oi ènnoiec èqoun sthn ousÐa k�poia gewmetrik� stoiqeÐa ta opoÐa parathroÔmesta graf mata Cayley .'Opwc eÐdame apì ta prohgoÔmena paradeÐgmata, ta graf mataCayley "deÐqnoun�Ðdia, anex�rthta apì to ìnoma pou ja èqoun oi korufèc touc. ParathroÔme dhlad ìti an grafojewrhtik  idiìthta eÐnai alhj c gia mia koruf  ja eÐnai alhj c kaigia opoiad pote �llh koruf  tou Ðdiou graf matoc.Sthrizìmenoi sthn parap�nw idiìthta, ta graf mata Cayley sta epìmena paradeÐgmatade ja èqoun etikètec stic korufèc gia na dojeÐ èmfash sthn omogen  fÔsh twngrafhm�twn aut¸n.Gia na broÔme an h om�da apì thn opoÐa prokÔptei èna gr�fhma Cayley eÐnaiabelian , arkeÐ gia opoiousd pote duo genn torec s1, s2, na deÐxoume ìti up�rqeièna kateujunìmeno monop�ti , s1, s2, s

−1
1 , s−1

2 , to opoÐo epistrèfei sthn koruf apì thn opoÐa xekÐnhse. (An s eÐnai mia kateujunìmenh akm  tìte h akm  me thnantÐjeth kateÔjunsh jewreÐtai wc h akm  s−1).



8.4. IDI�OTHTES 67Par�deigma 8.11. Apì to gr�fhma Cayley tou paradeÐgmatoc 8.2 parathroÔmeìti up�rqei kateujunìmenoc kÔkloc thc morf c s1−s2−s−1
1 −s−1

2 , ìpou s1 = 3, s2 =
2. Oi korufèc tou kÔklou shmei¸nontai me roz qr¸ma sto sq ma. 'Ara h om�daeÐnai abelian .

Sq ma 8.10: To gr�fhma Cayley gia thn Z/6Z me S = {2, 3}.Par�deigma 8.12. To gr�fhma Cayley thc om�dac metajèsewn S3 h opoÐa einaiisìmorfh me th diedrik  om�da D3. ParathroÔme sto sq ma 8.11 ìti den up�rqeikateujunìmenoc kÔkloc thc morf c s1 − s2 − s−1
1 − s−1

2 . 'Ara h om�da den eÐnaiabelian .

Sq ma 8.11: To gr�fhma Cayley thc S3.Mia upoom�da (A′, S ′) thc om�dac (A, S) mporeÐ na perigrafeÐ sqhmatik� apìèna gr�fhma Cayley an to sÔnolo gennhtìrwn S ′ thc A′ eÐnai uposÔnolo tousunìlou gennhtìrwn S thc A. Sthn perÐptwsh aut , an apì èna gr�fhma Cayleyafairèsoume tic akmèc twn gennhtìrwn pou den an koun sto S ′, tìte to arqikìgr�fhma diasp�tai se sunektikèc sunist¸sec k�je mia apì tic opoÐec eÐnai isìmorfhme to gr�fhma Cayley thc (A′, S ′).



68 KEF�ALAIO 8. GRAF�HMATA CAY LEYGia par�deigma, an apì to gr�fhma Cayley tou sq matoc 8.11 diagr�youme ticmple akmèc, prokÔptei to gr�fhma Cayley tou sq matoc 8.12 to opoÐo apoteleÐtaiapì treic sunektikèc sunist¸sec kai èqei domik  om�da thn Z/2Z.

Sq ma 8.12: To gr�fhma Cayley thc Z/2Z.An apì to gr�fhma Cayley tou sq matoc 8.11 diagr�youme tic mple akmèc,prokÔptei to gr�fhma Cayley tou sq matoc 8.13 to opoÐo apoteleÐtai apì duosunektikèc sunist¸sec èqei domik  om�da thn Z/3Z.

Sq ma 8.13: To gr�fhma Cayley thc Z/3Z.An to S ′ den eÐnai uposÔnolo tou S, tìte prèpei pr¸ta na gÐnei allag  b�shckai na prostejoÔn   na afairejoÔn k�poiec akmèc apì to arqikì gr�fhma Cayley.Gia par�deigma, gnwrÐzoume ìti h S3 perièqei kai �llec duo upoom�dec t�xhc duooi opoÐec den prokÔptoun apì aut  thn epilog  twn gennhtìrwn.Par�deigma 8.13.
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Sq ma 8.14: To gr�fhma Cayley gia thn Z/9Z me S = {1, 3}.Sto gr�fhma tou sq matoc 8.14 sumbolÐzoume me:
−→ th dr�sh tou stoiqeÐou 1
−→ th dr�sh tou stoiqeÐou 3.8.5 Oikogèneiec grafhm�twn CayleyPar�deigma 8.14. To pl rec gr�fhma Kn eÐnai èna gr�fhma Cayley sthnprosjetik  om�da Zn twn akeraÐwn modulo n me sÔnolo gennhtìrwn ìla ta mhmhdenik� stoiqeÐa tou Z.Par�deigma 8.15. To pl rec gr�fhma Kn mporèi na anaparastajeÐ wc ènagr�fhma Cayley me opoiad pote om�da t�xhc n, ìpou to sÔnolo twn gennhtìrwneÐnai ta mh tautotik� stoiqeÐa thc om�dac. MporoÔme na p�roume to sumpl rwmatou graf matoc Kn qrhsimopoi¸ntac to kenì sÔnolo sa sÔnolo gennhtìrwn.Par�deigma 8.16. To gr�fhma Cayley thc �peirhc kuklik c om�dac Z mesÔnolo gennhtìrwn to S = {−1, 1} eÐnai mia �peirh alusÐda.Par�deigma 8.17. An èqoume thn peperasmènh kuklik  om�da t�xhc n, Zn kaito sÔnolo twn gennhtìrwn apoteleÐtai apì duo stoiqeÐa, ton genn tora thc Zn kaiton antÐstrofì tou, tìte to gr�fhma Cayley eÐnai o kÔkloc Cn.Par�deigma 8.18.



70 KEF�ALAIO 8. GRAF�HMATA CAY LEY8.6 Star graphTo gr�fhma star graph t�xhc n èqei ¸c sÔnolo koruf¸n ìlec tic metajèseictou sunìlou {1, 2..., n} mia akm  sundèei duo korufèc stic opoÐec oi metajèseicprokÔptoun h mia apì thn �llh me antimet�jesh tou pr¸tou stoiqeÐou me opoiod pote�llo.p.q. h koruf  (1 2 3 4) sundèetai me thn koruf  (3 2 1 4)

〈1 2 3 4〉 〈2 1 3 4〉

〈4 1 3 2〉

〈1 4 3 2〉〈2 4 3 1〉

〈4 2 3 1〉

〈3 2 1 4〉

〈2 3 1 4〉 〈1 3 2 4〉

〈3 1 2 4〉

〈4 1 2 3〉

〈2 1 4 3〉

〈3 1 4 2〉

〈1 3 4 2〉

〈4 3 1 2〉

〈3 4 1 2〉

〈2 4 1 3〉〈1 4 2 3〉

〈3 4 2 1〉

〈4 3 2 1〉

〈2 3 4 1〉

〈3 2 4 1〉

〈1 2 4 3〉

〈4 2 1 3〉

Sq ma 8.15: Star graph
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Kef�laio 9Didaktikèc proekt�seic
H lÔsh sthrÐzetai mìno sth logik kai h anak�luyh thc den exart�taiapì kamÐa majhmatik  arq 

Euler 17369.1 H didaskalÐaH sugkekrimènh didaskalÐa ègine sta plaÐsia tou maj matoc tou B′′ exam nou,DidaskalÐa twn Majhmatik¸n me diadikasÐec epÐlushc problhm�twn (D7), touDiapanepisthmiakoÔ − DiatmhmatikoÔ Progr�mmatoc Metaptuqiak¸n Spoud¸nsthn { Didaktik  kai MejodologÐa twn Majhmatik¸n }. H didaskalÐa ègine stoPeiramatikì LÔkeio Ampelok pwn, thn Tet�rth 24h AprilÐou 2013 se tm ma thcA LukeÐou.To m�jhma afor� mia eisagwg  sth JewrÐa Grafhm�twn. 'Ena kef�laio twnefarmosmènwn majhmatik¸n pou den up�rqei sto Analutikì prìgramma twn majhmatik¸nsthn prwtob�jmia kai deuterob�jmia ekpaÐdeush. H prwtoboulÐa  tan dik  mou,èqontac wc skopì na eis�gw touc majhtèc se k�poiec ènnoiec thc jewrÐac grafhm�twnme skopì thn epÐlush problhm�twn.To fÔllo ergasÐac1 sqedi�sthke ètsi ¸ste me k�je drasthriìthta ta oi majhtècna eÐnai se jèsh na brÐskoun kai na diatup¸noun to dikì touc orismì gia k�poiecshmantikèc ènnoiec thc jewrÐac grafhm�twn. Na peiramatÐzontai mèsa apì sugkekrimènaparadeÐgmata kai sth sunèqeia na brÐskoun to pattern kai na diatup¸noun tajewr mata ta opoÐa qrhsimopoioÔn sto tèloc k�je drasthriìthtac gia na lÔsounta probl mata pou akoloujoÔn.1Το φύλλο εργασίας παρατίθεται στο παράρτημα.73



74 KEF�ALAIO 9. DIDAKTIK�ES PROEKT�ASEIS9.1.1 H T�xhH praktik  thc t�xhc  tan sun−kataskeuazìmenh mazÐ me touc majhtèc, oi opoÐoisummeteÐqan sthn didaskalÐa me perissìtera apì èna eÐdh summetoq c. QwrÐsthkanse om�dec twn dÔo atìmwn me èna fÔllo ergasÐac, to opoÐo doÔleuan mazÐ se ìlhthn di�rkeia tou maj matoc kai suneq¸c touc enj�rruna na miloÔn me thn om�datouc. Sthn pleioyhfÐa thc h didaskalÐa, basÐzetai se suz thsh metaxÔ emènakai ìlhc thc t�xhc   metaxÔ emèna kai mèlouc miac om�dac. H epilog  aut c thcpraktik c ègine, diìti ta paidi� èprepe na eisaqjoÔn se nèec ènnoiec pou den ticeÐqan xanasunant sei kai se èna diaforetikì trìpo skèyhc, �ra se arket� shmeÐah gnwstik  duskolÐa  tan meg�lh kai èprepe na mesolab¸, mèsa sta ìria tou
scaffolding, ¸ste na energopoihjeÐ h zpd ìlwn twn majht¸n kai na proqwr soumesthn epìmenh drasthriìthta. Prosp�jhsa na sundèsw thn up�rqousa gn¸sh twnmajht¸n me th nèa qrhsimopoi¸ntac polÔ aplèc skèyeic kai ekfr�seic prokeimènouna lÔsoun ta probl mata pou sun�nthsan pr¸th for�.Sthn arq  tou maj matoc h didaskalÐa mou eÐqe th morf  di�lexhc me skopì nad¸sw stouc majhtèc k�poia eisagwgik� stoiqeÐa, istorik� kai k�poiec eikìnec pouendeqomènwc na eÐqan parathr sei sthn kajhmerin  touc zw  gia na mporèsounÔstera na k�noun tic dikèc touc parathr seic. Sth sunèqeia, prosp�jhsa oimajhtèc na ft�soun sthn gn¸sh, mìno me ergaleÐa tic prohgoÔmenec gn¸seictouc. Genik�, prosp�jhsa oi erwt seic mou na eÐnai anoiqtoÔ tÔpou sta plaÐsiatwn strathgik¸n tou Polya. RwtoÔsa touc majhtèc na mou perigr�youn pwcskèfthkan kai na mou exhg soun tic apant seic touc.9.1.2 Met� th didaskalÐa - Sumper�smataSto tèloc thc didaskalÐac ta sunaisj mata pou apokìmisa apì aut   tan jetik�.'Htan h pr¸th for� pou dÐdaska th jewrÐa grafhm�twn se majhtèc thc deuterob�jmiacekpaÐdeushc kai gia na eÐmai eilikrin c me sugkÐnhse h antapìkris  touc kai h jetik di�jesh touc na asqolhjoÔn me èna kef�laio twn majhmatik¸n pou sunantoÔsangia pr¸th for�.Autì pou sullogizìmoun sto tèloc thc didaskalÐac kai Ðswc ja �llaza an thnxanaèkana ja  tan h eisagwg . 'Iswc h istorik  eisagwg  den  tan h kalÔterhepilog . O monìlogoc sthn arq  Ðswc  tan baretìc gia autoÔc. PisteÔw, ìtija  tan pio qr simo gia touc majhtèc na up�rqoun pio poll� graf mata upì thmorf  paradeigm�twn, mèsa apì thn kajhmerin  touc zw  gia na touc bohj sw naskeftoÔn akìma perissìtera kai sto tèloc na diatup¸soume mazÐ ènan diaisjhtikìorismì tou graf matoc.To fÔllo ergasÐac pisteÔw ìti  tan kal� domhmèno giatÐ perieÐqe drasthriìthtecpou bohjoÔsan touc majhtèc na diatup¸soun orismoÔc kai jewr mata apì th



9.2. 75jewrÐa grafhm�twn kai sth sunèqeia na ta efarmìsoun lÔnontac k�poia probl mata.Sthn teleutaÐa selÐda tou fÔllou ergasÐac up rqe to paiqnÐdi thc monokontuli�call�, dustuq¸c, den mpìresa na oloklhr¸sw ìlec tic drasthriìthtec. PisteÔwìti kai autì to paiqnÐdi ja  tan arket� endiafèron gia touc majhtèc kaj¸c kaita sumper�smata pou ja proèkuptan apì autì. EÐqa sto mualì mou na kleÐsw thdidaskalÐa me èna euq�risto trìpo.Sto shmeÐo autì ja prèpei na shmei¸sw ìti ìtan sqedÐaza to fÔllo ergasÐacden  xera se poia t�xh ja gÐnei h didaskalÐa kai touc majhtèc. De  xera poioi tan oi kaloÐ kai oi ligìtero kaloÐ majhtèc thc t�xhc. Mou èkane entÔpwsh ìtiìloi oi majhtèc sunerg�sthkan polÔ kal� mazÐ mou kai èdeixan meg�lo endiafèrongia th didaskalÐa. EÐnai enjarruntikì ìti ìloi oi majhtèc antapokrÐjhkan sticdrasthriìthtec tou fÔllou ergasÐac kai summeteÐqan sthn t�xh.9.2
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82 PAR�ARTHMA Aþ. F�ULLO ERGAS�IASEISAGWGH STH JEWRIAGRAFHMATWNLègetai pwc stic arqèc tou 18ou ai¸na, oi k�toikoi thc pìlhc tou Konigsbergsun jizan na pernoÔn ta Kuriak�tika apogeÔmat� touc k�nontac to gÔro thcpìlhc touc. H pìlh apoteleÐtai apì tèsseric tomeÐc pou dhmiourgoÔntai apìtouc kl�douc tou potamoÔ Pregel p�nw apì touc opoÐouc  tan qtismènec ept�gèfurec O Leonard Euler rwt jhke an mporeÐ na upodeÐxei ìti up�rqei diadrom h opoÐa na dièrqetai apì ìlec tic gèfurec akrib¸c mia for� kai na katal gei,an eÐnai dunatìn, sto Ðdio shmeÐo apì ìpou xekÐnhse. O Euler parat rhse ìtito monadikì stoiqeÐo thc diadrom c pou endiafèrei to prìblhma eÐnai h seir� methn opoÐa h diadrom  pern�ei p�nw apì tic gèfurec. Anaparèsthse ta tm mataxhr�c wc kìmbouc kai tic gèfurec wc grammèc pou en¸noun ta tm mata xhr�c.Autì pou ton endièfere den  tan to mègejoc touc all� h jèsh touc.

Sq ma Aþ.1: KonigsbergO Euler parat rhse ìti to monadikì stoiqeÐo thc diadrom c pou endiafèrei toprìblhma eÐnai h seir� me thn opoÐa h diadrom  pern�ei p�nw apì tic gèfurec.Anaparèsthse ta tm mata xhr�c wc kìmbouc kai tic gèfurec wc grammèc pouen¸noun ta tm mata xhr�c. Autì pou ton endièfere den  tan to mègejoc toucall� h jèsh touc.
Sq ma Aþ.2: To sq ma tou Euler kai èna Metagenèstero sq ma- gr�fhma



831.Sqedi�ste èna dikì sac gr�fhma. Ti parist�nei? Apì ti apoteleÐtai?
ORISMOSDiaisjhtik�, gr�fhma eÐnai otid pote mporeÐ na anaparastajeÐ (zwgrafisteÐ) meshmeÐa (korufèc) kai grammèc (akmèc) metaxÔ twn shmeÐwn.Tupik�, gr�fhma G(V,E) eÐnai èna diatetagmèno zeÔgoc ìpou V = {v1, v2, ...}to sÔnolo twn koruf¸n kai E = {e1, e2, ...} to sÔnolo twn akm¸n tou. K�jeakm  eÐnai èna sÔnolo koruf¸n e = {v1, v2} ìqi aparaÐthta diaforetik¸n metaxÔtouc.2. Duo fÐloi mènoun sthn Aj na kai jèloun na episkefjoÔn th Jessalonik ,to Hr�kleio, th MÔkono kai th Rìdo. Jèloun na p�roun mìno apeujeÐac pt seickai plhrofor jhkan ìti apeujeÐac pt seic up�rqoun an�mesa:

• sthn Aj na kai ìlec tic upìloipec pìleic.
• sth JessalonÐkh kai Hr�kleio kaj¸c kai JessalonÐkh kai Rìdo.
• sto Hr�kleio kai th MÔkono.Na sqedi�sete èna gr�fhma pou na anaparist�nei tic dunatèc diadromèc poumporoÔn na k�noun oi duo fÐloi.



84 PAR�ARTHMA Aþ. F�ULLO ERGAS�IAS3.Ti parathreÐte gia ta parak�tw graf mata?

Diaisjhtik�, duo graf mata eÐnai isìmorfa an prìkeitai gia to Ðdio gr�fhmazwgrafismèno me �llo trìpo. Poia apì ta parap�nw graf mata eÐnai isìmorfa?
ORISMOS: Bajmì koruf c onom�zoume to pl joc twn akm¸n pouxekin�ne (ef�ptontai) se aut    to pl joc ton koruf¸n me tic opoÐecsundèetai. 4.Sumplhr¸sete ton parak�tw pÐnaka gia ta graf mata tousq matoc. 'Ajroisma bajm¸n enìc graf matoc eÐnai to �jroisma twn bajm¸ntwn koruf¸n tou.

GRAFHMA G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7Arijmìc akm¸n'Ajroisma bajm¸nPoia eÐnai h sqèsh poÔ sundèei to �jroisma twn bajm¸n twn koruf¸nopoioud pote graf matoc me ton arijmì twn akm¸n tou?



855.Se èna prwt�jlhma podosfaÐrou summetèqoun 10 om�dec. Pìsoi ag¸nec jadiorganwjoÔn an k�je om�da paÐzei me �llec 3.
PLHRH GRAFHMATA

6.Poio gr�fhma onom�zetai pl rec?7.Na sumplhr¸sete ton parak�tw pÐnaka.GRAFHMA K1 K2 K3 K4 K5Arijmìc akm¸n'Ajroisma bajm¸nArijmìc akm¸n8.Poia sqèsh sundèei ton arijmì twn akm¸n me ton arijmì twn koruf¸n enìcpl rouc graf matoc.



86 PAR�ARTHMA Aþ. F�ULLO ERGAS�IAS9.Se mia sun�nthsh 5 atìmwn pìsec qeirayÐec antal�sontai an k�je �tomodÐnei to qèri tou se ìlouc touc upìloipouc. Na sqedi�sete èna gr�fhma gia toprìblhma;
10.PoÐoc eÐnai to mègisto pl joc qeirayi¸n pou mporoÔn na antall�xoun 10�toma.



87TO PAIQNIDI THS MONOKONDULIAS11. Na brejeÐ mia diadrom  sto parak�tw gr�fhma pou na dièrqetai apì ìlectic akmèc tou akrib¸c mia for�. Jèloume h diadrom  aut  na xekin�ei kai nakatal gei sthn Ðdia koruf .

Sq ma Aþ.3: To paiqnÐdi thc monokondulÐac12.MporeÐte na breÐte mia tètoia diadrom  kai sto gr�fhma pou eÐdame sthnarq  tou maj matoc?

Sq ma Aþ.4: Gr�fhma gefur¸n.13.An mia diadrom  pou xekin�ei kai katal gei sthn Ðdia koruf  lègetai kÔkloc.Na d¸sete ton orismì tou kÔklou Euler.
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