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1. Εισαγωγή… 

 Τα τελευταία χρόνια έχει αυξηθεί το ενδιαφέρον για την ιστορία των μαθηματικών 

εννοιών, τόσο από τους ακαδημαϊκούς μαθηματικούς, τους καθηγητές των 

Μαθηματικών στα σχολεία, όσο και από τους ίδιους τους μαθητές και τους φοιτητές. 

Δεν υπερισχύει η άποψη ότι μαθαίνοντας την ιστορία μιας μαθηματικής έννοιας ή 

ακόμα και κάνοντας χρήση αυτής στη διδασκαλία της δεν «κάνεις» ουσιαστικά 

Μαθηματικά, αλλά κάτι άλλο. Όλο και περισσότεροι μαθηματικοί και κυρίως 

δάσκαλοι των Μαθηματικών αναζητούν την εξειδίκευση στον τομέα της ιστορίας των 

Μαθηματικών, που αναμφισβήτητα έχει πλούσιο και ενδιαφέρον υλικό. Αυτό το 

γεγονός επαληθεύεται και από την ύπαρξη των μαθημάτων: «Ιστορία των Αρχαίων 

Ελληνικών Μαθηματικών – Στοιχεία Ευκλείδη», «Αξιοποίηση της Ιστορίας των 

Μαθηματικών στη Διδακτική τους» και «Ιστορία των Νεότερων Μαθηματικών» στο 

μεταπτυχιακό πρόγραμμα της Διδακτικής του τμήματος Μαθηματικών του ΕΚΠΑ.  

Και πώς είναι δυνατόν να σε αφήνει αδιάφορο ως ερευνητή μαθηματικό, αλλά και ως 

δάσκαλο των Μαθηματικών η ιστορία και η πορεία εξέλιξης μιας μαθηματικής 

έννοιας. Καθώς και ο τρόπος που η ιστορίας της και η πορεία της σε βοηθάει να 

διδάξεις την έννοια αυτή στους μαθητές σου. Ωστόσο, στη συγκεκριμένη εργασία θα 

προσεγγίσουμε το θέμα από την πλευρά των δασκάλων των Mαθηματικών και των 

μαθητών αυτών. Συνεχώς ενθαρρύνουμε τους μαθητές μας να ρωτούν και να 

συμμετέχουν στο μάθημα και στη δημιουργία της νέας γνώσης. Έτσι, λοιπόν, όλο και 

πιο συχνά θα προκύπτουν ερωτήσεις της μορφής: «Πώς προέκυψαν οι αρνητικοί 

αριθμοί», «Υπήρχαν πάντα;», «Γιατί πλην επί πλην ισούται με συν;» Η διδασκαλία 

των ρητών αριθμών πάντα παρουσιάζει δυσκολίες και ειδικά οι πράξεις με αυτούς. Οι 

μαθητές ίσως να απαιτούν πιο πειστικές απαντήσεις για τον κανόνα «πλην επί πλην 

κάνει συν».  

Στη παρούσα διπλωματική εργασία θα εξηγήσω πώς η μελέτη της ιστορίας των 

Μαθηματικών, αφορμής δοθείσης από το μάθημα του μεταπτυχιακού της Διδακτικής 

των Μαθηματικών: «Αξιοποίηση της Ιστορίας των Μαθηματικών στη Διδακτική 

τους», επηρέασε τη διδασκαλία μου, κυρίως των ρητών αριθμών και των πράξεων με 

αυτούς, στους μαθητές Γυμνασίου. Θα γίνει επίσης μία ανασκόπηση των εποπτικών 
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μοντέλων διδασκαλίας των αρνητικών αριθμών παρουσιάζοντας το ρόλο της ιστορίας 

στις διδακτικές προτάσεις του Freudenthal, του Heeffer και της Rapke. Θα εκθέσουμε 

τη κριτική που ασκήθηκε στα διάφορα διαισθητικά μοντέλα για τις πράξεις μεταξύ 

αρνητικών αριθμών και θα εξετάσουμε πώς η ιστορία των μαθηματικών εννοιών 

μπορεί να συμβάλλει εποικοδομητικά στη διδασκαλία τους.  

Ένας δάσκαλος με όρεξη και αγάπη για τη διδασκαλία του αντικειμένου του 

προσπαθεί να ενημερώνεται. Θεωρώντας λοιπόν σαν βασική για την επιμόρφωση ενός 

δασκάλου των Μαθηματικών την ιστορία βασικών μαθηματικών εννοιών στο 

Γυμνάσιο και την διδακτική αξιοποίησή της, άρχισε να δημιουργείται αυτή εδώ η 

εργασία. 
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1. Κεφάλαιο 1ο  Θεωρητικό πλαίσιο – Μεθοδολογία  

Η σχέση ιστορίας και διδακτικής των Μαθηματικών  

Ο σκοπός του κεφαλαίου είναι να περιγράψει και να προσδιορίσει το θεωρητικό 

πλαίσιο της παρούσας έρευνας. Η επιχειρηματολογία που θα δώσουμε για τη χρήση 

της ιστορίας στη διδασκαλία των μαθηματικών εννοιών, βασίστηκε στις αρχές του 

μαθηματικού και παιδαγωγού Freudenthal. Με βάση τις αρχές του Freudenthal για τη 

διδακτική των Μαθηματικών θεμελιώθηκε στις αρχές του 1970 στην Ολλανδία μία 

θεωρία για τη διδασκαλία και μάθηση, που ονομάστηκε Ρεαλιστική Μαθηματική 

Εκπαίδευση (ΡΜΕ). Αρκετά συμπυκνωμένα, ο Freudenthal προτείνει να 

αξιοποιηθούν διδακτικά οι συνθήκες ανακάλυψης των μαθηματικών εννοιών, με 

σκοπό την εκ νέου επινόησή τους από τους μαθητές. Στη πρόταση διδασκαλίας της 

παρούσας εργασίας δίνεται έμφαση στη χρήση της ιστορίας των αρνητικών αριθμών 

και των πράξεων με αυτούς. 

Επίσης, θα αναφερθούμε σε δύο διπλωματικές εργασίες του μεταπτυχιακού 

προγράμματος της Διδακτικής και Μεθοδολογίας των Μαθηματικών του ΕΚΠΑ, του 

Μπιζμπιάνου (2011) και της Ματθαίου (2005), με τις οποίες διαπιστώσαμε μία κοινή 

αφετηρία, τη χρήση της ιστορίας στη διδακτική των Μαθηματικών από την πρώτη 

και τις αρχές της ΡΜΕ από τη δεύτερη, αλλά με διαφορετική προσέγγιση και εξέλιξη 

στη πορεία της έρευνας.  

Θα παρουσιάσουμε επιχειρήματα υπέρ και κατά της χρήσης της ιστορίας στη 

διδακτική των Μαθηματικών, τους τρόπους με τους οποίους έχει χρησιμοποιηθεί η 

ιστορία των μαθηματικών εννοιών στα σχολικά βιβλία κατά καιρούς, καθώς και τους 

σκοπούς που εξυπηρετούσε η χρήση της. Τέλος, θα αναφερθεί η μεθοδολογία της 

παρούσας έρευνας και τα ερωτήματα που μελετήθηκαν. 

1.1 Μεθοδολογικές προσεγγίσεις για την ενσωμάτωση της ιστορίας των 
Μαθηματικών στη διδακτική πράξη  

Θα προσεγγίσουμε το ζήτημα της διδακτικής αξιοποίησης της ιστορίας των 

Μαθηματικών μέσα στο πλαίσιο της άλγεβρας και ειδικότερα στη διδασκαλία και 

μάθηση των αρνητικών αριθμών. Έχουν πραγματοποιηθεί αρκετές έρευνες της 
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Διδακτικής των Μαθηματικών, οι οποίες χρησιμοποιούν την ιστορική εξέλιξη της 

άλγεβρας ως εργαλείο ανάλυσης, σε συνδυασμό με εμπειρικές μελέτες για την 

κατανόηση βασικών αλγεβρικών εννοιών από τους μαθητές. Συνήθως οι μαθηματικές 

αυτές έννοιες είχαν περίπλοκη ιστορική εξέλιξη και η τελική αποδοχή τους, καθώς 

και η σύγχρονη μορφή τους απαίτησε την υπέρβαση σημαντικών εμποδίων. Τα 

αποτελέσματα αυτών των ερευνών αναδεικνύουν τις δύο όψεις του «ιστορικού 

παραλληλισμού» στη μάθηση των Μαθηματικών: 

• Μία «θετική όψη», η οποία αποτυπώνεται στις απαντήσεις εκείνων των 

μαθητών, που αν και αγνοούν λόγω σχολικού επιπέδου τη χρήση των 

σύγχρονων εννοιών και μέσων αναπαράστασης, κατορθώνουν να εκφραστούν 

με ορθό τρόπο που εμφανίζει αναλογίες με ορισμένες ιστορικές αντιλήψεις. 

• Μία «αρνητική όψη», η οποία αποτυπώνεται στις απαντήσεις εκείνων των 

μαθητών που αν και συμπίπτουν με ιστορικές αντιλήψεις, αντανακλούν την 

έλλειψη εννοιολογικής κατανόησης και την απόλυτη εξάρτηση από 

αλγοριθμικές διαδικασίες.1 (Θωμαΐδης & Τζανάκης, 2007)  

Ο Bolzano (1817) διατύπωσε ότι η μεταβολή του αθροίσματος των όρων της 

γεωμετρικής προόδου α, αe, αe2, αe3, … με πρώτο όρο τον α και λόγο e, είναι 

μεταβλητή ποσότητα όταν το e είναι διάφορο της μονάδας. Ενώ αυξάνει αν e > ±1, 

εννοώντας με το σημερινό συμβολισμό όταν ισχύει e < -1 ή e > 1 και ελαττώνεται 

όταν e < ±1 εννοώντας όταν -1 < e < 1. 

 Ωστόσο, όταν ένας μαθητής δίνει ως λύσεις της ανίσωσης: x2 > 1, για x πραγματικό 

αριθμό, τους αριθμούς ώστε: x > ±1, μεταφέρει με απλοϊκό τρόπο το λογισμό των 

ισοτήτων στο λογισμό των ανισοτήτων. Θα μπορούσε να ισχυριστεί κανείς ότι 

υπάρχει εδώ παραλληλισμός μεταξύ της γνώσης που χρησιμοποιεί ένας σπουδαίος 

μαθηματικός του παρελθόντος και της «ίδιας» γνώσης που χρησιμοποιεί ένας 

μαθητής σε μία σύγχρονη σχολική τάξη; Το ερώτημα αυτό μας απασχολεί στην 

εμπειρική μας έρευνα. 

                                                
1 Στην εμπειρική έρευνα της παρούσας διπλωματικής εργασίας διαπιστώσαμε και τις δύο μορφές του 
«ιστορικού παραλληλισμού» μελετώντας την ιστορική πορεία και εξέλιξη του κανόνα των προσήμων 
για τον πολλαπλασιασμό δύο αρνητικών αριθμών σε μαθητές της Α΄ Γυμνασίου. 
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Στη σχετική βιβλιογραφία έχουν, μέχρι σήμερα, καταγραφεί πέντε διαφορετικές 

μεθοδολογικές προσεγγίσεις για την ενσωμάτωση της ιστορίας των Μαθηματικών 

στη διδακτική πράξη. Αυτές είναι οι παρακάτω: 

1. Η ιστορική - γενετική προσέγγιση του Toeplitz 

2. Η προσέγγιση με καθοδηγούμενη επανα-ανακάλυψη του Freudenthal 

3. Η προσέγγιση με σχεδιασμό διδακτικών καταστάσεων του Brousseau 

4. Η προσέγγιση με την κοινωνική – πολιτισμική οπτική του Radford, και 

5. Η προσέγγιση με το παιχνίδι των φωνών και των αντηχήσεων του Boero. 

Η «γενετική» περιλαμβάνει τις προσεγγίσεις που, είτε εμπνέονται, είτε βασίζονται 

στην εξέλιξη και στην ιστορία των Μαθηματικών. Ασχολούνται έμμεσα με τη μελέτη 

της ιστορίας τους. Τίθεται το θέμα της καταλληλότερης σειράς και των 

καταλληλότερων μεθόδων για την παρουσίαση μιας μαθηματικής έννοιας. Έτσι, η 

ιστορία των Μαθηματικών ενσωματώνεται πλήρως στις προσεγγίσεις αυτές κατά τη 

διδασκαλία τους. (Jankvist 2009) Όταν λέμε για γενετική μέθοδο στη παιδαγωγική 

πρακτική εννοούμε ότι η γένεση της γνώσης σε ένα άτομο ακολουθεί σε γενικές 

γραμμές την ίδια πορεία που ακολουθεί η γένεση της γνώσης στο ανθρώπινο είδος. 

Επομένως, η ανάπτυξη της μαθηματικής κατανόησης του ατόμου ακολουθεί την 

ιστορική εξέλιξη των μαθηματικών ιδεών. (Gulikers & Blom, 2001) Η ιστορική – 

γενετική μέθοδος πρωτοπαρουσιάστηκε από τον Otto Toeplitz σε μία διάλεξή του το 

1926.  

Ο Freudenthal (1973) ερμήνευσε τη γενετική προσέγγιση με τη μέθοδο της 

«καθοδηγούμενης επανα-ανακάλυψης». Υποστηρίζει ότι το να διδάσκονται οι 

μαθηματικές ιδέες με γενετικό τρόπο, δεν σημαίνει ότι πρέπει να παρουσιάζονται με 

τη σειρά με την οποία εμφανίστηκαν ιστορικά, ούτε να παρουσιάζονται με τα 

«αδιέξοδα» που μπορεί να προέκυψαν αρχικά στη κατανόησή τους από τους 

μαθηματικούς εκείνης της χρονικής περιόδου. Προτείνει ότι θα πρέπει να 

ακολουθούμε μία βελτιωμένη και καλύτερα καθοδηγούμενη πορεία της ιστορίας, από 

εκείνη που ακολούθησαν σπουδαίοι μαθηματικοί του παρελθόντος. Δηλαδή ο 

Freudenthal εμπνέεται από την ιστορία για τη διδακτική του πρόταση, όμως 



6 

 

διαφοροποιείται από τον Toeplitz. Υποστηρίζει ότι οι μαθητές πρέπει να 

επαναλάβουν τη διαδικασία για τη κατάκτηση της γνώσης, όχι όμως με τον τρόπο με 

τον οποίο συνέβη στο παρελθόν, αλλά σαν να είχε κατακτηθεί από ανθρώπους στο 

παρελθόν που η μαθηματική τους γνώση ήταν εφάμιλλη της σημερινής.  

Η προσέγγιση του Brousseau βασίζεται στη παραδοχή ότι η γνώση υπάρχει και 

εμφανίζεται όταν αντιπροσωπεύει μία βέλτιστη λύση ενός προβλήματος μέσα σε ένα 

«σύστημα περιορισμών». Ο Brousseau διακρίνει τρία είδη εμποδίων. Τα 

«οντογενετικά», τα «διδακτικά» και τα «επιστημολογικά». Τα «επιστημολογικά» 

εμπόδια είναι αυτά που εμφανίστηκαν μέσα στην ιστορία των Μαθηματικών και 

εμφανίζονται ακόμα και σήμερα, στη προσπάθεια των μαθητών να καταλάβουν τις 

μαθηματικές έννοιες. Ο Brousseau αναφέρει ότι είναι τα εμπόδια, από τα οποία 

κανείς δεν μπορεί «να ξεφύγει», εξαιτίας του διαπλαστικού τους ρόλου στην 

αναζήτηση της γνώσης. Αυτά μπορούν να αναζητηθούν και να βρεθούν στην ίδια την 

ιστορία των μαθηματικών εννοιών, χωρίς όμως αυτό να σημαίνει ότι πρέπει να 

μεγεθύνουμε τις συνέπειές τους ή να αναπαράγουμε μέσα στη σχολική τάξη τις 

ιστορικές συνθήκες κάτω από τις οποίες ξεπεράστηκαν. (Brousseau, 1997)  

Η κοινωνική – πολιτισμική οπτική του Radford υποστηρίζει ότι η μαθηματική γνώση 

ως μία πολιτισμικά διαμεσολαβημένη γνωσιακή πράξη, που το περιεχόμενό της 

εξαρτάται από τον πολιτισμό στον οποίο παρέχεται. Ένα μαθηματικό πρόβλημα δεν 

είναι αυθύπαρκτο, αλλά τίθεται, μελετάται και επιλύεται σύμφωνα με τους «κανόνες» 

της λογικής του πολιτισμού στον οποίο ανήκει. (Radford, 1997) 

Η αφετηρία της προσέγγισης του Boero είναι το γεγονός ότι κάποιες λεκτικές και μη 

λεκτικές εκφράσεις, ειδικά αυτές που διατυπώθηκαν από σημαντικούς μαθηματικούς 

του παρελθόντος, εκφράζουν με πυκνό τρόπο σημαντικά άλματα της εξέλιξης των 

Μαθηματικών. Κάθε μία από τις εκφράσεις αυτές μεταφέρει ένα μαθηματικό νόημα, 

μια οργάνωση του λόγου και τον πολιτισμικό ορίζοντα του ιστορικού άλματος. Αυτές 

τις εκφράσεις ο Boero τις ονόμασε «φωνές» (voices). Όταν οι εκφράσεις τεθούν για 

συζήτηση από τον δάσκαλο στους μαθητές, οι μαθητές πρέπει να συνδέσουν τις 

φωνές με τις ερμηνείες τους, με τις ιδέες τους και με τις εμπειρίες τους και να 

παράγουν «αντηχήσεις» (echoes). Δηλαδή «το παιχνίδι των φωνών και των 

αντηχήσεων» (voices and echoes game – VEG) είναι μια καθορισμένη εκπαιδευτική 
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κατάσταση που σκοπεύει να ενεργοποιήσει τους μαθητές να παράγουν αντηχήσεις. Οι 

επιστημολογικές υποθέσεις που υποκρύπτονται στο «παιχνίδι των φωνών και των 

αντηχήσεων», αναφέρονται στη φύση της θεωρητικής γνώσης του περιεχομένου που 

διαμεσολαβείται μέσω του παιχνιδιού και στα επιχειρήματα, γνωστικά και 

εκπαιδευτικά, υπέρ του παιχνιδιού. (Radford, Boero & Vasco, 2000· Μπιζμπιάνος, 

2011)2 

Υπάρχουν τρείς βασικές τάσεις για την αξιοποίηση της ιστορίας των Μαθηματικών 

στη διδακτική τους: 

1. Η αντιστοιχία των σταδίων της ιστορικής εξέλιξης με τα στάδια γνωστικής 
ανάπτυξης (Piaget) 

2. Η διδακτική αξιοποίηση των συνθηκών ανακάλυψης των μαθηματικών 
εννοιών για την εκ νέου επινόησή τους από τους μαθητές (Freudenthal) 

3. Ο εντοπισμός γνώσεων – εμποδίων και ανάλυση των συνθηκών της 
υπέρβασής τους για τη δημιουργία ανάλογων διδακτικών καταστάσεων 
(Brousseau) 

Στη παρούσα έρευνα θα προσπαθήσουμε να δείξουμε ότι η ιστορική εξέλιξη μιας 

μαθηματικής έννοιας και η γνώση αυτής από τους μαθητές δεν γίνεται με διαδοχικά 

ιεραρχημένα στάδια, όπως υποστηρίζει ο Piaget. Η προσπάθεια για κατάκτηση της 

γνώσης είναι γεμάτη εμπόδια και δυσκολίες (Brousseau), εμπόδια που για την 

υπέρβασή τους απαιτείται μία εννοιολογική αλλαγή3 από τους μαθητές (Vamvakoussi 

& Vosniadou, 2004). Επίσης, θα υποστηρίξουμε ότι πολλές φορές ο μαθητής πρέπει 

να επινοήσει ξανά αυτό που επινόησαν σπουδαίοι μαθηματικοί του παρελθόντος (εκ 

νέου ανακάλυψη του Freudenthal) και ότι η γνώση αυτή από τον δάσκαλο μπορεί να 

αξιοποιηθεί διδακτικά. 

                                                
2 Στην εμπειρική έρευνα της παρούσας διπλωματικής εργασίας βιώσαμε τη προσέγγιση με το παιχνίδι 
των φωνών και των αντηχήσεων του Boero. Αυτό συνέβη κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας των 
ρητών αριθμών και των πράξεων με αυτούς, αντλώντας πηγές από την ιστορική τους εξέλιξη και θα το 
αναλύσουμε στο 6ο κεφάλαιο. 

3 Εννοιολογική αλλαγή στα Μαθηματικά: Η προηγούμενη γνώση γίνεται εμπόδιο στη κατανόηση της 
έννοιας, όταν αλλάζει το πλαίσιο που ορίζεται. Για παράδειγμα, ο μαθητής μαθαίνει στο δημοτικό ότι 
ο πολλαπλασιασμός(μεταξύ φυσικών αριθμών) μεγαλώνει τον αρχικό αριθμό, που πολλαπλασιάστηκε. 
Τι συμβαίνει όμως όταν μαθαίνουμε τα κλάσματα ή τους αρνητικούς; Το θεωρητικό πλαίσιο της 
εννοιολογικής αλλαγής προβλέπει τις δυσκολίες στη μάθηση, όταν η νέα γνώση απαιτεί να έρθει σε 
σύγκρουση με την ήδη υπάρχουσα γνώση.   
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1.1.1 Πηγές και μεθοδολογία της Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης 

Η θεμελίωση της  Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης4 (ΡΜΕ) βασίστηκε στην 

αντίληψη του Freudenthal ότι τα Μαθηματικά είναι μία ανθρώπινη δραστηριότητα 

και για να αποτελούν ανθρώπινη αξία πρέπει να συνδέονται με τη κοινωνία, με τη 

πραγματικότητα και να βασίζονται στην ιστορία τους. 

Στη ΡΜΕ χρησιμοποιούνται δύο πηγές για τον σχεδιασμό μιας διδασκαλίας, που 

στοχεύουν στην επανακατασκευή της γνώσης: 

1. Η ιστορία των Μαθηματικών  

2. Οι αυθόρμητες άτυπες5 μέθοδοι των παιδιών 

Η πορεία ανάπτυξης μιας μαθηματικής έννοιας ή μεθόδου από τους μαθητές είναι 

προκαθορισμένη σε μεγάλο βαθμό. Η διδασκαλία έχει οργανωθεί με τέτοιο τρόπο, 

ώστε αυτό που ανακαλύπτεται από τους μαθητές και η σειρά με την οποία 

ανακαλύπτεται να έχει προσχεδιαστεί από τον καθηγητή. Η πορεία αυτή της 

διδασκαλίας απορρέει από την «αρχή της επανεφεύρεσης», η οποία αναγνωρίζει την 

ιστορία των Μαθηματικών ως μία ευρετική διαδικασία. Ο μαθητής ακολουθώντας 

την ιστορική πορεία του περιεχομένου της διδασκαλίας μιας μαθηματικής έννοιας, 

επανακατασκευάζει τα Μαθηματικά που προέκυψαν από αυτή τη πορεία.  

Στα θεωρητικά εργαλεία της ΡΜΕ ανήκουν η έννοια της μαθηματικοποίησης και το 

εμπλουτισμένο πλαίσιο. Η μαθηματικοποίηση αποτελεί μία δραστηριότητα 

οργάνωσης και δόμησης, στην οποία ο μαθητής χρησιμοποιώντας τη γνώση που έχει 

αποκτήσει και τις ικανότητες που διαθέτει, ανακαλύπτει άγνωστες για αυτόν μέχρι 

τώρα σχέσεις, συνδέσεις και δομές. Η μαθηματικοποίηση διαχωρίζεται στην 

οριζόντια και κατακόρυφη. 

                                                
4 Οι βασικές αρχές της ΡΜΕ αναφέρονται λεπτομερέστερα στη §4.1 

5 Μια άτυπη (informal) εξήγηση ενός μαθητή χρησιμοποιεί την εμπειρία από τον πραγματικό κόσμο 
για να δώσει νόημα στις μαθηματικές εκφράσεις, ενώ μία τυπική (formal) εξήγηση χρησιμοποιεί μόνο 
μαθηματικούς ορισμούς και θεωρήματα. (Tsamir & Sheffer, 2000) 
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Οριζόντια: Το πραγματικό πρόβλημα διατυπώνεται σε ένα πλαίσιο, μοντελοποιείται 

και ο μαθητής μεταφέρεται από τον κόσμο των αισθήσεων στον κόσμο των 

συμβόλων.  

Κατακόρυφη: Ο μαθητής εργάζεται μέσα στο μαθηματικό σύστημα. Έχει 

μετασχηματίσει το πραγματικό πρόβλημα σε μαθηματικό και το επεξεργάζεται με 

σύμβολα, σχέσεις και κανόνες.   

Στη πορεία της μαθηματικοποίησης ο μαθητής μπορεί να δυσκολευτεί να βρει τη 

μαθηματική πλευρά του προβλήματος ή μπορεί να δυσκολευτεί να εφαρμόσει τους 

κανόνες που έμαθε σε κάποιο άλλο πρόβλημα. Όταν όμως αντιμετωπίσει το 

πρόβλημα και το κατανοήσει, τότε θεωρούμε ότι «έχει ανέβει» επίπεδο. Τα 

χαμηλότερα επίπεδα μπορούν να βοηθήσουν στην κατανόηση ενός επόμενου και 

ίσως, πιο δύσκολου προβλήματος. Η παραπάνω ιδέα αποτελεί τον κατακόρυφο 

σχεδιασμό της μαθηματικοποίησης. Βασίζεται στην άποψη του Bruner για τη 

ψυχολογία της μάθησης, η οποία αποδίδεται ως εξής: Οποιοδήποτε θέμα μπορεί να 

διδαχθεί επιτυχώς, σε κάθε παιδί, σε οποιοδήποτε στάδιο ανάπτυξής του, με 

κατάλληλη προσαρμογή. Μία τέτοια προσαρμογή μπορεί να γίνει με αναφορά στην 

ιστορική ανάπτυξη του θέματος. Η παρουσίαση μιας μαθηματικής έννοιας στους 

μαθητές δεν θα μπορούσε να γίνει με πιο ειλικρινή τρόπο από την ιστορική ανάπτυξή 

της. (αναφέρεται στη Ματθαίου, 2005, σ.12) 

Η πρόσθεση και η αφαίρεση των αρνητικών αριθμών ερμηνεύονται αρκετά 

ικανοποιητικά με διαισθητικά μοντέλα (π.χ. κίνηση κατά μήκος της αριθμητικής 

ευθείας) στο πλαίσιο μιας οριζόντιας μαθηματικοποίησης, αλλά ο πολλαπλασιασμός 

και η διαίρεση απαιτούν ένα θεωρητικό πλαίσιο σύμφωνο με τη κατακόρυφη 

μαθηματικοποίηση. Με απλές πράξεις και διαδικασίες, όπως η επιμεριστική ιδιότητα, 

οι μαθητές εισάγονται στην έννοια της απόδειξης, και κυρίως στην αναγκαιότητά της. 

Μαθαίνουν να ρωτάνε και να απαιτούν απάντηση στο «γιατί και πώς». Ουσιαστικά 

χρειάζεται να επισημάνουμε ότι «ο κανόνας των προσήμων» προκύπτει από την 

επέκταση της επιμεριστικής ιδιότητας από τους θετικούς στους αρνητικούς αριθμούς. 

Η αιτιολόγηση της επιμεριστικής ιδιότητας στους θετικούς αριθμούς μπορεί να γίνει 

μέσα από πραγματικά μοντέλα, για παράδειγμα με την γεωμετρική της ερμηνεία. 
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Όταν όμως αιτιολογούμε την επιμεριστική ιδιότητα και στους αρνητικούς αριθμούς 

τα εποπτικά μοντέλα δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν. 

Το εμπλουτισμένο πλαίσιο από τον Treffers (1987), όπως αναφέρεται από την 

Ματθαίου (2005, σελ.35) αποτελεί το κατάλληλο μαθηματικό περιβάλλον: 

• Για τη χρήση της έννοιας των θετικών και αρνητικών στην επίλυση 

προβλημάτων 

• Για την αιτιολόγηση των προσανατολισμένων αριθμών (directed numbers) 

• Για την επέκταση του άξονα κάτω από το 0, ώστε να συμπεριλάβει και τους 

αρνητικούς 

• Για την άτυπη πρόσθεση και αφαίρεση των θετικών και αρνητικών 

• Για την κατανόηση της έννοιας των αντίθετων αριθμών6 

1.1.2 Ένα παράδειγμα εφαρμογής των αρχών της ΡΜΕ στη διδασκαλία 
και μάθηση των αρνητικών αριθμών 

Στη διπλωματική εργασία της Ματθαίου (2005) με θέμα «Διδασκαλία των θετικών 

και αρνητικών αριθμών στις αρχές της Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης», 

αναλύθηκαν οι αρχές της ΡΜΕ και διατυπώθηκαν οι δύο βασικές πηγές για τον 

σχεδιασμό της διδασκαλίας, που αναφέραμε. Αν και η παρούσα εργασία υιοθετεί το 

ίδιο θεωρητικό πλαίσιο με την εργασία της Ματθαίου, δίνει ιδιαίτερη έμφαση στη 

χρήση της ιστορίας στη διδασκαλία των αρνητικών αριθμών. Στην εργασία της 

Ματθαίου προτείνεται η χρήση εποπτικών μοντέλων για τη διδασκαλία των 

αρνητικών αριθμών και των πράξεων με αυτούς, αλλά δεν γίνεται χρήση της ιστορίας 

των αρνητικών αριθμών για τη διδασκαλία τους.  

Επίσης, στην ίδια εργασία ασκείται κριτική στα εποπτικά μοντέλα που δημιουργούν 

ψευδή συλλογιστική στους μαθητές. Για παράδειγμα, το μοντέλο «της μάγισσας», 

που χρησιμοποιούσαν στην Ολλανδία, σύμφωνα με το οποίο η θερμοκρασία άλλαζε, 

                                                
6 Ένα μοντέλο διδασκαλίας των θετικών και αρνητικών σύμφωνα με τις αρχές της ΡΜΕ που έχει 
προτείνει ο Freudenthal (1983) παρουσιάζεται στη §4.2. 
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όταν θετικοί – καυτοί κύβοι ή παγωμένοι – αρνητικοί κύβοι έβγαιναν ή έμπαιναν από 

το καζάνι «της μάγισσας». Ωστόσο, στις δραστηριότητες για τη διδασκαλία των 

αρνητικών αριθμών δεν γίνεται χρήση της ιστορίας τους, όπως τονίζει η ΡΜΕ. Η 

χρήση της ιστορίας για να αναπτύξουν οι μαθητές την έννοια των θετικών και 

αρνητικών αριθμών, για να μπορούν να ερμηνεύουν τους αρνητικούς και για να 

προσθέτουν άτυπα θετικούς και αρνητικούς αριθμούς αφορά κυρίως σε λεπτομέρειες 

που προέρχονται από αρχαιοελληνικά στοιχεία. Χρησιμοποιείται το γεωμετρικό 

μοτίβο μαίανδρος, χαρακτηριστικό διακόσμησης των αγγείων κατά τη Γεωμετρική 

εποχή (1100π.Χ. – 700π.Χ.). (Ματθαίου 2004, σ.94) Τα μοντέλα που χρησιμοποιεί 

για τις πράξεις μεταξύ ρητών αριθμών είναι εποπτικά, όπως πόντοι σε παιχνίδια, 

κίνηση του ασανσέρ, θερμοκρασίες και θετικές – αρνητικές κάρτες. Μοντέλα που δεν 

περιγράφουν την ιστορική εξέλιξη των αρνητικών αριθμών.  

Στο τέλος της εργασίας της Ματθαίου τονίζεται ότι η ΡΜΕ και η ελληνική 

μαθηματική εκπαίδευση έχουν κοινό στόχο τη χρήση της ιστορίας στη διδασκαλία 

των Μαθηματικών, μολονότι στα ελληνικά σχολικά βιβλία Μαθηματικών, ο 

παραπάνω στόχος περιορίζεται στα ιστορικά σημειώματα, σε αναφορές και 

βιογραφικά στοιχεία. Δεν χρησιμοποιείται η ιστορία των Μαθηματικών ενεργά στη 

διδακτική πράξη.  

1.2 Τρόποι αξιοποίησης της ιστορίας των Μαθηματικών στη διδασκαλία 
τους 

Από την ανασκόπηση των αναλυτικών προγραμμάτων, των διδακτικών βιβλίων, των 

οδηγιών διδασκαλίας, αλλά και την ερευνητική βιβλιογραφία διαπιστώνουμε ότι η 

αξιοποίηση της ιστορίας των Μαθηματικών στη διδασκαλία τους μπορεί να γίνει με 

τους παρακάτω τρόπους: 

1. Ένταξη ιστορικών σημειωμάτων στα διδακτικά βιβλία και συζήτηση του 

περιεχομένου τους στη τάξη. (Υπάρχουν, αλλά δεν είναι πλήρη ή δεν 

χρησιμοποιούνται) 

2. Οργάνωση δραστηριοτήτων με εκπαιδευτικό υλικό που έχει αντληθεί από την 

ιστορία των Μαθηματικών. (Γίνεται σπάνια) 
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3. Μελέτη πρωτότυπων ιστορικών κειμένων από τους μαθητές στο πλαίσιο 

ερευνητικών εργασιών. (Σχεδόν ποτέ) 

4. Οργάνωση των Προγραμμάτων Σπουδών και της διδασκαλίας σύμφωνα με τη 

γενετική μέθοδο. (Ποτέ) 

Θα προσθέταμε σίγουρα και την επιβεβλημένη επιμόρφωση των εκπαιδευτικών με 

πιο συστηματικό τρόπο. Δηλαδή με ένα κύκλο μαθημάτων, όπου είτε ο εκπαιδευτής, 

είτε οι ίδιοι οι δάσκαλοι θα προετοιμάζουν μία εργασία για την ιστορία μιας βασικής 

μαθηματικής έννοιας, όπως για παράδειγμα της έννοιας της συνάρτησης και θα 

παρουσιάζεται στους υπόλοιπους καθηγητές. Η μελέτη της ιστορίας ενισχύει 

σημαντικά τη γνώση μας για την εξέλιξη μιας έννοιας και μας δίνει πολλαπλές 

δυνατότητες παιδαγωγικής παρέμβασης.7 Η ιστορία των Μαθηματικών μπορεί να 

προτείνει πιθανούς τρόπους παρουσίασης ενός μαθηματικού θέματος με ένα φυσικό 

τρόπο, ελαχιστοποιώντας τα λογικά κενά, που ενδεχομένως δημιουργεί μία «τεχνητή» 

παρουσίαση των μαθηματικών εννοιών, των μεθόδων και των αποδείξεων. Με αυτό 

σαν πλαίσιο, η ιστορία των Μαθηματικών μπορεί να εμπνεύσει τους καθηγητές και 

να τους βοηθήσει στη διδακτική πράξη. (Tzanakis & Arcavi et al, 2000) 

1.2.1 Χρήση πρωτότυπων πηγών 

Χρησιμοποιώντας πρωτότυπες πηγές για τη διδασκαλία των μαθηματικών εννοιών 

μπορούμε να βοηθήσουμε τους μαθητές μας να τις κατανοήσουν καλύτερα. Μέσα 

από τις επεξηγήσεις διαπρεπών μαθηματικών του παρελθόντος μπορούν οι 

διδάσκοντες και οι μαθητές να καταλάβουν καλύτερα πώς σκέφτονταν και πώς 

κατέληξαν στους κανόνες των Μαθηματικών, όπως τους γνωρίζουμε σήμερα. 

Χαρακτηριστικά είναι τα παραδείγματα για την εξήγηση της απαλοιφής των 

                                                
7 Η ιστορική πορεία των αρνητικών αριθμών για την ένταξη τους στο σύστημα των αριθμών, 
υποδεικνύει ότι είναι δύσκολο να γίνουν κατανοητές οι πράξεις με αρνητικούς αριθμούς, αν μείνουμε 
προσκολλημένοι σε καταστάσεις του πραγματικού κόσμου, όπως θα αιτιολογήσουμε λεπτομερώς στο 
4ο κεφάλαιο. Θα αναδείξουμε τα σημεία, στα οποία τα πραγματικά μοντέλα ή οι κανονικότητες 
(patterns) δεν αρκούν ή οδηγούν μερικές φορές σε αντιφάσεις. Θα υποστηρίξουμε την άποψη ότι η 
ουσιαστική γνώση της ιστορικής εξέλιξης μπορεί να μας δώσει ιδέες για εναλλακτικές διδακτικές 
παρεμβάσεις. Το θέμα είναι πότε και πώς μπορεί να γίνει διδακτικά η υπέρβαση από τα πραγματικά 
μοντέλα των αρνητικών σε πιο θεωρητικές προσεγγίσεις.  
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παρενθέσεων από τον Viete και την εξήγηση για τον κανόνα των προσήμων στον 

πολλαπλασιασμό δύο αρνητικών αριθμών από τον Euler8. (Θωμαΐδης 2009) 

Επεξηγήσεις, που πολλοί καθηγητές και σχεδιαστές αναλυτικών προγραμμάτων δεν 

γνωρίζουν. Χρησιμοποιώντας πρωτότυπες πηγές στη διδασκαλία μας προσφέρουμε 

στους μαθητές μας λογικές εξηγήσεις, χωρίς να κατασκευάζουμε ψεύτικες ή 

παράλογες ιστορίες για να αιτιολογήσουμε τους φορμαλιστικούς κανόνες, που 

υπάρχουν στην άλγεβρα. 

Η ανάλυση των πρωτότυπων πηγών ή ακόμα και η χρήση τους για τη διδασκαλία 

μιας μαθηματικής έννοιας είναι μία δύσκολη δραστηριότητα. Κάποιες φορές 

καθοδηγείται από τον δάσκαλο, αλλά και συνδυαστικά από τις ερωτήσεις, τις σκέψεις 

και τις εικασίες των ίδιων των μαθητών9. Αυτό που επιδιώκεται είναι να διατυπωθούν 

οι κατάλληλες ερωτήσεις που θα οδηγήσουν τους μαθητές στο ζητούμενο της 

εκάστοτε διδασκαλίας μέσα από την ιστορική πηγή. Συχνά προκύπτουν 

αντιπαραθέσεις σε γνωστικό επίπεδο. Στη διάρκεια της συζήτησης του μαθήματος, 

στο οποίο συμμετέχουν ενεργά οι μαθητές, οι διδασκόμενοι διατυπώνουν τις δικές 

τους ερμηνείες σε μαθηματικές έννοιες και τις δικές τους κρίσεις σχετικά με την 

εγκυρότητα και τη συνάφεια μιας μεθόδου για την επίλυση ενός προβλήματος, τις 

οποίες θα πρέπει να δικαιολογήσουν. Για να πετύχει μια αντιπαράθεση, ο διδάσκων 

πρέπει να δώσει αντίστοιχους ρόλους σε μαθητές ή εκπαιδευόμενους ή σε μικρές 

ομάδες που θα υποστηρίξουν με επιχειρήματα όλες τις διαφορετικές απόψεις που 

υπήρχαν ή θα εμφανιστούν στη τάξη. Με αυτό τον τρόπο, οι διδασκόμενοι θα 

κινητοποιηθούν και θα προσπαθήσουν να βρουν ιστορικά και γνωστικά επιχειρήματα 

υπέρ της μορφής της έννοιας ή της μεθόδου που θα υποστηρίξουν, τα οποία αρχικά 

θα είναι αφελή ή εσφαλμένα. Ωστόσο, καθώς περνάει ο χρόνος, η ποιότητα και η 

εγκυρότητα των επιχειρημάτων συνεχώς θα βελτιώνεται, είτε μέσα από την 

αντιπαράθεση με τα επιχειρήματα των άλλων διδασκόμενων που υποστηρίζουν 

κάποια άλλη μορφή έννοιας ή μεθόδου, είτε με την ανάλυση των πρωτότυπων πηγών. 

(Jahnke et al, 2000)  

                                                
8 Όπως θα παρουσιάσουμε στο 5ο κεφάλαιο 

9 Όπως συνέβη και με την εμπειρική έρευνα της παρούσας διπλωματικής, που θα παρουσιαστεί στο 6ο 
κεφάλαιο. 
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1.2.2 Επιχειρήματα κατά της αξιοποίησης της ιστορίας 

Από τη μελέτη των σχολικών βιβλίων των Μαθηματικών παρατηρούμε ότι οι 

ιστορικές αναφορές που περιέχουν, δεν χρησιμοποιούνται για τη κατανόηση των 

αντίστοιχων εννοιών. Υπάρχουν ιστορικές αναφορές με απλές χρονολογίες και 

βιογραφικά στοιχεία, στο τέλος μιας διδακτικής παραγράφου, χωρίς όμως ο 

καθηγητής να είναι υποχρεωμένος να τις αναφέρει στους μαθητές του ή να τις 

χρησιμοποιήσει για τη διδασκαλία του. Επίσης, δεν είναι ασυνήθιστες και οι 

ιστορικές ανακρίβειες. 

Οι λόγοι που η ιστορία των Μαθηματικών παρατίθεται με αυτό τον τρόπο στα 

σχολικά βιβλία είναι ίσως η έλλειψη εμβάθυνσης σε ιστορικά προβλήματα ή 

ζητήματα που συνδέονται με τη δημιουργία των μαθηματικών εννοιών από τους 

σχεδιαστές των αναλυτικών προγραμμάτων και τους συγγραφείς. Επίσης, 

διαπιστώνεται ότι ο τρόπος με τον οποίο χρησιμοποιείται η ιστορία συμβάλλει στη 

δημιουργία στερεοτύπων10. Τα σχολικά βιβλία των Μαθηματικών κατά καιρούς 

(κατά τη διάρκεια της δικτατορίας 1967 – 1973, για παράδειγμα) ικανοποιούσαν το 

εθνικό φρόνημα, περισσότερο από τη διδασκαλία. Αλλά και σήμερα, εξαρτάται από 

τον δάσκαλο αν θα χρησιμοποιήσει στη διδασκαλία του τις ιστορικές αναφορές και 

τα ιστορικά σημειώματα, χωρίς να είναι σαφώς καθορισμένο από τις διδακτικές 

οδηγίες με ποιό τρόπο θα το πραγματοποιήσει αυτό. 

Σύμφωνα με τους Tzanakis & Arcavi et al (2000), Siu (2006) και Τζανάκη (2009) τα 

επιχειρήματα κατά της αξιοποίησης της ιστορίας των Μαθηματικών στη διδακτική 

διαδικασία διακρίνονται σε δύο βασικές κατηγορίες: 

1. Ενστάσεις επιστημολογικού – φιλοσοφικού χαρακτήρα, και 

2. Ενστάσεις πρακτικού και διδακτικού χαρακτήρα 

Αναφορικά με το πρώτο είδος ένστασης, τα επιχειρήματα βασίζονται στο ότι 

χρησιμοποιώντας την ιστορία των Μαθηματικών στη διδακτική τους δεν κάνουμε 

Μαθηματικά. Μπορεί αυτά που συνέβησαν στο παρελθόν να ήταν πολύπλοκα, αλλά 

η πρόοδος στα Μαθηματικά συνίσταται στο να γίνονται τα δύσκολα προβλήματα 

                                                
10 Για παράδειγμα, ότι ο Διόφαντος είχε αρνητικούς, στην έκφραση «Λείψιν επί λείψις ποιεί ύπαρξη». 
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υπόθεση ρουτίνας. Επίσης, η ανάγνωση πρωτότυπων κειμένων είναι αρκετά δύσκολη 

και χρειάζεται προσεκτικό σχεδιασμό και συνεχή έλεγχο σε όλα τα στάδιά της. (Siu 

2006, Τζανάκης 2009). Ενστάσεις υπάρχουν, ακόμα, στο ότι η αξιοποίηση της 

ιστορίας μπορεί να καλλιεργήσει πολιτιστικό σωβινισμό και παρωχημένο εθνικισμό, 

στους μαθητές, οι οποίοι έχουν αποσπασματική αίσθηση του ιστορικού χρόνου.  

Ωστόσο, υπάρχουν και ενστάσεις πρακτικού χαρακτήρα, όπως της έλλειψης του 

διαθέσιμου διδακτικού χρόνου. Είναι απαραίτητος ο κατάλληλος σχεδιασμός των 

διδακτικών ενοτήτων στα Μαθηματικά, οι οποίες είναι εφικτό να διδαχθούν βάσει της 

ιστορικής προσέγγισης. Επίσης, είναι απαραίτητη και μία ανάλογη προσαρμογή των 

αναλυτικών προγραμμάτων. (Θωμαΐδης & Τζανάκης 2006). 

 Επιπροσθέτως, αρκετά επιχειρήματα κατά της χρήσης της ιστορίας των 

Μαθηματικών στη διδασκαλία τους αφορούν τους ίδιους τους καθηγητές των 

Μαθηματικών. Οι καθηγητές δεν έχουν κατάλληλη επιμόρφωση, δεν είναι ιστορικοί, 

δεν τους αρέσει η ιστορία, δεν υπάρχει κατάλληλο διδακτικό υλικό. Αν και σε πολλά 

από τα παραπάνω επιχειρήματα θα συμφωνούσαμε αρχικά, με λίγο περισσότερο 

ενδιαφέρον και περισσότερη έρευνα θα βρίσκαμε κατάλληλο βοηθητικό υλικό σε 

διάφορες μορφές, όπως βιβλία ιστορίας των Μαθηματικών με διδακτικό 

προσανατολισμό, πρωτότυπες πηγές, εργασίες με λεπτομερή περιγραφή 

συγκεκριμένων παραδειγμάτων ενσωμάτωσης της ιστορίας των Μαθηματικών στη 

μαθηματική εκπαίδευση κ.α., το οποίο μπορούν οι εκπαιδευτικοί να χρησιμοποιήσουν 

στη διδακτική πράξη.  

Ωστόσο, το ερώτημα – ένσταση κατά της διδακτικής αξιοποίησης της ιστορίας των 

Μαθηματικών, αν πράγματι βελτιώνει το πρόβλημα της εκμάθησης των 

Μαθηματικών παραμένει. Τα τελευταία χρόνια γίνεται σοβαρή προσπάθεια προς την 

κατεύθυνση αυτή, καθώς πραγματοποιούνται εμπειρικές έρευνες και διδασκαλίες 

προκειμένου να καταμετρηθεί η πιθανή αποτελεσματικότητα της ενσωμάτωσης της 

ιστορίας στη διδακτική πράξη. Ωστόσο, υπάρχει πολύς δρόμος για να διανυθεί, 

προκειμένου να τεκμηριωθεί επαρκώς η αποτελεσματικότητα της ιστορικής 

διάστασης στη μαθηματική εκπαίδευση. (Τζανάκης, 2009) 

1.2.3 Επιχειρήματα υπέρ της αξιοποίησης της ιστορίας  

Έχει υποστηριχθεί από σημαντικούς μαθηματικούς και παιδαγωγούς ότι η ιστορία 

των Μαθηματικών αποτελεί μία πλούσια πηγή πληροφοριών, ερωτημάτων, 
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προβληματισμών και προβλημάτων, που μπορούν να αξιοποιηθούν από τον δάσκαλο 

και να συμβάλλουν στη κατανόηση των μαθηματικών εννοιών από τον μαθητή. 

Χρησιμοποιώντας ασκήσεις ή δραστηριότητες εμπνεόμενες από την ιστορία των 

Μαθηματικών μπορούμε να παρακινήσουμε το ενδιαφέρον των μαθητών και να 

αυξήσουμε την επίδοσή τους, αλλά και τη συμμετοχή τους στο μάθημα. Με τη 

βοήθεια τέτοιων ασκήσεων ή δραστηριοτήτων, μερικές διαστάσεις της ιστορικής 

ανάπτυξης των Μαθηματικών γίνονται ορατές για τους μαθητές και η ιστορία των 

Μαθηματικών γίνεται οικεία σε αυτούς. (Tzanakis & Arcavi et al 2000, Τζανάκης 

2009) Η ιστορία μπορεί να προτείνει πιθανούς τρόπους παρουσίασης κάποιου 

μαθηματικού θέματος, που να βρίσκονται πιο κοντά στις πραγματικές συνθήκες 

δημιουργίας του και επομένως να αποτελέσει πηγή έμπνευσης για τους δασκάλους 

των Μαθηματικών. (Μπιζμπιάνος, 2011) 

Οι διδασκόμενοι μπορούν να αντιληφθούν ότι οι ευρετικές διαδικασίες, οι εικασίες, 

οι αμφιβολίες, τα λάθη, οι ελλιπείς διατυπώσεις και αποδείξεις, τα αδιέξοδα, οι 

αντιπαραθέσεις, ακόμη και οι διαφορετικές προσεγγίσεις στα διάφορα προβλήματα, 

όχι μόνο είναι θεμιτά, αλλά αποτελούν σημαντικό και αναπόσπαστο συστατικό της 

μαθηματικής δημιουργίας. Έμμεσα οι διδασκόμενοι θα ενθαρρυνθούν να 

διατυπώσουν και οι ίδιοι τις δικές τους εικασίες, να δουν τα λάθη τους ως μέρος της 

μαθηματικής τους δραστηριότητας και να αναπτύξουν πρακτικές και ικανότητες 

αυτοβελτίωσης. Με αυτή τη λογική, η ιστορία των Μαθηματικών μπορεί να 

αποτελέσει ένα σημαντικό εργαλείο για την ανάπτυξη μεταγνωστικών ικανοτήτων 

των μαθητών και να κάνει περισσότερο αντιληπτή την εξελικτική πορεία της 

μαθηματικής γνώσης. (Τζανάκης, 2009)  

Οι δάσκαλοι των Μαθηματικών έχοντας μελετήσει την ιστορία κάποιας μαθηματικής 

έννοιας, θα μπορούν να κάνουν αναφορά στους τρόπους με τους οποίους γεννήθηκε 

και εξελίχθηκε η έννοια, μία μέθοδος ή μία ολόκληρη θεωρία. Η αναφορά αυτή τις 

περισσότερες φορές εμπεριέχει τα κίνητρα που επέβαλαν την εισαγωγή της νέας 

γνώσης, τα προβλήματα που οδήγησαν σε αυτή και τις προσπάθειες που έγιναν στο 

παρελθόν, άλλοτε επιτυχημένες και άλλοτε λιγότερο επιτυχημένες, για την 

αντιμετώπισή τους. Η συγκεκριμένη διαδικασία θα αποτελέσει σημαντική βοήθεια 

στους μαθητές στη προσπάθειά τους για να κατανοήσουν τη νέα γνώση. Ο 
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διδασκόμενος απογοητεύεται από την αποτυχία του στη λύση ενός προβλήματος ή 

από τη δυσκολία κατανόησης μιας έννοιας ή ενός κανόνα, όμως μέσα από ιστορικά 

παραδείγματα σπουδαίων και επιφανών μαθηματικών, που τα λάθη και οι 

αβεβαιότητές τους αποτέλεσαν κίνητρο για μεγαλύτερη προσπάθεια και έμπνευση για 

την επινόηση νέων Μαθηματικών, οι μαθητές θα ενθαρρυνθούν, για να προχωρήσουν 

την προσωπική τους «περιπέτεια» έρευνας, αποδεχόμενοι τον κίνδυνο μιας πιθανής 

αποτυχίας τους. Η κατάσταση αυτή συμβάλλει στη μαθηματική τους ωρίμανση. 

(Tzanakis & Arcavi et al 2000, Τζανάκης, 2009) 

Η ιστορία των Μαθηματικών είναι σε μεγάλο βαθμό ένας θαυμάσιος τόπος στον 

οποίο υπάρχουν δυνατότητες για σχεδιασμό δραστηριοτήτων για τους μαθητές. Τα 

μαθηματικά νοήματα και οι μαθηματικές έννοιες είναι ιστορικά και παν – 

πολιτισμικά (panculturally) δημιουργήματα. (Μπιζμπιάνος 2011, σ.106) Αυτό 

φαίνεται από το γεγονός ότι οι περισσότερες από τις σύγχρονες έννοιες είναι 

μεταλλάξεις, προσαρμογές ή μετασχηματισμοί παλαιότερων εννοιών που έτυχαν 

επεξεργασίας από προηγούμενες γενιές μαθηματικών, μέσα στο κοινωνικό – 

πολιτισμικό περιβάλλον στο οποίο έζησαν. (Radford, Boero &Vasco, 2000)  

Η αξιοποίηση της ιστορίας των μαθηματικών εννοιών στη διδακτική τους μπορεί να 

ικανοποιήσει τους στόχους της εκπαίδευσης και της μαθηματικής εκπαίδευσης 

ειδικότερα, όπως:  

• Την ανάπτυξη της προσωπικότητας του μαθητή 

• Την κοινωνικοποίησή του 

• Την  προετοιμασία του για την περαιτέρω εκπαίδευσή του 

• Τη σχέση του με την κοινωνία  

Στα παραπάνω, η ιστορία των Μαθηματικών, θα μπορούσε να προσφέρει ιδέες και 

υλικό για την εξερεύνηση μιας έννοιας από τους μαθητές σε αρχικό επίπεδο, ώστε να 

οδηγηθούν τελικά στο τυπικό συμβολισμό ή φορμαλισμό. Η μελέτη, για παράδειγμα, 

πρωτότυπων κειμένων του Διόφαντου και ο σημερινός τρόπος γραφής, θα μπορούσε 

να είναι ένα μάθημα στην εισαγωγή της έννοιας της μεταβλητής στα Μαθηματικά της 

Β΄ Γυμνασίου. 
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Ωστόσο, παρά την εκτεταμένη θεωρητική συζήτηση και το ενδιαφέρον που 

παρουσιάζει η αξιοποίηση της ιστορίας των Μαθηματικών στη διδακτική τους, δεν 

έχει διαπιστωθεί αντίστοιχη αποδοχή και εφαρμογή στο χώρο της διδακτικής πράξης, 

παρά μόνο στα ιστορικά σημειώματα και στις βιογραφίες στο τέλος κάποιας 

διδακτικής ενότητας, όπως αναφέραμε. 

1.3 Ερευνητικά ερωτήματα 
1.3.1 Ευρύτερα ερωτήματα για τις σχέσεις Ιστορίας – Διδακτικής των 

Μαθηματικών 

 Στην εξέλιξη της εργασίας, μας προβλημάτισε ποιά στοιχεία από την ιστορική 

αναδρομή των αρνητικών αριθμών θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν στην 

εμπειρική έρευνα. Στη διάρκεια του μαθήματος του ΠΜΣ: «Αξιοποίηση της Ιστορίας 

των Μαθηματικών στη Διδακτική τους» διαπιστώθηκε οτι αυτή η ιστορική εξέλιξη 

δεν είναι μία απλή παράθεση ονομάτων και χρονολογιών (όπως συμβαίνει συνήθως 

στα σχολικά βιβλία), αλλά αναδύεται μέσα από μία εξονυχιστική μελέτη πρωτότυπων 

ιστορικών κειμένων. Η ιστορική γνώση των Μαθηματικών δεν είναι στάσιμη, αλλά 

εξελίσσεται χρησιμοποιώντας νέα ερευνητικά εργαλεία και αναθεωρεί προηγούμενες 

ιστορικές ερμηνείες. 

Τα βασικά ερωτήματα που προκύπτουν από τη σχέση μεταξύ της ιστορίας των 

μαθηματικών εννοιών και της χρήσης αυτής στη διδασκαλία τους είναι: 

(α) Πως εξασφαλίζεται η εγκυρότητα των ιστορικών στοιχείων που χρησιμοποιεί 

ένας δάσκαλος των Μαθηματικών ή ένας ερευνητής της Διδακτικής; 

(β)Είναι δυνατή η αξιοποίηση ιστορικών μαθηματικών κειμένων στη σχολική τάξη; 

(γ) Τι ακριβώς μπορεί να σημαίνει «παραλληλισμός»  ανάμεσα σ’ ένα δημιουργικό 

(και συνήθως κορυφαίο) μαθηματικό του παρελθόντος και ένα μαθητή που 

προσπαθεί σήμερα (συνήθως χωρίς επιτυχία) να μάθει Μαθηματικά; 

Ο Herscovics (1989) σημειώνει ότι οι συνθήκες κάτω από τις οποίες προκύπτουν οι 

μαθηματικές έννοιες μέσα στη σχολική τάξη διαφέρουν από τις ιστορικές συνθήκες 

στις οποίες ωρίμασαν αυτές οι έννοιες. Στο πιλοτικό πρόγραμμα σπουδών (2011, 

σ.19) αναφέρεται ότι η κατανόηση των ακέραιων αριθμών και των πράξεων με 
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αυτούς είναι σημαντική για τη μελέτη των αλγεβρικών ιδεών. Σημειώνει ότι ενώ η 

πρόσθεση ρητών ερμηνεύεται ικανοποιητικά με τα υπάρχοντα διαισθητικά μοντέλα, ο 

πολλαπλασιασμός μεταξύ ρητών παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες. Ωστόσο, 

επισημαίνεται ότι η έρευνα για τον τρόπο διδασκαλίας των ρητών και των πράξεων 

με αυτούς είναι πολύ περιορισμένη. 

1.3.2 Πρόσθετα ερωτήματα της παρούσας έρευνας  

Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω διατυπώνουμε κάποια επιπρόσθετα ερωτήματα 

της παρούσας έρευνας. Οι Θωμαΐδης και Τζανάκης (2007) σε μία έρευνά τους για τη 

χρήση του μοντέλου της αριθμογραμμής και ειδικότερα για το ζήτημα της διάταξης 

θετικών και αρνητικών αριθμών διαπίστωσαν ότι οι μαθητές εκφράζουν αντιλήψεις 

παρόμοιες μ’ αυτές που εμφανίστηκαν και ιστορικά, αλλά κατέληξαν στο 

συμπέρασμα ότι ένας αυστηρός «παραλληλισμός» είναι αστήρικτος και χρειάζεται 

μία λεπτότερη προσέγγιση. Ένα αντίστοιχο ζήτημα που θα εξετάσουμε διεξοδικά στη 

παρούσα εργασία είναι η ερμηνεία του λεγόμενου «κανόνα των προσήμων» στον 

πολλαπλασιασμό δύο ρητών αριθμών. Είναι γνωστό ότι η διδασκαλία έχει επινοήσει 

αναρίθμητα πραγματικά – εποπτικά μοντέλα για την ερμηνεία του κανόνα. 

Γνωρίζουμε όμως ότι ιστορικά απαιτήθηκε μία σημαντική εννοιολογική αλλαγή και η 

ανάπτυξη του θεωρητικού τρόπου σκέψης για να δοθεί μία συνεπής μαθηματικά 

ερμηνεία του «κανόνα των προσήμων». Στη παρούσα εργασία θα εξετάσουμε, αν 

είναι δυνατή η εμφάνιση ενός αντίστοιχου τρόπου σκέψης και της εννοιολογικής 

αλλαγής στο επίπεδο του Γυμνασίου. Μπορούμε να παρατηρήσουμε φαινόμενα 

παραλληλισμού στο συγκεκριμένο ζήτημα;  

Επίσης, θα περιγράψουμε πώς αντιμετώπισαν τους αρνητικούς αριθμούς σημαντικοί 

μαθηματικοί του παρελθόντος. Για παράδειγμα, ο d' Alembert αιτιολογεί την ύπαρξη 

των αρνητικών αριθμών, ως αποτέλεσμα κακώς διατυπωμένων προβλημάτων11. 

Άραγε, θα ήταν διδακτικά και πρακτικά εύκολο να αλλάζαμε τη διατύπωση όλων των 

προβλημάτων, όταν η λύση τους κατέληγε σε αρνητικό αριθμό; Αυτό είναι ένα 

εξαιρετικό παράδειγμα για να προβληματίσουμε τους μαθητές μας, αν τελικά αξίζει 

να εισάγουμε τους αρνητικούς αριθμούς ή «να προχωρήσουμε» χωρίς αυτούς.  

                                                
11 Όπως θα παρουσιάσουμε στο 5ο κεφάλαιο.  
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Ένα ακόμα ερώτημα, που θα μας απασχολήσει στη παρούσα εργασία είναι το εξής: 

Είναι δυνατόν να συνδυαστούν η εξάσκηση στην εκτέλεση των πράξεων με 

αρνητικούς αριθμούς και η κατάκτηση του νοήματος αυτών των πράξεων; Με ποιο 

τρόπο θα μπορούσε να γίνει αυτό; Μπορεί η ιστορία των αρνητικών αριθμών να 

βοηθήσει στη κατανόηση των πράξεων με αυτούς; Θα εξετάσουμε αν τα πραγματικά 

μοντέλα που χρησιμοποιούνται στο σχολικό βιβλίο για την επεξήγηση του κανόνα 

των προσήμων αρκούν για τη κατανόηση των πράξεων με αρνητικούς αριθμούς ή αν 

και πότε παρουσιάζουν προβλήματα. Μήπως η μέχρι τώρα διδασκαλία ή η εκμάθηση 

συνταγών για τα πρόσημα συμβάλλει στη μη κατανόηση αυτών, ακόμα και από 

φοιτητές μαθηματικών τμημάτων12; Ένα ερώτημα που τίθεται στους μαθητές της 

εμπειρικής έρευνας είναι αν μπορούμε και αν είναι απαραίτητο όλους τους κανόνες 

των Μαθηματικών να τους επεξηγούμε με παραδείγματα από τη καθημερινότητα. 

Η αναζήτηση και ο σκοπός μας είναι να αναδείξουμε ότι κάποιους από τους κανόνες, 

που πρέπει να μάθει ένας μαθητής, μπορεί να τους ανακαλύψει, αν του δοθεί η 

κατάλληλη ευκαιρία από τον δάσκαλο. (Freudenthal, 1983) Ο προβληματισμός για το 

αν οι αυτοματισμοί είναι καλύτερο να διδάσκονται στους μαθητές, μέσα από ένα 

προσχεδιασμένο μάθημα από τον δάσκαλο δεν είναι σημερινός. Υπάρχουν πολλές 

απαντήσεις σε αυτή την ερώτηση, από θεωρητική σκοπιά, από σχολικά βιβλία, από 

βιβλία με οδηγίες για τους δασκάλους και από την προσωπική διδακτική πρακτική 

του κάθε δασκάλου. Οι θεωρητικές απόψεις και οι οδηγίες χωρίς αμφιβολία δίνουν 

έμφαση στη μάθηση σε βάθος και όχι μόνο στην εκμάθηση αυτοματισμών. Τα βιβλία 

οδηγιών για τα Μαθηματικά στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση, κατά τον Freudenthal 

(1983) έχουν ως motto τους το «Πρώτα κάνε και μετά κατάλαβε». Φράση που 

μάλλον σημαίνει ότι κάποιοι δεν πετυχαίνουν κάτι περισσότερο από το να «κάνουν», 

ενώ το να κατανοήσουν είναι επίτευγμα λίγων. 

Ενώ συζητάμε για την εκμάθηση με αυτοματισμό, για παράδειγμα την εκμάθηση της 

μεθοδολογίας μιας άσκησης13 ή την εκμάθηση ενός αυτοματισμού, για παράδειγμα 

                                                
12 Θα τα αναλύσουμε περαιτέρω στο 4ο κεφάλαιο. 

13 Πώς γίνεται η απαλοιφή των παρενθέσεων σε μία παράσταση για παράδειγμα. 
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την εκμάθηση ενός κανόνα14, είναι σημαντικό, σύμφωνα με τον Freudenthal, να 

εστιάσουμε στα εξής: 

• Αν αξίζει να μάθουμε τον επιδιωκόμενο αυτοματισμό και  

• Πόση αξία έχει η ερμηνεία του αυτοματισμού για την καλύτερη 

κατανόησή του από τους μαθητές; Είναι σημαντικό να μαθαίνουν οι μαθητές 

το λόγο για τον οποίο προέκυψε ο αυτοματισμός αυτός;  

Κατά τον Freudenthal δεν είναι χρήσιμο να μάθεις αυτοματισμούς: 

• Που εφαρμόζονται σπάνια και γρήγορα ξεχνιούνται, 

• Που είναι τόσο περίπλοκοι για να τους χειριστούν οι μαθητές με ασφάλεια, 

• Που μπορεί να προκαλούν σύγχυση και να μπερδεύουν αρκετά τους 

μαθητές15. 

Έχει νόημα, στην εποχή των υπολογιστών χειρός να μαθαίνουμε τη προπαίδεια; Αν 

όμως στη «κρίσιμη» στιγμή της λύσης ενός προβλήματος ο υπολογιστής δείξει μία 

λανθασμένη ένδειξη, τι θα κάνει κάποιος; Τότε οι αυτοματισμοί που οι μαθητές τους 

έχουν καταλάβει σε βάθος μπορούν να βοηθήσουν καλύτερα από τους 

προγραμματισμένους αυτοματισμούς. Οι απόψεις των μαθητών που έλαβαν μέρος 

στην εμπειρική έρευνα απαντούν στα προηγούμενα. 

Οι αρνητικοί αριθμοί δεν αποτελούν «κομμάτι» της διδασκαλίας της αριθμητικής. Η 

αριθμητική συνήθως διδάσκεται και μαθαίνεται με στενούς στόχους διαδικασιών 

μάθησης προσδιορισμένων από τον δάσκαλο, αν και μερικές φορές λίγο πιο 

διευρυμένα, με εφαρμογές. Ένας μαθητής, που έχει περάσει επιτυχώς μέσα από αυτές 

τις διαδικασίες μάθησης, δεν σημαίνει ότι, γενικά τις πέρασε αρκετά συνειδητά, ώστε 

να είναι σε θέση να τις ανακατασκευάσει. Θέλει μεγάλη προσπάθεια να σπάσεις τον 

αυτοματισμό, ώστε να τον έχεις πραγματικά κατανοήσει. Στη παρούσα εργασία θα 

                                                
14 «πλην επί πλην κάνει συν» 

15 Για παράδειγμα, είναι συνηθισμένο λάθος των μαθητών στις πράξεις κλασμάτων να μετατρέπουν τα 
κλάσματα σε ομώνυμα, ακόμα και αν η πράξη είναι ο πολλαπλασιασμός.  
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μελετήσουμε την εκμάθηση του αυτοματισμού του κανόνα των προσήμων «πλην επί 

πλην ισούται με συν» από τους μαθητές της Α΄ Γυμνασίου και αν η ιστορική 

προσέγγιση αυτού του κανόνα συνέβαλε στη βαθύτερη κατανόησή του. Θα 

ερωτηθούν οι μαθητές σχετικά με το αν αναζητούν, αν θεωρούν χρήσιμο να μάθουν 

κάποια απόδειξη για τον κανόνα «πλην επί πλην ισούται με συν» ή αν απλά αρκεί να 

τον εφαρμόζουν σωστά. 

Ο Freudenthal (1983) υποστηρίζει ότι καμία μαθηματική ιδέα δεν έχει ποτέ 

δημοσιευθεί με τον τρόπο που ανακαλύφθηκε. Διάφορες τεχνικές αναπτύχθηκαν και 

χρησιμοποιήθηκαν, στη πορεία επίλυσης ενός δύσκολου μαθηματικού προβλήματος. 

Χρησιμοποιώντας τη διαδικασία για την εύρεση της λύσης ως έτοιμη γνώση πια,   

μετατρέπεται σε εφαρμογή ενός αλγορίθμου. Εδώ συναντάμε μία σημαντική 

αντίφαση. Τα ερωτήματα και τα προβλήματα που αποτελούν βασικά κίνητρα για τη 

δημιουργία και την ανάπτυξη μιας μαθηματικής έννοιας – ιδέας δεν φανερώνονται 

στον μαθητή, σύμφωνα με τον οργανωμένο τρόπο διδασκαλίας της μαθηματικής 

γνώσης. Έτσι δημιουργείται η εντύπωση στον μαθητή ότι τα αποτελέσματα της 

μαθηματικής έρευνας έρχονται απλά να προστεθούν «στο σώμα» της μαθηματικής 

γνώσης. (Tzanakis & Arcavi et al, 2000) Με αποτέλεσμα ο διδασκόμενος (μαθητής, 

φοιτητής) να μην είναι σε θέση να εκτιμήσει την ανθρώπινη διάσταση των 

μαθηματικών ανακαλύψεων και μέσω αυτών να αναπτύξει μεταγνωστικές ικανότητες 

και δεξιότητες. (Τζανάκης 2009) Στην παρούσα εργασία προτείνουμε την διδασκαλία 

του κανόνα των προσήμων στον πολλαπλασιασμό ρητών αριθμών με τη βοήθεια 

αιτιολογήσεων σπουδαίων μαθηματικών του παρελθόντος, παρουσιάζοντας τις 

δυσκολίες που αντιμετώπισαν στην κατανόησή τους και αναρωτιόμαστε για τις 

εντυπώσεις των μαθητών. Βεβαίως, αρκετοί καθηγητές θα υποστήριζαν ότι η χρήση 

των ιστορικών πηγών και οι επεξηγήσεις του κανόνα «πλην επί πλην ισούται με συν» 

απαιτεί επιπλέον διδακτικές ώρες. Είναι άραγε απαραίτητο αυτό; 

Ολοκληρώνοντας την παράγραφο με τα ερευνητικά ερωτήματα της παρούσας 

εργασίας αναρωτιόμαστε αν είναι εύκολο μαθηματικά, διδακτικά και παιδαγωγικά να 

εξηγήσουμε στους μαθητές μας πότε μία κανονικότητα (pattern) «δουλεύει» σωστά 

και πότε όχι; Ένα σημαντικό ερώτημα που τίθεται από τη Rapke (2009)16 είναι αν μας 

                                                
16 Ανάλυση στο 4ο κεφάλαιο 
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ενδιαφέρει μόνο να μάθουμε στους μαθητές μας ότι το γινόμενο δυο αρνητικών 

αριθμών είναι θετικός ή αν ο σκοπός μας διδακτικά είναι να προσπαθήσουμε να τους 

προετοιμάσουμε για μια ορθή μαθηματική συλλογιστική σε όλη τη διάρκεια της ζωής 

τους. Για παράδειγμα, η κανονικότητα της μετάφρασης ενός αρνητικού αριθμού με 

χρέος για τις πράξεις της πρόσθεσης και της αφαίρεσης, δεν μπορεί να ισχύει όταν η 

πράξη είναι ο πολλαπλασιασμός δύο αρνητικών αριθμών. Εκεί οι μαθητές πρέπει να 

μπορούν να καταλάβουν τη μετάβαση που χρειάζεται να γίνει ανάμεσα στα 

συγκεκριμένα και στα αφηρημένα Μαθηματικά. 

Συνολικά ερευνούμε αν η γνώση και η χρήση της ιστορίας των αρνητικών αριθμών 

και των πράξεων με αυτούς, μπορεί να συντελέσει σε μία πιο οργανωμένη και 

εποικοδομητική διδασκαλία. Δίνει συνοχή στη διδασκαλία των ρητών, ώστε οι 

κανόνες των προσήμων να μη φαίνονται ασύνδετοι με τις προϋπάρχουσες 

μαθηματικές γνώσεις των μαθητών. Τέλος, θεωρούμε πολύ σημαντική  τη γνώση των 

δυσκολιών και των προβλημάτων, που θα αντιμετωπίσουν οι μαθητές στη κατανόηση 

των αρνητικών αριθμών, έτσι όπως αναδύεται από την ιστορική εξέλιξη των 

αρνητικών αριθμών, που θα παραθέσουμε στο 5ο κεφάλαιο. 

1.4 Μεθοδολογία 

Για τη συστηματική διερεύνηση των προηγούμενων ερωτημάτων θα ακολουθήσουμε 

μία μέθοδο που περιλαμβάνει: 

1. ανασκόπηση της διδασκαλίας των αρνητικών αριθμών και των διαφόρων 

εποπτικών μοντέλων που χρησιμοποιεί, 

2. ανάλυση της ιστορικής τους εξέλιξης και  

3. μία εμπειρική έρευνα.  

Η εμπειρική έρευνα της παρούσας εργασίας διακρίνεται: 

i. στη Διδασκαλία σε μαθητές της Α΄ Γυμνασίου το σχολικό έτος 2012 – 2013,  

ii. στη Συζήτηση με βάση ένα Φύλλο Εργασίας στους ίδιους μαθητές στην αρχή 

της Β  ́ Γυμνασίου το σχολικό έτος 2013 – 2014 και στις προσωπικές 
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συνεντεύξεις με κάποιους από τους μαθητές, για περαιτέρω επεξήγηση των 

απαντήσεών τους στα Φύλλα Εργασίας.  

Η Διδασκαλία στους μαθητές της Α΄ Γυμνασίου αφορά τους ρητούς αριθμούς και τις 

πράξεις με αυτούς. Στη διάρκεια της Διδασκαλίας βασιστήκαμε στις επεξηγήσεις του 

Viete και του Euler για τον κανόνα των προσήμων στον πολλαπλασιασμό των ρητών 

αριθμών, δίνοντας ιδιαίτερη έμφαση και χρόνο στην επεξήγηση του κανόνα «πλην 

επί πλην ίσον συν».  

Η Συζήτηση έγινε με τους μαθητές που διδάχθηκαν τους αρνητικούς αριθμούς τη 

σχολική χρονιά 2012 – 2013, στην αρχή της Β΄ Γυμνασίου με βάση ένα Φύλλο 

Εργασίας, το οποίο συμπλήρωσαν μόνοι τους στη διάρκεια μιας διδακτικής ώρας. 

Στη συνέχεια, «συζητήσαμε» προσωπικά με κάποιους από τους μαθητές, σχετικά με 

τις απαντήσεις τους στο Φύλλο Εργασίας. 

 Σκοπός μας ήταν να κάνουμε κάποιες συνεντεύξεις και σε μαθητές της Α΄ Λυκείου 

του σχολικού έτους 2013 – 2014 με βάση ένα Φύλλο Εργασίας, λαμβάνοντας υπόψη 

ότι έχουν ήδη αναπτύξει μία αλγεβρική σκέψη, σχετικά με τον κανόνα «πλην επί 

πλην ίσον συν» και την αιτιολόγησή του. Να σημειωθεί ότι σε αυτά τα παιδιά, στη 

διάρκεια της διδασκαλίας των ρητών αριθμών στην Α΄ Γυμνασίου, δεν έγιναν 

αναφορές στην ιστορία των αρνητικών αριθμών και των πράξεων με αυτούς. Ωστόσο, 

λόγω έλλειψης χρόνου καταφέραμε να πραγματοποιήσουμε μόνο δύο συνεντεύξεις, 

τις οποίες όμως δεν θα παρουσιάσουμε. Στο 6ο κεφάλαιο της εμπειρικής έρευνας 

όμως, παραθέτουμε το Φύλλο Εργασίας που προορίζεται για τους μαθητές της Α΄ 

Λυκείου, καθώς και τους στόχους σχετικά με τις ερωτήσεις που θέταμε. 
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2. Κεφάλαιο 2ο Αρνητικοί αριθμοί – Το πρόβλημα στη διδασκαλία 

τους και στην εκμάθησή τους 

2.1 Γνωστικά εμπόδια στη διδασκαλία και κατανόηση των αρνητικών 
αριθμών  – Αντικειμενικές δυσκολίες… 

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε τις δυσκολίες που προκύπτουν κατά τη 

διδασκαλία των ρητών αριθμών. Δυσκολίες που αφορούν την κατανόηση της 

ανάγκης εισαγωγής των αρνητικών αριθμών, την ικανότητα να κάνουν πράξεις με 

αυτούς, αλλά και την ικανότητα της επεξήγησης των κανόνων των πράξεων. Η έννοια 

των αρνητικών αριθμών προκάλεσε ιστορικά πολλά προβλήματα, περισσότερα και 

από αυτά που προκάλεσαν οι μιγαδικοί αριθμοί. (Sip, 1990) Οι θετικοί αριθμοί είναι 

πιο συγκεκριμένοι με την έννοια ότι είναι οι πρωτότυποι, οι αρχικοί και επομένως 

μπορεί να κάνει κανείς πράξεις με αυτούς. Οι αρνητικοί αριθμοί είναι δευτερεύοντες, 

επειδή έχουν εισαχθεί ως αποτέλεσμα πράξης, η οποία αρχικά ήταν αδύνατη. 

(Freudenthal, 1983) Οι μαθητές αντιλαμβάνονται τους φυσικούς αριθμούς 

διαισθητικά, αντίθετα από τους αρνητικούς. (Streefland 1996, ΕΜΕ 2004). Με την 

εισαγωγή των αρνητικών, οι αριθμοί έχουν πρόσημο, άρα το  + 2 έχει πια διπλή 

σημασία. Είναι ένα συγκεκριμένο σημείο πάνω στην αριθμογραμμή ή η μεταφορά 

ενός σημείου 2 μονάδες δεξιά. Αυτή η διπλή ερμηνεία δημιουργεί δυσκολίες. 

(Gallardo, 2003) Αναφορικά με τη μέθοδο διδασκαλίας στην Ελλάδα17 κυριαρχεί το 

δασκαλοκεντρικό μοντέλο (Tzekaki, Sakonidis & Kaldrimidou, 2003), το οποίο 

καθιστά τη διδασκαλία και τη μάθηση δύο ξεχωριστές διαδικασίες, σε αντίθεση με τις 

οδηγίες του Παιδαγωγικού ινστιτούτου, σύμφωνα με τις οποίες το σχολείο πρέπει να 

είναι μαθητοκεντρικό, κοινωνιοκεντρικό και βιωματικό.  

Οι δραστηριότητες που επιλέγονται από τους καθηγητές των Μαθηματικών θα ήταν 

επιθυμητό να προσπαθούν να αντιμετωπίσουν τα γνωστικά εμπόδια και να γίνονται 

συστηματικά. Είναι σημαντικό, ένας δάσκαλος των Μαθηματικών να κατανοεί ότι οι 

μαθητές του έχουν ήδη κάποιες γνώσεις για ορισμένες έννοιες και εμπειρίες από 

προηγούμενες τάξεις ή βαθμίδες εκπαίδευσης. Η προϋπάρχουσα γνώση μπορεί 

                                                
17 Όπως θα αναλύσουμε περαιτέρω στο 3ο κεφάλαιο 
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πολλές φορές να αποτελέσει ανασταλτικό παράγοντα στην απόκτηση και κατανόηση 

μιας έννοιας, ειδικά στα Μαθηματικά.  

Τα αποτελέσματα ερευνών μεγάλης κλίμακας, όπως οι CSMS και SIMS18, δείχνουν 

ότι οι πράξεις με αρνητικούς αριθμούς αποσταθεροποιούν ακόμη περισσότερο τις 

καθιερωμένες αντιλήψεις που έχουν οι μαθητές για το νόημα των αριθμητικών 

πράξεων, αφού με αυτές: 

• Η πρόσθεση μπορεί να προκαλεί ελάττωση 

• Η αφαίρεση μπορεί να προκαλεί αύξηση 

• Ο πολλαπλασιασμός μπορεί να προκαλεί ελάττωση 

• Η διαίρεση μπορεί να προκαλεί αύξηση 

Από τις παραπάνω έρευνες προκύπτει ότι οι μαθητές δυσκολεύονται περισσότερο να 

καταλάβουν την αφαίρεση μεταξύ αρνητικών, ενώ τα ποσοστά επιτυχίας στο 

γινόμενο μεταξύ αρνητικών αριθμών είναι υψηλότερα. Πιο συγκεκριμένα, ο 

υπολογισμός της διαφοράς  (–2) – (–5) έγινε με 44% επιτυχία, ενώ στον υπολογισμό 

του γινομένου ( ) ( )−4 ⋅ −2  σημειώθηκε ποσοστό επιτυχίας 76%. (Hart, 1981, p.p. 83 – 

84) 

Παρόλο που είναι πιο δύσκολο το νόημα του πολλαπλασιασμού, οι μαθητές μάλλον 

μαθαίνουν πιο εύκολα τον κανόνα ‘πλην επί πλην κάνει συν’, παρά ‘αλλάζω το 

πρόσημο του αφαιρετέου και τους προσθέτω’. Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν οι 

απόψεις εκπαιδευτικών από τις χώρες που έλαβαν μέρος στις συγκεκριμένες έρευνες. 

Οι εκπαιδευτικοί υποστηρίζουν ότι οι μαθητές χρειάζονται πολλές ασκήσεις και 

                                                
18 CSMS 1981: Concepts in Secondary Mathematics and Science, SIMS 1989: Second International 
Mathematics Study. Η έρευνα Concepts in Secondary Mathematics and Science (CSMS) 
πραγματοποιήθηκε στη Μ. Βρετανία στα τέλη της δεκαετίας του 1970 και κωδικοποίησε τα επίπεδα 
κατανόησης των βασικών μαθηματικών γνώσεων ενός δείγματος 10.000 μαθητών Γυμνασίου. Τα 
αποτελέσματα που χρησιμοποιήσαμε παραπάνω προέρχονται από το βιβλίο με τα συνολικά 
αποτελέσματα της έρευνας. (Hart, 1981) Η διεθνής έρευνα Second International Mathematics Study 
(SIMS), πραγματοποιήθηκε στις αρχές της δεκαετίας του 1980 και έλαβαν μέρος 20 χώρες. Μελέτησε 
τη διδασκαλία και μάθηση των Μαθηματικών στην αρχή και στο τέλος της δευτεροβάθμιας 
εκπαίδευσης. Τα αποτελέσματα προέρχονται από μία σχετική έκδοση της UNESCO (Robitaille, 1989, 
p.p. 63) 
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εξάσκηση για να αποκτήσουν ευχέρεια στις πράξεις. Καθώς επίσης, ότι οι μαθητές 

δεν ενδιαφέρονται για το νόημα των πράξεων μεταξύ αρνητικών και θετικών 

αριθμών. (Θωμαΐδης, 2009).  

Λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι οι μαθητές στη διδασκαλία των πράξεων με 

ρητούς αριθμούς αντιμετωπίζουν μία μεγάλη εννοιολογική αλλαγή19, που αφορά το 

νόημα των αριθμητικών πράξεων, όπως ήδη αναφέραμε: της πρόσθεσης που μπορεί 

να προκαλεί ελάττωση, της αφαίρεσης που μπορεί να προκαλεί αύξηση, του 

πολλαπλασιασμού που μπορεί να προκαλεί ελάττωση και της διαίρεσης που μπορεί 

να προκαλεί αύξηση, είναι αναμενόμενες οι δυσκολίες τους σχετικά με τον κανόνα 

‘πλην επί πλην ισούται με συν’. Δυσκολίες που κρατούν ακόμα και μετά το πέρας της 

μαθητικής τους ζωής. Η εννοιολογική αλλαγή20 που απαιτείται για την υπέρβαση των 

δυσκολιών του μαθητή δεν είναι εύκολο να επιτευχθεί αν ο ίδιος ο δάσκαλος δεν έχει 

κατανοήσει τις παραπάνω δυσκολίες ή αν υποστηρίζει την παραπάνω άποψη των 

καθηγητών από τις προαναφερθείσες έρευνες ότι: «οι μαθητές δεν ενδιαφέρονται για 

το νόημα των πράξεων».  

Οι μαθητές, λοιπόν ακολουθούν τους κανόνες που έχουν απομνημονεύσει και δεν 

έχουν άλλο τρόπο να ελέγξουν τα αποτελέσματά τους. Αυτό βέβαια έρχεται σε 

αντίθεση με την παιδαγωγική και διδακτική άποψη ότι στους μαθητές πρέπει να 

δίνονται δικλείδες ασφαλείας για να ελέγχουν τα αποτελέσματά τους και να 

αποφεύγεται η μηχανιστική εκμάθηση αλγορίθμων. (Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 2002, 

σ.σ.368 – 369) 

Η κατανόηση των αρνητικών αριθμών είναι από τη φύση της δύσκολη, ωστόσο 

σημαντικό ρόλο παίζει η διδακτική προσέγγιση, η οποία σίγουρα μπορεί να βασίζεται 

σε παραδείγματα από τη καθημερινότητα, χωρίς όμως αυτό να είναι ο κανόνας. Δεν 

πρέπει να υποσκιάζεται το γεγονός ότι τα Μαθηματικά δεν είναι μία φυσική 

επιστήμη. Δεν μπορούμε για παράδειγμα να εξηγήσουμε με κάποιο φυσικό 

φαινόμενο τον κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + . Θα ήταν διδακτικά λάθος και ανακριβές να 

                                                
19 Βλέπε υποσημείωση 3, στη παράγραφο §1.1.1 

20 Αυτή η εννοιολογική αλλαγή τονίζεται από τον σπουδαίο σύγχρονο μαθηματικό, τον Felix Klein. 
(βλέπε §5.2) 
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επιμείνουμε σε πραγματικά μοντέλα, όπως χρέος και κέρδος, τα οποία τελικά 

οδηγούν τους μαθητές σε μία ψευδή και λανθασμένη συλλογιστική. 

 Στο άρθρο της  Rapke (2009)21, υποστηρίζεται η χρήση της επιμεριστικής ιδιότητας 

για την εξήγηση του κανόνα του πολλαπλασιασμού δύο αρνητικών αριθμών και πώς 

οι κανονικότητες (patterns), όπως αυτές που χρησιμοποίησε ο Freudenthal το 1973, 

μπορούν να οδηγήσουν σε μία ψευδή συλλογιστική (pseudoreasonig), που τελικά θα 

προκαλέσει σύγχυση στους μαθητές και σίγουρα θα αποδυναμώσει το κύρος των 

Μαθηματικών, ως μία επιστήμη της ακρίβειας στα μάτια τους. 

2.2 Βασικές όψεις του προβλήματος της κατανόησης των αρνητικών 
αριθμών 

Έχουν διεξαχθεί αρκετές έρευνες της διδακτικής των Μαθηματικών, που 

αναδεικνύουν τα προβλήματα κατανόησης των αρνητικών αριθμών από τους 

μαθητές. Τα προβλήματα αυτά συνοψίζονται στα τέσσερα επόμενα ερωτήματα:  

1. Τι σημαίνει αφαιρώ έναν αριθμό από ένα μικρότερό του; 

2. Τι σημαίνει αφαιρώ έναν αρνητικό αριθμό; 

3. Τι σημαίνει παίρνω κάτι «αρνητικές φορές»; 

4. Γιατί «μείον φορές το μείον» κάνει συν; 

(Baldino, 1997, σ. 6) 

Αν μπορούν οι μαθητές μας να απαντήσουν σε αυτά τα ερωτήματα, τότε έχουν σε 

μεγάλο βαθμό καταλάβει και κατακτήσει το νόημα των αρνητικών αριθμών. 

Ο κανόνας των προσήμων παραμένει ένα κύριο πρόβλημα για τη διδασκαλία. Οι 

δυσκολίες σχετικά με τη «σύλληψη» των αρνητικών αριθμών δεν είναι σύγχρονες. Σε 

μία ιστορική έρευνα, ο Glaeser (1981) περιγράφει τις ταλαντεύσεις και απορίες 

(vacillations and perplexities) από σημαντικούς μαθηματικούς του παρελθόντος, οι 

οποίοι παρόλο που χρησιμοποιούσαν τους αρνητικούς αριθμούς στην έρευνά τους, 

έψαχναν μάταια για μία πειστική εξήγηση του κανόνα των προσήμων. Η 

                                                
21 Το οποίο θα αναλύσουμε διεξοδικά στο 4ο κεφάλαιο 
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βιβλιογραφία για τους ακεραίους παρέχει μοντέλα για τη προσθετική δομή τους 

(Thompson & Dreyfus, 1988), τα οποία είναι όμως ανεπαρκή για την ερμηνεία της 

δομής του πολλαπλασιασμού. (Baldino, 1997) Το αποφασιστικό επιχείρημα δόθηκε 

από τον Hankel στο τέλος του 19ου αιώνα. Η ιστορία των αρνητικών αριθμών μπορεί 

να δώσει ιδέες για την ερμηνεία, τη κατανόηση και την επίλυση του διδακτικού 

προβλήματος των αρνητικών αριθμών. 

2.3 Ο ρόλος της ιστορίας στην ερμηνεία των προβλημάτων κατανόησης 
των αρνητικών αριθμών 

Στα προγράμματα σπουδών του Γυμνασίου, που ισχύουν από το 2007, η χρήση και η 

αξιοποίηση της ιστορίας των Μαθηματικών στη διδακτική τους μπορεί να γίνει μέσα 

από διαθεματικές δραστηριότητες (projects). Οι λόγοι για τους οποίους οι 

διαθεματικές εργασίες θεωρούνται σημαντικές για την εκπαίδευση των μαθητών 

συνοψίζονται στους παρακάτω:  

1. Οι συνεχώς αυξανόμενες απαιτήσεις της σύγχρονης επιστημονικής έρευνας 
για τις βασικές γνώσεις και δεξιότητες των νεοεισερχόμενων στην 
τριτοβάθμια εκπαίδευση. 

2. Η ανάγκη κατάργησης των «στεγανών» μεταξύ των διαφόρων μαθημάτων. 

3. Η υπέρβαση της δυσκολίας που παρουσιάζει η ανανέωση των αναλυτικών 
προγραμμάτων με ποσοτικά κριτήρια. 

4. Η ανάπτυξη της κριτικής ικανότητας των μαθητών. 

(Θωμαΐδης, 2006) 

Σύμφωνα με το νέο πιλοτικό Πρόγραμμα Σπουδών του Γυμνασίου (2011), σημαντικό 

στοιχείο για την ανάπτυξη του μαθηματικού συλλογισμού και τρόπου σκέψης των 

μαθητών αποτελεί η ικανότητα δημιουργίας συνδέσεων. Οι μαθητές κατανοούν σε 

βάθος τα Μαθηματικά, όταν συνειδητοποιούν τις σχέσεις μεταξύ των μαθηματικών 

εννοιών και διαδικασιών. Όταν συνειδητοποιούν ότι τα Μαθηματικά είναι μία 

επιστήμη που συγκροτείται στη βάση λογικών σχέσεων και δομών. Θεωρείται 

απαραίτητο η διδασκαλία να παρέχει ευκαιρίες στους μαθητές να δημιουργούν 

συνδέσεις μεταξύ των μαθηματικών εννοιών με άλλες επιστημονικές περιοχές και με 

τον πραγματικό κόσμο. (Π.Ι. «Νέο Σχολείο– Νέο πρόγραμμα σπουδών, 2011, σ.10) 
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Στο επόμενο κεφάλαιο, θα εξετάσουμε αν και με ποιό τρόπο τα παραπάνω 

λαμβάνονται υπόψη κατά τη διδασκαλία των ρητών αριθμών στην Ελλάδα. Πως 

μπορεί, όμως να συμβάλλει στους παραπάνω στόχους η ιστορία των Μαθηματικών; 

Η ιστορία των Μαθηματικών μπορεί να συμβάλλει στους παραπάνω στόχους 

αναδεικνύοντας τις διαφορετικές όψεις μιας μαθηματικής έννοιας: 

1. Μπορεί να αποκαλύψει την πρώτη εμβρυακή εμφάνιση των εννοιών, μέχρι τη 
σύγχρονη μορφή τους, που αποτελεί και αντικείμενο διδασκαλίας στο σχολείο 
σήμερα. 

2. Μπορεί να αναδείξει τα προβλήματα και τις εφαρμογές που έκαναν αναγκαία 
τη γέννηση και εξέλιξη συγκεκριμένων μαθηματικών εννοιών. 

3. Μπορεί να επισημάνει τα εμπόδια και τις δυσκολίες που αντιμετώπισαν οι 

επιστήμονες στη προσπάθεια να εντάξουν τη νέα έννοια μέσα στο σύνολο της 

επιστημονικής γνώσης κάθε εποχής. 

Επίσης, η ιστορική ανάλυση των αρνητικών αριθμών συνδέεται στενά με τις έρευνες 

της διδακτικής, σχετικά με τη φύση των δυσκολιών που αντιμετωπίζουν οι σημερινοί 

μαθητές στην κατανόηση της έννοιας του αριθμού και των αριθμητικών πράξεων. Θα 

παραθέσουμε το εξής παράδειγμα: Ο μαθηματικός Pascal αναφέρει ότι υπάρχουν 

άνθρωποι που δεν μπορούν να καταλάβουν ότι όταν αφαιρείς το τέσσερα από το 

μηδέν, αυτό που μένει δεν είναι το μηδέν. 

 Σε έρευνα με μαθητές σχετικά με την ερώτηση:  

«Πόσο κάνει ( ) ( )+3 + −3 ;», ο μαθητής Tim απάντησε ότι αφαιρούμε το 3 από το + 3, 

άρα παίρνουμε μηδέν. Ο μαθητής Nico απάντησε ότι ισούται με το + 3, διότι ισχύει 

+3 + 0 = + 3 (πάλι ισούται με 3) και το – 3  είναι ακόμα πιο μικρό από το μηδέν. 

(Hefendehl – Hebeker, 1991) 

Οι δυσκολίες που μπορούν να μπλοκάρουν την κατανόηση των μαθηματικών 

θεμάτων σ’ όλη την ιστορική τους εξέλιξη, μπορούν, επίσης, να μπλοκάρουν τη 

κατανόηση των ίδιων εννοιών από τους σημερινούς μαθητές. Η γνώση αυτών των 

δυσκολιών μπορεί να μας βοηθήσει διδακτικά στο να τις καταλάβουμε, να τις 

προβλέψουμε και να τις ξεπεράσουμε.  
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3. Κεφάλαιο 3ο Διδασκαλία των αρνητικών αριθμών στην Ελλάδα 

σύμφωνα με τα αναλυτικά προγράμματα και τα σχολικά βιβλία 

3.1 Γενικές αρχές της μαθηματικής εκπαίδευσης στην Ελλάδα 

Οι βασικές αρχές για τη διδασκαλία των Μαθηματικών, όπως αναλύονται στο βιβλίο 

του καθηγητή των Μαθηματικών (Βανδουλάκης, Καλλιγάς, Μαρκάκης & 

Φερεντίνος, 2006) είναι:  

1. Η γνώση δεν μεταφέρεται από το δάσκαλο στον μαθητή. Αντίθετα η γνώση και ο 

μαθητής είναι έννοιες αλληλοσυνδεόμενες: Ο μαθητής συμμετέχει ενεργά στην 

οικοδόμηση – ανάπτυξη της γνώσης του.  

Προτείνονται, δηλαδή, «ενεργητικές μέθοδοι» μάθησης με μαθησιακές 

δραστηριότητες που περιλαμβάνουν ερευνητικές εργασίες, επίλυση προβλημάτων, 

εργασία σε μικρές ομάδες μαθητών. Τέτοιες δραστηριότητες μπορεί να είναι 

προσεκτικά σχεδιασμένα προβλήματα που οδηγούν τους μαθητές να κάνουν 

υποθέσεις και εικασίες, να ελέγχουν τις υποθέσεις τους, να παρατηρούν και να 

αναπτύσσουν ένα μοντέλο, να ακολουθούν προσεγγιστικές και αριθμητικές μεθόδους, 

να «μεταφράζουν» ένα μοντέλο από ένα αναπαραστασιακό σύστημα σε ένα άλλο. 

2. Το ζητούμενο είναι η ανάπτυξη μιας ενεργητικής και ερευνητικής στάσης των 

μαθητών προς τα Μαθηματικά.  

Μελετώντας μία ιστορική πηγή, όπως για παράδειγμα ένα κείμενο από τα Στοιχεία 

του Ευκλείδη, οι μαθητές νιώθουν σαν μικροί ερευνητές και αποκτούν μία πιο 

ενεργητική στάση απέναντι στα Μαθηματικά.  

3. Το Πρόβλημα είναι η «πηγή» νοήματος της μαθηματικής γνώσης. Έμφαση στην 

επίλυση προβλημάτων και όχι στην εξέταση από τους καθηγητές της εκμάθησης 

αλγορίθμων, κανόνων και τύπων από τους μαθητές. 

Οι σκοποί της μαθηματικής εκπαίδευσης (ΦΕΚ 303, 2003, σ.σ.3983 – 4038) που 

επιδιώκονται σχετικά με τη διδασκαλία των Μαθηματικών στο Γυμνάσιο είναι: 
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• Η ανάδειξη της εφαρμοσιμότητας και της πρακτικής χρήσης των 
Μαθηματικών από την αρχαιότητα ως τις μέρες μας, τόσο στις θετικές όσο 
και στις ανθρωπιστικές και κοινωνικοοικονομικές επιστήμες. 

• Τονίζεται η διαθεματικότητα και η ιστορία των Μαθηματικών, ως ένα πεδίο 
πλούσιο σε ιδέες για τη διδακτική προσέγγιση μιας έννοιας 

• Η καλλιέργεια θετικής στάσης απέναντι στα Μαθηματικά, χωρίς την οποία η 

κατανόηση των μαθηματικών εννοιών και προτάσεων αποβαίνει εξαιρετικά 

δυσχερής. 

Η διδασκαλία των Μαθηματικών εντάσσεται στους γενικότερους σκοπούς της 

εκπαίδευσης και στοχεύει στην ανάπτυξη της προσωπικότητας του μαθητή και στην 

επιτυχή κοινωνική του ένταξη. Τα Μαθηματικά ασκούν τον μαθητή στη μεθοδική 

σκέψη, στην ανάλυση, στην αφαίρεση, στη γενίκευση, στην εφαρμογή, στη κριτική 

και στις λογικές διεργασίες και τον διδάσκουν να διατυπώνει τις σκέψεις του με 

σαφήνεια, τάξη, λακωνικότητα και ακρίβεια. Αναπτύσσουν την παρατηρητικότητα, 

την προσοχή, την επιμονή, την ελεύθερη σκέψη. Οι οδηγίες που δίνονται στους 

καθηγητές συνοψίζονται στο ότι σε κάθε ώρα διδασκαλίας των Μαθηματικών πρέπει 

να κυριαρχεί η προσωπική εργασία των μαθητών. Η τάξη πρέπει να είναι ένας τόπος, 

όπου οι μαθητές δεν θα είναι παθητικοί δέκτες, αλλά θα εξερευνούν καταστάσεις, θα 

ανακαλύπτουν νέες γνώσεις και θα προσπαθούν να ερμηνεύουν και να χρησιμοποιούν 

τις γνώσεις που απέκτησαν. Κάθε διδασκαλία πρέπει να προχωρεί από το γνωστό στο 

καινούριο, από το συγκεκριμένο στο αφηρημένο και από το απλό στο σύνθετο. 

Την περίοδο που άρχιζε η συγγραφή των νέων βιβλίων (του 2007) ο πρόεδρος του 

Παιδαγωγικού Ινστιτούτου (Αλαχιώτης, 2004) ανέφερε ότι το εκπαιδευτικό μας 

σύστημα δεν μπορεί να συνεχίσει να πορεύεται στις γενικές συντεταγμένες του 

παραδοσιακού γνωσιοκεντρικού χαρακτήρα του σχολείου, της αποσπασματικής 

μάθησης και της παθητικής απόκτησης των γνώσεων, καθώς οι κατακερματισμένες 

γνώσεις δεν συνιστούν γνώση. Το σχολείο, αντίθετα, πρέπει να είναι μαθητοκεντρικό, 

κοινωνιοκεντρικό και βιωματικό.  
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3.2 Οδηγίες για τη διδασκαλία των ρητών αριθμών στα Μαθηματικά της 
Α΄ Τάξης Γυμνασίου  

 Δίνονται οι οδηγίες για τη διδασκαλία των ρητών αριθμών στα Μαθηματικά της Α΄ 

τάξης του Γυμνασίου για το σχολικό έτος 2012 – 2013 (σελ. 5 και 6): 

Το περιεχόμενο του κεφαλαίου 7 είναι εξολοκλήρου νέο για τους μαθητές, αν και 

υπάρχει άτυπη γνώση των αρνητικών αριθμών (θερμοκρασία κτλ.) που μπορεί να 

αξιοποιηθεί.  

§7.1 Θετικοί και αρνητικοί (ρητοί) – Η ευθεία των ρητών – Τετμημένη σημείου (Να 

διατεθούν 2 ώρες) Καμία άλλη οδηγία. 

§7.2 Απόλυτη τιμή ρητού – Αντίθετοι ρητοί – Σύγκριση ρητών (2 ώρες) :Το γεγονός ότι 

ο αντίθετος του −2  είναι ο 2 ίσως είναι προφανές για τους μαθητές, αλλά δεν συμβαίνει 

το ίδιο για τον αντίθετο ενός αριθμού α. Στην κατεύθυνση αυτή ίσως είναι 

αποτελεσματική η χρήση της ευθείας των αριθμών, όπου ο α μπορεί να τοποθετηθεί 

τόσο δεξιά από το 0 ( αν ο α θετικός), όσο και αριστερά του (αν α αρνητικός). Έτσι, 

μπορεί να αναδειχθεί το γεγονός ότι στην έκφραση − α  το « − » δηλώνει τον αντίθετο 

του α, αλλά όχι το πρόσημο. 

§7.3 Πρόσθεση ρητών (2 ώρες): Για την εισαγωγή της πρόσθεσης θετικών και 

αρνητικών αριθμών, παράλληλα με τη δραστηριότητα του βιβλίου του μαθητή μπορεί να 

γίνει χρήση και της μετατόπισης πάνω στον άξονα: στο άθροισμα δύο αριθμών, ο 

πρώτος προσθετέος δείχνει το σημείο εκκίνησης πάνω στον άξονα, ενώ ο δεύτερος 

δείχνει τη μετακίνηση (το πρόσημό του δείχνει την κατεύθυνση και η απόλυτη τιμή του 

δείχνει την απόσταση)22. 

§7.4 Αφαίρεση ρητών (2 ώρες): Μία πηγή δυσκολιών για τους μαθητές είναι η τριπλή 

σημασία του συμβόλου « − »: ως πρόσημο (π.χ. στον αριθμό −2 ), ως δηλωτικό του 

αντίθετου (π.χ. στο −(−3) ή στο − α ) και ως σύμβολο της αφαίρεσης (π.χ. στο 3 − 8 ). 

                                                
22 Ένα ερώτημα που θα θέταμε σε αυτό το σημείο και που θα αναλύσουμε περαιτέρω στη § 4.3 είναι 
αν μπορούμε με το μοντέλο της αριθμογραμμής να διδάξουμε αποτελεσματικά τις πράξεις με 
αρνητικούς αριθμούς. Μπορούν, δηλαδή οι μαθητές να κατανοήσουν τις πράξεις του 
πολλαπλασιασμού και της διαίρεσης μεταξύ αρνητικών αριθμών και όχι απλά να απομνημονεύσουν 
τους κανόνες; (Heeffer, 2011) 
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Είναι λοιπόν χρήσιμο να γίνει συζήτηση στη τάξη με στόχο την ανάπτυξη της 

ικανότητας χρήσης όλων αυτών των σημασιών και την ευχέρεια στη μετάβαση από τη 

μία σημασία στην άλλη. Επιπλέον, ίσως χρειάζεται να ξαναγίνει συζήτηση για την 

έννοια του αντίθετου (βλ. την §7.2) Επειδή στην απαλοιφή των παρενθέσεων 

εμφανίζονται δυσκολίες, καλό είναι να δοθεί περισσότερος χρόνος για την κατανόησή 

της από τους μαθητές. Ένας τρόπος να αποδοθεί νόημα στους κανόνες απαλοιφής 

παρενθέσεων είναι ο υπολογισμός με δύο τρόπους των αποτελεσμάτων (άσκηση 8). 

Ένας ακόμη τρόπος (ο οποίος είναι ίσως περισσότερο αποδοτικός ) είναι η χρήση της 

επιμεριστικής ιδιότητας. Αυτό σημαίνει ότι η απαλοιφή παρενθέσεων δεν θα διδαχθεί σε 

αυτή την παράγραφο αλλά στην επόμενη (βλ. παρακάτω) 

§7.5  Πολλαπλασιασμός ρητών (3 ώρες): Για την κατανόηση του προσήμου του 

γινομένου δύο ρητών είναι καλό να χρησιμοποιηθεί η εισαγωγική δραστηριότητα του 

βιβλίου. Εδώ προτείνεται να διδαχθεί και η απαλοιφή παρενθέσεων, με τη χρήση της 

επιμεριστικής ιδιότητας. Αυτό θα επιτρέψει την κατανόηση και αιτιολόγηση των 

κανόνων. Για παράδειγμα, η έκφραση   − (2 − 5) μπορεί να σημαίνει  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) − (2 − 5) = (−1) ⋅ +2 + −5 = −1 ⋅ +2 + −1 ⋅ −5 = −2 + +5 = −2 + 5   

Και αυτό μπορεί να γενικευτεί και σε παραστάσεις με μεταβλητές, 

 (π.χ. − (α − β) = ... ). Βέβαια, θα πρέπει να προηγηθεί μία συζήτηση για να εξηγηθεί 

ότι ο αντίθετος ενός αριθμού είναι το γινόμενό του με το −1, πράγμα που μπορεί να 

γίνει μέσω παραδειγμάτων, όπως ( ) ( )−1 ⋅ +2 = −2 , κ.ο.κ.  

3.2.1 Σχολιασμός των ωρών διδασκαλίας στις παραγράφους του 
κεφαλαίου των ρητών αριθμών 

Να σημειωθεί ότι για όλα τα παραπάνω οι οδηγίες προτείνουν 14 ώρες διδασκαλίας 

και ότι για τις παραγράφους §7.1 , §7.6 Διαίρεση ρητών (2 ώρες) και §7.7 Δεκαδική 

μορφή ρητών αριθμών (1 ώρα) δεν δίνεται καμία οδηγία εκτός από τις διδακτικές 

ώρες. Επίσης, αξίζει να αναφέρουμε ότι οι 14 διδακτικές ώρες για τις παραγράφους 

αφορούν την Α΄ Γυμνασίου και προτείνονται άλλες 9 ώρες στην αρχή της Β΄ 

Γυμνασίου για την επανάληψη σε βασικές έννοιες, όπως οι αρνητικοί αριθμοί, η 
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απόλυτη τιμή, ο αντίθετος αριθμού και οι διαδικασίες πράξεων και στη συνέχεια τη 

διδασκαλία των παραγράφων §7.8 Δυνάμεις ρητών με εκθέτη φυσικό αριθμό (3 

ώρες), §7.9 Δυνάμεις ρητών με εκθέτη ακέραιο (2ώρες) και §7.10 Τυποποιημένη 

μορφή μεγάλων και μικρών αριθμών (1ώρα). Συνολικά, λοιπόν 23 διδακτικές ώρες 

για να χειριστούν οι μαθητές την έννοια των ρητών αριθμών και πράξεων με αυτούς. 

Ωστόσο, η ίδια ακριβώς ύλη, διδασκόταν διαμοιρασμένη  στην Α΄ και Β  ́Γυμνασίου 

την περίοδο 1987 – 2006 σε συνολικά 33 διδακτικές ώρες. 10 ώρες στην Α΄ 

Γυμνασίου και 23 ώρες στην Β  ́Γυμνασίου.  

Το ερώτημα είναι φυσικά εύλογο: 

«Ποιοι λόγοι επιβάλλουν στα νέα προγράμματα σπουδών την ολοκλήρωση, με 

συνοπτικές διαδικασίες, της διδασκαλίας των θετικών και αρνητικών αριθμών στην 

Α΄ Γυμνασίου;»  

Ουσιαστικές απαντήσεις και επιχειρήματα από το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο δεν 

υπήρξαν.  

Μερικές πιθανές απαντήσεις και επιχειρήματα δίνονται παρακάτω: 

1. Η μεταφορά ενός κεφαλαίου στην Α΄ Γυμνασίου απελευθερώνει χώρο στην 

ύλη της Β  ́Γυμνασίου (και αυτή βέβαια, με τη σειρά της, στη Γ΄ Γυμνασίου!). 

2. Η συγκεκριμένη ύλη έχει σήμερα μικρότερη σημασία και έτσι είναι δυνατό να 

περιοριστεί η διδασκαλία της. 

3. Οι μαθητές της Α΄ Γυμνασίου θεωρούνται σήμερα πιο ώριμοι για να 

καταλάβουν όλη την ύλη σχετικά με τους θετικούς και αρνητικούς αριθμούς. 

4. Η κατανόηση των θετικών και αρνητικών αριθμών δεν παρουσιάζει κάποια 

ιδιαίτερη δυσκολία και έτσι η διδασκαλία τους μπορεί να γίνει νωρίτερα. 

5. Η γνώση των αρνητικών αριθμών είναι απαραίτητη σε άλλα μαθήματα. 

Αν και αρχικά μπορεί να συμφωνούσαμε με τα παραπάνω επιχειρήματα, βλέποντάς 

τα προσεκτικά κατανοούμε τα λογικά «κενά» που περιέχουν. Φυσικά είναι επιθυμητό 

οι μαθητές να μαθαίνουν ένα μεγάλο εύρος της ύλης των Μαθηματικών, αλλά η 



36 

 

ολοκλήρωση της διδακτέας ύλης σε ένα δημόσιο σχολείο είναι εξαίρεση πια. Άρα 

γιατί να αυξηθεί η ύλη, αν οι διδακτικές ώρες δεν αρκούν. Ειδικά, αν σκεφτούμε ότι 

κάποια κεφάλαια στα Μαθηματικά επαναλαμβάνονται στις σχολικές βαθμίδες 

Γυμνάσιο – Λύκειο, όπως για παράδειγμα η έννοια της εξίσωσης ή της συνάρτησης, 

δεν μπορούμε εύκολα να κατανοήσουμε γιατί να μην επιμείνουμε σε δυσνόητες 

έννοιες των Μαθηματικών κάποιες διδακτικές ώρες παραπάνω. Ειδικά σε έννοιες, 

όπως οι ρητοί αριθμοί και οι πράξεις με αυτούς, που οι σχετικές έρευνες δείχνουν ότι 

οι μαθητές της Α΄ Γυμνασίου αντιμετωπίζουν αρκετές δυσκολίες στην ανάπτυξη της 

καθαρά μαθηματικής και αλγεβρικής σκέψης που απαιτείται για τη κατανόησή τους. 

3.3 Διδασκαλία του πολλαπλασιασμού δύο αρνητικών ρητών αριθμών 

Η διδασκαλία των αρνητικών αριθμών σύμφωνα με το ισχύον αναλυτικό πρόγραμμα 

προβλέπεται να γίνει στο τέλος της Α΄ Γυμνασίου, μέσα από δραστηριότητες μεγεθών 

που έρχονται σε αντίθεση π.χ. κέρδος – ζημία, μεταβολή θερμοκρασίας, υψόμετρο. 

Η παράγραφος 7.5 για τη διδασκαλία του πολλαπλασιασμού ρητών αριθμών αρχίζει 

δίνοντας την εξής δραστηριότητα (σχολικό βιβλίο Μαθηματικών Α΄ Γυμνασίου, 

2012, σελ.129): 

 

Η δραστηριότητα και οι ερωτήσεις που προτείνονται έχουν ως σκοπό να 

κατανοήσουν οι μαθητές τους κανόνες που δίνονται από τους συγγραφείς ακριβώς 

κάτω από τη δραστηριότητα: 
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Αφού οι μαθητές συμφωνήσουν με τα παραπάνω, η δραστηριότητα συνεχίζει τη 

διερεύνηση για το τί συμβαίνει με το γινόμενο δύο αρνητικών αριθμών: 

 

 

3.4 Κριτική στις δραστηριότητες του σχολικού βιβλίου 

Η χρήση των δραστηριοτήτων έχει σκοπό να ανακαλύψουν οι μαθητές τη γνώση ή 

τους κανόνες των πράξεων στη συγκεκριμένη περίπτωση με την κατάλληλη 

καθοδήγηση του δασκάλου. Ωστόσο, στις υπάρχουσες δραστηριότητες του σχολικού 

βιβλίου, ίσως να χρειάζεται και η παρέμβαση του δασκάλου, ώστε να τροποποιηθούν 

και να αποδώσουν καλύτερα. Θα παραθέσουμε ένα ακόμα παράδειγμα από τις 

δραστηριότητες που προτείνονται στο σχολικό βιβλίο της Α΄ Γυμνασίου, για την 

αφαίρεση των ρητών και στη συνέχεια θα ασκήσουμε κριτική και για τη 

δραστηριότητα της αφαίρεσης, αλλά και του πολλαπλασιασμού μεταξύ ρητών. 

Για την παράγραφο της αφαίρεσης ρητών προτείνεται η εξής δραστηριότητα (σχολικό 

βιβλίο Μαθηματικών, Α΄ Γυμνασίου, 2012, σελ. 126): 
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Σε έρευνα που έγινε το πρώτο χρόνο διδασκαλίας του βιβλίου 2007-2008 σε 

Γυμνάσια της Δυτικής Θεσσαλονίκης διαπιστώθηκε ότι οι μαθητές δεν ανακάλυπταν 

τον κανόνα της αφαίρεσης στη παραπάνω δραστηριότητα, αφού μετρούσαν 

γραμμούλες στον κάθετο άξονα για την θερμοκρασία και υπολόγιζαν τις ζητούμενες 

διαφορές χωρίς καμιά προσφυγή στους θετικούς και αρνητικούς αριθμούς. 

(Θωμαΐδης, 2009) 

Βέβαια, κατά την γνώμη μου, το διάγραμμα μπορούσε έστω να τους πείσει να 

κατανοήσουν τα τυχόν λάθη που έκαναν, κάτι που δεν είναι ευδιάκριτο από μία 

πρόταση της μορφής: 

«Τον Αύγουστο έχουμε 40 βαθμούς Κελσίου, τον Δεκέμβρη έχουμε – 10 βαθμούς 

Κελσίου, ποια είναι η διαφορά θερμοκρασίας των δύο μηνών;» 

Οι μαθητές που θα απαντήσουν λανθασμένα 30 βαθμούς θα δυσκολευτούν να 

ελέγξουν το αποτέλεσμά τους χωρίς το διάγραμμα. 

Η δραστηριότητα για τον πολλαπλασιασμό ρητών αριθμών που αναφέραμε 

παραπάνω αφορά άμεσα την έρευνά μας. Για την εξήγηση του κανόνα «πλην επί 

πλην κάνει συν» προτείνεται η μέθοδος της επαγωγικής προέκτασης, που είχε 

προτείνει και ο Freudenthal το 1973. Η μέθοδος αυτή δεν αποτελεί απόδειξη, απλά 

πείθει τους μαθητές για την απάντηση και αποτελεί μία μέθοδο, την οποία 
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αναθεώρησε και ο ίδιος ο Freudenthal το 1983. Στη συγκεκριμένη λογική της 

μεθόδου γίνεται μία έμμεση παραδοχή, ότι αν πολλαπλασιάσω τους όρους μιας 

αριθμητικής προόδου με τον ίδιο αριθμό, προκύπτει αριθμητική πρόοδος. Ιδιότητα 

που σε καμία περίπτωση δεν έχουμε αποδείξει. 

Οι μαθητές, λοιπόν, καταλήγουν στο παρακάτω πίνακα, όπου πολύ «τακτοποιημένα» 

μπορούν να αποστηθίσουν τους απλούς κανόνες: 

 

Το βιβλίο στη συνέχεια παραθέτει ένα επαναληπτικό πίνακα της παραγράφου: 

 

Επομένως, τελειώνοντας τη διδασκαλία της παραγράφου ένας καθηγητής, 

ακολουθώντας το σχολικό βιβλίο, μπορεί να είναι αρκετά σίγουρος ότι οι μαθητές 

του απομνημόνευσαν τους κανόνες και ότι τους έδωσε μία πειστική εξήγηση για τον 

κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = +  , βασιζόμενος, ωστόσο, στο γεγονός ότι οι μικροί μαθητές δεν 

ξέρουν την έννοια της αριθμητικής προόδου.  

Κάνοντας μία μικρή εισαγωγή για την επόμενη παράγραφο μπορούμε να ασκήσουμε 

κριτική στο τρόπο διδασκαλίας της παραπάνω παραγράφου στο σχολικό βιβλίο, 

σύμφωνα με τις οδηγίες διδασκαλίας που παραθέσαμε στη παράγραφο 3.1. Σε καμία 

περίπτωση η συγκεκριμένη δραστηριότητα δεν χρησιμοποιεί την ιστορική εξέλιξη 
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των αρνητικών αριθμών, δεν επισημαίνει την ανάγκη ύπαρξής τους για την επίλυση 

προβλημάτων και εξισώσεων, δεν κάνει νύξη για την αρχή της αλγεβρικής 

διατήρησης (algebraic permanence) (Freudenthal 1983). Τέλος, επισυνάπτουμε το 

εξής ιστορικό σημείωμα με το οποίο «κλείνει» το βιβλίο τη διδασκαλία του κανόνα 

των προσήμων του πολλαπλασιασμού δύο ρητών αριθμών23: 

 

3.5 Κριτική στα ιστορικά σημειώματα του σχολικού βιβλίου 

Η ποιότητα και η αποτελεσματικότητα της δουλειάς στη τάξη εξαρτάται σε μεγάλο 

βαθμό από τα διδακτικά βιβλία που καθορίζουν την ύλη που θα διδαχθεί, τον τρόπο 

που θα διδαχθεί και προβάλλουν το παιδαγωγικό πρότυπο για την μαθηματική 

εκπαίδευση. (Tzekaki, Sakonidis & Kaldrimidou, 2003). Επίσης, πριν από την 

εισαγωγή μιας νέας έννοιας, χρειάζονται ερωτήματα – προβλήματα, οι λύσεις των 

οποίων θα αναδείξουν την αναγκαιότητα της εισαγωγής της έννοιας. Οι μαθητές θα 

το προσεγγίσουν διαισθητικά, θα αναπτύξουν εικασίες και θα επιχειρήσουν να τις 

ελέγξουν με τις γνώσεις που έχουν αποκτήσει. Έχοντας δουλέψει πάνω στην έννοια ή 

σε διάφορους κανόνες και ελέγχοντας τα αποτελέσματα τους μπορούν να καταλάβουν 

την αναγκαιότητα της έννοιας και της απόδειξής της. Η ιστορία των μαθηματικών 

εννοιών μπορεί να βοηθήσει σε αυτή τη λογική.  

Στο ισχύον πρόγραμμα σπουδών (Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 2002, σ.σ. 368 – 369) 

τονίζεται ότι οι μαθητές πρέπει να προσεγγίζουν μία έννοια με διαφορετικές 

αναπαραστάσεις, διαθεματικά και με αναφορά στην ιστορία των Μαθηματικών, ώστε 

ο μαθητής να αποκτά γνώση της γένεσης των ιδεών. Ωστόσο, μελέτες που έχουν 

γίνει, δείχνουν ότι τα υπάρχοντα ιστορικά σημειώματα στο διδακτικό βιβλίο της Α΄ 

Γυμνασίου που αφορούν την ιστορική εξέλιξη των αρνητικών αριθμών μάλλον 

δυσκολεύουν τους καθηγητές και τους μαθητές, παρά βοηθούν, δεδομένου ότι δεν 

είναι σαφή. Χρειάζεται η θέληση του καθηγητή να εμβαθύνει σε αυτά, ώστε να έχουν 

                                                
23 Θα το σχολιάσουμε στην επόμενη παράγραφο 
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μία σαφή εικόνα οι μαθητές για το πώς χρησιμοποιούσαν τους αρνητικούς οι Κινέζοι 

στη περίοδο της δυναστείας των Χαν (206π.Χ. – 220 μ.Χ.) ή τι εννοεί ο Διόφαντος 

λέγοντας ‘ λείψις επί λείψιν ποιεί ύπαρξιν’. (Θωμαΐδης, 2009) 

Το σημείωμα που αφορά τον Διόφαντο και δίνεται στο τέλος της δραστηριότητας για 

τον πολλαπλασιασμό δύο αρνητικών ρητών και πριν από τη παρουσίαση των 

ιδιοτήτων του πολλαπλασιασμού στους ρητούς αριθμούς μοιάζει να αιωρείται! 

Σίγουρα ο καθηγητής δεν μπορεί να το χρησιμοποιήσει άμεσα, τουλάχιστον πριν 

διαβάσει και ενημερωθεί, εκτός αν το χρησιμοποιήσει για μετάφραση από τα αρχαία 

ελληνικά στα νέα ελληνικά. Από τη πλευρά των μαθητών, ίσως να τους εντυπωσιάσει 

αρχικά, αλλά εννοιολογικά θα τους δημιουργήσει μία εσφαλμένη εικόνα για το τί 

ακριβώς εννοούσε ο Διόφαντος με αυτό τον κανόνα24. Στο σημείο αυτό επανέρχεται η 

σημασία της εγκυρότητας της ιστορικής γνώσης που ενσωματώνεται σε διδακτικές 

έρευνες ή διδακτικά βιβλία.25 

Παραθέτοντας τις ιδιότητες του πολλαπλασιασμού στο σύνολο των ρητών αριθμών 

δεν γίνεται καμία αναφορά, στη χρησιμότητα και την αναγκαιότητα να ισχύουν αυτές 

οι ιδιότητες, αλλά και τη μορφή που παίρνει, για παράδειγμα η επιμεριστική ιδιότητα 

πολλαπλασιάζοντας δύο αρνητικούς ρητούς26.  

3.6 Σύγκριση με το νέο πιλοτικό πρόγραμμα σπουδών για τα 
Μαθηματικά της υποχρεωτικής εκπαίδευσης 

Θα παραθέσουμε ορισμένα στοιχεία από το νέο πιλοτικό πρόγραμμα διδασκαλίας των 

Μαθηματικών της Α΄ Γυμνασίου και θα εστιάσουμε περισσότερο στο τρόπο 

διδασκαλίας των αρνητικών αριθμών. Το πιλοτικό πρόγραμμα διδασκαλίας των 

                                                
24 Οι όροι «λείψις» και «ύπαρξις» που χρησιμοποιεί ο Διόφαντος υποδηλώνουν αντίστοιχα τους 
αφαιρούμενους και προστιθέμενους όρους σε μία παράσταση που περιέχει διάφορα είδη, όπως 
μονάδες, αγνώστους, δυνάμεις κ.λπ. και δεν έχουν σχέση με αρνητικούς και θετικούς αριθμούς. 
(Θωμαΐδης, 2011)  

25 Ερευνητικό ερώτημα, βλ. §1.3.1 

26 Είναι γεγονός και θα το αναλύσουμε στο 5ο κεφάλαιο, που ασχολείται με την ιστορική εξέλιξη των 
αρνητικών αριθμών, ότι ο κανόνας ( ) ( )− ⋅ − = + οφείλει την ύπαρξή του σε μία αναγκαιότητα.  

 



42 

 

Μαθηματικών (Νέο σχολείο – Νέο πρόγραμμα σπουδών για τα Μαθηματικά, 2011, 

σελ.5) είναι μία σημαντική αλλαγή στο Πρόγραμμα Σπουδών της υποχρεωτικής 

εκπαίδευσης και επηρεάζει άμεσα τον τρόπο διδασκαλίας των Μαθηματικών. 

Οι στόχοι μάθησης και διδασκαλίας των Μαθηματικών συνοψίζονται στα εξής: 

• Μετάβαση από τα «Μαθηματικά – ως έτοιμο προϊόν» στη 
«μαθηματικοποίηση» και στις διαδικασίες που τη συγκροτούν, όπως 
«διερεύνηση», «συλλογισμός» και «επικοινωνία» 

• Αποδοχή, ως βασικής διδακτικής αρχής: « Η μάθηση μέσω ανακάλυψης» 

• Ανάδειξη της συμπληρωματικότητας μεταξύ της «καθαρής» και της 

«εφαρμοσμένης» όψης των Μαθηματικών. 

Οι παραπάνω αρχές ανέδειξαν την έννοια του μαθηματικού γραμματισμού27, 

σύμφωνα με την οποία, ένα «μαθηματικά εγγράμματο» άτομο: 

• Αντιλαμβάνεται ότι «οι μαθηματικές έννοιες, οι δομές και οι ιδέες έχουν 
εφευρεθεί ως εργαλεία για να οργανώσουν τα φαινόμενα του φυσικού, 
κοινωνικού και πνευματικού κόσμου» (Freudenthal, 1983) 

• Διαθέτει την «ικανότητα να κατανοεί, να κρίνει, να δημιουργεί και να 

χρησιμοποιεί τα Μαθηματικά σε μια ποικιλία ενδό  –  και εξω – μαθηματικών 

πλαισίων και καταστάσεων, στις οποίες τα Μαθηματικά παίζουν ή θα 

μπορούσαν να παίξουν κάποιο ρόλο» (Niss, 1996, 2003) και, έτσι, μπορεί να 

λειτουργήσει κριτικά σε μία δημοκρατική κοινωνία. 

Οι βασικές καινοτομίες που συνδέονται πρακτικά με τη διδασκαλία των 

Μαθηματικών είναι η πρόταση για αύξηση των ωρών διδασκαλίας από12 σε 13 ώρες 

την εβδομάδα, καθώς και η ένταξη της λειτουργίας ομάδων ειδικού ενδιαφέροντος 

μέσα στο διευρυμένο πρόγραμμα λειτουργίας του Γυμνασίου. (Ζώνη σχολικής και 

κοινωνικής ζωής) Επίσης, βασική αλλαγή συντελείται και στη διδακτέα ύλη των 

Μαθηματικών, με το νέο Πρόγραμμα Σπουδών να εκσυγχρονίζει την ύλη και μέσω 

                                                
27 Πρόκειται για την ικανότητα ενός ατόμου (α) να αναλύει, να ερμηνεύει και να επεμβαίνει στο 
κοινωνικό του περιβάλλον χρησιμοποιώντας ως εργαλείο τα Μαθηματικά και (β) να αναλύει και να 
ερμηνεύει τον τρόπο που χρησιμοποιούνται τα Μαθηματικά για τη λήψη αποφάσεων στο κοινωνικό 
περιβάλλον.  (Πιλοτικό Πρόγραμμα Σπουδών , 2011, σ. 5) 
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αυτής και τις μεθόδους διδασκαλίας, σύμφωνα με τις διδακτικές πρακτικές που 

ακολουθούνται και στο εξωτερικό.  

Στο πιλοτικό πρόγραμμα σπουδών, στην Α΄ Γυμνασίου η ύλη ξεκινάει με μία 

σύντομη επανάληψη της ύλης του Δημοτικού, η οποία στο εν χρήσει βιβλίο καλύπτει 

τα τρία πρώτα κεφάλαια (Φυσικοί αριθμοί, Κλάσματα, Δεκαδικοί αριθμοί) και 

εισάγονται από νωρίς οι ακέραιοι και οι ρητοί αριθμοί με προτεινόμενη διδασκαλία 

30 ωρών. Αν λάβουμε υπόψη μας τις διδακτικές ώρες για τους ρητούς αριθμούς, που 

ισχύουν στη μεγάλη πλειοψηφία των σχολείων που δεν ακολουθούν το πιλοτικό 

πρόγραμμα κατανοούμε το γεγονός αδυναμίας ολοκλήρωσης της ύλης στη Α΄ 

Γυμνασίου.  

Λίγο πιο συγκεκριμένα, προτείνονται στη θεματική ενότητα των Μαθηματικών: 

Αριθμοί – Άλγεβρα συνολικά 55 ώρες διδασκαλίας, εκ των οποίων αφιερώνονται: 

• 6 ώρες στους Φυσικούς αριθμούς – Διαιρετότητα  

• 2 ώρες στους Φυσικούς αριθμούς – Θεσιακά συστήματα αρίθμησης 

• 14 ώρες στην επέκταση των Φυσικών αριθμών στους ακεραίους 

• 16 ώρες στην επέκταση των Ακεραίων στους ρητούς και στην πυκνότητα των 
ρητών 

• 4 ώρες στην αλγεβρική και γραφική αναπαράσταση κανονικοτήτων 

• 6 ώρες στις μεταβλητές και αλγεβρικές παραστάσεις 

• 7 ώρες στην εξίσωση α x + β = γ⋅ , ως εργαλείο επίλυσης προβλημάτων και 

στους μετασχηματισμούς εξίσωσης 

Στο πιλοτικό Πρόγραμμα Σπουδών για τα Μαθηματικά (2011, σ.σ. 27 -28) 

αναφέρεται και η έννοια της μαθηματικής δραστηριότητας. Η δραστηριότητα 

χαρακτηρίζεται από την ενεργή δράση των εμπλεκόμενων ατόμων, τα οποία έχουν 

ένα κίνητρο και ένα στόχο να πραγματοποιήσουν. Είναι συλλογική και συστημική και 

χαρακτηρίζεται από συνεχή μετασχηματισμό και αλλαγή. Η μαθηματική 

δραστηριότητα «προκαλείται» μέσα από καταστάσεις – προβλήματα που επιτρέπουν 

στο μαθητή να δράσει με κάποιο κίνητρο ατομικά ή συλλογικά και αξιοποιώντας 
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διαφορετικής μορφής εργαλεία να επιτύχει μία σειρά μαθηματικών στόχων και 

διεργασιών.  

Το Πρόγραμμα Σπουδών προτείνει καταστάσεις που αφορούν τη μοντελοποίηση μιας 

πραγματικής κατάστασης, την πραγματοποίηση ενός παιχνιδιού, τη μαθηματική 

διερεύνηση μέσα από τη χρήση εργαλείων και πηγών. Ο στόχος των καταστάσεων 

αυτών είναι η εμπλοκή των μαθητών στην κατανόηση των μαθηματικών εννοιών, 

στην απόκτηση και χρήση τεχνικών με ευελιξία, στην ανάπτυξη στρατηγικών 

επίλυσης προβλήματος, στη δημιουργία εννοιολογικών συνδέσεων, στη σύνδεση 

αναπαραστάσεων, στην ανάπτυξη μαθηματικού συλλογισμού, καθώς και θετικής 

στάσης για τα Μαθηματικά. Ωστόσο, σημαντικό ρόλο στη μαθηματική 

δραστηριότητα παίζει και η διαχείριση του διδακτικού υλικού μέσα στη σχολική 

τάξη. Συχνά μία «πλούσια» κατάσταση μπορεί να οδηγήσει σε μία «τετριμμένη» 

μαθηματική εμπλοκή των μαθητών, με έμφαση κυρίως στη χρήση αλγορίθμων και 

τεχνικών χωρίς σε βάθος κατανόηση. Για παράδειγμα, μπορεί να είναι μία 

δραστηριότητα μεγάλη σε διάρκεια ή δυσνόητη, με αποτέλεσμα οι μαθητές να 

χάσουν το ενδιαφέρον, αποστηθίζοντας απλά τον κανόνα. Βασική προϋπόθεση, 

λοιπόν, για τη διατήρηση της μαθηματικής δραστηριότητας σε υψηλό γνωστικό 

επίπεδο είναι η μαθηματική και η παιδαγωγική γνώση του δασκάλου, αναφορικά με 

το περιεχόμενο που διαχειρίζεται στη σχολική τάξη. 

 Το νέο Πρόγραμμα Σπουδών για τα Μαθηματικά του Γυμνασίου (2011) έχει εντάξει 

ένα πλήθος δραστηριοτήτων (συνθετικές εργασίες) για 10 διδακτικές ώρες, ως ένα 

μέσο οριζόντιας διασύνδεσης των Μαθηματικών με άλλα μαθησιακά διδακτικά 

αντικείμενα για κάθε ενότητα της διδακτέας ύλης. Ωστόσο η δυσκολία έγκειται στο 

να αποφασίσουν οι καθηγητές να δραστηριοποιηθούν και να αποδεχτούν την 

καινοτομία. Να ενημερωθούν για το πώς μπορεί να είναι εποικοδομητική η εφαρμογή 

των συνθετικών εργασιών στη διδακτική πρακτική. 

Στις ερευνητικές εργασίες που προτείνονται σχετικά με τους αρνητικούς αριθμούς 

γίνεται σημαντική χρήση της ιστορίας και από πρωτότυπες πηγές, όπως του 

Saunderson (The Elements of Algebra, 1741) και του d’ Alembert ( αποσπάσματα από 

το λήμμα ‘Αρνητικοί’ της Encyclopedie, 1751 – 1765), για την Α΄ και τη Β΄ 

Γυμνασίου αντίστοιχα, με στόχο οι μαθητές να καταλάβουν την ανάγκη ύπαρξης και 
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«εφεύρεσης» των μαθηματικών εννοιών. Στη δραστηριότητα της Α΄ Γυμνασίου με 

τίτλο: «Η αιτιολόγηση του ‘κανόνα των προσήμων’ από τους μαθηματικούς του 18ου 

αιώνα», οι μαθητές μελετούν ένα ιστορικό μαθηματικό κείμενο του 18ου αιώνα στο 

οποίο παρουσιάζονται δύο τρόποι αιτιολόγησης του ‘κανόνα’. Αναλύουν τους 

συγκεκριμένους τρόπους και τους συγκρίνουν με αντίστοιχους που υπάρχουν σε 

σύγχρονα διδακτικά βιβλία ή άλλες πηγές, με τη καθοδήγηση του δασκάλου. 

Τονίζεται και πάλι ότι ακόμα και αν υπάρχει ο πλήρης διδακτικός εξοπλισμός σε 

τεχνικά μέσα και βιβλία, είναι απαραίτητη η γνώση του δασκάλου για να 

ενεργοποιήσει τη «μαθηματική δραστηριότητα» στους μαθητές του.  

Τα προσδοκώμενα μαθησιακά αποτελέσματα της παραπάνω συνθετικής εργασίας, 

όπως περιγράφονται στο Πρόγραμμα είναι: 

(α) Η αξιοποίηση της έννοιας της κανονικότητας (μοτίβου) στη μορφή της 

αριθμητικής προόδου. Ουσιαστικά η αιτιολόγηση αυτή συμπίπτει με εκείνη που δίνει 

ο Freundenthal (1973) και παρατίθεται στο ισχύον σχολικό βιβλίο Μαθηματικών. Η 

ουσιαστική διαφορά είναι ότι δίνονται κάποιες επεξηγήσεις στους μαθητές για την 

έννοια της αριθμητικής προόδου. 

(β) Η χρήση ως «αξιώματος» της ιδιότητας του συγκεκριμένου ‘μοτίβου’, της 

αριθμητικής προόδου να παραμένει αναλλοίωτο στον πολλαπλασιασμό28, μία 

σύμβαση που θυμίζει τη σύγχρονη αξιωματική παραδοχή να ισχύει η επιμεριστική 

ιδιότητα και στους αρνητικούς αριθμούς. 

Επίσης, στο πιλοτικό πρόγραμμα (2011, σ.19) επισημαίνεται το πρόβλημα της 

διδασκαλίας των ακέραιων αριθμών, ως προς την εφαρμογή των κανόνων που 

διέπουν τις πράξεις τους, αλλά και ως προς τη κατανόηση του νοήματος των 

πράξεων. Διαχωρίζει τη διδασκαλία τους σε αυτή που χειρίζεται τους ακεραίους ως 

αφηρημένες οντότητες και σε αυτή που χρησιμοποιούνται συγκεκριμένα μοντέλα για 

να προσδώσουν νόημα στους ακεραίους και στις πράξεις με αυτούς. Τονίζει ότι και 

                                                
28 «Αν ένα σύνολο αριθμών σε αριθμητική πρόοδο, όπως οι 3, 2 και 1 πολλαπλασιάζονται διαδοχικά 
με έναν κοινό πολλαπλασιαστή, όπως το 4, ή αν ένας μεμονωμένος αριθμός, όπως το 4 
πολλαπλασιάζεται διαδοχικά με ένα σύνολο αριθμών σε αριθμητική πρόοδο, όπως οι 3, 2 και 1, τα 
γινόμενα 12, 8 και 4 θα βρίσκονται, σε κάθε περίπτωση, σε αριθμητική πρόοδο.» (Πιλοτικό 
Πρόγραμμα Σπουδών, 2011, σ.87) 
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τα δύο είδη διδασκαλίας «κατασκευάζουν» τους αρνητικούς, ώστε να «ακυρώνουν» 

τους θετικούς. Όπως οι έννοιες της πίστωσης και του χρέους ή τα μαύρα (θετικοί) και 

τα κόκκινα (αρνητικοί) πούλια. Καθώς επίσης και διαισθητικά μοντέλα από τη 

καθημερινότητα, όπως το ασανσέρ και το θερμόμετρο. 

Τέλος, σημειώνεται η περιορισμένη έρευνα αναφορικά με τους τρόπους που οι 

μαθητές της υποχρεωτικής εκπαίδευσης ανταποκρίνονται στις νοητικές διεργασίες 

που απαιτούνται για την επιτυχή ανάπτυξη των ρητών και των πραγματικών αριθμών 

σε σύγκριση με τα άλλα σύνολα αριθμών, με αποτέλεσμα να μην είναι εύκολο να 

σχεδιαστεί ένας κεντρικός προσανατολισμός διδασκαλίας των ρητών. Ένας 

προσανατολισμός διδασκαλίας που θα λαμβάνει υπόψη ότι ο πολλαπλασιασμός των 

ρητών αριθμών παρουσιάζει προβλήματα και είναι δύσκολο να εξηγηθεί, ακόμα και 

αν οι κανόνες που τον διέπουν μπορούν εύκολα να απομνημονευτούν από τους 

μαθητές. 
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4. Κεφάλαιο 4ο Μία ανασκόπηση των εποπτικών μοντέλων 

διδασκαλίας των αρνητικών αριθμών 

4.1 Βασικές αρχές της Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει στην ενότητα §1.1.1, το μοντέλο της Ρεαλιστικής 

Μαθηματικής Εκπαίδευσης (ΡΜΕ) αποτελεί μία θεωρία διδασκαλίας και μάθησης 

των Μαθηματικών, σύμφωνη με τις αντιλήψεις του Freudenthal περί των 

Μαθηματικών και της μαθηματικής εκπαίδευσης, που συνοψίζονται στο ότι τα 

Μαθηματικά δεν μπορεί να είναι αποκομμένα από την πραγματικότητα. Προωθεί ένα 

νέο πρόγραμμα σπουδών με πιο ενεργητική διδασκαλία, που θα ωθεί τους μαθητές 

στην ανακάλυψη της γνώσης, μέσα από δραστηριότητες που θα συνδέονται με την 

καθημερινή πρακτική. Δίνει έμφαση στο γιατί και όχι στη τυπική εφαρμογή κανόνων 

και αλγορίθμων. 

 Στην ΡΜΕ η διδασκαλία στοχεύει στην επανακατασκευή της γνώσης και βασίζεται 

για τη σχεδίασή της στις εξής αρχές: 

1. Στην ιστορία των Μαθηματικών, που αντιμετωπίζεται σαν μία ευρετική 

διαδικασία. Ο μαθητής ακολουθεί την ιστορική πορεία του περιεχομένου της 

διδασκαλίας και επανακατασκευάζει τις έννοιες που προέκυψαν από αυτή τη 

πορεία. 

2. Στις αυθόρμητες, άτυπες μεθόδους των παιδιών 

Η κατανόηση στα Μαθηματικά είναι άμεσα συνδεδεμένη με τις εμπειρίες που 

αποκτούν τα παιδιά κατά την επίλυση προβλημάτων στον πραγματικό κόσμο. Κατά 

συνέπεια τα σχολικά Μαθηματικά διευρύνονται και εμπλουτίζονται όταν είναι 

ενσωματωμένα σε ρεαλιστικά πλαίσια που έχουν νόημα για τους μαθητές. Ο 

Freudenthal, όπως αναφέρεται στη Ματθαίου (2005, σ.27), υποστήριζε ότι όταν οι 

μαθητές μαθαίνουν Μαθηματικά έξω από την πραγματικότητα της εμπειρίας τους, 

τότε ή τα ξεχνούν πολύ γρήγορα ή αδυνατούν να τα εφαρμόσουν. Όταν όμως μέσα 

από μία πραγματική κατάσταση μπορούν να διακρίνουν και να εξάγουν τα 

Μαθηματικά που είναι ενσωματωμένα σ’ αυτή, τότε: 
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• Μαθαίνουν να αναπαριστούν σχέσεις ποσότητας και χώρου σε ένα μεγάλο 
εύρος διαφορετικών καταστάσεων. 

• Εκφράζουν σχέσεις χρησιμοποιώντας μαθηματικούς όρους, πρόσημα και 
σύμβολα 

• Χρησιμοποιούν διαδικασίες με τα πρόσημα και τα σύμβολα 

• Διατυπώνουν κανόνες 

• Κάνουν αριθμητικούς και συμβολικούς υπολογισμούς 

• Κάνουν προβλέψεις 

• Ερμηνεύουν τα αποτελέσματα που πήραν χρησιμοποιώντας τις διαδικασίες 

Στη παραπάνω προσέγγιση οι μαθητές πρέπει να καταλάβουν μέσα από τη 

διδασκαλία, την αναγκαιότητα εισαγωγής των μαθηματικών κανόνων στην ιστορική 

πορεία εξέλιξης των Μαθηματικών. Οι δραστηριότητες που θα ετοιμάσει ο 

καθηγητής θα στηρίζονται σε άτυπες μεθόδους των παιδιών που με την καθοδήγηση 

και την υποστήριξη του θα τους «οδηγούν» στον αφηρημένο μαθηματικό 

συλλογισμό. Αντί δηλαδή ο καθηγητής να ξεκινάει το μάθημα με τη «παρουσίαση» 

κανόνων, «συνταγών» και συμβόλων, οι ίδιοι οι μαθητές να τους ανακαλύπτουν. 

Οδηγίες που ισχύουν για τα ελληνικά αναλυτικά προγράμματα, όπως παρουσιάσαμε 

στο 3ο κεφάλαιο. Αυτές οι δραστηριότητες που στηρίζονται στις άτυπες μεθόδους των 

μαθητών θα μπορούσαν να επεκταθούν και στον ιστορικό παραλληλισμό, μέσα από 

τις δυσκολίες σπουδαίων μαθηματικών του παρελθόντος και τις δυσκολίες των 

μαθητών μας σήμερα. 

4.2 Προτάσεις επεξήγησης του κανόνα των προσήμων στις πράξεις με 
αρνητικούς αριθμούς από τον Freudenthal 

Συνεχίζοντας την έρευνα για την ύπαρξη μοντέλων που να εξηγούν τους αρνητικούς 

αριθμούς και τις πράξεις τους ο Freudenthal προτείνει: 

• Ένα μη γεωμετρικό μοντέλο με τους θετικούς και αρνητικούς μετρητές 
(counters) και 

• ένα γεωμετρικό μοντέλο, από σημεία στην αριθμογραμμή ως βέλη. 

Στο αλγεβρικό μοντέλο για την πρόσθεση και αφαίρεση με θετικούς και αρνητικούς 

μετρητές (counters), ένας θετικός (Μαύρος) μετρητής και ένας αρνητικός (Κόκκινος) 
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μετρητής αλληλοαναιρούνται. Όπως διαγράφονται δύο αντίθετοι αριθμοί όταν 

προστίθενται. Στην παραπάνω ιδιότητα στηρίζεται και η «δημιουργία από το τίποτα» 

που χρησιμοποιείται στην αφαίρεση, όπως θα εξηγήσουμε παρακάτω. Δίνουμε 

κάποια παραδείγματα πράξεων: 

3Μ + 2Μ = 5Μ
3 + 2 = 5

                       
3Κ + 2Κ = 5Κ
(−3) + (−2) = (−5)

 

Οι πράξεις  7 – 3 και  –7– (–3) είναι αφαιρέσεις Μαύρων και Κόκκινων μετρητών 

αντίστοιχα, ενώ στη πράξη  7– (–3)  πρέπει να αφαιρέσουμε από 7 Μαύρους μετρητές 

3 Κόκκινους, οι οποίοι «δεν υπάρχουν». Προσθέτουμε, λοιπόν, 3 Μαύρους και 3 

Κόκκινους που αλληλοαναιρούνται και δεν αλλάζουν το αποτέλεσμα στη πράξη: 

(«δημιουργία από το τίποτα») 

7– (–3)  δηλαδή  7 Μαύροι – 3 Κόκκινοι και μπορεί να γίνει ως εξής: 

7 Μαύροι – 3 Κόκκινοι = 7 Μαύροι + 3Κόκ. + 3Μαυρ. – 3Κοκ. = 10 Μαύροι 

Ωστόσο, ο πολλαπλασιασμός ακεραίων δεν μπορεί να αντιμετωπιστεί με αυτό το 

μοντέλο, εκτός αν δεχτούμε με «ωμή» βία (by brute force), όπως αναφέρει ο ίδιος ο 

Freudenthal (1983, σ.441) 29ότι: 

Μαύρο φορές Μαύρο = Κόκκινο φορές Κόκκινο= Μαύρο 

(Black times black = red times red = black)  

Μαύρο φορές Κόκκινο = Κόκκινο 

(Black times red = red) 

Το γεωμετρικό μοντέλο αφορά τα διανύσματα. Ένα σημείο α στην αριθμογραμμή 

αντιπροσωπεύεται ως ένα βέλος από το 0 έως το α, το οποίο είναι ένα αυθαίρετα 

                                                
29 Ωστόσο, αν και αρχικά η περιγραφόμενη μέθοδος του Freudenthal (1983, p.440) μπορεί να φαίνεται 
σαν ένα παιχνίδι στους μαθητές, θεωρώ ότι οι «μεταφράσεις» των θετικών με Μαύρους μετρητές και 
τους αρνητικούς με κόκκινους, θα τους μπερδέψουν περισσότερο και κυρίως, απομακρύνονται 
περισσότερο και από την ιστορική εξέλιξη των αρνητικών αριθμών, αλλά και από τη δημιουργία και 
την ανάπτυξη ορθής μαθηματικής συλλογιστικής. 
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κινητό βέλος, ένα διάνυσμα. Τα βέλη (arrows) χρησιμοποιούνται στο μοντέλο της 

αριθμογραμμής για να εκφράσουν πράξεις. Δηλαδή ένα βέλος με μήκος α σημαίνει 

ένα άλμα πλάτους α κατά μήκος του βέλους (στα αριστερά ή δεξιά σύμφωνα με τη 

κατεύθυνση του βέλους). Η πράξη που εκφράζεται από τα προηγούμενα 

αναπαρίσταται με τις παρακάτω αντιστοιχήσεις: 

x x
ή
x x

→ + α

→ − α
 

Αυτό οδηγεί στην πρόσθεση και αφαίρεση θετικών αριθμών.  

Έστω το διάνυσμα α: 

 

Η πρόσθεση βελών πρέπει να ορισθεί ρητά, κατά τον Freudenthal. Προσθέτοντας τα 

βέλη σημαίνει να τοποθετείς την «ουρά» του ενός πάνω από το «κεφάλι» του άλλου.  

 

Το να ορίσει κανείς την αφαίρεση ως την αντίθετη πράξη της πρόσθεσης εύκολα 

αυτό οδηγεί στην ερμηνεία των βελών σαν μία πράξη (as an operation) παρά ότι 

αναπαριστούν έναν αριθμό (rather than a number). Ο Freudenthal (1983, σ.442) 

συνεχίζει λέγοντας ότι είναι πιο εύκολο να ορίσουμε την αφαίρεση α – b ως ένα νέο 

αριθμό x, ώστε:  
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x α b α b x= − ⇔ = +  

Δηλαδή η διαφορά α – b είναι ένα νέο βέλος που προκύπτει από την αρχή του 

διανύσματος b ως την αρχή του α, δεδομένου ότι τα δύο βέλη έχουν τοποθετηθεί 

όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα30: 

 

Με τη παραπάνω λογική το διάνυσμα 0 α−  είναι το αντίθετο του α . Σχετικά με τους 

συμβολισμούς η διαφορά 0 α−  θα αντικατασταθεί με το α− . Δηλαδή 0 3 3− = −  και 

0 ( 3) 3− − = , ενώ ο συμβολισμός ( )3− −  δεν έχει νόημα, εκτός αν γραφτεί ως 

( )0 3− − . Αν γίνει αποδεκτό το παραπάνω η αντιστοίχιση α α→ −  έχει νόημα 

συσχετίζοντας κάθε βέλος με το αντίθετό του. Πριν ο Freudenthal ασχοληθεί με τον 

πολλαπλασιασμό και τη διαίρεση ρητών ασκεί κριτική στο παραπάνω μοντέλο με τα 

βέλη. Επισημαίνει ότι μία πειστική οπτικοποίηση γίνεται αρκετά δυσχερής, όταν ο 

αριθμός των βελών είναι μεγάλος και φαίνονται να συμπίπτουν. 

Επίσης, σχολιάζει ότι τα προηγούμενα μπορούν να βοηθήσουν, αρκεί κανείς να 

περιοριστεί στις πράξεις της πρόσθεσης και της αφαίρεσης θετικών αριθμών, 

συγκεκριμένα φυσικών αριθμών. Για τον πολλαπλασιασμό, ο Freudenthal θεωρεί την 

αντιστοίχηση b 2 b→ ⋅ ως μία διεύρυνση (dilatation), η οποία συμβαίνει και στους 

θετικούς και στους αρνητικούς αριθμούς. Μια διεύρυνση που «συμπεριφέρεται» 

συμμετρικά δεξιά και αριστερά από το μηδέν. Για παράδειγμα: 

( )
2 3 3 3 6

( 3) ( 3)
⋅ = + =

2 ⋅ −3 = − + − = −6
   

                                                
30 Ο Freudenthal (1983, p.442) σχολιάζει ότι αποτελεί έκπληξη ότι η απεικόνιση της αφαίρεσης είναι 
καλύτερη (ίσως εννοεί πιο κατανοητή) από την απεικόνιση της πρόσθεσης. 
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Πιο γενικά:  

 
( ) ( )

2 b b b
2 b b b 2 b

⋅ = +

⋅ − = − + − = − ⋅
  

Και οδηγεί στο γενικό συμπέρασμα των δύο παραγόντων: 

( )α b α b⋅ − = − ⋅ 31 

Στη συνέχεια δίνονται οι παρακάτω σχέσεις και αιτιολογούνται από τα παραπάνω. 

Δηλαδή δεδομένης της σχέσης ( )α b α b⋅ − = − ⋅  ισχύει η σχέση ( α) b α b− ⋅ = − ⋅ . Τέλος 

ισχύει η σχέση ( )( α) b α b− ⋅ − = ⋅ , διότι δεν θα μπορούσε να είναι ίση με α b− ⋅ εφόσον 

πήραμε τους αντίθετους και του α και του b32. Με τα προηγούμενα, ο Freundenthal 

δίνει συμπερασματικά τον κανόνα των προσήμων στον πολλαπλασιασμό ρητών 

αριθμών:  

+ ⋅ + = − ⋅ − = +
+ ⋅ − = −

 

 Το παρακάτω μοντέλο δείχνει τη σχέση Γεωμετρίας – Άλγεβρας και ασχολείται με 

συναρτήσεις της μορφής: 

x x 3
x x 3
x 3 x
x 2x

→ −
→ +
→ −
→

 

Περιορισμένες στους θετικούς η γραφική τους παράσταση είναι ένα τμήμα μιας 

ευθείας γραμμής. Η επέκταση τους πρέπει να περιγραφεί όχι από αλγεβρική, αλλά 

από γεωμετρική – αλγεβρική διατήρηση. (permanence).   

                                                
31 Σχέση που ο Freudenthal (1983, p.444) χαρακτηρίζει ως γεμάτη νόημα και αληθή για κάθε θετικό 
αριθμό α. Πράγματι, οι μαθητές κατανοούν ότι το να έχω ένα χρέος 3 ευρώ σε 2 άτομα συνολικά δίνει 
ένα χρέος 6 ευρώ. 

32 Αιτιολόγηση που θυμίζει εκείνη του Euler και διατυπώθηκε αυθόρμητα από μαθητές της εμπειρικής 
έρευνας, όπως θα παρουσιάσουμε στο 6ο  κεφάλαιο. 
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Ας αρχίσουμε με τη γραφική παράσταση της συνάρτησης (ημιευθεία για x 3≥ ): 

x x 3→ −  

που πριν την εισαγωγή των αρνητικών αριθμών θα είχε γραφική παράσταση μόνο για 

x 3≥ . 

 

Αναδεικνύεται η ανάγκη για επέκταση και στις δύο πλευρές, αφού το γράφημα είναι 

μία ευθεία που επεκτείνεται απεριόριστα και οι πράξεις που προκύπτουν είναι: 

x 4,3, 2,1,...
x 3 1,0, 1, 2,...

=
− = − −

 

Από τις παρακάτω αναπαραστάσεις, χρειαζόμαστε ένα βήμα για να φτάσουμε στις 

ευθείες + =x y c  και − =x y c  (όπου c ένας πραγματικός αριθμός) ορίζοντας την 

πρόσθεση και την αφαίρεση. 

Για παράδειγμα, χρησιμοποιώντας τις παρακάτω ευθείες και τις γραφικές 

παραστάσεις τους έχουμε: 

• για την ευθεία + = −x y 1  η οποία διέρχεται από το σημείο με 
συντεταγμένες  x 1, y 2= = − , πρέπει η πράξη 1 ( 2)+ −  να ισούται με 1−  

• για την ευθεία − =x y 2  η οποία διέρχεται από το σημείο με 
συντεταγμένες  x 1, y 1= = − , πρέπει η πράξη 1 ( 1)− −  να ισούται με 2 . 
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Η σχέση ( )x y x y− = + −  φαίνεται από την αντίθετη κλίση των ευθειών για 

+ =x y 0  και − =x y 0 . 

Ο πολλαπλασιασμός μπορεί να αντιμετωπιστεί με παρόμοιο τρόπο. 

x 2 x→ ⋅  και 1x x
2

→ ⋅  

Αρχικά ορίζονται μόνο για θετικά x  και έτσι γραφικά αναπαρίστανται με 

ημιευθείες (half lines). Η γεωμετρική – αλγεβρική διατήρηση (permanence) 

απαιτεί οι αναπαραστάσεις να επεκταθούν έτσι ώστε να προκύπτουν οι παρακάτω 

πράξεις: 

2 ⋅ −1 = −2
1 1

⋅ −1 = −
2 2

( )

( )
                    

2 ⋅ −2 = −4 , ...
1

⋅ −2 = −1 ,...
2

( )

( )
 

Για παράδειγμα δηλαδή να ανήκει το σημείο με συντεταγμένες (x, y) ( 1, 2)= − −  

στην ευθεία y 2x= , από το οποίο προκύπτει ότι γενικά για θετικούς α και b 

ισχύει: 

( )α b α b⋅ − = − ⋅  
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Η αντιμεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού, αρχικά 

ορισμένες για θετικούς παράγοντες, δεν προκαλούσε κανένα πρόβλημα. Η 

αντιμεταθετική και για αρνητικούς παράγοντες δίνεται από τη συμμετρία του 

παρακάτω γραφήματος κάθε υπερβολής. Για παράδειγμα, για κάθε σημείο που 

ανήκει στη γραφική παράσταση της υπερβολής 2y
x

= , το γινόμενο των 

συντεταγμένων του πρέπει να ισούται με το 2. Άρα:  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2− ⋅ − = − ⋅ − =  

Αλλά και για τα σημεία π.χ. ( )1, 2 και ( )1, 2− − , που ανήκουν στους συμμετρικούς, 

ως προς την ευθεία y x= − , κλάδους της υπερβολής 2y
x

= , μπορούμε να 

αιτιολογήσουμε τη πράξη: ( ) ( )1 2 1 2 2− ⋅ − = ⋅ = . 

 



58 

 

Με τις παραπάνω αιτιολογήσεις και διαγράμματα γίνονται συνεχώς συνδέσεις μεταξύ 

Γεωμετρίας και Άλγεβρας, ως  ένα διδακτικό μέσο και ως κίνητρο για τους μαθητές33.  

Ο Freudenthal μετά από την προηγούμενη ανάλυση υποστηρίζει ότι η κατασκευή των 

αρνητικών αριθμών, αν γίνει επιτυχημένα, πρέπει να οδηγήσει σε αυτοματισμούς, με 

τους παρακάτω κανόνες μετασχηματισμού: 

( )
( )

( )
( )

( )

... ... 0

... ... 0

b b 0 b

b b 0 b

b b 0 b

b b 0,b 0

+ −α → − α α >

− −α → + α α >

α − → − − α < α <

−α + → − α − < < α

−α + → − α < α <

−α − → − α + α > >

 

Με το κοινό κανόνα: ( )b bα − = − − α  

Και επίσης για τον πολλαπλασιασμό: 

( )

( )

b b, ,b 0

( b) b, ,b 0

( b) b, ,b 0

−α ⋅ → −α ⋅ α >

α ⋅ − → −α ⋅ α >

−α ⋅ − → α ⋅ α >

 

Οι παραπάνω κανόνες δεν είναι υπερβολικά πολλοί, ούτε περίπλοκοι. Είναι, όπως 

σχολιάζει ο Freudenthal (1983, p.457) πιο εύκολοι από τη προπαίδεια, που πρέπει να 

μάθει ένα παιδί. 

4.3 Ο ρόλος της ιστορίας  
4.3.1 … στη διδακτική πρόταση του Freudenthal 

Ο Freudenthal, το 1973, ασχολήθηκε με το μεγάλο θέμα της διδασκαλίας των 

αρνητικών αριθμών μόνο σε δύο σελίδες και γι’ αυτό το λόγο του άσκησε κριτική ο  

Glaeser (1981, p.305), σε ένα άρθρο του σχετικά με την ιστορία των αρνητικών 

                                                
33 Αν και θα το προτείναμε για μαθητές ήδη εξοικειωμένους με τους αρνητικούς αριθμούς, ίσως ως ένα 
μάθημα επαναληπτικό στις συναρτήσεις της Β  ́Γυμνασίου. 



59 

 

αριθμών, λέγοντας ότι ο Freudenthal δεν είχε κατανοήσει τη σπουδαιότητα του 

προβλήματος της διδασκαλίας των αρνητικών. Ωστόσο, ο τελευταίος (1973, σ. 280), 

χωρίς να εμπνέεται από την ιστορία, αναγνωρίζει τη δυσκολία του προβλήματος και 

καταλήγει στο συμπέρασμα ότι η έγκαιρη απόσυρση των διαισθητικών μεθόδων υπέρ 

των λογικών μεθόδων είναι ενδεδειγμένη, αν και θα πρέπει να τονιστεί ότι αυτές οι 

λογικές μέθοδοι πρέπει να είναι γνήσια μαθηματικές και όχι υποκατάστατα. 

 Για τον κανόνα των προσήμων προτίθεται να επιμείνει στην αναγκαιότητα να ισχύει 

η επιμεριστική ιδιότητα στους αρνητικούς αριθμούς και το 1983 επανέρχεται με μία 

ολοκληρωμένη πρόταση για τη διδασκαλία των αρνητικών αριθμών, όπως 

παρουσιάσαμε στην προηγούμενη παράγραφο επανεξετάζοντας το πρόβλημα του 

κανόνα των προσήμων με έμφαση στην ιστορία. Η ιστορία, για τον σπουδαίο αυτό 

μαθηματικό και παιδαγωγό, είναι τώρα καθοριστικός παράγοντας και οδηγός. 

Αναφέρει ότι η προέλευση των αρνητικών είναι φυσικά η άλγεβρα των εξισώσεων.  

Μέθοδοι για επίλυση τέτοιων εξισώσεων αναπτύχθηκαν και σταδιακά 

αυτοματοποιήθηκαν. Καθώς η αυτοματοποίηση προόδευε, θα ήθελε κάποιος να 

επεκτείνει το πεδίο ισχύς τους. Άρα, είναι επόμενο να θέλει κάποιος η εξίσωση 

x b c, 0α ⋅ + = α ≠  να έχει λύση κάτω από όλες τις συνθήκες. Ωστόσο, ο 

Freudenthal  υποστηρίζει πως τα παραπάνω θα τα λέγαμε σήμερα, όμως ιστορικά 

ήταν οι εξισώσεις δευτέρου βαθμού, που δημιούργησαν την ανάγκη της ύπαρξης των 

αρνητικών αριθμών, όπως η εξίσωση:  

2x x 2 0− − =   ή 2x 1
x

− = . 

Στο βιβλίο του Didactical Phenomenology of Mathematical Structure (1983, p.433) 

θα μεταφέρει το πρόβλημα σε ένα γεωμετρικό πλαίσιο. Θα υποστηρίξει ότι οι 

αρνητικοί αριθμοί είχαν προέλθει από την τυπική αλγεβρική ανάγκη για τη γενική 

ισχύ της επίλυσης τύπων, αλλά δεν ήταν ποτέ τόσο αποτελεσματικοί, πριν από την 

αλγεβροποίηση της γεωμετρίας. (Αναλυτική Γεωμετρία). Αυτή η ανάγκη για γενική 

εγκυρότητα των μεθόδων αλγεβρικής επίλυσης, ενισχύθηκε από τον 17ο αιώνα και 

μετά. Ο Καρτέσιος εισήγαγε το σύστημα συντεταγμένων χωρίς αρνητικούς αριθμούς, 

αφού οι αριθμοί εισήχθησαν ως μεγέθη∙ δηλαδή θετικοί αριθμοί. Ωστόσο, η λογική 

του συστήματος συντεταγμένων του Καρτέσιου «απαιτούσε» τους αρνητικούς 
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αριθμούς. Αν οι ευθείες γραμμές πρέπει να αναπαρασταθούν γραφικά σε όλη τους 

την έκταση με τη βοήθεια του αλγεβρικού τους τύπου και οι καμπύλες να 

αναπαρασταθούν γραφικά για κάθε περίπτωση (τιμές), δεν γίνεται να μην αποδεχθεί 

κάποιος τους αρνητικούς αριθμούς. 

Αν οι αρνητικοί αριθμοί εισαχθούν, δεν αρκεί για να διεκδικήσουν την ύπαρξή τους – 

αυτό παραβλέπεται συχνά διδακτικά, όπως γίνεται συνήθως και με τους ρητούς 

αριθμούς. Όπως είχε εξηγήσει, ο Freudenthal (1973, p.p. 224 – 275), οι κανόνες των 

πράξεων προσδιορίζονται κατά μοναδικό τρόπο ως επεκτάσεις από συγκεκριμένους 

κανόνες που διέπουν τους θετικούς αριθμούς. Την ιδέα αυτής της επέκτασης 

διατηρώντας συγκεκριμένους κανόνες, ο Freudenthal την ονόμασε «αλγεβρική 

αρχή». (the algebraic principle) 

Ένα παράδειγμα που ανακαλεί ο Freudenthal για την αλγεβρική αρχή αφορά τον 

ορισμό για τον αντίθετο αριθμό του α:  – α 

Αρχίζοντας με τις σχέσεις: ( )−3 + 3 = 0    και  ( )−4 + 4 = 0  

Μπορούμε να αποδείξουμε τη σχέση: ( ) ( )−3 ⋅ −4 = 4 ⋅ 3  

Πολλαπλασιάζοντας επιμεριστικά την πρώτη σχέση με το 4 και την δεύτερη με το −3  

παίρνουμε τις ισότητες: 

( )4 ⋅ −3 + 4 ⋅ 3 = 0    και  ( ) ( ) ( )−3 ⋅ −4 + −3 ⋅ 4 = 0    

Αφαιρούμε κατά μέλη: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

−3 ⋅ −4 + −3 ⋅ 4 − 4 ⋅ −3 − 4 ⋅ 3 = 0

−3 ⋅ −4 − 4 ⋅ 3 = 0

−3 ⋅ −4 = 4 ⋅ 3

 

Στη συνέχεια, η «αλγεβρική αρχή» έγινε «αλγεβρική αρχή διατήρησης» (algebraic 

permanence principle) εννοώντας την επέκταση των αλγεβρικών σχέσεων με 

διατήρηση συγκεκριμένων θεμελιωδών ιδιοτήτων. Αναφορικά με τους αρνητικούς 
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αριθμούς η δυσκολία ήταν να εισαχθούν τα νέα αντικείμενα πέρα από τους θετικούς 

αριθμούς με λειτουργικότητα, όπως για παράδειγμα να καταργηθεί η αδυναμία της 

εξίσωσης: 

 x b, bα + = < α , 

 ενώ ταυτόχρονα συγκεκριμένοι κανόνες να διατηρηθούν.  

Ο Freudenthal τονίζει  τη σημασία της διδασκαλίας των κανόνων, ενώ ο Baldino 

(1997) υποστηρίζει ότι η διδασκαλία των κανόνων είναι ακριβώς η διαδρομή για την 

αποτυχία. Διατυπώνει πολύ εύστοχα ότι όταν ο μαθητής έρχεται στο σημείο να 

ρωτάει: «Γιατί πλην επί πλην κάνει συν;» είναι ήδη πολύ αργά. Έχει μάθει τον 

κανόνα, χωρίς να γνωρίζει το πρόβλημα και το πώς προέκυψε. 

Η λύση που προτείνει ο Baldino για το διδακτικό πρόβλημα είναι να προσπαθήσουμε 

«να μεταφέρουμε» στο μαθητή όχι μόνο «την ευθύνη» για την κατάσταση μάθησης, 

αλλά και «την ευθύνη» να απαντήσει στις ερωτήσεις του διδακτικού προβλήματος. Ο 

εκπαιδευτικός θα πρέπει να ρωτήσει και ο μαθητής να απαντήσει «Γιατί πλην επί 

πλην κάνει συν;».  

Σύμφωνα με τον Freudenthal (1983), η ενσωμάτωση της ιστορίας στη μαθηματική 

εκπαίδευση μπορεί να παίξει σημαντικό ρόλο στην αποκάλυψη του τρόπου 

ανακάλυψης των μαθηματικών εννοιών, δομών και ιδεών, καθώς και στον τρόπο που 

βοήθησαν οι καινούριες έννοιες στην οργάνωση του «κόσμου» των Μαθηματικών. Η 

ιστορία των Μαθηματικών μπορεί να προτείνει πιθανούς τρόπους παρουσίασης 

κάποιου μαθηματικού θέματος με ένα φυσικό τρόπο, ελαχιστοποιώντας τα λογικά 

κενά. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο, η ιστορία των Μαθηματικών μπορεί να αποτελέσει 

έμπνευση για τους καθηγητές και να τους βοηθήσει αποτελεσματικά στη διδακτική 

πράξη. (Tzanakis &Arcavi et al, 2000)  

Ο Freudenthal (1983, p.450) σημειώνει πολύ εύστοχα ότι οι αρνητικοί αριθμοί 

χρειάζονταν για να περιγράψουν όλο το επίπεδο με συντεταγμένες και τα επίπεδα 

σχήματα σε όλη τους την έκταση με εξισώσεις. Αναφέρει ότι η Άλγεβρα είναι 

έγκυρη, λόγω της εφαρμογής της στη Γεωμετρία. Για τον Freudenthal, το να δείξεις 

τη λειτουργικότητα της Άλγεβρας στη Γεωμετρία είναι ένα πειστικό διδακτικό 
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επιχείρημα και συγκεκριμένα υποστηρίζει ότι αυτή θα πρέπει να είναι η «πολιτική» 

μας όταν διδάσκουμε τους αρνητικούς αριθμούς. Τα Μαθηματικά είναι μία 

ανθρώπινη δραστηριότητα και επομένως για να κατανοήσουν οι μαθητές μας την 

χρησιμότητά τους στη μαθητική και στην ενήλικη ζωή τους θα πρέπει να βρίσκουμε 

διδακτικά μέσα και διδακτικούς τρόπους, ώστε οι μαθηματικές έννοιες να συνδέονται 

με την πραγματικότητα, να είναι κοντά στα παιδιά, να έχουν σχέση με την κοινωνία.  

4.3.2 … στη διδακτική πρόταση του Heeffer 

Ο  Heefer (2011) αναφέρει την έννοια του εμποδίου (barrier), σαν μία εδραιωμένη 

συνήθεια του μυαλού που μπορεί να μπλοκάρει μία γνωστική «επανάσταση». Μια 

νέα γνώση που αντιτίθεται στη παλιά. Επίσης, υποστηρίζει ότι οι αρνητικοί αριθμοί 

στα Μαθηματικά έχουν σαν γνωστικό εμπόδιο το συμβολικό λογισμό. Γεγονός που 

επαληθεύεται, αν σκεφτούμε ότι χρειάστηκαν δυο αιώνες από την πρώτη αποδοχή 

των αρνητικών αριθμών σε ένα πλήρη συμβολικό χειρισμό με πράξεις. Σύμφωνα με 

τον Heefer δεν ήταν τόσο η έννοια των αρνητικών ποσοτήτων που οδήγησε σε 

προβλήματα και διαμάχες, αλλά η ιδέα ότι οι αρνητικοί αριθμοί και οι πράξεις τους 

πρέπει να γίνονται μέσα σε ένα συμβολικό και αφηρημένο πλαίσιο34.  

Η εισαγωγή των αρνητικών αριθμών στην εκπαίδευση πρέπει να γίνεται σε πλαίσιο 

συμβολικών χειρισμών και θα ήταν επιθυμητό να πραγματοποιείται από τους 

δασκάλους των Μαθηματικών με απόλυτη υπευθυνότητα και ενημέρωση, διότι είναι 

η πρώτη φορά που θα έρθουν οι μαθητές ουσιαστικά σε επαφή με τη συμβολική 

άλγεβρα και σίγουρα θα επηρεάσει και τη μετέπειτα επαφή τους με τα Μαθηματικά.  

Ο Heeffer στηρίζεται σε ιστορικά δεδομένα και χωρίς να κάνει εμπειρική έρευνα 

καταλήγει στο συμπέρασμα ότι οι πράξεις με αρνητικούς, πέρα από την πρόσθεση και 

την αφαίρεση πρέπει να διδάσκονται στο πλαίσιο των πρώτων μαθημάτων της 

συμβολικής άλγεβρας, διότι μόνο έτσι μπορεί να δοθεί μια ορθή ερμηνεία τους. 

Δηλαδή υιοθετεί εμμέσως τη θέση της Rapke και επιπλέον κάνει ευρεία χρήση της 

ιστορίας των αρνητικών. 

                                                
34 Αυτό θα μας οδηγήσει στο συμπέρασμα ότι οι πράξεις με αρνητικούς αριθμούς είναι καλύτερα να 
γίνονται στη μαθηματική εκπαίδευση μέσα στο πλαίσιο της συμβολικής άλγεβρας, όπως συνέβη 
ιστορικά. 



63 

 

4.3.3 …στη διδακτική πρόταση της Rapke 

Η Rapke (2009) στο άρθρο της με τον χαρακτηριστικό τίτλο «Thoughts on why 

( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1 . Do two wrongs make a right? Using the distributive property avoids 

pseudo reasoning», προτείνει τον εξής τρόπο για να απαντήσει διδακτικά στο 

ερώτημα γιατί ( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1 . Το σκεπτικό της αναλυτικά είναι ότι ένας τρόπος για 

να προχωρήσουμε είναι να προσθέσουμε κάποια άλλη έκφραση στο ( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1 , 

ώστε να χρησιμοποιήσουμε την επιμεριστική ιδιότητα. Ποια θα είναι αυτή η 

έκφραση; Σίγουρα, θα πρέπει να είναι το γινόμενο δύο αριθμών. Επίσης, να 

περιλαμβάνει το ( )−1 , ώστε να μπορεί να εφαρμοστεί η επιμεριστική ιδιότητα. 

(πρέπει οι δύο εκφράσεις να έχουν κοινό παράγοντα).  

Αρχίζει, λοιπόν από το  ( ) ( )−1 ⋅ +1 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−1 ⋅ −1 + −1 ⋅ +1 = −1 ⋅ −1 + 1 = −1 ⋅ 0  

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )−1 ⋅ −1 + −1 ⋅ +1 = 0  

Όμως ( ) ( )−1 ⋅ +1 = −1   άρα 

( ) ( )−1 ⋅ −1 −1 = 0        Προσθέτοντας +1 σε κάθε μέλος έχουμε: 

 ( ) ( )−1 ⋅ −1 − 1 + 1 = 0 + 1       ή        ( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1  

Η Rapke ολοκληρώνει τη πρόταση διδασκαλίας λέγοντας ότι χρησιμοποίησε μόνο 

αξιώματα που διέπουν το σύνολο των αριθμών, με τα οποία οι μαθητές είναι ήδη 

εξοικειωμένοι. Η παραπάνω εξήγηση του κανόνα γίνεται με ευθύ και ακριβή τρόπο 

και το πιο σημαντικό, δεν είναι παραπλανητική για τους μαθητές. Επισημαίνει πως οι 

διάφορες κανονικότητες (patterns) για την εξήγηση του κανόνα των προσήμων, όπως 

το ασανσέρ ή οι πόντοι σε ένα παιχνίδι δεν ενσωματώνουν την αίσθηση συνοχής και 

δομής του συστήματος των αριθμών που έχουν οι μαθητές, αλλά αντίθετα μέσα από 

ψευδή συλλογιστική (pseudo reasoning) και φτιάχνοντας κανόνες, τους αποσπούν 

από το να βρουν μία λογική εξήγηση. Κεντρικό ερώτημα είναι πόσο θα επηρεάσει 
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αυτή η ψευδή συλλογιστική τη μελλοντική κατανόηση των μαθητών για τα 

Μαθηματικά. 

Ερευνητές, όπως οι Matz (1980) και Lins (1992) ισχυρίζονται ότι οι δυσκολίες των 

μαθητών με την Άλγεβρα οφείλονται στη μετάβαση από το αριθμητικό στο 

αλγεβρικό πλαίσιο. Υποστηρίζεται ότι η επιτυχία των μαθητών στη διάρκεια της 

μαθησιακής τους πορείας στηρίζεται στην εξέλιξη της κατανόησης των αριθμητικών 

συνόλων. 

Η Rapke στηριζόμενη στις συνέπειες της ψευδούς συλλογιστικής των κανονικοτήτων 

(patterns) προτείνει μία πιο θεωρητική προσέγγιση της επεξήγησης του κανόνα 

( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1 , στην οποία ουσιαστικά αξιοποιεί την ιστορική πορεία των 

αρνητικών αριθμών, χωρίς ωστόσο να το επισημαίνει. Υποστηρίζει ότι ο παραπάνω 

κανόνας είναι μία άμεση συνέπεια του γεγονότος ότι η επιμεριστική ιδιότητα πρέπει 

να ισχύει σε όλα τα σύνολα των αριθμών. Αυτό το γεγονός, όπως θα διαπιστώσουμε 

στο επόμενο κεφάλαιο, υπήρξε καθοριστικής σημασίας στην εξέλιξη των αρνητικών 

αριθμών και στην οριστική αποδοχή τους. 

Τα βασικά αξιώματα και ιδιότητες που γνωρίζουν οι μαθητές για τα σύνολα των 

αριθμών και που χρησιμοποιεί η Rapke για να αποδείξει την ισότητα ( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1  

είναι τα παρακάτω: 

( ) ( )α + β + γ = α + β + γ   προσεταιριστική ιδιότητα της πρόσθεσης 

α − α = 0  αντίθετο στοιχείο στη πρόσθεση 

( )α ⋅ β + γ = α ⋅ β + α ⋅ γ  επιμεριστική ιδιότητα  

α ⋅ 0 = 0  απορροφητικό στοιχείο 

α ⋅1 = α  ουδέτερο στοιχείο 

Έχουμε ήδη αναφέρει πόσο σημαντική είναι η προϋπάρχουσα γνώση των μαθητών 

και πόσο αναγκαίο είναι να χρησιμοποιείται στις διδακτικές δραστηριότητες. Είναι 
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επίσης, επιθυμητό να επισημαίνεται επισταμένως από τον δάσκαλο στους μαθητές η 

χρήση της προϋπάρχουσας μαθηματικής τους γνώσης σε μία νέα έννοια. 

4.4 Κριτική στα μοντέλα διδασκαλίας των ρητών αριθμών 

Τα παραδοσιακά διδακτικά μοντέλα για την εισαγωγή και τις πράξεις μεταξύ θετικών 

και αρνητικών και στην ελληνική βιβλιογραφία, όπως αναφέραμε στο 3ο κεφάλαιο, 

αλλά και στη διεθνή βιβλιογραφία αφορούν παραδείγματα με τις παρακάτω έννοιες: 

• Κέρδος / ζημία 

• Άνοδος – Κάθοδος σε ορόφους 

• Θερμόμετρο 

Ο Freudenthal αναρωτιόταν πώς θα δημιουργήσουμε στους μαθητές την 

αναγκαιότητα της εισαγωγής των αρνητικών, ώστε να έχει νόημα γι’ αυτούς, δηλαδή 

να έχει μία αίσθηση πραγματικότητας, τονίζοντας ως πολύ σημαντικό το ρόλο του 

πλαισίου στο οποίο θα διατυπωθεί το πρόβλημα. Η εισαγωγή των ποσοτήτων με 

πρόσημα ως τελεστών (operators), για να οδηγηθούμε τελικά στους ακεραίους, 

απαιτεί την εισαγωγή μιας «αρχής», κατά τον Freudenthal. Οτιδήποτε άλλο θα 

«τακτοποιηθεί» ως εξέλιξη της αρχής αυτής. Οι δυσκολίες στην εκμάθηση των 

πράξεων με ακεραίους μειώνονται στη προσπάθεια να «συμμορφωθούν» προς μία 

«αρχή». (Baldino, 1997) 

Ιστορικά οι αρνητικοί αριθμοί θεμελιώθηκαν σύμφωνα με την αλγεβρική αρχή της 

διατήρησης, όπως αναφέραμε. Αρχικά οι άνθρωποι εργάστηκαν με τους αρνητικούς 

με έναν αφελή τρόπο. Αργότερα, επιχειρήματα με περιεχόμενο σκηνοθετημένο, τα 

οποία εξακολουθούν να υπάρχουν σε βιβλία αριθμητικής και άλγεβρας (θετικοί – 

αρνητικοί σαν κεφάλαια και χρέη, κέρδος – ζημία, κ.τ.λ.) επικράτησαν και έγιναν 

συνειδητά ή όχι αποδεκτά από καθηγητές και μαθητές. 

Ο Freudenthal ασκεί κριτική στα παραδοσιακά μοντέλα που χρησιμοποιούνται στη 

διδασκαλία των αρνητικών αριθμών, όπως και σε αυτά που εκείνος είχε προτείνει, 

όπως την αριθμογραμμή και την επαγωγική μέθοδο προέκτασης για τις πράξεις με 

αρνητικούς αριθμούς. Όπως αναφέρει (1983, p.437) οι αρνητικοί αριθμοί 
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προσεγγίζονται (are reached) διαισθητικά μόλις: «Κάποιος χάσει περισσότερα από 

όσα έχει, κάποιος κατέβει περισσότερα σκαλοπάτια από το επίπεδο του δρόμου, η 

θερμοκρασία πέσει περισσότερο από όσο ήταν, ή με την αριθμογραμμή σαν 

μονοπάτι: Αν κάποιος πηδήξει πίσω περισσότερο από όσο είχε πηδήξει μπροστά». 

Αυτά τα μοντέλα κάνουν εύλογη: 

Την πρόσθεση ενός θετικού αριθμού α σε οποιονδήποτε δοσμένο, 

Την αφαίρεση ενός θετικού αριθμού α από οποιονδήποτε δοσμένο. 

Με το δοσμένο σημείο σαν μία μεταβλητή x έχουμε τις συναρτήσεις: 

x x
x x

→ + α
→ − α

   με 0α > . 

Καταλήγοντας στο εξής: 

Προσθέτοντας (αφαιρώντας) έναν αρνητικό αριθμό είναι το ίδιο με το να αφαιρείς 

(προσθέτεις) τον αντίθετό του. 

Δηλαδή: 

( )
( )

x x

x x

+ −α = − α

− −α = + α
  με 0α > . 

Ωστόσο, αυτή η παραδοχή είναι σχεδόν αδύνατο να αιτιολογηθεί με τα μοντέλα που 

χρησιμοποιήθηκαν πριν. Το πιο ικανοποιητικό ίσως είναι: 

Το αρνητικό κέρδος είναι θετική ζημία 

Η αρνητική ζημία είναι θετικό κέρδος, 

Αλλά αρνητικά σκαλιά και αρνητικό κέρδος δεν μπορούν να γίνουν πιστευτά και 

κατανοητά από τους μαθητές.  
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Η δυσκολία και το λάθος αυτών των μοντέλων είναι η διδακτική ασυμμετρία 

ανάμεσα στους θετικούς και τους αρνητικούς αριθμούς. Δηλαδή η διαφορά μεταξύ 

θετικών και αρνητικών αριθμών έγκειται και πάλι στο ότι οι θετικοί είναι πιο 

συγκεκριμένοι (concrete), είναι οι αρχικοί αριθμοί. Αντίθετα, οι αρνητικοί 

εισήχθησαν ως αποτελέσματα πράξεων, οι οποίες αρχικά ήταν αδύνατες. Ήταν 

κατάλληλοι για να επιλύσουν αυτή τη δυσκολία, αλλά δεν ήταν κατάλληλοι για να 

έχουμε πράξεις με αυτούς στα Μαθηματικά. Ο Freudenthal (1983, p.438) επισημαίνει 

ότι:  

«Αν αντί να ζητά κανείς μοντέλα, ικανοποιηθεί με τον φορμαλισμό της αλγεβρικής 

αρχής διατήρησης, η διαφορά δεν υπάρχει. Μόλις κάποιος αποφασίσει την επέκταση, οι 

αρνητικοί αριθμοί έχουν την ίδια βαρύτητα με τους θετικούς. Οι πράξεις με τους 

αρνητικούς αριθμούς δεν διαχωρίζονται από τις πράξεις με τους θετικούς.» 

Ωστόσο, το «κομψό» σκεπτικό της αρχής της διατήρησης στη διδακτική των 

Μαθηματικών δεν εγγυάται ότι θα είναι πάντα επιτυχημένο μέσα στη σχολική τάξη. 

Για πολλούς μαθητές τα διαφορετικά είδη αριθμών αποτελούν μία ανοργάνωτη 

συλλογή, παρά ένα ιεραρχημένο σύστημα. Πολλοί μαθητές θεωρούν ότι τα κλάσματα 

έχουν άλλη ποιότητα από τους υπόλοιπους αριθμούς και προτιμούν να εξηγούν τους 

αρνητικούς ως χρέη, συχνά θεωρώντας ότι το αποτέλεσμα της πράξης ( ) ( )−5 − −7  

είναι αρνητικός αριθμός. Αλλά και αρκετοί δάσκαλοι προτιμούν τα αρχικά, 

διαισθητικά μοντέλα, εξηγώντας τους αρνητικούς ως χρέη, χρησιμοποιώντας μερικές 

φορές την αρχή της διατήρησης. (Hefendehl – Hebeker, 1988)  

Ο Θωμαΐδης (2009) πραγματοποιώντας ένα επαναληπτικό μάθημα στο τέλος της 

σχολικής χρονιάς σε μαθητές της Β  ́και Γ΄ Γυμνασίου σχετικά με το ερώτημα: 

«Γιατί μείον επί μείον κάνει συν; Υπάρχει κάποια λογική εξήγηση;» 

 έδειξε σε μεγάλο βαθμό τη δυσκολία που αντιμετωπίζουν τα απλοϊκά μοντέλα 

ψευδούς συλλογιστικής, στο να εξηγήσουν τον παραπάνω κανόνα35. 

                                                
35 Το συγκεκριμένο μοντέλο αναφέρθηκε στους μαθητές μας στη φάση της εμπειρικής έρευνας  - 
Διδασκαλία § 6.3.1 
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Η υπόθεση ήταν: 

Αν το « + » θεωρηθεί ως ένας « φίλος» και το « − » ως ένας « εχθρός », τότε: 

( + ) επί ( + ) =  +  , επειδή ο φίλος του φίλου είναι φίλος 

( + ) επί ( −  ) =  −   , επειδή ο φίλος του εχθρού είναι εχθρός 

( −  ) επί  ( + ) =  −   , επειδή ο εχθρός του φίλου είναι εχθρός 

( −  ) επί  ( −  ) =  +  , επειδή ο εχθρός του εχθρού είναι φίλος 

Στην αρχή οι μαθητές τον θεώρησαν «έξυπνο» τρόπο για να θυμάται κάποιος τους 

κανόνες, όμως στην συνέχεια οι περισσότεροι συμφώνησαν ότι: 

 «Δεν υπάρχει καμία λογική σχέση ανάμεσα στον πολλαπλασιασμό και τη φιλία ή την 

εχθρότητα μεταξύ των ανθρώπων.» 

Επιβεβαιώνεται, λοιπόν, η άποψη ότι τα παραπάνω μοντέλα οδηγούν σε ψευδή 

συλλογιστική και δεν βοηθούν στην αιτιολόγηση ή στην εννοιολογική κατανόηση του 

«κανόνα των προσήμων». 

Ο Peterson σε ένα άρθρο του (1972) παρουσιάζει μία συλλογή από στρατηγικές 

διαφόρων συγγραφέων και παιδαγωγών, που προσπαθούν να εξηγήσουν την ισότητα 

( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1 , ίσως για να επιλέξει ένας καθηγητής τον τρόπο που τον «βολεύει» 

για να διδάξει τον κανόνα μεταξύ του πολλαπλασιασμού ρητών αριθμών. 

Υποστηρίζει ότι είναι σημαντικό να βασιζόμαστε στους συλλογισμούς των μαθητών 

για τη γραμμικότητα. (Peterson, 1972, σ.399)  Προτείνει δύο κανονικότητες (patterns) 

για τον πολλαπλασιασμό ρητών: 

( )

κανονικ τητα Α
3 ⋅ 2 = 6
3 ⋅1 = 3 = 6 − 3
3 ⋅ 0 = 0 = 3 − 3

3 ⋅ −1 = ?

ό

         

( )

όκανονικ τητα Β
−3 ⋅ 2 = −6
−3 ⋅1 = −3 = −6 + 3
−3 ⋅ 0 = 0 = −3 + 3

−3 ⋅ −1 = ?

 



69 

 

Kάθε αποτέλεσμα στην κανονικότητα Α προκύπτει αφαιρώντας 3 μονάδες από το 

προηγούμενο.  

Έτσι, είναι λογικό να ισχυριστούμε ότι: 

( )3 ⋅ −1 = 0 − 3 = −3 . 

Για τη κανονικότητα Β, χρησιμοποιώντας την ίδια λογική, μόνο που εδώ 

προσθέτουμε 3 μονάδες,  θα έχουμε: 

 ( )−3 ⋅ −1 = 0 + 3 = +3 . 

Σ’ αυτού του είδους τα μοντέλα έχει ασκήσει κριτική η Rapke (2009), 

υποστηρίζοντας ότι είναι καλό για τους μαθητές να αναγνωρίζουν τις κανονικότητες 

(patterns), διότι αυτό θα τους βοηθήσει στην κατανόηση αποδείξεων με επαγωγή. 

Ωστόσο, αν η χρήση των κανονικοτήτων δεν εξηγηθεί περαιτέρω τι θα συμβεί, αν οι 

μαθητές εφαρμόσουν αυτή τη κανονικότητα και σε άλλες περιπτώσεις των 

Μαθηματικών;  

Η Rapke δίνει το εξής παράδειγμα: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1
0 1−1

1

1
0 1−1

1

1
ο 1−1

1

0

1
0 1−1

1

1
0 1−1

1

3
3 = 3 = = 1

3
2

2 = 2 = = 1
2

1
1 = 1 = = 1

1
0 = ?

−1
−1 = −1 = = 1

−1

−2
−2 = −2 = = 1

−2
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Οι μαθητές κατανοώντας και χρησιμοποιώντας τη λογική της παραπάνω 

κανονικότητας είναι επόμενο να συμπεράνουν ότι: 00 = 1 . Ωστόσο, το 00  δεν 

ορίζεται. (Edwards & Penny, 1994· Keedy, Bittinger & Smith, 1982) 

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι η λογική μιας κανονικότητας δεν ισχύει πάντα. Είναι εύκολο  

μαθηματικά, διδακτικά, αλλά και παιδαγωγικά να εξηγήσουμε στους μαθητές μας 

πότε μία κανονικότητα «δουλεύει» σωστά και πότε όχι; Γιατί η παραπάνω λογική  

εξηγεί την ισότητα ( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1 , αλλά αδυνατεί να εξηγήσει ότι το 00  δεν 

ορίζεται.  

Ένας άλλος ευρέως διαδεδομένος τρόπος διδασκαλίας των πράξεων μεταξύ 

αρνητικών είναι η αριθμογραμμή, που όμως η χρήση της περιορίζεται μόνο στην 

πρόσθεση και στην αφαίρεση. (Heeffer, 2011) 

Η Rapke εξετάζει ποιές μαθηματικές έννοιες πρέπει να γνωρίζουν και να κατανοούν 

οι μαθητές, πριν ο δάσκαλος τους εξηγήσει γιατί το γινόμενο δύο αρνητικών αριθμών 

είναι θετικό. Δεν εξετάζει, όμως, αν οι μαθητές της μέσης εκπαίδευσης μπορούν να 

αναπαράγουν μία πλήρη απόδειξη, αλλά περισσότερο αν μπορούν να καταλάβουν τη 

λογική που είναι κατάλληλη ως απόδειξη για αυτούς, σύμφωνα με τη δεδομένη 

γνώση που έχουν για τη δομή και τη συνοχή του συστήματος των αριθμών. Η πιο 

γνωστή απαιτούμενη έννοια – ιδιότητα είναι η επιμεριστική ιδιότητα ως προς την 

πρόσθεση: 

( )α ⋅ β + γ = α ⋅ β + α ⋅ γ .   

Οι μαθητές του Γυμνασίου είναι ήδη εξοικειωμένοι με την επιμεριστική ιδιότητα, 

κάνοντας για παράδειγμα πολλαπλασιασμούς με το μυαλό, όπως: 

( )8 ⋅16 = 8 ⋅ 10 + 6 = 80 + 48 = 128  . 

Ωστόσο, για να καταλάβει ένας μαθητής γιατί ( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1  χρειάζεται μία πιο 

τυπική αλγεβρική χρήση για την επιμεριστική ιδιότητα. Μία χρήση, που θα ισχύει για 

όλα τα στοιχεία σε ένα σύστημα αριθμών.  



71 

 

Είναι διαπιστωμένο από τη διδακτική πράξη ότι αν ένας μαθητής χρησιμοποιεί την 

επιμεριστική ιδιότητα με αριθμούς σωστά, δεν σημαίνει ότι θα την εφαρμόσει σωστά 

και αλγεβρικά∙ με μεταβλητές δηλαδή. Οι Matz (1980) και Lins (1992) υποστηρίζουν 

ότι η μετακίνηση από τον λογισμό με αριθμούς στον λογισμό με μεταβλητές δεν είναι 

άμεσος. Ίσως οι εφαρμογές στη καθημερινότητα θα ήταν καλύτερα να εμφανίζονται 

στους μαθητές, συνήθως αφού έχουν μάθει να λειτουργούν στο τυπικό επίπεδο. Για 

παράδειγμα, αν θεωρήσεις σαν χρέος τον αρνητικό αριθμό πως μπορείς να εξηγήσεις 

στους μαθητές ότι χρέος επί χρέος σου δίνει κέρδος; Αυτό είναι ένα εύλογο ερώτημα 

που μπορεί ακόμα και ο δάσκαλος να διατυπώνει στους μαθητές του. 

 Πριν περάσουμε στο επόμενο κεφάλαιο, στο οποίο παραθέτουμε στοιχεία από την 

ιστορική εξέλιξη των αρνητικών αριθμών και πώς αντιμετωπίστηκαν από σπουδαίους 

μαθηματικούς, θα σχολιάσουμε έναν προβληματισμό που δημιουργήθηκε σε έναν 

μαθητή, περίπου το 1790. Ο μαθητής ρώτησε τον δάσκαλό του γιατί «μείον επί μείον 

κάνει συν» και η απάντηση του δασκάλου ήταν ότι είναι ένας συνηθισμένος κανόνας 

και αν ο Euler και ο Lagrange τον δέχονται, πρέπει να το δεχτεί και ο μαθητής. Τα 

συναισθήματα και η γνώμη που ο μαθητής απέκτησε για τα Μαθηματικά, ίσως 

κόστισαν στην επιστήμη των Μαθηματικών έναν ερευνητή, που δεν φοβάται να 

ρωτήσει και «ψάχνει» έντονα το «γιατί». Ο μικρός μαθητής, που έγινε σπουδαίος 

λογοτέχνης με το ψευδώνυμο Stendhal (Henry Brulard, 1783 – 1842) γράφει στην 

αυτοβιογραφία του (1835), ότι δεν περίμενε να είναι δυνατή η υποκρισία στα 

Μαθηματικά. Πραγματικά δεν μπορούσε να καταλάβει πώς γίνεται «χρέος επί χρέος» 

να δίνει «κέρδος». 

Στη παρούσα διπλωματική εργασία προτείνουμε τη διδασκαλία των αρνητικών 

αριθμών με βάση την ιστορική τους εξέλιξη. Επίσης, προσπαθούμε να 

ξεκαθαρίσουμε πότε και πώς η διδασκαλία των αρνητικών αριθμών μπορεί να γίνεται 

σε τυπικό επίπεδο και όχι με μοντέλα που οδηγούν σε ψευδή συλλογιστική, η οποία 

μπορεί, όπως σωστά διατύπωσε και η Rapke, να επηρεάσει αρνητικά και τη μετέπειτα 

πορεία και κατανόηση των μαθητών στα Μαθηματικά. 
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5. Κεφάλαιο 5ο  Στοιχεία από την ιστορική εξέλιξη των αρνητικών 

αριθμών  

5.1 Βασικά στοιχεία της ιστορικής εξέλιξης των αρνητικών αριθμών 

Ποια ήταν η αντιμετώπιση των αρνητικών αριθμών από σπουδαίους μαθηματικούς 

του παρελθόντος και πως διαχειρίστηκαν τους κανόνες των προσήμων; Ποια ήταν η 

συμβολή τους στην ενσωμάτωση των αρνητικών στο σύστημα των αριθμών και πώς 

ξεπεράστηκαν οι περίοδοι στασιμότητας και απόρριψης των αρνητικών αριθμών, 

λόγω έλλειψης φυσικής ερμηνείας και λογικής θεμελίωσής τους; Πως συντελέστηκε 

η εννοιολογική αλλαγή για να γίνουν αποδεκτοί οι αρνητικοί αριθμοί; Πως θα 

μπορούσε να αξιοποιηθεί εποικοδομητικά η ιστορία της εξέλιξης των αρνητικών 

αριθμών στη διδασκαλία τους; Αυτά τα ερωτήματα θα μας απασχολήσουν καθώς θα 

αναφέρουμε βασικά στοιχεία από την ιστορική εξέλιξη των αρνητικών αριθμών. 

Ξεκινώντας από τον σπουδαίο μαθηματικό Διόφαντο (250 μ.Χ) αναφέρουμε ότι δεν 

δέχεται τις αρνητικές λύσεις που προκύπτουν κατά την επίλυση εξισώσεων, όπως για 

παράδειγμα στην εξίσωση 4x + 20 = 4 , την οποία χαρακτήρισε αδύνατη, αλλά την 

ενσωμάτωσε στο βασικό έργο του «Αριθμητικά». Ο Διόφαντος χρησιμοποιούσε την 

έννοια του αρνητικού, «της λείψεως», σαν «αυτό που υπολείπεται». Στο έργο του 

βρίσκουμε τις ιδιότητες για το γινόμενο «λείψεων», χωρίς όμως να εννοεί το γινόμενο 

μεταξύ δύο αρνητικών αριθμών ότι είναι θετικός, όπως ξέρουμε τον κανόνα σήμερα. 

Ο Διόφαντος διέκρινε πέντε κατηγορίες τετραγωνικών εξισώσεων με θετικούς 

συντελεστές και τις χειριζόταν ξεχωριστά36: 

2

2

2

2

2

αx = bx
αx = b
αx + bx = c
αx + c = bx
αx = bx + c

 

Περιπτώσεις, που όταν εισήχθησαν οι αρνητικοί αριθμοί ενοποιήθηκαν στη μορφή: 

                                                
36 Θα δούμε αργότερα ότι μία παρόμοια προσέγγιση υιοθετεί ο Viete στο πλαίσιο της νέας συμβολικής 
άλγεβρας που εισάγει.  
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2αx + bx + c = 0, α 0≠  

Η αποδοχή των αρνητικών αριθμών «ενοποίησε» όπως αναφέραμε ήδη τα 

γεωμετρικά αντικείμενα, δίνοντάς τους μία πλήρη περιγραφή από αλγεβρικές 

εξισώσεις. Ωστόσο, χρειάστηκε να περάσουν περίπου 1500 χρόνια, από την εποχή 

του Διόφαντου, ώστε να γίνουν αποδεκτοί και κατανοητοί οι κανόνες των προσήμων 

για τους ρητούς αριθμούς. 

Οι Κινέζοι χρησιμοποιούσαν τους αρνητικούς αριθμούς στις πρακτικές εφαρμογές 

τους, διαχωρίζοντας τους θετικούς με κόκκινο χρώμα και τους αρνητικούς με μαύρο 

χρώμα. (Τουμάσης, 1994) 

Οι Άραβες ανέπτυξαν την Άλγεβρα χωρίς να δέχονται τις αρνητικές ρίζες και τα 

αρνητικά μεγέθη, ωστόσο ήταν εξοικειωμένοι με τους κανόνες των αριθμών, που 

σήμερα ονομάζουμε ρητούς. Για αιώνες οι μαθηματικοί προσπαθούσαν να 

συγκεκριμενοποιήσουν τους κανόνες των προσήμων για τους αρνητικούς. 

Προσπάθησαν μέσω ενός συγκεκριμένου μοντέλου με μεγέθη ή ποσότητες να 

εξηγήσουν, γιατί το γινόμενο δύο αρνητικών αριθμών είναι θετικός αριθμός. Οι 

προσπάθειες για τη θεωρητική θεμελίωση των αρνητικών αριθμών μέσω 

συγκεκριμένων μοντέλων, όπως για παράδειγμα «Πάνω και κάτω από την επιφάνεια 

της θάλασσας, κέρδη και χρέη» οδήγησαν σε γνωστικές συγκρούσεις. 

5.2 Αντιμετώπιση των αρνητικών αριθμών και οι πρώτες αποδείξεις του 
κανόνα των προσήμων  

Μέχρι τον 16ο αιώνα, η αλγεβρική πρακτική για την επίλυση γραμμικών 

προβλημάτων οδηγούσε συνεχώς σε «αρνητικές τιμές». Τέτοιες λύσεις τις καλούσαν 

παράξενες ή αδύνατες. Οι επεξηγήσεις ότι οι αρνητικές λύσεις αποτελούσαν ένα 

χρέος, όχι μόνο δεν είναι ένδειξη ότι δέχονταν τους αρνητικούς αριθμούς, αλλά 

αντίθετα ότι και πάλι δεν μπορούσαν να τους δεχτούν ως μαθηματικά αντικείμενα. Η 

συζήτηση και οι επεξηγήσεις σπουδαίων μαθηματικών και φιλοσόφων του 16ου και 

17ου αιώνα και η συνεχής διαμάχη εκείνη τη περίοδο στο να εξηγήσουν μία τόσο 

απατηλή έννοια, όπως των αρνητικών ποσοτήτων επιβεβαιώνει την εγγενή 

επιστημολογική δυσκολία κάποιων μαθηματικών εννοιών, που όμως τώρα 

διδάσκονται σε μικρούς ηλικιακά μαθητές. Ωστόσο, η έννοια του «Παραλληλισμού», 
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που αναδύεται από τις ερωτήσεις των μαθητών στη διάρκεια της διδακτικής 

πρακτικής, αντικατοπτρίζουν συχνά ιστορικά ενδιαφέροντα και θέσεις που είχαν 

υιοθετήσει μαθηματικοί του παρελθόντος. (Thomaidis, 1993) 

Οι πρώτες προσπάθειες για αιτιολόγηση του κανόνα των προσήμων εμφανίζονται 

στην Ευρώπη γύρω στο 1344, από τους «αββακίστες»37. Στη πραγματεία του Maestro 

Dardi38 εξηγείται γιατί ένας αρνητικός πολλαπλασιασμένος με έναν αρνητικό δίνουν 

έναν θετικό. Η λογική της απόδειξης είναι η εξής: 

Γνωρίζουμε ότι: 

8 ⋅ 8 = 64  άρα   ( ) ( )10 − 2 ⋅ 10 − 2 = 64   

Με βάση έναν κανόνα του πολλαπλασιασμού ισχύουν τα εξής: 

( )
( )

10 ⋅10 = 100

10 ⋅ −2 = −20

10 ⋅ −2 = −20

 

Άρα, με πρόσθεση βρισκόμαστε στο 60. Άρα για να φτάσουμε στο 64 το γινόμενο −2  

φορές το ( )−2  θα ισούται απαραιτήτως με +4 . Είναι φανερό ότι με τη σύγχρονη 

ορολογία γίνεται χρήση της επιμεριστικής ιδιότητας. 

Σε άρθρο του ο Heeffer (2011) αναφέρει ότι ο Cardano (1501 – 1576 ) ήταν ο πρώτος 

που στοιχειοθέτησε μία ικανοποιητική τεκμηρίωση για τις αρνητικές λύσεις σε 

γραμμικά προβλήματα και προσπάθησε να χειριστεί τις τετραγωνικές ρίζες 

αρνητικών αριθμών. Χαρακτηρίζει έναν αρνητικό αριθμό x−  ως τη ζητούμενη 

ποσότητα. Τα προβλήματα που κατέληγαν σε λύσεις με αρνητικούς αριθμούς 

συνέβαλαν στην εξέλιξη της συμβολικής άλγεβρας. Ο Cardano ασχολήθηκε με τους 

αρνητικούς και τους μιγαδικούς αριθμούς στο έργο του Ars Magna (1545), αλλά λίγα 
                                                
37 Οι «αββακίστες» (Abbaco masters or maestri d’ abbaco ) έδρασαν στα εμπορικά κέντρα της βόρειας 
Ιταλίας το 1300 – 1550, διδάσκοντας σε αγόρια μεταξύ 8 και 14 ετών αριθμητική με τη χρήση του 
ινδοαραβικού αριθμητικού συστήματος. 

38 Η πραγματεία έχει τίτλο «Aliabraa argibra» και είναι γνωστή για τους 198 κανόνες για την επίλυση 
«αλγεβρικών εξισώσεων» 
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χρόνια πριν το θάνατό του εξέφρασε αμφιβολίες για τους κανόνες των προσήμων σε 

δύο πραγματείες του, θέλοντας να «προκαλέσει» τις αποδείξεις των κανόνων των 

προσήμων, όπως ήταν δοσμένες από τους αββακίστες. Χρησιμοποιώντας το ίδιο 

παράδειγμα που αναφέραμε: 

( ) ( ) ( )100 10 2 10 2 2 2 64− ⋅ − ⋅ + ⋅ =  

Ο Cardano διαχωρίζεται από τους αββακίστες θεωρώντας ότι το +4 δεν είναι το 

αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού ( ) ( )2 2− ⋅ − , αλλά το εμβαδόν του τετραγώνου 

που πρέπει να αθροίσουμε ξανά επειδή το αφαιρέσαμε δύο φορές. Η αιτιολόγηση του 

είναι γεωμετρική. Δηλαδή ο πολλαπλασιασμός 10 επί 10, ερμηνεύεται γεωμετρικά με 

ένα τετράγωνο πλευράς 10 και εμβαδού 100. Το τετράγωνο με πλευρά 2 έχει εμβαδόν 

4 και το τετράγωνο με πλευρά 8 έχει εμβαδόν 64. Άρα, για να φτάσουμε από το 100 

στο 64, πρέπει να αφαιρέσουμε δύο ίσα ορθογώνια διαστάσεων 2 και 10, άρα 

εμβαδού 20 το κάθε ένα. Τότε όμως θα έχουμε αφαιρέσει το τετράγωνο εμβαδού 4 

δύο φορές, οπότε θα πρέπει να το προσθέσουμε μία φορά. Σχηματικά: 

 

Τονίζει ότι η παραπάνω αιτιολόγηση είναι καθαρά γεωμετρική και ότι για αριθμούς 

δεν μπορεί κάποιος να υποθέσει a priori ότι «πλην επί πλην ισούται με συν». Ήθελε 

να αμφισβητεί τη γενική αποδοχή των κανόνων των προσήμων, όπως είχαν δοθεί από 

τους αββακίστες, με μία αίσθηση διερεύνησης. Στο έργο του De Subtilitate (1550), 

ορίζει την ευφυΐα (subtlety) «ως μια συγκεκριμένη νοητική διαδικασία κατά την 

οποία λογικά (sensible) πράγματα γίνονται αντιληπτά με τις αισθήσεις και τα πιο 

κατανοητά (intelligible) πράγματα γίνονται αντιληπτά από τη διάνοια, αν και με 
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κάποια δυσκολία». Ο υπαινιγμός αυτός ερευνά τα σύνορα της ανθρώπινης 

κατανόησης και οι αρνητικές ποσότητες τοποθετούνται σε αυτά τα όρια. (Heeffer, 

2011) 

 Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε διδακτικά αυτή την αμφισβήτηση του Cardano για 

τον κανόνα των προσήμων στον πολλαπλασιασμό αρνητικών αριθμών, ώστε οι 

μαθητές να ρωτούν το «γιατί ισχύει;» και όχι απλά να τον εφαρμόζουν. Η 

επαναστατική διάθεση του Cardano να θέτει ερωτήσεις όπως «πλην επί πλην ισούται 

με συν;», «συν επί συν ισούται με πλην;», απαντά και στη «κατηγορία» του Stendhal 

για ύπαρξη υποκρισίας στα Μαθηματικά, που προαναφέραμε. 

Συνεχίζοντας την αφήγηση της αντιμετώπισης του κανόνα των προσήμων από 

σημαντικούς μαθηματικούς αξίζει να αναφέρουμε ότι ο Viete (1540-1603), 

μαθηματικός και νομικός, δεν χρησιμοποιεί ούτε αρνητικούς ούτε απαλοιφή 

παρενθέσεων για να αιτιολογήσει την ισότητα: 

( )α − β − γ = α − β + γ  

Την αιτιολογεί δίνοντας έμφαση στο ποσοτικό της νόημα. Αυτό βέβαια χάνεται με 

τον κανόνα της απαλοιφής παρενθέσεων, που επικρατεί στη σημερινή διδακτική 

πρακτική. 

Η αιτιολόγηση του Viete είναι ότι αν το γ έχει ήδη αφαιρεθεί από το β και το «β μείον 

γ» πρόκειται να αφαιρεθεί από το α, τότε το αποτέλεσμα θα είναι « α μείον β συν γ» .  

Επειδή, κατά την αφαίρεση ολόκληρου του μεγέθους β, αυτό το οποίο αφαιρείται 

ξεπερνά κατά το μέγεθος γ εκείνο που έπρεπε κανονικά να αφαιρεθεί. Έτσι, πρέπει να 

συμπληρωθεί με την πρόσθεση αυτού του μεγέθους γ. (Viete, 1591/1983, σ.19) 

Έχουμε, λοιπόν, εδώ μία εμφάνιση του κανόνα «μείον επί μείον ισούται με συν», 

χωρίς όμως αρνητικούς αριθμούς39.  

                                                
39 Όπως, θα αναφέρουμε και στην εμπειρική έρευνα στο 6ο  κεφάλαιο, οι μαθητές της Α΄ Γυμνασίου τη 
σχολική χρονιά 2012 – 2013 διδάχθηκαν τον κανόνα των προσήμων με αυτή τη ποσοτική επεξήγηση 
του Viete. 
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Ας αναφέρουμε ένα ιστορικό παράδειγμα, στο οποίο φαίνεται έντονα η εννοιολογική 

αλλαγή που συντελείται με την εισαγωγή των αρνητικών αριθμών: 

Ο Antoine Arnauld (1612 – 1694) έγραψε ένα σημαντικό φιλοσοφικό έργο γνωστό με 

τον αγγλικό τίτλο The Logic of Port-Royal (Arnauld & Nicole, 1662) και εξέδωσε 

επίσης ένα βιβλίο γεωμετρίας Nouveaux Elements de geometrie (1667) δίνοντας ένα 

παράδειγμα, με το οποίο γίνεται φανερό ότι δεν μπορούν να διδαχθούν οι αρνητικοί 

αριθμοί με τη βοήθεια του μοντέλου της αριθμογραμμής. Υποστηρίζει ότι αν 

πάρουμε  οποιονδήποτε φυσικό αριθμό n, τότε ο λόγος των «γειτόνων» του n +1
n 1−

 

είναι πάντα μεγαλύτερος από τον λόγο n 1
n +1

− .  

Μία ιδιότητα που «εξαφανίζεται», όταν εισάγονται οι αρνητικοί στην αριθμογραμμή, 

για παράδειγμα για τους αριθμούς -1, 0 και 1: 

η έκφραση    1 −1
>

−1 1
    είναι σαφώς ψευδής. 

Ο Leibniz (1646 – 1716), ωστόσο, απάντησε στον Arnauld σε ένα άρθρο του (Leibniz 

1712, σελ.167), υποστηρίζοντας ότι η διαίρεση πρέπει να πραγματοποιείται σαν 

συμβολικός υπολογισμός, όπως κάνουμε και με τους φανταστικούς αριθμούς. Όταν 

εφαρμόζουμε τους κανόνες των προσήμων, χωρίς να σκεφτόμαστε το νόημά τους, 

δεν υπάρχει κανένα πρόβλημα. Όταν διαιρούμε έναν θετικό αριθμό με έναν αρνητικό, 

το αποτέλεσμα είναι αρνητικό και όταν διαιρούμε έναν αρνητικό αριθμό με έναν 

θετικό, το αποτέλεσμα είναι πάλι αρνητικό: 

Άρα, σωστά ισχύει η σχέση:  1 1
= −

−1 1
 

Για τον σπουδαίο μαθηματικό Pascal (1623 – 1662) σημειώνουμε μία δυσκολία του, 

σχετικά με τις πράξεις με αρνητικούς αριθμούς και συγκεκριμένα την αφαίρεση. Ο 

Pascal αντιμετώπισε δυσκολία με την έννοια των αρνητικών αριθμών, πιστεύοντας 

ότι δεν μπορεί το μηδέν (το τίποτα) να μειωθεί με αφαίρεση. (Hefendehl – Hebeker, 

1988) H παραπάνω λογική συνδέει, εν μέρει, τη φυσική ιδέα της επέκτασης της 
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αφαίρεσης στους θετικούς ακεραίους βάζοντας m n = 0− , για  m < n . Η μη 

κατανόηση που φανερώνεται σε αυτή την άποψη του Pascal έχει άμεση σχέση με τη 

δυσκολία των μαθητών να διαχωρίσουν τους αρνητικούς αριθμούς από τη 

καθημερινή πρακτική και τα πραγματικά μεγέθη. Η δυσκολία στη κατανόηση από τον 

Pascal μας θυμίζει έντονα τη λογική του μαθητή Nico40. 

Συνεχίζοντας με τη συμβολή των Γάλλων μαθηματικών και επιστημόνων 

αναφέρουμε τον Jean d’ Alembert (1717-1783). Σύμφωνα με την άποψη του Glaeser, 

στον d’ Alembert φανερώνεται λεπτομερώς η σύγχυση γύρω από τους αρνητικούς 

αριθμούς τον 18ο αιώνα. Ο τελευταίος θεωρεί ότι οι αρνητικές λύσεις των εξισώσεων 

μέσω των οποίων εισήλθαν στα Μαθηματικά οι αρνητικοί, υποδηλώνουν ένα κακώς 

διατυπωμένο πρόβλημα. Για παράδειγμα: 

«Ποιον αριθμό να προσθέσουμε στο 100 για να μας δώσει 50;» 

Με κανόνες άλγεβρας: 

x +100 = 50
x = −50

 

Ο Jean d’ Alembert επαναδιατυπώνει το πρόβλημα: 

«Να βρεθεί ένα μέγεθος x, το οποίο όταν αφαιρείται από το 100 να δίνει 50» 

Με κανόνες άλγεβρας: 

100 x = 50
x = 50

−
 

                                                
40 Όπως την παρουσιάσαμε στη §2.3 με τις εννοιολογικές και διδακτικές δυσκολίες των αρνητικών 

αριθμών 
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Αποφεύγονται οι αρνητικοί αριθμοί ή καλύτερα αντιμετωπίζονται με 

επιφυλακτικότητα.(d’Alembert, λήμμα στην Encyclopedie41 (1751 – 1765), Sip, 

1990) 

Ωστόσο, δίνει τον εξής ορισμό για τους αρνητικούς αριθμούς: «Είναι αυτοί που 

επηρεάζονται από το σύμβολο πλην» και αυτός ο ορισμός είναι για εμάς πολύ 

πειστικός, διότι συγκεντρώνει τον τρόπο με τον οποίο εισήλθαν οι αρνητικοί αριθμοί 

στα Μαθηματικά και πώς ταίριαξαν μέσα στους συμβολικούς χειρισμούς. Στους 

υπολογισμούς του, τα αρνητικά μεγέθη υποκαθιστούν θετικά μεγέθη. Υποτίθεται ότι 

είναι σε λάθος θέση και όταν λέμε, για παράδειγμα, ότι κάποιος έδωσε – 3 τάλιρα 

(ecus) σε κάποιον σημαίνει ότι στην πραγματικότητα πήρε από αυτόν + 3 τάλιρα 

(ecus).  

Όταν αναζητούμε το γινόμενο του ( )−α  επί το ( )β− , το πρόσημο ( )−  υποδεικνύει 

κάποιο λάθος της υπόθεσης του προβλήματος ή του υπολογισμού. Άρα, η απλή και 

φυσική διατύπωση του προβλήματος είναι να πολλαπλασιάσουμε το ( )+α  με το 

( )+β , που ισούται με το γινόμενο ( )+αβ . Οι αιτιολογήσεις του d’Alembert δείχνουν 

την «υποταγή» του στην ιδέα των μεγεθών και συγκεκριμένα των μεγεθών που είναι 

θετικά από τη φύση τους. Από αυτή την άποψη προέρχεται η στρατηγική απόρριψης 

των αρνητικών και η λογική των «μεμονωμένων αρνητικών μεγεθών» 

 (Hefendehl – Hebeker, 1991)  

Ο σπουδαίος Ελβετός μαθηματικός Leonhard Euler (1707 – 1783) δεν είχε κανένα 

πρόβλημα με τους αρνητικούς αριθμούς. Στο βιβλίο Άλγεβρας που έγραψε σημειώνει 

ότι οι αρνητικοί αριθμοί είναι λιγότερο από το τίποτα και απαριθμεί τους αρνητικούς 

αριθμούς από το μηδέν σε αντίθετη κατεύθυνση, αφαιρώντας διαρκώς τη μονάδα, 

εγκρίνοντας, ίσως, έτσι το μοντέλο της αριθμογραμμής.  
                                                
41 Ο λογοτέχνης Stendhal (1835), που αναφέραμε στο τέλος του 4ου κεφαλαίου σαν επίλογο της 
κριτικής στα πραγματικά μοντέλα για την ερμηνεία των αρνητικών αριθμών, ασκεί κριτική στον 
d’Alembert, διότι όταν πρώτος επιχείρησε να συμβουλευτεί την Encyclopedia για τους αρνητικούς 
αριθμούς, πρώτον, δεν κατάλαβε και πολλά και δεύτερον, σοκαρίστηκε, από τον αυτάρεσκο τόνο του 
και  την απουσία «λατρείας» για την αλήθεια. 
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Σχετικά με το γινόμενο δύο αρνητικών αριθμών, ο Euler επιχειρηματολογεί για το 

θετικό τους αποτέλεσμα. Βασιζόμενος στην απόδειξη ότι «πλην επί συν ισούται με 

πλην», σκέφτεται ότι «πλην επί πλην», θα πρέπει να δίνει «κάτι άλλο», άρα «συν». 

Μία απόδειξη του «κανόνα των προσήμων» από τον Euler στο βιβλίο Άλγεβρας 

Vollständige Anleitung zur Algebra, που έγραψε το 1770, δείχνει την εναλλαγή από 

το αφηρημένο στο συγκεκριμένο, απόδειξη όχι αξιωματικά θεμελιωμένη, αλλά 

αρκετά κατανοητή για τους μαθητές: 

«Το γινόμενο θετικών είναι θετικός  +α επί +β δίνει +αβ 

Το γινόμενο αρνητικού επί θετικό είναι αρνητικός  – α επί το 3 ή +3 

Το χρέος –α τριπλασιάζεται, παραμένει χρέος –3α 

Το γινόμενο αρνητικού επί αρνητικό είναι θετικός  – α επί –β θα κάνει +αβ 

Διότι δεν μπορεί να κάνει –αβ, διότι –α επί +β δίνει –αβ, 

Άρα –α επί –β θα δίνει το αντίθετο, +αβ» 

Οι κανόνες της διαίρεσης με έναν αρνητικό αριθμό προέρχονται από τους κανόνες 

του πολλαπλασιασμού και έτσι δεν θέτουν κάποιο πρόβλημα στην άλγεβρα του Euler.  

Ο μηχανικός, ποιητής και επαναστάτης Lazare Carnot (1753 – 1823) ήταν μία 

πολυσύνδετη προσωπικότητα, που το μεγαλύτερο μέρος της δουλειάς του στα 

Μαθηματικά το δημιούργησε μετά τη παραίτηση του από τη θέση του υπουργού 

πολέμου του Ναπολέοντα. Υποστήριζε την άποψη ότι στα Μαθηματικά δεν υπάρχει 

χώρος για ποσότητες που δεν έχουν φυσική ερμηνεία και θεωρεί ότι οι αρνητικές 

ποσότητες χρειάζονται πολύ προσεκτική ερμηνεία για να έχουν νόημα. (Sip, 1990) Ο 

Carnot αναρωτιέται πώς μπορούμε να φανταστούμε μία μεμονωμένη αρνητική 

ποσότητα. Πρώτον, αποδεχόμενοι πως οι αρνητικές ποσότητες είναι λιγότερες από το 

μηδέν και δεύτερον, αποδεχόμενοι, ότι οι αρνητικοί έχουν την ίδια φύση με τους 

θετικούς, αλλά είναι σε αντίθετη κατεύθυνση. Ο d’ Alembert είχε απορρίψει και τις 

δυο παραπάνω ιδέες για τους αρνητικούς. 
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Ο Lacroix (1765 – 1843)  αντιμετωπίζει τους αρνητικούς αριθμούς, περίπου όπως ο 

d’ Alembert, ως ένα κακώς διατυπωμένο πρόβλημα ή ένα λάθος υπολογισμό, όμως 

επισημαίνει τη διαφορά της αριθμητικής από την άλγεβρα, υποστηρίζοντας ότι οι 

αλγεβρικές πράξεις εμπεριέχουν ένα εκτεταμένο νόημα λόγω της γενικότητας των 

αλγεβρικών ποσοτήτων. Για παράδειγμα, η αφαίρεση μιας αρνητικής ποσότητας, 

οδηγεί σε αύξηση, ενώ στην αφαίρεση β – α, το β δεν είναι υποχρεωτικά μεγαλύτερο 

από το α. Η πολύ σημαντική παρατήρηση42 του Lacroix είναι ότι η εισαγωγή 

μεμονωμένων αρνητικών ποσοτήτων στο πολύ πρώιμο στάδιο, όπως γίνεται στα 

σχολικά βιβλία, οδηγεί τον μαθητή σε σύγχυση. Επίσης, ο χειρισμός των αρνητικών 

ποσοτήτων πρέπει να γίνεται σε μεταγενέστερο στάδιο και με κίνητρο τη λύση 

προβλημάτων. Στη συνέχεια της εργασίας θα επισημάνουμε το ρόλο της ιστορίας των 

Μαθηματικών, για την επιλογή τέτοιων κατάλληλων διδακτικά προβλημάτων. 

O σημαντικός μαθηματικός Felix Klein (1879-1925) στο βιβλίο του Elementar -

mathematik vom höheren Standpunkt aus υποστηρίζει ότι η δημιουργία των 

αρνητικών αριθμών έχει ως κίνητρο να είναι δυνατή η πράξη της αφαίρεσης σε κάθε 

περίπτωση. Για παράδειγμα, αν α < β  τότε η αφαίρεση α − β  δεν έχει νόημα στους 

φυσικούς αριθμούς. Υπάρχει όμως ο αριθμός γ = β − α , ώστε α − β = −γ , τον οποίο 

ονομάζουμε αρνητικό αριθμό. Ο Klein σημειώνει ότι με τους αρνητικούς αριθμούς 

γίνεται για πρώτη φορά η μετάβαση από τα συγκεκριμένα (concrete) στα αφηρημένα 

Μαθηματικά. Ωστόσο, ένα βασικό ερώτημα, είναι αν οι συγκεκριμένες (concrete) 

εφαρμογές των αρνητικών αριθμών βοηθούν την ικανότητα αφαίρεσης, που απαιτεί η 

προαναφερόμενη μετάβαση. Αυτή η απαιτούμενη εννοιολογική αλλαγή τονίζεται με 

έμφαση από τον Klein43.  

                                                
42 για τη παρούσα διπλωματική εργασία 

43 Στο 4ο κεφάλαιο, εξετάζοντας τα διαισθητικά μοντέλα που χρησιμοποιήθηκαν και χρησιμοποιούνται 
σήμερα στη διδασκαλία των αρνητικών αριθμών, παραθέσαμε τις δυσκολίες και τις συγχύσεις που 
μπορούν να προκαλέσουν στους μαθητές. Η δυσκολία επισημαίνεται κυρίως στις πράξεις μεταξύ 
αρνητικών αριθμών, δυσκολία που ερμηνεύεται λαμβάνοντας υπόψη την εννοιολογική αλλαγή που 
απαιτείται από τους μαθητές. (βλέπε §2.1) 
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5.3 Προβλήματα που κατέστησαν αναγκαίους τους αρνητικούς αριθμούς 

Η ανάπτυξη του συμβολικού λογισμού δημιούργησε τις προϋποθέσεις για την 

ανάπτυξη μιας θεωρίας αλγεβρικών εξισώσεων στις αρχές του 17ου αιώνα, στην οποία 

οι αρνητικοί αριθμοί καταλάμβαναν απαραίτητη θέση. Χαρακτηριστικό παράδειγμα 

αποτελεί το τρίτο βιβλίο του έργου του Descartes (1596 – 1650 ), La Geometrie 

(1637), στο οποίο οι αρνητικές λύσεις των εξισώσεων εισάγονται σταδιακά. 

Συγκεκριμένα ο Καρτέσιος συνδέει τον αριθμό λύσεων μιας εξίσωσης με το βαθμό 

του αγνώστου της εξίσωσης. Δηλαδή, ας υποθέσουμε ότι έχουμε x = 2  ή x 2 = 0−  

και x = 3 ή x 3 = 0− . Τότε, πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις x 2 = 0−  και 

x 3 = 0−  προκύπτει η εξίσωση x 5x + 6 = 02 −  ή x = 5x 62 − , που έχει δύο τιμές 

για το x, το 2 και το 3. Αν πάρουμε και την εξίσωση x 4 = 0−  και την 

πολλαπλασιάσουμε με την εξίσωση x 5x + 6 = 02 − , προκύπτει η εξίσωση 

x 9x 26x 24 = 03 2− + − , στην οποία το x παίρνει τρείς τιμές, τις 2,3 και 4. 

 Αν όμως το x παριστά την έλλειψη μιας ποσότητας 5, τότε θα έχουμε x + 5 = 0 , η 

οποία αν πολλαπλασιαστεί με την x 9x 26x 24 = 03 2− + − , δίνει την εξίσωση 

x 4x 19x 106x 120 = 04 3 2− − + − , η οποία έχει τέσσερις ρίζες, τρείς γνήσιες, τις 

2,3,4 και μία πλαστή ρίζα το 5. 

Το πλαίσιο, στο οποίο εισήχθησαν παραπάνω οι αρνητικοί αριθμοί χαρακτηρίζεται 

από τη παραδοχή ότι η «άγνωστη ποσότητα», δεν συσχετίζεται με συγκεκριμένες 

ερμηνείες, αλλά γίνεται ένα αντικείμενο του αφηρημένου συμβολικού λογισμού. 

Συγκεκριμένα, οι αρνητικές λύσεις παίρνουν το νόημά τους μόνο μέσα από τη τυπική 

εφαρμογή των αλγεβρικών συντακτικών κανόνων για το σχηματισμό των εξισώσεων. 

Ωστόσο, ιστορικές έρευνες (Glaeser, 1981, σ.315) υποστηρίζουν ότι ο Καρτέσιος 

αφιέρωσε το τρίτο βιβλίο του έργου του «στη τέχνη του να ‘ξεφορτώνεσαι’ τις 

ψεύτικες ρίζες», υποδεικνύοντας έτσι ανασφάλεια όταν αντιμετώπιζε αρνητικούς 

αριθμούς. 

Η μελέτη πολλών επιστημονικών προβλημάτων, π.χ. της Αστρονομίας, έθετε 

ζητήματα που είχαν σχέση με τις αριθμητικές πράξεις και τους υπολογισμούς, η 

επίλυση των οποίων οδήγησε σε σημαντικά αποτελέσματα για τα Μαθηματικά, όπως 

για παράδειγμα την επινόηση των λογαρίθμων. 
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Δίνονται παρακάτω οι αριθμητικές ακολουθίες: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 … 

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 … 

Όπως γνωρίζουμε σήμερα οι παραπάνω ακολουθίες αποτελούν  μία εφαρμογή των 

ιδιοτήτων των δυνάμεων (εκθέτες και δυνάμεις του 2) και επίσης, ότι εύκολα 

μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ο πολλαπλασιασμός ή η διαίρεση δύο αριθμών στη 

2η ακολουθία, για παράδειγμα του 16 ⋅ 128=2048 ή 4096:512=8, μπορεί να αναχθεί σε 

πρόσθεση ή αφαίρεση, αντίστοιχα, των 4 + 7 =11 ή 12 – 9 =3 στην 1η ακολουθία. 

Στη συνέχεια, λαμβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες της μονάδας και του μηδέν στο 

πολλαπλασιασμό και στη πρόσθεση, δείχνουμε ότι οι δύο παραπάνω σειρές μπορούν  

να τα συμπεριλάβουν. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 … 

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 … 

Το επόμενο λογικό βήμα σημειώθηκε από τον Stifel (1487 – 1567), ο οποίος έκανε 

την επέκταση των παραπάνω ακολουθιών και προς τα αριστερά στο βιβλίο του 

Arithmetica Integra (1544). Τι θα συμβεί αν σκεφτούμε τη διαίρεση 64:512, που 

απλοποιείται στο 1:8; Τι θα συμβεί με τις αντίστοιχες αφαιρέσεις 6 – 9  ή 0 – 3 ; Ο 

παραπάνω πίνακας μετατρέπεται στον επόμενο: 

-3 -2 -1  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 … 

1
8

 1
4

 1
2

 
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 … 

Αξίζει να σημειώσουμε ότι το παραπάνω παράδειγμα εξελίσσεται μέσα σε ένα 

καθαρά αριθμητικό πλαίσιο, χωρίς την εμπλοκή κάποιου αλγεβρικού πλαισίου με 

εκθέτες και εξισώσεις. (Θωμαΐδης, 1998) Στη παραπάνω λογική πραγματοποιείται 

ένα πολύ σημαντικό βήμα για την εξέλιξη της άλγεβρας, των συνόλων των αριθμών 

και την αναπαράσταση των γεωμετρικών σχημάτων σε ένα σύστημα συντεταγμένων. 
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Με σκοπό να διατηρηθεί η ικανότητα να ανάγεται ο πολλαπλασιασμός σε πρόσθεση 

και η διαίρεση σε αφαίρεση, πρέπει να ορίσουμε σωστά τις προσθέσεις και τις 

αφαιρέσεις, για παράδειγμα της μορφής ( ) ( ) ( )−1 + −3 = −4 , που αντιστοιχεί στο 

γινόμενο 1 1 1
⋅ =

2 8 16
.  

Σαν συμπέρασμα από όλα όσα παραθέσαμε παραπάνω μπορούμε να διατυπώσουμε 

πως ο βασικός λόγος για την εισαγωγή των αρνητικών αριθμών ήταν η προσπάθεια 

για να επιτευχθεί ένα ενοποιημένο σύστημα αφηρημένων Μαθηματικών. Για 

παράδειγμα, να υπάρχει ένα ενοποιημένο σύστημα λύσεων για όλες τις εξισώσεις 

ίδιου τύπου, για παράδειγμα των εξισώσεων δευτέρου βαθμού. 

5.4 Ξεπερνώντας τις δυσκολίες με αλλαγή οπτικής: «Η αρχή της 
διατήρησης» 

Η έννοια των αρνητικών αριθμών είναι αρκετά δύσκολη για τους μαθητές, κυρίως 

διότι μέσω αυτών τα παιδιά έρχονται σε επαφή για πρώτη φορά με τα αφηρημένα 

Μαθηματικά. Προσεγγίζοντας την έννοια τους, όμως, μέσα από την ιστορία 

ανακαλύπτουμε την αναγκαιότητά τους στην επίλυση μαθηματικών προβλημάτων. 

Με αυτό τον τρόπο είναι πιο εύκολο για τους μαθητές να τους «δεχτούν» και να 

προσπαθήσουν να καταλάβουν το νόημά τους, σε σύγκριση με την εκμάθηση 

κανόνων που εμφανίζονται ως «ουρανοκατέβατοι» γραμμένοι στον πίνακα της τάξης, 

για την επίλυση ασκήσεων. Ασύνδετοι με τις προηγούμενες μαθηματικές τους 

γνώσεις. 

Η μελέτη των ιστορικών πηγών που αφορούν την εξέλιξη των αρνητικών αριθμών 

μας δείχνει ότι οι αρνητικοί αριθμοί έγιναν κατανοητοί από τους μαθηματικούς σε 

ένα συμβολικό πλαίσιο. Αριθμητικοί κανόνες, συμπεριλαμβανομένων και των 

κανόνων των προσήμων, μπορούν να εφαρμόζονται «τυφλά» σε πράξεις με 

αρνητικούς αριθμούς, διότι είναι καλά θεμελιωμένοι και αιτιολογημένοι από τη 

συμβολική άλγεβρα του 17ου αιώνα.  

Οι αρνητικοί αριθμοί εμφανίστηκαν στην ιστορία των Μαθηματικών μέσα σε ένα 

πλαίσιο συμβολικής άλγεβρας και όχι μέσα από ένα πρόβλημα καθημερινότητας. 

Χρειάστηκε να γίνει κατανοητή η «αρχή της διατήρησης», αρχικά από τον Άγγλο 
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μαθηματικό  Peacock  (1791 – 1858) και να διατυπωθεί ρητά από τον Hankel (1839 – 

1873), στο βιβλίο του «Vorlesungen über die complexen Zahlen und ihre Functionen» 

(1867). Σύμφωνα με την παραπάνω αρχή, η σημασία της έννοιας του αριθμού στα 

Μαθηματικά δεν καθορίζεται από τη σχέση της με τον πραγματικό κόσμο, αλλά από 

την ικανοποίηση ορισμένων θεμελιωδών ιδιοτήτων που είναι κοινές για όλες τις 

βασικές κατηγορίες αριθμών. (Hefendehl – Hebeker, 1988) Τις ιδιότητες αυτές τις 

θεωρούμε ως αξιώματα για να αποδείξουμε μία νέα ιδιότητα. Για παράδειγμα, για να 

αποδειχθεί με λογική συνέπεια ο κανόνας των προσήμων «διατηρούμε» και στους 

αρνητικούς αριθμούς την επιμεριστική ιδιότητα, παρά το γεγονός ότι δεν είναι 

διαισθητικά προφανής όπως στους φυσικούς αριθμούς ή τα κλάσματα.  

Θεωρώντας ως δεδομένη την επιμεριστική ιδιότητα στους θετικούς αριθμούς, 

( )α ⋅ β + γ = αβ + αγ , θα αποδείξουμε τον κανόνα: ( ) ( )−α ⋅ −β = +αβ . 

Διότι: 

Ισχύει ότι: ( ) 0−α + α =  πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της ισότητας με το 

( )−β  

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0 (1)

−α ⋅ −β + α ⋅ −β = ⋅ −β

−α ⋅ −β + α ⋅ −β =
    

Και προκύπτει η σχέση (1) 

Επίσης ισχύει η ισότητα: ( ) 0−β + β =  πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη με το α  

( )
( )

0

0 (2)

α ⋅ −β + α ⋅ β = ⋅ α

α ⋅ −β + α ⋅ β =
 

Και προκύπτει η σχέση (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
−α ⋅ −β + α ⋅ −β = α ⋅ −β + α ⋅ β

−α ⋅ −β = +α ⋅ β
 

Αποδείχθηκε44, λοιπόν, ο κανόνας του προσήμου για το γινόμενο δύο αρνητικών 

αριθμών, με τη χρήση γνωστών προτάσεων και ιδιοτήτων.   

5.5 Μία εννοιολογική αλλαγή στην ιστορία των Μαθηματικών 

 O Hankel θεμελίωσε τους αρνητικούς αριθμούς με βάση την αρχή της διατήρησης 

των τυπικών κανόνων και η αλλαγή συνίσταται στη μετάβαση από την απόδοση 

συγκεκριμένης (concrete) σημασίας στις αριθμητικές έννοιες σε μία πιο τυπική και 

αφηρημένη θεώρησή τους45. «Απαιτεί» να ελευθερώσουμε τους εαυτούς μας από τα 

«ατυχήματα» της πραγματικότητας και να δώσουμε στους μαθητές να καταλάβουν 

ότι οι αρνητικοί αριθμοί δεν «ανακαλύφθηκαν», αλλά «εφευρέθηκαν». Είναι απλά 

σύμβολα (νοητές εικόνες) για τα οποία κάποιος ορίζει τυπικές σχέσεις. Ωστόσο, τα 

παραπάνω δεν υπονοούν ότι ο Hankel δεν επιδιώκει τη σύνδεση μεταξύ του 

επεκτεινόμενου συστήματος των αριθμών και του πραγματικού κόσμου. 

Συγκρίνοντας τη λογική της αρχής της διατήρησης και παλαιότερων απόψεων, τώρα 

η σχέση του αριθμού με τα μεγέθη έχει αντιστραφεί. Τα μεγέθη εξαρτώνται πια από 

τους αριθμούς. (Hefendehl – Hebeker, 1991) Με λίγα λόγια δεν «πήγαν» οι αρνητικοί 

στους μαθηματικούς, αλλά οι μαθηματικοί στους αρνητικούς. Τελικά με τεχνητό 

τρόπο ξεπεράστηκε η εννοιολογική τους δυσκολία. Είναι πιο εύκολο, για παράδειγμα, 

να λέμε +10 βαθμούς Κελσίου, παρά 10 βαθμούς πάνω από το μηδέν. Στα 

Μαθηματικά έχουμε βάλει τους κανόνες και δεν περιμένουμε να πάρουν νόημα από 

την πραγματικότητα. Θα πρέπει, να βοηθήσουμε τους μαθητές μας να καταλάβουν 

ότι η ιστορική εξέλιξη και η τελική αποδοχή των αρνητικών αριθμών μας δείχνει ότι 

δεν μπορούμε να ερμηνεύσουμε τους αρνητικούς και ειδικά τις πράξεις με αυτούς, με 

βάση πραγματικά και διαισθητικά μοντέλα. 

                                                
44 Τη συγκεκριμένη απόδειξη χρησιμοποιήσαμε και στο Φύλλο Εργασίας για τους μαθητές της Α΄ 
Λυκείου. 

45 Και όχι ότι οι αριθμοί μετρούν κάποια πραγματική ποσότητα απαραίτητα. 
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Αν αναλογιστούμε, λοιπόν, τα προβλήματα και τις διαμάχες που δημιουργήθηκαν 

από τους αρνητικούς αριθμούς σε σπουδαίους μαθηματικούς, πριν από κάποιους 

αιώνες, δεν αποτελούν έκπληξη τα ερωτήματα και οι δυσκολίες που προκύπτουν 

μέσα στις σημερινές σχολικές τάξεις. Είναι διδακτικά απαραίτητο να συζητείται με 

τους μαθητές ότι χρειάστηκαν 3 αιώνες χρήσης των αρνητικών αριθμών, πριν 

καταλήξουν οι μαθηματικοί στην «αρχή της διατήρησης». Ο παραλληλισμός ανάμεσα 

στην ιστορία και στην εκπαίδευση σχετικά με τους αρνητικούς αριθμούς διαφαίνεται 

και αιτιολογεί το ερώτημα (γ) της παρούσας έρευνας στη §1.3.1. Ύστερα από τη 

παραπάνω ιστορική ανάλυση είμαστε σε θέση να μελετήσουμε το ζήτημα του 

παραλληλισμού λαμβάνοντας υπόψη όσα ακολουθούν στο 6ο κεφάλαιο, της 

εμπειρικής έρευνας.  
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6. Κεφάλαιο 6ο  Σχεδιασμός, Οργάνωση και διεξαγωγή της 

εμπειρικής έρευνας 

6.1 Στόχοι της εμπειρικής έρευνας  

Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει αναλυτική παρουσίαση της προετοιμασίας του υλικού και 

της διεξαγωγής της εμπειρικής έρευνας, η οποία περιλαμβάνει τη Διδασκαλία και τη 

Συζήτηση. Η Συζήτηση περιλαμβάνει απαντήσεις στα ερωτήματα ενός Φύλλου 

Εργασίας και προσωπικές συνεντεύξεις, που επεξηγούν περαιτέρω τις απαντήσεις 

των μαθητών. 

Ο στόχος της εργασίας και των μαθημάτων που πραγματοποιήθηκαν είναι να 

αναδείξουμε τον τρόπο με τον οποίο, μελετώντας την ιστορία των Μαθηματικών 

μπορούμε να προσεγγίσουμε με πιο αποτελεσματικό τρόπο τους ρητούς αριθμούς, σε 

μαθητές του Γυμνασίου. Αναφέραμε το γεγονός ότι οι μαθητές του Γυμνασίου και 

του Λυκείου «έρχονται» στη τάξη με τις εμπειρίες τους από τις διδακτικές πρακτικές 

των προηγούμενων τάξεων. 

 Στην Ελλάδα επικρατεί κυρίως ο δασκαλοκεντρικός – παραδοσιακός τρόπος 

διδασκαλίας. (Tzekaki, Sakonidis & Kaldrimidou, 2003) Μία δραστηριότητα με 

φύλλα εργασίας, με ιστορικές πηγές, με τον δάσκαλο πρόθυμο να ακούει και να 

ρωτάει, εκτός από το να μιλάει και να γράφει, να δέχεται το λάθος του μαθητή και να 

το θεωρεί απαραίτητο, ώστε να εισάγει μία νέα έννοια, αποτελεί καινοτομία για τους 

μαθητές46. 

Είναι  πολύ σημαντικός ο τρόπος που θα διδάξουμε στους μαθητές μας το γιατί «πλην 

επί πλην κάνει συν» και φυσικά δεν μπορεί να είναι απλά ένας κανόνας 

απομνημόνευσης. Η παρουσίαση των δυσκολιών, που αντιμετώπισαν σπουδαίοι 

μαθηματικοί του παρελθόντος και η προτροπή για υποθέσεις και εικασίες σχετικά με 

τον κανόνα των προσήμων θα οδηγούσε τους μαθητές σε μία πιο ουσιαστική μάθηση 

και όχι στην εκμάθηση συνταγών. Ωστόσο, για να γίνει η απαιτούμενη αλλαγή στο 

τρόπο διδασκαλίας των Μαθηματικών είναι απαραίτητη αρχικά η ανανέωση στα 
                                                
46 Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να υποστηρίξει και να «αποδείξει» ότι η καινοτομία αυτή θα ήταν 
επιθυμητό να αποτελέσει τον κανόνα του τρόπου διδασκαλίας και όχι την εξαίρεση και τέλος, ότι η 
ιστορία των μαθηματικών εννοιών μπορεί να συμβάλλει, πράγματι, σε αυτό το σκοπό.      
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σχολικά εγχειρίδια και η κατάλληλη επιμόρφωση των δασκάλων. Η ποιότητα και η 

αποτελεσματικότητα της δουλειάς στη τάξη εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από τα 

σχολικά βιβλία που καθορίζουν την ύλη που θα διδαχθεί, τον τρόπο που θα διδαχθεί 

και προβάλλουν το παιδαγωγικό πρότυπο για την μαθηματική εκπαίδευση. (Tzekaki, 

Sakonidis & Kaldrimidou, 2003) Τα ισχύοντα σχολικά βιβλία έχουν μία διαφορετική 

φιλοσοφία που μοιάζει να βασίζεται στις αρχές της ΡΜΕ, τις οποίες αναλύσαμε στις 

ενότητες §3.4 και §3.5 ως προς τις δραστηριότητες που προτείνουν. Επίσης, όπως 

είδαμε γίνεται μία προσπάθεια να αξιοποιηθεί η ιστορία των Μαθηματικών στη 

διδασκαλία τους, προσπάθεια που προσφέρει στους μαθητές ένα διαφορετικό και 

αρκετά ενδιαφέρον μάθημα. Τα συμπεράσματα από την τριαντάχρονη εφαρμογή της 

ΡΜΕ έδειξαν ότι αναθεώρηση της εκπαίδευσης, χωρίς αναθεωρημένα βιβλία 

Μαθηματικών δεν γίνεται. (Ματθαίου, 2005, σελ.75) 

6.2 Ιδέες για δραστηριότητες  – προτάσεις διδασκαλίας 
6.2.1 Ο ρόλος της ιστορίας στα Φύλλα Εργασίας 

Στον Μπιζμπιάνο (2011, σ.83) αναφέρεται ότι τα Φύλλα Εργασίας, που 

χρησιμοποιούνται για την ενσωμάτωση της ιστορίας των Μαθηματικών στη 

μαθηματική εκπαίδευση, είναι σχεδιασμένα σαν ένα σύνολο δομημένων και 

καθοδηγούμενων, από τον δάσκαλο, ερωτημάτων για τη παρουσίαση ενός 

μαθηματικού θέματος ή ενός συνόλου μαθηματικών προβλημάτων. Ο σχεδιασμός 

τους θα πρέπει να λαμβάνει υπόψη τις προηγούμενες γνώσεις των μαθητών και με 

αυξανόμενης δυσκολίας ερωτήματα να καθοδηγεί τους μαθητές στην ανάπτυξη των 

βασικών εννοιών ενός άγνωστου, γι’ αυτούς, μαθηματικού θέματος. Προορίζονται 

για χρήση μέσα στη τάξη, συχνά για ζευγάρια ή μικρές ομάδες μαθητών.  

Τα Φύλλα Εργασίας, τα οποία βασίζονται στην ιστορία των Μαθηματικών, συνήθως 

δομούνται γύρω από σύντομα αποσπάσματα, τα οποία αν περιέχουν συμβολισμό 

άγνωστο στους μαθητές, οι διδάσκοντες πρέπει να προσφέρουν στους μαθητές τη 

"μετάφρασή" τους σε σύγχρονο συμβολισμό γνωστό στους μαθητές. Μερικές φορές 

μπορεί να περιέχουν επιχειρήματα ή δηλώσεις σχετικά για τη φύση κάποιου 

μαθηματικού θέματος ή των Μαθηματικών γενικότερα. Οι μαθητές καλούνται να τα 

επεξεργαστούν λεπτομερώς και να συμφωνήσουν ή να διαφωνήσουν με αυτά. 

(Tzanakis & Arcavi et al, 2000)  
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6.2.2 Υλικό για τη διδασκαλία των αρνητικών αριθμών 

Αφού αναφέραμε κάποια χαρακτηριστικά στοιχεία αντιμετώπισης των αρνητικών 

αριθμών από σπουδαίους μαθηματικούς του παρελθόντος, αναλύσαμε τη 

καθιερωμένη διδασκαλία τους και τις δυσκολίες των μαθητών, θα περιγράψουμε τα 

βασικά βήματα της διδασκαλίας που υιοθετούμε. Η πρώτη επαφή με τους αρνητικούς 

στην Α΄ Γυμνασίου γίνεται μέσα από τη διατύπωση απλών προβλημάτων, όπως για 

παράδειγμα: «Υπολογίστε τη τιμή της παράστασης 12 + 8 –11». Με αυτό τον τρόπο 

μπορούμε να δημιουργήσουμε στην τάξη ένα κλίμα που θα αιτιολογεί την ύπαρξη 

των αρνητικών αριθμών. Για παράδειγμα: «Με πόσους διαφορετικούς τρόπους 

μπορούμε να υπολογίσουμε τη τιμή της παραπάνω παράστασης; Πως μπορεί να 

υπολογιστεί η παράσταση 8 – 11 + 12, γνωρίζοντας ότι το αποτέλεσμά της είναι 9;» 

Χρησιμοποιώντας στη Β  ́Γυμνασίου προβλήματα όπως: 

«Ένας πατέρας 52 ετών και ένας γιος 27 ετών. Σε πόσα χρόνια η ηλικία του πατέρα 

είναι διπλάσια της ηλικίας του γιού;» 

Οι μαθητές μπορούν να «μεταφράσουν» το πρόβλημα σε μία εξίσωση: 

( )x x52 + = 2 ⋅ 27 +   

 θέτοντας ως x  τα χρόνια που χρειάζονται ώστε να συμβεί το παραπάνω 

Λύνοντας προκύπτει η λύση x = −2 . Πώς θα το ερμήνευαν οι μαθητές; Πώς θα 

απέφευγαν την αρνητική λύση; 

Μπορούν οι μαθητές να επαναδιατυπώσουν το πρόβλημα;  

«Πριν από πόσα χρόνια η ηλικία του πατέρα ήταν διπλάσια της ηλικίας του γιού;» 

Πόσο πρακτικό θα ήταν να επαναδιατυπώναμε ένα πρόβλημα κάθε φορά που 

προέκυπτε μία αρνητική λύση σε αυτό; Για μεγαλύτερη εμβάθυνση στον αλγεβρικό 

λογισμό και την ανάδειξη της ανάγκης για περιορισμούς στα μαθηματικά 

προβλήματα, θα μπορούσαμε να διαπραγματευτούμε με τους μαθητές μας σε μία 

επόμενη τάξη, π.χ. στη Γ΄ Γυμνασίου, το παραπάνω πρόβλημα διατυπωμένο ως εξής: 
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«Ένας πατέρας είναι α ετών και ο γιός του β ετών. Πότε η ηλικία του πατέρα θα είναι 

διπλάσια από την ηλικία του γιου;» 

( )x x

x

α + = 2 ⋅ β +

= α − 2 ⋅ β
 

Περιορισμοί: (μπορούν να προσπαθήσουν οι ίδιοι οι μαθητές να τους 

διατυπώσουν…) 

1. οι αριθμοί α, β να είναι θετικοί και όχι πάνω από ένα φυσιολογικό όριο ηλικίας. 

2. Να είναι α > β. 

3. Και το πιο σημαντικό: Η ερμηνεία των αποτελεσμάτων: 

i. Αν α − 2β < 0   εκφράζει ότι συνέβη στο παρελθόν 

ii. Αν α − 2β = 0  συμβαίνει στο παρόν 

iii. Αν α − 2β > 0  θα συμβεί στο μέλλον 

(Θωμαΐδης, 2009)  

Το παρακάτω ερώτημα – άσκηση μπορεί να δοθεί σε μαθητές της Β΄ Γυμνασίου, 

όπως προτείνεται και από το Πιλοτικό Πρόγραμμα σπουδών για τα Μαθηματικά 

(2011, συνθετική εργασία 6, σ.100) Αρχικά στην εργασία δίνονται στους μαθητές 

αποσπάσματα από το λήμμα «Αρνητικοί» της Encyclopédie (d’ Alembert, 1751 – 

1765)  

«Αρνητικές ποσότητες στη Άλγεβρα είναι εκείνες που επηρεάζονται από το σημείο − και 

οι οποίες θεωρούνται από πολλούς μαθηματικούς ως μικρότερες από το μηδέν. Αυτή 

όμως η τελευταία ιδέα δεν είναι ορθή, όπως θα δούμε παρακάτω… Οι ποσότητες που 

ονομάζονται αρνητικές, θεωρούμενες λαθεμένα ότι βρίσκονται κάτω από το μηδέν, 

παριστάνονται πολύ συχνά από πραγματικές ποσότητες…» 

Στη  συνέχεια αναφέρεται η αιτιολόγηση του d’ Alembert για τα κακώς διατυπωμένα 

προβλήματα: 

«Ας υποθέσουμε π.χ. ότι αναζητούμε την τιμή ενός αριθμού x, ο οποίος όταν 

προστίθεται στο 100 μας δίνει 50. Σύμφωνα με τους κανόνες της Άλγεβρας, έχουμε 
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x 100 50+ = , δηλαδή x 50= − . Αυτό που διαπιστώνουμε είναι ότι η ποσότητα x  

ισούται με 50και ότι αντί να προστίθεται στο 100  θα πρέπει να αφαιρείται. Πράγμα 

που σημαίνει ότι το πρόβλημα θα έπρεπε να είχε διατυπωθεί ως εξής:  

Να βρεθεί ένα μέγεθος x  το οποίο, όταν αφαιρείται από το 100  να αφήνει υπόλοιπο 

50 .  

Αν το πρόβλημα είχε διατυπωθεί με αυτό τον τρόπο, τότε θα είχαμε 100 x 50− =  και 

x 50= , η αρνητική μορφή του x  δεν θα επιβίωνε πλέον. Έτσι, λοιπόν οι αρνητικές 

ποσότητες υποδηλώνουν στην πραγματικότητα θετικές ποσότητες στους υπολογισμούς, 

οι οποίες όμως είχαν υποτεθεί σε λάθος θέση. Έτσι, λοιπόν, πραγματικά και ξεκάθαρα, 

δεν υπάρχουν καθόλου μεμονωμένες αρνητικές ποσότητες: το 3−  θεωρούμενο 

αφηρημένα δεν έχει κανένα νόημα. Όταν όμως λέω ότι ένας άνθρωπος έδωσε σε 

κάποιον άλλο 3−  écus, αυτό σημαίνει σε κατανοητή γλώσσα ότι του οφείλει 3 écus.» 

Ζητείται λοιπόν από τους μαθητές να μελετήσουν το παραπάνω ιστορικό κείμενο και 

να απαντήσουν στο ερώτημα: «Χρειάζονται οι αρνητικοί αριθμοί στην επίλυση 

εξισώσεων;» 

 Η δραστηριότητα συνεχίζει ζητώντας από τους μαθητές να χωριστούν σε δύο 

ομάδες. Τους «οπαδούς» και τους «αντίπαλους» των αρνητικών αριθμών. Οι 

«οπαδοί» υποστηρίζουν ότι οι αρνητικοί είναι χρήσιμοι, παρά το γεγονός ότι δύσκολα 

μπορεί να αποδοθεί ένα πραγματικό νόημα στις πράξεις τους, ενώ οι «αντίπαλοι» 

θεωρούν ότι τα Μαθηματικά μπορούν να υπάρξουν και χωρίς τους αρνητικούς.  

Ένας «οπαδός» και ένας «αντίπαλος» των αρνητικών διαχειρίζονται με δύο 

διαφορετικούς τρόπους τη παρακάτω εξίσωση: 

«Να λυθεί η εξίσωση 7 − 5 = 10 − 11x x  χωρίς να διαχειριστείτε αρνητικούς αριθμούς 

στη μία περίπτωση και με αρνητικούς στη δεύτερη περίπτωση.» 
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«Αντίπαλος» «Οπαδός» 

7x 5 10x 11
11 5 10x 7x
6 3x
x 6 : 3
x 2

− = −
− = −

=
=
=

 

( ) ( )

7x 5 10x 11
7x 10x 5 11
3x 6

x 6 : 3

x 2

− = −
− = −

− = −

= − −

=

 

Στη δραστηριότητα ζητείται από τους μαθητές να απαντήσουν στα εξής ερωτήματα: 

1. Ποια είναι η βασική διαφορά στους δύο τρόπους επίλυσης; 

2. Διακρίνετε πλεονεκτήματα ή μειονεκτήματα σε κάθε τρόπο; 

3. Μπορείτε να χαρακτηρίσετε τον έναν τρόπο ταχύτερο ή πιο πρακτικό από τον 

άλλο; 

4. Μπορείτε να εξηγήσετε έναν κανόνα των πράξεων των αρνητικών αριθμών με 

βάση τους δύο τρόπους επίλυσης της ίδιας εξίσωσης; 

Κριτικά ερωτήματα που θα δημιουργούσαν την αίσθηση στους μαθητές της 

αναγκαιότητας της ύπαρξης των αρνητικών αριθμών και θα τόνιζαν το γεγονός ότι ο 

«κανόνας των προσήμων» κρύβει μέσα του ένα είδος ανάγκης. Την ίδια 

δραστηριότητα είχε προτείνει και ο Θωμαΐδης (2009) για μαθητές της Β΄ Γυμνασίου, 

χωρίζοντάς τους σε ομάδες: «Φίλοι» και «Εχθροί» των αρνητικών αριθμών. Οι 

«φίλοι» των αρνητικών είχαν ιδιαίτερη ευελιξία στην επίλυση της εξίσωσης, αφού 

μπορούσαν να ακολουθήσουν τη τυποποιημένη διαδικασία της μεταφοράς των 

αγνώστων στο πρώτο μέλος και των γνωστών στο δεύτερο, χωρίς να 

προβληματιστούν αν οι αφαιρέσεις που προκύπτουν έχουν νόημα. Ευελιξία ιδιαίτερα 

χρήσιμη ειδικά σε πιο σύνθετες εξισώσεις. 

 Ένα διδακτικά σημαντικό στοιχείο της προηγούμενης δραστηριότητας είναι η 

σύγκριση των δύο λύσεων στους μαθητές. Δηλαδή η πράξη ( ) ( )6 : 3− −  φαίνεται να 

υπακούει σε μία αναγκαιότητα. Αφού πρόκειται για την ίδια εξίσωση και οι «εχθροί» 

με μία «φυσική» λύση βρήκαν x=2, είναι φανερό ότι αν δεχτούμε τους αρνητικούς 
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πρέπει να καταλήξουμε ότι: ( ) ( )6 : 3 2− − = . Όπως χαρακτηριστικά αναφέρει ο 

Θωμαΐδης (2009): 

«Πριν από οποιαδήποτε απόπειρα εποπτικής ερμηνείας ή λογικής απόδειξης του 

λεγόμενου ‘κανόνα των προσήμων’, πρέπει να έχουμε υπόψη ότι ιστορικά ο κανόνας 

αυτός υπήρξε ένα ‘τέκνο της ανάγκης’!» 

Μια επίσης ενδιαφέρουσα δραστηριότητα, που θυμίζει την ερμηνεία της ισότητας 

( )α − β − γ = α − β + γ από τον Viete, που αναφέραμε στο προηγούμενο κεφάλαιο και 

που συνδέει πολύ εύστοχα την άλγεβρα με τη γεωμετρία είναι η γεωμετρική ερμηνεία 

της διπλής επιμεριστικής ιδιότητας: 

( ) ( )α β γ δ = α γ α δ β γ + β δ− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅

 

(Θωμαΐδης, 1998)  

Οι μαθητές θα μπορούσαν να φτιάξουν και το σχήμα, αφού απαιτεί απλή γνώση 

εμβαδών και να αιτιολογήσουν τον κανόνα των προσήμων στον πολλαπλασιασμό με 

βάση το σχήμα. 

Στην εμπειρική έρευνα, στη φάση Διδασκαλία στην Α’ Γυμνασίου χρησιμοποιήσαμε 

ιστορικό υλικό από τους Klein, Viete και Euler σχετικά με τους αρνητικούς αριθμούς. 

Οι μαθητές αρχικά εξοικειώθηκαν με την ποσοτική ερμηνεία της επιμεριστικής 
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ιδιότητας από τον Viete. Στη συνέχεια, προσπαθώντας να «βρούμε» ποιό είναι το 

πρόσημο του γινομένου δύο αρνητικών αριθμών, εκτός από τη ποσοτική ερμηνεία, 

διατυπώθηκε και η αιτιολόγηση του Euler.  

6.3 Περιγραφή της εμπειρικής έρευνας 
6.3.1 Διδασκαλία 

Τη σχολική χρονιά 2012 – 2013 η διδασκαλία για τους ρητούς αριθμούς στην Α΄ 

Γυμνασίου ενσωμάτωσε πολλά στοιχεία που προέκυψαν από τη μελέτη της ιστορίας 

των αρνητικών αριθμών. Η επιρροή ήταν στον τρόπο που θα μπορούσε ο δάσκαλος 

να αξιοποιήσει διδακτικά τα ιστορικά δεδομένα και κυρίως στην εξήγηση του κανόνα 

των προσήμων στις πράξεις με αρνητικούς αριθμούς. 

Από την αρχή της χρονιάς, οι μαθητές ήταν «προσανατολισμένοι» προς την 

αναγκαιότητα της ύπαρξης των αρνητικών αριθμών, αλλά και της επέκτασης των 

ιδιοτήτων των πράξεων της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού στα σύνολα των 

αριθμών, φυσικοί αριθμοί, κλάσματα και δεκαδικοί αριθμοί. Ξεκινώντας με τους 

φυσικούς αριθμούς, επεκτείναμε την αντιμεταθετική και την προσεταιριστική 

ιδιότητα της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού στα κλάσματα και στους 

δεκαδικούς. Στη συνέχεια, μεγάλη σημασία δόθηκε στην ιδιότητα που συνδέει την 

πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό, την επιμεριστική ιδιότητα. Όταν οι ιδιότητες 

επεκτάθηκαν και στους αρνητικούς αριθμούς, η επιμεριστική ιδιότητα χρειάστηκε 

στην επεξήγηση του κανόνα των προσήμων για τον πολλαπλασιασμό. Βεβαίως, η 

επεξήγηση δεν ήταν απλή, ούτε και γρήγορη. Μεγάλη σημασία και βασικό ρόλο στα 

καθημερινά μαθήματα είχε η ιστορία των αρνητικών αριθμών, αναφέροντας τα 

ονόματα σπουδαίων μαθηματικών, αλλά και τις αιτιολογήσεις τους για τις πράξεις 

μεταξύ ρητών αριθμών. Μελετήσαμε τη ποσοτική επεξήγηση του κανόνα της 

απαλοιφής παρενθέσεων από τον Viete, την οποία αρκετοί μαθητές κατάλαβαν 

εύκολα και μπόρεσαν να την αναπαράγουν για να εξηγήσουν ποσοτικά την ισότητα: 

( ) ( )α + β − γ − δ = α + β − γ + δ  

Για παράδειγμα, η Ίριδα αιτιολόγησε τη παραπάνω παράσταση, ως εξής: 
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«Η παράσταση αυτή μας δείχνει με μεταβλητές το νόημά της. Από το άθροισμα του 

α + β  θέλουμε να αφαιρέσουμε το γ , όχι όμως ολόκληρο αλλά μειωμένο κατά δ . 

Έτσι, για να τη λύσουμε θα πρέπει όταν θα έχουμε αφαιρέσει από το α + β  το γ , 

( )α + β − γ , τότε να προσθέσουμε το δ  για να ισορροπήσουμε το αποτέλεσμα 

α + β − γ + δ .» 

Ο Θάνος: 

«Στο άθροισμα του α + β  θέλουμε να αφαιρέσουμε τη διαφορά του γ − δ . Έτσι, αν 

αφαιρέσουμε από το α + β  το γ , δεν αφαιρούμε τη διαφορά του γ − δ . Γι’ αυτό το 

λόγο, στο α + β − γ πρέπει να προσθέσουμε το δ .» 

Μάλιστα, το πιο ενδιαφέρον σε αυτά τα μαθήματα ήταν ότι συχνά οι μαθητές 

διατύπωναν απόψεις σχετικά με το κανόνα των προσήμων, που θύμιζε τους 

σπουδαίους μαθηματικούς Euler και Viete, γεγονός που ενθουσίαζε και τους ίδιους 

τους μαθητές. Πιο συγκεκριμένα… 

Σε ένα από τα πρώτα μαθήματα για την εισαγωγή στον πολλαπλασιασμό των ρητών 

συζητούσαμε με τα παιδιά της τάξης για το ποσοτικό νόημα της ισότητας του Viete 

με αριθμητικά παραδείγματα και με μεταβλητές. «Μεταφράζαμε» το πλην έξω από 

την παρένθεση, ως τον αντίθετο αριθμό της παρένθεσης και το ερώτημα των παιδιών 

ήταν αν ( )− 8 − 5  ισούται με τον αντίθετο και των δύο όρων της παρένθεσης, όπου 

αριθμητικά μπορούμε να ελέγξουμε το αποτέλεσμα. Δίνοντας στη συνέχεια ένα 

παράδειγμα στον πίνακα: ( )− 8 − 3 − 5 − 7  για να βγει η παρένθεση χωρίς να γίνουν οι 

πράξεις μέσα σε αυτή, τα παιδιά, όλα μαζί σχεδόν, απάντησαν: −8 + 3 + 5 + 7  και 

συμπληρώνοντας λέγαμε, δηλαδή ο αντίθετος του 8, ο αντίθετος του 3− , ο αντίθετος 

του 5− , ο αντίθετος 7− . Μία μαθήτρια, η Μαίρη είπε ότι αυτό μοιάζει με 

επιμεριστική, αλλά δεν είναι! 
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Ρωτώντας την: «Τι χρειαζόμαστε για να γίνει επιμεριστική ιδιότητα;»47 απαντά: 

«Χρειαζόμαστε έναν όρο μπροστά στη παρένθεση με τη πράξη του πολλαπλασιασμού». 

Τότε ένας άλλος μαθητής απαντά το 1; Δηλαδή το ( )−1 .  

Άρα, καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι το ( )−α είναι ουσιαστικά το γινόμενο του α  

με το ( )−1 . 

Ύστερα από το παραπάνω μάθημα με την επιμεριστική ιδιότητα στην ισότητα του 

Viete και ζητώντας από τα παιδιά να πουν τί έχουν καταλάβει από το μάθημα, η 

Μαρκέλλα μου είπε το εξής: 

«Αν 2 ⋅ 3 = +6  και ( )−2 ⋅ 3 = −6  τότε ( ) ( )−2 ⋅ −3  πρέπει να κάνει +6 , διότι είναι το 

αντίθετο του ( )−2 ⋅ 3 = −6 .» 

Σκέψη που θυμίζει έντονα το συλλογισμό του Euler, αλλά με συγκεκριμένους 

αριθμούς. Τα παιδιά ενθουσιάστηκαν από τη ποσοτική επεξήγηση και την 

«ανακάλυψη» της επιμεριστικής ιδιότητας στους αρνητικούς στην ισότητα του Viete, 

καθώς και με την «επιτυχία» της μαθήτριας να αναπαράγει την αιτιολόγηση του 

Euler. Στην παρουσίαση της ενότητας Συζήτηση θα δούμε ποιες απόψεις και σκέψεις 

έχει η Μαρκέλλα για την αιτιολόγηση του κανόνα των προσήμων στον 

πολλαπλασιασμό, μισό χρόνο μετά, στην αρχή της Β΄ Γυμνασίου. 

Στα μαθήματα, πριν τον πολλαπλασιασμό δύο αρνητικών αριθμών, ζητήθηκε από τα 

παιδιά να περιγράψουν την ισότητα του Viete: ( )α − β − γ = α − β + γ  και να 

προσπαθήσουν να την αιτιολογήσουν ποσοτικά. Τα παιδιά είχαν ενεργό συμμετοχή 

στο μάθημα και μάλιστα, την επόμενη ημέρα απάντησαν γραπτώς μέσα στη τάξη 

όπως αναφέραμε και στην αρχή της παραγράφου, την ποσοτική αιτιολόγηση της 

σχέσης: ( ) ( )α + β − γ − δ . 

                                                
47 Αυτό τη σημείο της Διδασκαλίας μας θυμίζει την απόδειξη που προτείνει η Rapke για την ισότητα 

( ) ( )1 1 1− ⋅ − = + , που παρουσιάσαμε στη §4.3.3, η οποία χρησιμοποιεί αξιώματα, όπως τονίζει η 
Rapke, που διέπουν το σύνολο των αριθμών, με τα οποία οι μαθητές είναι ήδη εξοικειωμένοι. 
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Οι περισσότεροι μπόρεσαν με βάση τη ποσοτική αιτιολόγηση της ισότητας:  

( )α − β − γ = α − β + γ  

 να δώσουν τη σωστή απάντηση για την ισότητα: 

( ) ( )α + β − γ − δ = α + β − γ + δ , 

 αιτιολογώντας ποσοτικά και περιγραφικά τη σχέση. Νιώθοντας πολύ ωραία, που 

είχαν καταλάβει τη λογική του Viete. 

Στα αρχικά μαθήματα για τον πολλαπλασιασμό δύο αρνητικών αριθμών, λοιπόν, τα 

παιδιά καταλάβαιναν τον κανόνα, μέσα από την ισότητα του Viete, την αιτιολόγηση 

του Euler ή ακόμα διαβάζοντας την επεξήγηση του σχολικού βιβλίου με την 

αριθμητική πρόοδο. Αλλά αρκετά παιδιά, κυρίως αδύναμοι μαθητές στα 

Μαθηματικά, που όμως προσπαθούν, διαμαρτύρονταν ότι δεν καταλαβαίνουν τον 

κανόνα, αφού δεν μπορούν να βρούν ένα παράδειγμα του κανόνα − ⋅ − = + , που να 

ανταποκρίνεται στη πραγματικότητα. Φαίνεται ότι αποτελεί «εξάρτηση» για τους 

μαθητές να ερμηνεύουν τα Μαθηματικά με παραδείγματα από τη καθημερινότητα.  

Να σημειώσω σε αυτό το σημείο, ότι κατά τη διάρκεια της σχολικής χρονιάς 2012 – 

2013, είχα χρησιμοποιήσει στη διδασκαλία μου και ερμηνείες των αρνητικών 

αριθμών που προκύπτουν από επεξηγήσεις πραγματικών καταστάσεων. Για 

παράδειγμα, είχα αναφέρει στα παιδιά την «απλοϊκή» ερμηνεία με όρους 

καθημερινής εμπειρίας, ότι το «+» θα θεωρηθεί «φίλος» και το « − » θα θεωρηθεί 

«εχθρός». Στη συνέχεια, τους ζήτησα να απαντήσουν, αν ισχύει και αν αναγνωρίζουν 

κάποια μαθηματική υπόσταση ή αλήθεια στις παρακάτω εκφράσεις: 

(+) επί (+) = + επειδή ο φίλος του φίλου είναι φίλος 

(+) επί ( − ) = −  επειδή ο φίλος του εχθρού είναι εχθρός 

( − ) επί (+) = −  επειδή ο εχθρός του φίλου είναι εχθρός 

( − ) επί ( − ) = + επειδή ο εχθρός του εχθρού είναι φίλος 
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 Αν και οι μαθητές ενθουσιάστηκαν στην αρχή και το θεώρησαν επιτυχημένο, στη 

συνέχεια καταλήξαμε ότι δεν υπάρχει πουθενά η πράξη του πολλαπλασιασμού 

ανάμεσα σε δύο εχθρούς και ότι δεν είναι γενική αλήθεια ότι ο εχθρός του εχθρού 

μου είναι φίλος μου48. Αναφέροντας το παραπάνω παράδειγμα: « − ⋅ − = + , ως 

επεξήγηση, ο εχθρός του εχθρού μου είναι φίλος μου», ρώτησα πού ακριβώς 

καταλαβαίνουν ότι πρόκειται για πολλαπλασιασμό. Ένας μαθητής, με πολύ χαμηλές 

επιδόσεις στα Μαθηματικά, απάντησε: «Στο ‘του’ , Κυρία». Η απάντησή του δείχνει 

τον τρόπο με τον οποίο μαθαίνουν οι μαθητές του δημοτικού σχολείου τον 

πολλαπλασιασμό. 

Οι μαθητές της Α΄ Γυμνασίου, τη σχολική χρονιά 2013 – 2014, παρακολούθησαν με 

ενδιαφέρον τις ιδιότητες των πράξεων. Ανέφεραν αρκετά συχνά, με σιγουριά ότι: 

«υπάρχουν και οι αρνητικοί αριθμοί», αλλά κάνοντας υπομονή, επεκτείναμε τις 

πράξεις και τις ιδιότητες από τους φυσικούς, στα κλάσματα, στους δεκαδικούς και 

τελικά στους αρνητικούς. Η επιμεριστική ιδιότητα κατείχε εξέχουσα θέση στο 

μάθημά μας, εξετάζοντας και τη γεωμετρική της ερμηνεία, ώστε να είναι 

εξοικειωμένοι με τη συγκεκριμένη ιδιότητα και να μην την συναντήσουν μόνο στο 

πρώτο και στο τελευταίο κεφάλαιο της άλγεβρας. 

6.3.2 Συζήτηση με αφορμή ένα Φύλλο Εργασίας 

Η Συζήτηση για το νόημα των αρνητικών αριθμών έγινε την επόμενη σχολική χρονιά 

2013 – 2014 στους μαθητές της Β΄ Γυμνασίου με βάση ένα Φύλλο Εργασίας49, στο 

Ιδιωτικό Γυμνάσιο, που διδάσκω εδώ και 6 χρόνια. Είναι οι μαθητές που 

παρακολούθησαν τη Διδασκαλία, που περιγράψαμε παραπάνω. Το Φύλλο Εργασίας 

ήταν βασισμένο στην ιστορία των αρνητικών αριθμών και κυρίως στον κανόνα των 

                                                
48 Όπως αναφέραμε στη §4.4, η παρουσίαση αυτού του μοντέλου είχε πραγματοποιηθεί σε ένα 
επαναληπτικό μάθημα για τους αρνητικούς αριθμούς σε μαθητές Β΄ και Γ΄ Γυμνασίου. (Θωμαΐδης, 
2009) 

49 Το Φύλλο Εργασίας για τους αρνητικούς αριθμούς δόθηκε στους μαθητές της Β΄ Γυμνασίου, αφού 
είχαμε ολοκληρώσει τη προβλεπόμενη επανάληψη της Α  ́ Γυμνασίου, αναφορικά με τις πράξεις των 
ρητών αριθμών και την έννοια της μεταβλητής στις αλγεβρικές παραστάσεις και έχοντας κάνει μία 
εισαγωγή στην έννοια της εξίσωσης, που ήδη είχαν διδαχθεί την προηγούμενη χρονιά. Να σημειωθεί 
ότι μόνο δύο νέες μαθήτριες από τους 30 που υπάρχουν στη Β΄ Γυμνασίου του σχολείου μας ήρθαν 
φέτος και ότι όλοι οι υπόλοιποι είχαν παρακολουθήσει τα μαθήματά μου για τους αρνητικούς αριθμούς 
και τις πράξεις με αυτούς την προηγούμενη σχολική χρονιά. 
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προσήμων, όπως διατυπώθηκε από τους Euler και Viete. Οι μαθητές έπρεπε να 

δείξουν αν θυμούνται τη ποσοτική εξήγηση του Viete ή αν θυμούνται απλά τον 

κανόνα. Βασικός στόχος ήταν να διαπιστωθεί αν οι μαθητές αναζητούν κάποια 

απόδειξη για τον κανόνα ( ) ( )−1 ⋅ −1 = +1ή αν απλά μαθαίνουν να τον χρησιμοποιούν 

σωστά. Επίσης, να αναδειχθεί η δυσκολία στη κατανόηση των πραγματικών 

μοντέλων για την επεξήγηση του παραπάνω κανόνα, όπως «χρέος επί χρέος είναι 

κέρδος», μοντέλα που τελικά μπορούν να οδηγήσουν, ακόμα και τους καλούς 

μαθητές σε ψευδή συλλογιστική, γεγονός που επηρεάζει αρνητικά την περαιτέρω 

μαθηματική τους γνώση, όπως έχουμε προαναφέρει. Τέλος, αφού μελετήθηκαν τα 

Φύλλα Εργασίας, συζητήσαμε με κάποιους μαθητές για περισσότερες διευκρινήσεις 

σχετικά με τις απαντήσεις τους σε προσωπική συνέντευξη. 

6.3.3 Το εκπαιδευτικό υλικό – Φύλλο Εργασίας της Συζήτησης 

Αρνητικοί Αριθμοί…  

Ο μαθηματικός Felix Klein (1879-1925) στο βιβλίο του Elementar -mathematik vom 
höheren Standpunkt aus υποστηρίζει ότι η δημιουργία των αρνητικών αριθμών έχει 
ως κίνητρο να είναι δυνατή η πράξη της αφαίρεσης σε κάθε περίπτωση: 

«Αν α < β τότε α − β  δεν έχει νόημα στους φυσικούς αριθμούς. Υπάρχει όμως ο 
αριθμός γ = β − α , ώστε α − β = −γ  τον οποίο ονομάζουμε αρνητικό αριθμό.» 

Έχοντας ολοκληρώσει την Α’ Γυμνασίου… 

1. Με πόσους τρόπους θα μπορούσαμε να βρούμε τη τιμή της παράστασης; 
( )18 12 5− − = 

………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………… 
Ο  Viete (1540-1603, σπουδαίος Γάλλος μαθηματικός και νομικός) 
 έγραψε την ισότητα:  ( )α − β − γ = α − β + γ  

2. Πως πιστεύετε πως κατέληξε στην ορθότητα της παραπάνω ισότητας ο Viete; 
………………………………………………………………………………………..…
………………………………………………………………………………………… 

3. Αναγνωρίζετε κάποια μαθηματική ιδιότητα στη παρακάτω έκφραση; 
( )α − β − γ = α − β + γ  

………..…………………………………………………………………………………
..……………………………………………………………………………………….. 
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4. Ποιες μαθηματικές πράξεις αναγνωρίζετε στη αριθμητική παράσταση 
( )18 5 12− − =  

…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 

5. Να βρεθεί η τιμή της αριθμητικής παράστασης: ( )18 5 12− − =  
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 

6. Ο Euler  ( 1707 –  1783,  πρωτοπόρος Ελβετός μαθηματικός και φυσικός) σε 
ένα βιβλίο Άλγεβρας με τίτλο Vollständige Anleitung zur Algebra, που έγραψε το 
1770 γράφει: 

«Το γινόμενο θετικών είναι θετικός: 

 +α επί +β δίνει +αβ» 

Μπορείτε να δώσετε ένα τρόπο αιτιολόγησης του παραπάνω κανόνα; 

…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 

«Το γινόμενο αρνητικού επί θετικό είναι αρνητικός: 

  – α επί το 3 ή +3 

Το χρέος –α τριπλασιάζεται, παραμένει χρέος –3α» 

7. Μπορείτε να διατυπώσετε με δικά σας λόγια τη κεντρική ιδέα της 
αιτιολόγησης του Euler για το πρόσημο του γινομένου ενός θετικού με έναν 
αρνητικό; 

…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………... 

8. Αν ένας συμμαθητής σας, επηρεασμένος από την προηγούμενη επεξήγηση 
του Euler, ρωτούσε: 

«Έχει νόημα η έκφραση ‘χρέος επί χρέος’; Αν ναι, ποιο θα είναι το αποτέλεσμα; 
‘χρέος επί χρέος δίνει χρέος’ ή ‘χρέος επί χρέος δίνει κέρδος’;»  

Τι θα του απαντούσατε; 

…………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

Ο Euler συνεχίζει:  



102 

 

«Το γινόμενο αρνητικού επί αρνητικό είναι θετικός  

 – α επί –β θα κάνει +αβ 

Διότι δεν μπορεί να κάνει –αβ, διότι –α επί +β δίνει –αβ, 

Άρα,  –α επί –β θα δίνει το αντίθετο, +αβ.» 

Σας φαίνεται πειστική η αιτιολόγηση του Euler; (αιτιολογήστε) 

…………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

9. Αναγνωρίζετε μαθηματικές έννοιες ή κανόνες ή ιδιότητες που χρησιμοποιεί η 
παραπάνω αιτιολόγηση του Euler; 

…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 

10. Θα τη χρησιμοποιούσατε για να εξηγήσετε σε ένα συμμαθητή σας τον κανόνα 
( ) ( )− ⋅ − = +  ; (αιτιολογήστε) 

…………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

Με βάση τη μέχρι τώρα «αλγεβρική διαδρομή» σας… 

11. Μπορείτε να δώσετε ένα δικό σας τρόπο αιτιολόγησης του 
κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + ;  

…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 

12. Πως πιστεύετε ότι καταλάβατε ή / και  μάθατε τον κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = +   
τελικά; 

…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 

13. Υπάρχει κάποια μαθηματική εξήγηση ή αναγκαιότητα για να ισχύει  ο 
κανόνας ( ) ( )− ⋅ − = + ; 

…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
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Παρακάτω παραθέτουμε το εκπαιδευτικό υλικό της εμπειρικής έρευνας, που 

προοριζόταν για μαθητές της Α΄ Λυκείου. Δόθηκε σε δύο μόνο μαθήτριες στην αρχή 

της σχολικής χρονιάς 2013 – 2014, που μόλις είχαν αποφοιτήσει από το Γυμνάσιο 

που διδάσκω, χωρίς να έχουν διδαχθεί τον κανόνα των προσήμων στον 

πολλαπλασιασμό ή κάποια ιστορική αναφορά σε αυτόν. Ωστόσο, η έρευνα θα πρέπει 

να επαναληφθεί, με κάποιες ώρες διδασκαλίας προηγουμένως. Διδασκαλία με 

ιδιαίτερη έμφαση σε ιστορικά γεγονότα που αφορούν τους αρνητικούς και στη 

συνέχεια, στο πώς προέκυψε ο κανόνας και η απόδειξή του. Γι’ αυτό δεν θα 

αναφέρουμε λεπτομερείς απαντήσεις των μαθητριών. Ωστόσο, αξίζει να αναφέρουμε 

πως εντυπωσιαστήκαν με την ύπαρξη απόδειξης για τον κανόνα «πλην επί πλην ίσον 

συν», τον οποίο θεωρούσαν αυτονόητο. 

6.3.4 Το Φύλλο Εργασίας για τους μαθητές της Α΄ Λυκείου 

Η “Αρχή της διατήρησης”, που καθιερώθηκε στις αρχές του 19ου αιώνα, υποστηρίζει 

τη μεταφορά των ιδιοτήτων ενός συνόλου αριθμών σε ένα ευρύτερο σύνολο που 

περιέχει το πρώτο. Η σημασία της έννοιας του αριθμού στα Μαθηματικά δεν 

καθορίζεται από τη σχέση της με τον πραγματικό κόσμο, αλλά από την ικανοποίηση 

ορισμένων βασικών κανόνων (αξιωμάτων) που είναι κοινοί για όλες τις βασικές 

κατηγορίες αριθμών. Χρειάστηκαν 3 αιώνες χρήσης των αρνητικών πριν καταλήξουν 

οι μαθηματικοί σε αυτό το συμπέρασμα.  

Χωρίς την “αρχή της διατήρησης” οι πράξεις των νέων αριθμών μπορεί να είναι 

λογικά συνεπείς, αλλά θα είναι άχρηστες στην επίλυση προβλημάτων. 

Πως θα υπολογίζαμε τη παρακάτω ισότητα, χωρίς τους αρνητικούς και τον κανόνα 

( ) ( )− ⋅ − = + : 

( )18 5 12 ....................................................− − =  

Σας φαίνεται αυθαίρετος ο χαρακτήρας αυτής της διαδικασίας; 

Ερώτηση : Ένας συμμαθητής σου δεν καταλαβαίνει: « Γιατί πλην επί πλην κάνει συν; 

» 
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 Δίνονται 4 απαντήσεις.  

Απάντηση 1   

«Ισχύει γιατι το λέει ο κανόνας.» 

Απάντηση 2  

«Κάθε μία ώρα μειώνεται η θερμοκρασία ενός δωματίου κατά 5 βαθμούς Κελσίου. 

Πριν δύο ώρες, κατά πόσους βαθμούς υψηλότερη ήταν η θερμοκρασία του δωματίου; 

Άρα, είχαμε ( ) ( )−5 ⋅ −2 = +10 βαθμούς Κελσίου» 

Απάντηση 3  

Πόσο κάνει ( ) ( )−3 ⋅ −4 = ....  

Ισχύει ότι:  (−4) + 4 = 0  πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της ισότητας με τον ίδιο 

αριθμό (−3)  

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 4 0

3 4 4 3 0

3 4 3 4 0 (1)

− + =

 − ⋅ − + = − ⋅ 
− ⋅ − + − ⋅ =

       

Επίσης,  ισχύει ότι: ( 3) 3 0− + =  πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της ισότητας με 

τον ίδιο αριθμό 4  

  

( )
( )

( )

3 3 0

3 3 4 0 4

3 4 3 4 0 (2)

− + =

 − + ⋅ = ⋅ 
− ⋅ + ⋅ =

 

Άρα, από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 4 3 4 3 4 3 4

3 4 12 12 3 4

( 3) ( 4) 12 12 12
( 3) ( 4) 12 12 12
( 3) ( 4) 12

− ⋅ − + − ⋅ = − ⋅ + ⋅

− ⋅ − + − = − + ⋅

− ⋅ − − = − +
− ⋅ − = − + +
− ⋅ − = +

 

Απάντηση 4  

 ( ) ( )−α ⋅ −β = +α ⋅ β  διότι: 

Ισχύει ότι: 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0

0 (1)

−α + α =

−α ⋅ −β + α ⋅ −β = ⋅ −β

−α ⋅ −β + α ⋅ −β =

   επίσης: 

( )
( )
( )

0

0

0 (2)

−β + β =

α ⋅ −β + α ⋅ β = ⋅ α

α ⋅ −β + α ⋅ β =

 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
−α ⋅ −β + α ⋅ −β = α ⋅ −β + α ⋅ β

−α ⋅ −β = +α ⋅ β
 

Ο σχεδιασμός του Φύλλου Εργασίας για την Α΄ Λυκείου βασίστηκε σε δύο σημεία: 

Αρχικά στη συνήθη λογική να προσπαθούμε να εξηγούμε όλους τους κανόνες των 

Μαθηματικών με παραδείγματα από τη καθημερινότητα και δεύτερον, στη 

προσπάθεια απόδειξης του κανόνα των προσήμων στο γινόμενο δύο αρνητικών 

σύμφωνα με την «αρχή της διατήρησης»50. 

                                                
50 Βλέπε §5.4 



106 

 

Αφού παρουσιάσουμε και συζητήσουμε με κάθε μαθητή τις επεξηγήσεις που δίνονται 

για τον κανόνα των προσήμων, τα ερωτήματα θα είναι: 

• Ποια θεωρείς (πιο πειστική) απόδειξη; 

• Ποια καταλαβαίνεις καλύτερα; 

• Είναι χρήσιμες οι αποδείξεις για τις ασκήσεις; 

• Ποια επεξήγηση θα χρησιμοποιούσες για να εξηγήσεις τον κανόνα σε έναν 

συμμαθητή σου; 

• Ποια αιτιολόγηση έχει άμεση σχέση με τη πραγματικότητα; Ποια έχει σχέση 

μόνο με τα Μαθηματικά; 

• Ποια επεξήγηση χρησιμοποιεί προηγούμενες μαθηματικές γνώσεις και ποιες 

αναγνωρίζεις; 

Οι στόχοι μας σχετικά με το υλικό που χρησιμοποιήθηκε στη συνέντευξη ήταν: 

• Η απάντηση 1 δείχνει το συνηθισμένο δασκαλοκεντρικό τρόπο διδασκαλίας: 

«έτσι λέει ο κανόνας» και οι μαθητές το δέχονται. Αναμένουμε να το 

επισημάνουν αυτό οι μαθητές και να το απορρίψουν. 

• Η απάντηση 2 κάνει χρήση ενός πραγματικού μοντέλου για την επεξήγηση 

του κανόνα και ο σκοπός είναι να αναδειχθεί ως μία δυσνόητη επεξήγηση. 

• Η απάντηση 3 επεξηγεί τον κανόνα, κάνοντας χρήση προηγούμενων 

μαθηματικών γνώσεων των μαθητών, όπως είναι η επιμεριστική ιδιότητα.  

Σκοπός είναι οι απαντήσεις 3 και 4 να πείσουν τους μαθητές για τη ισχύ του κανόνα. 

Ειδικά τους μαθητές που μόλις τελείωσαν την Γ΄ Γυμνασίου και θεωρούν τον κανόνα 

των προσήμων τετριμμένη υπόθεση, που δεν θέλει απόδειξη. 
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6.4 Παρουσίαση και σχολιασμός των δεδομένων της εμπειρικής έρευνας 

Κάνοντας μία εμπειρική έρευνα, τα αποτελέσματα είναι πολύ «ζωντανά». Η ανάλυσή 

τους θέλει προσοχή και η προσωπική συνέντευξη μετά από ένα ερωτηματολόγιο είναι 

πολλές φορές απαραίτητη.   

Τα αποτελέσματα που προέκυψαν από τα Φύλλα Εργασίας των μαθητών της Β΄ 

Γυμνασίου ταξινομήθηκαν ως εξής: Στους μαθητές με καλές βαθμολογικές επιδόσεις 

στα Μαθηματικά, στους μαθητές με μέτριες επιδόσεις και σε εκείνους με πολύ 

χαμηλές επιδόσεις. Θα αρχίσουμε την παρουσίαση των ερευνητικών αποτελεσμάτων 

από τους μαθητές με τις χαμηλές επιδόσεις στα Μαθηματικά. Στις ερωτήσεις του 

Φύλλου Εργασίας με τις πράξεις μέσα στη παρένθεση [π.χ. ( )18 − 12 − 5 = ] απαντούν 

αρκετοί σωστά, το πρόβλημα εστιάζεται στην επεξήγηση των κανόνων.  

Για παράδειγμα, ο Παύλος απαντά, ως προς το πόσο πειστική είναι η εξήγηση του 

Euler για τον κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + : 

«Αρκετά πειστική για έναν τέτοιο μαθηματικό. Επίσης, τόσα χρόνια δεν ανακαλύφθηκε 

κάτι διαφορετικό, οπότε το ακολουθούμε.» 

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι όχι μόνο δεν τον ενδιαφέρει το «γιατί» του κανόνα, αλλά ίσως 

περιμένει και μία νέα «ανακάλυψη»! 

Ο Ισαάκ στην ίδια ερώτηση απαντά: 

«Ναι είναι πειστική, γιατί δεν μπορούμε να έχουμε δύο διαφορετικούς κανόνες που να 

κάνουν το ίδιο πράγμα γιατί έτσι θα έπρεπε να ξαναγραφτούν όλοι οι νόμοι των 

μαθηματικών.»  

Ωστόσο, δεν θα χρησιμοποιούσε τον τρόπο του Euler για να εξηγήσει τον κανόνα σε 

έναν συμμαθητή του, διότι: 

«…γιατί δεν θα καταλάβαινε και δεν θα του φαινόταν λογικό. Όμως, άμα του το 

εξηγήσεις με τα λόγια θα το καταλάβει καλύτερα.» 
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Ο Κώστας, στην ερώτηση: «Υπάρχει κάποια μαθηματική εξήγηση ή αναγκαιότητα 

για να ισχύει ο κανόνας  ( ) ( )− ⋅ − = + ;» απαντά: 

«Φυσικά, μιας και δεν υπάρχουν μόνο φυσικοί αριθμοί στα μαθηματικά, υπάρχουν και 

οι ρητοί.» 

Δείχνει ότι δεν έχει καταλάβει την ερώτηση για τον πολλαπλασιασμό δύο αρνητικών, 

αλλά απλά επιβεβαιώνει την ύπαρξή τους. 

Η Δέσποινα, αν και πολύ αδύναμη στα Μαθηματικά, σχετικά με την ερώτηση 8, αν 

έχει νόημα η έκφραση ‘χρέος επί χρέος’, απαντά πολύ σωστά ότι: 

«Αυτή η ερώτηση δεν έχει νόημα. Δεν είναι λογικό να πολλαπλασιάσουμε το χρέος μας 

με ένα άλλο χρέος και να μας βγάζει χρέος ή κέρδος.» 

Η Κατερίνα γνωρίζει τον κανόνα και τον εφαρμόζει, ακόμα και σε παραδείγματα από 

τη καθημερινότητα, χωρίς να αντιλαμβάνεται ότι δεν έχουν κάποια μαθηματική 

σημασία. Για παράδειγμα, στην ερώτηση 12, όπου ζητείται ένας τρόπος αιτιολόγησης 

των μαθητών για την ισχύ του κανόνα, υποστηρίζει: 

«Ο εχθρός του εχθρού μου είναι φίλος.»51 

Η Διονυσία, μία μαθήτρια που ήρθε φέτος στη Β  ́Γυμνασίου στο σχολείο μας, οπότε 

δεν είχε διδαχθεί τους ρητούς με οποιαδήποτε ιστορική προσέγγιση, υποστηρίζει ότι, 

έχει μάθει τον κανόνα και: 

«Πρέπει να ξέρουμε τον κανόνα, τώρα αν υπάρχει κάποια μαθηματική εξήγηση δεν 

ξέρω.»  

Η Γεωργία, παρόλο που είναι μία αδύναμη μαθήτρια στα Μαθηματικά και εξηγεί τον 

κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + , με την επεξήγηση ότι: « Τα αντίθετα έλκονται», λέει κάτι 

αρκετά ενδιαφέρον για την εξήγηση του Euler για τον παραπάνω κανόνα. Στην 

ερώτηση για τον αν είναι πειστική η αιτιολόγηση του Euler, λέει: 
                                                
51 Παράδειγμα που είχα αναφέρει στους μαθητές της έρευνας στη διάρκεια της Διδασκαλίας των 
πράξεων με αρνητικούς αριθμούς. 
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«Όχι ιδιαίτερα. Πιστεύω πως είναι κάπως ελλιπές, …η λογική πως αφού 

( ) ( )−α ⋅ +β = −αβ , τότε ( ) ( )−α ⋅ −β = το αντίθετο του.» 

Η άποψη του Νίκου για την εξήγηση του Euler έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, αν 

σκεφτούμε την κοινωνικό – οικονομική κατάσταση της χώρας μας τη δεδομένη 

χρονική στιγμή: 

«Όχι, (δεν είναι πειστική) διότι εάν ίσχυε (δηλαδή, αν ( ) ( )− ⋅ − = + ) η Ελλάδα θα ήταν 

η πιο πλούσια χώρα του κόσμου. Δυστυχώς έπρεπε να εξηγήσει ότι σε σχέση με την 

πραγματική ζωή δεν ισχύει.»! 

Η επιρροή της κρίσης είναι εμφανής, όπως και η προσπάθεια να μεταφράσει το πλην 

με χρέος, όμως «Πως χρέος επί χρέος να δώσει κέρδος;». Δείχνει να θέλει να 

δουλέψει μόνο μέσα σε ένα μαθηματικό πλαίσιο, αλλά σκέφτεται ότι θα ήθελε να 

μπορεί να το ερμηνεύσει και μέσα από τη καθημερινότητα. 

Προχωρώντας στους μαθητές με τις μέτριες επιδόσεις στα Μαθηματικά, αναφέρω την 

άποψη του Θάνου, σχετικά με το ερώτημα 13, για το πώς έμαθε τον κανόνα τελικά: 

«Πιστεύω πως έχω μάθει τον κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + παπαγαλία και (δεν τον έχω) όχι 

πλήρως κατανοήσει.»  

Η Στέλλα δέχεται την επεξήγηση του Euler, αν και δεν μπορεί να «δει» την ακριβή 

μαθηματική αναγκαιότητα του κανόνα: 

«Ναι γιατί κάποιες φορές οι κανόνες δημιουργούνται επειδή δεν μπορεί κάτι να είναι 

διαφορετικό. Αν και δύσκολα βρίσκουμε ένα παράδειγμα για αυτή τη πράξη στη 

καθημερινότητά μας αυτό ισχύει γιατί δεν θα μπορούσε να ισχύει κάτι άλλο.» 

Ωστόσο, στην απάντησή της διαφαίνεται μία αναγκαστική επιλογή. Σαν να έχουμε να 

επιλέξουμε άσπρο ή μαύρο, δεν μπορούμε να κάνουμε αλλιώς. 

Ενδιαφέρουσα είναι και η άποψη της Ευαγγελίας για την εξήγηση του Euler, με τον 

οποίο συμφωνεί, αλλά στην ερώτηση 10, για το αν αναγνωρίζει κάποια μαθηματική 

έννοια ή κανόνα στην αιτιολόγησή του, απαντά αρνητικά: 
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«Δεν αναγνωρίζω τίποτα μαθηματικό και πιστεύω πως ο καθένας με τη δική του λογική 

καταλαβαίνει γιατί το ( ) ( )− ⋅ − = + .» 

Και ίσως το πιο ενδιαφέρον είναι ότι η παραπάνω άποψη εκφράζει το περιθώριο για 

αυθαιρεσία στα Μαθηματικά. Θεωρεί ότι υπάρχει υποκειμενικότητα στις 

μαθηματικές έννοιες ή στις αποδείξεις; 

Η Ίριδα, που θυμάται τη ποσοτική εξήγηση του Viete και αναγνωρίζει την 

επιμεριστική ιδιότητα, δεν δέχεται ότι χρέος επί χρέος δίνει κέρδος στη καθημερινή 

ζωή, αλλά μόνο στα Μαθηματικά. 

«…στην άλγεβρα το ( ) ( )− ⋅ − = +  γιατί το πλην φανερώνει τον αντίθετο του άλλου 

πλην, που είναι +.» 

Ο Μάνος υποστηρίζει την εξήγηση του Euler και θα τη χρησιμοποιούσε για να την 

εξηγήσει σε έναν συμμαθητή του: 

«…, διότι είναι απλοϊκή και την καταλαβαίνει κάποιος εύκολα ενώ με παραδείγματα 

της καθημερινότητας είναι εξαιρετικά δυσνόητο έως και απίθανο να εξηγηθεί.»  

Ωστόσο, δεν έχει καταλάβει κάποια μαθηματική αναγκαιότητα για τον κανόνα. 

Ο Γιάννης, ένας πολύ καλός μαθητής, λύνει σωστά τις ασκήσεις, γνωρίζει καλά τον 

κανόνα, αλλά το «γιατί» δεν υπάρχει πουθενά. 

«Είναι αναγκαίο να ισχύει η ισότητα για να ισχύουν οι πράξεις που ανέφερα 

παραπάνω.» 

Συνεχίζοντας στους καλούς και άριστους μαθητές… 

Η Νανά εξηγεί τον κανόνα με την απλοποίηση κλασμάτων: 
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«Υπάρχει το εξής: όπως ( ) ( )− ⋅ − = + , έτσι ( ) ( ):− − = + , στο κλάσμα −5
−12

, αν 

κάνουμε απαλοιφή ομοίων όρων βγαίνει −5 5
=

−12 12
. Αυτό συμβαίνει διότι 

−5 −1⋅ 5 5
= =

−12 −1⋅12 12
.» 

Η παραπάνω μαθήτρια, που έχει δώσει στοιχεία εξαιρετικής ικανότητας στα 

Μαθηματικά, επιχειρεί μία απόπειρα απόδειξης του κανόνα ( ) ( ):− − = +  με τη 

λογική της διατήρησης της ιδιότητας των κλασμάτων. Είναι πολύ σημαντικό που 

έστω και ένα παιδί κατάφερε να αναπτύξει ικανότητες για αποδεικτική διαδικασία ή 

αναζήτησε το «γιατί;» στη διαίρεση, χρησιμοποιώντας τη δεδομένη γνώση του 

πολλαπλασιασμού. 

Ο Στέλιος δεν χρησιμοποιεί παραδείγματα από τη καθημερινότητα, αλλά πιστεύει ότι 

τα Μαθηματικά δεν επεξηγούνται από τη φύση, ωστόσο επεξηγεί τον κανόνα 

( ) ( )− ⋅ − = +  με τη φράση: «Τα ετερώνυμα έλκονται». 

Στο αν η επεξήγηση του Euler του φαίνεται πειστική, η απάντησή του είναι άκρως 

αποκαλυπτική: 

«Θεωρώ πειστική την αιτιολόγηση του Euler μιας και βασίζεται σε μαθηματική 

απόδειξη, αφού αν δεν είναι το ένα θα είναι το άλλο, που αποκλείει δεδομένα για να 

βρει την απάντηση. Άρα δεν βασίζεται σε πραγματικά γεγονότα, κάτι απόλυτα σωστό 

μιας και τα μαθηματικά δεν τα βρίσκουμε στη φύση.» 

Παρατηρούμε πως είναι αρκετά μπερδεμένος ο Στέλιος. Αρχικά για τη μαθηματική 

απόδειξη, εμφανίζεται να έχει απλοϊκές αντιλήψεις ίσως ή ότι πάντα έχω δύο επιλογές 

– αποτελέσματα να διαλέξω στα Μαθηματικά. Αλλά είναι μπερδεμένος και με τη 

φύση των Μαθηματικών, ότι είναι αποκομμένα από τη καθημερινότητα. 

Ας παραθέσουμε τις απόψεις πέντε άριστων σχεδόν μαθητών στα Μαθηματικά, οι 

οποίοι αναπαράγοντας τη ποσοτική επεξήγηση του Viete για την ισότητα 

( )α − β − γ = α − β + γ , αναγνώρισαν την επιμεριστική ιδιότητα και είτε έμμεσα είτε 
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άμεσα υποστήριξαν την αναγκαιότητα του κανόνα  ( ) ( )− ⋅ − = + , ώστε να ισχύει η 

επιμεριστική και στους αρνητικούς αριθμούς. 

Η Μαίρη δίνει ένα παράδειγμα από τη καθημερινότητα για να ερμηνεύσει τον κανόνα 

( ) ( )− ⋅ − = + , αν και τονίζει ότι η έκφραση ‘χρέος επί χρέος’ δεν έχει νόημα. 

Υποστηρίζει ότι ένα πιο πειστικό παράδειγμα είναι αυτό με τη θερμοκρασία, που στη 

διάρκεια της Διδασκαλίας του πολλαπλασιασμού των ρητών το είχα αναφέρει στη 

τάξη52: 

«Κάθε μία ώρα η θερμοκρασία του δωματίου κατεβαίνει δύο βαθμούς ( )−2 . Πόσο 

υψηλότερη θερμοκρασία είχε το δωμάτιο πριν δύο ώρες ( )−2 ; 

( ) ( )−2 ⋅ −2 = +4 βαθμούς.»  

Επίσης, η Μαίρη υποστηρίζει ότι η επεξήγηση του Euler είναι η καλύτερη, αλλά και 

το παράδειγμα της θερμοκρασίας είναι αρκετά καλό και λέει ότι κατάλαβε και έμαθε 

τον κανόνα τελικά: 

«Με αυτές τις πολλές εξηγήσεις, αλλά μας βοήθησε αρχικά η ισότητα του Viete.» 

Χωρίς, ωστόσο, να αναφέρει την επιμεριστική ιδιότητα. Κατά τη διάρκεια της 

προσωπικής συνέντευξης η Μαίρη μου ανέφερε ότι το παράδειγμα με τη 

θερμοκρασία το θυμόταν από πέρυσι και πιο συγκεκριμένα: 

Μ: Ναι, γιατί όλοι ψάχναμε να βρούμε ένα παράδειγμα από τη καθημερινή 

ζωή και ήταν το μόνο το οποίο ήταν το πιο πειστικό. 

Ε: Ο Euler σε πείθει, σου φαίνεται αρκετά κατανοητή ή λογική. Έχει κάποια 

μαθηματική λογική; (την αντίστοιχη ερώτηση του ερωτηματολογίου την είχε 

αφήσει κενή) 
                                                
52 Εξαιτίας μιας έρευνας που είχα κάνει στα πλαίσια του μεταπτυχιακού, σχετικά με την απόδειξη του 
κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + και μάλλον η Μαίρη το θυμόταν καλά. 
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Μ: … Δεν μπόρεσα να βρω. (κάποια μαθηματική σκέψη) Το μόνο που 

μπόρεσα να βρω είναι ότι ήταν κάτι αναγκαστικό. Δεν θα γινόταν το − ⋅ +  να 

κάνει πλην και το − ⋅ − να κάνει πάλι πλην, αυτό δεν θα ήταν σύμφωνο με 

τους κανόνες των Μαθηματικών. 

Ε: Στην ερώτηση πώς πιστεύεις ότι έμαθες / κατάλαβες τον κανόνα, μου λες 

με τις πολλές εξηγήσεις, αλλά και ότι μας βοήθησε η ισότητα του Viete. Ενώ 

έχεις καταλήξει στον Euler και στο παράδειγμα με τη θερμοκρασία ξαφνικά 

μου ‘πετάς’ την ισότητα του Viete. 

Μ: Στην αρχή, το πρώτο πράγμα που είπαμε, πριν  καν πούμε το 

− ⋅ − = + ήταν η ισότητα του Viete. Είδαμε για πρώτη φορά ότι κάτι που είναι 

πλην μπορεί να γίνει συν. Αυτό μας είχε κάνει εντύπωση και αρχίσαμε να 

εξηγούμε. 

Ε: Τι μας έκανε εντύπωση; 

(Η Μαίρη μου είπε την ποσοτική αιτιολόγηση για την ισότητα του Viete.) 

Ε: Το − ⋅ − = +  που εμφανίστηκε; 

Μ: Μετά, όταν κάναμε την επιμεριστική… και βάλαμε το −1 και κάναμε −1 

επί −γ . 

Ε: Αυτό είναι μία εξήγηση από τη καθημερινότητα; 

Μ: Όχι, αλλά αν δεν είχαμε κάνει πρώτα αυτό (την ισότητα) μετά δεν θα 

μπορούσαμε να το είχαμε καταλάβει στη καθημερινότητα. 

Ε: Είναι απαραίτητο να το καταλάβουμε στη καθημερινότητα; Ότι − ⋅ − = + ; 

Μ: Αν απλά δεν μας εξηγούσατε κανένα από αυτά τα παραδείγματα και 

λέγαμε απλά ότι − ⋅ − = +  και αυτό πρέπει να το μάθουμε και απλά να το 

χρησιμοποιούμε, θα το κάναμε σωστά νομίζω στις παραστάσεις και σ’ αυτά, 

αλλά δεν θα το είχαμε κατανοήσει. 



114 

 

Η Μαίρη, όπως και η Μάγδα, που θα δούμε αργότερα τις απόψεις της, διαχωρίζει την 

κατανόηση, από τη σωστή εφαρμογή του κανόνα. 

Ε: Τι σε βοήθησε να καταλάβεις αυτό τον κανόνα πιστεύεις; Η σχέση του 

Viete, η επεξήγηση του Euler, τα παραδείγματα από τη καθημερινότητα; 

Μ: Το παράδειγμα με τη θερμοκρασία, το έφερα στο μυαλό μου, ως κάτι που 

έχω ζήσει μέχρι τώρα. 

Βλέπουμε έντονα ότι η Μαίρη αμφιταλαντεύεται ανάμεσα στη καθαρά μαθηματική 

επεξήγηση του Viete, που την βοήθησε να καταλάβει τον κανόνα και στην 

ανταπόκριση του κανόνα στη καθημερινότητα, όπως στο παράδειγμα με τη 

θερμοκρασία, που την βοηθάει να θυμάται τον κανόνα. 

Ε: Η ιστορία σε βοήθησε; Δηλαδή να ξέρεις ότι αυτή είναι μία ισότητα του 

Viete ή αυτή είναι η επεξήγηση του Euler; 

Μ: Ναι αυτό ήταν ωραίο, που ξέραμε τα ονόματα και μαθαίναμε και κάποιους 

μαθηματικούς, γιατί έτσι τα είχαμε ξεκαθαρισμένα στο μυαλό μας νομίζω. 

Και μας προκαλούσαν και μεγαλύτερη εντύπωση από το να ήταν μια απλή 

ισότητα ενώ με τα ονόματα και τις επεξηγήσεις νομίζω ότι μας έμενε 

περισσότερο στο μυαλό. Θα το κάναμε (τον κανόνα) σωστά στις ασκήσεις, 

αλλά δεν θα μπορούσαμε να το κατανοήσουμε… 

Συμπερασματικά, στο τέλος της συνέντευξης η Μαίρη μου είπε ότι δεν μπορούμε με 

τη καθημερινή ζωή να φτιάχνουμε παραδείγματα.  

Ο Πάνος στο Φύλλο Εργασίας αναφέρει: 

«Στη καθημερινή ζωή δεν υπάρχει κάποια αναγκαιότητα που μπορεί να επαληθεύει το 

( ) ( )− ⋅ − = + .» 

Στη προηγούμενη ερώτηση 13: ‘Πως πιστεύετε ότι καταλάβατε ή / και μάθατε τον 

κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = +  τελικά;’,  απαντά: 
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«Με το παράδειγμα: Λύνοντας την εξίσωση ( )2 − 3 −1  με τον εξής τρόπο: 

( )2 − 3 − 1 = 2 − 2 = 0  και στη συνέχεια τη λύνουμε με τη λογική του Euler: 

( )2 − 1⋅ 3 −1 = 2 − 3 + 1 = 0 βλέπουμε ότι το αποτέλεσμα είναι το ίδιο.» 

Αν και χαρακτηρίζει την αριθμητική παράσταση, εξίσωση και μπερδεύει τη λογική 

του Viete με τη λογική του Euler, αξίζει να μη δώσουμε τόση σημασία σε αυτό, αλλά 

στην ωραία επεξήγησή του, που αν και δεν το συνειδητοποιεί υπονοεί την 

αναγκαιότητα του κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + . 

Η Μάγδα, στο Φύλλο Εργασίας αναφέρει πιο ρητά την αναγκαιότητα να ισχύει η 

επιμεριστική ιδιότητα και στους αρνητικούς: 

«Όπως είπε και ο Euler αν  ( ) ( )− ⋅ + κάνει ( )− τότε δεν θα μπορούσε και το 

( ) ( )− ⋅ − να κάνει ( )− γιατί έτσι το ( ) ( )− = +  που δεν ισχύει. Επίσης στα π.χ. 

18 − (12 − 5) με μία λογική ισχύει πως 18 − 7 = 11 αν κάναμε επιμεριστική 

χρησιμοποιώντας το 1 προκύπτει ( )18 −1⋅ 12 − 5 και από την επιμεριστική 

( ) ( )−1 ⋅ −5 είναι αναγκαίο να βγει θετικό γιατί αλλιώς το αποτέλεσμα δεν θα ήταν ίσο 

με το 18 − (12 − 5) που είναι παράλογο.» 

Στη προσωπική συζήτηση σχετικά με την αιτιολόγηση του Euler, στο αν είναι 

πειστική, η Μάγδα απάντησε ότι: «είναι η πιο πειστική» 

Μ: Είναι εύκολο να εξηγήσουμε το + ⋅− = − . Μπορούμε να το εξηγήσουμε 

από τη καθημερινότητα (αυτόν τον κανόνα). Στη καθημερινότητα γενικά δεν 

συναντάμε αρνητικούς. Πόσο μάλλον τον πολλαπλασιασμό δύο αρνητικών. 

Τα Μαθηματικά δεν μπορούμε να τα εξηγήσουμε με τη 

καθημερινότητα.(εννοεί ότι ο πολλαπλασιασμός δύο αρνητικών δεν εξηγείται 

από ένα παράδειγμα της καθημερινότητας,) 

Ε:Για την αιτιολόγηση του Euler δεν βρίσκεις κάποια μαθηματική εξήγηση; 
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Μ: Όχι ιδιαίτερα. Σαν κανόνας είναι εύκολος, αλλά είναι δύσκολο να το 

εξηγήσεις, οπότε προσπαθεί να το εξηγήσει με τη λογική.» 

Ε: Τι λογική ακολουθεί; 

Μ: Το εξηγεί με την αναγκαιότητα ότι αν το − ⋅ −  δεν έκανε +  θα αναιρούσε 

τα άλλα δύο.  

(Εννοεί τους κανόνες + ⋅ + = +  και + ⋅ − = − ) 

Μ: Γενικώς, αυτά τα δύο είναι εύκολο να βρούμε ανταπόκριση στη 

καθημερινότητα με πολλά παραδείγματα και γι’ αυτό δεν μπορούν να 

αναιρεθούν, άρα αναγκαστικά το τρίτο, το οποίο δεν εξηγείται ακολουθεί τα 

άλλα. 

Ε: Τελικά, ο Euler ή η λογική του Viete είναι πιο πειστική; 

Μ: Πιστεύω του Viete, γιατί του Viete μπορεί να βρει μία ανταπόκριση στα 

Μαθηματικά, ενώ του Euler ήταν με τη λογική, την αναγκαιότητα. Ενώ ο 

Viete την απέδειξε, διότι μία παράσταση πρέπει να κάνει το ίδιο με όποιον 

τρόπο και αν το κάνεις και θα ήταν παράλογο να βγαίνει διαφορετικό. 

Αξίζει να σχολιάσουμε ότι, αν και αρχικά η Μάγδα είχε επιλέξει την αιτιολόγηση του 

Euler, ως πιο εύκολη και λογική, τελικά θεωρεί πιο πειστική και πιο μαθηματική την 

αιτιολόγηση του Viete. 

Ε: Τελικά σε βοήθησαν αυτές οι δύο αιτιολογήσεις στο μάθημα ή θα 

προτιμούσες, έτσι είναι ο κανόνας − ⋅ −  κάνει + ; 

Μ: Σίγουρα θα ήταν πιο γρήγορο και πιο εύκολο να πούμε απλά τον κανόνα, 

αλλά πιστεύω ότι αν δεν κατανοήσεις το γιατί γίνεται όλο αυτό είναι δύσκολο 

να σου μείνει και εντάξει είναι γενικά κάτι πιο παράλογο το οποίο επειδή δεν 

έχει ανταπόκριση στη καθημερινή ζωή δεν το περιμένεις και είναι και κάτι 

καινούριο… ενώ αν δεν το είχαμε εξηγήσει θα φαινόταν λίγο περίεργο. 
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Ε: Η ιστορία σε βοήθησε; Δηλαδή αν δεν δίνουμε ούτε το όνομα του Euler, 

ούτε το όνομα του Viete, θα άλλαζε κάτι στη κατανόησή σου, πιστεύεις; 

Μ: Πιστεύω ότι τα δύο ονόματα δεν κάνουν μεγάλη διαφορά, αν έχουμε τα 

παραδείγματα και τη λογική τους. Αλλά σίγουρα είναι σημαντικό να ξέρουμε 

τη λογική…, ποιανού ανθρώπου ήταν, ποιός το σκέφτηκε. 

Η Μάγδα, στο τέλος της συζήτησης, είπε ότι αν δεν διδασκόταν τον κανόνα με τον 

τρόπο που τον διδάχθηκε, θα της έμενε ένα «γιατί». 

Η Αλίκη στο Φύλλο Εργασίας αναφέρει μία αναγκαιότητα χαρακτηρίζοντας πειστική 

την εξήγηση του Euler, όμως δεν την ‘βλέπει’ καθαρά: 

«Αρχικά είναι δύσκολο να κατανοήσουμε ότι ( ) ( )− ⋅ − = +  διότι δεν υπάρχει ανάλογο 

παράδειγμα στην πραγματικότητα. Όμως, στη συνέχεια καταλαβαίνουμε ότι αυτό πρέπει 

να ισχύει ώστε να ισχύουν και οι υπόλοιπες ως τώρα γνωστές πράξεις + ⋅ + = + . Άρα 

για μένα ο Euler είναι πειστικός.» 

Στη προσωπική συνέντευξη με την Αλίκη… 

Ε: Για την αιτιολόγηση του Euler, στο αν είναι πειστική, μου λες στο τέλος ότι 

είναι. Αρχικά δηλαδή; 

Α: Αρχικά, όταν εμείς το πρωτοδιδαχθήκαμε μου φάνηκε πρώτα δύσκολο 

γιατί ακριβώς δεν υπάρχει ένα παράδειγμα παρόμοιο που να ισχύει στη 

πραγματικότητα. Δηλαδή μέχρι τώρα όσα είχαμε μάθει υπήρχε κάποιο 

ανάλογο παράδειγμα ενώ τώρα πρέπει να σκεφτούμε καθαρά μαθηματικά και 

να βάλουμε αυτό το κανόνα στη ζωή μας γιατί αλλιώς δεν θα γίνεται, δεν θα 

ισχύουν όλα τα προηγούμενα. 

Ε: Έχεις στο μυαλό σου κάποια απόδειξη γιατί το − ⋅ − πρέπει να κάνει + ή 

όχι; Είναι η αιτιολόγηση του Euler απόδειξη για ‘σένα; Σε πείθει γενικά, αλλά 

έχει μαθηματική αιτιολόγηση; 
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Α: Εμένα δεν με βοήθησε τόσο πολύ να καταλάβω τον κανόνα, παρά του 

Viete, που ήταν με τη ποσοτική εξήγησή του. Το μεταφράσαμε με την 

επιμεριστική με το ( −1) και είδαμε ότι ισχύει. 

 Ε: Η ιστορία σε βοήθησε καθόλου; Δηλαδή το γεγονός ότι είναι σχέσεις του 

Viete, του Euler σε βοήθησε καθόλου στο μάθημα; Στο να το καταλάβεις; 

Α: Επειδή ακριβώς όταν πρωτοαντιμετωπίζεις ένα δύσκολο κομμάτι για να το 

αντιληφθείς, οι εξηγήσεις που έδωσαν κάποιοι άλλοι άνθρωποι που σαφώς 

ήταν και πολύ σπουδαίοι, εμένα με βοήθησαν γιατί μέσα από αυτούς εγώ 

κατάλαβα αυτό τον κανόνα και ότι και για ‘μένα δεν θα ήταν ενδιαφέρον να 

μου έλεγε κάποιος − ⋅ −  κάνει +  και αυτό είναι όλο. Θα ήθελα να μάθω πώς 

αποδείχθηκε και πώς το εξέφρασαν κάποιοι άλλοι σπουδαίοι μαθηματικοί.  

Στο Φύλλο Εργασίας η Μαρκέλλα ‘βλέπει’ στην ισότητα: ( )α − β − γ = α − β + γ  μία 

σημαντική μαθηματική ιδιότητα: 

«Ναι, υπάρχει έμμεσα η επιμεριστική ιδιότητα, αφού η παραπάνω ισότητα θα μπορούσε 

να γραφτεί χωρίς να αλλάξει το αποτέλεσμα ως εξής: 

( )α −1⋅ β − γ = α −1⋅ β + 1⋅ γ = α − β + γ » 

Για την επεξήγηση του Euler, την οποία είχε αναπαράγει σχεδόν αυθόρμητα και στη 

διάρκεια της διδασκαλίας του πολλαπλασιασμού των ρητών, όπως έχω αναφέρει 

υποστηρίζει: 

«Ναι, μου φαίνεται πειστική και ήταν ο πρώτος τρόπος με τον οποίο έδωσα εξήγηση 

στο ( ) ( )− ⋅ − = + . Δεν είναι άμεσα μαθηματικός τρόπος, αλλά βασίζεται στη λογική, 

κατά τη γνώμη μου, καθώς δεν θα μπορούσα να είχα σκεφτεί κάποιον αμιγώς 

μαθηματικό τρόπο να το εξηγήσω αυτό τη πρώτη φορά που το κάναμε, τουλάχιστον.» 

Η Μαρκέλλα υποστηρίζει ότι κατάλαβε τον κανόνα τόσο με τον τρόπο του Euler, όσο 

και με την ισότητα του Viete. Ωστόσο, σχετικά με το ερώτημα 14, στο αν υπάρχει 
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κάποια μαθηματική αναγκαιότητα για να ισχύει ο κανόνας, αναφέρει την ισότητα του 

Viete. Εννοεί την επιμεριστική ιδιότητα. 

Στη συνέντευξη, ο διάλογος με τη Μαρκέλλα είχε διάρκεια περίπου 15 λεπτά: 

«Ε: Τι ακριβώς εννοείς, όταν λες ότι ο τρόπος του Euler δεν είναι αμιγώς 

μαθηματικός; 

Μ: Εννοώ ότι δεν χρειάζεται να ξέρουμε ούτε την επιμεριστική ιδιότητα, ούτε 

κάποια μαθηματική πράξη, δηλαδή εντάξει είναι μόνο λογικό, δηλαδή να το 

βλέπουμε αλλάζει ένα πρόσημο, άρα θα βγει το αντίθετο αποτέλεσμα. 

Ε:  Όταν λες ότι βασίζεται στη λογική; 

Μ: Δεν μπορούμε να το βγάλουμε από τη καθημερινότητα το πλην επί πλην 

κάνει συν, δηλαδή δεν υπάρχει χρέος επί χρέος, βασικά με τη 

παρατηρητικότητα.» 

Στην τελευταία απάντηση της Μαρκέλλας, βλέπουμε ότι συνδέει τη λογική με τη 

πραγματικότητα και με έναν απροσδόκητο ίσως τρόπο, αφού δεν μπορούμε να 

συναντήσουμε τον κανόνα στη καθημερινότητα, τον εξηγούμε με τη λογική μας. 

«Ε: Για τον Euler μου είπες ότι δεν έχει κάποιο μαθηματικό τρόπο, βασίζεται 

στη παρατήρηση. Αν πούμε: «Αν ένας λευκός φοράει μαύρα παπούτσια, τότε 

ένα νέγρος θα φοράει άσπρα παπούτσια;» Είναι κάπως έτσι; 

Μ: Δεν νομίζω ότι είναι κάπως έτσι. Όπως δεν ισχύει ότι ο φίλος του φίλου 

μου θα είναι απαραίτητα και δικός μου φίλος. 

Μ: Α… σου θυμίζει αυτό το παράδειγμα. 

Στην ερώτηση αν το χρέος επί χρέος έχει νόημα σαν έκφραση και με τι ισούται με 

χρέος ή κέρδος απαντά: 

Μ: Δεν νομίζω πως έχει νόημα. Δεν νομίζω ότι υπάρχει χρέος επί χρέος. Δεν 

μπορούμε να βάλουμε πάνω στο χρέος και άλλο χρέος και αν μπορέσουμε δεν 
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νομίζω ότι μπορούμε να συλλάβουμε πώς θα βγει αυτό. Πάλι μόνο με τα 

Μαθηματικά βγαίνει αν το πλην σημαίνει χρέος και το άλλο πλην χρέος.» 

Στην ερώτηση του Φύλλου Εργασίας: «Αν υπάρχει κάποια μαθηματική αναγκαιότητα 

ή μαθηματική εξήγηση για τον κανόνα;», η Μαρκέλλα καταλήγει πιο πολύ στην 

εξήγηση της ισότητας του Viete, υποστηρίζοντας στη συνέντευξη ότι είναι 

μαθηματική και άρα βλέπουμε πρακτικά ότι βγαίνει τόσο. 

«Ε: Είναι πιο μαθηματική από του Euler εννοείς; 

Μ: Ναι. 

Ε: Σε ποιο ακριβώς κομμάτι πιστεύεις ότι κρύβεται αυτός ο κανόνας; Δηλαδή 

ποια εξήγηση του Viete δεν θα ισχύει; (δεν θα συνέχιζε να ισχύει η ισότητα 

του Viete); 

Μ: Αν αντί για σκέτο πλην βάλουμε −1, τότε −1⋅ β  και −1⋅ γ  πρέπει να 

βγαίνει +γ , διότι δεν θέλουμε να αφαιρέσουμε όλο το β , αλλά το β − γ .»   

Στο τέλος της συζήτησης… 

«Ε: Τι ιδέα σου δημιούργησε για τη θεωρία τότε; Σου φαίνεται ότι 

διαπραγματεύονταν κάτι εύκολο, κάτι δύσκολο; Τους βγήκε εντελώς φυσικά; 

Μ: Δεν ήταν εύκολο σαν θέμα. Εμείς έχουμε πια φτάσει στο 2013 και ακόμα 

δεν το έχουμε καταλάβει αυτό με τους αρνητικούς αριθμούς και πώς θα τους 

συλλάβουμε στο μυαλό μας και πόσο μάλλον αυτό το ( ) ( )− ⋅ − = + , που είναι 

μία παραδοχή, αλλά πάντα υπάρχει το γιατί και κατάφεραν να το απαντήσουν 

τότε. 

Ε: Γιατί πιστεύεις ότι μπερδεύει αυτός ο κανόνας; 

Μ: Γιατί δεν μπορούμε να τον δούμε χειροπιαστά στη ζωή έξω, μόνο σε ένα 

πρόβλημα μαθηματικό… μία εξίσωση ή παράσταση. 
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Ε: Γι’ αυτό λες ότι πρόκειται για μία παραδοχή; Δηλαδή αναγκαστικά έπρεπε 

να κάνει τόσο. Αλλιώς; 

Μ: Θ’ άλλαζαν όλοι οι αριθμοί. Όλο το σύστημα που ξέρουμε μέχρι τώρα θ’ 

άλλαζε. 

Ε: Δηλαδή τι θα άλλαζε; 

Μ: Θ’ άλλαζαν οι ισότητες, νομίζω… 

Ε: Ξέρεις καμία ισότητα που θα άλλαζε; 

Μ: του Viete. (…) Τους αρνητικούς τους χρειαζόμαστε, τους βλέπουμε γύρω 

μας. 

Ε: Που; 

Μ: Στην αρνητική θερμοκρασία… Δεν τους βλέπουμε στα μάτια, αλλά τους 

καταλαβαίνουμε.  Αλλά δεν ξέρω αρνητική θερμοκρασία επί αρνητική 

θερμοκρασία… 

Ε: Α… Δεν έχουμε τις πράξεις μπροστά μας.» 

Τελευταία ερώτηση που έκανα στη Μαρκέλλα ήταν, αν θα προτιμούσε να πούμε τον 

κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + , χωρίς ιδιαίτερες επεξηγήσεις και η απάντησή της ήταν: 

«Δεν νομίζω να το έλεγα έτσι, θα μου άρεσε να το ψάξω και παραπάνω, ειδικά τώρα 

που ξέρω ότι ήταν από τόσο παλιά. Αλλά θα το έψαχνα έτσι και αλλιώς (το γιατί).» 

Η τελευταία μαθήτρια της Β΄ Γυμνασίου, που θα αναφέρω είναι η Κορίνα, η οποία 

είναι πολύ καλή στα Μαθηματικά, όμως είναι αρκετά συνεσταλμένο παιδί. Είναι η 

μόνη που αναφέρει ρητά και κατηγορηματικά την αναγκαιότητα του κανόνα 

( ) ( )− ⋅ − = + . Έχει κατανοήσει τη ποσοτική εξήγηση του Viete για την ισότητα 

( )α − β − γ = α − β + γ  και υποστηρίζει στο Φύλλο Εργασίας ότι: 
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«Θεωρώ πως το ( ) ( )− ⋅ − = + γίνεται καθώς αποτελεί αναγκαιότητα της επιμεριστικής 

στην αλγεβρική παράσταση: ( )α − β − γ .»  

 Επίσης, υποστηρίζει ότι έμαθε τον κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = +  σύμφωνα με αυτή την 

αναγκαιότητα. Για την επεξήγηση του Euler λέει: 

«Πιστεύω πως είναι πειστική, αλλά στην ουσία προβάλλει μία αναγκαιότητα. Είναι ένας 

ιδανικός τρόπος για να συνειδητοποιήσουμε στην ουσία την απάντηση στο γιατί;» 

Τέλος, στην ερώτηση 14 σχετικά με την αναγκαιότητα του κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = +  

γράφει: 

«Η αναγκαιότητα της επιμεριστικής στην αλγεβρική παράσταση ( )α − β − γ . Αφού για 

να ισχύει πρέπει το ( ) ( )− ⋅ − = + να βγάζει + . Μου άρεσε πολύ και το παράδειγμα με το 

φίλο που μας δείχνει πώς συνδέεται η καθημερινότητα κάποιες φορές με τα μαθηματικά 

σε ειδικές περιπτώσεις: 

+ ⋅ + = +  ο φίλος του φίλου είναι φίλος μου 

− ⋅ + = −  ο εχθρός του φίλου μου είναι εχθρός μου 

− ⋅ − = +  ο εχθρός του εχθρού μου είναι φίλος μου 

Όμως, δεν είναι απόλυτα σωστό, αφού χάνεται ο πολλαπλασιασμός.» 

Νομίζω ότι η Κορίνα κατάλαβε επακριβώς το σκοπό της διδασκαλίας μου στους 

αρνητικούς αριθμούς και παρόλο που τους έδειξα και τα παραδείγματα με το φίλο ως 

το + και τον εχθρό ως το – , κατανόησε ότι αυτό δεν έχει κάποια μαθηματική 

υπόσταση. 

Στη προσωπική συνέντευξη, ο διάλογος με την Κορίνα είχε διάρκεια 15 λεπτών. 

 Στην ερώτηση αν έχει νόημα η ερώτηση από έναν μαθητή «χρέος επί χρέος;» μου 

απάντησε: 
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«Κ: Ναι, διότι πολλές φορές έχουμε τη τάση να ερμηνεύουμε τα Μαθηματικά 

με βάση τη καθημερινότητα, οπότε θεωρώ ότι είναι μία ερώτηση που μπορεί 

κάθε παιδί να την κάνει. 

Ε: Σε τρεις ερωτήσεις μου λες ότι είναι ιδανικός τρόπος, πολύ ωραίος ο 

τρόπος του Euler η επεξήγησή του… Στις τρεις τελευταίες ερωτήσεις, οι 

οποίες είναι γενικά με το τι έχεις καταλάβει για τον κανόνα − ⋅ − = + … Στο 

δικό σου τρόπο αιτιολόγησης μου λες θεωρώ ότι − ⋅ − = +  γιατί είναι μία 

αναγκαιότητα της επιμεριστικής στην αλγεβρική παράσταση ( )α − β − γ , η 

οποία είναι ποια ισότητα; Που την έχουμε συναντήσει στον Euler; 

Κ: Στον Viete. 

Ε: Ενώ για τρεις ερωτήσεις μου λες πόσο ιδανική είναι η απάντηση του Euler, 

τελικά μου λες ότι το κατάλαβες από εδώ (ισότητα του Viete). Που ακριβώς 

βλέπεις την επιμεριστική στην ισότητα του Viete; 

Κ: …(ποσοτική επεξήγηση της σχέσης του Viete, από την Κορίνα), γιατί στην 

ουσία είναι α  πλην 1 επί ( )β − γ . 

Ε: Η ιστορία σε βοήθησε για να το κατανοήσεις; Να ξέρουμε την ισότητα του 

Viete, την επεξήγηση του Euler ή να μαθαίνουμε ότι − ⋅ − = + , ούτε γιατί, 

ούτε πώς; 

Κ: Πιστεύω ότι γενικά σε όλα τα πράγματα και στη καθημερινότητα και στα 

Μαθηματικά πρέπει να ανακαλύπτουμε το γιατί; Οπότε πιστεύω ότι αν ένας 

δάσκαλος μας έλεγε με τα πρόσημα τι θα έβγαινε να το μάθουμε έτσι όπως 

είναι δεν θα γινόταν να το μάθουμε απ’ έξω παπαγαλία, δεν θα μπορούσαμε 

να καταλάβουμε για ποιο λόγο και πολλά παιδιά πιστεύω θα είχαν το ερώτημα 

στο γιατί να γίνει αυτό. Μετά στην αναγκαιότητα του Euler μπορεί κάποια 

παιδιά να το κατανοήσουν, αλλά εγώ δεν μπορούσα επακριβώς να το 

κατανοήσω, γιατί μου προβάλλει μία αναγκαιότητα, οπότε ενώ με τον Viete 

είναι μία πιο ολοκληρωμένη απάντηση στο γιατί;» 
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Η Κορίνα, αντίθετα από τη Μάγδα και τη Μαίρη, πιστεύει ότι δεν γίνεται να μάθεις 

τον κανόνα, αν δεν κατανοήσεις το γιατί. Το θεωρεί απαραίτητο για να μπορείς να 

τον χρησιμοποιείς. Θεωρεί απαραίτητη την κατανόηση του κανόνα για την σωστή 

εφαρμογή του. 

«Ε: Γενικά, σε βοήθησε να ξέρεις τα ονόματα, τα ιστορικά ονόματα ή θα 

μπορούσαμε να κάνουμε το μάθημα και χωρίς αυτά; Σου πρόσφερε κάτι αυτό 

ή σε καθυστέρησε να μάθεις τον κανόνα; 

Κ: Εμένα, προσωπικά μου άρεσε πολύ το βρήκα πολύ χρήσιμο, γιατί είναι 

πολύ σημαντικό να γνωρίζεις κάποιες αιτιολογήσεις από ποιον είναι, πώς τις 

σκέφτηκε, από πού προέρχονται και φυσικά νέους μαθηματικούς, που είτε 

μπορεί να σε ενδιαφέρουν ή να σου δημιουργήσουν ερωτήματα πολλές φορές 

και να θες να τα απαντήσεις. Οπότε πιστεύω αυτή η μεγάλη ασχολία με το 

γιατί − ⋅ − = +  ήταν ιδιαίτερα χρήσιμη και για τα παιδιά, που μπορούν να το 

κατανοήσουν καλύτερα, αλλά και να δουν άλλες γνώμες κάποιων άλλων.  

Ε: Πιστεύεις ότι εκείνη την εποχή, εκείνοι οι μαθηματικοί διαχειρίζονταν κάτι 

εύκολο ή κάτι δύσκολο; Θεωρείς ότι τους παίδεψε αυτός ο κανόνας ή όχι; 

Κ: Φυσικά, πιστεύω ότι τους παίδεψε, γιατί γενικά στα Μαθηματικά 

χρειάζεται κάποια πράγματα για να αναπτυχθούν και κάποιοι άλλοι κλάδοι 

στα Μαθηματικά. Δηλαδή μπορεί ότι αν δεν βρήκανε ότι − ⋅ − = +  να 

εμπόδιζε να έβρισκαν άλλα πράγματα. Οπότε γι’ αυτό πρέπει… μάλλον θα 

ασχολήθηκαν πολύ για το − ⋅ − = +  για να μπορέσουν να προχωρήσουν και 

στα Μαθηματικά.» 

6.4.1 Σχολιασμός δεδομένων σε αντιστοιχία με τα ερευνητικά ερωτήματα 

Με τις απαντήσεις στο Φύλλο Εργασίας και τις προσωπικές συνεντεύξεις 

διαπιστώθηκε ο προβληματισμός των μαθητών σχετικά με τον κανόνα του γινομένου 

δύο αρνητικών αριθμών. Θα θέλαμε να σχολιάσουμε κάποιες εκφράσεις μαθητών που 

ανταποκρίνονται άμεσα τους στόχους και τις επιδιώξεις της παρούσας έρευνας. 
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 «Η Ίριδα υποστήριξε ότι δεν δέχεται το χρέος επί χρέος δίνει κέρδος στη 

καθημερινότητα, αλλά μόνο στα Μαθηματικά.» 

«Ο Στέλιος δεν χρησιμοποιεί παραδείγματα από τη καθημερινότητα, διότι τα 

Μαθηματικά δεν επεξηγούνται από τη φύση, δεν τα βρίσκουμε στη φύση.» 

«Η Μάγδα λέει ότι τα Μαθηματικά δεν μπορούμε να τα εξηγήσουμε με τη 

καθημερινότητα.» 

 «Η Δέσποινα υποστηρίζει ότι δεν είναι λογικό να πολλαπλασιάσουμε το χρέος μας 

με ένα άλλο χρέος και να μας βγάζει χρέος ή κέρδος.» 

 «Ο Μάνος κατανοεί την εξήγηση του Euler και θα τη χρησιμοποιούσε για να την 

εξηγήσει σε έναν συμμαθητή του, διότι είναι απλοϊκή και την καταλαβαίνει κάποιος 

εύκολα ενώ με παραδείγματα της καθημερινότητας είναι εξαιρετικά δυσνόητο έως 

και απίθανο να εξηγηθεί.»  

«Ο Πάνος αναφέρει ότι στη καθημερινή ζωή δεν υπάρχει κάποια αναγκαιότητα που 

μπορεί να επαληθεύει το ( ) ( )− ⋅ − = + .» 

Η Μαίρη και η Μάγδα διαχωρίζουν την κατανόηση, από τη σωστή εφαρμογή του 

κανόνα. Η Μαίρη διχάζεται ανάμεσα στη καθαρά μαθηματική επεξήγηση του Viete, 

που την βοήθησε να καταλάβει τον κανόνα και στην ανταπόκριση του κανόνα στη 

καθημερινότητα, όπως στο παράδειγμα με τη θερμοκρασία, που την βοηθάει να 

θυμάται τον κανόνα. 

Επίσης, η Μαίρη θεωρεί ότι ήταν ωραίο, που έμαθαν τα ονόματα κάποιων 

μαθηματικών του παρελθόντος. Τους προκάλεσε μεγαλύτερη εντύπωση από το να 

διδαχθούν απλά τον κανόνα ενώ με τα ονόματα και τις επεξηγήσεις, τους «έμεινε» 

περισσότερο στο μυαλό. Πολύ σημαντική είναι η άποψη της ότι: 

 «Θα το κάναμε (τον κανόνα) σωστά στις ασκήσεις, αλλά δεν θα μπορούσαμε να τον 

κατανοήσουμε.» 
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Η Μάγδα υποστηρίζει ότι σίγουρα θα ήταν πιο γρήγορο και πιο εύκολο να πούμε 

απλά τον κανόνα, αλλά πιστεύει ότι αν δεν κατανοήσεις το γιατί γίνεται όλο αυτό 

είναι δύσκολο να σου «μείνει». Αν δεν το είχαμε εξηγήσει θα φαινόταν λίγο 

περίεργο. 

Η Μαρκέλλα, μία άριστη μαθήτρια με αρκετές συμμετοχές και διακρίσεις σε 

μαθηματικούς διαγωνισμούς, αναφέρει συμπερασματικά ότι δεν ήταν εύκολο σαν 

θέμα. Θεωρεί ότι αν και έχουμε φτάσει στο 2013, ακόμα δεν έχουμε καταλάβει πώς 

θα συλλάβουμε τους αρνητικούς στο μυαλό μας, πόσο μάλλον τον κανόνα 

( ) ( )− ⋅ − = + , που είναι μία παραδοχή. Είναι σίγουρη όμως ότι πάντα υπάρχει το γιατί 

και κατάφεραν να το απαντήσουν τότε. Στην ερώτηση, αν θα προτιμούσε να πούμε 

μόνο τον κανόνα ( ) ( )− ⋅ − = + , χωρίς ιδιαίτερες επεξηγήσεις απαντά:  

«Δεν νομίζω να το έλεγα έτσι, θα μου άρεσε να το ψάξω και παραπάνω, ειδικά τώρα 

που ξέρω ότι ήταν από τόσο παλιά.» 

Η Κορίνα πιστεύει ότι σε όλα τα θέματα (και στα Μαθηματικά) πρέπει να 

ανακαλύπτουμε «το γιατί;». Θεωρεί ότι αν ένας δάσκαλος έλεγε να μάθουν απλά τον 

κανόνα όπως είναι, δεν θα τον μάθαιναν τελικά «παπαγαλία». Δεν θα μπορούσαν να 

καταλάβουν για ποιό λόγο προκύπτει αυτός ο κανόνας και πολλά παιδιά θα είχαν 

αυτό το ερώτημα. Η Κορίνα, αντίθετα από τη Μάγδα και τη Μαίρη, πιστεύει ότι δεν 

γίνεται να μάθεις τον κανόνα, αν δεν κατανοήσεις «το γιατί ισχύει». Το θεωρεί 

απαραίτητο ως γνώση για να μπορείς να τον χρησιμοποιείς και να τον εφαρμόζεις 

σωστά. Έστω και λίγοι μαθητές αναζητούν την ερμηνεία του κανόνα (ενός 

αυτοματισμού) για να τον κατανοήσουν σε βάθος και τη θεωρούν απαραίτητη τη 

γνώση αυτή για να τον εφαρμόζουν σωστά.  

Μέσα από τις σκέψεις αυτών των παιδιών και λαμβάνοντας υπόψη τη φάση της 

Διδασκαλίας των ρητών αριθμών σε όλους τους μαθητές που αναφέρθηκαν, 

βλέπουμε πώς αναπτύσσεται βαθμιαία και με καθοδηγούμενο τρόπο η αντίληψη των 

μαθητών για τη σχέση των αφηρημένων μαθηματικών εννοιών με τη 

πραγματικότητα. Απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή για να κατανοήσουν οι μαθητές, πως 

δεν μπορούμε πάντα να «μεταφράζουμε» τις μαθηματικές έννοιες και σχέσεις με 
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παραδείγματα από τη καθημερινή ζωή, χωρίς όμως αυτό να σημαίνει ότι τα 

Μαθηματικά είναι αποκομμένα από τη φύση. Το καταλληλότερο ίσως παράδειγμα 

για τους μαθητές της Α΄ Γυμνασίου είναι η σχέση ( )α − β − γ = α − β + γ , η οποία 

εξηγήθηκε από τον Viete ποσοτικά. Όπως πρότειναν μερικοί μαθητές στη διάρκεια 

της φάσης Διδασκαλία της εμπειρικής έρευνας, αυτή η ισότητα μπορεί να εξηγηθεί 

και ως εφαρμογή της επιμεριστικής ιδιότητας στους αρνητικούς, στην οποία το 1−  

πολλαπλασιάζεται με τους δύο όρους της παρένθεσης: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1α − ⋅ β − γ = α + − ⋅ β + − ⋅ −γ  

Στις απόψεις των παιδιών παρατηρούμε ένα σημαντικό ερώτημα της έρευνάς μας. Οι 

μαθητές δέχθηκαν ευχάριστα τις ιστορικές γνώσεις σχετικά με τους αρνητικούς 

αριθμούς. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον αισθάνθηκαν για τις πρωτότυπες ιστορικές πηγές του 

Viete και του Euler, καθώς επίσης και για τη διαπίστωση ότι και εκείνοι, οι σπουδαίοι 

μαθηματικοί, αντιμετώπιζαν δυσκολίες. Φυσικά, όλες οι παραπάνω εκφράσεις των 

παιδιών, αλλά και η εμπειρία από τη φάση της Διδασκαλίας, αιτιολογούν την 

εγκυρότητα των ιστορικών κειμένων γραμμένων αρκετά χρόνια πριν για έναν 

ερευνητή της διδακτικής των Μαθηματικών. Οι σκέψεις του Euler και οι 

αιτιολογήσεις του Viete για την ποσοτική ερμηνεία της επιμεριστικής ιδιότητας 

αναβίωσαν μέσα στη τάξη, έστω και από λίγα παιδιά. Επιπρόσθετα, οι παραπάνω 

μαθητές «απαντούν» και σε ένα ακόμα ερώτημα της έρευνάς μας. Φανερώνουν ότι 

είναι εφικτό να συνδυαστούν η εξάσκηση στην εκτέλεση των πράξεων με αρνητικούς 

αριθμούς και η κατάκτηση του νοήματος των πράξεων με αυτούς. Όχι μέσα από 

πραγματικά – τεχνητά μοντέλα, αλλά μέσα από την ιστορική τους εξέλιξη. Τέλος, 

υπενθυμίζουμε και την απόπειρα απόδειξης μιας ταλαντούχας μαθήτριας για τον 

κανόνα των προσήμων στη διαίρεση δύο αρνητικών, λαμβάνοντας ως δεδομένο τον 

κανόνα των προσήμων για το γινόμενο ρητών αριθμών και την απλοποίηση στα 

κλάσματα. 

6.5 Γενικά συμπεράσματα – Προτάσεις   

Η παρούσα εργασία προέκυψε από τη μελέτη άρθρων, διπλωματικών εργασιών και 

βιβλιογραφίας σχετικά με τη διδακτική αξιοποίηση της ιστορίας των Μαθηματικών. 

Μελετήσαμε τους λόγους και τους τρόπους με τους οποίους μπορούμε να δώσουμε  
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έμφαση στη χρήση της ιστορίας στη διδασκαλία του κανόνα των προσήμων για το 

γινόμενο δύο αρνητικών αριθμών. Η μελέτη προσέγγισε τις βασικές αρχές της 

Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης και τις αντιλήψεις του θεμελιωτή της Hans 

Freudenthal, ασκώντας κριτική στα ισχύοντα σχολικά βιβλία και στις οδηγίες 

διδασκαλίας που δίνονται στους καθηγητές.  

Ωστόσο, ο δεύτερος σημαντικός άξονας της εργασίας ήταν η εμπειρική έρευνα και η 

διδασκαλία του κανόνα «πλην επί πλην ισούται με συν» στους μαθητές της Α΄ 

Γυμνασίου ακολουθώντας την ιστορική του πορεία. Το σημαντικό εύρημα της 

έρευνάς μας είναι ότι η ανάπτυξη του θεωρητικού τρόπου σκέψης και η επίτευξη της 

εννοιολογικής αλλαγής που απαιτείται για την ερμηνεία του κανόνα των προσήμων 

είναι εφικτή στο επίπεδο του Γυμνασίου, με την ισχυρή αρωγή των ιστορικών 

κειμένων, αλλά κάτω από ιδιαίτερους περιορισμούς. Αρκετοί μαθητές, αν και όχι 

πλειοψηφικά, φαίνεται ότι είναι ικανοί να επιτύχουν και να διατηρήσουν αυτό το 

επίπεδο. Αναζητούν το «γιατί» ισχύει ένας κανόνας και το θεωρούν απαραίτητο για 

να τον εφαρμόζουν σωστά. Ωστόσο, σίγουρα τα παραπάνω εξαρτώνται από το 

περιβάλλον και τη δυναμική που αναπτύσσεται σε μία συγκεκριμένη σχολική τάξη. 

Επίσης, από τα αποτελέσματα της έρευνας παρατηρήσαμε τις δυο όψεις του 

λεγόμενου «ιστορικού παραλληλισμού». Την «αρνητική όψη» στη δυσκολία των 

μαθητών να επιτύχουν την εννοιολογική αλλαγή που απαιτείται και μένουν μόνο στο 

επίπεδο των αυτοματισμών, εφαρμόζοντας ακόμα και λανθασμένα τον κανόνα των 

προσήμων. Τη «θετική όψη» στους μαθητές, οι οποίοι στο περιβάλλον της 

καθοδηγούμενης ανακάλυψης και της ιστορικής προσέγγισης αναπτύσσουν το 

θεωρητικό τρόπο σκέψης και πετυχαίνουν την εννοιολογική αλλαγή που απαιτείται 

για τη κατανόηση του κανόνα «πλην επί πλην ισούται με συν» και κυρίως, τη 

κατανόηση της μετάβασης από τα συγκεκριμένα Μαθηματικά στα αφηρημένα. 

Αρκετοί μαθητές, όπως δείξαμε παραπάνω, κατάφεραν να κατανοήσουν τις 

αιτιολογήσεις του Viete και του Euler και να τις αναπαράγουν είτε γραπτά, είτε 

προφορικά, κάνοντας και σχόλια πάνω σε αυτές. Το γεγονός αυτό απαντά 

καταφατικά σε ένα βασικό ερώτημα για τη σχέση Ιστορίας και Διδακτικής των 

Μαθηματικών, αν είναι δυνατή η αξιοποίηση ιστορικών μαθηματικών κειμένων στη 

σχολική τάξη. 

Σημαντικό επίσης εύρημα της εργασίας μας θεωρούμε ότι είναι το έντονο ενδιαφέρον 

των μαθητών για την ιστορική προσέγγιση του κανόνα και για τη προσπάθεια της 
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απόδειξής του. Δεν εκφράστηκε κάποια δυσαρέσκεια από τους μαθητές, αλλά 

αντίθετα, σχεδόν όλοι έδειχναν ενδιαφέρον για την αιτιολόγηση του κανόνα, ακόμα 

και αυτοί που τελικά δεν «πέτυχαν» την εννοιολογική αλλαγή ή δεν εφάρμοζαν 

σωστά τον κανόνα. Αναφέρουμε επίσης, ότι αν και δεν δόθηκε κάποια ιδιαιτέρως 

τυπική εφαρμογή στις διδακτέες ώρες του κεφαλαίου των ρητών που προτείνει το 

Αναλυτικό Πρόγραμμα, δεν καθυστερήσαμε στην ολοκλήρωση της ύλης με τη χρήση 

των ιστορικών πηγών. Αντίθετα, οι ιστορικές πηγές βοήθησαν στη συνοχή των 

μαθημάτων και στην αιτιολόγηση του κανόνα των προσήμων, ώστε να μη φαίνεται 

ασύνδετος από τη προϋπάρχουσα μαθηματική γνώση των μαθητών, όπως είναι η 

ισότητα της επιμεριστικής ιδιότητας, το πρόσημο του γινομένου δύο θετικών 

αριθμών, καθώς επίσης και δύο ετερόσημων.    

Σκοπός της εργασίας μας, άλλωστε ήταν να αναδειχθεί ο τρόπος με τον οποίο μπορεί 

να αξιοποιηθεί διδακτικά η ιστορία των Μαθηματικών, γεγονός που δεν μπορεί να 

συμβεί με την ανάγνωση κάποιας αυτοβιογραφίας. Αποσπασματικές αναφορές και 

ιστορικά σημειώματα, σε συνδυασμό με την έλλειψη ιστορικών γνώσεων από τους 

δασκάλους, περισσότερο θα μπερδέψουν τους μαθητές, παρά θα βοηθήσουν. 

Αντίθετα, η μελέτη πρωτότυπων πηγών, όπως του Viete και του Euler, θα συμβάλλει 

στην ανάπτυξη της κριτικής σκέψης των μαθητών και θα αποφευχθεί η μηχανιστική 

εκμάθηση κανόνων, «συνταγών» και αυτοματισμών. 

Πολύ σημαντικό σημείο επίσης είναι ότι κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας, έγινε 

αντιληπτό από τους μαθητές, ότι οι μαθηματικές έννοιες που χρησιμοποιούμε με τόση 

ευκολία και τις θεωρούμε τετριμμένες, συνάντησαν αρκετές δυσκολίες και εμπόδια 

στο παρελθόν. Απαιτήθηκαν σημαντικές εννοιολογικές αλλαγές για να γίνουν 

αποδεκτές και να τις θεωρούμε σήμερα στοιχειώδεις. Τονίστηκε ότι οι εικασίες, οι 

αμφιβολίες, ακόμα και τα λάθη αποτελούν αναπόσπαστο κομμάτι της μαθηματικής 

δημιουργίας. Η μελέτη της ιστορίας και της «αναπαράστασης» των συνθηκών και 

των προβλημάτων που προέκυψαν, ώστε να γίνουν αποδεκτές οι μαθηματικές έννοιες 

είναι ένας ειλικρινής τρόπος για να τις διδαχθούν οι μαθητές. Αρκετοί από τους 

οποίους, στη διάρκεια της έρευνας, συμμερίστηκαν τις δυσκολίες που αντιμετώπισαν 

σπουδαίοι μαθηματικοί του παρελθόντος με τους αρνητικούς αριθμούς. Επίσης, η 

αναφορά των ονομάτων τους προκάλεσε το ενδιαφέρον των μαθητών, όπως και οι 

αναφορές στις σπουδές τους. Για παράδειγμα, ήταν ιδιαιτέρως εντυπωσιακό για 

κάποιους μαθητές ότι ο Viete ήταν και μαθηματικός και νομικός.  
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Επιπροσθέτως, επιχειρήσαμε να κάνουμε σαφές ότι η σύνδεση των Μαθηματικών με 

τη καθημερινότητα, όπως υποστηρίζει η ΡΜΕ δεν αφορά τη δημιουργία τεχνητών 

μοντέλων διδασκαλίας, τα οποία μπορούν να δημιουργήσουν στους μαθητές μία 

ψευδή συλλογιστική. Η ιστορική πορεία των μαθηματικών εννοιών και η παρουσίαση 

των δυσκολιών που αντιμετώπισαν σπουδαίοι μαθηματικοί του παρελθόντος είναι η 

καλύτερη σύνδεσή τους με τη φυσική τους υπόσταση. Υπήρξαν μαθητές που 

κατάλαβαν ότι μία σύνδεση του κανόνα «πλην επί πλην ισούται με συν» με τη 

καθημερινότητα είναι ανέφικτη και ότι η μετάφραση του αρνητικού αριθμού με 

«χρέος» δεν μπορεί να ανταποκριθεί σε όλες τις μαθηματικές πράξεις. Δεν μπορεί να 

αποτελεί μαθηματικό τρόπο σκέψης και λογικής το σκεπτικό ότι η παραπάνω 

μετάφραση μερικές φορές ισχύει και μερικές όχι. Άρα, το να στηριχθούν οι μαθητές 

σε εποπτικά μοντέλα και κανονικότητες (patterns) δεν είναι πάντα μαθηματικά σωστό 

και με τη χρήση αυτών δεν μπορεί να αναπτυχθεί η αλγεβρική τους σκέψη. Δηλαδή 

να βασίζονται στις δικές τους μαθηματικές γνώσεις και όχι στις ερμηνείες και στις 

καθοδηγήσεις ενός δασκάλου συνεχώς. 

 Αν και η παρούσα εργασία μελετά τη περίπτωση των αρνητικών αριθμών και του 

κανόνα των προσήμων, θα μπορούσε να επεκταθεί σε αρκετές μαθηματικές έννοιες ή 

κανόνες που παρουσιάζουν δυσκολίες κατανόησης και δημιουργούν παρανοήσεις 

στους μαθητές, σε όλο το εύρος της διδακτέας ύλης της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. 

Για παράδειγμα, η έννοια της απόλυτης τιμής που συνδέεται στενά με αυτή του 

αρνητικού αριθμού και άλλες κεντρικές έννοιες, όπως της συνάρτησης και του ορίου. 

Επίσης, ένα σημαντικό θέμα για μελλοντική έρευνα αφορά την εξέλιξη των μαθητών 

που συμμετείχαν στην έρευνα και κυρίως, εκείνων που πέτυχαν τον θεωρητικό τρόπο 

σκέψης και την απαιτούμενη εννοιολογική αλλαγή. Καθώς και η πραγματοποίηση της 

εμπειρικής έρευνας σε μαθητές της Α΄ Λυκείου με το Φύλλο Εργασίας που 

παραθέσαμε. 

Ολοκληρώνοντας τη παρούσα εργασία είναι απαραίτητο να προτείνουμε μια συνεχή 

και κυρίως, συστηματική ενημέρωση και επιμόρφωση των καθηγητών σχετικά με τη 

διδακτική αξιοποίηση της ιστορίας των Μαθηματικών. Η έρευνα ανέδειξε το 

σημαντικό ρόλο της μελέτης ιστορικών μαθηματικών κειμένων, αλλά και τις 

προϋποθέσεις που απαιτούνται από τους διδάσκοντες για την προετοιμασία και τη 

χρησιμοποίηση του σχετικού υλικού μέσα στη τάξη. Ωστόσο, η μορφή αυτής της 

διδασκαλίας δεν πρέπει να περιορίζεται σε μία μόνο υποπαράγραφο της διδακτέας 
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ύλης, αλλά η χρήση της ιστορίας για την εξέλιξη μιας μαθηματικής έννοιας να γίνεται 

σε τακτικά χρονικά σημεία στη διάρκεια της σχολικής χρονιάς. Κυρίως σε έννοιες 

που οι μαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν ή να εφαρμόσουν σωστά. Ο στόχος 

είναι οι μαθητές να αναζητούν το «γιατί» σε κάθε νέο κανόνα ή μέθοδο που 

μαθαίνουν. Να αναπτύξουν την μαθηματική τους σκέψη και να οδηγηθούν στη 

γνώση, μέσα από κριτική, αναζήτηση και απόδειξη. 

 Υπάρχουν αρκετές έρευνες, άρθρα και εργασίες σχετικά με τον τρόπο που μπορεί να 

γίνει χρήση της ιστορίας των μαθηματικών εννοιών στη διδασκαλία τους. Θα ήταν 

σημαντικό για την εξέλιξη και τη βελτίωση των σχολικών βιβλίων να ενσωματωθούν 

σε αυτά, κάποιες τουλάχιστον από τις προσπάθειες που έχουν γίνει.  
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