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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
 

Η αντιµετώπιση µαθηµατικών προβληµάτων ή ασκήσεων απαιτεί κατά κύριο λόγο 

την επιστράτευση της λογικής µας. Ειδικά για τα µαθηµατικά του Γυµνασίου, η 

λογική αυτή κινείται στο στοιχειώδες πρώτο επίπεδο αυτής. Είναι σύνηθες το 

φαινόµενο, από τη µία µεριά οι καθηγητές να προσπαθούν να πείσουν τους µαθητές 

τους ότι τα Μαθηµατικά που τους διδάσκουν δεν είναι δύσκολα και ότι δεν πρέπει να 

τα φοβούνται, αφού το µόνο που τους χρειάζεται είναι κοινός νους και κοινή λογική 

που την έχουν άλλωστε ήδη ανεπτυγµένη στην καθηµερινή τους ζωή, και από την 

άλλη µεριά, τροµοκρατηµένοι οι µαθητές να προσπαθούν να συλλάβουν την κοινή 

αυτή λογική που τους ζητείται να ενεργοποιήσουν και την πραγµατική σχέση της µε 

τα µαθηµατικά. Προγενέστερες έρευνες έχουν κατά κόρον εστιάσει στη γενικευµένη 

αρνητική στάση των µαθητών απέναντι στα Μαθηµατικά και στη στέρεα πεποίθησή 

τους ότι παραµένουν στείρα, ξεκοµµένα από την πραγµατικότητα, χωρίς ουσιαστικό 

µαθησιακό νόηµα ή υπόβαθρο.  

 

Στην παρούσα εργασία, προσπαθούµε να διερευνήσουµε τις λογικοµαθηµατικές 

δεξιότητες των µαθητών της  Γ΄  Γυµνασίου και να δηµιουργήσουµε το περιβάλλον 

εκείνο που θα τους επιτρέψει να δοµήσουν την προσωπική τους σκέψη 

αλληλεπιδρώντας µε τους συµµαθητές τους. Η διερεύνηση αυτή, γίνεται µε τη χρήση 

τριών βιωµατικών µαθηµατικών δραστηριοτήτων που ανήκουν στον τοµέα των 

∆ιακριτών Μαθηµατικών. Η τεχνική διδασκαλίας που χρησιµοποιήσαµε είναι το 

Παιχνίδι των Ρόλων, µία τεχνική που συνδυάζει την ενεργητική συµµετοχή των 

µαθητών µε τη συνεργατική και βιωµατική µάθηση στα πλαίσια µιας εκπαιδευτικής 

δραστηριότητας που αποτελεί απεικόνιση µιας πραγµατικής κατάστασης (Taylor, 

1987).  

 

Οι δραστηριότητες που σχεδιάσαµε, κινούνται στο πλαίσιο της Βιωµατικής 

Προσέγγισης οδηγώντας τους µαθητές σε αφαιρετικές σκέψεις µέσα από δράση και 

παιχνίδι. Οι µαθητές εκφράζονται ελεύθερα, και ασυναίσθητα ακολουθούν 

µαθηµατικές διεργασίες παίζοντας κατ’ ουσίαν παιχνίδια λογικής. Το ενδιαφέρον 

τους εντείνεται, ξεδιπλώνουν τη σκέψη τους, αναπτύσσουν στρατηγικές, 

επιχειρηµατολογούν και συζητούν κάτω από την οµπρέλα ενός παιχνιδιού.  
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∆ΟΜΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

 

Η εργασία αυτή αποτελείται από δέκα κεφάλαια και χωρίζεται σε δύο διακριτά µέρη. 

Το πρώτο µέρος (Κεφ.1 – Κεφ.7) αποτελεί το θεωρητικό µέρος της εργασίας ενώ στο 

δεύτερο µέρος (Κεφ.8 – Κεφ.10) γίνεται ανάλυση της έρευνας που εκπονήσαµε. 

Παρακάτω, παραθέτουµε περιληπτικά το περιεχόµενο του κάθε κεφαλαίου, 

προκειµένου να διευκολύνουµε τον αναγνώστη να έχει εποπτική εικόνα της εργασίας. 

 

Η εργασία µας, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, ενδιαφέρεται να εξετάσει τη µαθηµατική 

σκέψη των µαθητών της Γ΄ Γυµνασίου. Αναζητώντας λοιπόν µεθόδους µελέτης της 

ανθρώπινης σκέψης, στο πρώτο κεφάλαιο αναπτύσσουµε κάποιες γενικές θεωρίες για 

τη σκέψη και την αιτιολόγηση. Αναλύουµε τα είδη σκέψης – παραγωγικό και 

επαγωγικό συλλογισµό- και στη συνέχεια παραθέτουµε τρεις βασικές θεωρίες για τη 

σχέση της σκέψης µε τη γλώσσα. Αυτό το κεφάλαιο, αν και γενικό, είναι αρκετά 

διαφωτιστικό όσον αφορά τον τρόπο που θα προσεγγίσουµε τη µελέτη µας. 

Αναφέρεται στα πρωτόκολλα ανάλυσης που αποτελούν και τη δική µας µέθοδο 

συλλογής δεδοµένων, δίνει ένα θεωρητικό υπόβαθρο για το κατά πόσο τα λεγόµενα 

των µαθητών µας επιτρέπουν να συµπεράνουµε τι έχουν κατανοήσει και χαράζει τις 

διαχωριστικές γραµµές µεταξύ της παραγωγικής και επαγωγικής σκέψης. 

 

Στο δεύτερο κεφάλαιο εστιάζουµε στη µαθηµατική σκέψη και κατανόηση, δύο 

καταστάσεις οι οποίες συνδέονται µε µια αµφίδροµη σκέψη. Στην προσπάθειά µας να 

δηµιουργήσουµε δηµιουργικά µαθησιακά περιβάλλοντα που προάγουν την 

προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη καταγράφουµε τους παράγοντες (πεποιθήσεις, 

προσεγγίσεις επίλυσης προβλήµατος, αποδεικτικά σχήµατα) που την επηρεάζουν. 

∆ίνουµε µεγάλη έµφαση στα αποδεικτικά σχήµατα, έτσι όπως ορίστηκαν από τον 

Harel, για το λόγο ότι θα αποτελέσουν σηµείο αναφοράς στην ανάλυση των 

αποτελεσµάτων της έρευνάς µας. Στη συνέχεια, αναφερόµαστε στην έννοια της 

αναπαράστασης καταγράφοντας τη διάκριση µεταξύ εξωτερικής (σηµαίνον) και 

εσωτερικής (σηµαινόµενον) αναπαράστασης. Γίνεται ιδιαίτερη µνεία στους 

προσυµβολικούς τύπους γενίκευσης και στο συµβολικό τύπο γενίκευσης όπως τους 
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έχει ορίσει ο Radford καθώς αυτοί θα αποτελέσουν κεντρικό θεωρητικό υπόβαθρο 

στην ανάλυση των δεδοµένων µας. 

 

Η επίλυση προβληµάτων που προάγουν την προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη, τα 

κριτήρια κατασκευής ενός τέτοιου προβλήµατος, καθώς και η επιρροή τους στη 

στάση των µαθητών απέναντι στα µαθηµατικά, όσον αφορά τη χρησιµότητά τους έξω 

από το σχολείο και το Πανεπιστήµιο, ήταν ένα άλλο θέµα που µας απασχόλησε για 

την κατασκευή των δραστηριοτήτων. Η ανάπτυξη των παραπάνω γίνεται σε 

θεωρητικό επίπεδο στο τρίτο κεφάλαιο. ∆ίνουµε ιδιαίτερη σηµασία στην επίλυση 

προβληµάτων µε µαθηµατική επαγωγή, καθώς τόσο η πρώτη, όσο και η τρίτη 

δραστηριότητα είναι επαγωγική. Οι µεταγνωστικές δεξιότητες των µαθητών, 

αποτελεί σηµαντικό µέρος αυτού του κεφαλαίου για το λόγο ότι, αυτές συντελούν 

καθοριστικά στην επίλυση προβληµάτων.  

 

Στο κεφάλαιο τέσσερα, αναλύουµε τα ρεαλιστικά µαθηµατικά. Θεωρούµε ότι αυτά τα 

µαθηµατικά ενδιαφέρουν πολύ περισσότερο τους µαθητές, τόσο γιατί µπορούν να τα 

εντάξουν στην καθηµερινότητά τους, όσο γιατί έχουν άµεση χρηστικότητα. Στη 

συνέχεια, αναφερόµαστε στην προοδευτική µαθηµατικοποίηση και µοντελοποίηση 

των ρεαλιστικών µαθηµατικών καταστάσεων, που αποτελούν τις διαδικασίες εκείνες 

που επανατοποθετούν τα πραγµατικά – ρεαλιστικά προβλήµατα στον αφηρηµένο 

κόσµο των Μαθηµατικών.  

 

Στο κεφάλαιο πέντε ασχολούµαστε µε τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά, που σύµφωνα µε 

τον Rosenstein, G.J. (1991), αποτελούν τον κλάδο των µαθηµατικών που 

διαπραγµατεύεται διακανονισµούς διακριτών αντικειµένων. Οι δραστηριότητες που 

σχεδιάσαµε, ανήκουν στον Τοµέα των ∆ιακριτών Μαθηµατικών. Τα ∆ιακριτά 

Μαθηµατικά, περιλαµβάνουν µεγάλο εύρος θεµάτων και τεχνικών που εµφανίζονται 

στην καθηµερινή ζωή, δηλαδή περιέχουν κατά ένα µεγάλο µέρος ρεαλιστικά 

προβλήµατα. Παρόλο που τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά είναι εφαρµόσιµα, προσβάσιµα, 

ελκυστικά και κατάλληλα, απουσιάζουν από το Αναλυτικό Πρόγραµµα της χώρας 

µας. Θα µπορούσαν να κεντρίσουν το ενδιαφέρον των µαθητών γιατί, εκτός του ότι 

προάγουν την ολιστική προσέγγιση δίδοντας έµφαση τόσο στο όλο όσο και στην 

ανεξαρτησία των µερών,  µπορούν να βρουν και άµεση χρήση στη ζωή.  
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Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, προσανατολιστήκαµε στο σχεδιασµό εναλλακτικών 

διδασκαλιών καθώς θεωρούµε ότι αποτελούν πηγή έµπνευσης για τη δηµιουργία ενός 

περιβάλλοντος µάθησης που προάγει τη µαθηµατική σκέψη και επικοινωνία. Η 

εκτενής ανάλυσή τους θεωρήθηκε απαραίτητο µέρος του θεωρητικού µέρους της 

εργασίας µας, κάτι που γίνεται στο κεφάλαιο έξι. Αναζητήσαµε τις αρχές πάνω στις 

οποίες στηρίζεται ο σχεδιασµός εναλλακτικών διδασκαλιών και καταλήξαµε στις 

παιδαγωγικές αρχές του Harel (2001) που είναι: η αρχή της δυαδικότητας, η αρχή της 

αναγκαιότητας και η αρχή του επαναλαµβανόµενου συλλογισµού (Duality, Necessity, 

Repeated Reasoning : DNR). Η βιωµατική µάθηση δε θα µπορούσε να µην ήταν 

µέρος αυτού του κεφαλαίου και ειδικά η τεχνική διδασκαλίας Παιχνίδι των Ρόλων, 

αφού πάνω εκεί στηρίζουµε το στήσιµο των δικών µας δραστηριοτήτων. Η βιωµατική 

µάθηση εισάγει ευχάριστα και απλά τα παιδιά στον κόσµο των µαθηµατικών, και 

συγκεκριµένα των ∆ιακριτών Μαθηµατικών. Κερδίζει τη θετική τους στάση, 

αναδεικνύοντας τη δύναµη των µαθηµατικών για επικοινωνία και εξήγηση.  

 

Η Κονστρουκτιβιστική και η Κοινωνικοπολιτισµική θεωρία µάθησης, αποτελούν δύο 

σχετικά σύγχρονες γνωστικές θεωρίες οι οποίες στηρίζονται στην παραδοχή ότι ο 

άνθρωπος οικοδοµεί τις γνώσεις του και δεν τις δέχεται παθητικά. Αυτές οι θεωρίες, 

οι οποίες αναλύονται στο κεφάλαιο εφτά, έχουν αρκετές οµοιότητες και πολλές 

διαφορές και έχουν αποτελέσει αντικείµενο «διαµάχης» πολλών ερευνητών θέλοντας 

κάποιοι τη Κονστρουκτιβιστική καλύτερη και κάποιοι άλλοι την 

Κοινωνικοπολιτισµική. Ο Cobb (1994), προτείνει ότι µια διδασκαλία δε χρειάζεται 

απαραίτητα να συµµερίζεται µία από τις δύο θεωρίες καθώς µπορεί να συνδυάζει και 

τις δύο, κάτι που έχουµε κάνει και εµείς στη δική µας προσέγγιση. 

 

Το κεφάλαιο οχτώ είναι το πρώτο κεφάλαιο του Β΄ µέρους της εργασίας µας και 

αναφέρεται στην έρευνά µας. Συνοπτικά αναφέρουµε ότι: 

Α. Τα ερευνητικά ερωτήµατα της µελέτης µας ήταν τα εξής δύο: 

• Η βιωµατική µάθηση µπορεί να συµβάλλει θετικά στην ανάπτυξη 

προχωρηµένης (advanced) µαθηµατικής σκέψης; 

• Ποιους τύπους γενίκευσης χρησιµοποιεί ένας µαθητής της Γ΄  Γυµνασίου; 

Β. Το δείγµα της έρευνάς µας ήταν µαθητές της Γ΄ γυµνασίου από δύο τµήµατα  

 ενός τυπικού δηµόσιου Γυµνασίου των Αθηνών. 
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Γ. Χρησιµοποιήσαµε τρεις βιωµατικές µαθηµατικές δραστηριότητες εκ των από  

τα ∆ιακριτά µαθηµατικά, οι οποίες ονοµαστικά είναι: Το πρόβληµα του 

Fibonacci (1 διδακτική ώρα), Βρείτε έναν κανόνα (1 διδακτική ώρα), Το 

πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια (4 διδακτικές ώρες).  

∆. Τα ερευνητικά µας εργαλεία ήταν: 

• Η βιντεοσκόπηση – αποβιντεοσκόπηση των δραστηριοτήτων 

• Τα φύλλα εργασίας που δόθηκαν στους µαθητές 

Ε. Η ανάλυση των δεδοµένων µας πλαισιώθηκε από τις θεωρίες των  

 Harel (2001), Harel & Sowder (1998, 2005) και του Radford (2005). 

 

Τα κεφάλαια 9 και 10, αναφέρονται αντίστοιχα, στα αποτελέσµατα και στα 

συµπεράσµατα της έρευνάς µας. ∆ιαπιστώσαµε ότι εντός του πλαισίου των 

βιωµατικών δραστηριοτήτων, οι πεποιθήσεις και οι τρόποι προσέγγισης για την 

επίλυση προβλήµατος των µαθητών, προήγαγαν τη µαθηµατική σκέψη ενώ τα 

αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών εξακολουθούσαν να είναι εµπειρικά, όπως 

υποδεικνύει άλλωστε και η έρευνα. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η βιωµατική µέθοδο; 

µπορεί ως ένα βαθµό να προάγει τη µαθηµατική σκέψη. Οι τύποι γενίκευσης των 

µαθητών βρίσκονταν στο προσυµβολικό στάδιο αφού ήταν κατά κύριο λόγο 

γεγονικοί και πλαισιακοί . Επίσης, οι µαθητές φάνηκε να γενικεύουν βάσει της 

κανονικότητας των αποτελεσµάτων και όχι βάσει της κανονικότητας της διαδικασίας, 

κάτι που συνάδει µε τα αποτελέσµατα άλλων ερευνών (π.χ. Harel 2001 κ.λπ.) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΓΙΑ ΤΗ ΣΚΕΨΗ ΚΑΙ ΤΗΝ ΑΙΤΙΟΛΟΓΗΣΗ 

 

 

1.1   Η Ανθρώπινη Σκέψη  

 

Η ανθρώπινη σκέψη αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης από τα Αρχαία ακόµα χρόνια, µε 

τον Αριστοτέλη πρώτο στην εκκίνηση. Έκτοτε, η µελέτη της ανθρώπινης σκέψης 

αποτελεί πρωτεύον ζήτηµα πολλών επιστηµονικών κλάδων, γιατί εκτός του ότι 

µπορούν να µας πληροφορήσουν για το πώς µαθαίνει, πώς ενεργεί και πώς αντιδρά ο 

άνθρωπος κάτω από δεδοµένες συνθήκες, παρέχει πολύτιµη πρακτική εφαρµογή στην 

παρέµβαση και βελτίωση της γνωστικής ανάπτυξης του ατόµου.  

 

Στην εργασία του Αριστοτέλη, γνωστή ως Όργανον και ειδικά στο Περί Ιερεµία και 

στα Αναλυτικά Πρότερα, αναφέρεται η προσπάθεια πολλών Αρχαίων φιλοσόφων να 

ορίσουν τι µπορεί να καταστήσει µια επιχειρηµατολογία ορθή. Αυτή η προσπάθεια 

είχε ως κύριο µέληµά της το πώς σκέφτονται οι άνθρωποι ή τουλάχιστον το πώς θα 

έπρεπε να σκέφτονται. Τη θεωρία του Αριστοτέλη και άλλων Ελλήνων φιλοσόφων, 

σύµφωνα µε την οποία µελετώντας τον τρόπο που επιχειρηµατολογούν οι άνθρωποι 

µελετάµε και τον τρόπο που σκέφτονται, συµµερίστηκε και ο George Boole το 1854 

όταν έγραψε το βιβλίο Οι Νόµοι της Σκέψης.  

 

Η παραπάνω προσέγγιση ονοµάζεται ψυχολογική προσέγγιση της λογικής και 

απορρίφθηκε αργότερα από τον εισηγητή της λογικής, Frege. Ο Frege θέλησε να 

αποκοπεί από τις ιδιοτροπίες της παροντικής σκέψης και να µιλήσει για την ιδανική 

λογική σκέψη, ασπάστηκε τον Πλατωνισµό που θεωρεί ότι οι µαθηµατικές οντότητες 

υπάρχουν στο χώρο του ιδεατού και παρόλο που είναι ανεξάρτητες από την 

ανθρώπινη σκέψη, είναι προσβάσιµες. Στη συνέχεια θα παραθέσουµε συνοπτικά τη 

σχέση µεταξύ Λογικής και Ψυχολογικής Σκέψης. 
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1.1.1 Σχέση µεταξύ Λογικής και Ψυχολογίας της σκέψης 

 

Ενώ η Λογική και η Ψυχολογία της Σκέψης, φαίνεται να έχουν το ίδιο αντικείµενο 

µελέτης, τη σκέψη, οι επιµέρους διαφορές που τις διακρίνουν τις διαφοροποιούν σε 

πολύ µεγάλο βαθµό. 

 

Η Λογική είναι µέρος της φιλοσοφίας που διατυπώνει τους κανόνες εξαγωγής 

συµπερασµάτων από ένα σύνολο υποθέσεων και διακρίνει τον παραγωγικό από τον  

επαγωγικό συλλογισµό. Το ενδιαφέρον της εστιάζεται στο θέµα της λογικής 

συνέπειας και όχι της αλήθειας. ∆εν ενδιαφέρεται δηλαδή αν ένα συµπέρασµα είναι 

εµπειρικά αληθές ή όχι, αλλά αν συνεπάγεται από τις προϋποθέσεις που έχουν δοθεί.  

 

Από την άλλη µεριά, η Ψυχολογία της σκέψης είναι µέρος της ψυχολογίας που 

προσπαθεί να περιγράψει και να εξηγήσει πώς οι άνθρωποι σκέφτονται, πώς εξάγουν 

συµπεράσµατα σε µια διαλογική κατάσταση. Η διάκριση ανάµεσα στον παραγωγικό 

και στον επαγωγικό συλλογισµό δεν είναι τόσο χρήσιµη στη ψυχολογία για το λόγο 

ότι στην καθηµερινή ζωή αλλάζουµε συνέχεια από παραγωγικό σε επαγωγικό 

συλλογισµό. Σύµφωνα µε τη ψυχολογία της σκέψης, οι πεποιθήσεις καθοδηγούν τις 

παρατηρήσεις και οι παρατηρήσεις αλλάζουν τις πεποιθήσεις. Η τάση των ανθρώπων 

να κρίνουν την ορθότητα ενός συλλογισµού όχι µε βάση τη λογική συνέπεια, αλλά µε 

βάση τις πεποιθήσεις τους σχετικά µε την αλήθεια ή όχι του συµπεράσµατος, είναι 

γνωστή ως προκατάληψη των πεποιθήσεων. Στην πραγµατική ζωή σπανίως δεχόµαστε 

συµπεράσµατα χωρίς να ενδιαφερθούµε για την εµπειρική αλήθεια τους.  

 

Η θεωρία του Frege παρουσιάζει ενδιαφέρον στο χώρο των Μαθηµατικών, δεν είναι 

όµως ικανή να περιγράψει την ανθρώπινη σκέψη όπως η ψυχολογική προσέγγιση του 

Αριστοτέλη. Οι ψυχολόγοι ενδιαφέρονται για την πραγµατική διαδικασία σκέψης που 

λαβαίνει χώρα σε µια συνηθισµένη επιχειρηµατολογία. ∆εδοµένου ότι η παρούσα 

εργασία έχει ως στόχο της να αναδείξει τους τρόπους που σκέφτονται οι µαθητές στο 

µάθηµα των µαθηµατικών, τα αποτελέσµατα της µελέτης της ανθρώπινης σκέψης και 

ειδικά του συλλογισµού, από τη σκοπιά της επιστήµης της ψυχολογίας, φαίνονται να 

είναι ιδιαιτέρως χρήσιµα. 
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1.2.    Μέθοδοι µελέτης της ανθρώπινης σκέψης 

 

Η επιστήµη της Ψυχολογίας έχει αναπτύξει διάφορες µεθόδους µελέτης της 

ανθρώπινης σκέψης, µε επικρατέστερες α) τη µοντελοποίηση µε χρήση Η/Υ και β) 

την πειραµατική έρευνα (Garnham A. & Oakhill J., 1994).  Ειδικά στον κλάδο της 

∆ιδακτικής µία τέτοια µελέτη είναι ιδιαίτερα αποκαλυπτική καθώς µπορεί να 

αποτελέσει οδηγό νέων διδακτικών µεθόδων. Παρόλο που η µέθοδος της 

µοντελοποίησης της ανθρώπινης σκέψης µε Η/Υ δεν είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη 

στον κλάδο της ∆ιδακτικής, αξίζει να αναφερθούµε, έστω και περιληπτικά σε αυτήν 

για να ασχοληθούµε στη συνέχεια εκτενέστερα µε την Πειραµατική Έρευνα που 

αποτελεί και κύριο εργαλείο της ∆ιδακτικής. 

 

 

1.2.1.   Μοντελοποίηση µε Η/Υ 

 

Κατά τη µοντελοποίηση µε Η/Υ, δηµιουργήθηκαν υπολογιστικά προγράµµατα που 

επιχειρούν τη δόµηση της λεγόµενης Τεχνητής Νοηµοσύνης που αναπαράγει κατά το 

δυνατό, την ανθρώπινη σκέψη και λογική. Απαραίτητα εφόδια η σωστή 

µοντελοποίηση της ανθρώπινης σκέψης, όχι µέσω της φαινοµενικά αδύνατης ολικής 

µίµησης αυτής, αλλά µέσω της  γενικής κατανόησης της διανοητικής διαδικασίας που 

τη διέπει, της φύσης της και των περιορισµών της. Η έρευνα πάνω στην «Αποµίµηση 

της ανθρώπινης σκέψης από τους υπολογιστές», αν και δεν µπορεί σήµερα να µας 

δώσει µηχανές πλήρη οµοιώµατα Ανθρώπινης λογικής, µπορεί σίγουρα να 

παρουσιάσει µηχανές που προσοµοιάζουν επαρκώς µέρος των µη µετρήσιµων 

διεργασιών ενός Ανθρώπινου εγκεφάλου.  

 

 

1.2.2.   Πειραµατική έρευνα 

 

 Η πειραµατική έρευνα, είναι η έρευνα που σαν κύριο εργαλείο της χρησιµοποιεί το 

πείραµα. Ανέπτυξε διάφορες τεχνικές µελέτης του τρόπου σκέψης του υποκειµένου 

βασιζοµένη πρωτίστως στα Πρωτόκολλα Ανάλυσης. Τα πρωτόκολλα, ως επί το 

πλείστον αποτελούν µέρος της συλλογής δεδοµένων µιας πειραµατικής µελέτης και 
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ζητούν ουσιαστικά από το υποκείµενο να «σκεφτεί δυνατά» καθώς εµπλέκεται, για 

παράδειγµα, µε την επίλυση ενός προβλήµατος.  

 

Εκπαιδευτικοί και Ψυχολόγοι έχουν προσπαθήσει στο παρελθόν να 

αποκωδικοποιήσουν την επιχειρηµατολογία των µαθητών, αναλύοντας τις συζητήσεις 

και τις επιχειρηµατολογίες που αναπτύσσονται κατά τη διάρκεια της επίλυσης ενός 

προβλήµατος. Ο Schoenfeld (1985) ισχυρίστηκε ότι λόγω της πολυπλοκότητας της 

κατανόησης του τρόπου µε τον οποίο επιχειρηµατολογούν οι µαθητές, είναι πρώτιστη 

ανάγκη να µελετήσουµε και να αναλύσουµε µε λεπτοµέρεια τα λεκτικά πρωτόκολλα 

που διατηρούν οι µαθητές όταν εµπλέκονται µε την επίλυση ενός προβλήµατος.  

 

Παρόλο που δεν υπάρχει οµόφωνη άποψη για το πώς σχετίζεται αυτό που λέει 

κάποιος µε αυτό που πραγµατικά συµβαίνει στο µυαλό του, η παράλληλη µελέτη των 

πρωτοκόλλων ανάλυσης µε τη διαδικασία σκέψης, µπορεί σίγουρα να δώσει πλούσια 

πειραµατικά δεδοµένα. 

 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η απόπειρα των Ericsson & Simon (1980, 1984) να 

συνδυάσουν τα πρωτόκολλα ανάλυσης µε τα Παραγωγικά Συστήµατα. 

Μοντελοποίησαν τη σκέψη µε τη χρήση παραγωγικών κανόνων του τύπου «αν… 

τότε», στηριζόµενοι  στην προγενέστερη θεωρία των Newell & Simon (1972), 

σύµφωνα µε την οποία η σκέψη και η λογική βασίζονται στα Παραγωγικά 

Συστήµατα. Θεώρησαν δηλαδή ότι αν ικανοποιούνται κάποιοι συγκεκριµένοι 

κανόνες, τότε θα προκύψουν συγκεκριµένες νοητικές δράσεις. Θεωρώντας ότι αυτό 

που δηλώνει το υποκείµενο σχετίζεται άµεσα µε τη βραχυπρόθεσµη µνήµη εργασίας 

του την ώρα που αποπειράται µιας δήλωσης, κατέληξαν να υποστηρίζουν ότι µε την 

εκκίνηση της παραγωγικής διαδικασίας σκέψης, η σκέψη µεταφέρεται στη µνήµη 

εργασίας και άρα στο συνειδητό. 

 

 Ο συνδυασµός των πρωτοκόλλων ανάλυσης µε τα παραγωγικά συστήµατα, που 

αποτελούν αλληλουχίες αίτιου και αιτιατού, παρέχουν χρήσιµες πληροφορίες σχετικά 

µε τους κανόνες επίλυσης προβλήµατος που το άτοµο χρησιµοποιεί εκείνη την ώρα 

(Garnham A. & Oakhill J., 1994).  
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1.3.   Είδη Σκέψης 

Συλλογισµός είναι η διαδικασία κατά την οποία χρησιµοποιούµε την υπάρχουσα 

γνώση για να εξάγουµε συµπεράσµατα ή να συνάγουµε κάτι που γνωρίζουµε στο 

πεδίο του ενδιαφέροντός µας. Τα είδη του συλλογισµού είναι ο παραγωγικός 

συλλογισµός (deductive reasoning) , που σχετίζεται µε την απόφαση για το τι είναι 

αληθές βάσει των κανόνων λογικής και κάποιων δεδοµένων καταστάσεων και 

γεγονότων, και ο επαγωγικός (inductive) ή ο απαγωγικός (abductive) συλλογισµός που 

σχετίζεται µε την απόφαση για το τι ενδέχεται να είναι αληθές δεδοµένων κάποιων 

πεποιθήσεων και παρατηρήσεων.  

 

 

1.3.1.   Παραγωγικός Συλλογισµός  (Deductive Reasoning) 

 

Ο παραγωγικός συλλογισµός είναι η διαδικασία συναγωγής συµπερασµάτων που 

είναι λογικά αναγκαία. Εξ’ ορισµού, µία έγκυρη παραγωγική επιχειρηµατολογία ποτέ 

δεν µπορεί να οδηγήσει από σωστές προτάσεις σε εσφαλµένα συµπεράσµατα. Κατά 

µία έννοια, ο παραγωγικός συλλογισµός αναδιοργανώνει τις δοθείσες πληροφορίες 

χωρίς όµως, σύµφωνα µε τους Johnson – Laird & Byrne (1991), να µπορεί να 

αυξήσει τη Σηµασιολογική Πληροφορία.  

 

Η ικανότητα συναγωγής λογικών συµπερασµάτων είναι ένα χαρακτηριστικό της 

ανθρώπινης σκέψης που είναι απαραίτητο για την επιβίωση. Οι άνθρωποι όµως δε 

σκέφτονται όπως µια λογική µηχανή, επηρεάζονται από την αλήθεια των 

προϋποθέσεων σε σχέση µε τα εµπειρικά δεδοµένα και την προϋπάρχουσα γνώση 

τους. Η προκατάληψη των πεποιθήσεων συµβαίνει όταν οι προϋπάρχουσες γνώσεις ή 

πεποιθήσεις αναγκάζουν τους ανθρώπους να συνάγουν κάποιο συµπέρασµα το οποίο 

ενώ δεν αποτελεί λογική συνέπεια των προκείµενων, είναι συνεπές µε τα όσα 

γνωρίζουν κάνοντας τους να πιστεύει ότι είναι αληθές (Βοσνιάδου, 2001) . 
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1.3.2.   Επαγωγικός Συλλογισµός (Inductive Reasoning) 

 

∆εδοµένου λοιπόν ότι η παραγωγική επιχειρηµατολογία µπορεί να εξασφαλίσει την 

αλήθεια του συµπεράσµατος χωρίς να επεκταθεί σηµασιολογικά πέρα από τις 

δοθείσες πληροφορίες, είναι προφανές ότι δεν είναι δυνατόν όλες οι 

επιχειρηµατολογίες να είναι πλήρως παραγωγικές γιατί τότε οι άνθρωποι θα 

περιοριζόντουσαν µόνο σε συµπεράσµατα που θα νοµιµοποιούνταν να βγάλουν. 

Χρειαζόµαστε ένα είδος συλλογισµού που να επεκτείνεται και σε πληροφορίες πέρα 

από τις δοθείσες προκειµένου να καταστούµε ικανοί να εξάγουµε συµπεράσµατα 

πέρα από τα προφανή. Η επαγωγική σκέψη φαίνεται να πηγαίνει ένα βήµα µπροστά 

αυξάνοντας τη σηµασιολογική πληροφορία, µε τίµηµα όµως να χαθεί η εγγύηση της 

εγκυρότητας  των συµπερασµάτων.  

 

Στην επαγωγική σκέψη, ακόµα και αν το άτοµο γνωρίζει ότι τα δεδοµένα είναι αληθή 

και γνωρίζει ότι επιχειρηµατολόγησε όπως έπρεπε, δεν µπορεί να είναι βέβαιο για την 

εγκυρότητα του συµπεράσµατος. Για αυτό το λόγο το συµπέρασµα της επαγωγής 

θεωρείται υποθετικό, απαιτεί δηλαδή την εξέταση της  αλήθειας του. Η επαγωγική 

επιχειρηµατολογία είναι σηµαντική τόσο στην καθηµερινή ζωή όσο και στην 

ακαδηµαϊκή και αποτελεί κύριο τρόπο σκέψης κάθε επιστηµονικής έρευνας. Στις 

επιστήµες βέβαια, όταν µια υπόθεση προκύπτει από την επαγωγή ή από κάποια άλλη 

µέθοδο, πρέπει οπωσδήποτε να υπόκειται σε πρότερα επίσηµα πειραµατικά τεστ. 

 

Ο Johnson-Laird (1993), διέκρινε τις επαγωγές σε τρία βασικά είδη: α) τις  ειδικές 

επαγωγές ή απαγωγές (specific inductions), β) τις γενικές περιγραφικές επαγωγές 

(general descriptive inductions) και γ) γενικές ερµηνευτικές επαγωγές (general 

explanatory inductions).  

 

 

1.3.2.1.   Ειδικές Επαγωγές :Απαγωγικός Συλλογισµός (Abductive Reasoning) 

 

Η απαγωγή ξεκινά από ένα γεγονός και προσπαθεί να βρει την αιτία που το 

προκάλεσε. Αυτή τη µέθοδο τη χρησιµοποιούµε για να εξηγήσουµε τα γεγονότα που 

παρατηρούµε. Η απαγωγική διαδικασία µπορεί να γίνει δηµιουργική και διορατική. 
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Αυτός ο τρόπος συλλογισµού, παρά τη χρησιµότητά του, µπορεί να οδηγήσει σε 

αναξιόπιστα αποτελέσµατα, καθώς µια δράση που προηγείται ενός γεγονότος, µπορεί 

λαθεµένα να θεωρηθεί η αιτία αυτού του γεγονότος.  

 

 

1.3.2.2.   Γενικές επαγωγές 

 

Οι γενικές επαγωγές προκύπτουν κατά την παρατήρηση µεµονωµένων περιστατικών 

που έχουν µια κοινή ιδιότητα και τη µετέπειτα γενίκευση και υπόθεση ότι όλα τα 

αντικείµενα ή γεγονότα της ίδιας κατηγορίας έχουν αυτή την ιδιότητα. Για 

παράδειγµα, αν όλα τα πρόβατα που έχει δει κάποιος είναι άσπρα, τότε µπορεί να 

συνάγει ότι όλα τα πρόβατα είναι άσπρα. Ένα τέτοιο συµπέρασµα µπορεί να 

αποδειχθεί λανθασµένο αν δει, για παράδειγµα, µαύρο πρόβατο.  

 

Κάποιες γενικές επαγωγές είναι αµιγώς περιγραφικές, ενώ κάποιες άλλες αµιγώς 

ερµηνευτικές.  Ένα εύστοχο παράδειγµα περιγραφικής επαγωγής δίνει ο Johnson-

Laird (1993) όταν κάποιος που έχει κάνει πολλά αεροπορικά ταξίδια εντός των ορίων 

των Ηνωµένων Πολιτειών θεωρεί ότι µπορεί µε ασφάλεια να συµπεράνει ότι οι 

εσωτερικές πτήσεις έχουν συχνά καθυστέρηση. Μια περιγραφική γενίκευση πρέπει 

όµως να ακολουθηθεί µε προσοχή, καθώς για παράδειγµα, ένα άλλο άτοµο που 

γνωρίζει την αιτία που οι εσωτερικές πτήσεις των Ηνωµένων Πολιτειών 

καθυστερούν, είναι σε πλεονεκτικότερη θέση να κρίνει αν  πρέπει να εξαχθεί το 

συµπέρασµα ότι όλες οι πτήσεις καθυστερούν.  

 

∆εδοµένου εποµένως ότι η περιγραφική επαγωγή, εάν γενικευτεί αόριστα, µπορεί να 

οδηγήσει σε λαθεµένα συµπεράσµατα, οι επιστήµονες εισήγαγαν και την ερµηνεία 

ουσιαστικά της περιγραφής, συντάσσοντας πλέον επιστηµονικές υποθέσεις ή ακόµα 

και επιστηµονικές θεωρίες που παίρνουν τελικά τη µορφή γενικών δηλώσεων. Σαν 

αποτέλεσµα, οι δηλώσεις µετατρέπονται σε επιστηµονικούς νόµους, καταρρίπτοντας 

το περιγραφικό status των αρχικών ιδεών και δοµώντας νέες βασικές ιδέες. Η 

ερµηνεία των νέων αυτών βασικών ιδεών υποσκελίζει ηχηρά την απλή περιγραφική 

αξιοποίηση του κάθε δεδοµένου. 
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1.3.3. Η προσθετική και η αναλογική λογική 

 

Οι τρόποι επιχειρηµατολογίας αποτελούν πολύ σηµαντικό πεδίο µελέτης για τη 

∆ιδακτική των Μαθηµατικών για το λόγο ότι οι µαθητές καλούνται συχνά να 

αιτιολογήσουν και να αποδείξουν την αλήθεια µιας µαθηµατικής πρότασης. Έχει 

παρατηρηθεί ότι οι µαθητές εµπιστεύονται τις γενικές περιγραφικές επαγωγές και 

επικυρώνουν τις προτάσεις ακολουθώντας την προσθετική λογική.  

 

Η προσθετική λογική, είναι ένας απλός τρόπος σκέψης που θυµίζει αρκετά το 

µηχανισµό της γενικής επαγωγής καθώς η αλήθεια µερικών µεµονωµένων 

περιπτώσεων είναι ικανή να εξασφαλίσει την αλήθεια όλων των περιπτώσεων που 

φαίνεται να ανήκουν στην ίδια κατηγορία. Προφανώς, τόσο στη ζωή όσο και στην 

ακαδηµαϊκή έρευνα, δε δηµιουργούνται όλες οι γενικές πεποιθήσεις ή υποθέσεις µε 

αυτόν τον τρόπο. Μερικές γενικεύσεις προκύπτουν µε τη βοήθεια της φαντασίας και 

άλλες µε  χρήση της αναλογικής λογικής.  

 

Η προσθετική λογική προηγείται της αναλογικής και παράγει αποτελέσµατα που είναι 

έγκυρα σε κάποιες περιπτώσεις, αλλά άκυρα σε άλλες. Για να µπορέσει κάποιος να 

περάσει από την προσθετική στην αναλογική λογική πρέπει να οικοδοµήσει 

διαφορετικούς τρόπους κατανόησης σχέσεων µεταξύ ποσοτήτων. Σε µαθησιακό 

επίπεδο, η έρευνα έχει δείξει ότι η προσθετική επιχειρηµατολογία υπερισχύει των 

περιστασιακών αντιφάσεων που µπορεί να προκαλέσει και οι µαθητές εξακολουθούν 

να τη χρησιµοποιούν ακόµα και αν διαπιστώσουν την ανικανότητά της σε κάποιες 

περιπτώσεις. Η εγκατάσταση της αναλογικής επιχειρηµατολογίας επιτυγχάνεται όταν 

οι µαθητές εκτεθούν στην έννοια της αναλογίας (Harel & Sowder, 2005). 

 

Αναλογία είναι η παραδοχή ότι εάν ένα στοιχείο Α (ένα φαινόµενο, ένα πρόβληµα, 

κ.λπ.) µοιάζει µε ένα άλλο στοιχείο Β, τότε οι συνέπειες (τα συµπεράσµατα, οι 

επεξηγήσεις, οι λύσεις, κλπ.) που αφορούν την περίπτωση Α µπορούν να αφορούν 

εξίσου και την περίπτωση Β. Η αναλογία είναι µια διαδικασία αιτιολόγησης που 

επικρατεί στην ανθρώπινη ζωή τόσο έντονα,  ώστε να µπορούµε να πούµε ότι η 

αναλογία είναι ο ακρογωνιαίος λίθος της ανθρώπινης σκέψης.  
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Στο λεξικό της Φιλοσοφίας του Νου, η αναλογία αναγνωρίζεται ως «ένα σηµαντικό 

είδος σκέψης  που συντελεί σε γνωστικές εργασίες όπως επεξήγηση, σχεδιασµό και 

λήψη αποφάσεων (Paul Thagard)»1. ∆εν προκαλεί εποµένως έκπληξη το γεγονός ότι 

η έννοια της αναλογίας έχει γίνει αντικείµενο µελέτης από τα αρχαία χρόνια 

(Massimiliano, 2006, σελ.1). 

 

Παρά τη δυσκολία χρήσης της αναλογίας σε καθαρά εργαστηριακό – πειραµατικό 

επίπεδο, η αναλογική λογική παραµένει κύριος διαµορφωτής τόσο των καθαρά 

επιστηµονικών θεωριών  όσο και των ευρύτερων ψυχολογικών ερευνών. Για την 

επιστήµη η αναλογία φαίνεται να είναι µία µέθοδος που δηµιουργεί την υπόθεση που  

οι προβλέψεις της ακολούθως παράγονται και ελέγχονται.  

 

 

1.4.   Γλώσσα και Σκέψη 

 

Σε προηγούµενη παράγραφο αναφέραµε ότι πολλοί αµφισβητούν τη σχέση των 

πρωτοκόλλων ανάλυσης µε τη σκέψη. Μία παράµετρος που δηµιουργεί αυτή τη 

διάσταση απόψεων είναι και το γεγονός ότι δεν υπάρχει µία οµόφωνη άποψη για τη 

σχέση της γλώσσας µε τη σκέψη. Ερωτήµατα όπως: «η σκέψη προηγείται της 

γλώσσας ή η γλώσσα της σκέψης;» είναι θεµελιώδη και αποτελούν κίνητρο για τη 

δηµιουργία ποικίλων θεωριών. Σήµερα επικρατούν τρεις ερµηνευτικές προσεγγίσεις:  

 

α) Η θεωρία του µπιχεβιορισµού και η θεωρία της γλωσσικής σχετικότητας που 

υποστηρίζει ότι η σχέση γλώσσας και σκέψης είναι αιτιώδης και µονόδροµη µε τη 

γλώσσα να είναι αναγκαία προϋπόθεση για την ύπαρξη και διαµόρφωση της σκέψης. 

 

β) Η παραδοσιακή άποψη του Αριστοτέλη που αργότερα εµπλουτίστηκε και από τους 

Piaget, Schank, Mcnamara, Chomsky που θεωρεί ότι η σχέση γλώσσας και σκέψης 

είναι µεν αιτιώδης και µονόδροµη αλλά προς την αντίθετη κατεύθυνση από την 

προηγούµενη θέση, µε την ανάπτυξη της σκέψης να αποτελεί αναγκαία συνθήκη για 

την ανάπτυξη της γλώσσας.  

 

                                                 
1 http://philosophy.uwaterloo.ca/MindDict/analogy.html#reference 
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γ) Η άποψη του Vygotsky  η οποία εστιάζει στη θέση ότι η γλώσσα εξυπηρετεί δύο 

λειτουργίες, την εξωτερική επικοινωνία και την εσωτερική σκέψη.   

 

1.4.1. Θεωρία της εξάρτησης της σκέψης από τη γλώσσα 
 
Θεωρία του Μπιχεβιορισµού 

Κυριότερος εκπρόσωπος αυτής της άποψης υπήρξε ο Watson που υποστήριξε ότι ο 

άνθρωπος δε διαθέτει εσωτερικές νοητικές διεργασίες, αλλά µόνο αντιδράσεις που 

προξενούνται από εξωτερικά ερεθίσµατα. Για το λόγο αυτό πρότεινε πως η σκέψη 

είναι µια µη φωνούµενη γλώσσα και εποµένως όταν οι άνθρωποι σκέφτονται δεν 

κάνουν τίποτε άλλο από το να µιλούν εσωτερικά στον εαυτό τους. Κατά συνέπεια η 

µη φωνούµενη γλώσσα θεωρήθηκε σαν ένα βασικό στοιχείο (αν όχι ταυτόσηµο) της 

σκέψης, άρα η σκέψη υπάγεται στη γλώσσα και αποτελεί µια πτυχή της. Η παραπάνω 

άποψη φαίνεται να είναι πολύ κοντά µε την άποψη του Πλάτωνα που είπε ότι: «η 

σκέψη αποτελεί τη συνοµιλία της ψυχής µε τον εαυτό της – άρα ταυτίζεται µε τη 

γλώσσα». 

Σοβαρή αµφισβήτηση της θέσης αυτής δόθηκε από τους Smith, Brown, Goodman & 

Tomas και απέδειξαν πως η σκέψη είναι µια εσωτερική λειτουργία ανεξάρτητη από 

άλλες κινητικές λειτουργίες (π.χ. κινήσεις χεριών, λάρυγγα, φωνητικές 

πραγµατώσεις) και υφίσταται ανεξάρτητα από αυτές. 

 

Θεωρία γλωσσικής σχετικότητας 

Τη θεωρία αυτή εισηγήθηκαν οι Whorf και Sapir και υποστηρίζεται και από τους 

Γερµανούς Herder και Hymbolt. Προτείνεται η υπόθεση πως οι άνθρωποι δεν έχουν 

µια κοινή λογική δοµή και δεν σκέφτονται µε όµοιο τρόπο. Θεωρούν πως η γλώσσα 

προηγείται της σκέψης και ότι οι άνθρωποι δεν αντιλαµβάνονται την πραγµατικότητα 

του κόσµου κατά τον ίδιο τρόπο. Το είδος των σκέψεων που µπορεί να κάνει ένα 

άτοµο εξαρτάται από τη γλώσσα που µιλάει. Έτσι τα άτοµα που µιλούν διαφορετική 

γλώσσα αναπτύσσουν διαφορετικούς τρόπους αντίληψης, ερµηνείας και σκέψης του 

κόσµου που τους περιβάλλει. Για παράδειγµα η απουσία µιας λέξης από τη γλώσσα 

σηµαίνει και παντελή απουσία της έννοιας αυτής (γλωσσικός ντετερµινισµός). 
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1.4.2. Θεωρία της εξάρτησης της γλώσσας από τη σκέψη. 

Οι απαρχές της θεωρίας αυτής ανάγονται στον Αριστοτέλη που θεώρησε ότι η σκέψη 

προϋπάρχει της γλώσσας και ότι η γλώσσα έχει τέτοιες ιδιότητες, ώστε να µπορεί να 

εκφράσει τις πτυχές της ανθρώπινης σκέψης. Ένθερµοι υποστηρικτές αποτέλεσαν οι 

Piaget, Schank, Mcnamara. Τα επιχειρήµατα της άποψης αυτής είναι τα εξής: 

� Η σκέψη προηγείται χρονικά και η γλώσσα εµφανίστηκε αργότερα κατά την 

εξελικτική πορεία του ανθρώπινου είδους. 

� Κατά την αναπτυξιακή πορεία του παιδιού αναπτύσσονται οι νοητικές 

ικανότητες και οι σύνθετες γνωστικές λειτουργίες πριν κατακτηθεί η γλώσσα. 

� Σε µερικά είδη ζώων αναπτύσσονται κάποιες µορφές σκέψης χωρίς αυτές να 

µπορούν να αποδοθούν γλωσσικά. 

� Οι διάφορες γλώσσες εµφανίζουν µεταξύ τους περισσότερες οµοιότητες παρά 

διαφορές, επειδή η αντίληψη και η γνώση της πραγµατικότητας επηρεάζεται 

κύρια από το επίπεδο γνωστικής τους ικανότητας και σε µικρότερο βαθµό 

από τη γλώσσα που χρησιµοποιούν. 

Κατά τους Piaget και Mcnamara η γλώσσα αποτελεί ένα είδος συµβολικής 

λειτουργίας ανάµεσα σε πολλές άλλες γνωστικές και νοητικές λειτουργίες. Βασικό 

χαρακτηριστικό των µελετών του Piaget είναι πως τα παιδιά µπορούν να σκέφτονται 

πριν την απόκτηση της οµιλίας. Ακόµη µπορούν να επιλύουν προβληµατικές 

καταστάσεις χωρίς να είναι σε θέση να µπορούν να εξηγήσουν µε τη χρήση της 

γλώσσας πως το κάνουν. Ονόµασε την εσωτερική σκέψη Εγωκεντρική Οµιλία και την 

εξωτερίκευση αυτής, Κοινωνική Οµιλία. Η διαφορά ανάµεσα στην εγωκεντρική 

οµιλία και την κοινωνική οµιλία περιγράφεται έντονα στο ακόλουθο απόσπασµα του 

Piaget (1959) : 

Θα συνειδητοποιήσουµε γρήγορα τη µεγάλη σηµασία της εγωκεντρικής οµιλίας αν 

λάβουµε υπ’ όψιν µας µια γνωστή εµπειρία της καθηµερινής ζωής. Υποθέστε ότι 

ψάχνουµε τη λύση κάποιου προβλήµατος, όταν ξαφνικά όλα φαίνονται ξεκάθαρα στο 

µυαλό µας. Καταλαβαίνουµε και βιώνουµε αυτό το ιδιαίτερο προσωπικό συναίσθηµα 

πνευµατικής ικανοποίησης, αλλά καθώς προσπαθούµε να εξηγήσουµε στους άλλους 
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τι είναι αυτό που καταλάβαµε, παρουσιάζονται γρήγορα οι πρώτες δυσκολίες. Αυτές 

οι δυσκολίες δεν εµφανίζονται απλά λόγω της έλλειψης της απαιτούµενης 

προσπάθειας συγκράτησης, της δικιάς µας ή των ακροατών µας, της σύνδεσης στην 

αλυσίδα των επιχειρηµάτων µας, αλλά αποδίδονται επίσης και στην ίδια την 

ικανότητά µας να κρίνουµε. Συµπεράσµατα τα οποία αρχικά θεωρούσαµε θετικά, 

αρχίζουν να αναιρούνται. Μεταξύ στέρεων προτάσεων, φαίνεται τώρα να λείπουν 

ολόκληρες σειρές ενδιάµεσων δεσµών προκειµένου να συµπληρωθούν τα κενά τα 

οποία δεν είχαµε συνειδητοποιήσει προηγουµένως. Επιχειρήµατα  που φαίνεται να 

έπειθαν επειδή συνδέονταν µε κάποια σχηµατική οπτική αναπαράσταση ή 

βασίζονταν σε κάποιο είδος αναλογίας, χάνουν όλη τους την ισχύ από τη στιγµή που 

νιώθουµε την ανάγκη  να προσφύγουµε σ’ αυτά τα σχήµατα-αναπαραστάσεις, και να 

καταλήξουµε ότι είναι µη ανακοινώσιµα. Αµφισβητούνται προτάσεις που σχετίζονται 

µε κρίσεις εγκυρότητας, µόλις συνειδητοποιούµε την προσωπική φύση αυτών των 

κρίσεων (Sierpinska, 1998). 

Ο Mcnamara υποστήριξε πως για την απόκτηση της γλώσσας απαραίτητη είναι η 

ύπαρξη των αναγκαίων γνωστικών δοµών. Το µικρό παιδί δεν µπορεί να µάθει το 

όνοµα ενός αντικειµένου πριν αποκτήσει την έννοια της ταυτότητάς του και της 

σταθερότητάς του. Ο Schank θεώρησε πως οι ιδιότητες των ανθρώπινων γλωσσών 

εξαρτώνται από τις ιδιότητες της ανθρώπινης σκέψης. Οι γλώσσες µπορούν να 

εκφράσουν τις ιδέες που εµείς αναπαριστούµε στους εαυτού µας. Ο Chomsky 

υποστήριξε πως όλες οι γλώσσες έχουν κοινές ιδιότητες που αντανακλούν τη δοµή 

ενός τµήµατος του εγκεφάλου το οποίο µας δίνει την ικανότητα να σκεφτόµαστε. Η 

διαµόρφωση των γλωσσών όπως είναι, οφείλεται στον τρόπο µε τον οποίο 

σκέφτονται οι άνθρωποι. Θεωρεί ως δεδοµένο πως η σκέψη είναι ένα πεδίο εντελώς 

διαφορετικό από τη γλώσσα αλλά η γλώσσα χρησιµοποιείται για να εκφράσει τη 

σκέψη και για µεγάλο µέρος των συλλογισµών χρειαζόµαστε τη γλώσσα. 

Η υπόθεση πως η γλώσσα εξαρτάται και επηρεάζεται από τη σκέψη, ενισχύεται από 

το γεγονός πως η γλώσσα χρησιµοποιείται για τη µετάδοση των εννοιών και όχι της 

ακουστικής παράστασης. Επίσης η απόκτηση πολλών διαφοροποιηµένων ή 

συνώνυµων λέξεων για ένα πράγµα παρατηρείται όταν το άτοµο έχει αυξηµένο 

επίπεδο εµπειρίας για το αντικείµενο αυτό.  
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1.4.3.  Η Θεωρία του Vygotsky 
 

Η θεωρία του Vygotsky είναι συµβατή τόσο µε την παραδοσιακή άποψη όσο και την 

αντίθετη που δέχεται πως η γλώσσα προηγείται της σκέψης. Ο Vygotsky θεώρησε 

πως η γλώσσα εξυπηρετεί  δυο βασικούς σκοπούς: α) στη διεκπεραίωση της 

επικοινωνίας µε τους άλλους (εξωτερική λειτουργία) και β) στην εσωτερική 

τακτοποίηση των σκέψεων (εσωτερική λειτουργία). Σύµφωνα µε τη θεωρία του, 

γλώσσα και σκέψη αρχικά αναπτύσσονται ανεξάρτητα και καταλήγουν σε αµοιβαία 

αλληλεπίδραση. Θεώρησε ότι η σχέση µεταξύ σκέψης και γλώσσας σχετίζεται µε την 

ηλικία του υποκειµένου και διέκρινε τρία στάδια τα οποία διαφοροποιούνται ως προς 

την ανάπτυξη αυτής της σχέσης.  

Στο πρώτο στάδιο (0 – 2 ετών), η σκέψη και η γλώσσα δε σχετίζονται. Οι µορφές 

σκέψης των µικρών παιδιών είναι όµοιες µε εκείνες των πιο ανεπτυγµένων 

θηλαστικών και η ικανότητα χρήσης της γλώσσας για την έκφραση των σκέψεών 

τους δεν είναι αναγκαία. Αυτού του είδους η σκέψη αποκαλείται προγλωσσική σκέψη. 

Κατά το στάδιο αυτό η όποια µορφή οµιλίας δε σχετίζεται µε την έκφραση των 

σκέψεων. Το µόνο που κάνει το παιδί είναι να µαθαίνει ιδιόρρυθµα φωνολογικά 

σύνολα για να ικανοποιεί τις ανάγκες του. 

 Στο δεύτερο στάδιο (2 - 7 ετών), περίοδος εµφάνισης του εγωκεντρικού λόγου κατά 

τον Piaget, η σκέψη και γλώσσα σχετίζονται. Στην αρχή του σταδίου αυτού τα 

λεκτικά σχόλια του παιδιού τείνουν να συνοδεύουν τις πράξεις στις οποίες 

αναφέρονται. Το παιδί στην ηλικία των δύο έως επτά ετών συνηθίζει να µιλάει στον 

εαυτό του (εγωκεντρική οµιλία), η γλώσσα του εξυπηρετεί τόσο την εξωτερική όσο 

και την εσωτερική γλωσσική λειτουργία. Το παιδί έως και την ηλικία των επτά ετών 

δεν µπορεί να κάνει διάκριση ανάµεσα στις δύο αυτές λειτουργίες (εσωτερική και 

εξωτερική). 

 Στο τρίτο στάδιο (7 -…), ο εγωκεντρικός λόγος µετασχηµατίζεται σε εσωτερικό λόγο 

κάτι το οποίο αποτελεί ουσιαστικά δοµικό στοιχείο της σύνθετης σκέψης. Κατά το 

τρίτο στάδιο δηλαδή, αναπτύσσεται η σχέση µεταξύ σκέψης και γλώσσας, ο 

εγωκεντρικός λόγος γίνεται εσωτερικός και οι σύνθετες σκέψεις γίνονται πια εφικτές, 

καθώς µπορούν να χρησιµοποιήσουν ένα γλωσσικό µέσο. Ο Vygotsky κινείται 
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προσεκτικά και ποτέ δεν ταυτίζει τον εσωτερικό λόγο µε τη σκέψη, αφήνοντας πάντα 

δυνατό το ενδεχόµενο κάποιου είδους σκέψης να µην εξαρτάται από τον εσωτερικό 

λόγο.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΣΚΕΨΗ 

 

 

2.1. Μαθηµατική σκέψη και κατανόηση 

 

Η σκέψη και η κατανόηση είναι άρρηκτα συνδεδεµένες δεδοµένου ότι, αυτό που 

σκεφτόµαστε επηρεάζεται και επηρεάζει αυτό που κατανοούµε. Αυτή η αρχή, γνωστή 

και ως «Η Αρχή της ∆υαδικότητας» (The Duality Principle), αναλύεται εκτενώς από 

τον Harel (2001) και έπειτα από τους Harel & Sowder (2005), όταν αναφέρουν ότι 

«οι ανθρώπινες διανοητικές πράξεις παρακινούνται και κυβερνιούνται από τη γενική 

θέαση των δρώντων για τον κόσµο και αντίστροφα, η γενική θέαση του κόσµου 

σχηµατοποιείται από αυτές τις δράσεις» (Harel & Sowder, 2005, σελ.29). 

Παρατήρησαν ότι, είναι σύνηθες το φαινόµενο οι καθηγητές των µαθηµατικών να 

δίνουν έµφαση κυρίως στον τρόπο µε τον οποίο θα χτίσουν οι µαθητές  τρόπους 

σκέψης, παρά στον τρόπο µε τον οποίο θα χτίσουν τρόπους κατανόησης και, 

αντίστροφα πολλές φορές ασχολούνται µε την κατανόηση του προβλήµατος 

παραβλέποντας το στόχο να βοηθήσουν τους µαθητές να κατασκευάσουν 

λειτουργικούς τρόπους σκέψης από αυτούς τους τρόπους κατανόησης. Βάσει των 

νεότερων όµως εκπαιδευτικών δεδοµένων, ο ρητός διαχωρισµός της σκέψης από την 

κατανόηση και η διαφορετική αντιµετώπιση των καθηγητών για την επίτευξη 

καθενός από τα παραπάνω, κρίνεται αναγκαίος. Θεωρούν ότι κάθε εκπαιδευτικός 

πρέπει να λάβει σοβαρά υπ’ όψιν του µια τέτοια αρχή αν θέλει να σχεδιάσει 

εναλλακτικές διδασκαλίες. 

 

Τι χαρακτηρίζουµε όµως ως Μαθηµατική Σκέψη και τι εννοούµε µε τον όρο 

Κατανόηση; Σύµφωνα µε τους Harel & Sowder (2005), το συγκεκριµένο νόηµα που 

δίνει ένας µαθητής σε έναν όρο, πρόταση ή κείµενο, η λύση που παρέχει σε ένα 

πρόβληµα, η αιτιολόγηση που χρησιµοποιεί για να επικυρώσει ή να αρνηθεί µία 

υπόθεση – είναι ο τρόπος που αυτός κατανοεί, είναι η κατανόηση. Οι γενικές θεωρίες 

– έκδηλες ή άδηλες που υπογραµµίζουν τις παραπάνω δράσεις, είναι ο τρόπος που 

σκέφτεται, δηλαδή η Μαθηµατική σκέψη. Ο όρος Τρόπος Κατανόησης, υποδηλώνει 

την αιτιολόγηση που κάποιος παρέχει σε µια συγκεκριµένη µαθηµατική κατάσταση, 
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ενώ ο όρος Τρόπος Σκέψης αναφέρεται στο τι κυβερνά τον τρόπο κατανόησης 

κάποιου και αυτό εκφράζει επιχειρηµατολογία που δεν αντιστοιχεί µόνο στη 

συγκεκριµένη κατάσταση αλλά σε πολλές καταστάσεις.  

 

 

2.2. Παράγοντες που επηρεάζουν τη µαθηµατική σκέψη 

 

Η µαθηµατική σκέψη ενός ατόµου, προφανώς και δεν είναι ανεξάρτητη από το ίδιο 

το άτοµο. Απεναντίας, η φύση, η παιδεία, η στάση του απέναντι στα µαθηµατικά, οι 

προηγούµενες του εµπειρίες επηρεάζουν και δοµούν τη µαθηµατική του σκέψη. Πιο 

συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τους Harel & Sowder (2005), τρόπο σκέψης µπορεί να 

αποτελούν είτε οι πεποιθήσεις, είτε οι προσεγγίσεις επίλυσης προβλήµατος ή τα 

αποδεικτικά σχήµατα. 

 

 

2.2.1 Πεποιθήσεις 

 

Οι πεποιθήσεις που έχει κάθε µαθητής για τα µαθηµατικά, καθορίζουν το πόσο θα 

«επιτρέψει» στον εαυτό του να σκεφτεί πάνω σε αυτά. Πεποιθήσεις όπως: «τα τυπικά 

µαθηµατικά έχουν πολύ µικρή έως και καµία σχέση µε τη σκέψη που απαιτείται στην 

καθηµερινή ζωή ή στην επίλυση προβλήµατος», και ότι «η λύση ενός προβλήµατος 

δεν πρέπει να πάρει πάνω από πέντε λεπτά», είναι τετριµµένες και κοινές 

(Schoenfeld, 1985, σελ. 43). Αντίθετα, πεποιθήσεις όπως: «µια έννοια µπορεί να έχει 

πολλαπλές ερµηνείες» και «είναι προτέρηµα η επιδίωξη πολλαπλών ερµηνειών µιας 

έννοιας» είναι πολύ βασικές για τα µαθηµατικά και καλό είναι να καλλιεργηθούν από 

την αρχή. Παρόλα αυτά φαίνεται να απουσιάζουν συχνά από το ρεπερτόριο 

επιχειρηµατολογίας των περισσότερων µαθητών.  

 

 

2.2.2. Προσεγγίσεις επίλυσης προβλήµατος 

 

Οι προσεγγίσεις επίλυσης προβλήµατος αναφέρονται σε προσεγγίσεις της µορφής: 

«ψάξε για ένα απλούστερο πρόβληµα», «λάβε υπ’ όψιν σου εναλλακτικές 

περιπτώσεις όταν αποπειράσαι να λύσεις ένα πρόβληµα», «ψάξε για µια λέξη κλειδί 
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στη διατύπωση του προβλήµατος». Αποτελούν δηλαδή εξιδανικεύσεις απλοποίησης 

ενός σύνθετου προβλήµατος. 

 

 

2.2.3. Αποδεικτικά σχήµατα 

 

Τα αποδεικτικά σχήµατα είναι υποκειµενικά, διαφέρουν από άτοµο σε άτοµο, από 

πολιτισµό σε πολιτισµό και από γενιά σε γενιά του ίδιου πολιτισµού. Αναλύθηκαν  

εκτενώς από τους Harel & Sowder (1998) και καθώς αντανακλούν τις µεθόδους 

αιτιολόγησης που ο καθένας µας χρησιµοποιεί, χρήζουν ιδιαίτερης µεταχείρισης. Για 

το λόγο αυτό, αναλύονται ξεχωριστά στο επόµενο κεφάλαιο.  

 

Τα αποδεικτικά σχήµατα ορίστηκαν από τους Harel & Sowder (1998) και 

χρησιµοποιήθηκαν για να κτίσουν ένα πολύ βοηθητικό θεωρητικό πλαίσιο για τον 

τρόπο που επιχειρηµατολογούν, αιτιολογούν και αποδεικνύουν οι µαθητές. Για τους 

Harel & Sowder (1998) απόδειξη «είναι η διαδικασία που χρησιµοποιεί ένα άτοµο για 

να αποµακρύνει ή να δηµιουργήσει αµφιβολίες για την εγκυρότητα µια 

παρατήρησης» (Harel & Sowder, 1998, σελ.241). Η απόδειξη συντελείται µε την 

ενεργοποίηση δύο διαδικασιών: της εξακρίβωσης (ascertainment) και της πειθούς 

(persuading).  

 

Εξακρίβωση είναι η διαδικασία που χρησιµοποιεί κάποιος προκειµένου να αφαιρέσει 

οποιαδήποτε αµφιβολία του για την εγκυρότητα της παρατήρησης, ενώ διαδικασία 

της πειθούς είναι αυτή που χρησιµοποιεί ένα άτοµο για να αποµακρύνει την 

αµφιβολία των άλλων για την εγκυρότητα της παρατήρησης. Εποµένως, «το 

αποδεικτικό ενός ατόµου, συνίσταται απ’ ό,τι θεωρεί αυτό το άτοµo εξακρίβωση και 

πειθώ» (Harel & Sowder, 1998, σελ.244). 

 

Σύµφωνα µε τους Harel & Sowder (1998) υπάρχουν τρία είδη αποδεικτικών 

σχηµάτων: (1) τα εξωτερικά αποδεικτικά σχήµατα (external proof scheme) , (2) τα 

εµπειρικά αποδεικτικά σχήµατα (empirical proof scheme) και (3) τα αναλυτικά 

αποδεικτικά σχήµατα (analytical proof scheme). 

 



 32 

1. Τα εξωτερικά αποδεικτικά σχήµατα είναι εκείνα στα οποία οι µαθητές πείθουν 

τον εαυτό τους και τους άλλους αναφερόµενοι σε εξωτερικές πηγές. Το χτίσιµο της 

επιχειρηµατολογίας τους ή αποδοχή της εγκυρότητας µιας επιχειρηµατολογίας 

βασίζεται :  

α)  στη ρουτίνα ή στη φόρµα της παρουσίασης της επιχειρηµατολογίας και όχι στο 

περιεχόµενο αυτής - το αποδεικτικό σχήµα ρουτίνας (ritual proof scheme),  

 

β) στο λόγο κάποιου εξουσιοδοτηµένου, όπως του δασκάλου ή στο αδιαµφισβήτητο 

ενός εγχειριδίου – το εξουσιοδοτηµένο αποδεικτικό σχήµα (authoritarian proof 

scheme), και  

 

γ) σε κάποιους συµβολικούς «µηχανιστικούς» χειρισµούς χωρίς να γίνεται αναφορά 

στο νόηµα αυτών των συµβολισµών – το συµβολικό αποδεικτικό σχήµα (symbolic 

proof scheme). Το κύριο χαρακτηριστικό τέτοιων χειρισµών είναι η απόπειρα 

προσέγγισης ενός προβλήµατος χωρίς να έχει προηγηθεί η κατανόησή του. Είναι 

χαρακτηριστικό πολλοί µαθητές να διαβάζουν µόλις µετά βίας µια φορά την 

εκφώνηση του προβλήµατος και στη συνέχεια να ξεκινούν να γράφουν σύµβολα 

χωρίς να γνωρίζουν την αιτία που έχουν καταφύγει σε αυτά, δίνοντας την εντύπωση 

ότι προσπαθούν να κρυφτούν στη σκιά της υποτιθέµενης εγκυρότητάς των 

συµβόλων. 

 

2. Στα εµπειρικά αποδεικτικά σχήµατα (empirical proof scheme) «οι µαθητές 

βασίζονται σε ενδείξεις που απορρέουν από αυτό που αντιλαµβάνονται ή από 

παραδείγµατα προερχόµενα από άµεσες µετρήσεις  ποσοτήτων, από αντικαταστάσεις 

συγκεκριµένων αριθµών πάνω σε αλγεβρικές σχέσεις, και ούτω καθεξής» (Harel, 

2001, σελ.192). Εν ολίγης, τα εµπειρικά αποδεικτικά σχήµατα, αντλούν από την 

εµπειρία και µπορεί να είναι είτε επαγωγικά (inductive), είτε στηριζόµενα στις 

αισθήσεις (perceptual).   

 

Το επαγωγικό εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα, αποτελεί το απανταχού παρόν 

αποδεικτικό σχήµα των µαθητών. Σε αυτό οι µαθητές επαληθεύουν για τον εαυτό 

τους και πείθουν άλλους για την αλήθεια µιας πρότασης µε άµεσες µετρήσεις, µε 

αντικαταστάσεις συγκεκριµένων τιµών στους αλγεβρικούς τύπους που πρέπει να 

αποδείξουν κ.λπ. ∆ηλαδή, προσπαθούν να αφαιρέσουν την αµφιβολία της αλήθειας 
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µιας πρότασης µέσω  ποσοτικών εκτιµήσεων (χρησιµοποιώντας παραδείγµατα ή 

ειδικές περιπτώσεις).  

 

Στο εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα το στηριζόµενο στις αισθήσεις, η παρατήρηση 

περιορίζεται µόνο σε αυτό που αντιλαµβάνεται κάποιος µε τις αισθήσεις του χωρίς να 

υπάρχει η διάθεση σκέψης και µετασχηµατισµού σε άλλες καταστάσεις. Για 

παράδειγµα, αν του δοθεί ένα τρίγωνο ΑΒΓ, ενώ είναι ικανός να παρατηρήσει ότι έχει 

δύο πλευρές και δύο γωνίες ίσες, δε θα ενδιαφερθεί ούτε να εξηγήσει το λόγο που 

αυτό που αντιλαµβάνεται είναι αληθές, ούτε γιατί η ισότητα των δύο πλευρών 

συνεπάγεται την ισότητα των δύο γωνιών. ∆ηλαδή, το άτοµο που χρησιµοποιεί ένα 

τέτοιο αποδεικτικό σχήµα δε θεωρεί αναγκαίο να αποδείξει µια πρόταση που 

επαληθεύεται από τις αισθήσεις του και δεν ασχολείται µε παραπέρα 

µετασχηµατισµούς των ιδιοτήτων που του δίνονται ή που αντιλαµβάνεται. 

 

3. Αναλυτικά αποδεικτικά σχήµατα  (analytical proof schemes), έχουµε όταν η 

επικύρωση µιας πρότασης επιτυγχάνεται µέσω της χρήσης λογικών συνεπαγωγών. 

Με αυτό εννοούµε κάτι περισσότερο από τη «µέθοδο µαθηµατικής απόδειξης» που 

είναι µια διαδικασία κατά την οποία ξεκινώντας από κάποιες προτάσεις που δε 

χρειάζονται απόδειξη (π.χ αξιώµατα) παράγονται προοδευτικά προτάσεις µε τη χρήση 

συγκεκριµένων λογικών κανόνων µέχρις ότου καταλήξουµε στην πρόταση που 

θέλουµε να επικυρώσουµε. Τα αναλυτικά αποδεικτικά σχήµατα περιγράφονται 

καλύτερα από τις υποκατηγορίες τους που είναι τo µετασχηµατιστικό αποδεικτικό 

σχήµα (transformational proof scheme) και το αξιωµατικό αποδεικτικό σχήµα 

(axiomatic proof scheme).  

  

Οι µετασχηµατιστικές παρατηρήσεις είναι στοχευµένες δράσεις που σχετίζονται µε 

διεργασίες πάνω σε κάποια αντικείµενα και στη συνέχεια µε την προσµονή των 

αποτελεσµάτων των διεργασιών αυτών, είτε πάνω στα ίδια αντικείµενα, είτε σε άλλα 

µε ανάλογες ιδιότητες.   

 

Στο αξιωµατικό αποδεικτικό σχήµα οι µαθητές αναγνωρίζουν ότι τα µαθηµατικά 

συστήµατα αποτελούνται και από προτάσεις που είναι αποδεκτές χωρίς απόδειξη, 

προτάσεις που κατέχουν τη θέση ενός αξιώµατος. 
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2.3. Η έννοια της Αναπαράστασης 

  

Σε προηγούµενη παράγραφο κάναµε διάκριση µεταξύ αυτού που σκεφτόµαστε και 

αυτού που λέµε, υιοθετώντας την άποψη του Weil-Barais (1996) ότι πολλές 

διδακτικές παρανοήσεις γίνονται εξαιτίας της πεποίθησης µερικών εκπαιδευτικών ότι 

αυτό που εκφράζει ένας µαθητής, είναι και αυτό που σκέφτεται. Αν και o Ludwig 

Wittgenstein, στο έργο του «Tractatus Logico-Philosophicus» , διατύπωσε τη άποψη 

ότι «τα όρια της γλώσσας µου σηµαίνουν τα όρια του κόσµου µου», δηλαδή τα όρια 

αυτού που µπορώ να εκφράσω γλωσσικά συµπίπτουν µε τα όρια αυτού που µπορώ να 

κατανοήσω λογικά για τον κόσµο που µε περιβάλλει, είναι γεγονός ότι, καµιά φορά η 

ικανότητα έκφρασης του µαθητή αποτελεί τροχοπέδη στην απόδοση του νοήµατος 

που έχει αντιληφθεί.  

 

Ανάλογη είναι και η διάσταση της αναπαράστασης  µιας µαθηµατικής έννοιας που 

αφορά στο υλικό σηµείο – σύµβολο της αναπαράστασης (σηµαίνον – signifier) και 

στην έννοια η οποία αναπαρίσταται µε το σύµβολο (σηµαινόµενον – signified). Η 

διάκριση αυτή εκφράζεται µε την ορολογία Εξωτερική Αναπαράσταση και Εσωτερική 

Αναπαράσταση αντίστοιχα. Πιο συγκεκριµένα,  

 

οι Εξωτερικές Αναπαραστάσεις εκτείνονται από τα συµβατικά συµβολικά συστήµατα 

των µαθηµατικών (όπως το δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης, οι φορµαλιστικοί 

αλγεβρικοί συµβολισµοί, οι µιγαδικοί αριθµοί, κ.τ.λ.) µέχρι τα δοµηµένα µαθησιακά 

περιβάλλοντα (για παράδειγµα, αυτά που εµπλέκουν υλικά αντικείµενα ή 

µικρόκοσµους του υπολογιστή) (Λεµονίδης, 2003, σελ.3).  

 

Από την άλλη µεριά, οι Εσωτερικές Αναπαραστάσεις εµπεριέχουν, σύµφωνα µε τους 

Goldin & Shteingold (2001) «τις προσωπικές συµβολικές κατασκευές των µαθητών 

και τη σηµασία των µαθηµατικών συµβόλων, καθώς επίσης τη φυσική γλώσσα, τη 

νοερή εικονική αναπαράσταση και την αναπαράσταση του χώρου, τις στρατηγικές 

στη λύση προβληµάτων και την ευρετική» (Λεµονίδης, 2003, σελ.3-4).  
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2.3.1. Σχέση µεταξύ Εξωτερικών και Εσωτερικών Αναπαραστάσεων 

 

Οι αναπαραστάσεις διακρίνονται σε εικονικές και συµβολικές. Τα αρχιτεκτονικά 

σχέδια, οι χάρτες, οι γραφικές παραστάσεις, τα σύµβολα που περιγράφουν κάποιο 

χαρακτηριστικό της έννοιας π.χ. το ΙΙ αντί για 2 κ.λπ., είναι οι εικονικές 

αναπαραστάσεις. Αντίθετα, στις συµβολικές αναπαραστάσεις τα σύµβολα 

επιλέγονται συνήθως µε αυθαίρετο τρόπο, κάνοντας τη διαδικασία της ερµηνείας των 

συµβόλων να µην υποβοηθείται από κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό. 

 

 Οι Εξωτερικές Αναπαραστάσεις, κατασκευάζονται βάσει κάποιων κανόνων που 

αποτελούν α)το «συντακτικό» (syntax) και β)το «σηµασιολογικό ή εννοιολογικό» 

(semantics)  επίπεδο αυτής. Το «σηµασιολογικό» µάλιστα, αποτελεί και το συνδετικό 

κρίκο της Εξωτερικής Αναπαράστασης µε την Εσωτερική Αναπαράσταση. 

 

Οι Εξωτερικές και οι Εσωτερικές Αναπαραστάσεις, σύµφωνα µε τους Janvier, 

Girardon and Morand (1993), συνδέονται µε τους ακόλουθους δύο τρόπους: 

α)   Οµωνυµία (Homonymy): Όπου η ίδια Εξωτερική Αναπαράσταση αντιστοιχεί σε 

δύο ή και περισσότερες Εσωτερικές Αναπαραστάσεις, 

β)   Συνωνυµία (Synonymy): Όπου η ίδια Εσωτερική Αναπαράσταση (η ίδια έννοια), 

αντιστοιχεί σε διαφορετικές Εξωτερικές Αναπαραστάσεις. 

 

Σύµφωνα µε τις Καλδρυµίδου & Οικονόµου (1992), κάθε αναπαράσταση δεν µπορεί 

να περιγράψει εξ ολοκλήρου µια έννοια γιατί δίνει πληροφορίες για ορισµένες µόνο 

πτυχές της. Οι διαφορετικές αναπαραστάσεις που αναφέρονται στην ίδια έννοια 

αλληλοσυµπληρώνονται. Γι’ αυτό το λόγο, για τη σωστή και αποτελεσµατική 

αξιοποίηση των αναπαραστάσεων από τους µαθητές, απαραίτητες προϋποθέσεις 

αποτελούν η σε βάθος κατανόηση της φύσης, των χαρακτηριστικών, των 

δυνατοτήτων και των περιορισµών τους, η αναγνώριση των σχέσεων δοµής ανάµεσα 

στις διάφορες αναπαραστάσεις και της αναλογίας ανάµεσα στις αναπαραστάσεις που 

χρησιµοποιούνται και στην έννοια προς µάθηση. 

 

Η ικανότητα µετάβασης από τον έναν τύπο αναπαράστασης στον άλλον, π.χ. από µία 

ισότητα σε µια γραφική παράσταση, είναι µία ψυχολογική διαδικασία και ονοµάζεται 

ικανότητα µετάφρασης (Janvier, 1987). Οι περισσότεροι ερευνητές συµφωνούν ότι η 
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ικανότητα µετάφρασης είναι πολύ σηµαντική στη µάθηση των µαθηµατικών και στην 

επίλυση προβληµάτων (Dufour-Janvier, Bednarz, & Belanger, 1987; Gagatsis, A. & 

Shiakalli, M., 2004; Even, 1998; Hitt, 1998; Janvier, 1987; Lesh, Behr, & Post, 1987a, 

1987b;).  

 

Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τους Lesh, Post & Behr (1987b) απαραίτητες 

προϋποθέσεις για την αποτελεσµατική κατανόηση µιας µαθηµατικής έννοιας 

αποτελούν α) η ικανότητα για αναγνώριση της έννοιας σε µια ποικιλία ποιοτικά 

διαφορετικών συστηµάτων αναπαράστασης και β) η ικανότητα της εύκαµπτης 

µεταχείρισης της έννοιας µέσα σε συγκεκριµένα αναπαραστασιακά συστήµατα, γ) η 

ικανότητα της «µετάφρασης» της έννοιας από το ένα σύστηµα στο άλλο. Η τελευταία 

προϋπόθεση, δηλαδή η ικανότητα µετάφρασης από το ένα σύστηµα αναπαράστασης 

µιας έννοιας στο άλλο διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο όχι µόνο για τη µάθηση 

µαθηµατικών εννοιών αλλά και για την επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος (Janvier, 

1987). 

 

Ο Duval (2001) διαπίστωσε ότι η µάθηση και η κατανόηση µιας µαθηµατικής έννοιας 

είναι δυνατό να επιτευχθεί µόνο όταν υπάρχει ταυτόχρονη εµπλοκή, συνδυασµός ή 

συνύπαρξη (coordination) δύο τουλάχιστον πεδίων αναπαράστασης της έννοιας από 

τους µαθητές. Με άλλα λόγια, όταν οι µαθητές είναι ικανοί να επιτύχουν σε ένα έργο 

που αφορά τη συνάρτηση σε ένα πεδίο αναπαράστασης και δεν είναι σε θέση να το 

επιτύχουν σε ένα άλλο, τότε αυτό αποτελεί ένδειξη της ταύτισης της µαθηµατικής 

έννοιας µε τη συγκεκριµένη αναπαράσταση την οποία χειρίζονται, και κατά συνέπεια 

δεν οδηγούνται στα επιθυµητά µαθησιακά αποτελέσµατα (Gagatsis & Shiakalli, 

2004). 

 

 

2.3.2. Αναπαραστάσεις µιας συνάρτησης 

 

Η συνάρτηση είναι µια από τις πιο σηµαντικές έννοιες µε τις οποίες έρχονται σε 

επαφή οι µαθητές κατά τη διάρκεια της δευτεροβάθµιας και τριτοβάθµιας 

εκπαίδευσής τους (Eisenberg, 1992; Kalchman & Case, 1998). Μια συνάρτηση 

µπορεί να εκφραστεί µε γραφική παράσταση, µε πίνακα τιµών, µε αλγεβρική 
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(συµβολική) και λεκτική έκφραση. Όπως έχει προαναφερθεί, κάθε είδος 

αναπαράστασης παρέχει πληροφορίες για ορισµένες πτυχές της έννοιας χωρίς να την 

περιγράφει ολοκληρωτικά. Αυτό ισχύει και στην περίπτωση της συνάρτησης. 

Σύµφωνα µε τον Janvier (1987), οι πληροφορίες που παρέχει ένα σύστηµα 

αναπαράστασης αναλύονται, µε αποτέλεσµα να προκύπτει µια νέα πληροφορία, η 

οποία µε τη σειρά της εκφράζεται σε άλλο σύστηµα αναπαράστασης. 

 

Παρακάτω, παρατίθεται ο πίνακας του Janvier (1987), ο οποίος αναφέρεται σε 

διαδικασίες µετάφρασης της έννοιας της συνάρτησης:  

 

 

 

'Έρευνες που έγιναν τα τελευταία χρόνια σχετικά µε την έννοια της συνάρτησης 

έχουν καταλήξει στην ιεράρχηση διαφορετικών επιπέδων αντίληψης της 

συγκεκριµένης έννοιας. Σύµφωνα µε τον Hitt (1998), τα επίπεδα είναι τα παρακάτω:  

 

1ο επίπεδο: Ανακριβείς ιδέες που αφορούν ένα θέµα (ανάµειξη διαφορετικών 

αναπαραστάσεων για το ίδιο θέµα)  

2ο επίπεδο: Αναγνώριση διαφορετικών αναπαραστάσεων ή συστηµάτων 

αναπαράστασης ενός θέµατος  

3ο επίπεδο: Μετάφραση, διατηρώντας το νόηµα, από ένα σύστηµα αναπαράστασης 

σε άλλο  

4ο επίπεδο: Συναφής άρθρωση µεταξύ δύο συστηµάτων αναπαράστασης  
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5ο επίπεδο: Συναφής άρθρωση διαφορετικών συστηµάτων αναπαραστάσεων στην 

επίλυση ενός προβλήµατος . 

 

 

2.4. Τύποι Γενίκευσης κατά Radford 

 
Πολλοί ερευνητές ασχολούνται µε τη δυνατότητα των µαθητών να γενικεύσουν, 

καθώς αποτελεί έναν παράγοντας που συντελεί καθοριστικά στην προχωρηµένη 

µαθηµατική σκέψη. Ο Radford (2003), διερεύνησε τους προσυµβολικούς τύπους 

γενίκευσης και τον συµβολικό τύπο γενίκευσης, ώστε να µπορέσει να συµπεράνει για 

ποιο λόγο οι µαθητές δυσκολεύονται να εκφράσουν γενικεύσεις χρησιµοποιώντας 

αλγεβρικό συµβολισµό. 

   
∆εδοµένου ότι από ψυχολογική σκοπιά, η γενίκευση υπονοεί ότι κάτι νέο έχει γίνει 

εµφανές (δηλ. ότι µια σχέση ανάµεσα σε συγκεκριµένα αντικείµενα εφαρµόζεται σε 

άλλα συγκεκριµένα ή και νέα αντικείµενα), ο Radford διερεύνησε τον τρόπο µε τον 

οποίο οι µαθητές έφερναν στο φως νέες σχέσεις και αντικείµενα που χρειάζονταν να 

µπουν µπροστά, στη δραστηριότητα γενίκευσης τον οποίο τον ονόµασε 

εξαντικειµενίκευση (objectification). Καθοδηγούµενος από τη φαινοµενολογία του 

Husserl (1958, 1978) και υιοθετώντας µια σηµειωτική πολιτισµική προοπτική, 

εισήγαγε την έννοια των σηµειωτικών µέσων  εξαντικειµενίκευσης και προσδιόρισε 

δύο τύπους προσυµβολικών γενικεύσεων.  

 

Ο πρώτος τύπος ονοµάστηκε γεγονική γενίκευση (factual generalization) και 

αποτελείται από µια γενίκευση αριθµητικών ενεργειών στη µορφή ενός αριθµητικού 

σχήµατος. Η σηµειωτική ανάλυση της αλληλεπίδρασης των µαθητών υπέδειξε ότι 

στην εξαντικειµενίκευση του αριθµητικού σχήµατος κεντρική θέση κατέχει µια 

έκφραση του σώµατος, µια χειρονοµία (ένας τύπος πρωτόγονης υπόδειξης), που 

παρόλη την αισθητήρια φύση της, επιτρέπει στους µαθητές να φέρουν στο φως ένα 

µοτίβο (pattern) που τους βοηθά να κάνουν γενικεύσεις σε συγκεκριµένα αντικείµενα. 

  

Το δεύτερο τύπο γενίκευσης τον ονόµασε γενίκευση εντός πλαισίου (contextual 

generalization). Σε αντίθεση µε  τη γεγονική, η γενίκευση εντός πλαισίου δε γενικεύει 

µόνο τις αριθµητικές ενέργειες αλλά και τα αντικείµενα των ενεργειών. Οι 
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γενικεύσεις αυτές, προχωρούν λοιπόν πέρα από το χώρο των συγκεκριµένων 

σχηµάτων και δουλεύουν µε γενικά, καθολικά αντικείµενα που δεν είναι αντιληπτά 

από τις αισθήσεις µας. 

 

 Στη συµβολική γενίκευση (symbolic generalization), ο Radford έδωσε προσοχή στον 

τρόπο που οι µαθητές αντιµετωπίζουν τη διαδικασία κατά την οποία 

αποπροσωποποιείται η σχέση µεταξύ των αντικείµενων της γνώσης και του 

συµµετέχοντος σε αυτήν. Τη διαδικασία αυτήν, την επιβάλλει η αλγεβρική γλώσσα 

και την ονόµασε αποϋποκειµενικοποίηση (desubjectification). Ενώ στις 

προσυµβολικές γενικεύσεις, η φυσική γλώσσα λογοδοτεί για τις διαλεκτικές µορφές 

της σχέσης συµµετέχοντος – αντικειµένου, στην αλγεβρική γλώσσα η σχέση αυτή δεν 

µπορεί να διατηρηθεί. Μπαίνοντας στη συµβολική άλγεβρα, οι µαθητές στερούνται 

των καταδεικτικών χωροχρονικών όρων και πρέπει να αναφέρονται στα αντικείµενα 

µε διαφορετικό τρόπο.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

 

 

Βασιζόµενοι στα λεγόµενα του ψυχολόγου Dunker (1945): «Ένα πρόβληµα 

προκύπτει όταν ο ζωντανός οργανισµός έχει ένα στόχο, αλλά δε γνωρίζει πώς να 

προσεγγίσει αυτό το στόχο», οι Garnham & Oakhill (1994) επιδίωξαν έναν ορισµό 

του όρου «πρόβληµα», διακρίνοντας αρχικά τρία βασικά συστατικά του: 

� Μία κατάσταση εκκίνησης 

� Μία κατάσταση στόχου και 

� Ένα σύνολο διαδικασιών (συχνά καλούνται τελεστές) που επιτρέπουν τη 

µετακίνηση µεταξύ των δύο αυτών καταστάσεων. 

 

Από την πλευρά της Ψυχολογίας, τα προβλήµατα που είναι εύκολα να µελετηθούν 

και να θεωρητικοποιηθούν φαίνεται να είναι εκείνα στα οποία, η κατάσταση 

εκκίνησης, η κατάσταση στόχου και οι διαδικασίες µετακίνησης µεταξύ αυτών, είναι 

ξεκάθαρα προσδιορισµένες. Πολλά προβλήµατα γρίφων, προβλήµατα µαθηµατικών 

και φυσικής, έχουν τα παραπάνω χαρακτηριστικά, αλλά και πολλά άλλα, συνήθως 

καθηµερινά προβλήµατα, φαίνεται να αποκλίνουν.  

 

Πράγµατι, κάποιος µπορεί να αισθάνεται δυστυχισµένος, αλλά να µην είναι σίγουρος 

για το τι προκαλεί τη δυστυχία του. Μπορεί να ξέρει ότι έχει πρόβληµα, αλλά δεν 

είναι ξεκάθαρη µέσα του η λύση και δεν ξέρει τι ακριβώς πρέπει να κάνει για να 

µεταφερθεί από την υπάρχουσα κατάσταση στην επιθυµητή. Ένα όµως «πρόβληµα» 

στο οποίο όλα τα συστατικά δεν είναι ξεκάθαρα προσδιορισµένα, κινδυνεύει να 

µετασχηµατιστεί σε ακαθόριστα δύσκολο (Garnham & Oakhill, 1994). 

 

Σύµφωνα µε τον Bennet (2006), η επίλυση σύνθετων προβληµάτων δεν απαιτεί 

απαραίτητα µεγάλη ποσότητα δεδοµένων. Κρίνεται ωστόσο καθοριστική η 

κατάλληλη γνώση που µπορεί να εκµαιευτεί για την περίσταση. Όταν έχουµε να 

διαπραγµατευτούµε καταστάσεις που πιθανόν να µην έχουν µία απλή λύση, οι 

ερωτήσεις που θέτουµε είναι πολύ πιο κρίσιµες από τις απαντήσεις που δίνουµε. Οι 

ερωτήσεις γεννάνε ιδέες και προοπτικές που οδηγούν σε νέες ιδέες και χτίζεται 
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τελικά το τοπίο της ενσυναίσθησης (empathy) και της κατανόησης που καθοδηγεί τη 

σκέψη και τη δράση. Σε πολύπλοκες καταστάσεις, εκεί που η εµπειρική µέθοδος της 

δοκιµής και της πλάνης δεν οδηγεί στη λύση του προβλήµατος, µια προσέγγιση 

πολλαπλών δράσεων µπορεί να δώσει την απάντηση. Κάτι τέτοιο µπορεί να 

επιτευχθεί πολύ καλύτερα από µια οµάδα λυτών παρά από έναν λύτη.   

 

 

3.1.   Η συµβολή των Μαθηµατικών Προβληµάτων στη µάθηση 

 

Σύµφωνα µε τους Garnham & Oakhill (1994) η αναγνώριση της κατάστασης 

εκκίνησης και στόχου και η δυνατότητα µετακίνησης από τη µια κατάσταση στην 

άλλη αποτελούν απαραίτητα εφόδια για την επίλυση προβληµάτων. Η επίλυση 

«καλών» µαθηµατικών προβληµάτων ενεργοποιεί τη σκέψη και εποµένως µπορεί να 

συµβάλλει καθοριστικά στη µάθηση. Με τον προσδιορισµό καλό πρόβληµα, 

εννοούµε το πρόβληµα το ικανό σε πρώτο επίπεδο να κεντρίσει το ενδιαφέρον του 

µαθητή, εκείνο που βρίσκει εφαρµογή στην πραγµατικότητα, που δίνει την ευκαιρία 

για παρατήρηση, για πειραµατισµό. Η αρχή της αναγκαιότητας (necessity principle) 

που εισήγαγε ο Harel (αναπτύσσεται σε επόµενο κεφάλαιο)  ικανοποιείται µόνο όταν 

ο µαθητής αναγνωρίζει και αποδέχεται την ανάγκη επίλυσης του προβλήµατος. 

 

Ο David Bennet (2006), αναγνωρίζοντας ότι ο κόσµος µας γίνεται ολοένα πιο 

πολύπλοκος και ενώ έχουµε πρόσβαση σε οποιαδήποτε πληροφορία, διαθέτουµε 

λιγότερο χρόνο για να µάθουµε, να σκεφτούµε, να κατανοήσουµε και να 

διαπραγµατευτούµε µε την πολυπλοκότητα που µας περιβάλλει, προσπάθησε να 

διερευνήσει τους τρόπους που θα µας επιτρέψουν να µαθαίνουµε, να σκεφτόµαστε 

και να ενεργούµε. Το συµπέρασµα στο οποίο κατέληξε είναι ότι οφείλουµε να 

αντικαταστήσουµε το µηχανικό τρόπο µάθησης µε µία ενεργητική προσέγγιση της 

γνώσης, εννοώντας ότι  θα πρέπει εµείς προσωπικά να αναλάβουµε την ευθύνη για το 

πώς και τι µαθαίνουµε και να συνειδητοποιήσουµε τη διαφορά µεταξύ πληροφορίας 

και γνώσης. Πρέπει να µάθουµε να κάνουµε περισσότερες ερωτήσεις, να 

κατανοήσουµε πως προσεγγίζουµε τα πράγµατα και να είµαστε ανοιχτοί ανά πάσα 

στιγµή να αλλάξουµε την οπτική  γωνία που αντιλαµβανόµαστε τα πράγµατα. 
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Η σύγχρονη εποχή, απαιτεί τη διεύρυνση του τρόπου που σκεφτόµαστε. Αλλαγή στον 

τρόπο που µαθαίνουµε και σκεφτόµαστε οδηγεί και σε αλλαγή του τρόπου που 

ενεργούµε. Σύµφωνα µε την Boaler (2000), η γνώση δε θεωρείται πια στατική, ούτε 

χαρακτηριστικό ενός ατόµου, αλλά κάτι που µοιράζεται µεταξύ των ατόµων µαζί µε 

τις δράσεις και τα συστήµατα του περιβάλλοντός τους (Lave, 1988; 1996; 

Brandsford, Zech, Schwartz, Barron, Vye, in press). Η αντίληψη των πραγµάτων µε 

γνώµονα τη µέθοδο του αίτιου και του αιτιατού δεν µπορεί πάντα να µας λύσει το 

πρόβληµα. Υπάρχουν πολλά προβλήµατα που η αντιµετώπιση τους µε τη χρήση µιας 

στρατηγικής που εξελίσσεται βήµα προς βήµα δεν αρκεί. Σε αυτά τα προβλήµατα 

απαιτείται µια ολιστική προσέγγιση, µια προσέγγιση που δίνει έµφαση στη 

σηµαντικότητα του όλου και στην ανεξαρτησία των µερών. Η λύση µπορεί να 

προκύψει µε χρήση της εµπειρία µας, της διαίσθησή µας και της ευρείας γνώσης που 

έχουµε αναπτύξει και αποθηκεύσει στο υποσυνείδητό µας (Boaler, 2000).   

 

Η επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων στερείται της δυνατότητας να επιτευχθεί 

µέχρι το τέλος, ακολουθώντας πάντα την ίδια ορθογωνισµένη κοινή µεθοδολογία. 

Πολλές φορές, απαιτείται ολιστική προσέγγιση του προβλήµατος κάτι που αποτελεί 

δυστυχώς και τον κυριότερο λόγο που πολλοί µαθητές απεχθάνονται την επίλυση 

τους. Πολλοί από αυτούς αισθάνονται αµήχανοι και ανίκανοι να πάρουν την 

κατάσταση στα χέρια τους προκειµένου να οδηγηθούν στην πολυπόθητη λύση. 

Θεωρούν µάταιο να προσπαθήσουν να αποσαφηνίσουν την κατάσταση εκκίνησης και 

στόχου, αφού κατά τη γνώµη τους, οι διαδικασίες που θα πρέπει να ακολουθήσουν 

για την επίλυση του προβλήµατος θα παραµείνουν στο σκοτάδι.  Ωστόσο, λόγω του 

µεγάλου πλούτου, χρήσιµων στη σύγχρονη εποχή µας, εφοδίων που µπορεί να 

αποκοµίσει κάποιος µε τη διαπραγµάτευση τους µε αυτά, αξίζει εµµονή και επιµονή 

για την ανάπτυξη θετικής στάσης απέναντι τους. Θεωρούµε ότι η εισαγωγή µη 

παραδοσιακών προσεγγίσεων στα µαθηµατικά προβλήµατα από τα Ρεαλιστικά και 

∆ιακριτά Μαθηµατικά µε τη βοήθεια εναλλακτικών διδασκαλιών που δίνουν την 

δυνατότητα στους µαθητές για µεταγνωστικές αναζητήσεις, θα µπορούσαν να 

αποτελέσουν εφαλτήριο για µια πιο ελπιδοφόρα, όσον αφορά τη θετική στάση των 

µαθητών, προσέγγιση των Μαθηµατικών. 
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3.2.   Επίλυση προβληµάτων µε Μαθηµατική Επαγωγή 

 

Η Μαθηµατική Επαγωγή, είναι µια πολύ σπουδαία αποδεικτική µέθοδος που 

χρησιµοποιείται στα Μαθηµατικά προκειµένου να επαληθεύσει την ορθότητα µιας 

πρότασης. Η δυσκολία των µαθητών να την κατανοήσουν πλήρως έχει γίνει 

αντικείµενο µελέτης πολλών ερευνητών (Ernest, 1984; Harel & Sowder, 1998; Harel, 

2001; Palla, Potari & Spyrou, (preprint)) κάποια από τα συµπεράσµατα των οποίων 

θα φανούν χρήσιµα και στη δική µας µελέτη.  

 

Σύµφωνα µε τους Avital και Hansen (1976),  Ernest (1984),  Harel & Sowder (1998), 

ένας παράγοντας που συµβάλλει στη δυσκολία των µαθητών για την κατανόηση της 

µαθηµατικής επαγωγής, είναι ότι αυτή συχνά συγχέεται µε την επαγωγική µέθοδο 

που χρησιµοποιείται στις επιστήµες. Η διαφορά όµως παραµένει ευκρινής δεδοµένου 

ότι, η Μαθηµατική επαγωγή χρησιµοποιείται στα µαθηµατικά προκειµένου να 

επικυρωθεί η αλήθεια µιας πρότασης σε ένα µαθηµατικό σύστηµα, ενώ η επαγωγή 

είναι ένας τρόπος σκέψης που αφετηρία της έχει την υπόθεση της αλήθειας µιας 

κατάστασης βάσει µιας περιγραφικής ή ερµηνευτικής γενίκευσης. Ο Frege (1980) 

µάλιστα τόνισε ότι η επαγωγή πρέπει να τοποθετηθεί στη θεωρία των πιθανοτήτων, 

καθώς µία πρόταση µπορεί να αποδοθεί µόνο στο πεδίο του πιθανού. Η παραπάνω 

σύγχυση, επικρατεί ακόµα και στους φοιτητές, λόγω του ότι, σύµφωνα µε τους 

Movshovitz – Hadar (1993) ο όρος «επαγωγή» είναι παραπλανητικός. «Η 

Μαθηµατική επαγωγή είναι ένας πολύ φτωχός όρος για αυτή την παραγωγική µέθοδο 

απόδειξης» (Movshovitz – Hadar , 1993 σελ. 259).  

 

Η επαγωγική µέθοδος είτε στο σχήµα των µαθηµατικών ερωτήσεων είτε ως 

διαδικασία υποθέσεων, εµφανίζεται πολύ συχνά στην επίλυση µαθηµατικών 

προβληµάτων. Σύµφωνα µε τον Polya (1973): «Τα µαθηµατικά είναι µια 

συστηµατική παραγωγική επιστήµη αλλά η δηµιουργία των µαθηµατικών αποτελεί 

µια πειραµατική επαγωγική επιστήµη» (Polya, 1973 σελ. 117). Στην περίπτωση της 

επίλυσης προβληµάτων µε χρήση της Μαθηµατικής επαγωγής, η δηµιουργία 

υποθέσεων αποτελεί κοινή πρακτική (Palla,  Potari & Spyrou, (preprint)). 

 

Σύµφωνα µε τον Harel (2001), µπορούµε να διακρίνουµε δύο κατηγορίες 

προβληµάτων στη µαθηµατική επαγωγή, τα αναδροµικά (recursion problems) και τα 
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µη αναδροµικά προβλήµατα (nonrecursion problems). Η λύση των  αναδροµικών 

προβληµάτων απαιτεί  το σχηµατισµό µιας αναδροµικής συνάρτησης που σε κάποιες 

περιπτώσεις η αναδροµική παρουσίαση της φαίνεται ξεκάθαρα (έκδηλα αναδροµικά 

προβλήµατα (explicit recursive problems)) και σε κάποιες άλλες υπονοείται (άδηλα 

αναδροµικά προβλήµατα (implicit recursive problems)). Ο λύτης ενός αναδροµικού 

προβλήµατος µπορεί να µη γνωρίζει ποια είναι η αναδροµική παρουσίαση της 

συνάρτησης ή ακόµα ούτε καν να γνωρίζει ότι χρειάζεται µια τέτοιου είδους 

αναπαράσταση για να λύσει το πρόβληµα. Αντίθετα, στα µη αναδροµικά προβλήµατα 

η λύση δε δύναται να περιγραφεί παρουσία µιας συνάρτησης (Harel, 2001). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχηµατική απεικόνιση της µαθηµατικής επαγωγής, Harel, 2001 

 

 

Σύµφωνα µε τoν Dubinsky (1991), η µέθοδος της επαγωγής δοµείται δουλεύοντας µε 

δύο βασικά σχήµατα, της συνάρτησης και της λογικής. Μπορεί δηλαδή κάποιος να 

χρησιµοποιήσει τη µαθηµατική επαγωγή για την απόδειξη µιας πρότασης, είτε 

έχοντας στο νου του µια συνάρτηση που επαληθεύεται σε διάφορες περιπτώσεις, είτε 

χρησιµοποιώντας την παραγωγική λογική «αν…τότε» (π.χ modus ponens)  όπου τα 

αποτελέσµατα προκύπτουν από τη λογική αναγκαιότητα των προτάσεων που 

αρθρώνει. Η επιτυχής έκβαση αυτού του τρόπου, επιβάλλει στο υποκείµενο να 

εσωτερικεύσει τις καταστάσεις (συζεύξεις, διαζεύξεις, αρνήσεις, συνεπαγωγές) 

προβαίνοντας σε αναστοχαστικές αφαιρέσεις. 

 

Ο Harel (2001) όρισε δύο διακριτούς τρόπους γενίκευσης στη µαθηµατική επαγωγή: 

α) τη γενίκευση της διαδικασίας (process pattern generalization) και β) τη γενίκευση 

Έκδηλη 

Άδηλη 

Αναδροµική Μη Αναδροµική 
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του αποτελέσµατος (result pattern generalization) προκύπτουν όµως και οι δυο από 

την επαλήθευση πεπερασµένου πλήθους περιπτώσεων (Harel, 2001).  

 

Πιο συγκεκριµένα, η γενίκευση της διαδικασίας είναι ένας τρόπος σκέψης, όπου η 

βεβαιότητα κάποιου στηρίζεται στην κανονικότητα της διαδικασίας, παρόλο που 

µπορεί να ξεκινήσει από την κανονικότητα του αποτελέσµατος. Η γενίκευση της 

διαδικασίας δεν είναι ένδειξη ενός εµπειρικού αποδεικτικού σχήµατος, αλλά έκφραση 

ενός αποδεικτικού σχήµατος µετασχηµατισµού. Ενός σχήµατος που: 

  α) λαβαίνει υπ’ όψιν του τη γενική εκδοχή της υπόθεσης,  

  β) εφαρµόζει νοητικές λειτουργίες  που είναι στοχευµένες και που 

  αποπειρώνται να προβλέψουν τα συµπεράσµατα στη βάση των  

  γενικών αρχών και  

  γ) µετασχηµατίζει εικόνες που ηγούνται του συµπεράσµατος στην  

  αποδεικτική διαδικασία (Harel & Sowder, 1998). 

 

Αντίθετα, κατά τη γενίκευση του αποτελέσµατος η σκέψη βασίζεται µόνο στην 

κανονικότητα του αποτελέσµατος, που µπορεί να έχει προέλθει για παράδειγµα από 

την αντικατάσταση αριθµών στην προς απόδειξη σχέση. Η βεβαιότητα δηλαδή της 

αλήθειας µιας παρατήρησής στηρίζεται στο γεγονός ότι φαίνεται να επαληθεύεται σε 

κάποιες τυχαίες περιπτώσεις. Πρόκειται για ένα εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα, ένα 

σχήµα στο οποίο ως απόδειξη θεωρείται το παράδειγµα, ή το ευλογοφανές (Harel, 

2001). 

 

 

3.3.   Μεταγνωστικές δεξιότητες  

 

Οι απαιτήσεις των καιρών καθιστούν απαραίτητη τη δηµιουργία σκεπτόµενων 

ανθρώπων, ικανών να συνδυάσουν τα δεδοµένα που τους παρέχονται και να 

επιλέξουν τις κατάλληλες στρατηγικές ώστε να βγουν από µια προβληµατική 

κατάσταση µε επιτυχία. Οι γνώσεις που παρέχει το εκπαιδευτικό σύστηµα στους 

µαθητές φαίνεται να µην καλύπτουν τέτοιες ανάγκες. Οι µαθητές χρειάζεται να 

αποκτήσουν νέες δεξιότητες που θα προάγουν τις δυνατότητές και τη 

δηµιουργικότητά τους. Τέτοιου είδους δεξιότητες είναι οι µεταγνωστικές που 
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καθιστούν το άτοµο ικανό να επεξεργάζεται αυτό που έχει σκεφτεί, αναλύοντας και 

αποκωδικοποιώντας το. 

 

Η αποσαφήνιση του ορισµού της µεταγνώσης και ο διαχωρισµός από τον ορισµό των 

γνωστικών στρατηγικών αποτελεί ένα αρκετά περίπλοκο έργο. Οι περισσότεροι από 

τους ερευνητές συµφωνούν ότι η γνώση διαφέρει από τη µεταγνώση κυρίως στο ότι 

οι γνωστικές δεξιότητες είναι απαραίτητες για την περάτωση ενός έργου, ενώ η 

µεταγνώση είναι απαραίτητη για την κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο 

περατώθηκε το έργο (Garner, 1987). 

 

Η µεταγνώση αφορά την αναδίπλωση της γνώσης προς τον εαυτό της. Αναφέρεται 

στις διαδικασίες που λαµβάνουν χώρο στην ενεργό µνήµη και περιλαµβάνουν την 

επίγνωση του ατόµου για τις γνωστικές του διαδικασίες. Είναι οι σκέψεις που 

αναφέρονται σε άλλες σκέψεις. Ο όρος «µεταγνώση» υιοθετήθηκε από τον Flavell 

κατά τη δεκαετία του 1970, για να ερµηνεύσει εξελικτικά φαινόµενα στους τρόπους 

µάθησης και οργάνωσης της γνώσης στη µνήµη. Οι µεταγνωστικές διαδικασίες 

λαµβάνουν χώρα όταν αναλογιζόµαστε εάν ξέρουµε κάτι (µεταγνωστική γνώση), σε 

ποιες ενέργειες θα προβούµε (µεταγνωστικές δραστηριότητες), και ποια είναι η 

τρέχουσα γνωστική κατάσταση (µεταγνωστική εµπειρία) (Flavell, 1976).  

Ο Flavell (1979), διαµόρφωσε ένα µεταγνωστικό µοντέλο µε τέσσερις τάξεις 

φαινοµένων οι οποίες αποτελούν τέσσερις µορφές που αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. 

Πρόκειται για τη µεταγνωστική γνώση, τη γνώση των στόχων ή έργων, τη γνώση των 

ενεργειών και τις µεταγνωστικές εµπειρίες.  

 

Η µεταγνωστική γνώση αναφέρεται σε όλα τα στοιχεία, παράγοντες και µεταβλητές 

που εµπλέκονται σε κάθε γνωστικό εγχείρηµα και είναι δυνατόν να την επηρεάσουν. 

Τέτοιοι παράγοντες είναι τα πρόσωπα, δηλαδή οι λύτες, τα έργα, δηλαδή τα 

προβλήµατα υπό επίλυση και οι στρατηγικές ή ενέργειες. Αναφέρεται δηλαδή στην 

αποθηκευµένη γνώση ενός ατόµου, στις πεποιθήσεις του σχετικά µε τη φύση του 

εαυτού του αλλά και των άλλων ατόµων. Αναφέρεται επίσης, στις ενέργειες του και 

στην πορεία που θα ακολουθήσει κάτω από διάφορες συνθήκες, δηλαδή στις 

γνωστικές στρατηγικές που θα επιλέξει για να πετύχει τους στόχους και στις 
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µεταγνωστικές στρατηγικές που θα χρησιµοποιήσει για τον έλεγχο της προόδου των 

γνωστικών λειτουργιών. 

 

Η γνώση των έργων ή στόχων αναφέρεται τόσο στην ενηµερότητα που διαθέτει το 

άτοµο για το πρόβληµα σε σχέση µε τις γνωστικές λειτουργίες, όσο στις 

µεταγνωστικές του δεξιότητες, δηλαδή στο σύνολο των γνώσεων και των εµπειριών 

που διαθέτει το άτοµο για τη γνωστική του συµπεριφορά. 

 

Η γνώση των ενεργειών είναι η επίγνωση του ατόµου για τις µεθόδους που θα 

ενεργοποιήσει και τις πράξεις που θα εκτελέσει στο εγχείρηµα της επίλυσης του 

προβλήµατος.  

 

Οι µεταγνωστικές εµπειρίες αφορούν ένα σύνολο στοιχείων, αισθηµάτων και 

συναισθηµάτων, που µπορεί να είναι σύντοµης ή µακράς διάρκειας οι οποίες 

λαβαίνουν χώρα οποιαδήποτε στιγµή πριν ή µετά ή κατά τη διάρκεια του 

εγχειρήµατος. Τέτοια είναι αισθήµατα οικειότητας, κατανόησης, χρονικών 

απαιτήσεων, δυσκολίας, ευκολίας, ικανοποίησης, χαράς, λύπης, θυµού για τυχόν 

απροσδόκητους παράγοντες 

 

Ένα άλλο µοντέλο είναι εκείνο της Brown (1987), όπου µε βάση τα λεγόµενα του 

Schraw (1998), είναι και το πιο διαδεδοµένο. Η σηµαντικότητα αυτού του µοντέλου, 

έγκειται στο διαχωρισµό της µεταγνώσης σε δύο µεγάλες κατηγορίες: στη γνώση του 

ατόµου για τις γνωστικές του λειτουργίες (knowledge of cognition) και στη ρύθµιση 

της γνώσης (regulation of cognition). Η διάκριση αυτή περιλαµβάνει δύο σύνολα 

ικανοτήτων αντίστοιχα: 

1. Την ικανότητα να αντιλαµβανόµαστε πόσα και τι µπορούµε να µάθουµε. 

2. Την ικανότητα να ρυθµίζουµε, να ελέγχουµε και να συντονίζουµε τη γνωστική µας 

συµπεριφορά, επιβραδύνοντας για παράδειγµα το διάβασµά µας στα δύσκολα, 

επιταχύνοντας στα εύκολα.  
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Οι δραστηριότητες οι υπεύθυνες για τη ρύθµιση της γνώσης, συνοψίζονται στις εξής 

τρεις: Σχεδιασµός (planning), Έλεγχος - ταξινόµηση (monitoring), Αποτίµηση 

(evaluation). 

 

Ο σχεδιασµός περιλαµβάνει τη συλλογή των κατάλληλων στρατηγικών και τον 

εντοπισµό των κατάλληλων πηγών. Ο Έλεγχος – ταξινόµηση, αναφέρεται στην 

ικανότητα κάποιου για περιοδικό αυτοέλεγχο κατά τη διάρκεια της µάθησης, ενώ η 

αποτίµηση αναφέρεται στην εκτίµηση των αποτελεσµάτων µε το πέρας της εργασίας,  

όσον αφορά την ίδια τη µάθηση (Schraw, G., 1998). 

 

 

3.3.1.   Μεταγνώση και µάθηση 

 

Έχει αποδειχθεί ερευνητικά πως η διδασκαλία των µεταγνωστικών στρατηγικών, 

συµβάλλει στην ανάπτυξη δεξιοτήτων µάθησης και επίλυσης προβληµάτων (De 

Corte, 1995; Schoenfeld 1992; Wang, Haertel & Walberg, 1993). Κατά τους 

McCombs (1986), Pressley, Borkowski & Schneider (1987), η µεταγνώση, ο έλεγχος 

(motivation) και η χρήση στρατηγικών, συνεργάζονται για να προάγουν τη µάθηση. 

Μελέτες για την εφαρµογή των στρατηγικών στην εκπαιδευτική διαδικασία 

αποδεικνύουν τη σπουδαιότητα της µεταγνώσης για την πρόοδο των µαθητών και την 

ανάπτυξη της λογικής σκέψης.  

 

Η µεταγνωστική γνώση σε σχέση µε το διάβασµα και τη µνήµη, βελτιώνει τη χρήση 

στρατηγικών προµηθεύοντας τα παιδιά µε γνώση για το πότε, που και γιατί πρέπει να 

χρησιµοποιήσουν διαφορετικές στρατηγικές, πληροφορίες για τις δυνατότητες και 

τους περιορισµούς τους καθώς και γνώση για τις εργασίες (Schneider & Pressley, 

1989). Επιπλέον, τα παιδιά µπορούν να διδαχθούν να χρησιµοποιούν µεταγνωστική 

γνώση σε σχέση µε το περιεχόµενο διαφορετικών στρατηγικών, να εξετάζουν την 

αποτελεσµατικότητα τους καταλήγοντας είτε σε µια βελτιωµένη εκδοχή της ίδιας της 

στρατηγικής είτε σε συνδυασµό στρατηγικών( Ghatala, Levin, Pressley, and Lodico, 

1985; Paris & Jacobs, 1984). Σύµφωνα µάλιστα µε τον Schraw (1998), οι 

µεταγνωστικές δεξιότητες στην αρχή βελτιώνουν την επιδεξιότητα ενός µαθητή στο 

συγκεκριµένο τοµέα που εκπαιδεύεται και στη συνέχεια, καθώς ο µαθητής 

εξοικειώνεται και µε άλλες µεταγνωστικές δεξιότητες σε άλλους τοµείς, δύναται να 
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τις συνδυάσει και να µπορέσει να αναπτύξει γενικές µεταγνωστικές δεξιότητες που 

ανταπεξέρχονται και σε άλλες περιοχές. 

 

Η µεταγνώση επιτρέπει τους µαθητές να επωφεληθούν από τη διδασκαλία και 

επηρεάζει τη χρήση και διατήρηση των γνωστικών στρατηγικών. Έχει τη δυνατότητα 

να ενθαρρύνει τους µαθητές στο να γίνουν υπεύθυνοι και ανεξάρτητοι µαθησιακά, 

έτσι ώστε να επηρεασθούν θετικά οι µεταβλητές στάσης και αποτελεσµατικότητας 

(Ganz & Ganz, 1990). 

 

Η µεταγνώση χαρακτηρίζεται από ένα σύνολο χαρακτηριστικών συµπεριφορών οι 

οποίες δε σχετίζονται µε την έννοια της ευστροφίας. Έχει βρεθεί ότι µπορεί κάποιος 

να έχει διδαχθεί µεταγνωστικές δεξιότητες και να λύνει προβλήµατα µε πιο επιδέξιο 

τρόπο από κάποιον που έχει υψηλότερο IQ και δεν είναι εξοικειωµένος µε 

µεταγνωστικές δεξιότητες (Schraw, G., 1998). Η µεταγνωστική συµπεριφορά είναι 

εφικτό να αποκτηθεί και να ενισχύσει την ακαδηµαϊκή και διανοητική απόδοση. 

Πειραµατική έρευνα του Jausovec (1994) αποδεικνύει ότι η επίδοση του µέσου όρου 

των µαθητών µπορεί να βελτιωθεί αν αυτοί εκπαιδευτούν στο να χρησιµοποιούν 

µεταγνωστικές στρατηγικές. Άλλες πειραµατικές µελέτες παρουσιάζουν εντυπωσιακά 

αποτελέσµατα όσον αφορά τους βαθµούς επίδοσης σε διαγωνίσµατα αξιολόγησης 

καθώς και τα συναισθήµατα ικανοποίησης από τους κατάλληλα εκπαιδευµένους 

µαθητές (Marine & Escribe, 1994; Montagne & Bos, 1990).  

 

Η µεταγνώση βοηθά τους µαθητές να λύσουν σωστά µαθηµατικά προβλήµατα 

(Peterson, Swing, Braverman, and Bus, 1982; Garoflo and Lester, 1985; Schoenfeld, 

1987). Όταν διδαχθεί η επανεκτίµηση και η ρύθµιση δεξιοτήτων, τα παιδιά δείχνουν 

βελτιωµένες µεταγνωστικές δεξιότητες στην επίλυση προβλήµατος (Charles and 

Lester, 1985). H µεταγνωστική γνώση που σχετίζεται µε τα µαθηµατικά είναι 

χρήσιµη όταν τα παιδιά διαπραγµατεύονται µε σύνθετα προβλήµατα και όταν 

χρησιµοποιούν γνωστικές στρατηγικές. 

 

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της βιβλιογραφίας, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η 

µεταγνώση είναι καθοριστικό εργαλείο σε σύνθετες εργασίες που απαιτούν 

δεξιότητες µέσα στα πλαίσια των δυνατοτήτων των µαθητών (Carr, 1994). 
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3.3.2.   Μεταγνώση και αναστοχασµός 

 

Η µεταγνώση και ο αναστοχασµός, είναι δύο αλληλοσχετιζόµενες διαδικασίες, αφού 

και οι δύο προϋποθέτουν τη νοητή επεξεργασία της πορείας που ακολουθήθηκε για 

την επίλυση ενός προβλήµατος. ∆εδοµένου ότι οι µαθητές χρησιµοποιούν τον 

αναστοχασµό επί της διαδικασίας της µάθησης και ασκούν έλεγχο πάνω στη δική 

τους µάθηση, συµπεραίνουµε ότι η διαδικασία του αναστοχασµού ως στοιχείο 

ορισµού της µεταγνωστικής δραστηριότητας αξίζει ιδιαίτερη ανάπτυξη σε αυτό το 

κεφάλαιο. 

 

Ο αναστοχασµός χρησιµοποιείται για να περιγράψει ένα συγκεκριµένο είδος υψηλού 

επιπέδου διαδικασίας γνωστικής σκέψης. O Dubinsky (1991), δίνει έµφαση στη 

χρησιµότητα του αναστοχασµού λέγοντας ότι: «Όταν συλλογιζόµαστε πάνω στα 

πεπραγµένα µας, µετακινούµαστε µε έναν τρόπο σε άλλη διάσταση». 

 

Ο αναστοχασµός σχετίζεται µε την ικανότητα αφαίρεσης του υποκειµένου. Ο Piaget 

διέκρινε τρία βασικά είδη αφαίρεσης, την Εµπειρική αφαίρεση (empirical abstraction), 

την Ψευδοεµπειρική αφαίρεση (pseudo-empirical abstraction) και την Αναστοχαστική 

αφαίρεση (reflective abstraction).  

 

Στην εµπειρική αφαίρεση το υποκείµενο παρατηρεί έναν αριθµό αντικειµένων και 

τους αποδίδει µια κοινή ιδιότητα (Beth & Piaget, 1966). Στη ψευδοεµπειρική 

αφαίρεση το υποκείµενο ακολουθεί την ίδια διαδικασία αφού όµως πρώτα έχουν 

δοκιµαστεί κάποιες δράσεις πάνω στο αντικείµενο (Piaget, 1985). Η αναστοχαστική 

αφαίρεση είναι πολύ πιο πολύπλοκη αφού γίνεται µια εσωτερική αναδιοργάνωση των 

δράσεων (Piaget, 1985). Μπορούµε εποµένως να πούµε ότι στην εµπειρική και στην 

ψευδοεµπειρική αφαίρεση ανασύρεται η γνώση από τα αντικείµενα, δοκιµάζοντας ή 

φαντάζοντας δράσεις πάνω σε αυτά. Η αναστοχαστική αφαίρεση εσωτερικεύει και 

αναδιοργανώνει αυτές τις δράσεις για να σχηµατιστούν νέες δράσεις και τελικά νέα 

αντικείµενα. Η εµπειρική τότε αφαίρεση ανασύρει δεδοµένα από αυτά τα νέα 

αντικείµενα µέσω νοητικών δράσεων σε αυτά και ούτω καθεξής. 
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Η αναστοχαστική αφαίρεση είναι µια πολύπλοκη διαδικασία, η πραγµατοποίηση της 

οποίας συντελείται µε την ολοκλήρωση των τριών σταδίων της τετραµερούς θεωρίας 

που έχει το ακρώνυµο APOS: Action, Process, Object, Schema (Cottrill, Dubinsky, 

Nichols, Schwingendorf, Thomas & Vidakovic, 1996; Dubinsky,1986; 1991). Οι 

Cottrill et al. (1996) και ο Dubinsky (1986, 1991), διατυπώνουν σχετικά µε την 

εκπραγµάτωση (encapsulation) µιας διαδικασίας σε ένα αντικείµενο ότι µία βήµα 

προς βήµα δράση εννοιολογείται (conceptualized) σαν µια ολική διαδικασία, 

εκπραγµατώνεται σαν ένα νοητό αντικείµενο, το οποίο αργότερα γίνεται µέρος ενός 

νοητού σχήµατος. Οι Tall, Thomas, Davis & Gray (2000),στηρίζονται σε αυτή τη 

θεωρία και γράφουν: 

 

Η δράση γίνεται διαδικασία όταν το άτοµο µπορεί «να περιγράψει ή να συλλογιστεί 
πάνω σε όλα τα βήµατα του µετασχηµατισµού (transformation) χωρίς να είναι 
απαραίτητη η εκτέλεσή τους». Μία διαδικασία γίνεται αντικείµενο όταν «το άτοµο 
γίνεται ενήµερο για την ολότητα της διαδικασίας, συνειδητοποιεί ότι οι 
µετασχηµατισµοί µπορούν να  ενεργήσουν σε αυτήν και είναι ικανό να κατασκευάσει 
τέτοιους µετασχηµατισµούς» (Tall et al., 2000, σελ. 225) 
 

Το τελικό στάδιο της θεωρίας APOS συµβαίνει όταν οι δράσεις, οι διαδικασίες και τα 

αντικείµενα οργανώνονται σε δοµές που είναι γνωστές ως σχήµατα. Τότε: 

 

…ένα άτοµο µπορεί να συλλογιστεί πάνω σε ένα σχήµα και να ενεργήσει πάνω σε 
αυτό. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα το σχήµα να γίνει ένα νέο αντικείµενο ( Cottrill et al., 
1996, σελ.172) 

 

Σύµφωνα µε την άποψη του Piaget, η αναστοχαστική αφαίρεση είναι υπαίτια για νέες 

µαθηµατικές κατασκευές: «από µόνη της υποστηρίζει και ενθαρρύνει το απέραντο 

οικοδόµηµα λογικοµαθηµατικών κατασκευών» (Piaget, 1980 σελ. 92). Οι Inhelder & 

Piaget (1958) υποστήριξαν ότι η δυνατότητα για αναστοχασµό πάνω στην ίδια τη σκέψη, 

παρατηρείται γενικώς στην εφηβεία και όχι σε νεότερους µαθητές, σηµείωσαν όµως ότι η 

ηλικία δεν είναι ο µοναδικός παράγοντας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΡΕΑΛΙΣΤΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΡΕΑΛΙΣΤΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 

 

Η διδασκαλία των Μαθηµατικών, στην προσπάθειά της να γίνει πιο προσιτή στους 

µαθητές, προκρίνει την ανάπτυξη µιας βήµα προς βήµα εξελισσόµενης στρατηγικής 

δηµιουργώντας µε αυτόν τον τρόπο την εντύπωση σε πολλούς µαθητές ότι είναι 

ανιαρά και χωρίς νόηµα (Greeno, Smith & Moore, 1993; Lave, 1988; Boaler, 2000). 

∆εδοµένου ότι οι µαθητές προτιµούν µαθήµατα που µπορούν να τα εντάξουν στην 

καθηµερινότητα τους (Boaler, 2000), και ότι τα µαθηµατικά προάγουν την ανθρώπινη 

σκέψη, υπάρχει επιτακτική ανάγκη οι µαθητές να έρθουν σε επαφή µε µαθηµατικά 

που συναντούν και εφαρµόζουν στη ζωή τους, δηλαδή µε τα Ρεαλιστικά 

Μαθηµατικά.   

 

Τα θεµέλια της Ρεαλιστικής Μαθηµατικής Εκπαίδευσης (Realistic Mathematics 

Education: RME ) τέθηκαν από τον Ολλανδό Η. Freudenthal και τους συνεργάτες του 

IOWO, το Ινστιτούτο δηλαδή για την Ανάπτυξη της Μαθηµατικής Εκπαίδευσης. Το 

IOWO περιλάµβανε δύο τµήµατα που βρίσκονταν σε συνεχή συνεργασία, το 

Wiskobas το οποίο ήταν υπεύθυνο για τη µαθηµατική εκπαίδευση στις ηλικίες 2- 12 

ετών και το Wiskivon που ήταν υπεύθυνο για τη Μαθηµατική εκπαίδευση στις 

ηλικίες 12 – 16 ετών. Το IOWO είναι ο πρόγονος του σηµερινού «Ινστιτούτου 

Freudenthal». Η Ρεαλιστική Μαθηµατική Εκπαίδευση ήταν η αντίδραση στο 

στρουκτουραλιστικό ρεύµα που ήθελε τα µαθηµατικά να είναι ένα οργανωµένο, 

κλειστό επαγωγικό σύστηµα, ένα ολοκληρωµένο οικοδόµηµα. 

 

 

4.1. ∆ιευκρίνιση βασικών όρων και εννοιών 

 

Τα ρεαλιστικά µαθηµατικά, που αποτελούν και αντικείµενο µελέτης της παρούσας 

έρευνας, σχετίζονται κατ’ ουσίαν µε τα ρεαλιστικά προβλήµατα. Για να µπορέσουµε 

να κατανοήσουµε τι σηµαίνει ρεαλιστικό πρόβληµα, θεωρούµε απαραίτητη τη 

διευκρίνιση κάποιων σχετικών όρων και εννοιών. Παρακάτω αναλύουµε τι είναι 

πρόβληµα, τι είναι πραγµατικό πρόβληµα και τι ρεαλιστικό πρόβληµα. 
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α. Πρόβληµα είναι µια κατάσταση µε ανοικτές ερωτήσεις οι οποίες αποτελούν 

«πρόκληση» για το λύτη, χωρίς να είναι διαθέσιµες µέθοδοι, διαδικασίες, αλγόριθµοι 

κ.λπ. που να οδηγούν άµεσα στην απάντηση. 

 

β. Πραγµατικό πρόβληµα (real problem ή applied problem) – Ρεαλιστικό πρόβληµα 

(realistic problem), ονοµάζουµε το πρόβληµα που αναφέρεται σε ένα έξω – 

Μαθηµατικό «Σύµπαν», στο οποίο µπορούµε να εφαρµόσουµε κάποιες µαθηµατικές 

έννοιες, µεθόδους και αποτελέσµατα. Τα Ρεαλιστικά προβλήµατα διαφέρουν από τα 

πραγµατικά προβλήµατα µόνο στο ότι τα πρώτα δε συµβαίνουν στην πραγµατικότητα, 

αλλά σε µια εν δυνάµει πραγµατικότητα. Αντίθετα, τα πραγµατικά προβλήµατα είναι 

αληθινά προβλήµατα που επικαλούµαστε να επιλύσουµε στην καθηµερινή ζωή µας. 

Ωστόσο στη µελέτη µας, όταν θα αναφερόµαστε σε πραγµατικά προβλήµατα θα 

συµπεριλαµβάνουµε και τα ρεαλιστικά, και αντίστροφα.  

 

 

4.2. Γενικές αρχές της ρεαλιστικής µαθηµατικής εκπαίδευσης 

 

Η έκφραση «Ρεαλιστική Μαθηµατική Εκπαίδευση» (RME), υποδηλώνει αφ’ ενός µεν 

τη σύνδεση των µαθηµατικών µε την πραγµατικότητα, αφ’ ετέρου το γεγονός ότι οι 

στόχοι που θέτει δεν υπερβαίνουν τις δυνατότητες πραγµατοποίησής τους από 

δασκάλους και µαθητές. Για τα ρεαλιστικά µαθηµατικά η «πραγµατικότητα» δεν 

περιορίζεται στο φυσικό ή κοινωνικό κόσµο. Η «εσωτερική» πραγµατικότητα των 

Μαθηµατικών ή η πραγµατικότητα της φαντασίας των παιδιών µπορούν επίσης να 

αποτελέσουν το πλαίσιο (contex) µέσα στο οποίο µπορεί να διατυπωθεί ένα 

ρεαλιστικό πρόβληµα (Κολέζα, 2000). 

 

Η θεωρία της ρεαλιστικής µαθηµατικής εκπαίδευσης διαµορφώθηκε στη βάση κυρίως 

τριών θεωρητικών αξόνων : 

� Της Θεωρίας Επιπέδων του P. M. Van – Hiele 

� Της διδακτικής φαινοµενολογίας του H. Freudenthal, και 

� Της προοδευτικής µαθηµατικοποίησης της οµάδας Wiskobas. 
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4.2.1.   Η Θεωρία επιπέδων του P. M. Van – Hiele 

 

Σύµφωνα µε τη Θεωρία Επιπέδων του P. M. Van – Hiele, µπορούµε να διακρίνουµε τρία 

επίπεδα στη διαδικασία της µάθησης. Χαρακτηριστικό είναι ότι σε κάθε επίπεδο, τα 

αντικείµενα της µαθηµατικής σκέψης διαφέρουν µεταξύ τους ως προς τη φύση και ως 

προς την οργάνωση. 

 

Στο πρώτο επίπεδο, τα αντικείµενα της µαθησιακής διαδικασίας (αριθµοί ή σχήµατα) 

εµπεριέχονται στο συγκεκριµένο υλικό (συγκεκριµένα αντικείµενα, οπτικά µοντέλα, 

σχήµατα κλπ.) µε το οποίο έρχεται σε επαφή ο µαθητής µέσω κατάλληλων 

δραστηριοτήτων.  

 

Στο δεύτερο επίπεδο, αντικείµενο της έρευνας είναι οι σχέσεις µεταξύ αριθµών ή 

σχηµάτων. Ο µαθητής συνειδητοποιεί ότι οι αριθµοί και τα σχήµατα είναι φορείς 

κάποιων ιδιοτήτων και επιχειρεί την οργάνωση των µεταξύ τους σχέσεων.  

 

Στο τρίτο επίπεδο, αντικείµενο της έρευνας γίνονται οι ίδιες οι σχέσεις, γεγονός που 

επιτρέπει τη σύνδεσή τους στα πλαίσια ενός επαγωγικού συλλογισµού. Τα σύνορα 

µεταξύ των επιπέδων αλληλοδιαπλέκονται και για να επιτευχθεί µάθηση σε ένα 

επίπεδο θα πρέπει να έχει συµπληρωθεί η µαθησιακή διαδικασία στο προηγούµενο 

επίπεδο. 

 

 

4.2.2 Η ∆ιδακτική Φαινοµενολογία του Freudenthal 

 

Ο Freudenthal αντιµετωπίζει τις µαθηµατικές έννοιες ως «εργαλεία» οργάνωσης των 

πραγµατικών φαινοµένων. Αντί να παρουσιαστούν στο µαθητή οργανωµένα 

φαινόµενα, µε στόχο την ανακάλυψη κοινών δοµών, προτείνεται ο µαθητής να 

ξεκινήσει από τα ίδια τα φαινόµενα που ζητούν οργάνωση και µε αφετηρία αυτά, να 

διδαχθεί πώς να χειρίζεται τις µαθησιακές έννοιες και δοµές. Με άλλα λόγια για  

τον Freudenthal, σκοπός µας πρέπει να είναι, να φέρουµε το µαθητή σε επαφή µε 

εκείνα τα φαινόµενα, για τα οποία οι µαθηµατικές έννοιες και δοµές αποτελούν 

οργανωτικά εργαλεία, µε στόχο να τα διαµορφώσουν µόνοι τους, να µάθουν να τα 
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χειρίζονται και να τα χρησιµοποιούν στα πλαίσια ευρύτερων διδακτικών στόχων 

(Κολέζα, 2000).  

 

 

4.2.3. Η προοδευτική µαθηµατικοποίηση της οµάδας Wiskobas 
 
Τα ρεαλιστικά προβλήµατα προκαλούν τη διαίσθηση των µαθητών, εισάγοντας τους 

κατά µία έννοια στους κόλπους των άτυπων µαθηµατικών. Μιλάµε λοιπόν για χρήση 

µη τυπικών µαθηµατικών, για χρήση ορισµών, θεωρηµάτων και µεθοδολογιών που 

βρίσκουν άµεση εφαρµογή στην πραγµατικότητα. Οι εµπειρίες, καλούνται στη 

συνέχεια να µετατραπούν σταδιακά σε µαθηµατικούς όρους, να ακολουθήσουν 

δηλαδή τη διαδικασία της µαθηµατικοποίησης. Oι Treffers & Goffree (1985) ορίζουν 

την µαθηµατικοποίηση ως µια δραστηριότητα οργάνωσης και δόµησης κατά την 

οποία οι γνώσεις και ικανότητες που έχουν αποκτηθεί χρησιµοποιούνται για την 

ανακάλυψη άγνωστων σχέσεων και δοµών. 

 

Κατά τον Freudenthal (1971), η µαθηµατικοποίηση δύναται να αφορά είτε 

καθηµερινά, είτε αµιγώς µαθηµατικά θέµατα, χωρίς να υπάρχει κάποια θεµελιώδης 

διαφορά µεταξύ τους. Ως εκ τούτου, η εκπαίδευση µπορεί να ξεκινήσει µε τη 

µαθηµατικοποίηση προβληµάτων που συναντάµε στην καθηµερινότητά µας, αφού τα 

µαθηµατικά πρέπει να σχετίζονται µε την καθηµερινότητα και µε την ανθρώπινη 

δραστηριότητα, και να επεκτείνεται σταδιακά προς απτά Μαθηµατικά προβλήµατα.   

 

Ο Tall (1991) προτείνει να αναζητήσουµε αρχικά καταστάσεις που µπορούν να 

λειτουργήσουν ως άτυπο σηµείο εκκίνησης, ως σηµείο γνωστικής ανάπτυξης. Σε 

πρώτη φάση δίδεται µεγαλύτερη έµφαση στις εµπειρίες µέσω δραστηριοτήτων, στην 

προσέγγιση, τελώντας µία ποιοτική, σφαιρική γνωριµία, που ωθεί όµως στη συνέχεια, 

ασυνείδητα, την ανάγκη για µια πιο τυπική περιγραφή των εµπλεκόµενων εννοιών 

(Gravemeijer, Doorman, 1999 ). Αρχικά δηλαδή δίδεται η ευκαιρία στους µαθητές να 

επανεφεύρουν τα µαθηµατικά οργανώνοντας και µαθηµατικοποιώντας καταστάσεις 

του πραγµατικού κόσµου, για να οδηγηθούν αργότερα και στις ουσιώδεις πολύπλοκες 

µαθηµατικές σχέσεις.  

 
Η διαδικασία της µαθηµατικοποίησης αναλύεται σε δύο συνιστώσες: την οριζόντια 

και την κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση.  
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Μέσω της οριζόντιας µαθηµατικοποίησης πραγµατοποιείται µετάβαση από τον 

πραγµατικό κόσµο στον κόσµο των συµβόλων. Είναι εκείνη η φάση που γίνεται η 

«µετάφραση» του προβλήµατος σε µαθηµατικό πρόβληµα, προσπαθώντας, µέσω 

συγκεκριµένων λειτουργιών, να ανακαλύψουµε οµοιότητες σε φαινοµενικά 

διαφορετικές καταστάσεις και να εντοπίσουµε τις µαθηµατικές έννοιες και δοµές που 

βρίσκονται διάχυτες σε ένα γενικότερο πλαίσιο. Η πραγµατοποίηση της οριζόντιας 

µαθηµατικοποίησης θα λέγαµε ότι γίνεται µε τη βοήθεια της µοντελοποίησης. Όταν 

λέµε µοντελοποίηση, εννοούµε «ένα σύνολο σταδίων και διαδικασιών που 

ακολουθούµε προκειµένου να διαπραγµατευτούµε ένα πραγµατικό πρόβληµα» 

(Κλαουδάτος, 1989). 

 

Κατά την κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση, η διεργασία συντελείται εσωτερικά µέσα 

στον κόσµο των συµβόλων. ∆ηλαδή, κατά την κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση το 

πραγµατικό πρόβληµα που έχει «µεταφραστεί» σε µαθηµατικό πρόβληµα 

αντιµετωπίζεται και επεξεργάζεται µε µαθηµατικά σύµβολα (Κολέζα, 2000).  

 

Η σύνθεση της κατακόρυφης και της οριζόντιας µαθηµατικοποίησης συντελείται 

κατά τη διαδικασία της προοδευτικής µαθηµατικοποίησης, όταν οι µαθητές δοµούν 

πλέον «νέα µαθηµατικά», νέα λογική, νέα µαθηµατική ανακάλυψη. 

 

Σύµφωνα µε τον Freudenthal (1971), η µαθηµατικοποίηση αποτελεί καταλυτική 

διαδικασία της µαθηµατικής εκπαίδευσης για τρεις κυρίους λόγους: 

� Παραµένει η κυρίαρχη διαδικασία για τους µαθηµατικούς. 

� Ευνοεί τη χρηστικότητα των µαθηµατικών, εξοικειώνοντας τους µαθητές σε 

µαθηµατικές προσεγγίσεις  των καθηµερινών τους δραστηριοτήτων. 

� Σχετίζεται άµεσα µε την ιδέα της  ανακατασκευής της µαθηµατικής σκέψης,  

που τυποποιεί τις άτυπες κατανοήσεις και διαισθήσεις τους. 

 

 

4.3. Μοντελοποίηση 

 

«Η Μοντελοποίηση συνίσταται στη «µετάφραση» ενός πραγµατικού προβλήµατος σε 

ένα µαθηµατικό πρόβληµα, στη λύση του µαθηµατικού προβλήµατος και στη 
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συνέχεια πάλι πίσω στο πραγµατικό πρόβληµα για να ερµηνεύσουµε τα µαθηµατικά 

αποτελέσµατα» (Κλαουδάτος, 1996, σελ.51). 

 

Πιο αναλυτικά, κατά τη διαπραγµάτευση µε ένα πραγµατικό (ρεαλιστικό) πρόβληµα, 

το υποκείµενο βρίσκεται αντιµέτωπο µε µια πραγµατική (ρεαλιστική) κατάσταση η 

περιγραφή της οποίας επιτυγχάνεται µε την εκκίνηση µιας διαδικασίας ανάπτυξης 

ενός κατάλληλου µοντέλου της πραγµατικής κατάστασης. Στη συνέχεια ξεκινά η 

µαθηµατικοποίηση του προβλήµατος µε την κατασκευή ενός µαθηµατικού µοντέλου. 

Τη σκυτάλη παίρνει η επεξεργασία του µαθηµατικού µοντέλου, τα αποτελέσµατα της 

οποίας ερµηνεύονται και επανατοποθετούνται στην πραγµατική κατάσταση. 

 

Η διαδικασία της µοντελοποίησης κατά τη διαπραγµάτευση µε ένα πραγµατικό 

πρόβληµα, µπορεί να περιγραφεί από το παρακάτω διάγραµµα, γνωστό ως ο 

«κύκλος» της µοντελοποίησης (Κλαουδάτος, 1989): 

 

 

 

Όπου: 

1. Η διαδικασία της ανάπτυξης του µοντέλου της πραγµατικής κατάστασης. 

2. Μαθηµατικοποίηση. 

3. Επεξεργασία του µαθηµατικού µοντέλου. 

4. Ερµηνεία των αποτελεσµάτων. 

 

Πολλές φορές συναντάµε µαθηµατικά βιβλία που στην προσπάθειά τους να 

παρουσιάσουν πραγµατικά προβλήµατα και εφαρµογές, αντί της πραγµατικής 
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κατάστασης  παρουσιάζουν απευθείας το µοντέλο (Β) αυτής. Με αυτόν τον τρόπο, το 

µόνο που αποµένει στο µαθητή είναι η µαθηµατικοποίηση και η µαθηµατική 

επεξεργασία του µαθηµατικού κόσµου. Κάτι τέτοιο φαντάζει παράταιρο, καθώς ο 

µαθητής τοποθετείται σε ένα πλαίσιο του πραγµατικού κόσµου, που δεν εργάζεται 

καθόλου σε αυτό αλλά αντίθετα παραµένει στο Μαθηµατικό κόσµο. Σύµφωνα µε τον 

Κλαουδάτο (1996), τα στάδια (Β) και (C), µαζί µε τις διαδικασίες 2 και 3, αποτελούν 

τις κυρίαρχες δραστηριότητες της µαθηµατικής µας εκπαίδευσης, εντελώς 

αποκοµµένες από τον υπόλοιπο κύκλο, τουλάχιστον όσο αφορά στη διδασκαλία των 

πραγµατικών προβληµάτων. 

 

 

4.4.   Ο Σχεδιασµός  Ρεαλιστικών Μαθηµατικών ∆ραστηριοτήτων 

 

Η αναζήτηση µαθηµατικών προβληµάτων, προσιτών στους µαθητές, ευπρόσληπτων, 

µε ξεκάθαρη κατάσταση εκκίνησης και στόχου και διακριτές διαδικασίες επίλυσης, 

ικανών να τοποθετηθούν σε ένα πραγµατικό πλαίσιο προκαλώντας τους µαθητές να 

έρθουν σε επαφή µε αυτά, κρίνεται πια αναγκαία. Η Ρεαλιστική Μαθηµατική 

Εκπαίδευση (RME) υπεραµύνεται της αντιλήψεως ότι τα µαθηµατικά δεν είναι απλά 

ένα περιορισµένο σύνολο επινοηµάτων. Αντιθέτως, είναι ένα επιτηδευµένο σύνολο 

πρακτικών που αναπτύχθηκαν από µια κοινότητα σχεδιαστών και ερευνητών σε 

βάθος χρόνου (Cobb, Zhao, Visnovska, 2008).  

Η ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση, όσον αφορά τη διαδικασία µάθησης, βασίζεται σε 

τρεις διδακτικές και πέντε µαθηµατικές αρχές. Οι διδακτικές αρχές υποστηρίζουν ότι α) 

µαθαίνω µαθηµατικά σηµαίνει κάνω µαθηµατικά, β) ο τρόπος µάθησης είναι προσωπικός 

και ότι γ) η µάθηση γίνεται µε συγκεκριµένη σειρά. Από την άλλη µεριά, οι µαθηµατικές 

αρχές αναφέρονται α) στη δόµηση του περιεχοµένου των µαθηµατικών, β) στη 

µαθηµατική γλώσσα, γ) στη χρησιµότητα, δ) στην ισχύ τους, και ε) στην προσέγγισή τους. 

Το µοντέλο διδασκαλίας των ρεαλιστικών µαθηµατικών που έθεσε τις βάσεις για ριζική 

αναθεώρηση των στόχων του αναλυτικού προγράµµατος, των βιβλίων, των διδακτικών 

µεθόδων, της θέσης και του ρόλου των µαθητών και του εκπαιδευτικού, βασίστηκε: 

� στην οικοδόµηση της γνώσης πάνω στα άτυπα µοντέλα των µαθητών. 
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� στην καθοδηγούµενη προσωπική ανακάλυψη από τους µαθητές των µαθηµατικών 

εννοιών και δοµών. 

� στην οµαδική διδασκαλία µε αλληλεπίδραση στην τάξη. 

� στον καθοδηγητή εκπαιδευτικό που διαθέτει ποικίλες εναλλακτικές στρατηγικές 

στο ρεπερτόριό του. 

 

Οι Cobb et al., (2008) παραθέτουν τα τρία βασικά δόγµατα της RMΕ για το 

σχεδιασµό ρεαλιστικών µαθηµατικών δραστηριοτήτων: 

 

� Η δραστηριότητα που θα δοθεί στους µαθητές πρέπει να είναι εµπειρικά 

πραγµατική κατά την έναρξή της, µε την έννοια ότι θα είναι τέτοια ώστε να 

µπορούν απ’ ευθείας οι µαθητές να  δεσµευτούν σε µια µαθηµατική διεργασία 

που έχει νόηµα γι’ αυτούς (Gravemeijer, 1990; Streefland, 1991)  που θα 

οδηγεί άµεσα σε ερµηνείες και λύσεις αναπτύσσοντας ένα µαθηµατικά άτυπο 

τρόπο οµιλίας, συµβολισµού και επιχειρηµατολογίας (οριζόντια 

µαθηµατικοποίηση, κατά Treffer). Όπως πολύ σωστά επισηµαίνει και ο 

Thompson (1992), η αναγκαιότητα του πρώτου δόγµατος έγκειται στο 

γεγονός ότι αν οι µαθητές δεν εµπλακούν προσωπικά µε τη φαντασία τους στη 

µαθηµατική δραστηριότητα, πολύ δύσκολα θα πιστέψουν αργότερα ότι 

µπορούν να χρησιµοποιήσουν τα µαθηµατικά στον πραγµατικό κόσµο. 

 

� Πρέπει να υπάρχει συνέχεια µεταξύ της εµπειρικά πραγµατικής 

δραστηριότητας και των συµπερασµάτων που θέλουµε να βγάλουµε. ∆ηλαδή 

ο µαθηµατικά άτυπος τρόπος οµιλίας, ο συµβολισµός και η επιχειρηµατολογία 

να συνιστούν τη βάση για την προοδευτική µετάβαση στην κατακόρυφη 

µαθηµατικοποίηση. 

 

� Το τρίτο δόγµα αφορά τα µέσα που θα υποστηρίξουν τη διαδικασία της 

κατακόρυφης µαθηµατικοποίησης, κάτι που κατά κύριο λόγο αφορά τις 

δραστηριότητες που οι µαθητές θα δηµιουργήσουν καθώς και τα συµβολικά 

µοντέλα της άτυπης µαθηµατικής δραστηριότητας που θα εισαγάγουν. Αυτό 

στηρίζεται στην υπόθεση ότι µε οδηγό τον καθηγητή, τα µοντέλα των 

«άτυπων» µαθηµατικών των µαθητών µπορούν να εξελιχθούν σε µοντέλα για 

πιο γενική µαθηµατική επιχειρηµατολογία (Gravemeijer, 1999; Gravemeijer, 
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Cobb, Bowers, & Whitenack, 2000). Τα µέσα συµβολισµού δεν περιορίζονται 

στα συµβατικά µαθηµατικά σύµβολα. Τόσο ο Lakatos όσο και ο Freudenthal 

υπογραµµίζουν ότι ο µαθητής έχει το δικαίωµα να ακολουθήσει τη µαθησιακή 

πορεία που ακολούθησε το ανθρώπινο είδος. Αυτό δε σηµαίνει απαραίτητα 

ότι κατά τη διδασκαλία θα αναπαραχθεί κατά βήµα η ιστορική εξέλιξη µιας 

έννοιας, αλλά ότι τα φαινόµενα µέσω των οποίων αποκτούν περιεχόµενο οι 

µαθηµατικές έννοιες, πρέπει να αποκτήσουν τη βάση στήριξης µιας 

µαθησιακής/διδακτικής διαδικασίας που στοχεύει στην κατάκτηση αυτών των 

εννοιών (Κολέζα, 2000). Ο σχεδιαστής µιας ρεαλιστικής µαθηµατικής 

δραστηριότητας, οδηγείται από την ιστορική ανάλυση και την ανάλυση των 

άτυπων µαθητικών επιχειρηµάτων και εφευρίσκει µέσα συµβολισµού στα 

οποία οι µαθητές στην παρούσα φάση ανάπτυξής τους θα τα θεωρήσουν 

λογικά και χρήσιµα για να επιτύχουν µαθηµατικούς στόχους (Gravemeijer, 

1994). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

∆ΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 

 

Ως ∆ιακριτά Μαθηµατικά (∆.Μ) ονοµάζουµε µια ενότητα προγραµµάτων των 

Τµηµάτων των Μαθηµατικών και της Πληροφορικής που περιέχει στοιχεία από τη 

Θεωρία Αριθµών, τη Θεωρία Γραφηµάτων, των Αναδροµικών Ακολουθιών, 

Συνδυαστικής, της πεπερασµένης Θεωρίας οµάδων, της Προτασιακής Λογικής, τα 

γοητευτικά Fractals, και άλλων αντικειµένων των Μαθηµατικών που 

χαρακτηρίζονται από το πεπερασµένο, δηλαδή τα προβλήµατα που χειρίζονται και 

δουλεύουν σε πεπερασµένα σύνολα. Τα ∆.Μ αντιδιαστέλλονται των µαθηµατικών 

που εργάζονται σε σύνολα µε πυκνότητα, όπως των ρητών που µε τους οποίους 

διαπραγµατεύεται για παράδειγµα η Ανάλυση. Το συνθετικό αυτό πρόγραµµα των 

∆.Μ, θεωρήθηκε αναγκαίο τις τελευταίες δεκαετίες σε ορισµένα πανεπιστηµιακά 

τµήµατα, λόγω της ευρείας εφαρµογής του σε κλάδους όπως της πληροφορικής, της 

επιχειρησιακής έρευνας αλλά και άλλων τεχνικών κλάδων, όπως της αρχιτεκτονικής. 

Πολλοί κλάδοι εφαρµογής αξιοποιούν τα διακριτά µαθηµατικά προσφέροντας 

αποδοτικά  και ευκόλως υπολογίσιµα µοντέλα.   

 

 

5.1.   Ορισµός των ∆ιακριτών Μαθηµατικών 

 

Είναι πολύ δύσκολο να δοθεί ένας ορισµός που να προσδιορίζει µε σαφήνεια τα ∆.Μ. 

Μία προσέγγιση που θα µπορούσε να µας διαφωτίσει, είναι αυτή µέσω 

παραδειγµάτων. Τα παρακάτω ερωτήµατα αποτελούν παραδείγµατα επίλυσης 

στοιχειωδών καθηµερινών προβληµάτων µέσω των ∆ιακριτών Μαθηµατικών. 

� Ποιος είναι ο πιο σύντοµος τρόπος για να ταξινοµήσεις κατά αλφαβητική 

σειρά έναν κατάλογο µε ονόµατα; 

� Πώς ένα CD player διαβάζει σωστά τους κώδικες ενός χαραγµένου CD; 

� Πώς µπορεί να µοιραστεί  µια περιουσία µε δίκαιο τρόπο; 
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� Πώς πρέπει να τοποθετηθούν τα καρτοτηλέφωνα σε διάφορες γωνίες µίας 

πόλης, έτσι ώστε σε κάθε γωνία να αντιστοιχεί  ένα καρτοτηλέφωνο που να 

απέχει το πολύ ένα τετράγωνο από αυτή; 

� Πως µπορούµε να ζωγραφίσουµε έναν χάρτη µόνο µε τέσσερα χρώµατα αν 

θεωρήσουµε ότι οι περιοχές που έχουν κοινή ακµή δεν µπορούν να 

χρωµατιστούν µε το ίδιο χρώµα (πρόβληµα των τεσσάρων χρωµάτων); 

� Αν µία οµάδα από ν παίκτες φοράει άσπρα και µαύρα καπέλα και ο κάθε 

παίκτης µπορεί να δει µόνο το καπέλο των άλλων και αν κάθε ώρα που 

περνάει έρχεται κάποιος και  ρωτάει ποιος γνωρίζει το χρώµα του καπέλου 

του, µετά από πόσες επισκέψεις θα είναι ικανοί οι παίκτες να γνωρίζουν το 

χρώµα ; 

� Πόσα ζευγάρια λαγουδάκια θα έχουν γεννηθεί µέχρι το τέλος ενός έτους, αν 

γνωρίζουµε ότι κάθε νέο ζευγάρι που γεννιέται, µπορεί να αναπαραγάγει µετά 

από δύο µήνες και έκτοτε να γεννάει κάθε µήνα; Θεωρούµε ότι το πρώτο 

ζευγάρι που έχουµε, θα γεννήσει µετά από έναν µήνα (πρόβληµα Fibonacci). 

� Ποια είναι η ερώτηση που πρέπει να κάνει κάποιος αν έχει µπροστά του δύο 

ανθρώπους που ο ένας λέει µόνο ψέµατα και ο άλλος µόνο αλήθεια, αν θέλει 

να µάθει προς τα πού να κατευθυνθεί; 

� Υποθέτουµε ότι το διπλανό γράφηµα 

απεικονίζει το χάρτη µιας πόλης, µε τις 

κορυφές αυτού να παριστάνουν τα σπίτια των 

κατοίκων της και οι ακµές τους δρόµους της 

πόλης. Ποια διαδροµή πρέπει να ακολουθήσει 

ο ταχυδρόµος, ώστε να περάσει από όλα τα 

σπίτια ακριβώς µία φορά και έπειτα να φύγει 

(πρόβληµα του Hamilton) 

 

Τα παραπάνω προβλήµατα έχουν πολλά και σηµαντικά κοινά χαρακτηριστικά. Είναι 

εύληπτα και ενδιαφέροντα, διαπραγµατεύονται καταστάσεις του πραγµατικού 

κόσµου και µπορούν να αντιµετωπισθούν χωρίς χρήση των µαθηµατικών που 

διδάσκονται στο σχολείο. Τα ∆.Μ. είναι το ίδιο αποκαλυπτικά και ενδιαφέροντα και 

για τους εκπαιδευτικούς που αναζητούν νέους τρόπους διδασκαλίας. Οι αναζητήσεις 

τους αυτές στο πεδίο των ∆.Μ. θα τους φανούν µελλοντικά χρήσιµες και ευεργετικές 

για τη γενικότερη διδασκαλία των µαθηµατικών. 
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Ο Joseph G. Rosenstein έδωσε τον παρακάτω ορισµό: 

«∆ιακριτά µαθηµατικά είναι ο κλάδος των µαθηµατικών που διαπραγµατεύεται 

διακανονισµούς διακριτών αντικειµένων. Περιλαµβάνει µεγάλο εύρος θεµάτων και 

τεχνικών που εµφανίζονται στην καθηµερινή ζωή, όπως για παράδειγµα η εύρεση της 

καλύτερης διαδροµής για να φτάσεις από τη µία πόλη στην άλλη. Τα διακριτά 

αντικείµενα είναι στην περίπτωση αυτή, οι πόλεις τοποθετηµένες σε ένα χάρτη. Είναι 

ο κλάδος για να βρεις τον καλύτερο τρόπο σχεδιασµού µιας λίστας εργασιών, τον 

τρόπο που οι υπολογιστές αποθηκεύουν και επανακτούν πληροφορίες. Είναι τα 

µαθηµατικά που χρησιµοποιούνται από εκείνους που λαµβάνουν αποφάσεις στην 

κοινωνία µας, από εκείνους που εργάζονται για την Κυβέρνηση και που ασχολούνται 

µε το Υγειονοµικό σύστηµα, τις Μεταφορές και την Τηλεπικοινωνία. Οι πολλαπλές 

λειτουργίες τους, βοηθούν τους µαθητές να συνειδητοποιήσουν τη σχέση των 

µαθηµατικών µε τον πραγµατικό κόσµο». 

 

 

5.2.   Εφαρµογές των ∆ιακριτών Μαθηµατικών 

 

Τα ∆.Μ προσφέρουν εύκολη εφαρµογή και εποπτεία, άµεση µαθηµατικοποίηση 

ρεαλιστικών καταστάσεων, ενεργοποίηση πρωτογενούς συνδυαστικής σκέψης 

µερικώς απεξαρτηµένης του επιπέδου θεωρητικής κατάρτισης. Όλα τα προηγούµενα, 

δίνουν την ευκαιρία στο διδάσκοντα να δηµιουργήσει ένα περιβάλλον διαφορετικό 

από τα κοινά µαθηµατικά, να χρησιµοποιήσει το παιχνίδι, να προκαλέσει το 

ενδιαφέρον ακόµη και των µη καλών µαθητών. Τα παραπάνω πλεονεκτήµατα 

επιβεβαιώθηκαν και στο συνέδριο που έγινε στο Rutgers University, τον Οκτώβριο 

του 1992, όταν θεωρήθηκαν η ελπίδα ανανέωσης  του ενδιαφέροντος των µαθητών 

για τα µαθηµατικά. Άρθρα µε εισηγήσεις έµπειρων εκπαιδευτικών  στο συνέδριο 

αυτό, έχει εκδώσει  η Αµερικάνικη Μαθηµατική Εταιρεία (DIMACS: Series in 

Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, Vol.36, Discrete 

Mathematics in the school). 

 

∆ιεθνώς, έχουν γίνει πολλές προσπάθειες για την ένταξη των ∆ιακριτών 

Μαθηµατικών στα αναλυτικά προγράµµατα των µαθηµατικών της Μέσης 
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Εκπαίδευσης. Στις Ηνωµένες Πολιτείες Αµερικής, κάθε πρόσφατη εθνική αναφορά 

στη µαθηµατική εκπαίδευση, περιλαµβάνει και µια εισήγηση για τη διδασκαλία των 

∆.Μ. . Συγκεκριµένα, το Εθνικό Συµβούλιο των Εκπαιδευτικών των Μαθηµατικών 

(N.C.T.M.,1989) συνιστά ότι, η εκπαίδευση όλων των µαθητών πρέπει να 

περιλαµβάνει και τη σπουδή των ∆.Μ. Σήµερα, σε πολλές πολιτείες των ΗΠΑ, τα 

∆.Μ. έχουν ενταχθεί στο Αναλυτικό Πρόγραµµα. Η Γαλλική εκπαιδευτική κοινότητα 

συγκλίνει υπέρ της εισαγωγής τους στη Μέση Εκπαίδευση σύµφωνα µε το άρθρο των 

Grenier & Payan (1998), στο οποίο αναφέρουν, εκτός των άλλων, ότι στην Ουγγαρία 

έχουν ήδη ενταχθεί στο Αναλυτικό Πρόγραµµα της Μέσης Εκπαίδευσης. Αξίζει να 

σηµειωθεί ότι η Ουγγαρία έχει υψηλό επίπεδο έρευνας στα ∆.Μ. και από τις 

καλύτερες σχολές στον κλάδο αυτό παγκοσµίως. 

 

Στο New Jersey γίνεται µεγάλη συζήτηση για τη χρησιµότητα και την αναγκαιότητα 

των ∆ιακριτών Μαθηµατικών στο αναλυτικό πρόγραµµα. Τα κυριότερα επιχειρήµατα 

που προβάλλουν είναι ότι τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά είναι: 

 

α) Εφαρµόσιµα: Τα τελευταία χρόνια, θέµατα των ∆ιακριτών Μαθηµατικών 

αποτέλεσαν χρήσιµα εργαλεία παροχής δυναµικών µοντέλων επίλυσης δύσκολων 

προβληµάτων. 

β) Προσβάσιµα: Η αριθµητική και η χρήση βασικής άλγεβρας είναι συνήθως 

αρκετή για την κατανόηση των εφαρµογών τους. 

γ) Ελκυστικά: Ενώ είναι εύκολα κατανοητά, εντούτοις απαιτούν βαθύτερη 

σκέψη επίλυσης και διερεύνησης, προκαλώντας έτσι το ενδιαφέρον των µαθητών 

αφού τους οδηγούν στην εξερεύνηση και στην ανακάλυψη. 

δ) Κατάλληλα: Τόσο δηλαδή για τους µαθητές που είναι ικανοί στα 

µαθηµατικά και που προσβλέπουν σε επιστηµονική καριέρα, όσο και για µαθητές που 

είναι αδύναµοι σε αυτά και που πιθανών χρειάζονται µία νέα αρχή. 

 

Οξύµωρο πραγµατικά, το γεγονός ότι τα ∆ιακριτά Μαθηµατικά, που ικανοποιούν 

όλες τις παραπάνω προϋποθέσεις, απουσιάζουν από το Αναλυτικό Πρόγραµµα της 

χώρας µας. Θα µπορούσαν να κεντρίσουν το ενδιαφέρον των µαθητών γιατί, εκτός 

του ότι προάγουν την ολιστική προσέγγιση δίδοντας έµφαση τόσο στο όλο όσο και 
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στην ανεξαρτησία των µερών,  µπορούν να βρουν και άµεση χρήση στη ζωή. Παρά 

το γεγονός ότι στο παρελθόν σηµειώθηκε από το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο µία 

προσπάθεια ένταξης κάποιων στοιχείων των ∆.Μ. στο Αναλυτικό Πρόγραµµα 

(Αριθµοθεωρία και ακολουθία Fibonacci), σήµερα φαίνεται αυτή η προσπάθεια να 

είναι σε ύφεση. Ενώ η γνώση τους στο διεθνές προσκήνιο θεωρείται αναγκαία και 

ικανή να εφοδιάσει τους µαθητές µε δεξιότητες που θα τους φανούν χρήσιµες στην 

καθηµερινή ζωή και θα τους καταστήσει ικανούς να ανταπεξέλθουν στην κοινωνία 

της ραγδαίας αυξανόµενης τεχνολογίας που ζούµε, στη χώρα µας η ανάλογη πείρα 

διδασκαλίας τους στη Μέση Εκπαίδευση διάγει την παιδική της ηλικία.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΕΣ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΕΣ 

 

Η συναισθηµατική διάσταση της µάθησης των Μαθηµατικών είναι ένας από τους 

τοµείς που οι ερευνητές µελετούν συστηµατικά, µε απώτερο στόχο να κατανοήσουν 

καλύτερα την προέλευση, τη δοµή και τις πολλαπλές επιπτώσεις του τοµέα αυτού στη 

µάθηση των Μαθηµατικών. Η ανάγκη για την εύρεση τρόπων που θα αλλάξουν τη 

στάση των µαθητών απέναντι στα Μαθηµατικά κρίνεται επιτακτική. 

 

Ο Cockcroft  (1982), επεσήµανε ότι   

 

Οι εµπειρίες των παιδιών δεν προέρχονται από ξεχωριστές αποσκευές µε «ετικέτες 

µαθηµάτων». Όταν τα παιδιά εξερευνούν τον κόσµο γύρω τους, µεταξύ άλλων, 

κερδίζουν και σε µαθηµατικές εµπειρίες. Γι’ αυτό ο καθηγητής οφείλει να βρει 

τρόπους να προκαλέσει µαθηµατικές εµπειρίες µε τη βοήθεια ενός ευρέος φάσµατος 

δραστηριοτήτων για τα παιδιά. 

 

Η παραδοσιακή διδασκαλία δεν ενδείκνυται για την ανάπτυξη θετικής στάσης 

απέναντι στα µαθηµατικά και για τη συσχέτισή τους µε τον πραγµατικό κόσµο. Οι 

εναλλακτικές διδασκαλίες φαίνεται να αποτελούν πηγή έµπνευσης για τη δηµιουργία 

ενός νέου περιβάλλοντος µάθησης που θα προάγει τη µαθηµατική σκέψη και 

επικοινωνία. 

 

 

6.1. Παιδαγωγικές Αρχές για το σχεδιασµό εναλλακτικών διδασκαλιών 

 

Ο Harel (2001), προτείνει τρεις βασικές παιδαγωγικές αρχές, που αναλύονται 

παρακάτω, για το σχεδιασµό εναλλακτικών διδασκαλιών: την αρχή της δυαδικότητας, 
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την αρχή της αναγκαιότητας και την αρχή του επαναλαµβανόµενου συλλογισµού 

(Duality, Necessity, Repeated Reasoning : DNR).  

 

 

6.1.1.   Η αρχή της  δυαδικότητας 

 

Βασικός παράγοντας της αρχής της δυαδικότητας είναι ο διαχωρισµός του τρόπου 

που σκεφτόµαστε από τον τρόπο που κατανοούµε (Harel, 1998). Η ιδιαιτερότητα 

αυτού του διαχωρισµού έγκειται κυρίως στην αµοιβαία γνωστική επίπτωση των 

τρόπων που σκεφτόµαστε και των τρόπων που κατανοούµε, το ουσιαστικό τελικά 

περιεχόµενο της αρχής της δυαδικότητας:   

 

Ο τρόπος που σκέφτονται οι µαθητές επηρεάζει τον τρόπο που κατανοούν 

µαθηµατικές έννοιες. Αντίστροφα, το πώς οι µαθητές φτάνουν στο να κατανοήσουν 

µια µαθηµατική έννοια επηρεάζει τον τρόπο που σκέφτονται (Harel, 1998, σελ. 497).   

 

 

6.1.2.   Η αρχή της αναγκαιότητας 

 

Η αρχή της αναγκαιότητας αναφέρει:  

 

Οι µαθητές είναι πιθανό να µάθουνε, αν καταλάβουν την ανάγκη για αυτό που 

πρόκειται να µάθουν, εννοώντας µε τον όρο ανάγκη, τη διανοητική ανάγκη σε 

αντίθεση µε την κοινωνική ή οικονοµική ανάγκη (Harel, 1985, 1990, 1998). 

 

Ο όρος διανοητική ανάγκη αναφέρεται στη συµπεριφορά που εκδηλώνεται εσωτερικά 

στους µαθητευόµενους όταν αντιµετωπίζουν µία ασύµβατη κατάσταση ή ένα άλυτο 

πρόβληµα, βάσει πάντα της προϋπάρχουσας γνώσης. Μία τέτοια αναµέτρηση 

προκαλεί τους µαθητευόµενους, διεγείρει την επιθυµία τους να ψάξουν έναν τρόπο 

για να οδηγηθούν στη λύση και βοηθά στην οικοδόµηση νέας γνώση. ∆εν υπάρχει 

κάποια εγγύηση ότι οι µαθητευόµενοι θα οικοδοµήσουν τη γνώση που αναζητάµε ή 

κάποια άλλη γνώση, αλλά οποιαδήποτε κι αν είναι αυτή, θα έχει σίγουρα νόηµα γι’ 

αυτούς µε την έννοια ότι ενσωµατώνεται στο προϋπάρχον γνωστικό τους σχήµα, 
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αποτελεί προϊόν δική τους προσπάθεια και οδηγείται από την προσωπική τους 

διανοητική ανάγκη (Harel, 2001).  

 

Η πραγµατοποίηση της αρχής της αναγκαιότητας εµπεριέχει:  

α) αναγνώριση για το τι συνιστά διανοητική ανάγκη για έναν συγκεκριµένο  

πληθυσµό µαθητών, 

β) ανάπτυξη ενός συστήµατος καταστάσεων - προβληµάτων που αντιστοιχούν στη 

διανοητική τους ανάγκη, την επίλυση των οποίων αναζητεί η προϋπάρχουσα  γνώση, 

γ) δηµιουργία ενός διδακτικού περιβάλλοντος όπου οι µαθητές µπορούν να  

εκµαιεύσουν τη γνώση δεσµευόµενοι µε το σύστηµα (Harel, 1998).  

 

Τα παραπάνω δεν αποτελούν τα τρία βήµατα ενός κανόνα που πρέπει ιεραρχικά να 

ακολουθηθεί, αλλά αποτελούν την ουσία τριών αδιαχώριστων απόψεων έρευνας στη 

µάθηση, στην ανάπτυξη του αναλυτικού προγράµµατος και στη διδασκαλία. 

 

 

6.1.3.   Η αρχή του επαναλαµβανόµενου συλλογισµού 

 

Καθώς η αρχή της αναγκαιότητας συµβάλλει στην αρχική τυποποίηση µιας έννοιας, η 

αρχή του επαναλαµβανόµενου συλλογισµού εκπροσωπεί την εσωτερικοποίηση και 

την ενσωµάτωσή της. Η αρχή υποστηρίζει:  

 

Οι µαθητές πρέπει να εξασκηθούν στο συγκεκριµένο συλλογισµό προκειµένου 

να εσωτερικεύσουν και να ενσωµατώσουν συγκεκριµένους τρόπους σκέψης και 

κατανόησης (Harel, 2001, σελ. 209).  

 

Σύµφωνα µε τους Harel & Sowder (2005), η ενσωµάτωση και η εσωτερίκευση 

συγκεκριµένων τρόπων σκέψης, γίνεται έπειτα από ιδίου τύπου επαναλαµβανόµενους 

συλλογισµούς, ενώ η παραβίαση αυτού του σταδίου µπορεί να οδηγήσει σε 

«επιφανειακή» µάθηση. 
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6.2.   Βιωµατική µάθηση  

 

Η βιωµατική µάθηση είναι µία εναλλακτική προσέγγιση µάθησης, η οποία µπορεί να 

διευκολύνει σε υψηλό βαθµό τον τρόπο που αυτή τελικά θα αποκτηθεί. Αποτέλεσε 

πεδίο µελέτης από την πρώτη στιγµή που εκδηλώθηκε ενδιαφέρον για τις διαδικασίες 

µάθησης και διδακτικής, δεδοµένου ότι τα µαθηµατικά µπορούν να αποτελέσουν ένα 

πολύ δυνατό εργαλείο στα χέρια ενός µαθητή, όταν βρίσκονται σε πλήρη συνάρτηση 

µε τον πραγµατικό του κόσµο. Για να εκτιµηθεί δηλαδή η διδακτική τους αξία, θα 

πρέπει ουσιαστικά να βιώνεται η άµεση εµπειρία της χρήση τους µέσα στο 

Αναλυτικό Πρόγραµµα.  

 

Η βιωµατική µάθηση εισάγει ευχάριστα και απλά τα παιδιά στον κόσµο των 

µαθηµατικών, και συγκεκριµένα των ∆ιακριτών Μαθηµατικών. Κερδίζει τη θετική 

τους στάση, αναδεικνύοντας τη δύναµη των µαθηµατικών για επικοινωνία και 

εξήγηση. Η Boaler (2000), ασχολήθηκε ιδιαίτερα µε την επιρροή των µαθησιακών 

περιβάλλοντων στη µάθηση. Η άποψη της είναι ότι οι µαθητές δε µαθαίνουν απλά 

µεθόδους και διαδικασίες στην τάξη τους, αλλά µαθαίνουν πώς να µαθαίνουν 

µαθηµατικά. Ένα ευχάριστο µαθησιακό περιβάλλον µπορεί να δράσει καταλυτικά 

στη µάθηση. 

 

Οι τρεις µεγάλες παραδόσεις της βιωµατικής µάθησης, όπως καταγράφονται από τον 

Kolb (1984, σελ. 12), προέρχονται από τους Dewey, Lewin και Piaget (∆εδούλη, σελ. 

146). 

 

Ο Dewey από τη φιλοσοφική σκοπιά του πραγµατισµού, επεσήµανε το 1938 τη 

σχέση ανάµεσα στην εκπαίδευση και την εµπειρία και διακήρυξε την πεποίθησή του 

ότι κάθε γνήσια µορφή εκπαίδευσης γεννιέται µέσα από την εµπειρία. Ανέφερε 

χαρακτηριστικά ότι «υπάρχει µια εσωτερική και αναγκαία σχέση ανάµεσα στις 

διαδικασίες τρέχουσας εµπειρίας και εκπαίδευσης» (Dewey, 1938, σελ.12) και 

µελέτησε ποιες εµπειρίες είναι κατάλληλες να προάγουν τη µάθηση. 

 

Ο Lewin έδειξε ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη σύνδεση θεωρίας και πράξης. Η εργασία 

του στη δυναµική των οµάδων, καθώς και η µεθοδολογία της έρευνας – δράσης 

ανέδειξαν την αξία της υποκειµενικής προσωπικής εµπειρίας στη µάθηση.  
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Η συνεισφορά, τέλος, του Piaget στη βιωµατική µάθηση, έγκειται κυρίως στην 

περιγραφή της µάθησης, ως µιας διαδικασίας αλληλεπίδρασης µεταξύ του προσώπου 

και του περιβάλλοντος. 

 

Οι Kolb & Fry (1975), δηµιούργησαν ένα διάσηµο µοντέλο αποτελούµενο από 4 

στοιχεία: συγκεκριµένη εµπειρία, παρατήρηση και ανάκληση, τυποποίηση αφηρηµένων 

εννοιών και δοκιµασία σε νέες καταστάσεις.  

 

 

 

 

Τοποθέτησε αυτά τα στοιχεία σ’ ένα διάσηµο κύκλο βιωµατικής µάθησης που 

περιλαµβάνει:   (1) τη δοκιµασία σε νέες καταστάσεις, 

    (2) την ακολουθούµενη εµπειρία, 

   (3) την παρατήρηση και την εµπλουτισµένη εµπειρία που  

   δοµείται και 

    (4) την τυποποίηση των αφηρηµένων εννοιών που προκύπτουν. 

 
Οι Kolb & Fry (1975) λένε ότι ο κύκλος µπορεί να ξεκινήσει από οποιοδήποτε 

σηµείο από τα τέσσερα και ότι στην πραγµατικότητα πρέπει να προσεγγιστεί ως ένα 

συνεχές σπιράλ. Παρόλα αυτά προτείνεται ότι η διαδικασία µάθησης συχνά ξεκινά µε 

το άτοµο πρώτα να πραγµατοποιεί µια συγκεκριµένη δράση και ύστερα να βλέπει τα 

αποτελέσµατα που συµβαίνουν στη συγκεκριµένη περίπτωση, έτσι ώστε αν η 

συγκεκριµένη δράση επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες συνθήκες είναι πιθανό να 

προσδοκά τα αναµενόµενα αποτελέσµατα.  

 
 

τυποποίηση 
αφηρηµένων 
εννοιών 

 

 
 

δοκιµασία σε 
νέες 

καταστάσεις. 

 
 
 

συγκεκριµένη 
εµπειρία 

 

 
παρατήρηση 

 και ανάκληση 
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Η διαδικασία µάθησης ξεκινά µε το άτοµο πρώτα να πραγµατοποιεί µια 

συγκεκριµένη δράση και ύστερα να στοχάζεται πάνω στα αποτελέσµατα. Εάν η 

συγκεκριµένη δράση επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες συνθήκες, προσδοκούνται το 

πιθανότερο ανάλογα αποτελέσµατα.  

 

Ο µαθητής περνά πλέον από τη δράση και το αποτέλεσµα, στην κατανόηση της 

γενικής αρχής της συγκεκριµένης περίπτωσης. Το σύνολο των δράσεων σε µια 

ποικιλία ανάλογων περιστάσεων οδηγεί στη γενίκευση, στην απόκτηση εµπειρίας και 

πέραν της συγκεκριµένης περίστασης. Η κατανόηση βέβαια της γενικής αρχής, δεν 

καθιστά κάποιον σίγουρα ικανό να εκφράσει την αρχή µε ένα συµβολικό µέσο, όπως 

µε τις λέξεις. Η µεταφορά της µάθησης σε άλλα σύνολα και περιστάσεις παρουσιάζει 

συχνά δυσκολίες, αλλά  φαίνεται να αποτελεί έναν ασφαλή κώδικα προσέγγισης. Το 

τελευταίο βήµα, σύµφωνα µε τον David Kolb είναι η, στη βάση της γενίκευσης, 

πρακτική εφαρµογή σε άλλες περιστάσεις.  

 

Στο πέρασµα του χρόνου το ενδιαφέρον των ερευνητών για τη βιωµατική µάθηση 

εντείνεται. Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της βιωµατικής µάθησης, κατά τους Lee 

Andresen, Boud & Cohen (2000) είναι ότι πρωταγωνιστικό ρόλο στη διδασκαλία και 

τη µάθηση έχει η εµπειρία του µαθητευοµένου. Αυτή η εµπειρία δοµείται είτε από 

γεγονότα που συνέβησαν στο µακρινό ή κοντινό παρελθόν του, είτε ακόµα από τη 

συµµετοχή του σε δραστηριότητες που σχεδιάζονται από δασκάλους ή άλλους 

διαµεσολαβητές. Κλειδί της βιωµατικής µάθησης αποτελεί το γεγονός ότι στη 

συνέχεια, οι µαθητευόµενοι αναλύουν την εµπειρία τους, συλλογίζονται πάνω σε 

αυτήν και την αξιολογούν και την ανακατασκευάζουν δίδοντας της ένα απτό νόηµα. 

Η ποιότητα του συλλογισµού του µαθητευοµένου πάνω στην εµπειρία του, 

προσδιορίζει τελικά και το τι θα συγκρατήσει στο µυαλό του. Ο στοχασµός αυτός, 

υποσκελίζει ακόµα και τη φύση της ίδιας της ανασυρθείσας εµπειρίας. Η κριτική της 

εµπειρίας του οδηγεί σε µια νέα εµπλουτισµένη εµπειρία.  
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6.2.1.   Αρχές βιωµατικής µάθησης 

 

Η ∆εδούλη στην έρευνά της πάνω στη Βιωµατική µάθηση, πέραν των ανωτέρω,  

δοµεί συνοπτικά και τις κυριότερες αρχές αυτής: 

 

� Η βιωµατική µάθηση αξιοποιεί τα βιώµατα των µαθητών ή προκαλεί νέα 

βιώµατα. 

� Ενθαρρύνει το µαθητή να συµµετέχει ενεργητικά στη διαδικασία της µάθησης 

και να οικειοποιείται το θέµα που προσεγγίζει µέσω της επένδυσης 

προσωπικού ενδιαφέροντος σ’ αυτό. 

� Τον προτρέπει να ερευνά, να ανακαλύπτει, να ενεργοποιεί τη φαντασία του 

και τη δηµιουργικότητα του. 

� Προτείνει την αναζήτηση ή τη δηµιουργία νοήµατος αντί της 

αποµνηµόνευσης πληροφοριών. 

� Στοχεύει στην αρτίωση της νοητικής και συγκινησιακής διαδικασίας, 

κινητοποιώντας το µαθητή διανοητικά και συναισθηµατικά, αφού είναι 

παραδεκτό ότι η µάθηση βασίζεται στη σχέση και την αλληλεπίδραση γνώσης 

και συναισθηµατικών διεργασιών. 

� Βοηθά το µαθητή να αντιληφθεί το ρόλο των κοινωνικών, οικονοµικών, 

ιστορικών και πολιτισµικών παραγόντων στη διαµόρφωση του κοινωνικού 

γίγνεσθαι και να συνειδητοποιήσει τον τρόπο µε τον οποίο οι κοινωνικές 

συνιστώσες συναντώνται µε την προσωπική του ιστορία (Postle, 1993, 36). 

� Προωθεί την αυτογνωσία του µαθητή. 

 

Κατά τους Boud, Cohen και Walker (1993) οι αρχές της βιωµατικής µάθησης που 

αφορούν την εµπειρική µάθηση είναι: 

� Η εµπειρία αποτελεί το θεµέλιο και το ερέθισµα της µάθησης. 

� Οι µαθητευόµενοι κατασκευάζουν ενεργητικά την εµπειρία τους. 

� Η µάθηση είναι µια ολιστική διαδικασία. 

� Η µάθηση είναι κοινωνικά και πολιτισµικά κατασκευασµένη. 

� Η µάθηση επηρεάζεται από το κοινωνικό-συναισθηµατικό περιβάλλον µέσα 

στο οποίο δοµείται. 
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6.2.2.   Βιωµατικές δραστηριότητες 

 
Η βιωµατική µάθηση δεν καθορίζεται µόνο από τη µορφή των δραστηριοτήτων – 

εµπειριών που θα την εισαγάγουν στη σχολική τάξη, αλλά και από το πνεύµα που 

διακατέχει την υλοποίηση αυτών. Όπως άλλωστε επεσήµανε και ο Dewey (1938), το 

πρόβληµα δεν είναι η απουσία των εµπειριών, αλλά η ελλιπής και λανθασµένη µορφή 

τους – ελλιπής και ελαττωµατική από την άποψη της σχέσης τους µε την παραπέρα 

εµπειρία. Ο Dewey αναφέρθηκε εκτενώς στα κριτήρια επιλογής εποικοδοµητικών 

εµπειριών, που πρέπει να έχει ένας εκπαιδευτικός για τους µαθητές του. 

Συγκεκριµένα, έγραψε:  

 

∆ουλειά του (εκπαιδευτή) είναι να εξασφαλίζει εµπειρίες, που δεν απωθούν τον 
σπουδαστή αλλά ενεργοποιούν τη δραστηριότητά του, γεννούν µια ευχαρίστηση κάτι 
περισσότερο από πρόσκαιρη και δηµιουργούν την προϋπόθεση για άλλες, 
µελλοντικές, περισσότερο ευχάριστες εµπειρίες (Dewey, 1938, σελ. 17). 

 

Η βιωµατική µάθηση απαιτεί τη συνδροµή όλων των µερών ενός µαθητικού 

εγκεφάλου, της νόησης, των συναισθηµάτων, των αισθήσεων. Για παράδειγµα, η 

µάθηση µέσω του παιξίµατος ρόλων και παιχνιδιών, τυπικά αναµειγνύει τη νόηση, 

κάποιες από τις αισθήσεις και µια ποικιλία συναισθηµάτων. Η επίτευξη ουσιαστικά 

της µάθησης κατακτάται µέσω όλων των παραπάνω (Andresen et al., 2000). Η 

βιωµατική µάθηση προάγει την κοινωνική υπόσταση του µαθητή που επιστρατεύει 

και τη ψυχή του και το σώµα του. Σύµφωνα µε τον Lave (1993),  η µάθηση είναι ένα 

κοινωνικό φαινόµενο που στηρίζεται στην εµπειρία του µαθητή, τον καθιστά ενεργό 

µέλος µιας κοινωνίας, που δρα, που αναπτύσσει σχέσεις, που αναπνέει (Boaler, 

2000).  

 

 

6.2.3.   Το Παιχνίδι των Ρόλων 

 

Το παιχνίδι των ρόλων αποτελεί µέθοδο διδασκαλίας της βιωµατικής µάθησης και 

είναι το προϊόν του παίζω (θέατρο), του παιχνιδιού και της προσοµοίωσης. Οι 

McSharry & Jones (2000) αναφέρουν: «Στην εκπαίδευση επιστηµονικών µαθηµάτων 

το παιχνίδι των ρόλων µπορεί να θεαθεί σαν την αλληλεπίδραση ή τον συνδυασµό 
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αυτών των τριών στοιχείων - οδηγώντας τον µαθητή που παριστάνει αυτή τη 

δραστηριότητα, στη µάθηση » . 

 

Σύµφωνα µε τον Κανίδη (2005), στην τεχνική διδασκαλίας παιχνίδι ρόλων όλες οι 

βασικές συνιστώσες προέρχονται από το παίζω. Το κύριο δηλαδή συστατικό της 

επιτυχίας αυτής της τεχνικής, στη δόµηση εννοιών και στη µάθηση, είναι ότι 

βασίζεται στο «παιχνίδι». Οι εκπαιδευόµενοι είναι ήδη έµπειροι στο να παίζουν και 

το παιχνίδι αποτελεί ένα µέσο για την ανάπτυξη γνώσης και λογικής (Piaget, 1951). Η 

επιθυµία για παιχνίδι και η µάθηση που συνεπάγεται, είναι το βασικό συστατικό της 

ανθρώπινης ψυχολογίας και αποτελεί το δυναµικό εσωτερικό παράγοντα κάθε 

παιδιού (Taylor 1987). Το παιχνίδι στο πλαίσιο της τεχνικής αυτής, αποκτά µια 

εκπαιδευτική λειτουργία όταν η σχεδίαση και η εκτέλεση της δραστηριότητας 

καθοδηγούνται από τον εκπαιδευτικό και ο εκπαιδευόµενος εκτελεί τη 

δραστηριότητα µε στόχο συγκεκριµένα προσδοκώµενα µαθησιακά αποτελέσµατα 

(McSharry & Jones, 2000). 

 

Το παίξιµο ρόλων εισήχθη στις Ηνωµένες Πολιτείες ως θεραπευτική διαδικασία από 

τον Βιεννέζο ψυχίατρο Moreno το 1930. Ο Moreno ήταν ο πρώτος που πλαισίωσε µε 

επιστηµονικό τρόπο το παιχνίδι ρόλων για τη µελέτη της συµπεριφοράς, την 

απελευθέρωση συναισθηµάτων και τη θεραπεία των ασθενών του (Corsini, Shaw & 

Blake, 1961). Η εκπαιδευτική χρήση της τεχνικής αυτής εντοπίζεται και στη 

Γερµανία τη δεκαετία του 1920 για την εκπαίδευση των αξιωµατικών του στρατού µε 

εντυπωσιακά αποτελέσµατα (Corsini, et al., 1961, Wohlking & Gill, 1980). Οι πρώτες 

δηµοσιεύσεις που αφορούν στη χρήση της τεχνικής για την επίτευξη εκπαιδευτικών 

στόχων και στόχων κατάρτισης εµφανίζονται στην Ολλανδία την δεκαετία του 1950 

(Wieringa, 1957). Στη συνέχεια η εκπαιδευτική της αξία διαδίδεται όλο και 

περισσότερο και σήµερα συναντάται τόσο σε Πανεπιστηµιακά Προγράµµατα 

Σπουδών, όσο και σε επιµορφωτικά προγράµµατα στις επιχειρήσεις και τη 

βιοµηχανία. Νεότερες δηµοσιεύσεις περιγράφουν τη χρήση της σε ένα ευρύ πεδίο 

επιστηµονικών θεµάτων όπως:  

 

• στην Αναλυτική Χηµεία για τη διδασκαλία της δοµής των ατόµων (Walters ,1991, 

Laszlo, 2000).  

• στη Βιολογία για τη διδασκαλία της σύνθεσης πρωτεϊνών (Stencil 1993).  
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• στη διδασκαλία µαθηµατικών εννοιών και ιδιαίτερα της ακολουθίας Fibonacci 

(Owens, 1997).  

• στη διδασκαλία Αστρονοµίας και Φυσικής στο Εθνικό Πανεπιστήµιο της 

Αυστραλίας ( Francis & Byrne, 1999).  

• στη Πληροφορική για τη διδασκαλία του Αλγορίθµου Ταξινόµησης των Στοιχείων  

( Κανίδης, 2005 ).  

  
 
6.2.3.1 Κατηγοριοποίηση των διδασκαλιών µε την τεχνική Παιχνίδι των  

Ρόλων 
 
Οι McSharry & Jones (2000) αναφέρουν εφτά ευρείες κατηγορίες για το Παιχνίδι των 

Ρόλων. Παρακάτω παραθέτουµε αυτές τις κατηγορίες, αναφέροντας κάποια 

στοιχειώδη παραδείγµατα. 

 

1. Πείραµα/Εξερεύνηση: Μπορεί να εφαρµοστεί σε οποιοδήποτε  

 έµπρακτα πραγµατοποιήσιµο πείραµα. 

2. Παιχνίδια: Παιχνίδια µε κάρτες, ζάρια, παιχνίδια µνήµης. 

3. Παρουσιάσεις: Ο µαθητής παίζει έναν ρόλο κάνοντας για παράδειγµα  

 ένα σχόλιο στην τηλεόραση 

4. Παιχνίδι Ρόλων Μεταφοράς: Τα παιδιά µιµούνται κάποιους ήρωες,  

ανθρώπινα αγάλµατα κ.α. 

5. Αναλογικά Παιχνίδια Ρόλων: Χρησιµοποιούµε τους µαθητές σαν  

αντικείµενα ή συστατικά µιας επιστηµονικής θεωρίας. Οι µαθητές καλούνται 

να φανταστούν ότι είναι οι ίδιοι το αντικείµενο µελέτης και ακολουθούν την 

πορεία του αντικειµένου. 

6. Προσοµοίωση: Είναι µια δραστηριότητα που προσπαθεί να µιµηθεί µια  

κατάσταση της πραγµατικής ζωής. Οργάνωση συζητήσεων που 

ανταλλάσσουν επιχειρήµατα κ.α.  

7. Θέατρο στην εκπαίδευση: ∆ιαδραστικές οµάδες θεάτρου που καλούν το  

 κοινό συµµετέχει. 
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6.2.3.2  Πλεονεκτήµατα της τεχνικής διδασκαλίας Παιχνίδι των Ρόλων 
 

Η τεχνική διδασκαλίας Παιχνίδι των Ρόλων, είναι µια τεχνική που προκαλεί αµηχανία 

στους περισσότερους καθηγητές. Είναι γεγονός ότι πολλοί δάσκαλοι έχουν την τάση 

να προτιµούν την ασφαλή µέθοδο διδασκαλίας, όπου εκείνοι µιλούν και οι µαθητές 

ακούν παρά να συµµετέχουν σε µια σωµατική – διανοητική δραστηριότητα που 

προκαλείται στην τεχνική διδασκαλία Παιχνίδι των Ρόλων (Lawrence, 1997). 

Θεωρούν ότι µια τέτοια είδους διδασκαλία, δεν έχει να προσφέρει και πολλά στους 

µαθητές, ότι οι µαθητές θα νιώσουν αµηχανία και ότι θα προκληθεί µεγάλη 

αναστάτωση στην τάξη. Στην πραγµατικότητα όµως, το πρόβληµα είναι των 

καθηγητών και όχι των µαθητών καθώς οι τελευταίοι είναι σίγουρα εξοικειωµένοι µε 

το παιχνίδι, ενώ οι πρώτοι ενδεχοµένως να µην είναι.  

 

Το παιχνίδι ρόλων σαν τεχνική διδασκαλίας συνδυάζει την ενεργητική συµµετοχή 

των συµµετεχόντων µε τη συνεργατική και βιωµατική µάθηση στα πλαίσια µιας 

εκπαιδευτικής δραστηριότητας απεικόνισης µιας πραγµατικής κατάστασης. Οι 

συµµετέχοντες ενθαρρύνονται να εµπλακούν φυσικά και νοητικά στη διαδικασία 

µάθησης, να εκφράσουν τις αντιλήψεις τους µέσα σε ένα ασφαλές επιστηµονικό 

πλαίσιο, να οικοδοµήσουν τη γνώση τους σε δύσκολες, αφηρηµένες και σύνθετες 

έννοιες της επιστήµης (Taylor, 1987).  

 

Η θεωρία πίσω από τη χρήση του όρου «Παιχνίδι των Ρόλων» στη διδασκαλία και τη 

µάθηση – όπως και στους όρους «ενεργητική», «εµπειρική», «παιδοκεντρική» 

µάθηση - είναι ότι το παιδί ενθαρρύνεται να αναµιχθεί σωµατικά και διανοητικά µε 

το αντικείµενο της µάθησης και του επιτρέπεται τόσο να εκφραστεί σε ένα 

επιστηµονικό πλαίσιο όσο και να κατανοήσει δύσκολες έννοιες (Taylor, 1987). Οι 

McSharry & Jones (2000), ασχολήθηκαν µε το Παιχνίδι των Ρόλων στα επιστηµονικά 

µαθήµατα και κατέγραψαν τους λόγους που κάνουν αυτή τη µέθοδο πολύτιµο 

εκπαιδευτικό εργαλείο, κάποιοι από τους οποίους είναι: 

 

� ∆ίνει στη διδασκαλία µία πιο συναισθηµατική, δηµιουργική διάσταση 

δίνοντας τη δυνατότητα στους µαθητές να εµπλακούν µε καταστάσεις, 

έµπρακτα (Watson, 1985). 
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� ∆ίνει στους µαθητές την αίσθηση ότι είναι «κάτοχοι» της εκπαίδευσής τους 

(Danby & Upitis, 1988), µε την έννοια ότι ο µαθητής ελέγχει τη µάθηση του. 

� Πολλά παιχνίδια ρόλων βασίζονται σε αναλογικά παιχνίδια, κάτι που βοηθά 

τα παιδιά να συλλάβουν τις έννοιες (conceptualise) και να αυξήσουν τη 

µάθηση τους (Lawson, 1993) 

 
 
6.2.3.3. Παιχνίδι Ρόλων και Μαθηµατικά 
 
Με την εναλλακτική τεχνική διδασκαλίας Παιχνίδι Ρόλων δίνεται η ευκαιρία στους 

µαθητές να προσεγγίσουν τις µαθηµατικές δραστηριότητες µε έναν τρόπο 

διαφορετικό από αυτό που έχουν συνηθίσει να χρησιµοποιούν. Στην προσπάθειά τους 

να παίξουν το ρόλο της εµπλεκόµενης οντότητας του µαθηµατικού προβλήµατος, 

αποκτούν ενσυναίσθηση για αυτό και το αντιµετωπίζουν ευχάριστα και  

αποτελεσµατικά. Προσοµοιώνοντας µια κατάσταση, δίδεται η δυνατότητα µάθησης 

και σε αυτούς που συµµετέχουν και σε αυτούς που παρακολουθούν. Σε κάθε 

περίπτωση οι µαθητές, προχωρούν σε αφαιρετικές διαδικασίες µε οµαλό τρόπο.  

 
Καθώς ο µαθητής γίνεται ο ίδιος ο ήρωας του προβλήµατος, το θέατρο φαίνεται να 

επιζητεί µερίδιο συνεισφοράς στη λύση του. Το θέατρο άλλωστε, αποτελούσε ήδη 

στην Αρχαία Ελλάδα, βασικό στοιχείο της παιδείας των πολιτών, η διάδοσή του 

υποχρέωση της πολιτείας, η εκπαιδευτική του αξία, από τότε ακόµα αποδεκτή.  

 

Η θεατρική φόρµα απαιτεί το χειρισµό µιας συµβολικής γλώσσας, ενός κώδικα 

επικοινωνίας µε τον πραγµατικό κόσµο. Όταν εµπλεκόµαστε σε µια θεατρική πράξη 

διαπραγµατευόµαστε µε τη φόρµα και το νόηµα των συµβόλων σε πραγµατικό 

επίπεδο όπου µέσω αναστοχαστικών συζητήσεων, εξηγήσεων και αναπαραστάσεων, 

κατακτούµε δεξιότητες απαραίτητες στα µαθηµατικά. 

 

Η συνεργασία Μαθηµατικών και Θεάτρου, οδηγεί στην κατάκτηση νέων δεξιοτήτων. 

Η µαθηµατική γνώση χρησιµοποιείται, δοµείται, εξελίσσεται και διευρύνεται. Για 

τους O’ Neill & Lambert (Drama Guidelines, 1977), το θέατρο µπορεί να συνεισφέρει 

µε δυναµικό τρόπο στο Αναλυτικό Πρόγραµµα κάθε Εκπαιδευτικής προσπάθειας. 

Είναι µια δραστηριότητα που ευνοεί τη διερεύνηση, την κριτική, την εποικοδοµητική 

σκέψη, τη διορατικότητα, που αναδεικνύει δεξιότητες σύγκρισης, ερµηνείας, κρίσης, 
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παράγοντες που συνθέτουν επιµελώς όλα τα κοµµάτια επίλυσης ενός προβλήµατος 

(cited Somers J.,1994).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

 

∆ΥΟ ΣΥΓΧΡΟΝΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΜΑΘΗΣΗΣ:   ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΣΤΙΚΗ  ΚΑΙ 

     ΚΟΙΝΩΝΙΚΟΠΟΛΙΤΙΣΜΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΜΑΘΗΣΗΣ 

 

 

Η φύση της γνώσης είναι ένα βασικό ερώτηµα που ζητά απάντηση από τον 5ο π.Χ. 

αιώνα. Σύµφωνα µε τον Glasersfeld (1987) µέχρι τον 16ο µ.Χ. αιώνα, η γνώση 

θεωρούνταν ότι υπήρχε ανεξάρτητα από τον γνώστη και ότι ήταν κάτι που µπορούσε 

να µεταφερθεί από εκείνον που γνωρίζει σε αυτόν που θέλει να µάθει. Ένα σηµείο 

τοµής που κλόνισε αυτή την αντίληψη ήταν όταν ο Κοπέρνικος διαπίστωσε ότι η γη 

µπορεί και να µην είναι το κέντρο του Σύµπαντος. Μία τέτοια διαπίστωση κλόνισε 

την ιερή και αναµφισβήτητη εικόνα του κόσµου, όπως την είχε παρουσιάσει η 

θρησκεία. Έκτοτε, αναπτύχθηκαν διάφορες θεωρίες που εισήγαγαν στο προσκήνιο 

ένα δεύτερο είδος γνώσης που προσαρµόζεται από τις παρατηρήσεις και είναι 

ανεξάρτητο από την πίστη και το δόγµα. Είναι η γνώση που προκύπτει από την 

ανθρώπινη εµπειρία και δεν παρουσιάζει µια εικόνα του «πραγµατικού» κόσµου αλλά 

παρέχει τη δοµή και την οργάνωση της εµπειρίας. 

 

 

7.1.   Κατασκευαστική θεωρία  της µάθησης 
 
Ο Κονστρουκτιβισµός είναι µια θεωρία µάθησης που βασίζεται στη Θεωρία της 

Γενετικής Εξέλιξης του Piaget. Σύµφωνα µε τους Steffe & Kieren (1994), µέχρι τα 

µέσα περίπου της δεκαετίας του 70, οι γενετικές δοµές του Piaget χρησιµοποιούνταν 

ως µοντέλα περιγραφής των µαθηµατικών γνώσεων του παιδιού. Έπειτα, έγινε 

αντιληπτό ότι οι γενετικές δοµές του Piaget αποτελούσαν µοντέλα ερµηνείας της 

συµπεριφοράς του παιδιού και ότι οι ερευνητές έπρεπε να κατασκευάσουν τα δικά 

τους µοντέλα προκειµένου να εξυπηρετήσουν τους σκοπούς τους. Έτσι, οι ερευνητές 

άρχισαν να παρατηρούν και να περιγράφουν τους µηχανισµούς µε τους οποίους το 

παιδί οικοδοµεί τις µαθηµατικές του γνώσεις, µέσα σε ένα συγκεκριµένο µαθησιακό 

περιβάλλον αναπτύσσοντας µε αυτόν τον τρόπο τη Θεωρία Κατασκευής της Γνώσης 

(Κονστρουκτιβισµός).  

 



 80 

Τυπικά, η αρχή του Κονστρουκτιβισµού τοποθετείται το 1975, όταν ο Von 

Glasersfeld παρουσίασε τις ιδέες του στην Εταιρεία J. Piaget της Philadelphia των 

Η.Π.Α., οι οποίες ήταν στηριγµένες στη Γενετική Επιστηµολογία του Piaget και 

οδήγησαν στο Ριζοσπαστικό Κονστρουκτιβισµό (Radical Constructivism). Ωστόσο, ο 

Kant ήταν ο πρώτος που απέρριψε την πλατωνική θεώρηση των Μαθηµατικών και 

προετοίµασε τις κατασκευαστικές αντιλήψεις στη φιλοσοφία και τη ∆ιδακτική των 

Μαθηµατικών του 20ου  αιώνα. Ο Von Glasersfeld µάλιστα, κάνει µια σαφή αναφορά 

στο Kant από τη µία, και µια σαφή αναγωγή των αρχών του Κονστρουκτιβισµού από 

την άλλη, στη σχολή των πραγµατιστών οι οποίοι στο ερώτηµα-αν µπορούµε να 

αναγνωρίσουµε την αντικειµενική πραγµατικότητα-απάντησαν πως οι γνώσεις µας 

είναι αληθινές µόνο στο βαθµό που ικανοποιούν τους πραγµατικούς µας στόχους.  

 

Γενικά, ο Ριζοσπαστικός Κονστρουκτιβισµός προσδιορίζεται από τις ακόλουθες δύο 

υποθέσεις: 

� Η γνώση κατασκευάζεται ενεργητικά από το υποκείµενο και δεν 

συλλαµβάνεται παθητικά από το περιβάλλον. 

� Η γνώση είναι µια διαδικασία προσαρµογής µε τον κόσµο των εµπειριών, και 

όχι η ανακάλυψη ενός προϋπάρχοντος κόσµου, ο οποίος είναι ανεξάρτητος 

από τον γνώστη. 

 

Η κινητήρια δύναµη για την κατασκευή της νέας γνώσης είναι πάντα µια 

προβληµατική κατάσταση, την οποία οι υπάρχουσες γνώσεις του ατόµου δεν 

µπορούν να αντιµετωπίσουν. Αυτή η ασυµφωνία και αστάθεια οδηγεί τον άνθρωπο 

σε ενεργοποίηση των ήδη υπαρχουσών γνωστικών δοµών, σε τροποποίησή τους και 

σε κατασκευή νέων γνώσεων, προκειµένου να ερµηνευτεί και να επιλυθεί το 

πρόβληµα. 

 

Η θεωρία του Κονστρουκτιβισµού περιλαµβάνει, εκτός των παραπάνω, τρεις βασικές 

ιδέες: 

α) Οι µαθητές επινοούν προσωπικές µεθόδους επίλυσης µαθηµατικών προβληµάτων. 

β) Η µάθηση των Μαθηµατικών συντελείται µέσα από την επίλυση προβληµάτων. 

γ) Ο ρόλος της κοινωνικής οµάδας για τη µάθηση είναι καθοριστικός. 
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Όσον αφορά στην πρώτη ιδέα της Κατασκευαστικής Θεωρίας, έχει παρατηρηθεί ότι 

οι µαθητές προτιµούν να επινοούν και να κατασκευάζουν δικούς τους τρόπους 

επίλυσης µαθηµατικών προβληµάτων, παρά να ακολουθούν τις υποδείξεις των 

καθηγητών. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούν βασίζονται στις προηγούµενες τους 

µαθηµατικές τους γνώσεις. Εποµένως, κάθε µαθητής δοµεί µε µοναδικό τρόπο τη 

γνώση του και η διαφορετικότητα των µεθόδων που χρησιµοποιεί, έγκειται κυρίως 

στη διαφορετικότητα των προηγούµενων του γνώσεων. 

 

Σχετικά µε τη δεύτερη ιδέα του Κονστρουκτιβισµού, είναι γεγονός πως οι 

καταστάσεις που οι µαθητές βρίσκουν προβληµατικές, προσελκύουν κατά πολύ το 

ενδιαφέρον τους. Τα παιδιά, ανάλογα µε τη µαθηµατική τους ωριµότητα και µε το 

στάδιο νοητικής τους ανάπτυξης, προσπαθούν να επιλύσουν εκείνα τα προβλήµατα 

που τους κάνουν αίσθηση. Με αυτόν τον τρόπο ενεργοποιείται η µάθηση και οι 

µαθητές αποκτούν τις διάφορες γνώσεις.  

 

Η θεωρία του Κονστρουκτιβισµού δίνει, τέλος, µεγάλη έµφαση στο ρόλο και τη 

συµβολή της κοινωνικής οµάδας στην κατασκευή της γνώσης. Η διαφορά των ιδεών 

και των απόψεων των µελών της οµάδας προκαλεί αστάθεια, µε αποτέλεσµα να 

γίνεται αναδιοργάνωση της προηγούµενης γνώσης και κατάκτηση της νέας µέσα σε 

κλίµα επικοινωνίας και συνεργασίας. 

 

Ο Κονστρουκτιβισµός αποτελεί την πιο αποδεκτή θεωρία για τη µάθηση και τη 

διδασκαλία. Παρόλο που δεν έχει αναπτύξει διδακτικές τεχνικές και µεθόδους, 

προσεγγίζει τη διδασκαλία, περιγράφοντας τους σκοπούς και τις επιδιώξεις της. 

Βασική, λοιπόν, επιδίωξη της διδασκαλίας, σύµφωνα µε την κατασκευαστική θεωρία, 

είναι η παροχή ευκαιριών και η ενθάρρυνση του µαθητή να κατασκευάζει µόνος του 

τις µαθηµατικές γνώσεις, µέσα από την εξερεύνηση τον πειραµατισµό, το 

σχηµατισµό υποθέσεων, τη γενίκευση, την αιτιολόγηση, κ.λπ.. Μόνο έτσι µπορεί να 

εδραιωθεί η κατανόηση και να επέλθει η ουσιαστική µάθηση.  

 

Μία από τις πιο σοβαρές συνέπειες του Κονστρουκτιβισµού στη διδασκαλία, είναι η 

αναγκαιότητα της αποδοχής ενεργητικών µεθόδων µάθησης. Για το λόγο αυτό,  

γίνεται απαραίτητος ο σχεδιασµός κατάλληλων διδακτικών καταστάσεων. Η επαφή 

των µαθητών µε µια νέα έννοια µε τη βοήθεια της επίλυσης ενός κατάλληλου 
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µαθηµατικού προβλήµατος, τους δίνουν τη δυνατότητα να ξεφύγουν από το στενό 

πλαίσιο της µάθησης των µαθηµατικών και τους επιτρέπουν να «κάνουν 

µαθηµατικά» συνθέτοντας µε αυτόν τον τρόπο οι ίδιοι τη γνώση τους (Yackel, Cobb 

και Wood, 1991; κ.λπ.). 

 

 

7.1.1.   Η προσέγγιση της Sfard στη διαδικασία µάθησης στα µαθηµατικά 

 

H Sfard στηρίχτηκε στη θεωρία του Piaget και ασχολήθηκε εκτενώς µε τη διαδικασία 

µάθησης και επίλυσης προβληµάτων στα µαθηµατικά. Γενική θεώρηση της είναι ότι 

οι µαθηµατικές έννοιες µπορούν να προσεγγιστούν είτε δοµικά είτε λειτουργικά και 

ότι κάποιος έχει κατανοήσει µία έννοια όταν είναι ικανός να την προσεγγίσει και µε 

τους δύο τρόπους. Η δοµική προσέγγιση έγκειται σε µια σφαιρική αντίληψη της 

έννοιας σε αντίθεση µε τη λειτουργική που συνεπάγεται την ερµηνεία της έννοιας ως 

διαδικασία, ως «µια δυναµική µάλλον, παρά ως µια ενεργή οντότητα η οποία αρχίζει 

να υπάρχει όταν οι συνθήκες το επιβάλλουν σε µια ακολουθία δράσεων» (Sfard, 

1991). 

 

Η Sfard (1992 ) περιγράφει τη µετάβαση από τη «λειτουργική» («operational») στη 

«δοµική» («structural») αντίληψη ως µια δοµή τριών βηµάτων: 

«Πρώτα πρέπει να υπάρξει µια διαδικασία που θα εκτελεστεί σε ήδη οικεία αντικείµενα, 

έπειτα θα προκύψει η θεώρηση αυτής της διαδικασίας σαν ένα συµπαγές και 

ανεξάρτητο όλο, και τελικά θα αποκτηθεί η ικανότητα αντίληψης αυτής της νέας 

οντότητας σαν ένα συνεχές αυτοτελές αντικείµενο». 

 

Η Sfard αναφέρεται σε αυτά τα βήµατα µε τους όρους Εσωτερίκευση (Interiorization), 

Συµπύκνωση (Condensation) και Εκπραγµάτωση (Reification) αντίστοιχα. Αυτά είναι 

και τα βήµατα που ακολουθεί κάποιος µαθητευόµενος προκειµένου να κατακτήσει 

µια µαθηµατική έννοια ή να επιλύσει ένα µαθηµατικό πρόβληµα. 

 

Εσωτερίκευση 

Σύµφωνα µε τη Sfard, κάποιος έχει εσωτερικεύσει µια διαδικασία όταν µπορεί να 

φέρει εις πέρας νοητικές αναπαραστάσεις χωρίς να χρειάζεται να τις παρασταίνει 

έµπρακτα για να τις αναλύσει και να τις συγκρίνει. Ο µαθητευόµενος εξοικειώνεται 
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µε αυτόν τον τρόπο µε τη διαδικασία που δίνει υπόσταση σε ένα µαθηµατικό 

αντικείµενο. Για να συµβεί κάτι τέτοιο, απαιτείται µεταφορά από τις έννοιες που 

γίνονται αντιληπτές µε τις αισθήσεις, στις νοητικές έννοιες. 

 

Συµπύκνωση 

Σε αυτό το βήµα το άτοµο γίνεται ολοένα και πιο ικανό να σκέφτεται τη δοσµένη 

διαδικασία στην ολότητά της, χωρίς να νιώθει την ανάγκη να εισέλθει σε 

λεπτοµέρειες. Η Sfard γράφει σχετικά για την επιρροή που έχει η συµπύκνωση στην 

αφαίρεση: «Χάριν της συµπύκνωσης ο συνδυασµός διαδικασιών µε άλλες 

διαδικασίες, οι συγκρίσεις και οι γενικεύσεις, γίνονται πολύ πιο εύκολες». 

 

Εκπραγµάτωση 

Σύµφωνα µε τη Sfard (1992), «η φάση της συµπύκνωσης κρατάει µέχρι µία νέα 

οντότητα να συνδεθεί στενά σε µια συγκεκριµένη διαδικασία». Για την 

εκπραγµάτωση αναφέρει: « η νέα οντότητα σύντοµα αποκολλάται από τη διαδικασία 

που την παρήγαγε και ξεκινά να αντλεί το νόηµά της από το γεγονός ότι αποτελεί 

µέλος µιας κατηγορίας». 

 

 

7.2.   Κοινωνικοπολιτισµική θεωρία της µάθησης 

 

Η Κοινωνικοπολιτιστική (sociocultural) προσέγγιση της µάθησης εκπροσωπείται από 

τον Vygotsky και βασίζεται στη θεωρία της διαµεσολάβησης του ανθρώπινου Νου. 

Συγκεκριµένα, ο Vygotsky στο βιβλίο του Νους στην Κοινωνία υποστηρίζει ότι οι 

ανθρώπινες ενέργειες διαµεσολαβούνται από τη χρήση εργαλείων και σηµείων 

(signs). Με τον όρο σηµεία, εννοεί ένα εκτεταµένο σύνολο από διαµεσολαβητικά 

µέσα, ένα σύνολο που περιλαµβάνει τα διάφορα συστήµατα αρίθµησης, τεχνικές 

αποµνηµόνευσης συστήµατα, έργα τέχνης, τη γραφή, τα σχήµατα, τα διαγράµµατα, 

τους χάρτες και τα τεχνικά σχέδια, όλα τα είδη συµβατικών σηµάτων κ.α.  

 
Ο Vygotsky, δίνει µεγάλη έµφαση στην κοινωνική και πολιτιστική θέαση της 

µαθηµατικής δραστηριότητας, στην κοινωνική αλληλεπίδραση των µαθητών µέσα 

στην τάξη και θεωρεί ότι η γνώση δεν µπορεί να αναπτυχθεί µακριά από ένα 

κοινωνικό περιβάλλον. Πρέπει εποµένως, πρώτα να µελετούνται οι κοινωνικές και οι 
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πολιτιστικές διαδικασίες του περιβάλλοντος ενός παιδιού, προκειµένου να 

κατανοηθούν οι γνωστικές τους λειτουργίες. Επίσης, η γνώση του παιδιού, οι 

σκέψεις, οι στάσεις, οι αξίες και οι πεποιθήσεις του προκύπτουν µέσα από τις 

διαδράσεις µε τους άλλους, όχι µε παθητική αποδοχή, αλλά µε ενεργητική 

εσωτερίκευση. 

 

Η κοινωνικοπολιτισµική θεωρία στηρίζεται σε τέσσερις βασικές αρχές: 

α)   Η γλώσσα παίζει κεντρικό ρόλο στη διανοητική ανάπτυξη.  

β)   Η ανάπτυξη δεν µπορεί να διαχωριστεί από το κοινωνικό της πλαίσιο. 

γ)   Η µάθηση µπορεί να οδηγήσει την ανάπτυξη. 

δ)   Τα παιδιά δοµούν τα ίδια τη γνώση τους. 

 

Ο Vygotsky κάνει διάκριση µεταξύ της συντελεσθείσας και της επικείµενης 

ανάπτυξης λέγοντας ότι η συντελεσθείσα ανάπτυξη αναφέρεται σε αυτά που µπορεί 

να κάνει το παιδί, χωρίς τη βοήθεια άλλων, ενώ η επικείµενη ανάπτυξη αναφέρεται 

σε εκείνα που δύναται να κάνει το παιδί υπό την καθοδήγηση ενός ενήλικα ή ενός 

άλλου παιδιού το οποίο προηγείται στη µάθηση και στη γνώση. Η περιοχή της 

δυνητική ανάπτυξης, ονοµάστηκε από τον Vygotsky Ζώνη Επικείµενης Ανάπτυξης 

(ZPD: Zone of Proximal Development). 

 

Αυτό που καθορίζει η ζώνη της επικείµενης ανάπτυξης, σύµφωνα µε τον Vygotsky, 

είναι εκείνες οι λειτουργίες που δεν έχουν ωριµάσει ακόµα αλλά βρίσκονται στη 

διαδικασία ωρίµανσης: «πρόκειται για λειτουργίες που θα ωριµάσουν κι αύριο 

ακόµη, αλλά που προς το παρόν βρίσκονται σε εµβρυική κατάσταση. Αυτές οι 

λειτουργίες θα µπορούσαν να ορισθούν ως τα «µπουµπούκια» της ανάπτυξης µάλλον, 

κι όχι ως  «καρποί» της ανάπτυξης. Ενώ το πραγµατικό αναπτυξιακό επίπεδο 

χαρακτηρίζει αναδροµικά τη νοητική ανάπτυξη, η ζώνη της επικείµενης ανάπτυξης 

χαρακτηρίζει προοπτικά τη νοητική ανάπτυξη». 
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7.3.   Σύγκριση Κονστρουκτιβιστικής και Κοινωνικοπολιτιστικής προσέγγισης  

 

Οι διαφορές της Κονστρουκτιβιστικής από την Κοινωνικοπολιτιστική προσέγγιση 

είναι πολλές και σηµαντικές. Στόχος της παρούσας µελέτης δεν είναι να καταγράψει 

έναν πλήρη κατάλογο αυτών, αλλά να καταθέσει κάποιες ενδεικτικές διαφορές που 

συντελούν στην καλύτερη κατανόηση των θεωριών. Μερικές από αυτές είναι οι εξής: 

 

Η Κοινωνικοπολιτιστική προσέγγιση θεωρεί ότι η δράση παίζει καθοριστικό ρόλο 

στη µάθηση των µαθηµατικών και οργανώνει τις µαθησιακές δραστηριότητες  

δίνοντας προτεραιότητα στην οµάδα. ∆ίνει δηλαδή έµφαση στην κοινωνική και 

πολιτιστική θέαση της µαθηµατικής δραστηριότητας. ∆ράση σηµαίνει συµµετοχή σε 

πολιτισµικά οργανωµένες πρακτικές. Αντίθετα, οι Κονστρουκτιβιστές θεωρούν ότι οι 

µαθητές δοµούν ενεργητικά τη µαθηµατική τους γνώση αναπροσαρµόζοντας την 

προσωπική τους εµπειρία και οργανώνουν τις µαθησιακές δραστηριότητες δίνοντας 

προτεραιότητα στο άτοµο (Cobb, 1994). 

 

Η Κοινωνικοπολιτιστική προσέγγιση τείνει να βγάζει τα συµπεράσµατά της για τη 

σκέψη ενός ατόµου µελετώντας τις αντιδράσεις του σε Kοινωνικοπολιτισµικές 

δραστηριότητες, ενώ οι Κονστρουκτιβιστές αναλύουν τη σκέψη µε όρους γνωστικών 

διαδικασιών που αφορούν αποκλειστικά το άτοµο. Εποµένως, θα µπορούσαµε να 

λέγαµε ότι η σκέψη για τους Κοινωνικοπολιτισµικούς θεωρητικούς τοποθετείται στην 

κοινωνική δράση του ατόµου, ενώ για τους Κονστρουκτιβιστές η σκέψη αναλύεται µε 

όρους εννοιολογικής πρακτικής που επικεντρώνεται στο άτοµο (Cobb, 1994). 

 

Οι Κονστρουκτιβιστές θεωρούν ότι η µάθηση των µαθηµατικών είναι κυρίως µια 

διαδικασία ενεργητικής γνωστικής αναδιοργάνωσης. Από την άλλη µεριά, οι 

κοινωνικοπολιτισµικοί θεωρούν ότι η µάθηση είναι µια διαδικασία επιµόρφωσης σε 

µια κοινότητα πρακτικής: «Η µάθηση χαρακτηρίζεται από την υποκειµενική 

αναδιοργάνωση  κοινωνικών µέσων και µοντέλων µέσω της διαπραγµάτευσης της 

έννοιας στην κοινωνική διάδραση» (Bauersfeld, 1988, σελ.39). 

 

Λόγω των διακριτών διαφορών αυτών των προσεγγίσεων, έχουν γίνει πολλές έρευνες 

που είτε υποστηρίζουν τη µία προσέγγιση, είτε την άλλη. Ο Cobb (1994) αντιτίθεται 

στο διαχωρισµό αυτών των δύο προσεγγίσεων, θεωρεί ότι είναι συµπληρωµατικές και 
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αναζητεί τρόπους για να συνδυάσει τη κονστρουκτιβιστική και την 

κοινωνικοπολιτιστική θέαση, στη µαθηµατική εκπαίδευση. Πράγµατι, ένας 

καθηγητής κατά τη διδακτική πρακτική δεν είναι υποχρεωµένος να ασπαστεί κάποια 

από τις δύο προσεγγίσεις. Μπορεί κάλλιστα να τις συνδυάσει και τις δύο προκειµένου 

να διαµεσολαβήσει ώστε οι µαθητές να δοµήσουν τη γνώση τους. Η παρούσα µελέτη 

προτείνει διδακτικές δραστηριότητες που συνδυάζουν και τις δύο προσεγγίσεις. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 87 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β΄  ΜΕΡΟΣ 

 

Η ΕΡΕΥΝΑ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 88 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 

 

Η ΕΡΕΥΝΑ 

 

8.1. Εισαγωγή 

 

Η αντιµετώπιση µαθηµατικών προβληµάτων ή ασκήσεων, απαιτεί κατά κύριο λόγο 

την επιστράτευση της λογικής µας. Ειδικά για τα µαθηµατικά του Γυµνασίου, η 

λογική αυτή κινείται στο στοιχειώδες πρώτο επίπεδο αυτής. Είναι σύνηθες το 

φαινόµενο, από τη µία µεριά οι καθηγητές να προσπαθούν να πείσουν τους µαθητές 

τους ότι τα Μαθηµατικά που τους διδάσκουν δεν είναι δύσκολα και ότι δεν πρέπει να 

τα φοβούνται, αφού το µόνο που τους χρειάζεται είναι κοινός νους και κοινή λογική 

που την έχουν άλλωστε ήδη ανεπτυγµένη στην καθηµερινή τους ζωή, και από την 

άλλη µεριά, τροµοκρατηµένοι οι µαθητές να προσπαθούν να συλλάβουν την κοινή 

αυτή λογική που τους ζητείται να ενεργοποιήσουν και την πραγµατική σχέση της µε 

τα µαθηµατικά.  

 

Την ίδια στιγµή που η χρήση των γνώσεων που αποκτήθηκαν στο σχολείο κερδίζει 

συνεχώς έδαφος, τα Μαθηµατικά αγωνιούν καθυστερηµένα να αποδείξουν τη 

σύνδεσή τους µε την πραγµατικότητα. Πολλές µελέτες έχουν αποδείξει ότι βασικές 

αιτίες αυτής της δαιµονοποίησης των Μαθηµατικών αποτελούν, τόσο ο τρόπος που 

διδάσκονται όσο και το είδος της προσέγγισης που συνήθως ακολουθείται (Bennet, 

2006; Boaler, 2000; Boaler, 1999). 

 

Η δόµηση του εκπαιδευτικού µας συστήµατος, έχει ευνοήσει τη διδασκαλία  

γεγονότων που δεν επιφέρουν αµφισβήτηση, κάνοντας την αποµνηµόνευση και το 

ευλογοφανές να αρκούν για να δοθεί η σωστή απάντηση (Bennet, 2006). Σύµφωνα µε 

τους Greeno, Smith & Moore (1993) καθώς και τον Lave (1988), οι πρακτικές της 

παραδοσιακής διδασκαλίας των µαθηµατικών στηρίζονται σε υποθέσεις που θέλουν 

τη γνώση στατική και ανεξάρτητη, µε την προσδοκία µιας απροβληµάτιστης 

µεταφοράς γνώσης (Boaler, 2000). Η επικρατούσα διδασκαλία των µαθηµατικών, 

περιορίζεται στην αποµνηµόνευση στρατηγικών και µεθοδολογιών, στη µονότονη 

εξάσκηση αυτών µέσω ασκήσεων και αποκαλύπτει τη φανερά ισχυρή πεποίθηση των 

διδασκόντων ότι αυτή είναι η ικανή και σωστή µορφή βαθύτερης κατανόησης των 
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µαθηµατικών, και αξιοποίησής τους αργότερα (χώρος εργασίας, εξετάσεις) (Boaler, 

2000). Κάτι τέτοιο όµως σπάνια µπορεί να επιτευχθεί, και αυτό γιατί όσο και αν οι 

µαθητές εξασκούνται, εάν αυτή τους η εξάσκηση δε συνοδευτεί µε αλληλεπίδραση, 

προσαρµογή και στοχασµό, δε θα µπορέσουν να ανασύρουν τη γνώση τους σε 

περιστάσεις εκτός ενός κλειστού σχολικού πλαισίου (Boaler 2000; Boaler, 1997; 

Greeno & MMAP, 1998). Ο Brownell (1956) τόνισε ότι η ποιότητα της εξάσκησης 

είναι πιο σηµαντική από την ίδια την εξάσκηση. Προσεκτικά σχεδιασµένη εξάσκηση 

µπορεί να οδηγήσει τη σκέψη των µαθητών σε ανώτερο επίπεδο. Προωθώντας τη 

στείρα επανάληψη και αποµνηµόνευση είναι σαν να αγνοούµε το γεγονός ότι κάθε 

άτοµο δοµεί µε µοναδικό τρόπο την πραγµατική του γνώση, εκείνη που θέλει και 

µπορεί να χρησιµοποιήσει µακροπρόθεσµα. 

 

 

8.2. Μεθοδολογία της έρευνας 

 

8.2.1. Τα Ερευνητικά Ερωτήµατα της Έρευνάς µας 

 

Στην παρούσα έρευνα, προσπαθούµε να διερευνήσουµε τις λογικοµαθηµατικές 

δεξιότητες των µαθητών της  Γ΄  Γυµνασίου και να δηµιουργήσουµε το περιβάλλον 

εκείνο που θα τους επιτρέψει να δοµήσουν την προσωπική τους σκέψη 

αλληλεπιδρώντας µε τους συµµαθητές τους. Η διερεύνηση αυτή, γίνεται µε τη χρήση 

τριών βιωµατικών µαθηµατικών δραστηριοτήτων που ανήκουν στον τοµέα των 

∆ιακριτών Μαθηµατικών. Η τεχνική διδασκαλίας που χρησιµοποιήσαµε είναι το 

Παιχνίδι των Ρόλων, µία τεχνική που συνδυάζει την ενεργητική συµµετοχή των 

µαθητών µε τη συνεργατική και βιωµατική µάθηση στα πλαίσια µιας εκπαιδευτικής 

δραστηριότητας που αποτελεί απεικόνιση µιας πραγµατικής κατάστασης (Taylor, 

1987).   

 

Βάσει όλων των παραπάνω, πραγµατοποιήθηκε Ποιοτική Έρευνα – Πείραµα 

∆ιδασκαλίας, µε σκοπό τη διερεύνηση, τόσο της κατ’ ουσίαν Μαθηµατικής Σκέψης 

των µαθητών της Γ΄ Γυµνασίου, όσο και  της δυνατότητας δηµιουργίας εκείνων των 

συνθηκών που θα υποκινήσουν την πρόσφορη ανάπτυξη και αφύπνιση αυτής.   

 

Τα ερευνητικά ερωτήµατα που τέθηκαν ήταν: 
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• Ποιους τύπους γενίκευσης χρησιµοποιεί ένας µαθητής της Γ΄  Γυµνασίου; 

• Η βιωµατική µάθηση µπορεί να συµβάλλει θετικά στην ανάπτυξη 

προχωρηµένης (advanced) µαθηµατικής σκέψης; 

 

 

8.2.2. Το ∆είγµα της Έρευνάς µας 

 

Η έρευνα εκπονήθηκε σε ένα τυπικό δηµόσιο Γυµνάσιο των Αθηνών µε τη 

συµµετοχή 40 µαθητών της Γ΄ Γυµνασίου, ηλικίας 15 χρονών. Συνολικά διήρκησε 8 

διδακτικές ώρες, 40λεπτης πραγµατικής διάρκειας η κάθε µία, σε δύο σχολικά 

τµήµατα  αποτελούµενα από 21 µαθητές το πρώτο και 19 το δεύτερο. Επί της 

διαδικασίας, ο καθηγητής των µαθηµατικών, ο έχων το βάρος της καθηµερινής 

διδασκαλίας των µαθητών, παραµένει συνήθως παρόν µέσα στην τάξη, αλλά 

διακριτικός και σε ελάχιστες περιπτώσεις παρεµβατικός. Ο Γυµνασιάρχης, εφόσον 

παρίσταται,  προσπαθεί να µην επηρεάσει τη συµµετοχή των µαθητών. Η ερευνήτρια, 

ουσιαστικά αναλαµβάνει το ρόλο του καθηγητή µέσα στην τάξη, σ’ αυτήν εκφέρουν 

τις απόψεις τους οι µαθητές και αυτή τους καθοδηγεί. 

 

 

8.2.3. Η ∆ιαδικασία της Έρευνάς µας 

 

Πραγµατοποιήθηκαν 3 δραστηριότητες σε δύο τµήµατα της Γ΄ γυµνασίου. 

Σχεδιάσαµε Βιωµατικές ∆ραστηριότητες καθώς δίνουν τη δυνατότητα, τόσο στους 

µαθητές να συνδέσουν τα µαθηµατικά µε την πραγµατικότητα, όσο και στους 

ερευνητές να καταγράψουν τις τεχνικές που αυθόρµητα θέλησαν οι προηγούµενοι να 

επιστρατεύσουν. Η πρώτη και η δεύτερη έγινε στο τµήµα των 19 µαθητών και η τρίτη 

στο τµήµα των 21 µαθητών. Η πρώτη δραστηριότητα ήταν «Το πρόβληµα του 

Fibonacci» , η δεύτερη η «Βρες τον κανόνα» και η τρίτη «Το πρόβληµα µε τα 

χαρτόνια». Η διάρκεια της πρώτης και της δεύτερης ήταν από 1 διδακτική ώρα (40 

λεπτά). Η τρίτη χωρίστηκε σε δύο ενότητες, διάρκειας 2 διδακτικών ωρών έκαστη.  
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Σε όλες τις δραστηριότητες, οι µαθητές χωρίστηκαν σε οµάδες των δύο ή τριών. Τα 

µέλη της οµάδας, χωρίς να στερούνται της δυνατότητας συγκέντρωσης στον εαυτό 

τους, αλληλεπιδρούν µεταξύ τους αφήνοντας τη µία ιδέα να προστίθεται στην άλλη. 

Μια τέτοιου είδους προσθετική αλληλεπίδραση οδηγεί σε αξιοσηµείωτα 

αποτελέσµατα που ο καθένας σαν µονάδα δε θα µπορούσε τόσο εύκολα να 

προσεγγίσει.      

 

Η προσέγγιση της έρευνάς µας, συµµερίζεται τη θέση του Cobb (1994) και δίνει βήµα 

στη συνεργασία της Κονστρουκτιβιστικής και Κοινωνικοπολιτισµικής προσέγγισης, 

δίνοντας άλλοτε την ευκαιρία στο µαθητή να οικοδοµήσει µόνος του τη γνώση και 

άλλοτε τη δυνατότητα να οδηγηθεί σε συµπεράσµατα αλληλεπιδρώντας µε τους 

συµµαθητές του.  

 

Οι µαθητές δρώντας άλλοτε ως µονάδες και άλλοτε οµαδικά, συζητούν µε την 

ερευνήτρια τις απόψεις τους, τις επαναπροσδιορίζουν και τις οργανώνουν, γράφοντας 

τις σε φύλλο εργασίας που τους έχει δοθεί. Όλη η τάξη, συµµετέχει σε έναν ανοικτό 

διάλογο πάνω στα θέµατα που µόλις διαπραγµατεύτηκε. Οι κοινωνικές 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των µαθητών, αποτελούν δυνητικά µέσα για να 

υποστηριχτεί η προοδευτική αναδιοργάνωση της µαθηµατικής επιχειρηµατολογίας 

τους. ∆ιεργασίες δηλαδή συµβατές και µε την άποψη των Lave (1988, 1996) και 

Brandsford et al. (in press) που υποστηρίζουν ότι η γνώση δεν αποτελεί πλέον ένα 

απλό στατικό και µοναδικό χαρακτηριστικό κάθε ατόµου, αλλά κάτι που µοιράζεται 

µεταξύ των ατόµων σύµφωνα µε τις  δράσεις και τα συστήµατα του περιβάλλοντός 

τους (Boaler, 2000). Όπως άλλωστε υποστήριξε και ο Cobb (2008), οι 

αλληλεπιδράσεις των µαθητών κατά τις διενέξεις τους για τις ερµηνείες των 

προβληµάτων που αντιµετωπίζουν, δίνει ώθηση σε ευκαιρίες µάθησης και  

αναδιοργάνωσης της επιχειρηµατολογίας για την επίλυση διαπροσωπικών διαφωνιών. 

 

Μελετάµε τον τρόπο που επιχειρηµατολογούν οι µαθητές του δείγµατος µας, 

αναζητώντας τις λογικές δοµές στα λεγόµενά τους. Θεωρούµε ότι οι µαθητές πολλές 

φορές εγκλωβίζονται στα τυπικά βήµατα µιας απόδειξης και δεν µπορούν να 

εκφραστούν ελεύθερα, φοβούµενοι ότι ξεφεύγουν από την επισηµότητα της 

απόδειξης. Μία απόδειξη όµως δεν µπορεί να στηθεί αν από πίσω δεν υπάρχει το 

υπόβαθρο της ορθής επιχειρηµατολογίας. Πολλές φορές ζητάµε από τους µαθητές 
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µας να κάνουν µία απόδειξη χωρίς να τους έχουµε δώσει την ευκαιρία να 

επιχειρηµατολογήσουν χρησιµοποιώντας τα δικά τους εκφραστικά µέσα, που δεν θα 

είναι µόνο τα µαθηµατικά σύµβολα αλλά και η ίδια τους η γλώσσα. Η πειραµατική 

έρευνα (Boero, Garuti, Lemut, & Mariotti,. 1996) έχει δείξει ότι η απόδειξη γίνεται 

περισσότερο «προσβάσιµη» από τους µαθητές όταν έχει προηγηθεί εκτενής συζήτηση 

πάνω στο πρόβληµα και ανάπτυξη επιχειρηµατολογίας για τη διατύπωση της 

εικασίας. ∆εν υποτιµούµε σε καµία περίπτωση την αξία της τυπική µαθηµατικής 

απόδειξης, θεωρούµε όµως ότι είναι υψίστης σηµασίας να µπορούν οι µαθητές να 

επιχειρηµατολογούν σε πρώτη φάση. ∆ε ζητάµε από τους µαθητές να ακολουθήσουν 

τα τυπικά βήµατα µιας απόδειξης. Ζητάµε να πάνε ένα βήµα πριν και να 

επιχειρηµατολογήσουν χρησιµοποιώντας τη λογική τους. Αναρωτιόµαστε σε ποιο 

βαθµό είναι αναπτυγµένη µια τέτοια δεξιότητα όταν είναι απαλλαγµένη από τον 

τυπικό µαθηµατικό συµβολισµό. ∆εν ενδιαφερόµαστε για τη µετάβαση από την 

επιχειρηµατολογία στην απόδειξη. Ικανοποιούµαστε από µια ορθή επιχειρηµατολογία 

και τη θεωρούµε ισάξια µε την απόδειξη. Συµφωνούµε µε την άποψη της Pedemonde 

που θεωρεί ότι η απόδειξη είναι µια ειδικού τύπου επιχειρηµατολογία. Επιλέγουµε 

ανοικτά προβλήµατα που απαιτούν προσεκτική επιχειρηµατολογία, ώστε να 

δικαιούται ο οµιλητής να θεωρεί ότι µιλάει µε βεβαιότητα και ότι δεν εικάζει. Τα 

επιχειρήµατά τους είναι και η ίδια η απόδειξη. ∆ηµιουργούµε ένα ευνοϊκό διδακτικό 

περιβάλλον, δίνοντας τους βιωµατικές δραστηριότητες. Οι δραστηριότητες εν’ είδει 

παιχνιδιού δίνουν την ευκαιρία στους µαθητές, αρχικά να εκφράσουν κάποιες ιδέες – 

εικασίες και στη συνέχεια να επιχειρηµατολογήσουν για να αποδείξουν τη θέση τους. 

 

Μεγάλο λοιπόν µέρος της έρευνάς µας, ζητά από τους µαθητές να σκεφτούν δυνατά 

και να επιχειρηµατολογήσουν  βασιζόµενοι σε πράγµατα που προκύπτουν από τα 

λεγόµενά τους και όχι σε µη τεκµηριωµένες εικασίες. Ήταν αρκετές οι φορές που τα 

λεγόµενα τους δε στηρίζονταν σε λογικές αιτιολογήσεις και µόνο όταν η ερευνήτρια 

τους ζητούσε να σκεφτούν αν αυτό που δηλώνουν είναι εικασία ή βεβαιότητα κάποιοι 

από αυτούς αναθεωρούσαν. 

 

Προσπαθούµε να ερµηνεύσουµε τα λεγόµενα των µαθητών και να γίνουν αυτά, τα 

εργαλεία ενός ασφαλούς συµπεράσµατος για τον τρόπο που σκέφτεται ο καθένας. Ο 

Von Glasersfeld (1995) χαρακτηριστικά επεσήµανε ότι:  
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Ο δάσκαλος πρέπει να ακούει το µαθητή, να εξηγεί τι κάνει και τι λέει, και να 

προσπαθεί να κατασκευάσει το µοντέλο των αντιληπτικών δοµών του. Είναι ένα 

τόλµηµα το οποίο ενδέχεται να αποδειχθεί λαθεµένο. Αλλά χωρίς αυτό, η όποια 

προσπάθεια να αλλάξουν οι γνωσιακές δοµές του µαθητή, µπορεί να µην είναι τίποτα  

περισσότερο από  µια τυχαία κίνηση. Στην προσπάθεια να φτάσει σ’ ένα βιώσιµο 

µοντέλο της σκέψης του µαθητή, είναι σηµαντικό να θεωρήσει  πως οτιδήποτε κάνει 

ή λέει ο µαθητής στα πλαίσια της λύσης ενός προβλήµατος, είναι όλα όσα, προς 

στιγµήν, έχουν νόηµα για αυτόν. Μπορεί να µην κάνουν αίσθηση στο δάσκαλο, αλλά 

αν δεν µπορεί ο τελευταίος να δώσει  µιαν εξήγηση ή να εικάσει τον τρόπο που 

έφτασε ο µαθητής στην απάντηση, οι ευκαιρίες να προσδιορίσει τις γνωσιακές 

µαθητικές δοµές γίνονται ελάχιστες  (Von Glasersfeld 1995, σελ.15). 

 

Εποµένως, τα λεγόµενα του µαθητή µπορούν να µας δώσουν πληροφορίες για το τι 

συµβαίνει στο µυαλό του εκείνη τη στιγµή, δηλαδή για το τι «επεξεργάζεται» στη 

βραχυπρόθεσµη µνήµη του, και κατά συνέπεια τη δυνατότητα να διεξάγουµε 

συµπεράσµατα για τις αντιληπτικές του δοµές. Ερωτήµατα που επιζητούν απαντήσεις 

µέσω Μαθηµατικών ∆ραστηριοτήτων στον τοµέα των ∆ιακριτών Μαθηµατικών 

(∆.Μ.).  

 

 

Ερευνητικά Εργαλεία 

 

Τα ερευνητικά εργαλεία που χρησιµοποιήθηκαν ήταν:  

� Οι βιντεοσκοπηµένες δοκιµασίες που έγιναν στα δύο τµήµατα της Γ΄ 

Γυµνασίου. Στη συνέχεια αυτές αποβιντεοσκοπήθηκαν και επιλέχθηκαν 

κάποιοι χαρακτηριστικοί διάλογοι για ανάλυση. Σεβόµενοι τα προσωπικά 

δεδοµένα του κάθε µαθητή, τα ονόµατα που χρησιµοποιούµε κατά την 

ανάλυση είναι πλασµατικά. Στους διαλόγους, όταν γράφουµε «…», 

εννοούµε ότι έγινε παύση πάνω από 3 δευτερόλεπτα. Ονοµάζουµε 

επεισόδια όλα τα αναλυόµενα γεγονότα. 

� Τα φύλλα εργασίας που µοιράστηκαν στους µαθητές. 

 

 

Ανάλυση ∆εδοµένων 
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Η ανάλυση των δεδοµένων µας, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, είναι ποιοτική – 

ερµηνευτική. Οι βασικές θεωρίες που χρησιµοποιούµε, πλαισιώνονται από τη θεωρία 

των Harel (2001), των Harel & Sowder (1998, 2005) και τη θεωρία του Radford 

(2003).  

 

Ειδικότερα, το πρώτο ερευνητικό µας ερώτηµα: 

«Ποιους τύπους γενίκευσης χρησιµοποιεί ένας µαθητής της Γ΄  Γυµνασίου;» 

Προσεγγίζεται µε τη θεωρία του Harel (2001) και τη θεωρία του Radford (2003) για 

τα είδη γενίκευσης. Κάποιες φορές, αναλύουµε τα δεδοµένα µας, συνδυάζοντας αυτές 

τις δύο θεωρίες. Όπως προαναφέραµε, ο Harel όρισε δύο τύπους γενίκευσης στα 

αναδροµικά προβλήµατα: 

α) Τη γενίκευση της διαδικασίας (process pattern generalization), όπου το  

υποκείµενο γενικεύει παρατηρώντας, κατανοώντας και ερµηνεύοντας την 

επανάληψη της διαδικασίας. 

β) Τη γενίκευση του αποτελέσµατος (result pattern generalization), όπου το άτοµο  

γενικεύει παρατηρώντας µια κανονικότητα στα αποτελέσµατα όπου την 

επαληθεύει εµπειρικά κάνοντας άµεσες µετρήσεις και αντικαταστάσεις. 

 

Από την άλλη µεριά, ο Radford (2003) διακρίνει τρία είδη γενίκευσης: 

α) Την αναφερόµενη σε γεγονότα γενίκευση (factual generalization), όπου το 

υποκείµενο παρατηρεί και γενικεύει την αριθµητική ενέργεια. 

β) Τη γενίκευση εντός πλαισίου (contextual generalization), όπου το υποκείµενο 

γενικεύει τα αντικείµενα των αριθµητικών ενεργειών.  

γ) Τη συµβολική γενίκευση (symbolic generalization), που περιλαµβάνει την 

κατανόηση και χρησιµοποίηση της αλγεβρικής γλώσσας. 

 

Το δεύτερο ερευνητικό ερώτηµα: 

«Η βιωµατική µάθηση µπορεί να συµβάλλει θετικά στην ανάπτυξη προχωρηµένης 

(advanced) µαθηµατικής σκέψης;» 

Προσεγγίζεται µε τη βοήθεια της θεωρίας των Harel & Sowder (2005) που πρότειναν 

ότι οι παράγοντες που επηρεάζουν τη µαθηµατική σκέψη είναι οι πεποιθήσεις τους 

για τα µαθηµατικά, ο τρόπος προσέγγισης των προβληµάτων και τα αποδεικτικά τους 

σχήµατα.  



 95 

 

Θεωρούµε ότι µελέτη αυτών των τριών παραγόντων σε κάθε δραστηριότητα, θα µας 

διαφωτίσει κατά πόσο η βιωµατική µάθηση συµβάλλει θετικά στην ανάπτυξη 

προχωρηµένης µαθηµατικής σκέψης. Ειδικά για τα αποδεικτικά σχήµατα, η 

προσεγγίζεται µε βάση τη θεωρία των Harel & Sowder (1998). Σύµφωνα µε τους 

Harel & Sowder (1998) υπάρχουν τρία είδη αποδεικτικών σχηµάτων: 

α) Τα εξωτερικά αποδεικτικά σχήµατα, όπου οι µαθητές πείθουν τον εαυτό τους  

 και τους άλλους αναφερόµενοι σε εξωτερικές πηγές. 

β) Τα εµπειρικά αποδεικτικά σχήµατα, που οι µαθητές βασίζονται σε ενδείξεις  

που απορρέουν είτε από αυτό που αντιλαµβάνονται µε τις αισθήσεις τους είτε 

από παραδείγµατα προερχόµενα από άµεσες µετρήσεις. 

γ) Τα αναλυτικά αποδεικτικά σχήµατα όταν η επικύρωση µιας πρότασης  

 επιτυγχάνεται µέσω της χρήσης λογικών συνεπαγωγών που είτε είναι  

 µετασχηµατιστικές είτε είναι αξιωµατικές. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.2.4. Οι ∆ραστηριότητες της Έρευνάς µας 

 

Οι δραστηριότητες προτάθηκαν, σχεδιάστηκαν και πραγµατοποιήθηκαν µε 

πρωτοβουλία της ερευνήτριας και συγγραφέα της εργασίας, µε την ουσιαστική 

συµβολή και καθοδήγηση του επιβλέποντος καθηγητή της Σπύρου Παναγιώτη. Πιο 

συγκεκριµένα, οι δραστηριότητες της παρούσας εργασίας αποτελούν το αποκύηµα 

του ερευνητικού ενδιαφέροντος του καθηγητή κύριου Σπύρου και της ερευνήτριας 

για τη δηµιουργία εναλλακτικών µαθησιακών περιβαλλόντων που εισάγουν τις τέχνες 
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στη διδασκαλία των µαθηµατικών. Στην εκπόνηση της πρακτικής πλευράς της 

έρευνας όσο και του θεωρητικού µέρους αυτής συνέβαλλε µε εποικοδοµητικό τρόπο 

η διττή ιδιότητα της ερευνήτριας, ως καθηγήτριας των µαθηµατικών και ως ηθοποιού.  

 

Σχεδιάστηκαν διδασκαλίες εναλλακτικές, βασιζόµενες στις τρεις παιδαγωγικές αρχές 

του Harel (2001): την αρχή της δυαδικότητας, την αρχή της αναγκαιότητας και την 

αρχή της επαναλαµβανόµενης επιχειρηµατολογίας (DNR). Οι µαθητές οδηγούνται στη 

Βιωµατική Μάθηση, στη διανοητική και συναισθηµατική κινητοποίησή τους, στην 

αρτίωση της νοητικής και συγκινησιακής διεργασίας. Οι βιωµατικές µαθησιακές 

διαδικασίες προάγουν την ενεργό συµµετοχή τους, την απελευθέρωση της 

δηµιουργικότητάς τους, την ανάληψη ευθύνης για την πορεία της µάθησής τους, την 

ενίσχυση της κριτικής τους σκέψης και της συνειδητότητάς τους (∆εδούλη, σελ.146).  

 Το ενδιαφέρον τους εντείνεται, ξεδιπλώνουν τη σκέψη τους, αναπτύσσουν 

στρατηγικές, επιχειρηµατολογούν και συζητούν κάτω από την οµπρέλα ενός 

παιχνιδιού. Οικοδοµούν τη Μαθηµατική Γνώση καθώς προσπαθούν να αποκτήσουν 

αίσθηση του εκάστοτε προβλήµατος. ∆ύσκολα µαθηµατικά προβλήµατα,  µέσω µιας 

τέτοιας µορφής προσέγγισης, καθίστανται πλέον προσβάσιµα στα παιδιά. 

 

Παρόλο που οι προτεινόµενες δοκιµασίες της έρευνάς µας, δεν µπορούν να 

µεταφερθούν απτές στην πραγµατικότητα, δίνουν σίγουρα τον πρωταγωνιστικό ρόλο 

στους µαθητές, κάνοντας τους µέρος αυτών, ωθώντας τους ταυτόχρονα στη λύση της 

όποιας προβληµατικής κατάστασης. Η δοκιµασία εξελίσσεται ρεαλιστικά στη 

φαντασία του µαθητή, βάζοντάς τον βαθιά στο µυθοπλαστικό επίπεδο των 

Ρεαλιστικών Μαθηµατικών.  

 

Επιδίωξη, η εξεύρεση  νέων τρόπων αύξησης  του ενδιαφέροντος των µαθητών της Γ΄  

Γυµνασίου για τα Μαθηµατικά µε παράλληλη ανάπτυξη πρόσθετων δεξιοτήτων 

όπως: 

• παρατηρητικότητα 

• συντήρηση προσοχής 

• δύναµη αυτοσυγκέντρωσης 

• επιµονή 

• πρωτοβουλία 
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• δηµιουργική φαντασία    και 

• πνευµατική καλλιέργεια. 

 

Απώτερος στόχος, να συνειδητοποιήσουν οι µαθητές τη στενή σχέση των 

Μαθηµατικών µε την πραγµατικότητα, να αναπτύξουν µεθοδολογικές δεξιότητες για 

την αντιµετώπιση πραγµατικών καταστάσεων και να αντιληφθούν ότι τα µαθηµατικά 

έχουν τη δύναµη της επικοινωνίας και της εξήγησης. 

 

Τα προβλήµατα που δόθηκαν, δεν ανήκουν στην κατηγορία των τυπικών 

µαθηµατικών προβληµάτων που συναντούµε στο σχολικό εγχειρίδιο. Κανένα δηλαδή 

ουσιαστικά µέρος της ύλης του αναλυτικού προγράµµατος, δεν αντιστοιχίζεται 

εµφανώς και έκδηλα µε τις εµπειρίες εκτέλεσης µιας δοθείσας δραστηριότητας. Μία 

τέτοια ιδέα συνάδει και µε την άποψη των Cobb, Zhao & Visnovska (2008) που 

συνιστούν την καλλιέργεια µιας προοδευτικής ανάπτυξης της µαθηµατικής 

επιχειρηµατολογίας των µαθητών, που θα τείνει σταδιακά στις ήδη εγκαθιδρυµένες 

και παρούσες µαθηµατικές πρακτικές ανά τους αιώνες, προτείνοντας ουσιαστικά  

µια προσέγγιση πιο κοντά στο συνεχές χτίσιµο προς την ουσιαστική συµµετοχή στις 

εγκαθιδρυµένες µαθηµατικές πρακτικές, παρά στην απόπειρα να γεφυρωθούν οι 

παροντικές κατανοήσεις των µαθητών µε τις εγκαθιδρυµένες µαθηµατικές ιδέες και 

παραδόσεις (Cobb et al. ; 2008)  

 

Οι µαθητές της έρευνάς µας αναπτύσσουν Μαθηµατική Σκέψη όταν καλούνται να 

παρατηρήσουν, να κατανοήσουν την κανονικότητα της διαδικασίας στην οποία 

υποβάλλονται και να οδηγηθούν σε µία σχέση που είτε αποδίδεται φραστικά (Το 

πρόβληµα του Fibonacci), είτε µε την εύρεση ενός Μαθηµατικού τύπου (Βρες τον 

Κανόνα). Καλούνται να διακρίνουν όλες τις πιθανές περιπτώσεις ενός προβλήµατος 

και να αναλύσουν τι θα συνέβαινε σε κάθε µία από αυτές (Το πρόβληµα µε τα 

Χρωµατιστά Χαρτόνια). Καλούνται σε τελική ανάλυση να συνειδητοποιήσουν και να 

εκφράσουν γλωσσικά τη σκέψη τους.  

 

Σε ένα τυχαίο παιχνίδι µπορεί να έδρατταν µε σκέψη, δε θα εξηγούσαν όµως και δε 

θα αποκάλυπταν τα µονοπάτια που τους οδήγησαν στην πράξη. Αν πάλι 

διαπραγµατευόντουσαν µόνο µαθηµατικές έννοιες, η δράση τους θα περιοριζόταν σε 
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κάποια αποτελέσµατα που θα αποτύπωναν στο χαρτί. Τώρα όµως χρειάζεται να 

κινηθούν στο χώρο, τα µαθηµατικά να γίνουν εργαλείο για να παίξουν και όχι 

νοητικό κατασκεύασµα για να εξασκηθούν. Αυτό τους προσφέρει µεγαλύτερη χαρά, 

τους κάνει να νιώσουν ότι τα µαθηµατικά µπορούν να τους βοηθήσουν, ότι η λογική, 

που είναι µαθηµατικά, τους είναι απαραίτητη. 

 

Παρακάτω γίνεται αναλυτική παρουσίαση των τριών δραστηριοτήτων. 
 
 
8.2.4.1. Το Πρόβληµα του Fibonacci  

Η δραστηριότητα αφορά στην επίλυση ενός προβλήµατος που ο Ιταλός µαθηµατικός 

Fibonacci (1202) έθεσε: 

 

«Ένα ζευγάρι λαγουδάκια τοποθετείται σε έναν κλειστό χώρο στην αρχή ενός έτους. 

Κάθε µήνα το θηλυκό ενός ζευγαριού γεννάει ένα καινούργιο ζευγάρι λαγουδάκια 

διαφορετικού φύλου. Πόσα ζευγάρια λαγουδάκια θα έχουµε µετά από ένα χρόνο, αν 

υποθέσουµε  ότι το πρώτο ζευγάρι γεννάει τον επόµενο µήνα και κάθε µήνα κάθε 

ζευγάρι παράγει ένα νέο ζευγάρι, το οποίο ξεκινά να γεννά δύο µήνες µετά τη δική του 

γέννηση;» 

 

Πρόκειται για ένα αναδροµικό επαγωγικό πρόβληµα (Harel, 2001) του οποίου το 

ενδιαφέρον έγκειται στην τελική παρατήρηση ότι, κάθε µήνα τα ζεύγη, είναι 

ουσιαστικά το άθροισµα των ζευγών των δύο προηγούµενων µηνών. Tα αποτελέσµατα 

κάθε µήνα αποτελούν µια ακολουθία αριθµών, γνωστή ως ακολουθία του Fibonacci.   

 

Η ακολουθία Fibonacci είναι η ακολουθία αριθµών στην οποία ο κάθε αριθµός είναι 

ίσος µε το άθροισµα των δύο προηγούµενων:  

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... . 

Παράγεται από τη σχέση  f(ν) = f(ν-1) + f(ν-2), για ν = 3,4,5,…. µε f(1) = 1 και f(2) = 

1. Η παραπάνω ακολουθία σχετίζεται άµεσα µε το χρυσό αριθµό «φ». Πράγµατι, ο 

λόγος δύο διαδοχικών αριθµών της ακολουθίας τείνει προς τον αριθµό  φ = 

1.618033989, που έχει ως αντίστροφο τον 1/φ = 0.618033989. Από τα παραπάνω 

προκύπτει ότι 1/φ = φ-1. Ο χρυσός αριθµός «φ» ανιχνεύθηκε για πρώτη φορά από 

τους αρχαίους Έλληνες οι οποίοι παρατήρησαν ότι όλα πάνω στη γη, από τα φυτά 

µέχρι το ίδιο το ανθρώπινο σώµα, αναπτύσσονται βάσει µίας αναλογίας του αριθµού 
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αυτού. Ένα ορθογώνιο τετράπλευρο του οποίου ο λόγος των πλευρών είναι ίσος µε 

1/φ ονοµάζεται Χρυσό Ορθογώνιο και η αναλογία αυτή "Χρυσή Αναλογία".  

 

Το πρόβληµα του Fibonacci έχει απασχολήσει πολλούς µαθηµατικούς όσον αφορά 

την εκπαιδευτική εκµετάλλευση αυτού. Η διδακτική µας πρόταση διαφέρει από αυτές 

που συναντήσαµε σε δύο κυρίως σηµεία: α) η προσέγγισή µας είναι βιωµατική, 

καθώς οι ίδιοι οι µαθητές παριστάνουν τα λαγουδάκια, β) οι εκπαιδευτικές προτάσεις 

που συναντήσαµε, χώριζαν τα λαγουδάκια σε δύο κατηγορίες. Σε αυτά που µόλις 

γεννιούνται και στα υπόλοιπα. Ο Kowalczyk (1997) στο συνέδριο που 

πραγµατοποιήθηκε για τα διακριτά µαθηµατικά (DIMACS) παρουσίασε µια πρόταση 

που η οργάνωση των ζευγαριών πραγµατοποιούνταν µε τη βοήθεια ενός 

διαγράµµατος. Στη συνέχεια τα αποτελέσµατα καταχωρούνταν σε έναν πίνακα που 

περιλάµβανε δύο κατηγορίες από λαγουδάκια, τα λαγουδάκια ενήλικες και τα 

λαγουδάκια µωρά. Αυτές οι ονοµασίες αποτέλεσαν πηγή έµπνευσης και για τη δική 

µας εργασία, µε τη διαφορά όµως ότι εµείς προσθέσαµε άλλη µία κατηγορία που την 

ονοµάσαµε τα λαγουδάκια έφηβοι. Αυτό έγινε γιατί παρατηρήσαµε ότι η κατηγορία 

ενήλικες περιλάµβανε δύο υποκατηγορίες, τα λαγουδάκια ενήλικες που γεννούν και 

τα λαγουδάκια ενήλικες που δε γεννούν. Εύλογο θα ήταν εποµένως, οι µαθητές να 

µπερδευτούν σε αυτή την κατηγορία και για να αποφευχθεί κάτι τέτοιο, προσθέσαµε 

την κατηγορία λαγουδάκια έφηβοι, που περιλαµβάνει τα λαγουδάκια που γεννήθηκαν 

τον προηγούµενο µήνα και δεν είναι σε θέση να γεννήσουν. 

 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το πρόβληµα, παρόλο που στην αρχή φαίνεται απλό, στην 

πορεία γίνεται πολύπλοκο χρήζοντας απαραίτητη την ταξινόµηση των νέων 

δεδοµένων που προκύπτουν κατά την επίλυσή του. Από την αρχή κιόλας της 

δραστηριότητας διευκρινίστηκε στους µαθητές ότι δεν κρίνονται για αυτά που θα 

πουν και ότι είναι ζητούµενο για την έρευνά µας να εκφέρουν ελεύθερα τη γνώµη 

τους ώστε να γίνει εφικτή η µελέτη του τρόπου που σκέφτονται. Κατά την εξέλιξη 

αυτής της δραστηριότητας διατυπώθηκαν διάφορες απόψεις για τα µαθηµατικά 

θέµατα που εµφανίστηκαν, κάτι που µας έδωσε την ευκαιρία να µελετήσουµε τον 

τρόπο που συλλογίζονται καθώς και τον τρόπο που γενικεύουν. Επιπλέον, οι 

προσπάθειες των µαθητών κατά τη διάρκεια επίλυσης του προβλήµατος µας 

οδήγησαν στο να αναλογιστούµε ποιοι είναι οι παράγοντες που συντελούν στην 

επιτυχή επίλυση ενός προβλήµατος.  
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Ερευνητικό εργαλείο της µελέτης, αποτέλεσε η βιντεοσκόπηση και στη συνέχεια η 

αποβιντεοσκόπηση της δραστηριότητας. Βασιζόµενοι στην πεποίθηση ότι, βιώνοντας 

οι µαθητές τις συνθήκες του προβλήµατος θα µπορέσουν να βάλουν σε µια τάξη τα 

δεδοµένα τους και θα οδηγηθούν σχεδόν αβίαστα στη λύση του προβλήµατος, η 

βιωµατική µάθηση θεωρήθηκε ως η πιο κατάλληλη µέθοδος.  

 

 

8.2.4.1.1. Υλοποίηση  

 

Η υλοποίηση γίνεται σε µία διδακτική ώρα, σε µία αίθουσα του σχολείου µε τα 

θρανία τοποθετηµένα στο πίσω µέρος αυτής, σε σχήµα «Π». Στο δάπεδο της 

αίθουσας σηµειώνονται, µε χρήση χαρτοταινίας,  τρεις θέσεις Α, Β και Γ. 

 

Α. Στην πρώτη θέση βρίσκονται τα λαγουδάκια – ενήλικες (που γεννάνε), 

Β. Στη δεύτερη, τα λαγουδάκια – έφηβοι, 

Γ. Στην τρίτη, τα λαγουδάκια – µωρά. 

 

Η δραστηριότητα, χωρίζεται σε τέσσερις διακριτές φάσεις:  

α)  Σκέψη πάνω στο πρόβληµα και συζήτηση.  

β)  Οργάνωση των δεδοµένων του προβλήµατος σε πίνακα τιµών. 

γ)  Βιωµατική προσέγγιση του προβλήµατος. 

δ)  Παρατήρηση και ανάλυση του πίνακα τιµών. 

   

Στην αρχή της κάθε φάσης, οι µαθητές ανταποκρίνονταν στις απαιτήσεις του 

προβλήµατος ικανοποιητικά, µε την πάροδο του χρόνου όµως τα δεδοµένα γίνονταν 

ολοένα και πιο πολύπλοκα µε αποτέλεσµα, η ανάγκη για έναν νέο τρόπο προσέγγισης 

του προβλήµατος να γίνεται αναπόφευκτη. Παρεµβαίνουµε λοιπόν και µεταβαίνουµε 

στην επόµενη φάση, µόνο αφού ικανοποιήσουµε την αρχή της αναγκαιότητας που 

εισήγαγε ο Harel και που αναφέρει ότι:  

 

Η αρχή της αναγκαιότητας […] ισχυρίζεται ότι «Οι µαθητές είναι πιθανό να µάθουνε, 

αν καταλάβουν την ανάγκη για αυτό που πρόκειται να µάθουν, εννοώντας µε τον όρο 
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ανάγκη τη διανοητική ανάγκη σε αντίθεση µε την κοινωνική ή οικονοµική ανάγκη» 

(Harel, 1985, 1990, 1998) (Harel, 2001, σελ. 207-208). 

 

 

Α. Σκέψη πάνω στο πρόβληµα και συζήτηση 

 

Σε κάθε µαθητή, µοιράζεται σε φύλλο Α4 το πρόβληµα του Fibonacci (βλ. 

Παράρτηµα) ελαφρώς απλοποιηµένο, έτσι  ώστε να επιτευχθεί εύκολη κατανόηση 

του προβλήµατος.  Η ακριβής µορφή στην οποία δίδεται το πρόβληµα έχει ως εξής: 

 

«Στην αρχή ενός έτους, ένα ζευγάρι λαγουδάκια τοποθετείται σε ένα κλειστό χώρο. 

Κάθε µήνα το θηλυκό του ζευγαριού γεννάει ένα νέο ζευγάρι λαγουδάκια διαφορετικού 

φύλου.  

Θεωρούµε ότι: 

� Το πρώτο ζευγάρι θα γεννήσει τον επόµενο µήνα και έκτοτε θα γεννάει κάθε 

µήνα. 

� Όλα τα υπόλοιπα ζευγάρια θα γεννούν δύο µήνες µετά τη δική τους γέννηση και 

έκτοτε κάθε µήνα. 

Πόσα ζευγάρια λαγουδάκια θα έχουµε µετά από ένα χρόνο; » 

 

Οι µαθητές χωρίζονται σε ζευγάρια για να σκεφτούν το πρόβληµα και να 

ανταλλάξουν απόψεις. Στη συνέχεια, γίνεται συζήτηση πάνω στα δεδοµένα και στο 

ζητούµενο του προβλήµατος, προκειµένου να εξασφαλίσουµε ότι όλοι οι µαθητές 

έχουν κατανοήσει το πρόβληµα. 

 

Τα παιδιά παροτρύνονται να χωρίσουν τα λαγουδάκια σε 3 κατηγορίες: τα 

λαγουδάκια-µωρά, τα λαγουδάκια-έφηβους και τα λαγουδάκια-ενήλικες (που 

γεννούν). Αρχική προσπάθεια, να βρουν κάθε µήνα πόσα λαγουδάκια υπάρχουν στην 

κάθε κατηγορία. Τους δύο πρώτους µήνες οι µαθητές µπόρεσαν εύκολα να 

υπολογίσουν πόσα λαγουδάκια θα υπάρχουν, υπολογίζοντας πόσα ζευγάρια θα είχαν 

στην κάθε κατηγορία. Το µήνα Μάρτιο όµως, καθώς τα λαγουδάκια αυξάνονταν στην 

κάθε κατηγορία, τα πράγµατα έγιναν πιο σύνθετα και οι µαθητές δυσκολεύτηκαν να 

υπολογίσουν πόσα λαγουδάκια θα υπάρχουν στο σύνολό τους. Για το λόγο αυτό, 
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περάσαµε στην επόµενη φάση του προβλήµατος που ήταν η οργάνωση των 

δεδοµένων σε έναν πίνακα τιµών.  

 

 

Β.   Πρώτη Παρέµβαση:   Οργάνωση των δεδοµένων του προβλήµατος σε πίνακα  

                  τιµών 

 

 Ένας µαθητής σηκώνεται στον πίνακα και αναλαµβάνει να σχεδιάσει έναν πίνακα 

τιµών µε τα αποτελέσµατα που προκύπτουν κάθε µήνα. Ταυτόχρονα, η ερευνήτρια 

µοιράζει ένα δεύτερο φύλλο εργασίας που περιλαµβάνει τον πίνακα τιµών 

ασυµπλήρωτο. Στη συνέχεια, ο µαθητής συµπληρώνει τον πίνακα καθ’ υπόδειξη των 

συµµαθητών του.  

 

Μήνας 
Ζεύγη 

Μωρών 

Ζεύγη 

Εφήβων 

Ζεύγη 

Ενηλίκων 

Συνολικά 

Ζεύγη 

Ιανουάριος 0 1 0 1 

Φεβρουάριος  1 0 1 2 

Μάρτιος 1 1 1 3 

Απρίλιος     

Μάιος     

Ιούνιος     

 

Παρόλο που ο πίνακας φαίνεται να βοηθάει αρκετά στην αρχή, οι µαθητές 

υπολόγισαν µε σχετική δυσκολία τα λαγουδάκια του µήνα Μαρτίου. Η ανάγκη µιας 

νέας προσέγγισης, φαίνεται πια επιτακτική. Αυτή κρίνεται και η κατάλληλη στιγµή  

για τη δεύτερη παρέµβαση, που είναι η έναρξη της βιωµατικής προσέγγισης του 

προβλήµατος.  

 

 

Γ.   ∆εύτερη παρέµβαση:   Βιωµατική προσέγγιση του προβλήµατος 

 

Οι µαθητές καλούνται πλέον να υποδυθούν οι ίδιοι τα λαγουδάκια µε σκοπό η 

ερευνήτρια να συνεχίσει να συµπληρώνει τον πίνακα-µετά το µήνα Μάρτιο-καθ’ 
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υπόδειξη των µαθητών. Πιο συγκεκριµένα, ένα ζευγάρι παιδιών υποδύεται τα πρώτα 

λαγουδάκια. Τίθεται το ερώτηµα σε ποια θέση από τις τρεις που αναγράφονται στο 

δάπεδο της αίθουσας πρέπει να πάει το πρώτο ζευγάρι. Οι µαθητές δε δυσκολεύτηκαν 

και απάντησαν ότι η θέση Β ήταν η κατάλληλη.  Με αυτόν τον τρόπο βρήκαν ότι τον 

Ιανουάριο θα έχουµε ένα ζευγάρι λαγουδάκια.  

 

 

Α(ενήλικες) Β(έφηβοι)  Γ(µωρά) 
 1 ζευγ.  

 

 

Το δεύτερο µήνα, το πρώτο ζευγάρι αντιλήφθηκε ότι έπρεπε να πάει στη θέση Α και 

ότι πρέπει να έρθει ένα άλλο ζευγάρι που θα υποδυθεί τα λαγουδάκια που θα 

γεννήσουν. Οι δύο νέοι εθελοντές που υποδύονται το νέο ζευγάρι, κατέλαβαν  σωστά 

τη θέση Γ και εύκολα συµπέραναν ότι το σύνολο των ζευγαριών του δεύτερο µήνα, 

ήταν δύο. 

 

 

Α(ενήλικες) Β(έφηβοι)  Γ(µωρά) 
1 ζευγ.  1 ζευγ. 

 

 

Τον τρίτο µήνα, που εµφανίστηκε και η µεγαλύτερη δυσκολία ακολουθώντας τις δύο 

προηγούµενες προσεγγίσεις, οι µαθητές γνωρίζουν πλέον πολύ καλά ποιες θέσεις 

πρέπει να καταλάβουν και έτσι το ζευγάρι της θέσης Γ µετατίθεται στη θέση Β, το 

ζευγάρι της θέσης Α γεννάει ένα νέο ζευγάρι και δύο νέοι εθελοντές καλύπτουν τη 

θέση Γ. Έτσι, υπολογίζουν ότι τον τρίτο µήνα θα έχουµε συνολικά 3 ζευγάρια. 

 

 

Α(ενήλικες) Β(έφηβοι)  Γ(µωρά) 
1 ζευγ. 1 ζευγ. 1 ζευγ. 
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Τον τέταρτο µήνα, το ζευγάρι της θέσης Γ, µπερδεύεται και λέει ότι θα γεννήσει, οι 

υπόλοιποι όµως αντιδρούν υποστηρίζοντας ότι κάτι τέτοιο δε θα µπορούσε να συµβεί. 

Στη συνέχεια, το ζευγάρι της θέσης Γ αντιλαµβάνεται επιτυχώς ότι πρέπει να 

µεταφερθεί στη θέση Β και το ζευγάρι της θέσης Β στη θέση Α. Αντιλαµβάνονται ότι 

τα δύο ζευγάρια της θέσης Α δίνουν δύο νέα ζευγάρια που καταλαµβάνουν τη θέση 

Γ. Υπολογίζουν έτσι, ότι  τον τέταρτο µήνα έχουµε συνολικά 5 ζευγάρια. 

 

 

Α(ενήλικες) Β(έφηβοι)  Γ(µωρά) 
2 ζευγ. 1 2 ζευγ. 

 

 

Η διαδικασία φαίνεται ότι δε θα µπορούσε να συνεχιστεί µε αυτόν τον τρόπο µέχρι το 

τέλος του ενός έτους που είναι και το ζητούµενο του προβλήµατος, καθώς οι µαθητές 

που υπήρχαν στην τάξη δεν ήταν αρκετοί. Οι µαθητές βρίσκονται απέναντι σε µια νέα 

παράµετρο που επηρεάζει τη βιωµατική επίλυση του προβλήµατος και καλούνται να 

προσδιορίσουν µε γνώµονα το πλήθος των µαθητών του τµήµατος, µέχρι ποιο µήνα 

θα µπορούσαν να προχωρήσουν στην επίλυση του προβλήµατος µε τη βοήθεια της 

βιωµατικής προσέγγισης. Όλοι επιστρέφουν στις θέσεις τους και διερευνούν µέχρι 

ποιο µήνα θα µπορούσε αυτό το παιχνίδι να συνεχιστεί. Η απάντηση προκύπτει 

αβίαστα από την πλειονότητα των µαθητών. Γνωρίζοντας ότι τα παιδιά είναι 21, 

διαίρεσαν δια του δύο και διαπίστωσαν ότι το παιχνίδι θα µπορούσε να συνεχιστεί 

µέχρι τον Μάιο.  

 

 

∆.   Τρίτη Παρέµβαση:   Παρατήρηση και ανάλυση των αποτελεσµάτων του  

                                          πίνακα 

 

Ένας µαθητής σηκώνεται στον πίνακα προκειµένου να συνεχιστεί η διαδικασία 

συµπλήρωσης του πίνακα τιµών καθ’ υπόδειξη των συµµαθητών του. Οι µαθητές 

φαίνεται να έχουν βοηθηθεί από τη βιωµατική προσέγγιση του προβλήµατος και να 
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είναι σε θέση να βρίσκουν τα λαγουδάκια της κάθε κατηγορίας κάθε µήνα. Το µόνο 

πρόβληµα που παρουσιάζεται πια, είναι ότι ο πίνακας της τάξης φαίνεται να µη 

χωράει την καταγραφή από το µήνα Σεπτέµβριο και µετά, µε αποτέλεσµα η 

παρατήρηση της τελευταίας στήλης του πίνακα κρίνεται πλέον απαραίτητο εργαλείο 

για την επίλυση του προβλήµατος.  

 

Προχωράµε λοιπόν στην τρίτη παρέµβαση και ζητάµε από τους µαθητές να 

παρατηρήσουν µε προσοχή τον πίνακα. Μια µαθήτρια παρατηρεί ότι αρκεί να 

προσθέσει κανείς τα λαγουδάκια των δύο προηγούµενων µηνών για να βρει τα 

συνολικά λαγουδάκια του εκάστοτε µήνα.  

 

Με βάση την παρατήρηση της µαθήτριας – η οποία θα αναλυθεί παρακάτω – οι 

µαθητές µπορούν πλέον να χρησιµοποιήσουν κατάλληλα την τελευταία στήλη του 

πίνακα για να υπολογίσουν τα λαγουδάκια στο τέλος του έτους που είναι 377. Καθώς 

η ικανότητα γενίκευσης των µαθητών µετά από αυτή τη βιωµατική εµπειρία ήταν ένα 

άλλο θέµα που µας απασχόλησε, και δεδοµένου ότι δεν περιµέναµε σε καµία 

περίπτωση να ήταν σε θέση να βρουν τον τύπο της αναδροµικής συνάρτησης, καθώς 

οι προϋπάρχουσες γνώσεις τους δε θα τους επέτρεπαν κάτι τέτοιο, ρωτήθηκαν ποια 

διαδικασία θα ακολουθούσαν για να βρουν τα λαγουδάκια, για παράδειγµα, του 

τριακοστού µήνα. ∆ιαπιστώθηκε ότι οι µαθητές ήταν ικανοί να συµπεράνουν ότι αν 

θέλουµε να βρούµε πόσα ζευγάρια θα έχουµε  τον τριακοστό µήνα, αρκεί να 

προσθέσουµε το πλήθος των ζευγαριών του εικοστού όγδοου και εικοστού ένατου 

µήνα.  

 

Στη συνέχεια, έγινε µια µικρή αναφορά για τις ιδιότητες των αριθµών που προέκυψαν 

στην τελευταία στήλη του πίνακα που σχετίζονται µε τις ιδιότητες της Χρυσής 

Τοµής.  ∆ιαπιστώθηκε ότι θα είχε µεγάλο ενδιαφέρον να αφιερώναµε άλλη µία 

διδακτική ώρα πάνω στους αριθµούς Fibonacci αναφέροντας εκτενώς τις ιδιότητές 

τους, τη σχέση τους µε τη Χρυσή τοµή και µε τη συµµετρία στη φύση.  
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8.2.4.2. Βρείτε Έναν Κανόνα   

 

Το πρόβληµα του Fibonacci είναι ένα επαγωγικό αναδροµικό πρόβληµα, η λύση του 

οποίου βασίζεται στην παρατήρηση ότι τα λαγουδάκια του κάθε µήνα, προκύπτουν 

από το άθροισµα του πλήθους τους κατά τους δύο προηγούµενους µήνες, που 

περιγράφεται από την αναδροµική ακολουθία f(ν) = f(ν-1) + f(ν-2), για ν = 3,4,5,…. 

µε f(1) = 1 και f(2) = 1, όπου ν≥3. Παρόλο που ζητήθηκε από τους µαθητές να 

εξάγουν ένα γενικό κανόνα για το πώς να βρίσκουν τα λαγουδάκια του κάθε µήνα, δε 

ζητήθηκε να βρουν τον τύπο της συνάρτησης, καθώς οι προηγούµενες τους γνώσεις 

δεν ήταν κατάλληλες, ώστε να οδηγηθούν σε µια τέτοια συνάρτηση. 

 

Με άλλα λόγια, το πρόβληµα του Fibonacci µας έδινε τη δυνατότητα να εξετάσουµε, 

χρησιµοποιώντας τη θεωρία του ο Radford, µόνο τους δύο πρώτους τύπους 

γενίκευσης των µαθητών – τη γεγονική γενίκευση και τη γενίκευση εντός πλαισίου. Για 

το λόγο αυτό, σχεδιάσαµε µια ξεχωριστή δραστηριότητα που τη χωρίσαµε σε δύο 

επιµέρους και την ονοµάσαµε «Βρείτε έναν κανόνα». Σε αυτή τη δραστηριότητα οι 

µαθητές έπρεπε να χρησιµοποιήσουν έναν πίνακα τιµών δύο µεταβλητών για να 

ανακαλύψουν τη σχέση που συνδέει τις µεταβλητές. Με αυτό τον τρόπο, µπορέσαµε 

να εισαγάγουµε στη µελέτη µας και τον τρίτο τύπο γενίκευσης του Radford, τη 

συµβολική γενίκευση. 

 

Ο σχεδιασµός αυτής της δεύτερης επιµέρους δραστηριότητας, προέκυψε ύστερα από 

προσεκτική µελέτη της δραστηριότητας «Βρείτε έναν κανόνα» που είχε δηµοσιεύσει 

ο Γυµνασιάρχης του σχολείου κ. Τζίφας Νικόλαος στο περιοδικό Ευκλείδης Α΄. 

Συγκεκριµένα, η δεύτερη επιµέρους δραστηριότητα της µελέτης µας, προέκυψε από 

τη βιωµατική προσέγγιση της παρακάτω δραστηριότητας:  
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8.2.4.2.1.  Υλοποίηση 

 

Η διάρκεια της δραστηριότητας είναι 1 διδακτική ώρα. Τα θρανία της αίθουσας είναι 

τοποθετηµένα σε σχήµα «Π» και τα παιδιά συνεργάζονται ανά δύο ή ανά τρεις. Τη 

βιντεοσκόπηση πραγµατοποίησε ο Γυµνασιάρχης του σχολείου. Αρχικά, µοιράστηκε 

στους µαθητές ένα φύλλο εργασίας (βλ. παράρτηµα), που περιλάµβανε δύο επιµέρους 

δραστηριότητες, όπου σε όλες οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν έναν πίνακα 

τιµών µεταξύ δύο µεταβλητών και στη συνέχεια να γράψουν τη σχέση που συνδέει 

αυτές τις µεταβλητές. Στην πρώτη δραστηριότητα, δινόταν ένας πίνακας τιµών 

µεταξύ δύο µεταβλητών και οι µαθητές έπρεπε να βρουν τη σχέση που τις συνδέει. Η 

δεύτερη δραστηριότητα ήταν βιωµατική. Οι µαθητές δηλαδή, έπαιζαν το ρόλο των 

µεταβλητών, συµπλήρωναν έναν πίνακα τιµών µεταξύ αυτών και στη συνέχεια 

προσπαθούσαν να βρουν τη σχέση που τα συνδέει.  

 

Συγκεκριµένα, οι εκφωνήσεις των δραστηριοτήτων ήταν οι εξής: 

 

Α.   Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τον τρόπο µε τον οποίο το ρ αλλάζει µε τη βοήθεια 

του άρτιου ν.  
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  ν ρ 

2 11 

4 13 

6 15 

8 17 

… …. 

 

α) Όταν το ν είναι 30, πόσο θα είναι το ρ; 

β) Γράψτε µία σχέση (τύπο) που να συνδέει το ν µε το ρ. 

 

Β.   Ο βασιλιάς κάθε χώρας συνοδεύεται από τους σωµατοφύλακες του. Έτσι, σε µια 

µετακίνηση του βασιλιά, όλοι µαζί (βασιλιάς και σωµατοφύλακες) κινούνται 

διατηρώντας πάντα ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, περπατώντας οι 

σωµατοφύλακες σε σχήµα ανάποδου Π και βάζοντας µπροστά και στη µέση τον 

βασιλιά. Κάτι αντίστοιχο γίνεται και όταν δύο ή και περισσότεροι βασιλιάδες 

µετακινούνται: 

 

σ β σ 

σ σ σ 

 

 

σ β β σ 

σ σ σ σ 

 

κ.λ.π   

Έτσι, ο ένας βασιλιάς συνοδεύεται από πέντε σωµατοφύλακες, οι δύο βασιλιάδες από 

6 σωµατοφύλακες  κ.λ.π. 

α) Αφού κάποιοι από σας παίξουν το ρόλο των σωµατοφυλάκων και κάποιοι άλλοι 

των βασιλιάδων, σχηµατίζοντας στο χώρο το προτεινόµενο σχήµα, συµπληρώστε τον 

παρακάτω πίνακα: 
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  σ β 

5 1 

6 2 

  

…. …. 

 

β)   Πόσοι σωµατοφύλακες χρειάζονται για να συνοδεύσουν 10 βασιλιάδες; 

γ)   Γράψτε µία σχέση (τύπο) που να συνδέει το σ µε το β. 

 

Η κατασκευή των δραστηριοτήτων, έγινε µε την εξής λογική: Αρχικά φτιάξαµε έναν 

απλό - κατά την κρίση µας-  πίνακα τιµών µεταξύ των µεταβλητών ν και ρ, όπου τόσο 

το ν όσο και το ρ µεταβάλλονταν µε τον ίδιο τρόπο. ∆ηλαδή, όταν το ν αύξανε κατά 

µία µονάδα, τότε και το ρ αύξανε κατά µία µονάδα κ.ο.κ. Η δεύτερη δραστηριότητα, 

αν και περιλάµβανε µεταβλητές που και αυτές µεταβάλλονταν µε τον ίδιο τρόπο, 

διέφερε από την πρώτη στο ότι ήταν βιωµατική. Αυτό σηµαίνει ότι υπήρχε µια 

δοσµένη συνθήκη µε δύο µεταβλητές και οι µαθητές βίωναν το πρόβληµα 

παριστάνοντας τις µεταβλητές. Η διαφορά των δύο δραστηριοτήτων ως προς τη 

διδακτική τους προσέγγιση (παραδοσιακή και βιωµατική αντίστοιχα) µας έδωσε 

επιπλέον τη δυνατότητα να εξετάσουµε αν η βιωµατική µέθοδος βοήθησε τους 

µαθητές να κατανοήσουν βαθύτερα τις µεταβλητές. 

 

 

 

8.2.4.3.  Το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια 

   
 
Το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια είναι µια παραλλαγή που 

πραγµατοποιήσαµε σε ένα πολύ έξυπνο και δηµοφιλές στους µαθηµατικούς κύκλους, 

λογικού παζλ, στο πρόβληµα  µε τα καπέλα. Αυτό συµβαίνει γιατί το πρόβληµα αυτό 

έχει βαθιά και αναπάντεχη σχέση µε τη θεωρία κωδίκων, η οποία είναι µια ενεργή 

περιοχή στη µαθηµατική έρευνα µε ευρείες εφαρµογές στις τηλεπικοινωνίες και στην 

επιστήµη των υπολογιστών. Στην προσπάθειά των ερευνητών να βρουν λύση στο 

πρόβληµα µε τα καπέλα, ανακαλύπτουν νέα θεωρήµατα στη θεωρία των κωδίκων. 
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Το πρόβληµα µε τα καπέλα έχει ως εξής: 

Τρεις παίκτες εισέρχονται σε ένα δωµάτιο. Ο καθένας φοράει άσπρο ή µαύρο καπέλο. 

Το χρώµα καθορίζεται από τη ρίψη νοµίσµατος, κάτι που σηµαίνει ότι το χρώµα που 

φοράει ο ένας, δεν επηρεάζει το χρώµα που φοράει ο άλλος. Ο καθένας µπορεί να δει 

το καπέλο των άλλων, όχι όµως το δικό του. Καµία επικοινωνία δεν επιτρέπεται, 

εκτός από µία ενιαία στρατηγική που πρέπει να αποφασισθεί πριν ξεκινήσει το 

παιχνίδι. Από τη στιγµή που ο κάθε παίκτης δει τα καπέλα των άλλων δύο, θα πρέπει 

απευθείας είτε να µαντέψει το χρώµα που φοράει, είτε να σωπάσει. Υποθέτουµε ότι 

το βραβείο της οµάδας θα είναι ένα υπέρογκο ποσό αν ένας τουλάχιστον παίκτης 

µαντέψει σωστά και κανένας δεν υποθέσει λανθασµένα. 

 
Το ίδιο παιχνίδι µπορεί να παιχτεί από οποιονδήποτε αριθµό παικτών. Το γενικό 

πρόβληµα είναι να βρεθεί µια στρατηγική για την οµάδα, η οποία θα µεγιστοποιήσει 

την πιθανότητα να κερδίσει το βραβείο. Μια προφανής στρατηγική θα µπορούσε να 

ήταν να συνεννοηθούν οι δύο να σωπάσουν και ο άλλος να πει στην τύχη ότι φοράει 

άσπρο καπέλο. Με αυτό τον τρόπο έχουν 50% ποσοστό επιτυχίας. Υπάρχει όµως 

άλλη στρατηγική που να αυξάνει το ποσοστό επιτυχίας ;  

 

Παρόλο που πολλοί µπορεί να απαντήσουν αυτόµατα πως δεν υπάρχει κάποια 

στρατηγική, καθώς: 

� δεν µπορούν οι παίκτες να επικοινωνήσουν µεταξύ τους   

� το χρώµα που φοράει ο κάθε παίκτης δεν εξαρτάται από το χρώµα του άλλου 

παίκτη  

υπάρχει µια στρατηγική που εγγυάται 75% επιτυχία (6 στα 8). 

 
Η στρατηγική είναι η εξής: 

Έξι στις οκτώ φορές, δύο από τους παίκτες θα φοράνε καπέλο του ίδιου χρώµατος, 

ενώ ο τρίτος παίκτης θα φοράει καπέλο διαφορετικού χρώµατος. Η οµάδα µπορεί να 

κερδίσει αν ακολουθήσει την εξής τακτική: Μόλις ξεκινήσει το παιχνίδι ο κάθε 

παίκτης κοιτάει τα καπέλα των άλλων δύο. Ο παίκτης που θα δει ότι οι άλλοι δύο 

φοράνε καπέλο διαφορετικού χρώµατος, θα σωπάσει. Ο παίκτης που θα δει ότι οι 

άλλοι δύο φοράνε το ίδιο χρώµα καπέλο, θα µαντέψει ότι φοράει το αντίθετο χρώµα. 
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Όπως προαναφέραµε, το πρόβληµα µπορεί να επεκταθεί και για περισσότερους από 

τρεις παίκτες. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον αποτελεί το πρόβληµα µε 15 παίκτες όπου 

υπάρχει στρατηγική που εγγυάται 93,75% επιτυχία (15 στα 16).  

 

Η παραπάνω στρατηγική µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στους κώδικες Hamming που 

µεταξύ άλλων, προσφέρουν τη δυνατότητα 

� να διορθώνουν λανθασµένους κώδικες, κάτι που χρησιµεύει στη διόρθωση 

καναλιών µε παράσιτα 

� να συµπιέζουν τα δεδοµένα για να πιάνουν λιγότερο χώρο στη µνήµη του 

υπολογιστή. 

 

Θεωρούµε ότι θα ήταν εξαιρετικά ενδιαφέρον οι µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου να 

καταπιαστούν µε ένα τέτοιου είδους πρόβληµα. Γνωρίζοντας τη δυσκολία του 

προβλήµατος, η πρόταση µας αποτελείται από δύο επιµέρους προβλήµατα. Το πρώτο 

πρόβληµα είναι σχετικά απλό και αποτελεί τον προθάλαµο για την εισαγωγή στο 

δεύτερο, που είναι στην ουσία και το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια. Στόχος 

µας δεν είναι τόσο να λύσουν το πρόβληµα, όσο να διερευνήσουν τις διάφορες 

περιπτώσεις και να καταλήξουν ποιες είναι εκείνες που επαναλαµβάνονται πιο συχνά. 

Χρησιµοποιούµε την τεχνική διδασκαλίας «Παιχνίδι Ρόλων». 

 

 
8.2.4.3.1. Υλοποίηση του πρώτου προβλήµατος  
 
 
Η διάρκεια της δραστηριότητας είναι δύο διδακτικές ώρες. Στην αίθουσα παρίσταται 

η γυµνάστρια του τµήµατος και ο καθηγητής των µαθηµατικών, ο οποίος και 

βιντεοσκοπεί. Τα θρανία της αίθουσας είναι παραταγµένα σε σχήµα «Π». Το τµήµα 

χωρίζεται σε οµάδες των τριών ατόµων που αποτελούν και τις οµάδες που 

παριστάνουν τους αιχµάλωτους. Η ερευνήτρια παίζει το ρόλο του φύλακα. Ο 

φύλακας που έχει άσπρα και µαύρα κοµµένα χαρτόνια σε σχήµα τετραγώνου, έχει 

µπροστά του τρεις αιχµάλωτους, τους δένει τα µάτια και καρφιτσώνει στην πλάτη 

τους είτε ένα άσπρο, είτε ένα µαύρο χαρτόνι. Το χρώµα που φοράει  ο κάθε παίκτης 

αποφασίζεται µε  τη ρίψη νοµίσµατος. Τα µάτια θα λυθούν, όταν τους φορεθούν τα 

χαρτόνια. Με αυτόν τον τρόπο, ο κάθε αιχµάλωτος βλέπει τα χαρτόνια των δύο 

άλλων, αλλά δεν µπορεί να δει το δικό του. Στην πορεία, η ερευνήτρια, 
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εξασφαλίζοντας πρώτα ότι οι µαθητές θα έχουν γυρισµένη την πλάτη τους και δε θα 

βλέπουν τι χρώµα χαρτόνι φοράνε, δε δένει τα µάτια των παικτών προκειµένου να 

εξοικονοµήσει χρόνο. 

 

Η ερευνήτρια εξηγεί στα παιδιά ότι ο φύλακας έχει µαθηµατικές ανησυχίες και του 

αρέσει να βάζει σε δοκιµασίες τους αιχµαλώτους του και ανάλογα να τους 

επιβραβεύει ή να τους τιµωρεί. Εκείνη την ηµέρα µάλιστα έχει τα κέφια του και θα 

τους βάλει µια σχετικά απλή δοκιµασία µε αντάλλαγµα µία διπλή µερίδα φαγητού. 

 

Ο φύλακας  λέει: 

« Όποιος βλέπει κάποιον µε µαύρο χαρτόνι, να σηκώσει το χέρι του». 

Στη συνέχεια λέει: 

«Όποιος ξέρει τι χρώµα χαρτόνι έχει, να σηκώσει το χέρι του».   

 

Όποιος θεωρεί ότι γνωρίζει το χρώµα του χαρτονιού που έχει καρφιτσωµένο στην 

πλάτη του σηκώνει το χέρι του και εξηγεί στους υπόλοιπους µε ποια λογική το βρήκε. 

Κάτι τέτοιο συντελεί θετικά, τόσο γιατί δίνει την ευκαιρία να ξεκινήσει µια 

εποικοδοµητική συζήτηση, όσο γιατί µας δίνει τη δυνατότητα να καταγράψουµε 

πρωτόκολλα ανάλυσης. Αυτή η δραστηριότητα µας βοηθάει να µελετήσουµε τους 

τρόπους που επιχειρηµατολογούν οι µαθητές, κατά πόσο αντιλαµβάνονται πότε 

µιλάνε µε βεβαιότητα και πότε εικάζουν και τα αποδεικτικά σχήµατα που έχουν για 

να πείσουν τον εαυτό τους και τους άλλους για έναν ισχυρισµό τους. 

 

Όταν ολοκληρώθηκε το παιχνίδι, δόθηκε στους µαθητές ένα φύλλο εργασίας (βλ. 

παράρτηµα) όπου τους ζητήθηκε να γράψουν ανά οµάδες των τριών όλες τις δυνατές 

περιπτώσεις, δίνοντας τους µε αυτόν τον τρόπο την ευκαιρία να γενικεύσουν και να 

εκφράσουν φραστικά την εµπειρία τους. Στη συνέχεια, ζητήθηκε να παρατηρήσουν 

ποια περίπτωση επαναλαµβανόταν πιο συχνά και να καταγράψουν σε κάθε 

περίπτωση τι θα γινόταν αν είχαν στην πλάτη τους καρφιτσωµένο ένα µαύρο χαρτόνι.  

 

Παρατηρήθηκε ότι η καταγραφή όλων των δυνατών περιπτώσεων, δεν ήταν απλή 

υπόθεση για τους µαθητές. Κάποιοι παρέλειπαν περιπτώσεις, θεωρώντας ότι η σειρά 

των χρωµάτων δεν έχει σηµασία, ενώ άλλοι επαναλάµβαναν περιπτώσεις. Ένας 

µαθητής προσφέρθηκε να σηκωθεί στον πίνακα και να γράψει όλες τις δυνατές 
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περιπτώσεις. Στη συνέχεια, ακολούθησε συζήτηση σχετικά µε τους τρόπους 

οργάνωσης των περιπτώσεων. Οι δυνατές περιπτώσεις που τελικά προέκυψαν ήταν οι 

εξής 8: 

Μ Μ Μ 

Μ Μ Α 

Μ Α Μ 

Α Μ Μ 

Α Α Α 

Α Α Μ 

Α Μ Α 

Μ Α Α 

 

Οι απόψεις των µαθητών για το ποια είναι η περίπτωση που επαναλαµβάνεται τις 

περισσότερες φορές δε συγκλίνανε. Άλλοι θεωρούσαν ότι είναι η περίπτωση ΑΑΑ, 

άλλοι η περίπτωση ΜΜΜ ενώ λίγοι βρήκαν ότι η περίπτωση που επαναλαµβάνεται 

πιο συχνά είναι εκείνη που οι δύο φοράνε το ίδιο χρώµα (6 στις 8 φορές). 

 

Συνοπτικά, στο φύλλο εργασίας προέκυψαν οι παρακάτω απαντήσεις: 

 

� Αν έβλεπα δύο Α, τότε οι άλλοι δύο θα σήκωναν το χέρι τους και έτσι εγώ ήµουν 

100% βέβαιος ότι είµαι Μ. 

 

� Αν έβλεπα έναν Α και έναν Μ, τότε οι άλλοι δύο θα σήκωναν το χέρι τους και 

εγώ, βλέποντας τον Μ να σηκώνει το χέρι του, θα ήµουν 100% βέβαιος ότι είµαι 

Μ. 

 

� Αν έβλεπα δύο Μ, τότε οι άλλοι δύο θα σήκωναν το χέρι τους, αλλά εγώ δε θα 

ήµουν βέβαιος για το χρώµα µου. Κατά 50% είµαι Μ και κατά 50% θα είµαι Α. 

Αν όµως επιστρατεύσω τη λογική µου, µπορώ να είµαι και 100% βέβαιος για το 

χρώµα µου. Κάποιοι από τους µαθητές πρότειναν: 

 

 Στην πρώτη ερώτηση του φύλακα, όλοι θα σηκώναµε το χέρι µας. Στη δεύτερη όµως 

ερώτηση, όλοι θα διστάζαµε, γιατί όλοι θα βλέπαµε δύο Μ. Λαµβάνοντας αυτό υπ’ 

όψιν µου, µπορώ πια να είµαι 100% βέβαιος ότι είµαι Μ. 
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Η συνάντηση έκλεισε µε διεξοδική ανάλυση και συζήτηση των µαθητών για κάθε 

περίπτωση ξεχωριστά. Παρατηρήθηκε ότι οι µαθητές έδειξαν πολύ ενδιαφέρον για το 

παιχνίδι και όταν έπρεπε να οργανώσουν τα συµπεράσµατά τους, ήταν ικανοί να 

αναπτύξουν πολύ εποικοδοµητικές συζητήσεις. Η τάξη λειτούργησε σαν οµάδα και 

όλοι µαζί προσπάθησαν να καταλήξουν σε ένα συµπέρασµα. Ο κάθε ένας είχε το δικό 

του τρόπο να εκφραστεί και πολλές φορές ήθελε να το κάνει, ακόµα και αν έλεγε 

στην ουσία το ίδιο πράγµα µε τον προλαλήσαντα.  

 

 

8.2.4.3.2.   Υλοποίηση του δεύτερου προβλήµατος  

 

Το δεύτερο πρόβληµα είναι µια παραλλαγή του προβλήµατος 1, καθώς σε αυτό δε 

σηκώνονται µόνο τρεις µαθητές αλλά περισσότεροι εκ των οποίων τουλάχιστον ένας  

φοράει άσπρο χαρτόνι. Ο φύλακας λέει: «Έχω φορέσει άσπρα χαρτόνια σε µερικούς 

από εσάς και µαύρα χαρτόνια στους υπόλοιπους. Μπορείτε να κοιτάτε ο ένας του 

άλλου, αλλά όχι να µιλάτε µεταξύ σας. Θα φύγω τώρα και θα έρχοµαι κάθε ένα 

λεπτό. Κάθε φορά που θα επιστρέφω, θέλω όσοι από εσάς έχουν αντιληφθεί ότι 

φοράνε άσπρο χαρτόνι να έρχονται και να µου το λένε αµέσως».  

 

Πρόκειται για ένα επαγωγικό πρόβληµα µε άδηλη αναδροµική λύση. Σε αυτή τη 

δραστηριότητα µελετάµε τα αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών σε τέτοιου είδους 

προβλήµατα, κατά πόσο αντιλαµβάνονται πότε µιλάνε µε βεβαιότητα και πότε 

εικάζουν καθώς και τις µεταγνωστικές τους δεξιότητες. 

 

 

Η διάρκεια της δραστηριότητας είναι 2 διδακτικές ώρες. Αρχικά δόθηκε ιδιαίτερη 

έµφαση στις οδηγίες του δεσµοφύλακα, συζητώντας µε τους µαθητές το νόηµα 

αυτών. Οι µαθητές χρειάστηκαν χρόνο να κατανοήσουν τα λεγόµενα του 

δεσµοφύλακα. Πολλοί από αυτούς θεώρησαν ως δεδοµένο ότι σίγουρα θα υπάρχουν 

και κάποιοι που θα φοράνε και µαύρο χαρτόνι. ∆εν κατάλαβαν ότι υπάρχει 

περίπτωση να φοράνε και όλοι άσπρο. Ήταν όµως ξεκάθαρο ότι τουλάχιστον ένας θα 

φοράει άσπρο χαρτόνι.  
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Η λογική του παιχνιδιού έχει ως εξής: 

Όταν ένας µόνο φοράει άσπρο χαρτόνι, από το πρώτο κιόλας λεπτό θα το καταλάβει, 

αφού όλοι οι υπόλοιποι θα φοράνε µαύρο. Όταν δύο παίκτες φοράνε άσπρο χαρτόνι, 

την πρώτη φορά αυτοί οι δύο, θα δουν έναν να φοράει άσπρο χαρτόνι. Περιµένουν 

έτσι, ο άλλος να µιλήσει. Βλέπουν όµως ότι ο άλλος δε λέει τίποτα οπότε 

καταλαβαίνουν ότι για να µη µιλάει, θα βλέπει και άλλον µε άσπρο χαρτόνι. 

∆εδοµένου ότι βλέπουν τους υπόλοιπους να φοράνε µαύρα χαρτόνια, καταλαβαίνουν, 

ο καθένας για τον εαυτό του, ότι αυτός είναι ο δεύτερος µε το άσπρο χαρτόνι. Έτσι, 

το δεύτερο λεπτό που θα έρθει ο φύλακας πάνε και οι δύο και του λένε ότι αυτοί είναι 

µε το άσπρο χαρτόνι. Το παιχνίδι συνεχίζεται µε την ίδια λογική για να καταλήξουµε 

τελικά στο γενικό κανόνα ότι, αν ν άτοµα φοράνε άσπρα χαρτόνια τότε αυτοί θα το 

γνωρίζουν το νιοστό λεπτό. 

 

Στην πρώτη φάση σηκώθηκαν τέσσερις µαθητές, όπου µόνο ένας φορούσε άσπρο 

χαρτόνι. Η µαθήτρια µε το άσπρο χαρτόνι, είδε ότι όλοι οι συµπαίκτες της φορούσαν 

µαύρο χαρτόνι, εκµεταλλεύτηκε την πληροφορία ότι τουλάχιστον ένας φοράει άσπρο 

και µπόρεσε από το πρώτο κιόλας λεπτό να καταλάβει ότι είναι εκείνη που φοράει 

άσπρο χαρτόνι. 

 

Στη συνέχεια σηκώθηκαν έξι άτοµα εκ των οποίων δύο φόραγαν άσπρο χαρτόνι. 

Κάποιοι µαθητές δυσκολεύτηκαν σε αυτή την περίπτωση και κατάφυγαν σε 

συλλογιστικές που δεν ισχύουν. Παρόλα αυτά, ο ένας από τους δύο µαθητές που 

φορούσε άσπρο, το δεύτερο λεπτό ανέπτυξε ορθή επιχειρηµατολογία προκειµένου να 

αιτιολογήσει για ποιο λόγο είναι βέβαιος ότι φοράει άσπρο.  

 

Έπειτα το παιχνίδι έγινε ακόµα πιο πολύπλοκο και σηκώθηκαν έξι άτοµα εκ των 

οποίων τέσσερα φόραγαν άσπρο χαρτόνι. Λίγοι µαθητές µπόρεσαν να οργανώσουν τα 

δεδοµένα τους και να απαντήσουν το σωστό λεπτό ότι φοράνε άσπρο. Οι µαθητές 

εντοπίζουν ότι είναι πολύ σηµαντικό να είναι σε εγρήγορση καθώς το παιχνίδι είναι 

οµαδικό και οι αντιδράσεις του καθενός παίζουν σπουδαίο ρόλο στην απόδοση της 

ορθής απάντησης. 

 

Με αφορµή ένα σχόλιο ενός µαθητή η ερευνήτρια ξεκίνησε µια συζήτηση για το κατά 

πόσο επηρεάζει το πλήθος των ατόµων που συµµετέχουν στο παιχνίδι, µε το πλήθος 
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των άσπρων χαρτονιών. Αρκετοί µαθητές, αγνόησαν τα δεδοµένα του προβλήµατος 

και ισχυρίστηκαν ότι όσο πιο πολλοί σηκωθούν τόσο πιο πολλά άσπρα θα έχουµε. 

Τέλος, σηκώθηκαν οκτώ άτοµα, από τους οποίους οι έξι φορούσαν άσπρο.  

 

Στο τέλος κάθε φάσης οι µαθητές συµπλήρωναν ένα φύλλο εργασίας που τους 

ζητούσε να αναλύσουν κάθε στάδιο του παιχνιδιού. Στο τέλος της δραστηριότητας 

ζητήθηκε από τους µαθητές να βρουν ένα γενικό κανόνα ικανό να βρίσκει τη χρονική 

στιγµή που µπορούν να απαντήσουν αυτοί που φοράνε άσπρο χαρτόνι, κάτι που 

επιτεύχθηκε µε επιτυχία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 

 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

 

 

9.1. Το πρόβληµα του Fibonacci 

 

Στην αρχή της διδακτικής ώρας, οι µαθητές παρουσίασαν αµηχανία και η συµµετοχή 

τους ήταν περιορισµένη. Μία τέτοια αντίδραση ήταν αναµενόµενη για το λόγο ότι δεν 

ήταν εξοικειωµένοι ούτε µε εναλλακτικές µεθόδους διδασκαλίας και µάθησης των 

µαθηµατικών, ούτε µε την ερευνήτρια, πόσο µάλλον µε διδασκαλίες που 

βιντεοσκοπούνται. Η προτροπή της ερευνήτριας να εκφέρουν ελεύθερα την άποψη 

τους και η διευκρίνιση ότι η βιντεοσκόπηση είναι ερευνητικό εργαλείο και ότι δεν 

πρόκειται να κριθούν και να επηρεάσουν τη γνώµη των καθηγητών τους από αυτά 

που θα πουν, βοήθησε τους µαθητές να χαλαρώσουν, να µπουν στη διαδικασία  και 

να τολµήσουν να δώσουν κάποιες απαντήσεις σε αυτά που ρωτούσε.  

 

Θεαµατική αλλαγή παρουσιάστηκε κατά την τρίτη φάση της δραστηριότητας, τη 

βιωµατική, που οι µαθητές ενσάρκωσαν τους «πρωταγωνιστές» του προβλήµατος, τα 

λαγουδάκια. Παρατηρήθηκε ότι οι µαθητές γρήγορα εξοικειώθηκαν µε τη βιωµατική 

προσέγγιση του προβλήµατος, ενθουσιάστηκαν, έγιναν δηµιουργικοί και µε σύµµαχο 

τη φαντασία τους, αντιµετώπισαν το πρόβληµα σαν µέρος της δράσης που επιζητεί 

απαντήσεις.  

 

Συγκεκριµένα, οι µαθητές κατά την πρώτη και δεύτερη φάση του προβλήµατος, 

µπορούσαν να υπολογίσουν τα λαγουδάκια µέχρι το µήνα Φεβρουάριο. Το Μάρτιο, 

καθώς οι πληροφορίες αυξάνονταν, άρχιζαν οι πρώτες δυσκολίες. Κατά την Τρίτη 

φάση, που σήµαινε την έναρξη της Βιωµατικής προσέγγισης, οι µαθητές ξεπέρασαν 

τη δυσκολία που είχαν και καταλαµβάνοντας τις ανάλογες θέσεις, έβρισκαν πόσα 

λαγουδάκια είχαµε κάθε µήνα. Μάλιστα, αν υπήρχαν αρκετοί µαθητές, φάνηκε να 

ήταν σε θέση να συνεχίσουν αυτή τη διαδικασία για πολύ ακόµα. 
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Επεισόδιο 1 

 

Το επεισόδιο 1 είναι ένα επεισόδιο που η σηµαντικότητά του δεν έγκειται στην 

ανάλυση ενός διαλόγου, αλλά στον τρόπο που αντέδρασε ένας µαθητής όταν 

ρωτήθηκε πόσα λαγουδάκια θα έχουµε το µήνα Μάιο. Ο µαθητής, αυθόρµητα 

σηκώθηκε από το θρανίο του και άρχισε να µετράει τα ζευγάρια της κάθε κατηγορίας. 

Αυτή η αντίδραση, εκτός του ότι δείχνει ότι προσαρµόστηκε στις βιωµατικές 

συνθήκες του προβλήµατος και καταργώντας τις τυπικότητες επέτρεψε στον εαυτό 

του να συµµετέχει εξ’ ολοκλήρου στην επίλυση του προβλήµατος, µας επιτρέπει να 

συµπεράνουµε ότι προτίµησε να µετρήσει τα παιδιά που υποδύονταν τα λαγουδάκια, 

από το να τα υπολογίσει σκεπτόµενος. Το αποδεικτικό εποµένως σχήµα του µαθητή, 

σύµφωνα µε τους Harel & Sowder (1998), είναι εµπειρικό αφού τον βλέπουµε να 

εξάγει συµπεράσµατα µε τη βοήθεια µετρήσεων.   

 

Ωστόσο, κάποιοι µαθητές έκαναν προσπάθειες να φύγουν από το εµπειρικό στάδιο, 

που στην προκειµένη περίπτωση σηµατοδοτούνταν από το στάδιο της µέτρησης, 

παρατηρώντας τον πίνακα. Παρακάτω θα αναλύσουµε, µε τη βοήθεια της θεωρίας 

του Harel (2001) και του Radford (2003), δύο περιπτώσεις µαθητριών που 

προσπάθησαν να γενικεύσουν.  

 

Ο διάλογος που ακολουθεί, διαδραµατίζεται µόλις αφού έχουν υπολογίσει τα 

λαγουδάκια του µήνα Μάιου. Παρακάτω ακολουθεί ο πίνακας συµπληρωµένος, όπως 

ακριβώς τον βλέπουν οι µαθητές εκείνη την ώρα. Η ερευνήτρια θέλοντας να 

παροτρύνει τους µαθητές να παρατηρήσουν τον πίνακα, εκµεταλλεύεται το γεγονός 

ότι τα παιδιά που παριστάνουν τα λαγουδάκια αρχίζουν να συνωστίζονται, κάτι που 

δυσχεραίνει  τη µέτρηση τους, και τους ρωτά αν υπάρχει άλλος τρόπος  υπολογισµού 

αυτών. 

 

 

Επεισόδιο 2 

 

1. Ερευνήτρια:  Έχετε καµιά ιδέα; Μπορούµε να το συνεχίσουµε µε αυτόν τον  

    τρόπο για όλο το χρόνο για να βρούµε το αποτέλεσµα;  

2. Στελλίνα:   Μετά πάει µόνο του. 
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3. Ερευνήτρια:   Τι εννοείς; 

4.           Στελλίνα:   Το ένα γίνεται δύο, το δύο γίνεται τρία στους εφήβους, το τρία    

τέσσερα στα µωρά…οι ενήλικες θα γίνουν τέσσερις… 

5. Ερευνήτρια:   (δείχνοντας τη στήλη των ενηλίκων) Λες τον Ιούνιο το τρία θα  

    γίνει τέσσερα; 

6. Στελλίνα:   Ναι. 

7. Ερευνήτρια:   Για πρόσεξε. Ποιοι θα γίνουν ενήλικες; 

8. Ελένη:    Πέντε. 

9. Ερευνήτρια:   (Απευθύνεται σε δύο µαθήτριες που δεν έχουν σηκωθεί ακόµα)  

    Ποιοι θα γίνουν κορίτσια ενήλικες; 

10. Πηνελόπη:   Θα υπάρχουν µετά πέντε ενήλικες.  

11. Ερευνήτρια:   Πέντε ενήλικες! ∆εν πάει 1, 2, 3, 4. Οι έφηβοι όλοι, θα γίνουν  

    ενήλικες. 

12. Στελλίνα:   Α, ναι.  

 

 

Μήνας 
Ζεύγη 

Μωρών 

Ζεύγη 

Εφήβων 

Ζεύγη 

Ενηλίκων 

Συνολικά 

Ζεύγη 

Ιανουάριος 0 1 0 1 

Φεβρουάριος  1 0 1 2 

Μάρτιος 1 1 1 3 

Απρίλιος 2 1 2 5 

Μάιος 3 2 3 8 

Ιούνιος     

 

 

Σε αυτήν την περίπτωση, η Στελλίνα θεώρησε ότι η ακολουθία 1, 2 στους εφήβους 

και η ακολουθία 1, 2, 3  στους ενήλικες και στα µωρά, εντάσσεται σε ένα ευρύτερο 

σύνολο αριθµών, των φυσικών αριθµών, οπότε για εκείνην ήταν απόλυτα 

φυσιολογικό να θεωρήσει ότι το 2 θα γίνει 3 στους εφήβους και το 3 θα γίνει 4 στους 

ενήλικες και στα µωρά. Η προσπάθεια της να φύγει από το στάδιο της µέτρησης, 

παρατηρώντας και στη συνέχεια γενικεύοντας, είναι έκδηλη. Βρίσκεται στο εµπειρικό 

στάδιο αφαίρεσης καθώς παρατηρώντας έναν αριθµό αντικειµένων, τους αποδίδει µια 

κοινή ιδιότητα. Ο συλλογισµός της όµως, δεν την βοήθησε να οδηγηθεί σε σωστά 

αποτελέσµατα γιατί γενίκευσε χωρίς να είναι σε θέση να επαληθεύσει. Η σκέψη της, 

σύµφωνα µε τους Johnson και Laird (1993), εντάσσεται στην κατηγορία της 
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περιγραφικής επαγωγικής όπου το υποκείµενο γενικεύει αποδίδοντας στα αντικείµενα 

µια κοινή ιδιότητα που βασίζεται στα συµπεράσµατα που έβγαλε από την 

παρατήρηση και όχι από την ερµηνεία των αποτελεσµάτων. Οι Harel και Sowder 

(1998), έχουν συµπεράνει ότι σε τέτοιες περιπτώσεις, το υποκείµενο έχει εµπειρικό 

αποδεικτικό σχήµα. 

 

Στον παραπάνω διάλογο, η ερευνήτρια στην προσπάθειά της να βοηθήσει τους 

µαθητές να ξεκινήσουν τη διαδικασία της ερµηνευτικής επαγωγικής σκέψης, αλλάζει 

την ερώτηση και τους ρωτάει ποιοι θα γίνουν ενήλικες (διάλογος 7 και 9). Παρόλα 

αυτά, οι µαθητές επιµένουν να απαντήσουν πόσα ενήλικα λαγουδάκια θα έχουµε το 

µήνα Ιούνιο (διάλογος 8 και 10), κάνοντας έκδηλη την τάση τους στην περιγραφική 

επαγωγική σκέψη. Μολονότι η απάντηση τους είναι σωστή, διαπιστώνουµε ότι δεν 

είναι ακόµα έτοιµοι να  διακρίνουν το µηχανισµό της ακολουθίας των αριθµών της 

κάθε στήλης. 

 

Κατά τη διάρκεια του προηγούµενου διαλόγου, µία άλλη µαθήτρια, η Άννα, δείχνει 

να έχει ανακαλύψει κάτι και σηκώνει επίµονα το χέρι της. Η ερευνήτρια, που δεν έχει 

προσέξει ότι κάποιος θέλει να µιλήσει, ζητάει από τους µαθητές να καθίσουν στα 

θρανία τους για να υπολογίσουν µέχρι ποιο µήνα θα µπορούσαν να παίζουν το 

παιχνίδι οι µαθητές της τάξης. Η Άννα δείχνει να µην ενδιαφέρεται να απαντήσει σε 

αυτό το ερώτηµα και επιµένει να σηκώνει το χέρι της επίµονα και από το θρανίο. Η 

ερευνήτρια, νοµίζει ότι θέλει να απαντήσει στην ερώτηση που έθεσε και της δίνει το 

λόγο: 

 

 

Επεισόδιο 3 

 

1. Άννα:   Εγώ έχω βρει πώς θα βρούµε το σύνολο των ζευγαριών. 

2. Ερευνήτρια:  Έχεις λύσει το πρόβληµα; 

3. Άννα:  Με δυσκολεύει λίγο να βρω τα ζεύγη των ενηλίκων, των εφήβων και των  

µωρών. Αλλά το σύνολο µπορούµε να το βρούµε προσθέτοντας, στην αρχή 

το 1 και το 2 µας κάνει 3,  το 3 και  το 2 µας κάνει 5, 5 συν 3, 8 . 

4. Ερευνήτρια: Ακούσατε τι είπε η Άννα; … Λοιπόν αυτό θα το εξετάσουµε σε λιγάκι,  

αλλά το  πρόβληµα αυτή τη στιγµή είναι, µέχρι ποιον µήνα µπορούµε εδώ 

να παίξουµε, να σηκωθούµε όλοι.  
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Η Άννα παρατηρεί την τελευταία στήλη και κάνει τη διαπίστωση που λύνει το 

πρόβληµα: «κάθε αριθµός προκύπτει από το άθροισµα των δύο προηγούµενων του». 

Παρατηρούµε ότι ήταν σε θέση να περιγράψει τη διαδικασία που πρέπει να 

ακολουθήσει για να βρει πόσα λαγουδάκια θα έχουµε στο τέλος του χρόνου, άρα 

σύµφωνα µε τον Radford,  κάνει γενίκευση εντός πλαισίου (contextual generalization), 

δεν µπορεί όµως να ερµηνεύσει το µηχανισµό της διαδικασίας, κάτι που σύµφωνα µε 

τον Harel, σηµαίνει ότι κάνει γενίκευση των αποτελεσµάτων και όχι γενίκευση της 

διαδικασίας. Παρόλο που είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι παρατήρησε εύστοχα 

τους αριθµούς της τελευταίας στήλης, δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η γενίκευση 

της οδηγείται από ερµηνευτικό επαγωγικό συλλογισµό, καθώς, όπως λέει και η ίδια, 

δεν έχει ανακαλύψει το µηχανισµό που υπολογίζει τα λαγουδάκια ενήλικες, έφηβους 

και µωρά (διάλογος 3).  

 

Η παρατήρηση της Άννας είναι σωστή, ωστόσο η ίδια δεν µπορεί να είναι σίγουρη 

για την εγκυρότητα της παρατήρησης της χωρίς την επιβεβαίωση κάποιου που 

γνωρίζει τη λύση του προβλήµατος. Ο µόνος τρόπος για να βεβαιωθεί η µαθήτρια, 

χωρίς εξωτερική βοήθεια, είναι να κάνει µια ποιοτική προσέγγιση των 

αποτελεσµάτων της και να µπει στη διαδικασία να τα ερµηνεύσει. Παρόλα αυτά, η 

ίδια δε στηρίζεται στην άποψη κάποιου εξουσιοδοτηµένου για την επαλήθευση της 

παρατήρησης της άρα δεν έχει εξωτερικό αποδεικτικό σχήµα. Το συµπέρασµά της έχει 

προκύψει από την επαλήθευση µέσω κάποιων µεµονωµένων µετρήσεων, άρα έχει 

εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα. 

 

Παρόλο που η Άννα είχε δώσει την απάντηση για τον τρόπο που λύνεται το 

πρόβληµα, το ερώτηµα: «µέχρι ποιο µήνα θα µπορούσε να συνεχιστεί το παιχνίδι;», 

εξακολουθούσε να υφίσταται. Παρατηρήσαµε ότι οι µαθητές µπόρεσαν µε 

χαρακτηριστική ευκολία να οδηγηθούν στην απάντηση του ερωτήµατος, κάτι που το 

αποδίδουµε στη µέθοδο διδασκαλίας που επιλέξαµε. Θεωρούµε ότι το γεγονός ότι 

ανά δύο παρέστησαν τα λαγουδάκια, τους βοήθησε να συνειδητοποιήσουν ότι έπρεπε 

να διαιρέσουν το πλήθος των µαθητών της τάξης µε το δύο και µε τη βοήθεια του 

πίνακα να δουν ποιος είναι ο τελευταίος µήνας που στην τελευταία στήλη 

αντιστοιχίζεται ένας αριθµός που δε ξεπερνά αυτό το αποτέλεσµα. 
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Στη συνέχεια η ερευνήτρια, ελπίζοντας ότι αρκετοί δεν είχαν ακούσει την 

παρατήρηση της Άννας, επανάφερε στους µαθητές την ερώτηση του προβλήµατος 

που ζητά να βρουν «πόσα λαγουδάκια θα υπάρχουν στο τέλος του χρόνου». Αρκετοί 

µαθητές χρειάστηκαν να το σκεφτούν εκ νέου, καταλήγοντας µια µαθήτρια να 

επιβεβαιώνει τα λόγια της Άννα επαναλαµβάνοντας τα, κάνοντας σύµφωνα µε τον 

Radford (2003), γενίκευση εντός πλαισίου.   

 

Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι, παρόλο που οι µαθητές κάνουν τη γενίκευση ότι 

τα λαγουδάκια του εκάστοτε µήνα προκύπτουν αν προσθέσουµε τα λαγουδάκια των 

δύο προηγούµενων µηνών, όταν ζητείται από κάποιον να υπολογίσει τα λαγουδάκια 

του επόµενου µήνα, παρατηρούµε ότι προτιµά την επανάληψη της διαδικασίας από 

την άθροιση των δύο προηγούµενων µηνών. Το παρακάτω επεισόδιο, ακολουθεί 

αµέσως µετά την αναφερόµενη γενίκευση. 

 

 

Επεισόδιο 4 

 

1. Ερευνήτρια: Σταύρο, µπορείς σε παρακαλώ να µου πεις, τον Οκτώβρη πόσα  

   ζεύγη έχουµε συνολικά; 

2. Σταύρος: …Συνολικά θα έχουµε 89, αφού θα γίνουνε 13 ζεύγη ενήλικες  

  και θα γίνουνε και 54 ζεύγη µωρά. 

 

Ο Σταύρος, βρίσκει το αποτέλεσµα επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία. Φαίνεται να µη 

θέλει να χρησιµοποιήσει τη γενίκευση εντός πλαισίου που συµφωνήθηκε στην τάξη 

και να προτιµά να οδηγηθεί στο αποτέλεσµα, επαναλαµβάνοντας το συλλογισµό. 

Αυτή η παρατήρηση συνάδει µε την αρχή του επαναλαµβανόµενου συλλογισµού 

(repeated reasoning principle) που σύµφωνα µε τον Harel «οι µαθητές πρέπει να 

εξασκούν έναν συλλογισµό προκειµένου να ενσωµατώσουν και να εσωτερικεύσουν 

συγκεκριµένους τρόπους σκέψης και κατανόησης» (Harel, 2001, σελ. 209). Ο Harel, 

συνεχίζει επισηµαίνοντας ότι η ενσωµάτωση και η εσωτερίκευση συγκεκριµένων 

τρόπων σκέψης, γίνεται έπειτα από ιδίου τύπου επαναλαµβανόµενους συλλογισµούς, 

ενώ η παραβίαση αυτού του σταδίου µπορεί να οδηγήσει σε «επιφανειακή» µάθηση. 
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9.2.   Βρείτε έναν κανόνα 

 

Α.   Πρώτη δραστηριότητα. 

 

Υπήρξε ποικιλότητα στον τρόπο που διαπραγµατεύτηκαν οι µαθητές µας αυτή τη 

δραστηριότητα. Κάποιοι απάντησαν µε επιτυχία στα ερωτήµατα της δραστηριότητας, 

ενώ κάποιοι άλλοι συνάντησαν δυσκολίες κατά τη διάρκεια αυτής τους της 

προσπάθειας. Αναλυτικότερα, παρόλο που αρκετοί µαθητές ήταν ικανοί να 

παρατηρήσουν τον πίνακα τιµών και στη συνέχεια να τον συµπληρώσουν, ώστε να 

βρουν πόσο θα γίνει το ρ όταν το ν είναι 30, µερικοί µαθητές δεν µπορούσαν να 

καταλάβουν τι εννοούσε ο πίνακας. Αδυνατούσαν να καταλάβουν ότι το ν και το ρ 

ήταν συµµεταβαλόµενες ποσότητες, πόσο µάλλον να καταλάβουν τη σχέση που τα 

συνδέει.  

 

Με άλλα λόγια δυσκολευόντουσαν να µεταφράσουν την αναπαράσταση «πίνακας 

αριθµών» στην αναπαράσταση «περιγραφή», η οποία αντιστοιχεί, σύµφωνα µε τον 

Janvier (1987), στη διαδικασία µετάφρασης, ανάγνωση, µία αδυναµία καταλυτική 

αφού δεν επιτρέπει στους µαθητές να προχωρήσουν στις ζητούµενες διαδικασίες της 

δραστηριότητας. Αυτοί οι µαθητές, δεν µπορούσαν προφανώς, να κάνουν κανενός 

είδους γενίκευση, αφού δεν µπορούσαν να εντάξουν πουθενά τα αντικείµενα της 

γενίκευσης. 

 

Σε αυτό το σηµείο η παρέµβαση της ερευνήτριας θεωρήθηκε αναγκαία και εξήγησε 

στους µαθητές ότι το ν και το ρ συµµεταβάλλονται και τους διευκρίνισε τι ζητάει η 

δραστηριότητα. Όσοι από τους µαθητές ξεπέρασαν αυτή τη δυσκολία, προχώρησαν 

εύκολα στη συµπλήρωση του πίνακα και µπόρεσαν να απαντήσουν ότι όταν το ν = 

30, τότε το ρ = 39. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι κάποιοι µαθητές για να 

βρουν ότι όταν το ν = 30 το ρ = 39, συµπλήρωσαν τον πίνακα µέχρι το ν = 30, ενώ 

κάποιοι άλλοι προχώρησαν στη γεγονική γενίκευση του Radford, κατάλαβαν τη σχέση 

µεταξύ του ν και του ρ και έγραψαν απ’ ευθείας το αποτέλεσµα.  

 

Στη συνέχεια, ζητήθηκε να γράψουν µία σχέση που να συνδέει το ν µε το ρ . Το 

δεύτερο ερώτηµα, ζητά στην ουσία από τους µαθητές, να πάνε ένα βήµα πέρα από τις 

υπονοούµενες κατανοήσεις που έχουν αναπτύξει µεταξύ τους και να εκφραστούν 
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χρησιµοποιώντας τη µαθηµατική γλώσσα που θέλει την εισαγωγή µαθηµατικών 

συµβόλων.  

 

Οι απαντήσεις που ακούσαµε ήταν ποικίλες. Πολλοί µαθητές είχαν καταλάβει ότι ο 

αριθµός «9» έπαιζε κάποιο ρόλο χωρίς να µπορούν να διατυπώσουν ακριβώς ποιος 

ήταν αυτός. Υπήρχαν φύλλα εργασίας που η απάντηση τους για τη σχέση που συνδέει 

το ν µε το ρ ήταν: «το 9». Αυτή η αντιµετώπιση, µας θύµισε µια συνήθη προσέγγιση 

που συναντάµε στη διδακτική µας πρακτική, όπου οι µαθητές έχουν µια ιδέα, 

αναφέρουν µια λέξη «κλειδί» και θεωρούν ότι έχουν απαντήσει. ∆υσκολεύονται να 

καταλάβουν ότι πρέπει να χρησιµοποιήσουν ολοκληρωµένες προτάσεις για να 

µοιραστούν σε µαθηµατικό επίπεδο την ιδέα τους µε τους άλλους.  

 

 

Επεισόδιο 1 

 

1. Ερευνήτρια:   Ποιος δεν έχει µπορέσει ακόµα να βγάλει µία σχέση; Για να το  

συζητήσουµε λίγο….Για πείτε µου. Εγώ δε βλέπω µία 

συγκεκριµένη σχέση, βλέπω όµως ότι σίγουρα έχετε παρατηρήσει 

κάτι. Το θέµα είναι αυτό που παρατηρούµε, να µπορούµε να το 

γράψουµε και µε κάποια σχέση. Ή εάν βρήκαµε µια σχέση, π.χ. µια 

ισότητα, να µπορούµε να καταλαβαίνουµε µε λόγια τι αυτή 

σηµαίνει. Έτσι δεν είναι παιδιά; 

Αλλιώς θα είναι µια ψυχρή ισότητα. Ουσιαστικά ένα τίποτα. Αν 

όµως καταλαβαίνω τι λέει αυτή η ισότητα, έχει νόηµα. Οπότε… τι 

παρατήρησες Περικλή; 

2. Περικλής:   Ότι η σχέση είναι το 9. 

3. Ερευνήτρια:   Τι είναι; Για πες; ∆ηλαδή το 9 τι ρόλο παίζει; Όντως το 9 παίζει  

    ένα ρόλο. Τι ρόλο όµως; 

4. Περικλής:   Κάθε φορά που µεγαλώνει το ν ανά δύο, αντίστοιχα µεγαλώνει και  

    το ρ ανά δύο. Αλλά έχουν διαφορά  9. 

5. Ερευνήτρια:    Έχουν διαφορά 9. Παιδιά είπε κάτι πολύ βασικό. Είπε ότι οι δυο  

    µεταβλητές, το ν  και το ρ  έχουν διαφορά 9. Ποια πράξη είναι η  

    διαφορά; Το συν, το πλην, το επί ή το διά; 

6. Περικλής:   Το πλην. 

7. Ερευνήτρια:   Το πλην! Ωραία. Μπορείτε σας παρακαλώ, να συνεργαστείτε τώρα  

και να  µεταφράσετε τα νέα δεδοµένα µας, ότι δηλαδή αυτοί οι δύο 

αριθµοί το ν και το ρ έχουν διαφορά 9. Μπορείτε να το γράψετε σε 
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µια ισότητα αυτό; …Τι σηµαίνει διαφορά 9; … Σας βοηθάει αυτό; 

Ή θέλετε και άλλη διευκρίνιση; 

    (σηκώνει το χέρι της η Κατερίνα) 

8. Κατερίνα:   Εφόσον είναι 9 η διαφορά, δεν είναι το ν + 9 το ρ; 

9. Ερευνήτρια:  Για ακούστε τι είπε. Για πες το δυνατά. 

10. Κατερίνα:   Το ν + 9 µας κάνει το ρ.  

 

Σε αυτό το διάλογο, η ερευνήτρια αναφέρει τη διπλή υπόσταση µιας ισότητας, 

δηλαδή την ιδιότητα ότι µια ισότητα µπορεί να εκφραστεί µε λέξεις ή µε σύµβολα και 

ότι είναι πολύ σηµαντικό να µπορεί κάποιος να δει τις µαθηµατικές ισότητες που 

κρύβονται πίσω από τις λέξεις καθώς και αντίστροφα να βρει το νόηµα που κρύβεται 

πίσω από τις ισότητες (διάλογος 1). Βλέπουµε ότι ο Περικλής, παρόλο που έχει 

καταλάβει ακριβώς τη σχέση που συνδέει το ν και το ρ, δυσκολεύεται να βρει το 

ζητούµενο αλγεβρικό τύπο, µια αδυναµία που ο Radford την έχει ονοµάσει, το 

πρόβληµα της τοποθέτησης (Radford, 1999, 2000). Η ερευνήτρια προσπαθεί να 

εκµαιεύσει τον τύπο, δίνοντας έµφαση στις λέξεις κλειδιά που χρησιµοποιεί ο 

Περικλής. Στο τέλος, η Κατερίνα καταφέρνει να δώσει τη σωστή σχέση. Είναι 

αξιοπρόσεκτο ότι ενώ η σχέση ρ = ν + 9 που δίνει η Κατερίνα προκύπτει από την 

ισοδύναµη έκφραση: «το ρ είναι κατά 9 µονάδες µεγαλύτερο του ν», χρησιµοποιεί τα 

λόγια του Περικλή, που δίνουν στην ουσία τη σχέση ρ – ν = 9. 

 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η απάντηση που έδωσαν δύο µαθητές, όταν η ερευνήτρια 

ανάφερε ότι αν γράψουν «το 9» δε δίνουν αρκετές πληροφορίες, και ότι πρέπει να 

γράψουν κάτι πιο γενικό, που να συµπεριλαµβάνει τις µεταβλητές ν και ρ. Έτσι, 

διόρθωσαν και έγραψαν: «ο αριθµός 9 γιατί 19 -10 = 9 άρα  ρ – ν = x».  

 

 

 Επεισόδιο 2 

 

1. Άρης & Βασίλης:  Εµείς το γράψαµε διαφορετικά. 

2. Ερευνήτρια:   Υπάρχουν πολλοί τρόποι να γράψουµε το ίδιο πράµα, θα έρθω να  

    το δω. (Πηγαίνει στο ζευγάρι και βλέπει ρ – ν = x) 

3. Ερευνήτρια:  ρ – ν… όπου x τι είναι; Οτιδήποτε; 

4. Άρης:    Το x στη συγκεκριµένη άσκηση ήταν 9. 

5. Ερευνήτρια:   Για τη συγκεκριµένη µιλάµε. 

6. Άρης:    Άρα ρ – ν = 9. 
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Οι παραπάνω µαθητές, προσπάθησαν να περάσουν στη συµβολική γενίκευση και 

έγραψαν ρ – ν = x . Η µετάφραση όλων των δεδοµένων σε µεταβλητές, µαρτυρά την 

πεποίθηση τους ότι η συµβολική γενίκευση είναι µια διαδικασία που περιλαµβάνει 

αποκλειστικά και µόνο µεταβλητές. Έκαναν, θα λέγαµε, γενίκευση της γενίκευσης 

και έδωσαν µία γενική σχέση που αναφέρεται στη σχέση όλων των ζευγών 

µεταβλητών µε σταθερή διαφορά. Κατά τη γνώµη µας, δεν υφίσταται 

προβληµατισµός για το αν είναι ικανοί να προχωρήσουν στη συµβολική γενίκευση, 

γιατί µπόρεσαν να ελιχθούν όταν η ερευνήτρια τους είπε ότι ζητάει µία σχέση για τη 

συγκεκριµένη δραστηριότητα, και έγραψαν ρ – ν  = 9. Παρόλα αυτά τίθεται το θέµα 

αν κατανοούν ότι η σχέση ρ – ν = 9 είναι γενική και ότι περιγράφει πλήρως τις 

µεταβλητές ρ και ν της δραστηριότητας. 

 

Άλλοι µαθητές, «απέφυγαν» να γράψουν το ζητούµενο αλγεβρικό τύπο και 

προτίµησαν να τον περιγράψουν. Ένας µαθητής, για παράδειγµα, έγραψε: «το ν είναι 

πιο µικρό ανά 9 φορές». Όταν ρωτήθηκε τι εννοούσε, απάντησε ότι η διαφορά των 

δύο στηλών κάνει 9. Αν και η φραστική διατύπωση που έκανε στην αρχή δεν ήταν 

ικανοποιητική, φάνηκε ότι είχε κατανοήσει τη σχέση που τα συνδέει. Αυτή η 

παρατήρηση επιβεβαιώνει και την πρώτη αρχή του  Wittgenstain για τη γλώσσα που 

υποστηρίζει ότι η σηµασία µιας λέξης βρίσκεται στη χρήση της. Υπό το πρίσµα της 

∆ιδακτικής, η παραπάνω αρχή λέει ότι έχει νόηµα να ρωτάµε τι εννοεί ο µαθητής, 

πριν απορρίψουµε µία πρόταση που µπορεί να µην είναι αποδεκτή στη µαθηµατική 

κοινότητα.  

 

Ένας άλλος µαθητής, έγραψε: 

 

Η σχέση που συνδέει το ν µε το ρ είναι ότι σε κάθε στήλη απέχει το ρ,  9 από το ν. 

10 – 19  20 – 29  34 - 43 

ν       ρ   ν       ρ   ν       ρ  

 

Σε αυτό το σηµείο, αξίζει να αναφέρουµε ότι οι περισσότεροι µαθητές που µπόρεσαν 

να γράψουν µία αλγεβρική σχέση µεταξύ των δύο µεταβλητών, προτίµησαν να 

γράψουν ρ – ν = 9 και όχι ρ = ν + 9. Η εκδήλωση αυτής της τάσης δείχνει ότι οι 

µαθητές, καθώς δεν είναι εξοικειωµένοι µε τις µεταβλητές, δεν µπορούν να δουν το ν 
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και το ρ ως συµµεταβαλόµενες ποσότητες. Παρόλα αυτά βλέπουν ότι ν και το ρ έχουν 

σταθερή διαφορά 9 και οδηγούνται στη σχέση  ρ – ν = 9. 

 

. 

Β.   ∆εύτερη δραστηριότητα. Βιωµατική. 

 

Η δεύτερη δραστηριότητα, είναι βιωµατική. Αναφέρεται σε βασιλιάδες που 

προστατεύονται από σωµατοφύλακες µε ένα συγκεκριµένο τρόπο. Όλοι κινούνται σε 

ένα ορθογώνιο σχήµα, ο βασιλιάς µπαίνει στη µέση και οι σωµατοφύλακες τον 

περιστοιχίζουν σε ένα ανάποδο «Π». Το ίδιο συµβαίνει και όταν έχουµε δύο 

βασιλιάδες. Μεγαλώνει το ορθογώνιο, µπαίνουν οι δύο βασιλιάδες µπροστά και στη 

µέση, και οι σωµατοφύλακες τους περιστοιχίζουν σε ανάποδο «Π».  Αυτή η 

δραστηριότητα διαφέρει από την πρώτη σε δύο κυρίως πράγµατα: α) είναι βιωµατική 

και β) µε δεδοµένη την «περιγραφή» του προβλήµατος, οι µαθητές καλούνται µε 

κατάλληλες µετρήσεις να φτιάξουν τον αντίστοιχο «πίνακα τιµών» και στη συνέχεια 

µε µοντελοποίηση να µεταβούν στον «αλγεβρικό τύπο» (πίνακας Janvier).  

 

Παρατηρήσαµε ότι οι µαθητές, κατά ένα µέρος, λειτούργησαν πιο αποτελεσµατικά σε 

αυτή τη δραστηριότητα απ’ ό,τι στην προηγούµενη, καθώς όλοι ήταν ικανοί να 

συµπληρώσουν µε επιτυχία τον πίνακα τιµών.  

 

 

Επεισόδιο 3 

 

1. Ερευνήτρια:  Για δύο βασιλιάδες εποµένως, οι σωµατοφύλακες είναι; 

2. Μαθητές:  Έξι. 

3. Ερευνήτρια:  Έξι. Ωραία. Για να έρθει ο τρίτος βασιλιάς παρακαλώ. (Σηκώνεται  

   ο βασιλιάς ). Και  ζητάµε ενισχύσεις. Μέχρι το προηγούµενο  

   σχήµα, ήταν συµπληρωµένος ο πίνακας. Τα άλλα πρέπει να τα  

   συµπληρώσετε εσείς.  

             (έχει σηκωθεί και άλλος ένας σωµατοφύλακας) 

4. Ερευνήτρια: Τι γίνεται τώρα; Είναι σωστό το σχήµα µας τώρα; 

5. Μαθητές:  Ναι. 

6. Ερευνήτρια:  Μπράβο. Γιατί για να είναι ορθογώνιο πρέπει όσοι είναι µπροστά  

να είναι και πίσω. Για τρεις εποµένως βασιλιάδες, πόσους σωµατοφύλακες; 



 128 

7. Μαθητές:  Εφτά. 

8. Άρης:   Σύνολο δέκα. 

9. Ερευνήτρια:  Ναι. Σηµειώστε παιδιά για τρεις βασιλιάδες χρειαζόµαστε εφτά.  

   Άλλος βασιλιάς. 

10. ∆ηµήτρης: Ένας σωµατοφύλακας! 

    (ανεβαίνει ένας βασιλιάς και ένας σωµατοφύλακας) 

11. Ερευνήτρια: Είναι σωστό το σχήµα παιδιά;  

12. Γιώργος:  Ναι. Έξι, έξι. 

13. Ερευνήτρια:  Ωραία. Άρα; Για προχωρήστε. Για πείτε µου; 

14. Παναγιώτα:  Για τέσσερις βασιλιάδες θέλουµε οκτώ.  

15. Ερευνήτρια:  Ωραία. Εποµένως είπαµε. Για έναν βασιλιά θέλουµε 5, για δύο θέλουµε έξι,  

για τρεις εφτά, για τέσσερις οκτώ σωµατοφύλακες. 

   (Πετάγεται ένας µαθητή και λέει για πέντε εννιά) 

16. Ερευνήτρια:  Για πέντε πόσο; Πόσο; 

17. Μαθητές:  Εννέα. 

18. Ερευνήτρια: Ωραία! Κατεβείτε να συµπληρώσετε το πινακάκι για να προχωρήσουµε στο 

   επόµενο. 

   (Τα παιδιά κάθονται και γράφουν). 

 

Θεωρούµε ότι το γεγονός ότι η δραστηριότητα ήταν βιωµατική, δηλαδή ότι οι 

µεταβλητές σ και β ήταν «ζωντανές», συντέλεσε θετικά στο να βρουν σωστά οι 

µαθητές πόσο γίνεται η µεταβλητή σ για τις διάφορες τιµές του β. Οι ίδιοι οι µαθητές, 

βάζοντας ακόµα έναν βασιλιά στο παιχνίδι, έπρεπε να βρουν πόσοι σωµατοφύλακες 

χρειαζόντουσαν. Ακόµα και αν γινόταν κάποιο λάθος ήταν σε θέση να το 

αντιληφθούν, αφού έπρεπε κάθε φορά να φτιάξουν ένα ορθογώνιο.  

 

Επίσης φάνηκε ότι η µετάβαση από την αναπαράσταση «περιγραφή», στην 

αναπαράσταση «πίνακας αριθµών» είναι πιο εύκολη για τους µαθητές από ό,τι η 

µετάβαση από τον «πίνακα αριθµών» στην «περιγραφή». Αυτή η υπόθεση είναι 

βάσιµη, καθώς οι µαθητές στα ελληνικά σχολεία είναι περισσότερο εξοικειωµένοι µε 

προβλήµατα που ζητούν την κατασκευή ενός πίνακα τιµών, απ’ ό,τι µε προβλήµατα 

που δίνεται ο πίνακας τιµών και ζητείται η ερµηνεία αυτού. 

 

Από τα φύλλα εργασίας των µαθητών, διαπιστώνουµε ότι η συµπλήρωση του πίνακα 

τιµών γινόταν µε ποικίλους τρόπους. Ειδικότερα, κάποιοι σχεδίαζαν το ορθογώνιο, 

άλλοι έφερναν στη µνήµη τους το ορθογώνιο που έφτιαχναν όταν υποδύονταν τους 

σωµατοφύλακες και τους βασιλιάδες, ενώ άλλοι παρατηρούσαν τον τρόπο που 
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µεταβάλλονταν οι µεταβλητές σ και β. Τα αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών που 

ανήκουν στις δύο πρώτες κατηγορίες είναι εµπειρικά ενώ των µαθητών της τρίτης 

κατηγορίας είναι αναλυτικά µετασχηµατιστικά. Πράγµατι, στις δύο πρώτες 

περιπτώσεις, οι µαθητές επιβεβαιώνουν τα αποτελέσµατά τους µε εµπειρικές 

µετρήσεις (άµεσες ή νοερές), ενώ στην τρίτη περίπτωση, οι µαθητές φεύγουν από το 

στάδιο της µέτρησης, κατηγοριοποιούν τα δεδοµένα τους και γενικεύουν. 

 

Μετά τη συµπλήρωση του πίνακα, ζητήσαµε από τους µαθητές να γράψουν τη σχέση 

που συνδέει το σ µε το β. Οι µαθητές, φάνηκε να επηρεάστηκαν θετικά από την 

εµπειρία της πρώτης δραστηριότητας και δεν έµειναν στην περιγραφή του τρόπου που 

µεταβάλλονται τα σ και β, αλλά αποπειράθηκαν να γράψουν τον αλγεβρικό τύπο που 

τα συνδέει. Λίγες ήταν οι περιπτώσεις µαθητών που επέµειναν να περιγράψουν τη 

σχέση µεταξύ σ και β. Κάποιος, για παράδειγµα έγραψε:  

 

Η σχέση που συνδέει το σ µε το β είναι ότι σε κάθε στήλη το σ (σωµατοφύλακες) θα είναι 

κατά 4 πιο πολλοί από το β (βασιλιάδες). 

 

7 3  9 5  19 15 

σ β   σ β   σ β 

 

 

Χαρακτηριστικό είναι το γεγονός ότι παρόλο που οι δύο δραστηριότητες ήταν στην 

ουσία ίδιες, κανένας µαθητής δε φάνηκε να αναγνωρίζει αυτή την οµοιότητα ώστε να 

χρησιµοποιήσει τις γνώσεις που αποκόµισε από τη πρώτη δραστηριότητα, στη 

δεύτερη.  

 

 

9.3. Το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια 

 

 

9.3.1. Πρώτο πρόβληµα 

 

Επεισόδιο 1 
 
1. Ερευνήτρια: Όποιος βλέπει µαύρο να σηκώσει το χέρι του. 



 130 

(Σηκώνουν το χέρι τους και οι τρεις) 

2. Ερευνήτρια:  Όποιος ξέρει τι χρώµα φοράει, να το πει. 

3. Κώστας:  Μαύρο.  

(Ο Κώστας είναι ο µόνος που φοράει άσπρο) 

4. Ερευνήτρια:  Εσύ; 

5. Μανώλης:  Μαύρο. 

6. Ερευνήτρια:  Ωραία. (Απευθύνεται στον Κώστα) Πως το σκέφτηκες; 

7. Κώστας: Αφού σήκωσαν το χέρι τους και οι δύο… ε, κάποιος θα φοράει µαύρο… 

8. Ερευνήτρια:  Είσαι 100% σίγουρος; 

9. Κώστας:  (Μιλάει χειρονοµώντας) Όχι, µπορεί να φοράω άσπρο, γιατί είδε αυτός  

   αυτόν και να είπε ότι φοράει µαύρο, και αυτός αυτόν. 

10. Ερευνήτρια: Το καταλάβατε; ∆εν µπορεί να είναι 100% σίγουρος.  

11. Κώστας:   Άσπρο φοράω, άσπρο. 

12. Ερευνήτρια:  Πού το ξέρεις; 

13. Κώστας:   Όχι, όχι. 

14. Ερευνήτρια:  Εσύ; 

15. Μανώλης:  Μαύρο. 

16. Ερευνήτρια:  Είσαι 100% σίγουρος; 

17. Μανώλης:  Ναι. 

18. Ερευνήτρια:  Πού το ξέρεις; 

19. Μανώλης:  Γιατί είδα του Κώστα…Σήκωσαν και οι δύο χέρι… σήκωσα και ’γώ...  

οπότε φοράµε δύο µαύρα και ένα άσπρο… και επειδή ο Κώστας φοράει  

άσπρο, θα φοράω µαύρο. 

20. Ερευνήτρια:  Α ωραία, για πες το δυνατά αυτό που µου είπες. Για ακούστε λιγάκι τι  

   λέει… 

21. Μανώλης:  Αφού σήκωσαν όλοι χέρι στην ερώτηση ότι κάποιοι φοράνε µαύρο, είδα ότι  

ο ∆ηµήτρης φοράει µαύρο και ο Κώστας άσπρο …οπότε εγώ θα είµαι το  

δεύτερο άτοµο που θα φοράει µαύρο. 

 

 

Στον παραπάνω διάλογο, βλέπουµε την περίπτωση δύο µαθητών, του Μανώλη που 

απαντάει σωστά, και του Κώστα που δεν απαντάει σωστά. Παρατηρούµε ότι ο 

Μανώλης, χρησιµοποιώντας παραγωγική συλλογισµό, οδηγήθηκε στο σωστό 

συµπέρασµα ότι φοράει µαύρο χαρτόνι, ενώ ο Κώστας αλλάζει συνέχεια γνώµη για 

το τι χρώµα φοράει. Σύµφωνα µε νεότερες µελέτες (Chi, 2005; Vosniadou & Brewer, 

1992), οι µαθητές µπορεί να έχουν διαφορετικές και συχνά αντικρουόµενες 

αντιλήψεις για ισοδύναµες καταστάσεις. Βασιζόµενοι σε αυτό το φαινόµενο, οι Lee 

& Smith θεωρούν ότι ένας µαθητής µπορεί ταυτόχρονα να έχει και αντιλήψεις που 
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είναι αποδεκτές στη µαθηµατική κοινότητα και προσωπικές θεωρήσεις για το τι 

συνιστά µαθηµατική αλήθεια που δε συνάδουν µε τη µαθηµατική κοινότητα. Όµοια 

και ο Κώστας αναπτύσσει ταυτόχρονα ορθή και λανθασµένη επιχειρηµατολογία για 

το ίδιο θέµα. Αντιλαµβάνεται εν τέλει, και είναι σε θέση να εξηγήσει και τον λόγο 

που δεν µπορεί να στηριχτεί στη λογική του τύπου: «άµα φοράνε οι δύο µαύρο, 

σηµαίνει ότι υπάρχουν πολλά µαύρα, άρα φοράω και εγώ µαύρο» και να ισχυριστεί 

ότι φοράει µαύρο, αλλά ταυτόχρονα παρασύρεται από τις αντιδράσεις της 

ερευνήτριας και συµπεραίνει λανθασµένα ότι φοράει άσπρο. 

 

Η περίπτωση του Κώστα παρουσιάζει ενδιαφέρον γιατί επιπλέον δείχνει πώς µπορεί 

να επηρεαστεί ένας µαθητής από τις αντιδράσεις του καθηγητή του. Αρχικά θεώρησε 

ότι επειδή σήκωσαν και οι δύο του συµµαθητές το χέρι, θα είναι «πολλοί» αυτοί που 

φοράνε µαύρο (διάλογος: 7). Εποµένως, επειδή είναι πολύ πιθανό να φοράει και 

αυτός µαύρο, θα φοράει µαύρο. Ανέπτυξε  προσθετική λογική η οποία δεν 

εξασφαλίζει πάντα ένα σωστό αποτέλεσµα. Όταν ρωτήθηκε αν είναι βέβαιος, το 

ξανασκέφτηκε και αναπτύσσοντας παραγωγικό συλλογισµό έδωσε µία ικανοποιητική 

απάντηση, εξηγώντας γιατί ενδέχεται να φοράει άσπρο χαρτόνι (διάλογος: 9). Ο 

τρόπος που εκφράστηκε ο µαθητής, ήταν ιδιαίτερα καταδεικτικός. Η 

επιχειρηµατολογία του συνοδευόταν από έντονες χειρονοµίες, έδειχνε συνέχεια τους 

µαθητές στου οποίους αναφερόταν δίνοντας την εντύπωση ότι χωρίς τις χειρονοµίες 

θα µπερδεύονταν. Σύµφωνα µε τον Radford αυτές οι κινήσεις, δείχνουν στην ουσία 

ότι ο µαθητής κάνει γεγονική γενίκευση.  

 

Στη συνέχεια ο Κώστας παρερµήνευσε την επιβράβευση της ερευνήτριας (διάλογος: 

10) για τον τρόπο που σκέφτηκε (διάλογος: 11) και αποφάσισε ότι σίγουρα φοράει 

άσπρο χαρτόνι. Είναι σύνηθες το φαινόµενο, κάτι που φάνηκε πολλές φορές και σε 

αυτή την έρευνα, αρκετοί µαθητές να αναπτύσσουν επιχειρηµατολογία 

επηρεαζόµενοι από τις αντιδράσεις του καθηγητή τους. Αν δηλαδή αντιληφθούν ότι ο 

καθηγητής τους είναι δυσαρεστηµένος, αυτόµατα «ακυρώνουν» τη σκέψη τους και 

προσπαθούν να διορθώσουν. Αντίθετα, αν ο καθηγητής τους επιβραβεύει, θεωρούν 

ότι επιχειρηµατολογούν ορθά και είτε εξελίσσουν την επιχειρηµατολογία τους µε 

γόνιµο τρόπο, είτε βιάζονται να «µαντέψουν» την απάντηση  προσφέροντας την έτσι, 

έτοιµη χωρίς καµία διεργασία. Η παραπάνω παρατήρηση επιβεβαιώνεται και από την 

έρευνα των Harel & Sowder (1998), που αναφέρει ότι ένα από τα πιο συνηθισµένα 
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αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών είναι το εξωτερικό αποδεικτικό σχήµα που η 

εγκυρότητα µιας πρότασης επικυρώνεται, µεταξύ άλλων, από το λόγο του 

εξουσιοδοτηµένου. 

 

 

Επεισόδιο 2 

 

 (Σηκώνονται άλλοι τρεις. Η ερευνήτρια φοράει σε όλους µαύρο χαρτόνι. ) 

1. Ερευνήτρια: Λοιπόν… όποιος βλέπει µαύρο, να σηκώσει το χέρι 

(Σηκώνουν και οι τρεις το χέρι) 

2. Ερευνήτρια:  Όποιος ξέρει τι χρώµα φοράει… να το πει. 

   … 

3. Θάνος:   Εγώ… αφού όλοι σήκωσαν το χέρι και όλοι φοράνε µαύρο, πάει να πει ότι  

   φοράω µαύρο. 

4. Ερευνήτρια:  Ναι… ωραία… µπράβο. 

5. Μαρία:   Κυρία… δεν είναι έτσι… 

6. Ερευνήτρια: Ναι, για πες. 

7. Μαρία:  Το άλλο παιδί που σηκώθηκε και σήκωσαν όλοι το χέρι δεν ήξερε. 

8. Θάνος:  Να της το πω λιγάκι εγώ; 

9. Ερευνήτρια: Ναι, να της το πεις εσύ.  

10. Θάνος:  Γιατί όταν ρωτήσατε ποιος ξέρει σίγουρα τι χρώµα φοράει, δε σήκωσε  

κανένας το χέρι του…που σηµαίνει ότι κανένας δε φόραγε άσπρο για να το 

καταλάβει. 

 

Αυτή η περίπτωση είναι εξαιρετικά ενδιαφέρουσα καθώς αναδεικνύει τις δυνατότητες 

της µεθοδολογίας Παιχνίδι των Ρόλων. Αν κάποιος σκεφτεί το πρόβληµα  χωρίς να 

παίξει το παιχνίδι, θα πει ότι σε αυτή την περίπτωση κανείς δεν µπορεί να απαντήσει 

µε βεβαιότητα για το χρώµα που φοράει. O Θάνος χρησιµοποιεί την εµπειρία που 

βιώνει µέσα στο παιχνίδι, δίνει σηµασία στις παύσεις που προκύπτουν και κάνει µια 

αποκαλυπτική πρόταση. Η αβεβαιότητα των συµπαικτών του, δίνει τη λύση. 

Υποστηρίζει ότι για να µην είναι κανείς βέβαιος, πάει να πει ότι όλοι βλέπουν µαύρο. 

Εποµένως, φοράει µαύρο χαρτόνι. Ένα τέτοιο συµπέρασµα δύσκολα θα προέκυπτε αν 

δε χρησιµοποιούσαµε το Παιχνίδι των Ρόλων.  
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9.3.2 ∆εύτερο πρόβληµα: Το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια 

 

Το παρακάτω επεισόδιο πραγµατοποιείται κατά τη δεύτερη φάση του προβλήµατος, 

όπου συµµετέχουν έξι µαθητές εκ των οποίων οι δύο φορούν άσπρο χαρτόνι. Μία 

µαθήτρια µε µαύρο χαρτόνι θεωρεί από το πρώτο κιόλας λεπτό ότι φοράει άσπρο. Η 

άποψη και η αιτιολόγηση της γίνεται µπροστά στην κάµερα, χωρίς να την ακούν οι 

συµπαίκτες της.  

 

 

Επεισόδιο 3 

 
1. Νένα:  Είδα τρία µαύρα και υπέθεσα ότι υπάρχουν και τρία άσπρα.  

2. Ερευνήτρια: Είπα όµως εγώ, ότι σε όσους βάλω άσπρο θα βάλω και µαύρο; 

3. Νένα:  Ε, υπέθεσα. 

 

Η Νένα κάνει µια υπόθεση που σε καµία περίπτωση δε συνάδει µε τα δεδοµένα του 

προβλήµατος. Θεωρεί ότι το πλήθος των µαύρων χαρτονιών είναι ίσο µε αυτό των 

άσπρων χαρτονιών. Πολλές φορές, οι µαθητές, θέλοντας να καταλήξουν σε µια 

απάντηση, όταν τα δεδοµένα δεν τους αρκούν, συµπληρώνουν δικά τους. Μία τέτοια 

αντίδραση, αποκαλύπτει την κοινή πεποίθηση των περισσοτέρων µαθητών, ότι η 

απάντηση σε ένα µαθηµατικό πρόβληµα πρέπει να είναι γρήγορη και αβίαστη, κάτι 

που βέβαια αποτελεί τροχοπέδη για την ανάπτυξη προχωρηµένης µαθηµατικής 

σκέψης (Schoenfeld, 1985). 

 

Η απάντηση της Νένας,  γεννά την υποψία ότι θεωρεί ότι η λογική από µόνη της δεν 

είναι αρκετή για να καταλήξει κάποιος σε ένα έγκυρο αποτέλεσµα, αλλά είναι 

απαραίτητο να χρησιµοποιηθεί η διαίσθηση και η παρατήρηση πραγµάτων που δεν 

είναι προφανή. Πράγµατι, πολλές φορές κάποια προβλήµατα έχουν τέτοιου είδους 

απαιτήσεις από το λύτη τους, η ορθή απάντηση όµως πάντα στηρίζεται σε κάποια 

λογική και όχι σε κάποια τυχαία εικασία που δεν επαληθεύεται. Η Νένα αποπειράται 

να αφήσει τη φαντασία της ελεύθερη και φαίνεται να αναζητά τη λύση µέσα από µία 

υποτιθέµενη συµµετρία του πλήθους των άσπρων και των µαύρων χαρτονιών.  
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Το αποδεικτικό σχήµα της Νένας είναι εµπειρικό γιατί στηρίζεται σε κάποιες 

παρατηρήσεις που θεωρεί ότι κάνει, οι οποίες στην πραγµατικότητα είναι εικασίες. 

Προσπαθεί να γενικεύσει στηριζόµενη σε αυτές τις υποθέσεις και δεν προσπαθεί να 

γενικεύσει καµία διαδικασία.  

 

Παρόµοια αντιµετώπιση παρουσιάζεται από αρκετούς µαθητές όταν συσχετίζουν το 

πλήθος των ατόµων που συµµετέχουν στο παιχνίδι, µε το πλήθος των άσπρων 

χαρτονιών. Κάποιοι κάνουν µια αποτυχηµένη απόπειρα γενίκευσης εντός πλαισίου και 

ισχυρίζονται ότι όσο πιο πολλοί παίκτες υπάρχουν, τόσο πιο πολλά άσπρα χαρτόνια 

θα υπάρχουν. Μία τέτοια δήλωση, σε καµία περίπτωση δε συνάδει από το δεδοµένο 

του προβλήµατος που είναι ότι τουλάχιστον ένας θα φοράει άσπρο χαρτόνι. 

Βλέπουµε λοιπόν οι µαθητές να επηρεάζονται από παράγοντες άσχετους µε το 

πλαίσιο του προβλήµατος και αβίαστα γενικεύουν βγάζοντας συµπεράσµατα τα οποία 

δε «δικαιούνται» να βγάλουν.  

 

Ανάλογα αποπειράται να κάνει γενίκευση εντός πλαισίου ένας µαθητής που θεωρεί 

εσφαλµένα ότι αυτοί που φοράνε µαύρο θα µπορούσαν να γνωρίζουν το χρώµα τους. 

Αυτή η σκέψη τον ακολουθεί και όταν σηκώνεται στην επόµενη φάση, που έξι στους 

οκτώ φορούν άσπρο, θεωρεί από το πρώτο κιόλας λεπτό ότι γνωρίζει το χρώµα του: 

 

 

Επεισόδιο 4 

 

1. Παντελής: Βλέπω µόνο ένα µαύρο και αν είχα άσπρο ο µαύρος θα έλεγε ότι ξέρει τι  

   χρώµα φοράει. 

2. Ερευνήτρια:    Κάτσε, κάτσε! Βλέπεις µόνο ένα µαύρο , άρα εσύ είσαι… 

3. Παντελής: Μαύρος. 

4. Ερευνήτρια:    Γιατί; 

5. Παντελής: Γιατί ο µαύρος θα έλεγε ότι ξέρει τι χρώµα φοράει. 

 

Ο Παντελής προσπαθεί να κάνει γενίκευση εντός πλαισίου, µία προσπάθεια που όµως 

δεν ευδοκιµεί λόγω της παρερµηνείας των δεδοµένων του προβλήµατος. Θεωρεί ότι 

κάποιος µπορεί να γνωρίζει το χρώµα που φοράει, είτε αυτό είναι άσπρο, είτε είναι 

µαύρο. Αγνοεί, προφανώς, τη σηµασία της προϋπόθεσης του προβλήµατος, που είναι 

ότι τουλάχιστον ένας φοράει άσπρο θεωρώντας ότι είναι ισοδύναµη µε την 
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προϋπόθεση ότι τουλάχιστον ένας φοράει µαύρο. Βάσει αυτού ισχυρίζεται ότι, αν ο 

µοναδικός µαύρος που βλέπει, δεν βλέπει άλλο µαύρο, µπορεί να αποφανθεί ότι είναι 

µαύρος. Κάτι τέτοιο βέβαια δεν ισχύει, αφού θα µπορούσαν και όλοι να φοράνε 

άσπρο. Βλέπει λοιπόν µία ανυπόστατη συµµετρία στο πρόβληµα σχετικά µε τη 

δυνατότητα ορθής εκτίµησης για το αν κάποιος φοράει άσπρο ή µαύρο χαρτόνι. 

Παρόλα αυτά, το αποδεικτικό σχήµα του µαθητή, την ώρα που αποπειράται να κάνει 

αυτή τη γενίκευση είναι αναλυτικό µετασχηµατιστικό. 

 

Ο Παντελής δεν είναι ο µοναδικός που έχει µπερδευτεί σε αυτή τη φάση του 

προβλήµατος (έξι άσπρα και δύο µαύρα χαρτόνια). Ενδιαφέρον παρουσιάζει η 

περίπτωση της µαθήτριας που θεωρεί από το τρίτο κιόλας λεπτό ότι φοράει άσπρο 

χαρτόνι: 

 

 

Επεισόδιο 5 

 

1. Μαρία:  (Πλησιάζει στην κάµερα. Οι συµµαθητές της που συµµετέχουν στο παιχνίδι,  

δεν µπορούν να την ακούσουν). Εγώ λέω αυτό που λέει ο Άγγελος.  Ότι για 

να µην σηκώνει κανείς το χέρι του… και επειδή είναι περισσότερα τα 

άσπρα από τα µαύρα, αυτά που βλέπω εγώ… 

2. Ερευνήτρια: Πόσοι είσαστε πάνω; 

3. Μαρία  Οκτώ. Από αυτούς που βλέπω τους εφτά, οι δύο είναι µαύροι και επειδή  

   όσο µεγαλώνουν τα άσπρα τόσο µεγαλώνει η αβεβαιότητα και επειδή  

   κανείς δε σηκώνει το χέρι να πει ότι φοράει άσπρο πιστεύω ότι βλέπουν και  

   άλλα άσπρα, είµαι και εγώ άσπρη.  

4. Ερευνήτρια: Ναι αλλά… από τώρα; Από το τρίτο λεπτό ξέρεις ότι φοράς άσπρο; 

5. Μαρία:  Ναι.  

6. Ερευνήτρια: Γιατί; 

7. Μαρία:  Γιατί µπορεί και οι άλλοι να µην είναι συγκεντρωµένοι. 

8. Ερευνήτρια: Ναι αλλά αυτό δεν είναι µε βεβαιότητα. Στηρίζεσαι στο ότι ο άλλος δεν  

   είναι συγκεντρωµένος.… Αυτή είναι η βεβαιότητά σου; 

9. Μαρία:  Εγώ στηρίζοµαι στην αβεβαιότητα. 

10. Ερευνήτρια: Ναι αλλά γιατί; Αν εγώ έχω βάλει πέντε άσπρους και εσύ είσαι µαύρη; 

11. Μαρία:  Εγώ έτσι νοµίζω. 

 

Σε αυτή την περίπτωση, υπάρχει παρεξήγηση µεταξύ του τι είναι βεβαιότητα και του 

τι είναι εικασία. Η Μαρία υποθέτει ότι φοράει άσπρο χαρτόνι χωρίς να 
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συνειδητοποιεί ότι δεν µπορεί να αποφανθεί κάτι τέτοιο στην παρούσα φάση. Ενώ 

παρατήρησε από τις προηγούµενες εκδοχές του προβλήµατος ότι η απάντηση 

στηρίζεται στην αβεβαιότητα των άλλων, δεν κατάλαβε µε ποιον τρόπο «µετράµε» 

αυτή την αβεβαιότητα προκειµένου να οδηγηθούµε σε ένα ασφαλές συµπέρασµα. 

Έκανε µια επιπόλαια γενίκευση, αγνοώντας ότι µε αυτόν τον τρόπο παραβιάζει τους 

κανόνες της λογικής. Το αποδεικτικό σχήµα της Μαρίας είναι εµπειρικό και 

στηρίζεται σε εσφαλµένες παρατηρήσεις. 

 

Στο έκτο λεπτό, ενώ δύο παιδιά ξέρουν ότι φοράνε άσπρο, ο Παντελής και η Μαρία 

βλέποντας ότι επαληθεύτηκε η υπόθεσή τους φαίνεται να µπερδεύονται ακόµη 

περισσότερο: 

 

 

Επεισόδιο 6 

 

1. Ερευνήτρια: Έκτο λεπτό! Είναι κανείς τώρα που ξέρει µε βεβαιότητα ότι φοράει άσπρο; 

(σηκώνουν τα χέρια ο Σταύρος και ο Άρης) Εσείς οι δύο. (Απευθύνεται  

Στο Σταύρο) Γιατί ξέρεις ότι φοράς άσπρο; 

2. Σταύρος: Γιατί είχα δει πέντε άσπρους και πέντε γύρους δε σήκωσε κανείς το χέρι και  

κατάλαβα ότι πρέπει να υπάρχει και άλλος ένας, ο οποίος θα είµαι εγώ. 

3. Ερευνήτρια:    Ωραία. (Απευθύνεται στον Άρη) Εσύ για ποιον λόγο; 

4. Σταύρος: Και εγώ βλέπω πέντε άσπρα. Άρα έχω και εγώ. 

5. Παντελής: Άρα εγώ έχω µαύρο. 

6. Ερευνήτρια: (Απευθύνεται στη Μαρία) Εσύ γιατί δεν ήξερες τώρα ότι φοράς άσπρο; 

7. Μαρία:  Τι φοράω άσπρο; Κυρία! Τι σχέση έχουν τα λεπτά µε τα χρώµατα;….  

   Κυρία έχω µια απορία! 

 

 

Ο Παντελής φαίνεται να πιστεύει ότι η επαλήθευση των λεγόµενων του σηµαίνει και 

αυτόµατη επικύρωση των απόψεων του, χωρίς να συνειδητοποιεί ότι η περίπτωσή να 

φορά µαύρο χαρτόνι ήταν τυχαία και ότι θα µπορούσε κάλλιστα να φορούσε και 

άσπρο χαρτόνι. Η Μαρία αντιλαµβάνεται από τα λεγόµενα των συµµαθητών της ότι 

το λεπτό που µπορεί κάποιος να ξέρει ότι φοράει άσπρο χαρτόνι ταυτίζεται µε το 

πλήθος των άσπρων χαρτονιών, χωρίς όµως να καταλαβαίνει γιο ποιο λόγο συµβαίνει 

αυτό. Όταν ζητήθηκε από τους συµµαθητές της να εξηγήσουν το λόγο, φάνηκε ότι 

δεν ήταν σε θέση να το κάνουν είτε γιατί δε γνώριζαν, είτε γιατί δυσκολευόντουσαν 
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να εκφράσουν αυτό που είχαν καταλάβει. Μία τέτοια αντίδραση δείχνει ότι οι 

µαθητές ικανοποιούνται από γενικεύσεις που επαληθεύονται από τα αποτελέσµατα 

και όχι από τον εντοπισµό µιας επαναλαµβανόµενης διαδικασίας. 

 

Ενδεικτικές είναι και οι απαντήσεις των µαθητών  στο φύλλο εργασίας. 

Συγκεκριµένα, στο Β ερώτηµα που ήθελε να αναλυθεί τι συµβαίνει σε κάθε στάδιο 

του προβλήµατος, παρατηρήθηκαν τα εξής: 

 

� Ένας µαθητής (ο Κώστας που στο προηγούµενο πρόβληµα χειρονοµούσε και 

έδειχνε τους συµµαθητές του για να επιχειρηµατολογήσει), ανέλυσε τα στάδια 

αναπαριστάνοντας το πρόβληµα σχεδιάζοντας άσπρα και µαύρα χαρτόνια και 

σχολιάζοντας πάνω σε αυτά.  

 

 

Βλέπουµε λοιπόν ότι ο Κώστας χρειάζεται να έχει τα αντικείµενα µπροστά του για να 

γενικεύσει. Τέτοια γενίκευση είναι γεγονική κατά Radford και βασισµένη στα 

αποτελέσµατα κατά Harel. Το αποδεικτικό του σχήµα είναι εµπειρικό. Αξίζει να 

σηµειώσουµε ότι παρόλα αυτά, η γενική εικόνα του Κώστα έδειχνε ότι ήταν σε θέση 

να κάνει αξιοσηµείωτες γενικεύσεις και να οδηγηθεί σε σωστά αποτελέσµατα.  
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� Αρκετοί µαθητές έκαναν γεγονική γενίκευση και ταυτίστηκαν µε κάποιον 

παίκτη που φοράει ένα συγκεκριµένο χρώµα και απάντησαν αναφερόµενοι 

στον εαυτό τους. Για παράδειγµα, κάποιος έγραψε για το πρώτο στάδιο του 

παιχνιδιού: 

 

Αφού πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον ένα άσπρο και εφόσον βλέπω τρία µαύρα, έχω 

άσπρο. 

 

� Οι περισσότεροι από τους µαθητές έκαναν επίσης γεγονική γενίκευση και 

αναφέρονταν στη λέξη παιδί για να εξηγήσουν τι θα συµβεί. Για παράδειγµα 

στο πρώτο στάδιο του παιχνιδιού έχουµε την εξής απάντηση: 

 

(3 µαύρα, 1 άσπρο) 

Εφόσον ο φύλακας είπε ότι έστω κι ένας πρέπει να φοράει άσπρο, το παιδί µε το 

άσπρο χαρτόνι είναι σίγουρο από το πρώτο λεπτό ότι φοράει το άσπρο χαρτόνι. 

 

� Λίγοι µαθητές δεν αναφέρθηκαν στον εαυτό ή σε κάποιο παιδί και µίλησαν 

γενικά, κάνοντας στην ουσία γενίκευση εντός πλαισίου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10 

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

 

10.1. Το πρόβληµα του Fibonacci 

 

Οι µαθητές του δείγµατος µας, παρόλο που δεν ήταν εξοικειωµένοι µε το 

συγκεκριµένο βιωµατικό περιβάλλον διδασκαλίας, µπόρεσαν µε ευκολία να 

λειτουργήσουν αποτελεσµατικά µέσα σε αυτό. Αν λάβουµε υπ’ όψιν µας το βαθµό 

δυσκολίας του προβλήµατος, ο χρόνος που χρειάστηκε για να λύσουν το πρόβληµα 

ήταν πολύ σύντοµος. Αυτή η διαπίστωση ενίσχυσε την αρχική πεποίθηση της 

ερευνήτριας ότι ένα κατάλληλο διδακτικό περιβάλλον που προάγει τη διαδραστική 

εµπλοκή των µαθητών µε το πρόβληµα και ενεργοποιεί το δίπολο εσωτερική σκέψη – 

εξωτερική αλληλεπίδραση δρα καταλυτικά στην επίλυση των προβληµάτων.  

 

Μέσα στο πλαίσιο της συνεργασίας της Κονστρουκτιβιστικής και 

Κοινωνικοπολιτιστικής προσέγγισης, το δίπολο εσωτερική σκέψη – εξωτερική 

αλληλεπίδραση φαίνεται να παίζει καθοριστικό ρόλο στην επίλυση ενός 

προβλήµατος. Από την ανάγνωση κιόλας αυτού, είτε γίνει κατ’ ιδίαν, είτε οµαδικά, 

απαιτείται η εσωτερίκευση του προβλήµατος (Sfard, 1992). Εν συνεχεία, οι σκέψεις 

που δηµιουργηθήκαν εξωτερικεύονται µέσα από την αλληλεπίδραση µε τα υπόλοιπα 

µέλη της οµάδας. Η µία ιδέα προστίθεται πάνω στην άλλη και τα δεδοµένα πλέον 

αναπροσαρµόζονται. Η στιγµή όµως που θα επέλθει η λύση, απαιτεί επαναφορά της 

εσωτερίκευσης µέσα από την εξατοµικευµένη αναδιοργάνωση και σκέψη. 

 

Η Boaler (2000) είχε δώσει κεντρικό ρόλο στη συµβολή του µαθησιακού 

περιβάλλοντος που προάγει θετικές µαθησιακές εµπειρίες. Σύµφωνα µε την άποψη 

της,  

οι µαθητές δε µαθαίνουν µόνο µεθόδους και διαδικασίες στο µάθηµα των 

µαθηµατικών, µαθαίνουν πώς να µαθαίνουν µαθηµατικά και η µάθηση ουσιαστικής 

γνώσης δεν µπορεί να διαχωριστεί από τη διαδραστική εµπλοκή τους στην τάξη, 
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καθώς και τα δύο αµοιβαία συγκροτούν το ένα το άλλο κατά τη διάρκεια της 

µάθησης (Boaler, 2000, σελ. 2).  

 

Σε αυτή τη δραστηριότητα, οι µαθητές ανέπτυξαν προηγµένους συλλογισµούς 

χρησιµοποιώντας την παρατήρηση και έχοντας κύριο εργαλείο τους τις εµπειρίες που 

αποκόµισαν από την ενσωµάτωση του προβλήµατος. Ωστόσο, το αποδεικτικό σχήµα 

των µαθητών ήταν εµπειρικό, κάτι που συνάδει µε το συµπέρασµα των Harel & 

Sowder (1998), ότι ένα από τα πιο συνηθισµένα αποδεικτικό σχήµα των µαθητών 

είναι το εµπειρικό. Η παραπάνω διαπίστωση, προδίδει ότι οι µαθητές του δείγµατος 

µας δεν είναι έτοιµοι να προχωρήσουν σε γενικεύσεις που προάγουν την αφηρηµένη 

σκέψη.  

 

Παρατηρήθηκε ότι ο τρόπος σκέψης των µαθητών ήταν περιγραφικά επαγωγικός και 

ακολουθούσε κυρίως την προσθετική λογική. Οι µαθητές είχαν την τάση να 

περιγράφουν τις παρατηρήσεις τους και όχι να τις ερµηνεύουν κάτι που τους 

οδηγούσε σε γενικεύσεις εκ του αποτελέσµατος.  Επίσης, οι µαθητές έκαναν εύκολα 

γεγονικές γενικεύσεις και δυσκολότερα γενικεύσεις εντός πλαισίου. Χαρακτηριστικό 

είναι ότι ακόµα και όταν προέκυπταν οι γενικεύσεις εντός πλαισίου, οι µαθητές 

αδυνατούσαν να προβούν σε γενίκευση εκ της διαδικασίας.  

 

Κάποιοι µαθητές είχαν την τάση να επαναλαµβάνουν το συλλογισµό από την αρχή, 

παρά να χρησιµοποιούν το γενικό συµπέρασµα ότι τα λαγουδάκια κάθε µήνα 

προκύπτουν από το άθροισµα του πλήθους τους κατά τους δύο προηγούµενους µήνες. 

Μία τέτοια προσέγγιση µπορεί εκ πρώτης όψεως να φαίνεται ότι δεν εξυπηρετεί την 

οικονοµία της σκέψης, βοηθά όµως σύµφωνα µε τον Harel (2001) στη βαθιά 

κατανόηση του συλλογισµού, καλλιεργώντας µε αυτόν τον τρόπο το έδαφος για την 

ανάπτυξη  προχωρηµένης µαθηµατικής σκέψης. 

 

 

10.2. Βρείτε έναν κανόνα 

 

Παρατηρήθηκε ότι τα αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών ήταν κυρίως εµπειρικά και 

ότι η τάση πολλών µαθητών του δείγµατος µας, δεν ήταν εν γένει να εκφραστούν µε 

µεταβλητές. Οι µαθητές αδυνατώντας να κατανοήσουν την έννοια της συµµεταβολής, 
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έβλεπαν ότι το ρ και το ν έχουν σταθερή διαφορά. Οι περισσότεροι βρίσκονταν στο 

προσυµβολικό στάδιο, όπως το έχει ορίσει ο Radford και προτιµούσαν να 

περιγράψουν τη σχέση µε µερικά παραδείγµατα, κάνοντας στην ουσία γεγονική 

γενίκευση.  

 

Η αδυναµία των µαθητών δεν βρίσκονταν στην κατανόηση της σχέσης, αλλά στη 

µαθηµατική έκφραση αυτού που αντιλήφθηκαν. Αυτό το πρόβληµα το έχει ονοµάσει 

ο Radford (1999, 2000), πρόβληµα της τοποθέτησης , αποτελεί βασική αδυναµία των 

µαθητών, σηµατοδοτώντας µε αυτόν τον τρόπο την αδυναµία να περάσουν στη 

συµβολική γενίκευση. Οι µαθητές του δείγµατός µας, καταλάβαιναν τι υπονοούσε η 

λιτή έκφραση: «το 9», κάτι που σύµφωνα µε τον Radford σηµαίνει ότι η οικοδόµηση 

του νοήµατος είχε επιτευχθεί σε κοινωνικό επίπεδο. Κάτι τέτοιο όµως θα ήταν 

αδύνατο να συµβεί αν δεν υπήρχε αυτή η κατά πρόσωπο αλληλεπίδραση. 

 

 Οι µαθητές δυσκολεύτηκαν στη πρώτη δραστηριότητα να προχωρήσουν στη 

γενίκευση εντός πλαισίου, κάτι που δε συνέβη στη βιωµατική που έδειξαν ότι είχαν 

κατανοήσει σε βάθος τη σχέση που συνδέει το σ µε το β και ότι µπορούσαν να την 

εκφράσουν χρησιµοποιώντας ολοκληρωµένες εκφράσεις. Παρατηρήθηκε επίσης, ότι 

οι µαθητές στη βιωµατική δραστηριότητα, ήταν πιο ικανοί να περάσουν στη 

συµβολική γενίκευση, απ’ ό,τι στην πρώτη δραστηριότητα. Αξιοσηµείωτο είναι το 

γεγονός ότι παρόλο που οι δύο δραστηριότητες ήταν στην ουσία ίδιες, κανένας 

µαθητής δε φάνηκε να αναγνωρίζει αυτή την οµοιότητα ώστε να χρησιµοποιήσει τις 

γνώσεις που αποκόµισε από τη πρώτη δραστηριότητα, στη δεύτερη.  

 

Βλέπουµε λοιπόν, ότι η δυσκολία των µαθητών να γενικεύσουν εντός πλαισίου δεν 

οφείλεται µόνο σε κάποιες γνωστικές αδυναµίες που πιθανόν να έχουν, αλλά 

επηρεάζεται και από το πλαίσιο στο οποίο παρουσιάζεται το πρόβληµα. Η 

καθοριστική σηµασία του πλαισίου του προβλήµατος έχει αποτελέσει αντικείµενο 

µελέτης πολλών ερευνητών, όπως της Boaler, του Cobb, του Gravemeijer κ.λπ.  
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10.3. Το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια 

 

Το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά χαρτόνια, είναι ένα σύνθετο πρόβληµα που δίνει 

βήµα στην προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη. Οι µαθητές, έδειξαν µεγάλο ενδιαφέρον 

και ζήλο για τα δύο προβλήµατα και η λύση επήλθε αβίαστα µε την ενεργητική 

συµµετοχή τους. Θεωρούµε ότι κάτι τέτοιο δε θα µπορούσε να επιτευχτεί µε  

παραδοσιακή προσέγγιση του προβλήµατος, καθώς από την αρχή της δραστηριότητας 

θα υπήρχαν προβλήµατα αφού δε θα καταλάβαιναν τις εκφωνήσεις αυτών, πόσο 

µάλλον να ξεδιαλύνουν τις περιπτώσεις. Μία τέτοια θεώρηση είναι βάσιµη, καθώς 

παρατηρήθηκε ότι και στα δύο προβλήµατα οι µαθητές φάνηκε να µην 

καταλαβαίνουν τα δεδοµένα και τα ζητούµενα του προβλήµατος πριν την έναρξη της 

βιωµατικής µεθόδου. Αντίθετα, µε την αρωγή της βιωµατικής µεθόδου, γρήγορα 

εξοικειώθηκαν µε αυτό και αντιλήφθηκαν τη λογική τους. Το γεγονός ότι βίωσαν το 

πρόβληµα, τους βοήθησε να «µπουν» µέσα σε αυτό και να κατανοήσουν όλες τις 

πτυχές του.   

 

Συναντήσαµε διάφορες ποιότητες γενίκευσης, από αβάσιµες µέχρι πολύ 

προχωρηµένες. Μερικοί µαθητές επιχειρηµατολόγησαν χρησιµοποιώντας προσθετική 

λογική, λέγοντας για παράδειγµα ότι «αν βλέπω πολλά µαύρα, σηµαίνει ότι φοράω 

και εγώ µαύρο». Ωστόσο, δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι οι συγκεκριµένοι 

µαθητές δεν µπορούν να προβούν σε γενικεύσεις, καθώς σε άλλες περιπτώσεις η 

συλλογιστική που ανέπτυξαν ήταν αρκετά προχωρηµένη. 

 

Ενδεικτικό ήταν το γεγονός ότι, πολύ µαθητές διατύπωναν απόψεις που δεν 

προέκυπταν από τα δεδοµένα του προβλήµατος αλλά από προσωπικές τους 

πεποιθήσεις που µεταξύ άλλων µαρτυρούσαν ότι θεωρούσαν ότι τα προβλήµατα 

κρύβουν µία άδηλη «συµµετρία». Ο τύπος συµµετρίας που θεωρούν ότι έχουν τα 

προβλήµατα, είναι προσωπικός και αλλάζει από µαθητή σε µαθητή. Ένα κοινό 

φαινόµενο που εµφανίζεται κατά τη διαδικασία της µάθησης, είναι ότι οι µαθητές 

δηµιουργούν τις δικές τους αντιλήψεις για τα αντικείµενα που µελετούν καθώς και 

για τις ιδιότητες που τα διέπουν. Αυτές οι αντιλήψεις είναι γνωστές ως πρότερες 

αντιλήψεις, εναλλακτικές αντιλήψεις ή αφελείς αντιλήψεις και έχουν πρόσφατα 

αποκαλεστεί και ως λανθάνουσες αντιλήψεις (Lee K., Smith J. P. III). Παρακάτω, θα 
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ασχοληθούµε µε κάποιες χαρακτηριστικές περιπτώσεις µαθητών που προσέγγισαν µε 

τέτοιον τρόπο το πρόβληµα. 

 

Το πρόβληµα µε τα χαρτόνια είναι ένα άδηλo αναδροµικό επαγωγικό πρόβληµα. Οι 

µαθητές αφού βίωσαν το πρόβληµα, κλήθηκαν να παρατηρήσουν τι συµβαίνει και 

στη συνέχεια να γενικεύσουν. Αυτό που παρατηρήθηκε ευρέως είναι ότι οι 

περισσότεροι µαθητές είχαν εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα και έβγαζαν γενικά 

συµπεράσµατα παρατηρώντας τι συνέβαινε στα µεµονωµένα στάδια του παιχνιδιού 

που διαδραµατίστηκαν στην τάξη. Επίσης, οι γενικεύσεις τους βασίζονταν στην 

κανονικότητα των αποτελεσµάτων και όχι στην κανονικότητα της διαδικασίας. 

  

Η τάση αυτή των µαθητών είχε µελετηθεί από τον Harel (2001). Είχε παρατηρήσει 

ότι πολλοί µαθητές γενικεύουν βάση των αποτελεσµάτων και όχι βάση της 

διαδικασίας, κάτι που δείχνει ότι οι µαθητές έχουν πολύ έντονα ανεπτυγµένο το 

εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα και λιγότερο το µετασχηµατιστικό. Γενικεύουν δηλαδή, 

χρησιµοποιώντας κάποιες ειδικές περιπτώσεις και όχι αναζητώντας τη λογική µε την 

οποία προκύπτει το συµπέρασµα.  

 

Χαρακτηριστική είναι και η τάση πολλών µαθητών να βγάζουν αβίαστα 

συµπεράσµατα στηριζόµενοι κατά κύριο λόγο στη διαίσθηση και στις πεποιθήσεις 

τους. Το ενδιαφέρον είναι ότι πολλοί από αυτούς δεν αντιλαµβάνονταν ότι η πρόταση 

που υποστήριζαν ήταν εικασία και όχι βεβαιότητα. Τα πράγµατα γινόντουσαν ακόµα 

πιο πολύπλοκα όταν το χρώµα που φορούσαν ταυτίζονταν µε αυτό που 

ισχυριζόντουσαν ότι φοράνε. Η έµπρακτη απόδειξη των λεγοµένων τους ήταν δείκτης 

για την ποιότητα της επιχειρηµατολογίας τους. Από τη στιγµή που επαληθεύονταν 

πειραµατικά ο ισχυρισµός τους, τα λεγόµενα τους ήταν βεβαιότητα και όχι εικασία.  

 

Η παρατήρηση ότι από τη στιγµή που οι µαθητές συνειδητοποίησαν τον τρόπο που 

λύνεται το πρόβληµα, δεν τους ενδιέφερε να συλλογιστούν πάνω σε αυτό, ώστε να 

είναι σε θέση να εξηγήσουν πώς η παρατήρηση τους προέκυπτε βάσει λογικής, 

αποδεικνύει για άλλη µια φορά ότι γενίκευαν βάσει των αποτελεσµάτων και όχι βάσει 

της διαδικασίας. ∆εν τους ενδιέφερε ούτε να αναλύσουν αυτό που σκέφτηκαν, ούτε 

να σκεφτούν το δρόµο που τους οδήγησε στη λύση. Από τη στιγµή που είχε δοθεί η 

απάντηση, δεν υφίστατο ποια πρόβληµα για αυτούς. Μάλιστα, πολλοί από τους 
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µαθητές που είχαν ακούσει τη λύση, θεωρούσαν ότι αυτό αρκούσε και έπαυαν να 

ασχολούνται µε την ουσία του προβλήµατος. Όταν τους ζητούνταν όµως να 

εξηγήσουν την αιτία που η λύση αποδίδεται µε αυτό τον τρόπο, τα πράγµατα άρχισαν 

να δυσκολεύουν για πολλούς µαθητές. ∆εδοµένου ότι το πρόβληµα µε τα χρωµατιστά 

καπέλα είναι ένα επαγωγικό πρόβληµα, η ουσία αυτού του προβλήµατος είναι η 

ενεργοποίηση αυτού του επαγωγικού µηχανισµού. Αν θεωρήσουµε ότι το πρόβληµα 

βρίσκεται στην κορυφή µιας σκάλας, η λύση είναι το τελευταίο σκαλί. Όταν κάποιος 

έχει αντίληψη για το πώς είναι αυτό το σκαλί, είναι προφανές ότι δε σηµαίνει ότι  

κατέβηκε και τη σκάλα. Για τους µαθητές µας σηµασία δεν είχε ο δρόµος για την 

Ιθάκη, αλλά η Ιθάκη. 

 

 

10.4. Γενικά συµπεράσµατα – Συζήτηση 

 

Η µαθηµατική σκέψη των µαθητών είναι ένα θέµα που απασχολεί εκπαιδευτικούς και 

ερευνητές. Σύµφωνα µε τους Harel & Sowder (2005), η µαθηµατική σκέψη 

επηρεάζεται από τις πεποιθήσεις του ατόµου για τα µαθηµατικά, από τον τρόπο που 

προσεγγίζει ένα πρόβληµα και από τα αποδεικτικά του σχήµατα. Στη µελέτη µας 

κάναµε ένα πείραµα διδασκαλίας και ζητήσαµε από τους µαθητές να 

διαπραγµατευτούν µε µαθηµατικά προβλήµατα, πολλές φορές σύνθετα, 

χρησιµοποιώντας τη Βιωµατική Μέθοδο. 

 

∆ιαπιστώσαµε ότι η Βιωµατική Μέθοδος επηρεάζει θετικά τους δύο παράγοντες που 

συντελούν στη δόµηση της µαθηµατικής σκέψης-πεποιθήσεις και τρόπο προσέγγισης 

προβλήµατος, ενώ φάνηκε να µην επηρεάζει τα αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών.  

 

Ειδικότερα, δόθηκε η ευκαιρία στους µαθητές να διαπιστώσουν ότι τα µαθηµατικά 

έχουν σχέση µε την πραγµατικότητα, ότι καλλιεργούν µία λογική που ούτως ή άλλως 

έχουν σε πρώτο επίπεδο και ότι όλοι µπορούν να συµµετέχουν σε µαθηµατικές 

διαδικασίες. Οι µαθητές ανταπεξήλθαν θετικά στην επίλυση προβληµάτων µε τη 

βιωµατική µέθοδο. Ασχολήθηκαν εκτενώς µε τα µαθηµατικά προβλήµατα που τους 

δόθηκαν, δραστηριοποιήθηκαν και σε καµία περίπτωση δε φάνηκε να 

απογοητεύονται και να θεωρούν ότι δεν µπορούν να προσεγγίσουν τέτοιου είδους 

προβλήµατα.  
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Οι προσεγγίσεις επίλυσης των προβληµάτων ήταν πολύ εποικοδοµητικές, αφού στην 

πλειονότητα τους οι µαθητές απέκτησαν ενσυναίσθηση των προβληµάτων που τους 

δόθηκαν και έψαχναν να βρουν λέξεις κλειδιά που θα τους διαφωτίσουν. Επίσης, δεν 

έµεναν σε έναν τρόπο για την επίλυση των προβληµάτων, ήταν σε συνεχή εγρήγορση 

και µε αρωγό την παρατήρηση έψαχναν για εναλλακτικές λύσεις.  

 

Οι περισσότεροι µαθητές εξακρίβωναν και προσπαθούσαν να πείσουν για την 

εγκυρότητα µιας υπόθεσης, χρησιµοποιώντας είτε µετρήσεις είτε τη διαίσθησή τους.  

Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι τα αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών ήταν κυρίως 

εµπειρικά, κάτι που συνάδει και µε τα συµπεράσµατα άλλων ερευνών (π.χ. Harel, 

2001 κ.α.) 

 

Η βιωµατική µέθοδος, είναι µια µέθοδος που µπορεί να συµβάλλει θετικά στη 

µάθηση των µαθηµατικών και στην ανάπτυξη προχωρηµένης µαθηµατικής σκέψης. 

Ειδικότερα η τεχνική διδασκαλίας. Το Παιχνίδι των Ρόλων, συνδυάζει την ενεργητική 

συµµετοχή των συµµετεχόντων µε τη συνεργατική και βιωµατική µάθηση και οδηγεί 

τους µαθητές σε αφαιρετικές σκέψεις µέσα από δράση και παιχνίδι. Οι µαθητές 

εκφράζονται ελεύθερα, και ασυναίσθητα ακολουθούν µαθηµατικές διεργασίες 

παίζοντας κατ’ ουσίαν παιχνίδια λογικής.  

 

Τα αποτελέσµατα της έρευνάς µας, µας επιτρέπουν να συµπεράνουµε ότι οι µαθητές 

του δείγµατος µας στην πλειονότητά τους, είναι σε θέση να κάνουν γεγονικές και 

πλαισιακές γενικεύσεις, ενώ αρκετοί από αυτούς δυσκολεύονται να µεταβούν σε 

συµβολικές γενικεύσεις. Αποπειρώνται να παρατηρήσουν τα δεδοµένα τους για να 

αντιληφθούν το pattern τους γενικεύοντας βάσει της κανονικότητας των 

αποτελεσµάτων και όχι της κανονικότητας της διαδικασίας. Μία τέτοια προσέγγιση 

τους ωθεί να κάνουν γενικεύσεις που δε δικαιούνται να κάνουν, µε συνέπεια κάποιες 

φορές να βγάζουν εσφαλµένα συµπεράσµατα και κάποιες, όχι.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 

«ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ FIBONACCI»  

 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 
 

 

Μήνας 
Ζεύγη 

Ενηλίκων 
Α 

Ζεύγη Εφήβων 
Β 

Ζεύγη Μωρών 
Γ 

Συνολικά 
Ζεύγη 

Ιανουάριος     

Φεβρουάριος     

Μάρτιος     

Απρίλιος     

Μάιος     

Ιούνιος     

Ιούλιος     

Αύγουστος      

Σεπτέµβριος     

Οκτώβριος      

Νοέµβριος      

∆εκέµβριος      

Ιανουάριος      
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ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
 

«ΒΡΕΙΤΕ ΕΝΑΝ ΚΑΝΟΝΑ» 
 
 
Α.   Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τον τρόπο µε τον οποίο το ρ αλλάζει µε τη βοήθεια 
του άρτιου ν.  

  ν ρ 
2 11 
4 13 
6 15 
8 17 
… …. 

 
α) Όταν το ν είναι 30, πόσο θα είναι το ρ; 
β) Γράψτε µία σχέση (τύπο) που να συνδέει το ν µε το ρ. 
 
Β.   Ο βασιλιάς κάθε χώρας συνοδεύεται από τους σωµατοφύλακες του. Έτσι, σε µια 
µετακίνηση του βασιλιά, όλοι µαζί (βασιλιάς και σωµατοφύλακες) κινούνται 
διατηρώντας πάντα ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, περπατώντας οι 
σωµατοφύλακες σε σχήµα ανάποδου Π και βάζοντας µπροστά και στη µέση τον 
βασιλιά. Κάτι αντίστοιχο γίνεται και όταν δύο ή και περισσότεροι βασιλιάδες 
µετακινούνται: 
 
σ β σ 

σ σ σ 

 
 
σ β β σ 

σ σ σ σ 

 
κ.λπ   
Έτσι, ο ένας βασιλιάς συνοδεύεται από πέντε σωµατοφύλακες, οι δύο βασιλιάδες από 
6 σωµατοφύλακες  κ.λ.π. 
α) Αφού κάποιοι από σας παίξουν το ρόλο των σωµατοφυλάκων και κάποιοι άλλοι 
των βασιλιάδων, σχηµατίζοντας στο χώρο το προτεινόµενο σχήµα, συµπληρώστε τον 
παρακάτω πίνακα: 
 

  σ β 
5 1 
6 2 
  

…. …. 
β)   Πόσοι σωµατοφύλακες χρειάζονται για να συνοδεύσουν 10 βασιλιάδες; 
γ)   Γράψτε µία σχέση (τύπο)   που να συνδέει το σ µε το  β. 
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Α. 

  ν ρ 
2 11 
4 13 
6 15 
8 17 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
Για ν = 30, το ρ = ….. 
Η σχέση που συνδέει το ν µε το ρ είναι: 

…………………………… 
 

 
Β.    

  σ β 
5 1 
6 2 
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
 

Οι 10 βασιλιάδες χρειάζονται  …….   σωµατοφύλακες 
Η σχέση που συνδέει το σ µε το β είναι: 
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………………………………… 
ΦΥΛΛΑ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 

 

«ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕ ΤΑ ΧΡΩΜΑΤΙΣΤΑ ΚΑΠΕΛΑ» 

 

 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 1 
 

Α. Ο φύλακας έχει άσπρα και µαύρα κοµµένα χαρτόνια σε σχήµα τετραγώνου. 
∆ένει τα µάτια τριών αιχµαλώτων και καρφιτσώνει στην πλάτη τους είτε ένα άσπρο 
τετράγωνο χαρτόνι, είτε ένα µαύρο. Το χρώµα που θα έχει  ο καθένας θα 
αποφασισθεί µε τη ρίψη νοµίσµατος. Όταν φορέσει τα χαρτόνια και στους τρεις 
αιχµαλώτους, ο φύλακας λύνει τα µάτια τους. Τώρα, ο κάθε αιχµάλωτος βλέπει τα 
χαρτόνια των δύο άλλων, αλλά δεν µπορεί να δει το δικό του. 
Ο φύλακας  λέει: 
« Όποιος βλέπει κάποιον µε µαύρο χαρτόνι, να σηκώσει το χέρι του». 
Στη συνέχεια λέει: 
«Όποιος ξέρει τι χρώµα χαρτόνι έχει, να σηκώσει το χέρι του».   
 
Β.  Γράψτε ανά οµάδες των τριών όλες τις δυνατές περιπτώσεις. 
 
 
 
 
Γ. Ποια περίπτωση επαναλαµβάνεται πιο συχνά; 
 
∆. Υποθέστε ότι ο φύλακας σας είχε φορέσει Μαύρο χαρτόνι (είστε ο Μ). 
 Περιγράψτε σε κάθε περίπτωση τι θα συνέβαινε: 
 α)   Αν ήµουν Μ και έβλεπα δύο Α τότε:  
 
 
 
 

β) Αν ήµουν Μ και έβλεπα δύο Μ τότε:  
 
 
 
 

 
γ) Αν ήµουν Μ και έβλεπα ένα Α και ένα Μ τότε:  
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ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2 

 
 
Α. Ο φύλακας λέει: 

«Έχω φορέσει άσπρo χαρτόνι σε κάποιον ή κάποιους  από εσάς και µαύρα 
χαρτόνια στους υπόλοιπους. Μπορείτε να κοιτάτε ο ένας τον άλλον, αλλά όχι 
να µιλάτε µεταξύ σας. Κάθε λεπτό θα ρωτάω: “ Ποιος ξέρει µε βεβαιότητα 
ότι φοράει άσπρο χαρτόνι;” Θέλω όσοι από εσάς έχουν αντιληφθεί ότι φοράνε 
άσπρο χαρτόνι να έρχονται και να µου το λένε αµέσως.» 

 
Β. Αναλύστε τι συµβαίνει σε κάθε στάδιο του παιχνιδιού. 
 
 
 


