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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

Η έννοια της συνάρτησης εµπλέκεται άµεσα ή έµµεσα σε πολλά πεδία των 

Μαθηµατικών και των εφαρµογών τους. Για παράδειγµα, στη Μαθηµατική Ανάλυση 

εξετάζονται οι ιδιότητες συναρτήσεων µιας ή πολλών µεταβλητών, καθώς και οι 

ιδιότητες των παραγώγων τους. Οι θεωρίες των διαφορικών και των ολοκληρωτικών 

εξισώσεων εφαρµόζονται στην επίλυση εξισώσεων, όπου οι άγνωστοι είναι 

συναρτήσεις, και στη Συναρτησιακή Ανάλυση µελετώνται χώροι συναρτήσεων 

(Ponte, 1992). Επιπλέον, τα Αναλυτικά Προγράµµατα ∆ιδασκαλίας των 

Μαθηµατικών και άλλων µαθηµάτων της ∆ευτεροβάθµιας Εκπαίδευσης 

αναδεικνύουν πολλές µορφές αυτής της θεµελιώδους έννοιας.  

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να παρουσιαστούν η πορεία και η ιστορική 

εµπειρία που διαµόρφωσαν την σύγχρονη έννοια της συνάρτησης, να αναδειχθούν 

µερικές εφαρµογές της θεωρίας των Ευκλείδειων χώρων στην Ανάλυση, καθώς και 

να µελετηθούν οι ιδιότητες κάποιων ειδικών συναρτήσεων, των ορθογώνιων 

πολυωνύµων, µέσα από τη γενίκευση των εννοιών του εσωτερικού γινοµένου και της 

καθετότητας που περιλαµβάνονται στο σχολικό εγχειρίδιο των Μαθηµατικών 

Κατεύθυνσης της Β Λυκείου. 

Στο πρώτο µέρος της εργασίας παρατίθενται οι απόψεις πολλών συγγραφέων 

σχετικά µε το πότε εµφανίστηκε για πρώτη φορά η έννοια της συνάρτησης, η οποία 

αναπτύχθηκε ουσιαστικά µέσα από την προσπάθεια µαθηµατικής ερµηνείας 

διάφορων φυσικών προβληµάτων. Επιπλέον, πραγµατοποιείται µια λεπτοµερής 

µελέτη της ιστορικής εξέλιξης της έννοιας της συνάρτησης, από τις πινακοποιηµένες 

συναρτήσεις των Ελλήνων µαθηµατικών της Αρχαιότητας µέχρι το γενικό ορισµό του 

Euler, που οδήγησε σταδιακά στην έννοια της συνάρτησης που διατυπώθηκε από 

τους Fourier, Lobatchevsky, και Dirichlet στα µέσα του 19ου αιώνα. 

Στο δεύτερο µέρος, µε αφετηρία την έννοια του εσωτερικού γινοµένου, εκτίθεται η 

επέκταση βασικών εννοιών της Ευκλείδειας Γεωµετρίας σε Ευκλείδειους 

πραγµατικούς χώρους συνεχών συναρτήσεων. Χρησιµοποιώντας τους αντίστοιχους 

τύπους της Αναλυτικής Γεωµετρίας και την ορολογία του εσωτερικού γινοµένου στο 

δισδιάστατο επίπεδο 2ℝ  και στον τρισδιάστατο χώρο 3ℝ , το µήκος διανύσµατος, η 

απόσταση και η καθετότητα δύο διανυσµάτων, η κάθετη προβολή διανύσµατος σε 

επίπεδο και η απόσταση διανύσµατος από επίπεδο, γενικεύονται για αυθαίρετους 
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πραγµατικούς διανυσµατικούς χώρους µε εσωτερικό γινόµενο. Η διαδικασία 

ορθογωνιοποίησης µιας βάσης του 2ℝ  γενικεύεται για ένα τυχαίο σύνολο, 

πεπερασµένο ή άπειρο, γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων ενός Ευκλείδειου χώρου 

(µέθοδος ορθογωνιοποίησης των Gram – Schmidt). Ως εφαρµογή της θεωρίας των 

Ευκλείδειων χώρων παρουσιάζεται το πρόβληµα της βέλτιστης προσέγγισης 

πραγµατικών συναρτήσεων. 

Στο τρίτο µέρος πραγµατοποιείται η περαιτέρω επέκταση των προηγούµενων 

εννοιών και διαδικασιών σε πλήρεις πραγµατικούς ή µιγαδικούς χώρους µε 

εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή σε χώρους Hilbert. Παρουσιάζονται µερικά από τα 

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα αυτών των χώρων, όπως, για παράδειγµα, οι 

αναπαραστάσεις ενός χώρου Hilbert ως ευθύ άθροισµα ενός κλειστού υπόχωρου και 

του ορθογώνιου συµπληρώµατος του, τα ολικά ορθοκανονικά σύνολα και 

ακολουθίες, και οι αντίστοιχες µοναδικές αναπαραστάσεις των στοιχείων του χώρου 

από τις συντεταγµένες τους ως προς µια ορθοκανονική ακολουθία. Ως εφαρµογές της 

θεωρίας των χώρων Hilbert, οι γενικές σειρές Fourier εκφράζονται µε την ορολογία 

και το φορµαλισµό των ορθοκανονικών ακολουθιών και συνόλων, και µελετώνται 

µερικές ολικές ορθογώνιες και ορθοκανονικές ακολουθίες, που κατασκευάζονται µε 

τη µέθοδο ορθοκανονικοποίησης των Gram – Schmidt, και χρησιµοποιούνται συχνά 

σε πρακτικά προβλήµατα των Μαθηµατικών και της Φυσικής. Αυτές οι ακολουθίες 

εµπλέκουν τις γνωστές ακολουθίες των  ορθογώνιων πολυωνύµων Legendre, Hermite 

και Laguerre, που είναι λύσεις των οµώνυµων οµογενών γραµµικών διαφορικών 

εξισώσεων δεύτερης τάξης. 

Στο τέταρτο µέρος της εργασίας παρουσιάζονται εφαρµογές της θεωρίας των 

Ευκλείδειων χώρων στις διαφορικές εξισώσεις. Χρησιµοποιώντας την έννοια του 

εσωτερικού γινοµένου, αποδεικνύεται η γραµµική ανεξαρτησία των λύσεων µιας 

οµογενούς γραµµικής διαφορικής εξίσωσης νιοστής τάξης µε σταθερούς συντελεστές, 

στο χώρο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων σε τυχαίο πεπερασµένο ή άπειρο 

διάστηµα. Τέλος, επιλύονται προβλήµατα συνοριακών τιµών τύπου Sturm – 

Liouville, δηλαδή π.σ.τ. τέτοια ώστε οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν σε 

διαφορετικές ιδιοτιµές να είναι  ορθογώνιες συναρτήσεις.  
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I. Η ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΕΞΕΛΙΞΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
Η έννοια της συνάρτησης είναι κεντρική στην επιστήµη των Μαθηµατικών και 

προέρχεται από τη γενικότερη τάση του ανθρώπου να συσχετίζει ποσότητες. Αυτή η 

τάση είναι τόσο αρχαία όσο και τα ίδια τα Μαθηµατικά. Η ιδέα της αλληλεξάρτησης 

δύο ποσοτήτων ξεπήδησε, όπως ήταν φυσικό, στην ελληνική επιστήµη των κλασικών 

χρόνων, όπου και χρησιµοποιήθηκε στη Γεωµετρία. Ωστόσο, η πορεία που οδήγησε 

από τους απλούς συσχετισµούς ποσοτήτων στη σύγχρονη έννοια της συνάρτησης 

είναι µακρόχρονη και περίπλοκη (Σπύρου & Γαγάτσης). Επιπλέον, οι απόψεις 

πολλών συγγραφέων είναι συχνά διαφορετικές µεταξύ τους, και συγκεκριµένα  δε 

συµφωνούν για το πότε εµφανίστηκε για πρώτη φορά η έννοια της συνάρτησης. Κατά 

τον Youschkevitch (1976), η επικρατέστερη  άποψη είναι αυτή που διατυπώνει ο 

Smith (1958)  στο βιβλίο του «Η Ιστορία των Μαθηµατικών»: «…Η πραγµατική ιδέα 

του συναρτησιακού συσχετισµού(functionality), όπως φαίνεται µέσα από τη χρήση των 

συντεταγµένων, εκφράστηκε για πρώτη φορά καθαρά και δηµόσια από τον 

Καρτέσιο…».  Ωστόσο, η άποψη του Boyer (1959), που διατυπώνεται σχετικά µε τις 

εργασίες του Fermat, σύγχρονου του Καρτέσιου, είναι ότι: «…Η έννοια της 

συνάρτησης και τα σύµβολα που παριστάνουν µεταβλητές δε φαίνεται να υπάρχουν στο 

έργο κάποιου µαθηµατικού της εποχής αυτής…».  

Από την άλλη, οι Hartner &  Schramm (1963) υποθέτουν ότι: «…Το ερώτηµα της 

γέννησης και της ανάπτυξης της έννοιας της συνάρτησης σχετίζεται, συνήθως και 

σχεδόν αποκλειστικά, µε την Καρτεσιανή ανάλυση … Οι πράξεις µε συναρτήσεις είχαν 

ήδη φτάσει σε µεγάλο βαθµό τελειότητας, όταν έγιναν οι πρώτες απόπειρες για να 

διαµορφωθεί η γενική έννοια των συναρτήσεων…». Οι ίδιοι συγγραφείς υποστηρίζουν 

ότι  πράξεις µε συναρτήσεις υπάρχουν σε αστρονοµικούς υπολογισµούς µαθηµατικών 

της αρχαιότητας, όπως του Πτολεµαίου,  αλλά και σε έργα Αράβων, όπως  σε 

εργασίες του Αl – Biruni.  

Στο βιβλίο του «Η Ιστορία της Αναλυτικής Γεωµετρίας» (1956) ο Boyer δίνει 

έµφαση σε άλλα πρότυπα συναρτήσεων στα Αρχαία Ελληνικά Μαθηµατικά και 

ισχυρίζεται ότι: «…H χρήση των αναλογιών ήταν κατά κάποιο τρόπο ισοδύναµη, αν 

και πιο περιορισµένα, µε τη σύγχρονη χρήση των εξισώσεων ως εκφράσεων 

συναρτησιακών σχέσεων…». Στο ίδιο µήκος κύµατος µε τον Boyer βρίσκονται και οι 
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συγγραφείς Hofmann (1963) και Crombie (1959 – 1961), οι οποίοι συσχετίζουν τις 

γεωµετρικές εκφράσεις των συναρτήσεων  και τον υπολογισµό των τιµών τους µε τη 

θεωρία των υπολογισµών και µε τη θεωρία του πλάτους των µορφών του 14ου αιώνα. 

Εντούτοις, ο Wieleitner (1912 – 1913) υπέθεσε ότι η ιδέα της συνάρτησης στην 

τελευταία θεωρία δεν περιείχε, ούτε στο ελάχιστο, την έννοια της εξάρτησης ενός 

µεγέθους από ένα άλλο. Αντιθέτως, ο Bell (1945) διατύπωσε τη γνώµη ότι ακόµα και 

οι Βαβυλώνιοι Μαθηµατικοί είχαν το ένστικτο του συναρτησιακού συσχετισµού 

(instinct for functionality), και ο Pedersen (1974) εξέφρασε την άποψη ότι η ιδέα της 

συνάρτησης υπήρχε στα Μαθηµατικά από την αρχαιότητα.  

Βλέπουµε λοιπόν ότι υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία ίδιων ή διαφορετικών απόψεων. 

Κάποιες από αυτές τις απόψεις είναι σωστές, ενώ κάποιες άλλες είναι λανθασµένες ή  

τουλάχιστον ατελείς. Πάντως τον 19ο αιώνα, ο κλασικός ορισµός της συνάρτησης  

που υπήρχε σχεδόν σε κάθε πραγµατεία επί της µαθηµατικής ανάλυσης συνήθως 

αποδιδόταν είτε στον Dirichlet (1837) είτε στον  Lobatchevsky (1834). Εντούτοις,  

µιλώντας ιστορικά , αυτή η γενική άποψη είναι ανακριβής γιατί η γενική έννοια της 

συνάρτησης ως µιας αυθαίρετης σχέσης ανάµεσα σε ζεύγη στοιχείων, το καθένα από 

τα οποία παίρνει τιµές από το δικό του σύνολο, πήρε τη µορφή της πολύ νωρίτερα, 

στα µέσα του 18ου αιώνα. 

Κατά τον  Youschkevitch (1976), τα κύρια στάδια της εξέλιξης της ιδέας της 

συνάρτησης µέχρι τα µέσα του 19ου αιώνα είναι: 

ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑ: Σ’ αυτό το στάδιο η µελέτη συγκεκριµένων σχέσεων εξάρτησης 

µεταξύ δύο ποσοτήτων δεν οδήγησε στη γενική έννοια της µεταβλητής και της 

συνάρτησης.  

ΜΕΣΑΙΩΝΑΣ: Αυτό είναι το στάδιο κατά το οποίο, στην ευρωπαϊκή επιστήµη 

του 14ου αιώνα, η γενική έννοια διατυπώθηκε και µε γεωµετρικές και µε  µηχανικές 

εκφράσεις. Αλλά σ’ αυτό το στάδιο, όπως και στην αρχαιότητα, κάθε σχέση 

εξάρτησης ανάµεσα σε δύο ποσότητες ορίστηκε µέσω λεκτικής περιγραφής ή µέσω 

γραφήµατος και όχι από ένα τύπο.  

ΝΕΟΤΕΡΗ ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ: Είναι η περίοδος που ξεκινάει στα τέλη του 16ου αιώνα, 

και κυρίως, κατά τη διάρκεια του 17ου αιώνα. Στο τέλος του 16ου αιώνα η ανάπτυξη 

της Αστρονοµίας και της ναυσιπλοΐας δηµιούργησε µεγάλες ανάγκες για ακριβείς και 

σύντοµους αριθµητικούς υπολογισµούς µε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και  

οδήγησε στην ανάπτυξη των λογαριθµικών πινάκων, ενώ στις αρχές του 17ου αιώνα, ο 

Γαλιλαίος, ο Kepler και άλλοι επιστήµονες άρχισαν ν’ αναπτύσσουν την Κινηµατική, 
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και ο Descartes, επηρεασµένος από τις εργασίες τους, εισήγαγε στα Μαθηµατικά τη 

γενική έννοια του µεταβλητού µεγέθους.  

Σύµφωνα µε τον Kline  (1972), κατά τη διάρκεια του 17ου αιώνα παρουσιάστηκαν 

και χρησιµοποιήθηκαν η έννοια της συνάρτησης και οι πιο απλές αλγεβρικές και 

υπερβατικές συναρτήσεις. Καθώς οι Leibniz, James και Johann Bernoulli, L’ Hôpital, 

Huygens, και Varignon άρχισαν να ασχολούνται µε προβλήµατα όπως η κίνηση ενός 

εκκρεµούς, το σχήµα µιας χορδής που είναι στερεωµένη από δύο σταθερά σηµεία, η 

κίνηση κατά µήκος καµπύλων τροχιών, και οι καµπύλες που παρουσιάζονται στην 

ανάκλαση και στη διάθλαση του φωτός, όχι µόνο χρησιµοποίησαν τις ήδη γνωστές 

συναρτήσεις αλλά κατέληξαν σε πιο σύνθετες µορφές των θεµελιωδών συναρτήσεων. 

Ως συνέπεια αυτών των ερευνών και της γενικής εργασίας στο λογισµό, οι 

στοιχειώδεις συναρτήσεις αναγνωρίστηκαν πλήρως και επεκτάθηκαν κατά κάποιο 

τρόπο στη σύγχρονη µορφή τους.  

 Ωστόσο, πριν η έννοια της συνάρτησης καθιερωθεί πλήρως, οι περισσότερες από τις 

συναρτήσεις που παρουσιάστηκαν κατά τη διάρκεια του 17ου αιώνα, για παράδειγµα, οι 

στοιχειώδεις υπερβατικές συναρτήσεις log x ,sinx , και xa , µελετήθηκαν πρώτα ως 

καµπύλες που προσεγγίστηκαν ως γεωµετρικοί τόποι (Kline, 1972). Εντούτοις, οι όροι 

και ο συµβολισµός για τους διάφορους τύπους των συναρτήσεων που παριστάνονται 

απ’ αυτές τις καµπύλες εµφανίστηκαν σταδιακά.  

Επιπλέον, κατά τη διάρκεια του 17ου αιώνα άρχισαν να επικρατούν οι αναλυτικές 

εκφράσεις των συναρτήσεων. Η κλάση των αναλυτικών συναρτήσεων εκφραζόταν µε 

αθροίσµατα απείρων δυναµοσειρών και σύντοµα έγινε η κύρια κλάση που 

χρησιµοποιείτο. Η αναλυτική µέθοδος παρουσίασης των συναρτήσεων έφερε 

επανάσταση στα Μαθηµατικά και εξασφάλισε  για την έννοια της συνάρτησης µια 

κεντρική θέση σε όλες τις συναφείς επιστήµες. 

Ωστόσο, παρά την αποδοτικότητά της, κατά τα µέσα του 18ου αιώνα η 

αναπαράσταση των συναρτήσεων ως αναλυτικών εκφράσεων αποδείχθηκε  από µόνη 

της ανεπαρκής και έτσι ένας νέος γενικός ορισµός της συνάρτησης εµφανίστηκε κατά 

τη διάρκεια αυτής της περιόδου και αργότερα έγινε παγκόσµια αποδεκτός στη 

µαθηµατική ανάλυση. Στο δεύτερο µισό του 19ου αιώνα αυτός ο γενικός ορισµός 

διεύρυνε τις δυνατότητες για την ανάπτυξη της θεωρίας των συναρτήσεων, αλλά 

παρουσιάστηκαν δυσκολίες στη λογική ενότητα της µαθηµατικής σκέψης, οι οποίες 

τον 20ο αιώνα δηµιούργησαν την ανάγκη να αναθεωρηθεί η έννοια της συνάρτησης, 
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όπως είχαν αναθεωρηθεί και οι άλλες κύριες έννοιες της µαθηµατικής ανάλυσης. 

Αυτές οι δύο περίοδοι συνδέονται µε τη θεωρία των συναρτήσεων και µε τη 

µαθηµατική λογική αντίστοιχα και χαρακτηρίζονται από τη συνεχιζόµενη διαµάχη 

µεταξύ των διαφορετικών απόψεων (Youschkevitch, 1976). 

Με τη γενικότερη έννοια η συνάρτηση y  της µεταβλητής x , ( )y f x= , είναι µια 

σχέση ανάµεσα σε ζεύγη στοιχείων από δύο αριθµητικά σύνολα, X  και Y , έτσι  

ώστε  σε κάθε στοιχείο x  από το πρώτο σύνολο X  αντιστοιχεί ένα και µόνο ένα 

στοιχείο y  από το δεύτερο σύνολο Y  σύµφωνα µε κάποιο συγκεκριµένο κανόνα. 

Από τη φύση του παραπάνω ορισµού προκύπτουν αρκετές λογικές δυσκολίες, όµως 

αυτός ο κανόνας µπορεί να δοθεί µε ποικίλους τρόπους: λεκτικά , µε πίνακα τιµών 

των x  και y , µε µια αναλυτική έκφραση (τύπο), µε γράφηµα, κλπ., έτσι ώστε να 

είναι ορισµένη και σαφής η κατάσταση που υποδηλώνεται απ’ αυτό τον κανόνα και 

να µπορεί να βρεθεί το y  όταν δίνεται η τιµή του x . 

Η ιδέα της συνάρτησης, όπως κατανοείται µε τον ένα ή µε τον άλλο τρόπο, 

περιλαµβάνει κανόνες για τη µέτρηση των επιφανειών των πιο απλών και γνωστών 

από παλιά σχηµάτων όπως είναι τα ορθογώνια, οι κύκλοι κλπ. Η ιδέα αυτή υπάρχει 

και στους πρώτους πίνακες (µερικοί από τους οποίους είναι πίνακες συναρτήσεων 

δύο µεταβλητών) πρόσθεσης, πολλαπλασιασµού, διαίρεσης, κλπ., οι οποίοι 

χρησιµοποιήθηκαν  για να διευκολύνουν τους υπολογισµούς. Οι σχέσεις µεταξύ 

αριθµών ή γενικότερα οι σχέσεις µεταξύ ποσοτήτων εµφανίζονται συνεχώς στα  

στοιχειώδη Μαθηµατικά. Παρόλα αυτά, αυτό το γεγονός δεν αρκεί για να 

αντιληφθούµε το σχηµατισµό της ιδέας της συνάρτησης, τη γενίκευση της και τη 

σταδιακή κατανόηση της, καθώς και το σταθερό νόηµα που απέκτησε µε την πρόοδο 

της επιστηµονικής και της φιλοσοφικής σκέψης και, τέλος για να αντιληφθούµε το 

ρόλο που διαδραµάτισε στα διάφορα στάδια αυτής της εξέλιξης.  
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ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑ 

 

ΠΙΝΑΚΟΠΟΙΗΜΕΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ – «ΣΥΜΠΤΩΜΑΤΑ»  ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ 

 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, το πρώτο στάδιο στη γέννηση της έννοιας της 

συνάρτησης ήταν αυτό της Αρχαιότητας. Από το 2000 Π.Χ. οι Βαβυλώνιοι 

µαθηµατικοί χρησιµοποιούσαν ευρέως για τους υπολογισµούς τους πολλούς πίνακες, 

όπως, για παράδειγµα, εξηκονταδικούς πίνακες αντίστροφων φυσικών αριθµών, 

τετραγώνων και τετραγωνικών ριζών, κύβων και κυβικών ριζών. Πίνακες 

συναρτήσεων δύο διαφορετικών τύπων, των κλιµακωτών συναρτήσεων και των 

γραµµικών  συναρτήσεων (Neugebauer, 1957), χρησιµοποιήθηκαν στην Αστρονοµία 

των Βαβυλωνίων κατά τη διάρκεια της βασιλείας των Σελευκιδών για  τη σύνταξη  

των ηµεροδεικτών του ήλιου, της σελήνης, και των πλανητών. Αυτές οι εµπειρικές 

και σε µορφή πίνακα συναρτήσεις αποτέλεσαν το µαθηµατικό υπόβαθρο για την 

µετέπειτα ανάπτυξη της Αστρονοµίας. 

Οι νέες ρίζες της έννοιας της συνάρτησης έκαναν την εµφάνιση τους στα Ελληνικά 

Μαθηµατικά και στις Φυσικές Επιστήµες. Οι προσπάθειες που αποδίδονται στους 

πρώτους Πυθαγόρειους να προσδιορίσουν τους απλούστερους  νόµους της 

ακουστικής είναι χαρακτηριστικές της αναζήτησης ποσοτικών αλληλεξαρτήσεων 

πολλών φυσικών ποσοτήτων, όπως, για παράδειγµα, η διάρκεια  και το ύψος του 

τόνου για τις νότες που εκπέµπονται από ορχήστρα εγχόρδων του ιδίου είδους, υπό 

ίσες εντάσεις. Αργότερα, κατά τη διάρκεια της Αλεξανδρινής περιόδου, οι 

αστρονόµοι ανέπτυξαν την τριγωνοµετρία των χορδών  της περιφέρειας ενός κύκλου 

και, χρησιµοποιώντας θεωρήµατα της Γεωµετρίας και κανόνες παρεµβολής  

υπολόγισαν πίνακες χορδών  ισοδύναµους στην πραγµατικότητα µε πίνακες ηµιτόνων 

που χρησιµοποιήθηκαν µερικούς αιώνες αργότερα. Ο πρώτος πίνακας χορδών 

βρέθηκε στην «Αλµαγέστη» του Πτολεµαίου, όπου  παρεµβάλλονται αριθµητικοί 

αστρονοµικοί πίνακες άλλων ποσοτήτων, που ισοδυναµούσαν  µε ρητές συναρτήσεις 

και, επίσης, οι πιο απλές άρρητες συναρτήσεις του ηµίτονου.  

Εντούτοις, οι Έλληνες δεν περιορίστηκαν στη χρήση των πινακοποιηµένων  

συναρτήσεων. Βασικό ρόλο στη θεωρία των κωνικών τοµών έπαιξαν τα συµπτώµατα 

τους, δηλαδή οι βασικές εµβαδοµετρικές ιδιότητες των  αντίστοιχων καµπυλών που 

προκύπτουν από τον αρχικό ορισµό της Στερεοµετρίας για τις κωνικές τοµές ως τοµές 

ενός κώνου από ένα επίπεδο. Ο Αρχιµήδης και οι περισσότεροι αρχαίοι συγγραφείς 
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εκφράζουν τις κωνικές τοµές µέσω των συµπτωµάτων, δηλαδή µέσω εξισώσεων, που 

αναφέρονται είτε σε ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων είτε σε πλαγιογώνιο (Van 

Der Waerden, 2003). Ένας σύγχρονος µαθηµατικός θα έλεγε ότι ένα σύµπτωµα µιας 

κωνικής τοµής παριστάνει, για κάθε σηµείο της δοθείσης καµπύλης µια και µοναδική 

συναρτησιακή εξάρτηση µεταξύ του µισού της χορδής της καµπύλης y  και του 

τµήµατος x  της διαµέτρου που τέµνει τη χορδή, όπου τα άκρα αυτού του τµήµατος 

είναι το σηµείο τοµής της διαµέτρου µε τη χορδή και η αντίστοιχη κορυφή της 

καµπύλης. Οι αρχαίοι γεωµέτρες περιέγραψαν τα συµπτώµατα λεκτικά και, µάλιστα, 

µε όρους της Γεωµετρικής Άλγεβρας (ο όρος αποδίδεται στον Zeuthen (1966)) στην 

οποία ταυτότητες και εξισώσεις 1ου και 2ου βαθµού παριστάνονται µε ισότητες 

εµβαδών συγκεκριµένων ορθογωνίων. Το νόηµα αυτών των συµπτωµάτων, των 

οποίων αυτή η λεκτική περιγραφή από τους µαθηµατικούς της αρχαιότητας δεν είναι 

οικεία σε µας, θα µπορούσε να µεταφερθεί µε µεγάλη ακρίβεια στη γλώσσα της 

Αναλυτικής Γεωµετρίας µε εξισώσεις καµπυλών δεύτερης τάξης , 

    2 2 22 , 2 .
p

y px x y px
a

= =∓   

Εντούτοις, οι δυνατότητες που προσέφερε  η Γεωµετρική Άλγεβρα δεν ήταν 

επαρκείς για να µεταφερθούν µε παρόµοιο τρόπο οι ιδιότητες καµπυλών 3ης και 4ης  

τάξης, όπως, για παράδειγµα, η κισσοειδής του ∆ιοκλή και η κογχοειδής του 

Νικοµήδη, καθώς και οι ιδιότητες κάποιων άλλων αλγεβρικών καµπυλών που ήταν 

γνωστές στους Έλληνες µαθηµατικούς, οι οποίοι έπρεπε να ορίσουν όλες αυτές τις 

καµπύλες καθώς και συγκεκριµένες υπερβατικές (µη αλγεβρικές) καµπύλες, µε όρους 

ειδικών γεωµετρικών ή µηχανικών (κινηµατικών) δοµών.  

Οι αρχαίοι µαθηµατικοί εισήγαγαν µια ιδιόµορφη ταξινόµηση των καµπυλών και 

των προβληµάτων που επιλύονται µε τη βοήθεια αυτών των καµπυλών. Πριν από τον 

Ευκλείδη ξεχώρισαν 3 είδη γεωµετρικών τόπων: επίπεδοι γεωµετρικοί τόποι – 

ευθείες γραµµές και κύκλοι, στερεοί γεωµετρικοί τόποι – κωνικές τοµές, και 

γραµµικοί τόποι – όλες οι άλλες καµπύλες.  

Στην Αρχαία Ελλάδα και στις Ελληνιστικές χώρες οι οποίες αργότερα έγιναν 

Ρωµαϊκές επαρχίες, συναρτήσεις που παρουσιάστηκαν για πρώτη φορά µέσω 

µαθηµατικών και αστρονοµικών προβληµάτων µελετήθηκαν µε τρόπο παρόµοιο µε 

τον τρόπο µε τον οποίο µελετήθηκαν συναρτήσεις που εµφανίστηκαν στη 

µαθηµατική ανάλυση των νεότερων χρόνων. Οι συναρτήσεις ταξινοµήθηκαν µέσω 

γραµµικής παρεµβολής, και, στις απλούστερες περιπτώσεις, υπολογίστηκαν  τα όρια 
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των λόγων δύο απείρως µικρών ποσοτήτων όπως, για παράδειγµα, το όριο του 
sinx

x
 

καθώς  0x →  . 

Προβλήµατα στις ακρότατες τιµές  και στις εφαπτόµενες επιλύθηκαν µε µεθόδους 

ισοδύναµες µε τη µέθοδο της διαφόρισης. Εµβαδά, όγκοι, µήκη, και κέντρα βάρους 

υπολογίστηκαν µε µεθόδους ολοκλήρωσης που ισοδυναµούσαν  µε τον υπολογισµό 

ολοκληρωµάτων, όπως τα  
0

a

xdx∫  και 2
a

o

x dx∫  . 

Τέλος, προβλήµατα στα οποία έπρεπε να υπολογιστούν ρίζες τριτοβάθµιων 

πολυωνύµων επιλύθηκαν χρησιµοποιώντας τις κωνικές τοµές (καµπύλες δεύτερης 

τάξης). Με τη σύγχρονη ορολογία και µε συµβολισµό που δεν υπήρχαν στα 

Μαθηµατικά της αρχαιότητας µπορούµε να πούµε ότι για να επιτευχθεί αυτός ο 

στόχος, οι ρίζες των αντίστοιχων πολυωνυµικών εξισώσεων θεωρήθηκαν ως 

συντεταγµένες των σηµείων τοµής, ή επαφής, δύο τέτοιων κατάλληλων καµπυλών.  

Μέχρι τον 30 Μ.Χ. αιώνα περίπου, οι Έλληνες χρησιµοποιούσαν τα ψηφία και 

συµβόλιζαν πολλές ποσότητες µε διαφορετικά γράµµατα του αλφαβήτου. Ωστόσο, 

ποτέ δεν χρησιµοποιήθηκαν αλγεβρικοί τύποι, ή κάποιο είδος αλγόριθµου, ή 

αναλυτικές εκφράσεις. Μόνο ο ∆ιόφαντος, ο τελευταίος µαθηµατικός της 

Αλεξανδρινής εποχής, χρησιµοποίησε στα έργα του κάποια αλγεβρικά σύµβολα, 

όµως, µε την παρακµή των αρχαίων Ελληνικών Μαθηµατικών, αυτός ο συµβολισµός 

δεν εξελίχθηκε. Εκτός από την έλλειψη συµβολισµού, η οποία  εµπόδισε συνολικά 

την πρόοδο των Μαθηµατικών, τα επιτεύγµατα των Ελλήνων τόσο στην αύξηση του 

αριθµού των χρησιµοποιούµενων συναρτησιακών εξαρτήσεων όσο και στην 

ανακάλυψη νέων τρόπων µελέτης τους ήταν πραγµατικά αξιόλογα και έπαιξαν 

προεξέχοντα ρόλο στη µετέπειτα εξέλιξη των Μαθηµατικών µέχρι τη δηµιουργία της 

νέας Άλγεβρας, της Αναλυτικής Γεωµετρίας και του λογισµού των απειροστών του 

16ου  και του 17ου αιώνα.  

 

 Η ΓΕΝΙΚΗ ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΗΝ ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑ 

 

Σύµφωνα µε τον Youschkevitch (1976), στους αρχαίους χρόνους δεν υπήρχε η 

γενική ιδέα της έννοιας της συνάρτησης. Το θέµα του κατά πόσο οι αρχαίοι 

µαθηµατικοί κατείχαν µια γενική έννοια της συνάρτησης µελετήθηκε µε λεπτοµέρεια 

από τον Pedersen (1974) στην εργασία του που είναι αφιερωµένη  στην «Αλµαγέστη» 
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του Πτολεµαίου. Ο  Pedersen παρατηρεί ότι, σύµφωνα µε το – κατά τον Πτολεµαίο –

σύστηµα του κόσµου, οι θέσεις του ήλιου, της σελήνης και των πλανητών αλλάζουν 

συνεχώς και περιοδικά µε την πάροδο του χρόνου. Ο προσδιορισµός αυτών των 

θέσεων ολοκληρώνεται από τον Πτολεµαίο µε τη βοήθεια κοινώς αποδεκτών 

µεθόδων, που µερικές φορές επεξηγούνται από αριθµητικά παραδείγµατα ή, 

εναλλακτικά, µορφοποιούνται λεκτικά µ’ ένα εντελώς γενικό τρόπο. Αυτές οι 

κλασικές διαδικασίες χρησιµοποιούνται για να συνταχθούν  πολλοί αστρονοµικοί 

πίνακες, για παράδειγµα, για να κατασκευαστούν πίνακες µε τις αντίστοιχες 

συναρτήσεις που είναι συναρτήσεις µιας, ή ακόµα και δύο, και, σε πολλές 

περιπτώσεις, τριών µεταβλητών.  

Παρατηρώντας ότι ο όρος συνάρτηση δεν εµφανίστηκε για πρώτη φορά στα έργα 

των αρχαίων µαθηµατικών αλλά πολύ αργότερα, ο Pedersen αναρωτιέται εάν 

νοµιµοποιούµαστε γι’ αυτό το λόγο να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι οι αρχαίοι 

µαθηµατικοί αγνοούσαν  τις συναρτησιακές σχέσεις. Κατά τον Pedersen, η απάντηση 

στο ερώτηµα αυτό  εξαρτάται από το τι πράγµατι εννοούµε µε τον όρο συνάρτηση. 

Αν, όπως και πολλοί παλαιότεροι µαθηµατικοί, ερµηνεύσουµε τον όρο συνάρτηση ως 

µια αναλυτική έκφραση, τότε το συµπέρασµα είναι ότι οι αρχαίοι δε γνώριζαν τις 

συναρτήσεις. «…Αλλά αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση, όχι ως ένα τύπο, αλλά ως µια 

πιο γενική σχέση που συνδέει τα στοιχεία ενός συνόλου αριθµών (όπως, οι χρονικές 

στιγµές 1 2 3, , ,...t t t ) µε τα στοιχεία ενός άλλου συνόλου ( για παράδειγµα κάποια γωνιακή 

µεταβλητή σε ένα πλανητικό σύστηµα), είναι προφανές ότι οι συναρτήσεις µ’ αυτή την 

έννοια υπάρχουν σε αφθονία σε όλη την «Αλµαγέστη». Αυτό που λείπει είναι µόνο ο 

όρος συνάρτηση: αυτή η οντότητα υπάρχει σ’ αυτό το έργο και αναπαρίσταται καθαρά 

από τους πολλούς πίνακες των αντίστοιχων στοιχείων τέτοιων συνόλων…» (Pedersen, 

1974). 

Με τον Pedersen συµφωνεί και ο Youschkevitch. Ο Πτολεµαίος, όπως και άλλοι 

αστρονόµοι εκείνων των χρόνων αλλά και προηγούµενων, γνώριζαν ότι οι 

συντεταγµένες των κινούµενων ουράνιων σωµάτων αλλάζουν περιοδικά µε το χρόνο, 

ή ότι, σε δοθέντα κύκλο, χορδές µε άνισα µήκη συσχετίζονται µε τόξα άνισων µηκών. 

Επίσης, 2000 χρόνια πριν από τον Πτολεµαίο, οι υπό µορφή πίνακα σχέσεις ήταν 

καλά γνωστές στους Βαβυλώνιους. Και όλα αυτά αν και, στην αρχαία µαθηµατική 

γλώσσα  απουσιάζουν όχι µόνο λέξεις ισοδύναµες µε τον όρο συνάρτηση αλλά έστω 

και µια νύξη σε αυτή την περισσότερο αφηρηµένη και περισσότερο γενική ιδέα η 
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οποία ενοποιεί ξεχωριστές και συγκεκριµένες σχέσεις εξάρτησης µεταξύ ποσοτήτων 

ή αριθµών σε οποιαδήποτε µορφή (λεκτική περιγραφή, γραφική παράσταση, πίνακας) 

και αν εξετάστηκαν αυτές οι εξαρτήσεις. Υπάρχει µια  σηµαντική απόσταση ανάµεσα 

στο ένστικτο του συναρτησιακού συσχετισµού (Bell) και στην αντίληψη που έχουµε γι’ 

αυτόν, και το ίδιο ισχύει όσον αφορά και ειδικές µορφές συναρτήσεων και την 

εµφάνιση της έννοιας της συνάρτησης στον ένα ή στον άλλο βαθµό γενικότητας. Η 

χρήση του ενικού (δηλαδή, αυτή η οντότητα, η συναρτησιακή σχέση που 

αναπαρίσταται από διάφορους πίνακες) από τον Pedersen σε συνδυασµό µε την 

«Αλµαγέστη» δε συµφωνεί µε το ότι οι συναρτήσεις που αντιστοιχούν σε αυτούς τους 

πίνακες εξετάζονταν ως ειδικές περιπτώσεις µιας γενικής συναρτησιακής σχέσης. 

Μια παρόµοια κατάσταση βρίσκουµε συνολικά στα Ελληνικά Μαθηµατικά όπου οι 

µέθοδοι υπολογισµού ή προσδιορισµού µεµονωµένων συγκεκριµένων  ορίων  δεν 

οδήγησαν ποτέ σε µια ρητή διατύπωση των γενικών εννοιών της ακολουθίας, της 

µεταβλητής, του ορίου, της απείρως µικρής ποσότητας, του ολοκληρώµατος, ή στη 

διατύπωση γενικών θεωρηµάτων  που έχουν σχέση µε αυτές τις έννοιες. Κατάλληλα 

παραδείγµατα είναι οι τετραγωνισµοί και οι κυβισµοί του Αρχιµήδη. Επιλύοντας 

αρκετά προβλήµατα, όπως προσδιορίζοντας το εµβαδόν της στροφής µιας σπείρας, 

τον όγκο ενός σφαιροειδούς, και το εµβαδόν ενός τµήµατος ενός  υπερβολοειδούς εκ 

περιστροφής, στην πραγµατικότητα ο Αρχιµήδης υπολόγισε ένα και το αυτό 

ολοκλήρωµα, το 2

0

a

x dx∫  ή, αλλιώς, το όριο  του αθροίσµατος  «Riemann – Darboux», 

εκτελώντας στην πραγµατικότητα τις διαδικασίες που απαιτούνται από τη µέθοδο της 

εξάντλησης εκ νέου κάθε φορά. Ο Bourbaki, παρατηρώντας ότι κάποια άλλα 

προβλήµατα που επιλύθηκαν από τον Αρχιµήδη, όπως ο τετραγωνισµός της 

παραβολής και ο προσδιορισµός του κέντρου βάρους ενός τριγώνου, θα µπορούσαν 

να είχαν αναχθεί στον υπολογισµό του ίδιου ολοκληρώµατος, στο έργο του «Στοιχεία 

της Ιστορίας των Μαθηµατικών» (1969) αναφέρει ότι «…αγνοούµε µέχρι ποιο σηµείο 

ο Αρχιµήδης χρησιµοποιεί τις σχέσεις που συνδέουν τα διάφορα προβλήµατα που 

χειρίζεται – σχέσεις που θα εκφράζαµε λέγοντας ότι το ίδιο ολοκλήρωµα  

χρησιµοποιείται από  διαφορετικές γεωµετρικές όψεις –  καθώς και τη σηµασία που 

µπορούµε να τους αποδώσουµε…». Ο Αρχιµήδης παρατήρησε ότι οι µέθοδοι 

υπολογισµού στα τρία πρώτα  προβλήµατα ήταν οι ίδιες, χρησιµοποίησε τη 



 19 

συνάρτηση 2y x= , αλλά δεν εισήγαγε τη γενική έννοια του ορισµένου 

ολοκληρώµατος. 

Μελετώντας τα Μαθηµατικά αυτής της περιόδου, αφενός αντιλαµβανόµαστε τη 

σηµασία τους για την περαιτέρω εξέλιξη αυτής της επιστήµης και αφετέρου, συχνά 

µε µη επιτρεπτό τρόπο, διευρύνουµε την ερµηνεία αυτών των ιδεών, συνδέοντας 

αυτές µε νεότερες, πολύ πιο γενικές, έννοιες και αντιλήψεις. Στην πραγµατικότητα, 

«…ο ιστορικός  ταυτίζει το πνεύµα των καιρών µε την αντανάκλαση του στο δικό του 

µυαλό…» (Youschkevitch, 1976). 

Εντούτοις, οι ιδέες της αλλαγής και της µεταβλητής ποσότητας δεν ήταν ξένες προς 

τη σκέψη των Ελλήνων. Προβλήµατα κίνησης, συνέχειας, απείρου, εξετάστηκαν από 

τα χρόνια του Ηράκλειτου και του Ζήνωνα του Ελεάτη, και στη µελέτη αυτών των 

εννοιών αφιερώθηκε το µεγαλύτερο µέρος από τα Φυσικά του Αριστοτέλη ή της 

φυσικής φιλοσοφίας. Χρησιµοποιώντας τον όρο κίνηση της ύλης µε την ευρεία έννοια 

της αλλαγής, ο Αριστοτέλης διέκρινε τρεις βασικές µορφές διαδικασιών: εναλλαγή ή 

αλλαγή της ποιότητας, αλλαγή του µεγέθους ή της ποσότητας, όπως αύξηση ή 

µείωση, και τοπική κίνηση που είναι η πιο απλή µορφή της κίνησης και συνοδεύει 

απαραιτήτως τις δύο άλλες ανώτερες µορφές των αλλαγών της ύλης. Η τοπική κίνηση 

υποδιαιρείται στην οµοιόµορφη (οµαλή) κίνηση, κατά την οποία ίσα διαστήµατα 

(τµήµατα ή τόξα της περιφέρειας ενός κύκλου) διανύονται σε ίσους χρόνους,  και στη 

µη οµαλή κίνηση. Εντούτοις, ούτε η µέση ταχύτητα, δηλαδή ο λόγος  /s t , ούτε η 

στιγµιαία ταχύτητα, εισήχθησαν ως όροι στην αρχαιότητα. Ως εκ τούτου, ούτε η 

ποσοτική αλλαγή ούτε η τοπική κίνηση, οι οποίες και οι δύο βρήκαν την 

αναπαράσταση τους στην πιο αφηρηµένη έννοια της µεταβλητής ποσότητας, έγιναν 

αντικείµενο µαθηµατικής µελέτης για τους Έλληνες. Αυτό το γεγονός θα µπορούσε 

εν µέρει να πούµε ότι οφείλεται στην επιρροή των διενέξεων που προέκυψαν από τα 

παράδοξα του Ζήνωνα. Το γεγονός αυτό συνδέεται µε τη γενική κατεύθυνση της 

εξέλιξης της Μηχανικής και της Αστρονοµίας των Ελλήνων. Καµία από αυτές τις 

επιστήµες δεν ξεπέρασε τα όρια της οµοιόµορφης κίνησης, γιατί οι µη οµαλές 

κινήσεις των ουράνιων σωµάτων είχαν αναχθεί σε συνδυασµούς οµοιόµορφων 

κυκλικών κινήσεων. Όπου ήταν δυνατό, οι κινηµατικές ιδέες  εκτοπίστηκαν από τη 

σφαίρα  των καθαρών Μαθηµατικών. Μεµονωµένες προτάσεις που υπάρχουν στον 

Ευκλείδη στις οποίες χρησιµοποιούνται η κίνηση και η υπέρθεση, όπως και 

µεµονωµένες περιπτώσεις κινηµατικών ορισµών των καµπυλών, όπως, για 



 20 

παράδειγµα, της τετραγωνικής ή της ισογώνιας έλικας δεν αλλάζουν τη γενική 

εικόνα.  

Όποιες και αν είναι πάντως οι ιδεολογικές ή οι κοινωνικές αιτίες και συνθήκες  οι 

οποίες διαµόρφωσαν τα χαρακτηριστικά της επιστήµης στην αρχαιότητα όπως αυτά 

περιγράφονται παραπάνω,  η µαθηµατική σκέψη αυτής της περιόδου δεν οδήγησε στη 

γενική έννοια είτε της µεταβλητής ποσότητας είτε της συνάρτησης. Οι αρχαίοι Έλληνες 

µαθηµατικοί δεν είχαν την έννοια της γενικής συνάρτησης ή ισοδύναµα των γενικών 

γεωµετρικών σχηµάτων. Ασχολήθηκαν µε συγκεκριµένα σχήµατα, όπως είναι το 

τρίγωνο, η σφαίρα, ο κύλινδρος και οι κωνικές τοµές, και όχι µε την απόδειξη 

ιδιοτήτων για γενικότερα σχήµατα που θα οδηγούσε στην ανάγκη εισαγωγής µιας πιο  

γενικής µορφής συνάρτησης. Εξαίρεση στον κανόνα αυτό αποτέλεσε ο Αρχιµήδης ο 

οποίος στο έργο του Περί Σφαίρας και Κυλίνδρου Α΄ ορίζει τα αξιώµατα κυρτότητας 

για µια καµπύλη και έτσι βρίσκεται πολύ κοντά στο γενικό ορισµό της κυρτής 

συνάρτησης (Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999). Στο πεδίο των 

εφαρµογών, κυρίως στην Αστρονοµία, όπου οι ποσοτικές µέθοδοι της έρευνας 

υφίσταντο τη µεγαλύτερη εξέλιξη, ο κύριος στόχος ήταν η υπό µορφή πίνακα  

αναπαράσταση των συναρτήσεων οι οποίες θεωρούνταν ως σχέσεις µεταξύ 

διακεκριµένων συνόλων δεδοµένων σταθερών ποσοτήτων και όχι ως σχέσεις    

µεταξύ αριθµητικών τιµών  ποσοτήτων  που συνδέονται συναρτησιακά η µία µε την 

άλλη.  

 Από τα παραπάνω, διαφαίνεται µια οµοιότητα µε τη στατική αντίληψη της  

θεωρίας συνόλων του Cantor, όπου η διαισθητική ιδέα της µεταβλητής ποσότητας 

είχε αναχθεί στην απλοποιηµένη ιδέα ενός συνόλου σταθερών ποσοτήτων. Σε κάθε 

περίπτωση, οι σκέψεις των Ελλήνων  µαθηµατικών γενικά απείχαν πολύ από την 

κινηµατική αντίληψη µιας ρέουσας ποσότητας, η οποία ήταν το χαρακτηριστικό του 

απειροστικού λογισµού του 17ου, του 18ου και του 19 ου αιώνα (Youschkevitch, 1976). 

 

    ΜΕΣΑΙΩΝΑΣ 

 

ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ  

 

Αρκετά χρόνια µετά την παρακµή των αρχαίων Μαθηµατικών, αυτή η επιστήµη 

άνθησε και πάλι στις Αραβικές χώρες, χωρίς να προκαλέσει ουσιώδεις νέες εξελίξεις 

στην έννοια της συνάρτησης. Εν τούτοις, ο αριθµός των υπό εξέταση συναρτήσεων 
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αυξήθηκε και οι µέθοδοι µελέτης τους βελτιώθηκαν. Έτσι γίνεται αναφορά σε όλες 

τις βασικές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, οι µέθοδοι ταξινόµησης τους σε 

κατηγορίες τελειοποιούνται, και συγκεκριµένα, η τετραγωνική παρεµβολή άρχισε να 

χρησιµοποιείται  παράλληλα µε  τη γραµµική παρεµβολή, και η µελέτη των θετικών 

ριζών των τριτοβάθµιων πολυωνύµων µε τη βοήθεια των κωνικών τοµών προόδευσε 

ουσιαστικά. Στην Οπτική και στην Αστρονοµία έγινε περαιτέρω πρόοδος.  

Η έννοια της συνάρτησης εµφανίστηκε για πρώτη φορά σε µια πιο γενική µορφή τρεις 

αιώνες αργότερα στις σχολές της φυσικής φιλοσοφίας στην Οξφόρδη και στο Παρίσι. 

Ακολουθώντας στοχαστές όπως είναι οι Grosseteste και Bacon, αυτές οι δύο σχολές, 

οι οποίες άνθησαν τον 14ο αιώνα, ανακήρυξαν τα Μαθηµατικά ως το κύριο εργαλείο 

για τη µελέτη των φυσικών φαινοµένων. Αποµακρύνθηκαν από το Αριστοτελικό 

δόγµα της έντασης και της µείωσης των ποιοτήτων και των µορφών, και έτσι  

οδηγήθηκαν στη µαθηµατική µελέτη της µη οµοιόµορφης ποσοτικής και τοπικής 

κίνησης. Ο Αριστοτέλης άρχισε να αµφισβητείται για πρώτη φορά από αρκετούς 

ερευνητές του κολεγίου Merton της Οξφόρδης και η κίνηση γίνεται για πρώτη φορά 

αντικείµενο µαθηµατικής επεξεργασίας (Edwards, 1979). 

 Οι ποιότητες ή µορφές είναι φαινόµενα όπως η θερµότητα, το φως, το χρώµα, η 

πυκνότητα, η απόσταση,  η ταχύτητα κλπ., οι οποίες µπορούν να έχουν διάφορους 

βαθµούς εντάσεων και οι οποίες, γενικά, συνεχώς µεταβάλλονται εντός ορισµένων 

ορίων. Οι εντάσεις των µορφών ερευνώνται σε σχέση µε τις εκτάσεις τους, δηλαδή σε 

σχέση µε µια αµετάβλητη µορφή που λεγόταν έκταση, όπως είναι, για παράδειγµα, η 

ποσότητα της ύλης, ο χρόνος, η απόσταση κλπ. Κατά τη διάρκεια αυτών των ερευνών 

εµφανίστηκε µια ολόκληρη σειρά από τις πιο βασικές έννοιες, όπως είναι η στιγµιαία 

ταχύτητα, η επιτάχυνση, και η µεταβλητή ποσότητα,  που θεωρήθηκαν ως βαθµός ή 

ροή  της ποιότητας. Μέσα σ’ όλα αυτά, η σύνθεση της κινηµατικής και της 

µαθηµατικής σκέψης έπαιξε κυρίαρχο ρόλο. Ο Bourbaki στα «Στοιχεία της Ιστορίας 

των Μαθηµατικών» (1969) παρατηρεί ότι: «…Όλη η κινηµατική στηρίζεται σε µια 

διαισθητική, και σε κάποιο βαθµό πειραµατική, ιδέα, των µεταβλητών ποσοτήτων µε το 

χρόνο, δηλαδή των συναρτήσεων του χρόνου…». Ταυτόχρονα, η ιδέα ότι οι ποσοτικοί 

φυσικοί νόµοι ήταν νόµοι συναρτησιακού τύπου ωρίµασε σταδιακά στη φυσική 

φιλοσοφία. 

Το δόγµα της έντασης των µορφών, ή, αλλιώς, η θεωρία των «υπολογισµών» και το 

πιο σηµαντικό µέρος της, η κινηµατική, αναπτύχθηκε στην Αγγλία από τους  

Heytesbury, Swineshead, και άλλους, κυρίως στην κινηµατική – αριθµητική 
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κατεύθυνση. Στο κολέγιο Merton της Οξφόρδης, µελετήθηκαν οι µεταβολές της 

ταχύτητας ή της τοπικής κίνησης µε τον ίδιο τρόπο, όπως και οι µεταβολές της 

έντασης µιας ιδιότητας, ενώ στη Γαλλία, όπου ο κύριος  και πιο αντιπροσωπευτικός 

εκφραστής αυτής της τάσης ήταν ο Oresme (1320-1382), η θεωρία των 

«υπολογισµών» αναπτύχθηκε στη γεωµετρική όµως κατεύθυνση. Μεγάλο ενδιαφέρον 

παρουσιάζει και η θεωρία των σχηµατισµών των ποιοτήτων, ή, αλλιώς, η θεωρία  της 

οµοιοµορφίας και της µη οµοιοµορφίας των εντάσεων, δηλαδή η θεωρία του πλάτους 

των µορφών, που αναπτύχθηκε από τον  Oresme στα µέσα του 14ου αιώνα. Ο Oresme 

στην πραγµατεία του γι’ αυτή τη θεωρία έγραψε ότι: «… Κάθε µετρήσιµο αντικείµενο, 

εκτός από τους αριθµούς (τους οποίους ο Oresme, όπως και οι αρχαίοι Έλληνες, 

κατανοούσε ως ένα σύνολο µονάδων) θεωρείται ως συνεχής ποσότητα…» (Clagett, 

1968). Εποµένως, σηµεία, γραµµές, και επιφάνειες χρησιµοποιούνται για να 

µετρήσουν αυτά τα αντικείµενα.  

 Ο Oresme παριστάνει τους βαθµούς της έντασης µε τµήµατα µηκών που 

αντιστοιχούν σε αυτούς τους βαθµούς, «τα πλάτη» (latitudo) τοποθετούνται κάθετα 

πάνω στη γραµµή των «µηκών» (longitudo), τα τµήµατα των οποίων αναπαριστούν 

εκτάσεις. Ο λόγος δύο εντάσεων κάποιας ποιότητας είναι ο ίδιος µε το λόγο που 

έχουν τα αντίστοιχα πλάτη, έτσι ώστε το πλάτος και τα µήκος κάποιας ποιότητας να 

µπορούν να λαµβάνονται αντί της έντασης και της έκτασης της ποιότητας. Τα άνω 

άκρα των πλατών κάποιας ποιότητας δηµιουργούν την «γραµµή της έντασης» (linea 

intensionis) ή, µε άλλα λόγια, τη «γραµµή της κορυφής»  (linea summitatis) που 

αναπαριστά τη δοθείσα ποιότητα και τους «βαθµούς» της. Ο Oresme παρατήρησε ότι 

οι εντάσεις θα µπορούσαν να λέγονται µήκη οπότε οι εκτάσεις θα ονοµάζονται 

πλάτη. Σε αυτό το πλαίσιο  ερευνώνται «γραµµικές» (linearis) ποιότητες, οι εντάσεις 

των οποίων κατανέµονται µεταξύ των σηµείων µιας γραµµής, αλλά υπάρχουν επίσης 

«επιφανειακές» (superficialis) και «υλικές» (corporalis) ποιότητες. Οι επιφανειακές 

ποιότητες παριστάνονται από στερεά µε επίπεδες βάσεις ενώ η γεωµετρική 

αναπαράσταση των υλικών ποιοτήτων δυσκόλεψε πολύ τον Oresme. 

Αυτές οι θεωρίες, οι οποίες αναπτύχθηκαν τον 14ο αιώνα, χρησιµοποιούν 

συνειδητά  τις γενικές ιδέες σχετικά µε τις ανεξάρτητες και τις εξαρτηµένες 

µεταβλητές ποσότητες. Αυτές οι ποσότητες δεν ορίζονται άµεσα αλλά καθεµία 

προσδιορίζεται από ένα ειδικό όρο. Το πλάτος µιας «ποιότητας» ερµηνεύεται γενικά 

ως µια µεταβλητή ποσότητα που εξαρτάται από το µήκος της και, παροµοίως, η 

«γραµµή της κορυφής» γίνεται αντιληπτή ως η γραφική αναπαράσταση κάποιας 
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συνεχούς συναρτησιακής σχέσης (Crombie, 1959 – 1961 & Clagett, 1959). Κατά 

συνέπεια, σε αυτές τις θεωρίες, η συνάρτηση ορίζεται είτε µε λεκτική περιγραφή της 

συγκεκριµένης ιδιότητας, δηλαδή του συγκεκριµένου χαρακτηριστικού, είτε άµεσα µε 

µια γραφική παράσταση.  

 Με σύγχρονη ορολογία και συµβολισµό, το πλάτος και το µήκος, όπως επίσης και 

τα αντίστοιχα µισά των χορδών και τα τµήµατα των διαµέτρων της αρχαίας θεωρίας 

των κωνικών τοµών, είναι η τεταγµένη  και η τετµηµένη  αντιστοίχως, µε την 

παρατήρηση ότι οι συντεταγµένες που χρησιµοποιούνταν τον 14ο αιώνα σχετίζονταν 

πάντα µε σηµεία κάποιας καµπύλης και όχι µε τυχαία σηµεία του επιπέδου που δεν 

έχουν καµία σχέση µε κάποια καµπύλη.  

Η θεωρία του πλάτους των µορφών διακρίνεται για την απολύτως αφηρηµένη 

αρχική ερµηνεία  της για τα προβλήµατα, χωρίς να δίνει σηµασία στη συγκεκριµένη 

µορφή ή ποιότητα. Σύµφωνα µε τον Clagett, ο Oresme ταξινοµεί τα κύρια είδη των 

γραµµικών ποιοτήτων ως εξής: 

1. Οµοιόµορφη (οµαλή) ποιότητα (qualitas uniformis) µε σταθερό πλάτος και µε 

τη γραµµή της έντασης να είναι παράλληλη στη γραµµή των µηκών. Το 

αντίστοιχο σχήµα είναι ένα ορθογώνιο. 

2. Οµοιόµορφα (οµαλά) µεταβαλλόµενη (uniformiter difformis) ποιότητα που: 

«...είναι εκείνη στην οποία αν ληφθούν τρία οποιαδήποτε σηµεία της γραµµής, ο 

λόγος της απόστασης µεταξύ του πρώτου και του δεύτερου προς την απόσταση 

µεταξύ του δεύτερου και του τρίτου ισούται µε το λόγο του πλεονάσµατος της 

έντασης του πρώτου σηµείου από την ένταση του δεύτερου σηµείου προς το 

πλεόνασµα της  έντασης  του δεύτερου σηµείου από την ένταση  του τρίτου 

σηµείου. Το πρώτο από αυτά τα τρία σηµεία ονοµάζεται σηµείο της µέγιστης 

έντασης…» (Clagett, 1968). 

Με σύγχρονη ορολογία και συµβολισµό, αυτή η λεκτική περιγραφή αντιστοιχεί 

στην εξίσωση µιας ευθείας γραµµής η οποία διέρχεται από δύο δοθέντα σηµεία 

1 1( , )x y  και 2 2( , )x y  

1 1

2 1 2 1

.
y y x x

y y x x

− −
=

− −
 

Η γραµµή της έντασης στην περίπτωση αυτή παριστάνεται από την υποτείνουσα 

ενός ορθογωνίου τριγώνου ή, εναλλακτικά, από την κεκλιµένη άνω πλευρά ενός 

τετραπλεύρου που έχει δύο ορθές γωνίες στη βάση του. Η διαφορά οφείλεται στο 
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κατά πόσο αυτή η γραµµή συναντά το δοθέν τµήµα της γραµµής των µηκών στο ένα 

από τα δύο άκρα του, οπότε, µε την ορολογία του  Oresme το πλάτος είναι µηδέν, ή 

όχι. 

3. Μη οµαλά µεταβαλλόµενες (difformiter difformis) ποιότητες, στις οποίες 

ανήκουν όλες οι άλλες περιπτώσεις. Αυτή η πιο εκτενής κλάση ποιοτήτων δεν 

ανήκει ούτε στις οµαλές ούτε στις οµαλά µεταβαλλόµενες ποιότητες (Clagett, 

1968). 

Εδώ ο Oresme διακρίνει αρχικά τέσσερα απλά (simplex) είδη ποιοτήτων, αυτά που 

είναι κυρτά και κοίλα τόξα ενός κύκλου, όχι µεγαλύτερα από το ηµικύκλιο, και, 

επίσης, παρόµοια τόξα µιας έλλειψης. Στη συνέχεια ο Oresme χρησιµοποιεί τον όρο 

mixtio (mixture) για 63 «σύνθετες» (compositae) µη οµαλές µεταβολές 

(ανοµοιοµορφίες), των οποίων οι γραµµές της έντασης αποτελούνται από δύο ή 

περισσότερα τόξα των καµπυλών που αναφέρθηκαν παραπάνω ή τµηµάτων µιας 

ευθείας γραµµής. 

Ένα σηµαντικό στοιχείο της θεωρίας των υπολογισµών ή του πλάτους των µορφών 

ήταν η µελέτη των συναρτήσεων του χρόνου χωρίς να έχουν προηγηθεί µελέτες των 

απειροστών (Bourbaki, 1969). Ωστόσο, κατά τον Youschkevitch (1976), οι µελέτες 

των απειροστών όχι µόνο υπήρχαν σε λανθάνουσα µορφή στις έννοιες της στιγµιαίας 

ταχύτητας και της επιτάχυνσης αλλά επίσης χρησιµοποιήθηκαν ρητά στην επίλυση 

µιας ολόκληρης σειράς προβληµάτων, όπως είναι, για παράδειγµα, τα προβλήµατα 

προσδιορισµού του εµβαδού κάποιων – απεριόριστης έκτασης – σχηµάτων, ή τα 

προβλήµατα προσδιορισµού της µέσης ταχύτητας σωµάτων των οποίων οι στιγµιαίες 

ταχύτητες αλλάζουν σταδιακά άπειρες φορές σύµφωνα µε κάποιο καθορισµένο νόµο 

κατά τη διάρκεια ενός χρονικού διαστήµατος που διαιρείται σε άπειρο αριθµό 

χρονικών στιγµών. Σε αυτά τα προβλήµατα  η κύρια µέθοδος υπολογισµού ήταν η 

άθροιση των άπειρων γεωµετρικών προόδων. Αργότερα, στα πλαίσια της ίδιας 

θεωρίας, οι µαθηµατικοί υπολόγισαν περισσότερο περίπλοκες σειρές, των οποίων τα 

αθροίσµατα παριστάνονταν από άγνωστες υπερβατικές ποσότητες τις οποίες έπρεπε 

να υπολογίσουν προσεγγιστικά και κατ’ έλλειψη και καθ’ υπεροχή. 

Ένα επίτευγµα, πολύ σηµαντικό για τη Μηχανική – αν όχι και για τα Μαθηµατικά 

–   ήταν ο προσδιορισµός της µέσης ταχύτητας της οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης, 

χωρίς σύνδεση αυτού του προβλήµατος µε το πρόβληµα της ελεύθερης πτώσης των 

σωµάτων. Αυτό το επίτευγµα, που ολοκληρώθηκε πρώτα στο κολέγιο Merton της 

Οξφόρδης, περιγράφεται σε εργασίες των Heytesbury, Swineshead, και Dumbleton, 
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οι οποίοι κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι η οµαλά µεταβαλλόµενη κίνηση είναι 

ισοδύναµη µε µια οµαλή κίνηση µε ταχύτητα ίση µε την ταχύτητα της 

επιταχυνόµενης κίνησης στο µέσο του χρόνου της οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης. Το 

συµπέρασµα αυτό είναι γνωστό ως  το «θεώρηµα του Merton» (Clagett, 1959).  

Ο Oresme απέδειξε αυτό το θεώρηµα παριστάνοντας τη διανυόµενη απόσταση ή 

την ανάλογη ποσότητα, την ολική (µέση) ταχύτητα, µε το εµβαδόν ενός τριγώνου ή 

ενός τραπεζίου (Clagett, 1968). Σύµφωνα µε τον Busard (1961), ο  Oresme κατέληξε 

στο συµπέρασµα ότι, για µηδενική αρχική ταχύτητα, η απόσταση αυξάνεται ανάλογα 

µε το τετράγωνο του χρόνου και, ότι τα διαστήµατα που διανύονται σε ίσα χρονικά 

διαστήµατα αυξάνουν ανάλογα προς τους περιττούς αριθµούς ( 1:3:5:7:…). Σε αυτά 

τα συµπεράσµατα κατέληξε και ο Γαλιλαίος στη µελέτη του για την ελεύθερη πτώση 

των σωµάτων στο κενό, που δηµοσιεύτηκε στα  έργα του «∆ιάλογος µεταξύ δύο 

µεγίστων κοσµοθεωριών», το 1632, και «∆ιάλογοι και µαθηµατικές αποδείξεις για 

δύο νέες επιστήµες συνδεδεµένες µε τη µηχανική και τις τοπικές κινήσεις», το 1638. 

Εντούτοις, η απόδειξη του Γαλιλαίου για το «θεώρηµα του Merton»  στηρίζεται στη 

µέθοδο των αδιαιρέτων, ενώ στην απόδειξη του Oresme οι απειροστικές σκέψεις 

απλώς υπονοούνται (Youschkevitch, 1976). 

Τον 15ο αιώνα καθώς και στο πρώτο µισό του 16ου αιώνα η θεωρία του πλάτους 

των µορφών και η θεωρία των υπολογισµών έγιναν ευρέως αποδεκτές, ιδιαίτερα στην 

Αγγλία, στη Γαλλία, στην Ιταλία και στην Ισπανία. Εντούτοις, οι µέθοδοι αυτών των 

θεωριών, τη συγκεκριµένη χρονική περίοδο, εφαρµόστηκαν µόνο σε µεµονωµένα 

προβλήµατα της Φυσικής και της Μηχανικής. Όπως αναφέρει και ο Crombie (1959 – 

1961): «…Τον 14ο αιώνα η ιδέα των συναρτησιακών σχέσεων αναπτύχθηκε χωρίς 

πραγµατικές µετρήσεις και µόνο σε γενικές γραµµές…». 

Στην εξέλιξη µερικών βασικών εννοιών των Μαθηµατικών και της Μηχανικής, 

συµπεριλαµβανοµένης και της έννοιας της συνάρτησης, οι φυσικοί φιλόσοφοι του 14ου 

αιώνα προχώρησαν πολύ πιο πέρα από όλους τους προκατόχους τους, και κατέληξαν σε 

ιδιαίτερα σηµαντικά αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, ο Oresme ανακάλυψε την ύπαρξη 

σχηµάτων απεριόριστης έκτασης αλλά πεπερασµένου εµβαδού και την απόκλιση των 

αρµονικών σειρών. Ωστόσο, οι δυνατότητες που προσέφεραν οι νέες έννοιες δεν 

αξιοποιήθηκαν ευρέως ούτε στα Μαθηµατικά ούτε στις εφαρµογές τους. Oι σχολές 

της φυσικής φιλοσοφίας της Οξφόρδης και του Παρισιού έπαιξαν ένα αξιοσηµείωτο 

ρόλο στη δηµιουργία των Μαθηµατικών των νεότερων χρόνων και, ιδιαίτερα, στην 

εξέλιξη της γενικής έννοιας της συνάρτησης. Εντούτοις, αυτός ο ρόλος δεν ήταν 
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κυρίαρχος, καθώς µια νέα ερµηνεία των συναρτησιακών συσχετισµών ήρθε στο 

προσκήνιο τον 17ο αιώνα (Youschkevitch, 1976). 

 

ΝΕΟΤΕΡΗ ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ 

 

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ  ΜΕΛΕΤΗΣ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ  

ΚΑΙ ΤΗΣ ΜΕΤΡΗΣΗΣ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ 

 

Σηµαντικό ρόλο στην περαιτέρω ανάπτυξη της θεωρίας των συναρτήσεων 

διαδραµάτισαν, από τη µια, η απότοµη αύξηση των υπολογιστικών Μαθηµατικών 

και, από την άλλη, η δηµιουργία της συµβολικής Άλγεβρας µαζί µε την αντίστοιχη 

επέκταση της έννοιας του αριθµού, έτσι ώστε, µε το τέλος του 16ου αιώνα, η έννοια 

αυτή να περιλαµβάνει όχι µόνο όλο το πεδίο των πραγµατικών αριθµών  αλλά επίσης 

και τους φανταστικούς και τους µιγαδικούς αριθµούς.  Αυτά  ήταν τα προκαταρκτικά 

στάδια στα Μαθηµατικά για την εισαγωγή της έννοιας της συνάρτησης ως σχέσης 

ανάµεσα σε σύνολα αριθµών παρά ως σχέσης ανάµεσα σε «ποσότητες» και για την 

αναλυτική αναπαράσταση των συναρτήσεων µε τύπους. Ενδεικτικά µπορούµε να 

αναφέρουµε την πρόοδο στην τριγωνοµετρία και την ανακάλυψη των λογαρίθµων. 

Ωστόσο, αυτό στο οποίο πρέπει ειδικά να δοθεί έµφαση, είναι η εισαγωγή 

πολυάριθµων συµβόλων για µαθηµατικές πράξεις και σχέσεις, όπως είναι τα σύµβολα 

της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, των δυνάµεων και της ισότητας και, κυρίως, η 

εισαγωγή συµβόλων για άγνωστες ποσότητες και παραµέτρους, τις οποίες ο Γάλλος 

µαθηµατικός Francois Viète (1540 – 1603) συµβόλισε,  το 1591, µε τα φωνήεντα 

, , ,...A E I  και τα σύµφωνα , , ,...B G D  του Λατινικού αλφαβήτου αντιστοίχως. Η 

εισαγωγή αυτού του συµβολισµού οδήγησε στη γραπτή συµβολική µορφή 

αλγεβρικών εξισώσεων και εκφράσεων που περιέχουν άγνωστες ποσότητες και 

τυχαίους συντελεστές. Ο Viète διαχώρισε τις γνωστές παραµέτρους από τις άγνωστες 

µεταβλητές σε µια αλγεβρική εξίσωση, και συνέβαλε σε µεγάλο βαθµό στη 

µετατόπιση του ενδιαφέροντος, κατά τον 17ο αιώνα, από τη µελέτη ειδικών 

προβληµάτων και καταστάσεων στη διερεύνηση των γενικών µεθόδων (Νεγρεπόντης, 

Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999). Ωστόσο, ο δηµιουργός της νέας Άλγεβρας δεν 

χρησιµοποίησε την αξιοσηµείωτη ανακάλυψη του περαιτέρω στην έννοια της 

συνάρτησης: η «συναρτησιακή σκέψη» δεν ήταν χαρακτηριστική του µυαλού του Viète 

(Youschkevitch, 1976). 
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Από τις αρχές του 17ου αιώνα, η νέα έννοια των ποσοτικών νόµων της φύσης που 

καθιερώνει συναρτησιακές σχέσεις µεταξύ των αριθµητικών τιµών φυσικών 

ποσοτήτων αποκτούσε δύναµη σε συνεχώς αυξανόµενο βαθµό και γινόταν όλο και 

πιο πολύ το χαρακτηριστικό γνώρισµα επιστηµών, όπως της Μηχανικής και της 

Αστρονοµίας. Επίσης, η µελέτη της κίνησης ήταν ένα από τα βασικά προβλήµατα 

που απασχόλησαν τους επιστήµονες και τους µαθηµατικούς αυτού του αιώνα.   

Αν και η Αστρονοµία του Johannes Kepler (1571 – 1630) ήταν αποδεκτή στις 

αρχές του 17ου αιώνα, ιδιαίτερα µετά από τις παρατηρήσεις του Γαλιλαίου που 

έδωσαν πρόσθετες αποδείξεις για την ηλιοκεντρική θεωρία, ο νόµος του Kepler για 

την ελλειπτική κίνηση αµφισβητήθηκε µε το επιχείρηµα ότι οι διάφοροι πλανήτες 

παρεµποδίζουν την ελλειπτική κίνηση ενός οποιουδήποτε πλανήτη και ότι ο ήλιος 

παρεµποδίζει την ελλειπτική κίνηση της σελήνης γύρω από τη γη. Ο Kepler πρότεινε 

την έννοια της δύναµης της βαρύτητας που ασκείται µεταξύ δύο οποιονδήποτε 

σωµάτων, και έτσι προέκυψε το πρόβληµα της βελτίωσης του υπολογισµού των 

θέσεων των πλανητών. Επιπλέον, ο Kepler είχε καταλήξει στους νόµους του 

ουσιαστικά προσαρµόζοντας καµπύλες σε αστρονοµικά δεδοµένα, χωρίς να εξηγήσει 

(µε την ορολογία των θεµελιωδών νόµων της κίνησης) γιατί οι πλανήτες κινούνται σε 

ελλειπτικές τροχιές. Έτσι, το βασικό πρόβληµα της προέλευσης των νόµων του 

Kepler από τους νόµους της κίνησης ήταν καθαρή πρόκληση. 

Η βελτίωση της αστρονοµικής θεωρίας είχε επίσης ένα πρακτικό στόχο (Kline, 

1972). Οι Ευρωπαίοι, για εµπορικούς λόγους, είχαν αναπτύξει τη ναυσιπλοΐα, και 

κατά συνέπεια οι ναυτικοί είχαν ανάγκη ακριβείς µεθόδους προσδιορισµού του 

γεωγραφικού πλάτους και του γεωγραφικού µήκους. Ο προσδιορισµός του 

γεωγραφικού πλάτους µπορούσε να γίνει µε ευθεία παρατήρηση του ήλιου ή των 

άστρων, αλλά ο προσδιορισµός του γεωγραφικού µήκους ήταν πολύ πιο δύσκολος. 

Οι επιστήµονες του 17ου αιώνα αντιµετώπισαν επίσης το πρόβληµα της εξήγησης 

των κινήσεων της γης. Από την ηλιοκεντρική θεωρία, σύµφωνα µε την οποία η γη 

περιστρεφόταν γύρω από τον ήλιο, προέκυψαν διάφορα ερωτήµατα σχετικά µε την 

ελεύθερη πτώση των αντικειµένων στη γη. Επιπλέον, όλες οι κινήσεις, η κίνηση του 

βλήµατος για παράδειγµα, φαινόταν ότι πραγµατοποιούνται σαν η γη να ήταν 

ακίνητη. Αυτές οι ερωτήσεις τράβηξαν την προσοχή πολλών επιστηµόνων, 

συµπεριλαµβανοµένων των Cardan, Tartaglia, Γαλιλαίου, και Newton. Οι τροχιές των 

βληµάτων, τα ύψη στα οποία θα µπορούσαν να φτάσουν, η επίδραση της ταχύτητας 
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στο ύψος ήταν βασικά ερωτήµατα εκείνης της εποχής και νέοι νόµοι της κίνησης 

ήταν απαραίτητοι για να εξηγήσουν αυτά τα γήινα φαινόµενα.  

Από τη µελέτη των διάφορων προβληµάτων της κίνησης προέκυψε το ειδικότερο 

πρόβληµα του σχεδιασµού ακριβέστερων µεθόδων µέτρησης του χρόνου, γιατί τα 

µηχανικά ρολόγια, που χρησιµοποιούνταν από το 1348, δεν ήταν πολύ ακριβή. Ο 

Φλαµανδός χαρτογράφος Gemma Frisius (1508 – 1555) είχε προτείνει τη χρήση ενός 

ρολογιού για τον προσδιορισµό του γεωγραφικού µήκους. Το ρολόι ενός πλοίου 

ρυθµιζόταν στην ώρα ενός τόπου γνωστού γεωγραφικού µήκους, και επειδή ο 

προσδιορισµός της τοπικής ώρας από τη θέση του ήλιου, για παράδειγµα, ήταν 

σχετικά απλός, οι ναυτικοί έπρεπε απλά να σηµειώσουν τη διαφορά ώρας και να τη 

µεταφράσουν άµεσα σε διαφορά στο γεωγραφικό µήκος. Ωστόσο, κανένα ανθεκτικό 

και ακριβές ρολόι δεν ήταν διαθέσιµο εκείνα τα χρόνια (Kline, 1972). 

Η κίνηση του εκκρεµούς φάνηκε ότι θα δώσει το βασικό µηχανισµό για τη µέτρηση 

του χρόνου. Ο Γαλιλαίος (Galileo – Galilei, 1564 – 1642) παρατήρησε ότι ο χρόνος 

για µια πλήρη αιώρηση ενός εκκρεµούς ήταν σταθερός και φαινοµενικά ανεξάρτητος 

από το εύρος της ταλάντωσης. Χωρίς να έχει στη διάθεση του ρολόι ακριβείας, 

χρονοµέτρησε την αιώρηση ενός πολυελαίου, που ταλαντωνόταν υπό την επίδραση 

του αέρα, µε τη µέτρηση των σφυγµών του και «…τη στιγµή που τα δύο ανοµοιογενή 

µεγέθη χρόνου και µήκους µπήκαν σε αναλογία, τα Μαθηµατικά βρήκαν τρόπο ν’ 

αναπαραστήσουν την κίνηση του κόσµου…» (Σπύρου, 2000). Ο Γαλιλαίος µε τις 

παρατηρήσεις του προετοίµασε το έδαφος για το σχεδιασµό ενός εκκρεµούς 

ρολογιού, αλλά οι Robert Hooke και Cristiaan Huygens (1629 – 1695), υπήρξαν οι 

επιστήµονες που έκαναν τη βασική εργασία σ’ αυτό το θέµα. Ειδικότερα, ο Ολλανδός 

φυσικός Huygens προσπαθώντας και αυτός να λύσει το πρόβληµα της εύρεσης του 

γεωγραφικού µήκους, κατασκεύασε το εκκρεµές ρολόι, που ήταν απαραίτητο για τη 

µέτρηση του χρόνου. Το εκκρεµές ρολόι αποδείχτηκε πολύτιµο όχι µόνο για τη 

µέτρηση του χρόνου στα σπίτια και στις επιχειρήσεις, αλλά και στις επιστηµονικές 

εργασίες. Συγκεκριµένα, ο Huygens δηµοσίευσε το «Horologium Oscillatorium» 

(Εκκρεµές Ωρολόγιο, 1673) που συνέβαλε σηµαντικά στη διατύπωση της θεωρίας της 

βαρύτητας από τον Newton. Κατά τους ιστορικούς (Struik , 1982) το «Horologium 

Oscillatorium» και το «Arithmetica Infinitorum» του Wallis ήταν για εκείνη την 

εποχή η πιο προχωρηµένη µορφή του απειροστικού λογισµού.   

Από τη µελέτη της κίνησης τα Μαθηµατικά άντλησαν µια θεµελιώδη έννοια που 

ήταν κεντρική πρακτικά σ’ όλες τις εργασίες για τα επόµενα διακόσια χρόνια – την 
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έννοια της συνάρτησης ή µιας σχέσης µεταξύ µεταβλητών (Kline, 1972). Αυτή η 

έννοια βρίσκεται σχεδόν από την αρχή ως το τέλος στο βιβλίο του Γαλιλαίου «∆ύο 

νέες επιστήµες» (Two New Sciences), στο οποίο θεµελίωσε τη σύγχρονη Μηχανική. Ο 

Γαλιλαίος εκφράζει τις συναρτησιακές σχέσεις λεκτικά και στη γλώσσα των 

αναλογιών. Έτσι στην εργασία του επί της αντοχής των υλικών ισχυρίζεται ότι: «…Τα 

εµβαδά δύο κυλίνδρων ίσων όγκων, παραλείποντας τις βάσεις τους, έχουν µεταξύ τους 

λόγο που είναι η τετραγωνική ρίζα του λόγου των µηκών τους…». Επίσης, «…Οι όγκοι 

ορθών κυλίνδρων που έχουν ισεµβαδικές κυρτές επιφάνειες είναι αντιστρόφως 

ανάλογοι προς τα ύψη τους…». Στην εργασία του για την κίνηση αναφέρει, για 

παράδειγµα, ότι: «…Τα διαστήµατα που διανύονται από ένα σώµα το οποίο ξεκινά από 

την ηρεµία και έχει ελεύθερη πτώση µε οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση είναι όπως τα 

τετράγωνα των χρόνων στους οποίους διανύονται αυτές οι αποστάσεις…», δηλαδή αν 

το σώµα διανύει µια απόσταση 1h  σε χρόνο 1t , και µια απόσταση 2h  σε χρόνο 2t , 

τότε 2 2
1 2 1 2: :h h t t= . Επίσης ισχυρίστηκε ότι: «…Οι χρόνοι της καθόδου κατά µήκος 

κεκλιµένων επιπέδων του ίδιου ύψους, αλλά διαφορετικών κλίσεων, είναι όπως τα 

µήκη αυτών των επιπέδων…». Η γλώσσα του Γαλιλαίου δείχνει καθαρά ότι 

ασχολείται µε µεταβλητές και συναρτήσεις, και δεν απείχε πολύ από το να γράψει 

αυτούς τους ισχυρισµούς µε τη γλώσσα των συµβόλων, αλλά πάντοτε 

χρησιµοποιούσε την Ευκλείδεια έννοια της αναλογίας αντί της σύγχρονης έννοιας της 

συνάρτησης (Katz, 1998). Ωστόσο, επειδή ο συµβολισµός της Άλγεβρας 

επεκτεινόταν εκείνη την εποχή, ο ισχυρισµός του Γαλιλαίου για τα διαστήµατα που 

διανύονται από ένα σώµα που εκτελεί ελεύθερη πτώση σύντοµα διατυπώθηκε ως  

2h tλ=  και ο ισχυρισµός του για τους χρόνους καθόδου ως t kl= . 

Στην πορεία έκφρασης των νόµων της φύσης ως συναρτησιακών σχέσεων µεταξύ 

φυσικών ποσοτήτων, η εισαγωγή ποσοτικών µέτρων της θερµότητας και της πίεσης, 

καθώς και η εφεύρεση των διάφορων επιστηµονικών οργάνων, που βελτίωσε 

γρήγορα την ακρίβεια των πειραµάτων και των παρατηρήσεων, έπαιξαν ένα 

σηµαντικό ρόλο. Το κύριο πρόβληµα της επιστήµης έγινε η µελέτη της σχέσης 

µεταξύ της καµπυλόγραµµης κίνησης και των δυνάµεων που επηρεάζουν την κίνηση. 

Αυτό το πρόβληµα προκάλεσε στην απειροστική ανάλυση, µια σειρά προβληµάτων 

που έπρεπε να επιλυθούν αριθµητικά. 
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Η ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΠΟΣΟΤΗΤΑ ΤΟΥ DESCARTES: ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

Σαν συνέπεια όλων όσων αναφέρθηκαν παραπάνω, ήρθε µια νέα µέθοδος 

παρουσίασης των  συναρτήσεων, η οποία για πολύ καιρό ήταν η κύρια µέθοδος στα 

Μαθηµατικά και, ειδικά, στις εφαρµογές τους. Όπως και πριν, οι συναρτήσεις συχνά 

εισάγονταν λεκτικά, ή µε ένα γράφηµα, ή κινηµατικά. Οι πίνακες συναρτήσεων 

συνέχισαν να χρησιµοποιούνται, και µάλιστα πιο εκτεταµένα. Όµως, στη θεωρητική 

έρευνα, η αναλυτική µέθοδος εισαγωγής των συναρτήσεων µε τύπους και εξισώσεις 

ήρθε σε πρώτο πλάνο. 

Σύµφωνα µε τον Youschkevitch (1976), µπορούµε να πούµε σχεδόν µε ακρίβεια 

πότε συνέβη αυτή η αντιστροφή των ιδεών. Ακόµα και στο τέλος του 16ου  αιώνα οι 

συναρτήσεις εισάγονταν µόνο µε τις παλιές µεθόδους. Με αυτόν ακριβώς τον τρόπο 

παρουσιάστηκαν για πρώτη φορά οι πολύ σηµαντικές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

και η λογαριθµική συνάρτηση, η οποία ιστορικά υπήρξε η συνάρτηση – πρότυπο που 

βοήθησε στην ανάπτυξη της γενικής έννοιας της συνάρτησης. Ο Πολωνός 

αστρονόµος Nicolaus Copernicus (1473 – 1543) είχε διαπραγµατευτεί την 

τριγωνοµετρία, από το 1543, παρουσιάζοντας τη συνάρτηση τέµνουσα και πίνακα 

αυτής, ενώ ο µαθητής του G.Rhaeticus (1514 – 1577) είχε δηµοσιεύσει για πρώτη 

φορά τριγωνοµετρικούς πίνακες (1551), τους οποίους συµπλήρωσε ο Βαρθολοµαίος 

Πιτίσκος (1561 – 1613) σε µια εργασία του, το 1613, χρησιµοποιώντας τους όρους 

εφαπτοµένη και τέµνουσα για τις αντίστοιχες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις. Το 1544 

ο Michael Stiefel, στο έργο του «Arithmetica Integra», αντιστοίχισε την αριθµητική 

σειρά 0,1,2,3,... µε τη γεωµετρική σειρά 1,2,4,8,..., παρατήρησε ότι η πρόσθεση 

στην αριθµητική σειρά αντιστοιχεί σε πολλαπλασιασµό στη γεωµετρική, και, λόγω 

έλλειψης του κατάλληλου συµβολισµού, ονόµασε «εκθέτες» των όρων της 

γεωµετρικής σειράς τους αντίστοιχους όρους της αριθµητικής. Γύρω στα τέλη του 

16ου µε αρχές του 17ου αιώνα, η ανάγκη ανάπτυξης µιας µεθόδου που θα συντόµευε 

τους πολύπλοκους υπολογισµούς οδήγησε στην ανάπτυξη των λογαριθµικών πινάκων 

(Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999).  

Ξεκινώντας από τη σχέση, στην οποία είχε δοθεί έµφαση, το 1544, από τον Stiefel, 

αλλά η οποία ήταν γνωστή ακόµα και στον Αρχιµήδη, ο Bürgi υπολόγισε 

τριγωνοµετρικούς πίνακες, που δηµοσιεύτηκαν το 1620. Ξεκίνησε από τη σχέση 

ανάµεσα στη γεωµετρική πρόοδο των δυνάµεων κάποιας ποσότητας (για παράδειγµα, 
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2 3, , ,...q q q ) και στην αριθµητική πρόοδο των εκθετών των δυνάµεων της (1,2,3,...). 

Ο Bürgi κατάλαβε διαισθητικά και απέδειξε µε τη µέθοδο της παρεµβολής ότι αυτή η 

σχέση ήταν συνεχής. Εντούτοις, ο Neper, του οποίου η εργασία δηµοσιεύτηκε την 

περίοδο 1614 – 1619, συνέχισε συγκρίνοντας δύο συνεχείς ευθύγραµµες κινήσεις, 

από τις οποίες η µία είναι η κίνηση ενός σηµείου ( L ) που κινείται οµαλά και η άλλη 

είναι η κίνηση ενός δεύτερου σηµείου ( N ) η ταχύτητα του οποίου υποτίθεται ότι 

είναι ανάλογη προς την απόσταση του από κάποιο σταθερό σηµείο. Σε αυτή την 

περίπτωση, η διανυόµενη απόσταση από το σηµείο L  είναι ο νεπέριος λογάριθµος  

της απόστασης που διανύεται από το σηµείο N (Youschkevitch, 1976). Περίπου την 

ίδια εποχή (γύρω στα 1613), ο Kepler χρησιµοποίησε τους λογαριθµικούς πίνακες του 

Neper σε σχέση µε τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και οδηγήθηκε στην ανακάλυψη 

του τρίτου νόµου της κίνησης των πλανητών (Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & 

Γιαννακούλιας, 1999).  Αλλά µετά από 15 – 20 χρόνια και ανεξάρτητα ο ένας από τον 

άλλο, οι Γάλλοι µαθηµατικοί Pierre de Fermat (1601 – 1665) και René Descartes 

(1596 – 1650), εφαρµόζοντας τη νέα Άλγεβρα στη Γεωµετρία παρουσίασαν την 

αναλυτική µέθοδο για την εισαγωγή των συναρτήσεων, ανοίγοντας έτσι µια νέα εποχή 

στα Μαθηµατικά. 

Η κεντρική ιδέα της Αναλυτικής Γεωµετρίας των Fermat και Descartes είναι η 

γραφική παράσταση µιας αλγεβρικής εξίσωσης, που επιτυγχάνεται µε την 

αντιστοίχηση ανάµεσα σε µια αλγεβρική εξίσωση και στην καµπύλη που είναι ο 

γεωµετρικός τόπος των σηµείων µε συντεταγµένες, ως προς δύο σταθερούς 

ορθογώνιους άξονες, που ικανοποιούν την εξίσωση. Σκοπός των Fermat και 

Descartes ήταν να χρησιµοποιήσουν τη νέα Άλγεβρα για την επίλυση γεωµετρικών 

προβληµάτων (Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999), φυσικών 

προβληµάτων, στα οποία υπεισέρχονταν διάφορες καµπύλες, και προβληµάτων που 

προέκυψαν από την επιστηµονική µελέτη της κίνησης. 

 Ο Fermat ξεκινούσε από µια αλγεβρική εξίσωση και απεδείκνυε τις γεωµετρικές 

ιδιότητες της καµπύλης που αντιστοιχούσε σ’ αυτήν. Στο έργο του «Εισαγωγή στους 

επίπεδους και στερεούς τόπους», που γράφτηκε πριν από το 1637 αλλά δηµοσιεύτηκε 

µόλις το 1679, ο Fermat λέει ότι: «…Όταν δύο άγνωστες ποσότητες εµφανίζονται σε 

µια τελική εξίσωση, υπάρχει ένας τόπος (γ. τ), και το τελευταίο σηµείο της µιας από τις 

δύο ποσότητες περιγράφει µια ευθεία ή µια καµπύλη γραµµή…» (Tannery & Henry, 

1891). Εδώ  και η µεταβλητή (argument) και η συνάρτηση καλούνται απλώς 
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άγνωστες ποσότητες, µε τον όρο αυτό να σηµαίνει στην πραγµατικότητα ευθύγραµµα 

τµήµατα συνεχώς µεταβαλλόµενου µήκους. Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του 

Viète και ένα ευθύγραµµο σύστηµα συντεταγµένων, ο Fermat κατέγραψε τις 

εξισώσεις µιας ευθείας γραµµής και, φτάνοντας µέχρι τα Κωνικά του Απολλώνιου, 

τις εξισώσεις κάποιων καµπυλών δεύτερης τάξης (εξισώσεις 2ου βαθµού). Για 

παράδειγµα, ξεκινώντας από τη γενική δευτεροβάθµια εξίσωση δύο µεταβλητών 

2 2 0x xy y x yα β γ δ ε ζ+ + + + + = , ταξινόµησε τις κωνικές τοµές σε έλλειψη, 

υπερβολή, και παραβολή  (Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999). 

 Ο Descartes ξεκινούσε µε ένα γεωµετρικό πρόβληµα, συχνά παρόµοιο µε τα 

γεωµετρικά προβλήµατα των αρχαίων Ελλήνων, και µε τη µέθοδο της Αναλυτικής 

Γεωµετρίας, µετέτρεπε το πρόβληµα σε αλγεβρική εξίσωση, που προσπαθούσε να 

λύσει. Η ιδέα της εισαγωγής της συνάρτησης αναπτύχθηκε αναλυτικά από τον 

Descartes στην περίφηµη «Γεωµετρία» του (La géométrie, 1637). Ο κύριος σκοπός 

του ήταν να απλοποιήσει την επίλυση όλων των αλγεβρικών προβληµάτων και 

εξισώσεων σε κάποιες κοινώς αποδεκτές µεθόδους κατασκευής των πραγµατικών 

ριζών τους. Ο Descartes συσχέτισε µια επίπεδη αλγεβρική καµπύλη µε µια εξίσωση 

ανάµεσα στις συντεταγµένες των σηµείων της, που γίνονται αντιληπτές ως 

ευθύγραµµα τµήµατα: «…Παίρνοντας διαδοχικά άπειρες  διαφορετικές τιµές για τη 

γραµµή y , θα βρούµε επίσης άπειρες τιµές για τη γραµµή x , και έτσι θα έχουµε ένα 

άπειρο πλήθος διαφορετικών σηµείων µε τη βοήθεια των οποίων µπορούµε να 

σχεδιάσουµε τη ζητούµενη καµπύλη…» (Adam & Tannery, 1903). Εδώ ο Descartes, 

για πρώτη φορά και απολύτως καθαρά, ισχυρίζεται ότι µια εξίσωση µε x  και y  είναι 

ένας τρόπος για να παρουσιαστεί η εξάρτηση µεταξύ µεταβλητών ποσοτήτων έτσι 

ώστε να είναι εφικτός ο υπολογισµός των  τιµών της µιας από αυτές  που 

αντιστοιχούν στις δοθείσες τιµές της άλλης. 

O Descartes ονόµασε τις αλγεβρικές συναρτήσεις ως γεωµετρικές καµπύλες, και 

παρατήρησε ότι εφόσον όλα τα σηµεία αυτών των καµπυλών έχουν κάποια σχέση µε 

όλα τα σηµεία µιας ευθείας γραµµής, αυτή η σχέση µπορεί να αναπαρασταθεί από 

κάποια εξίσωση, που είναι η ίδια για κάθε σηµείο της δοθείσης καµπύλης. Επειδή ο 

Descartes δεν µπορούσε να γράψει µε σύµβολα οποιεσδήποτε εξισώσεις άλλων 

ειδών, συµπεραίνουµε ότι µε αυτή την εξίσωση εννοούσε στην πραγµατικότητα µια 

αλγεβρική εξίσωση. Αποκαλώντας τις µη γεωµετρικές καµπύλες ως µηχανικές 

καµπύλες, ο Descartes παρουσίασε µια ατελή κατηγοριοποίηση των γεωµετρικών 
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καµπυλών σε είδη ως εξής: οι καµπύλες του πρώτου είδους είναι γραµµές που 

περιγράφονται µε εξισώσεις δευτέρου βαθµού, οι καµπύλες του δεύτερου είδους είναι 

γραµµές που περιγράφονται µε εξισώσεις τρίτου και τέταρτου βαθµού, οι καµπύλες 

του τρίτου είδους είναι γραµµές που περιγράφονται µε εξισώσεις πέµπτου και έκτου 

βαθµού κλπ. (Youschkevitch, 1976). Η διάκριση του Descartes µεταξύ γεωµετρικών 

και µηχανικών καµπυλών προκάλεσε τη διάκριση µεταξύ αλγεβρικών και 

υπερβατικών συναρτήσεων. Μέσω των τετραγωνισµών, της άθροισης των σειρών, 

και άλλων διαδικασιών που εισήχθησαν µε το λογισµό, πολλοί τύποι υπερβατικών 

συναρτήσεων ανακαλύφθηκαν και µελετήθηκαν. Ωστόσο, η πλήρης κατανόηση και 

χρήση των υπερβατικών συναρτήσεων έγινε βαθµιαία (Kline, 1972).   

 Η Αναλυτική Γεωµετρία βοήθησε στην κατανόηση της µεταβλητής, που είναι 

βασικό συστατικό στοιχείο της έννοιας της συνάρτησης και η παρουσίαση των 

συναρτήσεων µε µορφή εξισώσεων επέφερε µια πραγµατική επανάσταση στην ανάπτυξη 

των Μαθηµατικών. Η χρήση των αναλυτικών εκφράσεων και οι διαδικασίες µε τις 

οποίες πραγµατοποιούνται σύµφωνα µε αυστηρά  προσδιορισµένους κανόνες, 

µετέδωσαν το χαρακτηριστικό γνώρισµα ενός κανονικού λογισµού στη µελέτη των 

συναρτήσεων, ανοίγοντας µε αυτό τον τρόπο εξ’ ολοκλήρου  νέους ορίζοντες. Αυτή η 

µέθοδος αναπαράστασης των συναρτήσεων εγκαινιάστηκε κατά την πορεία 

εφαρµογής της Άλγεβρας στη Γεωµετρία και επεκτάθηκε αµέσως και σε άλλους 

κλάδους των Μαθηµατικών και, πρωτίστως, στον απειροστικό λογισµό. 

Ο Engels στη «∆ιαλεκτική της Φύσης» υποστηρίζει ότι: «…Η κρίσιµη καµπή στα 

Μαθηµατικά ήταν η µεταβλητή του Descartes. Κατά συνέπεια  δηµιουργήθηκε η τάση 

και ως εκ τούτου ακολούθησε άµεσα διάλογος στην κοινότητα των Μαθηµατικών, για 

την αναγκαιότητα του διαφορικού και του ολοκληρωτικού λογισµού, που επίσης 

ξεκίνησαν αµέσως µετά…» (Engels, 1958). Η άποψη του διακεκριµένου µαθηµατικού 

Hankel, που εκφράστηκε περίπου την ίδια εποχή, είναι κατά πολύ ίδια µε τον 

προηγούµενο ισχυρισµό του Engels: «…Ενώ οι παλαιότεροι µαθηµατικοί ποτέ δε 

χρησιµοποίησαν τον όρο της κίνησης, δηλαδή τη χωρική αποτύπωση της 

µεταβλητότητας, στα συστήµατα τους, και επίσης χειρίζονταν τις καµπύλες µόνο 

πρόσκαιρα, τα νεότερα Μαθηµατικά, ξεκινώντας από τον Descartes, που χειριζόταν τις 

εξισώσεις καθαρά αλγεβρικά, εξετάζουν τις τροποποιήσεις που υφίσταται µια αλγεβρική 

έκφραση, που γίνεται αντιληπτή ως µέγεθος που παίρνει άπειρες τιµές ως απόρροια των 

άπειρων τιµών που παίρνει το µέγεθος µιας σταθεράς…» (Hankel, 1905).   
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Ο Whiteside στα «Μοτίβα της Μαθηµατικής Σκέψης στα τέλη του 17ου αιώνα» 

(1961) αναφέρει ότι η Αναλυτική Γεωµετρία των Descartes και  Fermat, αν και 

αρχικά ήταν πολύ λίγο κατανοητή, συγκρινόµενη µε τα επιτεύγµατα της θεωρίας των 

κωνικών τοµών της αρχαιότητας, είναι, ενδεχοµένως, ανώτερη από την Αναλυτική 

Γεωµετρία του Απολλώνιου, από την οποία διαφέρει τόσο όσο η νέα συµβολική 

Άλγεβρα διαφέρει από την αρχαία «Γεωµετρική Άλγεβρα» (Youschkevitch, 1976). 

Έτσι, την εποχή των Descartes και  Fermat η συναρτησιακή σκέψη κυριαρχούσε στις 

µαθηµατικές εργασίες. Ωστόσο, η έννοια της συνάρτησης που δηµιουργήθηκε από 

τους Viète, Descartes και Fermat ήταν η υπολογιστική µορφή της, που δίνεται µε ένα 

συγκεκριµένο τύπο, ή µε ένα αλγόριθµο υπολογισµού της (Νεγρεπόντης, 

Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999). Αρχικά, το εύρος των συναρτήσεων που 

εκφράζονταν αναλυτικά περιορίστηκε στις αλγεβρικές συναρτήσεις και ο Descartes 

απέκλεισε από τη γεωµετρία του όλες τις µηχανικές καµπύλες επειδή δε µπορούσαν 

να τροποποιηθούν  µε τη δική του µέθοδο ανάλυσης. Εν τούτοις, µια ανακάλυψη που 

έγινε στα µέσα του 17ου αιώνα από τους Pietro Mengoli (1625 – 1685), Nicholas 

Mercator (1620 – 1687), James Gregory (1638 – 1675) και Newton οδήγησε στην 

αναλυτική αναπαράσταση οποιασδήποτε συναρτησιακής σχέσης που ήταν 

αντικείµενο µελέτης εκείνη την περίοδο. Αυτή η ανακάλυψη αναφέρεται στον τρόπο 

µε τον οποίο οι συναρτήσεις αναπτύσσονται σε άπειρες δυναµοσειρές. Αργότερα 

προστέθηκαν και άλλες άπειρες εκφράσεις των συναρτήσεων, όπως είναι τα άπειρα 

γινόµενα, τα συνεχή κλάσµατα κλπ. Η ιδέα ότι µια άπειρη έκφραση ήταν µια 

«συνάρτηση» δεν ήταν νέα, η άπειρη φθίνουσα γεωµετρική πρόοδος ήταν γνωστή 

πολύ νωρίτερα, αλλά µόλις στο δεύτερο µισό του 17ου αιώνα οι δυναµοσειρές έγιναν 

πράγµατι το πιο αποδοτικό και, όπως θεωρείτο ακόµα και πολύ καιρό αργότερα, και 

διεθνές µέσο για την αναλυτική έκφραση και τη µελέτη οποιασδήποτε συνάρτησης. Ο 

Boutroux (1920) θεωρούσε τη θεωρία της ανάπτυξης των συναρτήσεων σε 

δυναµοσειρές το πιο αυθεντικό, αξιοσηµείωτο, και αποδοτικό συστατικό στοιχείο των 

νέων Μαθηµατικών που ανακαλύφθηκαν από τους Newton και Leibniz. Σε κάθε 

περίπτωση, λόγω των δυναµοσειρών, η έννοια της συνάρτησης ως αναλυτική έκφραση 

κατείχε την κεντρική θέση στη µαθηµατική ανάλυση. Γι’ αυτό το λόγο µια από τις 

κύριες εργασίες του Newton είχε τίτλο «Η µέθοδος των ροών και των απείρων 

σειρών»  ( Methodus fluxionum et serierum infinitarum). 
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Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑ NEWTON ΚΑΙ LEIBNIZ  

 

Οι πρώτες περιγραφές των νέων εννοιών της συνάρτησης δεν απείχαν πολύ από τη 

διατύπωση των αντίστοιχων ορισµών, που αρχικά είχαν µηχανικά ή γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά στοιχεία επειδή οι µέθοδοι του απειροστικού λογισµού 

δηµιουργήθηκαν κυρίως µέσα στο πλαίσιο της επίλυσης προβληµάτων της 

Μηχανικής καθώς και συναφών γεωµετρικών προβληµάτων. Η λογαριθµική 

συνάρτηση ήταν ένα υπερβολικό εµβαδόν, η ελλειπτική συνάρτηση, ένα τόξο µιας 

κωνικής τοµής, τα ολοκληρώµατα παριστάνονταν από διαστήµατα, εµβαδά, τόξα, 

όγκους, τα διαφορικά, από απείρως µικρά τµήµατα – συντεταγµένες, οι παράγωγοι, 

από ταχύτητες ή από τους λόγους των πλευρών απείρως µικρών – χαρακτηριστικών  

– ορθογώνιων τριγώνων κλπ. 

Μια καθαρά κινηµατική – γεωµετρική ερµηνεία των βασικών εννοιών της 

µαθηµατικής ανάλυσης παρουσιάστηκε από τον Isaac Newton (1642 – 1727), ο 

οποίος  ανέπτυξε τις ιδέες του δασκάλου του και πολύ σηµαντικού Άγγλου 

µαθηµατικού, Isaac Barrow  (1630 – 1677), όπως αυτές παρουσιάστηκαν στις 

διαλέξεις του που δόθηκαν στο Cambridge τη διετία 1664 – 1665, αλλά 

δηµοσιεύτηκαν, το 1670, στις «Γεωµετρικές ∆ιαλέξεις» (Lectiones geometricae), και, 

το 1683, στις «Μαθηµατικές ∆ιαλέξεις» (Lectiones mathematicae). Σε αυτά τα 

συγγράµµατα, που αποτέλεσαν σταθµό για την ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού, 

περιγράφονται οι έννοιες του χρόνου, της κίνησης και της γεωµετρικής τους 

παρουσίασης που είχαν επινοηθεί από τους Γαλιλαίο και Oresme (Bourbaki, 1969 & 

Baron, 1969). 

Από την αρχή της εργασίας του επί του λογισµού, δηλαδή από το 1665, ο Newton 

χρησιµοποιεί τον όρο «ρέον» (fluent) για την αναπαράσταση κάθε σχέσης µεταξύ 

µεταβλητών (Kline, 1972). Όπως και ο Barrow επιλέγει τον χρόνο ως γενική 

µεταβλητή (a universal argument) και ερµηνεύει τις µεταβλητές ποσότητες ως 

συνεχώς ρέουσες ποσότητες που έχουν κάποια ταχύτητα µεταβολής (Youschkevitch, 

1976). Στο έργο του «De Analysi per aequationes numero terminorum infinitas» 

(Ανάλυση εξισώσεων µε απειράριθµους όρους, 1669) που δηµοσιεύτηκε το 1711, 

αναπτύσσει τις δυναµοσειρές των αντιστρόφων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

ηµιτόνου και συνηµίτονου, και µε τη µέθοδο της αντιστροφής δυναµοσειρών δίνει 

αναπτύγµατα σε σειρές για τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις του ηµιτόνου και του 

συνηµιτόνου (Kline, 1972).  
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Σε δύο επιστολές του προς τον Wallis, στις 27 Αυγούστου και 17 Σεπτεµβρίου 

1692, ο Newton εξήγησε συνοπτικά την δική του άποψη για τον απειροστικό 

λογισµό, του οποίου η ανάπτυξη είχε ξεκινήσει από τον ίδιο τη διετία 1664 – 1666. 

Οι µεταφράσεις  αυτών των επιστολών στα Λατινικά, δηµοσιεύτηκαν το 1693. Ο 

Newton ανήγαγε τη µέθοδο του στην επίλυση δύο προβληµάτων (Youschkevitch, 

1976). Στην αγγλική µετάφραση, που έγινε στα τέλη του 17ου ή στις αρχές του 18ου 

αιώνα, και δηµοσιεύτηκε από τον Turnbull , το 1961, αναφέρεται ότι: «… Ο επιφανής 

κύριος Newton απλοποίησε τη µέθοδο των ροών σε δύο προτάσεις: σε κάθε εξίσωση 

που δίνεται από τις ρέουσες ποσότητες βρίσκουµε  τις ροές και αντιστρόφως.  Ως 

ρέουσες ποσότητες ο Newton αντιλαµβάνεται τις ακαθόριστες ποσότητες, που, καθώς 

παράγουν µια καµπύλη µε τοπική κίνηση, µονίµως  αυξάνονται ή ελαττώνονται. Ως ροή 

ο Newton θεωρεί το ρυθµό της αύξησης ή της ελάττωσης τους…». Ο Newton εξέθεσε 

αναλυτικότερα τις ίδιες ιδέες σε ένα πλήθος άλλων εργασιών του, όπως, για 

παράδειγµα, στη «Μέθοδο των ροών και των απείρων σειρών», που γράφτηκε το 

1670, αλλά δηµοσιεύτηκε από τον Colson, σε αγγλική µετάφραση ενός λατινικού 

χειρόγραφου, το 1736.  

Τα δύο βασικά προβλήµατα του απειροστικού λογισµού εκφράστηκαν µε 

µηχανικούς όρους, δηλαδή, µε δεδοµένο τον τύπο της απόστασης, ζητείται να 

προσδιοριστεί η ταχύτητα της κίνησης (διαφόριση), και µε δεδοµένη την ταχύτητα 

της κίνησης, ζητείται να προσδιοριστεί η διανυόµενη απόσταση (ολοκλήρωση 

διαφορικών εξισώσεων και, ιδιαίτερα, ολοκλήρωση συναρτήσεων). Εντούτοις, οι 

ιδέες του Newton συγκλίνουν προς µια πιο θεωρητική κατανόηση των φιλοσοφικών 

και µηχανικών όρων. Έτσι, λαµβάνοντας υπόψη τη γενική µεταβλητή, το χρόνο, ο  

Newton στην εργασία του «Η Μέθοδος των ροών» αναφέρει ότι : «…∆ε µπορούµε να 

έχουµε κάποια εκτίµηση του χρόνου εκτός από την περίπτωση όπου ο χρόνος 

αναφέρεται και υπολογίζεται σε µια οµαλή τοπική κίνηση, και επιπλέον, οι ποσότητες 

του ίδιου είδους µόνο,  καθώς επίσης και οι ταχύτητες αύξησης και ελάττωσης τους, 

µπορούν να συγκριθούν η µια µε την άλλη. Γι’ αυτούς τους λόγους, σε ότι ακολουθεί  δε 

θα δώσω καµιά σηµασία στο χρόνο, που εξετάζεται τόσο τυπικά, αλλά από τις 

προτεινόµενες ποσότητες οι οποίες  είναι του ίδιου είδους θα υποθέσω ότι κάποια 

αυξάνεται µε οµαλή (σταθερή) ροή: σε αυτή την ποσότητα, όλες οι άλλες  ποσότητες θα 

αναφέρονται σα να ήταν ο χρόνος, και έτσι αναλογικά το όνοµα του «χρόνου» δεν θα 

µπορεί να δοθεί εσφαλµένα σε αυτή…» (Whiteside, Hoskin &  Prag, 1969).  



 37 

 Σύµφωνα µε τον Clagett (1968), στο ίδιο µήκος κύµατος ο Oresme έλεγε ότι: «…Ο 

χρόνος, έτσι όπως θεωρείται, δεν είναι µε κάποιο τρόπο «µη οµαλός» ή ακόµα πιο 

κατάλληλα «οµαλός», και επίσης δε µπορούµε να πούµε ότι ο χρόνος είναι «γρήγορος» 

ή «αργός». Εντούτοις, µπορούµε εσφαλµένα να πούµε ότι ο χρόνος είναι σταθερός, από 

τη στιγµή που η διάρκεια, η οποία είναι χρόνος, δε µπορεί να υπολογιστεί σωστά  εκτός 

από την περίπτωση της οµαλής κίνησης…». 

Στη συνέχεια ο Newton αποκαλεί το ρέον (fluent), που παίζει το ρόλο της 

ανεξάρτητης µεταβλητής, ως συσχετισµένη ποσότητα (quantitas correlata), και την 

εξαρτηµένη ποσότητα ως σχετιζόµενη (relata). Κατά συνέπεια, µόνο οι βασικές 

έννοιες εισάγονται κινηµατικά, και η µέθοδος των ροών αναπτύσσεται για τα ρέοντα 

που εκφράζονται µε αναλυτικό τρόπο, είτε σε πεπερασµένη µορφή, είτε ως 

αθροίσµατα απείρων δυναµοσειρών (Whiteside, Hoskin &  Prag, 1969). 

Η σκέψη του Newton ότι οι ροές (fluxions) δεν ήταν δυνατό να θεωρούνται ποτέ 

µόνες τους αλλά σε λόγους παρουσιάστηκε καθαρά, το 1676, στην εργασία του 

«Τετραγωνισµός των καµπυλών» (De quadratura curvarum) που δηµοσιεύτηκε το 

1704. Συγκεκριµένα γράφει: «…Θεωρώ τα µαθηµατικά µεγέθη σ’ αυτή την εργασία, 

όχι ως αποτελούµενα από πολύ µικρά µέρη, αλλά ως περιγραφόµενα από µια συνεχή 

κίνηση. Οι γραµµές περιγράφονται, και συνεπώς παράγονται, όχι από παράθεση 

τµηµάτων, αλλά  από τη συνεχόµενη κίνηση  σηµείων, οι επιφάνειες από την κίνηση 

γραµµών, τα χρονικά διαστήµατα από συνεχή ροή… Αυτή η γέννηση (των γραµµών) 

στην πραγµατικότητα συµβαίνει στη φύση των πραγµάτων, και τη βλέπουµε καθηµερινά 

στην κίνηση των σωµάτων…». Σύµφωνα µε τον Kline (1972), οι Gilles Persone de 

Roberval (1602 – 1675), Barrow και Newton µε τις εργασίες τους συνέβαλαν ώστε η 

έννοια της καµπύλης ως τροχιάς ενός κινούµενου σηµείου να αναγνωριστεί ρητά και 

να γίνει ευρέως αποδεκτή. 

Την ίδια εποχή µε τον Newton, αλλά ανεξάρτητα απ’ αυτόν, ο Γερµανός Gottfried 

Wilhem Von Leibniz (1646 – 1716) κατέληξε στις βασικές έννοιες του διαφορικού 

και του ολοκληρωτικού λογισµού, χρησιµοποιώντας τη γεωµετρία των καµπυλών. Το 

1684 δηµοσίευσε στο περιοδικό Πεπραγµένα Σοφών (Acta Eruditorum) το πρώτο 

άρθρο του για το διαφορικό λογισµό, µε τίτλο «Μια νέα µέθοδος για µέγιστα και 

ελάχιστα καθώς και για εφαπτόµενες, η οποία δεν παρακωλύεται ούτε από κλασµατικές 

ούτε από άρρητες ποσότητες, και ένας ειδικός τρόπος για τον υπολογισµό τους». Στην 

εργασία αυτή ο Leibniz θεώρησε µια αυθαίρετη ποσότητα που την ονόµασε διαφορά 

( dx) και είναι η απείρως µικρή αύξηση της τετµηµένης. Στη συνέχεια, περιέγραψε το 
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διαφορικό (dy ) της τεταγµένης ενός σηµείου κάποιας καµπύλης ως ένα τµήµα του 

οποίου ο λόγος προς το dx είναι ίσος µε το λόγο της τεταγµένης προς την 

υποεφαπτοµένη (Γιαννακούλιας, 2007), δηλαδή : 

                                                  
dy y

dx έυποεϕαπτοµ νη
= . 

 

Σχήµα 1. 

Η λέξη «συνάρτηση» εµφανίζεται για πρώτη φορά στα χειρόγραφα του Leibniz τον 

Αύγουστο του 1673, και ιδιαίτερα στο χειρόγραφο του µε τίτλο «Η αντίστροφη 

µέθοδος των εφαπτόµενων, ή περί συναρτήσεων» (Methodus tangentium inversa, seu 

de functionibus). Αρχικά ο προσδιορισµός των υποεφαπτοµένων, των υποκαθέτων 

και άλλων τµηµάτων που έχουν σχέση µε διάφορα σηµεία µιας καµπύλης 

αντιµετωπίζεται σ’ αυτή την εργασία και για «γεωµετρικές» και για «µη 

γεωµετρικές» καµπύλες για τις οποίες (Mahnke, 1925): «…η σχέση ανάµεσα στην 

τεταγµένη τους και στην τετµηµένη τους παριστάνεται από κάποια γνωστή εξίσωση…». 

Κατόπιν ο   Leibniz συνεχίζει µε την εξέταση  του αντίστροφου προβλήµατος του 

προσδιορισµού των τεταγµένων από µια δοθείσα ιδιότητα της εφαπτοµένης της 

καµπύλης ή «…άλλων ειδών γραµµών οι οποίες, σε ένα δοθέν σχήµα, παρουσιάζουν  

κάποια συνάρτηση (function)…» (Mahnke, 1925). Όπως παρατηρεί ο Youschkevitch 

(1976), το λατινικό ρήµα fungor, functus sum, fungi σηµαίνει αποδίδω, εκτελώ, ή 

αλλιώς, διεκπεραιώνω µια υποχρέωση, λειτουργώ κλπ. Αλλά παρακάτω στο ίδιο 

χειρόγραφο ο όρος συνάρτηση αποκτά ένα νέο νόηµα ως ένας γενικός όρος για 

διάφορα τµήµατα που συνδέονται µε δοθείσα καµπύλη. Συγκεκριµένα, ο Leibniz 

χρησιµοποιεί τον όρο «συνάρτηση» για κάθε ποσότητα που αλλάζει από σηµείο σε 

σηµείο µιας καµπύλης – για παράδειγµα, το µήκος της εφαπτοµένης, την κάθετη, την 
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υποκάθετη, και την τεταγµένη, όπου η καµπύλη δίνεται από µια εξίσωση (Kline, 

1972). 

Ο ορισµός της συνάρτησης, υπό την ίδια σχετικά ευρεία έννοια της διαφορικής 

γεωµετρίας εµφανίστηκε αρχικά σε µερικά άρθρα του  Leibniz που δηµοσιεύτηκαν το 

1692 και το 1694. Σ’ αυτά τα άρθρα ο Leibniz αποκαλεί συναρτήσεις (functiones, 

fonctions) οποιαδήποτε µέρη από ευθείες γραµµές, δηλαδή τµήµατα που προκύπτουν 

κατασκευάζοντας άπειρες ευθείες γραµµές που αντιστοιχούν σε ένα σταθερό σηµείο 

και σε σηµεία µιας δοθείσης καµπύλης, εννοώντας τετµηµένες, τεταγµένες, χορδές, 

τµήµατα εφαπτόµενων και καθέτων που αποκόπτονται από άξονες συντεταγµένων, 

τµήµατα υποεφαπτόµενων και υποκαθέτων κλπ. Εντούτοις, ένας τέτοιος ορισµός της 

συνάρτησης δεν αντιστοιχούσε σ’ ένα ευρύτερο αναλυτικό πλαίσιο. Με την ίδια 

έννοια ο όρος συνάρτηση χρησιµοποιήθηκε από τον Jacob Bernoulli σε εργασία του 

που δηµοσιεύτηκε στο Acta Eruditorum τον Οκτώβριο του 1694, ενώ µερικά χρόνια 

αργότερα, στην «Ιστορία» του (Historia, 1714), ο Leibniz χρησιµοποιούσε τον όρο 

«συνάρτηση» για ποσότητες που εξαρτώνται από µια µεταβλητή (Kline, 1972). 

   

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΩΣ ΑΥΘΑΙΡΕΤΗ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΕΚΦΡΑΣΗ 

 

Η πρώτη προσέγγιση σ’ ένα γενικό ορισµό της συνάρτησης ως «αναλυτικής» 

έκφρασης που εµπλέκει  άπειρες διαδικασίες, ανιχνεύεται τον 17ο αιώνα στην 

εργασία  του Gregory «Πραγµατικός τετραγωνισµός του κύκλου και της υπερβολής» 

(Vera Circuli et Hyperbolae Quadratura), που δηµοσιεύτηκε το 1667 (Kline, 1972). 

Ο ορισµός που πρότεινε ο Gregory αναφέρεται σε άρθρο των Dehn και Hellinger 

(1839): «…Θα λέµε ότι συνάρτηση είναι µια ποσότητα που σχηµατίζεται µε αναλυτικό 

τρόπο...από άλλες ποσότητες, από τις τέσσερις βασικές πράξεις, από εξαγωγή ριζών ή 

από οποιαδήποτε άλλη νοητή πράξη…». Σύµφωνα µε την Baron (1969), ο ορισµός 

αυτός χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Gregory ο οποίος όρισε την 

αναλυτική ποσότητα ως εκείνη την ποσότητα η οποία µπορεί να προκύψει αν 

προσθέσουµε στις αλγεβρικές πράξεις και την πράξη που µας περνάει στο όριο, 

δηλαδή µια µάλλον γενική άπειρη διαδικασία που αποκαλείται απ’ αυτόν «η έκτη µας 

πράξη» (nostra sexta operatio). Ωστόσο, σύµφωνα µε τον Youschkevitch (1976), η 

έκφραση µε αναλυτικό τρόπο χρησιµοποιήθηκε από τον  Gregory µε την έννοια που 

είχε δώσει σε αυτήν ο Viète, και ο όρος συνάρτηση αντιστοιχεί ως ένα βαθµό στη 

δική µας αλγεβρική συνάρτηση. Αναµφίβολα, ο Gregory υπήρξε ο µαθηµατικός του 
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17ου αιώνα που έδωσε ένα σαφή ορισµό στην έννοια της συνάρτησης, αλλά η άποψη 

του αγνοήθηκε εκείνη την εποχή λόγω της αναπαράστασης των συναρτήσεων µε 

σειρές (Γιαννακούλιας, 2007). Επίσης, στον Gregory αποδίδονται τόσο η σαφής 

διάκριση µεταξύ αλγεβρικών και υπερβατικών συναρτήσεων όσο και η προσπάθεια 

της απόδειξης του ισχυρισµού (1667) ότι το εµβαδόν ενός κυκλικού τοµέα δεν µπορεί 

να είναι αλγεβρική συνάρτηση της ακτίνας και της χορδής (Kline, 1972).  

Στις 2 Σεπτεµβρίου 1694 σε  επιστολή του προς τον Leibniz (Gerhardt , III), ο 

Ελβετός Johann Bernoulli (1667 – 1748) αναφέρεται στην ανακάλυψη του για το 

ανάπτυγµα του ndz∫ σε µια άπειρη σειρά 

2
2 3

2

1 1
...,

1 2 1 2 3

dn d n
ndz nz z z

dz dz
= − + −

⋅ ⋅ ⋅∫  

το οποίο, ωστόσο, ήταν ήδη γνωστό στον Leibniz. Στην ίδια επιστολή ο Bernoulli 

έγραψε ότι: «…ως n  αντιλαµβάνοµαι µια ποσότητα η οποία κατά κάποιο τρόπο 

εκφράζεται από απροσδιόριστες και σταθερές ποσότητες…». 

Αυτή η ανακάλυψη, διατυπωµένη µε τα ίδια λόγια, παρουσιάστηκε την ίδια χρονιά 

σε άρθρο του Bernoulli  στο Acta Eruditorum (Opera omnia, I). Στο άρθρο του αυτό 

µε τίτλο «Effectiones omnium quadra turam…», ο Joh. Bernoulli χρησιµοποίησε µια 

µέθοδο που ήταν περίπου η µέθοδος της ολοκλήρωσης κατά µέρη, µε τη βοήθεια της 

οποίας κατέληξε, χωρίς όµως να αντιληφθεί την πλήρη σηµασία της, σε µια 

τροποποιηµένη µορφή της σειράς Taylor (Γιαννακούλιας, 2007). Ο όρος συνάρτηση 

δεν χρησιµοποιείται ακόµα, και στην επιστολή του µε ηµεροµηνία 25 Αυγούστου 

1696, ο Bernoulli προτείνει το συµβολισµό 

                                                          
1 2

,X X  

«…για τις διαφορετικές ποσότητες οι οποίες δίνονται κατά κάποιο τρόπο από µια 

απροσδιόριστη ποσότητα x  και από σταθερές…είτε αλγεβρικά είτε υπερβατικά…» 

(Gerhardt, III). 

 Σύµφωνα µε τον Youschkevitch (1976), ο Joh. Bernoulli χρησιµοποιεί για πρώτη 

φορά τη λέξη συνάρτηση µόλις δύο χρόνια αργότερα, υιοθετώντας τη φράση του 

Leibniz «συνάρτηση του x» (Kline, 1972), σε ένα άρθρο του που επισυνάπτεται σε 

επιστολή του µε ηµεροµηνία 5 Ιουλίου 1698 και είναι αφιερωµένο στην επίλυση του 

ισοπεριµετρικού προβλήµατος που είχε τεθεί από τον αδελφό του Jacob. Το 

πρόβληµα αυτό ζητάει, ανάµεσα σε όλες τις καµπύλες δεδοµένου µήκους και βάσης 

να βρεθεί µια καµπύλη έτσι ώστε, οποιεσδήποτε δυνάµεις των τεταγµένων της να 
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παράγουν τις τεταγµένες µιας άλλης καµπύλης µέγιστου, ή ελάχιστου, εµβαδού, 

δηλαδή µε δεδοµένη περίµετρο και µήκος βάσης, να βρεθεί η καµπύλη που έχει το 

µέγιστο ή το ελάχιστο εµβαδόν. Ο Bernoulli (Opera omnia, I) γενικεύει περαιτέρω 

αυτό το πρόβληµα ως εξής: «…να βρεθεί µια καµπύλη, της οποίας οι τεταγµένες, 

υψωµένες σε δοθείσα δύναµη... ή, γενικά, να βρεθεί µια καµπύλη, της οποίας κάποιες 

συναρτήσεις αυτών των τεταγµένων, που εκφράζονται από άλλες τεταγµένες…».∆εν 

εξηγεί µε ποια έννοια παίρνει «κάποιες» συναρτήσεις (Youschkevitch, 1976), ωστόσο 

δε θα µπορούσε να εννοεί κάτι διαφορετικό από τις αναλυτικές εκφράσεις επειδή 

αυτές ήταν ήδη γνωστές εκείνη την εποχή. 

Στις 29 Ιουλίου 1698 ο Leibniz εξέφρασε την ικανοποίηση του για τη χρήση από 

τον Joh. Bernoulli του δικού του όρου «συνάρτηση» (Gerhardt, III) και η µεταξύ τους 

αλληλογραφία την περίοδο 1694 – 1698 αποκαλύπτει πως η αναζήτηση ενός γενικού 

ορισµού για την αναπαράσταση αυθαίρετων ποσοτήτων που εξαρτώνται από κάποια 

µεταβλητή σύντοµα επέφερε τη χρήση του όρου συνάρτηση µε την έννοια µιας 

αναλυτικής έκφρασης (Youschkevitch, 1976). Σ’ αυτή την αλληλογραφία 

αντάλλαξαν αρκετές φορές απόψεις για τον καταλληλότερο συµβολισµό για µια 

συνάρτηση µιας ή πολλών µεταβλητών. Ο Johann Bernoulli  έγραφε X  ή ξ  για µια 

γενική συνάρτηση του x . Ο Leibniz το ενέκρινε, αλλά πρότεινε επίσης το 

συµβολισµό 1x  και 2x  για συναρτήσεις του x , όπου ο εκθέτης χρησιµοποιείτο όταν 

γινόταν αναφορά σε πολλές συναρτήσεις (Kline, 1972). Οι δύο µαθηµατικοί δεν 

υιοθετούσαν τον τρόπο µε τον οποίο κάνουµε σήµερα τον διαχωρισµό των 

συναρτήσεων, για παράδειγµα ο Leibniz πρότεινε τη γραφή dz για τον λόγο 
dz

dx
. 

Ωστόσο αυτός ο συµβολισµός δεν διάρκεσε πολύ.  

Λίγο νωρίτερα, ο Leibniz χρησιµοποιούσε τις λέξεις «σταθερά», «µεταβλητή», 

«συντεταγµένες», το 1692, (Gerhardt, V), και «παράµετρος» µε την έννοια ενός 

αυθαίρετου σταθερού τµήµατος ή ποσότητας, το 1679 και το 1692, (Gerhardt, III). Οι 

δύο λέξεις «σταθερά» και «µεταβλητή» έτυχαν ευρύτερης φήµης λόγω των 

καθοριστικών ορισµών τους στο πρώτο εγχειρίδιο για τον απειροστικό λογισµό, που 

γράφτηκε από τον Marquis Guillance F.A. de  l’ Hôpital (1661 – 1704) και 

δηµοσιεύτηκε στο Παρίσι το 1696, µε τίτλο «Analyse des infiniment petits pour l’ 

intelligence des lignes courbes», δηλαδή «Ανάλυση των απειροστών για την 

κατανόηση των καµπύλων γραµµών» (Γιαννακούλιας, 2007). Τέλος, ο Leibniz 
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άλλαξε, ως ακατάλληλη, την ορολογία και την κατηγοριοποίηση των καµπυλών από 

τον Descartes, χωρίζοντας τις συναρτήσεις και τις καµπύλες σε δύο κλάσεις: τις 

αλγεβρικές, που τις αποκαλούσε «αναλυτικές» (curva analytica), δηλαδή αυτές που 

µπορούν να παρασταθούν από µια εξίσωση συγκεκριµένου βαθµού (certi gradus), και 

τις υπερβατικές. Οι υπερβατικές συναρτήσεις και καµπύλες, αν και διαφορετικής 

φύσης, µπορούσαν να µελετηθούν µεθοδικά και να χρησιµοποιηθούν στο λογισµό, 

µέσω της αναπαράστασης τους µε εξισώσεις απροσδιόριστου (gradus indefiniti) ή 

άπειρου βαθµού οι οποίες «…υπερβαίνουν οποιαδήποτε αλγεβρική εξίσωση (omnem 

aequationem algebraicam transcendant)…» (Gerhardt, V). Επιπλέον, ο Leibniz 

απέδειξε ότι το sinx  δε µπορεί να είναι αλγεβρική συνάρτηση του x  καθώς και το 

αποτέλεσµα του Gregory για το εµβαδόν ενός κυκλικού τοµέα (Kline, 1972).   

Ο ορισµός του  Leibniz για τις υπερβατικές συναρτήσεις ως εκείνες που είναι µη 

αλγεβρικές επαναλαµβάνεται στα σχολικά εγχειρίδια µέχρι και σήµερα. Εντούτοις, 

έπρεπε να περάσουν είκοσι χρόνια µέχρι να εµφανιστεί ο νέος ορισµός της 

συνάρτησης. Όλο αυτό το διάστηµα ο όρος συνάρτηση παρέµενε ελάχιστα γνωστός. 

Για παράδειγµα, ενώ στο Μαθηµατικό Λεξικό (Mathematisches Lexicon) του Wolff 

αναφέρεται ότι η διάκριση ανάµεσα στα δύο είδη ποσοτήτων (µεταβλητές και 

σταθερές) είναι ουσιώδης, στη νέα ανάλυση του  Leibniz, απουσιάζει η λέξη 

συνάρτηση. Η ιδέα της συναρτησιακής σχέσης ούτε καν αναφέρεται σε άρθρα όπως 

(Calculus differentialis) «∆ιαφορικός Λογισµός» και (Calculus integralis) 

«Ολοκληρωτικός Λογισµός» (Youschkevitch, 1976). 

Ο πρώτος ρητά διατυπωµένος ορισµός της συνάρτησης ως αναλυτικής έκφρασης 

(Opera omnia, II) αναφέρεται στο άρθρο του Johann Bernoulli «Παρατηρήσεις πάνω 

σε ότι είναι µέχρι τώρα γνωστό για την επίλυση των ισοπεριµετρικών  προβληµάτων» 

(1718): «Ορισµός. Ονοµάζουµε συνάρτηση ενός µεταβλητού µεγέθους µια ποσότητα 

που αποτελείται µε οποιοδήποτε τρόπο από αυτό το µεταβλητό µέγεθος και από 

σταθερές». 

Στο ίδιο άρθρο ο Bernoulli πρότεινε επίσης το Ελληνικό γράµµα ϕ  ως σύµβολο  

για το χαρακτηριστικό (caractéristique) µιας συνάρτησης και έγραφε τη µεταβλητή 

χωρίς παρενθέσεις: xϕ . Ήταν λοιπόν ο πρώτος που έδωσε ένα ορισµό της 

συνάρτησης απελευθερωµένο από γεωµετρικά στοιχεία. Ο ορισµός αυτός παρέµεινε 

αµετάβλητος ως τον 19ο αιώνα. Το 1697, σε άρθρο του στο Acta Eruditorum 

ανέπτυξε το λογισµό των εκθετικών συναρτήσεων , ,x x xe xα  και παρουσίασε σχέσεις 
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µεταξύ τριγωνοµετρικών, λογαριθµικών και εκθετικών συναρτήσεων. Ειδικότερα, η 

µελέτη του για την εκθετική συνάρτηση, σε συνδυασµό µε αντίστοιχες µελέτες των 

John Wallis (1616 – 1703), Newton, και Leibniz οδήγησε, τον 18ο αιώνα, στην 

παρουσίαση της λογαριθµικής συνάρτησης σε νέα βάση: η λογαριθµική συνάρτηση, 

που αρχικά επινοήθηκε ως η σχέση µεταξύ των όρων µιας γεωµετρικής και µιας 

αριθµητικής προόδου, και αντιµετωπίστηκε τον 17ο αιώνα ως η σειρά που προκύπτει 

από την ολοκλήρωση του ( )1 1 x+ , είναι η αντίστροφη της εκθετικής συνάρτησης. 

Στον Johann Bernoulli αποδίδεται επίσης η ανάπτυξη των τύπων για τις συναρτήσεις 

του αθροίσµατος και της διαφοράς δύο γωνιών, δηλαδή ( ) ( )sin ,sinx y x y+ − κλπ. 

(Kline, 1972).   

Στον ορισµό του Joh. Bernoulli δεν υπάρχει κάποια ένδειξη για τον τρόπο µε τον 

οποίο µπορούν να προκύψουν συναρτήσεις από την ανεξάρτητη µεταβλητή, αλλά 

φαίνεται ότι µάλλον εννοούσε τις αναλυτικές εκφράσεις των συναρτήσεων, σύµφωνα 

και µε τη βασική τάση στην εξέλιξη του απειροστικού λογισµού, που διατηρώντας 

και µάλιστα ενδυναµώνοντας τις σχέσεις του µε τη Γεωµετρία, τη Μηχανική και τη 

Φυσική, έγινε κατά τη διάρκεια του 18ου αιώνα ένας επιστηµονικός κλάδος όλο και 

πιο ανεξάρτητος από τις αρχές του, δηλαδή όλες οι αρχικές έννοιες του λογισµού 

έχασαν βαθµιαία το γεωµετρικό και µηχανικό περίβληµα τους και διατυπώθηκαν 

αριθµητικά ή αλγεβρικά.  

Κατά τη διάρκεια του 18ου αιώνα, τα νέα δεδοµένα στη µελέτη των φυσικών 

φαινοµένων και της κίνησης οδηγούσαν σε προβλήµατα πολλών µεταβλητών, των 

οποίων η επίλυση απαιτούσε την ανάπτυξη των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Ο 

µετασχηµατισµός Laplace, ο λογισµός των µεταβολών και η συνάρτηση γάµµα 

έλυναν πολλά προβλήµατα, µε τη γλώσσα όµως του απειροστικού λογισµού. Κατά 

συνέπεια, ο λογισµός του Leibniz αναπτύχθηκε και προσαρµόστηκε στα νέα 

δεδοµένα µε πρωταγωνιστή τον µαθητή του Johann Bernoulli, τον Ελβετό 

µαθηµατικό Leonhard Euler (1707 – 1783), από τον οποίο επηρεάστηκε η περαιτέρω 

ουσιαστική ανάπτυξη της έννοιας της συνάρτησης  (Γιαννακούλιας, 2007). 

 Η άποψη ότι η µαθηµατική ανάλυση είναι η γενική επιστήµη των µεταβλητών και 

των συναρτήσεων τους, φαίνεται ότι οφείλεται στον Euler ο οποίος είπε ακριβώς 

αυτό στην εισαγωγή του περίφηµου έργου του «Introductio in analysin infinitorum»,   

που ολοκληρώθηκε το 1744 και δηµοσιεύτηκε το 1748. Είναι ένα από τα πιο 

σηµαντικά βιβλία Μαθηµατικών όλων των εποχών και χαρακτηρίστηκε ως η εργασία 
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που έκανε τη συνάρτηση βασική έννοια στα Μαθηµατικά. Πριν από τον Euler ο 

απειροστικός λογισµός µελετούσε ιδιότητες των καµπυλών, ενώ µετά απ’ αυτόν 

διαπραγµατευόταν ιδιότητες των συναρτήσεων. Η αλλαγή που προκάλεσε στο 

µαθηµατικό τοπίο ήταν µεγάλη. Ο Euler µετέτρεψε το διαφορικό λογισµό σε µια 

φορµαλιστική θεωρία συναρτήσεων χωρίς να αναφέρεται σε διαγράµµατα ή 

γεωµετρικές έννοιες που χρησιµοποιούσαν οι περισσότεροι από τους προγενέστερους 

µαθηµατικούς. Ήταν ο πρώτος που απάλλαξε την τριγωνοµετρία από τη γεωµετρική 

γλώσσα και θεώρησε τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ως συναρτήσεις πραγµατικής 

µεταβλητής. Υπήρξε ο πρώτος µαθηµατικός που έδωσε ένα ορισµό για την έννοια της 

συνάρτησης και έκανε συστηµατική µελέτη και ταξινόµηση όλων των στοιχειωδών 

συναρτήσεων, των διαφορικών τους και των ολοκληρωµάτων τους. Επίσης, οι 

παρενθέσεις, καθώς και το σύµβολο f  για τη συνάρτηση αποδίδονται στον Εuler. 

Στην εργασία του «Institutiones calculi differentialis» (Μαθήµατα ∆ιαφορικού 

Λογισµού) που δηµοσιεύτηκε το 1755, καθώς και στα «Μαθήµατα Ολοκληρωτικού 

Λογισµού» (Institutiones calculi integralis), το 1768, εισήγαγε το συµβολισµό 

( )y f x=  για τη συνάρτηση µιας µεταβλητής (Γιαννακούλιας, 2007). 

Σηµαντική ήταν η προσφορά του Euler και στη µελέτη των απείρων σειρών που 

κατά τον 18ο αιώνα  χρησιµοποιήθηκαν ευρέως σε αριθµητικές προσεγγίσεις, στην 

ολοκλήρωση διαφορικών εξισώσεων και στη θεµελίωση του απειροστικού λογισµού. 

Οι δυναµοσειρές και, σε µικρότερη έκταση, τα άπειρα γινόµενα και τα αναπτύγµατα 

σε αθροίσµατα απλών κλασµάτων ή συνεχών κλασµάτων ερευνήθηκαν διεξοδικά στο 

Introductio ως το βασικό εργαλείο µελέτης διάφορων οµάδων στοιχειωδών 

συναρτήσεων. Σ’ αυτή την εργασία  εισήγαγε το λογάριθµο του x  ως προς βάση a  

     log y
a x y a x= ⇔ =  

και αυτή ήταν η πρώτη ιστορικά εµφάνιση των λογαρίθµων, υπό την ερµηνεία τους ως 

εκθέτες. Στην ίδια εργασία ο Euler εισήγαγε τον αριθµό e, απέδειξε  ότι 

1 1 1
1 ...

1! 2! 3!
e= + + + + , δηλαδή σε σύγχρονο συµβολισµό ότι 

1
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n

n
e

n→∞

 = + 
 

, όρισε 

την εκθετική και τη λογαριθµική συνάρτηση ως  

    ( )1lim 1 , log lim 1
n

x n

n n

x
e x n x
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έδωσε µια πλήρη συστηµατική πραγµατεία των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

τονίζοντας την περιοδικότητα τους, βρήκε τα αναπτύγµατα των τριγωνοµετρικών 

συναρτήσεων 

  
2 4

1 ...
2! 4!

x x
xσυν = − + −  και 

3 5

...
3! 5!

x x
x xηµ = − + − , 

και εισήγαγε το µέτρο των γωνιών σε ακτίνια (Kline, 1972). Ωστόσο, ο αλγεβρικός 

λογισµός του Euler, όπως και των περισσότερων µαθηµατικών του 18ου αιώνα, έγινε 

αποδεκτός µε σηµαντικές αβαρίες, παρόλο που οδήγησε σε ενδιαφέροντα, και στις 

περισσότερες περιπτώσεις επαληθεύσιµα αποτελέσµατα (Γιαννακούλιας, 2007).  

Στο «Introductio in analysin infinitorum» ο Euler µελέτησε λεπτοµερώς την έννοια 

της συνάρτησης, έτσι όπως αυτή χρησιµοποιείται στη µαθηµατική ανάλυση. 

Ξεκίνησε ορίζοντας τις αρχικές έννοιες. Σύµφωνα µε τον  Euler, η σταθερά είναι µια  

καθορισµένη ποσότητα η οποία θεωρείται δεδοµένο ότι παίρνει πάντα την ίδια 

µοναδική τιµή ενώ η µεταβλητή είναι το σύνολο ή κάποιο υποσύνολο των µιγαδικών 

αριθµών. Αναλυτικότερα (Krazer  & Rudio, 1922): «…Μια µεταβλητή ποσότητα, 

είναι µια απροσδιόριστη, ή µια γενική, ποσότητα, η οποία περιλαµβάνει  όλες απολύτως  

τις καθορισµένες τιµές. Έτσι, η µεταβλητή ποσότητα περιλαµβάνει όλους απολύτως 

τους αριθµούς, και τους θετικούς και τους αρνητικούς, και τους ακέραιους και τους 

κλασµατικούς, και τους ρητούς και τους άρρητους και τους υπερβατικούς. Ακόµα και το 

µηδέν και οι φανταστικοί αριθµοί δεν εξαιρούνται από την έννοια της µεταβλητής 

ποσότητας…» (Opera omnia, VIII). 

Στον ορισµό που έδωσε για τη συνάρτηση στο Introductio ο  Euler ακολούθησε το 

δάσκαλο του, Johann Bernoulli, αλλάζοντας ωστόσο τη λέξη «ποσότητα» σε 

«αναλυτική έκφραση»: «…Συνάρτηση µιας µεταβλητής ποσότητας είναι µια 

αναλυτική έκφραση που συντίθεται µε οποιονδήποτε τρόπο από αυτή τη µεταβλητή 

ποσότητα και αριθµούς ή σταθερές ποσότητες…». ΄Εχουµε δηλαδή εδώ ένα σαφή 

ορισµό της στενής, υπολογιστικής έννοιας της συνάρτησης (Νεγρεπόντης, 

Γιωτόπουλος & Γιαννακούλιας, 1999). Σ’ αυτόν τον ορισµό ο Euler συµπεριέλαβε τα 

πολυώνυµα, τις δυναµοσειρές, και τις λογαριθµικές και τριγωνοµετρικές εκφράσεις. 

Όρισε επίσης τη συνάρτηση πολλών µεταβλητών (Kline, 1972).   
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    ΑΝΑΛΥΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

Ο Euler κατηγοριοποίησε τις συναρτήσεις υπό το πρίσµα του πρώτου δικού του 

γενικού ορισµού µιας συνάρτησης, και ήταν ο πρώτος που προσπάθησε να απαντήσει 

στο ερώτηµα «τι σηµαίνει και πώς σχηµατίστηκε ο  όρος   αναλυτική έκφραση;» 

(Youschkevitch, 1976). Αρχικά, απαρίθµησε τις συναρτήσεις που εκφράζονται 

αναλυτικά, ξεκινώντας µε τις αλγεβρικές συναρτήσεις µε τις οποίες επιλύονται οι 

αλγεβρικές εξισώσεις. Σ’ αυτές τις συναρτήσεις οι µετασχηµατισµοί στην ανεξάρτητη 

µεταβλητή εµπλέκουν µόνο αλγεβρικές διαδικασίες, οι οποίες µε τη σειρά τους 

χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: τις ρητές, που εµπλέκουν µόνο τις τέσσερις συνήθεις 

πράξεις, και τις άρρητες, που εµπλέκουν τις ρίζες. Κατόπιν, εισήγαγε διάφορες 

υπερβατικές συναρτήσεις καταλήγοντας ειδικότερα στις τριγωνοµετρικές, στις 

εκθετικές και στις λογαριθµικές συναρτήσεις και σ’ ένα άπειρο αριθµό άλλων 

συναρτήσεων του ολοκληρωτικού λογισµού, συµπεριλαµβανοµένης και της 

ολοκλήρωσης των διαφορικών εξισώσεων. Κατά τον Euler, η κύρια διαφορά µεταξύ 

των συναρτήσεων έγκειται στο συνδυασµό των µεταβλητών και των σταθερών από 

τις οποίες αποτελούνται. Έτσι, οι υπερβατικές συναρτήσεις διαχωρίζονται από τις 

αλγεβρικές συναρτήσεις επειδή οι πρώτες επαναλαµβάνουν άπειρες φορές τους 

συνδυασµούς των δεύτερων, δηλαδή, οι υπερβατικές συναρτήσεις θα µπορούσαν να 

δοθούν από άπειρες σειρές. Ωστόσο, ο Euler και οι σύγχρονοι του δεν έκριναν 

απαραίτητο να εξετάσουν την εγκυρότητα των εκφράσεων που προκύπτουν από την 

επ’ άπειρον εφαρµογή των τεσσάρων ρητών πράξεων (Kline, 1972). 

Επειδή ήταν αδύνατο να απαριθµηθούν οι διάφορες µέθοδοι έκφρασης των 

συναρτήσεων µε αναλυτικό τρόπο, στο Introductio ο Euler τις περιόρισε όλες σε µια 

και µοναδική έκφραση, εκφράζοντας την άποψη ότι η πλέον κατάλληλη µορφή της 

αναλυτικής έκφρασης µιας συνάρτησης είναι µια άπειρη δυναµοσειρά του τύπου   

    2 3 ...A Bz Cz Dz+ + + + , 

χωρίς φυσικά να αποδείξει ότι οποιαδήποτε συνάρτηση θα µπορούσε να αναπτυχθεί 

σε µια τέτοια σειρά. Για να καταστήσει αυτή την ερµηνεία του σαφέστερη, ο Euler 

πρόσθεσε (Krazer & Rudio, 1922) ότι σ’ αυτή την έκφραση: «…θα µπορούσαν να 

γίνουν δεκτές, όχι µόνο θετικές ακέραιες δυνάµεις του z, αλλά οποιεσδήποτε δυνάµεις. 

Έτσι δε θα υπάρχει καµιά αµφιβολία ότι οποιαδήποτε συνάρτηση του z θα µπορούσε 

να µετασχηµατιστεί σε µια άπειρη έκφραση του τύπου 

     ...Az Bz Cz Dzα β γ δ+ + + + , 
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όπου οι εκθέτες , , , ,...α β γ δ  κλπ. δηλώνουν οποιονδήποτε αριθµό…» (Opera omnia, 

VIII). Για τον Euler η δυνατότητα της ανάπτυξης όλων των συναρτήσεων σε σειρές 

επιβεβαιωνόταν από τη δική του εµπειρία και την εµπειρία όλων των σύγχρονων του, 

και, σύµφωνα µε τον Kline (1972), πράγµατι, εκείνη την εποχή αλήθευε ότι όλες οι 

συναρτήσεις που δίνονται από αναλυτικές εκφράσεις µπορούσαν να αναπτυχθούν σε 

σειρά. Περαιτέρω, κατά τον Youschkevitch (1976), ο Euler ερµήνευσε την ικανότητα 

αναλυτικής αναπαράστασης των συναρτήσεων παρόµοια µε τον Gregory. 

Ο Euler έκανε επίσης το διαχωρισµό µεταξύ λελυµένων και πεπλεγµένων 

συναρτήσεων, και µεταξύ µονότιµων και πλειότιµων συναρτήσεων, µε τις τελευταίες 

να είναι ρίζες εξισώσεων ανώτερου βαθµού µε δύο µεταβλητές, και µε συντελεστές 

συναρτήσεις µιας µεταβλητής. Κατά τον Euler, αν µια συνάρτηση, όπως η 3 P , όπου 

P  είναι µια µονότιµη συνάρτηση, έχει πραγµατικές τιµές για τις πραγµατικές τιµές 

της µεταβλητής, τότε συγκαταλέγεται συνήθως µεταξύ των µονότιµων συναρτήσεων. 

Απ’ αυτούς τους ορισµούς (που έχουν αρκετές αντιφάσεις), ο Euler πέρασε στις ρητές 

ολοκληρωτικές συναρτήσεις ή πολυώνυµα, αναφέροντας ότι τέτοιες συναρτήσεις µε 

πραγµατικούς συντελεστές, µπορούν να διασπαστούν σε παράγοντες πρώτου και 

δεύτερου βαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές (Kline, 1972). 

Κατόπιν, διατύπωσε θεωρήµατα για την ύπαρξη της αντίστροφης συνάρτησης και 

για την ύπαρξη πεπλεγµένων ή παραµετρικών συναρτήσεων (δοθέντων των y  και x  

ως συναρτήσεων του z, το y  είναι µια συνάρτηση του x  και, αντιστρόφως, το x  

είναι µια συνάρτηση του y ). Κατά τον Euler, µια αυθαίρετη αλγεβρική εξίσωση 

οποιουδήποτε βαθµού είναι επιλύσιµη µε ριζικά, και γενικότερα, επειδή κάθε 

συνάρτηση, y , θα µπορούσε να αναπαρασταθεί από µερικές σειρές όρων που 

περιέχουν δυνάµεις της µεταβλητής, z, αυτή η µεταβλητή θα µπορούσε να εκφραστεί 

µε όρους του y  αντιστρέφοντας τις σειρές µε τις µεθόδους αντιστροφής των σειρών 

του  Newton (Youschkevitch, 1976). 

    Ο ορισµός των Johann Bernoulli και Euler για τη συνάρτηση ως αναλυτική 

έκφραση της οποίας η πιο γενική µορφή είναι µια δυναµοσειρά έγινε αποδεκτός από 

πολλούς άλλους µαθηµατικούς µέχρι και τον Joseph Louis Lagrange (1736 – 1813) ο 

οποίος, στα τέλη του 18ου αιώνα, αναφερόµενος στο έργο του «Théorie des fonctions 

analytiques» (Θεωρία των αναλυτικών συναρτήσεων, 1797) στους Leibniz και 

Bernoulli (Serret, 1881), αποκάλεσε ως συνάρτηση οποιαδήποτε έκφραση 

υπολογισµού (expression de calcul):  «…Ονοµάζουµε συνάρτηση µιας ή περισσότερων 
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ποσοτήτων, οποιαδήποτε υπολογιστική έκφραση την οποία αυτές οι ποσότητες 

εισάγουν µε έναν απροσδιόριστο τρόπο, εµπλεκοµένων ή όχι άλλων ποσοτήτων, που 

θεωρείται ότι παίρνουν δεδοµένες και αµετάβλητες τιµές, ενώ οι ποσότητες της 

συνάρτησης µπορούν να λάβουν όλες τις πιθανές τιµές. Έτσι στις συναρτήσεις 

εξετάζουµε µόνο τις ποσότητες που υποθέτουµε ότι είναι µεταβλητές, χωρίς να 

αναφερόµαστε στις σταθερές που µπορεί να εµπλέκονται…» (Oeuvres de J.L.Lagrange, 

IX). Το νέο στοιχείο στον ορισµό του Lagrange είναι η έννοια της συνάρτησης, ως 

µιας απλής αλγεβρικής έκφρασης, ή γενικότερα, ως σχέσης εξάρτησης, που 

ελευθέρωσε την έννοια της παραγώγου από την έννοια της ροής, ως ρυθµού 

µεταβολής (Γιαννακούλιας, 2007). Επιπλέον, έδωσε τον ίδιο ορισµό για τη 

συνάρτηση και στα «Leçons sur le calcul des fonctions» (Μαθήµατα επί του λογισµού 

των συναρτήσεων,1801) (Oeuvres, X). Συγκεκριµένα, σ’ αυτή την εργασία του 

ισχυρίζεται ότι οι συναρτήσεις παριστάνουν διαφορετικούς µετασχηµατισµούς που 

πρέπει να εφαρµοστούν σε γνωστές ποσότητες ώστε να προκύψουν οι τιµές των 

άγνωστων ποσοτήτων, και ότι οι άγνωστες ποσότητες είναι κυριολεκτικά απλώς το 

τελευταίο αποτέλεσµα του υπολογισµού, δηλαδή µια συνάρτηση είναι ένας 

συνδυασµός πράξεων (Kline, 1972). 

     Στη «Θεωρία των αναλυτικών συναρτήσεων» ο Lagrange προσπάθησε να 

αναπτύξει το λογισµό χωρίς τη χρήση των διαφορικών, των απειροστών, των ροών 

και των ορίων, γιατί πίστευε ότι οι ορισµοί τους ήταν εξαιρετικά ασαφείς. Η νέα 

περιεκτική µέθοδος του λογισµού  βασιζόταν στον ισχυρισµό ότι κάθε συνάρτηση 

αναπτύσσεται σε δυναµοσειρά µε καθαρές αλγεβρικές διαδικασίες (Γιαννακούλιας, 

2007).  Γενικότερα, και άλλοι µαθηµατικοί του 18ου αιώνα, όπως ο Euler, θεωρούσαν 

πέραν πάσης αµφιβολίας ότι κάθε συνάρτηση της µαθηµατικής ανάλυσης µπορούσε 

να αναπαρασταθεί από µια σειρά όρων ανάλογων προς τις πραγµατικές δυνάµεις της 

ανεξάρτητης µεταβλητής. Επιπλέον ο Lagrange (Oeuvres de J.L.Lagrange, IX) 

προσπάθησε ακόµα και να αποδείξει ότι, γενικά, οι δυνάµεις που εµφανίζονται είναι 

θετικές ακέραιες, ενώ οι ρητές ή οι αρνητικές δυνάµεις µπορούν να εµφανιστούν 

µόνο σε περιπτώσεις που αντιστοιχούν σε µεµονωµένες, ειδικές τιµές της 

µεταβλητής. Έτσι, η συνάρτηση, που ορίζεται στο Introductio του Euler ως 

αναλυτική έκφραση, αργότερα αναφέρεται ότι είναι, σε σύγχρονη ορολογία,  µια 

αναλυτική συνάρτηση σε κάθε σηµείο εκτός, ίσως, από µεµονωµένα ειδικά σηµεία 

στη γειτονιά των οποίων θα µπορούσε να αναπαρασταθεί από µια γενικευµένη 

δυναµοσειρά (Youschkevitch, 1976). 
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Έτσι ξεκίνησε η παρατεταµένη διαδικασία του µετασχηµατισµού της µαθηµατικής 

ανάλυσης σε ένα αυτόνοµο επιστηµονικό κλάδο, η οποία τον 19ο αιώνα µετατράπηκε 

σε διαδικασία αριθµητικοποίησης του. Ενώ για τον Newton η ροή µιας ποσότητας 

ήταν η ταχύτητα µεταβολής της, για τον Lagrange η ταχύτητα ήταν η παράγωγος της 

συνάρτησης η οποία αναπαριστούσε την απόσταση σε σχέση µε το χρόνο. Η 

παράγωγος του, ως συνάρτηση, ήταν αντικείµενο του ίδιου είδους µε την αρχική 

συνάρτηση. Αν και η µέθοδος του είχε περιορισµένη εφαρµογή, συντέλεσε στην 

εµφάνιση µιας πρώτης θεωρίας συναρτήσεων µιας µεταβλητής, µε εφαρµογές σε 

πολλά προβλήµατα της Άλγεβρας και της Γεωµετρίας, θέτοντας στο περιθώριο τη 

γεωµετρική θεώρηση του Newton για το λογισµό (Γιαννακούλιας, 2007).  

Στο κλασικό έργο του «Mécanique analytique» (Αναλυτική Μηχανική, 1788) ο 

Lagrange διαπραγµατεύτηκε τη Μηχανική µε τη βοήθεια του νέου λογισµού, 

δηλώνοντας ότι είναι µέρος της µαθηµατικής ανάλυσης, της οποίας  η παρουσίαση 

δεν απαιτούσε εν γένει ούτε σχήµατα ούτε γεωµετρικό ή µηχανικό τρόπο σκέψης. 

Μια παρόµοια τάση υπήρξε για τη σχέση της µαθηµατικής ανάλυσης µε τη 

Γεωµετρία, της οποίας οι µέθοδοι έπαψαν να εφαρµόζονται για τον καθορισµό και 

την επεξήγηση των βασικών εννοιών της ανάλυσης. Αυτό πιστοποιείται και από τη 

σύγκριση του εγχειριδίου του L’ Hôpital για τον απειροστικό λογισµό µε µια σειρά 

διαλέξεων των Εuler και Lagrange, στις οποίες οι γεωµετρικές επεξηγήσεις δε 

χρησιµοποιούνται καθόλου. Ωστόσο, η εκπαιδευτική αξία των γεωµετρικών και 

µηχανικών αναλογιών διατηρήθηκε, η γεωµετρική διαίσθηση συνέχιζε να 

διαδραµατίζει ένα εποικοδοµητικό ρόλο και πολλοί µελετητές τεκµηρίωναν 

«θεωρήµατα ύπαρξης» αναλυτικά, αναφέροντας ότι ήταν προφανή γεωµετρικά. 

Μόλις το δεύτερο µισό του 19ου αιώνα κρίθηκε απαραίτητος  ο αναλυτικός ορισµός 

γεωµετρικών εννοιών όπως, για παράδειγµα, το εµβαδόν µιας επιφάνειας, το µήκος 

µιας καµπύλης κλπ., οι οποίες πριν θεωρείτο ότι ήταν διαισθητικά προφανείς  

(Youschkevitch, 1976). 

 

 ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΙ ΑΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑ ΤΟΝ EULER 

 

Εκτός από τις αναλυτικές συναρτήσεις, ο Euler γνώριζε ότι υπάρχουν επίσης και 

συναρτήσεις διαφορετικού είδους στις οποίες αναφέρεται στο µέρος του «Introductio 

in analysin infinitorum», που είναι αφιερωµένο κυρίως στη θεωρία των επίπεδων 

καµπυλών. Κατά τον Euler (Speiser, 1945), οι καµπύλες γραµµές παριστάνονται από 
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συναρτήσεις του x , και «…από αυτή την ιδέα για τις καµπύλες γραµµές προέκυψε ο 

διαχωρισµός τους σε συνεχείς και ασυνεχείς ή µικτές…» (Opera omnia, IX). Αυτή η 

ορολογία είχε για τον Euler µια ειδική έννοια και χρησιµοποιήθηκε µέχρι τη στιγµή 

που οι Bolzano και Cauchy, το 1817 και το 1821 αντιστοίχως, συνέδεσαν τις 

εκφράσεις συνεχής και ασυνεχής µε  την έννοια που εν γένει υιοθετείται σήµερα.  

Κατά την άποψη του Euler, του Leibniz και άλλων µαθηµατικών του 18ου αιώνα 

(Kline, 1972), που χρησιµοποιήθηκε και µεταγενέστερα, συνεχής σηµαίνει 

αµετάβλητος (αναλλοίωτος), δηλαδή συνέχεια σηµαίνει αµεταβλητότητα 

(σταθερότητα) του τύπου, δηλαδή της εξίσωσης που προσδιορίζει τη συνάρτηση σε 

όλο το πεδίο τιµών της ανεξάρτητης µεταβλητής, ενώ ασυνέχεια µιας συνάρτησης 

σηµαίνει µια µεταβολή του αναλυτικού κανόνα, δηλαδή αλλαγή του αναλυτικού τύπου, 

ή αλλιώς, την ύπαρξη διαφορετικών τύπων σε δύο ή περισσότερα διαστήµατα του 

πεδίου τιµών της ανεξάρτητης µεταβλητής. Οι ασυνεχείς καµπύλες αποτελούνται από 

συνεχή τµήµατα και γι’ αυτό ονοµάζονται µικτές (mixed) ή µη κανονικές (irregulares) 

ή µηχανικές (mechanices) καµπύλες, ενώ στη Γεωµετρία, κατά τον  Euler, µελετώνται 

κυρίως οι συνεχείς, δηλαδή οι αναλυτικές,  καµπύλες. 

 Σύµφωνα µε τον Youschkevitch (1976), οι ασυνεχείς ή µικτές συναρτήσεις και 

καµπύλες του Introductio αντιστοιχούν, σε σύγχρονη ορολογία, στις κατά τµήµατα 

αναλυτικές συναρτήσεις, και συνεπώς δεν επεκτείνουν ουσιαστικά την έννοια της 

συνάρτησης. Ωστόσο, ο Grattan – Guinness (1970) θεωρεί ότι οι όροι του Euler 

«συνεχής» και «ασυνεχής» είναι, σε σύγχρονη ορολογία, συνώνυµοι µε τους όρους 

«διαφορίσιµος» και «συνεχής» αντιστοίχως, ενώ οι Speiser (1952) και Kline (1972),    

παρατηρούν ότι: «…µε τον όρο συνεχής συνάρτηση ο Euler, όπως και ο Leibniz πριν 

απ’ αυτόν, εννοεί µια συνάρτηση που προσδιορίζεται από ένα αναλυτικό τύπο, 

δηλαδή σε σύγχρονη ορολογία µια αναλυτική  συνάρτηση…». Ο Truesdell (1956) 

υποστήριξε ότι το πλαίσιο των µερικών διαφορικών εξισώσεων, στο οποίο ο Euler 

εισήγαγε τις ασυνεχείς συναρτήσεις του, έκανε σαφές ότι θεωρούσε αυτές τις 

συναρτήσεις ως µη διαφορίσιµες µόνο σε µεµονωµένα σηµεία. Εντούτοις, σύµφωνα 

µε τον Youschkevitch (1976), οι συναρτήσεις του Euler, είτε συνεχείς είτε ασυνεχείς, 

δηλαδή µικτές, µε οποιαδήποτε από τις έννοιες αυτών των λέξεων, µπορεί να έχουν 

ασυνέχειες, µε τη σύγχρονη έννοια, σε µεµονωµένα σηµεία.  

Το ίδιο έτος (1748) που δηµοσίευσε το Introductio, ο  Euler κατάλαβε ότι η κλάση 

των ασυνεχών συναρτήσεων (καµπυλών) έπρεπε να επεκταθεί. Στην πραγµατικότητα, 

ο Euler είχε αντιληφθεί την αναγκαιότητα µιας τέτοιας επέκτασης από το 1744 που 
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δηµοσίευσε την εργασία του «Methodus Inveniendi lineas Curvas maximi minimive 

proprietate qaudentes» (Μέθοδος για την εύρεση καµπύλων γραµµών προικισµένων µε 

ιδιότητες µεγίστων και ελαχίστων), στην οποία αναπτύχθηκε για πρώτη φορά ο 

λογισµός των µεταβολών. Η αναγκαιότητα αυτή προέκυψε όταν συνέκρινε ακραίες 

καµπύλες, που ήταν λύσεις σε προβλήµατα µεταβολών, µε καµπύλες που διέφεραν 

απείρως λίγο από αυτές στη γειτονιά ενός, ή λίγων, µεµονωµένων σηµείων. 

Εντούτοις, η κύρια ώθηση για την περαιτέρω ανάπτυξη της έννοιας της συνάρτησης 

προήλθε από την εργασία του Euler στη µαθηµατική φυσική, που αρχίζει µε το 

περίφηµο πρόβληµα σχετικά µε τις απειροελάχιστες ταλαντώσεις µιας πεπερασµένου 

µήκους οµογενούς χορδής που είναι στερεωµένη και από τα δύο άκρα της. Ωστόσο, ο 

Grattan – Guinness (1970) αµφισβητεί την άποψη ότι η διάκριση µεταξύ συνεχών και 

ασυνεχών συναρτήσεων από τον Euler στο Introductio προέκυψε από τη µελέτη του 

για το πρόβληµα της χορδής. Η πρώτη µαθηµατική ερµηνεία αυτού του προβλήµατος, 

για το οποίο είχαν γίνει εικασίες από την εποχή ακόµα του Γαλιλαίου, δόθηκε από 

τον Taylor (το 1715), αν και το πρώτο καθοριστικό βήµα προς τη διαµόρφωση της 

αντίστοιχης θεωρίας έγινε από τον Γάλλο Jean Le Rond  D’Alembert (1717 – 1783). 

Ο D’Alembert προσπαθώντας να περιγράψει το πρόβληµα της κίνησης µιας 

παλλόµενης χορδής, το 1747, σχηµάτισε και έλυσε την κυµατική εξίσωση που 

αποτελούσε τη γενική λύση του προβλήµατος. Το πρόβληµα απαιτούσε τη χρήση 

διαφορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους, και γι’ αυτό θεωρείται µαζί µε τον 

Daniel Bernoulli συνιδρυτής της θεωρίας των µερικών διαφορικών εξισώσεων 

(Γιαννακούλιας, 2007). 

Συγκεκριµένα, ο D’Alembert εξέφρασε τις συνθήκες του προβλήµατος της κίνησης 

της παλλόµενης χορδής µε εξισώσεις ισοδύναµες µε τη µερική διαφορική εξίσωση  
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και απέδειξε ότι η γενική λύση ( , )y y x t= του προβλήµατος θα µπορούσε να 

αναπαρασταθεί από το άθροισµα δύο τυχαίων συναρτήσεων  

      ( ) ( ),y x at x atϕ ψ= + + −   (2) 

και λόγω των οριακών συνθηκών να καταλήξει στη µορφή 

       ( ) ( )y at x at xϕ ϕ= + − −  

(Gonzàlez – Velasko, 1992).  
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Σε κάθε ειδική περίπτωση οι συναρτήσεις που εµφανίζονται στη γενική λύση 

καθορίζονται από το αρχικό σχήµα της χορδής και από τις αρχικές ταχύτητες των 

σηµείων της. Φυσικά, αυτές  οι αρχικές συνθήκες µπορεί να ποικίλουν, αλλά ο 

D’Alembert περιόρισε αυστηρά  την κλάση των αποδεκτών σχηµάτων που έχει 

αρχικά η χορδή, θεωρώντας ότι χωρίς αυτούς τους περιορισµούς δε θα ήταν εφικτή η 

λύση του προβλήµατος µέσω της µαθηµατικής ανάλυσης. Μεταξύ των περιορισµών 

που επέβαλε ο D’Alembert ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα είναι η υπόθεση ότι το αρχικό 

σχήµα της χορδής πρέπει να εκφράζεται σε όλη την έκταση του από µια και µοναδική 

εξίσωση, οπότε η χορδή είναι συνεχής, µε την κατά Euler έννοια του όρου 

(Youschkevitch, 1976). 

Αυτό που δηµιούργησε ουσιαστικά µεγάλες αντιπαραθέσεις ανάµεσα στους 

D’Alembert και Euler, ήταν το γενικότερο πρόβληµα της εύρεσης των πλήρων 

λύσεων των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Η διαµάχη τους εστιάστηκε στις 

συνθήκες που πρέπει να πληρούν οι συναρτήσεις ϕ  και ψ  της σχέσης (2) 

(Γιαννακούλιας, 2007).     

Αµέσως µετά από τη γνωστοποίηση των απόψεων του D’Alembert, ο Euler 

παρουσίασε, στις 16 Μαΐου 1748, την εργασία του «De vibratione chordarum 

exercitation» (Επί της ταλάντωσης των χορδών) που δηµοσιεύτηκε στο περιοδικό 

Nova Acta Eruditorum το 1749, και σε γαλλική µετάφραση, το 1750 (Opera omnia, 

X), από τη Βασιλική Ακαδηµία του Βερολίνου (Stüssi & Favre, 1947). Αν και 

εκτιµούσε ιδιαίτερα και συνολικά τη µέθοδο του D’Alembert, ο Euler εξέφρασε τη  

διαφωνία του σχετικά µε τη φύση των συναρτήσεων που είναι αποδεκτές µε βάση τις 

αρχικές συνθήκες του προβλήµατος, καθοδηγούµενος από τη βαθιά µαθηµατική 

διαίσθηση του: «…Η πρώτη ταλάντωση εξαρτάται από το αρχικό σχήµα της χορδής, 

που µπορεί να είναι απροσδιόριστο. Αυτό είναι που κάνει την ταλάντωση της ίδιας 

χορδής να διαφοροποιείται άπειρες φορές, σύµφωνα µε το σχήµα της χορδής στην αρχή 

της κίνησης…» (Opera omnia, X). Στην έρευνα του ο  Euler εξέτασε µια καµπύλη 

«…είτε κανονική, που εκφράζεται µε µια συγκεκριµένη εξίσωση, είτε µη κανονική, 

δηλαδή  µηχανική…», δηλαδή δεν επέβαλλε περιορισµούς στο σχήµα της χορδής. 

Στην ειδική περίπτωση της χορδής µε αρχικό σχήµα που περιγράφεται από ένα 

συνεχή τύπο (συνεχές αρχικό σχήµα), έδωσε µια λύση που παριστάνεται από την 

τριγωνοµετρική σειρά 

    
2 3

sin sin sin ...,
x x x

y
l l l

π π π
α β γ= + + +   (3) 
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µε τη χορδή να είναι στερεωµένη στα δύο άκρα 0x = και x l= . Ενώ, δηλαδή, στη 

µέθοδο του D’Alembert οι συναρτήσεις που χρησιµοποιήθηκαν ήταν µόνο 

διαφορίσιµες, ο Euler αποδέχτηκε και συναρτήσεις κατά τµήµατα διαφορίσιµες, 

εκτός των σηµείων σύνδεσης, τις οποίες ονόµασε «ασυνεχείς», επιµένοντας ότι η 

λύση που πρότεινε ήταν γενικότερη απ’ αυτήν του D’Alembert . 

Ο D’Alembert δε συµφωνούσε µε τον Euler και αµφισβήτησε την ερµηνεία του. 

Έτσι ξεκίνησε µια µακρόχρονη διαµάχη σχετικά µε τη φύση των αποδεκτών 

συναρτήσεων µε βάση τις αρχικές συνθήκες και τα ολοκληρώµατα των µερικών 

διαφορικών εξισώσεων. Τέτοιες συναρτήσεις εµφανίζονταν την εποχή εκείνη, και µε 

συνεχώς αυξανόµενο ρυθµό, στις θεωρίες της ελαστικότητας, της υδροδυναµικής, της 

αεροδυναµικής, και της διαφορικής γεωµετρίας (Youschkevitch, 1976). 

Σ’ αυτή τη διαµάχη έδωσε νέα διάσταση ο γιος του Johann Bernoulli, Daniel 

Bernoulli, ο οποίος το 1753 έδωσε µια λύση στο πρόβληµα της εύρεσης της εξίσωσης 

που εξέφραζε την κίνηση της παλλόµενης χορδής. Αναπτύσσοντας µια αρχή που είχε 

παρουσιάσει στις πρώτες µελέτες του, την αρχή της  υπέρθεσης ή επαλληλίας των 

ταλαντώσεων, ο D.Bernoulli ισχυρίστηκε ότι το τυχαίο αρχικό σχήµα της χορδής και 

οι επακόλουθες ταλαντώσεις θα µπορούσαν να αναπαρασταθούν από µια άπειρη 

σειρά όρων που περιλαµβάνουν ηµίτονα πολλαπλασίων γωνιών. Αν και η µέθοδος 

του υπολογισµού των «συντελεστών Fourier» παρέµενε άγνωστη σ’ αυτόν, για τον 

Bernoulli, η κατάλληλη επιλογή συντελεστών κάνει τη σειρά 

2 3
sin sin sin ...,

x x x
y

l l l

π π π
α β γ= + + + τόσο γενική όσο και οι δυναµοσειρές. 

(Youschkevitch, 1976). 

 Σύµφωνα µε τη λύση του Bernoulli, που δηµοσιεύτηκε τελικά το 1755, η 

αποµάκρυνση της χορδής εκφράζεται ως συνάρτηση δύο µεταβλητών σε µια µόνο 

έκφραση, δηλαδή, η πλήρης λύση της εξίσωσης κύµατος δίνεται από τη σχέση 

     1 2

2 2
sin cos sin cos ...

x ct x ct
y

l l l l

π π π π
α α= + + , 

ενώ η άποψη του Euler ήταν ότι ο Bernoulli είχε βρει µόνο τις λύσεις που µπορούσαν 

να εκφραστούν µε ένα µόνο τύπο, εφόσον υπάρχουν περιορισµοί στη µορφή της 

παραπάνω λύσης που οφείλονται στο χαρακτήρα των τριγωνοµετρικών 

συναρτήσεων. Κατά συνέπεια, η λύση του δεν θεωρήθηκε πλήρης και δεν έγινε δεκτή 

(Γιαννακούλιας, 2007). 
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Στη συνέχεια, ο Euler (1766) µε την εργασία του «Eclaircissements sur le 

mouvement des cordes vibrantes» (Εξηγήσεις επί της κίνησης των παλλόµενων 

χορδών), απέκλεισε κάθε δυνατότητα αναπαράστασης σ’ αυτή τη µορφή τυχαίων 

µικτών συναρτήσεων ή εκτενών κλάσεων συνεχών συναρτήσεων, όπως των 

αλγεβρικών (Opera omnia, X). Υποθέτοντας ότι µια συνάρτηση συνεχής σε κάποιο 

διάστηµα ορίζεται από ένα µόνο τύπο σε όλο το διάστηµα, ένα περιττό, περιοδικό 

άθροισµα µιας σειράς ηµίτονων δε θα µπορούσε να είναι αναπαράσταση αλγεβρικής 

συνάρτησης ή υπερβατικών συναρτήσεων (Stüssi & Favre, 1947). Το 1772, ο D. 

Bernoulli, ξεκινώντας από ένα άλλο συλλογισµό, ανέπτυξε τη συνάρτηση  

      
2 2

x
y

π
= −     (4) 

σε µια σειρά ηµιτόνων, παρατηρώντας ότι το ανάπτυγµα ισχύει στο διάστηµα  

( )0,2π  και περιγράφοντας  επίσης µε απολύτως  αυστηρό τρόπο τη συµπεριφορά της 

σειράς και στα άκρα, και εκτός αυτού του διαστήµατος. Είναι αξιοσηµείωτο ότι αυτό 

το ανάπτυγµα ήταν γνωστό στον Euler ο οποίος, παρά την αντίθετη άποψη του, το 

συµπεριέλαβε στην εργασία του «Institutiones calculi differentialis» (Kowalewski, 

1913), χωρίς να αναφέρει ότι το ανάπτυγµα ισχύει µόνο για 0 2x π< <  (Opera omnia, 

X). Αυτή είναι µια από τις περιπτώσεις που ο Euler γνώριζε παραδείγµατα τα οποία 

δε συµφωνούσαν µε τις αντιλήψεις του αλλά τα θεωρούσε ασήµαντες εξαιρέσεις του 

γενικού κανόνα (Youschkevitch, 1976). Σε εργασία του, του 1777, που δηµοσιεύτηκε 

µετά το θάνατο του, το 1798, ο Euler (Boehm, 1933) κατέληξε σε τύπους για τους 

«συντελεστές Fourier» στο διάστηµα [ ]0,π  (Opera omnia, XVI – I). Ωστόσο, δεν 

έλαβε µέρος περαιτέρω στη διαµάχη σχετικά µε την ικανότητα αναπαράστασης των 

συναρτήσεων από τριγωνοµετρικές σειρές. 

Ο D’Alembert απέρριψε επίσης τη λύση του D.Bernoulli, και η διαµάχη για την 

έννοια της συνάρτησης και την αναπαράσταση των συναρτήσεων, που οδήγησε τον 

Euler στη γενίκευση της δικής του έννοιας της συνάρτησης, συνεχίστηκε µε την 

εµπλοκή όλων των σηµαντικών µαθηµατικών του 18ου αιώνα. Η έννοια που 

επικρατούσε εκείνη την περίοδο ήταν ακόµα η έννοια µιας συνάρτησης που δίνεται 

από µια µοναδική αναλυτική έκφραση, πεπερασµένη ή άπειρη (Kline, 1972). Ο 

Lagrange, την περίοδο 1759 – 1762 και αργότερα οι Monge, Laplace, Arbogast και 

Fourier έφεραν στην επιφάνεια τις ασάφειες που υπήρχαν γύρω από τις έννοιες της 

συνάρτησης και της συνέχειας των συναρτήσεων. Έτσι γεννήθηκε η ανάγκη ορισµού 
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των παραπάνω εννοιών, καθώς και του ολοκληρώµατος, για συναρτήσεις των οποίων 

οι αντιπαράγωγοι δε µπορούσαν να υπολογιστούν. Τελικά η οριστική απάντηση 

δόθηκε τον 19ο αιώνα από τον Γάλλο Joseph Fourier (Γιαννακούλιας, 2007). 

Ο Truesdell (1960) εξιστόρησε λεπτοµερώς, µέχρι το 1788, αυτή τη διαµάχη, που 

βοήθησε σηµαντικά την πρόοδο της µαθηµατικής φυσικής και τη µεθοδολογική 

ανάπτυξη των θεµελίων της µαθηµατικής ανάλυσης. Επίσης παρέθεσε στοιχεία για να 

δείξει ότι στο πλαίσιο του προβλήµατος της παλλόµενης χορδής, ο Euler εννοούσε µε 

τον όρο «συνάρτηση», και όχι απαραίτητα συνεχής κατά τη δική του έννοια, τη, σε 

σύγχρονη ορολογία, συνεχή συνάρτηση µε κατά τµήµατα συνεχή κλίση και 

καµπυλότητα. Κατά την άποψη του Youschkevitch (1976), είναι ουσιώδες το γεγονός 

ότι, από την αρχή της µελέτης του γι’ αυτό το πρόβληµα, ο Euler υποστήριξε ότι στη 

δική του λύση θα έπρεπε να γίνουν αποδεκτές οι καµπύλες που δεν ανήκουν στη 

κλάση των µικτών συναρτήσεων, και γενικά δεν υπακούουν σε κάποιο αναλυτικό 

τύπο, δηλαδή οι καµπύλες αυθαίρετου σχήµατος.  

Ο Euler ανέπτυξε τις απόψεις του γι’ αυτό το θέµα µε περισσότερες λεπτοµέρειες 

στην εργασία του «De usu functionum discontinuarum in analysi», που δηµοσιεύτηκε 

το 1767, και στην οποία (Dulac, 1938) οι συνεχείς συναρτήσεις ορίζονται, υπό το 

πρίσµα γεωµετρικών σχηµάτων, υποθέτοντας όχι µόνο ότι η σχέση µεταξύ των 

συντεταγµένων όλων των σηµείων οποιασδήποτε τέτοιας καµπύλης καθορίζεται από 

ένα και µοναδικό τύπο ή εξίσωση αλλά επίσης ότι: «…όλα τα µέρη της συνεχούς 

καµπύλης συνδέονται σταθερά το ένα µε το άλλο µε ένα τέτοιο τρόπο που καθιστά 

αδύνατη οποιαδήποτε µεταβολή σ’ αυτά χωρίς να διαταραχθεί η σχέση της 

συνέχειας…» (Opera omnia, XXIII). Αυτή η κύρια ιδιότητα των συνεχών γραµµών 

προέκυπτε άµεσα από την αντίληψη του για τη συνέχεια. Ο Euler επισήµανε ότι αυτό 

που εννοεί δεν είναι η συνεκτικότητα, ή η συνέχεια, της πορείας, ή η ροή, της 

καµπύλης (continuitas tractu), αλλά η µοναδικότητα του αντίστοιχου αναλυτικού 

τύπου, ή αλλιώς, οποιοδήποτε µικρό µέρος µιας συνεχούς γραµµής (συνάρτησης) 

καθορίζει µε µοναδικό τρόπο αυτή τη γραµµή στο σύνολο της. Έτσι, για παράδειγµα, 

οι δύο κεκλιµένοι κλάδοι µιας υπερβολής αποτελούν µια συνεχή καµπύλη. Όπως 

αναφέρει και ο Youschkevitch (1976): «… στο βαθµό που ο Euler ταυτοποίησε τις 

αναλυτικές εκφράσεις µε συναρτήσεις που µπορούν να αναπαρασταθούν από σειρές 

Taylor, η ιδιότητα της «συνέχειας» αντιστοιχεί στην ιδιότητα της µοναδικότητας των 

αναλυτικών συναρτήσεων µε την έννοια που έδινε στον όρο ο Weierstrass…». 
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Όσον αφορά τις ασυνεχείς καµπύλες, ο Euler τις όρισε (Dulac, 1938) ως «…όλες 

τις καµπύλες που δεν καθορίζονται από κάποια συγκεκριµένη εξίσωση, που συνήθως  

σχεδιάζεται  µε µια ελεύθερη επαναλαµβανόµενη κίνηση  του χεριού…» (Opera omnia, 

XXIII). Όπως και πριν η ασυνέχεια δεν ισχύει για την πορεία της καµπύλης. 

Ασυνεχείς είναι επίσης οι γραµµές που εκτείνονται συνεχώς µε την έννοια της 

συνεκτικότητας. Αγνοώντας το εµπειρικό γεγονός ότι δε µπορούν να σχεδιαστούν 

ιδανικά γεωµετρικά σχήµατα, οι ασυνεχείς συναρτήσεις αντιστοιχούν στις δικές µας 

τυχαίες κατά τµήµατα συνεχείς συναρτήσεις µε κατά τµήµατα συνεχείς παραγώγους 

πρώτης και δεύτερης τάξης (Truesdell, 1960). Χωρίς αυτή τη συνθήκη, που 

υπονοείται από τη γεωµετρική περιγραφή αν και δε διατυπώνεται ρητά, η ασυνέχεια 

γίνεται απολύτως αυθαίρετη έτσι που δεν απαιτείται κάποιο µέρος µιας ασυνεχούς 

καµπύλης να είναι συνεχές, δηλαδή, οι καµπύλες που µπορούν να αναπαρασταθούν 

µε αναλυτικό τρόπο και κατά συνέπεια, σύµφωνα µε τον  Euler, οι αναλυτικές 

συναρτήσεις. Το εύρος της νέας αντίληψης του Euler επιβεβαιώνεται από τη 

συµπερίληψη στην κλάση των ασυνεχών, ή µηχανικών, καµπυλών «…και γραµµών 

που συνήθως αποκαλούνται µικτές…» όπως, για παράδειγµα, µια πολυγωνική γραµµή. 

Στη συνέχεια ο  Euler µελέτησε το ρόλο των διαφορετικών ειδών συναρτήσεων στα 

Μαθηµατικά. Έτσι, ενώ σε παραδοσιακούς κλάδους της µαθηµατικής ανάλυσης και 

της ανώτερης Γεωµετρίας µελετώνται οι συνεχείς συναρτήσεις, στον ολοκληρωτικό 

λογισµό µελετάται µια κάπως διαφορετική περίπτωση, η ολοκλήρωση των εξισώσεων 

που περιέχουν διαφορικά συναρτήσεων δύο ή περισσότερων µεταβλητών. Ο Euler 

επισήµανε (Dulac, 1938) ότι, όπως οι αυθαίρετες σταθερές ποσότητες εµφανίζονται 

στα ολοκληρώµατα των  συνηθισµένων διαφορικών εξισώσεων, έτσι οι λύσεις αυτών 

των ουσιαστικά νέων τύπων εξισώσεων περιέχουν απολύτως απροσδιόριστες 

ασυνεχείς συναρτήσεις (Opera omnia, XXIII). Αυτές οι συναρτήσεις  είναι, κατά τον 

ίδιο, το βασικό χαρακτηριστικό της ολοκλήρωσης των µερικών διαφορικών 

εξισώσεων (Engel & Schlesinger, 1914), στις οποίες αφιέρωσε το τρίτο µέρος του 

έργου του «Institutiones calculi integralis» (Opera omnia, XIII). 

 

   Ο ΓΕΝΙΚΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ EULER ΓΙΑ ΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 

Ο ορισµός της συνάρτησης που δόθηκε από τον Euler στο Introductio ήταν πολύ 

περιοριστικός γιατί οι ασυνεχείς συναρτήσεις δε µπορούσαν γενικά να 

αναπαρασταθούν µε αναλυτικό τρόπο. Κατά συνέπεια, για να διατυπώσει ένα άλλο 
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ορισµό συµπεριλαµβάνοντας όλες τις γνωστές κλάσεις, ο Euler χρησιµοποίησε τη 

γενική έννοια της αντιστοίχησης ανάµεσα σε ζεύγη στοιχείων, το καθένα από τα 

οποία ανήκει στο δικό του σύνολο τιµών µεταβλητών ποσοτήτων. Αυτή η έννοια 

υπήρχε πάντα, αλλά όχι ρητά διατυπωµένη, σε κάθε µέθοδο εισαγωγής συναρτήσεων, 

και δε συνδέεται µε ορισµένη αναλυτική έκφραση.  

Κατά τον Euler (Krazer & Rudio, 1922): «…Οι συναρτήσεις µετασχηµατίζονται σε 

άλλες µορφές είτε εισάγοντας µια άλλη µεταβλητή ποσότητα αντί αυτής που 

χρησιµοποιήθηκε αρχικά ή ακόµη και διατηρώντας την ίδια µεταβλητή ποσότητα…» 

(Opera omnia, VIII). Τα παραδείγµατα στο Introductio επεξηγούν τον τρόπο µε τον 

οποίο µια και µοναδική µεταβλητή ποσότητα µπορεί να αναπαρασταθεί µε διάφορες 

µορφές. Έτσι, µια συνάρτηση του z, η  22 3u z z= − +  είναι ίδια µε την 

(1 )(2 )u z z= − − , και η 4 3 2 2 3 44 6 4a a z a z az zυ = − + − +  µετασχηµατίζεται σε µια πιο 

απλή συνάρτηση του y , την 4yυ = , µε την αντικατάσταση a z y− = , ενώ µια 

άρρητη συνάρτηση του  z, η 2 2w a z= + , γίνεται µια ρητή συνάρτηση του y , η 

2 2

2

a y
w

y

+
= , µετά από την αντικατάσταση 

2 2

2

a y
z

y

−
= . ∆ύο ή περισσότερες τέτοιες 

αναλυτικές εκφράσεις έχουν µια κοινή ιδιότητα, δηλαδή εκφράζουν µε διαφορετική 

µορφή την ίδια αντιστοιχία ανάµεσα σε δύο σύνολα αριθµητικών τιµών της 

µεταβλητής z και την αντίστοιχη συνάρτηση u  ή υ  ή w . Η ιδέα αυτής της σχέσης 

δίνεται µε πιο γενική και αφηρηµένη µορφή από τον Euler στο νέο ορισµό του για τη 

συνάρτηση (1755), που διατυπώνεται στον πρόλογο του έργου του «Institutiones 

calculi differentialis» (Kowalewski, 1913): «…Αν µερικές ποσότητες εξαρτώνται 

από κάποιες άλλες ποσότητες έτσι ώστε αν οι τελευταίες αλλάζουν και οι πρώτες 

να µεταβάλλονται, τότε οι πρώτες ποσότητες καλούνται συναρτήσεις των 

τελευταίων. Αυτή η µετονοµασία είναι ευρύτερης φύσης και περιλαµβάνει κάθε 

µέθοδο µε τη βοήθεια της οποίας µια ποσότητα θα µπορούσε να καθοριστεί από 

άλλες. Αν, εποµένως, το x δηλώνει µια µεταβλητή ποσότητα, τότε όλες οι 

ποσότητες  οι οποίες εξαρτώνται από το x µε οποιονδήποτε τρόπο ή καθορίζονται 

από αυτό καλούνται συναρτήσεις αυτού του x…» (Opera omnia, X). Εντούτοις, σ’ 

αυτό το έργο, ο Euler µελετά µόνο τις αναλυτικές συναρτήσεις, χωρίς ρητή χρήση της 

έννοιας του ορίου µιας συνάρτησης, και βασιζόµενος σ’ ένα ιδιόµορφο «λογισµό των 

µηδενικών» (Youschkevitch, 1959).  
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Η έννοια της συνάρτησης του  Euler άσκησε µεγάλη θετική επιρροή στην 

επακόλουθη ανάπτυξη των Μαθηµατικών. ∆ύο χρόνια αργότερα, το 1757 εισήχθησαν 

οι υπερβολικές συναρτήσεις από τον Ιταλό µαθηµατικό Vincenzo Riccati (1707 – 

1775). Η µελέτη των υπερβολικών συναρτήσεων, που είναι ανάλογες των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, ξεκίνησε από την παρατήρηση ότι το εµβαδόν υπό 

τον κύκλο δίνεται ως 2 2a x dx−∫  ενώ το εµβαδόν υπό την υπερβολή δίνεται ως 

2 2x a dx−∫ . Επειδή τα δύο ολοκληρώµατα διαφέρουν µόνο σ’ ένα πρόσηµο, και το 

εµβαδόν υπό τον κύκλο µπορεί να εκφραστεί από τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

(θέτοντας sinx a θ= ), ενώ το εµβαδόν υπό την υπερβολή σχετίζεται µε τη 

λογαριθµική συνάρτηση, θα έπρεπε να υπάρχει µια σχέση µε φανταστικούς αριθµούς 

µεταξύ των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων και της λογαριθµικής συνάρτησης. Αυτή 

η ιδέα επεκτάθηκε από πολλούς µαθηµατικούς και τελικά ο σύγχρονος του Euler 

Ελβετός µαθηµατικός Johann Heinrich Lambert (1728 – 1777) ήταν εκείνος που 

µελέτησε λεπτοµερώς τις υπερβολικές συναρτήσεις και ανέπτυξε την αντίστοιχη 

θεωρία (1768), εισάγοντας το σηµερινό συµβολισµό τους (Kline, 1972). 

Επιπλέον, µέγιστης σηµασίας ήταν η αποµόνωση της κλάσης των συνεχών 

συναρτήσεων, δηλαδή των αναλυτικών συναρτήσεων που µπορούν να 

αναπαρασταθούν από δυναµοσειρές, και η ανακάλυψη των βασικών ιδιοτήτων που 

χαρακτηρίζουν αυτή την κλάση, όπως είναι το µονοσήµαντο αυτής της 

αναπαράστασης, που αποτελεί χαρακτηριστικό, όπως ανακαλύφθηκε τον 20ο αιώνα, 

και της γενικότερης κλάσης των ηµι – αναλυτικών συναρτήσεων (Youschkevitch, 

1976). 

Ο Euler, καθώς και ο D’Alembert µέχρι κάποιο σηµείο, καθόρισε και άλλες 

ουσιώδεις ιδιότητες των αναλυτικών συναρτήσεων. Ήταν ο πρώτος που 

χρησιµοποίησε µιγαδικές ποσότητες στους υπολογισµούς ορισµένων 

ολοκληρωµάτων (µιγαδική ολοκλήρωση ή ολοκλήρωση ως προς µιγαδική 

µεταβλητή) και συµπέρανε (1777), χρησιµοποιώντας γενικούς αναλυτικούς τρόπους 

σκέψης, τις ονοµαζόµενες εξισώσεις Cauchy – Riemann, στις οποίες είχε καταλήξει 

νωρίτερα (1752) και ο D’Alembert στα πλαίσια των υδροδυναµικών ερευνών του. 

Κατά συνέπεια, η γενική θεωρία των αναλυτικών συναρτήσεων του 19ου αιώνα, µε τις 

τρεις κατευθύνσεις της που αναπτύχθηκαν από τους Cauchy, Riemann και 

Weierstrass, έχει τις ρίζες της στις εργασίες των Euler και D’Alembert. Εξίσου 

σηµαντική για την περαιτέρω εξέλιξη της µαθηµατικής ανάλυσης ήταν η εισαγωγή 
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των αυθαίρετων ασυνεχών συναρτήσεων και η µελέτη ενός αριθµού προβληµάτων 

που αφορούν τις σχέσεις ανάµεσα στις εγγενείς ιδιότητες κλάσεων συναρτήσεων µιας 

πραγµατικής µεταβλητής και τη φύση των µαθηµατικών εργαλείων που 

χρησιµοποιούσαν οι µαθηµατικοί για να αναπαραστήσουν αυτές τις συναρτήσεις 

(Youschkevitch, 1976). 

Η αντίληψη του Euler για τη συνάρτηση συνάντησε την παρατεταµένη και επίµονη 

αντίθεση του  D’Alembert, ο οποίος επεσήµανε τα αδύνατα σηµεία του παραπάνω 

ορισµού και κάποιες ειδικές δυσκολίες σχετικά µε τα προβλήµατα της ασυνέχειας, µε 

τη δική µας έννοια του όρου, της κλίσης και της καµπυλότητας του αρχικού σχήµατος  

στο πρόβληµα της παλλόµενης χορδής. Ωστόσο, αυτή η αντίληψη έγινε βαθµιαία 

ευρέως αποδεκτή. Ο πρώτος που τάχθηκε υπέρ του Euler ήταν ο Lagrange, την 

περίοδο 1759 – 1762, στις εργασίες του σχετικά µε τη διάδοση του ήχου και την 

ταλάντωση των χορδών. Με κάποιες  επιφυλάξεις, ή, υπό όρους, η άποψη του Euler 

υποστηρίχθηκε αργότερα και από πολλούς άλλους µαθηµατικούς, 

συµπεριλαµβανοµένων των Monge, Laplace, Condorcet και Arbogast. Ακόµα και ο 

D’Alembert, στα τελευταία χρόνια της ζωής του, άλλαξε γνώµη και χρησιµοποιώντας 

την έννοια της δεξιάς και της αριστερής παραγώγου σε ένα σηµείο, στην εργασία του 

«Sur les fonctions discontinues» (Επί των ασυνεχών συναρτήσεων), έκανε δεκτές υπό 

προϋποθέσεις, ως λύσεις των µερικών διαφορικών εξισώσεων οποιασδήποτε τάξης, 

τις ασυνεχείς συναρτήσεις (1780). 

 Σύµφωνα µε τον Youschkevitch (1976), αυτές οι συζητήσεις αποκάλυψαν την 

ανάγκη για ένα πιο ευδιάκριτο διαχωρισµό των συνεχών από τις ασυνεχείς 

συναρτήσεις. Αυτή η διάκριση πραγµατοποιήθηκε τελικά από τον Arbogast σε 

εργασία του (1791) σχετικά µε τη φύση των αυθαίρετων συναρτήσεων που γίνονται 

δεκτές στην επίλυση των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Ο Arbogast θεώρησε ότι 

µπορεί να χρησιµοποιεί όχι µόνο συναρτήσεις µε ασυνεχείς παραγώγους, αλλά και 

συναρτήσεις ασυνεχείς σε µεµονωµένα σηµεία, τις οποίες αποκαλούσε ασυνεχείς 

συναρτήσεις «…επειδή όλα τα µέρη τους δε συνεχίζονται ή δεν είναι γειτονικά το ένα 

µε το άλλο…». Ωστόσο, ο Arbogast δεν έδωσε κάποιο αναλυτικό ορισµό της 

συνέχειας ή της ασυνέχειας. Οι µαθηµατικοί του 18ουαιώνα δεν είχαν ακόµα 

αισθανθεί την ανάγκη για ένα τέτοιο ορισµό και όπου ήταν απαραίτητο περιέγραφαν 

λεκτικά την κύρια ιδιότητα της συνέχειας.  

Έτσι, για παράδειγµα, εξηγώντας τις µεθόδους του προσεγγιστικού  υπολογισµού 

ορισµένων ολοκληρωµάτων στο έργο του «Institutiones calculi integralis» (1768), ο 
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Euler παρατήρησε (Engel & Schlesinger, 1913) ότι ο υπολογισµός του Xdx∫  είναι 

τόσο πιο ακριβής όσο µικρότερες είναι οι υποτιθέµενες αυξήσεις της ανεξάρτητης 

µεταβλητής x  µε την προϋπόθεση ότι οι αυξήσεις της ολοκληρωτέας συνάρτησης X  

είναι επίσης µικρές. Ο Euler περιγράφει επίσης λεκτικά τη συµπεριφορά µιας 

ασυνεχούς συνάρτησης της 
2

1

1
X

x
=

−
 στη γειτονιά του σηµείου 1x = , 

παρατηρώντας, χωρίς να χρησιµοποιήσει τον όρο συνέχεια, ότι οποιαδήποτε µικρή 

αύξηση του x  προκαλεί µια εξαιρετικά µεγάλη µεταβολή της συνάρτησης X  (Opera 

omnia, XI). 

Οι ασυνέχειες στις παραγώγους των λύσεων των µερικών διαφορικών εξισώσεων 

παρουσιάζουν µεγάλες δυσκολίες, οι οποίες αντιµετωπίστηκαν επιτυχώς στο πλαίσιο 

της µαθηµατικής ανάλυσης κατά το δεύτερο µισό του 19ου αιώνα (Truesdell, 1960). 

Μια περαιτέρω, εξαιρετικά ευρεία και πιο σηµαντική αντιµετώπιση αυτού του 

προβλήµατος αναπτύχθηκε µέσω της συναρτησιακής ανάλυσης, µε τη θεωρία των 

γενικευµένων λύσεων των µερικών διαφορικών εξισώσεων, κυρίως από τους Sobolev 

(1936) και Schwartz (1945). Αυτές οι γενικευµένες συναρτήσεις (Sobolev) ή 

κατανοµές (Schwartz) είναι γραµµικοί συναρτησιακοί συσχετισµοί, που δεν 

απαιτείται να είναι διαφορίσιµοι µε τη συνήθη έννοια του όρου αλλά να έχουν 

γενικευµένες παραγώγους. Η θεωρία των γενικευµένων συναρτήσεων επεξηγεί 

θαυµάσια τη βαθιά διαίσθηση και οξυδέρκεια του  Euler όσον αφορά τις ασυνεχείς 

συναρτήσεις. Εντούτοις, η γενική κατάσταση στο χώρο της µαθηµατικής ανάλυσης 

τον 18ο αιώνα δεν επέτρεψε στον Euler να καθιερώσει τις ιδέες του, ή να διατυπώσει 

ακριβείς ορισµούς, ή, επίσης, να αποφύγει λάθη, µερικά από τα οποία έγιναν 

αντιληπτά ακόµα και από τους νεότερους µαθηµατικούς της εποχής του 

(Youschkevitch, 1976). 

 

ΚΡΙΤΙΚΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΩΝ ΜΙΚΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  

ΚΑΙ ΤΗΣ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

Η πρώτη από τις ιδέες του Euler που έγινε αντικείµενο κριτικής ήταν η αποµόνωση 

της κλάσης των µικτών συναρτήσεων. Αµέσως µετά από το θάνατο του αποδείχθηκε 

ότι οι συναρτήσεις που δίνονταν από διαφορετικές αναλυτικές εκφράσεις σε 

διαφορετικές περιοχές κάποιου πεπερασµένου, ή, µερικές φορές, άπειρου 
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διαστήµατος, µπορούσαν να αναπαρασταθούν επίσης από µια και µοναδική εξίσωση. 

Τα πρώτα παραδείγµατα τέτοιων συναρτήσεων δόθηκαν από τον Charles (1785), 

στην εργασία του «Fragment sur les fonctions discontinues» (Απόσπασµα επί των 

ασυνεχών συναρτήσεων). Πολύ αργότερα (1844) ο ίδιος ο Augustin Louis Cauchy 

(1789 – 1857) αναφέρθηκε ρητά σ’ αυτό το πρόβληµα, στο «Mémoire sur les 

fonctions continues». Το πιο απλό παράδειγµα που έδωσε ήταν η συνάρτηση  

                 
, 0

,
, 0

x x
y

x x

+ ≥
= 

− <
                                 

η οποία µε αυτή τη µορφή είναι ασυνεχής αλλά ταυτόχρονα µπορεί να παρασταθεί 

από µια µόνο εξίσωση, την 2y x= , για κάθε  x−∞ < < +∞ , και άρα είναι συνεχής. 

Έτσι η διάκριση µεταξύ µικτών και συνεχών συναρτήσεων αποδείχθηκε ότι είναι 

θεωρητικώς αστήρικτη (Oeuvres complètes, VIII).  

 Ωστόσο, σύµφωνα µε τον Youschkevitch (1976), πολύ πιο σηµαντική ήταν η 

κριτική της έννοιας των µικτών συναρτήσεων µέσα στο πλαίσιο της θεωρίας των 

τριγωνοµετρικών σειρών. Ο Euler είχε αρνηθεί κατηγορηµατικά τον ισχυρισµό ότι το 

αρχικό σχήµα στο πρόβληµα της παλλόµενης χορδής µπορεί να δοθεί από δύο 

διαφορετικές εξισώσεις στα δύο µέρη ενός δοθέντος πεπερασµένου διαστήµατος και 

από µια σειρά όρων που περιέχουν ηµίτονα πολλαπλασίων τόξων. Στις αρχές του 

19ουαιώνα, ο Fourier (1768 – 1830) αντίκρουσε αυτό τον ισχυρισµό στις εργασίες του 

σχετικά µε τη θεωρία της διάδοσης της θερµότητας, που οδήγησε στη δηµιουργία της 

γενικής θεωρίας των τριγωνοµετρικών σειρών. Μετά από έρευνα του πάνω σ’ αυτό 

το θέµα, το 1805, o Fourier παρουσίασε µερικά παραδείγµατα µε τη βοήθεια 

γραφηµάτων και υποστήριξε: «…ότι οι ασυνεχείς τυχαίες συναρτήσεις µπορούν πάντα 

να παρασταθούν από αναπτύγµατα ηµιτόνων ή συνηµίτονων πολλαπλασίων τόξων, και 

τα ολοκληρώµατα των µερικών διαφορικών εξισώσεων τα οποία περιέχουν αυτά τα 

αναπτύγµατα είναι τόσο γενικά όσο εκείνα που εισάγουν τις αυθαίρετες συναρτήσεις 

των πολλαπλασίων τόξων. Συµπέρασµα που ο διάσηµος Euler είχε αποκηρύξει…» 

(Grattan – Guinness & Ravetz, 1972).  

Ο Fourier υπέβαλλε, το 1807, στη Γαλλική Ακαδηµία Επιστηµών την εργασία του 

«Théorie de la propagation de la chaleur dans les solides» (Grattan – Guinness & 

Ravetz, 1972), που αφορούσε τη θερµική αγωγιµότητα των στερεών, και µέσω αυτής 

ανέπτυξε µε περισσότερες λεπτοµέρειες το συλλογισµό του για το πρόβληµα της 

αναπαράστασης µιας αυθαίρετης, και πιθανώς ασυνεχούς, συνάρτησης από 
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τριγωνοµετρική σειρά. Ισχυρίστηκε ότι κάθε φραγµένη συνάρτηση : ( , )f π π− → ℝ  

µπορεί να αναπαρασταθεί σ’ αυτό το διάστηµα από µια σειρά της µορφής 

0

1

( cos sin )
2 n n

n

nx nx
α

α β
∞

=

+ +∑ , όπου  ,n nα β  είναι κατάλληλοι πραγµατικοί αριθµοί. 

Τα µέλη της Ακαδηµίας διαφώνησαν µε τον ισχυρισµό του Fourier υποστηρίζοντας 

ότι ακόµα και ένα άπειρο άθροισµα τριγωνοµετρικών συναρτήσεων είναι απείρως 

διαφορίσιµη συνάρτηση εφόσον οι συναρτήσεις ηµίτονο και συνηµίτονο είναι 

απείρως διαφορίσιµες. Έτσι η εργασία του Fourier απορρίφθηκε από τη Γαλλική  

Ακαδηµία. 

Εντούτοις, ο Fourier συνέχισε τις έρευνες του και το 1822 δηµοσίευσε τα 

συµπεράσµατα του επί της θερµότητας στην κλασική εργασία του µε τίτλο «Théorie 

analytique  de la chaleur»  (Αναλυτική Θεωρία της θερµότητας). Σ’ αυτή την εργασία 

του ισχυρίστηκε ότι κάθε συνάρτηση  : ( , )f − →ℓ ℓ ℝ  µπορεί να αναπαρασταθεί στο 

διάστηµα αυτό από σειρές ηµιτόνων και συνηµίτονων: 
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όπου οι συντελεστές  ,n nα β  υπολογίζονται µε ολοκλήρωση όρο – µε – όρο από τους 

τύπους 
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. Τα ,n nα β  είναι, µε 

σύγχρονη ορολογία, οι συντελεστές Fourier της f  στο διάστηµα ( , )−ℓ ℓ . Ωστόσο, δεν 

εξέτασε την ισχύ της ολοκλήρωσης που οδηγεί στον υπολογισµό αυτών των 

συντελεστών (Γιαννακούλιας, 2007).  

Τα συµπεράσµατα στα οποία κατέληξε ο Fourier το 1807, ενώ έτυχαν 

ενθουσιώδους υποδοχής από τους επιστήµονες  µετά από το 1822, προκάλεσαν τη 

δυσπιστία του Lagrange και άλλων µαθηµατικών των παλαιότερων γενεών. 

Γαλουχηµένος µε τις παραδόσεις του 18ου αιώνα, ο Fourier υπέθεσε ότι µια 

τριγωνοµετρική σειρά µπορεί να χρησιµοποιηθεί ώστε να αναπαραστήσει 

οποιαδήποτε µικτή συνάρτηση και δεν έδωσε ικανοποιητική ανάλυση του 

προβλήµατος της αναπαράστασης των συναρτήσεων από τέτοιες σειρές. Εντούτοις, 

τα επόµενα χρόνια το πρόβληµα αυτό έγινε το αντικείµενο ειδικών µελετών και 

αναρίθµητων ερευνών που βασίζονταν στη νέα γενική αντίληψη του λογισµού και 

ήταν αφιερωµένες στις ικανοποιητικές συνθήκες υπό τις οποίες είναι εφικτή η 

αναπαράσταση των συναρτήσεων από τις σειρές Fourier (Youschkevitch, 1976).  



 63 

Ένα από τα ερωτήµατα που προέκυψαν µετά από τη δηµοσίευση της εργασίας του 

Fourier αφορούσε τον προσδιορισµό της κλάσης των συναρτήσεων f , για τις οποίες 

το ανάπτυγµα της σειράς  Fourier συγκλίνει προς την ( )f x , για κάθε x  του πεδίου 

ορισµού τους. Ο Fourier, χωρίς αυστηρή µαθηµατική απόδειξη και µέσα από φυσικές 

ερµηνείες, υποστήριξε  ότι για κάθε συνάρτηση f  η αντίστοιχη σειρά Fourier 

συγκλίνει. Έτσι δηµιουργήθηκε η ανάγκη της εύρεσης των συνθηκών υπό τις οποίες  

η σειρά  Fourier της f  συγκλίνει προς την  f . Ο µαθηµατικός που ερεύνησε το θέµα 

αυτό ήταν ο Πρώσος Johann Peter Gustav Lejeune – Dirichlet (1805 – 1859), 

µαθητής του   Fourier. Στο Παρίσι του 1822, ο Fourier έθεσε στον τότε σπουδαστή 

των Mαθηµατικών το ερώτηµα της εύρεσης των συνθηκών για τη σύγκλιση των 

σειρών Fourier. Έτσι ο Dirichlet διαπίστωσε ότι για να απαντηθεί σωστά αυτό το 

ερώτηµα απαιτείται να ξεκαθαριστούν πρώτα οι έννοιες της µεταβλητής και της 

συνάρτησης. Κατά τον Dirichlet: «…η µεταβλητή είναι ένα σύµβολο του τυχαίου 

στοιχείου…» και «… µια συνάρτηση ( )y x  είναι ορισµένη, αν έχουµε οποιοδήποτε 

κανόνα, που σε κάθε τιµή της µεταβλητής x  αντιστοιχεί µια συγκεκριµένη τιµή του y , 

δίχως να είναι απαραίτητο να διατυπωθεί συναρτήσει κάποιας αναλυτικής έκφρασης ή 

εξίσωσης…». Στον ορισµό αυτό εµφανίζεται καθαρά για πρώτη φορά το 

µονοσήµαντο της τιµής του y , και η µεταβλητή έχει τη θέση της νοητής επιλογής 

ενός στοιχείου χωρίς κάποια εποπτική ή χρονική διάσταση (Frege, 1974 & 

Ρουσόπουλος, 1991). Το 1829, ο Dirichlet, ως καθηγητής στο Πανεπιστήµιο του 

Βερολίνου, µελέτησε τα µερικά αθροίσµατα 0
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Στην εργασία του «Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent a 

représenter une fonction arbitraire entre des limites données»  (Επί της σύγκλισης των 

τριγωνοµετρικών σειρών οι οποίες χρησιµεύουν στην αναπαράσταση µιας αυθαίρετης 

συνάρτησης µεταξύ δοσµένων ορίων), έθεσε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί η 

φραγµένη συνάρτηση f  ώστε να υπάρχει το ολοκλήρωµα της f  και τα 
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ολοκληρώµατα ( )cos , ( )sin ,f x kxdx f x kxdx∫ ∫  ώστε να ορίζονται οι συντελεστές 

Fourier ,k kα β .  

Όπως αναφέρει ο Youschkevitch (1976), από τις συνθήκες Dirichlet, που 

παρουσιάστηκαν την περίοδο 1829 – 1837, προέκυψε ότι οποιαδήποτε φραγµένη 

συνάρτηση αν είναι κατά τµήµατα συνεχής και κατά τµήµατα µονότονη σε ένα 

δεδοµένο διάστηµα θα µπορούσε να αναπτυχθεί σε µια σειρά Fourier που συγκλίνει 

σ’ αυτή τη συνάρτηση. Συνεπώς, µια τυχαία καµπύλη που σχεδιάζεται για ένα 

γνωστό διάστηµα µε µια µονοκονδυλιά, δηλαδή οποιαδήποτε τυχαία, ασυνεχής – µε 

την κατά Euler έννοια του όρου – και φραγµένη συνάρτηση, θα µπορούσε να 

παρασταθεί από ένα µόνο αναλυτικό τύπο, οπότε είναι µια συνεχής συνάρτηση. 

Φυσικά, κάθε συνάρτηση που είναι συνεχής σε ένα δεδοµένο διάστηµα δε µπορεί να 

παρασταθεί από µια σειρά  Fourier η οποία, σ’ αυτό το διάστηµα, µπορεί να  

αποκλίνει σε απείρως πολλά σηµεία. 

Πολλοί µαθηµατικοί, όπως ο Lagrange, υπέθεταν ότι µια συνάρτηση µπορούσε να 

χαρακτηριστεί πλήρως από την αντίστοιχη άπειρη σειρά της. Το 1823, ο Cauchy 

δηµοσίευσε στην εργασία του «Résumé des leçons données a l’ école Royale 

Polytechnique sur le calcul infinitésimal» (Περίληψη των µαθηµάτων που δόθηκαν 

στη Βασιλική Πολυτεχνική σχολή επί του  απειροστικού λογισµού) το κλασικό 

αντιπαράδειγµα του 
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αναπτύσσεται σε µια άπειρη σειρά µηδενικών συναρτήσεων, ενώ είναι µη µηδενική 

συνάρτηση. Έτσι, ο Cauchy απέδειξε ότι ακόµα και µια συνάρτηση απείρως 

διαφορίσιµη σε ένα δεδοµένο σηµείο δε θα µπορούσε να εκφραστεί µε αναλυτικό 

τρόπο σ’ αυτό το σηµείο.  Επιπλέον, όπως τονίστηκε από τον Pringsheim, το 1893, 

υπήρχαν απείρως διαφορίσιµες συναρτήσεις µη αναλυτικές σε οποιοδήποτε διάστηµα 

(Youschkevitch, 1976). Το συµπέρασµα του Cauchy ήταν ότι έπρεπε να δοθεί 

ιδιαίτερη προσοχή στη σύγκλιση των σειρών και να διατυπωθούν αυστηρές συνθήκες 

υπό τις οποίες  µπορεί κάποιος να αποφανθεί αν µια σειρά παριστάνει ή όχι ακριβώς 

µια συνάρτηση. Εντούτοις, δεν ξεχώρισε τη συνέχεια σ’ ένα σηµείο και την 

οµοιόµορφη συνέχεια µιας συνάρτησης και έτσι έδωσε ένα λανθασµένο συµπέρασµα 

στο πρώτο µέρος του σηµαντικού έργου του «Cours d’analyse» (1821): «…Καµία 

ασυνεχής συνάρτηση δε  µπορεί να έχει ανάπτυγµα  Fourier, γιατί το άθροισµα µιας 
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άπειρης σειράς συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση…». Τελικά, µετά από 

20 χρόνια, οι Dirichlet, Seidel και Weierstrass απέδειξαν ότι ο ισχυρισµός του 

Cauchy ήταν λανθασµένος (Γιαννακούλιας, 2007). 

 Συµπερασµατικά µπορούµε να πούµε ότι η ικανότητα της αναλυτικής 

αναπαράστασης µιας δοθείσης συνάρτησης εξαρτάται από τις αποδεκτές µεθόδους 

αναλυτικής έκφρασης, έτσι, για παράδειγµα, αν επεκταθούν οι αλγεβρικές εκφράσεις 

τότε διευρύνεται εξαιρετικά η σφαίρα των συναρτήσεων που µπορούν να 

παρασταθούν αναλυτικά. Ο  Euler στο Introductio είχε ισχυριστεί ότι η πιο γενική 

µορφή αναλυτικής έκφρασης είναι µια δυναµοσειρά που παράγεται από ένα 

αριθµήσιµο πλήθος προσθέσεων και πολλαπλασιασµών της µεταβλητής x , από ένα 

αριθµήσιµο πλήθος σταθερών, και από µια πρόσθετη οριακή διαδικασία. Αργότερα 

εξέφρασε κατηγορηµατικά την πεποίθησή του ότι οι ασυνεχείς – µε τη δική του 

έννοια του όρου – συναρτήσεις δεν είναι γενικά αναλυτικές. Περαιτέρω, ο Γερµανός 

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 – 1897) έδειξε ότι κάθε συνάρτηση συνεχής 

σ’ ένα κλειστό διάστηµα θα µπορούσε να παρασταθεί στο διάστηµα αυτό από το 

άθροισµα οµοιόµορφα συγκλινουσών σειρών ακεραίων πολυωνύµων (1885). Ακόµα 

και ασυνεχείς συναρτήσεις πολύ σύνθετης φύσης, οι οποίες ταξινοµήθηκαν από τον 

Baire τη διετία 1898 – 1899, µπορούν να παρασταθούν από αθροίσµατα σειρών που 

συγκλίνουν καθώς και πολλαπλασίων σειρών πολυωνύµων. Ο Lebesgue ονόµασε 

αναλυτικά αναπαραστάσιµη κάθε συνάρτηση η οποία θα µπορούσε να κατασκευαστεί 

από ένα αριθµήσιµο σύνολο προσθέσεων, πολλαπλασιασµών και οριακών 

διαδικασιών, που εκτελούνται σύµφωνα µ’ ένα ορισµένο κανόνα όσον αφορά την 

ανεξάρτητη µεταβλητή, και από ένα αριθµήσιµο σύνολο σταθερών ποσοτήτων 

(Youschkevitch, 1976). Η ταξινόµηση του Baire, όπως καθιερώθηκε το 1905 από τον 

Lebesgue, περιλαµβάνει όλες αυτές τις συναρτήσεις οι οποίες είναι επίσης 

µετρήσιµες µε την έννοια που δίνει στον όρο αυτό ο Borel. Ο Lebesgue ονόµασε αυτό 

τον κανόνα κατασκευής µια αναλυτική έκφραση (Monna, 1972). 

 

Η ΑΝΑΓΝΩΡΙΣΗ ΤΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥ EULER 

 

Ενώ ο διαχωρισµός των συναρτήσεων σε συνεχείς και ασυνεχείς δεν διατηρήθηκε 

στα Μαθηµατικά, ο γενικός ορισµός του Euler για τη συνάρτηση κέρδισε σταδιακά 

ευρεία αναγνώριση και χρησιµοποιήθηκε εκτεταµένα. Όπως αναφέρει ο 

Youschkevitch (1976), ο πρώτος που εκτίµησε σωστά τη σηµασία αυτού του νέου 



 66 

ορισµού ήταν ο Condorcet, ο οποίος ανέπτυξε την αντίληψη του Euler στην «Traité 

du calcul integral» (Πραγµατεία του ολοκληρωτικού λογισµού, 1778). 

 Στο πρώτο µέρος αυτής της εργασίας, µε τίτλο «De fonctions analytiques» (Των 

αναλυτικών συναρτήσεων) εξήγησε την άποψη του για την αναλυτική συνάρτηση: 

«…Υποθέτω ότι έχω ένα συγκεκριµένο αριθµό των ποσοτήτων , , ,..., ,x y z F  και ότι για 

κάθε καθορισµένη τιµή των , , ,...x y z  κλπ., η F  έχει µια ή περισσότερες καθορισµένες 

τιµές. Τότε λέω ότι η F  είναι µια συνάρτηση των , , ,...x y z ». Στη συνέχεια έδωσε 

µερικά παραδείγµατα πεπλεγµένων ή λελυµένων συναρτήσεων µε εξισώσεις και 

συνέχισε διευκρινίζοντας ότι: «…η F θα καθορίζεται αν ξέρουµε ότι τα , ,x y z είναι 

καθορισµένα, ανεξάρτητα από τον τρόπο  αναπαράστασης της F  από τα , ,x y z και τη 

µορφή της εξίσωσης µεταξύ των F και , ,x y z. Τότε η F  είναι συνάρτηση των 

, ,x y z…» (Youschkevitch, 1974). 

 Ο Condorcet διέκρινε τρία είδη συναρτήσεων: 

1. Συναρτήσεις µε γνωστό τύπο (λελυµένες συναρτήσεις). 

2. Συναρτήσεις που εισάγονται µε άλυτες εξισώσεις µεταξύ των F  και , ,x y z 

(πεπλεγµένες συναρτήσεις). 

3. Συναρτήσεις που δίνονται µόνο υπό ορισµένες συνθήκες (π.χ. από διαφορικές 

εξισώσεις). 

Κατόπιν, παράθεσε µερικά φυσικά φαινόµενα µε άγνωστη µαθηµατική περιγραφή και 

έδωσε κάποια µηχανικά παραδείγµατα ώστε  να διευκρινιστεί το τρίτο είδος 

συναρτήσεων, στο οποίο περιλαµβάνονται και οι «…συναρτήσεις που είναι γνωστές 

µόνο επειδή κάποιος γνωρίζει γενικά ότι µια ορισµένη ποσότητα θα είναι καθορισµένη 

όταν άλλες ποσότητες είναι καθορισµένες…». 

Συνεχίζοντας την ανάλυση του, ο Condorcet επιχείρησε να παραγωγίσει µια σειρά 

Taylor για µια τυχαία συνάρτηση, σχεδόν µε τον τρόπο που το είχε κάνει λίγο 

νωρίτερα ο Lagrange. Ωστόσο, φαίνεται ότι ο Condorcet ήταν ο πρώτος που 

χρησιµοποίησε τον όρο fonction analytique (αναλυτική συνάρτηση) για να περιγράψει 

συναρτήσεις αυθαίρετης φύσης, υπονοώντας κυρίως τις συναρτήσεις που µελετώνται 

στη µαθηµατική ανάλυση (Youschkevitch, 1976). 

Το 1797 δηµοσιεύτηκε ο πρώτος τόµος του εγχειριδίου του Γάλλου µαθηµατικού 

Sylvestre François Lacroix  (1765 – 1843) µε τίτλο «Traité du calcul différentiel et du 

calcul intégral» (Πραγµατεία του διαφορικού και του ολοκληρωτικού λογισµού) 

(Γιαννακούλιας, 2007). Σ’ αυτό ο Lacroix όρισε τη συνάρτηση ακολουθώντας την 
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αντίληψη των Euler και Condorcet. Παρατηρώντας αρχικά ότι µια συνάρτηση 

κάποιας ποσότητας ήταν κατανοητή ως οποιαδήποτε συνάρτηση δυνάµεων αυτής της 

ποσότητας, και ως οποιαδήποτε συνάρτηση άλλων αλγεβρικών εκφράσεων, ο Lacroix 

«…επηρεασµένος από τις νέες ιδέες, που βελτιώθηκαν µε την πρόοδο της ανάλυσης…», 

έδωσε τον ακόλουθο ορισµό της συνάρτησης: «…Οποιαδήποτε ποσότητα της οποίας 

η τιµή εξαρτάται από µία ή πολλές άλλες ποσότητες, είναι γνωστή ως συνάρτηση 

αυτών…». 

 Η Πραγµατεία του Lacroix συνέβαλε πολύ στη διάδοση της νέας έννοιας της 

συνάρτησης, σε µια εποχή  που ο παλιός ορισµός της συνάρτησης ως αναλυτικής 

έκφρασης αναφερόταν σε πολλά βιβλία και εγχειρίδια. Σύµφωνα µε τον 

Youschkevitch (1976), αυτή η παλιά ερµηνεία της έννοιας της συνάρτησης 

υπονοείται επίσης στην «Analyse algébrique» (Αλγεβρική Ανάλυση, 1821) του 

Cauchy, αν και στον ορισµό ο όρος αναλυτική έκφραση δεν χρησιµοποιείται. Ο 

ορισµός του Cauchy είναι (Cauchy, 1897): «…Όταν οι µεταβλητές ποσότητες είναι 

συσχετισµένες µεταξύ τους έτσι ώστε, όταν δίνεται η τιµή της µιας, κάποιος να µπορεί 

να ορίσει τις τιµές των άλλων, τότε µπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι διάφορες 

ποσότητες µπορούν να εκφραστούν µέσω µιας απ’ αυτές, η οποία παίρνει το όνοµα της 

ανεξάρτητης µεταβλητής, ενώ οι άλλες ποσότητες που εκφράζονται µέσω της 

ανεξάρτητης µεταβλητής, είναι εκείνες που ονοµάζονται συναρτήσεις αυτής της 

µεταβλητής…» (Oeuvres complètes, III). Ο Youschkevitch (1976) υποθέτει ότι ο 

Cauchy, δίνοντας αυτό τον ορισµό, ουσιαστικά είχε υπόψη του µόνο τις συναρτήσεις 

που εκφράζονται µε αναλυτικό τρόπο. Αυτό υπονοείται από τη διατύπωση του, στην 

οποία δύο φορές αναφέρει ότι οι συναρτήσεις µπορούν να εκφραστούν µέσω της 

ανεξάρτητης µεταβλητής, καθώς και από τον διαχωρισµό του για τις συναρτήσεις σε 

λελυµένες και πεπλεγµένες, µε τις τελευταίες να  χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι 

οι εξισώσεις που αυτές και η ανεξάρτητη µεταβλητή ικανοποιούν δε λύνονται 

αλγεβρικά.  

Ωστόσο, πολύ σύντοµα ο γενικός ορισµός του Euler έγινε αποδεκτός από τρεις 

επιφανείς µαθηµατικούς – τους Fourier, Lobatchevsky και Dirichlet – και σε 

συνδυασµό µε τις έρευνες τους στη θεωρία των τριγωνοµετρικών σειρών. Αρχικά  

ένας τέτοιος ορισµός δόθηκε στην «Théorie analytique  de la chaleur» (1821) του 

Fourier: «…Πάνω απ’ όλα, πρέπει να παρατηρήσουµε ότι η συνάρτηση ( )f x ,…, είναι 

τελείως αυθαίρετη, και δεν υπόκειται σε κανένα νόµο συνέχειας…Γενικά η συνάρτηση 
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( )f x  παριστά µια διαδοχή τιµών που δίνονται στην τετµηµένη x , και για τις οποίες 

υπάρχει, ένας ίσος αριθµός τεταγµένων ( )f x …∆εν υποθέτουµε ότι οι τεταγµένες 

υπόκεινται σ’ ένα κοινό κανόνα. ∆ιαδέχονται η µια την άλλη µε οποιοδήποτε τρόπο, και 

η καθεµία ορίζεται σα να ήταν µοναδική ποσότητα...» (Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & 

Γιαννακούλιας, 1999).   

Ακολουθώντας τον λακωνικό ορισµό του Fourier, οι Lobatchevsky και  Dirichlet 

δηµοσίευσαν εκτενέστερους ορισµούς. Ο Ρώσος Nikolai Lobatchevsky (1792 – 1856) 

στο άρθρο του «On the convergence of trigonometric series» (Επί της σύγκλισης των 

τριγωνοµετρικών σειρών, 1834) έγραψε ότι: «…Ο γενικός ορισµός απαιτεί ως 

συνάρτηση του x  να ονοµάζεται ένας αριθµός ο οποίος δίνεται για κάθε x  και ο 

οποίος αλλάζει βαθµιαία µαζί µε το x . Η τιµή της συνάρτησης µπορεί να δίνεται είτε 

από µια αναλυτική έκφραση, είτε από µια συνθήκη η οποία παρέχει ένα τρόπο για 

έλεγχο όλων των αριθµών και για επιλογή ενός απ’ αυτούς, ή, τέλος, η εξάρτηση ίσως 

υπάρχει αλλά παραµένει άγνωστη…». Στη συνέχεια υποστήριξε ότι: «…η δυνατότητα 

αναπαράστασης οποιασδήποτε συνάρτησης µε αναλυτικό τρόπο δεν είναι τίποτα 

παραπάνω  από µια αυθαίρετη εικασία…», αν και δεν είχαν ακόµα γίνει γνωστά 

αντιπαραδείγµατα, και κατέληξε ως εξής: «…Φαίνεται αδύνατο να αµφισβητηθεί είτε 

ότι οτιδήποτε στον κόσµο µπορεί να εκφραστεί από αριθµούς είτε ότι οποιαδήποτε 

µεταβολή ή σχέση παριστάνεται από µια αναλυτική συνάρτηση. Εν τω µεταξύ η ευρεία 

άποψη της θεωρίας επιτρέπει την ύπαρξη της εξάρτησης µόνο υπό την έννοια ότι οι 

αριθµοί, σε σχέση ο ένας µε τον άλλο, θεωρούνται σα να δίνονται µαζί. Γι’ αυτό το 

λόγο ο Lagrange, στο έργο του «Calcul des fonctions» (Λογισµός των συναρτήσεων), 

µε το οποίο ήλπιζε να αντικαταστήσει το διαφορικό λογισµό, προκάλεσε τόση ζηµιά στη 

γενικότητα της έννοιας όση αυστηρότητα του ισχυρισµού ήθελε να κερδίσει…». Κατά 

συνέπεια, είναι ευδιάκριτη µια τάση συµπερίληψης στην έννοια της συνάρτησης 

υποθετικών εξαρτήσεων που δε µπορούν να παρασταθούν µε αναλυτικό τρόπο. 

Επειδή όµως ο όρος του Lobatchevsky βαθµιαία σηµαίνει συνεχώς, µε την κατά 

Cauchy έννοια του όρου, ο ορισµός του Lobatchevsky, αν ερµηνευθεί κατά γράµµα, 

αφορά µόνο τις συνεχείς συναρτήσεις. Το ίδιο ισχύει σχετικά µε τον ορισµό που ο 

Dirichlet έδωσε το 1837 στην εργασία του «Über die Darstellung ganz willkürlicher 

Functionen durch Sinus und Cosinusreihen» (Επί της αναπαράστασης απολύτως 

αυθαίρετων συναρτήσεων από σειρές  ηµιτόνων και συνηµίτονων). Οι ορισµοί των 

Lobatchevsky και Dirichlet είναι ουσιαστικά ίδιοι, µε µόνη διαφορά το ότι ο Dirichlet 
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πρόσθεσε και µια γεωµετρική εξήγηση. Επίσης, χαρακτηρίζονται από τη ρητώς 

διατυπωµένη γενική φύση τους σχετικά µε τις συνεχείς συναρτήσεις και τη 

δυνατότητα άµεσης γενίκευσης τους έτσι ώστε να συµπεριληφθούν και οι ασυνεχείς 

συναρτήσεις (Youschkevitch, 1976). 

Έτσι, ενώ οι µαθηµατικοί µελετούσαν ασυνεχείς συναρτήσεις, οι ορισµοί τους 

περιορίζονταν σε συνεχείς, µε την κατά Cauchy έννοια του όρου, συναρτήσεις, και 

συναρτήσεις, ή παράγωγοι, µε µεµονωµένα σηµεία ασυνέχειας περιλαµβάνονταν  

σαφώς στις επαρκείς συνθήκες που απαιτούνται για την αναπαράσταση µιας 

συνάρτησης από µια σειρά Fourier, όπως αυτές καθιερώθηκαν από τους ίδιους τους 

Lobatchevsky και Dirichlet. Όσον αφορά τον Dirichlet έχουµε επίσης το περίφηµο 

παράδειγµα του για µια συνάρτηση που είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του 

διαστήµατος 0 1x≤ ≤ : 
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Η συνάρτηση αυτή που έµεινε γνωστή ως συνάρτηση του  Dirichlet και την οποία οι 

σύγχρονοι του µαθηµατικοί αποκάλεσαν «τρελή συνάρτηση», αναφέρεται στην 

εργασία του «Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent a 

représenter une fonction arbitraire entre des limites données» (1829), και δεν 

ικανοποιεί τις συνθήκες σύγκλισης των σειρών Fourier που δηµοσιεύτηκαν στην ίδια 

εργασία (Γιαννακούλιας, 2007). 

Ο Youschkevitch (1976) προσπάθησε να εξηγήσει τον περιορισµό των ορισµών 

των Lobatchevsky και Dirichlet στις συνεχείς συναρτήσεις, µε το επιχείρηµα ότι η 

κλάση των συνεχών συναρτήσεων, µε την κατά Cauchy έννοια του όρου, έπρεπε να 

ελευθερωθεί από τον περιορισµό της αναλυτικής αναπαράστασης, αφού µερικοί 

µελετητές, ταύτισαν αργότερα την άποψη του Cauchy για τη  συνέχεια µε την 

αντίληψη του Euler για την ίδια έννοια. Ο Burkhardt παρατήρησε ότι ο Cournot 

διατύπωσε στη «Théorie des fonctions» (Θεωρία των συναρτήσεων, 1841) ένα 

ορισµό της συνάρτησης µε τον ίδιο βαθµό γενικότητας που είχαν οι αντίστοιχοι 

ορισµοί των Dirichlet και Lobatchevsky: «…Αντιλαµβανόµαστε ότι ένα µέγεθος 

µπορεί να εξαρτάται από ένα άλλο, χωρίς αυτή η εξάρτηση να µπορεί να εκφραστεί από 

ένα συνδυασµό αλγεβρικών συµβόλων…» (Burkhardt , 1904 – 1916), και πρότεινε 

«…να φανταστούµε µια θεωρία µε αντικείµενο τη συζήτηση για τις γενικές ιδιότητες 

των συναρτήσεων…». 
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Ωστόσο οι εργασίες των Cournot και Lobatchevsky δεν έτυχαν ευρείας 

δηµοσιότητας εκείνη την εποχή, όπως καταγράφτηκε από τον Hankel στις 

«Untersuchungen über die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Functionen» 

(Έρευνες επί των απείρως συχνά παλινδροµικών και µη σταθερών συναρτήσεων, 

1870). Εκεί διατυπώθηκε η άποψη του για τους συναρτησιακούς συσχετισµούς µε τον 

ακόλουθο ορισµό (Hankel, 1905): «…Μια συνάρτηση ( )y x  είναι η σχέση µε την 

οποία σε  κάθε τιµή της µεταβλητής x  αντιστοιχεί µέσα σ’ ένα συγκεκριµένο διάστηµα 

µια συγκεκριµένη  τιµή του y , είτε το y  εξαρτάται σε ολόκληρα διαστήµατα από τον 

ίδιο κανόνα του x  είτε όχι, είτε η εξάρτηση από τις µαθηµατικές διαδικασίες µπορεί να 

αποτυπωθεί είτε όχι…», που τον αποκάλεσε µε το όνοµα του Dirichlet «…επειδή 

λειτουργεί περισσότερο επί των σειρών Fourier…», και ονόµασε την παλιά έννοια της 

συνάρτησης αντίληψη του Euler, αναφερόµενος στις συνεχείς και ασυνεχείς 

συναρτήσεις στο Introductio. Ο ίδιος ο Hankel περιέγραψε τον ορισµό του λέγοντας 

ότι η συγκεκριµένη τιµή του y   δεν περιλαµβάνει την περίπτωση της άπειρης 

ασυνέχειας και µετά έδωσε ένα νέο ορισµό που σχεδόν συµπίπτει µε µέρος του 

αρχικού. Σύµφωνα πάντως µε τον Youschkevitch (1976), ο Hankel διατύπωσε τον 

ορισµό του προσεκτικά, και χωρίς να αναπαράγει τον ορισµό του  Dirichlet, για τον 

οποίο σωστά παρατήρησε ότι αφορούσε τις συνεχείς συναρτήσεις. Μ’ αυτή ακριβώς 

ή µε µια παρόµοια µορφή, ο γενικός ορισµός της συνάρτησης κυριάρχησε στη 

µαθηµατική ανάλυση στα τέλη του 19ου αιώνα και στον 20ο αιώνα. 

 

Ο ΙΣΤΟΡΙΚΟΣ ΡΟΛΟΣ ΤΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥ EULER 

 

Η έννοια της συνάρτησης που δόθηκε από τον Euler (1755), υποβλήθηκε σε 

ουσιαστική εξέλιξη από πολλούς µαθηµατικούς, συµπεριλαµβανοµένων των 

Lobatchevsky και Dirichlet. Ειδικότερα, µελετήθηκαν η αυθαίρετη φύση των 

συναρτησιακών σχέσεων και η ικανότητα της αναλυτικής αναπαράστασης τους.  

Οι διαφορετικές αντιλήψεις για το βαθµό αυθαιρεσίας και για το είδος της 

συµπεριφοράς των συναρτήσεων που χρησιµοποιήθηκαν είναι χαρακτηριστικά των 

διαφορετικών εποχών και των διαφορετικών γενεών των µαθηµατικών. Αν και ο 

Euler, ο Lacroix, ή ο Fourier δε συνάντησαν ποτέ τέτοιες συναρτήσεις, όπως η 

ασυνεχής  συνάρτηση του Dirichlet, η δική τους έννοια της συνάρτησης ως µιας 

αυθαίρετης αντιστοιχίας ήταν για την εποχή τους τόσο γενική όσο γενική ήταν και η 
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έννοια του Dirichlet για τη δική του εποχή. Για τον ίδιο λόγο, ο Dirichlet δε 

µπορούσε να φανταστεί τα είδη των συναρτήσεων που µελέτησαν οι Cantor, Baire, 

Borel και Lebesgue. Επιπλέον, το πρόβληµα της ικανότητας της αναλυτικής 

αναπαράστασης των συναρτήσεων αποδείχθηκε ότι ήταν πιο σύνθετο απ’ ότι είχε 

υποτεθεί µέχρι την αρχή του 20ου αιώνα. Το θέµα αυτό παρακάµφτηκε σε όλη τη 

διάρκεια µιας µακράς περιόδου που ξεκίνησε από τον Euler και τελείωσε µε τους  

Dirichlet και Cournot. Αλλά µετά, σταδιακά ανακαλύφθηκε ότι όλο και περισσότερες 

εκτεταµένες κλάσεις συναρτήσεων, αρχικά αυτές που ικανοποιούν τις συνθήκες 

Dirichlet στη θεωρία των σειρών Fourier, µετά οι συνεχείς συναρτήσεις και τέλος 

αυτές που ήταν γενικότερης φύσης, µπορούσαν να παρασταθούν µε κάποια 

αναλυτική µέθοδο (Youschkevitch, 1976). 

Ο Dini (1892), στο έργο του «Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabiliti 

reali» (Τα θεµέλια για τη θεωρία των συναρτήσεων πραγµατικής µεταβλητής), που 

δηµοσιεύτηκε το 1878, ερεύνησε αν, στα πλαίσια της διατήρησης του νοήµατος του 

ορισµού της συνάρτησης, είναι πάντα δυνατό να γράψουµε µε αναλυτικό τρόπο σε 

ένα συγκεκριµένο διάστηµα µια συνάρτηση ( )y x  για όλες τις τιµές της µεταβλητής 

σ’ αυτό το διάστηµα και για µια ή πολλές, πεπερασµένες ή άπειρες διαδικασίες 

υπολογισµού, που κάνουµε µε τη µεταβλητή. Όπως αναφέρθηκε παραπάνω (Monna, 

1972), ο Lebesgue (1905) απάντησε θετικά στο ερώτηµα αυτό, όσον αφορά όλες τις 

µετρήσιµες συναρτήσεις, και ταυτόχρονα έδωσε ένα παράδειγµα συνάρτησης που δε 

µπορεί να αναπαρασταθεί αναλυτικά µε τη δική του έννοια του όρου. Εντούτοις, η 

αδύναµη πλευρά του ορισµού του Euler δεν διέφυγε της προσοχής του Hankel ο 

οποίος, πρωτίστως, τον θεώρησε ως καθαρό συµβολικό (εικονικό) ορισµό (Hankel, 

1905), υπογραµµίζοντας ότι οι συναρτήσεις που ορίζονται τόσο καθολικά δεν έχουν 

κάποια κοινή ιδιότητα.  

Σύµφωνα πάντως µε τον Youschkevitch (1976), η κατάλληλη απάντηση στην 

παραπάνω ερώτηση δίνεται τελικά από την ίδια την εξέλιξη της θεωρίας των 

συναρτήσεων. Με την πάροδο του χρόνου, η κλάση των υπό µελέτη συναρτήσεων 

διευρύνθηκε και υποβλήθηκε σε ουσιαστικές αλλαγές. Αρχικά, και κατά τη διάρκεια 

περίπου δύο αιώνων, οι αναλυτικές εκφράσεις που χρησιµοποιούσαν συγκριτικά 

απλές διαδικασίες υπολογισµού, ήταν σχεδόν το µόνο αντικείµενο µελέτης. Αλλά 

µετά, προέκυψε η ανάγκη µελέτης διαφορετικών  κλάσεων συναρτήσεων, όπως είναι 

οι συνεχείς, οι διαφορίσιµες,  οι κατά σηµεία ασυνεχείς, οι µετρήσιµες συναρτήσεις 
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κλπ. Οι συναρτήσεις αυτές εισάγονταν µέσω κάποιας βασικής ιδιότητας που καθόριζε 

όλη τη δοµή µιας συγκεκριµένης  κλάσης, ανεξάρτητα από το αν οι συναρτήσεις 

αυτής της κλάσης µπορούσαν να παρασταθούν αναλυτικά.  

Ο Luzin (1915) στο βιβλίο του «Integral and trigonometric series» (Ακέραιες και 

τριγωνοµετρικές σειρές), παρατηρεί ότι: «…η κύρια διαφορά ανάµεσα στις µεθόδους 

της µελέτης των συναρτήσεων εντός του πλαισίου της µαθηµατικής ανάλυσης και µέσω 

της θεωρίας των συναρτήσεων είναι ότι η κλασική ανάλυση συµπεραίνει ιδιότητες 

ξεκινώντας από τις ιδιότητες εκείνων των αναλυτικών εκφράσεων και τύπων µε τους 

οποίους αυτή η συνάρτηση καθορίζεται, ενώ η θεωρία των συναρτήσεων προσδιορίζει 

τις ιδιότητες µιας συνάρτησης ξεκινώντας από εκείνη την ιδιότητα η οποία εκ των 

προτέρων χαρακτηρίζει την κλάση των εξεταζόµενων συναρτήσεων…». Επίσης, στη 

θεωρία των συναρτήσεων χρησιµοποιούνται γενικά οι λεκτικές περιγραφές της 

συµπεριφοράς των συναρτήσεων στα διάφορα σύνολα τιµών της ανεξάρτητης 

µεταβλητής.   

Η  σύγχρονη µαθηµατική λογική αποκάλυψε ουσιαστικές έµφυτες δυσκολίες στη 

γενίκευση, όπως είναι, για παράδειγµα,  ο µη αλγοριθµικός ορισµός της συνάρτησης. 

Ο Weyl (1927) στην εργασία του «Philosophie der Mathematik und 

Naturwissenschaft» (Η φιλοσοφία των Μαθηµατικών και των Φυσικών Επιστηµών), 

υποστήριξε ότι: «…Κανείς δε  µπορεί  να ερµηνεύσει  τι είναι η συνάρτηση. Αλλά: 

«Μια συνάρτηση f  θεωρείται γνωστή, αν µε οποιοδήποτε τρόπο που ορίζεται 

σύµφωνα µ’ ένα κανόνα,  κάθε αριθµός a  αντιστοιχεί στον αριθµό b … Τότε λέµε ότι, 

το b  είναι η τιµή της συνάρτησης f  σε εκείνο το a…»…». Έτσι, δύο διαφορετικά 

ορισµένες συναρτήσεις θεωρούνται ίδιες αν, για όλες τις δυνατές τιµές του a , οι 

αντίστοιχες τιµές του b  συµπίπτουν. Οι απόψεις των µαθηµατικών για το νόηµα της 

φράσης «…µε οποιοδήποτε τρόπο που ορίζεται σύµφωνα µ’ ένα κανόνα…» διαφέρουν. 

Εντούτοις, ο γενικός εικονικός (nominal) ορισµός της συνάρτησης κατά τον Euler, που 

ήταν απαραίτητος από τα µέσα του 18ου αιώνα, χρησιµοποιήθηκε µε επιτυχία ως  ένα 

µέσο ελεύθερης έκφρασης, για όλο και πιο σύνθετες δοµές στη θεωρία των 

συναρτήσεων και, επίσης, άνοιξε νέους ορίζοντες στην ανάπτυξη πολλών κλάδων της 

µαθηµατικής ανάλυσης και των εφαρµογών της. Ακόµα και οι δυσκολίες που 

οφείλονται στην ίδια τη φύση του ορισµού  αυτού, έπαιξαν ένα θετικό ρόλο στην 

ανάλυση και στη µελέτη ενός αριθµού προβληµάτων των Μαθηµατικών και της 

µαθηµατικής λογικής (Youschkevitch, 1976).  
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II. ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟΙ ΧΩΡΟΙ 

 

ΕΣΩΤΕΡΙΚΑ ΓΙΝΟΜΕΝΑ 

 

Σ’ αυτή την ενότητα θα δείξουµε πως η απόσταση, µαζί µε συναφείς έννοιες όπως 

είναι το µήκος και το µέτρο γωνίας, µπορούν να γενικευθούν σε αυθαίρετους 

πραγµατικούς διανυσµατικούς χώρους. Απ’ αυτές τις αποκαλούµενες «µετρικές» 

έννοιες, που είναι το θεµέλιο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, προκύπτουν πολλά 

αποτελέσµατα, όχι µόνο στη Γεωµετρία , αλλά και στην Ανάλυση (Kreider, Kuller, 

Ostberg & Perkins, 1966). 

Για να  εισάγουµε µια µετρική σ’ ένα πραγµατικό διανυσµατικό χώρο πρέπει 

πρώτα να διαλέξουµε µια µονάδα απόστασης για τις µετρήσεις µας. Αυτό µπορεί να 

γίνει πιο εύκολα ορίζοντας το εσωτερικό γινόµενο σ’ ένα διανυσµατικό χώρο. 

Λαµβάνοντας την έννοια του εσωτερικού γινοµένου ως πρωταρχική, θα τη 

χρησιµοποιήσουµε για να ορίσουµε, το µήκος, το µέτρο γωνίας, και την απόσταση. 

Έτσι, αυτές οι έννοιες γίνονται αντιληπτές από το µαθητή ως φυσική συνέπεια της 

έννοιας του εσωτερικού γινοµένου. 

Ορισµός 1. Ένα εσωτερικό γινόµενο ορίζεται σ’ ένα πραγµατικό διανυσµατικό 

χώρο V αν µαζί µε κάθε ζεύγος διανυσµάτων ,x y  στον V  καθορίζεται ένας 

πραγµατικός αριθµός ⋅x y  µε τέτοιο τρόπο ώστε  

1) ⋅ ⋅x y = y x , 

2) ( ) ( )α α⋅ = ⋅x y x y για κάθε πραγµατικό αριθµό α , 

3) ( )1 2 1 2+ ⋅ = ⋅ + ⋅x x y x y x y , 

4) 0⋅ ≥x x , και 0⋅ =x x  αν και µόνο αν =x 0 . 

Ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο είναι γνωστός ως Ευκλείδειος 

χώρος ή χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, και ο πραγµατικός αριθµός  ⋅x y  

ονοµάζεται εσωτερικό γινόµενο των x και y . Στη βιβλιογραφία το ⋅x y  αναφέρεται 

και ως  «βαθµωτό ή αριθµητικό γινόµενο» των x  και y .  

Αν εφαρµόσουµε την ( )1  στις ( )2  και ( )3 , θα δούµε ότι το εσωτερικό γινόµενο 

ικανοποιεί και τις ισότητες  

                     ( )1 2 1 2⋅ + = ⋅ + ⋅x y y x y x y   και  ( ) ( )α α⋅ = ⋅x y x y .   (5) 
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Γενικότερα, έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 2 2 ,

α α β β α β α β

α β α β

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ ⋅2

x x y + y x y x y

+ x y + x y
  (6) 

όπου 1 2 1 2, , ,α α β β  είναι αυθαίρετα βαθµωτά (µονόµετρα) µεγέθη. Επίσης 

παρατηρούµε ότι  

                                      0⋅ =x y  όταν =x 0  ή =y 0.     (7) 

Η ισότητα (1) στον παραπάνω ορισµό δείχνει ότι το εσωτερικό γινόµενο είναι µια 

αντιµεταθετική ή συµµετρική πράξη ανάµεσα σε ζεύγη διανυσµάτων, ενώ η (3) ότι 

αυτή η πράξη είναι  επιµεριστική. Αυτές οι δύο συνθήκες, µαζί µε τις ανάλογες τους 

που δίνονται στην (5), κάνουν το εσωτερικό γινόµενο διγραµµικό. Τέλος, η (4) 

αναφέρει ρητά ότι το εσωτερικό γινόµενο είναι θετικά ορισµένο, και ότι το εσωτερικό 

γινόµενο ενός διανύσµατος µε τον εαυτό του  είναι πάντα µεγαλύτερο από το µηδέν 

εκτός και αν αυτό το διάνυσµα είναι το µηδενικό. Συνοψίζοντας τις παραπάνω 

ιδιότητες µπορούµε να πούµε ότι ένα εσωτερικό γινόµενο είναι µια συµµετρική, 

διγραµµική, και θετικά ορισµένη πράξη ανάµεσα σε ζεύγη διανυσµάτων, η οποία δίνει 

ως αποτέλεσµα ένα πραγµατικό αριθµό.  

Παράδειγµα1.  Έστω ότι ( )1,..., nx x=x  και ( )1,..., ny y=y  είναι διανύσµατα του 

nℝ , και το ⋅x y ορίζεται από την  

     1 1 ... n nx y x y⋅ = + +x y .    (8) 

Τότε ο nℝ γίνεται Ευκλείδειος χώρος, και καλείται Ευκλείδειος n -χώρος. Στον 2ℝ  

και στον 3ℝ  αυτό το εσωτερικό γινόµενο είναι το γνωστό «εσωτερικό ή βαθµωτό ή 

αριθµητικό ή ευθύ γινόµενο», όπου ο ορισµός συνήθως διατυπώνεται γεωµετρικά ως 

το γινόµενο του µήκους του x , του µήκους του y , και του συνηµιτόνου της µεταξύ 

τους γωνίας.  

Παράδειγµα 2. Ο διανυσµατικός χώρος είναι ο [ ],a bℂ , ο χώρος όλων των 

συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα  [ ],a b , µε το ⋅f g  να ορίζεται ως 

    ( ) ( )
b

a
f x g x dx⋅ = ∫f g .   (9) 

Η (9) ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου. Πράγµατι, είναι 

προφανές ότι το ⋅f g  είναι συµµετρική πράξη που δίνει πραγµατικές τιµές, ενώ η 
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διγραµµικότητα έπεται από τις εξισώσεις ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
f x g x dx f x g x dxα α=∫ ∫ , όπου 

α είναι ένας πραγµατικός αριθµός, και 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

b b b

a a a
f x f x g x dx f x g x dx f x g x dx+ = +  ∫ ∫ ∫ . 

Τέλος, επειδή το ολοκλήρωµα µιας µη αρνητικής συνάρτησης είναι µη  αρνητικός 

αριθµός, και το ολοκλήρωµα µιας συνεχούς µη αρνητικής συνάρτησης είναι µηδέν αν 

και µόνο αν η συνάρτηση ταυτίζεται µε τη µηδενική, συµπεραίνουµε ότι 

( )
2

0
b

a
f x dx⋅ = ≥∫f f , και 0⋅ =f f  αν και µόνο αν =f 0 . 

Παράδειγµα 3.  Έστω ότι r  είναι µια µη αρνητική συνάρτηση στον [ ],a bℂ η 

οποία µηδενίζεται το πολύ σε µεγάλο αριθµό πεπερασµένων σηµείων στο διάστηµα 

[ ],a b . Τότε η ισότητα 

     ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x r x dx⋅ = ∫f g ,   (10) 

ορίζει επίσης ένα εσωτερικό γινόµενο στον  [ ],a bℂ . Η συνάρτηση r  καλείται η 

συνάρτηση βάρους γι’ αυτό το εσωτερικό γινόµενο, και παρατηρούµε ότι όταν η r  

είναι η ταυτοτική, η (10) ανάγεται στο εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται στο 

Παράδειγµα 2.  

Παράδειγµα 4.  Έστω ότι P  είναι ο διανυσµατικός χώρος που αποτελείται από 

όλα τα πολυώνυµα του x  µε πραγµατικούς συντελεστές. Συνήθως τα διανύσµατα 

αυτού του χώρου θεωρούνται ως αντικείµενα, και αγνοείται η ερµηνεία τους ως 

πραγµατικές συνεχείς συναρτήσεις που ορίζονται για κάθε πραγµατικό αριθµό  ή σε 

οποιαδήποτε υποδιάστηµα του άξονα των πραγµατικών αριθµών. Από εδώ και πέρα, 

ωστόσο, θα θεωρούµε τα στοιχεία του Pως πολυωνυµικές συναρτήσεις,  έτσι ώστε ο 

P  να θεωρείται ως υπόχωρος του [ ],a bℂ  για οποιοδήποτε ζεύγος πραγµατικών 

αριθµών a b< . Στην περίπτωση αυτή ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο στον P  από 

τις ισότητες (9) ή (10). 

Υπενθυµίζουµε ότι ένας Ευκλείδειος χώρος W  είναι υπόχωρος ενός Ευκλείδειου 

χώρου  V  αν ο W  είναι ένα υποσύνολο του V , που είναι και αυτό διανυσµατικός 

χώρος αλλά µε τις ίδιες πράξεις που υπάρχουν στο διανυσµατικό χώρο V , και κατά 

συνέπεια το εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται στον W συµπίπτει µε το εσωτερικό 

γινόµενο που ορίζεται στον V . Εντούτοις, είναι δυνατό να εφοδιάσουµε τον W µ’ ένα 
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εσωτερικό γινόµενο που διαφέρει απ’ αυτό που ορίζεται στον V , στην περίπτωση που 

ο W , ως Ευκλείδειος χώρος, δεν είναι ένας υπόχωρος του V .  

 

   ΜΗΚΟΣ, ΜΕΤΡΟ ΓΩΝΙΑΣ, ΑΠΟΣΤΑΣΗ 

 

Σ’ αυτή την υποενότητα  θα ορίσουµε το µήκος, το µέτρο γωνίας, και την 

απόσταση µε τη βοήθεια του εσωτερικού γινοµένου σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο. 

Καθεµία απ’ αυτές τις έννοιες είναι καλά ορισµένη στο δισδιάστατο Ευκλείδειο 

χώρο, και γι’ αυτό απαιτούµε κάθε ορισµός που θα υιοθετήσουµε να µπορεί να 

αναχθεί στον οικείο ορισµό του 2ℝ . Για να επιτευχθεί αυτός ο στόχος, θα 

χρησιµοποιήσουµε τους σχετικούς τύπους από την Αναλυτική Γεωµετρία µε την 

ορολογία του εσωτερικού γινοµένου στον 2ℝ , ώστε να καταλήξουµε σε αποδεκτούς 

ορισµούς σ’ αυτό το χώρο, τους οποίους θα γενικεύσουµε για αυθαίρετους 

Ευκλείδειους χώρους (Kreider, Kuller, Ostberg & Perkins, 1966). 

Έστω ότι ( )1 2,x x=x  είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα στον 2ℝ . Τότε το µήκος του 

x , που συµβολίζεται µε x , είναι ο µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός 

2 2
1 2x x= +x . Αλλά επειδή 2 2

1 2x x⋅ = +x x , αυτή η έκφραση µπορεί να ξαναγραφτεί  

            

     Σχήµα 2. 

µε χρήση του εσωτερικού γινοµένου στον 2ℝ  ως = ⋅x x x . Έτσι δίνουµε τον 

ακόλουθο ορισµό: 

Ορισµός 2.  Το µήκος (ή νόρµα) ενός διανύσµατος x  σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο 

είναι ο µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός 

    = ⋅x x x .     (11) 

Ειδικότερα, το µήκος ενός διανύσµατος ( )1,..., nx x=x  στον nℝ  είναι 
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    2 2
1 ... nx x= + +x ,    (12) 

ενώ το µήκος ενός διανύσµατος f στον [ ],a bℂ  είναι  

     ( )( )
1
22b

a
f x dx= ∫f .    (13) 

Γνωρίζουµε ότι αν x  και y  είναι δύο οποιαδήποτε µη µηδενικά διανύσµατα στον 

2ℝ , ο τύπος  

    cosθ
⋅

=
x y
x y

,  0 θ π≤ ≤ ,   (14) 

είναι µια άµεση συνέπεια του νόµου των συνηµίτονων. Αλλά η έκφραση 
⋅x y

x y
 είναι 

επίσης καλά ορισµένη σ’ ένα αυθαίρετο Ευκλείδειο χώρο, και κατά συνέπεια η 

ισότητα (14) µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως γενικός ορισµός του cosθ , µε την 

προϋπόθεση ότι θ’ αποδείξουµε την ανισότητα 

    1 1
⋅

− ≤ ≤
x y
x y

    (15) 

για κάθε ζεύγος µη µηδενικών διανυσµάτων σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο, αφού, φυσικά, 

οποιοσδήποτε ορισµός του cosθ  πρέπει να ικανοποιεί την ανισότητα  1 cos 1θ− ≤ ≤ . 

Η απόδειξη της (15) είναι συνέπεια του παρακάτω σηµαντικού αποτελέσµατος, που 

είναι γνωστό ως ανισότητα Schwarz ή ανισότητα Cauchy – Schwarz. 

    Θεώρηµα 1 (ανισότητα Schwarz).  Αν x  και y  είναι δύο οποιαδήποτε 

διανύσµατα σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο, τότε  

    ( ) ( )( )2
⋅ ≤ ⋅ ⋅x y x x y y     (16) 

Απόδειξη.  Η ανισότητα προκύπτει άµεσα αν είτε το x  είτε το y  είναι το µηδενικό 

διάνυσµα, αφού τότε και τα δύο µέλη της (16) είναι µηδέν λόγω της (7). Έτσι αρκεί 

να εξετάσουµε την περίπτωση στην οποία τα x  και y  είναι µη µηδενικά. Θα 

χρησιµοποιήσουµε την ισότητα (6) για να αναπτύξουµε το ( ) ( )α β α β− ⋅ −x y x y , 

όπου α  και β  είναι τυχαίοι πραγµατικοί αριθµοί. Από τη σχέση (4) έχουµε 

    
( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

0

2 ,

α β α β

α αβ β

≤ − ⋅ −

= ⋅ − ⋅ + ⋅

x y x y

x x x y y y
                                         

απ’ όπου προκύπτει 

( ) ( ) ( )2 22αβ α β⋅ ≤ ⋅ + ⋅x y x x y y .                                        
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Τώρα θέτουµε 

α = ⋅y y  και β = ⋅x x . 

Αυτό δίνει  

( ) ( )( )2 2⋅ ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅x x y y x y x x y y ,                                        

ή 

       ⋅ ≤ ⋅ ⋅x y x x y y ,                                      

και τετραγωνίζοντας, παίρνουµε την ανισότητα (16). 

Στον nℝ   η ανισότητα Schwarz παίρνει τη µορφή  

                                          
2

2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

x y x y
= = =

    
≤    

    
∑ ∑ ∑ ,                (17) 

ενώ στον  [ ],a bℂ  γίνεται 

                      ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx

  ≤   
  ∫ ∫ ∫ .  (18) 

Η πρώτη απ’ αυτές τις ανισότητες ισχύει για κάθε 1 1,...., , ,....,n nx x y y  πραγµατικούς 

αριθµούς, και συνήθως καλείται ανισότητα Cauchy. 

Με τον συµβολισµό του Ορισµού 2 η ανισότητα Schwarz  γίνεται 

⋅ ≤x y x y ,     (19) 

δηλαδή η απόλυτη τιµή του εσωτερικού γινοµένου δύο διανυσµάτων δεν υπερβαίνει 

το γινόµενο των µηκών τους. Έτσι προκύπτει ότι  

1
⋅

≤
x y

x y
,                                                 

όταν τα x  και y  είναι µη µηδενικά, που σηµαίνει ότι 1 1
⋅

− ≤ ≤
x y
x y

, και έτσι 

αποδείχθηκε η  (15). Τώρα µπορούµε να δώσουµε τον ορισµό του cosθ . 

Ορισµός 3.  Αν x  και y  είναι µη µηδενικά διανύσµατα σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο 

ορίζουµε το συνηµίτονο της µεταξύ τους γωνίας ως 

cosθ
⋅

=
x y
x y

.     (20) 

Αν ένα από τα διανύσµατα είναι το µηδενικό, τότε θέτουµε cos 0θ = . Η γωνία των 

δύο διανυσµάτων ορίζεται ως η πρωτεύουσα τιµή του τόξου συνηµίτονου.   
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Αποµένει να ορίσουµε την απόσταση ανάµεσα σε δύο οποιαδήποτε διανύσµατα 

ενός  Ευκλείδειου χώρου. Και αυτό γίνεται απλώς γενικεύοντας τον ορισµό από τον 

2ℝ  όπου η απόσταση µεταξύ των x  και y  είναι το µήκος του διανύσµατος −x y .  

 

Σχήµα 3. 

Ορισµός 4.  Η απόσταση ανάµεσα σε δύο διανύσµατα x  και y  σ’ ένα Ευκλείδειο 

χώρο είναι, εξ’ ορισµού, 

( ),d = −x y x y .    (21) 

Γνωρίζουµε ότι η απόσταση ανάµεσα σε δύο σηµεία πρέπει να είναι µη αρνητικός 

πραγµατικός αριθµός, που είναι µηδέν αν και µόνο αν τα σηµεία συµπίπτουν. Επίσης,          

η απόσταση πρέπει να είναι ανεξάρτητη της σειράς µε την οποία θεωρούµε τα 

σηµεία, και τέλος πρέπει να ικανοποιείται η γνωστή από την επιπεδοµετρία τριγωνική 

ανισότητα. Κατά συνέπεια προκειµένου να δικαιολογηθεί η χρησιµοποίηση του όρου 

«απόσταση» στον Ορισµό 4 πρέπει να δείξουµε ότι το ( ),d x y  είναι ένας 

πραγµατικός αριθµός που ικανοποιεί τις παρακάτω σχέσεις:   

( ), 0d ≥x y ,     (22) 

( ), 0d =x y αν και µόνο αν =x y ,  (23) 

( ) ( ), ,d d=x y y x ,    (24) 

 ( ) ( ) ( ), , ,d d d+ ≥x y y z x z για οποιαδήποτε τρία διανύσµατα , ,x y z . (25) 

Οι πρώτες τρεις απ’ αυτές τις ιδιότητες προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό του 

µήκους και από τα αξιώµατα που διέπουν το εσωτερικό γινόµενο. Για να αποδείξουµε 

τη σχέση (25) αποδεικνύουµε αρχικά µια ανισότητα.  

Λήµµα 1.  Αν x  και y  είναι τυχαία διανύσµατα σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο, τότε 

+ ≤ +x y x y .     (26)  
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Απόδειξη.   

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 22

2

2 (από την ανισότητα Schwarz)

.

+ = + ⋅ +  

= ⋅ + ⋅ + ⋅  

 ≤ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ 

 = ⋅ + ⋅  

= ⋅ + ⋅

= +

x y x y x y

x x x y y y

x x x x y y y y

x x y y

x x y y

x y

 Η τριγωνική ανισότητα (25) προκύπτει άµεσα απ’ αυτό το αποτέλεσµα. Πράγµατι, 

  ( ) ( )− = − + − ≤ − + −x z x y y z x y y z ,  (27) 

δηλαδή,  

     ( ) ( ) ( ), , ,d d d≤ +x z x y y z . 

Τέλος, η συνάρτηση της απόστασης που ορίστηκε παραπάνω έχει τις ακόλουθες 

ιδιότητες: 

  ( ) ( ), ,d dα α α=x y x y  για κάθε πραγµατικό αριθµό α , (28) 

και  

    ( ) ( ), ,d d+ + =x z y z x y .   (29) 

 

    ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΤΗΤΑ 

 

∆ύο διανύσµατα σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο λέγονται ορθογώνια ή κάθετα αν το 

συνηµίτονο της γωνίας που σχηµατίζουν είναι µηδέν. Κατά συνέπεια, από τον 

Ορισµό 3 προκύπτει ότι το µηδενικό διάνυσµα είναι ορθογώνιο µε οποιοδήποτε 

διάνυσµα, και, γενικά, ότι τα x  και y  είναι ορθογώνια αν και µόνο αν 0⋅ =x y . Για 

την ορθογωνιότητα δύο διανυσµάτων χρησιµοποιούµε και το γνωστό Πυθαγόρειο 

Θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2 (Πυθαγόρειο Θεώρηµα).  ∆ύο διανύσµατα x  και y  σ’ ένα Ευκλείδειο 

χώρο είναι ορθογώνια αν και µόνο αν  

    
2 2 2

+ = +x y x y . 
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Απόδειξη. 

     

     Σχήµα 4. 

    

( ) ( )
( )

( )

2

2 2

2

2 ,

+ = + ⋅ +

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= + ⋅ +

x y x y x y

x x x y y y

x x y y

   

απ’ όπου προκύπτει ότι 
2 2 2

+ = +x y x y  αν και µόνο αν 0⋅ =x y . 

     Παράδειγµα 1.  Στον Ευκλείδειο χώρο [ ],π π−ℂ  των συνεχών συναρτήσεων στο 

διάστηµα [ ],π π− , θεωρούµε τα διανύσµατα  f  και g  για τα οποία ισχύουν ( ) 1f x =  

και ( ) sing x x=  για κάθε [ ],x π π∈ − . Τότε, σύµφωνα µε την ισότητα (9) έχουµε  

    

( ) ( )

sin

cos 0,

f x g x dx

xdx

x

π

π

π

π

π

π

−

−

−

⋅ =

=

= − =

∫

∫

f g

 

οπότε από τον Ορισµό 3 συµπεραίνουµε ότι τα  f  και g  είναι ορθογώνια. Στο ίδιο 

συµπέρασµα µπορούµε να καταλήξουµε εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρηµα γι’ 

αυτά τα διανύσµατα. Ειδικότερα έχουµε: 

    

( )

( )

2 2 2

2

2

1 sin 1 sin

1 2sin sin

2 sin sin

2cos

2 3 ,

x x dx

x x dx

dx xdx xdx

x x

π

π

π

π

π π π

π π π

π π

π π
π

π π π

−

−

− − −

− −

+ = + = +

= + +

= + +

= − +

= + =

∫

∫

∫ ∫ ∫

f g

   

εφόσον 
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2 1 cos2 1 1
sin cos2

2 2 2
1 1

sin 2 .
2 4

x
xdx dx dx xdx

x x

π π π π

π π π π

π π

π π
π

− − − −

− −

−
= = −

= − =

∫ ∫ ∫ ∫
 

Επίσης  
2 2 2sin 3 ,dx xdx

π π

π π
π

− −
+ = + =∫ ∫f g  άρα 

2 2 2
+ = +f g f g .  

Για να γενικεύσουµε την έννοια της ορθογωνιότητας δίνουµε τον ακόλουθο 

ορισµό.  

Ορισµός 5.  Ένα σύνολο διανυσµάτων 1 2, , , ix x ... x , ... σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο είναι  

ένα  ορθογώνιο σύνολο αν i ≠x 0για όλα τα i  και  

     0i j⋅ =x x     (30) 

όταν i j≠ . Αν, επιπροσθέτως,  

     1i i⋅ =x x     (31) 

για κάθε i , το σύνολο είναι ορθοκανονικό. 

Έτσι ένα ορθογώνιο σύνολο είναι ένα σύνολο αµοιβαία κάθετων µη µηδενικών 

διανυσµάτων, ενώ ένα ορθοκανονικό σύνολο είναι ένα ορθογώνιο σύνολο στο οποίο 

κάθε ένα από τα διανύσµατα είναι µοναδιαίου µήκους. Χάριν συντοµίας, για 

ορθοκανονικά σύνολα, οι εξισώσεις (30) και (31) γίνονται  

 i j ijδ⋅ =x x , όπου 
0 , ,

1 , .ij

i j

i j

αν
δ

αν
≠

= 
=

  (32) 

Το σύµβολο ijδ  καλείται δέλτα του Kronecker. 

Επειδή πολλές φορές είναι πιο εύκολη η εργασία µε µοναδιαία διανύσµατα, 

απαιτείται να εισάγουµε ένα ορθοκανονικό αντί για ένα ορθογώνιο σύνολο. Γι’ αυτό 

αντικαθιστούµε κάθε διάνυσµα x  σ’ ένα ορθογώνιο σύνολο από το 

«κανονικοποιηµένο» διάνυσµα 
x
x

 µοναδιαίου µήκους, οπότε το σύνολο που 

προκύπτει είναι προφανώς ορθοκανονικό.  

Στον παραπάνω ορισµό πρέπει να τονίσουµε δύο σηµεία. Το πρώτο είναι ότι κάθε 

διάνυσµα σε ένα ορθογώνιο (ή ορθοκανονικό) σύνολο είναι µη µηδενικό. Το δεύτερο 

είναι ότι δεν έχουµε θέσει κάποιο περιορισµό στον αριθµό των διανυσµάτων σε 

τέτοια σύνολα. Ειδικότερα, ένα ορθογώνιο σύνολο µπορεί να περιέχει ένα άπειρο 

αριθµό διανυσµάτων, όπως θα δούµε στα παρακάτω παραδείγµατα. 
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Παράδειγµα 2. Ορίζουµε ως τριγωνοµετρικό πολυώνυµο βαθµού 2 1n+  µια 

έκφραση της µορφής  

   
( ) 0

1 2

1 2

cos 2 ... cos
2

sin sin 2 ... sin ,

n

n

a
f x a x a cos x a nx

b x b x b nx

= + + + +

+ + + +
 (33) 

όπου 0,..., na b  είναι πραγµατικοί αριθµοί, και 0na ≠ , ή 0nb ≠ , ή και τα δύο. Έστω 

ότι nℑ  συµβολίζει το σύνολο όλων των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων βαθµού 

2 1n≤ + , µαζί µε το µηδενικό πολυώνυµο. Κάνουµε το nℑ  ένα Ευκλείδειο χώρο 

ορίζοντας πρόσθεση και βαθµωτό (αριθµητικό) πολλαπλασιασµό των 

τριγωνοµετρικών πολυωνύµων κατά όρους, όπως µε τα κοινά πολυώνυµα, και ένα 

εσωτερικό γινόµενο ως  

    ( ) ( )f x g x dx
π

π−
⋅ = ∫f g .   (34) 

Το σύνολο των συναρτήσεων  

    1,cos ,sin ,...,cos ,sinx x nx nx   (35) 

είναι ένα ορθογώνιο σύνολο στον nℑ  αφού, για µη αρνητικούς ακεραίους  m και n  

έχουµε,  

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 1
sin sin cos cos

2 2
1 1

sin sin
2 2

1 1
0 0 0, ,

2 2

mx nxdx m n xdx m n xdx

m n x m n x
m n m n

m n
m n m n

π π π

π π π

π π

π π

αν

− − −

− −

= − − +

= − − +
− +

= ⋅ − ⋅ = ≠
− +

∫ ∫ ∫

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( ){ }

1 1
sin cos sin sin

2 2
1 1

cos cos
2 2

1
cos cos

2

1
   cos cos

2

mx nxdx m n xdx m n xdx

m n x m n x
m n m n

m n m n
m n

m n m n
m n

π π π

π π π

π π

π π

π π

π π

− − −

− −

= − + +

= − − − +
− +

= − − − − −  −

− + − − +  +

∫ ∫ ∫
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( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( ){ }

( ) ( )

1
cos cos

2

1
  cos cos

2

1 1
0 0 0, ,

2 2

m n m n
m n

m n m n
m n

m n
m n m n

π π

π π

αν

= − − − −
−

− + − +
+

= − ⋅ − ⋅ = ≠
− +

 

( )

1
sin cos sin cos sin 2

2
1 1 1

cos 2 cos 2 cos 2
4 4 4
1 1

cos 2 cos 2 0, ,
4 4

mx nxdx nx nxdx nxdx

nx n n
n n n

n n m n
n n

π π π

π π π

π

π
π π

π π αν

− − −

−

= =

= − = − + −

= − + = =

∫ ∫ ∫

 

και 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 1
cos cos cos cos

2 2
1 1

sin sin
2 2

1 1
0 0 0, ,

2 2

mx nxdx m n xdx m n xdx

m n x m n x
m n m n

m n
m n m n

π π π

π π π

π π

π π

αν

− − −

− −

= − + +

= − + +
− +

= ⋅ + ⋅ = ≠
− +

∫ ∫ ∫

 

δηλαδή  

    

sin sin 0, ,

sin cos 0,

cos cos 0, .

mx nxdx m n

mx nxdx

mx nxdx m n

π

π

π

π

π

π

αν

αν

−

−

−

= ≠

=

= ≠

∫

∫

∫

  (36) 

Για να κανονικοποιήσουµε αυτό το σύνολο παρατηρούµε ότι 

     1 2dx x
ππ

π π
π

− −
= =∫ , 

και          (37) 

    2 2sin cos ,mxdx mxdx
π π

π π
π

− −
= =∫ ∫   αν 0m> , 

γιατί 

  

2 1 cos2 1 1
sin 1 cos2

2 2 2
1 1

sin 2 ,
2 4

mx
mxdx dx dx mxdx

x mx
m

π π π π

π π π π

π π

π π
π

− − − −

− −

−
= = −

= − =

∫ ∫ ∫ ∫
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και 

  

2 1 cos2 1 1
cos 1 cos2

2 2 2
1 1

sin 2 .
2 4

mx
mxdx dx dx mxdx

x mx
m

π π π π

π π π π

π π

π π
π

− − − −

− −

+
= = +

= + =

∫ ∫ ∫ ∫
 

Κατά συνέπεια έχουµε 

   ( ) ( )
1
2 1

21 2 2 ,dx
π

π
π π

−
= = =∫  

και για  0n >     

   
( )
( )

1
2 12 2

1
2 12 2

cos cos ,

sin sin .

nx nxdx

nx nxdx

π

π

π

π

π π

π π

−

−

= = =

= = =

∫

∫
 

Γι’ αυτό το λόγο οι συναρτήσεις   

    
1 cos cos sin sin

, ,..., ,..., ,...,
2

x nx x nx

π π π π π
 (38) 

συγκροτούν ένα ορθοκανονικό σύνολο στον nℑ .  

Παράδειγµα 3.  Από το προηγούµενο παράδειγµα προκύπτει ότι το άπειρο σύνολο  

    1,cos ,sin ,...,cos ,sin ,...x x nx nx  

είναι ορθογώνιο στο χώρο [ ],π π−ℂ  των συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα  

[ ],π π− .  

Η σηµαντικότερη κοινή ιδιότητα των ορθογωνίων, εξ’ ου και των ορθοκανονικών, 

συνόλων είναι ότι κάθε τέτοιο σύνολο σ’ ένα διανυσµατικό χώρο V  είναι γραµµικά 

ανεξάρτητο. Για ν’ αποδείξουµε αυτόν τον ισχυρισµό µε κάθε γενικότητα, 

επεκτείνουµε τον ορισµό της γραµµικής ανεξαρτησίας έτσι ώστε να περιλαµβάνει 

άπειρα σύνολα, µε τη συµφωνία ότι κάθε τέτοιο σύνολο είναι γραµµικά ανεξάρτητο 

αν και µόνο αν κάθε ένα από τα πεπερασµένα υποσύνολα του είναι γραµµικά 

ανεξάρτητο µε την αρχική έννοια του όρου.  

Θεώρηµα 3.  Κάθε ορθογώνιο σύνολο διανυσµάτων σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο V  

είναι γραµµικά ανεξάρτητο. 

Απόδειξη.  Έστω ότι S  είναι ένα ορθογώνιο σύνολο στον V , και ας υποθέσουµε 

ότι 

     1 1 ... n nα α+ + =x x 0 ,   (39) 
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µε 1,..., nx x  στο S . Τότε, για κάθε δείκτη i ,   1 i n≤ ≤ , 

    ( )1 1 ... 0n n i iα α+ + ⋅ = ⋅ =x x x 0 x .   

Αλλά εφόσον 0i j⋅ =x x  όταν i j≠ , η παραπάνω εξίσωση γράφεται σε απλούστερη 

µορφή ως 

     ( ) 0i i iα ⋅ =x x ,     

και αφού 0i i⋅ ≠x x , προκύπτει ότι 0iα = . Έτσι κάθε ένας από τους συντελεστές 

στην ισότητα (40) είναι µηδέν, και εποµένως το S  είναι γραµµικά ανεξάρτητο.  

Ειδικότερα,  προκύπτει το ακόλουθο χρήσιµο πόρισµα.  

Πόρισµα 1.  Ένα ορθογώνιο σύνολο είναι µια βάση για ένα n  - διάστατο 

Ευκλείδειο χώρο αν και µόνο αν περιέχει n  διανύσµατα. 

Παράδειγµα 4.  Στο χώρο 3P  των πολυωνυµικών συναρτήσεων µε πραγµατικούς 

συντελεστές , και µε εσωτερικό γινόµενο 

     ( ) ( )
1

1
p x q x dx

−
⋅ = ∫p q , 

τα πολυώνυµα  2 1
1, ,

3
x x −  είναι αµοιβαία ορθογώνια, γιατί 

121

1
1

1
312 2

1
1

1 0,
2

1 1
1 0,

3 3 3 3

x
x xdx

x x
x x dx

−
−

−
−

⋅ = = =

    ⋅ − = − = − =     
     

∫

∫

 

και  

1
4 21 12 2 3

1 1
1

1 1 1
0

3 3 3 4 6

x x
x x x x dx x x dx

− −
−

      ⋅ − = ⋅ − = − = − =       
       

∫ ∫ . 

Έτσι, το σύνολο 2 1
1, ,

3
x x −  είναι ένα ορθογώνιο σύνολο τριών διανυσµάτων στον 

τρισδιάστατο χώρο 3P , και γι’ αυτό το λόγο είναι µια βάση αυτού του χώρου. 

Παράδειγµα 5.   Είδαµε παραπάνω ότι οι συναρτήσεις  

    1,cos ,sin ,...,cos ,sin ,...x x nx nx  

είναι αµοιβαία ορθογώνιες στον nℑ , το χώρο όλων των τριγωνοµετρικών 

πολυωνύµων βαθµού 2 1n≤ + . Έτσι, αυτές οι συναρτήσεις συγκροτούν ένα γραµµικά 

ανεξάρτητο σύνολο στον nℑ . Επιπλέον, από την ισότητα (33) έχουµε ότι κάθε 

διάνυσµα σ’ αυτό το χώρο είναι ένας γραµµικός συνδυασµός αυτών των 

συναρτήσεων, και εποµένως αυτές αποτελούν µια βάση για τον nℑ . 



 87 

Παράδειγµα 6. Όπως αναφέρθηκε και στο προηγούµενο παράδειγµα, η 

ορθογωνιότητα του συνόλου των συναρτήσεων  

    1,cos ,sin ,...,cos ,sin ,...x x nx nx  

στο χώρο [ ],π π−ℂ  υποδηλώνει ότι αυτό το σύνολο είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Σε 

συνδυασµό µε το γεγονός ότι οποιαδήποτε 1n+  διανύσµατα σε ένα   n  - διάστατο 

χώρο είναι γραµµικά εξαρτηµένα, συµπεραίνουµε ότι ο [ ],π π−ℂ  είναι 

απειροδιάστατος χώρος. 

 

ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΠΟΙΗΣΗ 

 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3, κάθε ορθογώνιο σύνολο διανυσµάτων σ’ ένα 

Ευκλείδειο χώρο είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Αυτό το αποτέλεσµα έχει µεγάλο 

ενδιαφέρον γιατί ένας Ευκλείδειος χώρος περιέχει «αρκετά» ορθογώνια διανύσµατα , 

ώστε να µπορούµε να αντικαταστήσουµε ένα δεδοµένο γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο 

από ένα ισοδύναµο ορθογώνιο σύνολο. Αναλυτικότερα, σ’ αυτή την υποενότητα θα 

αποδείξουµε  ότι οποιοδήποτε, πεπερασµένο ή άπειρο, γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο 

X  σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο µπορεί να µετατραπεί σε ένα ορθογώνιο σύνολο που 

παράγει τον υπόχωρο ( )S X . Αυτή η διαδικασία λέγεται ορθογωνιοποίηση 

(orthogonalization) ενός γραµµικά ανεξάρτητου συνόλου, και έχει πολλές σηµαντικές 

και χρήσιµες συνέπειες, που δεν περιορίζονται στις απλοποιήσεις  των υπολογισµών 

µε ορθογώνια διανύσµατα (Kreider, Kuller, Ostberg & Perkins, 1966). 

Θα παρουσιάσουµε τη µέθοδο της ορθογωνιοποίησης µε δύο παραδείγµατα. Το 

πρώτο προέρχεται από τον 2ℝ  όπου θεωρούµε ένα ζεύγος γραµµικά ανεξάρτητων 

διανυσµάτων 1 2x ,x . Τότε τα 1x και 2x  αποτελούν µια βάση για τον 2ℝ , και θέλουµε 

ν’ αντικαταστήσουµε τα 1x  και 2x  µε µια ορθογώνια βάση 1 2e ,e  που  δοµείται από 

τα 1x  και 2x  µε κάποιο λογικό τρόπο. Όπως προκύπτει από το σχήµα 5, η πιο φυσική 

λύση αυτού του προβλήµατος είναι να θέσουµε 1 1e = x , και να υποθέσουµε ότι το 2e  

είναι η «συνιστώσα» του 2x  που είναι κάθετη στο 1x . Τότε 1 2 2α + =e e x , και έτσι 

γράφουµε το 2e  στη µορφή 2 2 1α= −e x e . 
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Σχήµα 5. 

Προσδιορίζουµε το α  έτσι ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη ορθογωνιότητας 

2 1 0⋅ =e e , δηλαδή έχουµε  

( )
2 1

2 1 1

0,

0.α

⋅ =

− ⋅ =

e e

x e e
 

Αυτή η ισότητα δίνει την εξίσωση ( )2 1 1 1 0α⋅ − ⋅ =x e e e , και συνεπώς η τιµή του α  

είναι 

2 1

1 1

α
⋅

=
⋅

x e
e e

.    

Μ’ αυτό τον τρόπο, το 2e  προσδιορίζεται συναρτήσει των ( )1 1=x e και 2x , δηλαδή 

     2 1
2 2 1

1 1

,
⋅

= −
⋅

x e
e x e

e e
 

και η βάση  1 2,x x  του 2ℝ  έχει ορθογωνιοποιηθεί. 

Παράδειγµα 1.  Αν ( )1 1 1,1= =x e  και ( )2 0,1=x , τότε 

    
( ) ( )
( ) ( )

2 1

1 1

0,1 1,1 1

1,1 1,1 2
α

⋅⋅
= = =

⋅ ⋅
x e
e e

, 

οπότε 

    ( ) ( )

2 2 1

1
0,1 1,1

2
1 1

,
2 2

α= −

= −

 = − 
 

e x e

   

και έτσι 

    ( )1 2

1 1
1,1 , ,

2 2
 = = − 
 

e e . 

Ως δεύτερο παράδειγµα  ορθογωνιοποιούµε µια αυθαίρετη βάση 1 2 3, ,x x x  στον 

3ℝ . Η διαδικασία είναι ουσιαστικά η ίδια µε αυτή που χρησιµοποιήθηκε παραπάνω 
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στον 2ℝ , και ξεκινάει επιλέγοντας 1 1=e x . Στο δεύτερο βήµα προσδιορίζουµε το 2e  

σύµφωνα µε το ζεύγος των εξισώσεων 2 1 0⋅ =e e  και 2 2 1α= −e x e , που δίνει πάλι 

2 1

1 1

α
⋅

=
⋅

x e
e e

. Το 2e  είναι µη µηδενικό διάνυσµα και τα 1e , 2e ανήκουν στον υπόχωρο 

του 3ℝ  που παράγεται από τα 1x  και 2x . Γι’ αυτό ο ( )1 2,S e e είναι υπόχωρος 

του ( )1 2,S x x . Επιπλέον, εφόσον τα ορθογώνια διανύσµατα 1 2,e e  είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα, ο υπόχωρος ( )1 2,S e e έχει την ίδια διάσταση µε τον ( )1 2,S x x . Έτσι 

    ( ) ( )1 2 1 2, ,S S=e e x x . 

Σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι τα 1 2 3, ,x x x  σχηµατίζουν µια βάση του 3ℝ , αυτή η 

ισότητα συνεπάγεται ότι το 3x  δεν ανήκει στον υπόχωρο του 3ℝ  που παράγεται από 

τα 1e  και 2e . Από το σχήµα 6 είναι γεωµετρικά σαφές ότι η διαδικασία της  

      

Σχήµα 6. 

ορθογωνιοποίησης ολοκληρώνεται παίρνοντας ως 3e  τη συνιστώσα του 3x  που είναι 

κάθετη στον υπόχωρο ( )1 2,S e e . Τότε ( )1 1 2 2 3 3α α+ + =e e e x , οπότε 

3 3 1 1 2 2α α= − −e x e e , και µετά βρίσκουµε τα 1α  και 2α  µέσω των συνθηκών 

ορθογωνιότητας 1 2 1 3 2 3 0⋅ = ⋅ = ⋅ =e e e e e e . Αυτές δίνουν το ζεύγος των εξισώσεων 

( )3 1 1 1 10 α= ⋅ − ⋅x e e e  και ( )3 2 2 2 20 α= ⋅ − ⋅x e e e , 

απ’ όπου προκύπτουν οι ισότητες 

3 1
1

1 1

α
⋅

=
⋅

x e
e e

 και 3 2
2

2 2

α
⋅

=
⋅

x e
e e

, 

οπότε       
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2 1
2 2 1

1 1

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

,

,

⋅
= −

⋅

⋅ ⋅
= − −

⋅ ⋅

x e
e x e

e e

x e x e
e x e e

e e e e

 

και έτσι ολοκληρώνεται η ορθογωνιοποίηση της βάσης 1 2 3, ,x x x . 

    Παράδειγµα 2.   Έστω ( ) ( ) ( )1 2 31,1,0 , 0,1,0 , 1,1,1= = =x x x . 

Τότε 1 1 2 2 1, α= = −e x e x e, και 3 3 1 1 2 2α α= − −e x e e , όπου τα 1,α α , και 2α  

υπολογίζονται από τις εξισώσεις 

  2 1 3 1 3 2
1 2

1 1 1 1 2 2

, ,α α α
⋅ ⋅ ⋅

= = =
⋅ ⋅ ⋅

x e x e x e
e e e e e e

. 

Τότε 

( )1 1,1,0=e , 
( ) ( )
( ) ( )
0,1,0 1,1,0 1

1,1,0 1,1,0 2
α

⋅
= =

⋅
, 

( ) ( )
( ) ( )1

1,1,1 1,1,0 2
1

1,1,0 1,1,0 2
α

⋅
= = =

⋅
,  

( ) ( )2

1 1 1
0,1,0 1,1,0 , ,0

2 2 2
 = − = − 
 

e , 
( )

2

1 1
1,1,1 , ,0

02 2 0
11 1 1 1

, ,0 , ,0
22 2 2 2

α

 ⋅ − 
 = = =

   − ⋅ −   
   

, 

και ( ) ( ) ( )3

1 1
1,1,1 1 1,1,0 0 , ,0 0,0,1

2 2
 = − − − = 
 

e . 

Εποµένως 1 2

1
, 1, 0

2
α α α= = = , και 

( ) ( )1 2 3

1 1
1,1,0 , , ,0 , 0,0,1

2 2
 = = − = 
 

e e e ,     

όπως φαίνεται και στο σχήµα 7. 

  

Σχήµα 7. 
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Στη γενική περίπτωση απαιτείται να ορθογωνιοποιήσουµε ένα αυθαίρετο σύνολο 

από γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα 1 2, ,...x x  σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο. Πρώτα 

θέτουµε 1 1=e x , και µετά υποθέτουµε ότι 2 2 1α= −e x e , όπου το α  είναι επιλεγµένο 

έτσι ώστε 1 2 0⋅ =e e . Από το ζεύγος των δύο τελευταίων εξισώσεων προσδιορίζεται 

το α  ως 2 1

1 1

α
⋅

=
⋅

x e
e e

, και η γραµµική ανεξαρτησία των 1x  και 2x  συνεπάγεται ότι 

2 ≠e 0. Περαιτέρω, µε την ίδια επιχειρηµατολογία που αναπτύχθηκε παραπάνω, 

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ( ) ( )1 2 1 2, ,S S=e e x x .  

Αποµένει να δείξουµε ότι αυτή η διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί επ’ άπειρον 

βήµα προς βήµα. Η απόδειξη γίνεται µε µαθηµατική επαγωγή. Υποθέτουµε ότι 

έχουµε ήδη κατασκευάσει ένα ορθογώνιο σύνολο 1,..., ne e  από τα 1,..., nx x  έτσι ώστε 

( ) ( )1 1,..., ,...,n nS S=e e x x . Μετά, για να προχωρήσουµε ένα βήµα παραπάνω, 

θέτουµε  

1 1 1 1 2 2 ...n n n nα α α+ += − − − −e x e e e ,  (40) 

και προσδιορίζουµε τα 1,..., nα α  έτσι ώστε το 1n+e  να είναι ορθογώνιο µε κάθε ένα 

από τα 1,..., ne e . Από τις συνθήκες ορθογωνιότητας  

1 1

1 2

1

0

0

.

.

.

0

n

n

n n

+

+

+

⋅ =

⋅ =

⋅ =

e e

e e

e e

 

και την ισότητα (40) οδηγούµαστε στις εξισώσεις  

( )
( )

( )

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1

0,

0,

.

.

.

0,

n

n

n n n n n

α

α

α

+

+

+

⋅ − ⋅ =

⋅ − ⋅ =

⋅ − ⋅ =

x e e e

x e e e

x e e e

 

και κατά συνέπεια στις  

 1 1 1 2 1
1 2

1 1 2 2

, ,...,n n n n
n

n n

α α α+ + +⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅ ⋅
x e x e x e
e e e e e e

, 
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που σε συνδυασµό µε την ισότητα (40) προσδιορίζουν το 1n+e . Και πάλι η γραµµική 

ανεξαρτησία των 1 1,..., ,n n+x x x  συνεπάγεται ότι 1n+ ≠e 0, και, όπως πριν, µπορούµε να 

δείξουµε ότι ( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,n n n nS S+ +=e e e x x x . Έτσι αποδείχθηκε το ακόλουθο 

σηµαντικό θεώρηµα.  

Θεώρηµα 4. Έστω ότι 1 2, ,...x x  είναι ένα, πεπερασµένο ή άπειρο, σύνολο γραµµικά 

ανεξάρτητων διανυσµάτων σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο V . Τότε υπάρχει ένα ορθογώνιο 

σύνολο 1 2, ,...e e  στον V  τέτοιο ώστε για κάθε ακέραιο n , ( ) ( )1 1,..., ,...,n nS S=e e x x . 

Επιπλέον, το ne  µπορεί να επιλεγεί σύµφωνα µε τον κανόνα  

1 1=e x     (41) 

και  

1 1 1 1 2 2 ...n n n nα α α+ += − − − −e x e e e ,   (42) 

όπου 

1 1 1 2 1
1 2

1 1 2 2

, ,...,n n n n
n

n n

α α α+ + +⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅ ⋅
x e x e x e
e e e e e e

.  (43) 

Η διαδικασία της ορθογωνιοποίησης που περιγράφεται σ’ αυτό το θεώρηµα είναι 

γνωστή ως  µέθοδος ορθογωνιοποίησης των Gram – Schmidt. 

Παράδειγµα 3. Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο της ορθογωνιοποίησης στο άπειρο 

γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο των διανυσµάτων 21, , ,...x x  στο χώρο των 

πολυωνύµων P  µε εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται από την ισότητα 

  ( ) ( )
1

1
p x q x dx

−
⋅ = ∫p q .   (44) 

Η ορθογωνιοποίηση γίνεται ως εξής: 

1 1 1= =e x ,     (i) 

11

1 1 1 1
1 2dx x

− −
⋅ = = =∫e e , 

2 2 1 xα α= − = −e x e ,   (ii)  

 όπου 
121

2 1

1
1 1 1

1 1 1 1
0

2 2 2 4 4

x
xdxα

−
−

⋅
= = = = − =

⋅ ∫
x e
e e

. 

Έτσι      2 x=e , 

     
131 2

2 2 1
1

1 1 2

3 3 3 3

x
x dx

−
−

⋅ = = = + =∫e e , 



 93 

2
3 3 1 1 2 2 1 2x xα α α α= − − = − −e x e e ,  (iii)  

όπου   

131 23 1
1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 3 6 6 3

x
x dxα

−
−

⋅
= = = = + =

⋅ ∫
x e
e e

,

141 12 33 2
2 1 1

2 2 1

1 3 3 3 3
0

2 2 2 4 8 8
3

x
x xdx x dxα

− −
−

⋅
= = = = = − =

⋅ ∫ ∫
x e
e e

. 

Οπότε    

2
3

1

3
x= −e , 

2
1 12 4 2

3 3 1 1

1 15 3
1

1
1 1

1 2 1

3 3 9

2 1 8
,

5 3 3 9 45

x dx x x dx

x x
x

− −

−
− −

   ⋅ = − = − +   
   

= − + =

∫ ∫e e

 

4 4 1 1 2 2 3 3

3 2
1 2 3

1
,

3
x x x

α α α

α α α

= − − −

 = − − − − 
 

e x e e e

  (iv) 

όπου 

141 34 1
1 1

1 1 1

1 1 1 1
0

2 2 4 8 8

x
x dxα

−
−

= = = = − =
⋅ ∫

x e
e e

, 

151 1
3 44 2

2 1 1
2 2 1

1 3 3
2 2 2 5
3

3 1 1 3
,

2 5 5 5

x
x xdx x dxα

− −
−

= = = =
⋅

 = + = 
 

∫ ∫
x e
e e

 

1 13 2 5 34 3
3 1 1

3 3

1
6 4

1

1 1 45 1
8 3 8 3
45

45 1
0.

8 6 3 4

x x dx x x dx

x x

α
− −

−

   = = − = −   ⋅    

 
= − = 

 

∫ ∫
x e
e e

 

Άρα 3
4

3

5
x x= −e , και συνεχίζοντας µ’ αυτή τη µέθοδο παίρνουµε την ορθογώνια 

ακολουθία του P   
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    2 3 4 21 3 6 3
1, , , , ,...

3 5 7 35
x x x x x x− − − + .   (45) 

Αυτά τα πολυώνυµα µε κατάλληλες πολλαπλασιαστικές σταθερές δίνουν τα 

γνωστά πολυώνυµα Legendre της Ανάλυσης, δηλαδή τα πολυώνυµα Legendre είναι 

σταθερά πολλαπλάσια των ορθογώνιων πολυωνύµων της σχέσης (45). Άρα τα 

πολυώνυµα Legendre  σχηµατίζουν ένα ορθογώνιο σύνολο στον P  όταν το 

εσωτερικό γινόµενο ορίζεται από την ισότητα (44).  

Μια από τις πολλές χρήσιµες συνέπειες του θεωρήµατος 4 είναι και το παρακάτω 

χρήσιµο πόρισµα. 

Πόρισµα  2. Κάθε πεπερασµένης διάστασης Ευκλείδειος χώρος έχει µια ορθογώνια 

βάση. 

Αυτό το αποτέλεσµα απλοποιεί πολλούς υπολογισµούς. Συγκεκριµένα, αν 1,..., ne e  

είναι µια ορθοκανονική βάση σε ένα n - διάστατο Ευκλείδειο χώρο V , και αν 

1 1 ... n nα α= + +x e e  είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα στον V , τότε αφού i j ijδ⋅ =e e , 

i iα⋅ =x e  

για κάθε ακέραιο ,  1i i n≤ ≤ . Έτσι κάθε διάνυσµα x  στον V µπορεί να γραφτεί 

µονοσήµαντα στη µορφή  

( ) ( )1 1 ... n n= ⋅ + + ⋅x x e e x e e ,   (46) 

οπότε οι συντεταγµένες του x  ως προς µια ορθοκανονική βάση στον V  είναι τα 

διάφορα εσωτερικά γινόµενα του x  µε τα διανύσµατα βάσης. Με γεωµετρική 

ερµηνεία αυτό το συµπέρασµα υποδηλώνει ότι οι συντεταγµένες του x  είναι τα µήκη 

των προβολών του  στους άξονες συντεταγµένων, όπως φαίνεται στο σχήµα 8. 

 

Σχήµα 8. 
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Τέλος, αν 1 1 ... n nα α= + +x e e  και 1 1 ... n nβ β= + +y e e  είναι δύο οποιαδήποτε 

διανύσµατα στον V , το εσωτερικό γινόµενο τους είναι 

     1 1 ... n nα β α β⋅ = + +x y .   (47) 

Λεκτικά, αυτό το αποτέλεσµα µπορεί να εκφραστεί  λέγοντας ότι το εσωτερικό 

γινόµενο δύο διανυσµάτων σ’ ένα πεπερασµένης διάστασης Ευκλείδειο χώρο είναι 

το άθροισµα των γινοµένων των αντίστοιχων συνιστωσών τους όταν αυτές 

υπολογίζονται ως προς µια ορθοκανονική βάση για το χώρο. 

 

ΚΑΘΕΤΕΣ ΠΡΟΒΟΛΕΣ ΚΑΙ ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΣΕ ΥΠΟΧΩΡΟ 

 

Έστω ότι W είναι ένα επίπεδο που περνάει από την αρχή του 3ℝ , και έστω ότι x  

είναι ένα αυθαίρετο σηµείο που δεν ανήκει στο W . Τότε, αν y  συµβολίζει την 

κάθετη προβολή του  x  στο W , η απόσταση από το x  στο W  ορίζεται ως το µήκος 

του διανύσµατος −x y , όπως φαίνεται στο σχήµα 9. Επιπλέον, το διάνυσµα 

 

Σχήµα 9. 

y  είναι το µοναδικό διάνυσµα στο W τέτοιο ώστε το −x y  να είναι κάθετο στο W . 

Υπενθυµίζουµε ότι ένα διάνυσµα είναι κάθετο ή ορθογώνιο σ’ ένα υπόχωρο W ενός 

Ευκλείδειου χώρου αν είναι ορθογώνιο µε κάθε διάνυσµα  του W .  

Σ’ αυτή την υποενότητα θα γενικεύσουµε αυτές τις έννοιες σε αυθαίρετους 

Ευκλείδειους χώρους. Για να το επιτύχουµε απαιτούµε ο W  να είναι ένας 

πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος του χώρου V , και δεχόµαστε ότι ένα διάνυσµα d  

είναι ορθογώνιο στον W  αν και µόνο αν το d  είναι ορθογώνιο µε κάθε ένα από τα 

διανύσµατα µιας βάσης του W . Ωστόσο, δεν θέτουµε κάποιο περιορισµό για τη 

διάσταση του V . 
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Αρχικά διαπιστώνουµε την ύπαρξη των κάθετων προβολών αποδεικνύοντας το 

ακόλουθο θεώρηµα.  

Θεώρηµα 5.  Έστω ότι ο W  είναι ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος ενός 

Ευκλείδειου χώρου V , και έστω ότι το x  είναι ένα αυθαίρετο διάνυσµα στον V . 

Τότε το x  µπορεί να αναλυθεί µονοσήµαντα ως  

= +x y d ,    (48) 

όπου το y  είναι ένα διάνυσµα  του W , και το d  είναι κάθετο στον W . 

Απόδειξη.  Αφού ο W είναι πεπερασµένης διάστασης, εφαρµόζουµε το Πόρισµα 2 

και βρίσκουµε µια ορθοκανονική βάση 1,..., ne e  για τον W .Το διάνυσµα y  της 

εξίσωσης (48), αν υπάρχει, πρέπει να είναι της µορφής 

1 1 ... n nα α= + +y e e ,    (49) 

και αποµένει να δείξουµε ότι τα iα  µπορούν να προσδιοριστούν έτσι ώστε το 

διάνυσµα = −d x y  να είναι ορθογώνιο µε κάθε ένα από τα διανύσµατα βάσης ie . Το 

επιχείρηµα που ακολουθεί είναι µια επανάληψη του ( )1n+  βήµατος στη µέθοδο 

ορθογωνιοποίησης των Gram – Schmidt που εφαρµόζεται στα γραµµικά ανεξάρτητα 

διανύσµατα 1,..., ,ne e x. Αντικαθιστούµε την (49) στην (48) και παίρνουµε,  

     1 1

1 1

... ,

... ,
n n

n n

α α

α α

= + + +

= − − −

x e e d

d x e e
 

µετά εφαρµόζουµε τη συνθήκη ορθογωνιότητας 

0i⋅ =d e , i j ijδ⋅ =e e , 

οπότε βρίσκουµε ότι  

   

1 1 1 1 10 0

. . .

. . .

. . .

0 0n n n n n

α α

α α

⋅ = ⋅ − = = ⋅  
  
    
⇒ ⇒  

  
  

⋅ = ⋅ − = = ⋅    

d e x e x e

d e x e x e

.  (50)  

Αυτό το σύνολο εξισώσεων προσδιορίζει το y  µονοσήµαντα σε σχέση µε το x  και µε 

τα διανύσµατα βάσης 1,..., ne e  ως 

( ) ( )1 1 ... n n= ⋅ + + ⋅y x e e x e e .   (51) 

Προφανώς το διάνυσµα = −d x y  είναι κάθετο στον W , και η απόδειξη 

ολοκληρώθηκε.   
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Τώρα θα δείξουµε ότι το διάνυσµα d , το οποίο καλείται η συνιστώσα του x  που 

είναι  κάθετη στον W , µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να µετρήσει την απόσταση από 

το x  στον W . Έστω ότι ≠z d  είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα του V τέτοιο ώστε το 

−x z να ανήκει στον W , δηλαδή το z  µπορεί να θεωρηθεί ως ένα διάνυσµα από τον 

W στο σηµείο x . Επειδή ( ) ( )− = − − −z d x d x z , δηλαδή το −z d  µπορεί να γραφτεί 

ως διαφορά δύο διανυσµάτων  του W , συµπεραίνουµε ότι και αυτό  ανήκει στον W , 

και εφόσον το d  είναι κάθετο στον W , προκύπτει ότι  το −z d  είναι ορθογώνιο µε το 

d . Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα προκύπτει ότι  
2 2 2
= + −z d z d , και εφόσον  

 

Σχήµα 10. 

0− >z d , συνεπάγεται ότι >z d . Με άλλα λόγια, απ’ όλα τα διανύσµατα z  

στον V που είναι τέτοια ώστε το −x z  να ανήκει στον W , το d  είναι αυτό που έχει 

το µικρότερο µήκος. Αυτό το αποτέλεσµα χρησιµοποιείται για να δικαιολογήσουµε 

τον παρακάτω ορισµό. 

Ορισµός 6. Αν ο W  είναι ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος ενός 

Ευκλείδειου χώρου V , και το x  είναι οποιοδήποτε διάνυσµα στον V , τότε η 

απόσταση από το x  στον W είναι το µήκος της συνιστώσας του x  που είναι κάθετη 

στον W .  

Με την ορολογία αυτού του ορισµού µπορούµε να περιγράψουµε την κάθετη 

προβολή −x d  του x  στον W  ως εκείνο το σηµείο του W  που είναι το 

«πλησιέστερο» στο x , µε την έννοια ότι αν w  είναι ένα οποιοδήποτε άλλο διάνυσµα 

στον W , τότε η −x w  είναι µεγαλύτερη από την d . 

Η χρήση µιας ορθογώνιας βάσης του W  διευκολύνει τους παραπάνω 

υπολογισµούς, αλλά δεν είναι αναγκαία. Γενικά, αν  1,..., ne e  είναι µια αυθαίρετη 
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βάση του W , και d  είναι η συνιστώσα του x  που είναι κάθετη στον W , τότε, επειδή 

το −x d  ανήκει στον W , µπορούµε να γράψουµε 

1 1

1 1

... ,

... .
n n

n n

α α

α α

− = + +

= + + +

x d e e

x d e e
 

Επειδή το d  είναι ορθογώνιο µε κάθε ένα από τα ie , ισχύει ότι 0i⋅ =d e  για κάθε 

1 i n≤ ≤ , και έτσι οδηγούµαστε στο σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

...

...

.

.

.

...

n n

n n

n n n n n n

α α

α α

α α

⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅


⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ 

⇒





⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ 

x e d e e e e e

x e d e e e e e

x e d e e e e e

 

1 1 1 1 2 2 1 1

2 1 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

.

.

.

( ) ( ) ... ( )

n n

n n

n n n n n n

α α α

α α α

α α α

⋅ + ⋅ + + ⋅ = ⋅ 
⋅ + ⋅ + + ⋅ = ⋅ 






⋅ + ⋅ + + ⋅ = ⋅ 

e e e e e e e x

e e e e e e e x

e e e e e e e x

 (52) 

µε αγνώστους 1,..., nα α , οι οποίες πρέπει να επιλυθούν ώστε να βρούµε το d . Από τα 

προηγούµενα αποτελέσµατα γνωρίζουµε ότι το d  καθορίζεται µονοσήµαντα από το 

x  και τον W , οπότε συµπεραίνουµε ότι αυτό το σύστηµα έχει µοναδική λύση. 

Υπενθυµίζουµε ότι ένα σύστηµα n  γραµµικών εξισώσεων µε n  αγνώστους έχει 

µοναδική λύση αν και µόνο αν η ορίζουσα των συντελεστών του είναι διαφορετική 

από το µηδέν, δηλαδή   

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

...

...

. .

. .

. .

...

n

n

n n n n

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

0≠ .  (53) 

Αυτή η ορίζουσα είναι γνωστή ως η ορίζουσα Gram των διανυσµάτων 1,..., ne e , και 

άρα σύµφωνα µε το προηγούµενο επιχείρηµα η ορίζουσα Gram n  γραµµικά 
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ανεξάρτητων διανυσµάτων σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο είναι πάντα διαφορετική από το 

µηδέν. Το αντίστροφο αυτού του ισχυρισµού αληθεύει επίσης, και έτσι έχουµε το 

Θεώρηµα 6. Τα διανύσµατα 1,..., ne e  σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα αν και µόνο αν η αντίστοιχη ορίζουσα Gram είναι διαφορετική από το 

µηδέν. 

Τα προηγούµενα αποτελέσµατα εφαρµόζονται σε πολλές ενδιαφέρουσες ειδικές 

περιπτώσεις. 

      

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

 

Παράδειγµα 1.      Η απόσταση από ένα σηµείο σε µια γραµµή.  

Έστω ότι το x  είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα σ’ ένα Ευκλείδειο χώρο, και έστω 

ότι L  είναι η γραµµή που προσδιορίζεται από το µη µηδενικό διάνυσµα y , δηλαδή, ο 

L είναι ο µονοδιάστατος υπόχωρος που παράγεται από το y . Θέλουµε να 

υπολογίσουµε την απόσταση d  από το x  στην L . 

 

Σχήµα 11. 

Εφόσον το y  παράγει τον L , µπορούµε να πάρουµε το ίδιο το y  ως µια βάση για 

τον L . Μ’ αυτό το δεδοµένο, πρέπει να προσδιορίσουµε το α έτσι ώστε το διάνυσµα  

α= −d x y  να είναι ορθογώνιο µε το y . Έτσι, 

( )
( )

( )

0,

0,

0,

,

α

α

α

⋅ =

− ⋅ =

⋅ − ⋅ =

⋅ = ⋅

d y

x y y

x y y y

x y y y

 

και      

α
⋅

=
⋅

x y
y y

. 
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Προκύπτει ότι 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
2

1
2 2

1
2 2 2

2

2 ,

α α

α α

= ⋅

= − ⋅ −  

 = ⋅ − ⋅ + ⋅ 

 ⋅ ⋅
= ⋅ − + 

⋅ ⋅  

d d d

x y x y

x x x y y y

x y x y
x x

y y y y

 

και έχουµε τον τύπο  

  
( )( ) ( )

1
2 2 ⋅ ⋅ − ⋅

=  
⋅  

x x y y x y
d

y y
  (54) 

για την απόσταση από το x  στη γραµµή που προσδιορίζεται από το διάνυσµα ≠y 0  

σε οποιοδήποτε Ευκλείδειο χώρο. 

Αυτός ο τύπος παίρνει µια ιδιαίτερα απλή µορφή στον 2ℝ . Γιατί αν ( )1 2,x x=x  και 

( )1 2,y y=y , τότε 

 

( )( ) ( )

( )

1
2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

2 2
1 2

1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
1 2

1
2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1

2 2
1 2

1
2 2

1 2 2 1
2 2
1 2

2

2

,

x x y y x y x y

y y

x y x y x y x y x y x y x y x y

y y

x y x y x y x y

y y

x y x y

y y

 + + − +
 =

+  

 + + + − − −
=  + 

 − +
=  + 

 −
=  

+  

d

 

το οποίο µπορεί να γραφτεί ως 

     1 2 2 1

2 2
1 2

x y x y

y y

−
=

+
d .    (55) 

Για παράδειγµα, η απόσταση από το σηµείο ( )1,1− στη γραµµή που διέρχεται από 

την αρχή των αξόνων και προσδιορίζεται από το σηµείο ( )1,1  είναι 

1 1 2
2

2 2

− −
= = =d . 
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Σχήµα 12. 

Στον 3ℝ  ο τύπος για την απόσταση από ένα σηµείο ( )1 2 3, ,x x x=x  στη γραµµή που 

προσδιορίζεται από το µη µηδενικό διάνυσµα ( )1 2 3, ,y y y=y  δεν είναι τόσο απλός 

όσο είναι στον 2ℝ . Ένας ευθύς υπολογισµός που ξεκινάει από τη σχέση (54) δίνει τον 

παρακάτω τύπο  

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

1
2 2

1
2 22 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2
1 2 3

1
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2 1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 3 3
2 2 2
1 2 3

22

1 2 2 1 1 3 3 1

2 2 2

x x x y y y x y x y x y

y y y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

y y y

x y x y x y x y

 ⋅ ⋅ − ⋅
=  

⋅  

 + + + + − + +
 =

+ +  

 + + + + + − − −
= + + 

− + − +
=

x x y y x y
d

y y

( )
1

2 2

2 3 3 2
2 2 2
1 2 3

.
x y x y

y y y

 −
 

+ +  

 (56) 

Ένας παρόµοιος τύπος µπορεί να αποδειχθεί και για τον nℝ , αλλά είναι προφανώς 

ευκολότερο να χρησιµοποιήσουµε άµεσα τον τύπο  (54).  

Εφαρµογή 1.  Ζητείται να βρεθεί η κάθετη προβολή του διανύσµατος f  του χώρου 

[ ],π π−ℂ  στον υπόχωρο W , όταν ( )f x x=  και ( )1,cos ,sinW S x x= , και στη 

συνέχεια να υπολογιστεί η απόσταση από το διάνυσµα στον υπόχωρο.  

Αν d  είναι η συνιστώσα του f  που είναι κάθετη στον W , τότε η κάθετη προβολή 

του f  στον W  είναι της µορφής 1 1 2 2 3 3α α α− = + +f d e e e , όπου 

{ } { }1 2 3, , 1,cos ,sinx x=e e e  είναι µια ορθογώνια, αλλά όχι ορθοκανονική, βάση του 

W , εφόσον 1 1 2π⋅ =e e  και 2 2 3 3 π⋅ = ⋅ =e e e e  (από τις σχέσεις (37)), και συνεπώς 

1 1 1 2π= ⋅ =e e e  και οµοίως 2 3 π= =e e . Επίσης, 
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( )1 2 cos sin sin sin 0xdx x
π π

ππ
π π

−−
⋅ = = = − − =∫e e , 

( )1 3 sin cos cos cos 0xdx x
π π

ππ
π π

−−
⋅ = = − = − + − =∫e e , 

και λόγω της ισότητας sin 2 2sin cosx x x= , 

( )2 3

1 1 1
cos sin sin 2 cos2 cos2 cos 2 0

2 4 4
x xdx xdx x

π π π

ππ π
π π

−− −
⋅ = = = − = − − − =  ∫ ∫e e ,  

οπότε το σύστηµα (52) παίρνει τη µορφή  

 
1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

2 0 0

0 0 .

0 0

π α α α

α π α α
α α π α

⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ 


⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ 
⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ 

e f

e f

e f

 

Εφόσον 

( )22 2

1 0
2 2 2

x
xdx

π
π

π
π

ππ
−

−

−
⋅ = = = − =∫e f , 

( )

( )

( )

( )

2 cos sin

sin sin

sin sin sin

sin cos cos cos 0,

x xdx x x dx

x x x xdx

xdx

xdx x

π π

π π

ππ

π π

π

π

π π

ππ

π π π π

π π

− −

− −

−

−−

′⋅ = =

′= −

= + − −

= − = = − − =

∫ ∫

∫

∫

∫

e f

 

( )

( )

( )

( ) ( )

3 sin cos

cos cos

cos cos cos

2 sin 2 sin sin 2 ,

x xdx x x dx

x x x xdx

xdx

x

π π

π π

ππ

π π

π

π

π

π

π π π π

π π π π π

− −

− −

−

−

′⋅ = = −

′= − +

= − + − +  

= − − + = + − − =

∫ ∫

∫

∫

e f

 

το παραπάνω σύστηµα δίνει  

1 1

2 2

3 3

2 0 0

0 0 .

2 2

π α α

π α α
π α π α

⋅ = = 
 

⋅ = ⇒ = 
 ⋅ = = 

 

Άρα η ζητούµενη κάθετη προβολή του διανύσµατος f  στον υπόχωρο W  είναι η 

συνάρτηση ( ) 2sing x x= , και η συνιστώσα του f  που είναι κάθετη στον W  είναι το 

διάνυσµα d  µε ( ) 2sind x x x= − . Κατά συνέπεια, η απόσταση από το διάνυσµα f  

στον υπόχωρο W  υπολογίζεται ως εξής:  
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( )( ) ( )( )
( )

( )

1 1
2 22 2 2

1
22 2

1 1
2 3 23 3

1
3 32

2sin 4 sin 4sin

4 sin 4 sin

4 2 4 4
3 3 3

2 2 12
4 .

3 3

x x dx x x x x dx

x dx x xdx xdx

x

π π

π π

π π π

π π π

π

π

ππ
π π π

π π π
π

− −

− − −

−

= − = − +

= − +

   −
 = − ⋅ + = − −      

  −
= − = 
 

∫ ∫

∫ ∫ ∫

d

 

Παράδειγµα 2. Οι συντελεστές Fourier του ( )f x . Έστω ότι [ ],π π−ℂ  είναι ο 

χώρος των συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [ ],π π−  µε το σύνηθες εσωτερικό 

γινόµενο 

( ) ( )f x g x dx
π

π−
⋅ = ∫f g , 

και έστω ότι nℑ  είναι ο ( )2 1n+ - διάστατος υπόχωρος του [ ],π π−ℂ , που περιέχει 

όλα τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα βαθµού 2 1n≤ + . Ζητείται να υπολογίσουµε την 

κάθετη προβολή µέσα στον nℑ  οποιασδήποτε συνάρτησης f  του  [ ],π π−ℂ .  

Από τον τύπο (33) αυτή η προβολή είναι της µορφής  

 
( ) 0

1 2

1 2

cos 2 ... cos
2

sin sin 2 ... sin ,

n

n

a
T x a x a cos x a nx

b x b x b nx

= + + + +

+ + + +
  

όπου 0,...., na b  είναι πραγµατικοί αριθµοί, και 0na ≠ , ή 0nb ≠ , ή και τα δύο, και 

πρέπει να προσδιορίσουµε τιµές για τα ia  και  ib  έτσι ώστε  το 

( ) ( ) ( )d x f x T x= −  

να είναι ορθογώνιο µε καθεµία από τις συναρτήσεις 1,cos ,sin ,...,cos ,sinx x nx nx.  

Από τις συνθήκες ορθογωνιότητας µε τα εσωτερικά γινόµενα έχουµε 

( )
( )
( )

( )
( )

d 1 0

d cos 0

d sin 0

.

.

d cos 0

d sin 0

x

x x

x x

x nx

x nx

⋅ = 


⋅ = 
⋅ = 
⇒



⋅ =


⋅ = 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

cos 0

sin 0

.

.

cos 0

sin 0

f x T x dx

f x T x xdx

f x T x xdx

f x T x nxdx

f x T x nxdx

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

−

−

−

−

−

− =   


− =   

− =   
⇒



− =   


− =   


∫

∫

∫

∫

∫

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

cos cos 0

sin sin 0

.

.

cos cos 0

sin sin 0

f x dx T x dx

f x xdx T x xdx

f x xdx T x xdx

f x nxdx T x nxdx

f x nxdx T x nxdx

π π

π π

π π

π π

π π

π π

π π

π π

π π

π π

− −

− −

− −

− −

− −

− =



− = 

− =




− = 


− = 


∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

. 

Αλλά, από τις σχέσεις (36), για  τους µη αρνητικούς ακεραίους  m και n  ισχύουν  

 

sin sin 0, ,

sin cos 0,

cos cos 0, ,

mx nxdx m n

mx nxdx

mx nxdx m n

π

π

π

π

π

π

αν

αν

−

−

−

= ≠

=

= ≠

∫

∫

∫

 

και επειδή  

( )1 1
cos sin sin sin 0,nxdx nx n n

n n

π π

ππ
π π

−−
= = − − =  ∫  

( )1 1
sin cos cos cos 0nxdx nx n n

n n

π π

ππ
π π

−−
= − = − − − =  ∫ , 

οι συναρτήσεις 1,cos ,cos2 ,...,cos ,sin ,sin 2 ,...,sinx x nx x x nx είναι αµοιβαία 

ορθογώνιες στον  [ ],π π−ℂ , και έτσι έχουµε  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0

2 2
1 1

2
1

2

2

0 0
2 2

cos cos 0 cos cos

sin sin 0

.

.

cos cos 0

sin sin 0

n

n

a a
f x dx dx f x dx dx

f x xdx a xdx f x xdx a xdx

f x xdx b xdx

f x nxdx a nxdx

f x nxdx b nxdx

π π π π

π π π π

π π π

π π π π

π π

π π

π π

π π

π π

π π

− − − −

− − − −

− −

− −

− −

− = − =

− = −

− = 

⇒



− = 


− = 


∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( )

( )

( )

2
1

2

2

0

sin sin 0

. .

.

cos cos 0

sin sin 0

n

n

f x xdx b xdx

f x nxdx a nxdx

f x nxdx b nxdx

π

π π

π π

π π

π π

π π

π π

− −

− −

− −




=

− = 




− = 


− = 


∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

Εφόσον 2dx
π

π
π

−
=∫ , και 2 2sin cos ,mxdx mxdx

π π

π π
π

− −
= =∫ ∫  αν 0m> , προκύπτει ότι 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

0

1
2

2

1
2 2 ,

2

cos 1
cos ,

cos

.

.

cos 1
cos ,

cos
n

f x dx f x dx
a f x dx

dx

f x xdx
a f x xdx

xdx

f x nxdx
a f x nxdx

nxdx

π π

π
π π

π π

π

π

π
π

π π

π

π

π
π

π π

π

π π

π

π

− −

−

−

−

−

−

−

−

−

= = =

= =

= =

∫ ∫
∫

∫

∫
∫

∫

∫
∫

∫

 

   

( )
( )

( )
( )

1
2

2

sin 1
sin ,

sin

.

.

sin 1
sin .

sin
n

f x xdx
b f x xdx

xdx

f x nxdx
b f x nxdx

nxdx

π

π
π

π π

π

π

π
π

π π

π

π

π

−

−

−

−

−

−

= =

= =

∫
∫

∫

∫
∫

∫

 (57) 

Αυτοί οι συντελεστές είναι γνωστοί ως οι συντελεστές Fourier  της συνάρτησης f .  

Άρα η κάθετη προβολή κάθε συνάρτησης f  του Ευκλείδειου χώρου [ ],π π−ℂ  στον 

υπόχωρο nℑ  είναι το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο T  µε συντελεστές τους συντελεστές 

Fourier της f .  

    Εφαρµογή 2. Ζητείται να υπολογιστούν οι συντελεστές Fourier (για όλες τις τιµές 

του n ) της συνάρτησης ( ) xf x e=  στον Ευκλείδειο χώρο [ ],π π−ℂ . 

Σύµφωνα µε τους τύπους (57) του Παραδείγµατος 2 έχουµε 

( )

( )

0

2

1 1 1

1 1 1 1 1
,

x xa f x dx e dx e

e
e e e

e e

π π π

ππ π

π
π π π

π π

π π π

π π π

−− −

−

= = =

− = − = − = ⋅ 
 

∫ ∫
 

άρα      

2

0

1e
a

e

π

ππ
−

= . 

Για κάθε n  θετικό ακέραιο, ( )1 1
cos cosx

na f x nxdx e nxdx
π π

π ππ π− −
= =∫ ∫ . 
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Για τον υπολογισµό αυτού του ολοκληρώµατος θέτουµε cosxI e nxdx= ∫  και 

εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση: 

( )
( )

( )

( )

2

cos cos

cos cos

cos sin

cos sin

cos sin sin

cos sin cos

cos sin cos

cos sin

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x

x x x

x x

I e nxdx e nxdx

e nx e nx dx

e nx n e nxdx

e nx n e nxdx

e nx n e nx e nx dx

e nx n e nx n e nxdx

e nx ne nx n e nxdx

e nx ne nx

′= =

′= −

= +

′= +

 ′= + −  

 = + − 

= + −

= +

∫ ∫

∫
∫

∫

∫

∫
∫

2 .n I−

 

Εποµένως ,  

( ) ( )

2
1

2
1

cos sin ,

1 cos sin ,

x x

x

I n I e nx ne nx c

n I e nx n nx c

+ = + +

+ = + +
 

οπότε 

( )
2

cos sin

1

xe nx n nx
I c

n

+
= +

+
, 

όπου 1,c c  οι σταθερές ολοκλήρωσης, και επειδή ( ) ( )cos cos 1
n

n nπ π= − = −  και 

sin 0nπ = , έχουµε  

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

2

2

2 2

2

2

1
cos cos sin

1
1

cos sin cos sin
1

1
cos cos

1
1

1 1
1

1 1 1

1 1

1 1
,

1

x x

n n

n n

n

e nxdx e nx n nx
n

e n n n e n n n
n

e n e n
n

e e
n

e e e
n n e

e

n e

ππ

π π

π π

π π

π π

π π π
π

π

π

π π π π

π π

− −

−

−

−

−

 = + +

 = + − − + − +

 = − − +

 = − − − +

− −  = − = − + +  

− −
= ⋅

+

∫

 

άρα     
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( ) ( )
( )

2

2

1 1

1

n

n

e
a

e n

π

ππ

− −
=

+
. 

Οµοίως για τον υπολογισµό του ( )1 1
sin sinx

nb f x nxdx e nxdx
π π

π ππ π− −
= =∫ ∫ , θέτουµε 

sinxJ e nxdx= ∫ , οπότε έχουµε: 

( )
( )

( )

( )
2

2

sin sin

sin sin

sin cos

sin cos

sin cos cos

sin cos sin

sin cos .

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x

x x

J e nxdx e nxdx

e nx e nx dx

e nx n e nxdx

e nx n e nxdx

e nx n e nx e nx dx

e nx ne nx n e nxdx

e nx ne nx n J

′= =

′= −

= −

′= −

 ′= − −  

= − −

= − −

∫ ∫

∫
∫

∫

∫

∫

 

Εποµένως,     

( ) ( )

2
2

2
2

sin cos ,

1 sin cos ,

x x

x

J n J e nx ne nx c

n J e nx n nx c

+ = − +

+ = − +
 

οπότε     

( )
32

sin cos

1

xe nx n nx
J c

n

−
= +

+
, 

όπου 2 3,c c  σταθερές, συνεπώς  

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

2

2

2 2

2

2

1
sin sin cos

1
1

sin cos sin cos
1

1
cos cos

1
1

1 1
1

1 1 1

1 1

1 1
,

1

x x

n n

n n

n

e nxdx e nx n nx
n

e n n n e n n n
n

ne n ne n
n

ne ne
n

n n
e e e

n n e

n e

n e

ππ

π π

π π

π π

π π

π π π
π

π

π

π π π π

π π

− −

−

−

−

−

 = − +

 = − − − − − +

 = − + − +

 = − − + − +

− −  = − = − + +  

− −
= ⋅

+

∫

 

άρα      
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( ) ( )
( )

2

2

1 1

1

n

n

n e
b

e n

π

ππ

− −
=

+
. 

Με την ορολογία του ορισµού της απόστασης ενός διανύσµατος x  του 

Ευκλείδειου χώρου V  από τον πεπερασµένης διάστασης υπόχωρο W  του V , 

µπορούµε να πούµε ότι η κάθετη προβολή ( ) ( ) ( )dT x f x x= −  της f  στον nℑ  είναι 

εκείνο το στοιχείο του nℑ  που είναι πλησιέστερο στην f , δηλαδή αν P  είναι 

οποιοδήποτε άλλο πολυώνυµο στον nℑ  τότε  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 22 2

2 2

,

,

,

,

f P

f P f T

f x P x dx f x T x dx

f x P x dx f x T x dx

π π

π π

π π

π π

− −

− −

− >

− > −

− > −      

− > −      

∫ ∫

∫ ∫

d

 

δηλαδή το T  είναι εκείνο το πολυώνυµο του nℑ  που ελαχιστοποιεί την 

( ) ( )( )
1
22

f P f x P x dx
π

π−
− = −  ∫ , για κάθε πολυώνυµο P  του υπόχωρου nℑ  του 

χώρου [ ],π π−ℂ . Γι’ αυτό το λόγο λέµε ότι το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο T  είναι η 

βέλτιστη προσέγγιση στον nℑ  για τη συνάρτηση f , µε την έννοια ότι από όλες τις 

συναρτήσεις P  που ανήκουν στον nℑ , η T  είναι αυτή που ελαχιστοποιεί το 

ολοκλήρωµα 

( ) ( )
2

f x P x dx
π

π−
−  ∫ .   (58) 

Η τιµή αυτού του ολοκληρώµατος καλείται µέση (απόλυτη) απόκλιση (ή µέση 

τετραγωνική απόκλιση) της P  από την f . Μ’ αυτή την  ορολογία, λέµε ότι το T  

είναι εκείνο το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο του nℑ  που έχει την ελάχιστη µέση 

απόκλιση από την f . Γενικότερα, αν V  είναι ένας Ευκλείδειος χώρος, V∈x και W  

είναι ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος του V , τότε η κάθετη προβολή του x  

στον W  είναι η βέλτιστη προσέγγιση του x  στον W .    

Εφαρµογή 3. Ζητείται να προσδιοριστεί η βέλτιστη προσέγγιση της συνάρτησης 

( ) sinf x xπ=  του Ευκλείδειου χώρου [ ]1,1−ℂ , στον υπόχωρο των πολυωνύµων 2ου 

βαθµού, ως προς το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο του χώρου.  
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Θεωρούµε τη βάση { } { }2
1 2, 3, 1, ,x x=e e e  του υπόχωρου των πολυωνύµων 2ου βαθµού, 

τότε η κάθετη προβολή του διανύσµατος f  σ’ αυτόν είναι της µορφής 

2
1 2 31 x xα α α⋅ + ⋅ + ⋅ , και εφόσον έχουµε 

1 1

1 1 11
2dx x

−−
⋅ = = =∫e e , 

121

1 2 2 1 1
1

0
2

x
xdx

−
−

⋅ = ⋅ = = =∫e e e e , 

131 2
1 3 3 1 2 2 1

1

2

3 3

x
x dx

−
−

⋅ = ⋅ = ⋅ = = =∫e e e e e e , 

141 12 3
2 3 3 2 1 1

1

0
4

x
xx dx x dx

− −
−

⋅ = ⋅ = = = =∫ ∫e e e e , 

151 12 2 4
3 3 1 1

1

2

5 5

x
x x dx x dx

− −
−

⋅ = = = =∫ ∫e e , 

και   

( )
1 1

1 11

1 1 1
sin cos cos cos 0x xπ π π π

π π π−−
⋅ = = − = − + − =∫e f , 

( )

[ ] ( ){ }
( )

( )( )

( )

1 1

2 1 1

11

1 1

1

1

1

1

1
sin cos

1
cos cos

1
cos cos cos

1 1
2 sin

1 1
2 sin sin

1
2

2
,

x xdx x x dx

x x x xdx

xdx

x

π π
π

π π
π

π π π
π

π
π π

π π
π π

π

π

− −

− −

−

−

′⋅ = = −

′= − −

 = − + − −  

 = − − −  

 = − − − − −  

= − −

=

∫ ∫

∫

∫

e f

 

( )

( )

1 12 2
3 1 1

1 12 2

11

1
sin cos

1
cos cos

x xdx x x dx

x x x xdx

π π
π

π π
π

− −

−−

′⋅ = = −

 ′ = − −   

∫ ∫

∫

e f
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( )

( )

[ ] ( ){ }
( )

( )( )

1

1

1

1

11

2 1 1

1

2 1

1

3 1

3

1
cos cos 2 cos

1 2
sin

2
sin sin

2
sin sin sin

2
cos

2
cos cos

0,

x xdx

x x dx

x x x xdx

xdx

x

π π π
π

π
π π

π π
π

π π π
π

π
π

π π
π

−

−

− −

−

−

 = − − − −  

 ′= − −  

′= −

 = + − −  

=

= − −

=

∫

∫

∫

∫  

το σύστηµα (52) γίνεται 

    

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2
2 0 0

3
2 2

0 0 .
3

2 2
0 0

3 5

α α α

α α α
π

α α α

⋅ + ⋅ + ⋅ = 



⋅ + ⋅ + ⋅ = 

⋅ + ⋅ + ⋅ = 

 

Άρα 1 2 3

3
0, , 0α α α

π
= = = , οπότε η βέλτιστη προσέγγιση της συνάρτησης 

( ) sinf x xπ=  του Ευκλείδειου χώρου [ ]1,1−ℂ στον υπόχωρο των πολυωνύµων 2ου 

βαθµού είναι η κάθετη προβολή του  διανύσµατος f  σ’ αυτόν, δηλαδή η συνάρτηση 

( ) 3
g x x

π
= . 
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III. ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΩΝ ΧΩΡΩΝ 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 

 

Σ’ ένα χώρο µε νόρµα µπορούµε να προσθέσουµε και να πολλαπλασιάσουµε 

διανύσµατα µε βαθµωτά µεγέθη, όπως στη στοιχειώδη ∆ιανυσµατική Άλγεβρα. 

Επίσης, η νόρµα σ’ ένα τέτοιο χώρο γενικεύει τη βασική έννοια του µήκους ενός 

διανύσµατος. Εντούτοις, αυτό που θέλουµε είναι ένα ανάλογο του γνώριµου 

εσωτερικού γινοµένου 1 1 2 2 3 3a b α β α β α β⋅ = + +  και τύπους που προκύπτουν απ’ 

αυτόν, ιδιαιτέρα τον τύπο a a a= ⋅  και τη συνθήκη για την ορθογωνιότητα 

(καθετότητα) 0a b⋅ =  που είναι σηµαντικά εργαλεία σε πολλές εφαρµογές. Έτσι 

προκύπτει το ερώτηµα πότε το εσωτερικό γινόµενο και η ορθογωνιότητα µπορούν να 

γενικευτούν από το δισδιάστατο επίπεδο και τον τρισδιάστατο χώρο σε αυθαίρετους 

απειροδιάστατους χώρους. Πράγµατι, αυτό µπορεί να γίνει και να οδηγήσει σε 

χώρους µε εσωτερικό γινόµενο και σε πλήρεις χώρους µε εσωτερικό γινόµενο, που 

καλούνται χώροι Hilbert (Kreyszig & Wiley , 1978). 

Οι χώροι µε εσωτερικό γινόµενο είναι ειδικοί χώροι µε νόρµα και ιστορικά είναι 

παλαιότεροι από τους γενικούς χώρους µε νόρµα. Η θεωρία τους είναι πιο πλούσια και 

διατηρεί πολλά χαρακτηριστικά του Ευκλείδειου χώρου, µε κεντρική έννοια την 

ορθογωνιότητα. Στην πραγµατικότητα, οι χώροι µε εσωτερικό γινόµενο είναι η πιο 

φυσική γενίκευση του Ευκλείδειου χώρου nℝ  (Αργυρός, 2004). Ένας χώρος µε 

εσωτερικό γινόµενο X  είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ,x y  

που ορίζεται σ’ αυτόν, το οποίο γενικεύει το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων 

στον τρισδιάστατο χώρο, και χρησιµοποιείται για να ορίσει µια νόρµα ⋅  ως 

1
2,x x x=  και την ορθογωνιότητα από τη σχέση , 0x y = . Ως εκ τούτου, η 

γεωµετρία αυτών των χώρων είναι όµοια µ’ αυτή των Ευκλείδειων χώρων nℝ . Ένας 

χώρος Hilbert H  είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο – ένας αφηρηµένος 

διανυσµατικός χώρος όπου µπορούµε να µετρήσουµε αποστάσεις και γωνίες – που 

είναι πλήρης, δηλαδή αν µια ακολουθία διανυσµάτων είναι Cauchy, τότε συγκλίνει σε 

κάποιο στοιχείο του χώρου.  

Η θεωρία των χώρων µε εσωτερικό γινόµενο και των χώρων Hilbert είναι πιο 

πλούσια απ’ αυτή των γενικών χώρων µε νόρµα και των χώρων Banach. Μερικά από 
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τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα τους είναι οι αναπαραστάσεις του H ως 

ευθύ άθροισµα ενός κλειστού υπόχωρου και του  ορθογώνιου συµπλήρωµατος του, τα 

ολικά ορθοκανονικά σύνολα και ακολουθίες και οι αντίστοιχες αναπαραστάσεις των 

στοιχείων του H . Επιπλέον είναι µοναδικοί εφόσον όλοι οι χώροι Hilbert µε την ίδια 

τοπολογική διάσταση ταυτίζονται. Έτσι, όλοι οι διαχωρίσιµοι απειροδιάστατοι χώροι 

Hilbert είναι ισοµετρικοί µεταξύ τους (Kreyszig & Wiley, 1978). 

Οι πρώτοι χώροι Hilbert µελετήθηκαν την πρώτη δεκαετία του 20ου αιώνα από τους 

David Hilbert, Erhard Schmidt και Frigyes Riesz. Την εποχή εκείνη παράλληλες 

εξελίξεις οδήγησαν στην εισαγωγή των χώρων Hilbert. Η πρώτη ήταν η παρατήρηση 

των Hilbert και Schmidt κατά τη µελέτη των ολοκληρωτικών εξισώσεων ότι δύο 

τετραγωνικά ολοκληρώσιµες πραγµατικές συναρτήσεις f  και g  στο διάστηµα [ ],a b  

έχουν εσωτερικό γινόµενο (inner product) ( ) ( ),
b

a
f g f x g x dx〈 〉 = ∫  που έχει πολλές 

από τις γνωστές ιδιότητες του Ευκλείδειου εσωτερικού γινοµένου, και ειδικότερα, ότι 

έχει νόηµα η ιδέα µιας ορθογώνιας οικογένειας συναρτήσεων. Η δεύτερη εξέλιξη 

ήταν το ολοκλήρωµα Lebesgue για µη συνεχείς συναρτήσεις, µια εναλλακτική λύση 

στο ολοκλήρωµα Riemann, που παρουσιάστηκε από τον Henri Lebesgue το 1904. Το 

1907, οι Riesz και Ernst Sigismund Fischer απέδειξαν, ανεξάρτητα ο ένας απ’ τον 

άλλο, ότι ο χώρος 2L  των τετραγωνικά Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων είναι 

πλήρης µετρικός χώρος. Ως συνέπεια της αλληλεπίδρασης µεταξύ Γεωµετρίας και 

πληρότητας, τα αποτελέσµατα του 19ου αιώνα των Joseph Fourier, Friedrich Bessel 

και Marc – Antoine Parseval στις τριγωνοµετρικές σειρές εύκολα µεταφέρθηκαν σ’ 

αυτούς τους πιο γενικούς χώρους, καταλήγοντας  στο γνωστό ως θεώρηµα των Riesz – 

Fischer. Στις αρχές του 20ου αιώνα αποδείχθηκαν και άλλα βασικά αποτελέσµατα, 

όπως το θεώρηµα αναπαράστασης του Riesz από τους Maurice Fréchet και Riesz το 

1907 (Berberian, 1961). 

Ο John von Neumann επινόησε πρώτος τον όρο αφηρηµένος χώρος Hilbert στη 

φηµισµένη εργασία του επί των µη φραγµένων ερµιτιανών τελεστών. Ο von 

Neumann ήταν ίσως ο µαθηµατικός που αναγνώρισε πιο ξεκάθαρα τη σηµαντικότητα 

τους ως αποτέλεσµα µιας εργασίας του επί της µαθηµατικής θεµελίωσης της 

Κβαντικής Μηχανικής (1927), όπου έδωσε και τον αξιωµατικό ορισµό του χώρου 

Hilbert. Αυτός ο ορισµός περιλάµβανε τη διαχωρισιµότητα, µια συνθήκη που 

αργότερα αφαιρέθηκε από τον ορισµό όταν, το 1934, οι H.Löwig, F.Rellich, και Riesz 

απέδειξαν ότι αυτή η συνθήκη ήταν ένας µη αναγκαίος περιορισµός  για το 
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µεγαλύτερο µέρος της θεωρίας. Η ονοµασία «χώρος Hilbert» υιοθετήθηκε σύντοµα 

και από άλλους, όπως για παράδειγµα από τον Hermann Weyl σε βιβλίο του για την 

Κβαντοµηχανική (Berberian, 1961). 

 Οι χώροι Hilbert έχουν εφαρµογές σε πολλούς κλάδους των Μαθηµατικών και της 

Φυσικής, ως απειροδιάστατοι χώροι συναρτήσεων. Είναι απαραίτητα εργαλεία στις 

θεωρίες όχι µόνο της Κβαντοµηχανικής αλλά και της Μαθηµατικής Φυσικής, των 

µερικών διαφορικών εξισώσεων, της Ανάλυσης Fourier µε εφαρµογές στην 

επεξεργασία σήµατος, και της εργοδικής θεωρίας που αποτελεί το µαθηµατικό 

υπόβαθρο της µελέτης της Θερµοδυναµικής. Αυτοί οι χώροι είναι, µέχρι σήµερα, οι 

πιο χρήσιµοι χώροι σε πρακτικές εφαρµογές της Συναρτησιακής Ανάλυσης. Εκτός 

από τους κλασικούς Ευκλείδειους χώρους, παραδείγµατα χώρων Hilbert 

περιλαµβάνουν χώρους τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων, χώρους 

ακολουθιών, χώρους Sobolev γενικευµένων συναρτήσεων και χώρους Hardy 

ολόµορφων συναρτήσεων (Αργυρός, 2004). 

Πολλές από τις εφαρµογές των χώρων Hilbert αξιοποιούν το γεγονός ότι αυτοί οι 

χώροι γενικεύουν απλές γεωµετρικές έννοιες. Πράγµατι, η γεωµετρική διαίσθηση 

διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο σε πολλές πλευρές της θεωρίας των χώρων Hilbert, 

για παράδειγµα, ισχύουν σχέσεις ανάλογες του Πυθαγόρειου θεωρήµατος και του 

νόµου του παραλληλογράµµου. Σε βαθύτερο επίπεδο, η κάθετη προβολή σ’ ένα 

υπόχωρο εξυπηρετεί σηµαντικά την οπτικοποίηση προβληµάτων και άλλων πλευρών 

της θεωρίας. Επιπλέον, και σε αναλογία µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες στο 

επίπεδο, κάθε στοιχείο ενός χώρου Hilbert µπορεί να εκφραστεί κατά µοναδικό τρόπο 

από τις συντεταγµένες του ως προς µια ορθοκανονική ακολουθία. Τέλος, ο 

γεωµετρικός συµβολισµός και η ορολογία που χρησιµοποιούνται είναι ανάλογοι µ’ 

αυτούς της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και επινοήθηκαν από τους Schmidt (1908) και 

Kowalewski (Kreyszig & Wiley, 1978). 

 

ΧΩΡΟΣ ΜΕ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ – ΧΩΡΟΣ HILBERT  

 

Οι χώροι που θα µελετηθούν σ’ αυτή την ενότητα ορίζονται ως εξής: 

Ορισµός 1 (Χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, Χώρος Hilbert). Ένας  χώρος µε 

εσωτερικό γινόµενο (pre – Hilbert space) είναι ένας διανυσµατικός χώρος X  µ’ ένα 

εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται στον X . Ένας  χώρος Hilbert είναι ένας πλήρης 

χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή πλήρης στη µετρική που επάγεται από το 
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εσωτερικό γινόµενο. Ένα εσωτερικό γινόµενο στον X  είναι µια απεικόνιση του 

X X×  µέσα στο σώµα K  του X , δηλαδή , : X X K〈⋅ ⋅〉 × → , τέτοια ώστε κάθε 

ζεύγος διανυσµάτων ( ),x y X X∈ ×  να συσχετίζεται µ’ ένα µονόµετρο µέγεθος το 

οποίο γράφεται ,x y〈 〉  και καλείται εσωτερικό γινόµενο (inner product) [ή βαθµωτό 

γινόµενο (scalar product), αλλά αυτό δεν πρέπει να συγχέεται µε το γινόµενο ενός 

διανύσµατος επί ένα µονόµετρο µέγεθος σ’ ένα διανυσµατικό χώρο] των x  και y , 

έτσι ώστε για όλα τα διανύσµατα x  και y , και τα  µονόµετρα µεγέθη  α  να έχουµε  

I.  , , ,x y z x z y z〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉  

II.  , ,x y x yα α〈 〉 = 〈 〉  

III.  , ,x y y x〈 〉 = 〈 〉  

IV.  
, 0

, 0 0.

x x

x x x

〈 〉 ≥

〈 〉 = ⇔ =

 

Τότε το ζεύγος  ( ), ,X 〈⋅ ⋅〉  ονοµάζεται χώρος µε εσωτερικό γινόµενο (inner product 

space) και συµβολίζεται µε  X , όταν δεν απαιτείται σαφής αναφορά στο εσωτερικό 

γινόµενο. Στην ισότητα (III ), ο ,y x〈 〉  είναι ο µιγαδικός συζυγής του ,y x〈 〉 . Κατά 

συνέπεια, αν ο X  είναι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος ( K = ℝ ), έχουµε 

απλά τη σχέση , ,x y y x〈 〉 = 〈 〉  (Συµµετρία). 

Ένα εσωτερικό γινόµενο στον X  ορίζει µια νόρµα  του X  που δίνεται από τη 

σχέση 

  ,x x x= 〈 〉 ,     (1) 

και µια µετρική στον X  που δίνεται από τη σχέση  

     ( ), ,d x y x y x y x y= − = 〈 − − 〉 .   (2) 

Συνεπώς, οι χώροι µε εσωτερικό γινόµενο είναι χώροι µε νόρµα, και οι χώροι Hilbert 

είναι χώροι Banach. 

Η (1) ορίζει µια νόρµα γιατί 

0x ≥ , x X∀ ∈ , λόγω της (IV ), 

0 0x x= ⇒ = , λόγω της (IV ), 

x xα α= , Kα∀ ∈  και x X∀ ∈ , 

εφόσον από τις ιδιότητες (II ) και (III ) του εσωτερικού γινοµένου έχουµε 

2 2 2
, , ,x x x x x x x xα α α α α αα α= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = , 
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και, τέλος, ισχύει x y x y+ ≤ + , ,x y X∀ ∈  (τριγωνική ανισότητα) . 

Από την (I ) ως την  (III ) παίρνουµε τους τύπους  

a) , , ,x y z x z y zα β α β〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉  

b) , ,x y x yα α〈 〉 = 〈 〉     (3) 

c) , , ,x y z x y x zα β α β〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 , 

, ,x y z X∀ ∈  και , Kα β ∈ . Η (3a) δείχνει ότι ο εσωτερικό γινόµενο είναι γραµµικό 

στον πρώτο παράγοντα. Εφόσον στην (3c) έχουµε µιγαδικούς συζυγείς α  και β  στα 

δεξιά, λέµε ότι το εσωτερικό γινόµενο είναι γραµµικός συζυγής (conjugate linear) 

στον δεύτερο παράγοντα. Εκφράζοντας και τις δύο ιδιότητες µαζί, λέµε ότι το 

εσωτερικό γινόµενο είναι « 
1

1
2

 φορές γραµµικό» (sesquilinear) και αυτό προέρχεται 

από το γεγονός ότι ο όρος «γραµµικός συζυγής» είναι επίσης γνωστός ως 

«ηµιγραµµικός» (semilinear ή halflinear). 

Αποδεικνύεται ότι µια νόρµα ενός χώρου µε εσωτερικό γινόµενο ικανοποιεί το 

νόµο του παραλληλογράµµου (parallelogram equality), δηλαδή, αν ο X  είναι χώρος 

µε εσωτερικό γινόµενο, τότε ,x y X∀ ∈  

( )2 2 2 2
2x y x y x y+ + − = + .  (4) 

Αυτή η ονοµασία προέρχεται από τη στοιχειώδη Γεωµετρία, όπως φαίνεται και στο 

σχήµα 13, εφόσον η νόρµα γενικεύει τη στοιχειώδη έννοια του µήκους ενός 

διανύσµατος. Από τα προηγούµενα συµπεραίνουµε ότι αν µια νόρµα δεν ικανοποιεί  

         

Σχήµα 13. 

την ισότητα (4), δεν προέρχεται από εσωτερικό γινόµενο µε χρήση της (1). Γι’ αυτό 

λέµε ότι όλοι οι χώροι µε νόρµα δεν είναι χώροι µε εσωτερικό γινόµενο. 
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Στη συνέχεια θα ορίσουµε τη βασική έννοια της ορθογωνιότητας (orthogonality). 

Γνωρίζουµε ότι αν το εσωτερικό γινόµενο (dot product) δύο διανυσµάτων σε 

τρισδιάστατους χώρους είναι µηδέν, τα διανύσµατα είναι ορθογώνια, που σηµαίνει 

ότι είναι κάθετα ή ότι ένα τουλάχιστον απ’ αυτά είναι το µηδενικό διάνυσµα. Απ’ 

αυτό προέρχεται και δικαιολογείται ο ακόλουθος ορισµός: 

Ορισµός 2 (Ορθογωνιότητα). Ένα στοιχείο x  ενός χώρου µε εσωτερικό γινόµενο 

X  λέγεται ορθογώνιο µ’ ένα στοιχείο y X∈  αν , 0x y〈 〉 = . Επίσης λέµε ότι τα  x  και 

y  είναι ορθογώνια , και γράφουµε  x y⊥ . Παροµοίως, για υποσύνολα ,A B X⊂  

γράφουµε x A⊥  αν x a⊥  για όλα τα a A∈ , και A B⊥  αν a b⊥  για  όλα τα a A∈  

και όλα τα  b B∈ . 

Παράδειγµα 1. Ο Ευκλείδειος χώρος nℝ . Ο χώρος nℝ  είναι ένας πεπερασµένης 

διάστασης χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται από την ισότητα  

    1 1, ... n nx y ξη ξ η〈 〉 = + +    (5) 

όπου ( ) ( )1,...,j nx ξ ξ ξ= =  και ( ) ( )1,...,j ny η η η= = . Από την (5) παίρνουµε 

( )
11 2 2 22

1, ... nx x x ξ ξ= 〈 〉 = + +  και απ’ αυτήν η Ευκλείδεια µετρική ορίζεται ως 

( ) ( ) ( )
11 22 22

1 1, , ... n nd x y x y x y x y ξ η ξ η = − = 〈 − − 〉 = − + + −  . 

Αν 3n = , ο τύπος (5) δίνει το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο  

1 1 2 2 3 3,x y x y ξη ξ η ξ η〈 〉 = ⋅ = + +  

των ( )1 2 3, ,x ξ ξ ξ=  και ( )1 2 3, ,y η η η= , και η ορθογωνιότητα , 0x y x y〈 〉 = ⋅ =  

συµπίπτει µε τη στοιχειώδη έννοια της καθετότητας. 

Παράδειγµα 2. Ο  µοναδιαίος  χώρος nℂ . Ο χώρος  nℂ  εφοδιασµένος µε το 

εσωτερικό γινόµενο που δίνεται από την ισότητα 

1 1, ... n nx y ξ η ξ η〈 〉 = + + ,   (6) 

όπου ( ) ( )1 1,..., , ,..., n
n nx yξ ξ η η= = ∈ℂ , είναι χώρος Hilbert. Από την (6) παίρνουµε 

τη νόρµα που ορίζεται από την ισότητα 

( ) ( )
111 22 222

1 1 1, ... ...n n nx x x ξ ξ ξ ξ ξ ξ= 〈 〉 = + + = + + . 

Παράδειγµα 3. Ο χώρος [ ]2 ,L a b . Ο διανυσµατικός χώρος όλων των συνεχών 

πραγµατικών συναρτήσεων που ορίζονται στο [ ],a b  γίνεται ένας χώρος µε 

εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται από την ισότητα 
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     ( ) ( ),
b

a
x y x t y t dt〈 〉 = ∫ ,   (7) 

από την οποία παίρνουµε τη νόρµα  ( )( )
1
21 2

2,
b

a
x x x x t dt= 〈 〉 =   ∫ . Σε 

συγκεκριµένες εφαρµογές δεν περιοριζόµαστε σε πραγµατικές συναρτήσεις αλλά 

θεωρούµε µιγαδικές συναρτήσεις µε  [ ],t a b∈ , όπως προηγουµένως. Αυτές οι 

συναρτήσεις σχηµατίζουν ένα µιγαδικό διανυσµατικό χώρο, ο οποίος γίνεται χώρος 

µε εσωτερικό γινόµενο αν ορίσουµε  

( ) ( ),
b

a
x y x t y t dt〈 〉 = ∫     (7*) 

όπου ( )y t  είναι ο µιγαδικός συζυγής του ( )y t . Η νόρµα ορίζεται από την ισότητα 

( ) ( )( )
1
21

2,
b

a
x x x x t x t dt= 〈 〉 = ∫ , δηλαδή από την  ( )( )

1
22b

a
x x t dt= ∫ . 

Ο µετρικός χώρος των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων µε εσωτερικό γινόµενο 

που ορίζεται από την (7) δεν είναι πλήρης. Η πλήρωση αυτού του χώρου είναι ο 

πραγµατικός χώρος [ ]2 ,L a b . Παροµοίως, η πλήρωση του µιγαδικού διανυσµατικού 

χώρου µε εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται από την (7*) καλείται µιγαδικός χώρος 

[ ]2 ,L a b . Παρακάτω  θ’ αποδείξουµε ότι το εσωτερικό γινόµενο µπορεί να επεκταθεί 

από ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο στην πλήρωση του, που σηµαίνει ότι ο [ ]2 ,L a b  

είναι χώρος Hilbert. 

Παράδειγµα 4. Ο χώρος pl . Έστω 1p ≥  ένας καθορισµένος πραγµατικός 

αριθµός. Θεωρούµε το σύνολο των ακολουθιών ( ) ( ){ }1,..., ,...p
i nl x ξ ξ ξ= = = , 

τέτοιων ώστε  το άθροισµα 1 ... ...
pp

nξ ξ+ + +  να συγκλίνει. Έτσι 
1

p

i
i

ξ
∞

=

< ∞∑ , και το 

σύνολο pl  εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις κατά συντεταγµένη, είναι 

διανυσµατικός χώρος µε νόρµα 

1

1

:
p

p

ip
i

x x ξ
∞

=

 
= =  

 
∑ . Η µετρική σ’ αυτό το 

χώρο ορίζεται από την ισότητα 

( )
1

1

,
p

p

i i
i

d x y x y ξ η
∞

=

 
= − = − 

 
∑ ,  

όπου ( ) ( )1,..., ,...i nx ξ ξ ξ= = , ( ) ( )1,..., ,...i ny η η η= =  µε 
1

p

i
i

ξ
∞

=

< ∞∑  και 
1

p

i
i

η
∞

=

< ∞∑ . 
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Πρόταση 1. Ο χώρος pl  µε 2p ≠  δεν είναι χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, και ως 

εκ τούτου δεν είναι χώρος Hilbert . 

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός µας σηµαίνει ότι η νόρµα του pl  µε 2p ≠  δεν προέρχεται 

από εσωτερικό γινόµενο. Αυτό αποδεικνύεται δείχνοντας ότι η νόρµα δεν ικανοποιεί 

το νόµο του παραλληλογράµµου. Πράγµατι, έστω ότι ( )1,1,0,0,... px l= ∈  και 

( )1, 1,0,0,... py l= − ∈ . Τότε ( )2,0,0,0,...x y+ =  και ( )0,2,0,0,...x y− =  οπότε 

έχουµε 
1

2 px y= = , 2x y x y+ = − =  και βλέπουµε ότι η ισότητα  

( )2 2 2 2
2x y x y x y+ + − = + δεν ικανοποιείται αν 2p ≠ , γιατί  

2
22 2

3 3 2
2 2 2 2 2 2 2 3 2p p p p

p

+ = + ⇔ = ⇔ + = ⇔ = 
 

. 

Ο pl  είναι πλήρης χώρος. Γι’ αυτό ο pl  µε 2p ≠  είναι χώρος Banach που δεν 

είναι χώρος  Hilbert .   

Παράδειγµα 5. Ο χώρος Hilbert 2l . Ο χώρος 2l  είναι χώρος Hilbert µε εσωτερικό 

γινόµενο που ορίζεται από την ισότητα 

1

, j j
j

x y ξ η
∞

=

〈 〉 =∑ ,    (8) 

που αποτελεί γενίκευση της (6), όπου ( ) ( )1,..., ,...j nx ξ ξ ξ= = , ( ) ( )1,..., ,...j ny η η η= =  

και 
2

1
j

j

ξ
∞

=

< ∞∑ , 
2

1
j

j

η
∞

=

< ∞∑ . Η σύγκλιση αυτής της σειράς προκύπτει από την 

ανισότητα Cauchy – Schwarz , και από το γεγονός ότι 2,x y l∈ , από την υπόθεση. Η 

νόρµα ορίζεται από την ισότητα 

1 1
2 2

1 2
2

2
1 1

: , j j j
j j

x x x x ξ ξ ξ
∞ ∞

= =

   
= = 〈 〉 = =   

   
∑ ∑ . 

Ο 2l  είναι το αρχέτυπο ενός χώρου Hilbert. Παρουσιάστηκε και ερευνήθηκε από 

τον Hilbert (1912) στην εργασία του επί των ολοκληρωτικών εξισώσεων.  

Παράδειγµα 6. Ο χώρος [ ],a bℂ .    

Πρόταση 2. Ο χώρος [ ],a bℂ  των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων στο 

[ ],a b ⊆ ℝ  (a b< ) δεν είναι χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, και ως εκ τούτου δεν είναι 

χώρος Hilbert . 
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Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η νόρµα που ορίζεται από την ισότητα  

[ ]
( )

,
: max

t a b
x x x t

∞ ∈
= =  δεν επάγεται από εσωτερικό γινόµενο εφόσον αυτή η νόρµα 

δεν ικανοποιεί το νόµο του παραλληλογράµµου. Πράγµατι, αν πάρουµε ( ) 1x t =  και 

( ) t a
y t

b a

−
=

−
, έχουµε 1x y= =  και  

( ) ( )

( ) ( )

1 ,

1 ,

t a
x t y t

b a
t a

x t y t
b a

−
+ = +

−
−

− = −
−

 

οπότε είναι 2x y+ = , 1x y− = , ( )2 2 2 2
5 4 2x y x y x y+ + − = ≠ = + , άρα 

δεν ικανοποιείται ο νόµος του παραλληλογράµµου. 

Μέχρι τώρα είδαµε ότι σ’ ένα εσωτερικό γινόµενο αντιστοιχεί µια νόρµα που 

δίνεται από την ισότητα ,x x x= 〈 〉 . Αντίστροφα, µπορούµε να βρούµε το 

εσωτερικό γινόµενο από την αντίστοιχη νόρµα. Συγκεκριµένα αποδεικνύεται ότι για 

ένα πραγµατικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο έχουµε 

( )2 21
,

4
x y x y x y〈 〉 = + − −    (9) 

και ότι για ένα µιγαδικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο έχουµε 

( )
( )

2 2

2 2

1
Re ,

4
1

Im ,
4

x y x y x y

x y x iy x iy

〈 〉 = + − −

〈 〉 = + − −
 (polarization identity ). (10) 

Άλλες ιδιότητες των χώρων µε εσωτερικό γινόµενο είναι η τριγωνική ανισότητα, η 

ανισότητα Schwarz και η συνέχεια του εσωτερικού γινοµένου. 

Λήµµα 1. Ένα εσωτερικό γινόµενο και η επαγόµενη νόρµα ικανοποιούν την 

ανισότητα Schwarz και την τριγωνική ανισότητα ως εξής: 

a) Έχουµε   

,x y x y〈 〉 ≤  (ανισότητα Schwarz)  (11) 

όπου η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν  το { },x y  είναι ένα γραµµικά 

εξαρτηµένο σύνολο.  

b) Αυτή η νόρµα ικανοποιεί επίσης την 

x y x y+ ≤ +  (τριγωνική ανισότητα) (12) 
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όπου η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν 0y =  ή x cy= , όπου ο c  είναι 

πραγµατικός µη αρνητικός αριθµός. 

Απόδειξη. 

a) Αν 0y =  τότε ,0 0x〈 〉 = , οπότε ισχύει η (11). Έστω 0y ≠ . Για κάθε 

αριθµητικό µέγεθος α  έχουµε  

2
0 ,

, ,

, , , , .

x y x y x y

x x y y x y

x x x y y x y y

α α α

α α α

α α α

≤ − = 〈 − − 〉

= 〈 − 〉 − 〈 − 〉

 = 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 

 

Επιλέγοντας , ,y x y yα = 〈 〉 〈 〉  η έκφραση , ,y x y yα〈 〉 − 〈 〉  είναι µηδέν  και η 

προηγουµένη ανισότητα γίνεται  

2
2 2

2

,, , ,
0 , ,

, ,

x yy x x y x y
x x x y x x

y y y y y

〈 〉〈 〉 〈 〉〈 〉
≤ 〈 〉 − 〈 〉 = − = −

〈 〉 〈 〉
, 

δηλαδή 

2
2

2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

,
0

0 ,

,

,

, .

x y
x

y

y y x x y

x y x y

x y x y

x y x y

〈 〉
≤ −

⋅ ≤ ⋅ − 〈 〉

〈 〉 ≤ ⋅

〈 〉 ≤ ⋅

〈 〉 ≤

 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν  

0y = ή 
2

0 0x y x y x yα α α− = ⇔ − = ⇔ =  

που αποδεικνύει ότι η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν το { },x y  είναι γραµµικά 

εξαρτηµένο σύνολο. 

b) Έχουµε   

2

2 2

, , ,

, , , ,

, , .

x y x y x y x x y y x y

x x x y y x y y

x x y y x y

+ = 〈 + + 〉 = 〈 + 〉 + 〈 + 〉

= 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉

= + 〈 〉 + 〈 〉 +

 

Από την ανισότητα Schwarz , ,x y y x x y〈 〉 = 〈 〉 ≤ , και συνεπώς από την 

τριγωνική ανισότητα γι’ αριθµούς παίρνουµε  
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( )

2 2 2

2 2

2

2 ,

2

.

x y x x y y

x x y y

x y

+ ≤ + 〈 〉 +

≤ + +

= +

 

Άρα  

( )

( )

22

22

.

x y x y

x y x y

x y x y

+ ≤ +

+ ≤ +

+ ≤ +

    

Η  ισότητα ισχύει αν και µόνο αν  

   

, , 2

, , 2

2Re , 2

Re , ,

x y y x x y

x y x y x y

x y x y

x y x y

〈 〉 + 〈 〉 =

〈 〉 + 〈 〉 =

〈 〉 =

〈 〉 =

 

και λόγω της ,x y x y〈 〉 ≤  η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν 

Re , ,x y x y〈 〉 ≥ 〈 〉 , και επειδή Re , ,x y x y〈 〉 ≤ 〈 〉  , πρέπει Re , ,x y x y〈 〉 = 〈 〉  , 

δηλαδή ,x y x y= 〈 〉 , οπότε συνεπάγεται από το (a) ότι η ισότητα ισχύει αν 

και µόνο αν το { },x y  είναι γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο, δηλαδή 

0 ή y x cy= = . Θ’ αποδείξουµε ότι ο c  είναι πραγµατικός και µη αρνητικός 

αριθµός. Επειδή Re , ,x y x y〈 〉 = 〈 〉  πρέπει Im , 0x y〈 〉 = . Έτσι 

, Re , Im , Re , 0x y x y i x y x y〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 ≥  , 

γιατί Re , , 0x y x y〈 〉 = 〈 〉 ≥ , και εφόσον 
2

0 , , ,x y cy y c y y c y≤ 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =  

προκύπτει 0c ≥ . 

Λήµµα 2 (Συνέχεια του εσωτερικού γινοµένου). Αν σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό 

γινόµενο, nx x→  και  ny y→ , τότε , ,n nx y x y〈 〉 → 〈 〉 . 

Απόδειξη. Προσθαφαιρώντας ένα όρο, χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα 

γι’ αριθµούς και, τέλος, την ανισότητα Schwarz, έχουµε 

 

, , , , , ,

, , , ,

, ,

0,

n n n n n n

n n n n

n n n

n n n

x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y y x x y

x y y x x y

〈 〉 − 〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉

≤ 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 − 〉 + 〈 − 〉

≤ − + − →
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εφόσον 0ny y− →  και 0nx x− →  καθώς n→ ∞ . 

Με εφαρµογή αυτού του λήµµατος µπορούµε ν’ αποδείξουµε ότι είναι εφικτή η 

πλήρωση  κάθε χώρου µε εσωτερικό γινόµενο. Η πλήρωση είναι χώρος Hilbert και 

είναι µοναδικός εξαιρουµένων των ισοµορφισµών. Εδώ ο ορισµός του ισοµορφισµού 

έχει ως εξής: 

Ένας ισοµορφισµός T  ενός χώρου µε εσωτερικό γινόµενο X  επί ενός χώρου µε 

εσωτερικό γινόµενο �X  πάνω από το ίδιο σώµα είναι ο ένα – προς – ένα και επί 

γραµµικός τελεστής �:T X X→ που διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή 

,x y X∀ ∈  ισχύει , ,Tx Ty x y〈 〉 = 〈 〉 , όπου συµβολίζουµε τα εσωτερικά γινόµενα στους 

χώρους X  και �X  µε το ίδιο σύµβολο, για απλούστευση. Ο �X  καλείται ισόµορφος 

µε τον X , και οι X  και �X  καλούνται ισόµορφοι χώροι µε εσωτερικό γινόµενο. Οι 

ιδιότητες ένα – προς – ένα, επί και η γραµµικότητα εξασφαλίζουν ότι ο T  είναι 

ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων του X  επί του �X , έτσι ώστε ο T  να διατηρεί 

όλη τη δοµή του χώρου µε εσωτερικό γινόµενο. Ο T  είναι επίσης ισοµετρία του X  

επί του �X  γιατί οι αποστάσεις στους χώρους X  και �X  προσδιορίζονται από νόρµες 

που επάγονται από τα εσωτερικά γινόµενα στους X  και �X . 

Το θεώρηµα για την πλήρωση  ενός χώρου µε εσωτερικό γινόµενο διατυπώνεται ως 

εξής: 

Θεώρηµα 1  (Πλήρωση). Για κάθε χώρο µε εσωτερικό γινόµενο X  υπάρχει ένας 

χώρος Hilbert H  και ένας ισοµορφισµός A  από τον X  επί ενός πυκνού υπόχωρου 

W H⊂ . Ο χώρος  H  είναι µοναδικός εξαιρουµένων των ισοµορφισµών. 

Απόδειξη. Αν ⋅  είναι η νόρµα του X  που επάγεται από το εσωτερικό γινόµενο 

,〈⋅ ⋅〉  του X , γνωρίζουµε από γνωστό θεώρηµα ότι υπάρχει χώρος Banach H  και µια 

ισοµετρία A  από τον X  επί του W H⊂  που είναι πυκνός υπόχωρος του H . Λόγω 

της συνέχειας, υπό µια τέτοια ισοµετρία, τα αθροίσµατα και τα βαθµωτά 

πολλαπλάσια των στοιχείων στους X  και W  αντιστοιχούν το ένα στο άλλο, και έτσι 

ο A  είναι ισοµορφισµός χώρων µε νόρµα, του X  επί του W . Λόγω της συνέχειας 

του εσωτερικού γινοµένου µπορούµε να ορίσουµε ένα εσωτερικό γινόµενο στον H  

θέτοντας ɵ ɵ, lim ,n n
n

x y x y
→∞

〈 〉 = 〈 〉 , δηλαδή οι  ( )nx  και ( )ny  είναι αναπαραστάσεις των 

ɵx H∈  και  ɵy H∈ , αντίστοιχα. Επειδή ο ισοµορφισµός A  διατηρεί τη νόρµα και 

ισχύουν οι σχέσεις 
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 ( )2 21
,

4
x y x y x y〈 〉 = + − −   

και  

( )
( )

2 2

2 2

1
Re ,

4
1

Im , ,
4

x y x y x y

x y x iy x iy

〈 〉 = + − −

〈 〉 = + − −
 

για πραγµατικό και µιγαδικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο, συµπεραίνουµε ότι ο A  

διατηρεί και το εσωτερικό γινόµενο, άρα ο A  είναι ισοµορφισµός χώρων µε 

εσωτερικό γινόµενο, του X  επί του W . Το ίδιο γνωστό θεώρηµα εξασφαλίζει ότι ο 

H  είναι µοναδικός εξαιρουµένων των ισοµετριών, δηλαδή δύο πληρώσεις H και �H  

του X  σχετίζονται µε µια ισοµετρία �:T H H→ . Όπως και στην περίπτωση του A , 

µε ανάλογους συλλογισµούς συµπεραίνουµε ότι ο T  πρέπει να είναι ισοµορφισµός 

του χώρου Hilbert H  επί του χώρου Hilbert �H . 

Το θεώρηµα για την πλήρωση λέει ότι οποιεσδήποτε πληρώσεις του X  είναι 

ισόµορφοι χώροι Hilbert και, εποµένως, µπορούµε ν’ αναφερόµαστε στην πλήρωση 

του X  σε χώρο Hilbert και να δώσουµε τον ακόλουθο ορισµό (Παπαδηµητράκης, 

2004): 

Ορισµός 3. Αν ο X  είναι χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, ο χώρος Hilbert H  µε την 

ιδιότητα ο  X  να είναι πυκνός υπόχωρος του H  ονοµάζεται  η πλήρωση του X  σε 

χώρο Hilbert .  

Επειδή ένας υπόχωρος Y  ενός χώρου µε εσωτερικό γινόµενο X  ορίζεται ως ο 

διανυσµατικός υπόχωρος του X  µε το εσωτερικό γινόµενο στον X  να περιορίζεται 

στο Y Y× , παροµοίως έχουµε ότι ένας υπόχωρος Y  ενός χώρου Hilbert H , 

θεωρείται ως χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Σηµειώνουµε ότι ο Y  δεν είναι κατ’ 

ανάγκη χώρος Hilbert γιατί ο Y  µπορεί να µην είναι πλήρης. Συγκεκριµένα, 

αποδεικνύεται το παρακάτω θεώρηµα:  

Θεώρηµα 2 (Υπόχωρος). Έστω ότι ο Y  είναι ο υπόχωρος ενός χώρου Hilbert H . 

Τότε 

a) Ο Y  είναι πλήρης αν και µόνο αν ο  Y  είναι κλειστός στον H . 

b) Αν ο Y  είναι πεπερασµένης διάστασης, τότε ο  Y  είναι πλήρης. 

c) Αν ο H  είναι διαχωρίσιµος, τότε είναι και ο Y . Γενικότερα, κάθε υποσύνολο 

ενός διαχωρίσιµου χώρου µε εσωτερικό γινόµενο είναι διαχωρίσιµο.  
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ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΚΑΙ ΕΥΘΥ ΑΘΡΟΙΣΜΑ 

 

Σ’ ένα µετρικό χώρο X , η απόσταση δ  από ένα στοιχείο x X∈  σ’ ένα µη κενό 

υποσύνολο M X⊂  ορίζεται ως 
ɶ

ɶ( )inf ,
y M

d x yδ
∈

= . Σ’ ένα χώρο µε νόρµα αυτός ο 

τύπος γίνεται      

ɶ

ɶinf
y M

x yδ
∈

= − .   (1) 

Ένα στοιχείο y M∈  (αν υπάρχει) τέτοιο ώστε *x y x y− ≤ − , *y M∀ ∈  λέγεται 

βέλτιστη προσέγγιση του x  από το M . Εποµένως, αν ( ),X ⋅  είναι χώρος µε νόρµα, 

x X∈  και M X⊂  όπου M ≠ ∅ , ένα στοιχείο y M∈  είναι η βέλτιστη προσέγγιση 

του x  από το M  αν x y δ− =  (Ακρίβης, 1987). Είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε 

πότε υπάρχει αυτή η βέλτιστη προσέγγιση, δηλαδή πότε υπάρχει ένα y M∈  τέτοιο 

ώστε  

     x yδ = − ,    (2) 

δηλαδή πότε υπάρχει ένα σηµείο y M∈  που είναι το πλησιέστερο στο δεδοµένο x , 

και αν υπάρχει ένα τέτοιο στοιχείο, πότε είναι µοναδικό. Αυτό είναι ένα πρόβληµα 

ύπαρξης και µοναδικότητας, θεµελιώδους σπουδαιότητας τόσο θεωρητικά όσο και για 

τις εφαρµογές, για παράδειγµα, σε σχέση µε τις προσεγγίσεις συναρτήσεων. Όπως 

προκύπτει και από το σχήµα 14, ακόµα και σ’ ένα πολύ απλό χώρο όπως  

 

Σχήµα 14. 

είναι ο Ευκλείδειος χώρος 2ℝ , µπορεί να µην υπάρχει y  που να ικανοποιεί την (2), ή 

να υπάρχει µόνο ένα, ή να υπάρχουν άπειρα y . Η απάντηση σ’ αυτό το ερώτηµα 

είναι πιο περίπλοκη για γενικούς απειροδιάστατους χώρους µε νόρµα, αλλά στους 

χώρους Hilbert είναι πιο απλή, και αυτό το γεγονός έχει ποικίλες θεωρητικές και 

πρακτικές συνέπειες. 
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Για να εξετάσουµε το πρόβληµα ύπαρξης και µοναδικότητας της βέλτιστης 

προσέγγισης, και για να διατυπώσουµε το παρακάτω βασικό θεώρηµα χρειαζόµαστε 

δύο έννοιες:  

Το τµήµα που ενώνει δύο δεδοµένα στοιχεία x  και y  ενός διανυσµατικού χώρου 

X  ορίζεται ως το σύνολο όλων των  z X∈  της µορφής ( )1z x yα α= + − , όπου 

,0 1α α∈ ≤ ≤ℝ . Ένα υποσύνολο M  του X  λέγεται κυρτό αν για κάθε ,x y M∈  το 

τµήµα που ενώνει τα x  και y  περιέχεται στο M . Για παράδειγµα, κάθε υπόχωρος Y  

του X  είναι κυρτό σύνολο, και η τοµή κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο.    

Θεώρηµα 1 (Ύπαρξη και µοναδικότητα βέλτιστης προσέγγισης). Έστω ότι X  

είναι χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και M ≠ ∅  ένα κυρτό υποσύνολο που είναι πλήρες 

στη µετρική που επάγεται από το εσωτερικό γινόµενο. Τότε για κάθε δεδοµένο 

x X∈  υπάρχει ένα µοναδικό y M∈ ( minimizing vector) τέτοιο ώστε  

    
ɶ

ɶinf
y M

x y x yδ
∈

= − = − .   (3) 

Απόδειξη.  

a) Ύπαρξη. Από τον ορισµό του infimum υπάρχει ακολουθία ( )ny  στο M  τέτοια 

ώστε nδ δ→ , όπου  

n nx yδ = − .   (4)  

Θα δείξουµε ότι η ( )ny  είναι Cauchy. Γράφοντας n ny x υ− = , έχουµε 

n nυ δ=  και  

   ( )1
2 2 2

2n m n m n m n my x y x y y x y y xυ υ δ+ = − + − = + − = + − ≥  

γιατί το M είναι κυρτό, που σηµαίνει ότι ( )1

2 n my y M+ ∈ , οπότε είναι 

( )1

2 n my y x δ+ − ≥   . Επιπλέον, έχουµε n m n my y υ υ− = − . Έτσι από το νόµο 

του παραλληλογράµµου ( )2 2 2 2
2n m n m n mυ υ υ υ υ υ+ + − = +  προκύπτει 

ότι  

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 ,

n m n m n m n m

n m

y y υ υ υ υ υ υ

δ δ δ

− = − = − + + +

≤ − + +
 



 126 

και λόγω της (4) συνεπάγεται ότι ( )2 2 2 22 4 0n my y δ δ δ− → + − = , άρα η 

( )ny  είναι ακολουθία Cauchy. Αφού ο M  είναι πλήρης, η ( )ny  συγκλίνει, 

και έστω ότι  ny y M→ ∈ . Εφόσον y M∈  έχουµε x y δ− ≥ . Επίσης, από 

την (4),   

n n n nx y x y y y y yδ δ− = − + − = + − → ,  

άρα x y δ− = . 

b) Μοναδικότητα. Υποθέτουµε ότι τα y M∈  και 0y M∈  ικανοποιούν τις 

x y δ− =  και 0x y δ− = . Θα δείξουµε ότι 0y y= . Από το νόµο του  

παραλληλογράµµου,  

    

( ) ( )

( ) ( )

( )

22

0 0

222

0 0

22 2
0

2
2 2 2

0

2 2

2 2 2

1
2 2 2 .

2

y y y x y x

y x y x y x y x

y y x

y y x

δ δ

δ δ

− = − − −

= − + − − − + −

= + − + −

= + − + −

 

Επειδή το M  είναι κυρτό, έχουµε ότι ( )0

1

2
y y M+ ∈ , οπότε 

( )0

1

2
y y x δ+ − ≥ . Αυτό συνεπάγεται ότι 

2 2 2 2
0 2 2 4 0y y δ δ δ− ≤ + − = . 

Έτσι καταλήξαµε στην ανισότητα 0 0y y− ≤ . Προφανώς όµως 0 0y y− ≥ , 

οπότε ισχύει η ισότητα 0y y= .  

Μεταβαίνοντας από αυθαίρετα κυρτά σύνολα σε υπόχωρους, παίρνουµε ένα λήµµα 

που γενικεύει τη γνωστή ιδέα της στοιχειώδους Γεωµετρίας ότι το µοναδικό σηµείο 

y  σ’ ένα δεδοµένο υπόχωρο Y  που είναι το πλησιέστερο σε δεδοµένο x  βρίσκεται 

«φέρνοντας την κάθετη από το x  στον Y ». Αυτό το µοναδικό y είναι η προβολή του 

x  στον Y , εποµένως και σ’ αυτή την περίπτωση το πρόβληµα της βέλτιστης 

προσέγγισης έχει µοναδική λύση.  

Λήµµα 1 (Ορθογωνιότητα). Με τις υποθέσεις του θεωρήµατος (1), έστω ότι το 

M ≠ ∅  είναι πλήρης υπόχωρος του Y  και το x X∈  είναι σταθερό. Τότε το z x y= −  

είναι ορθογώνιο µε τον Y .  
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Απόδειξη.  Αν δεν ισχύει z Y⊥ , θα υπάρχει ένα 1y Y∈  τέτοιο ώστε  

1, 0z y β〈 〉 = ≠ .   (5) 

Προφανώς, 1 0y ≠  γιατί αλλιώς θα ήταν 1, 0z y〈 〉 = . Επιπλέον για κάθε βαθµωτό 

µέγεθος  α ,  

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1

,

, ,

, , ,

, , , ,

, , .

z y z y z y

z z y y z y

z z z y y z y

z z z y y z y y

z z y y

α α α

α α α

α α α

α α α

αβ α β α

− = 〈 − − 〉

= 〈 − 〉 + 〈− − 〉

= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 − 〉

 = 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 

 = 〈 〉 − − − 〈 〉 

 

Αν επιλέξουµε 
1 1,y y

β
α =

〈 〉
, τότε 1 1, 0y yβ α− 〈 〉 = . Από την (3) έχουµε ότι 

z x y δ= − = , οπότε η προηγούµενη ισότητα δίνει την  

2 2
2 2 2 2 2

1
1 1 1 1 1 1, , ,

z y z z
y y y y y y

β ββ β
α δ δ− = − = − = − <

〈 〉 〈 〉 〈 〉
. 

Αλλά αυτό είναι άτοπο γιατί έχουµε 1 1 2z y x y y x yα α− = − − = − , όπου 

2 1y y y Yα= + ∈ , οπότε από τον ορισµό του δ , ισχύει  1z yα δ− ≥ . Άρα 1, 0z y〈 〉 =  

για κάθε 1y Y∈ , συνεπώς z Y⊥ .  

Με χρήση της ορθογωνιότητας θα αναπαραστήσουµε ένα χώρο Hilbert ως ευθύ 

άθροισµα. Αρχικά θα ορίσουµε το ευθύ άθροισµα για κάθε διανυσµατικό χώρο. 

Ορισµός 1 (Ευθύ άθροισµα). Ένας διανυσµατικός χώρος X  λέγεται ευθύ 

άθροισµα δύο υπόχωρων Y  και Z  του X , και συµβολίζεται X Y Z= ⊕ , αν κάθε 

x X∈  έχει µοναδική αναπαράσταση της µορφής x y z= + , όπου y Y∈  και z Z∈ . 

Τότε το Z  λέγεται αλγεβρικό συµπλήρωµα του Y  στον X  και αντιστρόφως, και το 

ζεύγος ,Y Z λέγεται συµπληρωµατικό ζεύγος υπόχωρων στον X .    

Για παράδειγµα, ο Y =ℝ  είναι υπόχωρος του Ευκλείδειου επιπέδου 2ℝ . 

Προφανώς ο Y  έχει άπειρα αλγεβρικά συµπληρώµατα στον 2ℝ , καθένα από τα οποία 

είναι µια πραγµατική γραµµή. Αλλά το πιο βολικό είναι το συµπλήρωµα που είναι 

κάθετο, και αυτό το γεγονός το εκµεταλλευόµαστε όταν επιλέγουµε ένα Καρτεσιανό 

σύστηµα συντεταγµένων. Ανάλογη κατάσταση έχουµε και στον  3ℝ . 

Παροµοίως, στην περίπτωση ενός γενικού χώρου Hilbert H , ενδιαφέρουν κυρίως 

οι αναπαραστάσεις του H , ως ευθύ άθροισµα ενός κλειστού υπόχωρου Y  και του 
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ορθογώνιου συµπληρώµατος του { }/Y z H z Y⊥ = ∈ ⊥ , που είναι το σύνολο όλων των 

στοιχείων του χώρου που είναι ορθογώνια µε τον Y . Αυτή η αναπαράσταση δίνει ένα 

βασικό αποτέλεσµα που λέγεται  θεώρηµα προβολής. 

Θεώρηµα 2 (Ευθύ άθροισµα). Έστω ότι Y  είναι οποιοσδήποτε κλειστός υπόχωρος 

ενός χώρου Hilbert H . Τότε  

H Y Z= ⊕   όπου Z Y⊥= ,   (6) 

δηλαδή κάθε x H∈  γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή x y z= + , ,y Y z Y⊥∈ ∈ . 

Απόδειξη.  Επειδή ο H  είναι πλήρης χώρος και ο Y  είναι κλειστός υπόχωρος, από 

το θεώρηµα (2) της προηγούµενης υποενότητας έχουµε ότι ο Y  είναι πλήρης. 

Εφόσον το Y  είναι κυρτό από το θεώρηµα (1) και το λήµµα (1) συνεπάγεται ότι για 

κάθε x H∈  υπάρχει ένα y Y∈  τέτοιο ώστε  

x y z= + ,    (7) 

όπου z Z Y⊥∈ = .   

Για ν’ αποδείξουµε τη µοναδικότητα υποθέτουµε ότι  1 1x y z y z= + = +  όπου 

1,y y Y∈  και 1,z z Z Y⊥∈ = . Τότε 1 1y y z z− = − , και εφόσον 1y y Y− ∈  ενώ 

1z z Z Y⊥− ∈ = , προκύπτει ότι { }1 10y y Y Y y y⊥− ∈ ∩ = ⇒ = , οπότε και 1z z= . 

To y x z= −   λέγεται ορθογώνια προβολή (ή απλά προβολή) του x  στον Y . 

Αυτός ο όρος προέρχεται από τη στοιχειώδη Γεωµετρία. Για παράδειγµα, µπορούµε 

να πάρουµε 2H = ℝ  και να προβάλουµε οποιοδήποτε σηµείο ( )1 2,x ξ ξ=  στον 1ξ -

άξονα, που παίζει το ρόλο του Y . Η προβολή είναι το ( )1,0y ξ= . 

Η εξίσωση  x y z= +  ορίζει µια απεικόνιση    

:

.

P H Y

x y Px

→

→ =
 

Η P  λέγεται (ορθογώνια) προβολή ( ή τελεστής προβολής) του H  επί του Y . Ο  P  

είναι φραγµένος γραµµικός τελεστής, απεικονίζει τον H  επί του Y , τον Y  επί του 

Y , το Y⊥  επί του { }0 , και είναι ταυτοδύναµος (idempotent) ή αλλιώς εκθετικά 

αναλλοίωτος, που σηµαίνει ότι 2P P= . Έτσι , για κάθε x H∈ , ( )2P x P Px Px= = , 

/YP  είναι ο ταυτοτικός τελεστής στον Y , και για Z Y⊥=  καταλήγουµε στο 

παρακάτω συµπέρασµα: 
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Λήµµα 2 (Μηδενικός χώρος). Το ορθογώνιο συµπλήρωµα  Y⊥  ενός κλειστού 

υπόχωρου Y  ενός χώρου Hilbert H  είναι ο µηδενικός χώρος ( )N P  της ορθογώνιας 

προβολής  P  του H  επί του Y . 

Το ορθογώνιο συµπλήρωµα είναι ένας εκµηδενιστής, όπου εξ’ ορισµού, ο 

εκµηδενιστής (annihilator) M ⊥  ενός συνόλου M ≠ ∅  σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό 

γινόµενο X  είναι το σύνολο  { }/M x X x M⊥ = ∈ ⊥ . Έτσι, , 0x M xυ⊥∈ ⇔ 〈 〉 =  για 

κάθε Mυ ∈ . Αυτό εξηγεί και την ονοµασία του. 

Σηµειώνουµε ότι ο M ⊥  είναι διανυσµατικός χώρος γιατί αν ,x y M⊥∈  τότε για 

κάθε Mυ ∈  και για όλα τα βαθµωτά µεγέθη ,α β , 

, , , 0x y x yα β υ α υ β υ〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 = , οπότε x y Mα β ⊥+ ∈ . Επίσης, ο M ⊥  είναι 

κλειστός χώρος, ( ) :M M
⊥⊥ ⊥⊥= , και γενικά ισχύει M M ⊥⊥⊂  γιατί 

( )x M x M x M
⊥⊥ ⊥∈ ⇒ ⊥ ⇒ ∈ .  

Για κλειστούς υπόχωρους έχουµε επίσης το παρακάτω λήµµα: 

Λήµµα 3 (Κλειστός υπόχωρος). Αν Y  είναι κλειστός υπόχωρος ενός χώρου 

Hilbert  H , τότε Y Y⊥⊥= . 

Απόδειξη.  Επειδή Y Y⊥⊥⊂  αρκεί να δείξουµε ότι Y Y⊥⊥⊃ . Έστω τυχαίο x Y⊥⊥∈ . 

Τότε από το θεώρηµα (2), x y z= + , όπου y Y Y⊥⊥∈ ⊂  και z Y⊥∈ . Αφού ο Y⊥⊥  

είναι διανυσµατικός χώρος και x Y⊥⊥∈  από την υπόθεση, έχουµε ότι και 

z x y Y⊥⊥= − ∈ που συνεπάγεται ότι z Y⊥⊥ . Από τις z Y⊥⊥ , z Y⊥∈  προκύπτει  

0z z z x y Y x Y⊥ ⇒ = ⇒ = ∈ ⇒ ∈ . 

Άρα Y Y⊥⊥⊃ . 

Αν θέσουµε Z Y⊥=  και εφόσον ( )Z Y Y Y
⊥⊥ ⊥ ⊥⊥= = = , ο τύπος (6) µπορεί να 

πάρει τη µορφή H Z Z⊥= ⊕ . Έτσι προκύπτει ότι η απεικόνιση x z→  ορίζει την 

προβολή :ZP H Z→  του H  επί του Z , µε ιδιότητες παρόµοιες µ’ αυτές της 

προβολής P . 
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Σχήµα 15. 

Το θεώρηµα (2) συνεπάγεται το παρακάτω λήµµα: 

Λήµµα 4 (Πυκνό σύνολο). Για κάθε υποσύνολο M ≠ ∅  ενός χώρου Hilbert H , ο 

spanM  είναι πυκνός υπόχωρος  του H  αν και µόνο αν { }0M ⊥ = , δηλαδή 

{ }span 0M H M ⊥= ⇔ = .  

Απόδειξη.  

a) ( ⇒ ) Έστω τυχαίο x M ⊥∈  και υποθέτουµε ότι ο spanV M=  είναι πυκνός 

υπόχωρος του H .Τότε x V H∈ = . Από γνωστό θεώρηµα υπάρχει ακολουθία 

( )nx  του V  τέτοια ώστε nx x→ . Επειδή  x M ⊥∈  και  M V⊥ ⊥ , έχουµε 

, 0nx x〈 〉 = . Η συνέχεια του εσωτερικού γινοµένου συνεπάγεται ότι 

2
0 , ,nx x x x x= 〈 〉 → 〈 〉 = , έτσι 0x = . Άρα { }0M ⊥ = .  

b) (⇐ ) Υποθέτουµε ότι { }0M ⊥ = . Αν x V⊥ , τότε 0x M x M x⊥⊥ ⇒ ∈ ⇒ = . 

Έτσι { }0V ⊥ = , και επειδή ο V  είναι υπόχωρος του H , παίρνουµε V H=  από 

το θεώρηµα (2) µε Y V= . Άρα ο V  είναι πυκνός υπόχωρος του H . 

 

ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΑ ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 

 

Η ορθογωνιότητα των στοιχείων όπως ορίστηκε παραπάνω διαδραµατίζει βασικό 

ρόλο σε χώρους µε εσωτερικό γινόµενο και σε χώρους Hilbert. Ιδιαίτερου 

ενδιαφέροντος είναι τα σύνολα µε στοιχεία ορθογώνια κατά ζεύγη. Για παράδειγµα, 

γνωρίζουµε ότι στον χώρο 3ℝ  ένα τέτοιο σύνολο είναι το σύνολο των τριών 

µοναδιαίων διανυσµάτων 1 2 3, ,e e e στους θετικούς ηµιάξονες ενός ορθογώνιου 

συστήµατος συντεταγµένων. Αυτά τα διανύσµατα σχηµατίζουν µια βάση του 3ℝ , 
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έτσι κάθε 3x∈ℝ  έχει µοναδική αναπαράσταση της µορφής  1 1 2 2 3 3x e e eα α α= + + . Το 

µεγάλο πλεονέκτηµα της ορθογωνιότητας είναι ότι για δεδοµένο x , µπορούµε 

εύκολα να προσδιορίσουµε τους άγνωστους συντελεστές 1 2 3, ,α α α  παίρνοντας 

εσωτερικά γινόµενα. Πράγµατι, για να βρούµε το  1α , πολλαπλασιάζουµε αυτή την  

 

Σχήµα 16. 

αναπαράσταση του x  επί  1e , έτσι έχουµε 

1 1 1 1 2 2 1 3 3 1 1, , , ,x e e e e e e eα α α α〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 =  

κλπ. Σε πιο γενικούς χώρους µε εσωτερικό γινόµενο υπάρχουν παρόµοιες και άλλες 

δυνατότητες για τη χρήση ορθογώνιων και ορθοκανονικών συνόλων και ακολουθιών. 

Πράγµατι, η εφαρµογή τέτοιων συνόλων και ακολουθιών αποτελεί ένα ουσιώδες 

µέρος όλης της θεωρίας των χώρων µε εσωτερικό γινόµενο και των χώρων Hilbert. 

Ορισµός 1 (Ορθοκανονικά σύνολα και ακολουθίες). Ένα ορθογώνιο σύνολο  M  

σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο X  είναι ένα υποσύνολο M X⊂  µε στοιχεία 

κατά ζεύγη ορθογώνια. Ένα ορθοκανονικό σύνολο M X⊂  είναι ένα ορθογώνιο 

σύνολο στον X  µε στοιχεία που έχουν νόρµα ίση µε 1, που σηµαίνει ότι, για όλα τα 

,x y M∈ ,  

     
0,  

,
1,  .

x y
x y

x y

αν
αν

≠
〈 〉 = 

=
   (1) 

Αν ένα ορθογώνιο  ή ορθοκανονικό σύνολο M  είναι αριθµήσιµο, µπορούµε να 

διατάξουµε τα στοιχεία του σε µια ακολουθία ( )nx την οποία ονοµάζουµε ορθογώνια 

ή ορθοκανονική ακολουθία, αντίστοιχα. 
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Γενικότερα, µια οικογένεια ( ) ,x Iα α ∈ , λέγεται ορθογώνια αν 

, , ,x x Iα β α β α β⊥ ∀ ∈ ≠ . Η οικογένεια λέγεται ορθοκανονική  αν είναι ορθογώνια 

και όλα τα xα  έχουν νόρµα 1, δηλαδή , Iα β∀ ∈  έχουµε 

     
0,  

,
1,  ,

x xα β αβ

αν α β
δ

αν α β
≠

〈 〉 = = 
=

  (2) 

όπου αβδ  είναι το δέλτα του Kronecker. 

Οι έννοιες του προηγούµενου ορισµού συσχετίζονται στενά  και ο λόγος είναι ότι 

σε κάθε υποσύνολο M  του X  µπορούµε πάντα να βρούµε µια οικογένεια στοιχείων 

του X  τέτοια ώστε το σύνολο των στοιχείων της οικογένειας να είναι το M . 

Ειδικότερα, µπορούµε να θεωρήσουµε την οικογένεια που ορίζεται από τον 

περιορισµό στο M  της ταυτοτικής απεικόνισης  x x→  στον X . 

Θα εξετάσουµε µερικές απλές ιδιότητες και παραδείγµατα ορθογωνίων και 

ορθοκανονικών συνόλων. 

Για ορθογώνια  στοιχεία ,x y έχουµε , 0x y〈 〉 = , έτσι εύκολα παίρνουµε το 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα  

2 2 2
x y x y+ = + .    (3)  

Στο σχήµα 17 απεικονίζεται αυτή η σχέση στον 2ℝ . Γενικότερα, αν { }1,..., nx x     

    

Σχήµα 17. 

είναι ορθογώνιο σύνολο, τότε  

2 22

1 1... ...n nx x x x+ + = + + .  (4) 

Πράγµατι, , 0,   j kx x j kαν〈 〉 = ≠  και συνεπώς  

2
2

1 1 1 1 1 1 1

, , ,
n n n n n n n

j j k j k j j j
j j k j k j j

x x x x x x x x
= = = = = = =

= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ . 

Λήµµα 1 (Γραµµική ανεξαρτησία). Ένα ορθοκανονικό σύνολο είναι γραµµικά 

ανεξάρτητο. 
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Απόδειξη.  Έστω { }1,..., ne e  ένα ορθοκανονικό σύνολο και θεωρούµε την εξίσωση 

1 1 ... 0n ne eα α+ + = . Σταθεροποιούµε ένα je  και πολλαπλασιάζοντας µ’ αυτό την 

προηγούµενη ισότητα παίρνουµε 
1 1

, , , 0
n n

k k j k k j j j j j
k k

e e e e e eα α α α
= =

〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = =∑ ∑ . 

Έτσι αποδείχθηκε η γραµµική ανεξαρτησία για κάθε πεπερασµένο ορθοκανονικό 

σύνολο. Απ’ αυτό το αποτέλεσµα και από τον ορισµό της γραµµικής ανεξαρτησίας 

συνεπάγεται και  η γραµµική ανεξαρτησία ενός άπειρου ορθοκανονικού συνόλου. 

Παράδειγµα 1. Ο Ευκλείδειος χώρος 3ℝ . Στο χώρο 3ℝ , τα τρία µοναδιαία 

διανύσµατα ( ) ( ) ( )1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1των τριών αξόνων ενός ορθογώνιου συστήµατος 

συντεταγµένων σχηµατίζουν ένα ορθοκανονικό σύνολο. 

Παράδειγµα 2. Ο χώρος  2l . Στο χώρο 2l  το σύνολο { }: 1,2,...ne n=  όπου 

( ) ( )0,...,0,1,0,...n nje δ= =  και το 1 εµφανίζεται στη n -θέση, είναι µια ορθοκανονική 

ακολουθία  ( )ne . 

Παράδειγµα 3. Συνεχείς συναρτήσεις. Έστω ότι X  είναι ο χώρος µε εσωτερικό 

γινόµενο όλων των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων στο [ ]0,2π  µε εσωτερικό 

γινόµενο που ορίζεται από την ισότητα ( ) ( )
2

0
,x y x t y t dt

π
〈 〉 = ∫ . Μια ορθογώνια 

ακολουθία στον X  είναι η ( )nu , όπου ( ) cosnu t nt= , 0,1,2,...n = . Μια άλλη 

ορθογώνια ακολουθία στον X  είναι η  ( )nυ , όπου ( ) sinn t ntυ = , 1,2,...n = . 

Πράγµατι, µε ολοκλήρωση παίρνουµε  

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 2 2

0 0 0

2 2

0 0

1 1
, cos cos cos cos

2 2
1 1

sin sin
2 2

1 1
0 0 0, ,

2 2

m nu u mt ntdt m n tdt m n tdt

m n t m n t
m n m n

m n
m n m n

π π π

π π

αν

〈 〉 = = − + +

= − + +
− +

= ⋅ + ⋅ = ≠
− +

∫ ∫ ∫

 

( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 2

0 0

2 2

0 0

1 1
, cos cos cos cos

2 2
1 1

cos2
2 2
1 1 1 1

sin 2 2 0
2 4 2 4

,          1,2,...,

m nu u mt ntdt m n tdt m n tdt

dt ntdt

t nt
n n

m n

π π π

π π

π π π

π αν

〈 〉 = = − + +

= +

= + = ⋅ + ⋅

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫  
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( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 2 2

0 0 0

2

0

1 1
, cos cos cos cos

2 2
1 1

2 2

2 ,          0,

m nu u mt ntdt m n tdt m n tdt

dt dt dt

t

m n

π π π

π π π

π

π αν

〈 〉 = = − + +

= + =

=

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

δηλαδή έχουµε 

2

0

0,  ,

, cos cos ,  1,2,...,  

2 ,  0.
m n

m n

u u mt ntdt m n

m n

π
αν

π αν
π αν

≠


〈 〉 = = = =
 = =

∫ (5) 

Ανάλογα εργαζόµαστε και για την ακολουθία ( )nυ  και παίρνουµε 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 2 2

0 0 0

2 2

0 0

1 1
, sin sin cos cos

2 2
1 1

sin sin
2 2

1 1
0 0 0, ,

2 2

m n mt ntdt m n tdt m n tdt

m n t m n t
m n m n

m n
m n m n

π π π

π π

υ υ

αν

〈 〉 = = − − +

= − − +
− +

= ⋅ − ⋅ = ≠
− +

∫ ∫ ∫

 

( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 2

0 0

1 1
, sin sin cos cos

2 2
1 1

cos2
2 2

,  1,2,...,

m n mt ntdt m n tdt m n tdt

dt ntdt

m n

π π π

π π

υ υ

π αν

〈 〉 = = − − +

= −

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

δηλαδή 

                     
2

0

0,  ,
, sin sin

,  1,2,... .m n

m n
mt ntdt

m n

π αν
υ υ

π αν
≠

〈 〉 = = 
= =

∫   (6) 

 Από τον τύπο (5) προκύπτει ότι για 1,2,...n = , ,n n nu u u π= 〈 〉 =  και για 

0n = , 0 0 0, 2u u u π= 〈 〉 = . Έτσι µια ορθοκανονική ακολουθία είναι η ( )ne , όπου  

( ) ( )0
0

0

cos0 1

2 2

u t
e t

u π π
= = =  και  ( ) ( ) cosn

n
n

u t nt
e t

u π
= =  ( 1,2,...n = ). 

Οµοίως από τον τύπο (6) και για 1,2,...n = , έχουµε ,n n nυ υ υ π= 〈 〉 = , οπότε από 

την ( )nυ  παίρνουµε την ορθοκανονική ακολουθία �( )ne , όπου για 1,2,...n =  

� ( ) ( ) sinn
n

n

t nt
e t

υ
υ π

= = . 
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Επιπλέον παρατηρούµε ότι m nu υ⊥  για κάθε m και n , όπου τα m και n  µπορούν 

να πάρουν τις τιµές 1,2,3,.... Πράγµατι για m n≠ , 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

0 0 0

2 2

0 0

1 1
, cos sin sin sin

2 2
1 1

cos cos
2 2

1 1
cos 2

2 2

1 1
  cos 2

2 2

1 1 1 1
0,

2 2 2 2

m nu mt ntdt m n tdt m n tdt

m n t m n t
m n m n

m n
m n m n

m n
m n m n

m n m n m n m n

π π π

π π

υ

π

π

〈 〉 = = − + +

= − − − +
− +

= − − +  − −

− + +  + +

= − + − + =
− − + +

∫ ∫ ∫

 

και για m n= , 

2 2

0 0

2 2

00

, cos sin cos sin

1 1
sin 2 cos 2

2 4
1 1 1 1

cos 4 0,
4 4 4 4

m nu mt ntdt nt ntdt

ntdt nt
n

n
n n n n

π π

π π

υ

π

〈 〉 = =

= = −

= − + = − + =

∫ ∫

∫  

δηλαδή έχουµε 
2

0
, cos sin 0m nu mt ntdt

π
υ〈 〉 = =∫ , ,m n∀ . 

Αυτές οι ακολουθίες εµφανίζονται στις σειρές Fourier .  

Ένα µεγάλο πλεονέκτηµα των ορθοκανονικών ακολουθιών έναντι των τυχαίων 

γραµµικά ανεξάρτητων ακολουθιών είναι το εξής: Αν γνωρίζουµε ότι ένα δεδοµένο 

x  µπορεί να αναπαρασταθεί ως γραµµικός συνδυασµός κάποιων στοιχείων µιας 

ορθοκανονικής ακολουθίας, τότε η συνθήκη της ορθοκανονικότητας προσδιορίζει 

πολύ εύκολα τους συντελεστές αυτού του γραµµικού συνδυασµού. Πράγµατι, αν 

( )1 2, ,...e e  είναι µια ορθοκανονική ακολουθία σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο X  

και έχουµε { }1span ,...,nx e e∈ , όπου το n  είναι σταθερό, τότε από τον ορισµό  του 

{ }1span ,...,ne e  έχουµε   

1

n

k k
k

x eα
=

=∑ ,    (7)  

και αν πάρουµε το εσωτερικό γινόµενο επί ένα σταθεροποιηµένο je , προκύπτει  

1 1

, , ,
n n

j k k j k k j j
k k

x e e e e eα α α
= =

〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =∑ ∑ . 
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Μ’ αυτούς τους συντελεστές η (7) γίνεται 

1

,
n

k k
k

x x e e
=

= 〈 〉∑ .   (8) 

Ένα άλλο πλεονέκτηµα της ορθοκανονικότητας γίνεται προφανές αν στις (7) και 

(8) θελήσουµε να προσθέσουµε ένα άλλο όρο 1 1n neα + + , οπότε έχουµε το 

ɶ { }1 1 1 1  span ,...,n n nx x e e eα + + += + ∈ . 

Τότε αρκεί να υπολογίσουµε ένα επιπλέον συντελεστή εφόσον οι άλλοι συντελεστές 

παραµένουν αναλλοίωτοι. 

Γενικότερα, αν θεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε x X∈ , όχι κατ’ ανάγκη στον 

{ }1span ,...,n nY e e= , µπορούµε να ορίσουµε ny Y∈  θέτοντας  
1

,
n

k k
k

y x e e
=

= 〈 〉∑ , όπου το 

n  είναι σταθερό, όπως προηγουµένως, και µετά να ορίσουµε το z θέτοντας   

x y z z x y= + ⇒ = − . 

Θ’ αποδείξουµε ότι z y⊥ . Κάθε ny Y∈  είναι γραµµικός συνδυασµός 
1

n

k k
k

y eα
=

=∑ , 

όπου ,k ky eα = 〈 〉 , όπως προκύπτει από τα παραπάνω. Ισχυριζόµαστε ότι αν 

επιλέξουµε  ,k kx eα = 〈 〉 , 1,2,...,k n= , θα πάρουµε ένα y  τέτοιο ώστε z x y y= − ⊥ . 

Για να το αποδείξουµε, αρχικά παρατηρούµε ότι, από την ορθοκανονικότητα 

έχουµε 

2

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 1

, ,

, ,

, .

n n n n

k k m m k k m m
k m k m

n n n n

k k m m k m k m
k m k m

n n n

k k k k
k k k

y e e e e

e e e e

x e

α α α α

α α α α

α α α

= = = =

= = = =

= = =

= 〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉 = 〈 〉

= = = 〈 〉

∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑

 (9) 

Συνεπώς,  

 
2

1

2

1 1

, , , ,

,

, ,

n

k k
k

n n

k k k
k k

z y x y y x y y y

x e y

x e x e

α

α

=

= =

〈 〉 = 〈 − 〉 = 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 −

= 〈 〉 − 〈 〉

∑

∑ ∑
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2

1 1

2

1 1

2 2

1 1

, ,

, , ,

, , 0,

n n

k k k
k k

n n

k k k
k k

n n

k k
k k

x e x e

x e x e x e

x e x e

α
= =

= =

= =

= 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉 =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

άρα z y⊥ . 

Έτσι από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα προκύπτει 

      
2 2 2

x y z= + .   (10) 

Από τις (9) και (10) προκύπτει ότι  

22 2 2 2

1

,
n

k
k

z x y x x e
=

= − = − 〈 〉∑ .  (11) 

Επειδή 0z ≥ , από την (11) και για κάθε 1,2,...n =  έχουµε 

2 22 2

1 1

, 0 ,
n n

k k
k k

x x e x e x
= =

− 〈 〉 ≥ ⇒ 〈 〉 ≤∑ ∑ . 

Αυτά τα αθροίσµατα έχουν µη αρνητικούς όρους, και έτσι σχηµατίζουν µια µονότονη 

αύξουσα ακολουθία, η οποία συγκλίνει γιατί φράσσεται από τη 
2

x . Αυτή είναι η 

ακολουθία των µερικών αθροισµάτων µιας άπειρης σειράς, η οποία ως εκ τούτου 

συγκλίνει. Από την 
2 2

1

,
n

k
k

x e x
=

〈 〉 ≤∑  συνεπάγεται το παρακάτω θεώρηµα: 

Θεώρηµα (Ανισότητα Bessel). Έστω ότι ( )ke  είναι µια ορθοκανονική ακολουθία 

σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο X . Τότε για κάθε x X∈  

2 2

1

, k
k

x e x
∞

=

〈 〉 ≤∑ .    (12) 

Τα εσωτερικά γινόµενα , kx e〈 〉  στην ανισότητα Bessel λέγονται συντελεστές 

Fourier  του x  ως προς την ορθοκανονική ακολουθία ( )ke , και η σειρά 
1

, k k
k

x e e
∞

=

〈 〉∑  

ονοµάζεται σειρά Fourier του x  ως προς την ( )ke  (Παπαδηµητράκης, 2004).   

Σηµειώνουµε ότι αν ο χώρος X  είναι πεπερασµένης διάστασης, τότε κάθε 

ορθοκανονικό σύνολο στον X  πρέπει να είναι πεπερασµένο ως γραµµικά 

ανεξάρτητο, οπότε στην ανισότητα Bessel έχουµε πεπερασµένο άθροισµα. 



 138 

Ένα άλλο ερώτηµα είναι πώς µπορούµε να πάρουµε µια ορθοκανονική ακολουθία 

αν δίνεται µια αυθαίρετη γραµµικά ανεξάρτητη ακολουθία. Αυτό επιτυγχάνεται µε µια 

κατασκευαστική διαδικασία, τη µέθοδο Gram – Schmidt για την 

ορθοκανονικοποίηση (orthonormalization) µιας γραµµικά ανεξάρτητης ακολουθίας 

( )jx  σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο. Η ορθοκανονική ακολουθία ( )je  που 

προκύπτει έχει την ιδιότητα για κάθε n ,  { } { }1 1span ,..., span ,...,n ne e x x= . 

Η µέθοδος έχει ως εξής:  

1o 
βήµα. Το πρώτο στοιχείο της ( )ke  είναι 1 1

1

1
e x

x
= . Τότε { } { }1 1span spane x= . 

2o 
βήµα. Το 2x  µπορεί να γραφτεί ως 2 2 1 1 2,x x e e υ= 〈 〉 + , οπότε 2 2 2 1 1,x x e eυ = − 〈 〉  και 

το 2υ  δεν είναι το µηδενικό διάνυσµα γιατί τα ( )jx  είναι γραµµικά ανεξάρτητα.  

                                 

Σχήµα 18. 

Επίσης 2 1 2 1, 0e eυ υ〈 〉 = ⇒ ⊥ , και έτσι µπορούµε να πάρουµε ως 2e  το 2 2
2

1
e υ

υ
= . 

3o 
βήµα. Το 3x  µπορεί να γραφτεί ως 3 3 1 1 3 2 2 3, ,x x e e x e e υ= 〈 〉 + 〈 〉 + , οπότε  

3 3 3 1 1 3 2 2, ,x x e e x e eυ = − 〈 〉 − 〈 〉 , 

το 3υ  δεν είναι το µηδενικό διάνυσµα, 3 1eυ ⊥  και 3 2eυ ⊥ , οπότε παίρνουµε 

3 3
3

1
e υ

υ
= . 

no 
βήµα. Το διάνυσµα   

1

1

,
n

n n n k k
k

x x e eυ
−

=

= − 〈 〉∑     (13) 
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Σχήµα 19. 

δεν είναι το µηδενικό διάνυσµα και είναι ορθογώνιο µε τα 1 1,..., ne e− . Απ’ αυτό 

παίρνουµε     

1
n n

n

e υ
υ

= .    (14) 

Οι (13) και (14) είναι οι γενικοί τύποι για τη µέθοδο Gram – Schmidt, που 

επινοήθηκε από τον E.Schmidt το 1907 (Kreyszig & Wiley, 1978). Παρατηρούµε ότι 

το άθροισµα που αφαιρείται στο δεξί µέλος της (13) είναι η προβολή του nx  στον 

{ }1 1span ,...,ne e− . Με άλλα λόγια, σε κάθε βήµα αφαιρούµε από το nx  τις 

«συνιστώσες» του που είναι παράλληλες στα ορθογώνια διανύσµατα που 

κατασκευάσαµε µέχρι και το προηγούµενο βήµα. Έτσι προκύπτει το διάνυσµα nυ , 

που µετά πολλαπλασιάζεται επί 
1

nυ
, έτσι ώστε να προκύψει διάνυσµα µε νόρµα ένα. 

Επίσης το  nυ  δε µπορεί να είναι το µηδενικό διάνυσµα, για οποιοδήποτε n . 

Πράγµατι, αν n  ήταν ο µικρότερος δείκτης για τον οποίο 0nυ = , τότε από την (13) 

θα είχαµε ότι το nx  θα ήταν γραµµικός συνδυασµός των 1 1,..., ne e− , δηλαδή θα ήταν 

γραµµικός συνδυασµός των 1 1,..., nx x −  που είναι άτοπο γιατί από την υπόθεση τα 

{ }1,..., nx x  είναι γραµµικά ανεξάρτητα.  
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ΣΕΙΡΕΣ ΜΕ ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΟΛΑ 

 

Από την ανισότητα Bessel προκύπτουν κάποια θέµατα και ερωτήµατα. Σ’ αυτή την 

υποενότητα θα αιτιολογήσουµε τον όρο «συντελεστές Fourier» για τα εσωτερικά 

γινόµενα , kx e〈 〉 , θα εξετάσουµε άπειρες σειρές µε ορθοκανονικές ακολουθίες, και 

τέλος θα πάρουµε µια πρώτη ιδέα των ορθοκανονικών συνόλων που είναι µη 

αριθµήσιµα. 

Παράδειγµα 1.  (Σειρές  Fourier). Μια τριγωνοµετρική σειρά είναι µια σειρά της 

µορφής    ( )0
1

cos sink k
k

a a kt b kt
∞

=

+ +∑ .   (1*) 

Μια πραγµατική συνάρτηση x  στο ℝ  λέγεται περιοδική αν υπάρχει ένας θετικός 

αριθµός p  (που λέγεται περίοδος της x ) τέτοιος ώστε ( ) ( )x t p x t+ = , t∀ ∈ℝ . 

Έστω ότι η συνάρτηση x  έχει περίοδο 2π  και είναι συνεχής. Εξ’ ορισµού, η σειρά 

Fourier της x  είναι η τριγωνοµετρική σειρά (1*) µε συντελεστές  ka  και  kb  που 

δίνονται από τους τύπους του Euler 

( )

( )

( )

2

0 0

2

0

2

0

1

2
1

cos 1,2,...,

1
sin 1,2,....

k

k

a x t dt

a x t ktdt k

b x t ktdt k

π

π

π

π

π

π

=

= =

= =

∫

∫

∫

 (2) 

Αν η σειρά  Fourier της x  συγκλίνει για κάθε t  και έχει άθροισµα ( )x t  τότε 

γράφουµε     

( ) ( )0
1

cos sink k
k

x t a a kt b kt
∞

=

= + +∑ .  (1) 

Εφόσον η x  είναι περιοδική µε περίοδο 2π , στην (2) µπορούµε ν’ 

αντικαταστήσουµε το διάστηµα ολοκλήρωσης [ ]0,2π  από οποιοδήποτε άλλο 

διάστηµα µήκους  2π , για παράδειγµα [ ],π π− .  

Οι σειρές Fourier παρουσιάστηκαν για πρώτη φορά σε προβλήµατα Φυσικής από 

τους D.Bernoulli (στο πρόβληµα της παλλόµενης χορδής, 1753) και J.Fourier (στο 

πρόβληµα της θερµικής αγωγιµότητας, 1822). Μ’ αυτές τις σειρές  µπορούµε ν’ 

αναπαραστήσουµε περίπλοκα περιοδικά φαινόµενα µε την ορολογία απλών 

περιοδικών συναρτήσεων (συνηµίτονο και ηµίτονο). Έχουν πολλές φυσικές 
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εφαρµογές σε σχέση µε τις διαφορικές εξισώσεις (ταλαντώσεις, διάδοση της 

θερµότητας, προβλήµατα δυναµικού κλπ.) (Kreyszig & Wiley, 1978).   

Από την (2) βλέπουµε ότι ο προσδιορισµός των συντελεστών Fourier απαιτεί 

ολοκλήρωση. Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση 

( )
 ,

2 2
3

    ,
2 2

t t
x t

t t

π π
αν

π π
π αν

 − ≤ <
= 

 − ≤ <


 

µε γραφική παράσταση 

    

Σχήµα 20. 

έχουµε  ( ) ( )2x t x tπ+ = . Επιλέγοντας ως κατάλληλο διάστηµα ολοκλήρωσης το 

3
,

2 2

π π −  
, από τους τύπους (2) παίρνουµε 

( ) ( )

( )

3
2 2

0
2 2

3
2 2

2 2

3
22 22

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1

2 2
1 1

2 2

1 1

2 2 2 2

1 1 3 9

2 8 8 2 2 8 2 8

0,

a x t dt x t dt

tdt t dt

t t
t

π π

π π

π π

π π

ππ

π π

π π

π
π π

π
π π

π π π π π π
π π

−

−

−

= +

= + −

 
= + − 

 

   
= − + − − +   

   
=

∫ ∫

∫ ∫

 

και µε παραγοντική ολοκλήρωση 
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( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

[ ]

( )

3
2 2

2 2

3
2 2

2 2

3
2 2

2 2

22

2 2

33
22

2 2

1 1
cos cos

1 1
cos cos

1 1
sin sin

1 1
sin sin

1 1
  sin sin

ka x t ktdt x t ktdt

t ktdt t ktdt

t kt dt t kt dt
k k

t kt ktdt
k k

t kt ktdt
k k

π π

π π

π π

π π

π π

π π

ππ

π π

ππ

π π

π π

π
π π

π
π π

π π

π
π π

−

−

−

− −

= +

= + −

′ ′= + −

= −

+ − +  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 

[ ]

[ ]

2
2

2

3
2

2
2

1 1
sin sin cos

2 2 2 2

1 3 1
  sin sin cos

2 2 2 2

k k
kt

k k

k k
kt

k k

π

π

π

π

π π π π
π π

π π π π
π π

−

  = + − +    

 + − − − 
 

 

2

2

2 2

1 1
sin sin cos cos

2 2 2 2 2 2

1 1 3
  sin sin cos cos

2 2 2 2 2 2

1 1
cos cos cos cos

2 2 2 2

0,  1,2,...,

k k k k

k k

k k k k

k k

k k k k

k k

k

π π π π π π
π π

π π π π π π
π π

π π π π
π π

αν

    = − + − −        

   + − − −   
   

   = − − −   
   

= =

 

και 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

[ ]

( )

3
2 2

2 2

3
2 2

2 2

3
2 2

2 2

22

2 2

33
22

2 2

1 1
sin sin

1 1
sin sin

1 1
cos cos

1 1
cos cos

1 1
   cos cos

kb x t ktdt x t ktdt

t ktdt t ktdt

t kt dt t kt dt
k k

t kt ktdt
k k

t kt ktdt
k k

π π

π π

π π

π π

π π

π π

ππ

π π

ππ

π π

π π

π
π π

π
π π

π π

π
π π

−

−

−

− −

= +

= + −

′ ′= − − −

= − +

− − −  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 

[ ]

[ ]

2
2

2

3
2

2
2

1 1
cos cos sin

2 2 2 2

1 3 1
  cos cos sin

2 2 2 2

k k
kt

k k

k k
kt

k k

π

π

π

π

π π π π
π π

π π π π
π π

−

  = − + − +    

 − − − − 
 
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2

2

2

2

1 1
cos cos sin sin

2 2 2 2 2 2

1 3 1 3
  cos cos sin sin

2 2 2 2 2 2

1 1
cos sin sin

2 2 2

1 1
   cos cos sin sin

2 2 2 2 2

k k k k

k k

k k k k

k k

k k k

k k

k k k k

k k

π π π π π π
π π

π π π π π π
π π

π π π
π

π π

π π π π π π
π π

    = − + + − −        

   − − − − −   
   

 = − + + 
 

 − − − − − − 
 

2 2

2

2

1 2 1 2
cos sin cos sin

2 2 2 2
4

sin ,  1,2,....
2

k k k k

k k k k
k

k
k

π π π π
π π

π
αν

π

 
 
 

= − + + +

= =

 

Άρα 0ka =  για 0,1,2,...k =  και 
2

4
sin

2k

k
b

k

π
π

=  για 1,2,...k = . Έτσι η (1) παίρνει τη 

µορφή 

( ) 2
1

2
1

2 2 2

2 2

4
sin sin

2

4 1
sin sin

2

4 1 1 3 1 5
sin sin sin sin3 sin sin5 ...

1 2 3 2 5 2

4 1 1
sin sin3 sin5 . ... .

3 5

k

k

k
x t kt

k

k
kt

k

t t t

t t t

π
π

π
π

π π π
π

π

∞

=

∞

=

=

=

 = + + + 
 

 = − + − + 
 

∑

∑
 

Στη συνέχεια θα δούµε πως οι γενικές σειρές Fourier εκφράζονται µε την ορολογία 

και το φορµαλισµό των ορθοκανονικών ακολουθιών και συνόλων. Προφανώς, οι 

συναρτήσεις συνηµίτονο και ηµίτονο στην (1) είναι αυτές των ακολουθιών ( )ku  και 

( )kυ  του παραδείγµατος (3) της προηγούµενης υποενότητας, δηλαδή ( ) cosku t kt=  

και ( ) sink t ktυ = . Έτσι µπορούµε να γράψουµε την (1) στη µορφή  

( ) ( ) ( ) ( )0 0
1

k k k k
k

x t a u t a u t b tυ
∞

=

= + +  ∑ .  (3) 

Πολλαπλασιάζουµε την (3) επί ένα σταθεροποιηµένο  ju  και ολοκληρώνουµε ως 

προς t  στο [ ]0,2π . Αυτό σηµαίνει ότι παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο , jx u〈 〉  

όπως έχει οριστεί στο παράδειγµα (3) της προηγούµενης υποενότητας και έχουµε  

     ( ) ( )
2

0
, j jx u x t u t dt

π
〈 〉 = ∫ . 
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Υποθέτουµε ότι έχουµε οµοιόµορφη σύγκλιση οπότε επιτρέπεται η κατά όρους 

ολοκλήρωση, και χρησιµοποιώντας την ορθογωνιότητα των ( )ku  και ( )kυ  καθώς και 

το γεγονός ότι  j ku υ⊥  για κάθε ,j k , παίρνουµε 

0 0
1

0 0
1

2 0

, , ,

, , ,

,

2 ,  0,

  ,  1,2,... .

j j k k k k j
k

j k k j k k j
k

j j j

j j
j

x u a u u a u b u

a u u a u u b u

a u u

a j
a u

a j

υ

υ

π αν

π αν

∞

=

∞

=

〈 〉 = 〈 〉 + 〈 + 〉

 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 

= 〈 〉

== =  =

∑

∑
 

Παροµοίως, αν πολλαπλασιάσουµε την (3) επί ένα jυ  και συνεχίσουµε όπως 

προηγουµένως, θα πάρουµε  

0 0
1

0 0
1

2

, , ,

, , ,

,

,  1,2,... .

j j k k k k j
k

j k k j k k j
k

j j j

j j j

x a u a u b

a u a u b

b

b b j

υ υ υ υ

υ υ υ υ

υ υ

υ π αν

∞

=

∞

=

〈 〉 = 〈 〉 + 〈 + 〉

 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 

= 〈 〉

= = =

∑

∑  

Λύνοντας ως προς ja , jb  και χρησιµοποιώντας τις ορθοκανονικές ακολουθίες  ( )je  

και �( )je , όπου  
1j

j j j

j

u
e u u

u

−
= =  και �

1j
j j j

j

e
υ

υ υ
υ

−
= = , παίρνουµε 

1

2

1

1 1
, ,

1 1
, , ,  0,1,2,...,

j j j j

jj

j j j

j j

a x u u x u
uu

x u u x e j
u u

αν

−

−

= 〈 〉 = 〈 〉 =

= 〈 〉 = 〈 〉 =

 

�

1

2

1

1 1
, ,

1 1
, , ,  1,2,....

j j j j

jj

j j j

j j

b x x

x x e j

υ υ υ
υυ

υ υ αν
υ υ

−

−

= 〈 〉 = 〈 〉 =

= 〈 〉 = 〈 〉 =

  (4) 

Οι σχέσεις (2)  και (4) ταυτίζονται γιατί  για 0j =  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 00 0 0
0

1 1 1 1 1
,

22 2 2
a x e x t e t dt x t dt x t dt

u

π π π

ππ π π
= 〈 〉 = = =∫ ∫ ∫ , 
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και για 1,2,...j =  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 1 1 cos 1
, cosj j j

j

jt
a x e x t e t dt x t dt x t jtdt

u

π π π

ππ π π
= 〈 〉 = = =∫ ∫ ∫  

και  

� ( )� ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 1 1 sin 1
, sinj j j

j

jt
b x e x t e t dt x t dt x t jtdt

π π π

πυ π π π
= 〈 〉 = = =∫ ∫ ∫ . 

Αυτό σηµαίνει ότι στην (3) έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) � ( ) � ( ) � � ( )

1 1
, , , ,

1 1
, , , .

k k k k k k k k
k k

k k k k k k k k
k k

a u t x e u t x e u t x e e t
u u

b t x e t x e t x e e tυ υ υ
υ υ

= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉
 

Ως εκ τούτου µπορούµε να γράψουµε τη σειρά Fourier (1) στη µορφή 

� �
0 0

1

, , ,k k k k
k

x x e e x e e x e e
∞

=

 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 ∑ .  (5) 

Αυτή η ισότητα αιτιολογεί τον όρο «συντελεστές Fourier» για τα εσωτερικά γινόµενα 

, kx e〈 〉 .  

Το προηγούµενο παράδειγµα αφορά άπειρες σειρές και θέτει το ερώτηµα πως 

µπορούµε να επεκτείνουµε αυτή τη  µελέτη σε άλλες ορθοκανονικές ακολουθίες και 

τι µπορούµε να πούµε για τη σύγκλιση των αντίστοιχων σειρών. 

Αν δοθεί οποιαδήποτε ορθοκανονική ακολουθία ( )ke  σ’ ένα χώρο Hilbert H , 

µπορούµε να µελετήσουµε σειρές τις µορφής 

1
k k

k

eα
∞

=
∑ ,    (6) 

όπου 1 2, ,...α α  είναι οποιαδήποτε αριθµητικά µεγέθη. Εξ’ ορισµού µια τέτοια σειρά 

συγκλίνει και έχει άθροισµα  s αν υπάρχει ένα s H∈  τέτοιο ώστε η ακολουθία ( )ns  

των µερικών αθροισµάτων 1 1 ...n n ns e eα α= + +  να συγκλίνει στο s, δηλαδή αν 

υπάρχει ένα s H∈  έτσι ώστε 0ns s− →  καθώς n→ ∞ . 

Θεώρηµα 1 (Σύγκλιση). Έστω ότι ( )ke  είναι µια ορθοκανονική ακολουθία σ’ ένα 

χώρο Hilbert H . Τότε: 
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a) Η σειρά 
1

k k
k

eα
∞

=
∑  συγκλίνει (ως προς τη νόρµα του H ) αν και µόνο αν η σειρά 

2

1
k

k

α
∞

=
∑  συγκλίνει.       (7) 

b) Αν η 
1

k k
k

eα
∞

=
∑  συγκλίνει και έχει άθροισµα x , τότε οι συντελεστές kα  είναι οι 

συντελεστές Fourier , kx e〈 〉 . Έτσι σ’ αυτή την περίπτωση, η (6) µπορεί να 

γραφτεί 

     
1

, k k
k

x x e e
∞

=

= 〈 〉∑ .   (8)  

c) Για κάθε x H∈ , η σειρά 
1

k k
k

eα
∞

=
∑  µε ,k kx eα = 〈 〉  συγκλίνει (ως προς τη νόρµα 

του H ). 

Απόδειξη. 

a) Θεωρούµε τις ακολουθίες των µερικών αθροισµάτων  

1 1 ...n n ns e eα α= + +  και 
22

1 ...n nσ α α= + + . 

Τότε για κάθε m και n m>  έχουµε  

1 1 1 1 1 1

1 1

... ... ...

... ,
n m m m m m n n m m

m m n n

s s e e e e e e

e e

α α α α α α

α α
+ +

+ +

− = + + + + + − − −

= + +
 

και 

2 2 2 22 2

1 1 1

2 2

1

... ... ...

... ,

n m m m n m

m n

σ σ α α α α α α

α α

+

+

− = + + + + + − − −

= + +
 

και λόγω της ορθοκανονικότητας 

2 2

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

...

... , ...

, ... ... , ...

n m m m n n

m m n n m m n n

m m m m n n n n m m n n

s s e e

e e e e

e e e e e e

α α

α α α α

α α α α α α

+ +

+ + + +

+ + + + + +

− = + +

= 〈 + + + + 〉

= 〈 + + 〉 + + 〈 + + 〉

 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2

1

, ... ,

  ... , ... ,

...

...

.

m m m m n m n

n m n m n n n

m m n n

m n

n m

e e e e

e e e e

α α α

α α α

α α α α

α α

σ σ

+ + + + +

+ +

+ +

+

 = 〈 〉 + + 〈 〉 

 + + 〈 〉 + + 〈 〉 

= + +

= + +

= −
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Συνεπώς η  ( )ns  είναι Cauchy στον H  αν και µόνο αν η  ( )nσ  είναι Cauchy 

στο ℝ .  Επειδή κάθε ακολουθία Cauchy σ’ ένα πλήρη µετρικό χώρο 

συγκλίνει προς ένα σηµείο του χώρου και οι H , ℝ  είναι πλήρεις µετρικοί 

χώροι, προκύπτει ότι η ( )ns  συγκλίνει στον H  αν και µόνο αν η ( )nσ  

συγκλίνει στο ℝ , δηλαδή  η 
1

k k
k

eα
∞

=
∑  συγκλίνει αν και µόνο αν η 

2

1
k

k

α
∞

=
∑  

συγκλίνει. 

b) Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο των ns , je  και χρησιµοποιώντας την 

ορθοκανονικότητα, έχουµε  

   

( )

1 1

1 1

, ... ,

, ... ,

, ,  1,...,   .

n j n n j

j n n j

j j j j

s e e e e

e e e e

e e j k k n ό

α α

α α

α α για και σταθερ

〈 〉 = 〈 + + 〉

= 〈 〉 + + 〈 〉

= 〈 〉 = = ≤

 

Από την υπόθεση, 
1

n

n k k
k

s e xα
=

= →∑  καθώς n→ ∞ . Από τη συνέχεια του 

εσωτερικού γινοµένου 

     , ,j n j js e x eα = 〈 〉 → 〈 〉 ( j k≤ ). 

Μπορούµε να πάρουµε  το k  ( n≤ ) οσοδήποτε µεγάλο θέλουµε γιατί n→ ∞ , 

έτσι ώστε να έχουµε  ,j jx eα = 〈 〉  για κάθε 1,2,...j = . Τότε 
1

, k k
k

x x e e
∞

=

= 〈 〉∑ . 

Αν λοιπόν η ( )ke  είναι µια ορθοκανονική ακολουθία σ’ ένα χώρο Hilbert H , 

τότε κάθε x H∈  έχει ανάπτυγµα ως προς την ( )ke  µε συντελεστές Fourier τα 

εσωτερικά γινόµενα , kx e〈 〉 . 

c) Από την ανισότητα Bessel 
2 2

1

, k
k

x e x
∞

=

〈 〉 ≤∑  βλέπουµε ότι η σειρά 
2

1

, k
k

x e
∞

=

〈 〉∑  

συγκλίνει γιατί φράσσεται από τη 
2

x . Άρα η σειρά 
2

1
k

k

α
∞

=
∑  συγκλίνει και 

λόγω του (a) και η 
1 1

,k k k k
k k

e x e eα
∞ ∞

= =

= 〈 〉∑ ∑  συγκλίνει (ως προς τη νόρµα του 

H ). 

Αν µια ορθοκανονική οικογένεια ( )ke , k I∈ , σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο 

X  είναι µη αριθµήσιµη (γιατί το σύνολο των δεικτών I  είναι µη αριθµήσιµο), 
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µπορούµε και πάλι να βρούµε τους συντελεστές Fourier , kx e〈 〉  ενός x X∈ , όπου 

k I∈ . Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιούµε την 
2 2

1

,
n

k
k

x e x
=

〈 〉 ≤∑  για να 

συµπεράνουµε ότι για κάθε σταθεροποιηµένο 1,2,...m=  ο αριθµός των συντελεστών 

Fourier τέτοιων ώστε 
1

, kx e
m

〈 〉 >  πρέπει να είναι πεπερασµένος. Αυτό αποδεικνύει 

το αξιοσηµείωτο παρακάτω λήµµα: 

Λήµµα (Συντελεστές Fourier). Κάθε x  σ’ ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο X  

µπορεί να έχει το πολύ αριθµήσιµο µεγάλο πλήθος µη µηδενικών συντελεστών 

Fourier , kx e〈 〉  ως προς µια ορθοκανονική οικογένεια ( )ke , k I∈ , στον X . 

Έτσι µε κάθε σταθεροποιηµένο x H∈  µπορούµε να πάρουµε µια σειρά παρόµοια 

µε την 
1

, k k
k

x e e
∞

=

〈 〉∑ , την  

, k k
k I

x e e
∈

〈 〉∑     (9) 

και µπορούµε  να  διατάξουµε τα ke  µε , 0kx e〈 〉 ≠  σε µια ακολουθία ( )1 2, ,...e e , έτσι 

ώστε η (9) να πάρει τη µορφή 
1

, k k
k

x e e
∞

=

〈 〉∑ . Τότε η σύγκλιση προκύπτει από το 

προηγούµενο θεώρηµα σύγκλισης . Θα δείξουµε ότι το άθροισµα δεν εξαρτάται από 

τη σειρά µε την οποία αυτά τα ke  διατάσσονται σε µια ακολουθία.  

Απόδειξη.  Έστω ότι ( )mw  είναι µια τυχαία αναδιάταξη της ( )ne . Εξ’ ορισµού 

αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µια ένα – προς – ένα απεικόνιση ( )n m n→  του ℕ  επί του 

ℕ  τέτοια ώστε οι αντίστοιχοι όροι των δύο ακολουθιών να είναι ίσοι, δηλαδή 

( ) nm nw e= . Θέτουµε ,n nx eα = 〈 〉 , ,m mx wβ = 〈 〉  και 1
1

n n
n

x eα
∞

=

=∑ , 2
1

m m
m

x wβ
∞

=

=∑ . Τότε 

από το (b) του θεωρήµατος σύγκλισης, 1, ,n n nx e x eα = 〈 〉 = 〈 〉  και  

2, ,m m mx w x wβ = 〈 〉 = 〈 〉 . Επειδή ( ) nm nw e= , έχουµε 

    

( )

( )

1 2 1 2

1 2

, , ,

, ,

, ,

, ,

0,

n n n

n m n

n m n

n n

x x e x e x e

x e x w

x e x w

x e x e

〈 − 〉 = 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

=
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και οµοίως  

( ) ( )

( )

( )

1 2 1 2

1 2

1 2

, , ,

, ,

, ,

, ,

, ,

0.

m m m

m n m n

n m n

n m n

n n

x x w x w x w

x w x w

x e x w

x e x w

x e x e

〈 − 〉 = 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

=

 

Από τις ισότητες 1 2 1 2, , 0n mx x e x x w〈 − 〉 = 〈 − 〉 =  συνεπάγεται ότι  

2

1 2 1 2 1 2

1 2
1 1

1 2 1 2
1 1

,

,

, ,

0.

n n m m
n m

n n m m
n m

x x x x x x

x x e w

x x e x x w

α β

α β

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

− = 〈 − − 〉

= 〈 − − 〉

= 〈 − 〉 − 〈 − 〉

=

∑ ∑

∑ ∑
 

Συνεπώς, 1 2 1 20x x x x− = ⇒ = . 

 

ΟΛΙΚΑ ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΑ ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 

 

Τα πραγµατικά ενδιαφέροντα ορθοκανονικά σύνολα σε χώρους µε εσωτερικό 

γινόµενο και σε χώρους Hilbert είναι αυτά που αποτελούνται από «επαρκώς µεγάλο 

αριθµό» στοιχείων έτσι ώστε κάθε στοιχείο του χώρου να µπορεί να αναπαρασταθεί ή 

να µπορεί να προσεγγιστεί επαρκώς και µε ακρίβεια µε χρήση αυτών των 

ορθοκανονικών συνόλων. Στους χώρους πεπερασµένης διάστασης n  η κατάσταση 

είναι απλή γιατί το µόνο που χρειαζόµαστε είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο n  

στοιχείων. Το ερώτηµα είναι τι µπορεί να γίνει ώστε να επιτευχθεί αυτό και στους 

απειροδιάστατους χώρους. 

Ορισµός 1 (Ολικό ορθοκανονικό σύνολο – Total orthonormal set). Ολικό σύνολο 

(ή βασικό σύνολο – fundamental set ) σ’ ένα χώρο µε νόρµα X είναι ένα υποσύνολο 

M X⊂  τέτοιο ώστε ο spanM  να είναι πυκνός υπόχωρος του X . Συνεπώς, ένα 

ορθοκανονικό σύνολο (ή µια ορθοκανονική ακολουθία ή οικογένεια) σ’ ένα χώρο µε 

εσωτερικό γινόµενο X  που είναι ολικό στον X  λέγεται ολικό ορθοκανονικό σύνολο 

ή κατ’ άλλους πλήρες (complete) ορθοκανονικό σύνολο (ή ολική ορθοκανονική 

ακολουθία ή οικογένεια, αντίστοιχα) στον X .  
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Από τον ορισµό είναι προφανές ότι το M  είναι ολικό στον X  αν και µόνο αν 

spanX M= .  

Μια ολική ορθοκανονική οικογένεια στον X  λέγεται µερικές φορές και 

ορθοκανονική βάση του  X , και σηµαίνει ότι δεν περιέχεται γνήσια σε µια άλλη 

ορθοκανονική οικογένεια του X . Ωστόσο, δεν πρόκειται για αλγεβρική βάση του X  

ως διανυσµατικού χώρου, εκτός και αν ο X  είναι χώρος πεπερασµένης διάστασης 

(Kreyszig & Wiley, 1978). Με τον όρο βάση ενός διανυσµατικού χώρου X  εννοούµε 

ένα υποσύνολο B  του X  που αποτελείται από γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα µε 

την ιδιότητα κάθε στοιχείο του X  να γράφεται ως πεπερασµένος γραµµικός 

συνδυασµός  των στοιχείων του  B . Σε ορισµένους χώρους , όπως στον pl , 1p ≥  

κάθε στοιχείο τους γράφεται ως «άπειρο» άθροισµα, δηλαδή ως σειρά της µορφής 

1
k k

k

eα
∞

=
∑ . Έτσι σ’ αυτούς τους χώρους µπορούµε να πούµε ότι η ακολουθία ( )ke  είναι 

ένα είδος «βάσης» όπου όµως κάθε στοιχείο του χώρου είναι ένας  µοναδικός 

«άπειρος» γραµµικός συνδυασµός των ,ke k∈ℕ . Τέτοιες ακολουθίες υπάρχουν σε 

όλους τους διαχωρίσιµους χώρους Hilbert και µπορούν να επιλεγούν έτσι ώστε να 

είναι και ορθοκανονικές (Αργυρός, 2004).  

Σε κάθε χώρο Hilbert { }0H ≠  υπάρχει ένα ολικό ορθοκανονικό σύνολο και όλα τα 

ολικά ορθοκανονικά σύνολα σ’ ένα δεδοµένο χώρο Hilbert { }0H ≠ έχουν την ίδια ισχύ 

(cardinality), δηλαδή τον ίδιο πληθικό αριθµό. Αυτή η ισχύς λέγεται διάσταση Hilbert 

ή ορθογώνια διάσταση του H . Αν { }0H =  αυτή η διάσταση είναι εξ’ ορισµού ίση µε 

µηδέν. 

Το παρακάτω θεώρηµα είναι ένα κριτήριο για να είναι ένα σύνολο ολικό σ’ ένα 

χώρο Hilbert, αποδεικνύοντας ότι ένα ολικό ορθοκανονικό σύνολο δε µπορεί να 

επεκταθεί σ’ ένα πιο ευρύ ορθοκανονικό σύνολο µε την προσθήκη νέων στοιχείων.  

Θεώρηµα 1 (Totality). Έστω ότι M  είναι ένα υποσύνολο ενός χώρου µε 

εσωτερικό γινόµενο X . Τότε:  

a) Αν το M  είναι ολικό στον X , τότε δεν υπάρχει µη µηδενικό x X∈  που να 

είναι ορθογώνιο µε κάθε στοιχείο του M , δηλαδή  

0x M x⊥ ⇒ = .   (1) 

b) Αν ο X  είναι πλήρης, η (1) είναι επίσης ικανή συνθήκη για να είναι το M  

ολικό στον X . 
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Απόδειξη. 

a) Έστω ότι ο H  είναι η πλήρωση του X  σε χώρο Hilbert, τότε ο X  είναι 

πυκνός υπόχωρος του H . Από την υπόθεση, το M  είναι ολικό στον X , 

οπότε ο spanM  είναι πυκνός υπόχωρος του X , και άρα είναι πυκνός 

υπόχωρος του H . Τότε από γνωστό λήµµα συνεπάγεται ότι το ορθογώνιο 

συµπλήρωµα του  M  στον H  είναι το { }0 , δηλαδή { }span 0H M M ⊥= ⇒ = . 

Έτσι, αν x X∈  και x M⊥ , τότε 0x = . 

b) Αν ο X  είναι χώρος Hilbert και το M  ικανοποιεί τη συνθήκη (1), δηλαδή 

{ }0M ⊥ = , τότε από το αντίστροφο του  ίδιου λήµµατος συνεπάγεται ότι 

spanX M= , δηλαδή το M  είναι ολικό σύνολο στον X . 

Η πληρότητα του  X  στο (b) είναι ουσιώδης, γιατί αν ο X  δεν είναι πλήρης  τότε 

µπορεί να µην υπάρχει ολικό ορθοκανονικό σύνολο M X⊂ . Σχετικά παραδείγµατα 

έχουν δοθεί από τους J.Dixmier (1953) και N.Bourbaki (1955) (Kreyszig & Wiley, 

1978).  

Ένα άλλο σηµαντικό κριτήριο για να είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο ολικό σ’ ένα 

χώρο Hilbert  προκύπτει από την ανισότητα Bessel 

2 2
, k

k

x e x〈 〉 ≤∑ ,   (2)  

όπου το αριστερό µέλος είναι µια άπειρη σειρά ή ένα πεπερασµένο άθροισµα. Για το 

σκοπό αυτό θεωρούµε ότι δίνεται ένα οποιοδήποτε ορθοκανονικό σύνολο M σ’ ένα 

χώρο Hilbert H  και σταθεροποιούµε ένα x H∈ . Από γνωστό λήµµα  γνωρίζουµε ότι 

κάθε τέτοιο x  έχει το πολύ αριθµήσιµo µεγάλο πλήθος µη µηδενικών συντελεστών 

Fourier , kx e〈 〉  ως προς µια ορθοκανονική οικογένεια ( )ke , k I∈  στον H , οπότε 

µπορούµε να διατάξουµε αυτούς τους συντελεστές σε µια ακολουθία, έστω 

1 2, , , ,...x e x e〈 〉 〈 〉 . Με το σύµβολο της ισότητας η (2) γίνεται  

2 2
, k

k I

x e x
∈

〈 〉 =∑ (Ισότητα Parseval) (3) 

και δίνει ένα άλλο κριτήριο για να είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο ολικό σ’ ένα χώρο 

Hilbert. 

Θεώρηµα 2  (Totality). Ένα ορθοκανονικό σύνολο M  σ’ ένα χώρο Hilbert H  

είναι ολικό στον H  αν και µόνο αν για όλα τα x H∈   ισχύει η ισότητα Parseval 

(άθροιση επί όλων των µη µηδενικών συντελεστών  Fourier  του x  ως προς το M ). 
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Απόδειξη. 

a) (⇐ ) Υποθέτουµε ότι ισχύει η ισότητα Parseval 
2 2

, k
k I

x e x
∈

〈 〉 =∑  για όλα τα 

x H∈ . Αν το M  δεν είναι ολικό, από την περίπτωση (a) του θεωρήµατος (1) 

θα υπάρχει ένα µη µηδενικό x  στον H  µε x M⊥ . Επειδή  

, 0,k kx M x e x e k I⊥ ⇒ ⊥ ⇒ 〈 〉 = ∀ ∈ , 

οπότε το αριστερό µέλος της ισότητας Parseval είναι µηδέν, δηλαδή  

2
, 0k

k I

x e
∈

〈 〉 =∑ , ενώ 
2

0x ≠  εφόσον 0x ≠ . Άρα 
22

0 , k
k I

x x e
∈

≠ = 〈 〉∑ , που 

είναι άτοπο και ως εκ τούτου αν η ισότητα Parseval ισχύει για όλα τα x H∈ , 

τότε το M  πρέπει να είναι ολικό στον H . 

b) (⇒ ) Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι το M  είναι ολικό στον H . Θεωρούµε 

ένα οποιοδήποτε x H∈  και τους µη µηδενικούς συντελεστές  Fourier του x  

διατεταγµένα σε µια ακολουθία 1 2, , , ,...x e x e〈 〉 〈 〉 , ή µε ορισµένη σειρά αν ο 

αριθµός τους είναι πεπερασµένος. Ορίζουµε το y  ως  

, k k
k I

y x e e
∈

= 〈 〉∑    (4) 

όπου στην περίπτωση της άπειρης σειράς, η σύγκλιση προκύπτει από το 

θεώρηµα σύγκλισης. Θα δείξουµε ότι x y M− ⊥ . Για κάθε  je  στην (4) 

έχουµε, λόγω της ορθοκανονικότητας,  

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, ,

0.

j j j

j k k j
k I

j k k j
k I

j j j j

j j

x y e x e y e

x e x e e e

x e x e e e

x e x e e e

x e x e

∈

∈

〈 − 〉 = 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〈 〉 〉

= 〈 〉 − 〈 〉〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉

=

∑

∑  

Επίσης για κάθε Mυ ∈  που δεν περιέχεται στην (4) έχουµε , 0x υ〈 〉 = , οπότε 

, , ,

, , ,

, , ,

0 0 0.

k k
k I

k k
k I

x y x y

x x e e

x x e e

υ υ υ

υ υ

υ υ
∈

∈

〈 − 〉 = 〈 〉 − 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〈 〉 〉

= 〈 〉 − 〈 〉〈 〉

= − =

∑

∑
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Έτσι x y M x y M⊥− ⊥ ⇒ − ∈ . Επειδή το M  είναι ολικό στον H , εξ’ 

ορισµού ο spanM  είναι πυκνός υπόχωρος του H  και από γνωστό λήµµα 

συνεπάγεται ότι { }0M ⊥ = . Άρα 0x y x y− = ⇒ = . Χρησιµοποιώντας την 

, k k
k I

x y x e e
∈

= = 〈 〉∑  και την ορθοκανονικότητα παίρνουµε 

2

2

, , , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, ,

, .

k k m m
k I m I

k k m m
k I m I

k k m m
k I m I

k m k m
k I m I

k k k k
k I

k k
k I

k
k I

x x x x e e x e e

x e e x e e

x e e x e e

x e x e e e

x e x e e e

x e x e

x e

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

∈

∈

∈

= 〈 〉 = 〈 〈 〉 〈 〉 〉

= 〈〈 〉 〈 〉 〉

= 〈 〉〈 〈 〉 〉

= 〈 〉〈 〉〈 〉

= 〈 〉〈 〉〈 〉

= 〈 〉〈 〉

= 〈 〉

∑ ∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑

∑

∑

 

Άρα ισχύει η ισότητα Parseval και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Γνωρίζουµε ότι εξ’ ορισµού ένας διαχωρίσιµος χώρος έχει αριθµήσιµο υποσύνολο 

που είναι πυκνό στο χώρο. Έτσι, οι διαχωρίσιµοι χώροι Hilbert είναι πιο απλοί από 

τους µη διαχωρίσιµους γιατί δε µπορεί να περιέχουν µη αριθµήσιµα ορθοκανονικά 

σύνολα. 

Θεώρηµα 3  (∆ιαχωρίσιµοι χώροι Hilbert). Έστω H  ένας χώρος Hilbert. Τότε: 

a) Αν ο H  είναι διαχωρίσιµος, κάθε ορθοκανονικό σύνολο στον H  είναι 

αριθµήσιµο. 

b) Αν ο  H  έχει µια ορθοκανονική ακολουθία που είναι ολική στο χώρο, τότε ο 

H  είναι διαχωρίσιµος. 

Απόδειξη.  

a) Έστω ότι ο H  είναι διαχωρίσιµος, το B  είναι ένα οποιοδήποτε πυκνό σύνολο 

στον H  και το M  είναι ένα οποιοδήποτε ορθοκανονικό σύνολο. Τότε δύο 

οποιαδήποτε διακεκριµένα στοιχεία x  και y  του M  έχουν απόσταση ίση µε 

2  γιατί λόγω της ορθοκανονικότητας έχουµε  

2

2

, 0 , ,

, 1,

, 1,

x y y x

x x x

y y y

〈 〉 = = 〈 〉

〈 〉 = =

〈 〉 = =
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( )

2
, , ,

, , , ,

, ,

2 , 2.

x y x y x y x x y y x y

x x x y y x y y

x x y y

d x y x y

− = 〈 − − 〉 = 〈 − 〉 − 〈 − 〉

= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉

= 〈 〉 + 〈 〉

= ⇒ = − =

 

Έτσι οι σφαιρικές περιοχές xN  του x  και yN  του y  ακτίνας 
2

2
3

<  είναι 

ξένα  µεταξύ τους σύνολα, δηλαδή x yN N∩ = ∅ . Επειδή το B  είναι πυκνό 

σύνολο στον H  ισχύουν xN B∩ ≠ ∅  και yN B∩ ≠ ∅ , δηλαδή υπάρχουν ένα 

στοιχείο b B∈  µε xb N∈  και ένα στοιχείο b B∈ɶ  µε yb N∈ɶ  και b b≠ɶ  εφόσον  

x yN N∩ = ∅ . Έτσι αν το M  ήταν µη αριθµήσιµο σύνολο, θα είχαµε µη 

αριθµήσιµο πλήθος τέτοιων ανά δύο ξένων µεταξύ τους σφαιρικών περιοχών 

(µια για κάθε x M∈ ), οπότε το B  θα ήταν µη αριθµήσιµο. Άρα ο H  θα είχε 

µη αριθµήσιµο υποσύνολο πυκνό στο χώρο. Επειδή το B  είναι ένα τυχαία 

επιλεγµένο πυκνό σύνολο, αυτό σηµαίνει ότι ο H  δεν θα είχε αριθµήσιµο 

πυκνό υποσύνολο στο χώρο, που είναι άτοπο εφόσον ο H  είναι διαχωρίσιµος 

χώρος Hilbert. Άρα συµπεραίνουµε ότι το M πρέπει να είναι αριθµήσιµο.  

b) Έστω ότι ( ),ke k N∈  είναι µια ολική ορθοκανονική ακολουθία στον H  και 

A  είναι το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών της µορφής  

( ) ( )
1 1 ... ,  1,2,...n n

n ne e nγ γ+ + =  

όπου ( ) ( ) ( )n n n
k k ka ibγ = +   µε ( )n

ka , ( )n
kb  ρητούς και ( ) 0n

kb =  όταν ο H  είναι 

πραγµατικός χώρος. Προφανώς το A  είναι αριθµήσιµο σύνολο. Θ’ 

αποδείξουµε ότι το A  είναι πυκνό στον H  δείχνοντας ότι για κάθε x H∈  

υπάρχει Aυ ∈  µε xυ → . Ισοδύναµα, αρκεί να δείξουµε ότι x H∀ ∈  και 

0ε∀ >  υπάρχει Aυ ∈  τέτοιο ώστε x υ ε− < . 

Επειδή η ακολουθία ( ),ke k N∈  είναι ολική στον H , υπάρχει ένα n  τέτοιο 

ώστε ο { }1span ,...,n nY e e=  να περιέχει ένα σηµείο του οποίου η απόσταση 

από το x  είναι µικρότερη από 2ε . Ειδικότερα, 2x y ε− <  για την 

ορθογώνια προβολή y  του  x  στον nY  που δίνεται από την ισότητα 

1

,
n

k k
k

y x e e
=

= 〈 〉∑ . Έτσι έχουµε 
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1

2 , 2
n

k k
k

x y x x e eε ε
=

− < ⇒ − 〈 〉 <∑ . 

Επειδή το σύνολο των ρητών ℚ  είναι πυκνό στο ℝ , για κάθε , kx e〈 〉  υπάρχει 

ένα ( )n
kγ (µε το πραγµατικό µέρος  ( )n

ka  και το φανταστικό µέρος ( )n
kb  ρητούς) 

τέτοιο ώστε  

( ) ( )

1 1 1

, ,
2 2

n n n
n n

k k k k k k k
k k k

x e e e x e e
ε ε

γ γ
= = =

 〈 〉 − < ⇒ 〈 〉 − < ∑ ∑ ∑ . 

Ως εκ τούτου το Aυ ∈  που ορίζεται ως ( )

1

n
n

k k
k

eυ γ
=

=∑  ικανοποιεί την  

( ) ( )

( )

1 1 1 1

1 1 1

, ,

, ,

.
2 2

n n n n
n n

k k k k k k k k
k k k k

n n n
n

k k k k k k
k k k

x x e x x e e x e e e

x x e e x e e e

υ γ γ

γ

ε ε
ε

= = = =

= = =

− = − = − 〈 〉 + 〈 〉 −

≤ − 〈 〉 + 〈 〉 −

< + =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑  

Άρα το σύνολο A  είναι πυκνό στον H , και επειδή το A  είναι αριθµήσιµο 

υποσύνολο του H , ο H  είναι διαχωρίσιµος χώρος  Hilbert. 

Γνωρίζουµε ότι ένας ισοµορφισµός ενός χώρου Hilbert H  επί ενός χώρου Hilbert 

�H  πάνω από το ίδιο σώµα είναι ένας ένα – προς – ένα και επί γραµµικός τελεστής 

�:T H H→   τέτοιος ώστε για όλα τα ,x y H∈ ,  

, ,Tx Ty x y〈 〉 = 〈 〉 .   (5)   

Τότε οι H  και �H  λέγονται ισόµορφοι χώροι Hilbert . Επειδή ο T  είναι γραµµικός 

τελεστής, διατηρεί τη δοµή του διανυσµατικού χώρου, και η (5) δείχνει ότι ο T  είναι 

ισοµετρία. Επειδή ο T  είναι ένα – προς – ένα και επί και ισοµετρία προκύπτει ότι οι 

H  και �H  είναι αλγεβρικά και µετρικά όµοιοι, είναι ουσιαστικά ο ίδιος χώρος, εκτός 

από τη φύση των στοιχείων τους, και έτσι µπορούµε να θεωρούµε τους H  και �H  ως 

δύο αντίγραφα του ίδιου αφηρηµένου χώρου, όπως ακριβώς κάνουµε συχνά στην 

περίπτωση του Ευκλείδειου χώρου διάστασης n . 

Επειδή για κάθε διάσταση Hilbert υπάρχει ακριβώς ένας αφηρηµένος πραγµατικός 

χώρος Hilbert και ακριβώς ένας αφηρηµένος µιγαδικός χώρος Hilbert, δύο 

αφηρηµένοι χώροι Hilbert πάνω από το ίδιο σώµα διακρίνονται µόνο από τη 
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διάσταση Hilbert που έχουν, και αυτό το συµπέρασµα αποτελεί γενίκευση 

αντίστοιχου αποτελέσµατος στην περίπτωση των Ευκλείδειων χώρων. Αυτό είναι το 

νόηµα του παρακάτω θεωρήµατος. 

Θεώρηµα 4 (Ισοµορφισµός και διάσταση Hilbert). ∆ύο χώροι Hilbert H  και �H , 

και οι δύο πραγµατικοί ή και οι δύο µιγαδικοί, είναι ισόµορφοι αν και µόνο αν έχουν 

την ίδια διάσταση Hilbert.  

Απόδειξη.  

a) (⇒ ) Αν οι H  και �H  είναι ισόµορφοι και ο �:T H H→  είναι ισοµορφισµός, 

τότε η ισότητα , ,Tx Ty x y〈 〉 = 〈 〉  που ισχύει για κάθε ,x y H∈  δείχνει ότι τα 

ορθοκανονικά στοιχεία του H  έχουν ορθοκανονικές εικόνες µέσω του T . 

Επειδή ο T  είναι ένα – προς – ένα και επί, συµπεραίνουµε ότι ο T  

απεικονίζει κάθε ολικό ορθοκανονικό σύνολο του H  επί ενός ολικού 

ορθοκανονικού συνόλου του �H . Επειδή όλα τα ολικά ορθοκανονικά σύνολα 

σ’ ένα δεδοµένο χώρο Hilbert  έχουν την ίδια ισχύ, οι H  και �H  έχουν την 

ίδια διάσταση Hilbert. 

b) (⇐ ) Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι οι H  και �H  έχουν την ίδια διάσταση. Η 

περίπτωση { }0H =  και � { }0H = , οπότε εξ’ ορισµού και οι δύο χώροι έχουν 

διάσταση ίση µε µηδέν, είναι τετριµµένη. Έστω ότι { }0H ≠ , τότε � { }0H ≠ και 

δύο οποιαδήποτε ολικά ορθοκανονικά σύνολα M  στον H  και 
M  στον �H  

έχουν την ίδια ισχύ, και έτσι µπορούµε να τα καταχωρίσουµε µε το ίδιο 

σύνολο δεικτών { }k  και να γράψουµε ( )kM e=  και 
 �( )kM e= . 

Για να δείξουµε ότι οι H  και �H  είναι ισόµορφοι, κατασκευάζουµε ένα 

ισοµορφισµό T   του H  επί του �H . Για κάθε x H∈  έχουµε  

, k k
k

x x e e= 〈 〉∑ ,   (6) 

όπου το δεξί µέλος της ισότητας είναι ένα πεπερασµένο άθροισµα ή µια 

άπειρη σειρά και 
2 2

, k
k

x e x〈 〉 ≤ < ∞∑  από την ανισότητα Bessel.  Ορίζουµε 

�:T H H→  και 

ɶ �, k k
k

x Tx x e e= = 〈 〉∑ .   (7) 
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Η σειρά 
2

, k
k

x e〈 〉∑ συγκλίνει γιατί φράσσεται από την 
2

x , οπότε από το 

θεώρηµα σύγκλισης προκύπτει η σύγκλιση της σειράς �, k k
k

x e e〈 〉∑ , άρα 

ɶ �x H∈  και συνεπώς ο T  είναι καλά ορισµένος.  Ο τελεστής T  είναι γραµµικός 

γιατί διατηρεί τις πράξεις. Πράγµατι, για κάθε ,x y H∈  και α  βαθµωτό 

µέγεθος από τη γραµµικότητα του εσωτερικού γινοµένου έχουµε 

( ) � [ ]�

� �

� �

, , ,

, ,

, ,

,

k k k k k
k k

k k k k
k

k k k k
k k

T x y x y e e x e y e e

x e e y e e

x e e y e e

Tx Ty

+ = 〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉

 = 〈 〉 + 〈 〉 

= 〈 〉 + 〈 〉

= +

∑ ∑

∑

∑ ∑
 

( ) � �

�

, ,

, .

k k k k
k k

k k
k

T x x e e x e e

x e e Tx

α α α

α α

= 〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉 =

∑ ∑

∑
 

Επειδή τα M  και 
M  είναι ολικά ορθοκανονικά σύνολα, για τα x H∈  µε 

, k k
k

x x e e= 〈 〉∑  και ɶ �x H∈  µε ɶ �, k k
k

x Tx x e e= = 〈 〉∑  ισχύει η ισότητα Parseval  

     ɶ
2 22 2

, k
k

x Tx x e x= = 〈 〉 =∑ , 

έτσι Tx x= , οπότε ο T  είναι ισοµετρία. Από τις σχέσεις  

( )2 21
,

4
x y x y x y〈 〉 = + − −  (για πραγµατικούς χώρους)  

και  

( )
( )

2 2

2 2

1
Re ,

4
1

Im ,
4

x y x y x y

x y x iy x iy

〈 〉 = + − − 

〈 〉 = + − −


 (για φανταστικούς χώρους) 

και την ισοµετρία του T  προκύπτει ότι ο T  διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο. 

Επιπλέον, η ισοµετρία συνεπάγεται ότι αν Tx Ty=  τότε 

( ) 0x y T x y Tx Ty− = − = − = , άρα 0x y x y− = ⇒ =  και ο T  είναι ένα – 

προς – ένα. Τέλος, αν δοθεί ένα τυχαίο ɶ �x H∈  µε ɶ �
k k

k

x eα=∑  έχουµε 
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2

k
k

α < ∞∑  από την ανισότητα Bessel, άρα η 
2

k
k

α∑  συγκλίνει. Έτσι 

k k
k

eα∑ είναι ένα πεπερασµένο άθροισµα ή µια σειρά που συγκλίνει σ’ ένα 

x H∈  (λόγω του θεωρήµατος σύγκλισης και της σύγκλισης της 
2

k
k

α∑ ), και 

,k kx eα = 〈 〉  από το ίδιο θεώρηµα. Συνεπώς έχουµε ɶ �, k k
k

x x e e Tx= 〈 〉 =∑ , από 

την (7). Άρα ο T  είναι επί.  

 

       ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ LEGENDRE, HERMITE ΚΑΙ LAGUERRE  

 

ΙΣΤΟΡΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 

 

Η θεωρία των χώρων Hilbert έχει εφαρµογές σε πολλά θέµατα της Ανάλυσης και 

για να τους χρησιµοποιήσουµε πρέπει να γνωρίζουµε ποιο ολικό ορθοκανονικό 

σύνολο ή σύνολα να επιλέξουµε σε µια συγκεκριµένη περίπτωση και πως να 

µελετήσουµε τις ιδιότητες των στοιχείων τέτοιων συνόλων. Μερικές ολικές 

ορθογώνιες και ορθοκανονικές ακολουθίες που χρησιµοποιούνται αρκετά συχνά σε 

πρακτικά προβλήµατα (για παράδειγµα, στην Κβαντοµηχανική), εµπλέκουν τις 

γνωστές ακολουθίες των ορθογώνιων πολυωνύµων Legendre, Hermite και Laguerre 

(Kreyszig & Wiley, 1978). 

 Μια ακολουθία ορθογώνιων πολυωνύµων είναι µια άπειρη ακολουθία 

πραγµατικών πολυωνύµων µιας µεταβλητής x , στην οποία κάθε πολυώνυµο έχει 

βαθµό n , και είναι τέτοια ώστε δύο οποιαδήποτε διαφορετικά πολυώνυµα αυτής της 

ακολουθίας να είναι ορθογώνια το ένα µε το άλλο στο χώρο µε εσωτερικό γινόµενο 

2L . Οι περισσότερες απ’ αυτές τις πολυωνυµικές συναρτήσεις εισήχθησαν ώστε να 

επιλύσουν ειδικά προβλήµατα, οι ιδιότητες τους  µελετήθηκαν µε µεγάλη λεπτοµέρεια 

και εφαρµογές τους αναπτύχθηκαν σε πολλά πεδία των Μαθηµατικών και της 

Φυσικής.  

Οι ειδικές συναρτήσεις άρχισαν να παρουσιάζονται στα τέλη του 1600. Γύρω στα 

1720 ο Euler ξεκίνησε την ενασχόληση του µε πολλές απ’ αυτές τις συναρτήσεις (π.χ. 

συνάρτηση γάµµα, συναρτήσεις Bessel). Τα ορθογώνια πολυώνυµα φαίνεται ότι 

παρουσιάστηκαν αρχικά από τον Legendre σε εργασία του επί της Ουράνιας 
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Μηχανικής. Μερικά χρόνια αργότερα αναπτύχθηκε η Αρµονική Ανάλυση και 

εµφανίστηκαν τα ορθογώνια πολυώνυµα Laguerre και Hermite (Askey, 2002). 

 Ο Adrien – Marie Legendre (1752 – 1833), το 1782, µελέτησε την έλξη των 

ελλειψοειδών, απέδειξε ότι οι έλξεις σ’ ένα εξωτερικό σηµείο που βρίσκεται στον 

άξονα των δύο ελλειψοειδών είναι ανάλογες των µαζών τους και εισήγαγε τις 

συναρτήσεις που σε σύγχρονη ορολογία ονοµάζονται «συναρτήσεις Legendre», για να 

προσδιορίσει, χρησιµοποιώντας δυναµοσειρές, την έλξη ενός ελλειψοειδούς σε 

οποιοδήποτε εξωτερικό σηµείο. Αυτές οι συναρτήσεις είναι σηµαντικές σε 

προβλήµατα που εµπλέκουν σφαίρες ή σφαιρικές συντεταγµένες, και, λόγω των 

ιδιοτήτων της ορθογωνιότητας, είναι επίσης χρήσιµες στην Αριθµητική Ανάλυση. Το 

1784, δηµοσίευσε τις εργασίες του στην Ουράνια Μηχανική, συµπεριλαµβανοµένης 

και της µελέτης του  «Recherches sur la figure des planets» («Έρευνες επί του 

σχήµατος των πλανητών»), στην οποία περιλαµβάνονται τα «πολυώνυµα Legendre» 

ή, αλλιώς, συναρτήσεις Legendre πρώτου είδους, που είναι ειδικές περιπτώσεις των 

συναρτήσεων Legendre.  

Η ανάπτυξη της γενικής θεωρίας των ορθογώνιων πολυωνύµων άρχισε στα µέσα 

του 19ου αιώνα, το 1850, από µια µελέτη των συνεχών κλασµάτων του 

P.L.Chebyshev, και συνεχίστηκε από τους A.A. Markov, T.J.Stieltges και άλλους 

µαθηµατικούς. 

Ο Edmond Nicolas Laguerre (1834 – 1886) ασχολήθηκε µε τη µελέτη 

προσεγγιστικών µεθόδων και η σχετική εργασία του, που δηµοσιεύτηκε το 1879, 

περιλαµβάνει τις ανακαλύψεις του για τις οµώνυµες διαφορικές εξισώσεις, τις ειδικές 

συναρτήσεις του (τα «πολυώνυµα Laguerre») και ένα από τα πρώτα άπειρα συνεχή 

κλάσµατα που ήταν γνωστό ότι συγκλίνουν. Εξετάζοντας το 
0

xe
dx

x

−∞

∫  βρήκε µια 

αποκλίνουσα σειρά, της οποίας οι πρώτοι όροι δίνουν µια καλή προσέγγιση αυτού 

του ολοκληρώµατος. Κατόπιν, ανακάλυψε το ανάπτυγµα ενός συγκλίνοντος συνεχούς 

κλάσµατος για το ολοκλήρωµα, καθώς και ότι το αποτέλεσµα της σύγκλισης 

ενέπλεκε τα πολυώνυµα Laguerre. Ερεύνησε τις ιδιότητες αυτών των πολυωνύµων, 

αποδεικνύοντας σχέσεις ορθογωνιότητας και δείχνοντας ότι µια αυθαίρετη συνάρτηση 

µπορεί να αναπτυχθεί σε µια «τύπου Fourier» σειρά στα πολυώνυµα Laguerre (Askey, 

2002). 
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ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ LEGENDRE 

 

Θεωρούµε το χώρο X  όλων των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων στο [ ]1,1−  

µε εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται από την ισότητα 

( ) ( )
1

1
,x y x t y t dt

−
〈 〉 = ∫ .  

Σύµφωνα µε το θεώρηµα πλήρωσης, για τον X  υπάρχει ένας µοναδικός  χώρος 

Hilbert που συµβολίζεται ως [ ]2 1,1L − .   

Θέλουµε να βρούµε µια ολική ορθοκανονική ακολουθία στον [ ]2 1,1L − , που ν’ 

αποτελείται από «εύχρηστες» συναρτήσεις. Συναρτήσεις τέτοιου τύπου είναι τα 

πολυώνυµα, έτσι ξεκινάµε από τις δυνάµεις  

( ) ( ) ( ) [ ]0 11, ,..., ,... 1,1j
jx t x t t x t t t= = = ∈ − . (1) 

Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Gram – Schmidt για τη γραµµικά ανεξάρτητη ακολουθία 

( )jx , προκύπτει µια ορθοκανονική ακολουθία ( )ne  που έχει την ιδιότητα για κάθε 

k , { } { }0 0span ,..., span ,...,k ke e x x= . Κάθε ne  είναι ένα πολυώνυµο γιατί κατά τη 

διαδικασία αυτή παίρνουµε γραµµικούς συνδυασµούς των jx . Ο βαθµός του 

πολυωνύµου ne  είναι n  και  

η ακολουθία ( )ne  είναι ολική στον [ ]2 1,1L − . 

Απόδειξη. Από το θεώρηµα πλήρωσης γνωρίζουµε ότι για τον χώρο X  υπάρχει 

ένας ισοµορφισµός A  από το X  επί ενός πυκνού υπόχωρου  [ ]2 1,1W L⊂ − . Επειδή 

το σύνολο ( )W A X=  είναι πυκνό στον [ ]2 1,1L − , για οποιοδήποτε σταθεροποιηµένο 

[ ]2 1,1x L∈ −  και δεδοµένο 0ε >  υπάρχει µια συνεχής συνάρτηση y  ορισµένη στο 

[ ]1,1−  τέτοια ώστε 
2

x y
ε

− <  (*). Από το προσεγγιστικό θεώρηµα του Weierstrass,  

γι’ αυτή την y  υπάρχει ένα πολυώνυµο z  τέτοιο ώστε για κάθε [ ]1,1t ∈ − , 

( ) ( )
2 2

y t z t
ε

− < . Αυτό συνεπάγεται ότι 

( ) ( )

( ) ( )

1 22

1

2 21 2

1

,

2 ,
42 2

y z y z y z y t z t dt

y t z t dt
ε ε

−

−

− = 〈 − − 〉 = −  

 
= − < = 

 

∫

∫
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δηλαδή  
2

y z
ε

− <  (**).  Από τις σχέσεις (*),(**) και την τριγωνική ανισότητα 

παίρνουµε 
2 2

x z x y y z
ε ε

ε− ≤ − + − < + = . Ο αλγόριθµος της µεθόδου Gram – 

Schmidt δείχνει ότι, από την (1), έχουµε { }0span ,...,mz e e∈  για ικανοποιητικά 

µεγάλο m . Άρα για κάθε [ ]2 1,1x L∈ −  και για κάθε 0ε >  ο { }span :ne n∈ℕ  είναι 

πυκνός υπόχωρος του [ ]2 1,1L −  και συνεπώς η ορθοκανονική ακολουθία ( )ne  είναι 

ολική στον [ ]2 1,1L − . 

Ισχυρισµός.    

( ) ( )2 1
, 0,1,...

2n n

n
e t P t n

+
= =  (2a) 

όπου     

( ) ( )21
1

2 !

n
n

n n n

d
P t t

n dt
 = −  

.   (2b) 

Το nP  λέγεται πολυώνυµο Legendre τάξης n  και ο τύπος (2b) λέγεται τύπος του 

Rodrigues. 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του διωνύµου 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 22 2 2 2

2 2 2 2 4

1 1 1 ...
0 1 2

1
...,

2!

n n n n

n n n

n n n
t t t t

n n
t nt t

− −

− −

     
− = + − + − +     

     
−

= − + −

 

και επειδή 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2 2 2 4

2 1 2 3 ...3 11
1 1

2 ! 2 2 1 2 2 ...2 1

2 1 2 3 ...3 1 1
...

2 ! 2!

n n

n

n n n

n n
t t

n n n n

n n n n
t nt t

n
− −

− − ⋅
− = −

− − ⋅

− − ⋅ − 
= − + − 

 

 

παραγωγίζοντας  το προηγούµενο αποτέλεσµα n  φορές όρο προς όρο παίρνουµε από 

τον (2b) τον τύπο 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )( )
( ) ( )

2 42 1 2 3 ...3 1 1 1 2 3
( ) ...

! 2 2 1 2 4 2 1 2 3
n n n

n

n n n n n n n n
P t t t t

n n n n
− − − − ⋅ − − − − 

= − + − 
− ⋅ − −  

 

δηλαδή τον  
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( ) ( )
( ) ( )

2

0

2 2 !
( ) 1

2 ! ! 2 !

N
j n j

n n
j

n j
P t t

j n j n j
−

=

−
= −

− −∑   (2c) 

όπου 2N n= , αν ο n  είναι άρτιος και  ( )1 2N n= − , αν ο  n  είναι περιττός. Από 

την (2c) παρατηρούµε ότι το ( )nP t  είναι ένα πολυώνυµο n  βαθµού , που περιέχει 

µόνο άρτιες δυνάµεις του t  αν ο n  είναι άρτιος και µόνο περιττές δυνάµεις του t  αν 

ο n  είναι περιττός. Για παράδειγµα, τα πρώτα έξι πολυώνυµα Legendre είναι: 

  ( )

( )

0

2
2

4 2
4

( ) 1

1
( ) 3 1

2
1

( ) 35 30 3
8

P t

P t t

P t t t

=

= −

= − +

    ( )

( )

1

3
3

5 3
5

( )

1
( ) 5 3

2
1

( ) 63 70 15
8

P t t

P t t t

P t t t t

=

= −

= − +

 

και οι γραφικές παραστάσεις τους απεικονίζονται στο σχήµα1 21. 

 

Σχήµα 21. 

Απόδειξη των(2a) και (2b).  

a) Στο πρώτο µέρος θ’ αποδείξουµε την  

( )
1

11 222

1

2
,

2 1n n n nP P P P t dt
n−

 = 〈 〉 = =   +∫   (3) 

από την (2b). Θέτουµε 

2 1u t= − .  

                                                 
1 Ανακτήθηκε από το Internet. 
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Η συνάρτηση nu  και οι παράγωγοι της ( ) ( )( )1
,...,

nn nu u
−′  είναι µηδέν στο 

1t = ± , και ( )( )
( )

2
2 !

nnu n= . Από την (2b) έχουµε 

( )( )1

2 !

nn
n n

P u
n

=   

οπότε 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

2

2

1 1
, ,

2 ! 2 !
1 1

,
2 ! 2 !

1
, ,

2 !

n nn n
n n n n n

n nn n
n n

n nn n

n

P P P u u
n n

u u
n n

u u
n

= 〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉

= 〈 〉

 

και συνεπώς ολοκληρώνοντας n  φορές κατά παράγοντες παίρνουµε 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

12 2

1

1 1

1

1
11 1

1
1

1
11 1 1

1
1

2 ! ,

...

n n n nn n n n n
n

n nn n

n n n nn n n n

n n n nn n n n

n P u u u u dt

u u dt

u u u u dt

u u u u dt

−

−

−

− −

−
−

− − +

−
−

= 〈 〉 =

′
=

′ = −  

 = −  

=

∫

∫

∫

∫

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1
1 2 1 2 11

1

1 2

1

1

1

... 1

  1

1 2 !

n n n n nnn n n n n n

nn n n

n n

u u u u u u

u u dt

n u dt

− − + −−

−

−

−

 = − + + −  

+ −

= −

∫

∫
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1

1 2

1

12 2

1

0 12 2

1 0

1 2

0

1 2 ! 1

1 2 ! 1 1

1 2 ! 1

2 ! 1 1

2 2 ! 1

nn

nn n

nn

n n

n

n t dt

n t dt

n t dt

n t dt t dt

n t dt

−

−

−

−

= − −

= − − −

= − −

 = − + −  

= −

∫

∫

∫

∫ ∫

∫
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

22

0

22

0

2 12

0

2 2 ! 1 sin cos sin

2 2 ! cos cos

2 2 ! cos

n

n

n

n d t

n d

n d

π

π

π

τ τ τ τ

τ τ τ

τ τ+

= − =

=

=

∫

∫

∫

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 22 1

2 4 ... 22 4 ... 2
2 2 ! 2

3 5 ... 2 1 2 1

2 1 2 ... 2 !
2 .

2 1 2 1

n n

nn
n

n n

n n

n n

+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  = =
⋅ ⋅ ⋅ + +

⋅ ⋅ ⋅
= =

+ +

 

Άρα  

( ) ( )

( )
( ) ( )

22 1
2 2

22 1
2

2

2 !
2 !

2 1

2 !

2 1 2 !

n
n

n

n

n
n

n
n P

n

n
P

n n

+

+

=
+

=
+

 

2 2

2 1

2
.

2 1

n

n

P
n

P
n

=
+

=
+

 

Τότε από τον τύπο (2a) θα έχουµε 
2 1

1
2n n

n
e P

+
= = . 

b) Στο δεύτερο µέρος θ’ αποδείξουµε ότι η ( )nP  είναι ορθογώνια ακολουθία 

στο χώρο [ ]2 1,1L − , δηλαδή θα δείξουµε ότι , 0n mP P〈 〉 =  όπου 0 m n≤ < . 

Επειδή το mP  είναι πολυώνυµο, αρκεί ν’ αποδείξουµε ότι , 0m nx P〈 〉 = για 

m n< , όπου το mx  ορίζεται από την (1). Στο αποτέλεσµα αυτό καταλήγουµε 

ολοκληρώνοντας m  φορές κατά παράγοντες: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

1 1 1

1 1

1
11 11

1
1

1
11 21

1
1

1 1
2 ! , 2 ! , 2 ! ,

2 ! 2 !

,

n nn n n n n
m n m mn n

n n nn m n m n
m

n nm n m n

n nm n m n

n x P n x u n x u
n n

x u t u dt t u dt

t u m t u dt

t u m t u dt

−

− −

− −−

−
−

− −−

−
−

〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉

′
= 〈 〉 = =

 = −  

′ = −  

∫ ∫

∫

∫
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( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1
11 2 21 2

1
1 1

1

...

n n nm n m n m nt u mt u m m t u dt
− − −− −

−
− −

   = − + −      

=

∫  

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )

1
1 2 11

1

1

1

1 1

1

1
1

1

... 1 !

  1 !

1 !

1 ! 1 ! 0 0.

n n n mmm n m n n

n mm n

n mm n

n mm mn

t u mt u m t u

m u dt

m u dt

m u m

− − −−−

−

−

−

− −

−

− −

−

 = − + + −  

+ −

′
= −

 = − = − ⋅ =  

∫

∫
 

c) Στη συνέχεια θ’ αποδείξουµε τους τύπους (2a) και (2b). Συµβολίζουµε 

αρχικά το δεξί µέλος της (2a) ως ( )ny t , δηλαδή ( ) ( )2 1

2n n

n
y t P t

+
= . Τότε 

το ny  είναι πολυώνυµο n−  βαθµού, και τα (a) και (b) συνεπάγονται ότι η 

( )ny  είναι ορθοκανονική ακολουθία στον [ ]2 1,1L − .Έστω  

{ } { } { }0 0 0span ,..., span ,..., span ,...,n n n nY e e x x y y= = = , 

όπου η ισότητα { } { }0 0span ,..., span ,...,n ne e x x=  προκύπτει από τον 

αλγόριθµο της µεθόδου Gram – Schmidt και η ισότητα 

{ } { }0 0span ,..., span ,...,n nx x y y=  προκύπτει από την σχέση dim 1nY n= +  σε 

συνδυασµό µε τη γραµµική ανεξαρτησία των{ }0,..., ny y , εφόσον ένα 

ορθοκανονικό σύνολο είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Έτσι το ny  αναπαρίσταται 

ως     

0

n

n j j
j

y eα
=

=∑ .    (4) 

Από την ορθογωνιότητα,  

{ } { }1 0 1 0 1span ,..., span ,...,n n n ny Y y y e e− − −⊥ = = , 

και απ’ αυτή τη σχέση συνεπάγεται ότι για 0,..., 1k n= −  έχουµε  

0 0

0 , , ,
n n

n k j j k j j k k
j j

y e e e e eα α α
= =

= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =∑ ∑ . 

Τότε η (4) δίνει την 0 0 1 1...n n n n n n ny e e e eα α α α− −= + + + = . Επειδή 

1n ny e= = και n n ny eα=  έχουµε 1nα = , και εφόσον τα ny , ne  είναι 
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πραγµατικοί προκύπτει ότι 1nα = ±  και συνεπώς n ny e=  ή n ny e= − . Επειδή ο 

συντελεστής του nt  στην (2c) είναι θετικός, ( ) 0ny t > για ικανοποιητικά 

µεγάλο t . Επίσης από την ( ) n
nx t t=  και τους γενικούς τύπους της µεθόδου 

Gram – Schmidt προκύπτει ότι και ( ) 0ne t >  για ικανοποιητικά µεγάλο 

t .Έτσι 1nα = +  και n ny e= , άρα ( ) ( )2 1

2n n

n
e t P t

+
=  για κάθε [ ]1,1t ∈ − , 

οπότε αποδείχθηκε η (2a) όπου το nP  δίνεται από την (2b). Έτσι 

ολοκληρώνεται η απόδειξη των τύπων (2a) και  (2b). 

Αποδείξαµε ότι από την Gram – Schmidt ορθογωνιοποίηση της ακολουθίας 

( )jx , 0,1,...j =  µε ( ) j
jx t t= , [ ]1,1t∀ ∈ −  προκύπτει η ορθοκανονική ακολουθία 

( )ne  µε  

( ) ( )2 1

2n n

n
e t P t

+
= , 0,1,...n = , 

όπου 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( )( )
( ) ( )

2 2

0

2 4

2 2 !1
1 1

2 ! 2 ! ! 2 !

2 1 2 3 ...3 1 1 1 2 3
...

! 2 2 1 2 4 2 1 2 3

n Nn j n j
n n n n

j

n n n

n jd
P t t t

n dt j n j n j

n n n n n n n n
t t t

n n n n

−

=

− −

− = − = −   − −

 − − ⋅ − − − − 
= − + − 

− ⋅ − −  

∑
 

είναι τα πολυώνυµα Legendre. Αυτά τα πολυώνυµα είναι λύσεις της διαφορικής 

εξίσωσης του Legendre 

( ) ( )2 1 2 1 0n n nt P tP n n P′′ ′− + − + = .  (5) 

Πράγµατι, θέτουµε 

( ) ( )2 1
n

f t t= −   

και επειδή 

( ) ( )22 ! 1
n

nn
n n

d
n P t t

dt
 = −  

,  

προκύπτει  

( ) ( )( )( )
2 !

nn
nn P t f t= .  

Παραγωγίζοντας και τα δύο µέλη της ( ) ( )2 1
n

f t t= −  έπεται 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 2 22 1 1 2 1 2 0

n
f t nt t t f t ntf t t f t ntf t

−
′ ′ ′= − ⇒ − = ⇒ − − = ,  

και από τον τύπο του Leibniz για την ( )1n+  παράγωγο έχουµε:  

( ) ( )( )( )
( )( )( )

( )( )
( ) ( )( )( )

( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

1 12

12 2

1 12

1 2 0

1 1 1 ...

1
2 2 1 1

2

n n

n n

n n n

t f t n tf t

t f t n t f t

n n
f t t n f t t f t

+ +

+

− +

′− − =

′ ′′⇒ − + + − +

+
′ ′ ′+ + + + −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

11

1

2 12

2 12

2 1 ... 1 0

1 2 1

1 2 1 2 0

1 2 1 0.

n nn n

n n

n n n

n n n

n t f t n t f t n f t t f t

n n f t t n f t

t f t n n f t nt f t

t f t t f t n n f t

++

+

+ +

+ +

 ′− + + + + + + =  

⇒ + + +

+ − − + − =

⇒ − + − + =

Από τις ισότητες  

( ) ( )( )( )
2 !

nn
nn P t f t= , 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )2 12 1 2 1 0
n n n

t f t t f t n n f t
+ +

− + − + = , 

προκύπτει  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 ! 2 2 ! 1 2 ! 0n n n
n n nt n P t t n P t n n n P t′′ ′− + ⋅ − + =  

και άρα  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 0n n nt P t t P t n n P t′′ ′− + − + = .  

Σηµειώνουµε ότι ο τύπος 

    ( ) ( )
( ) ( )

2

0

2 2 !
( ) 1

2 ! ! 2 !

N
j n j

n n
j

n j
P t t

j n j n j
−

=

−
= −

− −∑   

µπορεί να προκύψει  εφαρµόζοντας τη µέθοδο των δυναµοσειρών στη διαφορική 

εξίσωση του Legendre.  

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι µια ολική ορθοκανονική ακολουθία στο χώρο [ ]2 ,L a b  

είναι η ( )nq , όπου  

( ) ( )1
, , 1 2n n n n

n

t b
q p p t P s s

p b a

−
= = = +

−
, (6) 

γιατί 1 1a t b s≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤  και ο γραµµικός µετασχηµατισµός t s→  διατηρεί την 

ορθογωνιότητα. Έτσι έχουµε µια ολική ορθοκανονική ακολουθία στον [ ]2 ,L a b  για 
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κάθε συµπαγές διάστηµα [ ],a b , και από το θεώρηµα περί διαχωρίσιµων χώρων 

Hilbert συνεπάγεται ότι ο πραγµατικός χώρος [ ]2 ,L a b  είναι διαχωρίσιµος.   

 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ HERMITE  

 

 Άλλοι χώροι πρακτικού ενδιαφέροντος είναι οι ( )2 ,L −∞ ∞ , [ )2 ,L a +∞   και 

( ]2 ,L b−∞ . Επειδή τα διαστήµατα ολοκλήρωσης είναι άπειρα, δεν παίρνουµε τις 

δυνάµεις 0 1, ,...x x  αλλά πολλαπλασιάζουµε καθεµία απ’ αυτές µε µια απλή 

συνάρτηση που φθίνει ικανοποιητικά γρήγορα ώστε να καταλήξουµε σε πεπερασµένα 

ολοκληρώµατα. Μια τέτοια επιλογή είναι οι εκθετικές συναρτήσεις µε κατάλληλο 

εκθέτη. 

Θεωρούµε τον πραγµατικό χώρο ( )2 ,L −∞ ∞ . Το εσωτερικό γινόµενο δίνεται από 

την ισότητα ( ) ( ),x y x t y t dt
∞

−∞
〈 〉 = ∫ . Εφαρµόζουµε τη µέθοδο Gram – Schmidt στην 

ακολουθία των συναρτήσεων που  ορίζονται από τις 

( ) ( ) ( )
2

22 , , ,...
t

w t e tw t t w t
−

= .  

Αυτές οι συναρτήσεις είναι στοιχεία του ( )2 ,L −∞ ∞ . Πράγµατι, είναι φραγµένες στο 

ℝ , έστω  ( ) ,n
nt w t k t≤ ∀ . Έτσι,  

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

,

2 .

m n m t n t m n t t

m n t t m n t t

t t
m n m n m n

t w t t w t t e t e dt t e e dt

t e e dt t e e dt

k e dt k e dt k π

∞ ∞− − + − −

−∞ −∞

∞ ∞+ − − + − −

−∞ −∞

∞ ∞− −
+ + +−∞ −∞

〈 〉 = =

≤ =

≤ = =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Η µέθοδος Gram – Schmidt δίνει την ορθοκανονική ακολουθία ( )ne , όπου  

( )
( )

( )
2 2

1 2

1

2 !

t
n n

n
e t e H t

n π

−=   (7a) 

και 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 1, 1 1,2,...
n

n t t
n n

d
H t H t e e n

dt
−= = − = . (7b) 

Το nH  λέγεται πολυώνυµο Hermite τάξης n .   

Εκτελώντας τις παραγωγίσεις στην (7b) παίρνουµε  
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( ) ( )
( )

2
2

0

2
! 1

! 2 !

n jN
j n j

n
j

H t n t
j n j

−
−

=

= −
−∑   (7c) 

όπου 2N n= , αν ο n  είναι άρτιος και ( )1 2N n= − , αν ο n  είναι περιττός. Η (7c) 

µπορεί επίσης να γραφτεί, όταν 2,3,...n = ,  

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

0

1
1 ... 2 1 2

!

jN
n j

n
j

H t n n n j t
j

−

=

−
= − − +∑ . (7ć ) 

Τα πρώτα έξι πολυώνυµα Hermite είναι  

( )
( )
( )

0

2
2

4 2
4

1

4 2

16 48 12

H t

H t t

H t t t

=

= −

= − +

  

( )
( )
( )

1

3
3

5 3
5

2

8 12

32 160 120

H t t

H t t t

H t t t t

=

= −

= − +

 (7*) 

και οι γραφικές παραστάσεις τους απεικονίζονται στο σχήµα2 22. 

Γενικότερα αποδεικνύεται ότι αυτά τα πολυώνυµα ικανοποιούν τον αναδροµικό τύπο 

    ( ) ( ) ( )1 12 2n n nH t tH t nH t+ −= − .  (7ć ΄)  

Ωστόσο η ορολογία στη βιβλιογραφία δεν είναι µοναδική και οι συναρτήσεις 
neH  

που ορίζονται ως  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

2 21, 1 1,2,...
n

n
n t t

e e n

d
H t H t e e n

dt
−= = − =  

λέγονται επίσης «πολυώνυµα Hermite» και µερικές φορές συµβολίζονται ως nH .   

 

Σχήµα 22. 

 

                                                 
2 Ανακτήθηκε από το Internet. 
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Η ακολουθία ( )ne  που ορίζεται από τις ισότητες (7a) και (7b) είναι ορθοκανονική. 

Απόδειξη.  Λόγω των (7a) και (7b) αρκεί ν’ αποδείξουµε ότι  

a) ( ) ( ), 0n me t e t〈 〉 = , αν m n≠  και  

b) 1ne = , για κάθε n .   

a) Επειδή 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

1 1
, ,

2 ! 2 !

1 1
, ,

2 ! 2 !

t t
n m n m

n m

t t
n m

n m

e t e t e H t e H t
n m

e H t e H t
n m

π π

π π

− −

− −

〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉
 (*) 

αρκεί να δείξουµε ότι     

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2

2 2

2 2

, 0

0

0,  .

t t
n m

t t
n m

t
n m

e H t e H t

e H t e H t dt

e H t H t dt m nαν

− −

∞ − −

−∞

∞ −

−∞

〈 〉 =

=

= ≠

∫

∫

 

Παραγωγίζοντας την 

    ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

0

1
1 ... 2 1 2

!

jN
n j

n
j

H t n n n j t
j

−

=

−
= − − +∑   

παίρνουµε για 1n ≥  τον αναδροµικό τύπο 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

2 1

0

1 2

0

1

1
1 2 ... 2 2 2

!

1
2 1 2 ... 2 2

!

2 ,

jM
n j

n
j

jM
n j

j

n

H t n n n n j t
j

n n n n j t
j

nH t

− −

=

− −

=

−

−′ = − − − ⋅

−
= − − −

=

∑

∑  

όπου ( )2 2M n= − , αν ο n  είναι άρτιος και ( )1 2M n= − , αν ο n  είναι 

περιττός. Εφαρµόζουµε αυτόν τον τύπο για το mH , υποθέτουµε ότι m n≤ , 

συµβολίζουµε την εκθετική συνάρτηση ως 
2te υ− = , για λόγους 

απλούστευσης, και ολοκληρώνουµε κατά παράγοντες m  φορές. Τότε από την  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 1, 1 1,2,...
n

n t t
n n

d
H t H t e e n

dt
−= = − =   

έχουµε 

( ) ( ) ( )2

1
n nt

nH t e υ= −  
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οπότε 

( ) ( ) ( )
2

1
nn t

ne H tυ −= −  

και συνεπώς  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1

1 1

1
1

1
1

2
1

2 2
1 1

1 1

2

2

2

2 2

2

n nt t
m n m n

n n
m m

n n
m m

n
m

n
m

n
m

n n
m m

e H t H t dt H t e H t dt

H t dt H t dt

H t H t dt

mH t dt

m H t dt

m H t dt

m H t m H t dt

m

υ υ

υ υ

υ

υ

υ

υ υ

∞ ∞− −

−∞ −∞

∞ ∞ −

−∞ −∞

∞ ∞− −

−∞−∞

∞ −
−−∞

∞ −
−−∞

∞ −
−−∞

∞ ∞− −
− −−∞−∞

 − = − 

′
= =

′ = − 

= −

= −

′
= −

′ = − + 

=

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

∫

∫

∫
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2

22
2

0

2 1

2 1

...

1 2 !

1 2 ! .

n
m

n
m

m n mm

m n mm

m H t dt

m m H t dt

m H t dt

m dt

υ

υ

υ

υ

∞ −
−−∞

∞ −
−−∞

∞ −

−∞

∞ −

−∞

−

= −

=

= −

= −

∫

∫

∫

∫

 

Αν m n< , ολοκληρώνοντας ακόµα µια φορά, παίρνουµε  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 21 1
1 lim lim 0

n m n m
n m n m t t

t t
dt e eυ υ

− − − −∞∞ − − − − −

−∞ →∞ →−∞−∞
= = − =∫  

γιατί η εκθετική συνάρτηση 
2te υ− =  και οι παράγωγοι της τείνουν στο µηδέν 

καθώς t → ∞  ή t → −∞ . Άρα αποδείξαµε την ορθογωνιότητα της ( )ne .  

b) Για να δείξουµε ότι 1ne = , όπου 
2

,n n ne e e= 〈 〉 µε    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2

2 2

2 2

1
, ,

2 !
1

2 !
1

,
2 !

t t
n n n nn

t t
n nn

t
n nn

e t e t e H t e H t
n

e H t e H t dt
n

e H t H t dt
n

π

π

π

− −

∞ − −

−∞

∞ −

−∞

〈 〉 = 〈 〉

=

=

∫

∫

 

αρκεί να δείξουµε ότι ( ) ( )
2

2 !t n
n me H t H t dt n π

∞ −

−∞
=∫ , αν m n= . 
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Από το (a) έχουµε ότι ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 2 !
n m n mt m

m ne H t H t dt m dtυ
∞ ∞ −−

−∞ −∞
− = −∫ ∫ .  

Άρα για m n= , ( ) ( )
2 2

2 !t n t
m ne H t H t dt n e dt

∞ ∞− −

−∞ −∞
=∫ ∫ , οπότε αρκεί ν’ 

αποδείξουµε ότι 
2te dt π

∞ −

−∞
=∫ . 

Θέτουµε 
2tJ e dt

∞ −

−∞
= ∫ . Για να υπολογίσουµε το τελευταίο ολοκλήρωµα, 

θεωρούµε το ( )2 22 22 s ts tJ e ds e dt e dsdt
∞ ∞ ∞ ∞ − +− −

−∞ −∞ −∞ −∞
= =∫ ∫ ∫ ∫  και εφαρµόζουµε 

τον πολικό µετασχηµατισµό  

cos

sin

s r

t r

θ
θ

=

=
 όπου 

[ )
[ ]
0,

0,2

r

θ π

∈ +∞

∈
. 

Τότε    

( ) ( )
( )

( )
2 2 2 22 cos sin2

0 0

,
det ,

,

r r s t
J e r drd

r

π θ θ ϑ
θ θ

ϑ θ

∞ − +
= ∫ ∫ ,  

όπου 
( )
( )

( )
,

det ,
,

s t
r

r

ϑ
θ

ϑ θ
 είναι η απόλυτη τιµή της ορίζουσας του πίνακα 

Jacobi 
( )
( )

( )
,

,
,

s t
r

r

ϑ
θ

ϑ θ
µε  

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )2 2

, ,
cos sin,

det , cos sin
sin cos, , ,

s r s r
rs t rr r r

rr t r t r

r

ϑ θ ϑ θ
θ θϑ ϑ ϑθθ θ θ
θ θϑ θ ϑ θ ϑ θ

ϑ ϑθ

−
= = = + =

οπότε 
222

0 0

rJ e rdrd
π

θ
∞ −= ∫ ∫ . Επειδή  

( )
( )

( )

2 2 2

2 2

0 0 0

0

1
lim lim

2
1 1

lim lim 1
2 2
1 1

1 ,
2 2

h hr r r

h h

h
r h

h h

e rdr e rdr e dr

e e

∞ − − −

→∞ →∞

− −

→∞ →∞

′
= = −

 = − = − − 

= − ⋅ − =

∫ ∫ ∫

 

βρίσκουµε 
2 22

00

1 1 1
2

2 2 2
J d

π πθ θ π π= = = ⋅ =∫ . Άρα 
2tJ e dt π

∞ −

−∞
= =∫  που 

σηµαίνει ότι 1ne = . 

  Έτσι, µε τα (a) και (b) αποδείξαµε ότι  
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( ) ( )
2 0  ,

2 !  ,
t

m n n

m n
e H t H t dt

n m n

αν

π αν

∞ −

−∞

≠
= 

=
∫   (8) 

και ως εκ τούτου την ορθοκανονικότητα της ( )ne . 

Συχνά εκφράζουµε την (8) λέγοντας ότι τα πολυώνυµα Hermite nH  σχηµατίζουν 

µια ορθογώνια ακολουθία σε σχέση µε τη συνάρτηση βάρους 2w , όπου w  είναι η 

συνάρτηση  που ορίσαµε αρχικά ως ( )
2

2

t

w t e
−

= , για κάθε ( ),t ∈ −∞ ∞ .  

Αποδεικνύεται ότι η ορθοκανονική ακολουθία ( )ne  που ορίζεται από τις σχέσεις 

(7a) και (7b) είναι ολική στον πραγµατικό χώρο ( )2 ,L −∞ ∞  και ως εκ τούτου αυτός ο 

χώρος είναι διαχωρίσιµος. Τέλος, τα πολυώνυµα Hermite nH , που έχουν εφαρµογές 

στην Κβαντοµηχανική,  ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση του Hermite  

2 2 0n n nH tH nH′′ ′− + = .   (9) 

Πράγµατι, από τους αναδροµικούς τύπους  

( ) ( ) ( )1 12 2n n nH t tH t nH t+ −= −  

 και  

( ) ( )12n nH t nH t−
′ =   

απαλείφοντας το ( )1nH t−  έχουµε  

( ) ( ) ( )1 2n n nH t tH t H t+
′= −  

 και παραγωγίζοντας  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2n n n nH t tH t H t H t+
′ ′ ′′= + − .  (9*) 

Από την 

     ( ) ( )12n nH t nH t−
′ =   

αντικαθιστώντας το n  µε 1n+  έχουµε  

( ) ( ) ( )1 2 1n nH t n H t+
′ = + .   (9**) 

Από τις σχέσεις (9*) και (9**) βρίσκουµε 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2n n n nn H t tH t H t H t′ ′′+ = + − , 

δηλαδή 

( ) ( ) ( )2 2 0n n nH t tH t nH t′′ ′− + =  
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 που είναι η ζητούµενη σχέση.  

 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ LAGUERRE 

 

Μια ολική ορθοκανονική ακολουθία στον ( ]2 ,L b−∞  ή στον [ )2 ,L a +∞  µπορεί να 

προέλθει από µια τέτοια ακολουθία του [ )2 0,L +∞  µε τους µετασχηµατισµούς 

t b s= −  και t s a= + , αντίστοιχα. 

Θεωρούµε τον χώρο [ )2 0,L +∞ . Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Gram – Schmidt στην 

ακολουθία που ορίζεται ως  

2 2 2 2, , ,...t t te te t e− − −    

παίρνουµε µια ορθοκανονική ακολουθία ( )ne . Αποδεικνύεται ότι η ( )ne  είναι ολική 

στον [ )2 0,L +∞  και δίνεται από την ισότητα  

( ) ( )2 , 0,1,...t
n ne t e L t n−= =   (10a) 

όπου ( )nL t  είναι το πολυώνυµο Laguerre τάξης n  που ορίζεται ως  

( ) ( ) ( )0 1, 1,2,...
!

t n
n t

n n

e d
L t L t t e n

n dt
−= = =  (10b) 

δηλαδή ως     

( ) ( )
0

1

!

jn
j

n
j

n
L t t

jj=

−  
=  

 
∑ .   (10c) 

Τα πρώτα έξι πολυώνυµα Laguerre είναι  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1

2 2 3
2 3

2 3 4 2 3 4 5
4 5

1 1

1 3 1
1 2 1 3

2 2 6
2 1 5 5 1

1 4 3 1 5 5
3 24 3 24 120

L t L t t

L t t t L t t t t

L t t t t t L t t t t t t

= = −

= − + = − + −

= − + − + = − + − + −

(10*) 

και οι γραφικές παραστάσεις τους απεικονίζονται στο σχήµα3 23. 

                                                 
3 Ανακτήθηκε από το Internet. 



 175 

 

Σχήµα 23. 

Τα πολυώνυµα Laguerre είναι λύσεις µιας αξιοσηµείωτης διαφορικής εξίσωσης 

της Φυσικής, της  διαφορικής εξίσωσης του Laguerre 

( )1 0n n ntL t L nL′′ ′+ − + = .   (11) 
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IV. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

 

   ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΛΥΣΕΩΝ ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ∆.Ε. 

 

Σε πολλά προβλήµατα των Πειραµατικών και Εφαρµοσµένων Επιστηµών αλλά και 

σε προβλήµατα καθαρών Μαθηµατικών, στα οποία µια συνάρτηση είναι άγνωστη, 

καταλήγουµε από τα δεδοµένα σε µια εξίσωση της µορφής 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,..., 0nF x y x y x y x′ =  

ή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , ,...,n ny x f x y x y x y x−′= , n ∗∈ℕ   

που περιέχει την άγνωστη συνάρτηση 

      ( )y y x= , x I∈  

και πεπερασµένο πλήθος παραγώγων της, δηλαδή σε µια συνήθη διαφορική εξίσωση 

(Σ.∆.Ε.) ή απλά διαφορική εξίσωση (∆.Ε.) νιοστής τάξης σ’ ένα διάστηµα I  

(Αθανασιάδης, 2003). 

Χρησιµοποιώντας την έννοια του εσωτερικού γινοµένου µπορούµε ν’ αποδείξουµε 

τη γραµµική ανεξαρτησία των n  διακεκριµένων λύσεων οποιασδήποτε οµογενούς 

γραµµικής διαφορικής εξίσωσης νιοστής τάξης µε σταθερούς συντελεστές στον 

πραγµατικό διανυσµατικό χώρο ( )Iℂ , όπου I  είναι ένα τυχαίο πεπερασµένο ή 

άπειρο διάστηµα. Μια τέτοια απόδειξη αποτελεί ένα άριστο παράδειγµα της 

αλληλεπίδρασης  µεταξύ της Ανάλυσης και της θεωρίας των Ευκλείδειων χώρων. 

Ειδικότερα, θ’ αποδείξουµε ότι κάθε σύνολο συναρτήσεων της µορφής sinm axx e bx 

και cosm axx e bx, όπου a  και  b  είναι πραγµατικοί αριθµοί ( 0b >  ) και m είναι ένας 

µη αρνητικός ακέραιος, είναι γραµµικά ανεξάρτητο στον πραγµατικό διανυσµατικό 

χώρο ( ),−∞ ∞ℂ . Σηµειώνουµε ότι αρκεί να εξετάσουµε τη γραµµική ανεξαρτησία 

στον ( ),−∞ ∞ℂ  γιατί από το θεώρηµα της µοναδικότητας ένα τέτοιο σύνολο  λύσεων 

είναι γραµµικά ανεξάρτητο στον ( ),−∞ ∞ℂ  αν και µόνο αν είναι γραµµικά 

ανεξάρτητο στον ( )Iℂ , για κάθε υποδιάστηµα  I  του ( ),−∞ ∞ . Γι’ αυτό υποθέτουµε 

ότι F  είναι ένας (πεπερασµένος) γραµµικός συνδυασµός τέτοιων συναρτήσεων, και 

ότι ( ) 0F x ≡ . Πρέπει να δείξουµε ότι όλοι οι συντελεστές στην F  είναι µηδέν.  
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Αρχικά γράφουµε τον F  συγκεντρώνοντας µαζί εκείνους τους όρους που 

περιέχουν τον ίδιο εκθετικό παράγοντα 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 ... ra x a x a x

rF x e P x e P x e P x= + + + ,  (1) 

όπου 1 2 ... 0ra a a> > > ≥ , και κάθε ( )iP x  είναι ένας γραµµικός συνδυασµός 

συναρτήσεων της µορφής sinmx bx και cosmx bx. Μετά γράφουµε κάθε ( )iP x  

βάζοντας µαζί εκείνους τους όρους που περιέχουν την ίδια δύναµη του x . Τότε 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 ... i

i

s
i i i isP x T x T x x T x x= + + + ,  (2) 

όπου οι συντελεστές ijT  είναι τα τριγωνοµετρικά αθροίσµατα 

     ( ) ( )
1

cos sin
n

ij k k k k
k

T x a x b xα β
=

= +∑ ,   (3) 

µε ,k kα β  πραγµατικούς αριθµούς και ,k ka b  µη αρνητικούς πραγµατικούς αριθµούς. 

Κάθε τέτοιο άθροισµα µπορεί να γραφτεί ως  

( )0

1

cos sin
2

n

k k k k
k

a x b x
α

α β
=

+ +∑ ,  

όπου οι ,k ka b  είναι θετικοί πραγµατικοί αριθµοί. 

Για ν’ αποδείξουµε ότι όλοι οι συντελεστές του γραµµικού συνδυασµού F  είναι 

µηδέν χρησιµοποιούµε ουσιαστικά το παρακάτω λήµµα: 

Λήµµα. Αν T  είναι ένα τριγωνοµετρικό άθροισµα µε την ιδιότητα 

( )lim 0
x

T x
→∞

= ,  

τότε όλοι οι συντελεστές του T  είναι µηδέν. 

Απόδειξη.  

Έστω ότι ℑ  είναι ο πραγµατικός διανυσµατικός χώρος όλων των τριγωνοµετρικών 

αθροισµάτων, µε τους συνήθεις ορισµούς της πρόσθεσης και του βαθµωτού 

πολλαπλασιασµού. Ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο στον ℑ  ως 

( ) ( )
0

1
lim

t

t
f g f x g x dx

t→∞
⋅ = ∫ ,   (4) 

για κάθε ζεύγος τριγωνοµετρικών αθροισµάτων f  και  g . Η ισότητα (4) ορίζει ένα 

εσωτερικό γινόµενο στον ℑ  µε την προϋπόθεση ότι το όριο υπάρχει πάντα. Από τη 

γραµµικότητα του ολοκληρώµατος προκύπτει ότι για ν’ αποδείξουµε την ύπαρξη 

αυτού του ορίου αρκεί να εξετάσουµε την περίπτωση στην οποία  τα τριγωνοµετρικά 
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αθροίσµατα f  και  g  είναι «µονώνυµα». Έτσι, θα διαπιστώσουµε την ύπαρξη της 

ισότητας (4) στις παρακάτω τρεις περιπτώσεις:   

Περίπτωση 1.  ( ) ( )1 2 1 2cos , cos , , 0f x a x g x a x a a= = ≥ . 

Περίπτωση 2.  ( ) ( )1 1 1 1cos , sin , 0, 0f x a x g x b x a b= = ≥ > . 

Περίπτωση 3.  ( ) ( )1 2 1 2sin , sin , , 0f x b x g x b x b b= = > . 

Περίπτωση 1.   

Αν 1 2a a≠  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 20 0

1 2 1 20

1 2 1 2

1 2 1 2 0

1 1
lim lim cos cos

1
lim cos cos

2

sin sin1
lim

2

t t

t t

t

t

t

t

f g f x g x dx a x a xdx
t t

a a x a a x dx
t

a a x a a x

t a a a a

→∞ →∞

→∞

→∞

⋅ = =

= − + +  

− + 
= + − + 

∫ ∫

∫  

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

sin sin1
lim

2

sin sin1 1
lim lim

2 2

1 1
0 0 0,

2 2

t

t t

a a t a a t

t a a a a

a a t a a t

a a t a a t

→∞

→∞ →∞

− + 
= + − + 

− +
= +

− +

= ⋅ + ⋅ =

 

αν  1 2 0a a= ≠  

( ) ( ) 2
10 0

1 1

0
1 0

1 1

1 1

1 1
lim lim cos

1 cos 2 sin 21 1
lim lim

2 2 2

sin 2 sin 21 1 1
lim lim

2 2 2 2 2

1 1 1
0 ,

2 2 2

t t

t t

t
t

t t

t t

f g f x g x dx a xdx
t t

a x a x
dx x

t t a

a t a t
t

t a a t

→∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞

⋅ = =

 +
= = + 

 

 
= + = + 

 

= + ⋅ =

∫ ∫

∫
 

και αν 1 2 0a a= =  

( ) ( )
0 0

0

1 1
lim lim

1
lim 1,

t t

t t

t

t

f g f x g x dx dx
t t

x
t

→∞ →∞

→∞

⋅ = =

= =

∫ ∫
 

δηλαδή    
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1 2

1 2

1 2

0, αν ,

1
, αν 0,

2
1, αν 0.

a a

f g a a

a a

≠


⋅ = = ≠


= =

 

Περίπτωση 2.  

Αν 1 1a b≠  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 10 0

1 1 1 10

1 1 1 1

1 1 1 1 0

1 1
lim lim cos sin

1
lim sin sin

2

cos cos1
lim

2

t t

t t

t

t

t

t

f g f x g x dx a x b xdx
t t

b a x b a x dx
t

b a x b a x

t b a b a

→∞ →∞

→∞

→∞

⋅ = =

= − + +  

− + 
= − − − + 

∫ ∫

∫  

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

cos cos1 1 1
lim

2

cos cos1 1 1 1 1 1
lim lim lim lim

2 2 2 2

1 1 1 1
0 0 0 0 0,

2 2 2 2

t

t t t t

b a t b a t

t b a b a b a b a

b a t b a t

b a t b a t b a t b a t

b a b a

→∞

→∞ →∞ →∞ →∞

− + 
= − − + + − + − + 

− +
= − − + +

− + − +

= − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =
− +

 

και αν 1 1a b=  

( ) ( ) 1 10 0

1
10

1 0

1 1

1 1 1 1

1

1 1
lim lim cos sin

cos 21 1
lim sin 2 lim

2 2 2

cos 2 cos 21 1 1 1 1
lim lim lim

2 2 2 2 2 4

1 1
0 0 0,

2 4

t t

t t

t
t

t t

t t t

f g f x g x dx a x a xdx
t t

a x
a xdx

t t a

a t a t

t a a a t a t

a

→∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

⋅ = =

 
= = − 

 

 
= − + = − + 

 

= − ⋅ + ⋅ =

∫ ∫

∫
 

δηλαδή    

1 10, 0, 0f g a b⋅ = ∀ ≥ > . 

Περίπτωση 3.  

Αν 1 2b b≠  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

1 20 0

1 2 1 20

1 2 1 2

1 2 1 2 0

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1
lim lim sin sin

1
lim cos cos

2

sin sin1
lim

2

sin sin1
lim

2

sin1
lim

2

t t

t t

t

t

t

t

t

t

f g f x g x dx b x b xdx
t t

b b x b b x dx
t

b b x b b x

t b b b b

b b t b b t

t b b b b

b b t

b b

→∞ →∞

→∞

→∞

→∞

→∞

⋅ = =

= − − +  

− + 
= − − + 

− + 
= − − + 

−
=

−

∫ ∫

∫

( )
( )

1 2

1 2

sin1
lim

2

1 1
0 0 0,

2 2

t

b b t

t b b t→∞

+
−

+

= ⋅ − ⋅ =

 

και αν 1 2b b=  

( ) ( ) 2
10 0

1 1

0
1 0

1 1
lim lim sin

1 cos 2 sin 21 1
lim lim

2 2 2

t t

t t

t
t

t t

f g f x g x dx b xdx
t t

b x b x
dx x

t t b

→∞ →∞

→∞ →∞

⋅ = =

 −
= = − 

 

∫ ∫

∫
 

1 1

1 1

sin 2 sin 21 1 1
lim lim

2 2 2 2 2

1 1 1
0 ,

2 2 2

t t

b t b t
t

t b b t→∞ →∞

 
= − = − 

 

= − ⋅ =

 

δηλαδή    

1 2

1 2

0,  ,

1
,  .

2

b b
f g

b b

αν

αν

≠


⋅ = 
=

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι τα απαραίτητα όρια υπάρχουν, και η ισότητα (4) 

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον ℑ . Επιπλέον, από τους προηγούµενους 

υπολογισµούς βλέπουµε ότι όταν οι a  και b  είναι θετικοί πραγµατικοί αριθµοί 

0 0 0

1 1 1
lim cos lim sin lim cos sin 0

t t t

t t t
axdx bxdx ax bxdx

t t t→∞ →∞ →∞
= = =∫ ∫ ∫ , 

συνεπώς οι συναρτήσεις 1,cos ,sinax bxείναι ορθογώνιες στον ℑ , και  

0

1
1 lim 1 1

t

t
dx

t→∞
= = =∫ , 

2

0

1 1 1
cos lim cos

2 2

t

t
ax axdx

t→∞
= = =∫ ,  (5) 
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2

0

1 1 1
sin lim sin .

2 2

t

t
bx bxdx

t→∞
= = =∫  

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι 

     ( ) ( )0

1

cos sin
2

n

k k k k
k

T x a x b x
α

α β
=

= + +∑   

είναι ένα τριγωνοµετρικό άθροισµα τέτοιο ώστε ( )lim 0
x

T x
→∞

= . 

Κάνοντας χρήση της ορθογωνιότητας σε συνδυασµό µε τις σχέσεις (5), έχουµε: 

( ) ( )

( )

0

0

0 0

0 0
1 1

2

1
cos lim cos

1 1
lim cos lim cos cos

2
1 1

   lim cos cos lim sin cos

cos ,

t

k k
t

t t

k k k kt t

n nt t

m m k k k k
t t

m k

k k

T x a x T x a xdx
t

a xdx a x a xdx
t t

a x a xdx b x a xdx m k
t t

a x

α
α

α β

α

→∞

→∞ →∞

→∞ →∞
= =

⋅ =

= +

+ + ≠

=

∫

∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

( ) ( )

( )

0

0

0 0
1

0 0
1

2

1
sin lim sin

1 1
lim sin lim cos sin

2

1 1
  + lim sin sin lim sin sin

sin ,

t

k k
t

nt t

k k k kt t
k

nt t

k k k m m k
t t

m

k k

T x b x T x b xdx
t

b xdx a x b xdx
t t

b x b xdx b x b xdx m k
t t

b x

α
α

β β

β

→∞

→∞ →∞
=

→∞ →∞
=

⋅ =

= +

+ ≠

=

∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫

δηλαδή 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0

2 2 0

0

2 2 0

1
lim coscos 1

2lim cos , 0,1,..., ,
cos 1

2

1
lim sinsin 1

2lim sin , 1,2,..., ,
sin 1

2

t

k ttk
k k

t
k

t

k ttk
k k

t
k

T x a xdxT x a x t T x a xdx k n
ta x

T x b xdxT x b x t T x b xdx k n
tb x

α

β

→∞

→∞

→∞

→∞

⋅
= = = =

 
 
 

⋅
= = = =

 
 
 

∫
∫

∫
∫

και για ν’ αποδείξουµε το λήµµα πρέπει να δείξουµε ότι όλοι αυτοί οι συντελεστές 

είναι µηδέν. 

Θ’ αποδείξουµε ότι 0kα =  για κάθε 0,1,...,k n= . Από την υπόθεση ( )lim 0
x

T x
→∞

=  

συνεπάγεται ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό 0ε > , υπάρχει ένας πραγµατικός 

αριθµός 0r >  τέτοιος ώστε ( ) 2T x ε<  για κάθε x r> .Τότε: 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

1
2lim cos

1 1
2lim cos cos

1 1
2lim cos 2lim cos .

t

k k
t

r t

k krt

r t

k krt t

T x a xdx
t

T x a xdx T x a xdx
t t

T x a xdx T x a xdx
t t

α
→∞

→∞

→∞ →∞

=

= +

≤ +

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Αλλά  

( )
0

1
lim cos 0

r

k
t

T x a xdx
t→∞

=∫ ,  

ενώ 

( ) ( )

( )

1 1
lim cos lim cos

1 1
lim lim

2 2

lim lim 1 .
2 2 2

t t

k kr rt t

t
t

rt t
r

t t

T x a xdx T x a xdx
t t

dx x
t t

t r r

t t

ε ε

ε ε ε

→∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞

≤

 < =   

−  = = − = 
 

∫ ∫

∫  

Συνεπώς kα ε<  για κάθε θετικό αριθµό ε , και έτσι προκύπτει ότι 0kα = για κάθε 

0,1,...,k n= . Οµοίως αποδεικνύεται ότι 0kβ =  για όλα τα 1,2,...,k n= , οπότε όλοι οι 

συντελεστές του τριγωνοµετρικού αθροίσµατος T  είναι µηδέν. 

Θεώρηµα. Το σύνολο όλων των συναρτήσεων της µορφής sinm axx e bx και 

cosm axx e bx, όπου a  και  b  είναι πραγµατικοί αριθµοί ( 0b >  ) και m είναι ένας µη 

αρνητικός ακέραιος, είναι γραµµικά ανεξάρτητο στον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο 

( ),−∞ ∞ℂ . 

Απόδειξη. Έστω ότι F  είναι ένας πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός αυτών 

των συναρτήσεων έτσι ώστε ( ) 0F x ≡ . Γράφουµε τον F  ως  

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 ... ra x a x a x

rF x e P x e P x e P x= + + +   (6) 

όπου 1 2 ... ra a a> > > , και  

( ) ( ) ( ) ( )0 1 ... i

i

s
i i i isP x T x T x x T x x= + + + .  (7) 

Υποθέτουµε ότι ο F  έχει τουλάχιστον ένα µη µηδενικό συντελεστή, και θα 

καταλήξουµε σε άτοπο. 

Πράγµατι, έστω ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας ακέραιος i  τέτοιος ώστε το iP  να 

έχει ένα µη µηδενικό συντελεστή. Επιλέγοντας το i  όσο το δυνατό µικρότερο, έχουµε 
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( ) ( ) ( ) ( )1
1 ...i i ra x a x a x

i i rF x e P x e P x e P x+
+= + + + , 

και συνεπώς 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1

1

...

...

... .

i i i i i i r

i i r ii

i i r ii

a x a x a x a x a x a x a x
i i r

a a x a a xa x
i i r

a a x a a xa x
i i r

e F x e e P x e e P x e e P x

e F x P x e P x e P x

P x e F x e P x e P x

+

+

+

− − − −
+

− −−
+

− −−
+

= + + +

= + + +

= − − −

 

Επειδή ( ) 0F x ≡ ,  

      ( )lim 0ia x

x
e F x−

→∞
= ,  

και επειδή  

( ) ( )lim 0j ia a x

j
x

e P x
−

→∞
=   

για κάθε j i> , προκύπτει ότι 

( )lim 0i
x

P x
→∞

= . 

Αλλά το iP  έχει τουλάχιστον ένα µη µηδενικό συντελεστή, οπότε υπάρχει 

τουλάχιστον ένας δείκτης j  στην ισότητα (7) τέτοιος ώστε το τριγωνοµετρικό 

άθροισµα  ijT  να έχει ένα µη µηδενικό συντελεστή. Αν επιλέξουµε το j  όσο το 

δυνατό µεγαλύτερο, τότε 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 ... j
i i i ijP x T x T x x T x x= + + + , 

άρα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
, 10 1

, 10 1
1

...

... .

j
i ji i i

ij j j j j

i ji i i
ij j j j

T x xP x T x T x x
T x

x x x x
T xP x T x T x

T x
x x x x

−
−

−
−

= − − − −

= − − − −

 

Επειδή κάθε ένας από τους όρους στο δεξιό  µέλος αυτής της εξίσωσης τείνει στο 

µηδέν καθώς x → ∞ , συµπεραίνουµε ότι ( )lim 0ij
x

T x
→∞

= . Τότε από το λήµµα 

συνεπάγεται ότι όλοι οι συντελεστές του ijT  είναι µηδέν , άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι 

το τριγωνοµετρικό άθροισµα ijT  έχει µη µηδενικούς συντελεστές. Άρα όλοι οι 

συντελεστές του γραµµικού συνδυασµού F  πρέπει να είναι µηδέν, συνεπώς το 

σύνολο των συναρτήσεων της µορφής sinm axx e bx και cosm axx e bx είναι γραµµικά 

ανεξάρτητο στον ( ),−∞ ∞ℂ .  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ ΤΙΜΩΝ  

ΓΙΑ ΣΥΝΗΘΕΙΣ ∆.Ε. ∆ΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 

    ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

Αν η λύση 

     ( )y y x= , [ ],x I α β∈ =   

µιας ∆.Ε. νιοστής τάξης ικανοποιεί µαζί µε τις µέχρι ( )1n−  τάξης παραγώγους της 

«κάποιες» συνθήκες (συνοριακές συνθήκες) στα άκρα, δηλαδή στα σύνορα, του 

πεδίου ορισµού της [ ],α β , τότε έχουµε ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών (π.σ.τ.). 

Εποµένως, ένα π.σ.τ. συνίσταται στην αναζήτηση της λύσης µιας ∆.Ε. που ικανοποιεί 

κατάλληλες συνοριακές συνθήκες. Από πλευράς εφαρµογών τα σηµαντικότερα π.σ.τ. 

είναι εκείνα στα οποία η ∆.Ε. είναι γραµµική Σ.∆.Ε. 2ης τάξης της µορφής 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2a x y x a x y x a x y x g x′′ ′+ + = ,  

όπου οι ja , 0,1,2j =  είναι συνεχείς πραγµατικές συναρτήσεις που ορίζονται σ’ ένα 

διάστηµα I . Η επίλυση πολλών κλασικών προβληµάτων της Φυσικής, που τα 

µαθηµατικά τους µοντέλα περιγράφονται από ∆.Ε. µε µερικές παραγώγους, όπως ,για 

παράδειγµα, τα προβλήµατα της διάδοσης της θερµότητας και της παλλόµενης 

χορδής, οδηγεί σε π.σ.τ. αυτού του τύπου (Αθανασιάδης, Καλογερόπουλος & 

Στρατής, 1990). 

Υπενθυµίζουµε ότι αν  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2a x y x a x y x a x y x g x′′ ′+ + =  (1)  

είναι µια γραµµική ∆.Ε. 2ης τάξης, µε ja , 0,1,2j =  συνεχείς πραγµατικές 

συναρτήσεις που ορίζονται σ’ ένα διάστηµα I , και, αν 0 0a ≠ , τότε η ∆.Ε. (1) 

γράφεται ως  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 2

0 0 0

a x a x g x
y x y x y x

a x a x a x
′′ ′+ + = ,  

και θέτοντας  

1

0

a
a

a
= , 2

0

a
b

a
= , 

0

g
f

a
= ,  

η (1) παίρνει τελικά τη µορφή 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x a x y x b x y x f x′′ ′+ + = .  (2) 

Αν ορίσουµε ως L  τον γραµµικό διαφορικό τελεστή 

     ( ) ( )
2

2

d d
L a x b x

dx dx
= + + ,  

όπου οι ( )a x  και ( )b x  είναι συνεχείς συναρτήσεις σ’ ένα διάστηµα I , τότε η ∆.Ε. 

(2) γράφεται     

[ ] ( )L y f x= ,    (3) 

και λέγεται µη οµογενής γραµµική ∆.Ε. 2ης τάξης, ενώ η εξίσωση [ ] 0L y =  λέγεται 

οµογενής αντίστοιχη της (3). Ο χώρος των λύσεων της [ ] 0L y =  είναι ένας 

δισδιάστατος διανυσµατικός χώρος. Κατά συνέπεια, αν ( )1y x  και ( )2y x  είναι δύο 

γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της [ ] 0L y =  σ’ ένα διάστηµα I , τότε κάθε λύση της 

[ ] 0L y =   γράφεται µονοσήµαντα ως γραµµικός συνδυασµός αυτών των δύο λύσεων, 

δηλαδή ( ) ( ) ( )1 1 2 2y x c y x c y x= + , όπου 1 2,c c  είναι αυθαίρετες σταθερές. 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ STURM – LIOUVILLE  

 

Θεωρούµε τη ∆.Ε.   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0a x y x a x y x a x y x′′ ′+ + =   (Ε) 

µε ( )0 0a x ≠ , x I∀ ∈  και ( )0 1 2, ,a a a I∈ℂ . Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της 

(Ε) επί 
( )

( )
( )

1

0

0

1
a x

dx
a xe

a x

∫
 οπότε η (Ε) γίνεται  

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

1 1 1

0 0 0

1 1 1

0 0 0

0 1 2
0 0 0

1 2

0 0

1 1 1
0

0,

a x a x a x
dx dx dx

a x a x a x

a x a x a x
dx dx dx

a x a x a x

e a x y x e a x y x e a x y x
a x a x a x

a x a x
e y x e y x e y x

a x a x

∫ ∫ ∫
′′ ′+ + =

∫ ∫ ∫
′′ ′+ + =

και θέτοντας 

( )
( )
( )

1

0

a x
dx

a xp x e
∫

= , ( ) ( )
( )

( )
( )

1

02

0

a x
dx

a xa x
q x e

a x

∫
=  

προκύπτει ότι  
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( )
( )
( ) ( )

( )

( )
( )

1 1

0 01

0

a x a x
dx dx

a x a xa x
p x e e

a x

′ ∫ ∫
 ′ = =
 
 

.  

Τότε η (Ε) γράφεται ως  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

0

0.

p x y x p x y x q x y x

p x y x q x y x

′′ ′ ′+ + =

′′ + =
 (4) 

Ορισµός 1.  Η ∆.Ε. της µορφής (4) µε παράµετρο λ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0p x y x q x r x y xλ′′ + + = , [ ],x I α β∈ = , (5) 

όπου  ( )1p I∈ℂ , ( ),q r I∈ℂ , µε ( ) 0p x ≥  και ( ) 0r x >  x I∀ ∈ , λέγεται εξίσωση 

Sturm – Liouville. Αν ( ) 0p x > , x I∀ ∈  τότε η (5) λέγεται οµαλή (κανονική) εξίσωση 

Sturm – Liouville , και αν ( ) 0p α =  ή ( ) 0p β = τότε η (5) λέγεται ιδιάζουσα (µη 

κανονική) εξίσωση Sturm – Liouville.  

Η εξίσωση Sturm – Liouville γράφεται και ως  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0p x y x p x y x q x r x y xλ′′ ′ ′+ + + = , [ ],x I α β∈ =   

όπου οι , ,p p q rλ′ +  είναι συνεχείς συναρτήσεις, και κατά συνέπεια έχει πάντα 

λύσεις.  

Λήµµα 1 (Ταυτότητα Lagrange).  

Αν ( ) ( )d d
L p x q x

dx dx
 = + 
 

 µε [ ], , ,p p q α β′ ∈ℂ  είναι ένας διαφορικός τελεστής 

στο [ ],α β , και αν 1 2,y y  είναι συναρτήσεις δύο φορές παραγωγίσιµες στο [ ],α β , 

τότε: 

[ ] [ ] ( )1 2 1 2 1 2 1 2y L y L y y p y y y y ′′ ′− = −   . 

Απόδειξη. Από τον ορισµό του L  έχουµε [ ] ( )L y py qy′′= + , οπότε 

[ ] [ ] ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 2 2 1 1 1 2

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

y L y L y y y py qy py qy y

y p y py qy p y py qy y

y p y py y qy p y py y qy y

   ′ ′′ ′− = + − +      
′ ′ ′′ ′ ′ ′′= + + − + +

′ ′ ′′ ′ ′ ′′= + + − + −

 

( ) ( )1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

y p y py p y py y

y p y y py p y y py y

′ ′ ′′ ′ ′ ′′= + − +

′ ′ ′′ ′ ′ ′′= + − −
 



 187 

( ) ( )

( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 ,

p y y y y p y y y y

p y y y y

′ ′ ′ ′′ ′′= − + −

′′ ′= −  
 

γιατί  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2.

y y y y y y y y

y y y y y y y y

y y y y

′ ′ ′′ ′ ′ ′− = −

′ ′ ′′ ′′ ′ ′= + − −

′′ ′′= −

 

Άρα     

[ ] [ ] ( )1 2 1 2 1 2 1 2y L y L y y p y y y y ′′ ′− = −   . 

Θεωρούµε την εξίσωση Sturm – Liouville  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0p x y x q x r x y xλ′′ + + = ,  [ ],x I α β∈ = ,  

που µπορεί να γραφτεί και ως 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x y x q x y x r x y xλ′′ + = − ,  

ή ως 

     [ ] ( )L y py qy ryλ′′= + = − ,  

όπου [ ]1 ,p α β∈ℂ  και [ ], ,q r α β∈ℂ , και τις συνοριακές συνθήκες [ ]1 0b y = , 

[ ]2 0b y = , όπου 1 2,b b  είναι οι «συνοριακοί τελεστές» 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 12 11 12

2 21 22 21 22 .

b y y y y y

b y y y y y

α α α α β β β β

α α α α β β β β

′ ′= + + +

′ ′= + + +
 

Υποθέτουµε ότι οι συνοριακές συνθήκες δεν προκύπτουν η µια από την άλλη µε 

πολλαπλασιασµό επί κατάλληλο αριθµό. Το π.σ.τ.  

[ ] ( )
[ ] [ ]1 20,   0

L y py qy ry

b y b y

λ ′′= + = −


= =
   (Π) 

είναι ένα οµογενές γραµµικό π.σ.τ. µε παράµετρο λ . Οι τιµές του λ  για τις οποίες το 

π.σ.τ. έχει λύση, λέγονται ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες λύσεις, ιδιοσυναρτήσεις ή 

ιδιολύσεις του προβλήµατος. Επειδή το π.σ.τ. είναι οµογενές οι ιδιοσυναρτήσεις είναι 

οι µη µηδενικές (γνήσιες) λύσεις του. 

Θεώρηµα 1.  Αν 1 2,y y  είναι ιδιοσυναρτήσεις του π.σ.τ. (Π) που αντιστοιχούν στις 

ιδιοτιµές 1 2,λ λ , τότε 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2y x y x r x dx p W p W
β

α
λ λ β β α α− = −∫  

όπου ( )W α , ( )W β  είναι οι τιµές της ορίζουσας Wronski για τις 1 2,y y  στα ,α β . 

Απόδειξη.  Η ορίζουσα Wronski των παραγωγίσιµων συναρτήσεων ( ) ( )1 2,y x y x   

µε [ ],x I α β∈ =  είναι η  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

,
y x y x

W x W y y x y x y x y x y x
y x y x

′ ′= = = −
′ ′

,  

οπότε  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

,

, .

W W y y y y y y

W W y y y y y y

α α α α α α

β β β β β β

′ ′= = −

′ ′= = −
   

Επειδή 1 2,y y  είναι λύσεις της ∆.Ε. [ ] ( )L y py qy ryλ′′= + = −  έχουµε [ ]1 1 1L y ryλ= −   

και [ ]2 2 2L y ryλ= − , και αντικαθιστώντας στην ταυτότητα Lagrange  

[ ] [ ] ( )1 2 1 2 1 2 1 2y L y L y y p y y y y ′′ ′− = −    

προκύπτει   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 .

y ry ry y p y y y y

ry y p y y y y

λ λ

λ λ

′′ ′− − − = −  

′′ ′− = −  

 

Ολοκληρώνοντας αυτή την ισότητα στο [ ],α β  έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

    

, , ,

r x y x y x dx p x y x y x y x y x

p y y y y

p y y y y

p W y y p W y y

ββ

α α
λ λ

β β β β β

α α α α α

β β α α

 ′ ′− = −   

′ ′= −  

′ ′− −  
= −

∫

 

δηλαδή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2y x y x r x dx p W p W
β

α
λ λ β β α α− = −∫ . 

Από το θεώρηµα 1 προκύπτει ότι αν οι ιδιοτιµές 1 2,λ λ  είναι διαφορετικές 

( )1 2λ λ≠  και οι συνοριακές συνθήκες είναι τέτοιες ώστε ( ) ( ) ( ) ( )p W p Wα α β β= , 

τότε  

( ) ( ) ( )1 2 0y x y x r x dx
β

α
=∫ ,  
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που σηµαίνει ότι οι ιδιοσυναρτήσεις 1 2,y y  είναι ορθογώνιες συναρτήσεις στο 

διάστηµα [ ],α β  µε συνάρτηση βάρους [ ]: ,r α β →ℝ . 

Ορισµός 2.  Ένα π.σ.τ. που αποτελείται από µια ∆.Ε. Sturm – Liouville και 

συνοριακές συνθήκες τέτοιες ώστε οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν σε 

διαφορετικές ιδιοτιµές να είναι ορθογώνιες, λέγεται πρόβληµα ή σύστηµα Sturm – 

Liouville.  

Τρεις σηµαντικές περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών στα προβλήµατα Sturm – 

Liouville είναι οι εξής: 

Περίπτωση 1. Οι συνοριακές συνθήκες είναι: 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

0, 0

0, 0

y y

y y

α α α α α α

β β β β β β

′+ = + > 


′+ = + > 
  (6) 

και λέγονται χωρισµένες συνοριακές συνθήκες. Το αντίστοιχο π.σ.τ. λέγεται πρόβληµα 

Sturm – Liouville µε χωρισµένες συνοριακές συνθήκες.    

Περίπτωση 2. Οι συνοριακές συνθήκες είναι: 

( ) ( )
( ) ( )

y y

y y

α β

α β

= 


′ ′= 
   (7) 

και λέγονται περιοδικές  συνοριακές συνθήκες. Το αντίστοιχο π.σ.τ. µε την επιπλέον 

υπόθεση ( ) ( )p pα β=  λέγεται περιοδικό πρόβληµα Sturm – Liouville. 

Περίπτωση 3. Αν ( ) ( ) 0p pα β= = , δηλαδή αν η ∆.Ε. είναι ιδιάζουσα εξίσωση 

Sturm – Liouville, τότε από το θεώρηµα 1 προκύπτει άµεσα ότι οι ιδιοσυναρτήσεις 

1 2,y y  του π.σ.τ. (Π), που αντιστοιχούν στις διαφορετικές ιδιοτιµές 1 2,λ λ , είναι 

ορθογώνιες συναρτήσεις. Το αντίστοιχο π.σ.τ. λέγεται ιδιάζον πρόβληµα Sturm – 

Liouville. 

Θεώρηµα 2. Θεωρούµε το π.σ.τ. τύπου Sturm – Liouville µε χωρισµένες 

συνοριακές συνθήκες 

[ ] ( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , , , 0

0, 0

0, 0

L y py qy ry p p q r p r

y y

y y

λ α β

α α α α α α

β β β β β β

′′ ′= + = − ∈ > 
′+ = + > 
′+ = + > 

ℂ

. 
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Αν ,i jy y  είναι δύο ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις διαφορετικές ιδιοτιµές 

,i jλ λ , τότε οι ,i jy y  είναι ορθογώνιες συναρτήσεις στο [ ],α β  µε συνάρτηση 

βάρους [ ]: ,r α β →ℝ . 

Απόδειξη. Επειδή οι ,i jy y  είναι ιδιοσυναρτήσεις του π.σ.τ. θα ικανοποιούν τις 

συνοριακές συνθήκες στα άκρα α  και β  του πεδίου ορισµού τους, δηλαδή 

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

0

0

i i

j j

y y

y y

α α α α

α α α α

′+ = 


′+ = 
 (Σ1)  

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

0

0

i i

j j

y y

y y

β β β β

β β β β

′+ = 


′+ = 
 (Σ2). 

Επειδή 1 2 0α α+ > , το οµογενές γραµµικό σύστηµα ως προς 1α , 2α  (Σ1), έχει λύση 

( ) ( )1 2, 0,0α α ≠ , που σηµαίνει ότι πρέπει η ορίζουσα του συστήµατος να είναι ίση µε 

µηδέν, δηλαδή 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 0i i

i j
j j

y y
W y y W

y y

α α
α α

α α

′
= ⇔ = ⇔ =

′
.  

Οµοίως, επειδή 1 2 0β β+ > , το οµογενές γραµµικό σύστηµα ως προς 1β , 2β  (Σ2), 

έχει λύση ( ) ( )1 2, 0,0β β ≠ , οπότε πρέπει   

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 0i i

i j
j j

y y
W y y W

y y

β β
β β

β β

′
= ⇔ = ⇔ =

′
.  

Επειδή ( ) ( ) 0W Wα β= = , από το θεώρηµα 1 προκύπτει ότι  

( ) ( ) ( ) ( ) 0i j i jy x y x r x dx
β

α
λ λ− =∫ ,  

και εφόσον i jλ λ≠  θα έχουµε  

( ) ( ) ( ) 0i jy x y x r x dx
β

α
=∫ .  

Άρα οι ιδιοσυναρτήσεις ,i jy y  είναι ορθογώνιες στο διάστηµα [ ],α β  µε συνάρτηση 

βάρους [ ]: ,r α β →ℝ . 

Θεώρηµα 3. Θεωρούµε το περιοδικό π.σ.τ. Sturm – Liouville  

[ ] ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , , , , , 0

 

L y py qy ry p p q r p r

y y p p

y y

λ α β

α β µε α β

α β

′′ ′= + = − ∈ > 


= = 
′ ′= 

ℂ

. 
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Αν ,i jy y  είναι δύο ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις διαφορετικές ιδιοτιµές 

,i jλ λ , τότε οι ,i jy y  είναι ορθογώνιες συναρτήσεις στο [ ],α β  µε συνάρτηση 

βάρους [ ]: ,r α β →ℝ . 

Απόδειξη. Επειδή οι ,i jy y  είναι ιδιοσυναρτήσεις του π.σ.τ. θα ικανοποιούν τις 

συνοριακές συνθήκες στα άκρα α  και β  του πεδίου ορισµού τους, δηλαδή 

( ) ( )
( ) ( )

i i

i i

y y

y y

α β

α β

= 


′ ′= 
 (Σ1)   

( ) ( )
( ) ( )

j j

j j

y y

y y

α β

α β

= 


′ ′= 
 (Σ2). 

Εποµένως, για την ορίζουσα Wronski 

( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), i j

i j i j i j
i j

y x y x
W x W y y x y x y x y x y x

y x y x
′ ′= = = −

′ ′
 

των παραγωγίσιµων συναρτήσεων ( ) ( ),i jy x y x  µε [ ],x I α β∈ =  ισχύει 

( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

,

, ,

i j
i j i j i j

i j

i j i j

i j
i j

i j

y y
W y y y y y y

y y

y y y y

y y
W y y

y y

α α
α α α α α

α α

β β β β

β β
β

β β

′ ′= = − =
′ ′

′ ′= −

= =
′ ′

 

δηλαδή 

      ( ) ( )W Wα β= .  

Από την ισότητα ( ) ( )W Wα β= , την υπόθεση ( ) ( )p pα β= , και το θεώρηµα 1 

προκύπτει  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

i j i jy x y x r x dx p W p W

p W p W

β

α
λ λ β β α α

α α α α

− = −

= − =

∫  

και επειδή i jλ λ≠ , θα είναι  

( ) ( ) ( ) 0i jy x y x r x dx
β

α
=∫ , 

δηλαδή οι ιδιοσυναρτήσεις ,i jy y  είναι ορθογώνιες στο διάστηµα [ ],α β  µε 

συνάρτηση βάρους [ ]: ,r α β →ℝ . 
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Παράδειγµα. Να επιλυθεί το ακόλουθο π.σ.τ. 

( )
( ) ( )

4 4 9 0

0 0,  0, 0

y y y

y y

λ

α α

′′ ′+ + + = 


= = > 
, 

όπου λ  είναι πραγµατική παράµετρος.  

Λύση. Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της ∆.Ε. επί 
4 4dx xe e∫ =  θα έχουµε 

( )

( ) ( )

( ) ( )

4 4 4

4 4 4 4

4 4 4

4 4 9 0

4 9

4 9 ,

x x x

x x x x

x x x

e y e y e y

e y e y e y e y

e y e y e y

λ

λ

λ

′′ ′+ + + =

′′′ ′+ + = −

′′ + = −

 

οπότε το π.σ.τ. γράφεται  

( ) ( )
( ) ( )

4 4 44 9

0 0,  0

x x xe y e y e y

y y

λ

α

′′ + = − 

= = 

 

που είναι ένα πρόβληµα Sturm – Liouville µε χωρισµένες συνοριακές συνθήκες 

(περίπτωση 1), όπου 

     ( ) 4xp x e= , ( ) 44 xq x e= , ( ) 49 xr x e=   

µε [ ]0,x α∈ , [ ], , , 0,p p q r α′ ∈ℂ  και , 0p r > . Άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα 2 αυτό 

το π.σ.τ. έχει ως λύσεις ορθογώνιες ιδιοσυναρτήσεις µε συνάρτηση βάρους 

( ) 49 xr x e= .  

Η χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε.  

( )4 4 9 0y y yλ′′ ′+ + + =   

είναι η 

( )2 4 4 9 0r r λ+ + + = ,  

που έχει διακρίνουσα 36λ∆ = −  και γενικά δύο λύσεις τις  

1,2

4 36
2 3

2
r

λ
λ

− ± −
= = − ± − . 

Συνεπώς, για την εύρεση των ιδιοσυναρτήσεων του π.σ.τ. διακρίνουµε τις 

περιπτώσεις: 

a) Αν 0λ <  τότε 0∆ >  και η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο πραγµατικές και 

διακεκριµένες λύσεις  

1,2 2 3r λ= − ± − .  
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Στην περίπτωση αυτή οι συναρτήσεις  

( ) ( )1
2 3

1

xr xy x e e
λ− + −

= = , ( ) ( )2
2 3

2

xr xy x e e
λ− − −

= =  

είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της ( )4 4 9 0y y yλ′′ ′+ + + = . 

Συνεπώς, η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η  

( ) ( ) ( )1 2
2 3 2 3

1 2 1 2

x xr x r xy x c e c e c e c e
λ λ− + − − − −

= + = + , [ ]0,x α∈  

µε 1 2,c c  αυθαίρετες σταθερές. Η απαίτηση να ικανοποιούνται οι συνοριακές 

συνθήκες δίνει:  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

2 3 2 3

1 2

1 2

2 3 2 3

2

00 0

0 0

.
0

c cy

y c e c e

c c

c e e

λ α λ α

λ α λ α

α − + − − − −

− − − − + −

+ = =  
⇔ 

= + =  
= − 

⇔  − =    

 

Αν 2 0c ≠  τότε η δεύτερη εξίσωση του προηγούµενου συστήµατος δίνει 

( ) ( )2 3 2 3
e e

λ α λ α− − − − + −
=  και τελικά (εφόσον 0α > ) 0λ = , που απορρίπτεται 

γιατί 0λ < . Άρα πρέπει 2 0c = , οπότε και 1 0c = , δηλαδή  

( ) ( )1 2, 0,0c c = .  

Τότε, η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η  

( ) 0y x = , [ ]0,x α∈  

και επειδή οι ιδιοσυναρτήσεις ενός οµογενούς π.σ.τ. είναι οι µη µηδενικές 

λύσεις του, συµπεραίνουµε ότι το π.σ.τ. δεν έχει αρνητικές ιδιοτιµές. 

b) Αν 0λ =  τότε η ∆.Ε. γίνεται 4 4 0y y y′′ ′+ + =  και η χαρακτηριστική εξίσωση 

είναι η 2 4 4 0r r+ + = , µε 0∆ = , που έχει δύο ίσες πραγµατικές ρίζες 

1 2 2r r r= = = − .  

Στην περίπτωση αυτή οι συναρτήσεις 

    ( ) 2
1

rx xy x e e−= = , ( ) 2
2

rx xy x xe xe−= =   

είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της 4 4 0y y y′′ ′+ + = . Συνεπώς, η 

γενική λύση της ∆.Ε. είναι η  

( ) ( ) 2
1 2 1 2

rx rx xy x c e c xe c c x e−= + = + , [ ]0,x α∈ . 

Από τις συνοριακές συνθήκες παίρνουµε   
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( )
( )

( )
( ) ( )1

1 22
2

0 0
0

0 , 0,0 .
0

0

y
c

y c c
c e α

α
α

α
−

= 
= 

= ⇔ ⇔ = 
= > 

 

Τότε, η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η 

     ( ) 0y x = , [ ]0,x α∈   

δηλαδή η 0λ =  δεν είναι ιδιοτιµή.  

c) Αν 0λ >  τότε η χαρακτηριστική εξίσωση έχει 0∆ <  και συνεπώς δύο 

µιγαδικές λύσεις 

 1,2 2 3r i λ= − ± .  

Στην περίπτωση αυτή οι συναρτήσεις  

   ( )1
2 3 2 3i xr x x i xe e e e

λ λ− + −= = ⋅ , ( )2
2 3 2 3i xr x x i xe e e e

λ λ− − − −= = ⋅   

είναι δύο µιγαδικές λύσεις της ∆.Ε., από τις οποίες, µε τη βοήθεια του τύπου 

του Euler cos sinie iθ θ θ= +  (θ ∈ℝ ), προκύπτει ότι οι συναρτήσεις 

( ) 2
1 cos3xy x e xλ−= , ( ) 2

2 sin 3xy x e xλ−=   

είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητες πραγµατικές λύσεις της 

( )4 4 9 0y y yλ′′ ′+ + + = . Συνεπώς, η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η  

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2

2 2
1 2

2
1 2

cos3 sin 3

cos3 sin 3 ,

x x

x

y x c y x c y x

c e x c e x

e c x c x

λ λ

λ λ

− −

−

= +

= +

= +

 

όπου [ ]0,x α∈  και 1 2,c c  είναι αυθαίρετες  σταθερές. 

Η συνοριακή συνθήκη ( )0 0y =  δίνει 1 0c =  και η ( ) 0y α = , 0α >  δίνει     

2
2 2sin 3 0 sin 3 0e c cα λα λα− = ⇔ = . Αν 2 0c =  τότε 

      ( ) ( )1 2, 0,0c c = , 

οπότε 

     ( ) 0y x = , [ ]0,x α∈ . 

Άρα το π.σ.τ. έχει γνήσιες (µη µηδενικές) λύσεις αν και µόνο αν 2 0c ≠ , 

δηλαδή αν και µόνο αν  
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     2 2 2

2 2

2

sin 3 0

3 , 1,2,...

9

.
9

n n

n

n

λα

λα π

λα π

π
λ

α

=

= =

=

=

 

Εποµένως οι ιδιοτιµές είναι:  

2 2

2
, 1,2,...

9n

n
n

π
λ

α
= =  

και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις:  

( ) 2

2 2
2

2

2

sin 3

sin 3
9

sin , 1,2,... .

x
n n

x

x

y x ce x

n
ce x

n x
ce n

λ

π
α

π
α

−

−

−

=

=

= =
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