
 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ  
ΤΜΗΜΑ MΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  
ΤΜΗΜΑ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ, ΙΣΤΟΡΙΑΣ  
ΚΑΙ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  
ΤΜΗΜΑ ΦΙΛΟΣΟΦΙΑΣ – ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΗΣ & 
ΨΥΧΟΛΟΓΙΑΣ        

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΥΠΡΟΥ  
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & 
ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ  
ΤΜΗΜΑ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ ΑΓΩΓΗΣ        

 
 
  
                                                                                       
                   

 
                          

 
                                            

 
 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ 
 
H  έννοια της συνάρτησης κατά την πλοήγηση στο χώρο µε τρισδιάστατα 

ψηφιακά εργαλεία διαχείρισης γεωγραφικής πληροφορίας 
 

    

ΚΟΥΚΙΟΥ  ΑΛΕΞΑΝ∆ΡΑ  
Επιβλέπων καθηγητής: Χρόνης Κυνηγός  

ΑΘΗΝΑ 2008 
 

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών  
“∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ”  



 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 2 

 
 
 

Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία  
 
 

εκπονήθηκε στα πλαίσια των σπουδών 
 
 

για την απόκτηση  
 
 

Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης  
 
 

που απονέµει το  
 
 

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών  
 
 

«∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών»  
 
 
 
 

Εγκρίθηκε την ……………………………από Εξεταστική Επιτροπή αποτελούµενη από 
τους: 
  
Ονοµατεπώνυµο                                     Βαθµίδα                                                 Υπογραφή  
 
 
 
1) Kυνηγός Χρόνης (επιβλέπων)          Καθηγητής                                            …………..  
 
 
2) Φαρµάκη Βασιλική                        Αναπ Καθηγήτρια                                   …………..  
   
 
3) Ζαχαριάδης Θεοδόσης                  Αναπ Καθηγητής                                     …………... 
 
 
 
 
 
 



 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



 4 

    ΚΟΥΚΙΟΥ ΑΛΕΞΑΝ∆ΡΑ  Ιούνιος 2008 

 

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών στη 
«∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» 

Τµήµα Μαθηµατικών, ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 
 
 

H  ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑ ΤΗΝ ΠΛΟΗΓΗΣΗ ΣΤΟ ΧΩΡΟ ΜΕ 
ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΑ ΨΗΦΙΑΚΑ ΕΡΓΑΛΕΙΑ ∆ΙΑΧΕΙΡΗΣΗΣ ΓΕΩΓΡΑΦΙΚΗΣ 

ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΑΣ(σελ.124) 
 

 
 
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

        Στην παρούσα έρευνα µελετάµε την χρήση νέων τεχνολογιών στη διδασκαλία και 

µάθηση Μαθηµατικών. ∆ώδεκα µαθητές της Α τάξης του Λυκείου  εµπλέκονται σε 

παιγνιώδεις δραστηριότητες µέσα σε µαθησιακό περιβάλλον  που βασίζεται στη χρήση 

ενός ψηφιακού εργαλείου µαθηµατικής πλοήγησης σε αναπαραστάσεις τρισδιάστατων 

γεωγραφικών χώρων. Στόχος της παρούσας έρευνας είναι η διερεύνηση της σχέσης 

µεταξύ της χρήσης υπολογιστικών µέσων και της προσέγγισης µαθηµατικών εννοιών 

µέσα από διαδικασίες  κατασκευής, πειραµατισµού και επικοινωνίας. Mέσα από την 

πλοήγηση, τις µαθησιακές δραστηριότητες, και τις αναπαραστάσεις που δέχονται οι 

µαθητές από το υπολογιστικό περιβάλλον κατασκευάζουν µαθηµατικά νοήµατα και 

αντιλαµβάνονται την  έννοια της συνάρτησης ως συµµεταβολή ποσοτήτων. Η έρευνα 

χρησιµοποίησε το πλαίσιο της συµµεταβολής που προτείνεται από τους Carlson et al. 

2002.Οι µαθητές ανέπτυξαν λογικές  που αναφέρονται στις τρεις πρώτες κύριες νοητικές 

ενέργειες της συµµεταβολής. Το υπολογιστικό περιβάλλον   λειτούργησε ως ενισχυτικό 

στοιχείο στην όλη µαθησιακή διαδικασία,  αφού οι µαθητές έκαναν πτήσεις, 

προσγειώσεις, απογειώσεις ακόµα και βοµβαρδισµούς δηµιουργώντας έτσι µια 

παιγνιώδη διάθεση. Ο γεωγραφικός χώρος  ανέδειξε προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές σε κάποιες έννοιες, ωστόσο λειτούργησε και σαν αφετηρία για ν’ αναδειχτούν 

καινούριες.  
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

           Στην παρούσα έρευνα µελετάµε τα µαθηµατικά νοήµατα που αναπτύσσουν οι 

µαθητές της Α Λυκείου όταν εµπλέκονται σε διαδικασίες πλοήγησης σε ένα 

τρισδιάστατο υπολογιστικό περιβάλλον που αναπαριστά το χάρτη της Ελλάδας µε την 

βοήθεια δύο συστηµάτων αναφοράς.  

          H εργασία αυτή απαρτίζεται από 5 κεφάλαια. Την εισαγωγή στην έρευνα, την 

ανασκόπηση βιβλιογραφίας, την µεθοδολογία, τα  αποτελέσµατα και τα συµπεράσµατα: 

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζεται ο σκοπός και τα ερευνητικά ερωτήµατα της έρευνας. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναπτύσσονται οι βασικές έννοιες και συνοψίζεται η βασική 

βιβλιογραφία που σχετίζεται µε το υπό διερεύνηση θέµα, ώστε να διαφανεί η ένταξη της 

παρούσας προσπάθειας στο ευρύτερο πλαίσιο. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται µε 

λεπτοµέρεια τα στάδια και οι ενέργειες που ακολουθήθηκαν για τη διεξαγωγή της 

ερευνητικής προσπάθειας για την εκπλήρωση του σκοπού της παρούσας µελέτης. Στο 

τέταρτο κεφάλαιο παρατίθενται τα αποτελέσµατα της έρευνας. Η δοµή τους βασίζεται 

στα ερευνητικά ερωτήµατα. Τέλος, στο πέµπτο κεφάλαιο γίνεται η ερµηνεία των 

αποτελεσµάτων και η σύνδεσή τους µε το θεωρητικό πλαίσιο της µελέτης.  

Ευχαριστώ θερµά:  

� Τον κ Χρόνη Κυνηγό ο οποίος επέβλεπε τη συγγραφή της διπλωµατικής εργασίας 

και ήταν πάντα πρόθυµος να βοηθήσει αποτελεσµατικά. 

� Την οµάδα του Remath Γιώργο, Στέλλα, Μαρία, Φωτεινή, Χρήστο για τις πολλές 

και ουσιαστικές συζητήσεις µας σχετικά µε το θέµα της εργασίας και ειδικά την Έφη για 

την πολύτιµη συνεργασία της.  

� Την κ. Β. Φαρµάκη και τον Θ. Ζαχαριάδη που δέχτηκαν να είναι στην τριµελή 

επιτροπή.  

� Τους µαθητές που πρόθυµα συµµετείχαν στην έρευνα και τους καθηγητές τους οι 

οποίοι διευκόλυναν την πραγµατοποίησή της.  

�  Την οικογένεια µου και ειδικά τον άντρα µου ∆ηµήτρη για την αµέριστη 

συµπαράσταση τους  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 

Περίληψη 
 
         H συνάρτηση είναι µια βασική έννοια που χρησιµοποιείται ευρέως στη σχολική 
τάξη. Εντούτοις δεν συνδέεται συστηµατικά µε πραγµατικά φαινόµενα µε αποτέλεσµα οι 
µαθητές να δυσκολεύονται να κατανοήσουν σηµαντικές πτυχές της. Ένα παράδειγµα 
είναι η µεταβλητή ως συνεχής µετατόπιση στο καρτεσιανό επίπεδο. Στην παρούσα 
εργασία θα χρησιµοποιηθεί από τους µαθητές ένα ψηφιακό εργαλείο µαθηµατικής 
πλοήγησης σε αναπαραστάσεις τρισδιάστατων γεωγραφικών χώρων για να µελετηθεί ο 
τρόπος που κατανοούν την έννοια της συνάρτησης ως συµµεταβολή. Θα γίνει 
σχεδιασµός της δραστηριότητας και εµπειρική µελέτη της µαθησιακής διαδικασίας σε 
σχολική τάξη Γυµνασίου. 
 

 

 

∆ιατύπωση του προβλήµατος 

 

         Τόσο στην Ελλάδα όσο και στην διεθνή βιβλιογραφία είναι καταγεγραµµένες 

έρευνες που δείχνουν την αδυναµία των µαθητών να κατανοήσουν την έννοια της 

συνάρτησης. Οι µαθητές είναι δύσκολο να ξεφύγουν από τον διαδικαστικό τρόπο σκέψης 

και να µεταβούν σ’ έναν πιο αφηρηµένο, όπως είναι η έννοια της συνάρτησης (Gray 

&Tall,1994)   

     Σύµφωνα µε τους Marrioti & Fischbein(1997), είναι χρήσιµο να εισάγεται ένας 

ορισµός διαµέσου µιας προβληµατικής κατάστασης από την οποία να αναδεικνύεται η 

σηµαντικότητα του νέου αντικειµένου που ορίζεται. Η αντικατάσταση της οριζόµενης 

έννοιας και η σχηµατοποίηση της µέσα από ένα σύµβολο αποκτούν νόηµα για τους 

µαθητές όταν δηµιουργείται η δυνατότητα επίλυσης προβληµάτων µε ευκρινέστερο και 

ταχύτερο τρόπο από πριν. Στηριζόµενοι λοιπόν σ’ αυτή την άποψη πιστεύουµε ότι  η 

έννοια της συνάρτησης, έτσι όπως διδάσκεται στο σχολικό βιβλίο, υστερεί σε αυτό που 

λέµε βιωµατική προσέγγιση. Χρειάζεται λοιπόν να εµπλουτίσουµε τον ορισµό της 

έννοιας  µε παραστάσεις και παραδείγµατα  από την καθηµερινή πραγµατικότητα   
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Σκοπός της έρευνας 
 

 
        Στόχος της παρούσας ερευνητικής προσέγγισης είναι η διερεύνηση της σχέσης 

µεταξύ της χρήσης υπολογιστικών µέσων και της προσέγγισης µαθηµατικών εννοιών 

µέσα από διαδικασίες  κατασκευής πειραµατισµού και επικοινωνίας.  Σκοπός αυτής της 

εργασίας είναι να δείξει πώς ένας µαθητής αναπτύσσει την έννοια της συνάρτησης σαν 

γενικευµένη διαδικασία που περιέχει συµµεταβολή ανάµεσα στις µεταβλητές. Η 

ανάπτυξη αυτή γίνεται µέσα από ένα δυναµικό  φυσικό περιβάλλον. 

 
 

Ερευνητικά ερωτήµατα 
 

 
1  Τι είδους νοήµατα κατασκευάζουν οι µαθητές για τις συναρτήσεις καθώς το 

αεροπλάνο µετατοπίζεται κατά την πλοήγηση στο γεωγραφικό περιβάλλον του cruislet; 

2  Πώς οι µαθητές δηµιουργούν πίνακες, ισότητες, γραφικά που σκοπό έχουν να 

παρουσιάσουν τις συναρτήσεις που δηµιουργήθηκαν από το δυναµικό µοντέλο; 

3     Πώς βοηθά το λογισµικό στην ανάπτυξη των µαθηµατικών νοηµάτων;   

 

 

Αναγκαιότητα 

 

          Πολλές  έρευνες στην Ελλάδα και στο εξωτερικό έχουν ασχοληθεί µε την έννοια 

της συνάρτησης. Καµία όµως δεν συνδέει τα γεωγραφικά συστήµατα αναφοράς µε την 

έννοια αυτή. Θεωρήθηκε  λοιπόν σκόπιµο να διερευνηθεί το κατά πόσο µπορεί ένα 

τέτοιο υπολογιστικό περιβάλλον να βοηθήσει τους µαθητές να αναπτύξουν νοήµατα για 

την έννοια της συνάρτησης, να αναδείξει τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι µαθητές 

µε την έννοια αυτή και να τους βοηθήσει να  την  κατανοήσουν βαθύτερα .  
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Σηµαντικότητα της έρευνας 

 

          H συνάρτηση είναι ένα σηµαντικό κεφάλαιο στην µαθηµατική εκπαίδευση αφού 

διαπερνά όλους τους κλάδους των µαθηµατικών (Τουµάσης 2002). «Η ανάπτυξη της 

έννοιας έχει φέρει επανάσταση στα µαθηµατικά, όπως ακριβώς και η εµφάνιση της µη 

Ευκλείδειας γεωµετρίας την ίδια περίπου εποχή. Η έννοια αυτή έχει µετατρέψει τα 

µαθηµατικά από µια καθαρή φυσική επιστήµη -τη βασίλισσα των επιστηµών- σε κάτι 

πολύ ανώτερο. Έχει καθιερώσει τα µαθηµατικά ως τη βάση της κάθε αυστηρής σκέψης 

τη λογική όλων των δυνατών συσχετίσεων».(Boyer 1946)   

         Λαµβάνοντας υπόψη τη σηµαντικότητα και τη χρησιµότητα της έννοιας, η 

παρούσα έρευνα µελετά τον τρόπο και τον βαθµό που οι µαθητές την κατανοούν µέσα 

από ένα υπολογιστικό περιβάλλον. ∆ιερευνούµε επίσης τις δυσκολίες και τις αδυναµίες 

που αντιµετωπίζουν οι µαθητές µε στόχο την καλύτερη προετοιµασία και οργάνωση από 

του καθηγητές της διδασκαλίας της έννοιας έτσι ώστε αυτή να είναι περισσότερο 

αποτελεσµατική. 

 

Οριοθέτηση του προβλήµατος 
 
 

         Η παρούσα έρευνα ασχολείται µόνο µε τους µαθητές και δεν λαµβάνει υπ’όψιν την 

άποψη των καθηγητών για το θέµα της συνάρτησης. ∆εν λάβαµε επίσης υπ’όψιν τον 

τρόπο µε τον οποίο έγινε η διδασκαλία της συγκεκριµένης έννοιας στους µαθητές .  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ 
 
 

Περίληψη 
     
         Στο  κεφάλαιο αυτό  παρουσιάζεται η ανασκόπηση της βιβλιογραφίας σχετικά µε 
τις βασικές πτυχές που µελετώνται στην παρούσα ερευνητική προσπάθεια. Αρχικά 
γίνεται µια σύντοµη ιστορική αναδροµή στην έννοιας της συνάρτησης και ύστερα 
περιγράφονται οι  δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές µε την έννοια αυτή και τις 
διάφορες αναπαραστάσεις της. ∆ίνεται το θεωρητικό πλαίσιο της συµµεταβολής  
σύµφωνα µε τους Carlson  et  al,  2002 πάνω στο οποίο στηρίχτηκε η έρευνα. Στη 
συνέχεια γίνεται αναφορά σε θέµατα τεχνολογίας και εκπαίδευσης και τέλος µια 
σύντοµη περιγραφή του λογισµικού cruislet που θα χρησιµοποιηθεί στην παρούσα 
έρευνα. 
 
 

 
Ιστορική αναδροµή της έννοιας της συνάρτησης 

 
 

       H έννοια της συνάρτησης είναι µια από τις πιο σηµαντικές έννοιες των 

µαθηµατικών αλλά και των περισσότερων επιστηµονικών κλάδων και σ΄αυτήν έχει 

επικεντρωθεί η προσοχή της µαθηµατικής ερευνητικής κοινότητας (Dubinski & Harel, 

1992). 

      H έννοια της συνάρτησης εξελίχτηκε σιγά σιγά στη διάρκεια των αιώνων. Πολύ 

νωρίς οι Βαβυλώνιοι (γύρω στα 1800π.Χ) συνέταξαν και χρησιµοποίησαν για τις 

αστρονοµικές τους παρατηρήσεις πίνακες, οι οποίοι τους βοήθησαν να διατυπώσουν 

τους πρώτους εµπειρικούς νόµους των πλανητών. Μπορούµε να πούµε ότι τότε 

εµφανίζεται για πρώτη φορά η έννοια της συνάρτησης σε µορφή πινάκων. Στις εργασίες 

του Αρχιµήδη προπαρασκευάζεται η έννοια , χωρίς όµως ιδιαίτερη αναφορά σε αυτήν. 

Εδώ θα πρέπει να σηµειωθεί ότι οι αρχαίοι Έλληνες ενδιαφέρονταν περισσότερο για τις 

µορφές των αντικειµένων παρά για τις µεταβολές τους. 

       Πολύ αργότερα ο Κλαύδιος Πτολεµαίος (128-168µΧ), που ασχολήθηκε πολύ µε 

την αστρονοµία, συνέταξε τριγωνοµετρικούς πίνακες πους οποίους καταχώρησε στους 

13 τόµους της Αλµαγέστης. Στους πίνακες αυτούς  συσχετίζονται τα µήκη των χορδών 

µε τα αντίστοιχα τόξα .Μεγέθη δηλαδή συνεχή(τόξα κύκλου) αντιστοιχίζονται µε άλλα 

συνεχή µεγέθη (χορδές) πράγµα που διευρύνει κατά πολύ την αντίληψη των 
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αριθµητικών σχέσεων, αγγίζοντας σχεδόν την γενικότερη έννοια της πραγµατικής 

συνάρτησης µιας πραγµατικής µεταβλητής.   

       Παρ’ ότι οι  παραπάνω πίνακες εκφράζουν κατά βάθος συναρτήσεις, η έννοια της 

συνάρτησης δεν προήλθε από τα µαθηµατικά, αλλά εµπειρικά από τις φυσικές 

επιστήµες. 

       Η άνθιση των µαθηµατικών και φυσικών επιστηµών στο 17ο αιώνα οδήγησε τους 

ανθρώπους στη σπουδή των µεταβολών και ιδιαίτερα αυτών που προκύπτουν από τις 

κινήσεις. Για να εκφραστούν µε µαθηµατική γλώσσα οι µεταβολές των µεγεθών που 

παρουσιάζονται στην εξέταση ενός φαινοµένου, έγινε εισαγωγή στη µαθηµατική 

επιστήµη της σπουδαίας έννοιας της µεταβλητής. 

      Οι γάλλοι µαθηµατικοί  P. Fermat(1601-1665) και  R.Descartes (1596-1650) έκαναν 

ουσιαστική διάκριση µεταξύ σταθερών και µεταβλητών µεγεθών. Στις εργασίες µε 

µεταβλητές παρουσιάστηκε η ανάγκη της εισαγωγής νέων εννοιών για να περιγραφεί η 

εξάρτηση µεταξύ σταθερών και µεταβλητών µεγεθών. 

      Ο όρος “function’ (από το λατινικό ρήµα fungor που σηµαίνει εκτελώ, λειτουργώ) 

εµφανίστηκε για πρώτη φορά το 1673 σ’ ένα χειρόγραφο του Leibniz µε τίτλο «η 

αντίστροφη µέθοδος των εφαπτοµένων ή περί συναρτήσεων», στο οποίο εξετάζεται ο 

υπολογισµός των τεταγµένων y των σηµείων µιας καµπύλης, όταν είναι γνωστή κάποια 

ιδιότητα των αντίστοιχων εφαπτοµένων. Ο όρος αυτός άρχισε να αποκτά από εκείνη 

την εποχή µια ιδιαίτερη σηµασία για την αναπαράσταση ποσοτήτων, που εξαρτώνται 

από άλλες µεταβλητές ποσότητες, ιδιαίτερα όταν η εξάρτηση αυτή µπορεί να πάρει τη 

µορφή µιας αναλυτικής έκφρασης. Ο Bernoulli έδωσε το 1718 τον επόµενο γενικό 

ορισµό :  

     «Συνάρτηση ενός µεταβλητού µεγέθους ορίζεται µια ποσότητα, που σχηµατίζεται µε      

οποιονδήποτε τρόπο απ’ αυτό το µεταβλητό µέγεθος και από σταθερές». 

     O Euler το 1748 δίνει το εξής ορισµό στο έργο του Εισαγωγή στην απειροστική 

ανάλυση: 

      Συνάρτηση  µιας  µεταβλητής ποσότητας είναι µια αναλυτική έκφραση που συνθέτει µε    

οποιοδήποτε τρόπο µια µεταβλητή ποσότητα και αριθµούς ή σταθερές 

ποσότητες.(Katz1993, σελ 512) 
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        Για τον Euler αναλυτική έκφραση σηµαίνει µαθηµατικός τύπος. Είναι ο πρώτος 

µαθηµατικός που χρησιµοποίησε το σύµβολο ‘f ’ από το function  και µίλησε για 

διάφορα είδη συναρτήσεων (αλγεβρικές, υπερβατικές). Αργότερα διατύπωσε έναν πιο 

αφηρηµένο ορισµό:  

       Μια ποσότητα είναι συνάρτηση όταν εξαρτιέται από µια άλλη ποσότητα µε τέτοιο 

τρόπο ώστε εάν η τελευταία αλλάζει η πρώτη ποσότητα να υφίσταται αλλαγή από µόνη 

της. (Katz1993,σελ 515) 

       Σύµφωνα µε τον Valiron  η αντίληψη στον   Euler της συνάρτησης ως αναλυτικής 

έκφρασης  των µεταβλητών και των γνωστών ποσοτήτων περιλαµβάνει τις συναρτήσεις 

που ορίζονται µε δυναµοσειρά ως προς χ ,της  µορφής 

                                        α0+α1χ+α2χ
2+…. 

      Ο Euler αντιλαµβάνονταν ως συνάρτηση, περισσότερο έναν τύπο (αλγεβρική 

παράσταση) παρά µια καµπύλη ή µια αντιστοιχία, γιατί αντιλαµβάνονταν την έννοια 

της συνεχούς συνάρτησης όχι όπως την όρισε το 19ο αιώνα ο Cauchy αλλά ως µια 

συνάρτηση που ορίζεται µέσω ενός ενιαίου αλγεβρικού τύπου. Αυτή η εµπράγµατη 

αναφορά που αποδίδεται στο όνοµα της συνέχειας µας δείχνει ότι η ‘πραγµατική 

οντότητα’ πίσω  απ’όλα αυτά, για τους µαθηµατικούς του 18ου αιώνα , είναι ο τύπος που 

καθορίζει την συνάρτηση.(Πατρώνης, Σπανός 1996) 

       Στην συνέχεια, από µια σχετική εργασία του D. Bernoulli το 1753 και την σύγκριση 

των αποτελεσµάτων της µ’ αυτά του Euler, τέθηκε το ερώτηµα αν οποιαδήποτε 

συνάρτηση που ορίζεται µέσω µιας αυθαίρετης καµπύλης µπορεί ν’ αναπαρασταθεί από 

µια τριγωνοµετρική σειρά. Το ερώτηµα αυτό απαντήθηκε θετικά στις αρχές του 19ου 

αιώνα από τον Fourier µε την περίφηµη εργασία του για την αναλυτική Θεωρία της 

Θερµότητας [F] όπου ισχυρίζονταν ότι κάθε συνάρτηση της µεταβλητής χ που ορίζεται 

στο διάστηµα [0,2π]  αναπτύσσεται σε τριγωνοµετρική σειρά της µορφής 

                  α 0 +α1cosx +β1sinx+α2cos2x+β2sin2x+…. 

Το αποτέλεσµα αυτό αποδείχτηκε τελικά από τον Dirichlet το 1829 και είναι 

ακριβώς αυτή  η αφορµή που ο Dirichlet, προκειµένου να διατυπώσει αυστηρά τα 

συµπεράσµατά του, στην εργασία του «Επί της αναπαραστάσεως µιας αυθαίρετης 

συνάρτησης µε σειρά ηµίτονων και συνηµίτονων», οδηγείται στο να δώσει επιτέλους το 

γενικό ορισµό της έννοιας της συνάρτησης: 
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 «Μια συνάρτηση ψ(χ) είναι δοσµένη αν έχουµε οποιοδήποτε κανόνα που δίνει µια 

συγκεκριµένη τιµή ψ σε κάθε  χ σε κάποιο σύνολο σηµείων. ∆εν είναι αναγκαίο το ψ να 

υπόκειται στον ίδιο κανόνα που αφορά το χ µέσα σ’ολόκληρο το διάστηµα» (Davis 

&Hersh 1981 σελ 257) 

Το 1828 ο Dirichlet ορίζει µια εντελώς παράδοξη συνάρτηση: η φ(χ) είναι ίση µε 1 

αν το χ είναι ρητός και 0 αν το χ είναι άρρητος. Αφου κάθε διάστηµα όσο µικρό και αν 

είναι περιέχει ρητά και άρρητα σηµεία, είναι εντελώς αδύνατον να σχεδιάσουµε ένα 

γράφηµα αυτής της συνάρτησης. Έτσι µε τον ορισµό του Dirichlet για την συνάρτηση, 

η ανάλυση προσπέρασε την γεωµετρία και την άφησε πολύ πίσω.( Davis &Hersh 1981 

σελ 257) 

Εξετάζοντας το έργο των µαθηµατικών του δεύτερου µισού του 19
ου 

αιώνα, 

βλέπουµε ότι το νόηµα, ο ιδιαίτερος χαρακτήρας ή η «φυσιογνωµία» της έννοιας της 

συνάρτησης προέκυψε από τη γεωµετρία και τη νεότερη (ή συµβολική) άλγεβρα και 

ήταν ουσιαστικά µια γενίκευση της έννοιας του µετασχηµατισµού. Για παράδειγµα, ο 

R. Dedekind στο περίφηµο άρθρο του «Η Φύση και το Νόηµα των Αριθµών» γράφει 

«Ορισµός: Ως µετασχηµατισµό φ ενός συστήµατος S εννοούµε ένα νόµο (κανόνα) 

σύµφωνα µε τον οποίο κάθε στοιχείο s του S ‘’ανήκει’’ ένα επίσης καθορισµένο 

αντικείµενο, που λέγεται “µ ετασχηµατισµένο” και σηµειώνεται µε φ(s). Λέµε ακόµη ότι 

το φ(s) “αντιστοιχεί” στο στοιχείο s, ότι το φ(s) “ προκύπτει” ή “ παράγεται” από το s 

µέσω του V µετασχηµατισµού φ, και ότι το s “µετασχηµατίζεται” στο φ(s) µέσω του φ». 

Είναι φανερό ότι  ο όρος «συνάρτηση», παρ’ όλο που δεν χρησιµοποιείται ρητά, 

υποδηλώνεται έµµεσα στον ορισµό του Dedekind και µάλιστα µε την πιο γενική του 

σηµασία. Θα ακολουθήσουν πρδ συναρτήσεων του είδους της καµπύλης του Peano  

(συνεχής συνάρτηση µε πεδίο τιµών το [0,1] υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών που 

έχει τιµή ένα τετράγωνο)ή εκείνη του Weierstrass (συνάρτηση παντού συνεχής αλλά 

πουθενά παραγωγίσιµη) Ο Peano πιστεύει ότι η έννοια της συνάρτησης θα έπρεπε να 

αναχθεί στην έννοια της σχέσης και ο Hausdorff(1914) δίνει τον ορισµό του 

διατεταγµένου ζεύγους, ορισµό που τελειοποιεί αργότερα ο Kuratowski. 
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Ο ορισµός που διδάσκεται σήµερα στους µαθητές είναι ο συνολοθεωρητικός: 

«Συνάρτηση είναι µια διαδικασία κατά την οποία αντιστοιχίζουµε ένα στοιχείο x 

ενός συνόλου Α που το ονοµάζουµε πεδίο ορισµού, σε ένα και µόνο στοιχείο y ενός 

συνόλου Β που το ονοµάζουµε πεδίο τιµών». 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι ο ορισµός της έννοιας συνάρτηση δεν είναι 

µονοσήµαντος και  πολλοί ερευνητές έχουν ασχοληθεί σε επιστηµολογικό επίπεδο µε 

τη έννοια αυτή. Είναι ένας ορισµός που ολοκληρώθηκε σχετικά πρόσφατα µέσα στην 

επιστήµη.  

 

 

∆υσκολίες που συναντούν οι µαθητές στην έννοια της συνάρτησης 

 

         Aρκετές µελέτες έδειξαν ότι η κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης είναι αρκετά 

πολύπλοκη. Μαθητές που σκέφτονται για την συνάρτηση µόνο σε σχέση µε συµβολικούς 

χειρισµούς και διαδικαστικές τεχνικές αδυνατούν να καταλάβουν µια γενικότερη 

απεικόνιση από input values σε ένα σετ από output values και ως εκ τούτου υστερούν σε 

εννοιολογικές δοµές για την µοντελοποίηση συναρτησιακών σχέσεων  στις οποίες η τιµή 

της συνάρτησης (output value) αλλάζει συνεχώς καθώς γίνονται και συνεχείς αλλαγές 

στην input value (Carlson,1998; Monk & Nemirovsky,1994;Thomson,1994a). Aυτές οι 

ικανότητες έχουν αποδειχτεί ότι είναι σχετικές µε την αναπαράσταση και την ερµηνεία 

της µεταβαλλόµενης φύσης πολλών συναρτησιακών καταστάσεων (Carlson, Jacobs, Coe, 

Larsen, & Hsu, 2002; Thompson, 1994a) καθώς και θεµελιακές για την κατανόηση 

κύριων εννοιών των ανώτερων µαθηµατικών (Carlson, Smith& Person, 2003; Cottrill et 

al., 1996; Kaput, 1992; Rasmussen, 2000; Thompson, 1994a; Zandieh, 2000). 

 Γιατί η συνάρτηση είναι τόσο δύσκολη έννοια για τους µαθητές;   Σύµφωνα µε τον 

Τhomson oι µαθητές συχνά καλούνται να χειριστούν αλγεβρικές εξισώσεις και να 

δώσουν απαντήσεις σε ειδικούς τύπους ερωτήσεων. Οι µαθητές εισάγονται βιαστικά 

στον χειρισµό συµβόλων, στις διαδικασίες και στις λύσεις προβληµάτων. Φθάνει να 

κοιτάξουµε τα µαθηµατικά εγχειρίδια για να αντιληφθούµε ότι το µεγαλύτερο µέρος της 

ενασχολήσεως µε τα µαθηµατικά αποτελείται από επαναλαµβανόµενες ανιαρές 

εφαρµογές σταθερών διαδικασιών σε αναρίθµητες συλλογές προβληµάτων. Αυτή η 
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επίµονη έµφαση σε διαδικασίες χωρίς να συνοδεύεται από ενέργειες που αναπτύσσουν 

µια βαθιά κατανόηση της έννοιας δεν βοηθά στο να χτιστούν  θεµελιακές συναρτησιακές 

έννοιες, τέτοιες που να επιτρέπουν την εννοιολογική ερµηνεία και χρήση της 

συνάρτησης σε διάφορες αναπαραστασιακές και καινοτόµες καταστάσεις Ακόµη και η 

κατανόηση της συνάρτησης σαν input -output value µπορεί να είναι κύρια πρόκληση για 

τους µαθητές. Σαν παράδειγµα το 43% των µαθητών της Α τάξης ενός κολεγίου στην 

άλγεβρα προσπάθησαν να βρουν το f (x + a) προσθέτοντας το α στο τέλος της έκφρασης 

του f παρά να αντικαταστήσουν το x + a µέσα στη συνάρτηση (Carlson, 1998).Όταν 

κλήθηκαν να δώσουν τις εξηγήσεις τους, πρόβαλλαν κάποιους µνηµονικούς κανόνες ή 

διαδικασίες για να υποστηρίξουν τις απαντήσεις τους. Προφανώς αυτοί οι µαθητές δεν 

κατάλαβαν το  x + a σαν µια τιµή της συνάρτησης . 

         Μια άλλη παρερµηνεία είναι ότι η σταθερή συνάρτηση (π.χ.ψ=3) δεν είναι 

συνάρτηση γιατί δεν µεταβάλλεται. Σε µια έρευνα, µόνο το 7% της Α τάξης σε ένα 

κολέγιο κατάφερε να δώσει ένα σωστό παράδειγµα µιας συνάρτησης οπού όλες οι τιµές 

είναι ίσες µεταξύ τους, ενώ το 25% έδωσαν την ψ=χ σαν ένα πρδ (Carlson, 1998) 

         Ακόµα πιο προβληµατική είναι η κατάσταση κατά την οποία οι µαθητές βλέπουν τη 

συνάρτηση σαν 2 εκφράσεις οι οποίες χωρίζονται από ένα ίσον (Thompson, 1994b).Αυτή 

η φτωχή κατανόηση των συναρτήσεων είναι ανεπαρκής βάση για µια πιο πλούσια 

κατανόηση των πιο προχωρηµένων µαθηµατικών . 

        Είναι συχνό επίσης το φαινόµενο οι µαθητές να δυσκολεύονται να ξεχωρίσουν µια 

αλγεβρικά ορισµένη συνάρτηση και µια εξίσωση (Carlson, 1998).Το σύµβολο της 

ισότητας προκαλεί δυσκολία στο να διαχωρίσουν πότε είναι µέσο ορισµού µιας σχέσης 

ανάµεσα σε 2 µεταβαλλόµενες ποσότητες και πότε είναι  µια κατάσταση ισότητας 2 

εκφράσεων.  

        Μια άλλη δυσκολία είναι ότι οι µαθητές πιστεύουν ότι όλες οι συναρτήσεις 

ορίζονται από έναν µόνο τύπο. Πχ πολλοί µαθητές πιστεύουν ότι η συνάρτηση 

  

είναι δύο διαφορετικές συναρτήσεις και ότι η συνάρτηση  του Dirichlet   
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δεν είναι συνάρτηση γιατί συµπεριφέρεται « άσχηµα» 

        Κατά παρόµοιο  τρόπο διαφορετικοί τύποι δεν µπορούν να αντιπροσωπεύουν την 

ίδια συνάρτηση όπως για πρδ  f 1(n)=n2  και   f 2 (n) = )12(
1
∑
=

−
n

k

k που στην ουσία ορίζουν 

την ίδια συνάρτηση φυσικών αριθµών παρ’όλο που έχουν διαφορετικό τύπο .  

        Πολλοί µαθητές επίσης έχουν την τάση να ισχυρίζονται ότι όλες οι συναρτήσεις 

είναι γραµµικές ή τετραγωνικές θεωρώντας για πρδ ότι οποιαδήποτε µε γράφηµα σαν υ 

είναι παραβολή  (Schwarz & Hershkowitz, 1999). Όλα αυτά βέβαια δεν είναι και πολύ 

απροσδόκητα αν σκεφτούµε ότι αυτές είναι οι συναρτήσεις που προσφέρονται στο 

σχολείο από τις πρώτες κιόλας τάξεις.  

        Ακόµη µια δυσκολία για τους µαθητές είναι να ξεχωρίζουν τα  οπτικά 

χαρακτηριστικά  µιας φυσικής κατάστασης και τα αντίστοιχα αντιληπτικά 

χαρακτηριστικά του γραφήµατος της συνάρτησης που µοντελοποιεί την κατάσταση. Οι 

µαθητές θεωρούν συχνά ότι το γράφηµα της συνάρτησης είναι µια εικόνα της φυσικής 

κατάστασης. Όταν κλήθηκαν να ερµηνεύσουν το παρακάτω διάγραµµα οι µαθητές 

µπέρδεψαν την θέση µε την ταχύτητα (Monk, 1992). Έτσι είπαν ότι το αυτοκίνητο Α 

συναντά το Β την χρονική στιγµή t=1. 

 

                                      

        Η ανάπτυξη  της έννοιας της συνάρτησης σε τέτοιες πραγµατικές καταστάσεις που 

το µοντέλο δυναµικά αλλάζει δηµιουργεί ένα βασικό σκαλί για την επιτυχία στα ανώτερα 

µαθηµατικά. 

        Οι µαθητές επίσης δείχνουν ανικανότητα να εκφράσουν τις συναρτησιακές σχέσεις 

χρησιµοποιώντας τα συναρτησιακά σύµβολα. Όταν ζητήθηκε από τους µαθητές να 

εκφράσουν το s  σαν συνάρτηση του t πολλοί µαθητές δεν ήξεραν ότι το αντικείµενό 
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τους ήταν να γράψουν µια φόρµουλα στον τύπο του ‘s=<κάποια έκφραση που περιέχει 

t>’ Πολλοί µαθητές αδυνατούν να  ξεχωρίσουν ότι στην απλή συνάρτηση f (x) = 3x οι 

παρενθέσεις είναι ένα σύµβολο για την τιµή του χ , ότι το f (x) παριστάνει την τιµή της 

συνάρτησης, ότι f  είναι το όνοµα της συνάρτησης και ότι το 3χ µας δείχνει πως το χ 

απεικονίζεται στο f (x). Αυτή η αδύναµη κατανόηση και βαθιά διαδικαστική κατεύθυνση 

εξηγεί την ανικανότητα των µαθητών να κινούνται άνετα ανάµεσα σε διαφορετικές 

συναρτησιακές αναπαραστάσεις καθώς δεν µπορούν να κατασκευάσουν ένα τύπο µιας 

συναρτησιακής κατάστασης που δίνεται µε λόγια (Carlson,1998) 

          Σύµφωνα µε τους Eisenberg και Dreyfus (1991) οι µαθητές δε χρησιµοποιούν τη 

γραφική παράσταση της συνάρτησης  και προτιµούν να χειρίζονται τη συνάρτηση µέσα 

από τον αλγεβρικό της τύπο. Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγει και η Καλδρυµίδου η 

οποία επισηµαίνει ότι η  αρνητική τάση των µαθητών, των φοιτητών αλλά και των 

εκπαιδευτικών, προς τις εικονικές αναπαραστάσεις και η προτίµησή τους σε 

προσεγγίσεις αλγεβρικού τύπου οφείλεται σε λόγους:   

• Γνωστικής φύσης, που αφορούν τη δυσκολία της ολιστικής και επιλεκτικής φύσης 

της εικόνας ως τρόπου παράστασης πληροφοριών 

• Επιστηµολογικής φύσης που αναφέρονται στην επιστηµολογία της µαθηµατικής 

κοινότητας και της διδακτικής των σχολικών µαθηµατικών 

•  Συναισθηµατικής φύσης, που σχετίζονται µε την αβεβαιότητα και το άγχος που 

αισθάνονται τα υποκείµενα όταν έρχονται αντιµέτωποι µε εικονικές ή γραφικές 

παραστάσεις (στο Γαγάτσης, 1995)  

 Σύµφωνα µε  έρευνα του Thomson,1994a Markowits (1986) οι µαθητές έχουν 

δυσκολία στη µεταφορά πληροφορίας µεταξύ των διαφορετικών αναπαραστάσεων 

ακόµη και σε απλές περιπτώσεις. Ο Ponte (1984) διαπίστωσε ότι µαθητές του Λυκείου 

θεωρούσαν ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης αποτελείται από διακριτά σηµεία 

(διακριτές τιµές)  και δυσκολεύονταν να περιγράψουν τη συνάρτηση ως µεταβολή. Οι 

Dreyfus και Eisenberg (1986) διαπίστωσαν επίσης τη δυσκολία των µαθητών να 

συνδέσουν την αλγεβρική αναπαράσταση της συνάρτησης µε τη γεωµετρική (γραφική 

παράσταση).  

          Η Sfard (1994) υποστηρίζει ότι ο αλγεβρικός τύπος της συνάρτησης αποτελεί για 

τους περισσότερους µαθητές µία ακολουθία συµβόλων µέσω του οποίου εφαρµόζεται 
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κάποιος αλγόριθµος και προτείνει την εξής διαδικασία διδασκαλίας: πρώτα να ασκούνται 

οι µαθητές σε υπολογισµούς, µετά να παρατηρούν το αποτέλεσµα των υπολογισµών (το 

γράµµα σαν άγνωστος) και τελικά τη συνάρτηση (το γράµµα σαν µεταβλητή). Σε αυτό το 

πλαίσιο η Confrey (1992) επισηµαίνει ότι οι επαναλαµβανόµενες ενέργειες σε 

πραγµατικές καταστάσεις αποτελούν τις βάσεις για τη µοντελοποίηση και τη σύνδεση 

ανάµεσα στην κατάσταση και τη µαθηµατική έκφραση (επαναλαµβανόµενη άθροιση 

οδηγεί στη γραµµική συνάρτηση) και προτείνει την προσέγγιση της έννοιας της 

συνάρτησης µέσα από σύστηµα πολλαπλών αναπαραστάσεών της.  

             Η Sierpinska (1992).αναζητώντας εµπόδια που συναντούν οι µαθητές κατά την 

διδασκαλία της έννοιας τα συσχετίζει µε την ιστορική και διδακτική εξέλιξη της έννοιας 

της συνάρτησης   

        Ας δούµε µερικά από τα εµπόδια που προτείνει η Sierpinska. 

 1. Το ασυνείδητο σχήµα σκέψης που αναφέρεται στις αλλαγές του κόσµου ως 

φαινόµενα και χωρίς να επικεντρώνεται στο πως τα πράγµατα αλλάζουν, 

παραγνωρίζοντας το τι αλλάζει, δηλ τις παραµέτρους της αλλαγής. Μια τέτοια στάση 

βλέπει κατά ποιοτικό τρόπο τον κόσµο και δεν στέκεται στις ποσοτικές σχέσεις. 

 2. Η σκέψη, που κατά πρωταρχικό τρόπο αναπτύσσεται στην άλγεβρα και αφορά στον 

χωρισµό σε σταθερές και άγνωστες ποσότητες, οδηγεί συχνά στη ιδέα της εξίσωσης και 

όχι στην συνάρτηση 

 3. Η συµµετρία µεταξύ των x και y. Στην εξίσωση της έλλειψης ή του κύκλου έχουµε 

τις σχέσεις των x και y, οι οποίες εµφανίζονται κατά ένα ισοδύναµο και συµµετρικό 

τρόπο. ∆ηλαδή δεν έχουµε να κάνουµε µε ανεξάρτητη και εξαρτηµένη µεταβλητή και η 

σειρά τους είναι αδιάφορη. Ο χειρισµός συµβόλων στην άλγεβρα είναι συχνά 

αδιαφοροποίητος στο αν λύνω µια εξίσωση για x ή για y, ακόµη δε για σταθερές ή 

µεταβλητές. 

 4.  Η σύγχυση µεταξύ συνάρτησης και σχέσης. 

 5.  Η διάκριση µεταξύ της χρήσης του αριθµού και της ποσότητας. Αυτό οφείλεται στην 

περιορισµένη κατανόηση του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. 

 6.  Η εντύπωση ότι οι συναρτήσεις πρέπει να δίνονται µε αναλυτικό τύπο. 

 7. Το πρόβληµα µεταξύ των διαφορετικών αναπαραστάσεων µιας συνάρτησης, 

συµβολική, γραφική, µε πίνακα τιµών κ.λ.π. 
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 8.  Η χρονικότητα της µεταβλητής  

 9.  Άλλα εµπόδια όπως η εύκολη εντύπωση της συνάρτησης ως 1-1. 

        Οι ερευνητές Vinner & Dreyfus, 1983; Marcovitz et al.,1983; Hercovics,1982 

διαπίστωσαν ότι οι µαθητές πιστεύουν λανθασµένα ότι 

1. οι συναρτήσεις πρέπει να δίνονται µε έναν τύπο .Αν δίνονται πολλαπλοί τύποι 

συναρτήσεων , τότε έχουµε πολλές συναρτήσεις  

2. µια συνάρτηση υπάρχει αν υπάρχει ένας τύπος που την περιγράφει  

3. η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης πρέπει να έχει καλή συµπεριφορά 

(συµµετρικότητα, οµαλότητα συνεχώς να αυξάνεται ..) 

4. θα πρέπει να υπάρχει µια πράξη στο χ που να αποδίδει το ψ ,αυτό αποκλείει 

άλλες είδους σχέσεις  

5. οι σταθερές και καθορισµένα σύµβολα σηµείων δεν είναι συναρτήσεις  

6. ο καθορισµός του πεδίου δεν αποτελεί µέρος του ορισµού της συνάρτησης  

 
 
 

Η  Συνάρτηση ως συµµεταβολή 
 
 

         Η επικρατούσα άποψη για τις συναρτήσεις στα σηµερινά µαθηµατικά µπορεί να  

περιγραφεί ως  η συνάρτηση  σαν αντιστοιχία, ή σαν ένας κανόνας που απεικονίζει κάθε 

στοιχείο χ από ένα σύνολο Α σε ακριβώς ένα στοιχείο ψ, το όποιο καλείται f(χ), ενός 

συνόλου Β. Αυτός ο ορισµός επικρατεί, παρά το γεγονός ότι πολλοί µαθηµατικοί τον 

κριτικάρουν (Eisenberg, 1991, Thompson, 1994, Wilder, 1967). Σε απάντηση σε αυτές 

τις κριτικές ένας µεγάλος αριθµός  ερευνητών (Carlson, 1998, Carlson, Jacobs, Coe, 

Larsen, & Hsu, 2002, Confrey & Smith, 1995, Thompson, 1994, Thompson & 

Thompson, 1994) προτείνει την έννοια της συνάρτησης ως συµµεταβολή. Η άποψη αυτή 

έχει τις ρίζες της στον Euler: «όταν κάποιες ποσότητες εξαρτώνται από άλλες κατά 

τέτοιον τρόπο ώστε όταν οι τελευταίες  αλλάξουν τότε αλλάζουν και οι πρώτες, τότε οι 

πρώτες ποσότητες καλούνται συναρτήσεις των τελευταίων ποσοτήτων». (Kleiner, 1989). 

Οι Saldanha και  Thompson(1998) περιγράφουν την έννοια της συµµεταβολής ως 

«…κρατάµε στο µυαλό µια σταθερή εικόνα των  τιµών δύο ποσοτήτων ταυτόχρονα» 

(σ298). Οι εικόνες της συµµεταβολής είναι αναπτυξιακές «….στην αρχική ανάπτυξη 



 27 

κάποιος συντονίζει 2 τιµές ποσοτήτων-σκέφτεται την µία ,ύστερα την άλλη, µετά την 

πρώτη ,ύστερα την 2η κ.ο.κ. Αργότερα οι εικόνες της συµµεταβολής συνεπάγονται την 

κατανόηση του χρόνου σαν µια συνεχή ποσότητα έτσι στη σκέψη κάποιου παραµένουν 

οι τιµές των 2 ποσοτήτων. Στην περίπτωση της συνεχούς συµµεταβολής, κάποιος 

κατανοεί ότι ακόµη και αν η ποσότητα έχει διαφορετικές τιµές σε διαφορετικές χρονικές 

στιγµές, αυτή αλλάζει από τη µία στην άλλη παίρνοντας όλες τις ενδιάµεσες τιµές.  

        Οι Confrey and Smith(1994,95) εξηγούν την έννοια της συµµεταβολής ως κίνηση 

ανάµεσα σε διαδοχικές τιµές µιας µεταβλητής (ψ m ,ψ 1+m ) και συντονίζουν (coordinating) 

αυτές µε την κίνηση  ανάµεσα στις αντίστοιχες διαδοχικές τιµές µιας άλλης µεταβλητής 

(χ m ,χ 1+m ). Επίσης εξηγούν ότι µέσα στο πλαίσιο της συµµεταβολής, µια συνάρτηση είναι 

κατανοητή σαν τοποθέτηση πλάι πλάι δύο σειρών (αντιπαράθεση 2 ακολουθιών) κάθε 

µια από τις οποίες δηµιουργείται ανεξάρτητα µέσα από ένα πίνακα τιµών (1995 σ.67). Oι 

Coulomb and Berenson στηρίχτηκαν πάνω σ αυτούς τους ορισµούς  και στις ιδέες που 

συζητήθηκαν από τους Thomson and Thomson (1994b,1996) για να περιγράψουν µια 

έννοια συµµεταβολής που εµπεριέχει τα παρακάτω: 

 α)την αναγνώριση δύο συνόλων στοιχείων  

 β)τον συντονισµό από 2 τύπους δεδοµένα για να σχηµατίσουν σχέσεις ανάµεσα στην 

αύξηση την µείωση και τις σταθερές σχέσεις 

 γ)την σύνδεση των 2 τύπων δεδοµένων για να εδραιώσουν σαφείς σχέσεις ανάµεσα στις 

τιµές των δεδοµένων και  

δ)την γενίκευση της σύνδεσης για να προβλέψει άγνωστες τιµές δεδοµένων (σελ 88) 

         Βασισµένοι στις µελέτες και στην έρευνα των τελευταίων χρόνων (Carlson,1998; 

Carlson, Jacobs, & Larsen, 2001;Carlson & Larsen in press) οι Carlson, Jacobs, Coe, 

Larsen, & Hsu, 2002, ορίζουν  ως covariational reasoning να είναι οι γνωστικές 

ενέργειες που εµπλέκονται κατά τον συντονισµό 2 µεταβαλλόµενων ποσοτήτων 

παρακολουθώντας τους τρόπους µε τους οποίους αλλάζει η µία  σε σχέση µε την 

άλλη. 

        Έρευνες πάνω στις αναπτυσσόµενες έννοιες των µαθητών για την συνάρτηση 

έδειξαν  ότι η εικόνα της συνάρτησης σαν διαδικασία που δέχεται δεδοµένα (input) και 

παράγει εξαγόµενα (output) (Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols,1992) είναι 

βασική για την ανάπτυξη µιας πλήρους εικόνας της συνάρτησης. Αυτή η άποψη είναι 
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επίσης θεµελιακή για τον συντονισµό εικόνων 2 µεταβλητών που αλλάζουν διαδοχικά η 

µια µετά την άλλη.(Carlson,1998; Thomson,1994a) 

          H εικόνα της συνάρτησης ως συµµεταβολή έχει βρεθεί επίσης ότι είναι ουσιώδης 

για την κατανόηση των εννοιών της ανάλυσης : 

OΡΙΟ:  Οι δυσκολίες των µαθητών στο να µάθουν την έννοια του ορίου έχει συνδεθεί µε 

φτωχές ικανότητες στη λογική της συµµεταβολής. Η έννοια του ορίου θα έπρεπε να 

αρχίζει µε την ανεπίσηµη δυναµική έννοια των «τιµών της συνάρτησης να   πλησιάζουν 

µια οριακή τιµή καθώς οι τιµές του πεδίου ορισµού πλησιάζουν κάποια ποσότητα» 

(Cottrιll et al,1996).  

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ: Περιγράφοντας την εργασία της στην κατανόηση των µαθητών για την 

παράγωγο η Zandieh (2000) προτείνει επίσης ότι η εικόνα της συνάρτησης ως 

συµµεταβολή των εισερχόµενων τιµών µε τις εξερχόµενες είναι θεµελιακή .Στην εργασία 

της καταθέτει ότι «η παραγωγός συνάρτηση ενεργεί ως µια διαδικασία που περνά µέσα 

από πολλές input values και για κάθε µια ορίζει µια output value η οποία δίνεται από το 

όριο του πηλίκου διαφοράς στο σηµείο» (σελ107) δίνοντας έµφαση στην έννοια ότι η 

παράγωγος συνάρτηση προκύπτει από την συµµεταβολή των εισερχόµενων τιµών στην 

παράγωγο συνάρτηση µε τις τιµές του ρυθµού µεταβολής της original συνάρτησης  

ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ : Ο  Τhomson (1994a) προτείνει ότι η 

λογική της συµµεταβολής είναι θεµελιακή για να κατανοήσουν οι µαθητές το θεµελιώδες 

θεώρηµα της ανάλυσης, ένα θεώρηµα που αποτελεί σηµαντική σφραγίδα στην ανάπτυξη 

της ανάλυσης.(σελ130) 

         

 

To  πλαίσιο της συµµεταβολής 

 

  Oι Carlson et al (2002) παρουσιάζουν ένα πλαίσιο συµµεταβολής που περιγράφει  5 

νοητικές ενέργειες(mental actions) και 5  επίπεδα λογικής συµµεταβολής    Οι νοητικές 

ενέργειες του πλαισίου της συµµεταβολής προβλέπουν ένα µέσο από ταξινοµηµένες 

συµπεριφορές οι οποίες παρουσιάζονται καθώς οι µαθητές εµπλέκονται σε ενέργειες 

συµµεταβολής .  

 



 29 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 

Νοητική ενέργεια (Mental action)                  Περιγραφή της νοητικής ενέργειας  

Νοητική ενέργεια 1 (MA1)           Συντονίζοντας (coordinating) την εξάρτησης της µιας  

µεταβλητής µε την άλλη       

Νοητική ενέργεια 2 (MA2)      

 

Συντονίζοντας την κατεύθυνση της αλλαγής της µιας 

µεταβλητής µε αλλαγές στην άλλη (αύξηση ή µείωση) 

 

Νοητική ενέργεια 3 (MA3) Συντονίζοντας το ποσό της αλλαγής της µιας 

µεταβλητής µε αλλαγές στην άλλη 

 

Νοητική ενέργεια 4 (MA4) Συντονίζοντας το µέσο ρυθµό της αλλαγής της 

συνάρτησης µε οµοιόµορφες αυξήσεις αλλαγής στην 

ανεξάρτητη(input )µεταβλητή 

Νοητική ενέργεια 5 (MA5) Συντονίζοντας το στιγµιαίο ρυθµό µεταβολής της 

συνάρτησης µε συνεχείς αλλαγές στην ανεξάρτητη 

µεταβλητή για όλο το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 

 

 

Το πλαίσιο της συµµεταβολής περιέχει επίσης 5 διακριτά αναπτυξιακά επίπεδα (πίνακας 

2). Λέµε ότι η ικανότητα κάποιου στη λογική της συµµεταβολής έχει φτάσει σ’ ένα 

δοσµένο επίπεδο ανάπτυξης όταν υποστηρίζει τις νοητικές ενέργειες που αντιστοιχούν σ’ 

αυτό το επίπεδο και τις ενέργειες που αντιστοιχούν σ’ όλα τα κατώτερα επίπεδα  

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 

 Επίπεδο 1 (Ε1)Συντονισµός(Coordination) 

 Στο επίπεδο του συντονισµού οι εικόνες της συµεταβολής υποστηρίζονται από την 

νοητική ενέργεια του συντονισµού των αλλαγών της µιας µεταβλητής µε τις αλλαγές 

στην άλλη(ΜΑ1) 

Επίπεδο 2 (Ε2) Κατεύθυνση (Direction) 
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Στο επίπεδο της κατεύθυνσης οι εικόνες της συµµεταβολής υποστηρίζονται από την 

νοητικές ενέργειες του συντονισµού της κατεύθυνσης των αλλαγών της µιας µεταβλητής 

µε τις αλλαγές στην άλλη Οι νοητικές ενέργειες ΜΑ1 ΜΑ2 υποστηρίζονται και οι 2 από 

τις εικόνες του Ε2 

Επίπεδο 3 (Ε3)Ποιοτικός συντονισµός(Quantitative coordination ) 

Σ’ αυτό το επίπεδο οι εικόνες της συµµεταβολής υποστηρίζονται από την νοητική 

ενέργεια του συντονισµού του ποσού  των αλλαγών της µιας µεταβλητής µε τις αλλαγές 

στην άλλη. Οι νοητικές ενέργειες ΜΑ1   ΜΑ2  και ΜΑ3 υποστηρίζονται και οι 2 από τις 

εικόνες του Ε3 

Επίπεδο 4(Ε4) Μέσος ρυθµός (Average rate) 

Σ’ αυτό το επίπεδο οι εικόνες της συµµεταβολής υποστηρίζονται από την νοητική 

ενέργεια του συντονισµού του µέσου ρυθµού  των αλλαγών της συνάρτησης µε 

οµοιόµορφες αλλαγές στην input µεταβλητή. Οι νοητικές ενέργειες από ΜΑ1   έως  ΜΑ4 

υποστηρίζονται από τις εικόνες του Ε4 

Επίπεδο 5(Ε5)Στιγµιαίος ρυθµός (Ιnstandaneous rate) 

Σ’ αυτό το επίπεδο οι εικόνες της συµµεταβολής  υποστηρίζονται από την νοητική 

ενέργεια του συντονισµού του στιγµιαίου ρυθµού  των αλλαγών της συνάρτησης µε τις 

αλλαγές στην input µεταβλητή. Σ’ αυτό το επίπεδο είναι κατανοητό ότι  ο στιγµιαίος 

ρυθµός της αλλαγής είναι αποτέλεσµα από όλο και µικρότερα διαστήµατα του µέσου 

ρυθµού της αλλαγής. Γίνεται  επίσης κατανοητό  ότι το σηµείο καµπής είναι εκεί όπου ο 

ρυθµός µεταβολής αλλάζει. Οι νοητικές ενέργειες από  ΜΑ1   έως  ΜΑ5 υποστηρίζονται 

από τις εικόνες του Ε5 

 

        Το προτεινόµενο πλαίσιο συµµεταβολής προτείνει ένα αναλυτικό εργαλείο µε το 

οποίο εκτιµούµε την σκέψη της συµµεταβολής σ’ ένα καλύτερο βαθµό από ότι στο 

παρελθόν. Επιπλέον  προτείνει µια δοµή και µια γλώσσα για να ταξινοµήσουµε την 

σκέψη της συµµεταβολής κατά την ανταπόκριση ενός µαθητή σ’ ένα συγκεκριµένο 

πρόβληµα, και για να περιγράψουµε γενικά τις ικανότητες του µαθητή στη λογική της 

συµµεταβολής (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, 2002). 
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Aναπαραστάσεις 

            Ο όρος αυτός όπως επισηµαίνουν πολλοί ερευνητές είναι ασαφής. Σύµφωνα µε 

τους  Kaput (1987a;1987b) και Goldin(1987), η έννοια περιλαµβάνει τις ακόλουθες πέντε 

ολότητες:  

1. Την ολότητα που αναπαρίσταται 

2. Την ολότητα που αναπαριστά 

3. Τις συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας της αναπαράστασης, που αναπαρίσταται 

4. Τις συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας που αναπαριστά, οι οποίες σχηµατίζουν 

την αναπαράσταση και 

5. Την αντιστοιχία ανάµεσα στις δύο ολότητες 

         ∆ηλαδή, όπως επισηµαίνουν οι De Loache et al (1998 b), τα παιδιά θα πρέπει να 

αντιµετωπίζουν µια αναπαράσταση ως ολότητα µε δική της υπόσταση, χαρακτηριστικά, 

ιδιότητες και ταυτόχρονα ως αναπαράσταση µιας άλλης ολότητας στην οποία 

αναφέρεται και για την οποία παρέχει πληροφορίες: στη συγκεκριµένη περίπτωση, µια 

µαθηµατική έννοια. 

         Οι µαθητές στα πλαίσια του µαθήµατος των µαθηµατικών έρχονται καθηµερινά σε 

επαφή µε µια µεγάλη ποικιλία αναπαραστάσεων. Απαραίτητες προϋποθέσεις, όµως, για 

την αποτελεσµατική κατανόηση µιας µαθηµατικής έννοιας αποτελούν  

α) η ικανότητα για αναγνώριση της έννοιας σε µια ποικιλία ποιοτικά διαφορετικών 

συστηµάτων αναπαράστασης και  

β) η ικανότητα µετάφρασης της έννοιας από το ένα σύστηµα στο άλλο (Lesh, Post & 

Behr, 1987). Η τελευταία προϋπόθεση, δηλαδή η ικανότητα µετάφρασης από το ένα 

σύστηµα αναπαράστασης µιας έννοιας στο άλλο διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο όχι µόνο 

για τη µάθηση µαθηµατικών εννοιών αλλά και για την επίλυση µαθηµατικού 

προβλήµατος (Janvier, 1987). Με βάση ευρήµατα ερευνών, µαθητές και φοιτητές 

αντιµετωπίζουν αρκετές δυσκολίες σε αυτή τη διαδικασία, που επηρεάζουν τόσο τη 

µάθηση των µαθηµατικών όσο και την επίδοση των µαθητών στην επίλυση 

προβλήµατος. 



 32 

Είδη αναπαραστάσεων 

 

          Οι αναπαραστάσεις, διακρίνονται συνήθως σε δύο είδη: τις εσωτερικές / νοητικές 

και τις εξωτερικές / σηµειωτικές.  

          Ο όρος εσωτερικές/νοητικές  αναπαραστάσεις αναφέρεται σε νοητικές εικόνες 

που κατασκευάζουν τα υποκείµενα, για να αναπαραστήσουν την εξωτερική 

πραγµατικότητα (βρισκόµαστε στο επίπεδο του σηµαινόµενου) και δεν είναι 

προσβάσιµες από άλλους. (Dufour –Janvier et al., 1987). Είναι γενικότερα ο προσωπικός 

τρόπος µε τον οποίο ένα άτοµο κινητοποιεί τις γνώσεις του όταν βρίσκεται απέναντι σε 

ένα πρόβληµα Αναφέρονται σε νοητικούς σχηµατισµούς που οικοδοµούν µαθητές  για 

να αναπαραστήσουν την πραγµατικότητα.. Η φύση των νοητικών αναπαραστάσεων είναι 

πιο ασαφής, επειδή δεν µπορούν να παρατηρηθούν απευθείας και συµπεραίνουµε την 

ύπαρξή τους λόγω της εξωτερικής συµπεριφοράς των µαθητών. 

         Ο όρος εξωτερικές/σηµειωτικές αναπαραστάσεις αναφέρεται σε όλους τους 

εξωτερικούς συµβολικούς φορείς (σύµβολα, σχήµατα, εικόνες, πίνακες, γραφικές 

παραστάσεις ) οι οποίοι έχουν στόχο να αναπαραστήσουν εξωτερικά µια συγκεκριµένη 

µαθηµατική πραγµατικότητα (βρισκόµαστε στο πεδίο του σηµαίνοντος) (Dufour-Janvier 

et al., 1987). Οι εξωτερικές αναπαραστάσεις ενδείκνυνται στο να κάνουν το αντικείµενο 

µάθησης γοητευτικό και ενδιαφέρον για τους µαθητές, και µπορούν να αποτελούν τα 

πεδία πρώτης αναφοράς των µαθητών προκειµένου να οικοδοµήσουν βασικές έννοιες 

(Dyfour-Janvier 1987, Bednarz, & Belanger, 1987; Kaput, 1987) 

         Με το όρο “µ ετάφραση αναπαραστάσεων”  εννοούµε τη ψυχολογική διαδικασία 

που λαµβάνει χώρα όταν µεταφερόµαστε από ένα σύστηµα αναπαράστασης σε άλλο, 

όπως για παράδειγµα από µια αλγεβρική εξίσωση σε γραφική παράσταση.(Janvier, 

1987a, σ.27) Για να γίνει η µετάφραση χρειάζονται δύο τουλάχιστον µορφές 

αναπαράστασης. Η αρχική αναπαράσταση(πηγή) πρέπει να ειδωθεί από την οπτική γωνία 

της τελικής αναπαράστασης(στόχος). Αν για παράδειγµα οι δύο µορφές αναπαράστασης 

είναι η εξίσωση και η γραφική παράσταση τότε προκύπτουν οι εξής µεταφράσεις: από 

γραφική παράσταση σε εξίσωση και από εξίσωση σε γραφική παράσταση. Η επίδραση 

των µέσων αυτών  εξαρτάται σε µεγάλο µέρος από το είδος των αναπαραστάσεων που 

ενσαρκώνουν, από τον τρόπο που αυτές ερµηνεύονται από τους µαθητές (von 
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Glasersfeld, 1987) καθώς και από τον τύπο των δραστηριοτήτων που καλούνται οι 

µαθητές να φέρουν σε πέρας, την αλληλεπίδρασή τους µε το δάσκαλο και γενικά µε το 

µαθησιακό πλαίσιο συµφραζοµένων στο οποίο εντάσσονται (Cobb, Yakel, & Wood, 

1992). 

         Ανάµεσα στα δύο είδη αναπαραστάσεων υπάρχει µια αµφίδροµη σχέση 

αλληλεπίδρασης. Συγκεκριµένα, σε µερικές περιπτώσεις το άτοµο εξωτερικεύει σε 

φυσική µορφή πράξεις που προέρχονται από εσωτερικές δοµές, ενώ σε άλλες 

εσωτερικεύει πράξεις µέσω της αλληλεπίδρασης µε τις εξωτερικές φυσικές δοµές του 

συµβολικού συστήµατος διαβάζοντας και ερµηνεύοντας λέξεις και προτάσεις, 

ερµηνεύοντας εξισώσεις και γραφικές παραστάσεις. Πολύ συχνά οι αµφίδροµες 

αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στις εσωτερικές και τις εξωτερικές αναπαραστάσεις 

συµβαίνουν ταυτόχρονα (Goldin & Kaput, 1996; Kaput,1998) Κατά συνέπεια, η 

ερµηνεία των εξωτερικών αναπαραστάσεων και των σχέσεων αναπαράστασης 

διαφοροποιείται ανάλογα µε τις εσωτερικές αναπαραστάσεις των ατόµων από τα οποία 

δίνεται η ερµηνεία (Γαγάτσης, Μιχαηλίδου & Σιακαλλή, 2001).  

        Κατά την Κολέζα (2003) µια αναπαράσταση δεν χαρακτηρίζεται εξωτερική ή 

εσωτερική απλά και µόνο από τη µορφή της, αλλά από τον τρόπο που δηµιουργείται και 

το ρόλο που καλείται να παίξει στην κατασκευή της γνώσης. Για παράδειγµα ένα σχήµα 

ή ένα διάγραµµα δεν είναι απαραίτητα εξωτερική αναπαράσταση, αλλά µπορεί να 

υφίσταται και ως νοητική εικόνα, προϊόν εσωτερίκευσης µιας εξωτερικής σηµειωτικής 

αναπαράστασης. Οι νοητικές αυτές εικόνες σε ένα δεύτερο επίπεδο αφαίρεσης µπορούν 

να λειτουργήσουν ως «ευρετικό πεδίο» για τη σύλληψη, την κατανόηση, ή την 

επεξήγηση συνθετότερων εννοιών. 

        Σύµφωνα µε τον Duval (1995α, σελ. 3-4): 

«η νοητική επεξεργασία των µαθηµατικών αντικειµένων (εννοιών), εξαρτάται άµεσα από 

το χρησιµοποιούµενο σηµειωτικό σύστηµα αναπαράστασης. Αρκεί να εξετάσει κάποιος την 

περίπτωση της Αριθµητικής για να το καταλάβει: δεν παρατηρείται το ίδιο επίπεδο 

δυσκολίας στην περίπτωση της δεκαδικής γραφής και στη περίπτωση της κλασµατικής 

γραφής ενός  αριθµού» 

        Στην περίπτωση διαφορετικών αναπαραστάσεων της ίδιας έννοιας θα πρέπει να 

µπορεί ο µαθητής να συνειδητοποιεί τις κοινές ιδιότητες της έννοιας εκφρασµένες στις 



 34 

διαφορετικές αναπαραστάσεις της και να εξάγει τη δοµή της. Οι πολλαπλές 

αναπαραστάσεις δίνουν διαφορετικές όψεις του όλου και αποδίδουν έτσι έναν 

πλουραλιστικό χαρακτήρα στις µαθηµατικές έννοιες ( Lesh, Mehr & Post, 1987α). Οι 

ίδιοι ερευνητές υποστηρίζουν ότι η αποτελεσµατικότητα των µαθητών στην επίλυση 

µαθηµατικών προβληµάτων εξαρτάται από την ικανότητα µετάβασης από µια 

αναπαράσταση σε µια άλλη. Ειδικότερα στη Γεωµετρία η εικόνα και η έννοια βρίσκονται 

πολύ κοντά, δηλαδή οι εσωτερικές και οι εξωτερικές αναπαραστάσεις της έννοιας 

πλησιάζουν (Mariotti, 1995). Επιπλέον, οι µαθητές φάνηκε ότι µπορούν να εκφραστούν 

καλύτερα σε εικονικά απ' ότι σε προτασιακά συστήµατα (Sutherland, 1995). 

 

Αναπαραστάσεις και συναρτήσεις 

 

          Είναι ευρέως αποδεκτό ότι οι αναπαραστάσεις είναι στενά συνδεδεµένες µε 

πολλές µαθηµατικές έννοιες και κυρίως µε τις συναρτήσεις. Υπάρχουν πολλοί και 

διαφορετικοί τρόποι αναπαράστασης µιας συνάρτησης: ο αναλυτικός µέσω τύπου, ο 

αριθµητικός µέσω πίνακα ή γραφήµατος τιµών, ο γραφικός µέσω γραφικής 

αναπαράστασης. Κάθε ένας δίνει πληροφορίες για µερικές πλευρές της ,αλλά δεν µπορεί 

να την περιγράψει πλήρως. Έτσι η κάθε αναπαράσταση δεν µπορεί να θεωρηθεί από 

µόνη της ως γενικό σύµβολο της έννοιας της συνάρτησης άλλα όλες µαζί συµβάλλουν 

στην  συνολική εννοιολογική αντίληψη της έννοιας αυτής (Καλδρυµίδου και Οικονόµου 

1992) 

   Αποτελέσµατα ερευνών καταδεικνύουν ότι η µετάφραση από την µια µορφή 

αναπαράστασης στην άλλη παρουσιάζει αρκετές δυσκολίες τόσο σε µαθητές γυµνασίου 

και Λυκείου όσο και σε φοιτητές (Hitt,1998;Gagatsis,1997;Kαλδρυµίδου & Οικονόµου, 

1992; Artigue,1992;Even,1998). Σύµφωνα µε τους Kαλδρυµίδου & Οικονόµου µέρος 

των δυσκολιών αυτών οφείλεται στον τρόπο διδασκαλίας της έννοιας στην 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Το πλαίσιο της συνάρτησης παρουσιάζεται πολύ 

περιορισµένο και καλλιεργείται κυρίως η µετάβαση από τον τύπο της συνάρτησης στην 

γραφική της παράσταση  



 35 

        Έρευνες σχετικά µε τις δυσκολίες του συνδυασµού των διαφόρων αναπαραστάσεων 

της έννοιας της συνάρτησης , ανέδειξαν την ύπαρξη 5 επιπέδων οικοδόµησης της έννοιας 

(Hitt,1998) 

Επίπεδο 1:   Τα υποκείµενα έχουν ανακριβείς ιδέες για την έννοια (µη συναφές µίγµα       

διαφορετικών αναπαραστάσεων της έννοιας ) 

Επίπεδο  2: Τα  υποκείµενα είναι σε θέση να εντοπίζουν διαφορετικές αναπαραστάσεις 

της έννοιας  

Επίπεδο 3: Τα  υποκείµενα  είναι σε θέση να κάνουν µετάφραση µε διατήρηση του 

νοήµατος από ένα σύστηµα αναπαράστασης σε άλλο. 

Επίπεδο 4: Τα υποκείµενα  είναι σε θέση να συνδυάζουν δύο συστήµατα αναπαράστασης  

Επίπεδο 5: Τα υποκείµενα  είναι σε θέση να συνδυάζουν διάφορα συστήµατα 

αναπαράστασης µε στόχο την επίλυση του προβλήµατος  

          Με βάση τα επίπεδα που έχουν εντοπιστεί είναι εµφανές ότι η ικανότητα 

µετάφρασης από το ένα σύστηµα αναπαράστασης σε άλλο (επίπεδο3) αποτελεί 

προϋπόθεση για το συνδυασµό διαφόρων συστηµάτων αναπαράστασης µε στόχο την 

επίλυση προβλήµατος .                            
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Νέες τεχνολογίες στην εκπαίδευση 

 

«…η παρουσία του υπολογιστή µπορεί να αλλάξει όχι µόνο τον τρόπο µε τον οποίο 

διδάσκουµε στα παιδιά µας τα µαθηµατικά, αλλά, πολύ πιο ουσιαστικά, τον τρόπο µε τον 

οποίο σκέπτεται η παιδεία µας ως σύνολο µε τη γνώση και τη µάθηση» (Papert, 1991, σελ. 

58). 

 

Από τα πρώτα κιόλας δείγµατα που έχουµε για την ανθρώπινη διερεύνηση της 

γνώσης παρατηρούµε ότι ο άνθρωπος χρησιµοποιούσε κάθε φορά τα µέσα που είχε στη 

διάθεσή του για να προσεγγίσει να κατανοήσει ή να προσοµοιώσει τις καταστάσεις που 

ήθελε να µελετήσει. Η προσπάθεια του αυτή πολλές φορές λειτουργούσε και αντίστροφα 

αφού η αναζήτηση της αλήθειας και η κοινωνική διαπραγµάτευση των προβληµάτων 

οδηγούσε στην ανακάλυψη νέων εργαλείων. Ο Αρχιµήδης για παράδειγµα  σχεδίαζε 

σχήµατα στην άµµο ή κατασκεύαζε µηχανικά ανάλογα για να µπορέσει να οδηγηθεί σε 

µηχανο-τεχνικές λύσεις που στην συνέχεια διερευνούσε θεωρητικά. Κάθε φορά τα 

εργαλεία αποτελούσαν το κλειδί που καθόριζε τα νοητικά και κοινωνικά του 

χαρακτηριστικά. 

 Στην σύγχρονη εποχή τα εργαλεία του ανθρώπου είναι κυρίως ηλεκτρονικά.  Είναι 

κοινή διαπίστωση ότι η εποχή µας χαρακτηρίζεται από την ραγδαία εξέλιξη των νέων 

τεχνολογιών. Ο υπολογιστής, πέρα από την χρησιµότητά του ως εργαλείο διεκπεραίωσης 

καθηµερινών εργασιών, έχει εισβάλλει για τα καλά στο χώρο της εκπαίδευσης, 

δηµιουργώντας νέους τρόπους µάθησης και αναπτύσσοντας νέες στάσεις και δεξιότητες. 

H εξέλιξη των υπολογιστών και η εισαγωγή τους στην καθηµερινότητα έχουν αλλάξει τα 

πολιτιστικά και κοινωνικά δεδοµένα του σύγχρονου ανθρώπου.  Όπως είναι φυσικό 

λοιπόν έχει επηρεάσει κα την µαθηµατική εκπαίδευση.  

Στην µαθηµατική κοινότητα φαίνεται να υπάρχουν διαφορετικές απόψεις σχετικά 

µε την αξιοποίηση των νέων τεχνολογιών στη διδασκαλία των µαθηµατικών. Μερικοί 

τους αντιµετωπίζουν µε σκεπτικισµό θεωρώντας πως δεν έχουν τίποτα καινούριο να 

προσφέρουν στον τρόπο σκέψης και µάθησης των ανθρώπων ενώ άλλοι τους 

αντιµετωπίζουν µε  κριτικισµό θεωρώντας τους µάλιστα πιθανούς αίτιους βλαβών της 

πνευµατικής υγείας των µαθητών (Papert, νοητικές θύελλες σελ42) 
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 Η αλήθεια  είναι πως η χρήση των ΗΥ µπορεί να έχει βλαβερές συνέπειες εάν δεν 

γίνεται σωστά Αυτό που έχει σηµασία είναι οι δυνατότητες που προσφέρουν και η 

παιδαγωγική αξιοποίησή τους Με σωστή χρήση ο µαθητής µαθαίνει να σκέφτεται, να 

βιώνει καταστάσεις, να διαπραγµατεύεται τις απόψεις του, να µην είναι παθητικός και να 

επιλέγει τον καλύτερο από διαφορετικούς τρόπους λύσης. Οι ΗΥ έρχονται να 

βελτιώσουν την διαδικασία προσέγγισης της µαθηµατικής γνώσης τόσο σε επίπεδο 

διαδικασίας όσο και σε επίπεδο περιεχοµένου. Η χρήση του υπολογιστή στη µαθηµατική 

διαδικασία αναθεωρεί τις υπάρχουσες δοµές αναφορικά µε το ρόλο του µαθητή, 

προσφέροντας δυνατότητες για εναλλακτικές µορφές έκφρασης, διερεύνησης, 

οικοδόµησης και προσέγγισης της γνώσης (Hoyles, Noss & Adamson 2002) 

Η ραγδαία εξέλιξη της τεχνολογίας συνετέλεσε, ώστε οι υπολογιστές να 

διαδραµατίσουν σηµαντικό ρόλο στην εκπαίδευση και κυρίως στα Μαθηµατικά. Οι 

ερευνητές τα τελευταία χρόνια τονίζουν την εκπαιδευτική αξία της διδασκαλίας µε τη 

χρήση υπολογιστών για πολλούς λόγους (Ράπτης Αρ., Ράπτη Αθ., 2003), µερικοί από 

τους οποίους είναι οι εξής: 

• Τα εκπαιδευτικά προγράµµατα των υπολογιστών, που  βασίζονται στην εικόνα, το 

χρώµα, τον ήχο και την κίνηση, κεντρίζουν το ενδιαφέρον των µαθητών, µε 

αποτέλεσµα το µάθηµα να γίνεται περισσότερο κατανοητό και ευχάριστο δίνοντας 

ερεθίσµατα για µεγαλύτερη εµβάθυνση. 

• Οι µαθητές έχουν τη δυνατότητα να κατακτούν τα γνωστικά αντικείµενα ανάλογα µε 

το νοητικό τους επίπεδο και βάση των ατοµικών τους ιδιαιτεροτήτων. 

• Τέλος, ο υπολογιστής µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εποπτικό µέσο διδασκαλίας, 

δίνοντας τη δυνατότητα να συνδυαστεί άµεσα η θεωρία µε τις εφαρµογές της στην 

καθηµερινή ζωή κατά την πορεία του µαθήµατος. 

Η πρώτη χρησιµοποίηση των υπολογιστών στην εκπαίδευση έγινε µε σκοπό να 

βοηθήσουν τους µαθητές στις αριθµητικές πράξεις, αλλά κατά την τελευταία δεκαετία 

χρησιµοποιήθηκαν ως  εργαλείο για τη δηµιουργία γραφικών παραστάσεων στα 

µαθηµατικά προβλήµατα καθώς και για την κατανόηση µαθηµατικών εννοιών (Heid, 

M., Sheets, C., Matras, M., & Menasian, J., 1988 ).Η ανάγκη χρησιµοποίησης 

εκπαιδευτικού λογισµικού, ως εργαλείο για τη διδασκαλία των Μαθηµατικών, 

υποδεικνύεται από το National Council of Teachers of Mathematics, (NCTM, 1989) των 
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Ηνωµένων Πολιτειών.“ Η τεχνολογία στην εκπαιδευτική διαδικασία θα τροποποιήσει τη 

διδασκαλία και τη µάθηση των Μαθηµατικών. Το λογισµικό των υπολογιστών µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί αποτελεσµατικά για την παρουσίαση του µαθήµατος στην τάξη από το 

διδάσκοντα και µεµονωµένα από τους µαθητές µε πληθώρα παραδειγµάτων, µε σκοπό την 

ανακάλυψη της γνώσης, τη γενίκευση και την εξαγωγή συµπερασµάτων.” ( σ. 128) Ακόµα, 

στην έκδοση του NCTM (2000) «Αρχές της ∆ιδασκαλίας των Μαθηµατικών» 

επισηµαίνεται, ότι η τεχνολογία αποτελεί βασικό στοιχείο στη διδασκαλία και µάθηση 

των Μαθηµατικών. 

 

         Κατά τους Κυνηγό και ∆ηµαράκη (2002) οι νέες τεχνολογίες στην Εκπαίδευση 

διακρίνονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες : τα  νοητικά εργαλεία και τα επικοινωνιακά 

µέσα. 

        Τα νοητικά εργαλεία που συνήθως τα αποκαλούµε και διερευνητικό λογισµικό 

δίνουν στους µαθητές τη δυνατότητα να δηµιουργούν και να κατασκευάζουν µοντέλα 

φαινοµένων, σχέσεων και αναπαραστάσεων και ταυτόχρονα να αξιοποιούν την άµεση, 

ακριβή αλλά και ουδέτερη ανταπόκριση του εργαλείου για να πειραµατίζονται, 

διερευνούν, διατυπώνουν και αναπαριστούν ιδέες και έννοιες. Οι εξειδικευµένες 

υπολογιστικές εφαρµογές  έχουν σχεδιαστεί κατά τέτοιο τρόπο, ώστε ο µαθητής να 

οδηγείται στην κατανόηση εννοιών του διδακτικού αντικειµένου µέσα από τη µάθηση 

και τη χρήση του ίδιου του νοητικού εργαλείου (Jonassen et al., 1998, Κυνηγός, 2002).  

Τα επικοινωνιακά µέσα δίνουν έµφαση στην πληροφόρηση και στην πρόσβαση σε αυτή, 

καθώς και στην επικοινωνία από  απόσταση και στους τρόπους διαχείρησης της. 

 Ποιοι είναι  όµως οι λόγοι για τους οποίους είναι σηµαντικό να αξιοποιήσουµε τις 

νέες τεχνολογίες στην εκπαίδευσή µας; Κατά την ∆ηµητροπούλου (2002) οι λόγοι για 

τους οποίους είναι σηµαντικό να αξιοποιήσουµε τις ψηφιακές τεχνολογίες στην 

εκπαίδευση κατατάσσονται σε τρεις κατηγορίες: 

• Επιστηµολογικοί λόγοι: Η τεχνολογική εξέλιξη έχει οδηγήσει στη µεταβολή του 

τρόπου εργασίας των επιστηµόνων και της ανάπτυξης των γνωστικών πεδίων 

σήµερα. Το γεγονός αυτό έχει ως συνέπεια και την αναπροσαρµογήτων 

προγραµµάτων σπουδών. Είναι πλέον επιβεβληµένη η ενσωµάτωση νέων 

δραστηριοτήτων που είναι πιο κοντά στις σηµερινές επιστήµες. Για να έχουµε 
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λοιπόν νέες δραστηριότητες που να είναι πιο κατάλληλες από τις προηγούµενες 

για την εκπαίδευση των µαθητών θα πρέπει να αξιοποιήσουµε τη δυνατότητα 

που µας προσφέρουν οι νέες τεχνολογίες να εµπλέξουµε τους µαθητές σε αυτές 

τις νέες δραστηριότητες. 

• Μαθησιακοί λόγοι: Τα περισσότερα από τα λογισµικά που χρησιµοποιούνται 

έχουν σχεδιαστεί µε βασική προϋπόθεση τη βελτίωση της διαδικασίας της 

µάθησης. 

• Κοινωνικοί λόγοι: Στην εποχή µας οι τεχνολογίες της πληροφορίας και της 

επικοινωνίας είναι πλέον εργαλεία της καθηµερινότητάς µας. Συνεπώς η 

εκµάθηση της χρήσης τους και η εκµετάλλευση των δυνατοτήτων που µας 

παρέχουν στην εκπαίδευση από µικρή ηλικία και µε φυσικό τρόπο είναι 

προφανές ότι θα πρέπει να είναι ένας από τους στόχους ενός σύγχρονου 

προγράµµατος σπουδών. 

 

         Κατά τον Κυνηγό (2007) οι λόγοι είναι βαθύτεροι και πιο ουσιαστικοί. Η απάντηση 

στο ερώτηµα που τέθηκε βρίσκεται σε αυτό που ονοµάζει «πρόσθετη παιδαγωγική αξία 

ως προς την εκπαιδευτική πράξη». Το ερώτηµα λοιπόν που πραγµατικά τίθεται, είναι 

κατά τον Κυνηγό, τι µπορεί να κάνει σήµερα ο µαθητής και ο εκπαιδευτικός µε τη 

διαθέσιµη τεχνολογία που πρακτικά είναι αδύνατο ή πολύ δύσκολο να γίνει όταν δεν τη 

διαθέτει; Αυτό είναι το περιεχόµενο του όρου πρόσθετη παιδαγωγική αξία η οποια  

συνίσταται ακριβώς σε αυτό : «στο ότι µπορεί να διαθέσει πολύ-αναπαραστασιακά 

εργαλεία µε τα οποία ο µαθητής θα αποκτήσει εµπειρίες έκφρασης εννοιών και 

επιστηµονικής επιχειρηµατολογίας, διαχείρισης της πληροφορίας, δράσης µέσα σε 

πολυποίκιλες συλλογικότητες, εξάσκησης στην κρίση και τη δηµιουργική αµφισβήτηση». 

 Ο Κυνηγός  αναφέρεται ειδικότερα στις πτυχές της µαθησιακής διαδικασίας που 

µπορούν να καλλιεργηθούν αξιοποιώντας την πρόσθετη παιδαγωγική αξία που 

προκύπτει από τη χρήση διερευνητικού λογισµικού και οι οποίες, παρά το γεγονός ότι 

είναι εξαιρετικά σηµαντικές για τη µάθηση, είναι υποβαθµισµένες στην εκπαιδευτική 

πρακτική. 
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         Η πρώτη από τις πτυχές αυτές είναι η δράση. Ο µαθητής καθώς εµπλέκεται σε µια 

προβληµατική κατάσταση, για την οποία εµφανίζει κάποιο προσωπικό ενδιαφέρον,  θα 

υποχρεωθεί να «κάνει µαθηµατικά» (learning by doing)( Papert 1991)  

Το βίωµα είναι η δεύτερη πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας που καλλιεργείται µε τη 

χρήση των ψηφιακών εργαλείων. Σύµφωνα µε τη θεώρηση αυτή «η µάθηση 

καλλιεργείται µέσα από δραστηριότητες που δηµιουργούν βιώµατα ή εµπειρίες σχετικές 

µε το διδακτικό στόχο» (Κυνηγός, 2007). 

          Μια τρίτη πτυχή είναι ο πειραµατισµός. Ο Papert (1991) µιλάει για µαθητές 

«µικρούς επιστήµονες» που κάνουν υποθέσεις, διατυπώνουν εικασίες, τις επιβεβαιώνουν 

ή  τις διαψεύδουν, διατυπώνουν συµπεράσµατα. Η χρήση υπολογιστικών εργαλείων 

προσφέρει από τη µια πλευρά τη δυνατότητα ανάπτυξης πολλών παραδειγµάτων και από 

την άλλη εγγυάται την ορθότητα των υπολογισµών. ∆ίνει ακόµα τη δυνατότητα στο 

µαθητή να επιβεβαιώσει ή να διαψεύσει µε τη βοήθεια νέων παραδειγµάτων τις εικασίες 

του.  

          Η τέταρτη πτυχή είναι η έρευνα και η αναζήτηση, µέρος της οποίας είναι βέβαια 

και ο πειραµατισµός. Μέσα από το συνεχή πειραµατισµό ο µαθητής µαθαίνει να ερευνά, 

να εκφράζει εικασίες και να προσπαθεί να τις επαληθεύσει ή να τις διαψεύσει. Το 

γεγονός αυτό τον υποχρεώνει να αναπτύξει την πεποίθηση ότι δεν είναι όλα γύρω του 

δεδοµένα. Θα πρέπει ο ίδιος να δράσει για να ανακαλύψει και να οικοδοµήσει τη γνώση 

του. Αναζητά πλέον µόνος του την κατανόηση και την πληροφορία αντί να περιορίζεται 

σε αυτή που θα του δοθεί (Κυνηγός, 2007). 

           Η πέµπτη πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας που καλλιεργείται µε τη χρήση του 

διερευνητικού λογισµικού και που σχετίζεται άµεσα µε τις προηγούµενες είναι η 

αµφισβήτηση. Η διαδικασία της έρευνας και της αναζήτησης οδηγεί το µαθητή στην 

υιοθέτηση µιας στάσης αµφισβήτησης απέναντι στη γνώση.  

          Η έκτη πτυχή, που συνδέεται άµεσα µε τα προηγούµενα, είναι η δηµιουργία και το 

«µαστόρεµα», όπως την ονοµάζει ο Κυνηγός (2007). Ο µαθητής δηµιουργώντας ο ίδιος 

κατασκευές και µοντέλα ή µαστορεύοντας τις κατασκευές του µέσα στο υπολογιστικό 

περιβάλλον ανακαλύπτει και επεξεργάζεται τις ιδιότητες και τα χαρακτηριστικά του 

γνωστικού  αντικείµενου.  
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           Η έβδοµη πτυχή είναι ο διάλογος και η επιχειρηµατολογία. Ο Cobb (1997) 

αντιµετωπίζει το διάλογο ως µέγιστης σηµασίας και άµεσης προτεραιότητας κοινωνικό 

γεγονός στο οποίο συµµετέχουν οι µαθητές. Ο δάσκαλος κατά τον Cobb δεν θα πρέπει 

να καθοδηγεί τους µαθητές του ούτε και να τους δελεάζει προκειµένου να αποδεχθούν 

µια συγκεκριµένη ερµηνεία. Αντίθετα θα πρέπει τους µυεί σε συζητήσεις γύρω από 

αντικείµενα τα οποία κρίνει ότι έχουν σηµαντικό µαθηµατικό περιεχόµενο. Έτσι ο 

µαθητής αισθάνεται υποχρεωµένος µέσα σε ένα πλαίσιο συνεργατικής επιστηµονικής 

δράσης να επιχειρηµατολογήσει προκειµένου να αιτιολογήσει τις επιλογές του, να 

διατυπώσει εικασίες, να επιβεβαιώσει ή να διαψεύσει τις εικασίες αυτές (Κυνηγός, 

2007).Έτσι µέσα λοιπόν από το διάλογο και την επιχειρηµατολογία ο µαθητής οδηγείται 

στην εννοιολογική κατανόηση των εννοιών µε τις οποίες ασχολείται.. 

         Η όγδοη πτυχή  είναι η συνεργασία. Προϋπόθεση της ανάπτυξης του διαλόγου είναι 

η κατάκτηση ενός ικανοποιητικού επιπέδου συνεργασίας. Μέσα από τη συνεργασία των 

µαθητών στις δραστηριότητες που τους ανατίθενται από τον εκπαιδευτικό ωφελούνται 

τόσο ο κάθε µαθητής µεµονωµένα όσο και όλα τα υπόλοιπα µέλη της οµάδας. Η 

συνεργατική µάθηση είναι ένας σηµαντικός παράγοντας στην διδακτική διαδικασία.  Οι 

ψηφιακές τεχνολογίες βοηθούν προς αυτή την  κατεύθυνση. Και στην περίπτωση αυτή ο 

ρόλος τους είναι διττός. Αφενός τα διερευνητικά λογισµικά µπορούν να αξιοποιηθούν ως 

παράγοντες συνεργατικής µάθησης µέσα από καλά και προσεκτικά σχεδιασµένες 

δραστηριότητες. Αφετέρου ως εργαλεία επικοινωνίας παρέχουν τη δυνατότητα στον 

εκπαιδευτικό να επιτύχει το διάλογο και τη συνεργασία µαθητών που βρίσκονται σε 

διαφορετικά αποµακρυσµένα σηµεία και χωρίς τη χρήση των τεχνολογιών αυτών δεν θα 

είχαν τη δυνατότητα της επικοινωνίας.  

        Η συµµετοχή σε µορφές συλλογικότητας είναι µια ακόµα πτυχή της µαθησιακής 

διαδικασίας που µπορεί να καλλιεργηθεί µε τη χρήση των νέων τεχνολογιών. Με την 

κατάλληλη διδακτική µπορούν να δηµιουργηθούν κοινότητες µάθησης, όπου οι µαθητές 

διδάσκονται εκτός από το γνωστικό αντικείµενο, τη συλλογική συµπεριφορά, πως 

δηλαδή να δρουν, να συνεισφέρουν και να αυτοπροσδιορίζονται µέσα σε µαθητικές 

κοινότητες» (Κυνηγός,2007, σελ. 43).  

         Η δέκατη πτυχή, και µια από τις πιο σοβαρές, είναι η δηµιουργία νοηµάτων. Η 

µάθηση χαρακτηρίζεται κατά κύριο λόγο από τη δηµιουργία νοηµάτων από το µαθητή 
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και όχι από την κατανόηση έτοιµων και αφηρηµένων πληροφοριών και νοηµάτων. Όµως 

διαφορετικά λογισµικά είναι δυνατόν να οδηγήσουν τους µαθητές στην οικοδόµηση 

διαφορετικών νοηµάτων ακόµα και όταν αυτοί δουλεύουν πάνω στο ίδιο πρόβληµα σε 

διαφορετικά περιβάλλοντα (Sutherland & Balacheff, 1999). Ο µαθητής λοιπόν δεν 

µπορεί να αφεθεί µόνος του να παράγει νοήµατα. Το να λέµε ότι τα νοήµατα και οι 

διανοητικές δοµές κτίζονται από τον µαθητή παρά διδάσκονται από το δάσκαλο δεν 

σηµαίνει ότι κατασκευάζονται από το τίποτα. Τα παιδιά, όπως και οι άλλοι δηµιουργοί, 

χρησιµοποιούν τα υλικά που βρίσκουν στο περιβάλλον τους, ιδίως τα µοντέλα και τις 

µεταφορές που υποβάλλει το µορφωτικό περιβάλλον (Papert, 1991). Έτσι, πολύ συχνά, 

τα νοήµατα που παράγονται από τους µαθητές µέσα στη σχολική τάξη είναι πολύ 

διαφορετικά από αυτά που προβλέπονται από το αναλυτικό πρόγραµµα (Κυνηγός, 2007). 

Στο θέµα αυτό είναι καθοριστικός ο ρόλος του δασκάλου. Ο τρόπος µε τον οποίο οι 

µαθητές  χρησιµοποιούν τα υπολογιστικά εργαλεία επηρεάζεται ουσιωδώς από τον 

δάσκαλο ο οποίος έχει την ευθύνη της οργάνωσης της τάξης (Sutherland & Balacheff, 

1999). 

          Η ενδέκατη πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας είναι η αναπαράσταση. Τα 

ψηφιακά εργαλεία ενέχουν πολυποίκιλες αναπαραστάσεις εννοιών και πληροφοριών 

κάποιες φορές ως πηγή και κάποιες άλλες ως εκφραστικά µέσα. Για τα εργαλεία που 

έχουν σχεδιαστεί ειδικά για τη βασική εκπαίδευση η επιλογή των αναπαραστάσεων είναι 

κρίσιµη µια και αυτές συνδέονται άµεσα µε τη δηµιουργία νοηµάτων (Κυνηγός, 2007). 

 

 

Μικρόκοσµοι 

 

 Ο όρος «µικρόκοσµος» χρησιµοποιήθηκε πρώτα από τον Papert, στο χώρο της 

τεχνητής νοηµοσύνης, για να περιγράψει «ένα µικρό, συνεκτικό σύνολο από αντικείµενα 

και δραστηριότητες τα οποία εφαρµόζονται σε ένα υπολογιστικό σύστηµα κι 

ανταποκρίνονται σε ένα ενδιαφέρον κοµµάτι του πραγµατικού κόσµου (Sarama & 

Clements, 2002, σελ.1)». Παρά τις διαφορετικές προσεγγίσεις που έχουν αποδοθεί στην 

έννοια του µικρόκοσµου, φαίνεται ότι οι απόψεις συγκλίνουν προς την παραδοχή ότι οι 

µικρόκοσµοι είναι υπολογιστικά περιβάλλοντα στα οποία είναι ενσωµατωµένες έννοιες 
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που αναφέρονται σε ένα ή περισσότερα γνωστικά αντικείµενα και τις οποίες εξερευνούν 

οι µαθητές µέσω της αλληλεπίδρασης µε το περιβάλλον. Ένας καλός µικρόκοσµος είναι 

αυτός που εύκολα τον χειρίζονται οι µαθητές ώστε µέσα από δραστηριότητες να 

κατανοήσουν τις κρυµµένες αρχές και δοµές. (diSessa A, 2000).  

Ο Papert (1980) αναφερόµενος στον µικρόκοσµο, τον είδε ως έναν «αυτόνοµο» 

κόσµο, µέσα στον οποίο οι µαθητές µπορούν να µεταφέρουν συνήθειες εξερεύνησης από 

την προσωπική τους ζωή στην τυπική γλώσσα επιστηµονικών κατασκευών. Ο τελευταίος 

συνέβαλε καθοριστικά στο σχεδιασµό του µικρόκοσµου της χελώνας ο οποίος σε 

συνδυασµό µε την υπολογιστική γλώσσα Logo, θεωρήθηκε ως «ένα αντικείµενο µε το 

οποίο µπορείς να σκέφτεσαι» και το οποίο εµπεριέχει έννοιες της διαφορικής γεωµετρίας 

(Hoyles & Noss, 1993, Papert, 1980). Χρησιµοποιήθηκε ευρύτατα και για τη δηµιουργία 

πολλών άλλων µικρόκοσµων, καλύπτοντας ένα ευρύ φάσµα διαφορετικών 

επιστηµονικών περιοχών, όπως η φυσική (Papert, 1980) αλλά κι άλλων µαθηµατικών 

εννοιών (Kynigos, 1993, Clements & Sarama, 1996).  

Ο συνδυασµός συµβολικού και οπτικού ελέγχου ενός µικρόκοσµου µε την 

πρόσβαση στη βαθιά δοµή (Eisenberg, 1995, Kynigos, 1995) µέσω µιας συµβολικής 

γλώσσας (π.χ. Logo) µπορεί να δράσει καταλυτικά στη διαδικασία κατασκευής νοήµατος 

(Kynigos & Psycharis, 2003). Οι µαθητές χειριζόµενοι τα αντικείµενα, εκτελούν 

διάφορες διαδικασίες προκειµένου να ανακαλύψουν τις ιδιότητες του µικρόκοσµου και 

να κατανοήσουν το σύστηµα στο σύνολό του. Κατά µια έννοια λοιπόν πρόκειται είτε για 

ελεύθερες δραστηριότητες διερεύνησης όπου το ζητούµενο τίθεται από τους ίδιους τους 

µαθητές, είτε για δραστηριότητες οι οποίες έχουν συγκεκριµένο διδακτικό στόχο, ο 

οποίος τίθεται από τον εκπαιδευτικό . 

Η Edwards (1998), προκειµένου να διασαφηνίσει το ρόλο ενός µικρόκοσµου στην 

µαθησιακή διαδικασία προσεγγίζει την εν λόγω έννοια µε δυο διαφορετικούς τρόπους. Η 

πρώτη προσέγγιση αφορά  τα δοµικά χαρακτηριστικά του µικρόκοσµου, ενώ η δεύτερη 

προσέγγιση στηρίζεται στις διαφορετικές δυνατότητες χρήσης του. Αυτές οι δυνατότητες 

αποτελούν τα  λειτουργικά χαρακτηριστικά του µικρόκοσµου.  Eξετάζοντας µια σειρά 

από µικρόκοσµους µέσα από την προοπτική του σχεδιαστή συγκέντρωσε τα κοινά 

δοµικά χαρακτηριστικά τους. Σύµφωνα µε τη δοµική προσέγγιση ένας µικρόκοσµος: 
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1. περιέχει ένα σύνολο από υπολογιστικά αντικείµενα τα οποία έχουν σχεδιαστεί µε 

τρόπο ώστε να αντανακλούν  τη δοµή µαθηµατικών ή άλλων επιστηµονικών 

οντοτήτων σε µια αντίστοιχη γνωστική περιοχή 

2.  συνδέει περισσότερες από µια αναπαραστάσεις που αφορούν σε µια 

συγκεκριµένη µαθηµατική έννοια. Τέτοιες αναπαραστάσεις περιλαµβάνουν µια 

συµβολική και µια οπτική ή γραφική εκδοχή της έννοιας  

3. Συχνά τα αντικείµενα και οι λειτουργίες ενός µικρόκοσµου µπορούν να 

συνδυαστούν προκειµένου να σχηµατίσουν πιο σύνθετα αντικείµενα ή 

λειτουργίες .Αυτό συµβαίνει ιδιαίτερα στους µικρόκοσµους που µια µορφή 

αναπαράστασης είναι η συµβολική γλώσσα και η οποία απευθύνεται σε 

οντότητες ή λειτουργίες του συστήµατος  

4. περιλαµβάνει ένα σύνολο από δραστηριότητες, οι οποίες µπορεί να είναι  ήδη 

προγραµµατισµένες στο υπολογιστικό περιβάλλον ή να ενεργοποιούνται µέσω 

φύλλων εργασίας ή άλλων λεκτικών εντολών, έτσι ώστε µε το συνδυασµό τους ο 

χρήστης να είναι σε θέση να πετύχει το στόχο του, να επιλύσει ένα πρόβληµα, να 

προσοµοιώσει µια κατάσταση κ.τ.λ.  

Η λειτουργική προσέγγιση του µικρόκοσµου δεν εστιάζει στα γνωρίσµατα που 

έχουν προσδοθεί στο πρόγραµµα από το σχεδιαστή αλλά στα χαρακτηριστικά που 

αναδύονται όταν ο µικρόκοσµος τοποθετηθεί µπροστά στο µαθητή. Οι µικρόκοσµοι 

έχουν κάποια κοινά λειτουργικά αν τους εξετάσουµε µέσα στο πλαίσιο του τι αναµένεται 

να κάνει ο µαθητής όταν τους χρησιµοποιεί .Οι  χρήστες–µαθητές αναµένεται να 

µπορούν  

1. να χειρίζονται τα αντικείµενα και να εκτελούν τις υποστασιοποιηµένες 

λειτουργίες σε ένα µικρόκοσµο µε σκοπό την ανακάλυψη ή την επαγωγική 

συναγωγή των ιδιοτήτων τους κατανοώντας το σύστηµα σαν ολότητα. 

Πειραµατίζονται  κάνουν υποθέσεις ελέγχουν και ερευνούν  

2. Ερµηνεύουν την ανατροφοδότηση –αποτέλεσµα των χειρισµών τους έτσι ώστε να 

διορθώσουν τον εαυτό τους ή να εκσφαλµατώνουν την κατανόησή τους για το 

πεδίο που µελετούν  



 45 

3. Χρησιµοποιούν τα αντικείµενα και τις λειτουργίες του µικρόκοσµου ώστε να 

δηµιουργήσουν νέες οντότητες ή να λύσουν συγκεκριµένα προβλήµατα ή 

προκλήσεις ή και τα δύο (Edwards 1998) .  

Μια άλλη ενδιαφέρουσα περιγραφή για τους µικρόκοσµους προέρχεται από τους 

Hoyles και Noss (1993) οι οποίοι θεωρούν τους µικρόκοσµους «αναπαραστάσεις 

µαθηµατικών δοµηµάτων και σχέσεων τις οποίες ο µαθητής αναµένεται να αποσπάσει 

µέσα από την αλληλεπίδρασή του µε αυτές».. Η µάθηση προάγεται µέσα από 

διαδικασίες διερεύνησης, διατύπωσης κι επίλυσης προβλήµατος (Hoyles & Noss, 1993, 

Sarama & Clements, 2002). Η γνώση που θέλουµε να προσεγγισθεί βρίσκεται 

ενσωµατωµένη µέσα στον µικρόκοσµο κι ο µαθητής επιχειρεί να την ανακαλύψει 

δηµιουργώντας, κινώντας ή διαχειριζόµενος αντικείµενα και δοκιµάζοντας πώς αυτά 

αλληλοεπηρεάζονται (Hoyles & Noss, 1993, Jonassen, 1996). Επιπλέον πρόκειται για 

ένα πλούσιο µαθησιακά περιβάλλον το οποίο παρέχει δυνατότητες να κάνουν οι µαθητές 

συνδέσεις ανάµεσα στις νέες καταστάσεις που αντιµετωπίζουν και τις προϋπάρχουσες 

γνώσεις τους Οι µαθητές αλληλεπιδρούν στο περιβάλλον του µικρόκοσµου µε ένα 

πλήθος στρατηγικών. Η χρήση των στρατηγικών αυτών προωθεί τον αναστοχασµό πάνω 

στα αποτελέσµατα και τη συζήτηση µεταξύ των µαθητών για τη διατύπωση προβλέψεων 

και την ερµηνεία αποτελεσµάτων (Hoyles και Noss 1996).  Ο αναστοχασµός γίνεται µε 

τη χρήση πολλαπλών µορφών αναπαράστασης, τη διασύνδεση µεταξύ των µορφών 

αυτών, την πρόκληση κοινωνικό – γνωστικής σύγκρουσης και ενθάρρυνση για υπέρβασή 

της. Σηµαντικό πλεονέκτηµα αποτελεί η δυνατότητα που έχουν οι µαθητές να 

αναλαµβάνουν το ρόλο του κατασκευαστή. Με τον τρόπο αυτό οι µαθητές έρχονται σε 

άµεση επαφή µε τους κανόνες που διέπουν τη χρήση και λειτουργία ενός µικρόκοσµου 

και στη συνέχεια καθορίζουν οι ίδιοι τις δικές τους αρχές και κανόνες για να 

κατασκευάσουν τους δικούς τους µικρόκοσµους. Σύµφωνα µε την Harel (1988), οι 

µαθητές αποκτούν µια βαθύτερη και ουσιαστική κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών, 

όταν κατασκευάζουν και χειρίζονται οι ίδιοι αναπαραστάσεις και όταν µε τη χρήση των 

αναπαραστάσεων αυτών κατασκευάζουν προβλήµατα για άλλους µαθητές.  
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Artifact-Instrument  

 

Όπως έχουν δείξει εµπειρικές έρευνες ( Guin & Trouche 1999, Lagrange 1999) η 

σχέση του ατόµου µε τα  εργαλεία δεν είναι γραµµική ούτε µονοδιάστατη (δεν 

ακολουθεί δηλαδή µία προδιαγεγραµµένη πορεία προς  µία κατεύθυνση). Αντίθετα, οι 

µαθητές µπορεί να χρησιµοποιήσουν κάθε τεχνολογικό κατασκεύασµα µε διαφορετικούς 

και µη προβλέψιµους τρόπους, στοιχείο που παρεµβαίνει στη µαθησιακή διαδικασία και 

την επηρεάζει. Με δεδοµένη λοιπόν την πολυδιάστατη σχέση του ατόµου µε τα 

εργαλεία, επισηµαίνεται η ανάγκη για εκτενέστερη µελέτη αυτής της σχέσης, και γίνεται 

διάκριση ανάµεσα σε τεχνολογικά προϊόντα (artifacts) και εργαλεία (instruments).  

Αrtifact είναι ένα κατασκευασµένο υλικό  αντικείµενο (όπως ένα εργαλείο ή ένα 

µηχάνηµα) µε τα εγγενή χαρακτηριστικά του που σχεδιάστηκε για κάποιο συγκεκριµένο 

έργο. Ο χρήστης καθώς το χειρίζεται αναπτύσσει νέες αναπαραστάσεις σχετικά µε τη 

χρήση του. Σχήµατα  δράσης δηµιουργούνται. Η ανάπτυξη του artιfact βέβαια συνδέεται 

µε την προσδοκία ότι, αν χρησιµοποιηθεί σωστά, λόγω του σχεδιασµού του θα µας 

δώσει εντυπωσιακά αποτελέσµατα. Αλλά, µια και οι συνθήκες δεν είναι ποτέ ίδιες, το 

artιfact δεν εµπλέκεται ποτέ σε µια κατάσταση µε τον ίδιο τρόπο, ακόµα και όταν 

χρησιµοποιείται σύµφωνα µε τον σχεδιασµό του. ∆ηλαδή κάθε µεµονωµένη χρήση του 

το επαναπροσδιορίζει Όπως παρατηρεί ο Verillon (2000) δίνοντας το παράδειγµα ενός 

κατσαβιδιού που µπορεί κάποιες φορές να χρησιµοποιηθεί και σαν σφυρί, τα artefacts 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για έργα διαφορετικά από αυτά για τα οποία 

σχεδιάστηκαν. Έτσι µπορούµε να ισχυριστούµε ότι, µέσα από την ποικιλία των τρόπων 

χρήσης του από τον άνθρωπο, η διαδικασία σχεδιασµού του συνεχίζεται αρκετά µετά την 

ίδια την κατασκευή του (Rabardel, 1995) 

 Instrument (εργαλείο ή όργανο ) είναι το artιfact και οι µορφές της χρήσης του, 

όπως είναι διαµορφωµένες από έναν ιδιαίτερο χρήστη.(Mariotti,2002). Είναι εν µέρει 

ένα artιfact και εν µέρει ένα γνωστικό σχήµα, που είναι ακριβώς αυτό που το καθιστά 

instrument (Artigue, 2002). 

Σύµφωνα µε την Mariotti ένα εργαλείο είναι η σύνδεση µεταξύ ενός αντικειµένου 

(artifact/τεχνική συσκευή ) και η οργάνωση των πιθανών ενεργειών δηλ. των "σχεδίων 

χρησιµοποίησης", τα οποία αποτελούν ένα δοµηµένο σύνολο σταθερών, που 
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αντιστοιχούν στις κατηγορίες πιθανών διαδικασιών. Τέτοια σχήµατα λειτουργούν σαν 

διοργανωτές της δραστηριότητας του χρήστη. Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό, ένα 

εργαλείο είναι µια εσωτερική κατασκευή, η ανάπτυξη της οποίας είναι µια 

µακροπρόθεσµη διαδικασία. Η σχέση µεταξύ του χρήστη και του artifact εξελίσσεται: 

αυτή η διαδικασία καλείται “εργαλειακή γένεση” ή“ενοργανωτική γένεση” ( instrumental 

genesis).Η εργαλειακή γένεση δουλεύει σύµφωνα µε την Artigue σε δυο κατευθύνσεις. 

• Προς το artefact: Το φορτώνει προοδευτικά µε δυνατότητες µετασχηµατίζοντάς 

το τελικά σε εργαλείο  κατάλληλο για µια συγκεκριµένη χρήση. Αυτή η 

διαδικασία ονοµάζεται κατά τον Rabardel (1995) αλλοίωση κατασκευής ή  

ενοργανοποιήση (instrumentalisation) του artefact 

• Προς το υποκείµενο: Οδηγεί στην ανάπτυξη ή οικειοποίηση σχηµάτων 

εργαλειακής δράσης τα οποία σταδιακά σχηµατοποιούνται ως τεχνικές που 

επιτρέπουν µια αποτελεσµατική απάντηση σε δοσµένα έργα. Η κατεύθυνση αυτή 

ονοµάζεται κατά τον Rabardel (1995) δηµιουργία εργαλείου  ή  ενοργάνωση 

(instrumentation). 

Κατά τους Verillon και Rabardel (1995) η διαδικασία της ενοργανωτικής γένεσης 

εξελίσσεται σε γενικές γραµµές µε τον ακόλουθο τρόπο. Αρχικά έχουµε άµεση 

αλληλεπίδραση ανάµεσα στο υποκείµενο και το αντικείµενο  η οποία οδηγεί το 

υποκείµενο στην ανάπτυξη των κατάλληλων αναπαραστάσεων. Στη συνέχεια η 

προσπάθεια κατάλληλης χρήσης ενός artifact υποχρεώνει το υποκείµενο να αναπτύξει 

νέα σχήµατα και αναπαραστάσεις που συνδέονται µε το ίδιο το artifact αλλά και µε το 

αντικείµενο της εργασίας του. Οι διαδοχικές δοκιµές που απαιτούνται ώστε να 

ξεπεραστεί η αρχικά αναποτελεσµατική χρήση του αλλά και οι νέες ιδιότητες τόσο του 

ίδιου του artifact όσο και του αντικειµένου που ανακαλύπτονται σταδιακά µέσα από τις 

δοκιµές αυτές από το χρήστη οδηγούν τελικά στην ενοργανοποίηση του artifact και την 

ενοργάνωση της δραστηριότητας. Έτσι τώρα, στα πλαίσια πια της ενοργανωµένης 

δραστηριότητας, µπορούµε να παρατηρήσουµε και τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ οργάνου 

και αντικειµένου, υποκειµένου και οργάνου και τελικά την έµµεση αλληλεπίδραση 

µεταξύ υποκειµένου και αντικειµένου µε τη διαµεσολάβηση του οργάνου. Η δράση του 

υποκειµένου λοιπόν και η αλληλεπίδρασή του µε το αντικείµενο, είτε αυτή είναι άµεση ή 
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έµµεση, σχετίζεται πάντα µε τις αναπαραστάσεις που αναπτύχθηκαν στα προηγούµενα 

στάδια της ενοργανωτικής γένεσης. 

Κατά τον Lagrange (1999) ‘Μια ανθρώπινη ύπαρξη που θέλει να χρησιµοποιήσει  

ένα artifact κτίζει τη σχέση του µε αυτό σε δυο κατευθύνσεις: Εξωτερικά αναπτύσσει 

τρόπους χρήσης του και εσωτερικά οικοδοµεί γνωστικές δοµές για να ελέγξει αυτές τις 

χρήσεις’. Οι δυο αυτές κατευθύνσεις δεν είναι ανεξάρτητες. ‘Κατά την πρώτη χρήση το 

υποκείµενο καθοδηγεί το εργαλείο µέσα από τα υπάρχοντα σχήµατα. Η πρωτογενής αυτή 

εµπειρία του παρέχει την ευκαιρία για προσαρµογή των σχηµάτων. Τα νέα καλύτερα 

προσαρµοσµένα στις καταστάσεις σχήµατα αποτελούν µε τη σειρά τους το εφαλτήριο για 

την ανάπτυξη νέων τρόπων χρήσης κ.ο.κ’. 

 ∆ιακρίνονται λοιπόν δυο φάσεις στη διαδικασία της ενοργανωτικής γένεσης. Η 

πρώτη είναι η φάση της ανακάλυψης των διάφορων εντολών, της εξερεύνησης της 

χρήσης τους και της διερεύνησης των αποτελεσµάτων και της οργάνωσής τους. Το κύριο 

χαρακτηριστικό αυτής της φάσης είναι η ισχυρή εξάρτηση του χρήστη από το µηχάνηµα. 

Οι µαθητές συχνά αγνοούν κατά τη διάρκειά της οποιαδήποτε άλλη πηγή 

πληροφόρησης. Αλλά, παρόλα αυτά, παρατηρείται στη φάση αυτή µια πρώτη µορφή 

ενοργάνωσης µε µια µεγάλη ποικιλία στρατηγικών και τεχνικών (Guin & Trouche, 

1999).  

Από τη στιγµή που οι εντολές αποκτούν µαθηµατικό περιεχόµενο οι µαθητές 

µπαίνουν στη δεύτερη φάση που είναι φάση οργάνωσης. Το κύριο χαρακτηριστικό της 

φάσης αυτής είναι ότι οι µαθητές υιοθετούν µια στάση περιορισµού των στρατηγικών 

και των τεχνικών που έχουν αναπτυχθεί στην προηγούµενη φάση. Αρχίζουν να 

οργανώνουν τη δράση τους, να συνδέουν τις εντολές µεταξύ τους και µε άλλα διαθέσιµα 

εργαλεία, να ενδιαφέρονται για τις δυνατότητες και τους περιορισµούς που προκύπτουν. 

Τη διαδικασία αυτή περιγράφει µέσα από το παρακάτω διάγραµµα ο Trouche 

(2004) ως µια αµφίδροµη κίνηση. Η µια φορά της κίνησης, που είναι η ενοργανοποίηση 

(instrumentalisation) του artifact, κατευθύνεται προς το εργαλείο, µε την έννοια ότι ο 

χρήστης ‘παίρνει το εργαλείο στο χέρι’, το προσαρµόζει στις µεθόδους του. Η άλλη 

φορά της κίνησης, που είναι η ενοργάνωση (instrumentation) της δράσης, έχει 

κατεύθυνση προς το χρήστη, µε την έννοια ότι οι περιορισµοί που το εργαλείο επιβάλλει 

συµβάλλουν στο να δοµηθεί η δραστηριότητα του χρήστη. 
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Παρουσίαση του λογισµικού  CRUISLET 
 
 

 O Cruislet1 είναι ένα ψηφιακό µέσο που προσφέρεται για µαθηµατική πλοήγηση 

στον τρισδιάστατο γεωγραφικό χώρο. Συνδυάζει την τεχνολογία των GIS (γεωγραφικών 

πληροφοριακών συστηµάτων) µε την γλώσσα προγραµµατισµού logo. Περιέχει 2  

αναπαραστασιακά συστήµατα αναφοράς: το γεωγραφικό σύστηµα συντεταγµένων και το 

σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων. ∆ίνει την δυνατότητα στον χρήστη να περιπλανηθεί 

µέσα στο χώρο της Ελλάδας,  αναπτύσσοντας έννοιες όπως η έννοια της συνάρτησης. 

Αυτό γίνεται γιατί  ο χρήστης µπορεί να ελέγξει και να µετρήσει τις συµπεριφορές των 

αντικειµένων είτε χρησιµοποιώντας τις γεωγραφικές ή  τις σφαιρικές συντεταγµένες είτε 

τη logo.    Τα αντικείµενα είναι αεροπλάνα ή ελικόπτερα (avatars) και η µετατόπισή τους 

αναπαρίσταται µε ένα διάνυσµα. Η πλοήγηση των αεροπλάνων γίνεται είτε 

χρησιµοποιώντας το avatar tab είτε µέσα από χρήση της logo στο logo tab. 

    Η σκηνή του cruislet  αποτελείται από 2 παράθυρα. Το επάνω παράθυρο που 

αποτελεί την κύρια σκηνή είναι µία  τρισδιάστατη αναπαράσταση του  χάρτη της 

Ελλάδας ενώ το κάτω παράθυρο είναι µια δισδιάστατη αναπαράσταση. Ο χρήστης 

µπορεί να  πλοηγηθεί µέσα στην Ελλάδα κινώντας το ποντίκι και κάνοντας αριστερό 

κλικ επάνω του να πλησιάσει κοντά σε µια περιοχή ενώ κάνοντας δεξί κλικ να 

αποµακρυνθεί απ’αυτήν. Οι 2 χάρτες καταλαµβάνουν τα 2/3 της οθόνης Στο υπόλοιπο 

1/3 είναι η κύρια περιοχή του cruislet και υπάρχουν 3 tabs: το avatar tab, το  contex tab, 

και το  logo tab 

                                                 
1
Το περιβάλλον Cruislet καθώς και η παρούσα εργασία αναπτύχθηκε στο πλαίσιο του ευρωπαϊκού  έργου 

ReMath «Representing   Mathematics with Digital Media» FP6, IST-4-26751-STP (2005-2008), 
http://remath.cti.gr. 
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Εικόνα 1: Το υπολογιστικό περιβάλλον του Cruislet 

 
 Στο avatar tab ο χρήστης µπορεί  

• Να δηµιουργήσει avatars και να διαλέξει το µοντέλο που του αρέσει(add)  

         

Εικόνα 2:  Μοντέλα αεροπλάνων 

        

• Nα διαγράψει avatars(remove) 

• Να ορίσει την θέση του avatar µέσα στον 3δ χώρο της Ελλάδας µε τους εξής  

τρόπους 

1. επιλέγοντας πόλη προορισµού από το select a destination 
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Εικόνα 3:   Επιλογή προορισµού 

2. ορίζοντας συγκεκριµένες τιµές στο lat long height του  position και 

κάνοντας go  

3. δίνοντας τιµές στο θ φ R του direction και κάνοντας go 

                            

Εικόνα 4: τα δύο συστήµατα αναφοράς 

 

4. ενεργοποιώντας το 3-D controller 

                                                 

Εικόνα 5:   O 3d controller 

                

• Nα µετατρέπει κάθε κίνηση που κάνει σε logo διαδικασία(export) 
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• Να επιλέγει αν θέλει το αεροπλάνο να αφήνει ίχνος ή όχι(trail) 

• Να ρυθµίζει την θέση και την απόσταση της κάµερας (που παρακολουθεί τον 

avatar) 

Οποιαδήποτε αλλαγή στο position (lat long height) έχει σαν αποτέλεσµα την 

δυναµική αλλαγή και στο direction (θ,φ,R) 

Στο contex tab υπάρχουν µια σειρά από γεωγραφικές πληροφορίες που ο χρήστης 

µπορεί να τοποθετήσει στον χάρτη όπως λίµνες, ποτάµια, βουνά, αεροδρόµια, πόλεις, 

αρχαιολογικούς χώρους, δρόµους κ.α 

 

 

 

Εικόνα 6: Το contex tab 
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      Στο logo tab ο χρήστης µπορεί να γράφει και να τρέχει logo εντολές ώστε να 

µετατοπίζει τον avatar στο χώρο. Οι εντολές ενεργοποιούνται πατώντας insert και 

αφορούν τη θέση  την κατεύθυνση και την κίνηση του αεροπλάνου, την θέση και την 

κατεύθυνση της κάµερας.  

                        

Εικόνα 7:   Το  logo tab 

                                                                                                       

        Η δυνατότητα προγραµµατισµού µέσω της logo δίνει την δυνατότητα στον χρήστη 

να προβλέψει τις ενέργειες του avatar και να εκφράσει µαθηµατικές ιδέες. Ο cruislet 

λοιπόν µπορεί να θεωρηθεί  ως ένα κατασκευαστικό µέσο στο οποίο ο χρήστης µπορεί 

να κατασκευάσει πτήσεις διαφορετικών αεροπλάνων καθώς και να σχετίσει τις πτήσεις 

µεταξύ τους (Κafai &Resnick,1996) 
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Επιστηµολογία  του  CRUISLET 
 
 

        Oπως προαναφέραµε  ο Cruislet είναι ένας  µικρόκοσµος που προσφέρεται για 

πλοήγηση µέσα στο 3σδιαστατο γεωγραφικό χώρο. Τα µαθηµατικά που υπάρχουν πίσω 

από αυτή την πλοήγηση αναφέρονται σε 2 µεγάλες κατηγορίες: 

• στην  έννοια  της µετατόπισης(διάνυσµα) 

• στον ορισµό του 3d συστήµατος αναφοράς µέσα στον οποίο γίνεται η πλοήγηση 

  

   ►  Η θέση ενός avatar  στον cruislet καθορίζεται από ένα σύστηµα γεωγραφικών 

συντεταγµένων (lat, long, height). Κάθε σηµείο του οποίου θέλουµε να προσδιορίσουµε 

τη θέση προβάλλεται  πάνω στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς ή της σφαίρας(στην 

περίπτωση µας η γη είναι ελλειψοειδές) κατά τη διεύθυνση της καθέτου στην επιφάνεια 

αυτή. Το µήκος της καθέτου, δηλαδή η απόσταση του σηµείου από το ελλειψοειδές ή τη 

σφαίρα, ονοµάζεται γεωµετρικό υψόµετρο ή απλά υψόµετρο(h). 

  Γεωγραφικό πλάτος (φ) ή lat είναι η  γωνία που σχηµατίζει η κάθετος από το 

σηµείο στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς ή της σφαίρας µε το επίπεδο του ισηµερινού . 

Η δίεδρη γωνία που σχηµατίζεται από το επίπεδο του µεσηµβρινού που διέρχεται από το 

σηµείο και από έναν αυθαίρετα επιλεγµένο µεσηµβρινό ονοµάζεται γεωγραφικό µήκος 

(λ) ή long Ο αυθαίρετα επιλεγµένος µεσηµβρινός συνήθως είναι ο µεσηµβρινός που 

διέρχεται από το Greenwich 

Οι γωνίες φ,λ   συνήθως µετριούνται σε δεκαδικούς βαθµούς(DD) ή σε βαθµους-λεπτά-

δευτερόλεπτα (DMS).  Στον cruislet τα lat - long ορίζονται στο DD σύστηµα 

Παράδειγµα :Ένας avatar βρίσκεται στη θέση (37.23, 22.3, 2000) σηµαίνει ότι η θέση         

του έχει   γεωγραφικό πλάτος 37.23   

                γεωγραφικό µήκος 22.3 και 

                πετά σε ύψος 2000 m 

Στον χάρτη της Ελλάδας που είναι στον cruislet οι συντεταγµένες κυµαίνονται : 

             Lat:       από 34  έως 42 περίπου 

             Long:    από 19 έως 27 περίπου 

             Height:  από 0 εως 100km 
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►    To περιβάλλον του cruislet µέσα στο οποίο γίνεται η πλοήγηση είναι µία προβολή –

απεικόνηση. (Αναλυτική χαρτογραφία Νάκος 2006)  της επιφάνειας της γης πάνω στο 

επίπεδο του χάρτη. Στον cruislet το σχήµα της γης είναι  ελλειψοειδές (GRS84) και η 

προβολή που χρησιµοποιείται είναι η εγκάρσια µερκατορική προβολή 

(http://www.uwgb.edu/dutchs/FieldMethods/UTMSystem.htm) 

 Η εγκάρσια µερκατορική προβολή είναι µια σύµµορφη κυλινδρική προβολή στην οποία 

όλοι οι παράλληλοι έχουν µήκος ίσο µε αυτό του σηµερινού. 

          Η επιλογή αυτής της προβολής έγινε διότι  

α)το σχήµα της Ελλάδας είναι  επίµηκες (άρα επιλέγεται η κυλινδρική προβολή ) 

β)το επίµηκες αυτό σχήµα ακολουθεί έναν µεσηµβρινό(άρα επιλέγεται εγκάρσια 

κυλινδρική  προβολή). 

γ) έχουµε έναν τοπογραφικό χάρτη άρα επιλέγουµε την µερκατορική προβολή που είναι 

µια σύµµορφη προβολή(διατηρεί αναλλοίωτη τη µορφή). 

Το σύστηµα απεικόνησης που εφαρµόζεται στον cruislet είναι το Ελληνικό Γεωδετικό 

Σύστηµα Αναφοράς του 1987 (ΕΓΣΑ87)(Νάκος 2006) 

 

 

►   Η πλοήγηση του avatar γίνεται µέσα από διαδοχικές µετακινήσεις Κάθε µετακίνηση 

είναι µια ενέργεια η οποία ορίζεται από την προηγούµενη κατάσταση του avatar και 

αναπαριστάται µε ένα διάνυσµα. Υπάρχουν διάφοροι  τρόποι µετακίνησης: 

1)ορίζοντας την νέα θέση του  avatar(position)είτε µε καινούριες συντεταγµένες(lat-long-

height) είτε επιλέγοντας  το όνοµα της πόλης που θα πάει 

2)δίνοντας κατεύθυνση(direction) στον avatar ορίζοντας την γωνία  φ και θ και την 

απόσταση r του διανύσµατος της µετατόπισης. H γωνία φ είναι η γωνία που σχηµατίζει ο 

avatar µε το οριζόντιο επίπεδο(φ=0 ο avatar είναι οριζόντια,φ=90 ο  avatar πηγαίνει 

επάνω ενώ φ=270 ο avatar πηγαίνει κάτω )Η γωνία φ παίρνει τιµές µόνο από 0-90 και 

από 270-360. Η γωνία θ είναι η γωνία που σχηµατίζει η προβολή του avatar στο 

οριζόντιο επίπεδο µε τον άξονα του βορρά(θ=0 ο avatar είναι οριζόντια και κοιτά το 

Βορρά, θ=90 ο avatar στρίβει δεξιά προς την ανατολή) 
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Η προηγούµενη κίνηση του avatar φαίνεται και από τον 3d condroller 

 

 ►   Στον cruislet2 καθώς µετακινείται ο avatar  αφήνει πίσω του ένα ίχνος. Το ίχνος 

αυτό είναι ένα τρισδιάστατο αντικείµενο (ένας λεπτός κύλινδρος που καταλήγει σε ένα 

βέλος). Είναι στην πραγµατικότητα µια αναπαράσταση ενός διανύσµατος. Επιλέγοντας 

το διάνυσµα (κάνοντας κλικ επάνω του) µπορώ να το πολλαπλασιάσω µε ένα 

συγκεκριµένο αριθµό n. Το αποτέλεσµα είναι να προκύψει ένα νέο διάνυσµα µε ίδια 

διεύθυνση και µήκος n φορές το µήκος του αρχικού. Εάν έχω επιλέξει 2 ή περισσότερα 

διανύσµατα µπορώ να τα προσθέσω.  

(http://en.wikipedia.org/wiki/Vector_%28spatial%29) 

 

►  Κάθε avatar ακολουθείται από µια κάµερα. Η κάµερα έχει τα εξής στοιχεία  

• απέχει από τον avatar συγκεκριµένη απόσταση (distance) η οποία µπορεί να 

µεταβάλλεται 

• µπορεί να στρίβει δεξιά ή αριστερά(yaw) 

• µπορεί να στρίβει πάνω ή κάτω(pitch)            orientation   

Η κάµερα µπορεί επίσης να µετακινείται η ίδια 

• γύρω από τον avatar (azimuth)ή          

•  δεξιά αριστερά από αυτόν(pitch)         position  

 

 
                                                 
2 Περισσότερες  πληροφορίες στην ηλεκτρονική διεύθυνση   
http://etl.ppp.uoa.gr/_content/download/index_download.htm 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙΙ.   ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

 

Περίληψη 

 

Η έρευνα που ακολουθεί έγινε σ’ένα σχολείο της Aττικής σε 14 µαθητές της Α 
Λυκείου. Η έρευνα έλαβε χώρα στο εργαστήριο των υπολογιστών του σχολείου, όπου οι 
µαθητές ανά οµάδες των 2 ή 3 ατόµων αλληλεπιδρούσαν µε το περιβάλλον του cruislet 
πάνω σε συγκεκριµένες δραστηριότητες. Οι διάλογοι αποµαγνητοφωνήθηκαν και η 
ανάλυση ακολούθησε την ποιοτική µέθοδο 

 
 

 
Μέσα συλλογής δεδοµένων 

 

        Κατά την διάρκεια της έρευνας δύο ερευνήτριες παρατηρούσαν τις οµάδες εργασίας 

παρεµβαίνοντας όπου χρειάζονταν, επεξηγώντας και κάνοντας ερωτήσεις (θεατή-

συµµετοχική παρατήρηση).   

Τα µέσα συλλογής  των δεδοµένων της έρευνας είναι: 

� Λογισµικό το οποίο µαγνητοσκοπούσε την οθόνη του υπολογιστή και 

µαγνητοφωνούσε  τους µαθητές ( hypercamp). 

� Σηµειώσεις των ερευνητριών  

� Τα φύλλα εργασίας που συµπλήρωναν οι µαθητές  

    

 
Καθορισµός του πληθυσµού –∆είγµα 

 

Στην έρευνα πήραν µέρος οι 14 µαθητές της Α τάξης του Λυκείου των Γλυκών 

Νερών. Η έρευνα έγινε στην τάξη των υπολογιστών του σχολείου όπου οι µαθητές (όλοι 

αγόρια ) κάθονταν ανά  2 ή 3 σε έναν  υπολογιστή. Οι έξη οµάδες των µαθητών έγιναν 

κατά τυχαίο τρόπο ανάλογα µε την διάθεσή τους. Στόχος ήταν τα παιδιά να νιώσουν 

οικεία ώστε να ευνοείται η αλληλεπίδραση ανάµεσά τους και η ανάπτυξη ενός 

αισθήµατος συµµετοχής σε ένα οµαδικό παιχνίδι. ∆εν θέλαµε οι συναντήσεις να 

θυµίζουν µάθηµα κατά παραδοσιακό τρόπο. Πραγµατοποιήθηκαν οκτώ συναντήσεις 
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διάρκειας 8 διδακτικών ωρών εκ των οποίων η πρώτη αφιερώθηκε στην γνωριµία των 

ερευνητριών µε τους µαθητές . 

 

Παραδοχές της έρευνας 

 

        Στην έρευνα κάναµε την παραδοχή ότι όλοι οι µαθητές έχουν διδαχθεί την έννοια 

της συνάρτησης, ξέρουν  πως γίνεται µια γραφική παράσταση και γνωρίζουν σχετικά 

καλά να χειρίζονται υπολογιστές. 

 

Επεξεργασία των δεδοµένων 

 

         Μέσα από λογισµικό Hypercamp έγινε αποµαγνητοφώνηση όλων  των διαλόγων 

και των 6 οµάδων µαθητών, καθώς και περιγραφή των κινήσεών τους πάνω στον 

υπολογιστή. Ακολούθησε διεξοδική µελέτη των πληροφοριών αυτών σε σχέση µε τα 

φύλλα εργασίας των µαθητών και τις καταγεγραµµένες σηµειώσεις της  ερευνήτριας. Η 

ανάλυση των δεδοµένων ήταν ποιοτική και εστίασε: 

• στα µαθηµατικά νοήµατα που οι µαθητές ανέπτυξαν κατά την διάρκεια των 

δραστηριοτήτων και  ειδικότερα στην έννοια της συνάρτησης ως συµµεταβολή  

• στην αλληλεπίδραση του λογισµικού µε τους µαθητές.  

 

∆ιαδικασία εκτέλεσης της έρευνας 

 

       Η έρευνα περιλαµβάνει 3 φάσεις : 1η φάση :εξοικείωση µε το λογισµικό 

                                                               2η φάση:εισαγωγή στην έννοια της συνάρτησης 

                                                               3η φάση :φτιάξε το δικό σου  πρόγραµµα 

      Σε όλη την διάρκεια της έρευνας οι µαθητές είναι χωρισµένοι ανά 2 ή 3 σ’ ένα PC 

και κάθε µαθητής έχει ένα συγκεκριµένο ρόλο π.χ. ένας πληκτρολογεί και ο άλλος 
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καταγράφει τις παρατηρήσεις στο χαρτί. Ο καθηγητής-ερευνητής συµβουλεύει, 

παρατηρεί και απευθύνει ερωτήσεις  για να κατανοήσει καλύτερα τις στρατηγικές που 

ακολουθούν οι µαθητές 

 

1η φάση : εξοικείωση µε το λογισµικό 

       Σ’ αυτή την φάση αφιερώθηκαν (2) ώρες για να εξοικειωθούν οι µαθητές µε το 

λογισµικό και τα χαρακτηριστικά του. Ο καθηγητής συστήνει το περιβάλλον στους 

µαθητές:  

-∆είχνει πώς να δηµιουργούν ένα αεροπλάνο και να το µετακινούν από το ένα µέρος στο 

άλλο. 

-Εξηγεί τι είναι το position (lat long height) και το direction(ρ φ θ) του avatar tab 

-∆ίνει  πρδ  logo  εντολών  (πώς δίνονται και πώς εκτελούνται)  

-∆είχνει πώς χειριζόµαστε την κάµερα και τον 3d condroller 

-Εξηγεί την λειτουργία του contex  tab 

       Για το σκοπό αυτό δόθηκαν οι παρακάτω δραστηριότητες. Οι δραστηριότητες 

δόθηκαν και σε φύλλα εργασίας όπου οι οµάδες σηµείωναν τις απαντήσεις και όποιες 

τυχόν παρατηρήσεις ήθελαν. 

 

19-10-07  ΠΡΩΤΗ ΜΕΡΑ 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 1 (χρήση του αdd και εντολών logo) 

∆ηµιούργησε έναν avatar χρησιµοποιώντας α)το avatar tab 

                                                                      β)το logo tab 

Προσγείωσε το αεροπλάνο στην Αθήνα χρησιµοποιώντας α)το avatar tab 

                                                                                           β)το logo tab 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 2 (εξοικείωση µε τις γεωγραφικές συντεταγµένες) 

Βρίσκεσαι στην Αθήνα. Μετακίνησε το αεροπλάνο προς τα  

--ανατολικά(ή δυτικά). Αλλάζει το lat ή το  long; 

--βόρεια(ή νότια). Αλλάζει το lat ή το  long; 
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∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ  3 (εξοικείωση µε τις γεωγραφικές συντεταγµένες) 

Προσδιόρισε τα όρια του lat και του long µέσα στο γεωγραφικό χώρο της Ελλάδας. 

 

22-10-07  ∆ΕΥΤΕΡΗ ΜΕΡΑ 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 4 (χρήση του ρ,φ,θ του direction και του height του position)  

Πήγαινε το αεροπλάνο στην Άµφισσα και βρες το υψόµετρο της περιοχής 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 5 (χρήση του ρ του direction) 

Βρες την απόσταση της Άµφισσας από την Άρτα 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 6 (χρήση του θ του direction) 

Βρίσκεσαι στην Άρτα .Πόσες µοίρες βορειοανατολικά    βρίσκεται η Αλεξανδρούπολη 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 7 (χρήση του position ή του direction) 

Προσγείωσε το αεροπλάνο στο Λουτράκι (δεν υπάρχει στο select a destination) και βρες 

τις γεωγραφικές συντεταγµένες 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 8 (χρήση του direction) 

∆ηµιούργησε ένα αεροπλάνο στην Ερµούπολη της Σύρου. Πήγαινέ το στην Μυτιλήνη και 

προσπάθησε να δηµιουργήσεις ισοσκελές τρίγωνο µε την µια από τις ίσες πλευρές την 

απόσταση Ερµούπολη-Μυτιλήνη 

(Η δραστηριότητα 8 ήταν εφεδρική και δόθηκε µόνο σε όσους είχαν τελειώσει τα 

προηγούµενα) 

 

2η φάση:η έννοια της συνάρτησης 
        Σ’ αυτή την φάση δίνονται στους µαθητές κάποια σενάρια µε στόχο να βρουν την 

σχέση που υπάρχει ανάµεσα σε 2 µεταβλητές.(3ώρες). Οι µαθητές εξερευνούν την έννοια 

της συνάρτησης ως συµµεταβολή, µέσα από την πλοήγηση των avatars και έχοντας ως 

σύστηµα αναφοράς τις γεωγραφικές και σφαιρικές συντεταγµένες. Καταγράφουν τις 

παρατηρήσεις τους στα φύλλα εργασίας όπου φτιάχνουν πίνακες τιµών, τύπους και 

γραφικές παραστάσεις . 
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29-10-07     ΤΡΙΤΗ ΜΕΡΑ 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ  9(σχέση του R και του Η)(εισαγωγή στη συνάρτηση) 

Bρίσκεσαι στην Αθήνα σε ύψος 5000µ.Θέσε στο direction θ=0 και φ=90 και R=1000. Για 

κάθε go που πατάς συµπλήρωσε τον παρακάτω  πίνακα 

  

 R (direction) H (position) 

Go(1η  φορά)   

Go(2η  φορά)   

Go(3η  φορά)   

Go(4η  φορά)   

Go(5η  φορά)   

 

 Τι συµπεραίνεται; Πώς κινείται το αεροπλάνο;  

 Μπορείς να εκφράσεις πως βρίσκεται το ύψος  του αεροπλάνου  κάθε φορά α)µε λόγια β) 

µε σύµβολα(δηλ χρησιµοποιώντας τύπο); 

 Πού θα βρίσκεται το αεροπλάνο µετά από 50 go(δηλ την 50η φορά) 

 Μπορείτε να κάνετε γραφική παράσταση; 

  

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 10 (σύνδεση avatar tab µε  logo tab) 

Πήγαινε το αεροπλάνο σε όποια πόλη θέλεις εσύ και προσπάθησε να δηµιουργήσεις ένα 

γεωµετρικό σχήµα στον αέρα µε το ίχνος του. Σε κάθε βήµα που κάνεις να βλέπεις και την 

αντίστοιχη εντολή στη logo ώστε στο τέλος να δηµιουργήσεις µια διαδικασία στη logo που 

να δηµιουργεί το σχήµα που έκανες πάνω από οποιαδήποτε πόλη 
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12-11-07  ΤΕΤΑΡΤΗ ΜΕΡΑ 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 11 

Τα όργανα έχουν χαλάσει και το αεροπλάνο πηγαίνει σε διαφορετική θέση από αυτή που 

εµείς του δίνουµε Βρες το λάθος της πορείας 

 Oδηγίες 

Πήγαινε στο logo tab και πληκτρολόγησε #include “|fly1.lgo|.Aπό κάτω γράψε create και 

πάτα insert.Θα δηµιουργηθεί το χαλασµένο αεροπλάνο. Στη συνέχεια γράψε την εντολή 

fly1(35 26 200) και πάτα ξανά insert.Πήγε το αεροπλάνο στην θέση 35 26 200 που του 

είπες; Στους παρακάτω πίνακες σηµείωσε τις συντεταγµένες που δίνεις εσύ(σωστό)και τις 

συντεταγµένες που τελικά πηγαίνει το αεροπλάνο(λάθος) 

Lat 

σωστό 

      

Lat  

λάθος 

      

  

Ο ίδιος πίνακας δίνεται για το  long και για το height και ακολουθεί ένα τετραγωνισµένο 

φύλλο όπου καλούνται να κάνουν τις γραφικές παραστάσεις  

 

        Υπάρχει µια logo διαδικασία (π.χ.fly1)  η οποία καθορίζει την σχέση που υπάρχει 

ανάµεσα στην θέση που δίνουµε εµείς στα lat long height (σωστό)και στην τελική θέση 

του αεροπλάνου(λάθος)  αλλά οι µαθητές δεν την βλέπουν (µε την βοήθεια της εντολής 

include) .∆ίνουν απλώς τιµές στο fly1 και το λογισµικό τους δείχνει την θέση που 

πηγαίνει το αεροπλάνο .Αν π.χ. δώσουν στο fly1 τιµές                     

                                                               fly1 (37  24   100)  

τo αεροπλάνο θα πάει στη θέση                 36.5  23.3 10000 

Οι µαθητές καλούνται µέσα από διαδοχικές δοκιµές ν’ ανακαλύψουν την κρυµµένη 

σχέση (πρδ ψ=χ-0.5 για το lat  στο fly1). Καταγράφουν τις τιµές στο φύλλο εργασίας που 

τους έχει δοθεί µε σκοπό την καλύτερη παρατήρηση. Στην συνέχεια τους ζητείται να 

προσπαθήσουν να εκφράσουν την σχέση που βρήκαν µε λόγια, µε σύµβολα και τέλος µε 

γραφική παράσταση.  
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Τα προγράµµατα που χρησιµοποιήθηκαν είναι  

 

to create 

createavatar ("|white| 37 25 10000 "|plane 1|) 

end 

 

to fly1 :a :b :c 

setposition (:a-0.5 :b-0.7 :c*:c) 

Print ("first "airplane "position :a-0.5 :b-0.7 :c*:c) 

end 

 

to fly2 :a :b :c 

setposition (:a-0.1 :b-0.2 :c*:c-1000) 

print("first "airplane "position :a-0.1 :b-0.2 :c*:c-1000) 

end 

 

         Αφού οι µαθητές καταφέρουν να βρουν την συνάρτηση που συνδέει τις µεταβλητές 

(µια για το lat, µια για το long και µια για το height) τους δίνεται η εξής δραστηριότητα  

 

30-11-07     ΠΕΜΠΤΗ ΜΕΡΑ 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 12 

α) Μπορείς να πας το αεροπλάνο σε συγκεκριµένη θέση (ενώ ξέρουµε τώρα το λάθος της 

πορείας του); 

β) Μπορείς να πας το αεροπλάνο στην Ρόδο και να το προσγειώσεις(h=64m) ; 

 

       Οι µαθητές τώρα  καλούνται να χειριστούν µια αντίστροφη διαδικασία.(αντίστροφη 

συνάρτηση) Τώρα  ξέρουν  τα  lat long height της θέσης που θέλουν να πάνε και πρέπει 

να δώσουν συντεταγµένες (όχι τυχαίες ) στο χαλασµένο αεροπλάνο.  
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∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 13 

Αν µε κάποιο τρόπο τα όργανα του αεροπλάνου επισκευαστούν ποια νοµίζεις ότι θα είναι η 

νέα συνάρτηση; Βρες τον τύπο και φτιάξε την γραφική παράσταση. 

 

         Εδώ η ζητούµενη συνάρτηση είναι η ταυτοτική(ψ=χ) αφου ότι τιµές δίνουµε στο 

αεροπλάνο αυτό πηγαίνει ακριβώς εκεί που το στέλνουµε. Οι µαθητές καλούνται να 

εκφραστούν µε λόγια ,µε σύµβολα και µε γραφική παράσταση 

   

3η φάση :Φτιάξε το δικό σου  πρόγραµµα 

 

         Στο τέλος της προηγούµενης φάσης δείχνουµε  στους µαθητές τον κώδικα της logo 

και εξηγούµε τις εντολές. Έτσι τώρα σ’ αυτή την φάση(1 ώρα) οι µαθητές καλούνται ανά 

2 να δηµιουργήσουν ένα αντίστοιχο δικό τους πρόγραµµα και να το δώσουν σε κάποιο 

άλλο ζευγάρι να το αποκωδικοποιήσει.  

 

3-12-07      ΕΚΤΗ  ΜΕΡΑ 

      Οι µαθητές εκτελούν  την ∆ιαδικασία 11 για το fly2 µε σκοπό να θυµηθούν τι 

ακριβώς  έκαναν. Αµέσως µετά επεµβαίνουν στον κώδικα  τον αλλάζουν και τον 

ανταλλάσσουν µε άλλη οµάδα . 

 

Αξιολόγηση  

Αφού τελειώσουν και οι 3 φάσεις η ερευνήτρια  συζητά µε όλους τους µαθητές για το 

πρόγραµµα που µόλις τελείωσε , ακούει σχόλια ,κρίσεις και επικρίσεις. ∆ίνεται στους 

µαθητές ένα φύλλο αξιολόγησης της όλης διαδικασίας. Σ  αυτό οι µαθητές καλούνται να 

κρίνουν το πρόγραµµα, να εκφράσουν τις εντυπώσεις τους ,τι τους άρεσε και τι όχι, τι 

τους δυσκόλεψε και τι τους φάνηκε εύκολο. 

 

14-12-07    ΕΒ∆ΟΜΗ ΜΕΡΑ 

Συζήτηση-ερωτηµατολόγιο   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV.  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ-ΣΥΖΗΤΗΣΗ 

 
Περίληψη 

 
         Οι µαθητές στο σύνολό τους µέσα από το λογισµικό είδαν τις συναρτήσεις ως 
συµµεταβολή ποσοτήτων. Η πλοήγηση στον τρισδιάστατο χώρο λειτούργησε ως 
ενισχυτικό στοιχείο στην όλη µαθησιακή διαδικασία,  αφού οι µαθητές έκαναν πτήσεις, 
προσγειώσεις, απογειώσεις ακόµα και βοµβαρδισµούς δηµιουργώντας έτσι µια 
παιγνιώδη διάθεση. Ο γεωγραφικός χώρος ανέδειξε προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι 
µαθητές σε κάποιες έννοιες, ωστόσο λειτούργησε και σαν αφετηρία για ν’ αναδειχτούν 
καινούριες.  
 
 

Εισαγωγή 
 

         Στα πλαίσια της έρευνας επιδιώχθηκε να διερευνηθούν τα µαθηµατικά νοήµατα  

που αναπτύσσουν οι µαθητές κυρίως για την έννοια της συνάρτησης καθώς πλοηγούνται 

µέσα στον τρισδιάστατο γεωγραφικό χώρο του Cruislet. Η παρουσίαση των δεδοµένων 

που θα ακολουθήσει, γίνεται µέσω της αναλυτικής περιγραφής των δρώµενων και 

υποστηρίζεται από µέρος του αποµαγνητοφωνηµένου υλικού και των φύλλων εργασίας 

των µαθητών. 

Είναι χωρισµένη σε 3 µεγάλες ενότητες. Η πρώτη ενότητα αναφέρεται στο 

λογισµικό, τις διάφορες λειτουργικότητες του και την χρήση του από τους µαθητές,  η  

δεύτερη στα µαθηµατικά νοήµατα  που ανέπτυξαν οι µαθητές και η τρίτη στην  

επέµβαση των µαθητών στο πρόγραµµα  ώστε να δηµιουργήσουν ένα δικό τους. Τέλος 

σχολιάζουµε ένα φύλλο αξιολόγησης της όλης διαδικασίας που δόθηκε στους µαθητές 

µετά το πέρας της δραστηριότητας  

 

Αποτελέσµατα 

 

Η ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ 

Eξοικείωση µε το λογισµικό  

Ένας σηµαντικός παράγοντας για να ενταχθούν σωστά οι ψηφιακές τεχνολογίες 

στην εκπαίδευση και ειδικότερα στην διδασκαλία των µαθηµατικών είναι η εξοικείωση 

και η προσαρµογή των µαθητών. Θεωρήθηκε λοιπόν σηµαντικό στην έρευνα αυτή να 
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υποστηριχτούν ουσιαστικά οι µαθητές προς την κατεύθυνση αυτή. Οι αναλυτικές οδηγίες 

που δόθηκαν στα φύλλα εργασίας, καθώς και αυτές που δίνονταν από τις δύο 

ερευνήτριες σε όλες τις οµάδες καθ’ όλη την διάρκεια της µαθησιακής διαδικασίας, 

βοήθησαν τους µαθητές να προσαρµοστούν µε ευκολία στο λογισµικό και στην χρήση 

του.   

Στην αρχή οι µαθητές αφέθηκαν ελεύθεροι να πλοηγηθούν µέσα στον χώρο για  να  

γνωρίσουν σιγά σιγά τις λειτουργικότητες  και να προσαρµοστούν στο περιβάλλον Από 

την πρώτη κιόλας στιγµή  άρχισαν να κουνούν το ποντίκι κάνοντας zoom in zoom out 

στην Ελλάδα. Περιπλανήθηκαν σε διάφορες περιοχές και κυρίως στον τόπο καταγωγής 

και στον τόπο διαµονής  τους. Χαρακτηριστικός είναι ο ενθουσιασµός του µαθητή στον 

παρακάτω διάλογο: 

Οµάδα 5 

Μ1 Ουου τι ωραία η Καλαµάτα! Έχει πλησιάσει κοντά στην Καλαµάτα 
Μ1 Αχα! Το χωριό µου! Αµφιθέα !Ο Άρης, 

Αγριλιά ….και κάπου εδώ είναι.. 
Χαίρεται και γελάει  

Μ1 Κυρία βρήκα το χωριό µου!  
Μ2 Άσε ρε!  Του µιλάει κάποιος από διπλανή οµάδα 
Μ1 Νάτο ρε, αλήθεια , το χωριό µου  ∆είχνει στο χάρτη 

 
Ο ενθουσιασµός των µαθητών συνεχίστηκε και αργότερα όταν έφτιαξαν avatars 

(αεροπλάνα ή ελικόπτερα) και άρχισαν να τα κινούν. Η οµάδα 7 µάλιστα ήταν πολύ 

εκφραστική και έκανε πολλά ηχητικά εφεέ  

 
Μ3 Ανάποδα το πήγες   
Μ2 Ωχ κυρία κοιτάτε πετάει ανάποδα! Πω 

πω ο πιλότος θα τα χει φτύσει τώρα 
 

Μ1 Νάτο το βρήκα ιιιιιιιαααααουουου Έβαλε θ=270 και το αεροπλάνο άρχισε 
να πέφτει  

M3 Έπεσε! έπεσε! Κατεβαίνει  
M2 Βάρα βάρα βάρα  Εννοεί πάτα και άλλο go 
Μ1 A δεν πάει άλλο  Τους έβγαλε avatar cannot move 
M1  ιιιιιιιιοοοοο Βάζει πάλι 180 στο φ ,πάει αριστερά  
Μ2 Κυρία εµάς θα συγκρουστεί φφσσσστ Βάζουν φ=270 πάλι πάει κάτω 
Μ2 Ελεύθερη πτώση Γέλια πολλά 
Μ1  Πάµε να βοµβαρδίσουµε την Αθήνα  Κάνει go στο position και το αεροπλάνο 

πηγαίνει Αθήνα στα 3500µ 
Μ2 Φφσσσστ ρίξε βόµβα µε τα fire 

all…φφφσσσµπουµ 
Βάζει φ=270 

 

Στα παραπάνω επεισόδια είναι εµφανές ότι οι µαθητές έχουν εντυπωσιαστεί.  Το 

αεροπλάνο που πετούσε, οι πόλεις που γνώριζαν, η περιπλάνηση πάνω από την Ελλάδα,  
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τους ενθουσίασαν. Το γεγονός φυσικά ότι όλοι οι µαθητές ήταν αγόρια ήταν ένας θετικός 

παράγοντας, µιας και είναι γνωστό ότι οι πτήσεις µε αεροπλάνα είναι αγαπηµένο τους 

παιχνίδι. Όπως είπαν αργότερα, το world of warcraft είναι η ιστοσελίδα που 

επισκέφτονται πολύ συχνά. ∆εν έλειψαν  τα ηχητικά εφεε (βζζζουµµ) και  οι κραυγές 

καθώς έριχναν το αεροπλάνο στο έδαφος.  Το κλίµα που δηµιουργήθηκε µέσα στην τάξη 

ήταν αρκετά ενθαρρυντικό για την πορεία της µαθησιακής διαδικασίας. 

        Οι µαθητές  φάνηκε ότι είναι εξοικειωµένοι µε τον υπολογιστή, αφού αρκετοί από 

αυτούς ανακάλυψαν λειτουργικότητες πολύ πριν τις παρουσιάσει η ερευνήτρια. Είχαν 

ήδη πατήσει το κουµπί add για να  δηµιουργήσουν  ένα αεροπλάνο και είχαν ήδη πάει σε 

µια πόλη µε το select a destination όπως φαίνεται στα παρακάτω επεισόδια   

 

Ε Ξεκινάµε λοιπόν προσπαθώ να 
δηµιουργήσω έναν avatar. Πώς; 

Ρωτάει όλη την τάξη  

Μ1 Να πω; να πω; Το έχει κάνει ήδη, αλλά η  ερευνήτρια δεν τον 
ακούει 

 
   

Ε Επίσης µπορείτε να πάτε στο select a 
destination .. 

 

Μ1    Πήγαµε Το έχουν  κάνει ήδη  

 

Η εξοικείωση αυτή φάνηκε και αργότερα όταν µε µεγάλη άνεση έκαναν αντιγραφή-

επικόλληση τις συντεταγµένες µιας πόλης (πατώντας τα πλήκτρα ctrl+c ,ctrl+v) από το 

position  στη  logo 

 

POSITION- γεωγραφικές συντεταγµένες  

Οι πρώτες δραστηριότητες ζητούσαν από τους µαθητές  

�να δηµιουργήσουν αεροπλάνα (ότι µοντέλα θέλουν) και να περιπλανηθούν µε αυτά 

µέσα στον γεωγραφικό χώρο της Ελλάδας 

�να προσανατολιστούν µέσα στο χώρο και να δουν πώς αλλάζει το lat και το long 

�να προσδιορίσουν τα όρια του lat και  long µέσα στον χάρτη που έχουν µπροστά τους   

        Οι µαθητές ωστόσο δυσκολεύτηκαν αρχικά µε τον προσανατολισµό τους µέσα στο 

χώρο. Η οµάδα 7 µπέρδεψε το που είναι η ανατολή και που η δύση µιας και δεν είχαν 

δουλέψει ξανά σε επίπεδο χάρτη, ενώ όλες οι οµάδες φάνηκε ότι δεν είχαν κατανοήσει 

καλά τι είναι το lat και το  long . 
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Οµάδα 4 

Μ1 Το long πρέπει να είναι πόσο µακριά πήγε και το lat πόσο έστριψε….. 

 
 
Οµάδα 9 

M2  Γράψε αριστερά δεξιά αλλάζει το long 

 
Οµάδα 7 

Ε2 Πώς σκέφτεστε; Τι πήγατε να αλλάξετε πείτε 
µου  

 

Μ2 Να στρίψουµε το αεροπλάνο πρδ 90 µοίρες ή 
κάτι τέτοιο  

Εννοεί µε το direction 

Ε  Και πώς θα πήγαινε το αεροπλάνο   
Μ2 Έτσι  ∆είχνει δεξιά  
Ε2 Θα πήγαινε ανατολικά δηλ  
Μ2 Ή δυτικά ξέρω εγώ  κυρία. ∆εν ξέρω που είναι ο 

βορράς και ο νότος. Που θέλουµε ναµαστε εδώ; 
 

 
Σιγά σιγά άρχισαν να παρατηρούν τις γεωγραφικές συντεταγµένες και να 

ξεκαθαρίζουν τις τιµές που έχουµε στην  Ελλάδα. Κατέγραφαν στο φύλλο εργασίας τα 

lat long διαφόρων πόλεων και σχεδόν όλες οι οµάδες διαπίστωσαν ότι ανατολή –δύση 

αλλάζει το long  ενώ βορράς- νότος αλλάζει το lat .Όσο µάλιστα κινούµαστε προς την 

ανατολή το long µεγαλώνει και αντίστοιχα, όσο κινούµαστε προς τον βορρά µεγαλώνει 

το lat Το παρακάτω φύλλο εργασίας είναι από την οµάδα 9 

  
 

Καθώς όµως οι µαθητές έδιναν τιµές στα   lat και long ανακάλυψαν ότι σε κάποιες 

τιµές το αεροπλάνο δεν κουνιόταν «avatar can’t move». Προβληµατίστηκαν, γιατί να 

συµβαίνει αυτό. Ύστερα από συζήτηση µε τις ερευνήτριες κατάλαβαν ότι ο ελληνικός 

χώρος έχει συγκεκριµένες τιµές .Αποφάσισαν λοιπόν να ανακαλύψουν τα όρια του  lat 

και long µέσα στον γεωγραφικό χώρο της Ελλάδας. Ο τρόπος µε τον οποίο  δούλεψαν οι 

περισσότερες οµάδες δεν διαφέρει από αυτόν που περιγράφει η οµάδα 9 

Ε2 Πως σκεφτήκατε για να βρείτε τα όρια;  
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Μ2 Λέγαµε ότι..   
Μ1       τελείως πάνω, τελείως κάτω Πάνω εννοεί βόρεια και κάτω νότια  
Μ2 Τη µια τελείως πάνω την άλλη τελείως κάτω και 

µετά  
Μιλούν µαζί  

Μ1       Ανατολικά δεξιά   
Μ2 Και µετά ανατολικά και µετά…   
Μ1      Μέχρι που δεν γίνεται άλλο  
Μ2 Πηγαίναµε όσο γίνεται ανατολικά µέχρι να µας 

βγάλει ειδοποίηση ότι δεν γίνεται άλλο. Αλλά εµείς 
βλέπαµε ότι µπορούσε λίγο ακόµα, µειώναµε απλά 
τα µέτρα ώστε να πάει ακριβώς στο τέλος  

Εννοεί ότι έδιναν µικρότερες τιµές στο 
R του  direction 

 

Από τον διάλογο φαίνεται ξεκάθαρα ότι οι µαθητές είχαν αρχίσει να εξοικειώνονται  

µε τον γεωγραφικό χώρο. Προσπαθώντας µάλιστα να βρούνε µε µεγαλύτερη ακρίβεια τις 

ακραίες τιµές των lat και long δηµιούργησαν την εξής στρατηγική(κοινή για όλες τις 

οµάδες): όταν το αεροπλάνο δεν πήγαινε άλλο (avatar can’t move) αυτό ήταν γιατί µε 

την συγκεκριµένη απόσταση R έβγαινε εκτός ορίων του χάρτη. Μείωναν λοιπόν το R και 

το αεροπλάνο κινούνταν λίγο ακόµη. Γενικότερα οι µαθητές ακολούθησαν τρεις 

στρατηγικές για να βρουν τα όρια της Ελλάδας    

Στρατηγική 1: επιλέγω το position κινούµαι ανατολικά, δυτικά, βόρεια, νότια και 

καταγράφω τις τιµές των  lat long. 

Στρατηγική 2: επιλέγω το direction και κατευθύνω το αεροπλάνο ανατολικά, δυτικά, 

βόρεια, νότια  και καταγράφω τις τιµές των  lat long 

Στρατηγική 3: πηγαίνω σε παραµεθόριες πόλεις της Ελλάδος που βρίσκονται  βόρεια 

(Ορεστιάδα), δυτικά  (Κέρκυρα), ανατολικά (Ρόδος) και νότια (Κρήτη) και καταγράφω 

τις τιµές των  lat long 

Οι µαθητές  έρχονται σε επαφή µε το εργαλείο(artifact) και αλληλεπιδρούν µαζί 

του. Αρχίζουν να ανιχνεύουν το τι µπορούν να κάνουν µε αυτό, πως µπορούν να 

πλοηγηθούν στο χώρο. Εξερευνούν τις δυνατότητες του και  ανακαλύπτουν  κάποιες από 

τις ιδιότητες του. Το λογισµικό παρέχει πολλές και ποικίλες αναπαραστάσεις που οι 

µαθητές καλούνται να αξιοποιήσουν. Oι αποφάσεις τους και οι στρατηγικές που 

ακολουθούν είναι σηµαντικές και αντανακλούν  τον τρόπο µε τον οποίo το υπολογιστικό 

περιβάλλον παρέχει µια σειρά από λειτουργικότητες, τις οποίες οι µαθητές µπορούν να 

ελέγξουν και να αξιοποιήσουν σε µια δεδοµένη στιγµή, ώστε να πετύχουν το στόχο τους 

(Noss & Hoyles,1996). Αυτή η άµεση αλληλεπίδραση ανάµεσα στο υποκείµενο 
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(µαθητές) και το αντικείµενο (cruislet), οδηγεί το υποκείµενο στην ανάπτυξη των 

κατάλληλων αναπαραστάσεων (Verillon & Rabardel,1995). Oι νέες αυτές 

αναπαραστάσεις έχουν να κάνουν µε το χώρο κα την πλοήγηση µέσα σε αυτόν. Ο 

µαθητής αναπτύσσει νέα γνωστικά σχήµατα που συνδέονται µε το artifact και 

ανακαλύπτονται σταδιακά µέσα από διαδοχικές δοκιµές και πειραµατισµούς. 

Οδηγούµαστε σιγά σιγά  στην ενοργανοποίηση του artifact και στην ενοργάνωση της 

δραστηριότητας.  

 

DIRECTION σφαιρικές συντεταγµένες 

►Οι γωνίες  φ,θ του direction 

         Κατά την πλοήγηση µέσα στον χώρο οι τέσσερις  από τις έξι οµάδες 

χρησιµοποιούσαν  το direction, έδιναν δηλαδή κατεύθυνση στο αεροπλάνο και το 

πήγαιναν σε διάφορες περιοχές. Ανακάλυψαν σιγά σιγά  ότι µε σταθερό φ=0 και θ=90 το 

αεροπλάνο στρίβει δεξιά. και κινείται προς την ανατολή ενώ µε φ=0 και θ=270 το 

αεροπλάνο κινείται δυτικά  

Μ2 Όχι ετσι πάει επάνω (βόρεια) Ο µ1 προσπαθώντας  να στρίψει αριστερά είχε  βάλει θ=0 
Μ2 Βάλε 180  Βάζει 180  
Μ1 180 πάει κάτω(νότια ). 270; Βάζει 270  
Μ1 νάτο!  

 

 

Εικόνα 8:  οι µαθητές εξοικειώνονται µε τις σφαιρικές συντεταγµένες και φτιάχνουν 
σχήµατα στον αέρα 
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  Ο έλεγχος τους πάνω στις έννοιες του χώρου αυξάνεται. Οι συνεχείς 

πειραµατισµοί είχαν σαν αποτέλεσµα να γνωρίσουν καλύτερα τις δυνατότητες του 

εργαλείου. Ανακάλυψαν ότι  µε αλλαγή στο φ το αεροπλάνο κινείται πάνω - κάτω, ενώ 

µε αλλαγή στο θ δεξιά - αριστερά. Μπορούν σιγά σιγά να οργανώνουν πιο 

ολοκληρωµένες πτήσεις καθώς και να δηµιουργούν σχήµατα στον αέρα. 

H δραστηριότητα: « Πόσες µοίρες βορειοανατολικά είναι η Αλεξανδρούπολη  από 

την Άρτα» φάνηκε εύκολη στους µαθητές. Όλοι, µόλις πήγαν το αεροπλάνο στην 

Αλεξανδρούπολη, παρατήρησαν το θ του direction. Το περίεργο βέβαια είναι ότι κάποιοι 

κατέληξαν σε αυτή την απάντηση, γιατί «…ήταν το µόνο σηµείο που έβλεπαν µοίρες». 

Όταν η ερευνήτρια τους ρώτησε γιατί δεν είπαν το φ που και αυτό είναι σε µοίρες, 

κάποιοι απάντησαν σωστά ότι µε αυτό αλλάζει το ύψος του αεροπλάνου και κάποιοι 

άλλοι ότι το φ=0  που έδειχνε η οθόνη ήταν µια τιµή που δεν τους άρεσε . 

 

►Η απόσταση  R του direction  

 Το direction θεωρείται ένα χρήσιµο εργαλείο όπως δείχνει το παρακάτω επεισόδιο 

και για ένα άλλο λόγο: έχει το R(απόσταση)  

 

Ε  Τι χρησιµοποιήσατε για να τα κάνετε αυτά, το position ή το direction; 
Μ1 Το direction 
Ε Γιατί χρησιµοποιήσατε αυτό; 
Μ2 Γιατί µπορούσαµε να δώσουµε ακριβείς οδηγίες για το..  
Ε Είναι πιο εύκολο; 
Μ2 Ναι  
Μ1 Είναι πιο ακριβές ! 
Ε Γιατί το άλλο τι είναι; 
Μ2 Το άλλο σε πάει σε µια περιοχή ..δεν πιστεύω ότι µπορεί να είναι τόσο αξιόπιστο όσο το 

direction γιατί µπορείς να τ’ αλλάξεις από µόνος σου ,να βάλεις εσύ πληροφορίες ν’ 
αφαιρέσεις µέτρα που θέλεις να προχωρήσει ή να αλλάξεις µοίρες οτιδήποτε 

 

Το R είναι χρήσιµο γιατί  µπορούµε να καθορίσουµε εµείς πόσα ακριβώς µέτρα 

θέλουµε να προχωρήσει το αεροπλάνο. Με το R οι µαθητές κατανόησαν την απόσταση  

στο χάρτη: τι σηµαίνει δηλαδή ότι το αεροπλάνο προχωράει 1000µ ή 100000µ.; Η 

αντίστοιχη απόσταση στον χάρτη είναι πολύ µικρή για τα 1000µ αφού το αεροπλάνο 

µετακινείται µόνο λίγα εκατοστά και πολύ µεγάλη για τα 100000µ .  
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Οµάδα 4 

  Ξεκινούν από Αθήνα και προχωρούν βάζοντας στο 
direction 0 0 1000  

M1 Βάλε πιο πολύ… αύριο θα φτάσει  O Μ1 το λεει ειρωνικά γιατί το αεροπλάνο 
προχωρά πολύ σιγά και ο Μ2 βάζει 10000µ 

 

Η δραστηριότητα «βρείτε την απόσταση της Άµφισσας από την Άρτα» είχε στόχο 

την καλύτερη κατανόηση του R . Όλοι οι µαθητές πήγαν µε το select a destination στις 

δύο πόλεις και άρχισαν να κάνουν εικασίες  

Οµάδα 5    

Ε Στην επόµενη.. συνεχίστε… βρείτε την 
απόσταση Άµφισσας- Άρτας  

 

Μ2, 
Μ1 

 Πηγαίνουν Άρτα και µετά ξανά Άµφισσα 
άλλα δεν µπορούν να βρουν την απόσταση  

Μ1 Ρε άσε το βελάκι  Έχει πάει στο 3d controller και γυρίζει το 
βελάκι  

Μ1 Πρέπει να είναι αυτή εδώ η διαφορά 
τους  

∆είχνει το διάνυσµα του αεροπλάνου και 
όταν το πατάει αυτό γίνεται πράσινο  

Μ2 Ναι αλλά πως την βρίσκεις;;;   
M1 Το Rm Εννοεί το R στο direction  
M2 Όχι ρε δεν είναι το Rm.. .Ωχ δίκιο έχεις! 

Κάτσε κάτσε  
Πηγαίνει από Άµφισσα Άρτα και από Άρτα 
Άµφισσα και παρατηρεί το R  

Μ1  Είδες το ίδιο είναι   

 

Η οµάδα 7 σκέφτηκε λίγο περίεργα  

Μ1  Κυρία το long δεν σηµαίνει µήκος δηλαδή απόσταση; Κάνει µετάφραση στην λέξη 
Ε  Αυτές παιδιά είναι οι γεωγραφικές συντεταγµένες, το 

γεωγραφικό πλάτος και γεωγραφικό µήκος  
 

Μ1 Ναι αλλά εδώ που λέει να βρούµε την απόσταση πώς 
θα το κάνουµε; 

 

Ε Για σκεφτείτε   
Μ1 Τις συντεταγµένες που θα βρούµε θα τις αφαιρέσουµε 

από την Άρτα 
 

Ε  Για προσπαθήστε Πηγαίνουν στην Άρτα  
Μ1 Να βλέπεις έχει διαφορετικό τέτοιο … Εννοεί συντεταγµένες  
Μ2 Αυτό εδώ είναι!  Το λέει µε σιγουριά δείχνοντας 

το R του direction 
M1 Αυτό είναι ; Α ναι αυτό είναι τα µέτρα σωστά   
Ε  Γιατί είναι αυτό για πες µου   
Μ1 Γιατί ξεκίνησε από την Άµφισσα και πάει Άρτα. Η 

απόσταση που έκανε είναι αυτή 139.955µ 
 

Ε  Ωραία γράψτε το   
Μ2 Αφού έχετε εµένα ρε στην οµάδα   

 

         Την ίδια αρχική άποψη, το να αφαιρέσουν δηλαδή τις συντεταγµένες, είχαν και οι 

µαθητές της οµάδας 4 
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Μ1 Πρέπει να είναι αυτή εδώ η διαφορά 
τους  

Εννοεί η διαφορά των γεωγραφικών 
συντεταγµένων 

Μ2 Ναι αλλά πως την βρίσκεις;   

 

Στην προσπάθειά τους να βρουν την απόσταση των δυο πόλεων Άρτας-Άµφισσας 

οι µαθητές προσπαθούν να κινητοποιήσουν τις προϋπάρχουσες γνώσεις τους (την 

απόσταση δύο σηµείων στο καρτεσιανό επίπεδο). ∆ιατυπώνουν την εικασία ότι πρέπει 

να αφαιρέσουν τις συντεταγµένες των δυο πόλεων. ∆εν έχουν όµως δουλέψει  ξανά µε 

γεωγραφικές συντεταγµένες και δεν ξέρουν  τι να κάνουν. Αρχίζουν λοιπόν να ψάχνουν 

νέους τρόπους. Και ξαφνικά παρατηρούν ότι το ίδιο το λογισµικό τους παρέχει έτοιµη 

την λύση. Η ζητούµενη απόσταση είναι το R του direction. Η παρατήρηση που έκαναν 

πρέπει όµως να ελεγχθεί. Γνωρίζοντας ότι ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ έχει ίδιο µήκος µε 

το ΒΑ πηγαίνουν το αεροπλάνο από την Άµφισσα στην Άρτα και µετά ξανά από την 

Άρτα στην Άµφισσα και επιβεβαιώνουν ότι το R=139,5 παραµένει ίδιο και στις δύο 

περιπτώσεις. Είναι  λοιπόν σίγουροι πια ότι η απόσταση Άµφισσας–Άρτας είναι 

139.5χλµ. Το περιβάλλον του cruislet έδωσε την ευκαιρία στους µαθητές  

�  κινητοποιήσουν τις προϋπάρχουσες γνώσεις τους  

�  διατυπώσουν υποθέσεις  

�  να προβληµατιστούν  

�  να παρατηρήσουν και να ανακαλύψουν 

�  να ελέγξουν  και να επιβεβαιώσουν  

 

3d controller  

 Μία οµάδα (η 7) ανακάλυψε µόνη της  τον 3d controller, προτού καν να τον 

παρουσιάσει η ερευνήτρια σε όλη την τάξη, και ήταν ενθουσιασµένη µε το εύρηµα της 

Μ1 Αυτό είναι  πολύ πιο εύκολο ∆είχνουν το 3d controller 
Ε2 Τι είναι αυτό ,τι κάνει;  
Μ2 Του λέµε πως θέλουµε ανατολικά δυτικά 

βόρεια  και πατάµε go 
Κινούν  το βέλος δεξιά αριστερά  

Μ3 Του βάζουµε και κλίση να κοιτάξτε  Εννοούν λοξή πορεία πχ 
βορειοανατολικά  

Ε  Eσας πώς σας φαίνεται αυτό;  
Μ1 Πολύ πιο εύκολο  
Μ2  Σαν πυξίδα είναι   
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Ε  Σχετίζεται µε κάτι άλλο; Γιατί πατάς 
εκείνο και δεν πατάς το από πάνω; 

Εννοεί το go στο position 

M2 Σχετίζεται µε το direction  
Μ1    Είναι ανάποδο το από πάνω  
Ε  Σχετίζεται;  
Μ2 Ανάλογα   
Ε  Ανάλογα ;  
Μ2 Όχι το ίδιο είναι κυρία. Ότι βάζουµε εδώ 

πέρα  
Εννοεί όπως τοποθετούµε το 
βελάκι 

Μ1    Το ίδιο γίνεται και εδώ Στο direction δίνει ανάλογες τιµές  
Μ2 Και αν γράψουµε  εδώ τα νούµερα αυτά 

θα µας βγάλει εδώ το βελάκι το ίδιο 
 

Μ1  Ας πάµε προς τα πάνω για να κάνουµε 
έναν τέλειο βοµβαρδισµό 

Ανεβάζει το αεροπλάνο  και 
ύστερα το ρίχνει 

 

 

Εικόνα 9:Αλλαγή συντεταγµένων µέσω του 3d controller 

 
Οι µαθητές πιστεύουν ότι ο 3d controller είναι  πιο λειτουργικός αφού µε αυτόν 

προσανατολίζονται πιο εύκολα στο χώρο, χωρίς να χρειάζεται να ασχοληθούν µε γωνίες 

φ,θ. Έχουν φυσικά κατανοήσει ότι συνδέεται µε το direction αφού  

1)ότι κατεύθυνση δώσουν στο βέλος , αντίστοιχα αλλάζουν και οι τιµές των φ,θ  

2)µετά από κάθε προσανατολισµό του βέλους πατούν το go του direction 

 

Η Logo 

H πρώτη επαφή των µαθητών µε την logo έγινε µε την παρακάτω δραστηριότητα  

∆ραστηριότητα 10 (σύνδεση avatar tab µε  logo tab) 

Πήγαινε το αεροπλάνο σε όποια πόλη θέλεις εσύ και προσπάθησε να δηµιουργήσεις ένα 

γεωµετρικό σχήµα στον αέρα µε το ίχνος του. Σε κάθε βήµα που κάνεις να βλέπεις και την 
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αντίστοιχη εντολή στη logo, ώστε στο τέλος να δηµιουργήσεις µια διαδικασία στη logo, που 

να δηµιουργεί το σχήµα που έκανες πάνω από οποιαδήποτε πόλη. 

Oι περισσότεροι προσπάθησαν να φτιάξουν ένα τετράγωνο ή ορθογώνιο γιατί όπως 

είπαν αυτά είναι τα πιο εύκολα σχήµατα. ∆ουλεύοντας όλοι µε το direction έβαζαν 

διαδοχικά θ=0, θ=90, θ=180, θ=270 και µε R=συγκεκριµένο π.χ. 2000µ και φ=0 το 

αεροπλάνο έφτιαχνε ένα τετράγωνο στον αέρα. Ένας µόνο µαθητής κατάφερε να κάνει 

κύκλο.   Ακολουθώντας τις υποδείξεις της ερευνήτριας σε κάθε go που έκαναν είτε στο 

position  είτε στο direction,  αµέσως µετά πατούσαν export to logo και έβλεπαν την 

αντίστοιχη εντολή στην logo. Γνώρισαν έτσι τις πρώτες εντολές του λογισµικού  

setposition (ορισµός θέσης), setdirection (ορισµός  κατεύθυνσης). Αυτό όµως που τους 

εντυπωσίασε είναι ότι οι εντολές έµπαιναν σε µια διαδικασία η οποία είχε την 

δυνατότητα να εκτελεί πάντα το συγκεκριµένο σχήµα. Θα µπορούσαν να φτιάξουν 

ολόκληρα σχήµατα,  να αποθηκεύσουν τα προγράµµατα και στην συνέχεια µε ένα απλό 

insert να τα επαναφέρουν.  

 

Εικόνα 10: Μεταφορά των εντολών πλοήγησης στην ετικέτα της logo 

 
Η αυτοµατοποίηση της όλης διαδικασίας ήταν θεαµατική. Κάθε κίνηση του 

αεροπλάνου µεταφράζεται σε κώδικα και κάθε εντολή κώδικα εκτελείται από τον avatar. 

Oι µαθητές έχοντας στα χέρια τους την εντολή export to logo µπορούν να 

προγραµµατίσουν σε µια γλώσσα που είναι αρκετά κατανοητή. Μπορούν να φτιάξουν 

ένα απλό γεωµετρικό σχήµα µε το ίχνος του αεροπλάνου, αλλά και µια πιο πολύπλοκη  

πτήση βάζοντας τον avatar να κάνει πιο θεαµατικούς ελιγµούς στον αέρα. Στην παρούσα 

δραστηριότητα βέβαια οι µαθητές έφτιαξαν µόνο τρίγωνα, τετράγωνα και έναν κύκλο. 

∆εν ασχολήθηκαν µε πιο πολύπλοκες παραµετρικές διαδικασίες λόγω της µικρής 

χρονικής διάρκειας που είχαν στην διάθεσή τους. 
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 H τρίτη διάσταση του ύψους  

Οι µαθητές έδειξαν µεγάλο ενθουσιασµό όταν µπορούσαν να ρίχνουν αεροπλάνα 

και να «βοµβαρδίζουν» όπως είπαν µια περιοχή. Αυτό στην αρχή έγινε τυχαία και χωρίς 

να µπορούν να το ελέγξουν. Για να εξοικειωθούν λοιπόν καλύτερα µε την τρίτη 

διάσταση του ύψους και να µπορούν να ανεβοκατεβάζουν το αεροπλάνο,  δόθηκε η 

επόµενη δραστηριότητα: Βρείτε το υψόµετρο της Άµφισσας.  Ο διάλογος που ακολουθεί 

είναι από την οµάδα 4 

Μ1 Πήγαινε τώρα το αεροπλάνο στην Άµφισσα  Πηγαίνουν για να βρουν το υψόµετρο  
Μ2 5000 Κοιτούν το h 
Μ1 Όχι ρε αυτό είναι η απόσταση του 

αεροπλάνου από το έδαφος 
Πήγε στην κάµερα  και αποµακρύνεται  

Μ1 Κατέβασε το  Πατάει πλην στο κάµερα και πλησιάζει στο 
αεροπλάνο 

Μ1 ∆ε λέει, αυτή είναι η κάµερα  Πάνε στο height και βάζουν 0 αλλά δεν 
πάει, βάζουν  100 πάλι δεν πάει  

Μ1 Βάλε 1000 Ο µ2 βάζει 5000 
Μ1 Εκεί ήταν και πριν  Βάζει 1000 και πάει. Πατάει  go 

συνεχόµενα γιατί νοµίζει ότι δουλεύει όπως 
το direction 

 

Οι µαθητές  στην προσπάθεια τους να κατεβάσουν το αεροπλάνο µπερδεύονται µε 

την κάµερα, την πλησιάζουν και την αποµακρύνουν από το αεροπλάνο. Καταλαβαίνουν 

βέβαια ότι αυτό δεν έχει καµία επίπτωση στο ύψος του αεροπλάνου και την 

εγκαταλείπουν. Πηγαίνουν στο height και κάνουν δεύτερο λάθος, δίνουν την τιµή 0  

θεωρώντας µάλλον ότι στο 0 είναι το έδαφος .Όταν βλέπουν την αποτυχία τους 

αποφασίζουν να δώσουν τιµές ύψους πιο αληθινές. Στο h=1000 κατέβηκε το αεροπλάνο 

και θέλουν να συνεχίσουν. Πατούν όµως το go συνεχώς γιατί νοµίζουν ότι το position  

δουλεύει όπως και το direction. Αυτά τα απανωτά λάθη συνεχίζονται καθώς 

αλληλεπιδρούν µε το λογισµικό  

Μ2    Bάζει 500 στο h δεν πάει και αµέσως µετά 
βάζει 400 

Μ1 Βάλε 600 ρε παραπάνω   
Μ2 Αφού δεν κατεβαίνει στα 500 θα κατεβεί στα 

600; Πόντιε!  
Συνεχίζει και µικραίνει τις τιµές 300  200  

Μ1 Αφού δεν το χεις πιάσει ρε!  
Μ2 Ωραία 600 Το βάζει  
Μ1 600 Ηeight είναι η απόσταση του ελικόπτερου 

από το έδαφος αλλά πώς θα µετρήσουµε το 
ύψος  

 

Μ2 Είχε 5000 σωστά ;κατεβήκαµε 1000 και µετά 
600 σωστά ;δεν κατεβαίνει παρακάτω  

Βάζει 700 

Μ2 Αχ τι κάνω!  Επιτέλους   καταλαβαίνει το λάθος του  



 78 

Μ1 Κατέβασε το 10   10 .Βάλε 590  Βάζει διαδοχικά 590  580  570  και το 
αεροπλάνο κατεβαίνει  

Μ1 550  Συνεχίζει 

 

Κάνοντας λοιπόν διάφορους πειραµατισµούς  και πολλά λάθη οι µαθητές της 

οµάδας 4 καταφέρνουν να κατέβουν στο h=520. Εκεί ακολουθούν την γνώριµη τακτική: 

µειώνουν το R σε 1 και προσπαθούν να κατέβουν και άλλο. Βλέποντας όµως ότι το 

αεροπλάνο δεν προχωράει άλλο αποφασίζουν ότι το υψόµετρο της Άµφισσας είναι 520 

µέτρα .Στο ίδιο συµπέρασµα έφτασαν και οι υπόλοιπες οµάδες. Όλες σχεδόν δούλεψαν 

µε το position όπου µείωναν τις τιµές στο height. Μόνο  η οµάδα 7 χρησιµοποίησε  τον 

3d controller. Κατέβασε το βελάκι προς τα κάτω και πατώντας συνεχώς go στο direction 

φτάνει σε υψόµετρο 1500µ. Aµέσως  µετά αλλάζει το R από 1000 σε 100 και συνεχίζει 

να κατεβαίνει κατά 100 µέτρα. Τέλος µε R=10 και µετά R=1 φτάνει στο h = 520 όπου οι 

µαθητές  διαπιστώνουν ότι είναι το υψόµετρο της Άµφισσας. 

 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

Εισαγωγή στην έννοια της συνάρτησης 

Καθώς οι µαθητές άρχισαν να εξοικειώνονται µε τον χώρο, µε τις σφαιρικές και 

γεωγραφικές συντεταγµένες, οι δραστηριότητες άρχισαν να γίνονται πιο σύνθετες. 

Έπρεπε τώρα να καταγράφουν όσα γίνονταν στην οθόνη στα φύλλα εργασίας ∆όθηκε 

λοιπόν η εξής δραστηριότητα  

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ  9 (σχέση position direction, εισαγωγή στη συνάρτηση) 

Bρίσκεσαι στην Αθήνα σε ύψος 5000µ. Θέσε στο direction θ=0 και φ=90 και R=1000. Για 
κάθε go που πατάς συµπλήρωσε τον παρακάτω  πίνακα 
  

 R (direction) H (position) 

Go(1η  φορά)   

Go(2η  φορά)   

Go(3η  φορά)   

Go(4η  φορά)   

Go(5η  φορά)   
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 Τι συµπεραίνεται; Πώς κινείται το αεροπλάνο;  

 Μπορείς να εκφράσεις πως βρίσκεται το ύψος  του αεροπλάνου  κάθε φορά  α)µε λόγια β) 
µε σύµβολα (δηλ χρησιµοποιώντας τύπο); 

 Πού θα βρίσκεται το αεροπλάνο µετά από 50 go(δηλ την 50η φορά) 

 Μπορείτε να κάνετε γραφική παράσταση;  
 

      Η δραστηριότητα ζητούσε  να πάνε το αεροπλάνο στην Αθήνα σε υψόµετρο 5000µ, 

να βάλουν τιµές θ=0, φ=90 και R=1000 στο direction και να καταγράφουν σε έναν  

πίνακα τις τιµές του height για κάθε go που κάνουν στο direction. Ύστερα έπρεπε να 

παρατηρήσουν πώς κινείται το αεροπλάνο, να βρουν έναν τύπο για το ύψος και να 

κάνουν µια γραφική παράσταση. Για να µην µείνουν µάλιστα µόνο στον αναδροµικό 

τύπο της συνάρτησης η ερευνήτρια ζητούσε να βρουν το ύψος του αεροπλάνου την 50η 

φορά που πατάµε go  

 

Εικόνα 11: ∆ραστηριότητα  9 (η εύρεση του ύψους ) 

                 

Aρχικά όλοι οι µαθητές ενθουσιασµένοι παρατήρησαν ότι το αεροπλάνο κινείται 

προς τα πάνω κατά 1000 µ 
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 Οµάδα 4 

Μ1 Γράψε θ=0 φ=90 και ρ=1000 Το γράφει  
Μ1 5000 υψόµετρο είµαστε .Πάτα go   
M2 Όπα ! Ενθουσιάστηκαν που το αεροπλάνο 

κινήθηκε κατακόρυφα προς τα πάνω  
Ε1 Για κάθε go να κοιτάτε και να 

καταγράφετε τις τιµές  
 

Μ1 Αα! Πήγε 6000  
 

Μερικοί µάλιστα ανακάλυψαν θεαµατικές πτώσεις του αεροπλάνου καθώς αντί να 

πατήσουν go στο  direction πάτησαν στο position  

Οµάδα 7 

Μ1 Κινείται κάθετα πρός τα πάνω  Πατούν go στο direction  
Μ2 Βββββµπουµ! Πατάει clear και µετά το go του position οπότε 

το αεροπλάνο γυρίζει ξανά κατακόρυφα προς τα 
κατω στα 5000µ 

Μ2 Κοίτα κοίτα!  Πατά go στο  direction,το αεροπλάνο ανεβαίνει 
πάλι και µετά αµέσως πατάει go στο position 
οπότε φαίνεται η κατακόρυφη πτώση του  

  

Το πέρασµα από την οθόνη του υπολογιστή στην λεκτική και συµβολική 

αναπαράσταση  

         Η  χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών στην µαθηµατική εκπαίδευση σε καµία 

περίπτωση δεν αποσκοπεί στην µείωση της χρήσης της τυπικής µαθηµατικής έκφρασης. 

Αντίθετα η ψηφιακή τεχνολογία παρέχει στους µαθητές την δυνατότητα να εκφράσουν 

µαθηµατικά νοήµατα χρησιµοποιώντας ως µέσο τον τυπικό φορµαλισµό(Κυνηγός, 

2002). Έτσι οι µαθητές καλούνται να εκφράσουν τα όσα συµβαίνουν στην οθόνη του 

υπολογιστή µε λόγια, µε πίνακα , µε µαθηµατικά σύµβολα και µε γραφική παράσταση 

στο φύλλο εργασίας . Σε  κάθε go   που πατούν στο direction το αεροπλάνο κινείται 

κατακόρυφα προς τα πάνω κατά 1000µ ξεκινώντας από τα 5000µ. Αυτό ήταν αρκετά 

εύκολο να το εκφράσουν όλοι οι µαθητές . Το πέρασµα από την οθόνη του υπολογιστή 

στην  λεκτική αναπαράσταση  ήταν µια εύκολη υπόθεση. Όλοι οι µαθητές παρατήρησαν 

την συµµεταβολή ανάµεσα στο ύψος του αεροπλάνου και στην λειτουργία  go του 

position.(Επίπεδο1) Aνακαλύπτουν  µάλιστα και την κατεύθυνση αυτής της 

συµµεταβολής: Όσο περισσότερα go πατάµε, τόσο πιο ψηλά πηγαίνει.(Επίπεδο 2).Το 

ίδιο εύκολη ήταν και η συµπλήρωση του πίνακα τιµών. Το R είναι  πάντα 1000 και οι 

τιµές στο h µεταβάλλονται  από 6000, 7000, 8000 κοκ  για κάθε go που πατάµε.O ρυθµός 

µεταβολής του ύψους είναι σταθερός και είναι ίσος µε 1000 
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        Το επόµενο ερώτηµα όµως δυσκόλεψε όλες τις οµάδες. Έπρεπε να εκφράσουν το 

ύψος του αεροπλάνου µε λόγια  και µε σύµβολα. Πολλοί ήταν αυτοί που δεν κατάλαβαν 

ακριβώς την ερώτηση Θεώρησαν πως είναι περιττή αφού «…το ύψος το βλέπουµε κάθε 

φορά από το height  του position». Όλοι (εκτός της οµάδα 4 που βρήκε απευθείας τον 

γενικό τύπο), υπολόγισαν την συνάρτηση του ύψους µε την βοήθεια του αναδροµικού 

τύπου. Είπαν δηλαδή ότι το ύψος  το βρίσκουµε κάθε φορά εάν προσθέσουµε το R=1000 

στο height που δείχνει κάθε φορά το position  

 

 

 

        Ο αναδροµικός  αυτός  τύπος φανερώνει ότι οι µαθητές είδαν και το ρυθµό αλλαγής 

του ύψους κάθε φορά : είναι 1000 και είναι σταθερός. «Για κάθε go που πατάµε το ύψος 

ανεβαίνει κατά 1000 (Επίπεδο 3). Ο τρόπος αυτός βέβαια, ενώ ήταν σωστός, είχε ένα 

βασικό  µειονέκτηµα: θα πρέπει κάθε φορά να υπολογίζουµε το προηγούµενο ύψος για 

να βρούµε το επόµενο. Αυτό δεν βόλευε καθόλου ειδικά στην περίπτωση που θα έπρεπε 

να βρουν το h50  Κάποιοι µαθητές σκέφτονται την πιο εύκολη και απλή λύση: να 

πατήσουν 50 go στο direction και να κοιτάξουν σε πιο ύψος έχει φτάσει το αεροπλάνο 

από το position. Σύντοµα όµως εγκαταλείπουν αυτήν την σκέψη αφού αυτό 

αποδεικνύεται αρκετά χρονοβόρο και κουραστικό. Αρχίζουν να ψάχνουν άλλους 

τρόπους επίλυσης του θέµατος . Στο σηµείο αυτό η ερευνήτρια συνέστησε στους µαθητές 

να παρατηρήσουν  πόσα go πατούν και αν µπορούν να το χρησιµοποιήσουν στον τύπο. 

Οι µαθητές όµως δεν µπορούσαν εύκολα να «ξεκολλήσουν»  από το προηγούµενο κάθε 

φορά ύψος. Χρειάστηκε η βοήθεια της ερευνήτριας για να µπορέσουν να συνδέσουν τον 
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αριθµό των go µε το ύψος. ∆ηλαδή το ύψος την 2η φορά είναι h2=5000 +2•1000 και όχι 

5000 +h1  

 

Οµάδα 7 

E1 Κάτσε ξεκίνα γράψε h1  
M2 Είναι 6000  
E1 Μην το πεις κατευθείαν. Ήταν 5000…  
M2 H1=5000 +1000 Αναδροµικός τύπος  
E1 Ωραία h2 ,το επόµενο ύψος, πώς βρήκες το 7000;   
Μ2 Έξι+1000 Αναδροµικός τύπος 
Μ1     5000+2000 Γενικός τύπος 
Ε1 Το 2000 πώς το βρήκες;  
Μ1 Επειδή είναι η 2η φορά   
Ε1 Ααα πάτησες 2 φορές go  Το τονίζει  
Μ2 Άρα είναι 5000 +50φορές το 1000για να βρούµε 

την 50η φορά 
 

 

Η ερευνήτρια  αρπάζεται από την ευκαιρία που της δίνει ο µαθητής Μ1, και τους 

υποδεικνύει τον δρόµο που πρέπει να ακολουθήσουν ώστε να βρουν τον γενικό τύπο της 

συνάρτησης. 

Καταφέρνουν έτσι σχεδόν όλοι οι µαθητές να φτάσουν σε ένα επίπεδο παρόµοιο µε 

το παρακάτω φύλλο εργασίας   

Οµάδα 5  

 

 

Ο τύπος Ην=5000+χφορές ·1000 στον οποίο κατέληξε  η συγκεκριµένη οµάδα 

µαθητών  εν πρώτοις όψεως είναι σωστός. ∆ηλαδή για να βρω το ύψος την 50η φορά που 

πατάω go, θα πολλαπλασιάσω το 50 µε το 1000  και θα το προσθέσω στο 5000. Το λάθος 

όµως των µαθητών βρίσκεται στους συµβολισµούς. Το γράµµα χ θα έπρεπε να ταυτίζεται 

µε το ν. 
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Περίεργο συµβολισµό χρησιµοποίησε και η οµάδα 2 η οποία  έσβησε τους παλιούς 

τύπους όπου σωστά χρησιµοποιούσε h2, h3, h4 και έφτιαξε καινούριους 

χρησιµοποιώντας το ∆h για το κάθε ύψος  

 

      Οι περισσότερες οµάδες κατάφεραν να φτάσουν σε γενικό τύπο και να υπολογίσουν 

το h50. Η δυσκολία που συναντούν οι µαθητές µε τα  σύµβολα φαίνεται και στην οµάδα 

5. Η οµάδα αυτή ξεκίνησε θέτοντας h1=5000, h2=5000+1000, h3=5000+2000 κοκ. Αυτό 

είχε σαν αποτέλεσµα να δυσκολευτούν να βρουν το h50 

 

Ε1 Μην βιάζεστε να φτάσετε στο 50 ,κάντε παραδείγµατα Τους προτρέπει να υπολογίσουν τα h1, 
h2, h3 

Μ1 Κάτσε λίγο. Αφου εδώ πέρα είναι h2 και είναι  1000 
εδώ είναι h3 και είναι 2000 άρα εδώ(εννοεί στο h50 ) θα 
είναι 40000 

Κάπου µπερδεύεται .Αντί να πει 49000 
λέει 40000αντι δηλαδή να αφαιρέσει 
1000 αφαιρεί 10000 

  Γράφει ο Μ2: hα=5000+α·1000 
Ε1 Καλός φαίνεται ο τύπος σας αλλά πρέπει να προσέξετε 

λιγάκι .Για κάντε επαλήθευση τον τύπο που βρήκατε  
∆εν συµφωνεί ο δείκτης α στο h µε το 
α·1000 

Μ1 Κυρία είναι 5000 συν 40000 Συνεχίζει να µπερδεύεται 
Ε1 Για κάντε και ένα ακόµα   
Μ1 Ωραία h4=5000 +3000  
Ε1 3 φορές το 1000 Το τονίζει για να το προσέξουν  
Μ2 ∆εν µπορώ να πω αυτά µε άλλη σειρά δηλ  h0 το h1 Αντιλαµβάνεται ξαφνικά ότι τον 

δυσκολεύουν οι δείκτες  
Ε1 A πολύ ωραία   
Μ2 Ε λοιπόν τελείωσε ! Αλλάζουν τα h1, h2, h3 σε h0, h1, h2 

κλπ και γράφουν τον τελικό τύπο  

 

Παρ όλο που αρχικά δυσκολεύτηκαν οι µαθητές της οµάδας 5 κατάφεραν να 

ξεπεράσουν το πρόβληµα. Με την αντικατάσταση του h1 σε h0 έχουν ότι 

      h0=5000    h1= 5000+1·1000    h2=5000+2·1000   h3=5000+3·1000 
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και έτσι ο δείκτης του h συµφωνεί µε τον αριθµό που πολλαπλασιάζεται µε το 1000. 

Καταλήγουν λοιπόν στον τύπο hα=5000+α·1000 µε τον οποίο υπολογίζουν τελικά και το 

h50 

Είναι φανερό πως τους δυσκολεύουν τα σύµβολα και οι µεταβλητές . Το πέρασµα 

στην συµβολική αναπαράσταση  δεν είναι τόσο απλό. Οι µαθητές της οµάδας 5 γράφουν 

h
ν

=5000+x•1000 µπερδεύοντας έτσι το δείκτη ν µε τη µεταβλητή  χ, ενώ  οι µαθητές της 

οµάδας 7 δυσκολεύονται να καταλήξουν στον γενικό τύπο γιατί στα πρδ που έκαναν δεν 

ταυτίζεται ο  δείκτης του h µε τον αριθµό των φορών που πατάνε go.  Ο µαθηµατικός 

συµβολισµός  είναι ένα εκπληκτικό και ισχυρό εργαλείο,  η µάθηση του όµως είναι µια 

δύσκολη και περίπλοκη διαδικασία (it is subtle and difficult to learn) (Davis & Hersh, 

1981, Schoenfeld & Arcavi, 1988). Ενώ  οι µαθηµατικοί κατανοούν εύκολα την έννοια 

της µεταβλητής από τον αντίστοιχο συµβολισµό σε πολλά και διαφορετικά πλαίσια, οι 

µαθητές αντιµετωπίζουν σοβαρές δυσκολίες στη σχολική άλγεβρα µε την κατανόηση της 

έννοιας αυτής, λόγω των πολλαπλών νοηµάτων της και της απαιτούµενης ακρίβειας στη 

σήµανση και το χειρισµό (Schoenfeld & Arcavi, 1988).  

 

Το πέρασµα  από την οθόνη του υπολογιστή στην γραφική αναπαράσταση  

Σύµφωνα µε τους (Leinhardt et al., 1990) οι γραφικές αναπαραστάσεις αφορούν 2 

µεγάλες κατηγορίες : την ερµηνεία και την κατασκευή. Η ερµηνεία αναφέρεται κυρίως 

στην ικανότητα των µαθητών να διαβάζουν ένα γράφηµα και να βγάζουν νοήµατα από 

αυτό, ενώ η κατασκευή αναφέρεται στη γένεση κάτι καινούριου. Οι µαθητές 

κατασκευάζουν ένα γράφηµα ή τσεκάρουν σηµεία από µια σειρά δεδοµένων που τα 

βρίσκουν είτε από τον πίνακα τιµών είτε από τον τύπο της συνάρτησης. Όλα αυτά 

γίνονται µέσα από µια διαδικασία επιλογής αξόνων, τοποθέτησης των µεταβλητών πάνω 

σε αυτoύς, επιλογής της κλίµακας, αναγνώρισης των µοναδιαίων και τελικά τοποθέτησης 

των δοθέντων σηµείων  Η ερµηνεία είναι αρκετά διαφορετική από την κατασκευή. Ενώ η 

ερµηνεία απαιτεί επαναδραστηριοποίηση πάνω σε έναν ορισµένο αριθµό δεδοµένων, η 

κατασκευή χρειάζεται να γεννηθούν νέα κοµµάτια τα οποία δεν δίνονται καν. Στην δική 

µας έρευνα οι µαθητές έπρεπε να ασχοληθούν µε την κατασκευή ενός διαγράµµατος που 

είναι αποτέλεσµα των όσων βλέπουν στην οθόνη . Θα πρέπει εδώ να τονίσουµε, πως 

αυτό το σκέλος της δραστηριότητας δεν τους άρεσε καθόλου. Από την αρχή δήλωσαν 
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µια αποστροφή για την γραφική αναπαράσταση. Ίσως  αυτός να ήταν και ένας από τους 

λόγους που έκαναν τόσα πολλά λάθη στις γραφικές παραστάσεις. Τα λάθη αυτά θα 

µπορούσαν να χωριστούν σε δύο µεγάλες κατηγορίες:  

 ∆ιακριτές τιµές   Καµία οµάδα (εκτός ίσως από την 5) δεν σκέφτηκε ότι  οι τιµές στην 

ανεξάρτητη µεταβλητή είναι διακριτές 1,2,3….και κατά συνέπεια η γραφική παράσταση 

αποτελείται από µεµονωµένα  σηµεία Α(1,6000)   Β(2,7000)   Γ(3,8000)   και όχι από µια 

συνεχή γραµµή. Τι σηµαίνει άλλωστε ότι πατάω go 1,5 φορά ; Ένας πρώτος λόγος που 

το κάνουν αυτό, είναι  ότι οι µαθητές  στο σχολείο έχουν µάθει να ενώνουν τα σηµεία, 

αφού µια  καµπύλη ή µια ευθεία είναι αποτέλεσµα της συνένωσης των σηµείων. Ένας 

δεύτερος λόγος είναι ότι αυτό  που βλέπουν στην οθόνη τους είναι το αεροπλάνο να 

ανεβαίνει µε σταθερό ρυθµό. Εδώ δηµιουργείται ένα σηµαντικό εµπόδιο. Το αεροπλάνο  

περνάει από όλες τις διαδοχικές θέσεις κατά την διάρκεια του χρόνου. Άρα το ύψος 

φαίνεται να παίρνει  όλες τις πραγµατικές τιµές µετά την τιµή 5000. Η χρονικότητα της 

µεταβλητής είναι ένα σηµαντικό εµπόδιο που έχει εντοπιστεί από πολλούς ερευνητές 

(Sierpinska 1992)     

Ανεξάρτητη- Εξαρτηµένη µεταβλητή  Όλοι έβαλαν στους άξονες τις µεταβλητές ύψος 

και go.∆εν κατανόησαν όµως  όλοι  ποια ακριβώς γραφική παράσταση ζητείται.    

• Οι οµάδες 9,5,7 έκαναν την γραφική παράσταση του ύψους που βρίσκεται το 

αεροπλάνο για κάθε go του position (για 1 go το h=6000µ, για 2 go το 

h=7000κοκ) Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση ακολουθεί την πορεία της 

γραµµικής ψ=αχ+β 
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• Οι οµάδες 4,5 έκαναν τη γραφική παράσταση της  συνολικής µετατόπισης του  

αεροπλάνου για κάθε go.Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση είναι αναλογική της 

µορφής ψ=αχ 

 

       Η οµάδα 4 είναι σαν να έκανε 2 διαφορετικές γραφικές παραστάσεις. Η 

ευθεία γραµµή δείχνει τη συνολική µετατόπιση του αεροπλάνου σε κάθε go και 

τα τσεκαρισµένα σηµεία (0,5000)  (1,6000) (2,7000) αντιστοιχούν στο υψόµετρο  

του αεροπλάνου σε κάθε go. Αυτή η δεύτερη φαίνεται να είναι και η µόνη σωστή 

γραφική παράσταση που παρατηρήθηκε από όλες τις οµάδες αφού αποτελείται 

από διακριτά σηµεία 

• Η οµάδα 9 είναι η µοναδική που θεώρησε την απόσταση R=1000 η οποία δεν 

άλλαζε σαν εξαρτηµένη µεταβλητή και το ύψος h  ως ανεξάρτητη, οπότε το 

αποτέλεσµα ήταν µια σταθερή συνάρτηση. Οι µαθητές προφανώς παρασύρθηκαν 

από τον πίνακα τιµών και χωρίς να το πολυσκεφτούν θεώρησαν ότι οι δύο 

µεταβλητές είναι το R και το h    
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Η συνάρτηση ως συµµεταβολή 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 11 

 Τα όργανα έχουν χαλάσει και το αεροπλάνο πηγαίνει σε διαφορετική θέση από αυτή που 

εµείς του δίνουµε Βρες το λάθος της πορείας 

Oδηγίες 

Πήγαινε στο logo tab και πληκτρολόγησε #include “|fly1.lgo|.Aπό κάτω γράψε create και 

πάτα insert.Θα δηµιουργηθεί το χαλασµένο αεροπλάνο. Στη συνέχεια γράψε την εντολή 

fly1(35 26 200) και πάτα ξανά insert. Πήγε το αεροπλάνο στην θέση 35 26 200 που του 

είπες; Στους παρακάτω πίνακες σηµείωσε τις συντεταγµένες που δίνεις εσύ(σωστό)και τις 

συντεταγµένες που τελικά πηγαίνει το αεροπλάνο(λάθος) 

 

Lat 

σωστό 

      

Lat  

λάθος 

      

  

Ο ίδιος πίνακας δίνεται για το  long και για το height και ακολουθεί ένα τετραγωνισµένο 

φύλλο όπου καλούνται να κάνουν τις γραφικές παραστάσεις  

Τα προγράµµατα που χρησιµοποιήθηκαν είναι  
 

to create 
createavatar("|white| 37 25 10000 "|plane 1|) 
end 
 
to fly1 :a :b :c 
setposition(:a-0.5 :b-0.7 :c*:c) 

 Print ("first "airplane "position :a-0.5 :b-0.7 :c*:c) 

end 

 

to fly2 :a :b :c 

setposition (:a-0.1 :b-0.2 :c*:c-1000) 

print("first "airplane "position :a-0.1 :b-0.2 :c*:c-1000) 

end 
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Περιγραφή  

Υπάρχει µια logo διαδικασία (η fly1)  η οποία καθορίζει την σχέση που υπάρχει 

ανάµεσα στην θέση που δίνουµε εµείς στα lat long height (σωστό) και στην τελική θέση 

του αεροπλάνου(λάθος)  αλλά οι µαθητές δεν την βλέπουν (µε την βοήθεια της εντολής 

include).∆ίνουν απλώς τιµές στο fly1 και το λογισµικό τους δείχνει την θέση που 

πηγαίνει το αεροπλάνο. Αν π.χ. δώσουν στο fly1 τιµές                     

                                                               fly1 (37   24   100)  

τo αεροπλάνο θα πάει στη θέση                 36.5   23.3   10000 

 

 Έτσι λοιπόν το χαλασµένο αεροπλάνο δεν ακολουθούσε τις εντολές που του 

έδιναν και πήγαινε όπου ήθελε. Ή µάλλον, όχι ακριβώς όπου ήθελε, αφού πάντα έκανε 

το ίδιο λάθος .Οι µαθητές πρέπει να βρουν αυτό το λάθος ν’ ανακαλύψουν την κρυµµένη 

σχέση (πρδ ψ=χ-0.5 για το lat  στο fly1). Είναι  µια αναζήτηση που την είδαν λίγο και 

σαν παιχνίδι, πράγµα που αποδείχτηκε ότι ήταν θετικός παράγοντας σε όλη την 

µαθησιακή διαδικασία.  

Αρχίζουν λοιπόν και καταγράφουν τις τιµές σε ένα φύλλο εργασίας που τους έχει 

δοθεί µε σκοπό την καλύτερη παρατήρηση. Στην συνέχεια τους ζητείται να 

προσπαθήσουν να εκφράσουν την σχέση που βρήκαν µε λόγια, µε σύµβολα και τέλος µε 

γραφική παράσταση. Αµέσως µετά οι µαθητές αρχίζουν να δίνουν τιµές στο fly1 και 

κοιτούν το αποτέλεσµα. Πχ για fly1 (35  26  100) οι µαθητές παρατηρούν ότι το 

αεροπλάνο τους πηγαίνει στη θέση 34,5  25,3   10000. Οι µαθητές ελέγχουν την νέα θέση 

του αεροπλάνου µε 2 τρόπους: 

1) Κάποιες οµάδες κοιτούν στο κάτω µέρος του logo tab όπου το λογισµικό παρέχει την 

δυνατότητα να βλέπουµε τις συντεταγµένες της θέσης που βρίσκεται το αεροπλάνο, και  

2)κάποιες άλλες οµάδες κοιτούν το position στο avatar tab. 

 Συνειδητοποιούν ότι η εντολή που δίνουν κινητοποιεί το αεροπλάνο και ενθουσιάζονται  

Ε1  Γράψτε τώρα fly1(35 26 100) και πάτα insert  Το κάνουν  και βλέπουν το αεροπλάνο 
που προχωράει  

M1 Ωχ κουνήθηκε είναι ζωντανό  Αµέσως µετά διαβάζει τις οδηγίες του 
φυλλαδίου  

 

Οι  τιµές που δίνουν όµως στο fly1 δεν κινούν πάντα το αεροπλάνο. Αυτό 

προφανώς γίνεται γιατί δεν είναι µέσα στον ελληνικό χώρο. Οι µαθητές όµως δεν το 
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θυµούνται και πολλοί, απορροφηµένοι από την δραστηριότητα, δεν άκουσαν καν την 

υπόδειξη της ερευνήτριας 

Οµάδα 4 

Ε1 Συνεχίστε δίνοντας δικές σας τιµές, όµως να 
είναι µέσα στην Ελλάδα  

 η ερευνήτρια  το  λέει  σε όλη την τάξη  οι 
µαθητές όµως δεν την προσέχουν  

Μ2 Βάλε στην τύχη 37  25 και 250.Πάµε ;  
Μ2 Φύγαµε ! Το αεροπλάνο κινείται  
Μ1 ∆εξιά πήγαινε να δούµε  Εννοεί κάτω στη logo να δουν τις τιµές  
Μ1 36,5  25,3  62500 Ο µ2 γράφει  
Μ2 Πάµε 38  27 και 25…5  
M1 Όχι µην το βάλεις Εννοεί το 255, είναι όµως αργά έχει 

πατήσει insert  
Μ2 Άντε σηµείωνε 38- 37,5   27- 26,3   και 255-  

65025  
Συµπληρώνουν τους πίνακες  

Μ2 Ωραία να βάλουµε ένα 40 ένα 30 και ένα 300 
όχι πολύ είναι, 270 . 

Πατούν insert 

Μ2 Ωχ ίσα ίσα  Βρίσκονται  στην ΒΑ γωνία του χάρτη  
Μ1 39,5  29.3 και   
Μ2 29,3 και 270   72900 Γράφουν  

 

Οµάδα 5  

Μ2 ∆ώσε άλλα νούµερα  ∆ίνουν 46  35 280 και το αεροπλάνο δεν 
πηγαίνει  

Μ2 Κλείσε την παρένθεση ∆ίνουν 46  35  201 ,εξακολουθεί να µην κινείται  
Ε  Γιατί δεν µπορεί να πάει; Εκνευρισµένος  
Μ2 ∆εν αλλάζει το height νοµίζω  ∆ίνουν 46 35 150  
Μ2 ∆εν πάει ούτε πάνω από 200 ούτε κάτω 

από 200 
∆εν σκέφτονται ότι µπορεί να φταίει κάτι άλλο  

 

Οµάδα 7 

Μ2 Τυχαία, ναι τυχαία δίναµε αριθµούς που µας 
βολεύουν   

Στα lat long height εννοεί 

Ε  Τι αριθµούς δηλ;  
Μ2 Πάνω κάτω κοντά σ’ αυτούς που µας δίνατε 

εσείς 
Εννοεί κοντά στις πρώτες τιµές 35 26 200 
που έδωσε η ερευνήτρια  στο φύλλο 
εργασίας  

 

Όπως φάνηκε από τα παραπάνω επεισόδια της οµάδας 4, 5 και 7 οι µαθητές έβαζαν 

τιµές κυριολεκτικά στην «τύχη». Η οµάδα 7 έδινε τιµές κοντά σ’ αυτές που τους δόθηκαν 

σαν παράδειγµα. Κανένας µαθητής δεν σκέφτηκε ότι οι  τιµές που έχουν οι γεωγραφικές 

συντεταγµένες στην Ελλάδα είναι συγκεκριµένες. Τις είχαν άλλωστε υπολογίσει στο 2ο 

µάθηµα. Μόνο που είχε µεσολαβήσει αρκετός καιρός από τότε µιας και είχε γίνει  

κατάληψη στο σχολείο. Το λογισµικό όµως τους αναγκάζει να το θυµηθούν αφού το 

αεροπλάνο δεν κινείται σε τιµές εκτός της Ελλάδας. Αυτή η ακινησία του αεροπλάνου 
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εκνευρίζει κάποιους. Το “avatar can’t move” τους ενοχλεί. Μετά από αρκετές 

αποτυχηµένες προσπάθειες αναγκάζονται να ζητήσουν την βοήθεια της ερευνήτριας . 

Τελικά όλες οι οµάδες, καταγράφουν τις παρατηρήσεις τους  σε τρεις 

διαφορετικούς πίνακες που τους έχουν δοθεί στα φύλλα εργασίας. Ένας πίνακας είναι για 

το lat , ένας για το  long και ένας για το height  

 

Lat σωστό 36 37 38 
Lat λάθος 35,5 36,5 37,5 

 

 

 

 

 

Στην συνέχεια οι µαθητές παρατηρώντας  τις τιµές που έχουν συγκεντρώσει  

βρίσκουν εύκολα ότι το χαλασµένο αεροπλάνο χάνει 0,5 στο lat και  0,7 στο long. 

Οµάδα 9 

Μ2 Έχουµε βρει ήδη κατά πόσο αυξάνεται ή 
µειώνεται  

Μετά από αρκετές δοκιµές  

Ε  Πόσο ;  
Μ2 Εδώ µειώνεται κατά µισό και εδώ κατά 7 εε  

0.7 και εδώ πέρα επί 200 
Εννοεί το lat το long και το  height Το 
αρχικό ύψος ΄ήταν 200 και εγινε 40000 

Ε  Επι 200; Ωραία δηλ 150 επί 200πάει 22500  
Ε  ∆ηλ κάθε φορά πολ/εται επι 200  
Μ2 ναι  
Μ1 Όχι δεν πάει εδώ Παρατηρεί ότι δεν ισχύει για h=150  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.  ………………….    ……….                           … ……………… 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε  Oι τιµές που δίνατε ήταν τυχαίες; Στα lat long height 
Μ2 Αυξάνονται κατά 10  Έδωσαν στο lat 36, 46 στο long 26,36 
M1  Αλλά  λίγο πολύ ήταν τυχαίες αυξάνεται το ένα 

αυξάνεται το άλλο  
 

 
Οµάδα 4 

Μ2 Βάλε στην τύχη 37  25 και 250.Πάµε ;  
Μ2 Φύγαµε ! Το αεροπλάνο κινείται  
Μ1 ∆εξιά πήγαινε να δούµε  Εννοεί κάτω στη logo να δουν τις τιµές  
Μ1 36,5  25,3  62500 Ο µ2 γράφει  
Μ2 Πάµε βάλε ένα µεγαλύτερο 38  26 και 251  
M1 Όχι µην το βάλεις Εννοεί το 251, είναι όµως αργά έχει 

πατήσει insert  
Μ2 Άντε σηµείωνε 38- 37,5   26- 25,3   και 251-  

62901  
 

Μ1 Το ίδιο άλλαξαν κατά ένα     

Long σωστό 26 27 28 
 Long λάθος 24,3 26,3 27,3 

Height σωστό  200 150 
Height λάθος 40000 22500 
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Oµάδα 4 

M1 Κατάλαβα ότι κάθε φορά στο λατ  κάνει λάθος γύρω στις µισές µοίρες στο λονγκ περίπου 
0.7 και στο ύψος κάνει τεράστιο λάθος άµα το στείλουµε 200 αυτό πάει 200 φορές, 200επι 
200  

 

 

 

Εικόνα 12:∆ραστηριότητα 11 (εύρεση της κρυµµένης συνάρτησης) 

 
Σύµφωνα µε το  θεωρητικό πλαίσιο  της συµµεταβολής (Carlson et al, 2002)στα 

παραπάνω επεισόδια οι µαθητές, µέσα από την πλοήγηση στο περιβάλλον του cruislet, 

ανέπτυξαν κυρίως τα 3 πρώτα επίπεδα συµµεταβολής. Στην περίπτωση µας οι 

ανεξάρτητες µεταβλητές  είναι οι γεωγραφικές συντεταγµένες που εµείς δίνουµε στο 

αεροπλάνο(latσωστό, longσωστό, heightσωστό) και εξαρτηµένες είναι οι συντεταγµένες 

στις οποίες πηγαίνει το αεροπλάνο του οποίου τα όργανα έχουν χαλάσει (latλάθος , 

longλάθος, heightλάθος). 

         Οι µαθητές φαίνεται να αντιλαµβάνονται αµέσως πως οι τιµές του λατλάθος και 

του λατσωστού είναι σε άµεση αλληλεξάρτηση µεταξύ τους. 
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Στα παραπάνω επεισόδια λοιπόν  οι µαθητές  

�  παρατηρούν ότι κάθε αλλαγή  στο lat  που εµείς  δίνουµε (latσωστο) έχει σαν 

αποτέλεσµα να  αλλάζει και το lat στο οποίο πηγαίνει το χαλασµένο 

αεροπλάνο(latλάθος)(Ε1) 

� αναγνωρίζουν την κατεύθυνση αυτής της αλλαγής δηλαδή αν αυξήσω το latσωστό 

τότε αυξάνει και το lat λάθος(Ε2) 

� βρίσκουν την ακριβή τιµή αυτής της αλλαγής δηλαδή όσο αλλάζει το λατσωστό 

τόσο αλλάζει και το λατλάθος  (Ε3)  

 Αξιοπρόσεχτος  ήταν ο τρόπος που δούλεψε η οµάδα 4 στην προσπάθειά της να 

βρει τον τύπο του ύψους σε µια αντίστοιχη διαδικασία την fly2. O ζητούµενος τύπος 

είναι τώρα hλ=hσ 2 -1000  

        Οµάδα 4 

Μ1 Όχι όχι κοίτα 11100-9000= 2100 ωραία; Θα 
κάνουµε τώρα 13400-11100=2300  

Έχει βρει ότι το 100→9000 
Το 110→11100 και το 120→13400 

Μ1 Το βρήκα 2300 προστίθεται ανά 10,   2300  
Μ2 ….. Έχει µείνει άφωνος 
Μ1 Αν κάνουµε 100 και πάει 110 το 9000 γίνεται 

11100 δηλ +2300 αν πάει από 110 σε 120 πάλι 
προστίθεται 2300 

 

 

Μπορεί ο µαθητής να έχει λάθη στην σκέψη του,(την πρώτη φορά είναι 2100 την 

δεύτερη είναι 2300) ο τρόπος όµως που δούλεψε για να βρει τον σωστό τύπο, φανερώνει 

πως αναπτύσσει µια λογική συµµεταβολής που αγγίζει το επίπεδο 4.  Στην προσπάθειά 

του να βρει τον τύπο του ύψους ελέγχει  το ποσό που µεταβάλλεται το ύψος του 

αεροπλάνου (εξαρτηµένη µεταβλητή) ενώ κάνει ίσες αλλαγές στις τιµές που του δώσαµε 

εµείς να πάει (ανεξάρτητη µεταβλητή).  Όταν έδινε την τιµή h=100µ  το αεροπλάνο 

πήγαινε στα 9000µ ενώ όταν έδινε την τιµή 110 πήγαινε στα 11100. Για διαφορά 10  

µέτρων το αεροπλάνο ανέβαινε παραπάνω 2100µ. Ο µαθητής αναπτύσσει µια λογική 

συµµεταβολής  του επίπεδου Ε3 αφού συντονίζει τις αλλαγές στην εξαρτηµένη 

µεταβλητή µε τις αλλαγές στην ανεξάρτητη. Στην συνέχεια  βρίσκει τα ίδια πράγµατα για 

το ύψος 120. Για διαφορά άλλων 10 µέτρων το αεροπλάνο τώρα ανέβηκε 2300µ. Οι 

οµοιόµορφες αλλαγές στην ανεξάρτητη µεταβλητή συνεχίζονται και ο µαθητής 

βρίσκεται πολύ κοντά στο 4 επίπεδο της συµµεταβολής. Σταµατάει όµως τις προσπάθειες 

και απογοητεύεται. Ο στόχος του, να βρει τον τύπο του ύψους, δεν επιτεύχθηκε. Ας µην 
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ξεχνάµε πως απευθυνόµαστε σε µαθητή της Α Λυκείου που δεν έχει ακούσει τίποτε 

ακόµα για ρυθµό µεταβολής..  

 

Συµµεταβολή και αναλογία  

Οι µαθητές ερευνώντας τις σχέσεις των lat long που είναι γραµµικές, ανέπτυξαν 

λογικές συµµεταβολής που πλησιάζουν το τρίτο επίπεδο Στο height τα πράγµατα 

δυσκολεύουν. Είδαν αµέσως ότι το ύψος µεγαλώνει πολύ σε σχέση µε την τιµή που εµείς 

του δίνουµε. Το χαλασµένο αεροπλάνο αντί να πάει σε υψόµετρο 100µ πηγαίνει στα 

10000µ, αντί να πάει στα  200µ πηγαίνει στα  40000µ.  Στην προσπάθειά τους να βρουν  

πόσο αλλάζει το ύψος, καταλήγουν αρκετοί στην αναλογία. «Το ύψος πολλαπλασιάζεται 

πάντα επί 200» λέει ο µαθητής της οµάδας 9. Ο αναλογικός συλλογισµός επανέρχεται 

καθώς είναι βαθιά ριζωµένος στην σκέψη των µαθητών. 

Την ίδια άποψη  για αναλογικά µεγέθη έχουν και οι µαθητές άλλων οµάδων  
 
Οµάδα 5-αναλογία στο ύψος  
Ε1 Για να δω έχετε βρει τι λάθος κάνει ;  
Μ1 Βάζουµε εδώ 35 θα πάει 34,5 ,βάζουµε εδώ 28 

θα πάει 27,3 και εδώ είναι ανάλογα  
Το πρώτο είναι για το lat το δεύτερο για το  
long και το τελευταίο είναι για το ύψος  

Ε1 Ανάλογα είναι ;  
Μ1 Εε εδώ πέρα είναι πολύ δύσκολα  Εννοεί το ύψος  

 
Οµάδα 5-αναλογία στην γραφική παράσταση  
Μ2 Όχι εδώ είναι λάθος κυρία ανάποδα τα είπατε 

εδώ είναι το σωστό Βάλε εδώ 35 και εδώ 34,5 
και τα ενώνεις 

Γράφει ο µ2 το σχήµα βάζοντας στον 
οριζόντιο άξονα το λατ λάθος και στον 
κατακόρυφο το λατ σωστό 

Μ1 Ε µετά είναι ανάλογα  πάει έτσι  ∆είχνει ευθεία  

 
Οµάδα 4-αναλογα τα lat long 
Μ1 Και πώς είναι; δεν είναι ανάλογα ! πως θα την 

κάνουµε; 
Μιλάει για την γραφ παράσταση του ύψους 
και εννοεί ότι τα προηγούµενα ήταν εύκολα 
και τα έκαναν γιατί ήταν ανάλογα 

 
Οµάδα 9-αναλογία στην γραφική παράσταση  
Μ1 Ναι αλλά πρέπει να έχει σωστές αποστάσεις 

µεταξύ τους  
Κάνουν την γραφική παράσταση 

Μ2 Εντάξει τωρα ..θέλει να παρατηρήσουµε ότι 
θα είναι ανάλογα µάλλον  

 

 
 
Ο αναλογικός συλλογισµός φαίνεται να είναι βαθιά ριζωµένος στη σκέψη  των µαθητών 

και χρησιµοποιείται αυθόρµητα και ασυνείδητα Η τάση της ευρείας εφαρµογής του 

αναλογικού µοντέλου, ακόµη και σε µη γραµµικές καταστάσεις αναφέρεται στη 
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βιβλιογραφία ως ψευδαίσθηση της αναλογίας («illusion of linearity»), (De Bock et al, 

1998). Η αναλογικότητα  φαίνεται να είναι σε τέτοιο βαθµό ενσωµατωµένη στον τρόπο 

σκέψης των µαθητών που πολύ εύκολα  παραπλανιούνται  και χειρίζονται κάθε 

αριθµητική σχέση ως αναλογική (Freudenthal, 1983). 

 Στην περίπτωσή του ύψους βέβαια η αναλογία που εκφράζουν οι µαθητές είναι  και 

αυτή µια έκφραση της συµµεταβολής του hσωστο και  hλάθος, δύο δηλαδή µεταβλητών  

ποσοτήτων .Οι µαθητές βρίσκονται στο 2ο επίπεδο της συµµεταβολής και δεν µπορούν 

να φτάσουν στο 3ο όπου θα πρέπει να βρουν την ακριβή τιµή αυτής της µεταβολής. Oι 

συνεχείς ερωτήσεις της ερευνήτριας έχουν σαν αποτέλεσµα να αµφισβητήσουν οι 

µαθητές την αρχική τους εικασία και να βρεθούν σε κατάσταση προβληµατισµού.  Η 

οµάδα 9,  όπως φαίνεται παραπάνω, αντιλαµβάνεται ότι η αρχική τους διαίσθηση, πως το 

ύψος πολλαπλασιάζεται επί 200, είναι λανθασµένη αφού δεν ισχύει για h=150. Αρχίζουν 

λοιπόν να δίνουν καινούριες τιµές στο ύψος 

 
Μ1 90000 πάει στο 300 Έχει βάλει στο direction τιµές 50  40  300  
Μ2  160000 στο 400 Αλλάζει τιµές στο ύψος h 
Μ1 150 επί 150,  160επι 160,  170 επί 170 

έτσι είναι! Eπι τον εαυτό του! 
Χαίρεται που το βρήκε ! 

Μ2 Σωστά ! Το βρήκαν! 
 

 Μέσα από τις συνεχείς επαναλήψεις που τους προσφέρει το λογισµικό  

καταγράφουν και άλλα ύψη στον πίνακα τιµών. ∆ίνοντας την τιµή 300 στο fly1 το 

αεροπλάνο πηγαίνει στα 90000µ, δίνοντας 400 πηγαίνει στα 160000µ  Έτσι καταφέρνουν 

να ξεπεράσουν την αναλογική σκέψη και να εκφράσουν την τελική σχέση: «το ύψος 

είναι επί τον εαυτό του». Χαίρονται µάλιστα και πανηγυρίζουν γι’ αυτό. Εύκολα λοιπόν 

τώρα φτάσουν στον τελικό σωστό τύπο: hλάθος =hσωστό 2 (Ε3) 

Εδώ φυσικά µιλάµε για µια τετραγωνική συνάρτηση. Οι µαθητές όµως δεν το 

αντιλαµβάνονται αντιδρούν µάλιστα όταν η ερευνήτρια προσπαθεί να τους το θυµίσει 

 Οµάδα 9 
Ε  Πως πήγαµε εδώ; Κοιτάει τα φύλλα εργασίας 

Ε  Μπράβο, θέλω και τύπο, λόγια τι κάνατε κάθε 
φορά πώς βρήκατε το λάθος και προσέξτε να 
το γράψετε στη σωστή θέση  

Εννοεί το lat  να γραφτεί στο φύλλο του lat, 
το long στο φύλλο του long κοκ 

Μ2  Εδώ βρήκαµε για το ύψος ότι κάθε φορά 
πολλαπλασιάζεται µε τον εαυτό του  

 

Ε  Κάπως την λέµε αυτή τη συνάρτηση;  



 95 

Μ2  Ω ! µη µου βάζεις τα µαθηµατικά µέσα, µη 
µου βάζεις τα µαθηµατικά µέσα!! 

Ο µαθητής αντιδρά στο άκουσµα της λέξης 
συνάρτηση  

 

Οι µαθητές είχαν ήδη βρει τη σχέση των lat long, την είχαν εκφράσει µε λόγια και 

τώρα είχαν βρει και το ύψος. Παρ’ όλα αυτά δεν είχαν αντιληφθεί ότι κάνουν 

µαθηµατικά και µάλιστα  συναρτήσεις. Και µόνο η  αναφορά στην λέξη συνάρτηση ήταν 

αρκετή για ν’ αντιδράσει ο µαθητής αρνητικά .Είναι φανερό  πως η σχέση του µε τα 

µαθηµατικά είναι κακή, ή τουλάχιστον έτσι έχει µάθει να πιστεύει.  

. 

 

Γραφική αναπαράσταση της συµµεταβολής  

Οι µαθητές παρατηρούν, καταγράφουν, κάνουν εικασίες, βγάζουν συµπεράσµατα 

Βλέπουν στην οθόνη του υπολογιστή τους πού ακριβώς πηγαίνει  το χαλασµένο  

αεροπλάνο και καταγράφουν τις παρατηρήσεις τους στον πίνακα τιµών. Το λάθος που 

κάνει το αεροπλάνο  εντοπίζεται και περιγράφεται εύκολα κυρίως λεκτικά: «το 

αεροπλάνο χάνει 0,5 στο lat, 0,7 στο long και στο ύψος πολλαπλασιάζεται µε τον εαυτό 

του». Η συµβολική αναπαράσταση δυσκολεύει κάποιους, στο  τέλος όµως όλοι τα 

καταφέρνουν. Οι τύποι              

             latλάθος= latσωστό-0,5   

             longλάθος= longσωστό- 0,7  

             hλάθος =hσωστό 2   

ήταν γραµµένοι σε όλα τα φύλλα εργασίας. 

       Τα πράγµατα όµως αρχίζουν να δυσκολεύουν όταν οι µαθητές καλούνται να κάνουν 

γραφικές παραστάσεις. Οι δύο µεταβλητές πρέπει να πάρουν µια θέση στους άξονες. Οι 

µαθητές τσεκάρουν τους άξονες του γραφήµατος ακολουθώντας εκφράσεις που 

αποδεικνύουν αναγνώριση ότι η µια µεταβλητή αλλάζει καθώς αλλάζει και η άλλη. 

Σύµφωνα µε το θεωρητικό πλαίσιο(Carlson et al, 2002 ) αυτή είναι  η πιο συνηθισµένη 

συµπεριφορά που παρατηρείται από τους µαθητές στο επίπεδο Ε1.  Στην συνέχεια  

κατασκευάζουν  γραµµές που ανεβαίνουν  καθώς κινούµαστε προς τα δεξιά στο 

γράφηµα, γεγονός που υποδεικνύει µια κατανόηση της κατεύθυνσης της αλλαγής στην 

εξαρτηµένη  µεταβλητή ενώ θεωρούνται αυξήσεις στην ανεξάρτητη. Πχ όσο µεγαλώνει 
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το latσωστό τόσο µεγαλώνει και το latλάθος. Βρισκόµαστε στο επίπεδο Ε2. Εδώ θα 

πρέπει να σηµειώσουµε  ότι οι περισσότεροι µαθητές έκαναν µερικά βασικά λάθη:  

� Άλλαξαν τις µεταβλητές πάνω στους άξονες. ∆ηλαδή έβαλαν την ανεξάρτητη 

µεταβλητή στον κατακόρυφο άξονα και την εξαρτηµένη στον οριζόντιο κάτι που έρχεται 

σε αντίθεση µε ότι έχουν µάθει στο Γυµνάσιο.  

 

Στο παραπάνω διάγραµµα της οµάδας 5 φαίνεται η αλλαγή των ρόλων. Τυπικά το 

λατσωστό παίζει το ρόλο της ανεξάρτητης µεταβλητής και το λατλάθος το ρόλο της 

εξαρτηµένης Το αποτέλεσµα δεν αλλάζει στο γράφηµά µας, αφού εξακολουθεί να 

παραµένει ευθεία στην περίπτωση των lat, long. Είναι όµως λάθος για το ύψος αφού η 

αλλαγή των µεταβλητών στους άξονες έχει σαν αποτέλεσµα και αλλαγή της καµπύλης. 

Παρ’ όλα αυτά οι µαθητές δεν φαίνεται να το προσέχουν και σχηµατίζουν την καµπύλη 

της τετραγωνικής συνάρτησης όπως την ξέρουν (έχοντας τα κοίλα κάτω).(οµάδα 5,9) 
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Παρατηρώντας τις γραφικές παραστάσεις των 2 οµάδων βλέπουµε ότι και οι δύο 

έχουν τοποθετήσει την ανεξάρτητη µεταβλητή hσωστό, στον κατακόρυφο άξονα και την 

εξαρτηµένη hλάθος στον οριζόντιο. Θα έπρεπε λοιπόν τα κοίλα να είναι προς τα πάνω. 

Ωστόσο κάνουν την καµπύλη όπως την έχουν µάθει από το σχολείο(κοίλα κάτω) πράγµα 

που είναι τελείως λάθος.   Και οι δύο οµάδες δεν πρόσεξαν τις αποστάσεις των τιµών που 

έβαζαν στους άξονες και τα σχήµατα έγιναν λίγο «τυχαία».  

 

�Λίγη έως καθόλου σηµασία έδωσαν επίσης στον σωστό χωρισµό των αξόνων σε 

διαστήµατα. Μόνο η οµάδα 9 διαίρεσε τον ψ-άξονα σε διαστήµατα σταθερού µήκους 

100,  200  και τον χ-άξονα  σε 10000,  40000 και αυτό µόνο για την περίπτωση του 

ύψους όπου οι τιµές που δίνονταν ήταν ακέραιες.  

Η συµπεριφορά αυτή  κάνει φανερά δύο πράγµατα : 

α) η αδυναµία να διαιρέσουν σωστά τους άξονες, οφείλεται καθαρά στα δεκαδικά 

νούµερα των lat  και  long. Οι δεκαδικοί αριθµοί των lat long δεν τους αρέσουν γι αυτό  

ζητούν (οµάδα 5,9 )να αλλάξουν τις τιµές των µεταβλητών πάνω στο γράφηµα και αντί 

για 36,5 ή 40,3 να τοποθετήσουν τις τιµές 1,2,3  
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         Οµάδα 9 

Μ1 Πειράζει αµα βάζουµε αριθµούς όχι από αυτούς 
που είναι πάνω;  µε τη σειρά 

Ήθελε να βάλει το 1, 2 ,3  

 

          Οµάδα 5  

Μ2 Με δικές µας συντεταγµένες όµως όχι µ’ αυτές, 
πειράζει να βάλουµε άλλες τιµές δικές µας  

 

 

β) δεν δίνουν καθόλου σηµασία στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης. Σηµασία γι αυτούς 

έχει το σχήµα της συνάρτησης και όχι τα όρια της γραφικής παράστασης. Για τους 

µαθητές η  γραφική παράσταση είναι µια  συνεχής γραµµή  που δεν έχει αρχή και τέλος. 

∆εν µπορούν ίσως να κατανοήσουν πως οι συναρτήσεις ψ=2χ µε χ<0 και ψ=2χ µε 3<χ<9 

είναι  διαφορετικές . 

�Tέλος, ένα ακόµη λάθος που έκαναν οι περισσότεροι στις γραφικές παραστάσεις είναι 

ότι όλες οι ευθείες περνούσαν από την αρχή των αξόνων. Η εµµονή στο αναλογικό 

µοντέλο που αναφέραµε πρωτύτερα φαίνεται και στην γραφική αναπαράσταση. 

Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα της οµάδας 5 που µόλις έχουν τελειώσει την 

γραφική παράσταση της λατλάθος =λατσωστό -0.5 . 

 

Μ1 Κυρία εντάξει το κάναµε έχει πάει ανάλογα, νατο 
πάει έτσι φσσσσσ 

Κάνει µια γραµµή  προς τα 
πάνω που περνά από το (0,0)  

Ε Εντάξει βάλατε όλες τις τιµές ;  
Μ2 Βασικά ένα σηµείο χρειάζεται κυρία και το (0,0) που 

το βρήκαµε από εδώ  
∆είχνει τον τύπο  

Ε1 Που βγαίνει το 0,0 σοβαρά µιλάς, ναι ε;;; Απορεί και κοιτάζει  
Μ2 Βασικά δεν βγαίνει,  άλλα δεν πειράζει βγαίνει το 

µείον 0,5 
 

Μ1 Περίµενε περίµενε εδώ είναι όλη η ουσία. Εδώ αν 
βάλεις 0 θα βγει το λάθος λατ 0; 

 

Μ2 Όχι   
Ε και τότε γιατί περνάει από το 0,0;  
Μ3     Από το 0,5 περνάει  Εννοεί το -0,5 
Μ2  Ε γιατί έτσι το µάθαµε, δεν έχουµε µάθει κάτι άλλο 

στα µαθηµατικά  
 

 

Παρ όλο που καταλαβαίνουν ότι η γραφική παράσταση δεν περνά από την αρχή 

των αξόνων γιατί αν δώσω στο λατσωστο τιµή 0 τότε το λατλάθος θα γίνει -0,5 ωστόσο 

κάνουν την γραφική παράσταση λάθος γιατί «έτσι έχουν µάθει». Στην επόµενη όµως 

γραφική παράσταση για το λονγκλάθος =λονγκσωστό -0,7  ο Μ2 το διορθώνει και βάζει 

το λονγκλάθος  να τέµνει τον άξονα στο -0,7  
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Μ1 Γιατί έβαλες -0,7 υπάρχει -0,7;;;  Έβαλε µια τιµή αριστερότερα από το 0 στον 
οριζόντιο άξονα που είχε το λατλαθος και ο 
Μ1 τον κοροϊδεύει  

Μ2 Ρε βλάκα του ελέους ,αυτό είναι το λάθος 
και αυτό είναι το σωστό  

Οι άλλοι 2 γελούν  

Μ2 0,7 έχω βάλει Μιλάει στον εαυτό του  
Μ3 Μείον 0,7 έχεις βάλει  Του φωνάζει 
M2 Εε  ναι!  
Μ3 0,7! Εννοεί 0,7 πρέπει να βάλεις  
Μ2 Τι λέτε ρε νουµπάδες!   
Μ3      Μα δεν υπάρχει  Εννοεί δεν υπάρχει αρνητική τιµή  
Μ2 Για κοιτάτε για Λ=0 πόσο έχουµε το Σ  
Μ1   Λ =Σ-0,7 Βλέπει ότι για Λ=0 βγαίνει το Σ=+0,7 
Μ2 κάτι λάθος έχω κάνει Ξαφνικά βλέπει  λάθος γιατί έχει βάλει το -

0,7 στον άξονα του λονγκλάθος 

 

Είναι γεγονός πως οι µαθητές όλοι έχουν δίκιο από την δική του πλευρά ο καθένας. 

Οι Μ3 Μ1 γελούν µε τον συµµαθητή τους γιατί θεωρούν πως είναι αστείο να µιλούν για 

αρνητικές τιµές στα λατ και λονγκ. Τι θα πει λατ = -0,5; Το λογισµικό επηρεάζει τους 2 

µαθητές στην λήψη απόφασης. Από την άλλη πάλι ο Μ2 στην προσπάθειά του να πετύχει 

καλύτερο σχήµα ξεχνάει το λογισµικό και χρησιµοποιεί την αρνητική τιµή. Την θέτει 

όµως σε λάθος άξονα. Έχουν µπερδέψει την ανεξάρτητη µε την εξαρτηµένη µεταβλητή 

και την αναπαράσταση της κάθε µιας στον άξονα.  

 

Η αντίστροφη συνάρτηση µέσα στο πλαίσιο της συµµεταβολής  

         Έρευνες πάνω στις αναπτυσσόµενες έννοιες των µαθητών για την συνάρτηση 

(Βreindenbach, Dubinsky, Hawks & Nicols  1992)  έδειξαν  ότι η εικόνα της συνάρτησης 

σαν διαδικασία που δέχεται δεδοµένα (inputs) και παράγει τιµές (outputs) είναι βασική 

για την ανάπτυξη µιας πλήρους εικόνας της συνάρτησης. Αυτή η άποψη είναι επίσης 

θεµελιακή για τον συντονισµό των εικόνων 2 µεταβλητών που αλλάζουν διαδοχικά η µια 

µετά την άλλη. (Carlson, et al, 2002).  Σύµφωνα µε την Carlson et al, 2002 οι µαθητές 

αρχικά για να κατανοήσουν καλύτερα την συνάρτηση θα πρέπει να κινηθούν από την 

έννοια ως ενέργεια(action) στην έννοια ως διεργασία.(process).Στην συνέχεια έχοντας 

µια γενικευµένη άποψη από inputs και outputs  µπορούν να σκεφτούν την συνάρτηση 

σαν µια διεργασία  η οποία µπορεί να αντιστραφεί. Στο παρακάτω σχήµα  φαίνονται οι 

διάφορες έννοιες που έχει η αντίστροφη συνάρτηση για τους µαθητές: σαν αλγεβρικό 

πρόβληµα, σαν γεωµετρικό πρόβληµα και σαν µια διεργασία που αντιστρέφεται 
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. 

 

 
     

 Μαθητές που κατέχουν µόνο την ενεργητική  κατεύθυνση (action view) του 

σχήµατος a) ή b) δεν κατανοούν το γιατί µια διαδικασία δουλεύει και  είναι ανίκανοι να 

αναγνωρίσουν ακόµα και απλές καταστάσεις στις οποίες αυτές οι διαδικασίες 

εφαρµόζονται. Το µόνο που οριακά κατανοούν είναι  ενέργειες όπως  να αντιστρέψουν 

τα χ και ψ και να λύσουν ως προς ψ(σχήµα α) ή να δουν το γράφηµα της f  συµµετρικό 

µε την f 1−   ως προς την ευθεία ψ=χ (σχήµα β). Αντίθετα οι µαθητές µέσα από την 

διεργασία (process view) του σχήµατος γ είναι περισσότερο ικανοί να κατανοήσουν τις 2 

πτυχές της συνάρτησης όπως είναι η σύνθεση και η αντιστροφή. Και αυτό γιατί   

θεωρούν την αντιστροφή σαν ανάποδη διαδικασία έτσι ώστε τα παλιά outputs να 

γίνονται νέα inputs και το ανάποδο. Ρωτώντας «τι πρέπει να κάνει κάποιος για να πάει 

πίσω στις αρχικές τιµές» είναι ικανοί να απαντήσουν σε ένα ευρύ πλήθος ερωτήσεων για 

τις αντίστροφες συναρτήσεις (Carlson et al,1996) 

 Κάτι ανάλογο συνέβει στην δική µας έρευνα. Συνεχίζοντας το προηγούµενο 

σενάριο του χαλασµένου αεροπλάνου, όπου οι µαθητές έδιναν γεωγραφικές 

συντεταγµένες στο αεροπλάνο (inputs) και αυτό πήγαινε σε άλλες θέσεις (outputs) 

δόθηκε στους µαθητές µια  νέα δραστηριότητα που στόχο είχε την αντίστροφη 

συνάρτηση  

 

 ∆ραστηριότητα 12  

Α)Στην προηγούµενη δραστηριότητα δηµιουργήσαµε ένα αεροπλάνο στη θέση 37 25 100 

και το πήγαµε σε διάφορες τοποθεσίες. Παρατηρήσαµε ότι έκανε λάθος στην πορεία του 
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γιατί είχαν χαλάσει τα όργανα Γνωρίζοντας το λάθος που κάνει µπορείς να ξαναπάς το 

αεροπλάνο στην θέση 39  22  10000; Πως  θα το καταφέρεις αυτό; 

Β)Μπορείς να  προσγειώσεις το αεροπλάνο στην Ρόδο σε υψόµετρο 64µ;  

 

Οι µαθητές τώρα πρέπει τώρα να χειριστούν µια αντίστροφη διαδικασία.(αντίστροφη 

συνάρτηση). Ξέρουν δηλαδή τα lat long height της θέσης που θέλουν να πάνε και πρέπει 

να δώσουν συντεταγµένες(όχι τυχαίες) στο χαλασµένο αεροπλάνο. Στην αρχή  οι 

περισσότεροι µπερδεύτηκαν. Ήξεραν ότι το αεροπλάνο χάνει 0,5 στο λατ. Τι έπρεπε να 

κάνουν τώρα, να προσθέσουν ή να αφαιρέσουν  το λάθος που είχαν βρει;  

       Οµάδα 9 

Μ1  Έλα έλα βάλε 39.5 Ο Μ1 έχει διαβάσει το φυλλάδιο. Θέλει 
να πάει στη θέση lat=39  

Μ1 0.5 λιγότερο ή 0.5 παραπάνω; Ααα 0.5 
παραπάνω  

Mόνος του ρωτάει µόνος του απαντάει  

Μ2 0.5 παραπάνω είναι το λάθος    
Μ1 Άρα θα βάλουµε εδώ….  Γράφει 38,5 
 …………………………………. ……………………………. 
Ε Πως σκεφτήκαµε εδώ πέρα;38 πήγε το 

αεροπλάνο Στο 39 έπρεπε να πάει λέει 
το φ ε  

Κοιτάζουν το avatar και βλέπουν ότι 
όντως οι συντεταγµένες είναι 38 22 
10000 

Μ1 Α!!..  38 πήγε … κάτσε κάτσε 39,5 Κοιτά απορηµένος και µετά αλλάζει  το 
38.5σε    39.5 

Μ2 Μπράβο άξιος !!  
 
      Οµάδα 7  

Ε1 Στο 22  θέλω να πάει  Μιλάνε για το long όπου το λάθος είναι0,7 
Μ3 Αα 22 ε τότε 22,7  Εννοεί θα βάλουµε 22,7 στο fly1 
Μ2     22,3 ∆ιαφωνεί  
Ε1 22,7ή 22,3  
Μ2 22,7 Συµφωνούν τελικά και οι δύο 

 

     Οµάδα 5 
Μ2 Σκεφτήκαµε ανάποδα και προσθέσαµε αυτό 

που χάνει ώστε να πάει εκεί …. 
 

 

Κάπως παρόµοια σκέφτηκαν όλες οι οµάδες. Η µόνη οµάδα που δεν προβληµατίστηκε  

καθόλου ήταν η οµάδα 4 

      Οµάδα4 
Μ1 Χάνει 0,5 άρα θα βάλουµε 39,5 Γράφει στο fly1 τις 

συντεταγµένες lat 
Μ1 Στο άλλο χάνει 0,7 άρα 22,7 Long 
Μ1 Πoιos αριθµός  ακριβώς κάνει 10000 να το πάς 

στη δευτέρα  
height 

Μ2 10000… να το βάλεις στη δευτέρα ,πού θες να  
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ξέρω..  
Μ2 100 επί 100 Ξαφνικά το βρήκε  
   

 

 

 

Εικόνα 13: ∆ραστηριότητα 12 (αντίστροφη συνάρτηση) 

 

Το να αντιστρέψεις µια συνάρτηση δεν είναι µια απλή διαδικασία. Οι µαθητές όµως 

µέσα από το λογισµικό το έκαναν σχετικά εύκολα. Πώς θα πάµε το χαλασµένο 

αεροπλάνο στην επιθυµητή θέση; «Πρέπει να σκεφτούµε ανάποδα» όπως είπε ο µαθητής 

της οµάδας 5. Να κάνουµε µια αντίστροφη διαδικασία. Αφού το αεροπλάνο χάνει 0,5 στο 

λάτ και 0,7 στο λονγκ εµείς θα του πούµε να πάει σε 0,5 και 0,7 µοίρες παραπάνω .Οι 

µαθητές εκφράζουν λεκτικά την σχέση: «η  αντίστροφη συνάρτηση  της ψ=χ-0,5 είναι η  

χ=ψ+0,5». Το ίδιο κάνουν και µε την τετραγωνική συνάρτηση του ύψους. Ποιος αριθµός 

στο τετράγωνο κάνει 10000; Το 100 . Η  ψ=χ 2 αλλάζει σε χ= ψ . Το αποτέλεσµα τους 

δικαιώνει. Βάζουν τα δεδοµένα στο λογισµικό και βλέπουν ότι το αεροπλάνο πήγε στην 
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θέση που έπρεπε. Ακόµη και αυτοί που στην αρχή έβαλαν 38,5, δηλαδή 0,5 λιγότερο στο 

latσωστό,  κατάλαβαν το λάθος τους αµέσως µόλις κοίταξαν την θέση του αεροπλάνου: 

είχε πάει στην θέση lat=38. Το αεροπλάνο δεν πηγαίνει εκεί που πρέπει. Το λάθος είναι 

ολοφάνερο, το βλέπουν στην οθόνη τους και το  διορθώνουν  αµέσως. Έβαλαν λοιπόν 

0,5 παραπάνω  δηλαδή 39,5 και έτσι το αεροπλάνο κατέληξε στην επιθυµητή θέση που 

ήταν το 39. Οι µαθητές θεωρούν την αντιστροφή σαν ανάποδη διαδικασία έτσι ώστε τα 

παλιά outputs να γίνονται νέα inputs και το ανάποδο. Ρωτώντας «τι πρέπει να κάνουµε 

για να πάει το αεροπλάνο πίσω σε µια  αρχική θέση» είναι ικανοί να απαντήσουν µε 

άνεση . 

∆υσκολία µε τους δεκαδικούς 

Στην ίδια λογική κινείται και η επόµενη δραστηριότητα «Μπορείς να προσγειώσεις 

το αεροπλάνο στην Ρόδο σε ύψος 64µ».Ο στόχος ήταν και εδώ οι µαθητές να αναπτύξουν 

πάλι την αντίστροφη λογική έχοντας τώρα µια συγκεκριµένη πόλη της Ελλάδας στην 

οποία πρέπει να προσγειωθούν. Αρχικά οι περισσότεροι έψαξαν την Ρόδο στο select a 

destination και πήγαν το αεροπλάνο εκεί µε ένα απλό go. Στην συνέχεια η ερευνήτρια 

διευκρίνισε πως θα έπρεπε να πάνε στην Ρόδο µέσα από το πρόγραµµα  της logo πάνω 

στο οποίο δούλευαν. Όταν κατάλαβαν πώς έπρεπε να δουλέψουν, οι µαθητές 

ακολούθησαν την εξής τακτική: σηµείωσαν τις συντεταγµένες της Ρόδου(36.4411,  

28.2257) που είχαν βρει από το select a destination, σε ένα χαρτί και προσπάθησαν να 

σκεφτούν τι πρέπει να βάλουν στο fly1 ώστε το αεροπλάνο να πάει στην Ρόδο. Στο 

σηµείο αυτό λοιπόν τους δυσκόλεψαν τα δεκαδικά νούµερα. ∆εν µπορούσαν να κάνουν 

πρόσθεση µε δεκαδικούς  

Οµάδα 7  

Ε1 Εµείς θέλουµε εδώ κάτω να βγάλεις στο lat 
36,4411 

Εννοεί στο κάτω µέρος του logo tab 

Μ2 Εκεί τι πρέπει να βάλουµε 94; Μιλά για τα 2 πρώτα δεκαδικά  
Ε1 Εεε ….. Παρ όλο που φαίνεται να το βρήκε ο Μ2, 

ο Μ1  δεν τον ακούει και βάζει στο λατ 
36,44,5 

Ε1 Πρόσεχε 36,4411 θέλεις να πάει ,και µας 
είπανε ότι χάνει πόσο;…  

 

Μ1 0,5   
Ε1 Το 0,5 ποιο δεκαδικό ψηφίο θα αλλάξει το 1ο 

το 2ο το 3ο  
 

Μ2 Το πρώτο   
Ε1 Θες να πάει στο 44  
Μ3 44,5  
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Είναι φανερό πως η οµάδα αυτή έχει κακή σχέση µε την πρόσθεση δεκαδικών αφού 

στο 36,44 προσθέτει 0,5 και το αποτέλεσµα βγαίνει 36,44,5 ένας νέος αριθµός δηλαδή µε 

2 υποδιαστολές!!! Αντιµετωπίζουν τον δεκαδικό αριθµό σαν να είναι φυσικός. Το 

λογισµικό όµως δεν τον δέχεται και ευτυχώς γρήγορα κατανοούν το λάθος τους. 

∆υσκολεύονται όµως ακόµη να προσθέσουν το 0,5 στον δεκαδικό 36,44. Στο τέλος 

ύστερα από συνεχόµενα λάθη αναγκάζονται να κάνουν κατακόρυφη πρόσθεση και 

βρίσκουν το σωστό. Το χαρτί βοηθάει στην συγκεκριµένη περίπτωση γιατί ξέρουν καλά 

πώς να τοποθετήσουν τα νούµερα σε µια κατακόρυφη πρόσθεση δεκαδικών. Στην ίδια 

µέθοδο, δηλαδή την κατακόρυφη πρόσθεση, κατέφυγαν και οι υπόλοιπες οµάδες. Αυτό 

δείχνει την εµµονή των µαθητών σε ενέργειες και διαδικασίες που έχουν µάθει αρκετά 

καλά από το δηµοτικό. 

  Η δυσκολία που συνάντησαν οι µαθητές µε τους δεκαδικούς φανερώνει µια 

γενικότερη αποτυχία στην κατανόηση των ρητών αριθµών. Σύµφωνα µε έρευνες η 

αποτυχία αυτή  αποδίδεται τόσο στην εννοιολογική φύση των ρητών αριθµών, στο 

συµβολισµό και τις αναπαραστάσεις τους,  (Γαγάτσης, Α. Μιχαηλίδου, Ε. Σιακαλλή, Μ. 

2001; Φιλίππου & Χρίστου, 1995) όσο  και σε άλλα επιστηµολογικά εµπόδια  Για 

παράδειγµα πολλοί µαθητές δυσκολεύονται  να βάλουν σε σειρά τους αριθµούς 0,5  0,34 

και 0,252 και θεωρούν ως µεγαλύτερο αριθµό τον τελευταίο, γιατί έχει περισσότερα 

δεκαδικά ψηφία . ∆υσκολίες, παρουσιάζουν επίσης και στην περίπτωση που τους 

ζητείται να βρουν έναν αριθµό µεταξύ του 0,1 και 0,2. Συνήθως, δεν απαντούν καθόλου 

σε αυτές τις περιπτώσεις, ενώ όταν ρωτηθούν να βρουν ένα αριθµό µεταξύ του 0,10 και 

0,20 δε δυσκολεύονται (Φιλίππου & Χρίστου, 1995). Ερευνητές όπως οι Thomson & 

Walker (1996), πιστεύουν ότι οι µαθητές αναπτύσσουν διάφορες παρανοήσεις σχετικά µε 

τους δεκαδικούς αριθµούς γιατί κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας τους δε γίνεται καµία 

σύνδεση µε άλλες µαθηµατικές έννοιες όπως τα κλάσµατα, την αξία θέσης ψηφίου, το 

νοµισµατικό σύστηµα, τις µετρήσεις µήκους  τα ποσοστά και αναπαραστάσεις των πιο 

πάνω εννοιών (Μιχαηλίδου, 2004). 

 

  Aφού κατάφεραν να κάνουν την πρόσθεση των δεκαδικών οι µαθητές έβαλαν τις 

νέες τιµές στο fly1 και περίµεναν να έχουν πετύχει τον προορισµό τους. ∆υστυχώς όµως 
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απογοητεύτηκαν. Το αεροπλάνο δεν ήταν ακριβώς στη Ρόδο. Ο Cruislet όµως είναι ένα 

λογισµικό που έχει απαιτήσεις. Για να πάει το αεροπλάνο στην Ρόδο θέλει ακρίβεια. Όσο 

περισσότερα δεκαδικά ψηφία έχουν οι γεωγραφικές συντεταγµένες τόσο καλύτερα 

εντοπίζουµε µια θέση στον χάρτη.  Αν γράψουν µόνο το πρώτο δεκαδικό ψηφίο των 

συντεταγµένων της Ρόδου αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να αποµακρυνθούµε από την πόλη 

της Ρόδου. Χαρακτηριστικό είναι το απόσπασµα από την οµάδα 4 

 

Μ2 Και θα τα βάλουµε και πόσο χάνει  Τώρα κατάλαβαν ότι πρέπει να υπολογίσουν και 
το λάθος  

Μ1 0,5 χάνει   
Μ2 35 κόµµα Σβήνει το 36.4411και πάει να γράψει 0,5 

λιγότερο  
Μ1 Όχι όχι  χάνει άρα βάζεις µεγαλύτερο 

για να βγει, άµα είναι 36.44 βάζεις 
36,94…… 

Το γράφουν  

Μ2 28,2 Κοιτούν µια τη logo µια το avatar 
Μ1 Να το γράψουµε ρε κάπου  Εννοεί να το γράψουν σε χαρτί  
Μ2 28,2 το κάνω 28,9  Γράφει τις συντεταγµένες και πατάει insert 
Μ2 Έλα αγόρι µου έλα ψυχή µου 

αααααα 
Μιλάει στον υπολογιστή καθώς περιµένει το 
αποτέλεσµα στην οθόνη  

Μ1 Πέσαµε λίγο έξω Ξανακοιτούν τις συντεταγµένες της Ρόδου    
Μ2 36,4411 ωραία, τι θες µωρό µου να 

σου βάλω. 36,9411 άντε γιατί µου τα 
πρηξες  

Βάζουν όλα τα δεκαδικά  

Μ2 28,9257 άντε στο διάολο   
Μ1  Πατάω insert   Πήγε ακριβώς στη Ρόδο  
Μ2 Ναι !Έτσι, Ρόδος ρε! πάρτα ρε !  Στον υπολογιστή µιλάει  
Μ2 Έτσι έτσι αα!!!  
Μ1 Τι ααα!!!  
Μ2 Αααακριβώς  Το ευχαριστήθηκαν  

 

Το αξιοπρόσεχτο στον παραπάνω διάλογο είναι ότι οι µαθητές «µιλάνε» στο 

λογισµικό. Του συµπεριφέρονται σαν να είναι ζωντανός οργανισµός µε τον οποίο έχουν 

κάποια αντιπαράθεση. Το εργαλείο αποκτά οντότητα και γίνεται ανταγωνιστής 

«∆ιαβάζουν» τις απαιτήσεις του και τις ικανοποιούν, «παλεύουν» µαζί του και στο τέλος 

τον  νικούν! Είναι σαν να παίζεται  ένα παιχνίδι ανάµεσα στον µαθητή και στον 

υπολογιστή όπου ο ένας προσπαθεί να νικήσει τον άλλο. Όταν ο µαθητής καταφέρνει 

τελικά να προσγειώσει το αεροπλάνο στην Ρόδο, αισθάνεται νικητής και ζητωκραυγάζει. 
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H ταυτοτική συνάρτηση µέσα στο πλαίσιο της συµµεταβολής 

 ∆ραστηριότητα 13 

Αν µε κάποιο τρόπο τα όργανα του αεροπλάνου επισκευαστούν ποια νοµίζεις ότι θα είναι η 

νέα συνάρτηση; Βρες τον τύπο και φτιάξε την γραφική παράσταση 

Η δραστηριότητα αυτή ζητάει από τους µαθητές να σκεφτούν τι θα γίνει εάν τα 

όργανα επισκευαστούν. Ποια θα είναι τώρα η νέα συνάρτηση; Στο φύλλο εργασίας που 

τους έδωσε η ερευνήτρια ζητείται να εκφράσουν την σχέση που θα βρουν συµβολικά και 

γραφικά. Οι περισσότερες οµάδες κατάφεραν να βρουν την σχέση 

Οµάδα 5  

Μ2 Κυρία ελάτε λίγο  Έχει βρει την απάντηση  
Μ2 Άµα επισκευαστούν τα όργανα δεν χρειάζεται 

να προσθέσουµε αυτό που χάνει. ∆ε χάνει 
τίποτα, απλά θα δίνουµε συντεταγµένες και θα 
πηγαίνει εκεί που πρέπει     

 

Ε2 Άρα πια συνάρτηση θα έχουµε   
Μ2 Ξέρω γω άµα ονοµάσουµε χ την συνάρτηση 

που παίρνουµε από τον avatar και ψ 
αυτή(δείχνει στο logo ) τότε χ=ψ 

 

Ε2 Πολύ ωραία γράψτα   

 

Οµάδα 9 

Μ1 Θα βγαίνει ακριβώς ότι βάζουµε εδώ θα 
βγαίνει εδώ  

Εννοεί ότι δίνουµε στο  fly1 το 
ίδιο θα βγαίνει στο position  

Μ2 Θα δίνουµε ακριβώς τις πληροφορίες   
Ε2 Ωραία στα µαθηµατικά µιλάµε µε σύµβολά 

έτσι; 
 

Μ2 Ναι   
Ε2 ∆ηλαδή εάν του βάζουµε X τι θα µας βγάζει 

το αντίστοιχο… 
 

Μ1 Χ  
Μ2 Οτιδήποτε και να του δώσουµε θα µας 

βγάζει το ίδιο, το αντίστοιχο  
 

Ε2 Άρα ποια συνάρτηση είναι αυτή;  
Μ1 Fτου  x =x Γράφουν (F)X=X 

 

Το αποτέλεσµα εκφράστηκε αβίαστα και σχετικά εύκολα για τις περισσότερες 

οµάδες. Όλοι είπαν πως το αεροπλάνο θα πηγαίνει όπου του λέµε εµείς να πάει .Τι πιο 

φυσικό άλλωστε, για ένα σωστό και χωρίς βλάβες αεροπλάνο. Ότι τιµή και να δώσουµε 

σαν input το ίδιο θα βγαίνει και σαν output. 
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Η δυσκολία εµφανίστηκε όταν ήρθαν τα σύµβολα. Η οµάδα 4  εκφράστηκε  σωστά  

και είπε ότι στον προηγούµενο  τύπο λατλάθος =λατσωστό-0,5  θα προσθέσω 0,5. Όταν 

όµως  πήγε στο φύλλο εργασίας έγραψε λατλάθος =λατσωστό +0,5. 

 

     Οµάδα 4 

Ε1 Α συγγνώµη ,εδώ θα κάνει λάθος 0,5 συν 
0,5 θα χάνει ;αυτό εννοείς ; Μήπως εννοείς 
αυτό που έχανε προηγουµένως +0,5 

Μόλις διάβασε το φύλλο εργασίας και 
είδε ότι έγραφαν λατλ=λατς+0,5 

Μ2 Ναι πριν αυτό που βάζαµε  Πριν  είχαν γράψει latλ=latσ-0,5 
Ε1     Έχανε µισό   
Μ2 Ναι   
Ε1 Τώρα ;  
M2 Θα κερδίζει µισό   
E2 Θα κερδίζει µισό;  
Μ1 Θα χάνει µισό   
Μ2 Βασικά δε θα κερδίζει τίποτα  Το φωνάζει δυνατά  
Ε1 Σωστά  αφου επισκευάζονται τα όργανα ότι 

του δίνω στο fly αυτό θα βγάζει εκεί κάτω  
Εννοεί στο κάτω µέρος του logo tab  

 

        Καθώς οι µαθητές εξερευνούν δυναµικά συναρτησιακές σχέσεις, όπως το πώς 

αλλάζει η θέση του αεροπλάνου σε σχέση µε τις τιµές που δίνουµε εµείς στο  λατ, 

αρχίζουν να σκέφτονται πώς µια µεταβλητή (συνήθως η εξαρτηµένη) αλλάζει καθώς 

συµβαίνουν αλλαγές στην άλλη (ανεξάρτητη µεταβλητή ).(Ε1) Συντονίζοντας τέτοιες 

αλλαγές, οι µαθητές πρέπει  να µπορούν  να αναπαριστούν  και να ερµηνεύουν 

ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά  στο γράφηµα µιας τέτοιας δυναµικής κατάστασης. 

(Carlson et al, 2002 )  Στην περίπτωση που το αεροπλάνο επισκευάζεται, η  εξαρτηµένη 

µεταβλητή έχει τις ίδιες τιµές µε την ανεξάρτητη.  Και πράγµατι οι µαθητές δεν έχουν 

καµία δυσκολία να αναπαραστήσουν αυτή την κατάσταση γραφικά  Ότι τιµή δίνω στο 

λατσωστό ακριβώς εκεί πηγαίνει και το αεροπλάνο. Κατασκευάζουν µια ευθεία γραµµή 

που είναι η διχοτόµος των αξόνων, αφού πρώτα έχουν ορίσει τα σηµεία στους άξονες. 

Μόνο  η οµάδα 5 αλλάζει τις τιµές και θέτει στους άξονες τα νούµερα 1,2,3 αφού όπως 

δήλωσαν δεν τους αρέσουν οι δεκαδικοί αριθµοί.  
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Αξίζει να σηµειωθεί  εδώ ότι οι  µαθητές για πρώτη φορά διαιρούν τους άξονες σε 

διαστήµατα σταθερού µήκους: 36,  37,  38 και θεωρούν ότι ίσες µεταβολές στην 

ανεξάρτητη µεταβλητή έχει ως αποτέλεσµα  ίσες αλλαγές και στην εξαρτηµένη.(Ε3) Ο  

ρυθµός δηλαδή µε τον οποίο αλλάζουν οι θέσεις του αεροπλάνου είναι σταθερός. Είναι 

ίσως άλλη µια περίπτωση που οι µαθητές αναπτύσσουν λογική συµµεταβολής  πολύ 

κοντά στο επίπεδο 4. 

 

Άλλες µαθηµατικές έννοιες  

Κατά την αλληλεπίδρασή τους µε το λογισµικό οι µαθητές ανέπτυξαν και άλλες 

µαθηµατικές έννοιες: 

→Σε αρκετές περιπτώσεις δηµιούργησαν την γνωστή στρατηγική µείωσης του R.Όταν 

δηλαδή το αερoπλάνο δεν µπορούσε να προχωρήσει άλλο οι µαθητές µείωναν το R του 

direction. Mπορούσαν έτσι να προσεγγίσουν µε πιο µεγάλη ακρίβεια  τα όρια του lat long 

ή το υψόµετρο µιας περιοχής.  Η απόφαση αυτή αναδεικνύει την σκέψη  που έχουν οι  

µαθητές για το «πλησιάζω κάτι  όσο πιο κοντά γίνεται»: πρέπει να µειώσω το βήµα µε το 

οποίο το πλησιάζω. Αυτή είναι µια πρώτη επαφή µε την έννοια του ορίου την οποία οι 

µαθητές της  Α  Λυκείου δεν έχουν ακόµη διδαχτεί. Σταµάτησαν να µειώνουν το βήµα, 

όταν ένιωθαν αρκετά ικανοποιηµένοι από την προσέγγιση έστω και διορατικά. Έτσι 

µέσα από το λογισµικό αναπτύχθηκε µια πρώτη διαισθητική προσέγγιση της έννοιας του 

ορίου.  
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Εικόνα 14:Στρατηγική µείωσης του R ώστε να προσεγγίσουν τα όρια της Ελλάδας 

 

→ Το λογισµικό δίνει στους µαθητές την δυνατότητα να κατανοήσουν την έννοια της 

απόλυτης θέσης στο γήινο σύστηµα συντεταγµένων Όταν προσπαθούσαν να 

προσγειώσουν το αεροπλάνο στην Ρόδο κατάλαβαν πως πρέπει να είναι όσο πιο ακριβείς 

γίνεται προκειµένου να το καταφέρουν. Η θέση ενός σηµείου (ή µιας πόλης)  στην 

επιφάνεια της γης είναι µονοσήµαντα  ορισµένη και αντιστοιχεί σε ένα µοναδικό ζευγάρι 

συντεταγµένων. Ισχύει και  το αντίστροφο. Κάθε ζευγάρι συντεταγµένων ορίζει ένα  και 

µοναδικό σηµείο στην επιφάνεια της γης .  

→ Καθώς προσπαθούσαν να βρουν την απόσταση Άρτας-Άµφισσας  οι µαθητές 

ισχυρίστηκαν ότι πρέπει να αφαιρέσουν τις συντεταγµένες. Η αφαίρεση των 

γεωγραφικών συντεταγµένων για να βρω την απόσταση των δύο πόλεων δεν είναι 

εντελώς λάθος. Απλώς έχει πολύπλοκες µαθηµατικές πράξεις αφού πρέπει να λάβουµε 

υπόψη ότι οι γεωγραφικές συντεταγµένες είναι τόξα .Οι µαθητές αυτοί φάνηκε ότι είχαν  

στο µυαλό τους την απόσταση δυο σηµείων Α(χ,ψ) και Β(κ,λ) στο καρτεσιανό επίπεδο. 

Στην ίδια πάλι δραστηριότητα οι µαθητές θέλοντας να ελέγξουν την τιµή της απόστασης 
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των δύο πόλεων οδηγούν το αεροπλάνο από την Άρτα στην Άµφισσα και µετά από την 

Άµφισσα στην Άρτα και ελέγχουν το R. Κινητοποιούν δηλαδή την εξής απλή και βασική 

γνώση: το µέτρο του διανύσµατος ΑΒ =το µέτρο του διανύσµατος ΒΑ . 

 → Η οµάδα 9 στην προσπάθειά της να εκφράσει το τι ακριβώς γίνεται, διατυπώνει µια 

ενδιαφέρουσα άποψη. Η συνάρτηση είναι κάτι σαν εξίσωση 

     Οµάδα 9 

Μ1 Τι εννοεί µ’ αυτό; κανονικά θα βγαίνει  Εννοεί µάλλον ο τύπος θα βγαίνει 
κανονικά   

Μ2 Κανονικά θα βγαίνει αλλά θα είναι συνάρτηση   
Μ1 ∆ηλαδή;   
Μ2 ∆ηλ πως το  χαµε βρει το παλιο κάτι σαν 

εξίσωση  
Εννοεί τον παλιο τύπο λατλ=λατσ-0,5 

 

Είναι συχνό επίσης το φαινόµενο οι µαθητές να δυσκολεύονται να ξεχωρίσουν µια 

αλγεβρικά ορισµένη συνάρτηση και µια εξίσωση (Carlson, 1998). Ο τύπος της 

συνάρτησης ψ=χ+5 παίρνει την µορφή εξίσωσης όταν δώσω στο χ ή στο ψ µια 

συγκεκριµένη τιµή. Το σύµβολο της ισότητας προκαλεί δυσκολία στο να διαχωρίσουν 

πότε είναι µέσο ορισµού µιας σχέσης ανάµεσα σε 2 µεταβαλλόµενες ποσότητες και πότε 

είναι  µια κατάσταση ισότητας 2 εκφράσεων.  

 

ΕΠΕΜΒΑΣΗ ΣΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 

        Όταν τελείωσε και η δεύτερη φάση της έρευνας, η ερευνήτρια έδειξε στους µαθητές 

τον κώδικα της logo για την διαδικασία fly1 που µέχρι εκείνη την στιγµή ήταν «black 

box»  γι αυτούς.  Στόχος ήταν 

 1) ν’ αναγνωρίσουν τις εντολές και να κατανοήσουν την χρήση τους.  

 2) να επεµβούν στον κώδικα   ώστε να τον αλλάξουν  

3) ν’ ανταλλάξουν το πρόγραµµα που έφτιαξαν µε διπλανή οµάδα  

 ∆εδοµένου ότι οι µαθητές δεν ήταν άσχετοι µε την γλώσσα, δεν δυσκολεύτηκαν να 

αναγνωρίσουν  την κάθε εντολή. Η logo είναι µια γλώσσα  δοµηµένη µε τέτοιο τρόπο 

ώστε να προσεγγίζει τη φυσική γλώσσα, µε αποτέλεσµα οι µαθητές να διευκολύνονται 

στην κατανόηση ή σύνταξη εντολών και  διαδικασιών. Οι εντολές createavatar,    

setposition  και print έγιναν αµέσως κατανοητές.  

Η ερευνήτρια ζήτησε λοιπόν από τους µαθητές να προσπαθήσουν να επέµβουν 

στον κώδικα και να δηµιουργήσουν ένα δικό τους πρόγραµµα. Με αυτό τον τρόπο οι 
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µαθητές αποκτούν ενεργό ρόλο στην εκπαιδευτική διαδικασία, καθώς δεν αλληλεπιδρούν 

µε το υπολογιστικό περιβάλλον διερευνώντας απλώς τους προκατασκευασµένους  

κανόνες, αλλά συµµετέχουν ταυτόχρονα στη διαδικασία κατασκευής τουs. Η ιδέα 

βασίζεται στους µισοψηµένους µικρόκοσµους  οι οποίοι είναι «λογισµικά σχεδιασµένα 

κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να προκαλούν τους µαθητές να κατασκευάσουν κάτι µε αυτούς, να 

τους αλλάξουν ή να αποδοµήσουν µέρη τους, προκειµένου να κάνουν µαθηµατικά. 

Προορίζονται να λειτουργήσουν ως εναύσµατα, ώστε να γεννηθούν ιδέες µέσα από την 

κατασκευή ή την αποδόµηση τµηµάτων λογισµικού.» (Κυνηγός, 2007, σελ.92).  

Οι µαθητές αντιµετώπισαν το ρόλο του προγραµµατιστή µε µεγάλο ενθουσιασµό. 

Όλες σχεδόν οι οµάδες ήθελαν  να κάνουν κάτι δύσκολο ώστε να µην µπορεί η άλλη 

οµάδα να το ανακαλύψει. Οι περισσότεροι ασχολήθηκαν µε την εντολή setposition και 

προσπάθησαν να αλλάξουν τα νούµερα σε αυτήν.  Η οµάδα 4 έβαλε το αεροπλάνο να 

κάνει λάθος στο lat   0,0001 και στο long 0,4 ενώ η οµάδα 5 έβαλε στο lat 0,7 και στο 

long 0,8 .Θέλοντας να δυσκολέψει ακόµη την κατάσταση, η οµάδα 5 βάζει στο lat το 

λάθος να είναι 0.7,5 Τον διορθώνει όµως αµέσως ο συµµαθητής του λέγοντας του ότι 

αυτό δεν γίνεται. Έτσι  βάζουν 0,74. Το ίδιο λάθος είχε κάνει και η οµάδα 7 την 

προηγούµενη µέρα. Σίγουρα οι µαθητές αυτοί δεν έχουν ξεκαθαρίσει στο µυαλό τους τις 

υποδιαιρέσεις του δέκατου, εκατοστού, χιλιοστού. Τον αριθµό ακριβώς ανάµεσα στα 7 

δέκατα(0,7) και στα 8 δέκατα(0,8) τον γράφουν 0.7,5 δέκατα 

 

Εικόνα 15: Το πρόγραµµα που έφτιαξαν οι µαθητές της οµάδας 4 
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Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι οι επιλογές τους στηρίχτηκαν σε 2 επίπεδα: 

1.   αλλαγή στον τύπο της συνάρτησης που  εκφράζει το λάθος των συντεταγµένων. Οι 

µαθητές έδωσαν νέους τύπους όπως π.χ   c•(-c) ή  c+c ή  c-10000 για την µεταβλητή του 

ύψους  

2.  αλλαγή των σταθερών τιµών της συνάρτησης. Στην θέση π.χ του a-0,5 έβαλαν a-

0,0001 για την µεταβλητή του lat..  

       Οι µαθητές µπήκαν λοιπόν  στο ρόλο του δηµιουργού και    προγραµµατιστή.  

Σύµφωνα µε την Harel (1988), οι µαθητές αποκτούν µια βαθύτερη και ουσιαστική 

κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών, όταν κατασκευάζουν και χειρίζονται οι ίδιοι 

αναπαραστάσεις και όταν µε τη χρήση των αναπαραστάσεων αυτών κατασκευάζουν 

προβλήµατα για άλλους µαθητές. Ο προγραµµατισµός άλλωστε αποτελεί το πρωταρχικό 

εργαλείο της οικοδοµιστικής προσέγγισης στη διδασκαλία και µάθηση των 

µαθηµατικών. Σε περίπτωση που ένας µικρόκοσµος δεν παρέχει την ευκαιρία 

προγραµµατισµού, υπάρχει ο κίνδυνος ουσιαστικής αποδυνάµωσής του (Hoyles & Noss, 

1996), αφού στερεί ουσιαστικά στο µαθητή τη δυνατότητα να παρεµβαίνει δηµιουργικά 

και να σχεδιάζει τις δικές του λύσεις. Συγκεκριµένα, οι µαθητές  “πήραν στα χέρια τους 

το εργαλείο”(artifact) και το προσάρµοσαν στις δικές τους µεθόδους 

(instrumentalization). ∆εν µπήκαν όµως στην διαδικασία να αλλάξουν τελείως την 

λογική του προγράµµατος. Και τα δύο επίπεδα αλλαγής αφορούσαν την εντολή 

setposition  και  print του αρχικού κώδικα. Ίσως αυτό να συνέβει γιατί οι µαθητές είχαν 

µικρή εµπειρία στον προγραµµατισµό. Το µόνο που κράτησε αµείωτο το ενδιαφέρον 

τους, ήταν να κάνουν ένα, όσο πιο δύσκολο γινόταν, πρόγραµµα  για τους συµµαθητές 

τους. Και δύσκολο γι αυτούς σηµαίνει δύσκολα δεκαδικά νούµερα, τετραγωνική και όχι 

γραµµική συνάρτηση  

Κατά την διάρκεια της κατασκευής του νέου προγράµµατος οι µαθητές έδειξαν µια 

παιχνιδιάρικη διάθεση. Προσπαθούσαν να κρυφοκοιτάξουν το πρόγραµµα των διπλανών 

ή έκρυβαν µε επιδέξιο τρόπο το δικό τους (πήγαιναν την οθόνη του logo tab τελείως 

δεξιά και έτσι η οθόνη γινόταν λευκή) 

Μετά από τον προγραµµατισµό, η κάθε οµάδα έπρεπε να εκτελέσει το πρόγραµµα 

που έφτιαξε για να δει εάν δουλεύει . Σηµαντική σε αυτό το σηµείο ήταν η παρέµβαση 
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των ερευνητριών.  Πολλές οµάδες τότε ανακάλυψαν τα λάθη τους. Οι περισσότεροι δεν 

είχαν προσέξει το print και δεν είχαν αλλάξει τις τιµές σε αυτό, µε αποτέλεσµα το 

αεροπλάνο να µην τυπώνει τις σωστές συντεταγµένες στις οποίες πήγε. 

       Οµάδα 4 

Ε Τι έχετε αλλάξει εδώ θα µου πείτε και εµένα  
Μ2 Να  έχουµε αλλάξει εδώ και εδώ  ∆είχνει το position και το print 
Ε ∆ιαφορετικά είναι ή τα ίδια ;  
Μ1 ∆ιαφορετικά   
Ε ∆ηλ τι κάνει η µια εντολή και τι κάνει η άλλη  
Μ1 Η µια το setposition σε πάει στο µέρος και   
Ε Ωραία   
Μ1 Και … ∆ιστάζει για την print 
Ε Η print την ξέρετε ή να σας την πω τι κάνει   
Μ2 Όχι δεν την ξέρουµε   
Ε Η print τυπώνει αυτό που θέλουµε να µας 

δείχνει εµάς εδώ κάτω 
 

Μ2 Αα!  
Ε ∆ηλαδή εσείς µου λέτε ,άλλα θα του δίνεις; σε 

άλλο µέρος θα σε πάει και άλλα θα τυπώνει;  
 

Μ1 Σωστά χα χα!!   Γελούν µόλις συνειδητοποίησαν τι 
έκαναν 

 

  Η οµάδα 9 φάνηκε ότι έδινε τιµές τυχαία και χωρίς να τις πολυσκεφτεί .Έτσι  

έβαλε στο ύψος το αεροπλάνο να χάνει 10000µ χωρίς να σκεφτεί τι τιµές θα έπρεπε να 

δίνουν σαν input ώστε να έχει νόηµα η παρέµβασή τους. Όταν λοιπόν εκτέλεσαν το 

πρόγραµµα και έδωσαν στο fly τιµές ύψους 200 το αεροπλάνο δεν κινιόταν  

Οµάδα 9  

Ε Πάτα insert στο fly1 Βγάζει επιτυχής εκτέλεση  
Ε Επιτυχής εκτέλεση λέει αλλά δεν πάει στη θέση 

που του είπες γιατί τι του έχεις βάλει για να δούµε  
Κοιτούν το setpos 

Ε  Κοίτα c- 10000 δηλ αν του δώσεις c=200 πού θα 
πάει 200-10000; 

 

Μ1 Αα  το + που είναι  Καταλαβαίνει το λάθος και 
αλλάζει το – σε + 

 

Η αλληλεπίδραση του υπολογιστή µε τον µαθητή είναι εµφανής  Ο υπολογιστής 

δεν δέχεται οποιαδήποτε  τιµή  και ο µαθητής πρέπει να προσαρµοστεί σε αυτό. Είναι 

ένας πολύ καλός τρόπος για να µάθει να ελέγχει τα δεδοµένα του. Τι νόηµα έχει το 

υψόµετρο να είναι αρνητικό; Πρέπει λοιπόν να προσέξει τι τιµές θα δώσει. Το πεδίο 

ορισµού είναι το πρώτο πράγµα που κοιτάµε σε µια συνάρτηση. Ο µαθητής το µαθαίνει 

σιγά σιγά αυτό µέσα από το λογισµικό. 
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 Παρατηρώντας λοιπόν τα αποτελέσµατα στην οθόνη του υπολογιστή ανακάλυψαν 

αρκετά λάθη .Τα  λάθη που είχαν κάνει  ήταν  

 

ΛΑΘΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑ 

Καµία από τις αλλαγές στην εντολή  

setpos δεν είχε εφαρµοστεί  στην εντολή 

print (οµάδα 5,9 ,7) 

Το πρόγραµµα  δεν τύπωνε την θέση 

στην οποία πήγαινε το αεροπλάνο  

Άλλαξαν την εντολή print αλλά µε  

διαφορετικές τιµές από την εντολή 

setposition (οµάδα 4) 

Το αεροπλάνο φαινόταν να είναι σε 

διαφορετική θέση από αυτή που 

πραγµατικά πήγαινε  

Οι τύποι  που δόθηκαν στις συναρτήσεις 

δεν ανταποκρίνονταν σε πραγµατικές 

καταστάσεις (οµάδα 5)    

Το αεροπλάνο δεν κουνιόταν “avatar 

can’t move” 

Ξεχνούσαν να βάλουν τα διαλυτικά 

µπροστά από κάθε µεταβλητή (όλες οι 

οµάδες)   

Το πρόγραµµα δεν λειτουργούσε 

καθόλου  

 

Η αναγνώριση του λάθους έγινε σε αρκετές περιπτώσεις µε την βοήθεια των  

ερευνητριών. Μέσα από αυτά τα λάθη οι µαθητές κατάλαβαν ότι δεν είναι αρκετά 

εύκολη υπόθεση η δηµιουργία ενός προγράµµατος. Πρέπει να ληφθούν υπ’ όψιν οι 

συνθήκες µέσα στις οποίες λειτουργεί το πρόγραµµα. Στην περίπτωσή µας οι 

συντεταγµένες στον  γεωγραφικό χώρο δεν µπορούν  να πάρουν  τυχαίες τιµές. ∆εν έχει 

δηλαδή νόηµα  να βάλω το αεροπλάνο να χάνει 10000µ  στο ύψος, γιατί κινδυνεύω να 

βρεθώ κάτω από την επιφάνεια της γης. Ούτε µπορώ να δώσω µεγάλη τιµή λάθους στα 

lat long γιατί κινδυνεύω να βρεθώ εκτός των ορίων της Ελλάδας.  Οι µαθητές διόρθωσαν 

τα λάθη τους και είδαν αρκετά ικανοποιηµένοι ότι το πρόγραµµά τους δουλεύει. Το 

αποθήκευσαν λοιπόν δίνοντας οι περισσότεροι περίεργες ονοµασίες (όπως 

ibeleiveicanfly). 

Στην συνέχεια όµως τα πράγµατα δεν κύλησαν όπως αρχικά είχαν σχεδιαστεί .Οι 

µαθητές αντάλλαξαν θέσεις  µε σκοπό να ανακαλύψει η µια οµάδα το πρόγραµµα της 

άλλης. Ενώ στην αρχή φάνηκε ότι δούλευαν µε ενδιαφέρον για να βρουν την συνάρτηση 
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που µας δίνει το λάθος, στην συνέχεια µε την πρώτη  ευκαιρία  άνοιξαν  το αρχείο των 

συµµαθητών τους, µιας και τώρα γνώριζαν πού αυτό βρίσκονταν. Η διαδικασία  

αποθήκευσης που είχαν κάνει προηγούµενα στο πρόγραµµα τους αποκάλυψε ότι αυτό 

κάθε φορά βρίσκεται µέσα στα αρχεία.. Αποκάλυψε όµως ακόµη ότι όταν έρχεσαι σε 

επαφή µε µαθητές είναι σίγουρο ότι δεν ξέρεις τι σε περιµένει. Είναι απρόβλεπτοι, 

εφευρετικοί, και συχνά δεν ακολουθούν τους κανόνες. Όταν  µάλιστα πρόκειται να 

γλιτώσουν από µια εργασία ανακαλύπτουν  λειτουργικότητες του λογισµικού µε µεγάλη 

ευκολία. 

 

 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ 

         Όταν η έρευνα τελείωσε η ερευνήτρια έδωσε στους µαθητές να συµπληρώσουν ένα 

ερωτηµατολόγιο. Στόχος ήταν να εκφράσουν οι µαθητές τις απόψεις τους για το 

λογισµικό, τι τους άρεσε, τι τους δυσκόλεψε, τι θα ήθελαν ν’ αλλάξουν. Το 

ερωτηµατολόγιο έδειξε ότι  

• Οι µαθητές στο σύνολό τους ήταν πολύ καλοί έως άριστοι και αγαπούσαν τα 

µαθηµατικά  

• Ή επαφή τους µε τον υπολογιστή ήταν καλή  

• Βρήκαν τον cruislet ένα ενδιαφέρον λογισµικό . 

• Προτίµησαν να κινούνται µε το position(6 στους 14)  

• Θυµούνταν ότι ασχολήθηκαν µε τις γραµµικές συναρτήσεις  

• Κάποιοι βρήκαν δύσκολες τις γεωγραφικές συντεταγµένες κάποιοι τις σφαιρικές 

κάποιοι τους  δεκαδικοί και κάποιοι άλλοι τη logo 

• Tους άρεσε να συνεργάζονται οµαδικά. 

• Καλό θα ήταν ο cruislet να µπορούσε να επεκταθεί και σε άλλες περιοχές έκτός 

Ελλάδας 

Το ερωτηµατολόγιο ακολουθεί παρακάτω .Σε κάθε ερώτηση είναι σηµειωµένες όλες 

οι απαντήσεις των µαθητών. Ο κάθε αριθµός αντιστοιχεί σε έναν από τους 14 

µαθητές 
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ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ 
 

1    Σου αρέσουν τα µαθηµατικά; 
1. Όχι  
2. Ναι 
3. Oxi  
4. Ναι  
5. Πάρα πολύ  
6. Ναι  
7. Ναι  
8. Ναι  
9. Ναι  
10. Ούτε τρελαίνοµαι ούτε τα µισώ  
11. Ναι  
12. Ναι είναι το αγαπηµένο µου µάθηµα  
13. Ναι µου αρέσουν καλύτερα από τα υπόλοιπα  
14. Σχετικά ναι 

 
 
2    Τι βαθµό είχες πέρσι 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13 14 

17 19 12 19 17 19 17 20 17 16 16 17 16 12 µε 
15 

 
 
3     Ποια η σχέση σου µε τον Η.Υ;  
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
4 Ti  λογισµικά γνωρίζεις;   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Κοιµάµαι και ξυπνάω µε αυτόν  
2. Ασχολούµαι πολύ 
3. Όλη µέρα  
4. Ασχολούµαι πολύ  
5. Πολύ καλή  
6. Πολύ καλή  
7. ---- 
8. Πολλές ώρες  
9. Από τότε που γεννήθηκα έχω ΗΥ 
10. ∆εν είχα ποτέ ΗΥ 
11. Για δουλειές  
12. Ασχολούµαι  3 ώρες την ηµέρα  
13. Πολύ καλή και συχνή  
14. Πάρα πολύ καλή  

1. Οffice, Games, logo,  internet 
2. Office, World of warcraft, µουσικής 
3. Online games,  chat σαν το  wow και το  lineag.. 
4. Παιχνίδια ,κατεβάζω τραγούδια, γράφω εργασία σε  word  
5. On line games (WOW) 
6. Word, excel, παιχνίδια online (countler strike;) 
7. Word, excel, παιχνιδια   
8. Word, βιντεοπαιχνίδια  
9. ------ 
10. ------ 
11. Παιχνίδια τραγούδια wow 
12. Word logo games  
13. word 
14. Τις καθηµερινές παίζω και ακούω τραγούδια 6 ώρες τα σαββατοκύριακα 10-16 ώρες  
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5  Πως σου φάνηκε ο cruislet;  Ποια η γνώµη σου γι αυτόν; 
 

 
   
6  Με ποιο από τα παρακάτω προτιµούσες να κινείσαι και γιατί ; 
Με το position ………………………..           Με το direction………………….. 
Με το 3d controller……………………          Mε την logo ……………………… 
 

1. 3d controller 
2. 3d controller  εύκολο και ευχρηστο 
3. 3d controller 
4. position 
5. Position γιατί µπορούσες να βρείς πιο εύκολα συντεταγµένες 
6. Position γιατί πηγαινες πιο εύκολα στον προορισµό που ήθελες 
7. Logo γιατί είναι πιο ευκολο 
8. Position γιατί κινείται πιο εύκολα σε καποιες περιοχές αλλα όχι σε όλες 
9. direction 
10. 3d controller 
11. 3d controller 
12. Position γιατί είναι ευκολότερο και ακριβές 
13. 3d controller 
14. Position γιατί ήταν πολύ εύκολο 

 
 
 7  Οι συναρτήσεις ήταν στο επίκεντρο των διαδικασιών. Θυµάσαι τι έκανες;       
Μπορείς να περιγράψεις ξανά κάποια διαδικασία µε λίγα λόγια;  
 

1. ∆εν θυµάµαι τίποτα όλα της στιγµής ήταν  
2. ∆εν θυµάµαι πάντως οι συναρτήσεις ήταν εύκολες  
3. Κουνούσαµε το αεροπλάνο προς µια κατεύθυνση προσπαθώντας να βρούµε τις συντεταγµένες  
4. Θυµάµαι πως ήταν χαλασµένο το αεροπλάνο και βλέπαµε πόσο έχανε  
5. Λατ=λάθος κατά  0,5 Λονγκ =λάθος κατά 0,3    Η=α*α 
6. Latl=lats-0,5  Longλ=lonkσ-0,7    Hλ=hσ^2 
7. H^2 
8. Βάζαµε στη λογκο σε µια εντολή κάποιες συντεταγµένες οι οποίες αποδιδονταν µε κάποιο λάθος το 

οποίο έπρεπε να βρούµε. Το λάτ ήταν λάθος 0,5 το λονγκ 0,7και το h ήταν h^2 
9. Γράφεις µια συνάρτηση και σε πάει στο ανάλογο position 
10. Νοµίζω ότι βάζαµε µια συνάρτηση να µας πάει στον τόπο που επιλέξαµε  
11. Έγραφα στη λογκο και µου έδειχνε τον προορισµό  
12. Για να δηµιουργήσω µια συνάρτηση έβγαζα συµπέρασµα από αυτά που έβγαζα στον avatar,και µετά 

επαλήθευα αυτά που έκανα  

13. -- 
14. Το λατ έπεφτε 0,2 και το λονγκ 0,8  

1. Καλό αλλά κουραστικό  
2. Ενδιαφέρον, πολύ χρήσιµο, εύκολο στην χρήση ,µπερδεύει η λογκο  
3. Καλό το πρόγραµµα αλλά χωρίς να µου κινήσει το ενδιαφέρον  
4. Kαλός ήταν κάποια στιγµή ψιλοβαρέθηκα αλλά  µπορεί να µου φανεί χρήσιµος στο µέλλον Μάθε τέχνη και 

αστηνε  
5. Πολύ ενδιαφέρον πρόγραµµα θα ήθελα να ξαναζήσω την εµπειρία  
6. Πολύ κάλο πρόγραµµα ιδιαίτερα µε τις εργασίες έµαθα περισσότερα  
7. Ήταν πολύ καλό αν και κάποιες συναρτήσεις ήταν λίγο δύσκολες  
8. Ενδιαφέρον πρόγραµµα και µέσω των εργασιών τον γνωρίσανε καλύτερα  
9. Ήταν ενδιαφέρον πρόγραµµα και πολύ ενηµερωτικό 
10. Στην αρχή µου άρεσε αλλά µετά από 3 µαθήµατα τον βαρέθηκα  
11. Καλά ήταν είχε πλάκα .Παίζει να µου φανεί και χρήσιµος στο µέλλον Πάντως δεν βαρέθηκα  
12. Είναι ένα πολύ αξιόπιστο και χρήσιµο πρόγραµµα  Στην αρχή ήταν ενδιαφέρον αλλά αργότερα βαρέθηκα από 

τις πολλές ασκήσεις   
13. Ένα από τα ωραιότερα προγράµµατα που έχω δει Μπορώ να πω ότι µε εντυπωσίασε. Το πρόγραµµα ήταν 

εύκολο, παρ όλα αυτά είχε και τη δυσκολία του  
14. Πολύ ενδιαφέρον και κάποιες φορές λίγο δύσκολο  
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8     Με ποιες συναρτήσεις ασχοληθήκαµε; Τι γνωρίζεις γι΄ αυτές ; 
 

1. Χ^2 µε την λατσωστό και λατλάθος 
2. ∆εν θυµάµαι έχω αλτσχαιµερ 
3. ∆εν θυµάµαι   δεν απαντώ  
4. Που να τις θυµάµαι όλες Ρωτήστε το παιδί που ήταν δίπλα µου  
5. Με τις παραβολές  
6. Γραµµικές όπως η αχ+β και παραβολές όπως η α^2 
7. Με τις γραµµικές συναρτήσεις  
8. Γραµµικές και παραβολές όπως η ψ=χ-0,5και η Ψ=χ^2 
9. Τις γραµµικές  
10. Γραµµικές  
11. ∆εν θυµάµαι ήταν πολλές  
12. Ήταν η τετραγωνική ,για να βρούµε το ύψος βάζαµε το ύψος στο 

τετράγωνο  
13. Με την γραµµική και την τετραγωνική  
14. -- 

 
 
9   Συνεργάστηκες καλά µε τους συµµαθητές σου; Προτιµάς να δουλεύεις µόνος σου 
ή σε οµάδα;  
 

1. Με οµάδα 
2. Με οµάδα γιατί όταν µπερδεύοµαι θέλω να συζητώ µε τους υπόλοιπους  
3. Με οµάδα ώστε να συζητάµε και να βρίσκουµε την απάντηση µετά από διάλογο και διαλογισµό  
4. Σε οµάδα γιατί συνεργαζόµαστε και επικρατεί πολύ καλό κλίµα  
5. Συνεργάστηκα πολύ καλά µε τους συµµαθητές µου Προτιµώ σε οµάδα γιατί µπορούµε να ανταλλάσσουµε 

ιδέες  
6. Συνεργάστηκα πολύ καλά µε τους συµµαθητές µου και δεν θα ήθελα να είµαι µόνος µου  
7. Ναι δουλεύω σε οµάδα γιατί είναι πιο ευχάριστο και δηµιουργικό  
8. Ναι σε οµάδα γιατί µοιράζουµε τις εργασίες και βοηθούµε ο ένας τον άλλο  
9. Σε οµάδα γιατί αν έχω κάποια απορία µου την λύνουν  
10. Χρόνια  µόνος µου αλλά νοµίζω ότι έτσι ήταν καλύτερα  
11. Προτιµώ να δουλεύω σε οµάδα γιατί τότε δουλεύουν  οι άλλοι και εγώ κάθοµαι  
12. Συνεργάστηκα άψογα µε τους συµµαθητές µου. Προτιµώ να δουλεύω σε οµάδα γιατί κυριαρχεί το οµαδικό 

πνεύµα   
13. Συνεργάστηκα πολύ καλά Είναι λογικότερο και καλύτερο να είσαι σε µια οµάδα Οταν συνεργάζεσαι δεν 

κολλάς πουθενά αφού έχεις και τις γνώµες των άλλων  
14. Συνεργάζοµαι καλά αλλά µερικές φορές θέλω να δουλεύω µόνος µου  

 
 
 10  Τι σε δυσκόλεψε περισσότερο; (οι δεκαδικοί , οι γεωγραφικές συντεταγµένες, οι 
σφαιρικές συντεταγµένες ,η logo ,οι γραφικές παραστάσεις, τα σύµβολα, κάτι άλλο ) 

 
 

1. Τίποτε 
2. Η λογκο ήταν κάπως περίεργη  
3. Οι γραφικές παραστάσεις  
4. Η λογκο  
5. Οι σφαιρικές συντεταγµένες  
6. Οι γεωγραφικές συντεταγµένες γιατί ήταν δύσκολο να εντοπιστούν µόνο µε το direction  
7. Οι γραφικές παραστάσεις  
8. Οι γεωγραφικές συντεταγµένες γιατί ήταν δύσκολο να τις βρούµε  
9. Οι γεωγραφικές  
10. Οι σφαιρικές γιατί δεν τις πολυκατάλαβα  
11. Οι δεκαδικοί γιατί τους βαριέµαι  
12. Οι δεκαδικοί ήταν άριστα εκνευριστικοί  
13. Οι σφαιρικές συντεταγµένες  
14. Λίγο όλα, αλλά µόλις είδα πως λειτουργούν ήταν εύκολα  
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11 Τι θα ήθελες να προτείνεις για να γίνει καλύτερος ο cruislet; 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Να υπάρχει όλος ο χάρτης της Ευρώπης 
2. Περισσότερα χρώµατα στα αεροπλανάκια  
3. Να υπήρχε αυτόµατη κατεύθυνση του αεροπλάνου χωρίς να µπερδεύοµαι µε συντεταγµένες  
4. Οι κυρίες να φέρνουν περισσότερα κέικ  
5. Να υπάρχουν και χώρες εκτός Ελλάδας  
6. Να υπάρχουν και χώρες εκτός Ελλάδας 
7. Να είναι πιο απλές µερικές από τις συναρτήσεις  
8. Να γίνει πιο εύκολη η προσδιόριση των συντεταγµένων 
9. ∆εν πιστεύω ότι µπορεί να γίνει κάτι καλύτερο  
10. ∆εν µπορώ να σκεφτώ τίποτα  
11. Τίποτα 
12. ∆εν νοµίζω οτι χρειάζεται βελτίωση. Ίσως λίγο τα χρώµατα του προγράµµατος  
13. Τίποτε απολύτως  
14. Μια χαρά είναι όπως είναι  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 :  ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Περίληψη 

         Mέσα από την πλοήγηση, τις µαθησιακές δραστηριότητες, και τις αναπαραστάσεις 
που δέχονται οι µαθητές από το υπολογιστικό περιβάλλον κατασκευάζουν µαθηµατικά 
νοήµατα και αντιλαµβάνονται την  έννοια της συνάρτησης ως συµµεταβολή ποσοτήτων. 
Τα συµπεράσµατα, τα οποία συνοπτικά θα παρουσιαστούν, συνδέονται άµεσα µε τα δύο 
βασικά θέµατα αυτής της έρευνας: την αλληλεπίδραση των µαθητών µε το λογισµικό και 
τις µαθηµατικές έννοιες που αναπτύχθηκαν  µέσα από αυτή την αλληλεπίδραση. 
 
 

Συµπεράσµατα 

 

Αλληλεπίδραση µε το λογισµικό 

Η εργασία της παρούσας έρευνας σχεδιάστηκε πάνω σε ενδιαφέροντα των 

µαθητών. To υπολογιστικό  περιβάλλον περιλαµβάνει  την προσοµοίωση ενός 

φαινοµένου το οποίο είναι οικείο στους µαθητές αφού οι περισσότεροι δήλωσαν ότι 

παίζουν το world of warcraft στο διαδίκτυο. Για το λόγο αυτό εξοικειώθηκαν γρήγορα µε 

το λογισµικό και ανακάλυψαν τις δυνατότητες του Ο τρισδιάστατος χώρος του cruislet 

προσφέρθηκε για πτήσεις αλλά και για « βοµβαρδισµούς» πόλεων αφού συχνά οι 

µαθητές έριχναν το αεροπλάνο.  Μέσα σε αυτό το κλίµα που θύµιζε και λίγο παιχνίδι οι 

µαθητές ανέπτυξαν αναπαραστάσεις για το χώρο και την πλοήγηση  

∆ιερευνώντας µέσα σε υπολογιστικά περιβάλλοντα προσοµοίωσης, οι µαθητές 

αναπτύσσουν και βελτιώνουν την αντίληψη που έχουν για το χώρο. Το συµπέρασµα 

αυτό βγαίνει αβίαστα στην παρούσα έρευνα αφου οι µαθητές µέσα από την πλοήγηση µε 

τον cruislet ξεκαθαρίζουν τις έννοιες ανατολή(δεξιά)  δύση(αριστερά)  βορράς(πάνω) 

νότος(κάτω). Μπορούν µάλιστα να κινούνται µε την βοήθεια των δύο γεωγραφικών 

συστηµάτων αναφοράς προς όλες τις κατευθύνσεις, ορίζοντας κατάλληλα την θέση του 

διανύσµατος της µετατόπισης ή δίνοντας κατεύθυνση σε αυτό. Καθώς προχωρούν  µε τις 

δραστηριότητες ο έλεγχος τους πάνω στις έννοιες του χώρου αυξάνεται.  Ανακαλύπτουν 

ότι  µε αλλαγή στο φ το αεροπλάνο κινείται πάνω - κάτω, ενώ µε αλλαγή στο θ δεξιά - 

αριστερά. Βόρεια νότια αλλάζει το λατ, ενώ ανατολικά δυτικά αλλάζει το λονγκ. 

Βρίσκουν τα όρια των γεωγραφικών συντεταγµένων του ελληνικού χώρου. Μπορούν 
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ακόµα  να υπολογίσουν το υψόµετρο µιας περιοχής ή την απόσταση δύο πόλεων, να 

οργανώσουν πτήσεις ή και να «ρίξουν» ένα αεροπλάνο. Aπό τα προσφερόµενα 

συστήµατα αναφοράς οι µαθητές προτιµούν να κινούνται µε  το direction και το 3d 

controller. Η οπτική αναπαράσταση του διανύσµατος της µετατόπισης µέσα από τον 3d 

controller βοηθάει τους µαθητές να προσανατολίζονται καλύτερα µέσα στο χώρο. Eίναι 

κάτι σαν πυξίδα όπως είπε κάποιος µαθητής. Αντίθετα οι γεωγραφικές συντεταγµένες 

δεν φάνηκε να τους ενθουσίαζαν. Aυτό οφείλεται µάλλον στα δεκαδικά νούµερα  και 

στην  γενικότερη δυσκολία που έχουν οι µαθητές στην κατανόηση των ρητών αριθµών.      

Καθώς έρχονται σε επαφή µε το εργαλείο(artifact) και αλληλεπιδρούν µαζί του οι 

µαθητές κάνουν εικασίες και αναπτύσσουν διάφορες στρατηγικές. Oι αποφάσεις τους 

και οι στρατηγικές που ακολουθούν είναι σηµαντικές και ενδιαφέρουσες και 

αντανακλούν  τον τρόπο µε τον οποίo το υπολογιστικό περιβάλλον παρέχει µια σειρά 

από λειτουργικότητες, τις οποίες οι µαθητές µπορούν να ελέγξουν και να αξιοποιήσουν 

σε µια δεδοµένη στιγµή, ώστε να πετύχουν το στόχο τους (Noss & Hoyles,1996) . Αυτή 

η άµεση αλληλεπίδραση ανάµεσα στο υποκείµενο (µαθητές) και το αντικείµενο 

(cruislet), οδηγεί το υποκείµενο στην ανάπτυξη των κατάλληλων αναπαραστάσεων 

(Verillon & Rabardel,1995).   

 Οι µαθητές ερευνούν, ερµηνεύουν, διαµορφώνουν κανόνες, τους δοκιµάζουν, 

οδηγούνται στην απορία και µέσα από τα εργαλεία που τους παρέχει το λογισµικό 

χειρίζονται  µαθηµατικές  έννοιες και τους µεταξύ τους συσχετισµούς χωρίς καν να το 

καταλάβουν. ∆ρώντας δε, µέσα από «ρόλους» που αναλαµβάνουν στο πλαίσιο 

πραγµατικών «αποστολών», αισθάνονται πρόκληση και παρακινούνται σε εκούσια 

συµµετοχή µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον και προσωπική επένδυση. Εµπλέκονται δηλαδή σε 

µια ενεργητική διαδικασία µάθησης µέσα από τη δηµιουργία (learning by doing) όπου η 

µαθηµατική  γνώση προσεγγίζεται µε τη συµβολή του εκπαιδευτικού µέσα από την 

κατασκευή πτήσεων και την αναπαράσταση χωρικών εννοιών. 
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Μαθηµατικές έννοιες 

Ο γεωγραφικός χώρος και η πλοήγηση µέσα σε αυτόν  λειτούργησε σαν αφετηρία 

για να  κατασκευάσουν οι µαθητές νοήµατα γύρω από την έννοια της συνάρτησης 

ωστόσο ανέδειξε και  διάφορα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι µαθητές µε την  

έννοια αυτή.   

►Πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης 

Οι µαθητές στην προσπάθειά τους να µετακινήσουν το αεροπλάνο 

συνειδητοποίησαν ότι ο τρισδιάστατος χάρτης της Ελλάδας αποτελεί ένα σύστηµα 

γεωγραφικών συντεταγµένων µε συγκεκριµένα όρια. Η ανακάλυψη αυτών των ορίων  

αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης και πειραµατισµού µέσα από το συνδυασµό των 

λειτουργικοτήτων του λογισµικού. Συγκεκριµένα, οι µαθητές αξιοποιώντας τα 

συστήµατα αναφοράς µετακινούσαν το αεροπλάνο προς το βορρά, τον νότο, την ανατολή 

και τη δύση ώστε να φθάσουν στο άκρο του τρισδιάστατου χάρτη της Ελλάδας. Σε κάθε 

περίπτωση µέσα από τον καθορισµό του διανύσµατος της µετακίνησης µελετούσαν τις 

τιµές των γεωγραφικών συντεταγµένων και µε αυτό τον τρόπο προσέγγισαν το εύρος των 

τιµών των lat και long που στη συνέχεια αποτέλεσε και πεδίο ορισµού των συναρτήσεων 

που δηµιούργησαν. Οι µαθητές συχνά ξεχνούσαν ποιες τιµές παίρνει το λατ και το λονγκ, 

το λογισµικό όµως τους ανάγκαζε να το θυµηθούν αφού ο «avatar can’t move».  

► Η συνάρτηση ως συµµεταβολή. 

 Οι µαθητές αξιοποιώντας το δύο συστήµατα αναφοράς των σφαιρικών και 

γεωγραφικών συντεταγµένων ανέπτυξαν νοήµατα για τη συνάρτηση ως συµµεταβολή. 

Συγκεκριµένα, παρατηρώντας το διάνυσµα µετατόπισης µιας κατακόρυφης πτήσης προς 

τα πάνω (θ=0, φ=90, ρ=1000) είδαν πως στο position µεταβάλλεται µόνο το ύψος του 

αεροπλάνου κατά 1000m. Μέσα από µια σειρά ίδιων µετατοπίσεων οι µαθητές 

αναγνώρισαν την εξάρτηση ανάµεσα στη λειτουργία go του direction και στο ύψος του 

αεροπλάνου. Προκειµένου να µελετηθεί ο τρόπος µε τον οποίο οι µαθητές 

αντιλαµβάνονταν τις παρεχόµενες αναπαραστάσεις, η ερευνήτρια τους προέτρεψε να 

παρουσιάσουν λεκτικά, συµβολικά και γραφικά τις προσωπικές τους ερµηνείες. 

Εκφράσεις όπως «Όσο περισσότερα go πατάµε, τόσο πιο ψηλά πηγαίνει το αεροπλάνο» 

δηλώνουν ότι οι µαθητές αναπτύσσουν ικανότητες λογικής της συµµεταβολής σύµφωνες 

µε το 2ο επίπεδο των Carlson et al 2002(οι µεταβλητές αλλάζουν σε συνδυασµό η µία µε 
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την άλλη). Επιπλέον o αναδροµικός τύπος h2= h1+1000 τον οποίο αρχικά έγραψαν οι 

µαθητές δείχνει ότι είδαν και το ρυθµό αλλαγής του ύψους κάθε φορά που πατούν go: 

είναι 1000 και είναι σταθερός.(Ε3). ∆εν µπόρεσαν όµως  να απαντήσουν εύκολα στην 

ερώτηση που θα βρίσκεται το αεροπλάνο µετά από 50 go και χρειάστηκε η παρέµβαση 

της ερευνήτριας για να καταλήξουν στον γενικό τύπο hα=5000+α·1000.     

Οι µαθητές ανέπτυξαν λογικές συµµεταβολής  καθώς παρατηρούσαν και την 

πλοήγηση ενός χαλασµένου αεροπλάνου. Μέσα από την διαδικασία fly1 της logo (που 

ήταν γι αυτούς µαύρο κουτί) έδιναν τιµές (latcorrect-independent variable) στο  

αεροπλάνο και µέσα από το position παρατηρούσαν την θέση που αυτό πήγαινε 

(latwrong-dependent variable). Στην προσπάθειά τους να ανακαλύψουν την κρυµµένη 

συνάρτηση οι µαθητές φάνηκε ότι ήταν ικανοί να συντονίσουν αλλαγές στην κατεύθυνση 

και στο ποσό της αλλαγής της εξαρτηµένης µεταβλητής καθώς άλλαζε  η 

ανεξάρτητη(Ε3) Μόνο σε µία περίπτωση παρατηρήθηκε µια λογική συµµεταβολής που 

αγγίζει το 4ο επίπεδο(Ε4) των Carlson et al 2002. Ωστόσο φάνηκε ότι δεν µπορούσαν να 

αναπτύξουν τις ίδιες λογικές όταν κατασκεύασαν τα αντίστοιχα γραφήµατα 

► Η αντίστροφη συνάρτηση. 

  Oι µαθητές αλληλεπιδρώντας µε το λογισµικό θεώρησαν την αντιστροφή σαν 

ανάποδη διαδικασία έτσι ώστε τα παλιά outputs να γίνονται νέα inputs και το ανάποδο 

Συνεχίζοντας λοιπόν το σενάριο του χαλασµένου αεροπλάνου και γνωρίζοντας το λάθος 

που κάνει ο avatar, οι µαθητές έπρεπε  µέσα από την logo (διαδικασία fly1) να τον 

οδηγήσουν σε συγκεκριµένη πόλη (Ρόδο). «Πρέπει να σκεφτούµε ανάποδα» όπως είπε ο 

µαθητής της οµάδας 5. «Να κάνουµε µια αντίστροφη διαδικασία. Αφού το αεροπλάνο 

χάνει 0,5 στο λάτ και 0,7 στο λονγκ εµείς θα του πούµε να πάει σε 0,5 και 0,7 µοίρες 

παραπάνω» .Οι µαθητές εκφράζουν λεκτικά την σχέση: «η  αντίστροφη συνάρτηση  της 

ψ=χ-0,5 είναι η  χ=ψ+0,5».Η εικασία που κάνουν επιβεβαιώνεται µέσα από το λογισµικό  

αφού βλέπουν ότι το αεροπλάνο πήγε στην θέση που έπρεπε. Οι λάθος επιλογές έχουν 

σαν αποτέλεσµα το αεροπλάνο να µην πάει στην σωστή θέση . Μέσα από αυτή την 

αλληλεπίδραση και την άµεση ανατροφοδότηση που δέχονται από το µηχάνηµα,  οι 

µαθητές χτίζουν σιγά σιγά την έννοια της αντίστροφης συνάρτησης. 
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►Η ταυτοτική συνάρτηση  

Καθώς οι µαθητές εξερευνούν δυναµικά συναρτησιακές σχέσεις, όπως το πώς 

αλλάζει η θέση του αεροπλάνου σε σχέση µε τις τιµές που δίνουµε εµείς στο  λατ, λονγκ, 

height αρχίζουν να σκέφτονται πώς µια µεταβλητή (συνήθως η εξαρτηµένη) αλλάζει 

καθώς συµβαίνουν αλλαγές στην άλλη (ανεξάρτητη µεταβλητή) (Ε1) Στην περίπτωση 

που το αεροπλάνο επισκευάζεται, η  εξαρτηµένη µεταβλητή έχει τις ίδιες τιµές µε την 

ανεξάρτητη. Ότι τιµή δίνω στο λατσωστό ακριβώς εκεί πηγαίνει και το αεροπλάνο. 

 Οι µαθητές δεν έχουν καµία δυσκολία να διατυπώσουν αυτή την κατάσταση  1)λεκτικά: 

«∆ε χάνει τίποτα, απλά θα δίνουµε συντεταγµένες και θα πηγαίνει εκεί που πρέπει» 

2)συµβολικά: ψ=χ και 3) γραφικά: µια ευθεία γραµµή που είναι  διχοτόµος των αξόνων  

►Αναλογική σκέψη 

 Στην προσπάθειά τους να βρουν  πόσο χάνει το χαλασµένο αεροπλάνο στο ύψος , 

καταλήγουν αρκετοί στην αναλογία. Όταν δίνουµε στο hσωστό την τιµή  200 το hλάθος 

γίνεται 40000  «Το ύψος πολλαπλασιάζεται πάντα επί 200» λέει ο µαθητής της οµάδας 9, 

καταλήγοντας σε λάθος συµπέρασµα, αφού το ύψος πολλαπλασιάζεται πάντα επί τον 

εαυτό του όπως πολύ σωστά διορθώνει λίγο αργότερα. Η αλλαγή αυτή στις απόψεις του 

προήλθε µέσα  από τις πολλές δοκιµές που έκανε µε το λογισµικό. Ωστόσο φάνηκε ότι ο 

αναλογικός συλλογισµός είναι βαθιά ριζωµένος στη σκέψη  των µαθητών και 

χρησιµοποιείται αυθόρµητα και ασυνείδητα Η τάση της ευρείας εφαρµογής του 

αναλογικού µοντέλου, ακόµη και σε µη γραµµικές καταστάσεις αναφέρεται στη 

βιβλιογραφία ως ψευδαίσθηση της αναλογίας («illusion of linearity»), (De Bock et al, 

1998). Η ίδια εµµονή στην αναλογική σκέψη φάνηκε και στις γραφικές παραστάσεις 

αφού οι περισσότερες ευθείες περνούσαν από την αρχή των αξόνων Χαρακτηριστικό 

είναι το παράδειγµα ενός µαθητή που όταν τον ρωτάει η ερευνήτρια γιατί η ευθεία ψ=χ-

0,5 περνάει από το σηµείο (0,0) απαντά  «Ε γιατί έτσι το µάθαµε, δεν έχουµε µάθει κάτι 

άλλο στα µαθηµατικά ». 

►Λεκτική, συµβολική και γραφική αναπαράσταση  

Στα πλαίσια των δραστηριοτήτων οι µαθητές έπρεπε να εκφράσουν λεκτικά 

συµβολικά και γραφικά τα όσα έβλεπαν στην οθόνη του υπολογιστή τους. Στόχος ήταν 

να φανεί ο βαθµός στον οποίο οι αναπαραστάσεις του συστήµατος βοήθησαν τους 

µαθητές στην κατασκευή προσωπικών αναπαραστάσεων για την έννοια της συνάρτησης. 
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Η διαδικασία αυτή ανέδειξε διάφορα προβλήµατα που οι µαθητές αντιµετώπισαν  

Μερικά από αυτά ήταν  

• Ενώ η λεκτική διατύπωση των δρώµενων της οθόνης ήταν σχετικά εύκολη υπόθεση, 

η συµβολική αναπαράσταση συχνά τους δυσκόλευε.  

• Οι περισσότερες γραφικές παραστάσεις περνούσαν από την αρχή των αξόνων 

(αναλογικό µοντέλο) ακόµη και όταν δεν έπρεπε. 

• Οι µαθητές δεν µπορούν να σκεφτούν ότι µια συνάρτηση µπορεί να αποτελείται από 

διακριτές τιµές και σαν συνέπεια το γράφηµα της να αποτελείται από µεµονωµένα 

σηµεία.  

• Άλλαξαν τους ρόλους ανάµεσα στην εξαρτηµένη και στην ανεξάρτητη µεταβλητή.   

• Ελάχιστη σηµασία έδωσαν επίσης στον σωστό χωρισµό των αξόνων σε διαστήµατα. 

Αυτό πιθανόν οφείλεται στα δεκαδικά νούµερα των lat  και  long, που τους 

δυσκόλεψαν αρκετά. 

►Άλλες µαθηµατικές έννοιες  

Εκτός από την έννοια της συνάρτησης που ήταν και η κεντρική έννοια στην 

παρούσα έρευνα, ο γεωγραφικός χώρος ανέδειξε προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές σε κάποιες άλλες έννοιες, ωστόσο λειτούργησε και σαν αφετηρία για ν’ 

αναδειχτούν καινούριες . 

 →Τα δεκαδικά ψηφία  των  γεωγραφικών συντεταγµένων φάνηκε ότι δυσκόλεψαν τους 

µαθητές αφού αρκετοί ήταν αυτοί που δεν µπορούσαν να κάνουν πρόσθεση δεκαδικών. 

Τα λάθη που έκαναν φανερώνουν µια γενικότερη αποτυχία στην κατανόηση των ρητών 

αριθµών(Φιλίππου & Χρίστου, 1995). 

→ Καθώς οι µαθητές µετακινούσαν το αεροπλάνο µέσα στο γεωγραφικό χώρο 

ανέπτυξαν µια ενδιαφέρουσα διαισθητική προσέγγιση της έννοιας του ορίου Όταν 

ήθελαν να πλησιάσουν σε ένα συγκεκριµένο σηµείο του χάρτη, χρησιµοποιούσαν τις 

σφαιρικές συντεταγµένες και µείωναν το µέτρο R του διανύσµατος της µετατόπισης. 

Mπορούσαν έτσι να προχωρήσουν λίγο ακόµη και να προσεγγίσουν µε πιο µεγάλη 

ακρίβεια τα όρια του lat long της Ελλάδας ή το υψόµετρο µιας περιοχής. Η απόφαση 

αυτή αναδεικνύει την σκέψη  που έχουν οι  µαθητές για το «πλησιάζω κάτι  όσο πιο 

κοντά γίνεται»: πρέπει να µειώσω το βήµα µε το οποίο το πλησιάζω. Έτσι µέσα από την 

πλοήγηση στο εικονικό περιβάλλον του λογισµικού, το δυναµικό χειρισµό των 
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λειτουργικοτήτων του περιβάλλοντος και την άµεση ανατροφοδότηση που δέχονται από 

το µηχάνηµα, οι µαθητές σχηµατίζουν µια  πρώτη διαισθητική αντίληψη της έννοιας του 

ορίου  που το σχολικό πρόγραµµα προβλέπει να διδαχθούν σε πιο ώριµη φάση 

→ Το λογισµικό δίνει στους µαθητές την δυνατότητα να κατανοήσουν την έννοια της 

απόλυτης θέσης στο γήινο σύστηµα συντεταγµένων. Όταν προσπαθούσαν να 

προσγειώσουν το αεροπλάνο σε συγκεκριµένη πόλη (δραστηριότητα 12β) κατάλαβαν 

πως πρέπει να είναι όσο πιο ακριβείς(περισσότερα δεκαδικά ψηφία) γίνεται προκειµένου 

να το καταφέρουν. Η θέση ενός σηµείου (ή µιας πόλης) στην επιφάνεια της γης είναι 

µονοσήµαντα  ορισµένη και αντιστοιχεί σε ένα µοναδικό ζευγάρι συντεταγµένων. Ισχύει 

και  το αντίστροφο. Κάθε ζευγάρι συντεταγµένων ορίζει ένα  και µοναδικό σηµείο στην 

επιφάνεια της γης .  

→ Οι µαθητές µέσα από το λογισµικό κινητοποίησαν τις προϋπάρχουσες γνώσεις τους 

αρκετές φορές. Καθώς προσπαθούσαν να βρουν την απόσταση δύο πόλεων 

(δραστηριότητα 5) φάνηκε ότι είχαν  στο µυαλό τους την απόσταση δυο σηµείων 

Α(χ,ψ) και Β(κ,λ) στο καρτεσιανό επίπεδο. Στην ίδια πάλι δραστηριότητα οι µαθητές 

θέλοντας να επιβεβαιώσουν την τιµή της απόστασης των δύο πόλεων οδηγούν το 

αεροπλάνο από την Άρτα στην Άµφισσα και µετά από την Άµφισσα στην Άρτα και 

ελέγχουν το R. Κινητοποιούν δηλαδή την εξής απλή και βασική γνώση: το µέτρο του 

διανύσµατος ΑΒ =το µέτρο του διανύσµατος ΒΑ . 

→ Κάποιοι µαθητές εκφράζοντας  τις σκέψεις τους διατύπωσαν την  άποψη οτι η 

συνάρτηση είναι κάτι σαν εξίσωση. Το φαινόµενο αυτό παρουσιάζεται συχνά µέσα 

στην σχολική τάξη αφού οι µαθητές µπερδεύουν την έννοια της εξίσωσης µε την 

συνάρτηση. Ο τύπος της συνάρτησης ψ=χ+5 παίρνει την µορφή εξίσωσης όταν δώσω 

στο χ ή στο ψ µια συγκεκριµένη τιµή 

 

Η επέµβαση των µαθητών στο πρόγραµµα  

Κατά την διάρκεια του 3ου µέρους της έρευνας οι µαθητές  προσπάθησαν να 

φτιάξουν ένα δικό τους πρόγραµµα στην logo στηριζόµενοι στην διαδικασία fly1.O 

cruislet µετατράπηκε σε ένα µισοψηµένο µικρόκοσµο και οι µαθητές καλούνται να 

αλλάξουν τον κώδικα µε σκοπό να κατασκευάσουν µια νέα πτήση για τους συµµαθητές 

τους . Παρ όλο που αφέθηκαν ελεύθεροι να δηµιουργήσουν ότι αυτοί ήθελαν, εντούτοις 
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οι περισσότεροι επενέβησαν µόνο στις συναρτησιακές σχέσεις αλλάζοντας τις σταθερές 

τιµές ή τον τύπο της συνάρτησης. Αυτό πιθανόν να οφείλεται στην µικρή εµπειρία που 

είχαν οι µαθητές µε τον προγραµµατισµό και την logo. 

 Μέσα από αυτή την διαδικασία επίσης φάνηκε ότι οι µαθητές θεωρούν πιο 

δύσκολη την τετραγωνική και όχι την γραµµική συνάρτηση, πιο δύσκολα τα δεκαδικά 

και όχι τα ακέραια ψηφία. Καθώς οι µαθητές κατασκευάζουν την δική τους 

συναρτησιακή σχέση τούς δίνεται η ευκαιρία να αναστοχαστούν πάνω σε έννοιες µε τις 

οποίες είχαν ασχοληθεί νωρίτερα, όπως π.χ αυτή του πεδίου ορισµού της συνάρτησης.  

Πρέπει να προσέξουν τον τύπο που θα δώσουν στην συνάρτηση του ύψους γιατί 

κινδυνεύουν να βρεθούν κάτω από την επιφάνεια της γης. Το λογισµικό για άλλη µια 

φορά βοηθά στην ανάπτυξη µαθηµατικού νοήµατος  

 

Επίλογος 

         Η νέα εποχή διαθέτει  πλήθος από τεχνολογίες που προσφέρουν στην µαθησιακή 

διαδικασία  πλούσιες παιδαγωγικές ευκαιρίες  για να χτίσουν πάνω στις διαισθήσεις των 

µαθητών και  να εξασκηθούν µε ποσότητες που αλλάζουν δυναµικά. Σε συνδυασµό µε 

την σωστή εκπαίδευση του καθηγητή αυτές οι τεχνολογίες µπορούν να  προσφέρουν 

πολύτιµα εργαλεία στους µαθητές  ώστε να εκφράζουν µαθηµατικές έννοιες (όπως 

λογικές συµµεταβολής) αναλύοντας και ερµηνεύοντας δυναµικά συναρτησιακές 

καταστάσεις. Μελλοντικές έρευνες  θα πρέπει να λάβουν υπ’ όψιν το έντονο  ενδιαφέρον 

των µαθητών για την προσοµοίωση καταστάσεων της καθηµερινής εµπειρίας που 

ενσωµατώνουν διαφορετικές συµµεταβαλλόµενες ποσότητες. Ο υπολογιστής και τα µέσα 

που τον συνοδεύουν µπορούν να ανατρέψουν την ισχύουσα κατάσταση στην 

εκπαιδευτική διαδικασία και να συµβάλλουν τόσο στην καλλιέργεια µιας νέας 

παιδαγωγικής αντίληψης, όσο και στην ανάπτυξη νέων στάσεων και δεξιοτήτων των 

µαθητών. Η µάθηση έτσι θα είναι πιο αποτελεσµατική και διασκεδαστική σε αντίθεση µε 

τον  συµβατικό τρόπο που κυριαρχούσε µέχρι σήµερα 
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