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ΠΠεεππίίλληηττηη  

  

Σηην παπούζα διπλυμαηική επγαζία γίνεηαι μελέηη ηηρ 

γευμεηπίαρ ηυν μεηαζσημαηιζμών. Η πποζέγγιζη είναι διηηή: 

αθενόρ μαθημαηική και αθεηέπος διδακηική. Η μελέηη ηυν 

μεηαζσημαηιζμών ζ’ αςηήν ηην επγαζία ενηοπίζεηαι κςπίυρ 

ζηη γευμεηπία ηος επιπέδος. Εν γένει επεξηγεί και διεςκπινίζει 

ηοςρ εςκλείδειοςρ μεηαζσημαηιζμούρ, δηλαδή ηη μεηαηόπιζη 

και ζύμπηυζη ηυν ζσημάηυν. Σηην επγαζία, ζηο πλαίζιο ηηρ 

γευμεηπίαρ ηυν μεηαζσημαηιζμών, γίνεηαι πποζπάθεια 

απόδοζηρ ηηρ διαθοποποίηζηρ ιζόηηηαρ – ομοιόηηηαρ, πος 

σαπακηηπίζει ηην Εςκλείδεια Γευμεηπία μεηαξύ ηυν 

γευμεηπιών ηος επιπέδος. 

 Από διδακηικήρ ζκοπιάρ, επεξηγείηαι η έμθαζη πος 

δόθηκε ζηην αναζήηηζη ενόρ νέος πλαιζίος για ηον 

επαναπποζδιοπιζμό ηηρ γευμεηπίαρ ζηην εκπαίδεςζη. Οι λόγοι 

για ηην εύπεζη ηος νέος αςηού πλαιζίος έγκεινηαι κςπίυρ ζηο 

γεγονόρ όηι ζηο ζημεπινό εκπαιδεςηικό ζύζηημα, όπος η 

εύκολη λύζη και η λήτη ζυζηών απανηήζευν κπίνονηαι 

οςζιαζηικόηεπα ηηρ ζςγκπόηηζηρ μαθημαηικού νοήμαηορ, ηα 

θευπήμαηα ηηρ Εςκλείδειαρ Γευμεηπίαρ κπίνονηαι πποθανή 

και άνες νοήμαηορ. Οπόηε, η παποςζίαζη διδακηικών 

εθαπμογών ζηα κλαζζικά μαθημαηικά και η ζύγκπιζη 

Εςκλείδειαρ Γευμεηπίαρ και γευμεηπίαρ μεηαζσημαηιζμών 

κπίνονηαι απολύηυρ απαπαίηηηερ και άκπυρ διαθυηιζηικέρ. 
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AAbbssttrraacctt  

 

The present project studies transformation geometry. The 

approach has two aspects: on the one hand a mathematical one 

and on the other hand a didactical one. The study of 

transformations in this project focuses mainly on plane 

geometry. In general, it explains and clarifies euclidean 

transformations, namely translation and coincidence of shapes. 

In the project, in the context of transformation geometry, an 

effort is made to describe the differentiation between 

coincidence and similarity, which characterizes Euclidean 

Geometry among plane geometries. 

As far as the didactical view is concerned, the emphasis, 

which has been put on the search of a new framework for the 

re-determination of geometry in education, is explained. The 

reasons for the finding of this new framework lie mainly in the 

fact that in today’s educational system, where easy solutions 

and right answers are supposed to be more important than the 

constitution of mathematical meaning, Euclidean Geometry’s 

theorems are considered to be obvious and meaningless. Thus, 

the presentation of didactical applications in classical 

mathematics and the comparison between Euclidean Geometry 

and transformation geometry are considered to be absolutely 

essential and definitely enlightening. 



7 
 

Πρόλογος 

Όηαλ γηα πξώηε θνξά παξαθνινύζεζα ηελ παξνπζίαζε δηπισκαηηθώλ 

εξγαζηώλ από κεηαπηπρηαθνύο θνηηεηέο, ηα ζεώξεζα απιώο θάηη εθηελέζηεξν από 

κία απιή εξγαζία. Ξεθηλώληαο ινηπόλ ηε κειέηε ηεο παξνύζαο εξγαζίαο θαηάιαβα ηα 

ιάζνο κνπ. Σα δηαθνξεηηθά αληηθείκελα πνπ πξέπεη λα «παληξεπηνύλ» είλαη κόλν ε 

αξρή ησλ δπζθνιηώλ. 

Είλαη γεγνλόο όηη ε παξνύζα εξγαζία δελ ζα ήηαλ δπλαηό λα νινθιεξσζεί 

ρσξίο ηε βνήζεηα ησλ θαζεγεηώλ, ηεο νηθνγέλεηαο θαη ησλ θίισλ κνπ. 

Καη’ αξράο, σο ειάρηζην δείγκα ζεβαζκνύ θαη εθηίκεζεο, νθείισ λα 

επραξηζηήζσ ηνλ θαζεγεηή κνπ θύξην Λάππα Δηνλύζην, ρσξίο ηελ ππνζηήξημε θαη 

θαζνδήγεζε ηνπ νπνίνπ δελ ζα ηα είρα θαηαθέξεη. Σνλ επραξηζηώ γηα ηηο ζπκβνπιέο, 

ηε βνήζεηα θαη ηελ ελζάξξπλζε πνπ κνπ πξνζέθεξε ζε κία επνρή πνπ ήκνπλ 

αλαπνθάζηζηε ζρεηηθά κε ηα βήκαηα πνπ ζα ήηαλ θαιύηεξν λα αθνινπζήζσ γηα ηε 

κεηέπεηηα πνξεία ζηηο ζπνπδέο κνπ. Σνλ επραξηζηώ επίζεο ηδηαηηέξσο γηα ηελ 

επθαηξία πνπ κνπ έδσζε λα αζρνιεζώ κε έλα αληηθείκελν ηνπ ελδηαθέξνληνο θαη ηεο 

αξεζθείαο κνπ. Θα ήκνπλ εληειώο αράξηζηε αλ δελ ηνλ επραξηζηνύζα επίζεο θαη γηα 

ηελ πάληα αλνηρηή πόξηα ηνπ γξαθείνπ ηνπ, ε νπνία κνπ έδηλε δύλακε πξώηα σο 

άλζξσπν θαη ζηε ζπλέρεηα σο θνηηήηξηα. Επραξηζηώ πνιύ! 

Επραξηζηώ ζεξκά ηνπο θαζεγεηέο κνπ θύξηνπο Επάγγειν Ράπηε θαη Παλαγηώηε 

΢πύξνπ γηα ηε ζπλεξγαζία πνπ είρακε, γηα ηελ θαηαλόεζή ηνπο, ηε βνήζεηα πνπ κνπ 

πξνζέθεξαλ θαζώο επίζεο θαη γηα ην όηη δέρηεθαλ λα ζπκκεηάζρνπλ ζηελ ηξηκειή 

επηηξνπή ηεο δηπισκαηηθήο. 

Ιδηαίηεξεο επραξηζηίεο νθείισ λα δώζσ ζε όινπο ηνπο θαζεγεηέο ηνπ ΠΜ΢ ηεο 

Δηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθώλ, κηαο θαη ν θαζέλαο κε ηνλ ηξόπν ηνπ κε βνήζεζε λα 

θηάζσ ζην επίπεδν πνπ έθηαζα θαη λα θεξδίζσ ζηελ αλάπηπμε ηεο ζθέςεο κνπ 

θαζώο επίζεο θαη ζηελ αλάπηπμε ζηξαηεγηθώλ κέζα ζηελ αίζνπζα δηδαζθαιίαο. 

Επραξηζηώ επίζεο ηνπο αλζξώπνπο ηεο βηβιηνζήθεο πνπ είραλ ηελ ππνκνλή λα κε 

βνεζήζνπλ ζε θάπνηεο έξεπλεο πνπ έπξεπε λα θάλσ ζε πνηθίια ζπγγξάκκαηα θαη ηε 

γξακκαηεία ηνπ πξνγξάκκαηνο γηα ηελ ππνκνλή ηεο θαη γηα ηελ θαζνδήγεζε ζε ό,ηη 

ηππηθό ή δηαδηθαζηηθό δελ γλώξηδα. 

Θέισ λα επραξηζηήζσ επίζεο ηδηαηηέξσο ηνπο Κώζηα Κ. θαη Οιπκπία Κ. γηα 

ηελ πνιύηηκε βνήζεηά ηνπο γηα ηε γεσκεηξηθή παξνπζίαζε ησλ ζεσξεκάησλ. Δελ 

λνκίδσ όηη ζα ηα είρα θαηαθέξεη ρσξίο απηνύο. 
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Έλα κεγάιν επραξηζηώ νθείισ ζηηο θίιεο κνπ Καηεξίλα θαη Ζσή θαη ζηνλ 

μάδειθό κνπ Λεπηέξε, πνπ ν θαζέλαο ηνπο κε ζηήξημε θαη κε εκςύρσζε κε ην δηθό 

ηνπ κνλαδηθό ηξόπν ζηνλ αγώλα πνπ έδηλα ηα ηειεπηαία ρξόληα γηα λα αληαπεμέιζσ 

ζηηο ππνρξεώζεηο ηνπ κεηαπηπρηαθνύ πξνγξάκκαηνο θαη όρη κόλν, γηα όζα 

κνηξαζηήθακε θαη γηα ηελ αλνρή ηνπο. 

Σέινο, κα πεξηζζόηεξν από νπνηνδήπνηε άιιν, επραξηζηώ ζεξκά ηνπο γνλείο 

κνπ θαη θπξίσο ηελ αδειθή κνπ Χξύζα γηα ηα πάληα. Σνπο επραξηζηώ πνπ κε 

ζηήξημαλ, κε αλέρηεθαλ θαη αθόκε θαη όηαλ δελ θαηαιάβαηλαλ ην άγρνο θαη ηνπο 

ιόγνπο πνπ ζπκπεξηθεξόκνπλ ηνηνπηνηξόπσο, έδεηρλαλ θαηαλόεζε θαη κε βνεζνύζαλ 

κε όπνην ηξόπν κπνξνύζαλ. Ό,ηη άιιν θη αλ γξάςσ ή πσ γηα ηελ νηθνγέλεηά κνπ ζα 

ήηαλ πξαγκαηηθά πνιύ ιίγν. Απιώο επραξηζηώ πνιύ! 

 

Καληαξίδνπ Φσηεηλή 
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ΔΔηηζζααγγσσγγήή  

Πεξί ην 600 π.Φ μεθηλά κία λέα επνρή γηα ηελ αλζξώπηλε λόεζε. Η δνκή ηεο 

θνηλσλίαο αιιάδεη θαη νη άλζξσπνη έρνπλ πεξηζζόηεξν ειεύζεξν ρξόλν, γεγνλόο πνπ 

ηνπο δίλεη ηε δπλαηόηεηα λα δώζνπλ πεξηζζόηεξε έκθαζε ζηε ινγηθή αηηηόηεηα, κε 

απνηέιεζκα ε γλώζε λα κεηαηξαπεί από πξαθηηθή ζε ζεσξεηηθή. Ο ηξόπνο πνπ 

δνκείηαη ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία είλαη απνηέιεζκα ηεο λέαο ηάζεο ησλ 

καζεκαηηθώλ, ηα νπνία βαζίδνληαη ζηα «εθαξκνζκέλα» καζεκαηηθά. 

«Δθαξκνζκέλα» ζεσξνύληαη ηα καζεκαηηθά πνπ παξαηεξνύληαη ζηε θύζε (όπσο ε 

γεσκεηξία) θαη ζηηο πνηθίιεο αλζξώπηλεο δξαζηεξηόηεηεο. Έηζη, πξνθαλή γεγνλόηα 

ζεσξνύληαη ρσξίο απόδεημε αιεζή (αμηώκαηα), ελώ όια ηα ππόινηπα εμάγνληαη 

ινγηθά απ’ απηά (πξνηάζεηο, ζεσξήκαηα). Φπζηθά, απηόο ν ηξόπνο δόκεζεο ηεο 

καζεκαηηθήο γλώζεο θηάλεη ζην δελίζ ηνπ κεηά από αξθεηά ρξόληα, πεξί ην 300 π.Φ, 

κε ηα «Σηνηρεία ηνπ Δπθιείδε», ην νπνίν ζεσξείηαη έξγν ζηαζκόο ζηελ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθώλ, θαζώο ζπγθεληξώλεη όιε ηελ ηόηε καζεκαηηθή γλώζε, αθνύ πεξηέρεη 

θαη Θεσξία Αξηζκώλ, θαζώο επίζεο θαη ζηνηρεηώδε Άιγεβξα. 

Η άλζεζε ησλ αξραίσλ ειιεληθώλ καζεκαηηθώλ επηθεληξώλεηαη ζηελ 

αλάπηπμε θπξίσο ηεο γεσκεηξίαο, ε νπνία ζεσξνύληαλ σο ηα θαηεμνρήλ καζεκαηηθά, 

αθνύ βαζηδόηαλ ζε απηά ζηνηρεία ιόγσ ηεο επνπηείαο. Μεηά απ’ απηή ηελ άλζεζε, ε 

νπνία νθείιεηαη ζε εμέρνληεο Έιιελεο καζεκαηηθνύο, όπνπ πξέπεη λα αλαθεξζνύλ 

εθηόο απ’ ηνλ Δπθιείδε νη Ππζαγόξαο, Πιάησλαο, Αξρηκήδεο, Δξαηνζζέλεο, 

Απνιιώληνο, Ίππαξρνο, Ήξσλ, Μελέιανο, Κιαύδηνο Πηνιεκαίνο, Πάππνο, Υπαηία 

θαη πνιινί άιινη, αθνινπζεί κία πνιύ καθξά πεξίνδνο πεξίπνπ 2000 εηώλ, θαηά ηελ 

νπνία δελ ζεκεηώλνληαη ηδηαίηεξα επηηεύγκαηα ζηνλ ηνκέα ησλ καζεκαηηθώλ. 

Ωζηόζν ε πάξνδνο ησλ ηειεπηαίσλ αηώλσλ έρεη αλαδείμεη ζπνπδαία 

επηηεύγκαηα ζηα καζεκαηηθά θαη όρη κόλν ζηνλ ηνκέα ηεο Αλάιπζεο πνπ έρεη 

γλσξίζεη κεγάιε άλζεζε, αιιά θαη ζηνλ ηνκέα ηεο Γεσκεηξίαο. Η γεσκεηξία παύεη 

λα πθίζηαηαη κε ηε κνξθή ησλ επθιείδεησλ δνκώλ, νη νπνίεο ήηαλ ζεκείν αλαθνξάο 

γηα πνιινύο καζεκαηηθνύο αλά ηνπο αηώλεο. Η αλαθάιπςε λέσλ γεσκεηξηώλ 

δηεπξύλεη ηνπο νξίδνληεο ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο, αιιά ηαπηόρξνλα απνηειεί ζεκείν 

ζύγρπζεο. Τη ζα είλαη εθείλν πνπ ζα δηαθξίλεη ηε κία γεσκεηξία απ’ ηελ άιιε θαη πώο 

ζα θξίλεηαη ε ρξήζε ηνπο; Απηέο νη αλαθαιύςεηο αθπξώλνπλ ην αληηθείκελν ηεο 
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Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ή κήπσο απηό παξαγθσλίδεηαη ιόγσ ηεο αιγεβξνπνίεζεο 

όισλ ησλ καζεκαηηθώλ θαη ηεο εηζαγσγήο ηεο Αλάιπζεο ζε όινπο ηνπο ηνκείο; 

Ο ηξόπνο πνπ είλαη δνκεκέλε ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία είλαη ηόζν ινγηθά 

ηεθκεξησκέλνο πνπ θαζηζηά ην νηθνδόκεκά ηεο πνιύ δπλαηό γηα λα αθπξσζεί ή λα 

παξαγθσληζηεί. Μνιαηαύηα, ε επνρή ζηελ νπνία δνύκε θαη ην εθπαηδεπηηθό ζύζηεκα 

ζην νπνίν θαιιηεξγνύληαη θαη αλαπηύζζνληαη νη «γλώζεηο» ησλ παηδηώλ πξνβάιινπλ 

θπξίσο ηελ εύθνιε ιύζε θαη νδεγνύλ ζηε ιήςε απνθάζεσλ θαη ζηελ επίιπζε 

πξνβιεκάησλ κέζσ θαιά δνθηκαζκέλσλ αιγνξίζκσλ – θόξκνπισλ, ελώ νη ζηόρνη 

ησλ καζεηώλ επηθεληξώλνληαη ζπλήζσο ζηε ιήςε ζσζηώλ ηειηθώλ απαληήζεσλ ζηα 

πξνβιήκαηα πνπ ηίζεληαη θαη όρη ζηε ζπγθξόηεζε λνήκαηνο απ’ ηε καζεκαηηθή 

θαηάζηαζε, γεγνλόο πνπ θάλεη ηα εξσηήκαηα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο λα 

κνηάδνπλ πξνθαλή θαη άλεπ λνήκαηνο. Η Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ινηπόλ, πνπ από 

κόλε ηεο εζσθιείεη ηηο έλλνηεο ηεο δεκηνπξγίαο θαη ηεο απηελέξγεηαο, ζεσξείηαη 

δύζθνιε, ή κπνξεί αθόκε θαη ε ρξεζηκόηεηά ηεο λα ηίζεηαη ππό ακθηζβήηεζε, αλ θαη 

ηα απνηειέζκαηά ηεο ζεσξνύληαη αθόκε νπζηώδε θαη κεγίζηεο ζεκαζίαο ζηελ 

θαηαλόεζε ελλνηώλ, ζεσξηώλ ή θαη εθαξκνγώλ ησλ ζύγρξνλσλ καζεκαηηθώλ, ε 

αλάπηπμε ησλ νπνίσλ θαη ε δηδαζθαιία απηώλ απνηειεί πιένλ θύξην κέιεκα/ζηόρν 

ηεο εθπαίδεπζεο. 

Γπζηπρώο έρεη παξαηεξεζεί όηη ήδε απ’ ηηο πξώηεο ηάμεηο ηνπ Γεκνηηθνύ 

δίλεηαη πεξηζζόηεξε βαξύηεηα ζηηο αιγεβξηθέο έλλνηεο ησλ καζεκαηηθώλ, ελώ νη 

γεσκεηξηθέο ζπκππθλώλνληαη νπζηαζηηθά ζηνλ ππνινγηζκό εκβαδώλ επίπεδσλ 

ρσξίσλ ή ζηηο απιέο γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο, όπνπ σο ηέηνηεο λννύληαη γηα 

παξάδεηγκα ε θαηαζθεπή θάζεηεο από ζεκείν εθηόο επζείαο πξνο ηελ επζεία απηή. Η 

δόκεζε ηεο ζθέςεο ησλ παηδηώλ ζπξξηθλώλεηαη νπζηαζηηθά ζηνλ ρεηξηζκό 

αξηζκεηηθώλ θαη αξγόηεξα απιώλ αιγεβξηθώλ ζεκάησλ/πξνβιεκάησλ, ελώ νη 

ειιηπείο γλώζεηο θαη ε νπζηαζηηθά αλύπαξθηε ζεσξεηηθή βάζε γηα ηελ αλάπηπμε 

γεσκεηξηθήο ζθέςεο παξνπζηάδεηαη καδί κε όια ηα πξνβιήκαηα πνπ απηή 

ζπλεπάγεηαη ζηελ Γ΄ Γπκλαζίνπ πνπ γίλεηαη νπζηαζηηθά κία πην απζηεξή πξνζέγγηζε 

ησλ γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ θαη όρη κία επηπόιαηα αλαθνξά απηώλ κέζσ κεηξηθώλ 

ζρέζεσλ, όπσο είλαη ην Ππζαγόξεην Θεώξεκα ζηε Β΄ Γπκλαζίνπ, ή ζύγρπζε απηώλ 

κε ηνλ θιάδν ηεο Τξηγσλνκεηξίαο. 

Έηζη, δεκηνπξγείηαη ε αλάγθε εύξεζεο λένπ ηξόπνπ πξνζέγγηζεο ησλ 

γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ θαη ηίζεηαη ην εξώηεκα πνηνο ζα ήηαλ ν πην θαηάιιεινο ηξόπνο 
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γηα λα γίλεη απηό. Θέηνληαο σο ζηόρν καο ηελ θαηάθηεζε ηεο γλώζεο κέζσ 

εξγαιείσλ, ηα νπνία ζα είλαη πην εύρξεζηα γηα ηνπο καζεηέο θαη πην θνληά ζηνλ 

ηξόπν εξγαζίαο πνπ σο ηώξα έρνπλ ζπλεζίζεη, εηζάγεηαη ε ζεσξία κεηαζρεκαηηζκώλ, 

ε νπνία πξνζεγγίδεη ζε αξθεηά ζεκεία ηηο αιγεβξηθέο δνκέο πνπ νη καζεηέο 

γλσξίδνπλ λα ρεηξίδνληαη θαιύηεξα. Θα κπνξνύζε ίζσο λα ραξαθηεξίζεη θαλείο ηε 

ζεσξία κεηαζρεκαηηζκώλ σο ηε «βαζηιηθή νδό» γηα ηε γεσκεηξία πνπ έςαρλε ν 

Πηνιεκαίνο όηαλ είρε ξσηήζεη ηνλ Δπθιείδε. 

Δίλαη άιισζηε άμην αλαθνξάο όηη ε ζεσξία κεηαζρεκαηηζκώλ επεμεγεί ζε 

πνιιά ζεκεία ηνπο επθιείδεηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο. Γηα παξάδεηγκα ν Δπθιείδεο 

ππέζεζε όηη ζρήκαηα πνπ ζπκπίπηνπλ είλαη ίζα. Ο ζθνπόο ηνπ ήηαλ λα κεηαηνπίζεη ην 

έλα ζρήκα ώζηε λα ηαπηηζηεί κε ην άιιν. Δπεηδή όκσο απηή ε κέζνδνο δελ είλαη 

ινγηθά μεθάζαξε, ζεσξνύκε ην θξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ Π-Γ-Π δεδνκέλν. Έλαο 

ζύγρξνλνο ηξόπνο πξνζέγγηζεο απηήο ηεο δηαδηθαζίαο ζπκπεξηιακβάλεη αλαθιάζεηο 

αληί κεηαηνπίζεσλ. Οη καζεηέο πνπ μεθηλνύλ ηηο ζπνπδέο ηνπο ζην Λύθεην ζεσξείηαη 

όηη δηαζέηνπλ ην θαηάιιειν ππόβαζξν γηα λα κπνξέζνπλ λα ππνζηεξίμνπλ ηε 

γεσκεηξία κεηαζρεκαηηζκώλ, δεδνκέλνπ θπζηθά όηη είλαη δνζκέλα κε θαηάιιειν 

ηξόπν θαη όρη πνιύ εμεδεηεκέλα, ππό ηελ έλλνηα λα εκπιέθνπλ πνιιά απ’ ηα ζηνηρεία 

ηεο ζεσξίαο ησλ ζπλαξηήζεσλ, νη νπνίεο πξνθαινύλ ζε κεγάιν βαζκό ζύγρπζε ζην 

λνπ ησλ καζεηώλ. 

Αληηθείκελν ηεο παξνύζαο εξγαζίαο είλαη ε παξνπζίαζε ησλ ζεσξεκάησλ θαη 

πξνηάζεσλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο κέζσ ηεο γεσκεηξίαο ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ. 

Σην πξώην ηκήκα ηεο παξνπζηάδνληαη νη ζπλαξηήζεηο ησλ ηζνκεηξηώλ κε ηδηαίηεξε 

έκθαζε ζηηο ηδηόηεηεο απηώλ. Αθνινπζνύλ γεσκεηξηθέο εθαξκνγέο ησλ ηζνκεηξηώλ, 

όπνπ πξέπεη λα παξαηεξεζεί όηη απνηεινύλ πξνηάζεηο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο 

αιιά όρη κε ηε ζεηξά πνπ απηέο παξνπζηάδνληαη ζηα Σηνηρεία. Οη πξνηάζεηο αξρηθά 

νκαδνπνηνύληαη κε βάζε βαζηθά γεσκεηξηθά ζρήκαηα όπσο γηα παξάδεηγκα ην 

παξαιιειόγξακκν, ζηε ζπλέρεηα κε βάζε ζπγθεθξηκέλα θεθάιαηα ηεο γεσκεηξίαο, 

όπσο γηα παξάδεηγκα ην θεθάιαην ησλ εκβαδώλ, θαη θαηαιήγνπλ κε βαζηθά 

ζεσξήκαηα όπσο ε ύπαξμε πεξίθεληξνπ. 

Σην δεύηεξν ηκήκα ηεο εξγαζίαο παξνπζηάδνληαη νη κεηαζρεκαηηζκνί 

νκνηόηεηαο κε ηδηαίηεξε έκθαζε ζηηο ζρέζεηο πνπ ηνπο δηέπνπλ θαη ζηε ζπζρέηηζε 

απηώλ κε ηηο ηζνκεηξίεο. Σπλερίδεη κε ηηο γεσκεηξηθέο εθαξκνγέο ησλ νκνηνηήησλ, 

όπνπ απνδεηθλύνληαη βαζηθέο κεηξηθέο ζρέζεηο, παξνπζηάδνληαη αζθήζεηο θαη 
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εθαξκνγέο κε βάζε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο απηνύο θαη ηελ έλλνηα ησλ γεσκεηξηθώλ 

ηόπσλ θαη θαηαιήγεη ζε βαζηθά ζεσξήκαηα γηα ηελ ύπαξμε βαξύθεληξνπ θαη 

νξζόθεληξνπ κε βάζε ηα ζεσξήκαηα ησλ Ceva θαη Μελειάνπ, ελώ γίλεηαη θαη 

απόδεημε κέζσ απηώλ ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ ηνπ θύθινπ ηνπ Euler. 

Σην ηξίην θαη ηειεπηαίν ηκήκα ηεο εξγαζίαο παξνπζηάδεηαη κία δηδαθηηθή 

πξνζέγγηζε, όπνπ γίλεηαη πξνζπάζεηα λα ζθηαγξαθεζεί ν ξόινο ηεο γεσκεηξίαο ζηε 

δόκεζε ηεο γλώζεο θαη πνηα είλαη ε ζέζε ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ ζ’ απηό ην θνκκάηη, 

ελώ παξνπζηάδνληαη ηα νθέιε θαη ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο ζεσξίαο κεηαζρεκαηηζκώλ. 

Η εξγαζία θιείλεη κε κία αλαθεθαιαησηηθή παξνπζίαζε, όπνπ επηρεηξείηαη κία 

ζύλδεζε ηζνκεηξηώλ θαη νκνηνηήησλ ζην επίπεδν ηεο κεηξηθήο γεσκεηξίαο. 
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«ηοῦ γάρ ἀεί ὄληος ἡ γεωκεηρηθή γλῶζης 

ἐζηίλ» 

 

 

Πιάηωλ, Ποιηηεία, VII, 527 
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Συμβολισμοί 

Προς βοήζεηα ηοσ αλαγλώζηε αθοιοσζεί κία ιίζηα κε ηοσς ζσκβοιηζκούς ποσ 

τρεζηκοποηούληαη ζηελ παρούζα εργαζία: 

 a
trans : κεηαθορά θαηά δηάλσζκα a  

hO: ζηροθή θέληροσ Ο θαη γωλίας π 

rotO,ζ: ζηροθή θέληροσ Ο θαη γωλίας ζ (ζεηηθή θορά ορίδεηαη ε αληίζεηε ηωλ δεηθηώλ 

ηοσ ροιογηού) 

reflε: αλάθιαζε ως προς εσζεία ε 

i: ηασηοηηθή απεηθόληζε 

Η(Ο,θ): οκοηοζεζία θέληροσ Ο θαη ιόγοσ θ 

δΟ,θ: δηαζηοιή θέληροσ Ο θαη ιόγοσ θ 
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ΙΙζζννκκεεηηξξίίεεοο  ζζηηνν  εεππίίππεεδδνν  

Αξρηθά θαιφ είλαη λα παξνπζηαζηνχλ νη απαξαίηεηνη νξηζκνί θαη ζπκβνιηζκνί γηα λα 

ππάξρεη θνηλφ ζεκείν αλαθνξάο. ΢ηε ζπλέρεηα αλαθέξνληαη ηδηφηεηεο θαη ζεσξήκαηα 

πνπ δηέπνπλ ηηο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ νξηζζεηζψλ ελλνηψλ. 

Οξηζκφο 1: Ιζνκεηξία είλαη κία ζπλάξηεζε ηνπ επηπέδνπ ε νπνία δηαηεξεί ηηο 

απνζηάζεηο. Γειαδή, ζπκβνιηθά έρνπκε: αλ P, Q ζεκεία ηνπ επηπέδνπ θαη 
2 2:f   , κε f(P), f(Q) ηηο εηθφλεο ησλ P, Q αληίζηνηρα κέζσ ηεο f, ηφηε 

( ) ( )f P f Q PQ  θαη ( ) ( )f p f q p q   , φπνπ p ,q  ηα δηαλχζκαηα ζέζεο ησλ 

P,Q. 

Παξαηήξεζε: Απ’ ηνλ νξηζκφ ηεο ηζνκεηξίαο εχθνια ζπκπεξαίλνπκε φηη κία 

ηζνκεηξία απεηθνλίδεη (ίζα) επζχγξακκα ηκήκαηα ζε (ίζα) επζχγξακκα ηκήκαηα, 

επζείεο ζε επζείεο θαη (ίζνπο) θχθινπο ζε (ίζνπο) θχθινπο. Έρνληαο ζπλεπψο απηά 

κπνξνχκε λα «θάλνπκε» γεσκεηξία. Γη’ απηφ ρξεηαδφκαζηε ηξία κε ζπλεπζεηαθά 

ζεκεία. Πξάγκαηη, αλ έρνπκε κφλν δχν ζεκεία Α, Β κε Α≠Β, ηφηε ν πξνζδηνξηζκφο 

ελφο ηξίηνπ ζεκείνπ Γ, πνπ λα απέρεη d1=d(Α,Γ) θαη d2=d(Β,Γ) απ’ ηα Α, Β 

αληίζηνηρα, πξνθαλψο δελ νδεγεί ζηελ εχξεζε κνλαδηθνχ ζεκείνπ Γ, παξά κφλν ζηελ 

ηδαληθή πεξίπησζε φπνπ d1=d2 θαη άξα ην Γ είλαη ην κέζν ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 

ΑΒ. 

Έζησ επνκέλσο ηψξα ηξία κε ζπλεπζεηαθά ζεκεία Α, Β, Γ. Ψάρλνπκε ζεκείν Ρ ηνπ 

επηπέδνπ, ηέηνην ψζηε ΑΡ=d1, ΒΡ=d2, ΓΡ=d3. Θεσξψληαο ηνπο θχθινπο (Α, d1),      

(Β, d2) ζα έρνπκε ην πνιχ δχν ζεκεία ηνκήο ηνπο, έζησ ηα Μ, Ν, γηα ηα νπνία ηζρχεη 

ΑΜ=ΑΝ= d1 θαη ΒΜ=ΒΝ= d2. ΢πλεπψο, αλ έρνπκε ΓΜ= d2 ή ΓΝ=, d2 ηφηε ην Μ ή ην 

Ν είλαη ην δεηνχκελν Ρ αληίζηνηρα. Αλ φρη, ηφηε αλαδεηνχκε λέεο απνζηάζεηο απφ ηα 

Α, Β, Γ.  

Δθαξκφδνληαο ινηπφλ ηελ ηζνκεηξία α ζηνλ παξαπάλσ ηζρπξηζκφ, ζα έρνπκε 

α(Α)=Α΄, α(Β)=Β΄, α(Ρ)=Ρ΄ θη επεηδή α ηζνκεηξία ζα ηζρχεη Α΄Ρ΄= d1, Β΄Ρ΄= d2, 

Γ΄Ρ΄= d3 θαη ζπλεπψο δηαηεξνχληαη νη ζπλζήθεο ηεο παξαπάλσ παξαηήξεζεο. 

Απ’ ηα παξαπάλσ εχθνια θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη αλ έρνπκε δχν 

ηζνκεηξίεο α, β ηέηνηεο ψζηε α(Α)=β(Α), α(Β)=β(Β) θαη α(Γ)=β(Γ), φπνπ ηα Α, Β, Γ 

ηξία κε ζπλεπζεηαθά ζεκεία, ηφηε ζα ηζρχεη γεληθά α=β, κηαο θαη γηα θάζε ζεκείν Ρ 

ηνπ επηπέδνπ πνπ απέρεη ζπγθεθξηκέλεο απνζηάζεηο απφ ηα Α, Β, Γ, ζα έρνπκε 

α(Ρ)=β(Ρ). 

Οξηζκφο 2: ΢ηαζεξφ ζεκείν κίαο ηζνκεηξίαο f νλνκάδεηαη νπνηνδήπνηε ζεκείν πνπ 

έρεη σο εηθφλα ην ίδην ην ζεκείν, φηαλ εθαξκνζηεί ζ’ απηφ ε ηζνκεηξία f, δειαδή αλ 

f(Ρ)=Ρ, ηφηε ην Ρ ζηαζεξφ ζεκείν ηεο f. 
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΢ην επίπεδν παξαηεξνχληαη ηξεηο δηαθνξεηηθνί ηχπνη ηζνκεηξηψλ: 1) νη κεηαθνξέο, 2) 

νη ζηξνθέο θαη 3) νη αλαθιάζεηο, ελψ νπνηαδήπνηε άιιε ηζνκεηξία ηνπ επηπέδνπ 

απνηειεί ζχλζεζε απηψλ. 

Οξηζκφο 3: Μεηαθνξά δηαλχζκαηνο t  είλαη κία ηζνκεηξία  ε νπνία απεηθνλίδεη έλα 

επζχγξακκν ηκήκα PQ ζ’ έλα επζχγξακκν ηκήκα P΄Q΄ ίζν θαη παξάιιειν κε ην 

αξρηθφ.  

Οπζηαζηηθά πξφθεηηαη γηα κία κεηαθίλεζε ησλ ζεκείσλ P, Q ζηα P΄, Q΄ θαηά 

δηάλπζκα t . 

 

Γειαδή 2 2: , ( )
t t

trans trans P p t    , 

φπνπ p  ην δηάλπζκα ζέζεο ηνπ ζεκείνπ Ρ. 

 

Οξηζκφο 4: ΢ηξνθή θέληξνπ Ο θαη γσλίαο ζ νλνκάδεηαη ε ηζνκεηξία πνπ αληηζηνηρεί 

έλα ζεκείν Ρ ηνπ επηπέδνπ ζ’ έλα ζεκείν Ρ’ έηζη ψζηε ΟΡ=ΟΡ΄ θαη '   .  

(ιακβάλνπκε σο ζεηηθή ηε θνξά ηελ αληίζεηε ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ). 

 

 

Οξηζκφο 5: Αλάθιαζε σο πξνο γξακκή l ηνπ επηπέδνπ νλνκάδεηαη ε ηζνκεηξία ε 

νπνία αληηζηνηρεί έλα ζεκείν Ρ ηνπ επηπέδνπ ζην ζπκκεηξηθφ ηνπ Ρ’ σο πξνο ηελ 

επζεία l.  
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Γειαδή αλ 2{( , ) : }l c       , ηφηε 

2 2:lrefl    κε 
2 2

( ) 2( )l

c
refl p u p u p

 
   


, φπνπ 

2 2

1
( , )u  

 



, δειαδή u l . 

 

 

Οξηζκφο 6: Μία ηζνκεηξία νλνκάδεηαη επζεία (direct) αλ δηαηεξεί ηε ζεηξά κε ηελ 

νπνία εκθαλίδνληαη νη θνξπθέο ελφο ηξηγψλνπ, ζχκθσλα κε ηελ αληίζεηε θνξά ησλ 

δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ. Γειαδή, αλ ην ηξίγσλν ήηαλ Α-Β-Γ, κέζσ ηεο ηζνκεηξίαο ζα 

είλαη Β-Γ-Α ή Γ-Α-Β. Δπζείεο ηζνκεηξίεο είλαη νη κεηαθνξέο θαη νη ζηξνθέο. 

΢ηελ αληίζεηε πεξίπησζε νη θνξπθέο ελφο ηξηγψλνπ δηαηεξνχλ ηελ ίδηα ζεηξά αιιά 

ζχκθσλα κε ηε θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ. Γειαδή, αλ ην ηξίγσλν ήηαλ Α-Β-Γ, 

ηφηε κε ηελ εθαξκνγή ηεο ηζνκεηξίαο ζα γίλεη Α-Γ-Β ή Β-Α-Γ ή Γ-Β-Α. Σφηε ε 

ηζνκεηξία ιέγεηαη αληίζεηε (opposite). 

 

Οξηζκφο 7: Η ηζνκεηξία πνπ απεηθνλίδεη θάζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ ζηνλ εαπηφ ηνπ 

νλνκάδεηαη ηαπηνηηθή. Γειαδή, έζησ 2 2:f    θαη Ρ ηπραίν ζεκείν ηνπ επηπέδνπ, 

αλ f(P)=P, 2( , )    ηφηε f i . 

 

Οξηζκφο 8: Έζησ δχν ηζνκεηξίεο f, g ηέηνηεο ψζηε fg=gf=i, ηφηε ε g θαιείηαη ε 

αληίζηξνθε ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη θαη σο 1f 
. Σφηε αλ Ρ, Γ ζεκεία ηνπ επηπέδνπ κε 

f(P)=Γ, ζα ηζρχεη g(Γ)=Ρ. 

 

Οξηζκφο 9: Μία ηζνκεηξία f i  νλνκάδεηαη απηναληίζηξνθε (involutoric) αλ θαη 

κφλν αλ 2f i , δειαδή 
1f f  . Παξάδεηγκα ηέηνηαο ηζνκεηξίαο είλαη ε refll. 

 

Οξηζκφο 10: Κεληξηθή ζπκκεηξία (halfturn) είλαη κία ζηξνθή θέληξνπ Ο θαη γσλίαο 

ζ=180
ν
. Η θεληξηθή ζπκκεηξία είλαη ε κνλαδηθή ζηξνθή πνπ είλαη απηναληίζηξνθε, 

δεδνκέλνπ φηη ζ≠2θπ. 
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Οξηζκφο 11: Μεηαζρεκαηηζκφο ηνπ επηπέδνπ νλνκάδεηαη κία ζπλάξηεζε πνπ 

αληηζηνηρεί έλα απ’ ηα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ζε έλα θαη κφλν έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. 

Απηφ ζεκαίλεη φηη θάζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ έρεη κία κνλαδηθή εηθφλα, ε νπνία είλαη 

ζεκείν ηνπ επηπέδνπ, θαη επίζεο θάζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ απνηειεί εηθφλα ελφο 

κφλνπ ζεκείνπ ηνπ επηπέδνπ ππφ απηφλ ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ. 

 

Παξαηήξεζε: ΢χκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ νη ηζνκεηξίεο (ζηξνθέο, 

αλαθιάζεηο, κεηαθνξέο), πνπ έρνπλ νξηζηεί παξαπάλσ, απνηεινχλ κεηαζρεκαηηζκνχο 

ηνπ επηπέδνπ. 

 

Οξηζκφο 12: Γχν κεηαζρεκαηηζκνί f, g ιέγνληαη ίζνη αλ θαη κφλν αλ ηαπηίδνληαη, 

δειαδή γηα θάζε ζεκείν Ρ ηνπ επηπέδνπ f(P)=g(P). 

 

Οξηζκφο 13: Έζησ f, g κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ. Σφηε ην πξντφλ ηνπο ή 

δηαθνξεηηθά ε ζχλζεζή ηνπο νξίδεηαη αθξηβψο φπσο ε ζχλζεζε ζπλαξηήζεσλ, 

δειαδή γηα θάζε ζεκείν Ρ ηνπ επηπέδνπ ηζρχεη (fog)(P)=f(g(P)) θαη απνηειεί θη απηή 

κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ επηπέδνπ. 
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ΙΙδδηηφφηηεεηηεεοο  ηηζζννκκεεηηξξηηψψλλ  

ΙΙδδηηφφηηεεηηεεοο  κκεεηηααθθννξξάάοο  

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t t

trans P trans Q trans p trans q p t q t p q         , φπνπ 

P, Q ζεκεία ηνπ επηπέδνπ κε δηαλχζκαηα ζέζεο ,p q αληίζηνηρα. Άξα ε 

κεηαθνξά είλαη ηζνκεηξία. 

 

2) ( )( ) ( ( )) ( ) ( )
t s t s t s t

trans otrans p trans trans p trans p s p s t trans p


       , άξα 

ε ζχλζεζε δχν κεηαθνξψλ είλαη επίζεο κεηαθνξά! Δπίζεο παξαηεξείηαη φηη 

( )( ) ( ( )) ( ) ( )

( )( )

trans otrans p trans trans p trans p t p t s p s t trans ps s st t s t

trans otrans pst

          




Δπνκέλσο νη κεηαθνξέο ελαιιάζζνληαη. 

 

 

3) Γηα λα βξνχκε ηελ αληίζηξνθε ηεο 
t

trans  έρνπκε: Έζησ 
1

t s
trans trans  . Σφηε 

ζα ηζρχεη φηη 
t s

trans otrans i  θαη ζπλεπψο  ( ) ( )
t s

trans otrans p p , δειαδή 

( )
s t

trans p p p s t p


     . Άξα 0s t  . ΢πλεπψο s t  , δειαδή 

1

t t
trans trans


 , ελψ 0

trans i . 

 

4) Η κεηαθνξά απνηειεί κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ επηπέδνπ πνπ δελ έρεη θαλέλα 

ζηαζεξφ ζεκείν. Πξάγκαηη, έζησ φηη ε 
t

trans i έρεη έλα ζηαζεξφ ζεκείν Ρ. 

Σφηε πξέπεη ( )
t

trans p p t p   , δειαδή 0t   θαη άξα 
0t

trans trans i  , 

άηνπν. Δπνκέλσο, πξάγκαηη δελ ππάξρεη κεηαθνξά πνπ λα δηαηεξεί έλα κφλν 

ζεκείν ηνπ επηπέδνπ ζηαζεξφ, παξά κφλν ε ηαπηνηηθή ε νπνία πξνθαλψο έρεη 

άπεηξα ζηαζεξά ζεκεία. 

 

 

5) Κάζε κεηαθνξά δηαλχζκαηνο 1 2( , )t t t γηα έλα δηάλπζκα ζέζεο 1 2( , )p p p  

ζεκείνπ Ρ κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ πίλαθα σο εμήο:                                                                             

(I│
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 0
) ( )

0 1 t

p t p t p t
t p p t trans p

p t p t p t

          
                           

. 

 

6) Πξνθαλψο ε κεηαθνξά ελφο ζρήκαηνο δελ αιιάδεη ηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ηνπ, 

επνκέλσο πξφθεηηαη γηα επζεία ηζνκεηξία. 
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ΙΙδδηηφφηηεεηηεεοο  ζζηηξξννθθήήοο  

1) Έζησ 2( , )P     θαη rotΟ,ζ ζηξνθή θέληξνπ Ο θαη γσλίαο ζ, κε Ρ≠Ο. Αλ Α(1,0) 

ην ζεκείν ηνπ ρ-άμνλα πνπ αληηζηνηρεί ζην κνλαδηαίν δηάλπζκα i  κε  , 

ηφηε αλ 2 2 r     , έπεηαη φηη ρ=rcosα, ς=rsinα. Αλ Ρ΄= rotΟ,ζ (Ρ) 

=(ρ΄,ς΄), ηφηε  

ρ’=rcos(α+ζ) 
  

ρ΄=r(cosαcosζ-sinαsinζ) 
  

ρ΄=ρcosζ-ςsinζ 

ς΄=rsin(α+ζ) ς΄=r(sinαcosζ+cosαsinζ) ς΄=ρsinζ+ςcosζ 

 

Άξα 

 

2) Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε έπεηαη φηη ε ζηξνθή εθθξάδεηαη κέζσ πίλαθα σο εμήο: 

,

cos sin cos sin
( ),

sin cos sin cos
rot P

      

       

     
         

κε 
2( , )P     

 

 

Παξαηεξήζεηο: α) Πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε φηη ν πίλαθαο πνπ πεξηγξάθεη ηε 

ζηξνθή είλαη νξζνγψληνο αθνχ 

2

cos sin cos sin 1 0

sin cos sin cos 0 1
t I

   

   

    
           

. ΢πλεπψο ε ζηξνθή απνηειεί 

ηζνκεηξία. 

 

                          β) Βιέπνπκε φηη ε νξίδνπζα ηνπ πίλαθα ζηξνθήο είλαη ζεηηθή. 

Πξάγκαηη,  

cosζ -sinζ 
= 2 2cos sin 1 0    . 

 

sinζ cosζ  

Άξα ε ζηξνθή απνηειεί επζεία ηζνκεηξία. 

 

3) (
1,

rot   o 
2 1 2

1 1 2 2

, , ,

1 1 2 2

cos sin cos sin
)( ) ( ( ))

sin cos sin cosO O Orot P rot rot P  

    

    

    
     

   
=

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

cos cos sin sin cos sin sin cos

sin cos cos sin cos cos sin sin

        

        

    
     

=

1 2

1 2 1 2

,

1 2 1 2

cos( ) sin( )
( )

sin( ) cos( ) Orot P 

    

     

    
     

, άξα ε ζχλζεζε δχν ζηξνθψλ 

ίδηνπ θέληξνπ είλαη ζηξνθή ίδηνπ θέληξνπ θαη γσλίαο ίζεο κε ην άζξνηζκα ησλ 

γσληψλ ησλ ζηξνθψλ. Δπίζεο παξαηεξνχκε φηη ηζρχεη (
1,

rot  o 
2,
)( )rot P 

2,
( Orot  o 

1,
)( )Orot P . Πξάγκαηη, νκνίσο έρνπκε:  

rotΟ,θ (Ρ)=(χcosθ-ψsinθ, χsinθ+ψcosθ) 
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2,
( Orot   ο 

1,
)( )Orot P = 

2 1

2 2 1 1

, ,

2 2 1 1

cos sin cos sin
( ( ))

sin cos sin cosOrot rot P 

    

    

    
    
   

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

cos cos sin sin cos sin sin cos

sin cos cos sin sin sin cos cos

        

        

    
      

2 1 2 1

2 1 2 1

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

    

    

    
     

2 1 1 2, ,( ) ( )Orot P rot P                              

1,
( Orot  ο 

2,
)( )Orot P  

 

Παξαηήξεζε: Σν απνηέιεζκα ηεο ζχλζεζεο δχν ζηξνθψλ κε δηαθνξεηηθέο γσλίεο 

θαη θέληξα ζα εμεηαζηεί ζηηο παξαηεξήζεηο πνπ έπνληαη ησλ ηδηνηήησλ ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ (ζει.30-31). 

 

4) Γηα λα βξνχκε ηελ αληίζηξνθε ηεο , ( )Orot P , φπνπ 2( , )P    , έζησ 

1

, ,( ) ( )΄ Orot P rot P 



  . Άξα πξέπεη ( ,Orot  ο , ΄rot  ) ,( ) ( )O ΄P rot P i   . Σφηε 

φκσο ζα ηζρχεη 
cos( ) sin( ) 1 0

sin( ) cos( ) 0 1

΄ ΄

΄ ΄

   

   

     
       

2 ,΄       ①. Άξα 

1

, ,2Orot rot  



  , φπνπ ε πην πξνθαλήο είλαη ε ,Orot  . Παξαηεξνχκε σζηφζν φηη 

γεληθά ηζρχεη ,2Orot i  . 

 

5) ΢χκθσλα κε ηε ζρέζε ① κπνξνχκε επίζεο λα παξαηεξήζνπκε ην εμήο: Αλ ζ=π, 

νπφηε βξηζθφκαζηε ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο θεληξηθήο ζπκκεηξίαο (halfturn), 

ηφηε ζ=ζ΄=π. ΢’ απηήλ ηελ πεξίπησζε επνκέλσο 1

, ,Orot rot 



 , δειαδή πξφθεηηαη 

γηα απηναληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκφ. 
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ΙΙδδηηφφηηεεηηεεοο  ααλλααθθιιάάζζεεσσλλ  

1) Έζησ Ρ(ρ,ς)≠(0,0) κε l , φπνπ {( cos , sin ) : }, [ 0 , )l t t t        επζεία 

πνπ δηέξρεηαη απ’ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη πεξηέρεη ην ζεκείν Α(cosζ,sinζ). 

Έζησ επίζεο ζεκείν Β(1,0) ηνπ άμνλα ρ΄ρ, φπνπ  . Αλ 

θαη 2 2r      , ηφηε ηζρχεη cos , sinr r       . Αλ 

( , ) ( )l΄ ΄ ΄ refl


    , ηφηε ηζρχεη 2΄     . Πξνθαλψο 

΄ r    .΢πλεπψο  γηα ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Ρ΄ ηζρχεη: 

cos( 2 )΄ r     (cos2 cos s 2 sin )΄ r a in a       cos2 s 2΄ in       

sin( 2 )΄ r     (sin2 cos cos2 sin )΄ r a a       sin2 cos2́       

cos 2 sin2
( )

sin 2 cos 2 l

΄
refl P

΄ 

   

   

    
         

, ν πίλαθαο αλάθιαζεο σο πξνο 

επζεία {( cos , sin ) : }, [ 0 , )l t t t       . 

 

Παξαηήξεζε: Παξαηεξνχκε φηη ν πίλαθαο ηεο αλάθιαζεο είλαη νξζνγψληνο, 

αθνχ 2

cos sin cos sin 1 0

sin cos sin cos 0 1
tAA I

   

   

    
           

. ΢πλεπψο νη 

αλαθιάζεηο είλαη ηζνκεηξίεο θαη κάιηζηα επεηδή detA=-1<0, πξφθεηηαη γηα 

αληίζεηεο ηζνκεηξίεο, δειαδή ηζνκεηξίεο πνπ δελ δηαηεξνχλ ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκφ. 

 

Έλαο άιινο ηξφπνο ζα ήηαλ λα δείμνπκε γεσκεηξηθά φηη αλ έρνπκε έλα 

επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ γηα λα ην αλαθιάζνπκε σο πξνο επζεία ε, ηφηε ην λέν 

επζχγξακκν ηκήκα Α΄Β΄ πνπ πξνθχπηεη ζα είλαη ίζν κε ην αξρηθφ. Πξάγκαηη, 

έζησ ΑΒ επζχγξακκν ηκήκα θαη επζεία ε, ηέηνηα ψζηε A  θαη  . Έζησ 

επίζεο ' ( )A refl A  θαη ' ( )B refl B  θαη P, Q ηα ζεκεία ησλ ΑΑ΄ , ε θαη 

ΒΒ΄, ε αληίζηνηρα. 

 

 

 

Ιζρχεη φηη ηα ηξίγσλα ΒΡQ θαη Β΄ΡQ είλαη ίζα 

αθνχ PQ=PQ, BQ=B΄Q θαη BQP=

B΄QP=90
ν
 άξα κέζσ ηνπ ΠΓΠ έρνπκε φηη 

ΒΡ=Β΄Ρ θαη ΒΡQ=Β΄ΡQ. ΢πλεπψο θαη ηα 

ηξίγσλα ΑΡΒ θαη Α΄ΡΒ΄ είλαη ίζα αθνχ 

ΑΡ=Α΄Ρ, ΑΡΒ=Α΄ΡΒ =90
ν
 -ΒΡQ, 

ΒΡ=Β΄Ρ, άξα κέζσ ηνπ ΠΓΠ έρνπκε 

ΑΒ=Α΄Β΄, δειαδή ε αλάθιαζε δηαηεξεί ηηο 

απνζηάζεηο. Δπνκέλσο είλαη ηζνκεηξία. 
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2) Η αλάθιαζε απνηειεί απηναληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκφ, δειαδή 
1

l lrefl refl
 

   ή αιιηψο 
2( )lrefl i


 . Γηαηζζεηηθά ε παξαπάλσ παξαηήξεζε 

είλαη πξνθαλήο, αλαιπηηθά σζηφζν έρνπκε: Έζησ φηη 1

l lrefl refl
 

   ηφηε: 

li refl


 ο lrefl



1 0 cos 2 sin 2 cos 2 sin 2

0 1 sin 2 cos 2 sin 2 cos 2

   

   

    
          

1 0 cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 cos 2 sin 2 sin 2 cos 2

0 1 sin 2 cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 sin 2 cos 2 cos 2

       

       

    
        

1 0 cos( 2 2 ) sin( 2 2 )

0 1 sin( 2 2 ) cos( 2 2 )

   

   

    
        

2 2 2          

    . Δπεηδή φκσο θ,ζ [ 0 , ) , παξαηεξνχκε φηη ε παξαπάλσ ηζφηεηα 

επαιεζεχεηαη κφλν γηα θ=0. Άξα 1

l l lrefl refl refl
  

      . 

 

3) Έζησ {( cos , sin ) : }, [ 0 , )l t t t        θαη 

{( cos , sin ) : }, [ 0 , )l t΄ t΄ t΄        κε ζ≠θ. Σφηε είδακε πξνεγνπκέλσο 

φηη lrefl


ο lrefl


=
cos( 2 2 ) sin( 2 2 )

sin( 2 2 ) cos( 2 2 )

   

   

   
   

= ,2 2rot    . Άξα ε ζχλζεζε 

δχν αλαθιάζεσλ σο πξνο επζείεο πνπ δηέξρνληαη απ’ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ κε 

δηαθνξεηηθφ ζπληειεζηή δηεχζπλζεο είλαη ζηξνθή κε θέληξν ηελ αξρή ησλ 

αμφλσλ θαη γσλία ην δηπιάζην ηεο δηαθνξάο ησλ γσληψλ πνπ ζρεκαηίδνπλ νη 

επζείεο κε ην ζεηηθφ εκηάμνλα ησλ ρ. Πξνθαλψο ηζρχεη φηη  

lrefl


ο lrefl


≠ lrefl


ο lrefl


, αθνχ ,2 2rot    ≠ ,2 2rot     

 

4) Παξαηήξεζε: Έζησ l1//l2 κε ηε κεηαμχ ηνπο απφζηαζε ίζε κε v , φπνπ v  

δηάλπζκα θάζεην ζηηο δχν επζείεο. Έζησ επίζεο P, Q ζεκεία ησλ l1, l2  

αληίζηνηρα κε δηαλχζκαηα ζέζεο ,p q , ηέηνηα ψζηε λα ηζρχεη PQ v .  
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Σφηε ζα ηζρχεη γεληθά φηη 
2l

refl ο 
1 2l v

refl trans .Πξάγκαηη γηα θάζε t  

έρνπκε     
2l

refl ο 
1
( )lrefl q tv                                                                                                      

2l
refl ο 

1 2 2
( ( 1 ) ) ( ( 1 ) ) ( ( 2 ) )l l lrefl p t v refl p t v refl q t v        

2
( 2 ) ( ) 2 ( )

v
q t v q tv v trans q tv       . 

 Αληίζηνηρα ηζρχεη 
1l

refl ο 
2 2l v

refl trans


 . 

 

5) ΢χκθσλα κε ηελ παξαπάλσ παξαηήξεζε κπνξνχκε λα δνχκε ηη γίλεηαη ζε 

πεξίπησζε αλάθιαζεο σο πξνο επζεία l1, ε νπνία δελ δηέξρεηαη φκσο απ’ ηελ 

αξρή ησλ αμφλσλ.  

 

Θεσξνχκε ηελ lθ//l1 κε ην 

( 0 ,0 ) l   θαη δηάλπζκα v  κε 

αξρή ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, 

ηέηνην ψζηε 1( , )v d l l  . 

 Σφηε ζα ηζρχεη  

1l
refl ο

 2l v
refl trans


  ( ) .  

Γλσξίδνπκε φηη 
1

l lrefl refl
 

  . 

΢πλεπψο ε ( )  γξάθεηαη 

1 2l v
refl trans ο lrefl


. 

 

 

 

6) Γηα λα βξνχκε ηελ αληίζηξνθε ηεο 
1l

refl πξνθαλψο ςάρλνπκε έλαλ φκνην 

κεηαζρεκαηηζκφ πνπ ζα νξίδεηαη σο ζχλζεζε κεηαθνξάο θαη αλάθιαζεο σο 

πξνο επζεία πνπ δηέξρεηαη απ’ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ.                        

Ιζρπξηζκφο: 
1

1

l lrefl refl


  ο 
2v

trans


.                                                               

Απφδεημε: 
1l

refl ο 
1

1

lrefl 

2v
trans ο lrefl


ο lrefl


ο 

2v
trans



1 2( )l l lrefl refl refl i
  

      
2v

trans ο i o 
2v

trans


=
2v

trans o 
2v

trans


= i .  

Οκνίσο, 
1

1

lrefl 
ο 

1l
refl = lrefl


ο 

2v
trans


ο 

2v
trans ο lrefl


= lrefl


ο i ο lrefl


=

2( )lrefl


= i .  

 Άξα πξάγκαηη 
1

1

l lrefl refl


  ο 
2v

trans


. Δπνκέλσο κπνξνχκε λα ζπλάγνπκε φηη 

θάζε αλάθιαζε ηνπ επηπέδνπ έρεη αληίζηξνθε ε νπνία είλαη επίζεο αλάθιαζε. 

 

7) Γηα λα δείμνπκε φηη ε αλάθιαζε σο πξνο νπνηαδήπνηε επζεία l1 πνπ δελ 

δηέξρεηαη απ’ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ είλαη επίζεο απηναληίζηξνθνο 

κεηαζρεκαηηζκφο, αξθεί λα δείμνπκε φηη 
2v

trans ο lrefl


= lrefl


ο 
2v

trans


, φπνπ 

lθ//l1  θαη δηέξρεηαη απ’ ην (0,0) θαη 1( , )v d l l  .  
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Έζησ ζεκείν Α ηέηνην ψζηε Α 1l  

θαη Α l  . Σφηε ( ) 'lrefl A A


  θαη

2
( ') ''
v

trans A A . Άξα  

2v
trans ο ( )lrefl A


= 

=
2v

trans ( ( )lrefl A


)=
2
( ') ''
v

trans A A . 

Οκνίσο 12
( )
v

trans A A


  θαη 

1( ) ''lrefl A A


  θαη ζπλεπψο  

lrefl


ο 
2v

trans


(Α)= lrefl


(
2v

trans


(Α))= 

1( ) ''lrefl A A


 . Παξαηεξνχκε 

επνκέλσο φηη  
2v

trans ο ( )lrefl A


=

lrefl


ο 
2v

trans


(Α) θη επεηδή Α ηπραίν 

ζεκείν, έπεηαη φηη ηζρχεη γεληθά 

2v
trans ο lrefl


= lrefl


ο 

2v
trans


.  

΢πλεπψο 
1 1

1

l lrefl refl  , δειαδή 
1

2( )lrefl i .  Λακβάλνληαο ππφςε ηα 

παξαπάλσ θαη ηελ ηδηφηεηα 2, βιέπνπκε φηη πξάγκαηη ε αλάθιαζε σο πξνο 

νπνηαδήπνηε επζεία l  είλαη απηναληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκφο. 
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ΟΟιιίίζζζζεεζζεε  κκεεηη’’  ααλλααθθιιάάζζεεσσοο  

 Η νιίζζεζε κεη’ αλαθιάζεσο είλαη ην πξντφλ κίαο κεηαθνξάο θαη κίαο 

αλάθιαζεο σο πξνο επζεία παξάιιειε ζηε δηεχζπλζε ηεο κεηαθνξάο. 

 

 Πξφθεηηαη γηα αληίζεηε ηζνκεηξία (ηζνκεηξία πνπ δελ δηαηεξεί ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκφ). Πξάγκαηη, αλ u  είλαη ην δηάλπζκα κεηαθνξάο θαη l  ε 

επζεία ηεο αλάθιαζεο ηφηε 
u

trans ο l u
refl trans ο 

2v
trans ο lrefl


, φπνπ lθ  ε 

παξάιιειε πξνο ηελ l  επζεία πνπ δηέξρεηαη απ’ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη 

( , )v d l l  . ΢πλεπψο κέζσ πηλάθσλ κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο                     

Α=
1 1

2 2

cos 2 sin2 2

sin2 cos 2 2

u v

u v

 

 

   
       

.  Πξνθαλψο ηζρχεη detA=-1.  

Σν φηη πξφθεηηαη γηα αληίζεηε ηζνκεηξία θαίλεηαη αθφκε επθνιφηεξα 

γεσκεηξηθά, κηαο θαη φηαλ εθαξκνζηεί κία αλάθιαζε ζ’ έλα ζρήκα αιιάδεη 

ηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ηνπ, ελψ ζηε ζπλέρεηα ε κεηαθνξά δηαηεξεί απηφλ ηνλ 

«αιιαγκέλν» πξνζαλαηνιηζκφ.  
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ΓΓεελληηθθάά  γγηηαα  ηηννπποο  κκεεηηααζζρρεεκκααηηηηζζκκννχχοο  

1. Ιζρχεη ε πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα ζηε ζχλζεζε – πνιιαπιαζηαζκφ 

κεηαζρεκαηηζκψλ. 

 Απφδεημε: 

 Έζησ α, β, γ κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ, ηέηνηνη ψζηε α≠β≠γ θαη έζησ 

ζεκεία P, Q, R, S, ηέηνηα ψζηε α(R)=S, β(P)=R θαη γ(Q)=P. Σφηε έρνπκε: 

((ανβ)νγ)(Q)=(ανβ)(γ(Q))=(ανβ)(P)=α(β(Ρ))=α(R)=S 

(αν(βνγ))(Q)=α((βνγ)(Q))=α(β(γ(Q)))=α(β(Ρ))=α(R)=S. 

 

2. Έζησ α, β κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ. Αλ ν β είλαη ν αληίζηξνθνο ηνπ α, 

ηφηε θαη ν α είλαη ν αληίζηξνθνο ηνπ β.  
Απφδεημε: 

 Έζησ P, Q, R ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηέηνηα ψζηε α(Ρ)=Q θαη β(Q)=R. Αθνχ ν 

β είλαη ν αληίζηξνθνο ηνπ α ηζρχεη βα=i, νπφηε P=(βα)(Ρ)=β(α(Ρ))=β(Q)=R. 

Άξα ειέγρνληαο ηψξα (αβ)(Q)=α(β(Q))=α(R)=α(Ρ)=Q, δειαδή αβ=i, νπφηε ν 

α είλαη πξάγκαηη ν αληίζηξνθνο ηνπ β κεηαζρεκαηηζκνχ. 

 

3. Έζησ α, β, γ κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ. Αλ β, γ αληίζηξνθνη ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ α, ηφηε β=γ.  

Απφδεημε:  

Αθνχ β, γ αληίζηξνθνη κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ α, ζα ηζρχεη αβ=βα=αγ=γα=i. 

΢πλεπψο έρνπκε: β=iβ=(γα)β=γ(αβ)=γi=γ. 

 

4. Κάζε κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ επηπέδνπ έρεη αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκφ. 

Απφδεημε: 

 Απ’ ηνλ νξηζκφ ηεο έλλνηαο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ επηπέδνπ έπεηαη φηη νη 

κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ είλαη 1-1 θαη επί ζπλαξηήζεηο θαη ζπλεπψο 

νξίδεηαη πάληνηε ε αληίζηξνθή ηνπο ζπλάξηεζε. ΢πλεπψο θάζε 

κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ επηπέδνπ έρεη αληίζηξνθν, ν νπνίνο είλαη επίζεο 

γεσκεηξηθφο κεηαζρεκαηηζκφο. Πξάγκαηη, γλσξίδνπκε φηη νη 

κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ αλαιχνληαη νπζηαζηηθά ζε ηξεηο βαζηθνχο: ηηο 

κεηαθνξέο, ηηο ζηξνθέο θαη ηηο αλαθιάζεηο. Έρνπκε φηη 
1

t t
trans trans


 , 

1

, ,rot rot 



   , 1

l lrefl refl  , νη νπνίνη είλαη επίζεο γεσκεηξηθνί 

κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ. 

 

5. Σν ζχλνιν ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπ επηπέδνπ κε πξάμε ηε ζχλζεζε – 

πνιιαπιαζηαζκφ απνηειεί νκάδα.  
Απφδεημε:  

 Αλ α, β κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ ηφηε θαη ν ανβ 

κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ επηπέδνπ. 
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 Ιζρχεη ε πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα ζηε ζχλζεζε – πνιιαπιαζηαζκφ 

κεηαζρεκαηηζκψλ (1). 

 Τπάξρεη κνλαδηαίν ζηνηρείν (ε ηαπηνηηθή απεηθφληζε). 

 Κάζε κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ επηπέδνπ έρεη αληίζηξνθν 

κεηαζρεκαηηζκφ (4). 

Άξα πξάγκαηη ην ζχλνιν ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπ επηπέδνπ κε πξάμε ηε 

ζχλζεζε – πνιιαπιαζηαζκφ απνηειεί νκάδα.  

 

6. Η νκάδα ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπ επηπέδνπ δελ είλαη αβειηαλή.  

Απφδεημε:  

Έζησ νη κεηαζρεκαηηζκνί ,rot  θαη 
1l

refl , φπνπ 
1l

  . Έρνπκε: 

cos sin cos sin cos cos sin sin cos sin sin cos

sin cos sin cos cos sin cos sin sin sin cos cos

           

           

      
           

= 
cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

   

   

  
    

=Α. 

cos sin cos sin cos cos sin sin cos sin sin cos

sin cos sin cos cos sin cos sin sin sin cos cos

           

           

      
            

= 
cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

   

   

  
    

=Β. 

Γεληθά Α≠Β θαη ζπλεπψο ,rot  ο 
1l

refl ≠
1l

refl ο ,rot  . ΢πλεπψο ε νκάδα ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπ επηπέδνπ δελ είλαη αβειηαλή. 
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Παξαηεξήζεηο: 

 Κάζε ηζνκεηξία είλαη πξντφλ ην πνιχ ηξηψλ αλαθιάζεσλ.  

Απφδεημε: 

 Έζησ ηζνκεηξία f πνπ απεηθνλίδεη ην ηξίγσλν ΑΒΓ ζην Α΄Β΄Γ΄.  

1) Αλ Α=Α΄, Β=Β΄ θαη Γ=Γ΄, ηφηε πξνθαλψο f=i θαη ΑΒΓ=Α΄Β΄Γ΄. 

2) Αλ Α=Α΄, Β=Β΄ θαη Γ≠Γ΄, ηφηε θάλνληαο αλάθιαζε σο πξνο ηε 

κεζνθάζεην ε1ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΓΓ΄ ζα έρνπκε 

1
( )refl ΄   θαη ζπλεπψο ΑΒΓ=Α΄Β΄Γ΄. (ηζνκεηξία πξντφλ κίαο 

αλάθιαζεο).  

3) Αλ Α=Α΄ θαη Β≠Β΄, Γ≠Γ΄, ηφηε θάλνληαο αλάθιαζε σο πξνο ηε 

κεζνθάζεην ε2 ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΒΒ΄ ζα έρνπκε 

2
( )refl ΄   . ΢πλεπψο έρνπκε ΑΒ=Α΄Β΄. Αλ ηψξα γηα ην ζεκείν Γ 

ηζρχεη 
2
( )refl ΄   ηφηε ηειεηψζακε, αιιηψο αθνινπζνχκε ηε 

δηαδηθαζία 2 εθ λένπ. (ηζνκεηξία πξντφλ ην πνιχ δχν αλαθιάζεσλ).  

4) Αλ ηψξα Α≠Α΄, Β≠Β΄ θαη Γ≠Γ΄, ηφηε θάλνληαο αλάθιαζε σο πξνο 

ηε κεζνθάζεην ε3 ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΑ΄ ζα έρνπκε 

3
( )refl ΄   . Δπνκέλσο πιεξνχληαη ηψξα νη πξνυπνζέζεηο ηεο 

δηαδηθαζίαο 3, ηελ νπνία θαη αθνινπζνχκε. (ηζνκεηξία πξντφλ ην πνιχ 

ηξηψλ αλαθιάζεσλ). 

 

 Κάζε κεηαθνξά θαηά δηάλπζκα 2v  κπνξεί λα εθθξαζηεί σο ζχλζεζε 

δχν αλαθιάζεσλ σο πξνο δχν παξάιιειεο επζείεο, θάζεηεο ζηε 

δηεχζπλζε κεηαθνξάο, κε κεηαμχ ηνπο απφζηαζε ίζε κε v .  

Απφδεημε: 

 (παξαηήξεζε 4 ζηηο ηδηφηεηεο αλαθιάζεσλ). 

 

 Κάζε ζηξνθή ,Orot   κπνξεί λα εθθξαζηεί σο ζχλζεζε δχν αλαθιάζεσλ 

σο πξνο δχν επζείεο πνπ ηέκλνληαη ζην Ο θαη ζρεκαηίδνπλ γσλία ίζε 

κε 
2


.  
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Απφδεημε: 

 
 Έζησ Ρ ζεκείν ηνπ επηπέδνπ θαη 

1
( ) 'refl P P  , 

2
( ') ''refl P P  . Θα 

δείμνπκε φηη , ( ) ''rot P P  . Πξάγκαηη ηα ΟΡΡ΄, ΟΡ΄Ρ΄΄ είλαη 

ηζνζθειή θη επνκέλσο 1 2 3 4,O O O O    . Όκσο 

2 3 1 4
2

O O O O


     . ΢πλεπψο 

1 2 3 4 2
2

΄΄ O O O O


       θη επηπιένλ (ιφγσ ησλ 

ηζνζθειψλ) ΟΡ=ΟΡ΄΄. Άξα πξάγκαηη 
2, ( ) (rot P refl   ο 

1
)( )refl P .  

 

Παξαηήξεζε: Αλ έρνπκε ηε ζηξνθή (θαη ζπλεπψο ην θέληξν θαη ηε 

γσλία) θαη ζέινπκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηε ζέζε ησλ επζεηψλ ε1, ε2 σο 

πξνο ηηο νπνίεο θάλνπκε ηηο αλαθιάζεηο πνπ πξνεγήζεθαλ, αξθεί λα 

θέξνπκε δχν νπνηεζδήπνηε επζείεο πνπ λα δηέξρνληαη απφ ην θέληξν 

ηεο ζηξνθήο θαη λα ζρεκαηίδνπλ γσλία ίζε κε ηε κηζή ηεο γσλίαο ηεο 

ζηξνθήο. 

 

 Η ζχλζεζε δχν αλαθιάζεσλ σο πξνο δχν δηαθνξεηηθέο επζείεο, κπνξεί 

λα είλαη κφλν ζηξνθή ή κεηαθνξά.  

Απφδεημε:  

Πξάγκαηη, αλ έρνπκε δχν επζείεο l1,l2 κε l1≠l2 ηφηε είηε ηζρχεη l1//l2, 

νπφηε ηφηε 
1l

refl ο 
2 2l v

refl trans , φπνπ 1 2( , )v d l l , είηε νη l1,l2 

ηέκλνληαη ζε ζεκείν Ο ζρεκαηίδνληαο γσλία ζ, νπφηε ηφηε              

1l
refl ο 

2 ,2l Orefl rot  . 

 

 Απνδείρζεθε ζηηο ηδηφηεηεο ησλ ζηξνθψλ φηη ην πξντφλ δχν ζηξνθψλ 

σο πξνο ην ίδην θέληξν θαη κε δηαθνξεηηθέο γσλίεο είλαη επίζεο 

ζηξνθή κε ην ίδην θέληξν θαη γσλία ην άζξνηζκα ησλ γσληψλ ησλ 
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αξρηθψλ ζηξνθψλ, δειαδή 
1,O

rot  ο 
2 1 2, ,Orot rot    . Έρεη κείλεη 

αλνηρηφ ην εξψηεκα γηα ην ηη ζπκβαίλεη φηαλ έρνπκε θαη δηαθνξεηηθά 

θέληξα. 

 Έζησ ινηπφλ νη ζηξνθέο 
1,A

rot  θαη 
2,B

rot  . Οξίδνπκε ηελ επζεία l ησλ 

Α, Β.  Γλσξίδνπκε φηη θάζε ζηξνθή είλαη πξντφλ δχν αλαθιάζεσλ. 

Έζησ νπφηε επζεία l1 ψζηε 1
1( , )

2
l l


   θαη επζεία l2  ψζηε 

2
2( , )

2
l l


  . Σφηε έρνπκε αληίζηνηρα 

1 1,A lrot refl  ο lrefl  θαη 

2,B lrot refl  ο 
2l

refl . ΢πλεπψο 
1,A

rot  ο 
2,B

rot  =
1l

refl ο lrefl ο lrefl ο 
2l

refl =

1l
refl ο 

2l
refl . Απ’ ηελ πξνεγνχκελε παξαηήξεζε ζπκπεξαίλνπκε φηη  

α) αλ l1//l2 ηφηε ην πξντφλ ηεο 
1,A

rot  ο 
2,B

rot  είλαη κεηαθνξά θαηά 

δηάλπζκα 2v BA , φπνπ 1 2( , )
2

v
d l l AB  , ελψ  

β) αλ l1, l2 ηέκλνληαη, ηφηε ην πξντφλ ηεο 
1,A

rot  ο 
2,B

rot  είλαη ζηξνθή κε 

θέληξν ην ζεκείν ηνκήο ησλ l1, l2 θαη γσλία δηπιάζηα ηεο γσλίαο πνπ 

ζρεκαηίδνπλ νη επζείεο. 

 

 Έζησ επζείεο l1, l2 κε 1 2l l . Σφηε 
1l

refl ο 
2 ,l Arefl rot  , φπνπ Α ην 

ζεκείν ηνκήο ησλ l1, l2.  

Απφδεημε: 

 Αθνχ νη επζείεο κνπ δελ είλαη παξάιιειεο, ηφηε ην πξντφλ ησλ δχν 

αλαθιάζεσλ σο πξνο απηέο ηηο επζείεο ζα είλαη ζηξνθή κε θέληξν Α ην 

ζεκείν ηνκήο ησλ l1, l2 θαη γσλία δηπιάζηα ηεο γσλίαο πνπ 

ζρεκαηίδνπλ νη δχν επζείεο, άξα 2
2


   .  ΢πλεπψο πξφθεηηαη γηα 

ηελ ,rot  , δειαδή γηα θεληξηθή ζπκκεηξία (θέληξνπ Α). 

 

 Η ζχλζεζε αλαθιάζεσλ σο πξνο θάζεηεο επζείεο είλαη αληηκεηαζεηηθή. 

Απφδεημε: 

 Έζησ l1, l2 κε 1 2l l . Απφ ηελ πξνεγνχκελε παξαηήξεζε έρνπκε φηη 

1l
refl ο 

2 ,l Arefl rot  , φπνπ Α ην ζεκείν ηνκήο ησλ l1, l2. Αλ είρακε  

2l
refl ο 

1l
refl , ηφηε ε ζηξνθή πνπ ζα πξνέθππηε ζα είρε θέληξν ην 

ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηψλ, άξα ην Α, θαη γσλία ίζε κε 2π-π=π. 

Δπνκέλσο ηζρχεη 
2l

refl ο 
1l

refl = ,rot  =
1l

refl ο 
2l

refl . 

 

 ΢χκθσλα κε φια ηα παξαπάλσ θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη:  

1) Οη αλαθιάζεηο θαη θάζε πξντφλ απηψλ απνηεινχλ ππννκάδα G1 ηεο 

νκάδαο ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπ επηπέδνπ.  

2) Οη ζηξνθέο θαη νη κεηαθνξέο απνηεινχλ ππννκάδα G2 ηεο G1.  
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3) Η θεληξηθή ζπκκεηξία (halfturn) θαη νη κεηαθνξέο απνηεινχλ 

ππννκάδα G3 ηεο G2.  

4) Οη κεηαθνξέο απνηεινχλ ππννκάδα G4 ηεο G3.  

5) Οη κεηαθνξέο θαηά κήθνο ζηαζεξήο επζείαο απνηεινχλ ππννκάδα 

ηεο G4. 
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ΓΓεεσσκκεεηηξξηηθθέέοο  εεθθααξξκκννγγέέοο  ηησσλλ  ηηζζννκκεεηηξξηηώώλλ  

Θεώξεκα 1: Οη θαηαθνξπθήλ γσλίεο είλαη ίζεο 

Απόδεημε: 

 

 Έζησ επζείεο xx΄ θαη ςς΄ νη νπνίεο ηέκλνληαη ζην Ο. Θα δείμνπκε όηη 

' '  xO x O . Έζησ ζεκείν Α επί ηεο Ox, Α΄ επί ηεο Οx΄, Β επί ηεο Ος θαη Β΄ 

επί ηεο Ος΄. Σόηε ηζρύεη 
, ( ) ( ) '  Orot A h A A  θαη 

, ( ) ( ) '  Orot B h B B . 

Δπνκέλσο σο πξνο Ο έρνπκε ηε κεηαθνξά ηεο γσλίαο AOBζηελ ' 'A OB . ΢πλεπώο  

AOB = ' 'A OB  θαη άξα νη θαηαθνξπθήλ γσλίεο είλαη ίζεο. 

 

 

Θεώξεκα 2: Αλ έλα ζεκείν Γ ηζαπέρεη από άιια δύν ζεκεία ηνπ επηπέδνπ Α θαη Β, 

ηόηε ην Γ θείηαη επί ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ Α, Β, Γ ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηέηνηα ώζηε 

ΑΓ=ΒΓ θαη ε επζεία (ε) δηρνηόκνο ηεο γσλίαο  . 

Δπεηδή ε αλάθιαζε σο ηζνκεηξία δηαηεξεί ηηο γσλίεο 

θαη ηα κήθε θαη αθνύ   θαη ΑΓ=ΒΓ, 

κε αλάθιαζε σο πξνο ηελ (ε) ην ηκήκα ΑΓ 

απεηθνλίδεηαη ζην ΒΓ, άξα ( ) refl A B , αθνύ ΑΓ=ΒΓ. 

΢πλεπώο ( ) refl AM BM θαη άξα ε ε είλαη θάζεηε 

ζηελ ΑΒ κε Μ κέζν ηνπ ΑΒ. Δπνκέλσο ε (ε) είλαη 

κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΒ. 
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Αμίσκα: Γύν ηξίγσλα κε δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο πεξηερόκελεο ζ’ 

απηέο γσλίεο ίζεο είλαη ίζα. (Π-Γ-Π). 

 

 

Θεώξεκα 3: Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη 

ίζα. (Π-Π-Π). 

Απόδεημε: 

Έζησ ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ ηξίγσλα, ηέηνηα ώζηε ΑΒ=Α΄Β΄, ΑΓ=Α΄Γ΄ θαη ΒΓ=Β΄Γ΄. 

 

Δθαξκόδνληαο θαηάιιεινπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο – ηζνκεηξίεο, νη νπνίνη 

εμαξηώληαη απ’ ηελ αξρηθή ζέζε ησλ δύν 

ηξηγώλσλ, κπνξνύκε λα θέξνπκε ηα 

ηξίγσλα ώζηε ε κία πιεπξά ηνπο λα 

ηαπηίδεηαη, έζησ ε ΑΓ κε ηελ Α΄Γ΄ (όπσο 

ζην ζρήκα), κε ηα Β, Β΄ εθαηέξσζελ ηεο 

ΑΓ. 

Οη κεηαζρεκαηηζκνί απηνί ζα κπνξνύζαλ 

λα είλαη ην πνιύ δύν αλαθιάζεηο (πξώηε 

παξαηήξεζε ζειίδα 13). 

 

 

Πξάγκαηη, έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, 

Α΄Β΄Γ΄ είλαη ηέηνηα ώζηε ηα 

Α,Β,Γ,Α΄,Β΄,Γ΄ δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ 

επηπέδνπ. Σόηε εθαξκόδνληαο αλάθιαζε 

σο πξνο ηε κεζνθάζεην ε1 ηνπ 

επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΑ΄ έρνπκε 

1
( )  refl A΄ . Τπάξρνπλ δύν πεξηπηώζεηο 

γηα ηα Γ,Γ΄. Δίηε ηζρύεη 
1
( )   refl ΄ , 

νπόηε είκαζηε έηνηκνη γηα ηελ ππόινηπε 

απόδεημε, είηε 
1
( )   refl ΄ ΄΄  θαη 

1
( )  refl ΄ ΄΄ . 

 

Σόηε εθαξκόδνληαο αλάθιαζε σο πξνο ηε 

κεζνθάζεην ε2 ηνπ ΓΓ΄΄ έρνπκε 

2
( )   refl ΄΄  θαη 

2
( )  refl ΄΄ ΄΄΄ , ην Α 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. Οπόηε θαηαθέξακε 

λα εθαξκόζνπκε ηελ Α΄Γ΄ ζηελ ΑΓ. Γηα 

ην Β΄΄΄ ππάξρνπλ πάιη δύν πεξηπηώζεηο, 

είηε ηα Β, Β΄΄΄ βξίζθνληαη ζην ίδην 

εκηεπίπεδν σο πξνο ΑΓ, είηε εθαηέξσζελ 

ηεο ΑΓ. 
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Δπεηδή ΑΒ=ΑΒ΄΄΄ θαη ΒΓ=Β΄΄΄Γ, έπεηαη 

όηη ε ΑΓ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ηκήκαηνο 

ΒΒ΄΄΄. Άξα δελ γίλεηαη Β, Β΄΄΄ ζην ίδην 

εκηεπίπεδν σο πξνο ηελ ΑΓ, αιιά 

εθαηέξσζελ απηήο. Έηζη, ζπλερίδεη ε 

απόδεημε. 

 

Δπεηδή ΑΒ΄=ΑΒ θαη ΓΒ΄=ΓΒ, έπεηαη όηη ε ΑΓ είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ ΒΒ΄. 

΢πλεπώο ε ( )  refl ΄  θαη άξα κε απηό δείρλνπκε όηη ηα δύν ηξίγσλα είλαη ίζα. 

 

 

 

 

Ηζρπξηζκόο: Κάζε δύν ίζα επζύγξακκα ηκήκαηα ζπλδένληαη κε κία ηζνκεηξία. 

Απόδεημε: Γηαθξίλνπκε ηηο εμήο ηξεηο πεξηπηώζεηο: 

 Πεξίπησζε 1:  

 

Αλ ηα δύν επζύγξακκα ηκήκαηα είλαη παξάιιεια ηόηε 

θάλνληαο κία κεηαθνξά 


trans  έρνπκε ( )


 trans AB . 

 

 

 

 

 

 

 Πεξίπησζε 2:  

ΑΒ, ΓΓ ηα επζύγξακκα ηκήκαηα, Μ, Ν αληηζηνίρσο ηα κέζα ηνπο, Ρ ην 

ζεκείν ηνκήο ηνπο, ζ ε κεηαμύ ηνπο γσλία.  



36 
 

 

Δθαξκόδνπκε 

( )


   trans ΄ ΄ , 

( )


   trans ΄ ΄  . Σα 

λέα ηκήκαηα Α΄Β΄,Γ΄Γ΄ 

ηέκλνληαη ζην κέζν ηνπο 

 ΄ . Δθαξκόδνληαο 

, ( )   rot  έρνπκε ην 

δεηνύκελν. 

 

 

Γηαθνξεηηθά κπνξνύκε λα 

ην απνδείμνπκε αλ 

εθαξκόζνπκε 

( )


  trans ΄  θαη ζηε 

ζπλέρεηα 
, ( )   rot ΄  

 

 

 

 

 

 

 Πεξίπησζε 3:  

 

Αλ δελ είλαη παξάιιεια νύηε έρνπλ 

ζεκείν ηνκήο, αιιά ηέκλνληαη νη 

πξνεθηάζεηο ηνπο θαηά γσλία ζ, ηόηε 

εθαξκόδνπκε ( )


  trans ΄  θαη 

ζηε ζπλέρεηα , ( )   rot ΄ . 
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Θεώξεκα 4: Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κία πιεπξά ηνπο θαη ηηο πξνζθείκελεο ζ’ απηή 

γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, είλαη ίζα. (Γ-Π-Γ). 

Απόδεημε: 

 Έζησ ηξίγσλα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ κε ΑΓ=Α΄Γ΄ θαη ηηο γσλίεο Α=Α΄, Γ=Γ΄. 

 

 

Δθαξκόδνληαο θαηάιιεινπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο νη νπνίνη εμαξηώληαη 

απ’ ηελ αξρηθή ζέζε ησλ ηξηγώλσλ, 

θέξνπκε ηελ ΑΓ επί ηεο Α΄Γ΄ κε Β, Β΄ 

εθαηέξσζελ ηεο ΑΓ, όπσο θαίλεηαη ζην 

ζρήκα. Οη κεηαζρεκαηηζκνί απηνί ζα 

κπνξνύζαλ λα είλαη ην πνιύ δύν 

αλαθιάζεηο (πξώηε παξαηήξεζε ζειίδα 

13). 

 

Πξάγκαηη, έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, 

Α΄Β΄Γ΄ είλαη ηέηνηα ώζηε ηα 

Α,Β,Γ,Α΄,Β΄,Γ΄ δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ 

επηπέδνπ. Σόηε εθαξκόδνληαο αλάθιαζε 

σο πξνο ηε κεζνθάζεην ε1 ηνπ 

επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΑ΄ έρνπκε 

1
( )  refl A΄ . Τπάξρνπλ δύν πεξηπηώζεηο 

γηα ηα Γ,Γ΄. Δίηε ηζρύεη 
1
( )   refl ΄ , 

νπόηε είκαζηε έηνηκνη γηα ηελ ππόινηπε 

απόδεημε, είηε 
1
( )   refl ΄ ΄΄  θαη 

1
( )  refl ΄ ΄΄ . 

 

 

Σόηε εθαξκόδνληαο αλάθιαζε σο πξνο ηε 

κεζνθάζεην ε2 ηνπ ΓΓ΄΄ έρνπκε 

2
( )   refl ΄΄  θαη 

2
( )  refl ΄΄ ΄΄΄ , ην Α 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. Οπόηε θαηαθέξακε 

λα εθαξκόζνπκε ηελ Α΄Γ΄ ζηελ ΑΓ. Γηα 

ην Β΄΄΄ ππάξρνπλ πάιη δύν πεξηπηώζεηο, 

είηε ηα Β, Β΄΄΄ βξίζθνληαη ζην ίδην 

εκηεπίπεδν σο πξνο ΑΓ, είηε εθαηέξσζελ 

ηεο ΑΓ. 
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Ζ πξώηε πεξίπησζε δελ ζα κπνξνύζε λα 

ηζρύεη γηαηί   ΄΄΄  θαη 

΄΄΄  θαη ζπλεπώο ΄΄΄  

Άξα ππνρξεσηηθά ηα Β, Β΄΄΄ βξίζθνληαη 

εθαηέξσζελ ηεο ΑΓ θαη ζπλερίδεη ε 

απόδεημε. 

 

Σόηε όκσο ε ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ησλ ΄  θαη ΄ . Λακβάλνληαο ηε refl  

έρνπκε ηελ Β΄Γ λα απεηθνλίδεηαη επί ηεο ΒΓ θαη ηελ ΒΆ λα απεηθνλίδεηαη επί ηεο ΒΑ. 

Σα λέα επζύγξακκα ηκήκαηα ππνρξεσηηθά ζα ηέκλνληαη αθνύ Α+Γ<2π θαη κάιηζηα 

ππνρξεσηηθά ζην Β ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ, αθνύ δύν ηεκλόκελεο επζείεο έρνπλ 

κνλαδηθό ζεκείν ηνκήο θαη ε αλάθιαζε σο ηζνκεηξία δηαηεξεί ηα κήθε. ΢πλεπώο 

έρνπκε ηώξα ( )   refl ΄  θαη ( )   refl ΄ . Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ 

έρνπλ ηηο ηξεηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία (Π-Π-Π) θη έηζη είλαη ίζα. Δπνκέλσο 

ην Γ-Π-Γ απνηειεί θξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 
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ΠΠααξξάάιιιιεειιεεοο  

Θεώξεκα 5: Αλ δύν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο 

εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο. 

Απόδεημε: 

 

 

Έζησ νη επζείεο ε1=ςς΄ θαη ε2=ρρ΄ κε ε1//ε2 θαη ε κία ηέκλνπζα απηώλ κε ζεκεία 

ηνκήο Α θαη Β αληίζηνηρα. Θα δείμνπκε όηη ΄ z΄ z     . Πξνθαλώο ζα ηζρύεη 

( )trans A B


 , νπόηε κέζσ απηήο ηεο κεηαθνξάο έρνπκε ΄ z΄ ΄ z΄     . Όκσο 

΄ z΄ z      σο θαηαθνξπθήλ (Θεώξεκα 1). ΢πλεπώο ΄ z΄ z      θαη άξα 

νη εληόο ελαιιάμ γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνληαη όηαλ δύν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη 

από ηξίηε είλαη ίζεο. 

 

 

 

Αμίσκα: Από ζεκείν εθηόο επζείαο ε θέξεηαη κνλαδηθή παξάιιειε πξνο ηελ ε. 
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Πόξηζκα: Αλ δύν επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε θαη ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο ελαιιάμ 

γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη παξάιιειεο.  

Απόδεημε: 

 

 

 Έζησ νη επζείεο ε1=ςς΄, ε2=ρρ΄ θαη ε ηέκλνπζα απηώλ, ώζηε νη γσλίεο z   ,

΄ z΄    λα είλαη ίζεο. Θεσξνύκε όηη νη ε1, ε2 δελ είλαη παξάιιειεο. Σόηε ππάξρεη 

επζεία ε1΄=αα΄ πνπ λα δηέξρεηαη από ην Α θαη λα είλαη παξάιιειε κε ηελ ε2. Σόηε 

όκσο από ην Θεώξεκα 5, αθνύ ε1΄//ε2, έπεηαη όηη ΄ z΄ z     . Δθαξκόδνληαο 

γηα ηε γσλία z   κεηαθνξά 
BA

trans  θαη ζηε ζπλέρεηα ζηξνθή hA, ηόηε ιόγσ ηνπ 

ακθηκνλνζήκαληνπ ησλ ηζνκεηξηώλ έπεηαη όηη z ΄ z΄      θαη 

z ΄ z΄      θαη άξα ΄ z΄ ΄ z΄     , δειαδή νη επζείεο ε1, ε1΄ ηαπηίδνληαη 

θη επεηδή ε1΄//ε2, έπεηαη όηη ε1//ε2. 
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ΗΗζζννζζθθεειιέέοο  ηηξξίίγγσσλλνν  

 

Θεώξεκα 6: Οη γσλίεο ζηε βάζε ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ είλαη ίζεο. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Φέξσ 

ηε κεζνθάζεην ε ηνπ ΒΓ, έζησ Μ κέζν ηνπ ΒΓ. 

Σν Α αλήθεη ζηελ ε (Θεώξεκα 2). 

Δθαξκόδνληαο αλάθιαζε σο πξνο ηελ ε έρσ 

( )refl     θαη ζπλεπώο ( )refl    , 

( )refl   , ( )refl    . Άξα ην 

ηξίγσλν ΑΒΜ εθαξκόδεη ζην ΑΜΓ θη επεηδή νη 

ηζνκεηξίεο δηαηεξνύλ ηηο γσλίεο, έπεηαη όηη 

 . 

 

 

 

 

 

 

Πόξηζκα: ΢ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ε δηάκεζνο, ην ύςνο θαη ε δηρνηόκνο πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηε βάζε ηνπ ζπκπίπηνπλ. 

Απόδεημε: 

 Απ’ ην Θεώξεκα 6 έρνπκε όηη ΑΜ δηάκεζνο θαη ύςνο ηνπ ηζνζθεινύο ΑΒΓ. Απ’ ηελ 

ηαύηηζε ησλ ηξηγώλσλ ΑΒΜ, ΑΜΓ πνπ πξνθύπηεη κεηά από αλάθιαζε σο πξνο ηελ 

ΑΜ έρνπκε  , δειαδή ε ΑΜ είλαη θαη δηρνηόκνο ηνπ ηξηγώλνπ. 
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ΠΠααξξααιιιιεειιόόγγξξαακκκκαα  

Πξόηαζε 1: Σν Μ είλαη κέζν ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ αλ θαη κόλν αλ 

hBhM=hMhA. 

Απόδεημε:  

 

Από ηελ εθαξκνγή ηεο h έρνπκε 

ΓΜ=ΜΓ΄΄΄ θαη ΜΓ΄΄=Γ΄Μ, άξα ΓΓ΄Γ΄΄΄Γ΄΄ 

παξαιιειόγξακκν (δηαγώληνη 

δηρνηνκνύληαη). ΢πλεπώο πξάγκαηη 

hBhM=hMhA θαη αθνύ ην Μ είλαη θέληξν 

ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ, έπεηαη επίζεο όηη 

ΑΜ=ΜΒ. 

 

 

 

 

Πξόηαζε 2: Σν ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν αλ θαη κόλν αλ hΓhΓhBhA=i. 

Απόδεημε:  

(επζύ): 

 

 Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν θαη AB  ,   . Υσξίο βιάβε ηεο 

γεληθόηεηαο ζεσξνύκε ην ζεκείν Β. Θα δείμνπκε όηη hΓhΓhBhA(Β)=Β. Πξάγκαηη, 

έζησ hΑ(Β)=Δ ( 2  ), hΒ(Δ)=Ε ( 4  ), hΓ(Ε)=Ζ ( 2 4    ). Σόηε 

όκσο      θαη πξέπεη ην δεηνύκελν ζεκείν Ρ, ώζηε hΓ(Ζ)=Ρ, λα ηθαλνπνηεί ηε 

ζπλζήθε     . Όκσο επεηδή      έπεηαη όηη   . ΢πλεπώο έρνπκε 

hΓhΓhBhA(Β)= hΓhΓhB(Δ)= hΓhΓ(Ε)= hΓ(Ζ)=Β θαη άξα hΓhΓhBhA=i.  
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(αληηζηξόθσο): 

 

Έζησ ΑΒΓΓ ηεηξάπιεπξν γηα ην νπνίν ηζρύεη hΓhΓhBhA=i. (1)  Θεσξνύκε επί ηεο ΑΓ 

ζεκείν Ρ ηέηνην ώζηε     , νπόηε ΑΒΓΡ παξαιιειόγξακκν. Σόηε όκσο απ’ 

ην επζύ ηεο πξόηαζεο ζα ηζρύεη hΡhΓhBhA=i. (2) Απ’ ηε ζρέζε (1) έρνπκε hΓ=hAhBhΓ 

θαη απ’ ηε (2) hP=hAhBhΓ. Δπνκέλσο hΓ=hP γηα θάζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. ΢πλεπώο ηα 

Ρ, Γ ηαπηίδνληαη θαη άξα ην ΑΒΓΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

 

 

 

Πξόηαζε 3: Αλ Α, Β, Γ δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηόηε ηζρύεη hAhBhΓ 

=hΓhBhA. 

Απόδεημε: 

 Έζησ Α, Β, Γ δηαθνξεηηθά κε ζπλεπζεηαθά ζεκεία ηνπ επηπέδνπ. 

 

Σόηε κπνξνύκε λα βξνύκε ζεκείν Γ ηνπ 

επηπέδνπ, ηέηνην ώζηε ΑΒΓΓ 

παξαιιειόγξακκν. [Πξάγκαηη, θέξσ απ’ 

ην Γ παξάιιειε πξνο ηελ ΑΒ θαη απ’ ην 

Α παξάιιειε ζηε ΒΓ. Οη δύν απηέο 

επζείεο ηέκλνληαη ζην Γ. Αλ δελ ππήξρε 

ζεκείν ηνκήο ηόηε ηα Α, Β, Γ 

ζπλεπζεηαθά, άηνπν]. Αθνύ ΑΒΓΓ 

παξαιιειόγξακκν ηζρύεη όηη  

 

 

hAhBhΓhΓ=i     1 1 1 1( )h h h h h h h h h h   

             
hAhBhΓ= hΓhBhA 

 

hΓhΓhBhA=i 1 1 1 1( )h h h h h h h h h h   

              

 (επεηδή ε θεληξηθή ζπκκεηξία ,h rot    είλαη απηναληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο 

έπεηαη όηη 1h h

  . 
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Θεώξεκα 7: Οη δηαγώληνη ελόο παξαιιεινγξάκκνπ δηρνηνκνύληαη. 

Απόδεημε: 

Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν θαη Ο κέζν ηεο ΑΓ (ΟΑ=ΟΓ). 

 

Σόηε απ’ ηελ πξόηαζε 1 έρνπκε hAhO=hOhΓ. 

Απ’ ηελ πξόηαζε 2, επεηδή ην ΑΒΓΓ είλαη 

παξαιιειόγξακκν ηζρύεη hAhBhΓhΓ=i θαη 

επνκέλσο hΓ=hΓhBhA νπόηε ιακβάλνληαο 

ππόςε θαη ηελ πξόηαζε 3 έρνπκε 

hΓhO=hΓhBhAhO=hΓhBhOhΓ=hOhBhΓhΓ=hOhB. 

Άξα πξάγκαηη ην Ο είλαη κέζν θαη ηνπ ΒΓ. 

 

 

 

 

Πόξηζκα 1: Σν ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ απνηειεί θέληξν ζπκκεηξίαο ηνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν θαη Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ηνπ. Έζησ 

επίζεο ηπραίν ζεκείν Δ επί ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ. Φέξνπκε ηελ ΟΔ 

 

θαη πξνεθηείλνπκε γηα λα ηκήζεη ην 

παξαιιειόγξακκν ζ’ έλα άιιν ζεκείν Δ΄. 

Αξθεί λα δείμνπκε όηη ΟΔ=ΟΔ΄. Πξάγκαηη 

εθαξκόδνληαο ηε hO έρνπκε   hO(Ο)=Ο, 

hO(Γ)=Β θαη ζπλεπώο hO(ΟΓ)=ΟΒ, 

( )h    (εληόο ελαιιάμ ησλ 

παξαιιήισλ ΑΒ, ΓΓ), ( )h ΄    

(θαηαθνξπθήλ). 

 

΢πλεπώο ην ηξίγσλν ΟΓΔ΄ κεηαθέξεηαη ζην ΟΒΔ θαη απ’ ην θξηηήξην Γ-Π-Γ έρνπκε 

ηαύηηζε απηώλ. Άξα ΟΔ=ΟΔ΄ θαη ζπλεπώο Ο θέληξν ζπκκεηξίαο ηνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ. 
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Πόξηζκα 2: Κάζε δηαγώληνο ελόο παξαιιεινγξάκκνπ ρσξίδεη ην παξαιιειόγξακκν 

ζε δύν ίζα ηξίγσλα. 

Απόδεημε: 

Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν. Θεσξνύκε ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ηε 

δηαγώλην ΒΓ. Δθαξκόδνληαο ηε hO θαη γλσξίδνληαο όηη ην Ο απνηειεί θέληξν  

 

ζπκκεηξίαο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ έρνπκε 

hO(Α)=Γ, hO(Β)=Γ θαη επεηδή πξόθεηηαη γηα 

απηναληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό έρνπκε 

hO(ΑΓ)=ΓΒ, hO(ΑΒ)=ΓΓ, hO(ΒΓ)=ΓΒ. 

΢πλεπώο παξαηεξνύκε όηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ 

κεηαθέξεηαη ζην ηξίγσλν ΒΓΓ. Δπνκέλσο, 

πξάγκαηη ηα δύν απηά ηξίγσλα είλαη ίζα. 

 

 

 

 

Άζθεζε: Αλ ΑΒ=ΒΓ=ΓΔ, ΑΔ=ΒΓ θαη ΒΔ=ΓΓ, ηόηε ηα Α, Β, Γ είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Λύζε: 

 

Απ’ ηηο ππνζέζεηο έπεηαη όηη ΑΒΓΔ θαη ΒΓΓΔ είλαη 

παξαιιειόγξακκα, νπόηε ΒΔ//ΓΓ θαη ΑΔ//ΒΓ. 

Δπίζεο ηα ηξίγσλα ΑΒΔ θαη ΒΓΓ είλαη ίζα ιόγσ 

ηνπ θξηηεξίνπ Π-Π-Π. Δπνκέλσο ππάξρεη κία 

κεηαθνξά πνπ απεηθνλίδεη ην ΑΒΔ ζην ΒΓΓ (ιόγσ 

παξαιιειίαο θαη ηζόηεηαο ησλ πιεπξώλ). Δπεηδή 

όκσο νη κεηαθνξέο δηαηεξνύλ ηηο επζείεο έπεηαη όηη 

ηα Α, Β, Γ είλαη ζπλεπζεηαθά. 
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ΗΗζζννζζθθεειιέέοο  ηηξξααππέέδδηηνν  

Άζθεζε: Ζ κεζνθάζεηνο ηεο κεγάιεο βάζεο ηζνζθεινύο ηξαπεδίνπ είλαη 

κεζνθάζεηνο θαη ηεο κηθξήο ηνπ βάζεο. 

Λύζε: 

 Έζησ ηζνζθειέο ηξαπέδην ΑΒΓΓ (ΑΒ=ΓΓ). Αλαθινύκε ην ηξαπέδην σο πξνο ηε ΒΓ,  

 

νπόηε έρνπκε ( )refl ΄     

θαη ( )refl ΄    , θαη 

θέξνπκε ηηο ΑΑ΄, ΓΓ΄, νη 

νπνίεο είλαη θάζεηεο ζηε ΒΓ 

(ιόγσ αλάθιαζεο). Έρνπκε 

επίζεο ( )refl ΄      

δειαδή ΑΒ=Α΄Β (1) θαη άξα 

ην ΑΒΑ΄ ηξίγσλν είλαη 

ηζνζθειέο θαη 

( )refl ΄     δειαδή  

ΓΓ=ΓΓ΄(2) θαη άξα ην ΓΓΓ΄ ηξίγσλν είλαη ηζνζθειέο. Δπηπιένλ ΑΜ=ΓΝ (απόζηαζε 

παξαιιήισλ) θη επεηδή ( )refl ΄      έπεηαη όηη ΑΜ=Α΄Μ θαη νκνίσο 

( )refl ΄     νπόηε ΝΓ=ΝΓ΄. ΢πλεπώο έπεηαη όηη ΑΑ΄=ΓΓ΄ (3). Από ηηο ζρέζεηο 

(1), (2), (3) θαη ην θξηηήξην Π-Π-Π έρνπκε όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΑ΄ θαη ΓΓΓ΄ είλαη ίζα. 

΢πλεπώο θαη ηα αληίζηνηρα ύςε ηνπο ΒΜ θαη ΓΝ ζα είλαη ίζα. Άξα ην ΑΜΝΓ 

απνηειεί νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν θη επνκέλσο ε κεζνθάζεηνο (ε) ηνπ 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΓ είλαη θαη κεζνθάζεηνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΜΝ. 

Δπεηδή όκσο ΒΜ=ΝΓ έπεηαη όηη ε (ε) απνηειεί κεζνθάζεην θαη ηνπ ΒΓ. 

 

 

 

Πόξηζκα 1: Οη γσλίεο ζηε βάζε ηζνζθεινύο ηξαπεδίνπ είλαη ίζεο. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ΑΒΓΓ ηζνζθειέο ηξαπέδην (ΑΒ//ΓΓ, ΑΓ=ΒΓ) θαη ε ε κεζνθάζεηνο ζηηο δύν 

βάζεηο ηνπ. Δθαξκόδνληαο αλάθιαζε σο πξνο ηελ ε έρνπκε ( )refl   , 
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( )refl    , ( )refl    , αθνύ ην Ν θείηαη επί 

ηεο επζείαο αλαθιάζεσο. Οπόηε ( )refl   , 

( )refl   , ( )refl     θαη κέζσ απηήο 

ηεο αλάθιαζεο κεηαθέξεηαη ην ηξίγσλν ΑΓΝ ζην 

ΒΓΝ. Άξα απ’ ηελ ηζόηεηα απηώλ έπεηαη όηη νη 

γσλίεο Γ θαη Γ είλαη ίζεο. Οκνίσο, ιακβάλνληαο ηα 

ηξίγσλα ΑΓΜ θαη ΒΓΜ ζα έρνπκε ηηο γσλίεο Α θαη 

Β ίζεο. 
 

 

 

 

 

Πόξηζκα 2: Ζ κεζνθάζεηνο ησλ βάζεσλ ηζνζθεινύο ηξαπεδίνπ απνηειεί άμνλα 

ζπκκεηξίαο ηνπ. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ΑΒΓΓ ηζνζθειέο ηξαπέδην (ΑΓ=ΒΓ) θαη (ε) ε κεζνθάζεηνο ησλ βάζεώλ ηνπ, ε  

 

νπνία ηέκλεη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ ζην Μ 

(ΑΜ=ΜΒ) θαη ην επζύγξακκν ηκήκα ΓΓ ζην Ν 

(ΓΝ=ΝΓ). Αλ ζεσξήζνπκε ηελ αλάθιαζε σο 

πξνο ηελ (ε) ζα έρνπκε ( )refl   , 

( )refl    . Άξα ( )refl   , 

( )refl   , ( )refl    , αθνύ ηα Μ, 

Ν ζεκεία ηεο επζείαο αλαθιάζεσο θη επεηδή ε 

αλάθιαζε κεηαθέξεη σο ηζνκεηξία θαη ηηο 

γσλίεο, έπεηαη όηη ε refl  κεηαθέξεη ην ΑΜΝΓ  

 

ζην ΒΜΝΓ θαη ζπλεπώο πξάγκαηη ε κεζνθάζεηνο ησλ βάζεσλ ηζνζθεινύο ηξαπεδίνπ 

απνηειεί άμνλα ζπκκεηξίαο ηνπ. 
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Πόξηζκα 3: Οη δηαγώληνη ηζνζθεινύο ηξαπεδίνπ είλαη ίζεο. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ΑΒΓΓ ηζνζθειέο ηξαπέδην (ΑΒ//ΓΓ, ΑΓ=ΒΓ) θαη (ε) ε κεζνθάζεηνο ησλ  

 

βάζεώλ ηνπ. Έζησ ε δηαγώληνο ΒΓ θαη Ρ ην 

ζεκείν ηνκήο ηεο κε ηελ ε. Δπεηδή ε ε είλαη 

άμνλαο ζπκκεηξίαο ηνπ ΑΒΓΓ έρνπκε 

( )refl    , ( )refl    , ( )refl    , 

( )refl    , ( )refl     θαη ζπλεπώο 

( )refl    , ( )refl    . Δπνκέλσο 

ΒΓ=ΒΡ+ΓΡ=ΑΡ+ΡΓ=ΑΓ. Άξα πξάγκαηη νη 

δηαγώληνη ηζνζθεινύο ηξαπεδίνπ είλαη ίζεο. 

 

 

 

 

 

Θεώξεκα 8: Αλ νη γσλίεο ηεο βάζεο ελόο ηξαπεδίνπ είλαη ίζεο, ηόηε ην ηξαπέδην 

είλαη ηζνζθειέο. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ΑΒΓΓ ηξαπέδην ηνπ νπνίνπ νη γσλίεο ηεο βάζεο είλαη ίζεο, δειαδή Β=Γ.  

 

Θεσξνύκε ηε 

κεζνθάζεην (ε) ηεο 

πιεπξάο ΒΓ, ε νπνία 

ζπλαληά ηε ΒΓ ζην Μ. 

Δθαξκόδνπκε 

αλάθιαζε σο πξνο ηελ 

(ε), νπόηε ηόηε ηζρύεη 

( )refl    , αθνύ

   θαη ΒΜ=ΜΓ. 

Δπεηδή Β=Γ έπεηαη όηη 

κέζσ ηεο αλάθιαζεο ε πιεπξά ΑΒ ζα βξίζθεηαη επί ηεο ΓΓ, έζησ ζην επζύγξακκν 

ηκήκα ΓΡ, όπνπ ( )refl   . Άηνπν δηόηη ζα έπξεπε   , όκσο    αθνύ 

ΑΓ//ΒΓ θαη   . Άξα ππνρξεσηηθά ( )refl   , ζπλεπώο ΑΒ=ΓΓ, αθνύ 

( )refl    . Δπνκέλσο πξόθεηηαη γηα ηζνζθειέο ηξαπέδην. 
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ΔΔκκββααδδάά  

Θεώξεκα 9: Ζ επηθάλεηα ελόο παξαιιεινγξάκκνπ είλαη ίζε κε ηελ αληίζηνηρε 

επηθάλεηα ελόο νξζνγσλίνπ κε ηελ ίδηα βάζε θαη ην ίδην ύςνο. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν, d ε 

απόζηαζε ησλ παξαιιήισλ ΑΓ, ΒΓ 

θαη    . Μέζσ κίαο trans


 

ζα έρνπκε ( )trans

    θαη 

( )trans

   , όπνπ ΑΖ=ΓΘ=d ε 

απόζηαζε κεηαμύ ησλ παξαιιήισλ 

ΑΓ, ΒΓ. ΢πλεπώο κέζσ ηεο trans


  

έρνπκε κεηαθνξά ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΖ ζην ΓΓΘ, απ’ ην νπνίν ζπλεπάγεηαη όηη 

ΒΖ=ΓΘ θαη άξα ΒΓ=ΖΘ θη επεηδή ΑΖ=ΓΘ (απόζηαζε παξαιιήισλ) έπεηαη ην 

δεηνύκελν. 

 

 

 

Θεώξεκα 10: Ζ επηθάλεηα ελόο ηξαπεδίνπ ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηνπ 

εκηαζξνίζκαηνο ησλ βάζεώλ ηνπ επί ην ύςνο ηνπ. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ΑΒΓΓ ηξαπέδην (ΑΓ//ΒΓ) θαη Μ ην κέζν ηεο ΓΓ. Δθαξκόδνληαο ζηξνθή 
 

 

,rot h   ζα πξνθύςεη ην 

δηπιάζην ζρήκα κε θέληξν 

ζπκκεηξίαο ην Μ. Σν λέν 

απηό ζρήκα ΑΒΑ΄Β΄ είλαη 

παξαιιειόγξακκν αθνύ 

ΑΒ΄//Α΄Β θαη ΑΒ΄=Α΄Β= 

=Β+β, όπνπ Β=ΒΓ θαη 

β=ΑΓ. Δπνκέλσο ε 

επηθάλεηα ηνπ ΑΒΑ΄Β΄ ζα 

είλαη ίζε κε (Β+β)π, όπνπ π
 

ε απόζηαζε ησλ παξαιιήισλ ΑΓ, ΒΓ. Δπεηδή όκσο ην ΑΒΑ΄Β΄ πξνέθπςε απ’ ην 

ΑΒΓΓ κε ζηξνθή, έπεηαη όηη ε επηθάλεηα ηνπ ΑΒΓΓ είλαη ίζε κε ηε κηζή ηνπ 

ΑΒΑ΄Β΄. ΢πλεπώο πξάγκαηη ε επηθάλεηα ελόο ηξαπεδίνπ ηζνύηαη κε ην εκηάζξνηζκα 

ησλ βάζεώλ ηνπ επί ην ύςνο ηνπ (
2

B 



 ). 
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Θεώξεκα 11: Ζ επηθάλεηα ελόο ηξηγώλνπ ηζνύηαη κε ην εκηγηλόκελν κίαο πιεπξάο 

ηνπ επί ην αληίζηνηρν ύςνο. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ΑΒΓ θαη ΑΖ ην ύςνο πνπ αληηζηνηρεί ζηε ΒΓ. Παίξλνπκε Μ ην κέζν ηεο ΑΓ  

 

θαη εθαξκόδνπκε ηε ζηξνθή 

,rot h  , ε νπνία δίλεη

( )h ΄    θαη άξα 

΄   , δειαδή ηα  

Β, Μ, Β΄ ζπλεπζεηαθά κε 

ΒΜ=Β΄Μ, αθνύ ( )h ΄   ,  

( )h M M  άξα  

( )h BM MB΄  .Δπεηδή θαη ΑΜ=ΜΓ έπεηαη όηη ην ΑΒΓΒ΄ είλαη παξαιιειόγξακκν 

(δηαγώληνη δηρνηνκνύληαη). ΢πλεπώο ην ΑΖ είλαη ε απόζηαζε ησλ παξαιιήισλ ΑΒ΄, 

ΓΒ θαη απ’ ην πόξηζκα 1 ηνπ ζεσξήκαηνο 8 έρνπκε όηη ε επηθάλεηα ηνπ ΑΒΓ είλαη 

ίζε κε ηελ αληίζηνηρε ηνπ ΑΒ΄Γ. Δπνκέλσο, ην εκβαδόλ ηνπ ΑΒΓ είλαη ίζν κε 

( )

2

΄
, ην νπνίν απ’ ην ζεώξεκα 11 είλαη 

2


. 
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ΔΔθθααξξκκννγγέέοο  ηησσλλ  ππααξξααιιιιεειιννγγξξάάκκκκσσλλ..  

Θεώξεκα 12: Σα κέζα ησλ πιεπξώλ ελόο ηεηξαπιεύξνπ ζρεκαηίδνπλ 

παξαιιειόγξακκν. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ΑΒΓΓ ηεηξάπιεπξν θαη Μ,Ν,Ρ,Η 

ηα κέζα ησλ ΑΓ,ΑΒ,ΒΓ,ΓΓ αληίζηνηρα. 

Σόηε όκσο κέζσ ζηξνθώλ γσλίαο π 

έρνπκε: 

hMhNhPhI(Γ)=hMhNhP(Γ)=hMhN(B)= 

=hM(A)=Γ . Δπνκέλσο hMhNhPhI=i θαη 

άξα ΜΝΡΗ παξαιιειόγξακκν. 

 

 

 

 

 

Θεώξεκα 13: Αλ ΑΒΓΓ θαη ΓΔΕΓ παξαιιειόγξακκα, ηόηε θαη ην ΑΒΕΔ ζα είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

Απόδεημε:  

 

Δπεηδή ΑΒΓΓ, ΓΔΕΓ 

παξαιιειόγξακκα ηζρύεη 

hAhBhΓhΓ=i θαη hΓhΓhΕhE=i 

άξα πξέπεη  

(hAhBhΓhΓ)( hΓhΓhΕhE)=i , 

απ’ όπνπ έρνπκε 

hAhBhΕhE=i δειαδή ΑΒΕΔ 

παξαιιειόγξακκν. 
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Θεώξεκα 14: Αλ ΑΒΓΓ θαη ΒΔΓΕ παξαιιειόγξακκα, ηόηε ην ΑΔΓΕ είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

Απόδεημε: 

 

 

Αθνύ ΑΒΓΓ θαη ΒΔΓΕ παξαιιειόγξακκα ηζρύεη όηη hΓhΓhBhA=i θαη hEhBhZhΓ=i. 

Δπνκέλσο έρνπκε όηη hAhZhΓhE=( hΓhΓhBhA)( hAhZhΓhE)( hEhBhZhΓ)=                                   

( hΓhΓhBhZ)( hΓhBhZhΓ)=( hΓhΓhBhZ)( hZhBhΓhΓ)=i θαη άξα ην ΑΔΓΕ 

παξαιιειόγξακκν. 

 

 

 

 

Πξόηαζε 4: Αλ ε1, ε2, ε3 ζπληξέρνπζεο επζείεο ηόηε
1 2 3 3 2 1

refl refl refl refl refl refl       

Απόδεημε:  

Γηα ηελ αληίζηξνθε ηεο 
1 2 3

refl refl refl    ηζρύεη πξνθαλώο όηη 

1 2 3 3 2 1

1 1 1 1( )refl refl refl refl refl refl     

    =(1) .Όκσο  νη αλαθιάζεηο απνηεινύλ 

απηναληίζηξνθνπο κεηαζρεκαηηζκνύο θη επνκέλσο ε (1) γίλεηαη ίζε κε 

3 2 1
refl refl refl   . Δπεηδή 

1 2 3

2( )refl refl refl i     έπεηαη πξάγκαηη όηη 

1 2 3 3 2 1
refl refl refl refl refl refl      . 
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Άζθεζε: Έζησ Α,Β,Γ,Γ,Δ,Ε νκνθπθιηθά θαη επζείεο ε1, ε2, ε3 λα ζπληξέρνπλ, 

ηέηνηεο ώζηε ε ε1 λα είλαη κεζνθάζεηνο ησλ ΑΒ θαη ΔΓ, ε ε2 κεζνθάζεηνο ησλ ΒΓ θαη 

ΔΕ θαη ε ε3 κεζνθάζεηνο ηνπ ΓΓ, ηόηε ε ε3 είλαη κεζνθάζεηνο θαη ηνπ ΑΕ. 

Απόδεημε:  

 

[Έζησ Α,Β,Γ,Γ,Δ,Ε νκνθπθιηθά θαη ζπληξέρνπζεο επζείεο ε1, ε2, ε3, ηέηνηεο ώζηε ε ε1 

κεζνθάζεηνο ησλ ΑΒ θαη ΔΓ, όπνπ Μ κέζν ΑΒ θαη Η κέζν ΔΓ, ε2 κεζνθάζεηνο ησλ 

ΒΓ θαη ΔΕ, όπνπ Ν κέζν ΒΓ θαη Κ κέζν ΔΕ θαη ε3 κεζνθάζεηνο ΓΓ, όπνπ Ρ κέζν ΓΓ 

θαη ε ε3 ηέκλεη ηε ΑΕ ζην Λ. Αθνύ ε1 κεζνθάζεηνο ΑΒ άξα ΟΑ=ΟΒ. Πξάγκαηη, αλ 

γίλεη αλάθιαζε σο πξνο ε1 ζα έρνπκε 
1
( )refl A B  , ΟΜ ζηαζεξό επεηδή βξίζθεηαη 

επί ηεο επζείαο αλαθιάζεσο. Άξα κέζσ απηήο ηεο αλάθιαζεο ην ηξίγσλν ΟΑΜ 

αληηζηνηρίδεηαη ζην ΒΟΜ θαη ζπλεπώο ΟΑ=ΟΒ. Οκνίσο ζα ηζρύεη θαη γηα ηα 

επζύγξακκα ηκήκαηα ΒΓ,ΓΓ,ΓΔ,ΔΕ. Άξα ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ=ΟΓ=ΟΔ=ΟΕ θη επνκέλσο Ο 

ην θέληξν ηνπ θύθινπ.]  Αλ ηώξα ε3 κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΕ ζα ηζρύεη 
3
( )refl A Z  . 

Πξάγκαηη έρνπκε ιόγσ ηεο πξόηαζεο 4, 
3
( )refl A   

2 1 3 2 1
( )( )refl refl refl refl refl A       

2 1 3 2
( )( )refl refl refl refl B      

2 1 3
( )( )refl refl refl      

2 1
( )( )refl refl     

2
( )refl    . 
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Θεώξεκα 15: Έζησ Μ ην κέζν ησλ ΑΒ θαη ΔΓ, Ν ην κέζν ησλ ΒΓ θαη ΔΕ θαη Ρ ην 

κέζν ηνπ ΓΓ. Σόηε ην Ρ είλαη ην κέζν θαη ηνπ ΑΕ. 

Απόδεημε:  

 

Γλσξίδνπκε όηη γηα ηξία ζεκεία ηνπ επηπέδνπ Η,Κ,Λ ηζρύεη hΗhΚhΛ=hΛhΚhΗ. ΢πλεπώο 

γηα ηα Μ,Ν,Ρ έρνπκε hMhNhP=hPhNhM θαη άξα (hMhNhP)
2
=(hMhNhP)(hPhNhM)=i. Οπόηε 

hP(Α)=(hNhMhPhNhM)(Α)=(hNhMhPhN)(Β)=(hNhMhP)(Γ)=(hNhM)(Γ)= hN(Δ)=Ε. 

΢πλεπώο ην Ρ είλαη ην κέζν ηνπ ΑΕ. 
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ΒΒααζζηηθθάά  ΘΘεεσσξξήήκκααηηαα  

Οξηζκόο: Δπζείεο νη νπνίεο δηέξρνληαη όιεο από έλα ζεκείν ή είλαη κεηαμύ ηνπο 

παξάιιειεο απνηεινύλ κία δέζκε. 

 

 

 

Πξόηαζε 5: Αλ νη επζείεο ε1,ε2,ε3 ζρεκαηίδνπλ κία δέζκε, ηόηε ππάξρεη επζεία ε    

ζ’ απηή ηε δέζκε, ηέηνηα ώζηε 
3 2 1

refl refl refl refl    . Αληηζηξόθσο αλ 

3 2 1
refl refl refl refl    , ηόηε νη επζείεο ε1,ε2,ε3,ε ζρεκαηίδνπλ κία δέζκε. 

Απόδεημε: 

 (επζύ): Αλ νη ε1,ε2,ε3 είλαη παξάιιειεο, ηόηε κπνξνύκε λα θέξνπκε επζεία ε ηέηνηα 

ώζηε d(ε1,ε2)=d(ε, ε3), νπόηε ζα ηζρύεη ε ζρέζε. Αλ νη ε1,ε2,ε3 ζπληξέρνπλ, ηόηε 

κπνξνύκε λα θέξνπκε επζεία ε, ηέηνηα ώζηε ε γσλία πνπ ζρεκαηίδνπλ νη επζείεο ε1,ε2 

λα είλαη ίζε κε ηε γσλία πνπ ζα ζρεκαηίδνπλ νη επζείεο ε, ε3, νπόηε θαη πάιη έρνπκε 

ηελ ηζρύ ηεο ζρέζεο. 

(αληηζηξόθσο): Αλ 
3 2 1

refl refl refl refl     ηόηε 
2 1 3

refl refl refl refl    , νπόηε ε 

3
refl refl  είλαη ε ίδηα ζηξνθή ή κεηαθνξά κε ηε 

2 1
refl refl  . Σπλεπώο νη ε, ε1,ε2,ε3 είηε 

δηέξρνληαη όιεο από ην θέληξν ηεο ζηξνθήο, είηε είλαη όιεο κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο. 

Σπλεπώο ζρεκαηίδνπλ κία δέζκε. 

 

 

 

Παξαδνρή: Έζησ ε1,ε2,ε3 δηαθνξεηηθέο επζείεο. Ζ ε3 δηαηξεί ηε γσλία ησλ ε1,ε2 ή 

είλαη κεζνπαξάιιειόο ηνπο αλ θαη κόλν αλ 
31 2( )refl  . Πξάγκαηη, αθνύ 

αλαθέξεηαη γσλία ησλ επζεηώλ ή παξαιιειία απηώλ, ε ηζρύο ηεο παξαδνρήο έπεηαη 

απ’ ηνλ νξηζκό ηεο δέζκεο επζεηώλ. 
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Θεώξεκα 1: Οη κεζνθάζεηνη ησλ πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ ζπληξέρνπλ. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε1,ε2,ε3 νη κεζνθάζεηνη ησλ ΑΒ,ΒΓ,ΑΓ αληίζηνηρα. Έζησ 

επίζεο όηη ε1,ε2 ηέκλνληαη ζην Ο. Θα δείμνπκε όηη θαη ε ε3 δηέξρεηαη απ’ ην Ο. 

Πξάγκαηη, αλ ζεσξήζνπκε ηε 
3 2 1 3 2 3

( )( ) ( )( ) ( )refl refl refl refl refl refl            , 

 

παξαηεξνύκε όηη ε 
3 2 1

refl refl refl    είλαη 

αληίζεηε ηζνκεηξία, κε ην Α κνλαδηθό 

ζηαζεξό ζεκείν. Σπλεπώο δελ πξόθεηηαη γηα 

ηελ ηαπηνηηθή απεηθόληζε, αιιά γηα 

αλάθιαζε σο πξνο επζεία ε (πξόηαζε 5) θη 

επεηδή νη ε1,ε2 ηέκλνληαη ζην Ο, έπεηαη όηη 

θαη νη ε,ε3 ζα δηέξρνληαη απ’ ην Ο. Άξα 

πξάγκαηη νη κεζνθάζεηνη ελόο ηξηγώλνπ 

ζπληξέρνπλ. 

 

 

 

 

Θεώξεκα 2: Οη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ ζπληξέρνπλ. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε1,ε2,ε3 νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ Α,Β,Γ αληίζηνηρα. Έζησ  

 

επίζεο όηη νη ε1,ε2 ηέκλνληαη ζην Η. 

Θέινπκε λα δείμνπκε όηη θαη ε ε3 

δηέξρεηαη απ’ ην Η. Φέξνπκε     

θαη έρνπκε όηη ε 
1 2

refl refl refl   ζα 

είλαη ζύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 5 κία 

αλάθιαζε σο πξνο κία ηέηαξηε επζεία 

πνπ δηέξρεηαη απ’ ην Η. Δπεηδή όκσο 

1 2 1 1
( )( ) ( )( ) ( )refl refl refl refl refl refl            θαη 

3
( )refl    , 

αθνύ ε3 δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Γ, έπεηαη όηη 
1 2

refl refl refl  = 
3

refl  θαη ζπλεπώο ε ε3 

δηέξρεηαη από ην Η. 
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Πόξηζκα: Οη δηρνηόκνη δύν εμσηεξηθώλ γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ θαη ε δηρνηόκνο ηεο 

απέλαληη εζσηεξηθήο γσλίαο ζπληξέρνπλ. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε1,ε2,ε3 νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ Α, Γεμ, Βεμ αληίζηνηρα. Έζησ  

 

επίζεο όηη νη ε2,ε3 ηέκλνληαη 

ζην Η1. Θα δείμνπκε όηη θαη ε 

ε1 δηέξρεηαη απ’ ην Η1. 

Φέξνπκε 1    θαη 

έρνπκε όηη ε 
3 1 2

refl refl refl  
 

ζα είλαη κία αλάθιαζε σο 

πξνο ηέηαξηε επζεία πνπ ζα 

δηέξρεηαη απ’ ην Η1 (πξόηαζε 

5).  

Δπεηδή όκσο 

3 1 2
( )( )refl refl refl       

= 
3 1

( )( )refl refl    = 

3
( )refl      θαη 

1
( )refl     , αθνύ ε1 

δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α, 

έπεηαη όηη 
3 1 2

refl refl refl   = 

1
refl  θαη άξα θαη ε ε1 

δηέξρεηαη απ’ ην Η1. 

 

 

 

 

Θεώξεκα 3: Αλ hΓhAhB=hK, hAhBhΓ=hI θαη hBhΓhA=hΛ, ηόηε hKhΓ=hΓhI=hBhA, 

hIhA=hAhΛ=hΓhB θαη hΛhB=hBhK=hAhΓ. 

Απόδεημε: Ηζρύεη όηη hΓhAhB=hK θαη hAhBhΓ=hI. Σπλεπώο ηζρύεη όηη             

hKhΓ=hΓhI= hΓhAhBhΓ=hΓ(hAhBhΓ)= hΓhΓhBhA=hBhA.                                             

Οκνίσο ηζρύεη hAhBhΓ=hI θαη hBhΓhA=hΛ. Σπλεπώο ηζρύεη όηη                      

hIhA=hAhΛ= hAhBhΓhA=(hAhBhΓ)hA=hΓhBhAhA=hΓhB.                                                 

Καη επίζεο ηζρύεη hΓhAhB=hK θαη hBhΓhA=hΛ. Οπόηε έρνπκε                        

hΛhB=hBhK= hBhΓhAhB= (hBhΓhA)hB=hAhΓhBhB=hAhΓ. 
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Πόξηζκα: Αλ ΑΒΓΚ, ΒΓΑΗ θαη ΓΑΒΛ παξαιιειόγξακκα, ηόηε ην ΑΒΓ είλαη ην 

ηξίγσλν πνπ ζρεκαηίδεηαη απ’ ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ ΗΚΛ. Δπηπιένλ, ηα 

ύςε ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζπληξέρνπλ. 

Απόδεημε: 

 

Δπεηδή ΑΒΓΚ παξαιιειόγξακκν 

ηζρύεη hAhBhΓhK=i, ζπλεπώο 

hAhBhΓ=hK. Οκνίσο ΒΓΑΗ 

παξαιιειόγξακκν, άξα hBhΓhAhI=i, 

ζπλεπώο hBhΓhA=hI. Δπίζεο ΓΑΒΛ 

παξαιιειόγξακκν, άξα hΓhAhBhΛ=i, 

ζπλεπώο hΓhAhB=hΛ. Απ’ ην Θεώξεκα 

3 έπεηαη όηη 

 

hΛhΓ=hΓhK=hBhA 
πξόηαζε 1 

άξα ην Γ κέζν ηνπ ΚΛ 

hKhA=hAhI=hΓhB 
πξόηαζε 1 

άξα ην Α κέζν ηνπ ΗΚ 

hIhB=hBhΛ=hAhΓ 
πξόηαζε 1 

άξα ην Β κέζν ηνπ ΗΛ 

Σπλεπώο πξάγκαηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ απνηειεί ην ηξίγσλν πνπ ζρεκαηίδεηαη απ’ ηα 

κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΗΚΛ. Δπηπιένλ ηα ύςε ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζπληξέρνπλ, αθνύ 

ην πα απνηειεί κεζνθάζεην ηνπ ΗΚ (πξάγκαηη Α κέζν ΗΚ θαη αθνύ ΑΒΓΚ 

παξαιιειόγξακκν θαη    έπεηαη όηη    ), πβ κεζνθάζεηνο ηνπ ΗΛ θαη πγ 

κεζνθάζεηνο ηνπ ΚΛ θαη γλσξίδνπκε όηη νη κεζνθάζεηνη ησλ πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ 

ζπληξέρνπλ (ζεώξεκα 1). 

 

 

 

Θεώξεκα 4: Αλ hΓ(Κ)=Η, hA(I)=Λ, hB(Λ)=Κ, ηόηε hK=hBhAhΓ, hI=hAhBhΓ θαη 

hΛ=hBhΓhA. 

Απόδεημε:  

Γηα ηελ θεληξηθή ζπκκεηξία hBhAhΓ ηζρύεη hBhAhΓ(Κ)=hBhA(Η)= hB(Λ)=Κ, δειαδή 

έρεη ην Κ ζηαζεξό ζεκείν θαη άξα ην Κ απνηειεί ην θέληξν ζπκκεηξίαο. Άξα 

hK=hBhAhΓ. Οκνίσο έρνπκε hAhBhΓ(Η)= hΓhBhA(Η)= hΓhB(Λ)= hΓ(Κ)=Η θαη άξα 

hI=hAhBhΓ. Δπίζεο hBhΓhA(Λ)= hAhΓhB(Λ)= hAhΓ(Κ)= hA(Η)=Λ θαη ζπλεπώο 

hΛ=hBhΓhA.  
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Παξαηήξεζε: Γλσξίδνπκε απ’ ηελ πξόηαζε 2 όηη αλ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν, ηόηε 

hAhBhΓhΓ=i. Οπόηε hAhB=hΓhΓ θαη αθνύ ΑΒΓΓ παξαιιειόγξακκν ηζρύεη ΑΒ=ΓΓ. 

 

 

 

Πόξηζκα: Τν ηξίγσλν ΑΒΓ πνπ ζρεκαηίδεηαη ελώλνληαο ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ 

ηξηγώλνπ ΗΚΛ έρεη πιεπξέο παξάιιειεο θαη ίζεο κε ην κηζό ησλ πιεπξώλ ηνπ 

δνζέληνο ηξηγώλνπ. 

Απόδεημε: 

 

 

Έζησ ηξίγσλν ΗΚΛ κε Α κέζν ΗΛ, 

νπόηε hA(Η)=Λ, Β κέζν ΚΛ, νπόηε 

hB(Λ)=Κ θαη Γ κέζν ΗΚ, νπόηε 

hΓ(Κ)=Η. Απ’ ην ζεώξεκα 4 έρνπκε όηη 

hK=hBhAhΓ θαη ζπλεπώο hBhK=hAhΓ. 

Οπόηε έρνπκε όηη ΒΚ=ΑΓ, όκσο ΒΚ=

1

2
ΚΛ θαη άξα ΑΓ=

1

2
ΚΛ. Οκνίσο 

έρνπκε hI=hAhBhΓ, δειαδή hIhΓ=hAhB. 

 Οπόηε ΗΓ=ΑΒ θαη άξα 
1

2
ΗΚ=ΑΒ θαη hΛ=hBhΓhA, δειαδή hΛhA=hBhΓ. Οπόηε ΑΛ=ΒΓ 

θαη άξα 
1

2
ΗΛ=ΒΓ. Απ’ ηηο παξαπάλσ ηζόηεηεο έπεηαη επίζεο όηη ΒΑΗΓ είλαη 

παξαιιειόγξακκν θαη άξα ΒΓ//ΛΗ, ΛΑΓΒ παξαιιειόγξακκν θαη άξα ΑΓ//ΚΛ θαη 

ΑΒΚΓ παξαιιειόγξακκν θαη άξα ΑΒ//ΗΚ. 
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Θεώξεκα 5: Οη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ ζπληξέρνπλ ζε ζεκείν ην νπνίν απέρεη από 

θάζε θνξπθή ηνπ ηξηγώλνπ ⅔ ηεο αληίζηνηρεο δηακέζνπ. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ, ΑΑ΄,ΓΓ΄ δηάκεζνη 

απηνύ πνπ ηέκλνληαη ζην G. Έζησ επίζεο 

όηη AG=2GA΄, νπόηε ηζρύεη όηη 

hAhG=hGhA΄hGhA΄.(1) Δπεηδή ηα Α΄,Γ΄ είλαη 

κέζα ησλ ΒΓ, ΑΒ αληίζηνηρα ηζρύεη: 

hBhA΄=hA΄hΓ θαη άξα hB= hA΄hΓ hA΄ (*) θαη 

hBhΓ΄=hΓ΄hA θαη άξα hBhΓ΄hΑhΓ΄=i, νπόηε 

hΓ΄=hBhΓ΄hΑ* hA΄hΓ hA΄hΓ΄hΑ. (2). Γηα λα 

ηζρύεη ΓG=2GΓ΄ πξέπεη λα ηζρύεη κία 

ζρέζε αληίζηνηρε ηεο (1), δειαδή 

hΓhG=hGhΓ΄hGhΓ΄. Πξάγκαηη, έρνπκε 

 όηη hΓhGhΓ΄hGhΓ΄hG
(2) 

hΓhG(hA΄hΓ hA΄hΓ΄hΑ)hGhΓ΄hG = hΓ(hGhA΄hΓ) hA΄(hΓ΄hΑhG)hΓ΄hG
πξ.3 

hΓ hΓ hA΄hGhA΄hGhAhΓ΄hΓ΄hG=hA΄hGhA΄hGhAhG
(1)  

i. Σπλεπώο hΓhG=hGhΓ΄hGhΓ΄ θαη 

επνκέλσο πξάγκαηη ΓG=2GΓ΄.  Οκνίσο γηα λα ηζρύεη ΒG=2GΒ΄, όπνπ Β΄ κέζν ΑΓ, 

ζα πξέπεη λα ηζρύεη hΒhG=hGhΒ΄hGhΒ΄(**). Δπεηδή Β΄ κέζν ΑΓ έρνπκε hΓhΒ΄=hΒ΄hΑ θαη 

άξα hΒ΄= hΓhΒ΄hΑ
(*)  

hA΄hΒ hA΄ hΒ΄hΑ(3). Οπόηε γηα ηε (**) έρνπκε hΒhGhΒ΄hGhΒ΄hG
(3) 

hΒhG(hA΄hΒ hA΄hΒ΄hΑ)hGhΒ΄hG= hΒ(hGhA΄hΒ)hA΄(hΒ΄hΑhG)hΒ΄hG 
πξ.3 

hΒhΒhA΄hGhA΄hGhΑhΒ΄hΒ΄hG=hA΄hGhA΄hGhΑhG
(1)  

i. Σπλεπώο hΒhG=hGhΒ΄hGhΒ΄ θη 

επνκέλσο ΒG=2GΒ΄. 

 

 

 

Πξόηαζε 6: Οη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ σο δηαλύζκαηα ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΑΑ΄,ΒΒ΄,ΓΓ΄ νη δηάκεζνί 

ηνπ. Δπεθηείλνληαο ηελ ΑΑ΄ θαηά ηκήκα 

Α΄Γ=ΑΑ΄ έρνπκε ην ηξίγσλν ΒΓΓ πνπ είλαη ίζν 

κε ην αξρηθό. [Πξάγκαηη, ζπγθξίλνληαο ηα 

ηξίγσλα ΑΒΑ΄,Α΄ΓΓ έρνπκε ΄ ΄     

(θαηαθνξπθήλ), ΒΑ΄=Α΄Γ, ΑΑ΄=Α΄Γ θαη νκνίσο 

γηα ηα ηξίγσλα Α΄ΒΓ θαη ΑΑ΄Γ έρνπκε

΄ ΄     (θαηαθνξπθήλ), ΒΑ΄=Α΄Γ, 

ΑΑ΄=Α΄Γ. Σπλεπώο θαη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΒΓΓ 

είλαη ίζα]. Έζησ Β΄΄ ην κέζν ηνπ ΓΓ. Τν ΑΒΓΓ 

είλαη παξαιιειόγξακκν άξα ηζρύεη ΒΓ΄=Β΄΄Γ θαη 

ΒΓ΄//Β΄΄Γ θαη ζπλεπώο ΒΓ΄ΓΒ΄΄ 

παξαιιειόγξακκν. Άξα ΓΓ΄=Β΄΄Β. Σην ηξίγσλν 

ΑΓΓ ηα Β΄,Β΄΄ κέζα ησλ ΑΓ, ΓΓ θαη άξα 
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Β΄Β΄΄=
1

2
ΑΓ=ΑΑ΄. Δπνκέλσο ην ηξίγσλν ΒΒ΄Β΄΄ απνηειεί ηξίγσλν κε πιεπξέο ηηο 

δηακέζνπο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

Γλσξίδνπκε ήδε όηη ε ζύλζεζε δύν θεληξηθώλ ζπκκεηξηώλ απνηειεί κεηαθνξά, 

δειαδή 
2

h h trans  
 . Άξα θαη ε hΓ΄hΓhB΄hBhA΄hA απνηειεί κεηαθνξά. Ωζηόζν 

παξαηεξνύκε όηη hΓ΄hΓhB΄hBhA΄hA(Α)= hΓ΄hΓhB΄hBhA΄(Α)= hΓ΄hΓhA΄hBhB΄(Α)= 

hΓ΄hΓhA΄hB(Γ)=hΓ΄hΒhA΄hΓ(Γ)=hΓ΄hΒhA΄(Γ)= hΓ΄hΒ(Β)= hΓ΄(Β)=Α. Όκσο ε κεηαθνξά δελ 

κπνξεί λα έρεη ζηαζεξό ζεκείν. Σπλεπώο hΓ΄hΓhB΄hBhA΄hA=i. Άξα απνδείρζεθε ε ηζρύο 

ηεο πξόηαζεο. 

 

 

 

Θεώξεκα 6: Σ’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ην G είλαη ην βαξύθεληξν αλ θαη κόλν αλ 

hGhΓhGhBhGhA=i. 

Απόδεημε: 

 

 (επζύ) Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Α΄,Β΄,Γ΄ ηα κέζα ησλ ΒΓ,ΑΓ,ΑΒ αληίζηνηρα. Αθνύ 

Α΄ κέζν ηνπ ΒΓ ηζρύεη hBhA΄=hΑ΄hΓ θαη άξα hB=hA΄hΓhΑ΄. Αθόκε ηζρύεη 

hGhΓhGhBhGhA=i, δειαδή i=hGhΓhGhA΄hΓhΑ΄hGhA=hGhΓ(hGhA΄hΓ)hΑ΄hGhA= 

hGhΓhΓhA΄hGhΑ΄hGhA= hGhA΄hGhΑ΄hGhA=( hGhA΄)
2
(hGhA) δειαδή 2GA΄=AG, άξα ην G 

είλαη ην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ. 

(αληηζηξόθσο): Αλ G ην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ηόηε hGhΓhGhBhGhA= 

2 2 2G BG AG
trans trans trans


=i. 
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Δθαξκνγή: (ην πξόβιεκα ηνπ Fagnano) Σε δνζέλ νμπγώλην ηξίγσλν λα εγγξαθεί 

ηξίγσλν κε ηε κηθξόηεξε δπλαηή πεξίκεηξν. 

Λύζε: 

 

 Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηπραία ζεκεία Δ,Ε,Ζ ζηηο πιεπξέο ΑΒ,ΒΓ,ΑΓ αληίζηνηρα. 

Αλ Ε΄= ( )refl Z , Ε΄΄= ( )Brefl Z , ηόηε ε πεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ ΔΕΖ δίλεηαη από 

Π=ΔΕ+ΕΖ+ΔΖ=ΔΕ΄΄+ΖΕ΄+ΔΖ, όπνπ γηα ζπγθεθξηκέλν Ε θαη Π ην Ε΄ΖΔΕ΄΄ είλαη 

επζεία. Έρνπκε όηη ΑΕ=ΑΕ΄=ΑΕ΄΄ αθνύ ( )refl AZ AZ΄   θαη ( )Brefl AZ AZ΄΄  , 

νπόηε ην ΑΕ΄Ε΄΄ ηξίγσλν πξνζδηνξίδεηαη πιήξσο ζύκθσλα κε ηε ζέζε ηνπ Ε, ελώ ην 

κήθνο ηνπ Ε΄Ε΄΄ εμαξηάηαη απ’ απηό ηνπ ΑΕ. Σπλεπώο ην Ε΄Ε΄΄ είλαη ην ειάρηζην 

δπλαηό όηαλ ην ΑΕ είλαη ην ειάρηζην δπλαηό. Άξα πξέπεη  . Οκνίσο ηζρύεη 

θαη γηα ηα Δ,Ζ. Δπνκέλσο ηα Δ,Ε,Ζ είλαη νη πξνβνιέο ησλ Γ,Α,Β ζηηο ΑΒ,ΒΓ,ΑΓ 

αληίζηνηρα. 
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«ηνῦ δέ θαινύ κέγηζηα εἴδε ηάμηο θαί 

ζπκκεηξία θαί ηό ὠξηζκέλνλ, ἃ κάιηζηα 

δεηθλύνπζηλ αἳ καζεκαηηθαί ἐπηζηήκαη» 

 

 

Αξηζηνηέιεο, Αλαιπηηθά Πξόηεξα 
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ΟΟκκννηηόόηηεεηηεεοο  ζζηηνν  εεππίίππεεδδνν  

 

Οξηζκόο 1: Οκνηνζεζία ιόγνπ θ θαη θέληξνπ Ο [Ζ(Ο,θ)] (stretch, homothety) είλαη 

εθείλνο ν κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ επηπέδνπ κε ζηαζεξό ζεκείν Ο, ν νπνίνο απεηθνλίδεη 

έλα ζεκείν Α ηνπ επηπέδνπ ζ’ έλα άιιν ζεκείν Α΄, έηζη ώζηε ηα Ο,Α,Α΄ λα είλαη 

ζπλεπζεηαθά θαη λα ηζρύεη ΟΑ΄=θΟΑ. 

 

ΟΑ΄=θΟΑ 

 

 

 

 

Οξηζκόο 2: Γηαζηνιή ιόγνπ θ θαη θέληξνπ Ο [δΟ,θ] (dilation) είλαη νκνηνζεζία ιόγνπ 

θ θαη θέληξνπ Ο, πνπ αθνινπζείηαη από θεληξηθή ζπκκεηξία σο πξνο Ο. 

 
ΟΑ΄=θΟΑ 

 

 

 

 

Οξηζκόο 3: Οκνηνζεζία κεηά ζηξνθήο (stretch rotation) είλαη κία κε ηαπηνηηθή 

νκνηνζεζία θέληξνπ Ο, πνπ αθνινπζείηαη από κία κε ηαπηνηηθή ζηξνθή θέληξνπ Ο. 

 

ΟΑ΄=θΟΑ 
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Οξηζκόο 4: Οκνηνζεζία κεη’ αλαθιάζεσο (stretch reflection) είλαη κία κε ηαπηνηηθή 

νκνηνζεζία θέληξνπ Ο πνπ αθνινπζείηαη από αλάθιαζε σο πξνο επζεία πνπ δηέξρεηαη 

από ην Ο. 

 

ΟΑ΄=θΟΑ 

 

 

 

 

 

Οξηζκόο 5: ΢πγγξακκηθόηεηα δ (dilatation) είλαη εθείλνο ν κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ 

επηπέδνπ πνπ δηαηεξεί ηελ παξαιιειία. 

 

δ(ΑΒ)=Α΄Β΄ 

ΑΒ//Α΄Β΄ 
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Οξηζκόο 6: Οκνηόηεηα ή κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο (similarity, similitude) ιόγνπ 

θ είλαη κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ επηπέδνπ πνπ απεηθνλίδεη δύν ζεκεία Α,Β ζηα Α΄,Β΄ 

έηζη ώζηε Α΄Β΄=θΑΒ. 

 

Α΄Β΄=θΑΒ 

 

 

 

Παξαηήξεζε: Πξνθαλώο αλ 0<θ<1, ηόηε παξνπζηάδεηαη «ζκίθξπλζε» ηνπ αξρηθνύ 

ζρήκαηνο, αληί «κεγέζπλζεο». 
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΢΢ρρέέζζεεηηοο  ππννππ  δδηηέέππννππλλ  ηηηηοο  ννκκννηηόόηηεεηηεεοο  

Παξαδνρέο: 1) Δμ νξηζκνύ ε νκνηόηεηα απνηειεί κεηαζρεκαηηζκό ηνπ επηπέδνπ 

πνπ πνιιαπιαζηάδεη όιεο ηηο απνζηάζεηο κ’ έλαλ ζεηηθό αξηζκό. Δπνκέλσο κπνξνύκε 

λα ζπκπεξάλνπκε όηη κία ηζνκεηξία απνηειεί νκνηόηεηα κε θ=1. (πξόηαζε 10) 

Έρνπκε νπόηε όηη κέζσ ησλ νκνηνηήησλ νη εηθόλεο ηξηγώλσλ παξακέλνπλ ηξίγσλα. 

Άξα νη κεηαζρεκαηηζκνί νκνηόηεηαο δηαηεξνύλ ηα επζύγξακκα ηκήκαηα (πξόηαζε 

8), ηηο γσλίεο (πξόηαζε 9), ηελ θαζεηόηεηα, ηε ζρέζε ηνπ κεηαμύ θαη ηα κέζα. 

΢πλεπώο ζπγγξακκηθά ζεκεία παξακέλνπλ ζπγγξακκηθά, ην νπνίν ζπλεπάγεηαη όηη 

θαη ν αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο κίαο νκνηόηεηαο είλαη νκνηόηεηα. Όηαλ ηώξα κία 

νκνηόηεηα έρεη δύν ζηαζεξά ζεκεία ηόηε ππνρξεσηηθά είλαη ηζνκεηξία, ελώ αλ έρεη 

ηξία κε ζπλεπζεηαθά ζεκεία ζηαζεξά ηόηε είλαη ε ηαπηνηηθή. 

                        2) Γηα ηελ απόδεημε ησλ πξνηάζεσλ θαη ζεσξεκάησλ απηήο ηεο 

ελόηεηαο ζεσξνύληαη ήδε γλσζηά ηα θξηηήξηα νκνηόηεηαο ηξηγώλσλ θαη νη ηδηόηεηεο 

ησλ ιόγσλ, όπσο απηά ζεκεηώλνληαη ζηελ επθιείδεηα γεσκεηξία. 

 

 

 

Πξόηαζε 1: Ζ νκνηνζεζία Ζ(Ο,θ) απεηθνλίδεη έλα επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ ζ’ έλα 

παξάιιειν επζύγξακκν ηκήκα Α΄Β΄, ηέηνην ώζηε Α΄Β΄=θΑΒ. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ Ζ(Ο,θ)(Α)=Α΄ θαη Ζ(Ο,θ)(Β)=Β΄. Αλ Ρ ζεκείν 

ηνπ ΑΒ, έζησ επίζεο όηη Ζ(Ο,θ)(Ρ)=Ρ΄. Σόηε όκσο, 

επεηδή έρνπκε κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο, ηζρύεη 

BOP B΄OP΄   θαη 
΄ ΄


 

 
 

. ΢πλεπώο ηα 

ηξίγσλα ΒΟΡ θαη ΒΌΡ΄ είλαη όκνηα θαη άξα νκνίσο 

ζα έρνπκε 
΄ ΄


 




 θαη γηα λα ηζρύεη ε ηζόηεηα ησλ 

γσληώλ ησλ δύν ηξηγώλσλ έπεηαη όηη Β΄Ρ΄//ΒΡ. 

Οκνίσο έρνπκε ΄ ΄    θαη 

΄ ΄


 
 

 
 νπόηε ηα ηξίγσλα ΟΑΡ θαη ΟΑ΄Ρ΄ είλαη όκνηα θαη ζπλεπώο 

΄ ΄


 



 θαη Α΄Ρ΄//ΑΡ. Δπεηδή όκσο ηα Α,Ρ,Β ζπγγξακκηθά, έπεηαη όηη θαη Α΄,Ρ΄,Β΄ 

ζπγγξακκηθά κε 
΄ ΄


 




. Άξα πξάγκαηη ζα έρνπκε ΑΒ//Α΄Β΄. 
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΢πκπέξαζκα: Αθνύ κία νκνηνζεζία δηαηεξεί ηελ παξαιιειία ησλ επζπγξάκκσλ 

ηκεκάησλ θαη ηα πνιιαπιαζηάδεη κε κία ζεηηθή ζηαζεξά, έπεηαη όηη απνηειεί 

ζπγγξακκηθόηεηα. Έηζη, απεηθνλίδεη έλα ηξίγσλν ζ’ έλα όκνην ηξίγσλν, κηαο θαη ζα 

έρνπκε ηζόηεηα γσληώλ ιόγσ ηεο παξαιιειίαο θαη ζηαζεξό ιόγν γηα ηηο πιεπξέο, θαη 

κάιηζηα νη πιεπξέο ησλ δύν ηξηγώλσλ είλαη αλά δύν παξάιιειεο. Γλσξίδνπκε επίζεο 

όηη θάζε πνιύγσλν κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε ηξίγσλα. ΢πλεπώο ιόγσ ηεο απεηθόληζεο 

ηξηγώλσλ ζε όκνηα ηξίγσλα κέζσ ηεο νκνηνζεζίαο έρνπκε θαη απεηθόληζε πνιπγώλσλ 

ζε όκνηα πνιύγσλα. 

 

 

Πξόηαζε 2: Μία νκνηνζεζία Ζ(Ο,θ) απεηθνλίδεη έλαλ θύθιν αθηίλαο ξ θαη θέληξνπ 

Κ ζε θύθιν αθηίλαο θ∙ξ θαη θέληξνπ Κ΄, όπνπ Κ΄ είλαη ην νκνηόζεην ηνπ Κ. 

Απόδεημε: 

 

 Έζησ (Κ,ξ) θύθινο θαη Ο ην θέληξν ηεο νκνηνζεζίαο καο. Έζησ επίζεο 

Ζ(Ο,θ)(Κ)=Κ΄ θαη αλ Α ζεκείν ηνπ (Κ,ξ) ηόηε Ζ(Ο,θ)(Α)=Α΄. Σόηε όκσο ζα έρνπκε 

ΑΚ//Α΄Κ΄ θαη Α΄Κ΄=θ∙ΑΚ=θ∙ξ. ΢πλεπώο ηα ζεκεία ελόο θύθινπ απνηεινύλ έλα 

δεύηεξν θύθιν κε θέληξν ην νκνηόζεην ηνπ θέληξνπ ηνπ αξρηθνύ θαη αθηίλα θξ. 

 

 

 

Πξόηαζε 3: Γηα θάζε δύν θύθινπο ππάξρεη νκνηνζεζία πνπ απεηθνλίδεη ηνλ έλα 

θύθιν ζηνλ άιιν. Αλ νη θύθινη δελ είλαη ίζνη ή νκόθεληξνη, ηόηε ππάξρνπλ δύν 

ηέηνηεο νκνηνζεζίεο. 

Απόδεημε: 

 Έζησ δύν θύθινη (Κ,ξ) θαη (Κ΄,ξ΄), κε Κ≠Κ΄ θαη ξ≠ξ΄. 
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Ηζρπξηζκόο: Τπάξρνπλ δύν νκνηνζεζίεο πνπ απεηθνλίδνπλ ηνλ έλαλ θύθιν ζηνλ άιιν. 

Σν θέληξν ηεο κίαο είλαη ζην ζεκείν ηνκήο ησλ θνηλώλ εμσηεξηθώλ θαη ην θέληξν ηεο 

δεύηεξεο ζην ζεκείν ηνκήο ησλ θνηλώλ εζσηεξηθώλ εθαπηνκέλσλ. 

 

 Με ηε βνήζεηα ηεο πξόηαζεο 2, πξάγκαηη ην Ο1 απνηειεί θέληξν νκνηνζεζίαο κε 

αθηίλα 
΄


, ελώ ην Ο2 είλαη θέληξν νκνηνζεζίαο κε αθηίλα 

́


 . Σν Ο1 ιέγεηαη 

εμσηεξηθό θέληξν νκνηόηεηαο θαη ην Ο2 εζσηεξηθό θέληξν νκνηόηεηαο. [Πξάγκαηη, ηα 

Ο1,Κ,Ο2,Κ΄ είλαη ζπλεπζεηαθά θη επεηδή ΚΑ//ΚΆ΄ έπεηαη όηη ηα ηξίγσλα Ο2ΑΚ, 

Ο2Α΄Κ΄ είλαη όκνηα. ΢πλεπώο ε Ζ(Ο2, 
́


 ) νκνηνζεζία]. 

 

 

 

Παξαηήξεζε: Αλ νη θύθινη ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο ηέκλνληαη, ηόηε ην εμσηεξηθό 

θέληξν νκνηόηεηαο παξακέλεη ην ζεκείν ηνκήο ησλ θνηλώλ εμσηεξηθώλ εθαπηνκέλσλ 

ησλ δύν θύθισλ. Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην εζσηεξηθό θέληξν νκνηόηεηαο έρνπκε:  

 

Θεσξνύκε ηε δηάθεληξν, ε νπνία γλσξίδνπκε όηη δηέξρεηαη από ηα δύν θέληξα 

νκνηόηεηαο, αθνύ ηα θέληξα νκνηόηεηαο θαη ηα θέληξα ησλ θύθισλ πξέπεη λα είλαη 

ζπλεπζεηαθά ιόγσ νξηζκνύ ηεο νκνηνζεζίαο. Φέξνπκε δύν θάζεηα ζηε δηάθεληξν 
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επζύγξακκα ηκήκαηα, ην πξώην λα δηέξρεηαη απ’ ην Κ θαη ην δεύηεξν απ’ ην Κ΄. Ζ 

θαζεηόηεηα ζηε δηάθεληξν ησλ δύν επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ καο εμαζθαιίδεη ηε 

κεηαμύ ηνπο παξαιιειία. Οη επζείεο ΑΑ΄,ΒΒ΄ ζα ηέκλνληαη ππνρξεσηηθά ζην 

εμσηεξηθό θέληξν νκνηόηεηαο, ώζηε ζύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 2 λα εμαζθαιίδεηαη ε 

απεηθόληζε ηνπ ελόο θύθινπ ζηνλ άιιν. Δλώλνληαο ηάξα ηα Α΄Β θαη ΑΒ΄ βξίζθνπκε 

ην ζεκείν ηνκήο ηνπο Ο. Σν Ο απνηειεί ην εζσηεξηθό θέληξν νκνηνζεζίαο αθνύ 

(ιόγσ ηεο παξαιιειίαο ησλ ΑΒ,Α΄Β΄) απεηθνλίδεη ην ηξίγσλν ΟΑΚ ζην ΟΒ΄Κ΄, ην 

ΟΚΒ ζην ΟΑ΄Κ΄ θαη ζπλεπώο ην Κ ζην Κ΄ θαη ηελ αθηίλα ΑΚ ηνπ πξώηνπ θύθινπ 

ζηελ Α΄Κ΄ ηνπ δεύηεξνπ θύθινπ. ΢πκπεξαίλνπκε επνκέλσο όηη γηα θάζε δύν 

δηαθνξεηηθνύο θύθινπο, ππάξρεη πάληα νκνηνζεζία πνπ απεηθνλίδεη ηνλ έλαλ ζηνλ 

άιιν. 

 

 

 

Πξόηαζε 4: Μία νκνηνζεζία πξνζδηνξίδεηαη από δύν δηαθνξεηηθά ζεκεία θαη ηηο 

εηθόλεο ηνπο. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ζεκεία Α,Β θαη νη εηθόλεο ηνπο Α΄,Β΄ αληίζηνηρα κέζσ ηεο νκνηνζεζίαο. Σν 

θέληξν Ο ηεο νκνηνζεζίαο είλαη ζηελ ηνκή ησλ ΑΑ΄, ΒΒ΄, θαη ν ιόγνο ηεο 

νκνηνζεζίαο είλαη ίζνο κε 
΄ ΄ 


. Αλ 

΄ ΄ ΄ ΄   


 
, ηόηε ην Ο θείηαη εθηόο ησλ 

επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ Α΄Α, Β΄Β, ελώ αλ 
΄ ΄ ΄ ΄   

 
 

, ηόηε ην Ο θείηαη 

κεηαμύ ησλ Α,Α΄ θαη ησλ Β,Β΄. 

 

 

 

Πξόηαζε 5: Ζ ζύλζεζε δύν νκνηνζεζηώλ κε ίδην θέληξν είλαη αληηκεηαζεηηθή θαη ην 

απνηέιεζκά ηνπο απνηειεί νκνηνζεζία κε ην ίδην θέληξν θαη ιόγν ίζν κε ην γηλόκελν 

ησλ ιόγσλ ησλ δύν νκνηνζεζηώλ. 

Απόδεημε:  

Έζησ νη νκνηνζεζίεο Ζ(Ο,θ) θαη Ζ(Ο,ι) ηέηνηεο ώζηε Ζ(Ο,θ)(Α)=Α΄, 

Ζ(Ο,ι)(Α΄)=Α΄΄, Ζ(Ο,ι)(Α)=Α΄΄΄ θαη Ζ(Ο,θ)(Α΄΄΄)=Α΄΄. Σόηε, 

Ζ(Ο,ι)Ζ(Ο,θ)(Α)=Ζ(Ο,ι)(Α΄)=Α΄΄ (1) θαη Ζ(Ο,θ)Ζ(Ο,ι)(Α)=Ζ(Ο,θ)(Α΄΄΄)=Α΄΄ (2). 
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Δπηπιένλ, έρνπκε: γηα ηε ζρέζε (1) ηζρύεη: 
΄ ΄΄ ΄΄

΄


  
  

  
                           

γηα ηε ζρέζε (2) ηζρύεη: 
΄΄΄ ΄΄ ΄΄

΄΄΄


  
  

  
. 

 

 

Πξόηαζε 6: Οκνηνζεζία ιόγνπ +1 είλαη ε ηαπηνηηθή απεηθόληζε. 

Απόδεημε: 

 Έζησ ε νκνηνζεζία Ζ(Ο,1), ε νπνία απεηθνλίδεη ην ζεκείν Α ζην Α΄. Σόηε ηζρύεη 

Ζ(Ο,1)(Α)=Α΄ θαη άξα 1
΄

΄


  


 θαη επεηδή ηα Ο,Α,Α΄ ζπλεπζεηαθά 

θαη αθνύ 0
΄



, άξα ην Ο εμσηεξηθό ζεκείν ηνπ ΑΑ΄, έπεηαη όηη ΄  . 

 

 

Πξόηαζε 7: Ζ αληίζηξνθε ηεο νκνηνζεζίαο Ζ(Ο,θ) είλαη ε νκνηνζεζία Ζ(Ο, 
1


). 

Απόδεημε: 

 Ζ ζύλζεζε ησλ νκνηνζεζηώλ Ζ(Ο,θ), Ζ(Ο, 
1


) απνηειεί νκνηνζεζία θέληξνπ Ο θαη 

θ∙
1


=+1. Άξα πξόθεηηαη γηα Ζ(Ο,1) θαη ζπλεπώο ηελ ηαπηνηηθή απεηθόληζε. 

 

 

 

Πξόηαζε 8: Έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο απεηθνλίδεη επζύγξακκα ηκήκαηα 

ζε επζύγξακκα ηκήκαηα. 

Απόδεημε: 

 Έζησ νκνηόηεηα ιόγνπ θ, ε νπνία απεηθνλίδεη ηα ζεκεία Α θαη Β ζηα Α΄, Β΄ 

αληίζηνηρα. Έζησ επηπιένλ ζεκείν Γ κεηαμύ ησλ Α θαη Β θαη Γ΄ ε εηθόλα ηνπ 

ζεκείνπ Γ κέζσ ηεο νκνηόηεηαο. Σόηε όκσο ηζρύεη: 
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Α΄Β΄=θ∙ΑΒ=θ(ΑΓ+ΓΒ)=θ∙ΑΓ+θ∙ΓΒ=Α΄Γ΄+Γ΄Β΄. ΢πλεπώο ην Γ΄ θείηαη κεηαμύ ησλ 

Α΄,Β΄ θαη άξα ε νκνηόηεηα απεηθνλίδεη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ ζην Α΄Β΄. 

 

 

Πξόηαζε 9: Έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο δηαηεξεί ην κέηξν ησλ γσληώλ. 

Απόδεημε: 

 Έζησ γσλία     θαη Β,Γ ζεκεία ηέηνηα ώζηε ην Β λα είλαη ζεκείν ηεο εκηεπζείαο 

Αρ θαη ην Γ ζεκείν ηεο εκηεπζείαο Ας αληίζηνηρα, νπόηε ζρεκαηίδεηαη ην ηξίγσλν 

ΑΒΓ κε     . Μέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ νκνηόηεηαο ην ΑΒΓ 

απεηθνλίδεηαη ζ’ έλα άιιν ηξίγσλν Α΄Β΄Γ΄ θαη ζα ηζρύεη 
΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄


     

  
  

, 

όπνπ θ ν ιόγνο ηεο νκνηόηεηαο. Λόγσ ηεο αλαινγίαο πιεπξώλ ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, 

Α΄Β΄Γ΄ είλαη όκνηα. ΢πλεπώο ΄ ΄ ΄        . Άξα έλαο 

κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο δηαηεξεί ην κέηξν ησλ γσληώλ. 

 

 

΢πκπέξαζκα: Από ηηο πξνηάζεηο 8,9, αθνύ έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο 

απεηθνλίδεη επζύγξακκα ηκήκαηα ζε επζύγξακκα ηκήκαηα θαη δηαηεξεί ην κέηξν ησλ 

γσληώλ, έπεηαη όηη απεηθνλίδεη έλα ηξίγσλν ζ’ έλα άιιν ηξίγσλν όκνην κε ην αξρηθό. 

΢πλεπώο ζα απεηθνλίδεη θαη έλα πνιύγσλν ζ’ έλα όκνην πνιύγσλν. 

 

 

Πξόηαζε 10: Οκνηόηεηα ιόγνπ 1 είλαη ηζνκεηξία. 

Απόδεημε: 

 Έζησ κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο ιόγνπ 1, ν νπνίνο απεηθνλίδεη ηα ζεκεία Α,Β 

ζηα Α΄,Β΄ αληίζηνηρα. Σόηε ηζρύεη Α΄Β΄=1∙ΑΒ=ΑΒ. Ζ ζρέζε όκσο Α΄Β΄=ΑΒ 

ππνδειώλεη ηζνκεηξία, ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό απηήο. 
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Πξόηαζε 11: Έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο θαζνξίδεηαη από ηξία κε 

ζπλεπζεηαθά ζεκεία θαη ηηο εηθόλεο ηνπο. 

Απόδεημε: 

 Έζησ όηη δύν κεηαζρεκαηηζκνί νκνηόηεηαο α,β απεηθνλίδνπλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ ζην 

Α΄Β΄Γ΄. Σόηε όκσο θαη ν 1   είλαη κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ επηπέδνπ, ν νπνίνο 

απεηθνλίδεη ην ΑΒΓ ζηνλ εαπηό ηνπ. ΢πλεπώο 1  =i θαη άξα α=β. Δπνκέλσο ηξία 

κε ζπλεπζεηαθά ζεκεία θαη νη εηθόλεο ηνπο θαζνξίδνπλ πιήξσο έλαλ κόλν 

κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο. 

 

 

Πξόηαζε 12: Μία δηαζηνιή είλαη ζπγγξακκηθόηεηα θαη νκνηόηεηα. 

Απόδεημε: 

 Αξρηθά έζησ Ζ(Ο,θ). Γλσξίδνπκε όηη ν κεηαζρεκαηηζκόο απηόο θξαηά αλαιινίσηεο 

ηηο επζείεο πνπ δηέξρνληαη απ’ ην Ο. Έζησ επίζεο Α,Β,Γ ζπλεπζεηαθά ζεκεία, κε ηελ 

επζεία απηώλ λα κελ δηέξρεηαη απ’ ην Ο, γηα ηα νπνία ηζρύεη Ζ(Ο,θ)(Α)=Α΄,  

 

Ζ(Ο,θ)(Β)=Β΄, Ζ(Ο,θ)(Γ)=Γ΄, δειαδή 

΄ ΄ ΄


  
  

  
. Σόηε όκσο ιόγσ 

αλαινγίαο δύν πιεπξώλ θαη ηζόηεηαο ησλ 

πεξηερόκελσλ γσληώλ ηα ηξίγσλα ΟΑΒ, 

ΟΑ΄Β΄ θαη ΟΒΓ,ΟΒ΄Γ΄ θαη ΟΑΓ,ΟΑ΄Γ΄ είλαη 

όκνηα. Άξα Α΄Γ΄//ΑΓ θη έηζη ηα Α΄,Β΄,Γ΄ 

είλαη ζπλεπζεηαθά κε
΄ ΄


 




. Δπνκέλσο ε Ζ(Ο,θ) απνηειεί ζπγγξακκηθόηεηα θαη 

νκνηόηεηα. Δπεηδή ε θεληξηθή ζπκκεηξία δηαηεξεί επίζεο ηε ζπγγξακκηθόηεηα θαη 

απνηειεί νκνηόηεηα ιόγνπ 1, ηόηε θαη ε ζύλζεζε νκνηνζεζίαο θαη θεληξηθήο 

ζπκκεηξίαο είλαη νκνίσο ζπγγξακκηθόηεηα θαη νκνηόηεηα. 
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Πξόηαζε 13: Αλ ΑΒ//Α΄Β΄ ηόηε ππάξρεη κνλαδηθή ζπγγξακκηθόηεηα δ, ηέηνηα ώζηε 

δ(Α)=Α΄ θαη δ(Β)=Β΄. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ΑΒ//Α΄Β΄ θαη έζησ όηη ππάξρεη 

ζπγγξακκηθόηεηα δ ηέηνηα ώζηε 

δ(Α)=Α΄ θαη δ(Β)=Β΄. Αλ ιάβνπκε 

ζεκείν Ρ εθηόο ηνπ επζπγξάκκνπ 

ηκήκαηνο ΑΒ, ηόηε ην δ(Ρ) 

πξνζδηνξίδεηαη σο ην ζεκείν ηνκήο 

ησλ επζεηώλ πνπ δηέξρνληαη απ’ ηα 

Α΄,Β΄ θαη είλαη παξάιιειεο ζηηο ΑΡ 

θαη ΒΡ αληίζηνηρα. Αλ ηώξα έρνπκε 

ζεκείν Ε κεηαμύ ησλ Α θαη Β, ηόηε ην 

δ(Ε) πξνζδηνξίδεηαη σο ην ζεκείν  

ηνκήο ησλ Α΄Β΄ θαη ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη απ’ ην Ρ΄ θαη είλαη παξάιιειε ζηε ΡΕ. 

Αθνύ όκσο ε εηθόλα νπνηνπδήπνηε ζεκείνπ θαζνξίδεηαη κε κνλαδηθό ηξόπν κε ηε 

βνήζεηα ησλ ζεκείσλ Α θαη Β, ηόηε ππάξρεη ην πνιύ κία ζπγγξακκηθόηεηα δ, ηέηνηα 

ώζηε δ(Α)=Α΄ θαη δ(Β)=Β΄. 

 

 

 

Πξόηαζε 14: Αλ έλα ζεκείν Α δελ πξνζδηνξίδεηαη από κία ζπγγξακκηθόηεηα δ, 

ηόηε ε επζεία ΑΑ΄ πξνζδηνξίδεηαη κέζσ ηεο δ, όπνπ Α΄=δ(Α). 

Απόδεημε: 

 Αλ Α δελ πξνζδηνξίδεηαη από ζπγγξακκηθόηεηα δ θαη Α΄=δ(Α), ηόηε ε δ(ΑΑ΄) πξέπεη 

λα είλαη ε επζεία πνπ δηέξρεηαη απ’ ην δ(Α) θαη είλαη παξάιιειε ζηελ ΑΑ΄, γεγνλόο 

πνπ απνδεηθλύεη ηελ πξόηαζε. 

 

 

Πξόηαζε 15: Μία ζπγγξακκηθόηεηα είλαη κεηαθνξά ή δηαζηνιή. 

Απόδεημε: 

 Γηα κία κε ηαπηνηηθή ζπγγξακκηθόηεηα δ ππάξρεη επζεία ε, ε νπνία δελ κέλεη 

αλαιινίσηε κέζσ ηεο δ. Άξα νξίδεηαη ε δ(ε) θαη ηζρύεη όηη ε//δ(ε), κε ε≠δ(ε). Έζησ 

Α,Β ζεκεία επί ηεο ε, ηέηνηα ώζηε ηα δ(Α), δ(Β) λα κελ θείληαη επί ηεο ε. Έζησ 

δ(Α)=Α΄ θαη δ(Β)=Β΄. Σόηε όκσο ΑΒ//Α΄Β΄. Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 
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α) 

 

Αλ ΑΑ΄//ΒΒ΄ ηόηε ην ΑΑ΄Β΄Β είλαη 

παξαιιειόγξακκν θαη ηζρύεη

( )
΄

trans ΄


  ΢πλεπώο ε 

ζπγγξακκηθόηεηα δ είλαη ε 

κεηαθνξά 
΄

trans


. 

 

β)  

 

Αλ ΑΑ΄//ΒΒ΄, ηόηε νη επζείεο ΑΑ΄,ΒΒ΄ είλαη 

πξνζδηνξηζκέλεο κέζσ ηεο δ, ιόγσ ηεο πξόηαζεο 14, θαη 

ηέκλνληαη ζ’ έλα ζεκείν έζησ Γ. Δπεηδή όκσο ε ΑΒ δελ κέλεη 

αλαιινίσηε, ην Γ βξίζθεηαη εθηόο ησλ παξαιιήισλ ΑΒ,Α΄Β΄ 

κε Α,Γ,Α΄ θαη Β,Γ,Β΄ λα είλαη ζπλεπζεηαθά. Έηζη, έρνπκε 

΄ ΄   


 
.΢πλεπώο ππάξρεη κία δηαζηνιή α κε θέληξν Γ, 

ηέηνηα ώζηε α(Α)=Α΄ θαη α(Β)=Β΄. Λόγσ ηεο κνλαδηθόηεηαο 

ηεο ζπγγξακκηθόηεηαο εθείλεο πνπ απεηθνλίδεη ην Α ζηα Α΄ θαη ην Β ζην Β΄, ε 

ζπγγξακκηθόηεηα δ είλαη είηε ε κεηαθνξά 
΄

trans


, είηε ε δηαζηνιή α. 

 

 

 

Πξόηαζε 16: Αλ α είλαη έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο θαη Ο ζεκείν ηνπ 

επηπέδνπ, ηόηε α=β∙Ζ(Ο,θ), όπνπ Ζ(Ο,θ) είλαη νκνηνζεζία θέληξνπ Ο θαη ιόγνπ θ θαη 

β είλαη ηζνκεηξία. 

Απόδεημε: 

 Έζησ α κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο ιόγνπ θ. Μέζσ ηεο νκνηνζεζίαο Ζ(Ο,θ) 

εμαζθαιίδεηαη ε αλαινγία επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ θαη ε ηζόηεηα ησλ γσληώλ ησλ 

ζρεκάησλ. Γηα λα θαζνξηζηεί πιήξσο θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπ ζρήκαηνο 

ρξεηάδεηαη είηε κία επζεία, είηε κία αληίζεηε ηζνκεηξία. ΢πλεπώο πξάγκαηη ζα ηζρύεη 

α=β∙Ζ(Ο,θ). Σν ζεκείν Ο κπνξεί λα επηιεγεί ηπραία. Αλ α είλαη κεηαζρεκαηηζκόο 

νκνηόηεηαο ιόγνπ θ, ηόηε έζησ Ζ(Ο,θ) νκνηνζεζία θέληξνπ Ο θαη ιόγνπ θ. Ζ 

1 1
( ( , )) ( , )



     είλαη επίζεο νκνηνζεζία θέληξνπ Ο θαη ιόγνπ 
1


. Οπόηε ε 

α∙Ζ(Ο, 
1


) απνηειεί ηζνκεηξία θαη α=[α∙Ζ(Ο, 

1


)][Ζ(Ο,θ)]. 
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Οξηζκόο 7: Έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο ιέγεηαη επζύο (direct) [ή αιιηώο 

κηιάκε γηα επζεία νκνηόηεηα] αλ πξόθεηηαη γηα κία νκνηνζεζία πνπ αθνινπζείηαη από 

επζεία ηζνκεηξία. Γηαθνξεηηθά ιέκε όηη έρνπκε αληίζεηε νκνηόηεηα, όηαλ πξόθεηηαη 

γηα κία νκνηνζεζία πνπ αθνινπζείηαη από αληίζεηε ηζνκεηξία. 

 

 

Παξαηήξεζε: Σν    . Ο ζπκβνιηζκόο απηόο έρεη ζθνπό λα ηνλίζεη ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκό, ρσξίο όκσο λα εκπεξηέρεηαη ζ’ απηό δηαλπζκαηηθή έλλνηα. 

 

 

Λήκκα: Αλ ς≠-1 ηόηε ππάξρεη κνλαδηθό ζεκείν Ρ ηεο επζείαο ΑΒ δηαθνξεηηθό ηνπ 

Β, ηέηνην ώζηε 





. Σόηε ηζρύεη 1


 


 θαη ην Ρ θείηαη κεηαμύ ησλ Α θαη Β αλ 

θαη κόλν αλ 



 είλαη ζεηηθό. 

Απόδεημε: 

 Γηα λα έρνπλ λόεκα νη παξαπάλσ ζρέζεηο, αξθεί λα παξαηεξήζνπκε όηη ππάξρεη κία 

έλα πξνο έλα αληηζηνηρία κεηαμύ ησλ ζεκείσλ Υ ηεο επζείαο ΑΒ θαη ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ρ, ε νπνία δίλεηαη απ’ ηελ εμίζσζε    . Σόηε 

(1 )        . Οξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε ( )
1

f








, 

νπόηε ηζρύεη όηη ( )f 





, κε ( ) 1f    . Σόηε όκσο έρνπκε όηη αλ f(ρ)=f(z) 

ζπλεπάγεηαη όηη ρ=z γηα ηνπο αξηζκνύο θαη 
 


 

, δειαδή X=Z γηα ηα ζεκεία 

Υ,Ε επί ηεο ΑΒ. ΢πλεπώο ην ζεκείν Ρ ηνπ ιήκκαηνο είλαη κνλαδηθό, δεδνκέλνπ όηη 

ππάξρεη. Όζν αθνξά ηελ ύπαξμε ηνπ Ρ, αλ ς≠-1 θαη Ρ ηέηνην ώζηε 
1




  


 

ηόηε έρνπκε ( )   , δειαδή    , νπόηε 



=ψ. Σν Ρ βξίζθεηαη 

κεηαμύ ησλ Α θαη Β ηόηε θαη κόλν ηόηε όηαλ νη αξηζκνί ,   έρνπλ ίδην πξόζεκν 

θαη άξα πξάγκαηη ηόηε θαη κόλν ηόηε όηαλ ην 



 είλαη ζεηηθό. 
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Πξόηαζε 17: Έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο ρσξίο ζηαζεξό ζεκείν απνηειεί 

ηζνκεηξία. 

Απόδεημε: 

 Έζησ α κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο πνπ δελ είλαη ηζνκεηξία. Θα δείμνπκε όηη ν α 

πξέπεη λα έρεη ζηαζεξό ζεκείν. Ο α δελ απνηειεί ζπγγξακκηθόηεηα, επεηδή κία 

ζπγγξακκηθόηεηα είλαη είηε κεηαθνξά (άηνπν, ν α δελ απνηειεί ηζνκεηξία), είηε 

δηαζηνιή (άηνπν, γηαηί ηόηε ζα είρακε ην θέληξν ηεο νκνηνζεζίαο ζηαζεξό). ΢πλεπώο 

ππάξρεη επζεία ε ηέηνηα ώζηε ε΄//ε, όπνπ ε΄=α(ε). Έζησ όηη νη ε, ε΄ ηέκλνληαη ζην Α.  

 

Σόηε ην Α΄=α(Α) βξίζθεηαη επί ηεο ε΄. Πξνθαλώο 

Α≠Α΄, γηαηί δηαθνξεηηθά ην Α ζα ήηαλ ζηαζεξό ζεκείν 

ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ νκνηόηεηαο α. Έζησ l//ε, κε ηελ l 

λα δηέξρεηαη απ’ ην Α΄. Αλ l΄=α(l), ηόηε l΄//ε΄. Αλ Β ην 

ζεκείν ηνκήο ησλ l,l΄ ηόηε ην Β΄=α(Β) ζα θείηαη επί ηεο 

l΄ θαη ζα είλαη δηαθνξεηηθό ηνπ Α΄. Σόηε Β,Β΄ 

δηαθνξεηηθά. Έηζη, έρνπκε ΑΑ΄//ΒΒ΄, αθνύ ην ΑΑ΄ 

θείηαη επί ηεο ε΄ θαη ην ΒΒ΄ επί ηεο l΄. Θα ηζρύεη ΑΒ//Α΄Β΄ γηαηί αιιηώο ΑΒ=Α΄Β΄ θαη 

ε α ζα ήηαλ ηζνκεηξία. Έζησ ινηπόλ Ρ ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΑΒ,Α΄Β΄ κε ην Ρ εθηόο 

ησλ επζεηώλ ε΄,l΄. Σόηε ηα Α,Β,Ρ θαη Α΄,Β΄,Ρ ζπλεπζεηαθά. Οπόηε 
΄

΄

  


 
. Αλ ε α 

έρεη ιόγν θ, ηόηε 
΄ ΄

΄ ΄





   
 

   
, όπνπ Ρ΄=α(Ρ). ΢πλεπώο 

΄ ΄ ΄

΄ ΄ ΄

   


  
. Σν 

ζεκείν Ρ είλαη κεηαμύ ησλ Α΄ θαη Β΄ αλ θαη κόλν αλ ην Ρ βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ Α θαη 

Β, αθνύ ΑΑ΄//ΒΒ΄. Αιιά ην Ρ είλαη κεηαμύ ησλ Α θαη Β αλ θαη κόλν αλ ην Ρ΄ είλαη 

κεηαμύ ησλ Α΄ θαη Β΄. ΢πλεπώο ην Ρ είλαη κεηαμύ ησλ Α΄ θαη Β΄ αλ θαη κόλν αλ ην Ρ΄ 

είλαη κεηαμύ ησλ Α΄ θαη Β΄. Άξα απ’ ην ιήκκα έρνπκε 
΄ ΄ ΄

΄ ΄ ΄

   


  
 θη έηζη Ρ=Ρ΄, 

νπόηε α(Ρ)=Ρ. 

 

 

΢πκπέξαζκα: Όιεο νη παξαπάλσ πξνηάζεηο καο νδεγνύλ ζην ζπκπέξαζκα όηη έλαο 

κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο κπνξεί λα είλαη είηα ηζνκεηξία, είηε νκνηνζεζία, είηε 

νκνηνζεζία κεηά ζηξνθήο, είηε νκνηνζεζία κεη’ αλαθιάζεσο (δειαδή ζύλζεζε 

νκνηνζεζίαο θαη ηζνκεηξίαο). 
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ΔΔθθααξξκκννγγέέοο  ηησσλλ  ννκκννηηννηηήήηησσλλ  ζζηηεε  ΓΓεεσσκκεεηηξξίίαα  

 

Θεώξεκα 1: Σξεηο παξάιιειεο επζείεο νξίδνπλ ηκήκαηα αλάινγα ζε δύν επζείεο 

πνπ ηηο ηέκλνπλ. 

Απόδεημε:  

Αλ νη ηέκλνπζεο είλαη παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο, ηόηε ην ζεώξεκα ηζρύεη κηαο θαη νη 

απέλαληη πιεπξέο ησλ παξαιιεινγξάκκσλ πνπ νξίδνληαη είλαη ίζεο. Έζησ όηη νη  

 

ηέκλνπζεο ε, ε΄ έρνπλ θνηλό ζεκείν Ρ. Σόηε κέζσ ηεο 

νκνηνζεζίαο Ζ(Ρ, 



) ην ηξίγσλν ΑΡΑ΄ απεηθνλίδεηαη 

ζην ΒΡΒ΄ θαη ζπλεπώο ηα ΑΡΑ΄ θαη ΒΡΒ΄ είλαη όκνηα. 

Οκνίσο κέζσ ηεο νκνηνζεζίαο Ζ(Ρ, 



) ην ηξίγσλν ΒΡΒ΄ 

απεηθνλίδεηαη ζην ΓΡΓ΄. Δπνκέλσο ηα ΑΡΑ΄,ΒΡΒ΄ θαη 

ΓΡΓ΄ είλαη όκνηα. Απ’ ηε ζρέζε νκνηόηεηαο έπεηαη όηη 

΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄

΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄

          
    

        
. 

 

 

 

 

Πόξηζκα 1: Αλ ζ’ έλα ηξίγσλν θέξνπκε κία επζεία παξάιιειε πξνο κία πιεπξά 

ηνπ, ηόηε απηή νξίδεη ηκήκαηα αλάινγα ζηηο άιιεο δύν πιεπξέο. 

Απόδεημε:  

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη επζεία ε//ΒΓ, πνπ 

ηέκλεη ηηο ΑΒ,ΑΓ ζηα Μ,Ν αληίζηνηρα. Σόηε 

κέζσ ηεο νκνηνζεζίαο Ζ(Α, 



) ην 

ηξίγσλν ΑΜΝ απεηθνλίδεηαη ζην ΑΒΓ θαη 

ζπλεπώο ηα ΑΜΝ, ΑΒΓ είλαη όκνηα, απ’ 

όπνπ έπεηαη όηη 

     
    

     
. 
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Θεώξεκα 2: ΢ε ηξαπέδην ΑΒΓΓ κε ΑΒ//ΓΓ, έζησ όηη νη δηαγώληνη ηέκλνληαη ζην Ο. 

Σόηε ηα ηξίγσλα ΟΑΒ θαη ΟΓΓ είλαη όκνηα. 

Απόδεημε:  

 

Μέζσ ηεο νκνηνζεζίαο Ζ(Ο,- 



) ην 

ζεκείν Β απεηθνλίδεηαη ζην ζεκείν Γ 

θαη ην Α ζ’ έλα ζεκείν επί ηεο ΟΓ. 

Δπεηδή όκσο ε νκνηνζεζία δηαηεξεί 

ηελ παξαιιειία έρνπκε όηη ε ΑΒ ζα  

απεηθνληζηεί ζηελ παξάιιειε σο πξνο απηή πνπ δηέξρεηαη απ’ ην Γ.                       

Άξα Ζ(Ο, -



)(Α)=Γ. ΢πλεπώο ην ηξίγσλν ΟΑΒ απεηθνλίδεηαη ζην ΟΓΓ θη 

επνκέλσο ηα δύν απηά ηξίγσλα είλαη όκνηα. 

 

 

 

Θεώξεκα 3: Οη θνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηόκελεο δύν κε ηεκλόκελσλ θύθισλ 

ηέκλνληαη επί ηεο δηαθέληξνπ. 

Απόδεημε: 

 

 Έζησ θύθινη θέληξσλ Ο θαη Ο΄ θαη ΑΑ΄,ΒΒ΄ νη θνηλέο εζσηεξηθέο ηνπο 

εθαπηόκελεο, νη νπνίεο ηέκλνληαη ζην Ρ. Ζ νκνηνζεζία Ζ(Ρ,- 
΄


) απεηθνλίδεη ηνλ 

έλαλ θύθιν ζηνλ άιιν. Άξα απεηθνλίδεη θαη ην θέληξν ηνπ ελόο θύθινπ ζην θέληξν 

ηνπ άιινπ. Απ’ ηελ πξόηαζε 2 γλσξίδνπκε όηη έλα ζεκείν, ην νκνηόζεηό ηνπ θαη ην 

θέληξν νκνηνζεζίαο είλαη ζπλεπζεηαθά. Άξα ηα Ο,Ρ,Ο΄ θείληαη επ’ επζείαο θαη 

ζπλεπώο πξάγκαηη ην ζεκείν ηνκήο ησλ θνηλώλ εζσηεξηθώλ εθαπηνκέλσλ δύν κε 

ηεκλόκελσλ θύθισλ βξίζθνληαη επί ηεο δηαθέληξνπ. 
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Θεώξεκα 4: Αλ ελώζνπκε ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ελόο ηεηξαγώλνπ ζρεκαηίδεηαη 

ηεηξάγσλν κε εκβαδόλ ίζν κε ην κηζό εκβαδόλ ηνπ αξρηθνύ ηεηξαγώλνπ. 

 

Απόδεημε: 

 

 

Έζησ ΑΒΓΓ ηεηξάγσλν, Κ,Λ,Μ,Ν ηα κέζα 

ησλ πιεπξώλ ηνπ θαη Ο ην θέληξν ηνπ. Σν Ο 

απνηειεί ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ΑΓ,ΒΓ 

θαη ησλ κεζνθαζέησλ ΚΜ,ΛΝ ησλ πιεπξώλ 

ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ. Οη ΚΜ,ΛΝ απνηεινύλ 

δηαγώληνπο ηνπ ζρεκαηηδόκελνπ ζρήκαηνο απ’ 

ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ αξρηθνύ 

ηεηξαγώλνπ. Γλσξίδνπκε επίζεο όηη νη ΑΓ,ΒΓ 

θαη ΚΜ,ΛΝ ηέκλνληαη θάζεηα θαη 

δηρνηνκνύληαη απ’ ην Ο. ΢πλεπώο 

εθαξκόδνληαο ηελ νκνηόηεηα 
,
4

( , )rot 



 


 

ζα απεηθνληζηεί ην ΑΒΓΓ ζην ΚΛΜΝ. Άξα ην ΚΛΜΝ απνηειεί ηεηξάγσλν. Σν 

ηξίγσλν ΟΑΛ είλαη ηζνζθειέο νξζνγώλην θαη επνκέλσο 2





. ΢πλεπώο 

πξάγκαηη ην εκβαδόλ ηνπ ζρεκαηηδόκελνπ ηεηξαγώλνπ είλαη ίζν κε ην κηζό ηνπ 

εκβαδνύ ηνπ αξρηθνύ ηεηξαγώλνπ. 

 

 

 

Παξαηήξεζε: Ο κεηαζρεκαηηζκόο ηεο νκνηνζεζίαο βνεζά πνιύ ζηελ επίιπζε 

αζθήζεσλ θαηαζθεπήο. Αξρηθά ιύλνπκε ην πξόβιεκα κεξηθώο ρξεζηκνπνηώληαο 

θάπνηεο εθ ησλ ππνζέζεσλ. Ζ νκνηνζεζία ζα απεηθνλίδεη ηε κεξηθή ιύζε ζηελ 

επηζπκεηή. 
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Άζθεζε 1: Έζησ Ρ ζηαζεξό ζεκείν ελόο θύθινπ. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο 

ησλ κέζσλ Μ ησλ ρνξδώλ ΡΑ. 

Λύζε: 

 

Σα ζεκεία Μ ζα θείληαη ζην νκνηόζεην ηνπ θύθινπ 

όηαλ εθαξκνζηεί ε νκνηνζεζία Ζ(Ρ, 
1

2
). Άξα ν 

γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ κέζσλ Μ ησλ ρνξδώλ ΡΑ ζα 

είλαη έλαο θύθινο πνπ ζα δηέξρεηαη απ’ ην Ρ θαη ζα 

έρεη αθηίλα ίζε κε ηε κηζή αθηίλα ηνπ δνζέληνο 

θύθινπ. 

 

 

 

 

 

 

Θεώξεκα 5: Αλ από έλα εμσηεξηθό ζεκείν Ρ ελόο θύθινπ θέξνπκε ην εθαπηόκελν 

ηκήκα ΡΔ θαη ηελ ηέκλνπζα ΡΑΒ, ηόηε ηζρύεη 2   . 

Απόδεημε: 

 

Έζησ Ρρ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο  . 

Δθαξκόδνπκε ηελ νκνηόηεηα ( , )refl 


 


 

ζην ηξίγσλν ΑΡΔ. Σόηε ην ΡΔ απεηθνλίδεηαη 

ζην ΡΒ θαη ην ζεκείν Α ζ’ έλα ζεκείν επί ηεο 

ΡΔ. Δπεηδή όκσο 
2


    έπεηαη 

όηη ν παξαπάλσ κεηαζρεκαηηζκόο απεηθνλίδεη 

ηε γσλία ζηελ   θαη ζπλεπώο ην ηξίγσλν ΑΡΔ απεηθνλίδεηαη ζην ΡΔΒ. 

Άξα ηα δύν απηά ηξίγσλα είλαη όκνηα, απ’ όπνπ έπεηαη όηη 
 


 

 θαη επνκέλσο

2    . 
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Θεώξεκα 6: Σν ύςνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ είλαη 

κέζν αλάινγν ησλ ηκεκάησλ ζηα νπνία δηαηξεί ηελ ππνηείλνπζα. 

Απόδεημε:  

 

Έζησ νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΑΓ ην ύςνο πνπ αληηζηνηρεί 

ζηελ ππνηείλνπζα. ΢ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΓΓ ηζρύεη όηη ε 

90    . ΢πλεπώο εθαξκόδνληαο ηελ 

νκνηόηεηα
,
2

( , )rot 



  


 απεηθνλίδνπκε ην ηξίγσλν ΑΓΓ ζην 

ΑΓΒ. ΢πλεπώο ηα δύν απηά ηξίγσλα είλαη όκνηα θαη άξα

 
 

 

2   , δειαδή ην ύςνο πνπ αληηζηνηρεί  

ζηελ ππνηείλνπζα είλαη κέζν αλάινγν ησλ ηκεκάησλ ζηα νπνία δηαηξεί ηελ 

ππνηείλνπζα. 

 

 

 

Θεώξεκα 7: Ζ δηάκεζνο ελόο ηξαπεδίνπ είλαη ίζε κε ην εκηάζξνηζκα ησλ βάζεώλ 

ηνπ. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ηξαπέδην ΑΒΓΓ, Μ,Ν ηα κέζα ησλ κε 

παξάιιεισλ πιεπξώλ ηνπ (ΜΝ δηάκεζνο) θαη Ρ 

ην ζεκείν ηνκήο ησλ κε παξάιιεισλ πιεπξώλ 

ΑΓ,ΒΓ. Σόηε ε νκνηνζεζία Ζ(Ρ, 



) απεηθνλίδεη 

ηελ πιεπξά ΑΒ ζηε δηάκεζν ΜΝ θαη ε 

νκνηνζεζία Ζ(Ρ, 



) απεηθνλίδεη ηε βάζε ΓΓ  

ζηε δηάκεζν ΜΝ. Άξα έρνπκε
 


 

 θαη 
 


 

απ’ όπνπ έρνπκε: 

1 1
    

     
    

 θαη 

2 1
1 2 ( 1)

2

      
      

     
. Άξα 

1
1 ( 1)

2

 
  

 

1 1
( 1)

2 2

   
    

   


1
( )

2
   , δειαδή πξάγκαηη 

ε δηάκεζνο ελόο ηξαπεδίνπ είλαη ίζε κε ην εκηάζξνηζκα ησλ βάζεώλ ηνπ. 
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Θεώξεκα 8: Έζησ Α ην κέζν ηόμνπ ΓΓ δνζέληνο θύθινπ. Έζησ όηη ε ρνξδή ΑΒ 

ηέκλεη ηε ρνξδή ΓΓ ζην Μ. Σόηε ην ΑΜ∙ΑΒ είλαη αλεμάξηεην ηεο ζέζεο ηνπ Β πάλσ 

ζηνλ θύθιν. 

Απόδεημε: 

 

Σα ηξίγσλα ΑΓΜ θαη ΑΒΓ είλαη όκνηα αθνύ έρνπλ ηελ

  θνηλή θαη ηζρύεη 
2 2

 
     . 

΢πλεπώο απ’ ηελ αλαινγία ησλ πιεπξώλ έρνπκε 

2 
    

 
, ην νπνίν είλαη ζηαζεξό, 

αθνύ ΓΓ δνζέλ ηόμν θαη Α ην κέζν ηνπ. Οη 

κεηαζρεκαηηζκνί (ηζνκεηξία θαη νκνηνζεζία) πνπ ζα δώζνπλ ην δεηνύκελν 

κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο ηνπ ζεσξήκαηνο, εμαξηώληαη απ’ ηε ζέζε ηνπ Β πάλσ 

ζηνλ θύθιν. 

 

 

 

 

 

Θεώξεκα 9: Σα ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΔΒΓ πνπ ζρεκαηίδνληαη απ’ ηα ύςε ΑΓ θαη ΒΔ 

ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη όκνηα. 

Απόδεημε: 

 

Σα ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΔΒΓ είλαη όκνηα αθνύ 

έρνπλ θνηλή γσλία ηε Γ θαη Γ=Δ=90
ν
. Ζ 

νκνηόηεηα πνπ απεηθνλίδεη ην έλα ηξίγσλν ζην 

άιιν είλαη ζύλζεζε κίαο αλάθιαζεο σο πξνο ηε 

δηρνηόκν ηεο Γ, ε νπνία ζα δηαηεξνύζε ην Γ 

ζηαζεξό θαη ζα απεηθόληδε ην Γ ζην Δ, θαη κίαο 

νκνηνζεζίαο κε θέληξν ην Γ, ώζηε λα 

εμαζθαιηζηεί όηη ην Α απεηθνλίδεηαη ζην Β. 
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Άζθεζε 2: Έζησ Ρ ηπραίν ζεκείν εκηθπθιίνπ δηακέηξνπ ΑΟΒ. Έζησ όηη ε θάζεηε 

απ’ ην Β ζηελ εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Ρ ηέκλεη ην ΑΡ ζην Χ. Να βξεζεί ν 

γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ Χ. 

Λύζε: 

 

Δπεηδή ε αθηίλα ζην ζεκείν 

επαθήο είλαη θάζεηε ζηελ 

εθαπηνκέλε, έπεηαη όηη 

  . Όκσο   . Άξα 

ΟΡ//ΒΧ. Δθαξκόδνληαο ηελ 

νκνηνζεζία Ζ(Α,2) έρνπκε 

Ζ(Α,2)(ΟΡ)=ΒΧ. ΢πλεπώο ν 

γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ 

ζεκείσλ Χ είλαη ε νκνηόζεηε 

εηθόλα ηνπ γεσκεηξηθνύ 

ηόπνπ ησλ ζεκείσλ Ρ θη επνκέλσο πξόθεηηαη γηα εκηθύθιην θέληξνπ Β, αθνύ 

Ζ(Α,2)(Ο)=Β, θαη αθηίλαο ΑΒ, αθνύ Ζ(Α,2)(ΑΟ)=ΑΒ. 

 

 

 

Θεώξεκα 10: Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Αλ θέξνπκε ηηο θαζέηνπο ζε ηπραία ζεκεία ησλ 

πιεπξώλ ηνπ, έζησ όηη απηέο ζπλαληώληαη αλά δύν ζηα ζεκεία Γ,Δ,Ε. Σόηε ην 

ηξίγσλν ΓΔΕ είλαη όκνην κε ην ΑΒΓ. 

Απόδεημε: 

 

Δθαξκόδνληαο κία ζηξνθή 90
ν
 ζην ηξίγσλν 

ΑΒΓ, απηό ζα απεηθνληζηεί ζ’ έλα ηξίγσλν 

Α΄Β΄Γ΄ ηνπ νπνίνπ νη πιεπξέο ζα είλαη 

παξάιιειεο ζηηο πιεπξέο ηνπ ΓΔΕ, ιόγσ ηεο 

θαζεηόηεηαο ζηηο πιεπξέο ηνπ ΑΒΓ ησλ επζεηώλ 

πνπ νξίδνπλ ηηο πιεπξέο ηνπ ΓΔΕ. Απ’ ηελ 

πξόηαζε 1 εμαζθαιίδεηαη όηη ππάξρεη 

νκνηνζεζία πνπ ζα απεηθνλίδεη ην Α΄Β΄Γ΄ ζην 

ΓΔΕ. Ζ ζύλζεζε ινηπόλ ηεο ζηξνθήο 90
ν
 θαη 

ηεο νκνηνζεζίαο απνηειεί ζύκθσλα κε ηελ 

πξόηαζε 16 ην δεηνύκελν κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο. Άξα πξάγκαηη ηα ηξίγσλα 

ΑΒΓ θαη ΓΔΕ είλαη όκνηα. 
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Θεώξεκα 11: Έζησ ΑΒ,ΓΓ θαη ΔΕ επζύγξακκα ηκήκαηα θάζεηα ζην ΒΓ, έηζη 

ώζηε ηα ΑΓ θαη ΒΓ λα ζπλαληώληαη ζην Δ θαη ηα ζεκεία Α θαη Γ λα βξίζθνληαη ζην 

ίδην εκηεπίπεδν σο πξνο ΒΓ. Σόηε ην ΔΕ είλαη ην κηζό ηνπ αξκνληθνύ κέζνπ ησλ 

ΑΒ,ΓΓ. 

Απόδεημε:  

 

Ζ νκνηνζεζία Ζ(Β, 



) απεηθνλίδεη 

ην ηξίγσλν ΒΓΓ ζην ΒΔΕ, νπόηε 

έρνπκε 
 


 

. Ζ νκνηνζεζία 

Ζ(Γ, 



) απεηθνλίδεη ην ηξίγσλν 

ΑΒΓ ζην ΓΔΕ, νπόηε έρνπκε 

 


 
. ΢πλεπώο ηζρύεη 1

     
     

     
. Άξα 

1
  

   
  

, θη επεηδή ν αξκνληθόο κέζνο ησλ ΑΒ, ΓΓ είλαη ίζνο 

κε 
2


, έπεηαη όηη ην ΔΕ είλαη πξάγκαηη ην κηζό ηνπ αξκνληθνύ κέζνπ ησλ 

ΑΒ,ΓΓ. 

 

Θεώξεκα 12: Ζ δηρνηόκνο κίαο εζσηεξηθήο γσλίαο ελόο ηξηγώλνπ δηαηξεί ηελ 

απέλαληη πιεπξά ζε κέξε αλάινγα ησλ πξνζθείκελσλ πιεπξώλ. 

Απόδεημε:  

 

Έζησ ΑΓ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α 

ηξηγώλνπ ΑΒΓ. Δθαξκόδνληαο ηελ 

νκνηνζεζία Ζ(Β, 



) απεηθνλίδνπκε ην 

ηξίγσλν ΑΒΓ ζην ΔΒΓ. Σόηε ηζρύεη 

  . ΢πλεπώο 

   
  

   
, κέζσ ησλ 

ηδηνηήησλ ησλ αλαινγηώλ. Δπίζεο, 

επεηδή ΑΓ//ΔΓ (ιόγσ ηεο νκνηνζεζίαο), ζα ηζρύεη:    

νπόηε ην ηξίγσλν ΑΔΓ είλαη ηζνζθειέο θαη άξα ΑΔ=ΑΓ. Δπνκέλσο 

   
  

   
. 
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Άζθεζε 3: Να βξεζνύλ ζεκεία Γ θαη Δ επί ησλ πιεπξώλ ΑΒ θαη ΑΓ δνζέληνο 

ηξηγώλνπ ΑΒΓ, ηέηνηα ώζηε ΒΓ=ΓΔ=ΔΓ. 

Λύζε: 

 

 ΢ηηο πιεπξέο ΑΒ,ΑΓ επηιέγνπκε ηπραία ζεκεία Γ΄,Δ΄ αληίζηνηρα ώζηε ΒΓ΄=ΓΔ΄. 

Έζησ όηη ν θύθινο (Γ΄,ΒΓ΄) ηέκλεη ηελ παξάιιειε απ’ ην Δ΄ πξνο ηε ΒΓ ζην Δ΄΄. 

Φέξνπκε ηελ παξάιιειε απ’ ην Δ΄΄ πξνο ηελ ΑΓ, ε νπνία ηέκλεη ηηο ΑΒ,ΒΓ ζηα Α΄,Γ΄ 

αληίζηνηρα. Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, Α΄ΒΓ΄ είλαη όκνηα. Πξάγκαηη ε νκνηνζεζία     

Ζ(Β, 
΄




) απεηθνλίδεη ην Α΄ΒΓ΄ ζην ΑΒΓ. Σόηε όκσο γηα ην Α΄ΒΓ΄ έρνπκε 

ΒΓ΄=Γ΄Δ΄΄=Δ΄΄Γ θαη ζπλεπώο ε άζθεζε ιύζεθε γη’ απηό ην ηξίγσλν. 

Χξεζηκνπνηώληαο ηελ παξαπάλσ νκνηνζεζία απεηθνλίδνπκε ηε ιύζε ζην ΑΒΓ. Έηζη, 

ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΒΔ΄΄, ΑΓ είλαη ην δεηνύκελν Δ επί ηεο ΑΓ. ΢ηε ζπλέρεηα 

ιακβάλνπκε Γ επί ηεο ΑΒ ώζηε ΒΓ=ΓΔ. Οπόηε θαηαζθεπαζηηθά ηζρύεη ΒΓ=ΓΔ=ΓΔ. 
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Άζθεζε 4: Να εγγξαθεί ηεηξάγσλν ζε δνζέλ εκηθύθιην. 

Λύζε:  

 

Πξνθαλώο όηαλ εγγξάςνπκε ην δεηνύκελν 

ηεηξάγσλν ην θέληξν ηνπ εκηθπθιίνπ ζα 

απνηειεί κέζν κίαο εθ ησλ πιεπξώλ ηνπ 

ηεηξαγώλνπ. Καηαζθεπάδνπκε ζπλεπώο 

ηεηξάγσλν ΗΚΛΜ έηζη ώζηε ην Ο λα είλαη 

κέζν ηεο ΗΚ, θαη θέξνπκε ηηο ΟΜ,ΟΛ, νη 

νπνίεο ηέκλνπλ ην εκηθύθιην ζηα Μ΄,Λ΄ 

αληίζηνηρα. Σόηε ηα Μ΄,Λ΄ είλαη νκνηόζεηα 

ησλ Μ,Λ ππό ηελ νκνηνζεζία Ζ(Ο, 



). Άξα νη πξνβνιέο Η΄,Κ΄ ησλ Μ΄,Λ΄ ζηελ ΑΒ 

ζα απνηεινύλ ηα νκνηόζεηα ησλ Η,Κ αληίζηνηρα. Σν Η΄Κ΄Μ΄Λ΄ είλαη ην δεηνύκελν 

ηεηξάγσλν. 

 

 

 

Θεώξεκα 13: Σν ύςνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα ελόο νξζνγσλίνπ 

ηξηγώλνπ δηαηξεί ηελ ππνηείλνπζα ζε ηκήκαηα αλάινγα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ 

θαζέησλ πιεπξώλ. 

Απόδεημε:  

 

Απ’ ην ζεώξεκα 6 γλσξίδνπκε όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ 

είλαη όκνηα. Άξα έρνπκε
 


 

 θαη 
 


 

. 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο ζρέζεηο απηέο έρνπκε: 
2 2 2 2 2

2

     
    

     
. 

 

 

 

 

 

 



88 
 

Άζθεζε 5: Να θαηαζθεπαζηεί νξζνγώλην ηξίγσλν όηαλ δίλνληαη ε πεξίκεηξόο ηνπ 

θαη ν ιόγνο ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ θαζέησλ πιεπξώλ ηνπ. 

Λύζε: 

 

Έζησ όηη ην επζύγξακκν ηκήκα π δίλεη ηελ 

πεξίκεηξν ηνπ δεηνύκελνπ νξζνγσλίνπ 

ηξηγώλνπ θαη



 είλαη ν ιόγνο ησλ θαζέησλ 

πιεπξώλ ηνπ. ΢ε κία επζεία ιακβάλνπκε 

ηα επζύγξακκα ηκήκαηα Α΄Γ=α θαη 

ΓΒ΄=β. Με δηάκεηξν Α΄Β΄ ζρεδηάδσ έλα 

εκηθύθιην θαη θέξσ επζεία θάζεηε ζηελ 

Α΄Β΄ ζην Γ, ε νπνία ηέκλεη ην εκηθύθιην 

ζην Γ΄. Λόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο 13 ην 

ηξίγσλν Α΄Β΄Γ΄ είλαη όκνην κε ην 

δεηνύκελν ηξίγσλν. Φέξνπκε ηελ  

εθαπηνκέλε ζην Β΄ θαη παίξλνπκε ηκήκα Β Έ΄ ίζν κε ηελ πεξίκεηξν ηνπ Α΄Β΄Γ΄ θαη 

ηκήκα Β΄Ε=π. Φέξνπκε ηελ θάζεηε πξνο ηε ΒΈ΄ ζην Ε θαη έζησ Δ ην ζεκείν ηνκήο 

απηήο κε ηελ ΟΔ΄, όπνπ Ο ην θέληξν ηνπ εκηθπθιίνπ. Ζ παξάιιειε απ’ ην Δ πξνο 

ηελ Β Έ΄, ηέκλεη ηε δηάκεηξν Α΄Β΄ ζην Β. Σα ζεκεία Α,Γ ηνπ δεηνύκελνπ ηξηγώλνπ 

είλαη ηα νκνηόζεηα ησλ Α΄ θαη Γ΄ αληίζηνηρα θαη άξα ζα βξίζθνληαη ζηνλ θύθιν 

(Ο,ΟΒ). Πξάγκαηη, ην ΑΒΓ ηξίγσλν είλαη ην δεηνύκελν. Δθαξκόδνληαο ζην ηξίγσλν 

Α΄Β΄Γ΄ ηελ νκνηνζεζία Ζ(Ο, 
΄




), παξαηεξνύκε όηη απηό απεηθνλίδεηαη ζην ΑΒΓ. 

Άξα Ζ(Ο, 
΄




)(ΒΈ΄)=π, ε δνζείζα πεξίκεηξνο θαη ην ζεώξεκα 13 εμαζθαιίδεη θαη 

ην δεηνύκελν ιόγν ηεηξαγώλσλ ησλ θαζέησλ πιεπξώλ, αθνύ ην ηξίγσλν Α΄Β΄Γ΄ είλαη 

επίζεο νξζνγώλην θαη άξα 
΄

΄





 
 



2

2

( )

( )

΄ ΄

΄ ΄

 


 

2

2

( )

( )

΄

΄




 





2 2
2

2
2 2

( )

( )

΄

΄




 
 




. 
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Άζθεζε 6: Να θαηαζθεπαζηεί ηξίγσλν όηαλ δίλνληαη νη γσλίεο θαη ην εκβαδόλ ηνπ 
2 . 

Λύζε: 

 

 Γνζέλησλ ηξηώλ γσληώλ κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα ηξίγσλν όκνην κε ην 

δεηνύκελν. Έζησ ην Α΄Β΄Γ΄ θαη ην ύςνο ηνπ Α΄Γ΄. Γεδνκέλνπ όηη 2 1

2
    

ζπκπεξαίλνπκε όηη ην επζύγξακκν ηκήκα α είλαη ε κέζε αλάινγνο ησλ
2


 θαη ΑΓ. 

Θα θαηαζθεπάζνπκε αξρηθά ηε κέζε αλάινγν α΄ ησλ
2

΄ ΄ 
 θαη Α΄Γ΄ θαη κέζσ ηεο 

νκνηόηεηαο ησλ ζρεκάησλ ζα έρνπκε ην δεηνύκελν. Έζησ επζύγξακκν ηκήκα Δ Ή΄ 

ηέηνην ώζηε
2

΄ ΄
΄ ΄

 
    θαη Ε΄Ζ΄=Α΄Γ΄. ΢ρεδηάδνπκε ην εκηθύθιην κε δηάκεηξν 

Δ΄Ζ΄ θαη θέξνπκε ηελ θάζεην πξνο ην Δ΄Ζ΄ ζην Ε΄, πνπ ηέκλεη ην εκηθύθιην ζην Θ΄. 

Σόηε απ’ ην ζεώξεκα 13 αθνύ ην ηξίγσλν Δ΄Θ΄Ζ΄ είλαη νξζνγώλην, έπεηαη όηη ε Θ΄Ε΄ 

είλαη ε κέζε αλάινγνο ησλ Δ΄Ε΄ θαη Ε΄Ζ΄, δειαδή ε κέζε αλάινγνο α΄ ησλ 
2

΄ ΄ 

,Α΄Γ΄. Δπί ηεο ΟΘ΄ πξνζδηνξίδνπκε ζεκείν Θ ηέηνην ώζηε ΄ ΄   θαη ΘΕ=α. 

Σόηε ηα ΘΕ θαη Θ΄Ε΄ είλαη παξάιιεια θαη άξα νκνηόζεηα σο πξνο Ο. Πξάγκαηη,  

Ζ(Ο,
΄




)(Θ΄Ε΄)=ΘΕ. Καηαζθεπάδνπκε ην εκηθύθιην (Ο,ΟΘ), ην νπνίν ηέκλεη ηελ 

Δ΄Ζ΄ ζηα Δ,Ζ έηζη ώζηε 
2


  θαη ΕΖ=ΑΓ. Γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ην 

δεηνύκελν ηξίγσλν, ιακβάλνπκε ζην ηξίγσλν Α΄Β΄Γ΄ επί ηεο Α΄Γ΄ ηκήκα ΑΓ΄=ΕΖ. 

Σόηε, γηα λα ηζρύεη ε ζρέζε νκνηόηεηαο κεηαμύ ησλ ηξηγώλσλ ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ 

ζρεδηάδνπκε ηηο ΑΒ,ΑΓ παξάιιειεο πξνο ηηο Α΄Β΄,Α΄Γ΄ αληίζηνηρα. 
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Άζθεζε 7: Από δνζέλ ζεκείν Α λα ζρεδηαζηεί επζεία, ε νπνία λα δηέξρεηαη απ’ ην 

λνεηό ζεκείν ηνκήο δύν δνζέλησλ κε παξάιιεισλ επζεηώλ ε1,ε2. 

Λύζε:  

 

Φέξνπκε απ’ ην Α δύν ηπραία επζύγξακκα ηκήκαηα ΑΒ,ΑΓ ηέηνηα ώζηε ην Β λα 

βξίζθεηαη επί ηεο ε1 θαη ην Γ λα βξίζθεηαη επί ηεο ε2. ΢ηε ζπλέρεηα ζρεδηάδνπκε έλα 

επζύγξακκν ηκήκα Β΄Γ΄ παξάιιειν ζην ΒΓ, ώζηε Β΄ λα θείηαη επί ηεο ε1 θαη Γ΄ επί 

ηεο ε2. Έπεηηα θέξνπκε απ’ ην Β΄ παξάιιειε ζηε ΑΒ θαη απ’ ην Γ΄ παξάιιειε ζηελ 

ΑΓ, νη νπνίεο ηέκλνληαη ζην Α΄. Σα ηξίγσλα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ είλαη νκνηόζεηα (πξόηαζε 

1) θαη επεηδή Β΄Γ΄ ηπραίν παξάιιειν επζύγξακκν ηκήκα σο πξνο ην ΒΓ, έπεηαη όηη ε 

επζεία ησλ Α,Α΄ πεξλά απ’ ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΒΒ΄ θαη ΓΓ΄, δειαδή απ’ ην ζεκείν 

ηνκήο ησλ ε1, ε2, ην νπνίν ζα είλαη ην θέληξν ηεο νκνηνζεζίαο καο. 
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Θεώξεκα 14: [Θεώξεκα ηνπ Ceva] Έζησ ζεκεία Γ,Δ,Ε επί ησλ επζεηώλ 

ΒΓ,ΑΓ,ΑΒ αληίζηνηρα, δηαθνξεηηθά απ’ ηηο θνξπθέο Α,Β,Γ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. Σόηε 

νη επζείεο ΑΓ,ΒΔ,ΓΕ ζπληξέρνπλ ή είλαη παξάιιειεο αλ θαη κόλν αλ 

1
  

   
  

. 

Απόδεημε: 

   
 

 Παξαηεξνύκε όηη Ζ(Ε, 



)(Β)=Ζ(Γ, 




)(Δ)=Α θαη Ζ(Γ, 




)(Β)= 

 =Ζ(Α, 



)(Δ)=Γ. Σν δεηνύκελν γηλόκελν δίλεηαη απ’ ηνπο ιόγνπο ησλ παξαπάλσ 

νκνηνζεζηώλ σο εμήο: 

 


 
 


 

. Αλ 
 


 

 ηόηε ζα ηζρύεη ΓΕ//ΒΔ θαη νκνίσο αλ 

 


 
 ηόηε ΑΓ//ΒΔ. ΢πλεπώο αλ ηζρύεη ε παξαιιειία ησλ ΑΓ,ΒΔ,ΓΕ, ηόηε 

πξάγκαηη ην δεηνύκελν γηλόκελν, ιόγσ ηεο ηζόηεηαο ησλ ιόγσλ είλαη ίζν κε +1. 

Θεσξνύκε ηώξα ηηο νκνηνζεζίεο: 1

1 ( ( , )) ( , ) 
     

 
 θαη 

1

2 ( ( , )) ( , ) 
     

 
. Σόηε Ζ1(Β)=Ζ2(Β)=Δ. Αλ όκσο νη ΑΓ,ΒΔ,ΓΕ 

ηέκλνληαη ζην Ρ, ηόηε 1 ( , )
 

    
 

 θαη 2 ( , )
 

   
 

. Δπεηδή όκσο 

Ζ1(Β)=Ζ2(Β)=Δ θαη Ζ1(Ρ)=Ζ2(Ρ)=Ρ, έπεηαη όηη Ζ1=Ζ2 θαη ζπλεπώο 

   
  

   
 απ’ όπνπ έπεηαη όηη 1

  
   

  
. 
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(Αληηζηξόθσο): Έζησ όηη 1
  

   
  

. Σόηε όκσο 
   

  
   

1 1( ) ( )    
   

   
. Αλ 1 1( ) ( ) 1    

   
   

ηόηε 
 


 

 θαη 

 


 
, νπόηε ΑΓ//ΒΔ//ΓΕ. Αλ όκσο 1 1( ) ( ) 1    

   
   

, ηόηε έζησ 

1 ( , )
 

    
 

, όπνπ Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΓΕ θαη ΒΔ θαη 

2 ( , )
 

   
 

, όπνπ Κ ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΑΓ,ΒΔ. Δπεηδή Ζ1(Β)=Ζ2(Β)=Δ 

έπεηαη όηη 
 


 

, γηα λα έρνπλ νη δύν νκνηνζεζίεο ηνλ ίδην ιόγν όπσο 

ππνζέζακε. Όκσο ηα Ο,Κ βξίζθνληαη επί ηεο ΒΔ. Άξα ηαπηίδνληαη, δειαδή νη 

ΑΓ,ΒΔ,ΓΕ ζπληξέρνπλ. 

 

 

 

 

 

Παξαηεξήζεηο: 1) Σα ζεσξήκαηα ηνπ Ceva θαη ηνπ Μελειάνπ ηα ζπλαληάκε θαη 

σο δπτθά ζεσξήκαηα, αλ θαη ν Μελέιανο έδεζε γύξσ ζην 100κ.Χ, ελώ ν Ceva ην 17
ν
 

αηώλα. Ο ιόγνο πνπ αλαθέξνληαη καδί είλαη ην γεγνλόο όηη ην Θεώξεκα ηνπ Ceva 

πεξηιακβάλεη ηε ζπλζήθε ζύγθιηζεο ηξηώλ επζεηώλ, ελώ ην Θεώξεκα ηνπ Μελειάνπ 

ηε ζπλζήθε ζπγγξακκηθόηεηαο ηξηώλ ζεκείσλ. 

                         2) ΢ην Θεώξεκα ηνπ Μελειάνπ ζεσξνύκε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα 

πξνζαλαηνιηζκέλα. Γειαδή ΑΒ=-ΒΑ, ρσξίο σζηόζν λα δίλνπκε θάπνηα 

δηαλπζκαηηθή ηδηόηεηα ζ’ απηά εθηόο απ’ ηνλ πξνζαλαηνιηζκό απηώλ. 
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Θεώξεκα 15: [Θεώξεκα ηνπ Μελειάνπ] Έζησ ζεκεία Γ,Δ,Ε επί ησλ επζεηώλ 

ΒΓ,ΑΓ,ΑΒ αληίζηνηρα, έηζη ώζηε λα είλαη δηαθνξεηηθά απ’ ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ 

ΑΒΓ. Σα Γ,Δ,Ε είλαη ζπγγξακκηθά αλ θαη κόλν αλ 1
  

   
  

. 

Απόδεημε:  

   
 

Θεσξνύκε ηηο παξαθάησ νκνηνζεζίεο ηέηνηεο ώζηε ( , )( )


    


,

( , )( )


    


 θαη ( , )( )


    


 θαη ηε ζύλζεζε απηώλ 

1 ( , ) ( , ) ( , )
  

      
  

, ε νπνία θξαηά ζηαζεξό ην ζεκείν Α. Αλ ηα 

Γ,Δ,Ε βξίζθνληαη επ’ επζείαο ε, επεηδή ε Ζ1 θξαηά ζηαζεξό ην Α εθηόο ηεο επζείαο ε, 

έπεηαη όηη Ζ1=i, νπόηε ν ιόγνο ηεο ζα είλαη 1
  

  
  

. Άξα 

1
  

   
  

. 

Αληηζηξόθσο, αλ 1
  

   
  

ηόηε 1
  

  
  

 θαη ζπλεπώο Ζ1=i.  

Ηζρπξηζκόο: Αθνύ 1





, 1





 θαη 1





 έπεηαη όηη ηα Γ,Δ,Ε ζπλεπζεηαθά. 

Απόδεημε:   

Πξάγκαηη, αλ ( , ) ( , ) ( , ) i
  

       
  

1( , ) ( , ) ( ( , ))
  

      
  

, όπνπ αλ 1





, ηόηε ππνρξεσηηθά

1
 

 
 

 θαη ζα είρακε 1( , ) ( ( , ))
 

    
 

, κε Γ≠Ε. Άξα 1





θαη ην 

θέληξν ηεο ( , ) ( , )
 

   
 

πξέπεη λα βξίζθεηαη επί ηεο ΓΕ. Αλ θάλνπκε ην ίδην 

θαη γηα ηηο ( , )


 


θαη ( , )


 


έρνπκε όηη Γ,Δ,Ε ζπλεπζεηαθά. 
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Παξαηήξεζε: Οη κεζνθάζεηνη ησλ πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ ζπληξέρνπλ. Σν 

απνηέιεζκα απηό έρεη ήδε απνδεηρζεί ζηε ζεσξία ηζνκεηξηώλ, νη νπνίεο απνηεινύλ 

νκνηνζεζίεο κε ιόγν ηε κνλάδα. 

 

 

 

 

Θεώξεκα 16: Οη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ ζπληξέρνπλ. 

Απόδεημε: 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Κ,Λ,Μ ηα 

κέζα ησλ ΒΓ,ΑΓ,ΑΒ αληίζηνηρα. Απ’ 

ην ζεώξεκα Ceva έρνπκε

3( 1) 1
  

     
  

, άξα 

πξάγκαηη νη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ 

ζπληξέρνπλ. 

 

Σν ζεκείν ηνκήο απηώλ νλνκάδεηαη βαξύθεληξν. 

 

 

Ηδηόηεηα βαξύθεληξνπ: Απ’ ην ζεώξεκα ηνπ Μελειάνπ ζην ηξίγσλν ΑΒΚ κε ΓΜ 

ηέκλνπζα επεηδή ηα Γ,G,Μ είλαη ζπλεπζεηαθά έρνπκε: 1
G

GK

  
    

 
 

1
( )( 1) 2

2

G
AG GK

GK


      . ΢πλεπώο ην βαξύθεληξν ρσξίδεη θάζε δηάκεζν ζε 

δύν ηκήκαηα, ην έλα δηπιάζην ηνπ άιινπ. Αθξηβέζηεξα, απέρεη από θάζε θνξπθή ηα 

2

3
ηεο αληίζηνηρεο δηακέζνπ. 
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Θεώξεκα 17: Σα ύςε ελόο ηξηγώλνπ ζπληξέρνπλ. 

Απόδεημε: 

 

Ζ νκνηνζεζία H(G, 
1

2
 ) απεηθνλίδεη ην 

ηξίγσλν ΑΒΓ ζην ΚΛΜ, δειαδή ζην 

ηξίγσλν πνπ ελώλεη ηα κέζα ησλ 

πιεπξώλ ηνπ ΑΒΓ. ΢πλεπώο ΜΛ//ΒΓ, 

ΚΛ//ΑΒ, ΚΜ//ΑΓ. Άξα ην ύςνο ΚΔ 

απνηειεί κεζνθάζεην ηνπ ΒΓ, ην ύςνο 

ΜΖ κεζνθάζεην ηνπ ΑΒ, ην ύςνο ΛΕ 

κεζνθάζεην ηνπ ΑΓ θη επεηδή 

γλσξίδνπκε όηη νη κεζνθάζεηνη ηνπ ΑΒΓ  

ζπληξέρνπλ (πεξίθεληξν), έπεηαη όηη ηα ύςε ηνπ ΚΛΜ ζπληξέρνπλ ζην ίδην ζεκείν 

(νξζόθεληξν). 

 

 

 

Παξαηήξεζε: Ζ παξαπάλσ νκνηνζεζία καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη ην 

πεξίθεληξν ελόο ηξηγώλνπ είλαη ην νξζόθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ πνπ ελώλεη ηα κέζα ησλ 

πιεπξώλ ηνπ αξρηθνύ. Δπίζεο ηα βαξύθεληξα ησλ δύν ηξηγώλσλ ηαπηίδνληαη αθνύ ην 

G ηνπ ΑΒΓ απνηειεί ην θέληξν ηεο νκνηνζεζίαο. 

 

 

 

Θεώξεκα 18: Σν νξζόθεληξν Ζ, ην πεξίθεληξν Ο θαη ην βαξύθεληξν G ελόο 

ηξηγώλνπ θείληαη επ’ επζείαο, ε νπνία νλνκάδεηαη επζεία Euler θαη ηζρύεη ΖG=2∙GO. 

Απόδεημε:  

Δίδακε όηη έλα ηξίγσλν θαη ην ηξίγσλν πνπ ελώλεη ηα κέζα ηνπ ζπλδένληαη κέζσ ηεο 

νκνηνζεζίαο H(G, 
1

2
 ) θαη απνδείμακε όηη H(G, 

1

2
 )(Ζ)=Ο. Απ’ ηνλ νξηζκό ηεο 

νκνηνζεζίαο έπεηαη όηη Ζ,Ο,G είλαη ζπλεπζεηαθά θαη κέζσ ηεο ζρέζεο                   

H(G, 
1

2
 )(Ζ)=Ο έρνπκε όηη ΖG=2∙GO. 
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Θεώξεκα 19: [ν θύθινο ησλ 9 ζεκείσλ – ν θύθινο ηνπ Euler] ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ ηα 

κέζα Α΄,Β΄,Γ΄ ησλ πιεπξώλ ηνπ, νη πόδεο ησλ πςώλ ηνπ Γ,Δ,Ε θαη ηα κέζα Η,Κ,Λ ησλ 

ηκεκάησλ πνπ ελώλνπλ ην νξζόθεληξν Ζ ηνπ ΑΒΓ κε ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ είλαη 

νκνθπθιηθά, όπνπ ην θέληξν Ν ηνπ θύθινπ είλαη ην κέζν ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 

ΖΟ, Ο ην πεξίθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ. 

Απόδεημε: 

 

Αξθεί λα δείμνπκε όηη ππάξρεη νκνηνζεζία 

πνπ απεηθνλίδεη απηά ηα 9 ζεκεία ζηνλ 

πεξηγεγξακκέλν θύθιν, ηόηε ζα έρνπκε όηη 

πξάγκαηη απηά ηα ζεκεία είλαη 

νκνθπθιηθά. Έζησ ε δηάκεηξνο ΟΑ ε 

νπνία ηέκλεη ηνλ πεξηγεγξακκέλν θύθιν 

ζηα Α θαη Ρ. Σόηε 90    

σο εγγεγξακκέλεο πνπ βαίλνπλ ζε 

εκηθύθιην. Έρνπκε  θαη 

  άξα ΡΓ//ΒΔ θαη νκνίσο 

   θαη  άξα ΓΕ//ΒΡ, 

νπόηε ην ΒΡΓΖ είλαη παξαιιειόγξακκν 

θη επνκέλσο νη δηαγώληνί ηνπ ΡΖ θαη ΒΓ 

δηρνηνκνύληαη, δειαδή ην ΖΡ δηέξρεηαη  

απ’ ην κέζν ηεο ΒΓ θαη ηζρύεη όηη ΖΡ=2ΖΑ΄. ΢πλεπώο ππάξρεη νκνηνζεζία πνπ 

απεηθνλίδεη ην Α΄ ζην Ρ ε Ζ(Ζ,2). Με παξόκνην ηξόπν ηα Β΄,Γ΄ απεηθνλίδνληαη ζηνλ 

πεξηγεγξακκέλν θύθιν ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

Γηα ηνπο πόδεο ησλ πςώλ έρνπκε: Έζησ όηη ην ύςνο ΑΓ ηέκλεη ηνλ πεξηγεγξακκέλν 

θύθιν ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζην Α1. Σόηε 1 1    (εγγεγξακκέλεο ζην ίδην 

ηόμν)= 90   (απ’ ην ηξίγσλν ΑΒΓ)=   (απ’ ην ηξίγσλν ΒΕΓ). Δπεηδή 

1  θαη 1    έπεηαη όηη ην ηξίγσλν ΖΓΑ1 είλαη ηζνζθειέο, νπόηε 

ΖΓ=ΓΑ1. Άξα ηζρύεη Ζ(Ζ,2)(Γ)=Α1. Οκνίσο ηα Δ,Ε επίζεο απεηθνλίδνληαη ζε ζεκεία 

ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ όπσο έγηλε κε ην Γ. 

Πξνθαλώο ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ηα Η,Κ,Λ αθνύ σο κέζα ησλ ΑΖ,ΖΒ,ΖΓ αληίζηνηρα, 

ζα ηζρύεη Ζ(Ζ,2)(Η)=Α, Ζ(Ζ,2)(Κ)=Β, Ζ(Ζ,2)(Λ)=Γ. 

΢πλεπώο απνδείμακε όηη κέζσ ηεο νκνηνζεζίαο Ζ(Ζ,2) ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ 

ηξηγώλνπ ΑΒΓ, νη πόδεο ησλ πςώλ ηνπ θαη ηα κέζα ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ 

ΖΑ,ΖΒ,ΖΓ απεηθνλίδνληαη ζηνλ πεξηγεγξακκέλν θύθιν ηνπ ΑΒΓ, θη επεηδή ην 

νκνηόζεην ελόο θύθινπ είλαη θύθινο, έπεηαη όηη απηά ηα 9 ζεκεία είλαη νκνθπθιηθά. 

Γηα ην θέληξν ηνπ δεηνύκελνπ θύθινπ ζα ηζρύεη νκνίσο Ζ(Ζ,2)(Ο)=Ν, απ’ όπνπ 

έπεηαη όηη ην Ν είλαη ην κέζν ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΖΟ. 
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ΓΓηηδδααθθηηηηθθήή  ΠΠξξννζζέέγγγγηηζζεε  

Σα καζεκαηηθά απνηεινχλ αλακθηζβήηεηα κία εθ ησλ αξραηνηάησλ επηζηεκψλ 

πνπ αλαπηχρζεθε ζηελ Ιζηνξία ηεο αλζξσπφηεηαο. Απ’ ηνπο παιαηφηεξνπο δε 

θιάδνπο ησλ καζεκαηηθψλ είλαη ε Αξηζκεηηθή, γηα πξαθηηθνχο ιφγνπο ήδε απφ ηνπο 

παιαηνιηζηθνχο ρξφλνπο, θαη ε Γεσκεηξία, επίζεο γηα πξαθηηθνχο ιφγνπο, θπξίσο γηα 

ηνλ ππνινγηζκφ εκβαδψλ επίπεδσλ ρσξίσλ θαη φγθσλ ζηεξεψλ. Αξρηθά δελ γηλφηαλ 

ρξήζε απζηεξψλ, ηππηθψλ θαλφλσλ, αιιά θπξίσο εκπεηξηθψλ, νη νπνίνη αξθεηέο 

θνξέο θαηέιεγαλ ζε πνιχπινθνπο ππνινγηζκνχο. Η κεηάβαζε απ’ ην «πψο» ζην 

«γηαηί», ε ρξήζε ζπιινγηζηηθψλ δηαδηθαζηψλ θαη ζπλεπψο ε εηζαγσγή αμησκάησλ θαη 

πξνηάζεσλ γίλεηαη γηα πξψηε θνξά κε απζηεξφ θαη φζν ην δπλαηφλ πιεξέζηεξν 

ηξφπν ζηα «΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε». ΢εκείν αληηπαξάζεζεο σζηφζν ζ’ απηή ηελ 

πξνζπάζεηα ζεκειίσζεο ηεο Γεσκεηξίαο απνηειεί ην γεγνλφο φηη ν Δπθιείδεο 

επηηξέπεη ζηε δηαίζζεζε λα ππεηζέιζεη ζηηο απνδείμεηο ηνπ, ρσξίο απηφ φκσο λα 

επεξεάζεη ηελ νξζφηεηα ησλ ζεσξεκάησλ ηνπ. Γηα εκάο ζήκεξα είλαη απνιχησο 

ινγηθφ φηη ε δηαίζζεζε θαη ε επνπηεία παίδνπλ πξσηεχνληα ξφιν ζηελ Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία, κηαο θαη ζε φινπο ηνπο θιάδνπο ησλ θπζηθψλ επηζηεκψλ ηα θξηηήξηα 

απζηεξφηεηαο αλαπηχρζεθαλ κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ, ρσξίο απηφ λα ζπλεπάγεηαη 

απαξαηηήησο φηη ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ζηεξείηαη απζηεξφηεηαο είηε σο πξνο ηε 

ζπιινγηζηηθή πνξεία, ηε δηαηχπσζε ππνζέζεσλ θαη ηνλ ηξφπν απφδεημεο, είηε σο 

πξνο ηνλ ηξφπν νξγάλσζεο ησλ πνιπάξηζκσλ πξνηάζεσλ πνπ πεξηέρεη. 

Δίλαη γεγνλφο φηη νη επηζηήκεο ζεσξεηηθέο θαη πξαθηηθέο δηαδξακαηίδνπλ 

εμέρνληα ξφιν ζηε δφκεζε θαη ηελ θαηάθηεζε ηεο γλψζεο, δειαδή ζηελ θαηαλφεζε 

ή αληίιεςε ηδεψλ ή αληηθεηκέλσλ, δίλνληαο ηε δπλαηφηεηα απφθαλζεο γηα ηελ 

αιήζεηα ελφο αληηθεηκέλνπ ή γεγνλφηνο, φληαο ζηεξηδφκελνη ζε ππνθεηκεληθνχο ή 

αληηθεηκεληθνχο ιφγνπο. Πψο φκσο βνεζά ε Γεσκεηξία ζηε δφκεζε ηεο γλψζεο; 

΢ηελ «Κξηηηθή ηνπ Καζαξνχ Λφγνπ» ν Kant δηαηχπσζε ηελ άπνςε φηη ε 

Γεσκεηξία είλαη ε κειέηε ηνπ ρψξνπ θαη ε γλψζε καο γηα ην ρψξν δελ είλαη 

εκπεηξηθή, αιιά κάιινλ ζπλέπεηα ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν είλαη δνκεκέλν ην κπαιφ 

καο. Μάιηζηα ε δνκή ηνπ κπαινχ καο είλαη ηέηνηα ψζηε ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία λα 

απνηειεί ηε κφλε Γεσκεηξία πνπ απηφ κπνξεί λα ζπιιάβεη. Απηή ε ζεσξία κεηέηξεςε 

ηηο δηαηππψζεηο ηεο Γεσκεηξίαο (αηηήκαηα θαη πξνηάζεηο) ζε a priori ζπλζεηηθέο 

θξίζεηο. A priori θξίζεηο ζεσξνχληαη εθείλεο πνπ είλαη αλεμάξηεηεο ηεο εκπεηξίαο, 

δειαδή πξνεγνχληαη απηήο θαη ε επαιήζεπζή ηνπο δελ απαηηεί ηελ εκπεηξία. 
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Πξάγκαηη απηφ αιεζεχεη γηαηί νη καζεκαηηθέο πξνηάζεηο παξαθνινπζνχληαη απφ 

αλαγθαηφηεηα πνπ δελ κπνξεί λα αληιεζεί απ’ ηελ εκπεηξία. Απ’ ηελ άιιε ζπλζεηηθέο 

ζεσξνχληαη νη θξίζεηο ζηηο νπνίεο ε ζχλδεζε ηνπ θαηεγνξνπκέλνπ κε ην ππνθείκελν 

δελ λνείηαη σο ζρέζε ηαπηφηεηαο, δειαδή σο θάηη ην ηεηξηκκέλν. Μία ζπλζεηηθή 

πξφηαζε κπνξεί λα γλσζζεί ζχκθσλα κε ηελ αξρή ηεο κε αληίθαζεο, αιιά κφλν ζηελ 

πεξίπησζε πνπ πξνυπνζέηεη θαλείο κία άιιε ζπλζεηηθή πξφηαζε απ’ φπνπ κπνξεί 

απηή λα εμαρζεί θαη πνηέ απηή θαζ’ απηή. Η γλψζε ζεσξείηαη γλψζε εθ θαηαζθεπήο 

ησλ ελλνηψλ ππφ ηελ έλλνηα φηη εθζέηεη a priori ηελ επνπηεία πνπ αληηζηνηρεί ζ’ απηή 

ηελ έλλνηα. Γηα ηελ θαηαζθεπή κίαο έλλνηαο απαηηείηαη ζπλεπψο κία κε εκπεηξηθή 

επνπηεία. Γηα παξάδεηγκα ε θαηαζθεπή ελφο ηξηγψλνπ δελ αληηζηνηρεί ην 

θαηαζθεπαζζέλ αληηθείκελν ζε θάπνην πξφηππν πξνυπάξρνλ ηξίγσλν. Δπνκέλσο 

ζεσξνχκε ην Γεληθφ κέζα ζην Μεξηθφ αιιά a priori θαη δηα κέζνπ ηνπ ιφγνπ, έηζη 

ψζηε φπσο ην Μεξηθφ είλαη πξνζδηνξηζκέλν θάησ απφ νξηζκέλνπο γεληθνχο φξνπο 

θαηαζθεπήο, έηζη αθξηβψο θαη ην αληηθείκελν ηεο έλλνηαο, ζηελ νπνία ην Μεξηθφ 

απηφ αληαπνθξίλεηαη κφλν σο ζρήκα ηεο, λα πξέπεη θαη’ αλάγθε λα λνείηαη 

θαζνιηθψο πξνζδηνξηζκέλν. 

Η αλαθνξά ηνπ Kant γηα ηνλ ηξφπν δφκεζεο ηνπ κπαινχ καο θαη άξα ηεο 

απνδνρήο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο σο ηεο κφλεο Γεσκεηξίαο πνπ απηφ κπνξεί λα 

θαηαλνήζεη, καο νδεγεί ζηηο απφςεηο ησλ Lakoff θαη Núñez γηα ηα ελζψκαηα 

καζεκαηηθά. Καηά ηνπο Lakoff θαη Núñez ηα καζεκαηηθά είλαη πξντφλ ηεο 

αλζξψπηλεο ζθέςεο θαη γεληθά ησλ γλσζηηθψλ ηθαλνηήησλ ησλ αλζξψπσλ, ελψ 

πξνθχπηνπλ απφ αλζξψπηλα ελδηαθέξνληα θαη δξαζηεξηφηεηεο. Σα ζπκπεξάζκαηά 

ηνπο δελ κεηαβάιινληαη θαηά θαλφλα ρσξηθά, ρξνληθά ή πνιηηηζκηθά θαη γη’ απηφ 

είλαη απνηειεζκαηηθά ζην ραξαθηεξηζκφ θαη ηελ πξαγκαηνπνίεζε πξνβιέςεσλ γηα 

νξηζκέλεο πηπρέο ηνπ πξαγκαηηθνχ θφζκνπ φπσο ηνλ βηψλνπκε. Γεληθά κπνξνχκε λα 

πνχκε φηη απνηεινχλ κία ζπζηεκαηηθή επέθηαζε ησλ κεραληζκψλ ηεο θαζεκεξηλήο 

γλσζηηθήο ιεηηνπξγίαο θαη νπνηαδήπνηε ελαξκφληζε ησλ καζεκαηηθψλ κε ηνλ θφζκν 

είλαη εθηθηή απ’ ηηο αλζξψπηλεο γλσζηηθέο ηθαλφηεηεο. Κεληξηθή ζέζε ησλ 

ελζψκαησλ καζεκαηηθψλ είλαη φηη ε κφλε πξφζβαζε πνπ έρνπκε ζηα καζεκαηηθά 

είλαη κέζσ ελλνηψλ ηνπ λνπ καο, νη νπνίεο κνξθνπνηνχληαη απ’ ηα ζψκαηά καο θαη 

γίλνληαη θπζηθά αληηιεπηέο απ’ ην λεπξηθφ καο ζχζηεκα. Σα κφλα καζεκαηηθά πνπ 

κπνξνχκε λα γλσξίδνπκε είλαη ηα καζεκαηηθά πνπ ην ζψκα καο θαη ν εγθέθαιφο καο 

επηηξέπνπλ λα γλσξίδνπκε. Καηά ηνλ Lakoff ε ζθέςε είλαη ελζσκαησκέλε, δειαδή νη 

δνκέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηε ζπλαξκνιφγεζε ησλ ελλνηνινγηθψλ καο 
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ζπζηεκάησλ αλαθχνληαη απ’ ηε ζσκαηηθή καο εκπεηξία θαη απνθηνχλ λφεκα κέζσ 

απηήο. 

Δπνκέλσο ε ιεπηνκεξήο θχζε ησλ ζσκάησλ καο, ησλ εγθεθάισλ θαη ηεο 

θαζεκεξηλήο καο ιεηηνπξγίαο ζηνλ θφζκν δνκεί ηηο αλζξψπηλεο έλλνηεο θαη ηελ 

αλζξψπηλε ζπιινγηζηηθή. Οη άλζξσπνη αληηιακβάλνληαη ηηο αθεξεκέλεο έλλνηεο κε 

απηφ ηξφπν, ρξεζηκνπνηψληαο ηδέεο θαη ηξφπνπο ζπιινγηζκνχ ζεκειησκέλνπο ζην 

αηζζεζην-θηλεηηθφ ζχζηεκα. ΢’ απηφ αθξηβψο ην ζεκείν κπνξνχκε λα πνχκε φηη 

εληάζζεηαη θαη ε κεηαζρεκαηηζηηθή Γεσκεηξία, ε νπνία βαζίδεηαη θπξίσο ζηε 

κεηαβιεηφηεηα θαη ηελ έιιεηςε ζηαηηθφηεηαο, κηαο θαη κεηαβάιιεη ην αξρηθφ ζρήκα 

ζε δηαζηάζεηο, πξνζαλαηνιηζκφ ή θαη ζηα δχν, είηε δηαηεξψληαο ηε δνκή ηνπ 

πεξηβάιινληα ρψξνπ ζηαζεξή, είηε κεηαβάιινληάο ηνλ θαη απηφλ νκνηνηξφπσο. 

Οη κεηαζρεκαηηζκνί θπζηθά δελ απνηεινχλ απφ κφλνη ηνπο ζηνηρείν γλψζεο. 

Απνθηνχλ λφεκα φηαλ εηζάγνληαη κέζα ζην πιαίζην ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, 

κηαο θαη θαη’ απηφλ ηνλ ηξφπν γίλεηαη ρξήζε απηψλ κε ζθνπφ ηελ φζν ην δπλαηφλ 

θαιχηεξε πεξηγξαθή ηνπ αληηθεηκέλνπ ηεο κάζεζεο, ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ηεο 

Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Αμηνζεκείσηνο είλαη ν ηξφπνο πξνζέγγηζεο κέζσ 

κεηαζρεκαηηζκψλ ηεο έλλνηαο ηεο νκνηφηεηαο, κίαο εθ ησλ ζεκειησδέζηεξσλ ελλνηψλ 

πνπ δηαθνξνπνηνχλ ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία απ’ ηηο ινηπέο γεσκεηξίεο πνπ 

αλαπηχρζεθαλ. ΢χκθσλα κε ηνλ Michael N. Fried, θαηά ηελ πάξνδν ησλ αηψλσλ νη 

καζεκαηηθέο έλλνηεο παξακέλνπλ ίδηεο, αιιά αιιάδεη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ηηο 

πξνζεγγίδνπκε, γεγνλφο πνπ δηαθνξνπνηεί ηα καζεκαηηθά ηνπ παξειζφληνο κε ηα 

καζεκαηηθά ηνπ παξφληνο, αιιά φρη ηελ νηθνπκεληθφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ ελ γέλεη. 

Η ζχγρξνλε άπνςε γηα ηελ νκνηφηεηα εκπεξηέρεη ηελ ηδέα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ, 

θαζψο ε νκνηφηεηα αλαθέξεηαη ζ’ νιφθιεξν ην ρψξν, νπφηε φκνηα ζρήκαηα 

ζεσξνχληαη φκνηα ππφ ηελ έλλνηα φηη βξίζθνληαη ζ’ έλα ρψξν ν νπνίνο έρεη 

κεηαζρεκαηηζηεί κε ζπγθεθξηκέλν ηξφπν. Καηά ηελ αξραηφηεηα ν νξηζκφο ηεο 

νκνηφηεηαο δελ ήηαλ εληαίνο. Τπήξρε δηαθνξεηηθφο νξηζκφο γηα δηαθνξεηηθά 

ζρήκαηα, κηαο θαη ν «ρεηξηζκφο» ηεο νκνηφηεηαο εμαξηηφηαλ απ’ ηε θχζε ηνπ 

καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ. ΢ήκεξα σζηφζν αξθεί έλαο κεηαζρεκαηηζκφο γηα λα 

πεξηγξάςεη ην ζχλνιν ησλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ πνπ πθίζηαληαη θάπνηα 

αιιαγή κέζσ νκνηφηεηαο. 

΢εκαληηθφ είλαη επίζεο ην γεγνλφο φηη κεηά ηελ εηζαγσγή αιγεβξηθψλ κεζφδσλ 

ζηε Γεσκεηξία, ε ελίζρπζε ηεο «αιγεβξηθήο ηάζεο» ηζρπξνπνηεί ηελ αληίιεςε φηη ε 

καζεκαηηθή γλψζε γίλεηαη πιεξέζηεξε θαη θαηαθηάηαη θαηά ηξφπν νξζφηεξν, ππφ 
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ηελ έλλνηα φηη θηάλεη θαλείο ζε πην βαζηέο δνκέο, κέζσ ηεο θαηαλφεζεο ηεο 

Άιγεβξαο. Ωζηφζν, θαηά ηνλ  Gerard Grimberg, «ε ζεκαζία ηεο γεσκεηξίαο γηα ηελ 

αιήζεηα καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ ή ηελ επηβεβαίσζε καζεκαηηθψλ εηθαζηψλ γίλεηαη 

ζαθήο αθφκε θαη κέζα απ’ ηηο αιγεβξηθέο απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο. Έηζη, γηα 

παξάδεηγκα ε γεσκεηξηθή θαηαζθεπή πνζνηήησλ, φπσο ησλ αξλεηηθψλ ή ησλ 

κηγαδηθψλ αξηζκψλ, απνηειεί ηελ επηβεβαίσζε χπαξμεο απηψλ. Καη’ απηφλ ηνλ 

ηξφπν επηηπγράλεηαη ε ζχλδεζε Άιγεβξαο, ε νπνία ζεσξείηαη απνηέιεζκα πλεχκαηνο, 

θαη Γεσκεηξίαο, ε νπνία ζεσξείηαη αίζζεζε εκπεηξίαο». ΢πλεπψο «αιγεβξνπνίεζε 

ηεο Γεσκεηξίαο» δελ ζεκαίλεη πιένλ κφλν ηελ «θαξηεζηαλή πξνζέγγηζή» ηεο, αιιά 

αθφκε θη απηνί νη ίδηνη κεηαζρεκαηηζκνί πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ινγηζκφ πηλάθσλ ή 

ζπλαξηήζεσλ – απεηθνλίζεσλ ζεσξνχληαη «αιγεβξηθά εξγαιεία». Έηζη, 

απαιιαγκέλνη απ’ ηελ εκπεηξία δεκηνπξγνχκε a priori ζπλζεηηθέο θξίζεηο, νη νπνίεο 

ζηεξίδνληαη ζ’ έλα αηζζεζην-θηλεηηθφ ζχζηεκα, ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί ζπλερείο 

ηξνρηέο θίλεζεο. 

Καη’ αξρήλ ε ζεσξία κεηαζρεκαηηζκψλ είλαη ζπλζεηηθή φπσο θαη ε Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία. Μέζσ ησλ πηλάθσλ θαη ηεο πξνζέγγηζεο ηεο έλλνηαο ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ απφ απεηθνλίζεηο θηάλνπκε ζηελ αλαιπηηθή πξνζέγγηζε ηεο 

ζεσξίαο κεηαζρεκαηηζκψλ. Αθξηβψο εδψ έγθεηηαη θαη έλα εθ ησλ βαζηθφηεξσλ 

πιενλεθηεκάησλ ηεο ζεσξίαο κεηαζρεκαηηζκψλ. Σν λα «θάλεηο» Γεσκεηξία κέζσ 

ινγηζκνχ ζπλαξηήζεσλ (πρ ζχλζεζεο ζπλαξηήζεσλ) πιεζηάδεη πεξηζζφηεξν ζην 

«αιγεβξηθφ» πλεχκα ηεο ζεκεξηλήο εθπαηδεπηηθήο δηαδηθαζίαο. Οη καζεηέο ζεσξνχλ 

κελ ηηο ζπλαξηήζεηο, θαη πξάγκαηη είλαη, έλα δχζθνιν θνκκάηη ησλ καζεκαηηθψλ, 

γεγνλφο πνπ θαίλεηαη θαη απ’ ηε επηζηεκνινγία ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Αμηνζεκείσην είλαη φηη δεκηνπξγήζεθε ε αλάγθε εηζαγσγήο ηεο έλλνηαο ήδε απ’ ηα 

ηέιε ηνπ 17
νπ

 αηψλα κε ηε δεκηνπξγία ηνπ Απεηξνζηηθνχ Λνγηζκνχ, ελψ ν νξηζκφο 

ηεο έλλνηαο σο δηαηεηαγκέλνπ δεχγνπο φπσο ηνλ γλσξίδνπκε ζήκεξα δηακνξθψλεηαη 

ζηηο αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηψλα απ’ ηνλ Hausdorf! Ωζηφζν πξνζεγγίδεη ζην λνπ ησλ 

καζεηψλ πεξηζζφηεξν ηηο αιγεβξηθέο κεζφδνπο, νη νπνίεο- ιφγσ ηεο εμνηθείσζεο πνπ 

έρνπλ κε απηέο- θαίλνληαη πην θαηαλνεηέο θαη εχρξεζηεο. 

΢εκαληηθφ είλαη επίζεο φηη ε ζεσξία κεηαζρεκαηηζκψλ πξνζθέξεη ηε 

δπλαηφηεηα απφδεημεο «δχζθνισλ» ζεσξεκάησλ κέζσ απιψλ δηαδηθαζηψλ, φπσο 

είλαη γηα παξάδεηγκα ην ζεψξεκα  ηνπ Euler θαηά ην νπνίν ην νξζφθεληξν, ην 

πεξίθεληξν θαη ην βαξχθεληξν ελφο ηξηγψλνπ θείληαη επ’ επζείαο (επζεία Euler). ΢ηε 

ζεσξία κεηαζρεκαηηζκψλ ην ζεψξεκα απηφ απνηειεί απιψο κία παξαηήξεζε 



 

101 
 

βαζηδφκελε επί ηνπ νξηζκνχ ηεο νκνηνζεζίαο. Αληηζέησο ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία 

γίλεηαη κία αξθεηά εθηελήο απφδεημε (ζε ζχγθξηζε κε ηελ παξαηήξεζε ζηε ζεσξία 

κεηαζρεκαηηζκψλ) ε νπνία ρξεηάδεηαη ηε ζεσξία εγγξάςηκσλ ηεηξαπιεχξσλ, πνπ απφ 

κφλε ηεο ζηεξίδεηαη ζε κεγάιν φγθν ζεσξεκάησλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. 

Πξέπεη επίζεο λα αλαθεξζεί φηη ππάξρνπλ ζέκαηα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο 

πνπ ιχλνληαη κφλν κέζσ ηεο ζεσξίαο κεηαζρεκαηηζκψλ, φπσο είλαη ην ζεψξεκα ηνπ 

Torricelli, θαηά ην νπνίν δεηείηαη ζεκείν ζην εζσηεξηθφ ηνπ ηξηγψλνπ πνπ λα απέρεη 

ειάρηζηε απφζηαζε απ’ ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ. Μία απφδεημε απηνχ είλαη ε εμήο:  

 

Έζησ Ρ εζσηεξηθφ ζεκείν ηξηγψλνπ 

ΑΒΓ. Θέινπκε λα δνχκε πφηε ην 

άζξνηζκα ΡΑ+ΡΒ+ΡΓ γίλεηαη ειάρηζην. 

Δθαξκφδνπκε ηελ 
,
3

rot 


, ε νπνία 

απεηθνλίδεη ην ηξίγσλν ΑΒΡ ζην Γ΄ΒΡ΄, 

δειαδή 
,
3

( )rot ΄ ΄


    .  

Λφγσ ηεο ζηξνθήο έρνπκε φηη ην ηξίγσλν ΒΡΡ΄ είλαη ηζφπιεπξν εθ θαηαζθεπήο θαη 

ηζρχεη επίζεο ΡΒ=Ρ΄Β θαη ΑΡ=Γ΄Ρ΄. Έηζη έρνπκε ΡΑ+ΡΒ+ΡΓ=Γ΄Ρ΄+Ρ΄Ρ+ΡΓ. Καζψο 

,
3

( )rot ΄


   , πξνθαλψο ε ζέζε ηνπ Γ΄ δελ εμαξηάηαη απ’ ην Ρ. Δπίζεο ηζρχεη 

ΡΑ+ΡΒ+ΡΓ   ΓΓ΄, αθνχ ε ηεζιαζκέλε ΓΡΡ΄Γ΄ δελ είλαη πην ζχληνκε απ’ ηελ επζεία 

ΓΓ΄. Γη’ απηφ, ην άζξνηζκα ησλ απνζηάζεσλ ηνπ Ρ απ’ ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ 

γίλεηαη ειάρηζην αλ θαη κφλν αλ ην Ρ θείηαη επί ηεο επζείαο ησλ Γ, Γ΄. Γη’ απηφ ην Ρ 

ηζρχεη 60΄   . Αλ εθαξκφδακε 
,
3

rot 


 ζην ηξίγσλν ΑΒΡ, ζα βξίζθακε ηφηε 

60΄   .  

Ωζηφζν κεγάιε πξνζνρή ρξεηάδεηαη ζην γεγνλφο φηη δελ πξέπεη λα ζεσξεζεί ε 

ζεσξία κεηαζρεκαηηζκψλ παλάθεηα γηα φια εθείλα ηα πξνβιήκαηα πνπ 

παξνπζηάδνληαη κέζσ ηεο ρξήζεο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Αλ θαη ε ζεσξία 

κεηαζρεκαηηζκψλ δηεπθνιχλεη ηηο απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο νξηζκέλσλ πξνηάζεσλ, 

ζπκβαίλεη θαη ην αθξηβψο αληίζεην, δειαδή πξέπεη λα εθαξκνζηνχλ πην πνιχπινθνη 

ζπιινγηζκνί γηα απιέο δηαδηθαζίεο. Δπί παξαδείγκαηη, φηη νη δηάκεζνη ζπληξέρνπλ 

απνηειεί πξνθαλέο απνηέιεζκα ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. Η απφδεημε απηνχ ηνπ 

ζεσξήκαηνο αλ θαη εθηελήο είλαη ζρεηηθά απιή, ελψ κία θαιή θαηαζθεπή ζρήκαηνο 

νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα εκπεηξηθά. Απ’ ηελ άιιε ε ζχγθιηζε ησλ δηακέζσλ ζηε 
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ζεσξία κεηαζρεκαηηζκψλ πξνθχπηεη κε αξθεηά πνιχπινθεο δηαδηθαζίεο. ΢ηηο 

ηζνκεηξίεο ρξεηαδφκαζηε ζχλζεζε πνιιψλ απεηθνλίζεσλ, ελψ ζηηο νκνηφηεηεο 

απνηειεί πξνθαλέο ζπκπέξαζκα εθφζνλ δηαζέηνπκε ζην «ξεπεξηφξηφ» καο ηα 

ζεσξήκαηα ηνπ Ceva θαη ηνπ Μελειάνπ. 

Σν βαζηθφηεξν κεηνλέθηεκα ηεο ζεσξίαο κεηαζρεκαηηζκψλ σζηφζν είλαη φηη 

ράλνπκε ηελ επνπηεία, ην θπξηφηεξν εξγαιείν θαη κέζν θαηαλφεζεο ηεο Γεσκεηξίαο 

γηα ηνπο καζεηέο. Όινη έρνπκε ζπλδέζεη ηελ επνπηεία κε ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία 

θαη πξάγκαηη είλαη γεγνλφο φηη ε επνπηεία νδήγεζε ζηε ζεκειίσζε, ηνλ εκπινπηηζκφ 

θαη ηε ζχιιεςε ζπνπδαίσλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ αλά ηνπο αηψλεο θαη φρη κφλν 

ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Σα καζεκαηηθά ζεσξνχληαη ζήκεξα απνηέιεζκα 

αλάπηπμεο κέζα ζε κία αμησκαηηθή ζεσξία, φπνπ ηα δηάθνξα αμηψκαηα ζεσξνχληαη 

πξνυπνζέζεηο γηα λα ρηηζηεί έλα νηθνδφκεκα ινγηθά παξαγφκελσλ απ’ απηά 

πξνηάζεσλ. Γηα λα δηαηππσζνχλ φκσο νη πξνηάζεηο απηέο ππάξρνπλ ππνζέζεηο, 

αλαινγίεο, ζθίηζα, παξαδείγκαηα θαη αληηπαξαδείγκαηα, ηα νπνία θαζνδεγνχλ ηε 

ζθέςε καο. Έηζη, ππάξρνπλ πξνζσξηλέο αξρέο, νη νπνίεο ζπλδένπλ ηελ αληίιεςε θαη 

ηε δηαηχπσζε κίαο καζεκαηηθήο πξφηαζεο. ΢εκαληηθφηεξε απ’ ηηο αξρέο απηέο 

ζεσξείηαη ε αξρή ηεο αμηνπηζηίαο ηεο επνπηείαο, θαηά ηελ νπνία: «Όια φζα είλαη 

μεθάζαξα κέζσ επνπηείαο, απνδεηθλχνληαη ηππηθά ζε πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη 

αληίζεζε ζε θάπνην αμίσκα». Άιισζηε ζηελ αξραηφηεηα νη γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο 

ηαπηίδνληαη κε ηελ έλλνηα ηεο χπαξμεο, θαζψο έπξεπε λα πξαγκαηνπνηεζνχλ κία 

ζεηξά θαηαζθεπαζηηθψλ βεκάησλ, θάζε έλα απφ ηα νπνία ζηεξίδεηαη ζε επνπηηθά, 

εηθνληθά ζηνηρεία, δηαζθαιίδεηαη κέζσ απηψλ θαη έλα αληηθείκελν θξίλεηαη ππαξθηφ 

κφλν αλ ππάξρεη θάπνην επνπηηθφ κνληέιν πνπ ην πεξηγξάθεη. 

Γλσξίδνπκε φηη ππάξρεη κία παξάιιειε πνξεία αλάκεζα ζηελ εμέιημε ησλ 

επηζηεκψλ θαη ζηελ εμέιημε ηεο ζθέςεο. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ε εμέιημε έρεη ηηο 

απαξρέο ηεο ζε πξαθηηθέο θαηαζηάζεηο, πξνρσξεί ζηελ αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο 

ινγηθήο θαη θαηαιήγεη ζηελ αμησκαηηθνπνίεζε. Αθξηβψο ζ’ απηφ έγθεηηαη γηα ηνπο 

καζεηέο θαη ε δπζθνιία απαιιαγήο απφ νηηδήπνηε επνπηηθφ, φπσο απηή θαίλεηαη 

αθφκε θαη απφ ηηο απφςεηο ησλ θξηηηθψλ ηεο επνπηείαο αλά ηνπο αηψλεο. Ο Klein 

ζεσξεί ηελ επνπηεία κεγίζηεο ζεκαζίαο φηαλ πξφθεηηαη γηα ηε Γεσκεηξία θαη θπξίσο 

γη’ απηφ πνπ νλνκάδεη «θαζαξή Γεσκεηξία», κηαο θαη ε πξνζθνξά ηεο δελ κπνξεί λα 

αληηθαηαζηαζεί κε ινγηθνχο ζπιινγηζκνχο. Ο Hans Hahn πξνζπαζεί λα πεξηνξίζεη 

ηελ επνπηεία κφλν ζηνλ ηνκέα ηεο Γεσκεηξίαο, αθνχ ζεσξεί ηελ ηειεπηαία 

απνθιεηζηηθφ ηνκέα ηεο επνπηείαο. Ο Frege πξνθεηκέλνπ λα εξκελεχζεη ηηο 
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γεσκεηξηθέο πξνηάζεηο ζπκκεξίδεηαη ηηο απφςεηο ηνπ Kant γηα ην ζπλζεηηθφ 

ραξαθηήξα ηεο Γεσκεηξίαο, φπνπ νη απνδείμεηο βαζίδνληαη θαζαξά ζηελ επνπηεία. Η 

ζεκαζία ηεο επνπηείαο γηα ηε Γεσκεηξία είλαη ηεξάζηηα, αθνχ ζα κπνξνχζαλ λα 

απνδεηρζνχλ νιφθιεξεο πξνηάζεηο κέζσ θαζαξά επνπηηθψλ ζπιινγηζκψλ. 

Η αλαθάιπςε ησλ κε επθιείδεησλ γεσκεηξηψλ εμαθαλίδεη ηνλ ηειεπηαίν 

πξνκαρψλα ηεο επνπηείαο, γεγνλφο πνπ βξίζθεη αληίζεηνπο νξηζκέλνπο εξεπλεηέο 

φπσο ν Beth, ν νπνίνο ππνζηεξίδεη φηη ν απνθιεηζκφο ηεο επνπηείαο απ’ ηα 

καζεκαηηθά γεληθφηεξα είλαη ζαλ ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο παξαηήξεζεο ζηηο Φπζηθέο 

Δπηζηήκεο. Γηα πνην ιφγν ινηπφλ λα ζηεξηρηνχκε ζηε κεηαζρεκαηηζηηθή Γεσκεηξία; 

Δθηφο ηνπ γεγνλφηνο φηη ε κεηαζρεκαηηζηηθή Γεσκεηξία δηαζέηεη θνηλφ πιαίζην κε ηηο 

κε επθιείδεηεο γεσκεηξίεο, φπσο πξναλαθέξζεθε ε Γεσκεηξία ζηεξίδεηαη ζηε 

δπλακηθή ηνπ ζρήκαηνο. ΢πλεπψο ε αιιαγή ηεο φςεο ηνπ ζρήκαηνο, κηαο θαη παξέρεη 

πεξηνξηζκέλε επνπηηθφηεηα, πξνυπνζέηεη ηελ αιιαγή ηνπ ηξφπνπ ζθέςεο θαη φιεο 

ηεο ζπιινγηζηηθήο πνξείαο ελ γέλεη, αθνχ ε επνπηεία δελ έρεη πιένλ λφεκα. Γελ 

ππάξρνπλ «λέεο» εηθφλεο, αιιά πεξηζζφηεξεο εηθφλεο ηζνδχλακεο κνξθήο. 

΢ηε ζεκεξηλή επνρή νη καζεηέο δελ έξρνληαη αληηκέησπνη κε ηελ επίιπζε 

ζηαηηθψλ πξαθηηθψλ πξνβιεκάησλ, κηαο θαη ν ηξφπνο δσήο, ε νξγάλσζε ηεο 

θνηλσλίαο θαη ε κεγάιεο θιίκαθαο ρξήζε ηνπ ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή έρνπλ 

πξνζζέζεη ηε δπλακηθή ησλ θαηαζηάζεσλ ζηα δηάθνξα πξνβιήκαηα. Η γλψζε 

νθείιεη λα θαηαζθεπάδεηαη ελεξγεηηθά απφ ην ππνθείκελν θαη φρη λα 

«ζπιιακβάλεηαη» παζεηηθά απφ ην πεξηβάιινλ θαη ηα πεξηζζφηεξα ζεσξήκαηα ηεο 

Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζεσξνχληαη ήδε απηνλφεηα απ’ ηνπο καζεηέο ιφγσ ηεο 

επνπηείαο θαη απμάλνπλ θαη’ απηφλ ηνλ ηξφπν ηελ παζεηηθφηεηά ηνπο σο πξνο ην 

αληηθείκελν ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Δίλαη θαλεξφ επνκέλσο φηη πξνθχπηεη ε 

αλάγθε δεκηνπξγίαο ελφο λένπ πιαηζίνπ κέζα ζ’ απηφ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, 

ηέηνην ψζηε λα κελ «αθπξψλεη» ηα λνήκαηά ηεο, λα ηε ζπκπιεξψλεη θαη λα απμάλεη 

ηελ ελεξγεηηθφηεηα ησλ καζεηψλ, γεγνλφο πνπ επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο 

κεηαζρεκαηηζηηθήο Γεσκεηξίαο. 
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ΑΑλλααθθεεθθααιιααηηωωηηηηθθήή  ΠΠααξξννππζζίίααζζεε  

Ωο αλαθεθαιαίωζε ηεο παξνύζαο εξγαζίαο επηρεηξείηαη κία ζύλδεζε 

ηζνκεηξηώλ θαη νκνηνηήηωλ, πνπ έρνπλ ωο ηώξα κειεηεζεί, ζην επίπεδν όκωο ηεο 

κεηξηθήο γεωκεηξίαο. Ο επθιείδεηνο ρώξνο απνηειείηαη από ζεκεία, ηα νπνία 

νκαδνπνηνύληαη ζε επζείεο, νη νπνίεο κε ηε ζεηξά ηνπο νκαδνπνηνύληαη ζε επίπεδα. 

Θεωξνύκε όηη ε ηνκή δύν δηαθνξεηηθώλ επηπέδωλ είλαη κία επζεία, ππό ηελ 

πξνϋπόζεζε όηη ηα επίπεδα δελ είλαη παξάιιεια, θαη ε ηνκή δύν δηαθνξεηηθώλ 

επζεηώλ είλαη έλα ζεκείν, ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη νη επζείεο δελ είλαη παξάιιειεο. 

Ζ δνκή ηνπ επθιείδεηνπ ρώξνπ πξνζδηνξίδεηαη πιήξωο απ’ ηελ απόζηαζε δύν 

ζεκείωλ θαη ηηο ηδηόηεηεο απηήο. Έηζη, θαηάιιειεο ζπκκεηξίεο γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ 

επθιείδεηνπ ρώξνπ είλαη εθείλεο πνπ δηαηεξνύλ ηηο απνζηάζεηο αλαιινίωηεο ή ίζεο. 

Μία 1-1 θαη επί απεηθόληζε ηνπ επθιείδεηνπ ρώξνπ δηαηεξεί ίζεο απνζηάζεηο ηόηε θαη 

κόλν ηόηε όηαλ πνιιαπιαζηάδεη όιεο ηηο απνζηάζεηο κε κία ζηαζεξά, γεγνλόο πνπ καο 

παξαπέκπεη ζε έλαλ κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο. Αλ δηαηεξεί όιεο ηηο απνζηάζεηο 

ίζεο αλεμαξηήηωο ζεκείωλ, ηόηε κηιάκε γηα ηζνκεηξίεο. Απνδείρζεθε όηη νη 

ηζνκεηξίεο απνηεινύλ ππννκάδα ηεο νκάδαο ηωλ νκνηνηήηωλ ζηνλ επθιείδεην ρώξν. 

Σηα πξνεγνύκελα έρνπκε απνδείμεη όηη νη νκνηόηεηεο δηαηεξνύλ ηηο έλλνηεο ηνπ 

επηπέδνπ, ηωλ επζεηώλ, ηεο θαζεηόηεηαο θαη ηεο παξαιιειίαο, ηνπ κέζνπ θαη ηωλ 

επζπγξάκκωλ ηκεκάηωλ. Μάιηζηα, αλ α είλαη έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο ηόηε 

ηζρύεη: 

1. Αλ ε είλαη κία επζεία, ηόηε θαη ε α(ε) είλαη επζεία. 

2. Αλ Π είλαη έλα επίπεδν, ηόηε θαη ην α(Π) είλαη επίπεδν. 

3. Αλ ε, δ είλαη επζείεο θαη ε δ, ηόηε θαη α(ε)  α(δ). 

4. Αλ ε, δ είλαη επζείεο θαη ε//δ, ηόηε θαη α(ε)//α(δ). 

5. Αλ Μ είλαη ην κέζν ηνπ ΑΒ, ηόηε α(Μ) είλαη ην κέζν ηνπ α(ΑΒ). 

6. Αλ    , ηόηε ( ) ( )    . 

Απόδεημε: 

1. Έρεη απνδεηρζεί όηη έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο απεηθνλίδεη 

επζύγξακκα ηκήκαηα ζε επζύγξακκα ηκήκαηα. Υπελζπκίδνπκε όηη ε απόδεημε 

είρε ωο εμήο:  Έζηω νκνηόηεηα ιόγνπ θ, ε νπνία απεηθνλίδεη ηα ζεκεία Α θαη 

Β ζηα Α΄, Β΄ αληίζηνηρα. Έζηω επηπιένλ ζεκείν Γ κεηαμύ ηωλ Α θαη Β θαη Γ΄ 

ε εηθόλα ηνπ ζεκείνπ Γ κέζω ηεο νκνηόηεηαο. Τόηε όκωο ηζρύεη: 

Α΄Β΄=θ∙ΑΒ=θ(ΑΓ+ΓΒ)=θ∙ΑΓ+θ∙ΓΒ=Α΄Γ΄+Γ΄Β΄. Σπλεπώο ην Γ΄ θείηαη 
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κεηαμύ ηωλ Α΄,Β΄ θαη άξα ε νκνηόηεηα απεηθνλίδεη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ 

ζην Α΄Β΄. 

 Έζηω ε ν θνξέαο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ. Τόηε κέζω ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ νκνηόηεηαο α ην ΑΒ απεηθνλίδεηαη ζην Α΄Β΄ θαη έζηω ε΄ ν 

θνξέαο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο Α΄Β΄. Σπλεπώο ηζρύεη όηη ε΄=α(ε) θαη άξα 

πξάγκαηη ν α απεηθνλίδεη επζείεο ζε επζείεο. 

2. Γλωξίδνπκε όηη δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο νξίδνπλ κνλαδηθό επίπεδν. Έζηω όηη 

νη επζείεο ε, δ, κε ε≠δ, νξίδνπλ ην επίπεδν Π. Απ’ ηελ πξνεγνύκελε απόδεημε 

έρνπκε όηη θαη νη εηθόλεο ηωλ ε θαη δ κέζω ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ νκνηόηεηαο 

α είλαη επζείεο, δειαδή νη α(ε) θαη α(δ) απνηεινύλ επζείεο, θαη κάιηζηα αθνύ 

ε≠δ θαη ν κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο είλαη 1-1 θαη επί απεηθόληζε έπεηαη όηη 

θαη α(ε)≠α(δ). Άξα νη α(ε), α(δ) νξίδνπλ κνλαδηθό επίπεδν, ην νπνίν απνηειεί 

ηελ εηθόλα ηνπ Π κέζω ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ α. 

3. Αλ ε, δ επζείεο κε ε δ, ηόηε ιακβάλνπκε ζεκεία Α, Β ζηε δ ηέηνηα ώζηε ε 

επζεία ε λα είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ηκήκαηνο πνπ νξίδεηαη απ’ ηα Α θαη Β. 

Τόηε όκωο ζα ηζρύεη ην ίδην θαη γηα ηελ επζεία α(ε) θαη ην επζύγξακκν ηκήκα 

α(ΑΒ). Όκωο ηα ζεκεία α(Α), α(Β) θείληαη επί ηεο επζείαο α(δ). Σπλεπώο   

α(ε)  α(δ). 

4. Έζηω ε, δ επζείεο. Τόηε ηζρύεη ε//δ αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη επζεία ε ηέηνηα 

ώζηε ε ε θαη δ ε. Δπεηδή ν κεηαζρεκαηηζκόο α δηαηεξεί ηελ θαζεηόηεηα 

ηζρύεη όηη α(ε)  α(ε) θαη α(δ)  α(ε), νπόηε ηζρύεη α(ε)//α(δ). 

5. Έζηω επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ. Τόηε ην κέζν Μ ηνπ ΑΒ νξίδεηαη ωο ε ηνκή 

ηωλ ε, δ , δειαδή Μ=ε δ, όπνπ ε ε επζεία πνπ νξίδεηαη απ’ ηα Α, Β θαη δ ε 

κεζνθάζεηνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ. Τόηε ε α(δ) είλαη ε 

κεζνθάζεηνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πνπ νξίδεηαη απ’ ηα ζεκεία α(Α), 

α(Β), ελώ ε α(ε) είλαη ε επζεία πνπ νξίδεηαη απ’ ηα α(Α), α(Β). Σπλεπώο 

α(Μ)=α(ε)  α(δ) θαη άξα ζα είλαη ην κέζν ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πνπ 

νξίδεηαη απ’ ηα α(Α), α(Β), δειαδή α(Μ) κέζν ηνπ α(ΑΒ). 

6. Έζηω ζεκεία Α,Β,Γ,Γ ηέηνηα ώζηε γηα ηα κήθε ηωλ επζπγξάκκωλ ηκεκάηωλ 

ΑΒ, ΓΓ λα ηζρύεη    . Λακβάλνπκε ζεκείν Δ, ηέηνην ώζηε 

   . Γλωξίδνπκε όηη ε απόζηαζε κεηαμύ δύν ζεκείωλ είλαη κηθξόηεξε 

από ξ αλ θαη κόλν αλ έλα εθ ηωλ ζεκείωλ είλαη κέζν θάπνηαο ρνξδήο θύθινπ 

κε αθηίλα ξ θαη θέληξν ην δεύηεξν ζεκείν. Έηζη, ε ζρέζε       

ππνδειώλεη όηη κπνξνύκε λα ιάβνπκε ζεκεία Ε, Ζ ηέηνηα ώζηε 

     , έηζη ώζηε ην ζεκείν Β λα είλαη κέζν ηνπ επζπγξάκκνπ 

ηκήκαηνο ΕΖ. Απ’ ηνλ νξηζκό ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ νκνηόηεηαο έρνπκε 
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( ) ( ) ( )       , νπόηε απ’ ηελ απόδεημε (5) έρνπκε όηη ην α(Β) 

είλαη κέζν ηεο ρνξδήο α(ΕΖ). Σπλεπώο, ( ) ( ) ( )       . 
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