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Περίληψη 
Η φιλοςοφία του Kant και ο νεοκαντιανιςμόσ ςτθν αρχι του 20ου αιϊνα επθρζαςαν 
τισ ρίηεσ τθσ φιλοςοφίασ τθσ επιςτιμθσ και μαηί με τθ φαινομενολογία του Husserl 
κακοδιγθςαν τισ προςπάκειεσ για κατανόθςθ και ερμθνεία τθσ κεωρίασ τθσ 
ςχετικότθτασ τον 20ο αιϊνα. Είχε ιδθ όμωσ ςυντελεςτεί μια ςθμαντικι αλλαγι ςτα 
μακθματικά: από τθ μελζτθ των ιδεατϊν αντικειμζνων, το ενδιαφζρον μεταφζρκθκε 
ςτθ μελζτθ αφθρθμζνων αντικειμζνων τα οποία ζχουν τουσ δικοφσ τουσ κανόνεσ 
ανεξάρτθτουσ από τθ φφςθ τουσ. Ο Felix Klein ςτο περίφθμο Erlanger Programm 
ορίςε τθ γεωμετρία ωσ τθ μελζτθ των ιδιοτιτων που παραμζνουν αναλλοίωτεσ υπό 
τουσ μεταςχθματιςμοφσ μιασ ςυγκεκριμζνθσ ομάδασ, παρουςιάηοντασ τθ δομικι 
πλευρά τθσ γεωμετρίασ. Ο Bernhard Riemann αντίκετα ςτθ διάλεξθ του 
χρθςιμοποίθςε τθ διαφορικι γεωμετρία για να μελετιςει το χϊρο που κεωροφςε 
ότι δεν είναι ομοιογενισ, άρα κα ζχει μεταβαλλόμενθ καμπυλότθτα, θ οποία μπορεί 
να υπολογιςτεί με μετριςεισ δθλαδι εμπειρικά. Ο Henry Poincaré αρνείται τα a 
priori του Kant και τον εμπειριςμό και παρουςιάηει μια νζα άποψθ ότι οι αρχζσ τθσ 
γεωμετρίασ δεν μποροφν να είναι λανκαςμζνεσ ι αλθκείσ. 
 
Λζξεισ κλειδιά: Kant, εξαντικειμενίκευςθ, γεωμετρία, Husserl, Cassirer  
 
 

Abstract 
The philosophy of Kant and the neocantians at the beginning of 20th century 
influenced the origins of philosophy and science and with the phenomenology of 
Husserl guided the efforts for understanding and interpretation of the theory of 
Relativity in 20th century. There has been a significant change in Mathematics; the 
main interest of study has been transformed from the ideal objects to the study of 
abstract objects which they have their own rules independent of their nature. Felix 
Klein in his famous Erlanger Programm defined geometry as the study of properties 
which remained unchanged through the transformations of a specific group. 
Bernhard Riemann on the contrary in his lecture used differential geometry in order 
to study the space, non-homogeneous according to him, thus with variable curvature 
that could be calculated empirically by measurements. Henry Poincaré denies Kant’s 
a priori as well as empirism and introduces a new view that the principals of 
geometry cannot be true or false. 
 
Keywords: Kant, objectification, geometry, Husserl, Cassirer 
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Κεφάλαιο 1
                                                                                                        

Τα ςχήματα του Kant 
 

1.1 Ειςαγωγή 

Κάκε ςθμαντικι φιλοςοφικι εξζλιξθ μετά το 1800 κεωρείται από τουσ ειδικοφσ ωσ 

κριτικι ι ωσ απάντθςθ ςτον Kant. Είναι επίςθσ ςυνικθσ θ άποψθ φιλοςόφων, 

φυςικϊν και μακθματικϊν του 19ου αλλά και των αρχϊν του 20ου αιϊνα ότι θ 

κριτικι φιλοςοφία του Kant για τθ γεωμετρία, τθν εποχι εκείνθ, δεν μποροφςε να 

κεωρείται ελκυςτικι. Ρραγματικά θ ανακάλυψθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν 

και θ αλλαγι τθσ Νευτϊνειασ φυςικισ με τισ κεωρίεσ τθσ Σχετικότθτασ του Einstein 

οδιγθςαν ςτθ κεϊρθςθ τθσ άποψθσ του Kant ωσ «τουλάχιςτον ρθχισ».  

Κεντρικό πρόβλθμα τθσ Κριτικισ του Κακαροφ Λόγου, του κφριου ζργου του Kant, 

αποτελεί το κζμα των a priori, όπωσ  προιλκε μετά τθν λεγόμενθ «Κοπερνίκεια 

επανάςταςθ» του Kant και οδιγθςε ςτθ ςυγκρότθςθ τθσ επιςτθμολογίασ του. 

Θ ςφγκρουςθ του ορκολογιςμοφ, όπωσ εκφράςτθκε από τουσ Leibniz και Wolff, και 

του εμπειριςμοφ του Locke, παρείχε το κίνθτρο ςτον Kant να επιχειριςει μια 

ςφνκεςθ και των δφο. Από τθν μια προςπάκθςε να εξθγιςει τθν αναγκαιότθτα των 

μακθματικϊν και τθν a priori φφςθ τθσ μακθματικισ αλικειασ και από τθν άλλθ 

τθν εφαρμοςιμότθτα των μακθματικϊν ςτο φυςικό κόςμο, άρα και να 

προςδιορίςει τθ κζςθ των μακθματικϊν ςτισ εμπειρικζσ επιςτιμεσ. Δθλαδι 

μποροφμε να κεωριςουμε ότι το κεντρικό πρόβλθμα του Kant ιταν να δείξει πωσ 

τα μακθματικά είναι a priori γνϊςιμα και παρά όλα αυτά εφαρμόηονται κακολικά – 

ςε όλθ τθν εμπειρία – με απόλυτθ βεβαιότθτα.  

Κατά τον Βαςιλείου1 a priori γνϊςθ είναι εκείνθ για τθν τεκμθρίωςθ τθσ οποίασ δεν 

είμαςτε αναγκαςμζνοι να προςφφγουμε ςτθν εμπειρία ι διαφορετικά, θ προ 

οποιαςδιποτε εμπειρίασ εφικτι γνϊςθ. Ρροφανϊσ a posteriori είναι θ γνϊςθ που 

απαιτεί τεκμθρίωςθ από τθν εμπειρία. Ανάλογθ διάκριςθ μπορεί να γίνει μεταξφ 

                                                 
1
 *1+ ςελ. 16 



[8] 
 

επαγωγικοφ και παραγωγικοφ ι απαγωγικοφ ςυλλογιςμοφ. Επαγωγικόσ είναι ο 

ςυλλογιςμόσ κατά τον οποίο από το μερικό ςυμπεραίνουμε το γενικό. Από 

οριςμζνα δεδομζνα εικάηουμε το γενικό ςυμπζραςμα, χωρίσ να είμαςτε a priori ςε 

κζςθ να επαλθκεφςουμε τθν αλικεια του ςυμπεράςματοσ από τα δεδομζνα. 

Αντίκετα παραγωγικόσ ι απαγωγικόσ είναι ο ςυλλογιςμόσ κατά τον οποίο είμαςτε 

ςε κζςθ από τθν αλικεια των δεδομζνων, κατά λογικι αναγκαιότθτα, να 

καταλιξουμε ςε ςυμπζραςμα. Με βάςθ αυτζσ τισ διακρίςεισ μποροφμε να 

διατυπϊςουμε ιςοδφναμα το λεγόμενο υπερβατολογικό πρόβλθμα του Κant ωσ 

εξισ: Ρωσ οι ςυνκετικζσ προτάςεισ είναι a priori δυνατζσ, δθλαδι πωσ μποροφν οι 

κακαρζσ εποπτείεσ και οι κακαρζσ ζννοιεσ που είναι a priori και δεν παράγονται 

οφτε προζρχονται από τισ εμπειρίεσ, να αναφζρονται ςε αντικείμενα τθσ εμπειρίασ 

και να διεκδικοφν για αυτά τα αντικείμενα κακολικι και αναγκαία εγκυρότθτα. 

Ο Kant ζκανε τθν παραδοχι ότι θ εποπτεία δεν ακολουκεί τθ ςυγκρότθςθ των 

αντικειμζνων αλλά αντίκετα τα αντικείμενα των αιςκιςεϊν μασ ακολουκοφν τθ 

ςυγκρότθςθ τθσ ομάδασ των εποπτειϊν μασ. Υπερβατολογικά κατά τον Kant, δεν 

μασ ενδιαφζρουν τα αντικείμενα αλλά θ λειτουργία τθσ γνϊςθσ των αντικειμζνων  

a priori.   

 

1.2  Ο Kant, η ανάλυςη και οι καθαρζσ εποπτείεσ 

Ππωσ ιδθ αναφζρκθκε βαςικό γνϊριςμα τθσ φιλοςοφίασ των μακθματικϊν του 

Kant αποτελεί θ άποψθ ότι οι αλικειεσ τθσ γεωμετρίασ2 είναι ςυνκετικζσ a priori 

και βαςίηονται ςτθν εποπτεία. Ο Kant προςπακϊντασ να ςυνδυάςει τισ δφο κφριεσ 

φιλοςοφικζσ απόψεισ που επικρατοφςαν τθν εποχι του, διατφπωςε τθν κεωρία ότι 

πθγζσ τθσ γνϊςθσ είναι τόςο ο νουσ όςο και θ εμπειρία. Με αυτό τον τρόπο 

δθμιουργικθκε θ ανάγκθ διάκριςθσ τθσ κρίςθσ ςε αναλυτικι και ςυνκετικι, όπωσ 

αυτι περιορίηεται ςε αποφάνςεισ απλοφ τφπου υποκειμζνου-κατθγοριματοσ. 

Αναλυτικι ονομάηεται θ κρίςθ κατά τθν οποία το κατθγόρθμα ανικει ςτο 

υποκείμενο ωσ κάτι που περιζχεται ςτθν ζννοια του, ενϊ ςυνκετικι όταν το 

κατθγόρθμα βρίςκεται εκτόσ του υποκειμζνου αν και είναι ςε ςχζςθ με αυτό.  Θ 

αναλυτικι κρίςθ βζβαια δεν προςκζτει μζςω του κατθγοριματοσ οτιδιποτε ςτθν 

ζννοια του υποκειμζνου, απλϊσ αναλφει τισ ςυνιςτϊςεσ τθσ ζννοιασ. Αντίκετα  θ 

                                                 
2
 Και τθσ αρικμθτικισ 
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ςυνκετικι κρίςθ προςκζτει ςτθν ζννοια του υποκειμζνου ςτο οποίο αναφζρεται  

κάποιο κατθγόρθμα το οποίο καμία ανάλυςθ δεν κα μποροφςε να παραγάγει. Ο 

Kant αναφζρει:  

«Σε όλεσ τισ κρίςεισ όπου νοείται θ ςχζςθ ενόσ υποκειμζνου προσ ζνα 

κατθγοροφμενο (αναφζρω μόνο τισ καταφατικζσ, γιατί θ εφαρμογι κατόπιν ςτισ 

αποφατικζσ είναι εφκολθ) θ ςχζςθ αυτι είναι κατά δφο τρόπουσ δυνατι. Ή το 

κατθγοροφμενο Β ανικει ςτο υποκείμενο Α ωσ κάτι που περιζχεται ιδθ 

(ςυγκεκαλυμμζνα) ςτθν ζννοια Α ι το κατθγοροφμενο Β βρίςκεται ολότελα ζξω 

από τθν ζννοια Α, μολονότι ςτθ πραγματικότθτα είναι ςυνδεδεμζνο μαηί του. Στθν 

πρϊτθ περίπτωςθ ονομάηω τθν κρίςθ αναλυτικι, ςτθν άλλθ ςυνκετικι»
 3

.  

Για τον Kant μια πρόταςθ τθσ μορφισ  «όλα τα Ρ είναι Θ» είναι αναλυτικι αν θ 

ζννοια του κατθγοριματοσ Κ εμπεριζχεται ςτθν ζννοια του υποκειμζνου Ρ, 

διαφορετικά είναι ςυνκετικι. Για παράδειγμα θ πρόταςθ «όλα τα τετράγωνα είναι 

παραλλθλόγραμμα» είναι αναλυτικι αν θ ζννοια του τετραγϊνου περιζχεται ςτθν 

ζννοια του παραλλθλογράμμου. Αντίκετα θ πρόταςθ «το άκροιςμα των γωνιϊν 

ενόσ τριγϊνου είναι ίςο με δφο ορκζσ γωνίεσ» είναι ςυνκετικι.  

Ενιςχφοντασ τισ κζςεισ του για τισ αναλυτικζσ αλικειεσ ο Kant αναφζρεται ςτθ 

φφςθ των εννοιϊν, οι οποίεσ κεωρεί ότι ζχουν μζρθ, ζτςι ϊςτε να είναι δυνατόν 

μια ζννοια να περιζχει μια άλλθ. Τα  μζρθ κάκε ζννοιασ ςυλλαμβάνονται νοερά 

μζςω τθσ εννοιολογικισ ανάλυςθσ. Θ ίδια θ εννοιολογικι ανάλυςθ δεν παράγει 

νζα γνϊςθ για τον κόςμο κακϊσ:  

«Τισ πρϊτεσ *αναλυτικζσ+ κα μποροφςε να τισ ονομάςει διαςαφθτικζσ και τισ άλλεσ 

ςιευρφνουςεσ κρίςεισ, γιατί οι πρϊτεσ δεν προςκζτουν με το κατθγοροφμενο 

τίποτε ςτθν ζννοια του υποκειμζνου παρά μόνο τθν διαιροφν με τθν ανάλυςθ ςτισ 

μερικζσ τθσ ζννοιεσ που είχαν νοθκεί (αν και ςυγκεχυμζνα) μζςα ςε αυτι, ενϊ οι 

άλλεσ προςκζτουν ςτθν ζννοια του υποκειμζνου ζνα κατθγοροφμενο, που δεν είχε 

καν νοθκεί μζςα ςε αυτιν και που δεν κα μποροφςε να εξαχκεί με κανενόσ είδουσ 

ανάλυςι τθσ» 4.  

Κατά τον Kant  οι ζννοιεσ μποροφν να παρζχουν τθ βάςθ για γνϊςθ μόνο μζςω τθσ 

διαδικαςίασ τθσ ανάλυςθσ. Ππωσ αναφζρει ο Shapiro5 θ εννοιολογικι ανάλυςθ 

                                                 
3
 [2] Α6-7/Β10-11 

4
 [2] Α7/Β11 

5
 [3] ςελ.80 



[10] 
 

απλϊσ αποκαλφπτει ότι υπονοείται ςτισ ζννοιεσ, κακϊσ αυτζσ ςυςχετίηονται με τθν 

εμπειρία. Οι προτάςεισ μποροφν να ςθμαίνουν κάτι μόνο αν εκτακοφν ζτςι ϊςτε να 

ςυςχετιςκοφν με τισ ανκρϊπινεσ νοθτικζσ διαδικαςίεσ. Δθλαδι και τα γεωμετρικά 

αντικείμενα μποροφν να νοθκοφν μζςω διαδικαςιϊν π.χ. μζτρθςθσ. 

Για τον Kant οι μακθματικζσ προτάςεισ είναι ςυνκετικζσ κακϊσ αναφζρονται ςτθ 

δομι του χϊρου και του χρόνου όπωσ αποκαλφπτονται ςε εμάσ a priori με τισ 

δυνατζσ καταςκευζσ τουσ. Ο χϊροσ και ο χρόνοσ κατά τον Kant αποτελοφν τουσ 

αναλλοίωτουσ όρουσ για κάκε αντίλθψθ που ζχουμε περί των αντικειμζνων. 

Συνεπϊσ κεωροφμε τα κακαρά μακθματικά (βάςει οριςμοφ) να αποτελοφν  εκείνο 

το κομμάτι των μακθματικϊν που ςυγκροτείται από τισ αναγκαίεσ αλικειεσ.  

Επειδι θ άποψθ αυτι εξαρτάται από τον κατάλλθλο οριςμό που επιλζγουμε, ο 

Kant δεν δεχόταν τθν άποψθ ότι οι μακθματικζσ προτάςεισ μποροφςαν να 

διαψευςκοφν από τθν εμπειρία. Οι αλικειεσ τθσ γεωμετρίασ είναι κατά τον Kant 

αναγκαίεσ, παρόλο που δεν αναδφεται θ αλικεια τουσ ςτθ φφςθ των εννοιϊν μασ. 

Επίςθσ κεωροφμε ότι μποροφμε να τισ μάκουμε ανεξάρτθτα από τθν εμπειρία, 

αλλά όχι όμωσ μόνο από τθν εννοιολογικι ανάλυςθ των εννοιϊν. 

Ο Leavitt6 αναφζρει ότι γενικά κατά τον Kant, μποροφμε να επιτφχουμε a priori 

ςυνκετικι γνϊςθ ςτθ γεωμετρία ςυλλογιηόμενοι ςυγκεκριμζνεσ μορφζσ ζτςι ϊςτε 

να τισ χρθςιμοποιιςουμε για τθν αναπαράςταςθ κακολικά ζγκυρων (universally 

valid) χαρακτθριςτικϊν των εννοιϊν που αντιςτοιχοφν ςε αυτζσ τισ μορφζσ. Οι 

μορφζσ μπορεί να είναι αιςκθτθριακζσ εντυπϊςεισ ςυγκεκριμζνων αντικειμζνων ι 

τθσ φανταςίασ μασ.  Κατά τον Kant:  

«θ μορφι μπορεί να  γίνει αντικείμενο αφαιρζςεωσ ανεξάρτθτα *κατ’ αφαίρεςθ+ 

από κάκε αίςκθμα» 7. 

Ζτςι αν κζλουμε να ανακαλφψουμε τισ a priori ςυνκετικζσ αλικειεσ που αφοροφν 

τα τρίγωνα κα πρζπει να καταςκευάςουμε ζνα πραγματικό τρίγωνο ςτο χαρτί και 

να ςυλλογιςτοφμε πάνω ςε αυτό, ι να επιλζξουμε μια μορφι τριγϊνου που 

ζχουμε ςτο μυαλό μασ και να ςκεφτοφμε πάνω ςε αυτι. Σε κάκε περίπτωςθ θ 

μορφι του ςυγκεκριμζνου τριγϊνου κατά τον Kant είναι «μοναδικό – ενικό (single) 
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αντικείμενο»8, π.χ. ζνα κίτρινο ιςοςκελζσ τρίγωνο, το οποίο επιλζγουμε για να 

χρθςιμοποιιςουμε ωσ εκπρόςωπο τθσ γενικισ ζννοιασ του τριγϊνου, ζτςι ϊςτε 

κατά κάποιον τρόπο να  

«εκφράηει ςτθ παράςταςι του κακολικό κφροσ για όλεσ τισ δυνατζσ εποπτείεσ που 

ςυνανικουν υπό τθν ίδια ζννοια» 9.  

Ο Kant κεωρεί ότι επειδι θ γεωμετρία ζχει αντικείμενο τθν μελζτθ των ιδιοτιτων 

του φυςικοφ χϊρου οι προτάςεισ τθσ ζχουν πραγματικό περιεχόμενο και γι’ αυτό οι 

γεωμετρικζσ αλικειεσ είναι αναγκαίεσ. Θ ςυνκετικι a priori γνϊςθ τθσ Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ βαςίηεται ςτθν αντίλθψθ του χϊρου ωσ κακαρισ εποπτείασ και ςτθν 

ικανότθτα του νου μζςω τθσ φανταςίασ να καταςκευάςει ςτο χϊρο ςχιματα.  

Τι είναι όμωσ θ «κακαρι εποπτεία»; Κακαρι εποπτεία λοιπόν κατά τον Kant είναι 

οτιδιποτε χρθςιμεφει ωσ αφετθρία τθσ αντίλθψθσ του χϊρου10. Συνεπϊσ 

μποροφμε να αναγνωρίςουμε ςτο ςυγκεκριμζνο τρίγωνο ιδιότθτεσ του γενικοφ, 

μζςω τθσ «κακαρισ εποπτείασ». 

Ο Risjord ςθμειϊνει ότι ο Kant κάποιεσ φορζσ μπερδεφει τα πράγματα γράφοντασ  

«πωσ θ a priori καταςκευι  είναι ζνα ειδικό είδοσ εποπτείασ» και ςυγκεκριμζνα 

αναφζρει ότι :  

«τα μακθματικά είναι μελζτθ των τυπικϊν ιδιοτιτων των εποπτειϊν ι των 

κακαρϊν εποπτειϊν μασ. Οι μορφζσ αυτζσ τθσ εποπτείασ είναι ο χϊροσ και ο 

χρόνοσ. Συνεπϊσ τα μακθματικά τελικά αναφζρονται ςτο χϊρο και ςτο χρόνο, 

κεωρϊντασ τα ωσ τυπικζσ ςχζςεισ…άρα θ κακαρι εποπτεία είναι όντωσ κακαρι 

κακϊσ επιδεικνφει χαρακτθριςτικά των μορφϊν τθσ εποπτείασ και αυτά είναι τα 

μοναδικά χαρακτθριςτικά που ςχετίηονται με το ςχζδιο. Συνεπϊσ για τον Kant θ 

γεωμετρία χρθςιμοποιεί φαινομενικά ςχζδια ωσ αναπαραςτάςεισ των χωρικϊν 

ςχζςεων» 11.  

Δθλαδι φαίνεται ότι κακϊσ βριςκόμαςτε ςε κατάςταςθ «κακαρισ εποπτείασ» τθσ 

μορφισ ενόσ τριγϊνου, παρόλο που εποπτεφουμε ζνα ςυγκεκριμζνο κίτρινο 

ιςοςκελζσ τρίγωνο, θ όλθ διαδικαςία γίνεται με τζτοιο τρόπο ϊςτε να προχωροφμε 
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ανεμπόδιςτοι ςτθ μελζτθ των τυπικϊν χωρο-χρονικϊν εποπτειϊν που μασ 

επιτρζπουν να ςυναιςκανκοφμε ζνα τρίγωνο.  

Ερμθνεφοντασ τον Kant, ο Risjord παρατθρεί ότι δεν επεξθγείται ικανοποιθτικά 

ποια είναι θ διαφορά ςτθν εποπτεία ενόσ τριγϊνου, ενόσ ιςοςκελοφσ τριγϊνου και 

ενόσ κίτρινου ιςοςκελοφσ τριγϊνου. Αναφζρει ότι θ πρϊτθ χρθςιμοποιείται για 

μελζτθ τυπικϊν ιδιοτιτων τθσ γενικισ ζννοιασ του τριγϊνου, θ δεφτερθ για μελζτθ 

τθσ ζννοιασ των ιςοςκελϊν τριγϊνων και θ τρίτθ θ οποία δεν αποτελεί «κακαρι 

εποπτεία» χρθςιμοποιείται μια απλι ποιοτικι διαδικαςία, χωρίσ περαιτζρω 

ςχόλια. 

Συνεχίηοντασ τθν αναφορά ςτο ίδιο κζμα, ο Friedman προςπακεί να απαντιςει ςτο 

ερϊτθμα με ποιό τρόπο μπορεί θ κακαρι και μθ-εμπειρικι εποπτεία να 

αντιςτοιχίηεται ςε μια γενικι ζννοια και ζνα μεμονωμζνο χαρακτθριςτικό αυτισ 

τθσ ζννοιασ και παρόλα αυτά να παρουςιάηεται κακαρά a priori. Επιπρόςκετα 

διερωτάται πωσ μπορεί ζνα μεμονωμζνο χαρακτθριςτικό μιασ γενικισ ζννοιασ, 

ανεξάρτθτα του τρόπου που ζχει παραχκεί, να αποτελεί μια επιπρόςκετθ πθγι, 

πζρα και πάνω από κάκε εννοιολογικι αναπαράςταςθ τθσ γενικισ και αναγκαίασ 

γνϊςθσ. Ωσ απάντθςθ χρθςιμοποιεί τθν υπερβατολογικι αιςκθτικι όπου ο Kant 

ςθμειϊνει:  

«Από αυτό ςυνάγεται ότι ςε όλεσ τισ ζννοιεσ που ζχουμε για αυτόν *το χϊρο+ 

υπόκειται ωσ βάςθ μια a priori εποπτεία (που δεν είναι εμπειρικι). Ζτςι και όλα τα 

γεωμετρικά αξιϊματα, όπωσ λ.χ. ότι ςε ζνα τρίγωνο οι δφο πλευρζσ μαηί είναι 

μεγαλφτερεσ από τθν τρίτθ, δεν παράγονται από τισ γενικζσ ζννοιεσ τθσ γραμμισ 

και του τριγϊνου, παρά μόνο από τθν εποπτεία και μάλιςτα  a priori με 

αποδεικτικι βεβαιότθτα» 12.  

Δθλαδι όπωσ αναφζρει ο Shapiro13, ο Kant πίςτευε ότι αν και οι περιςςότερεσ 

μακθματικζσ προτάςεισ είναι ςυνκετικζσ, είναι a priori γνϊςιμεσ και ανεξάρτθτεσ 

από τθν αιςκθτθριακι εμπειρία. Πμωσ θ κακαρι εποπτεία παράγει εκτόσ από 

γνϊςθ και τισ μορφζσ πικανϊν εμπειρικϊν εποπτειϊν. Δθλαδι θ κακαρι εποπτεία 

μπορεί να κεωρθκεί ωσ ςυνειδθτοποίθςθ του γεγονότοσ ότι θ ςυνθκιςμζνθ 

αιςκθτθριακι αντίλθψθ είναι χωροχρονικισ μορφισ, με ςκοπό να αποκαλφπτει τισ 
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προχποκζςεισ που χρειαηόμαςτε για να αποκτιςουμε μια εμπειρικι γνϊςθ των 

χωροχρονικϊν αντικειμζνων, χωρίσ ιδιαίτερα προβλιματα. 

Θ Ευκλείδεια γεωμετρία ωσ παράδειγμα, αςχολείται με τουσ αναγκαίουσ τρόπουσ 

με τουσ οποίουσ οι άνκρωποι αντιλαμβάνονται χωροχρονικά τα αντικείμενα. 

Αντιλαμβανόμαςτε τα αντικείμενα ςε τρεισ διαςτάςεισ, χρθςιμοποιϊντασ 

φραγμζνα χωρία που οριοκετοφνται από γραμμζσ κλπ. Συνεπϊσ θ γεωμετρία μαηί 

με τθν αρικμθτικι, θ οποία αναφζρεται ςτθ διάκριςθ και απαρίκμθςθ των 

αντικειμζνων, μποροφν να περιγράψουν γενικά το αντιλθπτικό μασ πλαίςιο.  

Επειδι κατά τον Kant ολόκλθρθ θ δομι του μακθματικοφ ςυλλογιςμοφ οφείλεται 

ςτον αντιλθπτικό μθχανιςμό που διακζτουμε ωσ όντα, θ κακαρι εποπτεία πρζπει 

να αναφζρεται ςτισ δυνατζσ μορφζσ ανκρϊπινθσ αντίλθψθσ. Ο Kant τονίηοντασ τθ 

φφςθ των a priori γεωμετρικϊν εποπτειϊν και τθν αναγκαιότθτα των μακθματικϊν 

διαχωρίηει τθ φιλοςοφικι από τθ μακθματικι γνϊςθ ωσ εξισ:  

«θ φιλοςοφικι γνϊςθ είναι θ γνϊςθ του λόγου εξ’ εννοιϊν, θ μακθματικι εκ τθσ 

καταςκευισ των εννοιϊν. Καταςκευάηειν μιαν ζννοια ςθμαίνει: εκκζτειν 

*παριςτάνειν+ a priori τθν αντιςτοιχοφςα εισ τθν ζννοια αυτι εποπτεία. Για τθν 

καταςκευι μιασ ζννοιασ απαιτείται, ςυνεπϊσ, μια μθ εμπειρικι εποπτεία, θ οποία, 

ωσ εποπτεία, είναι, κατ’ ακολουκία, ζνα μοναδικό *ενικό+ αντικείμενο, αλλά ωσ 

καταςκευι μιασ ζννοιασ (μιασ κακολικισ αναπαράςταςθσ) πρζπει ουχ ιττον να 

εκφράηει ςτθ παράςταςι τθσ κακολικό κφροσ για όλεσ τισ δυνατζσ εποπτείεσ που 

ςυνανικουν υπό τθν ίδια ζννοια. Ζτςι καταςκευάηω ζνα τρίγωνο, κακ’ όςον 

παριςτϊ το ανταποκρινόμενο ςε αυτι τθν ζννοια αντικείμενο, δι’ απλισ 

φανταςίασ, ςτθν κακαρι εποπτεία, είτε επίςθσ ςφμφωνα με αυτι επί του χάρτου, 

ςτθν εμπειρικι εποπτεία, αλλά και ςτισ δφο περιπτϊςεισ εντελϊσ a priori χωρίσ να 

ζχω δανειςκεί το πρότυπο γι’ αυτό από οποιαδιποτε εμπειρία. Το κατ’ ιδίαν 

*ατομικό+ κεχαραγμζνο εκεί ςχιμα είναι εμπειρικό και χρθςιμοποιείται μολαταφτα, 

χωρίσ να παραβλζπεται θ κακολικότθτά του, για να εκφράηει τθν ζννοια, αφοφ 

κατά τθν εμπειρικι αυτι εποπτεία θ προςοχι πάντα ςτρζφεται πάνω μονάχα ςτο 

ενζργθμα *πράξθ+ τθσ καταςκευισ τθσ ζννοιασ-για τθν οποία πολλοί 

προςδιοριςμοί, όπωσ π.χ. του μεγζκουσ, των πλευρϊν και των γωνιϊν είναι 

εντελϊσ αδιάφοροι-και από τισ διαφορζσ αυτζσ, που δεν μεταβάλλουν τθν ζννοια 

του τριγϊνου, γίνεται ςυνεπϊσ αφαίρεςθ» 14.   
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Δθλαδι το μοναδικό εμπειρικό ςχιμα που ςχεδιάηουμε λειτουργεί ωσ κακαρι 

εποπτεία και υποδθλϊνει ζνα πραγματικό οριςμό (real definition) τθσ γεωμετρικισ 

ζννοιασ του επίπεδου τριγϊνου. Ωσ πραγματικόσ οριςμόσ εκκζτει ςθμεία από τα 

οποία μπορεί να αναγνωριςτεί οποιοδιποτε ςχιμα κεωρείται επίπεδο τρίγωνο και 

επίςθσ παρζχει πραγματικά χαρακτθριςτικά που αποδεικνφουν ότι θ ζννοια δεν 

είναι κενι.  

Ο Kant ςυνεχίηει προςπακϊντασ να εξθγιςει πωσ ζνα μοναδικό εμπειρικό ςχιμα 

μπορεί να εκφράςει μια κακαρι γεωμετρικι ζννοια χωρίσ να βλάψει τθ γενικότθτα 

αυτισ τθσ ζννοιασ. Συγκεκριμζνα:  

«κατά τθν εμπειρικι αυτι εποπτεία θ προςοχι πάντα ςτρζφεται πάνω μονάχα ςτθ 

πράξθ τθσ καταςκευισ τθσ ζννοιασ-για τθν οποία πολλοί προςδιοριςμοί, όπωσ π.χ. 

του μεγζκουσ, των πλευρϊν και των γωνιϊν είναι εντελϊσ αδιάφοροι-και από τισ 

διαφορζσ αυτζσ, που δεν μεταβάλλουν τθν ζννοια του τριγϊνου, γίνεται ςυνικωσ 

αφαίρεςθ» 15.  

Άρα για να υποβοθκιςουμε οποιαδιποτε ςκζψθ ςχετικά με τθν γενικι ζννοια ενόσ 

τριγϊνου εκτόσ από τισ αιςκθτθριακζσ μορφζσ χρθςιμοποιοφμε και τισ νοθτικζσ 

μορφζσ. Δθλαδι φζρνουμε ςτο μυαλό μασ μια μορφι με ςκοπό να ενιςχφςουμε 

τθν διαμόρφωςθ μιασ ςυνκετικισ a priori αλικειασ, ενόσ κανόνα που ιςχφει για 

όλα τα τρίγωνα, όπωσ κα μποροφςε να είναι το άκροιςμα των γωνιϊν του 

τριγϊνου. Ροια όμωσ είναι θ εγγφθςι ότι θ μορφι που ζχουμε φανταςτεί είναι 

περίπτωςθ του ςυγκεκριμζνου ςχιματοσ που μελετάμε και δεν αποτελεί μορφι 

ενόσ άλλου ςχιματοσ τθν ίδια ςτιγμι; Ανάλογοσ προβλθματιςμόσ υπάρχει ςχετικά 

με το αν το τρίγωνο που ζχουμε επιλζξει και το οποίο ζχει και άλλα χαρακτθριςτικά 

που δεν ςχετίηονται με τθν γενικι ζννοια του τριγϊνου κακϊσ όπωσ αναφζραμε 

προθγουμζνωσ μπορεί να είναι κίτρινο και ιςοςκελζσ, ποια μπορεί να είναι θ 

εγγφθςθ ότι ο κανόνασ ι το κεϊρθμα που προςπακοφμε να δείξουμε κα ιςχφει για 

όλα τα τρίγωνα γενικά και όχι μόνο για αυτά που αντιςτοιχοφν ςτθν νοθτικι μορφι 

που ζχω δθμιουργιςει ςτο μυαλό μου; 

Θ λφςθ ςτο πρόβλθμα αυτό αναηθτά μια ζννοια που δεν μπορεί να είναι απλά 

υποκειμενικι. Ρρζπει να είναι ξεκάκαρα διυποκειμενικι κακϊσ θ ίδια εννοιολογικι 

αναπαράςταςθ μπορεί να εμπλζκεται ςε πολλαπλζσ αναπαραςτάςεισ τόςο από το 
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ίδιο άτομο όςο και από διαφορετικά άτομα. Συνεπϊσ πρζπει να αναηθτθκεί ο 

τρόποσ που κα αποκτθκεί θ αντικειμενικότθτα από το γεωμετρικό αντικείμενο. 

 

1.3 Σχηματοποίηςη, ςχήμα και γεωμετρία 

Θ άποψθ περί παράδοξου του Hume ότι «μερικζσ ιδζεσ είναι ςυγκεκριμζνεσ λόγω 

τθσ φφςθσ τουσ, αλλά γενικζσ ςτισ αναπαραςτάςεισ τουσ», δθλαδι πωσ π.χ. μια 

μορφι κίτρινου ιςοςκελοφσ τριγϊνου μπορεί να αναπαριςτά όλα τα τρίγωνα, 

ακόμα και τα κόκκινα ςκαλθνά, οδιγθςε τον Kant να δϊςει τον οριςμό του 

ςχιματοσ (schema) μιασ ζννοιασ:  

«Λοιπόν αυτι τθν παράςταςθ μιασ γενικισ λειτουργίασ τθσ φανταςίασ που ζγκειται 

ςτο να προμθκεφει ςε κάκε ζννοια τθν εικόνα (μορφι) τθσ, τθν ονομάηω ςχιμα τθσ 

ζννοιασ»
 16

.  

Ο οριςμόσ τθσ ςχθματοποίθςθσ κατά τον Kant είναι: 

 «..αυτόν τον μορφολογικό και ςτακερό όρο τθσ αιςκθτικότθτασ, που υποβάλλει ςε 

περιοριςμοφσ τθν ζννοια του νου *κατθγορία+ ςτθ χριςθ τθσ, κα τον ονομάςουμε 

ςχιμα τθσ ζννοιασ αυτισ ςτο νου και τθ διαδικαςία που ακολουκεί ο νουσ με τα 

ςχιματα αυτά ςχθματοποίθςθ του κακαροφ νου» 17.  

Με περιςςότερθ λεπτομζρεια μποροφμε να διακρίνουμε ότι ο Kant αναφζρεται 

ςτθ ςχηματοποίηςη (schematism) και ςτα τρία διακριτά είδθ εννοιϊν: πρϊτα 

κεωρεί τισ δϊδεκα κατθγορίεσ τισ οποίεσ αναφζρει ωσ «κακαρζσ» ζννοιεσ, ςτθ 

ςυνζχεια τισ μακθματικζσ ζννοιεσ όπωσ θ ζννοια του τριγϊνου ι θ ζννοια του 

κφκλου και τελικά τισ εμπειρικζσ ζννοιεσ.  

Αυτι θ ιεράρχθςθ γίνεται με ςκοπό να διευκετιςει διαδικαςτικά μεν ουςιαςτικά 

δε κζματα: μια διαδικαςία είναι ζνασ τρόποσ δράςθσ, θ αναπαράςταςθ μιασ 

διαδικαςίασ φαίνεται να αποτελεί μια περιγραφι του τρόπου δράςθσ, όπωσ αυτι 

εμφανίηεται μζςα από τθν αντιςτοίχιςθ μορφϊν και εννοιϊν. Συγκεκριμζνα ο Kant 

επιχειρεί να εξθγιςει περαιτζρω τα ςχιματα που ςυςχετίηουν τισ ζννοιεσ και τισ 

κατθγορίεσ με τισ εμπειρικζσ ζννοιεσ:  

« το ςχιμα μιασ κακαρισ ζννοιασ του νου είναι κάτι το οποίο δεν μπορεί να 

υπαχκεί ςε μια εικόνα, αλλά είναι θ κακαρι ςυνείδθςθ, τελοφμενθ ςφμφωνα προσ 
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ζνα κανόνα τθσ ενότθτασ κατά ζννοιεσ εν γζνει, το οποίο εκφράηει θ κατθγορία, και 

είναι ζνα υπερβατικό προϊόν τθσ φανταςίασ, το οποίο αφορά τον κακοριςμό τθσ 

εςωτερικισ αίςκθςθσ εν γζνει, ςφμφωνα με τουσ όρουσ τθσ μορφισ του (χρόνου) 

αναφορικά προσ όλεσ τισ παραςτάςεισ εφόςον αυτζσ οφείλουν να ςυνζχονται α 

priori ςε μια ζννοια ςφμφωνα προσ τθν ενότθτα»
 18

.  

Αναλυτικότερα μποροφμε να ποφμε ότι ο Kant ςτισ παραγράφουσ Α137-147/Β176-

Β187 τθσ Kριτικισ του Kακαροφ Λόγου αναφζρεται ςτθ λφςθ του προβλιματοσ τθσ 

αντικειμενικότθτασ μζςα από τθ διαδικαςία τθσ ςχθματοποίθςθσ.  

Ρεριλθπτικά μποροφμε να ποφμε ότι ςτο κομμάτι αυτό τθσ Κριτικισ του Κακαροφ 

Λόγου, ξεκινά διαπιςτϊνοντασ ότι κάκε ζννοια αναφζρεται ςε ζνα εν δυνάμει 

αντικείμενο ωσ αποτζλεςμα τθσ φπαρξθσ κάποιου κοινοφ χαρακτθριςτικοφ. Ωσ 

χαρακτθριςτικό παράδειγμα αναφζρεται ζνα πιάτο, το οποίο αποτελεί τθν 

εμπειρικι ζννοια ενόσ γεωμετρικοφ αντικειμζνου όπωσ ο κφκλοσ.  

Στθ ςυνζχεια ο Kant αναφζρεται ςτισ κατθγορίεσ, οι οποίεσ δεν παρουςιάηουν κάτι 

κοινό με τισ αιςκθτζσ εποπτείεσ (sensible intuitions) και κεωρεί ότι ςτισ επιςτιμεσ 

δεν μπορεί να βρεκεί απευκείασ ςχζςθ μεταξφ των κατθγοριϊν και των 

εμφανίςεϊν τουσ. Αυτό όμωσ κατά τον Kant δεν μπορεί να αποτελεί πρόβλθμα για 

τθν γεωμετρία κακϊσ π.χ. υπάρχει κάτι κοινό μεταξφ τθσ αφθρθμζνθσ ζννοιασ του 

κφκλου και τθσ κυκλικότθτασ (roundness) τθσ ςυμπαγοφσ μορφισ ενόσ πιάτου όπωσ 

δίνεται από τισ αιςκιςεισ μασ. 

Με δεδομζνο λοιπόν ότι μποροφμε να αντιςτοιχίηουμε τισ κατθγορίεσ ςε 

αιςκθτθριακζσ εμφανίςεισ (sensory appearances), πρζπει να υπάρχει κάποιο τρίτο 

ςτοιχείο (third item/thing) που ζχει κάτι κοινό και με τισ κατθγορίεσ αλλά και με τισ 

αντίςτοιχεσ εμφανίςεισ. Αυτό φαίνεται να είναι το υπερβατολογικό 

(transcendental) ςχιμα που είναι «κακαρό», κακϊσ αναφερόμαςτε ςτα κεμζλια 

τθσ a priori γνϊςθσ, αλλά ανικει τόςο ςτθν αιςκθτικότθτα (sensibility) όςο και ςτo 

νου. Δθλαδι το ςχιμα πρζπει να ανικει και ςτισ δφο πλευρζσ ζτςι ϊςτε να 

διαμεςολαβεί τισ αιςκιςεισ και τισ κακαρζσ εποπτείεσ μασ. 

Σε άλλθ ενότθτα ο Kant αναφζρει ότι:  

«πρζπει να υπάρχει υποχρεωτικά ζνασ τρίτοσ όροσ, ο οποίοσ να είναι ομοειδισ με 

τθν κατθγορία από τθ μια μεριά και το φαινόμενο από τθν άλλθ και ο οποίοσ να 
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κακιςτά δυνατι τθν αναφορά τθσ πρϊτθσ ςτο δεφτερο. Αυτι θ (δια)μεςολαβοφςα 

παράςταςθ πρζπει να είναι υποχρεωτικά κακαρι, χωρίσ κανζνα εμπειρικό 

ςτοιχείο, και όμωσ από τθν άλλθ να είναι νοθτικι και κατ’ αίςκθςθ από τθν άλλθ. 

Τζτοιο είναι το υπερβατικό ςχιμα» 19.  

Ο Kant αναφζρει ότι ενϊ με τθ βοικεια των κατθγοριϊν μποροφμε να ςκεφτοφμε 

οτιδιποτε, ςυμπεριλαμβανομζνων και μθ χωροχρονικϊν οντοτιτων όπωσ ο Κεόσ 

και θ ψυχι, δεν μποροφμε να μάκουμε τίποτε χωρίσ τθν εμπειρία, θ οποία ζχει 

χρονικι κεμελίωςθ. Άρα κεωρεί ότι αν περιοριςτοφμε ςε πράγματα των οποίων 

ζχουμε τθν εμπειρία κάποια ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι, δεν αφαιρείται ι 

μειϊνεται θ γνϊςθ που μποροφμε να επιτφχουμε μζςα από τισ κατθγορίεσ. Σε αυτό 

το ςθμείο φαίνεται να εμφανίηεται θ ςθμαςία του αιτιματοσ του Kant ότι ο χρόνοσ 

αποτελεί μια a priori εποπτεία.  

Ππωσ αναφζρουν μελετθτζσ του Kant, μια ςχθματοποιθμζνθ κατθγορία, υπό τον 

περιοριςμό του χρόνου, παρουςιάηεται να ζχει τον ίδιο τον χρόνο κοινό ςτοιχείο 

ωσ εποπτεία με τισ κατθγορίεσ. Ο χρόνοσ είναι θ κακαρι μορφι κάκε δυνατισ 

εμπειρικισ εποπτείασ, άρα κατά τον Kant  μπορεί να διαμεςολαβεί μεταξφ 

κακαρϊν εννοιϊν και εποπτειϊν. 

Στθν ςυνζχεια ο Kant παρουςιάηει τθν άποψθ ότι ςτθν υπερβατολογικι αναγωγι οι 

κατθγορίεσ δεν αναφζρονται ςε πράγματα «κακαυτά», αλλά ςε πράγματα που 

γίνονται αντιλθπτά. Συμπλθρϊνει επίςθσ ότι οι κατθγορίεσ πρζπει να περιζχουν τισ 

a priori τυπικζσ προχποκζςεισ τθσ αιςκθτικότθτασ (formal conditions of sensibility), 

όπωσ είναι ο χρόνοσ ο οποίοσ αποτελεί μορφι τθσ εςωτερικισ μασ αίςκθςθσ.  

Ο Kant λειτουργεί ςτισ παραγράφουσ αυτζσ μζςα ςε ζνα πλαίςιο κεϊρθςθσ των 

ψυχικϊν περιεχομζνων (mental contents) είτε ωσ αφθρθμζνεσ ζννοιεσ του νου είτε 

ωσ ςυμπαγείσ μορφζσ (images). Ρροτείνει λοιπόν ζνα νζο είδοσ νοθτικοφ 

περιεχομζνου μεταξφ των δφο: περιορίηοντασ τα ςχιματα ςτισ a priori τυπικζσ 

προχποκζςεισ τθσ αιςκθτικότθτασ, τα μεταφζρει ςτθ δικαιοδοςία τθσ φανταςίασ ι 

τθσ δυνατότθτασ δθμιουργίασ αιςκθτϊν μορφϊν.  

Γενικά θ κζςθ του Kant είναι ότι καμιά γενικι ζννοια δεν μπορεί να είναι μορφι, 

ςυνεπϊσ οφτε μπορεί να μοιάηει με κάποιο είδοσ μορφισ. Ο Kant κεωρεί ότι είναι 

δφςκολο να δεχκοφμε τθ ςφγκριςθ μιασ γενικισ ζννοιασ με μια ςυγκεκριμζνθ 
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μορφι. Αντίκετα θ γενικι ζννοια αποτελεί μια μζκοδο ι ζνα κανόνα για να 

καταςκευάςουμε μορφζσ ενόσ ςυγκεκριμζνου είδουσ. Συμπεραςματικά λοιπόν το 

ςχιμα μιασ ζννοιασ είναι ζνασ κανόνασ και θ ζννοια κακαυτι είναι εντελϊσ 

ξεχωριςτι από τθν μορφι. Στθ ςυνζχεια ο Kant δίνει ζνα παράδειγμα για τον 

τρόπο που μια γενικι ζννοια πρζπει να περιλαμβάνει ςχιματα και όχι 

ςυγκεκριμζνεσ μορφζσ: πρόκειται για τθν a priori ζννοια του τριγϊνου.  

Καμιά μορφι ενόσ ςυγκεκριμζνου τριγϊνου δεν μπορεί να αντικαταςτιςει τθν 

γενικότθτα ενόσ τριγϊνου, όμωσ ο Kant κεωρεί ότι θ μζκοδοσ καταςκευισ ενόσ 

τριγϊνου μπορεί να το επιτφχει. Θ ςχθματοποίθςθ δεν πρζπει να ξεχνάμε ότι κατά 

τον Kant  περιλαμβάνει  οποιαδιποτε  διεργαςία κάνει ο νουσ περιορίηοντασ μια 

αφθρθμζνθ ζννοια ςτο χρόνο και τθν αντιςτοιχίηει ςε μια μορφι.  

Μζχρι αυτό το ςθμείο ο Kant αναφερόταν ςτθ φανταςία. Στθ ςυνζχεια του 

κειμζνου του ςτρζφεται ςτο νου, αναφζροντασ ότι θ ςχθματοποίθςθ είναι μια 

νοθτικι διαδικαςία που εκτελείται βακιά ςτο υποςυνείδθτο. Συνεπϊσ δεν 

μποροφμε να ξεχωρίςουμε τισ ςκζψεισ που κάνουμε κατά τθν διάρκεια ενόσ 

νοθτικοφ πειράματοσ. Κάκε πείραμα περιλαμβάνει τθ μεταφορά μιασ αφθρθμζνθσ 

ζννοιασ ςτθ πρωταρχικι μασ ςκζψθ, τθ ςχθματοποίθςθ και τθν εφαρμογι ςε μια 

ςυμπαγι μορφι. 

Συνεπϊσ μια μορφι, όπωσ θ αναπαράςταςθ ενόσ ςυγκεκριμζνου τριγϊνου, είναι 

το προϊόν τθσ παραγωγικισ φανταςίασ δθλαδι τθσ δυνατότθτασ να δθμιουργοφμε 

μορφζσ είτε το αντικείμενο είναι μπροςτά ςτα μάτια μασ, είτε απουςιάηει. Σχιμα 

των αιςκθτϊν εννοιϊν είναι το προϊόν τθσ κακαρισ a priori φανταςίασ. Είναι ζνα 

μονόγραμμα όπωσ χαρακτθριςτικά αναφζρει ο Kant και αποτελεί μζροσ ενόσ 

γραφιματοσ το οποίο ςυμπλθρϊνεται από τθν απαγωγικι φανταςία.  

Κακϊσ κάκε μια μορφι πρζπει να ζχει μια ζννοια για να ςυνδζεται, κατά τον Kant 

κα πρζπει πολλζσ μορφζσ να βρίςκονται υπό τθν ίδια ζννοια. Αυτι θ ςφνδεςθ 

επιτυγχάνεται με τθ βοικεια του ςχιματοσ: με ζνα ςτοιχειϊδθ ςυλλογιςμό οι 

μορφζσ ζχουν κοινά με τα ςχιματα, τα ςχιματα ζχουν κοινά με τισ ζννοιεσ και ζτςι 

γίνεται θ ςυςχζτιςθ των μορφϊν με τισ ζννοιεσ. 

Αντίκετα οι κατθγορίεσ δεν φαίνεται να μποροφν να αντιςτοιχθκοφν με 

ςυγκεκριμζνεσ μορφζσ. Μποροφμε να ζχουμε μια ςυγκεκριμζνθ μορφι ενόσ 

τριγϊνου αλλά δεν μποροφμε να ζχουμε μια ςυγκεκριμζνθ μορφι κατθγορίασ. Οι  
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κατθγορίεσ αποτελοφν κακολικζσ αρχζσ και αναφζρονται ςτισ προαπαιτοφμενεσ 

ςυνκικεσ κάκε δυνατισ εμπειρίασ γενικά. Ππωσ αναφζραμε τζτοια προχπόκεςθ 

αποτελεί ο χρόνοσ κακϊσ όλεσ οι εμπειρίεσ μασ ζχουν μια χρονικι διάρκεια.  

Συνεπϊσ όπωσ ζνα ςχιμα ενόσ τριγϊνου διαμεςολαβεί μεταξφ τθσ αφθρθμζνθσ 

ζννοιασ του τριγϊνου και ςυγκεκριμζνων μορφϊν τριγϊνων, οι  ςχθματοποιθμζνεσ 

κατθγορίεσ διαμεςολαβοφν μεταξφ των κατθγοριϊν κακαυτϊν και τθσ κάκε 

δυνατισ εμπειρίασ γενικά, μζςω τθσ κακαρισ εποπτείασ του χρόνου. Ο χρόνοσ 

αποτελεί τον ουςιϊδθ μθχανιςμό μζςω του οποίου όλεσ οι εμπειρίεσ 

προςαρμόηονται ςτισ κατθγορίεσ. Στθ ςυνζχεια ο Kant αναφζρει τισ δϊδεκα 

ςχθματοποιθμζνεσ κατθγορίεσ.  

Συγκεκριμζνα θ ςχθματοποίθςθ του νου μζςω τθσ υπερβατολογικισ ςφνκεςθσ τθσ 

φανταςίασ καταλιγει ςτθν ενότθτα του πολλαπλοφ τθσ εποπτείασ ςτθν εςωτερικι 

αίςκθςθ και ςυνεπϊσ ςτθν ενότθτα τθσ κατάλθψθσ ωσ λειτουργίασ.  Το ςχιμα μιασ 

κακαρισ ζννοιασ του νου αποτελεί ζναν αλθκινό και κακαρό όρο ο οποίοσ  

επιτρζπει να γίνονται αναφορζσ ςε αντικείμενα και τελικά προςδίδει ςθμαςία. Ενϊ  

ο Kant αναφζρεται ςε ςχιματα κατθγοριϊν όπωσ τθσ δυνατότθτασ, τθσ 

αναγκαιότθτασ, δεν αναφζρεται ςε ςχιματα γεωμετρικϊν εννοιϊν. Σε επόμενθ 

παράγραφο υπάρχει θ εξισ αναφορά ςτο ςχιμα:  

«..Η δεφτερθ όμωσ μζκοδοσ είναι θ μακθματικι, και εδϊ φυςικά βζβαια θ 

γεωμετρικι καταςκευι, δια μζςου τθσ οποίασ ςε μια κακαρι εποπτεία, ακριβϊσ 

όπωσ ςτθν εμπειρικι, προςκζτω το Ρολλαπλό που ανικει ςτο ςχιμα ενόσ τριγϊνου 

εν γζνει, κατά ςυνζπεια ανικει ςτθν ζννοιά του-αναμφίβολα δια τθσ οποίασ 

οφείλουν να καταςκευάηονται κακολικζσ ςυνκετικζσ προτάςεισ» 20.  

 Άρα κατά τον Kant το ςφνολο των γνϊςεϊν μασ ενυπάρχει ςτο ςφνολο κάκε 

δυνατισ εμπειρίασ. Θ υπερβατολογικι αλικεια ζγκειται ςτθν κακολικι αναφορά 

ςτθν εμπειρία, θ οποία προθγείται από κάκε εμπειρικι αλικεια και τθν κακιςτά 

δυνατι. 

Στο τελικό κομμάτι του χωρίου, ο Kant αναφζρεται ςτα ςχιματα τθσ 

αιςκθτικότθτασ τα οποία δθμιουργοφν τισ κατθγορίεσ και ταυτόχρονα τισ 

περιορίηουν υποβάλλοντασ τουσ όρουσ που βρίςκονται ζξω από τον νου. Δθλαδι 

αν δεν υπιρχαν τα ςχιματα, οι κατθγορίεσ δεν κα είχαν αντικείμενο να 
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αντιςτοιχθκοφν και κα ιταν κενζσ και χωρίσ ςθμαςία. Ουςιαςτικά ςε αυτό το 

ςθμείο ο Kant κεωρεί ότι ενϊ ο νουσ μπορεί να ςκζφτεται ότι κζλει, μακαίνει μόνο 

ότι του δίνεται μζςω τθσ αιςκθτικότθτασ. 

Το ςχιμα εφόςον ςυμφωνεί με τθν κατθγορία, είναι κυρίωσ το φαινόμενο ι θ κατ’ 

αίςκθςθ ζννοια του αντικειμζνου. Δθλαδι μποροφμε να ζχουμε τθν αφθρθμζνθ 

ζννοια του τριγϊνου χωρίσ να χρειάηεται θ φπαρξθ μιασ αναπαράςταςθσ ςε δφο 

διαςτάςεισ, όπωσ κα μποροφςε με ςφγχρονουσ όρουσ να υπάρχει ζνα ςφνολο 

αλγεβρικϊν εξιςϊςεων ςτο πλαίςιο τθσ αναλυτικισ γεωμετρίασ. Πμωσ χωρίσ τθ 

χωρικι αναπαράςταςθ που οδθγεί ςτον κανόνα τθσ καταςκευισ μιασ τριγωνικισ 

μορφισ ςτο χϊρο, δθλαδι το ςχιμα, κεωρθτικά κα ιταν δφςκολο οποιοςδιποτε 

να αναγνωρίςει ζνα τρίγωνο ακόμα και αν το ζβλεπε. Άρα κατά τον Kant τα 

ςχιματα απλά αναπαριςτοφν τα πράγματα όπωσ εμφανίηονται. 

Ρρζπει να ςθμειϊςουμε ότι οι κατθγορίεσ χωρίσ τον περιοριςμό τθσ εμπειρίασ κα 

πρζπει να ζχουν μεν λογικι ςθμαςία για τθν ενότθτα των αναπαραςτάςεων αλλά 

δεν κα μποροφν να προςφζρουν οτιδιποτε για τθν γνϊςθ του αντικειμζνου. 

Καταλιγει λοιπόν ο Kant αναφζροντασ ότι οι κατθγορίεσ χωρίσ ςχιματα κα ιταν 

λειτουργίεσ του νου αναφερόμενεσ ςε ζννοιεσ, αλλά δεν κα μποροφςαν να 

παριςτάνουν κάποιο αντικείμενο. Αποκτοφν τθ ςθμαςία τουσ από τθν 

αιςκθτικότθτα θ οποία παρζχει τα πραγματικά αντικείμενα ϊςτε να γίνεται θ 

αναφορά και κατά ςυνζπεια να μπορεί να εκτελεςκεί θ οποιαδιποτε νοθτικι ι μθ 

εργαςία με αυτά. 

Δεν υπάρχει όμωσ ςχολιαςμόσ του ςχιματοσ του τριγϊνου παρά μόνο αναφορά ςε 

αυτό, αλλά οφτε και ξεκάκαρθ περιγραφι των διαμεςολαβοφντων παραγόντων 

που κα ζπρεπε κατά τον Kant να ςυνδζουν τισ μακθματικζσ ζννοιεσ με τισ μορφζσ 

τθσ φανταςίασ μασ. Φαίνεται ότι και ο ίδιοσ ο Kant αναγνωρίηει ότι δεν ζχει 

ολοκλθρϊςει το κεφάλαιο που αναφζρεται ςτθ ςχθματοποίθςθ κακϊσ γράφει:  

«Αυτι θ ςχθματοποίθςθ ... είναι μια τζχνθ κρυμμζνθ ςτα κατάβακα τθσ 

ανκρϊπινθσ ψυχισ, που το αλθκινό μυςτικό τθσ κα είναι δφςκολο να το 

αποςπάςουμε ποτζ από τθ φφςθ και να το παρουςιάςουμε ξζςκεπο μπροςτά ςτα 

μάτια μασ» 21.  

Εξειδικεφοντασ τα ςχιματα ςτα τρίγωνα ο Kant αναφζρει ςτθ ςχθματοποίθςθ ότι :  
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«Δεν υπάρχει καμιά εικόνα τριγϊνου  που να ανταποκρίνεται ποτζ εντελϊσ ςτθν 

ζννοια του τριγϊνου. Γιατί αυτι δεν κα μποροφςε *ποτζ+ να φτάςει ςτθν 

κακολικότθτα τθσ ζννοιασ, θ οποία ςυντελεί ϊςτε θ ζννοια αυτι να ιςχφει για όλα, 

τα ορκογϊνια ι τα ςκαλθνά *τρίγωνα+ κλπ., αλλά κα ζμενε πάντα περιοριςμζνθ ς’ 

ζνα μονάχα μζροσ τθσ ςφαίρασ αυτισ. Το ςχιμα του τριγϊνου δεν μπορεί να 

υπάρχει ποτζ αλλοφ πουκενά παρά μόνο ςτθ ςφαίρα του νοθτοφ και ςθμαίνει ζναν 

κανόνα τθσ ςυνκζςεωσ τθσ φανταςίασ αναφορικά προσ τι κακαρζσ μορφζσ ςτο 

χϊρο»
 22

. 

Σχολιάηοντασ τθ ςυγκεκριμζνθ παράγραφο ο Friedman23 κεωρεί ότι ο Kant 

ξεφεφγει από τον παραδοςιακό ραςιοναλιςμό κακϊσ τοποκετεί τθν κακαρι 

γεωμετρία ςτθν αιςκθτικότθτα, δίνοντασ ταυτόχρονα κεντρικό ρόλο ςτθν «κακαρι 

απαγωγικι φανταςία». Αλλά και ςτθ ςυνζχεια ο Kant αναφζρει:  

«θ κεϊρθςθ εκείνθ *θ φιλοςοφικι+ εμμζνει απλϊσ ςε γενικζσ ζννοιεσ, τοφτθ *θ 

μακθματικι+ δεν μπορεί να επιτελζςει τίποτα με τθν απλι ζννοια, αλλά ςπεφδει 

πάραυτα προσ τθν εποπτεία, εισ τθν οποία μζςα κεωρεί τθν ζννοια in concreto 

(απτά, ςυγκεκριμζνα), πλθν όμωσ όχι εμπειρικά, αλλά μονάχα ςε μια τζτοια μζςα 

*εποπτεία+, που θ ίδια τθν εκκζτει a priori, δθλαδι που τθν καταςκεφαςε – και 

ςτθν οποία *εποπτεία+ μζςα εκείνο που εξάγεται από τουσ γενικοφσ όρουσ τθσ 

καταςκευισ, πρζπει να ιςχφει και για το αντικείμενο τθσ καταςκευαςμζνθσ 

ζννοιασ» 24.  

Ο Shapiro25 κεωρεί ότι θ άποψθ αυτι του Kant υποδθλϊνει ςχζςεισ με τεχνικζσ 

απαγωγικοφ ςυλλογιςμοφ και παρουςιάηει το εξισ παράδειγμα: ασ υποκζςουμε 

ότι ζνασ γεωμζτρθσ κζλει να αποδείξει κάποια πρόταςθ ςχετικά με τα ιςοςκελι 

τρίγωνα. Σχεδιάηει ζνα τζτοιο τρίγωνο και αναφζρει τα επιχειριματά του για αυτό. 

Στθ ςυνζχεια επικαλείται ιδιότθτεσ μόνο των ιςοςκελϊν τριγϊνων χωρίσ να 

χρθςιμοποιεί χαρακτθριςτικά του ςυγκεκριμζνου τριγϊνου που ςχεδίαςε όπωσ το 

ακριβζσ μζγεκοσ γωνιϊν κλπ. Αν αυτι θ διαδικαςία είναι επιτυχισ τότε τα 

ςυμπεράςματα ιςχφουν για όλα τα ιςοςκελι τρίγωνα, ακολουκϊντασ δθλαδι 

τακτικζσ που οδθγοφν αυτό που ςτα ςφγχρονα λογικά ςυςτιματα λζγεται 

γενίκευςθ. Πμωσ αυτό φαίνεται να είναι ζξω από τθ ςφαίρα ςκζψθσ του Kant, ο 
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οποίοσ κεωροφςε ότι θ λογικι δεν χρειαηόταν να ξεπεράςει τουσ Αριςτοτελικοφσ 

ςυλλογιςμοφσ.  

Δίνοντασ περιςςότερθ προςοχι ςτθν φανταςία μποροφμε να καταλάβουμε πωσ ο 

Καντιανόσ γεωμζτρθσ μπορεί εφλογα να διατυπϊςει ςυμπεράςματα ςχετικά με μια 

γενικι κλάςθ αντικειμζνων, βαςιςμζνοσ ςτισ καταςκευζσ ενόσ ςυγκεκριμζνου 

αντικειμζνου-αντιπροςϊπου τθσ κλάςθσ αυτισ. Αλλά θ διαδικαςία ζχει άμεςθ 

ςχζςθ με τθν καταςκευι των εννοιϊν. Τι ςθμαίνει όμωσ να «καταςκευάηω μια 

ζννοια»; Θ απάντθςθ δίνεται από τον Kant:  

«ζςτω ότι δίνει κάποιοσ ς’ ζνα φιλόςοφο τθν ζννοια ενόσ τριγϊνου και τον αφινει 

με τον τρόπο του να βρει, ςε ποια πικανόν ςχζςθ μπορεί να διατελεί το ςφνολο 

των γωνιϊν του προσ τθν ορκι γωνία. Αυτόσ λοιπόν, δεν ζχει τίποτε άλλο από τθν 

ζννοια ενόσ ςχιματοσ, που εμπερικλείεται μζςα ςε τρεισ ευκείεσ γραμμζσ και εισ 

*με το ςχιμα+ αυτό τθν ζννοια άλλων εξ ίςου τόςων γωνιϊν. Ράνω, τϊρα, ςτθν 

ζννοια αυτι μπορεί αυτόσ να ςυλλογίηεται οςονδιποτε χρόνο κζλει, δεν πρόκειται 

*εν τοφτοισ+ να εκφζρει τίποτε το καινοφργιο. Μπορεί να αναλφει και να κακιςτά 

ςαφι τθν ζννοια τθσ ευκείασ γραμμισ ι μιασ γωνίασ ι του αρικμοφ τρία, αλλά να 

καταλιγει *άγεται+ ς’ άλλεσ ιδιότθτεσ που δεν υπάρχουν διόλου μζςα ς’ αυτζσ τισ 

ζννοιεσ. Αλλά ζςτω ότι ο Γεωμζτρθσ επιλαμβάνεται του ερωτιματοσ αυτοφ. Αυτόσ 

*λοιπόν+ αρχίηει αμζςωσ με αυτό, με το να καταςκευάηει *δθλαδι+ τρίγωνο. Επειδι 

γνωρίηει ότι δφο μαηί ορκζσ γωνίεσ κάνουν *αποφζρουν+ τόςο ακριβϊσ όςον όλεσ 

οι εφαπτόμενεσ μαηί γωνίεσ, που δφνανται πάνω ςε μιαν ευκεία γραμμι ςε ζνα 

ςθμείο να ςυρκοφν, ζτςι, λοιπόν, προεκτείνει μιαν πλευρά του τριγϊνου και 

λαμβάνει δφο εφαπτόμενεσ γωνίεσ, που είναι μαηί ίςεσ προσ δφο ορκζσ. Διαιρεί 

*διχοτομεί+ τϊρα τθν εξωτερικι από αυτζσ τισ γωνίεσ, κακϊσ ςφρει *ςφροντασ+ 

παράλλθλα προσ τθν απζναντι *ιςτάμενθ+ πλευρά του τριγϊνου μιαν γραμμι, και 

βλζπει, ότι εδϊ προκφπτει μια εξωτερικι εφαπτόμενθ γωνία, που είναι ίςθ προσ 

μια εςωτερικι κλπ. Κατά τον τρόπο αυτό αυτόσ άγεται δια μιασ ςειράσ από 

ςυλλογιςμοφσ, οδθγοφμενοσ πάντα από τθν εποπτεία, ςε μιαν εντελϊσ ςαφι 

*προφανι+ και ταυτόχρονα κακολικι λφςθ τθσ ερωτιςεωσ» 26.  

Σε αυτό το χωρίο αναφζρεται από τον Kant ότι «καταςκευάηω μια ζννοια» 

ςθμαίνει να καταςκευάςω ςφμφωνα με κανόνεσ μια μθ-εμπειρικι εποπτεία, θ 

οποία κα αναπαριςτά και τθν ζννοια κακολικά (universally). Αυτι θ παραγωγι τθσ 
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εποπτείασ, που αποτελεί ουςιαςτικά και τθν επιςτθμολογικι ςυνειςφορά του Kant, 

μπορεί να γίνει κακαρά μζςα ςτθν φανταςία ι ακόμα και ςχεδιάηοντασ ςτο χαρτί. 

Θ κακολικότθτα τθσ μορφισ προκφπτει από μια ςυγκεκριμζνθ εικόνα παράλλθλα 

όμωσ με τθ διαδικαςία που δθμιουργεί τθν μορφι. Για να παρουςιάςει το νόθμα 

των απόψεϊν του ο Kant αναφζρει ωσ παράδειγμα τθν απόδειξθ τθσ πρόταςθσ Λ.32 

των Στοιχείων του Ευκλείδθ. 

 

Πρόταςη Ι.32.   Σε κάκε τρίγωνο κάκε εξωτερικι γωνία είναι ίςθ με το 

άκροιςμα των δφο εντόσ και απζναντι γωνιϊν και το άκροιςμα των 

εςωτερικϊν γωνιϊν τριγϊνου είναι ίςο με δφο ορκζσ. 

 

Απόδειξθ : ζςτω τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου προεκτείνουμε τθ πλευρά ΒΓ και ζςτω 

ζνα ςθμείο το Δ προσ το μζροσ του Γ (ςχιμα 1). Κα αποδείξουμε ότι θ γωνία ΑΓΔ 

είναι ίςθ με το άκροιςμα των γωνιϊν Α και Β κακϊσ και ότι το άκροιςμα των 

γωνιϊν Α, Β και Γ ιςοφται με δφο ορκζσ. Φζρουμε από το ςθμείο Γ τθ ΓΕ παράλλθλθ 

ςτθν ΑΒ. Εφόςον  θ ΑΓ τζμνει και τθν ΓΕ και τθν ΑΒ τότε οι γωνίεσ ΒΑΓ και ΑΓΕ κα 

είναι ίςεσ ωσ εντόσ εναλλάξ. Επίςθσ επειδι θ ΒΓ τισ τζμνει τότε οι γωνίεσ ΑΒΓ και 

ΕΓΔ κα είναι επίςθσ ίςεσ ωσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά μζρθ γωνίεσ. Συνεπϊσ το 

άκροιςμα των γωνιϊν ΒΑΓ και ΑΒΓ κα ιςοφται με το άκροιςμα των Α και Β άρα και 

με το άκροιςμα των ΑΓΕ και ΕΓΔ που ιςοφται με τθ γωνία ΑΓΔ. Επειδι όμωσ το 

άκροιςμα των Α και Β είναι ίςο με τθ γωνία ΑΓΔ και το άκροιςμα των γωνιϊν ΑΓΔ 

και Γ κα είναι ίςο με δφο ορκζσ. Άρα και το άκροιςμα των γωνιϊν Α,Β,Γ κα είναι 

επίςθσ ίςο με δφο ορκζσ. 

 

Σχιμα 1 
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H χριςθ των ςχθμάτων ςτθν προθγοφμενθ απόδειξθ των Στοιχείων του Ευκλείδθ 

φαίνεται ουςιϊδθσ: οι γωνίεσ χωρίηονται ςε εςωτερικζσ και εξωτερικζσ γωνίεσ. Θ 

καταςκευι τθσ ΓΔ γίνεται από το 2ο αίτθμα και θ καταςκευι τθσ παράλλθλθσ ΓΕ 

από τθν πρόταςθ Λ.31, θ οποία για τθν δικι τθσ απόδειξθ χρθςιμοποιεί το 1ο και 2ο 

αίτθμα αλλά και τισ προτάςεισ Λ.23 και Λ.27 με ανάλογεσ καταςκευζσ. Επίςθσ θ 

πζμπτθ κοινι ζννοια όπου το όλον είναι μεγαλφτερο του μζρουσ χρθςιμοποιείται 

για να αναφερκεί ότι θ γωνία ΑΓΔ είναι μεγαλφτερθ από τισ ΑΓΕ και ΕΓΔ. Στθ 

ςυνζχεια λόγω τθσ πρόταςθσ Λ.29 οι γωνίεσ ΒΑΓ και ΑΓΕ είναι ίςεσ. Ολόκλθρθ θ 

απόδειξθ κεωρείται παραδειγματικι από τον Kant ο οποίοσ αναφζρει:   

«Ρραγματικά ςτισ κακαρζσ κατ’ αίςκθςθ ζννοιζσ μασ δεν υπόκεινται ωσ βάςθ 

εικόνασ των αντικειμζνων αλλά ςχιματα.»
 27

  

Σχολιάηοντασ ο Friedman28 κεωρεί ότι ο Kant υποςτθρίηοντασ αυτι τθν απόδειξθ-

καταςκευι των Στοιχείων ωσ χαρακτθριςτικό παράδειγμα «καταςκευισ με κακαρι 

εποπτεία», δζχεται δφο ςυγκεκριμζνα αιτιματα. Αρχικά ότι θ ιδεατοποιθμζνθ 

εκδοχι του ςχεδίου που χαράξαμε ςτο χαρτί ι ςχθματίςαμε ςτο νου μασ είναι 

αναγκαία για τθν απόδειξθ. Χωρίσ τισ βοθκθτικζσ ευκείεσ δεν κα μποροφςε να 

αποδειχκεί θ πρόταςθ. Άρα οι γεωμετρικζσ αποδείξεισ αποτελοφν και αυτζσ 

χωρικά αντικείμενα. Ωσ δεφτερο αίτθμα μπορεί να κεωρθκεί θ ανάγκθ κατά τον 

Kant όπωσ οι ευκείεσ ςτθ πραγματικότθτα να χαραχκοφν ςτο χαρτί ι να 

δθμιουργθκοφν ςτο νου. Δθλαδι οι αποδείξεισ μποροφν να κεωρθκοφν όχι μόνο 

χωρικά αντικείμενα αλλά και χωρο-χρονικά αντικείμενα ωσ προσ τθ διαδικαςία 

μορφοποίθςισ τουσ. 

Ρρζπει να τονίςουμε ότι το άκροιςμα των γωνιϊν ενόσ τριγϊνου αποτελεί το 

ςθμαντικότερο και κεμελιϊδεσ αναλλοίωτο ςτθ ςφγχρονθ γεωμετρία. Ανεξάρτθτα 

από το ςχιμα του τριγϊνου ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία το άκροιςμα των γωνιϊν 

του κα είναι πάντοτε ίςο με δφο ορκζσ. Κατά τον Kant, αυτι θ πρόταςθ αποτελεί 

τθν πεμπτουςία τθσ ςυνκετικισ a priori κρίςθσ, δθλαδι είναι ζνα ςυμπζραςμα 

ανεξάρτθτο τθσ εμπειρίασ το οποίο ενιςχφει τθν μακθματικι γνϊςθ με τθν 

βεβαιότθτά του.  
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Σφμφωνα με τον Kant, θ ιςότθτα που παρουςιάηεται ςτθν απόδειξθ, δθμιουργείται 

από ζνα ςυγκεκριμζνο τρίγωνο και μεταφζρεται ςε όλα τα τρίγωνα. Πταν  

καταςκευάηουμε το ςυγκεκριμζνο τρίγωνο, χρθςιμοποιοφμε τθν ζννοια του 

τριγϊνου χωρίσ τα μικθ των πλευρϊν και των γωνιϊν να λαμβάνονται υπ’ όψιν. 

Οποιοδιποτε τρίγωνο παρουςιάηεται ςτθν εποπτεία, εκφράηει τθν ζννοια χωρίσ 

βλάβθ τθσ κακολικότθτασ, εν δυνάμει, μζςα από τουσ κανόνεσ τθσ καταςκευισ. 

Ζτςι γίνεται δυνατό να φτάςουμε ςε μια γενικι λφςθ προβλιματοσ επικαλοφμενοι 

ζνα ςυγκεκριμζνο γεωμετρικό αντικείμενο. Επειδι όμωσ αυτοί οι κανόνεσ, δθλαδι 

τα ςχιματα, είναι εκφράςεισ ςυνκετικϊν λειτουργιϊν τθσ παραγωγικισ φανταςίασ 

ςε κακαρι εποπτεία, θ Domski29 κεωρεί ότι θ κακολικότθτα τθσ γεωμετρικισ 

γνϊςθσ ςτθρίηεται ςτθ φανταςία.  

Θ καταςκευι αλλά και θ απόδειξθ κεωρείται ότι ζχουν κακολικι εγκυρότθτα 

κακϊσ απαιτοφν ςυμπεράςματα και βοθκθτικζσ καταςκευζσ (προζκταςθ πλευράσ 

προσ το ζνα μζροσ και καταςκευι παράλλθλθσ από ςθμείο εκτόσ ευκείασ) που 

μποροφμε πάντα να φζρουμε μζςα ςτα πλαίςια τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ, 

ανεξάρτθτα με το είδοσ του τριγϊνου που κα ξεκινιςουμε.  

Πμωσ θ πρόταςθ Λ.32 δεν μπορεί κατά τον Kant να προκφψει αναλυτικά από μια 

απλι ζννοια όπωσ αυτι του επίπεδου τριγϊνου. Θ εποπτεία παράγει τα 

γεωμετρικά ςχιματα και ανακαλφπτει «νζα γνϊςθ» μζςα από τθν a priori νοθτικι 

διαδικαςία τθσ καταςκευισ. 

Ο Hintikka30 αναφζρεται ιδιαίτερα ςτθ πρόταςθ αυτι και αναλφει ςυγκεκριμζνα: 

ξεκινϊντασ από τθν διατφπωςθ τθσ πρόταςθσ ο γεωμζτρθσ, μζςω τθσ «ζκκεςθσ» 

υποκζτει ζνα ςυγκεκριμζνο ςχιμα που ικανοποιεί τθν υπόκεςθ τθσ πρόταςθσ που 

πρζπει να αποδειχκεί. Αυτι θ «ζκκεςθ» εμπεριζχει εποπτεία κακϊσ παρζχει 

παραδείγματα που παρουςιάηουν τισ δεδομζνεσ ζννοιεσ. Στθ ςυνζχεια γίνεται θ 

κρίςιμθ καταςκευι τθσ βοθκθτικισ ευκείασ που είναι και το ουςιαςτικό ςθμείο 

που παρεμβαίνει θ κακαρι εποπτεία.  

Ο γεωμζτρθσ παράγει πράγματα που δεν υπιρχαν ςτα δεδομζνα μασ και προχωρά 

ςτθν απόδειξθ με τθ διαδοχικι παρουςίαςθ ςυμπεραςμάτων με το ςχιμα που ζχει 

πλζον προκφψει, με τα ςυμπεράςματα κατά τον Kant να οδθγοφνται πάντα από τθν 
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εποπτεία, παράγοντασ ςυνκετικι γνϊςθ. Δθλαδι ο γεωμζτρθσ καταςκευάηει ζνα 

τρίγωνο. Γνωρίηει όμωσ προθγοφμενεσ προτάςεισ .  

Συνεπϊσ με τθ βοικεια του 2ου αιτιματοσ καταςκευάηει τθν προζκταςθ τθσ 

πλευράσ. Στθ ςυνζχεια με τθ βοικεια τθσ Λ.31 καταςκευάηει τθν θμιευκεία που 

χωρίηει τθν εξωτερικι γωνία, πάντα όμωσ κακοδθγείται από τθν εποπτεία. Τα 

υπόλοιπα τα ανακαλφπτει μζςω τθσ μορφισ του τριγϊνου που ζχει καταςκευαςτεί. 

Δθλαδι βαςικι κζςθ ςε κάκε ουςιϊδθ ζννοια ζχει το ςχιμα.  

Για το ςχιμα του τριγϊνου επίςθσ ο Kant ςθμειϊνει 

«Ζτςι νοοφμε ζνα τρίγωνο ωσ αντικείμενο με το να ςυνειδθτοποιοφμε τθ ςφνκεςθ 

τριϊν γραμμϊν ςφμφωνα με ζνα κανόνα, κατά τον οποίο μπορεί να παραςτακεί 

κάκε φορά με μια τζτοια εποπτεία.»
 31 

Μια βαςικι παρατιρθςθ του Kant  είναι θ ακόλουκθ 

«…όταν λζω ζνα τρίγωνο καταςκευάηεται με τρεισ γραμμζσ, από τισ οποίεσ οι δφο 

μαηί λαμβανόμενεσ είναι μεγαλφτερεσ από τθν τρίτθ, τότε ζχω να κάνω με τθ 

λειτουργία τθσ δθμιουργικισ φανταςίασ, θ οποία μπορεί να ςφρει τισ γραμμζσ 

μεγαλφτερεσ ι μικρότερεσ και να τισ κάνει επίςθσ να τζμνονται όποια είδθ 

γωνιϊν…»
32

   

Φαίνεται ότι θ φανταςία βοθκά τθν εξαςφάλιςθ τθσ αντικειμενικισ αναγκαιότθτασ 

των γεωμετρικϊν μασ προτάςεων. Δθλαδι θ φανταςία ςυμμετζχει κακοριςτικά 

μζςα ςτισ γεωμετρικζσ καταςκευζσ παρζχοντασ τθν εγγφθςθ ότι οι απαιτιςεισ μασ 

τόςο ςχετικά με το χϊρο όςο και με τα χωρικά αντικείμενα επακριβϊσ 

ςυλλαμβάνουν τα χαρακτθριςτικά τθσ κακαρισ μορφισ των χωρικϊν αντικειμζνων 

και των αντικειμζνων που παρουςιάηονται ςε αυτζσ τισ καταςκευζσ. 

Και ςυνεχίηει33 :  

«Σ’ αυτι τθ διαδοχικι ςφνκεςθ τθσ δθμιουργικισ φανταςίασ κατά τθ γζνεςθ των 

ςχθμάτων βαςίηονται τα μακθματικά που αναφζρονται ςτθν ζκταςθ *γεωμετρία+, 

μαηί με τα αξιϊματά τουσ, τα οποία εκφράηουν τουσ όρουσ τουσ τθσ a priori κατ’ 

αίςκθςθ εποπτείασ, κάτω από τουσ οποίουσ είναι δυνατόν να γεννθκεί ζνα ςχιμα 

μιασ κακαρισ ζννοιασ του εξωτερικοφ φαινομζνου. Ρ.χ. μεταξφ δφο ςθμείων μόνο 

μια ευκεία άγεται, δφο ευκείεσ γραμμζσ δεν περικλείουν χϊρο κλπ.».   
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Αυτζσ οι επιςθμάνςεισ του Kant μποροφν να μασ παρουςιάςουν τθ λειτουργία τθσ 

παραγωγικισ φανταςίασ (productive imagination) όπωσ αναφζρεται ςτθν απόδειξθ 

τθσ ακόλουκθσ πρόταςθσ. 

 

Πρόταςη Ι.22.  Αν από τρία δεδομζνα τμιματα καταςκευαςτεί τρίγωνο, τότε 

είναι αναγκαίο δυο οποιαδιποτε τμιματα να ζχουν άκροιςμα μεγαλφτερο 

από το τρίτο. 

 

Απόδειξθ: ζςτω ότι ζχουμε δεδομζνα τρία ευκφγραμμα τμιματα α, β, γ από τα 

οποία με όποιον τρόπο και να διαλζξουμε  δφο π.χ. τα α και β τότε το άκροιςμα 

τουσ κα είναι μεγαλφτερο από τθν τρίτθ πλευρά δθλαδι α+β>γ (ςχιμα 2). 

Ραίρνουμε μια θμιευκεία Δε και τμιματα ΔΗ = α, ΗΘ = β και ΘΚ = γ πάνω ςτθν 

ευκεία αυτι. Με κζντρο το Η και με ακτίνα ίςθ με α καταςκευάηουμε κφκλο. Με 

κζντρο το Θ και  με ακτίνα γ καταςκευάηουμε κφκλο και ζςτω Κ το ςθμείο τομισ 

των δφο κφκλων. Φζρνουμε τα ευκφγραμμα τμιματα ΚΗ και ΚΘ και ζχουμε 

καταςκευάςει τρίγωνο ΚΗΘ με τισ πλευρζσ ίςεσ με α, β, γ εφόςον ΗΔ = ΗΚ = α, ΗΘ = 

β και ΘΚ = ΘΚ = γ. 

 

Σχιμα 2 

 

Με αυτι τθ διαδικαςία ζχει καταςκευαςτεί το τρίγωνο. Για να ιςχφει όμωσ θ 

υπόκεςθ τθσ πρόταςθσ Λ.22 ότι «δυο οποιαδιποτε τμιματα να ζχουν άκροιςμα 

μεγαλφτερο από το τρίτο» πρζπει να κεωρθκεί ότι θ ζννοια τρίγωνο αποτελεί 

ουςιαςτικά ζναν οριςμό και κάκε ςυγκεκριμζνθ μορφι τριγϊνου να βρίςκεται υπό 

αυτι τθν ζννοια. Συνεπϊσ αποτελεί και μια διαδικαςία κατά τθν οποία μποροφμε 

να καταλάβουμε αν μια μορφι είναι τρίγωνο ι όχι, αν μπορεί να καταςκευαςτεί 

από το ςχιμα που ζχουμε ςτο νου μασ.  
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Τα γεωμετρικά ςχιματα κεωροφνται από τον Kant ότι επιτυγχάνουν το ςκοπό τουσ 

κακϊσ είναι καλά οριςμζνεσ (ςχεδόν όλεσ) οι γεωμετρικζσ ζννοιεσ, ςε ςφγκριςθ με 

τισ εμπειρικζσ ζννοιεσ. Αν π.χ. ζχουμε δϊςει τα αναγκαία και ικανά κριτιρια για τα 

τρίγωνα, τότε ςε πεπεραςμζνο χρόνο μποροφμε να αποφανκοφμε αν μια 

ςυγκεκριμζνθ εποπτεία είναι περίπτωςθ τθσ ζννοιασ ι όχι με τθ βοικεια του 

ςχιματοσ. Αυτι θ  βαςικι διαφορά μεταξφ μορφισ και ςχιματοσ αποτελεί και ζνα 

τρόπο καταςκευισ πικανϊν αφθρθμζνων εννοιϊν. 

Δθλαδι τα ςχεδιαςμζνα ςχιματα τθσ εμπειρικισ εποπτείασ κατά τον Kant, 

βοθκοφν το νου να εςτιάςει επί των  a priori μορφϊν αντίλθψθσ. Και ςυνεχίηει ο 

Kant:  

«Αν κακορίηεται από τθ ςφνκεςθ των κατ’ αίςκθςθ αντιλιψεων ςφμφωνα προσ 

ζννοιεσ *κατθγορίεσ+, τότε το αντικείμενο είναι αναγκαίο. Αλλά ςτα Μακθματικά 

αίτθμα είναι θ πρακτικι αρχι, που περιζχει μόνο τθ ςφνκεςθ, με τθν οποία πρϊτα-

πρϊτα ποριηόμαςτε ζνα αντικείμενο και παράγουμε τθν ζννοιά του π.χ.: με μια 

δεδομζνθ γραμμι και από ζνα δεδομζνο ςθμείο περιγράφουμε ζνα κφκλο πάνω ςε 

μια επίπεδθ επιφάνεια. Μια πρόταςθ αυτοφ του είδουσ δεν είναι δυνατό να 

αποδειχκεί, γιατί θ αιτοφμενθ *αποδεικτικι+ διαδικαςία είναι ακριβϊσ αυτι με τθν 

οποία παράγουμε πρϊτιςτα τθν ζννοια του ςχιματοσ αυτοφ» 34.    

Για αυτό το λόγο ο Kant αναφζρει ότι :  

«δεν μπορϊ να ςχθματίςω τθ παράςταςθ καμίασ γραμμισ, όςο μικρι και αν είναι 

αυτι, αν δεν μπορϊ να τθν ςφρω νοερά, δθλαδι αν δεν παραγάγω τα μζρθ τθσ 

από ζνα ςθμείο ζνα προσ ζνα κι ζτςι πρϊτα πρϊτα να υποτυπϊςω αυτι τθν 

εποπτεία» 35.  

O Shapiro36 ςχολιάηοντασ τον Kant, παρατθρεί ότι τα ευκλείδεια αιτιματα 

οριοκετοφν δυνατζσ καταςκευζσ ςτο χϊρο. Υπονοεί βεβαίωσ τα πρϊτα τρία 

αιτιματα και φζρνει ωσ παράδειγμα ότι οποιοδιποτε ευκφγραμμο τμιμα μπορεί 

να επεκτακεί επϋάπειρον (2ο αίτθμα). Δθλαδι τα αιτιματα λζνε τι μπορεί να κάνει 

ζνασ γεωμζτρθσ. Αναφερόμενοσ ςτα αιτιματα τθσ γεωμετρίασ ο Kant αναφζρει :  

«Ασ πάρουμε ωσ παράδειγμα τισ ζννοιεσ μονάχα των μακθματικϊν και μάλιςτα 

πρϊτα τισ κακαρζσ εποπτείεσ τουσ. Ο χϊροσ ζχει τρεισ διαςτάςεισ, μεταξφ δφο 
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ςθμείων άγεται μοναδικι ευκεία κλπ. Μολονότι όλα αυτά τα αξιϊματα και θ 

παράςταςθ του αντικειμζνου με το οποίο αςχολείται θ επιςτιμθ αυτι παράγεται 

εντελϊσ a priori μζςα ςτο πνεφμα, ωςτόςο αυτά δε κα ςιμαιναν απολφτωσ τίποτε, 

αν δεν ιμαςταν πάντα ςε κζςθ να καταδείξουμε ςτα φαινόμενα (ςτα εμπειρικά 

αντικείμενα) τθ ςθμαςία τουσ. Γι’ αυτό απαιτείται πάντα να αιςκθτοποιείται θ 

αφθρθμζνθ ζννοια, δθλαδι να δείξουμε ζνα αντικείμενο που να τθσ αντιςτοιχεί 

ςτθν εποπτεία, γιατί, χωρίσ αυτό, κα ζμενε (όπωσ λζνε) θ ζννοια χωρίσ νόθμα, 

δθλαδι χωρίσ ςθμαςία. Τα μακθματικά πλθροφν αυτό το αίτθμα με τθν καταςκευι 

του ςχιματοσ, το οποίο είναι ζνα φαινόμενο παρόν ςτισ αιςκιςεισ (αν και 

γεννθμζνο  a priori)» 37.  

Συμπεραςματικά μποροφμε να ποφμε ότι κατά τον Kant υπάρχουν δφο ερμθνείεσ 

που αφοροφν το ςχιμα: μπορεί το ςχιμα μιασ ζννοιασ να αποτελεί και αυτό μια 

ζννοια, αλλά ταυτόχρονα μπορεί να είναι μια διαδικαςία ςφνδεςθσ εννοιϊν και 

μορφϊν.  

 

1.4 Ο Κant και η λογική  

Ο ρόλοσ τθσ λογικισ για τον Kant είναι ακριβϊσ ο ίδιοσ με τον οποιοδιποτε ρόλο 

που εμφανίηεται ςε άλλεσ περιοχζσ τθσ γνϊςθσ: αν και τα κεωριματα 

αποδεικνφονται από τα αξιϊματα, βάςθ των αρχϊν τθσ λογικισ, τα αξιϊματα και 

τα κεωριματα δεν είναι «κακαυτά» αρχζσ ι εφαρμογζσ τθσ λογικισ. Ειδικότερα ο 

Kant κεωρεί ότι «λογικι είναι θ επιςτιμθ των κανόνων τθσ νοιςεωσ κακόλου (in 

general)» 38 και αναφζρει ςτον Ρρόλογο ςτθ Δεφτερθ Γνϊςθ ότι: «προχποκζτει 

κανζνασ μια λογικι για να τισ κρίνει *τισ γνϊςεισ+» 39. Πμωσ  ξεκακαρίηει τθν άποψι 

του :  

«Ωσ τϊρα γινόταν δεκτό ότι θ όλθ γνϊςθ μασ πρζπει να ρυκμίηεται προσ τα 

αντικείμενα. Αλλά όλεσ οι προςπάκειεσ που ζγιναν με τθν προχπόκεςθ αυτι, για 

να βρεκεί κάποιοσ a priori προςδιοριςμόσ των αντικειμζνων ςτθριηόμενοσ 

αποκλειςτικά ςτισ ζννοιεσ, με τον οποίο κα διευρυνόταν θ γνϊςθ μασ, πιγαν 
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χαμζνεσ. Γι’ αυτό ασ δοκιμάςουμε... (να) δεχκοφμε υποκετικά ότι τα αντικείμενα 

πρζπει να ρυκμίηονται προσ τθ γνϊςθ μασ.» 40  

Δθλαδι λογικι κατά τον Kant, με τθν ευρεία ζννοια του όρου, κα μποροφςε να 

κεωρθκεί θ επιςτιμθ των κανόνων με τουσ οποίουσ ςυνειδθτά αναπαριςτοφμε ζνα 

αντικείμενο ςτο νου. Αλλά «νουσ είναι θ ικανότθτα που μασ επιτρζπει να νοοφμε το 

αντικείμενο μιασ κατϋ αίςκθςθ εποπτείασ» 41.  

Κακϊσ θ διάκριςθ μεταξφ εννοιϊν και εποπτειϊν είναι βαςικι ςτθν φιλοςοφία του 

Kant, o Friedman42 υποςτθρίηει ότι οι αναπαραςτάςεισ αποτελοφνται από  δφο 

ουςιωδϊσ διαφορετικά είδθ και κατά ςυνζπεια υπάρχουν δφο διαφορετικά είδθ 

γνωςτικϊν δυνατοτιτων: θ διάνοια (understanding) και θ αιςκθτικότθτα 

(sensibility). Ρρζπει όμωσ και τα δφο είδθ μαηί με τισ ζννοιεσ και τισ εποπτείεσ να 

είναι ενοποιθμζνεσ ςε κάκε παράδειγμα τθσ γνϊςθσ κακϊσ  

« Ο νουσ δεν ζχει τθ δυνατότθτα να εποπτεφςει κάτι και οι αιςκιςεισ δεν ζχουν τθ 

δυνατότθτα να νοιςουν κάτι. Μόνο από τθν ζνωςι τουσ μπορεί να εκπθγάςει 

γνϊςθ.» 43  

Κατά τον Kant θ ζνωςθ αυτι είναι αναγκαία ζτςι ϊςτε οι αναπαραςτάςεισ να ζχουν 

αντικειμενικό περιεχόμενο και ςθμαςία. Αναφζρει ςυγκεκριμζνα ότι: 

«Για το ςχθματιςμό κάκε ζννοιασ απαιτείται πρϊτα θ λογικι μορφι τθσ ζννοιασ 

(του νοείν) εν γζνει και φςτερα κατά δεφτερο ρόλο και θ δυνατότθτα να τουσ δοκεί 

ζνα αντικείμενο, ςτο οποίο να αναφζρεται. Χωρίσ αυτό το τελευταίο *το 

αντικείμενο+, θ ζννοια δεν ζχει κανζνα νόθμα και είναι εντελϊσ κενι από 

περιεχόμενο, μολονότι είναι δυνατό να περιζχει μια λογικι λειτουργία, θ οποία 

απαιτείται για το ςχθματιςμό μιασ ζννοιασ από οποιαδιποτε δεδομζνα. Αλλά ζνα 

αντικείμενο δεν μπορεί να δοκεί ςε μιαν ζννοια διαφορετικά παρά μόνο μζςω μιασ 

εποπτείασ και αν μια κακαρι εποπτεία είναι δυνατι  a priori και πριν από το 

αντικείμενο, ωςτόςο και πάλι θ ίδια δεν μπορεί να αποκτιςει  το αντικείμενό τθσ, 

ςυνεπϊσ τθν αντικειμενικι εγκυρότθτά τθσ, παρά μόνο μζςω τθσ εμπειρικισ 

εποπτείασ...» 44 
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Συνεπϊσ μόνο θ εποπτεία μπορεί να παρζχει ζνα πεδίο δυνατϊν αντικειμζνων για 

να εφαρμοςτοφν ςτισ ζννοιεσ, κακϊσ χωρίσ αυτά τα αντικείμενα οι ζννοιεσ κα είναι 

χωρίσ αντικειμενικι ςθμαςία. Αυτι βζβαια θ διάκριςθ ςυςχετίηεται με τθ διάκριςθ 

μεταξφ γενικισ (general) λογικισ και υπερβατολογικισ (transcendental) λογικισ 

«γιατί πρζπει να γνωρίηει κανζνασ ιδθ ςε αρκετά υψθλό βακμό τα αντικείμενα, αν 

πρόκειται να υποδείξει τουσ κανόνεσ ςφμφωνα με τουσ οποίουσ ςυγκροτείται μια 

επιςτιμθ των αντικειμζνων αυτϊν». 45 

Ωσ προσ τθ γενικι λογικι τθν οποία κεωρεί ότι προζρχεται από τθν Αριςτοτελικι 

ςυλλογιςτικι,  ο Kant αναφζρει ότι  

« Η γενικι λογικι κάνει αφαίρεςθ από κάκε περιεχόμενο τθσ γνϊςεωσ που πθγάηει 

από τον νου και από κάκε διαφορά των αντικειμζνων τθσ γνϊςθσ αυτισ και ζχει 

ςχζςθ μόνο με τθν κακαρι μορφι τθσ νοιςεωσ». 46 

ενϊ για τθν υπερβατολογικι λογικι ςτθν οποία δεν είναι δυνατόν να γίνει 

αφαίρεςθ από κάκε περιεχόμενο τθσ γνϊςθσ αναφζρει  

«Σε μια υπερβατολογικι λογικι απομονϊνουμε το νου και προβάλουμε μονάχα 

από τθ γνϊςθ μασ εκείνο το μζροσ τθσ νόθςθσ που ζχει αποκλειςτικά τθν πθγι του 

ςτο νου. Η χριςθ όμωσ αυτισ τθσ κακαρισ γνϊςθσ ςτθρίηεται ςε αυτόν τον όρο: ότι 

δθλαδι τα αντικείμενα ςτα οποία αυτι μπορεί να βρει εφαρμογι, μασ είναι 

δεδομζνα από τθν εποπτεία. Γιατί χωρίσ εποπτεία, όλθ μασ θ γνϊςθ μζνει χωρίσ 

αντικείμενα και ζτςι καταντά ολότελα κενι.»
 47

 

Ο Kant  κεωρεί τθν υπερβατολογικι λογικι ωσ μελζτθ των κανόνων τουσ οποίουσ 

ζνα υποκείμενο χρθςιμοποιεί όταν ςκζφτεται με τον ςυγκεκριμζνο a priori τρόπο, 

δεν παράγει κανόνεσ που ιςχφουν για το κάκε υποκείμενο όποια χρονικι ςτιγμι 

και αν αυτό ςκζφτεται. Άρα θ υπερβατολογικι λογικι είναι διακριτι από τθ γενικι 

λογικι.  

Μια τζτοια επιςτιμθ κα όριηε τθ προζλευςθ, το πεδίο και τθν αντικειμενικι 

εγκυρότθτα τθσ a priori γνϊςθσ. Άρα όπωσ θ γενικι λογικι αςχολείται με ζννοιεσ, 

κρίςεισ και ςυμπεράςματα γενικά, θ υπερβατολογικι λογικι διερευνά τουσ 

κανόνεσ γζνεςθσ των a priori εννοιϊν και τουσ εφαρμόηει a priori ςτισ κρίςεισ.  
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Συμπλθρωματικά αναφζρει ο Friedman48 ότι επειδι θ άπειρθ επανάλθψθ 

κεωρείται από τον Kant ότι δεν μπορεί να ςτθρίηεται ςτθν γενικι λογικι, μποροφμε 

να ςυμπεράνουμε ότι θ υπερβατολογικι λογικι είναι ςυςχετιςμζνθ με τθν κακαρι 

εποπτεία, 

«Επειδι όμωσ υπάρχουν κακαρζσ αλλά και εμπειρικζσ εποπτείεσ ,όπωσ εκτίκεται 

ςτθν Υπερβατολογικι Αιςκθτικι), ζτςι κα μποροφςε να γίνει διάκριςθ και ςε 

κακαρι και εμπειρικι νόθςθ των αντικειμζνων» 49 

Επίςθσ ο Kant αναφζρεται τόςο ςτθ λογικι δυνατότθτα όςο και ςτθν πραγματικι 

δυνατότθτα τισ οποίεσ διακρίνει για να υποςτθρίξει τον ςυνκετικό χαρακτιρα των 

μακθματικϊν: υπάρχουν λογικζσ δυνατότθτεσ όπωσ το ςχιμα με δφο πλευρζσ που 

επειδι δεν μποροφν να προςαρμοςτοφν ςτισ προχποκζςεισ τθσ κακαρισ 

εποπτείασ, μακθματικά δεν είναι δυνατζσ 

« ...το ότι ςε μιαν ζννοια αυτοφ του είδουσ δεν πρζπει να περιζχεται καμία 

αντίφαςθ, αυτό βζβαια είναι μια αναγκαία λογικι προχπόκεςθ, θ οποία όμωσ δεν 

επαρκεί κακόλου, για *να κακορίςει+ τθν αντικειμενικι πραγματικότθτα τθσ 

ζννοιασ, δθλαδι τθ δυνατότθτα ενόσ τζτοιου αντικειμζνου όπωσ αυτό νοείται από 

τθν ζννοια. Ζτςι ςτθν ζννοια ενόσ ςχιματοσ, το οποίο περικλείεται από δφο ευκείεσ 

γραμμζσ, δεν υπάρχει αντίφαςθ, γιατί οι ζννοιεσ δφο ευκειϊν και θ ςυνάντθςι 

τουσ δεν περιζχουν κακόλου άρνθςθ ενόσ ςχιματοσ. Το μθ δυνατό ςτθν περίπτωςθ 

αυτι δεν ζγκειται ςτθν ζννοια αυτι κακ’ εαυτι, αλλά ςτθν καταςκευι τθσ ζννοιασ 

ςτο χϊρο, δθλαδι ςτουσ όρουσ του χϊρου και ςτον προςδιοριςμό του.» 50  

Μποροφμε να παρατθριςουμε ότι ο ςυνκετικόσ χαρακτιρασ των μακθματικϊν 

κατά τον Kant αποτελεί ζνα ςθμαντικό λόγο ζτςι ϊςτε να αναδειχκεί θ ανεπάρκεια 

τθσ γενικισ λογικισ ςτθ ςυςχζτιςθ εννοιϊν και εμπειρικϊν αντικειμζνων, κακϊσ θ 

γενικι λογικι φαίνεται ότι δεν μπορεί οφτε να αναπαραςτιςει τισ προτάςεισ και τισ 

ζννοιεσ. Θ λφςθ ςε αυτό το πρόβλθμα παρζχεται από τθν κακαρι εποπτεία και τθν 

υπερβατολογικι λογικι, ζτςι ϊςτε τα αντικείμενα τθσ a priori γνϊςθσ που  

μελετϊνται από αυτι να είναι μόνο τα εμπειρικά αντικείμενα, αν και γίνονται 

αντιλθπτά από τον νου.  
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1.5 O Κant και τα γεωμετρικά αντικείμενα 

Τόςο ςτθν Κριτικι του Κακαροφ Λόγου όςο και ςτα Ρρολεγόμενα ο Kant προςπακεί 

να παρζχει για λογαριαςμό τθσ γεωμετρίασ και των αντικειμζνων τθσ τθν 

αναφερόμενθ ωσ αντικειμενικι αναγκαιότθτα. Αυτι θ αντικειμενικι αναγκαιότθτα 

επεξθγεί τθ κεϊρθςθ τθσ γεωμετρίασ ωσ ςυνκετικισ a priori επιςτιμθσ και  παρζχει 

ςυγκεκριμζνθ γνϊςθ του χϊρου και των χωρικϊν αντικειμζνων, μζςω τθσ μορφισ 

του χϊρου, όπωσ αυτι παράγεται από τισ ςχζςεισ μεταξφ αντικειμζνων που 

βρίςκονται ζξω από εμάσ. Αναφζρει ο Kant  ότι:  

«Για να εξθγιςουμε και να επικυρϊςουμε όςα ειπϊκθκαν, αρκεί να προςζξουμε 

τθ ςυνθκιςμζνθ και απόλυτα αναγκαία μζκοδο ενόσ γεωμζτρθ. Πλεσ οι αποδείξεισ 

για το ότι δφο δεδομζνα ςχιματα είναι εντελϊσ όμοια (εφόςον όλα τα μζρθ του 

ενόσ μποροφν να τεκοφν ςτθ κζςθ του άλλου) καταλιγουν τελικά ςτο ότι αυτά 

ςυμπίπτουν. Τοφτο δεν είναι προφανϊσ άλλο από μια ςυνκετικι πρόταςθ, που 

ςτθρίηεται ςτθν άμεςθ εποπτεία. Κι αυτι θ εποπτεία πρζπει να είναι δεδομζνθ 

κακαρά και a priori, γιατί αλλιϊσ αυτι θ πρόταςθ δε κα μποροφςε να ιςχφει ωσ 

αποδεικτικά βζβαιθ, παρά μόνο κα είχε εμπειρικι βεβαιότθτα. Θα ςιμαινε μόνο : 

ζχουν παρατθριςει ότι αυτό ζτςι είναι πάντα, κι αυτι θ πρόταςθ ιςχφει τόςο μόνο, 

όςο εκτείνεται θ κατ’ αίςκθςθ αντίλθψι μασ.» 51  

Ππωσ αναφζρει ο Kant ο μακθματικόσ δθμιουργεί τα αντικείμενα τθσ μελζτθσ 

χρθςιμοποιϊντασ τθν ςυνκετικι μζκοδο του οριςμοφ, ςφμφωνα με τθν οποία 

επιλεκτικά ςυνδυάηονται οι γεωμετρικζσ ζννοιεσ. Ζτςι μζςω του οριςμοφ ενόσ  

γεωμετρικοφ αντικειμζνου ο μακθματικόσ κάνει υπαρκτό το αντικείμενο αυτό. 

Αυτι θ διαδικαςία βρίςκεται ςε αντίκεςθ με τουσ φιλοςόφουσ που μελετοφν 

δοςμζνεσ ζννοιεσ προςπακϊντασ να δϊςουν οριςμοφσ, παρά να ξεκινιςουν από 

αυτοφσ. Συνεπϊσ θ γεωμετρία ζχει υψθλότερο βακμό αντικειμενικισ βεβαιότθτασ 

από τθν φιλοςοφία, κακϊσ ο γεωμζτρθσ ζχει ςτθ διάκεςι του επαρκείσ οριςμοφσ 

που του επιτρζπουν με βεβαιότθτα να αναφζρει οτιδιποτε αναπαριςτάται ςτο 

γεωμετρικό αντικείμενο.  

Υπάρχουν όμωσ περιπτϊςεισ, κατά τθν Domski52 όπου ο γεωμζτρθσ δεν 

αναφζρεται ςτουσ οριςμοφσ, αλλά ςε ςθμεία in concreto, ςε ςυγκεκριμζνεσ 
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αιςκθτζσ περιπτϊςεισ των υπό μελζτθ αντικειμζνων. Αυτζσ παρουςιάηονται και 

αναγνωρίηονται από τον νου ωσ εμπειρικά αντικείμενα, μπροςτά ςτα μάτια μασ. 

Δθλαδι, εξάγουμε πλθροφορίεσ από τα αιςκθτά αντικείμενα βαςιςμζνοι ςτθν 

αντίλθψι μασ. Αυτι θ ςχζςθ αντίλθψθσ και γνϊςθσ απαςχολεί και τον Kant π.χ. 

ςτθν ζννοια του χϊρου: ςε πλιρθ αντίκεςθ με τα αντικείμενα τα οποία υπάρχουν 

μζςω του οριςμοφ τουσ, ο χϊροσ κεωρείται όπωσ αναφζραμε ωσ μια από μθ 

αναλυόμενεσ ζννοιεσ τθσ γεωμετρίασ. Οφτε θ εννοιολογικι ανάλυςθ οφτε ο 

οριςμόσ του ανικει ςτθ γεωμετρία. Θ απουςία οριςμοφ δεν αποτελεί πρόβλθμα 

ςτο γεωμζτρθ ο οποίοσ αναηθτά μια «κακαρι και ςυνθκιςμζνθ» αναπαράςταςθ 

του χϊρου για να ολοκλθρϊςει τθ μελζτθ των χωρικϊν αντικειμζνων. Το ότι ο ίδιοσ 

ο χϊροσ είναι μια τυπικι εποπτεία αναφζρεται από τον Kant  

«Ο χϊροσ όταν παριςτάνεται ωσ αντικείμενο (όπωσ πραγματικά τον χρειάηεται θ 

γεωμετρία) περιζχει περιςςότερα από μια ψιλι μορφι τθσ εποπτείασ, δθλαδι 

περίλθψθ του πολλαπλοφ, που είναι δεδομζνο κατά τθ μορφι τθσ αιςκθτικότθτασ, 

ςε μια εποπτικι παράςταςθ, ζτςι ϊςτε θ μορφι μεν τθσ εποπτείασ να παρζχει 

μόνο πολλαπλό, αλλά θ μορφολογικι εποπτεία ενότθτα τθσ παραςτάςεωσ.» 53    

Δθλαδι ο ίδιοσ ο χϊροσ είναι μια a priori μορφι τθσ κακαρισ εποπτείασ. Πλεσ οι 

δυνατζσ εποπτείεσ που ςυνικωσ δεχόμαςτε ότι αποτελοφν τον εξωτερικό κόςμο 

υπόκεινται ςε ςυνκικεσ που υποβάλλονται από το χϊρο, ο οποίοσ μπορεί να 

κεωρθκεί μια μορφι τθσ εξωτερικισ εποπτείασ. Μποροφμε να κατανοιςουμε τισ 

αρχζσ που υπαγορεφουν αυτζσ τισ αρχζσ και ςυνεπϊσ περιγράφουν το χϊρο, αλλά 

και να τισ γνωρίςουμε a priori μζςω τθσ κακαρισ εποπτείασ του χϊρου. Πμωσ κατά 

τον Kant θ Ευκλείδεια γεωμετρία είναι αλθκισ εν δυνάμει κακϊσ ο χϊροσ είναι 

Ευκλείδειοσ. Θ μετρικι του χϊρου εποπτείασ του ανκρϊπου και οι προτάςεισ τθσ 

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ είναι ςυνκετικζσ και γνϊςιμεσ a priori. Θ γεωμετρία 

ςυνεπϊσ περιγράφει τθ δομι του χϊρου. 

Θ άποψθ του Kant ωσ προσ τθ μορφι του χϊρου, ότι δθλαδι αποτελεί κακαρι 

μορφι χωρικισ εποπτείασ που μελετάται από τον γεωμζτρθ, δίνει ςτο γεωμετρικό 

αντικείμενο περιςςότερο a priori προζλευςθ παρά εμπειρικι προζλευςθ. Το ίδιο 

γεωμετρικό αντικείμενο δίνεται a priori άρα οι γεωμετρικζσ αλικειεσ δεν 

υπόκεινται ςε αντιφάςεισ που δθμιουργοφνται από τθν αιςκθτθριακι αντίλθψι 
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μασ. Συνεπϊσ ξεπερνϊντασ τθν εμπειρικι γνϊςθ οδθγοφμαςτε ςτθν κακολικότθτα. 

Αναφζρει ο Kant: 

«Πτι όλοσ ο χϊροσ (ο οποίοσ ςαν τζτοιοσ δεν είναι πια όριο ενόσ άλλου) ζχει τρεισ 

διαςτάςεισ, και ότι ο χϊροσ εν γζνει δεν μπορεί επίςθσ να ζχει περιςςότερεσ απ’ 

αυτζσ, ςτθρίηεται ςτθ πρόταςθ ότι ςε ζνα ςθμείο δεν μποροφν να τζμνονται κατά 

ορκι γωνία περιςςότερεσ από τρεισ γραμμζσ. Αλλά αυτι θ πρόταςθ δεν μπορεί να 

αποδειχκεί με ζννοιεσ, παρά ςτθρίηεται απευκείασ πάνω ςτθν εποπτεία και 

μάλιςτα πάνω ςε κακαρι  a priori, γιατί θ πρόταςθ είναι αποδεικτικά βζβαιθ. Το να 

απαιτιςει κάποιοσ να εκτείνεται μια ευκεία μζχρι το άπειρο (in indefinitum) ι να 

ςυνεχίηεται επ’ άπειρο μια ςειρά μεταβολϊν (π.χ. χϊροι τουσ οποίουσ ζχει 

διατρζξει μια κίνθςθ) προχποκζτει μια παράςταςθ περί χϊρου και χρόνου, που 

μπορεί να εξαρτάται μόνο από τθν εποπτεία, κατά το μζτρο που αυτι δεν 

παρουςιάηεται από τίποτα. Γιατί από ζννοιεσ αυτι δε κα μποροφςε ποτζ να 

παραχκεί. Στα Μακθματικά υπάρχουν λοιπόν πράγματι ωσ βάςεισ κακαρζσ 

εποπτείεσ a priori, οι οποίεσ κακιςτοφν δυνατζσ τισ ςυνκετικζσ και αποδεικτικά 

ιςχφουςεσ μακθματικζσ προτάςεισ.» 54   

Ππωσ μακαίνουμε μζςα από τθν εμπειρία μασ για το χϊρο, βαςιηόμαςτε ςτθ 

γνωςτικι δυνατότθτά μασ για να αντιλθφκοφμε ζνα αντικείμενο, ζνα αντικείμενο 

που δεν ζχουμε καταςκευάςει. Άρα και κάκε καταςκευι γεωμετρικοφ αντικειμζνου 

περιορίηεται από τθν αναπαράςταςθ του χϊρου που ζχουμε μάκει από τθν 

εμπειρία.  

Με τθ τελευταία αυτι παραδοχι δθμιουργείται πρόβλθμα με τθν αντικειμενικι 

βεβαιότθτα τθσ γεωμετρίασ, κακϊσ αυτά που ορίηουμε ωσ νομιμοποιθμζνα χωρικά 

αντικείμενα μπορεί χωρικά να μθν είναι δυνατά. Ρ.χ. ζνασ κϊνοσ κατά τον Kant 

αποτελεί μια επιλεκτικι αναπαράςταςθ ενόσ ορκογϊνιου τριγϊνου που ςτρζφεται 

περί τθσ μιασ πλευράσ του. Με αυτό τον οριςμό κεωροφμε ότι θ ςτροφι ςτο χϊρο 

είναι δυνατι ςτο χϊρο, χωρίσ να είμαςτε ςίγουροι ότι με βάςθ τθ νοθτικι 

αντίλθψθ που ζχουμε διαμορφϊςει κα μποροφςε να μθν είναι ακριβισ μια τζτοια 

διαδικαςία. Άρα ουςιαςτικά ο Kant μπορεί μερικϊσ να διαςφαλίςει τθν 

υποκειμενικι αναγκαιότθτα τθσ γεωμετρίασ. Για τα αντικείμενα αναφοράσ των 

εννοιϊν ο Κant προτείνει:  
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«το ότι όμωσ ο νουσ δεν μπορεί να κάνει καμιάν άλλθ χριςθ των  a priori 

κεμελιωδϊν αρχϊν του και όλων του ακόμα εννοιϊν από τθν εμπειρικι και ποτζ 

μια χριςθ Υπερβατολογικι, αυτό είναι μια πρόταςθ *αρχι+, που άμα τθν 

ενςτερνιςτεί κανζνασ, μπορεί να οδθγιςει ςα βαρυςιμαντα αποτελζςματα. Η 

Υπερβατολογικι χριςθ μιασ ζννοιασ ςε μια οποιαδιποτε κεμελιϊδθ αρχι ζγκειται 

ςε τοφτο, ότι δθλαδι θ χριςθ αυτι αναφζρεται ςε πράγματα εν γζνει και αυτά 

κακ’ εαυτά, ενϊ θ εμπειρικι χριςθ αναφζρεται μονάχα ςε φαινόμενα, δθλαδι 

αντικείμενα δυνατισ εμπειρίασ. Το ότι θ δεφτερθ χριςθ όμωσ είναι και θ μόνθ που 

ςυμβαίνει πάντα, αυτό καταφαίνεται από τα ακόλουκα. Για το ςχθματιςμό κάκε 

ζννοιασ  απαιτείται πρϊτα θ λογικι μορφι τθσ ζννοιασ (του νοείν) εν γζνει και 

φςτερα κατά δεφτερο λόγο και θ δυνατότθτα να τουσ δοκεί ζνα αντικείμενο, ςτο 

οποίο να αναφέρεται. Χωρίσ το τελευταίο *το αντικείμενο+, θ ζννοια δεν ζχει 

κανζνα νόθμα και είναι εντελϊσ κενι από περιεχόμενο, μολονότι είναι δυνατό να 

περιζχει τθ λογικι λειτουργία, θ οποία απαιτείται για το ςχθματιςμό μιασ ζννοιασ 

από οποιαδιποτε δεδομζνα. Αλλά ζνα αντικείμενο δεν μπορεί να δοκεί ςε μιαν 

ζννοια διαφορετικά παρά μόνο μζςω μιασ εποπτείασ και αν μια κακαρι εποπτεία 

είναι δυνατι a priori και πριν από το αντικείμενο, ωςτόςο και αυτι πάλι θ ίδια δεν 

μπορεί να αποκτιςει το αντικείμενό τθσ, ςυνεπϊσ τθν αντικειμενικι εγκυρότθτα 

τθσ, παρά μόνο μζςω τθσ εμπειρικισ εποπτείασ, τθσ οποίασ θ κακαρι εποπτεία 

αποτελεί τθν ψιλι55 μορφι. Άρα όλεσ οι ζννοιεσ και μαηί με αυτζσ όλεσ οι 

κεμελιϊδεισ αρχζσ, οςοδιποτε  a priori δυνατζσ και αν είναι, αναφζρονται ςε 

εμπειρικζσ εποπτείεσ, δθλαδι ςε δεδομζνα για μια δυνατι εμπειρία. Χωρίσ αυτό 

*αυτι τθν αναφορά+ δεν ζχουν κακόλου αντικειμενικι εγκυρότθτα παρά μόνο 

αποτελοφν ζνα κακαρό παιχνίδι είτε τθσ φανταςίασ είτε του νου με τισ ανάλογεσ 

παραςτάςεισ τουσ». 56   

Ο Kant δεν χρθςιμοποιεί βζβαια τθν κακαρι εποπτεία για να καταςκευάςει 

αντικείμενα και να εμφανίςει τθν αντικειμενικι πραγματικότθτα για τισ ζννοιεσ τθσ 

γεωμετρίασ ι και για τισ ζννοιεσ γενικότερα. Αντίκετα τα αντικείμενα για κάκε 

ζννοια, απόλυτα, μποροφν να βρεκοφν μζςα ςτθν εμπειρικι εποπτεία:  

«Ασ πάρουμε παράδειγμα τισ ζννοιεσ μονάχα των Μακθματικϊν και μάλιςτα 

πρϊτα ςτισ κακαρζσ εποπτείεσ τουσ. Ο χϊροσ ζχει τρεισ διαςτάςεισ, μεταξφ δυο 

ςθμείων άγεται μόνο μια ευκεία κλπ. Μολονότι αυτά τα αξιϊματα και θ 
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παράςταςθ του αντικειμζνου με το οποίο αςχολείται θ επιςτιμθ αυτι παράγονται 

εντελϊσ a priori μζςα ςτο πνεφμα, ωςτόςο δεν κα ςιμαιναν απολφτωσ τίποτε, αν 

δεν ιμαςταν πάντα ςε κζςθ να καταδείξουμε ςτα φαινόμενα (ςτα εμπειρικά 

αντικείμενα) τθ ςθμαςία τουσ.» 57 

Συνεπϊσ θ κακαρι εποπτεία δεν μπορεί μόνθ τθσ να αναδείξει τισ πραγματικζσ 

δυνατότθτεσ των μακθματικϊν, άρα και τθ δυνατότθτα εφαρμογισ των 

μακθματικϊν ςε αντικείμενα τθσ εμπειρίασ εκτόσ τθσ υπερβατολογικισ 

φιλοςοφίασ.  

«Βζβαια φαίνεται κατά κάποιο τρόπο ςα να είναι δυνατό να γνωςκεί θ δυνατότθτα 

ενόσ τριγϊνου από τθν ζννοιά του αυτι κακ’ εαυτι (από τθν εμπειρία είναι 

αςφαλϊσ ανεξάρτθτθ). Γιατί πράγματι μποροφμε να δϊςουμε τελείωσ a priori ςτθν 

ζννοια αυτι ζνα *αντίςτοιχο+ αντικείμενο, δθλαδι να τθν καταςκευάςουμε. Αλλά 

επειδι αυτό είναι μόνο θ μορφι ενόσ αντικειμζνου, γι’ αυτό το τρίγωνο κα 

εξακολουκοφςε πάντα να είναι ζνα προϊόν τθσ φανταςίασ και θ δυνατότθτα να 

βρεκεί αντίςτοιχο αντικείμενο *ςτο προϊόν αυτό+ κα ιταν αμφίβολθ, γιατί αυτι κα 

απαιτοφςε ακόμα κάτι άλλο, δθλαδι ζνα τζτοιο ςχιμα να νοείται υπό τουσ όρουσ 

εκείνουσ, ςτουσ οποίουσ ςτθρίηονται όλα τα αντικείμενα τθσ εμπειρίασ. Τϊρα, το 

γεγονόσ ότι ο χϊροσ αποτελεί ζνα a priori μορφολογικό όρο εξωτερικϊν εμπειριϊν 

και ότι θ ςχθματοποιοφςα ςφνκεςθ, που με τθ βοικειά τθσ καταςκευάηουμε ζνα 

τρίγωνο ςτθ φανταςία ςυμπίπτει απόλυτα με εκείνθ που επιτελοφμε ςτθν 

πρόςλθψθ ενόσ φαινομζνου, με ςκοπό να ςχθματίςουμε μιαν εμπειρικι ζννοια γι’ 

αυτό. Αυτό και μόνο είναι εκείνο που ςυνδζει τθ παράςταςθ για τθ δυνατότθτα 

ενόσ τζτοιου πράγματοσ με τθν ζννοια αυτι». 58 

Δθλαδι θ πραγματικι δυνατότθτα ενόσ τριγϊνου δεν μπορεί να υποςτθριχκεί από 

τθν καταςκευι παραδειγμάτων αυτισ τθσ ζννοιασ ςε κακαρι εποπτεία, παρά μόνο 

μζςω τθσ υπερβατολογικισ λογικισ, όπου τα αντικείμενα τθσ εμπειρικισ εποπτείασ 

υπόκεινται αναγκαία ςτισ προχποκζςεισ τθσ κακαρισ εποπτείασ. Δθλαδι θ 

πραγματικι δυνατότθτα αντιςτοιχεί ςτθν εφαρμοςμζνθ γεωμετρία, ενϊ θ κακαρι 

εποπτεία περιορίηεται ωσ αναγκαία ςυνκικθ αντιςτοιχίηεται ςτθν κακαρι 

γεωμετρία.  
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Ωσ παράδειγμα πραγματικισ δυνατότθτασ που μπορεί να υλοποιθκεί μόνο ςτα 

πλαίςια τθσ γεωμετρίασ κεωρεί ο Kant τθν ζννοια του  2 . Οι υπολογιςτικζσ 

προςεγγίςεισ μζςω ακολουκιϊν δεν είναι ικανζσ να μορφοποιιςουν τθν ζννοια τθσ 

ςυγκεκριμζνθσ τετραγωνικισ ρίηασ, θ οποία είναι δυνατόν να δοκεί μζςω τθσ 

καταςκευισ που τθν κακιςτά ζνα Ευκλείδειο αντικείμενο. Δθλαδι ζχει 

καταςκευαςτεί με τα τρία πρϊτα αιτιματα: μποροφμε από κάκε ςθμείο προσ κάκε 

ςθμείο να φζρουμε ευκεία γραμμι, μποροφμε να επεκτείνουμε (ςυνεχϊσ) μια 

πεπεραςμζνθ ευκεία γραμμι και μποροφμε με κάκε κζντρο και κάκε διάςτθμα να 

γράψουμε κφκλο και όλεσ οι διαδικαςίεσ να γίνουν ςε πεπεραςμζνο αρικμό 

χρονικϊν βθμάτων.  

Θ διάκριςθ των όρων πράγματα «κακαυτά» και εμφανίςεισ είναι βαςικι Καντιανι 

ιδζα μζςα ςτον πυρινα τθσ αποκαλοφμενθσ «Κοπερνίκειασ επανάςταςθσ» τθσ 

υπερβατολογικισ φιλοςοφίασ. Στα πράγματα «κακαυτά» δεν αντιςτοιχίηουμε 

καμία ιδιότθτα αλλά απλϊσ φπαρξθ, ςε πλιρθ αντίκεςθ με τισ εμφανίςεισ που 

αποτελοφν αντικείμενα τθσ γνϊςθσ μασ και τθσ εμπειρίασ, κακϊσ τα πράγματα 

«κακαυτά» απλϊσ βρίςκονται «εκεί ζξω». Επίςθσ είναι μθ προςβάςιμα επί τθσ 

αρχισ επειδι είναι ανεξάρτθτα τθσ αιςκθτθριακισ εποπτείασ και κάκε προςπάκεια 

περιγραφισ τουσ είναι κενι, χωρίσ καμία αίςκθςθ και ςθμαςία. 

Ωσ παράδειγμα των περιοριςμϊν που επιφζρει θ κακαρι εποπτεία μπορεί να 

κεωρθκεί θ περίπτωςθ των Ευκλείδειων και μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν κατά τον 

Kant. Μόνο θ Ευκλείδεια δομι είναι πραγματικά δυνατι και θ κακαρι εποπτεία 

πρζπει να μασ επαλθκεφςει αυτι τθ κεϊρθςθ. Αν καταςκευάςουμε ζνα τρίγωνο 

είναι λογικό το άκροιςμα των γωνιϊν του να είναι ίςο με 2 ορκζσ γωνίεσ ι να μθν 

είναι. Θ κακαρι εποπτεία λοιπόν πρζπει να επιλζξει ποια από τισ δφο δυνατότθτεσ 

είναι αποδεκτι.  

Ο Shapiro59 ςχολιάηει ςε αυτό το ςθμείο ότι οι μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ εφόςον 

δεν ζχουν κανζνα δεςμό με τθν εποπτεία του Kant, αποτελοφν ζνα παιχνίδι. Αυτό 

γίνεται κεωρϊντασ δεδομζνο ότι οι μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ δεν μποροφν να 

εφαρμοςτοφν ςτθ φυςικι. Θ Ευκλείδεια γεωμετρία είναι αναγκαία αλθκισ, 
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ςυνεπϊσ οι μθ-Ευκλείδειεσ δεν είναι εποπτικά (διαιςκθτικά) δυνατζσ. Ρράγματι,   

το αίτθμα των παραλλιλων ιταν για τον Kant  a priori αναγκαία αλικεια. 

Ο Friedman60 κεωρεί ότι θ δικαιολόγθςθ αυτισ τθσ διαδικαςίασ επιλογισ είναι 

ιςοδφναμθ με τθν άπειρθ διαιρετότθτα ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ. Ρωσ είμαςτε 

βζβαιοι ότι μποροφμε να διαιροφμε επ’ άπειρον ζνα ευκφγραμμο τμιμα και δεν 

ςταματά αυτι θ διαδικαςία μζχρι μικουσ ασ ποφμε 0.000001cm;  

Θ γεωμετρία όμωσ είναι θ επιςτιμθ του χϊρου, άρα ο ρόλοσ τθσ κακαρισ 

εποπτείασ είναι να παρζχει το αντικείμενο για τθν επιςτιμθ αυτι, ωσ μοντζλο για 

τισ ςυςχετίςεισ. Επίςθσ αςχολείται με τα κβάντα (quanta)  δθλαδι αντικείμενα τθσ 

εποπτείασ ωσ μεγζκθ και ζχει αξιϊματα. Αυτά τα αντικείμενα τα 

αντιλαμβανόμαςτε πρωταρχικά ωσ χωρικά μεγζκθ (μικοσ, εμβαδό, όγκοσ) όπωσ 

παρζχονται ανεξάρτθτα από τθν γεωμετρία. Πταν όμωσ αναφερόμαςτε ςτο μικοσ 

ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ, ηθτάμε το αποτζλεςμα τθσ ςφγκριςθσ με μια 

κατάλλθλα επιλεγμζνθ μονάδα μζτρθςθσ, εγκαταλείπουμε τθν κακαρι εποπτεία 

και το χωρικό χαρακτιρα τθσ, κακϊσ μασ ενδιαφζρουν οι υπολογιςμοί και όχι θ 

καταςκευι  των αντίςτοιχων μεγεκϊν.  

Οι ευκλείδειεσ καταςκευζσ δεν μποροφν να εγγυθκοφν τθν αντικειμενικι 

πραγματικότθτα τθσ γεωμετρίασ και των αντικειμζνων τθσ. Αυτά μποροφν να 

παραχκοφν από τθν εμπειρικι εποπτεία και ζτςι κακιςτοφν αναγκαία ςυνκικθ τθν 

καταςκευι τουσ.  

Θ εξαςφάλιςθ όμωσ τθσ αντικειμενικότθτασ γίνεται μόνο μζςω τθσ 

υπερβατολογικισ φιλοςοφίασ. Ωσ τζτοια παραδείγματα ο Kant κεωρεί αρχικά τθν 

άπειρθ επεκταςιμότθτα μιασ ευκείασ τθσ οποίασ θ μοναδικι αναπαράςταςθ 

υλοποιείται ςτο 2ο αίτθμα  των Στοιχείων του Ευκλείδθ, αλλά και τθν άπειρθ 

διαιρετότθτα ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ μζςω τθσ καταςκευισ διχοτόμου ςτθν 

πρόταςθ Λ.10 των Στοιχείων.  

Τα ςχιματα των γεωμετρικϊν εννοιϊν εκτόσ από το να ςυνειςφζρουν ςτθν 

αντικειμενικι πραγματικότθτα των εννοιϊν παράγουν και αυςτθρζσ 

αναπαραςτάςεισ των ίδιων των εννοιϊν, όπωσ π.χ. του κφκλου 

«...ςτα μακθματικά αίτθμα είναι μόνο θ πρακτικι αρχι, που περιζχει μόνο τθ 

ςφνκεςθ, με τθν οποία πρϊτα-πρϊτα ποριηόμαςτε ζνα αντικείμενο και παράγουμε 
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τθν ζννοιά του, π.χ. : με μια δεδομζνθ γραμμι και από ζνα δεδομζνο ςθμείο να 

περιγράψουμε ζνα κφκλο πάνω ςε μια επίπεδθ επιφάνεια. Μια πρόταςθ τζτοιου 

είδουσ δεν είναι δυνατό να αποδειχκεί, γιατί θ αιτοφμενθ *αποδεικτικι+ 

διαδικαςία είναι ακριβϊσ αυτι με τθν οποία παράγουμε πρϊτιςτα τθν ζννοια του 

ςχιματοσ αυτοφ.»
 61

 

Θ Ευκλείδεια καταςκευι του κφκλου είναι αναγκαία για να μασ παρζχει μια απλι 

μορφι του αντικειμζνου που αναφζρεται ςτθν ζννοια. Τα ςχιματα όμωσ κατ’ 

αυτόν τον τρόπο δεν αποτελοφν αντικείμενα των μακθματικϊν εννοιϊν. Σε  

αντίκεςθ με τα ςχιματα, οι μορφζσ ανικουν ςτθν εμπειρικι εποπτεία. 

Ρροζρχονται από τθν εφαρμογι των ςχθμάτων και παρζχουν αντικειμενικι 

ςθμαςία ςτισ μακθματικζσ ζννοιεσ. Τα ςχιματα παρζχουν δυνατζσ 

αναπαραςτάςεισ των εννοιϊν, ζξω από τα όρια τθσ γενικισ λογικισ. Κατ’ αυτόν τον 

τρόπο είναι δυνατόν να ςκεφτοφμε τισ προτάςεισ τθσ γεωμετρίασ προχποκζτοντασ 

τισ γεωμετρικζσ καταςκευζσ, άρα να τισ γνωρίηουμε  a priori. 

Ακολουκϊντασ τθν ίδια γραμμι ςκζψθσ ο Shapiro62 ςχολιάηει ότι ο Kant κεωροφςε 

ότι θ γεωμετρία περιγράφοντασ το χϊρο, κακιςτά τα ευκλείδεια ςχιματα μζρθ του 

χϊρου. Ζτςι μια ευκλείδεια γραμμι αν και εξαιρετικά λεπτι, αποτελεί κομμάτι του 

χϊρου. Συνεπϊσ τα αντικείμενα που αντιλαμβανόμαςτε υπάρχουν ςτο χϊρο και 

γίνονται αντιλθπτά ςτο βακμό που μποροφμε να καταλάβουμε τον ίδιο το χϊρο. 

Άρα θ γεωμετρία μελετά τισ μορφζσ αντίλθψθσ ςτον άπειρο χϊρο, επειδι δεςμεφει 

όλα τα υπό αντίλθψθ αντικείμενα και δρα ωσ ςτακερό υπόβακρο τθσ αντίλθψθσ 

παρζχοντασ τθν a priori μορφι τθσ εμπειρικισ εποπτείασ. Για να κατανοιςουμε το 

χϊρο λοιπόν πρζπει να καταςκευάηουμε με κακαρι εποπτεία.  

Κατά τθν Domski63, μελετϊντασ τα γεωμετρικά αντικείμενα, θ βεβαιότθτα των 

προτάςεϊν κακορίηεται από τθν οξφτθτα τθσ νοθτικισ αντίλθψθσ όπωσ 

κεωροφνται οι «βακμοί» τθσ εποπτείασ, ςτουσ οποίουσ κα ςτθριχκοφμε για να 

καταλιξουμε ςτα γεωμετρικά ςυμπεράςματά μασ.  

Θ βεβαιότθτα, όπωσ αναφζρει ο Kant κεμελιϊνεται από τθν γνϊςθ. Μποροφμε 

όμωσ να είμαςτε υποκειμενικά βζβαιοι ότι οι απαιτιςεισ που ζχουμε και αφοροφν 

το χϊρο και τα χωρικά αντικείμενα είναι ακριβείσ, κακϊσ  οι «βακμοί» τθσ 
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εποπτείασ που κεμελιϊνουν τθν υποκειμενικι βεβαιότθτα εξαρτϊνται από το 

είδοσ των αντικειμζνων  που ο γεωμζτρθσ αναφζρεται. Αν τα γεωμετρικά 

αντικείμενα είναι ακριβι και κακαρά κα πρζπει να ςτθριχκοφμε ςτθ δυνατότθτα 

αντίλθψθσ των ουςιωδϊν χαρακτθριςτικϊν των ςυγκεκριμζνων αντικειμζνων. 

 

1.6 Συμπεράςματα 

Θ ιδζα τθσ ςυνκετικισ a priori γνϊςθσ μπορεί να κεωρθκεί ωσ θ απάντθςθ του Kant 

ςτθν αντιμαχία μεταξφ ορκολογιςμοφ και εμπειριςμοφ: παρουςιάηεται ωσ μια 

ειδικι μορφι γνϊςθσ που δεν προζρχεται από τθν εμπειρία αλλά εφαρμόηεται ςτθν 

εμπειρία και είναι προχπόκεςθ για κάκε εμπειρία. Αυτι θ λφςθ αναδεικνφει και το 

αγεφφρωτο χάςμα μεταξφ των πραγμάτων κακαυτϊν και του τρόπου που τα 

αντιλαμβανόμαςτε. Μεταξφ νοοφμενων και φαινόμενων. Τα νοοφμενα είναι μθ 

προςβάςιμα ςε εμάσ ςτο μζτρο που δεν μποροφμε να τα μάκουμε. Συνεπϊσ θ 

γνϊςθ μασ περιορίηεται ςτισ εμφανίςεισ και δικαιολογείται από τον τρόπο που 

οργανϊνουμε αυτζσ τισ εμφανίςεισ: μπορεί να είναι αντικειμενικι, αναγκαία και 

κακολικι μζχρι του ςθμείου που μποροφμε να κατανοιςουμε ότι ο ςκοπόσ τθσ 

είναι περιοριςμζνοσ ςτον κόςμο των φαινομζνων. 

Κακϊσ ο Kant κεωρεί τθ γεωμετρία ωσ τον κλάδο τθσ επιςτιμθσ ο οποίοσ εξετάηει 

τθ δομι του χϊρου, υποςτθρίηει τθν άποψθ ότι γινόμαςτε γνϊςτεσ των αξιωμάτων 

τθσ γεωμετρίασ βάςει μιασ a priori εποπτείασ, με δεδομζνο ότι ο ίδιοσ ο χϊροσ 

είναι μια κακαρι εποπτεία. Αυτι θ άποψθ είναι  εντελϊσ  αντίκετθ με τθν άποψθ 

ότι πρζπει να βαςιςτοφμε ςτθν εμπειρία μασ για να κεμελιϊςουμε τισ ιδιότθτζσ 

του χϊρου.   

Ο Kant κεωρεί ότι μποροφμε να γνωρίηουμε μερικζσ προτάςεισ ανεξάρτθτα από τθν 

εμπειρία. Δεν εννοεί βζβαια ότι μποροφμε να γνωρίηουμε κάποιεσ προτάςεισ πριν 

να αποκτιςουμε οποιαδιποτε εμπειρία, αλλά κεωρεί ότι μποροφμε να γνωρίηουμε 

πζρα από οποιαδιποτε εμπειρία. Ρίςτευε εξάλλου ωσ δεδομζνο ότι οι εμπειρίεσ 

επαρκοφν ςε οποιαδιποτε προςπάκεια να κατανοιςουμε τισ ζννοιεσ που 

εμπλζκονται ςε μια a priori πρόταςθ και κατά ςυνζπεια μασ επιτρζπουν να 

κατανοιςουμε μια πρόταςθ.  
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Θ κακαρι εποπτεία ενόσ τριγϊνου, ενόσ κφκλου ι οποιουδιποτε άλλου χωρικοφ 

αντικειμζνου είναι δυνατι κακϊσ αυτά τα αντικείμενα ζχουν καταςκευαςτεί από 

τθν φανταςία. Δθλαδι οι a priori καταςκευζσ τθσ φανταςίασ αποτελοφν ςυνκικεσ 

τθσ δυνατότθτασ να εποπτεφουμε χωρικά αντικείμενα. Θ υπερβατολογικι αυτι 

εξιγθςθ περί τθσ ακρίβειασ των γεωμετρικϊν προτάςεϊν μασ παρζχει μια ςτακερι 

βάςθ ςτθν οποία μπορεί να ςτθριχκεί θ αντικειμενικι βεβαιότθτα που 

χαρακτθρίηει τθ γεωμετρικι γνϊςθ. Πμωσ θ γεωμετρία κεωρεί να χωρικά 

αντικείμενα ωσ κβάντα και προχποκζτει ότι ζχουν μια μετρικι δομι ωσ μεγζκθ, 

άρα αποτελοφν αντικείμενα τθσ εποπτείασ ι εποπτείεσ κακ’ αυτζσ.  

Ο Kant υποςτθρίηει ότι θ δυνατότθτα μιασ αναπαράςταςθσ ςτθρίηεται πλζον όχι ςε 

ότι μποροφμε νοθτικά να αντιλθφκοφμε, αλλά ςε ότι μπορεί να καταςκευάςει θ 

φανταςία μασ ςτον κακαρό χϊρο. Βεβαίωσ υπάρχουν κανόνεσ καταςκευισ που 

αντιςτοιχοφν ςτισ ζννοιεσ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων: θ απόρριψθ τθσ φπαρξθσ 

ενόσ δι-πλεφρου οφείλεται ςτο ότι είναι αδφνατο να δθμιουργιςουμε κανόνεσ 

καταςκευισ. Αν και ζνα τζτοιο αντικείμενο ζχει μια ζννοια που αντιςτοιχεί ςε αυτό, 

ζνα ςχιμα που περικλείεται από δφο ευκείεσ γραμμζσ, δεν υπάρχουν κανόνεσ 

καταςκευισ κακϊσ δεν μπορεί να παραςτακεί από τθν φανταςία ςτθ μορφι τθσ 

εποπτείασ μασ.  

Το γενικό πρόβλθμα τθσ ςυςχζτιςθσ μιασ αναπαράςταςθσ με το αντικείμενό τθσ 

δεν επιλφεται από τθ γενικι λογικι, αλλά από τθν υπερβατολογικι λογικι. Κατά 

τον Kant θ υπερβατολογικι λογικι ζχει ςκοπό να διερευνιςει τθ δυνατότθτα τθσ a 

priori γνϊςθσ αλλά και να ορίςει τθν προζλευςθ και τθν εγκυρότθτα των  a priori 

εννοιϊν του νου δθλαδι των κατθγοριϊν. Με αυτό τον τρόπο παράγει αντικείμενα 

τθσ νόθςθσ ξεπερνϊντασ τισ ίδιεσ τισ εποπτείεσ. 

Ο Kant φαίνεται ότι ςτθ Κριτικι του Κακαροφ Λόγου ικελε να μετατρζψει τισ 

εποπτείεσ ςε αντικείμενα, ζτςι ϊςτε οι μορφζσ, οι οποίεσ με τθ πάροδο του χρόνου 

εναλλάςςονται, να εξαντικειμενικεφονται ϊςτε να μποροφν να κατανοθκοφν ωσ 

αναλλοίωτα νοοφμενα πράγματα. 

Οι εποπτείεσ πρζπει να αναφζρονται ςε ζνα αντικείμενο. Ο Kant κυρίωσ προτείνει 

να καταςκευάςουμε το χϊρο ωσ αντικείμενο a priori με τθ βοικεια των 

γεωμετρικϊν εννοιϊν. Υποςτθρίηει ότι ζννοιεσ όπωσ ευκεία, ςθμείο και κφκλοσ 

μποροφν να εκτεκοφν ςε εμάσ ωσ a priori, χωρίσ καμία εμπειρικι προζλευςθ, 
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καταςκευάηοντασ τα γεωμετρικά ςχιματα ςτο νου. Για να γίνει αυτό όμωσ 

κεωροφμε το χϊρο ωσ υπαρκτό αντικείμενο τθσ κακαρισ εποπτείασ.  

Με το να δθμιουργοφμε ζνα διάγραμμα ςτο νου είμαςτε ςε κζςθ να 

καταςκευάςουμε το κακοριςμζνο χϊρο ωσ αντικείμενο με τισ μετρικζσ αλλά και τισ 

προβολικζσ ιδιότθτεσ. Ρρζπει να τονίςουμε όμωσ ότι θ ανεπάρκεια τθσ κακαρισ 

εποπτείασ ξεκινά από τθν ιδζα του Kant ότι μποροφμε, μζςω τθσ εποπτείασ να 

κακορίςουμε τθν ακριβι φφςθ ενόσ ςχιματοσ είτε ςχθματίηοντάσ ςτο χαρτί είτε 

ςτο νου. Ρ.χ. μζςω τθσ κακαρισ εποπτείασ μπορεί να υπάρχει μόνο μια ευκεία που 

ςυνδζει δφο διαφορετικά ςθμεία. Μποροφμε να καταςκευάςουμε μια τζτοια 

ευκεία και τότε κατά τον Kant κα διαπιςτϊςουμε ότι αυτι είναι μοναδικι. Για κάκε 

άλλθ όμωσ γραμμι ζςτω και ελάχιςτα καμπυλωμζνθ δεν  είμαςτε αρκετζσ φορζσ 

ςε κζςθ να διακρίνουμε αν είναι ευκεία. Το ότι «βλζπουμε» ότι υπάρχει μοναδικι 

ευκεία με αυτι τθν ιδιότθτα ζχει άμεςθ ςχζςθ με τθν αντίςτοιχθ κεωρία που 

γνωρίηουμε από τθν γεωμετρία. Αυτι όμωσ θ διάκριςθ μεταξφ ευκειϊν και 

ελάχιςτα καμπυλωμζνων γραμμϊν ζχει άμεςθ ςχζςθ με τουσ φυςικοφσ 

περιοριςμοφσ των μθχανικϊν αντίλθψθσ που ζχουμε. Το πρόβλθμα του Kant είναι 

ότι ο νουσ φζρνει μπροςτά ςτα μάτια του τισ δικζσ του καταςκευζσ. 

Πμωσ οι γεωμετρικζσ ζννοιεσ κακορίηουν το χωρικό περιεχόμενό τουσ: κακϊσ 

καταςκευάηουμε ζνα τρίγωνο ςτθν εποπτεία, βριςκόμαςτε ςε μια διαδικαςία 

δράςθσ τθσ παραγωγικισ φανταςίασ θ οποία ςαφϊσ ορίηει ζνα μζροσ του χωρικοφ 

περιεχομζνου. Επίςθσ χαρακτθρίηονται από μια κακοριςμζνθ διαδικαςία 

καταςκευισ χρθςιμοποιϊντασ τθν κακαρι εποπτεία του χϊρου που ζχουμε. Με τθ 

βοικεια του ςχιματοσ τθσ ζννοιασ μποροφμε να εξακριβϊςουμε τισ a priori 

ιδιότθτεσ των εποπτειϊν που ςυγκροτοφν τθν Γεωμετρία.  

Με αυτό το τρόπο μια εποπτεία τθσ γεωμετρίασ μόνθ τθσ, μπορεί κεωρθτικά να 

απελευκερωκεί από τισ εμπειρικζσ ιδιότθτζσ τθσ και να αναχκεί ςε αφθρθμζνο 

αντικείμενο τθσ ζννοιασ το οποίο αποτελεςματικά μπορεί να προςδϊςει τθν 

κακολικότθτα και τθν απριορικότθτα (a priority). 

Ο Kant κεωροφςε ότι οι ζννοιεσ δεν υπάρχουν ωσ αφθρθμζνεσ οντότθτεσ. Ο νουσ 

ζχει τθ δφναμθ να δθμιουργιςει ζννοιεσ, αν και ςτθ δθμιουργικι του αυτι 

ικανότθτα δεν μζνει τελείωσ ελεφκεροσ αλλά υπόκειται ςε περιοριςμοφσ. Αυτι θ 

άποψθ είναι ςε πλιρθ αντίκεςθ με το ρεαλιςμό που ςε καμία περίπτωςθ δεν 
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δζχονται περιοριςμοφσ του «κόςμου» των αφθρθμζνων εννοιϊν, που υπάρχουν 

«κακαυτζσ» μθ καταςκευαηόμενεσ από τον νου. Οποιαδιποτε μακθματικι άρα και 

γεωμετρικι δθμιουργία ωσ μακθματικό ον υφίςταται ανεξάρτθτα από το τρόπο 

που εμείσ τα νοοφμε, βριςκόμενο ςε ςχζςεισ μεταξφ των αντικειμζνων.   

Πμωσ ο Kant παρουςίαςε τθν άποψθ ότι για να αποκτιςει μια γεωμετρικι ζννοια 

αντικειμενικότθτα, χρειάηεται να ςτθρίηεται ςε ζνα ςχιμα. Μια γεωμετρικι ζννοια 

μπορεί να ςχθματοποιθκεί πλιρωσ από ζνα εκπρόςωπο τθσ, όταν αυτόσ ο 

εκπρόςωποσ  χρθςιμοποιεί τουσ κανόνεσ που διζπουν τθ διαδικαςία κατά τθν 

οποία ςε πεπεραςμζνο χρονικό διάςτθμα μπορεί να αναγνωριςτεί ωσ μζροσ τθσ 

ζννοιασ και να παράγει περιπτϊςεισ τθσ ζννοιασ. 

Θ εξαντικειμενίκευςθ των εποπτειϊν ςε αντικείμενα τθσ εννοιολογικισ γνϊςθσ με 

τθ βοικεια τθσ ςυνκετικισ κρίςθσ του νου διαμζςου τθσ υπερβατολογικισ λογικισ, 

αποτελεί το κλειδί τθσ επιςτθμολογίασ του Kant. Οι μορφζσ που παράγονται  μζςω 

του ςχιματοσ εξαντικειμενικεφονται κακϊσ νοοφνται ωσ πράγματα με αναλλοίωτεσ 

γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ, κακιςτϊντασ το γεωμετρικό αντικείμενο απείρωσ  

μεταβιβάςιμο. Ο Kant διατθρεί όμωσ το γεωμετρικό αντικείμενο περιοριςμζνο ςτο 

υποκείμενο.  
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Κεφάλαιο 2                                                                                                                                                                                    

 

Η πολλαπλότητα του Riemann 

 

2.1 Ειςαγωγή  

Ο S.A. Eddington ζγραψε ότι : «ζνασ γεωμζτρθσ ςαν τον Riemann κα μποροφςε 

μάλλον να προβλζψει τα πιο ςθμαντικά γνωρίςματα του πραγματικοφ κόςμου». Ο 

Riemann τελειϊνοντασ τισ φιλοςοφικζσ ςπουδζσ του το 1850 και γοθτευμζνοσ από 

τθν εργαςία του ςτθ φυςικι ςτο πλευρό του Weber κατζλθξε ςτο ςυμπζραςμα ότι: 

«είναι δυνατόν να διατυπωκεί μια πλιρθσ, καλοφτιαγμζνθ μακθματικι κεωρία που 

να προχωρεί τουσ κεμελιϊδεισ νόμουσ για τα επιμζρουσ ςτοιχεία ςε διεργαςίεσ που 

αναπτφςςονται ςτον ςυνεχϊσ πλιρθ χϊρο (plenum) τθσ πραγματικότθτασ, χωρίσ 

διάκριςθ μεταξφ βαρφτθτασ, θλεκτριςμοφ, μαγνθτιςμοφ ι κερμοδυναμικισ». 64  

Το μεγαλείο του Riemann ωσ μακθματικοφ βρίςκεται τόςο ςτθν ευρφτθτα τθσ 

αντίλθψισ του όςο και ςτο απζραντο πεδίο μεκόδων και απόψεων για τα κακαρά  

και για τα εφαρμοςμζνα μακθματικά.  

Το 1854 ο Riemann κατζκεςε τρία κζματα για τθν διάλεξθ εκλογισ του (Habilitation) 

ςτθ κζςθ του Λζκτορα: το πρϊτο αναφερόταν ςτθν ιςτορικι διερεφνθςθ τθσ 

ερϊτθςθσ αν είναι δυνατόν να αναπαραςτακεί μια ςυνάρτθςθ ωσ τριγωνομετρικι 

ςειρά, το δεφτερο ςτθν επίλυςθ δφο τετραγωνικϊν εξιςϊςεων με δφο αγνϊςτουσ 

και το τρίτο ιταν επί των ςχετικϊν με τθ γεωμετρία υποκζςεων. Ουςιαςτικά 

κζλοντασ να δείξει το εφροσ των επαγγελματικϊν γνϊςεϊν του ςε διαφορετικά 

πεδία, επζλεξε κζματα από τθν ανάλυςθ, τθν άλγεβρα και τθ γεωμετρία αντίςτοιχα. 

Μζχρι το Δεκζμβρθ του 1853 μελετοφςε τα πρϊτα δφο κζματα οπότε και του 

ανατζκθκε το τρίτο κζμα. Θ ανάκεςθ ςτον Riemann ζγινε από τον Gauss που 
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διάλεξε το ςυγκεκριμζνο κζμα κακϊσ φαίνεται ότι για αρκετά χρόνια τον 

απαςχολοφςε. 

Στθ διάλεξι του ο Riemann ζδωςε ελάχιςτεσ μακθματικζσ λεπτομζρειεσ αλλά 

αφιζρωςε αρκετό χρόνο επεξθγϊντασ με τι κα ζπρεπε να αςχολείται θ γεωμετρία, 

επιλζγοντασ ςυνειδθτά να εκφράςει ουςιαςτικά τισ απόψεισ του με μια μόνο 

εξίςωςθ, ςχεδόν χωρίσ κανζνα υπολογιςμό: δεν παρουςιάςτθκαν άλλοι 

μακθματικοί τφποι και ςυμβολιςμοί κακϊσ το ακροατιριο είχε κακθγθτζσ από το 

τμιμα φιλοςοφίασ : ο Lotze, που ιταν εξαιρετικά αρνθτικόσ ςτισ μθ-Ευκλείδειεσ 

γεωμετρίεσ, και ο Gauss ο οποίοσ αν και ςε μεγάλθ θλικία και με άςχθμθ 

κατάςταςθ υγείασ είχε αγωνία να ακοφςει τθν άποψθ αυτοφ του «ευφυοφσ νεαροφ 

άνδρα» πάνω ςε ζνα κζμα που αποτελοφςε ζνα από τα πολλά ενδιαφζροντα του.  

Αρκετά χρόνια πριν τθ διάλεξθ του Riemann, ο Gauss είχε διατυπϊςει τθν άποψι 

του ςχετικά με τθ κζςθ του Kant  ότι οι αλικειεσ τθσ γεωμετρίασ είναι ςυνκετικζσ a 

priori, εννοϊντασ ότι θ εγκυρότθτα τουσ δεν προκφπτει από τθν εμπειρία αλλά από 

τθν ςφνκεςθ που επιτυγχάνεται από τθν φφςθ του νου, αλλά δεν τθν κοινοποιοφςε 

«από τον φόβο των φωνϊν των Βοιωτϊν». Συγκεκριμζνα ο Gauss υποςτιριηε ότι αν 

θ Ευκλείδεια γεωμετρία είναι αναπόφευκτα ςυνδεδεμζνθ με τον νου, θ «αντι-

Ευκλείδεια γεωμετρία» κατά τον Gauss, όπωσ χαρακτθριςτικά τθν αποκαλοφςε, κα 

αποτελοφςε ζνα αποφαςιςτικό αντιπαράδειγμα τθσ άποψθσ. Ακολουκϊντασ τα 

βιματα του Gauss, o Riemann ςτθ διάλεξι του απζφυγε τθν επίκεςθ ςτον Kant, 

κακϊσ ο εκ του ακροατθρίου φιλόςοφοσ Lotze υποςτιριηε τθν καντιανι 

παράδοςθ65.  

Σφμφωνα με τον Dedekind, θ διάλεξθ αυτι ξεπζραςε όλεσ τισ προςδοκίεσ του Gauss, 

ο οποίοσ τθν παρακολοφκθςε με μεγάλθ προςοχι και ςτθ ςυνζχεια προσ 

κατάπλθξθ όλων ςυηιτθςε τθν βακιά ςθμαςία των ιδεϊν του Riemann με τον 

Weber. Θ διάλεξθ αυτι αποδείχκθκε ζνα αριςτοφργθμα όπωσ αναφζρει ο Eves66 

τόςο ςτο μακθματικό περιεχόμενο όςο και ςτο τρόπο παρουςίαςθσ των κεμάτων. 

Ραραλείποντασ τισ πολφπλοκεσ τεχνικζσ λεπτομζρειεσ παρουςίαςε μια 

επαναςτατικι άποψθ για τθ γεωμετρία.  
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Θ δομι τθσ διάλεξθσ του Riemann κατά τον Scholtz67 φαίνεται να είναι 

προςανατολιςμζνθ προσ μια αναδιαμόρφωςθ των εννοιολογικϊν κεμελίων τθσ 

φυςικισ γεωμετρίασ. Δθλαδι παρουςιάηεται  ο τρόποσ που θ ζννοια τθσ 

πολλαπλότθτασ (manifold) μπορεί να περιγράψει ιδιότθτεσ του φυςικοφ χϊρου. 

Αυτόσ εξάλλου φαίνεται να είναι και ο λόγοσ που επζλεξε τισ πολλαπλότθτεσ με 

ςτακερι καμπυλότθτα ωσ παραδείγματα ςτο δεφτερο μζροσ τθσ διάλεξισ του όπου 

αναφζρεται ουςιαςτικά ςτθ Διαφορικι γεωμετρία. Στο τελευταίο όμωσ μζροσ ο 

Riemann περιγράφει τθ μεκοδολογία μζςω τθσ οποίασ  θ ζννοια τθσ 

πολλαπλότθτασ καταφζρνει να βελτιϊςει τθν κατανόθςθ του φυςικοφ χϊρου. 

Ραρουςιάηοντασ τθν ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ ο Riemann προχϊρθςε πζρα από 

κάκε νοθτικό ςχιμα τόςο τθσ Ευκλείδειασ όςο και των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν. 

Ξεκίνθςε από ζνα ςυνεχζσ χωρίσ καμιά γεωμετρικι δομι. Δθλαδι χωρίσ εκείνθ τθ 

δομι μζςω τθσ οποίασ, μζχρι τθν εποχι εκείνθ, δεν μποροφςε να αναφερκεί 

κάποιοσ ςε ευκείεσ γραμμζσ, ςε αποςτάςεισ μεταξφ ςθμείων και ςε γωνίεσ. Ο 

Gray68 πιςτεφει ότι οι ιδζεσ του Riemann όπωσ παρουςιάςτθκαν με τθ διάλεξι του, 

«άλλαξαν τισ απόψεισ μασ για τθ Γεωμετρία και το φυςικό χϊρο όςο καμία άλλθ 

ιδζα μετά τον Ευκλείδθ». 

 

2.2 Επί των ςχετικϊν με τη γεωμετρία υποθζςεων: Μζροσ Ι 

Κατά τον Spivak69 ςτο πρϊτο μζροσ τθσ διάλεξισ του ο Riemann προςπακεί να 

ορίςει τθν ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ. Δεν είναι δυνατόν βζβαια από τθν διάλεξι 

του να διαπιςτϊςουμε τισ προχωρθμζνεσ ιδζεσ του Riemann κακϊσ το ακροατιριο 

του αποτελοφνταν από αρκετοφσ μθ-μακθματικοφσ. Πμωσ φαίνεται ότι ο Riemann 

είχε ξεκάκαρα τθ λφςθ του προβλιματοσ αυτοφ κακϊσ χρθςιμοποιεί τθν ζννοια τθσ 

μετρικισ και του τοπολογικοφ χϊρου, οι οποίεσ αποτελοφν και τα προαπαιτοφμενα 

για τον οριςμό τθσ πολλαπλότθτασ.  

Ο Riemann ξεκίνθςε και μάλιςτα επζμεινε ςε ολόκλθρθ τθ διάλεξι του ότι τα 

αξιϊματα του Ευκλείδθ ανατρζπονται εντελϊσ. Ρίςτευε ότι δεν κα μποροφςαν 

πλζον να κεωροφνται ωσ μθ-προβλθματικζσ προτάςεισ ςχετικζσ με τον φυςικό 
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χϊρο. Αντίκετα μάλιςτα, ο Riemann υποςτιριξε ξεκάκαρα ότι ολόκλθρθ θ 

γεωμετρία βαςίηεται ςε ςυγκεκριμζνεσ μετρικζσ εκτιμιςεισ και με αυτό τον όρο ότι 

θ Ευκλείδεια γεωμετρία δεν κα μποροφςε πλζον να κατζχει κυρίαρχθ κζςθ ωσ 

γεωμετρία του χϊρου. Με τθν ανακάλυψθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν άλλαξε 

ουςιαςτικά το πεδίο.  

Ο Spivak αναφζρει μελετϊντασ τον Riemann από τθν πλευρά τθσ διαφορικισ 

γεωμετρίασ, ότι οι δυςκολίεσ που είχαν παρουςιαςτεί γενικότερα ςτθ μελζτθ τθσ 

γεωμετρίασ, οφείλονται ςτο γεγονόσ ότι μζχρι τον Riemann οι γεωμζτρεσ δεν είχαν 

διαχωρίςει τισ τοπολογικζσ από τισ μετρικζσ ιδιότθτεσ του χϊρου. Θ διάκριςθ αυτι 

των ιδιοτιτων αυτϊν κατά τον Riemann οδθγεί ςτθν κεϊρθςθ ότι ςτον χϊρο 

μποροφμε να ζχουμε περιςςότερεσ τθσ μιασ μετρικζσ. Συνεπϊσ ο Riemann κεωρεί 

ότι πρζπει να χρθςιμοποιοφνται πειραματικά δεδομζνα προκειμζνου να 

κακοριςτοφν οι μετρικζσ ιδιότθτεσ του χϊρου. Οφτε όμωσ και θ προζλευςθ των 

γεωμετρικϊν εννοιϊν μζςα από τθν εμβάπτιςθ ςε επιφάνειεσ μπορεί να αναχκεί 

ςτον Ευκλείδειο χϊρο.  

Κακϊσ τα αξιϊματα δεν κεωροφνται κεμελιϊδθ και κατ’ επζκταςθ ουςιϊδθ, καμία 

ςυηιτθςθ για τα αξιϊματα Ευκλείδειων ι μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν δεν κα 

μποροφςε να κυριαρχιςει μζςα ςτο περιεχόμενο τθσ διάλεξθσ του Riemann. Ξεκινά 

λοιπόν: 

«Ωσ γνωςτόν, θ γεωμετρία προχποκζτει τθν ζννοια του χϊρου κακϊσ επίςθσ και 

τθν υπόκεςθ των βαςικϊν αρχϊν για καταςκευζσ μζςα ςτο χϊρο. Το μόνο που δίνει 

είναι ονομαςτικοφσ οριςμοφσ αυτϊν των πραγμάτων, ενϊ τα ουςιϊδθ 

χαρακτθριςτικά τουσ εμφανίηονται με τθ μορφι αξιωμάτων. Η ςχζςθ ανάμεςα ςε 

αυτζσ τισ προχποκζςεισ (δθλαδι ανάμεςα ςτθν ζννοια του χϊρο και τισ βαςικζσ 

ιδιότθτεσ του χϊρου) αφινεται ςτο ςκοτάδι, με αποτζλεςμα να μθν μποροφμε να 

δοφμε το αν, ι ςε ποια ζκταςθ είναι αναγκαία θ οποιαδιποτε μεταξφ τουσ ςφνδεςθ, 

ι αν τίκεται a priori (εκ των προτζρων) ακόμθ και θ δυνατότθτα για κάτι τζτοιο.» 70 

Ο όροσ υπόκεςθ όπωσ τον χρθςιμοποιεί ο Riemann ζχει ελαφρά διαφορετικι 

ςθμαςία από τθ δοκείςα από τον Newton, κακϊσ ωσ υπόκεςθ κεωρεί «οτιδιποτε 

εννοοφμε πωσ νοθτικά προςτίκεται ςτα φαινόμενα» 71.  
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Ο Riemann οργάνωςε τθν εργαςία του για τθ γεωμετρία, όπωσ αναφζραμε, γφρω 

από τθν ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ τθν οποία δεν όριςε με κακαρά τεχνικοφσ 

μακθματικοφσ όρουσ ςτθ διάλεξι του. Αντίκετα χρθςιμοποίθςε  φιλοςοφικοφσ 

όρουσ χρθςιμοποιϊντασ τθ γεωμετρικι άποψθ περί των μιγαδικϊν αρικμϊν του 

Gauss. Βεβαίωσ ο Riemann δεν ζδωςε μεγάλθ ςθμαςία ςτισ οντολογικζσ κεωρίεσ 

του Herbart ςχετικά με τθ διαδικαςία μορφοποίθςθσ και φαίνεται ότι αόριςτα 

προχποκζτει τθν φπαρξθ μιασ  μακθματικισ ι μθ ζννοιασ, τθν οποία ονόμαςε 

πολλαπλά εκτεταμζνθ ποςότθτα ι πολλαπλότθτα. 

Ο Riemann δεν ανζφερε ρθτά τθ μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία ςτθ διάλεξι του και 

ακολοφκωσ δεν ανζφερε τα ονόματα των Bolyai και Lobachevsky. Σε πλιρθ 

αντίκεςθ όπωσ κα περιμζναμε από τον τίτλο τθσ ζρευνασ του και τισ μζχρι εκείνθ 

τθν εποχι πεποικιςεισ, δεν υπάρχει καμία αναφορά ςτο αξίωμα των παραλλιλων. 

Θ  μοναδικι αναφορά από τον Riemann γίνεται για τον «νεϊτερο μεταρρυκμιςτι 

τθσ γεωμετρίασ» Legendre. Συγκεκριμζνα αναφζρει: 

«Από τον Ευκλείδθ μζχρι τον πιο διάςθμο από τουσ νεϊτερουσ μεταρρυκμιςτζσ τθσ 

γεωμετρίασ, τον Legendre, αυτό το ςκοτάδι δεν ζχει εξαλειφκεί οφτε από τουσ 

μακθματικοφσ οφτε από τουσ φιλοςόφουσ που ζχουν αςχολθκεί με αυτό. 

Αναμφίβολα, αυτό ςυμβαίνει επειδι θ γενικι ζννοια των πολλαπλά εκτεταμζνων 

ποςοτιτων, ςυμπεριλαμβανομζνων και των χωρικϊν, παραμζνει πλιρωσ 

αδιερεφνθτθ». 72 

Με τον όρο πολλαπλά εκτεταμζνθ ποςότθτα ο Riemann εννοεί τθ γενίκευςθ του 

απλοφ Ευκλείδειου μικουσ ςε ζνα μικοσ που χαρακτθρίηεται από πολλοφσ 

αρικμοφσ. Θ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ προκφπτει από το ςυνικθ χϊρο ο οποίοσ 

κεωρείται μια τριπλά εκτεταμζνθ ποςότθτα. Κάκε ςθμείο μπορεί να χαρακτθριςκεί 

από τρεισ αρικμοφσ, όπωσ οι καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ. Πμωσ πρζπει να 

εκφραςτοφν με όρουσ τθσ γενικότερθσ n-απλά εκτεταμζνθσ ποςότθτασ. 

«Ζτςι, ζχω ανακζςει  καταρχιν ςτον εαυτό μου το ζργο τθσ καταςκευισ τθσ ζννοιασ 

μιασ πολλαπλά εκτεταμζνθσ ποςότθτασ από γενικζσ ζννοιεσ περί ποιότθτασ. Θα 

δειχκεί ότι μια πολλαπλά εκτεταμζνθ ποςότθτα επιδζχεται ποικίλεσ μετρικζσ 
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ςχζςεισ, με αποτζλεςμα ο χϊροσ να ςυνιςτά μια ειδικι μόνο περίπτωςθ μιασ τριπλά 

εκτεταμζνθσ ποςότθτασ.»73 

Με τον όρο μετρικζσ ςχζςεισ ο Riemann κεωρεί τθ γενικευμζνθ ζννοια τθσ 

απόςταςθσ θ οποία μπορεί να ςυνδζςει δφο διαφορετικά ςθμεία μζςα ςε μια 

κακαρι γεωμετρικι δομι, κακϊσ θ ζννοια τθσ απόςταςθσ φαίνεται κατά τον 

Riemann να είναι θ πλζον ςθμαντικι ςτθ γεωμετρία. Ο ίδιοσ ο Riemann κάνει μια 

ριηοςπαςτικι προςκικθ ςε αυτό το κζμα: θ γεωμετρία πρζπει να ςτθρίηεται ςε 

εμπειρικά δεδομζνα, τα οποία αν και δεν είναι αναγκαία αποτελοφν υποκζςεισ που 

γίνονται αποδεκτζσ μζςα από τισ παρατθριςεισ. Αναφζρει ςυγκεκριμζνα ότι: 

«Ωςτόςο, από αυτό προκφπτει ςαν αναγκαία ςυνζπεια ότι τα κεωριματα τθσ 

γεωμετρίασ δε μποροφν να ςυναχκοφν από γενικζσ ζννοιεσ περί ποςότθτασ, αλλά 

ότι οι μόνεσ που μποροφν να ςυναχκοφν από τθν εμπειρία είναι εκείνεσ οι ιδιότθτεσ 

που διακρίνουν το χϊρο από άλλεσ ςυλλθπτζσ τριπλά εκτεταμζνεσ ποςότθτεσ. Ζτςι, 

ανακφπτει το πρόβλθμα τθσ αναηιτθςθσ των πιο απλϊν δεδομζνων από τα οποία 

μποροφν να κακοριςτοφν οι μετρικζσ  ςχζςεισ του χϊρου, ζνα πρόβλθμα που από 

τθν ίδια τθ φφςθ του δεν είναι πλιρωσ κακοριςμζνο, επειδι μπορεί να  υπάρχουν 

διάφορα ςυςτιματα απλϊν δεδομζνων που επαρκοφν για να κακοριςτοφν οι 

μετρικζσ  ςχζςεισ του Χϊρου. Για τουσ ςκοποφσ τθσ παροφςθσ εργαςίασ, το πιο 

ςθμαντικό ςφςτθμα είναι αυτό που καταςτρϊνεται ωσ κεμελίωςθ τθσ γεωμετρίασ 

από τον Ευκλείδθ. Αυτά τα δεδομζνα, όπωσ ςυμβαίνει με όλα τα δεδομζνα, δεν 

είναι λογικά αναγκαία αλλά χαρακτθρίηονται μόνο από τθν εμπειρικι βεβαιότθτα, 

αποτελοφν υποκζςεισ. Συνεπϊσ, μπορεί κάποιοσ καταρχιν να διερευνιςει τθν 

δυνατότθτά τουσ, θ οποία είναι ςίγουρα πολφ μεγάλθ μζςα ςτα όρια τθσ 

παρατιρθςθσ και κατόπιν να αποφανκεί για τθν νομιμότθτα επζκταςισ τουσ πζρα 

από τα παρατθρθςιακά όρια τόςο προσ τθν κατεφκυνςθ του αμζτρθτα μεγάλου, όςο 

και προσ τθν κατεφκυνςθ του αμζτρθτα μικροφ». 74 

Ο χϊροσ κεωρείται από τον Riemann μια φυςικι οντότθτα: είναι τριςδιάςτατοσ και 

ζχει τοπολογικι υφι, αφοφ μποροφμε να ζχουμε δφο ςθμεία όςο «κοντά» 

κζλουμε. Θ μζτρθςθ τθσ απόςταςθσ και ο κακοριςμόσ τθσ μετρικισ μπορεί να 

κεωρθκεί ωσ μια ιδιότθτα ενόσ πεδίου όπωσ θ βαρφτθτα, ο μαγνθτιςμόσ κλπ. Ο 

Riemann ικελε να ςυηθτιςει για τισ επιφάνειεσ χωρίσ αναφορζσ ςτο χϊρο που μασ 

                                                 
73

 *18+ ςελ.21-22 
74

 *18+ ςελ.22-23 



[51] 
 

περιβάλλει. Θ ζμπνευςι του αυτι προιλκε από τθν μελζτθ εργαςιϊν του Gauss. O 

Gauss είχε διατυπϊςει ςχετικά με τθν καμπυλότθτα τθν άποψθ ότι θ καμπυλότθτα 

μπορεί να κακοριςτεί από ποςότθτεσ μετρθμζνεσ μόνο επί τθσ επιφάνειασ.  

Ο Gray75 κεωρεί ότι ολόκλθρο  το «όραμα» του Riemann ςχετικά με τθ γεωμετρία 

μπορεί να το ςυνοψιςτεί ςτο εξισ: γεωμετρία είναι θ μελζτθ των εςωτερικϊν 

ιδιοτιτων των n- διάςτατων πολλαπλοτιτων αλλά και θ μελζτθ του τρόπου με τον 

οποίο μια πολλαπλότθτα «κλθρονομεί» ιδιότθτεσ από ζνα μεγαλφτερο 

περιβάλλοντα χϊρο.  

Αν εφαρμόςουμε τισ προτάςεισ αυτζσ του Riemann ςε επιφάνειεσ κα ζχουμε 

περίπου τθν εξισ εικόνα: μια επιφάνεια είναι ζνα διςδιάςτατο ςφνολο από ςθμεία, 

όπωσ είναι οτιδιποτε το οποίο ςαρϊνεται από μια καμπφλθ που κινείται76. Αν μασ 

δοκεί μια διαδρομι πάνω ςτθν επιφάνεια, το μικοσ τθσ μπορεί να μετρθκεί 

προςεγγιςτικά χρθςιμοποιϊντασ ζναν κανόνα. Φυςικά αν χρθςιμοποιοφμε όλο και 

μικρότερουσ κανόνεσ κα ζχουμε καλφτερθ προςζγγιςθ. Το μικοσ κα μπορεί να 

μετρθκεί ςωςτά μόνο οριακά μζςω ενόσ απειροελάχιςτα μικροφ κανόνα όπωσ 

περιγράφει ο Riemann. Στθ ςυνζχεια με τθ χριςθ ολοκλιρωςθσ υπολογίηουμε το 

μικοσ: το μικοσ αποτελεί μια ζννοια με άμεςθ ςχζςθ με τισ γεωδαιςιακζσ. Αν 

βροφμε τισ γεωδαιςιακζσ μεταξφ δφο ςθμείων μποροφμε να υπολογίςουμε τθν 

καμπυλότθτα τθσ επιφάνειασ, με τον τρόπο ακριβϊσ που είχε αποδείξει ο Gauss. Αν 

θ επιφάνεια είναι επίπεδθ τότε θ γεωδαιςιακι όπωσ γνωρίηουμε είναι θ ευκεία, 

ενϊ αν είμαςτε ςε μια ςφαίρα κα είναι ζνασ μζγιςτοσ κφκλοσ. 

Γενικότερα πρζπει να τονίςουμε ότι θ ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ είναι ζνα προϊόν 

του τρόπου ςκζψθσ του Riemann, κακϊσ θ ειςαγωγι τθσ αναςκευάηει ριηικά τθ 

φφςθ του χϊρου. Συγκεκριμζνα όπωσ αναφζρει ο Scholtz77, αντίκετα με τθν 

προςζγγιςθ τθσ κεωρίασ ςυνόλων για τθν πολλαπλότθτα, ο Riemann προχποκζτει 

μια ζννοια που μπορεί να προζλκει από οποιοδιποτε πεδίο διερεφνθςθσ και 

προχπάρχει τόςο ςε επίπεδο λογικισ, όςο και ςε επίπεδο αναφοράσ και ζκταςθσ. 

 Ειδικότερα ο χϊροσ μπορεί να κεωρθκεί ωσ μια ςυνζνωςθ επιμζρουσ χϊρων ςτο 

πλαίςιο μιασ πολλαπλότθτασ, όπου κάκε ςθμείο του χϊρου ζχει μια μικρι περιοχι 
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θ οποία μπορεί να αντιμετωπιςκεί ωσ Ευκλείδεια, ενϊ θ πολλαπλότθτα κακ’ 

ολοκλθρία γενικά δεν μπορεί. Βζβαια, για λόγουσ πλθρότθτασ, πρζπει να 

αναφζρουμε ότι θ ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ ζχει ιδθ αναφερκεί ωσ πολλαπλό 

από τον Kant τόςο ςτθ φιλοςοφία όςο και ςτθ κεολογία. Θ κεολογία αποτελοφςε το 

αντικείμενο των αρχικϊν ςπουδϊν του Riemann πριν αςχολθκεί με τα 

Μακθματικά. Πμωσ ο Riemann δεν αναφζρεται ςτθ διάλεξι του ςτο τρόπο με τον 

οποίο θ ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ κα μποροφςε να αναπτυχκεί τόςο από τθν 

ανάλυςθ όςο και από τθν άλγεβρα78. Ο τίτλοσ τθσ διάλεξθσ εξάλλου δείχνει προσ 

τθν πλευρά των κεμελίων τθσ γεωμετρίασ. 

Κακϊσ ο Riemann δεν απευκυνόταν μόνο ςε μακθματικοφσ όπωσ αναφζραμε, ο 

Spivak κεωρεί ότι από το πρϊτο μζροσ τθσ διάλεξθσ αν και δεν παρουςιάηεται θ 

ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ ςε όλο τθσ το βάκοσ, θ ζννοια αυτι φαίνεται να είναι 

καλά ξεκακαριςμζνθ ςτο μυαλό του Riemann. Αναγνϊριηε ότι μόνο τοπικά κα 

μποροφςε να χαρακτθρίηεται ωσ n-διάςτατοσ Ευκλείδειοσ χϊροσ. Για τθν ζννοια 

μιασ n-πλά εκτεταμζνθσ ποςότθτασ δθλαδι τθσ πολλαπλότθτασ ο Riemann 

αναφζρει: 

 «Ρροχωρϊντασ ςτθν απόπειρα επίλυςθσ του πρϊτου από αυτά τα προβλιματα, τθν 

ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ τθσ πολλαπλά εκτεταμζνθσ ποςότθτασ, νιϊκω ειδικά 

δικαιολογθμζνοσ να ηθτϊ επιεικι κριτικι, κακϊσ είμαι λίγο εξαςκθμζνοσ με αυτζσ τισ 

μελζτεσ φιλοςοφικισ φφςθσ, όπου οι δυςκολίεσ εδράηονται περιςςότερο ςτισ ζννοιεσ 

παρά ςτθν καταςκευι, και επειδι δε μποροφςα να χρθςιμοποιιςω οιεςδιποτε 

προθγοφμενεσ μελζτεσ, εκτόσ από μερικζσ πολφ ςυνοπτικζσ υποδείξεισ που ζχει δϊςει 

πάνω ςε αυτό το κζμα ο Ανακτοςφμβουλοσ Gauss ςτθ δεφτερθ πραγματεία του πάνω 

ςτα Τεταρτοβάκμια Υπόλοιπα, ςτισ Göttingen Gelehtre Anzeige και ςτθν επετθρίδα του 

Göttingen, κακϊσ επίςθσ και μερικζσ φιλοςοφικζσ ζρευνεσ του Herbart.» 79 

Ο Herbart, ο οποίοσ επθρζαςε τον Riemann ςφμφωνα με  τουσ μελετθτζσ του ζργου 

του, ιταν αντίκετοσ ςτθν καντιανι αντίλθψθ εξαντικειμενίκευςθσ των εποπτειϊν 

μζςω τθσ υπερβατολογικισ λογικισ: κατά  τον Kant, οι μορφζσ αν και 

εναλλάςςονται  ςτο χρόνο, νοοφνται ωσ πράγματα κακαυτά με αναλλοίωτεσ 

ιδιότθτεσ και θ τυπικι λογικι με αναλυτικζσ τεχνικζσ δεν μπορεί να υποςτθρίξει μια 
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τζτοια ςυνκετικι διαδικαςία. Ο Herbart αμφιςβθτοφςε το a priori του Kant και 

ενδιαφερόταν για το ςυςχετιςμό αναπαραςτάςεων και αντικειμζνων μζςω τθσ 

ςυνείδθςθσ.  

Δεχόμενοσ αυτζσ τισ απόψεισ, κατά τον Χριςτακόπουλο80,ο Riemann φαίνεται να 

κεωρεί τθν μακθματικι αλικεια αποτζλεςμα τθσ ςυςχζτιςθσ ςυναφϊν 

αναπαραςτάςεων με το γεωμετρικό αντικείμενο που αντιςτοιχοφν. Ο Herbart 

δεχόταν ότι υπάρχουν αρκετζσ οντότθτεσ που αμοιβαία ςυςχετιηόμενεσ 

δθμιουργοφν φαινομενικά μια πολλαπλότθτα, κυρίωσ λόγω τθσ αποβλεπτικότθτασ 

των ςυλλογιςμϊν. Για αυτό το λόγο ο Riemann αναφζρεται ςτο πρϊτο μζροσ τθσ 

διάλεξισ του ςτο χρϊμα και τθ κζςθ81 ζτςι ϊςτε να μποροφμε να ποφμε ότι κεωρεί 

τθν ανκρϊπινθ όραςθ ικανι να παρζχει ζνα άμεςο παράδειγμα πολλαπλότθτασ. 

«Ζννοιεσ περί ποςότθτασ  είναι δυνατζσ μόνον όταν υπάρχει μια γενικι ζννοια που 

επιδζχεται ειδικά παραδείγματα. Αυτά τα παραδείγματα ςχθματίηουν είτε μια ςυνεχι 

είτε μια αςυνεχι πολλαπλότθτα, ανάλογα με το αν μπορεί να βρεκεί ι όχι μεταξφ δφο 

οιονδιποτε παραδειγμάτων, μια ςυνεχισ μετάβαςθ από το ζνα ςτο άλλο. 

Εξατομικευμζνα παραδείγματα αποκαλοφνται ςθμεία ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ και 

ςτοιχεία τθσ πολλαπλότθτασ ςτθ δεφτερθ. Είναι τόςο πολυάρικμεσ οι ζννοιεσ, τα ειδικά 

παραδείγματα των οποίων ςχθματίηουν μια αςυνεχι πολλαπλότθτα, που πάντοτε 

μπορεί να βρεκεί κάποια ζννοια, τουλάχιςτον ςτισ ανϊτερα εξελιγμζνεσ γλϊςςεσ, ςτθν 

οποία να μπορεί να ςυμπεριλθφκεί οιαδιποτε δοκείςα ςυλλογι πραγμάτων (και 

ςυνεπϊσ, κατά τθ μελζτθ αςυνεχϊν ποςοτιτων, κα μποροφςαν ζτςι οι μακθματικοί να 

προχωριςουν χωρίσ διςταγμό με βάςθ τθν αρχι ότι δοκζντα αντικείμενα πρόκειται να 

κεωρθκοφν όλα τουσ ότι είναι ενόσ και του αυτοφ είδουσ). Από τθν άλλθ μεριά, ςτθν 

κακθμερινι μασ ηωι εμφανίηονται τόςο ςπάνια ευκαιρίεσ για τθ δθμιουργία εννοιϊν, 

τα παραδείγματα των οποίων ςχθματίηουν μια ςυνεχι πολλαπλότθτα, που ίςωσ είναι 

το χρϊμα και θ κζςθ των αιςκθτϊν αντικειμζνων οι μόνεσ απλζσ ζννοιεσ, που τα 

παραδείγματά τουσ ςχθματίηουν μια πολλαπλά εκτεταμζνθ πολλαπλότθτα. 

Ρεριςςότερο ςυχνζσ ευκαιρίεσ για τθ δθμιουργία και τθν ανάπτυξθ αυτϊν των 

εννοιϊν, εμφανίηονται καταρχιν ςτα ανϊτερα μακθματικά.» 82 

Τα γεωμετρικά αντικείμενα ορίηονται είτε ωσ μια κλάςθ όπωσ ςυνεχείσ ι διακριτζσ 

πολλαπλότθτεσ, είτε κάκε μία ξεχωριςτά όπωσ μια δεδομζνθ πολλαπλότθτα. Δεν  
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χρθςιμοποιοφνται όροι που παραπζμπουν ςε οντολογικζσ δεςμεφςεισ, όπωσ 

κάνουν τα ςφνολα ςθμείων που προχποκζτουν και ζνα ςφνολο ςχζςεων που δρα 

μεταξφ τουσ. Δεν πρζπει να διαφεφγει τθσ προςοχισ μασ ότι ο Riemann δεν 

κεωροφςε το πραγματικό χϊρο ωσ επίπεδο-Ευκλείδειο και απόλυτο-Νευτϊνειο, 

αλλά ωσ ζναν «άπειρο» χϊρο ςτον οποίο τοποκετοφμε τόςο γεωμετρικά όςο και 

πραγματικά αντικείμενα.  

Αφινει όμωσ ανοικτό το ενδεχόμενο ο χϊροσ να είναι μια διακριτι πολλαπλότθτα, 

μια κίνθςθ θ οποία παραπζμπει ςτισ κβαντικζσ κεωρίεσ εκείνθσ τθσ εποχισ. Κατά 

τον Pesic θ χριςθ του όρου κβάντα παραπζμπει επίςθσ ςτον Kant και μζςω αυτοφ 

ςτον Αριςτοτζλθ: 

«Συγκεκριμζνα τμιματα μιασ πολλαπλότθτασ, που ξεχωρίηονται από ζνα διακριτικό 

γνϊριςμα ι από ζνα ςφνορο, αποκαλοφνται κβάντα.»
 83 

Κακϊσ ο Riemann κεωρεί ότι δεν είναι ξεκάκαρο αν το μικοσ μπορεί να είναι 

ανεξάρτθτο τθσ κζςθσ, θ ζννοια τθσ απόςταςθσ μπορεί να μθν εφαρμόηεται 

ομογενϊσ και ταυτοτικά μζςα από μια πολλαπλότθτα. Στον Ευκλείδειο χϊρο αυτό 

δεν ςυμβαίνει. Για παράδειγμα, θ απόςταςθ μεταξφ ςθμείων μζςω του 

Ρυκαγορείου Κεωριματοσ είναι θ ίδια ανεξάρτθτα από τθ κζςθ του επιπζδου που 

βρίςκονται τα ςθμεία. Πμωσ ο Riemann  φαίνεται ότι γνωρίηει ότι αυτι θ ομογενισ 

αίςκθςθ τθσ απόςταςθσ μπορεί να μθν είναι εξίςου πικανι ςε όλουσ τουσ δυνατοφσ  

χϊρουσ. Σε μερικοφσ χϊρουσ κα μποροφςε μια μετρικι ςχζςθ να αλλάηει ςε μερικά 

«ειδικά» ςθμεία.  

Ρρζπει να ςθμειϊςουμε ότι ο Riemann αναφζρεται ςε ςθμεία (points) μόνο ςτθν 

περίπτωςθ των ςυνεχϊν πολλαπλοτιτων χρθςιμοποιϊντασ τον όρο ςτοιχεία 

(elements) για τισ απλοφςτερεσ οντότθτεσ που ςυγκροτοφν διακριτζσ 

πολλαπλότθτεσ. Αυτό κεωρείται ότι γίνεται για να αποφφγει ο Riemann τθ 

ςυγκεκριμζνθ αντιςτοίχθςθ με το χϊρο, τον οποίο βαςικά κεωρεί ωσ ςυνεχι 

τριςδιάςτατθ πολλαπλότθτα. 

«…το ουςιϊδεσ χαρακτθριςτικό τθσ οποίασ είναι ότι από οποιοδιποτε ςθμείο εντόσ τθσ 

είναι δυνατι μια ςυνεχισ κίνθςθ προσ δφο μόνο κατευκφνςεισ, προσ τα εμπρόσ και 

προσ τα πίςω…»84 
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Στο πρϊτο μζροσ τθσ διάλεξισ του αςχολικθκε με τθν ζννοια μιασ πολλαπλότθτασ 

n-διαςτάςεων. Ξεκινϊντασ από μια μονοδιάςτατθ πολλαπλότθτα-καμπφλθ 

καταςκευάηει μια διςδιάςτατθ μζςω τθσ μονοδιάςτατθσ και γενικεφοντασ 

καταςκευάηει τθν n-διάςτατθ μζςω τθσ (n-1)-διάςτατθσ πολλαπλότθτασ. Θ όλθ 

διαδικαςία γίνεται προςκζτοντασ κάκε φορά μια νζα κατεφκυνςθ για να κινθκεί 

κάποιοσ ςε ζνα ςθμείο, με ςφγχρονθ ορολογία προςκζτοντασ μια νζα κατεφκυνςθ 

ςτον εφαπτόμενο χϊρο ςε ζνα ςθμείο τθσ πολλαπλότθτασ.  

Αλλά και αντίςτροφα μθδενίηοντασ τθν αντίςτοιχθ ςυντεταγμζνθ μποροφμε να 

περιορίηουμε τισ ζρευνζσ μασ ςε μικρότερθσ διάςταςθσ πολλαπλότθτεσ, κακϊσ 

ζχουμε τθ βοικεια των n ςυντεταγμζνων που κακορίηουν κάκε ςθμείο τθσ 

πολλαπλότθτασ με n αρικμθτικζσ ποςότθτεσ. Στθ ςυνζχεια προςπάκθςε να 

επεξθγιςει τον οριςμό τθσ πολλαπλότθτασ χρθςιμοποιϊντασ n πραγματικζσ 

ςυντεταγμζνεσ και να διακρίνει τισ πολλαπλότθτεσ ωσ προσ τθ διάςταςθ τουσ: 

«Συνεπϊσ μπορεί κάποιοσ να υποκζςει ότι όλεσ τουσ πθγάηουν από μια εξ αυτϊν και 

μιλϊντασ γενικά, αυτό κα υφίςταται ζτςι ϊςτε κάκε ςθμείο τθσ πρϊτθσ να περνά ςε 

ζνα κακοριςμζνο ςθμείο οποιαςδιποτε άλλθσ. Οι περιπτϊςεισ εξαίρεςθσ, θ ζρευνα 

των οποίων είναι ςθμαντικι, δε χρειάηεται να κεωρθκοφν εδϊ. Με αυτόν τον τρόπο, ο 

προςδιοριςμόσ τθσ κζςθσ ςτθ δοκείςα πολλαπλότθτα ανάγεται ςε ζναν αρικμθτικό 

προςδιοριςμό τθσ κζςθσ μζςα ςε μια πολλαπλότθτα λιγότερων διαςτάςεων. Τϊρα 

είναι εφκολο να δείξουμε ότι αυτι θ πολλαπλότθτα αποτελεί μια n-πλι ζκταςθ. Με μια 

επανάλθψθ αυτισ τθσ διαδικαςίασ n-φορζσ, ο προςδιοριςμόσ τθσ κζςθσ ςε μια n-πλά 

εκτεταμζνθ πολλαπλότθτα ανάγεται ςε n αρικμθτικοφσ προςδιοριςμοφσ, και επομζνωσ 

ο προςδιοριςμόσ τθσ κζςθσ ςε μια δοςμζνθ πολλαπλότθτα ανάγεται, οπότε είναι 

δυνατόν κάτι τζτοιο, ςε ζναν πεπεραςμζνο αρικμό αρικμθτικϊν προςδιοριςμϊν. 

Ωςτόςο, υπάρχουν επίςθσ πολλαπλότθτεσ ςτισ οποίεσ θ ςτακεροποίθςθ τθσ κζςθσ δεν 

απαιτεί ζναν πεπεραςμζνο αρικμό, αλλά είτε μία άπειρθ ακολουκία, είτε μια ςυνεχι 

πολλαπλότθτα αρικμθτικϊν μετριςεων. Δθλαδι, τζτοιεσ πολλαπλότθτεσ ςχθματίηουν 

τισ δυνατότθτεσ  που ζχει μια ςυνάρτθςθ ςε μια δοκείςα περιοχι, τισ δυνατζσ 

μεταμορφϊςεισ ενόσ ςτερεοφ ςχιματοσ κ.λπ.» 85 

Θ μζκοδοσ των ςυντεταγμζνων κακιςτά δυνατι τθν αναλυτικι αντιμετϊπιςθ τθσ 

γεωμετρίασ. Ραρόλα αυτά οι γεωμετρικζσ προτάςεισ πρζπει να είναι ανεξάρτθτεσ 

από τθν επιλογι των ςυντεταγμζνων.  
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Αυτό είναι το ουςιϊδεσ ςθμείο τθσ διάλεξθσ του Riemann: ολόκλθρθ θ γεωμετρία 

βαςίηεται ςε εςωτερικζσ μετριςεισ. Ο Gauss είχε αποδείξει ότι είναι δυνατό να 

κάνουμε γεωμετρία πάνω ςε μια επιφάνεια χωρίσ να αναφερόμαςτε ςτον 

περιβάλλοντα Ευκλείδειο (τριςδιάςτατο) χϊρο. Εδϊ είναι το ςθμείο ςτο οποίο 

φαίνεται ότι ο τρόποσ που ο Riemann «ζκανε» μακθματικά μπορεί να κεωρθκεί 

ξεχωριςτόσ, κακϊσ ζδωςε βάροσ ςτισ πολλαπλζσ ςχζςεισ ανάμεςα ςτισ ζννοιεσ: 

ακολουκϊντασ τισ ςκζψεισ του Gauss, ο Riemann ζδειξε ότι δφο διαφορετικζσ 

επιφάνειεσ ζχουν διαφορετικζσ γεωμετρίεσ, δθλαδι διαφορετικά κεωριματα είναι 

αλθκι ςε κάκε γεωμετρία αν ζχουν διαφορετικζσ καμπυλότθτεσ. Ουςιαςτικά όμωσ 

ο Riemann ζκανε αρκετά παραπάνω: απάντθςε ςτο ερϊτθμα τι είναι ουςιαςτικά 

γεωμετρία.  

Θ γεωμετρία κατά τον Riemann αςχολείται με ζννοιεσ όπωσ τα μικθ, οι γωνίεσ και 

οι μετριςεισ, οι οποίεσ μποροφν να κακοριςτοφν εςωτερικά επί τθσ επιφάνειασ ι 

του χϊρου. Συνεπϊσ υπάρχουν πολλζσ γεωμετρίεσ για κάκε είδοσ επιφάνειασ και 

για κάκε οριςμό τθσ απόςταςθσ με τθν επιλογι τθσ κατάλλθλθσ μετρικισ. Θ 

γεωμετρία προκφπτει από οτιδιποτε μπορεί να δϊςει μια μετρικι ςχζςθ για τθν 

απόςταςθ δφο ςθμείων και αυτι θ γεωμετρία ζχει ζνα ςφνολο κεωρθμάτων που 

ςχετίηονται με τθν ςυγκεκριμζνθ.  

Αυτό μπορεί να κεωρθκεί ωσ ζνα ριηοςπαςτικό βιμα: ξεκινϊντασ από τθν καντιανι 

κζςθ ότι υπάρχει μια αλθκισ γεωμετρία, οδθγοφμαςτε ςτο ςυμπζραςμα ότι 

υπάρχουν άπειρεσ διαφορετικζσ γεωμετρίεσ, καμία εκ των οποίων δεν κατζχει 

προνομιακι κζςθ. Οφτε υπάρχει ζνασ κακολικόσ χϊροσ που περιβάλλει κάκε 

υπόχωρο και ταυτόχρονα του αποδίδει τθν αντίςτοιχθ μετρικι του. Αν δθλαδι 

εφοδιάςουμε ζνα τριςδιάςτατο ςφνολο ςθμείων με κάποιασ μορφισ μετρικι, τότε 

κα ζχουμε μια γεωμετρία.  

Συνεπϊσ ο Ευκλείδειοσ χϊροσ, ο οποίοσ κατά τον Riemann δεν είναι ταυτόςθμοσ με 

τον φυςικό χϊρο, όχι μόνο δεν αποτελεί το χϊρο προζλευςθσ των γεωμετρικϊν 

ιδιοτιτων, αλλά είναι μόνο μια από τισ πολλζσ δυνατζσ απόψεισ που μποροφν να 

ελεγχκοφν αν είναι κατάλλθλεσ: χρειάηονται μετριςεισ και υπολογιςμοί που 

αποτελοφν το τριςδιάςτατο ανάλογο του υπολογιςμοφ τθσ καμπυλότθτασ. 

 

 



[57] 
 

2.3 Επί των ςχετικϊν με τη γεωμετρία υποθζςεων: Μζροσ ΙΙ 

Από τον τίτλο και μόνο του δεφτερου μζρουσ86 κατά τον Spivak αρχίηουν τα 

προβλιματα: για να καταλάβουμε τι ακριβϊσ εννοεί ο Riemann πρζπει να 

ανακαλζςουμε τθ διαδικαςία με τθν οποία μικθ αντιςτοιχίηονται ςε καμπφλεσ ςτο 

επίπεδο του τριςδιάςτατου χϊρου τθσ αναλυτικισ γεωμετρίασ: ξεκινοφμε από τθν 

ζννοια τθσ απόςταςθσ μεταξφ ενόσ ηεφγουσ ςθμείων και οδθγοφμαςτε ουςιαςτικά 

ςτθν αντιςτοίχθςθ του μικουσ ςτισ ευκείεσ γραμμζσ. Το μικοσ ςε άλλεσ γραμμζσ 

ορίηεται ωσ το ελάχιςτο άνω φράγμα του ακροίςματοσ των τεκλαςμζνων γραμμϊν, 

δθλαδι αποτελεί μια διαδικαςία ολοκλιρωςθσ.   

Φαίνεται πωσ τον Riemann δεν τον απαςχολοφςαν κεμελιακά ερωτιματα λογικισ 

υφισ για τθ γεωμετρία κακϊσ ςκεφτόταν με αναλυτικοφσ όρουσ. Θ πολλαπλότθτα 

ουςιαςτικά κα ζπρεπε να αποτελοφςε γενίκευςθ των κεμελιακϊν οριςμϊν του 

Ευκλείδθ για τα ςθμεία, τισ ευκείεσ και τισ γωνίεσ. Σε ολόκλθρο το δεφτερο μζροσ 

τθσ διάλεξθσ ο Riemann αναφζρεται ςτισ μετρικζσ ςχζςεισ μιασ πολλαπλότθτασ, ωσ 

τρόπου οριςμοφ του μικουσ μιασ καμπφλθσ ςε μια πολλαπλότθτα ανεξάρτθτα τθσ 

κζςθσ τθσ. Είναι εξάλλου και το μόνο μζροσ τθσ διάλεξθσ που περιζχει 

μακθματικοφσ τφπουσ.  

«Τϊρα που ζχει καταςκευαςτεί θ ζννοια μιασ n-πλά εκτεταμζνθσ πολλαπλότθτασ, κι 

ζχουν βρεκεί τα ουςιϊδθ χαρακτθριςτικά τθσ ςτο γεγονόσ ότι θ ςτακεροποίθςθ τθσ 

κζςθσ μζςα ςτθν πολλαπλότθτα μπορεί να αναχκεί ςε n αρικμθτικοφσ 

προςδιοριςμοφσ, ζπεται, όπωσ ςτο δεφτερο από τα προβλιματα που προτάκθκαν 

παραπάνω, μία ζρευνα των μετρικϊν ςχζςεων τισ οποίεσ επιδζχεται μια τζτοια 

πολλαπλότθτα, και των ςυνκθκϊν που επαρκοφν για να τισ κακορίςουν. Αυτζσ οι 

μετρικζσ ςχζςεισ μποροφν να διερευνθκοφν μόνο με αφθρθμζνουσ όρουσ, ενϊ ο 

ςυςχετιςμόσ μεταξφ τουσ εκτίκεται μόνο μζςω τφπων. Ωςτόςο, μπορεί κάποιοσ υπό 

ςυγκεκριμζνεσ υποκζςεισ να τισ αναλφςει ςε ςχζςεισ που μποροφν από μόνεσ να 

αναπαραςτακοφν γεωμετρικά, και με αυτόν τον τρόπο να γίνει δυνατόν να 

εκφραςτοφν γεωμετρικά τα αποτελζςματα του υπολογιςμοφ. Ζτςι, αν και ςίγουρα δε 

μπορεί να αποφευχκεί μια αφθρθμζνθ διερεφνθςθ με τφπουσ, τα αποτελζςματα 

μποροφν να παρουςιαςκοφν με γεωμετρικι ενδυμαςία. Τα κεμζλια και των δφο 
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πλευρϊν του ερωτιματοσ, εμπεριζχονται ςτθ διάςθμθ πραγματεία επί των 

καμπυλωμζνων επιφανειϊν του Ανακτοςυμβοφλου Gauss.» 87 

Ο Riemann φαίνεται να κεωρεί ότι απλά και μόνο θ κεϊρθςθ τζτοιων 

πολλαπλοτιτων δεν κακορίηει και τθν αντίςτοιχθ μετρικι. Δθλαδι κατά τον Pesic88 

o Riemann διερευνά το τρόπο κατά τον οποίο με δεδομζνθ μια πικανϊσ 

καμπυλωμζνθ επιφάνεια ςε ζναν αυκαίρετθσ διάςταςθσ χϊρο μποροφμε να 

επιλζξουμε τθ κατάλλθλθ μετρικι που περιγράφει τθν επιφάνεια. Στθν περίπτωςθ 

του Ευκλείδειου επιπζδου θ μετρικι δίνεται μζςω του ευκφγραμμου τμιματοσ που 

ςυνδζει δφο ςθμεία και το μικοσ από το Ρυκαγόρειο Κεϊρθμα. Αν όμωσ δοκεί ζνασ 

πίνακασ με αποςτάςεισ μεταξφ δφο ςθμείων, πωσ κα μποροφςε ζνασ γεωμζτρθσ να 

αποφανκεί αν θ επιφάνεια είναι επίπεδθ ι καμπυλωμζνθ από τα ςυγκεκριμζνα 

δεδομζνα, χωρίσ να ζχουμε μια εποπτεία από μια υψθλότερθ διάςταςθ; Ο Gauss 

είχε αποδείξει ότι για μια διςδιάςτατθ επιφάνεια, ζνασ γεωμζτρθσ μπορεί να 

καταςκευάςει ζναν αρικμό που αποδίδει τθν καμπυλότθτα τθσ επιφάνειασ ςε κάκε 

ςθμείο, μζςω δεδομζνων που μποροφμε να ζχουμε από μετριςεισ. Αλλά για τον 

υπολογιςμό δεν χρειάηεται να «αφιςουμε» τθν επιφάνεια και να δοφμε το όλο 

κζμα από μια τρίτθ διάςταςθ. Ο Riemann κεωρεί αυτι τθν άποψθ ωσ εξαιρετικά 

ςθμαντικι και τθ γενικεφει ςε επιφάνειεσ χϊρων με περιςςότερεσ διαςτάςεισ.  

«Η μζτρθςθ απαιτεί ανεξαρτθςία τθσ ποςότθτασ από τθ κζςθ, πράγμα που μπορεί να 

ςυμβαίνει με περιςςότερουσ από ζναν τρόπουσ. Η υπόκεςθ που πρωτοπαρουςιάηεται  

και τθν οποία κα αναπτφξω εδϊ, είναι μόνο τοφτθ, ότι το μικοσ των γραμμϊν είναι 

ανεξάρτθτο τθσ διαμόρφωςισ τουσ, με αποτζλεςμα κάκε γραμμι να μπορεί να 

μετρθκεί από κάκε άλλθ. Αν θ ςτακεροποίθςθ τθσ κζςθσ αναχκεί ςε αρικμθτικοφσ 

προςδιοριςμοφσ ζτςι ϊςτε θ κζςθ ενόσ ςθμείου μζςα ςτθ δοκείςα n-πλά εκτεταμζνθ 

πολλαπλότθτα να εκφράηεται από n μεταβλθτζσ, ποςότθτεσ 𝑥1 , 𝑥2 και οφτω κακεξισ 

μζχρι το 𝑥𝑛  τότε,  λεπτομερειακόσ κακοριςμόσ μιασ γραμμισ ςθμαίνει ότι οι 

ποςότθτεσ 𝑥 δίνονται ωσ ςυναρτιςεισ μιασ μεταβλθτισ. Τότε το πρόβλθμα είναι να 

ςτοιχειοκετθκεί μια μακθματικι ζκφραςθ για το μικοσ μιασ γραμμισ. Για τον ςκοπό 

αυτό, κα πρζπει οι ποςότθτεσ 𝑥 να κεωρθκοφν ότι εκφράηονται ςε μονάδεσ. Θα 

διαπραγματευτϊ τοφτο το πρόβλθμα μόνο υπό ςυγκεκριμζνουσ περιοριςμοφσ. Ζτςι, 

περιορίηομαι καταρχιν ςε γραμμζσ ςτισ οποίεσ οι λόγοι των ποςοτιτων 𝑑𝑥  που είναι 
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οι αυξιςεισ ςτισ ποςότθτεσ 𝑥  μεταβάλλονται με ςυνεχι τρόπο. Τότε μπορεί κάποιοσ 

να κεωριςει ότι οι γραμμζσ τεμαχίηονται ςε ςτοιχεία μζςα ςτα οποία οι λόγοι των 

ποςοτιτων 𝑑𝑥 μποροφν να κεωρθκοφν ςτακεροί. Ζτςι το πρόβλθμα ανάγεται ςτον 

ςχθματιςμό μιασ γενικισ ζκφραςθσ για το γραμμικό ςτοιχείο 𝑑𝑠 ςε κάκε ςθμείο, 

ζκφραςθ θ οποία κα εμπλζκει τισ ποςότθτεσ 𝑥 και τισ ποςότθτεσ 𝑑𝑥. Δεφτερον, 

υποκζτω ότι το μικοσ του γραμμικοφ ςτοιχείου παραμζνει απαράλλαχτο, μζχρι όρουσ 

πρϊτθσ τάξθσ, όταν όλα τα ςθμεία αυτοφ του γραμμικοφ ςτοιχείου υφίςτανται τθν 

ίδια απειροςτι μετατόπιςθ, με το οποίο εννοϊ απλά ότι αν όλεσ οι ποςότθτεσ 𝑑𝑥  

αυξάνουν με τον ίδιο λόγο, τότε το γραμμικό ςτοιχείο μεταβάλλεται με τον ίδιο λόγο. 

Με αυτζσ τισ υποκζςεισ το γραμμικό ςτοιχείο μπορεί να είναι μια αυκαίρετθ 

ομογενισ ςυνάρτθςθ πρϊτου βακμοφ ςτισ ποςότθτεσ 𝑑𝑥, που παραμζνει θ ίδια όταν 

όλεσ οι ποςότθτεσ 𝑑𝑥 αλλάηουν πρόςθμο, και ςτισ οποίεσ οι αυκαίρετεσ ςτακερζσ 

είναι οι ςυναρτιςεισ των ποςοτιτων 𝑥. Για να βρω τισ απλοφςτερεσ περιπτϊςεισ, 

αναηθτϊ καταρχιν μια ζκφραςθ για τισ  𝑛 − 1 –πλά εκτεταμζνεσ πολλαπλότθτεσ που 

απζχουν παντοφ από τθν αρχι του γραμμικοφ ςτοιχείου, δθλαδι, αναηθτϊ μια ςυνεχι 

ςυνάρτθςθ τθσ κζςθσ που τισ διακρίνει μεταξφ τουσ. Αυτι θ ςυνάρτθςθ πρζπει είτε να 

μειϊνεται είτε να αυξάνεται ςε όλεσ τισ διευκφνςεισ από τθν αρχι. Θα υποκζςω ότι 

αυτι είναι θ αφξουςα ςε όλεσ τισ διευκφνςεισ κι επομζνωσ διακζτει ςτθν αρχι ζνα 

ελάχιςτο. Αν τότε τα πθλίκα του πρϊτου και του δεφτερου διαφορικοφ είναι 

πεπεραςμζνα, το διαφορικό πρϊτθσ τάξθσ πρζπει να μθδενίηεται ενϊ το διαφορικό 

δεφτερθσ τάξθσ δε μπορεί να είναι αρνθτικό. Υποκζτω ότι αυτό είναι πάντα κετικό. 

Αυτι θ διαφορικι ζκφραςθ δευτζρασ τάξθσ παραμζνει ςτακερι αν το 𝑑𝑠 παραμζνει 

ςτακερό και αυξάνεται τετραγωνικά όταν όλεσ οι ποςότθτεσ 𝑑𝑥 και ζτςι και το 𝑑𝑠, 

αυξάνονται κατά τον ίδιο λόγο. Επομζνωσ, αυτό ιςοφται με ςτακερζσ φορζσ το 𝑑𝑠2, 

και ςυνεπϊσ το 𝑑𝑠 ιςοφται με τθν τετραγωνικι ρίηα μιασ παντοφ κετικισ ομογενοφσ 

ςυνάρτθςθσ δευτζρου βακμοφ ςτισ ποςότθτεσ 𝑑𝑥 ςτθν οποία οι ςυντελεςτζσ είναι 

ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ των ποςοτιτων 𝑥. Στον xϊρο, αν κάποιοσ εκφράςει τθ κζςθ 

ενόσ ςθμείου με ευκφγραμμεσ ςυντεταγμζνεσ, τότε 𝑑𝑠 =    𝑑𝑥 2. Επομζνωσ, ο 

χϊροσ εμπεριζχεται ςε αυτιν τθν απλοφςτερθ περίπτωςθ. Η επόμενθ απλοφςτατθ 

περίπτωςθ κα ςυμπεριλάμβανε ίςωσ τισ πολλαπλότθτεσ ςτισ οποίεσ το γραμμικό 

ςτοιχείο μπορεί να εκφραςτεί ςαν μια τζταρτθ ρίηα μιασ διαφορικισ ζκφραςθσ 

τετάρτου βακμοφ. Η διερεφνθςθ αυτισ τθσ περιςςότερο γενικισ κλάςθσ δε κα 

απαιτοφςε πράγματι ουςιαςτικά διαφορετικζσ αρχζσ, αλλά μάλλον κα ιταν ςπατάλθ 

χρόνου και κα ζριχνε κατ’ αναλογία λίγο νζο φωσ ςτθ μελζτθ του χϊρου, ειδικότερα 
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δε, αφοφ τα αποτελζςματα δε μποροφν να εκφραςτοφν γεωμετρικά. Συνεπϊσ 

περιορίηομαι ςε εκείνεσ τισ πολλαπλότθτεσ όπου το γραμμικό ςτοιχείο μπορεί να 

εκφραςτεί από τθν τετραγωνικι ρίηα μιασ διαφορικισ ζκφραςθσ δευτζρου βακμοφ. 

Κάποιοσ, μπορεί να μεταςχθματίςει μια τζτοια ζκφραςθ ςε μια άλλθ παρόμοια, 

αντικακιςτϊντασ τισ n ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ με ςυναρτιςεισ n νζων ανεξάρτθτων 

μεταβλθτϊν. Ωςτόςο, δε μπορεί κάποιοσ να μεταςχθματίςει οποιαδιποτε ζκφραςθ 

ςε μια άλλθ με αυτόν τον τρόπο. Γιατί θ ζκφραςθ εμπεριζχει 𝑛 ∙
𝑛+1

2
 ςυντελεςτζσ που 

είναι αυκαίρετεσ ςυναρτιςεισ των ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν. Με τθν ειςαγωγι νζων 

μεταβλθτϊν, κάποιοσ μπορεί να ικανοποιιςει μόνο n ςυνκικεσ κι επομζνωσ να 

εξιςϊςει μόνο n από τουσ ςυντελεςτζσ με τισ δοκείςεσ ποςότθτεσ.  

Απομζνουν 𝑛 ∙
𝑛−1

2
 άλλεσ, που είναι ιδθ κακοριςμζνεσ πλιρωσ από τθ φφςθ τθσ υπό 

αναπαράςταςθ πολλαπλότθτασ και ςυνεπϊσ απαιτοφνται 𝑛 ∙
𝑛−1

2
 ςυναρτιςεισ κζςθσ 

για να κακορίςουν τισ μετρικζσ ςχζςεισ τθσ. Ζτςι, πολλαπλότθτεσ ςαν το επίπεδο ι τον 

χϊρο, ςτισ οποίεσ μπορεί το γραμμικό ςτοιχείο να ζρκει ςτθ μορφι,   𝑑𝑥2, 

ςυνιςτοφν μια ειδικι μόνο περίπτωςθ των πολλαπλοτιτων που πρόκειται να 

διερευνθκοφν εδϊ. Είναι φανερό ότι αυτζσ αξίηουν ζνα ειδικό όνομα και ςυνεπϊσ 

προτείνω αυτζσ οι πολλαπλότθτεσ, ςτισ οποίεσ το τετράγωνο των γραμμικϊν 

ςτοιχείων μπορεί να εκφραςτεί ωσ το άκροιςμα των τετραγϊνων πλιρων 

διαφορικϊν, να αποκαλοφνται επίπεδεσ. Για να εξετάςουμε τισ ουςιϊδεισ διαφορζσ 

των πολλαπλοτιτων που αναπαριςτοφνται ςτθ μορφι που υποκζςαμε, είναι 

απαραίτθτο να εξαλείψουμε τα χαρακτθριςτικά που εξαρτϊνται από τον τρόπο 

παρουςίαςθσ, πράγμα που εκπλθροφται επιλζγοντασ τισ μεταβλθτζσ ποςότθτεσ 

ςφμφωνα με μια κακοριςμζνθ αρχι.» 89  

Ο Riemann χρθςιμοποίθςε προθγοφμενεσ εργαςίεσ του Gauss και ζκανε τθν 

παραδοχι ότι το μικοσ  ds  ενόσ απειροελάχιςτου ςτοιχείου μιασ καμπφλθσ ιςοφται 

με τθν τετραγωνικι ρίηα μιασ ομογενοφσ και κετικά οριςμζνθσ τετραγωνικισ 

ςυνάρτθςθσ των idx . Το ερϊτθμα που φαίνεται να απαςχολεί τον Riemann είναι 

κατά πόςο μποροφμε να κεωριςουμε ζνα ςθμείο του τριςδιάςτατου χϊρου και 

χρθςιμοποιιςουμε ζνα νζο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων πάνω ςτθν ίδια επιφάνεια με 

διαφορετικζσ ςυντεταγμζνεσ. Θ αλλαγι των εφαπτομενικϊν διανυςμάτων κα 

επθρεάςει τθν τετραγωνικι διαφορικι μορφι; Αυτό όμωσ μπορεί να 
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αντιμετωπιςκεί αν θ ειςαγωγι του νζου ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων οδθγιςει ςε 

μια νζα μετρικι που διατθρεί το τετράγωνό τθσ αναλλοίωτο. Αναφζρει λοιπόν ο  

Riemann ότι: 

«Για τον ςκοπό αυτό, κάποιοσ καταςκευάηει το ςφςτθμα των ςυντομότερων γραμμϊν 

που απορρζουν από ζνα δοςμζνο ςθμείο. Η κζςθ ενόσ τυχαίου ςθμείου μπορεί τότε 

να κακοριςτεί από τθν αρχικι διεφκυνςθ τθσ ςυντομότερθσ γραμμισ ςτθν οποία 

κείται, και από τθν απόςταςθ από το αρχικό ςθμείο, πάνω ςε αυτιν τθν γραμμι. 

Επομζνωσ μπορεί να εκφραςτεί από τουσ λόγουσ των ποςοτιτων 𝑑𝑥0, δθλαδι, τισ 

ποςότθτεσ 𝑑𝑥  που βρίςκονται ςτθν αρχι αυτισ τθσ ςυντομότερθσ γραμμισ, και από 

το μικοσ 𝑠 αυτισ τθσ γραμμισ. Τϊρα ςτθ κζςθ των 𝑑𝑥0 ειςάγει κάποιοσ γραμμικζσ 

εκφράςεισ 𝑑𝑎  που ςχθματίηονται από αυτζσ με τζτοιο τρόπο ϊςτε θ αρχικι τιμι του 

τετραγϊνου του γραμμικοφ ςτοιχείου να είναι ίςθ με το άκροιςμα των τετραγϊνων 

αυτϊν των εκφράςεων, ζτςι ϊςτε οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ να είναι: θ ποςότθτα s 

και ο λόγοσ των ποςοτιτων 𝑑𝑎. Τζλοσ, ςτθ κζςθ των 𝑑𝑎, επιλζγονται ποςότθτεσ  

𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  ανάλογεσ προσ αυτζσ, αλλά τζτοιεσ ϊςτε το άκροιςμα των τετραγϊνων 

τουσ να ιςοφται με 𝑠2. Αν κάποιοσ ειςάγει αυτζσ τισ ποςότθτεσ, τότε για άπειρα μικρζσ 

τιμζσ του 𝑥, το τετράγωνο του γραμμικοφ ςτοιχείου ιςοφται με  𝑑𝑥2 , αλλά ο όροσ 

επόμενθσ τάξθσ μζςα το ανάπτυγμά του ιςοφται με μια ομογενι ζκφραςθ δευτζρου 

βακμοφ ωσ προσ τισ 𝑛 ∙
𝑛−1

2
 ποςότθτεσ 𝑥1𝑑𝑥1 − 𝑥2𝑑𝑥2  𝑥2𝑑𝑥2 − 𝑥3𝑑𝑥3  ,…. και είναι 

ςυνεπϊσ μια άπειρα μικρι ποςότθτα τετάρτθσ τάξθσ, με αποτζλεςμα αν κάποιοσ 

διαιρζςει με το τετράγωνο του άπειρα μικροφ τριγϊνου με κορυφζσ τισ μεταβλθτζσ με 

τιμζσ 0,0,0, . .   𝑥1 , 𝑥2,𝑥3 ,  𝑑𝑥1 , 𝑑𝑥2 , 𝑑𝑥3 , …   να λάβει μια πεπεραςμζνθ ποςότθτα. 

Αυτι θ ποςότθτα παραμζνει θ ίδια όςο οι ποςότθτεσ 𝑥 και 𝑑𝑥 εμπεριζχονται ςτισ ίδιεσ 

δυαδικζσ γραμμικζσ μορφζσ, ι όςο οι δφο ςυντομότερεσ γραμμζσ από το αρχικό 

ςθμείο μζχρι το 𝑥 και από το αρχικό ςθμείο μζχρι το 𝑑𝑥 παραμζνουν ςτο ίδιο ςτοιχείο 

επιφανείασ κι επομζνωσ εξαρτάται μόνο από τθ κζςθ και τθ διεφκυνςθ του ςτοιχείου. 

Ρροφανϊσ ιςοφται με το μθδζν, αν θ υπό εξζταςθ πολλαπλότθτα είναι επίπεδθ, 

δθλαδι αν το τετράγωνο του γραμμικοφ ςτοιχείου ανάγεται ςτθν μορφι  𝑑𝑥2,κι 

επομζνωσ μπορεί να κεωρθκεί ωσ το μζτρο τθσ απόκλιςθσ από τθν επιπεδότθτα ςε 

αυτιν τθν επιφανειακι διεφκυνςθ, ςε αυτό το ςθμείο. Πταν πολλαπλαςιαςτεί με −
3

4
 

γίνεται ίςθ με τθν ποςότθτα που ο Ανακτοςφμβουλοσ Gauss ζχει αποκαλζςει 

καμπυλότθτα μιασ επιφάνειασ. Ρροθγουμζνωσ είχε βρεκεί ότι χρειάηονται 𝑛 ∙
𝑛−1

2
 

ςυναρτιςεισ κζςθσ προκειμζνου να προςδιοριςτοφν οι μετρικζσ ςχζςεισ μιασ n-πλά 
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εκτεταμζνθσ πολλαπλότθτασ που αναπαρίςταται με τθν μορφι που ζχουμε υποκζςει. 

Άρα, αν δίνεται θ καμπυλότθτα ςτισ 𝑛 ∙
𝑛−1

2
 επιφανειακζσ διευκφνςεισ κάκε ςθμείου, 

τότε μποροφν να προςδιοριςτοφν οι μετρικζσ ςχζςεισ τθσ πολλαπλότθτασ, αρκεί μόνο 

να μθ βρεκοφν ταυτοτικζσ ςχζςεισ ανάμεςα ςε αυτζσ τισ τιμζσ, και πράγματι, γενικά 

αυτό δε ςυμβαίνει.»90  

Ουςιαςτικά απαιτεί θ απόςταςθ να παραμζνει αναλλοίωτθ ακόμα και αν οι 

ςυντεταγμζνεσ αλλάξουν «ελαφρϊσ». Οι όροι μεγαλφτερθσ τάξθσ ουςιαςτικά 

μθδενίηονται και παραμζνει μόνο θ ζκφραςθ μιασ τετραγωνικισ ποςότθτασ. 

«Οι μετρικζσ ςχζςεισ αυτϊν των πολλαπλοτιτων, ςτισ οποίεσ το γραμμικό ςτοιχείο 

μπορεί να αναπαραςτακεί ωσ θ τετραγωνικι ρίηα μιασ διαφορικισ ζκφραςθσ 

δευτζρου βακμοφ, μποροφν λοιπόν να εκφραςτοφν με τρόπο πλιρωσ ανεξάρτθτο από 

τθν επιλογι των μεταβλθτϊν ποςοτιτων. Μια παρόμοια διαδρομι προσ τον ίδιο 

ςκοπό, κα μποροφςε επίςθσ να ακολουκθκεί ςε εκείνεσ τισ πολλαπλότθτεσ ςτισ 

οποίεσ το γραμμικό ςτοιχείο εκφράηεται με λιγότερο απλό τρόπο, δθλαδι, από τθν 

τζταρτθ ρίηα μιασ διαφορικισ ζκφραςθσ τετάρτου βακμοφ. Το γραμμικό ςτοιχείο ςε 

αυτιν τθν περιςςότερο γενικι περίπτωςθ δεν κα ανάγονταν ςτθν τετραγωνικι ρίηα 

ενόσ τετραγωνικοφ ακροίςματοσ διαφορικϊν εκφράςεων κι επομζνωσ ςτθν ζκφραςθ 

για το τετράγωνο του γραμμικοφ ςτοιχείου θ απόκλιςθ από τθν επιπεδότθτα κα ιταν 

μια άπειρα μικρι ποςότθτα δεφτερθσ διάςταςθσ, ενϊ για τισ άλλεσ πολλαπλότθτεσ κα 

ιταν μια άπειρα μικρι ποςότθτα τζταρτθσ διάςταςθσ. Επομζνωσ, αυτι θ 

ιδιαιτερότθτα των τελευταίων πολλαπλοτιτων μπορεί να αποκλθκεί ορκά, 

επιπεδότθτα ςτα ελάχιςτα μζρθ. Ωςτόςο, για ςκοποφσ του παρόντοσ θ πιο ςθμαντικι 

ιδιαιτερότθτα αυτϊν των πολλαπλοτιτων, λόγω τθσ οποίασ και μόνο ζχουν αυτζσ 

εξεταςκεί εδϊ, είναι τοφτθ, ότι οι μετρικζσ ςχζςεισ των διπλά εκτεταμζνων 

πολλαπλοτιτων μποροφν να αναπαραςτακοφν γεωμετρικά από επιφάνειεσ κι 

επομζνωσ αυτζσ των πολλαπλά εκτεταμζνων πολλαπλοτιτων μποροφν να αναχκοφν 

ςε αυτζσ των επιφανειϊν που περιζχονται εντόσ τουσ, πράγμα που απαιτεί ακόμθ μια 

ςφντομθ ςυηιτθςθ.»91 

Σφμφωνα με το Ζξοχο Θεϊρθμα (Theorema Ergerium) θ καμπυλότθτα Gauss είναι 

ιςομετρικι αναλλοίωτθ, ςτα πλαίςια τθσ κεωρίασ επιφανειϊν. Ο Riemann το 

γνϊριηε όπωσ και τθν αντίςτοιχθ πρόταςθ που προκφπτει από το Ζξοχο Κεϊρθμα: 
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κάκε επιφάνεια S διακζτει μια εςωτερικι Γεωμετρία που δεν εξαρτάται από τθν 

εμβάπτιςθ τθσ ςτον ℝ3.          

«Στθν ςφλλθψθ των επιφανειϊν, οι εςωτερικζσ μετρικζσ ςχζςεισ που εμπλζκουν μόνο 

τα μικθ των διαδρομϊν που βρίςκονται εντόσ τουσ, περιορίηονται πάντα με τον τρόπο 

που είναι τοποκετθμζνεσ οι επιφάνειεσ ωσ προσ ςθμεία που βρίςκονται εκτόσ τουσ. 

Ωςτόςο, μποροφμε να κάνουμε αφαίρεςθ των εξωτερικϊν ςχζςεων κεωρϊντασ 

παραμορφϊςεισ που αφινουν αμετάβλθτα τα μικθ των γραμμϊν μζςα ςτισ 

επιφάνειεσ, δθλαδι, κεωρϊντασ αυκαίρετεσ κάμψεισ – χωρίσ τζντωμα – τζτοιων 

επιφανειϊν και κεωρϊντασ ιςοδφναμεσ όλεσ τισ επιφάνειεσ που λαμβάνονται θ μία 

από τθν άλλθ με αυτόν τον τρόπο. 

Ζτςι για παράδειγμα, αυκαίρετεσ κυλινδρικζσ ι κωνικζσ επιφάνειεσ λογαριάηονται ωσ 

ιςοδφναμεσ με ζνα επίπεδο, αφοφ μποροφν να ςχθματιςκοφν από ζνα επίπεδο μζςω 

μιασ απλισ κάμψθσ, υπό τθν οποία οι εςωτερικζσ μετρικζσ ςχζςεισ παραμζνουν οι 

ίδιεσ. Επίςθσ όλα τα κεωριματα ςχετικά με το επίπεδο και άρα όλθ θ επιπεδομετρία 

διατθροφν τθν εγκυρότθτά τουσ. Από τθν άλλθ μεριά, λογαριάηονται ωσ ουςιωδϊσ 

διαφορετικζσ από τθ ςφαίρα, θ οποία δε μπορεί να μεταςχθματιςκεί ςτο επίπεδο 

χωρίσ τζντωμα. Σφμφωνα με τισ προθγοφμενεσ ζρευνεσ, οι εςωτερικζσ μετρικζσ 

ςχζςεισ ςε κάκε ςθμείο μιασ διπλά εκτεταμζνθσ ποςότθτασ, αν το γραμμικό ςτοιχείο 

τθσ μπορεί να εκφραςτεί ωσ θ τετραγωνικι ρίηα μιασ διαφορικισ ζκφραςθσ δευτζρου 

βακμοφ, πράγμα που ςυμβαίνει με τισ επιφάνειεσ, χαρακτθρίηονται από τθν 

καμπυλότθτα. Για επιφάνειεσ, μπορεί να δοκεί μια ορατι ερμθνεία αυτισ τθσ 

ποςότθτασ ωσ του γινομζνου των δφο καμπυλοτιτων τθσ επιφάνειασ ςε αυτό το 

ςθμείο, ι από το γεγονόσ ότι το γινόμενό τθσ με ζνα απείρωσ μικρό τρίγωνο που 

ςχθματίηεται από ςυντομότερεσ γραμμζσ είναι, κατ’ αναλογία προσ τθν ακτίνα, το 

μιςό τθσ υπζρβαςθσ, από τισ δφο ορκζσ γωνίεσ, του ακροίςματοσ των γωνιϊν του 

(δθλαδι, ιςοφται με τθν υπζρβαςθ του ακροίςματοσ από τον π, όταν οι γωνίεσ 

μετροφνται ςε ακτίνια). Ο πρϊτοσ οριςμόσ κα προχπζκετε το κεϊρθμα ςφμφωνα με 

το οποίο το γινόμενο των δφο ακτινϊν καμπυλότθτασ μζνει απαράλλακτο από απλζσ 

κάμψεισ μιασ επιφάνειασ, ενϊ ο δεφτεροσ, το ότι ςε κάκε ςθμείο, θ υπζρβαςθ από τισ 

δφο ορκζσ γωνίεσ του ακροίςματοσ των γωνιϊν, οποιουδιποτε άπειρα μικροφ 

τριγϊνου, είναι ανάλογθ του εμβαδοφ του. Για να δϊςουμε ζνα απτό νόθμα ςτθν 

καμπυλότθτα μιασ n-πλά εκτεταμζνθσ πολλαπλότθτασ ςε ζνα δοςμζνο ςθμείο και 

μζςω μιασ δοςμζνθσ επιφανειακισ διεφκυνςισ τθσ, τονίηουμε καταρχιν ότι μια 

ςυντομότερθ γραμμι που απορρζει από ζνα ςθμείο, προςδιορίηεται πλιρωσ αν 
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δίνεται θ αρχικι τθσ διεφκυνςθ. Συνεπϊσ, αν προεκτείνουμε όλεσ τισ αρχικζσ 

διευκφνςεισ από το δοςμζνο ςθμείο που κείται ςτο δοςμζνο ςτοιχείο επιφανείασ 

εντόσ ςυντομότερων γραμμϊν, λαμβάνουμε μια ςυγκεκριμζνθ επιφάνεια θ οποία 

διακζτει μια κακοριςμζνθ καμπυλότθτα ςε αυτό το ςθμείο, που ιςοφται με τθν 

καμπυλότθτα τθσ n-πλά εκτεταμζνθσ πολλαπλότθτασ ςτο δοςμζνο ςθμείο και ςτθ 

δοκείςα επιφανειακι διεφκυνςθ.»92  

Βζβαια ο Riemann προχωρά περιςςότερο δίνοντασ μια ουςιαςτικι προτεραιότθτα 

ςτθ νόθςθ περί μακθματικϊν αντικειμζνων ωσ εννοιϊν παρά ωσ αλγορικμικζσ 

προςεγγίςεισ οριηόμενεσ μζςα από μακθματικοφσ τφπουσ ι εξιςϊςεισ. Για αυτό το 

λόγο  ςτθ διάλεξι του χρθςιμοποιεί ουςιαςτικά ζναν μόνο τφπο. 

«Ρροτοφ εφαρμόςουμε αυτά τα αποτελζςματα ςτο χϊρο, είναι αναγκαίο ακόμθ να 

διατυπϊςουμε κάποιεσ γενικζσ κεωριςεισ ςχετικά με επίπεδεσ πολλαπλότθτεσ, 

δθλαδι ςχετικά με πολλαπλότθτεσ ςτισ οποίεσ το τετράγωνο του γραμμικοφ ςτοιχείου 

μπορεί να αναπαραςτακεί ωσ το άκροιςμα των τετραγϊνων πλιρων διαφορικϊν. 

Σε μια επίπεδθ n-πλά εκτεταμζνθ πολλαπλότθτα, θ καμπυλότθτα ςε κάκε διεφκυνςθ, 

κάκε ςθμείου, είναι μθδενικι. Πμωσ, ςφμφωνα με τθν προθγοφμενθ διερεφνθςθ, για 

να κακοριςτοφν οι μετρικζσ ςχζςεισ αρκεί να γνωρίηουμε ότι ςε κάκε ςθμείο θ 

καμπυλότθτα είναι μθδενικι ςε 𝑛 ∙
𝑛−1

2
 ανεξάρτθτεσ επιφανειακζσ – διευκφνςεισ. Οι 

πολλαπλότθτεσ των οποίων θ καμπυλότθτα είναι παντοφ μθδζν μποροφν να 

κεωρθκοφν ωσ ειδικι περίπτωςθ εκείνων των πολλαπλοτιτων των οποίων θ 

καμπυλότθτα είναι παντοφ ςτακερι. Ο κοινόσ χαρακτιρασ εκείνων των 

πολλαπλοτιτων των οποίων θ καμπυλότθτα είναι ςτακερι μπορεί να εκφραςτεί ωσ 

εξισ: μποροφν να κινθκοφν εντόσ τουσ ςχιματα, χωρίσ να υποςτοφν τζντωμα. Κι αυτό 

γιατί προφανϊσ δε κα μποροφςαν να μετατοπιςτοφν και να περιςτραφοφν ελεφκερα 

διάφορα ςχιματα μζςα ςε αυτζσ, αν θ καμπυλότθτά τουσ δεν ιταν θ ίδια ςε όλεσ τισ 

διευκφνςεισ, όλων των ςθμείων. Από τθν άλλθ μεριά οι μετρικζσ ιδιότθτεσ τθσ 

πολλαπλότθτασ κακορίηονται πλιρωσ από τθν καμπυλότθτα. Συνεπϊσ είναι ακριβϊσ 

οι ίδιεσ προσ όλεσ τισ διευκφνςεισ, γφρω από οποιοδιποτε άλλο ςθμείο και ζτςι 

μποροφν να πραγματοποιθκοφν οι ίδιεσ καταςκευζσ ξεκινϊντασ είτε από τθ μία είτε 

από τθν άλλθ. Συνεπϊσ, ςτισ πολλαπλότθτεσ με ςτακερι καμπυλότθτα, μπορεί να 

δοκεί οποιαδιποτε αυκαίρετθ κζςθ ςτα ςχιματα. Οι μετρικζσ ςχζςεισ αυτϊν των 

πολλαπλοτιτων εξαρτϊνται μόνο από τθν τιμι τθσ καμπυλότθτασ, και μπορεί να 

επιςθμανκεί, όςον αφορά τθν αναλυτικι παρουςίαςθ, ότι να κάποιοσ ςυμβολίςει 
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αυτιν τθν τιμι με α, τότε θ ζκφραςθ για το γραμμικό ςτοιχείο μπορεί να ζρκει ςτθν 

μορφι 2

2

1

1
4

dx
a

dx



 



 .»93  

Θ εννοιολογικι προςζγγιςθ επιτρζπει ςτον Riemann να «ξεφορτωκεί» τισ ιδιότθτεσ 

των γεωμετρικϊν αντικειμζνων και τισ ςχζςεισ που κα τον δυςκόλευαν ςτθ 

διαπραγμάτευςθ. 

«Η κεϊρθςθ επιφανειϊν ςτακερισ καμπυλότθτασ, μπορεί να χρθςιμεφςει για μια 

γεωμετρικι επεξιγθςθ. Εφκολα βλζπουμε ότι οι επιφάνειεσ με κετικι καμπυλότθτα 

μποροφν πάντοτε να τυλιχκοφν πάνω ςε μια ςφαίρα ακτίνασ ίςθσ με το αντίςτροφο 

τθσ καμπυλότθτασ. Πμωσ, προκειμζνου να εξετάςουμε τθν πολλαπλότθτα αυτϊν των 

επιφανειϊν, υποκζτουμε ότι μια από αυτζσ διακζτει το ςχιμα ςφαίρασ, ενϊ οι άλλεσ 

το ςχιμα επιφανειϊν εκ περιςτροφισ που τθν αγγίξουν κατά μικοσ του ιςθμερινοφ. 

Τότε, οι επιφάνειεσ με μεγαλφτερθ καμπυλότθτα από αυτι τθσ ςφαίρασ κα αγγίξουν  

τθ ςφαίρα από το εςωτερικό τθσ και κα πάρουν μια μορφι ςαν αυτι του τμιματοσ 

τθσ επιφάνειασ ενόσ δακτυλίου, ο οποίοσ τοποκετείται μακριά από τον άξονα. Θα 

μποροφςαν να τυλιχκοφν γφρω από ηϊνεσ ςφαιρϊν μικρότερων ακτινϊν, αλλά κα 

περιςτρζφονταν περιςςότερο από μια φορά. Επιφάνειεσ με μικρότερθ κετικι 

καμπυλότθτα λαμβάνονται από ςφαίρεσ μεγαλφτερων ακτινϊν αποκόβοντασ ζνα 

τμιμα που φράςςεται από δφο μεγάλα θμικφκλια, και φζροντασ μαηί τισ γραμμζσ 

τομισ. Η επιφάνεια μθδενικισ καμπυλότθτασ κα είναι ζνασ κφλινδροσ που ςτζκεται 

πάνω ςτον ιςθμερινό. Οι επιφάνειεσ αρνθτικισ καμπυλότθτασ κα αγγίηουν αυτόν  τον 

κφλινδρο από τον εξωτερικό του και θ μορφι τουσ κα μοιάηει με το τμιμα τθσ 

επιφανείασ ενόσ δακτυλίου ο οποίοσ είναι τοποκετθμζνοσ κοντά ςτον άξονα. Αν 

κάποιοσ κεωριςει αυτζσ τισ επιφάνειεσ ωσ πικανζσ κζςεισ για τμιματα επιφάνειασ 

που κινοφνται εντόσ τουσ, όπωσ είναι ο xϊροσ για τα ςϊματα, τότε τμιματα 

επιφάνειασ μποροφν να κινθκοφν προσ όλεσ αυτζσ τισ διευκφνςεισ χωρίσ να υποςτοφν 

τζντωμα. Οι επιφάνειεσ κετικισ καμπυλότθτασ μποροφν πάντοτε να ςχθματιςτοφν 

ζτςι ϊςτε τμιματα επιφανείασ να μποροφν να κινθκοφν αυκαίρετα ακόμθ και χωρίσ 

να υποςτοφν κάμψθ, δθλαδι ωσ ςφαιρικζσ επιφάνειεσ, ενϊ αυτζσ με αρνθτικι 

καμπυλότθτα δε μποροφν. Ξζχωρα από αυτιν τθν ανεξαρτθςία κζςθσ για τμιματα 
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επιφανείασ, υπάρχει επίςθσ ςε επιφάνειεσ μθδενικισ καμπυλότθτασ μια ανεξαρτθςία 

κζςθσ για διευκφνςεισ, θ οποία δεν ιςχφει ςτισ άλλεσ διευκφνςεισ.»94 

Θ βαςικι εννοιολογικι ιδζα αυτισ τθσ προςζγγιςθσ του Riemann είναι να 

κακοριςτεί τοπολογικά και γεωμετρικά θ πολφπλοκθ ζννοια του χϊρου. Εκεί ζνα 

γεωμετρικό αντικείμενο όπωσ μια ςφαίρα δεν κεωρείται ότι ςυγκροτείται ωσ ζνα 

ςφνολο ςθμείων αλλά ωσ χϊροσ που μπορεί να καλυφκεί από χάρτεσ και να 

αντιμετωπιςκεί τοπικά ωσ Ευκλείδειοσ, ζςτω και αν κακολικά μπορεί να μθν είναι 

Ευκλείδειοσ.  

Πλα αυτά παρουςιάηονται ςε πλιρθ αντίκεςθ με κάκε ςυνολοκεωρθτικι 

προςζγγιςθ. Δθλαδι για τον Riemann θ πολλαπλότθτα αποτελεί τθν γενικότερθ 

γεωμετρικι ζννοια, κακϊσ ςε αυτι μπορεί κάποιοσ να εγκαταςτιςει ποικίλεσ 

μετρικζσ ςχζςεισ  ϊςτε να ορίςει και τθν απόςταςθ. Άρα ο «ςυνικθσ» χϊροσ των 

τριϊν διαςτάςεων που ζχουμε κεωριςει ωσ φυςικό, είναι μια ειδικι περίπτωςθ 

μιασ τριςδιάςτατθσ πολλαπλότθτασ εφοδιαςμζνθσ με τθν Ευκλείδεια μετρικι όπωσ 

εκφράηεται από τον τφπο 
2 2 2 2 2

1 2 3ds dx dx dx dx    . Ο φυςικόσ χϊροσ κατά τον 

Riemann δεν μποροφςε να ορίηεται a priori αλλά μόνο μζςα από τθν εμπειρία, 

δθλαδι τισ μετριςεισ.   

 

2.4 Επί των ςχετικϊν με τη γεωμετρία υποθζςεων: Μζροσ ΙII 

Στο τελευταίο μζροσ τθσ διάλεξθσ του o Riemann αςχολείται με τθ ςυςχζτιςθ των 

ιδεϊν και του τριςδιάςτατου χϊρου μζςω τριϊν ςυνκθκϊν που προτείνει: τα 

ςϊματα είναι ελεφκερα να μετακινοφνται και να ςτρζφονται κακϊσ και ότι όλα τα 

τρίγωνα ζχουν το ίδιο άκροιςμα γωνιϊν.   

 «Ακολουκϊντασ  αυτζσ τισ ζρευνεσ ςτον κακοριςμό των μετρικϊν ςχζςεων μιασ n-

πλά εκτεταμζνθσ ποςότθτασ, μποροφν να δοκοφν οι ςυνκικεσ που είναι ικανζσ και 

αναγκαίεσ για τον κακοριςμό των μετρικϊν ςχζςεων του xϊρου, αν υποκζςουμε εκ 

των προτζρων τθν ανεξαρτθςία των γραμμϊν από τθ διαμόρφωςθ και τθν 

δυνατότθτα ζκφραςθσ του γραμμικοφ ςτοιχείου ωσ τθσ τετραγωνικισ ρίηασ μιασ 

διαφορικισ ζκφραςθσ δευτζρασ τάξθσ και άρα τθσ επιπεδότθτασ ςτα πιο μικρά μζρθ.  

Καταρχιν, αυτζσ οι ςυνκικεσ μποροφν να εκφραςτοφν λζγοντασ ότι θ καμπυλότθτα 

ςε κάκε ςθμείο ιςοφται με το μθδζν ςτισ τρεισ επιφανειακζσ διευκφνςεισ, κι ζτςι οι 
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μθτρικζσ ςχζςεισ του χϊρου ςυνεπάγονται, αν το άκροιςμα των γωνιϊν ενόσ 

τριγϊνου ιςοφται πάντοτε με δφο ορκζσ γωνίεσ. 

Δεφτερον, όμωσ, αν κάποιοσ υποκζςει μαηί με τον Ευκλείδθ όχι μόνο τθν φπαρξθ 

γραμμϊν ανεξάρτθτα από τθ διαμόρφωςθ, αλλά και των ςωμάτων, τότε ζπεται ότι θ 

καμπυλότθτα είναι παντοφ ςτακερι, ενϊ το άκροιςμα των γωνιϊν κακορίηεται ςε 

όλα τα τρίγωνα, αν είναι γνωςτό ςε ζνα από αυτά. 

Τζλοσ, κατά τρίτο λόγο, αντί να υποτεκεί ότι το μικοσ των γραμμϊν είναι ανεξάρτθτο 

του τόπου και τθσ διεφκυνςθσ, μπορεί να υποκζςει κάποιοσ ότι το μικοσ και θ 

διεφκυνςι τουσ είναι ανεξάρτθτθ του τόπου. Σφμφωνα με αυτιν τθ ςφλλθψθ, 

μεταβολζσ ι διαφορζσ ςτθ κζςθ είναι πολφπλοκεσ ποςότθτεσ που εκφράηονται ςε 

τρεισ ανεξάρτθτεσ μονάδεσ.»95 

Σθμειϊνει επίςθσ ότι είναι δφςκολο να κακορίςουμε αν αυτζσ οι ςυνκικεσ ιςχφουν 

λόγω τθσ αναγκαιότθτασ τθσ ζκταςθσ των παρατθριςεϊν μασ ςε άπειρα μικρζσ ι 

άπειρα μεγάλεσ μετριςεισ. Ραρόλα αυτά μπορεί να κεωρθκεί ότι ο χϊροσ ςυνιςτά 

μια τριςδιάςτατθ μθ φραγμζνθ πολλαπλότθτα.  

«Κατά τθν πορεία των προθγοφμενων μελετϊν, οι ςχζςεισ τθσ ζκταςθσ ι τθσ 

χωρικότθτασ διαχωρίςτθκαν αρχικά από τισ μετρικζσ ςχζςεισ, και βρζκθκε ότι 

διαφορετικζσ μετρικζσ ςχζςεισ ιταν ςυλλθπτζσ μαηί με τισ ίδιεσ εκτατικζσ ςχζςεισ. 

Τότε, αναηθτικθκαν ςυςτιματα απλϊν μετρικϊν προςδιοριςμϊν μζςω των οποίων 

κακορίηονται πλιρωσ οι μετρικζσ ςχζςεισ του Χϊρου, και από τισ οποίεσ 

ςυνεπάγονται αναγκαςτικά όλα τα κεωριματα γφρω από αυτόν. Απομζνει τϊρα να 

ςυηθτθκεί το πϊσ, ςε τι βακμό και ςε ποια ζκταςθ γεννιοφνται από τθν εμπειρία 

αυτζσ οι υποκζςεισ. Σχετικά με αυτό υπάρχει μια ουςιϊδθσ διαφορά ανάμεςα ςε 

απλζσ εκτατικζσ ςχζςεισ και μετρικζσ ςχζςεισ, κατά τθν οποία, ςτισ πρϊτεσ, όπου οι 

δυνατζσ περιπτϊςεισ ςχθματίηουν μια αςυνεχι πολλαπλότθτα, οι διακθρφξεισ τθσ 

εμπειρίασ δεν είναι μεν ςίγουρα ποτζ πλιρωσ βζβαιεσ, αλλά δεν είναι ανακριβείσ, 

ενϊ ςτισ δεφτερεσ, όπου οι δυνατζσ περιπτϊςεισ ςχθματίηουν μια ςυνεχι 

πολλαπλότθτα, κάκε κακοριςμόσ από τθν εμπειρία παραμζνει πάντοτε ανακριβισ – 

ακόμθ και αν είναι τόςο μεγάλθ θ δυνατότθτα να είναι ςχεδόν ακριβισ. Αυτι θ 

περίςταςθ γίνεται ςθμαντικι όταν αυτοί οι εμπειρικοί κακοριςμοί επεκτακοφν πζρα 

από τα όρια τθσ παρατιρθςθσ, μζςα ςτο αμζτρθτα μεγάλο και αμζτρθτα μικρό. Γιατί 
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οι δεφτερεσ μπορεί προφανϊσ να γίνουν ακόμθ περιςςότερο ανακριβείσ πζρα από το 

όριο τθσ παρατιρθςθσ, αλλά όχι τόςο οι πρϊτεσ».96  

Ο Riemann επίςθσ ζκανε τθν διάκριςθ μεταξφ μθ-φραγμζνων και άπειρων χϊρων 

λζγοντασ ότι δεν υπάρχουν επαρκείσ ενδείξεισ ότι ο φυςικόσ χϊροσ είναι 

φραγμζνοσ με τθν ζννοια ότι υπάρχει ζνα ςφνορο πζραν του οποίου κανείσ δεν 

μπορεί να προχωριςει. Πμωσ αυτό δεν ιταν ιςοδφναμο με τθ κεϊρθςθ του χϊρου 

ωσ άπειρου. Ο χϊροσ μζςω τθσ γεωμετρίασ κα μποροφςε να διαςπαςτεί ςε πολλζσ 

μικρζσ περιοχζσ.  

«Πταν καταςκευζσ μζςα ςτο χϊρο, επεκτακοφν, μζςα ςτα αμζτρθτα μεγάλο, θ μθ 

οριοκεςθμότθτα πρζπει να διακρικεί από τθν απεραντότθτα. Η μια ανικει ςε 

εκτατικζσ ςχζςεισ, θ άλλθ ςε μετρικζσ ςχζςεισ. Το ότι ο χϊροσ είναι μια μθ 

οριοκετθμζνθ τριπλά εκτεταμζνθ πολλαπλότθτα, είναι μια υπόκεςθ που 

χρθςιμοποιείται για κάκε ςφλλθψθ του εξωτερικοφ κόςμου, μζςω τθσ οποίασ 

ςυμπλθρϊνεται κάκε ςτιγμι το πεδίο τθσ πραγματικισ αντίλθψθσ και μζςω τθσ 

οποίασ καταςκευάηονται οι δυνατοί εντοπιςμοί μιασ αναηιτθςθσ για αντικείμενο και 

τοφτθ θ υπόκεςθ επιβεβαιϊνεται ςυνεχϊσ ςε αυτζσ τισ εφαρμογζσ. Συνεπϊσ θ μθ 

οριοκεςθμότθτα του χϊρου διακζτει μεγαλφτερθ εμπειρικι βεβαιότθτα απ’ ότι 

οποιαδιποτε εμπειρία του εξωτερικοφ κόςμου. Η απεραντότθτα του όμωσ δεν ζπεται 

με κανζνα τρόπο από αυτιν. Αντικζτωσ ο χϊροσ κα ιταν αναγκαςτικά πεπεραςμζνοσ 

αν κάποιοσ υπζκετε τθν ανεξαρτθςία των ςωμάτων από τθ κζςθ, και άρα απζνεμε ςε 

αυτόν μια ςτακερι καμπυλότθτα, για όςο αυτι θ καμπυλότθτα είχε ακόμα μία 

οςοδιποτε μικρι κετικι τιμι. Αν κάποιοσ προεξζτεινε τισ αρχικζσ διευκφνςεισ που 

κείνται ςε μία επιφανειακι διεφκυνςθ, εντόσ ςυντομότερων γραμμϊν, κα λάμβανε 

μια μθ οριοκετθμζνθ επιφάνεια ςτακερισ κετικισ καμπυλότθτασ και άρα μια 

επιφάνεια που μζςα ςε μια επίπεδθ τριπλά εκτεταμζνθ πολλαπλότθτα κα ζπαιρνε τθ 

μορφι μιασ ςφαίρασ, και ςυνεπϊσ κα ιταν πεπεραςμζνθ.»97 

Συμπεραςματικά ο Riemann κεωρεί ότι επειδι υπάρχει διαφορά ςτισ μετρικζσ 

ςχζςεισ που χρθςιμοποιοφμε τόςο ςτισ άπειρα μεγάλεσ όςο και ςτισ άπειρα μικρζσ, 

θ καμπυλότθτα μπορεί να μεταβάλλεται από ςθμείο ςε ςθμείο ζτςι ϊςτε θ 

ςυνολικι καμπυλότθτα για κάκε μετριςιμο τμιμα του χϊρου να είναι κοντά ςτο 

μθδζν. Πμωσ θ  φυςικι είναι αυτι που κα κακορίςει επακριβϊσ τθν καμπυλότθτα 
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και τθν ςχετικι μετρικι και όχι τα μακθματικά. Αναφζρεται λοιπόν για τισ 

εφαρμογζσ ςτο χϊρο: 

«Ερωτιματα ςχετικά με το αμζτρθτα μεγάλο είναι μάταια ερωτιματα και τθν 

επεξιγθςθ τθσ Φφςθσ. Πμωσ, θ περίπτωςθ διαφζρει αρκετά όςον αφορά ερωτιματα 

ςχετικά με το αμζτρθτα μικρό. Η γνϊςθ των αιτιακϊν τουσ ςυνδζςεων εξαρτάται 

ουςιαςτικά από τθν ακρίβεια με τθν οποία αναηθτοφμε το φαινόμενο ςτο άπειρα 

μικρό. Η πρόοδοσ των τελευταίων αιϊνων ςτθν κατανόθςθ των μθχανιςμϊν τθσ 

Φφςθσ εξαρτάται περίπου ολοκλθρωτικά από τθν καταςκευαςτικι ακρίβεια που ζχει 

γίνει δυνατι μζςω τθσ επινόθςθσ τθσ ανάλυςθσ του απείρου και μζςω των απλϊν 

αρχϊν που ανακαλφφκθκαν από τουσ Αρχιμιδθ, Γαλιλαίο και Νεφτωνα, και τισ οποίεσ 

χρθςιμοποιεί θ ςφγχρονθ φυςικι. Κατ’ αντιδιαςτολι, ςτισ φυςικζσ επιςτιμεσ όπου οι 

απλζσ αρχζσ για τζτοιεσ καταςκευζσ λείπουν ακόμθ, προκειμζνου κάποιοσ να 

ανακαλφψει αιτιακζσ ςυνδζςεισ αναηθτεί το φαινόμενο μζςα ςτο χωρικό μικρό, μζχρι 

εκεί που επιτρζπει κάτι τζτοιο το μικροςκόπιο. Ζτςι, ερωτιματα ςχετικά με τισ 

μετρικζσ ςχζςεισ του Χϊρου μζςα ςτο αμζτρθτα μικρό, δεν είναι μάταια.»98  

Σε αυτό το ςθμείο ο Riemann παρουςιάηει ουςιαςτικά τθν περιςςότερο 

επαναςτατικι του ιδζα: αν κεωριςουμε ότι τα ςτερεά ςϊματα ι και οι ακτίνεσ 

φωτόσ δεν ζχουν τθ ςυνεχι μορφι που τουσ προςδίδουμε όταν αναφερόμαςτε ςτο 

«αμζτρθτα μικρό» τότε θ υποτικζμενθ ςυνζχεια του χϊρου δεν υπάρχει και μάλιςτα 

μπορεί να περιοριςτεί ςε κάτι αςυνεχζσ. 

«Αν κάποιοσ υποκζςει ότι υπάρχουν ςϊματα ανεξάρτθτα τθσ κζςθσ, τότε θ 

καμπυλότθτα είναι παντοφ ςτακερι, και τότε ζπεται από αςτρονομικζσ μετριςεισ ότι 

δε μπορεί να διαφζρει από το μθδζν. Ή ότι εν πάςθ περιπτϊςει, το αντίςτροφό τθσ 

πρζπει να είναι  εμβαδόν, ςυγκριτικά με το οποίο μπορεί να αγνοθκεί θ εμβζλεια των 

τθλεςκοπίων μασ. Αν όμωσ δεν υφίςταται μια τζτοια ανεξαρτθςία ςωμάτων από τθ 

κζςθ, τότε μπορεί κάποιοσ να ςκιαγραφιςει κάποια ςυμπεράςματα ςχετικά με τισ 

μετρικζσ ςχζςεισ μζςα ςτο άπειρα μικρό από εκείνεσ μζςα ςτο μεγάλο. Σε κάκε 

ςθμείο μπορεί θ καμπυλότθτα να ζχει αυκαίρετεσ τιμζσ προσ τισ τρεισ διευκφνςεισ, 

αρκεί μόνο θ ολικι καμπυλότθτα κάκε μετριςιμου τμιματοσ του Χϊρου να μθ 

διαφζρει αιςκθτά από το μθδζν. Ακόμα περιςςότερο πολφπλοκεσ  ςχζςεισ μποροφν 

να υπάρξουν, αν το γραμμικό ςτοιχείο δε μπορεί να αναπαραςτακεί, όπωσ 

προχποτζκθκε, από τθν τετραγωνικι ρίηα μιασ διαφορικισ ζκφραςθσ δευτζρου 

βακμοφ. Τϊρα φαίνεται ότι οι εμπειρικζσ ζννοιεσ πάνω ςτισ οποίεσ βαςίηεται ο 
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μετρικόσ κακοριςμόσ του χϊρου, δθλαδι θ ζννοια ενόσ ςτερεοφ ςϊματοσ και αυτι 

μιασ φωτεινισ ακτίνασ, χάνουν τθν εγκυρότθτά τουσ ςτο άπειρα μικρό. Συνεπϊσ 

γίνεται αρκετά καλά κατανοθτό ότι οι μετρικζσ ςχζςεισ του Χϊρου μζςα ςτο άπειρα 

μικρό δε ςυμμορφϊνονται με τισ υποκζςεισ τθσ γεωμετρίασ. Και πραγματικά κάποιοσ 

οφείλει να το υποκζςει από τθ ςτιγμι που αυτό του επιτρζπει να ακολουκιςει μια 

απλοφςτερθ οδό εξιγθςθσ των φαινομζνων.  

Το ερϊτθμα τθσ εγκυρότθτασ των υποκζςεων τθσ γεωμετρίασ μζςα ςτο άπειρα μικρό 

ςυνδζεται με το ερϊτθμα για τθ βάςθ των μετρικϊν ςχζςεων του χϊρου. Σχετικά με 

αυτό το ερϊτθμα, που μπορεί πραγματικά να καταταχκεί ακόμα ωσ τμιμα τθσ 

μελζτθσ του χϊρου, μπορεί να εφαρμοςτεί θ παραπάνω παρατιρθςθ, κατά τθν οποία 

ςε μια αςυνεχι πολλαπλότθτα θ αρχι των μετρικϊν ςχζςεων εμπεριζχεται ιδθ ςτθν 

ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ, ενϊ ςε μια ςυνεχι πρζπει να προζρχεται από κάτι άλλο. 

Επομζνωσ, είτε θ πραγματικότθτα που κείται κάτω από τον χϊρο πρζπει να 

ςχθματίηει μια αςυνεχι πολλαπλότθτα, είτε θ βάςθ για τισ μετρικζσ ςχζςεισ πρζπει να 

αναηθτθκεί ζξω από αυτιν, ςε δυνάμεισ ςυνοχισ που δρουν πάνω τθσ. 

Μια απάντθςθ ςε αυτά τα ερωτιματα μπορεί να βρεκεί μόνο ξεκινϊντασ από εκείνθ 

τθ ςφλλθψθ των φαινομζνων που ζχει επικυρωκεί ζωσ τϊρα από τθν εμπειρία, για 

τθν οποία (ςφλλθψθ) ο Νεφτωνασ ζκεςε το κεμζλιο, και τροποποιϊντασ τθ βακμιαία 

κάτω από τθν πίεςθ των γεγονότων που δε μποροφν να εξθγθκοφν από αυτιν. 

Ζρευνεσ ςαν αυτιν που μόλισ πραγματοποιικθκε, και οι οποίεσ ξεκινοφν από γενικζσ 

ζννοιεσ, μποροφν να χρθςιμεφςουν μόνο για να εξαςφαλίςουν ότι αυτι θ εργαςία 

δεν παρεμποδίηεται από πολφ περιοριςμζνεσ ζννοιεσ, και ότι θ πρόοδοσ ςτθν 

κατανόθςθ του ςυςχετιςμοφ των πραγμάτων δε ςυςκοτίηεται από παραδοςιακζσ 

προκαταλιψεισ. 

Αυτό όμωσ μασ οδθγεί μακριά, μζςα ςτο πεδίο μιασ άλλθσ επιςτιμθσ, το βαςίλειο τθσ 

φυςικισ, εντόσ του οποίου δε μασ επιτρζπει να υπειςζλκουμε θ φφςθ τθσ παροφςασ 

περίςταςθσ.»99     

                                                                                                                                                                                                           

2.5 Σκιαγράφηςη τησ διάλεξησ με μαθηματικά εργαλεία 

Κατά τον Morris Kline100, θ γεωμετρία του χϊρου τθν οποία παρουςίαςε ςτθ 

διάλεξι του ο Riemann, δεν είναι απλϊσ μια επζκταςθ τθσ διαφορικισ γεωμετρίασ 

του Gauss, αλλά ολόκλθρθ αναςκευι τθσ προςζγγιςθσ ςτθ μελζτθ του χϊρου. 

                                                 
99

 *18+ ςε. 46-47 
100

 *21+ ςελ.889-897 
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 Ο Riemann ξεκίνθςε από τθν κλαςςικι ερϊτθςθ περί ποιϊν κεμάτων μποροφμε να 

ζχουμε βεβαιότθτα για το φυςικό χϊρο, δθλαδι ποιεσ ςυνκικεσ ι καταςτάςεισ 

κεωροφμε ωσ προχποκζςεισ μζςα ςτθν εμπειρία μασ ςχετικά με το χϊρο. Αυτζσ οι 

προχποκζςεισ κατά τον Riemann ορίηουν μζςω τθσ εμπειρίασ τα ςυγκεκριμζνα 

αξιϊματα που ιςχφουν ςτο φυςικό χϊρο.  

Μια από τισ προκζςεισ του φαίνεται ότι ιταν να καταδείξει ότι τα αξιϊματα του 

Ευκλείδθ ιταν εμπειρικά και όχι αυταπόδεικτεσ αλικειεσ όπωσ μζχρι εκείνθ τθν 

εποχι κεωροφςε θ μακθματικι κοινότθτα. Χρθςιμοποίθςε τθν αναλυτικι 

προςζγγιςθ κακϊσ αυτι του εξαςφάλιηε τθν αποφυγι παρανοιςεων που κα 

μποροφςαν να παρουςιαςτοφν με τισ γεωμετρικζσ αποδείξεισ. Επειδι θ ιδζα του 

Riemann ςτθριηόταν ςτθν ανάλυςθ κα ζπρεπε να ξεκινιςουμε από τα a priori του 

χϊρου και να ακολουκιςουμε τισ αναγκαίεσ ςυνζπειεσ τουσ. Κάκε άλλθ ιδιότθτα 

του χϊρου κα μποροφςε να κεωρθκεί εμπειρικι. Αυτι θ αναηιτθςθ των a priori 

από τον Riemann τον οδιγθςε ςτθ μελζτθ τθσ τοπικισ ςυμπεριφοράσ του χϊρου, 

δθλαδι τθν προςζγγιςθ του χϊρου μζςω διαφορικισ γεωμετρίασ. Θ όλθ 

προςζγγιςθ ιταν ςε πλιρθ αντίκεςθ με τθν ολιςτικι κεϊρθςθ του χϊρου από τον 

Ευκλείδθ αλλά και των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν των Bolyai και Lobachevsky, 

τουσ οποίουσ δεν αναφζρει εξάλλου ο Riemann. 

Ακολουκϊντασ ςε μεγάλο μζροσ τισ κζςεισ του Gauss για τθν εςωτερικι γεωμετρία 

των επιφανειϊν ςτον Ευκλείδειο χϊρο, ο Riemann ανζπτυξε μια εςωτερικι 

γεωμετρία για κάκε χϊρο, προτιμϊντασ μια n-διάςτατθ γεωμετρία. Ραρόλο που θ 

περίπτωςθ τθσ τριςδιάςτατθσ γεωμετρίασ φαίνεται να ιταν θ ςθμαντικότερθ, ο 

Riemann αναφζρκθκε ςτο n-διάςτατο χϊρο ωσ πολλαπλότθτα. Ζνα ςθμείο ςε μια 

πολλαπλότθτα n διαςτάςεων αναπαριςτάται αντιςτοιχίηοντασ ξεχωριςτζσ τιμζσ ςε n 

μεταβλθτζσ παραμζτρουσ 1 2, ,..., nx x x  τισ οποίεσ καλοφμε ςυντεταγμζνεσ τθσ 

πολλαπλότθτασ και αν κεωριςουμε ςυνολικά όλα τα πικανά ςθμεία ςυγκροτοφν 

τθν ίδια τθν πολλαπλότθτα.  

Ο Riemann κεωροφςε ότι επειδι γνωρίςουμε τον χϊρο μόνο τοπικά, ζπρεπε να 

ορίςει τθν απόςταςθ μεταξφ δφο ςθμείων των οποίων οι ςυντεταγμζνεσ διαφζρουν 

κατά απειροςτζσ ποςότθτεσ, το τετράγωνο τθσ οποίασ δίνεται από τον τφπο 
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2

1 1

n n

ij i j

i j

ds g dx dx
 

  

όπου τα ijg είναι ςυναρτιςεισ των ςυντεταγμζνων 1 2, ,..., nx x x  και ij jig g με το 

πρϊτο μζροσ τθσ προθγοφμενθσ ςχζςθσ να είναι κετικά οριςμζνο για κάκε κετικι 

τιμι των idx . Αυτι θ ζκφραςθ του 2ds είναι ουςιαςτικά μια γενίκευςθ του τφπου 

τθσ ευκλείδειασ απόςταςθσ 
2 2 2 2

1 2 ... nds dx dx dx    . 

Ο Riemann αναφζρει ςτθ διάλεξι του τθ δυνατότθτα κεϊρθςθσ του ds ωσ τζταρτθσ 

ρίηασ μιασ ομογενοφσ ςυνάρτθςθσ τετάρτου βακμοφ των διαφορικϊν 

1 2, ,..., ndx dx dx  αλλά δεν προχωρά περιςςότερο τισ ςκζψεισ του ςε αυτό το κζμα. 

Πμωσ επιτρζποντασ τα ijg να είναι ςυναρτιςεισ των ςυντεταγμζνων, ο Riemann 

παρζχει τθ δυνατότθτα να μεταβάλλεται θ ίδια θ φφςθ του χϊρου από ςθμείο ςε 

ςθμείο. 

Συγκεκριμζνα μια καμπφλθ ςε μια πολλαπλότθτα του Riemann δίνεται από ζνα 

ςφνολο n το πλικοσ ςυναρτιςεων101  1 1 2 2( ) , ( ) , . . . , ( )n nx x t x x t x x t   . Τότε το 

μικοσ μιασ καμπφλθσ μεταξφ δφο ςθμείων, t a και t b , δίνεται από τον τφπο  

, 1

b b b n
ji

ij

i ja a a

dxdxds
l ds dt g dt

dt dt dt

       

Θ ςυντομότερθ καμπφλθ μεταξφ δφο ςθμείων t a και t b  δθλαδι θ γεωδαιςιακι 

μπορεί να οριςτεί με μεκόδουσ λογιςμοφ των μεταβλθτϊν. Για το ςυμβολιςμό 

αυτοφ του κζματοσ, θ καμπφλθ είναι αυτι για τθν οποία 0

b

a

ds  . Στθ ςυνζχεια 

πρζπει να ορίςουμε τισ ςυγκεκριμζνεσ ςυναρτιςεισ 1 1 2 2( ), ( ),..., ( )n nx x t x x t x x t  
 

οι οποίεσ μασ παρζχουν τθ ςυντομότερθ διαδρομι μεταξφ των δφο ςθμείων. Οι 

εξιςϊςεισ των γεωδεςιακϊν αποδεικνφονται ότι είναι το ακόλουκο ςφςτθμα 

δευτζρασ τάξθσ n ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων 

                                                 
101

 Ο Μ.Κline κεωρεί ότι αν και ςτθ διάλεξι του δεν αναφζρει τουσ ςυγκεκριμζνουσ οριςμοφσ, ο 

Riemann αναμφίβολα τουσ είχε ςτο μυαλό του κακϊσ είναι ςε πλιρθ αντιςτοίχιςθ με τθν 

αντιμετϊπιςθ του Gauss ςτισ επιφάνειεσ.   
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2

2
,

0i
dxd x dx

ids ds ds



 

  
  

 
   , , 1,2,...,i n    

Θ γωνία κ μεταξφ δφο καμπυλϊν με κοινό ςθμείο  1 2, ,..., nx x x
 

, όπου θ μια 

καμπφλθ κακορίηεται από τισ κατευκφνςεισ , 1,2,...,idx
i n

ds
  και θ άλλθ καμπφλθ με 

τισ , 1,2,...,idx
i n

ds





 , ορίηεται από τον τφπο  

1

cos
n

i i
ii

i

dx dx
g

ds ds








 . 

Ακολουκϊντασ τισ διαδικαςίεσ που χρθςιμοποίθςε ο Gauss ςτισ επιφάνειεσ, μια 

μετρικι n-διάςτατθ γεωμετρία μπορεί να αναπτυχκεί με βάςθ τουσ προθγοφμενουσ 

οριςμοφσ. Πλεσ οι μετρικζσ ιδιότθτεσ κακορίηονται από τουσ ςυντελεςτζσ ijg  ςτθν 

ζκφραςθ του 2ds  .  

Θ δεφτερθ βαςικι ζννοια τθσ διάλεξθσ ιταν θ καμπφλθ τθσ πολλαπλότθτασ, μζςω 

τθσ οποίασ ο Riemann αναηιτθςε το χαρακτθριςμό του Ευκλείδειου χϊρου και 

γενικότερα χϊρων εντόσ των οποίων τα ςχιματα  μποροφν να μετατοπιςτοφν χωρίσ 

κάποια αλλαγι ςτο ςχιμα ι ςτα μεγζκθ. Θ ζννοια τθσ καμπυλότθτασ για κάκε n-

διάςτατθ πολλαπλότθτα αποτελεί μια γενίκευςθ τθσ ζννοιασ τθσ ολικισ 

καμπυλότθτασ των επιφανειϊν του Gauss. Συνεπϊσ θ καμπυλότθτα ορίηεται με 

όρουσ ποςοτιτων κακοριηόμενων επί τθσ ίδιασ τθσ πολλαπλότθτασ και δεν είναι 

αναγκαίο να ςκεφτόμαςτε τθν ςυγκεκριμζνθ πολλαπλότθτα εμβαπτιςμζνθ ςε μια 

πολλαπλότθτα μεγαλφτερθσ διάςταςθσ. 

Σε ζνα δεδομζνο ςθμείο ΢ ςε μια n-διάςτατθ πολλαπλότθτα ο Riemann αντιςτοιχίηει 

μια διςδιάςτατθ  πολλαπλότθτα ςτο ςθμείο αλλά και ςτθν n-διάςτατθ 

πολλαπλότθτα. Μια τζτοια διςδιάςτατθ πολλαπλότθτα μορφοποιείται με ζνα 

μεμονωμζνο άπειρο ςφνολο γεωδαιςιακϊν από το ςθμείο και του εφαπτομζνου 

χϊρου ςτο ςθμείο αυτό τθσ πολλαπλότθτασ. Συνεπϊσ θ γεωδαιςιακι μπορεί να 

κακοριςτεί από το ςθμείο ΢ και μια διεφκυνςθ ςε εκείνο το ςθμείο. Ζςτω 

1 2, ,..., ndx dx dx  
 να είναι θ διεφκυνςθ μιασ γεωδαιςιακισ και 1 2, ,..., ndx dx dx   θ 

διεφκυνςθ μιασ άλλθσ. Τότε θ i-ςτθ διεφκυνςθ τθσ οποιαςδιποτε γεωδαιςιακισ του 

μεμονωμζνου απειροςφνολου των γεωδαιςιακϊν ςτο ΢ δίνεται από τον τφπο 
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i i idx dx dx    
 που ζχει ωσ ςυνκικθ 2 2 2 cos 1           λόγω τθσ αρχικισ 

ςυνκικθσ    1ij i jg dx ds dx ds  . Αυτό το ςφνολο των γεωδαιςιακϊν 

δθμιουργεί μια διςδιάςτατθ πολλαπλότθτα που ζχει καμπυλότθτα κατά Gauss. 

Κακϊσ ζχουμε ζνα άπειρο πλικοσ τζτοιων διςδιάςτατων πολλαπλοτιτων από το 

ςθμείο ΢, κα ζχουμε και άπειρο πλικοσ καμπυλοτιτων ςε αυτό το ςθμείο επί τθσ n-

διάςτατθσ πολλαπλότθτασ. Αλλά μζςα από 
 1

2

n n 
μετριςεισ τθσ καμπυλότθτασ 

μποροφμε να παράγουμε τισ υπόλοιπεσ. Συνεπϊσ μποροφμε και να παράγουμε μια 

ςαφι ζκφραςθ του μζτρου τθσ καμπυλότθτασ.  

Ππωσ ανζφερε ςε εργαςία του το 1861 ο Riemann, αν πρόκειται για μια επιφάνεια 

θ καμπυλότθτα ταυτίηεται με τθν καμπυλότθτα Gauss, κακϊσ αποτελεί ιδιότθτα τθσ 

μετρικισ που επιβάλλουμε ςτθ πολλαπλότθτα παρά τθσ ίδιασ τθσ πολλαπλότθτασ. 

Μετά τθν παρουςίαςθ τθσ διερεφνθςθσ τθσ n-διάςτατθσ πολλαπλότθτασ ο Riemann 

αςχολικθκε με κάποιεσ περιπτϊςεισ πολλαπλοτιτων επί των οποίων πεπεραςμζνεσ 

χωρικζσ μορφζσ είναι δυνατόν να μετατοπίηονται χωρίσ αλλαγι του ςχιματοσ ι των 

μεγεκϊν και να περιςτρζφονται προσ οποιαδιποτε διεφκυνςθ. Ουςιαςτικά 

οδθγικθκε προσ τουσ χϊρουσ ςτακερισ καμπυλότθτασ.  

Πταν όλεσ οι μετριςεισ τθσ καμπυλότθτασ ςε ζνα ςθμείο είναι ίδιεσ και ίςεσ με τισ 

μετριςεισ ςε κάκε άλλο ςθμείο, ζχουμε τθν ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ ςτακερισ 

καμπυλότθτασ του Riemann. Σε μια τζτοια πολλαπλότθτα είναι δυνατόν να ζχουμε 

ιςότθτα ι ιςοδυναμία102 γεωμετρικϊν ςχθμάτων. Στθ διάλεξι του ο Riemann χωρίσ 

περαιτζρω επεξθγιςεισ ζδωςε τον μοναδικό τφπο για το απειροςτό ςτοιχείο ds μιασ 

απόςταςθσ επί μιασ πολλαπλότθτασ ςτακερισ καμπυλότθτασ, ςε κατάλλθλο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, όπου α είναι το μζτρο τθσ καμπυλότθτασ 

2

2 1

2

21
4

n

i

i

i

i

dx

ds
a

x


 
 

 





 

 Ο Riemann κεωροφςε ότι θ καμπυλότθτα α ζπρεπε να είναι κετικι ι μθδζν ζτςι 

ϊςτε για α>0 να ζχουμε ςφαιρικό χϊρο και όταν α=0 να ζχουμε τον Ευκλείδειο 

                                                 
102

 Ι ίςωσ και ςφμπτωςθ για τον όρο congruence 
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χϊρο και αντίςτροφα. Επίςθσ κεωροφςε ότι αν ο χϊροσ επιδζχεται άπειρθσ ζκταςθσ 

τότε θ καμπυλότθτα κα ζπρεπε να είναι ίςθ με μθδζν, αφινοντασ ανοικτό το 

ενδεχόμενο να υπάρχει πραγματικι επιφάνεια με αρνθτικι καμπυλότθτα103. 

Στθ διάλεξι του ο Riemann επίςθσ καταδεικνφει τθ διαφορά μεταξφ του μθ 

φραγμζνου όπωσ ςτθν περίπτωςθ τθσ επιφάνειασ μιασ ςφαίρασ και του άπειρου 

χϊρου. Ο άπειροσ χϊροσ, ζλεγε ο Riemann, ζχει μεγαλφτερθ εμπειρικι αξιοπιςτία 

από κάκε άλλο εμπειρικά παραγόμενο δεδομζνο άπειρθσ ζκταςθσ. 

Ρροσ το τζλοσ τθσ διάλεξισ του ο Riemann ςθμειϊνει ότι κακϊσ ο φυςικόσ χϊροσ 

είναι μια ειδικι περίπτωςθ πολλαπλότθτασ, θ γεωμετρία αυτοφ του χϊρου δεν 

μπορεί να παραχκεί από τισ γενικζσ ζννοιεσ περί των πολλαπλοτιτων. Αντίκετα οι 

ιδιότθτεσ οι οποίεσ διαχωρίηουν τον φυςικό χϊρο από οποιονδιποτε άλλθ τριπλά 

εκτεταμζνθ πολλαπλότθτα κα προκφψουν μόνο μζςα από τθν εμπειρία. Ρ.χ. τα 

αξιϊματα τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ προςεγγιςτικά κα μποροφςαν να κεωρθκοφν 

αλθκι104.  

Οι ςυνικεισ προτάςεισ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ δεν ιςχφουν ςε ζνα χϊρο 

μεταβαλλόμενθσ καμπυλότθτασ από ςθμείο ςε ςθμείο λόγω τθσ κίνθςθσ τθσ μάηασ 

μζςα ςτο χρόνο. Ο Riemann είχε τθν άποψθ ότι χρειαηόταν περιςςότερθ 

διερεφνθςθ ζτςι ϊςτε να ςυςχετιςτεί θ φλθ με το χϊρο μζςα από τθν προςπάκεια 

να κακοριςτεί τι είναι αλθκζσ για το φυςικό χϊρο. Αυτι θ ςκζψθ ζμελε να οδθγιςει 

ςτθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ αρκετά χρόνια αργότερα. 

 

2.6 Ιςοδυναμία μετρικϊν 

Το 1861 ο Riemann ςτο Commentatio Mathematica105 αςχολικθκε με το ερϊτθμα 

αν ζνασ χϊροσ με μετρικι 2

1 1

n n

ij i j

i j

ds g dx dx
 

   μπορεί να αποτελεί ζνα χϊρο 

ςτακερισ καμπυλότθτασ ι ακόμα και ζναν Ευκλείδειο χϊρο. ‘0μωσ μορφοποίθςε 

κατάλλθλα το πρόβλθμά του ωσ εξισ: δοκείςθσ τθσ μετρικισ 
2

1 1

n n

ij i j

i j

ds g dx dx
 

  

                                                 
103

 Τζτοια επιφάνεια αποτελεί θ ψευδόςφαιρα που παρουςιάςτθκε από τον Ferdinand Minding το 
1839. 
104

 Ππωσ και ο Lobachevsky, ο Riemann κεωροφςε ότι θ αςτρονομία κα μποροφςε να μασ απαντιςει 
ςτο ερϊτθμα ποια Γεωμετρία καλφπτει τισ ανάγκεσ του χϊρου. 
105

 Θ εργαςία αυτι υποβλικθκε ςτθν Paris Academy το 1861 για να κερδίςει το βραβείο τθσ 
Ακαδθμίασ ωσ λφςθ  προβλιματοσ μετάδοςθσ κερμότθτασ. Το 1868 το βραβείο αποςφρκθκε.  
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μπορεί να μεταςχθματιςκεί μζςω των εξιςϊςεων 1 2( , ,..., ), 1,2,...,i i nx x y y y i n 

ςτθ μετρικι 2

, 1

n

ij i j

i j

ds h dy dy


   με τθν κεϊρθςθ ότι το ds  κα ιταν ίςο με το  ds  

ζτςι ϊςτε οι γεωμετρίεσ των δφο χϊρων κα ιταν ίδιεσ εκτόσ από τθν επιλογι των 

ςυντεταγμζνων. Δθλαδι πότε δφο πολλαπλότθτεσ του Riemann είναι τοπικά 

ιςομετρικζσ;  

Σε αυτό το ςθμείο ο Riemann παρουςιάηει ζνα από τα περίφθμα «επιχειριματα 

καταμζτρθςθσ», τα οποία του επζτρεπαν να  «μαντεφει» αποτελζςματα ςε μερικζσ 

περιπτϊςεισ που επαλθκεφκθκαν αυςτθρά εκατό χρόνια αργότερα. Ο Riemann 

κεωρεί ότι θ ζκφραςθ  2

1 1

n n

ij i j

i j

ds g dx dx
 

  περιζχει 
( 1)

2

n n 
 ςυναρτιςεισ και όχι 

𝑛2 κακϊσ 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑗𝑖  , ενϊ το νζο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων περιζχει 𝑛 ςυναρτιςεισ. 

Μποροφμε να αλλάξουμε ςυνεπϊσ μόνο 𝑛 από τα 𝑔𝑖𝑗 , αφινοντασ  
( 1)

2

n n 
 

ςυναρτιςεισ να εξαρτϊνται από τθν μετρικι. Συνεπϊσ ο Riemann κεωρεί ότι κα 

ζπρεπε να υπάρχουν  
( 1)

2

n n 
 ςυναρτιςεισ που κα ορίςουν πλιρωσ τθ μετρικι.  

Αναφζρει λοιπόν ο Riemann ότι αν περιοριςτοφμε ςτθ περίπτωςθ ομοιογενϊν 

ςωμάτων κα ζχουμε τθ παράςταςθ 2

1 1

n n

ij i j

i j

ds g dx dx
 

   όπου τα  

1 2( , ,..., ), 1,2,...,i i nx x y y y i n 
,  θ οποία παράςταςθ μπορεί να  μεταςχθματιςκεί 

ςτθ μορφι 
2

, 1

n

ij i j

i j

ds h dy dy


    με δεδομζνουσ ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ ijh . Θ 

παράςταςθ 2

, 1

n

ij i j

i j

ds h dy dy


   αν είναι, όπωσ υποκζτουμε, μια κετικι μορφι ςτα 

idy  τότε κα μπορεί πάντα να γραφτεί ςτθν απλοφςτερθ μορφι  
2

i

i

dy . Ζτςι αν το

2

1 1

n n

ij i j

i j

ds g dx dx
 

  μπορεί να μεταςχθματιςκεί ςτθ μορφι 
2

, 1

n

ij i j

i j

ds h dy dy


   κα 

μπορεί να γραφτεί ςτθ μορφι  
2

i

i

dy  και αντίςτροφα. Άρα μασ ενδιαφζρει θ 

περίπτωςθ για τθν οποία μπορεί να γραφτεί ςτθ μορφι  
2

i

i

dy . 
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Για να μελετιςει το γενικό πρόβλθμα ο Riemann παρουςίαςε τισ ειδικζσ ποςότθτεσ 

ijkp τισ οποίεσ μποροφμε να αντικαταςτιςουμε με τα περιςςότερο γνωςτά ςφμβολα 

Christoffel κεωρϊντασ ότι   ijk

j k
p

i

 
  
 

.  

Τα ςφμβολα Christoffel ςυμβολίηονται με διάφορουσ τρόπουσ. Εμείσ επιλζγουμε  

 ,

1
,

2 a

g gg

x x x

 
 

 

   
 

   

  
         

   
 και

 , , i

i

g
i



 

   
 



   
      

   
  

όπου ig  είναι ο ςυμπαράγοντασ (cofactor) διαιροφμενοσ με το g του ig  ςτθν 

ορίηουςα του g . Ο Riemann επίςθσ παρουςίαςε αυτό που ςιμερα καλοφμε 

Riemann four index symbol και δίνεται από τον τφπο 

  , ,

, , , , ,

,

, ( ).
j k ia

jk k a j i j a k i

i ak j

jk R g
x x

   

    

 


 

 
         

Στθ ςυνζχεια ο Riemann αποδεικνφει ότι θ αναγκαία ςυνκικθ ζτςι ϊςτε το 2ds  να 

μεταςχθματίηεται ςε 2ds είναι     
, , ,

, , i h kr

r k i h a

x x xx
rk ih

y y y y  

  
 

   
   όπου τα 

ςφμβολα ςτο αριςτερό μζροσ αναφζρονται ςε ποςότθτεσ τθσ dsμετρικισ και θ 

ςχζςθ ιςχφει για κάκε α, β, γ, δ με τιμζσ από 1 ζωσ n. Άρα μπορεί πλζον να 

αςχολθκεί με τον μεταςχθματιςμό του δεδομζνου 2ds ςε ζνα νζο με ςτακεροφσ 

ςυντελεςτζσ. 

Ξεκινά λοιπόν δθμιουργϊντασ ζνα ςαφι οριςμό για τθν καμπυλότθτα μιασ 

πολλαπλότθτασ, το γενικό οριςμό τθσ οποίασ είχε δϊςει ςτθ διάλεξθ 

χρθςιμοποιϊντασ γεωδαιςιακζσ γραμμζσ που διζρχονται από ζνα ςθμείο Ο του 

χϊρου.  

Ζςτω λοιπόν   και d  να ορίηουν δφο διανφςματα ι διευκφνςεισ των γεωδαιςιακϊν 

που προζρχονται από το Ο. Κάκε διεφκυνςθ προςδιορίηεται από τισ ςυνιςτϊςεσ τθσ 

εφαπτομζνθσ τθσ γεωδαιςιακισ και ζςτω d   με παραμζτρουσ ,  . Αν 

εφαρμόςουμε ςε οποιαδιποτε καμπφλθ ( )i ix f t  τα    και d ζχει νόθμα το 
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διαφορικό δεφτερθσ τάξθσ  
2 2 2 2 22d d d          . Ειςάγει λοιπόν ο 

Riemann τθ παράςταςθ 

2ij i j ij i j ij i jg dx dx d g dx dx dd g dx dx        

Με δεδομζνο ότι τα   και d  εφαρμόηονται επί των παραςτάςεων που τα 

ακολουκοφν ςτουσ τφπουσ και του ότι τα   και d αντιμετατίκενται κα ζχουμε ότι 

 [ (( ) )]ij i j ij i j ij i j i jg dx dx g dx dx g dx dx dx dx          

με  ij ij r r

r

g g x x    . Αν υπολογίςουμε το  κα δοφμε ότι όλοι οι όροι που 

περιζχουν διαφορικά τρίτθσ τάξθσ διαγράφονται. Μόνο οι όροι που περιζχουν 

2 2, , , ,i i i i ix dx x dx d x   παραμζνουν. Συνεπϊσ χρθςιμοποιϊντασ το ςυμβολιςμό 

ik i k k ip dx x dx x    ο Riemann καταλιγει ότι    
, , ,

, ik rs

i k r s

ik rs p p    . Αν κζςουμε 

 
2

24 ij i j ij i j ij i jg dx dx g x dx g dx x        τότε θ καμπυλότθτα Κ μιασ 

πολλαπλότθτασ Riemann είναι 
 

28


  


. Το γενικό ςυμπζραςμα μπορεί να 

κεωρθκεί ότι θ ικανι και αναγκαία ςυνκικθ ζτςι ϊςτε ζνα δεδομζνο 2ds  για n=3 

μπορεί να γραφτεί ςτθ μορφι 
2 2 2 2

1 1 2 2 3 3ds c dx c dx c dx    με τα ic να είναι ςτακερζσ, 

είναι όλα τα  ,  να είναι ίςα με το μθδζν. Αν όλα τα ic είναι κετικοί αρικμοί 

τότε το dsμπορεί να γραφτεί και ςτθ μορφι 
2 2 3

1 2 2dy dy dy  και ο χϊροσ μπορεί να 

κεωρθκεί Ευκλείδειοσ. Ππωσ μποροφμε να δοφμε από τισ τιμζσ που μπορεί να 

πάρει θ παράςταςθ   , όταν το  είναι μθδζν, ο χϊροσ είναι ουςιαςτικά 

Ευκλείδειοσ. 

 

2.7 Ο Riemann και το γεωμετρικό αντικείμενο 

Θ αναλυτικι μζκοδοσ τθσ καταςκευισ τθσ πολλαπλότθτασ αλλά και θ διερεφνθςθ 

τθσ εςωτερικισ δομισ των πολλαπλοτιτων όπωσ προιλκε μζςα από τθν εργαςία 

αρχικά του Gauss και ςτθ ςυνζχεια του Riemann, μασ οδθγεί ςτθ κζςθ ότι θ 

Ευκλείδεια κεϊρθςθ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων όπωσ το ςθμείο και θ ευκεία 

δεν ιταν αναγκαία πλζον. Με τθν αναλυτικι μζκοδο αυτά τα αντικείμενα κα 
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μποροφςαν να οριςτοφν κακαρά με όρουσ αλγεβρικϊν εξιςϊςεων χωρίσ να 

χρειάηονται τθν Ευκλείδεια ερμθνεία ι ακόμα και τθν εποπτεία.  

Αλλά θ αναλυτικι προςζγγιςθ επζτρεψε ακόμα και τθ δθμιουργία μιασ νζασ 

γεωμετρικισ μεκόδου, τθσ διαφορικισ γεωμετρίασ, που κα μποροφςε να αποδϊςει 

ζνα χαρακτθριςμό των επιφανειϊν με όρουσ εςωτερικισ καμπυλότθτασ. Δθλαδι θ 

καμπυλότθτα κα μποροφςε να χαρακτθριςκεί εςωτερικά ςε κάκε ςθμείο τθσ 

επιφάνειασ ι καλφτερα ςε κάκε απειροςτι περιοχι του ςθμείου μιασ 

πολλαπλότθτασ, χωρίσ καμία αναφορά ςε κάποιον Ευκλείδειο χϊρο που 

εμβαπτίηουμε τθν επιφάνεια. Θ εςωτερικι γεωμετρία τθσ επιφάνειασ μπορεί να 

κεωρθκεί ωσ θ γεωμετρία τθσ επιφάνειασ θ οποία κακορίηεται από τουσ γεωμζτρεσ. 

Αυτοί χρθςιμοποιοφν ιδεατοποιθμζνεσ μακθματικζσ διαδικαςίεσ μζτρθςθσ όπωσ 

π.χ. ςφγκριςθ διανυςμάτων μεταξφ ςθμείων μιασ περιοχισ. 

Ο Riemann όριςε μια γεωμετρία ωσ ζνα 2ds  επί μιασ αφθρθμζνθσ πολλαπλότθτασ 

όπωσ είναι μια ςυλλογι από Ευκλείδειεσ δομζσ μαηί με τουσ επίςθσ αφθρθμζνουσ  

εφαπτόμενουσ χϊρουσ. Αναλυτικά αυτό μπορεί να αποδοκεί με διάφορα 2ds ςε μια 

ςυλλογι από χάρτεσ με τθν προχπόκεςθ ότι κα πρζπει να ταιριάηουν οπουδιποτε 

υπάρχει επικάλυψθ.  

Χαρακτθριςτικι μεταφορά μπορεί να κεωρθκεί θ μεταφορά τθσ ζννοιασ τθσ 

καμπυλότθτασ τθν οποία ςτθ διάλεξι του αναφζρει ωσ καμπυλότθτα προσ κάκε 

διεφκυνςθ (sectional curvature) μιασ άπειρθσ ςτοιχειϊδουσ επιφάνειασ. Με αυτό 

τον τρόπο μπορεί και ςυηθτά τθν ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ με ςτακερι 

καμπυλότθτα ωσ μζςο ςυςχζτιςθσ τθσ γενικισ διαφορικισ γεωμετρικισ κεωρίασ 

των πολλαπλοτιτων με τθ κεωρία του φυςικοφ χϊρου. 

Ωσ παράδειγμα του γεωμετρικοφ αντικειμζνου κατά Riemann μποροφμε να 

ςκεφτοφμε ωσ ζνα ςϊμα ελλειψοειδϊν που ζχουν καταςκευαςτεί από διανφςματα 

με νόρμα ίςθ με τθ μονάδα. Κάποιοσ μπορεί να κεωριςει το γεωμετρικό αυτό 

αντικείμενο ωσ μια πολλαπλότθτα που είναι παντοφ Ευκλείδεια. Αλλά και το 

ελλειψοειδζσ ςε ζνα ςυςχετιςμζνο (affine) επίπεδο ςυγκροτεί μια δομι, ζνα ςϊμα 

από ελλείψεισ όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 3. 
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Σχιμα 3 

 

Δθλαδι ςφμφωνα με τον Riemann τα γεωμετρικά αντικείμενα πρζπει να μελετϊνται 

ωσ πολλαπλότθτεσ των οποίων οι εςωτερικζσ ποςότθτεσ μποροφν να παραςτακοφν 

με διαφορικζσ τετραγωνικζσ μορφζσ. Οι παράγωγοί τουσ αποκτοφν αντικειμενικι 

αξία μόνο αν είναι ανεξάρτθτεσ από τθν επιλογι ςυγκεκριμζνων ςθμείων ςε κάποιο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων.  

Το γεωμετρικό αντικείμενο του Riemann δεν ιδεατοποιείται μζςω των 

αιςκθτθριακϊν αντιλιψεϊν μασ, δθλαδι δεν χρθςιμοποιεί διαφορετικά φυςικά 

αντικείμενα ςτθ διάρκεια του χρόνου ζτςι ϊςτε μζςα από τθν εναλλαγι κζςεων να 

γίνει αντικείμενο τθσ ανκρϊπινθσ ςκζψθσ. Αντίκετα επιλζγει ζνα ςαφϊσ 

δυςκολότερο και εξεηθτθμζνο τρόπο για να εξαντικειμενικευτεί, όπωσ είναι αυτόσ 

που κακορίηεται από τθ χριςθ των γεωμετρικϊν μεγεκϊν.  

Ωσ κεμελιϊδθ ςυςτατικά τθσ γεωμετρίασ τα μεγζκθ εμπεριζχουν τθν ζννοια τθσ 

ποςότθτασ. Τα γεωμετρικά μεγζκθ λοιπόν προκφπτουν μζςα από τθ μζτρθςθ, μια 

διαδικαςία κατά τθ οποία ςτα γεωμετρικά αντικείμενα αποδίδονται ζννοιεσ του 

μεγζκουσ όπωσ μικοσ, απόςταςθ, εμβαδό, όγκοσ κλπ. Ππωσ αναφζρουν οι Λάππασ 

και Σπφρου106 μζςω τθσ μζτρθςθσ  θ εμπειρία κακίςταται ομογενισ, διυποκειμενικά 

ευκολότερθ να μεταδοκεί. Τότε το γεωμετρικό αντικείμενο είναι προςβάςιμο γιατί 

μζςα ςτθν πολλαπλότθτα τα κριτιρια ζτςι ϊςτε να είναι ςτερεό ςϊμα το κακιςτοφν 

ταυτόχρονα αναγνωρίςιμο ςε όλεσ τισ εν δυνάμει εμφανίςεισ του αλλά και ςε 

όλουσ τουσ πικανοφσ μεταςχθματιςμοφσ του.  

Μζςα από αυτι τθ διαδικαςία ζνα ςτοιχειϊδεσ γεωμετρικό αντικείμενο 2ds  που 

δεν μεταβάλλεται κατά τθν αλλαγι ςυςτιματοσ αναφοράσ, ςφμφωνα με το 
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επιχείρθμα του Riemann περί ιςοδφναμων μετρικϊν, των οποίων οι ςυντελεςτζσ 

δεν δίνονται από το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων αλλά τθν καμπυλότθτα, αποτελεί το 

βαςικό αναλλοίωτο που ςυγκροτεί τθ βαςικι (φυςικι) ςχζςθ μεταξφ 

(χωροχρονικϊν) ςθμείων του οποιουδιποτε δυνατοφ χϊρου.   

 

2.8 Συμπεράςματα 

Ο Riemann ωσ πρωτοπόροσ ςτθν ανάπτυξθ τθσ μοντζρνασ γεωμετρίασ είχε μια 

διαφορετικι προςζγγιςθ ςτο ηιτθμα των παραλλιλων. Αντί να προςπακιςει να 

αποδείξει ι να απορρίψει το αξίωμα των παραλλιλων, άλλαξε τισ κεμελιϊδεισ 

ζννοιεσ τθσ γεωμετρίασ. Με αυτόν τον τρόπο υποςτιριηε ότι θ γεωμετρία πρζπει να 

μελετάται μζςα από μια εντελϊσ διαφορετικι προοπτικι.  

Θ διάλεξθ του Riemann ζκεςε τθ γεωμετρία κάτω από ζνα νζο πρίςμα. Κατά τον 

Bell107 θ γεωμετρία που οραματιηόταν ο Riemann ιταν μθ-Ευκλείδεια, όχι με τθν 

ζννοια του Lobachevsky και του Bolyai αλλά, με μια ευρφτερθ ζννοια που εξαρτάται 

από τθν μζτρθςθ.  

Αρχικά αντί να κεωριςουμε τθν ζννοια του τριςδιάςτατου φυςικοφ χϊρου 

δεχόμαςτε τθν περιςςότερο γενικι ζννοια τθσ εκτεταμζνθσ ποςότθτασ αυκαίρετθσ 

διάςταςθσ δθλαδι μια πολλαπλότθτα. Άρα ο χϊροσ προκφπτει ωσ μια ειδικι μορφι 

πολλαπλότθτασ.  

Στθ ςυνζχεια ο Riemann διαπίςτωςε για κάκε αρικμό n, θ n-διάςτατθ 

πολλαπλότθτα (άρα και κάκε τριςδιάςτατθ πολλαπλότθτα) γενικά επιδζχεται 

διαφορετικζσ μετρικζσ ωσ διαφορετικοφσ τφπουσ που ορίηουν οι μετρικζσ ιδιότθτεσ 

τθσ πολλαπλότθτασ. Πταν εφαρμοςτοφν διαφορετικζσ μετρικζσ ςε μια 

πολλαπλότθτα, αναπτφςςονται και διαφορετικζσ γεωμετρίεσ. Ο Riemann κεωροφςε 

ότι μια από τισ μετρικζσ ςε μια τριςδιάςτατθ πολλαπλότθτα μπορεί να μασ 

οδθγιςει ςτο πραγματικό χϊρο. Κα μποροφςε αυτι θ γεωμετρία να είναι 

Ευκλείδεια, κα μποροφςε όμωσ και να μθν είναι. 

Για να ολοκλθρωκεί θ διαδικαςία πρζπει να ορίςουμε τθ μετρικι τθσ τριςδιάςτατθσ 

πολλαπλότθτασ που αντιςτοιχεί ςτθ γεωμετρία του πραγματικοφ χϊρου. Μόνο 

όταν γίνει αυτό κα μπορεί να καταςτεί δυνατι θ διάκριςθ τθσ αλθκοφσ γεωμετρίασ. 

                                                 
107

 [13] 



[82] 
 

Πμωσ κατά τον Riemann ο προςδιοριςμόσ των κατάλλθλων μετρικϊν ιδιοτιτων του 

χϊρου είναι ζνα κζμα που άπτεται τθσ εμπειρίασ. 

Θ δθμοςίευςθ του κειμζνου τθσ διάλεξισ του το 1867 τθν κατζςτθςε προςβάςιμθ 

ςε ζνα ευρφ μακθματικό κοινό και ταυτόχρονα αποδεκτι και πθγι ζμπνευςθσ για  

μακθματικοφσ που είχαν εμπλακεί ςτθν αντιμαχία ςχετικά με τισ μθ-Ευκλείδειεσ 

γεωμετρίεσ όπωσ ο Beltrami και ο Helmholtz108.  

Στθ διάλεξι του ο Riemann είδαμε ότι είχε ωσ κφριο κζμα τθ μετρικι γεωμετρία των 

πολλαπλοτιτων  τθν οποία παρουςίαςε ωσ μια γενίκευςθ τθσ διαφορικισ 

γεωμετρίασ των επιφανειϊν του Gauss, απελευκερϊνοντάσ τθν από το 

εννοιολογικό πλαίςιο του Ευκλείδειου χϊρου. Οι επιφάνειεσ του Gauss 

εμβαπτίηονταν ςτο τριςδιάςτατο χϊρο και θ αυτονομία τθσ επιφάνειασ ωσ 

γεωμετρικοφ αντικειμζνου δεν προςδιοριηόταν αυςτθρά. Ο Gauss μζςα ςτο δικό 

του πλαίςιο δεν μποροφςε να το εκφράςει ρθτά, οφτε προςπάκθςε να 

μορφοποιιςει εννοιολογικά τθν αυτονομία των αντικειμζνων του κακϊσ επζλεξε, 

για τουσ γνωςτοφσ λόγουσ109, να μθν ξεπεράςει τα όρια τθσ Ευκλείδειασ 

φιλοςοφίασ τθσ γεωμετρίασ τουλάχιςτον ςτισ εργαςίεσ που δθμοςίευςε. Ο Riemann 

όμωσ ζδωςε μια εντελϊσ διαφορετικι οπτικι με τθν ζννοια τθσ μετρικισ 

πολλαπλότθτασ κακϊσ απελευκζρωςε τθ γεωμετρικι ςκζψθ από τουσ 

περιοριςμοφσ τθσ Ευκλείδειασ άποψθσ. Χρθςιμοποίθςε τθν κετικά οριςμζνθ 

τετραγωνικι διαφορικι μορφι 2

,

ij i j

i j

ds g dx dx    με 1 ,i j n   , θ οποία του 

επζτρεψε να μεταφζρει ουςιϊδεισ καταςκευζσ τθσ κεωρίασ Επιφανειϊν του Gauss 

ςτθ δικι του γενικευμζνθ γεωμετρία των πολλαπλοτιτων.  

Δφο είναι τα κφρια ςυμπεράςματα που προκφπτουν: πρϊτον θ γνϊςθ είναι a priori 

κακϊσ δεν παράγεται μζςω τθσ επαγωγισ, γενίκευςθσ ι ακόμα και τθσ 

ιδεατοποίθςθσ κατευκείαν από τθν εμπειρία. Συγκροτείται από εννοιολογικζσ 

καταςκευζσ και δρα ωσ κεωρθτικό ςφςτθμα αναφοράσ για τισ εμπειρικζσ 

διερευνιςεισ. Κατά δεφτερον θ γνϊςθ ςχετίηεται με τθ δομι και δεν είναι μοναδικά 

κακοριςμζνθ. Γενικεφοντασ μια ζννοια κεωρθτικά υπάρχουν επιλογζσ που όμωσ 

πρζπει να λαμβάνουν υπ’ όφθ τισ αποδείξεισ  τθσ διακζςιμθσ εμπειρίασ.  
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 Λόγω τθσ επικρατοφςασ εκεί τθν εποχι Καντιανισ άποψθσ περί του χϊρου που μασ περιβάλλει 
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Βλζπουμε ότι οι απόψεισ του Riemann δεν μποροφν να κεωρθκοφν παραδοςιακζσ. 

Θ ιδζα ότι θ Ευκλείδεια γεωμετρία δεν είναι απαραίτθτα θ γεωμετρία του χϊρου, 

αλλά μόνο μια από τισ υποψιφιεσ και είναι δουλειά τθσ φυςικισ και όχι των 

μακθματικϊν για να κακοριςτεί θ γεωμετρία του Σφμπαντοσ, κατά τον Davis110, 

είναι από τισ ςθμαντικότερεσ ςυνειςφορζσ ςτθν ανκρϊπινθ νόθςθ. Οι μθ-

Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ δθμιοφργθςαν ζναν ουςιαςτικό παραμεριςμό τθσ απόλυτθσ 

αλικειασ. Θ αλικεια ςτθ γεωμετρία δεν κακορίηεται από τισ ιδιότθτεσ των 

παραλλιλων αλλά από τθ μετρικι δομι του χϊρου.  

Ππωσ αναφζρει ο Bell111, ο Riemann δθμιοφργθςε ζνα άπειρο πλικοσ χϊρων και 

γεωμετριϊν αντίςτοιχα, με εφαρμογζσ τόςο ςτα κακαρά μακθματικά όςο και ςτθ 

φυςικι. Στθ ςυνζχεια αποςαφινιςε τθν αντίλθψι μασ για το χϊρο, δείχνοντασ ότι 

κανζνασ χϊροσ δεν αποτελεί τον αναγκαίο τρόπο τθσ ανκρϊπινθσ αντίλθψθσ. 

Τελικά μζςω του υπολογιςμοφ με μετριςεισ τθσ καμπυλότθτασ αναγνωρίηει τθν 

ζννοια αυτι ωσ μία αναλλοίωτθ.  Άρα ο ευκλείδειοσ χαρακτιρασ του μετρικοφ 

προςδιοριςμοφ του χϊρου δεν είναι ςίγουρα a priori όπωσ υποςτιριηε ο Kant.  

Αντίκετα θ γνϊςθ προςδιορίηεται με όρουσ τθσ «εμπειρικισ βεβαιότθτασ».  

Δθλαδι τα αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ όπωσ χαρακτθριςτικά αναφζρει ο Riemann 

είναι απλά υποκζςεισ. Θ γεωμετρία ςτθρίηεται ςε εμπειρικά δεδομζνα που δεν 

είναι αναγκαία, άρα είναι μόνο υποκζςεισ τισ οποίεσ επιβεβαιϊνουν οι 

παρατθριςεισ ςε κάποιεσ δοκιμζσ ι μετριςεισ. 

 Θ βαςικι ςυνειςφορά όμωσ του Riemann ωσ προσ το γεωμετρικό αντικείμενο 

πρζπει να κεωρθκεί θ απαγκίςτρωςι του από το υποκείμενο μζςω τθσ 

εξαντικειμενίκευςθσ με τισ διαδικαςίεσ μζτρθςθσ.  
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Κεφάλαιο 3                                   

 
Οι ομάδεσ του Klein 

 

3.1 Ειςαγωγή 

Ο Gindikin112 αναφζρει το γεγονόσ ότι για αιϊνεσ θ λζξθ «γεωμετρία» 

χρθςιμοποιοφνταν ςτον ενικό. Πταν όμωσ εμφανίςτθκαν ο Lobachevsky και ο Bolyai 

με τθν υπερβολικι γεωμετρία αλλά και ο Riemann με τθ ελλειπτικι γεωμετρία, οι 

μακθματικοί ςυνειδθτοποίθςαν ότι υπάρχουν πολλά είδθ γεωμετριϊν.  

Τι είναι όμωσ θ γεωμετρία; O Klein παρουςίαςε τθν άποψι του το 1872 ςε θλικία 

μόλισ 23 ετϊν όταν διορίςτθκε ωσ κακθγθτισ πλιρουσ απαςχόλθςθσ και ζδωςε μια 

διάλεξθ ςτο Ρανεπιςτιμιο του Erlangen για τα κζματα τθσ ειδικότθτάσ του. 

Χρθςιμοποιϊντασ τόςο τισ προςωπικζσ του εργαςίεσ όςο και το από κοινοφ ζργο με 

τον Sophus Lie, με τθ βοικεια τθσ κεωρίασ ομάδων διατφπωςε ζναν διαφορετικό 

οριςμό για τθ γεωμετρία. Ο Klein είχε διδαχκεί από τον Jordan και ςαφϊσ 

επθρεάςτθκε από τον δάςκαλό του ωσ προσ τθ ςθμαςία τθσ ζννοιασ τθσ ομάδασ. 

Μορφοποίθςε λοιπόν τισ ςκζψεισ του ςχετικά με τθ γεωμετρία με ςυςτθματικό 

τρόπο και ςτθ ςυνζχεια με τθ βοικεια του οριςμοφ που ζδωςε ταξινόμθςε τα μζχρι 

τότε γνωςτά είδθ γεωμετριϊν. Θ διάλεξθ μαηί με τισ μελζτεσ που προζκυψαν από 

αυτιν ςχετικά με τισ γεωμετρίεσ είναι γνωςτά πλζον ωσ το Erlanger Programm.  

Οι διαλζξεισ ςυνεχίςτθκαν ςε άλλα πανεπιςτιμια μζχρι το 1882 που κλονίςτθκε θ 

υγεία του Klein. Επειδι όμωσ αντίτυπα του κειμζνου τθσ διάλεξθσ είχαν ςταλκεί ςε 

αρκετά πανεπιςτιμια, αυτι θ διαδικαςία αποτζλεςε και ζναν τρόπο εξζλιξθσ του 

προγράμματοσ, επθρεάηοντασ ςθμαντικοφσ μακθματικοφσ τθσ εποχισ εκείνθσ.  

Αν και μζχρι το 1890 το Erlanger Programm δεν ιταν ευρζωσ γνωςτό ςτθ 

μακθματικι κοινότθτα, μζχρι τισ πρϊτεσ δεκαετίεσ του 20ου αιϊνα παρείχε το 

πλαίςιο αναφοράσ για κάκε μελζτθ ςτθ γεωμετρία. Χαρακτθριςτικι είναι θ άποψθ 
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του J.L.Coolidge για τθ ςθμαςία του Erlanger Programm: «Ρικανϊσ επθρζαςε τθ 

γεωμετρικι ςκζψθ περιςςότερο από οποιαδιποτε άλλθ εργαςία από τθν εποχι του 

Ευκλείδθ, με τθν εξαίρεςθ των εργαςιϊν του Gauss και του Riemann».  

 

3.2 Η ενοποίηςη τησ γεωμετρίασ 

Αποτελεί γενικι άποψθ των φιλοςόφων τθσ επιςτιμθσ ότι το περιεχόμενο 

οποιαςδιποτε επιςτιμθσ μπορεί να προςδιοριςτεί ονομάηοντασ αρχικά τα 

αντικείμενα και ςτθ ςυνζχεια τισ ιδιότθτεσ των αντικειμζνων που μελετά θ 

ςυγκεκριμζνθ επιςτιμθ. Οι ιδιότθτεσ που μελετά είναι ςχεδόν πάντα λιγότερεσ από 

τισ περιςςότερεσ το πλικοσ ςυνολικζσ ιδιότθτεσ που ζχουν τα πραγματικά 

αντικείμενα. Το πλικοσ των αντικειμζνων ενόσ ςυνόλου κακορίηει και τθν 

αντιμετϊπιςι ολόκλθρου του ςυνόλου: όλα τα ςφνολα με το ίδιο πλικοσ 

αντικειμζνων κεωροφνται ιςοδφναμα. Με βάςθ τισ αρχικζσ και γενικζσ αυτζσ 

διαπιςτϊςεισ μποροφμε να προχωριςουμε ςτθν αποςαφινιςθ του περιεχομζνου 

τθσ γεωμετρίασ κατά τον Klein. 

Αν περιοριςτοφμε ςτθ περίπτωςθ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ, όπωσ γενικά για 

κάκε επιςτιμθ αναφζραμε, πρζπει αρχικά να δθλϊςουμε τα αντικείμενα και τισ 

ιδιότθτεσ που μελετάμε. Τα γεωμετρικά αντικείμενα που μασ ενδιαφζρουν είναι 

επίπεδα ςχιματα και ςτερεά. Πμωσ ςυνικωσ αντί για τουσ όρουσ «επίπεδο» και 

«ςχιμα» ςτο χϊρο χρθςιμοποιοφμε ςφνολα ςθμείων ςτο επίπεδο και το χϊρο. Οι 

ιδιότθτεσ των ςχθμάτων που μελετάμε κακορίηονται από τθν διλωςθ περί 

ιςοδυναμίασ των ςχθμάτων: ιςοδφναμα ι ίςα κεωροφνται τα ςχιματα για τα οποία 

υπάρχει μια ιςομετρία113 που μεταφζρει το ζνα ςχιμα πάνω ςτο άλλο. 

O Klein μζςα από τθ μελζτθ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ παρατιρθςε ότι ςτα 

περιςςότερα κεωριματα και προβλιματα δεν παρουςιάηονται μόνο ιςομετρίεσ 

αλλά είναι ςυχνι και θ παρουςία όμοιων ςχθμάτων. Δφο ςχιματα λοιπόν κα 

λζγονται όμοια με λόγο k αν ουςιαςτικά διαφζρουν μόνο ςτο μζγεκοσ: ζνα ςχιμα 

1  δεν διαφζρει από ζνα ςχιμα 2  εκτόσ του γεγονότοσ ότι οι μετριςεισ είναι k 

φορζσ μεγαλφτερεσ αν k>1 ι αντίςτοιχα k φορζσ μικρότερεσ αν k<1. Μποροφμε 
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δθλαδι να βροφμε μια «1-1» αντιςτοιχία   μεταξφ των 1  και 2  ζτςι ϊςτε αν τα 

,   είναι ςθμεία του 1  και ' ( ), ' ( )        ςθμεία του 2  τότε 

' ' k    . Δθλαδι υπάρχει ζνασ μεταςχθματιςμόσ ομοιότθτασ που αλλάηει τισ 

αποςτάςεισ μζςω ενόσ ςτακεροφ αρικμοφ k ο οποίοσ  διατθρεί ςτακερό το λόγο 

των αποςτάςεων μεταξφ ςθμείων. 

Το ςθμαντικό αυτό ρόλο τθσ ομοιότθτασ επεςιμανε και μελζτθςε ο Klein κακϊσ 

παρατιρθςε ότι τα μεγζκθ των ςχθμάτων που εξετάηονται ςτα διάφορα κεωριματα 

δεν εμπλζκονται ςτθν αποδεικτικι διαδικαςία. Επιπλζον θ επιλογι μονάδασ 

μζτρθςθσ μικουσ δεν φαινόταν να αποτελεί βαςικό ηθτοφμενο ςτθ γεωμετρία. 

Αντίκετα τόςο το μζτρο τθσ γωνίασ όςο και ο λόγοσ των αποςτάςεων φαίνεται να 

ζχουν αντικειμενικι ςθμαςία για τθ γεωμετρία, ανεξάρτθτα από τθν επιλογι 

μονάδασ μζτρθςθσ, για αυτό και τα ςυναντάμε ςε διάφορα κεωριματα. Βζβαια 

υπάρχουν και κεωριματα ςτα οποία θ ζννοια τθσ μζτρθςθσ ςυνιςτά προχπόκεςθ: 

τα κεωριματα μζτρθςθσ εμβαδϊν, χρειάηονται μια μονάδα μζτρθςθσ και φυςικά  

τα προβλιματα καταςκευϊν όπου το μικοσ πάντα λαμβάνεται υπ’ όψιν. Συνεπϊσ 

υπάρχουν κεωριματα και προβλιματα κατά τα οποία πρζπει να ξεκινιςουμε από 

τθν ςφμβαςθ114 ότι οι ιδιότθτεσ των ςχθμάτων κα καλοφνται γεωμετρικζσ αν δεν 

αλλάηουν από τισ ιςομετρίεσ.  

Μποροφμε να υποκζςουμε λοιπόν ότι το γεωμετρικό αντικείμενο είναι θ μελζτθ 

των ιδιοτιτων των ςχθμάτων που παραμζνουν αναλλοίωτεσ υπό μεταςχθματιςμοφσ 

ομοιότθτασ.  Δθλαδι ο Klein ζςτρεψε τθν προςοχι όχι ςτα ςχιματα αλλά ςτουσ 

μεταςχθματιςμοφσ και πρότεινε το αντικείμενο μελζτθσ ςτθ γεωμετρία να είναι 

τόςο οι ομάδεσ όςο και οι ιδιότθτεσ των ςχθμάτων. Άρα θ γεωμετρικι ιδιότθτα κα 

ζπρεπε να παραμζνει αναλλοίωτθ κάτω από τθ δράςθ των ομάδων που 

ςυςχετίηονταν με αυτι τθ γεωμετρία. Θ γεωμετρία λοιπόν που μακαίνουν οι 

μακθτζσ μασ δεν είναι ζνα μοναδικό και ενιαίο αντικείμενο, αλλά περιλαμβάνει το 

ςυνδυαςμό δφο γεωμετριϊν που μελετοφν τουσ αναλλοίωτουσ μεταςχθματιςμοφσ 

υπό ομοιότθτα αλλά και υπό ιςομετρία.    
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 Θ ςφμβαςθ αποτελεί ζννοια τθν οποία κα ςυναντιςουμε ςτο 6
ο
 κεφάλαιο που αναφζρεται από 

τον Poincare’. 



[87] 
 

Τον Klein φαίνεται ότι τον ενδιζφερε ειδικότερα θ ιδζα μιασ ομάδασ θ οποία μπορεί 

να αποτελεί υποομάδα μιασ άλλθσ ομάδασ: αν κεωροφςαμε ςτακερό το χϊρο κα 

μποροφςαμε μεταβάλλοντασ τθν ομάδα είτε να δθμιουργιςουμε μια νζα 

γεωμετρία είτε να αναγνωρίςουμε μια παλαιότερθ γεωμετρία ςε ζνα νζο πλαίςιο. 

Ρράγματι, ο Klein κεωροφςε ότι θ γεωμετρία ιταν κατακερματιςμζνθ ςε 

Ευκλείδειεσ και μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ. Γι’ αυτό το λόγο πιςτεφει ο Gray115 ότι ο 

Klein δζχκθκε με ιδιαίτερθ χαρά τθ ςφγκλιςθ μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν και 

προβολικισ γεωμετρίασ. Το Erlanger Programm αποτελοφςε τθ προςπάκεια του να 

δθμιουργιςει μια βακφτερθ ενότθτα  ςτα διάφορα είδθ γεωμετριϊν, μζςα από τθν 

χριςθ τθσ κεωρίασ ομάδων που εκείνθ τθν εποχι δεν ιταν ευρζωσ γνωςτι και 

αποδεκτι, ειδικότερα ςε ςχζςθ με τθ γεωμετρία. Αρχίηοντασ μόνο από τθν 

κλειςτότθτα τθσ ομάδασ, ο Klein υπζδειξε ζνα νζο τρόπο για να αντιμετωπίηουν οι 

μακθματικοί τα κζματα τθσ γεωμετρίασ. Μζχρι τότε χρθςιμοποιοφςαν 

μεταςχθματιςμοφσ ςχθμάτων αντικακιςτϊντασ ςχιματα με απλοφςτερα ιςοδφναμα 

ι επιλζγοντασ περιςςότερο βολικοφσ άξονεσ ςυντεταγμζνων. Ρλζον κα μποροφςαν 

να χρθςιμοποιιςουν νζα εργαλεία. 

 

3.3 Μεταςχηματιςμοί 

Θ ςυνκετικι γεωμετρία είναι αυτι που μελετά ςχιματα χωρίσ να χρθςιμοποιεί 

τφπουσ ενϊ αντίκετα θ αναλυτικι γεωμετρία ςυνεχϊσ χρθςιμοποιεί τφπουσ που 

μποροφν να παραχκοφν μετά από τθν επιλογι του κατάλλθλου ςυςτιματοσ 

ςυντεταγμζνων. Ο Klein116 αναηθτοφςε τθν ανεξαρτθςία από το ςφςτθμα των 

ςυντεταγμζνων μζςω του γεωμετρικοφ μεταςχηματιςμοφ ο οποίοσ ουςιαςτικά 

αποτελεί γενίκευςθ τθσ ςυνάρτθςθσ.  

Κατά τον Eves117 , θ εφαρμογι τθσ κεωρίασ ομάδων ςτθ γεωμετρία από τον Klein 

ςτθρίχκθκε ςτθν ζννοια του αντίςτροφου μεταςχθματιςμοφ ενόσ ςυνόλου επί του 

εαυτοφ του: χρειάηεται δθλαδι μια αμφιμονοςιμαντθ απεικόνιςθ ενόσ ςυνόλου επί 

του εαυτοφ του.  Τότε κάκε ςτοιχείο του ςυνόλου αντιςτοιχίηεται ςε ζνα μόνο 

ςτοιχείο του ίδιου του ςυνόλου. Αν κεωριςουμε λοιπόν ζνα ςφνολο Σ και ζνα 
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μεταςχθματιςμό Μ τότε μζςω του μεταςχθματιςμοφ Μ ζνα ςτοιχείο α του Σ 

αντιςτοιχίηεται με το ςτοιχείο β του Σ και κα λζμε ότι το ςτοιχείο α μεταφζρεται ςτο 

ςτοιχείο β.  

Αν πάρουμε δφο αντιςτρζψιμουσ μεταςχθματιςμοφσ 1 2,M M
 ενόσ ςυνόλου Σ επί 

του εαυτοφ του τότε το γινόμενό 1 2M M  με τθν ζννοια τθσ ςφνκεςθσ απεικονίςεων 

είναι επίςθσ μεταςχθματιςμόσ του Σ επί του εαυτοφ του, εκτελϊντασ πρϊτα τον 

μεταςχθματιςμό 2M  και ςτθ ςυνζχεια το μεταςχθματιςμό 1M . Να τονίςουμε ότι ο 

μεταςχθματιςμόσ 1 2M M
 δεν ταυτίηεται με τον μεταςχθματιςμό 2 1M M

 κακϊσ δεν 

είναι κατ’ ανάγκθ αντιμετακετικόσ. Αν όμωσ κεωριςουμε το γινόμενο τριϊν 

αντιςτρζψιμων μεταςχθματιςμϊν 1 2 3, ,M M M  του Σ επί του εαυτοφ του τότε οι 

μεταςχθματιςμοί 1 2 3( )M M M  και 1 2 3( )M M M  ζχουν το ίδιο αποτζλεςμα: αν ο 3M

μεταφζρει το ςτοιχείο α ςτο ςτοιχείο β, ο 2M το ςτοιχείο β ςτο ςτοιχείο γ και ο 1M

το ςτοιχείο γ ςτο ςτοιχείο δ, τότε ο 1 2M M μεταφζρει το ςτοιχείο β ςτο ςτοιχείο δ 

άρα ο μεταςχθματιςμόσ 1 2 3( )M M M
 μεταφζρει το ςτοιχείο α ςτο ςτοιχείο δ. 

αντίςτοιχα ο 2 3M M
 μεταφζρει το ςτοιχείο α ςτο ςτοιχείο γ άρα ο μεταςχθματιςμόσ 

1 2 3( )M M M  μεταφζρει το ςτοιχείο α ςτο ςτοιχείο δ. 

Αν ςυμβολίςουμε με 1M   τον αντίςτροφο μεταςχθματιςμό του 𝛭 ενόσ ςυνόλου επί 

του εαυτοφ του, τότε αν ο μεταςχθματιςμόσ 𝛭 μεταφζρει ζνα ςτοιχείο α ςε ζνα 

ςτοιχείο β, ο μεταςχθματιςμόσ 1M  μεταφζρει το ςτοιχείο β ςτο ςτοιχείο α.  Δθλαδι  

το γινόμενο 1MM  ι το 1M M
 ζχουν το ίδιο αποτζλεςμα: ζνα ςτοιχείο 

αντιςτοιχίηεται με τον εαυτό του. Ζνασ τζτοιοσ μεταςχθματιςμόσ κα καλείται 

ταυτοτικόσ μεταςχθματιςμόσ και κα ςυμβολίηεται με 𝛪 ενϊ κα ζχει τθν ιδιότθτα 

𝛭𝛪 = 𝛪𝛭 = 𝛭 για κάκε μεταςχθματιςμό 𝛭.  

Αν πάρουμε λοιπόν το μθ κενό ςφνολο Γ των αντιςτρζψιμων μεταςχθματιςμϊν Μ 

ενόσ ςυνόλου Σ επί του εαυτοφ του που είναι κλειςτό ωσ προσ το γινόμενο, δθλαδι 

εφοδιαςμζνο με τθ ςφνκεςθ, και κάκε αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ ανικει ςτο 

ίδιο το ςφνολο, τότε το ςφνολο Γ αποτελεί ομάδα μεταςχθματιςμϊν. Μποροφμε να 

δϊςουμε λοιπόν τον ακόλουκο οριςμό: 
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Οριςμόσ. Ζςτω X   . Μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν του X  είναι μια υποομάδα Γ 

των «1-1» και επί απεικονίςεων του X  ςτον εαυτό του. Δθλαδι θ Γ είναι ζνα 

ςφνολο απεικονίςεων :f X X  με τισ ακόλουκεσ ιδιότθτεσ: 

i. Θ ταυτοτικι απεικόνιςθ του X  ανικει ςτθν Γ. 

ii. Κάκε f   είναι αντιςτρζψιμθ και 1f   . 

iii. Αν ,f g τότε g f  .  

3.4 Η μετρική Klein-Cayley 

Σφμφωνα με τον Gray118, το 1859 o Cayley παρουςίαςε ζναν τρόπο με τον οποίο κα 

μποροφςαμε να ξεκινιςουμε από τθν προβολικι γεωμετρία και να ειςάγουμε μια 

διαφορετικι ιδζα για τθν ζννοια τθσ «απόςταςθσ» τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ. Δεν 

είχε όμωσ ςυνειδθτοποιιςει τθ γενικότθτα τθσ ιδζασ, τθν οποία ανακάλυψε μια 

δεκαετία αργότερα ο Klein και βριςκόταν ςτθν ζννοια του διπλοφ λόγου (cross 

ratio).  

Ασ κεωριςουμε ζνα κφκλο και μια χορδι PQ που διζρχεται από τα ςθμεία Α και Β, 

όπωσ του ςχιματοσ 4.  

 

Σχιμα 4 

Ορίηουμε ( , , , )
PA QB

CR P A Q B
PB QA

   τον λεγόμενο και διπλό λόγο των τεςςάρων 

ςθμείων , , ,P A Q B . Τότε ( , , , ) ( , , , )
PA QB PB QC

CR P A Q B CR P B Q C
PB QA PC QB

       

( , , , )
PA QC

CR P A Q C
PC QA

   . Αν ορίςουμε ωσ 
1

( ) log[ ( , , , )]
2

d AB CR P A Q B   κα 

ζχουμε ( ) ( ) ( )d AB d BC d AC   με τα A, B, C να βρίςκονται ςτθν ίδια ευκεία και με 

τθ ςυγκεκριμζνθ ςειρά. Συνεπϊσ μποροφμε να ορίςουμε το ( )d AB  ωσ μια μορφι 

μικουσ από το Α ςτο Β. 
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Για να ορίςουμε όμωσ κατάλλθλα τθν ζννοια τθσ απόςταςθσ χρειαηόμαςτε τθν 

υπόκεςθ ότι το μικοσ κακϊσ μετακινείται δεν αλλάηει. Συνεπϊσ δεν μπορεί μετά 

από μια ςειρά διαδικαςιϊν να επιςτρζψει ωσ ζνα μζροσ του αρχικοφ, δθλαδι  

παραμζνει αναλλοίωτο. Άρα ο διπλόσ λόγοσ παραμζνει αναλλοίωτοσ όταν υπόκειται 

ςτουσ προβολικοφσ μεταςχθματιςμοφσ.  

Ραράλλθλα αν ζνασ προβολικόσ μεταςχθματιςμόσ ςτζλνει τα ςθμεία Α, Β, P, Q  ςτα 

ςθμεία A’, B’, P’, Q’ τότε κα πρζπει από αυτι τθ βαςικι ιδιότθτα του διπλοφ λόγου 

να ιςχφει ότι ( , , , ) ( ', ', ', ')CR P A Q B CR P A Q B . Δθλαδι ζνασ προβολικόσ 

μεταςχθματιςμόσ απεικονίηει ζναν κφκλο ςτον εαυτό του και τα ςθμεία P,Q όπου θ 

ΑΒ τζμνει τον κφκλο απεικονίηονται ςτα ςθμεία P’,Q’ ςτα οποία θ ευκεία Α’Β’ τζμνει 

τον κφκλο. Άρα κα ιςχφει ότι ( ) ( ' ')d AB d A B και ςυνεπϊσ θ απόςταςθ είναι καλά 

οριςμζνθ. 

 

3.5  H άποψη του Klein για τη γεωμετρία 

Ππωσ ζχουμε αναφζρει πρωταρχικό ηιτθμα για τον Klein αποτελοφν οι 

μεταςχθματιςμοί, των οποίων ο  κεντρικόσ  ρόλοσ αναδείχκθκε από τθν προβολικι 

γεωμετρία. Με αυτό το δεδομζνο, θ άποψθ του Klein για τθ γεωμετρία δθμιουργεί 

μια πλατφόρμα ανάπτυξθσ του μακθματικοφ κλάδου, δθλαδι μια κεωρία των 

κεωριϊν. Με ςθμερινοφσ όρουσ είναι μια δομι μαηί με τουσ αυτομορφιςμοφσ τθσ 

δομισ. Αυτι θ κεμελιϊδθσ δομι είναι θ ομάδα των μεταςχθματιςμϊν. Για να 

υλοποιιςουμε τισ ςκζψεισ του Klein χρειαηόμαςτε μια ομάδα, ζνα χϊρο και κάποια 

ςχζςθ να τα ςυνδζει.  

Είναι γνωςτό ότι μια ομάδα G  είναι ζνα ςφνολο εφοδιαςμζνο με μια πράξθ 

G G G   όπου  ,a b a b ab 
 

θ οποία ζχει τισ ιδιότθτεσ    ab c a bc , 

: ,e G ae ea a a G      και a G  ˆ!a ζτςι ϊςτε ˆ ˆaa aa e  . Αν μάλιςτα 

ιςχφει , ,ab ba a b G   κα λζγεται αβελιανι ομάδα. Χριςιμθ κεωρείται και θ 

ζννοια τθσ υποομάδασ H G  αν θ πράξθ τθσ G ςτα ςτοιχεία τθσ H κακιςτά τθν H  

ομάδα με αντίςτοιχθ ςυνκικθ 1x y H  για κάκε ,x y H . 

Ζςτω λοιπόν ζνασ χϊροσ X  . Κεωροφμε ωσ 

 ( ) / : "1 1" " "H X f f X X ί   
 

και για πράξθ τθ ςφνκεςθ των 
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απεικονίςεων: με , ( )f g H X  κζλουμε    ( )f g H X , δθλαδι να ιςχφει θ 

κλειςτότθτα ωσ προσ τθ ςφνκεςθ. Τότε το  ( ),H X  αποτελεί ομάδα και ςε αυτι 

περιζχονται όλοι οι μεταςχθματιςμοί του X . Μποροφμε ςτθ ςυνζχεια να ορίςουμε 

μια απεικόνιςθ : ( )w H X X X  με ( , ) ( )w f x f x  τθν οποία ονομάηουμε 

απεικόνιςθ εκτίμθςθσ. Θ απεικόνιςθ αυτι ςυνδζει τθν ομάδα ( )H X  και το χϊρο 

X με το αποτζλεςμα του μεταςχθματιςμοφ ( )f X . Δθλαδι θ w υποδθλϊνει μια 

δράςθ των ςτοιχείων τθσ ( )H X ςτο X .  

Με βάςθ τα όςα αναφζραμε μποροφμε πλζον να αναφερκοφμε ςτθ γενικι άποψθ 

του Klein: επιλζγουμε γεωμετρία επιλζγοντασ τουσ αντίςτοιχουσ μεταςχθματιςμοφσ. 

Δθλαδι μποροφμε να δϊςουμε τον ακόλουκο οριςμό:  

Οριςμόσ. Μια γεωμετρία Klein είναι ζνα ηεφγοσ  ,G X  όπου X   και 

( )G H X . Το αντικείμενο μελζτθσ τθσ γεωμετρίασ αυτισ κα είναι ιδιότθτεσ 

ςχθμάτων που παραμζνουν αναλλοίωτεσ κάτω από τισ δράςεισ τθσ G .   

Ασ υλοποιιςουμε τον οριςμό ωσ εξισ: ωσ ςχιματα μποροφμε να κεωριςουμε μθ 

κενά υποςφνολα του X δθλαδι X  . Άρα αν   ζνα ςχιμα και f G  τότε το 

( )f  κα αποτελεί ζνα νζο ςχιμα. Κα αναηθτοφμε λοιπόν ιδιότθτεσ I του   ζτςι 

ϊςτε το I να είναι επίςθσ ιδιότθτα του ( )f   για κάκε f G .  

Αν λοιπόν κεωριςουμε μια γεωμετρία Klein  ,G X  με 1 2, X     ωσ ςχιματα, 

μποροφμε να ορίςουμε τθν ιςοδυναμία δφο ςχθμάτων ωσ εξισ: δφο ςχιματα 1 2,   

κα λζμε ότι είναι ιςοδφναμα, αν το 1 μζςω ενόσ αυτομορφιςμοφ f  απεικονιςτεί 

ςτο 2  δθλαδι 1 2( )f     και τότε κα ςυμβολίηουμε 1 2  . Ρράγματι, βλζπουμε 

ότι ιςχφει θ ανακλαςτικι ιδιότθτα κακϊσ μζςω τθσ ταυτοτικισ απεικόνιςθσ κα 

ιςχφει  1 1   . Στθ ςυνζχεια μποροφμε να δείξουμε ότι 1 2 2 1    . Αν 

κεωριςουμε αυτομορφιςμό f ζτςι ϊςτε 1 2( )f   
 επειδι θ f είναι «1-1» και επί 

κα υπάρχει θ αντίςτροφθ 
1f 
 για τθν οποία κα ιςχφει  

1 1 1

1 2 2 2( ) ( ( )) ( )( )f f f f f         άρα 2 1  . Για τθν μεταβατικι πρζπει να 

δείξουμε ότι 
1 2

1 3

2 3

  
  

  
. Αναφζραμε ότι ιςχφει θ κλειςτότθτα ωσ προσ το 
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γινόμενο-ςφνκεςθ άρα μποροφμε να ξεκινιςουμε από 1 2 1 2( )f      . 

Επίςθσ από 2 3 2 3( )g      . Πμωσ από τθν ςφνκεςθ 1 2 3( ( )) ( )g f g    

υπάρχει θ απεικόνιςθ g f ζτςι ϊςτε 1 3( ( ))g f     άρα 1 3  . Συνεπϊσ τα 

ςχιματα ταξινομοφνται ςε κλάςεισ ιςοδυναμίασ διαφζροντασ μόνο ςτθ κζςθ τθν 

οποία κατζχουν ςτθ κάκε γεωμετρία. Άρα κάκε γεωμετρία Klein ζχει τθν δικι τθσ 

ομάδα, άρα ζχει και τθ δικι τθσ αναλλοίωτθ. 

Ειδικότερα ο Klein αναφζρει ότι το ςφνολο των προβολικϊν μεταςχθματιςμϊν ενόσ 

εκτεταμζνου επίπεδου το οποίο μεταφζρει μια οριςμζνθ ευκεία του επιπζδου επί 

του εαυτοφ τθσ, αποτελεί μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν. Δθλαδι ζνα επίπεδο ςχιμα 

ζχει «κλθρονομιςει» τισ ιδιότθτεσ από τθν προβολι των ιδιοτιτων κάποιου άλλου 

δεδομζνου ςχιματοσ. Άρα εφόςον π.χ. μια κωνικι τομι μπορεί να προβλθκεί ςε 

οποιαδιποτε άλλθ κωνικι τομι, θ προβολικι γεωμετρία δεν χρειάηεται να μελετά 

τισ ελλείψεισ, τισ παραβολζσ και τισ υπερβολζσ ωσ ξεχωριςτζσ καμπφλεσ. Το ίδιο 

ςυμβαίνει και με το ςφνολο όλων των προβολικϊν μεταςχθματιςμϊν ενόσ 

προεκτεταμζνου επιπζδου. Αν οι μεταςχθματιςμοί αυτοί μεταφζρουν μια οριςμζνθ 

ευκεία ςτον εαυτό τθσ και ζνα ςτακερό ςθμείο που δεν ανικει ςτθν ευκεία ςτον 

εαυτό του, τότε αποτελοφν επίςθσ μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν.  

Βζβαια όπωσ αναφζρει ο Kline119, ςτθ διάλεξθ ο Klein δεν ζδωςε αναλυτικζσ 

επεξθγιςεισ ςχετικά με τθ μορφοποίθςθ των ομάδων των μεταςχθματιςμϊν. 

Μποροφμε όμωσ να ζχουμε μια ικανοποιθτικι προςζγγιςθ των κζςεων του Klein  

χρθςιμοποιϊντασ τθν προβολικι γεωμετρία περιοριςμζνθ ςε δφο διαςτάςεισ.  

Για να μελετιςουμε τισ αναλλοίωτεσ υπό τθν ομάδα των μεταςχθματιςμϊν από τα 

ςθμεία ενόσ επιπζδου ςε ςθμεία ενόσ άλλου επιπζδου ι ακόμα και του ίδιου του 

επιπζδου, χρειαηόμαςτε μεταςχθματιςμοφσ τθσ μορφισ 

'

1 11 1 12 2 13 3

'

2 21 1 22 2 23 3

'

3 31 1 32 2 33 3

x a x a x a x

x a x a x a x

x a x a x a x

   
 

   
    
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όπου υποκζτουμε ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ120, ότι όλοι οι ςυντελεςτζσ ija είναι 

πραγματικοί αρικμοί και θ ορίηουςα των ςυντελεςτϊν δεν είναι ίςθ με μθδζν. Σε μθ 

ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ οι μεταςχθματιςμοί κα παρουςιάηονται ωσ 

11 12 13

31 32 33

21 22 23

31 32 33

'

'

a x a y a
x

a x a y a

a x a y a
y

a x a y a

  
   

 
  

   

 

όπου και πάλι θ ορίηουςα των ija δεν μπορεί να είναι ίςθ με μθδζν. Οι αναλλοίωτεσ 

υπό των μεταςχθματιςμϊν τθσ προβολικισ ομάδασ είναι, μεταξφ άλλων, θ 

γραμμικότθτα, θ ςυγγραμμικότθτα, ο διπλόσ λόγοσ, οι αρμονικζσ τετράδεσ και θ 

ιδιότθτα τθσ κωνικισ τομισ. Δθλαδι κάκε ςυγγραμμικότθτα είναι πλιρωσ 

κακοριςμζνθ με τθν αντιςτοίχιςθ μεταξφ δφο τετράδων ςθμείων ςτουσ 

προβολικοφσ μεταςχθματιςμοφσ. Συνεπϊσ οι προβολικοί μεταςχθματιςμοί κατά τον 

Klein αποτελοφν και τουσ μοναδικοφσ ςυνεχείσ αντιςτρζψιμουσ μεταςχθματιςμοφσ 

που μεταφζρουν ςθμεία ςε ςθμεία.   

Ραρατθροφμε ότι θ αναηιτθςθ των ςυγκεκριμζνων ιδιοτιτων που παραμζνουν 

αναλλοίωτεσ υπό όλουσ τουσ μεταςχθματιςμοφσ υποδθλϊνει τθ ιδιαίτερθ ςθμαςία 

των γεωμετρικϊν ιδιοτιτων που παραμζνουν αναλλοίωτεσ μζςα από τθ δράςθ ενόσ 

μζρουσ των μεταςχθματιςμϊν ςε ςχζςθ με ςτοιχεία που κεωροφνται ςτακερά 

(fixed). Ο Klein κεωρεί ότι είναι ταυτόςθμο να εξετάςουμε τα ςχιματα ςε ςχζςθ με 

το δεδομζνο ςθμείο, είτε χρθςιμοποιϊντασ τθν γνιςια ομάδα, είτε 

χρθςιμοποιϊντασ ζνα μζροσ αυτϊν των μεταςχθματιςμϊν που δεν μετατοπίηουν το 

ςτακερό ςθμείο. 

Με τισ προθγοφμενεσ δεςμεφςεισ μποροφμε να κεωριςουμε μια υποομάδα τθσ 

προβολικισ ομάδασ θ οποία είναι μια ςυλλογι από ςυςχετιςμζνουσ (affine) 

μεταςχθματιςμοφσ. Αυτι θ υποομάδα ορίηεται κεωρϊντασ, όπωσ αναφζραμε, μια 

ςτακερι ευκεία l  ςτο προβολικό επίπεδο. Τα ςθμεία τθσ l  καλοφνται ιδεϊδθ 

ςθμεία ι ςθμεία ςτο άπειρο και θ ίδια θ ευκεία l  καλείται ευκεία ςτο άπειρο.  Τα 
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 Ωσ ομογενείσ κεωροφμε τισ ςυντεταγμζνεσ των οποίων οι ςυντελεςτζσ είναι ανεξάρτθτοι τθσ 
κζςθσ ςτο χϊρο. 
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υπόλοιπα ςθμεία και ευκείεσ του προβολικοφ επιπζδου καλοφνται ςυνικθ ςθμεία 

και ουςιαςτικά παραπζμπουν ςτα ςθμεία του Ευκλείδειου επιπζδου. 

Θ ομάδα των ςυγγραμμικοτιτων ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο είναι μια υποομάδα τθσ 

προβολικισ ομάδασ που διατθρεί τθν l  αναλλοίωτθ. Μια τζτοια γεωμετρία του 

ςυςχετιςμζνου επιπζδου είναι ζνα ςφνολο από ιδιότθτεσ και ςχζςεισ αναλλοίωτεσ 

υπό τθν ομάδα του ςυςχετιςμζνου. Αλγεβρικά, με δεδομζνο ότι ζχουμε ομογενείσ 

ςυντεταγμζνεσ, ςε δφο διαςτάςεισ οι μεταςχθματιςμοί του  ςυςχετιςμζνου 

επιπζδου δίνονται από τισ προθγοφμενεσ ςχζςεισ με 31 32 0a a  . Λςχφει ο 

περιοριςμόσ τθσ ορίηουςασ των ςυντελεςτϊν δθλαδι θ ορίηουςα να μθν είναι ίςθ 

με το μθδζν. Κα ζχουμε λοιπόν τισ εξισ ςχζςεισ: 

'

1 11 1 12 2 13 3

'

2 21 1 22 2 23 3

'

3 1 2 33 30 0

x a x a x a x

x a x a x a x

x x x a x

   
 

   
    

 

ενϊ για τθν περίπτωςθ των μθ ομογενϊν ςυντεταγμζνων κα δίνονται από τισ 

ςχζςεισ

  
11 12 13 11 12

21 2221 22 23

'
, 0

'

x a x a y a a a

a ay a x a y a

   
 

   

  Ραρατθροφμε ότι αντικακιςτϊντασ με ζνα μεταςχθματιςμό του ςυςχετιςμζνου 

επιπζδου προκφπτει το εξισ ςυμπζραςμα: ευκείεσ αντιςτοιχίηονται ςε ευκείεσ και 

επίπεδα ςε επίπεδα άρα ζχουμε μια ςυγγραμμικότθτα. Με τον ίδιο τρόπο 

αντιςτοιχίηονται παράλλθλεσ ευκείεσ ςε παράλλθλεσ ευκείεσ, διανφςματα ςε 

διανφςματα και κάκε επιφάνεια βακμοφ 2n  ςε επιφάνεια ιδίου βακμοφ. Δθλαδι 

μια ςφαίρα αντιςτοιχίηεται ςε ζνα ελλειψοειδζσ. Τα μικθ και τα μζτρα των γωνιϊν 

όμωσ μεταβάλλονται.  

Κατά τον Kline121 κάκε μετρικι γεωμετρία ακολουκεί τθν ίδια πορεία με τθν 

προαναφερκείςα του ςυςχετιςμζνου επιπζδου με μόνθ εξαίρεςθ ότι θ ορίηουςα 

των ςυντελεςτϊν πρζπει να ιςοφται με 1 ι με -1. Ωσ παράδειγμα χρθςιμοποιεί τθν 

πρϊτθ από τισ μετρικζσ γεωμετρίεσ, τθν Ευκλείδεια γεωμετρία. Για να ορίςουμε τθν 

ομάδα τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ ξεκινάμε επιλζγοντασ μια ςτακερι υποςτροφι 

τθσ  l  ζτςι ϊςτε αυτι θ υποςτροφι να μθν ζχει πραγματικά διπλά ςθμεία αλλά 

                                                 
121
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μόνο τα κυκλικά ςθμεία ςτο   ωσ φανταςτικά διπλά ςθμεία. Κεωροφμε όλουσ τουσ 

προβολικοφσ μεταςχθματιςμοφσ που όχι μόνο αφινουν ςτακερι τθν l  αλλά 

μεταφζρουν και κάκε ςθμείο τθσ υποςτροφισ ςτο αντιποδικό ςθμείο τθσ 

υποςτροφισ, ςυνεπϊσ και τα κυκλικά ςθμεία ςτουσ εαυτοφσ τουσ. Αλγεβρικά αυτοί 

οι μεταςχθματιςμοί τθσ ομάδασ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ ςε μθ ομογενείσ 

ςυντεταγμζνεσ για δφο διαςτάςεισ, δίνονται από τισ ςχζςεισ 

' ( cos sin )
, 1

' ( sin cos )

x x y a

y x y a

  


  

     
  

     
 

Οι αναλλοίωτεσ αυτισ τθσ γεωμετρίασ είναι τα μικθ, το μζτρο των γωνιϊν, το 

μζγεκοσ και ακολοφκωσ θ μορφι κάκε ςχιματοσ. Άρα θ Ευκλείδεια γεωμετρία είναι 

το ςφνολο των αναλλοίωτων υπό τουσ εξισ μεταςχθματιςμοφσ: περιςτροφζσ, 

μεταφορζσ και ανακλάςεισ. Για να επιτφχουμε τον ςυςχετιςμό των αναλλοίωτων με 

παρόμοια ςχιματα, o Kline παρουςιάηει τθν υποομάδα τθσ ομάδασ του 

ςυςχετιςμζνου επιπζδου θ οποία ονομάηεται ομάδα παραβολικισ μετρικισ. 

Αποτελείται από τουσ μεταςχθματιςμοφσ που αφινουν αναλλοίωτθ τθν υποςτροφι 

τθσ l . Συνεπϊσ και τα  ηευγάρια ςθμείων κα μεταφζρονται ςτα αντίςτοιχα 

ηευγάρια ςθμείων. Αυτοί οι μεταςχθματιςμοί διατθροφν τα μζτρα των γωνιϊν. Σε 

μθ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ οι μεταςχθματιςμοί αυτοί δίνονται από τισ ςχζςεισ 

2 2 2
'

, 0, 1
'

x ax by c
a b e

y bex aey d

   
   

   
 

Ραρατθροφμε ότι ο Klein δεν μποροφςε να ξεφφγει από τθ χριςθ των 

ςυντεταγμζνων, κζςθ θ οποία εγκαταλείφκθκε αρκετά χρόνια αργότερα. Σιμερα 

υλοποιοφμε οποιαδιποτε γεωμετρία είτε κατά τθ ςυνκετικι άποψθ 

χρθςιμοποιϊντασ ζνα ςφνολο αντικειμζνων και των ςχζςεων μεταξφ τουσ 

αξιωματικά, είτε αναλυτικά χρθςιμοποιϊντασ όρουσ διανυςματικοφ χϊρου επί ενόσ 

ςϊματοσ αρικμϊν. Ασ δϊςουμε όμωσ τον οριςμό των ιςόμορφων γεωμετριϊν. 

Οριςμόσ. Δυο γεωμετρίεσ  ,G X  και  ,H Y  κα λζμε ότι είναι ιςόμορφεσ αν 

υπάρχει μια «1-1» και επί απεικόνιςθ :h X Y ϊςτε 1h g h H   και 

1h f h G   για κάκε ,g G f H  . 

Για τθ λεγόμενθ αρχι τθσ μεταφοράσ, ασ κεωριςουμε μια γεωμετρία με ζνα ςφνολο 

αντικειμζνων 𝛭 και ομάδα αυτομορφιςμϊν G  και ζνα άλλο ςφνολο 𝛭′. Στθ 
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ςυνζχεια ορίηουμε μια απεικόνιςθ : 'f M M  που είναι «1-1» και επί. Τότε θ f

ορίηει μια μεταφορά τθσ ομάδασ G  επί μιασ ςυγκεκριμζνθσ ομάδασ 'G  

μεταςχθματιςμϊν του 'M . Για κάκε αυτομορφιςμό g G ορίηουμε μια απεικόνιςθ 

1'g fgf  του 'M   ςτον εαυτό του. Επίςθσ θ απεικόνιςθ ' ( )g g h g  του G  μζςα 

ςτο ςφνολο των απεικονίςεων του 'M  ςτον εαυτό του είναι ομομορφιςμόσ κακϊσ 

1 1 1( ) ( ) ( )h a h b faf fbf fabf h ab     . Άρα το ςφνολο ( ) 'h G G  ωσ ομομορφικι 

εικόνα μιασ ομάδασ είναι επίςθσ μια ομάδα. Μεταφζροντασ λοιπόν τθ G  κατά 

αυτόν τον τρόπο, παρουςιάηουμε τθ 'G  ωσ τθν ομάδα μεταςχθματιςμϊν του 'M .  

Επειδι με ( ) ( )h a h b  ζχουμε ότι 1 1faf fbf  άρα και τελικά a b  οι ομάδεσ 

, 'G G είναι ιςόμορφεσ και οι αντίςτοιχεσ γεωμετρίεσ , 'M M είναι ιςόμορφεσ. Άρα θ 

γεωμετρία του 'M  προκφπτει από τθ M μζςω τθσ μεταφοράσ ( , )f h  όπου θ f είναι 

«1-1» και επί απεικόνιςθ του ςφνολο M  ςτο 'M και θ h  «1-1» και επί απεικόνιςθ 

τθσ G   ςτθ 'G .  

Με αυτό τον τρόπο ο Klein παρείχε ιςόμορφεσ γεωμετρίεσ για ςφνολα γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων με εντελϊσ διαφορετικό χαρακτιρα.  Ο Klein λοιπόν δθμιοφργθςε μια 

ιεραρχία όπου όπωσ μποροφμε να παρατθριςουμε, κάκε υποομάδα U μιασ ομάδασ 

G  αντιςτοιχεί ςε μια «υπεργεωμετρία», πλουςιότερθ και περιεκτικότερθ από τθν 

γεωμετρία που αντιςτοιχεί ςτθ G .  

 

3.6 Ο Klein και οι δφο προςεγγίςεισ τησ γεωμετρίασ 

Μια γεωμετρία όπωσ π.χ. θ Ευκλείδεια μπορεί να ζχει δφο προςεγγίςεισ: τθν 

ςυνκετικι όπωσ αποδίδεται από τον Ευκλείδθ ςτα Στοιχεία και τθν αναλυτικι όπωσ 

τθν αποδίδει ο Καρτζςιοσ, ωσ μοντζλο ι αναπαράςταςθ του πρϊτου. Συνεπϊσ κάκε 

διατφπωςθ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ μπορεί να αναπαραςτακεί με αναλυτικι 

ζκφραςθ: το ςθμείο ωσ   2,x y  , θ ευκεία ωσ 0ax y    κλπ. Για τθ μεν 

γωνία όμωσ χρειαηόμαςτε τθν ζννοια του εςωτερικοφ γινομζνου για το δε μικοσ το 

Ρυκαγόρειο κεϊρθμα ζτςι ϊςτε ςτο καρτεςιανό μοντζλο θ γεωμετρία να αποκτιςει 

τθν κατάλλθλθ μετρικι μορφι.  

Ασ δοφμε τον τρόπο που υλοποιοφνται οι μεταςχθματιςμοί ςτθ γεωμετρία: ςτο 

ςυνκετικό πλαίςιο ωσ παράδειγμα μεταςχθματιςμοφ μποροφμε να κεωριςουμε τον 
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κατοπτριςμό ι ανάκλαςθ ωσ προσ ευκεία l . Αν ςυμβολίςουμε : 'lR M M  ϊςτε θ 

l  να είναι μεςοκάκετοσ του 'MM , θ lR  είναι «1-1» και επί και είναι 

αυτομορφιςμόσ τθσ Ευκλείδειασ δομισ, με 2

l l l XR R R Id   . Θ  :lR l  ευκεία ςτο 

επίπεδο   είναι μια ςυλλογι και θ  :lR l  ευκεία ςτο επίπεδο  ( )H X  είναι θ 

παραγόμενθ ομάδα. Να ςθμειϊςουμε ότι αν και φαίνεται να είναι απλι θ μορφι 

τθσ, μπορεί με τθ βοικειά τθσ να παραχκεί ολόκλθρθ θ γεωμετρία. Μποροφμε όμωσ 

να δείξουμε ότι αποτελεί μια γεωμετρία Klein.  

Αρχικά μποροφμε να αποδείξουμε ότι κάκε ςτροφι παράγεται από κατοπτριςμοφσ: 

πραγματικά αν 
1
: 'lR M M   και 

2
: ' ''lR M M  με  

2 1 2
( ) ( ') ''l l lR R M R M M 

 

τότε τα ςθμεία , ', ''M M M  είναι ομοκυκλικά. Αν κάκε μετατόπιςθ αντιςτοιχεί ςε 

τόξο   τότε θ επίκεντρθ γωνία που ςχθματίηεται κα είναι ίςθ με 2  άρα ''M M

με ςτροφι 2   και μάλιςτα με αυκαίρετθ επιλογι αξόνων, δθλαδι όχι 

μονοςιμαντα οριςμζνθ. Άρα με το να κεωριςουμε  
2 1

( )O l lR R R   με γωνία 

  1 2, / 2l l 
 

, αποδείξαμε ότι κάκε ςτροφι μπορεί να παραχκεί από 

κατάλλθλουσ κατοπτριςμοφσ. 

Ομοίωσ μποροφμε να αποδείξουμε ότι κάκε μεταφορά παράγεται από 

κατοπτριςμοφσ: ζςτω
1
: 'lR M M   και 

2
: ' ''lR M M  με  

2 1 2
( ) ( ') ''l l lR R M R M M   όπου οι ευκείεσ 1 2,l l είναι κάκετεσ ςε ευκεία α κατά τθν 

διεφκυνςθ τθσ οποίασ επικυμοφμε να γίνει θ μετατόπιςθ. Αν θ 
1l

R  μετατοπίηει 

λοιπόν το M ςτο 'M  κατά 2x  με x  αυκαίρετθ απόςταςθ του M  από τθν 1l  και θ

2l
R μετατοπίηει το 'M  ςτο ''M κατά 2 2

2

d
x d x

 
   

 
 ζτςι ϊςτε τελικά τα , ''M M  

να απζχουν κατά 2
2

d
d   με 

2

d
τθν απόςταςθ των 1 2,l l . Ραρατθροφμε λοιπόν ότι θ 

μεταφορά κατά  2
2

d
d   ςε διεφκυνςθ κάκετθ ςτισ 1 2,l l  και παράλλθλθ ςτθν α 

είναι μια όχι μονοςιμαντα οριςμζνθ απεικόνιςθ που παράγεται από 

κατοπτριςμοφσ.  
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Μζχρι ςτιγμισ ζχουμε δείξει ότι  ςτροφζσ, μεταφορζσ    :lR l  ευκεία ςτο 

επίπεδο   και ςτόχοσ μασ είναι να αποδείξουμε τθν ιςότθτα μεταξφ τουσ ζτςι 

ϊςτε να ζχουμε καταςκευάςει μια Ευκλείδεια ομάδα. Επειδι το τρίγωνο αποτελεί 

το βαςικό ςχιμα τθσ γεωμετρίασ, μποροφμε μζςω του τριγϊνου και των 

κατοπτριςμϊν να δείξουμε τθν ιςότθτα και άλλων γεωμετρικϊν αντικειμζνων, 

δθλαδι μια ιςομετρία.  

Ασ ξεκινιςουμε τθ διερεφνθςθ τθσ ιςότθτασ: ζςτω ίςα τρίγωνα  ΑΒΓ και ΑϋΒϋΓϋ. 

Κζλουμε να δείξουμε ότι υπάρχουν κατάλλθλεσ ανακλάςεισ ζτςι ϊςτε 

', ', 'A A B B   . Ρράγματι αν κεωριςουμε τισ ανακλάςεισ ωσ προσ τθν 

μεςοκάκετο του ΑΑϋ 1l  και τθ μεςοκάκετο του ΒΒϋ 2l , είναι δυνατό να ζχουμε 

επιτφχει τθ ηθτοφμενθ μετατόπιςθ. Αν όμωσ δεν ζχουμε επιτφχει τθν μετατόπιςθ 

'  αν εκτελζςουμε ανάκλαςθ τθσ ΑΒ ωσ προσ 3l  , κα ζχουμε 

3 2 1
: ' ' 'l l lR R R AB A B  . Βλζπουμε λοιπόν πωσ θ μεταφορά μετ’ ανακλάςεωσ 

μπορεί να υλοποιθκεί το πολφ με τρεισ κατοπτριςμοφσ. Συνεπϊσ χρειάηεται να 

αποδείξουμε ότι μια ιςομετρία με τρία ςτακερά ςθμεία είναι θ ταυτοτικι. 

Κζλουμε να αποδείξουμε λοιπόν ότι με Α,Β,Γ ςτακερά ςθμεία  τότε και το Μ είναι 

ςτακερό ςθμείο. Ρράγματι όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 5, αν ενϊςουμε το Β με το Μ, 

ζςτω Ν το ςθμείο τομισ των ΑΓ και ΒΜ. Επειδι τα Α,Γ είναι ςτακερά τότε και το Ν 

ςτακερό. Άρα και με Β, Ν ςτακερά και το Μ ςτακερό. Άρα θ ιςομετρία είναι ζνασ 

αυτομορφιςμόσ τθσ Ευκλείδειασ δομισ.  

 

Σχιμα 5 

Γενικά δείξαμε ότι μποροφμε να κάνουμε κεωρθτικι γεωμετρία με τθ βοικεια των 

μεταςχθματιςμϊν. Πμωσ ςτα περιςςότερα προβλιματα τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ 

δεν διατθρείται το μικοσ. Ππωσ ζχουμε αναφζρει ςε αρκετζσ περιπτϊςεισ τα 
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κεωριματα αναφζρονται ςε ομοπαραλλθλία και όχι ςε ιςομετρίεσ, άρα φαίνεται να 

είναι αναγκαία και θ αναλυτικι προςζγγιςθ. 

Κατά τον Klein ο χϊροσ είναι ζνασ χϊροσ ευκφγραμμων ςυντεταγμζνων. Αν 

αναφερκοφμε ςτον 2 με ζνα ςφςτθμα ςυντεταγμζνων όχι κατ’ ανάγκθ 

ορκοκανονικό, ουςιαςτικά αναφερόμαςτε ςε ζνα διςδιάςτατο διανυςματικό χϊρο. 

Αυτι θ προςζγγιςθ όμωσ δεν αρκεί για να κάνουμε γεωμετρία. Χρειάηεται να 

μποροφμε να κάνουμε μετριςεισ και θ μζτρθςθ ςε ζναν διανυςματικό χϊρο 

αποτελεί μια επιπλζον δομι. Θ επιπλζον αυτι δομι είναι θ επιλογι ενόσ 

εςωτερικοφ γινομζνου :V V    με τθ ςυμμετρικι ιδιότθτα    , ,x y y x  , 

κετικά οριςμζνου  , 0x x   με  , 0 0x x x     και το οποίο είναι διγραμμικό 

     , , ,x y z x z y z        . Χρθςιμοποιϊντασ τθν ανιςότθτα Cauchy-

Schwartz μποροφμε επίςθσ να αποδείξουμε ότι      , , ,x y x x y y   . Το 

εςωτερικό γινόμενο επιτρζπει τθν μζτρθςθ κακϊσ με  , 0x x   αποδίδεται νόθμα 

ςτθ νόρμα  ,x x x    θ οποία αποκτά όλεσ τισ ιδιότθτεσ του μικουσ όπωσ: 

       
2

, , 2 , ,x y x y x y x x x y y y          
2 2

2x x y y    

 
2

x y   , δθλαδι τθ τριγωνικι ανιςότθτα. Αν επίςθσ κεωριςουμε ότι με x  

ορκογϊνιο ωσ προσ  , 0y x y   μποροφμε να μορφοποιιςουμε τθ ηθτοφμενθ 

ςχζςθ  
2 2 2

, 0x y x y x y      , δθλαδι το Ρυκαγόρειο κεϊρθμα. Το 

Ρυκαγόρειο κεϊρθμα αποτελεί και τον ςυνδετικό κρίκο τθσ αναλυτικισ με τθ 

ςυνκετικι προςζγγιςθ.   

Για να καταςτεί όμωσ το ηεφγοσ  ,V  μια μετρικι γεωμετρία ςτο χϊρο V πρζπει να 

ορίςουμε τθν ζννοια τθσ γωνίασ. Για μθ μθδενικά ,x y V  ζχουμε 
 ,

1
x y

x y


  άρα 

υπάρχει μοναδικι  0,  ζτςι ϊςτε 
 ,

cos
x y

x y


  . Σε αυτό το χϊρο υπάρχουν 

πάντα κάκετα διανφςματα αφοφ με , 0, ,x y x y     μποροφμε να κζςουμε 

1u x ,
 

 
2

,

,

x y
u y x

x x




   με  1 2, 0u u  . Αν κεωριςουμε λοιπόν τα 
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1 2
1 2

1 2

,
u u

w w
u u

   κα ζχουμε 1 2 1w w   και το ηεφγοσ  1 2,w w κα αποτελεί μια 

ορκοκανονικι βάςθ του χϊρου. Άρα θ Ευκλείδεια γεωμετρία αναπτφςςεται 

αναλυτικά ςε ζνα διανυςματικό χϊρο με ζνα εςωτερικό γινόμενο. 

Ουςιαςτικά το ηεφγοσ  ,V 
 

αποτελεί μια γραμμικι δομι ςτθν οποία 

δθμιουργιςαμε μια ιεραρχία δομϊν. Αρχικά ορίςαμε το εςωτερικό γινόμενο και 

ςτθ ςυνζχεια με τθ βοικειά του ορίςαμε τθν νόρμα. Με τθ βοικεια τθσ νόρμασ 

μποροφμε να ορίςουμε και μια μετρικι :d V V   με    , ,x y d x y για τθν 

οποία ιςχφουν  οι εξισ ιδιότθτεσ:    , 0, , 0d x y d x y x y    ,    , ,d x y d y x

και      , , ,d x y d x z d z y  . Άρα ο χϊροσ  ,V d είναι ζνασ μετρικόσ χϊροσ. 

Κακϊσ μασ ενδιαφζρουν οι αυτομορφιςμοί αυτϊν των δομϊν για το εςωτερικό 

γινόμενο  , χρθςιμοποιοφμε τισ ορκογϊνιεσ απεικονίςεισ οι οποίεσ είναι 

γραμμικζσ, «1-1», επί και διατθροφν τα μικθ και κα τισ ςυμβολίηουμε ωσ 

         / : ,"1 1", , , ,V f f V V ί f x f y x y       . Για τθ μετρικι 

ορίηουμε ωσ          / : ,"1 1", , , ,dI V f f V V ί d f x f y d x y    . Αν 

χρθςιμοποιιςουμε το γενικό ςυμβολιςμό των γραμμικϊν απεικονίςεων 

   / : ,"1 1", ,GL V f f V V ί έ      κα ιςχφουν τα εξισ:    dV I v  ,

   dV I v   και      dV I V GL V   .  

Αν κεωριςουμε 0a   ορίηουμε τθν απεικόνιςθ  a x a x    τθν οποία 

ονομάηουμε μεταφορά. Για τθν απεικόνιςθ αυτι κα ζχουμε ότι ιςχφει 

      , ,a ad x y d x y   , γιατί είναι προφανζσ ότι από τον οριςμό τθσ κα ιςχφει  

              , ,a a a ad x y x y a x a y x y d x y            . Συνεπϊσ  

παρατθροφμε ότι διατθρεί τθ δομι. Καταλιξαμε λοιπόν ςτο ςυμπζραςμα ότι το 

  2 2,dI  αποτελεί τθν Ευκλείδεια Γεωμετρία του επιπζδου.  

Ροια κα είναι όμωσ τα ςτοιχεία τθσ  dI V ;  Μποροφμε να αποδείξουμε το 

ακόλουκο κεϊρθμα: αν θ f  είναι μια ιςομετρία τότε υπάρχουν μοναδικζσ 

ιςομετρίεσ 1 2,f f  όπου θ 1f  είναι ορκογϊνια (και διατθρεί το μικοσ) και θ 2f



[101] 
 

μεταφορά ζτςι ϊςτε 2 1f f f . Ρραγματικά αν   df I V  με 0 V  τότε με 

 0 0f f κα ζχουμε ότι αν  0 0f  τότε θ f  κα είναι ορκογϊνια. Αν  0 0f 

τότε θ       0 : 0f f x f x f    θ οποία απεικονίηει το 0 0  είναι ορκογϊνια. 

Άρα      1 0 ,f x f x f x   . Συνζπεια του κεωριματοσ αυτοφ αποτελεί ότι το 

 dI V  παράγεται από τθν  ,
ώ

έ
ί

 
 

 





. 

Με τθ βοικεια των προθγοφμενων μποροφμε να βροφμε τισ ορκογϊνιεσ 

απεικονίςεισ του 2 χρθςιμοποιϊντασ και τθν αναλυτικι ζκφραςθ του εςωτερικοφ 

γινομζνου     1 1 2 2 1 2 1 2, , ,x y x y x x y y   . Αναηθτοφμε δθλαδι τισ απεικονίςεισ 

      2 2: , , ,f f x f y x y   . Εφόςον θ f  υποχρεωτικά είναι γραμμικι κα 

πρζπει     1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,f x y ax y x y x y      . Επειδι όμωσ είναι «1-1» και επί 

κα πρζπει det 0
a 

 

 
 

 
. Δθμιουργείται ςυνεπϊσ το ςφςτθμα 

2 2

2 2

0

1

1

0

0

a

a

a

a

 



 

 

 

  
 

 
  

  
  
 

   

. 

Επειδι 0a   ζνα τουλάχιςτον από τα , , ,a    δεν κα είναι ίςο με το μθδζν. 

Ζςτω 0a  , τότε από τθν 0a
a a

 
             . Αντικακιςτϊντασ 

2 2 1    κα ζχουμε ότι 
 2 2 22

2 2

2 2
1 1

a

a a

 
 


    . Από τισ δφο πρϊτεσ 

ςχζςεισ του ςυςτιματοσ κα ζχουμε 1
a


 . Θ λφςθ λοιπόν του ςυςτιματοσ είναι θ 

cos sin

sin cos

 

 

 
 
 

 ι θ
cos sin

sin cos

 

 

 
 
  

με ορίηουςεσ 1 ι -1 αντίςτοιχα. Οι λφςεισ 

αυτζσ αποτελοφν τθ ςτροφι κατά γωνία  ι τθν ανάκλαςθ αντίςτοιχα. 

Δείξαμε λοιπόν ότι κάκε ορκογϊνια απεικόνιςθ ςτθν αναλυτικι προςζγγιςθ είναι 

ςτροφι ι ανάκλαςθ. Συνεπϊσ το  2

dI  παράγεται από ςτροφζσ, ανακλάςεισ και 

μεταφορζσ οι οποίεσ όπωσ και ςτθ ςυνκετικι προςζγγιςθ παράγονται από 

ανακλάςεισ.        
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3.7 Το Erlanger Programm 

Το Erlanger Programm μπορεί να κεωρθκεί ωσ ζνα πλαίςιο για τθν ταξινόμθςθ των 

γεωμετριϊν, το οποίο παρζχει τισ διαδικαςίεσ που μποροφν ομοιόμορφα να 

εφαρμοςτοφν ςε όλεσ τισ γεωμετρίεσ. Θ ομοιομορφία αυτι βοθκά τόςο τθν 

περιγραφι όςο και τθν ςφγκριςθ μεταξφ των γεωμετριϊν. 

Το πρόγραμμα αυτό δθμιουργικθκε μζςα από τθν ςυγχϊνευςθ των δφο «ενεργϊν» 

απόψεων τθσ μακθματικισ κοινότθτασ μζχρι το 1870: τθν άποψθ του Cayley για τθ 

γεωμετρία ςφμφωνα με τθν οποία θ προβολικι γεωμετρία περιζχει ολόκλθρθ τθν 

γεωμετρία, αλλά και τθ χρθςιμότθτα τθσ κεωρίασ ομάδων όπωσ εμφανιηόταν ωσ 

εξαιρετικά αποτελεςματικι μζκοδοσ, κυρίωσ ςτθν άλγεβρα. Χρθςιμοποιϊντασ 

ςφγχρονθ ορολογία κα μποροφςαμε να ποφμε ότι θ ςφνκεςθ των απόψεων που 

παρουςίαςε ο Klein ιςχυρίηεται πωσ θ γεωμετρία είναι ζνασ χϊροσ (ςφνολο 

ςθμείων) με μια δομι και με ςυναρτιςεισ «1-1» που διατθροφν τθ δομι μζςα ςτον 

ίδιο το χϊρο ςυγκροτϊντασ  μια ομάδα αυτομορφιςμϊν.  

 

 

Εικόνα 6  

Στθ περίπτωςθ του προβολικοφ επιπζδου τα ςτοιχεία τθσ ομάδασ είναι οι 

ςυγγραμμικότθτεσ που απεικονίηουν  ευκείεσ γραμμζσ ςε ευκείεσ γραμμζσ. 

Απομονϊνοντασ μια οριςμζνθ ευκεία γραμμι μποροφμε να δθμιουργιςουμε μια 

υποομάδα των ςυγγραμμικοτιτων οι οποίεσ απεικονίηουν τθν ευκεία ςτθν ίδια τθν 

ευκεία και ουςιαςτικά μποροφμε να δθμιουργιςουμε τθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία. 

Θ ςτακερι ευκεία γραμμι μπορεί να κεωρθκεί ωσ θ ευκεία ςτο άπειρο l . Συνεπϊσ 

είναι δυνατό να μιλιςουμε για παράλλθλεσ ευκείεσ κακϊσ αν το ςθμείο τομισ δφο 
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ευκειϊν βρίςκεται ςτθν l , το ίδιο φαίνεται να γίνεται και για τισ εικόνεσ των δφο 

αυτϊν ευκειϊν. Οι υποομάδεσ απεικονίςεων ομοιότθτασ και ιςότθτασ-ιςοδυναμίασ 

ανικουν ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία. 

Σφμφωνα με το Erlanger Programm θ μελζτθ των ιδιοτιτων τισ οποίεσ αν ζχει ζνα 

ςχιμα, τότε τισ ζχουν και τα ιςοδφναμα με το αρχικό ςχιματα, ςυνιςτά μια 

γεωμετρία. Χρειαηόμαςτε ςυνεπϊσ ζναν οριςμό για τισ ζννοιεσ που παραμζνουν 

αναλλοίωτεσ όταν δρουν τα ςτοιχεία τθσ ομάδασ των μεταςχθματιςμϊν μιασ 

ςυγκεκριμζνθσ γεωμετρίασ. 

Οριςμόσ. Ζςτω  ,G X
 
 μια γεωμετρία και C  μια κλάςθ ςχθμάτων. Θ C  λζγεται 

αναλλοίωτθ κλάςθ ςχθμάτων, αν  f A C  για κάκε A C  και f G . Μια 

ςυνάρτθςθ : ,F C Y Y   λζγεται αναλλοίωτθ, αν     F f A F A  για κάκε 

A C  και f G .   

Στο πλαίςιο τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ, αν δφο ςθμεία βρίςκονται ςε μια 

ςυγκεκριμζνθ απόςταςθ, θ ςυνάρτθςθ απόςταςθ αποτελεί μια αναλλοίωτθ, κακϊσ 

δεν αλλάηει από τθν ιςότθτα-ιςοδυναμία ςχθμάτων: θ απόςταςθ δφο εικόνων δφο 

ςθμείων παραμζνει ίδια με τθν απόςταςθ των προτφπων. Αλλά και το ςφνολο των 

τριγϊνων αποτελεί επίςθσ  μια αναλλοίωτθ κλάςθ ςχθμάτων όπωσ και το εμβαδόν 

των τριγϊνων αποτελεί μια αναλλοίωτθ πραγματικι ςυνάρτθςθ ςτο ςφνολο των 

τριγϊνων. 

Στθν ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία τθν απλοφςτερθ αναλλοίωτθ αποτελεί ο εςωτερικόσ 

λόγοσ (inner ratio) τριϊν ςυγγραμμικϊν ςθμείων ενϊ ςτθν προβολικι γεωμετρία 

είναι ο διπλόσ λόγοσ (cross ratio) τεςςάρων ςυγγραμμικϊν ςθμείων122, όπωσ ζχουμε 

αναφζρει. Θ αναγκαία τετράδα ςθμείων ςυμπλθρϊνεται προςκζτοντασ τα ςθμεία 

που θ ευκεία γραμμι και θ κωνικι ορίηουν.     

O Klein αναφζρει ςτθν ειςαγωγι του Erlanger Programm ότι θ ανάπτυξθ τθσ 

προβολικισ γεωμετρίασ κεωρείται ότι κατείχε τθν πρϊτθ κζςθ ανάμεςα ςτισ 

εξελίξεισ που είχαμε ςτθ γεωμετρία τθ περίοδο από το 1820 μζχρι και το 1872123. Αν 

και αρχικά κεωρικθκε ότι θ προβολικι γεωμετρία δεν μποροφςε να ςυμπεριλάβει 

                                                 
122

 Ο διπλόσ λόγοσ κα χρθςιμοποιθκεί για να ορίςει τθν απόςταςθ μεταξφ δφο ςθμείων και ςτθν 
υπερβολικι γεωμετρία ςτο 6

ο
 κεφάλαιο. 

123
 Το 1872 ιταν θ χρονιά που δόκθκε θ διάλεξθ. 
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τισ μετρικζσ ςχζςεισ οι οποίεσ δεν διατθροφνται αμετάβλθτεσ ωσ προσ τισ προβολζσ, 

ςτθ ςυνζχεια αναδείχκθκε θ κζςθ ότι οι μετρικζσ ιδιότθτεσ «κακαυτζσ» δεν 

αποτελοφν το ουςιϊδεσ χαρακτθριςτικό των γεωμετρικϊν ςχθμάτων. Αντίκετα  

ςχζςεισ που αφοροφν ζνα κεμελιϊδθ ςχθματιςμό όπωσ είναι ο φανταςτικόσ κφκλοσ 

ςτο άπειρο και ο οποίοσ  είναι κοινόσ ςε όλεσ τισ ςφαίρεσ, αποτελεί ουςιϊδεσ 

ηιτθμα.  

Ο Klein κεωροφςε ότι χρειάηεται μια γενικι αρχι που κα εντάξει και τισ υπόλοιπεσ 

γεωμετρίεσ υπό τθν προβολικι γεωμετρία. Μια τζτοια προςπάκεια δεν απαιτεί τθ 

προςκικθ μια νζασ ςθμαντικισ ιδζασ αλλά μορφοποίθςθ των ιδεϊν που είχαν 

ςυγκροτθκεί μετά από κόπο αρκετϊν μακθματικϊν οι οποίοι δοφλεψαν για αρκετά 

χρόνια ςε διαφορετικζσ γεωμετρίεσ. Αυτι θ κίνθςθ κεωρικθκε αναγκαία κακϊσ, 

όπωσ αναφζρει ο Klein: «θ γεωμετρία είναι μία και ζχει διαςπαςτεί ςε πολλζσ 

επιμζρουσ περιπτϊςεισ». Για να υποςτθρίξει αυτι του τθν επιλογι, ο Klein επιλζγει 

τθν n-διάςτατθ πολλαπλότθτα. Μια γεωμετρικι ζννοια θ οποία κεωρεί ότι ζχει 

δθμιουργθκεί αφαιρετικά από τισ προχπάρχουςεσ γεωμετρικζσ μορφζσ.  

Ο Klein γενικότερα χρθςιμοποιεί τθν ζννοια του ςυμπαγοφσ χϊρου ωσ n-διάςτατθ 

πολλαπλότθτα. Στο κείμενο τθσ διάλεξισ του κυρίωσ αναφζρεται ςτο τριςδιάςτατο 

χϊρο, όπου το ςθμείο αποτελεί το βαςικό δομικό του ςτοιχείο του χϊρου. Άρα οι 

μεταςχθματιςμοί ςτο χϊρο μποροφν να οδθγιςουν ςε μεταςχθματιςμοφσ επί τθσ 

πολλαπλότθτασ και επίςθσ να ςχθματίςουν ομάδα. Πμωσ ςε αυτι τθν περίπτωςθ 

δεν υπάρχει μια προνομιακι ομάδα με ιδιαίτερθ ςθμαςία: όλεσ οι ομάδεσ είναι 

ιςοδφναμθσ ςθμαςίασ και ζτςι δίνεται  ο εξισ γενικόσ οριςμόσ τθσ γεωμετρίασ: 

 «Ζςτω μια πολλαπλότθτα και μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν που δρα επί τθσ 

πολλαπλότθτασ. Μασ ενδιαφζρει θ διερεφνθςθ των ιδιοτιτων των ςχθμάτων επί τθσ 

πολλαπλότθτασ που παραμζνουν αναλλοίωτεσ υπό όλουσ τουσ μεταςχθματιςμοφσ 

αυτισ τθσ ομάδασ».  

Ο  Klein τονίηει ότι ενϊ οι γεωμετρίεσ μεταχειρίηονται με διαφορετικοφσ τρόπουσ τισ 

πολλαπλότθτεσ, κακϊσ θ επιλογι τθσ ομάδασ των μεταςχθματιςμϊν είναι 

αυκαίρετθ, οι διαφορετικζσ μζκοδοι που επιλζγονται για να ικανοποιιςουν τισ 

γενικζσ ςυνκικεσ είναι κατά αυτι τθν ζννοια ιςοδφναμθσ αξίασ. Άρα κατά τον Klein 

ιςοδφναμα μπορεί να δοκεί και ο ακόλουκοσ οριςμόσ:  
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«Ζςτω μια πολλαπλότθτα και μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν που δρα επί τθσ 

πολλαπλότθτασ. Μασ ενδιαφζρει θ ανάπτυξθ μιασ κεωρίασ των αναλλοίωτων που 

ςυςχετίηονται με αυτι τθν ομάδα». 

Από τουσ προθγοφμενουσ οριςμοφσ βλζπουμε ότι ενϊ αρχικά το πρόγραμμα του 

Klein αποτζλεςε μια αρχι ταξινόμθςθσ των γεωμετριϊν που υπιρχαν, ςτθ ςυνζχεια 

φαίνεται ότι μετατράπθκε ςε μια κεωρία αναλλοίωτων μιασ ομάδασ.  

Οδθγόσ τθσ διαδικαςίασ ταξινόμθςθσ αποτζλεςε θ κζςθ του Klein ότι οι γεωμετρικζσ 

ιδιότθτεσ οποιουδιποτε ςχιματοσ πρζπει να μποροφν να εκφραςτοφν με τφπουσ 

που παραμζνουν αναλλοίωτοι όταν αλλάηει το ςφςτθμα των ςυντεταγμζνων αλλά 

και ο αντίςτροφοσ ιςχυριςμόσ, ότι κάκε τφποσ που είναι αναλλοίωτοσ υπό τθν 

ομάδα των μεταςχθματιςμϊν ςυντεταγμζνων πρζπει να παριςτάνει μια γεωμετρικι 

ιδιότθτα.  

Μζχρι τα μζςα του 19ου αιϊνα αρκετά είδθ Γεωμετριϊν είχαν δθμιουργθκεί και 

μελετθκεί ςυμπεριλαμβανομζνων και αρκετϊν μθ-Ευκλείδειων. Θ επικρατοφςα 

άποψθ ιταν ότι κάκε είδοσ γεωμετρίασ αποτελείται από ςυγκεκριμζνα ςφνολα 

αντικειμζνων και τισ ςχζςεισ μεταξφ τουσ με ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ: τα αξιϊματα 

και τα κεωριματα. Οι αντίςτοιχεσ απεικονίςεισ που διατθροφν τισ ςχζςεισ δθλαδι 

οι αυτομορφιςμοί τθσ γεωμετρίασ δθμιουργοφν τθν ομάδα των αυτομορφιςμϊν, με 

πράξθ τθν ςφνκεςθ όπωσ αναφζρκθκε ςτθ προθγοφμενθ παράγραφο: ςτθν 

Ευκλείδεια γεωμετρία δφο ςχιματα που βρίςκονται ςτο ίδιο επίπεδο κα λζγονται 

ίςα όταν με κατάλλθλεσ μετατοπίςεισ, ςτροφζσ και ανακλάςεισ ωσ προσ ευκείεσ 

είναι δυνατόν τα δφο ςχιματα να ταυτιςτοφν. Αν ορίςουμε τθν ιςομετρία ωσ 

αυτομορφιςμό τθσ Ευκλείδειασ δομισ τότε ςτα Στοιχεία του Ευκλείδθ μελετϊνται οι 

ιδιότθτεσ των ςχθμάτων που είναι αναλλοίωτεσ ωσ προσ τισ ιςομετρίεσ του 

επιπζδου.       

Θ επιτυχία του Klein να ςυμπεριλάβει τισ μετρικζσ γεωμετρίεσ υπό τθν προβολικι 

γεωμετρία, τον οδιγθςε ςτθν αναηιτθςθ χαρακτθριςμοφ των διάφορων 

γεωμετριϊν  όχι μόνο με βάςθ τισ μετρικζσ ιδιότθτεσ αλλά και τισ διαφορζσ μεταξφ 

τουσ, ςε ςχζςθ με τουσ ςτόχουσ τθσ κακεμιάσ. Στθ διάλεξι του παρουςίαςε τθ 

βαςικι ιδζα του: κάκε γεωμετρία κα μποροφςε να χαρακτθριςκεί από μια ομάδα 

μεταςχθματιςμϊν και θ γεωμετρία κα ζπρεπε να αςχολείται με τισ αναλλοίωτεσ 

υπό τθ δράςθ τθσ ομάδασ των μεταςχθματιςμϊν.  Επιπλζον, μια υπογεωμετρία 
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(subgeometry) μιασ γεωμετρίασ κα ιταν μια ςυλλογι από αναλλοίωτεσ υπό τθν 

υποομάδα των μεταςχθματιςμϊν τθσ αρχικισ ομάδασ (original group). Μζςω του 

οριςμοφ αυτοφ, όλα τα κεωριματα μιασ γεωμετρίασ που αντιςτοιχοφν ςε μια  

δεδομζνθ ομάδα ςυνεχίηουν να είναι κεωριματα ςτθ γεωμετρία τθσ υποομάδασ.  

Συγκεκριμζνα για τισ μετρικζσ γεωμετρίεσ κα ζχουμε:   

 Για τθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία χρθςιμοποιοφμε ωσ υποομάδα τουσ 

προβολικοφσ μεταςχθματιςμοφσ που αφινουν αναλλοίωτθ τθν ευκεία ςτο 

άπειρο. 

 Για τθν υπερβολικι γεωμετρία χρθςιμοποιοφμε ωσ υποομάδα τουσ 

προβολικοφσ μεταςχθματιςμοφσ που αφινουν αναλλοίωτθ μια κωνικι τομι 

τθν οποία καλοφμε υπερβολικι μετρικι ομάδα.   

 Για τθν απλι ελλειπτικι γεωμετρία χρθςιμοποιοφμε ωσ υποομάδα τουσ 

προβολικοφσ μεταςχθματιςμοφσ που αφινουν αναλλοίωτθ μια οριςμζνθ 

φανταςτικι (imaginary) ζλλειψθ του προβολικοφ επιπζδου.  

 Για τθν διπλι ελλειπτικι γεωμετρία ακολουκοφμε διαφορετικι πορεία: 

χρειάηονται μεταςχθματιςμοί τριϊν διαςτάςεων του προβολικοφ για να 

χαρακτθρίςουμε τθ μετρικι γεωμετρία των δφο διαςτάςεων. Άρα θ 

υποομάδα που κα χρειαςτοφμε πρζπει να μεταφζρει ςτοιχεία από τθν 

επιφάνεια τθσ ςφαίρασ ςτθν ίδια τθν επιφάνεια τθσ ςφαίρασ.  

 Για τθ παραβολικι γεωμετρία χρθςιμοποιοφμε ωσ υποομάδα τουσ 

μεταςχθματιςμοφσ που ονομάηουμε ομοιότθτεσ (similarities) και αφινουν 

αναλλοίωτα τα δφο φανταςτικά κυκλικά ςθμεία ςτο άπειρο. 

 Για τθν Ευκλείδεια γεωμετρία μελετάμε τθν υποομάδα που αποτελείται από 

ομοιότθτεσ που είναι και ιςομετρίεσ με τθν ζννοια ότι διατθροφν τα μικθ. 

Γενικότερα παρατθροφμε ότι οι παραπάνω μετρικζσ γεωμετρίεσ είναι οι μοναδικζσ 

γεωμετρίεσ που επιτρζπουν τισ άκαμπτεσ (rigid) κινιςεισ. O Klein ουςιαςτικά 

ταξινόμθςε τισ γεωμετρίεσ αυτζσ ςφμφωνα με το ςχιμα 7. 
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Σχιμα 7 

 

Φυςικά όπωσ βλζπουμε ςτο ςχιμα 6, δεν μποροφμε να ταξινομιςουμε κάκε είδοσ 

γεωμετρίασ, κακϊσ οφτε θ διαφορικι γεωμετρία οφτε θ αλγεβρικι γεωμετρία ζχει 

οφτε μπορεί να ταξινομθκεί. Ο οριςμόσ τθσ γεωμετρίασ που ζδωςε ο Klein 

κακοδιγθςε τθ μακθματικι ςκζψθ για τουλάχιςτον 50 χρόνια και θ ζμφαςθ ςτισ 

αναλλοίωτεσ μζςω μεταςχθματιςμϊν οδιγθςαν τθ γεωμετρία ςτθ μθχανικι και ςτθ 

μακθματικι φυςικι γενικότερα.  

 

3.8 Διαφορζσ ςτισ προςεγγίςεισ Klein και Riemann 

Θ διαφορά μεταξφ των προςεγγίςεων των Klein και Riemann ςυνικωσ γίνεται 

κατανοθτι ωσ προσ τθ διαφοροποίθςθ των ειδϊν των γεωμετριϊν ςτισ οποίεσ 

αναφζρονται. O Klein αςχολικθκε με γεωμετρίεσ ομογενϊν χϊρων, δθλαδι με 

ςφγχρονθ ορολογία χϊρουσ με μθ-τετριμμζνεσ ςυμμετρίεσ. Αυτζσ περιλάμβαναν 

τόςο τθ προβολικι γεωμετρία όςο και μετρικζσ γεωμετρίεσ ςε χϊρουσ με μθδενικι 

ι ςτακερι καμπυλότθτα. Ο Riemann όμωσ επεκτείνοντασ τισ μεκόδουσ του Gauss 

όπωσ αναφζραμε, αςχολικθκε με επιφάνειεσ μεταβλθτισ καμπυλότθτασ οι οποίεσ 

γενικά δεν ςυνδζονται με μθ-τετριμμζνεσ ςυμμετρίεσ.  

Ο Norton124 κεωρεί ότι υπάρχει μια ςθμαντικότερθ διαφορά: οι δφο μεγάλοι 

μακθματικοί ακολοφκθςαν διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ. Ο Klein ακολοφκθςε μια 

αφαιρετικι (subtractive) ςτρατθγικι: αρχικά περιγράφει και οργανϊνει με 

λεπτομζρειεσ το χϊρο και ςτθ ςυνζχεια κατευκφνεται ςτα επιμζρουσ ςτοιχεία τθσ 

                                                 
124

 [26] 
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περιγραφισ που κα μποροφςαν να γίνουν αποδεκτά ωσ γεωμετρικά αλθκι. Ο 

Riemann ακολουκεί μια εντελϊσ διαφορετικι προςκετικι (additive) τακτικι: ξεκινά 

με μια γενικι περιγραφι και προςεκτικά προςκζτει ςτοιχεία ςτθ δομι του ζτςι 

ϊςτε να εξαςφαλίςει ότι υπάρχει γεωμετρικι ςθμαςία ςτισ δομζσ αυτζσ. 

Μια ακόμα διαφορά προκφπτει κακϊσ ο Klein χρθςιμοποιϊντασ τθν αναλυτικι 

γεωμετρία ταυτίηει τισ πολλαπλότθτεσ του Riemann με n-διάςτατεσ αρικμθτικζσ 

πολλαπλότθτεσ. Πμωσ ο Riemann, όπωσ αναφζραμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο, 

φαίνεται να είχε κατά νου n-άδεσ μεταβλθτϊν και όχι n-άδεσ πραγματικϊν 

αρικμϊν.  

Ο Klein, διαφοροποιοφμενοσ από τον Riemann, ικελε να παρουςιάςει τθν ζννοια 

του μικουσ όχι ωσ εςωτερικι ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ αλλά αντίκετα να τθν 

προςκζςει ςτθ κεωρία του ωσ ειςαγωγι ςτισ μετρικζσ ςχζςεισ. Με αυτόν τον τρόπο 

κεωροφςε ότι οι n-διάςτατεσ αρικμθτικζσ πολλαπλότθτεσ κα περιζγραφαν τον χϊρο 

με περιςςότερα χαρακτθριςτικά από όςα κα επικυμοφςε ο Riemann, κακϊσ μζςω 

των διαφορϊν των ςυντεταγμζνων κα εμπεριείχαν τθν ζννοια του μικουσ. 

Συνειδθτά λοιπόν ο Klein επιλζγει τα πλεονεκτιματα των αξόνων που δίνουν ακόμα 

περιςςότερα ςτοιχεία ςε οποιαδιποτε περιγραφι του χϊρου, κακϊσ 

ςυμπεριλαμβάνουν τθν προνομιακι ωσ προσ τθ κζςθ τθσ αρχι των αξόνων. 

Ουςιαςτικά, ςφμφωνα με τθν ςτρατθγικι του Klein, περιγράφουν το χϊρο με 

περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ με ςκοπό να αποκλειςτοφν ςτθ ςυνζχεια οι ιδιότθτεσ 

που δεν αντιςτοιχοφν ςε αυτό που κεωροφςε γεωμετρικά πραγματικό: μόνο οι 

αναλλοίωτεσ τθσ ομάδασ όλων των μεταςχθματιςμϊν μποροφν να κεωρθκοφν 

γεωμετρικά πραγματικζσ δομζσ αυτισ τθσ πολλαπλότθτασ.  

 

3.9 Γεωμετρικό αντικείμενο κατά Klein 

Ππωσ αναφζραμε εκτεταμζνα ςτισ προθγοφμενεσ παραγράφουσ θ ςυγκροτθμζνθ 

άποψθ του Klein προιλκε από τθν χριςθ τθσ προβολικισ γεωμετρίασ. 

Ραρατθροφμε όμωσ και μια αντίςτοιχθ μετατόπιςθ ςτισ απόψεισ περί γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων από τον klein: ενϊ ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία τα γεωμετρικά 

αντικείμενα είναι π.χ. ευκείεσ, ευκφγραμμα τμιματα, ςχιματα, ςτθν προβολικι 
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γεωμετρία πρωταρχικό ρόλο παίρνουν οι προβολικοί μεταςχθματιςμοί οι οποίοι 

μποροφν και ςχθματίηουν ομάδα κατά περίπτωςθ.  

Θ ζννοια τθσ ομάδασ όπωσ αυτι εμφανίηεται ςτον οριςμό τθσ γεωμετρίασ κατά 

Klein μπορεί να διευκρινιςτεί ωσ εξισ: θ επιλογι των ιδιοτιτων που μελετά θ 

γεωμετρία ανάγεται ςτθν αναγνϊριςθ όλων των αντικειμζνων που ζχουμε υπ’ όψιν, 

όταν όλεσ οι ιδιότθτεσ οι οποίεσ μελετάμε για αυτά τα γεωμετρικά αντικείμενα 

ςυμπίπτουν. Αυτά τα γεωμετρικά αντικείμενα ςυγκροτοφν μια κλάςθ ιςοδυναμίασ 

αδιαχϊριςτων πλζον αντικειμζνων και αυτζσ οι κλάςεισ αποτελοφν τα πραγματικά 

αντικείμενα μελζτθσ τθσ γεωμετρίασ. Δθλαδι γεωμετρικό αντικείμενο δεν αποτελεί 

πλζον κάποιο ςυγκεκριμζνο ςχιμα, όπωσ κα ξεκακαρίςουμε με το επόμενο 

παράδειγμα: αν κεωριςουμε το γεωμετρικό αντικείμενο που καλοφμε ωσ ςφνθκεσ 

«τρίγωνο» τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ, ουςιαςτικά αναφερόμαςτε ςε όλα τα ίςα 

τρίγωνα. Συνεπϊσ μια πρόταςθ τθσ μορφισ «ζςτω δφο ευκφγραμμα τμιματα α και 

β και μια γωνία φ, τότε μποροφμε να καταςκευάςουμε μοναδικό τρίγωνο με ΑΓ = β, 

ΒΓ = α και θ γωνία ΑΓΒ να ιςοφται με τθ γωνία φ» δεν ζχει πλζον καμία ςθμαςία. Για 

το γενικότερο κζμα του γεωμετρικοφ αντικειμζνου ξεκάκαρα αναφζρει ο Klein:  

«ζςτω μια πολλαπλότθτα και μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν που δρα επί τθσ 

πολλαπλότθτασ. Μασ ενδιαφζρει θ διερεφνθςθ των ιδιοτιτων των ςχθμάτων επί τθσ 

πολλαπλότθτασ που παραμζνουν αναλλοίωτεσ υπό όλουσ τουσ μεταςχθματιςμοφσ 

αυτισ τθσ ομάδασ ».  

Με ςφγχρονθ ορολογία κα λζγαμε ότι ο Klein πρότεινε τθ μελζτθ μιασ ομογενοφσ 

πολλαπλότθτασ: μιασ δομισ *M,G+ που αποτελείται από μια πολλαπλότθτα Μ και 

μια ομάδα G που δρα μζςω μεταςχθματιςμϊν επί τθσ Μ. Δθλαδι υπάρχει 

ουςιαςτικι αντίκεςθ με τθν ζννοια τθσ δομισ *M; d + του Riemann που αποτελείται 

από μια πολλαπλότθτα και μια μετρικι ( , )d p q  που ορίηεται μζςω του διαφορικοφ 

2

ij i jds g dx dx .  

Αυτι είναι όμωσ και θ διαφορά ςτον οριςμό του γεωμετρικοφ αντικειμζνου από τον 

Klein ςε ςχζςθ με τον Riemann: ο φυςικόσ τρόποσ για να κατανοιςουμε ζνα 

γεωμετρικό αντικείμενο είναι μζςω των ομάδων των μεταςχθματιςμϊν που δρουν 

ςε αυτό το αντικείμενο.  
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3.10 Συμπεράςματα 

Συνοψίηοντασ τισ κζςεισ του Klein όπωσ αυτζσ εμφανίςτθκαν ςτο Erlanger 

Programm, οι Behnke125 κ.α. παρουςιάηουν  τθν άποψθ ότι τρεισ ιταν οι βαςικζσ 

ιδζεσ πάνω ςτισ οποίεσ δομικθκε το πρόγραμμα: αρχικά θ γεωμετρία ζπρεπε να 

κεωρείται ωσ θ κεωρία αναλλοίωτων μιασ ομάδασ. Στθ ςυνζχεια  να δοκεί θ αρχι 

τθσ μεταφοράσ και τελικά θ αρχι τθσ ιεραρχίασ, για να ςυγκροτθκεί ςωςτά θ 

κεωρία. 

Ο Klein όντωσ ξεκινά από μια πολλαπλότθτα και κεωρεί μια ομάδα 

μεταςχθματιςμϊν επί τθσ πολλαπλότθτασ. Κεωρεί ότι ςκοπόσ τθσ μελζτθσ πρζπει 

να αποτελεί θ διερεφνθςθ των ιδιοτιτων των ςχθμάτων που ανικουν ςτθν 

πολλαπλότθτα και παραμζνουν αναλλοίωτεσ υπό τουσ μεταςχθματιςμοφσ των 

ομάδων.  

Ππωσ αναφζραμε με τον όρο πολλαπλότθτα ο Klein κεωρεί ζνα ςφνολο με ςτοιχεία 

ςυντεταγμζνεσ n-άδων δθλαδι μια αρικμθτικι πολλαπλότθτα εφοδιαςμζνθ με 

πραγματικοφσ ι μιγαδικοφσ αρικμοφσ. Τα γεωμετρικά αντικείμενα όπωσ ςθμεία, 

ευκείεσ, κφκλοι κλπ πρϊτα ορίηονται με ςυντεταγμζνεσ και εξιςϊςεισ και ςτθ 

ςυνζχεια μεταςχθματιςμοί που ορίηονται μζςω εξιςϊςεων επίςθσ δρουν επί των 

αντικειμζνων.  

Με δεδομζνθ λοιπόν μια πολλαπλότθτα και μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν που 

δρουν επί αυτισ, ο Klein αναηθτοφςε τισ δομζσ που υπάρχουν ςτθν πολλαπλότθτα 

και αναφζρονται ςε κάποια ςυγκεκριμζνθ δομι. Ικελε να ξζρει αν οποιαδιποτε 

προςκικθ επθρεάηει τισ ιδιότθτεσ του ςυςτιματοσ. Ππωσ αναφζραμε, ο Klein 

κεωροφςε ότι κάκε ιδιότθτα που διατθρείται μζςα από τουσ μεταςχθματιςμοφσ 

είναι μια γεωμετρικι ιδιότθτα.  

Θ αντιςτροφι του προβλιματοσ αυτοφ όμωσ δεν είναι αυτονόθτθ. Αν θ γνιςια 

ομάδα αντικαταςτακεί από μια περιςςότερο «περιεκτικι» ομάδα, ζνα μζροσ των 

γεωμετρικϊν ιδιοτιτων κα παραμείνει αναλλοίωτο. Το υπόλοιπο μζροσ δεν κα 

εμφανίηεται πλζον με τθ μορφι ιδιοτιτων των δομϊν του χϊρου αλλά ωσ ιδιότθτεσ 

του ςυςτιματοσ που προιλκε προςκζτοντασ κάποια νζα δομι.  
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Θ παραδοχι όμωσ του γεγονότοσ ότι μασ ενδιαφζρει θ αναηιτθςθ οποιουδιποτε 

ςτοιχείου παραμζνει ςτακερό και αναλλοίωτο ςτο ςφςτθμά μασ, πρζπει να μασ 

περιορίςει ςε εκείνουσ τουσ μεταςχθματιςμοφσ τθσ δεδομζνθσ ομάδασ που 

ανικουν ςτθν γνιςια ομάδα. Αυτι θ παραδοχι κακορίηει και τισ μεκόδουσ που 

ςυςχετίηουν μζςω των επεκτάςεων των ομάδων τισ διάφορεσ γεωμετρίεσ. 

Γενικότερα κατά τον Klein θ προβολικι γεωμετρία μζςω τθσ ομάδασ των 

προβολικϊν μεταςχθματιςμϊν παρείχε τθ κεωρθτικι βάςθ ςτο εγχείρθμα 

μεταφοράσ γεωμετρικϊν ιδιοτιτων από γνωςτοφσ ςχθματιςμοφσ ςε νζουσ, με τθ 

χριςθ μεταςχθματιςμϊν που δεν ανικουν ςτθ γνιςια ομάδα. Συνεπϊσ κατά τον 

Klein μια γεωμετρία δεν μπορεί να αποτελείται πλζον από αξιϊματα και αιτιματα, 

αλλά από ζνα ςφνολο ωσ χϊρο και μια διαδικαςία θ οποία μασ εξαςφαλίηει τθν 

ιςοδυναμία-ιςότθτα δφο ςχθμάτων που είναι υποςφνολα του χϊρου. Χρειαηόμαςτε 

δθλαδι αρχικά ζνα χϊρο και αντικείμενα ι καταςκευζσ μζςα ςε αυτόν τον χϊρο. 

Στθ ςυνζχεια χρειαηόμαςτε μια ομάδα ςυμμετριϊν ωσ διαδικαςία μεταφοράσ των 

αντικειμζνων ζτςι ϊςτε να είμαςτε ςε κζςθ να αποφαινόμαςτε ότι ζνα γεωμετρικό 

αντικείμενο είναι ιςοδφναμο με κάποιο άλλο. 

Θ ταξινόμθςθ των διαφορετικϊν γεωμετριϊν προκφπτει άμεςα από τισ 

διαφορετικζσ υλοποιιςεισ τθσ ζννοιασ τθσ ιςότθτασ για τα ςχιματα του χϊρου που 

δρουν οι μεταςχθματιςμοί. Άλλεσ ζννοιεσ που προκφπτουν από μετριςεισ όπωσ το 

μικοσ ι το εμβαδόν προςτίκενται μόνο με τθν επιφφλαξθ να είναι ςε ςυμφωνία με 

τθν βαςικι ζννοια τθσ ιςότθτασ. 

Θ ζννοια τθσ ομάδασ των μεταςχθματιςμϊν είναι θ ιδζα κλειδί ςυνεπϊσ για τον 

Klein, ο οποίοσ πίςτευε ςτθν εποπτεία του Kant. Πμωσ όπωσ χαρακτθριςτικά 

ανζφερε ο Klein, ο αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ κατζςτρεψε μια για πάντα τθ 

φανταςία από τθν γεωμετρία. Αν και θ χρθςιμοποίθςθ των μετατοπίςεων από τον 

Klein παραπζμπει ςτθν υπζρκεςθ του Ευκλείδθ, πρζπει να τονίςουμε ότι φαίνεται 

τελικά να οδθγεί ςτθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ. Θ χρθςιμοποίθςι τθσ απεικόνιςθσ 

ζγινε για τθν περιγραφι τθσ ιςότθτασ, περιορίηοντασ τισ μετατοπίςεισ μόνο ςτισ 

αντίςτοιχεσ επιτρεπτζσ. Το γεωμετρικό αντικείμενο αποκτά τθν αντικειμενικότθτά 

του μζςα ςε μια δομι, εξαντικειμενικεφεται ςυνεπϊσ μζςω των απεικονίςεων τθσ 

δομισ και δεν εξαρτάται πλζον από το νοοφν υποκείμενο. 
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Κεφάλαιο 4                         
Η μζθοδοσ του Cassirer 

4.1 Ειςαγωγή 

O Ernst Cassirer ςποφδαςε ςτο πανεπιςτιμιο του Marburg με κακθγθτζσ τουσ 

Cohen και Natorp οι οποίοι ιταν ιδρυτζσ μιασ από τισ ςθμαντικότερεσ φιλοςοφικζσ 

ςχολζσ τθ χρονικι περίοδο τθσ αλλαγισ του 19ου αιϊνα: τθ ςχολι των 

νεοκαντιανϊν λογικό-ιδεαλιςτϊν. Ο Cassirer από το 1899 που παρουςίαςε τθ 

διδακτορικι του διατριβι μζχρι περίπου το 1920 αποτελοφςε τον εκφραςτι τθσ 

ςχολισ των νεοκαντιανϊν φιλοςόφων. Πμωσ ζγινε γνωςτόσ ωσ ζνασ από τουσ 

ςθμαντικότερουσ ιςτορικοφσ τθσ φιλοςοφίασ.   

Ο Natorp κακόριςε ωσ ςθμείο αναφοράσ τθσ ςχολισ του Marburg, τθν 

αντιμεταφυςικι και αντιψυχολογικι μζκοδο τθν οποία ονόμαςε υπερβατολογικι 

μζκοδο. Σφμφωνα με αυτι τθν προςζγγιςθ θ φιλοςοφία ξεκινά χωρίσ a priori 

μεταφυςικοφσ ςυλλογιςμοφσ, οφτε παρατθριςεισ περί τθσ ψυχολογίασ του κάκε 

ξεχωριςτοφ ανκρϊπου. Οι μακθματικζσ επιςτιμεσ τθσ φφςθσ που αποτελοφν ζνα 

ςυμπαγζσ αντικείμενο. Αυτζσ οι επιςτιμεσ αποτελοφν και τα παραδείγματα γνϊςθσ 

κακϊσ οι ιςτορικζσ επιτυχίεσ τουσ ςυγκροτοφν ζνα γεγονόσ, του οποίου οι 

προχποκζςεισ αποτελοφν αντικείμενο μελζτθσ τθσ φιλοςοφίασ.  

Ο Natorp ανζφερε ότι και ο ίδιοσ ο Kant αφοφ διαμόρφωςε τθ μζκοδό του, τθν 

εφάρμοςε ςτθν Νευτϊνεια φυςικι. Πμωσ, όπωσ θ επιςτιμθ άλλαξε από τθν εποχι 

του Newton, ζπρεπε να αλλάξει και θ κζςθ απζναντι ςτισ απόψεισ του Kant όπωσ 

παρουςιάηονται ςτθν Κριτικι του Κακαροφ Λόγου. Οι απόψεισ αυτζσ δεν μποροφν 

να παραμζνουν ςτακερζσ ςτο πζραςμα του χρόνου. Ρραγματικά, φαίνεται ότι θ 

ιςτορικι εξζλιξθ τθσ επιςτιμθσ απαιτοφςε ζνα νζο «διάβαςμα» των απόψεων του 

Kant κατά τουσ νεοκαντιανοφσ.  
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4.2 Cassirer και Kant 

Ο Cassirer ιταν ξεκάκαροσ, όπωσ αναφζρει ο Heis126, ότι ο Kant ουςιαςτικά δεν είχε 

κζςθ ςτθ κεωρία του για κακαρά γεωμετρικά αφθρθμζνα αντικείμενα, με τθν 

ζννοια ότι αναφερόμαςτε ςε γνιςια αντικείμενα και όχι απλζσ επινοιςεισ του νου. 

Δθλαδι θ καταςκευι ςτθν κακαρι εποπτεία δεν παράγει ζνα «γνιςιο» αντικείμενο 

αλλά μόνο μια μορφι του γεωμετρικοφ αντικειμζνου. Συνεπϊσ οι γεωμετρικζσ 

καταςκευζσ παράγουν γνϊςθ μόνο επειδι κακιςτοφν ωσ πραγματικότθτα τθ 

δυνατότθτα φπαρξθσ ςυγκεκριμζνων εμπειρικϊν αντικειμζνων.  

Θ εφαρμοςιμότθτα τθσ γεωμετρίασ ςε αντικείμενα του χϊρου κατά τον Kant δεν 

προκφπτει μζςα από τισ καταςκευζσ ςτο χϊρο. Θ επιμονι ςτθν άποψθ ότι τα 

γεωμετρικά αντικείμενα είναι ςτθ πραγματικότθτα μορφζσ των αντικειμζνων ι 

τρόποι κατά τουσ οποίουσ κα μποροφςε να είναι ο εμπειρικόσ κόςμοσ, 

διαφοροποιεί τθν καντιανι άποψθ τόςο από τον φορμαλιςμό όςο και από τον 

αντιπλατωνιςμό. 

Ο Cassirer φαίνεται ςτα γραπτά του να ζλκεται από αυτι τθν καντιανι ιδζα: τα μόνα 

αντικείμενα με τθν ςτενι ζννοια του όρου είναι τα αντικείμενα τθσ εμπειρίασ των 

φυςικϊν επιςτθμϊν και ότι θ μόνθ αντικειμενικότθτα είναι θ αντικειμενικότθτα που 

εξαςφαλίηεται μζςα από τθν αναφορά ςε αυτά τα αντικείμενα. Δθλαδι θ ςθμαςία 

των μακθματικϊν εξαρτάται από το γεγονόσ ότι οι προτάςεισ ςχετικά με τα 

μακθματικά αντικείμενα διαδραματίηουν ζναν ουςιαςτικό ρόλο ςτισ επιςτιμεσ που 

αςχολοφνται με τα φυςικά αντικείμενα.  

Σε μια προςπάκεια ανάλυςθσ των διαδικαςιϊν τθσ γεωμετρικισ καταςκευισ, ο 

Cassirer προςπακεί να δείξει ότι ο χϊροσ είναι κακαρά μια μορφι ςυνφπαρξθσ (co-

existence). Στισ γεωμετρικζσ καταςκευζσ δεν μασ ενδιαφζρουν ςτοιχεία τθσ 

εποπτείασ όπωσ ςθμεία και γραμμζσ. Θ προςοχι μασ είναι ςτραμμζνθ ςτθ ςχεςιακι 

δομι αυτϊν των εννοιολογικϊν οριςμϊν. Δθλαδι ζνα γεωμετρικό ςφςτθμα, 

κεωροφμενο ωσ μια αξιωματικι παραγωγικι κεωρία, παρουςιάηει εξ’ αρχισ ζνα 

ςφςτθμα από εννοιολογικζσ δεςμεφςεισ και οριςμοφσ μεταξφ των αιτθμάτων και 

των κεωρθμάτων που παράγονται από αυτά. Πταν μορφοποιοφνται, είναι ξεκάκαρο 

ότι τα ςυγκεκριμζνα ςτοιχεία δεν λαμβάνονται υπόψθ ωσ είναι αλλά ωσ 
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παραδείγματα μιασ κακολικισ μορφισ διάταξθσ και ςφνδεςθσ. Αναφζρει 

ςυγκεκριμζνα ο Cassirer ότι:  

«δεν ζχει νόθμα να αςχολοφμαςτε με υπερβατολογικά αντικείμενα παρά μόνο με 

αυτά τα (γεωμετρικά) αντικείμενα  που υπάρχει μια αντικειμενικι βεβαιότθτα τθσ 

εμπειρικισ γνϊςθσ κακαυτισ».
 127

 

Δυςτυχϊσ όμωσ μζςα ςτο πλαίςιο τθσ ςυνεχϊσ αυξανόμενθσ ειςαγωγισ 

αφθρθμζνων μακθματικϊν καταςκευϊν ςτα μακθματικά, υπιρξε μια φαινομενικι 

ζνταςθ ςτθν αποδοχι τθσ καντιανισ ιδζασ από τουσ μακθτζσ τθσ ςχολισ του 

Marburg. Οι νεοκαντιανοί ικελαν να κατανοιςουν τθν επιςτιμθ χωρίσ να τθν 

καταδικάςουν οφτε να αςχολθκοφν με αυτι.  

Βζβαια ο ίδιοσ ο Cassirer δεν υπεραςπίηεται όλεσ τισ παραδοχζσ των φιλοςόφων 

αυτισ τθσ ςχολισ. Δεν κεωρεί αναγκαία τθν αλικεια τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ, 

οφτε όμωσ δζχεται τθν a priori γνϊςθ τθσ καμπυλότθτασ του φυςικοφ χϊρου. Δεν 

μπορεί όμωσ να κεωρθκεί ωσ ο ιδεϊδθσ εκπρόςωποσ των νεοκαντιανϊν 

φιλοςόφων ςτθν αντιμαχία με τουσ λογικό-εμπειριςτζσ όπωσ ο Russell και ο Frege 

ςχετικά με τθν κακαρι εποπτεία. Λδιαίτερα θ ςχζςθ τθσ καντιανισ φιλοςοφίασ με τθ 

μοντζρνα γεωμετρία απαςχόλθςε ιδιαίτερα τον Cassirer. 

Κατά τον Heis128 ο Cassirer φαίνεται να εκτιμοφςε ιδιαίτερα τθν εξελικτικι και 

ιςτορικι φφςθ των μακθματικϊν. Τον απαςχολοφςε ο τρόποσ με τον οποίο τα 

μακθματικά παραμζνουν μια ενοποιθμζνθ επιςτιμθ ζςτω και αν ζχουν γίνει 

αρκετζσ ςθμαντικζσ εννοιολογικζσ αλλά και οντολογικζσ «επαναςτάςεισ» μζςα ςτο 

χρόνο. Ρροςπακοφςε να κατανοιςει τισ μεκοδολογικζσ ανάγκεσ που αςκοφςαν 

πίεςθ ςτουσ μακθματικοφσ ζτςι ϊςτε να τροποποιιςουν και να επεκτείνουν τθν 

οντολογία τουσ. 

O Cassirer παράλλθλα εκείνθ τθν εποχι ανζλυε και τθ φυςικι του 20ου αιϊνα με τθ 

προοπτικι τθσ φιλοςοφίασ τθσ επιςτιμθσ, επικεντρωμζνοσ κυρίωσ ςτθν ζννοια του 

αντικειμζνου τθσ επιςτθμονικισ εμπειρίασ. Χρθςιμοποιϊντασ τθν ζννοια τθσ 

ςυναρτθςιακισ γνϊςθσ (functional knowledge) επιλζγει μια δομικι κζςθ και 

ιςχυρίηεται ότι με αυτι θ ζννοια του αντικειμζνου άνοιξε το δρόμο για τθ μοντζρνα 

επιςτιμθ. Θ ερμθνεία τθσ ζννοιασ του αντικειμζνου επζτρεψε ςτον Cassirer να 
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ολοκλθρϊςει μια αποφαςιςτικι πτυχι τθσ επιςτθμονικισ διαδικαςίασ όπωσ είναι θ 

γενίκευςθ βαςικϊν εννοιϊν τθσ επιςτιμθσ μζςα από τθν ιδζα του Cassirer περί 

ςφνκεςθσ τθσ γνϊςθσ.  

  

4.3 Δφο «επαναςτάςεισ» ςτη γεωμετρία του 19ου αιϊνα 

Κατά τον 19ο αιϊνα μια από τισ ςθμαντικότερεσ «επαναςτάςεισ» ςτα Μακθματικά 

ιταν θ ανακάλυψθ των Μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν, οι οποίεσ αποδείχκθκαν 

ιςοδφναμα ςυνεπείσ με τθν Ευκλείδεια γεωμετρία. Ο Russell ςκεπτόμενοσ από τθν 

καντιανι πλευρά αναφζρει ότι:  

«αυτι θ επανάςταςθ απαιτεί μια νζα μελζτθ περί τθσ αντοχισ που δείχνουν (οι Μθ-

Ευκλείδειεσ Γεωμετρίεσ) ςτθν αμφιςβιτθςθ τθσ Υπερβατολογικισ Αιςκθτικισ» 129  

μια μελζτθ που κα μποροφςε να οδθγιςει ςε μια εξαςκζνθςθ τθσ a priori 

κεωρίασ130.  Δεν πρζπει να ξεχνάμε ότι ο 19οσ αιϊνασ ζδωςε τζλοσ ςτθ χρυςι εποχι 

τθσ γεωμετρίασ. Θ ενοποιθμζνθ εικόνα τθσ γεωμετρίασ που προςφζρκθκε από τον 

Ευκλείδθ ςε κάκε γεωμζτρθ για ςχεδόν δφο χιλιάδεσ χρόνια με το πρότυπο των 

Στοιχείων, φαίνεται να αποδομείται ςταδιακά ςτο πρϊτο και δεφτερο τρίτο του 

19ου αιϊνα ωσ αποτζλεςμα τθσ ανάπτυξθσ μιασ ςειράσ από γεωμετρίεσ και 

γεωμετρικζσ μεκόδουσ. Μια από τισ  πιο ςθμαντικζσ προόδουσ, όπωσ αναφζραμε, 

είναι ςίγουρα θ ανακάλυψθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν, δθλαδι, θ 

υπερβολικι γεωμετρία των Gauss, Bolyai, Lobachevsky και θ ελλειπτικι γεωμετρία 

του Riemann. 

Ζνα ακόμα ςθμαντικό βιμα ιταν θ ανάπτυξθ τθσ προβολικισ γεωμετρίασ του Jean 

V. Poncelet. O Poncelet, που επεξεργάςτθκε τισ ιδζεσ του Gaspard Monge ιδρυτι 

τθσ École Polytechnique, ενδιαφερόταν για τισ γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των ςχθμάτων 

οι οποίεσ κα διατθροφνταν ακόμθ και μετά τισ προβολζσ τουσ. Θ προβολικι 

προςζγγιςθ του Poncelet ςτθ γεωμετρία είχε μια ςειρά από ςθμαντικζσ ςυνζπειεσ.  

Ρρϊτον, θ προβολικι γεωμετρία, μποροφςε να καταςκευαςτεί χωρίσ καμία ςχεδόν 

αναφορά ςε μετρικοφσ προςδιοριςμοφσ. Αυτό καταργοφςε τουσ παραδοςιακοφσ 

δεςμοφσ ανάμεςα ςτθ γεωμετρία και τισ διάφορεσ μετρικζσ ςχζςεισ.  
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Δεφτερον, θ αρχι τθσ δυϊκότθτασ κακιςτοφςε εφικτι τθ χριςθ όχι μόνο των 

ςθμείων αλλά και άλλων ςτοιχείων όπωσ οι γραμμζσ ωσ βαςικά ςτοιχεία για τθν 

καταςκευι τθσ γεωμετρίασ. Το ίδιο είχε κάνει ο Julius Plücker, δάςκαλοσ του Felix 

Klein, ςτο Liniengeometrie.  

Τρίτον, θ αρχι τθσ δυϊκότθτασ ιταν ςυνδεδεμζνθ με τθν ειςαγωγι των ιδεατϊν 

ςτοιχείων ςτθ γεωμετρία, αναπαριςτϊντασ εντελϊσ κεωρθτικζσ καταςκευζσ και 

οδιγθςε ςτον διαχωριςμό τθσ γεωμετρίασ από τθ εποπτεία.  

Τζλοσ, θ γεωμετρία ξεκίνθςε να απομακρφνεται από τισ τρεισ διαςτάςεισ του 

χϊρου κακϊσ ανζκυψε θ ιδζα μιασ n-διάςτατθσ γεωμετρίασ. Μια επαναςτατικι 

ανακάλυψθ ςε αυτόν τον τομζα ιταν θ πρϊτθ ζκδοςθ του Lineale 

Ausdehnungslehre του Hermann Grassmann ςτο οποίο ζκεςε τα κεμζλια τθσ 

μοντζρνασ  διανυςματικισ ανάλυςθσ.  

Θ γεωμετρία όμωσ ιδθ από το 1820 είχε περάςει και μια ακόμα «επανάςταςθ». Οι 

μακθματικοί οι οποίοι αςχολοφνταν με τθν προβολικι γεωμετρία είχαν επεκτείνει 

τα μζχρι τότε γνωςτά γεωμετρικά ςχιματα κάνοντασ μια εξαιρετικά ριηοςπαςτικι, 

για εκείνθ τθν εποχι, κίνθςθ: πρόςκεςαν νζα ςτοιχεία, αρχικά ςε κάκε ευκεία ζνα 

ςθμείο ςτο άπειρο και ςτθ ςυνζχεια φανταςτικά ςθμεία ςτο επίπεδο. Ουςιαςτικά 

εμβάπτιςαν τα βαςικά γεωμετρικά ςχιματα ςε ζνα ευρφτερο γεωμετρικό πεδίο. Ο 

Poncelet ανακάλυψε τα λεγόμενα κυκλικά ςθμεία (circular points), που 

αποτελοφνται από μοναδικό ηεφγοσ ςθμείων τα οποία ζχουν άπειρθ απόςταςθ 

μεταξφ τουσ και τα φανταςτικά ςθμεία (imaginary points) ςτα οποία κάκε κφκλοσ 

τζμνεται και φυςικά δεν είναι ορατά ςτο γεωμετρικό ςχιμα που καταςκευάηουμε. 

Για να δϊςει ιδιαίτερθ ζμφαςθ ςε αυτά τα νζα ςτοιχεία ςτθ γεωμετρία, ο Cayley τα 

αποκάλεςε «όντοσ όντα» με ςκοπό να αναδείξει τθ μακθματικι ςθμαςία τουσ αλλά 

και τθν αδφνατθ οπτικοποίθςι τουσ. Βζβαια υπιρχαν και αρκετοί γεωμζτρεσ που 

δεν αποδζχονταν αυτά τα ςθμεία, όπωσ ο Steiner, ο οποίοσ τα αποκαλοφςε 

«φαντάςματα ι ςκιζσ ςτο χϊρο τθσ γεωμετρίασ». Αυτό το ςθμείο λοιπόν πρότεινε  ο 

Cayley να αποτελζςει αντικείμενο φιλοςοφικισ αναηιτθςθσ και ςυηιτθςθσ, μια 

κίνθςθ που μζχρι εκείνθ τθν εποχι δεν είχε γίνει.  
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Ο Russell131 πίςτευε ότι κακϊσ κάκε μετρικι γεωμετρία ςτακερισ καμπυλότθτασ 

λογικά αποτελεί μια πικανι περιγραφι του εμπειρικοφ χϊρου, μόνο θ εμπειρικι 

παρατιρθςθ μπορεί να κακορίςει το ςφνολο των αξιωμάτων που είναι αλθκι για το 

χϊρο. Πμωσ επειδι θ παρατιρθςθ μπορεί γενικά να είναι ανακριβισ, δεν είμαςτε 

ςε κζςθ να ξζρουμε αν ο χϊροσ μασ είναι Ευκλείδειοσ, άρα δεν μποροφμε να 

εξαιρζςουμε κάποια από τισ μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ. Ο ίδιοσ όμωσ ςτθ ςυνζχεια 

αναφζρει ότι: « οποιοςδιποτε μπορεί να δει… ότι ο κφκλοσ ωσ κλειςτι καμπφλθ, δεν 

μπορεί να φτάςει το άπειρο», αποκλείοντασ κατ’ αυτό τον τρόπο τθ χρθςιμοποίθςθ 

των φανταςτικϊν ςθμείων ςτθ γεωμετρία. 

Βλζπουμε λοιπόν πωσ αυτζσ οι απόψεισ που αποτελοφςαν αντικείμενο φιλοςοφικισ 

διαμάχθσ, οδιγθςαν τθ γεωμετρία μακριά από το ςυνκετικό μοντζλο του Kant. 

Μζςα ςε αυτό το πλαίςιο προςπάκθςαν οι νεοκαντιανοί να ςυγκροτιςουν μια κζςθ 

ϊςτε να ςυνταιριάξουν και οι δφο υπό τθν καντιανι φιλοςοφία. Ο Cassirer 

αναφζρει ότι :  

«ο ςτόχοσ που αποδίδεται ςτθ φιλοςοφία είναι ςε κάκε φάςθ τθσ εξζλιξθσ, ςυνεχϊσ 

να ξεχωρίηει από ζνα ςυμπαγζσ ιςτορικό άκροιςμα των κακοριςμζνων 

επιςτθμονικϊν εννοιϊν και αρχϊν, τισ γενικζσ λογικζσ λειτουργίεσ τθσ γνϊςθσ. Αυτό 

το άκροιςμα αλλάηει και ςίγουρα ζχει αλλάξει από τθν εποχι του Newton. 

Ραραμζνει όμωσ το ερϊτθμα κατά πόςο μζςα ςτο νζο πλαίςιο που ζχει 

δθμιουργθκεί υπάρχουν κάποιεσ μεγιςτοποιθμζνεσ γενικζσ ςχζςεισ, ςτισ οποίεσ 

ςτρζφεται αποκλειςτικά θ προςοχι τθσ κριτικισ ανάλυςθσ, και εμφανίηονται υπό 

νζα μορφι. Η ζννοια τθσ ιςτορίασ τθσ επιςτιμθσ από μόνθ τθσ περιζχει τθ ςκζψθ 

τθσ ςυντιρθςθσ μιασ γενικισ λογικισ δομισ ςε ολόκλθρθ τθν ακολουκία των 

ειδικϊν εννοιολογικϊν ςυςτθμάτων». 132   

O Cassirer κεωρεί λοιπόν ότι θ λφςθ που πρζπει να δοκεί πρζπει να ζχει τθ μορφι 

μιασ «γενικισ λογικισ δομισ», ενόσ κοινοφ ςυνόλου αρχϊν και εννοιϊν, το οποίο 

γενικά παρίςταται ςε κάκε φάςθ τθσ ιςτορίασ τθσ επιςτιμθσ. Ειδικότερα για τα 

μακθματικά οι νεοκαντιανοί, με δεδομζνο ότι ζχουν ςυντελεςτεί κεμελιϊδεισ 

εννοιολογικζσ αλλαγζσ, αναηθτοφν μια φιλοςοφία των μακθματικϊν θ οποία κα 

τεκμθριϊνει τθν απαίτθςθ ότι τα επιμζρουσ ςτάδια τθσ εξζλιξθσ των μακθματικϊν 

κα ςυγκροτοφν μια ιςτορία.  
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Θ λεγόμενθ «Κοπερνίκεια επανάςταςθ» του Kant αποκλείει με όρουσ ενόσ κοινοφ 

πεδίου αντικειμζνων οποιαδιποτε δικαιολόγθςθ τθσ ενότθτασ των Μακθματικϊν, 

του γεγονότοσ δθλαδι ότι διάφοροι μακθματικοί ενϊ δραςτθριοποιοφνταν ςε 

διάφορουσ τομείσ των μακθματικϊν, ςε διαφορετικζσ χρονικζσ περιόδουσ, ανικαν 

ςε ζνα κομμάτι τθσ ιςτορίασ. Ειδικότερα ο Heis133 αναφζρει ότι ναι μεν δεν είναι 

λανκαςμζνο να λζμε ότι υπάρχουν γεωμετρικά αντικείμενα, αλλά υποςτιριηε 

ςκεναρά ότι οι γεωμζτρεσ από τον Ευκλείδθ ζωσ τον Cayley απλϊσ ανακάλυπταν 

ιδιότθτεσ αυτϊν των αντικειμζνων. Πμωσ το ότι τόςο οι γεωμζτρεσ που 

αςχολικθκαν με τθν προβολικι γεωμετρία όςο και οι Αρχαίοι γεωμζτρεσ είχαν 

αντικείμενο μελζτθσ το χϊρο, δεν μπορεί να αποτελεί δικαιολογία γιατί ο Ευκλείδθσ 

και ο Cayley ςυμμετζχουν ςτο ίδιο κομμάτι τθσ ιςτορίασ. Συγκεκριμζνα ο Cassirer 

αναφζρει:  

«θ ενότθτα των Μακθματικϊν δεν βρίςκεται πλζον ςτα αντικείμενά τθσ, είτε είναι 

μελζτθ των μεγεκϊν και των αρικμϊν, μελζτθ τθσ ζκταςθσ, όπωσ θ γενικι κεωρία 

των πολλαπλοτιτων, θ κεωρία κίνθςθσ ι ιςοδφναμα θ κεωρία δυνάμεων. Η 

δικαιολόγθςθ μάλλον πρζπει να ακολουκιςει τθν αντίςτροφθ πορεία: κα μποροφμε 

να λζμε ότι μελετοφςαν τα ίδια αντικείμενα μόνο επειδι μποροφμε να ποφμε ότι 

αποτελοφν κομμάτια τθσ ίδιασ ιςτορίασ». 134  

Αυτό λοιπόν που δικαιολογεί τθν ενότθτα των μακθματικϊν κατά τον Cassirer είναι 

μια «γενικι λογικι δομι» παροφςα ςε ολόκλθρθ τθν ιςτορία των μακθματικϊν, 

δθλαδι μια μζθοδοσ. Ο Cassirer κεωρεί ότι οι μακθματικοί ςτο πζραςμα του 

χρόνου  παρουςιάηουν αυκαίρετεσ ςχεςιακζσ δομζσ, όμωσ ςυμφωνεί ότι υπάρχουν 

πραγματικοί μακθματικοί λόγοι για τουσ οποίουσ οι επιςτιμονεσ μακθματικοί 

μελετοφν ςυγκεκριμζνεσ δομζσ ςε ειδικά πλαίςια. Θ ενότθτα φαίνεται να βρίςκεται 

ςτισ μεκοδολογικζσ αρχζσ που κακοδθγοφν τθν μακθματικι εξζλιξθ μζςα ςτο 

χρόνο. 

 

4.3 Ο Cassirer και η μζθοδοσ του Kant 

Θ φιλοςοφία τθσ επιςτιμθσ κατά τον Cassirer είναι μια μορφι υπερβατολογικοφ 

ιδεαλιςμοφ ςτθν οποία οι κεμελιϊδεισ αρχζσ των κεωρθτικϊν φυςικϊν επιςτθμϊν 
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εκφράηουν τα κακολικά μοτίβα μζςω των οποίων ο νουσ τακτοποιεί τθν 

πολλαπλότθτα των φαινομζνων135. Ακολουκϊντασ τθν ερμθνεία του Kant από τουσ 

νεοκαντιανοφσ, ο Cassirer κεωρεί ότι θ επιςτιμθ και θ αντικειμενικότθτά τθσ 

αποτελοφν γεγονότα (facts). Κεμελιϊδθ ερωτιματα όπωσ ο τρόποσ που αποκτοφμε 

γνϊςθ για τθ φφςθ και κατά πόςο αυτι θ γνϊςθ είναι αντικειμενικι ζχουν 

πρωτίςτωσ επιςτθμολογικι διάςταςθ. Ο νουσ διαδραματίηει ζναν 

«καταςκευαςτικό» ρόλο άρα και θ αντικειμενικότθτα πρζπει να κεωρθκεί ότι 

προκφπτει ωσ αποτζλεςμα αυτισ τθσ καταςκευαςτικισ δραςτθριότθτασ.  

Θ καντιανι ζννοια τθσ κακαρισ εποπτείασ, ξεχωριςτι από τθν κατανόθςθ, πρζπει 

να απορριφκεί κακϊσ μζςα από τθ πορεία τθσ εξζλιξθσ των μακθματικϊν ζχει 

αναδειχκεί θ άποψθ ότι δεν ζχει κανζνα ρόλο, πόςο μάλλον τον κεντρικό ρόλο που 

τθσ είχε ανακζςει ο Kant. Λςτορικά αυτι θ απόρριψθ ζχει προκφψει ωσ αποτζλεςμα 

τθσ «ανάδυςθσ» των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν. Σφμφωνα με τον Cassirer αυτι θ 

απόρριψθ περιλαμβάνει και τθν απόρριψθ του μοντζλου τθσ ςχθματοποίθςθσ του 

Kant. 

Κατά τον Heis136, o Cassirer πιςτεφει ότι ο Kant αναφερόμενοσ περί τθσ μακθματικισ 

μεκόδου, δθλαδι περί τθσ άποψθσ ότι τα διακριτά είδθ εννοιϊν και θ εννοιολογικι 

χριςθ τουσ χαρακτθρίηει τα μακθματικά, όχι μόνο δεν αντίκειται αλλά μασ βοθκά 

να κατανοιςουμε τισ ριηικζσ εννοιολογικζσ αλλαγζσ των μακθματικϊν του 19ου 

αιϊνα. Βζβαια ενϊ ο Cassirer κεωρεί τθ κεμελίωςθ τθσ αρικμθτικισ του Dedekind 

ωσ πρότυπο για τθ μεκοδολογία των μοντζρνων μακθματικϊν, δζχεται ότι θ 

ςυγκεκριμζνθ κεμελίωςθ αποτελεί μια μοντζρνα εκδοχι τθσ καντιανισ ιδζασ ότι 

μακθματικά είναι θ γνϊςθ που προζρχεται από τθν καταςκευι των εννοιϊν. Αυτι θ 

κεϊρθςθ αρχικά φαίνεται αντιφατικι: ο Dedekind πίςτευε ότι υπεραςπιηόταν τον 

λογικιςμό, μια κζςθ αντίκετθ με κάκε μορφι καντιανιςμοφ. 

Ζχοντασ αναφερκεί ςτο αντίςτοιχο κεφάλαιο, ασ επαναφζρουμε τθν άποψθ του 

Kant και κα λζμε ότι μια ζννοια (Ε) κα είναι μακθματικι ζννοια ι χρθςιμοποιείται  

μακθματικά, όταν ζνα αντικείμενο (α) που περιζχεται υπό τθν ζννοια (Ε) μπορεί να 

εκτεκεί a priori και παράλλθλα με τθν χριςθ του αντικείμενου (α) μπορϊ να 

αναφερκϊ ςε ολόκλθρθ τθν ζννοια (Ε). Πταν κατζχουμε τθν ζννοια του «κφκλου» 
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μζςω τθσ χριςθσ του αντίςτοιχου 3ου Ευκλείδειου αξιϊματοσ που μασ δίνει τθν 

δυνατότθτα να καταςκευάςουμε ζναν κφκλο με οποιοδιποτε κζντρο και 

οποιαδιποτε ακτίνα, μποροφμε να επιχειρθματολογιςουμε ςχετικά με ιδιότθτεσ 

και προτάςεισ που αφοροφν κάκε κφκλο που βρίςκεται υπό τθν ζννοια «κφκλοσ». 

Δθλαδι χωρίσ να χρειάηεται να καταφφγουμε ςτθν εμπειρία μποροφμε να 

αναφερκοφμε ςε όλα τα αντικείμενα που βρίςκονται υπό τθν γενικι ζννοια και 

διαφζρουν ωσ προσ το μζγεκοσ αλλά και τθ κζςθ. Για τον Kant αυτι θ διαδικαςία 

υποδεικνφει και τθν ανάγκθ οι μακθματικζσ ζννοιεσ να καταςκευάηονται 

αφθρθμζνα και να μθν δίνονται. 

Ο Heis αναφζρει και μια ακόμα οπτικι τθσ άποψθσ του Kant: θ γνϊςθ τθσ ζννοιασ 

«κφκλοσ» είναι ικανι και αναγκαία ςυνκικθ για τθν αναπαράςταςθ ςυγκεκριμζνων 

κφκλων. Θ καταςκευι κάκε κφκλου είναι δυνατι μόνο μζςα από τθν ακολουκία των 

κανόνων καταςκευισ που περιζχονται ςτθν ζννοια «κφκλοσ». Δεν μπορϊ να ζχω 

καμιά εποπτεία κφκλου αν δεν γνωρίηω τθν ζννοια του «κφκλου». 

Γενικεφοντασ, για τθ γεωμετρία είναι κακοριςτικό το γεγονόσ ότι υπάρχει μια 

ςυγκεκριμζνθ ςχζςθ μεταξφ εννοιϊν και γεωμετρικϊν αντικειμζνων: αν κατζχω τθν 

ζννοια μπορϊ να καταςκευάςω κάκε αντικείμενο που βρίςκεται υπό αυτι, άρα και 

να βεβαιωκϊ για τθν φπαρξθ αντικειμζνων υπό αυτιν τθν ζννοια αφοφ μπορϊ να 

τα καταςκευάςω. Επιπλζον, όλεσ οι μακθματικζσ ιδιότθτεσ που εμφανίηουν τα 

γεωμετρικά αντικείμενα υπό τθν ζννοια οφείλονται ςτθν ίδια τθν γεωμετρικι 

ζννοια. 

Ο Cassirer κεωροφςε ότι τα μακθματικά αντικείμενα δεν ζχουν καμία ιδιότθτα που 

να μπορεί να εκφραςτεί με όρουσ των βαςικϊν ςχζςεων εκτόσ του ςυςτιματοσ των 

εννοιϊν. Θ ιδζα ότι κανζνα μακθματικό αντικείμενο δεν ζχει ιδιότθτεσ εκτόσ τθσ 

δομισ ςτθν οποία περιζχεται διαφζρει ουςιαςτικά από τθν άποψθ του Kant ότι τα 

γεωμετρικά αντικείμενα καταςκευάηονται ςτον χϊρο τον οποίο υπάρχουν εμπειρικά 

αντικείμενα. Δθλαδι κακϊσ τα ςθμεία ςτο χϊρο αποτελοφν αναγκαία προχπόκεςθ 

και ταυτόχρονα αποτελοφν κζςεισ του χϊρου, τα γεωμετρικά αντικείμενα πρζπει να 

ζχουν ουςιϊδεισ ςχζςεισ με μθ-γεωμετρικά αντικείμενα.  

Ο Cassirer αν και δζχεται τθν υπερβατολογικι μζκοδο του Kant διαφοροποιείται 

από τθν «υπερβατολογικι αιςκθτικι»: θ γεωμετρία δεν είναι δυνατι μόνο επειδι 

μποροφμε να αναπαραςτιςουμε με ζναν a priori τρόπο φυςικά ι εμπειρικά το 
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χϊρο και το χρόνο. H υπερβατολογικι μζκοδοσ αντί να αποκαλφπτει τθν 

αμετάβλθτθ δομι του όντοσ, ερευνά τα πολιτιςμικά δοςμζνα «γεγονότα» τθσ 

επιςτιμθσ και του «όντοσ». Δεν αςχολείται με τα ίδια τα αντικείμενα αλλά με τον 

τρόπο που τα αντικείμενα γίνονται γνωςτά. Συγκεκριμζνα, ο Cassirer κεωρεί ότι θ 

ςθμαςία τθσ υπερβατολογικισ μεκόδου βρίςκεται ςτον κακοριςμό του 

αντικειμζνου με μζςα που ςυγκροτοφν τισ αρχζσ και τισ ςχζςεισ του νου.   

 Ππωσ και ο Russell τθν περίοδο που υπεραςπιηόταν τον λογικιςμό, ο Cassirer 

υποςτθρίηει ότι θ εξζλιξθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν αναδεικνφει τθν κζςθ ότι 

οι προτάςεισ των κακαρϊν μακθματικϊν δεν αναφζρονται ςτο φυςικό χϊρο και 

χρόνο. Υπάρχουν πολλοί λογικά πικανοί χϊροι και δεν υπάρχει μια προνομιακι 

γεωμετρία. Ο ιςχυριςμόσ όμωσ ότι θ γεωμετρία αναφζρεται ςτον εμπειρικό χϊρο, 

κεωρείται από τον Cassirer ανεξάρτθτοσ από τθ ιδζα ότι οι μακθματικοί 

καταςκευάηουν τισ κεωρίεσ τουσ χρθςιμοποιϊντασ αφθρθμζνα οριςμζνεσ ζννοιεσ. 

Δεν κα μποροφςαν να υπάρχουν μακθματικζσ προτάςεισ για τον Cassirer που να 

ςτθρίηονται ςτθν κακαρι ι εμπειρικι εποπτεία του χϊρου. Ρράγματι όπωσ 

αναφζρει137: 

«αν ακόμα και οι ςτοιχειϊδεισ μορφζσ των μακθματικϊν όπωσ τα ςθμεία και οι 

ευκείεσ τθσ Γεωμετρίασ γίνονται κατανοθτά όχι ςαν μεμονωμζνα αντικείμενα, αλλά 

ωσ ςυνδζςεισ μζςα ςε ζνα ςφςτθμα ςχζςεων, τότε τα ιδεατά ςτοιχεία (ideal 

elements) μποροφμε να ποφμε ότι ςυγκροτοφν ζνα «ςφςτθμα των ςυςτθμάτων». 

Αποτελοφν ςυνκζςεισ κακόλα όμοιου λογικοφ υλικοφ με τα ςτοιχειϊδθ αντικείμενα, 

αλλά διαφζρουν ςτθν κεςιακι διαςφνδεςι τουσ κακϊσ ζχουν πλουςιότερθ 

εννοιολογικι πολυπλοκότθτα». 

Βαςικό χαρακτθριςτικό τθσ φιλοςοφίασ του Cassirer επίςθσ αποτζλεςε θ αποδοχι 

τθσ ιςτορικισ εξζλιξθσ των μακθματικϊν. Αυτι θ κεϊρθςθ ϊκθςε τον Cassirer να 

αντιμετωπίςει το φιλοςοφικό πρόβλθμα τθσ ενότθτασ των μακθματικϊν μζςα ςτο 

χρόνο παρουςιάηοντασ ωσ λφςθ μια «γενικι λογικι δομι»138, μια μζκοδο, όπωσ 

αναφζραμε. Κατά τον Heis139 φαίνεται ότι ο Cassirer ικελε αρχικά να επιβεβαιϊςει 

τθ γενικι κζςθ ότι τα μακθματικά είναι μια «επιςτιμθ που επεκτείνεται ςυνκετικά» 

και να υποςτθρίξει τθν άποψθ ότι οι μελλοντικζσ προςκικεσ, όπωσ αυτζσ που 
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προζκυψαν εκείνθ τθν εποχι από τθν προβολικι γεωμετρία, κα βοθκοφςαν τουσ 

μακθματικοφσ να κατανοιςουν καλφτερα τόςο τα αντικείμενα όςο και τα 

προβλιματα που είχαν απαςχολιςει τουσ προγενζςτερουσ μακθματικοφσ.  

Για τον Cassirer φαίνεται ξεκάκαρο ότι θ εξζλιξθ τθσ γεωμετρίασ αλλά και των 

μακθματικϊν γενικότερα ςυνίςταται όχι μόνο ςε ανακάλυψθ νζων κεωρθμάτων 

από τα δεδομζνα αξιϊματα ι τθν ειςαγωγι νζων αξιωμάτων προσ μελζτθ. Ο Hilbert 

το ζκεςε ξεκάκαρα ςτθν περίφθμθ διάλεξι του για τα μακθματικά προβλιματα: 

«Η μακθματικι επιςτιμθ κατά τθ γνϊμθ μου είναι ζνα αδιαίρετο όλον, ζνασ 

οργανιςμόσ, του οποίου θ βιωςιμότθτα βαςίηεται ςτθν ςφνδεςθ των επιμζρουσ 

ςτοιχείων. Για αυτό αν και ζχουμε διακρίςεισ ςτο τομζα τθσ μακθματικισ ςκζψθσ, 

ξζρουμε ξεκάκαρα τθ ταυτότθτα των λογικϊν εργαλείων, τθ ςχζςθ των ιδεϊν ςε 

όλουσ τουσ τομείσ των μακθματικϊν και τισ πολυπλθκείσ αναλογίεσ ςτουσ 

διάφορουσ τομείσ. Αλλά ακόμα γνωρίηουμε ότι όςο περιςςότερο εξελίςςεται θ 

μακθματικι κεωρία, τόςο περιςςότερο αρμονικά και ολιςτικά αυτορυκμίηεται θ 

δομι τθσ. Ρεριςςότερεσ άγνωςτεσ ςχζςεισ ανακαλφπτονται μεταξφ κλάδων τθσ 

γνϊςθσ που μζχρι ςτιγμισ είναι διακριτοί. Συνεπϊσ, ο χαρακτιρασ των 

μακθματικϊν δεν χάνεται μζςα από τθν επζκταςθ αλλά μάλλον γίνεται ξεκάκαροσ 

περαιτζρω». 140 

O Cassirer, ακολουκϊντασ αυτι τθν διλωςθ του Hilbert, αναφζρει τθν προςπάκεια 

του να αναδείξει το κεντρικό ρόλο των ιδεωδϊν ςτοιχείων ςτθ γεωμετρία. Μάλιςτα 

προςπακεί να προςδιορίςει τισ προχποκζςεισ που πρζπει να πλθροφν νζα ςτοιχεία 

που χρθςιμοποιοφμε ςτα μακθματικά ζτςι ϊςτε να δικαιολογοφν τθν ιςότθτα τουσ 

με τα παλαιότερα. Αρχικά δεν πρζπει να οδθγοφν ςε αντιφάςεισ ςε ςχζςθ με τα 

παλαιά ςτοιχεία. Μζςα από τθν εικαςία περί φπαρξθσ μιασ ομογενοφσ λογικισ 

δομισ των μακθματικϊν, πρζπει τα νζα ςτοιχεία να εμφανίηονται ωσ να αποτελοφν 

επζκταςθ των παλαιότερων. Ουςιαςτικά όμωσ ο Cassirer υποδθλϊνει ότι πρζπει να 

αναδειχκεί μια βαςικι λογικι διαςφνδεςθ των εννοιϊν αυτϊν με ςκοπό τθν 

ολοκλθρωτικι εξζλιξθ των εννοιϊν αλλά και τθν ταξινόμθςι τουσ.  

Ο αρχικόσ ρόλοσ τθσ ενότθτασ των μακθματικϊν κακορίηεται από το γεγονόσ ότι  

διαφορετικζσ δραςτθριότθτεσ που καλοφμε μακθματικά φαίνεται να ςυνδζονται 

μεταξφ τουσ όχι αυκαίρετα αλλά ωσ μια ενοποιθμζνθ μζκοδοσ, θ οποία διακρίνει 
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ποια μζρθ ανικουν ςτα μακθματικά και ποια ςε άλλεσ επιςτιμεσ. Θ ενότθτα των 

μακθματικϊν είναι αυτι θ οποία επιτρζπει να δοφμε παλαιότερα αντικείμενα μζςα 

από νζουσ τρόπουσ ςκζψθσ. Τα ίδια μακθματικά αντικείμενα μποροφν να 

εμβαπτιςκοφν ςε διαφορετικζσ μακθματικζσ δομζσ. Δθλαδι ο Cassirer προςπακεί 

να αποφφγει τθν αποδοχι τθσ άποψθσ ότι κάκε νζα δομι που παρουςιάηεται 

αντικακιςτά κάποια παλαιότερθ, αλλά ότι με τισ νζεσ αυτζσ δομζσ οι μακθματικοί 

απλϊσ αλλάηουν το κζμα.  

Ππωσ αναφζρει ο Cassirer, το νζο ςτοιχείο είναι το νοθτικό μζςο με το οποίο 

κατανοοφμε το αλθκινό νόθμα του παλαιοφ ςτοιχείου, μζςα από τθν ολότθτα και το 

βάκοσ που μζχρι εκείνθ τθ ςτιγμι δεν είχε εκτιμθκεί. Ωσ παράδειγμα, μπορεί να 

κεωρθκεί θ ειςαγωγι των φανταςτικϊν ςτοιχείων τθσ προβολικισ γεωμετρίασ. 

Κατά τον Cassirer αυτι θ κίνθςθ μπορεί να δικαιολογθκεί κακϊσ οδθγεί ςε ςθμεία 

με ςυντεταγμζνεσ μιγαδικοφσ αρικμοφσ. Ζτςι, εργαςίεσ που παράχκθκαν ςτθν 

Άλγεβρα ανεξάρτθτα από τουσ γεωμζτρεσ, μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν και να 

ενοποιιςουν με αυτό τον τρόπο δφο διαφορετικοφσ τομείσ των μακθματικϊν. 

Κατά τον Heis141 εφαρμόηοντασ τθν προθγοφμενθ άποψθ ςτο Ευκλείδειο μοντζλο 

του Kant, θ ζννοια «κφκλοσ» που κατά τον Kant προχπάρχει του αντικειμζνου, για 

τον Cassirer φαίνεται ότι ωσ «κωνικι τομι Steiner» δεν προθγείται χρονικά από το 

αντικείμενο κφκλοσ αλλά μόνο λογικά. Μάλιςτα φαίνεται να προθγείται λογικά 

κακϊσ ο κφκλοσ είναι μακθματικά πλιρωσ προςδιοριςμζνοσ μζςα ςτθν ευρφτερθ 

τοποκζτθςι του ωσ κωνικι τομι. Συνεπϊσ θ φπαρξθ των νζων γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων δικαιολογείται μζςα από τουσ ρόλουσ που αντιςτοιχίηονται ζτςι ϊςτε 

να ςυςτθματοποιιςουν ι να εξθγιςουν τα παλαιότερα αντικείμενα. Αυτι θ 

διαδικαςία μπορεί να ςυνεχιςτεί με τελικό αποτζλεςμα να δθμιουργθκεί μια 

ιεραρχικι εικόνα τθσ εξζλιξθσ των μακθματικϊν, κακϊσ οι μακθματικοί 

ανακαλφπτουν νεϊτερεσ ζννοιεσ με ςκοπό να καταςκευάςουν γνωςτά γεωμετρικά 

αντικείμενα. Αυτι θ ολοκλθρωμζνθ διαδικαςία ςυνιςτά τθ μαθηματική μζθοδο του 

Cassirer.  

Ωσ προσ τθν οντολογία των γεωμετρικϊν αντικειμζνων, ο Cassirer ιταν βζβαιοσ ότι 

ακολουκεί τθν μεκοδολογία. Το κεμελιϊδεσ κζμα με τα μακθματικά κατά τον 
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Cassirer είναι ο καταςκευαςτικόσ χαρακτιρασ των μακθματικϊν είτε όπωσ 

παρουςιάηεται μζςα από τθν κεμελίωςθ τθσ αρικμθτικισ από τον Dedekind, είτε 

όπωσ παρουςιάηεται μζςα από τθν ενοποίθςθ ςτο πλαίςιο τθσ προβολικισ 

γεωμετρίασ: αρκετοί γεωμζτρεσ του 19ου αιϊνα δεν κεωροφςαν πλζον τον χϊρο ωσ 

τριςδιάςτατο Ευκλείδειο χϊρο, αλλά ωσ ζνα n-διάςτατο μιγαδικό προβολικό χϊρο. 

Αυτζσ οι δφο ςυνιςτϊςεσ τθσ μακθματικισ μεκόδου του Cassirer ςυνιςτοφν τθν 

«γενικι λογικι δομι» που αναηθτοφςε ο ίδιοσ. Συγκροτοφν τθν δομι θ οποία εξθγεί 

τον τρόπο κατά τον οποίο τα μακθματικά παραμζνουν μια ενότθτα μζςα ςτο χρόνο 

ανεξάρτθτα από τισ εννοιολογικζσ και οντολογικζσ επαναςτάςεισ που ζχουν 

ςθμειωκεί. Ππωσ και ο Kant, ζτςι και ο Cassirer κεωρεί ότι θ ενότθτα των 

μακθματικϊν δεν βρίςκεται ςτα αντικείμενα των μακθματικϊν αλλά ςτθ μζκοδο 

τουσ. 

 

4.4 Ιδεατοποίηςη και ιδεατά ςτοιχεία ςτη γεωμετρία 

Θ κεωρία τθσ ιδεατοποίθςθσ ζτυχε αξιοςθμείωτθσ προςοχισ ςτθ ςφγχρονθ 

φιλοςοφία τθσ επιςτιμθσ αλλά είχε λιγότερθ αποδοχι από τθ φιλοςοφία των 

μακθματικϊν. Θ ιδεατοποίθςθ ςτισ αρχζσ του 19ου αιϊνα αποτελοφςε πολφ 

ςθμαντικό κζμα ςτα μακθματικά: «Ιδεατά ςτοιχεία» εμφανίςτθκαν ςτθ γεωμετρία, 

ςτθ κεωρία των αρικμϊν και ςε άλλουσ τομείσ όπωσ αποδεικνφεται από τθν 

ορολογία των «ιδεατϊν γραμμϊν», «ιδεατϊν ςθμείων», «ιδεατϊν αρικμϊν» και 

ακόμθ πιο απλά, «ιδεατά» των διαφόρων ειδϊν χρθςιμοποιοφνται ακόμθ ςτα 

ςφγχρονα μακθματικά.  

Οι φιλόςοφοι των μακθματικϊν ςπάνια δίνουν προςοχι ςε αυτζσ τισ εξελίξεισ. Μια 

εξαίρεςθ ιταν ο «κριτικόσ ιδεαλιςμόσ» του Cassirer. Σφμφωνα με τον Cassirer, θ 

μεκοδολογία τθσ ιδεατοποίθςθσ παίηει ζναν κεντρικό ρόλο ςτα μακθματικά και τθν 

εμπειρικι επιςτιμθ. Θ φιλοςοφία τθσ επιςτιμθσ του Cassirer μεταχειρίςτθκε τα 

μακθματικά και τθ φυςικι (και τισ άλλεσ επιςτιμεσ) ωσ ζνα ςυνεχζσ. Αυτό δε 

ςθμαίνει ότι κεωροφςε τα μακθματικά ωσ κάποιο είδοσ εμπειρικισ επιςτιμθσ όπωσ 

ο Mill και οι νατουραλιςτζσ οπαδοί του. Από τα γραπτά του φαίνεται ότι θ 

προςζγγιςι του βαςίςτθκε ςτθν ακόλουκθ «ιδεατι» κζςθ:  
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«Η μακθματικι γνϊςθ και θ φυςικι γνϊςθ είναι το ίδιο είδοσ. Και οι δφο 

χαρακτθρίηονται από τθν ειςαγωγι των «ιδεατϊν ςτοιχείων» που και ςτισ δφο 

παίηουν βαςικά τον ίδιο ρόλο».
 142

  

Κατά τον Mormann143 αυτι θ κζςθ αναφζρεται ωσ Sameness Thesis και αναφζρκθκε 

ςτθν πρϊτθ εργαςία του Cassirer  Kant und die moderne Mathematik. Θ εργαςία 

αυτι παρά τον τίτλο τθσ είχε ωσ βαςικό κζμα τον τρόπο με τον οποίο θ νεοκαντιανι 

φιλοςοφία τθσ επιςτιμθσ κα ζπρεπε να αξιολογιςει τισ πρόςφατεσ εξελίξεισ τθσ 

λογικισ και των μακθματικϊν και ςυγκεκριμζνα τθν αυξανόμενθ ςθμαςία τθσ 

κεωρίασ των ςχζςεων για τθ  λογικι, τα μακθματικά και τθ φιλοςοφία.  

Θ άποψθ αυτι βριςκόταν ουςιαςτικά ενάντια ςτον λογικιςμό του Russell όπωσ 

αναπτφχκθκε ςτο βιβλίο του The Principles of Mathematics. Σφμφωνα με τον 

Cassirer, ςτο The Principles of Mathematics ο Russell με αυςτθρό τρόπο  διαχϊριςε 

το χϊρο τθσ λογικισ και των μακθματικϊν από το χϊρο τθσ εμπειρίασ. Ριο 

ςυγκεκριμζνα, ο Russell ιςχυρίςτθκε ότι οι ζννοιεσ τθσ ποςότθτασ και του μεγζκουσ 

δεν μποροφςαν να αναχκοφν ςε λογικοφσ όρουσ και άρα δεν ανικαν ςτθ ςφαίρα 

των κακαρϊν μακθματικϊν, από τθ ςτιγμι που περιείχαν εμπειρικά ςτοιχεία ι 

ςτοιχεία τθσ αντίλθψισ μασ. Αναφζρει ο Cassirer:  

«Σφμφωνα με τθν βαςικι άποψθ των λογικιςτϊν, ο ςκοπόσ τθσ ςκζψθσ τελείωςε 

όταν πζτυχε να δθμιουργιςει μια αυςτθρι παραγωγικι ςφνδεςθ ανάμεςα ςτισ 

δομζσ και τισ δθμιουργίεσ τθσ. Το πρόβλθμα με τθ νομιμότθτα του κόςμου των 

αντικειμζνων, από τθν άλλθ πλευρά, αφζκθκε εντελϊσ ςτθν άμεςθ παρατιρθςθ, θ 

οποία μόνο εντόσ των πολφ περιοριςμζνων ορίων τθσ είναι ικανι να μασ διδάξει αν 

υπάρχουν επίςθσ εδϊ κανονικότθτεσ ι αν βαςιλεφει απόλυτο χάοσ». 144 

Ο Cassirer φαίνεται να αςκεί κριτικι ςτον Russell για τθν εμμονι του ςε μια 

παραλλαγι του παραδοςιακοφ καντιανοφ διαχωριςμοφ ανάμεςα ςτο εννοιολογικό 

από τθ μία και ςτθν εποπτεία από τθν άλλθ. Σφμφωνα με τον κριτικό ιδεαλιςμό του 

Cassirer όπωσ αυτόσ παρουςιάςτθκε αργότερα ςτο Substance and Function:  

«… δεν ξζρουμε τα «αντικείμενα» ςαν να ιταν ιδθ ανεξάρτθτα προςδιοριςμζνα και 

δοςμζνα ωσ αντικείμενα, αλλά γνωρίηουμε αντικειμενικά, με το να ορίςουμε 

ςυγκεκριμζνουσ περιοριςμοφσ και με το να διορκϊςουμε ςυγκεκριμζνα μόνιμα 
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ςτοιχεία και ςυνδζςεισ μζςα ςτθν ομοιόμορφθ ροι τθσ εμπειρίασ. Η ζννοια του 

αντικειμζνου κατά αυτό τον τρόπο ςυγκροτεί όχι το τελικό όριο τθσ γνϊςθσ αλλά 

είναι μάλλον το κεμελιακό όργανο από το οποίο κακίςταται θ μόνιμθ κτιςθ τθσ 

ζννοιασ όπωσ εκφράςτθκε και εδραιϊκθκε. Το αντικείμενο ςθμειϊνει τθ λογικι 

κατοχι τθσ γνϊςθσ και όχι ςαν μια ςκοτεινι περιοχι που αφαιρεκεί δια παντόσ από 

τθ γνϊςθ». 
145

     

Ο Cassirer αντιλαμβάνεται τον κριτικό ιδεαλιςμό ωσ μια βελτίωςθ του λογικιςμοφ 

του Russell υπό τθν ζννοια ότι διατιρθςε τα λογικά και μακθματικά επιτεφγματα 

του λογικιςμοφ και ταυτόχρονα απζφυγε τισ φιλοςοφικζσ του ελλείψεισ. Σφμφωνα 

με τον Cassirer, ο λογικιςμόσ του Russell απζτυχε να δικαιϊςει τθν κακολικι 

εφαρμογι των μακθματικϊν ςτθν εμπειρικι ςφαίρα. Δεν ιταν μόνο το γεγονόσ ότι 

ο Russell δεν κατάφερε να διαχειριςτεί αυτό το πρόβλθμα, αλλά κυρίωσ ότι ο 

λογικιςμόσ απλά αρνικθκε να αςχολθκεί με αυτό: 

«Ζτςι ξεκινά μια νζα εργαςία ςτο ςθμείο που τελειϊνει ο λογικιςμόσ. Αυτό που ο 

«κριτικόσ ιδεαλιςμόσ» αναηθτά και αυτό που πρζπει να απαιτιςει είναι μια λογικι 

τθσ αντικειμενικισ γνϊςθσ. Μόνο όταν ζχουμε κατανοιςει ότι θ ίδια κεμελιϊδθσ 

ςφνκεςθ ςτθν οποία ςτθρίηεται θ λογικι και τα μακθματικά διζπει επίςθσ τθν 

επιςτθμονικι καταςκευι τθσ εμπειρικισ γνϊςθσ, τότε μόνο μπορεί να μασ επιτραπεί 

να μιλάμε για μια αυςτθρι, νόμιμθ ταξινόμθςθ μεταξφ εμφανίςεων και ςυνεπϊσ 

για τθν αντικειμενικι τουσ ερμθνεία: μόνο τότε επιτυγχάνεται θ αλθκινι 

δικαιολόγθςθ των αρχϊν». 146 

Θ προθγοφμενθ άποψθ μπορεί να κεωρθκεί ωσ ο πυρινασ του κριτικοφ ιδεαλιςμοφ 

ςε ςχζςθ από τον λογικιςτικό ρεαλιςμό του Russell. Ο κριτικόσ ιδεαλιςμόσ είχε ωσ 

ςκοπό να αναπτφξει μια «λογικι τθσ αντικειμενικισ γνϊςθσ» που περιλαμβάνει μια 

κοινι κεωρία εννοιολογικισ μορφοποίθςθσ για τα μακθματικά και τισ εμπειρικζσ 

επιςτιμεσ και είχε ωσ αποτζλεςμα τθν εκτεταμζνθ επανερμθνεία τθσ  

υπερβατολογικισ λογικισ του Kant. Αντί να παράγουμε τισ αρχζσ τισ κακαρισ 

ςκζψθσ από τθν πολλαπλότθτα τθσ κακαρισ εποπτείασ, ο ρόλοσ τθσ νζασ 

υπερβατολογικισ  λογικισ ιταν να εξθγιςει τθν ςθμαςία των επιςτθμονικϊν 

εννοιϊν ςτθ αζναθ ιςτορικι εξζλιξθ τθσ επιςτιμθσ και ςυγκεκριμζνα ςτθ φυςικι και 

ςτα μακθματικά. 
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Οι νεοκαντιανοί γενικά δεν διατφπωςαν ποτζ με επαρκείσ λεπτομζρειεσ ποιεσ είναι 

οι αρχζσ αυτισ τθσ υπερβατολογικισ λογικισ. Τουλάχιςτον ο Cassirer κατζβαλλε 

ςοβαρζσ προςπάκειεσ για να εξθγιςει λεπτομερειακά τισ αρχζσ τθσ 

υπερβατολογικισ λογικισ, κυρίωσ όπωσ αναφζραμε με τθ μζκοδο τθσ ειςαγωγισ 

«ιδεατϊν ςτοιχείων», τα οποία κεωρεί ότι ςυγκροτοφν τθ μακθματικι και τθν 

εμπειρικι γνϊςθ. 

Αρκετοί μελετθτζσ εξάλλου κεωροφν ότι τα μακθματικά είναι μια επιςτιμθ που 

αςχολείται με ιδεατζσ καταςκευζσ και/ι ιδεατά αντικείμενα, ςυνεπϊσ δεν υπάρχει 

ανάγκθ για ιδεατοποίθςθ εντόσ των μακθματικϊν. Ο Cassirer τόνιςε ότι και εντόσ 

των μακθματικϊν είναι αναγκαία θ ιδεατοποίθςθ ζτςι ϊςτε να μορφοποιθκοφν και 

να αποδειχκοφν ενδιαφζροντα κεωριματα που αναφζρονται ςε μεταβαλλόμενα 

φαινόμενα.       

Μζχρι τισ αρχζσ του 19ου αιϊνα αρκετοί κα μποροφςαν να υποςτθρίξουν ότι είναι 

δικαιολογθμζνοι οι ιςχυριςμοί πωσ το πεδίο τθσ γεωμετρίασ είναι μια αναλλοίωτθ 

ςφαίρα ιδεατϊν αντικειμζνων, όπωσ είναι τα ιδεατά ςθμεία και οι ιδεατζσ ευκείεσ. 

Εκείνθ τθ χρονικι περίοδο όμωσ ζγινε εμφανζσ το γεγονόσ ότι θ Ευκλείδεια 

γεωμετρία παρουςίαηε εννοιολογικά προβλιματα, ενϊ θ προβολικι γεωμετρία 

παρείχε τα χαρακτθριςτικά παραδείγματα: λόγω τθσ δυϊκότθτασ των προτάςεων 

ςτθ προβολικι γεωμετρία, μεταξφ ςθμείων και ευκειϊν μποροφςαμε να ζχουμε 

διαφορετικζσ προτάςεισ με μια εναλλαγι μεταξφ ςθμείων και ευκειϊν. Θ πρόταςθ 

ότι δφο διαφορετικά μεταξφ τουσ ςθμεία ορίηουν μοναδικι ευκεία ζχει δυικι 

πρόταςθ ότι κάκε ηεφγοσ ευκειϊν μζςω τθσ τομισ τουσ ορίηουν ζνα ςθμείο. Στθν 

Ευκλείδεια γεωμετρία όμωσ δεν ιςχφει θ δυϊκότθτα: ενϊ δφο διαφορετικά ςθμεία 

ορίηουν μοναδικι ευκεία, δφο ευκείεσ δεν τζμνονται πάντα. Ρράγματι μπορεί να 

είναι παράλλθλεσ και ςυνεπϊσ δεν υφίςταται τομι τουσ ϊςτε να οριςτεί ζνα 

ςθμείο.  

Θ ειςαγωγι των ιδεατϊν ςτοιχείων λοιπόν μποροφςε να δϊςει λφςθ ςε μια ςειρά 

τζτοιων προβλθμάτων: ζνα ιδεατό ςθμείο κα μποροφςε ακόμα και να είναι μια 

κλάςθ ιςοδυναμίασ παραλλιλων ευκειϊν. Συγκεκριμζνα ζνα ςυςχετιςμζνο επίπεδο 

Ε μπορεί να εμβαπτιςτεί ςτο προβολικό επίπεδο ΢Ε. Αλλά και αν αφαιρζςουμε μια 

ευκεία και τα ςθμεία τθσ μποροφμε να μεταφερκοφμε από το προβολικό επίπεδο 

ςτο ςυςχετιςμζνο.  
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Τα ιδεατά ςτοιχεία δεν επεκτείνουν μόνο το κεωρθτικό πεδίο των γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων, αλλά ενιςχφουν τα κακολικά χαρακτθριςτικά μιασ γεωμετρικισ 

ζννοιασ και εμβακφνουν τθν κατανόθςι μασ ςε αυτά. Θ ιδεατοποίθςθ οδθγεί ςτθ 

δθμιουργία των νζων απαραίτθτων ρυκμίςεων για να «κάνουμε» γεωμετρία, κακϊσ 

δεν πρζπει να κεωροφμε θ γεωμετρία ζχει ζνα αναλλοίωτο και ςυνάμα δεδομζνο 

πεδίο δράςθσ. 

Με δεδομζνθ τθν ειςαγωγι των ιδεατϊν αντικειμζνων ςτθ γεωμετρία ο Cassirer 

είχε να αντιμετωπίςει ακόμα ζνα πρόβλθμα ςε ςχζςθ με τισ παραδοχζσ του Kant. 

Στθ Κριτικι του Κακαροφ Λόγου ο Kant τόνιςε ότι οι ςυνκετικζσ a priori γεωμετρικζσ 

γνϊςεισ αποκτοφν νόθμα μόνο μζςα από τθν απαραίτθτθ αναφορά τουσ ςτθν 

εμπειρία. Οι ζννοιεσ των τζλεια οριςμζνων ςθμείων, ευκειϊν και επιπζδων 

κεωροφνταν ωσ θ βάςθ για τουσ οριςμοφσ των ςτοιχείων των οποίων θ γεωμετρικι 

ιδζα είναι θμιτελισ και πραγματϊνεται προςεγγιςτικά. 

     

4.5 Ο Cassirer και η ςημαςία του Erlanger Programm 

Θ υπερβατολογικι φιλοςοφία του Kant, όπωσ αναφζραμε, προςπάκθςε να δϊςει 

απάντθςθ ςτθν ερϊτθςθ κάτω από ποιεσ ςυνκικεσ τα αντικείμενα τθσ γνϊςθσ μασ 

είναι δυνατά. Αυτι φαινόταν να είναι θ αναγκαία προχπόκεςθ ζτςι ϊςτε να 

εξεταςκεί κατά πόςο και μζχρι ποιοφ ςθμείου θ μεταφυςικι κα μποροφςε να 

λειτουργιςει ωσ επιςτιμθ.  

Ο Κant προςανατόλιςε τισ μελζτεσ του ωσ προσ τισ επιςτιμεσ τθσ εποχισ του. Τον  

18ο αιϊνα τα ςτοιχεία του Ευκλείδθ αποτελοφςαν ακόμα το υπόδειγμα για τθν 

απόκτθςθ βζβαιθσ γνϊςθσ. Ιδθ από τον 17ο αιϊνα θ ςυγκεκριμζνθ γνϊςθ 

ςυνδζκθκε με το Principia του Newton, το οποίο ο Kant μελζτθςε λεπτομερϊσ ςτθν  

περίοδο πριν τθν Κριτικι του Κακαροφ Λόγου. Ο ίδιοσ ο Kant ςυςτινει 

ανεπιφφλακτα θ φιλοςοφία να χρθςιμοποιεί ωσ υπόδειγμα τα παραδείγματα των 

μακθματικϊν και των φυςικϊν επιςτθμϊν:  

«…για να ςτρζψουμε τθ προςοχι μασ ςε ότι μπορεί να αποτελοφςε ουςιϊδθ πτυχι 

ενόσ ςθμείου αλλαγισ άποψθσ, με το οποίο επωφελθκικαμε ουςιαςτικά. Η 

επιτυχία τουσ κα ζπρεπε να μασ ςτρζψει, τουλάχιςτον μζςω πειραμάτων, ςτθν 
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αναπαραγωγι τθσ διαδικαςίασ, μζχρι του ςθμείου που αναλογικά, ωσ είδθ 

ορκολογικισ γνϊςθσ, επιτρζπουν να αναπτυχκεί θ Μεταφυςικι». 147 

Ο Ernst Cassirer ακολοφκθςε τθ ςυμβουλι του Kant. Ραρόλα αυτά, ςτθν εποχι του, 

θ ερϊτθςθ άλλαξε ςε μεγάλο βακμό. Από το δεφτερο μιςό του 19ου  αιϊνα, όχι 

μόνο τα Στοιχεία του Ευκλείδθ αλλά και το Principia του Newton ζχαςαν αρκετι 

από τθν παραδειγματικι τουσ ςθμαςία. Ειδικά ςτον τομζα των μακθματικϊν και 

των μακθματικϊν φυςικϊν επιςτθμϊν, επιςτιμονεσ όπωσ ο Felix Klein, David 

Hilbert, Albert Einstein, Max Planck για να ονομάςουμε μόνο μερικοφσ 

αντιπροςϊπουσ των μοντζρνων επιςτθμϊν του 19ου και 20ου αιϊνα, ζφεραν 

αλλαγζσ ςτα αντικείμενα μελζτθσ τουσ με μεγάλθ ςυνολικι επίδραςθ. Ροιεσ ιταν 

οι επιπτϊςεισ αυτισ τθσ επιςτθμονικισ προόδου ςτα κεμζλια τθσ καντιανισ 

φιλοςοφίασ;  

Είναι γνωςτό ότι οι γνϊμεσ πάνω ςε αυτό το ερϊτθμα διίςτανται και μάλιςτα 

ςυνεχίηουν να διίςτανται μζχρι και ςιμερα. Ωςτόςο, θ ερϊτθςθ μπορεί να τεκεί 

διαφορετικά. Θ ανάπτυξθ των μακθματικϊν ςτον 20ο αιϊνα και θ εμφάνιςθ τθσ 

κεωρίασ τθσ ςχετικότθτασ και τθσ κβαντομθχανικισ είναι ςε μεγάλο βακμό το 

αποτζλεςμα μιασ ςειράσ ςυηθτιςεων ςτθ φιλοςοφία τθσ επιςτιμθσ περί τθσ 

μεκοδολογίασ που είχαν ιδθ ξεκινιςει τον 19ο αιϊνα. Ροιεσ ιδζεσ όμωσ 

«πυροδότθςαν» τισ ςυηθτιςεισ αυτζσ ςτθ φιλοςοφία των επιςτθμϊν και κατά πόςο 

μποροφν να μετρθκοφν ςφμφωνα με τισ ςυνκικεσ που κακιςτοφν τθν εξζλιξθ 

δυνατι ςτισ επιςτιμεσ; Αυτζσ είναι ακριβϊσ οι ερωτιςεισ που ζκεςε ο Cassirer 

ςτον εαυτό του. Επιπλζον, υπεραςπίςτθκε τθν άποψθ ότι θ φιλοςοφία του Kant 

περιζχει αρχζσ που είχαν διατθριςει τθν εγκυρότθτά τουσ ανεξάρτθτα από τθν 

ανάπτυξθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ επιςτιμθσ.  

Ο Cassirer ςυνόψιςε τθν επιςτθμονικι κεμελίωςθ του 19ου και 20ου αιϊνα  

περιεκτικά ωσ τθ μετάβαςθ από τθν ζννοια τθσ υπόςταςθσ (substance) ςτθν ζννοια 

τθσ ςυνάρτθςθσ (function). Αντιμαχόμενοσ τον Heidegger το 1929 είχε 

χαρακτθριςτικά αναφζρει:  

«το είναι τθσ παλιάσ Μεταφυςικισ είναι θ υπόςταςθ, το ζνα και μοναδικό 

υπόςτρωμα. Το είναι τθσ νζασ Μεταφυςικισ είναι ςτθ γλϊςςα μου όχι πια το είναι 
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μιασ υπόςταςθσ αλλά το Είναι που προκφπτει από μια πολλαπλότθτα 

ςυναρτθςιακϊν προςδιοριςμϊν και ςθμαςιϊν». 

Θ πρϊιμθ εργαςία του Cassirer ςτθν ιςτορία τθσ φιλοςοφίασ αναφζρεται ςτουσ 

Descartes, Leibniz, Kant, Kepler, Newton και είναι προςανατολιςμζνθ ςτθ 

προςπάκεια απόδειξθσ τθσ άποψθσ ότι κατά τθ διάρκεια των επιςτθμονικϊν 

επαναςτάςεων του 17ου αιϊνα ξεκίνθςε να ςχθματίηεται ζνα νζο ςκεπτικό ωσ 

προσ τι φαίνεται ωσ διαρκζσ και ςτακερό ςτον κόςμο των φαινομζνων. Οι 

επιςτιμονεσ δεν εςτίαηαν πλζον ςτθν παρατιρθςθ τθσ ςχζςθσ των τυχαίων μεν 

γεγονότων κακαυτϊν, αλλά ςτισ ςχζςεισ μεταξφ των μεγεκϊν που μποροφν να 

απεικονιςτοφν με τφπουσ μακθματικϊν εξιςϊςεων. Αυτοί φαίνονταν να είναι οι 

διαρκείσ και ςτακεροί προςδιοριςμοί που αναδεικνφονται μζςα από τθν ςτακερι 

αλλαγι των φαινομζνων. 

Για τον φυςικό, θ «φυςικι αντικειμενικότθτα» μπορεί να κεωρείται ωσ ςτακερό και 

ςίγουρο ςθμείο εκκίνθςθσ αλλά και ωσ ζνα πλιρωσ κακοριςμζνο πρότυπο 

ςφγκριςθσ. Για τθν επιςτθμολογία, ο ςυλλογιςμόσ αυτόσ μασ οδθγεί ςτθν 

υιοκζτθςθ τθσ άποψθσ ότι αυτό που οι διάφορεσ επιςτιμεσ αποκαλοφν 

«αντικείμενο» δεν είναι τίποτα κακαυτό, ςτακερό μια για πάντα, αλλά κακορίηεται 

πρωταρχικά από κάποια πικανόν προςωπικι άποψθ τθσ γνϊςθσ ςφμφωνα με τον 

Cassirer. Τι ζχει να κάνει θ άποψθ αυτι με τθ φιλοςοφία του Kant; Ρϊσ ςυμβάλλει 

αυτι ςε μια καλφτερθ κατανόθςθ τθσ επιςτθμονικισ μεκόδου αλλά και τθσ 

ςυνολικισ επιςτθμονικισ προόδου; 

Σχετικά με τθν πρϊτθ ερϊτθςθ, κα αναφζρουμε ζνα παράδειγμα το οποίο πρόςεξε 

ιδιαίτερα ο Cassirer το 1910 ςτο Substanzbegriff und Funktionsbegriff, δθλαδι μια 

ακριβι επιςτθμολογικι ανάλυςθ των αλλαγϊν ςτθ γεωμετρία κατά τθ διάρκεια 

του 19ου αιϊνα. Σε αυτι τθν εργαςία αναγνϊριςε το Erlanger Programm του Klein 

ωσ τθν κορυφι τθσ εξζλιξθσ. Ο λόγοσ για τον οποίο αςχολικθκε ο Cassirer με το 

Erlanger Programm μπορεί να βρεκεί ςε ζνα από τα αρχικά μθ δθμοςιευμζνα 

ζργα148 του.149 Αρχίηει με τθν επιςτθμολογικι ερϊτθςθ: «τι είναι χϊροσ;». Ρριν τθν 
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ανακάλυψθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν, αναφζρει ο Cassirer, αποτελοφςε 

κοινι πρακτικι να απαντάται αυτι θ ερϊτθςθ με τθ εξισ πρόταςθ:  

«αν επικυμεί κάποιοσ να μάκει τθ ςφνκεςθ του χϊρου – κα μποροφςε να πει – να 

μελετιςει γεωμετρία. Τα αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ περιγράφουν, με τον πιο 

ακριβι τρόπο, τθ φφςθ και τθν ουςία του χϊρου».
 150

  

Ραρόλα αυτά, θ ανακάλυψθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν οδιγθςε όπωσ 

ζχουμε αναφζρει ςε ζναν μεταςχθματιςμό που αμφιςβθτοφςε αυτιν τθν ερϊτθςθ, 

διότι κατά τον Cassirer:  

«ο χϊροσ δε μπορεί πλζον να κεωρείται ωσ ζνα μοναδικό αντικείμενο, με μια 

οριςμζνθ δομι. Φαινόταν ότι υπιρχαν τόςοι τφποι του χϊρου όςεσ και οι 

διαφορετικζσ γεωμετρίεσ. Ροιοι από αυτοφσ τουσ διαφορετικοφσ γεωμετρικοφσ 

χϊρουσ – ο Ευκλείδειοσ χϊροσ, ο χϊροσ του Bolyai, του Lobachevsky, του Riemann 

– είναι ο «πραγματικόσ χϊροσ», ο χϊροσ ςτον οποίο μποροφμε να αποδϊςουμε μια 

οντολογικι, όχι μόνο μια τυπικι ι μακθματικι, αλικεια;» 151  

Ζχοντασ αυτά κατά νου ο Cassirer διάβαςε ζνα όπωσ αποκάλεςε «μικρό άρκρο» 

του Klein με τίτλο Vergleichende Betrachtungen uber neuere geometrische 

Forschungen. Πταν το διάβαςε, βρικε μια εντελϊσ νζα προοπτικι για τθν επίλυςθ 

του προβλιματοσ:  

«Αφοφ μελζτθςα το “Erlanger Programm” του Felix Klein, άρχιςα να βλζπω αυτό το 

πρόβλθμα από μια εντελϊσ καινοφργια πλευρά. Κατά τον Klein αυτό που μάκαμε 

από τισ μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ είναι ότι θ γεωμετρία δεν είναι τόςο απλι ωσ 

αντικείμενο μελζτθσ όπωσ φαινόταν παλιότερα. Θα πρζπει να αφιςουμε τθν 

παραδοςιακι άποψθ τθσ γεωμετρίασ και κα πρζπει να αναηθτιςουμε με μια νζα, 

οξυδερκι και βακφτερθ ματιά τθ μζκοδο και το χαρακτιρα τθσ γεωμετρικισ 

ςκζψθσ. Αυτι θ νζα μζκοδοσ κερδικθκε, ςε αυτό το άρκρο του Klein, από τθν 

ειςαγωγι μιασ νζασ ζννοιασ:τθσ ζννοιασ τθσ ομάδασ» 152.  

Με ποιόν τρόπο όμωσ θ μελζτθ του Klein άλλαξε τθν άποψθ του Cassirer για το 

χϊρο ωσ αντικείμενο τθσ γεωμετρίασ; Για να απαντιςουμε ςε αυτιν τθν ερϊτθςθ, 

είναι πρϊτα απαραίτθτο να ςκιαγραφιςουμε τισ βαςικζσ ιδζεσ και το υπόβακρο 

ςτο Erlanger Programm.  
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Ο Klein όπωσ αναφζραμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο χρθςιμοποίθςε τισ ιδζεσ του 

Cayley, ο οποίοσ κατάφερε να εφαρμόςει τθ κεωρία των αλγεβρικϊν αναλλοίωτων 

ςτθ γεωμετρία. Μεταξφ του 1854 και του 1859, ο Cayley ανζπτυξε τθ κεωρία που 

τον βοικθςε να ορίςει τθν ακριβι  ςχζςθ μεταξφ τθσ προβολικισ και τθσ 

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ. Κατάφερε να δείξει ότι, υπό ςυγκεκριμζνεσ 

προχποκζςεισ, θ Ευκλείδεια γεωμετρία μπορεί να αποτελεί μια ειδικι περίπτωςθ 

τθσ προβολικισ γεωμετρίασ. Επομζνωσ, θ προβολικι και θ Ευκλείδεια γεωμετρία 

ςχετίηονται μεταξφ τουσ με τον ίδιο τρόπο όπωσ ςχετίηεται το γενικό και το ειδικό.  

Ο Klein προζκτεινε τθ ςκζψθ του Cayley ςε δφο κζματα. Ρρϊτον, αναγνϊριςε ότι θ 

υπερβολικι και θ ελλειπτικι γεωμετρία προζκυψαν και αυτζσ ωσ ειδικζσ 

περιπτϊςεισ τθσ προβολικισ γεωμετρίασ. Δεφτερον, εφάρμοςε τθ κεωρία των 

ομάδων ςτθ γεωμετρία, ςτα πρότυπα των ομάδων μεταςχθματιςμϊν προκειμζνου 

να επιτευχκεί επίςθσ μια ςυςτθματικι ταξινόμθςθ των κατευκφνςεων τθσ ζρευνασ 

τθσ γεωμετρίασ. Κατά τον Cassirer με αυτόν τον τρόπο o Klein κατάφερε να 

οδθγιςει ςτθ πορεία προσ τθν αναςφςταςθ  τθσ ενότθτασ τθσ γεωμετρίασ.  

Το Erlanger Programm κατά τον Cassirer «είναι ζνα μικρό, πολφ πυκνογραμμζνο 

κείμενο» με τθν εξισ βαςικι ιδζα: ο Klein ςχθματοποίθςε το ςτόχο του ωσ τθν 

ζρευνα για μια γενικι αρχι που κα μποροφςε να βελτιϊςει τθν κατανόθςι μασ για 

τισ εςωτερικζσ ςχζςεισ ανάμεςα ςτισ διαφορετικζσ μεκόδουσ και αρχζσ που ζχουν 

μορφοποιθκεί και παρουςιαςτεί μζςα ςτθ διαδρομι τθσ γεωμετρίασ. Αυτό που 

κεϊρθςε ωσ νζο ςτθν προςζγγιςι του δεν ιταν τόςο το περιεχόμενο τθσ ίδιασ τθσ 

αρχισ αλλά πολφ περιςςότερο θ ιδζα μιασ κακολικισ αντίλθψθσ τθσ γεωμετρίασ. 

Αυτι θ πεποίκθςθ υποδθλϊνεται και εςτιάηεται ςτθν ερϊτθςθ: «τι είναι 

γεωμετρικό αντικείμενο ι τι είναι μια γεωμετρικι ιδιότθτα».  

O Klein προςπακϊντασ να απαντιςει ςε αυτιν τθν ερϊτθςθ ξεκινά 

χρθςιμοποιϊντασ τθν καταλλθλότερθ κατά τον Cassirer γενικι μορφι, τθν 

Ευκλείδεια γεωμετρία. Θ προφανισ απάντθςθ ςτθ ερϊτθςθ ςχετικά με τα 

αντικείμενα τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ είναι ότι υπάρχουν ςθμεία, γραμμζσ, 

επιφάνειεσ ι γεωμετρικά ςχιματα ςε τριςδιάςτατο χϊρο των οποίων οι ιδιότθτεσ 

και οι ςχζςεισ μελετϊνται. Πμωσ, δεν ενδιαφερόμαςτε για όλεσ τισ ιδιότθτεσ, αλλά 

μόνο ςε ςυγκεκριμζνεσ, δθλαδι, τισ «γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ». Τι χαρακτθρίηει 

αυτζσ τισ ιδιότθτεσ; Πταν, για παράδειγμα, ζνασ γεωμζτρθσ ειςθγείται ότι ςε κάκε 
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τρίγωνο, θ μεγαλφτερθ γωνία βρίςκεται απζναντι από τθν μεγαλφτερθ πλευρά ι 

ότι το άκροιςμα των γωνιϊν ενόσ τριγϊνου είναι ίςο με 180:, τότε αυτι θ πρόταςθ 

κεμελιϊνεται ανεξάρτθτα από τθ κζςθ του τριγϊνου ςτο χϊρο. Δεν ενδιαφζρει 

κακόλου τον γεωμζτρθ θ ςυγκεκριμζνθ κζςθ του τριγϊνου κακϊσ αυτι δεν ζχει 

καμία επίδραςθ ςτθν ορκότθτα αυτϊν των ιδιοτιτων. Ωσ αποτζλεςμα, δφο (ι 

περιςςότερα) τρίγωνα ςε διαφορετικζσ κζςεισ μποροφμε να τα αντιλαμβανόμαςτε 

ωσ ίδια γεωμετρικά αντικείμενα ςτα πλαίςια ςυγκεκριμζνων ιδιοτιτων.  

Αυτι θ ιδιότθτα αναφζρεται ςε ςχζςεισ ι λειτουργίεσ που μποροφν να 

μεταςχθματίςουν ζνα τρίγωνο ςε ζνα άλλο ίςο-ιςοδφναμο τρίγωνο και 

περιλαμβάνουν τισ ανακλάςεισ, τισ ςτροφζσ και τισ παράλλθλεσ μετατοπίςεισ ςτο 

επίπεδο. Επιπλζον, θ ορκότθτα των γεωμετρικϊν προτάςεων δεν εξαρτάται από τισ 

δεςμεφςεισ των μεμονωμζνων ςτοιχείων ενόσ τριγϊνου αλλά οι προτάςεισ 

ςυνεχίηουν να διατθροφν τθν ορκότθτά τουσ ζςτω και αν μεταβλικθκε θ 

διευκζτθςθ  των ςθμείων μζςω ενόσ μεταςχθματιςμοφ.  

Μια ακόμθ ςθμαντικι ομάδα μεταςχθματιςμϊν ςτθν οποία αναφζρεται ο Klein 

είναι οι μεταςχθματιςμοί ομοιότθτασ. Αν και καμία γραμμικι μζτρθςθ δεν 

παραμζνει αναλλοίωτθ μετά από μεταςχθματιςμοφσ ομοιότθτασ, οι ςχζςεισ μεταξφ 

των γραμμικϊν μετριςεων ενόσ γεωμετρικοφ ςχιματοσ και των γωνιϊν 

παραμζνουν αμετάβλθτεσ.  

Άρα, ςφμφωνα με τον Klein, ζνα γεωμετρικό αντικείμενο ι μια ιδιότθτα ςτθν 

Ευκλείδεια γεωμετρία χαρακτθρίηεται από τθν ανεξαρτθςία ωσ προσ τθ κζςθ τουσ 

ςτο χϊρο, από τθ διάταξθ των ςτοιχείων τουσ και από τισ ςυγκεκριμζνεσ γραμμικζσ 

μετριςεισ. Τρία ςθμεία είναι ιδιαιτζρωσ αποφαςιςτικά για τθν κακολικότθτα αυτισ 

τθσ άποψθσ.  

Ρρϊτα από όλα κατά τον Cassirer, ο Klein φαίνεται να βαςίηεται ςε μια αυςτθρι 

διάκριςθ ανάμεςα ςτθν κακαρι και εφαρμοςμζνθ γεωμετρία. Ο Klein ςαφϊσ δεν 

αντιλαμβάνεται τθ γεωμετρία ωσ μια επιςτιμθ του φυςικοφ χϊρου αλλά τθ μελετά 

ςτα πλαίςια τθσ εςωτερικισ λογικισ δομισ τθσ. Δεφτερον, ςυνδζεται με τθ βακειά 

γνϊςθ όςον αφορά τθ ςχετικότθτα αυτοφ που κεωρείται ότι είναι γεωμετρικι 

ιδιότθτα. Αυτό ςυμβαίνει επειδι οι γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ (ι αντικείμενα), ςτουσ 

όρουσ του Klein, ορίηονται ωσ αναλλοίωτεσ ςχετικζσ με ςυγκεκριμζνεσ λειτουργίεσ 

όπωσ, ςε αυτιν τθν περίπτωςθ, παράλλθλεσ μετατοπίςεισ, ςτροφζσ, ανακλάςεισ 
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και μεταςχθματιςμοφσ ομοιότθτασ. Τρίτον, από τθν πλευρά του Klein, είναι 

ςθμαντικό για αυτοφσ τουσ μεταςχθματιςμοφσ να παρουςιάςουν τθ δομι μιασ 

ομάδασ. Οπότε, το αποτζλεςμα των διαδοχικϊν εφαρμογϊν των δφο (ι 

οποιουδιποτε αυκαίρετου αρικμοφ) τζτοιων μεταςχθματιςμϊν δεν εκτείνεται 

πζρα από το ςφνολο αυτϊν των μεταςχθματιςμϊν.  

Ο Klein όπωσ ζχουμε αναφζρει ονομάηει αυτιν τθν ομάδα που κακορίηει τθν 

Ευκλείδεια γεωμετρία ωσ τθν πρωταρχικι ομάδα. Αυτι θ ομάδα μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για να ορίςει τα γεωμετρικά αντικείμενα και τισ ιδιότθτεσ τθσ 

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ ωσ εξισ:  

«οι γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ δεν μποροφν να αλλάξουν μζςω των μεταςχθματιςμϊν 

τθσ κφριασ ομάδασ. Αντιςτρόφωσ, κάποιοσ μπορεί να πει ότι οι γεωμετρικζσ 

ιδιότθτεσ χαρακτθρίηονται από τθ ςτακερότθτά τουσ ςε ςχζςθ με τουσ 

μεταςχθματιςμοφσ τθσ κφριασ ομάδασ»153.  

Μετά τθν ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ του αντικείμενου τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ κατ’ 

αυτόν τον τρόπο, το επόμενο βιμα του Klein ιταν να προχωριςει προσ τθ 

γενίκευςθ των προθγοφμενων ιδεϊν του. Στο πλαίςιο τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ, 

μποροφν να κατανοθκοφν οι εςωτερικοί μεταςχθματιςμοί «επαναλαμβανόμενων 

εκτεταμζνων πολλαπλοτιτων» που επίςθσ παρουςιάηουν δομι ομάδασ. Το 

ςυγκεκριμζνο ςκεπτικό μζςα ςτθ διαπραγμάτευςθ των εννοιϊν από τθν Ευκλείδεια 

γεωμετρία μπορεί να επεκτακεί ςε ζνα (κακολικό) ςκεπτικό τθσ γεωμετρίασ ωσ 

όλον με τθν επζκταςθ τθσ ζννοιασ τθσ «γεωμετρικισ ιδιότθτασ»:  

«ζχει δοκεί μια πολλαπλότθτα και εντόσ τθσ ίδιασ, μια ομάδα μεταςχθματιςμϊν. Οι 

τφποι που ανικουν ςτθν πολλαπλότθτα κα πρζπει να εξετάηονται ςτα πλαίςια των 

ιδιοτιτων εκείνων που δεν αλλάηουν από τουσ μεταςχθματιςμοφσ τθσ ομάδασ». 

Αυτό το κακολικό ςκεπτικό περί γεωμετρικισ ιδιότθτασ μπορεί να κεωρθκεί πωσ 

αποτελεί τθ απαραίτθτθ προχπόκεςθ προκειμζνου να επιτευχκεί θ ςφνδεςθ τθσ 

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ με τισ νεϊτερεσ μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ. Αυτό είναι 

δυνατό, επειδι κάκε γεωμετρία ορίηεται ςε ςχζςθ με μια ςυγκεκριμζνθ ομάδα 

μεταςχθματιςμϊν. Συνεπϊσ, θ ςχζςθ μεταξφ διαφόρων γεωμετριϊν μπορεί να 

ανιχνευτεί ςτθν ςχζςθ μεταξφ των ομάδων μεταςχθματιςμϊν τουσ. Ππωσ ζχουμε 

αναφζρει ςχετικά ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο θ αρχικι ομάδα μπορεί να 
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επεκτακεί ςυςτθματικά μζςω ςυςχετιςμζνων (affine) μεταςχθματιςμϊν και θ 

ομάδα των ςυςχετιςμζνων μεταςχθματιςμϊν, εναλλακτικά, μπορεί να επεκτακεί 

μζςω τθσ ομάδασ των προβολικϊν μεταςχθματιςμϊν.  

Κακϊσ αυτι θ διαδικαςία επζκταςθσ των ομάδων μεταςχθματιςμϊν οδθγεί ςε μια 

ςυςτθματικι μείωςθ του αρικμοφ των γεωμετρικϊν ιδιοτιτων, ο βακμόσ τθσ 

κακολικότθτασ αυξάνεται. Για παράδειγμα, δεν είναι όλεσ οι γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ 

τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ και ςτθν προβολικι γεωμετρία. 

Οι αναλλοίωτεσ ςτθ μικρότερθ αρχικι ομάδα είναι περιςςότερεσ από αυτζσ ςτθ 

μεγαλφτερθ ομάδα των προβολικϊν μεταςχθματιςμϊν. Αντιςτρόφωσ, οι 

αναλλοίωτεσ τθσ προβολικισ γεωμετρίασ είναι επίςθσ αναλλοίωτεσ τθσ Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ. Άρα θ ζννοια τθσ ομάδασ μεταςχθματιςμϊν αναπαριςτά μια κακολικι 

αρχι ταξινόμθςθσ και ενοποίθςθσ διαφορετικϊν γεωμετριϊν. Ραρόλα αυτά, θ 

ενότθτα που επιτυγχάνεται με αυτόν τον τρόπο αναφζρεται ςε ζνα γενικευμζνο 

ςκεπτικό περί των γεωμετριϊν που περιλαμβάνει τθν Ευκλείδεια γεωμετρία μόνο 

ωσ μια ειδικι περίπτωςθ.  

Ο γεωμζτρθσ που οραματιηόταν ο Klein δεν ζπρεπε να αςχολείται με καταςκευζσ 

ςτθν εποπτεία αλλά με τθ μελζτθ των αναλλοίωτων ςε ςχζςθ με μια ομάδα 

μεταςχθματιςμϊν. Τι υπονοεί όμωσ αυτι θ άποψθ αυτό για τθν ζννοια του 

γεωμετρικοφ αντικείμενου;  

Το αντικείμενο τθσ ζρευνασ τθσ γεωμετρίασ μεταφζρεται από μεμονωμζνα 

ςχιματα κακαυτά ςε διαδικαςίεσ που μεταςχθματίηουν το ζνα μζςα ςτο άλλο. 

Μάλιςτα μια τζτοια ουςιαςτικι μετατόπιςθ τθσ ζννοιασ του γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου κατά τον Cassirer ςυνδζεται με μια μεταβολι ςε ζνα υψθλότερο 

επίπεδο αφαίρεςθσ μζςα ςτο οποίο τα αντικείμενα δεν μποροφν πλζον να 

αναπαραςτακοφν εποπτικά, αλλά αποκλειςτικά από ςφνολο των νόμων τθσ 

διαςφνδεςισ τουσ ςτο πλζγμα των λογικϊν ςχζςεων. Γενικά κεωρεί ο Cassirer ότι 

μπορεί κάποιοσ να μιλιςει για μια «δομικι αντίλθψθ των γεωμετρικϊν αλλά και 

γενικότερα των μακθματικϊν αντικειμζνων». Αυτι θ αντίλθψθ  κυριαρχεί τόςο ςτο 

Erlanger Programm του Klein όςο και για τθ κζςθ που διατφπωςε ο Hilbert για τα 

αξιϊματα του προγράμματόσ του.  

O Cassirer φαίνεται να είχε ςτο μυαλό του αυτόν το δομικό τρόπο για να 

αντιλαμβάνεται τα γεωμετρικά αντικείμενα όταν μιλοφςε για τθν «προτεραιότθτα 
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τθσ ζννοιασ του νόμου ζναντι τθσ ζννοιασ του αντικειμζνου ».  Με αναφορά ςτον 

Klein, γράφει:  

«τα πραγματικά κεμζλια των μακθματικϊν, ςίγουρα δε βρίςκονται πια ςτα 

ςτοιχεία από τα οποία τα μακθματικά ξεκινοφν αλλά ςτον κανόνα με τον οποίο τα 

ςτοιχεία ςχετίηονται μεταξφ τουσ». 
154

 

Αυτόσ είναι ο λόγοσ που ο Cassirer κεωρεί ότι θ μζκοδοσ που ακολουκείται ςτο 

Erlanger Programm είναι υποδειγματικισ ςθμαςίασ ςυνολικά για τθν 

υπερβατολογικι φιλοςοφία: 

«Η διαδικαςία τθσ υπερβατικισ φιλοςοφίασ μπορεί άμεςα να ςυγκρικεί ςε αυτό το 

ςθμείο με αυτι τθσ γεωμετρίασ. Ππωσ ο γεωμζτρθσ ςυλλζγει για τθν ζρευνά του 

αυτζσ τισ ςχζςεισ ενόσ οριςμζνου ςχιματοσ, το οποίο παραμζνει αμετάβλθτο υπό 

ςυγκεκριμζνουσ μεταςχθματιςμοφσ, ζτςι και εδϊ θ προςπάκεια ζγινε προκειμζνου 

να ανακαλυφκοφν όλα τζτοια κακολικά ςτοιχεία των γεωμετρικϊν μορφϊν που 

παραμζνουν ςτακερά ςε όλεσ τισ αλλαγζσ του ςυγκεκριμζνου υλικοφ πλαιςίου τθσ 

εμπειρίασ. Οι κατθγορίεσ του χϊρου και του χρόνου, του μεγζκουσ και τθσ 

ςυναρτθςιακισ ανεξαρτθςίασ των μεγεκϊν, κακορίηονται ωσ ςτοιχεία των μορφϊν  

που δε μποροφν να λείπουν από καμία εμπειρικι κρίςθ ι από κανζνα ςφςτθμα 

κρίςεων. Επίςθσ θ μζκοδοσ που ακολουκείται εδϊ δείχνει τθν ίδια 

«ορκολογιςτικι» δομι, ςαν αυτι που βρζκθκε ςτα μακθματικά»155.  

Ροια είναι όμωσ θ ςχζςθ μεταξφ τθσ δομικισ αντίλθψθσ των γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων και του οριςμοφ τθσ ζννοιασ του αντικειμζνου ςτθν υπερβατολογικι 

φιλοςοφία του Kant; 

 

4.6 Η ζννοια του αντικειμζνου ςτην υπερβατολογική φιλοςοφία του 

Kant. 

Ο Cassirer, ςτα βιματα των κακθγθτϊν του, των Hermann Cohen και Paul Natorp, 

ερμθνεφει τθν υπερβατολογικι φιλοςοφία του Kant ωσ μια κεωρία τθσ εμπειρίασ 

και ειδικότερα ωσ μια κεωρία τθσ επιςτθμονικισ εμπειρίασ. Ο Λhmig156 αναφζρει 

ότι ο Cassirer κεωροφςε δεδομζνθ από τον Kant τθν αξιοποίθςθ των ςθμαντικϊν 
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γεγονότων ςτθν ιςτορία των μακθματικϊν φυςικϊν επιςτθμϊν αλλά και των 

αποτελεςμάτων τουσ.  

Θ ζννοια του αντικειμζνου ςτον Kant, ςυμπίπτει με τθν ερμθνεία τθσ νεοκαντιανισ 

ςχολισ του Marburg δθλαδι με τθν ζννοια του αντικειμζνου τθσ επιςτθμονικισ 

εμπειρίασ. Συγκεκριμζνα, δφο χαρακτθριςτικά είναι πρωτοτυπικά για το 

αντικείμενο τθσ επιςτθμονικισ εμπειρίασ. Ρρϊτον, ότι διαφζρει από το άμεςο 

περιεχόμενο τθσ αντίλθψθσ, τισ εμπειρικζσ εποπτείεσ που εγείρουν τισ αιςκιςεισ 

και δθμιουργοφν αντίςτοιχα ςυναιςκιματα. Δεφτερον, ότι αυτι θ διαφορά 

βαςίηεται ςτα αντικείμενα τθσ εμπειρίασ που εξαρτϊνται από ζνα πλζγμα 

κακολικϊν εννοιϊν. Αυτϊν των εννοιϊν τισ οποίεσ ο Kant αποκαλεί ζννοιεσ τθσ 

κακαρισ νόθςθσ, δθλαδι τισ κατθγορίεσ.  

Μια κατθγορία, όταν εφαρμόηεται ςε μια δοςμζνθ πολλαπλότθτα δεν είναι τίποτα 

άλλο από ζνασ κανόνασ ςφνδεςθσ που πρζπει να προςτεκεί ςτθν αντίλθψθ που 

ζχουμε «προκειμζνου να τθσ αποδοκεί θ αξία τθσ αντικειμενικότθτασ». Δεν πρζπει 

να ξεχνάμε ότι ο ίδιοσ ο Kant περιγράφει τισ κατθγορίεσ ωσ «γενικά a priori 

ςυνδεδεμζνεσ ζννοιεσ». Επιπλζον περιζχει τθν ιδζα τθσ ενότθτασ τθσ ςφνκεςθσ 

κάποιασ πολλαπλότθτασ. Λόγω του ότι αυτι θ ςφνκεςθ όταν εφαρμόηεται ςτισ 

πολλαπλότθτεσ ακολουκεί ζναν κανόνα που αντιςτοιχίηεται ςτισ κατθγορίεσ, οι 

κατθγορίεσ αναπαριςτοφν τουσ κανόνεσ ςφνκεςθσ για αυτζσ τισ πολλαπλότθτεσ. Αν 

αυτοί οι κανόνεσ είναι αντικειμενικοί, δθλαδι αν παρουςιάηουν αναγκαιότθτα και 

αυςτθρι κακολικότθτα, τότε είναι νόμοι.  

Θ εφαρμογι αυτϊν των κατθγοριϊν ςτα υπάρχοντα φαινόμενα, δθλαδι, ςτισ 

αντιλιψεισ, λαμβάνει χϊρα ςτισ αναλογίεσ τθσ εμπειρίασ. Ο Kant προχποκζτει μια 

αρχι για αυτιν τθν τρίτθ ομάδα των «αρχϊν τθσ κακαρισ νόθςθσ» που πλθςιάηει 

ςτον προαναφερόμενο χαρακτιρα των κατθγοριϊν ωσ ζννοιεσ τθσ ςφνδεςθσ:  

«Η εμπειρία είναι δυνατι μόνο μζςω τθσ αναπαράςταςθσ τθσ αναγκαίασ ςφνδεςθσ 

των αντιλιψεων»157.  

Το επιχείρθμα του Kant περί των αναλογιϊν τθσ εμπειρίασ, αναφζρει ότι θ 

αντικειμενικι εμπειρία είναι δυνατι μόνο ςτθ βάςθ τθσ ιδζασ ενόσ απαραίτθτου 

και νομιμοποιθμζνου ςυνδυαςμοφ αντιλιψεων. Αυτό το επιχείρθμα παρζχει και το 

ςθμείο εκκίνθςθσ για τον Cassirer ϊςτε να αναφερκεί ςτθ κεωρία τθσ εμπειρίασ 
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του Kant ωσ μια «κακολικι αναλλοίωτθ κεωρία τθσ εμπειρίασ». Αυτι θ άποψθ 

μπορεί να γίνει κατανοθτι ωσ εξισ: το βαςικό επιχείρθμα του Kant, που παίηει 

ζναν αποφαςιςτικό ρόλο ςτθν απόδειξθ των αναλογιϊν τθσ εμπειρίασ, ςυνίςταται 

ςτθν εξακρίβωςθ του γεγονότοσ ότι θ χρονικι ενότθτα των φαινομζνων δε μπορεί 

να εξαςφαλιςτεί επαρκϊσ ςτθ βάςθ μιασ υποκειμενικισ αντίλθψθσ των ίδιων 

φαινομζνων απομονωμζνων ςτο χρόνο. Λόγω του ότι ο ίδιοσ ο χρόνοσ δεν μπορεί 

να αποτελεί αντικείμενο τθσ δυνατισ εμπειρίασ, πρζπει να υποκζςουμε ότι τα 

φαινόμενα  πρζπει να ςχετίηονται βάςθ κάποιων νόμων μεταξφ τουσ ωσ υπαρκτά 

(existences). Αυτι θ νομιμοποίθςθ είναι εγγυθμζνθ από τισ κατθγορίεσ, εφόςον 

αυτζσ εφαρμόηονται ςτα φαινόμενα. Με τθ βοικεια των κατθγοριϊν, τα 

φαινόμενα μποροφν να γίνουν κατανοθτά με τισ αναγκαίεσ, κακολικά ζγκυρεσ 

μεταξφ τουσ ςχζςεισ. Μόνο τότε μπορεί να δεχκοφμε πωσ είναι αντικειμενικι θ 

χρονικι τουσ ενότθτασ.  

Μζςα ςε αυτό το πλαίςιο αναφζρει ο Ihmig158, ο Kant χρθςιμοποιεί τθ διάκριςθ 

ανάμεςα ςτθν υποκειμενικι ςφνκεςθ τθσ κατανόθςθσ και τθν αντικειμενικι 

ςφνκεςθ τθσ αιςκθτικότθτασ. Ωσ ςφνκεςθ τθσ κατανόθςθσ εννοεί ότι «αυτό το  

ςυνδυαςμό τθσ πολλαπλότθτασ ςε μια εμπειρικι εποπτεία, από όπου θ αντίλθψθ, 

δθλαδι, θ εμπειρικι ςυναίςκθςθ τθσ εποπτείασ ωσ εμφάνιςθ είναι δυνατι». Θ 

αντίλθψθ ζχει ωσ βαςικό χαρακτθριςτικό να ςυντελείται ςε διαδοχικά βιματα. 

Πταν κάποιοσ, για να αναφζρουμε το παράδειγμα του Kant, αντιλαμβάνεται τθν 

πολλαπλότθτα ενόσ γεωμετρικοφ ςχιματοσ, κα μελετιςει όλα τα μζρθ του ζνα 

προσ ζνα ςτθ φανταςία του πριν τα τοποκετιςει ζτςι ϊςτε να φτιάξει μια ενωμζνθ 

μορφι. Πμωσ, μια τζτοια διαδοχι είναι δυνατι με αυκαίρετα πολλοφσ και 

διαφορετικοφσ τρόπουσ. Δθλαδι υπάρχουν αυκαίρετα πολλζσ δυνθτικζσ 

αποκλίςεισ ςτθν εξοριςμοφ αντικειμενικι διαδοχι των εικόνων των μερϊν μιασ 

πολλαπλότθτασ. Αυτό που παραμζνει ανοιχτό είναι το  ερϊτθμα αν θ 

πολλαπλότθτα του ςχιματοσ κακαυτι ςυγκροτείται επίςθσ διαδοχικά ι 

ιςοδφναμα, τι εγγυάται τθ ςχζςθ των άπειρων διαφορετικϊν ακολουκιϊν 

κατανόθςθσ του γνιςιου ςυνδυαςμοφ των μερϊν ςτο «πραγματικό» ενοποιθμζνο 

γεωμετρικό αντικείμενο;  
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Σφμφωνα με τον Kant, μια τζτοια ςχζςθ δίνεται επακριβϊσ όταν υπάρχει ζνα 

ςυγκεκριμζνο είδοσ κατανόθςθσ που  

«ιςχφει υπό ζναν κανόνα που το διακρίνει από κάκε άλλθ κατανόθςθ και απαιτεί 

κάποιο ςυγκεκριμζνο τρόπο ςφνδεςθσ τθσ πολλαπλότθτασ. Το αντικείμενο είναι 

αυτό  με τθν εμφάνιςθ του οποίου παρζχεται ο αναγκαίοσ όροσ αυτοφ του κανόνα 

τθσ κατανόθςθσ».159  

Μόνο όταν θ ςφνκεςθ αυτισ τθσ κατανόθςθσ υπόκειται ςε κάποιον κανόνα, 

υπάρχει θ ςχζςθ που υπόκειται επίςθσ a priori ςτισ προχποκζςεισ τθσ 

αντικειμενικισ ςυνκετικισ ενότθτασ τθσ ςυναίςκθςθσ. Τότε οι κατθγορίεσ είναι 

μορφζσ τθσ ςφνδεςθσ τθσ πολλαπλότθτασ που υποςτθρίηουν τισ υποκειμενικζσ 

διαδοχικζσ λειτουργίεσ τθσ φανταςίασ, δθλαδι ακολουκίεσ αντιλιψεων που είναι 

δυνατζσ με πολυάρικμουσ τρόπουσ, ςε μια μορφι που τισ κάνει να ξεχωρίηουν ωσ 

αναγκαίεσ και αναλλοίωτεσ μορφζσ ςφνδεςθσ. Αυτι θ αναγκαιότθτα και θ 

ςτακερότθτα εγγυάται τθ ςχζςθ με ζνα αντικείμενο. Με άλλα λόγια, όταν θ 

κατανόθςθ ςτρζφεται προσ ζνα εμπειρικό αντικείμενο που ςτθν πραγματικότθτα 

είναι παρόν, τότε υπάρχει μια ςτακερι, νομιμοποιθμζνθ ςφνδεςθ τθσ 

πολλαπλότθτασ ςε μια ενότθτα. Συγκεκριμζνα με τθν ενότθτα ενόσ γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου που αποδεικνφεται αναλλοίωτθ ςε όλεσ τισ μεταβολζσ που είναι 

δυνατζσ ςτθ διαδικαςία των διαδοχικϊν φάςεων τθσ αντικειμενικισ κατανόθςθσ 

τθσ πολλαπλότθτασ.  

Υπό αυτι τθν ζννοια, οι κατθγορίεσ μποροφν να ερμθνευκοφν ωσ αναλλοίωτεσ. 

Από τθν άλλθ πλευρά, οι κατθγορίεσ αναπαριςτοφν τισ προχποκζςεισ για τθ 

δυνατότθτα των αντικειμζνων τθσ εμπειρίασ. Συνεπϊσ θ ενότθτα τθσ ζννοιασ του 

γεωμετρικοφ αντικειμζνου του Kant βαςίηεται ςτθν ενότθτα ενόσ ςφνκετου 

ςυνόλου προχποκζςεων το οποίο ζχει τθ μορφι κακολικϊν και αναγκαίων νόμων. 

Σε αυτό το ςθμείο ο Cassirer βλζπει το νόθμα τθσ ζννοιασ τθσ αντικειμενικότθτασ 

του Kant160: 

«Για τθν ίδια τθν αντικειμενικότθτα-ακολουκϊντασ τθν κριτικι ανάλυςθ και 

ερμθνεία αυτισ τθσ ζννοιασ-αποτελεί ακόμα ζναν προςδιοριςμό για τθν 

εγκυρότθτα των ςυγκεκριμζνων ςυνδετικϊν ςχζςεων που πρζπει να εξακριβωκοφν 
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ξεχωριςτά και να εξεταςκοφν με όρουσ τθσ δομισ τουσ. Η αποςτολι τθσ κριτικισ 

τθσ γνϊςθσ είναι να εργαςτεί γυρίηοντασ προσ τα πίςω, από τθν ενότθτα τθσ 

γενικισ ζννοιασ του αντικειμζνου ςτθν πολλαπλότθτα των αναγκαίων και επαρκϊν 

προχποκζςεων που τθν ςυγκροτοφν. Υπό αυτιν τθν ζννοια, αυτό που αποκαλεί θ 

γνϊςθ «αντικείμενό» τθσ αναλφεται ςε ζνα δίκτυο ςχζςεων που παραμζνουν 

ενωμζνεσ  μεταξφ τουσ μζςω των κανόνων και αρχϊν ενόσ υψθλότερου επιπζδου»     

Θ αναφορά ςτουσ «κανόνεσ και αρχζσ ενόσ υψθλότερου επιπζδου» είναι μια 

αναφορά ςτισ αρχζσ τθσ ςυμμετρίασ οι οποίεσ αντιπροςωπεφουν κάκε αναλλοίωτο 

κακαυτό που βρίςκεται μζςα ςτο πλζγμα των ςχζςεων. Θ ομαδοκεωρθτικι 

παρουςίαςι τουσ ουςιαςτικά παρζχει και τισ γενικζσ προχποκζςεισ οι οποίεσ 

κακορίηουν τι μπορεί να κεωρθκεί ωσ αντικείμενο. 

Ο Cassirer μζςα ςτο πλαίςιο τθσ προςωπικισ ερμθνείασ του Kant δεν περιορίηει το 

ςφςτθμα τθσ ςφνδεςθσ των κακολικϊν μορφϊν ζχοντασ ωσ μοναδικό ςκοπό να 

ενοποιιςει το κατθγορικό ςφςτθμα, αλλά το προεκτείνει ζτςι ϊςτε να περιλαμβάνει 

τθν κακαρι εποπτεία και τισ κανονιςτικζσ ιδζεσ(regulative ideas). Οι κακαρζσ 

μορφζσ εποπτείασ του χϊρου και του χρόνου κατά τον Cassirer μζςω τθσ ςφνδεςθσ 

μιασ πολλαπλότθτασ ςτο όλον,  όπωσ και οι κανονιςτικζσ ιδζεσ ζχουν τθν ίδια 

λειτουργία τθν οποία αναφζρει ο Kant ςτθ ςχζςθ μεταξφ εννοιϊν τθσ κακαρισ 

νόθςθσ και των ιδεϊν. Αυτό το γεγονόσ κατά τον Ihmig οδθγεί τον Cassirer να 

κεωριςει ζνα ςφςτθμα ςυνκθκϊν τθσ γνϊςθσ το οποίο μπορεί να ταξινομθκεί ςε 

διαφορετικά επίπεδα.  

Τα επίπεδα αυτά μποροφν κατά τον Cassirer να αποτελοφν και επίπεδα 

αντικειμενικότθτασ, ακριβϊσ όπωσ ο Kant χρθςιμοποίθςε τθ ταξινόμθςθ ςε κακαρζσ 

εποπτείεσ, κατθγορίεσ και ιδζεσ αντίςτοιχα. Υπάρχουν όμωσ διαφορζσ ςε αυτι τθ 

κεϊρθςθ. Ο Kant όπωσ αναφζραμε ςτο πρϊτο κεφάλαιο, παρουςιάηει τισ εποπτείεσ 

ωσ ιδζεσ που αναφζρονται ςε ζνα «ενικό» αντικείμενο και οι γεωμετρικζσ ζννοιεσ 

περιζχουν ζνα μεγάλο αρικμό πικανϊν αντικειμζνων. Επιπρόςκετα, θ ζννοια τθσ 

κακαρισ νόθςθσ εφόςον ςυγκροτείται μζςα από τισ ςχζςεισ με τα αντικείμενα τθσ 

εμπειρίασ αντικειμενικά ιςχφει, ςε αντίκεςθ με τισ ιδζεσ που μποροφν να 

κεωρθκοφν ότι ζχουν υποκειμενικι αξία. Κατά τον Kant αυτά τα επίπεδα αποτελοφν 

και διαφορετικζσ ιδιότθτεσ τθσ νόθςθσ και δεν μποροφν να ςυνδεκοφν μεταξφ τουσ 
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κακϊσ τότε κάποια ιδιότθτα κα μποροφςε να μεταφερκεί ιςοδφναμα ςε κάποια 

άλλθ.  

Ο Cassirer προςπακεί να δϊςει λφςθ ςτο ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα αναηθτϊντασ ζνα 

κακολικό ενοποιθτικό ςφςτθμα: κάκε επίπεδο περιζχει ζνα πλζγμα αρχϊν και 

κανόνων ςφνκεςθσ που αναφζρονται ςε ζνα χαμθλότερο επίπεδο. Δθμιουργείται 

λοιπόν μια ιεραρχία ςφμφωνα με το βακμό κακολικότθτασ θ οποία χαρακτθρίηεται 

από τθν αναπαράςταςθ ςτακερϊν και αναλλοίωτων ςε ςχζςθ με τα μεταβαλλόμενα 

ςτοιχεία των κατϊτερων επιπζδων. Με αυτι τθ λογικι ζνα ςφςτθμα προχποκζςεων 

γνϊςθσ μπορεί να ερμθνευκεί ωσ ζνα ςφςτθμα αναλλοίωτων.  

Ωσ αποτζλεςμα αυτισ τθσ κεϊρθςθσ του Cassirer μποροφμε να παρουςιάςουμε τθ 

μζκοδο τθσ μορφoποίθςθσ αναλλοίωτων (invariant formation) θ οποία παρζχει μια 

προοπτικι ενοποίθςθσ των επιμζρουσ επιπζδων αντικειμενικότθτασ. Συγκεκριμζνα 

φαίνεται ότι αυτι θ κεϊρθςθ μπορεί να επιτρζπει τθ διαςφνδεςθ του γενικοφ με το 

ςυγκεκριμζνο και προσ τισ δφο πλευρζσ. Είναι κατά τον Ihmig161 ακριβϊσ θ ίδια 

ςχζςθ μεταξφ ςυγκεκριμζνου και γενικοφ που αποδίδει εξαιρετικι ςθμαςία ςτο 

Erlanger Programm του Klein. Θ ςυςτθματικι επζκταςθ τθσ αρχικισ ομάδασ 

«επιτρζπει ςτθ γεωμετρία να κάνει τθν απαραίτθτθ μετάβαςθ από το μερικό ςτο 

κακολικό» κατά τον Cassirer και αποτελεί κεντρικό ςθμείο τθσ επιςτθμολογικισ 

αξιολόγθςθσ του Erlanger Programm:  

«ακόμα και τϊρα πρζπει να προςκζςουμε ζναν ακόμθ προςδιοριςμό μεγάλθσ 

ςθμαςίασ, από τθν επιςτθμολογικι πλευρά. Κανζνα γεωμετρικό ςφςτθμα δεν 

μπορεί να κεωρθκεί περιςςότερο αλθκζσ από κάποιο άλλο. Ραρόλο που κανζνα 

από τα διαφορετικά ςυςτιματα δεν είναι ςτο ίδιο επίπεδο, όταν ςυγκρίνουμε δφο 

από αυτά τα ςυςτιματα μπορεί να βροφμε ότι το ζνα είναι πιο γενικό από το άλλο. 

Το ζνα μπορεί να περιζχει το άλλο ωσ ειδικι περίπτωςθ.» 162  

Επειδι θ ταξινόμθςθ των γεωμετριϊν ςφμφωνα με το βακμό που κάποια γεωμετρία 

είναι γενικότερθ από τθν άλλθ, βαςίηεται ςε κάποια αρχι που προκφπτει από τθν 

ενότθτα των διαφορετικϊν ειδϊν γεωμετριϊν. Δθλαδι θ ζννοια του γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου του Kant μζςα ςτο πλαίςιο τθσ μεκόδου του Erlanger Programm του 

Klein νοείται πλζον ανάλογα ωσ γεωμετρικι ιδιότθτα ι γεωμετρικό αντικείμενο που 
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αναπαριςτά ζνα ςχεςιακό προςδιοριςμό και εξαρτάται από τθν ταξινόμθςθ από μια 

ςυγκεκριμζνθ ομάδα μεταςχθματιςμϊν.  

Θ ομάδα μεταςχθματιςμϊν προςδιορίηει τισ γενικζσ προχποκζςεισ και 

κανονικότθτεσ αναφερόμενθ ςε ότι μπορεί να ειδωκεί ωσ γεωμετρικό αντικείμενο, 

αποτελϊντασ ταυτόχρονα και παράδειγμα τθσ ζννοιασ τθν οποία ο Cassirer 

αποκαλεί «επίπεδο αντικειμενικότθτασ». Μια αλλαγι ςτθν ομάδα 

μεταςχθματιςμϊν αλλάηει ταυτόχρονα και τισ προχποκζςεισ οι οποίεσ κακιςτοφν 

δυνατά τα γεωμετρικά αντικείμενα, όχι αυκαίρετα αλλά μζςα από ςυγκεκριμζνουσ 

κανόνεσ. Αυτι θ ςυγκεκριμζνθ κεϊρθςθ μασ επιτρζπει να ξεπεράςουμε τθν 

γεωμετρικι εποπτεία και να προχωριςουμε ςτθ κακολικότθτα μζςω τθσ επιλογισ 

τθσ κατάλλθλθσ ομάδασ μεταςχθματιςμϊν. 

Σφμφωνα με τον Cassirer επιλζγοντασ να μετακινθκοφμε ελεφκερα μεταξφ των 

γεωμετριϊν, δθλαδι όταν μετακινοφμαςτε από μια ομάδα ςε μια άλλθ, ουςιαςτικά 

μετακινοφμαςτε αναλόγωσ μεταξφ αντιλθπτικϊν δομϊν. Αυτι θ διαδικαςία απαιτεί 

θ αντίλθψθ να περιλαμβάνει μια μορφι εξαντικειμενίκευςθσ163 θ οποία πρζπει να 

κατανοθκεί με όρουσ τθσ μορφοποίθςθσ των αναλλοίωτων. 

Θ κεωρία των ομάδων, ειδικά ςε ςχζςθ με τθ κεωρία των αναλλοίωτων, 

αποδείχκθκε βαςικι για τθ δικαίωςθ του Cassirer ςχετικά με τθν υπερβατολογικι 

φιλοςοφία του χϊρου και του χρόνου. Κα πρζπει να τθσ αποδϊςουμε ζναν ακόμα 

μεγαλφτερο ρόλο ςτθν περαιτζρω μελζτθ του Cassirer ςτθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ. 

Με τθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ αποδεικνφεται ότι οι φυςικζσ κεωρίεσ είναι κεωρίεσ 

των αναλλοίωτων ςφμφωνα με τθν ομάδα μεταςχθματιςμϊν, του Lorentz ςτθν 

περίπτωςθ τθσ ειδικισ κεωρίασ τθσ ςχετικότθτασ και των πιο γενικϊν 

μεταςχθματιςμϊν για τθ γενικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ. Επιπροςκζτωσ, ο Cassirer 

ιςχυρίηεται ότι θ γενικι κζςθ περί του αναλλοίωτου ςυγκεκριμζνων τιμϊν πρζπει 

να επαναλαμβάνεται με κάποια μορφι ςε οποιαδιποτε κεωρία τθσ φφςθσ, γιατί 

εμπίπτει ςε μια γενικότερθ λογικι και επιςτθμολογικι φφςθ μιασ τζτοιασ κεωρίασ. 

Ο Cassirer είχε δίκιο ςε αυτι τθν άποψθ. Θ ομαδικι-κεωρθτικι ταξινόμθςθ των 

κεωριϊν του χωροχρόνου ςυνδζει τθ μθχανικι του Newton με τθν ομάδα των 

μεταςχθματιςμϊν του Γαλιλαίου, τθν ειδικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ ςτθν ομάδα 
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των μεταςχθματιςμϊν του Lorentz και τθ γενικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ ςε μια 

ομάδα διαφορίςιμων μεταςχθματιςμϊν. Πλεσ αυτζσ είναι ομάδεσ αναλλοίωτων, 

που δεν επθρεάηουν ςυγκεκριμζνα τα γεωμετρικά αντικείμενα τθσ αντίςτοιχθσ 

κεωρίασ. 

Ο Cassirer επίςθσ βλζπει ςτθ ςχετικοποίθςθ των χωρικϊν και χρονικϊν μεγεκϊν ωσ 

τον αναγκαίο όρο μζςω του οποίου οι νζεσ αναλλοίωτεσ τθσ κεωρίασ 

ανακαλφφκθκαν και κεμελιϊκθκαν, όπωσ δείχνει θ ιςτορικι μελζτθ. Άρα ο Cassirer 

απορρίπτει τισ αρνθτικζσ απόψεισ περί τθσ κεωρίασ τθσ ςχετικότθτασ που 

παρουςιάςτθκαν εκείνθ τθν εποχι, δθλαδι, ότι ειςάγει ζνα υποκειμενικό ςτοιχείο 

ςτο ςχθματιςμό των νόμων τθσ φφςθσ και κατ’ επζκταςθ καταςτρζφει τθν ζννοια 

τθσ φφςθσ. Στθν πραγματικότθτα, θ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ κάνει το ακριβϊσ 

αντίκετο, διδάςκει ότι μόνο τζτοιεσ ςχζςεισ και αξίεσ μποροφν να αποκαλοφνται 

αλθκινά αντικειμενικζσ που δεν αλλάηουν από το ζνα ςφςτθμα αναφοράσ ςτο άλλο. 

«Αυτό που καλοφμε ςφςτθμα τθσ φφςθσ μόνο προκφπτει όταν ςυνδυάηουμε τισ 

μετριςεισ, που πρϊτα ζγιναν από τθν άποψθ ενόσ ςυγκεκριμζνου ςϊματοσ 

αναφοράσ, με αυτά που ζγιναν από άλλα ςϊματα αναφοράσ και ςε αυτά που 

ζγιναν από όλα τα «δυνατά» ςϊματα αναφοράσ και τα φζρνει ιδανικά ςε ζνα 

μοναδικό αποτζλεςμα. Το πωσ μπορεί να βρεκεί ςε αυτόν τον ιςχυριςμό κάποιοσ 

περιοριςμόσ τθσ αντικειμενικότθτασ τθσ φυςικισ κατανόθςθσ δεν είναι ςτοιχείο. 

Ρροφανϊσ δεν ιταν τίποτα αλλά ζνασ οριςμόσ αυτισ τθσ αντικειμενικότθτασ». 164 

Θ κεωρία των αναλλοίωτων και θ ζννοια τθσ ομάδασ είχαν το βαςικό ρόλο ςτθ 

μελζτθ του Cassirer για τθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ και τισ τροποποιιςεισ που ζκανε 

ςτθν υπερβατολογικι φιλοςοφία του χϊρου και του χρόνου. Λαμβάνοντασ τθν 

ζννοια τθσ ομάδασ ωσ a priori, κατάφερε να διατθριςει τθν ενότθτα του χϊρου ωσ 

τθν κακαρι μορφι τθσ ςυνφπαρξθσ και να ςυμπεριλάβει τισ μθ-Ευκλείδειεσ 

γεωμετρίεσ ςτον προςδιοριςμό τθσ φυςικισ πραγματικότθτασ, διαςφαλίηοντασ τθν 

αντικειμενικότθτα μιασ φυςικισ κεωρίασ.  

 

4.7 Ο Cassirer και η γενική θεωρία τησ ςχετικότητασ. 

Ο Cassirer δθμοςίευςε τθν άποψι του για τα φιλοςοφικά προβλιματα που 

προκφπτουν από τθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ το 1923 ςτο κείμενο Einstein’s Theory 
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of Relativity Considered from Epistemological standpoint. Το βαςικό ςθμείο του 

κειμζνου αυτοφ ιταν θ άποψθ ότι θ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ παρουςιάηει ςτθν 

κακαρι κεωρθτικι τθσ μορφι τθν εξζλιξθ από τθν κεωρία τθσ γνϊςθσ ςτθ 

ςυναρτθςιακι κεωρία. Τα αντικείμενα και οι ζννοιεσ τθσ φυςικισ είναι ζννοιεσ 

χωρίσ οντότθτα, όχι αντίγραφα των ςυγκεκριμζνων περιεχομζνων που δίνονται 

μζςα από τθν αντίλθψθ, αλλά κεωρθτικζσ υποκζςεισ και καταςκευζσ που 

μεταςχθματίηουν τα αιςκθτά  ςε μετριςιμα.  

Ενδιαφζρον είναι ο τρόποσ που ο Cassirer ωσ νεοκαντιανόσ, απαντά ςτισ 

ανακαλφψεισ του Einstein. Δθλαδι, θ φιλοςοφία του Cassirer για το χϊρο και το 

χρόνο βαςίηεται ακόμα ςτθν αντίςτοιχθ φιλοςοφία του Kant: αν και απορρίπτει το 

χϊρο και το χρόνο ωσ μορφζσ τθσ κακαρισ εποπτείασ, κεωρεί ότι οι a priori μορφζσ 

είναι εκείνεσ που ακόμα κάνουν τθ εμπειρία δυνατι. Θ φιλοςοφία του Kant όπωσ 

ζχουμε αναφζρει βαςίηεται ςτθ φυςικι του Newton. Το κφριο μζλθμα του Cassirer 

είναι να ανακαλφψει εάν  

«οι δογματικζσ κζςεισ τθσ υπερβατολογικισ αιςκθτικισ προςφζρουν μια 

κεμελίωςθ, θ οποία είναι αρκετά ευρεία και δυνατι ϊςτε να αντζξει μαηί με τθ 

δομι τθσ μθχανικισ του Νεφτωνα και τθ δομι τθσ μοντζρνασ φυςικισ». 165 

Θ Lovrenov166 αναφζρει ότι υπάρχουν δφο ςθμεία ςτθν απάντθςθ του Cassirer ςτα 

οποία χρειάηεται να επικεντρωκοφμε: το ζνα ζχει να κάνει με τθν προςαρμογι τθσ 

υπερβατολογικισ φιλοςοφίασ του Cassirer για το χϊρο και το χρόνο λαμβάνοντασ 

υπόψθ τισ μοντζρνεσ εξελίξεισ και το άλλο ζχει να κάνει με το ρόλο που παίηει θ 

κεωρία των αναλλοίωτων ςε αυτιν τθν προςπάκεια.  

Σε ςχζςθ με το πρϊτο, θ προςζγγιςθ του Cassirer βαςίηεται ςτθ ςφγκριςθ ανάμεςα 

ςτισ  μεκοδολογικζσ και επιςτθμολογικζσ προχποκζςεισ που κζτει ο Einstein, ειδικά 

αυτϊν που αφοροφν ςτθ μζτρθςθ του χϊρου και του χρόνου και τθ λειτουργία τουσ 

ςτθ κεωρία τθσ φυςικισ, και ςτθν γενικι κζςθ του Kant περί των δφο μορφϊν τθσ 

κακαρισ εποπτείασ ανεξάρτθτα από τισ προχποκζςεισ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ.  

Ρρζπει να λάβουμε υπόψθ αρκετά ςθμεία αυτισ τθσ ςφγκριςθσ: τθν ζννοια τθσ 

αντικειμενικότθτασ του χϊρου και του χρόνου, τουσ περιοριςμοφσ τθσ μζτρθςθσ του 
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χϊρου και του χρόνου ςφμφωνα με τουσ νόμουσ τθσ φφςθσ και τθν επιλογι των μθ-

Ευκλείδειων γεωμετριϊν ςτθ γενικι ςχετικότθτα.  

Το κφριο ενδιαφζρον του Cassirer ιταν να δείξει ότι αν και ο Kant αντιλαμβανόταν 

το χϊρο και το χρόνο ωσ κακαρζσ μορφζσ τθσ εποπτείασ, τισ είχε ιδθ ςυνδζςει με 

ςυγκεκριμζνουσ κεωρθτικοφσ παράγοντεσ, με τουσ κανόνεσ τθσ κατανόθςθσ. Αυτοί 

οι κανόνεσ, ςτθ γενικι ερμθνεία που ζδωςε ο Cassirer, ανζφεραν ότι ο χϊροσ ωσ 

κακαρι μορφι τθσ ςυνφπαρξθσ και ο χρόνοσ ωσ κακαρι μορφι τθσ διαδοχισ δεν 

ςυνεπάγονται ειδικζσ μετρικζσ ςχζςεισ, άρα κα ιταν λάκοσ να υποκζςουμε τθν a 

priori φφςθ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ.  

Ωσ προσ τθν αντικειμενικότθτα του χϊρου και του χρόνου, το πρϊτο ςθμείο 

ςφγκριςθσ είναι ο ιςχυριςμόσ του Einstein ότι θ κεωρία του, θ οποία πρζπει να 

λογίηεται ωσ το τελευταίο «ενκφμιο τθσ φυςικισ αντικειμενικότθτασ», προιλκε από 

τον χϊρο και τον χρόνο. Ο Cassirer μελζτθςε τθν ερμθνεία τθσ φράςθσ «φυςικι 

αντικειμενικότθτα» ςε αυτόν τον ιςχυριςμό και ςυμπεραίνει ότι αυτό ςίγουρα δε 

ςθμαίνει ότι ο χϊροσ και ο χρόνοσ δεν είναι πράγματα ι αντικείμενα με τθν ζννοια 

του απλοφ ρεαλιςμοφ. Ο χϊροσ και ο χρόνοσ είναι κακαρζσ ζννοιεσ μζτρθςθσ όπωσ 

και όλα τα άλλα αντικείμενα τθσ φυςικισ.  

Λαμβάνοντασ υπόψθ αυτό τον ιςχυριςμό του Einstein φαίνεται ότι ο χϊροσ και ο 

χρόνοσ αποτελοφν ζννοιεσ και μορφζσ μζτρθςθσ ενόσ κανόνα ανϊτερου επιπζδου 

από το πρϊτο βαςικό επίπεδο. Ο Cassirer ουςιαςτικά υπαινίςςεται το γεγονόσ ότι 

ςτθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ ο φυςικόσ πρζπει να ζχει ςτο μυαλό του όχι μόνο τα 

μετριςιμα αντικείμενα αλλά και τισ προχποκζςεισ αυτισ τθσ μζτρθςθσ. Ρριν 

κάνουμε τθ ςφγκριςθ τθσ μζτρθςθσ που γίνεται ανάμεςα ςε διάφορα ςυςτιματα 

αναφοράσ, πρζπει να μασ ζχει δοκεί μια κακολικι αρχι μεταςχθματιςμοφ. Μόνο με 

αυτόν τον τρόπο μποροφμε να ςυνδυάςουμε τα επιμζρουσ ςε ζνα ενοποιθμζνο 

αποτζλεςμα και να τα χρθςιμοποιιςουμε ςε κάκε προςδιοριςμό των κανόνων τθσ 

φφςθσ.  

Ο Cassirer κεωρεί από επιςτθμολογικι άποψθ αυτόν τον ςυλλογιςμό για τισ 

προχποκζςεισ τθσ μζτρθςθσ ωσ ζνα βιμα πιο μπροςτά. Δθλαδι, αποδίδει όλεσ τισ 

διαμάχεσ που είχαν εμφανιςτεί ςτθ φιλοςοφία και ςτθ μακθματικι φυςικι ςτθν 

ζλλειψθ ενόσ τζτοιου ςυλλογιςμοφ, που επιτρζπει ςε κάκε νζα και καρποφόρα 

ζννοια μζτρθςθσ να μεταςχθματιςτεί ςε μια κακαυτι ζννοια.  
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«Οι τελευταίεσ ςτακερζσ του φυςικοφ υπολογιςμοφ λαμβάνονται όχι μόνο ωσ 

πραγματικζσ, αλλά ζχουν τελικά υψωκεί ςτο βακμό του οποίου αυτόσ (ο 

υπολογιςμόσ) είναι από μόνοσ του πραγματικόσ».
 167

    

Ραράλλθλα ο Cassirer βλζπει ότι ο χϊροσ και ο χρόνοσ δεν μποροφν να αποτελοφν  

ξεχωριςτι φπαρξθ οφτε με τθν αντικειμενικι οφτε με τθν υποκειμενικι ζννοια. Δεν 

είναι εμπειρικά αντικείμενα που μποροφμε να ερευνιςουμε, αλλά είναι οι ίδιεσ οι 

προχποκζςεισ αυτισ τθσ ζρευνασ, τθσ ίδιασ τθσ εμπειρίασ. Ο τρόποσ κατά τον οποίο 

θ αντικειμενικότθτα πρζπει να κατανοθκεί ςε αυτιν τθν διαδικαςία ςτθρίηεται ςτθ 

ςθμαςία που ζχουν αυτζσ οι δφο μορφζσ ςτθ ςυνολικι δομι τθσ εμπειρικισ 

γνϊςθσ. Αναφζρει ςυγκεκριμζνα ότι: 

«Ο χϊροσ και ο χρόνοσ δθλϊνουν μόνο ζνα ςτακερό κανόνα του μυαλοφ, ζνα ςχιμα 

ςφνδεςθσ από το οποίο ότι λαμβάνεται αιςκθςιακά είναι μια ομάδα ςυγκεκριμζνων 

ςχζςεων ςυνφπαρξθσ και ακολουκίασ». 168  

Στθν περίπτωςθ τθσ μζτρθςθσ, οι χρονικοί προςδιοριςμοί των εμπειρικϊν 

ςυμβάντων δε μποροφν να προζρχονται από τισ ςχζςεισ αυτϊν των ςυμβάντων με 

τον απόλυτο χρόνο, αλλά τα φαινόμενα πρζπει να πρζπει να κακιςτοφν αναγκαίεσ 

τισ κζςεισ τουσ ςτο χρόνο το ζνα για το άλλο. Κατά τθν Lovrenov169 το ςφςτθμα του 

χϊρου και του χρόνου μπορεί να ζχει υπόςταςθ μόνο ςτθ βάςθ τθσ εμπειρικισ 

γνϊςθσ των φυςικϊν κανόνων. Στθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ θ κζςθ ότι ο κανόνασ 

τθσ κατανόθςθσ είναι αυτόσ που μορφοποιεί το υπόδειγμα όλων των χρονικϊν και 

των χωρικϊν προςδιοριςμϊν, επιβεβαιϊνεται.  

Ρράγματι, ςτθ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ αν κζλουμε να ορίςουμε το χρόνο, δθλαδι, 

να ορίςουμε τισ μεκόδουσ τθσ μζτρθςισ του, πρζπει πρϊτα να ορίςουμε τθν ζννοια 

τθσ χρονικισ ιςοδυναμίασ των δφο γεγονότων. Στθν ειδικι κεωρία βαςίηουμε αυτόν 

τον οριςμό ςτθν αρχι τθσ ςτακερισ ταχφτθτασ του φωτόσ και ςτθ γενικι 

ςχετικότθτα ςτθν άποψθ ότι τα ςυςτιματα ςυντεταγμζνων του Gauss ζχουν τθν 

ίδια αξία για τθ μορφοποίθςθ των κανόνων τθσ φφςθσ. Ο Cassirer επιςθμαίνει ςε 

αυτό το ςθμείο ότι αυτζσ οι αρχζσ δεν αποτελοφν τθν ζκφραςθ ενόσ εμπειρικά 

παρατθρθμζνου γεγονότοσ αλλά νόρμεσ τισ οποίεσ θ κατανόθςθ χρθςιμοποιεί 

υποκετικά ςτθν ερμθνεία τθσ εμπειρίασ. 
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Σφμφωνα με τον Cassirer, ο Kant ζκανε λάκοσ ςτθν a priori αποδοχι τθσ Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ. Με τθν κεωρία τθσ ςχετικότθτασ όχι μόνο αποδεικνφεται ότι θ 

γεωμετρία του χωροχρόνου δεν είναι Ευκλείδεια αλλά αποδεικνφεται ακόμα ότι δεν 

υπάρχει καμία γεωμετρία τθν οποία μποροφμε να εφαρμόςουμε κακολικά ςτθν 

πραγματικότθτα, από τθ ςτιγμι που υπάρχουν μετρικζσ ςχζςεισ οι οποίεσ 

εξαρτϊνται από τθ βαρφτθτα. Θ βαρφτθτα εφόςον αλλάηει από ςθμείο ςε ςθμείο 

δίνει τθ δυνατότθτα υπόςταςθσ διαφορετικϊν γεωμετρικϊν δομϊν ςε διαφορετικά 

ςθμεία ςτθν πολλαπλότθτα.  

Ο Cassirer, προκειμζνου να προςαρμόςει αυτζσ τισ ανακαλφψεισ, ζπρεπε να 

τροποποιιςει τθ κεωρία του Kant. Ραραδζχεται  τισ μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ ωσ a 

priori, δθλαδι επζτρεψε ςτα αξιϊματα των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν να 

ςυμπεριλθφκοφν ςτον προςδιοριςμό τθσ κατανόθςθσ. Αυτό δεν αποτελεί πρόβλθμα 

για τον Cassirer δεδομζνου ότι από τθ μια πλευρά ςυνεχϊσ κάνει διάκριςθ ανάμεςα 

ςτο χϊρο τθσ εποπτείασ και το χϊρο τθσ φυςικισ, ο οποίοσ προκφπτει από ςχζςεισ 

μζτρθςθσ βαςιςμζνεσ ςε φυςικοφσ νόμουσ. Από τθν άλλθ πλευρά επιςθμαίνει ότι ο 

ίδιοσ ο Kant είχε ιδθ αποδϊςει μια τζτοια δομι του φυςικοφ χϊρου ςτουσ κανόνεσ 

τθσ κατανόθςθσ και όχι ςτθν εποπτεία. 

Ραραμζνει όμωσ ακόμα το ερϊτθμα του τρόπου ο οποίοσ χρειάηεται για να 

εξθγιςουμε τθν ενότθτα του χϊρου ωσ τφπο τθσ ςυνφπαρξθσ των διαφορετικϊν 

γεωμετριϊν. Θ απάντθςθ μπορεί να βρεκεί μζςα ςτθ φιλοςοφία των μακθματικϊν 

του Cassirer θ οποία δίνει μια άλλθ λφςθ ςτο παραπάνω πρόβλθμα.  

Το επιχείρθμα του Cassirer βαςίηεται ςτθν εργαςία του Klein ςτθν οποία ζχουμε 

αναφερκεί και τθν αλγεβρικι ςυγκρότθςθ τθσ γεωμετρίασ με τθν ζννοια τθσ ομάδασ 

να παίηει αποφαςιςτικό ρόλο. Οι γεωμετρίεσ διαφζρουν ςτο επίπεδο τθσ 

κακολικότθτασ και είναι ταξινομθμζνεσ ιεραρχικά δεδομζνου ότι θ ομάδα που 

ςυνδζεται με μια πιο γενικι γεωμετρία περιζχει τθν ομάδα που ςυνδζεται με μια 

πιο ειδικι γεωμετρία. Θ προςζγγιςθ του Klein για τθ γεωμετρία διατθρεί τθν 

ενότθτα του χϊρου όπωσ προχποκζτουν όλεσ οι γεωμετρίεσ κακϊσ χρθςιμοποιοφν 

τθ γενικι μορφι του χϊρου δθλαδι τθ μορφι τθσ δυνατισ ςυνφπαρξθσ. Σε αυτι, 

όλεσ οι γεωμετρίεσ είναι όμοιεσ αλλά διαφζρουν ςτο ότι ςυςχετίηουν αυτόν το χϊρο 

ςε διαφορετικζσ ομάδεσ μεταςχθματιςμϊν. Επιπλζον, αυτζσ οι γεωμετρίεσ 

ςχθματίηουν μια ταξινομθμζνθ ιεραρχικά ακολουκία όπου κάκε ςτοιχείο 
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περιλαμβάνει τον προκάτοχό του, άρα λαμβάνοντάσ όλα τα ςτοιχεία μαηί είναι 

ενωμζνα ωσ μια ολότθτα.  

Ζχοντασ τακτοποιθμζνο το χϊρο των κακαρϊν μακθματικϊν, προκφπτει το κζμα τθσ 

εφαρμογισ του ςτθ φυςικι. Ο Cassirer αναφζρεται ςτον Poincaré, ο οποίοσ 

διαφωνεί με τθν a priori φφςθ τθσ γεωμετρίασ κεωρϊντασ βαςικισ ςθμαςίασ τθ 

ςυςχζτιςθ με τθ κεωρία των ομάδων. Υποςτθρίηει ότι θ ζννοια τθσ ομάδασ 

ενδεχομζνωσ προχπάρχει ςτο μυαλό μασ και δεν είναι μια μορφι τθσ 

αιςκθτικότθτάσ μασ αλλά μια μορφι κατανόθςθσ. Εφαρμόηουμε μια ςυγκεκριμζνθ 

γεωμετρία ςτθν εμπειρικι πολλαπλότθτα διαλζγοντασ ανάμεςα ςε διάφορεσ 

ομάδεσ τθν πιο απλι και βολικι για τθ περιγραφι των φυςικϊν φαινομζνων. Ο 

Cassirer δίνει ζμφαςθ ςτο γεγονόσ ότι αν και είναι ςυγκεκριμζνεσ οι εμπειρίεσ οι 

οποίεσ μασ οδθγοφν ςτθν καταςκευι μιασ τζτοιασ γεωμετρίασ και ότι υπάρχει ςτθν 

εμπειρία μια αρχι τθσ επιλογισ μασ για τθ γεωμετρία, αυτό δε ςθμαίνει ότι τα ίδια 

τα γεωμετρικά αξιϊματα είναι εμπειρικά κεμελιωμζνα.  

Για παράδειγμα, πθγαίνοντασ από τθν ειδικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ ςτθ γενικι 

κεωρία, διαλζγουμε μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ αντί τθσ Ευκλείδειασ. Σφμφωνα με 

τον Cassirer ζνα πολφ ςθμαντικό ςθμείο τθσ ςφγκριςθσ μεταξφ τθσ κεωρίασ του 

Einstein και τθσ φιλοςοφίασ του Kant βαςίηεται ςτθν ζννοια τθσ ςφμπτωςθσ τθν 

οποία θ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ περιορίηει ωσ προσ το περιεχόμενο και τον τφπο 

όλων των κανόνων τθσ φφςθσ.  

«Οι παρακάτω ιςχυριςμοί ιςχφουν γενικά: κάκε φυςικι περιγραφι αναλφεται ςε 

ζναν αρικμό ιςχυριςμϊν, κακζνασ από τουσ οποίουσ αναφζρεται ςτθν ςφμπτωςθ 

του χρόνου-χϊρου δφο γεγονότων Α και Β. Στα πλαίςια των ςυντεταγμζνων του 

Gauss, κάκε τζτοιοσ ιςχυριςμόσ εκφράηεται από τθ ςυμφωνία των τεςςάρων 

ςυντεταγμζνων τουσ        1 , 2 , 3 , 4x x x x ».170   

Θ παραπάνω παράγραφοσ αποτελεί μια ενότθτα τθσ μθ-Ευκλείδειασ γεωμετρίασ 

του ςυνεχοφσ χωροχρόνου και αναδεικνφει τθν αδυναμία καταςκευισ ενόσ 

αντίςτοιχου προσ το καρτεςιανό ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων. Ξεπερνάμε αυτιν τθ 

δυςκολία με το να αναφερόμαςτε ςτο τετραδιάςτατο ςυνεχζσ του χωροχρόνου με 

ζναν αυκαίρετο τρόπο ςτισ ςυντεταγμζνεσ του Gauss. Αντιςτοιχίηουμε ςε κάκε 
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ςθμείο του ςυνεχοφσ, δθλαδι ζνα γεγονόσ, τουσ τζςςερισ αρικμοφσ 

       1 , 2 , 3 , 4x x x x , τισ ςυντεταγμζνεσ, που δεν ζχουν τθ μικρότερθ άμεςθ φυςικι 

ςθμαςία, αλλά μόνο εξυπθρετοφν το ςκοπό τθσ αρίκμθςθσ των ςθμείων του 

ςυνεχοφσ με ζνα οριςμζνο αλλά αυκαίρετο τρόπο.  

Ο Einstein δικαιολογεί το ςυγκεκριμζνο γεγονόσ αναφζροντασ ότι αντιςτοιχίηουμε 

ςε ζνα γεγονόσ ςυγκεκριμζνεσ ςυντεταγμζνεσ που κακαυτζσ δεν ζχουν καμία 

ςθμαςία κακϊσ αν κεωριςουμε ζνα υλικό ςθμείο ςτιγμιαία υπαρκτό χωρίσ 

διάρκεια, τότε κα μποροφςε να περιγραφεί ςτο χωροχρόνο από ζνα μοναδικό 

ςφςτθμα τιμϊν        1 , 2 , 3 , 4x x x x . Λόγω τθσ μόνιμθσ φπαρξισ του κα πρζπει να 

χαρακτθρίηεται από ζναν άπειρα μεγάλο αρικμό τζτοιων ςυςτθμάτων τιμϊν, που 

αντιςτοιχοφν ςτο υλικό ςθμείο. Συμπεραςματικά κα ζχουμε μια μονοδιάςτατθ 

γραμμι ςε ζνα τετραδιάςτατο ςυνεχζσ. Με τον ίδιο τρόπο, οποιεςδιποτε τζτοιεσ 

γραμμζσ ςτο ςυνεχζσ μασ αντιςτοιχοφν ςε πολλά ςθμεία ςε κίνθςθ. 

Αντιλαμβανόμαςτε τθ δομι του φυςικοφ χϊρου και χρόνου με αυτόν τον τρόπο: θ 

πολλαπλότθτα του χωροχρόνου δεν είναι τίποτα άλλο από τθν ολότθτα τζτοιων 

ςυντεταγμζνων.  

«Μια ςφμπτωςθ που δεν είναι για να αποτελζςει ταυτότθτα, μια ενοποίθςθ, που 

είναι ακόμθ ζνασ διαχωριςμόσ, από τθ ςτιγμι που το ίδιο ςθμείο κεωρείται ωσ κάτι 

που ανικει ςε διαφορετικζσ γραμμζσ: όλο αυτό τελικά απαιτεί αυτιν τθ ςφνκεςθ 

τθσ πολλαπλότθτασ, για τθν οποία μορφοποιικθκε ο όροσ «κακαρι εποπτεία».171    

Το επιχείρθμα του Einstein ζχει ωσ εξισ:  

«ςτθν ειδικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ οι ςυντεταγμζνεσ του χωροχρόνου μποροφν 

να κεωρθκοφν ωσ τετραδιάςτατεσ καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ. Αυτό ιταν δυνατό 

ςτθ βάςθ των κανόνων τθσ ςτακερότθτασ τθσ ταχφτθτασ του φωτόσ. Αλλά θ γενικι 

κεωρία τθσ ςχετικότθτασ δε μπορεί να διατθριςει αυτόν τον κανόνα, ςφμφωνα με 

τον οποίο θ ταχφτθτα του φωτόσ πρζπει πάντα να βαςίηεται ςτισ ςυντεταγμζνεσ 

όταν υπάρχει ζνα βαρυτικό πεδίο. Αλλά θ παρουςία ενόσ βαρυτικοφ πεδίου 

ακυρϊνει τθ ερμθνεία των ςυντεταγμζνων ςτθν ειδικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ. 

Λαμβάνοντασ υπόψθ αυτζσ τισ μελζτεσ, οδθγοφμαςτε ςτθν πεποίκθςθ ότι, 
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ςφμφωνα με τθ γενικι αρχι τθσ ςχετικότθτασ, το ςυνεχζσ του χωροχρόνου δεν 

μπορεί να κεωρθκεί Ευκλείδειο».172 

Ο Cassirer ζχει δίκιο όταν επιςθμαίνει ότι θ επιλογι τθσ μθ-Ευκλείδειασ γεωμετρίασ 

ςτθ γενικι κεωρία οδθγεί ςε μια μεγαλφτερθ ενότθτα και ςυςτθματικι πλθρότθτα 

ςτο ςχθματιςμό των κανόνων τθσ φφςθσ. Οι ςχζςεισ τθσ μζτρθςθσ εντόσ τθσ 

φυςικισ πολλαπλότθτασ βρίςκουν τθν πιο απλι ζκφραςι τουσ ςτθ γλϊςςα τθσ μθ-

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ. Ο Cassirer φαίνεται να δίνει ιδιαίτερθ ζμφαςθ ςτο ότι 

αυτι θ γλϊςςα είναι και πρζπει να παραμείνει ςυμβολικι, όπωσ ακριβϊσ και θ 

γλϊςςα τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ κα μποροφςε να είναι. Θ πραγματικότθτα που 

εκφράηει δεν είναι θ πραγματικότθτα των πραγμάτων αλλά αυτι των νόμων και των 

ςχζςεων.  

«Οι δομζσ τθσ γεωμετρίασ, είτε είναι Ευκλείδειεσ είτε μθ-Ευκλείδειεσ, δεν ζχουν 

άμεςθ ςυςχζτιςθ ςτον κόςμο τθσ φπαρξθσ … Η φπαρξθ, που ανικει ςε αυτζσ εν 

δυνάμει του οριςμοφ τουσ, εν δυνάμει μιασ κακαρισ λογικισ πράξθσ αξίωςθσ δεν 

μπορεί, αρχικά, να ανταλλαχκεί με κανζνα είδοσ εμπειρικισ πραγματικότθτασ».173     

Για να ςυνοψίςουμε, το βιμα πζρα από τον Kant ςυνίςταται ότι πάντα πρζπει να 

ζχουμε ςτο μυαλό μασ πωσ ο χϊροσ είναι μια απλι μορφι ςυνφπαρξθσ, ζνασ 

κανόνασ κατανόθςθσ. Οι προςδιοριςμοί τθσ μζτρθςθσ και θ επιλογι τθσ γεωμετρίασ 

βαςίηεται ςτουσ νόμουσ τθσ φφςθσ και πρζπει να επιτρζψουμε ςτθ μθ-Ευκλείδεια 

γεωμετρία να ζχει ρόλο ςτον προςδιοριςμό του φυςικοφ κόςμου.                                                                 

 

4.8 Συμπεράςματα 

Ο Cassirer μακθματικοποιϊντασ τον Kant οδιγθςε τθ μεταφυςικι και τθν οντολογία 

ςε ζνα πλζγμα λογικϊν ςχζςεων ουδζτερων οντολογικά, αλλά και χρθςτικϊν για το 

νοοφν υποκείμενο. Ο Friedman174 ςχολιάηοντασ τον Cassirer αναφζρει ότι οι 

αιςκθτζσ αναπαραςτάςεισ επιτυγχάνουν τθν αλικεια και τθν αναφορά ςε κάποιο 

αντικείμενο όχι με το να εξεικονίηουν μια ςφαίρα μεταφυςικϊν αντικειμζνων που 

ςυγκροτεί το ςτακερό και διαρκζσ υπόςτρωμα των εμπειρικϊν φαινομζνων, αλλά 

μζςω τθσ εμβάπτιςθσ των εμπειρικϊν φαινομζνων κακαυτϊν ςτθν ιδεατι τυπικι 

δομι των μακθματικϊν ςχζςεων. Συνεπϊσ κεωρεί ότι κάκε γεωμετρικό αντικείμενο 
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ζχει μια κζςθ ςε μια ςχεςιακι δομι και ότι κάκε ουςιϊδθσ, δθλαδι γεωμετρικι, 

ιδιότθτα του αντικειμζνου προκφπτει από τισ ςχζςεισ με τα άλλα αντικείμενα τθσ 

δομισ. Θ αναφορά ςε κάκε αντικείμενο είναι δυνατι μζςα ςτο πλαίςιο ολόκλθρου 

του ςυςτιματοσ των αντικειμζνων ςτθ δομι. 

Αυτό αναφζρεται ωσ το κεντρικό κζμα που ζχει καταγραφεί ςε όλα τα γραπτά του 

Cassirer: θ ανάλυςθ τθσ ζννοιασ του αντικειμζνου ςτισ ςφγχρονεσ επιςτιμεσ, με 

ςτραμμζνθ τθν προςοχι του ςτα μακθματικά και τισ φυςικομακθματικζσ 

επιςτιμεσ.  

Ο Cassirer κεωροφςε ότι θ λογικι μορφι τθσ μακθματικισ γνϊςθσ ςυνιςτά τουσ 

όρουσ κάκε επιςτθμονικισ γνϊςθσ. Για τθ μζκοδό του χρθςιμοποίθςε τθ λογικι 

όπωσ παρουςιάηεται ςτισ εργαςίεσ του Dedekind και του Hilbert και ςαφζςτατα 

είχαν αναφζρει νωρίτερα ο Frege και ο Russell. Θ κεωρία του Cassirer από τθν 

πλευρά των μακθματικϊν βαςίηονταν ςτισ κεμελιϊδεισ ζννοιεσ τθσ ςυνάρτθςθσ, 

των ςειρϊν και τθσ διάταξθσ. 

Σφμφωνα με τθν υπερβατολογικι μζκοδο θ φιλοςοφία δεν λειτουργεί εν κενό, αλλά 

πρζπει να ςτθρίηεται ςε ιςτορικά βεβαιωμζνα γεγονότα τθσ επιςτιμθσ, τθσ θκικισ 

και τθσ παράδοςθσ. H υπερβατολογικι λογικι τθσ επιςτιμθσ του Cassirer ςτόχευε 

ςτθ φιλοςοφικι κατανόθςθ τθσ δυναμικισ των κεωριϊν ζτςι ϊςτε να ορίςει 

πλιρωσ τισ αναλλοίωτεσ κάκε κεωρθτικοποίθςθσ. Σε αντίκεςθ με τον Kant, o 

Cassirer δεν κεωροφςε ότι θ φιλοςοφία είχε ιδθ ανακαλφψει τισ γενικζσ ςυνκικεσ 

για κάκε δυνατι εμπειρία. Άρα ζπρεπε να μελετθκεί θ εξζλιξθ τθσ λογικισ δομισ 

τθσ επιςτιμθσ μζςα από τθν εννοιολογικι ιςτορία τθσ επιςτιμθσ. 

Με καντιανοφσ όρουσ, ο ςκοπόσ του Cassirer φαίνεται ότι είναι θ απελευκζρωςθ 

τθσ υπερβατολογικισ λογικισ από τθ υπερβατολογικι αιςκθτικι. Ο Cassirer κεωρεί 

ότι θ διαςφνδεςθ αυτϊν των δφο περιοχϊν βρίςκεται ςτθ ςχθματοποίθςθ του Kant. 

Πμωσ τα ςχιματα ζχαςαν τθν κακολικότθτά τουσ μζςα από τθν εμφάνιςθ των μθ-

Ευκλείδειων γεωμετριϊν και τθ γενικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ. Ενϊ λοιπόν ο 

Cohen και οι μακθτζσ του ικελαν να διατθριςουν ανζπαφθ τθν άποψθ του Kant 

περί τθσ εφαρμοςιμότθτασ ςτα αντικείμενα τθσ εμπειρίασ, ο Cassirer υποδεικνφει 

μζςα από τθν ιςτορία των μακθματικϊν ότι αρκετζσ από τισ μακθματικζσ ζννοιεσ 

που αρχικά φαίνονταν ότι είναι μθ εφαρμόςιμεσ ςτο φυςικό κόςμο και κα 

οδθγοφςαν ςε παράδοξα, ςτθ ςυνζχεια βρικαν πραγματικι εφαρμογι ςτθ φυςικι.  
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Ο Cohen υποςτιριηε ότι και τα κακαρά μακθματικά πρζπει να κατανοοφνται ωσ ζνα 

εργαλείο για τισ φυςικζσ επιςτιμεσ, άποψθ που ςυμβάδιηε με τθν γενικότερθ ιδζα 

ότι θ μακθματικι φυςικι πρζπει να κεωρείται ωσ ζνα βαςικό παράδειγμα 

κατάκτθςθσ τθσ γνϊςθσ, ζνα παράδειγμα που πρζπει να ακολουκείται από όλεσ τισ 

επιςτιμεσ. Ο Cassirer όμωσ  διαφοροποιείται κακϊσ αναφζρει ότι:  

«οι επιμζρουσ επιςτιμεσ πρζπει να  παρουςιάηονται ωσ ανεξάρτθτα γεγονότα και θ 

ανεξαρτθςία των μεκόδων τουσ είναι αυτι που κακιςτά δυνατι τθν διάκριςθ των 

ειδϊν αντικειμενικότθτασ και των ίδιων των ειδϊν των αντικειμζνων».
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Ενιςχφει τθν άποψι του κεωρϊντασ ότι θ ειςαγωγι των ιδεατϊν ςτοιχείων γίνεται 

ακριβϊσ για να ενοποιιςει τα υπάρχοντα μακθματικά με τζτοιο τρόπο ϊςτε να 

φαίνεται απαραίτθτθ θ ανακεϊρθςθ του πυρινα τθσ ςθμαςίασ ιδθ γνωςτϊν 

μακθματικϊν εννοιϊν. Συνεπϊσ θ εφαρμογι ενόσ μζρουσ αφθρθμζνων 

μακθματικϊν ςτθ μακθματικι φυςικι ςυμπαραςφρει ολόκλθρθ τθ δομι και οδθγεί 

ςτθ ςυνολικι αποδοχι τθσ.  Δθλαδι κατά τον Cassirer θ εφαρμοςιμότθτα π.χ. του 

προβολικοφ επιπζδου δεν δικαιολογεί τθν φπαρξθ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων, 

αλλά το γεγονόσ ότι ενοποιεί και επεξθγεί γνωςτά μακθματικά προβλιματα, 

αποδείξεισ και περιοχζσ ζρευνασ των μακθματικϊν. 

Θ ςυνάρτθςθ κατά τον Cassirer ζχει ωσ βαςικό ρόλο τθ μορφοποίθςθ των 

κεμελιωδϊν εννοιϊν τθσ επιςτιμθσ, κακϊσ περιγράφει ζνα γενικό κανόνα ι νόμο 

που ςυςχετίηει όλα τα ςτοιχεία και μπορεί να ειδωκεί ωσ θ κεμελιϊδθσ μορφι για 

κάκε ςτοιχείο και όχι μόνο ωσ ζνα αρικμθτικό αποτζλεςμα. Με τθ χριςθ τθσ ο 

Cassirer γενικεφει τθν καντιανι ιδζα τθσ ςχθματοποίθςθσ απαλλάςςοντασ τθν από 

τθν κακαρι εποπτεία.  

Γενικότερα ο Cassirer176 κεωροφςε ότι οι ζννοιεσ τθσ μοντζρνασ επιςτιμθσ δεν 

αποτελοφνται από νοθτικζσ μορφζσ ςυγκεκριμζνων αντικειμζνων που 

προχπάρχουν. Αντίκετα είναι εργαλεία που προςφζρουν νζεσ προοπτικζσ και 

οδθγοφν ςτθν ηθτοφμενθ ενοποίθςθ. Οι ςυναρτθςιακζσ ζννοιεσ βοθκοφν να 

εγκακιδρφςουμε τάξθ ςε μια διαρκϊσ μεταβαλλόμενθ δζςμθ αιςκιςεων. Και το 

επιτυγχάνουν αυτό χωρίσ να ςυλλζγουν κοινζσ ιδιότθτεσ των ιδθ υπαρχόντων 

αντικειμζνων αλλά ιδεατοποιϊντασ τουσ ςχεςιακοφσ κανόνεσ μεταξφ των 
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δεδομζνων που μασ παρζχουν οι αιςκιςεισ. Ανεξάρτθτα από τθ διαςπορά που 

παρουςιάηεται ςτθν ιςτορία, θ ςυνεχϊσ ςυγκλίνουςα εξζλιξθ των αφθρθμζνων 

μακθματικϊν δομϊν πλαιςιϊνει και κακιςτά δυνατι τθν εμπειρικι γνϊςθ. Θ 

πραγματικότθτα τότε ουςιαςτικά είναι απλϊσ ζνα ιδεϊδεσ όριο προσ το οποίο θ 

ακολουκία των δομϊν μασ ςυγκλίνει με τθ μακθματικι ζννοια.  Θ ιδζα τθσ 

ςυνεχοφσ εξζλιξθσ προσ ζνα ιδεατό όριο χαρακτθρίηει τθ ςυγκρότθςθ τθσ «γενικισ 

λογικισ δομισ». 

Βεβαίωσ οι εργαςίεσ του Cassirer δεν ςυνειςφζρουν ςε τεχνικά κζματα που 

αφοροφν τα κεμζλια των μακθματικϊν. Οι κζςεισ που παρουςιάηονται ςτα γραπτά 

του μποροφν να κεωρθκοφν ωσ προςπάκειεσ να απαντιςει ςτισ προκλιςεισ των 

γεωμετρικϊν επαναςτάςεων που είχαν ςυντελεςτεί μζςα ςτο πλαίςιο που είχε 

δθμιουργιςει θ Κριτικι του Κακαροφ Λόγου του Kant. 

Ο Cassirer μορφοποιεί λοιπόν τθ κεμελιϊδθ αρχι τθσ ενότθτασ των επιςτθμϊν 

ςφμφωνα με τθν οποία θ λογικι, τα μακθματικά και θ φυςικι δεν πρζπει να 

κεωροφνται ωσ προσ τθν οντολογία διακριτά πεδία. Οφτε κα ζπρεπε να 

ςυγκρίνονται μεταξφ τουσ γιατί τότε καμιά από τισ μορφζσ αυτζσ τθσ γνϊςθσ δεν κα 

μποροφςε να αποκτιςει αντικειμενικότθτα, παραμζνοντασ απομονωμζνθ ςτθ 

ςφαίρα τθσ κεωρθτικισ αντικειμενικισ εγκυρότθτασ.   

Θ ορολογία που χρθςιμοποιοφςε ο Cassirer με ζννοιεσ όπωσ εμβάπτιςθ, 

πολλαπλότθτα και πλιρωςθ είχε ζντονο γεωμετρικό χρϊμα. Θ ςυςχζτιςθ με το 

Erlanger Programm του Klein ιταν αναπόφευκτθ κακϊσ  όπωσ αναφζρει ο Cassirer, 

θ ομαδοκεωρθτικι ανάλυςθ τθσ γεωμετρίασ ζςτρεψε τθ προςοχι μασ από τα 

ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά του γεωμετρικοφ αντικειμζνου ςτισ ιδιότθτεσ που 

περιγράφονται με όρουσ αναλλοίωτων τφπων. Με αυτι τθ κζςθ εδραιϊνεται θ 

ιςοδυναμία των χωρικϊν εννοιϊν ζτςι ϊςτε θ ουςία ενόσ γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου όπωσ το τρίγωνο να παραμζνει αναλλοίωτθ, ανεξάρτθτα αν αυτό 

εκτακεί ι μετατοπιςτεί. Τα γεωμετρικά ςχιματα ουςιαςτικά είναι ζνα είδοσ 

«πλαςτικοφ υλικοφ», που δεν επθρεάηεται από το είδοσ τθσ γεωμετρίασ που κα 

χρθςιμοποιιςουμε. Θ κεμελίωςθ οποιαςδιποτε μακθματικισ βεβαιότθτασ 

βρίςκεται ςτον κανόνα που τα ςτοιχεία ςυνδζονται. Δθλαδι τα γεωμετρικά 

ςχιματα χάνουν τα ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά τουσ αλλά διατθροφν τθν αίςκθςθ ότι 

είναι κακοριςμζνα μζςα ςτο πλαίςιο τθσ κεωρίασ ομάδων.  
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Θ αντίλθψθ δεν είναι κατά τον Cassirer μια διαδικαςία ςκζψθσ ι αναπαραγωγισ. 

Είναι μια διαδικαςία εξαντικειμενίκευςθσ τθσ οποίασ θ φφςθ και τάςθ θ οποία τθν 

χαρακτθρίηει, βρίςκει εφαρμογι ςτθ μορφοποίθςθ των αναλλοίωτων. Πταν 

κακορίηουμε το μζγεκοσ ενόσ αντικειμζνου μζςω τθσ μζτρθςθσ, λόγω τθσ 

διαδικαςίασ εξαντικειμενίκευςθσ φαίνεται ότι μποροφμε να υπερβοφμε τα 

βιολογικά όρια του οργανιςμοφ μασ. 

Για τον Cassirer κακϊσ αντιλαμβανόμαςτε τα ιδεατά αντικείμενα, ςυναρτθςιακά, ωσ 

προοπτικι για κάκε μελλοντικι δυνατι εμπειρία, δεν πρζπει να δεχκοφμε τον 

«τυφλό» πλατωνιςμό. Οι ιδεατοί κανόνεσ τθσ επιςτιμθσ ιςχφουν όχι ςτον υπαρκτό 

κόςμο μασ αλλά μόνο ςε κάποιον δυνατό κόςμο. Τα ιδεατά αντικείμενα ζχουν 

νόθμα μόνο ωσ ςυςτατικά ςτθ δραςτθριότθτα τθσ ιδεατοποίθςθσ, άρα δεν υπάρχει 

επαρκισ  λόγοσ να κεωριςουμε ότι υπάρχει το πλατωνικό ςφμπαν των ιδεατϊν 

αντικειμζνων. Θ φιλοςοφία όμωσ δεν γνωρίηει a priori τισ ςωςτζσ μεκόδουσ 

ιδεατοποίθςθσ. Οι κανόνεσ αυτοί λοιπόν πρζπει να μελετθκοφν εμπειρικά μζςα από 

τθν ιςτορία τθσ μορφοποίθςθσ των επιςτθμονικϊν εννοιϊν.  

Συνοψίηοντασ το πλαίςιο που διαμορφϊνει ο Cassirer ζχει ωσ βαςικά ςτοιχεία τα 

εξισ: 

 Οι ςχζςεισ εννοιολογικά προθγοφνται των αντικειμζνων 

 Θ αντικειμενικότθτα δεν οφείλεται ςτθν φπαρξθ των γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων ανεξάρτθτα από το νου μασ. 

Τα γεωμετρικά αντικείμενα αναδφονται από τθν αλλθλεπίδραςθ των νόμων και των 

αρχϊν τθσ κεωρίασ, κακϊσ εκφράηουν τθ δυναμικι που αποδίδει θ ίδια θ κεωρία 

ςτο αντικείμενο, ι το είδοσ του ςτακεροφ μοτίβου που ςυνδζει τα εμπειρικά 

χαρακτθριςτικά τα οποία ςε άλλεσ περιπτϊςεισ κα ονομάηαμε ιδιότθτεσ του 

αντικειμζνου. Δθλαδι μια ενεργι κεωρία δθμιουργεί τα αντικείμενά τθσ και θ 

αντικειμενικότθτα βαςίηεται ςτθν κακολικότθτα των νόμων και των αρχϊν, όπωσ 

αυτι ςυγκροτείται μζςα από τθν λογικι εγκυρότθτα των μακθματικϊν.  
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Κεφάλαιο 5                       

Η λογική του Husserl 

5.1 Ειςαγωγή 

Ο Husserl ωσ μακθτισ του Kronecker και του Weierstrass αλλά και βοθκόσ του 

τελευταίου, αςχολικθκε και ςτο διδακτορικό του (Uber den Bergiff der Zahl), αλλά 

και ςτθν πρϊτθ βαςικι εργαςία (Φιλοςοφία τθσ Αρικμθτικισ), με προβλιματα που 

ςχετίηονταν με τθν φφςθ των μακθματικϊν. Μετά το ςφντομο χρονικό διάςτθμα 

που ιταν βοθκόσ του Weierstrass, ο Husserl εγκατζλειψε τον μζντορά του για να 

μελετιςει φιλοςοφία με τον Brentano. Τόςο όμωσ θ διδακτορικι διατριβι του όςο 

και θ Φιλοςοφία τθσ Αρικμθτικισ, μποροφν να χαρακτθριςτοφν ςυγκεραςμόσ του 

μακθματικοφ που αναπτφχκθκε υπό τον Weierstrass αλλά και του φιλόςοφου υπό 

τον Brentano.    

Θ μακθματικι δραςτθριότθτα του Husserl δεν αναφζρεται ςχεδόν ποτζ, παρά μόνο 

μζςα από αναφορζσ ςτισ απόψεισ του ςε ςχζςθ με αυτζσ  του Frege. Θ διάκριςθ 

μεταξφ ιδεατοφ και πραγματικοφ που ειςθγικθκε ο Husserl π.χ. ιταν παρόμοια με 

του Frege, μόνο που θ φαινομενολογικι προςζγγιςθ ζκανε επιτακτικι τθν ανάγκθ 

διερεφνθςθσ τθσ υποκειμενικότθτασ, μια άποψθ που δεν ςυμμεριηόταν ο Frege. Το 

μακθματικό κομμάτι με τισ απόψεισ του Husserl ςχετικά με τα μακθματικά και τθν 

λογικι ςυχνά ξεπερνιζται. Πμωσ δεν πρζπει να ξεχνάμε ότι ο Husserl ιταν ζνασ 

μακθματικόσ που ςτράφθκε ςτθ φιλοςοφία και αςχολικθκε με προβλιματα 

κεμελίωςθσ αλλά και ανάπτυξθσ των μακθματικϊν το δεφτερο μιςό του 19ου αιϊνα 

όπωσ ζκανε ο Frege177. Κατά τθν διάρκεια που δίδαςκε ςτθν Halle είχε ςτενι 

επαγγελματικι και φιλικι ςχζςθ με τον Cantor, επίςθσ μακθτι του Weierstrass και 
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ανζπτυξε ςτενι φιλία με ζναν ακόμα μακθτι του Brentano τον Stumpf, ενϊ  με τουσ 

Hilbert, Zermelo, Weyl όταν δίδαξε ςτο Gottingen για περίπου δεκαπζντε χρόνια. 

Το 1891 τυπϊκθκε θ Φιλοςοφία τθσ Αρικμθτικισ μόνο όμωσ ωσ προσ τον πρϊτο 

τόμο, ουςιαςτικά ωσ επζκταςθ τθσ διδακτορικισ διατριβισ του. Ο δεφτεροσ τόμοσ178 

δεν τυπϊκθκε ποτζ, κακϊσ ο Husserl μελζτθςε τισ εργαςίεσ των Riemann, Helmhotz, 

Klein, Lie και ωρίμαςε ωσ φιλόςοφοσ μελετϊντασ Leibniz, Bolzano, Lotze, Hume. 

Αυτόσ ο δεφτεροσ τόμοσ κεωρείται ότι δεν κα μποροφςε να είναι θ ςυνζχεια των 

απόψεϊν του ςχετικά με τθν Φιλοςοφία τθσ Αρικμθτικισ, όπωσ ρθτά είχε 

διατυπϊςει ςτον Cantor μζςα από τθν φιλικι αλλά και ςχολαςτικι επαγγελματικι 

ςχζςθ που είχαν.  

Τθν ίδια χρονιά ο Husserl μζςα από τθν κριτικι του ςτο Vorlesungen uber die 

Algebra der Logik του Schroder καταλιγει ςτθν ανάδειξθ τθσ ςθμαςιολογικισ 

διαφοράσ μεταξφ νοιματοσ και αναφοράσ. Με τθν ζννοια τθσ αποβλεπτικότθτασ, 

δθλαδι τθσ ιδιότθτασ των εμπειριϊν να κατευκφνονται προσ κάποιο αντικείμενο,  

οδιγθςε ςτθν κατάρριψθ τθσ κζςθσ ότι για να ζχω ςυνείδθςθ ενόσ αντικειμζνου 

πρζπει να ζχω εποπτεία ι να με επθρεάηει το ςυγκεκριμζνο αντικείμενο αιτιακά: τα 

ιδεατά αντικείμενα δεν υπάρχουν με τθν πραγματικι ζννοια του όρου.  

Είναι θ μεταβατικι περίοδοσ τθσ απομάκρυνςθσ από κάκε ψυχολογικι παρζμβαςθ  

ςτο πεδίο των μακθματικϊν. Φαίνεται ότι τότε καταςτάλαξε ςτισ απόψεισ περί 

μακθματικϊν και λογικισ όπωσ αποτυπϊνονται το 1895 ςτισ Λογικζσ Ζρευνεσ. Ο 

Husserl δεν ικελε να δεςμευτεί ςε μια οριςμζνθ μεταφυςικι, είτε αυτι ιταν 

ρεαλιςτικοφ είτε ιδεαλιςτικοφ χαρακτιρα. Αντίκετα ικελε να διερευνιςει τα 

καντιανά ερωτιματα και ειδικότερα τα ερωτιματα που αφοροφςαν τισ ςυνκικεσ 

δυνατότθτασ τθσ γνϊςθσ. Θ Φαινομενολογία δεν κα μποροφςε κατά τον Husserl να 

είναι κάτι διαφορετικό από τθν περιγραφι των φαινομζνων, αυτϊν δθλαδι που 

μασ εμφανίηονται, άρα ιταν επιτακτικι θ ανάγκθ αποφυγισ κάκε μεταφυςικισ. 

Μζχρι το 1907 όπου ο Husserl ζκανε τθν μεταςτροφι του ςτθν Υπερβατολογικι 

Φαινομενολογία, αςχολικθκε με τθ διαφοροποίθςθ των πραγματικϊν και των 

υποκετικϊν καταςτάςεων, αλλά και με τθν ςυγκρότθςθ του μακθματικοφ 

αντικειμζνου. Θ ιδζα του Husserl για μια κακαρι λογικι εμφανίηεται ςτισ διαλζξεισ 
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του το ίδιο ζτοσ και ςυνολικά οι απόψεισ του ςχετικά με τθν άμεςθ ςχζςθ των 

μακθματικϊν και τθσ λογικισ εμφανίηονται ςτο βιβλίο του Formal and 

Transcendental Logic, το οποίο εξζδωςε το 1929. Το βιβλίο αυτό ιταν το 

αποτζλεςμα δεκαετιϊν ςυλλογιςμοφ πάνω ςτθ ςχζςθ μεταξφ τθσ λογικισ και των 

μακθματικϊν, μεταξφ τθσ μακθματικισ λογικισ και τθσ φιλοςοφικισ λογικισ, 

μεταξφ τθσ λογικισ και τθσ ψυχολογίασ και μεταξφ του ψυχολογιςμοφ και τθσ δικισ 

του υπερβατολογικισ φαινομενολογίασ.  Ζνασ από τουσ δεδθλωμζνουσ ςτόχουσ του 

βιβλίου ιταν να διορκϊςει τθν μζχρι εκείνθ τθν εποχι οριοκετθμζνθ γραμμι 

μεταξφ τθσ λογικισ και των μακθματικϊν υπό το πρίςμα των νζων ερευνϊν ςτθ 

κεμελίωςθ των μακθματικϊν. Ζνασ δεφτεροσ ςτόχοσ ιταν να εξετάςει τα λογικά και 

επιςτθμονικά ηθτιματα που οι εξελίξεισ εκείνθσ τθσ εποχισ είχαν εγείρει. 

      

5.2 Ο Husserl και η λογική 

Ο Husserl πίςτευε ότι θ λογικι και τα μακθματικά αναπτφχκθκαν ωσ ξεχωριςτοί 

τομείσ επειδι πιρε αρκετό χρόνο θ δθμιουργία ενόσ κλάδου των μακθματικϊν ςτα 

πλαίςια μιασ «κακαρισ επιςτιμθσ» ελεφκερθσ από κάκε αναφορά ςε ςυγκεκριμζνα 

αντικείμενα. Μζχρι αυτό να επιτευχκεί, οι ςθμαντικζσ εςωτερικζσ ςχζςεισ που 

επικρατοφςαν μεταξφ των δφο πεδίων ιταν καταδικαςμζνεσ να παραμείνουν 

κρυμμζνεσ. Πμωσ από τθ ςτιγμι που μεγάλεσ «περιοχζσ» των μακθματικϊν 

τυποποιικθκαν τότε μόνο θ αντικειμενικι διάςταςθ τθσ λογικισ κατάφερε να 

αναγνωρίηεται ςωςτά.  

Ο Husserl κεωροφςε πωσ τα μακθματικά ζχουν τθ δικι τουσ κακαρότθτα και 

νομιμότθτα:  

«οι μακθματικοί είναι ελεφκεροι να δθμιουργιςουν αυκαίρετεσ δομζσ. Δεν 

χρειάηεται να απαςχολοφνται με ερωτιςεισ που αφοροφν ςτθν πραγματικι φπαρξθ 

των τυπικϊν τουσ καταςκευϊν οφτε με οποιαδιποτε εφαρμογι ι ςχζςθ που μπορεί 

οι καταςκευζσ τουσ να ζχουν με τθν πικανι εμπειρία ι με οποιαδιποτε υπερβατικι 

πραγματικότθτα. Είναι ελεφκεροι να κάνουν εφευρετικά πράγματα με ςκζψεισ ι 

ςφμβολα που λαμβάνουν τθ ςθμαςία τουσ μερικϊσ από τον τρόπο με τον οποίο 

ςυνδυάηονται, να επιδιϊκουν τισ απαραίτθτεσ ςυνζπειεσ των αυκαίρετων 

αξιωμάτων για πράγματα χωρίσ ςθμαςία, περιοριςμζνοι μόνο από τθν ανάγκθ να 



[158] 
 

μθν είναι αντιφατικοί και να ςυγχρονίηονται με τισ ζννοιεσ που προθγουμζνωσ 

παρουςιάςτθκαν με ακριβι ςαφινεια». 179 

Επζμεινε ότι το ίδιο ίςχυε για τθ τυπικι (formal) λογικι όπωσ αυτι εξελίχκθκε και 

με τθν κακαρότθτα που απζκτθςε. Αυτι θ κακαρότθτα ιταν απαραίτθτθ για τθ 

φιλοςοφικι τθσ χρθςιμότθτα και τθσ προςδίδει τθν «υψθλότερθ φιλοςοφικι 

ςθμαςία», κακϊσ «αποςπαςμζνθ από τον φυςικό κόςμο», ςτερείται από οτιδιποτε 

κακιςτά πικανι τθ διαφοροποίθςθ των αλθκειϊν ι των αποδείξεων.  

Πμωσ, όπωσ οι κεωρθτικοί τθσ επιςτιμθσ γενικότερα, ζτςι και οι επιςτιμονεσ τθσ 

λογικισ ιταν υποχρεωμζνοι να αναηθτοφν απαντιςεισ ςε βαςικά ερωτιματα περί 

αλθκείασ ενόσ ςφμπαντοσ αντικειμζνων που υπάρχει εκτόσ των τυπικϊν 

ςυςτθμάτων. Επίςθσ, υποχρεϊνονται  να αναηθτοφν λφςεισ ςε προβλιματα που 

προκφπτουν όταν ο επιςτθμονικόσ λόγοσ ξεπερνά το κακαρά τυπικό πεδίο οριςμοφ 

των εννοιϊν και κάνει αναφορζσ ςε εξωτερικά αντικείμενα ι πεδία οριςμοφ 

αντικειμζνων. 

 Ζπρεπε να «εξζλκουν από τον αφθρθμζνο κόςμο τθσ κακαρισ αναλυτικισ λογικισ» 

με τισ ιδεατότθτεσ τθσ και τισ αφθρθμζνεσ οντότθτεσ και να αντιμετωπίςουν 

αντικείμενα τθσ εμπειρίασ και τθσ αντίλθψθσ που ςυνιςτοφν τον υλικό κόςμο των 

πραγμάτων. Ωσ αντίλθψθ180  κατά τον Husserl κεωρείται θ «ςφμπτωςθ» του κόςμου 

των φυςικϊν αντικειμζνων και του κόςμου των μορφϊν που δθμιουργοφνται από 

τα αντικείμενα181.  

Υπό αυτι τθν προοπτικι ο Husserl πίςτευε ότι θ τυπικι λογικι προχπόκετε ζνα 

ςυμπλιρωμα. Μόλισ απελευκερϊκθκε από τθν ψυχολογικι υποκειμενικότθτα, θ 

κακαρι λογικι ζπρεπε να βρει το απαραίτθτο ςυμπλιρωμα τθσ ςτθν 

υπερβατολογικι λογικι. Θ υπερβατολογικι λογικι κα μποροφςε να λάβει υπόψθ 

τισ ςχζςεισ τισ οποίεσ θ φιλοςοφικι λογικι αναπόφευκτα διατθροφςε μζςα από τισ 

ςχζςεισ με τα δφο γνωςτικά αντικείμενα και τον υπαρκτό κόςμο. Για τον Husserl 

ςυνεπϊσ, θ φιλοςοφικι λογικι κα μποροφςε μόνο να αναπτυχκεί ςε ςφνδεςθ με 

μια υπερβατολογικι φαινομενολογία.  
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Ραρόλα αυτά, ο Husserl επζμενε πάντα ςτθν «πρωτιά» τθσ αντικειμενικισ πλευράσ 

τθσ λογικισ. Επζμενε ότι ζνα υποκειμενικό ςφςτθμα δε κα μποροφςε να μελετθκεί  

ςωςτά μζχρι να υπάρξει ζνα αντικειμενικό ςφςτθμα και μζχρι θ αντικειμενικότθτα 

των δομϊν που κακορίηουν τθν επιςτθμονικι γνϊςθ να αποδειχκεί. Λςχυρίςτθκε ότι 

θ κακαρι λογικι με τισ αφθρθμζνεσ και ιδεατζσ δομζσ τθσ ζπρεπε να μελετθκεί 

κακαρά και ςε ςχζςθ με ιδεατά αντικείμενα, πριν να αςχολθκοφν με 

υπερβατολογικζσ ερωτιςεισ για τα αντικείμενα αυτά.  

Ο Husserl κεωροφςε ότι ο κόςμοσ που ςυγκροτείται με υπερβατολογικι 

υποκειμενικότθτα δεν είναι ζνασ κακαρόσ κόςμοσ εμπειρίασ αλλά ζνασ κόςμοσ που 

προςδιορίηεται από μόνοσ του με εξαιρετικι ακρίβεια, ζνασ κόςμοσ μζςα ςτον 

οποίο οποιαδιποτε οντότθτα είναι δοςμζνθ a priori με ζναν «τζλειο ολοφάνερο 

τρόπο». Άρα κα μποροφςε να περιγραφεί με τισ μεκόδουσ των μακθματικϊν. 

Βζβαια ο Husserl είχε επίγνωςθ των αςυνικιςτων δυςκολιϊν που περιείχε αυτόσ ο 

διπλόσ προςανατολιςμόσ τθσ λογικισ που παρουςίαηε. Σφμφωνα με τθ κεωρίεσ του, 

από τθ ςτιγμι που θ ιδεατι, αντικειμενικι διάςταςθ τθσ λογικισ και θ υποκειμενικι 

διάςταςθ που ςυγκροτεί αλλθλοςυςχετίηονται και αλλθλεπικαλφπτονται ι ακόμα 

και ενυπάρχουν μαηί, τα λογικά φαινόμενα εμφανίηονται να αιωροφνται ανάμεςα 

ςτθν υποκειμενικότθτα και τθν αντικειμενικότθτα με ζνα πολφπλοκο τρόπο. Στο 

Formal and Transcendental Logic, υπονόθςε ότι ςχεδόν όλα αυτά αφοροφν τθ 

βαςικι ερμθνεία τθσ λογικισ, τα προβλιματα που αντιμετωπίηει και τισ μεκόδουσ 

τθσ. Θ λογικι είναι φορτωμζνθ με παρεξθγιςεισ που οφείλονται ςτο γεγονόσ ότι θ 

αντικειμενικότθτα προκφπτει από τθν υποκειμενικότθτα.  

Για το Husserl θ λογικι δεν κατόρκωςε να αποκτιςει τθν αςφαλι πορεία τθσ 

ορκολογικισ εξζλιξθσ άλλων επιςτθμϊν λόγω αυτϊν των δυςκολιϊν. Ο τυπικόσ 

χαρακτιρασ τθσ λογικισ χαρακτθρίηεται από τθ γενίκευςθ των αρχϊν τθσ, δθλαδι 

τθν εφαρμοςιμότθτα τθσ ςε άλλα πεδία, μια a priori γενικότθτα που φαίνεται κατά 

τον Husserl να είναι δυνατι ςτθ φφςθ.  

Γενικότερα θ ςυμβολι του Husserl ςτθ φιλοςοφία τθσ λογικισ και των μακθματικϊν 

αποτελεί αντικείμενο μελζτθσ αρκετϊν δεκαετιϊν. Ο Husserl κεωροφςε ότι οι 

λογικζσ αλλά και οι μακθματικζσ αλικειεσ κα πρζπει να κεμελιϊνονται ςτο 

«πρωτογενζσ ζδαφοσ» (urboden) μιασ αυκεντικισ γνϊςθσ. Μεγάλεσ μορφζσ του 

20ου αιϊνα, όπωσ ο Hermann Weyl και o Kurt Gödel, φαίνεται ότι επθρεάςτθκαν 
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από τθ λογικι του Husserl. Ο Gödel προςπάκθςε να ανακαλφψει ζνα τρόπο να 

προςδϊςει φαινομενολογικά κεμζλια ςτα μακθματικά μεταξφ άλλων μζςα από τα 

δικά του κεωριματα μθ πλθρότθτασ. Ο Weyl επεδίωξε να ςυνδζςει τθν ανάπτυξθ 

τθσ φυςικισ του 20ου αιϊνα με τθν αυκεντικι εποπτεία του χϊρου και να ςυνδζςει 

επίςθσ τισ κεμελιϊδεισ απόψεισ του για τα μακθματικά με τθ φαινομενολογία του 

Husserl.  

Κατά τον Husserl όπωσ και τα μακθματικά, ζτςι και θ λογικι δεν αποτελοφςε μια 

εμπειρικι επιςτιμθ και δεν αςχολοφνταν με όντα που υπάρχουν εκ των 

πραγμάτων. Αντίκετα εξετάηει ιδεατζσ δομζσ, κανόνεσ, με βεβαιότθτα και ακρίβεια.  

Σφμφωνα με τον Yoshimi182 κατά τον Husserl  οι περιοριςμοί όμωσ τθσ λογικισ και 

των μακθματικϊν εντόσ τθσ φαινομενολογίασ, είναι εντελϊσ διαφορετικοί από τθν 

εφαρμογι τθσ λογικισ και των μακθματικϊν ςτθ φαινομενολογία. Ππωσ κα δοφμε, 

μόλισ οι μακθματικζσ αρχζσ κεμελιϊκθκαν εντόσ τθσ φαινομενολογίασ, ο Husserl 

κεϊρθςε ότι κα μποροφςαν γόνιμα να ανακλαςτοφν ςτθ φαινομενολογία. Και άλλοι 

φιλόςοφοι είχαν εφαρμόςει μακθματικζσ τεχνικζσ ςτθ φαινομενολογία ι είχαν 

επικεντρωκεί ςτισ μορφοποιιςεισ του Husserl. Μςωσ το πιο αναπτυγμζνο πεδίο 

μορφοποίθςθσ και κατά μία ζννοια τθσ μακθματικοποίθςθσ φαινομενολογικϊν 

κεμάτων είναι το πεδίο τθσ μερολογίασ (mereology), τθσ μελζτθσ τθσ ςχζςθσ μζρουσ 

και όλου. Ο Husserl υποςτιριηε ότι καμία εμφάνιςθ ενόσ γεωμετρικοφ αντικειμζνου 

δεν μποροφςε να ςυλλάβει το αντικείμενο ωσ όλον. Το αντικείμενο δεν εξαντλείται 

ςε μια εμφάνιςθ αλλά τθν «υπερβαίνει». Υπιρξαν  ακόμα μορφοποιιςεισ ςτθ 

κεωρία του Husserl για τθ ςυναίςκθςθ του χρόνου, τθ μζκοδο τθσ ελεφκερθσ 

μεταβολισ, τθ κεωρία τθσ αποβλεπτικότθτασ και τθσ αντίλθψθσ αλλά και τθ κεωρία 

του ορίηοντα.  

Ππωσ αναφζραμε ο Husserl ξεκίνθςε τθν καριζρα του ωσ μακθματικόσ και 

εργαηόταν πάνω ςτο λογιςμό μεταβολϊν υπό τον Weierstrass ςτο Βερολίνο. Αυτι θ 

πρϊιμθ εμπειρία του με τα μακθματικά, ειδικά όπωσ προςωποποιείται ςτον 

Weierstrass, δθμιοφργθςε ζντονθ αντίκεςθ ςε ςφγκριςθ με τθ φιλοςοφία, τθν οποία 

ο Husserl αρχικά ζβριςκε «άτςαλθ» και απογοθτευτικι. Ππωσ ζγραψε ςε ζνα 
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τελευταίο, «ανακεφαλαιωτικό» γράμμα, όπωσ ςυνικιηε να τα αναφζρει, ενϊ 

βριςκόταν ςτθν θλικία των 60 χρόνων183:  

«Χάρισ ςτον Weierstrass και τα πλιρθ μακθματικά του, ςυνικιςα ςε μια 

πνευματικι «νοικοκυροςφνθ» αλλά ανακάλυψα ότι θ ςφγχρονθ θπειρωτικι 

φιλοςοφία, θ οποία ςτθρίηει το μεγαλφτερο μζροσ τθσ ςτθν επιςτθμονικι τθσ 

προςζγγιςθ, ςτθν πραγματικότθτα απζχει πολφ από αυτό».  

Ρράγματι, αφοφ ολοκλιρωςε τθ διατριβι του ςτα μακθματικά το 1882, ο Husserl 

αφιζρωςε αρκετζσ δεκαετίεσ πλιρωσ απαςχολοφμενοσ με τισ τυπικζσ επιςτιμεσ. 

Χιλιάδεσ ςελίδεσ χειρογράφων από εκείνθ τθν περίοδο, ζδειξαν ότι ο Husserl 

«πάλευε» με τα προβλιματα τθσ λογικισ και των μακθματικϊν. Υπάρχει ςχετικά 

μεγάλοσ αρικμόσ από αποδείξεισ, γεωμετρικά διαγράμματα και τφποι ςε αυτά τα 

πρϊιμα κείμενα του Husserl. 

Ο Husserl κατά τον Yoshimi184  ξεκίνθςε να εφαρμόηει τισ τεχνικζσ του ςυμβολιςμοφ 

ςτθν φαινομενολογία τθν ίδια περίοδο. Για παράδειγμα, ςτο βιβλίο του Λογικζσ 

Ζρευνεσ που γράφτθκε ςτθ δεκαετία του 1890 και εκδόκθκε για πρϊτθ φορά το 

1900, ο Husserl περιγράφει μια «λειτουργία παράςταςθσ»185 θ οποία μπορεί να 

επαναλαμβάνεται ςυνεχϊσ ςε μια ακολουκία Ο, ΢(Ο), ΢(΢(Ο)),…. Το Ο αντιςτοιχεί ςε 

ζνα αποβλεπτικό αντικείμενο, για παράδειγμα ζναν κφκλο. Το ΢(Ο) αντιςτοιχεί ςε 

μία άμεςθ, πρϊτθσ τάξεωσ παράςταςθ ενόσ αποβλεπτικοφ αντικειμζνου. Σε αυτιν 

τθν περίπτωςθ ςε μια αντίλθψθ του κφκλου. Το ΢(΢(Ο)) αντιςτοιχεί ςτθ παράςταςθ 

τθσ παράςταςθσ αυτισ τθσ παράςταςθσ και ςτθ περίπτωςι μασ θ φανταςία ενόσ 

κφκλου. Θ άποψθ του Husserl ιταν ότι μποροφμε να επαναλαμβάνουμε ςυνεχϊσ 

τον τελεςτι παράςταςθσ απεριόριςτα πολλζσ φορζσ. Μποροφμε να παρουςιάςουμε 

τθν παράςταςθ του κφκλου, μποροφμε να παραςτιςουμε αυτιν τθν παράςταςθ, 

κλπ. Δθλαδι, μποροφμε να φανταςτοφμε τουσ εαυτοφσ μασ να φαντάηονται το 

κφκλο, να φανταηόμαςτε αυτιν τθν παράςταςθ, κλπ186.  

Στισ Λογικζσ Ζρευνεσ, o Husserl ειςάγει μια «ςυμβολικι εξίςωςθ» που περιγράφει 

τα ςχετικά βάρθ των εποπτικϊν και εννοιολογικϊν ςυνιςτωςϊν ςτισ αντιλθπτζσ 

πράξεισ. Θ εξίςωςθ είναι i+s=1, όπου i είναι το εποπτικό βάροσ μιασ αντιλθπτισ 
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πράξθσ και s το ςθμαςιακό ι το εννοιολογικό βάροσ τθσ. Αν και θ εξίςωςθ από μόνθ 

τθσ, όπωσ και πολλζσ από τισ πειραματικζσ μορφοποιιςεισ του Husserl, είναι 

εςφαλμζνθ, θ ςτρατθγικι που ενςωματϊνει είναι ςθμαντικι. Κατά τον Yoshimi187 

αυτό δείχνει ότι ο Husserl είχε πρόκεςθ να ςυνδζςει τισ νοθτικζσ καταςτάςεισ με 

αρικμοφσ προκειμζνου να τισ εξθγιςει λογικά μζςω των αρικμθτικϊν τουσ 

αναπαραςτάςεων.  

Ριο ςυγκεκριμζνα, ο Husserl υποκζτει ότι αντιλθπτζσ πράξεισ μποροφν να 

αντιςτοιχθκοφν με αρικμοφσ ςτο διάςτθμα *0,1+, το οποίο ςυμβολίηει τθν εποπτικι 

και εννοιολογικι βαρφτθτά τουσ. Για παράδειγμα, μια αντιλθπτι πράξθ 

ςυνδεδεμζνθ με ζνα εποπτικό περιεχόμενο του 0 και ζνα εννοιολογικό περιεχόμενο 

του 1 είναι μία «κακαρι ςθμαςιακι παράςταςθ» απαλλαγμζνθ από αιςκθτθριακό 

περιεχόμενο όπωσ για παράδειγμα, μια απλι ςκζψθ ενόσ κφκλου ι ενόσ τριγϊνου. 

Ο Husserl ςυνεχίηει τθ ςκζψθ του αυτι και αναφζρει ότι κάποιοσ μπορεί να μιλά 

ουςιωδϊσ για «αποςτάςεισ» μεταξφ αντιλθπτικϊν πράξεων ςχετικά με τθν 

μεγαλφτερθ ι τθ μικρότερθ «τελειότθτα» (perfection), τθν οποία χρθςιμοποιεί ςτα 

πλαίςια των «διαφορϊν τθσ μεγαλφτερθσ ι μικρότερθσ πλθρότθτασ, ηωντάνιασ και 

πραγματικότθτασ». Για παράδειγμα, κακϊσ κάποιοσ πλθςιάηει ζνα δζντρο που ιταν 

αρχικά ζνα ακακόριςτο αντικείμενο από απόςταςθ, οι ςχετικζσ αντιλθπτικζσ 

πράξεισ ςυνδζονται με ολοζνα και μεγαλφτερουσ βακμοφσ τελειότθτασ,Β1,Β2, …, ο 

Husserl υποκζτει ότι θ «μεγαλφτερθ από» ςχζςθ είναι μεταβατικι: «αν Β2 είναι 

ταυτόχρονα μεγαλφτερο από το  Β1  και Β3> Β2 τότε Β3> Β1  και αυτι θ τελευταία 

απόςταςθ υπερβαίνει αυτζσ που ιταν μεταξφ των δφο».  

Στο Things and Space  το 1907, ο Husserl περιγράφει τθ δομι του οπτικοφ πεδίου 

και του ςϊματοσ τθσ εμπειρίασ αλλά και πωσ οι ςυντονιςμζνεσ δράςεισ τουσ 

ςυγκροτοφν τθν αίςκθςθ του τριςδιάςτατου χϊρου που μασ περιβάλλει.  

Αναπτφςςει τθν άποψι του ωσ «επίπεδο προσ επίπεδο», ξεκινϊντασ από τισ 

κινιςεισ του ματιοφ οι οποίεσ επεκτείνουν το οπτικό μασ πεδίο μζςω ενόσ ςτακεροφ 

ποςοφ και τισ κινιςεισ του ςϊματοσ. Θ «κυκλικι πολλαπλότθτα»(cyclical manifold) 

τθσ ςτροφισ, για παράδειγμα, είναι τζτοια ϊςτε μια περιςτροφι του ςϊματοσ ζχει 

τθν ίδια ακολουκία οπτικϊν εμπειριϊν ςε περιοδικι επανάλθψθ.  
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Ο Husserl κατζλθξε ςε μια ςυηιτθςθ τθσ ςυγκρότθςθσ των μεταβαλλόμενων 

αντικειμζνων, που περιλαμβάνουν μία «νομιμοποιθμζνα κακοριςμζνθ» (lawfully 

determinate) απόκλιςθ από τθν περίπτωςθ των αναλλοίωτων αντικειμζνων. 

Μάλιςτα καταςκεφαςε και τον πίνακα 8: 

 

Στθ Κ1  1

1C
 

2

1C
 

… 
1C

 
… 

Στθ Κ2  1

2C
 

2

2C
 

… 
2C

 
… 

…  … … … … … 

Στθ Κς  1C  
2C  

… C

  
… 

Χρονικζσ 

ςτιγμζσ 

 1t  
2t  … t  … 

Ρίνακασ 8  : Θ ςυγκρότθςθ τθσ αλλαγισ του αντικειμζνου 

 

Στθν περίπτωςθ που αναπαριςτάται εδϊ ζνα αντικείμενο, που ζχει διαφορετικά 

χρϊματα ςτισ πλευρζσ του, αλλάηει χρϊμα με τθν πάροδο του χρόνου. Αυτό που 

πραγματικά αλλάηει κατά τον Yoshimi188 είναι ζνα χωρικά εκτεταμζνο μοτίβο 

απόχρωςθσ. Οι Κi … Kς, αναπαριςτοφν διαφορετικζσ χωρικζσ αντιλιψεισ ενόσ 

αντικειμζνου κακϊσ μπορεί να δει κάποιοσ το αντικείμενο από αριςτερά, δεξιά, 

πίςω μπροςτά κλπ, ενϊ με τισ t1 … tλ αναπαριςτά τισ χρονικζσ ςτιγμζσ. Τα χρϊματα  

𝐶𝑖
𝑗
 ωσ ςτοιχεία ενόσ πίνακα ορίηουν το χρϊμα του αντικειμζνου που γίνεται 

αντιλθπτό από τθν πλευρά i τθ χρονικι ςτιγμι j. Οι γραμμζσ αναπαριςτοφν τθν 

αλλαγι του χρϊματοσ από μια ςτακερι προοπτικι ι «κιναιςκθτικι κατάςταςθ» Κi. 

Ασ ποφμε ότι αν κάποιοσ ικελε να παρακολουκεί τθν εξζλιξθ μιασ λαμπερισ φωτιάσ 

μζςα ςτο χρόνο από τθ χρονικι ςτιγμι 1 ζωσ τθ χρονικι ςτιγμι λ, αυτι θ διαδικαςία  

κα αντιςτοιχοφςε ςε μια γραμμι του διαγράμματοσ. Ππωσ χαρακτθριςτικά 

αναφζρει:  

«αν κάποιοσ ικελε να περπατιςει γφρω από αυτι τθ λαμπερι φωτιά, 

παρακολουκϊντασ τα χρϊματα που αλλάηουν από διαφορετικζσ προοπτικζσ, αυτό 

κα αντιςτοιχοφςε ςε μια καμπφλθ ςε όλο το εφροσ του διαγράμματοσ».189  
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Στο διάγραμμα του πίνακα 8, θ διαγϊνιοσ του Husserl ςθμειϊνεται με μια ζντονθ 

γραμμι. Άπειρεσ τζτοιεσ διαδρομζσ, τζτοια «τραίνα διαίςκθςθσ» όπωσ αναφζρει ο 

Husserl, είναι δυνατόν να ςχθματιςκοφν μζςα ςε μια «διςδιάςτατθ  πολλαπλότθτα  

αντίλθψθσ».  

Στα χειρόγραφα του 1895-1917, ο Husserl περιγράφει ξανά ςυμβολικοφσ νόμουσ και 

επαναλαμβανόμενεσ λειτουργίεσ οι οποίεσ ζχουν ςχζςθ με τισ φαινομενολογικζσ 

δομζσ και επίςθσ ειςαγάγει το διάςθμο διάγραμμά του που αναπαριςτά δφο 

ςυνιςτϊςεσ εμπειριϊν χ, ψ ςτθ διάρκεια του χρόνου, όπωσ φαίνεται ςτο πίνακα 9:  

 

 

Ρίνακασ  9 : H δομι τθσ ςυνείδθςθσ του χρόνου 

 

Τα ςθμεία του διαγράμματοσ αναπαριςτοφν ςυνιςτϊςεσ τθσ εμπειρίασ ςτο χρόνο. Ο 

οριηόντιοσ άξονασ αυτοφ του διαγράμματοσ αναπαριςτά τον αντικειμενικό χρόνο 

κακϊσ και τθ ροι εμπειρίασ του χρόνου. Σθμεία πάνω ςτον οριηόντιο άξονα 

αντιςτοιχοφν ςε «πρϊιμεσ εμπειρίεσ» των πραγμάτων ςτο άμεςο παρόν. Οι κάκετεσ 

γραμμζσ αναπαριςτοφν ςυνολικζσ εμπειρίεσ, δθλαδι πρϊιμεσ εμπειρίεσ μαηί με 

μνιμεσ και προβλζψεισ ςτο χρόνο. Τα τμιματα των κάκετων γραμμϊν πάνω από 

τον οριηόντιο άξονα αναπαριςτοφν μζρθ μιασ εμπειρίασ  που αντιςτοιχεί ςτισ 

βραχυπρόκεςμεσ μνιμεσ ι ςτο «μνθμονικό» αντικειμζνων όπωσ αυτά ιταν ςτο 

άμεςο παρελκόν. Οι διαγϊνιεσ αναπαριςτοφν τουσ μνθμονικοφσ μεταςχθματιςμοφσ 

πρϊιμων εμπειριϊν που ςυμβαίνουν με το πζραςμα του χρόνου. Υποκζτουμε ότι 

ςτο D ακοφω τθ λζξθ «μοναδιαίο» και ςτο E τθ λζξθ «διάνυςμα». Τθ ςτιγμι που 

ακοφω τθ λζξθ «διάνυςμα», ζχω διατθριςει ςτο μυαλό μου τθ λζξθ «μοναδιαίο» 
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που ειπϊκθκε πριν και ςυνεπϊσ το ακοφω ωσ «μοναδιαίο διάνυςμα». Ο μνθμονικόσ 

μεταςχθματιςμόσ του «μοναδιαίου» ωσ πρϊιμθ εμπειρία ςτο D ςε «πρϊιμθ μνιμθ» 

ι «μνθμονικό» ςτο E αναπαριςτάται ςτο διάγραμμα ωσ Ed. 

Αν και θ μακθματικοποίθςθ παρουςίαςε απότομθ πτϊςθ ςτθ δεκαετία του 20, ο 

Husserl που ιταν ςτα εξιντα του χρόνια ενδιαφερόταν για κζματα που αφοροφςαν 

τεχνικζσ ςυμβολιςμοφ ςε ςχζςθ με τθ φαινομενολογία μζχρι το τζλοσ τθσ ηωισ του, 

όπωσ αποδεικνφουν οι τρεισ τελευταίεσ του μελζτεσ για τθ λογικι: Analyses of 

Passive and Active Synthesis: Lectures on Transcendental Logic (1920-1925), Formal 

and Transcendental Logic (1929) και Experience and Judgment που εκδόκθκε μετά 

το κάνατό του. Το κυρίαρχο κζμα των παραπάνω ζργων ιταν θ λογικι και θ 

προζλευςι τθσ ςτθ ενςυναίςκθτθ ηωι. Ο Husserl υπογραμμίηει μερικά 

«προβλιματα τθσ φαινομενολογίασ των πεδίων αίςκθςθσ», αναφερόμενοσ ςαφϊσ 

ςε «μονοδιάςτατεσ πολλαπλότθτεσ» όπωσ για παράδειγμα μια ομάδα ςθμείων που 

ςυγκροτοφν μια διακριτι γραμμι, ςτθ «ταχφτθτα» τθσ αλλαγισ χρϊματοσ ςτο 

οπτικό πεδίο, το οποίο πρζπει να αυξάνεται και να μειϊνεται γριγορα ϊςτε να 

αντιλαμβάνεται ζνα ςφνορο, αλλά και ςτα «αξιϊματα» τθσ αντίλθψθσ τθσ αίςκθςθσ. 

Για παράδειγμα, ο Husserl δζχεται ωσ αξίωμα  ότι οι ςχζςεισ εγγφτθτασ ςτο οπτικό 

πεδίο είναι μεταβατικζσ δθλαδι «αν το a είναι ςε άμεςθ εγγφτθτα με το b και το b 

είναι ςε άμεςθ εγγφτθτα με το c, τότε το a είναι ςε άμεςθ εγγφτθτα με το c». 

Γενικότερα θ μακθματικι προςζγγιςθ του Husserl για τθ φαινομενολογία εμφανίηει 

το εξισ παράδοξο: ενϊ χρθςιμοποιοφςε μακθματικζσ μεκόδουσ όπωσ ιδθ 

αναφζραμε, ζκανε πολλά επικριτικά ςχόλια για τθ μζχρι εκείνθ τθν εποχι 

χρθςιμοποίθςι των μακθματικϊν ςε άλλεσ επιςτιμεσ. Ακόμα περιςςότερο δε όταν 

είχε ξεκάκαρα δθλϊςει τθν αντίκεςθ του για τθ χριςθ τουσ και ςτθν κακαρι 

φαινομενολογία. Στο Ideen I, για παράδειγμα, αναφζρει ο Husserl190:  

«το κεωρθτικό πλαίςιο των μακθματικϊν αρχϊν και όλα τα κεωριματα που 

προκφπτουν μζςα ςε αυτό δεν μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν *ςτθ 

φαινομενολογία+».  

Σε άλλο ςθμείο ςτο Ideen I 191, ο Husserl υποςτθρίηει ότι:  
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«οι ακριβείσ ςκοποί και μζκοδοι  *των μακθματικϊν αρχϊν+ … κα πρζπει κατ’ αρχιν 

να είναι ακατάλλθλοι για τθ ςφαίρα τθσ εμπειρίασ».  

Στα τελευταία ζργα του, ο Husserl κατθγορεί  τθ μακθματικι φυςικι ςυνολικά ωσ 

επιςτιμθ γιατί χρθςιμοποιεί τισ μακθματικζσ μεκόδουσ, αγγίηοντασ ενίοτε τα όρια 

τθσ υπερβολισ. Χαρακτθριςτικά υπαινίςςεται ότι οι μακθματικοί επιςτιμονεσ, 

αντιμζτωποι με τθν κρίςθ τθσ εποχισ  

«βρίςκουν τφπουσ με τουσ οποίουσ «παρθγοροφν» τουσ εαυτοφσ τουσ και τουσ 

αναγνϊςτεσ τουσ». 192  

Ο Yoshimi193 προςπακεί να αναλφςει περαιτζρω αυτό το παράδοξο, αναφζροντασ 

ότι ο Husserl ζχει τουλάχιςτον ζξι ιςχυριςμοφσ με τουσ οποίουσ δείχνει τθν αντίκεςι 

του ςτθ χριςθ των μακθματικϊν ςτθ φαινομενολογία: 

 Θ «μακθματικοποίθςθ» είναι προβλθματικι ςτισ φυςικζσ επιςτιμεσ και 

αποτελεί τθ ρίηα τθσ κρίςθσ των ευρωπαϊκϊν επιςτθμϊν. 

 Οι μακθματικζσ μζκοδοι απαγορεφονται από τθν κακαρι φαινομενολογία. 

 Τα μακθματικά είναι ζνασ τυπικόσ και ακριβισ επιςτθμονικόσ κλάδοσ ενϊ θ 

φαινομενολογία είναι υλικι(material) και μορφολογικι επιςτιμθ.  

 Τα μακθματικά είναι ςυμπεραςματικά ωσ παραγωγικι επιςτιμθ αλλά  θ 

φαινομενολογία όχι. 

 Οι ολοκλθρωμζνεσ μακθματικζσ κεωρίεσ μποροφν να ικανοποιθκοφν από 

«κακοριςμζνεσ πολλαπλότθτεσ» ενϊ οι κεωρίεσ τθσ φαινομενολογίασ όχι. 

Αρχικά πρζπει να ςχολιάςουμε ότι κανζνασ από τουσ παραπάνω ιςχυριςμοφσ δεν 

φαίνεται να είναι αντίκετοσ με τθν εφαρμογι των μακθματικϊν μεκόδων ςτα 

φαινομενολογικά προβλιματα. Συγκεκριμζνα αναλφοντασ τισ παραπάνω 

φαινομενικζσ διαφορζσ μποροφμε να αναφζρουμε τα εξισ: ο πρϊτοσ ιςχυριςμόσ 

αρχικά ςτοχεφει ςε κάκε ακραία μορφι μακθματικοποίθςθσ θ οποία ςυγχζει τα 

πραγματικά αντικείμενα με τα μακθματικά αντικείμενα. Θ χριςθ των μακθματικϊν 

αντικειμζνων ςε μια αναπαράςταςθ ι ςτο ςυμβολιςμό μιασ πραγματικισ 

διαδικαςίασ δεν πρζπει να ςυγχζεται με τθ προθγοφμενθ διαδικαςία και ςτθν 

πραγματικότθτα είναι χαρακτθριςτικισ ςθμαςίασ ςτρατθγικι ςε διάφορα είδθ 

ζρευνασ, όπωσ ο Husserl λζει κατθγορθματικά ςτθ Φιλοςοφία τθσ Αρικμθτικισ.   
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Ο δεφτεροσ ιςχυριςμόσ κεωρεί τθ φαινομενολογία ωσ μια «κακαρι» διαδικαςία 

κεμελίωςθσ. Στόχοσ φαίνεται να αποτελεί θ χριςθ των μακθματικϊν και λογικϊν 

εννοιϊν ςτο βακμό που δογματικά κεωροφνται ότι είναι αλθκείσ ανεξάρτθτα από 

τθ φαινομενολογία. Ραρόλα αυτά, ο Husserl αναφζρει ςε φςτερα κείμενά του ότι  

μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τισ μακθματικζσ μεκόδουσ από τθ ςτιγμι που 

ζχουν δικαιολογθκεί φαινομενολογικά.  

Οι τρείσ τελευταίοι ιςχυριςμοί απλϊσ υπογραμμίηουν τισ διαφορζσ μεταξφ τθσ 

φαινομενολογίασ και των μακθματικϊν ωσ επιςτιμεσ αλλά δεν αναφζρουν κάτι 

αντίκετο ςτθν εφαρμογι των τελευταίων ςτθ φαινομενολογία.  

Αν και κανζνασ από τουσ ιςχυριςμοφσ δεν αναφζρεται ξεκάκαρα ενάντια ςτθν 

εφαρμογι των μακθματικϊν ςτθ φαινομενολογία, κακζνασ υπογραμμίηει μια 

ενδεχόμενθ ςφγχυςθ, ζναν κίνδυνο που ςυνδζεται με μια άκριτθ εφαρμογι των 

μακθματικϊν μεκόδων. Δεν πρζπει να κεωρθκεί τυχαίο γεγονόσ ότι βλζπουμε πωσ 

τα μακθματικά μποροφν με αςφάλεια να εφαρμοςτοφν ςε φαινομενολογικά 

προβλιματα ι μάλιςτα ςε προβλιματα επιςτθμονικϊν πεδίων όπωσ θ βιολογία, θ 

χθμεία, οι κοινωνικζσ επιςτιμεσ κλπ. Ο Yoshimi194 αναλφει τουσ προθγοφμενουσ 

ιςχυριςμοφσ με περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ:  

1.Η «μακθματικοποίθςθ» είναι προβλθματικι ςτισ φυςικζσ επιςτιμεσ και αποτελεί 

τθ ρίηα τθσ κρίςθσ των ευρωπαϊκϊν επιςτθμϊν: Οι τελευταίεσ εργαςίεσ του Husserl 

και ειδικότερα το The Crisis of European Sciences and Transcendental 

Phenomenology, περιείχαν το βαςικό ιςχυριςμό του Husserl, κατά τον Yoshimi, ότι θ 

κρίςθ εκείνθσ τθσ εποχισ ενιςχφκθκε από μια αφελι και ςυχνά ανεκδιλωτθ πίςτθ 

ςτον αντικειμενιςμό (objectivism) ι νατουραλιςμό (naturalism). Θ γενικότερθ ιδζα 

ιταν ότι αλθκινό ον είναι το φυςικό ον και ότι το φυςικό ον μπορεί να περιγραφεί 

καλφτερα με τα μακθματικά. Στθν χειρότερθ ενςάρκωςι αυτι τθσ άποψθσ, θ οποία 

επθρζαςε περιςςότερο, θ κεωρία του αντικειμζνου μπερδεφει τα μακθματικά που 

περιγράφουν το φυςικό ςφμπαν με το ίδιο το ςφμπαν. Ππωσ τοποκετείται ο Husserl, 

«… θ ίδια θ φφςθ γίνεται μακθματικι πολλαπλότθτα», που ςθμαίνει ότι είναι ζνα 

ςφνολο από μακθματικά προςδιοριςμζνεσ φυςικζσ δυνατότθτεσ. 
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Ο Husserl μελζτθςε ςε όλθ τθ διάρκεια τθσ φιλοςοφικισ εναςχόλθςισ του 

προςεκτικά τθν ιςτορικι διαδικαςία από τθν οποία ο κόςμοσ των μακθματικά 

καταςκευαςμζνων ιδεατοτιτων περιγράψει και τελικά καταφζρνει να 

αντικαταςτιςει τον κόςμο τθσ εποπτικά δοςμζνθσ φφςθσ, τον «κόςμο τθσ ηωισ» 

(lifeworld) τθσ κακθμερινισ εμπειρίασ, δθλαδι τον προεπιςτθμονικό κόςμο τθσ 

εμπειρίασ. Ο Husserl περιγράφει αυτιν τθν διαδικαςία με τον όρο «ζνδυμα των 

ιδεϊν» (garb of ideas) το οποίο «μεταμφιζηει» τθ πραγματικότθτα με μακθματικοφσ 

ςυμβολιςμοφσ:  

«Τα μακθματικά και θ μακθματικι επιςτιμθ, ωσ «ζνδυμα των ιδεϊν» ι το ζνδυμα 

των ςυμβόλων των ςυμβολικϊν μακθματικϊν κεωριϊν, περικλείουν κάκε τι για 

τουσ επιςτιμονεσ και τουσ μορφωμζνουσ γενικότερα … ντφνουν αυτόν *τον κόςμο 

τθσ ηωισ + ωσ «αντικειμενικά πραγματικι και αλθκι» φφςθ». 
195

 

Ρράγματι για τον Husserl οι «ανακριβείσ περιγραφζσ των φαινομζνων του κόςμου 

τθσ ηωισ» δεν μασ επιτρζπουν να χαράξουμε τθν τζλεια ευκεία. Κα υπάρχουν 

ςίγουρα μικρζσ ατζλειεσ ςτθ χάραξθ τθσ οποιαςδιποτε ευκείασ γραμμισ τισ οποίεσ 

ξεπερνάμε μζςω τθσ ιδεατοποίθςθσ: ςυγκροτοφμε τθν ζννοια μιασ ευκείασ γραμμισ 

και τθν εκλαμβάνουμε ωσ ζνα ιδεϊδεσ που μπορεί να προςεγγιςτεί. Βαςικό 

πλεονζκτθμα ςτθν όλθ αυτι διαδικαςία πρζπει να κεωρθκεί ότι οι γεωμετρικζσ 

ζννοιεσ είναι ακριβείσ για τον Husserl, ζςτω και αν είναι αυκαίρετεσ. 

Βζβαια κακϊσ οι μακθματικζσ δομζσ αντικακιςτοφν τον κόςμο τθσ κακθμερινισ 

εμπειρίασ, θ κακθμερινι εμπειρία αντίςτοιχα μεταςχθματίηεται και μειϊνεται ςε 

ζνα «ατελζσ μζςο πρόςβαςθσ» ςτθν αντικειμενικά αλθκινι φφςθ. Ο ψυχολογιςμόσ 

κατά τον Husserl ιταν ουςιαςτικά υπεφκυνοσ για τθ ςφγχυςθ που επικρατοφςε 

μεταξφ τθσ ιδεατότθτασ και τθσ πραγματικότθτασ: το Ρυκαγόρειο κεϊρθμα 

ανεξάρτθτα από το άτομο που το ςκζφτεται παραμζνει ταυτόςθμα το ίδιο και 

αλλάηει  μόνο θ ςθμαςία που του αποδίδουμε κάκε φορά που το ανακαλοφμε.  

«Δθλαδι το Ρυκαγόρειο κεϊρθμα, ςφνολθ θ γεωμετρία, υπάρχει μόνο άπαξ, όςο 

ςυχνά και ςε όποια γλϊςςα και αν εκφράηεται κάκε φορά. Είναι ίδια και ταφτθ και 

ςτθν αυκεντικι γλϊςςα του Ευκλείδθ και ςε όλεσ τισ «μεταφράςεισ» τθσ». 196 
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Ραραλογιςμοί που προκφπτουν μζςα από τθν προοπτικι που βλζπουμε τα 

γεγονότα, λάκθ μετριςεων, προςωπικζσ ιδιαίτερεσ κλίςεισ κλπ αποτελοφν ακριβϊσ 

αυτοφσ τουσ παράγοντεσ που θ επιςτιμθ προςπακεί ζτςι ϊςτε αν δεν καταφζρει να 

αποκλείςει, τουλάχιςτον να μειϊςει τθν εμπλοκι τουσ. Συνειδθτά γεγονότα, όπωσ 

γίνονται κατανοθτά από τθν επιςτιμθ, κατά τον Husserl, ζχουν αξία μόνο ςτο 

βακμό που «αόριςτα δείχνουν το κακαυτό που βρίςκεται πίςω από αυτόν τον 

κόςμο των δυνατϊν εμπειριϊν».  

Για τον Husserl αυτοί οι μεταςχθματιςμοί του κόςμου τθσ ηωισ ςτον κόςμο των 

μακθματικϊν και τθσ ςυναίςκθςθσ, αναπαριςτοφν μια «οντολογικι αντιςτροφι», 

μια «χειρίςτου είδουσ» μεταςτροφι των επιςτθμονικϊν και φιλοςοφικϊν 

προτεραιοτιτων και αποτελοφν τθν αρχι τθσ κρίςθσ του μοντζρνου ανκρϊπου.  

«*Η επιςτιμθ+ αποκλείει καταρχιν ακριβϊσ αυτζσ τισ ερωτιςεισ τισ οποίεσ ο 

άνκρωποσ…. βρίςκει  πιο ενδιαφζρουςεσ: ερωτιςεισ για τθν ςθμαςία ι τθν 

αςθμαντότθτα του όλου αυτισ τθσ ανκρϊπινθσ φπαρξθσ…  Η απλι επιςτιμθ του 

ςϊματοσ ξεκάκαρα δεν ζχει να πει τίποτα· είναι διαχωριςμζνθ από οτιδιποτε 

αντικειμενικό». 197   

Αλλά εδϊ ο Husserl απλϊσ διαφωνεί με όςουσ αντικακιςτοφν τον πραγματικό 

κόςμο με τον μακθματικό κόςμο. Τίποτα από αυτά που αναφζρει δεν είναι κατά τθσ 

εφαρμογισ  των μακθματικϊν ςτον πραγματικό κόςμο. Ο Husserl διακρίνει μια 

μόνο αναγκαία διαφοροποίθςθ θ οποία διαχωρίηει τθ χριςθ μακθματικοφ 

ςυμβολιςμοφ: τα ςφμβολα που χρθςιμοποιοφνται ςτα μακθματικά ζχουν 

διαφορετικι χριςθ ςε ςχζςθ με τισ πραγματικζσ διαδικαςίεσ ςτθ φυςικι, ςτθ 

βιολογία που αναπαριςτοφν αυτά τα ςφμβολα. Ππωσ λζει ο Husserl ςτθ Φιλοςοφία 

τθσ Αρικμθτικισ, ςυμβολικζσ αναπαραςτάςεισ «μασ προςφζρουν ζνα προςωρινό 

υποκατάςτατο» για πραγματικά αντιλθπτά φαινόμενα. Στθν πραγματικότθτα, τα 

ςφμβολα δίνουν μια ουςιϊδθ «γνωςιακι ευρετικι» (cognitive heuristic) ςτο βακμό 

που μασ επιτρζπουν να δικαιολογιςουμε φαινόμενα που ςε κάκε άλλθ περίπτωςθ 

κα ιταν απρόςιτα από τθν πεπεραςμζνθ μασ νόθςθ.  Ο Husserl αναπτφςςει αυτό το 

ςθμείο λεπτομερειακά ςτθ Φιλοςοφία τθσ Αρικμθτικισ, όπου ερευνά τθν 

οντολογικι και γνωςιακι κατάςταςθ των ςυμβολικϊν ςυςτθμάτων. Κατά τον 
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Yoshimi198, ο Husserl υποςτθρίηει ότι μποροφμε να ζχουμε μόνο «αυκεντικζσ» 

αρικμθτικζσ ζννοιεσ για μικροφσ αρικμοφσ, π.χ. τζςςερα, «ςτο βακμό που μποροφμε 

κατευκείαν να αντιλθφκοφμε ςυλλογζσ από τζςςερα πράγματα ωσ ςυλλογζσ από 

τζςςερα πράγματα». Ρζρα από αυτό κα πρζπει να βαςιηόμαςτε ςε ςυμβολικζσ ι 

«μθ αυκεντικζσ» αναπαραςτάςεισ, οι οποίεσ μασ επιτρζπουν να υπερβαίνουμε τα 

«όρια … που μασ επιβάλλονται» από τθν «πεπεραςμζνθ κατάςταςθ τθσ ανκρϊπινθσ 

φφςθσ». Ο Husserl προχωρά τισ ςκζψεισ του ακόμα πιο μακριά λζγοντασ ότι  

«θ όλθ αρικμθτικι δεν είναι τίποτα άλλο από ζνα άκροιςμα τεχνθτϊν μθχανιςμϊν 

για τθν υπερνίκθςθ των βαςικϊν ατελειϊν τθσ νόθςισ μασ».
 199   

Δθλαδι ο άνκρωποσ μπορεί να αρικμεί και το κάνει για πρακτικοφσ λόγουσ.  

2.Οι μακθματικζσ μζκοδοι απαγορεφονται από τθν κακαρι φαινομενολογία: Κατά 

τον Husserl Υπάρχουν ςαφζςτατεσ διακρίςεισ μεταξφ των μακθματικϊν και τθσ 

μεκοδολογίασ που παρουςιάηονται κυρίωσ ςτο βιβλίο του Ιδζεσ, όπου ειςάγει τισ 

φαινομενολογικζσ αναγωγζσ. Κακϊσ υπάρχει διάκριςθ μεταξφ τθσ πράξθσ τθσ 

ςυνείδθςθσ (noesis) και των φαινομζνων ςτα οποία θ νόθςθ κατευκφνεται 

(noemata), κάκε νοθτικό φαινόμενο, κάκε ψυχολογικι πράξθ ζχει ζνα περιεχόμενο 

και κατευκφνεται ςε ζνα αντικείμενο, δθλαδι αποβλζπει ςτο αντικείμενο του 

φαινομζνου ι τθσ πράξθσ. Επειδι κατά τον Husserl τα φυςικά φαινόμενα δεν ζχουν 

καμία αποβλεπτικότθτα, θ ιδιότθτα τθσ αποβλεπτικότθτασ είναι κακοριςτικι για τθ 

διάκριςθ των φυςικϊν φαινομζνων από τα ψυχικά φαινόμενα.  

Ο ςκοπόσ των αναγωγϊν γενικότερα είναι να εςτιάςουν τθν προςοχι ςτα 

φαινόμενα τθσ ςυναίςκθςθσ μζςω τθσ «αποςφνδεςθσ» ι «κζτοντασ εντόσ 

παρζνκεςθσ» (bracketing) όλεσ τισ μθ-φαινομενολογικζσ πθγζσ των αποδείξεων. Ο 

Husserl πρότεινε να αντιμετωπίςουμε ότι αναδφεται μζςα ςτθ ςυνείδθςι μασ ωσ 

κακαρό φαινόμενο και όχι ωσ κάτι υπαρκτό ςτον κόςμο. Συνεπϊσ πρζπει να 

αναςτείλουμε προςωρινά κάκε οντολογικι κρίςθ για τα δεδομζνα τθσ ςυνείδθςισ 

μασ, να κζςουμε εντόσ παρζνκεςθσ όλα όςα περιζχονται ςτθ ςυνείδθςι μασ ωσ 

φαινόμενα. Θ φαινομενολογία γίνεται κατ’ αυτόν τον τρόπο «κακαρι» από κάκε 

ακζμιτθ επιρροι και ςωςτά κατά τον Husserl αναφζρεται ωσ «κακαρι 

                                                 
198

 [44] 
199

 [50] ςελ.202 



[171] 
 

φαινομενολογία». Ειδικότερα  κανζνα μζροσ επιςτθμονικισ ι μακθματικισ γνϊςθσ 

δεν κα πρζπει να λαμβάνεται ωσ κεμελιακά ι εγγενϊσ νομιμοποιθμζνο:   

«*Ζςτω και αν+ όλεσ οι επιςτιμεσ που ςχετίηονται με αυτόν τον φυςικό κόςμο … με 

γεμίηουν με καυμαςμό … Τισ ξεχωρίηω όλεσ, δεν κάνω καμία χριςθ των προτφπων 

τουσ, δεν οικειοποιοφμαι καμία από τισ προτάςεισ που υπάρχουν ςτα ςυςτιματά 

τουσ … Δεν παίρνω κανζνα από αυτά *τα ςυςτιματα+, κανζνα δεν με  εξυπθρετεί για 

τθν κεμελίωςθ».
 200

  

Αυτι θ άποψθ εφαρμόηεται ςε ςυγκεκριμζνεσ εμπειρικζσ επιςτιμεσ κακϊσ «δε 

μποροφν να ςυνειςφζρουν μθ υπερβατικά-ειδθτικά πεδία και επιςτθμονικοί κλάδοι, 

ειδικότερα, κάτι ςτο οικοδόμθμα», κακϊσ επίςθσ και ςτα μακθματικά όπου «το 

κεωρθτικό πλαίςιο των μακθματικϊν επιςτθμϊν και όλων των κεωρθμάτων που 

αναπτφςςονται μζςα ςε αυτά δε μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν». Πμωσ, από τθ 

ςτιγμι που κεμελιϊκθκε θ φαινομενολογία, ο Husserl άρχιςε να κεωρεί ότι οι 

μακθματικζσ επιςτιμεσ μποροφν τελικά να ςυμβάλλουν ςτθν μελζτθ τθσ 

ςυναίςκθςθσ.  

Στθν πραγματικότθτα ο Husserl μελετοφςε το ρόλο των  ςυμβολικϊν 

αναπαραςτάςεων και διαδικαςιϊν. Κεωροφςε πωσ είχαν τον βαςικό ρόλο για τισ 

ορκολογιςτικζσ ζρευνεσ. Πμωσ το κφριο ηιτθμα που αφορά τισ φαινομενολογικζσ 

αναγωγζσ είναι θ προςπάκεια να μθν αφαιρζςουν το παρενκετικό υλικό, αλλά να το 

προςτατζψουν ενάντια ςτθν αδικαιολόγθτθ χριςθ του. Οι αναγωγζσ περιορίηουν 

αλλά δεν εξαλείφουν: «οτιδιποτε είναι φαινομενολογικά αποςυνδεμζνο παραμζνει, 

με μια ςυγκεκριμζνθ αλλαγι ςτθν ταυτότθτά του, μζςα ςτο πλαίςιο τθσ 

φαινομενολογίασ».  

Οι αναγωγζσ δρουν ωσ ζνα είδοσ επιςτθμονικισ απομόνωςθσ, ζτςι ϊςτε να 

διαςφαλίηουν ότι τα δεδομζνα και οι μζκοδοι που χρθςιμοποιοφνται ςτθν κακαρι 

φαινομενολογικι ζρευνα είναι πρωταρχικά δικαιολογθμζνα ςτθ φαινομενολογικι 

βάςθ. Πμωσ πριν δεχκοφμε τισ μακθματικζσ και λογικζσ ζννοιεσ ωσ κεμζλια για τθ 

γνϊςθ, πρζπει πρϊτα να αναηθτιςουμε αυτζσ τισ ζννοιεσ ςτθν πθγι τθσ εποπτείασ 

και αν είναι απαραίτθτο να τισ υποβάλλουμε ςε «κριτικι ανακεϊρθςθ» και μόνον 

τότε μποροφμε να τισ χρθςιμοποιιςουμε. Σφμφωνα με αυτι τθ κζςθ, ο Husserl είχε 

καταβάλλει μεγάλεσ προςπάκειεσ για να δϊςει φαινομενολογικά κεμζλια ςτισ 
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τυπικζσ και μακθματικζσ ςκζψεισ που εμπλζκονται μζςα ςτθ φαινομενολογία 

(ςφνολα,  διαδικαςίεσ, αξιϊματα, κλπ). Ρράγματι, αυτό φαίνεται ότι ιταν ζνα 

βαςικό κζμα  που απαςχόλθςε τον Husserl κακ’ όλθ τθ διάρκεια τθσ πορείασ του.  

«Η φαινομενολογικι αναγωγι. . . ςυνεπάγεται ζνα περιοριςμό ςτθ ςφαίρα των 

πραγμάτων που είναι κακαρά κακαυτά δοςμζνα, όχι ςτθ ςφαίρα εκείνων των 

πραγμάτων για τα οποία απλϊσ δεν ζχουν μιλιςει, ςθμάνει, ι αντιλθφκεί, αλλά, 

αντίκετα, ςτθ ςφαίρα εκείνων που δίνονται με ακριβϊσ τθν ζννοια με τθν οποία τα 

ζχουν ςκεφτεί, και επιπλζον άμεςα δεδομζνα  με τθ ςτενι ζννοια - με τζτοιο τρόπο 

ϊςτε τίποτε το οποίο εννοείται να αποτυγχάνει να δοκεί.»
 201

  

3.Τα μακθματικά είναι ζνασ τυπικόσ και ακριβισ επιςτθμονικόσ κλάδοσ ενϊ θ 

φαινομενολογία είναι υλικι(material) και μορφολογικι επιςτιμθ: Στο Ideen I ο 

Husserl με ςαφινεια διαχωρίηει τα μακθματικά και τθ φαινομενολογία ωσ 

επιςτθμονικοφσ κλάδουσ και αξιϊνει ότι οι μακθματικζσ μζκοδοι είναι «πρακτικά 

ακατάλλθλεσ» για τθν φαινομενολογικι ζρευνα:  

«αφιςτε μασ … να κάνουμε ςαφζσ τθ διακριτικι μοναδικότθτα των μακθματικϊν 

επιςτθμϊν  ςε αντίκεςθ με εκείνθ τθ κεωρία τθσ εμπειρίασ … και ςυγχρόνωσ να 

είμαςτε ξεκάκαροι για τουσ ακριβείσ ςκοποφσ και μεκόδουσ *των μακθματικϊν 

επιςτθμϊν+ που μπορεί καταρχιν να είναι ακατάλλθλοι για τθν εμπειρία». 202 

Ο Husserl δίνει ζμφαςθ ςε τρεισ τουλάχιςτον διαφορζσ ανάμεςα ςτα μακθματικά 

και τθ φαινομενολογία: Ρρϊτον, θ φαινομενολογία είναι υλικι επιςτιμθ που 

μελετά ζνα ςυγκεκριμζνο είδοσ αντικειμζνου, τισ νοθτικζσ διαδικαςίεσ, ενϊ τα 

μακθματικά είναι τυπικι επιςτιμθ που οι ζννοιζσ τθσ εφαρμόηονται ςε διάφορα 

πεδία υλικϊν επιςτθμϊν. Ππωσ ιδθ αναφζραμε ο Husserl δίνει ζμφαςθ ςτθ 

διαφορά ανάμεςα ςτισ μακθματικζσ και φαινομενολογικζσ μεκόδουσ χωρίσ να 

αμφιςβθτεί τθν εφαρμογι των τελευταίων ςτισ πρϊτεσ και κάνει ειδικι αναφορά ςε 

αυτζσ τισ εφαρμογζσ χωρίσ να αςκεί κριτικι «ςτθν τυποποίθςθ των επιςτθμϊν 

εκείνων που αναπαριςτϊνται από τθν ψυχολογία ι από τθν φαινομενολογία».  

Κακϊσ τα μακθματικά αςχολοφνται με «ακριβείσ» ζννοιεσ όπωσ οι αρικμοί και τα 

τετράγωνα, θ φαινομενολογία μελετά:  

                                                 
201

 [48] ςελ.346 
202

 [48] ςελ.185 



[173] 
 

«…το φαινομενολογικό ςυγκεκριμζνο αντικείμενο … ςε όλθ του τθν φπαρξθ, 

ακριβϊσ όπωσ ςυμμετζχει ςτθν εμπειρία … με ακριβϊσ αυτιν τθν ευκρίνεια ι τθν 

αςάφεια, αυτιν τθν κυμαινόμενθ κακαρότθτα και τθ μθ ςυνεχι αφάνεια».
 203

       

Ο Husserl αναφζρει ότι τα μακθματικά είναι μια «ακριβισ» επιςτιμθ που μελετά 

ιδεατά αντικείμενα, όταν θ φαινομενολογία είναι μια «περιγραφικι»  επιςτιμθ που 

μελετά τθ «μορφολογικι» και πρακτικά ανακριβι ουςία των πραγματικϊν 

αντικειμζνων. Το να ςυγχζουμε τα δφο, όπωσ για παράδειγμα να μιλιςουμε για  

μακθματικζσ «ακριβείσ» εμπειρίεσ, είναι «εκ πρϊτθσ όψεωσ παράλογο». Ξεκάκαρα 

ο Husserl επιςθμαίνει ότι τα κατάλλθλα μεκοδολογικά εργαλεία για «ακριβείσ» 

επιςτιμεσ όπωσ τα μακθματικά είναι ακατάλλθλα για χριςθ ςτισ μορφολογικζσ 

επιςτιμεσ όπωσ ςτθ φαινομενολογία. Ππωσ χαρακτθριςτικά αναφζρει ο Husserl: 

 «ακριβείσ και κακαρζσ περιγραφικζσ επιςτιμεσ μποροφν όντωσ να ενϊςουν τισ 

δυνάμεισ τουσ, αλλά δεν μπορεί να πάρει θ μια τθ κζςθ τθσ άλλθσ».204  

4.Τα μακθματικά είναι ςυμπεραςματικά ωσ παραγωγικι επιςτιμθ αλλά  θ 

φαινομενολογία όχι: o Husserl διαχωρίηει τθ φαινομενολογία από τα μακθματικά 

και τθ λογικι κακϊσ επιςθμαίνει το γεγονόσ ότι θ λογικι και τα μακθματικά 

δθμιουργοφν ςυμπεραςματικζσ κεωρίεσ, ενϊ θ φαινομενολογία δεν το κάνει, 

τουλάχιςτον όχι αποκλειςτικά, όπωσ αναφζρει. Υπάρχουν δφο απόψεισ για αυτό: 

πρϊτον, ότι οι «ςυμπεραςματικζσ κεωρθτικοποιιςεισ αποκλείονται από τθ 

φαινομενολογία» και δεφτερον,  

«ακόμθ κι αν υποκζςουμε ότι επιτρζπονται τα ςυμπεράςματα, δεν υπάρχει κάποια 

λίςτα αξιωμάτων από τθν οποία να προκφπτουν φαινομενολογικζσ ταυτολογίεσ: θ 

εργαςία τθσ φαινομενολογίασ … βρίςκεται όχι ςτθ ςυςτθματικι επεξεργαςία των … 

τυπικϊν προτάςεων, με τθ βοικεια των οποίων … μποροφμε να ςυμπεράνουμε από 

αρχικζσ αξιωματικζσ βαςικζσ δομζσ τισ εκ του ςυςτιματοσ δυνατότθτεσ των 

επιπλζον ςχθματιςμϊν».205 

Οι κρίςεισ του Husserl για τισ τυπικζσ επιςτιμεσ, όπωσ τα μακθματικά και 

ειδικότερα θ γεωμετρία, δε ςτρζφονται κατά των εφαρμογϊν τουσ ςε υλικζσ 

επιςτιμεσ όπωσ θ βιολογία και θ φαινομενολογία. Τα ςχόλιά του απλά 

υπογραμμίηουν τισ διαφορζσ μεταξφ των δφο ειδϊν κεωρίασ και τουσ κινδφνουσ 
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που προκφπτουν όταν μπερδεφονται μεταξφ τουσ. Ο Husserl παραδζχεται τα λογικά 

ςυμπεράςματα και τα αξιϊματα ωσ ςυμπλθρωματικά ςτθ φαινομενολογικι ζρευνα 

αλλά αρνείται το γεγονόσ ότι θ φαινομενολογία μπορεί να απαρτίηεται εξολοκλιρου 

από τζτοιου είδουσ κεωρίεσ.  

Μζςα από τα γραπτά του φαίνεται ότι το ενδιαφζρον του Husserl εςτιάηεται ςτθ 

κζςθ ότι ο κεωρθτικόσ μακθματικόσ χρθςιμοποιεί ωσ διαδικαςία λογικισ 

δικαιολόγθςθσ μια αφθρθμζνθ υπολογιςτικι διαδικαςία τθσ οποίασ τα 

ςυμπεραςματικά αποτελζςματα κεωροφνται ότι είναι αλθκινά και ανεξάρτθτα από 

τα παρατθροφμενα φαινόμενα. Αλλά αν τα ςυμπεράςματα που εξαςφαλίηονται από 

ςυμπεραςματικζσ μεκόδουσ υπόκεινται ςε ανεξάρτθτθ επαλικευςθ θ οποία όμωσ  

ελζγχεται χρθςιμοποιϊντασ εςωτερικζσ μεκόδουσ ςε ςχζςθ με τθν υλικι επιςτιμθ, 

ςτθ περίπτωςθ τθσ φαινομενολογικισ παρατιρθςθσ ι «απευκείασ κζαςθσ», ο 

Husserl δεν ζχει καμία αντίρρθςθ για τθ χριςθ τουσ. Ππωσ ςθμειϊνει:  

«… ενδιάμεςα ςυμπεράςματα δεν αρνοφνται ακριβϊσ τθ *φαινομενολογία+· αλλά 

από τθ ςτιγμι που όλεσ οι γνϊςεισ τθσ τείνουν να είναι περιγραφικζσ, αμιγϊσ 

κατάλλθλεσ για τθν ατελι ςφαίρα, ςυμπεραςματικζσ, με μθ εποπτικζσ μεκόδουσ 

διαδικαςίασ οποιουδιποτε τφπου, ζχουν μόνο τθ μεκοδολογικι λειτουργία για να 

μασ οδθγιςουν ςε ηθτιματα πάνω ςτα οποία μια ςυγκεκριμζνθ πλευρά οντότθτασ 

πρζπει ακολοφκωσ να δοκεί …  εφόςον αυτό δεν ζχει ςυμβεί, δεν ζχουμε κανζνα 

φαινομενολογικό αποτζλεςμα».206 

Ο Husserl, επίςθσ επιτρζπει τθ χριςθ αξιωμάτων, αρκεί να είναι από μόνα τουσ 

φαινομενολογικά κεμελιωμζνα. Στο In The Crisis of European Science διαχωρίηει τα 

«αλθκινά» αξιϊματα που είναι «αντιλθπτά με αυτό-απόδειξθ» από τα «μθ-

αυκεντικά» αξιϊματα που είναι «τυπικά καταςκευαςμζνα». Στο Ideen I ο Husserl 

αναφζρεται ςτα προθγοφμενα ωσ «κεμελιϊδεισ αλικειεσ» οι οποίεσ είτε 

εφαρμόηονται ςε όλα τα πεδία είτε ςε ζνα ςυγκεκριμζνο πεδίο. Πταν αυτζσ οι 

αλικειεσ εφαρμόηονται  ςε όλα τα πεδία αποτελοφν μζλθ ενόσ «τυπικοφ 

ςυςτιματοσ αξιωμάτων», όπωσ για παράδειγμα οι ιδιότθτεσ των ςυνόλων και των 

πολλαπλοτιτων. Πταν αυτζσ οι αλικειεσ εφαρμόηονται ςε ςυγκεκριμζνο πεδίο του 

είναι «αξιϊματα πεδίου» (regional axioms).  
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5.Οι ολοκλθρωμζνεσ μακθματικζσ κεωρίεσ μποροφν να ικανοποιθκοφν από 

«κακοριςμζνεσ πολλαπλότθτεσ» ενϊ οι κεωρίεσ τθσ φαινομενολογίασ όχι: ςτο 

Formal and Transcendental Logic ο Husserl επιβεβαιϊνει μια «βακιά» ςχζςθ μεταξφ 

των κεωριϊν και των αντικειμζνων που περιγράφουν οι κεωρίεσ αυτζσ, κρίνοντασ 

ότι  

«ςε όλεσ τισ τυπικζσ διακρίςεισ που αναφζρονται ςε κρίςεισ, περιλαμβανομζνων 

των διαφορϊν μεταξφ αντικειμζνου-μορφισ».207   

Επομζνωσ, οι ομάδεσ των αντικειμζνων ι των «πολλαπλοτιτων» που ικανοποιοφν 

διαφορετικά είδθ κεωριϊν κα πρζπει από μόνεσ τουσ να διαφζρουν. Συγκεκριμζνα  

ο Husserl αναφζρει ότι οι πολλαπλότθτεσ των αντικειμζνων που ικανοποιοφν 

ολοκλθρωμζνεσ ςυμπεραςματικζσ κεωρίεσ είναι «κακοριςμζνεσ», ενϊ οι 

πολλαπλότθτεσ που ικανοποιοφν μθ-μακθματικζσ όπωσ π.χ. φαινομενολογικζσ 

κεωρίεσ δεν είναι κακοριςμζνεσ. Ππωσ επιςθμαίνει ο Husserl, επιςτιμεσ όπωσ θ 

ψυχολογία και θ φαινομενολογία δεν ζχουν «τθ ςυςτθματοποιθμζνθ μορφι μιασ 

κακοριςμζνθσ ςυμπεραςματικισ κεωρίασ. Συμπλθρωματικά, τα μοντζλα τουσ δεν 

είναι κακοριςμζνεσ πολλαπλότθτεσ». 

Μια κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα είναι αυτι που μπορεί να περιγραφεί από μια 

πλιρθ ςυμπεραςματικι κεωρία με πολλά πεπεραςμζνα αξιϊματα. Οτιδιποτε 

μπορεί αλθκϊσ να αναφερκεί για ζνα αντικείμενο ςε μια κακοριςμζνθ 

πολλαπλότθτα είναι δυνατόν να απορρζει από τα αξιϊματα αυτισ τθσ κεωρίασ. 

Ππωσ λζει ο Husserl:  

«*με μια κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα+ ζνασ πεπεραςμζνοσ αρικμόσ εννοιϊν και 

προτάςεων … προςδιορίηει πλιρωσ και χωρίσ καμία αμφιβολία … τθν ολότθτα των 

πικανϊν μορφοποιιςεων του πεδίου, ζτςι ϊςτε εξαρχισ, καμία μορφοποίθςθ να 

παραμζνει απροςδιόριςτθ μζςα ςε αυτό». 208 

Εναλλακτικά, μπορεί κανείσ να πει ότι οποιοςδιποτε ιςχυριςμόσ που προζρχεται 

από ζννοιεσ και προτάςεισ που περιγράφουν μια κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα, είτε 

προκφπτει από τα αξιϊματα τθσ ςχετικισ κεωρίασ είτε αντικροφεται από αυτά τα 

αξιϊματα. Θ γεωμετρία, για παράδειγμα, είναι μια «κακοριςμζνθ επιςτιμθ» που 

κατευκφνει μια κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα γεωμετρικϊν αντικειμζνων, ςτο βακμό 
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που οποιοςδιποτε αλθκισ ιςχυριςμόσ για γεωμετρικά αντικείμενα είναι ςυνζπεια 

των αξιωμάτων τθσ γεωμετρίασ. Θ φαινομενολογία είναι μια «μθ κακοριςμζνθ 

επιςτιμθ», ςτο βακμό που το πεδίο των αντικειμζνων τθσ, δθλαδι οι πικανζσ 

εμπειρίεσ, δεν μποροφν να ορίηονται πλιρωσ από ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο 

αξιωμάτων: 

«*Η γεωμετρία+ καταςκευάηει μια ςυμπεραςματικι κεωρία, μια κεωρία που 

ακολουκεί τα ίχνθ του άπειρου των ςυμπεραςματικϊν γνϊςεων πίςω ςτο, ι τισ 

ςυμπεραίνει από, ζναν μικρό αρικμό άμεςων ευδιάκριτων αλθκειϊν, των 

αξιωμάτων. Αυτι θ φυςικι καταςκευι, όμωσ, είναι από ζναν εντελϊσ διαφορετικό 

ουςιϊδθ τφπο. Ζχει μια πολλαπλότθτα άμεςων κεμελιωδϊν ενοράςεων που 

ςυνεχϊσ αναπτφςςονται με ανάλυςθ και ποτζ  δεν περιορίηονται».
 209

  

Πμωσ ο Husserl αναφζρει και το εξισ :  

«Οι μακθματικζσ επιςτιμεσ ... δίνουν ςτθ φυςικι επιςτιμθ τα a priori, τα οποία 

προζρχονται από κακαρι ενόραςθ μζςα από λίγεσ αξιωματικζσ βάςεισ ...*τα 

πράγματα+ είναι τελείωσ διαφορετικά ςτθν ορκολογικι φαινομενολογία. Ο τομζασ 

των άμεςων ενοράςεων είναι ατελείωτοσ». 210  

Ο Husserl διακρίνει μια επιςτθμονικι διαφορά. Πλεσ οι δυνατζσ ανακαλφψεισ για τα 

αντικείμενα ςε μια κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα μποροφν να γίνουν εξάγοντασ 

ςυμπεράςματα από μια πεπεραςμζνθ ομάδα αξιωμάτων. Θ «ανακάλυψθ» 

επιτυγχάνεται από μια ζξυπνθ εφαρμογι των κανόνων εξαγωγισ ςυμπεραςμάτων. 

Αλλά χωρίσ ζνα αόριςτο πεδίο αντικειμζνων, όπωσ των δυνατϊν εμπειριϊν, θ 

ανακάλυψθ προχποκζτει τθν ανάλυςθ των πραγματικϊν γεγονότων. Γενικά κατά 

τον Husserl, το να εξάγει κάποιοσ ςυμπεράςματα από αξιϊματα δεν είναι αρκετό 

για να επιβεβαιωκοφν όλεσ οι δυνατζσ αλικειεσ. Άρα το να εξάγει κάποιοσ 

ςυμπεράςματα από φαινομενολογικά αξιϊματα δεν φαίνεται να είναι αρκετό για 

να επιβεβαιωκοφν όλεσ οι δυνατζσ φαινομενολογικζσ αλικειεσ.  

Σε όλο του το ζργο ο Husserl, όπωσ και ο ίδιοσ αναφζρει, εξελίςςει τισ ςκζψεισ του 

και τισ μεταςχθματίηει. Στισ χρονικά φςτερεσ εργαςίεσ του Husserl δεν φαίνεται να 

υπάρχει καμία ςφγκρουςθ για τθν εφαρμογι των μακθματικϊν μεκόδων ςτα 

φαινομενολογικά προβλιματα. Ρλιρεισ κεωρίεσ που μποροφν να ικανοποιθκοφν 

από αυτό που ο Husserl αποκαλεί κακοριςμζνεσ πολλαπλότθτεσ τείνουν να γίνουν 
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μακθματικζσ κεωρίεσ και μακθματικά αντικείμενα μποροφν με αςφάλεια να 

χρθςιμοποιθκοφν για τθ μελζτθ υλικϊν πεδίων όπωσ θ φαινομενολογία, αρκεί τα 

δφο αυτά πεδία να παραμείνουν ξεχωριςτά. Για παράδειγμα, ςτο βακμό που ο 

Husserl χρθςιμοποιεί τθν Ευκλείδεια γεωμετρία ωσ μια ολοκλθρωμζνθ κεωρία για 

να περιγράψει τθ δομι του οπτικοφ πεδίου, χρθςιμοποιεί αντικείμενα ςε μια 

κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα, όπωσ είναι τα γεωμετρικά ςχιματα, για να περιγράψει 

αντικείμενα ςε μια μθ-κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα, όπωσ είναι αυτι των οπτικϊν 

εμπειριϊν. Ζτςι, χρθςιμοποιεί ζνα ςφςτθμα αντικειμζνων που μποροφν να 

μελετθκοφν πλιρωσ ςε ςχζςθ με τθ κεωρθτικι τουσ περιγραφι για να 

διευκολφνουν τθν ανάλυςθ ενόσ ςυςτιματοσ αντικειμζνων που φαίνεται ότι μπορεί 

να μελετθκεί κατευκείαν με τθ μζκοδο τθσ φαινομενολογικισ αναγωγισ. 

Ρραγματικά, κατά τον Yoshimi211, ο Husserl κεωρεί ότι οι ςυμπεραςματικζσ μζκοδοι 

είναι αποδεκτζσ ωσ ζνα από τα πολλά μεκοδολογικά εργαλεία που μπορεί κάποιοσ 

να χρθςιμοποιιςει ςτθ φαινομενολογία.  

«Η ενδιάμεςθ, ςυμπεραςματικι και αφαιρετικι διαδικαςία δεν λείπει ςτα 

υψθλότερα ςτάδια *τθσ φαινομενολογίασ+ … αλλά ςε καμία περίπτωςθ δεν 

αποτελεί το ςφνολο τθσ επιςτιμθσ τφπου μακθματικϊν».  

Αξιϊματα, ςυμπεράςματα, και ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ κακοριςμζνεσ 

πολλαπλότθτεσ που χρθςιμοποιοφνται, είναι δικαιολογθμζνα ωσ μζροσ τθσ 

φαινομενολογίασ. Πμωσ ςτθ φαινομενολογία πάντα κα υπάρχουν περιςςότερα από 

αυτά που μποροφμε να διαςφαλίςουμε από τθν εξαγωγι ςυμπεράςματοσ.  

Θ φαινομενολογία ωσ ολότθτα είναι ζνα διαρκϊσ διευρυνόμενο, χωρίσ 

περιοριςμοφσ, πεδίο του οποίου ο ςκοπόσ είναι, όπωσ ο Husserl επιςθμαίνει, μία 

«άπειρθ δραςτθριότθτα». Άρα, θ φαινομενολογία ςφμφωνα με τον Husserl δεν είναι 

μακθματικά. Δεν βαςίηεται ςε ςυμπεράςματα, δεν εμπλζκεται με ςυγκεκριμζνα 

αντικείμενα, δεν ικανοποιείται από μια «κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα» των δυνατϊν 

αντικειμζνων.  

Για να μορφοποιιςει τα πολφπλοκα είδθ των απαιτιςεων του ο Husserl, όπωσ 

αναφζραμε προθγουμζνωσ, χρθςιμοποιεί τθ γνωςτικι βοικεια που παρζχουν οι 

ςυμβολικζσ αναπαραςτάςεισ κακϊσ όπωσ χαρακτθριςτικά αναφζρει: «αυτι θ 
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βοικεια είναι απαραίτθτθ». Από τθ ςτιγμι που αυτά τα ςυςτιματα ςυμβόλων είναι 

ςωςτά διαχωριςμζνα από τθν πραγματικότθτα τθν οποία ςυμβολίηουν, ο Husserl 

δεν ζχει καμία αντίρρθςθ για τθ χρθςιμοποίθςι τουσ.  

 

 

5.3 Ο Husserl και τα τυπικά μαθηματικά 

Σφμφωνα με αρκετοφσ μελετθτζσ του ζργου του, o Husserl φαίνεται μζςα από τισ 

εργαςίεσ του να αντιλαμβάνεται τα μακθματικά ωσ  ζνα μείγμα των ιδεϊν του 

Ρλάτωνα και των φορμαλιςτϊν. Ρίςτευε ότι τα μακθματικά ζχουν φκάςει ςε μια 

μεικτι κατάςταςθ που ςυνδυάηει τόςο κάποια πλατωνικά όςο και αρκετά τυπικά 

ςτοιχεία και ότι και τα δφο μζρθ ιταν ςθμαντικά για τα μακθματικά αναπτφςςοντασ 

μια ιδιαίτερθ ςχζςθ μεταξφ τουσ. Πμωσ, ζδειχνε να πιςτεφει ότι μόνο οι απόψεισ 

του Ρλάτωνα είχαν ςθμαςία για τθν φαινομενολογία.   

Ο Eves212, ανάμεςα ςε άλλουσ, λόγω τθσ ςπουδαιότθτασ τθσ διάκριςθσ ανάμεςα ςε 

αυτά τα δφο είδθ μακθματικϊν, χρθςιμοποίθςε ζνα από τα επίκετα «υλικόσ» 

(material) ι «τυπικόσ» (formal) όταν αναφερόταν ςε οποιοδιποτε εκ των δφο αυτϊν 

κλάδων των μακθματικϊν. Με τον όρο «υλικά» μακθματικά, εννοoφμε τα 

μακθματικά όπωσ ιταν παραδοςιακά πριν από τθν ειςαγωγι των φανταςτικϊν 

αρικμϊν και τισ μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ. Ο κλάδοσ των «υλικϊν» μακθματικϊν 

επιχειρεί να περιγράψει τον τρόπο με τον οποίο κάποια κλάςθ υφιςτάμενων 

αντικειμζνων ςυμπεριφζρεται ςτθν πραγματικότθτα. Άρα, θ «υλικι» γεωμετρία 

επιχειρεί να περιγράψει πωσ τα αντικείμενα εκτείνονται ςτο χϊρο, θ «υλικι» 

αρικμθτικι επιχειρεί να περιγράψει πωσ ςχετίηονται οι πραγματικοί φυςικοί 

αρικμοί και θ «υλικι» λογικι επιχειρεί να περιγράψει πωσ οι ςκζψεισ ςχετίηονται θ 

μία με τθν άλλθ. Κάποια από αυτά τα πεδία, όπωσ θ «υλικι» γεωμετρία, επιχειροφν 

να αςχολθκοφν με τον φυςικό κόςμο, ενϊ άλλα πεδία όπωσ θ «υλικι» λογικι 

αςχολοφνται με αφθρθμζνα αντικείμενα.  

Με τον όρο «τυπικά» μακθματικά, εννοοφμε  τα μακθματικά όπωσ ζχουν 

χαρακτθριςτεί ςτον 20ο  αιϊνα, απολφτωσ αξιωματικά, χωρίσ να λαμβάνεται υπόψθ 

το είδοσ των αντικειμζνων που μποροφν ςτθν ουςία να περιγράψουν. Συνεπϊσ δεν 
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απαςχολεί τθν «τυπικι» γεωμετρία αν τα αντικείμενα που περιγράφει είναι φυςικά 

αντικείμενα ςε πραγματικό χϊρο ι n-άδεσ πραγματικϊν αρικμϊν ςτον Καρτεςιανό 

χϊρο. Υπάρχουν τομείσ ςτα μακθματικά, όπωσ θ άλγεβρα και ίςωσ θ τοπολογία, οι 

οποίοι υλοποιοφνται ςε μεγαλφτερο βακμό ςε τυπικά και λιγότερο ςε υλικά 

πλαίςια. Αυτό κατά τον Eves είναι μάλλον αποτζλεςμα τθσ ςχετικά πρόςφατθσ 

ανάπτυξισ τουσ.  

Μζςα ςε αυτό το πλαίςιο μια ςθμαντικι εξζλιξθ που επζφερε θ μετατόπιςθ του 

ενδιαφζροντοσ από τα «υλικά» ςτα «τυπικά» μακθματικά πρζπει να κεωρθκεί ότι 

είναι θ μετακίνθςθ από τθν ζννοια τθσ «αλικειασ» ςτθν «ορκότθτα». Δθλαδι, ενϊ 

τα «υλικά» μακθματικά «βλζπουν» κάκε πρόταςθ ςε κάποιο μακθματικό πεδίο ωσ 

«αλθκι» ι «ψευδι», τα «τυπικά» μακθματικά τθν «βλζπουν» ωσ ςυνζπειεσ ι ωσ 

αρνιςεισ των ςυνεπειϊν των αξιωμάτων213.  Αυτι θ αλλαγι φαίνεται ότι ζγινε χωρίσ 

να υπάρχει μια ςυγκεκριμζνθ κατθγορία αντικειμζνων για περιγραφι. Πμωσ ςε 

αυτι τθ περίπτωςθ  δεν είναι ξεκάκαρο αν ζνασ ιςχυριςμόσ μπορεί ουςιωδϊσ να 

λεχκεί ότι είναι αλθκισ ι όχι. Επιπρόςκετα, θ απρόςιτθ φφςθ πολλϊν μακθματικϊν 

αντικειμζνων ι τουλάχιςτον θ αναξιοπιςτία των αντιλιψεων μασ για αυτά, κακιςτά 

δφςκολθ τθν απαίτθςθ τθσ βεβαιότθτασ, όπωσ κυρίωσ κάνουν τα μακθματικά.  

Σε κάκε περίπτωςθ, και τα «υλικά» και τα «τυπικά» μακθματικά ζχουν να κάνουν 

με ολόκλθρεσ κλάςεισ αντικειμζνων αντί ςυγκεκριμζνων μεμονωμζνων 

αντικειμζνων και ςυνεπϊσ δίκαια κεωροφνται κατά τον Husserl  «ειδθτικζσ 

επιςτιμεσ».  

Ωσ αποτζλεςμα, θ εμπειρία δεν κα μποροφςε να ζχει κανζνα ρόλο ςτθν αιτιολόγθςθ 

κανενόσ από τα δφο, αν και όπωσ αναφζρει ο Husserl, τα «υλικά» μακθματικά 

βαςίηονται ςτθν άμεςθ εποπτεία του αφθρθμζνου «είδουσ» (eidos) που 

περιγράφεται από κάποιο κλάδο των μακθματικϊν. Αυτι θ φαινομενολογικι 

«κζαςθ τθσ ουςίασ»(Wesensschau) ςχετίηεται με τθν εμπειρία μιασ άμεςθσ 

εποπτείασ ενόσ αντικειμζνου είτε αφθρθμζνου ι νοθτοφ αλλά ςίγουρα όχι ενόσ 

φυςικοφ αντικειμζνου.  

Θ λογικι είχε, τουλάχιςτον αρχικά, κεωρθκεί ωσ θ επιςτιμθ του ςυλλογιςμοφ, όμωσ 

με τθν ανάπτυξθ των «τυπικϊν» μακθματικϊν, ο κόςμοσ κατάλαβε ότι παρείχε τισ 
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ίδιεσ ςχζςεισ για το μακθματικό ςυλλογιςμό τισ οποίεσ και τα «υλικά» μακθματικά 

παρείχαν ςε άλλα μακθματικά αντικείμενα. Άρα, κατά μια ζννοια, θ «υλικι» λογικι 

παρζχει τθ μακθματικι ςκζψθ ςτα «τυπικά» μακθματικά, όπωσ θ γεωμετρία 

κεωροφνταν ότι παρείχε τισ μακθματικζσ ζννοιεσ για το χϊρο.  

Ο Husserl αςκεί κριτικι ςτα «τυπικά» μακθματικά ςτθν ειςαγωγι του βιβλίου του 

Ideen I. Στθ ςυηιτθςθ περί τθσ χριςθσ τθσ φιλοςοφικισ ορολογίασ, αναφζρει ότι 

κανείσ δεν χρειάηεται να ειςάγει καινοφργιουσ φιλοςοφικοφσ όρουσ, γιατί όςοι 

χρειάηονται για να περιγράφουν τισ απαιτοφμενεσ ςκζψεισ υπάρχουν ιδθ. Κα 

πρζπει αντί να ειςάγουμε νζουσ όρουσ να ερευνιςουμε τουσ ιδθ υπάρχοντεσ ϊςτε  

να αποκτιςουμε καλφτερθ κατανόθςθ του ηθτοφμενου. Το να ειςάγει δθλαδι 

κάποιοσ οριςμοφσ αυκαίρετα, ζχει ωσ αποτζλεςμα τθ παραγωγι ςκζψεων και 

προτάςεων που μπορεί να είναι χριςιμεσ ι όχι. Υποκζτοντασ ότι οι ιδθ υπάρχοντεσ 

όροι κακορίηουν τισ ςυγκεκριμζνεσ ςκζψεισ με τισ οποίεσ κάποιοσ αξίηει να 

αςχολθκεί, θ προςεκτικι ανάλυςθ αυτϊν των όρων κα δϊςει τον ςωςτό οριςμό, 

που κατά τον Husserl ςε μια τζτοια περίπτωςθ δεν μπορεί να εκτιμθκεί ότι είναι 

αυκαίρετοσ, αλλά αποτζλεςμα «ιηθματογζνεςθσ»214.  

Οι μελετθτζσ που αςχολικθκαν ςυνολικά με το ςυγγραφικό ζργο του Husserl, 

παρατθροφν ότι ενϊ ξεχωρίηει τουσ δφο τομείσ των μακθματικϊν, φαίνεται να 

υποςτθρίηει περιςςότερο τα «υλικά» μακθματικά. Αυτό παρουςιάηεται μζςα από 

τθν περιγραφι για το ποιο είδοσ ειδθτικισ επιςτιμθσ περιλαμβάνει τθ 

φαινομενολογία του. Εκεί ο Husserl υποςτθρίηει ότι215:  

«Ξεκινάμε από τθ διαίρεςθ τθσ φπαρξθσ και των ειδθτικϊν επιςτθμϊν ςε υλικζσ και 

τυπικζσ. Μποροφμε να αποκλείςουμε τισ τυπικζσ, άρα ζτςι αποκλείουμε όλθ τθν 

ομάδα των τυπικϊν μακθματικϊν επιςτθμϊν, από τθ ςτιγμι που θ φαινομενολογία 

προφανϊσ ανικει μζςα ςτισ υλικζσ ειδθτικζσ επιςτιμεσ. Αν θ αναλογία μπορεί να 

είναι οδθγόσ ςτθν μζκοδο, κα δράςει πιο δυναμικά αν περιοριςτοφμε ςτισ υλικζσ 

μακθματικζσ επιςτιμεσ όπωσ για παράδειγμα είναι θ γεωμετρία και άρα να 
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προτείνει ότι αυτι θ διαδικαςία μπορεί να ςταματιςει και οι βλαπτικζσ επιδράςεισ τθσ να 
«κεραπευκοφν» με τθν αποκάλυψθ τθσ καμμζνθσ προζλευςθσ. 
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ρωτιςουμε πιο ςυγκεκριμζνα αν θ φαινομενολογία πρζπει ι μπορεί να αποτελεί 

*υλικι+ «γεωμετρία» τθσ νοθτικισ διαδικαςίασ». 

Αυτι θ χριςθ τθσ λζξθσ «γεωμετρία» υπονοεί ότι θ γεωμετρία ωσ επιςτιμθ 

εξακολουκοφςε να χρθςιμοποιείται για να περιγράφει τον φυςικό χϊρο. Θ  

«γεωμετρία των νοθτικϊν διαδικαςιϊν» κα ιταν ομοίωσ μια επιςτιμθ των 

υπαρχόντων αντικειμζνων ςτα οποία μποροφμε να ζχουμε πρόςβαςθ άμεςα μζςω 

τθσ εποπτείασ άρα και τθσ «κζαςθσ τθσ ουςίασ» και ακολοφκωσ όχι τυπικά μζςω 

ςυλλογιςμοφ και αξιωμάτων.  

Ο Kant όπωσ και οι περιςςότεροι μακθματικοί τθσ εποχισ του «ζβλεπαν» τθ 

γεωμετρία υλικά, ενϊ κάποιοι – ελάχιςτοι- ζβλεπαν τθ γεωμετρία 

ςυνολοκεωρθτικά216, ωσ ζνα παραγωγικό ςφςτθμα από αξιϊματα, δθλαδι ζναν 

κλάδο των «τυπικϊν» μακθματικϊν, ςε αντίκεςθ με τθ λογικι που ιταν ζνα πεδίο 

εφαρμογισ τθσ εποπτείασ, δθλαδι ζνασ κλάδοσ των «υλικϊν» μακθματικϊν. 

Συνεπϊσ προκειμζνου να αποδείξει κάποιοσ οτιδιποτε ςτθν «υλικι» λογικι, κα 

ζπρεπε να παρουςιάηει νζεσ εποπτείεσ ςε κάκε βιμα, δθμιουργϊντασ μια 

ατελείωτθ διαδικαςία.  

Ωςτόςο, από τθ ςτιγμι που θ «υλικι» ςυμπεραςματικι λογικι αυτισ τθσ μορφισ 

είναι διακζςιμθ, κεωρθτικά οποιοςδιποτε  μπορεί να τθν εφαρμόςει εφκολα για να 

αποδείξει αν και κατά πόςο μια δεδομζνθ γεωμετρικι πρόταςθ προκφπτει από τα 

αξιϊματα, μια διαδικαςία που κρίνεται απαραίτθτθ για τθν τυπικι άποψθ.  

Ππωσ είδαμε μζχρι ςτιγμισ ο Husserl μζςα ςτθ φιλοςοφία του εμφάνιηε διακρίςεισ 

ςε κάκε περίπτωςθ τθν οποία μελετοφςε. Σχετικά με τισ ειδθτικζσ και εμπειρικζσ 

επιςτιμεσ και τα «τυπικά» και «υλικά» μακθματικά, ο Husserl κάνει μια διάκριςθ 

μεταξφ των όρων «ακριβισ» επιςτιμθ και περιγραφικι επιςτιμθ: μια ακριβισ 

επιςτιμθ, από τθ φφςθ τθσ, πρζπει να είναι ειδθτικι.217 Μποροφμε να 

ςυμπεράνουμε ότι ο Husserl παρουςιάηει αυτιν τθν διάκριςθ για να καταδείξει ότι 

θ φαινομενολογία και θ «υλικι» λογικι είναι ςτθν πραγματικότθτα διαφορετικζσ 

επιςτιμεσ.  

Λςχυρίηεται ότι όλεσ οι μακθματικζσ επιςτιμεσ είναι ακριβείσ από τθ ςτιγμι που 

ζχουν να κάνουν με επακριβϊσ κακοριςμζνουσ όρουσ ενϊ θ φαινομενολογία είναι 
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περιγραφικι επιςτιμθ. Συνεπϊσ όπωσ οι φυςικοί μζχρι τθν εποχι του, δεν 

μπόρεςαν να χρθςιμοποιιςουν πραγματικά τα αποτελζςματα των γεωμετρϊν ςτθν 

περιγραφι τθσ φφςθσ - κανζνα φυςικό αντικείμενο είναι πραγματικά ζνα 

τετράγωνο ι τρίγωνο218 - ζτςι και οι επιςτιμονεσ που αςχολοφνται με τθ 

φαινομενολογία δεν μποροφν να χρθςιμοποιιςουν τισ εργαςίεσ των επιςτθμόνων 

τθσ λογικισ, από τθ ςτιγμι που ποτζ δεν ιταν εντελϊσ ξεκάκαρο ποιεσ ςχζςεισ 

υπιρχαν μεταξφ ςυγκεκριμζνων εννοιϊν και όρων και αν αυτοί οι όροι πραγματικά 

ταίριαηαν ςτισ λογικζσ μορφζσ. Για παράδειγμα, ο λογικόσ κανόνασ modus ponens 

μασ λζει ότι αν πιςτζψουμε τουσ ιςχυριςμοφσ Α και Α→Β, τότε κα μποροφςαμε να 

ςυμπεράνουμε αφαιρετικά τθ πρόταςθ Β. Μια τζτοια ςυμπεραςματολογία 

απαραίτθτα κατά τον Husserl  πρζπει να βαςίηεται ςτθν εποπτεία μασ για το κατά 

πόςον οι δφο αρχικοί ιςχυριςμοί μασ υποςτθρίηουν τθν κατάλλθλθ ςχζςθ για να 

κάνουμε τθν αφαίρεςθ.  

Από τθ πλευρά τθσ φαινομενολογίασ δεν είναι ποτζ βζβαιο τι πρζπει να ιςχφει για 

τουσ ιςχυριςμοφσ, ειδικά για αυτοφσ που είναι εκτόσ των πεδίων. Συνεπϊσ, αυτόσ ο 

γενικόσ κανόνασ κα πρζπει να απορριφκεί, όπωσ και θ υπόλοιπθ «υλικι» λογικι. 

Στθ κζςθ του, δεδομζνου ότι ακόμθ κι αν δεν είναι ξεκάκαρο από που ξεκινά ζνα 

λογικό ςτοιχείο και που τελειϊνει ζνα άλλο, πολλζσ από αυτζσ τισ οντότθτεσ πρζπει 

να γίνονται αντιλθπτζσ ζςτω και μερικϊσ με τθ εποπτεία, χωρίσ λογικζσ αφαιρζςεισ.  

Επειδι κατά τον Husserl τελικά πρζπει πάντα να ςτθριηόμαςτε ςτθ «κζαςθ τθσ 

ουςίασ», θ φαινομενολογία δε μπορεί να είναι μια ακριβισ επιςτιμθ, αφοφ μια 

ακριβισ επιςτιμθ δεν είναι ποτζ επαλθκεφςιμθ. Άρα και θ προςπάκεια 

ςχθματοποίθςθσ των πάντων ςτα μακθματικά και ςτθ γεωμετρία ειδικότερα όπωσ 

υποςτθρίχκθκε από τον Kant, είναι λανκαςμζνθ αλλά δικαιολογείται ωσ ιςτορικό 

προθγοφμενο.  

Θ «υλικι» λογικι, ςυμπεραίνει ο Husserl, είναι θ ακριβισ επιςτιμθ που αντιςτοιχεί 

ςτθ φαινομενολογία, γιατί εντόσ αυτισ μποροφμε να αςχολθκοφμε με τισ μορφζσ 

των ςυλλογιςμϊν και τθσ ςυναίςκθςθσ και πιο ςυγκεκριμζνα των εποπτειϊν μασ. 

Δθλαδι, θ «υλικι» λογικι μασ παρζχει τθ δυνατότθτα αν ζχουμε μια εποπτεία ότι 

ζνασ ςυγκεκριμζνοσ ιςχυριςμόσ είναι ςωςτόσ, τότε αυτι θ εποπτεία δεν μπορεί να 
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μασ οδθγιςει ςε λανκαςμζνο ιςχυριςμό. Αυτι θ ακριβισ επιςτιμθ, από τθ ςτιγμι 

που αναφζρεται ςε μια πραγματικότθτα, μια ζμφυτθ ςφαίρα επιρροισ, μπορεί να 

είναι είτε αλθκισ είτε λανκαςμζνθ, ακριβϊσ όπωσ θ «υλικι» γεωμετρία μπορεί να 

είναι αλθκισ ι ψευδισ ςτθν περιγραφι του τρόπου με τον οποίο τα ςϊματα 

ςυμπεριφζρονται ςτο χϊρο. Οπότε, όλα μποροφν να μελετθκοφν μζςα ςτο πλαίςιο 

τθσ  «τυπικισ» λογικισ, ακόμα κι αν θ «υλικι» λογικι είναι θ μόνθ μακθματικι 

επιςτιμθ που εφαρμόηεται ςτθ φαινομενολογία.  

Ρράγματι ςφμφωνα με τον Husserl όπωσ αναφζραμε, θ «υλικι» λογικι εφαρμόηεται 

ςτθ φαινομενολογία όπωσ εφαρμόηεται ςε όλεσ τισ ειδθτικζσ επιςτιμεσ, με τθ 

διαφορά ότι ο επιςτιμονασ που αςχολείται με τθ φαινομενολογία δεν χρειάηεται τθ 

λογικι για να ακολουκιςει τθ νοθτικι πορεία που ςχθματίηουν οι ιδζεσ του. 

Βεβαίωσ αν αυτό που χρειαηόμαςτε για τθ φαινομενολογία είναι θ εποπτεία, τότε 

ακόμα και θ «υλικι» λογικι είναι περιττι. Θ «υλικι» λογικι είναι χριςιμθ μόνο για 

να αποδείξει κεωριματα που εμπλζκονται ςτθν εποπτεία αλλά ςτο τζλοσ, αυτό που 

μετράει, κατά τον Husserl, είναι οι εποπτείεσ από μόνεσ τουσ και οποιοδιποτε 

κεϊρθμα πρζπει να επαλθκεφεται εποπτικά.  

Ακόμα και τα λογικά αξιϊματα είναι εν μζρει εποπτείεσ που ζχουμε ιδθ, άρα 

φαίνεται ότι διατθροφνται ωσ ζχουν χωρίσ να δθμιουργοφν μια ςυμπεραςματικι 

επιςτιμθ, ακόμα και αυτι τθσ «υλικισ» λογικισ. Άρα τα «υλικά» μακθματικά δεν 

μασ ενδιαφζρει αν είναι ατελι, από τθ ςτιγμι που ο περαιτζρω ςυλλογιςμόσ για τα 

πραγματικά αντικείμενα που περιγράφονται μποροφν να δϊςουν νζεσ ενοράςεισ 

και εποπτείεσ. Αυτζσ οι εποπτείεσ και οι ενοράςεισ μποροφν να διευκετιςουν 

κάποιεσ από τισ μζχρι εκείνθ τθ ςτιγμι αναπάντθτεσ ερωτιςεισ. Δεν πρζπει να μασ 

ενδιαφζρει αν αυτζσ οι ερωτιςεισ ιταν αναπάντθτεσ λόγω τθσ ανεπαρκοφσ 

ςυμπεραςματικισ ικανότθτασ που είχαμε ςτο ςφςτθμά μασ ι επειδι δε μποροφςαν 

να απαντθκοφν από προθγοφμενα γνωςτά αξιϊματα. Και ςτισ δφο περιπτϊςεισ, οι 

νζεσ εποπτείεσ κα κζςουν ςε νζο πλαίςιο τισ ερωτιςεισ.  

Συμπεραςματικά ο Husserl κεωροφςε ότι τα μακθματικά είναι γενικά μια τυπικι 

επιςτιμθ, θ οποία εξελίχκθκε ζξω από τθν υλικι παράδοςθ. Ιταν αναποφάςιςτοσ 

ςχετικά με το να περιγράψει τθ γεωμετρία ι τθ λογικι είτε ωσ «τυπικι» είτε ωσ 

«υλικι» επειδι αντιλιφκθκε δφο τφπουσ τθσ κακεμιάσ: αυτι που εξελιςςόταν πριν 

από επανάςταςθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν και αυτι που εξελίχκθκε μετά. 
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Αυτι θ λογικι μποροφςε μεν να αναπτυχκεί ωσ ζνασ τομζασ των «τυπικϊν» 

μακθματικϊν αλλά χρειαηόταν κατά τον Husserl τθν εποπτεία για να αποδειχκεί ότι 

είναι αλθκισ.  

Συνκζτοντασ τισ απόψεισ του ο Husserl, επθρεαςμζνοσ από τισ πολλαπλότθτεσ του 

Riemann, κεϊρθςε ότι πολλά αξιωματικά ςυςτιματα που δθμιουργικθκαν από τθ 

εποπτεία και τθ «κζαςθ τθσ ουςίασ» τελικά, κα μποροφςαν να ςυγκροτιςουν αυτό 

που αποκαλοφςε «κακοριςμζνθ πολλαπλότθτα», δθλαδι κα μποροφςαν να 

απαντιςουν ςε όλεσ τισ ερωτιςεισ του ςυςτιματοσ με ςαφινεια χρθςιμοποιϊντασ  

μόνο το ναι ι το όχι. Αργότερα τα κεωριματα μθ πλθρότθτασ του Gödel ζδειξαν ότι 

ο ςτόχοσ του Husserl γενικά δε κα μποροφςε να επιτευχκεί ςτουσ περιςςότερουσ 

τομείσ των «τυπικϊν» μακθματικϊν αλλά o ίδιοσ πίςτευε ότι αυτό ιταν πικανό να 

ςυμβεί για τα «υλικά» μακθματικά, με τθν προχπόκεςθ ότι κάποιοσ κα ςυνζχιηε να 

χρθςιμοποιεί τθ «κζαςθ τθσ ουςίασ» για να αποφαςίηει ωσ προσ τθν ορκότθτα των 

ερωτιςεων, τουλάχιςτον για τισ ερωτιςεισ που δεν ιταν ξεκάκαρθ θ απάντθςι 

τουσ. 

                                       

5.4 Οι απόψεισ του Husserl για τη γεωμετρία 

Ο Husserl ςτθ Ρροζλευςθ τθσ Γεωμετρίασ, αναφζρει ότι θ φαινομενολογία καλείται 

να αναλφςει το πεδίο τθσ εμπειρίασ που αποτελεί το ζδαφοσ ςυγκρότθςθσ των 

γεωμετρικϊν αντικειμζνων, μια ςυγκρότθςθ που απαιτεί θ βοικεια τθσ ιςτορίασ. 

Ρρζπει να τονίςουμε εξαρχισ ότι ο Husserl δεν είχε ςυμπεριλάβει ςτο αρχικό του 

πλάνο τθν ιςτορία. Ωςτόςο, αναγνϊριςε τον ιδιαίτερο ρόλο τθσ ιςτορίασ ζςτω και 

κακυςτερθμζνα ωσ ιςτορία του νοιματοσ, ωσ ςτοιχείο τθσ ιηθματογζνεςθσ του 

νοιματοσ. Θ ιςτορία είναι αυτι που διαδραματίηει τον κεντρικό ρόλο ςτθν 

ανακάλυψθ του νοιματοσ του γεωμετρικοφ αντικειμζνου, όπωσ αυτό εμφανίηεται 

ςτα πολλαπλά επίπεδα διαμόρφωςθσ του μζςα ςτο χρόνο. 

Αν παρατθριςουμε τισ αρχικζσ απόψεισ του Husserl, ειδικότερα για τθ γεωμετρία, 

κα δοφμε ότι θ ομαδοκεωρθτικι προςζγγιςθ που επιχειροφνταν τθν εποχι εκείνθ 

ςτθ μοντζρνα γεωμετρία μπορεί να κεωρθκεί, όπωσ αναφζρει ο Tieszen219, ωσ θ 

πραγματοποίθςθ τθσ κζςθσ του Husserl για τθν ειδθτικι εποπτεία. Υποςτθρίηοντασ 

                                                 
219

 [52] 



[185] 
 

τθν άποψθ αυτι θ Hartimo220 αναφζρεται αναλυτικά ςτθ προςζγγιςθ του Husserl 

ςτθ γεωμετρία τθ περίοδο 1886-1902.  

Θ πρϊτθ λεπτομερισ αναφορά του Husserl για τθν ζννοια τθσ ομάδασ και των 

αναλλοίωτων υπό μεταςχθματιςμϊν φαίνεται ςτισ ςθμειϊςεισ του ςτο Memoir 

Ueber die Grundlagen der Geometrie του Hilbert, το οποίο ο Hilbert ζγραψε κατά τθ 

διάρκεια του χειμϊνα 1901-1902. Το ενδιαφζρον του Husserl για το Memoir μπορεί 

να κεωρθκεί ωσ μια ςυνεχισ και μακρόχρονθ ςκζψθ περί τθσ αναλυτικισ 

γεωμετρίασ και πιο ςυγκεκριμζνα αναςτοχαςμοί του Husserl με κζμα τθ προςζγγιςθ 

των Riemann και Helmholtz για τθ γεωμετρία. Ο Husserl ιταν υπζρ μιασ μθ μετρικισ 

προςζγγιςθσ τθσ γεωμετρίασ όπωσ αναφζραμε με τθν πρόταξθ τθσ λογικισ,  οπότε θ 

τοπολογικι φφςθ τθσ γεωμετρίασ ςτο Memoir του Hilbert φαίνεται ότι τον 

ενδιζφερε.  

Γενικά, για τον Husserl, θ αποςτολι τθσ φαινομενολογίασ είναι θ περιγραφι τθσ 

δοτικότθτασ των αντικειμζνων, δθλαδι των διαφορετικϊν τρόπων εμφάνιςθσ του 

αντικειμζνου, από τθ ςτιγμι που ο Husserl χρειαηόταν να αναπτφξει εκτενϊσ τθν 

ζννοια των ειδθτικϊν εποπτειϊν. Αυτοί οι διαφορετικοί τρόποι που αποβλζπουμε 

ζνα αντικείμενο δεν είναι αςυςχζτιςτοι μεταξφ τουσ, αλλά κατά τον Husserl 

ςυγκροτοφν μια ιεραρχία.  

Στα 23 μακθματικά προβλιματα που ζκεςε το 1900 ςτο διεκνζσ μακθματικό 

ςυνζδριο του Ραριςιοφ (Paris List) ο Hilbert, το 5ο  πρόβλθμα ιταν θ μορφοποίθςθ 

τθσ ζννοιασ τθσ ομάδασ ςυνεχϊν μεταςχθματιςμϊν του Lie, χωρίσ τθν απαίτθςθ  

διαφοριςιμότθτασ των ςυναρτιςεων που προςδιορίηουν τθν ομάδα. Ο Hilbert 

προκειμζνου να λφςει το πρόβλθμα, ζγραψε μια μικρι αναφορά πάνω ςτθ 

κεμελίωςθ τθσ γεωμετρίασ Ueber die Grundlagen der Geometrie ςτθ διάρκεια του 

χειμϊνα 1901-1902 και δθμοςιεφτθκε ωσ παράρτθμα ςε μια αγγλικι μετάφραςθ 

του Foundations of Geometry το 1902, και ξεχωριςτά αλλά με περιςςότερεσ 

λεπτομζρειεσ ςτο Mathematische Annalen το 1903. Στθν αναφορά του ο Hilbert 

λφνει μερικϊσ το πζμπτο πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ τθ κεωρία ομάδων, τθ 

ςυνολοκεωρία του Cantor και τθν ζννοια τθσ καμπφλθσ του Jordan.  
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Ο Husserl κράτθςε λεπτομερείσ ςθμειϊςεισ ςτο Memoir, οι οποίεσ δθμοςιεφτθκαν 

ςτο Husserliana XXI, μια ζκδοςθ που είχε ωσ αντικείμενο να εξθγιςει το ενδιαφζρον 

του Husserl ςτο Memoir του Hilbert. Στισ ςθμειϊςεισ του αυτζσ ο Husserl εκδθλϊνει 

για πρϊτθ φορά τθν κατανόθςι του για τισ ομαδοκεωρθτικζσ ζννοιεσ. Άρα αυτό 

ίςωσ να ιταν το κίνθτρο του Husserl για τισ εργαςίεσ που ακολοφκθςαν με κζμα τθν 

ειδθτικι εποπτεία.  

Κεωρείται γεγονόσ από τουσ μελετθτζσ ότι ο Husserl αρχικά οδθγικθκε ςτθ 

φαινομενολογία προκειμζνου να παράςχει τα κεμζλια τθσ ανάλυςθσ. Θ εξζλιξθ των 

μακθματικϊν που ςυντελοφνταν τθν χρονικι περίοδο εκείνθ και θ ςτροφι που 

ζγινε ςτθ γεωμετρία υιοκετϊντασ μια περιςςότερο δομικι προςζγγιςθ, υπζδειξε 

ςτον Husserl τθν αποδοχι τθσ ιδεατότθτασ. Αυτι θ αποδοχι ιταν ςίγουρα 

αποφαςιςτικι για τθ απόρριψι του ψυχολογιςμοφ. Μαηί με το  ενδιαφζρον του 

Husserl ςτθ ομαδοκεωρθτικι προςζγγιςθ τθσ γεωμετρίασ ίςωσ να τον ενζπνευςαν 

ςτθν ςφλλθψθ τθσ ειδθτικισ φαινομενολογίασ.  

Αν δοφμε ιςτορικά τθ γεωμετρία, ιδθ από το 1679 ο Leibniz είχε αςκιςει κριτικι 

ςτθν αναλυτικι γεωμετρία του Descartes κεωρϊντασ ότι δεν ιταν κατάλλθλα 

γεωμετρικι και άμεςθ. Ομοίωσ τον 19ο αιϊνα θ αναλυτικι γεωμετρία δζχκθκε 

ςκλθρι κριτικι κακϊσ θ ιδζα τθσ ανάλυςθσ των γεωμετρικϊν ςχθμάτων με 

υπολογιςτικοφσ όρουσ χαρακτθρίςκθκε ωσ εξωτερικι τθσ γεωμετρίασ και ωσ εκ 

τοφτου προςωρινι. Θ ίδια κατθγορία αςκικθκε κατά των προβολικϊν γεωμετρϊν 

ςτο Gӧttingen το 1870 και 1880. Θ κατθγορία αφοροφςε τθν άποψθ ότι τα 

αρικμθτικά ηεφγθ ςυντεταγμζνων ςυμπεριλαμβάνουν τθν ευκλείδεια απόςταςθ, 

ςυνεπϊσ θ χριςθ των ςυντεταγμζνων οδθγεί ςε φαφλο κφκλο. 

Αυτζσ οι κατθγορίεσ ζδωςαν κίνθτρο ςτον Staudt και ςε άλλουσ γεωμζτρεσ ζτςι 

ϊςτε να αναηθτιςουν μια κακαρι και ςυνάμα ποιοτικι προβολικι βάςθ για τθν 

αναλυτικι γεωμετρία. Ριο ςυγκεκριμζνα, όπωσ ζχουμε αναφζρει ςτο αντίςτοιχο 

κεφάλαιο, ενϊ ο Klein ζδωςε ζμφαςθ ςτθν επιτακτικι ανάγκθ για μια ουςιαςτικι 

λφςθ με το Erlangen Programm, θ εξζλιξθ κορυφϊκθκε ςτο Festschrift του Hilbert, 

του οποίου θ πρϊτθ ζκδοςθ ζγινε το 1899. Σε αυτό ο Hilbert επιχείρθςε να 

αναπτφξει τθν επίπεδθ γεωμετρία ανεξάρτθτα από τθ ςυνκικθ Ευδόξου 

Αρχιμιδουσ: «Ο λόγοσ 
𝛼

𝛽
 δφο ομοειδϊν μεγεκϊν υπάρχει αν για κάποιουσ φυςικοφσ 
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μ και ν ιςχφει μα>β και νβ>α», θ οποία ειςάγει το αρικμθτικό ςτοιχείο ςτθ 

γεωμετρία. Στθν εργαςία του, ο Hilbert αναπτφςςει λογιςμό ευκυγράμμων 

τμθμάτων ανεξάρτθτο από τθ ςυνκικθ Ευδόξου Αρχιμιδουσ και ουςιαςτικά 

κεμελιϊνει ςτοιχειωδϊσ τθν αναλυτικι γεωμετρία.  

Θ αναηιτθςθ των εςωτερικϊν μεκόδων και θ ανάπτυξθ τθσ «κακαρισ γεωμετρίασ» 

εμφανίςτθκε και ςτισ προςπάκειεσ για τθ νομιμοποίθςθ τθσ χριςθσ των μιγαδικϊν 

αρικμϊν μζςω τθσ γεωμετρικισ αναπαράςταςισ τουσ. Ζνα μεγάλο μζροσ των 

εργαςιϊν ςε αυτόν τον τομζα ςυντελζςτθκε ςτισ αρχζσ του 19ου  αιϊνα κυρίωσ από 

τον Gauss το 1831 και τον Cauchy το 1849.  

Αργότερα ο Frege, μεταξφ άλλων, κεϊρθςε ότι οι γεωμετρικζσ αναπαραςτάςεισ των 

μιγαδικϊν αρικμϊν «ειςάγουν ξζνα ςτοιχεία» ςτθ γεωμετρία. Λδιαιτζρωσ ςθμαντικι 

ςυνειςφορά ςτθ λφςθ του προβλιματοσ είναι το Theory of Extension του Hermann 

Grassmann το 1844. Σε αυτιν τθν εργαςία του ο Grassmann προςπάκθςε να 

αποδϊςει μια αφθρθμζνθ κεμελίωςθ τθσ κεωρίασ του χϊρου ωσ κακαρι 

μακθματικι επιςτιμθ, ανεξάρτθτθ από τθν οποιαδιποτε εποπτεία του χϊρου. 

Ανεξάρτθτα από τον Gauss, o Grassmann αςχολικθκε με τουσ μιγαδικοφσ αρικμοφσ 

με τρόπο παρόμοιο με αυτόν του Gauss. Το Theory of Extension του Grassmann 

αποτελοφςε ζνα λογιςμό ανεξάρτθτο από τισ ςυντεταγμζνεσ, μια κεωρία ενόσ n-

διάςτατου διανυςματικοφ χϊρου κατά τον Torretti221.    

Ππωσ αναφζρει θ Hartimo222, το 1890 ο Husserl είχε ζντονεσ ανθςυχίεσ ςχετικά με 

το ότι ο χϊροσ δε κα μποροφςε να μελετθκεί ςωςτά μζςω τθσ αναλυτικισ 

γεωμετρίασ. Σφμφωνα με τον Husserl, θ χρθςιμοποίθςθ των αναλυτικϊν μεκόδων 

ζφερε τεχνθτοφσ και αδικαιολόγθτουσ περιοριςμοφσ ςτθν αναπαράςταςθ του 

χϊρου. Στο  Habilitationsschrift το 1887 ο Husserl είχε ιδθ αμφιςβθτιςει τθν άποψθ 

του Helmholtz ότι οι αναλυτικζσ μζκοδοι επωφελϊσ αφινουν τα γεωμετρικά 

αποτελζςματα να επιτυγχάνονται με υπολογιςμοφσ χωρίσ τθν ανάγκθ εποπτείασ 

ςτισ αποδείξεισ. Ο Husserl υποςτιριξε ότι προφανϊσ ακόμα και θ αναλυτικι 

μζκοδοσ προχποκζτει ςυγκεκριμζνα δεδομζνα εποπτείασ ςτθν παραδοχι των 

γενικϊν υποκζςεων: 
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«ςφμφωνα με τισ οποίεσ κάκε γεωμετρικι μορφι μπορεί να προςδιοριςτεί 

αλγεβρικά με όρουσ εξίςωςθσ και ςφμφωνα με τθν οποία, τότε από κάκε αλγεβρικι 

ςχζςθ μπορεί να παραχκεί μια γεωμετρικι ςχζςθ».
 223

  

Ο Husserl ςυνεχίηει:  

«για να μθν κάνει τα γνωςτά, το κεμελιϊδεσ ςυμφζρον τθσ αναλυτικισ γεωμετρίασ, 

που καταρχιν κακιςτά δυνατι τθν αντιμετάκεςθ που μόλισ αναφζρκθκε –δθλαδι, 

τθ μονοςιμαντθ χαρακτθριςτικι διλωςθ οποιουδιποτε ςθμείου του χϊρου μζςω 

των διανυςματικϊν αρικμϊν των αποςτάςεϊν του για τρεισ αμετάβλθτουσ «άξονεσ 

ςυντεταγμζνων» – βαςίηεται ςτισ ιδιαίτερεσ ιδιότθτεσ τθσ αναπαράςταςισ μασ για 

το χϊρο; » 224  

Οι αναλυτικοί γεωμζτρεσ προσ αποφυγι των ςυνθκιςμζνων προβλθμάτων με τθν 

εποπτεία, ιςχυρίςτθκαν ότι για να καλφψουν κεμελιϊδεισ ανάγκεσ των καρτεςιανϊν 

ςυντεταγμζνων δζχονταν τα οποιαδιποτε κζματα που άπτονται τθσ εποπτείασ ωσ 

εννοιολογικζσ αναγκαιότθτεσ. Λόγω αυτοφ, ο Husserl ζγραψε ότι: 

«Είναι προφανζσ ότι, εφόςον θ ςχζςθ ανάμεςα ςτθν αρικμθτικι και τθ γεωμετρία 

δεν είναι τόςο ξεκάκαρθ, καμία προςπάκεια απάντθςθσ ςε ερωτιςεισ αρχικά ςτθ 

γεωμετρία *μζςα+ από αρικμθτικι ανάλυςθ δε μασ  προςφζρει  εγγφθςθ για το ότι 

δεν οδθγοφμαςτε ςε φαφλο κφκλο – όπωσ, κατά τθ γνϊμθ μου, προκφπτει με τθ 

κεωρία των Riemann-Helmholtz». 225 

O Husserl ςτισ παραδόςεισ του 1890-1891 άςκθςε παρόμοια κριτικι, όταν, κακϊσ 

ρωτικθκε από τουσ μακθτζσ του για τθ κεωρία των Riemann-Helmholtz για το 

χϊρο, ο Husserl αναφζρκθκε κυρίωσ ςτο λογικό χϊρο (raumlogischen). Το 

δθμοςιευμζνο πρϊτο μζροσ των παραδόςεων αυτϊν αρχίηει με μια περίλθψθ τθσ 

εξζλιξθσ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ, το πρόβλθμα του αιτιματοσ των παραλλιλων 

και τθν ανακάλυψθ των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν. Ο Husserl δίνει μια λεπτομερι 

ζκκεςθ τθσ κεωρίασ του Gauss για τα καμπυλόγραμμα ςυςτιματα ςυντεταγμζνων 

για να αναδείξει τθν αλλαγι των αντιλιψεων για το χϊρο. Συνεχίηει τθν κριτικι του 

ςτισ πολλαπλότθτεσ του Riemann υποςτθρίηοντασ ότι θ κεωρία του Riemann θ 

οποία αναφζρεται ςτθν καμπυλότθτα δε κα πρζπει να λαμβάνεται ωσ 

ολοκλθρωμζνθ γενίκευςθ τθσ κεωρίασ του Gauss.  
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Σε αυτό το ςθμείο φαίνεται ότι υπάρχει μια κεμελιϊδθσ αντίκεςθ που αγγίηει τθν 

καρδιά τθσ φαινομενολογικισ εργαςίασ: μεταξφ του πραγματικοφ – Ευκλείδειου 

χϊρου που μασ περιβάλλει και του ιδεϊδουσ χϊρου ωσ μια αφθρθμζνθ 

πολλαπλότθτα, ο Husserl κεωρεί ότι ο μακθματικόσ και αφθρθμζνοσ χϊροσ δεν ζχει 

κανζνα νόθμα, καμία ςθμαςία εκτόσ του τυπικοφ, άρα απζρριπτε τθν περίπτωςθ να 

ζχει κάποιο εςωτερικό και πραγματικό νόθμα. Τθ ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι, οι 

αντιρριςεισ του Husserl είχαν περιςςότερο φιλοςοφικό χαρακτιρα και είναι 

ενδιαφζρουςεσ.  

Ο Husserl υποςτθρίηει ότι ο Gauss προχποκζτει ιδθ ζναν τριςδιάςτατο χϊρο ςτθν 

δικαιολόγθςθ τθσ ευκείασ ωσ κεμελιϊδουσ ςτοιχείου τθσ γεωμετρίασ. Οπότε, 

ςφμφωνα με τον Husserl, θ εργαςία του Gauss ζχει εμπλακεί ςε ζνα φαφλο κφκλο, 

άρα είναι λανκαςμζνθ. Από τθ ςθμερινι ςκοπιά, θ κριτικι του Husserl κατά τθν 

Hartimo226 , φαίνεται επιπόλαιθ, κακϊσ ο Husserl δεν ζχει κατανοιςει κακόλου τθν 

εμπειρικι και δυναμικι προςζγγιςθ του Gauss. Ραρόμοια κριτικι ζχει εκφράςει ςτισ 

κζςεισ του Riemann και ο D.M.Johnson το 1979. Σφμφωνα με τον Johnson227 θ λφςθ 

ςε αυτό το πρόβλθμα προχποκζτει ζννοιεσ τθσ τοπολογίασ:  

«*ςε+ ζνα πολφ «βακφ» επίπεδο υπάρχει ζνα αρκετά ςοβαρό πρόβλθμα που 

ςχετίηεται με ολόκλθρθ τθν προςζγγιςθ του Riemann. Τελικά, ςυνδζει τα βαςικά 

τοπολογικά του αντικείμενα με αρικμοφσ και ςυςτιματα ςυντεταγμζνων. Με άλλα 

λόγια, θ πολλαπλότθτα του Riemann ανάγεται πάντα ςε μια «αρικμθτικι 

πολλαπλότθτα» …Συνεπϊσ, ενϊ προςπάκθςε να δθμιουργιςει ζνα πλαίςιο μθ-

μετρικισ ανάλυςθσ του χϊρου, παρόλα αυτά φαίνεται να ξαναγφριςε ςτισ ζννοιεσ  

τθσ μζτρθςθσ και τθσ ςυνικουσ αναλυτικισ γεωμετρίασ. Με αυτόν τον τρόπο 

φαίνεται ότι ςυμπλθρϊνει ζναν φαφλο κφκλο».  

Ο Husserl λανκαςμζνα όπωσ φαίνεται εκ των υςτζρων, δεν μποροφςε να δει τθν 

πολλαπλότθτα του Riemann ωσ μια ςυνεχι πολλαπλότθτα φαινομενολογικϊν 

διαγραμμάτων με όρουσ τθσ γεωμετρικισ δομισ ςτθν οποία ζχουμε εμβαπτίςει τθν 

πολλαπλότθτα. Ο Husserl όπωσ αναφζραμε ικελε θ ανάλυςθ χϊρου να είναι μθ-

μετρικι. Δθλαδι ο Husserl είχε ςτο μυαλό του περιςςότερο τον ςυνολοκεωρθτικό 

οριςμό τθσ πολλαπλότθτασ που ζδωςε ο Cantor ωσ ζνα αυκαίρετο ςφνολο ςθμείων 

και όχι ωσ γεωμετρικι δομι που χαρακτθρίηεται από αφθρθμζνεσ ςχζςεισ όπωσ 
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απεικονίςεισ, ομομορφιςμοφσ κλπ μεταξφ των ςτοιχείων π.χ. ςτθ περιοχι ενόσ 

ςθμείου. Αυτζσ οι ςχζςεισ μορφοποιοφν τθν πολλαπλότθτα τόςο κατά τον Riemann 

όςο και κατά τον Weyl ςχθματίηοντασ τουλάχιςτον μια μετρικι και τοπολογικι δομι 

οι οποίεσ αποτελοφν τισ προχποκζςεισ για να εφαρμόηονται αυτζσ οι ςχζςεισ. Το 

τελικό ςθμείο τθσ κζςθσ του Husserl είναι ότι: 

 «*θ+ αλικεια είναι ότι θ ζννοια τθσ επιφάνειασ δεν είναι μακθματικά αλλά μόνο 

λογικά προςδιοριςμζνθ και ότι τα μακθματικά δε μποροφν να κάνουν τίποτα άλλο 

από το να προχποκζςουν αυτι τθν ζννοια και με τθ βοικεια των προςδιοριςμϊν 

τθσ να δθλϊςουν μακθματικά χαρακτθριςτικά μζςω των οποίων κάποιοσ μπορεί να 

εκφράςει τθ κζςθ ενόσ ςθμείου ςε μία τζτοια πολλαπλότθτα επιφανειϊν . Δεν είναι 

θ ζννοια τθσ επιφάνειασ ςε μια πολλαπλότθτα αλλά θ κζςθ του ςθμείου ςτθν  

επιφάνεια μζςα ςτθν πολλαπλότθτα που πρζπει να προςδιοριςτεί μακθματικά». 228  

Ο Husserl φαίνεται να εκφράηει το παράπονό του κακϊσ όπωσ αναφζρει ςτθ 

γεωμετρία του Riemann θ Ευκλείδεια γεωμετρία είναι απλϊσ μια αφθρθμζνθ και 

γενικι περίπτωςθ γεωμετρίασ. Ζτςι, πιςτεφει ότι ςτθ κεωρία του Riemann μόνο 

μακθματικι και κακόλου φιλοςοφικι αξία μπορεί να αναγνωριςτεί. Ο Russell είχε 

διατυπϊςει ςυγκεκριμζνο κζμα ωσ ακολοφκωσ:  

«Για τα μακθματικά, όπου θ ποιότθτα υπερτερεί, θ ζννοια που ςυνζλαβε και 

ανζπτυξε ο Riemann ζχει αποδειχκεί απόλυτα καρποφόρα. Για τθ φιλοςοφία, 

αντικζτωσ, όπου θ ποιότθτα φαίνεται μάλλον ωσ ζνασ μανδφασ που κρφβει τισ 

ιδιότθτεσ που αφαιροφνται από τθν ζννοια, θ άποψθ του Riemann μου φαίνεται ότι 

παράγει περιςςότερα λάκθ και ςφγχυςθ από τθν ορκι διδαςκαλία». 229 

Ππωσ αναφζρει ο Torretti230 λίγα χρόνια αργότερα, ο Νορβθγόσ μακθματικόσ 

Sophus Lie ακολοφκθςε τα βιματα των Riemann και Helmholtz ςτθν αναηιτθςθ τθσ 

λφςθσ του προβλιματοσ του χϊρου με κακαρό μακθματικό τρόπο χρθςιμοποιϊντασ 

τισ ομάδεσ ςυνεχϊν μεταςχθματιςμϊν. Στισ δθμοςιευμζνεσ εργαςίεσ του Husserl 

δεν βρίςκονται αναλυτικζσ ςθμειϊςεισ για τθν εργαςία του Lie. Αυτό δεν προκαλεί 

ζκπλθξθ γιατί ο Husserl γράφει ςε ζνα γράμμα προσ τον Natorp  ότι ζκανε 

εκτεταμζνθ ζρευνα ςτθ γεωμετρία, τθν αρικμθτικι και τισ κεωρίεσ των 

πολλαπλοτιτων από το 1888 ζωσ το 1893. Ο Lie δθμοςίευςε τισ πρϊτεσ του 
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εργαςίεσ για τθ κεμελίωςθ τθσ γεωμετρίασ το 1893 ενϊ ο τρίτοσ τόμοσ του Theory 

of Transformation Groups, όπου ο Lie ζδωςε τθν ογκωδζςτερθ λφςθ ςτο πρόβλθμα 

χϊρου του Helmholtz, εμφανίςτθκε το 1893. Κατά ζναν περίεργο τρόπο, όμωσ, ο 

Husserl αναφζρει τισ ομάδεσ μεταςχθματιςμϊν του Lie ςτο Prolegomena ωσ 

παράδειγμα τθσ κεωρίασ των κεωριϊν.  

Θ λίςτα του Husserl για τισ ενδεχομζνωσ «καρποφόρεσ» κεωρίεσ, όπωσ αναφζρει ο 

ίδιοσ, είναι μεγάλθ και αντιφατικι. Εκτόσ από τισ ομάδεσ μεταςχθματιςμϊν του Lie, 

ο Husserl  αναφζρεται και ςτισ προςεγγίςεισ των Cantor, Grassmann και Hamilton 

αλλά και τθ κεωρία των Riemann-Helmholtz, που τόςο είχε επικρίνει. Σ’ ζνα γράμμα 

του προσ τον Brentano το 1892, ο Husserl υποςτθρίηει ότι άλλαξε τθ γνϊμθ του για 

τθν άποψθ των Riemann-Helmholtz. Πμωσ αναφζρει ότι αν και πίςτευε ότι θ κεωρία 

των Riemann-Helmholtz ζχει ζνα αξιόλογο βαςικό πυρινα, ο ίδιοσ ακολοφκθςε ζναν 

«βακφτερο δρόμο» ςτισ ζρευνζσ του. Γφρω ςτο 1893 ο Husserl ζκανε μια περιγραφι 

για το πϊσ κάποιοσ μπορεί να προχωριςει ςτθ λφςθ του προβλιματοσ του χϊρου. Θ 

λίςτα του Husserl για το τι πρζπει να γίνει, είναι θ εξισ ςφμφωνα με τθ Hartimo231: 

 Θ προζλευςθ και το περιεχόμενο των γεωμετρικϊν βαςικϊν εννοιϊν 

πρζπει να είναι αντικείμενο μελζτθσ. 

 Θ προζλευςθ και το περιεχόμενο των αξιωμάτων πρζπει να 

διευκρινίηονται επίςθσ. 

 Θ προζλευςθ και το περιεχόμενο του γεωμετρικοφ χϊρου.  

Με αυτι τθ λίςτα φαίνεται ότι ο Husserl ιταν υπζρ μιασ ςυνκετικισ προςζγγιςθσ 

τθσ γεωμετρίασ. Πμωσ, ο Husserl δεν ικελε να ςυμβιβαςτεί με οποιαδιποτε μζκοδο 

που χρθςιμοποιοφςε κατά βάςθ υπολογιςμοφσ και ςυνεπϊσ ευνόθςε τθν 

προςζγγιςθ του Grassmann. Αλλά θ κριτικι του Husserl ςυνεχίςτθκε και για το 

Vorlesungen του Ernst Schrӧder και ιταν ανάλογθ με αυτι για τθν αναλυτικι 

γεωμετρία. Ο Husserl διαμαρτυρόταν για τθν εξωτερικότθτα των υπολογιςμϊν που 

χρθςιμοποιικθκαν ςτθ κζςθ των γνιςιων αφαιρζςεων κακϊσ και για τθν 

αυκαιρεςία οριςμζνων οριςμϊν που δεν «αιχμαλϊτιςαν τθν φυςικι διαδικαςία τθσ 

νόθςθσ» όπωσ χαρακτθριςτικά αναφζρει. 
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Γενικά, ο Husserl δεν ιταν αντίκετοσ με τουσ υπολογιςμοφσ κακαυτοφσ αλλά μόνο 

με το γεγονόσ ότι δεν βαςίηονται, κατ’ αυτόν, ςε γνιςια νόθςθ. Αυτι τθ ςτάςθ  τθν 

υιοκζτθςε και ςτθν περίπτωςθ τθσ γεωμετρίασ. O Husserl τουλάχιςτον μζχρι το 

1897 πίςτευε ότι το Ausdehnungslehre του Grassmann παρείχε τθν προςζγγιςθ που 

ςυνδφαηε τθ λογικι ανάλυςθ τθσ εποπτείασ του χϊρου και τισ αναλυτικζσ μεκόδουσ 

κακαρά, χωρίσ να προχποκζτει τισ Καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ. Ο  Husserl ακόμα 

πίςτευε ότι το ςυγκεκριμζνο ζργο ιταν και το μοναδικό ικανοποιθτικό γενικό 

πλαίςιο για τισ Ευκλείδειεσ πολλαπλότθτεσ. Ωςτόςο, με το τζλοσ του αιϊνα ο 

Husserl φαίνεται να ςυμφωνεί ςε γενικζσ γραμμζσ με τον Hilbert, ο οποίοσ 

«ζβλεπε» τα αξιϊματα ωσ τον τρόπο τθσ ορκισ ανάλυςθσ τθσ αντίλθψισ μασ για το 

χϊρο. Το 1901 ο Husserl ζδωςε δφο διαλζξεισ ςτθ μακθματικι κοινότθτα του 

πανεπιςτθμίου Gӧttingen, ςτισ οποίεσ αποδζχεται τθν άποψθ του Hilbert περί 

πλθρότθτασ ι τον προςδιοριςμό ενόσ ςυςτιματοσ αξιωμάτων ωσ κατθγορικότθτα 

(categoricity). Πμωσ ενϊ φαίνεται να  μετατοπίηεται από τθν υποςτιριξθ των 

κζςεων του Grassmann ςτθν αποδοχι των αξιωμάτων του Hilbert, ςε αντίκεςθ με 

τον Hilbert, ο Husserl ακολοφκθςε τθ διαδρομι μζςω τθσ δικαιολόγθςθσ τθσ χριςθσ 

των μιγαδικϊν αρικμϊν.  

Αυτι θ επικυμία του Husserl να δικαιολογιςει τθν χριςθ των μιγαδικϊν αρικμϊν 

παρουςιάηεται ςτα γραπτά του ωσ αναηιτθςθ εςωτερικϊν μεκόδων. Συγκεκριμζνα 

ο Husserl εξθγεί ςτο Formal and Transcendental Logic ότι το αρχικό του κίνθτρο για 

τθ μελζτθ οριςμζνων ςυςτθμάτων προζκυψε μζςα από ερωτιματα όπωσ:  

«κάτω από ποιεσ ςυνκικεσ μπορεί κάποιοσ να λειτουργιςει ελεφκερα, ςε ζνα 

τυπικά οριςμζνο παραγωγικό-ςυμπεραςματικό ςφςτθμα … με  ζννοιεσ οι οποίεσ, 

ςφμφωνα με τον οριςμό του ςυςτιματοσ, είναι φανταςτικζσ;» 232 

Ο Husserl εμπνεφςτθκε ςτθν εργαςία του από τθν διαπραγμάτευςθ των μιγαδικϊν 

αρικμϊν του Gauss ςτο Anzeige der Theoria residuorum biquandraticorum, 

Commentatio secunda και φαίνεται ότι είναι ο ίδιοσ λόγοσ για τον οποίο ο Husserl 

ενδιαφερόταν για το Ausdehnunglehre του Grassmann. Οπότε, θ κζςθ του Husserl 

ςτο Formal and Transcendental Logic ςυνοψίηει τόςο τθ δικι του όςο και τθν άποψθ 

του Hilbert: 
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«Από τθν αρχι μζχρι το τζλοσ τθσ παροφςασ ζκκεςθσ χρθςιμοποίθςα τθν ζκφραςθ 

«ολοκλθρωμζνο ςφςτθμα αξιωμάτων», θ οποία δεν είναι δικι μου αλλά του Hilbert. 

Χωρίσ να κακοδθγείται από τισ φιλοςοφικο-λογικζσ κεωριςεισ που κακορίηουν τθ 

μελζτθ μου, ο Hilbert διαπραγματεφτθκε τθν ζννοια τθσ πλθρότθτασ (φυςικά και 

ςχεδόν ανεξάρτθτα από τισ ακόμα μθ δθμοςιευμζνεσ ζρευνεσ μου). Ριο 

ςυγκεκριμζνα, προςπακεί να ολοκλθρϊςει ζνα ςφςτθμα αξιωμάτων προςκζτοντασ 

ζνα ξεχωριςτό αξίωμα πλθρότθτασ».
 233

  

Και οι δφο κατευκφνςεισ παρουςίαηαν παρόμοιεσ κριτικζσ τθσ αναλυτικισ 

γεωμετρίασ αλλά ςε αντίκεςθ με το Festschrift, το Memoir του Hilbert μπορεί να 

κεωρθκεί ωσ μια ουςιαςτικι ςυνειςφορά ςτο πρόβλθμα χϊρου των Helmholtz-Lie. 

Θ προςζγγιςθ του Hilbert είναι ομαδοκεωρθτικι και χρθςιμοποιεί τθν ζννοια τθσ 

καμπφλθσ Jordan κακϊσ επίςθσ και τθ ςυνολοκεωρία του Cantor. Σφμφωνα με τον 

Weyl, ο Hilbert ςτο Memoir: 

 «απαλλάςςεται από τισ αξιϊςεισ τθσ διαφοριςιμότθτασ του Lie ςτο βακμό που 

ςχετίηεται με το πρόβλθμα του επιπζδου του Helmholtz. Η απόδειξθ είναι δφςκολθ 

και επίπονθ. Φυςικά θ ςυνζχεια είναι τϊρα ολόκλθρθ θ κεμελίωςθ και όχι ζνα απλό 

ςτιριγμα του κτιρίου, όπωσ ιταν ςτα Θεμζλια τθσ Γεωμετρίασ του Hilbert». 234  

Στισ ςθμειϊςεισ του, ο Husserl φτιάχνει μια λίςτα με τα αξιϊματα του Hilbert, 

περιγράφει εν ςυντομία τθν κεντρικι ιδζα και επίςθσ κάνει κάποια ςχόλια για τα 

κεωριματα: το πρϊτο αξίωμα είναι ο οριςμόσ του επιπζδου, το δεφτερο είναι ο 

οριςμόσ τθσ κίνθςθσ και το τρίτο δθλϊνει ότι οι κινιςεισ ςυγκροτοφν μια ομάδα. Το 

τζταρτο είναι ο οριςμόσ τθσ περιςτροφισ και το πζμπτο δθλϊνει ότι το ςφςτθμα 

περιςτροφϊν είναι κλειςτό. Ο Hilbert προςδιορίηει επίςθσ τον πραγματικό κφκλο 

και τθν πραγματικι γραμμι, που είναι ιςομορφικά με τον αρικμθτικό κφκλο και τθν 

αρικμογραμμι αντίςτοιχα. Θ πρόταςθ που αποδεικνφει ο Hilbert είναι θ ακόλουκθ: 

«Η επίπεδθ γεωμετρία ςτθν οποία ικανοποιοφνται τα αξιϊματα Ι-ΙΙΙ είναι είτε θ 

Ευκλείδεια κακαρι γεωμετρία είτε θ γεωμετρία των Bolyai-Lobachevsky». Με άλλα 

λόγια ο Hilbert καταφζρνει να αποδείξει ότι μζςω των τριϊν πρϊτων αξιωμάτων 

του μπορεί κάποιοσ να χαρακτθρίςει είτε τθν ομάδα των κινιςεων του Ευκλείδθ 

είτε των κινιςεων τθσ ομάδασ των  Bolyai-Lobachevsky. Τα τρία αυτά αξιϊματα από 
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μόνα τουσ χαρακτθρίηουν τθν απόλυτθ γεωμετρία του επιπζδου του Bolyai, οπότε ο 

Hilbert δίνει ταυτόχρονα μια λφςθ ςτο πρόβλθμα χϊρου των  Helmholtz-Lie. 

Ο Hilbert ολοκλθρϊνει τθν αναφορά του τονίηοντασ τθ χαρακτθριςτικι διαφορά 

μεταξφ του Memoir και του Festschrift: θ διαφορά είναι ςτθ διάταξθ των 

αξιωμάτων. Στο Festschrift o Hilbert κεωρεί ότι τα αξιϊματα τθσ ςυνζχειασ πρζπει 

να κατατάςςονται τελευταία ϊςτε θ ερϊτθςθ ωσ προσ ποιο βακμό θ γεωμετρία 

μπορεί να αναπτυχκεί χωρίσ αυτά κα ανζκυπτε με ζνα φυςικό τρόπο. Στο Memoir, 

αντικζτωσ, θ ςυνζχεια αναφζρεται ωσ πρϊτθ μεταξφ των αξιωμάτων που 

περιλαμβάνουν τον οριςμό του επιπζδου και τθσ κίνθςθσ 235 

«ϊςτε εδϊ ο ςθμαντικότεροσ ςκοπόσ ιταν μάλλον ο κακοριςμόσ του ελάχιςτου 

μικρότερου δυνατοφ αρικμοφ ςυνκθκϊν από τισ οποίεσ να αποκτιςουν εκτεταμζνθ 

χριςθ τθσ ςυνζχειασ από τα ςτοιχειϊδθ ςχιματα τθσ γεωμετρίασ (κφκλοσ και 

γραμμι) και τισ ιδιότθτεσ που είναι αναγκαίεσ για τθν καταςκευι τθσ γεωμετρίασ».   

Ο Husserl αςκεί κριτικι ςτο τρόπο που μεταχειρίηεται ο Hilbert τθν πλθρότθτα ωσ 

αξίωμα, κεωρϊντασ ότι, δε κα πρζπει ποτζ να είναι αξίωμα αλλά κεϊρθμα. Αυτό το 

δεδομζνο υποδθλϊνει κατά τθν Hartimo236 ότι οι Husserl και Hilbert μπορεί να είχαν 

ςυηθτιςει τθ ςυνζχεια και τθν πλθρότθτα και ότι το ςχόλιο του Hilbert ςτο Memoir 

μπορεί να είχε εμπνευςτεί από αυτζσ τισ ςυηθτιςεισ. Γιατί όμωσ ο Husserl 

ενδιαφερόταν τόςο για τθ λφςθ του Hilbert όςον αφορά το πρόβλθμα του χϊρου;  

Εκείνθ τθ χρονικι περίοδο ο Husserl ενδιαφερόταν κυρίωσ για τθν επιςτθμονικι 

κεμελίωςθ των ιδεατϊν μορφϊν μιασ επιςτθμονικισ κεωρίασ. Αυτό πίςτευε ότι κα 

μποροφςε να πραγματοποιθκεί από ζνα οριςμζνο ι ζνα πλιρεσ ςφςτθμα 

αξιωμάτων. Στισ παραδόςεισ του 1901-1902, o Husserl εξθγεί τθν ςθμαςία τθσ 

κζςθσ του αυτισ με τα ακόλουκα λόγια: 

«Η λογικι αποκαλφπτει ςε εμάσ τθ ουςία ενόσ αντικειμενικοφ λόγου. Ο άνκρωποσ 

ζχει λόγο ςτο βακμό που είναι ζνα κεωρθτικό ον, οπότε, ζνα ον, που ζχει τθν 

ικανότθτα ςκζψθσ, γνϊςθσ και καταςκευισ επιςτιμθσ και αντίςτοιχα ανακάλυψθσ 

επιςτθμονικϊν κεωριϊν, που φζρνουν διαφορετικά υλικά πεδία οριςμοφ ςε 

ςυςτθματικι ζκκεςθ. Η λογικι και θ αιτιολόγθςθ των ανκρϊπων μποροφν να 
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βρεκοφν ςτθ μορφι τθσ επιςτιμθσ θ οποία επίςθσ ςυνκζτει οτιδιποτε θ ιδζα του 

λόγου ςυγκροτεί γνιςια». 237 

Στο προθγοφμενο κείμενο ο Husserl ωσ λογικι εννοεί τισ Ευκλείδειεσ μορφζσ τισ 

οποίεσ ςυμπεριζλαβε ςτθν αξιωματικοποίθςθ του ο Hilbert ςτο Festschrift, τισ 

ιδεατζσ μορφζσ τισ οποίεσ ο Newton και ο Galilei ςυνικιηαν να χρθςιμοποιοφν για 

να εκφράςουν τισ κεωρίεσ τουσ. Στθν ειςαγωγι των Λογικϊν Ερευνϊν του ο Husserl 

δθλϊνει ωσ ηθτοφμενό του το εξισ:  

«να φζρεισ τισ ιδζεσ τθσ λογικισ, τισ λογικζσ ζννοιεσ και τουσ νόμουσ τθσ λογικισ 

ςτθν επιςτθμονικι κακαρότθτα και οριςτικότθτα. Από εδϊ θ φαινομενολογικι 

ανάλυςθ πρζπει να ξεκινιςει».  

Στο Memoir του, ο Hilbert δίνει εναλλακτικά μια ομαδοκεωρθτικι κεμελίωςθ για τθ 

γεωμετρία. Ουςιαςτικά δίνει μια εναλλακτικι λφςθ το προθγοφμενο ςκεπτικό του 

Husserl ςχετικά με τθν αναλυτικι γεωμετρία και τθν προςζγγιςθ των Riemann και 

Helmholtz ςτο πρόβλθμα του χϊρου. Στο Memoir εμφανίηεται ςυνεπϊσ θ μθ-

μετρικι, τοπολογικι φφςθ που φαίνεται ότι κα ζπρεπε να ενδιζφερε τον Husserl. 

Εξάλλου λίγο αργότερα παρουςίαςε τθν εργαςία περί τθσ γενικισ ςχετικότθτασ ο 

Minkowski, άρα ςίγουρα είχε δθμιουργθκεί μια επιπλζον πθγι θ οποία πρότεινε 

τθν ομαδοκεωρθτικι μορφι των a priori. 

Είναι πικανό αυτοί ότι οι δφο εναλλακτικοί τρόποι χαρακτθριςμοφ των a priori να 

ενζπνευςαν τον Husserl για να προχωριςει ςτθ διάκριςθ μεταξφ των «τυπικϊν» και 

των «υλικϊν» ειδθτικϊν επιςτθμϊν. Αυτόσ είναι ο λόγοσ για τον οποίο ο Husserl ςτο 

Ideen I περιγράφει κατά διαςτιματα τθν γεωμετρία ωσ «τυπικι» επιςτιμθ και άλλεσ 

φορζσ ωσ «υλικι» ειδθτικι επιςτιμθ. Μάλλον, ανάλογα με τθν περίςταςθ, 

αναφζρεται είτε ςτθν ομαδοκεωρθτικι είτε ςε αξιωματικι προςζγγιςθ. 

Ρροκειμζνου να εγγυθκεί τθ φαινομενολογικι ανάλυςθ τθσ ομαδοκεωρθτικισ 

προςζγγιςθσ, ο Husserl οδθγικθκε ςε μια ανάλυςθ τθσ δοτικότθτασ των ομάδων, 

δθλαδι των διαφορετικϊν τρόπων που εμφανίηονται τα μακθματικά και ειδικότερα 

τα γεωμετρικά αντικείμενα μζςα ςτισ ομάδεσ.   
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5.5 Husserl, ςυγκρότηςη και ςυμμετρία 

Στθ διλωςι του ότι θ εποχι του χαρακτθρίηεται από μια κρίςθ των επιςτθμϊν, ο 

Husserl δεν εννοεί ότι οι επιςτιμεσ είναι ςε λάκοσ μονοπάτι ι ότι βρίςκονται ςε 

αδιζξοδο και φυςικά απζχει αρκετά από το να αμφιβάλλει για τθν αξιοπιςτία τθσ 

γνϊςθσ τουσ. Οι επιςτιμεσ και ειδικότερα οι κετικζσ επιςτιμεσ ιταν «υπερβολικά 

επιτυχείσ», αναπτφςςονταν ςυνεχϊσ αλλά δεν ςτοχάηονταν πλζον τα κεμζλιά τουσ 

και τουσ ενδεχόμενουσ περιοριςμοφσ τουσ, αςχολοφμενεσ αποκλειςτικά με τεχνικά 

κζματα. Θ κρίςθ για τθν οποία μιλάει, περιζχει τθν απομάκρυνςθ τθσ 

αντικειμενικότθτασ από τον κόςμο τθσ ηωισ, από τον οποίο θ αντικειμενικότθτα 

προζρχεται και επίςθσ κακοδθγείται.  

Για τον Husserl, ο ςτόχοσ τθσ υπερβατολογικισ φαινομενολογίασ είναι να 

διερευνιςει τουσ λόγουσ που, ενϊ δεν υπάρχει ιςτορικότθτα τθσ ςυνείδθςθσ ζξω 

από τθν διυποκειμενικι τθσ ςυγκρότθςθ, το εγϊ δεν μπορεί να ςυγκροτιςει γενικά 

τον κόςμο, παρά μόνο ωσ κόςμο ιδθ διυποκειμενικά ςυγκροτθμζνο. Ο κόςμοσ τθσ 

ηωισ αποτελεί το κεμζλιο κάκε νοιματοσ, επιδζχεται περιγραφϊν και παραμζνει 

αναλλοίωτοσ ενςωματϊνοντασ όλεσ τισ πρακτικζσ μορφζσ που βρίςκονται υπό 

ςυνεχι αλλαγι.  

Θ κεωρία τθσ αντικειμενικότθτασ ενόσ υπερβατολογικοφ φιλόςοφου, ςφμφωνα με 

τον Husserl, ξεκινά από τθν άποψθ ότι κάκε αντικειμενικότθτα είναι μια 

ςυγκροτθμζνθ αντικειμενικότθτα. Από τθ φαινομενολογικι ανάλυςθ, μποροφμε να 

αποκομίςουμε βακειά γνϊςθ αυτισ τθσ διαδικαςίασ τθσ ςυγκρότθςθσ. Ρροκειμζνου 

να αποκαταςτακεί θ ςχζςθ τθσ επιςτιμθσ με τον κόςμο τθσ ηωισ, θ ςυγκροτθμζνθ 

αντικειμενικότθτα ζπρεπε να εφοδιαςτεί με μια φαινομενολογικι εκτίμθςθ τθσ 

ςυγκρότθςθσ.  

O Kolen238 προτείνει να παρατθριςουμε εξαρχισ ότι αν και το κζμα του κόςμου τθσ 

ηωισ  ο Husserl τo αναπτφςςει διεξοδικά ςτισ τελευταίεσ του εργαςίεσ, οι κζςεισ του 

δεν διαφζρουν από τισ κεντρικζσ ςκζψεισ που εμφανίςτθκαν από τα αρχικά γραπτά 

του. Πταν ο Husserl, ακολουκϊντασ τον Brentano, γράφει για αποβλεπτικότθτα, 

ενδιαφζρεται για το τρόπο κατά τον οποίο οι δομζσ τθσ ςυναίςκθςθσ  εμπλζκονται 

ςε ότι ενδιαφζρονται οι αιςκιςεισ μασ.  
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Κατά τον Kolen, ο Husserl προςπακεί να κατανοιςει πωσ ο «υποκειμενικόσ πόλοσ» 

τθσ ςχζςθσ τθσ αποβλεπτικότθτασ είναι ςυςτατικό ςτοιχείο του «αντικειμενικοφ 

πόλου» χωρίσ να μειϊνεται το πρϊτο από το τελευταίο. Στόχοσ του Husserl 

παραμζνει θ ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ τθσ ςυγκρότθςθσ και ςυνοδεφεται πάντα 

από τθ ςυνεχι προςπάκεια να αποφφγει οποιαδιποτε μορφι ψυχολογιςμοφ.  

Τα αντικείμενα τθσ ςυναίςκθςθσ είναι ςυγκροτθμζνα αλλά δεν είναι φυςικζσ 

καταςκευζσ. Ο Kolen αναφζρει ότι ςε όλεσ τισ εργαςίεσ του ο Husserl δεν ςταμάτθςε 

ποτζ να προςπακεί να μείνει μακριά από διάφορεσ ςυγκεκριμζνεσ μορφζσ 

προβλθμάτων: τθν αποτίμθςθ τθσ μζγιςτθσ αποδεκτισ ςυγκρότθςθσ και να 

αποφφγει το δογματικό ρεαλιςμό χωρίσ να  μειϊςει τθ ςυγκρότθςθ ςε μια «απλοϊκι 

καταςκευι» και άρα να αποφφγει τον  ςκεπτικιςμό. Στθ Ρροζλευςθ τθσ γεωμετρίασ, 

για παράδειγμα, το κζμα μελζτθσ δεν είναι πια θ αποβλεπτικότθτα των αιςκιςεων 

αλλά θ γενικι δομι του ενδιαφζροντόσ του παρζμεινε ςτθν περιγραφι τθσ 

υπερβατολογικισ ιςτορίασ τθσ γεωμετρίασ. Ο Husserl αναλφει πωσ θ παράδοςθ των 

μακθματικϊν αλλά και των μακθματικϊν ςτο κόςμο τθσ ηωισ τουσ, εμπλζκεται ςτθ 

ςυγκρότθςθ των ιδεατϊν αντικειμζνων239.  

«Τθ γεωμετρία μασ, τζτοια που υφίςταται για μασ μζςα από τθν παράδοςθ (τθ 

γεωμετρία που ζχουμε μάκει εμείσ όπωσ και οι δάςκαλοί μασ), τθν κατανοοφμε ωσ 

ζνα ςυνολικό απόκτθμα πνευματικϊν παραγωγϊν, το οποίο, ςτο πλαίςιο μιασ 

προϊοφςασ επεξεργαςίασ, εμπλουτίηεται, μζςω νζων αποκτθμάτων, με νζα 

πνευματικά ενεργιματα».  

Αλλά αυτι θ εμπλοκι τθσ παράδοςθσ ςτθ γζνεςθ των μακθματικϊν αντικειμζνων 

δεν ςθμαίνει ότι αυτά τα αντικείμενα είναι απλζσ ιςτορικζσ καταςκευζσ. Ακριβϊσ 

όπωσ ο Husserl ςτισ Λογικζσ Ζρευνεσ αςκεί κριτικι ςε κάκε προςπάκεια να 

κατανοιςει κάποιοσ τθν αποβλεπτικότθτα μζςω του ψυχολογιςμοφ, με τον ίδιο 

ςκζνοσ αντιτάςςεται ςτθν ςυγκυριακι εφαρμογι του ιςτορικιςμοφ.  

Ο ιςτορικιςμόσ δεν είναι ικανόσ να κατανοιςει τθν ιςτορικότθτα που αποτελεί 

αναγκαία προχπόκεςθ για τθ δυνατότθτα και τθσ μθ-ιςτορικότθτασ τθσ γεωμετρίασ. 

Θ αλικεια για τα ιδεατά γεωμετρικά αντικείμενα ςυγκροτείται μζςα ςτθν ιςτορία, 

μζςα ςε μια παράδοςθ που δθμιουργοφν οι επιτυχθμζνεσ προςπάκειεσ των 
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μακθματικϊν, αλλά ταυτόχρονα, αυτι θ αλικεια πρζπει να είναι αιϊνια και 

κακολικι240.  

«Η γεωμετρία βρίςκεται αναγκαςτικά μζςα ςε αυτι τθν κινθτικότθτα, φζροντασ 

μαηί τθσ ζναν ορίηοντα γεωμετρικοφ μζλλοντοσ ακριβϊσ του ίδιου τφπου. Με αυτόν 

ακριβϊσ τον τρόπο είναι που αφορά τον κάκε γεωμζτρθ ο οποίοσ ζχει ςυνείδθςθ, 

δθλαδι τθ ςτακερι και ενδιάκετθ γνϊςθ, ότι βρίςκεται ςτο εςωτερικό μιασ 

ςυνεχοφσ εξζλιξθσ και εφόςον ο ίδιοσ ειςζρχεται εποικοδομθτικά ςε αυτόν τον 

ορίηοντα, ςτο εςωτερικό μιασ γνωςτικισ περιόδου».  

Σε κάποιο βακμό παράδοξα, κάποιοσ κα μποροφςε να μιλιςει για ζναν 

υπερβατολογικό πλατωνιςμό, όπωσ ο Jean Petitot: «τα μακθματικά δεν 

ανακαλφφκθκαν όπωσ υποςτθρίηει ο κλαςικόσ πλατωνιςμόσ ςε μια ιςτορικι 

διαδικαςία οφτε δθμιουργικθκαν μζςα ςε αυτιν τθν διαδικαςία». Θ μακθματικι 

αλικεια ζχει ζνα μθ-ιςτορικό πλατωνικό κφροσ, αλλά θ μθ-ιςτορικότθτα ενζχει 

ιςτορικότθτα ωσ αναγκαία προχπόκεςθ μιασ τζτοιασ δυνατότθτασ.  

«Η προαναφερκείςα «προχπόκεςθ» δεν εκπλθρϊκθκε ποτζ ςτθ πράξθ. Το πωσ 

πράγματι επιτελείται θ ηωντανι παράδοςθ τθσ διαμόρφωςθσ του νοιματοσ των 

ςτοιχειωδϊν *γεωμετρικϊν+ εννοιϊν... το βλζπουμε ςτα ςχολικά εγχειρίδια τθσ 

γεωμετρίασ. Αυτό που πραγματικά μακαίνουμε εκεί είναι το εξισ: να χειριηόμαςτε 

ζτοιμεσ ζννοιεσ και προτάςεισ, ςφμφωνα με αυςτθρι μεκοδολογία. Η αιςκθτθριακι 

εποπτικοποίθςθ των εννοιϊν επί των ςχεδιαςμζνων ςχθμάτων αντικακιςτά τθν 

πραγματικι παραγωγι των πρωταρχικϊν ιδεατοτιτων. Και τα υπόλοιπα τα κάνει θ 

επιτυχία. Πχι θ επιτυχία τθσ πραγματικά εναργοφσ κζαςθσ που διαπερνά με το 

βλζμμα τθσ τθν ιδιάηουςα ενάργεια των λογικϊν μεκόδων, αλλά θ πρακτικι 

επιτυχία τθσ εφαρμοςμζνθσ γεωμετρίασ, θ τεράςτια, αν και μθ κατανοθκείςα, 

πρακτικι τθσ χρθςιμότθτα.» 241 

Με άλλα λόγια, θ γεωμετρία ςυγκροτείται μζςα ςε μια ιςτορικι διαδικαςία αλλά 

ςυγχρόνωσ υπερβαίνει αυτιν τθν ιςτορικότθτα, όπωσ ακριβϊσ το αντικείμενο των 

αιςκιςεων ςυγκροτείται, αλλά ταυτόχρονα υπερβαίνει τισ ίδιεσ τισ αιςκιςεισ.   

«Η κλθροδότθςθ των προτάςεων και τθσ μεκόδου του να μπορείσ να καταςκευάηεισ 

με λογικό τρόπο ςυνεχϊσ νζεσ προτάςεισ, ςυνεχϊσ νζεσ ιδεατότθτεσ, μπορεί να 

διατρζχει αδιάςπαςτα τθν πορεία τθσ ανάμεςα ςτισ εποχζσ, ενϊ δεν ζχει 
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κλθροδοτθκεί θ ικανότθτα τθσ επανενεργοποίθςθσ των απαρχϊν τθσ προζλευςισ 

τθσ, δθλαδι των νοθματικϊν πθγϊν κάκε φςτερου νοιματοσ». 242  

Μόνο θ ζννοια τθσ υπερβατολογικισ ςυγκρότθςθσ είναι ικανι να κατανοιςει αυτό 

το ιδιαίτερο πάντρεμα τθσ ιςτορικότθτασ και τθσ μθ-ιςτορικότθτασ, του ζμφυτου και 

τθσ υπερβατικότθτασ. Με τθν εξζλιξθ τθσ ζννοιασ τθσ υπερβατολογικισ 

ςυγκρότθςθσ, ο Husserl επαναφζρει τθν ςυμμετοχι του ίδιου του υποκειμζνου ςτον 

κόςμο τθσ ηωισ  του με τθ ςυγκροτθμζνθ αντικειμενικότθτα χωρίσ να μειϊνει αυτιν 

τθν αντικειμενικότθτα ςε μια απλοϊκά ςυνεπι ςχετικιςτικι καταςκευι. 

Αυτι θ ζννοια τθσ ςυγκρότθςθσ για τον Husserl εξθγείται ςτα πλαίςια τθσ 

μακθματικισ ζννοιασ τθσ ςυμμετρίασ. Μπορεί να κεωρθκεί ότι με τθν ςυγκεκριμζνθ 

ερμθνεία μζςω τθσ ςυμμετρίασ καλφπτεται και θ ςτατικι243 ζννοια που 

παρουςιάηεται ςτο Ideen, αλλά και θ δυναμικι ζννοια τθσ ςυγκρότθςθσ, τθν οποία 

επεξεργάηεται ςε εργαςίεσ του o Husserl, μετά το Ideen I.  

Γενικά θ άποψθ τθσ ςυμμετρίασ ςτθ ςυγκρότθςθ εμπνζεται από τθν επιτυχι χριςθ 

των μακθματικϊν ςυμμετριϊν ςτθ μοντζρνα φυςικι. Σε επίπεδο κεωρθτικισ 

φυςικισ, θ ςπουδαιότθτα των ςυμμετριϊν είναι εμφανισ, αλλά κατά τον Husserl 

δεν πρζπει να υπερεκτιμθκεί. Ο Kolen244 αναφζρει ότι θ ςφγχρονθ κεωρθτικι 

φυςικι ςτοιχειωδϊν ςωματιδίων για παράδειγμα ζχει αναπτυχκεί ςυγχρόνωσ με τθ 

κεωρία ομάδων, δθλαδι  τθ μακθματικι κεωρία των ςυμμετριϊν. Θ «κομψότθτα» 

των αρχϊν τθσ ςυμμετρίασ ςυχνά φαίνεται ωσ ζνδειξθ για τθν τελικι 

αντικειμενικότθτα των κεωριϊν που ζχουν αναπτυχκεί γφρω από αυτζσ.  

Βζβαια θ χριςθ των ςυμμετριϊν δεν διαφωτίηει τόςο πολφ τθν ίδια τθν ζννοια τθσ 

αντικειμενικότθτασ αυτϊν των κεωριϊν, όςο υποδεικνφει τι μπορεί να κεωρθκεί 

αντικειμενικό. Μαηί με μια αντικειμενικι επεξιγθςθ του κόςμου, αυτζσ οι κεωρίεσ 

αποκαλφπτουν τθν ςθμαςία τθσ ίδιασ τθσ ζννοιασ τθσ αντικειμενικότθτασ. Με άλλα 

λόγια, πζρα από ότι είναι αντικειμενικζσ,  επεξθγοφν τθ διαδικαςία ςυγκρότθςθσ 

τθσ αντικειμενικότθτασ των κεωριϊν. 

Θ ειςαγωγι τθσ ζννοιασ των ςυμμετριϊν, εντοφτοισ, οδθγεί ςε μια περιοριςμζνθ 

οπτικι τθσ ζννοιασ τθσ ςυγκρότθςθσ ςτθν γενικότθτά τθσ. Στθ φαινομενολογία του 
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Husserl, θ αντικειμενικότθτα ςυγκροτείται από ζναν απόλυτο πόλο 

αντικειμενικότθτασ, δθλαδι ζναν πόλο τθσ διαδικαςίασ τθσ ςυγκρότθςθσ ο οποίοσ  

παραμζνει ανεπθρζαςτοσ κατά τθ διάρκεια τθσ διαδικαςίασ. Σφμφωνα με τθν 

άποψθ τθσ ςυμμετρίασ, ωςτόςο, θ αντικειμενικότθτα και θ υποκειμενικότθτα 

ςυγκροτοφνται ςε πλιρθ ςυςχετιςμό. Με αυτόν τον τρόπο, θ λειτουργία τθσ 

δθμιουργίασ «κάκετου βάκουσ» μζςα ςτθν «οριηόντια ςφαίρα» τθσ 

αντικειμενικότθτασ μζςω τθσ φαινομενολογικισ ανάλυςθσ, αποκτά μια 

ςυμπλθρωματικι διάςταςθ και ερμθνεία.  

Ακολουκϊντασ τθν ερμθνεία τθσ ςυμμετρίασ, θ αντικειμενικότθτα δεν ςυγκροτείται  

από μια ςφνδεςθ του υποκειμζνου, όπωσ το υπερβατολογικό εγϊ ι μια 

διυποκειμενικι κοινότθτα των κακθγθτϊν των μακθματικϊν, αλλά θ 

αντικειμενικότθτα και θ ςφνδεςθ εμφανίηονται ταυτόχρονα μζςα ςτθ διαδικαςία 

τθσ ςυγκρότθςθσ ζτςι ϊςτε να επιβεβαιϊνεται το ίδιο το υποκείμενο ωσ ζνα 

υποκείμενο εξαντικειμενίκευςθσ.  

Ακολουκϊντασ τθν υπερβατολογικι κεωρία, θ αντικειμενικότθτα ζχει τισ δικζσ 

προχποκζςεισ δυνατότθτασ ςυγκρότθςθσ. Θ αντικειμενικότθτα μπορεί να γίνει 

αντιλθπτι ςτθ ςφαίρα του φαινομενικοφ (phenomenal) και όχι ςε αυτι του 

νοοφμενου (noumenal). Μια αντικειμενικι κεωρία για τον κόςμο δεν μπορεί να 

είναι απόλυτα αντικειμενικι. Το πολφ να είναι αντικειμενικι ςε ςχζςθ με τθ 

πρόςλθψθ του κόςμου, με τθν προοπτικι θ οποία αποτελεί, ωσ αναγκαία 

προχπόκεςθ τθσ δυνατότθτασ, ουςιϊδεσ  ςυςτατικό τθσ ςυγκρότθςθσ τθσ 

αντικειμενικότθτασ.  

Θ άποψθ περί ςυμμετρίασ ςυμφωνεί πολφ με αυτιν τθν γενικι υπερβατολογικι 

ιδζα. Οι ςυμμετρίεσ ορίηονται ωσ αναλλοίωτεσ υπό μεταςχθματιςμοφσ των 

ςυντεταγμζνων. Μποροφμε να προςδιορίςουμε αυτζσ τισ αναλλοίωτεσ με τισ 

αντικειμενικότθτεσ που πρζπει να ςυγκροτθκοφν. Πμωσ ςφμφωνα με αυτό που θ 

υπερβατολογικι ιδζα πρεςβεφει, τίποτα δεν μπορεί να είναι απόλυτα αναλλοίωτο. 

Ο οριςμόσ τθσ ζννοιασ τθσ ςυμμετρίασ μασ λζει ότι μπορεί κάτι να είναι αναλλοίωτο 

μόνο ςε ςχζςθ με μια ομάδα διαδικαςιϊν, δθλαδι ςε ςχζςθ με μεταςχθματιςμοφσ 

των ςυντεταγμζνων.  

Ζχουμε αναφζρει ότι θ ςχετικότθτα δε ςυνεπάγεται ζναν κεμελιϊδθ ςκεπτικιςμό. Θ  

υπερβατολογικι ςυγκρότθςθ είναι ικανι να ςυλλάβει τθν ζννοια τθσ ςχετικότθτασ 
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χωρίσ να ξαναγυρίηει ςε ζνα «ανϊφελο» ςκεπτικιςμό. Αλλά υπάρχει και θ άλλθ 

άποψθ όπωσ προκφπτει από τθν εφαρμογι των αρχϊν των ςυμμετριϊν ςτθ 

κεωρθτικι φυςικι, ότι θ αντικειμενικότθτα είναι δυνατι, όχι ανεξάρτθτα από αυτιν 

τθν ςχετικότθτα, αλλά χάρθ ςε αυτι. Αντί να καταςτεί λοιπόν καταςτροφικι για τθν 

αντικειμενικότθτα, θ ςχετικότθτα κακίςταται καταςκευαςτικόσ μθχανιςμόσ ςτθν 

καρδιά τθσ ίδιασ τθσ διαδικαςίασ τθσ ςυγκρότθςθσ.  

Ρωσ μποροφμε όμωσ να ερμθνεφςουμε αυτιν τθν ςχετικότθτα; Οι ςυμμετρίεσ είναι 

αναλλοίωτεσ υπό μεταςχθματιςμοφσ των ςυντεταγμζνων. Αυτζσ οι ςυντεταγμζνεσ 

μποροφν γίνουν αντιλθπτζσ ωσ ζκφραςθ τθσ άποψισ μασ και τότε οι 

μεταςχθματιςμοί των ςυντεταγμζνων είναι αλλαγζσ των απόψεων αυτϊν.  

Σφμφωνα με τον Θράκλειτο, τίποτα δεν παραμζνει ςτακερό κάτω από τισ αλλαγζσ 

τθσ άποψθσ αλλά και τθσ προοπτικισ που βλζπουμε τα πράγματα: «τα πάντα ρει». 

Ρροκειμζνου να φανεί ωσ κάτι αναλλοίωτο υπό μεταςχθματιςμό, για να γίνει θ 

τελικι μετάβαςθ ςε αντικειμενικζσ ςτακερζσ, το υποκείμενο πρζπει να αγνοιςει  

κάποιεσ όψεισ τθσ «ροισ» αυτισ προσ τθν τελικι κατάςταςθ. Μόνο όταν το 

υποκείμενο αγνοιςει ςυγκεκριμζνουσ παράγοντεσ, ζνασ κόςμοσ αναλλοίωτων 

προκφπτει μζςα από τθ ςυνεχϊσ μεταβαλλόμενθ ροι. Θ παράλθψθ κάποιων όψεων 

τθσ ροισ ςθμαίνει ότι το υποκείμενο κεωρεί ςυγκεκριμζνεσ αλλαγζσ των 

προοπτικϊν ωσ αςυςχζτιςτεσ, βριςκόμενο ςυνεχϊσ ςτο πλαίςιο τθσ δζςμευςθσ. 

Δθλαδι το ίδιο το υποκείμενο δεςμεφεται να αδιαφοριςει για τισ ςυγκεκριμζνεσ 

αλλαγζσ ςε ςχζςθ με τθ δικι του πραγματικι άποψθ. Μόνο όταν το υποκείμενο 

ςυνεχίηει αυτι τθ δζςμευςθ, ουςιαςτικά κεςμοκετείται το ίδιο ωσ υποκείμενο. Θ 

αντικειμενικότθτα και θ υποκειμενικότθτα ςυγκροτικθκαν ταυτόχρονα και 

παραμζνουν ςε μια ςυςχετιηόμενθ ενότθτα. Θ υποκειμενικότθτα μορφοποιείται 

όταν μια δζςμευςθ ςυνεχίηεται και θ αντικειμενικότθτα είναι ςυνεκτικά 

ςυμπλθρωματικι αυτισ τθσ δζςμευςθσ.  

Ο Husserl κεωρεί δεδομζνο ότι «παραδοςιακά» οι απόψεισ βρίςκονται ςε διαρκι 

διεκδίκθςθ τθσ αντικειμενικότθτασ. Ο αντικειμενικόσ κόςμοσ ζχει ςυγκροτθκεί μζςω 

τθσ δζςμευςθσ του υποκειμζνου να επιτρζπει αλλαγζσ απόψεων245 και οι βαςικζσ 

ενοράςεισ (insights) του Husserl για τισ ειδθτικζσ επιςτιμεσ μποροφν να άμεςα να 
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μεταφραςτοφν με όρουσ τθσ ςυμμετρίασ. Για να δοφμε τθν ουςία κάποιου 

πράγματοσ, πρζπει να υποβάλλουμε ολόκλθρθ τθν εικόνα ςε ελεφκερθ μεταβολι 

μζςα ςτθ φανταςία.  Θ ουςία τότε προςδιορίηεται από τισ αναλλοίωτεσ αυτισ τθσ 

μεταβολισ, δθλαδι είναι πράγματι μια ςυμμετρία, μια αναλλοίωτθ υπό 

μεταςχθματιςμοφσ των ςυντεταγμζνων. Θ άποψθ αυτι τθσ ςυμμετρίασ μπορεί 

βοθκιςει και ςτθν κατανόθςθ των ειδθτικϊν: το να βλζπουμε τθν ουςία προαπαιτεί 

τθν διαπίςτωςθ των ιδθ υπαρχόντων ουςιϊν ι τθ δθμιουργία νζων;  

Ακολουκϊντασ τισ κζςεισ τθσ ςυμμετρίασ, δεν είναι κανζνα από αυτά. Αυτζσ οι 

ουςίεσ είναι μεν το αποτζλεςμα μιασ ςυγκροτθμζνθσ δζςμευςθσ, αλλά υπερβαίνουν 

αυτι τθ δζςμευςθ δε. Ρράγματι, θ ζννοια τθσ ελεφκερθσ μεταβολισ ζχει ιδθ 

περιοριςτεί. Δεν είναι κάκε μεταςχθματιςμόσ επιτρεπόμενοσ. O Κolen 

ακολουκϊντασ τισ διαλζξεισ του Husserl αναφζρει:  

«Πταν βλζπουμε ζνα δίκυκλο, μποροφμε να το φανταςτοφμε ςε ζνα άλλο χρϊμα 

χωρίσ να επθρεάηεται  θ ουςία του αλλά δε μποροφμε να το φανταςτοφμε χωρίσ 

ρόδεσ και να το κεωροφμε λειτουργικό. Δεν μποροφμε να το φανταςτοφμε οφτε ςτα 

αγγλικά με τρεισ ρόδεσ κακϊσ τότε κα ιταν τρίκυκλο. Πμωσ αυτό δεν αποτελεί 

πρόβλθμα ςε άλλεσ γλϊςςεσ. Στα γερμανικά για παράδειγμα ζνα fiets με τρεισ 

ρόδεσ παραμζνει ζνα fiets. Συνεπϊσ οι πραγματικζσ δεςμεφςεισ των δφο γλωςςϊν 

είναι διαφορετικζσ. Αλλά αυτό δε ςθμαίνει ότι θ ουςία του δικφκλου είναι κάτι 

εντελϊσ αντιπροςωπευτικό, κάτι που είναι ςχετικό με μια ςυγκεκριμζνθ άποψθ. 

Αντικζτωσ μπορεί να κεωρθκεί ότι θ ουςία  είναι το αποτζλεςμα μιασ διαδικαςίασ 

διαφορετικϊν και ςχετικϊν απόψεων.»
 246 

  

Ρριν επιςτρζψουμε ςτθν υπερβατολογικι ιςτορία τθσ γεωμετρίασ του Husserl κα 

αναφζρουμε τθν άποψθ τθσ ςυμμετρίασ μζςα από τθν εφαρμογι τθσ ςτθν κεωρία 

τθσ ςχετικότθτασ του Einstein.  

Ολόκλθρθ θ κεωρία τθσ ςχετικότθτασ μπορεί να προκφψει από τθν απαίτθςθ του 

ότι κάκε νόμοσ τθσ φυςικισ πρζπει να παραμζνει ίδιοσ για κάκε ερευνθτι που 

ςυνδζεται με ζνα αδρανειακό ςφςτθμα αναφοράσ. Αυτι είναι θ πιο ςαφισ ζκφραςθ 

μιασ δζςμευςθσ και θ αντίςτοιχθ κεωρία (corresponding theory) αποδεικνφεται ότι 

δεν είναι τίποτα άλλο από τθν αντικειμενικι ςυμπλιρωςθ αυτισ τθσ δζςμευςθσ. 

Και θ ζννοια που ενϊνει τθ δζςμευςθ και τθν αντικειμενικότθτα είναι θ ςυμμετρία.  
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Αν το αίτθμα του Einstein μεταφραςτεί ςτα μακθματικά δθλϊνει ότι: «κάκε νόμοσ 

τθσ φυςικισ πρζπει να είναι αναλλοίωτοσ υπό τουσ μεταςχθματιςμοφσ Lorentz». Θ 

καταςκευι των ςυμμετριϊν δεν είναι τίποτα περιςςότερο από τθν ανάλυςθ αυτϊν 

των αναλλοίωτων κακϊσ τίποτα δεν χρειάηεται να προςτεκεί πζρα από αυτι. Θ 

δζςμευςθ ςυνεχϊσ ςτρζφεται προσ τθν αντικειμενικότθτα και αντίςτροφα αυτι θ 

αντικειμενικότθτα είναι μια κακολικι επιβεβαίωςθ αυτισ τθσ δζςμευςθσ. Αυτι θ 

τζλεια και φανερι ςυςχζτιςθ ανάμεςα ςτθν αντικειμενικότθτα και τθ δζςμευςθ, 

κατά τον Kolen, κάνει τθν ειδικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ παραδειγματικι για τθν 

ςυμμετρικι άποψθ περί τθσ ςυγκρότθςθσ. 

Αν αναηθτιςουμε τθ ςυμμετρικι άποψθ τθσ ςυγκρότθςθσ με τθν ανάλυςθ του 

Husserl ςτθ Ρροζλευςθ τθσ γεωμετρίασ κα διαπιςτϊςουμε ότι το βιβλίο αυτό 

αποκαλφπτει ελάχιςτα κζματα ςχετικά με τα μακθματικά. Ο Husserl μόνο ςυηθτά 

πωσ θ ιδεατότθτα των μακθματικϊν αντικειμζνων και εποπτειϊν ζχει τισ ρίηεσ ςτθν 

ιςτορία.  

«Ρωσ θ γεωμετρικι ιδεατότθτα, όπωσ και αυτι όλων των επιςτθμϊν, φτάνει ςτθν 

ιδεατι τθσ αντικειμενικότθτα, ζχοντασ ωσ εκκίνθςθ τθν πρωταρχικι τθσ ενδο-

προςωπικι προζλευςθ, ςφμφωνα με τθν οποία αποτελεί ζνα μόρφωμα ςτο 

εςωτερικό του ςυνειδθςιακοφ χϊρου τθσ ψυχισ του πρϊτου εφευρζτθ;» 247  

Αυτό το δεδομζνο μπορεί όμωσ να είναι αρκετό κακϊσ ο Husserl ουςιαςτικά 

υποδεικνφει τον τρόπο με τον οποίο θ ιςτορικότθτα του κόςμου τθσ ηωισ μασ είναι 

θ υπερβατολογικι κατάςταςθ τθσ μθ-ιςτορικότθτασ του πλατωνικοφ κόςμου των 

ιδεϊν, χωρίσ απλά να ενςωματϊνεται το τελευταίο ςτο πρϊτο. Ο πλατωνικόσ 

κόςμοσ διατθρεί τθν κατάςταςθ τθσ ιδεατότθτασ, τθσ κακολικότθτασ και τθσ 

απόλυτθσ υπερβατικότθτάσ του. Θ ιδεατότθτα δεν μειϊνεται ςε ζνα απλό μφκο 

(fiction) όπωσ φαίνεται ςτο ακόλουκο κείμενο: 

«Οι προτάςεισ που είναι, ανάλογα με τθ κεματικι τουσ περιοχι εςωτερικά  

ςυνεκτικζσ, και τα ςυςτιματα που μποροφμε να εξάγουμε από αυτζσ, μασ παρζχουν 

ζνα βαςίλειο ιδεατϊν ταυτοτιτων για τισ οποίεσ υφίςτανται όλωσ κατανοθτζσ 

δυνατότθτεσ μιασ διαρκοφσ μεταφοράσ μζςω τθσ παράδοςθσ». 248 
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Για παράδειγμα μποροφμε να αναφζρουμε ότι οι αρικμοί κεωρείται ότι ζχουν 

οντότθτα εκτόσ τθσ ιςτορίασ και θ ιςτορία δεν τουσ ζχει αγγίξει αλλά χωρίσ τθν 

ιςτορία δεν κα υπιρχαν. Ωσ προσ τθ διαδικαςία τθσ ςυγκρότθςθσ του Husserl 

χρθςιμοποιϊντασ τα λόγια του Derrida τίκεται θ εξισ ερϊτθςθ:  

«αλλά πϊσ θ ενδοψυχικά ςυγκροτθμζνθ δομι καταλιγει ςε ζνα διυποκειμενικό 

κακαυτό ωσ ιδεατό αντικείμενο που ωσ «γεωμετρικό» δεν είναι τίποτα άλλο από 

ζνα πραγματικό φυςικό αντικείμενο, ζςτω και αν προζκυψε με ψυχικζσ 

διαδικαςίεσ;» 249  

Θ απάντθςθ του Husserl ςε αυτιν τθν ερϊτθςθ μπορεί να οργανωκεί ςε πζντε 

ςτάδια κατά τον Kolen250: 

Το πρϊτο ςτάδιο είναι αυτό του πρωτότυπου που εξαρχισ βρίςκεται εκεί (being-

itself-there) τθσ πρϊτθσ παραγωγισ από τον πρϊτο γεωμζτρθ. Ζνασ ςυγκεκριμζνοσ 

άνκρωποσ, που αναδρομικά μπορεί να αποκαλείται ο πρϊτοσ γεωμζτρθσ, παριγαγε 

κάποιεσ ςκζψεισ που άμεςα εμφανίςτθκαν ςτθ ςυνείδθςι του. Αυτό ςθμαίνει ότι οι 

ςκζψεισ του ιταν προφανείσ και ολοφάνερεσ διότι ιταν αδιαμφιςβιτθτεσ εκείνθ τθ 

ςτιγμι, αλλά είναι βζβαια δεν μποροφν να κεωρθκοφν αντικειμενικζσ από τθ ςτιγμι 

που δεν ζχουν οποιοδιποτε είδοσ αναλλοίωτου. Το καταφανζσ αυτό πρωταρχικό 

περιεχόμενο είναι πραγματικό υπό τθν ζννοια ότι ναι μεν «επζηθςε» αλλά δεν 

ςυναντάται ςε κάποια άλλθ ζννοια από τθ ςτιγμι που δεν είχε οποιαδιποτε 

ςτακερι μορφι αναλλοίωτου. Θ πρϊτθ παραγωγι είναι απολφτωσ ςυνδεμζνθ με 

τθν ςυμπαγι ςυγκεκριμζνθ ψυχολογικι δράςθ του πρϊτου γεωμζτρθ. Στθν 

Ρροζλευςθ τθσ Γεωμετρίασ ο Husserl εξάλλου αναφζρει ότι251: 

«Επιπλζον θ γεωμετρία ζχει από τθν πρωτο-ίδρυςι τθσ, μια ιδιαιτζρου είδουσ υπερ-

χρονικι φπαρξθ που είναι προςιτι, πράγμα για το οποίο είμαςτε ςίγουροι, ςε όλουσ 

τουσ ανκρϊπουσ, και καταρχάσ ςτουσ πραγματικοφσ και πικανοφσ μακθματικοφσ 

όλων των λαϊν και όλων των εποχϊν, και μάλιςτα ςε όλεσ τισ επιμζρουσ μορφζσ 

τθσ. Και κάκε νζα μορφι που παράγεται από τον οποιοδιποτε , ςτθ βάςθ των από 

πριν δοςμζνων μορφϊν, προςλαμβάνει αυτόχρθμα τθν ίδια αντικειμενικότθτα. 

Ρρόκειται, όπωσ παρατθροφμε, για μια ιδεατι αντικειμενικότθτα».     
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Το δεφτερο ςτάδιο είναι αυτό τθσ πακθτικισ ανάμνθςθσ, τθσ πακθτικισ μνιμθσ. Θ 

παραγωγι ενϊ ςυνίςταται αρχικά από τθ παρουςία μιασ πρωταρχικισ εντφπωςθσ, 

ςτθ ςυνζχεια περνά ςτθ διαδικαςία τθσ διατιρθςθσ ανάμνθςθσ υπό τθ μορφι του τι 

ζχει μόλισ τϊρα γίνει (what-has-just-now-been). Το περιεχόμενο τθσ παραγωγισ 

αναγνωρίηεται ωσ το ίδιο που μετατοπίηεται από το πρωταρχικι εντφπωςθ ςτθ 

διατιρθςθ τθσ ανάμνθςθσ και ςιγά-ςιγά ξεκωριάηει. Πμωσ μιλϊντασ αυςτθρά, ωσ 

διακριτζσ ςυμπαγείσ ςτιγμζσ τθσ ςυγκεκριμζνθσ ροισ τθσ ςυνείδθςθσ, δεν είναι και 

οι δφο καταςτάςεισ ίδιεσ. Θ αναγνϊριςθ αυτϊν των δφο ςτιγμϊν ωσ «ίδιεσ» είναι το 

πρϊτο βιμα προσ τθν ιδεατι αντικειμενικότθτα.  

Ασ ρίξουμε μια ματιά ςε αυτό το βιμα από τθν πλευρά τθσ άποψθσ τθσ ςυμμετρίασ. 

Θ προφάνεια (evidenz) του πρϊτου γεωμζτρθ ωσ πρωταρχικι εντφπωςθ και θ 

προφάνεια όταν ζχει φκάςει ςτο ςθμείο τθσ διατιρθςθσ ωσ ανάμνθςθσ 

αντιςτοιχοφν ςε δφο διαφορετικζσ ςυμπαγείσ φυςικζσ πράξεισ. Ρροκειμζνου να 

προςδιοριςτοφν τα περιεχόμενα αυτϊν των δφο πράξεων ωσ ίδια, το περιεχόμενο 

πρζπει να είναι εν μζρει αποςυνδεδεμζνο από τθ ςυγκεκριμζνθ πράξθ. Θ δομι του 

χρόνου τθσ ςυναίςκθςθσ ενςωματϊνει αυτι τθν εςωτερικι δζςμευςθ ζτςι ϊςτε να 

επιτρζψει αυτόν τον μεταςχθματιςμό ανάμεςα ςε πράξεισ χωρίσ όμωσ να 

μεταβλθκεί το περιεχόμενο. Θ ίδια θ δομι ειςάγει μια πρϊτθ ςυμμετρία, που 

αποτελεί τθν πρϊτθ ςτακεροποίθςθ τθσ «ροισ τθσ εμπειρίασ».  

Μετά από καιρό, θ διατιρθςθ ςτθν ανάμνθςθ εξαφανίηεται αλλά το περιεχόμενο 

μπορεί τυχαία να επιςτρζψει ςτθν ςυναίςκθςθ. Για να αναγνωρίςουμε το 

περιεχόμενο που ζφυγε από το προςκινιο και το περιεχόμενο που εμφανίηεται ωσ 

ταυτόςθμο, το εμπλεκόμενο υποκείμενο πρζπει να αυξιςει τθ ςυμμετρία. Το 

ςφνολο των μεταςχθματιςμϊν των ςυμπαγϊν φυςικϊν δράςεων που αφινουν το 

περιεχόμενο αμετάβλθτο μεγαλϊνει. Τότε το αναλλοίωτο του περιεχομζνου 

ανεβαίνει ςε μεγαλφτερο επίπεδο.  

«Εντοφτοισ, με όλα τα παραπάνω δεν ζχουμε υπερβεί το υποκείμενο και τισ 

υποκειμενικζσ του εναργείσ ικανότθτεσ, δθλαδι δεν ζχουμε προςφζρει καμιά 

αντικειμενικότθτα». 252  

Το τρίτο ςτάδιο είναι αυτό τθσ ενεργισ ανάμνθςθσ. Μεταξφ τθσ πακθτικότθτασ 

αυτοφ που είναι αρχικά ενεργοποιθμζνο μζςα από δυςνόθτεσ διαδικαςίεσ και 
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αυτοφ που εμφανίηεται με όλο και μεγαλφτερθ κακαρότθτα, φαίνεται ότι βρίςκεται 

θ δυνατότθτα δράςθσ μιασ ανάμνθςθσ που «επζηθςε» από προθγοφμενεσ εμπειρίεσ 

με ζνα οιονεί νζο και ενεργό τρόπο. Στο ςτάδιο τθσ πακθτικισ ανάμνθςθσ, το 

υποκείμενο χρειαηόταν μια εξωτερικι παρζμβαςθ για να ενεργοποιιςει τθν 

αναφορά τθσ πρϊτθσ παραγωγισ. Στο επόμενο ςτάδιο, αυτό το πραγματικό 

ενδεχόμενο ζχει ξεπεραςτεί. Πταν ο πρϊτοσ γεωμζτρθσ είναι ικανόσ να ανακαλζςει 

τθ προφάνεια ενεργά, τότε αρχικά, θ ςυγκεκριμζνθ δυνατότθτα που αναφερόμαςτε 

προκφπτει με επανάλθψθ, ςε οποιαδιποτε χρονικι ςτιγμι του μζλλοντοσ. Το 

περιεχόμενο ζχει ειςζλκει ςε μια διαδικαςία ιδεατοποίθςθσ. Αυτό είναι το ςτάδιο 

τθσ μετάβαςθσ ενόσ  εξαρτϊμενου δεδομζνου ςε ουςιϊδεσ. Κατά τον Derrida:  

«Ωςτόςο, ακόμα και με αυτό, δεν ζχουμε πάει πζρα από το υποκείμενο και τισ 

υποκειμενικζσ ζκδθλεσ ικανότθτζσ του. Δθλαδι δεν ζχουμε ακόμα δεδομζνθ τθν 

αντικειμενικότθτα».
253

  

Ο Husserl αναφζρει όμωσ ςχετικά:  

«Τϊρα κα πρζπει επίςθσ να λάβουμε υπόψθ μασ ότι θ αντικειμενικότθτα του 

ιδεατοφ μορφϊματοσ δεν ζχει ακόμα πλιρωσ ςυγκροτθκεί, χάρθ ςε παρόμοιεσ 

ενεργεία διαβιβάςεισ αυτοφ που παριχκθ αυκεντικά ςτο ζνα υποκείμενο ςε ζνα 

άλλο υποκείμενο, που επανα-παράγει αυκεντικά». 254 

Κατά τθ διάρκεια αυτοφ του ςταδίου, θ ςυμμετρία ζχει αυξθκεί ςε μεγάλο βακμό. 

Το περιεχόμενο είναι αναλλοίωτο υπό ενόσ απειροςφνολου μεταςχθματιςμϊν και 

είναι ωσ πικανι εμπειρία απαλλαγμζνθ από τθν ιςτορικότθτα των φυςικϊν 

γεγονότων. Αλλά το περιεχόμενο είναι ακόμα ουςιαςτικά ςυνδεδεμζνο με το άτομο 

το οποίο ζχουμε αποκαλζςει πρϊτο γεωμζτρθ. Το περιεχόμενο ακόμα δεν ζχει 

αποκτιςει οντότθτα ζξω από το ςυγκεκριμζνο άτομο. 

Το τζταρτο ςτάδιο είναι το ςτάδιο που μποροφμε να αποκαλζςουμε διυποκειμενικι 

ανάμνθςθ. Σε αυτό το ςτάδιο θ δυνατότθτα να ξανακάνουμε τθ προφάνεια 

παροφςα εναπόκειται ςτθν μακθματικι κοινότθτα. Κατά τον Derrida:  

«Σε ςχζςθ με τθν αμοιβαία γλωςςικι κατανόθςθ, θ πρωτότυπθ παραγωγι και το 

προϊόν ενόσ υποκείμενου μπορεί ενεργά να κατανοθκεί από άλλουσ». 255  
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Δεδομζνου ότι ςτο τρίτο ςτάδιο ο χρόνοσ τθσ επανενεργοποίθςθσ δεν φαίνεται να 

ζχει ιδιαίτερθ ςθμαςία, εδϊ ο επαναενεργοποιθτισ ατομικά δεν φαίνεται να ζχει 

επίςθσ ςθμαςία. Ξανά, θ ςυμμετρία αυξάνεται αλλά το περιεχόμενο εξαρτάται 

ακόμα από το υποκείμενο τθσ ζρευνασ τθσ μακθματικισ κοινότθτασ.  

Στο πζμπτο και τελευταίο ςτάδιο, το περιεχόμενο είναι εντελϊσ αποκομμζνο από τθ 

δραςτθριότθτα του υποκειμζνου, π.χ. ζχει τελείωσ ιδεατοποιθκεί. Είναι το ςτάδιο 

τθσ γραπτισ ι υλικισ ανάμνθςθσ. Κατά τον Derrida:  

«Η ςθμαντικι διαδικαςία τθσ γραπτισ, τεκμθριωμζνθσ γλωςςικισ ζκφραςθσ είναι 

αυτι που κακιςτά τθν επικοινωνία δυνατι χωρίσ ζμμεςουσ ι άμεςουσ 

μεςολαβθτζσ. Γίνεται, κατά κάποιο τρόπο, κατϋ ουςία επικοινωνία».
 256

 

Καταςταλάηουμε ςτθν γλωςςικι ζκφραςθ όχι λόγω τθσ ςτακερότθτασ του 

περιεχομζνου αλλά για τθ ςτακερότθτα τθσ δυνατότθτασ. Το ίδιο το περιεχόμενο 

είναι τελείωσ απελευκερωμζνο από οποιαδιποτε πραγματικι φπαρξθ. Το ςφνολο 

των μεταςχθματιςμϊν που αφινει το περιεχόμενο αναλλοίωτο, άρα και τθ 

ςυμμετρία, μεγιςτοποιείται. Το περιεχόμενο ζχει φκάςει ςτθ ςφαίρα τθσ 

ιδεατότθτασ και υπερβαίνει τουσ όρουσ τθσ δυνατότθτάσ του, δθλαδι τθσ 

ιςτορικότθτασ του κόςμου τθσ ηωισ. Αν και ςε αυτό το ςθμείο ενυπάρχει μια 

ζνταςθ, θ  ιδεατι κατάςταςθ του περιεχομζνου εγγυάται ςχεδόν αντιφατικά και τισ 

δφο δυνατότθτεσ τόςο τθ δυνατότθτα τθσ βιωμζνθσ μζςω τθσ εμπειρίασ όςο και τθσ 

απρόςιτθσ μονιμότθτασ. «Το μόρφωμα μετατρζπεται ςε ίηθμα». Ζτςι γεννιζται ζνα 

φαινομενικά ςυνεκτικό ιςχυρό νόθμα.  

Μζςα από τα πζντε ςτάδια τθσ δομισ, θ ιδεατι αντικειμενικότθτα των 

μακθματικϊν ζχει επιτευχκεί. Θ ςυμμετρικι ερμθνεία τθσ ςυγκρότθςθσ 

καταδεικνφει πωσ θ διαδικαςία τθσ εξαντικειμενίκευςθσ ςε κάκε ςτάδιο 

ςυνοδεφεται από μια διαδικαςία υποκειμενικοποίθςθσ. Θ εξαντικειμενίκευςθ κατά 

τον Husserl κα μποροφςε να κεωρθκεί ωσ θ διαδικαςία πλιρωςθσ θ οποία οδθγεί 

ςτθ ταφτιςθ τθσ αντίλθψθσ που χρθςιμοποιεί τθν εποπτεία, όςο και τθσ απόβλεψθσ 

που παρζχει το νόθμα ςτο γεωμετρικό αντικείμενο. Εξαντικειμενίκευςθ257 δθλαδι 

είναι θ διαδικαςία κατά τθν οποία το μακθματικό ον αποκτά αντικειμενικότθτα και 

ςθμαςία για το γνωρίηον υποκείμενο και κακίςταται ςυνειδθςιακό αντικείμενο. 
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Θ δφναμθ τθσ ζννοιασ τθσ ςυμμετρίασ κατά τον Kolen258 βρίςκεται ςτο γεγονόσ ότι 

με κομψό τρόπο ενϊνει τον αντικειμενικό και τον υποκειμενικό πόλο τθσ ςχζςθσ 

ςυγκρότθςθσ χωρίσ απλά να μειϊνει τον ζνα ςε ςχζςθ με τον άλλο. Θ 

αντικειμενικότθτα και θ υποκειμενικότθτα βρίςκονται πλζον ςε μια ςυςχετιηόμενθ 

ενότθτα, θ μια ωσ ςυγκροτθςιακι προχπόκεςθ δυνατότθτασ τθσ άλλθσ. 

Θ κρίςθ των επιςτθμϊν για τθν οποία λοιπόν ζγραψε ο Husserl μπορεί να 

διατυπωκεί ωσ μια διχοτόμθςθ: θ επιςτθμονικι αντικειμενικότθτα υποχωρεί από τθ 

ηωι ι από τθ ςχετικότθτα τθσ υποκειμενικισ δζςμευςθσ. Θ άποψθ τθσ ςυμμετρίασ 

για τθν αντικειμενικότθτα υπερνικά αυτι τθ διχοτόμθςθ και δείχνει πωσ θ 

αντικειμενικότθτα και θ δζςμευςθ είναι οι δφο όψεισ του ίδιου νομίςματοσ. Θ 

άποψθ τθσ ςυμμετρίασ υποςτθρίηει μια αντικειμενικότθτα υπερβατολογικι, 

καταςταλαγμζνθ κατάκεςθ μιασ ςυμφυοφσ δζςμευςθσ. 

 

 

 

5.6 Ο Husserl και το γεωμετρικό αντικείμενο 

Βαςικι κεωρείται ανάμεςα ςε άλλεσ, θ διάκριςθ από τον Husserl μεταξφ 

πραγματικοφ και αποβλεπτικοφ αντικειμζνου. Το αποβλεπτικό αντικείμενο κατά τον 

Husserl δεν μπορεί να ταυτιςτεί με καμιά νοθτικι καταςκευι. Ρρϊτα γίνεται 

αντιλθπτό και ςτθ ςυνζχεια ερμθνεφεται ωσ αναπαράςταςθ, δθλαδι οποιαδιποτε 

αναπαράςταςθ ενόσ γεωμετρικοφ αντικειμζνου κατά τον Husserl προχποκζτει τθν 

αντίλθψθ και γενικότερα τθν αποβλεπτικότθτα.  

Θ μορφι του γεωμετρικοφ αλλά και γενικότερα του μακθματικοφ αντικειμζνου 

όμωσ είναι αφθρθμζνθ και ανεξάρτθτθ από το ςυγκεκριμζνο μζροσ του 

αιςκθτθριακοφ ςυςτιματοσ που μασ παρζχει τθ πλθροφορία για το αντικείμενο, 

όπωσ π.χ. το μάτι παρζχει τθ μζτρθςθ. Τότε μόνο κα μποροφςαμε να βλζπουμε το 

αντικείμενο ωσ όλον, όπωσ ςυγκροτείται θ μορφι του μζςα από κάκε δράςθ τθσ 

ςυναίςκθςθσ. Αν δθλαδι δεν υπάρχει πραγματικό αντικείμενο τότε δεν υπάρχει και 

αποβλεπτικό και αντίςτροφα, όταν υπάρχει το αποβλεπτικό υπάρχει και το 

πραγματικό αντικείμενο. 
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Κατά τον Husserl δεν αντιλαμβανόμαςτε όμωσ ποτζ ζνα γεωμετρικό αντικείμενο 

ςτθν ολότθτά του, αλλά μζςα από μια ςυγκεκριμζνθ προοπτικι. Πμωσ ενϊ μασ 

παρουςιάηονται οι επιμζρουσ πλευρζσ του αντικειμζνου, είτε αςχολοφμαςτε με 

τριςδιάςτατα αντικείμενα είτε ςε διςδιάςτατεσ επιφάνειεσ, δεν αποβλζπουμε ςε 

αυτζσ αλλά ςτο ίδιο το γεωμετρικό αντικείμενο.  

Θ ςυνείδθςθ ενόσ αντικειμζνου ςυγκροτείται μόνο μζςω μιασ πολλαπλότθτασ, όχι 

μόνο κεωρϊντασ τθν αντίλθψθ ωσ μια χρονικι διαδικαςία που εξελίςςεται ςυνεχϊσ 

αλλά μζςα από τισ οπτικζσ και γενικότερα αιςκθτθριακζσ πλευρζσ του αντικειμζνου 

μζςα ςτο πλαίςιο τθσ αντίςτοιχθσ πολλαπλότθτασ. Πμωσ το αποβλεπτικό 

αντικείμενο από τθν άλλθ πλευρά δεν μπορεί κατά τον Husserl να κεωρθκεί ωσ ζνα 

άκροιςμα αιςκθτθριακϊν δεδομζνων. Αντίκετα, θ διαδικαςία ςυγκρότθςθσ 

εμφανίηεται δομθμζνθ ςε τρία μζρθ: υποκειμενικότθτα-διυποκειμενικότθτα-κόςμοσ 

τθσ ηωισ. Ο κόςμοσ των φαινομζνων, που ουςιαςτικά είναι ο κόςμοσ των 

αντιλθπτϊν αντικειμζνων και των φαινομενικϊν μορφϊν, ενϊ είναι ιεραρχικά κάτω 

από τον φυςικό και τον κόςμο τθσ νόθςθσ, ςυμμετζχει και ςτισ διαδικαςίεσ των δφο 

αυτϊν κόςμων αναδεικνφοντασ τισ ουςιϊδεισ δομζσ, μζςω τθσ διαδικαςίασ 

«πλιρωςθσ» (fulfillment), ενόσ ακόμα μακθματικοφ όρου.  

Θ εποπτεία δεν μπορεί μασ αποδϊςει τθν ολότθτα του γεωμετρικοφ αντικειμζνου, 

κακϊσ υπάρχουν πλευρζσ-προοπτικζσ του αντικειμζνου που δεν μποροφν να 

αποδοκοφν εποπτικά. Άρα, θ αντίλθψθ κα παραμζνει πάντα ανεπαρκισ. Το ίδιο 

γίνεται και με τισ αναπαραςτάςεισ του γεωμετρικοφ αντικειμζνου: βρίςκουν τθν 

«πλιρωςι» τουσ μζςα ςτθν εποπτεία.  

Το κρίςιμο ερϊτθμα κατά τον Husserl ιταν πωσ οι μακθματικζσ οντότθτεσ 

αποτελοφν προϊόντα ςυγκρότθςθσ από τθν μια και ζχουν αντικειμενικι ιςχφ από 

τθν άλλθ: oι εμπειρίεσ, οι αντιλιψεισ και θ ςυγκρότθςθ του γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου κακοδθγοφνται κατά τον Husserl  από τισ μακθματικζσ και λογικζσ 

δομζσ, τα ςχιματα και τα μοντζλα, γενικότερα τισ «κανονικότθτεσ που ζχουν 

εγκακιδρυκεί από τισ πρωτφτερεσ εμπειρίεσ μασ».  
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5.7 Συμπεράςματα 

Ο Ρλάτων ιταν αυτόσ που μετζφερε τον κόςμο των φαινομζνων ςτον κόςμο των 

κακαρϊν μορφϊν. Για αρκετά χρόνια λοιπόν θ πλατωνικι αντίλθψθ για τθ φφςθ 

των μακθματικϊν οντοτιτων δεχόταν ιςχυρι κριτικι και από τον κονςτρουκτιβιςμό 

αλλά και από εμπειριςμό. Πμωσ οι πλζον γνωςτοί  υπεραςπιςτζσ του πλατωνιςμοφ 

Frege, Cantor και Gödel δεν είχαν αναπτφξει επιςτθμολογία των μακθματικϊν ικανι 

να εξθγιςει με ςαφινεια πωσ μποροφμε να ζχουμε πρόςβαςθ ςε αυτζσ τισ  

μακθματικζσ οντότθτεσ.  

Οι αναφορζσ του Frege ςτο Der Gedanke αλλά και ςτα γραπτά του μετά το 1920 

κυρίωσ, κεωροφνται από αρκετοφσ μελετθτζσ του ζργου του Frege ότι δεν είναι 

πλιρωσ επεξεργαςμζνεσ. Το ίδιο παρατθροφμε και ςε μερικά από τα γραπτά του 

Gödel όπου παρουςιάηονται κάποια διαγράμματα αναφορικά με τθν γνϊςθ τθσ 

μακθματικισ αλικειασ. Και οι δφο περιπτϊςεισ όμωσ δεν μασ παρζχουν επαρκείσ 

απαντιςεισ ςτισ επικρίςεισ των αντιπλατωνιςτϊν. 

Ο Husserl αν και δεν είναι ευρφτατα γνωςτόσ ωσ φιλόςοφοσ των μακθματικϊν 

υπεραςπίςτθκε τθ βαςικι πλατωνικι αντίλθψθ των μακθματικϊν, αν και τθ 

ςυνολικι πλατωνικι κζςθ τθν κεωροφςε ξεπεραςμζνθ, ενϊ το κφριο ενδιαφζρον 

του ςτρεφόταν ςε  επιςτθμολογικά προβλιματα. Θ φιλοςοφία των μακθματικϊν 

που ανζπτυξε μπορεί να κεωρθκεί ανεξάρτθτθ κακϊσ επιδζχεται επιςτθμολογικϊν 

κεμελίων ςε αυτό που ο Husserl ονομάηει κατθγορικι εποπτεία.  Ο όροσ αυτόσ ςτισ 

Λογικζσ Ζρευνεσ μπορεί να κεωρθκεί ωσ ζνασ γενεςιουργόσ όροσ ο οποίοσ απαιτεί 

περαιτζρω διερεφνθςθ ϊςτε να κατανοιςουμε τθν επιςτθμολογία του Husserl για 

τα μακθματικά.  

Πμωσ, θ αντίκεςθ μεταξφ κατθγορικισ εποπτείασ και εποπτείασ μζςω των 

αιςκιςεων δεν χρθςιμοποιείται μόνο για τθν διαφοροποίθςθ των δφο εννοιϊν 

αλλά παράλλθλα εξαλείφει κάκε μεταφυςικι αναφορά του όρου. Μάλιςτα, ο 

Husserl κεωρεί ότι θ κατθγορικι κεμελιϊνεται μζςω των αιςκιςεων ζτςι ϊςτε οι 

μακθματικζσ οντότθτεσ να μθν είναι πλιρωσ αποςυνδεδεμζνεσ από αυτι, αν και 

αναφζρει ότι πρζπει να ςτεροφνται κάκε αιςκαντικότθτα. 



[211] 
 

Κατά τον Zahavi259 ο Husserl κεωροφςε ότι όταν κάποιοσ κάνει λόγο για ζνα νόμο 

τθσ λογικισ ι αναφζρεται ςε μακθματικζσ αλικειεσ, ςε κεωρίεσ, ςε αρχζσ ςε 

προτάςεισ και αποδείξεισ δεν αναφζρεται ςε μια υποκειμενικι εμπειρία με χρονικι 

διάρκεια αλλά ςε κάτι άχρονο, αντικειμενικό και αιωνίωσ ζγκυρο. Αυτι θ διάκριςθ 

μεταξφ ιδεατοφ και πραγματικοφ είναι κεμελιϊδθσ και αναδεικνφει το γεγονόσ ότι ο 

Husserl προςζγγιηε τθν εγκυρότθτα τθσ ιδεατότθτασ με ζνα λογικό πλατωνιςμό και 

όχι δεχόμενοσ τθν φπαρξθ των ιδεατϊν γεωμετρικϊν αντικειμζνων ςε ζνα 

ξεχωριςτό κόςμο. Θ ιδεατότθτα κατά τον Husserl είναι προχπόκεςθ για τθν 

επιςτθμονικι αλλά και τθν αντικειμενικι γνϊςθ.  

Βαςικό επίςθσ κζμα διερεφνθςθσ του Husserl ιταν ο προςδιοριςμόσ του τρόπου 

κατά τον οποίο οι αντικειμενικζσ ιδεατότθτεσ δικαιολογοφνται και επιβεβαιϊνονται 

από τισ δράςεισ του υποκειμζνου. Θ υποκειμενικότθτα δεν υπάρχει απλϊσ ςτον 

κόςμο τθσ ηωισ αλλά αποτελεί τθ ςυνκικθ δυνατότθτασ τθσ εμφάνιςθσ και του 

νοιματοσ. Αλλά και θ χρονικότθτα αποτελεί τυπικι ςυνκικθ δυνατότθτασ 

ςυγκρότθςθσ οποιουδιποτε αντικειμζνου. Τα αντικείμενα αλλά και οι δομζσ ζχουν 

μια προζλευςθ και μια ιςτορία. Αν κζλουμε να επεξθγιςουμε τα ιδεατά 

αντικείμενα  κα πρζπει να κατανοιςουμε ολόκλθρθ τθν ιςτορία τθσ ςυγκρότθςισ 

τουσ. 

Ο Husserl ιςχυρίηεται ότι θ αντικειμενικότθτα και θ υπερβατικότθτα του κόςμου 

ςυγκροτείται διυποκειμενικά, κακϊσ ςτα τελευταία του ζργα κατάλαβε τθ κζςθ-

κλειδί τθσ διφποκειμενικότθτασ τόςο ςτθ ςυγκρότθςθ τθσ πραγματικισ 

αντικειμενικότθτασ όςο και τθσ υπερβατικότθτασ. Το υπερβατολογικό αντικείμενο 

για τον Husserl ςε αντίκεςθ με τον Kant δεν είναι ζνα αφθρθμζνο, ιδεατό, 

γενικευμζνο αντικείμενο. 

Μόνο ςτο βακμό που βιϊνουμε ότι οι υπόλοιποι ζχουν τθν ίδια εμπειρία των ίδιων 

αντικειμζνων με εμάσ, μποροφμε να ζχουμε τθν εμπειρία αυτϊν των αντικειμζνων 

πραγματικά και αντικειμενικά. Τότε επιτυγχάνουμε τθ διυποκειμενικι εγκυρότθτα 

των αποβλεπτικϊν αντικειμζνων και θ ςυγκρότθςθ αυτι ανάμεςα ςτθν 

διυποκειμενικότθτα και τθν αντικειμενικότθτα είναι a priori. 

«Αποτελεί κακολικι πεποίκθςθ ότι θ γεωμετρία, μαηί με όλεσ τισ αλικειεσ τθσ, 

ιςχφει με απροχπόκετθ κακολικότθτα για όλουσ τουσ ανκρϊπουσ, όλεσ τισ εποχζσ, 
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όλουσ τουσ λαοφσ. Για όλουσ, όχι μόνο για αυτοφσ που υπιρξαν απλϊσ ιςτορικά και 

γεγονικά, αλλά και κάκε ςυλλθπτό άνκρωπο... Ζγινε όμωσ επίςθσ ςαφζσ για εμάσ 

ότι κάκε προςδιοριςμόσ ενόσ ιςτορικοφ γεγονότοσ που εγείρει αξιϊματα για 

απροχπόκετθ αντικειμενικότθτα προχποκζτει ταυτόχρονα αυτό το απαράλλαχτο ι 

απόλυτο a priori». 
260

 

Μζςα από τθ πορεία των ζργων του Husserl μποροφμε να παρατθριςουμε ότι 

τελικά ςυνειδθτοποίθςε ότι τόςο τα αντικείμενα είτε ιδεατά είτε φυςικά, όςο και οι 

αποβλεπτικζσ δομζσ που ςυγκροτοφμε ζχουν μια προζλευςθ και μια ιςτορία. Μζςα 

από τθ διαδικαςία τθσ ιηθματογζνεςθσ περιγράφονται τα πρότυπα τθσ κατανόθςθσ 

αλλά και των αποβλζψεϊν μασ, εγκακιδρφονται ςταδιακά και επιδροφν ςτισ 

ακόλουκεσ εμπειρίεσ. Οι προοπτικζσ του γεωμετρικοφ αντικειμζνου ςυγκροτοφν 

ζναν «αποβλεπτικό ορίηοντα αναφοράσ» και ςτθ ςυνζχεια το αντικείμενο 

τοποκετείται εντόσ ενόσ ευρφτερου ορίηοντα, του «ανεξάντλθτου» ορίηοντα του 

κόςμου.  

«Ιςτάμεκα  εντόσ του ορίηοντα τθσ ανκρωπότθτασ, εντόσ του ενόσ ορίηοντα μζςα 

ςτον οποίο ηοφμε και εμείσ τϊρα. Αυτόσ ο ορίηοντασ είναι ςτακερά ςυνειδθτόσ με 

τρόπο ηωντανό...»
 261

  

Οι αντιλιψεισ που ζχουμε για ζνα γεωμετρικό αντικείμενο, μασ παρουςιάηουν ζνα 

διυποκειμενικά προςβάςιμο όν, δθλαδι ζνα αντικείμενο που δεν ςυγκροτείται από 

εμάσ για εμάσ αλλά από και για τουσ άλλουσ. Μζςω τθσ διφποκειμενικότθτασ 

καταφζρνουμε να ςυνειδθτοποιιςουμε τθν πλιρθ ζκταςθ του γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου. Θ διυποκειμενικι δυνατότθτα εμπειρίασ του γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου εγγυάται τθν πραγματικι υπερβατολογικότθτά του. 

Ο Derrida αναφζρει: 

«το μακθματικό αντικείμενο μοιάηει να είναι το μονιμότερο προνομιοφχο 

παράδειγμα και ο μονιμότεροσ οδθγθτικόσ μίτοσ του χουςερλιανοφ ςτοχαςμοφ. 

Αυτό οφείλεται ςτο ότι το μακθματικό αντικείμενο είναι ιδεατό. Το είναι του 

εξαντλείται και παρουςιάηεται διαφανϊσ απ’ άκρθ ς’ άκρθ ςτθ φαινομενικότθτά 

του. Απολφτωσ αντικειμενικό, δθλαδι εντελϊσ απελευκερωμζνο από τθν εμπειρικι 

υποκειμενικότθτα, το μακθματικό αντικείμενο δεν είναι παρά αυτό που φαίνεται. 
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Ζχει, ςυνεπϊσ, ιδθ από πάντα αναχκεί ςτο φαινομενικό του νόθμα, και το είναι του 

αποτελεί εξαρχισ είναι-αντικείμενο για μια κακαρι ςυνείδθςθ». 262   
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Κεφάλαιο 6                   

Οι υποθζςεισ του Poincaré 

6.1 Ειςαγωγή 

Από το 1870 ζωσ το 1914 υπιρχε μεγάλο ενδιαφζρον ςχετικά με τθν ιδζα ότι ο 

χϊροσ μπορεί και να μθν είναι Ευκλείδειοσ. Αυτό το ενδιαφζρον κυρίωσ είχε 

ςυνδεκεί με τθν ιδζα ότι ο χϊροσ μπορεί να είναι τετραδιάςτατοσ, κακϊσ 

επικρατοφςε θ ςφγχυςθ ότι ο χρόνοσ μπορεί να κεωρείται ωσ διάςταςθ. Ιδθ 

αςτρονόμοι του μεγζκουσ ενόσ Gauss και ενόσ Bessel είχαν πρόβλθμα ςτο να 

δεχκοφν τθν άποψθ ότι ο χϊροσ είναι «ελαφρϊσ» μθ-Ευκλείδειοσ. Πταν όμωσ οι μθ-

Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ ζγιναν αποδεκτζσ από τθν μακθματικι κοινότθτα ωσ 

δυνατότθτα, αναγνωρίςτθκε το γεγονόσ ότι ο χϊροσ μάλλον κα μποροφςε να 

περιγραφεί καλφτερα με τισ μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ παρά με τθν Ευκλείδεια, 

δίνοντασ τιμζσ ςτισ οποιεςδιποτε ςτακερζσ τθσ μζςω τθσ παρατιρθςθσ και του 

πειράματοσ. 

Χαρακτθριςτικά ο Gray263 αναφζρει ότι είναι ανϊφελο να διαλζξουμε ζνα επίπεδο, 

μια ευκεία, ζνα ςθμείο ςε αυτό το επίπεδο και να εξετάςουμε αν οι ευκείεσ που 

διζρχονται από αυτό το ςθμείο τζμνονται με τθ δοκείςα. Συνεπϊσ κα ιταν 

καλφτερα να επικεντρωκοφμε ςτισ ςυνζπειεσ τθσ αποδοχισ τθσ άποψθσ ότι θ 

γεωμετρία μπορεί να μθν είναι Ευκλείδεια. Μια από αυτζσ τισ ςυνζπειεσ κα 

μποροφςε να είναι και το άκροιςμα των γωνιϊν ενόσ τριγϊνου, κεμελιϊδθσ ζννοια 

τθσ γεωμετρίασ που είχαμε διαπραγματευκεί και ςτο κεφάλαιο του Kant. Αν 

μποροφςαμε να αποδείξουμε ότι το άκροιςμα των γωνιϊν ενόσ τριγϊνου είναι 

μικρότερο από  , τότε θ άποψθ ότι θ γεωμετρία του χϊρου είναι μθ-Ευκλείδεια κα 

είχε προκφψει μόνο μζςα από μια επαρκϊσ ακριβι μζτρθςθ ενόσ τριγϊνου. Τθν 

εποχι εκείνθ όμωσ δεν υπιρχε δυνατότθτα μζτρθςθσ τριγϊνων πζραν τθσ 
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επιφάνειασ τθσ γθσ, ςυνεπϊσ τζτοιου είδουσ μετριςεισ κα ζπρεπε να γίνουν με 

εξαιρετικι ακρίβεια. 

Εναλλακτικά, κα μποροφςε να δειχκεί το ίδιο ακριβϊσ αποτζλεςμα μζςα από τθν 

αποτυχία ςχεδίαςθσ ενόσ τετραγϊνου: αν φτιάξουμε ζνα ευκφγραμμο τμιμα, το 

περιςτρζψουμε κατά μια ορκι γωνία ωσ προσ το αριςτερό άκρο του και 

ςχεδιάςουμε το ίδιο ευκφγραμμο τμιμα, το περιςτρζψουμε πάλι ωσ προσ το 

αριςτερό άκρο του και κάνουμε τθ διαδικαςία δφο ακόμα φορζσ, μασ ενδιαφζρει θ 

ςφγκριςθ τθσ κζςθσ του δεξιοφ άκρου του αρχικοφ ευκφγραμμου τμιματοσ και του 

αριςτεροφ άκρου του τζταρτου και τελικοφ, ωσ προσ τθν καταςκευι, ευκφγραμμου 

τμιματοσ. Στθν Ευκλείδεια γεωμετρία τα δφο ςθμεία ςυμπίπτουν, αλλά ςτισ μθ-

Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ264 δεν γίνεται το ίδιο. Το μζγεκοσ τθσ διαφοράσ αυτϊν των 

δφο ςθμείων ζχει άμεςθ ςχζςθ με τθν καμπυλότθτα. 

Υπάρχει βεβαίωσ και θ απόδειξθ αυτοφ του ηθτιματοσ όπωσ πρότεινε ο 

Lobachevsky: ςε ζνα «άπειρο» ςφμπαν ςτο οποίο μποροφμε να ζχουμε δυνατότθτα 

να «βλζπουμε» τα πάντα με ςθμαντικό βακμό βεβαιότθτασ, κα μποροφςαμε να 

χρθςιμοποιιςουμε αρκετά μεγάλα τρίγωνα, όπωσ προκφπτουν μζςα από τθ μελζτθ 

αποςτάςεων μεταξφ πλανθτϊν ι άςτρων γενικότερα. Αυτά τα τρίγωνα κα μασ 

παρείχαν τθν δυνατότθτα επαλικευςθσ των ιςχυριςμϊν μασ περί μθ-Ευκλείδειου 

χϊρου. 

Γφρω ςτο 1890 ο Poincaré ιταν ο κορυφαίοσ μακθματικόσ τθσ εποχισ του και είχε 

χωρίςει τθν καριζρα του μεταξφ των μακθματικϊν και τθσ φυςικισ, όντασ ο πλζον 

ειδικόσ για τθ κεωρία μιγαδικϊν ςυναρτιςεων, διαφορικϊν εξιςϊςεων, μθ-

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ, δυναμικϊν ςυςτθμάτων αλλά και τοπολογίασ. Πλοι οι 

προθγοφμενοι κλάδοι των μακθματικϊν είτε μορφοποιικθκαν είτε 

δθμιουργικθκαν από τον Poincaré. Επίςθσ κεωροφνταν ειδικόσ ςτθν 

θλεκτρομαγνθτικι κεωρία και κατά κάποιουσ μελετθτζσ του ζργου του προζβλεψε 

ουςιαςτικά τον Einstein με τθ κεωρία του για το κινοφμενο θλεκτρόνιο (moving 

electron).  Εξάλλου ιταν ζνασ ςυγγραφζασ με εξαιρετικι διαφγεια και ζγραψε ζνα 

μεγάλο αρικμό δθμοφιλϊν εκκζςεων ςχετικά με τα προβλιματα και τισ εμπλοκζσ 

τθσ ςφγχρονθσ επιςτιμθσ. Ρραγματικά λοιπόν φαινόταν ςαν να ιταν το κατάλλθλο 
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πρόςωπο που προςζφευγαν όλοι με τθν ερϊτθςθ, κατά πόςο ο χϊροσ είναι 

Ευκλείδειοσ ι μθ-Ευκλείδειοσ. 

Μζςα ςε αυτό το περιβάλλον γφρω ςτο 1900 ο Poincaré εκπόνθςε μια ςειρά από 

εργαςίεσ οι οποίεσ παρουςίαςαν τθ φιλοςοφία του για τθν γεωμετρία, αλλά και 

γενικότερα για τθν επιςτιμθ, αυτι που αποκαλοφμε ςυμβατιςμό (conventionalism), 

μια φιλοςοφία που είναι αντικείμενο αναφοράσ και μελζτθσ μζχρι τισ μζρεσ μασ. 

Αρκετζσ από τισ εργαςίεσ αυτζσ παρουςιάςτθκαν ςτο βιβλίο του Science and 

Hypothesis. Τα κεφάλαια III-V του Science and Hypothesis περιζχουν τρεισ 

διαφορετικζσ απόψεισ για το ςυμβατιςμό.  

Συγκεκριμζνα τθ κεντρικι κζςθ κατζχει θ γεωμετρία, για τθν οποία ο Poincaré 

δθλϊνει ότι τα αξιϊματα και τα κεωριματα τθσ δεν είναι οφτε a priori αλικειεσ 

οφτε εμπειρικζσ αλικειεσ. Μάλλον ζχουν μια νζα επιςτθμικι κατάςταςθ τθν οποία 

ο Poincaré καλεί ςφμβαςθ (convention) και τθν παρομοιάηει με τουσ οριςμοφσ ι το 

ςφςτθμα μετριςεων ςε ζνα μετρικό ςφςτθμα. Οι επιλογζσ μεταξφ νζων ςυμβάςεων 

μποροφν να γίνονται ςυνικωσ μζςα από τθν αναηιτθςθ τθσ απλοποίθςθσ των 

κεωριϊν μασ.  

 

6.2 Διαφωνίεσ με τον Kant  

Το επιχείρθμα ότι οι μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ αντιτίκενται ςτθν άποψθ του Κant 

για τθ φφςθ του χϊρου μποροφμε να κεωριςουμε ότι ξεκίνθςε από τον Helmholtz. 

Χρθςιμοποιικθκε όμωσ από διάφορουσ φιλόςοφουσ τθσ επιςτιμθσ όπωσ ιταν και ο 

Reichenbach, ο οποίοσ αςχολικθκε 50 χρόνια μετά τον Helmholtz εκτενϊσ με αυτό 

το κζμα.  

Σε μια εργαςία του 1870, ο Helmholtz ανζφερε ότι τα αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ δεν 

είναι a priori ςυνκετικζσ κρίςεισ, με τθν ζννοια που δίνει ο Kant, από τθ ςτιγμι που 

μποροφν να υποβλθκοφν ςε πειράματα. Με δεδομζνο ότι θ Ευκλείδεια γεωμετρία 

δεν είναι θ μοναδικι δυνατι γεωμετρία, όπωσ θ πλειοψθφία κεωροφςε τθν εποχι 

του Kant, κα ζπρεπε να ιταν δυνατόν να προςδιοριςτεί μζςω μετριςεων όπωσ για 

παράδειγμα, το κλαςικό πρόβλθμα με το άκροιςμα των γωνιϊν ενόσ τριγϊνου ι αν 

δφο παράλλθλεσ ευκείεσ ζχουν πάντα ίςθ απόςταςθ μεταξφ τουσ. Αν δεν 

επιβεβαιωνόταν αυτό, τότε κα μποροφςε να προςδιοριςτεί πειραματικά ότι ο 
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χϊροσ δεν είναι Ευκλείδειοσ.  Άρα μια πικανι επιβεβαίωςθ των αξιωμάτων τθσ 

γεωμετρίασ κα αποδείκνυε ότι είναι εμπειρικά και όχι a priori δεδομζνα.  

O Helmholtz ανζπτυξε τθ δικι του άποψθ για τθ μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία 

βαςιηόμενοσ ςε αυτό που πίςτευε ότι αποτελοφςε τθ κεμελιϊδθ ςυνκικθ για όλεσ 

τισ γεωμετρίεσ: «θ δυνατότθτα των ςχθμάτων να μεταφζρονται χωρίσ να αλλάηουν 

μορφι ι μζγεκοσ». Χωρίσ αυτιν τθν δυνατότθτα, κεωροφςε ότι δεν κα μποροφςε 

να προςδιοριςτεί ποια κα μποροφςε να είναι θ μονάδα μζτρθςθσ αλλά και 

γενικότερα δεν κα μποροφςε να πραγματοποιθκεί οποιαδιποτε μζτρθςθ τελικά. 

Σφμφωνα με τον Helmholtz: «τα αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ δεν αφοροφν μόνο τισ 

χωρικζσ ςχζςεισ αλλά ταυτόχρονα και τθ μθχανικι ςυμπεριφορά των ςτερεϊν 

ςωμάτων ςε κίνθςθ». Ραρόλα αυτά, γνϊριηε ότι ζνασ αυςτθρόσ Καντιανόσ κα 

διαφωνοφςε με τθν άποψθ ότι θ ακαμψία των ςωμάτων αποτελεί μια a priori 

ιδιότθτα, αλλά ο Helmholtz ανζφερε ότι: 

«τότε κα ζπρεπε να ιςχυριςτοφμε ότι τα αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ δεν είναι 

ςυνκετικζσ προτάςεισ, γιατί κα μποροφςαν μερικϊσ να προςδιορίςουν ποιεσ 

ιδιότθτεσ και ςυμπεριφορζσ πρζπει να ζχει ζνα ςϊμα ϊςτε να αναγνωρίηεται ωσ 

άκαμπτο». 
265

   

Σε αυτό το ςθμείο, αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ υλοποίθςθ τθσ γεωμετρίασ από τον 

Helmholtz είναι μια ςτοιχειϊδθσ εκδοχι αυτοφ που αργότερα αναπτφχκθκε ωσ 

κεωρία ομάδων Lie. Σχετικά με τθ μεταφορά των άκαμπτων ςωμάτων, είναι γνωςτό 

ςιμερα ότι θ κίνθςθ που κα τα διατθριςει άκαμπτα δεν μπορεί να οριςτεί ςτο 

πλαίςιο τθσ κεωρίασ τθσ ςχετικότθτασ: από τθ ςτιγμι που δεν υπάρχει χρονικι 

ταυτοςθμία των γεγονότων, είναι αδφνατον να κινθκοφν όλα τα μζρθ ενόσ υλικοφ 

ςϊματοσ με ζναν ςυγχρονιςμζνο και ταυτόςθμο τρόπο. Αυτό που ορίηεται ωσ το 

μικοσ ενόσ ςϊματοσ εξαρτάται από το πλαίςιο αναφοράσ από το οποίο 

παρατθρείται. Άρα, κεωρείται πλζον ότι είναι ανϊφελο να επικαλοφμαςτε τθν 

ακαμψία των ςωμάτων ωσ βάςθ τθσ γεωμετρίασ που κζλουμε να είναι αυτι που 

μπορεί να περιγράψει τον πραγματικό κόςμο. Μόνο μζςα ςτθ «μακθματικι 

ςφαίρα» μπορεί να ανακαλφψουμε μια τζτοια άποψθ, ότι δθλαδι θ μετατόπιςθ 

ενόσ άκαμπτου ςϊματοσ μπορεί να οριςτεί ςτα πλαίςια του τι ορίηουμε ωσ 

ςφμπτωςθ ι ιςότθτα. 
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Επιχειριματα όμοια με αυτά του Helmholtz δόκθκαν και από τον Reichenbach ςτθν 

προςπάκειά του να αντικροφςει τθν άποψθ του Kant ςχετικά με  τθ φφςθ του 

χϊρου και του χρόνου. Το βαςικό του επιχείρθμα ςυνοψίηεται ςτο ότι ενϊ ο Kant 

υπζκεςε ότι τα αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ ζχουν δοκεί a priori ζχοντασ μόνο τθν 

κλαςικι γεωμετρία ςτο μυαλό του, ο Einstein απζδειξε ότι ο χϊροσ δεν είναι 

Ευκλείδειοσ και ότι αυτό κα μποροφςε να επιβεβαιωκεί εμπειρικά. Συνεπϊσ 

φαινόταν ότι ο Kant είχε λάκοσ. 

Πμωσ, ο Kant δε διλωςε ότι ο χϊροσ πρζπει να είναι Ευκλείδειοσ. Αντικζτωσ, 

υποςτιριξε ότι είναι μια κακαρι μορφι εποπτείασ, άρα δεν ζχει δικι του φυςικι 

πραγματικότθτα και είναι ανοφςιο να αποδίδουμε ιδιότθτεσ ςε αυτόν. Στθν 

πραγματικότθτα, όπωσ είδαμε ςτο αντίςτοιχο κεφάλαιο, ο Kant δεν ανζφερε ποτζ 

άμεςα τον Ευκλείδθ ςτθν εργαςία του, αλλά αντίκετα αναφζρκθκε πολλζσ φορζσ 

ςτθ φυςικι του Newton θ οποία βαςίηεται ςτθν κλαςικι γεωμετρία. Ο Kant είχε 

ςυνεχϊσ ςτο μυαλό του τθν ξεκάκαρθ, για αυτόν, άποψθ, ότι τα αξιϊματα αυτισ 

τθσ γεωμετρίασ αποτελοφν το πλζον δυνατό εργαλείο ςτθ μθχανικι του Newton. 

ουςιαςτικά μποροφμε να κεωριςουμε ότι  δεν απζκλειςε οφτε τθν δυνατότθτα 

άλλων γεωμετριϊν, όπωσ μποροφμε να δοφμε ςτουσ πρϊιμουσ ςυλλογιςμοφσ του 

για τθν διαςτατικότθτα του χϊρου. 

Το πιο ςθμαντικό ςθμείο που παρζλειψε ςτισ μελζτεσ του ο Reichenbach είναι ότι θ 

γεωμετρία του Riemann είναι βαςιςμζνθ ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία. Ειδικότερα, 

όπωσ αναφζραμε ςτο αντίςτοιχο κεφάλαιο ζνασ χϊροσ του Riemann μπορεί να 

κεωρθκεί ωσ τοπικά Ευκλείδειοσ προκειμζνου να οριςτοφν βαςικζσ ζννοιεσ όπωσ 

είναι θ απόςταςθ και θ παράλλθλθ μεταφορά. Αυτό επιτυγχάνεται με τον οριςμό 

ενόσ επίπεδου εφαπτόμενου χϊρου ςε κάκε ςθμείο ςτον ολικά καμπυλωμζνο 

χϊρο.  

Ππωσ επίςθσ αναφζραμε ςτο κεφάλαιο του Riemann, θ δομι ενόσ χϊρου του 

Riemann δίνεται από ζναν μετρικό τανυςτι (metric tensor) gμν από το οποίο το 

(διαφορικό) μικοσ ορίηεται ωσ ds2= gμνdxμdxν. Αλλά αυτό δεν είναι τίποτα λιγότερο 

από μια γενίκευςθ του γνωςτοφ Ρυκαγόρειου κεωριματοσ ςτον Ευκλείδειο χϊρο. 

Πςο για τθ βαςικι ζννοια τθσ παράλλθλθσ μεταφοράσ, λαμβάνεται κατευκείαν κατ’ 

αναλογία από τον Ευκλείδειο χϊρο: αναφζρεται ςτθν μεταφορά αφθρθμζνων και 

όχι υλικϊν ςχθμάτων ςε ζναν τζτοιο χϊρο, όπωσ πίςτευε ο Helmholtz. Άρα θ 
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γεωμετρία του Riemann, ςφμφωνα με τθν δικι του ερμθνεία, δεν μπορεί να είναι 

ελεφκερθ από ςυνκετικζσ a priori προτάςεισ επειδι βαςίηεται πάνω ςε ζννοιεσ 

όπωσ το μικοσ και τθ ςφμπτωςθ που ζχουν λθφκεί από τον Ευκλείδθ.  

Ο Poincaré ανζμενε τθν αποδοχι μιασ ςφμβαςθσ ςφμφωνα με τθν οποία ο χϊροσ 

είναι Ευκλείδειοσ, βαςιηόμενοσ όχι τόςο ςτο ότι είναι ζνασ διανυςματικόσ χϊροσ 

αλλά γιατί θ Ευκλείδεια γεωμετρία ιταν ςε άλλουσ περιςςότερο ςε άλλουσ λιγότερο 

ιδθ ςυγκροτθμζνθ ςτον εγκζφαλό μασ. 

 

6.3 Η ςυνάντηςη των μη-Ευκλείδειων γεωμετριϊν και του Poincaré 

Ο Poincaré το 1908 ςτο Ραρίςι ζδωςε μια διάλεξθ ςτθ Societe de Psychologie, θ 

οποία δθμοςιεφκθκε ωσ τρίτθ ζκκεςθ ςτο βιβλίο του Science et method. Ξεκίνθςε τθ 

διάλεξι του αυτι αμφιςβθτϊντασ τθν φπαρξθ ενόσ ςυγκεκριμζνου τφπου 

ςυναρτιςεων τισ οποίεσ αποκάλεςε ςτθ ςυνζχεια Fuchsian ςυναρτιςεισ, 

αλλάηοντασ άποψθ όμωσ ςχετικά γριγορα. Συγκεκριμζνα ανζφερε ότι:  

«Για δφο εβδομάδεσ προςπακοφςα να δείξω ότι δεν μποροφςε να υπάρχει 

ςυνάρτθςθ ανάλογα με αυτζσ που πλζον καλοφςα Fuchsian: τότε ιμουν εντελϊσ 

ανίδεοσ. Κακθμερινά κακόμουν ςτο γραφείο μου και ξόδευα μια ι δφο ϊρεσ 

δοκιμάηοντασ ζνα μεγάλο αρικμό ςυνδυαςμϊν χωρίσ να καταλιξω ςε κάποιο 

αποτζλεςμα. Ζνα βράδυ κακϊσ ιπια ζνα φλιτηάνι καφζ, ςε αντίκεςθ με τισ 

ςυνικειζσ μου, και δεν μποροφςα να κοιμθκϊ, οι ιδζεσ μου αυξικθκαν  

ςχθματίηοντασ ζνα πλικοσ και ζτςι θ μια ζπεςε πάνω ςτθν άλλθ ζωσ ότου δφο από 

αυτζσ, κα μποροφςε κάποιοσ να πει, γαντηϊκθκαν και ςχθμάτιςαν ζνα ςτακερό 

ςυνδυαςμό. Το επόμενο πρωινό είχα δείξει τθν φπαρξθ των Fuchsian ςυναρτιςεων 

που παράγονται από τθν υπεργεωμετρικι ςειρά. Είχα μόνο να γράψω τα 

αποτελζςματα, διαδικαςία που μου πιρε μόνο λίγεσ ϊρεσ.» 266 

Αργότερα μζςα ςε μια ςτιγμι ενόραςθσ ο Poincaré είδε τον τρόπο που θ μθ-

Ευκλείδεια γεωμετρία κα μποροφςε να διαφωτίςει τθ μελζτθ αυτϊν των 

ςυναρτιςεων. Το πρόβλθμα του περιελάμβανε τθ μελζτθ του τρόπου κατά τον 

οποίο τρίγωνα με πλευρζσ κυκλικά τόξα μποροφςαν να ταιριάξουν μεταξφ τουσ. Για 

να απλοποιιςει αυτά τα κζματα βρικε ζνα τρόπο ϊςτε να καταφζρει τθν  
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μετατροπι των πλευρϊν τουσ ςε ευκφγραμμα τμιματα, αλλά φαίνεται ότι είχε 

ακόμα κάποιεσ περιπτϊςεισ να διερευνιςει. 

«Εκείνθ τθ χρονικι ςτιγμι ζφυγα από τθν Caen που ζμενα, για να πάρω μζροσ ςε 

μια γεωλογικι εκδρομι που διοργάνωςε θ γεωλογικι ςχολι. Οι ςυνκικεσ αυτοφ 

του ταξιδιοφ με ανάγκαςαν να ξεχάςω τισ μακθματικζσ εργαςίεσ μου. Φτάςαμε ςτθ 

Coutances και επιβιβαςτικαμε ςε ζνα λεωφορείο για ζνα ταξίδι που και εγϊ δεν 

ξζρω πόςο κράτθςε. Αλλά τθ ςτιγμι που πάτθςα το πόδι μου ςτο ζδαφοσ μου ιρκε 

θ ιδζα, χωρίσ καμία από τισ προθγοφμενεσ ςκζψεισ μου να με προετοιμάςει. Οι 

μεταςχθματιςμοί που χρθςιμοποιοφςα για να ορίςω τισ ςυναρτιςεισ Fuchsian ιταν 

ταυτόςθμεσ με αυτζσ τθσ μθ-Ευκλείδειασ γεωμετρίασ. Δεν το ξεκακάριςα κακϊσ δεν 

είχα χρόνο, αλλά μόλισ κάκιςα ςτο λεωφορείο κατάλαβα ότι ενϊ είχε ξεκινιςει θ 

ςυηιτθςθ εγϊ ιμουν εντελϊσ ςίγουροσ. Στο γυριςμό ςτθ Caen διαπίςτωςα το 

αποτζλεςμα για αναψυχι, ζτςι ϊςτε να κακθςυχάςω τθν ςυνείδθςι μου».
 267

 

Αυτό το κείμενο μασ διαφωτίηει για τον τρόπο που ο Poincaré ςυνζλαβε τισ 

ςυναρτιςεισ Fuchsian και τθ μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία, κακϊσ παρατιρθςε ότι 

αυτοί οι μεταςχθματιςμοί ςχθματίηουν μια ομάδα και ςχολίαςε:  

«Υπάρχουν ςτενζσ ςχζςεισ μεταξφ των παραπάνω εκτιμιςεων και τθσ μθ-

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ του Lobachevsky. Στθ πραγματικότθτα τι είναι θ γεωμετρία; 

Είναι θ μελζτθ τθσ ομάδασ των δράςεων που μορφοποιοφνται από τισ μετατοπίςεισ 

που μπορεί κάποιοσ να εφαρμόςει ςτα ςχιματα χωρίσ να μεταβάλει τθν μορφι 

τουσ. Στθν Ευκλείδεια γεωμετρία αυτι θ ομάδα αποτελείται από τισ ςτροφζσ και τισ 

μεταφορζσ. Στθν ψευδογεωμετρία του Lobachevsky όμωσ τα πράγματα είναι 

πολφπλοκα. Για να μελετιςουμε τθν ομάδα που εμπλζκεται ςε αυτό το πρόβλθμα, 

πρζπει να δθμιουργιςουμε ολόκλθρθ τθ γεωμετρία του Lobachevsky. Η 

ψευδογεωμετρία τότε με ςυνζπεια κα μασ παρζχει τθν αναγκαία γλϊςςα για να 

εκφράςουμε ότι κα ζχουμε να ποφμε για αυτι τθν ομάδα.» 268 

Τι είχε όμωσ ςκεφτεί ο Poincaré ςε εκείνο το λεωφορείο; Είχε ςυνειδθτοποιιςει ότι 

οι ευκφγραμμεσ εκδοχζσ των ςχθμάτων που χρθςιμοποιοφςε ςτθν εργαςία του ιταν 

ταυτόςθμεσ με τα ςχιματα που χρθςιμοποιοφςε ο Beltrami ςτον οριςμό τθσ μθ-

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ. Συνεπϊσ τα ςχιματα αυτά ιταν αναπαραςτάςεισ 
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ςφμμορφων269 απεικονίςεων μθ-Ευκλείδειων ςχθμάτων και οι μεταςχθματιςμοί 

που χρθςιμοποιοφςε ιταν μθ-Ευκλείδειεσ ιςομετρίεσ.  

Συγκεκριμζνα για τισ μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ ξεκινά ςτο Science and Hypothesis 

και ςυγκεκριμζνα ςτο αντίςτοιχο κεφάλαιο “Non-Euclidean geometries” ο Poincaré 

ωσ εξισ: 

«Κάκε ςυμπζραςμα ςυνεπάγεται προχποκζςεισ. Αυτζσ οι προχποκζςεισ είναι είτε 

αυταπόδεικτεσ ι μποροφν να αποδειχκοφν μόνο αν βαςίηονται ςε άλλεσ προτάςεισ. 

Και κακϊσ δε μποροφμε να γυρίςουμε πίςω με αυτόν τον τρόπο ςτο άπειρο, κάκε 

ςυμπεραςματικι επιςτιμθ και πιο ςυγκεκριμζνα θ γεωμετρία, πρζπει να ςτθρίηεται 

ςε ζναν ςυγκεκριμζνο αρικμό αναπόδεικτων αξιωμάτων. Πλεσ οι πραγματείεσ περί 

τθ γεωμετρία ξεκινοφν πάντα με τθ διλωςθ αυτϊν των αξιωμάτων. Αλλά υπάρχει 

μια διάκριςθ ανάμεςα ςε αυτά. Μερικά από αυτά, όπωσ για παράδειγμα θ πρόταςθ  

«τα τω αυτϊ ίςα και αλλιλοισ εςτίν ίςα», δεν είναι προτάςεισ τθσ γεωμετρίασ αλλά 

προτάςεισ τθσ ανάλυςθσ. Τα βλζπω ωσ αναλυτικζσ a priori εποπτείεσ και δε με 

απαςχολοφν περαιτζρω. Αλλά πρζπει να επιμείνω ςε άλλα αξιϊματα που είναι 

ξεχωριςτά ςτθ γεωμετρία. Από αυτά, ςαφϊσ δθλϊνω τρία: 

1. Από δφο ςθμεία διζρχεται μοναδικι ευκεία. 

2. Μια ευκεία γραμμι είναι θ ςυντομότερθ απόςταςθ ανάμεςα ςε δφο 

ςθμεία. 

3. Από ζνα ςθμείο μόνο μια παράλλθλθ μπορεί να αχκεί ωσ προσ μια 

δεδομζνθ ευκεία. 

Αν και γενικά κάνουμε γεωμετρία χωρίσ να αποδεικνφουμε το δεφτερο από αυτά τα 

αξιϊματα, κα ιταν δυνατό να το ςυμπεράνουμε αφαιρετικά από τα άλλα δφο και 

από άλλα πολυάρικμα αξιϊματα που είναι εν δυνάμει παραδεκτά χωρίσ διλωςθ, 

όπωσ κα εξθγιςω παρακάτω. Για πολφ καιρό μια απόδειξθ του τρίτου αξιϊματοσ 

*με τθ προθγοφμενθ ςειρά αναφοράσ+ που είναι γνωςτό ωσ Ευκλείδειο αίτθμα 

αναηθτείται μάταια. Είναι αδφνατο να φανταςτοφμε τισ προςπάκειεσ που ζγιναν για 

τθν επιδίωξθ αυτισ τθσ χίμαιρασ (chimera). Τελικά, ςτθν αρχι του 19ου  αιϊνα, και 

ςχεδόν ταυτόχρονα, δφο επιςτιμονεσ, ζνασ ΢ϊςοσ και ζνασ Οφγγροσ, οι 

Lobachevsky και Bolyai, ζδειξαν αδιάψευςτα ότι αυτι θ απόδειξθ είναι αδφνατθ. Με 

δεδομζνο ότι θ Acadèmie des Sciences δζχεται μόνο μία ι δφο καινοφργιεσ 

αποδείξεισ το χρόνο, ουςιαςτικά μασ απάλλαξαν από εφευρζτεσ γεωμετριϊν χωρίσ 
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αξιϊματα. Αλλά το ηιτθμα δεν είχε εξαντλθκεί όταν ζγινε ζνα μεγάλο βιμα από το 

παςίγνωςτο Memoir του Riemann, με τίτλο: Ueber die Hypothesen welche der 

Geometrie zum Grunde liegen.  Αυτό το ζργο ενζπνευςε πολλζσ από τισ πρόςφατεσ 

πραγματείεσ ςτισ οποίεσ κα αναφερκϊ παρακάτω και ανάμεςα ςτισ οποίεσ είναι 

αυτζσ των Beltrami και Helmholtz».
 270

 

Θ λεπτομερισ αναφορά ςτθ μθ-Ευκλείδεια διαφορικι γεωμετρία του δίςκου από 

τον Beltrami ζδωςε ςτον Poincaré ζνα νζο νόθμα ςτουσ μζχρι τότε αναλυτικοφσ 

μεταςχθματιςμοφσ. Βεβαίωσ θ ενόραςθ του Poincaré ιταν ακόμα ςυνδεδεμζνθ με 

τα τρίγωνα. Θ απελευκζρωςθ όμωσ ιρκε «κατά τθ διάρκεια ενόσ περιπάτου ςτθν 

άκρθ του γκρεμοφ» από τθν αρικμθτικι. Ιταν το μοντζλο τθσ μθ-Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ ςτο υπερβολοειδζσ που ορίηεται από τθ ςχζςθ   𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = −1  

αυτό που ϊκθςε αλλά και βοικθςε τον Poincaré να αςχολθκεί με πολφγωνα που 

είχαν οποιοδιποτε πλικοσ πλευρϊν. Αναφζρει ςυγκεκριμζνα ο Poincaré ςτο ίδιο 

κεφάλαιο “Non-Euclidean geometries”: 

«Θα ιταν εφκολο να επεκτείνουμε τον ςυλλογιςμό του Beltrami για τισ 

τριςδιάςτατεσ γεωμετρίεσ, και τα μυαλά που δεν δυςκολεφτθκαν προθγουμζνωσ με 

τον τετραδιάςτατο χϊρο δεν βρίςκουν μια τζτοια κίνθςθ δφςκολθ. Αλλά τζτοια 

μυαλά είναι λίγα. Οπότε προτιμϊ να ςυνεχίςω αλλιϊσ. Ασ κεωριςουμε ζνα 

ςυγκεκριμζνο επίπεδο, το οποίο κα αποκαλϊ κεμελιϊδεσ επίπεδο και ασ 

καταςκευάςουμε ζνα είδοσ λεξικοφ με το να φτιάξουμε μια διπλι ςειρά από όρουσ 

που είναι γραμμζνοι ςε δφο ςτιλεσ και αντιςτοιχοφν ο κάκε ζνασ ςτον άλλο, όπωσ 

ςτα ςυνικθ λεξικά που λζξεισ ςε δφο γλϊςςεσ με τθν ίδια ςθμαςία αντιςτοιχοφν θ 

μία ςτθν άλλθ: 

Χϊροσ  Το τμιμα του χϊρου που τοποκετείται πάνω ςτο κεμελιϊδεσ επίπεδο. 

Επίπεδο  Μια ςφαίρα που τζμνει ορκογϊνια το κεμελιϊδεσ επίπεδο.  

Γραμμι Ζνασ κφκλοσ που τζμνει ορκογϊνια το κεμελιϊδεσ επίπεδο.   

Σφαίρα  Σφαίρα 

Κφκλοσ  Κφκλοσ 

Γωνία  Γωνία 

Απόςταςθ 

μεταξφ 

δφο 

ςθμείων 

Ο λογάρικμοσ του διπλοφ λόγου *cross-ratio+ αυτϊν των δφο ςθμείων και 

τθσ τομισ του κεμελιϊδουσ επιπζδου με τον κφκλο που διζρχεται από τα 

δφο αυτά ςθμεία και το τζμνει ορκογϊνια.    
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Ασ πάρουμε τϊρα τα κεωριματα του Lobachevsky και να μεταφράςουμε με τθ 

βοικεια αυτοφ του λεξικοφ, όπωσ κα μεταφράηαμε ζνα γερμανικό κείμενο με τθ 

βοικεια ενόσ Γερμανικο-Γαλλικοφ λεξικοφ. Θα αποκομίηαμε τότε τα κεωριματα τθσ 

ςυνικουσ γεωμετρίασ. Για παράδειγμα, το κεϊρθμα του Lobachevsky: «Το 

άκροιςμα των γωνιϊν ενόσ τριγϊνου είναι μικρότερο από δφο ορκζσ γωνίεσ» 

μπορεί να ερμθνευτεί ωσ εξισ: «Αν ζνα καμπυλόγραμμο τρίγωνο ζχει για πλευρζσ 

του τα τόξα των κφκλων που αν δθμιουργθκοφν κα τζμνουν ορκογϊνια το 

κεμελιϊδεσ επίπεδο, το ςφνολο των γωνιϊν αυτοφ του καμπυλόγραμμου τριγϊνου 

κα είναι μικρότερο από δφο ορκζσ γωνίεσ». Οπότε, όςο μακριά κι αν μασ 

μεταφζρουν οι ςυνζπειεσ των υποκζςεων του Lobachevsky, δε κα οδθγιςουν ποτζ 

ςε αντίφαςθ. Στθν πραγματικότθτα, αν δφο από τα κεωριματα του Lobachevsky 

ιταν αντιφατικά, θ ερμθνεία αυτϊν των δφο κεωρθμάτων που κα γίνονταν με τθ 

βοικεια του λεξικοφ μασ, κα ιταν επίςθσ αντιφατικι. Αλλά αυτζσ οι ερμθνείεσ είναι 

κεωριματα τθσ ςυνικουσ γεωμετρίασ και κανείσ δεν αμφιβάλλει ότι θ ςυνικθσ 

γεωμετρία εξαιρείται από τθν αντίφαςθ. Από που προζκυψε αυτι θ βεβαιότθτα και 

πόςο είναι δικαιολογθμζνθ; Αυτό είναι ζνα ηιτθμα ςτο οποίο δε μπορεί να εμπλακεί 

*ο Poincaré+ τϊρα αλλά είναι ενδιαφζρον και πιςτεφω ότι δεν είναι άλυτο. Άρα, 

τίποτα δεν ζχει μείνει από ςτθν ζνςταςθ που διατφπωςα παραπάνω. Αλλά δεν είναι 

μόνο αυτό. Η γεωμετρία του Lobachevsky οφςα επιρρεπισ ςε μια ςαφι ερμθνεία, 

ςταματά να είναι μια ανϊφελθ λογικι άςκθςθ και μπορεί να εφαρμοςτεί». 271   

 
6.4 Poincaré και Klein 

Αμζςωσ μόλισ ο Poincaré ξεκίνθςε να δθμοςιεφει , ξεκίνθςε και θ αλλθλογραφία272 

του με τον Klein, ο οποίοσ είχε κάποιεσ κοινζσ ιδζεσ αλλά δεν ιταν ςίγουροσ για τον 

τρόπο που ζπρεπε να προχωριςει. Πμωσ, ςφμφωνα με τον Gray273, ο Poincaré αν 

και φαίνεται ότι είχε διαβάςει αρκετά λιγότερα μακθματικά ςε ςχζςθ με τον Klein, ο 

οποίοσ ιταν μελετθτισ τθσ μακθματικισ βιβλιογραφίασ τθσ εποχισ του ςυνολικά, 

ιταν περιςςότερο ικανόσ ςτο να παράγει «νζα» μακθματικά. Ππωσ χαρακτθριςτικά 

ανζφερε ο Klein ςε ζνα γράμμα του αργότερα, θ προςπάκεια του να παραμείνει ςε 
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 *68+ ςελ.41-42 
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 Ο Jeremy Gray αναφζρει ότι αυτι θ αλλθλογραφία που δθμοςιεφκθκε αργότερα ςτο Poincare’s 
Oeuvres και ςτο Klein’s Abhandlungen αποτελεί ζνα ςυναρπαςτικό κείμενο. 
273

 *16+,ςελ. 287 
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επαφι με τισ ςυνεχόμενεσ ιδζεσ του Poincaré, του κόςτιςε τθν υγεία του κακϊσ τθν 

άνοιξθ του 1882 ζπακε ζνα νευρικό κλονιςμό από τον οποίο μάλιςτα ποτζ δεν 

ςυνιλκε εντελϊσ. Αυτόσ φαίνεται να είναι και ο λόγοσ που ο Klein γφρω ςτα 1890 

άλλαξε αντικείμενο: από τθν μακθματικι ζρευνα πζραςε ςτθ επίβλεψθ και 

οργάνωςθ εργαςιϊν άλλων μακθματικϊν. 

Αλλά το μοντζλο τθσ μθ-Ευκλείδειασ γεωμετρίασ που ανακάλυψε ο Poincaré από 

μακθματικισ πλευράσ είναι ακριβϊσ αυτό που ο Riemann είχε περιγράψει. Βζβαια 

και να είχε διαβάςει ο Poincaré το Habilitationsschriff του Riemann κα ζπρεπε να 

είχε επεκτείνει κάκε ζννοια και διαδικαςία θ οποία παρουςιάςτθκε από τον 

Riemann, κακϊσ όπωσ αναφζραμε, ο Riemann ανζφερε μόνο μια μετρικι ςτθ 

διάλεξι του χωρίσ μάλιςτα να περιγράψει τθν εικόνα ςτθν οποία αναφζρεται.  

Το ςχιμα 10 αποτελεί μια από τισ πιο γνωςτζσ εικόνεσ ςτθν μθ-Ευκλείδεια 

γεωμετρία. Είναι θ πλιρωςθ (tessellation) του μθ-Ευκλείδειου δίςκου από τρίγωνα 

με γωνίεσ , ,
2 3 7

  
 τα οποία είναι μθ-Ευκλείδεια ίςα (congruent) και τθν 

χρθςιμοποιοφςε ο Klein πριν ακόμα ςυνειδθτοποιιςει ότι αποτελεί μια εικόνα τθσ 

μθ-Ευκλείδειασ γεωμετρίασ. 

 
Σχιμα 10 : Θ πλιρωςθ του δίςκου από τρίγωνα. 

 

6.5 Τα μοντζλα των Klein-Beltrami  και του Poincaré 

Μοντζλο μιασ κεωρίασ κεωροφμε τθν απεικόνιςθ μιασ κεωρίασ μζςα ςε μια άλλθ 

κεωρία που είναι ςε μεγαλφτερο βακμό γνωςτι. Γενικότερα μια κεωρία 

αποτελείται από αόριςτουσ όρουσ, οριςμοφσ και αξιϊματα, τα οποία διατυπϊνουμε 

με τουσ όρουσ τθσ νζασ κεωρίασ και τα αποδεικνφουμε. Ωσ παράδειγμα μπορεί να 



[225] 
 

κεωρθκεί θ αναλυτικι γεωμετρία θ οποία αποτελεί ζνα μοντζλο τθσ Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ. Στα πλαίςια τθσ αναλυτικισ γεωμετρίασ το Ευκλείδειο αίτθμα 

ιςοδυναμεί με τθν εφρεςθ τθσ εξίςωςθσ τθσ ευκείασ που είναι παράλλθλθ ςτθ 

δοκείςα και διζρχεται από ζνα ςθμείο εκτόσ αυτισ. 

Ωσ μοντζλα τθσ επίπεδθσ Υπερβολικισ γεωμετρίασ αρχικά ζχουμε το μοντζλο των 

Klein-Beltrami που αποτελείται από το εςωτερικό ενόσ κυκλικοφ δίςκου, χωρίσ τον 

ίδιο τον κφκλο. Τα ςθμεία του μοντζλου είναι τα ςυνικθ ςθμεία αλλά ευκείεσ 

αποτελοφν οι χορδζσ του κφκλου. Υπιρχε όμωσ το πρόβλθμα με τθ μζτρθςθ που δεν 

κα μποροφςε να είναι θ ευκλείδεια μζτρθςθ, τόςο ωσ προσ τισ γωνίεσ όςο και προσ 

τα μικθ.  

Θ απάντθςθ ςε αυτό το ηιτθμα ιρκε από τον Klein μζςω τθσ Ρροβολικισ 

γεωμετρίασ. Αν αρχίςουμε από το δίχωνο υπερβολοειδζσ 2 2 2 1x y z    ςτον 3
, 

όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 11: 

 

Σχιμα 11 

 

Τα επίπεδα που διζρχονται από τθν αρχι των αξόνων δθμιουργοφν γραμμζσ ςτο 

ζνα «χωνί». Αυτζσ τισ γραμμζσ τισ προβάλουμε ςτο επίπεδο και ζχουμε το 

ηθτοφμενο ςχιμα, που αποτελεί και το μοντζλο. 

Γνωρίηουμε από το αντίςτοιχο κεφάλαιο του Klein ότι ο διπλόσ λόγοσ τεςςάρων 

ςθμείων παραμζνει αναλλοίωτοσ ςτο προβολικό επίπεδο. Άρα ωσ προσ τον 

υπολογιςμό μθκϊν ζχουμε το απαραίτθτο εργαλείο. Ρωσ όμωσ μετράμε μια γωνία; 

Θ διαδικαςία γίνεται μζςω υπερβολικϊν ςυναρτιςεων και δεν είναι κακόλου 

εφχρθςτθ. 

Ο Poincaré παράλλαξε το μοντζλο των Klein-Beltrami για να κάνει περιςςότερο 

εποπτικι τθ κατάςταςθ. Δθμιοφργθςε λοιπόν τα εξισ δφο μοντζλα: 
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 Το μοντζλο του δίςκου: ςτο μοντζλο (ςχιμα 12) αυτό D =   x, y , x2 + y2 <

1  το ςθμείο είναι το ςφνθκεσ, οι ευκείεσ είναι διάμετροι ι τόξα κφκλων που 

τζμνουν ορκογϊνια τθν αρχικι περιφζρεια, δθλαδι ζχουν κάκετεσ 

εφαπτόμενεσ. Μικοσ ι ιςότθτα ευκυγράμμων τμθμάτων ορίηονται όπωσ και 

ςτον Klein δθλαδι με τον διπλό λόγο, ενϊ οι γωνίεσ είναι ευκλείδειεσ και 

ορίηονται με τθ βοικεια τθσ γωνίασ των εφαπτόμενων των καμπυλϊν. 

 

Σχιμα 12 

 

 Το μοντζλο του άνω θμιεπιπζδου: ςτο θμιεπίπεδο   x, y : y > 0 =

 z ∈ C: Imz > 0  οι ευκείεσ είναι κάκετεσ θμιευκείεσ ςτον x’x άξονα ι 

θμιπεριφζρειεσ με κζντρα ςτον x’x άξονα (ςχιμα 13). Το μικοσ και θ γωνία 

ορίηονται όπωσ ςτο δίςκο.  

 

Σχιμα 13 

 

Βζβαια τα δφο μοντζλα δεν είναι άςχετα μεταξφ τουσ κακϊσ υπάρχουν οι 

ςφμμορφεσ απεικονίςεισ Möbius που διατθροφν τισ γωνίεσ. Και ςτα δφο μοντζλα 

του Poincaré κεωροφμε «τθν οικογζνεια των κφκλων και των ευκειϊν». 
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Ασ δοφμε ζνα παράδειγμα εφαρμογισ των μοντζλων αυτϊν: αν κζλουμε να 

δείξουμε ότι δφο «ςθμεία» ορίηουν ακριβϊσ μια ευκεία, π.χ. ςτο άνω θμιεπίπεδο αν 

θ ΑΒ ιταν κάκετθ ςτον x’x άξονα, τότε είναι θ ηθτοφμενθ. Αν θ ΑΒ δεν είναι κάκετθ 

ηθτείται κφκλοσ να διζρχεται από τα Α, Β και να ζχει το κζντρο του ςτον x’x άξονα. 

Τότε το κζντρο κα ανικει ςτθ μεςοκάκετο και επειδι θ ΑΒ δεν κα είναι κάκετθ ςτον 

x’x άξονα, θ ευκεία κα τζμνει τον άξονα ςε ζνα ςθμείο Κ. Με κζντρο το Κ ζχουμε το 

ηθτοφμενο κφκλο. Στο μοντζλο του δίςκου τα πράγματα είναι δφςκολα: αν είναι 

πάνω ςτθ διάμετρο τότε δεν ζχουμε πρόβλθμα. Αν δεν είναι πάνω ςτθ διάμετρο, 

ηθτείται κφκλοσ που διζρχεται από τα Α, Β και τζμνει τθν αρχικι περιφζρεια 

ορκογϊνια.  

Βαςικό ηιτθμα αποτελεί το πρόβλθμα τθσ αντιςτροφισ: κακϊσ χρειαηόμαςτε 

αποδείξεισ είναι αναγκαία θ χριςθ τθσ αντιςτροφισ ωσ είδοσ απεικόνιςθσ. Θ 

αντιςτροφι   Ο, κ2   με κζντρο το ςθμείο Ο και δφναμθ κ2 απεικονίηει ζνα ςθμείο Α 

ςτο Α’ όπου τα Ο, Α, Α’ είναι ςυνευκειακά και ζχουν ίδια φορά. Ο ηθτοφμενοσ 

κφκλοσ  περιλαμβάνει τα ςθμεία Α’, Β’ για τα οποία ιςχφει ΟΑ ∙ ΟΑ′ = ΟΒ ∙ ΟΒ′ =

R2. Από τθ ςχζςθ ΟΑ ∙ ΟΑ′ = R2 βρίςκουμε το Α’ (ςχιμα 14). 

 

Σχιμα 14 

 

Μζςω τθσ αντιςτροφισ ζνασ κφκλοσ απεικονίηεται ςτον εαυτό του κακϊσ κάκε 

ςθμείο Β απεικονίηεται ςτον εαυτό του όπωσ δείχνει θ ςχζςθ ΟΒ ∙ ΟΒ = R2. 

Συνεπϊσ με τθν αντιςτροφι ζνασ κφκλοσ απεικονίηεται ςε ευκεία ι ςε κφκλο και 

διατθροφνται οι γωνίεσ. 

Πρόταςη: Αν ζνασ κφκλοσ τζμνει ορκογϊνια τον κφκλο (Ο,R) τότε απεικονίηεται ςτον 

εαυτό του. 

Απόδειξθ: αν Α, Β τα ςθμεία του δεφτερου κφκλου τότε κα ζχουμε ΟΑ ∙ ΟΒ = κ2  

άρα τα ςθμεία Α, Β ςχετίηονται μζςω τθσ αντιςτροφισ. 
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Για να δείξουμε πωσ χαράςςονται ορκογϊνιοι κφκλοι ασ παρουςιάςουμε τθν εξισ 

καταςκευι: Δίνεται κφκλοσ C και ηθτάμε να βρεκεί κφκλοσ C’ ο οποίοσ να διζρχεται 

από τα ςθμεία Α, Β και να τζμνει ορκογϊνια τον C. Αν κεωριςουμε ότι τα ςθμεία Α, 

Β βρίςκονται ςτο εςωτερικό του C, βρίςκουμε τα αντίςτροφά τουσ ωσ προσ το Ο, 

δθλαδι τα Α’, Β’. Από τθν προθγοφμενθ πρόταςθ ο κφκλοσ C’ που διζρχεται από τα 

Α, Β, Α’, Β’ είναι ορκογϊνιοσ ςτον κφκλο C. 

Μποροφμε λοιπόν να αποδείξουμε ότι ςτο δίςκο του Poincaré κάκε δφο ςθμεία 

ορίηουν μοναδικι ευκεία: αν τα ςθμεία και το κζντρο του κφκλου είναι ςυνευκειακά 

τότε ευκεία είναι θ διάμετροσ που ορίηουν. Αν τα δφο ςθμεία ορίηουν χορδι και όχι 

διάμετρο, τότε ευκεία ορίηουμε τον μοναδικό λόγω τθσ προθγοφμενθσ καταςκευισ 

ορκογϊνιο κφκλο που ορίηουν. 

Ρρζπει να τονίςουμε ότι και ςτα δφο μοντζλα του Poincaré οι γωνίεσ μετριοφνται 

«Ευκλείδεια».  Βαςικι μασ απαίτθςθ είναι θ αρχι τθσ μεταφοράσ των γωνιϊν, 

κακϊσ τότε για κάκε γωνία κα υπάρχει μοναδικι ίςθ γωνία μζςω τθσ μεταφοράσ274.       

Χρειαηόμαςτε όμωσ μια πιςτοποίθςθ ςτο γεγονόσ ότι οι γωνίεσ μεταφζρονται: ςτο 

μοντζλο του θμιεπιπζδου αρχικά φζρνουμε τθν εφαπτόμενθ του κφκλου ςτο Ο, ςτθ 

ςυνζχεια με Ευκλείδεια καταςκευι ςχθματίηω τθ γωνία φ. Ηθτάμε ζνα κφκλο που 

διζρχεται από το Α, εφάπτεται ςτθν Αy και ζχει κζντρο ςτον x’x άξονα. Θ λφςθ είναι 

να φζρουμε τθν κάκετθ τθσ Αy ςτο Α: αν είναι παράλλθλθ ςτο x’x τότε θ  Αy είναι θ 

ηθτοφμενθ. Αν όμωσ τζμνει τον x’x τότε ζχουμε βρει το κζντρο του κφκλου. Συνεπϊσ 

το πρόβλθμα ζχει πάντα λφςθ, δθλαδι μεταφζρεται θ γωνία. 

Στο μοντζλο του δίςκου, ηθτάμε κφκλο που διζρχεται από το Α, εφάπτεται ςτθν Αy 

και είναι ορκογϊνιοσ ςτο κφκλο του μοντζλου. Θ λφςθ προκφπτει από το γεγονόσ 

ότι το κζντρο του κα βρίςκεται ςε κάκετθ τθσ Αy. Ο κφκλοσ κα διζρχεται από το Α’ 

κακϊσ 2'OA OA   και το κζντρο του κα βρίςκεται και ςτθ μεςοκάκετο του ΑΑ’. Αν 

δεν τζμνονται ςθμαίνει ότι τότε θ Αy είναι διάμετροσ, άρα είναι θ ηθτοφμενθ 

ευκεία, ενϊ αν τζμνονται βρίςκουμε το κζντρο του ηθτοφμενου κφκλου. 

Ρωσ όμωσ ορίηουμε τθν ιςότθτα ευκυγράμμων τμθμάτων; Θ βαςικι μασ ςκζψθ 

είναι υπάρχει μια ιςοδυναμία μεταξφ ίςων τμθμάτων και ίςων μθκϊν. Ππωσ ζχουμε 
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αναφζρει ςτθ γεωμετρία κατά Klein, χρειαηόμαςτε τισ «ιςομετρίεσ» τθσ γεωμετρίασ 

που δθμιουργοφμε, οι οποίεσ είναι αυτομορφιςμοί του μοντζλου, με τθν ζννοια τθσ 

διατιρθςθσ των γωνιϊν και των ευκειϊν.  

Αντιςτρζφοντασ το ερϊτθμα, αναηθτοφμε απεικονίςεισ που διατθροφν τθν 

οικογζνεια των κφκλων και των ευκειϊν και τισ γωνίεσ. Στθ ςυνζχεια αναηθτοφμε 

ςτα αναλλοίωτα αυτϊν των απεικονίςεων το μικοσ. Και αυτι θ αναηιτθςθ βρίςκει 

λφςθ μζςω τθσ αντιςτροφισ. Θ γενικότερθ απεικόνιςθ με τισ προθγοφμενεσ 

ιδιότθτεσ όπωσ αναφζραμε είναι ο μεταςχθματιςμόσ Möbius: 
az b

z
cz d





που 

διατθρεί τον προςανατολιςμό ι ο μεταςχθματιςμόσ αντί-Möbius:
az b

z
cz d





, που 

δεν διατθρεί τον προςανατολιςμό. Το αναλλοίωτο αυτϊν των απεικονίςεων λοιπόν 

είναι ο διπλόσ λόγοσ των τεςςάρων ςθμείων   1 3 2 3
1 2 3 4

1 4 2 4

, ; , :
z z z z

z z z z
z z z z

 


 
με τθν 

ιδιότθτα ότι είναι πραγματικόσ αρικμόσ αν και μόνο αν τα ςθμεία είναι 

ςυνευκειακά ι ομοκυκλικά. Τότε μποροφμε να ορίηουμε ωσ απόςταςθ 

     , ln , : , ln , : ,d A B P Q A B A B P Q  . 

Μποροφμε τϊρα να υπολογίςουμε τθ  ςχζςθ μεταξφ ευκλείδειου μικουσ και 

Poincaré μικουσ για ςθμεία πάνω ςε μια διάμετρο. Αν ορίςουμε OA  το ευκλείδειο 

μικοσ και  ,d O A το Poincaré μικοσ, τότε    , ln , : ,d O A O A P Q 

ln :
OP AP

OQ AQ
 ln :

R R OA

R R OA





ln

R OA

R OA





ln

R OA

R OA




 κακϊσ 1

R OA

R OA





. Με τθ 

βοικεια τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ κα ζχουμε  ,d O AR OA
e

R OA






   ,d O A
R OA e R OA   

 

 

,

,

1

1

d O A

d O A

e
OA R

e


 


. 

Για να ζχουμε «πλιρθ» γεωμετρία αρκεί να δείξουμε κάποιο από τα κριτιρια 

ιςότθτασ τριγϊνων, π.χ. ότι αν δυο τρίγωνα ζχουν δφο πλευρζσ και τθ περιεχόμενθ 

γωνία «ίςεσ» τότε είναι «ίςα». Κατά τον Klein είδαμε ότι αυτό το κριτιριο 

αντιςτοιχίηεται με τθν εφρεςθ μεταςχθματιςμοφ που απεικονίηει το ζνα τρίγωνο ςτο 

άλλο τρίγωνο μζςω αυτομορφιςμϊν τθσ δομισ.  
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Μποροφμε χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ να κεωριςουμε ότι τα δυο τρίγωνα ζχουν 

κοινι κορυφι ςτο κζντρο του δίςκου, χρθςιμοποιϊντασ κατάλλθλεσ αντιςτροφζσ. 

Φτάνουμε λοιπόν ςτθν εξισ κατάςταςθ:    , , 'd O A d O A ,    , , 'd O B d O B ,

ˆ ˆ' 'AOB A OB . Τότε όμωσ κα ζχουμε ότι 'OA OA , 'OB OB και  ˆ ˆ' 'AOB A OB  

άρα τα δφο τρίγωνα είναι Ευκλείδεια ίςα (Ρ-Γ-Ρ). Εφαρμόηοντασ Ευκλείδεια ςτροφι 

από το Ο, είναι αυτομορφιςμόσ του μοντζλου του δίςκου. Αν χρειαςτεί εξάλλου 

μποροφμε να εφαρμόςουμε και ευκλείδεια ανάκλαςθ με άξονα που διζρχεται από 

το Ο και να ζχουμε επίςθσ αυτομορφιςμό τθσ γεωμετρίασ. Με αυτοφσ τουσ δφο 

αυτομορφιςμοφσ τα δφο τρίγωνα ςυμπίπτουν.  

 

6.6 Γεωμετρίεσ, Kant και Poincaré 

Αρκετοί μελετθτζσ του ζργου του Poincaré κεωροφν ότι εμφανϊσ είναι καντιανόσ, 

κακϊσ το πλαίςιο ςτο οποίο εργάηεται φαίνεται να είναι καντιανό. Πμωσ αν και 

κεωρϊντασ ότι δεν είναι κατάλλθλο για τθ γεωμετρία, ο Poincaré αναλαμβάνει τθν 

υποχρζωςθ να το τροποποιιςει. Για να επιβεβαιϊςει τθ κζςθ του ότι τα κεωριματα 

τθσ γεωμετρίασ δεν μποροφν να ταιριάξουν ςτα ςχιματα του Kant, κεωρεί ότι 

πρζπει οφτε να είναι ςυνκετικά a priori όπωσ υποςτιριηε ο Kant, οφτε ςυνκετικά a 

posteriori ςαν να ιταν ςυνικεισ εμπειρικζσ δθλϊςεισ.  

Μζςα από τισ εκκζςεισ του ο Poincaré δθλϊνει ότι υπό μία ζννοια όλεσ οι 

γεωμετρίεσ, Ευκλείδειεσ ι μθ-Ευκλείδειεσ είναι ιςοδφναμεσ. Πλεσ αποτελοφν 

ιςάξιεσ εναλλακτικζσ, καμία από τισ οποίεσ δεν μπορεί να μασ επιβάλει θ λογικι ι θ 

εμπειρία, χωρίσ όμωσ να μασ εξθγεί για ποιο λόγο μια τζτοια ιςοδυναμία είναι 

δυνατι. Ο Poincaré ςτθρίηει τθν άποψι του αυτι μζςα από τισ μεταφορζσ που 

επιτρζπουν τθ μετάβαςθ από τθ μια γεωμετρία ςε άλλθ. Μάλιςτα κατά τθν Ben-

Menahem275 ταλαντεφεται μεταξφ τθσ εςωτερικισ μετάφραςθσ των ειδϊν των 

γεωμετριϊν ςτο κεφάλαιο ΛΛΛ  και τθσ κζςπιςθσ τθσ εμπειρικισ ιςοδυναμίασ ωσ 

κεωριϊν του φυςικοφ χϊρου που αναφζρει ο Poincaré ςτο κεφάλαιο V. 

Κατά τον Poincaré οι μθ-Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ επειδι λογικά φαίνονταν εντάξει 

άρα και ότι ταιριάηουν, δεν κα μποροφςαμε με κανζνα όμωσ τρόπο να ποφμε ότι ο 

χϊροσ ξεκάκαρα είναι Ευκλείδειοσ ι μθ-Ευκλείδειοσ. Οποιοδιποτε πείραμα κα 
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περιελάμβανε μια ερμθνεία και ενδεχομζνωσ κα μποροφςε να δεχκεί κριτικι με το 

να πει κάποιοσ ότι οι ακτίνεσ του φωτόσ ι οτιδιποτε άλλο ζπαιηε το ρόλο των 

ευκειϊν ςε αυτό το πείραμα είναι πράγματι ευκείεσ και ο χϊροσ είναι μθ-

Ευκλείδειοσ, αν αυτό υποδείκνυαν οι μετριςεισ. Αλλά και κάποιοσ άλλοσ κα 

μποροφςε να εκφράςει τθν άποψθ ότι ο χϊροσ είναι Ευκλείδειοσ και ότι οι ακτίνεσ 

καμπυλϊνονται. Δεν κα υπιρχε δυνατότθτα να επιλζξουμε με τθ βοικεια τθσ 

λογικισ μεταξφ των εναλλακτικϊν αυτϊν προτάςεων, άρα μόνο αυκαίρετα κα 

μποροφςε να γίνει θ επιλογι βαςιςμζνθ ςτθν ευκολία που κα μασ διαςφάλιηε μια 

τζτοια επιλογι. Κα ζπρεπε να υπάρχει δε μια ςυλλογικι ςυμφωνία ι ςφμβαςθ, 

χωρίσ όμωσ να επιβάλλεται τίποτα. 

Στο κεφάλαιο ΛΛΛ ο Poincaré αναφζρεται εκτενϊσ ςτα διάφορα είδθ γεωμετριϊν με 

ςτακερι καμπυλότθτα και τουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ ςυςχετίηονται. Φαίνεται 

ότι τον απαςχολεί το κζμα τθσ ςυνζπειασ των διάφορων ειδϊν γεωμετριϊν, το 

οποίο κεωρεί ότι προθγείται εννοιολογικά από οποιαδιποτε αναηιτθςθ τθσ 

αλικειασ των γεωμετριϊν. Καταςκευάηοντασ ζνα μοντζλο τθσ Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ για τθν μθ-Ευκλείδεια ο Poincaré κεωρεί ότι μπορεί να «μεταφράςει» 

τθν μια γεωμετρία με όρουσ τθσ άλλθσ χωρίσ τθ χριςθ μεταμακθματικισ ορολογίασ. 

Ακολουκϊντασ τισ εργαςίεσ του όπωσ και των Beltrami και Riemann, ο Poincaré 

κεωρεί ότι θ μετάφραςθ των αξιωμάτων και των κεωρθμάτων μιασ μθ-Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ ςε αξιϊματα και κεωριματα τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ κακιςτά 

ενεργι τθν ςχετικι ςυνζπεια των δφο γεωμετριϊν. Αν όμωσ υπάρχουν αρκετά είδθ 

ςυνεπϊν γεωμετριϊν που είναι αςφμβατεσ μεταξφ τουσ, τότε θ καντιανι εικόνα τθσ 

γεωμετρίασ πρζπει να ανακεωρθκεί: 

«Υπάρχουν όμωσ τα αξιϊματα των ςυνκετικϊν a priori εποπτειϊν, όπωσ ο Kant μασ 

διαβεβαίωςε; Θα ζπρεπε να μασ ζχουν επιβλθκεί από μια τζτοια δφναμθ ζτςι ϊςτε 

δεν κα είχαμε ςυλλάβει τθν αντίφαςθ, οφτε κα είχαμε «χτίςει» πάνω ςε αυτιν ζνα 

κεωρθτικό οικοδόμθμα. Δεν κα υπιρχε θ μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία.» 276 

Ο Poincaré κεωρεί τισ ςυνκετικζσ a priori προτάςεισ ωσ αναγκαίεσ, διατθρϊντασ τθν 

άποψθ ότι δεν μποροφμε οφτε να κατανοιςουμε τθν άρνθςθ μιασ ςυνκετικισ 

αλικειασ, οφτε να ενςωματϊςουμε μια τζτοια άρνθςθ με ςυνζπεια ςε ζνα 

ςυνεκτικό ςφςτθμα προτάςεων. Αυτι θ αντίλθψθ των ςυνκετικϊν a priori του 
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Poincaré οδιγθςε ςτο ςυμπζραςμα ότι θ φπαρξθ αςφμβατων γεωμετριϊν 

επιβεβαιϊνει ότι καμιά από αυτζσ δεν είναι ςυνκετικι a priori. Κα πρζπει να 

τονίςουμε ότι για τον Poincaré καμία αναγκαία αλικεια δεν είναι ςφμβαςθ. Ο 

Poincaré προςπάκθςε να αρνθκεί τθν εναλλακτικι εμπειρικι προςζγγιςθ με το 

ςυμβατιςμό, τθν οποία αρκετοί μελετθτζσ κεωροφν πρωτότυπθ μεν αλλά και 

αμφιςβθτιςιμθ δε.  

 

6.7 Ο χϊροσ του Poincaré 

Στο κεφάλαιο ΛV ο Poincaré αςχολείται με αυτό που αναφζρει ωσ αναπαραςταςιακό 

χϊρο, τον οποίο καταςκευάηει από το γεωμετρικό χϊρο. Αυτό γίνεται υιοκετϊντασ 

μια περιςςότερο ψυχολογικι προςζγγιςθ παρά μια επιςτθμολογικι προςζγγιςθ τθσ 

γεωμετρίασ, ανοίγοντασ το δρόμο για τον Piaget και τισ ιδζεσ του. Μάλιςτα 

ολόκλθρο το κεφάλαιο IV μπορεί να κεωρθκεί ότι αποτελεί βαςικι ςυνιςτϊςα του 

ςυμβατιςμοφ.  

Γενικότερα ςε αυτό το κεφάλαιο ο Poincaré δεν αςχολείται με τισ λεπτομζρειεσ τθσ 

άποψθσ του Kant, αλλά αφοφ ζχει απορρίψει τισ ςυνκετικζσ a priori αλικειεσ τθσ 

γεωμετρίασ ςτο κεφάλαιο ΛΛΛ, προςπακεί ςτο IV να δείξει ότι ο Ευκλείδειοσ χϊροσ 

δεν είναι θ κακαρι a priori εποπτεία που κεωροφςε ο Kant. Σε αυτό το κεφάλαιο 

δθλαδι προςπακεί να δείξει ότι θ αντίλθψθ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων που 

ζχουμε δεν ενςωματϊνεται ςτο a priori πλαίςιο του Ευκλείδειου χϊρου τθσ 

εποπτείασ μασ, αλλά παρζχει τα δεδομζνα με τα οποία ςυγκροτείται θ 

αναπαράςταςθ του χϊρου. Μάλιςτα προςπακεί να τα εξθγιςει και παράλλθλα να 

αποφφγει τον γεωμετρικό εμπειριςμό. 

Αν και ο Poincaré αναφζρεται ςτθ μεταβλθτι αιςκθτθριακι αντίλθψθ και τα 

δεδομζνα που παράγει, δεν αναφζρεται ςτον Kant, αν και θ άποψι που παρακζτει 

ζχει καντιανι προζλευςθ: κανζνα δεδομζνο των αιςκιςεϊν μασ δεν 

ενςωματϊνεται ςε αυτό που καλοφμε γεωμετρικό χϊρο, είτε Ευκλείδειο είτε μθ-

Ευκλείδειο, τον οποίο κεωροφμε ςυνεχι, άπειρο, ιςοτροπικό, ομογενι και 

τριςδιάςτατο. Αναφζρει λοιπόν ςυγκεκριμζνα ςτο κεφάλαιο Space and Geometry 

του Science and Hypothesis ο Poincaré: 

 «Ασ ξεκινιςουμε με ζνα μικρό παράδοξο. Πντα τα οποία ζχουν νου όπωσ ζχουμε 

εμείσ και με αιςκιςεισ ςαν τισ δικζσ μασ αλλά χωρίσ καμία προπαραςκευαςτικι 
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εκπαίδευςθ, μποροφν να δεχκοφν από ζναν κατάλλθλα επιλεγμζνο εξωτερικό 

κόςμο εντυπϊςεισ οι οποίεσ κα τα οδθγιςουν ςτθν καταςκευι μιασ γεωμετρίασ 

διαφορετικισ από τθν γεωμετρία του Ευκλείδθ και κα εντοπίςουν τα φαινόμενα 

αυτοφ του εξωτερικοφ κόςμου ςε ζναν μθ-Ευκλείδειο χϊρο ι ακόμθ και ςε ζναν 

τετραδιάςτατο χϊρο. Πςο για εμάσ, οι οποίοι ότι μάκαμε βρίςκεται ςτον 

πραγματικό κόςμο, αν ξαφνικά μεταφερόμαςταν ςε αυτόν τον νζο κόςμο, δε κα 

είχαμε καμία δυςκολία ςτο να αναφζρουμε φαινόμενα του δικοφ μασ Ευκλείδειου 

χϊρου. Κςωσ κάποια ςτιγμι εμφανιςτεί ςτο προςκινιο κάποιοσ που κα ζχει 

αφιερϊςει τθ ηωι του ςε αυτό και κα μπορεί να παρουςιάςει ςτον εαυτό του τθν 

τζταρτθ διάςταςθ»277. 

Στθ ςυνζχεια ο Poincaré αναφζρεται ςτα είδθ του χϊρου, όπωσ εκείνοσ κεωρεί ότι 

ταξινομοφνται: 

«Γεωμετρικόσ χϊροσ και αναπαραςταςιακόσ (representative) χϊροσ. Λζγεται ςυχνά 

ότι οι εικόνεσ που ςχθματίηουμε από εξωτερικά αντικείμενα εντοπίηονται ςτο χϊρο 

και ακόμθ ότι μποροφν να ςχθματιςτοφν μόνο υπό αυτιν τθν προχπόκεςθ. Λζγεται 

επίςθσ ότι αυτόσ ο χϊροσ, ο οποίοσ μασ χρθςιμεφει ωσ ζνα είδοσ πλαιςίου ιδθ 

προετοιμαςμζνου για τισ αιςκιςεισ και τισ αναπαραςτάςεισ μασ, είναι ο ίδιοσ με τον 

χϊρο των γεωμετρϊν και ζχει όλεσ τισ ιδιότθτεσ αυτοφ του χϊρου. Σε όλουσ τουσ 

νοιμονεσ ανκρϊπουσ που ςκζφτονται με αυτόν τον τρόπο, ο προθγοφμενοσ 

ιςχυριςμόσ κα μποροφςε κάλλιςτα να φανεί αςυνικιςτοσ. Αλλά ακόμθ κα μασ ζχει 

μείνει να δοφμε αν αυτοί δεν αποτελοφν τα κφματα κάποιασ ψευδαίςκθςθσ, τθν 

οποία μια προςεκτικι ανάλυςθ κα μπορζςει να διαλφςει. Καταρχιν, ποιεσ είναι οι 

ιδιότθτεσ του χϊρου τισ οποίεσ καλοφμε κατάλλθλα; Εννοϊ αυτόν τον χϊρο που 

είναι το αντικείμενο τησ γεωμετρίασ και τον οποίο κα αποκαλϊ γεωμετρικό χϊρο. 

Τα παρακάτω είναι κάποια από τα πιο ςθμαντικά: 

1. Είναι ςυνεχισ. 

2. Είναι άπειροσ. 

3. Είναι τριςδιάςτατοσ. 

4. Είναι ομοιογενισ, δθλαδι όλα τα ςθμεία του είναι ταυτόςθμα το ζνα με το 

άλλο. 

5. Είναι ιςοτροπικόσ. 
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Σφγκρινε αυτό τϊρα με το πλαίςιο των αναπαραςτάςεϊν και των αιςκιςεϊν μασ, 

τον οποίο κα αποκαλϊ αναπαραςταςιακό (representative) χϊρο.»278  

Κανζνα δεδομζνο δεν εμςωματϊνεται ςτον Ευκλείδειο ι μθ-Ευκλείδειο γεωμετρικό 

χϊρο, τον οποίο κεωροφμε με τα πζντε χαρακτθριςτικά που αναφζρει ο  Poincaré. 

Οι εικόνεσ που ςχθματίηονται ςτον αμφιβλθςτροειδι δεν είναι οφτε ομοιογενείσ 

οφτε τριςδιάςτατεσ, ςυνεπϊσ αν και δεν ζχουν τα ςυγκεκριμζνα χαρακτθριςτικά 

αναπτφςςουμε τθν αντίλθψθ του χϊρου που ζχουμε. Αναλυτικότερα αςχολείται 

αυτά τα κζματα και αναπτφςςει επιχειριματα αναφερόμενοσ ςτον οπτικό χϊρο:   

«Οπτικόσ (Visual) χϊροσ. Ρρϊτα από όλα ασ κεωριςουμε μια κακαρά οπτικι 

εντφπωςθ, λόγω μιασ εικόνασ που ςχθματίηεται ςτο πίςω μζροσ του 

αμφιβλθςτροειδοφσ. Μια βιαςτικι ανάλυςθ μπορεί να μασ υποδείξει αυτιν τθν 

εικόνα ωσ ςυνεχι, αλλά όμωσ κακϊσ εκτείνεται ςε μόνο δφο διαςτάςεισ, το γεγονόσ 

αυτό ιδθ διαχωρίηει το κακαρά οπτικό μζροσ από αυτό που μπορεί να αποκαλείται 

γεωμετρικόσ χϊροσ. Από τθν άλλθ πλευρά, θ εικόνα περικλείεται εντόσ ενόσ 

περιοριςμζνου πλαιςίου. Και υπάρχει μια όχι λιγότερο ςθμαντικι διαφορά: αυτόσ ο 

κακαρόσ οπτικόσ χϊροσ δεν είναι ομοιογενισ. Πλα τα ςθμεία του 

αμφιβλθςτροειδοφσ, εκτόσ από τισ εικόνεσ που μποροφν να ςχθματιςτοφν, δεν 

παίηουν τον ίδιο ρόλο. Μια κίτρινθ κουκκίδα δε μπορεί με τίποτα να κεωρθκεί ωσ 

ιςοδφναμθ με ζνα άλλο ςθμείο ςτθν άκρθ του αμφιβλθςτροειδοφσ. Πχι μόνο το ίδιο 

αντικείμενο παράγει ςε αυτό πολφ πιο λαμπερζσ εντυπϊςεισ αλλά ςε ολόκλθρο το 

περιοριςμζνο πλαίςιο το ςθμείο που καταλαμβάνει κζςθ ςτο κζντρο δε κα 

εμφανίηεται ταυτόςθμο με κανζνα ςθμείο  κοντά ςε μία από τισ άκρεσ. Μια πιο 

προςεκτικι ανάλυςθ χωρίσ αμφιβολία κα μασ δείξει ότι θ ςυνζχεια του οπτικοφ 

χϊρου αλλά και οι δφο διαςτάςεισ του δεν είναι παρά μια ψευδαίςκθςθ. Επίςθσ 

*μια τζτοια ανάλυςθ+ κα μποροφςε να κάνει τον οπτικό χϊρο ακόμθ πιο 

διαφορετικό από ότι πρωτφτερα ςε ςχζςθ με τον γεωμετρικό χϊρο, αλλά κα πρζπει 

να χρθςιμοποιιςουμε αυτό το ςχόλιο ωσ τυχαίο. 

Ραρόλα αυτά, θ όραςθ μασ κακιςτά ικανοφσ να εκτιμιςουμε αποςτάςεισ άρα και να 

αντιλθφκοφμε μια τρίτθ διάςταςθ. Αλλά ο κακζνασ ξζρει ότι αυτι θ αντίλθψθ τθσ 

τρίτθσ διάςταςθσ μειϊνει κατά μία ζννοια τθ προςπάκεια προςαρμογισ που πρζπει 

να γίνει, αλλά και κατά μια άλλθ ζννοια τθ ςφγκλιςθ των δφο ματιϊν, που πρζπει να 

ςυμβεί για αντιλθφκοφμε ζνα αντικείμενο ευκρινϊσ. Αυτζσ είναι μυϊκζσ αιςκιςεισ 

εντελϊσ διαφορετικζσ από τισ οπτικζσ αιςκιςεισ οι οποίεσ μασ ζχουν δϊςει τθν 
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ζννοια των δφο πρϊτων διαςτάςεων. Συνεπϊσ θ τρίτθ διάςταςθ δεν πρζπει να μασ 

φαίνεται ότι παίηει τον ίδιο ρόλο με τισ άλλεσ δφο. Οπότε αυτό που μπορεί να 

αποκαλείται πλιρθσ οπτικόσ χϊροσ δεν είναι ζνασ ιςοτροπικόσ χϊροσ. Είναι 

αλικεια, ότι ζχει ακριβϊσ τρεισ διαςτάςεισ. Αυτό ςθμαίνει ότι τα ςτοιχεία των 

οπτικϊν μασ αιςκιςεων (αυτϊν που τουλάχιςτον ταυτίηονται ςτθ μορφοποίθςθ τθσ 

ζννοιασ τθσ επζκταςθσ) κα ορίηονται πλιρωσ αν γνωρίηουμε τρία από αυτά. Ή, ςτθ 

γλϊςςα των μακθματικϊν, κα υπάρχουν ςυναρτιςεισ τριϊν ανεξάρτθτων 

μεταβλθτϊν. Αλλά ασ δοφμε το κζμα πιο προςεκτικά. Η τρίτθ διάςταςθ μασ 

αποκαλφπτεται με δφο διαφορετικοφσ τρόπουσ: από τθν προςπάκεια μιασ 

προςαρμογισ και από τθν ςφγκλιςθ των ματιϊν. Χωρίσ αμφιβολία αυτζσ οι δφο 

ενδείξεισ βρίςκονται πάντα ςε αρμονία. Υπάρχει μεταξφ τουσ μια ςτακερι ςχζςθ. Ή, 

ςτθ γλϊςςα των μακθματικϊν, οι δφο μεταβλθτζσ που μετροφν αυτζσ τισ δφο 

μυϊκζσ αιςκιςεισ δε μασ εμφανίηονται ωσ ανεξάρτθτεσ. Ή, πάλι, για να αποφφγουμε 

μια επίκλθςθ ςτισ μακθματικζσ ιδζεσ που είναι ιδθ μάλλον αρκετά ακριβείσ, μπορεί 

να επιςτρζψουμε ςτθ γλϊςςα του προθγοφμενου κεφαλαίου και να αναφερκοφμε 

ςτο ίδιο κζμα ωσ εξισ: αν δφο αιςκιςεισ τθσ ςφγκλιςθσ Α και Β είναι δυςδιάκριτεσ, 

οι δφο αιςκιςεισ προςαρμογισ ι ςυμβατότθτασ Α’ και Β’ που τισ ςυνοδεφουν, κα 

είναι αντίςτοιχα δυςδιάκριτεσ. Αλλά αυτό είναι, τρόποσ του λζγειν, ζνα πειραματικό 

δεδομζνο. Δε μασ εμποδίηει a priori τίποτα ςτο να υποκζςουμε το αντίκετο και αν 

ςυμβαίνει το αντίκετο, αν αυτζσ οι δφο μυϊκζσ αιςκιςεισ μεταβάλλονται και οι δφο 

ανεξάρτθτα, κα πρζπει να λάβουμε υπόψθ μασ ότι μία ακόμθ ανεξάρτθτθ 

μεταβλθτι και ζνασ πλιρθσ οπτικόσ χϊροσ κα μασ ζχει εμφανιςτεί ωσ ζνα φυςικό 

ςυνεχζσ τεςςάρων διαςτάςεων. Ζτςι και ςε αυτό υπάρχει ζνα δεδομζνο ενόσ 

εξωτερικοφ πειράματοσ. Δε μασ εμποδίηει τίποτα ςτο να υποκζςουμε ότι ζνα ον με 

νου ςαν το δικό μασ, με τα ίδια αιςκθτιρια όργανα ςαν τα δικά μασ, μπορεί να 

τεκεί ςε ζναν κόςμο ςτον οποίο το φωσ κα μπορεί να φκάςει ςε αυτό μζςω 

διάκλαςθσ ςε ζνα ςφςτθμα με πολφπλοκθ μορφι. Οι δφο ενδείξεισ που μασ 

επιτρζπουν να εκτιμιςουμε αποςτάςεισ που κα ςταματιςουν να ςυνδζονται από 

μια ςτακερι ςχζςθ. Ζνα ον που εκπαιδεφει τισ αιςκιςεισ του ςε ζναν τζτοιο κόςμο 

χωρίσ αμφιβολία κα αποδίδει τζςςερισ διαςτάςεισ για να γίνει θ πλιρωςθ του 

οπτικοφ χϊρου.»279 
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Πμωσ οι αιςκιςεισ μασ ποικίλουν και δεν περιορίηονται ςτισ εικόνεσ που 

αντιλαμβανόμαςτε οπτικά: ςυμμετζχουν οι μφεσ μζςω των κινιςεϊν μασ, θ αφι 

κλπ. Συνεπϊσ ο Poincaré αναφζρεται και ςτον απτικό και κινθςιακό χϊρο: 

«Απτικόσ (Tactile) και  κινθςιακόσ (motor) χϊροσ. Ο «απτικόσ χϊροσ» είναι 

περιςςότερο πολφπλοκοσ από τον οπτικό χϊρο και διαφζρει ακόμθ περιςςότερο 

από το γεωμετρικό χϊρο. Είναι ανϊφελο να επαναλάβω τα ςχόλια πάνω ςτθν 

αίςκθςθ τθσ όραςθσ για τθν αίςκθςθ τθσ αφισ. Αλλά εκτόσ από τθν όραςθ και τθν 

αφι, υπάρχουν και άλλεσ αιςκιςεισ που ςυμβάλλουν εξίςου ι ακόμθ περιςςότερο 

ςτθ γζνεςθ τθσ ζννοιασ του χϊρου. Είναι αυτζσ που όλοι γνωρίηουν, που 

ςυνοδεφουν όλεσ τισ κινιςεισ μασ και τισ οποίεσ αποκαλοφμε ςυχνά μυϊκζσ 

αιςκιςεισ. Το αντίςτοιχο πλαίςιο ςυνκζτει αυτό που μποροφμε να καλοφμε 

κινθςιακό (motor) χϊρο. Κάκε μυσ δίνει μια ϊκθςθ ςε μια ειδικι αίςκθςθ που 

μπορεί να μειωκεί ι να αυξθκεί ϊςτε το ςυνολικό άκροιςμα των μυϊκϊν μασ 

αιςκιςεων κα εξαρτάται από τόςεσ μεταβλθτζσ όςοι είναι και οι μφεσ. Από αυτιν 

τθν άποψθ ο κινθςιακόσ χϊροσ κα ζχει τόςεσ διαςτάςεισ όςοι επίςθσ είναι οι μφεσ. 

Γνωρίηω ότι λζγεται ότι αν οι μυϊκζσ αιςκιςεισ ςυμβάλλουν ςτο ςχθματιςμό τθσ 

ζννοιασ του χϊρου, είναι γιατί ζχουμε τθν ζννοια τθσ κατεφκυνςθσ κάκε κίνθςθσ και 

ότι είναι ζνα ολοκλθρωμζνο μζροσ των αιςκιςεϊν μασ. Αν είναι ζτςι και αν μια 

μυϊκι αίςκθςθ δεν μπορεί να αρκεί εκτόσ αν ςυνοδεφεται από τθ γεωμετρικι 

αίςκθςθ τθσ κατεφκυνςθσ, ο γεωμετρικόσ χϊροσ ςίγουρα κα είναι μια μορφι που 

επιβάλλεται ανάλογα με το μζτρο τθσ ευαιςκθςία μασ. Αλλά δεν βλζπω κάτι τζτοιο 

όταν αναλφω τισ αιςκιςεισ μου. Αυτό που βλζπω είναι ότι οι αιςκιςεισ που 

αντιςτοιχοφν ςε κινιςεισ με τθν ίδια κατεφκυνςθ ςυνδζονται ςτο μυαλό μου με μια 

απλι ςφναψθ ιδεϊν (association of ideas). Σε αυτι τθν ςφναψθ μποροφμε να ποφμε 

ότι θ αίςκθςθ τθσ κατεφκυνςθσ μειϊνεται. Από εκεί και πζρα δεν μποροφμε να 

ανακαλφψουμε αυτι τθν ζννοια με μια απλι αίςκθςθ. Αυτι θ ζνωςθ είναι αρκετά 

πολφπλοκθ, κακϊσ για τθ ςυςτολι του ίδιου του μυ μπορεί να αντιςτοιχεί, ανάλογα 

με τθ κζςθ των μελϊν του ςϊματοσ, κάποια αρκετά διαφορετικι κίνθςθ 

κατεφκυνςθσ. Επιπλζον, είναι προφανϊσ επίκτθτεσ. Είναι όπωσ όλεσ οι ςυνάψεισ 

ιδεϊν, το αποτζλεςμα ςυμπεριφορϊν του νου (habits). Αυτι θ ίδια θ ςυμπεριφορά 

του νου είναι το αποτζλεςμα ενόσ μεγάλου αρικμοφ πειραμάτων και χωρίσ 

αμφιβολία αν θ εκπαίδευςθ των αιςκιςεϊν μασ ςυνζβαινε ςε ζνα διαφορετικό 

μζςο, όπου κα μποροφςαμε να ζχουμε υποβλθκεί ςε διαφορετικζσ εντυπϊςεισ, 

τότε αντικρουόμενεσ ςυμπεριφορζσ του νου κα μποροφςαν να ιταν επίκτθτεσ και οι 
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μυϊκζσ μασ αιςκιςεισ κα μποροφςαν να ςυνδζονται ςφμφωνα με άλλουσ 

νόμουσ.»280  

Σαφϊσ ο Poincaré κεωρεί ότι όπου υπάρχει κακαρι a priori εποπτεία του χϊρου, 

κάκε αίςκθςθ κα ζπρεπε αυτόματα να ςυμφωνεί με τθν εποπτεία. Σε αυτι τθν 

περίπτωςθ τα ενδεχόμενα του αιςκθτθριακοφ μθχανιςμοφ μασ κα ιταν 

αςυςχζτιςτα με το είδοσ τθσ δομισ που καλοφμαςτε να περιγράψουμε. Άρα κα 

χρειαηόμαςταν ωσ προχπόκεςθ και όχι ωσ αποτζλεςμα τθν αντίλθψθ, κακϊσ μικρζσ 

αλλαγζσ ςτισ ςχζςεισ των αιςκθτθριακϊν υποςυςτθμάτων του οργανιςμοφ μασ κα 

μασ οδθγοφςαν ςε διαφορετικζσ καταςκευζσ χωρικϊν ςχζςεων.  

Πμωσ τα προςωπικά δεδομζνα των αιςκιςεϊν μασ κατά τον Poincaré δεν μποροφν 

να μασ παρζχουν τθ βάςθ του αναπαραςταςιακοφ χϊρου, κακϊσ είναι 

περιοριςμζνθ θ δυνατότθτα παροχισ πλθροφοριϊν που ζχουν. Αυτό το αναφζρει 

ςε αντίκεςθ με τον Kant:  

«Χαρακτθριςτικά του αναπαραςταςιακοφ (representative) χϊρου. Άρα ο 

αναπαραςταςιακόσ χϊροσ ςτθν τριπλι του μορφι –οπτικι, απτικι και κινθςιακι-, 

διαφζρει βαςικά από τον γεωμετρικό χϊρο. Δεν είναι οφτε ομογενισ οφτε 

ιςοτροπικόσ. Δε μποροφμε οφτε καν να ποφμε ότι είναι τριςδιάςτατοσ. Λζγεται 

ςυχνά ότι «προβάλουμε» ςτο γεωμετρικό χϊρο τα αντικείμενα τθσ εξωτερικισ μασ 

αντίλθψθσ. Πτι τα «τοποκετοφμε». Τϊρα, ζχει αυτό εξιγθςθ; Και αν ναι, ποια είναι 

αυτι; Μιπωσ ςθμαίνει ότι αναπαριςτοφμε ςε εμάσ τουσ ίδιουσ εξωτερικά 

αντικείμενα ςτο γεωμετρικό χϊρο; Οι αναπαραςτάςεισ μασ είναι μόνο θ 

αναπαραγωγι των αιςκιςεων μασ. Δεν μποροφν παρά να διευκετθκοφν ςτο ίδιο 

πλαίςιο. Δθλαδι, ςτον αναπαραςταςιακό χϊρο. Μασ είναι επίςθσ εξίςου αδφνατο 

να αναπαραςτιςουμε ςε εμάσ τουσ ίδιουσ εξωτερικά αντικείμενα ςτο γεωμετρικό 

χϊρο όπωσ είναι αδφνατο για ζνα ηωγράφο να ηωγραφίςει ςε μια επίπεδθ 

επιφάνεια τριςδιάςτατα αντικείμενα. Ο αναπαραςταςιακόσ χϊροσ είναι μόνο μια 

εικόνα του γεωμετρικοφ χϊρου, μια εικόνα που παραμορφϊνεται από κάποιου 

είδουσ προοπτικι και μποροφμε μόνο να αναπαραςτιςουμε ςε εμάσ τουσ ίδιουσ 

αντικείμενα που υπακοφν ςτουσ νόμουσ αυτισ τθσ προοπτικισ. Άρα δεν 

αναπαριςτοφμε ςε εμάσ εξωτερικά ςϊματα ςε γεωμετρικό χϊρο αλλά κρίνουμε 

αυτά τα ςϊματα ςαν να ιταν τοποκετθμζνα ςτο γεωμετρικό χϊρο. Πταν λζγεται, 

από τθν άλλθ πλευρά, ότι «τοποκετοφμε» ζνα τζτοιο αντικείμενο ςε ζνα τζτοιο 
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ςθμείο του χϊρου, τι ςθμαίνει αυτό; Σθμαίνει απλά ότι αναπαριςτοφμε ςε εμάσ 

τουσ ίδιουσ τισ κινιςεισ που πρζπει να λάβουν χϊρα για να φκάςουμε αυτό το 

αντικείμενο. Και δε ςθμαίνει ότι για να αναπαραςτιςουμε ςε εμάσ τουσ ίδιουσ 

αυτζσ τισ κινιςεισ κα πρζπει να τισ προβάλλουμε ςτο χϊρο. Συνεπϊσ θ ζννοια του 

χϊρου κα πρζπει να προχπάρχει. Πταν λζω ότι αναπαριςτοφμε ςε εμάσ τουσ ίδιουσ 

αυτζσ τισ κινιςεισ, εννοϊ απλά ότι αναπαριςτοφμε ςε εμάσ τουσ ίδιουσ τισ μυϊκζσ 

αιςκιςεισ που τισ ςυνοδεφουν και οι οποίεσ δεν ζχουν κανζνα γεωμετρικό 

χαρακτιρα. Άρα αποκλείεται να υπονοοφν ότι προχπάρχει θ ζννοια του χϊρου. 

Αλλαγζσ ςτθν κατάςταςθ και αλλαγζσ ςτθ κζςθ. Αλλά, πρζπει να λεχκεί ότι, αν το θ 

ζννοια του γεωμετρικοφ χϊρου δεν ζχει επιβλθκεί ςτο νου μασ και αν, από τθν άλλθ 

πλευρά, καμία από τισ αιςκιςεισ μασ δε μπορεί να μασ δϊςει αυτιν τθν ζννοια, 

τότε πωσ είναι δυνατόν να υπάρχει; Αυτό είναι που πρζπει να εξετάςουμε τϊρα και 

κα μασ πάρει αρκετό χρόνο. Αλλά μπορϊ να ςυνοψίςω ςε λίγεσ λζξεισ τθν 

προςπάκεια για τθν εξιγθςθ που κα αναπτφξω. Καμία από τισ αιςκιςεισ μασ, αν τισ 

απομονϊςουμε, δε μπορεί να μασ δϊςει τθν ζννοια του χϊρου. Θα το δοφμε μόνο 

με τθ μελζτθ των νόμων ςφμφωνα με τουσ οποίουσ αυτζσ οι αιςκιςεισ διαδζχονται 

θ μία τθν άλλθ. Βλζπουμε καταρχιν ότι οι εντυπϊςεισ μασ υπόκεινται ςε αλλαγζσ. 

Αλλά ανάμεςα ςε αυτζσ τισ αλλαγζσ που διαπιςτϊνουμε, οδθγοφμαςτε πολφ 

ςφντομα να κάνουμε μια διάκριςθ. Ενίοτε λζμε ότι τα αντικείμενα, οι αιτίεσ αυτϊν 

των εντυπϊςεων, ζχουν αλλάξει τθν κατάςταςι τουσ, μερικζσ φορζσ ότι ζχουν 

αλλάξει τθ κζςθ τουσ, ότι ζχουν απλά μόνο μετακινθκεί. Πταν ζνα αντικείμενο 

αλλάηει τθν κατάςταςι του ι μόνο τθ κζςθ του, αυτό μεταφράηεται από εμάσ πάντα 

με τον ίδιο τρόπο, από μια τροποποίθςθ ςε ζνα ςυνολικό άκροιςμα  εντυπϊςεων. 

Ρϊσ όμωσ κα είμαςτε ικανοί να τισ ξεχωρίςουμε; Αν ιταν μόνο θ αλλαγι τθσ κζςθσ, 

κα μποροφςαμε να επαναφζρουμε το αρχικό ςυνολικό άκροιςμα των εντυπϊςεων 

με το να κάνουμε κινιςεισ που κα μασ φζρουν αντιμζτωπουσ με το κινοφμενο 

αντικείμενο ςτθν ίδια ςχετικι κζςθ. Ζτςι κα διορκϊςουμε τθ τροποποίθςθ που 

ζγινε και κα επαναςυνδζςουμε τθν αρχικι κατάςταςθ με τθν αντίςτροφθ 

τροποποίθςθ. Αν, για παράδειγμα, ιταν ζνα κζμα όραςθσ και ζνα αντικείμενο 

μετακινοφνταν μπροςτά ςτα μάτια μασ, κα το «ακολουκοφςαμε με το μάτι» και κα 

διατθροφςαμε τθν εικόνα του ςτο ίδιο ςθμείο του αμφιβλθςτροειδοφσ με 

κατάλλθλεσ κινιςεισ του βολβοφ του ματιοφ. Ζχουμε επίγνωςθ αυτϊν των κινιςεων 

διότι είναι εκοφςιεσ και επειδι ςυνοδεφονται από μυϊκζσ αιςκιςεισ. Αλλά αυτό δε 

ςθμαίνει ότι τισ αναπαριςτοφμε ςε εμάσ τουσ ίδιουσ ςτο γεωμετρικό χϊρο. Οπότε 
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αυτό που χαρακτθρίηει τθν αλλαγι τθσ κζςθσ, αυτό που τθν διαφοροποιεί από τθν 

αλλαγι τθσ κατάςταςθσ είναι ότι μπορεί πάντα να διορκωκεί με αυτόν τον τρόπο. 

Μπορεί επομζνωσ να ςυμβεί να περάςουμε από ζνα ςυνολικό άκροιςμα 

εντυπϊςεων Α ςτο άκροιςμα εντυπϊςεων Β με δφο διαφορετικοφσ τρόπουσ. 

Ρρϊτον, ακοφςια και χωρίσ να βιϊνουμε κάποια εμπειρία που προκλικθκε από  

μυϊκζσ αιςκιςεισ, όπωσ ςυμβαίνει όταν το αντικείμενο είναι αυτό που μετακινείται. 

Δεφτερον, εκοφςια και με μυϊκι αίςκθςθ, θ οποία ςυμβαίνει όταν το αντικείμενο 

είναι ακίνθτο αλλά εμείσ μετακινοφμαςτε με τζτοιο τρόπο ϊςτε το αντικείμενο να 

ζχει μια ςχετικι κίνθςθ ςε ςχζςθ με εμάσ. Αν αυτό είναι ζτςι, θ μετάφραςθ του 

ςυνολικοφ ακροίςματοσ του Α ςτο  Β είναι μόνο μια αλλαγι κζςθσ. Από αυτό 

προκφπτει ότι θ όραςθ και θ αφι δε κα μποροφςαν να μασ παρζχουν τθν ιδζα του 

χϊρου χωρίσ τθ βοικεια τθσ «μυϊκισ αίςκθςθσ». Αυτι θ ζννοια όχι μόνο δε κα 

μποροφςε να παραχκεί από μια και μόνο αίςκθςθ ι ακόμθ κι από μία ςειρά από 

αιςκιςεισ. Αλλά ζνα ακίνθτο ον δε κα μποροφςε να κάνει κτιμα του μια τζτοια 

ζννοια, διότι, όντασ ανίκανο να διορκϊςει με τισ κινιςεισ του τα αποτελζςματα τθσ 

αλλαγισ τθσ κζςθσ των εξωτερικϊν αντικειμζνων, δε κα υπιρχε κανζνασ λόγοσ να 

τισ ξεχωρίςει από τισ αλλαγζσ τθσ κατάςταςθσ. Οφτε κα ιταν ικανό να κάνει κάτι 

τζτοιο αν οι κινιςεισ του δεν ιταν εκοφςιεσ ι δε ςυνοδεφονταν από οποιεςδιποτε 

αιςκιςεισ.»281 

Δθλαδι κατά τον Poincaré, τα προςωπικά δεδομζνα που μασ παρζχουν οι αιςκιςεισ 

μασ είναι περιοριςμζνα ωσ προσ τι μποροφν να μασ μάκουν και φυςικά δεν 

μποροφν να αποτελζςουν τθ βάςθ του αναπαραςταςιακοφ μασ χϊρου. Άρα 

αντιτίκεται τόςο ςτον Kant όςο και ςτουσ εμπειριςτζσ, κεωρϊντασ μικρισ ςθμαςίασ 

τα δεδομζνα που μασ παρζχουν ξεχωριςτά ςτον κακζνα οι αιςκιςεισ μασ. 

Ραρουςιάηει όμωσ μια λφςθ ςτο πρόβλθμα αυτό:  

«Συνκικεσ τθσ επανόρκωςθσ (compensation). Ρωσ είναι δυνατι μια τζτοια 

επανόρκωςθ με τζτοιο τρόπο που δφο αλλαγζσ, που υπό άλλεσ ςυνκικεσ κα ιταν  

αμοιβαία ανεξάρτθτεσ, μπορεί να διορκωκοφν αμοιβαία; Ζνασ νουσ που ιδθ είναι 

εξοικειωμζνοσ με τθ γεωμετρία μπορεί να παρουςιάςει τα εξισ: αν πρζπει να γίνει 

μια επανόρκωςθ, τα διαφορετικά μζρθ του εξωτερικοφ αντικειμζνου από τθ μία 

πλευρά και τα διαφορετικά όργανα των αιςκιςεων μασ από τθν άλλθ, κα πρζπει να 

είναι ςτθν ίδια ςχετικι κζςθ φςτερα από τθ διπλι αλλαγι. Και αυτό να ιταν το 

κζμα, τα διαφορετικά μζρθ του εξωτερικοφ ςϊματοσ από τθ μία και τα διαφορετικά 
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όργανα των αιςκιςεων μασ από τθν άλλθ, κα πρζπει να ζχουν τθν ίδια ςχετικι 

κζςθ μεταξφ τουσ μετά τθ διπλι αλλαγι. Ζτςι κα είναι και τα διαφορετικά μζρθ του 

ςϊματόσ μασ ςε ςχζςθ το ζνα με το άλλο. Με άλλα λόγια, το εξωτερικό αντικείμενο 

ςτθν πρϊτθ αλλαγι κα πρζπει να μετακινθκεί όπωσ κα είχε μετακινθκεί ζνα 

αναλλοίωτο ςτερεό και κα πρζπει να είναι το ίδιο με όλο το ςϊμα μασ ςτθ δεφτερθ 

αλλαγι, για να γίνει θ διόρκωςθ τθσ πρϊτθσ. Υπό αυτζσ τισ ςυνκικεσ μπορεί να 

παραχκεί θ επανόρκωςθ. Αλλά εμείσ που μζχρι τϊρα δε γνωρίςουμε τίποτα από 

γεωμετρία, τθσ οποίασ οι ιδζεσ περί του χϊρου δεν ζχουν ακόμα μορφοποιθκεί, δε 

μποροφμε να κρίνουμε με αυτόν τον τρόπο – δε μποροφμε να προβλζψουμε a priori 

αν θ επανόρκωςθ είναι δυνατι. Αλλά τα πειράματα μασ δείχνουν ότι καμιά φορά 

αυτι *θ επανόρκωςθ+ μπορεί να λαμβάνει χϊρα και ζτςι αρχίηουμε από αυτό το 

πειραματικό γεγονόσ προκειμζνου να καταφζρουμε να διακρίνουμε τισ αλλαγζσ τθσ 

κατάςταςθσ από τισ αλλαγζσ τθσ κζςθσ.  

Στερεά ςϊματα και Γεωμετρία. Ανάμεςα ςτα αντικείμενα που μασ περιβάλλουν 

υπάρχουν κάποια που ςυχνά υπόκεινται ςε μετακινιςεισ, άρα που μποροφν να 

διορκωκοφν από μια κίνθςθ ςυςχζτιςθσ του ςϊματόσ μασ – δθλαδι τα ςτερεά 

ςϊματα. Τα άλλα αντικείμενα, των οποίων θ μορφι μεταβάλλεται, μόνο ςε 

εξαιρετικζσ περιπτϊςεισ υπόκεινται ςε όμοιεσ μετατοπίςεισ (αλλαγι κζςθσ χωρίσ 

αλλαγι μορφισ). Πταν ςυμβαίνει παραμόρφωςθ κατά τθ μετατόπιςθ ενόσ 

ςϊματοσ282, δε μποροφμε πλζον με κατάλλθλεσ κινιςεισ να κζςουμε τα όργανα του 

ςϊματόσ μασ ςτθν ίδια ςχετικι κατάςταςθ ςε ςχζςθ με αυτό το ςϊμα. Άρα δεν 

μποροφμε πλζον, να ανακαταςκευάςουμε το αρχικό ςυνολικό άκροιςμα των 

εντυπϊςεων.  

Μόνο αργότερα και μετά από μια ςειρά από νζεσ εμπειρίεσ, μακαίνουμε το τρόπο 

να αποςυνκζςουμε ζνα ςϊμα μεταβλθτισ μορφισ ςε μικρότερα ςτοιχεία ζτςι ϊςτε 

κακζνα από αυτά να μετατοπίηεται προςεγγιςτικά ςφμφωνα με τουσ ίδιουσ νόμουσ 

των ςτερεϊν ςωμάτων. Άρα διαχωρίηουμε τισ «παραμορφϊςεισ» από άλλεσ 

αλλαγζσ τθσ κατάςταςθσ. Σε αυτζσ τισ παραμορφϊςεισ κάκε ςτοιχείο υπόκεινται ςε 

μια απλι αλλαγι τθσ κζςθσ που μπορεί να διορκωκεί. Αλλά θ τροποποίθςθ του 

ςυνολικοφ ακροίςματοσ είναι περιςςότερο προφανισ και δε μπορεί πια να 

διορκωκεί από μια κίνθςθ ςυςχζτιςθσ. Μια τζτοια ζννοια είναι αρκετά πολφπλοκθ 

ακόμθ και ςε αυτό το ςτάδιο και εξελίςςεται ςχετικά αργά με τθν εμφάνιςι τθσ. Δεν 
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κα μποροφςε να γίνει κατανοθτι αν θ παρατιρθςθ των ςτερεϊν ςωμάτων δε μασ 

είχε δείξει εκ των προτζρων πϊσ να διαχωρίηουμε τισ αλλαγζσ τθσ κζςθσ.  

Τότε, αν δεν υπιρχαν ςτερεά ςϊματα ςτθ φφςθ, δε κα υπιρχε γεωμετρία.  

Ακόμα ζνα ςχόλιο αξίηει τθ προςοχι μασ. Ασ υποκζςουμε ότι ζνα ςτερεό ςϊμα 

κατζχει διαδοχικά τισ κζςεισ α και β. Στθν πρϊτθ κζςθ κα μασ δϊςει ζνα ςυνολικό 

άκροιςμα εντυπϊςεων Α και ςτθ δεφτερθ κζςθ το ςυνολικό άκροιςμα εντυπϊςεων  

Β. Τϊρα, ζςτω ότι υπάρχει ζνα δεφτερο ςτερεό ςϊμα, με ιδιότθτεσ εντελϊσ 

διαφορετικζσ από το πρϊτο, για παράδειγμα, διαφορετικό χρϊμα. Ασ υποκζςουμε 

ότι αυτό περνάει από τθ κζςθ α, που μασ δίνει το ςυνολικό άκροιςμα εντυπϊςεων 

Αϋ, ςτθ κζςθ β που μασ δίνει το ςυνολικό άκροιςμα εντυπϊςεων Βϋ. Γενικά, το Α δε 

κα ζχει τίποτα κοινό με το ςφνολο Α’, οφτε το Β με το Β’. Η μετάβαςθ από το 

ςυνολικό άκροιςμα Α ςτο Β και από το Αϋ ςτο Βϋ είναι ςυνεπϊσ δφο αλλαγζσ οι 

οποίεσ κακαυτζσ δεν ζχουν τίποτα κοινό. Ωςτόςο, κεωροφμε και τισ δφο αυτζσ 

αλλαγζσ ωσ μετατοπίςεισ. Και, επιπλζον, τισ κεωροφμε ωσ ίδιεσ μετατοπίςεισ. Ρωσ 

μπορεί να ςυμβαίνει αυτό; Είναι δυνατόν απλά γιατί μπορεί και οι δφο να 

διορκωκοφν από τθν ίδια κίνθςθ ςυςχζτιςθσ του ςϊματόσ μασ. Η «κίνθςθ 

ςυςχζτιςθσ» ςυνεπϊσ ςυγκροτεί τθ μοναδικι ςφνδεςθ μεταξφ δφο φαινομζνων που 

διαφορετικά δε κα μποροφςαμε να διανοθκοφμε ότι ςυνδζονται.»283  

Άρα κατά τον Poincaré ο χϊροσ μασ φαίνεται τριςδιάςτατοσ λόγω τθσ ςυμφωνίασ 

δφο μυϊκϊν αιςκιςεων, τθσ ςφγκλιςθσ των ματιϊν και του αποτελζςματοσ τθσ 

μετακίνθςθσ. Αυτι θ ςυμφωνία των αιςκιςεων όμωσ κα μποροφςε να διαταραχκεί 

και από κάποιο εξωτερικό γεγονόσ, όπωσ αναφζρει ςτο επόμενο απόςπαςμα ο 

Poincaré: 

«Από τθν άλλθ πλευρά, το ςϊμα μασ, και αυτό οφείλεται ςτον αρικμό των 

αρκρϊςεων και μυϊν του, μπορεί να ζχει πολλαπλζσ διαφορετικζσ κινιςεισ αλλά 

δεν είναι όλεσ ικανζσ για να «διορκϊςουν» μια τροποποίθςθ των εξωτερικϊν 

αντικειμζνων. Αυτζσ από μόνεσ τουσ είναι ικανζσ για αυτό το οποίο ολόκλθρο το 

ςϊμα μασ ι τουλάχιςτον όλα αυτά τα οποία τα όργανα των αιςκιςεων βάηουν ςτο 

παιχνίδι, μετακινοφνται ωσ όλον (en bloc), δθλαδι χωρίσ καμία μεταβολι των 

ςχετικϊν τουσ κζςεων, όπωσ ςτθν περίπτωςθ ενόσ ςτερεοφ ςϊματοσ.   

Για να ςυνοψίςουμε: 

1. Ρρϊτον, διακρίνουμε δφο κατθγορίεσ φαινομζνων: τθν πρϊτθ κατθγορία 

που αποδίδεται ςε εξωτερικά αντικείμενα και τθν οποία ςυγκροτοφν οι 
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ακοφςιεσ *κινιςεισ+, χωρίσ τθ ςυνοδεία μυϊκϊν αιςκιςεων– είναι οι 

εξωτερικζσ αλλαγζσ. Και τθ δεφτερθ που αποδίδεται ςτισ κινιςεισ του 

ςϊματόσ μασ και με αντίκετο χαρακτιρα– είναι οι εςωτερικζσ αλλαγζσ.  

2. Ραρατθροφμε ότι ςυγκεκριμζνεσ αλλαγζσ τθσ κάκε κατθγορίασ μποροφν να 

διορκωκοφν από μια αλλαγι ςυςχζτιςθσ τθσ άλλθσ κατθγορίασ.  

3. Διακρίνουμε ανάμεςα ςτισ εξωτερικζσ αλλαγζσ αυτζσ που ζχουν αλλαγι 

ςυςχζτιςθσ ςτθν άλλθ κατθγορία – που αποκαλοφμε μετατοπίςεισ. Και με 

τον ίδιο τρόπο διακρίνουμε ανάμεςα ςτισ εςωτερικζσ αλλαγζσ αυτζσ που 

ζχουν αλλαγι ςυςχζτιςθσ ςτθν πρϊτθ κατθγορία.  

Άρα, μζςω αυτισ τθσ αμοιβαιότθτασ ορίηεται μια ςυγκεκριμζνθ κλάςθ φαινομζνων 

που αποκαλείται μετατοπίςεισ. Οι νόμοι των φαινομζνων αυτϊν είναι τα 

αντικείμενα τησ γεωμετρίασ.         

Ο νόμοσ τθσ ομοιογζνειασ (homogencity). Ο πρϊτοσ από αυτοφσ τουσ νόμουσ είναι ο 

νόμοσ τθσ ομοιογζνειασ.  Ασ υποκζςουμε ότι από μια εξωτερικι αλλαγι περνάμε 

από το ςυνολικό άκροιςμα εντυπϊςεων Α ςτο ςυνολικό άκροιςμα εντυπϊςεων Β 

και ότι αυτι θ αλλαγι α υπόκειται ςτθ διόρκωςθ μιασ εκοφςιασ κίνθςθσ ςυςχζτιςθσ 

β, ζτςι ϊςτε να επιςτρζφουμε ςτο Α. Ασ υποκζςουμε τϊρα ότι μια άλλθ εξωτερικι 

αλλαγι α’ μασ πθγαίνει ξανά από το Α ςτο ςυνολικό άκροιςμα εντυπϊςεων Β. Το 

πείραμα τότε μπορεί να μασ δείξει ότι αυτι θ αλλαγι α’, όπωσ θ αλλαγι α, μπορεί 

να διορκωκεί από μια εκοφςια κίνθςθ ςυςχζτιςθσ β’ και ότι αυτι θ κίνθςθ β’ 

αντιςτοιχεί ςτισ ίδιεσ μυϊκζσ αιςκιςεισ όπωσ θ κίνθςθ β που διόρκωςε το α.  

Αυτό το γεγονόσ ςυχνά δθλϊνεται ωσ εξισ: ο χϊροσ είναι ομοιογενισ και 

ιςοτροπικόσ. Μποροφμε επίςθσ να ποφμε ότι μια κίνθςθ που ζχει δθμιουργθκεί μια 

φορά μπορεί να επαναλθφκεί μια δεφτερθ και μια τρίτθ φορά και οφτω κακεξισ, 

χωρίσ καμία μεταβολι ςτισ ιδιότθτζσ τθσ. Στο πρϊτο κεφάλαιο, ςτο οποίο 

ςυηθτιςαμε τθ φφςθ του μακθματικοφ ςυλλογιςμοφ, είδαμε τθ ςπουδαιότθτα που 

πρζπει να προςαρτιςουμε ςτθ δυνατότθτα επανάλθψθσ τθσ ίδιασ διαδικαςίασ 

απεριόριςτα. Η αποτελεςματικότθτα του μακθματικοφ ςυλλογιςμοφ οφείλεται ςε 

αυτιν τθν επανάλθψθ. Με όρουσ του νόμου τθσ ομοιογζνειασ, τα γεωμετρικά 

γεγονότα είναι κατανοθτά. Για να ολοκλθρϊςουμε, ςτο νόμο τθσ ομοιογζνειασ 

πρζπει να προςτεκεί ζνασ μεγάλοσ αρικμόσ άλλων νόμων, με τισ λεπτομζρειεσ των 

οποίων δεν ζχω τθν πρόκεςθ να εμπλακϊ, αλλά είναι αυτοί οι οποίοι οι 
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μακθματικοί ςυνοψίηουν λζγοντασ ότι αυτζσ οι μετατοπίςεισ ςυγκροτοφν μια 

«ομάδα».284  

Ζχουμε αναφζρει ότι ο Poincaré τα προςωπικά δεδομζνα δεν ζχουν μεγάλθ 

ςθμαςία, τουλάχιςτον όχι ςτο βακμό που ζχουν ςθμαςία οι κανονικότθτεσ. Κακϊσ 

μια μετατόπιςθ ενόσ ςϊματοσ αντιςτακμίηεται από μια κίνθςθ του ςϊματόσ μασ θ 

οποία ανακτά τθν αρχικι ςχζςθ που είχαμε με το κινοφμενο ςϊμα, αυτι θ 

διαδικαςία μασ παρζχει τισ πλθροφορίεσ για να καταςκευάςουμε τθ ςχετικι ομάδα 

των μεταςχθματιςμϊν και τισ αναλλοίωτζσ τθσ. 

Θ ςυγκρότθςθ αυτισ τθσ ομάδασ όμωσ απαιτεί τθν ικανότθτα να διακρίνουμε τα 

είδθ των αλλαγϊν που ςυνδυάηει μια τζτοια κίνθςθ: μετατοπίςεισ, περιςτροφζσ, 

ανακλάςεισ οι οποίεσ δεν μποροφν να γίνουν μόνο με τθν παρατιρθςθ. Οι χωρικζσ 

και μθ χωρικζσ ςχζςεισ είναι τόςο πεπλεγμζνεσ που κατά τθν Ben-Menahem285 

δφςκολα μποροφμε να αποφφγουμε τθν εμπλοκι μασ ςε ζνα φαφλο κφκλο. 

Ειδικότερα ςε αυτό το ςθμείο του Space and Geometry παρουςιάηεται το 

παςίγνωςτο παράδειγμα του Poincaré: καλεί τουσ αναγνϊςτεσ του να κεωριςουν 

μια ομοιόμορφθ ςφαίρα με ακτίνα R ςτθν οποία θ κερμοκραςία ςε όλα τα ςθμεία 

που απζχουν απόςταςθ ίςθ με r από το κζντρο είναι ανάλογθ με τθ ποςότθτα R2 – 

r2. Στθ  ςυνζχεια ζδειξε ότι τα όντα αυτισ τθσ ςφαίρασ που επίςθσ είναι φτιαγμζνα 

από ομοιόμορφα υλικά κα ανακάλυπταν ότι θ φυςικι γεωμετρία του κόςμου τουσ 

κα ιταν μια από τισ γεωμετρίεσ αυτζσ οι οποίεσ μασ μοιάηουν να είναι μθ-

Ευκλείδειεσ, με τισ  γεωδαιςιακζσ να είναι τόξα κφκλων ςτο ςφνορο τθσ ςφαίρασ. 

Αλλά όπωσ αναφζρει ο Gray286 ποιόσ κα μποροφςε να ιςχυριςτεί ότι εμείσ είμαςτε 

ςωςτοί και οι κάτοικοι τθσ ςφαίρασ λάκοσ, ότι «πραγματικά» ηουν ςε ζνα 

Ευκλείδειο χϊρο αλλά ζχουν ζνα πρόβλθμα με τθ κερμότθτα; Ρωσ κα μασ φαινόταν 

άραγε αν «πραγματικά» θ γεωμετρία των ευκειϊν ςτθ φφςθ είναι μθ-Ευκλείδεια; 

«Ο μθ-Ευκλείδειοσ κόςμοσ. Αν ο γεωμετρικόσ χϊροσ ιταν ζνα πλαίςιο που 

επιβάλλεται ςε κάκε μια από τισ αναπαραςτάςεισ μασ τισ οποίεσ ςκεπτόμαςτε 

ξεχωριςτά, κα ιταν αδφνατο να αναπαραςτιςουμε ςτουσ ίδιουσ τουσ εαυτοφσ μασ 

μια εικόνα χωρίσ αυτό το πλαίςιο και κα ιμαςταν εντελϊσ ανίκανοι να αλλάξουμε 

τθ γεωμετρία μασ. Αλλά αυτό δεν είναι το κζμα μασ. Η γεωμετρία είναι μόνο θ 
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περίλθψθ των νόμων ςφμφωνα με τουσ οποίουσ οι εικόνεσ διαδζχονται θ μια τθν 

άλλθ. Άρα, δεν υπάρχει τίποτα που να μασ εμποδίηει από το να φανταηόμαςτε μια 

ςειρά από αναπαραςτάςεισ, όμοιεσ με τισ ςυνθκιςμζνεσ μασ αναπαραςτάςεισ, οι 

οποίεσ όμωσ διαδζχονται θ μια τθν άλλθ ςφμφωνα με νόμουσ οι οποίοι διαφζρουν 

από αυτοφσ που ζχουμε ςυνθκίςει. Μπορεί τότε να κατανοιςουμε ότι τα όντα των 

οποίων θ εκπαίδευςθ ζλαβε χϊρα ςε ζνα περιβάλλον ςτο οποίο αυτοί οι νόμοι κα 

ιταν τόςο διαφορετικοί, μπορεί να ζχουν μια πολφ διαφορετικι γεωμετρία από τθ 

δικι μασ.  

Ασ υποκζςουμε, για παράδειγμα, ζναν κόςμο κλειςμζνο ςε μια μεγάλθ ςφαίρα ο 

οποίοσ υπόκειται από τουσ ακόλουκουσ νόμουσ: Η κερμοκραςία δεν είναι 

ομοιόμορφθ. Είναι υψθλότερθ ςτο κζντρο και ςταδιακά μειϊνεται κακϊσ 

κινοφμαςτε προσ τθν περιφζρεια τθσ ςφαίρασ, όπου είναι το απόλυτο μθδζν. Ο 

νόμοσ τθσ κερμοκραςίασ αυτισ είναι ο εξισ: αν R  είναι θ ακτίνα τθσ ςφαίρασ και r  

θ απόςταςθ του ςθμείου από το κζντρο, θ απόλυτθ κερμοκραςία κα ιταν ανάλογθ 

του 2 2R r . Επιπλζον, κα μποροφςα να υποκζςω ότι ςε αυτόν τον κόςμο όλα τα 

ςϊματα ζχουν τον ίδιο ςυντελεςτι διαςτολισ, ϊςτε θ γραμμικι διαςτολι ενόσ 

οποιουδιποτε ςϊματοσ να είναι ανάλογθ προσ τθν απόλυτθ κερμοκραςία του. 

Τζλοσ, κα μποροφςα να υποκζςω ότι ζνα ςϊμα που μεταφζρεται από ζνα ςθμείο 

ςε ζνα άλλο με διαφορετικι κερμοκραςία κα βρίςκεται ςτιγμιαία ςε κερμικι 

ιςορροπία με το νζο του περιβάλλον. Δεν υπάρχει τίποτα το αντιφατικό ι κάτι που 

δεν κα μποροφςε να είναι αποκφθμα τθσ φανταςίασ ςε αυτζσ τισ υποκζςεισ. Ζνα 

κινοφμενο αντικείμενο κα γίνεται ολοζνα και μικρότερο κακϊσ προςεγγίηει τθν 

περιφζρεια τθσ ςφαίρασ. Ασ παρατθριςουμε, αρχικά, ότι αν και από τθν πλευρά τθσ 

ςυνθκιςμζνθσ μασ γεωμετρίασ αυτόσ ο κόςμοσ είναι πεπεραςμζνοσ, ςτουσ 

κατοίκουσ του μπορεί να φαίνεται άπειροσ. Κακϊσ προςεγγίηουν τθν επιφάνεια τθσ 

ςφαίρασ, γίνονται πιο κρφα και ταυτόχρονα πιο μικρά. Τα βιματα που κάνουν, 

ςυνεπϊσ, είναι ολοζνα και μικρότερα ζτςι ϊςτε ποτζ δε κα φκάςουν το ςφνορο τθσ 

ςφαίρασ. Αν για μασ θ γεωμετρία είναι μόνο θ μελζτθ των νόμων ςφμφωνα με τουσ 

οποίουσ κινοφνται αναλλοίωτα ςτερεά, ςε αυτά τα φανταςτικά όντα κα είναι θ 

μελζτθ των νόμων τθσ κίνθςθσ των ςτερεϊν που παραμορφϊνονται από τισ 

διαφορζσ τθσ κερμοκραςίασ που τουσ ςυμβαίνουν.  

Χωρίσ αμφιβολία, ςτον κόςμο μασ, τα φυςικά ςτερεά επίςθσ υπόκεινται ςε 

μεταβολζσ τθσ μορφισ και του όγκου λόγω των διαφορϊν τθσ κερμοκραςίασ. Αλλά 

λόγω τθσ κεμελίωςθσ τθσ γεωμετρίασ, αγνοοφμε αυτζσ τισ μεταβολζσ: εκτόσ του ότι 
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υπάρχουν αν και μικρζσ, δεν εμφανίηουν κανονικότθτα, ςυνεπϊσ εμφανίηονται ςε 

εμάσ ωσ τυχαία. Στον υποκετικό μασ κόςμο δεν είναι πια αυτό το κζμα, οι 

μεταβολζσ κα υπόκεινται ςε πολφ απλοφσ και κανονικοφσ νόμουσ. Από τθν άλλθ 

πλευρά, τα διαφορετικά ςτερεά μζρθ από τα οποία αποτελοφνται τα ςϊματα αυτϊν 

των κατοίκων κα υποςτοφν τισ ίδιεσ μεταβολζσ τθσ μορφισ και του όγκου.  

Ασ κάνω άλλθ μια υπόκεςθ: ασ υποκζςουμε ότι το φωσ διζρχεται από διαφορετικϊν 

διακλαςτικϊν δεικτϊν μζςα ςτο βακμό που ο δείκτθσ τθσ διάκλαςθσ είναι 

αντίςτροφα αναλογικόσ ςτο 2 2R r . Υπό αυτζσ τισ ςυνκικεσ είναι ξεκάκαρο ότι οι 

ακτίνεσ φωτόσ δεν κα είναι πια ευκφγραμμεσ αλλά κυκλικζσ. Για να αιτιολογιςουμε 

αυτό που μόλισ ζχει λεχκεί, πρζπει να αποδείξουμε ότι ςυγκεκριμζνεσ αλλαγζσ ςτθ 

κζςθ των εξωτερικϊν αντικειμζνων μποροφν να διορκωκοφν από κινιςεισ 

ςυςχζτιςθσ των όντων που κατοικοφν ςε αυτόν τον φανταςτικό κόςμο. Και με ζνα 

τζτοιο τρόπο ασ επαναφζρουμε το αρχικό ςυνολικό άκροιςμα των εντυπϊςεων τθσ 

εμπειρίασ που ζχουν αποκτιςει αυτά τα αιςκθτικά όντα. Ασ υποκζςουμε, για 

παράδειγμα, ότι ζνα αντικείμενο μετατοπίηεται και παραμορφϊνεται, όχι όπωσ ζνα 

αναλλοίωτο ςτερεό, αλλά όπωσ ζνα ςτερεό που υπόκεινται ςε άνιςεσ διαςτολζσ ςε 

πλιρθ ςυμφωνία με το νόμο τθσ κερμοκραςίασ που υποκζςαμε παραπάνω. Για να 

χρθςιμοποιιςουμε μια ςυντόμευςθ, κα μποροφςαμε να αποκαλζςουμε μια τζτοια 

κίνθςθ ωσ μια μθ-Ευκλείδεια μετατόπιςθ.  

Αν ζνα απτικό ον βρίςκεται ςτθ περιοχι μιασ τζτοιασ μετατόπιςθσ του αντικειμζνου, 

οι εντυπϊςεισ του κα μποροφςαν να τροποποιθκοφν. Αλλά κινοφμενο με ζναν 

κατάλλθλο τρόπο, μπορεί να τισ αναςκευάςει. Για αυτόν τον ςκοπό, αυτό μόνο που 

αποτελεί προχπόκεςθ είναι ότι το ςυνολικό άκροιςμα του αιςκθτικοφ όντοσ και του 

αντικειμζνου, τα οποία κεωροφμε πωσ αποτελοφν ζνα και μοναδικό ςϊμα, κα 

βιϊςει μια από αυτζσ τισ ειδικζσ μετατοπίςεισ που ιδθ αποκάλεςα μθ-Ευκλείδειεσ. 

Αυτό είναι δυνατό αν υποκζςουμε ότι τα μζλθ αυτϊν των όντων διευρφνονται 

ςφμφωνα με τουσ ίδιουσ κανόνεσ των άλλων ςωμάτων του κόςμου ςτον οποίο 

μζνουν. 

Αν και από τθν πλευρά τθσ ςυνικουσ γεωμετρίασ μασ, υπάρχει μια παραμόρφωςθ 

των ςωμάτων ςε αυτι τθ μετατόπιςθ και τα διαφορετικά μζρθ δεν είναι πια ςτθν 

ίδια ςχετικι κζςθ, παρόλα αυτά κα δοφμε ότι οι εντυπϊςεισ του απτικοφ όντοσ κα 

παραμείνουν οι ίδιεσ με τισ προθγοφμενεσ. Στθν πραγματικότθτα, αν και οι 

αμοιβαίεσ αποςτάςεισ των διαφορετικϊν τμθμάτων κα ζχουν μεταβλθκεί, τα 

τμιματα που αρχικά βρίςκονταν ςε επαφι παραμζνουν ςε επαφι. Συνεπϊσ οι 
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αιςκθτθριακζσ εντυπϊςεισ κα είναι αμετάβλθτεσ. Από τθν άλλθ πλευρά, από τθν 

υπόκεςθ τθσ διάκλαςθσ και τθσ καμπφλωςθσ των ακτινϊν του φωτόσ, οι οπτικζσ 

εντυπϊςεισ κα μείνουν επίςθσ αμετάβλθτεσ. Αυτά τα φανταςτικά όντα ςυνεπϊσ κα 

οδθγθκοφν ςτο να ταξινομιςουν τα φαινόμενα που παρατθροφν και να διακρίνουν 

ανάμεςα ςε αυτά τισ «αλλαγζσ τθσ κζςθσ» που μποροφν να διορκωκοφν από μια 

εκοφςια κίνθςθ ςυςχζτιςθσ, όπωσ κάνουμε και εμείσ.   

Αν αυτά *τα όντα+ καταςκευάςουν μια γεωμετρία, δεν κα είναι ςαν τθ δικι μασ,  θ 

οποία είναι θ μελζτθ των κινιςεων των αναλλοίωτων ςτερεϊν μασ. Θα είναι θ 

μελζτθ των αλλαγϊν τθσ κζςθσ που κα ζχουν διακρίνει και κα αποτελοφν «μθ-

Ευκλείδειεσ μετατοπίςεισ» και αυτι κα είναι μια μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία. Κακϊσ 

τα όντα αυτά όπωσ εμείσ, εκπαιδεφονται ςε ζναν τζτοιο κόςμο, δε κα ζχουν τθν ίδια 

γεωμετρία με εμάσ.»287 

Σε αυτό το ςθμείο ο Poincaré αναφζρει μια διαδικαςία ςυγκρότθςθσ παρόμοια με 

αυτι του Husserl. Ρεριορίηεται ςτισ μυϊκζσ αιςκιςεισ και δεν αναφζρεται ςτο ρόλο 

που μπορεί να αποδοκεί ςτθ γλϊςςα για αυτι τθ διαδικαςία. Ιδθ αναφζραμε ότι 

υπάρχει μια κίνθςθ ςυςχζτιςθσ των αιςκιςεϊν μασ. Θ απουςία αυτισ τθσ 

διορκωτικισ παρζμβαςθσ κα μποροφςε να μασ οδθγιςει ςτθν αποδοχι τθσ κζςθσ 

ότι ο χϊροσ είναι π.χ. τετραδιάςτατοσ. 

«Ο κόςμοσ των τεςςάρων διαςτάςεων. Ππωσ φανταςτικαμε τουσ εαυτοφσ μασ ςε 

ζναν μθ-Ευκλείδειο κόςμο, μποροφμε να τουσ φανταςτοφμε ςε ζναν τετραδιάςτατο 

κόςμο. 

Η αίςκθςθ του φωτόσ, ακόμα και με ζνα μάτι, μαηί με τισ μυϊκζσ αιςκιςεισ που 

ςχετίηονται με τισ κινιςεισ του βολβοφ του ματιοφ, αρκοφν για να είμαςτε ικανοί να 

κατανοιςουμε τον τριςδιάςτατο χϊρο. Οι εικόνεσ των εξωτερικϊν αντικειμζνων 

ηωγραφίηονται ςτον αμφιβλθςτροειδι που είναι ζνα διςδιάςτατο επίπεδο. Αυτζσ 

είναι προοπτικζσ. Αλλά κακϊσ το μάτι και τα αντικείμενα κινοφνται, βλζπουμε 

διαδοχικά διαφορετικζσ προοπτικζσ του ίδιου ςϊματοσ από διαφορετικζσ οπτικζσ 

γωνίεσ. Βρίςκουμε ότι τθν ίδια ςτιγμι θ μετάβαςθ από τθ μια προοπτικι ςτθν άλλθ 

ςυχνά ςυνοδεφεται από μυϊκζσ αιςκιςεισ. Αν θ μετάβαςθ από τθν προοπτικι Α ςτθ 

Β και από τθν προοπτικι Αϋ ςτθ Βϋ ςυνοδεφονται από τισ ίδιεσ μυϊκζσ αιςκιςεισ, τισ 

ςυνδζουμε όπωσ κάνουμε και με άλλεσ διαδικαςίεσ τθσ ίδιασ φφςθσ. Τότε, όταν 

μελετοφμε τουσ νόμουσ ςφμφωνα με τουσ οποίουσ αυτζσ οι διαδικαςίεσ 

ςυνδυάηονται, βλζπουμε ότι ςχθματίηουν μια ομάδα, που ζχει τθν ίδια δομι με τισ 
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κινιςεισ των αναλλοίωτων ςτερεϊν. Τϊρα, ζχουμε δει ότι από τισ ιδιότθτεσ τθσ 

ομάδασ αυτισ προκφπτει θ ιδζα του γεωμετρικοφ χϊρου αλλά και του 

τριςδιάςτατου χϊρου. Οπότε καταλαβαίνουμε τον τρόπο κατά τον οποίο αυτζσ οι 

προοπτικζσ ζδωςαν ϊκθςθ ςτθν κατανόθςθ των τριϊν διαςτάςεων, αν και κάκε 

προοπτικι είναι μόνο δφο διαςτάςεων – διότι διαδζχονται θ μια τθν άλλθ ςφμφωνα 

με ςυγκεκριμζνουσ νόμουσ. Με τον ίδιο τρόπο, που απεικονίηουμε τθν προοπτικι 

ενόσ τριςδιάςτατου ςχιματοσ ςε ζνα επίπεδο, μποροφμε να απεικονίςουμε ζνα 

τετραδιάςτατο ςχιμα ςε ζναν «καμβά» τριϊν (ι και δφο) διαςτάςεων. Για το 

γεωμζτρθ αυτό δεν είναι τίποτα περιςςότερο από ζνα παιδικό παιχνίδι. Μποροφμε 

ακόμθ να απεικονίςουμε διάφορεσ προοπτικζσ του ίδιου ςχιματοσ από 

διαφορετικζσ οπτικζσ γωνίεσ. Μποροφμε εφκολα να αναπαραςτιςουμε ςτουσ 

ίδιουσ τουσ εαυτοφσ μασ αυτζσ τισ προοπτικζσ κακϊσ είναι μόνο τριϊν διαςτάςεων. 

Ασ φανταςτοφμε ότι οι διαφορετικζσ προοπτικζσ ενόσ και μόνου αντικειμζνου 

ςυμβαίνουν διαδοχικά και ότι θ μετάβαςθ από τθ μια ςτθν άλλθ ςυνοδεφεται από 

μυϊκζσ αιςκιςεισ. Ππωσ ζχει γίνει κατανοθτό κα πρζπει να κεωριςουμε δφο από 

αυτζσ τισ μεταβάςεισ ωσ δφο διαδικαςίεσ τθσ ίδιασ φφςθσ όταν ςυνδζονται με τισ 

ίδιεσ μυϊκζσ αιςκιςεισ. Δεν υπάρχει τίποτα, τότε, που να μασ εμποδίηει να 

φανταςτοφμε ότι αυτζσ οι διαδικαςίεσ ςυνδυάηονται ςφμφωνα με οποιονδιποτε 

νόμο που μποροφμε να διαλζξουμε, για παράδειγμα, με το ςχθματιςμό μιασ ομάδασ 

τθσ ίδιασ δομισ με αυτι των κινιςεων ενόσ αναλλοίωτου τετραδιάςτατου ςτερεοφ. 

Σε αυτό δεν υπάρχει τίποτα που δε μποροφμε να αναπαραςτιςουμε ςτουσ ίδιουσ 

μασ τουσ εαυτοφσ και επιπλζον αυτζσ οι αιςκιςεισ είναι αυτζσ με τισ οποίεσ ζνα ον 

κα μποροφςε να βιϊςει εμπειρικά ποιοσ ζχει ζναν αμφιβλθςτροειδι με δφο 

διαςτάςεισ και ποιοσ μπορεί να μετατοπιςτεί ςε ζνα τετραδιάςτατο χϊρο. Με αυτιν 

τθν ζννοια μποροφμε να ποφμε ότι μποροφμε να αναπαραςτιςουμε ςτουσ ίδιουσ 

μασ τουσ εαυτοφσ τθν τζταρτθ διάςταςθ»288. 

Κατά τθν Ben-Menahem289 μποροφμε να κεωριςουμε ότι ο Poincaré ζχει τθν 

άποψθ ότι υποςυνείδθτα ο νουσ επιλζγει από μια πολλαπλότθτα διαδικαςτικϊν 

αποφάςεων, διαλζγει τα δεδομζνα του, αναηθτά ομοιότθτεσ και οργανϊνει τα 

δεδομζνα του ςε επαναλαμβανόμενεσ κανονικότθτεσ. Συνεπϊσ υπάρχει μια 

αναλογία μεταξφ αυτισ τθσ νοθτικισ δραςτθριότθτασ και τθσ επιςτθμονικισ 
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μεκόδου: και οι δφο ερμθνεφονται ωσ διαδικαςίεσ καταςκευισ και όχι ωσ 

καταγεγραμμζνα ςτιγμιότυπα.   

«Συμπεράςματα: Ζχουμε δει ότι το πείραμα παίηει ζναν αξιοςθμείωτο ρόλο ςτθ 

γζνεςθ τθσ γεωμετρίασ. Αλλά κα ιταν λάκοσ να ςυμπεράνουμε από αυτό ότι θ 

γεωμετρία είναι, είτε και μερικϊσ, μια πειραματικι επιςτιμθ. Αν ιταν πειραματικι, 

κα ιταν μόνο προςεγγιςτικι και προςωρινι. Και τι δφςκολθ προςζγγιςθ κα ιταν 

αυτι! Η γεωμετρία κα ιταν μόνο θ μελζτθ των κινιςεων των ςτερεϊν ςωμάτων. 

Αλλά ςτθν πραγματικότθτα, δεν αςχολείται με τα φυςικά ςτερεά: το αντικείμενό τθσ 

είναι ςυγκεκριμζνα ιδεϊδθ ςτερεά, απολφτωσ αναλλοίωτα που δεν είναι τίποτα 

άλλο από εξαιρετικά απλοποιθμζνεσ και αρκετά αποκλίνουςεσ εικόνεσ αυτϊν. Η 

ζννοια αυτϊν των ιδεατϊν ςωμάτων είναι εντελϊσ νοθτικι και το πείραμα αποτελεί 

μια ευκαιρία που μασ επιτρζπει να φκάςουμε τθν ιδζα. Το αντικείμενο τησ 

γεωμετρίασ είναι θ μελζτθ μιασ ςυγκεκριμζνθσ «ομάδασ». Αλλά θ γενικι ζννοια τθσ 

ομάδασ προχπάρχει ςτο μυαλό μασ, τουλάχιςτον εν δυνάμει. Ζχει επιβλθκεί ςε 

εμάσ όχι ωσ μια μορφι τθσ ευαιςκθςίασ μασ αλλά ωσ μια μορφι τθσ νόθςισ μασ. 

Μόνο, ανάμεςα ςε όλεσ τισ πικανζσ ομάδεσ, κα πρζπει να διαλζξουμε μια που κα 

είναι κανονικι, τρόποσ του λζγειν, ςτθν οποία κα αναφζρουμε τα φυςικά 

φαινόμενα.  

Το πείραμα μασ οδθγεί ςε αυτιν τθν επιλογι, θ οποία δε μασ ζχει επιβλθκεί. Δε μασ 

λζει ότι είναι θ περιςςότερο αλθκισ αλλά ποια είναι θ πιο ςυμφζρουςα γεωμετρία. 

Θα πρζπει να ςθμειϊςουμε ότι θ περιγραφι *μου+ για αυτοφσ τουσ φανταςτικοφσ 

κόςμουσ δεν προχπoκζτει άλλθ γλϊςςα από αυτιν τθσ ςυνικουσ γεωμετρίασ. Άρα, 

αν μεταφερόμαςταν ςε αυτοφσ τουσ κόςμουσ, δε κα υπιρχε ανάγκθ αλλαγισ τθσ 

γλϊςςασ. Τα όντα που εκπαιδεφονται εκεί, χωρίσ αμφιβολία  κα ζβριςκαν πιο 

βολικό να δθμιουργιςουν μια γεωμετρία διαφορετικι από τθ δικι μασ και 

προςαρμοςμζνθ καλφτερα ςτισ εντυπϊςεισ τουσ. Αλλά, όςο για εμάσ,  με τθν 

παρουςία των ίδιων εντυπϊςεων, είναι βζβαιο ότι δεν κα βρίςκαμε βολικότερο να 

κάνουμε μια αλλαγι».290                               

Οι φιλοςοφικζσ απόψεισ του Poincaré δεν ιταν βεβαίωσ αποδεκτζσ από όλουσ. 

Χαρακτθριςτικό παράδειγμα αντίκεςθσ ςε αυτζσ, όπωσ εκφράςτθκαν μζςα από το 

μοντζλο τθσ ςφαίρασ που περιγράψαμε, αποτελεί ο ιταλόσ μακθματικόσ Federigo 

Entiques291  με το Problemi della Scienza το 1906. Κεωροφςε ότι ο Poincaré 
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υποςτιριηε μια μορφι νομιναλιςμοφ ςτο Science and Hypothesis αναφζροντασ ότι 

δεν υπάρχει τίποτε άλλο να ςυηθτιςουμε για το χϊρο παρά μόνο για τα ςϊματα 

μζςα ςτο χϊρο. Σφμφωνα με τον Enriques ζνα μεγάλο μζροσ των ιςχυριςμϊν μασ 

προζρχεται από μετριςεισ, όπωσ το κεϊρθμα των γωνιϊν τθσ βάςθσ ενόσ 

ιςοςκελοφσ τριγϊνου: υποςτθρίηοντασ τθν άποψθ των διαλζξεων του Klein 

ιςχυριηόταν ότι το πραγματικό νόθμα του ςυγκεκριμζνου κεωριματοσ είναι ότι αν 

τα μικθ των πλευρϊν διαφζρουν κατά ζνα δεδομζνο μικοσ 𝜀 τότε και οι 

προςκείμενεσ ςτθ βάςθ γωνίεσ κα διαφζρουν κατά ζνα μζτρο το οποίο εξαρτάται 

από 𝜀 με ςυγκεκριμζνο τρόπο. Με αυτόν τον τρόπο τα κεωριματα τθσ γεωμετρίασ 

κα μποροφςαν να μετατραποφν ςε δθλϊςεισ για ςϊματα του χϊρου. 

Κα μποροφςαμε να ςυμπεράνουμε ότι θ Ευκλείδεια γεωμετρία αποτελεί τθ βαςικι 

ςυνκικθ τθσ δυνατότθτασ για μια γενικι γεωμετρία, όπωσ αυτι του Riemann, 

επειδι απλοφςτατα είναι θ φυςικι γεωμετρία προςαρμοςμζνθ ςτθ δυνατότθτα 

κατανόθςθσ μασ. Ο Kant κα ζλεγε ότι είναι ο δικόσ μασ τρόποσ πρόςλθψθσ του 

χϊρου μζςω τθσ εποπτείασ. Θ δυνατότθτα τθσ καταςκευισ αφθρθμζνων χϊρων δεν 

αντικροφει τθ κζςθ του Kant. Αντικζτωσ, τθν ενιςχφει. Αλλά τότε, μποροφν τα 

αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ να επιβεβαιωκοφν με πειράματα; Ασ δοφμε τθν άποψθ  

του Poincaré για αυτό το κζμα. 

 

6.8 Τα πειράματα του Poincaré 

Ο Poincaré αναφζρει ςτθν ζκκεςι του «Experiment and geometry» ςτο Science and 

Hypothesis:  

«1. Σε πολλζσ περιπτϊςεισ ςτισ προθγοφμενεσ ςελίδεσ, προςπάκθςα να δείξω πωσ 

οι αρχζσ τθσ γεωμετρίασ δεν είναι πειραματικά γεγονότα και ότι ςυγκεκριμζνο 

αίτθμα του Ευκλείδθ δε μπορεί να αποδειχκεί με πείραμα. Πμωσ, όςο πειςτικι μου 

φαίνεται ότι είναι θ δικαιολόγθςθ που ζχει ιδθ δοκεί,  νιϊκω ότι πρζπει εμείνω ςε 

αυτά διότι υπάρχει μια προφανϊσ λανκαςμζνθ αντίλθψθ που είναι βακιά ριηωμζνθ 

ςε πολλοφσ νόεσ.»292  

Δθλαδι οι αρχζσ τθσ γεωμετρίασ κατά τον Poincaré δεν είναι πειραματικά γεγονότα 

και το ςυγκεκριμζνο Ευκλείδειο αίτθμα δεν μπορεί να αποδειχκεί πειραματικά. Άρα 

θ γεωμετρία κατά τον Poincaré δεν μπορεί να «ειδωκεί υπό το φϊσ» πειραμάτων 
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γιατί είναι μια ακριβισ επιςτιμθ ενϊ οι εμπειρικζσ επιςτιμεσ οι οποίεσ 

χρθςιμοποιοφν τα πειράματα είναι προςεγγιςτικζσ, άποψθ που μοιράςτθκε με τον 

Lotze.  

«Μπορεί θ ίδια θ γεωμετρία να αποτελζςει αντικείμενο εμπειρίασ;» Αυτι μπορεί να 

κεωρθκεί ωσ θ βαςικι ερϊτθςθ που ζκεςε ο Poincaré, ςτθν οποία θ απάντθςι του 

ιταν ότι οποιαδιποτε δραςτθριότθτα μπορεί να χαρακτθριςκεί ωσ «γεωμετρικό 

πείραμα» δεν μπορεί να εκτελεςτεί. Συγκεκριμζνα αναφζρει τα επόμενα 

πειράματα: 

«2. Σκζψου ζναν υλικό κφκλο, μζτρθςε τθν ακτίνα του και τθν περιφζρειά του, και 

δεσ αν ο λόγοσ των δφο μθκϊν είναι ίςοσ με π. Τι κάναμε; Κάναμε ζνα πείραμα 

πάνω ςτισ ιδιότθτεσ του κφκλου με το οποίο ςυνειδθτοποιιςαμε αυτιν τθ 

ςτρογγυλότθτα από τθν οποία καταςκευάςτθκε το μζτρο που χρθςιμοποιιςαμε.  

3. Γεωμετρία και αςτρονομία. Η ίδια ερϊτθςθ μπορεί να γίνει και με άλλο τρόπο. Αν 

θ γεωμετρία του Lobachevsky είναι αλθκισ, θ παράλλαξθ ενόσ πολφ μακρινοφ 

αςτεριοφ μπορεί να είναι πεπεραςμζνθ. Αν *θ γεωμετρία+ του Riemann είναι 

αλθκισ, κα είναι αρνθτικι. Αυτά είναι τα αποτελζςματα που φαίνονται να 

βρίςκονται εντόσ τθσ εμβζλειασ του πειράματοσ και προςδοκοφμε ότι οι 

αςτρονομικζσ παρατθριςεισ μπορεί να μασ επιτρζψουν να αποφαςίςουμε ανάμεςα 

ςτισ τρεισ γεωμετρίεσ. Αλλά αυτό που αποκαλοφμε μια ευκεία γραμμι ςτθν 

αςτρονομία είναι απλά θ τροχιά μιασ ακτίνασ φωτόσ. Συνεπϊσ αν πρόκειται να 

ανακαλφψουμε αρνθτικζσ παραλλάξεισ ι να αποδείξουμε ότι όλεσ οι παραλλάξεισ 

βρίςκονται πάνω από ζνα ςυγκεκριμζνο όριο, κα πρζπει να επιλζξουμε ανάμεςα ςε 

δφο ςυμπεράςματα: κα μποροφςαμε να παρατιςουμε τθν Ευκλείδεια γεωμετρία ι 

να τροποποιιςουμε τουσ νόμουσ τθσ οπτικισ και να υποκζςουμε ότι το φωσ δεν 

εκπζμπεται  αυςτθρϊσ ςε μια ευκεία γραμμι. Δε είναι αναγκαίο να προςκζςουμε 

ότι κάκε ζνασ κα μποροφςε να κεωριςει αυτιν τθ λφςθ ωσ τθν πιο πλεονεκτικι.  

Άρα, θ Ευκλείδεια γεωμετρία δεν ζχει να φοβθκεί τίποτα από τα νζα πειράματα.»293 

Αυτό το παράδειγμα υποδεικνφει ότι ο πειραματικόσ ζλεγχοσ τθσ φυςικισ 

γεωμετρίασ είναι άνευ ςθμαςίασ. Θ γεωμετρία κατά τον Poincaré διαμεςολαβεί 

μεταξφ κεωρίασ και δεδομζνων, με αποτζλεςμα να εμφανίηεται ζνα επιςτθμολογικό 

κενό μεταξφ τθσ γεωμετρίασ και τθσ φυςικισ. Θ ςυγκρότθςθ των χαρακτθριςτικϊν 

τθσ γεωμετρίασ αποτελεί μια ςφμβαςθ: δεν πρόκειται να βρεκεί εκ των ζςω θ 
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κατάλλθλθ μετρικι του χϊρου, τθν οποία προςπακοφςε να υπολογίςει και ο ίδιοσ ο 

Riemann.  

«4. Μποροφμε να ιςχυριςτοφμε ότι ςυγκεκριμζνα φαινόμενα που είναι δυνατά ςτον 

Ευκλείδειο χϊρο μπορεί να είναι αδφνατα ςε μθ Ευκλείδειουσ χϊρουσ, ζτςι ϊςτε τα 

πειράματα για τθν απόδειξθ αυτϊν των φαινομζνων να μποροφςαν άμεςα να 

ζρκουν ςε αντίφαςθ με τθν μθ-Ευκλείδεια υπόκεςθ; Ριςτεφω ότι μια τζτοια 

ερϊτθςθ δε μπορεί να κεωρθκεί ςοβαρι. Για εμζνα είναι εξίςου ιςοδφναμο με τα 

ακόλουκα, των οποίων θ ανοθςία είναι προφανισ: - Υπάρχουν μικθ που μποροφν 

να εκφραςτοφν ςε μζτρα και εκατοςτά αλλά δε μποροφν να μετρθκοφν ςε toises, 

πόδια και ίντςεσ. Ζτςι το πείραμα, με τθν διαπίςτωςθ τθσ φπαρξθσ αυτϊν των 

μθκϊν, κα αντικροφςει απευκείασ αυτιν τθν υπόκεςθ, δθλαδι ότι υπάρχουν toises 

που διαιροφνται ςε ζξι πόδια. Ασ κοιτάξουμε πιο προςεκτικά αυτιν τθν ερϊτθςθ. 

Υποκζτω ότι θ ευκεία γραμμι ςτον Ευκλείδειο χϊρο ζχει οποιεςδιποτε δφο 

ιδιότθτεσ, τισ οποίεσ κα αποκαλϊ Α και Β. Στον μθ-Ευκλείδειο χϊρο διατθρεί ακόμθ 

τθν ιδιότθτα Α αλλά δεν διατθρεί πλζον τθ Β. Και, τελικά, υποκζτω ότι και ςτον 

Ευκλείδειο και ςτον μθ-Ευκλείδειο χϊρο θ ευκεία γραμμι είναι θ μόνθ γραμμι που 

ζχει τθν ιδιότθτα Α. Αν αυτό ςυνζβαινε, το πείραμα κα μποροφςε να αποφαςίςει 

ανάμεςα ςτισ υποκζςεισ του Ευκλείδθ και του Lobachevsky. Θα μποροφςε να 

βρεκεί ότι κάποια ςυμπαγι αντικείμενα, ςτα οποία μποροφμε να πειραματιςτοφμε - 

για παράδειγμα, μια δζςμθ από ακτίνεσ φωτόσ – ζχει τθν ιδιότθτα Α. Θα ζπρεπε να 

ςυμπεράνουμε ότι είναι ευκφγραμμθ και κα ζπρεπε τότε να  προςπακιςουμε να 

βροφμε αν κατζχει ι όχι τθν ιδιότθτα Β. Αλλά δεν είναι ζτςι. Δεν υπάρχει καμία 

ιδιότθτα  θ οποία μπορεί, όπωσ θ ιδιότθτα Α, να αποτελεί ζνα απόλυτο κριτιριο που 

μασ επιτρζπει να αναγνωρίηουμε τθν ευκεία γραμμι και να τθν ξεχωρίηουμε από 

οποιαδιποτε άλλθ γραμμι. Θα μποροφςαμε να ποφμε, για παράδειγμα: θ ευκεία 

γραμμι είναι μια γραμμι τζτοια ϊςτε ζνα ςχιμα τθσ οποίασ αυτι θ γραμμι 

αποτελεί μζροσ, να μπορεί να κινθκεί χωρίσ οι αμοιβαίεσ αποςτάςεισ των ςθμείων 

τθσ να μεταβάλλονται και με τζτοιον τρόπο ϊςτε όλα τα ςθμεία ςε αυτιν τθν 

ευκεία παραμζνουν αμετάβλθτα; Τϊρα, αυτι είναι μια ιδιότθτα θ οποία είτε ςτον 

Ευκλείδειο χϊρο είτε ςτον μθ-Ευκλείδειο χϊρο ανικει ςτθν ευκεία γραμμι και 

ανικει ςε αυτιν και μόνο. Αλλά πωσ μποροφμε να διαπιςτϊςουμε με πείραμα αν 

αυτι ανικει ςε οποιοδιποτε ςυμπαγζσ αντικείμενο; Οι αποςτάςεισ πρζπει να 

μετρθκοφν και πωσ είναι δυνατό να γνωρίηουμε αν κάκε ςυμπαγζσ μζγεκοσ που 

ζχω  να μετριςω με το υλικό μου όργανο πραγματικά απεικονίηει τθν αφθρθμζνθ 
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απόςταςθ; Ουςιαςτικά ζχουμε μεταφζρει μόνο τθ δυςκολία λίγο πιο μακριά. Στθν 

πραγματικότθτα, θ ιδιότθτα που μόλισ διατφπωςα δεν είναι μια ιδιότθτα μόνο τθσ 

ευκείασ γραμμισ. Είναι μια ιδιότθτα τθσ ευκείασ γραμμισ και τθσ απόςταςθσ. Για να 

χρθςιμοποιθκεί ωσ ζνα απόλυτο κριτιριο, κα πρζπει να είμαςτε ικανοί να δείξουμε 

όχι μόνο ότι δεν ανικει ςε οποιαδιποτε άλλθ γραμμι εκτόσ από τθν ευκεία γραμμι 

και τθν απόςταςθ αλλά ότι επίςθσ δεν ανικει ςε οποιαδιποτε άλλθ γραμμι εκτόσ 

από τθν ευκεία γραμμι και ςε οποιοδιποτε άλλο μζγεκοσ εκτόσ από τθν απόςταςθ. 

Τϊρα, αυτό δεν είναι αλθκζσ και αν δεν ζχουμε πειςτεί από αυτζσ τισ κεωριςεισ, 

προκαλϊ οποιονδιποτε να μου δϊςει ζνα ςυμπαγζσ πείραμα το οποίο μπορεί να 

ερμθνευτεί ςτον Ευκλείδειο χϊρο και όχι ςτον χϊρο του Lobachevsky. Επειδι 

γνωρίηω πάρα πολφ καλά ότι αυτι θ πρόκλθςθ δε κα γίνει αποδεκτι ποτζ, μπορϊ 

να ςυμπεράνω ότι κανζνα πείραμα δεν κα ζρκει ςε αντίκεςθ με το αίτθμα του 

Ευκλείδθ. Αλλά από τθν άλλθ πλευρά, κανζνα πείραμα δεν κα ζρκει ςε αντίκεςθ με 

το αίτθμα του Lobachevsky.»294  

Ο Poincaré κεωρεί ότι ολόκλθρθ θ γεωμετρία μπορεί να μεταςχθματιςκεί από ζνα  

ςφςτθμα αξιωμάτων και εννοιϊν ςε κάποιο άλλο, χωρίσ καμία εξαίρεςθ. Αντίκετα 

τα φυςικά πειράματα περιλαμβάνουν υλικά αντικείμενα για τα οποία πρζπει πάντα 

να αναηθτοφμε τισ ςχζςεισ που ζχουν με ιδεατζσ ζννοιεσ όπωσ αυτι τθσ απόςταςθσ 

κακϊσ δεν ςυμπίπτουν ακριβϊσ τελικά με αυτζσ. 

«5. Αλλά δεν είναι επαρκζσ ότι θ Ευκλείδεια (ι μθ-Ευκλείδεια) γεωμετρία μπορεί 

ποτζ να αντικρουςτεί κατευκείαν με πείραμα. Οφτε ότι μπορεί μόνο να ςυμφωνιςει 

με πείραμα από τθν παραβίαςθ τθσ αρχισ επαρκοφσ λόγου και αυτισ τθσ 

ςχετικότθτασ του χϊρου. Αφιςτε με να το εξθγιςω. Θεωριςτε ζνα οποιοδιποτε 

υλικό ςφςτθμα. Θα πρζπει να κεωριςουμε από τθ μια τθν «κατάςταςθ» των 

διαφόρων ςωμάτων αυτοφ του ςυςτιματοσ – για παράδειγμα, τθ κερμοκραςία 

τουσ, το θλεκτρικό δυναμικό τουσ, κλπ. Και από τθν άλλθ πλευρά, τθ κζςθ τουσ ςτο 

χϊρο. Ανάμεςα ςτα δεδομζνα που μασ επιτρζπουν να ορίςουμε αυτιν τθ κζςθ, 

ξεχωρίηουμε τισ αμοιβαίεσ αποςτάςεισ αυτϊν των ςωμάτων που ορίηουν τισ 

ςχετικζσ τουσ κζςεισ και τισ ςυνκικεσ που ορίηουν τθν απόλυτθ κζςθ του 

ςυςτιματοσ και τον απόλυτο προςανατολιςμό τουσ ςτο χϊρο. Ο νόμοσ των 

φαινομζνων που μπορεί να δθμιουργθκεί ςε αυτό το ςφςτθμα κα εξαρτάται από 

τθν κατάςταςθ αυτϊν των ςωμάτων και από τισ αμοιβαίεσ αποςτάςεισ τουσ. Αλλά 

λόγω τθσ ςχετικότθτασ και τθσ αδράνειασ του χϊρου, δε κα εξαρτϊνται ςτθν 
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απόλυτθ κζςθ και ςτον προςανατολιςμό του ςυςτιματοσ. Με άλλα λόγια, θ 

κατάςταςθ των ςωμάτων και των αμοιβαίων αποςτάςεϊν τουσ ςε οποιαδιποτε 

ςτιγμι κα εξαρτάται μόνο από τθν κατάςταςθ των ίδιων των ςωμάτων και από τισ 

αμοιβαίεσ αποςτάςεισ τουσ ςτθν αρχικι ςτιγμι αλλά με κανζνα τρόπο δε κα 

εξαρτάται από τθν απόλυτθ αρχικι κζςθ του ςυςτιματοσ και από τον απόλυτο 

αρχικό προςανατολιςμό τουσ. Είναι αυτό που μποροφμε να αποκαλοφμε, χάριν 

ςυντομίασ, ο νόμοσ τθσ ςχετικότθτασ.»295 

Συνεπϊσ οι εμπειρίεσ δεν μποροφν να μασ αποκαλφψουν τίποτα για το χϊρο. Στθ 

ςυνζχεια δθλϊνει ότι ζχει περιγράψει το πρόβλθμα ωσ Ευκλείδειοσ γεωμζτρθσ. 

Αλλά κακϊσ οι εμπειρίεσ απαιτοφν «μια ερμθνεία ςτθν Ευκλείδεια υπόκεςθ» και 

ιςοδφναμα απαιτοφν «μια ςτθ μθ-Ευκλείδεια υπόκεςθ», κα μποροφςαν να 

διαπιςτϊςουν ότι και οι δφο περιγραφζσ τθσ εμπειρίασ δεν παραβιάηουν το νόμο 

τθσ ςχετικότθτασ. 

«Μζχρι τϊρα ζχω μιλιςει ωσ Ευκλείδειοσ γεωμζτρθσ. Αλλά ζχω πει ότι ζνα πείραμα, 

οποιοδιποτε κι αν είναι αυτό, απαιτεί μια ερμθνεία πάνω ςτθν Ευκλείδεια 

υπόκεςθ. Εξίςου απαιτεί μια ερμθνεία πάνω ςτθ μθ-Ευκλείδεια υπόκεςθ. Ζτςι, 

ζχουμε κάνει μια ςειρά από πειράματα. Τα ζχουμε ερμθνεφςει ςτθν Ευκλείδεια 

υπόκεςθ και ζχουμε αναγνωρίςει ότι αυτά τα πειράματα που ζχουν ερμθνευτεί ζτςι 

δεν παραβιάηουν αυτόν τον «νόμο τθσ ςχετικότθτασ». Τϊρα ερμθνεφουμε αυτά τα 

πειράματα ςτθν μθ-Ευκλείδεια υπόκεςθ. Αυτό είναι πάντα δυνατό, μόνο οι μθ-

Ευκλείδειεσ αποςτάςεισ των διαφορετικϊν μασ ςωμάτων ςε αυτιν τθν νζα 

ερμθνεία δε κα είναι γενικά οι ίδιεσ με τισ Ευκλείδειεσ αποςτάςεισ ςτθν αρχικι 

ερμθνεία. Μπορεί το πείραμά μασ που ζχει ερμθνευτεί με αυτόν το νζο τρόπο να 

είναι ακόμθ ςε ςυμφωνία με το «νόμο τθσ ςχετικότθτάσ» μασ και αν αυτι θ 

ςυμφωνία  δεν είχε πραγματοποιθκεί, δε κα είχαμε ακόμθ το δικαίωμα να ποφμε 

ότι το πείραμα απζδειξε το ψεφδοσ τθσ μθ-Ευκλείδειασ γεωμετρίασ; Είναι εφκολο να 

ποφμε ότι αυτό είναι μια αβάςιμθ φοβία. Στθν πραγματικότθτα, για να εφαρμοςτεί 

ο νόμοσ τθσ ςχετικότθτασ ςε όλθ τθν αυςτθρότθτά του, πρζπει να εφαρμοςτεί ςε 

ολόκλθρο το ςφμπαν. Για το αν κα ζπρεπε να κεωριςουμε μόνο ζνα τμιμα του 

ςφμπαντοσ και αν θ απόλυτθ κζςθ αυτοφ του τμιματοσ πρόκειται να μεταβάλλεται, 

οι αποςτάςεισ των άλλων ςωμάτων του ςφμπαντοσ κα μεταβάλλονταν εξίςου. Η 

επίδραςθ τουσ ςε αυτό το τμιμα του ςφμπαντοσ που μελετάμε επομζνωσ μπορεί να 

αυξθκεί ι να μειωκεί και αυτό ίςωσ να διαφοροποιιςει τουσ νόμουσ των 
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φαινομζνων που λαμβάνουν χϊρα ςε αυτό. Αλλά αν το ςφςτθμά μασ είναι το 

ολόκλθρο το ςφμπαν, το πείραμα είναι αδφναμο ϊςτε να μασ δϊςει οποιαδιποτε 

πλθροφορία για τθ κζςθ του και τον απόλυτο προςανατολιςμό του ςτο χϊρο. Πλα 

αυτά τα όργανα, όςο τζλεια κι αν είναι, μποροφν να μασ γνωςτοποιιςουν τθν 

κατάςταςθ των διαφορετικϊν τμθμάτων του ςφμπαντοσ και τισ αμοιβαίεσ 

αποςτάςεισ τουσ. Επομζνωσ, ο νόμοσ τθσ ςχετικότθτασ μπορεί να δθλωκεί ωσ εξισ: - 

οι ενδείξεισ που μποροφμε να πάρουμε με τα όργανά μασ ςε οποιαδιποτε 

δεδομζνθ ςτιγμι κα εξαρτάται μόνο από τισ ενδείξεισ που μποροφμε να πάρουμε με 

τα ίδια όργανα ςτθν αρχικι ςτιγμι. Τϊρα μια τζτοια διλωςθ είναι ανεξάρτθτθ από 

όλεσ τισ ερμθνείεσ των πειραμάτων. Αν ο νόμοσ είναι αλθκισ ςτθν Ευκλείδεια 

ερμθνεία, κα είναι αλθκισ και ςτθν μθ- Ευκλείδεια ερμθνεία. Αφιςτε με να κάνω 

μια μικρι παρζκβαςθ ςε αυτό το ςθμείο. Μίλθςα παραπάνω για τα δεδομζνα που 

ορίηουν τθ κζςθ των διαφορετικϊν ςωμάτων του ςυςτιματοσ. Μπορεί να μίλθςα 

επίςθσ και για αυτά που ορίηουν τισ ταχφτθτζσ τουσ. Θα πρζπει τότε να διαχωρίςω 

τθν ταχφτθτα με τθν οποία οι αμοιβαίεσ αποςτάςεισ των διαφορετικϊν ςωμάτων 

αλλάηουν και από τθν άλλθ πλευρά οι ταχφτθτεσ του μεταςχθματιςμοφ και τθσ 

περιςτροφισ του ςυςτιματοσ. Με άλλα λόγια, οι ταχφτθτεσ με τισ οποίεσ θ απόλυτθ 

κζςθ και ο προςανατολιςμόσ του αλλάηουν. Για να ικανοποιθκεί πλιρωσ ο νουσ, ο 

νόμοσ τθσ ςχετικότθτασ κα πρζπει να διατυπωκεί ωσ εξισ: - θ κατάςταςθ των 

ςωμάτων και οι αμοιβαίεσ αποςτάςεισ  τουσ ςε μια οποιαδιποτε ςτιγμι κακϊσ και 

οι ταχφτθτεσ με τισ οποίεσ αυτζσ οι αποςτάςεισ αλλάηουν ςε αυτι τθ ςτιγμι, κα 

εξαρτϊνται μόνο από τθν κατάςταςθ αυτϊν των ςωμάτων, από τισ αμοιβαίεσ 

αποςτάςεισ τουσ τθν αρχικι ςτιγμι και από τισ ταχφτθτεσ με τισ οποίεσ αυτζσ οι 

αποςτάςεισ αλλάηουν τθν αρχικι ςτιγμι. Αλλά δε κα εξαρτϊνται από τθν απόλυτθ 

αρχικι κζςθ του ςυςτιματοσ οφτε από τον απόλυτο προςανατολιςμό του, οφτε από 

τισ ταχφτθτεσ με τισ οποίεσ αυτι θ απόλυτθ κζςθ και ο προςανατολιςμόσ άλλαηαν 

τθν αρχικι ςτιγμι. Δυςτυχϊσ, ο νόμοσ που διατυπϊςαμε δε ςυμφωνεί με τα 

πειράματα – τουλάχιςτον, όπωσ ςυνικωσ ερμθνεφονται. Ασ υποκζςουμε ότι ζνασ 

άνκρωποσ ζχει μεταφερκεί ςε ζναν πλανιτθ, του οποίου ο ουρανόσ είναι ςυνεχϊσ 

καλυμμζνοσ με μια χοντρι κουρτίνα από ςφννεφα ζτςι ϊςτε να μθ μποροφμε να 

δοφμε ποτζ άλλα αςτζρια. Σε αυτόν τον πλανιτθ κα ηοφςε ςαν να ιταν 

απομονωμζνοσ ςτο ςφμπαν. Αλλά κα παρατθροφςε ότι περιςτρζφεται, είτε γιατί κα 

μετροφςε τθν ελλειπτικότθτα του (θ οποία ςυνικωσ γίνεται κανονικά μζςω των 

αςτρονομικϊν παρατθριςεων, αλλά που μπορεί να γίνει με κακαρά γεωδαιςιακοφσ 
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όρουσ) ι με το να επαναλάβει το πείραμα του εκκρεμοφσ του Foucault. Μπορεί με 

αυτόν τον τρόπο να παρουςιαςτεί θ απόλυτθ περιςτροφι αυτοφ του πλανιτθ. 

Τϊρα, εδϊ υπάρχει ζνα γεγονόσ που ναι μεν ςοκάρει το φιλόςοφο, αλλά που ζνασ 

φυςικόσ αναγκάηεται να αποδεχκεί. Γνωρίηουμε ότι από αυτό το γεγονόσ ο Newton 

ςυμπζρανε τθν φπαρξθ του απόλυτου χϊρου. Εγϊ προςωπικά δεν μπορϊ να το 

δεχκϊ. Θα εξθγιςω το γιατί ςτο τρίτο μζροσ αλλά αυτι τθ ςτιγμι για τϊρα δεν είναι 

πρόκεςθ μου να ςυηθτιςω αυτιν τθ δυςκολία. Ρρζπει όμωσ να αποδεχκϊ, ςτθ 

διατφπωςθ του νόμου τθσ ςχετικότθτασ, για να ςυμπεριλάβω ταχφτθτεσ 

οποιουδιποτε είδουσ ανάμεςα ςτα δεδομζνα που ορίηουν τθν κατάςταςθ των 

ςωμάτων. Ππωσ και να ζχει, θ δυςκολία είναι θ ίδια και για τθν Ευκλείδεια 

γεωμετρία και για αυτι του Lobachevsky. Δε κα αςχολθκϊ περιςςότερο με αυτό και 

το ανζφερα τυχαία. Για να ανακεφαλαιϊςω, με οποιοδιποτε τρόπο και να το 

δοφμε, είναι αδφνατο να ανακαλφψουμε μια λογικι ςθμαςία ςτο γεωμετρικό 

εμπειριςμό296. 

Το γεγονόσ ότι θ εμπειρία δεν μπορεί να μασ μάκει τίποτα ςχετικά με τισ αμοιβαίεσ 

ςχζςεισ των επιμζρουσ τμθμάτων του χϊρου ζχει άμεςθ ςχζςθ με τθ γενικότερθ 

κεϊρθςθ ενόσ φυςικοφ ςυςτιματοσ ςε ςχζςθ με τθ γεωμετρία: πρζπει να 

λαμβάνουμε υπόψθ και τθ φυςικι κατάςταςθ των ςωμάτων που ςυγκροτοφν το 

ςφςτθμα, τθ ςχετικι κζςθ των ςωμάτων αυτϊν, όπωσ αυτι κακορίηεται από τισ 

αμοιβαίεσ τουσ αποςτάςεισ αλλά και από τθν απόλυτθ κζςθ και τον 

προςανατολιςμό τουσ. 

«6. Τα πειράματα μασ διδάςκουν μόνο τισ ςχζςεισ των ςωμάτων μεταξφ τουσ. Οφτε 

μασ δίνουν, οφτε μποροφν να μασ δϊςουν τισ ςχζςεισ των ςωμάτων και του χϊρου, 

οφτε τισ αμοιβαίεσ ςχζςεισ των διαφορετικϊν τμθμάτων του χϊρου. Απαντάσ «Ναι, 

ζνα μόνο πείραμα δεν είναι αρκετό, γιατί μασ δίνει μόνο μια εξίςωςθ με διάφορουσ 

αγνϊςτουσ. Αλλά όταν  ζχω κάνει αρκετά πειράματα κα ζχω αρκετζσ εξιςϊςεισ για 

να υπολογίςω τουσ αγνϊςτουσ μου». Αν γνωρίηω το φψοσ του καταρτιοφ, αυτό δεν 

είναι επαρκζσ για να είμαι ςε κζςθ να υπολογίςω τθν θλικία του καπετάνιου. Πταν 

ζχεισ να μετριςεισ κάκε κομμάτι ξφλου ςε ζνα πλοίο κα ζχεισ πολλζσ εξιςϊςεισ 

αλλά δε κα είςαι κοντά ςτο να γνωρίηεισ τθν θλικία του καπετάνιου. Πλεσ οι 

μετριςεισ που ζχουν ςχζςθ με τα κομμάτια ξφλου μποροφν να ςου πουν μόνο ότι 

αφορά αυτά τα κομμάτια. Και ομοίωσ, τα πειράματά ςου, όςο πολυάρικμα κι αν 
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είναι, αναφζρονται μόνο ςτισ ςχζςεισ των ςωμάτων μεταξφ τουσ, δε κα ςου πουν 

τίποτα για τισ αμοιβαίεσ ςχζςεισ των διαφορετικϊν τμθμάτων του ςφμπαντοσ.  

7. Θα ζλεγεσ ότι αν τα πειράματα αναφζρονται ςτα ςϊματα, κα αναφζρονταν 

τουλάχιςτον ςτισ γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των ςωμάτων. Ρρϊτον, τι μπορείσ να 

καταλαβαίνεισ από τισ γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των ςωμάτων; Υποκζτω ότι αυτι είναι 

θ ερϊτθςθ για τισ ςχζςεισ των ςωμάτων ςτο χϊρο. Αυτζσ οι ιδιότθτεσ, επομζνωσ, 

δεν προςεγγίηονται με πειράματα τα οποία αναφζρονται ςτισ ςχζςεισ των ςωμάτων 

μεταξφ τουσ και αυτό είναι αρκετό να μασ δείξει ότι δεν είναι από αυτζσ τισ 

ιδιότθτεσ  για τισ οποίεσ μπορεί να υπάρχει ηιτθμα. Ωςτόςο, ασ ξεκινιςουμε 

κακιςτϊντασ ςαφι τθν ζννοια τθσ φράςθσ: γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των ςωμάτων. 

Πταν λζω ότι ζνα ςϊμα αποτελείται από διάφορα τμιματα, παίρνω ωσ δεδομζνο 

ότι διατυπϊνω μια γεωμετρικι ιδιότθτα και ότι κα είναι αλθκισ ακόμθ κι αν 

ςυμφωνϊ να δϊςω ζνα μθ κατάλλθλο όνομα ςτα ςθμεία του κάκε μικροφ τμιματοσ 

που ςκζφτομαι. Πταν λζω ότι αυτό ι εκείνο το τμιμα ενόσ ςυγκεκριμζνου ςϊματοσ 

βρίςκονται ςε επαφι με αυτό ι εκείνο το τμιμα ενόσ άλλου ςϊματοσ, διατυπϊνω 

μια πρόταςθ που αφορά ςτισ αμοιβαίεσ ςχζςεισ των δφο ςωμάτων και όχι των 

ςχζςεϊν τουσ με το χϊρο. Υποκζτω ότι κα ςυμφωνιςετε μαηί μου ότι αυτά δεν 

είναι γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ. Είμαι ςίγουροσ ότι τουλάχιςτον κα παραδεχκείτε ότι 

αυτζσ οι ιδιότθτεσ είναι ανεξάρτθτεσ από όλθ τθ γνϊςθ τθσ μετρικισ γεωμετρίασ. 

Ραραδεχόμενοι αυτό, υποκζτω ότι ζχουμε ζνα ςτερεό ςϊμα που ςχθματίςτθκε από 

λεπτζσ ςιδερζνιεσ ράβδουσ oa, ob, oc, od, oe, of,og,oh, που ςυνδζονται ςε ζνα από 

τα άκρα τουσ, το o. Και ασ πάρουμε ζνα δεφτερο ςτερεό ςϊμα – για παράδειγμα, 

ζνα κομμάτι ξφλου, ςτο οποίο ςτο οποίο ζχουμε ςθμειϊςει με ζνα μαρκαδόρο τρία 

μικρά ςθμεία τα οποία ονομάηουμε αβγ. Τϊρα υποκζτω ότι μποροφμε να φζρουμε 

ςε επαφι το αβγ με το ago. Με αυτό εννοϊ το α με το a το g με το β και το γ με το o. 

Στθ ςυνζχεια μποροφμε να φζρουμε ςε επαφι το αβγ διαδοχικά με τα bgo, cgo, 

dgo, ego, fgo και με τα aho, bho, cho, dho, eho, fho. Αλλά και το αγ διαδοχικά με τα 

ab, dc, cd, de, ef, fa. Τϊρα αυτζσ είναι οι παρατθριςεισ που μποροφν να γίνουν 

χωρίσ να ζχουμε καμία ιδζα εκ των προτζρων ωσ προσ τθ μορφι ι τισ μετρικζσ 

ιδιότθτεσ του χϊρου. Δεν ζχουν καμία αναφορά ςτισ «γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των 

ςωμάτων». Αυτζσ οι παρατθριςεισ δεν κα ιταν δυνατζσ αν τα ςϊματα πάνω ςτα 

οποία κάνουμε τα πειράματα μετακινοφνταν ςε μια ομάδα που ζχει τθν ίδια δομι 

όπωσ αυτι τθσ ομάδασ του Lobachevsky (εννοϊ ςφμφωνα με τουσ ίδιουσ κανόνεσ 

που ζχουν τα ςτερεά ςϊματα ςτθ γεωμετρία του Lobachevsky). Αυτοί, επομζνωσ, 
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αρκοφν για να αποδείξουν ότι αυτά τα ςϊματα κινοφνται ςφμφωνα με τθν 

Ευκλείδεια ομάδα. Ή τουλάχιςτον ότι δεν κινοφνται ςφμφωνα με τθν ομάδα του 

Lobachevsky. Μποροφμε να δείξουμε εφκολα ότι είναι ςυμβατά με τθν Ευκλείδεια 

ομάδα. Για να μπορζςουμε να τα κάνουμε ζτςι ϊςτε εάν το ςϊμα αβγ να ιταν ζνα 

αναλλοίωτο ςτερεό τθσ ςυνικουσ γεωμετρίασ ςτο ςχιμα ενόσ ορκογωνίου 

τριγϊνου και αν τα ςθμεία abcdefgh ιταν οι κορυφζσ ενόσ πολυζδρου που ζχει 

ςχθματιςτεί από δφο κανονικζσ εξaγωνικζσ πυραμίδεσ τθσ ςυνικουσ γεωμετρίασ 

που ζχουν το abcdef ωσ κοινι τουσ βάςθ και ζχουν το ζνα το g και το άλλο το h ωσ 

κορυφζσ. Υποκζτω τϊρα, αντί για τισ προθγοφμενεσ παρατθριςεισ, παρατθροφμε 

ότι μποροφμε όπωσ προθγουμζνωσ να εφαρμόςουμε το αβγ διαδοχικά ςτο ago, 

bgo, cgo, dgo, ego, fgo, aho, bho, cho, dho, eho, fho και τότε μποροφμε να 

εφαρμόςουμε το αβ και όχι πια  διαδοχικά ςε ab, bc, cd, de, ef, fa.  Αυτζσ είναι 

παρατθριςεισ που κα μποροφςαν να γίνουν εάν δεν ιταν αλθκισ θ μθ-Ευκλείδεια 

γεωμετρία. Αν τα ςϊματα αβγ και abcdefgh ιταν αμετάβλθτα ςτερεά, αν το 

προθγοφμενο ιταν ζνα τρίγωνο με ορκι γωνία και το τελευταίο μια διπλι κανονικι 

εξαγωνικι πυραμίδα καταλλιλων διαςτάςεων. Αυτζσ οι νζεσ διαπιςτϊςεισ είναι 

ςυνεπϊσ αδφνατεσ αν τα ςϊματα κινοφνται ςφμφωνα με τθν Ευκλείδεια ομάδα. 

Αλλά μποροφν να γίνουν δυνατζσ αν υποκζςουμε ότι τα ςϊματα κινοφνται 

ςφμφωνα με τθν ομάδα του Lobachevsky. Άρα κα ιταν επαρκζσ να δείξω, αν 

ςυνεχίςουμε μζχρι τζλοσ, ότι τα εν λόγω ςϊματα δεν κινοφνται ςφμφωνα με τθν 

Ευκλείδεια ομάδα.  Και, χωρίσ να κάνω καμία υπόκεςθ για τθ μορφι και τθ φφςθ 

του χϊρου, για τισ ςχζςεισ των ςωμάτων και του χϊρου και χωρίσ να αποδϊςω 

καμία γεωμετρικι ιδιότθτα ςτα ςϊματα, κα ζχω κάνει παρατθριςεισ που μου 

επιτρζπουν να δείξω ότι ςτθ μια περίπτωςθ τα ςϊματα που τζκθκαν ςτο παραπάνω 

πείραμα κινοφνται ςφμφωνα με μια ομάδα, θ δομι τθσ οποίασ είναι Ευκλείδεια και 

ςε μια άλλθ περίπτωςθ ότι κινοφνται ςε μια ομάδα θ δομι τθσ οποίασ είναι αυτι 

τθσ ομάδασ του Lobachevsky. Δε μποροφμε να ποφμε ότι όλεσ οι αρχικζσ 

παρατθριςεισ μποροφν να ςυγκροτιςουν ζνα πείραμα που αποδεικνφει ότι ο 

χϊροσ είναι Ευκλείδειοσ και οι επόμενεσ παρατθριςεισ ζνα πείραμα που 

αποδεικνφει ότι ο χϊροσ δεν είναι Ευκλείδειοσ. Στθν πραγματικότθτα, κα μποροφςα 

να φανταςτϊ (και ςθμειϊςτε ότι χρθςιμοποίθςα τθ λζξθ φανταςία) ότι υπάρχουν 

ςϊματα που κινοφνται με τζτοιο τρόπο ζτςι ϊςτε να καταςτιςουν δυνατι τθ 

δεφτερθ ςειρά παρατθριςεων: και θ απόδειξθ είναι ότι ο πρϊτοσ μθχανικόσ που κα 

ςυναντοφςαμε κα μποροφςε να το καταςκευάςει αν κα ζκανε τον κόπο. Αλλά δε κα 
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πρζπει να ςυμπεράνουμε, όμωσ, ότι ο χϊροσ είναι μθ-Ευκλείδειοσ. Με τον ίδιο 

τρόπο, όπωσ τα ςυνικθ ςτερεά ςϊματα κα ςυνζχιηαν να υπάρχουν όταν ο 

μθχανικόσ κα καταςκεφαηε τα παράξενα ςϊματα τα οποία ζχω ιδθ αναφζρει, κα 

είχε ςυμπεράνει ότι ο χϊροσ είναι και Ευκλείδειοσ και μθ-Ευκλείδειοσ. Για 

παράδειγμα, υποκζτω ότι ζχουμε μια μεγάλθ ςφαίρα ακτίνασ R και ότι θ 

κερμοκραςία μειϊνεται από το κζντρο προσ τθν επιφάνεια τθσ ςφαίρασ ςφμφωνα 

με το νόμο για τον οποίο μίλθςα όταν περιζγραφα τθν μθ-Ευκλείδειο κόςμο. Θα 

μποροφςαμε να ζχουμε ςϊματα των οποίων θ διαςτολι είναι αςιμαντθ και τα 

οποία κα ςυμπεριφζρονταν ωσ ςυνικθ αναλλοίωτα ςτερεά. Και, από τθν άλλθ 

πλευρά, κα μποροφςαμε να ζχουμε και κάποια από τα πλζον διαςταλτά ςϊματα, 

που κα ςυμπεριφζρονταν ωσ μθ-Ευκλείδεια ςτερεά. Θα μποροφςαμε να ζχουμε 

δφο διπλζσ πυραμίδεσ oabcdefgh και o’a’b’c’d’e’f’g’h’και δφο τρίγωνα αβγ και αβά’. 

Η πρϊτθ διπλι πυραμίδα κα ιταν ευκφγραμμθ και θ δεφτερθ καμπυλόγραμμθ. Το 

τρίγωνο αβγ κα αποτελοφνταν από μθ διαςταλτι φλθ και το άλλο από πολφ 

διαςταλτι φλθ. Θα μποροφςαμε όμωσ να κάνουμε τισ πρϊτεσ μασ παρατθριςεισ με 

τθ διπλι πυραμίδα o’a’h’ και το τρίγωνο αβά’ . 

Και τότε το πείραμα φαίνεται ότι κα ζδειχνε - πρϊτα, ότι θ Ευκλείδεια γεωμετρία 

είναι αλθκισ και μετά ότι είναι ψευδισ. Άρα, τα πειράματα ζχουν αναφορά όχι ςτο 

χϊρο αλλά ςτα ςϊματα297.  

Πταν ο Poincaré αναφζρεται ςε «γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των ςωμάτων» δεν εννοεί 

τισ μετρικζσ ιδιότθτεσ του χϊρου, κακϊσ τα πειράματα δεν εμπλζκονται με το χϊρο 

αλλά με τα ςϊματα. Το παράδειγμα με τισ ράβδουσ που παρουςίαςε ςτο 

προθγοφμενο κείμενο κεωρεί ςτερεά ςϊματα από ευκφγραμμα τμιματα 

ςυνδεόμενα μεταξφ τουσ και ςυνόλων ςθμείων που ζχουμε τοποκετιςει επί αυτϊν 

των ράβδων, ζτςι ϊςτε να υπάρχει μια αμοιβαία ςχζςθ των μεν με τα δε. Είναι 

δυνατόν να τακτοποιιςουμε τισ ςχετικζσ κζςεισ των ςθμείων και των ράβδων ζτςι 

ϊςτε θ κίνθςι τουσ να γίνεται με μεταςχθματιςμοφσ τθσ Ευκλείδειασ ομάδασ, αλλά 

μποροφμε με μια διαφορετικι διευκζτθςθ να τα τακτοποιιςουμε ζτςι ϊςτε θ 

κίνθςι τουσ να γίνεται με μεταςχθματιςμοφσ τθσ ομάδασ του Lobachevsky. Συνεπϊσ 

κατά τον Poincaré δεν μποροφμε να ςυμπεράνουμε από αυτό το πείραμα ότι ο 

χϊροσ είναι Ευκλείδειοσ ι μθ, κακϊσ το πείραμα ζγινε όχι ςτο χϊρο αλλά ςτα 

ςϊματα που εκτζλεςαν μθχανικζσ κινιςεισ.  
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Άρα οι μθχανικζσ καταςκευζσ των ςωμάτων κατά τον Poincaré μασ οδθγοφν ςτο 

ςυμπζραςμα ότι τα ευριματα από τθν αντίςτοιχθ κζςθ των υλικϊν ςωμάτων είναι 

ανεξάρτθτα από τισ μετρικζσ ιδιότθτεσ του χϊρου και ουςιαςτικά μποροφν να 

γίνουν χωρίσ καμία αναφορά ςε αυτζσ τισ ιδιότθτεσ του χϊρου. Δθλαδι οι 

«γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ του χϊρου» δεν είναι τίποτε άλλο από οριςμοί.  

Συμπληρωματικό 

«8. Για να ολοκλθρϊςουμε το κζμα, οφείλω να μιλιςω για ζνα πολφ ξεχωριςτό 

ηιτθμα το οποίο αξιϊνει αρκετι ανάπτυξθ. Αλλά κα πρζπει να περιοριςτϊ ςτο να 

κάνω περίλθψθ του ότι ζχω γράψει ςτο Revue de Métaphysique et de Morale και 

ςτο Monist. Τι εννοοφμε όταν λζμε ότι ο χϊροσ ζχει τρεισ διαςτάςεισ,; Ζχουμε δει τθ 

ςπουδαιότθτα αυτϊν των «εςωτερικϊν αλλαγϊν» που μασ αποκαλφφκθκαν από τισ 

μυϊκζσ αιςκιςεισ μασ. Μπορεί να μασ εξυπθρετοφν ςτο χαρακτθριςμό των 

διαφορετικϊν ςυμπεριφορϊν του ςϊματόσ μασ. Ασ πάρουμε αυκαίρετα ωσ αρχι 

μια από αυτζσ τισ ςυμπεριφορζσ, Α. Πταν περνάμε από αυτιν τθν αρχικι 

ςυμπεριφορά ςε μια άλλθ ςυμπεριφορά Β, βιϊνουμε μια ςειρά από μυϊκζσ 

αιςκιςεισ και αυτι θ ςειρά S μυϊκϊν αιςκιςεων κα ορίςει το Β. Ραρατθροφμε, 

όμωσ, ότι ςυχνά πρζπει να κεωριςουμε δφο ςειρζσ S και S’ κακϊσ ορίηουμε τθν ίδια 

ςυμπεριφορά Β (από τθ ςτιγμι που οι αρχικζσ και οι τελικζσ ςυμπεριφορζσ Α και Β 

παραμζνουν οι ίδιεσ, οι ενδιάμεςεσ ςυμπεριφορζσ των αντίςτοιχων αιςκιςεων 

μπορεί να διαφζρουν). Ρωσ μποροφμε τότε να αναγνωρίςουμε τθν ιςοδυναμία των 

δφο αυτϊν ςειρϊν; Λόγω του ότι μπορεί να βοθκοφν ςτθν αντιςτάκμιςθ τθσ ίδιασ 

εξωτερικισ αλλαγισ, ι πιο γενικά, επειδι θ μια από αυτζσ τισ ςειρζσ μπορεί να 

αντικαταςτακεί από μια άλλθ όταν είναι μια ερϊτθςθ αντιςτάκμιςθσ για μια 

εξωτερικι αλλαγι. Ανάμεςα ςε αυτζσ τισ ςειρζσ ζχουμε ξεχωρίςει αυτζσ που μπορεί 

από μόνεσ τουσ να αντιςτακμίςουν μια εξωτερικι αλλαγι και που αποκαλοφμε 

«μετατοπίςεισ». Κακϊσ δε μποροφμε να διαχωρίςουμε δφο μετατοπίςεισ που είναι 

πολφ κοντά θ μία ςτθν  άλλθ, το ςυνολικό άκροιςμα αυτϊν των μετατοπίςεων 

παρουςιάηει τα χαρακτθριςτικά ενόσ φυςικοφ ςυνεχοφσ. Η εμπειρία μασ διδάςκει 

ότι είναι τα χαρακτθριςτικά ενόσ φυςικοφ  ςυνεχοφσ ςειράσ ζξι διαςτάςεων. Αλλά 

δε γνωρίηουμε ακόμθ πόςεσ διαςτάςεισ ζχει ο ίδιοσ ο χϊροσ, άρα πρζπει πρϊτα 

από όλα να απαντιςουμε ςε ζνα άλλο ηιτθμα. Τι είναι ζνα ςθμείο ςτο χϊρο; Ο 

κακζνασ νομίηει ότι ξζρει, αλλά πλανάται πλάνθ οικτρά. Αυτό που βλζπουμε όταν 

προςπακοφμε να αναπαραςτιςουμε ςτουσ εαυτοφσ μασ τουσ ίδιουσ ζνα ςθμείο ςτο 

χϊρο είναι μια μαφρθ τελεία ςε ζνα λευκό χαρτί, ζνα ςθμάδι κιμωλίασ ςε ζναν 
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μαυροπίνακα, αλλά είναι πάντα ζνα αντικείμενο. Το ηιτθμα ςυνεπϊσ κα πρζπει να 

κατανοθκεί ωσ εξισ: - τι εννοϊ όταν λζω ότι το αντικείμενο Β είναι ςτο ςθμείο που 

ιταν το αντικείμενο Α τθ προθγοφμενθ ςτιγμι; Επίςθσ, ποιο κριτιριο κα μου 

επιτρζψει να το αναγνωρίςω; Εννοϊ ότι αν και δεν ζχω κινθκεί (θ μυϊκι μου 

αίςκθςθ μου το λζει), το δάκτυλό μου, που μόλισ τϊρα άγγιξε το αντικείμενο Α, 

τϊρα αγγίηει το αντικείμενο Β. Μπορεί να είχα χρθςιμοποιιςει άλλα κριτιρια – για 

παράδειγμα, ζνα άλλο δάκτυλο ι θ αίςκθςθ τθσ όραςθσ – μα το πρϊτο κριτιριο 

είναι επαρκζσ. Γνωρίηω ότι αν απαντιςει κετικά, όλα τα άλλα κριτιρια κα δϊςουν 

τθν ίδια απάντθςθ. Το γνωρίηω από το πείραμα. Δεν το ξζρω a priori. Για τον ίδιο 

λόγο λζω ότι το άγγιγμα δεν μπορεί να αςκθκεί από απόςταςθ. Αυτόσ είναι ζνασ 

άλλοσ τρόποσ για να διατυπϊςουμε το ίδιο πειραματικό γεγονόσ. Αντικζτωσ, αν πω 

ότι θ όραςθ αςκείται από απόςταςθ, ςθμαίνει ότι το κριτιριο τθσ όραςθσ μπορεί να 

δϊςει μια κετικι απάντθςθ ενϊ τα άλλα απαντοφν αρνθτικά. 

Για να ςυνοψίςω: για κάκε ςυμπεριφορά του ςϊματόσ μου το δάκτυλό μου 

προςδιορίηει ζνα ςθμείο και είναι αυτό και μόνο αυτό που ορίηει ζνα ςθμείο ςτο 

χϊρο. Ζτςι ςε κάκε ςυμπεριφορά αντιςτοιχεί ζνα ςθμείο. Αλλά ςυμβαίνει ςυχνά ότι 

το ίδιο ςθμείο αντιςτοιχεί ςε αρκετζσ διαφορετικζσ ςυμπεριφορζσ (ςε αυτιν τθν 

περίπτωςθ, λζμε ότι δεν κινείται το δάκτυλό μασ, αλλά το ςϊμα μασ). 

Διαχωρίηουμε, ωςτόςο, ανάμεςα ςτισ αλλαγζσ τθσ ςυμπεριφοράσ αυτζσ όπου δεν 

κινείται το δάκτυλό μασ. Ρωσ οδθγοφμαςτε ςε αυτό; Είναι γιατί ςυχνά παρατθροφμε 

ότι ςε αυτζσ τισ αλλαγζσ το αντικείμενο που αγγίηεται με το δάκτυλο παραμζνει ςε 

επαφι με αυτό. Ασ ορίςουμε τότε ςε μια κλάςθ όλεσ τισ ςυμπεριφορζσ που ζχουν 

προκφψει θ μια από τθν άλλθ από τισ αλλαγζσ που ζχουμε ξεχωρίςει. Σε όλεσ αυτζσ 

τισ ςυμπεριφορζσ τθσ ίδιασ κλάςεισ κα αντιςτοιχεί το ίδιο ςθμείο ςτο χϊρο. Τότε ςε 

κάκε κλάςθ αντιςτοιχεί ζνα ςθμείο και ςε κάκε ςθμείο μια κλάςθ. Μπορεί να 

ειπωκεί ότι αυτό που παίρνουμε από αυτό το πείραμα δεν είναι το ςθμείο αλλά θ 

κλάςθ των αλλαγϊν ι ακόμθ καλφτερα θ αντίςτοιχθ κλάςθ των μυϊκϊν αιςκιςεων. 

Άρα, όταν λζμε ότι ο χϊροσ ζχει τρεισ διαςτάςεισ, εννοοφμε μόνο ότι το ςυνολικό 

άκροιςμα αυτϊν των κλάςεων εμφανίηεται ςε εμάσ με τα χαρακτθριςτικά ενόσ 

φυςικοφ ςυνεχοφσ τριϊν διαςτάςεων. Τότε αν, αντί να ορίςουμε τα ςθμεία ςτο 

χϊρο με τθ βοικεια του πρϊτου δακτφλου, χρθςιμοποιϊ, για παράδειγμα, ζνα άλλο 

δάκτυλο, κα ιταν τα αποτελζςματα τα ίδια; Αυτό δεν είναι με τίποτα a priori 

ςίγουρο. Αλλά, όπωσ ζχουμε δει, το πείραμα μασ ζχει δείξει ότι όλα τα κριτιρια 

είναι ςε ςυμφωνία και αυτό μασ επιτρζπει να απαντιςουμε κετικά. Αν ανατρζξουμε 
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ςε αυτό που αποκαλοφςαμε μετατόπιςθ, το ςυνολικό άκροιςμα των οποίων 

ςχθματίηει, όπωσ ζχουμε δει, μια ομάδα, κα πρζπει να διαχωρίςουμε αυτά ςτα 

οποία δεν κινείται το δάκτυλο. Και από αυτά που ζχουν προθγθκεί, αυτζσ είναι οι 

μετατοπίςεισ που χαρακτθρίηουν ζνα ςθμείο ςτο χϊρο και το ςυνολικό τουσ 

άκροιςμα κα ςχθματίςουν μια υπό-ομάδα τθσ ομάδασ μασ. Σε κάκε υπο-ομάδα 

αυτοφ του είδουσ, τότε, κα αντιςτοιχεί ζνα ςθμείο ςτο χϊρο. Μπορεί να μποφμε 

ςτον πειραςμό να ςυμπεράνουμε ότι το πείραμα μασ δίδαξε το πλικοσ των 

διαςτάςεων του χϊρου. Αλλά ςτθν πραγματικότθτα τα πειράματά μασ δεν 

αναφζρονταν ςτο χϊρο αλλά ςτο ςϊμα μασ και ςτισ ςχζςεισ του με τα γειτονικά 

αντικείμενα. Επιπλζον, τα πειράματά μασ είναι υπερβολικά αργά. Στο μυαλό μασ θ 

κρυφι ιδζα ενόσ ςυγκεκριμζνου πλικουσ ομάδων προχπιρχε. Αυτζσ είναι οι 

ομάδεσ που αφορά θ κεωρία του Lie. Ροιεσ από αυτζσ  κα διαλζξουμε προκειμζνου 

να μορφοποιιςουμε ζνα είδοσ κανονικότθτασ  με τθν οποία κα ςυγκρίνουμε φυςικά 

φαινόμενα; Και όταν αυτι θ ομάδα επιλεχκεί, ποια από τισ υπο-ομάδεσ κα πάρουμε 

για να χαρακτθρίςουμε ζνα ςθμείο ςτο χϊρο; Το πείραμα μασ κακοδιγθςε  με το να 

μασ δείξει ποια επιλογι προςαρμόηεται καλφτερα ςτισ ιδιότθτεσ του ςϊματόσ μασ. 

Αλλά ςε εκείνο το ςθμείο τελειϊνει ο ρόλοσ του».298 

                    

6.9 Συμβάςεισ και γεωμετρία 

Στο Science and Hypothesis θ λζξθ «υπόκεςθ» δεν εμφανίηεται μεταξφ τθσ  

ειςαγωγισ και του κεφαλαίου των μθ-Ευκλείδειων γεωμετριϊν. Αυτό το γεγονόσ 

δεν πρζπει να κεωρθκεί τυχαίο κακϊσ ο γεωμετρικόσ ςυμβατιςμόσ του Poincaré 

αποτελείται από τρεισ κζςεισ, οι οποίεσ αναπτφςςονται ςτο μζροσ ΛΛ που 

αναφζρεται ςτο χϊρο: 

 Θ εμπειρία δεν ςχετίηεται με το χϊρο, αλλά με εμπειρικά ςϊματα. Θ 

γεωμετρία αςχολείται με ιδεατά ςϊματα και ςυνεπϊσ δεν μπορεί οφτε να 

αποδειχκεί οφτε να μθν αποδειχκεί από τθν εμπειρία. Επίςθσ κακϊσ οι 

προτάςεισ τθσ γεωμετρίασ οφτε αναλυτικζσ μποροφν να κεωρθκοφν, πρζπει 

να είναι ςυμβάςεισ οφτε αλθκείσ οφτε ψευδείσ. 

 Θ επιλογι μεταξφ των ςυμβάςεων και ειδικότερα μεταξφ γεωμετριϊν 

κακοδθγείται από τθν εμπειρία. 
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 Θ Ευκλείδεια γεωμετρία δεν ζχει τίποτα να φοβθκεί από τθν εμπειρία, 

κακϊσ είναι θ περιςςότερο ςυναρπαςτικι και χριςιμθ από όλεσ τισ 

γεωμετρίεσ. 

Θ πρϊτθ άποψθ υπαινίςςεται ότι θ γεωμετρία δεν μπορεί να είναι αλθκισ ι 

ψευδισ, κακϊσ είναι μια ςφμβαςθ χωρίσ να είναι αναλυτικι. Πμωσ ο Poincaré 

τονίηει ότι μποροφμε να αναφερκοφμε περί τθσ αλικειασ μόλισ αποδεχκοφμε τθν 

οποιαδιποτε ςφμβαςθ. Ραράλλθλα υπογραμμίηει τα δφο κφρια βιματα που 

αφοροφν τθ καταςκευι του χϊρου κακϊσ υπάρχει μια ψυχο-φυςιολογικι γζννθςθ 

αλλά και θ αλθκισ φφςθ του αιτιματοσ του Ευκλείδθ: το πρϊτο βιμα εμπλζκει μια 

φυςικι υπόκεςθ που αφορά τισ προχποκζςεισ του αιςκθτοφ χϊρου και μια τεχνθτι 

ςφμβαςθ με τθν ζννοια τθσ ταξινόμθςθσ. Στο δεφτερο βιμα που αφορά τθν 

ομαδοκεωρθτικι φφςθ των μετατοπίςεων (displacements), οι υποκζςεισ και οι 

οριςμοί κάνουν τθν παρουςία τουσ. 

Στθ γεωμετρία υπάρχει μια άλλθ χαρακτθριςτικι ςυμβολι του Poincaré, που ζχει 

ιδθ αναφερκεί εν ςυντομία παραπάνω: θ ιδζα ότι θ Ευκλείδεια και θ μθ-Ευκλείδεια 

γεωμετρία ιςχφουν ι όχι ταυτόχρονα.  

Ροια κα ιταν θ απάντθςθ ςτο ερϊτθμα: από τι κα αποτελοφνταν μια 

αυτοαντίφαςθ299 ςε μια μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία; Κα μποροφςε να ιταν ζνα 

επιχείρθμα ότι κάτι ιταν ταυτόχρονα αλθκζσ και ψευδζσ ςε αυτι τθ γεωμετρία. Θ 

απόδειξθ ότι κάτι που κα ιταν αλθκζσ κα αποτελοφνταν από ζνα επιχείρθμα που 

κα ςυνοδεφονταν ςε κάκε ςτάδιο από μια εικόνα, ασ ποφμε ςτον δίςκο του 

Poincaré.  

Το ςυμπζραςμα, το οποίο πρϊτοσ ο Poincaré εξιγε, ιταν ότι θ Ευκλείδεια και θ μθ-

Ευκλείδεια γεωμετρία ιςχφουν ι όχι ταυτόχρονα. Αυτό ζχει τθν αξιοςθμείωτθ 

ςυνζπεια ότι αν κάποιοσ επιηθτοφςε να διαςφαλίςει τθν απόλυτθ αλικεια τθσ 

Ευκλείδειασ γεωμετρίασ με το να βρει μια αντίφαςθ ςτθ μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία, 

εκείνθ τθ ςτιγμι κα κατζςτρεφε τθν μθ-Ευκλείδεια γεωμετρία.  

Ρρζπει να αναφζρουμε ότι ο Poincaré δεν αναφζρεται ςτο ζργο του ςυνολικά ςτθ 

ςφμπτωςθ μεταξφ ςωμάτων και ςχθμάτων τθσ γεωμετρίασ όπωσ κεωρεί ο 

Helmholtz. Αντίκετα μιλά για ςφμπτωςθ μόνο γεωμετρικϊν ςχθμάτων, κακϊσ δεν 
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μπορεί να δεχκεί τθ ςφμπτωςθ του αναπαραςταςιακοφ χϊρου ο οποίοσ αποτελεί 

ζνα ιδεϊδεσ αντικείμενο τθσ νόθςθσ και των ςωμάτων που είναι εμπειρικά ςϊματα. 

Θ επιλογι μιασ δεδομζνθσ ςφμπτωςθσ αντιςτοιχεί ςτθν επιλογι δεδομζνθσ 

μετρικισ και αυτό αποτελεί μια ςφμβαςθ. Θ επιλογι μιασ εναλλακτικισ μετρικισ 

είναι για εκείνον τθσ ίδιασ φφςθσ με τθν επιλογι ενόσ εναλλακτικοφ ςυςτιματοσ 

φυςικϊν μονάδων και για αυτόν το λόγο μποροφμε να αναφζρουμε ςφμφωνα με 

τον Poincaré ζνα τζτοιο γεγονόσ ωσ μια «γλωςςικι αλλθλεξάρτθςθ». 

Σφμφωνα με τον Poincaré, ζνα ςθμαντικό πλεονζκτθμα τθσ γεωμετρίασ είναι ότι 

μπορεί να ερμθνευκεί αναπόςπαςτα ωσ ζνα ςφςτθμα αξιωμάτων και εννοιϊν ςε 

ζνα άλλο και αυτι θ ιδιότθτα δεν ζχει καμία εξαίρεςθ. Αντικζτωσ, το πρακτικό 

πείραμα κεωρεί τα υλικά αντικείμενα τα οποία πρζπει πάντα να ερευνοφμε τισ 

ςχζςεισ τουσ με τισ ιδεατζσ ζννοιεσ, όπωσ, για παράδειγμα, τθν ζννοια τθσ 

απόςταςθσ, κακϊσ ποτζ δε ςυμπίπτουν ακριβϊσ με αυτζσ. Συλλογιηόμενοσ τθν 

ευκεία γραμμι και τθν απόςταςθ δεν πρζπει να κεωρείται τυχαίο ότι ο Poincaré 

ςυμπεραίνει από αυτό ότι  

«είναι αδφνατο να φανταςτοφμε ζνα πρακτικό πείραμα που μπορεί να ερμθνευτεί 

ςε ζνα ευκλείδειο ςφςτθμα και δεν μπορεί να ερμθνευτεί ςε αυτό του 

Lobachevsky». 

Ο ςυλλογιςμόσ του Poincaré ςτθν πραγματικότθτα κατευκφνεται προσ το κζμα τθσ 

ςχετικότθτασ του χϊρου και ςυγκεκριμζνα τι διατθρείται όταν εκτελοφμε μετριςεισ 

αποςτάςεων μεταξφ των ςωμάτων και όταν εκφράηουμε τα αποτελζςματά τουσ ςτα 

πλαίςια τθσ μιασ γεωμετρίασ ι τθσ άλλθσ. Το ςυμπζραςμά του είναι ότι ποτζ δε 

μποροφμε να βγοφμε ζξω από ζνα δεδομζνο ερμθνευτικό πλαίςιο:  

«αν ο νόμοσ είναι αλθκινόσ ςτθν ευκλείδεια ερμθνεία, κα πρζπει να είναι αλθκινόσ 

και ςτθ μθ-Ευκλείδεια».  

Αυτό το ςυμπζραςμα ςυναντιζται με αυτό που είχε υπονοιςει ςτισ προθγοφμενεσ 

μελζτεσ του για τθ γεωμετρία:  

«τα πειράματα δίνουν μόνο γνϊςθ των αμοιβαίων ςχζςεων των ςωμάτων. Κανζνα 

από αυτά δεν αφορά ι μπορεί να αφορά ςτισ ςχζςεισ των ςωμάτων με το χϊρο ι 

ςτισ αμοιβαίεσ ςχζςεισ των διάφορων τμθμάτων του χϊρου». 

Αναφζραμε ότι οι επονομαηόμενεσ «γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των ςωμάτων» τελικά 

δεν είναι τίποτα άλλο από τουσ οριςμοφσ μασ. Ωσ αποτζλεςμα, θ γεωμετρία, κατά 
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τον Poincaré, είναι εντελϊσ αποκομμζνθ από τισ μετριςιμεσ ιδιότθτεσ των φυςικϊν 

ςωμάτων. Πταν ο Poincaré ςυνικιηε να επικαλείται τισ ςχζςεισ ανάμεςα ςτα ςτερεά 

ςϊματα και τθ γεωμετρία, ιταν μόνο για να δείξει πωσ τα ςτερεά ςϊματα 

χρθςιμοποιοφνταν από τθν αρχι τθσ ςυγκρότθςθσ τθσ γεωμετρίασ και ότι δε κα 

υπιρχε γεωμετρία χωρίσ τθν φπαρξι τουσ. Αλλά δεν είχε τθν πρόκεςθ να κεωριςει 

μια άμεςθ και ποςοτικι ςχζςθ που για τα «ιδεατά, απόλυτα ςτακερά ςτερεά» τθσ 

γεωμετρίασ είναι μόνο μια απλοποιθμζνθ εικόνα των φυςικϊν ςτερεϊν, «πολφ 

μακριά από αυτά».          

Σφμφωνα με τον Poincaré, θ γεωμετρία, όταν κα ζχει ςυγκροτθκεί ωσ μια 

μακθματικι επιςτιμθ, είναι εντελϊσ ανεξάρτθτθ από τθ φυςικι κακϊσ δεν υπάρχει 

«αλλθλεξάρτθςθ» αλλά μόνο «εξάρτθςθ μιασ κατεφκυνςθσ», με άλλα λόγια μια 

εξάρτθςθ τθσ φυςικισ διατφπωςθσ των γεωμετρικϊν οριςμϊν.  Ρράγματι, ο 

Grünbaum, που χρθςιμοποιεί αυτιν τθν ζκφραςθ, διαδοχικά προςπακεί να δείξει 

ότι ζνασ τζτοιοσ «ακραίοσ» ςυμβατιςμόσ δεν αντιςτοιχεί ςτθν πραγματικι κζςθ του 

Poincaré, που κεωρεί, αντικζτωσ, ότι είναι ζνασ «ικανόσ γεωμετρικόσ εμπειριςτισ». 

Θ κζςθ του είναι ότι οι ιςχυριςμοί του Poincaré υπζρ του ςυμβατιςμοφ αποτελοφν 

ζνα εξαρτθμζνο περικείμενο και ότι μεγαλοποίθςε τθ κζςθ του, προκειμζνου να 

αντικροφςει το νεοκαντιανιςμό του Russell και τον εμπειριςμό του Helmholtz. 

Ξαναδιαβάηοντασ τον Poincaré υπό αυτιν τθν προοπτικι, ο Grünbaum επικαλείται 

τθ φράςθ του Poincaré:  

«από μια ςειρά παρατθριςεων, (…) θ εμπειρία μου απζδειξε ότι οι κινιςεισ *των 

ςωμάτων+ ςχθματίηουν μια ευκλείδεια ομάδα, (…) χωρίσ να ζχει καμία 

προκατάλθψθ ςε ςχζςθ με τθ μετρικι γεωμετρία».  

Ενϊ ο Grünbaum Βλζπει ςε αυτό ζναν εμπειριςτι που μιλά για τθ φφςθ τθσ 

γεωμετρίασ του χϊρου, ο Poincaré εννοεί ακριβϊσ το αντίκετο, όπωσ  είδαμε με το 

παράδειγμα ςυςτθμάτων ράβδων που τουσ ζχει δοκεί μια μθχανικι διάταξθ τθσ 

οποίασ θ κίνθςθ υπακοφει μια Ευκλείδεια ομάδα ι μια ομάδα του Lobachevsky. 

Μια τζτοια ςυμπεριφορά ζχει να κάνει, όπωσ αναμφίβολα το περιγράφει ο 

Poincaré, όχι με το χϊρο ςτον οποίο βρίςκονται αυτά τα ςϊματα αλλά με το 

μθχανιςμό που ςχετίηει αυτά τα ςϊματα μεταξφ τουσ.  
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6.10 Poincaré και γεωμετρικό αντικείμενο 

Στο κεφάλαιο Space and Geometry ο Poincaré προςπακεί να δείξει ότι θ αντίλθψθ 

των γεωμετρικϊν αντικειμζνων δεν μασ ζχει ενςωματωκεί με ζνα a priori πλαίςιο 

του Ευκλείδειου χϊρου τθσ εποπτείασ μασ, αλλά μάλλον παρζχει τα δεδομζνα χωρίσ 

επεξεργαςία, από τα οποία καταςκευάηεται θ αναπαράςταςθ του χϊρου. Αυτι τθν 

άποψθ ο Poincaré προςπακεί να μθν τθν εντάξει ςε οποιαδιποτε μορφι 

γεωμετρικοφ εμπειριςμοφ. Ζχοντασ αναφερκεί ςτθν καντιανι άποψθ τθσ 

γεωμετρίασ ο Poincaré ξεκακαρίηει τα κεμζλια του ςυμβατιςμοφ του:  

 Κακϊσ δεν ζχουμε απευκείασ αντίλθψθ των χωρικϊν ςχζςεων, πρζπει να 

καταςκευάςουμε τθ γεωμετρία μζςα από τθν παρατιρθςθ των αντικειμζνων 

και των μεταξφ τουσ ςχζςεων. 

 Οι κανονικότθτεσ και όχι τα ξεχωριςτά γεγονότα μασ παρζχουν τα δεδομζνα 

για να πραγματοποιθκεί θ καταςκευι τθσ γεωμετρίασ. 

Είναι όμωσ ξεκάκαρο μζςα από το κείμενό του ότι ο Poincaré κεωρεί ωσ γεωμετρικά 

αντικείμενα:  

 «…αυτόν τον χϊρο που είναι το αντικείμενο τησ γεωμετρίασ και τον οποίο κα 

αποκαλϊ γεωμετρικό χϊρο»  

 «…ορίηεται μια ςυγκεκριμζνθ κλάςθ φαινομζνων που αποκαλείται μετατοπίςεισ. Οι 

νόμοι των φαινομζνων αυτϊν είναι τα αντικείμενα τησ γεωμετρίασ». 

 «…Το αντικείμενο τησ γεωμετρίασ είναι θ μελζτθ μιασ ςυγκεκριμζνθσ «ομάδασ». 

Αλλά θ γενικι ζννοια τθσ ομάδασ προχπάρχει ςτο μυαλό μασ, τουλάχιςτον εν 

δυνάμει. Ζχει επιβλθκεί ςε εμάσ όχι ωσ μια μορφι τθσ ευαιςκθςίασ μασ αλλά ωσ 

μια μορφι τθσ νόθςισ μασ. Μόνο, ανάμεςα ςε όλεσ τισ πικανζσ ομάδεσ, κα πρζπει 

να διαλζξουμε μια που κα είναι κανονικι, τρόποσ του λζγειν, ςτθν οποία κα 

αναφζρουμε τα φυςικά φαινόμενα».         

Θ αναηιτθςθ των κανονικοτιτων, όπωσ αυτζσ εμφανίηονται ςτθ ςυμμετρία οδθγεί 

τον Poincaré ςε μια εξαντικειμενίκευςθ  του ςυςτιματοσ. Ρράγματι ςτο κεφάλαιο ΛΛ 

του Science and Hypothesis αναφζροντασ ότι:  

«ο γεωμζτρθσ πάντα αναηθτά, περιςςότερο ι λιγότερο, να παραςτιςει ςτον εαυτό 

του τα ςχιματα τα οποία μελετά, αλλά αυτζσ οι αναπαραςτάςεισ αποτελοφν μόνο 

όργανα για αυτόν».  
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 Αλλά και ςτθ ςυνζχεια μασ ξεκακαρίηει το κζμα τθσ εξαντικειμενίκευςησ του 

γεωμετρικοφ αντικειμζνου με τθν εξισ διλωςθ: 

«Οι μακθματικοί δεν μελετοφν τα αντικείμενα, αλλά τισ ςχζςεισ μεταξφ των 

αντικειμζνων. Για αυτοφσ είναι ζνα κζμα ςτο οποίο υπάρχει αδιαφορία, κακϊσ τα 

ςυγκεκριμζνα αντικείμενα μποροφν να αντικαταςτακοφν από άλλα, με τθν 

προχπόκεςθ ότι οι ςχζςεισ δεν αλλάηουν. Για αυτό ςτρζφουν το ενδιαφζρον τουσ 

ςτθ μορφι».  

 

6.11 Συμπεράςματα 

Ο Poincaré είχε αλλά ταυτόχρονα διατιρθςε ςε ολόκλθρθ τθ μακθματικι καριζρα 

του τθν άποψθ ότι θ γεωμετρία είναι μια ςφμβαςθ και δε μπορεί να ελεγχκεί 

πειραματικά. Αυτι θ κζςθ προφανϊσ ιλκε ςε αντίκεςθ με τθ γενικι κεωρία τθσ 

ςχετικότθτασ και τθν επιτυχι επιβεβαίωςθ των προβλζψεων ςτα πλαίςιά τθσ. 

Δυςτυχϊσ, ο Poincaré δεν ζηθςε αρκετά ϊςτε να υπεραςπιςτεί τισ κζςεισ του.  

Θ κατανόθςθ του χωροχρόνου ωσ Riemannian πολλαπλότθτα είναι ζνασ εξαιρετικά 

ζξυπνοσ τρόποσ να περιγραφεί το βαρυτικό πεδίο. Πμωσ, όπωσ ζδειξε ο Utiyama300 

το 1956, θ γενικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ είναι ςτθν πραγματικότθτα μια κεωρία 

βακμίδασ θ οποία ςυνδζεται με τθν ομάδα μεταςχθματιςμϊν του Lorentz. Θ 

προςζγγιςθ του Utiyama δε βαςίηεται ςτθν υπόκεςθ ότι ο χωροχρόνοσ 

καμπυλϊνεται, αν και οι εξιςϊςεισ τθσ κεωρίασ τθσ βακμίδασ είναι ίδιεσ με αυτζσ 

τθσ γενικισ ςχετικότθτασ.  

Συνεπϊσ, ακολουκϊντασ τθν άποψθ του Poincaré, μπορεί να ιςχυριςτεί κάποιοσ ότι 

είναι μόνο κζμα ςφμβαςθσ θ περιγραφι του βαρυτικοφ πεδίου ωσ Riemannian 

πολλαπλότθτα ι ωσ κεωρία βακμίδασ ςτον Ευκλείδειο χϊρο.   

Ρολλοί επιςτιμονεσ και φιλόςοφοι διαφϊνθςαν ςτο γεγονόσ ότι θ δυνατότθτα των 

μθ-Eυκλείδειων γεωμετριϊν αντιτίκεται ςτθ κζςθ του Kant  ότι τα αξιϊματα τθσ 

γεωμετρίασ είναι a priori ςυνκετικζσ κρίςεισ. Επομζνωσ κεωρείται κοινότοποσ ο 

ιςχυριςμόσ ότι με τθ γενικι κεωρία τθσ ςχετικότθτασ, ανακαλφπτοντασ τθ μθ-

Ευκλείδεια φφςθ του φυςικοφ χϊρου, αντικροφεται το δόγμα του Kant για τθν 

υπερβατολογικι φφςθ του χϊρου.  Πμωσ, παρόλο που ο  Poincaré υποςτιριξε ότι θ 

γεωμετρία είναι μια ςφμβαςθ και δε μπορεί να αποτελεί αντικείμενο τθσ εμπειρίασ, 
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θ άποψι του ξεχάςτθκε κακϊσ επικράτθςε θ κεϊρθςθ τθσ εποχισ ότι θ  φφςθ του 

χωροχρόνου του Riemann είναι πειραματικά ελζγξιμθ.  

Γιατί όμωσ θ Ευκλείδεια γεωμετρία φαίνεται τόςο φυςικι; Ππωσ αναφζραμε ςτο 

αντίςτοιχο κεφάλαιο ο Kant υπζκεςε ότι τα βαςικά αξιϊματα αυτισ τθσ γεωμετρίασ, 

ωσ θ μόνθ γεωμετρία που ιταν γνωςτι εκείνθ τθν εποχι, είχαν δοκεί a priori. Ο  

Poincaré προςδιόριςε τθν απάντθςθ μζςα από τθν φυςικι επιλογι, χάρισ ςτθν 

οποία «το πνεφμα μασ κακϊσ είναι προςαρμοςμζνο ςτισ ςυνκικεσ του εξωτερικοφ 

κόςμου, ζχει υιοκετιςει τθν πλζον επωφελι γεωμετρία για τα είδθ. Με άλλα λόγια 

τθ πλζον βολικι (comfortable)».  

Φαίνεται ότι θ Ευκλείδεια γεωμετρία είναι θ πιο βολικι από τθ ςτιγμι που ζγινε 

δεκτι για τθ περιγραφι του φυςικοφ κόςμου για περιςςότερο από δφο χιλιετίεσ301. 

Ζνασ καντιανόσ, όμωσ, κα μποροφςε να πει ότι είναι θ πιο βολικι επειδι ζχει δοκεί 

a priori. Σε οποιαδιποτε περίπτωςθ, το ςυμπζραςμα του Poincaré είναι ξεκάκαρο: 

«θ γεωμετρία δεν είναι αλθκισ, είναι επωφελισ». Συνεπϊσ μποροφμε να 

κεωριςουμε ότι θ Ευκλείδεια γεωμετρία είναι πιο βολικι για να χρθςιμοποιείται ςε 

κζματα που δεν περιλαμβάνουν τθν περιγραφι του πεδίου τθσ βαρφτθτασ, για το 

οποίο θ γεωμετρία του Riemann μπορεί να κεωρθκεί περιςςότερο επωφελισ.  

Ο Poincaré ζγραψε τθν εργαςία του το 1899, όταν θ χρθςιμότθτα των μθ-

Ευκλείδειων γεωμετριϊν ςτθ φυςικι ιταν ακόμθ άγνωςτθ. Εκ των υςτζρων  

μποροφμε να κεωριςουμε ότι ζκανε λάκοσ υποςτθρίηοντασ ότι θ Ευκλείδεια 

γεωμετρία είναι πιο βολικι, κακϊσ δεκαπζντε χρόνια αργότερα ο Einstein ζδειξε ότι 

θ γεωμετρία του Poincaré είναι θ πλζον επωφελισ για τθν περιγραφι τθσ 

βαρφτθτασ.                         

Ραρόλο που καμία από τισ γεωμετρίεσ δεν είναι αλθκισ ι όχι και κακεμιά μπορεί 

να χρθςιμοποιθκεί για να αναπαραςτιςει τισ χωρικζσ ςχζςεισ, δεν πρζπει να 

κεωριςουμε ότι αυτό το γεγονόσ ςυνεπάγεται και τθν πλιρθ ουδετερότθτα από 

μζρουσ μασ. Κάποια ςυγκεκριμζνθ γεωμετρία κα είναι περιςςότερο βολικι για τουσ 

ςκοποφσ μασ, με δεδομζνεσ τισ εμπειρίεσ μασ και με δεδομζνθ τθ φφςθ του χϊρου 

μζςα ςτον οποίο παράγονται οι εμπειρίεσ μασ. Δθλαδι αν και θ γεωμετρία δεν μασ 

επιβάλλεται από τθν εμπειρία, δεν είναι και εντελϊσ απομακρυςμζνθ από αυτι. 
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Θ ςυμβολι του Poincaré δεν πρζπει να κεωρθκεί ότι είναι απλϊσ θ ειςαγωγι τθσ 

ζννοιασ τθσ ςφμβαςθσ ι του ιςχυριςμοφ ότι θ ςφμβαςθ διαδραματίηει ζνα μεγάλο 

επιςτθμολογικό ρόλο. Ρολφ περιςςότερο ευφυϊσ, αναδιατυπϊνει τθ διχοτόμθςθ 

μεταξφ αντικειμενικοφ και υποκειμενικοφ, μεταξφ του τι είναι ςτο χζρι μασ και τι 

όχι, με εντελϊσ διαφορετικοφσ όρουσ. Τθν ίδια ςτιγμι ο ςυμβατιςμόσ του Poincaré 

αςκεί κριτικι τόςο ςτθν υπεραπλουςτευμζνθ αντίλθψθ ενόσ γεγονότοσ και τθν 

ιςοδφναμα υπεραπλουςτευμζνθ αντίλθψθ τθσ ςφμβαςθσ. Ο ίδιοσ ο Poincaré 

αναφζρει302: «Συμβάςεισ ναι, αυκαίρετα όχι».   

Αυτά τα οποία γνωρίηουμε είναι μόνο οι δομζσ, κακϊσ τα γεωμετρικά αντικείμενα 

κακαυτά, επιςτθμολογικά, παραμζνουν απροςπζλαςτα. Οι κεωρθτικοί όροι που 

χρθςιμοποιοφμε για να περιγράψουμε τα αντικείμενά μασ ςτθ γεωμετρία «είναι 

απλϊσ ονόματα των εικόνων που αντικακιςτοφν τα πραγματικά αντικείμενα, τα 

οποία θ φφςθ θ ίδια κα μασ κρφψει για πάντα από τα μάτια μασ. Οι αλθκείσ ςχζςεισ 

μεταξφ των πραγματικϊν αντικειμζνων είναι θ μοναδικι πραγματικότθτα που 

μποροφμε να εξαςφαλίςουμε»303.  
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Κεφάλαιο 7  

Επίλογοσ 

Θ επιςτθμονικι γνϊςθ εκτόσ από αλθκισ πρζπει να είναι όςο περιςςότερο 

αντικειμενικι γίνεται. Κα πρζπει να αναφζρεται ςε μια πραγματικότθτα ανεξάρτθτθ 

του υποκειμζνου. Ροια μπορεί να είναι τα κριτιρια για τθν αντικειμενικότθτα; Θ 

διυποκειμενικότθτα είναι αναγκαία αλλά όχι επαρκισ. Θ ανεξαρτθςία από το 

ςφςτθμα αναφοράσ μπορεί να είναι ζνα κριτιριο, το ίδιο και θ ανεξαρτθςία τθσ 

μεκόδου. Πλα όμωσ τα κριτιρια ζχουν κάτι κοινό: το αναλλοίωτο κάτω από 

ςυγκεκριμζνουσ μεταςχθματιςμοφσ. Δθλαδι μια πρόταςθ είναι αντικειμενικι αν θ 

αλικειά τθσ είναι αναλλοίωτθ όταν υπόκειται ςε αλλαγζσ των ςυνκθκϊν ςτισ οποίεσ 

μορφοποιικθκε. Βζβαια, το αναλλοίωτο δεν εξαςφαλίηει τθν αντικειμενικότθτα, 

αλλά δικαιολογεί τθν υπόκεςθ ότι μια πρόταςθ μπορεί να είναι αντικειμενικι. Στο 

κομμάτι τθσ γεωμετρίασ τα γεωμετρικά αντικείμενα μποροφν να χαρακτθρίηονται 

από αναλλοίωτεσ ιδιότθτεσ, ανεξάρτθτεσ π.χ. από τισ ςυντεταγμζνεσ που 

χρθςιμοποιοφμε. 

Στο κεφάλαιο τθσ υπερβατολογικισ αιςκθτικισ ο Kant μασ δίνει ςε γενικζσ γραμμζσ 

τθ φιλοςοφία του: ο χϊροσ και ο χρόνοσ αποτελοφν κακαρζσ μορφζσ τθσ εποπτείασ 

μασ και είναι οι πθγζσ τθσ a priori ςυνκετικισ γνϊςθσ. Συνεπϊσ θ γεωμετρία είναι θ 

επιςτιμθ τθσ κακαρισ εποπτείασ του χϊρου και των ςχζςεϊν του και μασ παρζχει 

τθν a priori γνϊςθ των χωρικϊν μορφϊν των αντικειμζνων κάκε δυνατισ εμπειρίασ. 

Τα πράγματα κακαυτά των αιςκιςεϊν μασ, κάνουν αντικειμενικι κάκε κρίςθ. 

Συνεπϊσ θ καντιανι ιδζα για τα αντικείμενα είναι ότι τα μόνα αντικείμενα με τθν 

ςτενι ζννοια του όρου είναι τα αντικείμενα τθσ εμπειρίασ των φυςικϊν επιςτθμϊν 

και ότι θ μόνθ αντικειμενικότθτα είναι θ αντικειμενικότθτα που εξαςφαλίηεται μζςα 

από τθν αναφορά ςε αυτά τα αντικείμενα.  

Οι απόψεισ του Kant φαίνεται ότι κακόριςαν τθν εξζλιξθ τθσ Φιλοςοφίασ των 

Μακθματικϊν ςτθ ςυνζχεια: o Kant κεωρεί ότι επειδι θ γεωμετρία ζχει αντικείμενο 

τθν μελζτθ των ιδιοτιτων του φυςικοφ χϊρου οι προτάςεισ τθσ ζχουν πραγματικό 

περιεχόμενο και γι’ αυτό οι γεωμετρικζσ αλικειεσ είναι αναγκαίεσ. Άρα οι 
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προτάςεισ μποροφν να ςθμαίνουν κάτι μόνο αν εκτακοφν ζτςι ϊςτε να 

ςυςχετιςκοφν με τισ ανκρϊπινεσ νοθτικζσ διαδικαςίεσ. Δθλαδι και τα γεωμετρικά 

αντικείμενα μποροφν να νοθκοφν μζςω διαδικαςιϊν π.χ. μζτρθςθσ.  

Εξαντικειμενίκευςθ είναι κατά πολλοφσ θ ανακαταςκευι ενόσ αντικειμενικοφ 

κόςμου. Το ςχιμα για τον Kant αποτελεί μζςο εξαντικειμενίκευςθσ. Ραρζχει τθ 

γζφυρα μεταξφ του ςυγκεκριμζνου και του γενικοφ και πρζπει να ανικει και ςτισ 

δφο πλευρζσ ζτςι ϊςτε να διαμεςολαβεί τισ αιςκιςεισ και τισ κακαρζσ εποπτείεσ 

μασ. Δθλαδι το ςχιμα είναι ζνασ κανόνασ που προςδιορίηει τισ ςυνκικεσ κάτω από 

τισ οποίεσ μια ζννοια μπορεί να εφαρμοςτεί ςε μια εποπτεία ενόσ αντικειμζνου και 

παράλλθλα προςδιορίηει τα χαρακτθριςτικά τθσ ςυγκεκριμζνθσ μορφισ που 

εποπτεφουμε τα οποία είναι «ςχετικά» με τθν γενικι ζννοια. Συμπεραςματικά 

μποροφμε να ποφμε ότι κατά τον Kant υπάρχουν δφο ερμθνείεσ που αφοροφν το 

ςχιμα: το ςχιμα μιασ ζννοιασ μπορεί να είναι και αυτό μια ζννοια, αλλά 

ταυτόχρονα κα μποροφςε να είναι και μια διαδικαςία ςφνδεςθσ εννοιϊν και 

μορφϊν.  

Θ γεωμετρία επειδι είναι διακζςιμθ ςε εμάσ μζςω τθσ a priori αναπαράςταςθσ του 

χϊρου, μασ παρζχει ουςιϊδθ παραδείγματα. Ο Kant χρθςιμοποιεί τθ λζξθ 

γεωμετρικό αντικείμενο για να περιγράψει γεωμετρικζσ μορφζσ και ςχιματα ζτςι 

ϊςτε να είναι ςε πλιρθ ςυμφωνία με τθ δζςμευςθ του ςτθν ιδζα ότι μια 

γεωμετρικι μορφι είναι θ μορφι ενόσ εμπειρικοφ αντικειμζνου ίδιου ςχιματοσ. 

Βζβαια μια γεωμετρικι μορφι κατά τον Kant δεν μπορεί να είναι αντικείμενο.  

Χαρακτθριςτικό παράδειγμα αποτελεί θ Ευκλείδεια γεωμετρία, θ οποία απαιτεί 

ςυγκεκριμζνα αντικείμενα τθσ εποπτείασ και αυτά τα αντικείμενα είναι a priori 

καταςκευζσ του κακαροφ χϊρου. Άρα θ γεωμετρικι καταςκευι παρζχει γεωμετρικά 

αντικείμενα και όχι γεωμετρικζσ ζννοιεσ. Δθλαδι κατά τον Kant τα γεωμετρικά 

αντικείμενα πρζπει να είναι a priori αντικείμενα, κακϊσ αν ιταν εμπειρικά δεν κα 

μποροφςε να παραχκεί από αυτά καμία κακολικά ζγκυρθ πρόταςθ. 

Υπό αυτό το πρίςμα θ γεωμετρία κα πρζπει να κεωρθκεί μια κακαρά τυπικι κεωρία 

και το γεωμετρικό αντικείμενο κα είναι μια αφθρθμζνθ μακθματικι δομι που 
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μπορεί να εξθγθκεί όχι μόνο ςτο πλαίςιο των αντικειμζνων τθσ Ευκλείδειασ 

γεωμετρίασ αλλά και από αρκετά άλλα μακθματικά αντικείμενα.  

Ο Kant φαίνεται να ταυτίηει τθν μακθματικι φπαρξθ με τθ δυνατότθτα καταςκευισ. 

Ζνα γεωμετρικό ςχιμα υπάρχει μόνο αν μπορεί να καταςκευαςτεί ςτθν κακαρι 

εποπτεία. Γενικότερα, οι ςυνκετικζσ προτάςεισ τθσ γεωμετρίασ με το να «εκκζςουν» 

a priori τθν εποπτεία που αντιςτοιχεί ςτθν ζννοια, εξαντικειμενικεφονται και 

ςυνεπϊσ ςυγκροτοφν το γεωμετρικό αντικείμενο τθσ ζννοιασ ςτθν κακαρι 

εποπτεία. Αυτι θ «ζκκεςθ» μπορεί να περιλαμβάνει και μια εμπειρικι διαδικαςία 

όπωσ είναι το γράψιμο ενόσ ςχιματοσ με το χζρι ςε ζνα χαρτί. Πμωσ το ςχιμα που 

καταςκευάςτθκε ςτθν εποπτεία πρζπει να αντιπροςωπεφει όλα τα ςχιματα του 

«είδουσ». Ρωσ όμωσ αυτό το μοναδικό ςχιμα μπορεί να επιτελζςει αυτό τον ςκοπό; 

Μζςα από τθ  ςχθματοποίθςθ. 

Αλλά και θ παραγωγικι ςφνκεςθ τθσ φανταςίασ, υποςτθρίηει ο Kant, αποτελεί μια 

υπερβατολογικι δράςθ: θ ςχθματοποίθςθ ωσ υπερβατολογικι δράςθ μπορεί να 

παρζχει τθν νόθςθ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων. Ο Kant χρειάηεται μια εικόνα, 

δθλαδι ζνα χωρικό ςχιμα που παράχκθκε ςτθν εποπτεία, ζτςι ϊςτε οι a priori 

ιςχφουςεσ ςυνκετικζσ προτάςεισ να μποροφν να «διαβαςτοφν» με τθν εμφάνιςθ και 

μόνο τθσ εικόνασ του ςχιματοσ. Κάκε νοθτικό πείραμα περιλαμβάνει τθ μεταφορά 

μιασ αφθρθμζνθσ ζννοιασ ςτθ πρωταρχικι μασ ςκζψθ, τθ ςχθματοποίθςθ και τθν 

εφαρμογι ςε μια ςυμπαγι μορφι. Είναι θ ςφνκεςθ του πολλαπλοφ, δθλαδι μιασ 

πολλαπλότθτασ, τθσ κακαρισ a priori εποπτείασ που μασ παρζχει τθ γνϊςθ και 

κατανόθςθ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων.  

Ο Kant χρθςιμοποιεί τθν αντίκεςθ μεταξφ φαινομζνων και πραγμάτων κακαυτϊν 

κακϊσ προςπακεί να κεμελιϊςει μια κεωρία ςυγκρότθςθσ των φαινομζνων χωρίσ 

να εμπλζκει τα εγϊ των ανκρϊπων. Το υπερβατολογικό εγϊ του Kant βρίςκεται 

ανάμεςα ςτο εγϊ και ςτθν κακολικι λειτουργία τθσ νόθςθσ. Αυτόσ είναι ο λόγοσ 

που ο Kant αναφζρει ότι πρϊτα πρζπει να αντιςτοιχίςουμε ςτα πράγματα, 

αναγκαία και a priori, όλεσ τισ ιδιότθτεσ οι οποίεσ ςυγκροτοφν τισ ςυνκικεσ κάτω 

από τισ οποίεσ πρζπει μόνοι μασ να ςκεπτόμαςτε. Ο Kant ςε αυτζσ τισ προςπάκειεσ 

είτε δίνει οριςμό, είτε χρθςιμοποιεί τισ αιςκιςεισ. Ράντα όμωσ αναφζρεται ςτο 
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υποκείμενο. Πχι ςτθ κοινότθτα. Θ εξαςφάλιςθ τθσ αντικειμενικότθτασ γίνεται μόνο 

μζςω τθσ υπερβατολογικισ φιλοςοφίασ. 

Θ κζςθ του Kant δεν πρζπει να κρικεί ωσ ςωςτι ι λανκαςμζνθ αλλά να ειδωκεί 

μζςα ςτο πλαίςιο τθσ εποχισ τθσ. Στθν εποχι μασ ζχει εγκαταλειφτεί εξαιτίασ του 

γεγονότοσ ότι ο χϊροσ μπορεί να είναι Ευκλείδειοσ ι όχι. Αυτό το κζμα όμωσ 

φαίνεται ότι μπορεί να προςδιοριςτεί με εμπειρικά μζςα μόνο. Σε αυτό το δρόμο 

βαςικόσ πλοθγόσ είναι ο Riemann.  

Θ διάλεξθ του Riemann ςυνικωσ αντιμετωπίηεται ωσ μια μακθματικι και μόνο 

διάλεξθ. Αντίκετα, παρουςιάηει τισ απόψεισ του γφρω από το φυςικό ςφμπαν και 

τθν ανκρϊπινθ ςκζψθ: τα όντα δεν ερευνοφν τουσ νόμουσ τθσ φφςθσ από ζνα 

απομονωμζνο και ςτακερό  ςθμείο, αλλά εμπλζκονται ςτισ διαδικαςίεσ.  

Ο Riemann με τθ διάλεξι του 1854 αρχίηει ουςιαςτικά τθ μοντζρνα φιλοςοφία τθσ 

γεωμετρίασ. Συνικωσ χωρίσ να αντιλαμβανόμαςτε, κάνουμε υποκζςεισ ςχετικά με 

τθ φφςθ του χϊρου. Μζχρι τθν εποχι του Riemann δεν είχαν ςυηθτθκεί τζτοια 

κζματα, κακϊσ δεν αναγνωρίηονταν οφτε ωσ υποκζςεισ. Συνεπϊσ θ επιλογι του 

κατάλλθλου χϊρου δεν κα ιταν κζμα λογικισ αλλά αποτζλεςμα πειραμάτων. Ο 

Ευκλείδθσ μελζτθςε τθ γεωμετρία που δεχόταν ωσ αλθκείσ πολλζσ παραδοχζσ μζςω 

των αξιωμάτων του, κακϊσ βαςίηονταν ςτθν a priori νόθςθ μζςω τθσ φανταςίασ και 

όχι ςε πραγματικά, εμπειρικά πειράματα.   

Ο Riemann αναφζρεται ςτα αξιϊματα τθσ γεωμετρίασ, ανεξάρτθτα του πλαιςίου 

που υλοποιοφνται, ςαν να είναι ζννοιεσ. Με αυτι τθν κίνθςθ αναδιατυπϊνει τθν 

γεωμετρία ωσ μελζτθ των ςχζςεων μεταξφ των εννοιϊν. Ρροςεκτικά εξετάηει τισ 

υποκζςεισ που «κρφβονται» πίςω από τα γεωμετρικά αξιϊματα, αφαιρεί τθν 

οποιαδιποτε μζχρι τότε υπονοοφμενθ εξάρτθςθ από τθν εμπειρία που μασ 

παρζχουν οι αιςκιςεισ μασ και προχωρά ςτθ μελζτθ των δυνατϊν γεωμετριϊν. 

Για να ξεφφγει από τθν προχπόκεςθ τθσ ζννοιασ του χϊρου και των κεμελιωδϊν 

εννοιϊν που χρθςιμοποιοφνται ςε χωρικζσ καταςκευζσ παρουςιάηει τθν 

πολλαπλότθτα. Καταςκευάηοντασ τισ πολλαπλότθτζσ του ο Riemann, αντιμετωπίηει 

το πρόβλθμα του φυςικοφ χϊρου ςτον οποίο ηοφμε και αιςκανόμαςτε: αυτόσ ο 
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χϊροσ δεν είναι τίποτε άλλο από τθν «απλι περίπτωςθ» μιασ τριπλά εκτεταμζνθσ 

ποςότθτασ-πολλαπλότθτασ κατά τον Riemann. Πμωσ με αυτι τθν αναφορά, ο 

Riemann μετατοπίηει το ενδιαφζρον από τισ ςχζςεισ μεταξφ των εννοιϊν, ςε ςχζςεισ 

μεταξφ αντικειμζνων, ουςιαςτικά δεχόμενοσ τθν καντιανι άποψθ. 

Ο χϊροσ χαρακτθρίηεται από ζνα οριςμζνο ςφςτθμα ςχζςεων οι οποίεσ αναμφίβολα 

κακορίηουν τουσ λόγουσ μεταξφ ηευγαριϊν ομογενϊν χωρικϊν μεγεκϊν. Επειδι ςτο 

χϊρο αντιςτοιχοφν περιςςότερα από ζνα τζτοια ςυςτιματα, θ αλθκισ γεωμετρία 

του χϊρου δεν μπορεί να κακοριςτεί από εννοιολογικι ανάλυςθ, όπωσ ζκανε ο 

Kant, αλλά πρζπει να ςυγκεντρωκοφν δεδομζνα από τθν εμπειρία για να 

κακοριςτοφν οι μετρικζσ ςχζςεισ. Χρειάηεται ςυνεπϊσ πειραματικι ζρευνα ςε 

φυςικά φαινόμενα.  

Ο Riemann ειςάγει τθν ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ για να αναφερκεί ςε κάκε 

δυνατότθτα χϊρου. Πμωσ θ επιτυχία του Riemann είναι ότι καταφζρνει και παράγει 

τισ ιδιότθτεσ των διαφορετικϊν χϊρων και πολλαπλοτιτων μεγαλφτερων 

διαςτάςεων. Αυτό είναι δυνατό κακϊσ γενίκευςε με τθν ζννοια τθσ πολλαπλότθτασ 

όλεσ τισ ζννοιεσ οι οποίεσ ςυγκροτοφν τισ γεωμετρικζσ ςχζςεισ. Τζτοιεσ ζννοιεσ είναι 

οι ζννοιεσ των μεγεκϊν οι οποίεσ είναι βαςικζσ για τθ μζτρθςθ και κατά τον 

Riemann αποτελοφν οργανωτικζσ αρχζσ οι οποίεσ κακιςτοφν δυνατι τθν 

ποςοτικοποίθςθ των ςχζςεων μεταξφ των εννοιϊν. Θ μζτρθςθ αποτελεί τθν 

εφαρμογι τουσ ςτθ γεωμετρία. 

Το γεωμετρικό αντικείμενο του Riemann δεν ιδεατοποιείται μζςω των 

αιςκθτθριακϊν αντιλιψεϊν μασ και ςυνεπϊσ δεν χρθςιμοποιεί διαφορετικά 

φυςικά αντικείμενα για να δθμιουργιςει μια κατά ςθμείο διαδικαςία 

εξαντικειμενίκευςθσ μζςα από τθν εναλλαγι κζςεων ςτο χϊρο και ςτο χρόνο. 

Αντίκετα ο Riemann επιλζγει ζνα ςαφϊσ δυςκολότερο τρόπο για να 

εξαντικειμενικεφςει το γεωμετρικό αντικείμενο όπωσ είναι αυτόσ που κακορίηεται 

από τθ χριςθ των γεωμετρικϊν μεγεκϊν: τα μεγζκθ εμπεριζχουν τθν ζννοια τθσ 

ποςότθτασ ωσ κεμελιϊδθ ςυςτατικό τθσ γεωμετρίασ. Τα γεωμετρικά μεγζκθ λοιπόν 

προκφπτουν μζςα από τθ μζτρθςθ, μια διαδικαςία κατά τθ οποία ςτα γεωμετρικά 
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αντικείμενα αποδίδονται ζννοιεσ του μεγζκουσ όπωσ μικοσ, απόςταςθ, εμβαδό, 

όγκοσ κλπ.  

Θ αναλυτικι άποψθ τθσ γεωμετρίασ οδιγθςε ςε μια νζα γεωμετρικι μζκοδο, τθ 

διαφορικι γεωμετρία. Οι επιφάνειεσ χαρακτθρίηονται ωσ προσ τθν καμπυλότθτά 

τουσ από εςωτερικοφσ όρουσ, ςε κάκε απειροςτι περιοχι ενόσ ςθμείου μιασ 

πολλαπλότθτασ  και χωρίσ να χρειαηόμαςτε τθν εμβάπτιςθ ςε ζναν μεγαλφτερο 

Ευκλείδειο χϊρο. Άρα το ςτοιχειϊδεσ γεωμετρικό αντικείμενο 2ds  αποτελεί το 

βαςικό αναλλοίωτο που ςυγκροτεί τθ βαςικι ςχζςθ μεταξφ ςθμείων και δεν 

μεταβάλλεται κατά τθν αλλαγι ςυςτιματοσ αναφοράσ, κακϊσ οι μετρικζσ ςχζςεισ 

ςε μια πολλαπλότθτα ορίηονται μόνο από τθν καμπυλότθτα και κακόλου από 

κάποιο ςυγκεκριμζνο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων.  

Ο Riemann επζλεξε μια δυναμικι αντιμετϊπιςθ τθσ γεωμετρίασ μζςω του 

εμπειριςμοφ. Ο Klein επζλεξε μια ςτατικι – δομικι αντιμετϊπιςθ τθσ γεωμετρίασ. 

Ππωσ είδαμε με το φιλόδοξο Erlanger Programm, ο Klein χρθςιμοποίθςε τισ ζννοιεσ 

τθσ ομάδασ, του αναλλοίωτου και τελικά τθσ ςυμμετρίασ για να χαρακτθρίςει όλεσ 

τισ γνωςτζσ γεωμετρίεσ από τισ αναλλοίωτζσ τουσ. Το Erlanger Programm 

καταφζρνει να μετατοπίςει το ενδιαφζρον από τα κλαςςικά γεωμετρικά 

αντικείμενα τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ όπωσ είναι τα τρίγωνα, οι κφκλοι, τα 

τετράπλευρα και τα υπόλοιπα γεωμετρικά ςχιματα, ςτουσ μεταςχθματιςμοφσ. 

Δθλαδι οι μεταςχθματιςμοί είναι το γεωμετρικό αντικείμενο το οποίο μελετάται ωσ 

προσ τισ γεωμετρικζσ του ιδιότθτεσ, αλλά παράλλθλα αποτελεί και το εργαλείο για 

τθν κατανόθςθ γεωμετρικϊν εννοιϊν.  

Μια γεωμετρία κατά τον Klein δεν κακορίηεται από τθν ςυγκεκριμζνθ φφςθ των 

ςτοιχείων τθσ επί μιασ πολλαπλότθτασ αλλά από τθ δομι τθσ ομάδασ των 

μεταςχθματιςμϊν θ οποία τθν ορίηει. Δεν μασ ενδιαφζρει θ φφςθ των ςτοιχείων 

όπωσ τα ςθμεία και οι γραμμζσ, αλλά ο τρόποσ που ςχετίηονται μεταξφ τουσ, ςε ζνα 

ςφςτθμα ςχζςεων ιςοδυναμίασ. Θ ανάδειξθ των κοινϊν ςτοιχείων αλλά και των 

διαφορϊν των γεωμετριϊν όπωσ αυτζσ αναπτφχκθκαν ανεξάρτθτα θ μια από τθν 

άλλθ, αναγκάηει τον Klein να κάνει αναφορά ςε χωρικζσ αντιλιψεισ μασ για τθν 

διευκόλυνςθ τθσ διαδικαςίασ εξζταςθσ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων. Θ διαδρομι 
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παρουςίαςθσ που ακολουκεί ςτο Erlanger Programm είναι αυτι τθσ εξζλιξθσ τθσ 

γεωμετρίασ μζςω τθσ ανάπτυξθσ των γενικϊν ιδεϊν που χρθςιμοποιεί ωσ 

παραδείγματα. 

Θ ομαδοκεωρθτικι προςζγγιςθ ςτθ γεωμετρία είναι ουςιαςτικά ο βαςικόσ 

πρόγονοσ τθσ μοντζρνασ αξιωματικισ μεκόδου όπωσ παρουςιάςτθκε από τον 

Hilbert. Αυτι θ μζκοδοσ κεωρεί ότι τα γεωμετρικά αντικείμενα δεν χρειάηεται να 

περιγράφονται περιςςότερο από ότι είναι αυςτθρϊσ αναγκαίο για τθ διατιρθςθ 

των ςχζςεων μεταξφ των. Τα βαςικά αντικείμενα μιασ τζτοιασ κεωρίασ κακορίηονται 

μόνο τισ βαςικζσ προτάςεισ, τα αξιϊματα.  

Μζςα από τθ βαςικι κζςθ του Klein ότι θ ςυμμετρία είναι θ βάςθ τθσ γεωμετρίασ, 

φαίνεται γιατί ζςτω και χωρίσ μεγάλθ ζμφαςθ διατφπωςε τθν φπαρξθ ςφνδεςθσ 

γεωμετρίασ και κεωρίασ ομάδων. Αυτό οφείλεται ςτθν οξυδζρκεια του Klein: 

κατανόθςε ότι θ γεωμετρία δεν αςχολείται με ςυγκεκριμζνα ςχιματα αλλά με 

κλάςεισ ιςοδυναμίασ ςχθμάτων. Για παράδειγμα μποροφμε να κεωριςουμε ότι 

ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία ζχουμε τθν ζννοια τθσ ςφμπτωςθσ. Αν δφο ςχιματα 

είναι «ίδια» με τθν Ευκλείδεια ζννοια του όρου, τότε ζχουν τισ ίδιεσ γεωμετρικζσ 

ιδιότθτεσ και μποροφμε να μεταφζρουμε το ζνα ςχιμα «πάνω» ςτο άλλο ι 

καλφτερα να κεωριςουμε ότι ςυμπίπτουν.   

Ο μεταςχθματιςμόσ αυτόσ αποτελεί μια ςτερεά κίνθςθ θ οποία διατθρεί τισ γωνίεσ 

και τισ αποςτάςεισ. Άρα ο πυρινασ των γεωμετριϊν τισ οποίεσ ταξινόμθςε ο Klein 

αποτελοφνταν από τθν ζννοια τθσ γεωμετρικισ ιςοδυναμίασ, όπωσ αυτι ορίςτθκε 

από μια εξειδικευμζνθ ομάδα μεταςχθματιςμϊν, τισ ςυμμετρίεσ τθσ γεωμετρίασ. 

Βζβαια θ Riemannian γεωμετρία των πολλαπλοτιτων δεν μπορεί να ςυμπεριλθφκεί 

ςε αυτζσ. 

Αλλά ο Klein προχϊρθςε περιςςότερο τθ ςκζψθ του αυτι διατυπϊνοντασ ότι οι 

ςυμμετρίεσ αυτζσ ςυγκροτοφν μια ομάδα, θ οποία μπορεί να «ανακαταςκευάςει» 

τθ γεωμετρία. Οι ιδζεσ αυτζσ ουςιαςτικά δθμιοφργθςαν ζνα δεφτερο κφμα 

ςθμαντικϊν ανακαλφψεων ςτθ γεωμετρία και οδιγθςαν ςτθν ταξινόμθςθ όλων των 

πικανϊν, μζχρι εκείνθ τθν εποχι, γεωμετριϊν. Ο Klein ζςτρεψε τθν προςοχι όχι ςτα 

ςχιματα αλλά ςτουσ μεταςχθματιςμοφσ και πρότεινε το αντικείμενο μελζτθσ ςτθ 

γεωμετρία να είναι τόςο οι ομάδεσ όςο και οι ιδιότθτεσ των ςχθμάτων. 
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Ο Klein επθρεάςτθκε από τον Kant, όπωσ φαίνεται από τα γραπτά του. Ρίςτευε και 

αυτόσ ξεκάκαρα ςτθν εποπτεία, κακϊσ κεωροφςε ότι κάκε ενιλικασ ζχει τθν 

ικανότθτα να μορφοποιιςει γεωμετρικζσ εικόνεσ ςφμφωνα με ζνα ςτακερό μοτίβο. 

Θ εποπτεία βρίςκεται ςτισ ρίηεσ τθσ γεωμετρίασ και είναι ζνασ αδιαχϊριςτοσ βοθκόσ 

για κάκε γεωμετρικι ανακάλυψθ. Είναι, όπωσ αναφζρει, ζνα ταλζντο που ζχεισ από 

τθ γζννθςι ςου, αλλά αναπτφςεισ με τθν εμπειρία. Ραρόλα αυτά θ γεωμετρικι 

εποπτεία είναι ανεπαρκισ για τον κακοριςμό γεωμετρικϊν εννοιϊν αλλά και για τθν 

επιλογι μεταξφ αςφμβατων γεωμετρικϊν προτάςεων. Θ γεωμετρία μάλιςτα πολλζσ 

φορζσ οδθγεί τθν ιδεατοποίθςθ ςτα όριά τθσ: γραμμζσ χωρίσ πλάτοσ και ςθμεία 

χωρίσ διάςταςθ αντικακιςτοφν τισ λωρίδεσ και τισ τελείεσ τθσ εποπτείασ. Συνεπϊσ 

ζχουμε αρκετοφσ περιοριςμοφσ ςτθ γεωμετρικι εποπτεία.  

Με βάςθ το ζργο ςτθ γεωμετρία αυτϊν των δφο μεγάλων μακθματικϊν μποροφμε 

να δοφμε τθν αποδοχι που είχαν οι κζςεισ τουσ από άλλουσ φιλοςόφουσ των 

μακθματικϊν.  

Οι νεοκαντιανοί κζλθςαν να ανακεωριςουν τθν υπερβατολογικι μζκοδο του Kant: 

ο χϊροσ και ο χρόνοσ δεν μποροφςαν πλζον να κεωροφνται κακαρζσ εποπτείεσ και 

μορφζσ του νου, αλλά κεωροφνται μακθματικζσ παράμετροι τθσ επιςτθμονικισ 

ςκζψθσ. Συνεπϊσ τα αντικείμενα δεν αποτελοφν μια πραγματικότθτα, ζνα δεδομζνο 

γεγονόσ, αλλά μια εργαςία-μια καταςκευι τθσ ςκζψθσ.  

O Cassirer όπωσ παρουςιάςαμε προςπακεί αρχικά να χρθςιμοποιιςει τθ λογικι για 

να υποςτθρίξει τθ κζςθ του, αλλά διαπίςτωςε ότι είναι ςυνδεδεμζνθ με τθν 

υπόςταςθ. Δθλαδι αρχικά κεωροφςε ότι μποροφμε να μορφοποιιςουμε μια ζννοια 

χωρίσ να γνωρίηουμε άλλεσ ζννοιεσ ι δεδομζνα (υπόςταςθ). Στθ ςυνζχεια όμωσ 

διαπίςτωςε, από τα προβλιματα που παρουςιάςτθκαν με τθν υλοποίθςθ τθσ 

κεωρίασ τθσ υπόςταςθσ, ότι δεν μποροφμε να μορφοποιιςουμε μια ζννοια χωρίσ 

να γνωρίηουμε άλλεσ ζννοιεσ ι δεδομζνα. Συνεπϊσ κεϊρθςε ότι είναι αναγκαία θ 

ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ, με τθ χριςθ τθσ ςυνάρτθςθσ να παραπζμπει ςε καντιανι 

επιςτθμολογία. Αυτι θ κεϊρθςθ είχε ωσ αποτζλεςμα ο Cassirer να οδθγθκεί ςτον 

δομιςμό. 
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Κατά τον Cassirer τα γεωμετρικά αντικείμενα δεν ςυγκροτοφνται ωσ απόλυτα, 

υπαρκτά αντικείμενα αλλά  αντιπροςωπεφουν μια διαδικαςία εξαντικειμενίκευςθσ 

μζςω τθσ οποίασ αποκτοφμε τθν εμπειρία και τθν κακοριςμζνθ ζννοια του 

αντικειμζνου. Απορρίπτεται ςυνεπϊσ θ καντιανι άποψθ κακϊσ δεν υπάρχουν 

γεωμετρικά αντικείμενα «κακαυτά» αλλά κάκε αντικείμενο αναγκαία ςυςχετίηεται 

με μια μζκοδο νόθςθσ. Θ μορφι του Cassirer είναι ουςιαςτικά το ςχιμα του Kant. 

Ο Cassirer κεωρεί τθ ςυναρτθςιακι ζννοια βαςικι για τθ γεωμετρία. Μζςω των 

ςυμβολικϊν μορφϊν κατάφερε και μετζτρεψε μια κεωρία γνϊςθσ ςε μια κεωρία 

κατανόθςθσ του νοιματοσ. Θ ςυναρτθςιακι κεωρία τθσ αντικειμενικότθτασ μζςω 

τθσ ςειράσ:  αντικειμενικότθτα -> αλικεια-> γνϊςθ-> αντικείμενο φαίνεται ότι 

διαφζρει από τθν υποςταςιακι κεωρία που ζχει τθν ακριβϊσ αντίςτροφθ φορά. 

Αυτό που θ γνϊςθ ονομάηει αντικείμενο βρίςκει τθ κζςθ του ςε ζνα δίκτυο 

ςχζςεων-ςυναρτιςεων.  

Για αυτό το λόγο ο Cassirer χρθςιμοποιεί ςυμβολικζσ μορφζσ για τθ διαμεςολάβθςθ 

αντικειμζνου και ανκρϊπινου όντοσ. Τα ςτατικά αντικείμενα «αναπαριςτϊνται» με 

μια ςτακερι ςυνειδθςιακι διαδικαςία. Χρθςιμοποιοφμε ςφμβολα όχι μόνο για να 

δθμιουργιςουμε μια ςυναρτθςιακι ενότθτα των εννοιϊν, όπωσ ικελε ο Cohen, 

αλλά και ωσ διαδικαςία εξαντικειμενίκευςθσ: ζτςι ζνα ςυγκεκριμζνο περιεχόμενο 

τθσ ςυναίςκθςθσ γίνεται ζνα αντικείμενό τθσ. Αυτόσ ιταν και ο λόγοσ που ο Cassirer 

προχϊρθςε ςτθν μελζτθ ακόμα και τθσ γλωςςικισ εξαντικειμενίκευςθσ. Ικελε να 

αναδείξει ότι το αποτζλεςμα  επιτυγχάνεται χρθςιμοποιϊντασ κάκε ςυμβολικι 

μορφι. 

Ο Cassirer ξεκάκαρα αναφζρει ότι θ υπζρτατθ βάςθ τθσ ομοιογζνειασ του 

γεωμετρικοφ χϊρου είναι ότι όλα τα ςτοιχεία του, τα «ςθμεία», τα οποία περιζχει, 

είναι απλϊσ προςδιοριςμοί κζςθσ και δεν ζχουν κανζνα δικό τουσ περιεχόμενο 

ανεξάρτθτα από τθ ςχζςθ τουσ. Θ πραγματικότθτά τουσ εξαντλείται ςτισ αμοιβαίεσ 

ςχζςεισ: είναι κακαρά ςυναρτθςιακι και δεν υφίςταται καμία πραγματικι 

υπόςταςθ. Επειδι κεμελιακά αυτά τα ςθμεία ςτεροφνται κάκε περιεχομζνου, 

κακϊσ αποτελοφν απλζσ εκφράςεισ των ιδεατϊν ςχζςεων, δεν είναι δυνατόν να 

γίνεται καμιά ςυηιτθςθ για διαφορετικά περιεχόμενα. Θ ομοιογζνεια δεν ςθμαίνει 
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τίποτε άλλο από τθν ομοιότθτα τθσ δομισ, περιοριςμζνθ ςτθ κοινι λογικι τθσ 

ςυνάρτθςθσ, τον κοινό ιδεατό ςκοπό και ςθμαςία. Συνεπϊσ ο ομογενισ χϊροσ δεν 

είναι ποτζ ζνασ δεδομζνοσ χϊροσ αλλά, είναι ζνασ χϊροσ που καταςκευάςτθκε.   

Θ αναηιτθςθ τθσ ςυναρτθςιακισ ςτακερότθτασ των αναλλοίωτων οδιγθςε τον 

Cassirer ςτον Klein. Το αναλλοίωτο δεν είναι δεδομζνο αλλά ςυναρτθςιακό, άρα 

ξεφεφγει από τθν εξαντικειμενίκευςθ μζςω ςυμβολικϊν δομϊν και οδθγείται ςε μια 

μακθματικι διαδικαςία ςυγκρότθςθσ του νοιματοσ. Ο Cassirer φαίνεται να 

ςυμπλθρϊνει τθν καντιανι ιδζα του ςχιματοσ με τθ καταςκευι ενόσ ςυμβόλου ζτςι 

ϊςτε να υπάρχει μια μορφι θ οποία κα αντικακιςτά κάποια άλλθ. Αυτι θ 

διαδικαςία ουςιαςτικά αποτελεί και τθν υπερβατολογικι ςυνκικθ τθσ δυνατότθτασ 

τθσ αναφοράσ ςε κάτι ωσ «κακοριςμζνο» αντικείμενο. Κεωρεί a priori τα λογικά 

αναλλοίωτα που προχπάρχουν κάκε κεωρίασ.  

Ο Cassirer αναφζρει ότι θ αλλαγι μεταξφ αντιλθπτικϊν δομϊν είναι ανάλογθ με τθν 

αλλαγι μεταξφ των γεωμετριϊν κακϊσ μετακινοφμαςτε από μια ομάδα ςε μια 

άλλθ. Θ αντίλθψθ ςυνεπϊσ περιλαμβάνει μια διαδικαςία εξαντικειμενίκευςθσ ϊςτε 

να γίνει κατανοθτι μζςα από τθν μορφοποίθςθ των αναλλοίωτων. Το φαινόμενο 

αποκτά αντικειμενικότθτα με τθ ςυμμετοχι του ςε μια δομι. Θ αναλλοίωτθ δομι 

δεν είναι ζνα εςωτερικό χαρακτθριςτικό υποκειμενικϊν δράςεων: οι 

μεταςχθματιςμοί κακαυτοί δεν είναι οφτε αντικειμενικοί οφτε αναλλοίωτοι οφτε 

προχπάρχουν οντολογικά, αλλά ςυγκροτοφνται και ςτθ γεωμετρία και ςτθν 

εμπειρία. 

Ο Cassirer είχε αναγνωρίςει τθ ςυμβολικι λογικι ωσ απειλι για τον καντιανιςμό 

«γιατί ανεβάηει τα μακθματικά ςε περιςςότερο αφθρθμζνα φψθ ςυνεπϊσ ζπρεπε 

να κεωροφμε τθν εμπειρία ωσ αντίκεςθ ςτθ λογικι και όχι ωσ εφαρμογι». Πμωσ θ 

τυπικι λογικι αςχολείται με τθ δομι τθσ νόθςθσ γενικά, αφθρθμζνα και εντελϊσ 

αποκομμζνα από το περιεχόμενό τθσ. Θ υπερβατολογικι λογικι από τθν άλλθ 

πλευρά αςχολείται με τθν εμπειρικι νόθςθ, άρα ςφμφωνα με τον Cassirer κα 

αςχολείται και με τθν εξζλιξθ τθσ δομισ των φυςικϊν επιςτθμϊν. Αναφζρει 

ςυγκεκριμζνα: «υπάρχει μια άρρικτθ εξζλιξθ από τα πρϊτα ςτάδια τθσ 

εξαντικειμενίκευςθσ μζχρι τθν πλιρθ επιςτθμονικι μορφι τθσ». Αλλά ακόμα και τθν 
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κακαρι εποπτεία κεωροφςε ο Cassirer ωσ  επιςτθμονικι μζκοδο 

εξαντικειμενίκευςθσ, χωρίσ να δϊςει όμωσ περαιτζρω διευκρινίςεισ.  Οι ζννοιεσ τθσ 

ομάδασ και τθσ αναλλοίωτθσ ςυνάρτθςθσ για τον Cassirer αποτελοφν τισ 

«διαμεςολαβοφςεσ αρχζσ υψθλότερθσ τάξθσ» ςτθν ιεραρχία του.  

Ο Cassirer ιςχυριηόταν ότι οι τυπικζσ μακθματικζσ δομζσ, εςωτερικά χαρακτθρίηουν 

τον τρόπο κατά τον οποίο το αντιλθπτικό μασ ςφςτθμα ςυγκροτεί το περιεχόμενο 

τθσ οπτικισ εμπειρίασ. Πμωσ προςπακεί να ορίςει τα ουςιωδϊσ ανακριβι 

αντικείμενα με τθ βοικεια των ουςιωδϊσ ακριβϊν εννοιϊν, δθλαδι προςπακεί να 

ορίςει τα φαινόμενα που αντιλαμβανόμαςτε τα πράγματα κακαυτά, με 

μακθματικοφσ όρουσ τουσ οποίουσ παρζχουν τα ιδεϊδθ γεωμετρικά. Ροια είναι 

όμωσ θ διαφορά του Cassirer από το Husserl;  

Αρχικά ο Husserl κεωροφςε ότι ο αντικειμενικόσ χϊροσ και θ γεωμετρία είναι 

καταςκευζσ ι ιδεατοποιιςεισ βαςιςμζνεσ ςτθν υποκειμενικι εμπειρία. Στθ 

ςυνζχεια αναηιτθςε τθ προζλευςθ του αντικειμενικοφ μακθματικοφ κόςμου των 

φυςικϊν επιςτθμϊν. Γενικότερα ο Husserl ςυηιτθςε τον τρόπο κάτω από τον οποίο 

μια μορφι μπορεί να ςυνειςφζρει τθ γεωμετρικι αντικειμενικότθτα. Ακόμθ ο 

Cassirer δεν δζχεται τθν διχποκειμενικότθτα ωσ βάςθ για τθ γνϊςθ όπωσ ο Husserl, 

κακϊσ δφο υποκείμενα από τα ίδια φυςικά αντικείμενα λαμβάνουν διαφορετικζσ 

εντυπϊςεισ. 

Ο Cassirer δεν κεωρεί ότι υπάρχει γεωμετρικι αντικειμενικότθτα, αλλά οφτε 

γεωμετρικι ουςία, κακϊσ οι γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ δεν ζχουν υπόςταςθ. Είναι 

δομικζσ και ςυνεπϊσ δεν υπάρχει κανζνα οντολογικό κενό μεταξφ γεωμετρικϊν και 

χωρικϊν αντικειμζνων τθσ εμπειρίασ. Συνεπϊσ, ο οριςμόσ των γεωμετρικϊν 

ιδιοτιτων δεν κακορίηει a priori τθ δυνατότθτα να υπάρχει μια επιςτθμολογικι 

ςχζςθ μεταξφ διαφορετικϊν ειδϊν οριςμϊν που υλοποιοφνται ςτθν εμπειρία και 

ςτθ γεωμετρία.  

Τι είναι όμωσ αυτά τα γεωμετρικά αντικείμενα; Θ απάντθςθ ςτθν αριςτοτελικι 

ερϊτθςθ περί του είδουσ που αποτελοφν τα μακθματικά αντικείμενα μπορεί να  

αντιςτοιχθκεί ςτισ κζςεισ του Husserl θ οποία είναι θ πλζον ουςιϊδθσ: τα 

μακθματικά άρα και τα γεωμετρικά αντικείμενα είναι ζνα ιδιαίτερο είδοσ 
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αποβλεπτικϊν αντικειμζνων, ςυγκροτθμζνων είτε εποπτικά, μζςω εμπειριϊν όπωσ 

είναι θ αφαίρεςθ, θ ιδεατοποίθςθ και θ ταυτοποίθςθ με υλικζσ βάςεισ 

προερχόμενεσ από τον κόςμο-τθσ-ηωισ , είτε αναπαραςταςιακά με εννοιολογικοφσ 

όρουσ. Τα γεωμετρικά αντικείμενα κεωροφμενα απλά ωσ αντικείμενα βριςκόμενα 

υπό κακοριςμζνων εννοιϊν ι ςυμβολικϊν ςυςτθμάτων εξαντικειμενικεφονται με 

βάςθ τθν ιδεατι αναπαραγωγιςιμότθτα τθσ αρχικισ ςυγκροτθςιακισ δράςθσ ι τθσ 

δθμόςιασ προςβαςιμότθτασ του ςυςχετιηόμενου αντικειμζνου που κατζχει κάποιο 

αποβλεπτικό-εννοιολογικό ι ςυμβολικό- ςφςτθμα. 

Για κάκε άνκρωπο τθσ κοινωνίασ μασ υπάρχει ζνασ ορίηοντασ νόθςθσ, ερμθνείασ και 

δράςθσ που κεωροφμε δεδομζνο και που δεν μπορεί εφκολα να μεταςχθματιςκεί. 

Συγκροτείται μζςα από ιςτορικζσ διαδικαςίεσ πζρα από τθ «ςφαίρα» κάκε 

υποκειμζνου, δθλαδι υπερβατολογικά, παρόλο που κάκε υποκείμενο ζχει 

ςυμβάλλει ςτθν εξζλιξθ του. Ο Husserl ιταν ξεκάκαροσ: το αποβλεπτικό αντικείμενο 

δεν είναι μια νοθτικι αναπαράςταςθ κάποιου πράγματοσ που υπάρχει εκτόσ τθσ 

νοθτικισ εμπειρίασ μασ ι δεν υπάρχει κακόλου (ωσ αποκφθμα τθσ φανταςίασ μασ). 

Το αποβλεπτικό αντικείμενο κεωρείται ότι αναπαριςτά κάτι άλλο.  

O Husserl γενικά χρθςιμοποιεί τθν ζννοια τθσ διυποκειμενικότθτασ για ενδυναμϊςει 

τθν αντικειμενικότθτα. Στα πρϊτα ζργα του ο Husserl, με τθν υπερβατολογικι 

αναγωγι κζτει εντόσ παρανκζςεωσ τθν ιςτορία. Στθ προζλευςθ τθσ γεωμετρίασ 

όμωσ θ ιςτορία περνά ςτο προςκινιο τθσ φαινομενολογίασ. Ο Husserl αρνείται ότι θ 

αντικειμενικότθτα μπορεί να περιοριςτεί ωσ μια επιςτθμονικι δυνατότθτα 

επανάλθψθσ αυταπόδεικτων αλθκειϊν, ςε αντίκεςθ με τον Cassirer ο οποίοσ 

αναηθτά αυτι τθ διαςφνδεςθ. Κατά τον Husserl όλα αποκτοφν τθ ςθμαςία τουσ 

εντόσ του κόςμου τθσ ηωισ.  

Ο Husserl κεωρεί ότι τα γεωμετρικά αντικείμενα είναι ιδεατά αντικείμενα: «θ 

φπαρξι τουσ είναι πλιρωσ διαφανισ και εξαντλείται ςτθ φαινομενικότθτά τθσ». 

Υπάρχουν ςυνεπϊσ μόνο μια φορά, κακϊσ ενϊ ζχουμε π.χ. μια από τισ πολλζσ 

εμφανίςεισ του κφκλου, ο ιδεατόσ κφκλοσ είναι μόνο ζνασ. Είναι όμωσ προςβάςιμα 

ςτον κακζνα και ςε κάκε χρονικι ςτιγμι, από τθ ςτιγμι τθσ ςυγκρότθςισ τουσ. Τα 

ιδεατά αντικείμενα μζςω τθσ εξαντικειμενίκευςθσ είναι απείρωσ 
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επαναλαμβανόμενα αλλά ταυτόςθμα μεταξφ τουσ. Ραραμζνουν δθλαδι ίδια ζςτω 

και αν ζχουν διαφορετικζσ επαναλιψεισ. Τα γεωμετρικά αντικείμενα του Husserl 

κακϊσ ςυγκροτοφνται και δθμιουργοφνται, διαφζρουν από τα αντικείμενα του Kant 

που απλϊσ επαναλαμβάνονται ωσ κάτι που το υποκείμενο πάντα κατείχε. 

Για το Husserl θ γεωμετρία προζρχεται από τον προεπιςτθμονικό κόςμο ςτον οποίο  

εμπειρικοί τρόποι μζτρθςθσ μποροφν να κεωρθκοφν ωσ θ βάςθ των καταςκευϊν 

των κακαρϊν γεωμετρικϊν ιδεατοτιτων. «Η πρόχειρθ εκτίμθςθ των μεγεκϊν 

μετατρζπεται  ςε μζτρθςθ των μθκϊν μζςω μζτρθςθσ ίςων…θ μζτρθςθ ανικει ςε 

κάκε πολιτιςμό». Γενικότερα για τον Husserl είναι αναγκαία θ ζννοια τθσ 

δθμιουργίασ των ιδεατϊν γεωμετρικϊν αντικειμζνων μζςω τθσ ιςτορίασ: θ εμπειρία 

παράγει αιςκθτά πράγματα και από αυτά παράγονται τα ιδεατά. Θ παράδοςθ τθσ 

γεωμετρίασ είναι αυτι που μασ κλθροδότθςε τισ ανακαλφψεισ των παλαιότερων 

γεωμετρϊν. Θ αίςκθςθ του ιδεατοφ αντικειμζνου είναι ικανι να δθμιουργιςει ζνα 

«ίηθμα» κυρίωσ μζςω τθσ γλϊςςασ και ςτθ ςυνζχεια να επανενεργοποιθκεί  από 

κάποιο άλλο υποκείμενο. Άρα μπορεί μζςω τθσ γλϊςςασ να επαναλθφκεί αυτι θ 

διαδικαςία μζςα ςτο χρόνο και από άλλα υποκείμενα. Μζςω τθσ γλϊςςασ δθλαδι 

ζχει ςυγκροτθκεί θ ιδεατι αντικειμενικότθτα θ οποία δεν αποτελεί πλζον υπόκεςθ 

του κάκε υποκειμζνου ξεχωριςτά.  

Τα εμπειρικά αντικείμενα προςεγγίηουν τα ιδεατά και οριακά ςχιματα.  Θ 

παρατιρθςθ των φαινομζνων και θ αναηιτθςθ ομοιοτιτων και κανονικοτιτων ςτα 

εμπειρικά αντικείμενα μασ οδθγεί ςτισ «ακριβείσ» ζννοιεσ των ιδεατϊν ςχθμάτων. 

Δθλαδι δθμιουργοφμε μια ςειρά ςχθμάτων που ςυγκλίνουν ςε ζνα ιδεατό 

γεωμετρικό αντικείμενο. Πμωσ τα ιδεατά αντικείμενα για τον Husserl πρζπει να 

είναι απείρωσ μεταβιβάςιμα και ελεφκερα για ενςωμάτωςθ ςε οποιοδιποτε κόςμο. 

Άρα εκτόσ από τθ γλϊςςα πρζπει να κεωρθκεί αναγκαία και θ γραφι για τθ 

διαμεςολάβθςθ και υποςτιριξθ των ιδεατϊν γεωμετρικϊν αντικειμζνων. 

Χρειάηονται όμωσ τα ιδεατά γεωμετρικά αντικείμενα μια λζξθ ι ζνα ςχιμα για να 

υπάρχουν; Μιπωσ με αυτι τθν κίνθςθ ξαναγυρίςαμε πίςω ςτον Kant; Ο Husserl 

αναφζρει ότι αν θ επανενεργοποίθςθ τθσ αίςκθςθσ γίνεται από μια γραμμζνθ λζξθ, 

τότε θ γεωμετρία ζχει χάςει τον ορίηοντά τθσ. 



[282] 
 

Επθρεαςμζνοσ από τον Kant, ο Husserl αναφζρει ότι θ γνιςια εποπτεία είναι θ 

άμεςθ ςυνείδθςθ θ οποία αναπαριςτά το αντικείμενο κακαυτό ςτον κόςμο-τθσ-

ηωισ ςαν ζνα ςυγκεκριμζνο οριςμό, ο οποίοσ ςυγκροτεί τθ ςθμαςία ςτον κόςμο-

τθσ-ηωισ. Άρα τα γεωμετρικά αντικείμενα κατά τον Husserl προκφπτουν ςτθ 

ςυνείδθςθ μζςα από μια ςειρά τροποποιιςεων τθσ εποπτείασ ωσ 

ςτρωματοποιθμζνθσ δομισ ιδεατοτιτων. Πμωσ θ διυποκειμενικότθτα των ιδεατϊν 

αντικειμζνων ςυγκροτείται κακϊσ τα αντικείμενα αυτά είναι υπερβατολογικά, μθ-

νοθτά άρα ανεξάρτθτα από τον νου, μερικϊσ δεδομζνα, χωρίσ χωρικι και χρονικι 

αναφορά, οφτε αιτιότθτα. Ωσ παράδειγμα κεωρεί τα αντικείμενα τθσ κακαρισ 

λογικισ και των κακαρϊν μακθματικϊν. 

Ο Husserl κεωρεί ότι μια κακαρι πολλαπλότθτα, ςτθν οποία χρθςιμοποιοφμε 

κακαρά  λογικζσ ζννοιεσ, είναι μια κλάςθ αντικειμζνων. Δεν είναι ζνα ςφνολο 

αντικειμζνων αλλά ςκζψεων και δεδομζνων που μποροφν να κεωρθκοφν ότι ζχουν 

αναφορά ςε αντικείμενα. Αυτόσ είναι ο κφριοσ λόγοσ για τον οποίο ο Husserl 

εντάςςει ςτισ κζςεισ του τθ χριςθ τθσ πολλαπλότθτασ: αν κεωριςουμε τθν 

Ευκλείδεια γεωμετρία του επιπζδου ι του χϊρου, ζχουμε αναφζρει ότι για χιλιετίεσ 

αποτελοφςε μια υλικι, ειδθτικι και a priori επιςτιμθ μζχρι να γίνει τυπικι. Τα 

γεωμετρικά αντικείμενα τθσ Ευκλείδειασ κεωροφνταν ακριβι ωσ ιδεατοποιιςεισ 

αντικειμζνων τα οποία αντιλαμβανόμαςταν μζςα από τθν κακθμερινι εμπειρία 

μασ.  

Πμωσ τα αντικείμενα τθσ εμπειρίασ μασ δεν μποροφν να κεωρθκοφν ακριβι. Άρα θ 

Ευκλείδεια γεωμετρία αποτελεί μια ιδεατοποίθςθ των δομϊν τθσ εμπειρίασ μασ, θ 

οποία όταν ζγινε τυπικι καταφζραμε να καταλάβουμε ότι αποτελεί μια 

πολλαπλότθτα δφο ι τριϊν διαςτάςεων, ανάλογα αν αναφερόμαςτε ςτο επίπεδο ι 

το χϊρο. Με αυτι τθ διαδικαςία μποροφμε ςυνεπϊσ να καταςκευάςουμε 

γενικεφοντασ n-διάςτατεσ πολλαπλότθτεσ, Ευκλείδειεσ ι μθ-Ευκλείδειεσ. Άρα θ 

προζλευςθ και θ ςυγκρότθςθ κατά τον Husserl των διαφορετικϊν χϊρων και 

γεωμετριϊν βαςίηεται ςτο χϊρο τθσ κακθμερινισ αντιλθπτικισ εποπτείασ και 

ςυνεπϊσ ςτθν εμπειρία μασ. 
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Βλζπουμε λοιπόν ότι για τον Husserl υπάρχει μια εςωτερικι και μια εξωτερικι 

εμπειρία. Τα αντικείμενα τθσ εξωτερικισ εμπειρίασ βρίςκονται ςτο χϊρο που δεν 

είναι a priori μορφι τθσ κακαρισ εποπτείασ και που υπάρχει υπερβατολογικά. Οι 

χωρικζσ δομζσ δεν μποροφν να γίνουν άμεςα προςβάςιμεσ γιατί πρζπει να 

διαμεςολαβιςουν τα χωρικά αντικείμενα με τθ εμπειρία. Ρρζπει όμωσ να 

ςυγκροτιςουμε τθν αναπαράςταςθ του χϊρου. Μζςω τθσ παράδοςθσ καταφζραμε 

να αναπτφξουμε τισ κατάλλθλεσ ψυχολογικζσ και φυςικζσ διαδικαςίεσ για αυτό το 

ςκοπό. Ο χϊροσ αναπαρίςταται ωσ μια πολλαπλότθτα τθν οποία εφοδιάηουμε με 

κάποιασ μορφισ διάςταςθ ζτςι ϊςτε τα αντικείμενα να ζχουν χωρικζσ κζςεισ. 

Κατά τον Husserl ςυμπεραςματικά πρζπει να αναφζρουμε ότι τα γεωμετρικά 

αντικείμενα είναι ζνα ςυγκεκριμζνο είδοσ αποβλεπτικϊν αντικειμζνων, 

ςυγκροτοφμενων είτε από τθν εποπτεία, μζςα από διαδικαςίεσ τθσ ςυνείδθςθσ 

όπωσ θ αφαίρεςθ και θ ιδεατοποίθςθ, είτε αναπαραςταςιακά μζςω εννοιϊν, 

ςυμβολικϊν ςυςτθμάτων όπωσ θ γραφι και θ γλϊςςα. Αυτά τα μζςα 

χρθςιμοποιοφνται για τθν εξαντικειμενίκευςθ ςτθ βάςθ τθσ εμπειρίασ και τθσ 

υλικισ ζκταςθσ ςτον κόςμο –τθσ- ηωισ. Ο Husserl ςυνεπϊσ βάηει το υποκείμενο 

μζςα ςτθ κοινότθτα ςε αντίκεςθ με τον Poincaré ο οποίοσ δεν ςυμφωνεί με αυτι τθ 

κζςθ. Συγκεκριμζνα ο Poincaré δεν δζχεται οφτε τον εμπειριςμό οφτε γενικά όλα τα 

a priori και ειςθγείται τον ςυμβατιςμό. 

Ο Poincaré πίςτευε ότι γενικά θ επιςτιμθ αςχολείται με «αδιάςειςτα ςτοιχεία» και 

τισ ςχζςεισ τουσ. Τα αδιάςειςτα ςτοιχεία-δεδομζνα τα αντιλαμβανόμαςτε από τισ 

αιςκιςεισ μασ και ανεξάρτθτα από τθ κζλθςθ του επιςτιμονα. Οι επιςτιμονεσ 

προκειμζνου να επικοινωνιςουν αυτά τα γεγονότα, πρζπει να ςυμφωνιςουν ςε 

ςυγκεκριμζνεσ ςυμβάςεισ.  

Τα μακθματικά για τον Poincaré είναι μια καταςκευαςτικι δραςτθριότθτα που 

φτάνει πζρα από τα όρια τθσ εμπειρίασ και τθσ ανάλυςθσ. Στθ πραγματικότθτα, 

ακόμα και αν δεν ζχουμε τθ δυνατότθτα να κατανοιςουμε το άπειρο, ι να το 

φανταςτοφμε όπωσ κα ζλεγε ο Kant, μποροφμε να ζχουμε τισ a priori ςυνκικεσ 

δυνατότθτασ των αναγκαίων ενεργειϊν για τθ ςχετικι καταςκευι. Ενϊ όμωσ 

βλζπουμε ότι ςυγκλίνει ςτισ απόψεισ του Kant, ταυτόχρονα κεωρεί ότι μποροφμε να 
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κάνουμε γεωμετρία χωρίσ τθ χριςθ των εικόνων, όχι μόνο των αιςκθτθριακϊν 

εικόνων τθσ εμπειρίασ μασ αλλά γενικά χωρίσ καμία εικόνα, άρα και χωρίσ χριςθ 

τθσ εποπτείασ.  

Πταν κατανοικθκαν από τθν κοινότθτα των μακθματικϊν οι μθ-Ευκλείδειεσ 

γεωμετρίεσ τζκθκε θ εξισ ερϊτθςθ: είναι θ Ευκλείδεια γεωμετρία θ αλθκισ 

γεωμετρία του φυςικοφ χϊρου; Ο Riemann διατφπωςε τθν άποψθ ότι εξαρτάται 

από εμπειρικά δεδομζνα ι υποκζςεισ: κακϊσ ηοφμε ςε ζνα κόςμο που φαίνεται ότι 

κάποια αντικείμενα μποροφν και μετατοπίηονται ςτο χϊρο χωρίσ να αλλάηουν 

ςχιμα ι μζγεκοσ, τότε ο καλφτεροσ τρόποσ για να τα περιγράψουμε είναι ο 

Ευκλείδειοσ, άπειροσ και μθ-φραγμζνοσ χϊροσ. Ο Poincaré είχε παρόμοιεσ απόψεισ 

για τον a priori χαρακτιρα τθσ ςτακερότθτασ τθσ καμπυλότθτασ του χϊρου, αλλά 

πίςτευε ότι κανζνα πείραμα δεν κα μποροφςε να δϊςει ςυμπζραςμα για κάποια 

ςυγκεκριμζνθ τιμι τθσ καμπυλότθτασ του χϊρου. Αυτό είναι αναμενϊμενο, κακϊσ θ 

ερμθνεία των πειραμάτων εξαρτάται από τθ φυςικι κεωρία και δεν υπάρχει 

κανζνασ λογικόσ, μεκοδολογικοσ, επιςτθμολογικόσ ι μεταφυςικόσ λόγοσ να 

επιλζξουμε τθ ςυγκεκριμζνθ γεωμετρία. 

Δεχόμενοσ τθν ομαδοκεωρθτικι άποψθ τθσ γεωμετρίασ, τα γεωμετρικά αντικείμενα 

κατά τον Poincaré είναι οι αναλλοίωτεσ τθσ ομάδασ. Οι διαφορετικζσ μορφζσ ενόσ 

αντικειμζνου που αντιλαμβανόμαςτε, δεν είναι τίποτε άλλο από εμφανίςεισ που 

καλφπτουν μια μόνιμθ πραγματικότθτα, το αναλλοίωτο που διζπει τθν ομάδα. Θ 

αναγνϊριςθ αυτισ τθσ ομάδασ μασ κακιςτά ικανοφσ να διαγράψουμε τισ 

εμφανίςεισ και να κρατιςουμε τθν ζννοια του μόνιμου γεωμετρικοφ αντικειμζνου. 

Τότε όλο και περιςςότερο θ νοθτικι διαδικαςία ςυγκροτείται με τθ μετάβαςθ από 

τθν ερμθνεία τθσ ομάδασ των μεταςχθματιςμϊν ςτθν ερμθνεία τθσ ομάδασ των 

αλλαγϊν ςυςτθμάτων αναφοράσ.  

Ο Poincaré κεωροφςε ότι επειδι από τθν αρχι τθσ ηωισ μασ γνωρίηουμε μόνο το 

ςϊμα μασ, θ αντίλθψθ μασ διαμορφϊνεται κεωρϊντασ το ςϊμα μασ ωσ το 

υπζρτατο ςθμείο αναφοράσ. Στθ ςυνζχεια οι τροποποιιςεισ τθσ αντίλθψθσ μασ ωσ 

γνιςιοι μεταςχθματιςμοί που προκαλοφνται από άγνωςτεσ αιτίεσ, όταν γίνονται 

κατανοθτοί ςυγκροτοφν μια ομάδα. Αυτζσ οι άγνωςτεσ αιτίεσ εμφανίηονται ωσ τα 
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αναλλοίωτα, δθλαδι μόνιμα αντικείμενα ςε ζνα ςτακερό χϊρο. Τότε οι 

τροποποιιςεισ των αντιλιψεϊν μασ οδθγοφν ςε αλλαγζσ των ςυνκθκϊν 

παρατιρθςισ μασ, δθλαδι αλλαγζσ του ςυςτιματοσ αναφοράσ.  

Θ ομάδα παρζχει τθν εξαντικειμενίκευςθ, κακϊσ θ αναγκαία ςυνκικθ τθσ 

ςυνζπειασ ζχει γίνει επαρκισ ςυνκικθ τθσ εξαντικειμενίκευςθσ.  Θ εμπειρία 

ςυνεπϊσ παίηει κατά τον Poincaré ουςιϊδθ αλλά όχι αποφαςιςτικό ρόλο ςτθ 

γζνεςθ τθσ γεωμετρίασ. Τα εμπειρικά δεδομζνα ιδεατοποιοφνται για να ταιριάηουν 

ςτα ςχιματά μασ, όταν αναφερόμαςτε ςτθ ςυγκρότθςθ τθσ ομάδασ των 

μετατοπίςεων.  

Θ καντιανι άποψθ ξεπεράςτθκε: δεν μελετάμε γεωμετρικά ςχιματα και μεγζκθ που 

αναπαριςτϊνται εντόσ ενόσ ςτακεροφ αναπαραςταςιακοφ χϊρου, αλλά μελετάμε 

γεωμετρικοφσ χϊρουσ και τισ αμοιβαίεσ τουσ ςχζςεισ. Θ άποψθ του Kant ότι ο 

αναπαραςταςιακόσ χϊροσ παραμζνει ςτακερόσ και δεν μπορεί να γίνει αντικείμενο 

οποιαςδιποτε μακθματικισ μελζτθσ, παρά μόνο φιλοςοφικισ, πλζον δεν μπορεί να 

ςτθριχκεί. 

Το γεωμετρικό αντικείμενο μπορεί να κεωρθκεί ωσ μια απεικόνιςθ μεταξφ χϊρων: 

μπορεί να ενταχκεί ςε μια πολλαπλότθτα του Riemann αλλά και ίςωσ ςε 

τοπολογικοφσ χϊρουσ ζτςι ϊςτε να διατθριςουμε μια χωρικι εποπτεία. Πμωσ ςε 

διαφορετικοφσ χϊρουσ μποροφμε να ζχουμε διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ 

ςφμφωνα με το μοντζλο που επιλζγουμε, άρα θ εποπτεία μάλλον πλζον μπαίνει ςτο 

περικϊριο. Δθλαδι το δεδομζνο γεωμετρικό αντικείμενο του Kant ουςιαςτικά 

εξαρτάται από τον αναπαραςταςιακό χϊρο που αναφερόμαςτε. 

Άρα οι απεικονίςεισ όπωσ εμφανίηονται ςτουσ μεταςχθματιςμοφσ του Klein ςτο 

Erlanger Programm αποτελοφν τα γεωμετρικά αντικείμενα μελζτθσ. Πμωσ δεν 

«κρφβουν» τίποτε πίςω από αυτά. Δεν χρειάηονται κάποια ιδεϊδθ, κακαρά λογικι ι 

άλλθσ μορφισ χωρικι πρωτοτυπικι μορφι. Απλϊσ αναπαριςτοφν χϊρουσ ςε 

χϊρουσ, χωρίσ να χρειάηεται a priori θ γνϊςθ του πεδίου οριςμοφ αυτισ τθσ 

ςυνάρτθςθσ όπωσ αναφερόταν από τον Cassirer. Με ζνα γεωμετρικό αντικείμενο 

ςυςχετίηονται και οι χϊροι που αναφερόμαςτε. Δεν ζχει νόθμα να μελετοφμε τουσ 
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χϊρουσ ανεξάρτθτα από τα γεωμετρικά αντικείμενα, όπωσ ακριβϊσ ανζφερε ο 

Riemann. Μια απεικόνιςθ τουλάχιςτον είναι αναγκαία. 

Κατά τον Kant όμωσ αυτι θ κζςθ κα ιταν λανκαςμζνθ: εκτόσ αν όλα τα υποκείμενα 

ζχουν τον ίδιο αναπαραςταςιακό χϊρο, θ γεωμετρία δεν μπορεί να αποκτιςει τθν 

προςδοκοφμενθ αντικειμενικότθτα και ουςιαςτικά μετατρζπεται ςε ζνα παιχνίδι τθσ 

φανταςίασ. Θ διαδικαςία τθσ εξαντικειμενίκευςθσ μζςα από τθν ςχθματοποίθςθ 

κεωροφςε ότι αποτελοφςε τθν λφςθ ςτο πρόβλθμα αυτό. Πμωσ αυτό που κάνει τθ 

γεωμετρία αντικειμενικι δεν είναι πλζον κάποιοσ ςυγκεκριμζνοσ 

αναπαραςταςιακόσ χϊροσ αλλά οι γενικοί αναπαραςταςιακοί κανόνεσ, δθλαδι οι 

απεικονίςεισ, οι ςχζςεισ  μεταξφ των ςτοιχείων τθσ κεωρίασ μασ. 

Τα γεωμετρικά αντικείμενα ςυνεπϊσ είναι αφθρθμζνα, όχι με τθν ζννοια ότι είναι 

ανεξάρτθτα από κάκε ζννοια, αλλά εξαρτϊμενα από τουσ γεωμετρικοφσ χϊρουσ 

που χρθςιμοποιοφμε ςε κάκε γεωμετρία, που ίςωσ να ςυμπίπτουν. Θ διάκριςθ 

ανάμεςα ςτουσ χϊρουσ τθσ απεικόνιςθσ μπορεί να γίνεται με τθ βοικεια των 

εςωτερικϊν και των εξωτερικϊν ιδιοτιτων του γεωμετρικοφ αντικειμζνου, όπωσ 

ειςθγικθκαν ο Gauss και ο Riemann. Ράντα όμωσ κα ζχουμε αφθρθμζνα 

γεωμετρικά αντικείμενα  αναφερόμενα ςε φυςικοφσ χϊρουσ και ςε αντίςτοιχα 

φυςικά αντικείμενα τθσ κακθμερινισ εμπειρίασ μασ.   
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Εικόνεσ 
 Εξϊφυλλο: από http://en.wikipedia.org/wiki/File:Order-3_heptakis_heptagonal_tiling.png 
 Σχιμα 10: από http://math.ucr.edu/home/baez/Klein168.gif 

 Οι υπόλοιπεσ εικόνεσ και πίνακεσ ζχουν καταςκευαςτεί με τα λογιςμικά Geometer’s 
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