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ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 

     Γιατί αποδεικνύουµε; Τι είναι το να αποδεικνύουµε; Ποια έννοια έχει το να 

αποδεικνύουµε; Ποια είναι η αξία και η σηµασία µιας απόδειξης; Αυτές οι ερωτήσεις 

είναι προκαταρκτικές κάθε σκέψης πάνω στην εκµάθηση της απόδειξης.  Είναι γενικά 

παραδεκτό ότι µια µαθηµατική απόδειξη είναι περισσότερο ελκυστική όταν είναι 

µικρή, κατανοητή και κοµψή. ∆ιερωτάται κανείς ποιος είναι  ο ρόλος των αποδείξεων 

στον τρόπο σκέψης και µάθησης;  Η κατάκτηση της διαδικασίας της απόδειξης 

αποτελεί αναµφισβήτητα το πιο κρίσιµο σηµείο της µαθησιακής διαδικασίας, 

σηµατοδοτεί το πέρασµα από τα πρακτικά-εµπειρικά µαθηµατικά στην επιστήµη των 

µαθηµατικών. Είναι το περιβάλλον µια πηγή µαθηµατικής γνώσης, από το οποίο οι 

αντλούµενες εµπειρίες µπορούν να εκφραστούν µε αυξανόµενη ακρίβεια, ώστε να 

αποτελέσουν συνεκτικά σύνολα γνώσεων. 

 

           Η ιστορία των µαθηµατικών είναι ένα µέσο για να συλλάβουµε την αξία και 

την σηµασία των µαθηµατικών αντικειµένων. Οι µαθηµατικές έννοιες και θεωρίες 

έχουν µια ιστορία, όπως επίσης και η ιδέα της απόδειξης. Για να φωτίσουµε αυτή την 

πτυχή της αποδεικτικής διαδικασίας εξετάζουµε την ιστορία των µαθηµατικών, 

ερευνώντας ποια ήταν η σηµασία της απόδειξης δίνοντας ιδιαίτερη σηµασία στα 

κύρια σηµεία της εξέλιξης, δηλαδή στην γέννηση της ιδέας της απόδειξης και στην 

µετέπειτα εξέλιξή της. Κάτω από αυτό το ιστορικό πρίσµα εµφανίζονται τα 

προβλήµατα στην εκµάθηση µιας απόδειξης και αναδεικνύονται οι δυσκολίες που 

συναντούν οι µαθητές εργαζόµενοι σε µια αποδεικτική διαδικασία.  

 

    Η αυξηµένη χρήση των Η/Υ στα µαθηµατικά έχει αρχίσει να προβληµατίζει 

σοβαρά τη µαθηµατική κοινότητα για τη φύση της µαθηµατικής απόδειξης.  Ήδη 

υπάρχουν αρκετές αποδείξεις σηµαντικών µαθηµατικών προβληµάτων (π.χ. θεώρηµα 

τεσσάρων χρωµάτων, εικασία του Κέπλερ κλπ) για τις  οποίες κάποιοι θεωρούν ότι 

ουσιαστικά έχουν πραγµατοποιηθεί µε χρήση Η/Υ. Τίθεται λοιπόν ένα καίριο 

ερώτηµα: Οι αποδείξεις αυτές είναι αποδεκτές από µαθηµατικής άποψη;  Ποια η 

ποιοτική διαφοροποίηση ανάµεσα στις παραδοσιακές αποδείξεις και σ’ αυτές µε 

χρήση Η/Υ; 

 

     Οι παραπάνω προβληµατισµοί µας οδηγούν να προσεγγίσουµε µε όρους 
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διαφορετικούς και πιο σύνθετους το θέµα της εκµάθησης της απόδειξης και να 

καταδείξουµε τα όρια των ισοδυναµιών «απόδειξη = επαγωγικός συλλογισµός» και 

«αποδεικνύω = πείθω». Η εκµάθηση µιας απόδειξης πρέπει να γίνεται σε στάδια και 

απαιτεί την σύσταση ενός ορθολογισµού από τους µαθητές, γεγονός που µας οδηγεί 

στο να καθιστούµε προνοµιούχα την επεξεργασία, την ανάλυση και την τελειοποίηση 

των µεθόδων επίλυσης από τους µαθητές. 

 

      Τέλος είναι φανερή η αναγκαιότητα συστηµατοποίησης των µεθόδων απόδειξης 

και πάντοτε κάτω από την επίβλεψη της λογικής και µάλιστα της µαθηµατικής 

λογικής, γιατί η γνώση της µαθηµατικής λογικής ανοίγει σίγουρους δρόµους στην 

διαδικασία µιας απόδειξης, δηµιουργεί συνθήκες για την διατύπωση σωστών 

µαθηµατικών συλλογισµών και το σπουδαιότερο ελέγχει αν µια αποδεικτική 

διαδικασία είναι σωστή ή όχι. 

 

∆ΟΜΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
       Στην εργασία αυτή καταγράφεται ποια είναι η έννοια της απόδειξης στα 

µαθηµατικά αναφέροντας µια ιστορική αναδροµή όπου διαφαίνεται η αναγκαιότητα 

ύπαρξής της µέσα από προβληµατισµούς από την αρχαιότητα µέχρι σήµερα. 

Παρουσιάζονται η αναγκαιότητα. Αναφέρεται για ποιο λόγο η απόδειξη συνέβαλε 

αποφασιστικά στην επινόηση νέων µαθηµατικών εννοιών και θεωριών, στην 

δηµιουργία και ανάπτυξη καινούριων µαθηµατικών κλάδων καθώς και στην λογική 

δόµηση και θεωρητική θεµελίωση της µαθηµατικής επιστήµης στο σύνολό της. 

 

       Η εργασία στην συνέχεια χωρίζεται σε τρία µέρη. Στο πρώτο µέρος, 

παρουσιάζεται µια ιστορική ανασκόπηση της έννοιας της απόδειξης από την εποχή 

των αρχαίων Ελληνικών Μαθηµατικών µέχρι σήµερα.Στην συνέχεια δίνεται ο 

ορισµός της απόδειξης και παρουσιάζονται όλα τα εργαλεία που χρειάζεται ένα 

µαθηµατικό σύστηµα για να γίνει µια απόδειξη πλήρης. Τέλος παρουσιάζονται µέρη 

από τα οποία αποτελείται µια µαθηµατική απόδειξη και καταγράφεται η ιστορία της 

µαθηµατικής λογικής και η εξέλιξη της από την αρχαιότητα µέχρι την νεότερη 

λογική. Επίσης καταγράφονται  τα βασικά της στοιχεία, απαραίτητα εργαλεία στα 

χέρια ενός χειριστή των µαθηµατικών εννοιών για να καταγράψει µια µαθηµατική 

απόδειξη σωστά και µε σαφήνεια.  
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       Στο δεύτερο µέρος αναλύονται οι βασικές µέθοδοι απόδειξης όπως η απόδειξη µε 

συνεπαγωγή και ισοδυναµία µε χρήση αντιπαραδείγµατος, η µέθοδος της ατόπου 

απαγωγής και της µαθηµατικής επαγωγής και αναφέρονται εφαρµογές από το πεδίο 

του απειροστικού λογισµού. 

 

      Στο τρίτο µέρος γίνεται µια συλλογή λαθών και παρανοήσεων που έχουν βρεθεί 

στην ελληνική βιβλιογραφία και που οφείλονται στην έλλειψη κατανόησης των 

βασικών κανόνων της µαθηµατικής λογικής. 

      

       Στο τέταρτο µέρος αναλύεται µια έρευνα που έγινε από τον Μάρτιο µέχρι τον 

Ιούνιο του 2007 σε πανελλήνια κλίµακα σε µαθητές λυκείου. Η έρευνα αυτή είχε  

σκοπό να αναλύσει τις απόψεις των µαθητών για την έννοια της απόδειξης και να 

διερευνήσει τα επίπεδα κατανόησης από τους µαθητές των βασικών µεθόδων 

απόδειξης που διδάσκονται και χρησιµοποιούνται στα λύκεια της χώρας µας, καθώς 

επίσης και να εντοπίσει τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές όταν 

χρησιµοποιούν τις διάφορες αποδεικτικές µεθόδους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 

1. ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 

 

     Η απόδειξη έπαιξε σηµαντικό και καθοριστικό ρόλο στην πορεία των 

µαθηµατικών µέσα στους αιώνες. Συνέβαλε αποφασιστικά στην επινόηση νέων 

µαθηµατικών εννοιών και θεωριών, στην δηµιουργία και ανάπτυξη καινούριων 

µαθηµατικών κλάδων καθώς και στην λογική δόµηση και θεωρητική θεµελίωση της 

µαθηµατικής επιστήµης στο σύνολό της.  

 

     Η  λογική απόδειξη πρωτοεµφανίστηκε και αναπτύχθηκε σε µια περίοδο που 

θεωρείται ως η χρυσή εποχή των µαθηµατικών, µια εποχή δηµιουργίας, ανάπτυξης 

και θεµελίωσης των µαθηµατικών ως θεωρητικής επιστήµης. Αυτή η περίοδος 

ονοµάστηκε περίοδος των Αρχαίων Ελληνικών Μαθηµατικών, που ξεκινά από τον 

Θαλή (640 π. Χ. περίπου) και συνεχίζεται µέχρι τον ∆ιόφαντο ( 240 π.Χ.) 

 

       Μέχρι τότε και για 3.000 χρόνια περίπου, οι αρχαίοι λαοί που ζούσαν γύρω από 

τα µεγάλα ποτάµια της Ανατολής, όπως οι λαοί της Μεσοποταµίας ( Σουµέριοι, 

Ασσύριοι, Βαβυλώνιοι), οι Αιγύπτιοι, οι Ινδοί και οι Κινέζοι καλλιέργησαν αξιόλογα 

µαθηµατικά και οι µαθηµατικές γνώσεις τους ήταν αρκετά προχωρηµένες. Όλες οι 

µαθηµατικές γνώσεις βασίζονταν στην εµπειρία χωρίς την χρήση της απόδειξης.  

Κατά τη χρονική περίοδο 2700 – 1700 π.Χ. τα πρώτα στοιχεία µαθηµατικών 

συλλογισµών που έφτασαν σε µας είναι από δύο Αιγυπτιακούς πάπυρους και από 

πολλές Βαβυλωνιακές πινακίδες µε περιεχόµενο όµως που στερείται της 

αποδεικτικής διαδικασίας, αλλά που περιέχει διατυπώσεις και λύσεις  προβληµάτων. 

Στους Αιγυπτίους η γεωµετρία τους ήταν κυρίως υπολογιστική. Τα εµβαδά βασικών 

γεωµετρικών σχηµάτων (ορθογώνιο, τρίγωνο, τραπέζιο) είναι γνωστά όχι µε 

µαθηµατικούς τύπους που έχουν αποδειχθεί µε ακρίβεια ή εµπειρικά, αλλά µε την 

τεχνική του «κοψίµατος» του επιπέδου σχήµατος σε τρίγωνα όπου στην συνέχεια 

γίνεται ανακατανοµή των κοµµατιών του σχήµατος ώστε αυτό να καταλήγει σε νέο 

σχήµα µε ένα ή περισσότερα ορθογώνια. Ακόµη οι Αιγύπτιοι είχαν την ιδέα να 

υπολογίσουν προσεγγιστικά το π, υπολογίζοντας το εµβαδό του µοναδιαίου κύκλου, 

τριχοτοµώντας κάθε πλευρά του περιγγεγραµµένου τετραγώνου και αφαιρώντας τα 

τέσσερα γωνιακά τρίγωνα που σχηµατίζονταν. Με αυτό τον τρόπο πέτυχαν µια 
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ικανοποιητική προσέγγιση 3,16 για τον αριθµό π.  

 

      Οι Βαβυλώνιοι είχαν και αυτοί µε την σειρά τους εµπειρικές µεθόδους, µε 

ολοκληρωτική έλλειψη της αποδεικτικής διαδικασίας. Εµπειρικά είχαν υπολογίσει τα 

εµβαδά βασικών γεωµετρικών σχηµάτων και είχαν υπολογίσει τους όγκους 

κυλίνδρων και πρισµάτων. Γνώριζαν επίσης εµπειρικά και το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. 

Το πιο αξιόλογο όµως επίτευγµα των Βαβυλωνίων ήταν η δηµιουργία της άλγεβρας 

και η ανακάλυψη της τεχνικής για την λύση δευτεροβαθµίων εξισώσεων. Μπορούσαν 

επίσης να υπολογίζουν προσεγγιστικά τις τιµές τετραγωνικών ριζών και να αθροίζουν 

αριθµητικές προόδους. Σε καµία περίπτωση όµως ούτε οι Βαβυλώνιοι, ούτε οι 

Αιγύπτιοι, έφτασαν στην µαθηµατική αφαίρεση, την αυστηρή διατύπωση υποθέσεων 

και συµπερασµάτων, στην αποδεικτική διαδικασία. ∆εν φαίνεται πουθενά ο σαφής 

διαχωρισµός του προσεγγιστικού από το υπολογιστικό. Όλα τα διατύπωναν υπό 

µορφή συνταγής χωρίς να αποδεικνύουν την ορθότητά τους. 

 

      Βλέπουµε λοιπόν, ότι Αιγύπτιοι και οι Βαβυλώνιοι  χρησιµοποιούσαν τις γνώσεις 

τους αποκλειστικά για να εξυπηρετήσουν τις πρακτικές ανάγκες της γεωργίας, του 

εµπορίου, της µηχανικής, της αρχιτεκτονικής κ.λ.π. και όχι για να αποκαταστήσουν 

αλήθειες θεωρητικού χαρακτήρα. Στην λύση προβληµάτων εκείνο που τους 

απασχολούσε ήταν  να λύσουν το συγκεκριµένο πρόβληµα και η εµπειρία ήταν 

επαρκής για να το λύσουν. Όπως φαίνεται ή δεν τους απασχολούσε το γιατί λύνεται 

µε κάποιο συγκεκριµένο τρόπο ή δεν µπορούσαν να δικαιολογήσουν τη διαδικασία 

της λύσης και έτσι δεν επινόησαν µαθηµατική απόδειξη, που απαιτεί παραγωγικό και 

επαγωγικό συλλογισµό.  

 

     Ο πρώτος λαός που εισήγαγε και ανάπτυξε την αποδεικτική διαδικασία των 

αφηρηµένων γεωµετρικών εννοιών ήταν οι αρχαίοι Έλληνες. Αυτό δεν ήταν 

συµπτωµατικό. Οι Αρχαίοι Έλληνες ήταν λαός κατεξοχήν φιλοπερίεργος και µόλις η 

οικονοµική και πολιτική συγκυρία του το επέτρεψε, θέλησε να απαγκιστρωθεί από τα 

δεσµά της µυθολογικής αφέλειας και δεισιδαιµονίας και να βρει µόνος του λογικές 

εξηγήσεις για τον κόσµο και την ζωή. Η γέννηση της φιλοσοφίας στην Ελληνική 

Ιωνία τα µέσα του 7ου αιώνα ήταν η απαρχή µιας λαµπρής πορείας του Ελληνικού 

πνεύµατος στον κόσµο της αναζήτησης της αλήθειας, µε στόχο όχι απλώς την 
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εξυπηρέτηση πρακτικών αναγκών, αλλά την πνευµατική ικανοποίηση που προσφέρει 

η γνώση και η λογική εξήγηση. 

 

      Τα µαθηµατικά ήταν ένα ευρύτατο πεδίο πνευµατικής αναζήτησης, γι’ αυτό και 

ασχολήθηκαν µαζί τους οι περισσότεροι Ίωνες φιλόσοφοι. Ο Θαλής ήταν εκείνος που 

πρώτος αισθάνθηκε την ανάγκη να δικαιολογήσει τη διαδικασία επίλυσης 

προβληµάτων. Πρώτος επινόησε και εισήγαγε την απόδειξη και χρησιµοποίησε 

πλήρη αποδεικτική διαδικασία για να δείξει την αλήθεια πολλών γεωµετρικών 

προτάσεων. Στη συνέχεια ο Πυθαγόρας και η σχολή του καθώς και όλη εκείνη η 

στρατιά των µεγάλων µαθηµατικών που ακολούθησαν µέχρι το 300 π.Χ. 

χρησιµοποίησαν και βελτίωσαν την αποδεικτική διαδικασία που εισήγαγε ο Θαλής. 

Οι Πυθαγόρειοι είναι αυτοί που διαµόρφωσαν τη γεωµετρία σε µια αφηρηµένη 

επιστήµη που µελετούσε ιδιότητες ιδανικών σχηµάτων που δεν υπήρχαν σε καθαρή 

µορφή στην φύση. Οι µεγάλοι γεωµέτρες της χρυσής εποχής των αρχαίων Ελληνικών 

µαθηµατικών έφτασαν σε εξαιρετική τολµηρή σκέψη, ότι όλες οι ιδιότητες των 

σωµάτων µπορούσαν να εξαχθούν από λίγες βασικές προτάσεις, τα αξιώµατα. Αυτές 

οι προτάσεις γίνονταν δεκτές δίχως απόδειξη, την ορθότητα των οποίων επικύρωνε η 

πολύχρονη πείρα. Έτσι εµφανίστηκε το επαγωγικό σύστηµα, η αξιωµατική µέθοδος 

είναι δίχως αµφιβολία η πιο σπουδαία συµβολή της αρχαίας Ελλάδας στην 

αποδεικτική διαδικασία των µαθηµατικών. 

 

      Η εµφάνιση της επαγωγικής µεθόδου ως µέθοδος απόδειξης οφείλεται στους εξής 

λόγους:  

• Στην προδιάθεση των Ελλήνων στη φιλοσοφική έρευνα. Έχει υποστηριχθεί 

ότι η αξιωµατική µέθοδος έχει τις ρίζες της στην Ελεατική σχολή της 

φιλοσοφίας που ξεκίνησε ο Παρµενίδης και συνέχισε ο µαθητής του Ζήνωνας 

στις αρχές του 5ου π. Χ. αιώνα. 

• Στην ανάγκη να επιλυθεί η «κρίση» που προκλήθηκε από την Πυθαγόρεια 

«ανακάλυψη» της ασυµµετρίας διαγωνίου  και πλευράς τετραγώνου. Αυτό 

δίχως αµφιβολία, παρείχε µια σηµαντική ώθηση για την κριτική επανεκτίµηση 

των θεµελίων των µαθηµατικών, εφόσον οι ρητοί αριθµοί δεν αρκούσαν 

πλέον για την µέτρηση των γεωµετρικών µεγεθών και τη θεµελίωση της 

θεωρίας της οµοιότητας.  
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• Στην επιθυµία τους να αποφασίσουν µεταξύ αντικρουόµενων αποτελεσµάτων 

που κληροδοτήθηκαν σ’ αυτούς από αρχαιότερους πολιτισµούς. Η επιθυµία 

τους αυτή επέδρασε ώστε να δηµιουργηθεί η αντίληψη της µαθηµατικής 

απόδειξης, που µε την πάροδο του χρόνου εξελίχθηκε στην επαγωγική 

µέθοδο. 

• Στην φύση της ελληνικής κοινωνίας. Η δηµοκρατία στην Αρχαία Ελλάδα 

απαιτούσε την τέχνη της επιχειρηµατολογίας και της πειθούς, απ’ όπου 

ξεπήδησε µη λογική και η επαγωγική µέθοδος. 

 

     Η ανακάλυψη από τους Πυθαγόρειους της ασυµµετρίας πλευράς και διαγωνίου 

του τετραγώνου, δηµιούργησε στην αρχαία Ελλάδα κρίση, ο Εύδοξος δηµιουργός της 

θεωρίας των λόγων βοήθησε ώστε αυτή να ξεπεραστεί.  Ο Αριστοτέλης στο έργο του 

«Αναλυτικά Ύστερα» ασχολείται µε την επιστηµονική µέθοδο και την απόδειξη. Ο 

Ευκλείδης τελειοποίησε την αποδεικτική διαδικασία δηµιουργώντας ένα πρότυπο 

θεωρητικό και επιστηµονικό έργο, τα «Στοιχεία» το οποίο είναι ένας σηµαντικός 

σταθµός για την παραπέρα πορεία της µαθηµατικής επιστήµης. Στο σηµείο αυτό 

τίθεται το ερώτηµα : Γιατί από την στιγµή που οι Αρχαίοι Έλληνες ασχολήθηκαν µε 

τα µαθηµατικά «εισήγαγαν» την απόδειξη η οποία έλαβε σηµαντική θέση στην 

επιστήµη; Μια άποψη που απαντάει σε αυτό το ερώτηµα είναι ότι αν ο ρόλος των 

µαθηµατικών είναι µόνο να βάζουν τάξη στα προφανή τότε ίσως η απόδειξη να είναι 

περιττή. Αν όµως τα µαθηµατικά αποδεικνύουν και διαπραγµατεύονται κάτι που είναι 

αντίθετο στην διαίσθηση ή δεν µπορεί να γίνει κατανοητό, τότε η απόδειξη του είναι 

απαραίτητη. Απαραίτητη λοιπόν είναι η απόδειξη για κάτι που δεν το κατανοεί ο 

κοινός νους, εποµένως η σηµασία της είναι αρκετά µεγάλη. 

    

       Σε αυτό το σηµείο ωστόσο, πρέπει να διευκρινίσουµε ότι οι Αρχαίοι Έλληνες δεν 

παρέβλεψαν ούτε υποτίµησαν την αξία της εµπειρίας. Απλώς δεν περιορίζονταν µόνο 

σ’ αυτή, αλλά αισθάνονταν την ανάγκη να δικαιολογήσουν την διαδικασία που 

ακολουθούσαν στη λύση ενός προβλήµατος. Πίστευαν ότι µια µαθηµατική πρόταση η 

οποία ήταν αποτέλεσµα εµπειρίας ή προέκυπτε από κάποιο πείραµα για να 

αποτελέσει γενική αρχή πλήρως παραδεκτή, θα πρέπει να αποδειχθεί. Ο Αρχιµήδης 

για παράδειγµα  στο έργο του «Έφοδος» διαπίστωσε ότι ο όγκος κυλίνδρου που έχει 

την ίδια βάση και το ίδιο ύψος  µε κώνο είναι  τριπλάσιος από τον όγκο του κώνου. 
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Την εικασία αυτή ο Αρχιµήδης την επιβεβαίωσε πρώτα εµπειρικά, γεµίζοντας µε 

άµµο ένα κωνικό δοχείο και αδειάζοντας την στο κυλινδρικό διαπίστωσε ότι ο 

κύλινδρος χωρούσε τριπλάσια ποσότητα άµµου από ότι ο κώνος και στην συνέχεια 

έδωσε την αυστηρή µαθηµατική απόδειξη. Η µέθοδος απόδειξης του Αρχιµήδη µε 

την «τεχνική» της εξάντλησης που επινόησε θα αποτελέσουν τα θεµέλια του 

ολοκληρωτικού λογισµού για τη δηµιουργία του οποίου χρειάστηκαν να περάσουν 20 

αιώνες. 

     

      Το γεγονός ότι οι Αρχαίοι Έλληνες δεν αρκούνταν στην διαίσθηση, την εµπειρία 

ή το πείραµα αλλά τεκµηρίωναν τα συµπεράσµατά τους µε παραγωγικό συλλογισµό, 

έπαιξε καθοριστικό ρόλο στην παραπέρα εξέλιξη των µαθηµατικών. ∆εν θα ήταν 

υπερβολή ο ισχυρισµός ότι η λογική απόδειξη αποτέλεσε το «κλειδί» της θεµελίωσης 

και ανάπτυξης της µαθηµατικής επιστήµης. Με την συµβολή της απόδειξης όχι µόνο 

αιτιολογήθηκε και τεκµηριώθηκε ένας µεγάλος όγκος συσσωρευµένης γνώσης, αλλά 

και πραγµατοποιήθηκαν πολλά από τα καταπληκτικά επιτεύγµατα της αρχαίας 

ελληνικής εποχής. Η απόδειξη συνέβαλε, για παράδειγµα, στην επίλυση σπουδαίων 

µαθηµατικών προβληµάτων που αποτέλεσαν σταθµούς στην ιστορία των 

µαθηµατικών, όπως  η απόδειξη της ύπαρξης αρρήτων αριθµών. Ακόµη και η 

προσπάθεια επίλυσης προβληµάτων, έστω και αν ορισµένα από αυτά δεν λύθηκαν 

τελικά, οδήγησε στην δηµιουργία νέων κλάδων στα µαθηµατικά και στην 

ολοκλήρωση και θεµελίωση πολλών µαθηµατικών θεωριών. Χαρακτηριστικά 

παραδείγµατα είναι: 

• Οι προσπάθειες που έγιναν µέσα στους αιώνες για να αποδειχθεί ότι το αίτηµα 

των παραλλήλων του Ευκλείδη είναι συνέπεια άλλων προτάσεων της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Αυτό είχε ως αποτέλεσµα να δηµιουργηθούν οι µη 

Ευκλείδειες Γεωµετρίες και να ανοίξει ο δρόµος για την ανακάλυψη νέων 

Γεωµετριών µε αξιωµατική θεµελίωση διαφορετική από εκείνη της 

Ευκλείδειας. 

• Η προσπάθεια απόδειξης ότι η γενική πολυωνυµική εξίσωση βαθµού 

µεγαλύτερου από τον τέταρτο επιδέχεται γενική λύση µε ριζικά, οδήγησε στην 

δηµιουργία και θεµελίωση της θεωρίας των πολυωνύµων και συνέβαλε στην 

ανάπτυξη της συµβολικής άλγεβρας. 
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2. Η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

      Τα µαθηµατικά είναι ένα σύστηµα γνώσεων, που αποτελείται από πρωταρχικές 

έννοιες και βασικές προτάσεις, µαζί µε όλες τις λογικές τους συνέπειες. Οι λογικές 

αυτές συνέπειες δεν είναι γνωστές εκ των προτέρων, αλλά προκύπτουν από τις 

βασικές έννοιες και προτάσεις της θεωρίας µε διανοητικές επεξεργασίες που το 

σύνολό τους αποτελεί µέρος του περιεχοµένου της θεωρίας. Οι πρώτες έννοιες και οι 

βασικές προτάσεις αποτελούν την βάση της µαθηµατικής επιστήµης, οι συνέπειες των 

οποίων αποτελούν τα λεγόµενα θεωρήµατα. ∆ηλαδή τα θεωρήµατα είναι προτάσεις 

που η αλήθεια τους δεν είναι άµεσα φανερή αλλά χρειάζεται να αποδειχτεί, δηλαδή 

να γίνουν αντικείµενο πνευµατικής και λογικής επεξεργασίας για να προκύψουν ως 

συµπέρασµα ενός λογικού συλλογισµού. Ένας τέτοιος συλλογισµός που αποκαθιστά 

την αναγκαιότητα ενός θεωρήµατος µέσα στα πλαίσια ενός θεωρητικού συστήµατος 

είναι η απόδειξη. 

     

       Εποµένως η απόδειξη είναι το όργανο και συγχρόνως ο νωτιαίος µυελός της 

θεωρίας, µε αυτήν εξασφαλίζεται η εσωτερική συνοχή ενός συστήµατος θεωρητικής 

γνώσης  και µε αυτή αποκαθίσταται η λογική οργάνωση και η αλληλουχία των 

διαφόρων µερών του συστήµατος. Για τον λόγο αυτό µπορούµε να ισχυριστούµε ότι 

τα µαθηµατικά είναι η µήτρα κάθε θεωρητικής γνώσης, δίνουν το πρότυπο µιας 

θαυµαστής εσωτερικής αρµονίας µε την οποία γοητεύουν και συναρπάζουν. Είναι 

φανερό πως η χρήση της απόδειξης προϋποθέτει την κατοχή της αποδεικτέας 

αλήθειας, αλλιώς δεν θα ξέραµε τι να αποδείξουµε. Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα. Πως 

θα βαδίσει ο νους για να φτάσει στην ανακάλυψη των θεωρηµάτων, που απορρέουν 

από την βάση µιας µαθηµατικής δοµής ως αναγκαίες συνέπειες; Στο ερώτηµα όµως 

αυτό δεν είναι δυνατό να δοθεί µια σαφή και συγκεκριµένη απάντηση. Αν ήταν 

δυνατό να γνωρίζουµε κανόνες , όπου µε την εφαρµογή τους, θα µπορούσαµε να 

βρίσκουµε και να κατασκευάζουµε επιστηµονικές αλήθειες, τότε όλοι θα 

µπορούσαµε να τους εφαρµόσουµε. Ωστόσο δεν µένει παρά η ελπίδα πως µε την 

µακριά και προσεκτική µελέτη των έργων µεγάλων δασκάλων της επιστήµης και µε 

επιµονή και άσκηση των πνευµατικών µας δυνάµεων πάνω στα αντικείµενα της 

µαθηµατικής επιστήµης ίσως µπορέσουµε να πλησιάσουµε στο ύψος τους. 

      



 16

      Ενώ όµως µας είναι αδύνατο να υποδείξουµε πως ακριβώς θα βαδίσουµε για να 

φτάσουµε στην ανακάλυψη της αλήθειας δεν µας είναι δύσκολο να µεταδώσουµε 

στους άλλους την πεποίθηση για την αλήθεια που ήδη κατέχουµε. Οι διάφοροι τρόποι 

µε τους οποίους είναι δυνατό να επιτύχουµε αυτό το αποτέλεσµα ανάγονται σε δύο 

γενικούς τύπους, που ανταποκρίνονται ο καθένας σε µια ιδιαίτερη οµάδα 

ψυχολογικών συνειρµών. Ο ένας είναι η επαλήθευση  µε την εφαρµογή και ο άλλος 

είναι η απόδειξη µέσα από τους νόµους της λογικής. Οι δύο αυτοί τύποι 

παρουσιάζουν συγχρόνως ένα µεγάλο µειονέκτηµα και ένα µεγάλο πλεονέκτηµα. Η 

επαλήθευση µε την εφαρµογή πάνω σε συγκεκριµένα ζητήµατα της πράξης ή της 

θεωρίας δεν φωτίζει εσωτερικά το ζήτηµα, δεν µας εξηγεί γιατί οι ισχυρισµοί µας 

είναι αναγκαστικά αληθείς, αλλά µας προσφέρει µια «έξωθεν µαρτυρία» πως αυτό 

που προτείνουµε είναι αληθινό, αφού όχι µόνο δεν συγκρούεται µε τα πράγµατα, 

αλλά αντίθετα εναρµονίζεται και συµβιβάζεται µε αυτά. Έχει λοιπόν το προσόν – και 

αυτό είναι το µεγάλο πλεονέκτηµά της – η απόδειξη  στερεώνει όσο τίποτε άλλο την 

πίστη στην αλήθεια των ισχυρισµών της επιστήµης. Από την άλλη µεριά η απόδειξη 

µέσα στα πλαίσια της λογικής έχει το µεγάλο προσόν να φωτίζει το ζήτηµα «εκ των 

έσω» δηλαδή να δίνει λογική εξήγηση και συγχρόνως διέξοδο και ικανοποίηση στην 

δοµή της επιστήµης που είναι έµφυτη στον άνθρωπο που αναζητά να µάθει την 

αλήθεια. Εδώ πρόκειται προφανώς για την ικανοποίηση ενός βαθύτατα ριζωµένου 

ενστίκτου, που µαρτυρεί ακριβώς από πού προέρχονται τα ανώτερα εκείνα 

πνευµατικά συναισθήµατα και οι βαθιές χαρές που συναρπάζουν τις ευαίσθητες 

ψυχές των διανοούµενων ανθρώπων. 

    

      Στο βάθος όµως κάθε συλλογισµού οσονδήποτε αυστηρού βρίσκεται πάντα µια 

προϋπόθεση: ότι «συλλογιζόµαστε σωστά» και µια αµφιβολία: «µήπως δεν 

συλλογιζόµαστε σωστά». Η αµφιβολία αυτή πλανιέται σαν φάντασµα πάνω από κάθε 

ισχυρισµό που αντλεί το κύρος του από µια καθαρή θεωρία. Έχουµε κριτήριο 

αλάνθαστο για να αναγνωρίζουµε ότι η σειρά των σκέψεών µας είναι σωστή;  Τέτοιο 

υπέρτατο κριτήριο µάταια θα αναζητήσουµε µέσα στα πλαίσια της ανθρώπινης 

λογικής. Βλέπουµε λοιπόν πως η απόδειξη υπερέχει εκεί όπου ακριβώς υστερεί η 

πειραµατική επαλήθευση και υστερεί πάλι η πρώτη εκεί όπου υπερέχει η δεύτερη. 

Είναι λοιπόν ευνόητο πως ο συνδυασµός και των δύο µαζί θα δώσει στην επιστήµη τα 

µέσα να επιβεβαιώσει το κύρος της. Έτσι ικανοποιούνται και οι δύο απαιτήσεις της 
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ανθρώπινης ιδιοσυγκρασίας για την αποδοχή της αλήθειας.  

     

       Η διδακτική των µαθηµατικών δεν πρέπει ποτέ να παραγνωρίζει το ουσιώδες 

αυτό γεγονός. Η ολοκλήρωση της θεωρητικής γνώσης πρέπει να γίνεται από δύο 

πλευρές. Η µία θα προσφέρει την χαρά του γιατί έτσι συµβαίνουν τα πράγµατα και η 

άλλη την χαρά της επιβεβαίωσης των στοχασµών µας µε την µαρτυρία του 

εξωτερικού κόσµου. Έτσι εξηγείται η παιδαγωγική ανάγκη του παραδείγµατος και 

της εφαρµογής στην εκπαιδευτική διαδικασία. 

 

2.1  Μορφές απόδειξης  

 

     Η απόδειξη από καθαρά λογική άποψη είναι το όργανο της θεωρίας που µπορεί να 

κατοχυρώσει την αλήθεια σε µια µαθηµατική επιστήµη. Για τα µαθηµατικά οι 

σπουδαιότερες µορφές απόδειξης που έγιναν αντικείµενο µελέτης είναι η αναλυτική 

µέθοδος, η συνθετική µέθοδος και η εις άτοπον απαγωγή. Η πρώτη έρευνα των 

βασικών αυτών τρόπων του σκέπτεσθαι είχε γίνει  από τους Αρχαίους Έλληνες και 

µάλιστα από την σχολή του Πλάτωνα, στον οποίο αποδίδεται η ανάπτυξη της 

αναλυτικής µεθόδου. Φυσικά οι τρεις αποδεικτικές µέθοδοι που αναφέραµε δεν είναι 

οι µοναδικοί που χρησιµοποιεί ο νους στην άγρυπνη προσπάθεια του να οργανώσει 

λογικά το περιεχόµενο της συνείδησης του. Αναφέρουµε και άλλες µεθόδους όπως η 

µαθηµατική ή τέλεια επαγωγή αλλά οι τρείς πρώτες είναι τόσο βασικές και έχουν µια 

τέτοια γενικότητα , που θα µπορούσε κανείς να ισχυριστεί, χωρίς καµία δόση 

υπερβολής, πως αποτελούν θεµελιακές µορφές νόησης. Ο νους δουλεύει µε αυτούς 

τους τρόπους κάθε στιγµή πάνω στο υλικό της εµπειρίας, χωρίς εµείς να έχουµε 

συνείδηση της απίστευτα γρήγορης και γόνιµης αυτής δραστηριότητας.   

    Στην αποδεικτική διαδικασία οι διάφορες µορφές των αποδείξεων παρουσιάζουν 

διαφορετικές παιδαγωγικές ιδιότητες και διδακτικές λειτουργίες (G. Hanna & M. De 

Villiers 2008). Ο τρόπος παρουσίασης των αποδείξεων όπως ο λεκτικός ή ο οπτικός 

µπορεί να είναι παράγοντας σηµαντικός στην κατανόησή τους. Για κάθε τύπο 

αποδείξεων εισέρχονται διάφοροι διδακτικοί προβληµατισµοί που πρέπει να 

απασχολούν τον εκπαιδευτικό. Οι σηµαντικότεροι προβληµατισµοί για τους τύπους 

των αποδείξεων είναι: 

α) Ποιο είναι το καταλληλότερο επίπεδο εκπαίδευσης που πρέπει να έχει ένας 
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µαθητής ώστε να διδαχθεί κάποιο συγκεκριµένο είδος απόδειξης. Είναι δυνατό για 

παράδειγµα η µαθηµατική επαγωγή να διδαχτεί στις τάξεις του γυµνασίου ή το µυαλό 

των µαθητών δεν είναι ώριµο να αφοµοιώσει τις έννοιες που την διέπουν; 

β) Σε ποιο στάδιο γνώσης πρέπει οι καθηγητές να κάνουν την µετάβαση από απλά 

παραδείγµατα σε επιµεληµένες µορφές απόδειξης; 

γ) Σε ποιο επίπεδο και σε ποια τάξη µπορεί να γίνει η εισαγωγή της έννοιας του 

αντιπαραδείγµατος ως µέθοδος απόδειξης; 

δ) Ποιοι τύποι αποδείξεων είναι κατάλληλοι και για ποιες µαθηµατικές περιοχές; 

ε) Ποια θέση πρέπει να έχει η γενίκευση ενός µαθηµατικού θέµατος µέσα στην 

διαδικασία µιας απόδειξης;  

στ) Πως θα µπορέσει ο εκπαιδευτικός να χρησιµοποιήσει την απόδειξη για να 

υποστηρίξει την µετάβαση των µαθητών από την επαγωγική στην παραγωγική 

σκέψη; 

ζ) Με ποιο τρόπο θα παρουσιαστεί από τον εκπαιδευτικό µια απόδειξη ώστε να γίνει 

κατανοητή από το σύνολο των µαθητών του. 

 

    Τι είναι πραγµατικά αυτό που κάνει ο στοχασµός στην κίνησή του προς την 

απόδειξη µιας αλήθειας ή ενός ψεύδους; Ποια βήµατα ακολουθεί και ποιες είναι οι 

σταθερές µορφές αυτού του λογικού συνειρµού, που ονοµάζεται απόδειξη; Πως 

υφαίνει το υλικό της εσωτερικής και εξωτερικής εµπειρίας και πως διεγείρει µέσα 

στην συνείδηση την επιστήµη; Τα ζητήµατα αυτά ανήκουν βασικά στην φιλοσοφία 

των µαθηµατικών, η ψυχολογία όµως πρώτη εξετάζει ποιες ψυχικές ενέργειες 

καθορίζουν την ειδική αυτή πορεία της σκέψης. Τέλος η λογική εξετάζει ειδικότερα 

τους κανόνες της ορθής πορείας της σκέψης. 

 

2.2  Η εικασία πριν από την απόδειξη 

 

      Τα µαθηµατικά συνήθως αναπτύσσονται από ένα πρόβληµα ή µια εικασία. Η 

απόδειξη δεν είναι µια µηχανική διαδικασία που επιβάλλει την αλήθεια µέσα από µια 

αδιάσειστη ακολουθία υποθέσεων και συµπερασµάτων, αλλά απόδειξη σηµαίνει 

εξηγήσεις, πιστοποιήσεις, επεξεργασίες που κάνουν την εικασία πιο εύλογη, πιο 

πειστική και µέσω των αντιπαραδειγµάτων πιο αναλυτική και ακριβή. Τα µη τυπικά 

µαθηµατικά δηλαδή εκείνα τα µαθηµατικά που βρίσκονται στη διαδικασία της 



 19

ανάπτυξης και της ανακάλυψης είναι µια επιστήµη που αναπτύσσεται µέσω 

διαδοχικών κριτικών και βελτιώσεων των θεωριών, καθώς και µε την προώθηση νέων 

και ανταγωνιστικών θεωριών, και όχι µε τον παραγωγικό τρόπο των τυποποιηµένων 

µαθηµατικών.  

    Κάθε πρόταση που υποστηρίζεται από µια εµπειρική επαγωγική πληροφορία 

πρέπει να θεωρείται ως εικασία, δηλαδή µια υπόθεση η οποία έχει πιθανότητα να 

είναι αληθής. Παραµένει εικασία µέχρι να βρεθεί µια αυστηρή απόδειξη. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η εικασία του Fermat ότι οι αριθµοί της µορφής  

1
n22 +  

είναι πρώτοι. Ενώ αληθεύει για n = 0, 1, 2, 3, 4, ο  Euler ανακάλυψε, έναν αιώνα 

αργότερα, πως για n = 5 προκύπτει ο αριθµός 4294967297 = 641×6700417 ο οποίος 

είναι σύνθετος. 

 

 
2.3  Η απόδειξη στην µέση εκπαίδευση  
 
 
      Οι µαθηµατικοί έχουν επιφορτιστεί µε ένα σπουδαίο ρόλο, να κάνουν τους 

µαθητές να κατανοήσουν τον σηµαντικό ρόλο που έχει η απόδειξη στα µαθηµατικά. 

Η απόδειξη έχει αποκτήσει στα σχολεία της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης  διδακτική 

υπόσταση γι αυτόν το λόγο έχουν γίνει αρκετές έρευνες για τον ρόλο της απόδειξης 

σε σχέση µε άλλες µορφές εξήγησης των µαθηµατικών θεωρηµάτων όπως η 

απεικόνιση, η αιτιολόγηση και η χρήση δυναµικών γραφικών λογισµικών. Υπάρχει 

µια µεγάλη ποικιλία µορφών αποδείξεων που όλες τους κρύβουν µια κοινή αρχή: « Η 

απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης για να χρησιµοποιήσει τις υποθέσεις της 

πρότασης και να βγάλει τα ζητούµενα συµπεράσµατα, χρησιµοποιεί µαθηµατικά 

επιχειρήµατα που υποστηρίζουν ισχυρούς συλλογισµούς» (Rina Zazkis & Egan J. 

Chernoff 2008) Οι συλλογισµοί αυτοί είναι χρήσιµοι και επεκτείνονται σε ένα ευρύ 

φάσµα καταστάσεων έξω από την µαθηµατική επιστήµη και αποτελούν βάση για τον 

ανθρώπινο συλλογισµό. Σύµφωνα µε τους G. Hanna και M. De Villiers στην µέση 

εκπαίδευση έχει δοθεί ιδιαίτερη έµφαση στην αναπτυξιακή απόδειξη (developmental 

proof), δηλαδή σε εκείνη την απόδειξη που αυξάνεται ανάλογα µε την εµπειρία που 

έχει αποκτήσει κάποιος. Η µελέτη της αναπτυξιακής απόδειξης και η παρουσία της 

στα σχολικά µαθηµατικά έχει τρία χαρακτηριστικά γνωρίσµατα. 
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α) Παρέχει µια µέθοδο σκέψης που εµβαθύνει την µαθηµατική κατανόηση και την 

ευρύτερη φύση του ανθρώπινου συλλογισµού. 

β) Αναπτύσσεται βαθµιαία. 

γ) Μακροπρόθεσµα παρέχει τον «τρόπο σκέψης» στους µαθητές. 

       

       Σηµαντικός ρόλος στην σχολική τάξη είναι προσοχή που πρέπει να έχουν οι 

µαθητές κατά την διάρκεια της διδασκαλίας των αποδείξεων. Αν  κατά  την διάρκεια 

παρουσίασης από τον καθηγητή µιας αποδεικτικής διαδικασίας οι µαθητές δεν δίνουν 

την δέουσα προσοχή η απόδειξη δεν είναι δυνατό να γίνει κατανοητή από τους 

µαθητές. Οι µαθηµατικές αποδείξεις αποτελούνται, φυσικά,  από µια αλυσίδα 

λογικών συµπερασµάτων  που ακολουθούν τους νόµους της λογικής, είναι κάτι 

περισσότερο από µια σειρά σωστών βηµάτων, είναι µια ακολουθία ιδεών και αρχών 

µε στόχο την κατανόηση και την απόδειξη της αλήθειας. Κατά συνέπεια, η πρόκληση 

για τον εκπαιδευτικό είναι να ενθαρρύνει τους µαθητές να χρησιµοποιούν και να 

µελετούν τις µαθηµατικές αποδείξεις όχι για µάθουν την αλήθεια των µαθηµατικών 

προτάσεων αλλά και να για να κατανοήσουν γιατί οι µαθηµατικές αυτές προτάσεις 

είναι αληθείς. Η µάθηση των µαθηµατικών αποδείξεων πρέπει να ξεκινά από τις 

αρχικές τάξεις του σχολείου.  Η επιτυχία αυτής της διαδικασίας εξαρτάται από τον 

εκπαιδευτικό που κατά την διάρκεια µιας απόδειξης µπορεί να εφαρµόσει τους 

διδακτικούς του στόχους και να δίνει την δυνατότητα στους µαθητές του να 

κατανοήσουν τα δύσκολα σηµεία των αποδείξεων µε εκπαιδευτικές παρεµβάσεις 

ώστε να υπερνικηθούν όλες οι δυσκολίες που παρουσιάζονται. Στην µαθηµατική 

απόδειξη εµφανίζονται γνωστικές πτυχές που δείχνουν τον τρόπο που αναπτύσσονται 

τα µαθηµατικά. Οι γνωστικές αυτές πτυχές όταν παρουσιαστούν στους µαθητές µε 

πρωτότυπα παραδείγµατα στις περισσότερες περιπτώσεις κάνουν την απόδειξη 

αποδεκτή. 

 
 
 2.4  Η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη 
 
 
    Η επιχειρηµατολογία και η µαθηµατική απόδειξη έχουν ουσιαστική σχέση µεταξύ 

τους η οποία στοχεύει στην κατανόηση των αποδείξεων εκ µέρους των µαθητών. Οι 

µαθητές από τις µικρές ηλικίες παρουσιάζουν ψηλούς βαθµούς δυνατότητας στον 

συλλογισµό και στην δικαιολόγηση των επιχειρηµάτων τους, χωρίς όµως, να 
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κατανοούν την έννοια της απόδειξης και του παραγωγικού συλλογισµού. Για τον 

λόγο αυτό οι εκπαιδευτικοί πρέπει να βοηθήσουν τους µαθητές  να αναγνωρίσουν την 

αξία της έννοιας της µαθηµατικής απόδειξης. Αρκετοί εκπαιδευτικοί θεωρούν ότι η 

διδασκαλία της µαθηµατικής λογικής θα µπορούσε να βοηθήσει ώστε να γίνει 

κατανοητή η παραγωγική δοµή των µαθηµατικών και να αφοµοιωθούν από τους 

µαθητές οι διάφορες αποδείξεις. Έρευνες όµως έχουν δείξει ότι η µεταφορά των 

νόµων που διέπουν την µαθηµατική λογική και τους νόµους της στην αποδεικτική 

διαδικασία δεν συµβαίνει εύκολα, για τον λόγο αυτό υπάρχει µια διαφορετική άποψη 

που δηλώνει ότι το όφελος από την γνώση της µαθηµατικής λογικής παραµένει 

ασαφές στην αποδεικτική διαδικασία, ως εκ τούτου χρειάζεται περισσότερη έρευνα 

για να υποστηριχθεί η άποψη ότι η λογική αυξάνει την δυνατότητα οι µαθητές να 

καταλάβουν τις µαθηµατικές αποδείξεις (G. Hanna & M. De Villiers 2008). 

 
2.5  Το δυναµικό λογισµικό  και η απόδειξη. 
 
        Τα σύγχρονα λογισµικά που έχουν εµφανιστεί τα τελευταία χρόνια στην 

εκπαίδευση (πχ Geogebra, Capri κτλ) χρησιµεύουν για την παραγωγή διαφόρων 

υποθέσεων για ένα γεωµετρικό θέµα όπου η δυναµική κίνηση του λογισµικού είναι 

δυνατό να τροποποιήσει το γεωµετρικό σχήµα ως τις ακραίες θέσεις του, ώστε να 

εξεταστούν οι οριακές θέσεις του γεωµετρικού θέµατος. Η λειτουργία αυτή του 

λογισµικού ανοίγει νέες διαδροµές στην θεωρητική γνώση σε ένα συγκεκριµένο 

περιβάλλον που είναι σηµαντικό για τους µαθητές(G. Hanna & M. De Villiers 2008). 

Για παράδειγµα η χρήση του λογισµικού µπορεί να εισάγει άπειρα παραδείγµατα που 

να υποστηρίζουν µια υπόθεση ή να δηµιουργήσει αντιπαράδειγµα ή τετριµµένα 

παραδείγµατα. Η τροποποίηση του γεωµετρικού σχήµατος που γίνεται µε την 

βοήθεια του λογισµικού από τις µετρήσεις µε αριθµούς σε  γεωµετρικές έννοιες 

βοηθάει τους µαθητές να προχωρήσουν από ένα εµπειρικό επίπεδο σε ένα άλλο 

επίπεδο θεωρητικό.  Στην πραγµατικότητα ο µετασχηµατισµός ενός γεωµετρικού 

σχήµατος καθιστά προσιτές τις γεωµετρικές έννοιες. Η χρήση των λογισµικών στην 

εκπαίδευση δηµιουργεί αρκετούς προβληµατισµούς που πρέπει να απασχολούν έναν 

εκπαιδευτικό.  

α) Μέχρι ποιο σηµείο πρέπει να γίνεται η χρήση του λογισµικού ώστε να ενθαρρύνει 

τους µαθητές να µεταβούν από τις απλές εικασίες στις επίσηµες πτυχές της 

µαθηµατικής απόδειξης; Ποιες πρέπει να είναι οι συγκεκριµένες ενέργειες που θα 
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πρέπει να εκτελέσουν οι µαθητές ώστε να υποστηρίξουν αυτή την µετάβαση; 

β) Πως θα µπορέσει ο εκπαιδευτικός να διαχειριστεί τις διάφορες πτυχές της 

παρουσίασης µιας απόδειξης σε σχέση µε την εξερεύνηση τους µε την χρήση του 

λογισµικού; 

γ) Ποιες είναι οι σηµαντικότερες διαφορές µεταξύ της παρουσίασης των αποδείξεων 

µέσα από ένα δυναµικό λογισµικό και µέσα από την παρουσίαση στον πίνακα µε την 

χρήση της κιµωλίας; 

δ) Πως θα µπορέσει ο εκπαιδευτικός να παρουσιάσει τις διάφορες µορφές των 

αποδείξεων µέσο του δυναµικού λογισµικού; 

ε) Πως µπορεί ένα δυναµικό λογισµικό να χρησιµοποιηθεί για την µελέτη ενός 

αντιπαραδείγµατος; 

στ) Πως µπορεί ένα δυναµικό λογισµικό να χρησιµοποιηθεί για την µελέτη άλλων 

θεµάτων εκτός των γεωµετρικών όπως η άλγεβρα και οι στοιχειώδεις υπολογισµοί. 

 

    Είναι γνωστό ότι η παραδοσιακή άποψη της απόδειξης έχει αγνοήσει τον ρόλο του 

πειραµατισµού στα µαθηµατικά. Τα τελευταία χρόνια όµως, συντάκτες 

εκπαιδευτικών άρθρων όπως Rina Zazkis & Egan J. Chernoff  υποστηρίζουν ότι 

υπάρχει στενή σχέση µεταξύ της απόδειξης και του πειραµατισµού που πέρα από την 

απλή επαλήθευση. Ο πειραµατισµός στα µαθηµατικά συντελεί στη εξήγηση των 

µαθηµατικών εννοιών, στην ανακάλυψη, στην διανοητική πρόκληση και στην 

συστηµατοποίηση. Έρευνές έχουν δείξει ότι η χρήση των δυναµικών λογισµικών 

είναι αναγκαία για να επιδειχθεί η γνωστική ανάγκη για µια εξήγηση ενός 

µαθηµατικού προβλήµατος. Όµως θα πρέπει να τονίσουµε ότι ο πειραµατισµός δεν 

ανακαλύπτει µαθηµατικά συµπεράσµατα, εδώ χρειάζεται ο παραγωγικός 

συλλογισµός όπου συχνά οδηγεί σε νέα συµπεράσµατα και σε νέες ανακαλύψεις. Στο 

πλαίσιο αυτό η απόδειξη παίρνει ένα συστηµατοποιηµένο ρόλο που συνδέει 

ορισµούς, αξιώµατα και θεωρήµατα σε µια παραγωγική αλυσίδα που παρουσιάζει την 

ισχύ µιας µαθηµατικής σχέσης. Η σχέση µεταξύ της απόδειξης και του 

πειραµατισµού  θέτει µια γενική διδακτική και εκπαιδευτική ερευνητική ερώτηση: 

«Πώς µπορούµε να σχεδιάσουµε τις δραστηριότητες µάθησης στις οποίες  

οι µαθητές µπορούν να δοκιµάσουν και να αναπτύξουν τους, αλληλένδετους ρόλους 

της απόδειξης και του πειραµατισµού;  
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2.6  Ο ρόλος της απόδειξης και του πειραµατισµού. 

 

    Πρόσφατα έχει υπογραµµιστεί η σχέση που υπάρχει ανάµεσα στην απόδειξη και 

στον πειραµατισµό, εκτός βέβαια από την επαλήθευση της ισχύς µιας µαθηµατικής 

πρότασης που έχει ήδη αποδειχθεί. Η χρήση των δυναµικών λογισµικών τα τελευταία 

χρόνια ενισχύει αυτή την σχέση, ο πειραµατισµός στα µαθηµατικά περιλαµβάνει 

σηµαντικές λειτουργίες σχετικές µε την απόδειξη όπως η υπόθεση, η επαλήθευση, η 

διάψευση, η σύγκριση, η κατανόηση και η παρουσίαση όπου είναι εφικτό µιας 

γραφικής παράστασης (G. Hanna – M. De Villiers 2008). Με την βοήθεια του 

πειραµατισµού η απόδειξη παίρνει µια ειδίκευση που συνδέει τους ορισµούς, τα 

αξιώµατα και τα θεωρήµατα σαν µια παραγωγική αλυσίδα στην γνώση των 

µαθηµατικών αντικειµένων. Η σχέση µεταξύ της απόδειξης και του πειραµατισµού 

θέτει µια γενική διδακτική και εκπαιδευτική ερώτηση: « Πως µπορούµε να 

σχεδιάσουµε δραστηριότητες µάθησης στις οποίες οι µαθητές να αναπτύξουν τους 

αλληλένδετους ρόλους µεταξύ απόδειξης και πειραµατισµού;». Τα δεδοµένα 

ερωτήµατα που τίθενται για την αποδεικτική διαδικασία είναι: α) Με ποιο τρόπο οι 

καθηγητές µπορούν να αναπτύξουν αποτελεσµατικές στρατηγικές ώστε να 

βοηθηθούν οι µαθητές να δουν και να εκτιµήσουν την λειτουργία µιας απόδειξης; β) 

Ποια επιχειρήµατα µπορούν οι καθηγητές να χρησιµοποιήσουν µέσα σε µια σχολική 

αίθουσα για να ενθαρρύνουν και να παρακινήσουν τους µαθητές να µελετήσουν 

αποδείξεις; γ) Ποιος τύπος «καθοδήγησης» απαιτείται για να βοηθήσει τους µαθητές 

να παράγουν ανεξάρτητες αποδείξεις µέσα από διαφορετικά πλαίσια; 

 

2.7  Η απόδειξη ως φορέας της µαθηµατικής γνώσης. 

 

     Στο ερώτηµα «Γιατί αποδεικνύουµε τα θεωρήµατα» ο Yehuda Ray (1999) 

υποστηρίζει ότι η απόδειξη  είναι πολύτιµη στο σχολικό πρόγραµµα σπουδών επειδή 

συµβάλλει στις γνωστικές διαδικασίες που απαιτούνται για την επιτυχή επίλυση ενός 

προβλήµατος. Οι αποδείξεις µέσα στην σχολική τάξη πρέπει να εστιάζονται αρχικά 

στο µαθηµατικό ενδιαφέρον που έχουν γιατί αυτό ενσωµατώνει τις µεθόδους, τα 

εργαλεία και τις στρατηγικές έννοιες που είναι φορείς της µαθηµατικής γνώσης. 

Μαθηµατικοί φιλόσοφοι και δάσκαλοι συµφωνούν ότι η απόδειξη καθιερώνει την 

αλήθεια µιας µαθηµατικής σχέσης, ενός µαθηµατικού θεωρήµατος. Η διαδικασία µιας 
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απόδειξης  µπορεί να επιδείξει νέες µεθόδους, εργαλεία, στρατηγικές και έννοιες που 

είναι ευρύτερης δυνατότητας εφαρµογής µέσα τα µαθηµατικά που ανοίγουν τις νέες 

µαθηµατικές κατευθύνσεις.  Με άλλα λόγια οι αποδείξεις είναι φορείς της 

µαθηµατικής γνώσης (G. Hanna & E. Barbeau 2008). 

       

      Η άποψη του Yehuda Ray είναι ότι αν υπήρχε µια µηχανή µαθηµατικών που 

εξετάζοντας διάφορα θεωρήµατα και προτάσεις θα µπορούσε να τις χαρακτηρίσει ως 

αληθή ή ως ψευδή µια τέτοια µηχανή δεν θα ικανοποιούσε την µαθηµατική 

κοινότητα, γιατί η ίδια η διαδικασία της απόδειξης συµβάλλει στην ανάπτυξη των 

µαθηµατικών. Οι αποδείξεις παράγουν νέες µαθηµατικές ιδέες και νέες µεθόδους που 

αποκτούν αξία αρκετά πέρα από την καθιέρωση και την αλήθεια των 

υποδεικνυοµένων προτάσεων. 

      

     Σύµφωνα µε τους G. Hanna – Ed. Barbeau (2004) υπάρχουν δύο είδη απόδειξης. 

Το πρώτο είδος ονοµάζεται «παραγωγική» απόδειξη (derivation proof) που θα 

µπορούσε να χαρακτηριστεί ως φορµαλιστική απόδειξη όπου σε αυτήν γίνεται 

εφαρµογή των κανόνων της λογικής. Η «παραγωγική απόδειξη» αποτελείται από µια 

πεπερασµένη σειρά τύπων, αξιωµάτων ή θεωρηµάτων που προέρχονται από τα 

αξιώµατα. Το δεύτερο είδος απόδειξης είναι η «εννοιολογική» απόδειξη (conceptual 

proof) που περιέχει ένα σηµασιολογικό περιεχόµενο. Αποτελούνται οι αποδείξεις 

αυτές από αυστηρά επιχειρήµατα αποδεκτά από την µαθηµατική κοινότητα και η 

δοµή της αποτελείται από λογικά βήµατα. 

  
      Ο Dawson (2006) αναφέρει την µεγάλη σηµασία που έχει για την µαθηµατική 

γνώση η  εµφανιζόµενη ποικιλία διαφορετικών αποδείξεων ενός θεωρήµατος. Θεωρεί 

ότι υπάρχουν αρκετοί λόγοι που οι µαθηµατικοί επιδιώκουν την διατύπωση νέων 

αποδείξεων για θεωρήµατα που έχουν ήδη αποδειχθεί. Οι λόγοι αυτοί είναι:  

• Η αναγκαιότητα να θεραπευτούν ανεπάρκειες που υπήρχαν στις 

προηγούµενες αποδείξεις.  

• Η αναγκαιότητα να υιοθετηθούν απλούστεροι συλλογισµοί.  

• Η κατάδειξη διαφορετικών µεθοδολογιών.   

• Η αναγκαιότητα αιτιολόγησης για ιστορικούς λόγους.  

• Μια νέα απόδειξη είναι δυνατόν να επεκτείνει κάποιο αποτέλεσµα ή να 
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δηµιουργήσει γενικεύσεις.  

• Μια νέα απόδειξη είναι δυνατόν να ανακαλύψει νέες µαθηµατικές διαδροµές.  

• Η νέα απόδειξη εκφράζει την ανησυχία των µαθηµατικών για την ανακάλυψη 

νέων µεθοδολογιών.  

• Η ύπαρξη πολλαπλών αποδείξεων εξυπηρετεί έναν ανώτερο σκοπό που είναι 

ανάλογος της επιβεβαίωσης των φυσικών επιστηµών. 

     

      Ο ρόλος των αποδείξεων στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση είναι σηµαντικός. Οι 

αποδείξεις στα σχολεία  έχουν την δυνατότητα να µεταβιβάσουν στους µαθητές 

σηµαντικά µαθηµατικά στοιχεία, όπως είναι οι διάφορες στρατηγικές επίλυσης και οι 

µέθοδοι. Οι εκπαιδευτικοί θα πρέπει να στρέψουν την προσοχή των µαθητών  στην 

εκµετάλλευση αυτών των στοιχείων της αποδεικτικής διαδικασίας. Η διδασκαλία των 

αποδείξεων δίνει την δυνατότητα στον εκπαιδευτικό να µεταβιβάσει στους µαθητές 

του σηµαντικά κοµµάτια της µαθηµατικής γνώσης και να δώσει µια ευρύτερη εικόνα 

της φύσης των µαθηµατικών. 

 

2.8  Η περιεκτική προοπτική (comprehensive perspective) της απόδειξης  
 
       Η περιεκτική προοπτική στην µάθηση και τη διδασκαλία των αποδείξεων είναι 

µια διαδικασία που ενσωµατώνει µια ευρεία σειρά παραγόντων όπως οι γνωστικοί 

παράγοντες για τα µαθηµατικά, τα ιστορικά και επιστηµολογικά στοιχεία τους καθώς 

και κοινωνιολογικά και εκπαιδευτικά δεδοµένα. Οι περιεκτική προοπτική στην 

απόδειξη απαιτείται, προκειµένου να γίνουν καλύτερα κατανοητές η φύση και οι 

ρίζες των δυσκολιών των µαθητών µε την απόδειξη έτσι ώστε αποτελεσµατικές 

εκπαιδευτικές επεξεργασίες  να έχουν ως σκοπό, αν εφαρµοστούν, να αλλάξουν τη 

στάση των µαθητών απέναντι στην απόδειξη. Η προοπτική αυτή αυξήθηκε από µια 

δεκαετία ερευνών —εµπειρικών και θεωρητικών —στις αντιλήψεις των µαθητών για 

την έννοια της απόδειξης. Η ενοποίηση όλων των παραπάνω για πρώτη φορά έγινε 

από τους Harel & Sowder, (1998) µε την κατασκευή και µελέτη ενός «σχεδίου 

απόδειξης» 

  

     Το ουσιαστικό µέρος του  περιεχοµένου  της περιεκτικής προοπτικής  στην 

απόδειξη εξετάζει και δίνει απαντήσεις σε αρκετά ερωτήµατα όπως τα παρακάτω. 
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1. Τι είναι απόδειξη και ποιες είναι οι λειτουργίες της;  

2. Πώς οι αποδείξεις κατασκευάζονται, ελέγχονται, και γίνονται αποδεκτές στην 

κοινότητα των µαθηµατικών;  

3. Ποιες είναι οι κρίσιµες φάσεις στην ανάπτυξη της απόδειξης στην ιστορία των 

µαθηµατικών; 

5. Ποιες είναι οι δυσκολίες των µαθητών σε µία απόδειξη;  

6. Ποιοι απολογισµοί υπάρχουν για αυτές τις δυσκολίες;  

7. Γιατί διδάσκεται η απόδειξη ;  

8. Πώς πρέπει να διδάσκεται µια απόδειξη;  

9. Πώς οι αποδείξεις κατασκευάζονται, ελέγχονται, και γίνονται αποδεκτές στην 

τάξη;  

10. Ποιες είναι οι κρίσιµες φάσεις στην ανάπτυξη της απόδειξης για ένα µεµονωµένο 

µαθητή µέσα στην τάξη;                            

11. Ποιο είναι το κατάλληλο περιβάλλον που πρέπει να έχει µια τάξη ώστε να 

συµβάλλει στην ανάπτυξη της έννοιας της απόδειξης µε τους µαθητές;                         

12. Ποια µορφή αλληλεπίδρασης µεταξύ των µαθητών ή µεταξύ των µαθητών και του 

δασκάλου µπορεί να ενθαρρύνει τη σύλληψη µιας απόδειξης από τους µαθητές;       

13. Ποιες µαθηµατικές δραστηριότητες – ενδεχοµένως µε τη χρήση της τεχνολογίας –

µπορούν να ενισχύσουν τους µαθητές ώστε να κατανοήσουν µια απόδειξη;  

 

    Μία βασική έννοια  που φωτογραφίζει την περιεκτική προοπτική στην µάθηση και 

τη διδασκαλία των αποδείξεων  είναι ή έννοια του «σχεδίου απόδειξης» (proof 

scheme )  που χρησιµεύει ως ο κύριος φακός της περιεκτικής προοπτικής στην 

απόδειξη. Μέσω του σχεδίου απόδειξης, αναλύουµε και ερµηνεύουµε τον τρόπο που 

παρουσιάζουν τις αποδείξεις οι µαθητές —στη µεµονωµένη εργασία τους καθώς 

επίσης και στην αλληλεπίδρασή τους µε άλλους µαθητές —και καταλαβαίνουµε την 

ανάπτυξη της απόδειξης µέσα από την ιστορία των µαθηµατικών. 

Για να καθοριστεί ένα «σχέδιο απόδειξης» είναι απαραίτητα να διευκρινίσουµε 

ορισµένες έννοιες: Στην διαδικασία µιας απόδειξης (για παράδειγµα ενός 

θεωρήµατος) τα δεδοµένα µαθηµατικά αντικείµενα είναι η υπόθεση και τα 

συµπεράσµατα που πρέπει να εξαχθούν χαρακτηρίζονται ως ο ισχυρισµός της 

απόδειξης. Ο ισχυρισµός όταν αποδειχθεί η αλήθεια του γίνεται ένα µαθηµατικό 

γεγονός που είναι αποδεκτό για αυτόν που διενεργεί την απόδειξη. Η παρουσίαση της 
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απόδειξης είναι  η διαδικασία που υιοθετείται από ένα άτοµο (ή µια κοινότητα) για να 

αφαιρεθούν οι  αµφιβολίες για την αλήθεια του ισχυρισµού. Η παρουσίαση της 

απόδειξης σκοπό έχει να πείσει για την αλήθεια του µαθηµατικού γεγονότος. 

Εποµένως το «σχέδιο απόδειξης» περιλαµβάνει όλα τα παραπάνω δηλαδή την 

διαδικασία της απόδειξης και τα απαραίτητα εργαλεία που θα πείσουν για την ισχύ 

αυτού που έχει αποδειχθεί. 

     

        Τα σχέδια απόδειξης σύµφωνα µε τους G. Harel – L. Sowder ταξινοµούνται σε 

τρεις κατηγορίες. Α) τα εξωτερικά σχέδια απόδειξης που βασίζονται στις γνώσεις 

του δασκάλου ή του βιβλίου που διδάσκει. Στα εξωτερικά αυτά σχέδια τα 

µαθηµατικά επιχειρήµατα είναι αυστηρά διατυπωµένα και ο καλός χειρισµός των 

συµβόλων είναι απαραίτητος. Β) τα εµπειρικά σχέδια απόδειξης που βασίζονται 

στις αντιλήψεις των µαθητών, σε παραδείγµατα και µετρήσεις µεγεθών και γ) στα 

παραγωγικά σχέδια απόδειξης που βασίζονται στην λειτουργική σκέψη και στην 

µαθηµατική λογική. 
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3. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 

3.1  Γενικά  

       Σε ένα µαθηµατικό σύστηµα, όταν λέµε ότι θα αποδείξουµε την αλήθεια µιας 

πρότασης p εννοούµε ότι θα κατασκευάσουµε µια πεπερασµένη διαδοχή προτάσεων 

της θεωρίας του συστήµατος µε τελευταία την πρόταση p, έτσι ώστε κάθε πρόταση 

της διαδοχής ή να είναι µια αληθής πρόταση της θεωρίας ή να προέρχεται από µια ή 

περισσότερες προηγούµενες στην διαδοχή προτάσεων µε εφαρµογή των νόµων της 

λογικής. Εποµένως για να αποδείξουµε µια πρόταση σε µια µαθηµατική θεωρία 

πρέπει να χρησιµοποιήσουµε άλλες αληθείς προτάσεις της θεωρίας. 

 

      Οι προτάσεις οι  οποίες σε ένα µαθηµατικό σύστηµα γίνονται δεκτές ως αληθείς 

χωρίς απόδειξη, ονοµάζονται αξιώµατα της θεωρίας του συστήµατος. Κάθε πρόταση 

του συστήµατος, της οποίας η αλήθεια µπορεί να αποδειχτεί, ονοµάζεται θεώρηµα 

της θεωρίας του συστήµατος. Μερικά θεωρήµατα έχουν επικρατήσει µε ιδιαίτερα 

ονόµατα όπως «λήµµα» και «πόρισµα». Λήµµα ονοµάζουµε ένα προκαταρτικό 

θεώρηµα που χρησιµεύει για την απόδειξη ενός άλλου σπουδαιότερου θεωρήµατος, 

ενώ πόρισµα ονοµάζουµε ένα θεώρηµα του οποίου η απόδειξη προκύπτει άµεσα από 

ένα ή περισσότερα θεωρήµατα που ήδη έχουν αποδειχθεί. 

Εποµένως  όταν λέµε µαθηµατικό σύστηµα εννοούµε ένα σύνολο µαθηµατικών 

θεωριών. Μια δε µαθηµατική θεωρία αποτελείται από  

• Τις πρωταρχικές έννοιες ( έννοιες που δεν ορίζονται) 

• Τους οριζόµενους όρους ( έννοιες που ορίζονται) 

• Τα αξιώµατα ( προτάσεις που τις δεχόµαστε ως αληθείς) 

• Τα θεωρήµατα ( προτάσεις που αποδεικνύουµε ότι είναι αληθείς) 

 

Με βάση τα παραπάνω έχουµε τον παρακάτω ορισµό της έννοιας της απόδειξης: 

 

Απόδειξη µιας πρότασης p µέσα σε ένα µαθηµατικό σύστηµα είναι η διαδικασία 

παραγωγής της ισχύος της p µε την βοήθεια των αξιωµάτων του συστήµατος ή 

µε την βοήθεια πεπερασµένου πλήθους προτάσεων του, των οποίων η ισχύς είτε 

είναι δεδοµένη είτε προκύπτει από άλλες γνωστές προτάσεις του συστήµατος. 
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Στην πράξη η απόδειξη µιας πρότασης δεν γίνεται πάντοτε µε την παραπάνω διαδοχή 

των αξιωµάτων και των προτάσεων του µαθηµατικού συστήµατος. Η µαθηµατική 

λογική µας παρέχει κανόνες, βάσει των οποίων η εν λόγω διαδοχή είναι δυνατόν να 

αντικατασταθεί µε άλλη διαδοχή προτάσεων της θεωρίας η οποία είναι πιθανό να 

αποδεικνύει την πρόταση ευκολότερα. 

 

Σε κάθε απόδειξη διακρίνουµε: 

• Την υπόθεση, που είναι τα δεδοµένα µιας πρότασης που πρόκειται να 

αποδειχτεί ή τα δεδοµένα ενός προβλήµατος, δηλαδή είναι προτάσεις των 

οποίων η ισχύς είναι δεδοµένη. 

• Το συµπέρασµα, που είναι τα ζητούµενα της πρότασης που είναι να 

αποδειχθεί ή τα ζητούµενα ενός προβλήµατος, για τα οποία θέλουµε να 

δείξουµε την ισχύ τους. 

• Τα αποδεικτικά στοιχεία, που είναι οι αρχικές έννοιες, οι ορισµοί, τα 

αξιώµατα και άλλες προτάσεις του µαθηµατικού συστήµατος, των οποίων 

γνωρίζουµε την ισχύ τους. 

• Τους αποδεικτικούς κανόνες, που είναι οι νόµοι ή οι αρχές που ισχύουν 

µέσα στο σύστηµα και µας εξασφαλίζουν τη σωστή πορεία από την αφετηρία 

µέχρι το τέλος της διαδικασίας. 

 

       Όταν λοιπόν λέµε ότι θα αποδείξουµε την ισχύ µιας πρότασης p µέσα σε ένα 

µαθηµατικό σύστηµα, γνωρίζοντας τις προτάσεις p1, p2, …, pν που ισχύουν στο 

σύστηµα, εννοούµε ότι: 

• Έχουµε δεδοµένη την ισχύ των προτάσεων p1, p2, …, pν στο µαθηµατικό 

σύστηµα (υπόθεση)  

• Θέλουµε να δείξουµε την ισχύ της πρότασης p στο µαθηµατικό σύστηµα  

(συµπέρασµα) 

• Χρησιµοποιούµε  τις προτάσεις p1, p2, …, pν καθώς και οποιαδήποτε άλλη 

πρόταση του συστήµατος η οποία πιθανόν να χρειαστεί και της οποίας η ισχύς 

στο σύστηµα είναι γνωστή. Έτσι δηµιουργούµε µια διαδοχή προτάσεων:      

p1⇒ p2 ⇒ …⇒ pν ⇒ p 

 που δηλώνουν την ισχύ της πρότασης p, δηλαδή την απόδειξη του 

συµπεράσµατος. 
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3.2  Κατηγορίες αποδείξεων 

 

       Οι κύριοι τύποι συλλογισµών και άρα της απόδειξης µπορούν να 

κατηγοριοποιηθούν σε τρείς κατηγορίες: Την διαισθητική (ενορατική) απόδειξη, την 

επαγωγική απόδειξη και την παραγωγική απόδειξη. (Baroody, A. 1993). 

        

      Με τον όρο διαισθητική (ενορατική) απόδειξη, νοείται η ξαφνική σύλληψη της 

αλήθειας, σαν έµπνευση, χωρίς την παρέµβαση της λογικής, χωρίς δηλαδή, τη λογική 

απόδειξή της. Για παράδειγµα, µπορεί να µην έχουµε όλες τις αναγκαίες πληροφορίες 

για να πάρουµε µια απόφαση, για να καταλήξουµε σε ένα συµπέρασµα, οπότε 

βασιζόµαστε σε κάτι που φαίνεται προφανές ή στηριζόµαστε στις αισθήσεις µας.  

      

       ∆ιαίσθηση είναι η ικανότητα  ενός ατόµου, µέσω της οποίας τα µαθηµατικά 

αντικείµενα που εξετάζει γίνονται άµεσα  γνωστά. Αυτά τα αντικείµενα µπορεί να τα 

κατανοήσει και να τα συγκρίνει µε άλλα αντικείµενα και να οδηγηθεί  στην έµµεση 

εννοιολογική γνώση. ( Fischbein E. 1999). Το διαισθητικό είδος γνώσης είναι µια 

έννοια µε την οποία έχουν ενδιαφερθεί κυρίως φιλόσοφοι µαθηµατικοί. Στις εργασίες  

των Descartes (1967) και Spinoza (1967) η διαίσθηση παρουσιάζεται ως γνήσια πηγή 

αληθινής γνώσης. Από την άλλη µεριά υπάρχουν φιλόσοφοι που επικρίνουν την 

διαίσθηση και τον αντίκτυπό της στον επιστηµονικό συλλογισµό, θεωρούν ότι η 

διαίσθηση µπορεί να είναι παραπλανητική και εποµένως, πρέπει να αποφεύγεται στον 

επιστηµονικό συλλογισµό. Hans Hahn (1956) και Bunge (1962). Οι ψυχολόγοι 

παρουσιάζουν λίγο ενδιαφέρον για την  διαισθητική γνώση  και την θεωρητική της 

υπόσταση. Εκτός από τα βιβλία των Westcott (1968), Fischbein (1975, 1987) και 

Bastick (1982), δεν υπάρχει καµία συστηµατική µελέτη στην περιοχή της διαίσθησης.   

         Το ενδιαφέρον για τη διαισθητική γνώση (αν και µερικές φορές όχι µε το  ίδιο 

όνοµα) εµφανίζεται κυρίως στην εργασία µελετητών όπως οι  DiSessa, και Gelman 

(1988) που εξετάζουν την επιστηµονική και µαθηµατική ανάπτυξη των µαθητών Αυτό 

είναι µόνο ένα πολύ µικρό δείγµα των εργασιών  που γίνονται όσον αφορά τις 

πρακτικές και αναπτυξιακές πτυχές της διαίσθησης που εµπνέονται κυρίως από 

εκπαιδευτικές ανάγκες.  Τελευταία το επιστηµονικό ενδιαφέρον για την διαίσθηση 

έχει αυξηθεί λόγω δύο κυρίως γεγονότων. Το πρώτο είναι η αυξανόµενη προσπάθεια 

των µαθηµατικών να «καθαρίσουν» την γνώση µας από τις υποκειµενικές ερµηνείες 
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και πεποιθήσεις που οδηγούν σε αντιφάσεις πάνω σε επιστηµονικά θέµατα. Μια 

δεύτερη πηγή του ανανεωµένου ενδιαφέροντος για τη διαισθητική γνώση προέρχεται  

από τη διδακτική των µαθηµατικών. Όταν ο καθηγητής διδάσκει µια µαθηµατική 

έννοια συνήθως αναφέρει τις δικές του γνώσεις για το θέµα αυτό. Συγχρόνως 

θεωρεί ότι οι µαθητές είναι έτοιµοι να αποµνηµονεύσουν την γνώση αυτή. Στην 

πραγµατικότητα όµως συµβαίνουν άλλα γεγονότα, οι µαθητές δεν αποµνηµονεύουν 

πραγµατικά την αντίστοιχη γνώση αλλά γίνεται µια διαισθητική κατανόηση του 

φαινοµένου που συνήθως είναι διαφορετική από την επιστηµονική του ερµηνεία. 

Αυτή η αντίσταση στην γνώση του µαθητή  µπορεί να είναι σιωπηρή ή ανοικτή,  

υπονοούµενη ή ρητή, αλλά υπάρχει.  Για παράδειγµα η ιδέα ότι ένα τετράγωνο είναι 

παραλληλόγραµµο είναι  διαισθητικά παράξενη για πολλούς µαθητές. Η ιδέα ότι µε 

τον πολλαπλασιασµό δύο αριθµών, µπορεί να επιτύχει ένα αποτέλεσµα που είναι  

µικρότερο  από τον έναν ή και οι δύο από  τους πολλαπλασιασµένους αριθµούς, είναι 

επίσης δύσκολο να το δεχτεί ένας µαθητής.  Ο καθηγητής ανακαλύπτει ότι η γνώση 

που είναι υποτιθέµενος να διαβιβάσει  στο µαθητή  συγκρούεται, πολύ συχνά, µε τις 

πεποιθήσεις και τις ερµηνείες του που είναι φυσικά πολύ ανθεκτικές και 

συγκρουόµενες µε τις επιστηµονικά καθιερωµένες  έννοιες. Αλλά  µια πληρέστερη 

περιγραφή των διαισθητικών γνώσεων είναι απαραίτητη προκειµένου  να γίνει 

κατανοητός ο ρόλος τους σε µια διαδικασία συλλογισµού. Οι διαισθητικές γνώσεις 

έχουν τα παρακάτω κύρια χαρακτηριστικά. 

       

    Η άµεσα αυτονόητη διαισθητική γνώση (Direct, self-evident cognition) που 

σηµαίνει ότι ένας µαθητής κάνει αποδεκτές τις γνώσεις χωρίς να αισθάνεται την 

ανάγκη για περαιτέρω έλεγχο και απόδειξή. Για παράδειγµα η πρόταση ότι η πιο 

σύντοµη απόσταση µεταξύ δύο σηµείων του επιπέδου είναι µια ευθεία γραµµή είναι 

µια άµεσα αυτονόητη διαισθητική γνώση.  Η εγγενής βεβαιότητα (Intrinsic certainty). 

Αυτή είναι µια διαισθητική γνώση συνδέεται συνήθως µε  ένα συναίσθηµα 

βεβαιότητας. Θεωρείται η γνώση που προκύπτει από ένα ορισµό και δεν απαιτείται 

καµία υποστήριξη για να γίνει από τους µαθητές άµεσα αποδεκτή. Αναγκαστική 

διαίσθηση. Είναι µια διαισθητική γνώση που επιδράει στις στρατηγικές 

συλλογισµού του µαθητή και απορρίπτει οτιδήποτε έρχεται σε αντίθεση µε τις 

διαισθήσεις του. Για παράδειγµα οι περισσότεροι µαθητές διαισθάνονται ότι το 

γινόµενο δύο αριθµών θα πρέπει να είναι υποχρεωτικά µεγαλύτερο από καθένα από 
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τους όρους του γινοµένου. 

       Οι διαισθήσεις που αναπτύσσει ένας µαθητής κατά την προσπάθεια απόδειξης 

µιας µαθηµατικής σχέσης είναι άλλοτε σωστές και άλλοτε λανθασµένες. Αυτό 

εξαρτάται από την προσωπική του εµπειρία και από την δυσκολία των εννοιών που 

επεξεργάζεται. Τέλος οι διαισθήσεις που αναπτύσσει ένας µαθητής επί ανθεκτικές 

σε κάθε εννοιολογική αλλαγή. Ο κύριος λόγος είναι ότι οι διαισθήσεις  συσχετίζονται 

µε τα καλά δοµηµένα συστήµατα της γνωστικό-συµπεριφοριστικής, προσαρµοστικής 

δραστηριότητάς  µας. Γι’ αυτό το λόγο µια διαίσθηση δεν µπορεί να αλλάξει ως 

αποµονωµένη  διανοητική συσκευή.  Οι διαισθήσεις αλλάζουν µαζί µε το ολόκληρο 

προσαρµοστικό σύστηµα  στο οποίο ανήκουν.  

 

       Με τον όρο επαγωγική απόδειξη , ορίζεται η απόδειξη, όταν κάνει χρήση µιας 

κανονικότητας. Κατά την επαγωγική απόδειξη, βρίσκουµε µια κοινή ιδιότητα µεταξύ 

πολλών διαφορετικών παραδειγµάτων, περιπτώσεων ή µοτίβων που 

επαναλαµβάνονται, και αυτή η ιδιότητα αποτελεί µια βάση για γενίκευση και 

εξαγωγή συµπερασµάτων. Ο όρος επαγωγική απόδειξη, δεν ταυτίζεται µε την τέλεια 

ή µαθηµατική επαγωγή. 

 

    Τέλος η παραγωγική απόδειξη, που συνήθως φαίνεται να φοβίζει στην 

πραγµατικότητα είναι απλά η διαδικασία της εξαγωγής συµπεράσµατος, που 

αναγκαστικά ακολουθεί προηγούµενες γνώσεις και στηρίζεται σε αυτές. 

 

    Και οι τρεις προηγούµενοι τύποι αποδείξεων, διαισθητική, επαγωγική και 

παραγωγική παίζουν σπουδαίο ρόλο στην ανάπτυξη και εφαρµογή των µαθηµατικών. 

Η µαθηµατική έρευνα συχνά ξεκινά µε ένα συµπέρασµα βασισµένο στην διαίσθηση, 

ή σε µια εικασία, σε µια πρόγνωση.(Hanna G. 1996). Πολλές φορές, πάλι, χρειάζεται 

να εξετάσει συγκεκριµένες περιπτώσεις προκειµένου να γίνει γενίκευση. Η 

παραγωγική απόδειξη στην συνέχεια είναι το µέσο για να ελεγχθούν οι εικασίες που 

έχουν προηγηθεί. Μια επιτυχηµένη, εποµένως, διδασκαλία δεν µπορεί παρά να 

περιέχει και τους τρεις τύπους αποδείξεων. Έτσι αν δεχτούµε πως ο κύριος σκοπός 

της διδασκαλίας των µαθηµατικών θα πρέπει να εδραιώνει στους µαθητές την 

πεποίθηση, ότι τα µαθηµατικά έχουν λογική και να καλλιεργεί την ικανότητά τους να 

βγάζουν συµπεράσµατα, τότε η ανάπτυξη της επιτηδειότητας του συλλογίζεσθε, είναι 
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αναγκαία για να προχωρήσουν οι µαθητές παραπέρα στο επίπεδο της 

αποµνηµόνευσης, της απλής παρατήρησης και των κανόνων των διαδικασιών µιας 

απόδειξης. 

 

        Μια πρώτη ενορατική προσέγγιση της αλήθειας, είναι απαραίτητη, γιατί είναι 

πιο κοντά στην εµπειρία και την πραγµατικότητα. Με αυτό τον τρόπο οι µαθητές, 

εξοικειώνονται µε την αλήθεια, πριν ακόµη αυτή αποδειχθεί, µε συνέπεια η 

ορθολογική απόδειξη, όχι µόνο να βρει καλύτερη αποδοχή, αλλά και σε πολλές 

περιπτώσεις να γίνει από τους ίδιους τους µαθητές, Τότε, η αλήθεια γίνεται πιο 

γόνιµη, αφού, γίνεται κατανοητή πριν την απόδειξή της. Το σχήµα, η εποπτική 

εργασία, η αναλογική σκέψη, η εικόνα, η µοντελοποίηση, η εύρεση ενός pattern, τα 

γραφικά του υπολογιστή, καλλιεργούν στους µαθητές, την ενόραση, απαραίτητη 

πρώτη φάση των επιχειρηµάτων. Η διαισθητική απόδειξη, βασίζεται στην εντύπωση 

ή σε παραδοχές. Υπάρχει όµως µεγάλος κίνδυνος η εντύπωση να παρερµηνευτεί και 

µια παραδοχή να είναι εσφαλµένη. Έτσι, η διαίσθηση µπορεί να είναι εξ ίσου σωστή 

ή λάθος.  Η επαγωγική απόδειξη, όπως και η διαισθητική δεν είναι ικανή να αποδείξει 

την αλήθεια µιας πρότασης ή όχι. Μια επαγωγική διαδικασία, εξετάζει µερικές 

περιπτώσεις ή παραδείγµατα, οπότε µπορεί να αποδείξει την αλήθεια για αυτές µόνο 

τις ειδικές περιπτώσεις. Η επαγωγική απόδειξη δεν µπορεί να αποδείξει ότι µια 

πρόταση ισχύει για όλες τις περιπτώσεις. 

 

    Οι παραγωγικές αποδείξεις, µπορούν να ξεκαθαρίσουν κατά πόσο µια εντύπωση ή 

µια εικασία είναι λογικά αποδεκτές και κατά πόσο αυτές ισχύουν. Παρόλο που η 

παραγωγική απόδειξη άρα και οι παραγωγικοί συλλογισµοί είναι µια πολύ ισχυρή 

διαδικασία προκειµένου να αποφανθεί κανείς ότι µια διαίσθηση ή µια επαγωγή ισχύει 

γενικά, έχει και αυτή όρια και µπορεί να γίνει κατάχρηση επίσης. Μια παραγωγική 

απόδειξη για να εγγυηθεί ένα σωστό αποτέλεσµα, χρειάζονται δύο προϋποθέσεις. Η 

πρώτη: Η (αρχική) υπόθεση να είναι σωστή , δηλαδή οι υποθέσεις που διέπουν το 

µαθηµατικό αντικείµενο (πρόταση, θεώρηµα, πρόβληµα) που εξετάζετε είναι πλήρεις 

και αληθείς και η δεύτερη: οι συλλογισµοί που περιέχονται στην αποδεικτική 

διαδικασία είναι λογικοί. Αν µια από αυτές τις δύο προϋποθέσεις δεν ισχύουν, τότε η 

παραγωγική απόδειξη µπορεί να καταλήξει σε εσφαλµένο συµπέρασµα. Για 

παράδειγµα το θεώρηµα: «Ο συντοµότερος δρόµος µεταξύ δύο σηµείων είναι το 
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ευθύγραµµο τµήµα που τα συνδέει». Ας εξετάσουµε αν το θεώρηµα αυτό µπορεί να 

εφαρµοστεί σε όλες τις περιπτώσεις. Οι περισσότεροι πιστεύουν πως µπορεί. Αν 

εφαρµόσουµε όµως το θεώρηµα στην επιφάνεια µιας σφαίρας και όχι στο επίπεδο, θα 

διαπιστώσουµε ότι κάτι τέτοιο δεν ισχύει, φαίνεται λοιπόν ότι έχει µεγάλη σηµασία 

να ξέρει κανείς σε ποιο χώρο βρίσκεται και να ελέγχει αν ισχύον κάθε φορά όλες οι 

προϋποθέσεις. Στην περίπτωση αυτή φαίνεται πως η έλλειψη αντιπαραδειγµάτων, 

ώστε µε την βοήθειά τους να µπορεί κανείς να ελέγχει τις υποθέσεις µπορούν να 

εδραιώσουν πεποιθήσεις που δύσκολα µπορούν να ανατραπούν.  

 

3.3  Συµπεράσµατα. 

 

     Είναι γενικά αποδεκτό, ότι η εποπτεία και η εµπειρία βοηθούν την διαίσθηση, την 

εµπλουτίζουν, θέτουν ερωτήµατα, δηµιουργούν αµφιβολίες. Η εξαγωγή µιας 

µαθηµατικής έννοιας από µια συγκεκριµένη κατάσταση – πρόβληµα, υπαρκτό, µια 

γενίκευση µετά από την εξέταση περιπτώσεων, που µπορεί να παρατηρηθούν στην 

συνέχεια, οι διαισθητικές αιτιολογήσεις, όλα αυτά, αποτελούν τρόπους σκέψης. 

Χωρίς την εξοικείωση του µαθητή  µε αυτές τις άτυπες διεργασίες σκέψης, δεν 

µπορεί να καταλάβει ποτέ τον αληθινό ρόλο της απόδειξης, που δεν είναι άλλος από 

το να επικυρώνει και να νοµιµοποιεί τις κατακτήσεις της διαίσθησης. (Schoefeld, A. 

1999). Η αποκλειστική παρουσία διαισθητικών – εποπτικών και επαγωγικών 

αποδείξεων, εκτός των άλλων διαµορφώνει και για πολλούς παγιώνει την αντίληψη 

των µαθητών για την ίδια την επιστήµη των µαθηµατικών, γιατί η ανάγκη 

υποστήριξης και δικαιολόγησης µε επιχειρήµατα και αντιπαραδείγµατα είναι δυνατόν 

να γίνει µέσω της παραγωγικής απόδειξης. Επιπλέον, µια παραγωγική µαθηµατική 

απόδειξη, θέτει δηµόσια και µε διαφάνεια τα επιχειρήµατα προκειµένου να στηρίξει 

την αλήθεια, οπότε, κάθε πληροφορία και όλοι οι κανόνες είναι ανοικτοί σε κριτική. 

(Hanna, G.1996). 

 

     H αντικατάσταση της απόδειξης από την διαδικασία της εποπτικής δικαιολόγησης, 

δηλαδή της διατύπωσης επιχειρηµάτων και συλλογισµών µετατοπίζει τον χαρακτήρα 

των µαθηµατικών από την τέχνη του συλλογίζεσθε σε ένα αντικείµενο, που δέχεται 

παθητικά την αλήθεια. Αποσπασµατικές αποδείξεις (όπως παρατίθενται σε πολλά 

σχολικά βιβλία ιδιαίτερα σε γυµνασιακές τάξεις) δηµιουργούν µαθητές που 
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αρκούνται από τις εκφράσεις «µου φαίνεται ότι ισχύει», «ας κάνω µερικές δοκιµές 

και µου αρκούν». Εποµένως απαραίτητα είναι τα επιχειρήµατα γιατί είναι εκείνα που 

πείθουν για την ισχύ µιας µαθηµατικής πρότασης. Με επιχειρήµατα µπορεί κανείς να 

γενικεύσει, αλλά και να πείσει πως αυτό που ανακάλυψε δεν ισχύει µόνο για την 

συγκεκριµένη περίπτωση, αλλά ισχύει γενικά. Οι µετρήσεις και οι δοκιµές µπορεί να 

δηµιουργήσουν αυταπάτες ή αµφιβολίες. 

 

       ∆ιαδικασίες, όπως η αναγωγή του προβλήµατος σε απλούστερες περιπτώσεις 

είναι εξαιρετικά χρήσιµες και παραγωγικές. Η διδακτική διαδικασία τέτοιων 

αναγωγών είναι δεδοµένη, ωστόσο πρέπει να έχουµε υπόψη µας και να είµαστε 

προετοιµασµένοι για το απροσδόκητο, γιατί ακόµα και να µπορούσαµε να βρούµε 

υψηλής ποιότητας τέτοιες ευρετικές, δηλαδή ασφαλείς µεθόδους για να οδηγήσουν 

στον χειρισµό µαθηµατικών προβληµάτων, κάποιες φορές ένας τύπος, ένας κανόνας 

που δουλεύει για πάρα πολλές περιπτώσεις, για την εκατοµµυριοστή όµως δεν ισχύει. 

(Schoenfeld, A. 1992) 

 

     Η αποσπασµατική παρουσία των παραγωγικών αποδείξεων στερεί από την 

διδασκαλία των µαθηµατικών τον βασικότερο από τους κύριους σκοπούς της. Είναι 

γνωστό ότι, όπως τα µαθηµατικά τα ίδια, έτσι και η µάθησή τους είναι µια κοινωνική 

δραστηριότητα (Schoenfeld, A. 1992). Μια διδασκαλία που δίνει έµφαση στην 

παραγωγή και διατύπωση των επιχειρηµάτων, στην πραγµατικότητα διδάσκει τους 

µαθητές να επικοινωνούν µεταξύ τους στην σχολική τάξη, να κριτικάρουν τις 

απόψεις τους, αλλά και τις απόψεις του δασκάλου τους καθώς και τις στρατηγικές 

που ακολουθούν. Επίσης, µια τέτοια διδασκαλία ενθαρρύνει τους µαθητές να 

αναπτύξουν την αυτοπεποίθησή τους και να αποκτήσουν σχέσεις συνεργασίας και όχι 

ανταγωνισµού. (Barrody, A. 1993) 

 

        Tα τελευταία χρόνια, η ανάπτυξη των νέων τεχνολογιών και η εισδοχή όλο και 

περισσότερο των υπολογιστών στην ζωή µας, δεν θα µπορούσε να αφήσει άθικτη την 

µαθηµατική απόδειξη. Πολλοί πιστεύουν, ότι η διείσδυση του υπολογιστή στα 

µαθηµατικά πρέπει να επηρεάσει την διδασκαλία τους στο επίπεδο της σχολικής 

αίθουσας, µε το να εξασθενίσει την σηµασία της παραδοσιακής µαθηµατικής 

απόδειξης, προς όφελος πιο εµπειρικών δοκιµαστικών τρόπων. (De Villiers, M. 
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1998). Σύµφωνα µε αυτή την αντίληψη, η εγκυρότητα κάποιων µαθηµατικών 

προτάσεων, µπορεί να εξασφαλιστεί και η «πειραµατική» διαδικασία µιας 

υπολογιστικής απόδειξης. Ερωτήµατα που τίθενται και από την σκοπιά της 

φιλοσοφίας των µαθηµατικών, τα οποία αναγκαστικά επαναπροσδιορίζουν την έννοια 

της απόδειξης, αλλά και κατ’ επέκταση των ίδιων των µαθηµατικών και που 

αποσιωπώνται στα σχολικά εγχειρίδια. Αποσιωπάται δηλαδή, η πολυπλοκότητα της 

απόδειξης.(Van Bendegem, J. P. 2003) 

 

      O υπολογιστής, όπως όλα τα διδακτικά µέσα, ούτε µπορεί ούτε πρέπει να 

θεωρηθεί πανάκεια, που θα λύσει όλα τα προβλήµατα της εκπαίδευσης των 

µαθηµατικών. Ούτε µπορεί, ούτε πρέπει βέβαια, να υποκαταστήσει τα επιχειρήµατα 

από την διδασκαλία. (Λάππας, ∆. 1999). Και για να επικαλεστούµε ακόµα µια φορά 

την G. Hanna, «το να διδάσκεις τους µαθητές να αναγνωρίζουν και να παράγουν 

σωστά µαθηµατικά επιχειρήµατα, είναι σίγουρα, µια πρόκληση». Όλοι ξέρουµε πολύ 

καλά ότι πολλοί µαθητές έχουν δυσκολίες να παρακολουθήσουν κάθε είδους λογικά 

επιχειρήµατα και πολύ περισσότερο µια µαθηµατική απόδειξη. Για τους µαθητές 

«απόδειξη» σηµαίνει µια σειρά από διαφορετικά πράγµατα και είναι πολύ πιθανόν να 

διαφέρει από την αντίληψη ενός δασκάλου των µαθηµατικών, αλλά και από δάσκαλο 

σε δάσκαλο. Λέξεις και σηµασίες, όπως δείξε, απόδειξε, εφάρµοσε, επαλήθευσε, 

δικαιολόγησε το συµπέρασµα, έχουν διαφορετικό νόηµα η δεν λένε τίποτα για τους 

µαθητές, οι οποίοι µάλιστα, συχνά θέτουν το ερώτηµα «Γιατί είναι αναγκαίο  να 

αποδειχθεί κάτι που είναι γνωστό ότι είναι αληθές»(Τall, D. 1989). ∆εν µπορούµε 

όµως να αποφύγουµε αυτή την πρόκληση. Χρειαζόµαστε να βρούµε δρόµους, µέσω 

της έρευνας και τις διδακτικής εµπειρίας, να βοηθήσουµε τους µαθητές να 

αποκτήσουν τις ικανότητες που απαιτούνται για να κατακτήσουν την απόδειξη. Η 

αποτυχία µας σε ατό το στόχο θα µας στερήσει ένα πολύτιµο διδακτικό εργαλείο και 

θα αποκλείσει τους µαθητές µας από ένα κρίσιµο στοιχείο της µαθηµατικής γνώσεις. 

Αυτό που θα πρέπει τα µαθηµατικά να κάνουν, είναι να δίνουν στους µαθητές 

πλούσιες σε έννοιες καταστάσεις και να τους ενθαρρύνουν να κάνουν συλλογισµούς 

και να διατυπώνουν επιχειρήµατα. 

 

      Τέλος σε καµιά περίπτωση όµως δεν πρέπει να διδάσκονται οι µαθητές µια σειρά 

µόνο από παραγωγικές αποδείξεις θεωρηµάτων, ούτε πιστεύουµε ότι είναι πρέπει να 



 37

προστεθούν ακόµα µερικές αποδείξεις στα σχολικά βιβλία. Αντίθετα θα πρέπει οι 

µαθητές να διδάσκονται εκτός από τις αποδείξεις, παράδοξα, αντιπαραδείγµατα, 

διαφόρων ειδών αποδείξεις.  Υπάρχουν, άλλωστε αρκετά επίπεδα αυστηρότητας στα 

µαθηµατικά, οι µαθητές θα πρέπει σταδιακά να µαθαίνουν να αναζητούν, να 

σκέφτονται και να δικαιολογούν, να ασκούν κριτική σε όσα µαθαίνουν. (Τουµάσης, 

Μ. 1999)  
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4.  Η ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 

 

4.1  ΟΙ ΑΠΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ 

 

        Η λογική ασχολείται µε την µελέτη διαδικασιών και νόµων, µε τους οποίους 

µπορούµε να οδηγηθούµε µε ορθό τρόπο από υποθέσεις σε συµπεράσµατα. 

Θεµελιωτής της λογικής θεωρείται ο Αριστοτέλης, αλλά από διάφορες πηγές 

προκύπτει ότι µε την λογική ασχολήθηκαν και φιλόσοφοι πριν από αυτόν. Φυσικά, οι 

άνθρωποι επιχειρηµατολογούσαν για αιώνες πριν, χωρίς να µπουν στον κόπο να 

διατυπώσουν κανόνες για το πώς ακριβώς έπρεπε να το κάνουν. Κάτι τέτοιο 

συµβαίνει µε πολλές ανθρώπινες δραστηριότητες: συνήθως εκτελούµε κάποια 

σωµατική ή πνευµατική εργασία χωρίς να θεωρούµε απαραίτητο πριν να 

διατυπώσουµε κανόνες για το πώς ακριβώς πρέπει να εκτελείται. Άραγε που 

βρίσκονται οι απαρχές της λογικής, δηλαδή σε ποιες ανθρώπινες δραστηριότητες 

υπήρχε έντονη και διαρκής χρήση επιχειρηµάτων, ώστε να αναδειχθεί η ανάγκη για 

βέβαιη γνώση και η ανάγκη για την συστηµατική µελέτη; Τα πεδία µε αυτό το 

χαρακτηριστικό ήταν τρία, δηλαδή τα µαθηµατικά, η φιλοσοφία και η καθηµερινή 

επιχειρηµατολογία, ειδικότερα στο πολιτικό και στο δικαστικό στίβο. Ό όρος 

«λογική» χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά µε την έννοια που έχει σήµερα τον 3ο 

αιώνα µ. Χ. από τον Αλέξανδρο τον Αφροδισιέα. Στους διαλόγους του, όµως, ο 

Πλάτωνας διατυπώνει, συχνά µε έµµεσο τρόπο, λογικές αρχές. Για παράδειγµα, στην 

Πολιτεία αναφέρει τον επικαλούµενο «Νόµο της Αντίφασης», σύµφωνα µε τον οποίο 

είναι αδύνατο κάτι να ισχύει και να µην ισχύει ταυτόχρονα. Παρόλο που ο Πλάτωνας 

ανακάλυψε µερικές έγκυρες λογικές αρχές, δεν έκανε καµιά συστηµατική 

προσπάθεια να δηµιουργήσει ένα σύστηµα αρχών και νόµων, πράγµα που έκανε ο 

Αριστοτέλης. 

         Το σύνολο των εργασιών του Αριστοτέλη που αφορούσαν στη λογική είναι 

γνωστό ως «Όργανον» και εκδόθηκε από τους µαθητές του, µετά τον θάνατο του (322 

π. Χ.). Είναι δύσκολο να κρίνουµε ποια είναι η χρονολογική σειρά σύνθεσης των 

µερών του Οργάνου, γιατί συχνά ο Αριστοτέλης αναθεωρούσε τις εργασίες του, 

παραπέµποντας µερικές φορές σε µεταγενέστερες. Η χρονολογική σειρά που δέχονται 

οι περισσότεροι ερευνητές για τα µέρη του οργάνου είναι η εξής: Κατηγορίαι, 

Τοπικά, Περί Σοφιστικών Ελέγχων, Περί Ερµηνείας, Αναλυτικά Πρότερα και 
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Αναλυτικά Ύστερα. Το έργο του Κατηγορίαι δεν είναι αυστηρά λογικού χαρακτήρα 

και αφορά σε µια κατάταξη των κατηγορηµάτων (ιδιοτήτων) σε δέκα τύπους, τους 

εξής: Ουσίαν, ποσόν, ποιον, προς τι, πού, ποτέ, κείσθε, έχειν, ποιείν, πάσχειν. Στα 

τοπικά ο Αριστοτέλης, ασχολείται µε κανόνες κατασκευής ορθών συλλογισµών. 

Το υλικό του έργου αυτού αποτελεί ουσιαστικά τη θεωρία που αποκρυσταλλώθηκε 

σε µεταγενέστερα έργα. Είναι εύλογο να δεχθούµε επιπλέον ότι το πρακτικό 

ενδιαφέρον για υπερίσχυση του συνοµιλητή κατά τη διάρκεια ανταλλαγής 

επιχειρηµάτων οδήγησε στη µελέτη ορθών αρχών επιχειρηµατολογίας. Το έργο Περί 

Σοφιστικών Ελέγχων θεωρείται ως παράρτηµα των Τοπικών και αφορά τους τρόπους 

ανίχνευσης λανθασµένων επιχειρηµάτων. Στο Περί Ερµηνείας εξετάζεται ποια ζεύγη 

προτάσεων έρχονται σε αντίθεση µεταξύ τους και µε ποιον τρόπο. Τέλος τα 

Αναλυτικά Πρότερα αφορούν την ανάλυση επιχειρηµάτων µε βάση την µορφή τους, 

ενώ τα Αναλυτικά Ύστερα στη θεωρία της γνώσης και στους τρόπους απόκτησής της. 

Η κύρια συνεισφορά του Αριστοτέλη στην λογική περιέχεται στο πρώτο κεφάλαιο 

των Αναλυτικών Πρότερων. 

 

4.2  Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ ΣΥΛΛΟΓΙΣΜΩΝ 

        Κατά τον Αριστοτέλη, µια έννοια είναι δυνατό να οριστεί «κατά πλάτος» και 

«κατά βάθος». Το πλάτος µιας έννοιας είναι το σύνολο των αντικειµένων που 

αντιπροσωπεύει η έννοια αυτή. Για παράδειγµα, το πλάτος της έννοιας «τρίγωνο» 

είναι το σύνολο όλων των δυνατών τριγωνικών ( αισθητών ή νοητών) αντικειµένων. 

Από την άλλη πλευρά  βάθος είναι το σύνολο των χαρακτηριστικών γνωρισµάτων τα 

οποία είναι κοινά σε όλα τα αντικείµενα που αντιπροσωπεύει η έννοια. Για 

παράδειγµα το βάθος της έννοιας «τρίγωνο» αποτελείται από τα εξής χαρακτηριστικά 

γνωρίσµατα: Κλειστό επίπεδο σχήµα, τρεις πλευρές, τρεις κορυφές. Στη σύγχρονη 

επιστήµη αντί για τους όρους πλάτος και βάθος χρησιµοποιούν αντίστοιχα τους όρους 

έκταση και ένταση.  

     Στα Τοπικά µελετώνται ορισµοί και κατατάξεις εννοιών, δηλαδή προτάσεις της 

µορφής: 

« κάθε Χ είναι Υ » 

« κάθε Χ δεν είναι Υ » 

« µερικά Χ είναι Υ » 

« µερικά Χ δεν είναι Υ » 
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      Η µελέτη συλλογισµών του Αριστοτέλη αφορά σε συλλογισµούς µε χρήση 

τέτοιων προτάσεων και µπορεί να θεωρηθεί ως φυσικό επακόλουθο των 

αναζητήσεων του στα Τοπικά. Στην αρχή των Αναλυτικών Πρότερων ο Αριστοτέλης 

ορίζει την έννοια  συλλογισµός, όπως ορίζεται και σήµερα. ∆ηλαδή, λέει ότι 

«συλλογισµός» είναι µια λεκτική µορφή σύµφωνα µε την οποία από ένα σύνολο 

υποθέσεων παράγονται κατ’ ανάγκη συγκεκριµένα συµπεράσµατα. Αργότερα όµως 

στο ίδιο έργο ο Αριστοτέλης χρησιµοποιεί τον όρο αυτό µόνο για επιχειρήµατα στα 

οποία το συµπέρασµα προκύπτει από δύο µόνο προκείµενες ( υποθέσεις), όπου και 

οι τρεις προτάσεις είναι απλές και αναφέρονται σε γενικούς όρους, δηλαδή σε 

ονόµατα κάποιων ειδών. Ακριβέστερα λέει ότι το συµπέρασµα έπεται από τις 

υποθέσεις, οι οποίες συσχετίζουν τους όρους (έννοιες) του συµπεράσµατος προς ένα 

τρίτο όρο. Ο όρος που εµφανίζεται ως κατηγόρηµα του συµπεράσµατος καλείται 

«µείζων όρος», ο όρος που εµφανίζεται ως υποκείµενο καλείται «ελάσσων όρος» και 

ο τρίτος όρος καλείται «µέσος όρος». Το συµπέρασµα λοιπόν είναι της µορφής 

Ελάσσων όρος – Μείζων όρος. Η επιλογή των όρων «µείζων» και «ελάσσων» 

οφείλεται στο γεγονός ότι το βασικό παράδειγµα συλλογισµού ο µείζων είναι 

ευρύτερος ενώ ο ελάσσων είναι ο στενότερος από τους τρεις όρους. Για παράδειγµα 

στο επιχείρηµα: 

Κάθε τετράγωνο είναι ρόµβος. 

Κάθε ρόµβος είναι παραλληλόγραµµο. 

Άρα, κάθε τετράγωνο είναι παραλληλόγραµµο.  

ελάσσων όρος είναι ο όρος « τετράγωνο » και µείζων όρος είναι ο όρος 

«παραλληλόγραµµο». 

Υπάρχουν τέσσερεις δυνατότητες συσχετισµού των όρων στις προκείµενες, οι εξής: 

 

(1) µέσος - µείζων 

     ελάσσων – µέσος 

 

(2) µέσος – µείζων 

     Μέσος - ελάσσων 

 (3) µείζων – µέσος 

      Ελάσσων – µέσος 

 

 (4) µείζων – µέσος 

       Μέσος – ελάσσων 

       

       Κατά τον Αριστοτέλη, δεν είναι φυσιολογικό και οι δύο όροι του συµπεράσµατος 

να εµφανίζονται µε αντεστραµµένους ρόλους στις προκείµενες οπότε το τέταρτο 
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σχήµα δεν είναι αποδεκτό. Έτσι, για παράδειγµα, το συµπέρασµα «Κανένα τραπέζιο 

δεν είναι ρόµβος» δεν είναι φυσιολογικό να προκύψει, µε βάση το τέταρτο σχήµα, 

από τις προκείµενες «Κάθε ρόµβος είναι παραλληλόγραµµο» και «Κανένα 

παραλληλόγραµµο δεν είναι τραπέζιο», αλλά από τις «Κάθε ρόµβος είναι 

παραλληλόγραµµο» και «Κανένα τραπέζιο δεν είναι παραλληλόγραµµο», µε βάση το 

δεύτερο σχήµα. Κατά συνέπεια, υπάρχουν µόνο τρία συλλογιστικά σχήµατα, τα (1), 

(2) και (3) πιο πάνω. 

Ο Αριστοτέλης διέκρινε δεκατέσσερις τρόπους κατασκευής ορθών συλλογισµών στα 

πλαίσια των παραπάνω σχηµάτων, µερικά παραδείγµατα παραθέτουµε παρακάτω: 

 

1ο παράδειγµα που εντάσσεται στα πλαίσια του πρώτου συλλογιστικού σχήµατος: 

Κάθε κανονικό πολύγωνο εγγράφεται σε κύκλο 

Κάθε τετράγωνο είναι κανονικό πολύγωνο 

Άρα, κάθε τετράγωνο εγγράφεται σε κύκλο. 

 

2ο παράδειγµα που εντάσσεται στα πλαίσια του δεύτερο συλλογιστικού σχήµατος: 

Κανένα τρίγωνο δεν είναι τετράπλευρο 

Κάθε ρόµβος είναι τετράπλευρο 

Άρα, κανένας ρόµβος δεν είναι τρίγωνο. 

 

3ο παράδειγµα που εντάσσεται στα πλαίσια του τρίτου συλλογιστικού σχήµατος: 

Μερικοί ρόµβοι είναι τετράγωνα 

Κάθε ρόµβος είναι τετράπλευρο 

Άρα, µερικά τετράπλευρα είναι τετράγωνα. 

 

        Σηµειώνουµε ότι στο Μεσαίωνα δόθηκαν µνηµονικά ονόµατα στους τρόπους 

του Αριστοτέλη, µε στόχο τη δυνατότητα εύκολης αποµνηµόνευσής τους. Εκτός από 

συλλογισµούς που εµπλέκουν προτάσεις σαν αυτές που είδαµε, ο Αριστοτέλης 

ασχολήθηκε και µε συλλογισµούς που αφορούν σε «τροπικές προτάσεις», δηλαδή 

προτάσεις στις οποίες υπάρχει ο όρος «αναγκαίος» ή «δυνατός» ή κάποιος παρόµοιος 

όρος. Αργότερα, προτάσεις της µορφής « είναι αναγκαίο ότι….» ονοµάστηκαν 

αποδεικτικές, προτάσεις της µορφής « είναι δυνατόν ότι….» ονοµάστηκαν 

προβληµατικές ενώ οι υπόλοιπες προτάσεις ονοµάστηκαν  βεβαιωτικές. Ο 
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Αριστοτέλης ασχολήθηκε µε τροπικές προτάσεις στο Περί Ερµηνείας και στα 

Αναλυτικά Πρότερα και µε τροπικούς συλλογισµούς στα Αναλυτικά Πρότερα.  

 

     Η έκδοση των έργων του Αριστοτέλη έγινε κυρίως από το Θεόφραστο, διάδοχο 

του Αριστοτέλη στη διεύθυνση του Λυκείου. 

 

4.3  Η ΣΤΩΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 

 

      Εκτός από την Περιπατητική λογική, δηλαδή τη σχολή του Αριστοτέλη, υπήρξε 

στην αρχαιότητα και η Στωική σχολή λογικής. Η σχολή αυτή ιδρύθηκε από τον 

Χρύσιππο που θεωρήθηκε από πολλούς ως ο µεγαλύτερος λογικός της αρχαιότητας 

και έζησε από το 280 έως το 205 π.χ. Σύµφωνα µε τον ∆ιογένη τον Λαέρτιο, ο 

Χρύσιππος έγραψε 705 έργα, από τα οποία έχει διασωθεί πολύ µικρό µέρος. Το έργο 

του ήταν τόσο σπουδαίο που ο Κλήµης ο Αλεξανδρεύς τον τοποθετεί πρώτο µεταξύ 

των λογικών. Σε αντίθεση µε αυτό που συνέβη στο έργο του Αριστοτέλη, µόνο µικρό 

µέρος του έργου των Στωικών διασώθηκε. Ίσως ο σηµαντικότερος λόγος ήταν ότι η 

επιρροή της αριστοτελικής λογικής ήταν τόσο µεγάλη που οδήγησε στην υποτίµηση 

από πολλούς ιστορικούς της συνεισφοράς των Στωικών. 

    

       Ενώ η λογική του Αριστοτέλη αφορά σε επιχειρήµατα µαθηµατικού και 

φιλοσοφικού χαρακτήρα, η λογική των Στωικών αφορά σε επιχειρήµατα διαλεκτικού 

χαρακτήρα και αυτός ήταν ο λόγος που η λογική των Στωικών έγινε γνωστή ως 

«διαλεκτική» λογική. Στην ουσία η λογική των Στωικών αφορά την λογική των 

προτάσεων, ενώ η αριστοτελική λογική αφορά την λογική των κατηγορηµάτων. 

Όταν λέµε «λογική κατηγορηµάτων» εννοούµε την µελέτη των λογικών σχέσεων 

µεταξύ προτάσεων µε έµφαση στην εσωτερική δοµή των προτάσεων, δηλαδή στη 

µορφή «υποκείµενο – κατηγόρηµα». Όταν λέµε «λογική προτάσεων» εννοούµε τη 

µελέτη των λογικών σχέσεων µεταξύ προτάσεων λαµβάνοντας κάθε πρόταση ως ένα 

ιδιαίτερο όλον. 

      

       Οι Στωικοί διερεύνησαν τις συνθήκες κάτω από τις οποίες µια υποθετική 

πρόταση, δηλαδή µια πρόταση της µορφής «αν ….τότε….» µπορεί να χαρακτηριστεί 

ως αληθής ή ψευδής. Επιπλέον έκαναν τη σπουδαιότατη διάκριση ανάµεσα στο 



 43

«σηµαινόµενο» δηλαδή στο νόηµα, και στο «σηµαίνον» δηλαδή στη λέξη ή στην 

ακολουθία λέξεων που είναι φορέας του νοήµατος. Αυτή η διάκριση απασχόλησε 

σοβαρά φιλόσοφους πολύ αργότερα, για παράδειγµα τον Frege στον 19ο αιώνα. Στο 

ίδιο πλαίσιο, οι Στωικοί διατύπωσαν την θεωρία των λεκτών. Οι Στωικοί καλούσαν 

λεκτό αυτό που στην εποχή µας καλείται γραµµατική πρόταση. Μεγάλο µέρος των 

λεκτών ήταν τα «αξιώµατα», δηλαδή προτάσεις που µπορούσαν να χαρακτηριστούν 

ως αληθείς ή ως ψευδείς. Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι ο όρος αξίωµα διαφέρει 

ουσιαστικά από την σηµερινή του έννοια. Σύµφωνα µε τον ∆ιογένη τον Λαέρτιο, τα 

αξιώµατα διακρίνονταν από στους Στωικούς σε «απλά» και «µη απλά». Τα δεύτερα 

κατατάσσονταν σε κατηγορίες µεταξύ των οποίων είναι τα «αποφατικά» (δηλαδή 

αρνήσεις), τα «συνηµµένα» (συνεπαγωγές), τα «συµπλεγµένα» (συζεύξεις) και τα 

«διαζευγµένα» (διαζεύξεις). Εύλογα λοιπόν αναφέρουµε ότι οι Στωικοί ασχολήθηκαν 

µε τις βασικές έννοιες της λογικής. 

 

4.4  Η ΛΟΓΙΚΗ ΣΤΗΝ ΥΣΤΕΡΗ ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑ ΣΤΟΥΣ ΑΡΑΒΕΣ ΚΑΙ ΣΤΟ 

ΜΕΣΑΙΩΝΑ. 

 

          Αρχικά εµφανίστηκε µια αντιζηλία µεταξύ των αριστοτελικών και των 

στωικών φιλοσόφων. Θεωρήθηκε ότι οι προσεγγίσεις τους σε θέµατα λογικής ήταν 

αντικρουόµενες.  Στο τέλος όµως του 1ου µ. Χ. αιώνα, άρχισε να σβήνει αυτή η 

αντιζηλία και να διαφαίνεται ότι οι δύο θεωρίες είναι συµπληρωµατικές. Ο διάσηµος 

γιατρός Γαληνός (129- 199) ασχολήθηκε και µε τις δύο θεωρίες, διεξήγαγε σοβαρές 

λογικές έρευνες και υπήρξε συγγραφέας κριτικών σχολιασµών έργων του Αριστοτέλη 

και του Χρύσιππου. Μετά τον Γαληνό, το µόνο πράγµα που έγινε για αιώνες ήταν η 

συγγραφή σχολιασµών για το έργο του Αριστοτέλη και µε τους σχολιασµούς αυτούς 

έφτασαν οι πληροφορίες για τα έργα των αρχαίων Ελλήνων µέχρι τον Μεσαίωνα. 

        

      Οι Άραβες µετά την κατάκτηση της Συρίας και του Ιράκ ήλθαν σε επαφή µε την 

ελληνική επιστήµη, ειδικότερα µε την αριστοτελική λογική. Τα πρώτα έργα λογικής 

στα αραβικά οφείλονται σε χριστιανούς µελετητές από την Συρία και έθεσαν τα 

θεµέλια για την ανάπτυξη της αραβικής λογικής. Ο πρώτος άραβας που έγραψε για 

θέµατα λογικής ήταν ο φιλόσοφος Αλ – Κιντί ( περίπου 8005 – 873 µ. Χ.). Στο τέλος 

του 9ου αιώνα και σε όλο τον 10ο αιώνα ήταν έντονη η δραστηριότητα  της σχολής 
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λογικής στην Βαγδάτη, όπου εγράφησαν εξαιρετικοί σχολιασµοί των λογικών έργων 

του Αριστοτέλη. Σηµαντικός Άραβας λογικός ήταν ο Αβικέννας ( Αµπού ιµπν Σινά) 

( 980 – 1037), ο οποίος υποστήριξε ότι η λογική πρέπει να µελετάται ανεξάρτητα από 

τα κείµενα του Αριστοτέλη και όχι διαµέσου αυτών, όπως γινόταν στα πλαίσια της 

σχολής της Βαγδάτης. Η στάση όµως αυτή δεν έγινε αποδεκτή από τους Άραβες στην 

Ισπανία, οι οποίοι εξακολούθησαν για ένα ορισµένο διάστηµα να ασχολούνται µε το 

έργο του Αριστοτέλη. Η Ανδαλουσία υπήρξε κέντρο αραβικών λογικών ερευνών 

κατά τον 11ο και τον 12ο αιώνα. Ο σπουδαιότερος εκπρόσωπος της σχολής αυτής 

ήταν ο Αβερρόης (Ιµπν Ρουσντ 1126 – 1198) . Η αντιπαλότητα µεταξύ ανατολικής 

και δυτικής αραβικής σχολής λογικής συνεχίστηκε µέχρις ότου αποδέχτηκαν και οι 

δύο µεριές ότι ήταν σωστό να γίνει σύνθεση των δύο απόψεων. 

 

      Οι λογικές µελέτες που πραγµατοποιήθηκαν στα πανεπιστήµια της ∆υτικής 

Ευρώπης µεταξύ 11ου και 15ου αιώνα είναι γνωστές µε τον όρο «µεσαιωνική λογική» 

όπου η ∆υτική Ευρώπη είχε στη διάθεσή της τα έργα των σχολιαστών των αρχαίων 

Ελλήνων. Ο πρώτος σηµαντικός λογικός ήταν ο Peter Abelard ( 1079 – 1142), o 

οποίος δίδαξε στο Παρίσι. Επηρεασµένοι από το έργο του πολλοί λογικοί µελέτησαν 

σε βάθος τα κείµενα του Αριστοτέλη και συνέγραψαν εγχειρίδια λογικής που 

χρησιµοποιήθηκαν στα πανεπιστήµια της εποχής. Η λογική έφτασε στο ζενίθ της 

ανάπτυξής της κατά την διάρκεια του 14ου αιώνα.  ∆υστυχώς όµως η άνθηση της 

λογικής σταµάτησε τον 15ο αιώνα, παρά το γεγονός ότι το ενδιαφέρον για αυτήν 

επεκτάθηκε στα πανεπιστήµια της Γερµανίας και της Ιταλίας. Τα λογικά δόγµατα δεν 

άλλαξαν ουσιαστικά, απλώς παρήχθησαν πολλά απλοποιηµένα συγγράµµατα, τα 

οποία χρησιµοποιήθηκαν ευρέως για πολύ καιρό, όπως η Λογική του Port Royal. 

 

4.5  Η ΝΕΟΤΕΡΗ ΛΟΓΙΚΗ 

 

         Η νεότερη λογική, η οποία είναι γνωστή ως «συµβολική» ή «τυπική» ή 

«µαθηµατική», άρχισε ουσιαστικά µε τα έργα Formal Logic ( Τυπική Λογική) του 

Augustus De Morgan (1806 – 1871) και Mathematical Analysis of Logic  

( Μαθηµατική Ανάλυση της Λογικής) του George Boole (1815 – 1864) τα οποία 

δηµοσιεύτηκαν το 1847. Πριν από αυτά όµως υπήρχαν και άλλοι φιλόσοφοι και 

µαθηµατικοί µε παρόµοιες ιδέες. Από αυτούς ξεχωρίζουν οι Gottfried Leibniz (1646 
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– 1716) και Βernard Bolzano ( 1781 – 1848). O πρώτος προσπάθησε να αναπτύξει 

µια παγκόσµια γλώσσα, την «characteristica universalis», µέσω της οποίας θα ήταν 

δυνατόν να αναχθούν σε υπολογισµούς όλες οι επιστηµονικές και φιλοσοφικές 

διερευνήσεις. Αν και το σχέδιο αυτό δεν αναπτύχθηκε σε µεγάλο βαθµό, µπορεί να 

θεωρηθεί ως προάγγελος µεγάλου µέρους συζητήσεων της µαθηµατικής λογικής. Ο 

δεύτερος ανέπτυξε κεντρικές έννοιες της λογικής, µεταξύ των οποίων και την έννοια 

της λογικής συνέπειας. Αξιοσηµείωτο είναι ότι χρησιµοποίησε µια εν µέρει τυπική 

γλώσσα, δηλαδή την γερµανική γλώσσα εµπλουτισµένη µε διάφορα είδη σταθερών 

και µεταβλητών. Προς το τέλος του 19ου αιώνα µπορούµε να διακρίνουµε τρεις 

επικαλυπτόµενες σχολές λογικών αναζητήσεων, την «αλγεβρική», τη «λογικιστική» 

και την «φορµαλιστική» σχολή. Στην εκπληκτική άνθησή τους, ιδιαίτερα της 

δεύτερης και της τρίτης, οδήγησε η ανακάλυψη παραδόξων στην θεωρία συνόλων 

που ανέπτυξε αποφασιστικά ο George Cantor (1845 – 1918) – µεταξύ αυτών και του 

περίφηµου « παραδόξου του Ράσελ» 

   

      Κυριότεροι εκπρόσωποι της αλγεβρικής σχολής υπήρξαν οι John Venn (1834 – 

1923), Charles Peirce (1839 – 1914) και Ernst Schroder (1841 – 1902). H σχολή 

αυτή επικέντρωσε το ενδιαφέρον της στη µελέτη της σχέσης που υπάρχει µεταξύ 

πράξεων όπως η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός και λογικών πράξεων στα 

πλαίσια επιχειρηµατολογίας. Κύριος στόχος ήταν η ανάπτυξη λογισµών µε εφαρµογή 

σε διάφορες περιπτώσεις, όπως προτάσεις, σύνολα και πιθανότητες. Αρχίζοντας µε 

ένα ή περισσότερα συγγενή αλγεβρικά συστήµατα, οι αλγεβριστές διατύπωναν ένα 

σύνολο αξιωµάτων τα οποία αλήθευαν σε κάθε ένα από τα συστήµατα αυτά. Το 

σύστηµα που ανέπτυξε για παράδειγµα ο Boole ήταν αυτό που σήµερα καλείται 

«άλγεβρα Boole»  

 

       Τα µέλη της λογικιστικής σχολής πίστευαν ότι η λογική αποτελούσε τη βάση για 

κάθε είδους επιχειρηµατολογία. Οι κύριοι εκπρόσωποι της σχολής αυτής ήταν οι 

Bertrand Russell (1872 – 1970) και Gottlob Frege ( 1848 – 1925), ίσως ο 

µεγαλύτερος λογικός µετά τον Αριστοτέλη. Ο Frege ανέπτυξε µε µαθηµατική 

αυστηρότητα µια πλούσια τυπική γλώσσα στο έργο του Begriffsschrift 

(Εννοιογραφία) και προσπάθησε να δείξει ότι µέρη των µαθηµατικών, όπως η θεωρία 

των αριθµών και η ανάλυση ήταν µέρη της λογικής. Επίσης στην προσπάθεια του να 
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θεµελιώσει την γεωµετρία υποστήριξε ότι αρκεί µια ιδιότητα για να περιγράψει το 

σύνολο των αντικειµένων που την ικανοποιούν. Όπως έδειξε όµως ο Russell µε την 

ανακάλυψη του περίφηµου παραδόξου του, το σύστηµα του Frege ήταν αντιφατικό 

και κατά συνέπεια έπρεπε να απορριφθεί. Σε µια προσπάθεια να βελτιώσει την 

κατάσταση ο Russell σε συνεργασία µε τον Alfred Whitehead (1861-1947), 

συνέγραψαν το τρίτοµο έργο Principia Mathematica (Οι Αρχές των Μαθηµατικών), 

στο οποίο ανέπτυξαν την λεγόµενη «θεωρία των τύπων». Ο τρόπος µε τον οποίο οι 

Russell και Whitehead απέφυγαν τα παράδοξα ήταν να µην συµπεριλάβουν στο 

σύστηµα τους την «αρχή του φαύλου κύκλου», η οποία έλεγε ότι καµία οντότητα δεν 

µπορεί να οριστεί ως µια ολότητα που περιέχει τον εαυτό της. 

 

        Η φορµαλιστική σχολή είχε ως σηµαντικότερους εκπρόσωπους της τον Richard 

Dedekind (1831 – 1916), τον Giuseppe Peano (1858-1932) και τον David Hilbert 

(1862-1943) . Σκοπός των ερευνών της σχολής αυτής ήταν η κατασκευή αξιωµατικών 

συστηµάτων για επί µέρους κλάδους των µαθηµατικών, δηλαδή την γεωµετρία, τη 

θεωρία αριθµών, την θεωρία συνόλων κ.α. Η βασική επιδίωξη ήταν να αποδειχθεί ότι 

τα αξιωµατικά συστήµατα δεν οδηγούν σε αντιφάσεις. Μάλιστα ο Hilbert 

κατέστρωσε το περίφηµο «πρόγραµµα Χίλµπερτ», στόχος του οποίου ήταν η 

τυποποίηση των µαθηµατικών προς αυτή την κατεύθυνση. 

 

       Η µαθηµατική λογική γνώρισε εκπληκτική ανάπτυξη στον 20ο αιώνα. Μερικοί 

από τους σηµαντικότερους λογικούς υπήρξαν οι Leopold Lowenheim ( Λεοπολντ 

Λέβενχαϊµ, 1878 – 1957), Thoralf Skolem (1887 – 1963), Alonzo Church (1903 – 

1995), Kurt Gödel (1906 – 1978) Stephen Kleene ( 1909 – 1994) . Ειδικά ο Gödel 

θεωρείται ως ο κορυφαίος λογικός του 20ου αιώνα, αφού απέδειξε δύο από τα πιο 

θεµελιώδη θεωρήµατα του αιώνα αυτού, δηλαδή το «θεώρηµα πληρότητας του 

κατηγορηµατικού λογισµού» και το «θεώρηµα µη πληρότητας της τυπικής 

αριθµητικής». Αξιοσηµείωτο είναι και το αποτέλεσµα που απέδειξε το 1963 ο  Paul 

Cohen ότι το «αξίωµα επιλογής» και η «υπόθεση του συνεχούς» στην θεωρία των 

συνόλων είναι προτάσεις ανεξάρτητες από τα συνήθη αξιώµατα της θεωρίας αυτής.    

   

      H µαθηµατική λογική συστηµατοποίησε την κλασική λογική, διεύρυνε αυτήν και 

άνοιξε νέους ορίζοντες άγνωστους στην κλασική λογική. Ο ακαδηµαϊκός Ευάγγελος 
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Παπανούτσος (1900 – 1981) στον πρόλογο του βιβλίου του µε τίτλο: «ΛΟΓΙΚΗ» 

γράφει: « Η κλασική Λογική που λέγεται και Αριστοτελική από το όνοµα του Έλληνα 

φιλόσοφου που πρώτος την συστηµατοποίησε, αποτελεί την βάση, αλλά δεν είναι 

πλέον το ¨όργανο¨ των συγχρόνων µας µαθηµατικών και φυσικών επιστηµών. Πολλές 

από τις έννοιες της έχουν αναθεωρηθεί και νέες έχουν πλασθεί µε τις µεθοδολογικές 

διερευνήσεις που άνοιξαν καινούριους δρόµους στον επιστηµονικό στοχασµό». Με 

την βοήθεια της µαθηµατικής λογικής τα µαθηµατικά αναθεωρήθηκαν, 

θεµελιώθηκαν, τακτοποιήθηκαν, έγιναν κατανοητά και εποµένως ευκολότερα και 

έτσι άρχισε µια ξέφρενη ανάπτυξή τους η οποία συνεχίζεται και στις µέρες µας. 

 

      Η µαθηµατική λογική δεν συνετέλεσε µόνο στην θεµελίωση και ανάπτυξη των 

µαθηµατικών αλλά βοήθησε να αναπτυχθούν και άλλες επιστήµες. Αναφέρουµε ότι η 

µαθηµατική λογική έχει αποτελέσει βασικό εργαλείο για πολλούς συγχρόνους  

αναλυτικούς φιλόσοφους, γλωσσολόγους, αλλά και επιστήµονες που ασχολούνται µε 

την θεµελίωση της επιστήµης των υπολογιστών, για ειδικά θέµατα της λογικής όπως 

είναι η τροπική λογική, οι πλειότιµες λογικές, η επιστηµική λογική, η ασαφής λογική, 

η γραµµική λογική κ.α. Αφού λοιπόν τα µαθηµατικά βασίζονται στην µαθηµατική 

λογική, είναι φανερό ότι είναι αδύνατο να µάθει κάποιος σωστά τα µαθηµατικά και 

πολύ περισσότερο να εµβαθύνει σε αυτά, χωρίς µερικά, τελείως απαραίτητα στοιχεία 

της µαθηµατικής λογικής. Στο βιβλίο «ΟΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΙ» τόµος ΙΙ του Ε.Τ. Βell 

(Πανεπιστηµιακές εκδόσεις Κρήτης 1993 σελίδα 253) διαβάζουµε: «  Σήµερα, η 

συµβολική µαθηµατική λογική, είναι απαραίτητη σε κάθε σοβαρή προσπάθεια να 

κατανοηθεί η φύση των µαθηµατικών και η κατάσταση των θεµελίων τους επάνω στα 

οποία στηρίχθηκε ολόκληρο το κολοσσιαίο οικοδόµηµα» .  

 

   Η µαθηµατική λογική χωρίζεται σε δύο µέρη. Το πρώτο µέρος µελετά τις προτάσεις 

και ονοµάζεται Προτασιακός Λογισµός και το δεύτερο µέρος µελετά τα 

κατηγορήµατα και τους ποσοδείκτες και ονοµάζεται Κατηγορικός Λογισµός. 
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4.6 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 

 

 4.6.1  ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 

   Πρόταση  

 

Πρόταση ( ή λογική πρόταση) στα µαθηµατικά ονοµάζεται κάθε έκφραση που έχει 

πλήρες και αυτοτελές νόηµα και µπορεί να χαρακτηριστεί κατά µοναδικό τρόπο είτε 

ως «αληθής» είτε ως «ψευδής» 

 

Οι µαθηµατικές προτάσεις συµβολίζονται µε τα τελευταία µικρά γράµµατα του 

λατινικού αλφαβήτου: p, q, r,…… Κάνουµε την παραδοχή ότι σε κάθε µαθηµατική 

πρόταση αντιστοιχεί ένας και µόνο ένας από τους δύο χαρακτηρισµούς «αληθής», 

«ψευδής».  

 

 Τιµή αλήθειας πρότασης 

 

Κάθε πρόταση που έχει χαρακτηριστεί ως «αληθής» λέµε ότι έχει τιµή αλήθειας α και 

κάθε πρόταση που έχει χαρακτηριστεί ως «ψευδής» λέµε ότι έχει τιµή αλήθειας ψ.  

 

Η τιµή αλήθειας µιας µαθηµατικής πρότασης p συµβολίζεται µε τ(p) και διαβάζεται 

«τιµή αλήθειας της πρότασης p», εποµένως έχουµε: 

τ(p) = 
⎩
⎨
⎧

ςψευδανψ
ςαληθανα

ήp
ήp

 

Στην µαθηµατική λογική δεν ενδιαφερόµαστε για το σηµασιολογικό περιεχόµενο των 

προτάσεων, αλλά αποκλειστικά και µόνο για τις τιµές αλήθειας των προτάσεων 

αυτών. 

 

 

 Λογικές πράξεις – λογικοί σύνδεσµοι. 

 

Θεωρούµε τις µαθηµατικές προτάσεις, για τις οποίες ενδιαφερόµαστε µόνο για τις 

τιµές αλήθειας τους και τις αντιµετωπίζουµε ως µεγέθη που µπορούν να 



 49

χαρακτηριστούν µε µια και µόνο µια από τις δύο τιµές αλήθειας α και ψ. Στις 

προτάσεις αυτές ορίζουµε «πράξεις» που µας επιτρέπουν, ξεκινώντας από κάποιες 

προτάσεις που τις θεωρούµε αρχικές να σχηµατίσουµε νέες προτάσεις. Μια τέτοια 

«πράξη» ουσιαστικά συνίσταται στην κατασκευή νέων προτάσεων αποτελουµένων 

από µια ή περισσότερες προτάσεις.  

 

Ορίζουµε πέντε τέτοιου είδους «πράξεις» µε την βοήθεια πέντε συµβόλων, τα οποία 

ονοµάζονται λογικοί σύνδεσµοι και είναι: 

 

• « ─ » και διαβάζεται «όχι» 

• « ∨ » και διαβάζεται « ή » 

• « ∧ » και διαβάζεται « και » 

• « ⇒ » και διαβάζεται « αν …. τότε » 

• « ⇔ » και διαβάζεται « ισοδύναµα » ή « αν και µόνο αν » ή « τότε και µόνο 

τότε » 

 

Οι παραπάνω πέντε πράξεις ονοµάζονται λογικές πράξεις. Από τις παραπάνω 

πράξεις η πρώτη συσχετίζεται µε µία µόνο πρόταση και ονοµάζεται µονοµελή πράξη 

και οι υπόλοιπες τέσσερεις «συνδέουν» δύο προτάσεις και ονοµάζονται διµελής 

πράξεις, η δε ονοµασία των παραπάνω πέντε πράξεων είναι κατά σειρά: 

 

• Άρνηση 

• ∆ιάζευξη  

• Σύζευξη  

• Συνεπαγωγή και  

• Ισοδυναµία 
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  Άρνηση 

 

Έστω µια πρόταση p. Ονοµάζουµε άρνηση της πρότασης p µια νέα πρόταση που 

συµβολίζεται µε p  και διαβάζεται «όχι p» για την οποία ισχύουν: 

• Η πρόταση p  είναι αληθής αν η πρόταση p είναι ψευδής 

• Η πρόταση p  είναι ψευδής αν η πρόταση p είναι αληθής 

 

p p  

α ψ 

Τα παραπάνω παριστάνονται στον διπλανό πίνακα  

 

ψ α 

 

 

 

Οι προτάσεις p και p  έχουν πάντοτε αντίθετες τιµές αλήθειας. 

 

  ∆ιάζευξη 

 

Έστω δύο προτάσεις p, q. Ονοµάζουµε διάζευξη ( ή εγκλειστική διάζευξη) των 

προτάσεων p, q µε την σειρά που αναφέρονται µια νέα πρόταση που συµβολίζεται µε 

p∨q και διαβάζεται « p ή q » για την οποία ισχύουν: 

• Η πρόταση p∨q είναι ψευδής µόνο αν οι προτάσεις p, q είναι και οι δύο 

ψευδής 

• Η πρόταση p∨q είναι αληθής σε όλες τις άλλες περιπτώσεις  

Τα παραπάνω παριστάνονται στον παρακάτω πίνακα  

 

 p q p∨q  

 α α α  

 α ψ α  

 ψ α α  

 ψ ψ ψ  
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  Σύζευξη  

 

Έστω δύο προτάσεις p, q. Ονοµάζουµε σύζευξη των προτάσεων p, q µε την σειρά 

που αναφέρονται µια νέα πρόταση που συµβολίζεται µε p∧q και διαβάζεται  

« p και q » για την οποία ισχύουν: 

• Η πρόταση p∧q είναι αληθής µόνο αν οι προτάσεις p, q είναι και οι δύο 

αληθείς 

• Η πρόταση p∧q είναι ψευδής σε όλες τις άλλες περιπτώσεις  

Τα παραπάνω παριστάνονται στον παρακάτω πίνακα  

 

 p q p∧q  

 α α α  

 α ψ ψ  

 ψ α ψ  

 ψ ψ ψ  

 

  Συνεπαγωγή 

 

Έστω δύο προτάσεις p, q. Ονοµάζουµε συνεπαγωγή των προτάσεων p, q µε την 

σειρά που αναφέρονται µια νέα πρόταση που συµβολίζεται µε p⇒q και διαβάζεται  

« αν p τότε q » ή «  p συνεπάγεται q »  για την οποία ισχύουν: 

• Η πρόταση p ⇒ q είναι ψευδής µόνο αν η πρόταση p είναι αληθής και η 

πρόταση q είναι ψευδής. 

• Η πρόταση p ⇒ q είναι αληθής σε όλες τις άλλες περιπτώσεις  

Τα παραπάνω παριστάνονται στον παρακάτω πίνακα  

 

 p q p ⇒ q  

 α α α  

 α ψ ψ  

 ψ α α  

 ψ ψ α  
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Η πρόταση p ονοµάζεται πρώτο µέλος της συνεπαγωγής και η πρόταση q δεύτερο 

µέλος ή το συµπέρασµα της συνεπαγωγής. Άλλοι τρόποι έκφρασης της συνεπαγωγής 

είναι οι « p είναι ικανή συνθήκη της q », « q είναι αναγκαία συνθήκη της p». 

 

Έστω η συνεπαγωγή p ⇒ q, τότε: 

η συνεπαγωγή q  ⇒ p ονοµάζεται αντιστροφοαντίθετος  της συνεπαγωγής p ⇒ q 

 

Σηµειώνουµε ότι: 

Αν η πρόταση p είναι ψευδής, τότε η πρόταση p ⇒ q είναι πάντοτε αληθής 

ανεξάρτητα αν η πρόταση q είναι ψευδής ή αληθής. 

Αν η πρόταση p ⇒ q είναι αληθής δεν µπορούµε να βγάλουµε το συµπέρασµα για τις 

προτάσεις p και q αν είναι αληθείς ή ψευδείς. 

Αν η πρόταση p και η συνεπαγωγή p ⇒ q είναι αληθείς προτάσεις, τότε η πρόταση q 

είναι αληθής πρόταση (κανόνας αποσπάσεως) 

 

  Ισοδυναµία  

 

Έστω δύο προτάσεις p, q. Ονοµάζουµε ισοδυναµία των προτάσεων p, q µε την σειρά 

που αναφέρονται µια νέα πρόταση που συµβολίζεται µε p⇔q και διαβάζεται  

«p αν, και µόνο, αν q » ή «  p ισοδυναµεί q »  για την οποία ισχύουν: 

• Η πρόταση p⇔q είναι αληθής µόνο αν οι προτάσεις p, q έχουν την ίδια τιµή 

αληθείας 

• Η πρόταση p⇔q είναι ψευδής σε όλες τις άλλες περιπτώσεις  

Τα παραπάνω παριστάνονται στον παρακάτω πίνακα  

 

 p q p ⇔ q  

 α α α  

 α ψ ψ  

 ψ α ψ  

 ψ ψ α  

 

Άλλοι τρόποι έκφρασης της ισοδυναµίας είναι οι: «p είναι ικανή και αναγκαία 
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συνθήκη της q», «p πρέπει και αρκεί q», «p τότε, και µόνο τότε q», «p και q είναι 

ισοδύναµες» 

 

  Αποκλειστική διάζευξη 

 

Εκτός από τις πέντε λογικές πράξεις, ορίζεται και µια επιπλέον λογική πράξη που 

ονοµάζεται αποκλειστική διάζευξη. 

 

Έστω δύο προτάσεις p, q. Ονοµάζουµε αποκλειστική διάζευξη των προτάσεων p, q 

µε την σειρά που αναφέρονται µια νέα πρόταση που συµβολίζεται µε p q και 

διαβάζεται «ή µόνο p ή µόνο q » για την οποία ισχύουν: 

• Η πρόταση p q είναι ψευδής µόνο αν οι προτάσεις p, q έχουν την ίδια τιµή 

αληθείας 

• Η πρόταση p q είναι αληθής σε όλες τις άλλες περιπτώσεις  

Τα παραπάνω παριστάνονται στον παρακάτω πίνακα  

 

 p q p q  

 α α ψ  

 α ψ α  

 ψ α α  

 ψ ψ ψ  

 

   Απλές και σύνθετες προτάσεις 

 

Ξεκινώντας από ένα σύνολο αρχικών προτάσεων p, q, r,… µε την βοήθεια των 

λογικών συνδέσµων µπορούµε να κατασκευάσουµε νέες προτάσεις, όπως  

π.χ. p∨q, p⇔q, p q, p⇒p, qp ∧ , κ.λ.π. Οι αρχικές προτάσεις ονοµάζονται απλές 

προτάσεις και οι προτάσεις που κατασκευάζουµε ονοµάζονται σύνθετες προτάσεις. 
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Οι σύνθετες προτάσεις αποτελούνται από απλές που συνδέονται κατάλληλα µε τους 

λογικούς συνδέσµους. 

 

  Προτασιακές παραστάσεις – πίνακες τιµών αληθείας 

 

Κάθε έκφραση που αποτελείται από µεταβλητές p, q, r,… και λογικούς συνδέσµους η 

οποία γίνεται πρόταση όταν οι µεταβλητές αυτές αντικατασταθούν από προτάσεις, 

ονοµάζεται προτασιακή παράσταση ή απλά παράσταση. Η προτασιακή παράσταση 

συµβολίζεται µε P(p, q, r,…) ή απλούστερα µε P καθώς και µε τα κεφαλαία γράµµατα 

Q, R,… Για παράδειγµα οι εκφράσεις p∨q,  p⇔q, p  είναι προτασιακές παραστάσεις.  

ΣΧΟΛΙΟ 

∆εν πρέπει να συγχέουµε τις προτασιακές παραστάσεις µε τις σύνθετες προτάσεις. 

Μια σύνθετη πρόταση έχει µια καθορισµένη τιµή αλήθειας, ενώ η προτασιακή 

παράσταση δεν είναι πρόταση, γίνεται δε πρόταση µόνο αν οι προτασιακές 

µεταβλητές της αντικατασταθούν µε συγκεκριµένες προτάσεις, οπότε λαµβάνει µία 

τιµή αλήθειας. 

 

Για κάθε µια προτασιακή παράσταση P(p, q, r,…) µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα 

πίνακα, στον οποίο να εµφανίζεται η τιµή αλήθειας που παίρνει η προτασιακή 

παράσταση P(p, q, r,…) για όλους τους δυνατούς συνδυασµούς των τιµών αληθείας 

των µεταβλητών p, q, r,…. Ένας τέτοιος πίνακας ονοµάζεται πίνακας τιµών 

αληθείας της προτασιακής παράστασης. Αν µια προτασιακή παράσταση έχει ν το 

πλήθος µεταβλητές, τότε οι δυνατοί συνδυασµοί των τιµών αληθείας της είναι 2ν. Για 

παράδειγµα η προτασιακή παράσταση  P(p, q,) = (p ∨ q  )∧(p⇒q) που περιέχει 2 

µεταβλητές τις p και q , οι συνδυασµοί των τιµών αληθείας είναι 22 = 4 και ο πίνακας 

τιµών αληθείας είναι ο παρακάτω: 

 

 p q q  p ∨ q  p⇒q (p ∨ q  )∧(p⇒q)  

 α α ψ α α α  

 α ψ α α ψ ψ  

 ψ α ψ ψ α ψ  

 ψ ψ α α α α  
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Κάθε προτασιακή παράσταση που για κάθε συνδυασµό των τιµών αληθείας των 

µεταβλητών της παίρνει την τιµή αληθείας (α) ονοµάζεται ταυτολογία, ενώ αν 

παίρνει την τιµή αληθείας (ψ) ονοµάζεται αυτοαντίφαση. Κάθε προτασιακή 

παράσταση που δεν είναι ταυτολογία ή αυτοαντίφαση ονοµάζεται σχετική. 

 

4.6.2  Νόµοι της λογικής των προτάσεων 

 

Οι ταυτολογίες ονοµάζονται αρχές ή νόµοι της λογικής των προτάσεων. Οι 

σηµαντικότεροι νόµοι είναι: 

1. Νόµοι ταυτότητας:  p ⇒ p,   p ⇔ p 

2. Νόµοι αποκλείσεως τρίτου:  p∨ p ,   p p  

3. Νόµος αντίφασης:  pp ∧  

4. Νόµοι αντιµετάθεσης:   p∨q  ⇔  q∨p,                                                                    

                                             p∧q  ⇔  q∧p,                                                                   

                                          (p⇔q) ⇔ (q⇔p) 

5. Προσεταιριστικοί νόµοι:    (p∨q)∨ r ⇔ p∨(q∨r)                                                   

                                                  (p∧q)∧ r ⇔ p∧(q∧r)                                                   

                                            [(p⇔q)⇔ r] ⇔ [p⇔(q⇔r)]   

6. Επιµεριστικοί νόµοι:     p ∨ (q∧r) ⇔ (p∨q) ∧ (p∨r)                                              

                                             p ∧ (q∨r) ⇔ (p∧q) ∨ (p∧r)                                               

                                         [p ∨ (q⇒r)] ⇔ [(p∨q) ⇒ (p∨r)]                                          

                                         [p ∨ (q⇔r)] ⇔ [(p∨q) ⇔ (p∨r)] 

7. Νόµος διπλής άρνησης: p  ⇔ p 

8. Νόµοι De Morgan:     qp ∨  ⇔ p∧ q                                                                     

                                         qp ∧  ⇔ p∨ q  

9.  Νόµος άρνησης συνεπαγωγής: qp ⇒  ⇔ p ∧ q   

10.  Νόµος άρνησης ισοδυναµίας:  qp ⇔   ⇔  (p ∧ q ) ∨ ( p∧q) 

11.  Νόµοι αντικαταστάσεως:     (p ⇔ q) ⇔ (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)                                  

                                                     (p ⇒ q) ⇔ ( p∨ q) 

12. Νόµος αποσπάσεως:   p ∧ (p ⇒ q) ⇒ q  
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13. Νόµος υποθετικού συλλογισµού:   (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r) 

14. Νόµος αντιθετοαντιστροφής:   (p ⇒ q) ⇔ ( q  ⇒ p ) 

15. Νόµος δυνατών περιπτώσεων:    (p ⇒ q) ∧ ( p⇒ q) ⇒ q  

16. Νόµος της εις άτοπον απαγωγής: (p ⇒ q) ⇔ [(p ∧ q ) ⇒ (r ∧ r )] 

 

Οι παραπάνω νόµοι είναι ταυτολογίες και διαπιστώνεται αν κατασκευαστεί ο πίνακας 

αληθείας τους. 

 

 4.6.3  Μόρφωση ταυτολογιών 

Με τους πίνακες τιµών αλήθειας δεν µπορούµε να σχηµατίσουµε ταυτολογίες, παρά 

µόνο να ελέγξουµε αν µια δοσµένη παράσταση είναι ταυτολογία ή όχι ( και αυτό, 

όταν το πλήθος των µεταβλητών είναι µεγάλο, είναι εξαιρετικά επίπονο.) Αυτό 

οδήγησε στην διατύπωση κανόνων µορφώσεως ( σχηµατισµού ) ταυτολογιών, από 

τους οποίους οι σπουδαιότεροι είναι. 

 

1. ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΡΝΗΣΗΣ  

«Αν µια προτασιακή παράσταση P είναι αυτοαντίφαση (παίρνει την τιµή αληθείας 

(ψ)), τότε η προτασιακή παράσταση P  είναι ταυτολογία (παίρνει την τιµή αληθείας 

(α)) και αντιστρόφως.» 

Για παράδειγµα επειδή η παράσταση p∧p  είναι αυτοαντίφαση, σύµφωνα µε τον 

παραπάνω κανόνα, η παράσταση pp ∧  είναι ταυτολογία. 

 

2. ΚΑΝΟΝΑΣ ∆ΙΑΖΕΥΞΗΣ 

«Αν από δύο προτασιακές παραστάσεις P και Q η µία τουλάχιστον είναι ταυτολογία, 

τότε η προτασιακή παράσταση P∨Q είναι ταυτολογία» 

Για παράδειγµα επειδή η παράσταση p∨p είναι ταυτολογία, τότε σύµφωνα µε τον 

κανόνα διάζευξης η παράσταση (p∨p )∨(p⇔q) είναι επίσης ταυτολογία. 

 

3. ΚΑΝΟΝΑΣ ΣΥΖΕΥΞΗΣ 

«Αν δύο προτασιακές παραστάσεις P και Q είναι ταυτολογίες , τότε η προτασιακή 

παράσταση P∧Q είναι ταυτολογία» 
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Για παράδειγµα επειδή οι παραστάσεις qp ∧  ⇔ p∨ q  και (p ⇒ q) ⇔ ( p∨ q) είναι 

ταυτολογίες τότε σύµφωνα µε τον κανόνα σύζευξης, η παράσταση: 

                                    ( qp ∧  ⇔ p∨ q )∧[(p ⇒ q) ⇔ ( p∨ q) ]  

Είναι επίσης ταυτολογία. 

 

4. ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΠΟΣΠΑΣΕΩΣ ή ΜODUS PONENS 

• Κανόνας αποσπάσεως για προτάσεις: « Θεωρούµε δύο προτάσεις p και q. Αν 

οι προτάσεις p ⇒ q και p είναι αληθείς, τότε και η πρόταση q είναι επίσης 

αληθής.» 

• Κανόνας αποσπάσεως για προτασιακές παραστάσεις: « Θεωρούµε δύο 

παραστάσεις P και Q. Αν οι παραστάσεις P ⇒ Q και P είναι ταυτολογίες, τότε 

και η παράσταση  Q  είναι επίσης ταυτολογία.» 

 

5. ΚΑΝΟΝΑΣ ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗΣ 

«Αν από δύο προτασιακές παραστάσεις P και Q, η Q παίρνει τιµή αλήθειας (α) για 

κάθε συνδυασµό των τιµών αληθείας των µεταβλητών τους, για τον οποίο η Ρ 

λαµβάνει τιµή αλήθειας (α), τότε η παράσταση P ⇒ Q είναι ταυτολογία και 

αντιστρόφως.» 

Για παράδειγµα η  προτασιακή παράσταση: p∧q ⇒ (p ⇒q)    

είναι µια ταυτολογία. Πράγµατι έστω ότι για ένα συνδυασµό των τιµών αλήθειας των 

µεταβλητών της p και q είναι τ(p∧q) = α, τότε τ(p) = α και τ(q) = α και εποµένως  

τ(p ⇒q) = α. Συνεπώς σύµφωνα µε τον παραπάνω κανόνα η προτασιακή παράσταση  

p∧q ⇒ (p ⇒q)   είναι ταυτολογία. 

 

6. ΚΑΝΟΝΑΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ 

«Αν µια προτασιακή παράσταση Ρ παίρνει την ίδια τιµή αλήθειας µε µια προτασιακή 

παράσταση Q για κάθε συνδυασµό των τιµών αλήθειας των µεταβλητών τους, τότε η 

παράσταση: P ⇔ Q είναι ταυτολογία και αντιστρόφως.» 

Για παράδειγµα η παράσταση p ⇔ ( p⇒ p) είναι µια ταυτολογία. Πράγµατι:  

   α)  Έστω ότι τ(p) = α , τότε τ( p ) = ψ, εποµένως τ( p⇒ p) = α. 

   β)  Έστω ότι τ(p) = ψ , τότε τ( p ) = α, εποµένως τ( p⇒ p) = ψ. 
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συνεπώς σύµφωνα µε τον παραπάνω κανόνα η παράσταση p ⇔ ( p⇒ p) είναι µια 

ταυτολογία. 

 

7. ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

« Αν σε µια ταυτολογία αντικαταστήσουµε µια ή περισσότερες µεταβλητές της µε 

οποιεσδήποτε προτασιακές παραστάσεις, τότε η παράσταση που προκύπτει είναι πάλι 

µια ταυτολογία» 

Για παράδειγµα στην ταυτολογία :   p ∧ (p ⇒ q) ⇒ q   αν αντικαταστήσουµε το p µε 

την παράσταση p  και το q µε την ( p⇔ q), τότε προκύπτει η εξής παράσταση: 

p  ∧ [ p  ⇒ ( p⇔ q)] ⇒ ( p⇔ q) 

η οποία σύµφωνα µε τον παραπάνω κανόνα είναι ταυτολογία. 

 

  4.6.4 Λογική συνεπαγωγή και ισοδυναµία παραστάσεων. 

 

ΛΟΓΙΚΗ ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗ 

«Μια παράσταση Ρ λέµε ότι συνεπάγεται λογικά ή συνεπάγεται ταυτολογικά µια 

παράσταση Q αν, και µόνο αν, η παράσταση Ρ ⇒ Q είναι ταυτολογία.» 

Για παράδειγµα η παράσταση: p ∨ r  συνεπάγεται λογικά την παράσταση: q ⇒ (p⇒q), 

γιατί όπως µπορούµε να δείξουµε εύκολα, η παράσταση p ∨ r⇒[ q ⇒ (p⇒q)] είναι 

µια ταυτολογία. 

 

ΛΟΓΙΚΗ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ 

«Μια παράσταση Ρ λέµε ότι είναι λογικά ισοδύναµη ή απλά ισοδύναµη µε µια 

παράσταση Q, και γράφουµε Ρ ≡ Q, αν και µόνο αν, η παράσταση Ρ ⇔ Q είναι 

ταυτολογία.»  

Για παράδειγµα (p⇒q) ≡ ( p∨ q) γιατί η παράσταση (p⇒q) ⇔ ( p∨ q) είναι 

ταυτολογία. 

Για τις ισοδύναµες προτασιακές παραστάσεις ισχύουν οι παρακάτω προτάσεις: 

• Ρ ≡ Ρ  (αυτοπαθής) 

• Αν Ρ ≡ Q, τότε Q ≡ Ρ  (συµµετρική) 

• Αν Ρ ≡ Q και  Q ≡ R , τότε   Ρ ≡ R (µεταβατική) 

όπου P, Q και R οποιεσδήποτε προτασιακές παραστάσεις. 
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• ∆ύο προτασιακές παραστάσεις είναι ισοδύναµες, αν και µόνο αν, κάθε µια 

από αυτές συνεπάγεται λογικά την άλλη. 

 

ΚΑΝΟΝΕΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ 

• Έστω ότι µια σύνθετη πρόταση περιέχει µια πρόταση p και ότι η πρόταση  

p ⇔ q είναι αληθής. Τότε η τιµή αληθείας της σύνθετης αυτής πρότασης δεν 

µεταβάλλεται αν αντικαταστήσουµε την p µε την q. 

• Έστω ότι µια προτασιακή παράσταση Ρ΄ περιέχεται σε µια άλλη παράσταση 

P. Έστω ακόµα  Q η παράσταση που προκύπτει από την Ρ όταν 

αντικαταστήσουµε την Ρ΄ µε µια άλλη παράσταση Q΄.                                          

      α) Αν Ρ΄ ≡ Q΄ τότε Ρ ≡ Q 

 β) Αν η Ρ είναι µια ταυτολογία και Ρ΄ ≡ Q΄, τότε και η Q είναι ταυτολογία. 

 

 4.6.5  Άλγεβρα των παραστάσεων. 

 

       Όπως είδαµε η σχέση « ≡ » µεταξύ των προτασιακών παραστάσεων είναι 

αυτοπαθής, συµµετρική και µεταβατική δηλαδή είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Η 

σχέση αυτή λέγεται ακόµα και «λογική ισότητα» ή απλά «ισότητα» . Έτσι πολλές 

φορές, αντί να λέµε ότι δύο παραστάσεις είναι ισοδύναµες λέµε ότι είναι ίσες. Με 

βάση τις ιδιότητες της σχέσεως  « ≡ », τον κανόνα αντικαταστάσεως για παραστάσεις 

και γνωρίζοντας µερικές απλές ισοδυναµίες (ισότητες) µπορούµε, όταν δοθεί µια 

προτασιακή παράσταση Ρ να βρούµε µια άλλη παράσταση ισοδύναµη ( ίση ) µε την Ρ 

και η οποία να περιέχει όσο το δυνατό λιγότερους λογικούς συνδέσµους, δηλαδή να 

είναι όπως λέµε απλούστερης µορφής. Η εργασία αυτή ονοµάζεται απλοποίηση της 

δοσµένης παράστασης Ρ και το σχετικό µέρος της λογικής λέγεται «άλγεβρα των 

παραστάσεων» 

 

     Για να απλοποιήσουµε λοιπόν µε παράσταση, πρέπει να γνωρίζουµε ένα επαρκές 

πλήθος ισοδυναµιών που τις ονοµάζουµε «Νόµους της άλγεβρας των 

παραστάσεων». Οι σπουδαιότεροι νόµοι είναι: 

1. pp =  

2. p ∨ p ≡ p ,  p ∧ p ≡ p 
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3. p ∨ q ≡ q ∨ p,   p ∧ q ≡ q ∧ p 

4. (p∨q)∨ r ≡ p∨(q∨r),    

5.  (p∧q)∧ r ≡ p∧(q∧r) 

6. qp ∨  ≡ p∧ q  

7. qp ∧  ≡ p∨ q  

8. qp ⇒  ≡ p ∧q  

9. qp ⇔   ≡  (p ∧ q ) ∨ ( p∧q) 

10. (p ⇔ q) ≡ (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p) 

11. (p ⇒ q) ≡ ( p∨ q) 

 

     Αν Α είναι µια µεταβλητή, η οποία µπορεί να αντικατασταθεί µόνο µε µια 

οποιαδήποτε αληθή πρόταση και Ψ είναι µια µεταβλητή, η οποία µπορεί να 

αντικατασταθεί µόνο µε µια ψευδή πρόταση, τότε ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναµίες. 

 

12. p ∨ Α ≡ Α, p ∨ Ψ ≡ Ψ 

13. p ∧ Α ≡ p,  p ∧ Ψ ≡ Ψ 

14. p ∨ p  ≡ Α , p ∧ p  ≡ Ψ 

15. A ≡ Ψ , Ψ = Α 

 

Σηµειώνουµε ακόµα ότι οι λογικές πράξεις δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. 

Μερικές από αυτές µπορεί να αντικατασταθούν από όλες τις άλλες. 

• Οι τρεις πράξεις − , ∨, ∧ µπορούν να αντικαταστήσουν όλες τις άλλες. 

Πράγµατι, έχουµε: p ⇒ q  ≡  p∨ q   και   p ⇔ q ≡ ( p∨ q) ∧ ( q ∨ p) 

• Oι δύο πράξεις − , ∨ µπορούν να αντικαταστήσουν όλες τις άλλες. Πράγµατι, 

έχουµε: p ∧ q ≡ qp ∨  , : p ⇒ q  ≡  p∨ q  , p ⇔ q ≡ ( ) ( )qpqp ∨∨∨  

• Oι δύο πράξεις − , ∧ µπορούν να αντικαταστήσουν όλες τις άλλες. Πράγµατι, 

έχουµε: p ∨ q ≡ qp ∧ , p ⇒ q  ≡  qp ∧ , p ⇔ q ≡ ( ) ( )qpqp ∧∧∧  

 

 

 



 61

 4.7  ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 

Προτασιακοί τύποι  

 

Προτασιακός τύπος µιας µεταβλητής ονοµάζεται κάθε έκφραση που περιέχει µια 

µεταβλητή, η οποία µεταβλητή όταν αντικατασταθεί µε ένα οποιοδήποτε στοιχείο 

ενός µη κενού συνόλου, η έκφραση γίνεται µια πρόταση. 

Τους προτασιακούς τύπους µιας µεταβλητής τους συµβολίζουµε µε: p(x), q(x), 

r(x),… 

 

Παράδειγµα: Η έκφραση p(x) : «Ο αριθµός x είναι περιττός» είναι προτασιακός 

τύπος µιας µεταβλητής και όταν το x παίρνει τιµές από το σύνολο {1, 2, 3, 4, 5, 6} ο 

προτασιακός τύπος γίνεται πρόταση, άλλοτε αληθής και άλλοτε ψευδής. 

 

• Το σύνολο Ω από το οποίο παίρνει τιµές η µεταβλητή x ονοµάζεται πεδίο 

ορισµού ή σύνολο αναφοράς του προτασιακού τύπου p(x). 

• Ένα στοιχείο ξ∈Ω λέµε ότι επαληθεύει τον προτασιακό τύπο p(x) αν, και 

µόνο, αν η πρόταση p(ξ) είναι αληθής. 

• Το υποσύνολο του συνόλου Ω που τα στοιχεία του επαληθεύουν τον 

προτασιακό τύπο p(x) ονοµάζεται σύνολο αλήθειας του p(x) και 

συµβολίζεται µε: {x ∈ Ω: p(x)} 

 

      Προτασιακός τύπος δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών ονοµάζεται κάθε 

έκφραση που περιέχει δύο ή περισσότερες µεταβλητές, οι οποίες όταν 

αντικατασταθούν µε οποιαδήποτε στοιχεία δύο ή περισσοτέρων µη κενών συνόλων 

αντιστοίχως, η έκφραση γίνεται µια πρόταση. 

Τους προτασιακούς τύπους δύο µεταβλητών x, y τους συµβολίζουµε µε:                         

p(x,y), q(x,y), r(x,y),… 

Τους προτασιακούς τύπους τριών µεταβλητών x, y, z τους συµβολίζουµε µε:                  

p(x,y,z), q(x,y,z), r(x,y,z),…  κτλ 

 

Παράδειγµα: Η έκφραση p(x,y): « ο αριθµός x είναι µικρότερος από τον αριθµό y» 

είναι προτασιακός τύπος µε δύο µεταβλητές. Όταν η µεταβλητή x παίρνει τιµές από 
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ένα σύνολο {1,3,7} και η µεταβλητή y παίρνει τιµές από ένα άλλο σύνολο (2,4,8}ο 

παραπάνω προτασιακός τύπος γίνεται πρόταση µε τιµή αληθή ή ψευδή. 

 

Έστω ένας προτασιακός τύπος p(x, y) µε δύο µεταβλητές x και y:  

• Αν ονοµάσουµε Α το σύνολο από το οποίο παίρνει τιµές η µεταβλητή x και Β 

το σύνολο από το οποίο παίρνει τιµές η µεταβλητή y, έτσι το διατεταγµένο 

ζεύγος (x, y) παίρνει τιµές από το σύνολο ΑxB που ονοµάζεται πεδίο 

ορισµού ή σύνολο αναφοράς του προτασιακού τύπου p(x,y). 

• Ένα στοιχείο (ξ, η) του συνόλου ΑxB λέµε ότι επαληθεύει τον προτασιακό 

τύπο p(x,y) αν, και µόνο, αν η πρόταση p(ξ, η) είναι αληθής. 

• Το υποσύνολο του συνόλου ΑxB που τα στοιχεία του επαληθεύουν τον 

προτασιακό τύπο p(x,y) ονοµάζεται σύνολο αλήθειας του p(x,y) και 

συµβολίζεται µε: {(x,y)∈ ΑxB: p(x,y)} 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Αν p(x) και q(x) είναι προτασιακοί τύποι µε πεδίο ορισµού Ω, τότε οι εκφράσεις: 

)x(p ,  p(x) ∨ q(x),   p(x) ∧ q(x),   p(x) ⇒ q(x),   p(x) ⇔ q(x)  είναι επίσης 

προτασιακοί τύποι µε το ίδιο πεδίο ορισµού Ω. 

 

4.7.1  Ποσοδείκτες 

 

Α. Καθολικός ποσοδείκτης 

 

Έστω ένας προτασιακός τύπος p(x) µε πεδίο ορισµού Ω. Έστω Α = {x ∈ Ω: p(x)} το 

σύνολο αληθείας του προτασιακού τύπου, προφανώς είναι Α ⊆ Ω, τότε: 

 

Η πρόταση που είναι: 

• Αληθής αν Α = Ω, δηλαδή αν όλα τα στοιχεία του Ω επαληθεύουν τον 

προτασιακό τύπο p(x) 

• Ψευδής αν Α ≠ Ω, δηλαδή στην αντίθετη περίπτωση 

συµβολίζεται  µε:   p(x) ,∀x ∈ Ω και διαβάζεται «p(x), για κάθε x ∈ Ω» 

Το σύµβολο ∀, που µετατρέπει τον προτασιακό τύπο p(x) σε πρόταση, ονοµάζεται 
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καθολικός ποσοδείκτης και διαβάζεται « για κάθε ». 

 

Παράδειγµα 1.  

Έστω ο προτασιακός τύπος: p(x): « x2 + 1 > 0 » . Αν θεωρήσουµε ως σύνολο 

αναφοράς της µεταβλητής x το σύνολο των πραγµατικών αριθµών , τότε η έκφραση 

« x2 + 1 >0 , ∀x∈» είναι πρόταση και µάλιστα αληθής. 

 

Παράδειγµα 2. 

Έστω ο προτασιακός τύπος: q(ν): « ν + 1 > 10 » . Αν θεωρήσουµε ως σύνολο 

αναφοράς της µεταβλητής ν το σύνολο των φυσικών αριθµών , τότε η έκφραση  

« ν + 1 >10 , ∀ν∈» είναι πρόταση και µάλιστα ψευδής. 

 

Β. Υπαρξιακός ποσοδείκτης 

Έστω ένας προτασιακός τύπος p(x) µε πεδίο ορισµού Ω. Έστω Α = {x ∈ Ω: p(x)} το 

σύνολο αληθείας του προτασιακού τύπου, προφανώς είναι Α ⊆ Ω, τότε: 

 

Η πρόταση που είναι: 

• Αληθής αν Α ≠ ∅, δηλαδή αν ένα τουλάχιστον στοιχείο του συνόλου Ω 

επαληθεύει τον προτασιακό τύπο p(x) 

• Ψευδής αν Α = ∅, δηλαδή στην αντίθετη περίπτωση 

συµβολίζεται  µε:   ∃x ∈ Ω, p(x) και διαβάζεται «υπάρχει x ∈ Ω, p(x) » 

 

Το σύµβολο ∃, που µετατρέπει τον προτασιακό τύπο p(x) σε πρόταση, ονοµάζεται 

υπαρξιακός ποσοδείκτης και διαβάζεται « υπάρχει » µε την έννοια « υπάρχει 

τουλάχιστον ένα». 

 

Παράδειγµα 1.  

Έστω ο προτασιακός τύπος: q(ν): « 2ν < 3 » . Αν θεωρήσουµε ως σύνολο αναφοράς 

της µεταβλητής ν το σύνολο των φυσικών αριθµών , τότε η έκφραση  

« ∃ν∈, 2ν < 3» είναι πρόταση και µάλιστα αληθής. 

 

Παράδειγµα 2. 

Έστω ο προτασιακός τύπος: p(x): « x2 + 1 = 0 » . Αν θεωρήσουµε ως σύνολο 
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αναφοράς της µεταβλητής x το σύνολο των πραγµατικών αριθµών , τότε η έκφραση 

«∃x∈, x2 + 1 = 0» είναι πρόταση και µάλιστα ψευδής. 

 

Γ. Η θέση των ποσοδεικτών σε µια µαθηµατική πρόταση 

 

Αν µια µαθηµατική πρόταση περιέχει δύο ή περισσότερους ποσοδείκτες και 

αλλάξουµε την σειρά των ποσοδεικτών, τότε η πρόταση που θα προκύψει δεν έχει 

πάντοτε την ίδια τιµή αλήθειας µε την αρχική. Για παράδειγµα αναφέρουµε τις 

προτάσεις: 

 

«∀ν∈, ∃y∈, ν < y » η οποία είναι αληθής, ενώ η πρόταση  

«∃y∈, ∀ν∈, ν < y » είναι ψευδής 

 

Γενικά  για κάθε προτασιακό τύπο µε δύο µεταβλητές p(x, y) οι παρακάτω προτάσεις 

είναι αληθείς 

∀x, ∀y, p(x, y) ⇔ ∀y, ∀x, p(x, y) 

∃x, ∃y, p(x, y) ⇔ ∃y, ∃x, p(x, y) 

∃x, ∀y, p(x, y) ⇒ ∀y, ∃x, p(x, y) 

∃y, ∀x, p(x, y) ⇒ ∀x, ∃y, p(x, y) 

Αντίθετα οι παρακάτω προτάσεις δεν είναι πάντοτε αληθείς. 

∀x, ∃y, p(x, y) ⇒ ∃y, ∀x, p(x, y) 

∀y, ∃x, p(x, y) ⇒ ∃x, ∀y, p(x, y) 

 

∆. Καθολικά αληθείς προτασιακοί τύποι 

 

Θεωρούµε έναν προτασιακό τύπο p(x) όπου το x διατρέχει το σύνολο Ω. Ο 

προτασιακός τύπος p(x) ονοµάζεται καθολικά αληθής επί του συνόλου Ω, αν και 

µόνο αν η πρόταση «∀x∈ Ω: p(x)» είναι αληθής. 

 

Παράδειγµα  

Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών  ισχύει: (x + 1)2 = x2 + 2x + 1 γιατί η 

πρόταση «∀x∈: (x + 1)2 = x2 + 2x + 1» είναι αληθής. 
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ΣΧΟΛΙΟ 

 

     Αν στους νόµους της λογικής των προτάσεων αντικαταστήσουµε τις µεταβλητές p, 

q, r, … µε οποιουσδήποτε προτασιακούς τύπους p(x), q(x), r(x), … ορισµένους σε 

ένα σύνολο Ω, τότε οι προτασιακοί τύποι που θα προκύψουν θα είναι καθολικά 

αληθείς επί του συνόλου Ω. 

 

Ε. Αρνήσεις προτάσεων που περιέχουν ποσοδείκτες 

 

Έστω ένας προτασιακός τύπους p(x) όπου η µεταβλητή του διατρέχει ένα σύνολο Ω. 

τότε: 

• Η άρνηση της πρότασης ∀x, p(x) είναι η πρόταση ∃x, )x(p  

• H άρνηση της πρότασης ∃x, p(x) είναι η πρόταση  ∀x, )x(p  

 

∆ηλαδή ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναµίες: 

• )x(p,x)x(p,x ∃⇔∀  

• )x(p,x)x(p,x ∀⇔∃  

 

Παραδείγµατα 

Η άρνηση της πρότασης  «∀x∈, x2 ≥ 0» είναι η πρόταση «∃x∈, x2 < 0 » και η 

άρνηση της πρότασης «∃x∈, 2x +5 = 0» είναι η πρόταση «∀x∈, 2x +5 = 0» 

ΣΤ. Νόµοι των ποσοδεικτών 

 

Έστω ότι p(x) και q(x) είναι δύο προτασιακοί τύποι ορισµένοι επί ενός συνόλου Ω. 

Οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς: 

• ( ) ( ) ( ) ( )x, p x q x x,p x x,q x∀ ∧ ⇔ ∀ ∧ ∀⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

• ( ) ( ) ( ) ( )x, p x q x x,p x x,q x∃ ∨ ⇔ ∃ ∨ ∃⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

• ( ) ( ) ( ) ( )x,p x x,q x x, p x q x∀ ∨ ∀ ⇒∀ ∨⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

• ( ) ( ) ( ) ( )x, p x q x x,p x x,q x∃ ∧ ⇒ ∃ ∧ ∃⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

Αντιθέτως, οι παρακάτω προτάσεις δεν είναι πάντοτε αληθείς: 
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• ( ) ( ) ( ) ( )x, p x q x x,p x x,q x∀ ∨ ⇒ ∀ ∨ ∀⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

• ( ) ( ) ( ) ( )x,p x x,q x x, p x q x∃ ∧ ∃ ⇒ ∃ ∧⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

 4.7.2  Κανόνες συµπεράσµατος  

 

     Η µαθηµατική λογική µας παρέχει κανόνες, µε την βοήθεια των οποίων µπορούµε 

να βρίσκουµε αληθείς προτάσεις από άλλες αληθείς. Οι κανόνες αυτοί ονοµάζονται 

κανόνες συµπεράσµατος και οι βασικότεροι είναι: 

 

      Ο κανόνας απόσπασης ( modus ponens): Αν οι προτάσεις p ⇒ q και p είναι 

αληθείς, τότε και η πρόταση q είναι επίσης αληθής. Ο κανόνας αυτός παριστάνεται 

συµβολικά µε: 

 

 p ⇒ q , p  

 q  

 

      Ο κανόνας συλλογισµού αρνητικής µορφής ( modus tollens): Αν οι προτάσεις  

p ⇒ q και q  είναι αληθής, τότε και η πρόταση p  είναι επίσης αληθής. Ο κανόνας 

αυτός παριστάνεται συµβολικά µε: 

 

 p ⇒ q, q   

 p   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ 

 

5.  Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ «ΕΙΣ ΑΤΟΠΟΝ ΑΠΑΓΩΓΗΣ» 

 

      Ιστορικά η µέθοδος αυτή εµφανίστηκε από τον Ζήνωνα (488 – 430 π. Χ.) από την 

Ελέα της Κάτω Ιταλίας που ήταν µαθητής του Παρµενίδη. Ο Ζήνων χρησιµοποίησε 

για πρώτη φορά την εις άτοπον απαγωγή, ως επιστηµονική µέθοδο για την ερµηνεία 

των παραδόξων του. Η εις άτοπον απαγωγή εµφανίζεται συχνά στα Στοιχεία του 

Ευκλείδη, αλλά και στους νεότερους χρόνους πολλοί συγγραφείς µαθηµατικών 

κειµένων έδειξαν κάποια προτίµηση στην µέθοδο αυτή. Αυτή οφείλεται στην 

απόλυτη πειστικότητα µε την οποία επιβάλλεται η ισχύς της προς απόδειξη πρότασης. 

Όµως η µέθοδος αυτή έχει το µειονέκτηµα να µην φωτίζει εσωτερικά την ουσία της 

αποδεικτέας αλήθειας. Μας αναγκάζει να δεχτούµε την αλήθεια µιας πρότασης µέσα 

από την απόρριψη της άρνησής της, γεγονός που συχνά δεν ικανοποιεί κατά βάθος το 

πνεύµα, που αρέσκεται στην θεώρηση της αλήθειας µέσα από µια αυστηρή διαδοχή 

αποδεικτικών λόγων. Παρόλα αυτά η µέθοδος της εις ατόπου απαγωγής αποτελεί 

σπουδαιότατο όργανο του αποδεικτικού συστήµατος της µαθηµατικής επιστήµης. 

Πολλές φορές οι προσπάθειες µας να βρούµε µια συνθετική ή αναλυτική απόδειξη 

µιας πρότασης οδηγούµαστε σε αδιέξοδο είτε γιατί τέτοια απόδειξη δεν υπάρχει είτε 

γιατί η εύρεση της ξεπερνά την αποδεικτική µας δύναµη. Τότε καταφεύγουµε στην 

εις άτοπον απαγωγή. Χωρίς αυτή πολλά ζητήµατα των µαθηµατικών θα περίµεναν 

ακόµη την λύση τους και η όλη εξέλιξη της επιστήµης θα συναντούσε ανυπέρβλητες 

δυσχέρειες. Η απόδειξη µε την µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής στηρίζεται πάνω 

στους κανόνες της λογικής για το κύρος δύο αντιφατικών προτάσεων. Για να 

αποδειχτεί η αλήθεια µιας πρότασης αρκεί να αποδειχτεί το ψεύδος της αντίστοιχης 

αντιφατικής πρότασης. Η απόδειξη του ψεύδους είναι συχνά ευκολότερη από την 

απόδειξη της αλήθειας µιας πρότασης, γιατί το ψεύδος είναι ένας ισχυρισµός που 

έρχεται σε σύγκρουση µε την παραδεκτή και αποκατεστηµένη γνώση και έτσι 

αποκρούεται µε δύναµη από τον στοχασµό σαν κάτι το επικίνδυνο, που έρχεται να 

διαταράξει την λογική του εσωτερική τάξη και αρµονία. Γι’ αυτό κριτήριο της 

ψευδούς γνώσης είναι η σύγκρουση προς αναγνωρισµένες αλήθειες ( υποθέσεις, 

αιτήµατα, θεωρήµατα) δηλαδή το άτοπο. Καµιά γνώση δεν µπορεί να γίνει δεκτή ως 

αληθινή, αν οδηγεί σε άτοπα συµπεράσµατα.  
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      Τέλος και στην καθηµερινή ζωή µας βρισκόµαστε συχνά στην ανάγκη να 

αποδείξουµε το ψεύδος ενός ισχυρισµού γιατί η εφαρµογή αυτής της µορφής σκέψης  

είναι αρκετά συχνή στην καθηµερινότητα µας. ∆εν είναι υπερβολή να ισχυριστούµε 

πως η εις άτοπον απαγωγή  είναι συνεχώς παρούσα στην καθηµερινή διαλεκτική και 

πως πρέπει να συγκαταλέγεται στους γενικούς τρόπους που ακολουθεί η νόηση στην 

έρευνα της αλήθειας. 

 

    Μετά από όσα είπαµε παραπάνω ας µελετήσουµε την ουσία της µεθόδου: 

 

       Έστω ότι σε ένα µαθηµατικό σύστηµα θέλουµε να αποδείξουµε µια πρόταση p. 

Η µέθοδος της «εις άτοπον απαγωγής» συνίσταται στο να θεωρήσουµε την άρνηση 

p  της πρότασης p και θα αποδείξουµε µια πρόταση της µορφής: 

qp ⇒  

 όπου q είναι µια αληθινή πρόταση του µαθηµατικού συστήµατος (αξίωµα ή 

θεώρηµα). Τότε θα έχουµε: 

 qp ⇒  αληθής 

 q αληθής  

οπότε µε βάση του κανόνα συλλογισµού αρνητικής µορφής (modus tollens) η 

πρόταση p θα είναι αληθής. 

 

5.1  Εφαρµογές. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η 

 

Ο 2  είναι άρρητος 

 

Έστω ότι  ο 2  είναι ρητός, τότε υπάρχουν φυσικοί αριθµοί κ, λ µε (κ, λ) =1  

ώστε   22

2

=
λ
κ   

τότε κ2 = 2λ2 άρα ο κ2 είναι άρτιος, συνεπώς και ο κ είναι άρτιος, δηλαδή κ =2ν  

Αντικαθιστώντας στην κ2 = 2λ2 έχουµε:  
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(2ν)2 = 2λ2 ⇔ λ2 = 2ν2  

άρα ο λ2 είναι άρτιος εποµένως ο λ είναι άρτιος. 

Αυτό όµως είναι άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι (κ, λ) = 1, εποµένως η υπόθεσή ότι 

Υπάρχουν φυσικοί αριθµοί κ, λ µε (κ, λ) =1 ώστε   22

2

=
λ
κ  είναι λανθασµένη. 

 

ΣΧΟΛΙΟ  

Η παραπάνω απόδειξη είναι σύγχρονη βασισµένη πάνω σ’ αυτή που υπάρχει στον 

Αριστοτέλη στα « Αναλυτικά Ύστερα 41α   23-30» 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η 

 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει κ το πολύ ρίζες σε διάστηµα (α, β) 

 

 

Για να αποδείξουµε ότι µια εξίσωση f(x)=0 έχει κ το πολύ ρίζες σε ένα διάστηµα           

(α, β) ακολουθούµε την παρακάτω διαδικασία: 

• Αρχικά δεχόµαστε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει κ+1 ρίζες και τις διατάσουµε 

ρ1<ρ2<…..<ρκ+1. 

• Οι ρίζες αυτές ορίζουν κ διαστήµατα [ρ1, ρ2],  [ρ2, ρ3], ……,[ρκ, ρκ+1] και 

αποδεικνύουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής σε κάθε ένα από τα 

διαστήµατα αυτά και παραγωγίσιµη σε κάθε ένα από τα αντίστοιχα 

ανοικτά διαστήµατα. 

• Ισχύουν επίσης f(ρ1)= f(ρ2)=……..= f(ρκ+1)=0 αφού όλοι οι αριθµοί 

ρ1,ρ2,…..ρκ+1 είναι ρίζες της εξίσωσης f(x)=0 αρά για κάθε ένα από τα 

διαστήµατα αυτά ισχύει το θεώρηµα του Rolle. 

• Με δεδοµένη την ισχύ του θεωρήµατος του Rolle η εξίσωση f ΄(x)=0 θα 

έχει µια τουλάχιστον ρίζα σε  κάθε ένα από τα διαστήµατα, συνολικά κ 

τουλάχιστον. 

• Υπολογίζουµε την f ΄(x)=0 και δείχνουµε ότι είναι αδύνατο να έχει κ 

τουλάχιστον ρίζες, καταλήγοντας σε άτοπο, άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει κ 

το πολύ ρίζες σε ένα διάστηµα (α, β). 
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    Εφαρµόζοντας τα παραπάνω µπορούµε να αποδείξουµε ότι η εξίσωση x2ν = αx + β 

(ν∈Ν*, α, β∈ℝ) έχει το πολύ δύο πραγµατικές ρίζες. Για τον σκοπό αυτό θεωρούµε 

την συνάρτηση f(x) = x2ν - αx – β και υποθέτουµε ότι αυτή έχει τρείς πραγµατικές 

ρίζες τις ρ1, ρ2, ρ3 µε ρ1 < ρ2 < ρ3. 

 

Για την συνάρτηση αυτή έχουµε ότι σε κάθε ένα από τα διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3] 

είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στα αντίστοιχα (ρ1, ρ2), (ρ2, ρ3) µε παράγωγο                

f ΄(x) = 2ν·xν – 1 – α και επιπλέον είναι f(ρ1) = f(ρ2) = f(ρ3) = 0 αφού οι ρ1, ρ2 και ρ3 

είναι ρίζες της εξίσωσης f(x) = 0. 

 

Εποµένως ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος του Rolle άρα υπάρχει µια 

τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f ΄(x) = 0 στο διάστηµα (ρ1, ρ2) και µια τουλάχιστον 

στο διάστηµα (ρ2, ρ3) 

 

Αλλά  είναι: 

f ΄(x) = 0 ⇔ 

2νx2ν – 1 – α = 0 ⇔ 

x2ν – 1  = 
ν
α
2

, ν∈Ν* 

 

η εξίσωση όµως είναι περιττού βαθµού, εποµένως έχει µια µόνο πραγµατική ρίζα στο 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών. ΑΤΟΠΟ .  

Εποµένως η εξίσωση f(x) = 0  δεν έχει τρεις πραγµατικές ρίζες, εποµένως έχει το 

πολύ δύο διαφορετικές ρίζες στο  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η 

 

Η µέθοδος της ατόπου απαγωγής µπορεί να εφαρµοστεί ακόµη και στον υπολογισµό 

ορίου συνάρτησης 

 

∆ίνεται η συνάρτηση f: →  µε f() =  για την οποία ισχύουν:  

• Η συνάρτηση f έχει όριο στο +∞  

• f(x) + ef(x) = x για κάθε x∈  

τότε να υπολογίσετε το όριο της f(x) όταν το x τείνει στο +∞ 

Αν 
+∞→x

lim f(x) = - ∞ τότε έχουµε: 

+∞→x
lim [f(x) + ef(x)] = - ∞, ενώ 

+∞→x
lim x = + ∞ , άρα καταλήγουµε σε άτοπο. 

Αν 
+∞→x

lim f(x) =  ∈ τότε έχουµε: 

+∞→x
lim [f(x) + ef(x)] = e+ , ενώ 

+∞→x
lim x = + ∞ , άρα καταλήγουµε σε άτοπο. 

 

Επειδή από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι υπάρχει το όριο της συνάρτησης f στο + ∞ 

έχουµε υποχρεωτικά ότι 
+∞→x

lim f(x) = + ∞ 
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6. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ Ή ΤΕΛΕΙΑΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ 

 

            Η µαθηµατική επαγωγή, ή διαφορετικά τέλεια επαγωγή, είναι µια µέθοδος 

µαθηµατικής απόδειξης που συνήθως χρησιµοποιείται για να αποδειχτεί ότι µια 

πρόταση ισχύει για όλους τους φυσικούς αριθµούς. Η µαθηµατική επαγωγή σαν 

τεχνική που ξεκινάει από το µερικό και ειδικό και διατυπώνει συµπεράσµατα γενικού 

και καθολικού περιεχοµένου, χρησιµοποιήθηκε από τους αρχαίους χρόνους ως  

µέθοδος απόδειξης, αλλά και ως εργαλείο επιχειρηµατολογίας. Όπως προκύπτει από 

τα κείµενα των Νεοπυθαγορείων φιλοσόφων (Ιάµβλιχος, Θέων ο Σµυρνεύς), ήδη από 

την εποχή των Πυθαγορείων, στα πλαίσια της Θεωρίας Αριθµών, όπως την είχαν 

αναπτύξει οι Πυθαγόρειοι, χρησιµοποιείτο µια µορφή ατελούς επαγωγής.  

 

        Οι Πυθαγόρειοι εισήγαγαν µορφές αποδείξεων βελτιωµένες σε σχέση µε εκείνες 

των προγενεστέρων Ελλήνων µαθηµατικών θεωρώντας ότι η αποδεικτική διαδικασία 

δεν είναι απλά ένας παραγωγικός συλλογισµός, αλλά πρέπει να έχει δεδοµένα 

(υποθέσεις) και κάποιους αρχικούς συλλογισµούς. Μια µέθοδος απόδειξης που 

αναπτύχθηκε από τους Πυθαγόρειους είναι και η µαθηµατική επαγωγή. Η χρήση της 

µεθόδου φαίνεται σε αρκετές εργασίες τους όπως: 

 

• Στην πρόταση Ι45 όπου αναφέρει την κατασκευή παραλληλογράµµου µε 

δοθείσα γωνία που είναι ισοδύναµο µε δοθέν τρίγωνο. 

• Στην απόδειξη της αλγεβρικής πρότασης (2α+β)2+β2=2(α+β)2+2α2 

• Στις προτάσεις VII 14,  VIII 13   IX 20  X2  των στοιχείων του Ευκλείδη. 

 

       Ενώ η χρήση της µαθηµατικής επαγωγής ως µέθοδο απόδειξης είναι αρκετά 

διαδεδοµένη στους πυθαγόρειους που την εφάρµοζαν στην γεωµετρική άλγεβρα, 

παρατηρούµε ότι στον Ευκλείδη είναι τελείως υποβαθµισµένη. Μια λογική εξήγηση 

του γεγονότος αυτού είναι η εξής: Αρχικά η µαθηµατική επαγωγή αναπτύχθηκε 

παράλληλα µε την έννοια της ανθυφαίρεσης. Μετά την εµφάνιση της θεωρίας των 

λόγων η ανθυφαίρεση ατόνησε και µαζί της ατόνησε και η µαθηµατική επαγωγή. 

(Nεγρεπόντης, 2006). Ο Σωκράτης πολλές φορές για να ορίσει έννοιες που 

αφορούσαν ανθρώπινους χαρακτηρισµούς ( σοφία, δικαιοσύνη, εγκράτεια, αρετή, 

ανδρεία κ.α) συνήθως διάλεγε κάποια άτοµα µε προσωπικότητα, ξεχώριζε τα κοινά 
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τους χαρακτηριστικά και στην συνέχεια τους προσέδινε γενική ισχύ. Τον επαγωγικό 

συλλογισµό τον χρησιµοποίησε επίσης και ο Πλάτωνας, αλλά κυρίως οι Επικούρειοι 

Φιλόσοφοι που τον µετέτρεψαν σε σύστηµα φιλοσοφικής έρευνας. Στην ιστορία της 

φιλοσοφίας έγιναν απόπειρες να παρουσιαστεί ένας τύπος συλλογισµού σαν 

µοναδικά ορθός και αυθεντικός τρόπος απόκτησης νέων γνώσεων. Έτσι ο 

Αριστοτέλης ενώ υποστήριζε πως για την γνώση του γενικού είναι απαραίτητο να 

ξεκινάµε από το µερικό και να χρησιµοποιούµε την επαγωγή για την εξαγωγή 

κρίσεων, εντούτοις όπως γνωρίζουµε υπερτόνισε την σηµασία του παραγωγικού 

συλλογισµού σαν τον µοναδικά ορθό τρόπο ασφαλούς σκέψης και θεµελίωσε την 

τυπική λογική η  οποία θεωρείται ως το απαραίτητο εργαλείο παραγωγικού 

διαλογισµού, που από την αλήθεια µιας πρότασης για ένα σύνολο συµπεραίνουµε την 

αλήθεια για τα επί µέρους στοιχεία ή υποσύνολά του. 

 

      Αντίθετα ο Φραγκίσκος Βάκων (16ος αιώνας) άσκησε οξύτατη κριτική στην 

«συνηθισµένη» λογική και στον παραγωγικό τρόπο του Αριστοτέλη µε το επιχείρηµα 

ότι δεν στηρίζεται στην πείρα, στην πρακτική και αφήνει από τα χέρια του την φύση. 

Τεράστια θεωρείται η προσφορά του στην ανάπτυξη της λογικής µε την επεξεργασία 

της επαγωγής, παρόλο που τα βήµατά του που έκανε προς τα εµπρός ήταν 

µονόπλευρα. Από τους µαθηµατικούς ο J. Bernoulli (17ος αιώνας) ήταν ο πρώτος που 

απέκρουσε συστηµατικά την επαγωγή σαν µέθοδο εξαγωγής µαθηµατικής γνώσης και 

δίνοντας αντιπαραδείγµατα δεν την δέχτηκε σαν αποδεικτική µέθοδο γενικών 

προτάσεων. Γεννήθηκε λοιπόν το ερώτηµα πως θα βρεθεί µια αυστηρή συλλογιστική 

διαδικασία που θα αξιοποιούσε και διασφάλιζε την εγκυρότητα της επαγωγικής 

µεθόδου, ώστε από την αλήθεια ειδικών περιπτώσεων να καταλήγουµε στην αλήθεια 

γενικών περιπτώσεων. Έτσι δηµιουργήθηκε η µαθηµατική ή τέλεια επαγωγή όπως 

την γνωρίζουµε σήµερα και εµφανίστηκε για πρώτη φορά σε τέλεια µορφή από τον 

Pascal  το 1654 στην απόδειξη µιας ιδιότητας του οµώνυµου τριγώνου του Pascal. 

∆είγµατα της µεθόδου όµως εµφανίστηκαν νωρίτερα στην εργασία του Ιταλού 

µαθηµατικού και αστρονόµου Franciscus Maurolycus (1495 – 1575) στο έργο 

Arithmeticorum libri duo, όπου χρησιµοποίησε τη µέθοδο για να αποδείξει ότι το 

άθροισµα των ν πρώτων περιττών αριθµών είναι ν2. Το όνοµα «µαθηµατική 

επαγωγή» ή «τέλεια επαγωγή» καθιερώθηκε από τις εργασίες των Α. De Morgan 

(1838) και R. Dedekind (1887). Είναι απαραίτητο να γίνει διάκριση από την «ατελή 
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επαγωγή»O Giuseppe Peano (1852 – 1932) σε µια εντυπωσιακή προσπάθεια να 

τυποποιήσει την αριθµητική συµπεριέλαβε το 1889 στο έργο του «Arithmetices 

principia nova methodo exposita» την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής στα πέντε 

αξιώµατα του για την θεµελίωση του συνόλου των φυσικών αριθµών. Τα αξιώµατα 

αυτά είναι: 

 

Αξίωµα Ι.        Ο 1 είναι φυσικός αριθµός, δηλαδή 1∈ 

 

Αξίωµα ΙΙ.       Για κάθε φυσικό αριθµό υπάρχει ένας και µόνο ένας επόµενος  

                         φυσικός αριθµός, δηλαδή για κάθε ν∈ ⇒ (ν + 1)∈.  

 

Αξίωµα ΙΙΙ      Ο 1 δεν είναι επόµενος κανενός φυσικού αριθµού, δηλαδή ν + 1 ≠ 1  

                        (ακριβέστερα ν + 1 > 1) για κάθε ν∈. 

 

Αξίωµα IV     ∆ύο φυσικοί αριθµοί που έχουν τον ίδιο επόµενο, είναι ίσοι, δηλαδή  

                        για κάθε ν∈ και για κάθε µ∈ ισχύει: ν + 1 = µ + 1 ⇒ ν = µ. 

 

Αξίωµα V      Η αρχή της µαθηµατικής ή τέλειας επαγωγής. 

                      Αν S είναι ένα υποσύνολο των φυσικών αριθµών που περιλαµβάνει το 1 

                      και τον επόµενο κάθε αριθµού του, τότε το S ταυτίζεται µε το σύνολο  

                      των φυσικών αριθµών , δηλαδή: 

                      αν S ⊆  τέτοιο ώστε:  

                      (α) 1∈ S,  

                      (β)  για κάθε k∈ S ⇒ (k + 1) ∈ S,   

                     τότε S =  

 

          Η µέθοδος της µαθηµατικής επαγωγής δηµιουργήθηκε από την ανάγκη να 

ελεγχθούν τα αποτελέσµατα της επαγωγικής µεθόδου. Για τον λόγο αυτό η µέθοδος 

είναι µια µορφή παραγωγικού συλλογισµού και δεν µπορούσε να είναι διαφορετικά, 

αφού σύµφωνα µε τα πρότυπα του παρελθόντος, κανένα µαθηµατικό αποτέλεσµα δεν 

µπορούσε να θεωρηθεί έγκυρο εκτός αν είχε βγει µε παραγωγικό τρόπο µε τις αρχές 

της τυπικής λογικής από τις υποθέσεις και τα αξιώµατα. 
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       Η αρχή της µαθηµατικής επαγωγής είναι µια ακριβώς διατυπωµένη πρόταση της 

οποίας η διαισθητική πειστικότητα θεωρείται από τους µαθηµατικούς 

αναµφισβήτητη. Εµφανίζεται όµως και σαν αξίωµα στην αξιωµατική κατασκευή των 

φυσικών αριθµών, επιτρέποντας έτσι την εξαγωγή µιας καθαρά παραγωγικής 

απόδειξης για το ότι µια πρόταση που εξαρτάται από τον φυσικό αριθµό ν ισχύει για 

όλους τους φυσικούς αριθµούς. 

 

        Η µέθοδος όµως σαν παραγωγική µέθοδος απόκτησης της γνώσης έχει τις 

αδυναµίες και τις ατέλειες της και µε κανένα τρόπο δεν µπορεί να εκφράσει το 

ζηλευτό και αξιοθαύµαστο πλούτο των µορφών που χρησιµοποιεί η ανθρώπινη 

γνώση για την κατάκτηση της αλήθειας και της γνώσης του κόσµου που µας 

περιβάλλει. Η µαθηµατική επαγωγή όπως και οποιαδήποτε παραγωγική µέθοδος 

συλλογισµού δεν είναι σε θέση από µόνη της να ανακαλύψει καινούργια γνώση, 

καινούργιες αλήθειες για τον απλούστατο λόγο πως η αφετηρία από την οποία αρχίζει 

η κίνησή της, η γνώση δηλαδή του γενικού έχει ανάγκη θεµελίωσης και είναι 

αποτέλεσµα κάποιων άλλων τρόπων γνώσης. Εποµένως οι πηγές της µεθόδου 

ξεκινούν από κάτι που δεν είναι απαγωγή. Είναι φυσικό ότι για να αποδειχτεί κάτι µε 

παραγωγικό τρόπο πρέπει να είναι γνωστό µε άλλες µεθόδους απόδειξης. 

 

     Ο Ι. Lakatos παραθέτει αποσπάσµατα των Πρόκλου, Πάππου, Χρύσιππου, Euler, 

Polya κ.α. που φαίνεται ότι ήταν κοινή πίστη στους µαθηµατικούς όλων των εποχών 

πως οι εικασίες (ή τα θεωρήµατα) προηγούνται των αποδείξεων τους στην ευρετική 

διάταξη. Η αντίληψη αυτή συνοψίζεται στα λόγια του Riemann: «Τα θεωρήµατα να 

υπάρχουν µόνο και µετά θα εύρισκα εύκολα τις αποδείξεις». Πρέπει λοιπόν µε 

κάποιους άλλους τρόπους και µεθόδους να ανακαλύψει κανείς τα θεωρήµατα και τις 

προτάσεις για να τις αποδείξει µε την µαθηµατική επαγωγή ή µε οποιονδήποτε άλλο 

παραγωγικό τρόπο. Αυτή είναι και η βασική αδυναµία της µαθηµατικής επαγωγής και  

οποιασδήποτε παραγωγικής µεθόδου, ότι δηλαδή δεν επιτρέπει από µόνη της την 

ανακάλυψη νέων γνώσεων. 
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Από την θεωρία των φυσικών αριθµών αποδεικνύονται τα παρακάτω θεωρήµατα 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (πρώτη µορφή τέλειας επαγωγής) 

 

Έστω p(ν) ένας προτασιακός τύπος ορισµένος στο σύνολο των φυσικών αριθµών  . 

Αν: 

•  p(0) είναι αληθής πρόταση και  

• ∀κ∈, p(κ) ⇒ p(κ+1)  

Τότε ο προτασιακός τύπος p(ν) ισχύει για κάθε ν∈. 

 

Η απόδειξη µιας πρότασης της µορφής «∀ν∈, p(ν)» µε βάση το παραπάνω θεώρηµα 

ή όπως λέγεται επαγωγικά, γίνεται σε δύο βήµατα ως εξής: 

Α) Αποδεικνύουµε ότι η πρόταση p(1) είναι αληθής . 

Β) Θεωρούµε ένα τυχαίο φυσικό αριθµό κ και µε την υπόθεση ότι η πρόταση p(κ) 

είναι αληθής, αποδεικνύουµε ότι και η πρόταση p(κ + 1) είναι επίσης αληθής. 

 

Με χρήση των συµβόλων της λογικής το θεώρηµα διατυπώνεται ως εξής: 

 

             { p(0) ∧ [∀κ∈: p(κ) ⇒ p(κ+1)]} αληθής ⇒ p(ν) αληθής ∀ν∈ 

 

     Η πρώτη από τις παραπάνω σχέσεις του θεωρήµατος αναφέρεται ως βάση της 

επαγωγής  ή βασικό βήµα και η δεύτερη σχέση ως βήµα της επαγωγής ή επαγωγικό 

βήµα. Η υπόθεση ότι η p(κ) είναι αληθής στην δεύτερη σχέση αναφέρεται ως 

επαγωγική υπόθεση. (Νεγρεπόντης, Σ. Γιωτόπουλος, Σ. & Γιαννακούλιας Ε. 1999) 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (δεύτερη µορφή τέλειας επαγωγής) 

 

Έστω p(ν) ένας προτασιακός τύπος ορισµένος στο σύνολο των φυσικών αριθµών  . 

Αν: 

•  p(1)  είναι αληθής πρόταση και  

• ∀κ∈ µε κ ≥1 , p(1),  p(2), …, p(κ) αληθής  ⇒ p(κ+1) αληθής 

Τότε ο προτασιακός τύπος p(ν) ισχύει για κάθε ν∈. 
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Η απόδειξη µιας πρότασης της µορφής «∀ν∈, p(ν)» µε βάση το παραπάνω θεώρηµα 

ή όπως λέγεται επαγωγικά, γίνεται σε δύο βήµατα ως εξής: 

Α) Αποδεικνύουµε ότι οι προτάσεις  p(1) και p(2)  είναι αληθείς   

Β) Θεωρούµε ένα τυχαίο φυσικό αριθµό κ και µε την υπόθεση ότι οι προτάσεις              

p(κ -1) και  p(κ -2)  είναι αληθείς, αποδεικνύουµε ότι και η πρόταση p(κ + 1) είναι 

επίσης αληθής. 

 

Με χρήση των συµβόλων της λογικής το θεώρηµα διατυπώνεται ως εξής: 

 

{ p(1), p(2)   ∧ [∀κ∈ κ > 2 :p(κ -1) ∧ p(κ -2)  ⇒ p(κ)]} αληθής  

     ⇒ p(ν) αληθής ∀ν∈ 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο (γενίκευση) 

 

    Έστω ένας ακέραιος αριθµός α και ένας προτασιακός τύπος p(ν), ορισµένο στο 

σύνολο Sα = { α, α+1, α+2, …}. Αν: 

• p(α) είναι αληθής πρόταση και  

• ∀κ∈ Sα = { α, α+1, α+2, …}, p(κ) ⇒ p(κ +1)  

Τότε ο p(ν) ισχύει για κάθε ακέραιο ν ≥ α. 

 

     Η απόδειξη µιας πρότασης της µορφής «∀κ∈ Sα, p(ν)» µε βάση το παραπάνω 

θεώρηµα ή όπως λέγεται επαγωγικά, γίνεται σε δύο βήµατα ως εξής: 

Α) Αποδεικνύουµε ότι η πρόταση p(α) είναι αληθής . 

Β) Θεωρούµε ένα τυχαίο ακέραιο κ ≥ α και µε την υπόθεση ότι η πρόταση p(κ) είναι 

αληθής, αποδεικνύουµε ότι και η πρόταση p(κ +1) είναι επίσης αληθής. 

 

     Μια  άλλη χρήσιµη διατύπωση της αρχής της µαθηµατικής επαγωγής είναι η 

πρόταση: «Κάθε µη κενό υποσύνολο των φυσικών αριθµών περιέχει ελάχιστο 

στοιχείο» Η πρόταση αυτή είναι γνωστή ως η αρχή του ελαχίστου ή αρχή της καλής 

διάταξης. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4ο  

Η αρχή του ελάχιστου είναι ισοδύναµη µε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής. 

 

Απόδειξη. 

   Αρχικά υποθέτουµε ότι αληθεύει η αρχή του ελάχιστου και έστω ότι: 

• p(0) είναι αληθής πρόταση και  

• ∀κ∈, p(κ) ⇒ p(κ+1)  

Υποθέτουµε ότι υπάρχει φυσικός αριθµός µ τέτοιος ώστε η p(µ) να είναι ψευδής. 

Θεωρούµε το σύνολο Α = { ν ∈ : p(ν) ψευδής.} Το σύνολο Α είναι µη κενό 

υποσύνολο των φυσικών αριθµών, εποµένως σύµφωνα µε την αρχή του ελαχίστου, 

έχει ελάχιστο στοιχείο έστω το λ. Προφανώς λ ≠ 0 εφόσον η p(0) είναι αληθής 

πρόταση. Επειδή το λ είναι το ελάχιστο στοιχείο του Α θα έχουµε ότι λ – 1 ∉ Α, 

δηλαδή η p(λ – 1) ισχύει. Από την υπόθεση προκύπτει ότι η πρόταση p(λ) είναι 

αληθής, δηλαδή λ ∉ Α, το οποίο είναι άτοπο. Εποµένως η πρόταση p(ν) είναι αληθής 

για κάθε φυσικό αριθµό ν. 

 

Αντίστροφο. 

   Έστω ότι αληθεύει η αρχή της µαθηµατικής επαγωγής και έστω ότι Α είναι ένα µη 

κενό υποσύνολο των φυσικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι το σύνολο Α δεν έχει 

ελάχιστο στοιχείο. Θεωρούµε το σύνολο Β που αποτελείται από τους φυσικούς 

αριθµούς που είναι µικρότεροι από όλα τα στοιχεία του συνόλου Α, δηλαδή: 

κ∈Β ⇔ [ για κάθε µ∈Α: κ < µ]. 

Παρατηρούµε ότι 0∈Β(διαφορετικά θα ήταν ελάχιστο στοιχείο του Α) 

Έστω ν∈Β, τότε όλα τα στοιχεία του συνόλου Α είναι µεγαλύτερα από το ν. Από την 

υπόθεση ότι το σύνολο Α δεν έχει ελάχιστο στοιχείο έπεται ότι ν + 1 ∈ Α, συνεπώς 

όλα τα στοιχεία του Α είναι µεγαλύτερα από το ν + 1. ∆ηλαδή ν + 1 ∈ Β. Από την 

αρχή της µαθηµατικής επαγωγής συµπεραίνουµε ότι Β = Ν, άρα Α = ∅, το οποίο 

είναι άτοπο. Εποµένως το Α έχει ελάχιστο στοιχείο. (Μυτιληναίος, Μ & Κατερίνης, 

Π. 1993) 

 

       Η µαθηµατική επαγωγή δεν περιορίζεται µόνο στο σύνολο των φυσικών 

αριθµών. Μπορεί να εφαρµοστεί στην απόδειξη µιας πρότασης p(κ) για κάθε ακέραιο 

κ ≥ β, όπου β είναι ένας οποιοσδήποτε ακέραιος. Στην πραγµατικότητα πρόκειται για 
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µια µετατόπιση του συνόλου των φυσικών αριθµών κατά β µονάδες. Αν ζητείται να 

αποδειχτεί µε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής µια πρόταση p(κ) για όλους 

τους ακεραίους κ είναι αναγκαίο και ικανό να γίνουν δύο επαγωγές: µια προς τα δεξιά 

του µηδέν ( θετικούς ακεραίους) και µια προς τα αριστερά του µηδέν (αρνητικούς 

ακεραίους) 

 

      Σύµφωνα µε τους Avital, S. & Hansen, R. (1978), η µαθηµατική επαγωγή µπορεί 

να εφαρµοστεί σε οποιοδήποτε άπειρο σύνολο που ικανοποιεί τις παρακάτω 

συνθήκες: 

 

• Ύπαρξη διάταξης (για οποιαδήποτε στοιχεία του συνόλου να είναι φανερό 

ποιο προηγείται του άλλου.) 

• Ασυµµετρία (αν το α προηγείται του β, τότε το β δεν προηγείται του α) 

• Μεταβατικότητα (για οποιαδήποτε τριάδα στοιχείων α, β, γ του συνόλου, αν 

το α προηγείται του β και το β προηγείται του γ, τότε το α προηγείται του γ) 

• Καλή διάταξη (κάθε υποσύνολο του συνόλου έχει ελάχιστο στοιχείο) 

 

       Επιπλέον πρέπει να ισχύει η ιδιότητα πως κάθε στοιχείο του συνόλου, εκτός από 

το πρώτο, έχει ένα καλά ορισµένο προηγούµενο στοιχείο. Κάθε σύνολο που 

ικανοποιεί αυτές τις συνθήκες µπορεί να τοποθετηθεί σε µια ένα προς ένα αντιστοιχία 

µε τους φυσικούς αριθµούς, αρκεί τα στοιχεία του δοσµένου συνόλου να είναι 

τοποθετηµένα κατά µέγεθος. 

 

        Η µέθοδος της µαθηµατικής επαγωγής αποτελείται από δύο βήµατα. Και τα δύο 

βήµατα είναι απολύτως αναγκαία, για να εξασφαλίσουµε την αλήθεια ενός 

ισχυρισµού, γιατί διαφορετικά µπορεί να οδηγηθούµε σε λάθος συµπεράσµατα. 

Υπάρχουν δηλαδή, περιπτώσεις στις οποίες ικανοποιείται το πρώτο βήµα χωρίς να 

ικανοποιείται και το δεύτερο. Για παράδειγµα η πρόταση Ρ(ν) :  «∀ν∈ ο αριθµός  

ν2 – ν + 41 είναι πρώτος» για ν = 2 δίνει αριθµητική τιµή στο πολυώνυµο 41 που είναι 

πρώτος αριθµός. Ακόµη για ν = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 και 10 έχουµε ότι το πολυώνυµο 

έχει τιµές  43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113 και 131 αντίστοιχα, που είναι όλοι επίσης 

πρώτοι αριθµοί. Θα µπορούσε λοιπόν κάποιος να υποθέσει ότι για οποιοδήποτε 

φυσικό ν η τιµή του πολυωνύµου   ν2 – ν + 41 είναι πρώτος αριθµός. Αυτό όµως 
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ισχύει µέχρι και για ν = 40 αλλά δεν ισχύει για ν = 41 , για το οποίο έχουµε 412 – 41 + 

41 = 412, που δεν είναι πρώτος.  Υπάρχουν επίσης περιπτώσεις στις οποίες 

ικανοποιείται το 2ο βήµα της µαθηµατικής επαγωγής χωρίς όµως να ικανοποιείται και 

το πρώτο. Για παράδειγµα στον ισχυρισµό «∀ν∈ : ν = ν + 1» ο οποίος προφανώς 

είναι ψευδής, ωστόσο ισχύει το δεύτερο βήµα της µαθηµατικής επαγωγής. Πράγµατι 

αν ισχύει η πρόταση Ρ(κ): κ = κ +1 έχουµε ότι κ +1 = κ + 1 + 1 δηλαδή κ + 1 = κ + 2 

που είναι η πρόταση Ρ(κ + 1) δηλαδή ισχύει το δεύτερο βήµα. Βλέπουµε λοιπόν ότι 

στην περίπτωση αυτή αν δεν εξετάσουµε το πρώτο βήµα της επαγωγής και βγάλουµε 

συµπεράσµατα µόνο από την ισχύ του δεύτερου βήµατος έχουµε ότι ν = ν +1 για κάθε 

φυσικό αριθµό που δηλώνει ότι κάθε φυσικός αριθµός είναι ίσος µε τον επόµενο του 

δηλαδή ότι όλοι οι φυσικοί αριθµοί είναι ίσοι!!!  
 

 

6.1 Εφαρµογές. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η 

 

Υπολογισµός νιοστής παραγώγου τριγωνοµετρικής συνάρτησης µε χρήση της 

µαθηµατικής επαγωγής. 

 

« Να υπολογιστεί η νιοστή παράγωγος της συνάρτησης f(x) = ηµx» 

 

Αρχικά υπολογίζουµε την πρώτη, δεύτερη, και τρίτη παράγωγο της συνάρτησης            

f(x) = ηµx. 

Για x∈, έχουµε: 

f ΄(x) = (ηµx)΄ = συνx 

f ΄΄(x) = (συνx)΄ = - ηµx  

f (3)(x) = ( - ηµx)΄ = - συνx 

Στην συνέχεια προσπαθούµε να µετασχηµατίσουµε τις παραπάνω παραγώγους σε 

συγκεκριµένη µορφή µε χρήση τριγωνοµετρικών µετασχηµατισµών: 

f ΄(x) = (ηµx)΄ = συνx = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π x
2
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f ΄΄(x) = (συνx)΄ = - ηµx = ηµ(π + x) = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π x
2

2  

f (3)(x) = ( - ηµx)΄ = - συνx = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π x
2

3  

µε βάση τους παραπάνω τριγωνοµετρικούς µετασχηµατισµούς προκύπτει η εικασία 

ότι η νιοστή παράγωγος της συνάρτησης f(x) = ηµx, είναι: 

f (ν)(x) = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
νπ x
2

 µε ν∈* 

 

η παραπάνω σχέση είναι απλά µια εικασία για την νιοστή παράγωγο της συνάρτησης 

f(x) = ηµx και η απόδειξη της γίνεται µε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής, 

όπου έχουµε: 

Έστω ο προτασιακός τύπος p(ν): f (ν)(x) = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
νπ x
2

 µε ν∈* 

Α. Η πρόταση p(1): f ΄(x) = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π⋅ x
2

1  είναι αληθής  

γιατί είναι f ΄(x) = (ηµx)΄ = συνx = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π x
2

 

Β. Υποθέτουµε ότι η πρόταση p(κ): f (κ)(x) = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
κπ x
2

 ,κ∈ είναι αληθής,                

οπότε αρκεί να αποδειχτεί η συνεπαγωγή ∀κ∈, p(κ) ⇒ p(κ+1) δηλαδή η ισχύς της 

πρότασης: 

p(κ +1):   f (κ+1)(x) = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π⋅+κ x
2

)1( , κ∈ 

Πράγµατι έχουµε: f (κ+1)(x) = [f (κ)(x)]΄ = 
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
κπ

ηµ x
2

= συν ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
κπ x
2

· 
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
κπ x
2

= 

= συν ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
κπ x
2

 = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

κπ
+

π x
22

= ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π+κπ x
2

 = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π⋅+κ x
2

)1(  

Τότε σύµφωνα µε την µέθοδο της µαθηµατικής ή τέλειας επαγωγής ο προτασιακός 

τύπος p(ν) : f (ν)(x) = ηµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
νπ x
2

  ισχύει για κάθε ν∈*. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η 

 

Απόδειξη συναρτησιακών σχέσεων για πεπερασµένο πλήθος x1, x2, …xν σηµείων 

του πεδίου ορισµού µιας συνάρτησης. 

 

«∆ίνεται η συνάρτηση f : → , για την οποία ισχύει f(x + y) = f(x) + f(y) για 

κάθε x, y ∈. Να αποδείξετε ότι f(x1 + x2 + … + xν) = f(x1) + f(x2) + …+f(xν) για 

κάθε ν∈ - {1} και x1, x2, …xν∈.» 

 

Η σχέση αποδεικνύεται µε την µέθοδος της µαθηµατικής ή τέλειας επαγωγής. 

Έστω ο προτασιακός τύπος p(ν): f(x1 + x2 + … + xν) = f(x1) + f(x2) + …+f(xν) 

 

Α. Η πρόταση p(1): f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)  είναι αληθής λόγω της υπόθεσης αφού 

x1, x2∈. 

 

Β. Υποθέτουµε ότι η πρόταση p(κ): f(x1 + x2 + … + xκ) = f(x1) + f(x2) + …+f(xκ),        

κ∈ - {1} είναι αληθής,                 

οπότε αρκεί να αποδειχτεί η συνεπαγωγή ∀κ∈, p(κ) ⇒ p(κ+1) δηλαδή η ισχύς της 

πρότασης: 

p(κ +1):  f(x1 + x2 + … + xκ+1) = f(x1) + f(x2) + …+f(xκ+1), κ∈ 

 

Πράγµατι έχουµε: 

 

    f(x1 + x2 + … + xκ+1) =  

= f[(x1 + x2 + … + xκ) + xκ+1] = 

= f(x1 + x2 + … + xκ) + f(xκ+1) =  

= f(x1) + f(x2) + …+f(xκ) + f(xκ+1).  

 

Τότε σύµφωνα µε την µέθοδο της µαθηµατικής ή τέλειας επαγωγής ο προτασιακός 

τύπος p(ν) : f(x1 + x2 + … + xν) = f(x1) + f(x2) + …+f(xν) ισχύει για κάθε ν∈ - {1}. 
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 ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η 

 

Υπολογισµός ορίου συνάρτησης 

 

«∆ίνεται η συνάρτηση f(0, +∞)→  µε f(x) = 2

ν

x
nx)(  ν∈,να υπολογιστεί το όριο 

+∞→x
lim f(x)» 

 

 Αρχικά δίνοντας τιµές στον φυσικό αριθµό ν = 0, 1, 2, 3, 4 προκύπτουν οι πέντε 

πρώτες συναρτήσεις, όπου σχεδιάζοντας µε κατάλληλο πρόγραµµα τις γραφικές τους 

παραστάσεις προκύπτει η εικασία ότι: 0
x

)nx(lim 2x
=

ν

+∞→
 

 

 

Αρχικά το όριο 2x x
)nx(lim
ν

+∞→
 παρουσιάζει απροσδιόριστη µορφή και η άρση της 

απροσδιοριστίας που θα επιτρέψει τον υπολογισµό του ορίου επιχειρείται να γίνει µε 

τους κανόνες του De l’ Hospital, όµως ο υπολογισµός του λόγου 
)x(

])nx[(
2 ′

′ν

 

δηµιουργεί συνάρτηση µε συνθετότερο τύπο, όπως φαίνεται παρακάτω: 
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)x(
])nx[(

2 ′
′ν

= 
x2

x
1)nx( 1 ⋅⋅ν −ν

= 2

1

x2
)nx( −ν⋅ν  

Συνεπώς η απόδειξη της εικασίας 0
x

)nx(lim 2x
=

ν

+∞→
, γίνεται µε την µέθοδο της 

µαθηµατικής ή τέλειας επαγωγής. 

 

Έστω ο προτασιακός τύπος p(ν): 0
x

)nx(lim 2x
=

ν

+∞→
, ν∈ 

Α. Η πρόταση p(1): 0
x

)nx(lim 2x
=

+∞→
είναι αληθής 

Πράγµατι έχουµε: 
)x(
)nx(

2 ′
′

= 
x2

x
1

= 2x2
1 , όπου το όριο της συνάρτησης 2x2

1 υπάρχει 

όταν το x→ +∞ εποµένως έχουµε: 2x x
)nx(lim

+∞→
=

+∞→x
lim

)x(
)nx(

2 ′
′

= 
+∞→x

lim 2x2
1 = 0 

Β. Υποθέτουµε ότι η πρόταση p(κ): 0
x

)nx(lim 2x
=

κ

+∞→
,κ∈ είναι αληθής,                         

οπότε αρκεί να αποδειχτεί η συνεπαγωγή ∀κ∈, p(κ) ⇒ p(κ+1) δηλαδή η ισχύς της 

πρότασης: 

p(κ +1):   0
x

)nx(lim 2

1

x
=

+κ

+∞→
, κ∈ 

Πράγµατι έχουµε: 

)x(
])nx[(

2

1

′
′+κ

=
x2

x
1)nx()1( ⋅⋅+κ κ

= 2x
)nx(

2
1 κ

⋅
+κ , όπου το όριο της συνάρτησης 

2x
)nx( κ

 λόγω της πρότασης p(κ) υπάρχει, εποµένως έχουµε: 

+∞→x
lim

)x(
])nx[(

2

1

′
′+κ

= 
+∞→x

lim 2x
)nx(

2
1 κ

⋅
+κ = ⋅

+κ
2

1 0 = 0 

Τότε σύµφωνα µε την µέθοδο της µαθηµατικής ή τέλειας επαγωγής ο προτασιακός 

τύπος p(ν) : 0
x

)nx(lim 2x
=

ν

+∞→
ισχύει για κάθε ν∈ 
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7. Η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΑΝΤΙΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΣ 

 

Γενικά  

 

      Η θέση του αντιπαραδείγµατος είναι αρκετά σηµαντική στην αποδεικτική 

διαδικασία των µαθηµατικών προτάσεων. Ο όρος «αντιπαράδειγµα» κατασκευάστηκε 

στα νεώτερα χρόνια και δεν υπάρχει στα αρχαία Ελληνικά, δεν είναι αυστηρά 

µαθηµατικός όρος, αλλά χρησιµοποιείται σε πολλές επιστήµες. Σύµφωνα µε το 

Νεοελληνικό Λεξικό του Μπαµπινιώτη αντιπαράδειγµα είναι το παράδειγµα που 

ανατρέπει την ισχύ µιας υπόθεσης ή µιας άποψης η οποία βασίζεται σε άλλα 

παραδείγµατα. 

 

Μαθηµατικός ορισµός του αντιπαραδείγµατος. 

 

     Ένας βασικός νόµος της λογικής είναι ο νόµος της αποκλίσεως τρίτου. Σύµφωνα 

µε αυτόν για κάθε λογική πρόταση p έχουµε ότι η πρόταση p είναι αληθής ή η 

άρνησή της p είναι αληθής. ∆ηλαδή µε άλλα λόγια έχουµε τους ισχυρισµούς:  

 

• Η πρόταση p είναι αληθής αν και µόνο αν η πρόταση p  είναι ψευδής 

και αντίστροφα 

• Η πρόταση p είναι αληθής αν και µόνο αν η πρόταση p είναι ψευδής. 

 

    Ο παραπάνω νόµος ισχύει στα πλαίσια της δίτιµης λογικής, δηλαδή της λογικής 

που αναφέρει ότι κάθε µαθηµατική πρόταση p µπορεί να πάρει δύο µόνο τιµές:  

Α (αληθής) ή Ψ (ψευδής). Επειδή το αντιπαράδειγµα σχετίζεται άµεσα µε τον 

υπαρξιακό (∀) και τον καθολικό (∃) ποσοδείκτη, έχουµε τις προϋποθέσεις αλήθειας ή 

ψεύδους των παρακάτω προτάσεων. 

(∀x) [p(x)] 

Είναι αληθής αν για όλα τα x, η P(x) είναι αληθής. 

Είναι ψευδής αν για ένα τουλάχιστον x, η P(x) είναι ψευδής. 

(∃x)[p(x)] 

Είναι αληθής αν για ένα τουλάχιστον x, η P(x) είναι αληθής. 

Είναι ψευδής αν για όλα τα x, η P(x) είναι ψευδής. 
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(∀x) [p(x) ] 

Είναι αληθής αν για όλα τα x, η P(x) είναι ψευδής. 

Είναι ψευδής αν για ένα τουλάχιστον x, η P(x) είναι αληθής. 

 

(∃x)[ p(x) ] 

Είναι αληθής αν για ένα τουλάχιστον x, η P(x) είναι ψευδής. 

Είναι ψευδής αν για όλα τα x, η P(x) είναι αληθής. 

 

Με βάση τα παραπάνω έχουµε: 

]p(x)x)[(x)[p(x)]( ∃⇔∀  

]p(x)x)[(x)[p(x)]( ∀⇔∃  

 

Με βάση τα παραπάνω δίνουµε τον µαθηµατικό ορισµό του αντιπαραδείγµατος. 

 

Ορισµός 

         Έστω η πρόταση (∀x) [p(x)], η οποία θέλουµε να αποδείξουµε ότι είναι ψευδής. 

Για την απόδειξη αυτού του ισχυρισµού πρέπει και αρκεί να αποδείξουµε ότι η 

πρόταση (∃x)[ )x(p ] είναι αληθής. Εποµένως θα πρέπει να βρούµε ένα τουλάχιστον 

στοιχείο κ του συνόλου αναφοράς Ω έτσι ώστε η πρόταση p(κ) να είναι ψευδής. 

Το στοιχείο κ ονοµάζεται αντιπαράδειγµα της πρότασης (∀x) [p(x)]. 

 

Είδη αντιπαραδείγµατος. 

 

Ταξινοµώντας τα αντιπαραδείγµατα σε σχέση µε την δοµή τους είναι δυνατόν να τα 

κατατάξουµε στις παρακάτω βασικές κατηγορίες. (Selden, J. & Selden A. 1998) 

 

1. Το ειδικό αντιπαράδειγµα 

Τέτοιας µορφής αντιπαράδειγµα δεν δίνει καµία πληροφορία για τον τρόπο 

κατασκευής του και  δεν µπορούµε να βρούµε µέθοδο ώστε να κατασκευάσουµε 

άλλο όµοιο αντιπαράδειγµα.  

   Ένα ειδικό αντιπαράδειγµα συνάρτησης που είναι παντού ασυνεχής στο πεδίο 
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ορισµού της είναι η συνάρτηση f:→ µε f(x) = 
⎩
⎨
⎧

ρρητοςαν−
ςρητν

άx1
όxά1

. 

 

2. Το γενικό αντιπαράδειγµα 

    Τέτοιας µορφής αντιπαράδειγµα εµφανίζεται όταν θέλουµε να αποδείξουµε ότι µια 

µαθηµατική πρόταση είναι ψευδής. Στην περίπτωση αυτή το ίδιο το αντιπαράδειγµα 

προτείνει τρόπο παραγωγής µιας κλάσης αντιπαραδειγµάτων που δηλώνουν την µη 

ισχύ της µαθηµατικής πρότασης. 

    Ένα γενικό αντιπαράδειγµα µπορεί να προκύψει αν σε µια µαθηµατική πρόταση 

παραλείψουµε µια αναγκαία συνθήκη της. Στην περίπτωση αυτή µπορούν να 

προκύψουν άπειρα παραδείγµατα που δεν ικανοποιούν την παραληφθείσα συνθήκη 

και εποµένως δεν ικανοποιούν την µαθηµατική πρόταση. Πιο συγκεκριµένα αν στο 

θεώρηµα του Bolzano παραληφθεί η αναγκαία του συνθήκη « η συνάρτηση να µην 

έχει σταθερό πρόσηµο σε ένα διάστηµα [α, β]» προκύπτει µια απειρία συνεχών 

συναρτήσεων σε διάστηµα [α, β] για τις οποίες δεν ισχύει το θεώρηµα. 

 

         To αντιπαράδειγµα αν και ως έννοια υπάρχει από παλιά, στην µαθηµατική 

βιβλιογραφία συχνά δεν εµφανίζεται µε το όνοµά του. Σύµφωνα µε την ετυµολογία 

της λέξης το αντιπαράδειγµα είναι ένα «παράδειγµα» που περιέχει και το πρόθεµα 

«αντί» όταν υπάρχει κάποια µαθηµατική πρόταση στην οποία αυτό εναντιώνεται. Θα 

µπορούσαµε όµως να πούµε ότι το αντιπαράδειγµα δεν είναι απλά ένα είδος 

παραδείγµατος, χαρακτηρίζεται όµως έτσι από την χρήση του σε κάποια 

συγκεκριµένη αποδεικτική διαδικασία διάψευσης µιας µαθηµατικής πρότασης ή ενός 

ισχυρισµού, εποµένως το αντιπαράδειγµα θεωρείται µια µέθοδος απόδειξης στα 

µαθηµατικά. Σε ότι αφορά την συγγραφή διδακτικών βιβλίων των µαθηµατικών 

χρειάζονται πάντοτε τα κατάλληλα αντιπαραδείγµατα ώστε να διευκρινίζονται όλες 

οι περιπτώσεις εφαρµογής µιας µαθηµατικής πρότασης ώστε να προλαµβάνουν και 

να αποφεύγουν παρανοήσεις που πιθανόν προκύπτουν από την µελέτη µιας έννοιας ή 

ενός θεωρήµατος. Έµφαση επίσης πρέπει να δίνονται σε αντιπαραδείγµατα που δεν 

πληρούν µια από τις συνθήκες µιας µαθηµατικής πρότασης. 
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Τρόποι εισαγωγής ενός αντιπαραδείγµατος 

 

     Υπάρχουν αρκετοί τρόποι µε τους οποίους µπορούµε να διατυπώσουµε ένα 

αντιπαράδειγµα και να το χρησιµοποιήσουµε ως µέθοδο απόδειξης µιας µαθηµατικής 

πρότασης (∆ρόσος, Κ. 1986). Οι τρόποι αυτοί αναπτύσσονται παρακάτω: 

 

1. ∆ίνεται η πρόταση: p(x) µε x∈Ω. Αν η πρόταση είναι αληθής να αποδειχτεί, 

διαφορετικά να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

 

      Η παραπάνω πρόταση είναι υπόδειγµα που περιλαµβάνει µια ανοικτή διατύπωση 

αλλά απαιτείται µια κλειστή απάντηση. Τέτοιας µορφής ερωτήµατα είναι σηµαντικά 

στην κατανόηση των εννοιών που περικλείουν αλλά δυστυχώς τέτοιου είδους 

αναφορές απουσιάζουν από τα βιβλία των µαθηµατικών του γυµνασίου και του 

λυκείου. 

 

2. Υπάρχει x∈Ω ώστε να ικανοποιείται η πρόταση p(x) 

 

      Τέτοιας µορφής ερώτηση είναι στην ουσία ο έλεγχος ύπαρξης ενός 

αντιπαραδείγµατος x µέσα από το σύνολο αναφοράς Ω για την υπονοούµενη αντίθετη 

πρόταση «∀x∈Ω: )x(p » της πρότασης p(x). Τέτοιας µορφής ερώτηση µπορεί να έχει 

και ερωτηµατική διατύπωση αν η πρόταση δεν είναι διαισθητικά προφανής.  

 

3. Να αποδειχθεί ότι η συνθήκη p(x) είναι αναγκαία για την ισχύ του 

συµπεράσµατος του θεωρήµατος q(x). 

 

    Στην παραπάνω διατύπωση βρίσκεται στην ουσία ένα αντιπαράδειγµα αφού 

ζητείται να ανακαλυφθεί ένα στοιχείο κ∈Ω ώστε να ικανοποιεί την πρόταση 

« )(q)(p κ∧κ » 

 

4. Να αποδειχθεί ότι η πρόταση « p(x):Ωx∈∀ »είναι ψευδής. 

 

    Με την παραπάνω έκφραση έχουµε µια κλειστή ερώτηση και αναµένεται ανοικτή 
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απάντηση µε την έννοια ότι ζητάµε µε την ερώτηση αυτή την εύρεση ενός 

αντιπαραδείγµατος όχι κατ’ ανάγκη µοναδικού.   

 

H κατασκευή των αντιπαραδειγµάτων 

 

   Η κατασκευή ενός αντιπαραδείγµατος είναι µια πράξη της οποίας η δυσκολία 

ποικίλει, κυµαίνεται από αρκετά εύκολη ως αρκετά δύσκολη. ∆εν υπάρχει όµως 

πάντοτε κάποιος αλγόριθµος κατασκευής ενός αντιπαραδείγµατος, η κατασκευή του 

γίνεται συνήθως µε πειραµατισµό πράγµα που συνεπάγεται µεγάλη κατανάλωση 

χρόνου. Ο πειραµατισµός όµως αναπτύσσει µια διαίσθηση του τι είναι αυτό που 

ακυρώνει την εφαρµογή ενός ορισµού ή που διαψεύδει µια πρόταση. Η κατασκευή 

ενός αντιπαραδείγµατος έγκειται στο να πάρουµε ένα παράδειγµα και να το 

αλλοιώσουµε µε τέτοιο τρόπο ώστε να γίνει αντιπαράδειγµα. (∆αµαλάς, Γ 1998) 

 

Παιδαγωγικές αντιλήψεις για το αντιπαράδειγµα 

 

     Σύµφωνα µε την Κονστρουκτιβιστική θεωρία, οι επεµβάσεις του εκπαιδευτικού 

δεν επιδρούν στην κατασκευή της γνώστης ενός µαθητή, αλλά οι εµπειρίες του 

µαθητή από αυτές τις επεµβάσεις µαζί βέβαια µε τις προϋπάρχουσες γνώσεις του. Για 

την κατανόηση λοιπόν µιας µαθηµατικής έννοιας χρειάζεται από τον εκπαιδευτικό 

κατάλληλη σχεδίαση µέσω της οποίας θα δοθεί η δυνατότητα στον µαθητή να κτίση 

την µάθησή του. Τέτοιου είδους σχεδιασµοί χρειάζονται από το µέρους του 

εκπαιδευτικού πειραµατισµό, εικασίες, διαπραγµάτευση. Πριν διατυπωθεί µια 

µαθηµατική έννοια θα πρέπει να περάσει από ενδιάµεσα στάδια λανθασµένων 

εικασιών που καταρρίπτονται από αντιπαραδείγµατα, ώστε να γίνεται αναθεώρηση 

της λανθασµένης εικασίας και στην συνέχεια η παρουσίαση και η απόδειξη της 

µαθηµατικής έννοιας. Για τον λόγο αυτό ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να εξοικειωθεί µε 

τα αντιπαραδείγµατα θεωρώντας τα ως ισότιµα εργαλεία µε τα παραδείγµατα και να 

ενθαρρύνει τους µαθητές να τα ανακαλύπτουν και να τα χρησιµοποιούν (Τουµάσης, 

Μ. 2000) 
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7.1  Εφαρµογές. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η 

 

Υπάρχει συνάρτηση η οποία σε σηµείο xo του πεδίου ορισµού της είναι συνεχής 

αλλά όχι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό; 

 

Με µια τέτοια ερώτηση ουσιαστικά γίνεται έλεγχος ύπαρξης ενός αντιπαραδείγµατος 

για την µη ισχύ του αντίστροφου του θεωρήµατος  

«Αν µια συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο xo του πεδίου ορισµού της, 

τότε είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό». 

 

Το κλασσικό αντιπαράδειγµα είναι η συνάρτηση f : → µε τύπο f(x) = x  η οποία 

γράφεται και f(x) = 
⎩
⎨
⎧

<αν−
≥αν

0xx
0xx

 όπου για το σηµείο xo = 0 του πεδίου ορισµού 

της έχουµε 

0xlim)x(flim
0x0x

==
++ →→

    και  

0)x(lim)x(flim
0x0x

=−=
−− →→

 

Εποµένως )0(f0)x(flim
0x

==
→

 

δηλαδή είναι συνεχής στο 

σηµείο xo = 0 

 

Αλλά  

 

1
x
xlim

0x
)0(f)x(flim

0x0x
==

−
−

++ →→
      

και    

1
x
xlim

0x
)0(f)x(flim

0x0x
−=

−
=

−
−

−− →→
 

 

 

∆ηλαδή η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο xo = 0 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η 

 

∆ίνεται η πρόταση: « Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β] 

τότε η f είναι φραγµένη στο [α, β]»  

Να εξεταστεί αν η  προϋπόθεση της συνέχειας της συνάρτησης είναι αναγκαία 

για την ισχύ της παραπάνω πρότασης; 

 

 Στο παραπάνω ερώτηµα ζητείται ουσιαστικά η εύρεση ενός αντιπαραδείγµατος, 

δηλαδή µιας συνάρτησης f η οποία να ικανοποιεί την πρόταση: 

«η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο [α, β] και δεν είναι φραγµένη στο [α, β]» 

 

 Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η συνάρτηση: 

f(x)= 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=αν

∪∈αν
−

1x1

]2,1()1,0[x
)1x(

1
2  

 

για την οποία έχουµε ότι: 

)1(f)x(flim
1x

≠
→

συνεπώς στο σηµείο  

xo= 1 δεν είναι συνεχής. 

 

Επιπλέον η συνάρτηση f έχει σύνολο 

τιµών: 

 f([0,2]) = [f(0),  )x(flim
1x→

) = [1, +∞) 

άρα στο διάστηµα [0,1] δεν είναι άνω 

φραγµένη. 
 

 

 

ΣΧΟΛΙΟ  

 

Ένα αντιπαράδειγµα για την µη ισχύ του αντιστρόφου της παραπάνω πρότασης είναι 

η συνάρτηση του Dirichlet f(x) = 
⎩
⎨
⎧

βα∈και∈αν
βα∈και∈αν

],[xQx0
],[xQx1
 η οποία είναι 

φραγµένη γιατί 0 ≤ f(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ [α, β] αλλά δεν είναι συνεχής στο [α, β]. 

΄ 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η 

 

Να αποδειχθεί ότι η πρόταση: 

 «αν συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆, τότε η παράγωγός 

της είναι θετική στο εσωτερικό του ∆» 

είναι ψευδής. 

 

Με την ερώτηση αυτή ζητάµε την εύρεση ενός αντιπαραδείγµατος όχι κατ’ ανάγκη 

µοναδικού.   

 

Η συνάρτηση f(x) = x3, αν και 

είναι γνησίως αύξουσα στο 

σύνολο των πραγµατικών 

αριθµών, εντούτοις έχει 

παράγωγο 

 

f ΄(x) = 3x2 

 

η οποία δεν είναι θετική σε όλο 

το , αφού f ΄(0) = 0 

δηλαδή ισχύει f ΄(x) ≥ 0 για 

κάθε  x∈ 
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8.  H ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

      Η συµπερασµατική απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης είναι η απόδειξη µε 

χρήση της συνεπαγωγής και είναι από τις βασικές µεθόδους απόδειξης που θα 

συναντήσει κανείς όταν µελετά οποιοδήποτε µαθηµατική θεωρία.  

      Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να αποδείξουµε µια πρόταση ω. Για την απόδειξη της 

πρότασης ω, αρκεί να κατασκευάσουµε µια πεπερασµένη διαδοχή αληθών 

προτάσεων της µορφής: 

 

p ⇒ q , q ⇒ r, …., t ⇒ u, u ⇒ ω    (1) 

 

όπου p είναι µια αληθής πρόταση της θεωρίας ( αξίωµα ή θεώρηµα που έχει ήδη 

αποδειχθεί.)  

 

Η µαθηµατική λογική µας παρέχει κανόνες µε τους οποίους µπορούµε από αληθείς 

προτάσεις να βρούµε άλλες προτάσεις αληθείς. Οι κανόνες αυτοί ονοµάζονται 

κανόνες συµπεράσµατος. Τρεις από τους βασικότερους κανόνες συµπεράσµατος της 

µαθηµατικής λογικής είναι: 

 

1ος κανόνας . ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΠΟΣΠΑΣΕΩΣ «Αν οι προτάσεις p ⇒ q και p είναι 

προτάσεις αληθείς, τότε και η πρόταση q είναι επίσης αληθής» 

 

2ος κανόνας. ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ « Έστω ότι µια σύνθετη πρόταση 

περιέχει µια πρόταση p και ότι η πρόταση: p ⇔ q είναι αληθής, τότε η τιµή αλήθειας 

αυτής της πρότασης δεν  µεταβάλλεται αν αντικαταστήσουµε την πρόταση p µε την 

πρόταση q» 

 

3ος κανόνας. ΚΑΝΟΝΑΣ ΥΠΟΘΕΤΙΚΟΥ ΣΥΛΛΟΓΙΣΜΟΥ « Αν οι προτάσεις  

p ⇒ q  και  q ⇒ r είναι αληθείς, τότε και η πρόταση p ⇒ r είναι αληθής.» 

 

Με βάση τους παραπάνω κανόνες από την ακολουθία των αληθινών προτάσεων  που 

υπάρχουν στην σχέση (1) έχουµε ότι και η πρόταση  
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p ⇒ ω 

είναι αληθής. 

 

Συνήθως την διαδοχή των αληθών προτάσεων που εκφράζονται από την σχέση (1) 

την γράφουµε συντοµότερα και ως εξής: 

 

p ⇒ q ⇒ r ⇒ …. ⇒ t ⇒ u ⇒ ω   (2) 

 

Όταν η έναρξη µιας απόδειξης δεν είναι εύκολη, επιχειρούµε συνήθως την κατασκευή 

της ακολουθίας των αληθών προτάσεων (1) , αρχίζοντας από το τέλος. Τότε λέµε: 

Για να αποδείξουµε την πρόταση ω 

αρκεί να δείξουµε την πρόταση u ( και εννοούµε ότι ισχύει η συνεπαγωγή u ⇒ ω) 

αρκεί να δείξουµε την πρόταση t  ( και εννοούµε ότι ισχύει η συνεπαγωγή t ⇒ u ) 

κ. ο. κ 

και προχωράµε µε αυτόν τον τρόπο έως ότου φτάσουµε σε µια αληθινή πρόταση , 

έστω την p. 

Συνήθως, αντί να επαναλαµβάνουµε το «αρκεί να δείξουµε την πρόταση…» λέµε:  

Για να ισχύει η πρόταση ω, αρκεί να ισχύει η πρόταση u ή t ή …ή p και εννοούµε 

ότι: 

 

ω ⇐ u ⇐ t ⇐ … ⇐ p  (3) 

 

και εφ’ όσον η πρόταση p είναι αληθής, συµπεραίνουµε την αλήθεια της αποδεικτέας 

πρότασης ω. 

 

Εποµένως προκειµένου να αποδείξουµε µια πρόταση ω τότε: 

 

ή ξεκινάµε από µια αληθή πρόταση p προχωρώντας µε συνεπαγωγές έως ότου 

αποδειχθεί η πρόταση ω 

 

ή ξεκινάµε από την αποδεικτέα πρόταση ω και προχωρούµε µε το «αρκεί» έως ότου 

καταλήξουµε στην πρόταση p που ισχύει. 
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ΣΧΟΛΙΟ  

Στην απόδειξη της πρότασης ω δεν χρησιµοποιήθηκε καµία από τις συνεπαγωγές 

 

ω ⇒ u, u ⇒ t, t, … , r ⇒ q, q ⇒ p 

 

αν κάποια από τις παραπάνω συνεπαγωγές συµβεί να ισχύει δεν το σηµειώνουµε, 

γιατί οι συνεπαγωγές αυτές δεν έχουν καµία σχέση µε την απόδειξη της πρότασης ω. 

 

Απόδειξη συνεπαγωγής µε αντιθετοαντιστροφή 

 

Με βάση τον νόµο της λογικής της αντιθετοαντιστροφής 

 

(p ⇒ q) ⇔ ( q  ⇒ p ) 

 

Προκύπτει ένας τέταρτος κανόνας συµπεράσµατος: 

«Αν η πρόταση q  ⇒ p  είναι αληθής, τότε και η πρόταση p ⇒ q είναι επίσης αληθής 

και αντίστροφα» 

Με βάση τον παραπάνω κανόνα για να αποδείξουµε µια συνεπαγωγή p ⇒ q εάν αυτό 

είναι ευκολότερο αποδεικνύουµε την συνεπαγωγή  q  ⇒ p . Εποµένως λεκτικά αντί 

να δείξουµε p συνεπάγεται q, αποδεικνύουµε ισοδύναµα ότι από την άρνηση της 

πρότασης q συνεπάγεται η άρνηση της πρότασης p. Η  ετυµολογία της ονοµασίας της 

µεθόδου απόδειξης (αντιθετοαντιστροφή = αντίθετη – αντίστροφη) περιγράφει µε 

σαφήνεια την τεχνική της απόδειξης. 
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8.1  Εφαρµογές. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η 

 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα απόδειξης µε συνεπαγωγή είναι το σχετικό θεώρηµα 

που προσδιορίζει το είδος της µονοτονίας µιας συνάρτησης µε την βοήθεια των 

παραγώγων. 

 

Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν η f΄(x) > 0 

σε κάθε σηµείο x του ∆, τότε η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 

 

Θεωρούµε δύο σηµεία x1, x2 ∈ ∆ µε x1 < x2. Στο διάστηµα [x1, x2] η συνάρτηση f 

ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής, εποµένως υπάρχει  

ξ ∈ (x1, x2) τέτοιο ώστε f ΄(ξ) = 
12

12

xx
)x(f)x(f

−
−  οπότε έχουµε: 

f΄(x) > 0  για κάθε x εσωτερικό σηµείο του ∆ ⇒ 

f ΄(ξ) > 0 (αφού ξ ∈ (x1, x2) ⊆ ∆ ) ⇒ 

12

12

xx
)x(f)x(f

−
− > 0 ⇒ 

f(x2) – f(x1) > 0 (αφού x2 – x1 > 0) ⇒ 

f(x1) < f(x2) ⇒ 

η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆. 

 

ΣΧΟΛΙΟ  

Προφανώς το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η 

 

       Χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής της απόδειξης µιας συνεπαγωγής µε 

αντιθετοαντιστροφή είναι η απόδειξη µιας συνάρτησης ότι είναι συνάρτηση 1 – 1. 

Σύµφωνα µε τον ορισµό της 1 – 1 συνάρτησης έχουµε ότι:  

 

Μια συνάρτηση f: Α→  λέγεται συνάρτηση 1 – 1, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ A 
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ισχύει η συνεπαγωγή:     x1 ≠ x2 ⇒ f(x1) ≠ f(x2) 

 

    H απόδειξη όµως της παραπάνω συνεπαγωγής και ανάλογα µε την µορφή της 

συνάρτησης f είναι πολύπλοκη και πολλές φορές δεν είναι δυνατό να 

πραγµατοποιηθεί, για τον λόγο αυτό χρησιµοποιούµε την αντιθετοαντίστροφη 

συνεπαγωγή, δηλαδή την: 

  

Μια συνάρτηση f: Α→  λέγεται συνάρτηση 1 – 1, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ A 

ισχύει η συνεπαγωγή:   f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2 

και ως παράδειγµα έχουµε: 

 

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f:  →  µε f(x) = 2e3x – 2 + 1 είναι συνάρτηση 1 – 1. 

 

Για την απόδειξη θα χρησιµοποιήσουµε την αντιθετοαντίστροφη της συνεπαγωγής 

του ορισµού της συνάρτησης 1 – 1 

Έστω x1, x2 ∈ µε f(x1) = f(x2) τότε: 

f(x1) = f(x2) ⇒ 

1e21e2 2x32x3 21 +=+ −− ⇒ 
2x32x3 21 e2e2 −− = ⇒ 

2x32x3 21 ee −− = ⇒ 

3x1 – 2 = 3x2 – 2 (αφού η εκθετική συνάρτηση είναι 1 – 1 ) ⇒ 

3x1 = 3x2 ⇒ 

x1  = x2 

εποµένως αποδείχτηκε η συνεπαγωγή  

f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2 για κάθε x1, x2∈ 

και σύµφωνα µε τους νόµους της µαθηµατικής λογικής ισχύει και η 

αντιθετοαντίστροφή της  

x1 ≠  x2 ⇒ f(x1) ≠  f(x2)  για κάθε x1, x2∈ 

άρα η συνάρτηση f είναι 1 – 1.  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η 

 

∆ίνεται η κυρτή συνάρτηση f:A → . Αν α, β∈Α να αποδειχτεί ότι για κάθε  

α, β ∈ Α ισχύει 
2

f(β)f(α) + ≥ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
βαf . 

 

Αν α = β, η ζητούµενη σχέση ισχύει ως ισότητα. 

Έστω α < β, από το θεώρηµα της Μέσης Τιµής για την συνάρτηση f στα διαστήµατα 

[α, 
2
β+α ] και [

2
β+α , β] έχουµε ότι υπάρχουν  

ξ1∈ (α, 
2
β+α ) και ξ2 ∈ (

2
β+α , β) τέτοια ώστε: 

• f ΄(ξ1) = 
α−

β+α

α−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

2

)(f
2

f
 = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

⋅
α−β

)(f
2

f2  και  

• f ΄(ξ2) = 

2

2
f)(f

β+α
−β

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

−β
 = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

−β⋅
α−β 2

f)(f2  

επειδή η συνάρτηση f είναι κυρτή, τότε η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα, εποµένως για 

κάθε ξ1, ξ2 ∈ Α µε ξ1 < ξ2 έχουµε ότι: 

f ΄(ξ1) < f ΄(ξ2) ⇒  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

⋅
α−β

)(f
2

f2  < ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

−β⋅
α−β 2

f)(f2
⇒ 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α )(f

2
f  < ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

−β
2

f)(f ⇒ 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

>
β+α

2
f

2
)(f)(f  

γιατί είναι β – α > 0. 

Η περίπτωση α > β αντιµετωπίζεται ανάλογα και έτσι η ζητούµενη σχέση 

αποδείχθηκε. 
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     8.2 Συµπερασµατική απόδειξη µε ισοδυναµία. 

 

       Σηµαντική µορφή συµεπρασµατικής απόδειξης είναι η και µέθοδος απόδειξης 

στα µαθηµατικά µε την χρήση  της ισοδυναµίας. Εµφανίζεται σε πολλούς τοµείς των 

µαθηµατικών και είναι από τις πλέον διαδεδοµένες µορφές απόδειξης. 

Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να αποδείξουµε στα µαθηµατικά µια ισοδυναµία που έχει 

την µορφή: 

p ⇔ q 

 

H αντιµετώπιση µιας τέτοιας απόδειξης είναι δυνατόν να γίνει µε τρεις  τρόπους: 

 

1ος τρόπος 

Από τους νόµους της λογικής έχουµε τον παρακάτω νόµο της αντικατάστασης: 

 

(p ⇔ q) ⇔ ( p ⇒ q) ∧ ( q ⇒ p) 

 

Με βάση αυτόν τον νόµο προκύπτει ένας νέος κανόνας συµπεράσµατος  

«Αν οι προτάσεις: p ⇒ q και q ⇒ p είναι αληθείς, τότε και η πρόταση p ⇔ q είναι 

αληθής και αντίστροφα» 

 

Με βάση τον παραπάνω κανόνα συµπεράσµατος, για να αποδείξουµε µια ισοδυναµία  

 

p ⇔ q 

 

αρκεί, να αποδείξουµε καθεµία από τις συνεπαγωγές: 

 

p ⇒ q και  q ⇒ p 

 

ΣΧΟΛΙΟ  

Την απόδειξη της συνεπαγωγής p ⇒ q την ονοµάζουµε ευθεία πορεία ή ευθύ τµήµα 

της απόδειξης και την απόδειξη της δεύτερης συνεπαγωγής q ⇒ p την ονοµάζουµε 

αντίστροφη πορεία ή αντίστροφο της απόδειξης. 
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2ος τρόπος 

Για να αποδείξουµε µια ισοδυναµία : p ⇔ q αρκεί να κατασκευάσουµε µια 

πεπερασµένη διαδοχή προτάσεων της µορφής: 

 

p ⇔ r,  r ⇔ t, … , u ⇔ q  (1) 

 

οπότε από διαδοχή των προτάσεων (1) προκύπτει η αλήθεια της ισοδυναµίας p ⇔ q. 

 

ΣΧΟΛΙΟ  

Συνήθως την διαδοχή των προτάσεων (1) την γράφουµε συντοµότερα και ως εξής: 

 

p ⇔  r ⇔ t …⇔  u ⇔ q 

 

3ος τρόπος  

   Για να αποδείξουµε µια ισοδυναµία : p ⇔ q πολλές φορές είναι βολικό να 

αποδείξουµε δύο άλλες ισοδυναµίες 

 

p ⇔ s και q ⇔ s 

 

όπου s µια άλλη µαθηµατική πρόταση, οπότε λόγω της µεταβατικότητας είναι αληθής 

και η πρόταση p ⇔ q 
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8.3  Εφαρµογές. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η 

 

Στο παρακάτω θέµα γράφοντας f (k) θα εννοούµε την k τάξης παράγωγο της 

συνάρτησης f. Ειδικά f (0) δηλώνει την f. 

______________________________________________________________ 

 

Έστω f ένα πολυώνυµο. 'Ένας αριθµός ρ θα ονοµάζεται ρίζα του f 

πολλαπλότητας k αν το πολυώνυµο (x – ρ)κ είναι παράγοντας του f ενώ το 

πολυώνυµο (x – ρ)κ + 1 δεν είναι παράγοντας  του. 

 

Α. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου f πολλαπλότητας 2 

αν και µόνο αν f(ρ) = f ΄(ρ) = 0 ≠ f ΄΄ (ρ) 

 

B. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου f πολλαπλότητας k 

αν και µόνο αν  f(ρ) = f΄(ρ) = f΄΄(ρ) = …= f(k – 1)(ρ) = 0 ≠ f(k)(ρ)  

 

  Για την απόδειξη των παραπάνω ισοδυναµιών θα ακολουθήσουµε την παρακάτω 

διαδικασία. Αρχικά θα αποδείξουµε την συνεπαγωγή p ⇒ q (ευθεία πορεία ή ευθύ) 

και στην συνέχεια θα αποδείξουµε την συνεπαγωγή q ⇒ p (αντίστροφη πορεία ή 

αντίστροφο της απόδειξης) όπου οι προτάσεις p και q είναι: 

 

 p : «ο αριθµός ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου του f πολλαπλότητας 2» και  

 q : «f(ρ) = f ΄(ρ) = 0 ≠ f ΄΄ (ρ)» 

 για την πρώτη ισοδυναµία και για την δεύτερη έχουµε: 

 

 p : «ο αριθµός ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου του f πολλαπλότητας k» και  

 q : «f(ρ) = f΄(ρ) = f΄΄(ρ) = …= f(k – 1)(ρ) = 0 ≠ f(k)(ρ)» 

 

Α.Eυθύ:  

    Έστω ότι ο ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου f(x) πολλαπλότητας 2, τότε υπάρχει µη 

µηδενικό πολυώνυµο π(x) τέτοιο ώστε:  f(x) = (x – ρ)2·π(x), µε π(ρ) ≠ 0 οπότε 
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παραγωγίζοντας προκύπτει ότι: 

 f ΄(x) = 2(x – ρ) ·π(x) + (x – ρ)2 ·π΄(x) και 

 f ΄΄(x) =2π(x) + 4(x – ρ) ·π΄(x) + (x – ρ)2·π΄΄(x) 

από όπου προκύπτει ότι f(ρ) = f ΄(ρ) = 0 και f ΄΄ (ρ) = 2π(ρ) ≠ 0. 

 

Αντίστροφα:  

Έστω f(ρ) = f ΄(ρ) = 0, f ΄΄ (ρ) ≠ 0 και   f(x) = (x – ρ)2·π(x) + υ(x) όπου υ(x) = αx +β 

τότε είναι:  

f ΄(x) = 2(x – ρ) ·π(x) + (x – ρ)2 ·π΄(x) + υ΄(x) και  

επειδή είναι f(ρ) = f ΄(ρ) = 0 προκύπτει υ(ρ) = υ΄(ρ) = 0 και παραγωγίζοντας το 

πολυώνυµο υ(x) = αx +β έχουµε υ΄(x) = α, από όπου παίρνουµε α = β = 0 άρα  

f(x) = (x – ρ) 2·π(x), δηλαδή ο ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου f(x) πολλαπλότητας 2. 

Επίσης π(ρ) ≠ 0 αφού f ΄΄(ρ) =2π(ρ) ≠ 0  

 

Β.  

Ευθύ:  

Έστω ότι ο ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου f(x) πολλαπλότητας k, τότε υπάρχει µη 

µηδενικό πολυώνυµο π(x) τέτοιο ώστε:  f(x) = (x – ρ)k·π(x), µε π(ρ) ≠ 0 και 

παραγωγίζοντας προκύπτει ότι: 

f (x) = (x – ρ)k·π(x), 

f΄ (x) = k(x – ρ)k – 1·π(x) +(x – ρ)k·π΄(x) = (x – ρ)k – 1[k·π(x) +(x – ρ)·π΄(x)] 

          = (x – ρ)k – 1·π1(x)  όπου π1(x) = k·π(x) +(x – ρ)·π΄(x) και π1(ρ) ≠ 0 

f(2)(x) = (x – ρ)k – 2 π2(x)  και π2(ρ) ≠ 0 

……………………………. 

f(k – 1 )(x) = (x – ρ)· πk – 1(x) και πk – 1 (ρ) ≠ 0 

f(k)(x) = πk(x)  και πk  (ρ) ≠ 0  

οπότε f(ρ) = f΄(ρ) = f΄΄(ρ) = ….=f(k – 1)(ρ) = 0 και f(k)(ρ)= πk(ρ) ≠ 0 

Αντίστροφα 

Έστω f(ρ) = f΄(ρ) = f΄΄(ρ) = …= f(k – 1)(ρ) = 0 ≠ f(k)(ρ) και f(x) = (x – ρ)k·π(x) +υ(x) 

όπου υ(x) = αν – 1xκ-1 + αν – 2xκ – 2+…+α1x + αο µε ν∈ και ακ – 1,ακ – 2,…,α1,αο∈ 

Έχουµε: 

f΄ (x) = (x – ρ)k – 1·π1(x) + υ΄(x) 

f(2)(x) = (x – ρ)k – 2 π2(x)  + υ΄΄(x) 
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………………………………… 

f(k – 1 )(x) = (x – ρ)· πk – 1(x) + υ(k-1)(x) 

τότε λόγω της υπόθεσης    f(ρ) = f΄(ρ) = f΄΄(ρ) = ….f(k – 1)(ρ) = 0 

έχουµε ότι υ(ρ) = υ΄(ρ) = υ΄΄(ρ) = ….=υ(k – 1)(ρ) = 0 

και παραγωγίζοντας k – 1 φορές το πολυώνυµο υ(x) προκύπτει ότι  

ακ – 1 =  ακ – 2= … = α1 =  αο = 0 άρα υ(x) = 0, εποµένως :  f(x) = (x – ρ)k·π(x). Όπως 

στο ευθύ διαπιστώνεται ότι  π(ρ) ≠ 0  δηλαδή ο ρ είναι ρίζα του πολυωνύµου f(x) 

πολλαπλότητας k. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η 

Έστω α, β µε α < β και η συνάρτηση f:(α, β)→  διαφορίσιµη συνάρτηση, τότε 

ισχύει η ισοδυναµία «η f είναι κυρτή, αν και µόνο αν η f ΄ είναι αύξουσα» 

 

  Για την απόδειξη των παραπάνω ισοδυναµιών θα ακολουθήσουµε την παρακάτω 

διαδικασία. Αρχικά θα αποδείξουµε την συνεπαγωγή p ⇒ q (ευθεία πορεία ή ευθύ) 

και στην συνέχεια θα αποδείξουµε την συνεπαγωγή q ⇒ p (αντίστροφη πορεία ή 

αντίστροφο της απόδειξης) όπου οι προτάσεις p και q είναι: 

 

 p : « η f είναι κυρτή» και  

 q : «f ΄ είναι αύξουσα» 

όπου f :(α, β)→  διαφορίσιµη συνάρτηση. 

 

Πράγµατι: 

Α.(Ευθύ) 

Αφού η συνάρτηση f :(α, β)→  είναι κυρτή τότε σύµφωνα µε τον ορισµό της κυρτής 

συνάρτησης υπάρχει λ µε 0 ≤ λ ≤ 1 τέτοιο ώστε: 

f[λx + (1 – λ)z] ≤ λ·f(x) + (1 – λ)f(z)     για κάθε x, z ∈ (α, β) 

έστω α < x < y < z < β, τότε υπάρχει µοναδικός αριθµός λ ώστε  

0 < λ < 1 και 

y = λx + (1 – λ)z 

Αφού η συνάρτηση f είναι κυρτή τότε: 

f[λx + (1 – λ)z] ≤ λ·f(x) + (1 – λ)f(z)     για κάθε x, z ∈ (α, β) 

f(y) ≤ λ·f(x) + (1 – λ)f(z)     για κάθε x, z ∈ (α, β) 
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Άρα 
xy

)x(f)y(f
−
−  ≤ 

xz)1(x
)x(f)z(f)1()x(f

−λ−+λ
−λ−+λ  =  

xzzx
)x(f)z(f)z(f)x(f

−λ−+λ
−λ−+λ  = 

                             =  
)1(x)1(z

)1)(x(f)1)(z(f
λ−−λ−

λ−−λ−   =  
xz

)x(f)z(f
−
−  

Εποµένως είναι: 
xy

)x(f)y(f
−
−  ≤  

xz
)x(f)z(f

−
−  

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι:  
xz

)x(f)z(f
−
−  ≤  

yz
)y(f)z(f

−
−  

Και τελικά προκύπτει: 

xy
)x(f)y(f

−
−  ≤ 

xz
)x(f)z(f

−
−  ≤  

yz
)y(f)z(f

−
−  

Στην συνέχεια θεωρούµε την συνάρτηση y → 
xy

)x(f)y(f
−
−  η οποία µε βάση τα 

παραπάνω είναι αύξουσα συνάρτηση του y, εποµένως υπάρχουν οι πλευρικές 

παράγωγοι της f: 

−→
α =′

xy
lim)x(f

xy
)x(f)y(f

−
−    και  

+→
δ =′

xy
lim)x(f

xy
)x(f)y(f

−
−  

Για h > 0 αρκετά µικρό ώστε να είναι: α < x – h < x < x + h < y – h < y < y + h < β 

έχουµε: 
h

)hx(f)x(f −−  ≤ 
h

)x(f)hx(f −+  ≤ 
h

)hy(f)y(f −−  

άρα : 
0h

lim
→ h

)hx(f)x(f −−  ≤ 
0h

lim
→ h

)x(f)hx(f −+  ≤  
0h

lim
→ h

)hy(f)y(f −−  

εποµένως:                       )x(fα′ ≤ )x(f δ′ ≤ )y(fα′  

άρα η f ΄ είναι αύξουσα. 
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Β. (Αντίστροφο) 

Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα, δηλαδή ότι η συνάρτηση f ΄ είναι 

αύξουσα, αλλά η f δεν είναι κυρτή, τότε υπάρχουν x, y τέτοια ώστε  α < x < y < β και 

0 < λ < 1 ώστε: 

f[λx + (1 – λ)y] > λ·f(x) + (1 – λ)f(y)     για κάθε x, y ∈ (α, β) 

 Θέτουµε z = λx + (1 – λ)y, οπότε x < z < y και παρατηρούµε ότι: 

f(z) > )y(f
xy
xz)x(f

xy
zy

⋅
−
−

+⋅
−
−  

άρα                                           
xz

)x(f)z(f
−
−  > 

zy
)z(f)y(f

−
−  

και από το θεώρηµα της Μέσης Τιµής σε κάθε ένα από τα διαστήµατα [x, z] και [z, y] 

υπάρχουν ξ και η µε x < ξ < z < η < y τέτοια ώστε,  

f ΄(ξ) = 
xz

)x(f)z(f
−
−  > 

zy
)z(f)y(f

−
−  = f ΄(η) 

∆ηλαδή είναι  f ΄(ξ) > f ΄(η), εποµένως η f ΄ δεν είναι αύξουσα. ΑΤΟΠΟ άρα η f είναι 

κυρτή συνάρτηση. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η  

 

Έστω f: A→  διαφορίσιµη συνάρτηση. Τότε ισχύει η ισοδυναµία: 

« f κοίλη αν και µόνο αν – f κυρτή» 

 

Για να αποδείξουµε µια ισοδυναµία : p ⇔ q αρκεί να κατασκευάσουµε µια 

πεπερασµένη διαδοχή προτάσεων της µορφής: 

p ⇔ r,  r ⇔ t, … , u ⇔ q  (1) 

οπότε από διαδοχή των προτάσεων (1) προκύπτει η αλήθεια της ισοδυναµίας p ⇔ q. 

οι προτάσεις p και q είναι: 

 p : «η f είναι κοίλη» και  

 q : «η - f είναι κυρτή» 

όπου f :Α →  διαφορίσιµη συνάρτηση. 

Έχουµε λοιπόν ισοδύναµα: 

f κοίλη στο Α ⇔  f ΄ γνησίως φθίνουσα 

                       ⇔  ( Για κάθε  x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2) ) 
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                  ⇔  ( Για κάθε  x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ - f(x1) < -f(x2) ) 

⇔ - f ΄ γνησίως αύξουσα  

⇔ - f είναι κυρτή. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 4η 

Έστω f:  →  γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Τότε ισχύει η ισοδυναµία: 

« f(x) = x (ταυτοτική συνάρτηση) αν και µόνο αν  f (x) = f-1(x) » 

 

A. ( Ευθύ) 

Έστω ότι f(x) = x τότε προφανώς η αντίστροφη συνάρτηση της f είναι f-1(x) = x 

Εποµένως f (x) = f-1(x) 

 

Β. (Αντίστροφο) 

Έστω ότι f:  →  γνησίως αύξουσα συνάρτηση, για την οποία ισχύει f (x) = f-1(x) 

• Εάν f(x) > x  τότε f-1(x) > x και επειδή η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα 

συνεπάγεται ότι f (f-1(x)) > f(x) ⇒ x > f(x) ATOΠΟ. 

• Εάν f(x) < x  τότε f-1(x) < x και επειδή η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα 

συνεπάγεται ότι f (f-1(x)) < f(x) ⇒ x < f(x) ATOΠΟ. 

Εποµένως είναι f(x) = x. 
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10.  Η ΑΠΑΓΩΓΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ 
 
     Η απαγωγική µέθοδος απόδειξης (deductive proof) θεωρείται ως η διαδικασία 

όπου εξετάζονται ποιες είναι οι απαιτούµενες συνθήκες για να είναι µια µαθηµατική 

πρόταση έγκυρη, εποµένως αποδεκτή. (Hiebert, D.& Carpenter, T.P., 1992) Η 

απαγωγική απόδειξη προσδιορίζει τις συνθήκες εγκυρότητας µιας πρότασης και τις 

αναλύει µε απαγωγικούς συλλογισµούς (Απαγωγή: µέθοδος συλλογισµού κατά την 

οποία η σκέψη ξεκινά από το γενικό και καταλήγει σε κάποιο µερικό συµπέρασµα). 

H απαγωγική απόδειξη παρουσιάζει διδακτικό ενδιαφέρον γιατί καταδεικνύει την 

σηµασία των επαγωγικών διαδικασιών σύλληψης και τεκµηρίωσης µιας πρότασης ως 

ένα προγενέστερο στάδιό της απόδειξης. Από ιστορικής πλευράς η απαγωγική 

απόδειξη εµφανίστηκε για πρώτη φορά στον Θαλή (640 – 546 π.χ περίπου) όπου 

φαίνεται να εµφανίζεται ως διαδικασία µερικής τεκµηρίωσης µιας µαθηµατικής 

πρότασης, ακολουθούµενη στην συνέχεια από την κυρίως απόδειξή της.  

 

      Η απαγωγική µέθοδος στα µαθηµατικά χρησιµοποιείται όταν η απόδειξη µιας 

µαθηµατικής πρότασης ω µε συνεπαγωγές, δεν είναι εύκολη. Τότε, συνήθως 

επιχειρούµε την κατασκευή της διαδοχής των συνεπαγωγών αρχίζοντας από το τέλος, 

δηλαδή από την αποδεικτέα πρόταση ω. Τότε λέµε:  

Για να δείξουµε την ω, 

αρκεί να δείξουµε την u (εννοούµε u ⇒ ω). 

αρκεί να δείξουµε την t (εννοούµε t ⇒ u). 

Κ. ο. κ. 

Προχωράµε απαγωγικά, έως ότου φθάσουµε σε µία αληθή πρόταση p της θεωρίας. 

Τότε έχουµε:  

ω  αρκεί  u,  αρκεί  t,  …,  αρκεί  p, 

δηλαδή:  

ω u t ... p⇐ ⇐ ⇐ ⇐ .           

Η παραπάνω διαδοχή  είναι η διαδοχή µιας απόδειξης µε συνεπαγωγή, γραµµένη από 

το τέλος προς την αρχή. 

Με άλλα λόγια: 

Ξεκινάµε από την αποδεικτέα πρόταση ω και µε αρκεί ( )⇐ (αντίστροφες 

συνεπαγωγές) φθάνουµε σε µία αληθή πρόταση p. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η 

Για τους αριθµούς α, β, γ ∈  ισχύει: α β γ 1+ + = . Να δείξετε ότι, για την 

ταυτοτική συνάρτηση f(x) = x ισχύει: f2(α) + f2(β) +2[f(αβ)+f(γ)] =f2(γ) + 1  . 

 

Για να δείξουµε τη ζητούµενη ισότητα, αρκεί να δείξουµε ότι:  

f2(α) + f2(β) +2[f(αβ)+f(γ)] =f2(γ) + 1   

αρκεί  α2 + β2 + 2(αβ + γ) = γ2 + 1, 

αρκεί  2 2 2α β 2αβ 2γ γ 1+ + + = + ,   

αρκεί 2 2 2α β 2αβ 1 γ 2γ+ + = + − , 

αρκεί ( ) ( )2 2α β 1 γ+ = − ,  

αρκεί α β 1 γ+ = − ,   

αρκεί α β γ 1+ + = , που  ισχύει. 

 

ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ 

 

3. Στην απόδειξη της ω µε την απαγωγική µέθοδο, δεν χρησιµοποιήθηκε καµία 

από τις αντίστροφες συνεπαγωγές, δηλαδή από τις συνεπαγωγές:  

 

ω u t ... r q p⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ . (1) 

παρά µονάχα οι συνεπαγωγές: 

ω u t ... p⇐ ⇐ ⇐ ⇐   (2) 

 

       Έτσι λοιπόν δεν µας ενδιαφέρει αν οι συνεπαγωγές αυτές ισχύουν ή όχι, αφού 

δεν έχουν καµία σχέση µε την κατασκευαζόµενη απόδειξη της ω. Στο ερώτηµα που 

πιθανό να τεθεί: 

 «Και αν µία ή περισσότερες από αυτές τις αντίστροφες συνεπαγωγές ισχύουν, τότε 

δεν θα το σηµειώνουµε στη διαδικασία της απόδειξης;»  

η απάντηση είναι: Όχι, γιατί σκοπός µας δεν είναι να αναφέρουµε όλα όσα ισχύουν 

στα Μαθηµατικά, αλλά από αυτά που ισχύουν, εκείνα που χρειάζονται για να 

κάνουµε την απόδειξη της ω. Το χειρότερο είναι, όταν, για να αποδείξει ένας την ω, 
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προσπαθεί να κατασκευάσει τη διαδοχή των ισοδυναµιών  
ω u t ... r q p⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔  

και συµβεί οι συνεπαγωγές (2) (που αποτελούν την απόδειξη της ω) να ισχύουν και 

µία τουλάχιστον από τις συνεπαγωγές (1) δεν ισχύει. Τότε, χωρίς λόγο, δεν θα κάνει 

την απόδειξη της ω. 

 

 

2. Αν, ξεκινώντας από την αποδεικτέα πρόταση ω και προχωρώντας µε “αρκεί” 

φθάσουµε σε µία ψευδή πρόταση p, τότε δεν µπορούµε να συµπεράνουµε τίποτα για 

την αλήθεια της ω. Στη περίπτωση αυτή επαναλαµβάνουµε  την προσπάθειά µας µε 

άλλες προτάσεις, οι οποίες ενδεχοµένως να µας οδηγήσουν απαγωγικά σε µία αληθή 

πρόταση p. 

3. Όταν θέλουµε να αποδείξουµε µία πρόταση ω είναι λάθος να λέµε:  

«Έστω ότι ω ισχύει» και µετά (µε συνεπαγωγές) να φθάνουµε σε µία αληθή πρόταση 

p και στη συνέχεια να λέµε: «άρα, η ω ισχύει», γιατί η ω υποθέσαµε ότι ισχύει 

(φαύλος κύκλος). 

Ακριβέστερα, τότε, θα έχουµε αποδείξει την αλήθεια των προτάσεων: ω p⇒  και p, 

από τις οποίες συµπεραίνουµε την αλήθεια της ω, που, όπως είδαµε παραπάνω, είναι 

λάθος. Έτσι λοιπόν, τότε, όχι µόνο δεν έχουµε αποδείξει την αλήθεια της ω, αλλά οι 

συνεπαγωγές αυτές δεν έχουν καµία σχέση µε την απόδειξη της ω. 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 110

10.  ΤΑ ΛΑΘΗ ΚΑΙ ΟΙ ΠΑΡΑΝΟΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 

10.1  ΟΙ ΠΑΡΑΝΟΗΣΕΙΣ  ΣΤΗΝ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

      Έχει παρατηρηθεί ότι η µη κατανόηση βασικών εννοιών από την µαθηµατική 

λογική είναι δυνατόν πολλές φορές να οδηγήσει σε λάθη και παρανοήσεις κατά την 

αντιµετώπιση της απόδειξης ενός µαθηµατικού θέµατος. Τα τελευταία χρόνια από 

την Ελληνική δευτεροβάθµια εκπαίδευση δεν χρησιµοποιήθηκαν ορισµένα 

µαθηµατικά σύµβολα και φυσικά εξαφανίστηκαν από τα σχολικά βιβλία. Στα 

σηµερινά σχολικά βιβλία δεν βλέπουµε σύµβολα όπως : 

 

∀ (για κάθε), 

∃  (υπάρχει τουλάχιστον ένα), 

⇒ (συνεπάγεται). 

 

     Σχολιάζοντας αυτή την κατάσταση έχουµε να παρατηρήσουµε ότι τα παραπάνω 

σύµβολα της µαθηµατικής λογικής τα έβγαλαν από τα σχολικά βιβλία ( στα 

παλαιότερα υπήρχαν) αλλά δεν είναι δυνατόν να βγουν οι έννοιες τους από τα 

µαθηµατικά, οι οποίες έννοιες δεν θα µπορούσαν για κανένα λόγο να τις βγάλουν. 

Αυτό έγινε όπως είχε πει τότε το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, όχι γιατί δεν χρειάζονται, 

αλλά γιατί δυσκολεύονται οι µαθητές να τα κατανοήσουν και να τα χρησιµοποιούν 

σωστά, µε αποτέλεσµα να γράφουν το ένα σύµβολο αντί του άλλου και να τα 

θεωρούν ως σύµβολα στενογραφίας µέσα στα µαθηµατικά κείµενα. 

       Οι παρανοήσεις και τα λάθη που εµφανίζονται από την µη γνώση της 

µαθηµατικής λογικής και την µη χρήση των συµβόλων της θα πρέπει να 

επισηµαίνονται από τους εκπαιδευτικούς και σε κάθε ευκαιρία να δίνονται 

παραδείγµατα που να διαλευκάνουν τις παρανοήσεις των µαθητών σε λεπτά 

ζητήµατα της µαθηµατικής απόδειξης. 

   Ακολουθούν παραδείγµατα παρανόησης, λάθος αποδείξεων σε µαθηµατικά θέµατα 

και σχολιασµοί που συχνά εµφανίζονται µέσα σε σχολικές τάξεις της δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης. 

 

 



 111

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1ο 

 

Στην άσκηση:  

«Να βρείτε τις συναρτήσεις f:  →  για τις οποίες για κάθε x, y ∈, ισχύει: 

yxf(y)f(x) +=+  (1)» 

Κάποιος µαθητής έδωσε την εξής απάντηση: 

 

Επειδή η δοθείσα σχέση (1) ισχύει για κάθε x,y∈ θα ισχύει και για y = x εποµένως 

έχουµε:  

xx)x(f)x(f +=+ ⇒ 

x2)x(f2 = ⇒ 

x)x(f = ⇒ 

[f(x) = x ή f(x) = - x] 

 

Εποµένως οι ζητούµενες συναρτήσεις είναι οι f(x) = x και f(x) = - x. 

 

 

Σχολιασµός της απάντησης  

    Την σχέση x)x(f = δεν πληρούν µόνο οι συναρτήσεις που βρήκε ο µαθητής, 

δηλαδή οι f(x) = x και f(x) = - x, αλλά και πολλές άλλες όπως για παράδειγµα η 

συνάρτηση: 

f(x) = 
⎩
⎨
⎧

<αν−
≥αν

1xx
1xx

  (2) 

πράγµατι, αυτή είναι ορισµένη στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών και έχουµε: 

• Αν x ≥ 1, είναι f(x) = x, εποµένως x)x(f =  

• Αν x < 1, είναι f(x) = - x, εποµένως xx)x(f =−=  

Συνεπώς x)x(f =  για κάθε x ∈  

 

      Η λύση του µαθητή δεν είναι σωστή, γιατί από αυτά που γράφει δεν µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι οι ζητούµενες συναρτήσεις είναι µόνο αυτές που βρήκε. Στην 

παραπάνω λύση ο µαθητής θεώρησε την συνάρτηση ως ένα πραγµατικό αριθµό και 
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την αντιµετώπισε ως πραγµατικό αριθµό, πράγµα λαθεµένο. 

 

      Σχολιάζοντας την λύση του µαθητή αναφέρουµε ότι µια συνάρτηση f έχει µια 

µεταβλητή x που παίρνει τιµές από το πεδίο ορισµού της ( οι τιµές της είναι 

πραγµατικοί αριθµοί). Έτσι, όταν γράφουµε µια σχέση που περιέχει µια µεταβλητή  

θα πρέπει να αναφέρουµε για ποιες τιµές της µεταβλητής ισχύει ( ή θα θέλαµε να 

ισχύει). Αν δεν γράφουµε για ποια x ισχύει και αυτό υπονοείται, τότε τα πράγµατα 

δυσκολεύουν. Αν όµως δεν το γράφουµε ούτε το υπονοούµε, τότε όχι µόνο αρχίζουν 

οι ασάφειες αλλά είναι σίγουρο ότι θα γίνουν και λάθη στην απόδειξη.  

 

      Στην λύση που έκανε ο µαθητής πρέπει να υπονοεί ότι οι συνεπαγωγές ισχύουν 

για κάθε x∈. Αν ο µαθητής δεν υπονοεί αυτό αντιµετωπίζει της συνάρτηση ως 

πραγµατικό αριθµό και αυτή η αντιµετώπιση είναι λαθεµένη. Ας ξαναγράψουµε 

λοιπόν τις συνεπαγωγές αυτές βάζοντας µπροστά αυτό που υπονοείτε, δηλαδή το  για 

κάθε x ∈ και για ευκολία ας γράψουµε την λύση συµβολικά, έχουµε: 

 

[∀x ∈, xx)x(f)x(f +=+ ] ⇒ 

[∀x ∈, x2)x(f2 = ] ⇒ 

[∀x ∈, x)x(f = ] ⇒ 

[∀x ∈, f(x) = x ή f(x) = - x]     (3) 

   Σε αυτό το σηµείο, ας εξετάσουµε αν είναι σωστό από την σχέση (3) να προκύψει η 

σχέση: 

[(∀x ∈, f(x) = x) ή (∀x ∈, f(x) = - x)] (4) 

    Αν από την σχέση (3) προέκυπτε µε συνεπαγωγή η σχέση (4) θα µπορούσαµε να 

πούµε ότι οι ζητούµενες συναρτήσεις είναι οι f(x) = x και f(x) = - x. και η λύση του 

µαθητή θα ήταν σωστή (εξετάζοντας και το αντίστροφο). 

 

    ∆υστυχώς όµως από την σχέση (3) ∆ΕΝ ΣΥΝΕΠΑΓΕΤΑΙ η σχέση (4) για αυτό και 

η λύση του µαθητή δεν είναι σωστή, όπως είπαµε µε το προηγούµενο 

αντιπαράδειγµα. 
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Γενικεύοντας έχουµε ότι:  

« Αν για δύο συναρτήσεις f: A→  και g: A→  ισχύει: ∀x ∈Α, f(x)·g(x) = 0 τότε 

δεν έπεται αναγκαστικά ότι: (∀x ∈Α, f(x) = 0) ή (∀x ∈Α, g(x) = 0)» 

 

Πράγµατι, αν θεωρήσουµε τις συναρτήσεις: 

 

f(x) =
⎩
⎨
⎧

<αν
≥αν

2x0
2xx

 και g(x) = 
⎩
⎨
⎧

<αν
≥αν

2x4
2x0

 

 

για x ≥ 2, έχουµε f(x) = x και g(x) = 0, εποµένως f(x)·g(x) = x·0 = 0 και  

για x < 2 έχουµε  f(x) = 0και g(x) = 4, εποµένως f(x)·g(x) = 0·4 = 0 

έτσι έχουµε ∀x ∈, f(x)·g(x) = 0, αλλά δεν ισχύει  

∀x ∈, f(x) = 0 ούτε ∀x ∈, g(x) = 0 

 

 

10.2   ΤΟ ΣΩΣΤΟ ΚΑΙ ΤΟ ΛΑΘΟΣ ΣΕ ΜΙΑ ΠΡΟΤΑΣΗ 

 

         Τα τελευταία χρόνια στις εξετάσεις έχει καθιερωθεί να δίνονται και θέµατα στα 

οποία οι µαθητές να απαντήσουν αν µια πρόταση είναι Σωστή (αληθής) ή Λάθος 

(ψευδής). Όµως τις περισσότερες φορές οι εξεταστές ακόµη και στις Πανελλήνιες 

εξετάσεις αντί να αναφερθούν σε προτάσεις, αναφέρονται σε προτασιακούς τύπους 

µιας ή περισσοτέρων µεταβλητών µε αποτέλεσµα να µην έχει καν νόηµα η ερώτηση 

που τίθεται στους µαθητές προς εξέταση. Για να εξηγήσουµε γιατί δεν έχει νόηµα ο 

χαρακτηρισµός ενός προτασιακού τύπου ως αληθής ή ψευδής αναφερόµαστε 

παρακάτω: 

 

      Λέγοντας µεταβλητή εννοούµε ένα σύµβολο (π.χ. το γράµµα x ) που 

χρησιµοποιούµε για να συµβολίσουµε ένα οποιοδήποτε στοιχείο ενός συνόλου Ω το 

οποίο έχει τουλάχιστον δύο στοιχεία. Αν το σύνολο Ω είναι µονοσύνολο τότε 

συµβατικά το x θεωρείται µεταβλητή εκφυλισµένη σε σταθερά. Με αυτές τις 

προϋποθέσεις µπορούµε να πούµε ότι το x διατρέχει το σύνολο Ω σε αντιδιαστολή µε 

κάθε στοιχείο του Ω που λέµε ότι είναι µια σταθερά.  
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        Όπως αναφέραµε και αρχικά προτασιακός τύπος µιας µεταβλητής x λέγεται 

κάθε έκφραση που περιέχει την µεταβλητή αυτή και γίνεται πρόταση όταν η 

µεταβλητή αυτή αντικατασταθεί µε ένα οποιοδήποτε στοιχείο του συνόλου Ω (Ω ≠∅) 

το οποίο διατρέχει η µεταβλητή x και συµβολίζεται µε p(x). Το σύνολο των στοιχείων 

ξ του συνόλου Ω για τα οποία η p(ξ) είναι αληθής πρόταση λέγεται σύνολο αληθείας 

του προτασιακού τύπου p(x) και συµβολίζεται µε Α = {x∈Ω: p(x)}, λέµε δε ότι για 

κάθε x∈A, o προτασιακός τύπος p(x) επαληθεύεται.  

 

Για παράδειγµα αν η µεταβλητή x διατρέχει το σύνολο Ω = {1, 2, 3}, τότε οι 

παρακάτω εκφράσεις:  

p1(x): « ο x είναι άρτιος, x ∈ Ω» 

p2(x): « x + 1 > 2, x ∈ Ω» 

p3(x): « x + 1 ≥ 2, x ∈ Ω» 

p4(x): « x + 2 < 3, x ∈ Ω» 

 

είναι προτασιακοί τύποι µε σύνολα αλήθειας  

Α1 = {2}, Α2 = {2, 3}, Α3 = {1, 2, 3} = Ω και Α4 = ∅ αντίστοιχα. 

 

Κάθε προτασιακός τύπος λοιπόν µπορεί να γίνει αληθής πρόταση στις παρακάτω 

περιπτώσεις: 

 

• Για κάποιες τιµές της µεταβλητής x∈Ω 

• Για όλες τις τιµές της µεταβλητής x∈Ω 

• Για καµία τιµή της µεταβλητής x∈Ω 

 

Για τις τρεις παραπάνω περιπτώσεις χρησιµοποιούµε τις ακόλουθες εκφράσεις που 

χαρακτηρίζονται ως αληθείς προτάσεις: 

 

• Υπάρχει x∈Ω ώστε να ισχύει p(x) [ συµβολικά: (∃ x∈Ω, p(x))] 

• Για κάθε x∈Ω ισχύει p(x) [ συµβολικά: (∀x∈Ω, p(x))] 

• ∆εν υπάρχει x∈Ω ώστε να ισχύει p(x) [ συµβολικά: ( )x(p,x Ω∈∃ )] 
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∆εν είναι λοιπόν ορθό να χαρακτηρίσουν κάποιες από τις εκφράσεις: 

p1(x): « ο x είναι άρτιος» 

p2(x): « x + 1 > 2 » 

p3(x): « x + 1 ≥ 2 » 

p4(x): « x + 2 < 3 » 

 

ως αληθής ή ως ψευδής, γιατί αυτές δεν είναι προτάσεις αλλά προτασιακοί τύποι. 

Μπορούν να γίνουν προτάσεις µόνο όταν το x αντικατασταθεί µε κάποιο στοιχείο του 

Ω = {1, 2, 3} ή αν προτάξουµε µια από τις εκφράσεις υπάρχει, για κάθε, δεν 

υπάρχει, όπως φαίνεται στα παρακάτω παραδείγµατα. 

 

• Η πρόταση: Για κάθε x∈Ω, ισχύει « x + 1 > 2 » είναι ψευδής αφού για x = 1 

δεν ισχύει. 

• Η πρόταση: Για κάθε x∈Ω, ισχύει «x + 1 ≥ 2» είναι αληθής. 

• Η πρόταση: Υπάρχει x∈Ω ώστε να ισχύει « x + 2 < 3 » είναι ψευδής. 

• Η πρόταση: ∆εν υπάρχει x∈Ω ώστε να ισχύει « x + 1 > 3 » είναι ψευδής. 

 

Ακολουθούν παραδείγµατα λανθασµένων ερωτήσεων  

 

1ο ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

 

«Αν x ∈, τότε να χαρακτηρίσετε ως αληθή ή ως ψευδή την ισότητα:  

ηµ2x – συν2x = 1» 

 

        Σχολιασµός: Η παραπάνω έκφραση δεν είναι µαθηµατική πρόταση αλλά 

προτασιακός τύπος αφού εξαρτάται από την µεταβλητή x, εποµένως δεν µπορεί να 

χαρακτηριστεί ως αληθής ή ως ψευδής. 

       Αν όµως γράφαµε:  

« Για κάθε x∈, ισχύει ηµ2x – συν2x = 1» 

θα ήταν µια ψευδής πρόταση γιατί για x = 0 δεν ισχύει αφού 02 – 12 ≠ 1 

Αν όµως γράφαµε: 

«Υπάρχει x∈, ώστε να ισχύει ηµ2x – συν2x = 1» 
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θα ήταν µια αληθής πρόταση αφού για x = 
2
π  ισχύει. Μάλιστα ισχύει για κάθε x = κπ 

+ 
2
π , κ ∈. 

    Ανάλογα οφείλουµε να εκφραζόµαστε και σε περίπτωση προτασιακών τύπων µε 

περισσότερες µεταβλητές. 

 

2ο ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  

 

« Αν α, β ∈[0, +∞), τότε να χαρακτηρίσετε ως αληθή ή ψευδή την ισότητα: 

βαβα +=+ » 

 

Η έκφραση αυτή δεν είναι πρόταση αλλά προτασιακός τύπος µε δύο µεταβλητές τις α 

και β.  

 

Αν γράφαµε: 

« Για κάθε α, β∈[0, +∞), ισχύει β+α=β+α » 

 θα ήταν ψευδής πρόταση, αφού για α = 1 και β = 1 δεν ισχύει, εφόσον 2 ≠ 2. 

Αν γράφαµε: 

« Υπάρχουν α, β∈[0, +∞), ώστε να ισχύει β+α=β+α », 

 τότε θα ήταν αληθής πρόταση, αφού για α = 1 και β = 0  ισχύει. 

 

3ο ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

 

« Αν α, β ∈ τότε να χαρακτηρίσετε ως αληθή ή ψευδή την ισοδυναµία: 

α2 + β2 = 0 ⇔ α = 0 ή β = 0 » 

 

Ούτε η παραπάνω έκφραση είναι πρόταση αλλά προτασιακός τύπος µε δύο 

µεταβλητές τις α και β.  

 

Αν γράφαµε: 

« Για κάθε α, β ∈ ισχύει η ισοδυναµία: α2 + β2 = 0 ⇔ α = 0 ή β = 0 » 
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τότε θα ήταν ψευδής πρόταση αφού για α = 1, β = 0 η πρόταση 12 + 02 = 0 είναι 

ψευδής, ενώ η πρόταση (1 = 0 ή 0 = 0 ) είναι αληθής. 

 

Να υπενθυµίσουµε από την µαθηµατική λογική ότι µια ισοδυναµία p ⇔ q δύο 

προτάσεων p, q είναι αληθής, µόνο αν οι προτάσεις p, q είναι συγχρόνως αληθείς ή 

ψευδείς. 

Αν γράφαµε: 

« Υπάρχουν α, β ∈  ώστε να ισχύει η ισοδυναµία:   α2 + β2 = 0 ⇔ α = 0 ή β = 0 » 

 

τότε θα ήταν αληθής πρόταση, αφού για α = 0, β = 0 είναι αληθείς και οι δύο 

προτάσεις: 02 + 02 = 0 και (0 = 0 ή 0 = 0) . Αλλά και για α = 1, β = 2 είναι και οι δύο 

προτάσεις: 12 + 22 = 0 και ( 1 = 0 ή 2 = 0 ) ψευδείς. Άρα ισχύει η ισοδυναµία και στις 

δύο περιπτώσεις. 

 

Τέλος είναι γνωστό από την µαθηµατική λογική ότι µια έκφραση είναι πρόταση στα 

µαθηµατικά όταν έχει πλήρες και αυτοτελές νόηµα και µπορεί κατά ένα και µόνο 

τρόπο να χαρακτηρισθεί ως αληθής ή ψευδής. 

 

Για παράδειγµα δεν είναι ορθό να ρωτήσουµε αν είναι αληθής ή ψευδής η πρόταση: 

Για κάθε x∈, ισχύει 
x

)1x(x + = x+1 

αφού η έκφραση αυτή για x = 0 δεν έχει  νόηµα, διότι το πρώτο µέλος της δεν 

ορίζεται. Το σωστό είναι να γράψουµε: 

Για κάθε x∈*, ισχύει 
x

)1x(x + = x+1  (αληθής) 

και ανάλογα  

Υπάρχει x∈*, ώστε να ισχύει 
x

)1x(x + = x+1  (αληθής) 

 

Στην δεύτερη περίπτωση όµως συνηθίζεται να µην καθορίζουµε εµείς το σύνολο 

τιµών του x για τα οποία έχει νόηµα αυτή η έκφραση (πεδίο ορισµού εξίσωσης ή 

ανίσωσης), αλλά αφήνουµε να το βρει ο ερωτώµενος. ∆ηλαδή ρωτάµε αν: 
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Υπάρχει x∈, ώστε να ισχύει 
x

)1x(x + = x+1 

Αν από τα x∈ για τα οποία έχει νόηµα αυτή η έκφραση κάποια επαληθεύουν τον 

προτασιακό τύπο που προκύπτει. 

 

 

10.3   Η ΛΑΘΟΣ ΕΥΡΕΣΗ ΕΝΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΥ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟΥ 

 

Όταν σ’ ένα πρόβληµα ζητάµε να βρούµε ένα µαθηµατικό αντικείµενο, (αριθµός, 

διάνυσµα, συνάρτηση κτλ) εργαζόµαστε συνήθως µε έναν από τους παρακάτω δύο 

τρόπους. Πρέπει να είµαστε προσεχτικοί γιατί η µη τήρηση των απαιτουµένων 

µαθηµατικών κανόνων και συλλογισµών µπορεί να οδηγήσει σε λάθη και 

παρανοήσεις. 

 

Η εύρεση ενός µαθηµατικού αντικειµένου µε την µέθοδο των ισοδυναµιών. 

 

       Βρίσκουµε τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες που οφείλει να πληροί το 

ζητούµενο αντικείµενο και µετά µε ισοδυναµίες βρίσκουµε το αντικείµενο αυτό 

(µπορεί να βρούµε περισσότερα από ένα). 

       Χαρακτηριστικό λάθος που είναι πιθανό να γίνει κατά την εύρεση του 

µαθηµατικού αντικειµένου είναι να µην βρούµε όλες τις αναγκαίες και ικανές 

συνθήκες που πρέπει να πληροί το ζητούµενο αντικείµενο. 

  

Παράδειγµα:  

Να βρεθούν οι τετµηµένες των σηµείων τοµής των γραφικών παραστάσεων των 

συναρτήσεων f(x) = 52x +  και g(x) = x +1. 

 

Συχνή αντιµετώπιση σε µια τέτοια περίπτωση είναι να πραγµατοποιείται η λύση της 

εξίσωσης f(x) = g(x) η οποία προσδιορίζει τις τετµηµένες των σηµείων τοµής 

γραφικών παραστάσεων χωρίς να υπολογίζονται όλες οι ικανές και αναγκαίες 

συνθήκες που οφείλουν να πληρούν οι δύο συναρτήσεις. 

Γράφεται :  f(x) = g(x) ⇔  5x2 +  = x +1 ⇔  2)5x2( +  = (x +1)2 ⇔  

                   ⇔ 2x + 5 = x2 + 2x +1 ⇔ x2 = 4 ⇔ x = 2 ή x = -2 
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Εποµένως οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g τέµνονται σε δύο 

σηµεία που έχουν τετµηµένες -2 και 2. 

Σχεδιάζοντας όµως µε κατάλληλο λογισµικό τις γραφικές παραστάσεις των δύο 

παραπάνω συναρτήσεων f και g προκύπτει το παρακάτω διάγραµµα: 

 

 
    Όπου φαίνεται ότι οι γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων τέµνονται µόνο 

σε ένα σηµείο µε µάλιστα το σηµείο µε τετµηµένη 2. Που οφείλεται λοιπόν η 

διαφορά µεταξύ της αλγεβρικής και της γραφικής λύσης του προβλήµατος; Φυσικά 

στον µη υπολογισµό όλων των ικανών και αναγκαίων συνθηκών που οφείλουν να 

πληρούν οι δύο συναρτήσεις. 

 

Η σωστή αντιµετώπισή θα πρέπει να γίνει λαµβάνοντας υπόψη τις παραπάνω ικανές 

και αναγκαίες συνθήκες, οπότε έχουµε: 

f(x) = g(x) ⇔  5x2 +  = x +1 ⇔ 
( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=+
≥+
≥+

22
)1x(5x2

01x
05x2

 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

++=+
−≥

−≥

1x2x5x2
1x
2
5x

2

 

⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
−≥

−≥

4x
1x
2
5x

2

 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−=
−≥

−≥

)2xή2x(
1x
2
5x

⇔ x = 2. 
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Εποµένως οι γραφικές παραστάσεις των παραπάνω συναρτήσεων τέµνονται σε ένα 

σηµείο µε τετµηµένη x = 2. 

 

Η εύρεση ενός µαθηµατικού αντικειµένου µε την µέθοδο «ευθύ – αντίστροφο» 

 

Παράδειγµα  

Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς λ για τους οποίους ισχύει: 

1x
2λλxxlim

2

1x −
−+

→
 =  5 

 

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα ζητάµε ένα αντικείµενο ( τον πραγµατικό αριθµό λ) 

για τον οποίο πληρούνται κάποιες συνθήκες ( Η ύπαρξη και η τιµή του ορίου της 

συνάρτησης f(x) =
1x

2λλxx 2

−
−+ ). Μία αντιµετώπιση του θέµατος είναι η παρακάτω: 

 

Θέτουµε f(x) =
1x

2λλxx 2

−
−+ , τότε προκύπτουν τα παρακάτω  

5)x(flim
1x

=
→

     (1)       και          (x – 1)⋅f(x) = x2 + λx – 2λ      (2) 

Από την σχέση (2) προκύπτει ότι: 

1x
lim
→

(x – 1)⋅f(x) = 
1x

lim
→

( x2 + λx – 2λ) 

1x
lim
→

(x – 1)⋅ 
1x

lim
→

f(x) = 
1x

lim
→

( x2 + λx – 2λ) 

0⋅5 = 12 + λ⋅1 – 2λ 

λ = 1 

Εποµένως για λ = 1 ισχύει 
1x

lim
→ 1x

2λλxx 2

−
−+  = 5. 

 

     Η λύση είναι λαθεµένη, γιατί µε αυτή την αποδεικτική διαδικασία εύρεσης του 

πραγµατικού αριθµού λ από πουθενά δεν εξασφαλίζεται ότι ο αριθµός που 

βρήκαµε πληροί τις δοσµένες συνθήκες. 

 

Η εύρεση ενός µαθηµατικού αντικειµένου µε την µέθοδο «ευθύ – αντίστροφο» 

γίνεται µε την εξής διαδικασία. 
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Α) Υποθέτουµε ότι ένα αντικείµενο που µπορεί να είναι αριθµός, συνάρτηση κτλ. 

πληροί τις δοσµένες συνθήκες και µε συνεπαγωγές το βρίσκουµε (µπορεί να βρούµε 

περισσότερα από ένα). 

 

     Τονίζουµε ότι κατ’ αυτόν τον τρόπο από πουθενά δεν εξασφαλίζεται ότι το 

αντικείµενο που βρήκαµε πληροί τις δοσµένες συνθήκες. Γι’ αυτό είναι απαραίτητο 

να εξετάσουµε και το αντίστροφο. 

 

Β) Αντίστροφο. Εξετάζουµε αν το αντικείµενο που βρήκαµε πληροί τις δοσµένες 

συνθήκες. 

Αν το αντικείµενο που βρήκαµε πληροί τις δοσµένες συνθήκες, τότε αυτό είναι το 

ζητούµενο. Αν όχι, τότε τέτοιο αντικείµενο δεν υπάρχει. Εννοείται ότι αν βρούµε 

περισσότερα από ένα αντικείµενα, τότε θα εξετάσουµε το καθένα χωριστά, αν πληροί 

τις δοσµένες συνθήκες και θα κρατήσουµε εκείνα που τις πληρούν αν τέτοια 

αντικείµενα υπάρχουν. 

 
Εποµένως ο παραπάνω συλλογισµός για τον υπολογισµό των πραγµατικών αριθµών λ 

για τους οποίους ισχύει:  

1x
lim
→ 1x

2λλxx 2

−
−+  = 5. 

είναι ελλιπής  χωρίς την εξέταση αν τιµή του πραγµατικού αριθµού λ πληροί τις 

δοσµένες συνθήκες της υπόθεσης, θα πρέπει να εξεταστεί και το αντίστροφο: 

 

Έστω ότι λ = 1. Τότε: 
2 2

x 1 x 1 x 1

x 1

x λx 2λ x x 2 (x 1)(x 2)lim lim lim
x 1 x 1 x 1

lim(x 2) 3 5.
→ → →

→

+ − + − − +
= = =

− − −
= + = ≠

 

Άρα, τέτοιος αριθµός λ δεν υπάρχει. 
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11.  H ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΕΡΕΥΝΑ 
 
 
 

 
 
        Η έρευνα που θα παρουσιάσουµε έχει σκοπό να αναλύσει τις απόψεις των µαθητών για 

την έννοια της απόδειξης και να διερευνήσει τα επίπεδα κατανόησης από τους µαθητές των 

βασικών µεθόδων απόδειξης που διδάσκονται και χρησιµοποιούνται στα λύκεια της χώρας 

µας, καθώς επίσης και να εντοπίσει τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές όταν 

χρησιµοποιούν τις διάφορες αποδεικτικές µεθόδους. Η έρευνα κατέδειξε κυρίως  την 

αναγκαιότητα της µαθηµατικής απόδειξης στην πιστοποίηση της µαθηµατικής αλήθειας, την 

άγνοια των µαθητών για την έννοια και την φύση του αντιπαραδείγµατος  ως µέσου απόδειξης 

της µη ισχύος µιας µαθηµατικής πρότασης καθώς και  τη διάσταση των απόψεων των 

µαθητών για το τι είναι σωστό και τι είναι λάθος στα µαθηµατικά 
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11.1  ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΡΕΥΝΑ 
 
        Στα σχολεία της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης οι µαθητές διδάσκονται διάφορες 

αποδεικτικές µεθόδους µε σκοπό να είναι σε θέση να αποδεικνύουν τα θεωρήµατα και τις 

προτάσεις που διδάσκονται και να εφαρµόζουν τις διάφορες µεθόδους απόδειξης στην 

επίλυση ασκήσεων και προβληµάτων στην καθηµερινή τους ασχολία µε τα µαθηµατικά. Η 

παρακάτω έρευνα πραγµατοποιήθηκε για να εξετάσει τις γνώσεις των µαθητών της 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης σχετικά µε την έννοια της απόδειξης στα µαθηµατικά. Η έρευνά 

µας εστιάζει στον µαθητή και µόνο σ’ αυτόν, δεν εξετάζει τις µεθόδους διδασκαλίας και τις 

δραστηριότητες που πραγµατοποιήθηκαν από τον καθηγητή της τάξης οι οποίες πιστεύεται ότι 

επηρεάζουν τις απόψεις τους σχετικά µε την έννοια της απόδειξης. Επιπλέον η έρευνα δεν 

εξετάζει τις απόψεις και τις πεποιθήσεις του εκπαιδευτικού για την έννοια της απόδειξης ούτε 

και τις µεθοδεύσεις που χρησιµοποιεί στην τάξη κατά την διαπραγµάτευση µιας απόδειξης. 

 
 
11.2  ΤΟ ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
 
     Ερευνητικά αποτελέσµατα των Healy & Hoyles (2000) έχουν δείξει ότι η πλειοψηφία των 

µαθητών ηλικίας 15-17 χρόνων αντιλαµβάνεται ότι τα εµπειρικά επιχειρήµατα δεν έχουν 

γενικό και καθολικό χαρακτήρα (ιδιαίτερα αν η πρόταση προς απόδειξη είναι µη οικεία), αλλά 

αναγνωρίζει ότι τα παραδείγµατα αποτελούν ένα δυνατό µέσο για την επικύρωση της 

αλήθειας µιας πρότασης. Ακόµη, οι µαθητές αντιλαµβάνονται ότι µια έγκυρη απόδειξη µιας 

µαθηµατικής πρότασης  είναι αρκετή  και δεν είναι απαραίτητη επιπλέον η εξακρίβωση της 

ισχύος  της πρότασης µε παραδείγµατα. Οι µαθητές θεωρούν ότι φορµαλιστικού τύπου 

αποδείξεις είναι δύσκολες και δεν προσφέρουν αρκετά στην κατανόηση των µαθηµατικών 

εννοιών που περικλείουν. Η Hanna (2000) θεωρεί πως, ενώ η εξερεύνηση µιας µαθηµατικής 

πρότασης ή ενός προβλήµατος  και η απόδειξη είναι ξεχωριστές δραστηριότητες, η µία 

ενισχύει και συµπληρώνει την άλλη. Η εξερεύνηση οδηγεί στην ανακάλυψη, ενώ η απόδειξη 

είναι η επικύρωση του µαθηµατικού ισχυρισµού. Μέσω της εξερεύνησης τα συµπεράσµατα 

παραµένουν προσωρινά. Η απόδειξη είναι εκείνη που εγκαθιδρύει τα συµπεράσµατα.  

 
       Οι Κολέζα, Μακρής και Σούρλας (2000) προτείνουν, από διδακτική άποψη ότι η 

παρουσίαση στην τάξη ενός µαθηµατικού ισχυρισµού που διατίθεται για διαπραγµάτευση θα 

πρέπει να παρουσιάζεται µε µορφή ερωτήσεων ώστε να διεγείρεται η περιέργεια των µαθητών 

και να προκαλείται η ενεργητική τους συµµετοχή. Με τον τρόπο αυτό καλλιεργείται η 
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ερευνητική τους διάθεση και ενισχύεται η παρατηρητικότητά τους. Την ίδια άποψη 

υποστηρίζουν και οι Avital & Hansen (1976) οι οποίοι προτείνουν να ζητείται από τους 

µαθητές να πειραµατιστούν, να διατυπώσουν µια εικασία, να ελέγξουν την εικασία και στο 

τέλος να προσπαθήσουν να συνθέσουν την απόδειξη του προς διαπραγµάτευση µαθηµατικού 

ισχυρισµού. 

 
   Προκειµένου να επιτευχθεί µια σύνθεση µεταξύ της διατύπωσης µιας εικασίας (επαγωγική 

διδακτική πορεία) και της αναγκαιότητας και δηµιουργίας της απόδειξης (παραγωγική 

διδακτική πορεία), ο Ζαχαριάδης (2006) προτείνει το παρακάτω σχήµα για την διδακτική 

προσέγγιση των µαθηµατικών αντικειµένων 

 
 

 
11.3  ΤΟ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
 
     Αρκετές έρευνες εξετάζουν κατά πόσο οι µαθητές έχουν επίγνωση της αναγκαιότητας της 

απόδειξης σε αντιδιαστολή µε άλλους  διαισθητικούς ή εµπειρικούς συλλογισµούς που 

κάνουν, όταν χρησιµοποιούν συγκεκριµένες αποδεικτικές µεθόδους. Μαθητές της 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης αντιµετωπίζουν συχνά δυσκολίες στην κατανόηση της 
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αναγκαιότητας της χρήσης της µαθηµατικής απόδειξης. 

 

ΤΑ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΑ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ 
 
          Στην παρούσα ερευνητική εργασία επιδιώκεται να ερευνηθεί ο τρόπος και ο βαθµός που 

κατανοούν οι µαθητές την δοµή µιας µαθηµατικής απόδειξης. Ειδικότερα διερευνώνται τα 

εξής ερωτήµατα: 

• Της αναγκαιότητας της απόδειξης ενός θεωρήµατος ώστε να καθιερωθεί η αλήθεια 

του. 

• Στην σηµαντικότητα της απόδειξης για την ανακάλυψη και συστηµατοποίηση των 

γνώσεων. 

• Μπορούν οι µαθητές να δεχτούν την ισχύ µιας µαθηµατικής πρότασης µόνο µε 

εικασίες που αφορούν την ισχύ τους ή αισθάνονται την ανάγκη να υπάρχει και η 

απόδειξη της πρότασης; 

• Γνωρίζουν οι µαθητές τις κλασικές µεθόδους απόδειξης µιας µαθηµατικής έννοιας; 

 

 
11.4 Ο ΤΡΟΠΟΣ ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
 
∆είγµα  
 
Το δείγµα αποτελείται από 100 µαθητές λυκείου από σχολεία αστικών και ηµιαστικών 

περιοχών της Ελλάδας. 

 
Επιλογή δείγµατος- πληθυσµός δείγµατος 
 
       Η επιλογή του δείγµατος έγινε µε δειγµατοληψία και περιλαµβάνει µαθητές λυκείων από 

τις περιοχές των Αθηνών, του Πειραιά και από µεγάλες επαρχιακές πόλεις. Πιο συγκεκριµένα 

έγινε επιλογή δείγµατος από Χαλκίδα, Αλεξανδρούπολη, Κοµοτηνή, Ιωάννινα, Τρίκαλα, 

Ελασσόνα, και από την νησιωτική Ελλάδα επιλέχτηκαν λύκεια από την Κω και την Κρήτη 

(Ηράκλειο)  

 
Είδος έρευνας:  
 
Ποσοτική µε χρήση ερωτηµατολογίου 14 ερωτήσεων ορισµένες από τις οποίες είναι και 

ανοιχτού τύπου. 

 
 Συνθήκες και τρόπος συλλογής δεδοµένων  
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     Αρχικά έγινε αποστολή ερωτηµατολογίων σε συναδέλφους µαθηµατικούς που διδάσκουν 

σε λύκεια των παραπάνω περιοχών µε οδηγίες αντικειµενικότητας και µη παρέµβασης στην 

επιλογή των απαντήσεων. 

  
Χρονοδιάγραµµα έρευνας 
 
 Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε τους µήνες  Απρίλιο και Μάιο του έτους 2008. 
 
∆οµή ερωτηµατολογίου 
 
Το ερωτηµατολόγιο αποτελείται από τρία µέρη: 
 
Το πρώτο µέρος περιλαµβάνει ερωτήσεις που αφορούν την µαθητική ταυτότητα των 

ερωτηθέντων (φύλο , τάξη και κατεύθυνση που ακολουθούν ή πρόκειται να ακολουθήσουν). 

Το δεύτερο µέρος περιλαµβάνει ερωτήµατα γενικού χαρακτήρα που αποβλέπουν στην 

καταγραφή των απόψεων των µαθητών για την αναγκαιότητα και την σηµαντικότητα της 

απόδειξης στα µαθηµατικά και το τρίτο µέρος περιλαµβάνει ερωτήµατα διερεύνησης των 

γνώσεων τους για τις  κλασσικές  µεθόδους  απόδειξης καθώς και των απόψεων τους για τον 

ρόλο των νέων τεχνολογιών στην αποδεικτική διαδικασία στα µαθηµατικά. 
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11.5  ΕΥΡΗΜΑΤΑ ΕΡΕΥΝΑΣ – ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 
 
1. ΠΥΡΑΜΙ∆Α ΤΩΝ ΕΡΕΥΝΩΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ ΦΥΛΟ ΚΑΙ ΤΑΞΗ 
 

 
 
 
 

 
2. ΠΥΡΑΜΙ∆Α ΤΩΝ ΕΡΕΥΝΩΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ ΦΥΛΟ ΚΑΙ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ  
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ΕΡΩΤΗΣΗ 1η    Τα µαθηµατικά ,όπως τα διδάσκεσαι στο σχολείο , σε ποιο βαθµό 

θεωρείτε ότι σχετίζονται µε την : α. Παρατήρηση,  β. ∆ιαίσθηση, γ. Φαντασία, δ. Λογική 

σκέψη και ε. Απόδειξη.  

 

Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert  5 σηµείων: Καθόλου – λίγο – δεν γνωρίζω -  

αρκετά -  πολύ και  σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 

 

 
 
 
        Από τις απαντήσεις συνάγεται ότι οι ερωτώµενοι στην συντριπτική πλειονότητα τους 

θεωρούν ότι τα µαθηµατικά όπως τα διδάσκονται στο σχολείο σχετίζονται µε την λογική 

σκέψη ( 59+27 = 86%) και την απόδειξη ( 46 + 47 = 93%) επιλέγοντας οι ερωτώµενοι τις 

απαντήσεις αρκετά και πολύ. Τα ποσοστά αυτά πέφτουν αισθητά για τις επιλογές τους στην 

συσχέτιση των µαθηµατικών µε την φαντασία (38%), τη  διαίσθηση ( 21%) και παραµένουν 

ψηλά στην επιλογή  παρατήρηση (60%). 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 2η   Τα µαθηµατικά είναι χρήσιµα γιατί έχουν σχέση µε «τον πραγµατικό 

κόσµο» 

 

Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ –  µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω  –µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ και  σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 
 

 
 
 
       Η πλειοψηφία των ερωτώµενων µαθητών (43+20 = 63%) θεωρεί ότι τα µαθηµατικά είναι 

χρήσιµα γιατί έχουν σχέση µε τον «πραγµατικό κόσµο», ενώ το ποσοστό των ερωτώµενων 

που δεν είναι σίγουροι για την χρησιµότητα των µαθηµατικών στην καθηµερινή ζωή είναι 

αρκετά σηµαντικό (18%). Τέλος σηµαντικό είναι και το ποσοστό των ερωτώµενων µαθητών 

που θεωρεί τα µαθηµατικά του σχολείου είναι ξεκοµµένα από την πραγµατικότητα. 

Συγκεκριµένα το άθροισµα όσων απαντούν «διαφωνώ» (6%) και «µάλλον διαφωνώ» (13%) 

φτάνει το 19%. Είναι φανερό από τα αποτελέσµατα ότι τα παιδιά που ρωτήθηκαν δεν 

κατανοούν σε µεγάλο βαθµό την σχέση των λυκειακών µαθηµατικών που διδάσκονται µε 

προβλήµατα της καθηµερινότητας που αντιµετωπίζει ένας σύγχρονος πολίτης. 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 3η   Αντίθετα από τα περισσότερα άλλα µαθήµατα, στα µαθηµατικά είναι 

ξεκάθαρο τι είναι σωστό και τι είναι λάθος. 

 

Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ –µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω – µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ.  και  σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
         Μια προφανής  ιδιότητα των µαθηµατικών διχογνωµεί τις απαντήσεις των ερωτώµενων 

µαθητών. Ποσοστό 20% θεωρεί ότι στα µαθηµατικά δεν είναι ξεκάθαρο τι είναι σωστό και τι 

είναι λάθος, ποσοστό 16% δεν µπορεί να εκφράσει γνώµη για αυτή την άποψη και ποσοστό 

39% θεωρεί ότι στα µαθηµατικά είναι ξεκάθαρο τι είναι σωστό και τι είναι λάθος. Η 

διχογνωµία αυτή πιθανό να οφείλετε στην παρανόηση που πολλές φορές υπάρχει στους 

µαθητές του λυκείου για το ρόλο των µαθηµατικών στην εκπαίδευση.  
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ΕΡΩΤΗΣΗ 4η   Εάν ο καθηγητής σας αναφέρει ότι µια µαθηµατική πρόταση είναι 

αληθινή, τότε δεν είναι αναγκαίο αυτή η πρόταση να αποδειχτεί. 

 

Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ – µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω – µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ.  και σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 
 

 
 
 
       Ευχάριστη είναι η διαπίστωση ότι το (31 +41 = 72%) των ερωτώµενων µαθητών δεν 

δέχεται  την ύπαρξη της «αυθεντίας του καθηγητή των µαθηµατικών» και διαφωνεί ή µάλλον 

διαφωνεί  µε την άποψη ότι µια µαθηµατική πρόταση είναι αληθινή αν το επιβεβαιώσει ο 

καθηγητής της τάξης του. Θεωρεί ότι η απόδειξη έχει πρωταρχικό ρόλο στην επιβεβαίωση 

ενός µαθηµατικού συλλογισµού, εποµένως οι µαθητές την θεωρούν σηµαντική στην 

µαθησιακή διαδικασία µαθηµατικών εννοιών, προτάσεων και θεωρηµάτων. 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 5η   Η απόδειξη ενός θεωρήµατος από το σχολικό σας βιβλίο είναι αναγκαία 

για το κατανοήσετε καλύτερα. 

 

Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ  – µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω – µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ.  και σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 
 

 
 
 

 
 
 
    Σε αυτή την ερώτηση φαίνεται ότι η απόδειξη θεωρείται από τους ερωτώµενους σηµαντική 

και αναγκαία για την διαπίστωση των µαθηµατικών συµπερασµάτων που προκύπτουν από ένα 

µαθηµατικό θεώρηµα µε βάση τα αναγραφόµενα στο σχολικό βιβλίο. Το ποσοστό που 

συµφωνεί µε την αναγκαιότητα της απόδειξης είναι αρκετά µεγάλο (39 +33 = 72%), ενώ 

σηµαντικό είναι και το ποσοστό των µαθητών (16%) που δεν εκφέρουν άποψη για την 

αναγκαιότητα αυτή. Τέλος το ποσοστό που θεωρεί την απόδειξη ενός θεωρήµατος από το 

σχολικό βιβλίο µη αναγκαία είναι αρκετά µικρό (3%). 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 6η  Η απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης είναι αναγκαία για να 

διαπιστωθεί η αλήθεια της. 

 
Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ– µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω  – µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ.  και  σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 
 

 
 
 
 
     Η συντριπτική πλειοψηφία των ερωτώµενων µαθητών (44 + 43 = 87%) θεωρεί ότι η 

απόδειξη µιας µαθητικής πρότασης είναι αναγκαία για να διαπιστωθεί η αλήθεια της. Τα 

ποσοστά στις άλλες απαντήσεις είναι αµελητέα. Με τις απαντήσεις στην ερώτηση αυτή είναι 

φανερή η άποψη των µαθητών για την σηµασία και την αναγκαιότητα της µαθηµατικής  

απόδειξης και για τον ρόλο που έχει στην διαπίστωση των αληθειών που προκύπτουν από τους 

µαθηµατικούς συλλογισµούς. Η άποψη ότι οι αποδείξεις δεν είναι αναγκαίες για την 

διαπίστωση της αλήθειας δεν έχει «εισχωρήσει στις τάξεις των µαθητών» όπως συµβαίνει σε 

κάποιους «ειδικούς» που τείνουν να εξοβελίσουν την αποδεικτική διαδικασία από τα σχολικά 

βιβλία. 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 7η   Εάν µια µαθηµατική πρόταση είναι προφανώς αληθινή δεν είναι 

απαραίτητο να αποδειχτεί. 

   
Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ – µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω  – µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ.  και  σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 
 

 
 
 
 
        Το µεγαλύτερο ποσοστό των ερωτώµενων µαθητών θεωρεί ότι µια πρόταση που είναι 

προφανώς αληθής θα πρέπει επιπλέον να αποδειχτεί για να θεωρηθεί καθολική η ισχύς της. 

Για τον λόγο αυτό στην ερώτηση το 58% µάλλον διαφωνεί ή διαφωνεί. Αξιοσηµείωτο είναι 

όµως το γεγονός ότι το 23% των ερωτώµενων µαθητών θεωρεί ότι δεν είναι απαραίτητη η 

απόδειξη µιας προφανώς αληθινής πρότασης, ενώ σηµαντικό είναι και το ποσοστό των 

µαθητών ( 13%) που δεν είναι σίγουροι για το αν µια προφανής πρόταση θα πρέπει να 

αποδειχτεί ή όχι. 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 8η  Η χρήση της απόδειξης θεωρείται σηµαντική για την ανακάλυψη ή την 

συστηµατοποίηση νέων γνώσεων και θεωριών. 

 
Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ – µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω – µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ.  και σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 
 

 
 
 
 
       Σε αυτή την ερώτηση µεγάλο ποσοστό των ερωτώµενων (48 +23 = 71%) θεωρεί 

σηµαντική την χρήση της απόδειξης για την ανακάλυψη ή την συστηµατοποίηση των νέων 

γνώσεων και θεωριών. Παρατηρούµε ότι δεν υπήρξε ούτε ένας ερωτώµενος που να απάντησε 

αρνητικά σε αυτή  την άποψη µε την επιλογή διαφωνώ. Το ποσοστό των ερωτώµενων που 

διαφωνεί µε τη χρήση της απόδειξης ως εργαλείο ανακάλυψης  στα µαθηµατικά είναι µόλις το 

6%. Τέλος σηµαντικό είναι το ποσοστό  (23%) των ερωτώµενων που δεν εκφράζει γνώµη 

επιλέγοντας την απάντηση «δεν γνωρίζω». 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 9η    Η απάντηση µε βάση την παρατήρηση  ενός  σχήµατος ή µιας γραφικής 

παράστασης  τεκµηριώνει την αλήθεια ενός ισχυρισµού στα µαθηµατικά. 

 
Οι απαντήσεις δόθηκαν µε κλίµακα Likert 5 σηµείων: ∆ιαφωνώ – µάλλον διαφωνώ – δεν 

γνωρίζω  – µάλλον συµφωνώ – συµφωνώ.  και σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 

 
 
     Η τεκµηρίωση ενός µαθηµατικού ισχυρισµού µε βάση την παρατήρηση ενός σχήµατος ή 

µιας γραφικής παράστασης δεν είναι επαρκής σύµφωνα µε τις απαντήσεις που έδωσαν οι 

ερωτώµενοι µαθητές. Βλέπουµε ότι το µεγαλύτερο µέρος των µαθητών (42 +18 = 60%) δεν 

θεωρεί την ενορατική αντίληψη µιας µαθηµατικής πρότασης ως απόδειξη, ούτε τη θεωρεί 

ικανή να τεκµηριώσει το συµπέρασµά της ώστε να έχει καθολική ισχύ. Παρατηρούµε όµως 

ότι το ποσοστό των ερωτώµενων που δεν γνώριζαν για την απάντηση της ερώτησης είναι 

αρκετά σηµαντικό (23%). 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 10η    Στο σχολικό σας βιβλίο υπάρχουν µαθηµατικές προτάσεις στις οποίες 

δεν υπάρχει η απόδειξή τους ή υπάρχει αλλά µε βάση το αναλυτικό πρόγραµµα είναι 

εκτός ύλης. Σε αυτές τις µαθηµατικές προτάσεις οι αποδείξεις τους πρέπει διδάσκονται  

στην τάξη; 

 
Οι απαντήσεις δόθηκαν µε επιλογή 5 σηµείων αλλά υπήρχε και έκτη επιλογή για ανοιχτή 

απάντηση εκ µέρους των ερωτώµενων. Οι µαθητές είχαν να επιλέξουν µια από τις παρακάτω 

απόψεις: 

1η επιλογή:   Όχι δεν είναι σηµαντικό να µαθαίνεις κάτι που είναι εκτός ύλης. 

2η επιλογή:   Όχι δεν πρέπει να διδάσκονται γιατί δηµιουργούν σύγχυση στους µαθητές. 

3η επιλογή:   Να γίνονται κάποιες από τις αποδείξεις για τους καλούς µαθητές. 

4η επιλογή:   Να γίνονται όλες οι αποδείξεις αλλά να µην εξετάζονται γιατί κατά κανόνα  
                     είναι δύσκολες. 
5η επιλογή:   Ναι, να διδάσκονται ώστε οι µαθητές να κατανοούν καλύτερα την πρόταση  
                     που αποδεικνύουν. 
6η επιλογή:   ∆ιατυπώστε άλλη απάντηση, αν υπάρχει. 
 
 Οι απαντήσεις σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 
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Στην ερώτηση αν θα πρέπει να διδάσκονται αποδείξεις µαθηµατικών προτάσεων οι οποίες 

δεν υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο ή υπάρχουν αλλά µε βάση το αναλυτικό πρόγραµµα η 

απόδειξη είναι εκτός ύλης η πλειονότητα των ερωτώµενων (31 + 38 = 69%) θεωρεί ότι θα 

πρέπει να διδάσκονται για την καλύτερη κατανόηση τους ή να διδάσκονται αλλά να µην 

εξετάζονται. Στην ερώτηση αυτή είναι φανερή η κατά πλειοψηφία  πεποίθηση των 

µαθητών για την  αναγκαιότητα της απόδειξης ως µέσου  για την πλήρη κατανόηση µιας 

µαθηµατικής πρότασης. Το ποσοστό των ερωτώµενων που θεωρεί ότι τέτοιου είδους 

αποδείξεις δεν πρέπει να διδάσκονται είναι σχετικά µικρό (9%) , ενώ ένα ποσοστό 

µαθητών (11%) δεν θεωρεί σηµαντικό να µαθαίνεται και να διδάσκεται κάτι που είναι 

εκτός ύλης. Η ερώτηση έδινε την ευκαιρία στους ερωτώµενους µαθητές να διατυπώσουν 

αν το επιθυµούν και άλλη απάντηση. Στην ερώτηση αυτή δόθηκαν και διαφορετικές 

απαντήσεις από αυτές του ερωτηµατολογίου µε πιο χαρακτηριστικές τις εξής:            

    

 1.   Να διδάσκονται για να έχουν µια ιδέα οι µαθητές µπορεί να είναι εκτός ύλης αλλά στη 

ζωή ας πούµε µπορεί να τους χρειαστούν 

 2.   Να διδάσκονται ώστε οι µαθητές να παίρνουν µια ιδέα, αλλά να µην τις µαθαίνουν διότι 

είναι εκτός ύλης. 

3.   Να διδάσκονται ώστε οι µαθητές να κατανοούν καλύτερα την πρόταση που αποδεικνύουν 

αλλά αν είναι εφικτό να παραµένουν εκτός ύλης την περίοδο των εξετάσεων, λόγω της 

δυσκολίας που έχουν µερικές από αυτές. 

4.   Να διδάσκονται ώστε οι µαθητές να τις κατανοούν και να τις εµπεδώνουν  καλύτερα.           

Αυτό µόνο εφόσον µπορούν να αποδειχτούν µε τις υπάρχουσες γνώσεις του µαθητή. 

5.  Θεωρώ πως κάποιες από αυτές θα ήταν καλό να διδάσκονται στην τάξη. Γνωρίζω το 

πρόβληµα µε την ύλη (χρόνος) αλλά µε το να διδάσκονται κάποιες από αυτές (κρίση 

καθηγητή) έχουµε µόνο να κερδίσουµε. Από την άλλη, αν πιέζει ο χρόνος ή δεν υπάρχει 

ανταπόκριση από τους µαθητές τότε τα πράγµατα αλλάζουν 

6.  Τι σηµαίνει εκτός ύλης; Η γνώση είναι γνώση. 

 

 ( Η λεκτική διατύπωση των απαντήσεων είναι ακριβώς όπως καταγράφτηκαν από τους 

µαθητές στα ερωτηµατολόγια.) 
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ΕΡΩΤΗΣΗ 11η    Ένας µαθητής για να αποδείξει ότι µια µαθηµατική πρόταση δεν ισχύει 

παρουσιάζει ένα παράδειγµα όπου ισχύουν οι υποθέσεις της πρότασης αλλά δεν ισχύει το 

συµπέρασµά της και το παράδειγµα αυτό (αντιπαράδειγµα) το παρουσιάζει ως απόδειξη. 

Η δική σας άποψη είναι: 

 

Οι απαντήσεις δόθηκαν µε επιλογή 4 σηµείων αλλά υπήρχε και πέµπτη επιλογή για ανοιχτή 

απάντηση εκ µέρους των ερωτώµενων. Οι µαθητές είχαν να επιλέξουν µια από τις παρακάτω 

απόψεις: 

1η επιλογή:   Τέτοιας µορφής απόδειξη είναι λάθος. Το αντιπαράδειγµα δεν είναι µέθοδος  

                     απόδειξης. 

2η επιλογή:    Με την χρήση του αντιπαραδείγµατος η απόδειξη είναι ελλιπής, θα πρέπει   

                      να αποδειχθεί επιπλέον ότι η πρόταση δεν ισχύει µε µαθηµατικούς  

                      συλλογισµούς. 

3η επιλογή:    Η χρήση ενός αντιπαραδείγµατος που φανερώνει ότι η µαθηµατική πρόταση 

                      δεν ισχύει είναι αρκετή για να δηλώσει την µη ισχύ της µαθηµατικής  

                      πρότασης. 

4η επιλογή:    Θα πρέπει να βρεθεί τουλάχιστον άλλο ένα αντιπαράδειγµα ώστε να  
                      θεωρηθεί η απόδειξη πλήρης. 
5η επιλογή:   ∆ιατυπώστε άλλη απάντηση, αν υπάρχει. 
                  
 Οι απαντήσεις σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 
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    Στην ερώτηση αυτή είναι φανερή η άγνοια των ερωτώµενων µαθητών για την έννοια και 

την χρήση του αντιπαραδείγµατος στην αποδεικτική διαδικασία µιας µαθηµατικής πρότασης. 

Μόνο το 42% των ερωτώµενων θεωρεί ότι το αντιπαράδειγµα είναι µέθοδος απόδειξης στα 

µαθηµατικά. Το υπόλοιπο ποσοστό των ερωτώµενων θεωρεί είτε ότι το αντιπαράδειγµα δεν 

είναι µέθοδος απόδειξης (14%) είτε ότι είναι µέθοδος αλλά είναι ελλιπής (29%) είτε ότι για να 

είναι η απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης πλήρης θα πρέπει να υπάρχει και άλλο 

αντιπαράδειγµα (12%). 

 

     Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η απάντηση ενός ερωτώµενου ο οποίος αναφέρει ότι         

« Πρέπει να γίνεται πάντοτε απόδειξη γιατί το αντιπαράδειγµα καλύπτει µόνο µία ή λίγες 

περιπτώσεις». 

  

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 12η   Σε µια µαθηµατική πρόταση  παρουσιάζεται η απόδειξη της µε την 

χρήση λογισµικού σε ηλεκτρονικό υπολογιστή. Η δική σας άποψη για τέτοιου είδους 

αποδείξεις είναι: 

 
Οι απαντήσεις δόθηκαν µε επιλογή 5 σηµείων  αλλά υπήρχε και έκτη επιλογή για ανοιχτή 

απάντηση εκ µέρους των ερωτώµενων. Οι µαθητές είχαν να επιλέξουν µια από τις παρακάτω 

απόψεις: 

1η επιλογή:   Η επιβεβαίωση της ισχύος της πρότασης µέσα από ένα λογισµικό είναι       

                     αρκετή για να δηλωθεί ως απόδειξη της πρότασης. 

2η επιλογή:    Η επιβεβαίωση της ισχύος της πρότασης µέσα από λογισµικό δεν είναι  

                      αρκετή  χρειάζεται και ένα τουλάχιστον παράδειγµα χωρίς την χρήση του   

                      υπολογιστή που  να επιβεβαιώνει την αλήθεια της πρότασης. 

3η επιλογή:   Η επιβεβαίωση της πρότασης µέσα από λογισµικό προσδιορίζει µια εικασία  

                     για την ισχύ της πρότασης, για την πλήρη απόδειξη της πρότασης χρειάζεται 

                     οπωσδήποτε η απόδειξη της µε µαθηµατικούς συλλογισµούς. 

4η επιλογή:   Η επιβεβαίωση της πρότασης µέσα από λογισµικό µπορεί να θεωρηθεί  

                     απόδειξη αν το λογισµικό είναι εγκεκριµένο από το υπουργείο Παιδείας. 

5η επιλογή:   Η επιβεβαίωση της πρότασης µέσα από λογισµικό µπορεί να θεωρηθεί  

                     απόδειξη όταν έχει γίνει σύµβαση από τον καθηγητή και τους µαθητές της  

                     τάξης. 

6η επιλογή:   ∆ιατυπώστε άλλη απάντηση, αν υπάρχει. 
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 Οι απαντήσεις σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 

 

 
 

 
 

      Σηµαντική ερώτηση για την επιρροή των νέων τεχνολογιών στην εκπαίδευση. Αν και οι 

ερωτώµενοι σε µεγάλο ποσοστό (33%) θεωρούν ότι η επιβεβαίωση µιας πρότασης µέσα από 

ένα λογισµικό δεν είναι ικανή να οδηγήσει στην απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης αλλά 

χρειάζονται οπωσδήποτε και οι µαθηµατικοί συλλογισµοί, εντούτοις υπάρχει ένα µεγάλο 

ποσοστό µαθητών που παρερµηνεύει την χρήση και την ικανότητα ενός λογισµικού και 

θεωρεί ότι µια απόδειξη είναι δυνατό να προέλθει από την χρήση ενός λογισµικού (29%) ή να 

χρειάζεται και παράδειγµα για να είναι πλήρης η απόδειξη (15%) ή να είναι το λογισµικό 

εγκεκριµένο από το Υπουργείο Παιδείας (8%) ή τέλος να είναι στην ευχέρεια ενός διδακτικού 

συµβολαίου µεταξύ µαθητών και καθηγητή της τάξης (9%).  

Στην ερώτηση αυτή δόθηκαν και ανοικτές απαντήσεις από ορισµένους µαθητές που 

οφείλονται στην άγνοια τους για τα λογισµικά και την χρήση τους. Ενδεικτικά αναφέρουµε τις 

απαντήσεις: 

1.   Τέτοιου είδους αποδείξεις βοηθούν στην κατανόηση της µαθηµατικής πρότασης. 

 

2.  ∆εν γνωρίζω και δεν είχα ποτέ µου καµία επαφή µε τέτοια λογισµικά. 

 

3. Πιθανότατα η ισχύς µιας µαθηµατικής πρότασης να αποδεικνύεται µε ένα λογισµικό 
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πρόγραµµα, αλλά η απόδειξη της πρότασης µε µαθηµατικούς συλλογισµούς είναι εξίσου 

σηµαντική. 

 

4. Αν η απόδειξη είναι αναλυτική και πλήρης και το λογισµικό είναι δηµιουργηµένο από 

κάποιο πανεπιστήµιο και συγχρόνως εγκεκριµένο από το υπουργείο, τότε τη θεωρώ απόδειξη. 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 13η     Ένας µαθητής στην προσπάθεια του να αποδείξει την ισότητα 
                                  

2
1)(...321 +

=++++
ννν  για κάθε θετικό ακέραιο v, 

απέδειξε ότι ισχύει για ν = 1, 2, 3, 4 και 5 και  στη συνέχεια θεώρησε ότι 
αφού η ισότητα ισχύει για τις πέντε πρώτες τιµές του θετικού ακέραιου ν 
θα ισχύει για όλους τους θετικούς ακέραιους. Η δική σας άποψη είναι: 

 
Οι απαντήσεις δόθηκαν µε επιλογή 5 σηµείων αλλά υπήρχε και έκτη επιλογή για ανοιχτή 

απάντηση εκ µέρους των ερωτώµενων. Οι µαθητές είχαν να επιλέξουν µια από τις παρακάτω 

απόψεις: 

1η επιλογή:   Για να είναι η απόδειξη της ισότητας πλήρης θα πρέπει να αποδειχτεί για  

                     περισσότερες τιµές του θετικού ακεραίου ν. 

2η επιλογή:    ∆εν είναι αναγκαία η απόδειξη της ισότητας για πέντε διαφορετικές τιµές  

                      του θετικού ακέραιου ν, τρεις µόνο αρκούν. 

3η επιλογή:    Για να είναι σωστή η απόδειξη της ισότητας θα πρέπει να δεχτούµε την ισχύ 

                      της  για ένα τυχαίο θετικό ακέραιο κ  και στην συνέχεια να αποδείξουµε την  

                      ισχύ της  για τον επόµενο θετικό ακέραιο κ + 1. 

4η επιλογή:    Η απόδειξη είναι πλήρης. Η αλήθεια της ισότητας για πέντε διαφορετικές  

                      τιµές του θετικού ακεραίου ν είναι αρκετή για να βγάλουµε το συµπέρασµα  

                      ότι η πρόταση ισχύει για κάθε θετικό ακέραιο. 

5η επιλογή:    Για να είναι σωστή η απόδειξη της ισότητας θα πρέπει να αποδείξουµε την  

                      ισχύ της για ν = 1 και µετά πρέπει να δεχτούµε την ισχύ της για ένα τυχαίο     

                      θετικό  ακέραιο κ  και στην συνέχεια να αποδείξουµε την ισχύ της για τον  

                      επόµενο θετικό  ακέραιο κ+1. 

6η επιλογή:   ∆ιατυπώστε άλλη απάντηση, αν υπάρχει. 

 

Σχόλιο  

Επειδή η έρευνα διεξήχθη σε όλες τις τάξεις του λυκείου και το ερώτηµα αφορά την χρήση 

της επαγωγικής µεθόδου ως διαδικασία απόδειξης, που δεν έχει διδαχτεί στους µαθητές της Α 
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τάξης του Λυκείου, στα ποσοστά που αναφέρουµε παρακάτω αποκλείσαµε όλους τους 

µαθητές της Α τάξης. 

 

Οι απαντήσεις σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 
 

 
 
 

 
 

 
Στην ερώτηση αυτή οι ερωτώµενοι µαθητές αποδεικνύουν ότι γνωρίζουν µέθοδο απόδειξης 

της µαθηµατικής επαγωγής σε αρκετά µεγάλο ποσοστό (54%) όµως δεν είναι ευκαταφρόνητο 

το ποσοστό των ερωτώµενων που δεν έχει κατανοήσει πλήρως την επαγωγική αποδεικτική 

διαδικασία επιλέγοντας τις άλλες λανθασµένες απαντήσεις. Οι µαθητές θεωρούν ότι η 

µαθηµατική επαγωγή είναι µια µέθοδος απόδειξης στην οποία υποθέτουµε αυτό που θέλουµε 

να αποδείξουµε και στη συνέχεια το αποδεικνύουµε! Οι µαθητές δεν κατανοούν ότι στην 

επαγωγική υπόθεση το ν συµπεριφέρεται ως σταθερά, ενώ στο συµπέρασµα συµπεριφέρεται 

ως ελεύθερη µεταβλητή. Επιπλέον , συναντούν τεχνικής φύσεως δυσκολίες στο τελευταίο 

βήµα της µαθηµατικής επαγωγής  όπου πολλές φορές απαιτείται ευχέρεια αλγεβρικών 

χειρισµών. Περαιτέρω, θεωρούν ότι η µαθηµατική  επαγωγή σχετίζεται µόνο µε αλγεβρικές 

αποδείξεις και δεν εφαρµόζεται σε δραστηριότητες που απαιτούν γεωµετρικές αποδείξεις  
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ΕΡΩΤΗΣΗ 14η    Θέλουµε να αποδείξουµε την 

πρόταση «Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από τρίτη 

σχηµατίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ω και φ ίσες 

τότε οι ευθείες είναι παράλληλες» 

 

Για τον σκοπό αυτό θεωρούµε ότι οι ευθείες 

τέµνονται στο σηµείο Γ, τότε  φ = ω + Γ  ως  

 

 

εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΒΓ, δηλαδή φ ≠ ω. Άτοπο, εποµένως οι ευθείες είναι 

παράλληλες. Η άποψή σας για την παραπάνω απόδειξη είναι: 

 

Οι απαντήσεις δόθηκαν µε επιλογή 5 σηµείων αλλά υπήρχε και έκτη επιλογή για ανοιχτή 

απάντηση εκ µέρους των ερωτώµενων. Οι µαθητές είχαν να επιλέξουν µια από τις παρακάτω 

απόψεις: 

 

1η επιλογή:   Η απόδειξη δεν είναι σωστή γιατί δεν είναι δυνατό να κατασκευαστεί το   

                      τρίγωνο ΑΒΓ. 

2η επιλογή:    Η απόδειξη δεν είναι σωστή γιατί δεν αναφέρεται στο σχολικό βιβλίο. 

3η επιλογή:    Η απόδειξη δεν είναι σωστή γιατί όταν δύο ευθείες του ίδιου επιπέδου δεν  

                     είναι παράλληλες, δεν είναι αναγκαστικά τεµνόµενες. 

4η επιλογή:    Η απόδειξη είναι σωστή αλλά δεν είναι αναγκαία η ύπαρξή της γιατί  

                      διαισθητικά είναι φανερό ότι αν οι εντός εναλλάξ γωνίες ω και φ είναι ίσες  

                       τότε αναγκαστικά θα είναι οι ευθείες παράλληλες. 

5η επιλογή:    Η απόδειξη είναι σωστή γιατί η µέθοδος απόδειξης που χρησιµοποιήθηκε  

                      είναι µια παραδεκτή µέθοδος απόδειξης στα µαθηµατικά. 

6η επιλογή:   ∆ιατυπώστε άλλη απάντηση, αν υπάρχει. 

 

Οι απαντήσεις σε ποσοστά είναι οι παρακάτω: 
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Στην ερώτηση αυτή φαίνεται ότι περίπου οι µισοί ερωτώµενοι µαθητές (53%) γνωρίζουν την 

εις άτοπο απαγωγή ως αποδεικτική διαδικασία µιας µαθηµατικής πρότασης, αλλά 

αξιοσηµείωτο είναι πάλι το γεγονός ότι οι υπόλοιποι µαθητές επιλέγουν λανθασµένη επιλογή 

µε ένα σηµαντικό ποσοστό (21%) να θεωρεί την απόδειξη σωστή όταν αυτή βασίζεται σε 

εποπτική εξήγηση µέσω του γεωµετρικού σχήµατος. 

 
11.6  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ  
 
 
         Αναλύοντας τα αποτελέσµατα της έρευνας παρατηρούµε ότι προκύπτουν σηµαντικά 

συµπεράσµατα για την αναγκαιότητα της απόδειξης και την σηµαντικότητα της στα σχολικά 

µαθηµατικά. Από την πρώτη ερώτηση είναι φανερή η γνώµη των µαθητών ότι η διδασκαλία 

των µαθηµατικών βασίζεται στην λογική σκέψη και στην απόδειξη. Όµως δέχονται ότι η 

φαντασία, η διαίσθηση και η παρατήρηση απουσιάζει από την διαδικασία της ανακάλυψης της 

µαθηµατικής γνώσης. Με βάση αυτή την ανάλυση είναι φανερό ότι θα πρέπει να γίνει µια νέα 

προσαρµογή στα σχολικά προγράµµατα και τα βιβλία ώστε να συµπεριληφθούν βασικές 

παράµετροι στην διδασκαλία των µαθηµατικών που σήµερα απουσιάζουν. Η αναγκαιότητα 

της εισαγωγής των νέων αυτών παραµέτρων διατυπώθηκε στις απαντήσεις των ερωτώµενων 

που όχι µόνο διαπίστωσαν την απουσία τους αλλά επισήµαναν και την αναγκαιότητα ύπαρξής 

τους. Αν και αρκετοί µαθητές µέσα από τις απαντήσεις τους διαπίστωσαν τα παραπάνω, 

εντούτοις υπάρχει ένα σηµαντικό ποσοστό µαθητών που δεν γνωρίζει τις παραπάνω 
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παραµέτρους και δεν κατανοεί αν υπάρχουν ή όχι στα σχολικά τους µαθηµατικά. Το γεγονός 

αυτό οφείλεται στην επιδερµική διδασκαλία που έχουν οι µαθητές και κατά συνέπεια στην 

επιφανειακή γνώση που αποκτούν. Θεωρείται δεδοµένο ότι θα πρέπει να αλλάξει εκτός από το 

αναλυτικό πρόγραµµα και ο τρόπος διδασκαλίας των µαθηµατικών. Φυσικά µια τέτοια 

αλλαγή δεν είναι δυνατόν να πραγµατοποιηθεί στην Ελληνική εκπαίδευση αν δεν 

αναδιαρθρωθούν οι καταστάσεις ώστε να επιφέρουν την σωστή επιµόρφωση των 

εκπαιδευτικών σε σύγχρονες παιδαγωγικές αντιλήψεις και ιδέες πάνω στην µαθησιακή 

διαδικασία. 

 

         Αρκετοί µαθητές θεωρούν – µέσα από τις απαντήσεις τους – ότι τα µαθηµατικά έχουν 

σχέση µε τον πραγµατικό κόσµο, αλλά επίσης µεγάλο ποσοστό µαθητών αγνοεί αυτή την 

πτυχή. Η διπλή φύση των µαθηµατικών συνίσταται αφενός από την σχέση τους µε την 

περιγραφή της σειράς των γεγονότων στο χρόνο, µε τη διάταξη των αντικειµένων στο χώρο 

και µε την επίλυση πρακτικών  προβληµάτων και αφετέρου οι µαθηµατικές δοµές 

αναπαρίστανται συµβολικά και γίνονται αντικείµενα συλλογισµού και επεξεργασίας (Healy L. 

& Hoyles C.1998). Η παραδοσιακή αντίληψη για τα µαθηµατικά είναι κυρίως ότι έχουν σχέση 

µε ακριβείς υπολογιστικές διαδικασίες. Η πολυπλοκότητα της σχέσης µεταξύ φυσικών και 

κοινωνικών φαινοµένων και η χρήση των µαθηµατικών διαδικασιών στη µοντελοποίηση 

αυτών των όψεων της πραγµατικότητας δεν έχει γίνει συνείδηση από όσους χαράσσουν 

πολιτικές στην εκπαίδευση αλλά και από άλλες οµάδες όπως εκπαιδευτικούς, γονείς και 

µαθητές. Ο τρόπος διδασκαλίας των µαθηµατικών είναι ένας βασικός συντελεστής στη 

διαµόρφωση µιας τέτοιας άποψης , αφού από την διδασκαλία των µαθηµατικών απουσιάζει η 

επίλυση προβλήµατος. Η απουσία προβληµάτων που λαµβάνουν υπόψη πραγµατικές 

καταστάσεις δηµιουργεί στους µαθητές την πεποίθηση ότι τα µαθηµατικά είναι ασύνδετα µε  

την καθηµερινή πραγµατικότητα και µε  τις άλλες επιστήµες. Αυτές οι πεποιθήσεις των 

µαθητών καθορίζονται σε µεγάλο βαθµό από την εκπαιδευτική πολιτική, η οποία επηρεάζεται 

από το εκπαιδευτικό σύστηµα και , σε γενικότερο επίπεδο, από τις  πεποιθήσεις για την φύση 

των µαθηµατικών και τους στόχους της µαθηµατικής εκπαίδευσης που επικρατούν στην 

κοινωνία. Όπως αναφέρθηκε και στο 23ο Πανελλήνιο συνέδριο Μαθηµατικής Παιδείας, στα 

αναλυτικά προγράµµατα, στους προλόγους των κεφαλαίων και στις εισαγωγές των σχολικών 

βιβλίων  διαβάζουµε πολλά πράγµατα σχετικά µε την διάταξη και τον τρόπο προσφοράς της 

ύλης, αλλά ποτέ δεν ελέγχθηκε αν και µε ποιο τρόπο αυτά εκφράζονται στην πράξη, ώστε µε 

αυτά τα συµπεράσµατα να καταλήξουµε στο πώς πρέπει να αναπροσαρµοστούν ή να 
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αντικατασταθούν. Οι σύγχρονες έρευνες της Γνωστικής Ψυχολογίας οι οποίες σχετίζονται µε 

το πώς κατακτάτε η γνώση ,έχουν  καταλήξει στο συµπέρασµα ότι η διαδικασία ανακάλυψης 

της µαθηµατικής γνώσης είναι, µεταξύ άλλων,  άµεσα συνδεδεµένη µε την πρακτική 

δραστηριότητα   Θα πρέπει λοιπόν οι επιτελείς που διαµορφώνουν τα αναλυτικά προγράµµατα 

της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης  στην Ελλάδα να µεριµνήσουν ώστε, τα σχολικά µαθηµατικά 

να εστιάζουν στη φύση του µαθηµατικού προτύπου ως συνδέσµου µεταξύ των µαθηµατικών 

δοµών και των πτυχών του πραγµατικού κόσµου. Περαιτέρω, πρέπει οι εκπαιδευτικοί να 

επιµορφωθούν ώστε να µην διδάσκουν τα µαθηµατικά µε τρόπο που προωθεί την 

αποµνηµόνευση κανόνων και αλγορίθµων και δηµιουργεί στους µαθητές την εντύπωση ότι τα 

µαθηµατικά είναι σύνολο αφηρηµένων εννοιών. Η διδασκαλία των µαθηµατικών πρέπει να 

δίνει έµφαση στην κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών και στην ανάπτυξη κριτικής και 

δηµιουργικής σκέψης.   Άλλωστε τα αποτελέσµατα από σύγχρονους διεθνείς µαθηµατικούς 

διαγωνισµούς όπου κυριαρχεί η επίλυση προβλήµατος δείχνουν ότι οι Έλληνες µαθητές δεν 

είχαν σηµαντικές επιτυχίες, γεγονός που ενισχύει την παραπάνω άποψη. 

 

      Από τα αποτελέσµατα της έρευνας διαπιστώθηκε και µια διχογνωµία των µαθητών 

σχετικά µε το ερώτηµα ότι στα µαθηµατικά είναι ξεκάθαρο τι είναι σωστό και τι είναι λάθος. 

Οι µισοί περίπου µαθητές δηλώνουν ότι στα µαθηµατικά ισχύει το παραπάνω και οι υπόλοιποι 

διαφωνούν ή δεν γνωρίζουν αν όντως συµβαίνει αυτό. Ο ρόλος των µαθηµατικών στην 

εκπαίδευση δηµιουργεί παρανοήσεις στους µαθητές και αυτός είναι ο βασικός λόγος της 

ύπαρξης αυτής της διχογνωµίας. Η κατάσταση αυτή οφείλεται στον χρόνο που διαθέτει το 

αναλυτικό πρόγραµµα για την διδασκαλία των µαθηµατικών στα σχολεία. Πώς είναι δυνατόν 

οι µαθητές να κατανοήσουν βασικές µαθηµατικές έννοιες, την έννοια της απόδειξης και τον 

ρόλο που διαδραµατίζει στην µαθηµατική διαδικασία όταν  τα αναλυτικά προγράµµατα 

παρέχουν  διττή λαθεµένη κατεύθυνση στην µαθηµατική κουλτούρα της εκπαίδευσης; 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η διαδικασία εισαγωγής του µαθήµατος του 

επαγγελµατικού προσανατολισµού στην Α τάξη του Λυκείου που εισάγεται στο δεύτερο 

εξάµηνο σπουδών των µαθητών και από τα τόσα µαθήµατα που διδάσκονται, για να διδαχτεί 

αντικαθιστά στο ωρολόγιο πρόγραµµα των µαθητών το  µάθηµα της γεωµετρίας! Οι 

διδακτικές ώρες των µαθηµατικών  είναι ούτως  ή άλλως ελλιπείς και αναγκάζουν τους 

εκπαιδευτικούς να προχωρούν γρήγορα  την ύλη  άσχετα από το αν οι µαθητές την έχουν 

εµπεδώσει η όχι. Λαµβάνοντας υπόψη και τις ιδιαιτερότητες του µαθήµατος των 

µαθηµατικών, οι διδακτικές ώρες πρέπει να αυξηθούν και όχι να ελαττώνονται  προκειµένου  
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να ενσωµατωθούν στο ωρολόγιο πρόγραµµα και άλλα µαθήµατα.  

 

    Μια ευχάριστη θα λέγαµε πτυχή της έρευνας είναι το γεγονός ότι από τις απαντήσεις 

φαίνεται ότι οι µαθητές δεν δέχονται πλέον την αυθεντία του καθηγητή των µαθηµατικών. Οι 

µαθητές στη συντριπτική τους πλειοψηφία διαφωνούν µε την άποψη ότι µια µαθηµατική 

πρόταση είναι αληθινή αν το επιβεβαιώσει ο καθηγητής της τάξης τους. Η έννοια της 

απόδειξης είναι πρωταρχική για τους µαθητές και την θεωρούν ως σηµαντικό παράγοντα για 

την επιβεβαίωση ενός µαθηµατικού συλλογισµού. Παρατηρούµε ότι η άποψη που ίσχυε τις 

προηγούµενες δεκαετίες για την αυθεντία  των «δασκάλων» τείνει να εξαλειφθεί. Η 

δασκαλοκεντρική  διδασκαλία µε τον µονότονο λόγο του εκπαιδευτικού και τον υπερβολικό 

φορµαλισµό δεν είναι πλέον προσφιλής και αποδεκτή, από τους µαθητές, µέθοδος 

προσέγγισης. Οι καθηγητές που διδάσκουν µαθηµατικά πρέπει να πραγµατοποιούν επιπλέον 

ενέργειες. Τα διδακτικά µέσα, οι επιλεγόµενες στρατηγικές  και ο τρόπος προσέγγισης των 

µαθητών σε ατοµικό και συλλογικό επίπεδο πρέπει να είναι προς την κατεύθυνση της 

υλοποίησης των σύγχρονων συµπερασµάτων της ∆ιδακτικής. 

 

     Η αναγκαιότητα της µαθηµατικής απόδειξης και του ρόλου που διαδραµατίζει στην 

πιστοποίηση των µαθηµατικών αληθειών προκύπτει από τα στοιχεία της έρευνας. Η 

πλειοψηφία των ερωτώµενων µαθητών θεωρεί ότι η απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης 

είναι αναγκαία για να διαπιστωθεί η αλήθεια της. Οι απόψεις των µαθητών φαίνεται ότι 

έρχονται σε αντίθεση µε τις απόψεις του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου που µε την πάροδο του 

χρόνου εξοβελίζει την αποδεικτική διαδικασία από τα αναλυτικά προγράµµατα και τα σχολικά 

βιβλία. Έτσι έρχονται οι ίδιοι οι µαθητές που θεωρούν ναι µεν ένα «βραχνά» την απόδειξη, 

αλλά την επιζητούν γιατί την θεωρούν σηµαντική εκπαιδευτική διαδικασία. Η έρευνα 

κατέδειξε ότι οι ερωτώµενοι µαθητές θεωρούν ότι για µια προφανώς αληθινή πρόταση, η 

απόδειξη είναι απαραίτητη. ∆ηλαδή η απόδειξη στα µαθηµατικά είναι αναγκαία και για τα 

προφανή συµπεράσµατα. Αυτό το γεγονός δείχνει  ωριµότητα των µαθητών που δεν θεωρούν 

αυτονόητες καταστάσεις προφανείς. Θεωρούν ακόµη την απόδειξη ως µοχλό που θα δώσει 

νέες µαθηµατικές ανακαλύψεις, αλλά και εργαλείο που έχει την δυνατότητα να 

συστηµατοποιήσει τις νέες γνώσεις. Μέσα από τις απαντήσεις των µαθητών όµως 

διαπιστώνεται µια παρανόηση τους. Θεωρούν σε αρκετά µεγάλο ποσοστό ότι η παρατήρηση 

ενός σχήµατος ή µιας γραφικής παράστασης είναι επαρκής για να τεκµηριώσει την αλήθεια 

ενός ισχυρισµού, δηλαδή οι µαθητές θεωρούν την ενορατική αντίληψη µιας µαθηµατικής 
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πρότασης ικανή να θεωρηθεί ως απόδειξη και να τεκµηριώσει το συµπέρασµά της ώστε να 

έχει καθολική ισχύ. Η εµφάνιση µιας τέτοιας άποψης βασίζεται στο γεγονός ότι οι 

εκπαιδευτικοί στην προσπάθεια τους να απλοποιήσουν τις µαθηµατικές διαδικασίες ώστε να 

γίνουν πιο κατανοητές, δεν διδάσκουν πολλές φορές τις αποδείξεις και για να κατανοήσουν οι 

µαθητές τις αντίστοιχες προτάσεις χρησιµοποιούν οπτικά εργαλεία όπως η παρατήρηση. Η 

συχνά εµφανιζόµενη αυτή κατάσταση ωθεί τους µαθητές να θεωρούν την παρατήρηση ενός 

σχήµατος ή µιας γραφικής παράστασης και την οπτική διαπίστωση κάποιας ιδιότητας ως 

απόδειξη. Η κατάσταση αυτή δυστυχώς επιδεινώνεται τα τελευταία χρόνια, όπου στον βωµό 

των εισαγωγικών εξετάσεων η σχολική τάξη µετατράπηκε σε φροντιστηριακή και αυτοσκοπός 

της έγινε πλέον η µεθόδευση και η ασκησιολογία και όχι η εµβάθυνση των βασικών σηµείων 

της διδακτέας ύλης. 

 

    Το παιδαγωγικό ινστιτούτο και οι συγγραφικές οµάδες των σχολικών βιβλίων πιεζόµενες 

από άλλους εξωγενείς παράγοντες αποκτούν την τάση απλούστευσης της διδακτικής ύλης των 

σχολείων. Παρατηρούµε τα τελευταία χρόνια συνεχή αφαίρεση αποδείξεων θεωρηµάτων και 

βασικών µαθηµατικών προτάσεων από την σχολική ύλη. Η διαδικασία αυτή από την µια µεριά 

µειώνει τον όγκο της εξεταζόµενης ύλης καθιστώντας την µελέτη ευκολότερη για τους 

µαθητές, αλλά δηµιουργεί παρανοήσεις στην ισχύ των αντίστοιχων µαθηµατικών προτάσεων. 

Η έρευνα κατέδειξε ότι οι µαθητές ναι µεν ζητούν την ύπαρξη απόδειξης σε τέτοιες 

περιπτώσεις αλλά απωθούν µε µεγάλη ένταση την προοπτική  της εξέτασής τους σε αποδείξεις 

που ,είτε δεν υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο, είτε υπάρχουν αλλά είναι εκτός ύλης, φοβούµενοι 

την πιθανή δυσκολία τους και την πιθανή αύξηση του όγκου της ύλης που έχουν για να 

µελετήσουν. Αποτέλεσµα αυτής της κατάστασης είναι από την µια µεριά να υπάρχει 

αυξηµένος όγκος ύλης στα σχολικά µαθηµατικά, αλλά η ύλη αυτή να υφίσταται επιφανειακή 

µελέτη. Τα αναλυτικά προγράµµατα απαιτούν από τους µαθητές να αποκτήσουν πολλές 

µαθηµατικές γνώσεις  σε µικρό χρονικό διάστηµα και έτσι  η νέα γνώση είναι επιφανειακή. 

Ίσως θα έπρεπε να συµβαίνει το αντίθετο! 

 

     Σηµαντική είναι η καταγραφή της έρευνας για τον ρόλο του αντιπαραδείγµατος στην 

αποδεικτική διαδικασία. Είναι φανερή η άγνοια των µαθητών για την έννοια και την χρήση 

του αντιπαραδείγµατος και πώς να µην είναι εφόσον αυτό εµφανίζεται σπανιότατα έως 

καθόλου στα σχολικά εγχειρίδια. Ένα µεγάλο ποσοστό των µαθητών δεν θεωρεί το 

αντιπαράδειγµα ως µέθοδο απόδειξης για την µη ισχύ µιας µαθηµατικής πρότασης, γεγονός 
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που οφείλεται στην µη χρήση του αντιπαραδείγµατος στην µαθησιακή διαδικασία. Η πλήρης  

απουσία  του αντιπαραδείγµατος από την διαδικασία της µάθησης µαθηµατικών εννοιών, 

δηµιουργεί συχνά πυκνά τραγελαφικές καταστάσεις. Υπάρχουν µαθητές που κατανοούν την 

χρήση του αντιπαραδείγµατος και παρά την κατανόηση αυτή δεν το θεωρούν µέθοδο 

απόδειξης. Ένα σηµαντικό ποσοστό µαθητών (85%) θεωρεί την µέθοδο του 

αντιπαραδείγµατος λανθασµένη και συµπληρώνει είτε ότι χρειάζεται και άλλη απόδειξη είτε 

ότι χρειάζεται και άλλο αντιπαράδειγµα ώστε µια πρόταση να έχει καθολική ισχύ. Η 

κατάσταση αυτή µεταφέρεται συχνά και στην καθηµερινότητα όπου βλέπουµε στα µέσα 

ενηµέρωσης δηµοσιογράφους να διατυπώνουν εκφράσεις όπως «…. Η εξαίρεση αυτή 

επιβεβαιώνει τον κανόνα…» χωρίς να κατανοούν ότι µια µόνο εξαίρεση δηλώνει ότι δεν 

ισχύει αυτός ο κανόνας. 

 

      Τα τελευταία χρόνια εµφανίζεται στην εκπαιδευτική διαδικασία σιγά - σιγά και η νέα 

τεχνολογία. Εµφανίζονται νέα λογισµικά που χρησιµοποιούνται για την κατανόηση 

µαθηµατικών εννοιών και προτάσεων. Μαζί µε την εισαγωγή όµως των νέων τεχνολογιών που 

αναµφισβήτητα βοηθούν στην ανακάλυψη της νέας γνώσης εισάγονται και αρκετές 

παρανοήσεις για την χρήση τους. ∆υστυχώς ένα πάρα πολύ µεγάλο ποσοστό µαθητών (85%) 

θεωρεί ότι η επιβεβαίωση µιας µαθηµατικής σχέσης ή πρότασης µέσα από ένα λογισµικό είναι 

απόδειξη. Χαρακτηριστική έκφραση πολλών µαθητών είναι: «… αφού φαίνεται, …δεν 

ισχύει;». Οι µαθητές δεν κατανοούν ότι µια εικασία για την ισχύ µιας µαθηµατικής πρότασης 

δεν είναι και δεν µπορεί να είναι απόδειξη. Το γεγονός αυτό οφείλεται σε πάρα πολλούς 

παράγοντες. Από την µια η άγνοια πολλών εκπαιδευτικών για τον ρόλο και την χρήση των 

νέων αυτών λογισµικών και από την άλλη η αποµυθοποίηση που καλλιεργείται τα τελευταία 

χρόνια δηµιουργούν καταστάσεις ώστε όχι µόνο οι µαθητές αλλά και πολλοί εκπαιδευτικοί να 

θεωρούν τα λογισµικά ως εργαλεία απόδειξης. Υπάρχουν όντως εκπαιδευτικοί που θεωρούν 

την χρήση των λογισµικών ως αποδεικτικό εργαλείο, χαρακτηριστικό δε παράδειγµα είναι το 

θεώρηµα των τεσσάρων χρωµάτων, όπου πολλοί θεωρούν την βοήθεια του λογισµικού στην 

εκτέλεση πολύπλοκων πράξεων ως απόδειξη. Η κατάσταση αυτή θα πρέπει να προσεχθεί και 

προς αποφυγή δηµιουργίας παρανοήσεων , η εµφάνιση λογισµικών και η χρήση τους από 

εκπαιδευτικούς και µαθητές θα πρέπει να συνοδεύεται και από την ρητή θέση ότι δηµιουργεί 

µόνο οπτικές αντιλήψεις και εικασίες, δηλώνει θέσεις και καταστάσεις εποπτικά, δεν κάνει 

ποτέ απόδειξη. Οι εκπαιδευτικοί µπορούν να επιλέγουν καταστάσεις και προβλήµατα  που 

αναφέρονται στην καθηµερινή εµπειρία των µαθητών και που ανάλογες έχουν  γίνει 
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αντικείµενο επεξεργασίας στην σχολική τάξη µε τον παραδοσιακό τρόπο διδασκαλίας. Έτσι οι 

µαθητές εµβαθύνουν στην κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών οι οποίες µε την βοήθεια των 

νέων τεχνολογιών γίνονται αντικείµενο εξερεύνησης  κάτω από διαφορετικές οπτικές γωνίες.  

  

     Το τρίτο µέρος της έρευνας εξέτασε την σχέση των ερωτώµενων µαθητών µε δύο βασικές 

µεθόδους απόδειξης, την µαθηµατική επαγωγή και την µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. Η 

έρευνα κατέδειξε ότι η πλειονότητα των µαθητών θεωρεί αξιόπιστες τις δύο αυτές µεθόδους 

απόδειξης και ικανές να αποδείξουν µια µαθηµατική πρόταση όταν ενδείκνυται η χρήση µιας 

από τις παραπάνω µεθόδους σε  αυτή. Το ποσοστό των µαθητών που θεώρησε την αντίθετη 

άποψη µάλλον οφείλεται στην άγνοια ορισµένων εξ΄ αυτών  για τον τρόπο λειτουργίας των 

παραπάνω αποδεικτικών µεθόδων. 

 

    Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι η µη ύπαρξη στο αναλυτικό πρόγραµµα της 

µαθηµατικής λογικής  δηµιουργεί προβλήµατα στους µαθητές και δυσχεραίνει την κατανόηση 

των εννοιών. Η µαθηµατική λογική στην δεκαετία του 80 αφαιρέθηκε από τα σχολικά 

µαθηµατικά γιατί όπως ισχυριζόταν τότε το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο δηµιουργούσε σύγχυση 

στους µαθητές οι οποίοι  χρησιµοποιούσαν τα µαθηµατικά σύµβολα ως σύµβολα 

στενογραφίας. Η κατάσταση αυτή άρχισε να δηµιουργεί προβλήµατα γιατί ναι µεν 

καταργήθηκαν από τα σχολικά βιβλία τα µαθηµατικά σύµβολα αλλά οι έννοιες τους δεν 

εξαφανίστηκαν από τα µαθηµατικά – άλλωστε αυτό δεν µπορεί να γίνει. Η έλλειψη της 

µαθηµατικής λογικής δηµιουργεί συχνότατα λανθασµένες αποδείξεις σε πολλά σηµεία. Μια 

πρόταση για περαιτέρω εµβάθυνση και έρευνα είναι να καθοριστεί ο ρόλος που έχει η λογική 

στην αποδεικτική διαδικασία των µαθηµατικών και οι επιπτώσεις από την µη χρήση της στα 

σχολικά µαθηµατικά. 
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11.7   ΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
 

  Απαντήστε  σύµφωνα µε το φύλο, την τάξη και την κατεύθυνση που παρακολουθείται  ή  

σκοπεύετε να  επιλέξετε. 

� Αγόρι                                �  Κορίτσι                                                                                      

�  Θεωρητική                       �  Τεχνολογική                         �  Θετική  

� A Λυκείου                        � Β Λυκείου                            � Γ Λυκείου 

 
 
 1.   Τα µαθηµατικά ,όπως τα διδάσκεσαι στο σχολείο, σε ποιο βαθµό θεωρείτε ότι  

σχετίζονται µε την : 

 
 Καθόλου   Λίγο  ∆εν 

γνωρίζω 
Αρκετά   Πολύ  

α. Παρατήρηση � � � � � 

β. ∆ιαίσθηση � � � � � 

γ. Φαντασία � � � � � 

δ. Λογική σκέψη � � � � � 

ε. Απόδειξη � � � � � 
 
 
2.  Τα µαθηµατικά είναι χρήσιµα γιατί έχουν σχέση µε «τον πραγµατικό κόσµο» 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ  

 
 
3.  Αντίθετα από τα περισσότερα άλλα µαθήµατα, στα µαθηµατικά είναι ξεκάθαρο τι είναι 
σωστό και τι είναι λάθος. 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ  
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4.  Εάν ο καθηγητής σας αναφέρει ότι µια µαθηµατική πρόταση είναι αληθινή, τότε δεν είναι 
αναγκαίο αυτή η πρόταση να αποδειχτεί. 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ  

 
 
 
5. Η απόδειξη ενός θεωρήµατος από το σχολικό σας βιβλίο είναι αναγκαία για το κατανοήσετε 
καλύτερα. 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ  

 
 
 
 
6. Η απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης είναι αναγκαία για να διαπιστωθεί η αλήθεια της. 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ  

 
 
 
 
 
7. Εάν µια µαθηµατική πρόταση είναι προφανώς αληθινή δεν είναι απαραίτητο να αποδειχτεί. 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ 

 
 
 
8.   Η χρήση της απόδειξης θεωρείται σηµαντική για την ανακάλυψη ή την συστηµατοποίηση 
νέων γνώσεων και θεωριών 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ  

 
 
 
9.  Η απάντηση µε βάση την παρατήρηση  ενός  σχήµατος ή µιας γραφικής παράστασης  
τεκµηριώνει την αλήθεια ενός ισχυρισµού στα µαθηµατικά. 
 

� ∆ιαφωνώ  � 
Μάλλον 
∆ιαφωνώ � 

∆εν 
γνωρίζω  � 

Μάλλον 
Συµφωνώ � Συµφωνώ  
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10. Στο σχολικό σας βιβλίο υπάρχουν µαθηµατικές προτάσεις στις οποίες δεν υπάρχει η 
απόδειξή τους ή υπάρχει αλλά µε βάση το αναλυτικό πρόγραµµα είναι εκτός ύλης. Σε αυτές 
τις µαθηµατικές προτάσεις οι αποδείξεις τους πρέπει να διδάσκονται στην τάξη; 
 

�  Όχι δεν είναι σηµαντικό να µαθαίνεις κάτι που είναι εκτός ύλης. 
 

� Όχι δεν πρέπει να διδάσκονται γιατί δηµιουργούν σύγχυση στους µαθητές 
 

� Να γίνονται κάποιες από τις αποδείξεις για τους καλούς µαθητές. 
 

�  Να γίνονται όλες οι αποδείξεις αλλά να µην εξετάζονται γιατί κατά κανόνα είναι  
      δύσκολες. 
 

� Ναι, να διδάσκονται ώστε οι µαθητές να κατανοούν καλύτερα την πρόταση που  
       αποδεικνύουν. 
 
Αν υπάρχει άλλη απάντηση να διατυπωθεί 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
 
11. Ένας µαθητής για να αποδείξει ότι µια µαθηµατική πρόταση δεν ισχύει παρουσιάζει ένα 
παράδειγµα όπου ισχύουν οι υποθέσεις της πρότασης αλλά δεν ισχύει το συµπέρασµά της και 
το παράδειγµα αυτό (αντιπαράδειγµα) το παρουσιάζει ως απόδειξη. Η δική σας άποψη είναι: 
 

� Τέτοιας µορφής απόδειξη είναι λάθος. Το αντιπαράδειγµα δεν είναι µέθοδος  
      Απόδειξης. 

� Με την χρήση του αντιπαραδείγµατος η απόδειξη είναι ελλιπής, θα πρέπει να  
       αποδειχθεί επιπλέον ότι η πρόταση δεν ισχύει µε µαθηµατικούς συλλογισµούς. 

�  Η χρήση ενός αντιπαραδείγµατος που φανερώνει ότι η µαθηµατική πρόταση δεν    
       ισχύει είναι αρκετή για να δηλώσει την µη ισχύ της µαθηµατικής πρότασης. 

� Θα πρέπει να βρεθεί τουλάχιστον άλλο ένα αντιπαράδειγµα ώστε να θεωρηθεί η  
       απόδειξη πλήρης. 
 
Αν υπάρχει άλλη απάντηση να διατυπωθεί 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
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12. Σε µια µαθηµατική πρόταση  παρουσιάζεται η απόδειξη της µε την χρήση λογισµικού σε 
ηλεκτρονικό υπολογιστή. Η δική σας άποψη για τέτοιου είδους αποδείξεις είναι: 
 
 

� Η επιβεβαίωση της ισχύος της πρότασης µέσα από ένα λογισµικό είναι αρκετή για  
      να δηλωθεί ως απόδειξη της πρότασης. 
 

� Η επιβεβαίωση της ισχύος της πρότασης µέσα από λογισµικό δεν είναι αρκετή   
      χρειάζεται και ένα τουλάχιστον παράδειγµα χωρίς την χρήση του υπολογιστή που  
      να επιβεβαιώνει την αλήθεια της πρότασης. 
 

� Η επιβεβαίωση της πρότασης µέσα από λογισµικό προσδιορίζει µια εικασία για  
       την ισχύ της πρότασης, για την πλήρη απόδειξη της πρότασης χρειάζεται  
       οπωσδήποτε η απόδειξη της µε µαθηµατικούς συλλογισµούς.  
 

� Η επιβεβαίωση της πρότασης µέσα από λογισµικό µπορεί να θεωρηθεί απόδειξη  
      αν το λογισµικό είναι εγκεκριµένο από το υπουργείο Παιδείας. 
 

� Η επιβεβαίωση της πρότασης µέσα από λογισµικό µπορεί να θεωρηθεί απόδειξη  
       όταν έχει γίνει σύµβαση από τον καθηγητή και τους µαθητές της τάξης. 
 
 
 
Αν υπάρχει άλλη απάντηση να διατυπωθεί 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
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13.  Ένας µαθητής στην προσπάθεια του να αποδείξει την ισότητα 

               
2

1)(...321 +
=++++

ννν  για κάθε θετικό ακέραιο v, 

απέδειξε ότι ισχύει για ν = 1, 2, 3, 4 και 5 και  στη συνέχεια θεώρησε ότι αφού η ισότητα 
ισχύει για τις πέντε πρώτες τιµές του θετικού ακέραιου ν θα ισχύει για όλους τους θετικούς 
ακέραιους. Η δική σας άποψη είναι: 
 

� Για να είναι η απόδειξη της ισότητας πλήρης θα πρέπει να αποδειχτεί για  
      περισσότερες τιµές του θετικού ακεραίου ν. 

� ∆εν είναι αναγκαία η απόδειξη της ισότητας για πέντε διαφορετικές τιµές του  
      θετικού ακέραιου ν, τρεις µόνο αρκούν. 

� Για να είναι σωστή η απόδειξη της ισότητας θα πρέπει να δεχτούµε την ισχύ της  
       για ένα τυχαίο θετικό ακέραιο κ  και στην συνέχεια να αποδείξουµε την ισχύ της  
       για τον επόµενο θετικό ακέραιο κ + 1. 

� Η απόδειξη είναι πλήρης. Η αλήθεια της ισότητας για πέντε διαφορετικές τιµές  
      του θετικού ακεραίου ν είναι αρκετή για να βγάλουµε το συµπέρασµα ότι η  
       πρόταση ισχύει για κάθε θετικό ακέραιο. 

� Για να είναι σωστή η απόδειξη της ισότητας θα πρέπει να αποδείξουµε την ισχύ  
      της για ν = 1 και µετά πρέπει να δεχτούµε την ισχύ της για ένα τυχαίο θετικό  
      ακέραιο κ  και στην συνέχεια να αποδείξουµε την ισχύ της για τον επόµενο θετικό  
      ακέραιο κ+1. 
 
 
Αν υπάρχει άλλη απάντηση να διατυπωθεί 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
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14.  Θέλουµε να αποδείξουµε την πρόταση 
«Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από τρίτη 
σχηµατίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ω 
και φ ίσες τότε οι ευθείες είναι 
παράλληλες» 
 
 
 
Για τον σκοπό αυτό θεωρούµε ότι οι ευθείες 
τέµνονται στο σηµείο Γ, 

 

 τότε  φ = ω + Γ  ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΒΓ, δηλαδή φ ≠ ω. Άτοπο, εποµένως οι 
ευθείες είναι παράλληλες. 
 
 
 
Η άποψή σας για την παραπάνω απόδειξη είναι: 
 

� Η απόδειξη δεν είναι σωστή γιατί δεν είναι δυνατό να κατασκευαστεί το τρίγωνο  
      ΑΒΓ. 
 
 

� Η απόδειξη δεν είναι σωστή γιατί δεν αναφέρεται στο σχολικό βιβλίο. 
 
 

� Η απόδειξη δεν είναι σωστή γιατί όταν δύο ευθείες του ίδιου επιπέδου δεν είναι  
       παράλληλες, δεν είναι αναγκαστικά τεµνόµενες. 
 
 

� Η απόδειξη είναι σωστή αλλά δεν είναι αναγκαία η ύπαρξή της γιατί διαισθητικά  
       είναι φανερό ότι αν οι εντός εναλλάξ γωνίες ω και φ είναι ίσες τότε αναγκαστικά  
       θα είναι οι ευθείες παράλληλες. 
 
 

� Η απόδειξη είναι σωστή γιατί η µέθοδος απόδειξης που χρησιµοποιήθηκε είναι  
       µια παραδεκτή µέθοδος απόδειξης στα µαθηµατικά. 
 
 
 
Αν υπάρχει άλλη απάντηση να διατυπωθεί 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
__________________________________________________________________ 
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12  ΕΠΙΛΟΓΟΣ (Η ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΩΝ ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΩΝ) 

  

     Το 1928, ο G.H. Hardy έγραψε: ∆εν υπάρχει αυστηρά καθορισµένη οµιλία στις 

µαθηµατικές αποδείξεις. Το µόνο που µπορούµε να κάνουµε στο τελικό µέρος της 

ανάλυσης είναι να υποδεικνύουµε... οι αποδείξεις είναι αυτό που ο Littlewood 

ονοµάζει “φλυαρίες”, ρητορικά στολίδια σχεδιασµένα να επηρεάζουν την ψυχολογία, 

σχέδια πάνω στον πίνακα σε κάποια διάλεξη, επινοήσεις σχεδιασµένες για να 

ερεθίζουν τη φαντασία των µαθητών (Kline,1980). Κάποια χρόνια µετά, ο 

µαθηµατικός R. L. Wilder υποστήριξε ότι µια απόδειξη είναι απλά ένας τρόπος να 

“δοκιµάσουµε τα προϊόντα της διαίσθησής µας”.  Προφανώς, ποτέ δεν κατέχουµε και, 

πιθανότατα ποτέ δεν θα κατέχουµε, κανένα τύπο αποδείξεων που να είναι 

ανεξάρτητος του χρόνου, του προς απόδειξη πράγµατος, ή του ατόµου ή της σχολής 

σκέψης που τον χρησιµοποιεί. Και κάτω από αυτές τις συνθήκες, το λογικό είναι να 

παραδεχτούµε ότι δεν υπάρχει, σε γενικές γραµµές, η απόλυτη αλήθεια [απόδειξη] 

στα µαθηµατικά, ότι κι αν νοµίσει ο κόσµος . Ο Whitehead αντιτάχθηκε στη 

θεµελίωση της φιλοσοφικής σκέψης στις συγκεκριµένες αναλύσεις των ειδικών 

επιστηµών- από την πλευρά της ανάπτυξης της σκέψης, η ακρίβεια και η λογική είναι 

µια “απάτη” (Kline,1980). 

 

     Η άποψη που έχουν οι µαθηµατικοί για τις αποδείξεις ποικίλλει ανάλογα µε το 

χώρο και το χρόνο. Οι J.Hoene- Wronski, Lacroix και Jacobi ήταν οι µαθηµατικοί 

που συνεισέφεραν στη χαµηλή υπόληψη της αυστηρότητας και των αποδείξεων στα 

1850 (Kline,1980). Εύκολα βρίσκουµε παραδείγµατα µιας συνεχιζόµενης προτίµησης 

στην αυστηρότητα και την απόδειξη, ακόµα και στον “θεµελιώδη” ευαίσθητο εικοστό 

αιώνα. Ακόµα και ο Bertrand Russel έγραψε το 1903 ότι µια από τις κύριες αξίες των 

αποδείξεων είναι ότι “προωθούν σιγά σιγά ένα βέβαιο σκεπτικισµό σχετικά µε το 

αποτέλεσµα της απόδειξης” (Kline,1980). O Kline (1980) υποστήριξε ότι στο τέλος η 

λογική ηττήθηκε από την αυστηρότητα και την τυπικότητα των µαθηµατικών. Σαν 

αποτέλεσµα, η απόδειξη ακόµα µια φορά αναλαµβάνει ένα δευτερεύοντα ρόλο, µε τη 

διαίσθηση να αναπτύσσεται ως η ουσιαστική βάση των δηµιουργικών µαθηµατικών. 

       O Kline κρούει τον κώδωνα του κινδύνου ενάντια στη “λογική αµηχανία” που 

προτείνεται από τους Βουρβακιστές. Οι ιστορικές αλλαγές στο νόηµα που αποδίδεται 

στις αποδείξεις και στο ποσό ενέργειας που αφιερώνεται στη διαδικασία των 

αποδείξεων δείχνει ότι πρέπει να εξετάσουµε τη σχέση των αλλαγών αυτών 
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(ταλαντεύσεων) µε τις αλλαγές στην κοινωνική δοµή της µαθηµατικής εργασίας. Για 

την ώρα, ας σηµειώσουµε ότι η διαδικασία των αποδείξεων φαίνεται να αποκτά όλο 

και µεγαλύτερη σηµασία όποτε η µαθηµατική εργασία αναπτύσσει έναν 

συγκεκριµένο βαθµό κοινωνικής αυτονοµίας. Μπορούµε να φανταστούµε τις 

αποδείξεις σαν αντικείµενα πολιτισµού και, συγκεκριµένα, αν µπορούµε να τις δούµε 

σαν εργαλεία ή µηχανές για την επεξεργασία δεδοµένων µαθηµατικών αντικειµένων 

και για την παραγωγή νέων µαθηµατικών αντικειµένων. Ο Kitcher παραθέτει έναν 

λειτουργικό χαρακτηρισµό για τις αποδείξεις. Τις ονοµάζει “µια σειρά δηλώσεων 

στην οποία κάθε µέλος της σειράς είναι ή µια βασική, εκ των προτέρων δήλωση ή µια 

δήλωση η οποία ακολουθεί προηγούµενα µέλη της σειράς, σύµφωνα µε έναν κανόνα 

ο οποίος εξασφαλίζει εκ των προτέρων κάποιο συµπέρασµα”  Το άγχος της απόδειξης 

είναι συνηθισµένο στα µαθηµατικά και δεν είναι προϊόν κάποιων αποδείξεων οι 

οποίες έχουν προέλθει µε τη βοήθεια υπολογιστή. Υπάρχει πάντα το µέληµα σε µια 

µακροσκελή απόδειξη πως ακόµα και αν κάποιος είναι σίγουρος για την ορθότητα 

του κάθε βήµατος, εντούτοις πάντα µπορεί να κρύβεται κάπου ένα λάθος. O Kitcher 

σηµειώνει ότι υπάρχει ένα είδος κοινωνικής ψυχολογίας στις αποδείξεις. Είτε είσαι 

αρχάριος είτε “παλιός”, αν οι άλλοι υποστηρίζουν την αιτιολόγησή σου νιώθεις 

σίγουρος για την ορθότητα της απόδειξής σου. Εντούτοις, 

η λογική αµφιβολία που εγείρεται όταν ακολουθούµε περίπλοκες αποδείξεις µπορεί 

να αξιοποιηθεί στις περιπτώσεις όπου δεχόµαστε κριτική και όχι χειροκροτήµατα από 

τον κόσµο των γραµµάτων. Η αβεβαιότητα είναι λογικά συµβατή µε τη γνώση 

εξαιτίας της φύσης των µέχρι τώρα εµπειριών. Μετασχηµατίζοντας την ποιότητα της 

ζωής µας, η γνώση και η αβεβαιότητα θα σταµατήσουν να συνυπάρχουν 

(Kitcher,1984). 

 

        Κάποιοι διορατικοί θεωρούν ότι το µόνο που κάνει µια απόδειξη είναι να 

πιστοποιεί ότι κάποιες συγκεκριµένες κατασκευές έχουν συγκεκριµένες ιδιοκτησίες 

(Kitcher,1983). Αλλά κάποιες άλλες εκθέσεις θεωρούν ότι οι αποδείξεις έχουν άλλη 

λειτουργία: για παράδειγµα, µπορούν να παράγουν γνώση ή να µας βοηθήσουν να 

αποκτήσουµε νέα γνώση από την ήδη υπάρχουσα. Αλλά αν και όπου µια αποδεικτική 

διαδικασία είναι, στην πραγµατικότητα, “ένας καλά ορισµένος επαναληπτικός 

µετασχηµατισµός κάποιων τύπων σε νέους τύπους”, µπορούµε να µηχανοποιήσουµε 

τη διαδικασία (Hawkins,1964). Αυτή είναι µια σηµείωση που υποδηλώνει πολλά 
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πράγµατα και µε ωθεί να σκεφτώ µέχρι σε ποιο σηµείο οι αποδείξεις, γενικά, είναι 

µηχανισµοί. 

 

     Ο Curry (1951) φαντάζεται ότι τα τυπικά συστήµατα ορίζονται από ένα 

πρωτόγονο πλαίσιο, δηλαδή από µια οµάδα συνηθειών. Αυτό το πρωτόγονο πλαίσιο 

παρέχει στον “µηχανικό” (µαθηµατικό) “όσα δεδοµένα χρειάζεται (εκτός από την 

τεχνογνωσία) για να κατασκευάσει τον απαιτούµενο µηχανισµό για την παραγωγή 

των τύπων”. Αυτό φαίνεται να είναι σύµφωνο µε ορισµούς τυπικών αποδείξεων όπως 

ο παρακάτω: “Μια (τυπική) απόδειξη είναι µια πεπερασµένη σειρά ενός ή 

περισσοτέρων τύπων, τέτοια ώστε κάθε τύπος της σειράς αυτής είναι ή ένα αξίωµα ή 

µια άµεση συνέπεια των προηγουµένων τύπων της σειράς (Kleene,1971). 

∆είτε µια απόδειξη σαν ένα πείραµα. Φτιάχνουµε έναν µηχανισµό ο οποίος 

ονοµάζεται “∆εδοµένο ότι...” ή “Εάν...”. Έπειτα, “τρέχουµε” το πείραµα. Στην 

απόδειξη, µεταφέρουµε διαισθητικά ή  και κατασκευαστικά λειτουργίες οι οποίες 

επιτρέπονται από το µηχανισµό, ή βάζουµε το µηχανισµό να λειτουργήσει. Μετά, 

περιµένουµε για κάποιο “αποτέλεσµα”. Αυτό είναι το “Τότε..” ή το “Έπεται ότι...”. 

Αυτή η αντίληψη για τις αποδείξεις, συµπτωµατικά, έρχεται αµέσως µετά τη 

θεώρηση της απόδειξης σαν µια µαθηµατική επίδειξη. 
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