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Περίληψη 

 

Οι πραγµατικοί αριθµοί αποτελούν ένα από τα βασικότερα σύνολα αριθµών του 
απειροστικού λογισµού. Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, η οποία 
πραγµατοποιήθηκε στα πλαίσια του Μεταπτυχιακού Προγράµµατος Σπουδών 
«∆ιδακτική & Μεθοδολογία των Μαθηµατικών», ασχοληθήκαµε µε την θεµελίωση, 
τις αναπαραστάσεις και τον άξονα των πραγµατικών αριθµών. Πιο συγκεκριµένα, στο 
πρώτο µέρος της εργασίας παρουσιάσαµε την πορεία µε την οποία έγινε η θεµελίωση 
των πραγµατικών αριθµών από το γεωµετρικό ορισµό της αναλογίας (σύµφωνα µε 
τον Εύδοξο) στον ορισµό των τοµών Dedekind (σύµφωνα µε τον Dedekind). Το 
δεύτερο µέρος της εργασίας αφορά µία ποιοτική έρευνα που έγινε σε µαθητές 
Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου, η οποία σχετίζεται µε τις 
δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές, ακόµα και προχωρηµένου µαθηµατικού 
επιπέδου, στις αντιλήψεις σχετικά µε τις αναπαραστάσεις και τον άξονα των 
πραγµατικών αριθµών. Τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από την έρευνα αυτή 
έρχονται να επιβεβαιώσουν ήδη υπάρχουσες έρευνες αλλά και να αποτελέσουν 
κίνητρο για µελλοντικές ερευνητικές εργασίες πάνω στα ζητήµατα αυτά.  

Λέξεις  κλειδιά: θεµελίωση, αναπαραστάσεις, άξονας, πραγµατικοί αριθµοί, 
δυσκολίες.      

 

 

Abstract 

 

The set of real numbers is one of the most important set of numbers in Calculus 
Mathematics. This paper, which is a thesis for a master degree in the Didactics Of 
Mathematics, is about the foundation, the representations and the axis of real 
numbers. More specifically, in the first part of this paper, there is a structure of the 
real numbers from Eudoxus’ Synthetic Definition of Proportionality to Dedekind’s 
Cut. In the second part of this paper , we have contacted a research in High school 
students about the obstacles they have when they deal with the different 
representations and the axis of real numbers. We hope that the results of that research 
will motivate others to make new researches about those matters. 

Key words: foundation, representations, axis, obstacles, real numbers.       
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Εισαγωγή 

 

Αναµφισβήτητα οι πραγµατικοί αριθµοί (και οι ιδιότητές τους) είναι η 
βασικότερη µαθηµατική έννοια του Απειροστικού Λογισµού. Το σύνολο των 
πραγµατικών αριθµών κατάφερε να «κωδικοποιηθεί» µε µαθηµατική ακρίβεια µε την 
κατασκευή των πραγµατικών αριθµών, στα τέλη του 19ου αιώνα, από τους 
σπουδαίους µαθηµατικούς R. Dedekind και G. Cantor.  

Οι απαρχές του συνόλου των πραγµατικών αριθµών οφείλονται στους 
αρχαίους Έλληνες µαθηµατικούς. Πιο συγκεκριµένα, οι Πυθαγόρειοι πίστευαν ότι τα 
πάντα περιγράφονταν από φυσικούς αριθµούς. Αν θέλουµε αυτό να το 
«µεταφράσουµε» στα σύγχρονα µαθηµατικά θα λέγαµε ότι κάθε πραγµατικό αριθµό 
τον θεωρούσαν ρητό. Παρόλα αυτά ήταν οι ίδιοι οι Πυθαγόρειοι που ανακάλυψαν 

την ύπαρξη του αριθµού √2. Αυτή η ανακάλυψη, την οποία από ό, τι πιστεύεται 
προσπάθησαν να κρατήσουν µυστική, ήταν η πρώτη µεγάλη κρίση στα Μαθηµατικά. 
Αυτή αποτέλεσε «ερέθισµα» µιας µαθηµατικής αλλά και φιλοσοφικής αναζήτησης. 
Επιπλέον, ο Πλάτωνας στο διάλογο Θεαίτητος, αναφέρει ότι ο Θεόδωρος ο Κυρηναίος 

είχε µπορέσει να αποδείξει την αρρητότητα µέχρι και του αριθµού √17 (ασυµµετρία 

του √17�. Η πιο αξιόλογη προσπάθεια όµως έγινε από τον Εύδοξο (στο Βιβλίο V των 
Στοιχείων του Ευκλείδη) ο οποίος µας έδωσε τον ορισµό της αναλογίας και τις 
προτάσεις που συνδέονται µε αυτόν (Θεωρία Λόγων του Ευδόξου). Πρόκειται στην 
ουσία για τον ορισµό των πραγµατικών αριθµών όπως τον διατύπωσε ο Dedekind, 
µέσω των τοµών του, αρκετά χιλιάδες χρόνια µετά.        
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1:  
Θεµελίωση των Πραγµατικών αριθµών  

από τον Εύδοξο στον Dedekind  

 

1.1. Ο γεωµετρικός ορισµός του Ευδόξου για την αναλογία 

 

Στην παρούσα εργασία για να µπορέσουµε να µεταβούµε από την αξιωµατική 
θεµελίωση του Ευδόξου (όπως αυτή περιγράφεται στο Βιβλίο V των Στοιχείων του 
Ευκλείδη) στην αξιωµατική θεµελίωση του Dedekind, θα ξεκινήσουµε από το 
µετρικό σύστηµα που γνωρίζουµε και σταδιακά θα το «ξεγυµνώσουµε» από το 
αλγεβρικό του υπόβαθρο (Moise, 1990).  

Αρχικά, ορίζουµε τη σχέση: 

������: 
�����  :: �����: ������   (1) 

για να δηλώσουµε ότι   

AB , CD ~ EF, GH    (2) 

η οποίο σηµαίνει ότι 

��
�� � ��

��   (3) 

Η πρώτη από αυτές τις σχέσεις προφέρεται ως εξής: «Το ������ είναι για 
����� ότι 
είναι το ����� για το ������». Θα πρέπει να προσδιορίσουµε τη σχέση αυτή χωρίς να 
αναφερθούµε καθόλου σε αριθµούς. (Αν χρειαστεί να αναφερθούµε σε αριθµούς, 
αυτοί θα είναι οι θετικοί ακέραιοι. Εκτός από σύµµετρα, τα µεγέθη ������ και ����� µπορεί 
να είναι και ασύµµετρα. Σε αυτήν την περίπτωση η σταθερά της αναλογίας  

� � �
�� � ��


� 

είναι άρρητη.  

Για να µπορέσουµε να κατανοήσουµε τη θεωρία του Ευδόξου θα πρέπει, 
πρώτα από όλα, να εκφράσουµε τη σχέση (3) σε τέτοια µορφή η οποία να αφορά 
ρητούς αριθµούς. Αυτό µπορούµε να το εκφράσουµε ως εξής: 

Αν �/  είναι ρητός και 
!
" # ��

��  τότε 
!
" # ��

��.    (4) 

Αντίστροφα, αν ισχύει η δεύτερη ανισότητα τότε ισχύει και η πρώτη.  
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Όλα αυτά, µπορούµε να τα εκφράσουµε χωρίς να αναφερθούµε στην έννοια 
της διαίρεσης.  

Ακόµα,   

Αν οι p και q είναι θετικοί ακέραιοι, και � · �� #  · �, τότε � · 
� #  · ��. 

Αντίστροφα, αν ισχύει η δεύτερη ανισότητα, τότε ισχύει και η πρώτη. 

Στο σηµείο αυτό έχουµε σχεδόν τελειώσει, αφού η σχέση (5) είναι πολύ κοντά 
στο να γίνει πρόταση για τµήµατα. Θα λέµε ότι αυτή η πρόταση µπορεί να 
προσδιορίσει ισοδύναµες κλάσεις τµηµάτων. Πιο αναλυτικά, για κάθε τµήµα %&����, 
θεωρούµε το [%&����] ως το σύνολο όλων των τµηµάτων τα οποία είναι ισοδύναµα µε το 
%&����. Για δοσµένα τµήµατα ������ και 
����� παίρνουµε τα σηµεία Χ, Υ, Ζ τέτοια ώστε: 

Χ-Υ-Ζ (δηλαδή ΧΥ+ΥΖ=ΧΖ) ,    ������ ' %&���� ()*+,)ή �� � %&� ,   

 
�����  ' ./���� ()*+,)ή 
� � ./� 

Στη συνέχεια θα προσδιορίσουµε το άθροισµα [������]+[
�����] µε βάση τον τύπο: 

[������]+[
�����]=[0/����] 

To άθροισµα αυτών των δύο κλάσεων εξαρτάται µόνο από τις κλάσεις [������] 
και [
�����] και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή των Α, Β, C, D, X, Y και Ζ. Αν ισχύει 
������ ' 
����� τότε γράφουµε  

[������]+[������]=2[������] 

Γενικεύοντας για οποιαδήποτε θετικό ακέραιο n έχουµε 

n[������]=[������]+[������]+…+[������]   (µε n όρους) 

Έτσι, αν γράψουµε 

n[������]=[0.����], 

αυτό σηµαίνει ότι αν πάρουµε n ίσα τµήµατα ������ και τα τοποθετήσουµε το ένα δίπλα 
στο άλλο θα πάρουµε ένα νέο τµήµα ισοδύναµο, το %1����. 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι αν ισχύει η σχέση  

������ < 
����� 

τότε θα υπάρχει ένα σηµείο Β΄, µεταξύ του C και D, τέτοιο ώστε ������ ' 
�΄�����. Αυτός 
είναι ο Ευκλείδειος γεωµετρικός τρόπος για να εκφράσουµε ότι το ΑΒ < CD.  

Τώρα είµαστε έτοιµοι να εκφράσουµε τον τρόπο µε τον οποίο ο Εύδοξος 
σχηµάτισε τη σχέση (5): 
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Έστω ότι οι p και q είναι θετικοί ακέραιοι.  

Αν  �3������4 #  3�����4   τότε   �3
�����4 #  3������4 
Και αντίστροφα, αν η δεύτερη ανισότητα ισχύει τότε ισχύει και η πρώτη. 

Αυτός ήταν ο τρόπος µε τον οποίο ο Εύδοξος όριζε τη σχέση: 

������: 
�����  :: �����: ������. 

Ο Ευκλείδης χρησιµοποιούσε την παραπάνω σχέση, στα «Στοιχεία», κάθε 
φορά που είχε να αντιµετωπίσει την αναλογία. Για να κατανοήσουµε πόσο µεγάλο 
κατόρθωµα ήταν αυτό θα εξετάσουµε την Πρόταση V.4 του Βιβλίου V των Στοιχείων 
του Ευκλείδη.   

 

Πρόταση 4 : «Αν το πρώτο µέγεθος έχει την ίδια αναλογία µε το δεύτερο µέγεθος 
όπως το τρίτο µέγεθος µε το τέταρτο, τότε και τα ίσα πολλαπλάσια του πρώτου µε το 
τρίτο θα έχουν την ίδια αναλογία µε τα ίσα πολλαπλάσια του δεύτερου µε το 
τέταρτο» 

Αυτή την πρόταση µπορούµε να την ξαναγράψουµε µε την εξής µορφή: 

 

Πρόταση 4́ : Αν  ������: 
�����  :: �����: ������, και m, n είναι θετικοί ακέραιοι τότε 

5���������: 5�����  :: 6
�������: 6������ 

Όπου 5��������� εννοούµε οποιοδήποτε τµήµα που ανήκει στην κλάση m[��4����� και οµοίως 
για τα υπόλοιπα τµήµατα. 

 
Το αντίστοιχο αλγεβρικό θεώρηµα είναι απλό. Λέει ότι : 

Αν ��, 
� ~ �, �� 

µε m και n είναι θετικοί ακέραιοι, τότε 

5��, 5� ~ 6
�, 6�� 

 
Αν γράψουµε τις αναλογίες αυτές ως ισότητες λόγων, θα πάρουµε την επόµενη 
πρόταση: 

 

Πρόταση 4́ ΄: Αν 
��
�� � ��

�� και m, n είναι θετικοί ακέραιοι, τότε 
8��
9�� � 8��

9�� 
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Η πρώτη από τις ισότητες σηµαίνει: � · 
� �  �� · ��  

Και η δεύτερη σχέση σηµαίνει: 56� · 
� �  56 �� · �� 

∆εν αξίζει να αναφερθούµε στην απόδειξη του Ευκλείδη επειδή όλα τα 
θεωρήµατα του 5ου Βιβλίου των Στοιχείων «εξασθενούν», µόλις εξηγηθούν 
αλγεβρικά. Αυτό όµως δε σηµαίνει ότι ο Ευκλείδης ήταν ανόητος. Απλώς την εποχή 
του Ευκλείδη η άλγεβρα των πραγµατικών αριθµών δεν είχε ανακαλυφθεί. Το να 
µπορέσουν να τα εφαρµόσουν (χωρίς την άλγεβρα) στη µελέτη της γεωµετρίας ήταν 
ένα επίτευγµα. 

Επίσης, αυτό που πρέπει να γίνει κατανοητό είναι ότι δεν µπορούµε να 
προσδιορίσουµε το λόγο  ������: 
�����  και �����: ������. Αυτό που µπορούµε να πούµε είναι 
ότι τα  ������: 
�����  :: �����: ������ έχουν τον ίδιο λόγο. Ο ευκολότερος τρόπος για να το 
παρατηρήσουµε αυτό είναι να παρατηρήσουµε ότι ο λόγος  ������: 
�����  θα πρέπει να 
είναι πραγµατικός αριθµός. Στην Ευκλείδεια γεωµετρία οι µόνοι αριθµοί είναι οι 
θετικοί ακέραιοι. 

Τέλος, θα πρέπει να οµολογήσουµε ότι στην προσπάθεια να αποδώσουµε τους 
Ευκλείδειοι τύπους πάνω σε συγκεκριµένες ιδέες, δεν υιοθετήσαµε τον τρόπο γραφής 
του Ευκλείδη. Για παράδειγµα, στη µετάφραση του Heath, ο ορισµός της αναλογίας 
είναι ο εξής: 

«Τα µεγέθη έχουν τον ίδιο λόγο, το πρώτο µε το δεύτερο και το τρίτο µε το 
τέταρτο, όταν, αν για οποιαδήποτε πολλαπλάσια του πρώτου και του τρίτου και για 
οποιαδήποτε πολλαπλάσια του δεύτερου και του τέταρτου, τα πρώτα πολλαπλάσια είναι 
µε τον ίδιο τρόπο µεγαλύτερα ή µε τον ίδιο τρόπο ίσα ή µε τον ίδιο τρόπο µικρότερα 
από τα δεύτερα πολλαπλάσια». 

Αυτή είναι η πρόταση την οποία την έχουµε διατυπώσει ως πρόταση (6). 

Παρατηρήσεις για τη σχέση ������: 
�����  :: �����: ������  

Α) Όσον αφορά τον Ευκλείδη, αυτός είχε διατυπώσει ένα γεωµετρικό τρόπο για να 
δηλώνει ότι ο λόγος ������: 
����� είναι µικρότερος από το λόγο �����: ������. 
Επιπρόσθετα, δεν χρησιµοποίησε την αρχιµήδεια ιδιότητα. Απλώς ανέφερε ότι τα 
τµήµατα θα έπρεπε να συµπεριφέρονται µε έναν αρχιµήδειο τρόπο για να µπορούµε 
να µιλάµε για αναλογία µεταξύ τους. 

Β) Εµείς γνωρίζουµε ότι για να µπορέσουµε να γράψουµε  ������: 
�����  :: �����: ������   
πρέπει πρώτα να ξέρουµε ότι: 

(1) �3������4  :  3
�����4  ;<, =ά?@<@ � 

(2)  3
�����4  :  3������4  ;<, =ά?@<@   

(3) A3�����4  :  3������4  ;<, =ά?@<@ A 
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(4) B3������4  :  3�����4  ;<, =ά?@<@ B 

Σε καµία περίπτωση ο Ευκλείδης δεν αναρωτήθηκε αν αυτές οι παραπάνω συνθήκες 
ισχύουν για δύο δοσµένα τµήµατα. Ο Ευκλείδης αναφέρει ότι θα µιλήσει για λόγους 
οι οποίοι ισχύουν. 

 

1.2. Η άλγεβρα για την πρόσθεση τµηµάτων 

 

Αφού ορίσαµε  τον ορισµό της αναλογίας λόγων του Ευδόξου, θα ορίσουµε 
τους νόµους που θα πρέπει να ισχύουν όταν θέλουµε να τοποθετήσουµε το ένα τµήµα 
δίπλα στο άλλο.  

 
Θεώρηµα 1 

Ο αντιµεταθετικός νόµος  

3������4  C  3
�����4  �  3
�����4  C 3������4 
Αυτό προκύπτει από τον ορισµό της πρόσθεσης τµηµάτων. Η σειρά µε την οποία τα 
τµήµατα ονοµάζονται δεν έχει σηµασία. 

 

Θεώρηµα 2 

Ο προσεταιριστικός νόµος  

(3������4  C  3
�����4�  C  3�����4  �  3������4  C  (3
�����4  C  3�����4� 
 

Θεώρηµα 3 

Ο επιµεριστικός νόµος  

Για κάθε θετικό ακέραιο n ισχύει: 

6(3������4  C  3
�����4�  �  63������4  C  63
�����4 
Απόδειξη: 

Για κάθε n, έστω Pn είναι η παραπάνω πρόταση. ∆ηλαδή  

D6 �  6(3������4  C 3
�����4�  �  63������4  C  63
�����4 
H P1 ισχύει.  
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Για να αποδείξουµε ότι ισχύει το θεώρηµα αυτό, θα πρέπει να δείξουµε ότι αν η Pn 
είναι αληθής τότε είναι αληθής και η Pn+1 (µαθηµατική επαγωγή)  

Έχουµε: 

(6 C 1�(3������4  C  3
�����4�  �  6(3������4  C  3
�����4�  C  (3������4  C  3
�����4� 
                                  �  (63������4  C  63
�����4�  C  (3������4  C  3
�����4�    
                                  �   (63������4  C  63
�����4�  C  (3
�����4  C  3������4�   (,?ό FGώI*J, 1� 
                                  �  63������4  C  ((63
�����4  C  3
�����4�  C  3������4     (,?ό FGώI*J, 2� 
                                  �  63������4  C  ((6 C 1�3
�����4  C  3������4� 
                                  �  63������4  C  (3������4  C (6 C 1�3
�����4�          (,?ό FGώI*J, 1� 
                                  �  (63������4  C  3������4�  C  (6 C 1�3
�����4          (,?ό FGώI*J, 2� 
                                  �  (6 C 1�3������4  C  (6 C 1�3
�����4. 
 

Θεώρηµα 4 

∆ιατήρηση της διάταξης  

�L 3������4  :  3
�����4, MόMG  63������4  :  63
�����4 ;<, =άFG FGM<=ό ,=έI,<@ 6.  
Απόδειξη 

�L 3������4  :  3
�����4, MόMG 3������4  �  3
�����4  C  3�����4 ;<, MJήJ, �.  

Από το προηγούµενο θεώρηµα:   63������4  �  63
�����4  C  63�����4, το οποίο σηµαίνει ότι 
63������4  :  63
�����4. 
 

Θεώρηµα 5 

Αν   63������4  :  63
�����4, ;<, =ά?@<@ 6, τότε 3������4  :  3
�����4. 
Αν δεν ίσχυε τότε δε θα ίσχυε το προηγούµενο θεώρηµα. 

 

 

Θεώρηµα 6 

Αν  � O � O 
, τότε 63�
����4  :  63������4 ;<, =άFG 6. 
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Αυτό προκύπτει αφού αν � O � O 
 ()*+,)ή �� C �
 � �
�, οπότε 

 3�
����4  :  3������4, άρα ισχύει η σχέση 63�
����4  :  63������4 σύµφωνα µε το θεώρηµα 4. 

 

Θεώρηµα 7 

�L 3������4  #  3
�����4, MόMG 3������4  C  3�����4  #  3
�����4  C  3�����4 ;<, =άFG 3�����4 
Απόδειξη 

Έστω W, X και Ζ είναι συγγραµµικά σηµεία τέτοια ώστε P O 0 O /, P0����� ' ����� και  
01���� ' 
�����. Αφού 3������4  #  3
�����4, υπάρχει ένα σηµείο Y τέτοιο ώστε X-Y-Z και 
0&���� ' ������. Τότε 

3������4  C  3�����4  �  3P.�����4   =,<   3
�����4  C  3�����4  �  3P/�����4 
Αφού P O 0 O / =,< 0 O . O / έχουµε ότι P O . O /. Έτσι, 3P.�����4  #  3P/�����4 οπότε 
προκύπτει το θεώρηµα αυτό. 

 

             1.3. Πώς να Προσδιορίσουµε τους λόγους: Το supremum 

 

Έχουµε προαναφέρει ότι δεν µπορούµε να ορίσουµε τους λόγους στη θεωρία 
της αναλογίας, σύµφωνα µε τον Ευκλείδη. Μπορούµε µόνο να µιλήσουµε για τη 
σχέση που υπάρχει µεταξύ ίσων λόγων. Η σχέση ������: 
�����  :: �����: ������ µας λέει ότι τα 
������ και 
����� έχουν τον ίδιο λόγο µε τα ����� και ������. Αλλά οι λόγοι  ������: 
�����  και  
�����: ������ δεν έχουν νόηµα ξεχωριστά από µόνοι τους. Εάν χρησιµοποιήσουµε όµως 
τους πραγµατικούς αριθµούς µπορούµε να δώσουµε νόηµα στο ������: 
����� χωρίς να 
χρησιµοποιήσουµε το γεωµετρικό σύστηµα. Πιο συγκεκριµένα, ο λόγος ������: 
����� θα 
γίνει ο αριθµός ��/
�. Με αυτόν τον τρόπο, µε το θεώρηµα σύγκρισης θα λέµε ότι: 

!
" # ������: 
�����  αν και µόνο αν 

!
" # QR

��. 

Αυτό ισοδυναµεί µε το εξής:  

�
� #   �� 

το   οποίο ισοδυναµεί µε το  

�3
�����4  #   3������4 
Έτσι, 

!
" # ������: 
�����  αν και µόνο αν τοποθετήσουµε � O S@IέT ένα 

ευθύγραµµο τµήµα της κλάσης 3
�����4, τοποθετηµένο το ένα δίπλα στο άλλο, και 
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σχηµατίσουµε ένα τµήµα µικρότερο από ένα άλλο τµήµα που δηµιουργείται αν 
τοποθετήσουµε  O S@IέT (το ένα δίπλα στο άλλο) ένα τµήµα της κλάσης 3������4.  
Έστω το σύνολο U � V!

" | �3
�����4 #  3������4X. 

Επίσηµα, αυτό το σύνολο των ρητών αριθµών προσδιορίζεται χωρίς να 
αναφερθούµε σε απόσταση. Ανεπίσηµα, παρατηρούµε ότι στο µετρικό (αριθµητικό) 
σύστηµα θα πρέπει να ισχύει ότι: 

U � Y�
 | � # ��


�Z 
Η σχέση µεταξύ του συνόλου Κ και του αριθµού 

��
�� είναι απλή. Μπορεί να τεθεί 

κάτω από τις παρακάτω συνθήκες: 

(1) ο ��/
� είναι ένα άνω φράγµα για το Κ. Αυτό σηµαίνει, ότι κάθε στοιχείο του Κ 
είναι [ ��/
�. (Στην πραγµατικότητα, κάθε στοιχείο του Κ είναι αυστηρά 
µικρότερο του ��/
�. Όµως αυτή η πιο αυστηρή συνθήκη δεν χρειάζεται στον 
γενικό ορισµό του άνω φράγµατος ενός συνόλου αριθµών). 

(2) ο ��/
� είναι ο ελάχιστος από όλα τα άνω φράγµατα του Κ. Αυτό σηµαίνει ότι 
κάθε άλλο άνω φράγµα του Κ είναι µεγαλύτερο από το ��/
�.  

Στην περίπτωση αυτή θα συµβολίσουµε τον αριθµό ��/
� µε s και θα λέµε ότι το s 
είναι supremum του συνόλου Κ (δηλαδή B � B\�]). 

Συµπερασµατικά: 

Το s θα είναι ελάχιστο άνω φράγµα του συνόλου Κ αν 

(1) το s είναι ένα άνω φράγµα του Κ  

(2) δεν υπάρχει κανένας αριθµός µικρότερος από το s που να έχει αυτή την ιδιότητα.  

Ακολουθούν µερικά παραδείγµατα. 

Έστω U^ � V^
8 | ό?@_ 6 FGM<=όT ,=έI,<@T X. Το B\�]^ � 1, και το B\�]^ ανήκει 

στο U^. 

Έστω U` � V2 O ^
8 | ό?@_ 6 FGM<=όT ,=έI,<@T X. Το B\�]` � 2, και το B\�]` δεν 

ανήκει στο U`. Αν το Ua είναι το σύνολο Ν, όλων των θετικών ακεραίων, τότε δεν 
υπάρχει το B\�]a, επειδή δεν υπάρχει άνω φράγµα.  

Για να µπορέσουµε να προσδιορίσουµε το λόγο των τµηµάτων, µε βάση τα 
«Στοιχεία» του Ευκλείδη, πρέπει να δώσουµε τις δύο παρακάτω βασικές αρχές. Η µία 
έχει να κάνει µε το γεωµετρικό σύστηµα ενώ η άλλη µε το σύστηµα των πραγµατικών 
αριθµών. 
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Η αρχιµήδεια ιδιότητα 

Για δύο τµήµατα �� και 
�, υπάρχει ένας θετικός ακέραιος 6 τέτοιος ώστε  

63������4  :  3
�����4 
Η ιδιότητα του Dedekind 

Έστω ένα µη κενό σύνολο Κ των πραγµατικών αριθµών. Αν το Κ έχει άνω φράγµα, 
τότε το Κ έχει supremum (B\�]). 

 

Αυτή είναι η πιο σηµαντική ιδιότητα των πραγµατικών αριθµών. Για να 
κατανοήσουµε τη σηµασία της θα πρέπει να εξηγήσουµε γιατί δεν ισχύει στους 
ρητούς αριθµούς. 

Έστω, για παράδειγµα, το σύνολο ] � V!
" |�,  : 0 =,< !

" #  √2 X 

Αυτό µπορούµε να το περιγράψουµε µε ρητούς αριθµούς ως εξής: 

] � c�
 |�,  : 0 =,< �`

 ` #  2 d 

Στο σύστηµα των πραγµατικών αριθµών, το σύνολο Κ έχει ελάχιστο άνω φράγµα 

B\�] � √2. Αλλά το Κ δεν έχει supremum στο σύστηµα των ρητών αριθµών. Αυτό 
συµβαίνει για τον εξής λόγο: 

Αν το A/B είναι ένα άνω φράγµα του Κ και √2 # e
f # g

h, τότε το 
e
f είναι άνω φράγµα 

του Κ. Έτσι, δεν υπάρχει κανένα ρητό άνω φράγµα του Κ που να είναι µικρότερο 
όλων των άλλων ρητών άνω φραγµάτων του Κ. 

Επίσης, αν διαγράψουµε από τους πραγµατικούς αριθµούς οποιοδήποτε 
αριθµό x, το υπόλοιπο σύνολο των πραγµατικών αριθµών Ŕ  δεν ικανοποιεί την 
ιδιότητα του Dedekind. Ο λόγος είναι ότι στο σύστηµα των αριθµών Ŕ , το σύνολο 
U � ij|j # �k έχει πολλά άνω φράγµατα, µα κανένα από αυτά δεν είναι ελάχιστο 
άνω φράγµα. (Αν z είναι ένα άνω φράγµα, τότε κάθε αριθµός ανάµεσα στα x και z 
είναι ένα άνω φράγµα.) 

 

Βασικά Θεωρήµατα 

Έστω δύο τµήµατα ������, 
�����. Ορίζουµε το σύνολο  
] � Y�

 |�3
�����4 #  3������4 Z 
Με βάση την αρχιµήδεια ιδιότητα, θα αποδείξουµε τα παρακάτω θεωρήµατα: 
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Θεώρηµα 1 

Το Κ περιέχει τουλάχιστον ένα θετικό αριθµό �/   

Απόδειξη  

Έστω δύο τµήµατα ������ και 
�����. Από την Αρχιµήδεια ιδιότητα, υπάρχει ένα n τέτοιο 
ώστε : 63������4 : 3
�����4. Έστω � � 1 και  � 6. Τότε το �/  είναι θετικός και ανήκει 
στο Κ.  

 

Θεώρηµα 2 

Το Κ έχει ένα άνω φράγµα. 

Απόδειξη  

Έστω ������ και 
�����. Από την Αρχιµήδεια ιδιότητα, υπάρχει ένας αριθµός n, τέτοιος 
ώστε 63
�����4 : 3������4. Ισχυριζόµαστε ότι το n είναι ένα άνω φράγµα του Κ. Αυτό θα το 

αποδείξουµε δείχνοντας ότι αν 
!
" : 6, τότε το �/  δεν ανήκει στο Κ. 

Αν 
!
" : 6, τότε � : 6 . Έτσι �3
�����4 : 6 3
�����4. Από το θεώρηµα 4 της προηγούµενης 

παραγράφου θα προκύψει ότι το 6 3
�����4 :  3������4. Οπότε �3
�����4 :  3������4, έτσι ώστε 
το �/  δεν ανήκει στο Κ. 

 

Από αυτά τα δύο θεωρήµατα και από την ιδιότητα του Dedekind, θα προκύψει το 
ακόλουθο θεώρηµα: 

 

Θεώρηµα 3 

Το Κ έχει ελάχιστο άνω φράγµα B\�], και B\�] : 0 

 

 

Από όλα αυτά τα τρία θεωρήµατα παράγεται ο επόµενος ορισµός: 

 
Ορισµός 

������: 
����� � B\�] 
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Με βάση το τρίτο θεώρηµα και τον παραπάνω ορισµό προκύπτει το ακόλουθο 
θεώρηµα: 

 

Θεώρηµα 4 

Για κάθε δύο τµήµατα ������, 
����� έχουµε ������: 
����� : 0 

 

Θεώρηµα 5 

Αν � l �, και 
 O � O  τότε 
��
�� � ��

�� C ��
�� 

Αυτό ισχύει γιατί  
� C � � 
 

 

ή αλλιώς 

 

Θεώρηµα 5  

Το θεώρηµα της πρόσθεσης 

Αν  � l �, και 
 O � O  τότε 
����: ������ � 
�����: ������ C �����: ������ 

 

1.4. Απόδειξη του θεωρήµατος της πρόσθεσης 

 

Στην προηγούµενη παράγραφο καταφέραµε να συνδέσουµε τον λόγο του 
������: 
����� (από τη θεωρία του Ευδόξου) µε το supremum ενός συνόλου. Για να 
µπορέσουµε να αποδείξουµε το θεώρηµα της πρόσθεσης πρέπει πρώτα να το 
µετατρέψουµε στις συνθήκες του ορισµού αυτού. Πιο συγκεκριµένα:  

 
Θεώρηµα της πρόσθεσης 
 
∆ίνονται τα � l �, και 
 O � O .  

Έστω  
]^ � V!

" |�3������4 #  3
�����4 X , τέτοιο ώστε 
�����: ������ � B\�]^ � m^  
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Έστω 

]` � Vg
h |A3������4 # B3�����4 X , τέτοιο ώστε �����: ������ � B\�]` � m` 

Τέλος, έστω 

U � V e
9 |n3������4 # 53
o����4 X , τέτοιο ώστε 
����: ������ � B\�] � m 

Το θεώρηµα της πρόσθεσης δηλώνει ότι m^ C m` � m. 
 

Επειδή η απόδειξη είναι αρκετά µεγάλη θα την αναλύσουµε σε µια σειρά από πιο 
µικρά θεωρήµατα κάθε ένα από τα οποία έχει µια µικρή απόδειξη.   

 

Θεώρηµα 1 

Αν �/  ανήκει στο σύνολο Κ, και 
g
h # !

", τότε το A/B ανήκει στο K.  

Απόδειξη 

Έστω  �3������4 #  3
����4  και   A # �B,  θα πρέπει να δείξουµε ότι  

A3������4 # B3
����4   
Από το θεώρηµα 4 της προηγούµενης παραγράφου (διατήρηση της διάταξης) έχουµε 

�A3������4 #  A3
����4 , και  A3
����4 # �B3
����4, επειδή  A # �B. 

Έτσι, �A3������4 # �B3
����4 . 
Αν ίσχυε ότι A3������4 � B3
����4 , τότε θα είχαµε �A3������4 � �B3
����4  
Αν ίσχυε ότι A3������4 : B3
����4 , τότε θα είχαµε �A3������4 : �B3
����4   
Εδώ όµως ισχύει �A3������4 # �B3
����4 , συνεπώς  A3������4 # B3
����4   
 

Θεώρηµα 2 

Το Κ δεν έχει µέγιστο στοιχείο.  

Απόδειξη 

Υποθέτουµε ότι �/ p ]. Τότε �3������4 #  3
����4. Έτσι, υπάρχει ένα τµήµα ������ τέτοιο 
ώστε   3
����4 � �3������4 C 3������4. Έτσι 6 3
����4 � 6�3������4 C 63������4 για κάθε n. Από την 
αρχιµήδεια ιδιότητα υπάρχει ένα n τέτοιο ώστε  63������4 : 3������4. 
Προκύπτει από το θεώρηµα 7 της προηγούµενης παραγράφου ότι 
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6�3������4 C 63������4 : 6�3������4 C 3������4 
Συνεπώς 

(6� C 1�3������4 # 6�3������4 C 63������4 � 6 3
����4  =,<   8!q^
8" p ]. 

Αφού 
!
" # 8!q^

8"  προκύπτει ότι το �/  δεν είναι το µέγιστο στοιχείο στο Κ. Οπότε το Κ 

δεν έχει µέγιστο στοιχείο. 

 

Ορισµός 

Το σύνολο Κ το ονοµάζουµε τοµή των ρητών αριθµών. Ειδικότερα, η τοµή ρητών 
αριθµών είναι ένα σύνολο Ζ τέτοιο ώστε: 

(1) το Ζ είναι σύνολο από θετικούς ρητούς αριθµούς, 

(2) το Ζ δεν είναι κενό, 

(3) το Ζ έχει ένα άνω φράγµα, 

(4) αν 0 # !
" # g

h  και  A/B ανήκει στο Ζ, τότε και το �/  ανήκει στο Ζ 

(5) το Κ δεν έχει µέγιστο στοιχείο 

 

Θεώρηµα 3 

Έστω ������ και 
���� είναι δύο οποιαδήποτε τµήµατα, και U � V!
" |�3������4 #  3
����4X τότε 

το Κ είναι µια τοµή των ρητών αριθµών. 

Όσον αφορά τον ορισµό της τοµής, το θεώρηµα 1 µας λέει ότι το Κ ικανοποιεί 
την (4) σχέση, το θεώρηµα 2 µας δίνει τη σχέση (5), και γνωρίζουµε ήδη ότι το 
σύνολο Κ ικανοποιεί τις άλλες τρεις συνθήκες του ορισµού.  

 

Θεώρηµα 4 

Αν r � B\�/, και G είναι ένας θετικός αριθµός, τότε υπάρχει ένα στοιχείο � του 1 το 
οποίο είναι µεγαλύτερο από το r O G. 

Απόδειξη 

Αν δεν υπάρχει τέτοιο �, τότε κάθε στοιχείο � του Ζ, θα ήταν [ r O G. Έτσι το r O G 
θα είναι ένα άνω φράγµα του Ζ. Αυτό είναι άτοπο, επειδή το B\�/ είναι το µικρότερο 
από όλα τα άνω φράγµατα του Ζ.  
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Αν συνδυάσουµε το θεώρηµα 3 και 4, θα πάρουµε µια απλή περιγραφή του συνόλου 
Κ. 

 

Θεώρηµα 5 

Έστω ������ και ����� είναι δύο τµήµατα. Έστω U � V!
" |�3������4 #  3�����4X και έστω 

m � B\�]. 

Τότε U � Vg
h |0 # g

h # m4X. 

Απόδειξη 

Έστω A/B είναι ένας ρητός αριθµός µεταξύ του 0 και του k. Έστω G � m O g
h.  

Τότε ε > 0. Από το θεώρηµα 4 υπάρχει ένα στοιχείο �/  του Κ τέτοιο ώστε 
!
" : m O G 

Αυτό σηµαίνει ότι 
g
h # !

". Από το θεώρηµα 1, A/B p ]. Οπότε Vg
h |0 # g

h # m4X s U 

Αν m p ], τότε k είναι το µεγαλύτερο από τα στοιχεία του Κ, κάτι το οποίο είναι 
αδύνατο. Έτσι κάθε στοιχείο του Κ είναι αυστηρά µεταξύ του 0 και του k, και  

U s Vg
h |0 # g

h # m4X. 

Με βάση τα παραπάνω µπορούµε να γράψουµε  

U^ � Y�
 |0 # �

 # m^Z , 
U` � Vg

h |0 # g
h # m`X, 

] � Yn
\ |0 # n

\ # mZ 
 

Θεώρηµα 6 

Αν το �/   ανήκει στο σύνολο U^ και το A/B  ανήκει στο σύνολο U`, τότε το 
!
" C g

h  
ανήκει στο σύνολο ]. 

Απόδειξη 

Έχουµε δείξει ότι �3������4 #  3
�����4  =,<   A3������4 # B3�����4. Προφανώς !" C g
h � "gq!h

"h  

Συνεπώς, πρέπει να αποδείξουµε ότι ( A C �B�3������4 #  B3
����4.  
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Τώρα έχουµε  A3������4 #  B3�����4  και  �B3������4 #  B3
�����4  από το θεώρηµα 4 της 
προηγούµενης ενότητας. Έτσι έχουµε   ( A C �B�3������4 #  B(3
�����4 C 3�����4� �
 B3
����4, αυτό που έπρεπε να αποδείξουµε. 

 

Θεώρηµα 7 

Αν το �/   δεν ανήκει στο σύνολο U^ και το A/B δεν ανήκει στο σύνολο U`, τότε το 
!
" C g

h  δεν ανήκει στο σύνολο ]. 

Απόδειξη 

Για δοσµένα  �3������4 t  3
�����4  =,<   A3������4 t B3�����4, θα πρέπει να δείξουµε ότι 
( A C �B�3������4 t  B3
����4 
Πρώτα από όλα,  A3������4 t  B3�����4 =,<  �B3������4 t  B3
�����4, από το θεώρηµα 4 της 
προηγούµενης παραγράφου. Έτσι έχουµε, ( A C �B�3������4 t  B(3
����4 C 3�����4� �
 B3
����4, το οποίο ήταν αυτό που έπρεπε να αποδείξουµε. 

 

Είµαστε τώρα έτοιµοι να προχωρήσουµε στο τελευταίο µέρος της απόδειξης 
του θεωρήµατος πρόσθεσης. Παρατηρήσαµε πιο πριν ότι πρέπει m^ C m` � m. Άµα 
αυτό δεν ισχύει τότε ή m^ C m` : m (1)  ή m^ C m` # m (2). Θα δείξουµε ότι και τα 
δύο είναι αδύνατα. 

 

Αν ισχύει η (1), τότε m^ C m` O m : 0. Έστω G � m^ C m` O m έτσι ώστε  

m � m^ C m` O G 

Από το θεώρηµα 4, υπάρχει ένα στοιχείο �/  του συνόλου U^ τέτοιο ώστε 
!
" : m^ O u

` 

καθώς επίσης υπάρχει ένα στοιχείο του A/B του συνόλου U` τέτοιο ώστε 
g
h : m` O u

`. 

Συνεπάγεται ότι 
!
" C g

h : m^ C m` O G. 

Εποµένως το 
!
" C g

h  δεν βρίσκεται στο σύνολο ]. Όµως από το θεώρηµα 6, το 
!
" C g

h  
πρέπει να βρίσκεται στο σύνολο ]. Συνεπώς η (1) είναι αδύνατη. 

 

Αν ισχύει η (2), τότε m O m^ O m` : 0. Έστω G � m O m^ O m` έτσι ώστε  

m � m^ C m` C G 

Έστω ότι οι �/   και  A/B  είναι ρητοί αριθµοί τέτοιοι ώστε: 
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m^ # !
" # m^ C u

`  και  m` # g
h # m` C u

`  .  

Τότε �/  δεν ανήκει στο σύνολο U^, οπότε και το A/B δεν ανήκει στο σύνολο U`. 

Από το θεώρηµα 7 έχουµε ότι το 
!
" C g

h  δεν ανήκει στο σύνολο ]. Αφού  

Ve
f |0 # e

f # mX s ], συνεπάγεται ότι 
!
" C g

h t m. 

Αλλά αυτό είναι άτοπο. Προσθέτοντας τις προηγούµενες ανισότητες για τα  �/   και  

A/B , παίρνουµε ότι 
!
" C g

h # m^ C  u` C m` C u
` � m^ C m` C G � m. 

Εποµένως παρατηρούµε ότι η (2) είναι αδύνατη. Άρα το θεώρηµα της πρόσθεσης 
ισχύει.  

 

1.5. Το θεώρηµα της Μέτρησης (metrization) 

 

Στην παρούσα εργασία µας ενδιαφέρει να µελετήσουµε την Ευκλείδεια 
γεωµετρία υπό το πρίσµα δύο όψεων, της µετρικής (αριθµητικής) και της καθαρά 
γεωµετρικής. Στην µετρική προσέγγιση, τα αξιώµατα µας λένε πολλά για τη σχέση 
µεταξύ της γεωµετρίας και του συστήµατος των πραγµατικών αριθµών. Η δοµή είναι 
η εξής:  

3v, w, x, y, 54 
Όπου d είναι η συνάρτηση της απόστασης (µετρική) : y z v0v { |. 

Η συνάρτηση απόστασης υπακούει το αξίωµα της µέτρησης. 

Οι έννοιες της µαθηµατικής αναλογίας και του µεταξύ προσδιορίζονται µε βάση τους  
κανόνες της απόστασης. 

 

Στην καθαρά γεωµετρική προσέγγιση, την οποία χρησιµοποιούσε ο 
Ευκλείδης, το σύστηµα των πραγµατικών αριθµών δεν αναφέρονταν πουθενά. Η 
δοµή είναι η ακόλουθη: 

3v, w, x, ', }4 
Εδώ τα ' και } είναι απροσδιόριστες σχέσεις µεταξύ της µαθηµατικής αναλογίας και 
της έννοιας του µεταξύ (Οι µόνοι αριθµοί που χρησιµοποιούνται εδώ είναι οι θετικοί 
ακέραιοι, τους οποίους χρησιµοποιούµε για να µετρήσουµε αντικείµενα). 
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Ένα µεγάλο επίτευγµα, µετά τη γεωµετρία των Ελλήνων, ήταν η ανακάλυψη 
του συστήµατος των συντεταγµένων από τον Καρτέσιο. Είναι προφανές ότι για να 
υπάρχει ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο θα πρέπει να υπάρχει µια 
συνάρτηση απόστασης. Με άλλα λόγια, για να µπορέσουµε να συµβολίσουµε τα 
σηµεία του άξονα ��΄ µε αριθµούς, θα πρέπει να έχουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων 
για τον άξονα ��΄, που να ικανοποιεί τις συνθήκες του αξιώµατος µέτρησης. 

Στο σηµείο αυτό, θα δείξουµε σε ένα «καθαρό» γεωµετρικό σύστηµα 
µπορούµε να προσδιορίσουµε µια συνάρτηση απόστασης που να ικανοποιεί τα 
αξιώµατα µετρικής.  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 

∆ίνεται η γεωµετρική δοµή  
3v, w, x, ', }4 

η οποία ικανοποιεί και τα αξιώµατα του Παραρτήµατος Α και την αρχιµήδεια 
ιδιότητα. Έστω Α και Β είναι δύο οποιαδήποτε σηµεία. Τότε υπάρχει µια συνάρτηση  

y z v0v { |. 

τέτοια ώστε: 

(1) η d να ικανοποιεί τα αξιώµατα µέτρησης 

(2) 
����� ' ����� αν και µόνο αν οι αποστάσεις 
� και o� να είναι οι ίδιες 

(3) 
 O � O  αν και µόνο αν 
� C � � 
 και  

(4) �� �  1. 

Η παραπάνω συνάρτηση απόστασης ικανοποιεί τα αξιώµατα ισότητας 
τµηµάτων και τα αξιώµατα της σχέσης του «µεταξύ» (Παράρτηµα Α). Ακόµα, αξίζει 
να αναφέρουµε ότι µπορούµε πάντα να δηµιουργήσουµε τη συνάρτηση απόστασης µε 
τέτοιο τρόπο όπου οποιαδήποτε δοσµένο τµήµα �� να θεωρείται ως µονάδα 
µέτρησης. 

Όταν λέµε ότι η d ικανοποιεί το αξίωµα µέτρησης, εννοούµε ότι για 
οποιαδήποτε γραµµή L υπάρχει µια συνάρτηση συντεταγµένων  

~: � { | 

από το L στο |, τέτοια ώστε  

1)  κάποιο σηµείο να έχει συντεταγµένη 0  

2)  αν � � ~(D� =,<  j � ~(�� τότε D� � |� O j|.  
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Η τελευταία πρόταση δε σηµαίνει ότι κάθε πραγµατικός αριθµός x είναι η 
συντεταγµένη f(P) κάποιου σηµείου P. Στην πραγµατικότητα, η παραπάνω πρόταση 
δεν µπορεί να αποδειχτεί µε βάση τα γεωµετρικά αξιώµατα για τα οποία έχουµε 
µιλήσει. (Ο πιο απλός τρόπος για να το διαπιστώσουµε αυτό είναι να παρατηρήσουµε 
ότι το ασύµµετρο επίπεδο ικανοποιεί τα συνθετικά αξιώµατα. Και στο ασύµµετρο 
επίπεδο, µόνο οι ασύµµετροι χρησιµοποιούνται ως συντεταγµένες.) Αν οι 
συναρτήσεις των συντεταγµένων είναι 1 προς 1 αντιστοιχίες ~: � � | τότε η 
γεωµετρική δοµή 3v, w, x, ', }4 ονοµάζεται ολοκληρωµένη κατά Dedekind. 

 

Στη συνέχεια θα προχωρήσουµε στην απόδειξη. Ευτυχώς, το πιο δύσκολο 
βήµα της απόδειξης, το οποίο είναι να δηµιουργήσουµε τη συνάρτηση απόστασης 
κατά τέτοιο τρόπο ώστε οποιαδήποτε δοσµένα τµήµατα �� να θεωρούνται ως 
µονάδα µήκους, έχει ήδη δοθεί. Για οποιαδήποτε δύο σηµεία D, � έχουµε 

D� � y(D, �� � D�����: ������ 

όπου D�����: ������ είναι ο λόγος για τον οποίο µιλήσαµε πιο πριν. Αφού προσδιορίσαµε το 
λόγο, για κλάσεις ισοδυναµίας 3D�����4, παρατηρούµε άµεσα ότι η (2) συνθήκη 
ικανοποιείται.  

Για να αποδείξουµε την (3) θα εργαστούµε ως εξής:  

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι αν ισχύει  


 O � O  

τότε προκύπτει από το θεώρηµα πρόσθεσης ότι  


����: ������ � 
�����: ������ C �����: ������.  

Έτσι 


 � 
� C �, 
από τον ορισµό της απόστασης. (Αυτό είναι ένα από τα δύο πράγµατα για τα οποία το 
θεώρηµα της πρόσθεσης είναι καλό).  

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι       


 � 
� C �  (1) 

όπου τα 
, � και o είναι όλα διαφορετικά.  

Αν ίσχυε ότι 

� O  O 
, 

τότε θα προέκυπτε ότι  
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�
 � � C 
, 

τέτοια ώστε 


 � 
� O �  (2) 

Από την (1) και (2) έχουµε: 


� C � � 
� O �, 

οπότε  

2� � 0  � � � 0. 

Έτσι � � , το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση ότι τα 
, � και o είναι όλα 
διαφορετικά .  

Αν υποθέσουµε ότι � O 
 O , θα οδηγηθούµε σε όµοιο µε το προηγούµενο 
συµπέρασµα, εποµένως το συµπέρασµα θα έρθει πάλι σε αντίθεση µε την υπόθεση.  

Όµως ένα από τα τρία σηµεία πρέπει να είναι ανάµεσα στα άλλα δύο. Αφού η 
� O  O 
 και η � O 
 O  είναι λάθος, τότε θα ισχύει ότι 
 O � O . 

Ύστερα θα ελέγξουµε αν ικανοποιείται η συνθήκη (4).  

Προφανώς·  
�3������4 #  3������4 αν � #  , 

το οποίο σηµαίνει ότι 

�
 # 1 

Εποµένως, 

������: ������ � B\� V!
" |0 # !

" # 1X � 1, 

και  

y(�, �� � 1. 

Το µόνο που µένει τώρα είναι να ελέγξουµε το αξίωµα µέτρησης.  

∆ίνεται γραµµή �, και τρία σηµεία 
, �,  της � τέτοια ώστε 
 O � O . Θα 
δηµιουργήσουµε µια συνάρτηση ~: � { | και θα δείξουµε ότι η f  είναι ένα σύστηµα 
συντεταγµένων που ικανοποιούν τα αξιώµατα µέτρησης. 

Αν το D ανήκει στο διάνυσµα �������, θεωρούµε ότι ~(D� � �D.  
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Θα ελέγξουµε ότι αν τα D και � είναι σηµεία του �������, µε συντεταγµένες �, j, τότε 
D� � |� O j|.  
Αν είτε το D είτε το � είναι ίσο µε το �, αυτό είναι εύκολο να δειχτεί.  

 

Έστω � � � τότε 

D� � �D � ~(D� � � � |�| � |� O 0| 
Αν D � � τότε D� � 0 � |� O �|. 
 

Ας υποθέσουµε τελικά ότι τα D, � και � είναι διαφορετικά. Τότε είτε � O D O � είτε 
� O � O D.  

Αν � O D O �, 

τότε 

������: ������ � �D����: ������ C D�����: ������ 

από το θεώρηµα της πρόσθεσης (αυτό είναι το δεύτερο πράγµα που είναι χρήσιµο το 
θεώρηµα της πρόσθεσης). Όσον αφορά την απόσταση, αυτό µας λέει ότι 

�� � �D C D�, 

ή 

D� � �� O �D � j O �. 

Εδώ ισχύει j O � : 0, επειδή j O � � D�.  

Έτσι D� � |� O j|. Οπότε αποδείχτηκε αυτό που θέλαµε. 

 

Τώρα προσδιορίζουµε τη συνάρτηση συντεταγµένων ~, για σηµεία D τα οποία 

βρίσκονται στο αντίθετο διάνυσµα �
������, µέσω της συνθήκης ~(D� � O�D. 

Τώρα έχουµε D� � |� O j|, αν και το D και το � ανήκουν στο �
������. (Αυτή η απόδειξη 

είναι σχεδόν ίδια την προηγούµενη, δηλαδή µε αυτή του διανύσµατος �o������. Το νόηµα 
είναι ότι το |� O j| δεν αλλάζει όταν τα πρόσηµα των � και j αντιστρέφονται). Αν το 

D ανήκει στο �
������ και το � ανήκει στο �������, τότε 

D� � D� C ��   ,        � � OD�,         j � �� 

Εποµένως D� � j O � � |� O j|, οπότε αποδείχτηκε αυτό που θέλαµε. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2 

Στο θεώρηµα 1, τα σύνολα �� είναι τα ίδια για όλες τις γραµµές. Αν η 
γεωµετρική δοµή ικανοποιεί το θεώρηµα των δύο κύκλων του Παραρτήµατος Β, και 
ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήµατος Γραµµή-κύκλος του Παραρτήµατος Β, τότε 
η F σχηµατίζει έναν κανονικό ευκλείδειο χώρο. 

Απόδειξη 

(1) Έστω � και �΄ είναι δύο γραµµές, και έστω ~ και ~΄ είναι οι συναρτήσεις 
συντεταγµένων για αυτές, έτσι ώστε ~(D� � 0 για κάποιο D και ~΄(D� � 0 για 
κάποιο D΄. Αν ~(�� � � για κάποιο � στην �, τότε προκύπτει από το αξίωµα 
κατασκευής τµηµάτων ότι ~΄(�΄� � � για κάποιο �΄ στην �΄ (Υπάρχουν δύο 
υποθέσεις: � : 0 ή � # 0). 

(2) Αν ισχύουν τα θεωρήµατα των δύο κύκλων και της γραµµής-κύκλου, τότε 
µπορούµε να εκτελέσουµε όλες τις κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη. Είναι εύκολο 
να µελετηθεί, χωρίς να είναι στόχος της παρούσας εργασίας, ότι οι πράξεις της 
πρόσθεσης, της αφαίρεσης, του πολλαπλασιασµού, της διαίρεσης και της 
τετραγωνικής ρίζας για θετικούς αριθµούς µπορούν να εκτελεστούν µε κανόνα και 
διαβήτη. Το αξίωµα κατασκευής τµηµάτων υπονοεί ότι η F περιέχει το αρνητικό του 
καθενός από τα στοιχεία του. Προκύπτει ότι η F σχηµατίζει έναν κανονικό ευκλείδειο 
χώρο. 

Αν το επίπεδό µας είναι ασύµµετρο, τότε η F είναι το ακριβές ασύµµετρο πεδίο.  
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1.6. Η Τοµή Dedekind 
 

Αν δίνεται ο δακτύλιος � των ακεραίων αριθµών, δεν είναι δύσκολο να 
δηµιουργήσουµε (µε βάση αυτόν) το σύνολο των ρητών αριθµών �. Όµως δεν είναι 
τόσο απλό να περάσουµε από το σύνολο των ρητών αριθµών στο σύνολο των 
πραγµατικών.  

Μια από τις πιο αξιοπρεπείς προσεγγίσεις σε αυτό το πρόβληµα δόθηκε από 
τον Dedekind, βασιζόµενος πολύ στις αρχές του Ευδόξου. Για χάρη ευκολίας, θα 
περιορίσουµε τα τη µελέτη µας στους θετικούς αριθµούς (όταν τους προσδιορίσουµε 
δεν είναι δύσκολο να δηµιουργήσουµε και τους αρνητικούς). 

 

Προηγουµένως, προσδιορίσαµε ότι  

������: 
����� � B\�] ό?@_ U � V!
" |�3
�����4 #  3������4X 

Φαίνεται από ότι το Κ ήταν πάντα τοµή ρητών αριθµών. 

Αυτό σηµαίνει ότι: 

(1) το U είναι ένα σύνολο από θετικούς ρητούς αριθµούς. 

(2) το U δεν είναι κενό 

(3) το U έχει ένα άνω φράγµα 

(4) Αν 0 # !
" # g

h  και  A/B p ], τότε �/ p ] 

(5) το U δεν έχει µέγιστο στοιχείο. 

Αν το σύστηµα των πραγµατικών αριθµών | είναι όπως το δώσαµε, τότε σε 
κάθε τοµή Κ ανταποκρίνεται ένας µοναδικός πραγµατικός αριθµός B\�]. Από την 
άλλη µεριά, οι τοµές προσδιορίζονται θεωρητικά από όρους του συστήµατος των 
ρητών αριθµών. Μπορούµε µε αυτόν τον τρόπο να προσδιορίσουµε ένα σύνολο από 
αντικείµενα τα οποία να αναγνωρίζονται ως θετικοί πραγµατικοί. 

Έστω |q είναι το σύνολο όλων των τοµών. Στο|q θα πρέπει να 
προσδιορίσουµε την πρόσθεση, τον πολλαπλασιασµό και τη διάταξη. 

(1) Αν U και � είναι τοµές, τότε U C � � i� C j|� p ], j p �k 
(2) ] · � � i�j|��], j��k 
(3) Ορίζουµε U # � για να δηλώσουµε ότι το U είναι ένα κατάλληλο υποσύνολο του 
�, τέτοιο ώστε U s �   =,<    ] l � 
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Κάτω από αυτόν τον ορισµό, όταν θα λέµε ότι το Κ είναι ένα άνω φράγµα του 
Ζ, θα σηµαίνει ότι κάθε τοµή που θα ανήκει στο Ζ θα είναι ένα υποσύνολο του Κ. 
Είναι εύκολο τώρα να δούµε ότι κάθε φραγµένο σύνολο τοµών έχει ένα supremum: 
το B\�/ είναι απλά η ένωση όλων των συνόλων που ανήκουν στο Ζ. Αυτό σχηµατίζει 
µια τοµή. Είναι ένα άνω φράγµα του Ζ, και δεν υπάρχει καµία µικρότερη τοµή που να 
είναι άνω φράγµα του Ζ. 

Το αξιόλογο στη µέθοδο του Dedekind ήταν ότι χρησιµοποίησε τις τοµές για 
να ορίσει τους πραγµατικούς αριθµούς. Αυτό έκανε και ο Εύδοξος πάνω από 2000 
πριν. Για αυτό και θα µπορούσαµε ίσως να µιλάµε για τις τοµές του Ευδόξου και όχι 
του Dedekind. 
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ΜΕΡΟΣ  Β΄ 
Ποιοτική Έρευνα σχετικά µε τις 

αναπαραστάσεις και τον άξονα των 
πραγµατικών αριθµών  
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Κεφάλαιο 1 
 Θεωρητικό Πλαίσιο 

 

Στην καθηµερινή ζωή µας χρησιµοποιούµε πολλές διαφορετικές 
αναπαραστάσεις της ίδιας ιδέας. Αυτό είναι χαρακτηριστικό της ανθρώπινης 
νοηµοσύνης (Duval, 1993). Με τον ίδιο τρόπο, ο ανθρώπινος νους έχει την ικανότητα 
να µπορεί να δηµιουργεί  διαφορετικές αναπαραστάσεις του ίδιου µαθηµατικού 
αντικειµένου. Σύµφωνα µε τη  Sieprinska (1992), οι µαθητές έχουν την ικανότητα να 
αφοµοιώνουν το νόηµα µιας µαθηµατικής ιδέας µε το να έρχονται σε επαφή µε 
πολλαπλές αναπαραστάσεις της ίδιας ιδέας. Για αυτό το λόγο, οι δάσκαλοι µπορούν 
να χρησιµοποιούν τις αναπαραστάσεις ως χρήσιµο εργαλείο όχι µόνο για την 
κατανόηση του νοήµατος αλλά και για την σύνδεση µεταξύ της πληροφορίας που 
τους παρέχεται και του ίδιου του νοήµατος (Greeno & Hall, 1997). Επίσης, 
αναφέρουν το πόσο σηµαντικό είναι να µπορούν οι µαθητές να επιλέγουν 
αναπαραστάσεις αλλά και να κατασκευάζουν διαφορετικές µορφές αναπαραστάσεων 
γιατί αυτό τους βοηθάει να ανακαλύπτουν διαφορετικά πρότυπα (patterns) αλλά και 
να εκτελούν πράξεις επάνω στην ίδια µαθηµατική ιδέα. Με αυτό τον τρόπο 
εκµεταλλεύονται το γεγονός ότι διαφορετικές µορφές της ίδιας µαθηµατικής ιδέας 
δηµιουργούν διαφορετικά εφόδια για υπολογισµούς και συµπεράσµατα.. 

Στην παρούσα έρευνα θα ασχοληθούµε µε τους πραγµατικούς αριθµούς. 
Ειδικότερα θα δώσουµε έµφαση στην αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών 
καθώς και στον άξονα των πραγµατικών αριθµών.   

Πιο αναλυτικά, οι πραγµατικοί αριθµοί εµφανίζονται στα σχολικά 
µαθηµατικά µέσα από µια διαδικασία εµπλουτισµού των φυσικών αριθµών η οποία 
προέκυψε από την ανάγκη επίλυσης προβληµάτων. Πιο συγκεκριµένα, οι µαθητές 
πρώτα εισάγονται στους φυσικούς αριθµούς, στη συνέχεια στο σύνολο των ακεραίων 
που είναι ο εµπλουτισµός των φυσικών αριθµών µε το σύνολο των αρνητικών, 
ύστερα στο σύνολο των ρητών αριθµών – ως το λόγο δύο ακεραίων – και τέλος στο 
σύνολο των αρρήτων. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι αυτό που 
περιλαµβάνει όλα τα παραπάνω σύνολα. (Giannakoulias, Souyoul & Zachariadis, 
2007). Το πρόβληµα είναι ότι πολύ συχνά αυτή η πορεία διδασκαλίας δηµιουργεί 
διάφορα προβλήµατα στην κατανόηση των πραγµατικών αριθµών από τους µαθητές. 
Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι η πορεία αυτή έχει οδηγήσει σε 
προβληµατισµό εκτός από τους µαθητές ακόµα και τους ίδιους τους µαθηµατικούς. 
Σύµφωνα µε µια έρευνα που έκαναν οι Arcavi et al. (1987) σχετικά µε το ιστορική 
πορεία ανακάλυψης των αριθµών, στην ερώτηση «Να τοποθετήσουν χρονολογικά 
την εµφάνιση των εξής αριθµών: αρνητικών, δεκαδικά κλάσµατα και αρρήτων», το 
55% των καθηγητών απάντησε ότι τα δεκαδικά κλάσµατα προηγούνται των αρρήτων. 
Παρόλα αυτά, σε προηγούµενη ερώτηση το 70% των καθηγητών υπέδειξε ότι η 
πρώτη φορά που προέκυψε το ζήτηµα των αρρήτων χρονολογείται την εποχή των 
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αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών. Αυτή η παραπάνω σύγχυση προκύπτει από το 
γεγονός ότι θεωρούν ότι η προέλευση της έννοιας της αρρητότητας, παρότι συνδέεται 
µε τους αρχαίους Έλληνες, βασίζεται πάνω στους δεκαδικούς αριθµούς, και δε 
συνδέεται µε τη γεωµετρία παρόλο που έτσι προκύπτει ιστορικά (σύµµετρα και 
ασύµµετρα µεγέθη).        

Κατά τον Moseley (2005) το πρόβληµα στην ανάπτυξη της έννοιας των 
πραγµατικών αριθµών δηµιουργείται επειδή η γνώση των πραγµατικών αριθµών 
στους µαθητές είναι στην ουσία διαχωρισµένη και δε συνδέεται µε τη προηγούµενη 
µαθηµατική γνώση τους.  

Ένα άλλο πρόβληµα που δυσκολεύει τους µαθητές είναι η ίδια η διδασκαλία 
των πραγµατικών αριθµών µε τη χρήση ή µη του ορισµού. Πιο συγκεκριµένα, στα 
µαθηµατικά χρησιµοποιούµε τους ορισµούς για δύο κυρίως λόγους. Ο πρώτος λόγος 
είναι ότι δίνοντας έναν ορισµό σε µια έννοια που είναι ήδη γνωστή στους µαθητές 
(concept image) τους βοηθάµε στο να αναγνωρίσουν την έννοια αυτή. Ο δεύτερος 
λόγος είναι ότι ο ορισµός χρησιµοποιείται για την κατασκευή των ιδιοτήτων της 
µαθηµατικής έννοιας που προσδιορίζει. Σε αυτή την περίπτωση ο ορισµός καθορίζει 
την έννοια. Αυτή η αντιστροφή από το ��6���n �5��� { @I<�Jό και από τον 
@I<�Jό { ��6���n �5��� είναι ένα επιστηµολογικό εµπόδιο που µπορεί να 
παρουσιάσει µεγάλη δυσκολία (Pinto &Tall, 1996). 

Σύµφωνα µε τον Vinner (1991), ο ορισµός της έννοιας και η εικόνα της 
έννοιας (concept image) είναι δύο διαφορετικά «κύτταρα» στη δηµιουργία της 
γνωστικής δοµής. Επιπλέον, ανάλυσε τις τρεις πιθανές νοητικές καταστάσεις κατά 
την εισαγωγή ενός ορισµού: 

Ι) Το concept image αλλάζει προκειµένου να ταιριάζει µε τον ορισµό 

Ιι) Το concept image παραµένει όπως ήταν και ο ορισµός ξεχνιέται ή 
διαστρεβλώνεται  

Ιιι) Υπάρχει και ο ορισµός και το concept image αλλά δεν συνδέονται µεταξύ τους. 

Οι Pinto και Tall (1996) ισχυρίζονται ότι στην πραγµατικότητα η ανάπτυξη 
της νοητικής κατάστασης είναι πιο πολύπλοκη, αφού σε κάθε άτοµο δηµιουργούνται 
διαφορετικοί τύποι σύνδεσης µεταξύ του ορισµού της έννοιας και της concept image.  

O Vinner (1991) ισχυρίζεται ακόµα, ότι το concept image µπορεί να αλλάξει 
ως αποτέλεσµα του pseudo-conceptual thought. Πιο συγκεκριµένα, είναι πολύ πιθανό 
κάθε άτοµο να έχει διαφορετικούς τύπους concept imaginary τα οποία να 
προέρχονται από διαφορετικές συνδέσεις που κάνουν µε τον ορισµό της έννοιας.  

Ειδικότερα: 
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Α) Informal imagery, η οποία δεν συνάγεται από έναν ορισµό, η οποία µπορεί να 
υποδιαιρεθεί σε imagery η οποία µπορεί να είναι συνεπής ή όχι ως προς την επίσηµη 
θεωρία. 

Β) Distorted imagery, η οποία παράγεται από έναν λανθασµένο προσωπικό ορισµό ή 
από λανθασµένη αντίληψη ενός σωστού ορισµού.  

Γ) Pseudo-formal imagery, η οποία ενώ δείχνει ότι αποτελείται από επίσηµη θεωρία 
αλλά δεν συνάγει απόλυτα µε τον ορισµό της επίσηµης έννοιας 

∆) Formal imagery, η οποία συνάγει απόλυτα µε τον επίσηµο ορισµό 

Στην πράξη είναι δύσκολο να ξεχωρίσουµε ποιες από τις παραπάνω 
καταστάσεις πραγµατοποιούνται. Αν δεν µας έχει δοθεί ορισµός τότε δηµιουργείται 
µόνο informal imagery της έννοιας. 

Το γεγονός ότι οι µαθητές διδάσκονται πρώτα µέσω concept image την έννοια 
των πραγµατικών αριθµών χωρίς να τους δίνεται ένας κατάλληλος ορισµός (αυτό 
οφείλεται στο γεγονός ότι το γνωστικό τους επίπεδο είναι σε πρώιµο στάδιο όπου δεν 
µπορεί να εισαχθεί σε αυτούς ο ορισµός των πραγµατικών αριθµών µέσω των τοµών 
του Dedekind) οδηγεί στη δηµιουργία του παραπάνω επιστηµολογικού εµποδίου.  

  
 Παρεµφερής µε την παραπάνω είναι και η άποψη των Tall και 
Schwarzenberger (1978) σύµφωνα µε τους οποίους, η δυσκολία κατανόησης των 
µαθηµατικών από τους µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης οφείλεται κυρίως 
στο γεγονός ότι διδάσκονται ανώτερες έννοιες των µαθηµατικών µεταγλωττισµένες 
από τους δασκάλους µε κατάλληλο τρόπο ούτως ώστε να µπορούν να γίνουν 
κατανοητές από τους µαθητές. Αυτό όµως περιέχει τους εξής δύο κινδύνους: 

1) Με το να παίρνουµε µια αρκετά υψηλού επιπέδου κατανόησης αφαιρετική 
µαθηµατική έννοια και να της «κατεβάζουµε» το επίπεδο µπορεί να δηµιουργήσει 
έλλειψη ακρίβειας της µαθηµατικής έννοιας. 

2) Η ανεπίσηµη µαθηµατική γλώσσα αυτής της µεταγλώττισης είναι πιθανό να 
περιέχει έννοιες από την καθηµερινότητα µε αποτέλεσµα να δυσκολεύει η κατανόηση 
τους. 

Για να γίνουν πιο κατανοητά τα παραπάνω αξίζει να αναφέρουµε το ακόλουθο 
παράδειγµα: 

Ορίζουµε: 
� ,=@+@_Fί, M�L ?I,;J,M<=ώL ,I<FJώL B8 F, �_;=+ίLG< �M@L ?I,;J,M<=ό 
,I<FJό B, ,L ;<, =άFG G FGM<=ό ?I,;J,M<=ό ,I<FJό G : 0, _?άI�G< S_�<=όT 
,I<FJόT � (?@_ L, G�,IMάM,< ,?ό M@ G� MέM@<@T ώ�MG |B8 O B| # G  ;<, =άFG 
6 : �. 



Πραγματικοί αριθμοί: Εναλλακτικές θεμελιώσεις & Διδακτικές προεκτάσεις 

 

Νταλάκος Άγγελος – ΠΜΣ Διδακτική & Μεθοδολογία των Μαθηματικών Σελίδα 36 

 

Μια ανεπίσηµη µεταγλώττιση του παραπάνω ορισµού είναι: «Μπορούµε να 
φέρουµε το B8 τόσο κοντά στο s µε το να κάνουµε το n ικανοποιητικά µεγάλο». Με 
αυτήν την έκφραση δεν προσδιορίζουµε ούτε τη φράση «τόσο κοντά», ούτε τη φράση 
«µεγάλο» καθώς και δεν αναφέρουµε τη σχέση µεταξύ των ε και N. Σε έναν 
µαθηµατικό οι έννοιες αυτές είναι οικίες αλλά σε ένα ανεκπαίδευτο αναγνώστη 
µπορούν αυτά να του δηµιουργήσουν σύγχυση. Πόσο κοντά είναι; Ένα δέκατο; Ένα 
εκατοστό; Μήπως «απειροστά» κοντά; 

Ακόµα µε βάση την ανεπίσηµη µεταγλώττιση του απείρου, οι µαθητές µπορεί 
να θεωρήσουν ότι το B8 µπορεί να είναι κοντά αλλά ποτέ ίσο µε το s. Αυτό µπορεί να 

το θεωρήσουν αν σε όλα τα παραδείγµατα που θα τους πούµε (όπως π.χ. η B8 � ^
8  και 

η B8 � 1 C A C A` C � C A8q^) η B8 δεν είναι ίση µε το όριό της.  

Ένα άλλο πρόβληµα στην κατανόηση των πραγµατικών αριθµών οφείλεται 
στην προϋπάρχουσα γνώση των φυσικών αριθµών. Πιο αναλυτικά, µέσα στους 
µαθητές ενυπάρχει η έννοια της διάταξης των φυσικών αριθµών, η οποία αναφέρει 
ότι οι φυσικοί αριθµοί είναι διακριτές µονάδες όπου ανάµεσα τους υπάρχουν 
πεπερασµένοι αριθµοί. Για παράδειγµα, ανάµεσα στο 2 και στο 5 υπάρχουν δύο 
φυσικοί αριθµοί µόνο ο 3 και ο 4. Αντίθετα στους ρητούς αριθµούς, και κατ’ 
επέκταση στους πραγµατικούς αριθµούς, δεν υπάρχει αυτή η έννοια της διάταξης 
(discreteness) των φυσικών αριθµών αλλά η έννοια της πυκνότητας. ∆ηλαδή, 
ανάµεσα σε δύο ρητούς αριθµούς υπάρχει πάντα ένας ρητός αριθµός. Αυτό υπονοεί 
ότι υπάρχουν άπειροι ρητοί αριθµοί ανάµεσα σε δύο ρητούς. Το πρόβληµα 
δηµιουργείται όταν «µεταφέρουν» οι µαθητές την ιδιότητα της διάταξης των φυσικών 
αριθµών στους ρητούς αριθµούς. Για να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα αυτό χρειάζεται 
εννοιολογική αλλαγή στο τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές αντιµετωπίζουν τις έννοιες 
των φυσικών αριθµών και τις έννοιες των ρητών αριθµών (Vamvakoussi & 
Vosniadou, 2010). 

Ένα άλλο ζήτηµα που θα µας απασχολήσει στην παρούσα έρευνα, εκτός από 
αυτό της αναπαράστασης των πραγµατικών αριθµών και της πυκνότητάς τους, είναι η 
κατανόηση της έννοιας του άξονα των πραγµατικών αριθµών.  

Σύµφωνα µε τον Ernest (1985), ο άξονας των αριθµών «παίζει» σηµαντικό 
ρόλο στη διδασκαλία των ακέραιων αριθµών. Ο άξονας αυτός µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί µε τρεις τρόπους: 

1) Ως µοντέλο διάταξης διαφόρων συνόλων αριθµών όπως είναι οι φυσικοί, οι 
ακέραιοι, οι ρητοί, οι πραγµατικοί. 

2) Για να παρέχει µοντέλα (πρότυπα) για τις τέσσερις αριθµητικές πράξεις 

3) Ως αυτούσιο µέρος του µαθηµατικού περιεχοµένου και όχι ως διδακτικό ή 
βοηθητικό µοντέλο. Για την ακρίβεια, ο άξονας των αριθµών χρησιµεύει ως γραµµική 
µονάδα µέτρησης, ως άξονας σε γραφήµατα και ως σύστηµα συντεταγµένων στην 
αναλυτική γεωµετρία.  
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Παρόλο που ο άξονας των αριθµών έχει πλεονεκτήµατα κατά τη διδασκαλία 
του µπορεί πολλές φορές σύµφωνα µε έρευνες να έχει και αρνητικά αποτελέσµατα. 
Πιο συγκεκριµένα, ο Ernest (1985) υποστηρίζει ότι µπορεί να υπάρξει µια 
αναντιστοιχία στην κατανόηση των µαθητών όσον αφορά την πρόσθεση των 
ακεραίων αριθµών και το αντίστοιχο µοντέλο του άξονα των πραγµατικών αριθµών. 
Στην πραγµατικότητα, ο άξονας των αριθµών αποτελεί ένα γεωµετρικό µοντέλο, το 
οποίο περιλαµβάνει µια συνεχόµενη εναλλαγή µεταξύ της γεωµετρικής και της 
αριθµητικής αναπαράστασης. Σύµφωνα µε το γεωµετρικό µοντέλο, οι αριθµοί 
αντιστοιχίζονται σε διανύσµατα τα οποία υπάρχουν πάνω στον άξονα καθώς και 
αντιστοιχίζονται και σε διακεκριµένα σηµεία πάνω στην ευθεία. Σύµφωνα µε το 
αριθµητικό µοντέλο, τα σηµεία πάνω στην γραµµή µπορούν να αριθµηθούν µε τέτοιο 
τρόπο ούτως ώστε αν µετρήσουµε την απόσταση µεταξύ των σηµείων µπορούµε να 
λάβουµε τη διαφορά ανάµεσα στους αριθµούς που αντιστοιχούν.  

Η ύπαρξη της δυικής υπόστασης της απεικόνισης των αριθµών (ως 
διανύσµατα και ως σηµεία) µπορεί να περιορίσουν την αποτελεσµατικότητα του 
άξονα των αριθµών και να µειώσουν τις αριθµητικές ικανότητες των µαθητών 
(Gagatsis, Shiakalli & Panaoura, 2003).      

Όµως η Shiakalli (2004) υποστηρίζει ότι η αποτυχία στην ανάπτυξη των 
αριθµητικών ικανοτήτων µέσω του µοντέλου του άξονα των αριθµών ισχύει λόγω της 
έλλειψης συστηµατικών οδηγιών και όχι λόγω αναποτελεσµατικότητας του µοντέλου 
του άξονα των πραγµατικών αριθµών.  

Παρόµοια ήταν τα αποτελέσµατα της έρευνας των Gagatsi et al. (2003), τα 
οποία έδειξαν ότι όταν οι µαθητές καλούνται να λύσουν προβλήµατα τα οποία 
σχετίζονται µε πράξεις πρόσθεσης, ασχολούνται περισσότερο µε την λεκτική µορφή 
του προβλήµατος όχι µε τα δεδοµένα του προβλήµατος που αναπαριστώνται µε 
εικονικό τρόπο και µε τον άξονα των αριθµών. Μάλιστα ο τρόπος µε τον οποίο 
επιλύουν οι µαθητές τα προβλήµατα αυτά υπονοεί ότι οι µαθητές παραβλέπουν την 
παρουσία του άξονα των αριθµών ή της εικόνας στα δεδοµένα του προβλήµατος και 
ασχολούνται µόνο µε το κείµενο του προβλήµατος. Οπότε και αυτό ενισχύει την 
παραπάνω άποψη της Shiakalli (2004) ότι η αποτυχία στην ανάπτυξη των 
αριθµητικών ικανοτήτων µέσω του µοντέλου του άξονα των αριθµών ισχύει λόγω της 
έλλειψης συστηµατικών οδηγιών και όχι λόγω αναποτελεσµατικότητας του µοντέλου 
του άξονα των πραγµατικών αριθµών.  
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Κεφάλαιο 2 

Μεθοδολογία Έρευνας 

 
2.1. Στόχοι Έρευνας 

Ένας από τους βασικούς στόχους της έρευνας µας είναι να εξετάσουµε πως οι 
µαθητές διαχειρίζονται τη διάταξη των πραγµατικών αριθµών, πώς χρησιµοποιούν 
τον άξονα των πραγµατικών αριθµών προκειµένου να αναπαραστήσουν 
συγκεκριµένους αριθµούς επάνω σε αυτόν (ρητούς και άρρητους) καθώς και πως 
χρησιµοποιούν τον άξονα τον πραγµατικών αριθµών προκειµένου να απεικονίσουν 
λύσεις ανισώσεων.  Ο άξονας των πραγµατικών αριθµών µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
µε διάφορους τρόπους. Όµως δεν είναι ξεκάθαρο ποιες είναι οι πνευµατικές 
διεργασίες που εκτελούν οι µαθητές προκειµένου να συνδέσουν το µαθηµατικό 
αντικείµενο των πραγµατικών αριθµών µε αυτό του άξονα των πραγµατικών 
αριθµών. Αν τις αναγνωρίσουµε θα είναι πολύ ωφέλιµο από διδακτικής άποψης να 
γνωρίσουµε τα διαφορετικά επίπεδα δυσκολίας των µαθητών καθώς συνδέουν τα 
µαθηµατικά αντικείµενα µε τον άξονα των πραγµατικών αριθµών (Pantisidis et al., 
2005) 

Ένας άλλος επιµέρους στόχος µας είναι το να µπορέσουµε να εξετάσουµε 
κατά πόσο οι µαθητές µπορούν να αναπαραστήσουν γεωµετρικά έναν άρρητο αριθµό. 
Πιο συγκεκριµένα, θέλουµε να ερευνήσουµε πως οι µαθητές κατανοούν την ερώτηση 

«Να τοποθετήσετε τον αριθµό √� ακριβώς πάνω στον άξονα των πραγµατικών 
αριθµών». Έχουν διδαχτεί ότι κάθε πραγµατικός αριθµός απεικονίζεται ως ένα 
σηµείο πάνω στον άξονα των πραγµατικών αριθµών. Όµως αυτό το γνωρίζουν 
θεωρητικά. Πρακτικά, συνήθως, τους είναι δύσκολο να το πιστέψουν ιδίως αν δεν 
έχουν δει έναν άρρητο να απεικονίζεται πάνω στον άξονα, και έχουν δει µόνο ρητούς 

να απεικονίζονται πάνω σε αυτόν. Ακόµα, χρησιµοποιήσαµε τον αριθµό √3 και όχι 

το √2 για να µην τους θυµίζει την κατασκευή του √2 την οποία ίσως έχουν 
αποστηθίσει ως αυτόµατη προϋπάρχουσα γνώση. Με άλλα λόγια θέλαµε να δούµε αν 

είναι σε θέση να µπορέσουν να κατασκευάσουν τη θέση του √3, σκεφτόµενοι το 
πυθαγόρειο θεώρηµα, και όχι να «παπαγαλίσουν» µια ήδη προϋπάρχουσα γνώση. 
Ολοκληρώνοντας, µε αυτή τη δραστηριότητα θέλουµε να δούµε αν οι µαθητές είναι 

σε θέση να µπορούν να σκεφτούν γεωµετρικά όσον αφορά την τοποθέτηση του √3 ή 

θα αρκεστούν στο να προσπαθήσουν να τοποθετήσουν το √3 βασιζόµενοι σε µια 
προσέγγιση του δεκαδικού αναπτύγµατός του (Sirotic & Zazkis, 2007).      

Τέλος, µε την παρούσα έρευνα στοχεύουµε στο να ανακαλύψουµε τυχόν 
δυσκολίες που έχουν οι µαθητές όσον αφορά την διαφορετικές αναπαραστάσεις των 
πραγµατικών αριθµών. Ποιες δυσκολίες τους δηµιουργούνται όσον αφορά τους 
ρητούς και τους άρρητους; Όσον αφορά το δεκαδικό ανάπτυγµα των πραγµατικών 
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αριθµών είναι σε θέση να µπορούν να συγκρίνουν πραγµατικούς µε πεπερασµένο και 
µε άπειρο δεκαδικό ανάπτυγµα; (Souyoul, Zachariadis & Giannakoulias, 2007) 

 

2.2. Συµµετέχοντες  

Η παρούσα έρευνα διεξήχθη σε έξι µαθητές Γ΄ Λυκείου από διάφορα σχολεία 
της ευρείας περιοχής της Αττικής (Ελλάδα). Οι έξι αυτοί µαθητές ήταν όλοι τους 
µαθητές Θετικής ή Τεχνολογικής Κατεύθυνσης µε στόχο την εισαγωγή τους σε 
Πανεπιστηµιακά και Τεχνολογικά Ιδρύµατα µέσω των Πανελληνίων εξετάσεων του 
2012. Όλοι οι µαθητές είχαν ικανοποιητική επίδοση στο µάθηµα των µαθηµατικών 
του σχολείου (οι βαθµολογίες του κυµαίνονταν από 16 έως 20, µε άριστα το 20). 
Συνεπώς, οι µαθητές αυτοί, θα έπρεπε να είναι αρκετά εξοικειωµένοι µε την έννοια 
της διάταξης και της αναπαράστασης των πραγµατικών αριθµών καθώς και µε την 
έννοια του άξονα των πραγµατικών αριθµών, αφού αυτές είναι έννοιες τις οποίες 
έχουν διδαχθεί στην Α΄ Λυκείου και αποτελούν το βασικό τους σύνολο αριθµών στα 
Μαθηµατικά Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου.  

 

2.3. Υλικά  

Η συλλογή των δεδοµένων της παρούσας έρευνας έγινε µε γραπτά 
ερωτηµατολόγια και µε προσωπικές συνεντεύξεις. Με άλλα λόγια έγινε ποιοτική και 
όχι ποσοτική έρευνα. Ο λόγος για τον οποίο επιλέξαµε να πραγµατοποιήσουµε 
ποιοτική έρευνα και όχι ποσοτική ήταν το γεγονός ότι θέλαµε µέσω προσωπικών 
συνεντεύξεων (και όχι ενός απρόσωπου συµπληρωµένου ερωτηµατολογίου) να 
κατανοήσουµε τις δυσκολίες που οδηγούν τους µαθητές στη λανθασµένη 
συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου. Οι δυσκολίες αυτές θα µας βοηθήσουν στο να 
προτείνουµε διάφορες διδακτικές προσεγγίσεις ούτως ώστε να προσπαθήσουµε να 
µειώσουµε τις δυσκολίες αυτές. Η έρευνά µας χωρίστηκε σε δύο φάσεις:  

• Η πρώτη φάση της έρευνας ήταν η παράδοση και η συµπλήρωση του 
ερωτηµατολογίου από τους µαθητές. Στο σηµείο αυτό πρέπει να 
τονίσουµε ότι αφού τους δόθηκε το ερωτηµατολόγιο αυτό δεν τους 
δόθηκαν περαιτέρω επεξηγήσεις των δεδοµένων. Αυτό έγινε από την 
πλευρά µας επειδή δε θέλαµε οποιαδήποτε βοήθειά µας να επηρεάσει 
τις απαντήσεις των µαθητών. Όποιες δυσκολίες και αν συναντούσαν 
θα αποκαλύπτονταν σε εµάς µέσω της προσωπικής συνέντευξης. Ο 
χρόνος που τους δόθηκε προκειµένου να απαντήσουν στο 
ερωτηµατολόγιο ήταν έως 45 λεπτά. Βέβαια όλοι οι µαθητές 
παρέδωσαν το ερωτηµατολόγιο σε λιγότερο χρόνο. 

• Η δεύτερη φάση της έρευνας ήταν η προσωπική συνέντευξη µε τον 
καθένα από τους µαθητές ξεχωριστά, η οποία πραγµατοποιήθηκε µετά 
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από λίγη ώρα αφού είχε ο κάθε µαθητής συµπληρώσει το 
ερωτηµατολόγιο. Θέλαµε να προχωρήσουµε στη συνέντευξη σε 
σύντοµο χρονικό διάστηµα από τη συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου 
για δύο λόγους. Ο πρώτος λόγος είναι ότι δε θέλαµε να έχει περάσει 
ένα εύλογο χρονικό διάστηµα (όπως µια εβδοµάδα) έτσι ώστε να 
µπορούν οι µαθητές να θυµούνται ακριβώς ποια ήταν η πεποίθησή 
τους που τους οδήγησε στο να συµπληρώσουν µε αυτόν τον τρόπο το 
ερωτηµατολόγιο. Ο δεύτερος λόγος ήταν ότι λόγο του πιεσµένου 
χρόνου των µαθητών (προετοιµασία πανελλήνιων εξετάσεων) δε 
θέλαµε να τους απασχολήσουµε και µε µια δεύτερη συνάντηση 
σχετικά µε την έρευνά µας. Τέλος, όσον αφορά το χρόνο διάρκειας της 
κάθε συνέντευξης, αυτός κυµάνθηκε από 19 έως 26 λεπτά ανάλογα 
τον µαθητή. Η κάθε συνέντευξη αποµαγνητοφωνήθηκε.     
 

2.4. ∆οµή Ερωτηµατολογίου 

Το ερωτηµατολόγιο που τους δόθηκε αποτελείται συνολικά από επτά (7) 
ερωτήσεις και χωρίζεται σε δύο µέρη. Το πρώτο µέρος σχετίζεται µε τις 
αναπαραστάσεις των πραγµατικών αριθµών καθώς και στη βασική ιδιότητά τους, 
αυτή της πυκνότητας. Ενώ το δεύτερο µέρος σχετίζεται µε τον άξονα των 
πραγµατικών αριθµών.  

Το Α΄ Μέρος αποτελείται από τις εξής ερωτήσεις: 

Ερώτηση 1η - Σύγκρινε τους αριθµούς: 

•         0,333...                       0,333 

•         1,888…                       1,9 

•         4,999…                        5 

 

Ερώτηση 2η -  Σε κάθε ζευγάρι από τα παρακάτω 
γράψε έναν αριθµό που υπάρχει ανάµεσά τους.    Αν 
δεν υπάρχει γράψε «∆εν υπάρχει». 

•         0,2                         0,22     

•         1,888…                 1,9     

•         4,999…                   5     

•         1/3                         2/3     
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Ερώτηση 3η - Μπορείς να βρεις δύο 
πραγµατικούς αριθµούς τέτοιους ώστε να µην 
υπάρχει κανένας άλλος αριθµός ανάµεσά τους; 
Αν ναι γράψε τους. Αν όχι γράψε «δεν υπάρχουν» 

            

 

 

Ερώτηση 4η - Χαρακτήρισε µε Σωστό ή Λάθος τις παρακάτω προτάσεις: 
  

•         Ο   √2 

 

είναι πραγματικός αριθμός         

•         Ο   √2 είναι ρητός αριθμός           

•         Ο   √2 είναι άρρητος αριθμός           

•         Ο   √4 είναι πραγματικός αριθμός         

•         Ο   √4  είναι ρητός αριθμός           

•         Ο   √4 είναι άρρητος αριθμός           

•         Ο   √2 

έχει δεκαδική αναπαράσταση με πεπερασμένα 

δεκαδικά ψηφία 

•         Ο   √2 

 έχει δεκαδική αναπαράσταση με άπειρα δεκαδικά 

ψηφία 

              

•         Ο 0,786343434… είναι ρητός αριθµός 
•         Ο 0,786343434… είναι άρρητος αριθµός       

•         Ο 0,777 είναι ρητός αριθµός           

•         Ο 0,777 είναι άρρητος αριθµός           

•         Ο 0,777… είναι άρρητος αριθµός         

•         Ο 0,777… είναι ρητός αριθµός           

 

Ερώτηση 5η - Να τοποθετήσετε τους παρακάτω αριθµούς 
στη σειρά χρησιµοποιώντας το σύµβολο < : 

  

 

                        O ^
a   ,    C ^

a   ,     �
a   , O �

a   
 

      

              

              

 

Ειδικότερα, η πρώτη ερώτηση σχετίζεται µε τη σύγκριση δύο πραγµατικών 
αριθµών σε δεκαδική αναπαράσταση είτε πεπερασµένων είτε άπειρων δεκαδικών 
ψηφίων. Η δεύτερη και η τρίτη ερώτηση σχετίζονται µε την ιδιότητα της πυκνότητας 
των ρητών αριθµών. Η τέταρτη ερώτηση αφορά την ικανότητα να µπορούν οι 
µαθητές να ξεχωρίζουν τις διαφορετικές αναπαραστάσεις ρητών και αρρήτων 
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αριθµών. Για το σχεδιασµό των τεσσάρων πρώτων ερωτήσεων βασιστήκαµε στην 
έρευνα των Souyoul, Zachariades & Giannakoulias (“Students Thinking about 
fundamental real numbers properties”, 2007) Η πέµπτη ερώτηση αφορά την 
ικανότητα διάταξης των ρητών αριθµών όταν αναπαριστώνται µε κλασµατική µορφή. 
Για το σχεδιασµό της ερώτησης αυτής βασιστήκαµε στην έρευνα των Pantsidis et al. 
(“Understanding of the ordering of numbers and the use of absolute value on the 
axis of real numbers”, 2005). 

 

Το Β΄ Μέρος αποτελείται από τις παρακάτω ερωτήσεις: 

 
Ερώτηση 6η - Να τοποθετήσετε τις τιµές των x πάνω στον άξονα: 

� |�| O 1 # 3 

  
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     

                              

� |�| O 1 : 1 
 

   
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     

                              

� �` O 1 # 3 
 
 

   
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     

 
� �` O 1 : 3 

 

   
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     
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Ερώτηση 7η - Να τοποθετήσετε τον αριθµό √� πάνω στον άξονα των 
πραγµατικών αριθµών: 

Α) στο περίπου 

Β) ακριβώς 

 

 

Πιο συγκεκριµένα, η έκτη ερώτηση αναφέρεται στη χρήση του άξονα των 
πραγµατικών αριθµών σε σχέση µε την επίλυση ανισώσεων. Για το σχεδιασµό της 
βασιστήκαµε και πάλι στην έρευνα των Pantsidis et al. (“Understanding of the 
ordering of numbers and the use of absolute value on the axis of real numbers”, 
2005). Ενώ η ερώτηση 7 αναφέρεται στην τοποθέτηση ενός άρρητου αριθµού πάνω 
στον άξονα των πραγµατικών αριθµών µε δύο τρόπους και στο περίπου και ακριβώς. 
Για να σχεδιάσουµε την έβδοµη ερώτηση βασιστήκαµε στην έρευνα των Sirotic & 
Zazkis (“Irrational numbers on the number line – where are they?”, 2007) 
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Κεφάλαιο 3 

Ποιοτική Ανάλυση Ερωτηµατολογίων Μαθητών 
Μέσω Συνεντεύξεων 

 
3.1. Ερωτηµατολόγιο Βαγγέλη  

Α΄ Φάση – Συµπλήρωση Ερωτηµατολογίου 

Ο πρώτος µαθητής στον οποίο δώσαµε το ερωτηµατολόγιο και του οποίου 
πήραµε συνέντευξη είναι ένας µαθητής Γ΄ Λυκείου Τεχνολογικής Κατεύθυνσης µε το 
όνοµα Βαγγέλης. Όταν µας ρώτησε στην αρχή του ερωτηµατολογίου πόσην ώρα έχει 
στη διάθεσή του του απαντήσαµε ότι έχει αρκετή ώρα στη αλλά δε θα πρέπει να 
ξεπεράσει τα 45 λεπτά. Για να συµπληρώσει το ερωτηµατολόγιο χρειάστηκε 32 λεπτά 
κατά τη διάρκεια των οποίων, και ενώ του είχε αναφερθεί ότι δεν θα του παρέχουµε 
καθόλου βοήθεια κατά τη διάρκεια συµπλήρωσης του ερωτηµατολογίου, ζήτησε 
ορισµένες διευκρινίσεις σχετικά µε τις ερωτήσεις. Στην αρχή, ζήτησε διευκρινίσεις αν 
οι «…» σηµαίνουν περιοδικότητα. Στη συνέχεια, δε θυµόταν αν οι αριθµοί µε ρίζες 
είναι ρητοί ή άρρητοι. Μάλιστα, όπως προκύπτει και αργότερα από την συνέντευξη, 
είχε δηµιουργηθεί στο µυαλό του η παρερµηνεία ότι όλες οι ρίζες είναι άρρητοι 

αριθµοί. Ύστερα ζήτησε διευκρίνιση για την ερώτηση 5 αν στο κλάσµα 
�
a  έχουµε 

ξεχάσει το πρόσηµο. Τέλος, στην ερώτηση 7β) η δυσαρέστηση του ήταν έντονη αφού 
ξεφυσούσε σε τακτά χρονικά διαστήµατα. Μάλιστα σε κάποια στιγµή ρώτησε 
«Θέλετε να το βρούµε ακριβώς ακριβώς; γιατί θα πάρει ώρα…». Αφού είχε 

ξεκινήσει αλγεβρικά να βρίσκει προσεγγίσεις του √3 σχολίασε ότι «µπορώ να 
συνεχίσω µέχρι αύριο να βρίσκω ψηφία», και µετά από λίγο ολοκλήρωσε το 
ερωτηµατολόγιο λέγοντας ότι «δεν υπάρχει ακριβώς αυτός ο αριθµός, λογικά θα 
είναι περιοδικός».    

Σύµφωνα µε τα σχόλια του συγκεκριµένου µαθητή κατά τη διάρκεια 
συµπλήρωσης του ερωτηµατολογίου κάναµε τις ακόλουθες υποθέσεις:  

� Ο µαθητής αυτός συγχέει την περιοδικότητα µε τους άρρητους αριθµούς 
� Ο µαθητής αυτός έχει την πεποίθηση ότι το σύµβολο των ριζών αντιστοιχεί 

στους άρρητους αριθµούς. ∆ηλαδή όταν βλέπει ρίζα θεωρεί ότι ο αριθµός 
είναι άρρητος. 

� Ο µαθητής αυτός εστιάζει µόνο στην αλγεβρική προσέγγιση του √3  
αγνοώντας εντελώς τη γεωµετρική του κατασκευή.  
 

Β΄ Φάση – Απαντήσεις µαθητή & αποτελέσµατα 
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Στην πρώτη ερώτηση (σύγκριση των αριθµών), ο µαθητής απαντάει σωστά 
στη σύγκριση στα δύο πρώτα ζευγάρια αριθµών ισχυριζόµενος ότι «ο περιοδικός 
αριθµός είναι µεγαλύτερος από ότι ο αριθµός µε τα προκαθορισµένα ψηφία» καθώς 
και «το 1,888… είναι λίγο µικρότερο από το 1,9 σχεδόν είναι περίπου ίσο µε αυτό». 
Το ίδιο ισχυρίζεται ότι ισχύει και για το τρίτο ζευγάρι λέγοντας ότι «είναι περίπου 
ίσα αλλά εξακολουθεί να είναι µικρότερο». Στην ερώτηση µας «Τι εννοείς µε τον 
όρο περίπου ίσα;», µας απαντάει ότι «το 4,999… τείνει προς το πέντε είναι πάρα 
πολύ κοντά, είναι απειροελάχιστη η διαφορά τους». Μάλιστα επιµένει ότι «δεν είναι 
ίσα, σίγουρα το ένα είναι µικρότερο από το άλλο, απλά είναι πολύ κοντά» Αυτό 
έρχεται σε αντίθεση µε αυτό που έχει συµπληρώσει στη δεύτερη ερώτηση, ότι 
δηλαδή ανάµεσα στο 4,999… και το 5 «∆εν υπάρχει» κανένας αριθµός. Στην 
παρατήρηση µας ότι: αφού πιστεύει ότι το 4,999… είναι µικρότερο από το 5 - και 
συνεπώς ανάµεσά τους υπάρχει ένας αριθµός - γιατί συµπλήρωσε «∆εν υπάρχει 
ανάµεσα τους κανένας αριθµός», ο µαθητής αυτός µας απαντά ότι «υπάρχει τελικά 
απλά δεν ξέρω ποιος είναι;». Ξανασκεπτόµενος την απάντησή του µας αναφέρει ότι 
«ανάµεσα τους είναι ο 4,999…» και µπερδεµένος µας λέει «δεν ξέρω». Οπότε και ο 
ακολουθεί ο εξής διάλογος: 

Καθηγητής: «Πόσα ψηφία έχει ο 4,999…» 

Βαγγέλης: «Άπειρα» 

Κ: «Τι κάνει το 4,999… το πλησιάζει το 5; Είναι µικρότερο το 5; είναι ίσο 
µε το 5;» 

Β: «∆εν είναι ίσο µε το 5. Το πλησιάζει» 

Κ: «Ε τότε γιατί δεν µπορείς να βρεις κάποιο που να υπάρχει ανάµεσα 
τους;» 

Β: «Άρα είναι ίσος θέλεις να µου πεις;» 

Με βάση τον παραπάνω διάλογο αντιλαµβανόµαστε ότι ο µαθητής 
δυσκολεύεται να αντιληφθεί ότι ο αριθµός 4,999… είναι ίσος µε το 5 λόγω του 
γεγονότος ότι δεν έχει ξεκάθαρη εικόνα για την έννοια του απείρου καθώς και την 
έννοια της πυκνότητας µεταξύ δύο ρητών. Αυτό θα φανεί πιο έντονα και στις 
επόµενες απαντήσεις του.  

Στη συνέχεια, στη δεύτερη ερώτηση, η οποία σχετίζεται µε την έννοια του 
απείρου και την έννοια της πυκνότητας, αξίζει να σηµειώσουµε την απάντηση που 
έχει δώσει στο τελευταίο ζευγάρι αριθµών 1/3 και 2/3. Πιο συγκεκριµένα έχει δώσει 
την απάντηση ότι ανάµεσα τους βρίσκεται ο αριθµός 0,4. Για να το βρει αυτό, 
µετέτρεψε το 1/3 από την κλασµατική του αναπαράσταση στη δεκαδική του και 
βρήκε ότι αυτή είναι ο αριθµός 0,333… Το ίδιο έκανε και για τον αριθµό 2/3, 
βρίσκοντας ότι αυτό ισούται µε 0,666… Οπότε θεώρησε ότι ανάµεσα τους µπορεί να 
µπει ο 0,4. Με βάση την ερώτηση αυτή παρατηρούµε ότι ο µαθητής αυτός µπορεί να 
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διαχειριστεί πιο εύκολα την έννοια της πυκνότητας των ρητών αριθµών 
µετατρέποντας τον αριθµό από την κλασµατική του αναπαράσταση στη δεκαδική.  

Στην τρίτη ερώτηση ο µαθητής αυτός απάντησε «∆εν υπάρχουν». 

Ύστερα, καθώς προχωρήσαµε στην ανάλυση της τέταρτης ερώτηση, το πρώτο 
σχόλιο του µαθητή είναι ότι «Αυτά τώρα δεν τα θυµάµαι καν αν είναι σωστά έτσι;» 
Από το σχόλιο του αυτό αντιλαµβανόµαστε τη δυσκολία του µαθητή να διακρίνει τις 
βασικές αναπαραστάσεις των πραγµατικών, των ρητών και των αρρήτων αριθµών 
παρότι είναι σε τόσο προχωρηµένη σχολική τάξη. Αυτό το επιβεβαιώνει και η 

απάντηση του ότι «ο √� είναι και ρητός και άρρητος». Και µάλιστα µας τονίζει ότι 
«άρρητοι είναι όσοι έχουν ρίζες» για να µπερδευτεί µετά από λίγο και να µας 
ρωτήσει αν «οι ρητοί είναι αυτοί που έχουν ρίζες». Οι απαντήσεις του αυτές 
έρχονται να αποδείξουν την υπόθεσή µας ότι ο µαθητής αυτός έχει δηµιουργήσει τη 
λάθος πεποίθηση στο µυαλό του ότι άρρητοι αριθµοί είναι αυτοί που έχουν ρίζες. Για 

αυτό το λόγο και όταν βρίσκει ότι ο αριθµός √4 ισούται µε 2 δηµιουργείται η 
σύγχυση στο µυαλό του αφού γνωρίζει ότι ο αριθµός 2 είναι ρητός. Πώς λοιπόν 
µπορεί να είναι και άρρητος; Επιπλέον, από τις επόµενες απαντήσεις του («οι αριθµοί 
0,78634343434… και 0,777… είναι άρρητοι») αντιλαµβανόµαστε ότι θεωρεί όλους 
τους αριθµούς που έχουν άπειρα επιλαµβανόµενα ψηφία ως άρρητους, και µόνο µε 
την υπενθύµιση του ορισµού των ρητών αριθµών από εµάς αντιλαµβάνεται ότι είναι 
αυτοί οι δύο αριθµοί είναι ρητοί. Ολοκληρώνοντας την ερώτηση αυτή θα πρέπει να 
αναφέρουµε πόσο ισχυρή εξακολουθεί να είναι η λανθασµένη πεποίθησή του ότι 
άρρητοι είναι αυτοί που έχουν ρίζα, αφού ενώ του έχουµε εξηγήσει ποιοι 

ονοµάζονται ρητοί αριθµοί, συνεχίζει να θεωρεί ότι το √4  µπορεί είναι και ρητός και 
άρρητος. Ρητός αφού γράφεται ως 2 και άρρητος αφού έχει ρίζα. 

Όσον αφορά την πέµπτη ερώτηση ο µαθητής απάντησε ορθά τοποθετώντας 
τους αριθµούς στη σωστή σειρά.    

Εν συνεχεία, ακολουθεί η ερώτηση 6. Σε αυτήν την ερώτηση ο Βαγγέλης 
προσπαθεί να τοποθετήσει τις τιµές των x πάνω στον άξονα αφού πρώτα έχει 
προσπαθήσει να λύσει αλγεβρικά τις ανισώσεις. Ενώ την πρώτη τη λύνει σωστά 
αλγεβρικά και ύστερα τοποθετεί τις τιµές του x στον άξονα, τη δεύτερη δεν την λύνει 
ορθά. Οµοίως συµβαίνει και για την τρίτη και την τέταρτη ανίσωση. Παρόλα αυτά 
συνειδητοποιεί ότι η τρίτη και η τέταρτη είναι δευτεροβάθµιες ανισώσεις, οπότε λόγω 
βιασύνης, όπως ισχυρίζεται, ξέχασε να πάρει και τις υπόλοιπες λύσεις. Τελικά, µας 
παραθέτει τις σωστές λύσεις πάνω στους άξονες. Το συµπέρασµα που προκύπτει από 
αυτή την ερώτηση είναι ότι για να µπορέσει να τοποθετήσει τις τιµές στους άξονες ο 
µαθητής αυτός σκέφτηκε και εφάρµοσε πρώτα αλγεβρικούς αλγορίθµους 
προκειµένου να βρει τις λύσεις τους, τις οποίες αργότερα παρουσίασε στους άξονες. 

Τέλος, στην ερώτηση 7 ενώ µπορεί να τοποθετήσει στο περίπου τον αριθµό 

√3 πάνω στον άξονα χρησιµοποιώντας συνεχόµενες προσεγγίσεις του αριθµού √3 
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(µέσω πολλαπλασιασµών), δεν καταλαβαίνει πως µπορεί να τοποθετήσει ακριβώς το 

√3  πάνω στον άξονα.  

 

Στην αρχή µας λέει ότι δεν µπορεί να τοποθετηθεί ακριβώς το √3 πάνω στον 
άξονα. Ύστερα συµπληρώνει ότι «θα πρέπει να υπολογίσουµε ακριβώς πόσα είναι 
τα ψηφία του στο δεκαδικό ανάπτυγµα για να µπορέσουµε να το 
πολλαπλασιάσουµε µε τον εαυτό του αλλά αυτό δε θα µου βγει ποτέ 3. Για αυτό και 
στις ασκήσεις το βάζουµε περίπου». Η φράση του αυτή επιβεβαιώνει την υπόθεση 
που είχαµε κάνει ότι ο µαθητής αυτός εστιάζει µόνο στην αλγεβρική προσέγγιση του 

√3,  αγνοώντας εντελώς τη γεωµετρική του κατασκευή. Μάλιστα, όταν του ξεκινάµε 

να δηµιουργούµε τη γεωµετρική απεικόνιση του √3, και έχοντας απεικονίσει τις 
πλευρές του τριγώνου, προς έκπληξή του ο µαθητής µας αναφέρει ότι «∆ηλαδή, 
τώρα ήθελες να το παίξω Πυθαγόρας;», συµπληρώνοντας ότι «∆εν το σκέφτεται 
κάποιος νορµάλ άνθρωπος αυτό. Αν βρεις παιδί που το σκέφτηκε αυτό κράτησε 
τον και πήγαινέ τον να πάρει νόµπελ». Από τις υπερβολικές εκφράσεις αυτού του 
µαθητή συµπεραίνουµε πόσο δύσκολο είναι να «ξεφύγει» από τον αλγεβρικό τρόπο 
προσέγγισης του άξονα, και να «προχωρήσει» στις γεωµετρικές ιδιότητες του άξονα.     

 
 

3.2. Ερωτηµατολόγιο Ηλία 

Α΄ Φάση – Συµπλήρωση Ερωτηµατολογίου 

Ο δεύτερος µαθητής στον οποίο δώσαµε το ερωτηµατολόγιο και του οποίου 
στη συνέχεια πήραµε προσωπική συνέντευξη είναι ένας µαθητής Γ΄ Λυκείου 
Τεχνολογικής Κατεύθυνσης µε το όνοµα Ηλίας. Όταν µας ρώτησε στην αρχή του 
ερωτηµατολογίου πόσην ώρα έχει για να το συµπληρώσει του απαντήσαµε και 
εκείνου ότι έχει αρκετή ώρα στη διάθεση του αλλά δε θα πρέπει να ξεπεράσει τα 45 
λεπτά. Ο µαθητής αυτός έκανε συνολικά 20 λεπτά για να ολοκληρώσει το 
ερωτηµατολόγιο. Η µόνη απορία που εξέφρασε κατά τη διάρκεια συµπλήρωσης του 
ερωτηµατολογίου ήταν «θα τοποθετήσουµε στην έκτη ερώτηση την λύση 
κατευθείαν στον άξονα;». 



Πραγματικοί αριθμοί: Εναλλακτικές θεμελιώσεις & Διδακτικές προεκτάσεις 

 

Νταλάκος Άγγελος – ΠΜΣ Διδακτική & Μεθοδολογία των Μαθηματικών Σελίδα 48 

 

Η τελευταία ερώτηση του µαθητή µας οδήγησε στο να κάνουµε την εξής 
υπόθεση: 

� Ο µαθητής αυτός για να µπορέσει να τοποθετήσει τις τιµές πάνω στον 
άξονα πρώτα θα προσπαθήσει να λύσει τις ανισώσεις µέσω 
αλγεβρικών αλγορίθµων και ύστερα θα προχωρήσει στην τοποθέτηση 
των τιµών πάνω στον άξονα. 
 

Β΄ Φάση – Απαντήσεις µαθητή & αποτελέσµατα 

Στην πρώτη ερώτηση η απάντηση που καταρχάς µας κάνει εντύπωση είναι ότι 
«0,333… < 0,333». Όταν του ζητάµε να µας εξηγήσει τι σηµαίνει ο αριθµός 0,333… 
αυτός µας αναφέρει ότι «είναι ο αριθµός που τα ψηφία του συνεχίζονται επ’ άπειρο. 
∆ηλαδή τα 3 θα συνεχίζονται χωρίς να σταµατήσει.» Για να µπορέσει να 
συνειδητοποιήσει την αντίθεση την οποία µας εκφράζει (ότι δηλαδή ο αριθµός 
0,333333… είναι µικρότερος από τον αριθµό 0,333000) του γράψαµε το 0,333… µε 
περισσότερα δεκαδικά ψηφία (0,3333333333…). Αµέσως κατανόησε το λάθος του 
και απάντησε «Αααα, το 0,333… είναι πιο µεγάλο». Στη επόµενη σύγκριση µεταξύ 
του 1,888… και του 1,9 µας απαντά «µεγαλύτερο είναι το 1,9 επειδή το πρώτο 
δεκαδικό ψηφίο του 1,888… είναι το 8, ενώ του 1,9 είναι το 9 οπότε µεγαλύτερο θα 
είναι αυτό που έχει πιο µεγάλο το αντίστοιχο δεκαδικό ψηφίο». Παρόµοια 
απάντηση µας δίνει και στην τρίτη σύγκριση («4,999…  και  5»): «το 5 θα είναι 
µεγαλύτερο αφού το 5 θα είναι µεγαλύτερο από το 4». Συγκρίνει, δηλαδή, µόνο τα 
ακέραια τµήµατα χωρίς να ασχοληθεί µε το δεκαδικό τµήµα. Εφόσον το ακέραιο 
τµήµα 5 είναι µεγαλύτερο από το ακέραιο τµήµα 4, ο αριθµός 5 θα είναι µεγαλύτερος 
από τον 4,999… Με άλλα λόγια, ο µαθητής αυτός χρησιµοποιεί τον κανόνα 
σύγκρισης δεκαδικών αριθµών µε πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία (σύγκριση ίδιων 
δεκαδικών θέσεων των ψηφίων). Αυτόν τον κανόνα τον «µεταφέρει» και στους 
δεκαδικούς αριθµούς µε άπειρα δεκαδικά ψηφία (όπως είναι οι περιοδικοί αριθµοί), 
κάνοντας, λανθασµένα, αποκοπή των άπειρων ψηφίων.   

Όσον αφορά τη δεύτερη ερώτηση, αξιόλογη είναι η απάντηση που µας έδωσε 
ο µαθητής για το τρίτο ζευγάρι αριθµών. Σε αυτό το ζευγάρι ο µαθητής µας αναφέρει 
ότι «δεν υπάρχει» ανάµεσα τους κανένας αριθµός. Ενώ δηλαδή στην παραπάνω 
ερώτηση µας είχε απαντήσει ότι το 5 είναι µεγαλύτερο από το 4,999…, εδώ µε την 
απάντηση αυτή έρχεται σε αντίθεση µε αυτό που είχε απαντήσει στη δεύτερη 
ερώτηση. Όταν του αναφέραµε την αντίθεση αυτή λέγοντας «αφού το 5 είναι 
µεγαλύτερο του 4,999… θα πρέπει να υπάρχει ένας αριθµός ανάµεσα τους» 
ακολουθεί ο επόµενος διάλογος:  

Καθηγητής: «Ποιος µπορεί να είναι ανάµεσά τους;» 

Ηλίας: «Το 0, όχι… Αν προσθέσουµε το 0,1 θα πάει στο 5» 

Κ: «Ναι, θα πάει στο 5,0999…Άρα δεν είναι ίδιο µε το 5» 
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Η: «Ναι…Αν προσθέταµε το 0,001;» 

Κ: «Αν προσθέταµε το 0,001 θα αυξάνονταν πάλι στο σηµείο αυτό ο 
αριθµός οπότε θα έβγαινε πάλι πάνω από 5» 

Η: «Α ναι… Είπαµε ότι υπάρχει αριθµός;» 

Κ: «∆εν ξέρω, εσύ τι πιστεύεις;» 

Η: «Πιστεύω ότι δεν υπάρχει.» 

Κ: «Όµως εδώ γιατί το έχεις βάλει το ένα (ο καθηγητής δείχνει το τρίτο 
ζευγάρι της ερώτησης 2) να είναι µεγαλύτερο από το άλλο άµα εξακολουθείς να µου 
λες ότι δεν υπάρχει;» 

Η: «Ίσως είναι οριακά» 

Κ: «Τι σηµαίνει οριακά;» 

Η: «∆ηλαδή ότι δεν υπάρχει ανάµεσα σε αυτούς τους αριθµούς ίσως 
κάποιος άλλος» 

Κ: «Άρα άµα δεν υπάρχει ανάµεσα σε αυτούς τους αριθµούς κάποιος άλλος, 
θα πρέπει οι δύο αριθµοί αυτοί να είναι ίσοι» 

Η: «Όχι αυτοί οι δύο αριθµοί δεν είναι ίσοι». 

Από τον παραπάνω διάλογο αντιλαµβανόµαστε πόσο δύσκολο είναι για τον 
µαθητή αυτόν να δεχτεί ότι οι αριθµοί 4,999… και 5 είναι ίσοι. Αυτό οφείλεται στις  
λανθασµένες πεποιθήσεις της έννοιας του απείρου εν γένει, και πιο συγκεκριµένα των 
άπειρων ψηφίων ενός περιοδικού αριθµού, καθώς και στην βαθύτερη µη κατανόηση 
της έννοιας της πυκνότητας των ρητών αριθµών. Επιπλέον, από την απάντηση του 
«Ίσως είναι οριακά» µπορούµε να διακρίνουµε τη παρερµηνεία ενός όρου από την 
πλευρά των µαθητών όταν οι καθηγητές κάνουν ανεπίσηµη µεταγλώττιση της έννοιας 
ενός µαθηµατικού όρου.     

Ακόµα, αξιοσηµείωτη είναι και η απάντηση στο τελευταίο ζευγάρι αριθµών 
(του 1/3 και του 2/3). Ο µαθητής µας απάντηση της εξής απάντηση: «1/3  ½  2/3» 

(θεωρεί ότι ανάµεσα τους είναι ο αριθµός 
^
`). Για να µπορέσει να βρει τον αριθµό 

αυτό ο µαθητής δηµιούργησε ισοδύναµα κλάσµατα µε τα 1/3 και 2/3, τα οποία ήταν 
τα 2/6 και 4/6 και είπε ότι ανάµεσα τους θα είναι ο αριθµός 3/6 που είναι 
απλοποιηµένος ο 1/2. Παρατηρούµε ότι ο µαθητής αυτός µπορεί να διαχειριστεί 
αρκετά εύκολα την έννοια της πυκνότητας των ρητών αριθµών «αφήνοντας» τον 
ρητό αριθµό στην κλασµατική του αναπαράσταση.  

Στην τρίτη ερώτηση ο µαθητής αυτός απάντησε «δεν υπάρχουν». 
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Στην τέταρτη ερώτηση ο µαθητής αυτός δεν έχει «ξεκαθαρισµένη» την έννοια 
των πραγµατικών αριθµών. Πιο συγκεκριµένα, µας αναφέρει ότι το σύνολο των 
πραγµατικών αριθµών είναι αυτό το οποίο δεν έχει δεκαδικούς. Όσον αφορά τα 
σύνολα των ρητών και των αρρήτων η απάντηση του είναι ότι οι ρητοί είναι αυτοί 
που µπορούν να γραφτούν ως κλάσµατα. Με αφορµή την απάντησή του αυτή τον 

ρωτάµε πως µπορεί ο αριθµός √2 να γραφτεί ως κλάσµα, αφού µας έχει δώσει την 

απάντηση στο ερωτηµατολόγιο ότι ο αριθµός √2 είναι ρητός. Τότε ο µαθητής αυτός 
το σκέφτεται για λίγη ώρα και µας απαντά «δεν µπορεί να γραφτεί ως κλάσµα άρα 
είναι άρρητος». Στις επόµενες απαντήσεις του, θεωρεί του αριθµούς 
0,78634343434… και 0,777… ως άρρητους αφού όπως ισχυρίζεται δεν µπορούν να 
γραφτούν ως κλάσµατα. Στο σηµείο αυτό παρατηρούµε ότι η εν µέρει σωστή άποψη 
ενός ορισµού µπορεί να οδηγήσει έναν µαθητή σε µαθηµατικές παρερµηνείες. Για να 
τον βοηθήσουµε να ξεπεράσει αυτή την παρερµηνεία τον οδηγήσαµε στο να 

εκτελέσει τη διαίρεση του 
^
a οπότε και αντιλήφθηκε ότι αυτή η πράξη έχει ως 

αποτέλεσµα τον αριθµό 0,333… που σηµαίνει ότι ο αριθµός αυτός είναι ρητός 

εφόσον και το 
^
a είναι ρητός. Με λίγα λόγια, ενώ ο µαθητής αυτός δεν έχει καµία 

δυσκολία στην µετατροπή ενός ρητού αριθµού από την κλασµατική στη δεκαδική 
αναπαράσταση, δυσκολεύεται έως αδυνατεί στο να µετατρέψει έναν περιοδικού 
αριθµό σε κλάσµα.  

Εν συνεχεία, παρατηρούµε ότι έδωσε λανθασµένη σειρά στην τοποθέτηση 

των αριθµών: O ^
a  , C ^

a  , �
a  , O �

a . Ειδικότερα απάντησε ότι «O �
� # O �

� # �
� # �

�» . 

Όταν του ζητήσαµε να µας εξηγήσει την απάντησή του, ο µαθητής µας σύγκρινε 

πρώτα τους θετικούς αριθµούς C ^
a  , �

a  αφού πρώτα τους µετέτρεψε σε δεκαδικούς 

αριθµούς. Η µετατροπή αυτή τον οδήγησε στο να τοποθετήσει µε λανθασµένη σειρά 

τα κλάσµατα O ^
a # O �

a . Φέρνοντας όµως την εικόνα του άξονα των πραγµατικών 

αριθµών στο µυαλό του συνειδητοποίησε ότι στους αρνητικούς αριθµούς η διάταξη 
αντιστρέφεται. Η εικόνα του άξονα των πραγµατικών αριθµών παρατηρούµε ότι στη 
συγκεκριµένη περίπτωση βοήθησε τον µαθητή στη σύγχυση που του προκάλεσε η 
µετατροπή της αναπαράστασης ενός αρνητικού αριθµού από κλάσµα σε δεκαδικό. 

 

Προχωρώντας στην ερώτηση 6, διαπιστώσαµε ότι σε αυτήν την ερώτηση όλες 
οι απαντήσεις του είναι λανθασµένες. Στις δύο πρώτες απαντήσεις συµπληρώνει τις 
τιµές που θα πάρει το x, κατευθείαν στον άξονα χωρίς να έχει σηµειώσει καθόλου 
αλγεβρικές πράξεις στο χαρτί. Ειδικότερα, στην πρώτη ανίσωση µας αναφέρει ότι το 
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x θα πάρει τιµές µικρότερες του 4 ενώ στη δεύτερη περίπτωση θα πάρει τιµές 
µεγαλύτερες του 2. Η υπόθεση µας ότι α) έχει λύσει τις ανισώσεις αυτές αλγεβρικά 
νοητά στο µυαλό του και β) δεν έχει δώσει ιδιαίτερη σηµασία στο γεγονός ότι το x 
έχει απόλυτο, έρχεται να επιβεβαιωθεί µε την απάντηση του µαθητή ότι «πήγα το -1 
από την άλλη µεριά και επειδή δεν τα πάω καλά µε τα απόλυτα θεώρησα στην 
πρώτη περίπτωση ότι το x θα πάρει τιµές µικρότερες του 4 και στη δεύτερη 
περίπτωση ότι το x θα πάρει τιµές µεγαλύτερες του 2». Την τρίτη ανίσωση την έχει 
λύσει στο χαρτί, πρώτα αλγεβρικά και ύστερα τοποθετώντας τις τιµές του x πάνω 
στον άξονα. Η τελική του απάντηση είναι ότι το x θα πάρει τιµές µικρότερες του -2. 
Η λανθασµένη του απάντηση οφείλεται στο γεγονός ότι αλγεβρικά έχει θεωρήσει ότι 
το x θα παίρνει τιµές µικρότερες του 2 και µικρότερες του -2. Συναληθεύοντας τις 
λύσεις δέχεται ότι το � # O2. Μόνο όταν του θυµίζουµε τον πίνακα πρόσηµων ως 
τρόπο επίλυσης αντιλαµβάνεται το λάθος της λύσης του. Παρόµοια συµπεριφορά 
εκδηλώνει και στη τέταρτη ανίσωση όπου θεωρεί ότι το � : 2. Συµπεραίνοντας, ο 
µαθητής αυτός οδηγείται στην τοποθέτηση των λύσεων επάνω στον άξονα αφού 
πρώτα έχει εκτελέσει αλγεβρικούς αλγορίθµους προκειµένου να βρει τη λύση. Το 
γεγονός ότι δεν έλυσε σωστά τις ανισώσεις οι οποίες σχετίζονται µε απόλυτα και 
τετράγωνα αγνώστων µεταβλητών είναι ένα άλλο ζήτηµα στο οποίο όµως δεν θα 
επιµείνουµε στην παρούσα έρευνα.      

      Τέλος, στην ερώτηση 7 ενώ µπορεί να τοποθετήσει προσεγγιστικά (στο 

περίπου) τον αριθµό √3 πάνω στον άξονα προσπαθώντας να βρει µια δεκαδική 

προσέγγιση του αριθµού √3 (µέσω διαδοχικών πολλαπλασιασµών, πολλαπλασιάζει 
1,2*1,2 , 1,3*1,3 , … , και βρίσκει ότι το 1,7*1,7 πλησιάζει τον 3), δεν καταλαβαίνει 

πως µπορεί να τοποθετήσει ακριβώς το √3  πάνω στον άξονα.  

 

Μάλιστα µας δηλώνει ότι «δεν µπορώ να βρω έναν αριθµό που αν το 
πολλαπλασιάσω µε τον εαυτό του να µας δώσει 3. Οπότε δεν µπορώ να το 
απεικονίσω ακριβώς πάνω στον άξονα». Παρατηρώντας τον προβληµατισµό του 

µαθητή τον ρωτάµε αν είχε τον √2 αντί για τον √3 αν θα είχε το ίδιο πρόβληµα. Με 

αυτόν τον τρόπο προσπαθούµε να δούµε αν το √2 θα του ανακαλέσει στη µνήµη του 

προϋπάρχουσα γνώση κατασκευής του √2 την οποία είχε αποκτήσει όταν µάθαινε το 
πυθαγόρειο θεώρηµα. Ο µαθητής απαντά κατηγορηµατικά «ναι, θα είχα το ίδιο 

πρόβληµα». Όταν όµως ξεκινάµε να κάνουµε τη γεωµετρική κατασκευή του √2 ο 
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µαθητής αυτός αντιλαµβάνεται τη γεωµετρική λύση του προβλήµατος και προχωράει 
περαιτέρω τον προβληµατισµό του ρωτώντας µας «αλγεβρική προσέγγιση υπάρχει 
ακριβής;» Από την τελευταία ερώτηση αυτού του µαθητή συµπεραίνουµε πόσο 
δύσκολο είναι και για αυτόν τον µαθητή, να «ξεφύγει» από τον αλγεβρικό τρόπο 
προσέγγισης του άξονα, και να «προχωρήσει» στις γεωµετρικές ιδιότητες του άξονα.     

 

 

3.3. Ερωτηµατολόγιο Γιάννας 

Α΄ Φάση – Συµπλήρωση Ερωτηµατολογίου 

Η τρίτη µαθήτρια στην οποία δώσαµε το ερωτηµατολόγιο και της οποίας 
πήραµε συνέντευξη είναι µια µαθήτρια Γ΄ Λυκείου Τεχνολογικής Κατεύθυνσης µε το 
όνοµα Γιάννα. Όταν µας ρώτησε στην αρχή του ερωτηµατολογίου πόσην ώρα έχει 
της απαντήσαµε και εκείνης ότι έχει αρκετή ώρα στη διάθεση της αλλά δε θα πρέπει 
να ξεπεράσει τα 45 λεπτά. Η µαθήτρια αυτή έκανε συνολικά 16 λεπτά να 
ολοκληρώσει το ερωτηµατολόγιο. Η µόνη απορία που εξέφρασε κατά τη διάρκεια 
συµπλήρωσης του ερωτηµατολογίου ήταν «Πως θα κάνουµε την ερώτηση 7 
ακριβώς;» 

Σύµφωνα µε την ερώτηση αυτή υποθέτουµε ότι: 

� Η µαθήτρια αυτή εστιάζει µόνο στην αλγεβρική προσέγγιση του √3 
αγνοώντας εντελώς τη γεωµετρική του κατασκευή. 

 

Β΄ Φάση – Απαντήσεις µαθήτριας & αποτελέσµατα 

Ξεκινώντας από την πρώτη ερώτηση η απάντηση που µας έκανε, καταρχάς, 
εντύπωση είναι η ακόλουθη: «0,333… = 0,333». Όταν τη ρωτήσαµε «τι σηµαίνει ο 
αριθµός 0,333…» αυτή απάντησε «αυτός ο αριθµός συνεχίζεται είναι 0,3333333… 
και δεν τελειώνει πουθενά». Η προηγούµενη ερώτησή µας την οδήγησε στο  
συνειδητοποιήσει το λάθος της, δίνοντάς µας νέα απάντηση: «ο αριθµός αυτός είναι 
µεγαλύτερος από τον αριθµό 0,333». ∆ηλαδή, η ανάλυση του αριθµού 0,333… σε 
περισσότερα επαναλαµβανόµενα δεκαδικά ψηφία τη βοήθησε να συνειδητοποιήσει το 
λάθος της, δίνοντάς µας τελικά τη σωστή απάντηση. Επίσης, αξιοσηµείωτη είναι και 
η απάντηση που έχει δώσει στο τρίτο ζευγάρι «4,999…. < 5». Όταν όµως της 
εξηγούµε την αντίθεση που δηµιουργείται µεταξύ αυτής της απάντησης και της 
απάντησης που έχει δώσει στην επόµενη ερώτηση «ανάµεσα στους αριθµούς 
4,999… και 5 δεν υπάρχει κανένας αριθµός» αυτή µας απαντά χαρακτηριστικά 
«Σωστό και αυτό» και ακολουθεί ο εξής διάλογος: 

Γιάννα: «Είναι το 0,1» 
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Καθηγητής: « Τι εννοείς;» 

Γ: «Αν προσθέσουµε στο 4,999… το 0,1» 

Κ: «Αν προσθέσουµε το 4,999… µε το 0,1 (δείχνει την πράξη στο χαρτί) ο 
αριθµός θα γίνει ο 5,0999» 

Γ: «Ναι… Άρα είναι το 0,01… όχι δεν είναι…δεν είναι έτσι….ίσως µε 
κάποια αφαίρεση πρέπει να γίνεται…» 

Κ: «Τι να αφαιρέσεις δηλαδή;» 

Γ: «Αν αφαιρέσω από το 5 το 4,999…ίσως έτσι να βρούµε τον αριθµό» 

Κ: «Και µε τις τελίτσες πως θα κάνεις αφαίρεση;» 

Γ: «Έτσι κι αλλιώς συνεχίζεται και στα δύο. Άρα ότι βρούµε στα τρία 
ψηφία που µας είναι φανερά θα είναι και η συνέχεια» 

Κ: «Όταν έχουµε πεπερασµένα ψηφία το καταλαβαίνω, ξεκινάµε να 
κάνουµε την αφαίρεση και κρατάµε το κρατούµενο. Εδώ στις τελίτσες πως θα το 
κάνω;» 

Γ: «………Το µόνο που µπορούµε να κάνουµε, αλλά θα αναιρέσει το πρώτο 
είναι να στρογγυλοποιήσουµε το 4,999… και να γίνει 5»  

Κ: «∆ηλαδή µε στρογγυλοποίηση θα είναι το ίδιο. Τώρα είναι το ίδιο;» 

Γ: «Όχι» 

Από τον παραπάνω διάλογο αντιλαµβανόµαστε πόσο δύσκολο είναι και για 
αυτήν τη µαθήτρια να δεχτεί ότι οι αριθµοί 4,999… και 5 είναι ίσοι. Αυτό οφείλεται, 
και σε αυτήν την περίπτωση, στις  λανθασµένες πεποιθήσεις της έννοιας του απείρου 
εν γένει, και πιο συγκεκριµένα των άπειρων ψηφίων ενός περιοδικού αριθµού, καθώς 
και στην βαθύτερη µη κατανόηση της έννοιας της πυκνότητας των ρητών αριθµών. 
Ακόµα, παρατηρούµε ότι η µαθήτρια λανθασµένα «µεταφέρει» τον µαθηµατικό 
κανόνα στρογγυλοποίησης δεκαδικών αριθµών µε πεπερασµένο αριθµό δεκαδικών 
ψηφίων, στους δεκαδικούς αριθµούς µε άπειρο αριθµό δεκαδικών ψηφίων.    

Επιπλέον, αξιόλογη είναι και η επόµενη απάντηση που έχει δώσει «ανάµεσα 
στο 0,2 και στο 0,22 δεν υπάρχει κανένας αριθµός». Όταν της ζητήσαµε να µας 
αναλύσει το δεύτερο δεκαδικό ψηφίο του 0,2 αυτή µας απάντησε «είναι το 0» και 
τότε συνειδητοποίησε από τη σύγκριση του 0,20 και του 0,22 ότι υπάρχει το 0,21 
ανάµεσά τους. Όταν επιµείναµε και της ζητήσαµε να µας πει αν υπάρχει ανάµεσα στο 
0,20 και στο 0,21 κάποιος αριθµός αυτή µας είπε ότι «δεν υπάρχει». Παρεµφερή µε 
αυτήν είναι η εξής απάντησή της «ανάµεσα στο 1/3 και στο 2/3 δεν υπάρχει κανένας 
αριθµός». Το συµπέρασµα που βγάζουµε από τις παραπάνω απαντήσεις είναι ότι 
στην µαθήτρια αυτή η προϋπάρχουσα γνώση της διάταξης των φυσικών αριθµών 
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«µεταφέρεται» λανθασµένα στους πραγµατικούς αριθµούς. Πιο συγκεκριµένα 
«µεταφέρει» την έννοια του «επόµενου αριθµού» από το σύνολο των φυσικών στο 
σύνολο των ρητών. Για αυτό και θεωρεί ότι όπως στους φυσικούς αριθµούς δεν 
υπάρχει ανάµεσα στο 1 και στο 2 ένας αριθµός έτσι και στους ρητούς αριθµούς δεν 
υπάρχει ανάµεσα στο 0,20 και 0,21 κάποιος αριθµός. Τη διαπίστωσή µας αυτή 
έρχεται να επιβεβαιώσει και η ακόλουθη απάντηση της µαθήτριας στην ερώτηση 3: 
«Οι δύο πραγµατικοί αριθµοί όπου δεν υπάρχει ανάµεσά τους κανένας άλλος είναι 

οι 1 , 2».  

Προχωρώντας στην τέταρτη ερώτηση διαπιστώνουµε (από την πρώτη κιόλας 
πρόταση) ότι η µαθήτρια αυτή δεν έχει «ξεκάθαρη» εικόνα για το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών. Πιο συγκεκριµένα, η Γιάννα θεωρεί ότι ο √2 δεν είναι 
πραγµατικός αριθµός. Η εξήγηση που έδωσε για την απάντηση αυτή είναι η 
ακόλουθη: «οι πραγµατικοί αριθµοί είναι ο 1, ο 2, … και οι δεκαδικοί». 
Παρατηρούµε, δηλαδή, ότι η µαθήτρια αυτή έχει δηµιουργήσει µια παρανόηση για το 
σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Μάλιστα είναι πολύ πιθανό να το ταυτίζει µε το 
σύνολο των ρητών αριθµών. Για αυτό το λόγο δίνει ακριβώς την ίδιες απαντήσεις 

στις εκφράσεις «ο √� είναι πραγµατικός αριθµός» Λάθος, «ο √� είναι ρητός 

αριθµός» Λάθος, «ο √� είναι πραγµατικός αριθµός» Σωστό, «ο √� είναι ρητός 
αριθµός» Σωστό. Η παρανόηση αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι η µαθήτρια έχει 
χρησιµοποιήσει έναν «διαστρεβλωµένο» ορισµός (distorted definition) - «οι 
πραγµατικοί αριθµοί είναι ο 1, ο 2, … και οι δεκαδικοί». Αυτό θεωρούµε ότι έχει 
συµβεί από την έλλειψη ενός κατάλληλου αυστηρού ορισµού των πραγµατικών 
αριθµών. Βέβαια, θα ήταν πολύ δύσκολο να προχωρήσουµε σε έναν καθαρά 
φορµαλιστικό ορισµό των πραγµατικών αριθµών µέσω των τοµών Dedekind, επειδή 
το µαθηµατικό επίπεδο των µαθητών Λυκείου είναι σε πρώιµο στάδιο. Από την άλλη 
µεριά, παρατηρούµε ότι ο «ανεπίσηµος» ορισµός που δίνεται στα συγγράµµατα του 
Λυκείου («Πραγµατικοί αριθµοί είναι όλοι οι αριθµοί που έχουµε µάθει», 
«Πραγµατικοί αριθµοί είναι οι ρητοί και άρρητοι») δηµιουργεί πολλές φορές στους 
µαθητές µία ανεπίσηµη εικόνα (informal imagery) η οποία στη συγκεκριµένη 
περίπτωση συνάγει εν µέρει µε την έννοια των πραγµατικών αριθµών, αφού εξαιρεί 
το σύνολο των αρρήτων από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών.     

Επιπλέον, στην ερώτηση µας «ποιοι είναι οι ρητοί αριθµοί;», η µαθήτρια 
απάντησε «αυτοί που µπορούν να γραφτούν µε τη µορφή κλάσµατος». Για αυτό το 
λόγο, όπως µας εξήγησε, έγραψε ότι οι αριθµοί 0,777 και 0,777… είναι άρρητοι. 
Επειδή δεν µπορούσε να τους γράψει ως κλάσµα. Μόνο µετά από δική µας 

καθοδήγηση (της δηµιουργήσαµε το κλάσµα 
���

^    και της εξηγήσαµε µε κλασµατική 

αναπαράσταση τον αριθµό 0,777…) συνειδητοποίησε ότι και αυτοί οι αριθµοί είναι 
ρητοί. Εν συντοµία, και σε αυτήν την περίπτωση, ενώ ο µαθήτρια δεν έχει καµία 
δυσκολία στην µετατροπή ενός ρητού αριθµού από την κλασµατική στη δεκαδική 
αναπαράσταση, δυσκολεύεται στο µετατροπή ενός περιοδικού αριθµό σε κλάσµα.  
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Όσον αφορά την πέµπτη ερώτηση η µαθήτρια απάντησε ορθά τοποθετώντας 
τους αριθµούς στη σωστή σειρά.    

Στη συνέχεια, στην έκτη ερώτηση η µαθήτρια έχει τοποθετήσει τις απαντήσεις 
στον άξονα αφού προηγουµένως έχει προσπαθήσει να χρησιµοποιήσει αλγεβρικούς 
αλγορίθµους προκειµένω να βρει τις λύσεις των ανισώσεων. Παρόλα αυτά 
διαπιστώσαµε αλγεβρικές δυσκολίες και λάθη στον τρόπο επίλυσης των ανισώσεων, 
τις οποίες θα απλώς θα αναφέρουµε χωρίς να επεκταθούµε περαιτέρω. Πιο 
συγκεκριµένα, στην πρώτη και στη δεύτερη ανίσωση προσπαθεί να βάλει τιµές στο 
απόλυτο αφού πρώτα έχει µεταφέρει όλους τους γνωστούς αριθµούς στο ένα µέλος. 
Για αυτό µας λέει ότι στην πρώτη το x θα πάρει τιµές µικρότερες του -4, ενώ στη 
δεύτερη το x θα πάρει τιµές ανάµεσα στο -2 και το 2. Στη τρίτη και τέταρτη ερώτηση 
χρησιµοποιεί λανθασµένα τον τύπο της διακρίνουσας και απλώς τοποθετεί τις τιµές 
να είναι µεγαλύτερες ή µικρότερες του 0 µε βάση αν η διακρίνουσα έχει «βγει» 
θετική ή αρνητική.  

 

Τέλος, στην έβδοµη ερώτηση η µαθήτρια αυτή δεν απάντησε σε κανένα 
υποερώτηµα. Όταν τη ρωτήσαµε τι τη δυσκόλεψε, µας απάντησε χαρακτηριστικά  
«γενικά στις ρίζες και στους άξονες έχω ένα θέµα». ∆ιαπιστώσαµε ακόµα ότι η 
µαθήτρια αυτή συναντά µεγάλη δυσκολία στο να προσεγγίσει έστω και τα πρώτα 

δεκαδικά ψηφία του √3. Μάλιστα, ισχυρίζεται  «δεν µπορούµε να το τοποθετήσουµε 

ακριβώς γιατί δεν υπάρχει το √� ακριβώς ως αριθµός». Μόνο µε δική µας υπόδειξη 
γεωµετρικής κατασκευής η µαθήτρια συνειδητοποίησε ότι υπάρχει και γεωµετρική 
ερµηνεία του άξονα.  
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3.4. Ερωτηµατολόγιο Ναταλίας 

Η τέταρτη µαθήτρια στην οποία δώσαµε το ερωτηµατολόγιο και της οποίας 
πήραµε συνέντευξη είναι µια µαθήτρια Γ΄ Λυκείου Θετικής Κατεύθυνσης µε το 
όνοµα Ναταλία. Όταν µας ρώτησε στην αρχή του ερωτηµατολογίου πόσην ώρα έχει 
της απαντήσαµε ότι έχει αρκετή ώρα στη διάθεση της αλλά δε θα πρέπει να ξεπεράσει 
τα 45 λεπτά. Η µαθήτρια αυτή χρειάστηκε συνολικά 22 λεπτά για να ολοκληρώσει το 
ερωτηµατολόγιο. Το µόνο σχόλιο που έκανε κατά τη διάρκεια συµπλήρωσης του 

ερωτηµατολογίου είναι «Αν είχα κοµπιουτεράκι θα έβρισκα τη λύση του √� 
ακριβώς». 

Από την προηγούµενη παρατήρηση της µαθήτριας υποθέτουµε ότι: 

� Η µαθήτρια θεωρεί ότι το √3 και οι άλλοι άρρητοι αριθµοί µπορούν να 
προσδιοριστούν ακριβώς µέσω του δεκαδικού τους αναπτύγµατος. 
Απλώς εµείς, για λόγους ευκολίας, επιλέγουµε στις ασκήσεις να 

παίρνουµε προσεγγίσεις των πρώτων δεκαδικών ψηφίων του √3 . 

 

Β΄ Φάση – Απαντήσεις µαθήτριας & αποτελέσµατα 

Καταρχάς, αυτό που έκανε εντύπωση ήταν η µοναδική µαθήτρια που σύγκρινε 
όλους τους αριθµούς µεταξύ τους στην πρώτη ερώτηση. Όταν τη ρωτήσαµε γιατί το 
έκανε αυτό αφού η δοµή της άσκησης ήταν ανά ζευγάρια, µας απάντησε: «Ήθελα να 
τους συγκρίνω όλους µεταξύ τους».  

 

Πιο συγκεκριµένα, στην πρώτη ερώτηση η Ναταλία έδωσε σωστές 
απαντήσεις στα δύο πρώτα ζευγάρια αριθµών. Στο τρίτο, όµως, ζευγάρι µας 
απάντησε «4,999….<5». Όταν την ρωτήσαµε γιατί ισχύει αυτό µας απάντησε «επειδή 
το 4,999…. είναι 0,111… φορές µικρότερο». Αυτό µας έδωσε την αφορµή να 
ξεκινήσουµε τον παρακάτω διάλογο: 

Καθηγητής: «Αφού το 4,999… είναι µικρότερο από το 5 τότε ανάµεσα τους 
θα υπάρχει ένας αριθµός, γιατί στην επόµενη ερώτηση έγραψες ότι ανάµεσα στο 
4,999… και 5 δεν υπάρχει κανένας αριθµός;»  

Ναταλία: «∆εν ξέρω» 

Κ: « Τι εννοείς δεν ξέρω;… Κάτι σε οδήγησε ενστικτωδώς να απαντήσεις.» 
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Ν: «Εδώ πέρα (η µαθήτρια δείχνει το 4,999…της πρώτης ερώτησης) µετά το 
4,999… θα πάει το 5, έτσι όπως µετράµε. Ενώ εδώ πέρα (δείχνει το 4,999…της 
δεύτερης ερώτησης) είναι η διαφορά τους, αυτή που υπάρχει» 

Κ: « Τι εννοείς;» 

Ν: «∆ηλαδή όταν µετράµε από το 4,999… µετά θα πάµε στο 5» 

Κ: «Άρα ποιος είναι ανάµεσα τους» 

Ν: «Εδώ η διαφορά τους είναι 0,1» 

Κ: «Αν ήταν 0,1 αν προσέθετα το 0,1 στο 4,999… θα ήταν 5,099… το οποίο 
είναι µεγαλύτερο του 5» 

Ν: «Άρα δεν υπάρχει… Άρα είναι ΙΣΑ…;;;…….. ∆εν είναι όµως!!» 

Κ: «Γιατί δεν είναι ίσα;» 

Ν: «δεν είναι ίσα γιατί πρώτον δε φαίνονται τα ίδια και υπολείπεται µια 
µικρή διαφορά για να γίνει το 5, όµως τώρα πια είναι αυτή δεν ξέρω»  

Από τον παραπάνω διάλογο αντιλαµβανόµαστε πόσο δύσκολο είναι για τη 
µαθήτρια αυτή να δεχτεί την ισότητα µεταξύ του αριθµού 4,999… και του 5. Η 
ανεπαρκής κατανόηση των άπειρων ψηφίων ενός περιοδικού αριθµού την οδηγεί στο 
να θεωρεί ότι τα ψηφία 999… του αριθµού 4,999… «πλησιάζουν» τον αριθµό 5 
χωρίς να ισούνται µε αυτόν. Στη συνέχεια, παρατηρήσαµε ότι η µαθήτρια στη 
δεύτερη ερώτηση µας έχει απαντήσει «0,2<0,21<0,22». Αξιοσηµείωτο είναι το 
σχόλιο της όταν τη ρωτήσαµε αν υπάρχει κάποιος αριθµός ανάµεσα στο 0,2 και στο 
0,21: «όχι δεν υπάρχει γιατί είναι 0,2  0,21  0,22  έτσι πάνε µετά». Εποµένως 
παρατηρούµε ότι και σε αυτή τη µαθήτρια υπάρχει η λανθασµένη «µεταφορά» της 
διάταξης των φυσικών αριθµών στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών. 
Ολοκληρώνοντας τις παρατηρήσεις µας για την δεύτερη ερώτηση, στο τέταρτο 

ζευγάρι η µαθήτρια έχει απαντήσει «1/3  
�
�  2/3». Η εξήγηση της για την απάντηση 

αυτή ότι δηµιούργησε ισοδύναµα κλάσµατα µε τα 1/3 και 2/3. Συνεπώς, παρατηρούµε 
ότι η µαθήτρια αυτή χρησιµοποίησε την κλασµατική αναπαράσταση για να µπορέσει 
να βρει κάποιον πραγµατικό αριθµό ανάµεσα χωρίς να χρησιµοποιήσει καθόλου τη 
δεκαδική αναπαράσταση των αριθµών. Άρα, φαίνεται ότι η µαθήτρια αυτή είναι 
ικανή να µπορεί να διαχειριστεί την έννοια της πυκνότητας των ρητών αριθµών χωρίς 
τη µετατροπή τους από κλασµατική σε δεκαδική αναπαράσταση.      

Προχωρώντας στην ερώτηση 3, παραξενευτήκαµε από την απάντηση της 

µαθήτριας «1/3  
�
�  2/3». Όταν της ζητήσαµε να µας εξηγήσει την απάντηση αυτή η 

Ναταλία µας απάντησε ότι νόµιζε ότι η εκφώνηση έγραφε «Μπορείς να βρεις δύο 
πραγµατικούς αριθµούς τέτοιους ώστε να ΥΠΑΡΧΕΙ κάποιος άλλος αριθµός 
ανάµεσά τους». Οπότε αυτό το λάθος ήταν ένα λάθος απροσεξίας στην εκφώνηση.   
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Εν συνεχεία, στην ερώτηση 4 η µαθήτρια αυτή έχει απαντήσει ορθά σε όλες 
τις προτάσεις εκτός από τις ακόλουθες: «ο 0,78634343434… είναι ρητός αριθµός» 
και «ο 0,777… είναι ρητός αριθµός». Η µαθήτρια αυτή έχει ταυτίσει την αρρητότητα 
µε την απειρία ψηφίων. Αυτό το καταλαβαίνουµε από την εξής απάντηση της: «στην 
περίπτωση του 0,777 είναι ρητός γιατί είναι ένας στάνταρ αριθµός ξέρουµε πόσο 7 
θα υπάρξουν αλλά στην περίπτωση του 0,777… δεν ξέρουµε πόσα 7 θα υπάρξουν». 
Για να βοηθήσουµε τη Ναταλία να κατανοήσει το λάθος της καθοδηγήσαµε στο να 

εκτελέσει τη διαίρεση του 
`
a οπότε και αντιλήφθηκε ότι αυτή η πράξη έχει ως 

αποτέλεσµα τον αριθµό 0,666… που σηµαίνει ότι ο αριθµός αυτός είναι ρητός 

εφόσον και το 
`
a είναι ρητός.   

Όσον αφορά την πέµπτη ερώτηση η µαθήτρια απάντησε ορθά τοποθετώντας 
τους αριθµούς στη σωστή σειρά.    

Στην επόµενη ερώτηση η µαθήτρια αυτή έχει προσπαθήσει να λύσει τις 
ανισώσεις χρησιµοποιώντας πρώτα αλγεβρικούς αλγορίθµους για να βρει τις λύσεις. 
Κατόπιν πηγαίνει και τοποθετεί τις τιµές του x πάνω στον άξονα. Τις δύο πρώτες 
ανισώσεις (αυτές µε τα απόλυτα) τις έχει λύσει λανθασµένα ενώ τις δύο επόµενες 
(αυτές µε τα τετράγωνα) τις έχει λύσει σωστά. Βέβαια το παράδοξο είναι ότι ενώ η 
µαθήτρια έχει τοποθετήσει σωστά τις τιµές πάνω στον άξονα, στις σηµειώσεις της 
έχει παρουσιάσει τις εξής λύσεις : «¡� # 4 ¢ O2 # � # 2» (για την τρίτη ανίσωση)   
«¡� : 4 ¢ O2 : � : 2» (για την τέταρτη ανίσωση). Όταν τη ρωτήσαµε πως 
προκύπτει αυτή η λύση η µαθήτρια µας απάντησε «κανονικά αυτή τη λύνουµε µε 
πίνακα προσήµων αλλά επειδή είχε τον άξονα την έλυσα έτσι».  Παρατηρούµε ότι 
στην περίπτωση αυτή, ο άξονας οδήγησε τη µαθήτρια στο να εκδηλώσει διαφορετική 
συµπεριφορά επίλυσης της άσκησης. Με άλλα λόγια, αν ήταν µόνη της η άσκηση 
(χωρίς να δίνεται ο άξονας) θα την έλυνε µε πίνακα προσήµων αλλά επειδή της είχε 
δοθεί ο άξονας την έλυσε έτσι. Το παράδοξο που συνέβη (ενώ δηλαδή στον άξονα οι 
τιµές είναι σωστές ενώ στην αλγεβρική επίλυση της ανίσωσης δεν είναι) ίσως 
οφείλεται στο γεγονός ότι η µαθήτρια ανέκτησε από τη µνήµη της τη γεωµετρική 
αναπαράσταση παρουσίασης µέσω άξονα της δευτεροβάθµιας ανίσωσης της 
µορφής �` O �` # 0 και �` O �` : 0. 
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Τέλος, στην ερώτηση

 πάνω στον άξονα ισχυριζόµενη

µπορεί να τοποθετήσει ακριβώς
ότι «δεν µπορούµε να τον

είχαµε βρει πόσος είναι ο αριθµός
άξονα». Ο ισχυρισµός της αυτός
συµπλήρωνε το ερωτηµατολόγιο

 ακριβώς». Αυτή η φράση
το κοµπιουτεράκι µπορεί να

Επίσης, όταν τη ρωτήσαµε

άξονα, η Ναταλία µας απάντησε

ανάκλησης, της προϋπάρχουσας
µαθήτριας απέτυχε και σε

κατασκευάζουµε τον 
ορθογωνίου τρίγωνου, η µαθήτρια
Πυθαγόρειο».  
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στην ερώτηση 7 ενώ µπορεί να τοποθετήσει στο περίπου

άξονα ισχυριζόµενη ότι το  είναι περίπου 1,7, δεν καταλαβαίνει

τοποθετήσει ακριβώς το   πάνω στον άξονα. Μάλιστα επιµένει
να τον τοποθετήσουµε ακριβώς γιατί άµα µπορούσαµε

είναι ο αριθµός  ακριβώς οπότε και θα τον βάζαµε
ισχυρισµός της αυτός έρχεται σε αντίθεση µε αυτό που µας είχε

ερωτηµατολόγιο «Αν είχα κοµπιουτεράκι θα έβρισκα τη

Αυτή η φράση υπονοεί την τάση που έχουν οι µαθητές να
κοµπιουτεράκι µπορεί να τους βοηθήσει σε όλα τα αριθµητικά τους προβλήµατα

ρωτήσαµε αν µπορεί να τοποθετήσει ακριβώς το 

Ναταλία µας απάντησε «όχι είναι το ίδιο µε το ». Άρα η

προϋπάρχουσας γνώσης κατασκευής του , από τη
απέτυχε και σε αυτήν την περίπτωση. Μόνο όταν ξεκινήσαµε

,  δηµιουργώντας κάθετες πλευρές µήκους
τρίγωνου η µαθήτρια θυµήθηκε ότι «Μπορούµε να το
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στο περίπου τον αριθµό 

δεν καταλαβαίνει πως 

Μάλιστα επιµένει λέγοντας 
άµα µπορούσαµε θα 

τον βάζαµε πάνω στον 
υ µας είχε πει όταν 

έβρισκα τη λύση του 

οι µαθητές να θεωρούν ότι 
αριθµητικά τους προβλήµατα. 

  πάνω στον 

Άρα η προσπάθεια 

από τη µνήµη της 
Μόνο όταν ξεκινήσαµε να 

πλευρές µήκους 1cm ενός 
να το κάνουµε µε 
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3.5. Ερωτηµατολόγιο Σωτήρη 

Α΄ Φάση – Συµπλήρωση Ερωτηµατολογίου 

Ο πέµπτος µαθητής στον οποίο δώσαµε το ερωτηµατολόγιο και του οποίου 
στη συνέχεια πήραµε προσωπική συνέντευξη είναι ένας µαθητής Γ΄ Λυκείου 
Τεχνολογικής Κατεύθυνσης µε το όνοµα Σωτήρης. Όταν µας ρώτησε στην αρχή του 
ερωτηµατολογίου πόσην ώρα έχει για να το συµπληρώσει του απαντήσαµε και 
εκείνου ότι έχει αρκετή ώρα στη διάθεση του αλλά δε θα πρέπει να ξεπεράσει τα 45 
λεπτά. Ο µαθητής αυτός έκανε συνολικά 18 λεπτά για να ολοκληρώσει το 
ερωτηµατολόγιο. Η µόνη απορία που εξέφρασε κατά τη διάρκεια συµπλήρωσης του 
ερωτηµατολογίου ήταν «θα τοποθετήσουµε στην έκτη ερώτηση την λύση 
κατευθείαν στον άξονα;». 

Η τελευταία ερώτηση του µαθητή µας οδήγησε στο να κάνουµε την εξής 
υπόθεση: 

� Ο µαθητής αυτός για να µπορέσει να τοποθετήσει τις τιµές πάνω στον 
άξονα πρώτα θα προσπαθήσει να λύσει τις ανισώσεις µέσω 
αλγεβρικών αλγορίθµων και ύστερα θα προχωρήσει στην τοποθέτηση 
των τιµών πάνω στον άξονα. 
 

Β΄ Φάση – Απαντήσεις µαθητή & αποτελέσµατα 

Ξεκινώντας από την πρώτη ερώτηση η απάντηση που µας έκανε, καταρχάς, 
εντύπωση είναι ίδια µε αυτήν που µας είχε δώσει και η Γιάννα: «0,333… = 0,333». 
Όταν τον ρωτήσαµε «τι σηµαίνει ο αριθµός 0,333…» αυτός απάντησε «τα τριάρια 
συνεχίζονται… το ίδιο ψηφίο… δε θα σταµατήσω ποτέ… είναι άπειρο». Για να τον 
βοηθήσουµε να καταλάβει το λάθος του γράφουµε τον αριθµό 0,333… µε 
περισσότερα από τρία δεκαδικά ψηφία. Τότε ο µαθητής συνειδητοποίησε το λάθος 
του, δίνοντάς µας νέα απάντηση: «Α ναι… λάθος… αυτός εδώ (δείχνει τον αριθµό 
0,333…) είναι µεγαλύτερος». Όσον αφορά τα άλλα δύο ζευγάρια αριθµών της 
πρώτης ερώτησης ο Σωτήρης µας απαντά ως εξής: «1,888… < 1,9» και «4,999… < 
5». Όταν του ζητάµε να µας εξηγήσει τις απαντήσεις του µας αναφέρει «το 1,9 είναι 
µεγαλύτερο γιατί έχουµε πάει στην επόµενη εκατοντάδα», «το ίδιο ισχύει και για το 
5». Με λίγα λόγια, ο Σωτήρης, όπως και ο Ηλίας, χρησιµοποιεί τον κανόνα 
σύγκρισης δεκαδικών αριθµών µε πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία (σύγκριση ίδιων 
δεκαδικών θέσεων των ψηφίων). Αυτόν τον κανόνα τον «µεταφέρει» και στους 
δεκαδικούς αριθµούς µε άπειρα δεκαδικά ψηφία (όπως είναι οι περιοδικοί αριθµοί), 
κάνοντας, λανθασµένα, αποκοπή των άπειρων ψηφίων.   

Η τελευταία του απάντηση («4,999… < 5») οδηγεί στον ακόλουθο διάλογο:  

Καθηγητής: «Αφού το 4,999… είναι µικρότερο από το 5, αυτό σηµαίνει ότι 
ανάµεσά τους θα υπάρχει κάποιος αριθµός» 
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Σωτήρης: «Ναι» 

Κ: «Στην από κάτω ερώτηση όµως (δείχνει την ερώτηση 2), γράφεις ότι 
ανάµεσα στο 4,999… και 5 ∆εν υπάρχει κανένας αριθµός» 

Σ: «Ναι….» 

Κ: «Τι πιστεύεις τώρα ότι υπάρχει ή ότι δεν υπάρχει» 

Σ: «Ίσως να υπάρχει…» 

Κ: «Τότε γιατί έγραψες δεν υπάρχει…;» 

Σ: «Όχι δεν υπάρχει» 

Κ: «Άρα αφού δεν υπάρχει κάποιος αριθµός ανάµεσά τους πως γίνεται το 
4,999… να είναι µικρότερο από το 5;» 

Σ: «Πωπω…!!!...... Αναλόγως πόσα ψηφία ακολουθούν µετά το από κει 
(δείχνει τον αριθµό 4,999…)» 

Κ: «Πόσα ψηφία ακολουθούν µετά από δω;» 

Σ: «∆εν ξέρουµε… Ναι όµως ούτως η άλλως και να υπάρχει κάποιος 
αριθµός το 4,999… παραµένει ότι είναι µικρότερο του 5» 

Κ: «Ωραία και ποιος είναι αυτός ο αριθµός» 

Σ: «Από τη στιγµή που δεν βλέπουµε τα υπόλοιπα ψηφία (εννοεί του 
4,999…) δεν ξέρουµε ποιος είναι ο αριθµός αυτός» 

Από τον παραπάνω διάλογο αντιλαµβανόµαστε πόσο δύσκολο είναι και για 
αυτόν τον µαθητή να δεχτεί την ισότητα µεταξύ του αριθµού 4,999… και του 5. Η 
ανεπαρκής κατανόηση των άπειρων ψηφίων ενός περιοδικού αριθµού τον οδηγεί στο 
να θεωρεί ότι µπορεί και να υπάρχει ένας πολύ µικρός αριθµός ανάµεσά τους. Απλώς 
δεν µπορούµε να τον γνωρίζουµε επειδή δεν ξέρουµε πόσα είναι τα υπόλοιπα ψηφία 
του 4,999… 

Ακόµα, στην ερώτηση 2 ο Σωτήρης έχει απαντήσει ότι ανάµεσα στο 0,2 και 
στο 0,22 υπάρχει ο αριθµός 0,21. Παρατηρώντας την απάντηση αυτή, τον ρωτάµε αν 
υπάρχει κάποιος αριθµός ανάµεσα στον 0,2 και 0,21. Ο µαθητής απαντά «το 0,201». 
Άρα συµπεραίνουµε ότι ο µαθητής αυτός, πράττει σωστά, µη «µεταφέροντας» την 
«ιδιότητα του επόµενου αριθµού» από τους φυσικούς αριθµούς στους ρητούς 
αριθµούς µε δεκαδική αναπαράσταση. Παρόλα αυτά, ελέγχοντας την απάντησή του 
στο τέταρτο ζευγάρι αριθµών («1/3  ∆εν υπάρχει  2/3») υποθέτουµε ότι ο µαθητής 
«µεταφέρει», τελικά, την «ιδιότητα του επόµενου αριθµού» από τους φυσικούς 
αριθµούς στους ρητούς αριθµούς όταν οι ρητοί βρίσκονται σε κλασµατική 
αναπαράσταση. Για αυτό το λόγο του ζητάµε να µας δώσει εξήγηση σε αυτήν την 
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απάντηση. Τότε ο µαθητής διορθώνει αµέσως την απάντησή του και µας λέει ότι 

έκανε λάθος, και ότι υπάρχει ο 
^
`  ανάµεσα στο 1/3 και στο 2/3. Πιο αναλυτικά:  

Καθηγητής: «Πως το ξέρεις αυτό;» 

Σωτήρης: «Το 
�
� είναι µεγαλύτερο από το 1/3 και µικρότερο από το 2/3»  

Κ: «Πως µπορείς να το βρεις αυτό;» 

Σ: «Αναλογικά µε τα ποσοστά…» 

Κ: «∆ηλαδή;» 

Σ: «Μπορούµε να το εξηγήσουµε µε τη µέθοδο του δηµοτικού… Πίτσα… 
(υπονοεί να κάνουµε το γράφηµα)» 

Κ: «Ναι» (ο καθηγητής ξεκινάει να δηµιουργεί το γράφηµα) 

Σ: «Τρία κοµµάτια έχουµε» 

Κ: «Ίσα µεταξύ τους;» 

Σ: «Ναι. Αν πάρουµε τα 2/3 της πίτσας και πάρουµε και το 
�
� της πίτσας, 

τότε το 
�
� θα είναι µικρότερο από τα 2/3» 

Από την εξήγηση αυτή διαπιστώνουµε ότι η προϋπάρχουσα γνώση της 
οπτικής αναπαράστασης της έννοιας των κλασµάτων οδήγησε τον µαθητή στο να 
διορθώσει την απάντησή του.  

 Όσον αφορά την τέταρτη ερώτηση οι απαντήσεις του παρουσιάζονται στην 
επόµενη εικόνα: 
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Σύµφωνα µε την 3η και 6η απάντησή του, υποθέτουµε ότι ο µαθητής αυτός 
θεωρεί ως άρρητους αριθµούς αυτούς που περιέχουν ρίζα. Για αυτό το λόγο, του 
ζητάµε να µας εξηγήσει ποιοι αριθµοί ονοµάζονται ρητοί και ποιοι άρρητοι. Μετά 
από αρκετή σκέψη ο Σωτήρης µας απαντά: «οι άρρητοι έχουν να κάνουν µε τις ρίζες 
και οι ρητοί µε τα κλάσµατα». Για να µπορέσει να αντιληφθεί τη λανθασµένη 
γενίκευση που έχει κάνει, δίνοντάς µας ένα διαστρεβλωµένο ορισµό για τους 
άρρητους («οι άρρητοι έχουν να κάνουν µε τις ρίζες»), του ζητάµε να µας πει πόσο 

κάνει ο αριθµός √4 . Αµέσως, αντιλαµβάνεται το «µέγεθος» του λάθος του και 

γελώντας µας λέει «ο √4 µας κάνει 2 οπότε είναι ρητός». Στη συνέχεια, θέλουµε να 
διαπιστώσουµε αν µπορεί να αναγνωρίσει την κλασµατική αναπαράσταση των 
αριθµών 0,777 και 0,777… Για αυτό το λόγο του ζητάµε να µας γράψει τους 
αριθµούς 0,777 και 0,777… µε µορφή κλάσµατος, εφόσον τους έχει καταχωρήσει ως 
ρητούς αριθµούς στις απαντήσεις του. Μη µπορώντας να ανταπεξέλθει στην ερώτηση 
αυτή ο µαθητής απαντά «Έκανα λάθος είναι άρρητοι… γιατί δεν µπορούν να 
γραφτούν ως κλάσµατα». Άρα, όπως στους προηγούµενους µαθητές έτσι και σε 
αυτόν, παρατηρούµε πόσο δύσκολο είναι να µετατρέψει έναν ρητό από την δεκαδική 
στην κλασµατική του αναπαράσταση.  

Όσον αφορά την πέµπτη ερώτηση ο µαθητής απάντησε ορθά τοποθετώντας 
τους αριθµούς στη σωστή σειρά.    

Προχωρώντας στην έκτη ερώτηση, διαπιστώσαµε ότι και αυτός ο µαθητής, 
όπως και οι προηγούµενοι, έχει τοποθετήσει τις τιµές στον άξονα αφού 
προηγουµένως έχει λύσει τις ανισώσεις µε αλγεβρικές µεθόδους. Στο σηµείο αυτό, 
αξίζει να παρατηρήσουµε ότι είναι ο πρώτος µαθητής που έχει λύσει όλες τις 
ανισώσεις σωστά (και αλγεβρικά και τοποθετώντας ορθά τις τιµές στον άξονα). 

Τέλος, στην έβδοµη ερώτηση παρατηρούµε ότι στο Α) υποερώτηµα (στο 

περίπου) έχει τοποθετήσει τον αριθµό √3 ανάµεσα στο 1,5 και στο 2, ενώ στο Β) 

υποερώτηµα (ακριβώς) έχει τοποθετήσει τον αριθµό √3 στο 1,77. Μάλιστα έχει 

σηµειώσει «√� � �, ££». Αυτό µας έδωσε την αφορµή για τον ακόλουθο διάλογο: 

 

Καθηγητής: «Που περίπου έβαλες το √� ;» 

Σωτήρης: «Εδώ… (δείχνει το σηµείο στον άξονα)» 

Κ: «Και που έβαλες ακριβώς το √�;» 
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Σ: «Στο 1,77» 

Κ: «Το √� ισούται µε 1,77; ∆ηλαδή αν κάνω 1,77*1,77 θα βρω 3;» 

Σ: «∆εν είµαι σίγουρος… αλλά νοµίζω πως ναι…(ο καθηγητής κάνει τον 
πολλαπλασιασµό)… όχι δεν κάνει ακριβώς 3. Μπορούµε να το γνωρίζουµε 
ακριβώς;» 

Κ: «Τι εννοείς;» 

Σ: «Εγώ µε τις γνώσεις µου δεν ξέρω πόσο είναι ακριβώς;» 

Κ: «∆ηλαδή εγώ ξέρω µε τις γνώσεις µου πόσο ακριβώς είναι το √�; Που 
σταµατάει;»  

Σ: «Ακριβώς δεν ξέρω αλλά ίσως µε κάποιους υπολογισµούς µπορείτε να το 
βρείτε» 

Κ: «Ακριβώς;» 

Σ: «Βασικά ναι… για να υπάρχει, κάποιος λόγος θα υπάρχει… κάποιος 
πρέπει να το ξέρει» 

Κ: «Άρα κάπου σταµατάει;» 

Σ: «Αυτό είναι σίγουρο» 

Κ: «Άρα δεν έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία αλλά πεπερασµένα.» 

Σ: «Για να υπάρχει σαν √� ναι» 

Κ: «Και άµα έχει πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία τότε γιατί δε σας λέγαµε εξ’ 

αρχής ότι το √�  έχει για παράδειγµα ένα δισεκατοµµύριο ψηφία που τελειώνουν 
µε τον τάδε αριθµό; Γιατί σας ορίσαµε τους άρρητους;» 

Σ: «Γιατί θα έβγαινε ένας τεράστιος δεκαδικός αριθµός και για ευκολία 

στους υπολογισµούς παίρνεις τον √�» 

Από τον παραπάνω διάλογο συµπεραίνουµε ότι ο Σωτήρης δεν έχει 
«ξεκάθαρη» εικόνα της έννοιας του άρρητου αριθµού. Θεωρεί ότι αποτελείται από 
πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία απλώς δεν είναι σε θέση µε τις γνώσεις του να τα 
γνωρίσει. ∆εν έχει κατανοήσει τη βασική διαφορά µεταξύ των ρητών και των 
αρρήτων: ότι οι ρητοί γράφονται µε κλασµατική µορφή. Αν ένας δεκαδικός αριθµός 
έχει πεπερασµένα ψηφία τότε µπορεί να γραφτεί ως κλάσµα µε παρονοµαστή 
δεκαδική δύναµη. Ακόµα, όσον αφορά τις γεωµετρικές ιδιότητες του άξονα, 

χρειάστηκε να του παρουσιάσουµε τη γεωµετρική κατασκευή του √2 µέσω του 
πυθαγορείου θεωρήµατος, ούτως ώστε να αντιληφθεί την ύπαρξή τους.  
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3.6. Ερωτηµατολόγιο Χριστόφορου 

Α΄ Φάση – Συµπλήρωση Ερωτηµατολογίου 

Ο έκτος και τελευταίος µαθητής στον οποίο δώσαµε το ερωτηµατολόγιο και 
του οποίου στη συνέχεια πήραµε προσωπική συνέντευξη είναι ένας µαθητής Γ΄ 
Λυκείου Θετικής Κατεύθυνσης µε το όνοµα Χριστόφορος. Όταν µας ρώτησε στην 
αρχή του ερωτηµατολογίου πόσην ώρα έχει για να το συµπληρώσει του απαντήσαµε 
και εκείνου ότι έχει αρκετή ώρα στη διάθεση του αλλά δε θα πρέπει να ξεπεράσει τα 
45 λεπτά. Ο µαθητής αυτός έκανε συνολικά 12 λεπτά για να ολοκληρώσει το 
ερωτηµατολόγιο. Κατά τη διάρκεια συµπλήρωσής του δεν εξέφρασε καµία απορία.  

 

Β΄ Φάση – Απαντήσεις µαθητή & αποτελέσµατα 

Πρώτα από όλα, αυτό που µας έκανε εντύπωση στις απαντήσεις του µαθητή 
είναι ότι στην πρώτη ερώτηση χρησιµοποίησε το σύµβολο ' (περίπου ίσο) για να 
µπορέσει να κάνει τη σύγκριση µεταξύ των αριθµών. Όταν ζητήσαµε να µας κάνει 
σύγκριση µε βάση τα σύµβολα < , > , =,  ο µαθητής αυτός µας απάντησε: «0,333… > 
0,333» , «1,888… < 1,9» , «4,999… < 5». Η τελευταία του απάντηση αποτελεί 
αφορµή για τον ακόλουθο διάλογο: 

Καθηγητής: «Αφού το 4,999… < 5 αυτό σηµαίνει ότι ανάµεσά τους πρέπει 
να υπάρχει κάποιος αριθµός. Στην παρακάτω απάντησή σου µου λες ότι ανάµεσά 
τους δεν υπάρχει κάποιος αριθµός» 

Χριστόφορος: «Ναι….. Η αλήθεια είναι… ότι ανάµεσα στο 4,999… και στο 
5 δεν υπάρχει κάποιος αριθµός νοµίζω» 

Κ: «Τότε πως το ένα είναι µικρότερο και το άλλο µεγαλύτερο;» 

Χ: « Γιατί το 4,999… είναι ουσιαστικά το 5 – 0,111…» 

Κ: «∆ηλαδή… (γράφει την πράξη της αφαίρεσης οριζόντια)» 

Χ: «Όχι, δε θα βγει, γιατί εδώ γίνεται ένας χαµός… έχουµε κρατούµενα, 
βγαίνουν 8…» 

Κ: «Άρα…;» 

Χ: «Άρα δεν υπάρχει» 

Κ: «Και πως γίνεται αυτό να είναι µικρότερο από αυτό (δείχνει πρώτα το 
4,999… και µετά το 5)» 

Χ: «Η αλήθεια είναι ότι δεν έχει λογική απάντηση, απλώς επειδή βλέπω το 4 
κόµµα κάτι και µετά το 5, αυτό ξέρω από το σχολείο, αυτή την πεποίθηση έχω ότι 
το 4,999… είναι µικρότερο του 5». 
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Από τον παραπάνω διάλογο αντιλαµβανόµαστε πόσο δύσκολο είναι και για 
αυτόν τον µαθητή να δεχτεί ότι οι αριθµοί 4,999… και 5 είναι ίσοι. Αυτό οφείλεται, 
και σε αυτήν την περίπτωση, στις  λανθασµένες πεποιθήσεις της έννοιας του απείρου 
εν γένει, και πιο συγκεκριµένα των άπειρων ψηφίων ενός περιοδικού αριθµού. Επίσης 
από την τελευταία του απάντηση («Η αλήθεια είναι ότι δεν έχει λογική απάντηση, 
απλώς επειδή βλέπω το 4 κόµµα κάτι και µετά το 5, αυτό ξέρω από το σχολείο, 
αυτή την πεποίθηση έχω ότι το 4,999… είναι µικρότερο του 5») αντιλαµβανόµαστε 
ότι έχει «µεταφέρει» λανθασµένα τον κανόνα σύγκρισης ρητών αριθµών µε 
πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία στους ρητούς αριθµούς µε άπειρα δεκαδικά ψηφία.   

Ακόµα, στη δεύτερη ερώτηση παρατηρούµε ότι έχει δώσει τις εξής 

απαντήσεις : «0,2   0,21   0,22» και «1/3   
�
�   2/3». Θέλοντας να ελέγξουµε αν 

«µεταφέρει» την ιδιότητα του «επόµενου αριθµού» από τους φυσικούς στους ρητούς, 
τον ρωτάµε αν υπάρχει κάποιος αριθµός ανάµεσα στο 0,2 και στο 0,22. Ο µαθητής 
τότε µας απαντά «0,205». Οπότε φαίνεται ότι ο µαθητής αυτός δε «µεταφέρει» την 
παραπάνω ιδιότητα από το ένα σύνολο στο άλλο. Όσον αφορά την απάντηση του 

«1/3   
�
�   2/3», ο µαθητής µας εξηγεί ότι το βρήκε µε ισοδύναµα κλάσµατα. Πιο 

συγκεκριµένα, µετέτρεψε τα κλάσµατα 1/3 και 2/3 στα 30/90 και 60/90 αντίστοιχα, 

και πήρε το 45/90 (το οποίο είναι ανάµεσα τους) το οποίο το απλοποίησε στο  
^
`. 

Συνεπώς, παρατηρούµε ότι ο Χριστόφορος, όπως ο Ηλίας και η Ναταλία, 
χρησιµοποίησε την κλασµατική αναπαράσταση για να µπορέσει να βρει κάποιον 
πραγµατικό αριθµό ανάµεσα, χωρίς να χρησιµοποιήσει καθόλου τη δεκαδική 
αναπαράσταση των αριθµών. Άρα, φαίνεται ότι ο µαθητής αυτός είναι ικανός να 
µπορεί να διαχειριστεί την έννοια της πυκνότητας των ρητών αριθµών χωρίς τη 
µετατροπή τους από κλασµατική σε δεκαδική αναπαράσταση.     

Εν συνεχεία, στην τέταρτη ερώτηση έχει απαντήσει:  
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Πιο αναλυτικά από τις έξι πρώτες απαντήσεις του, υποθέτουµε ότι δεν έχει 
«ξεκάθαρη» εικόνα της έννοιας των πραγµατικών αριθµών. Μάλιστα, υποθέτουµε ότι 
ταυτίζει το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε το σύνολο των ρητών. Αυτό το 
επιβεβαιώνει και η απάντησή του «Ρητοί αριθµοί πιστεύω ότι είναι κάτι παρόµοιο 
µε τους πραγµατικούς». Όταν τον ρωτήσαµε να µας πει τι είναι ρητοί αριθµοί και τι 
είναι άρρητοι αυτός µας απάντησε «∆εν έχω ιδέα….. Αυτό που καταλαβαίνω είναι 
ότι οι άρρητοι θα είναι το αντίθετο των ρητών επειδή έχουν το στερητικό α στην 
αρχή». Χρειάστηκε στο σηµείο αυτό να του υπενθυµίσουµε τον ορισµό των ρητών 
αριθµών και τότε ακολούθησε ο επόµενος διάλογος: 

Καθηγητής: «Ο 0,777 είναι ρητός ή άρρητος;» 

Χριστόφορος: «Ο 0,777 είναι… (σκέφτεται πως µπορεί να το γράψει ως 
κλάσµα) είναι άρρητος, γιατί δεν µπορούµε να το γράψουµε ως κλάσµα» 

Κ: «Να σε ρωτήσω κάτι άλλο. (γράφει το κλάσµα 
���

^   ) Αυτό εδώ τι πράξη 

είναι; 

Χ: «(χαµογελάει) Είναι διαίρεση…» 

Κ: «Άρα;» 

Χ: «Άρα είναι ρητός» 

Κ: «Το 0,777… τι είναι;» 

Χ: «Το 0,777… είναι… θα µπορούσαµε να κάνουµε ουσιαστικά σαν 
κολπάκι εδώ και να πούµε ότι είναι 777… προς 1000…» 

Κ: «Και εγώ µαθηµατικά πως θα το εξηγήσω; Πως θα κάνω διαίρεση µε 
τις τελίτσες;» 

Χ: «Μµµ η αλήθεια είναι ότι οι τελίτσες δε διαιρούνται… Τον κάνουµε 
άρρητο αυτόν» 

Κ: «Αν σου δώσω τον 2/3 πως τον κάνεις ως πράξη;» 

Χ: «∆ιαιρώ τον 2 µε τον 3 (ξεκινάει να κάνει την πράξη και βρίσκει 0,666…) 

Κ: «Αυτό δε θα είναι περιοδικός;» 

Χ: «Ναι αλλά δε βγάζει 7» 

Κ: «Κάτι αντίστοιχο θα µπορούσε να υπάρχει;» 

Χ: «Μµµ… µισό λεπτό…όχι» 
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Κ: «Και εγώ που θα µπορώ να ξεχωρίσω αν ο περιοδικός είναι ρητός ή 
άρρητος; ∆ηλαδή στο 0,666… βρίσκεις ένα κλάσµα ενώ στο 0,777… δε βρίσκεις 
οπότε µου λες ότι είναι άρρητος» 

Χ: «∆εν έχω ιδέα για το πώς µπορούµε να τα ξεχωρίσουµε αλλά πιστεύω ότι 
πρέπει να υπάρχει κάποιος τρόπος» 

Κ: «…» 

Χ: «Ή είναι όλα ρητοί και απλώς εµείς δεν µπορούµε να το καταλάβουµε» 

 Από τον διάλογο αυτό αντιλαµβανόµαστε ότι και ο µαθητής αυτός ενώ δεν 
έχει καµία δυσκολία στην µετατροπή ενός ρητού αριθµού από την κλασµατική στη 
δεκαδική αναπαράσταση, δυσκολεύεται έως αδυνατεί στο να µετατρέψει έναν 
περιοδικό αριθµό σε κλάσµα.  

Όσον αφορά την πέµπτη ερώτηση ο Χριστόφορος απάντησε ορθά 
τοποθετώντας τους αριθµούς στη σωστή σειρά.    

Συνεχίζοντας στην έκτη ερώτηση, αυτό που µας έκανε µεγάλη εντύπωση είναι 
ότι ο µαθητής τοποθέτησε κατευθείαν τις τιµές πάνω στους άξονες µε σωστό τρόπο 
χωρίς να σηµειώσει καθόλου αλγεβρικές πράξεις. Όταν τον ρωτήσαµε πως υπολόγισε 
τις τιµές αυτές διαπιστώσαµε ότι πρώτα έλυσε τις ανισώσεις µε αλγεβρικούς 
αλγορίθµους στο µυαλό του και ύστερα τοποθέτησε τις τιµές στον άξονα.  
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Τέλος, στην ερώτηση 7α) θεωρεί ότι µία προσέγγιση του √3 είναι το 1,7, και 

για αυτό το λόγο τοποθετεί το √3 ανάµεσα στο 1,5 και στο 2, θεωρώντας ότι 
βρίσκεται περίπου εκεί. Όταν του ζητάµε να µας απαντήσει στο δεύτερο ερώτηµα µας 
λέει χαρακτηριστικά: «∆ώστε µου λίγο χρόνο γιατί νοµίζω ότι έχει κάποιο τρικ». 
Μετά από λίγα λεπτά, και αφού παρατηρήσαµε ότι έκανε κάποιου είδους σχήµατα 
στο χαρτί, µας απαντά: «Αν ήταν ρητός όπως είναι το 2/3 θα µπορούσαµε να το 
τοποθετήσουµε στον άξονα αν το χωρίζαµε (δείχνει το διάστηµα από 0 έως 1 πάνω 
στον άξονα) σε τρία ίσα µέρη και τότε θα παίρναµε τα 2 από αυτά». Από την 
τελευταία του απάντηση διαπιστώνουµε ότι ο Χριστόφορος προσπάθησε να δώσει 
κάποιου είδους γεωµετρική λύση στο πρόβληµα αυτό. Απλώς επειδή δεν µπορούσε 
να σκεφτεί τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να τοποθετήσουµε έναν άρρητο στον 
άξονα, απλούστευσε τη σκέψη του και τοποθέτησε έναν ρητό περιοδικό αριθµό (το 
2/3 = 0,666…) πάνω στον άξονα µε γεωµετρικό τρόπο. Αυτός ήταν και ο µοναδικός 
µαθητής που µπόρεσε από µόνος του να σκεφτεί, έστω και απλουστευµένα, τις 
γεωµετρικές ιδιότητες του άξονα.  
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Κεφάλαιο 4 

Συµπεράσµατα Έρευνας – ∆ιδακτικές Προτάσεις 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία αποπειραθήκαµε να διερευνήσουµε τον 
τρόπο µε τον οποίο αντιµετωπίζουν οι µαθητές Γ΄ Λυκείου (Θετικής & Τεχνολογικής 
Κατεύθυνσης) τις αναπαραστάσεις των πραγµατικών αριθµών καθώς και τη 
συµπεριφορά που εκδηλώνουν όσον αφορά τις αλγεβρικές και γεωµετρικές ιδιότητες 
του άξονα των πραγµατικών αριθµών. Βασιζόµενοι σε προηγούµενες έρευνες των α) 
Souyoul, Zachariades & Giannakoulias (2007), β) Pantsidis et al. (2005) και γ) 
Sirotic & Zazkis (2007), προσπαθήσαµε να δώσουµε απάντηση στα ακόλουθα 
ερωτήµατα: 

� Πως συγκρίνουν οι µαθητές ρητούς αριθµούς µε πεπερασµένα και 
ρητούς αριθµούς µε άπειρα δεκαδικά ψηφία (περιοδικούς αριθµούς); 

� Μπορούν οι µαθητές να αναγνωρίσουν την ιδιότητα της πυκνότητας 
των ρητών αριθµών; (όταν οι ρητοί βρίσκονται και σε κλασµατική 
αλλά και σε δεκαδική αναπαράσταση)  

� Μπορούν οι µαθητές να συνειδητοποιήσουν ότι οι αριθµοί 4,999… και 
5 είναι ίσοι; 

� Πως αντιµετωπίζουν οι µαθητές τα άπειρα ψηφία ενός περιοδικού 
αριθµού και τα άπειρα ψηφία ενός άρρητου αριθµού; 

� «Μεταφέρουν» οι µαθητές την ιδιότητα του «επόµενου αριθµού» από 
το σύνολο των φυσικών αριθµών στο σύνολο των ρητών;  

� Ταυτίζουν οι µαθητές το σύνολο των ρητών αριθµών µε το σύνολο 
των πραγµατικών αριθµών; 

� Μπορούν οι µαθητές να µετατρέψουν έναν ρητό αριθµό από την 
κλασµατική του µορφή στη δεκαδική του και το αντίστροφο; 

� Μπορούν οι µαθητές να διατάξουν ρητούς αριθµούς όταν είναι σε 
κλασµατική µορφή; 

� Πως χρησιµοποιούν τον άξονα των πραγµατικών αριθµών όταν 
λύνουν ανισώσεις; 

� Μπορούν οι µαθητές να βρίσκουν προσεγγίσεις του √3 χωρίς τη 
χρησιµοποίηση οποιασδήποτε ηλεκτρονικής µηχανής (κοµπιουτεράκι); 

� Λαµβάνουν υπόψη τους οι µαθητές τις γεωµετρικές ιδιότητες του 
άξονα των πραγµατικών αριθµών;  

 

Πιο αναλυτικά, πρώτα από όλα, αξίζει να σχολιάσουµε το γεγονός ότι όλοι οι 
µαθητές «έπεσαν» σε αντίφαση µε τις εξής απαντήσεις:  

� «4,999… είναι µικρότερο από το 5» 
� «∆εν υπάρχει κανένας αριθµός ανάµεσα στο 4,999… και στο 5» 
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Μάλιστα, όταν σχολιάσαµε την αντίφαση αυτή, ενώ όλοι οι µαθητές κατανόησαν την 
αντίθεση ανάµεσα στις απαντήσεις τους, κανένας δεν ήταν σε θέση να δεχτεί ότι οι 
αριθµοί 4,999… και 5 είναι ίσοι. Θεωρούσαν ότι σίγουρα το «4,999… < 5», ακόµα 
και αν δεν υπάρχει κάποιος αριθµός ανάµεσά τους. Αν, από την άλλη µεριά, υπάρχει  
κάποιος αριθµός ανάµεσά τους, οι µαθητές ισχυρίστηκαν ότι δεν είναι σε θέση µε τις 
γνώσεις που έχουν να τον εντοπίσουν. Τα αποτελέσµατα αυτά συµφωνούν µε την 
έρευνα των Souyoul, Zachariades & Giannakoulias (2007), όπου το 45% των 
προπτυχιακών φοιτητών έδωσαν τις ίδιες απαντήσεις. Αν υπολογίσουµε το γεγονός 
ότι το δείγµα µας αποτελούταν από µαθητές Γ΄ Λυκείου είναι φυσιολογικό το 
ποσοστό στην έρευνά µας να είναι µεγαλύτερο.    

 Για να µπορέσουµε να βοηθήσουµε τους µαθητές να καταλάβουν την ισότητα 
µεταξύ των δύο αριθµών (4,999… και 5) προτείνουµε δύο διδακτικές προτάσεις: 

Α) Μέσω αλγεβρικών βασικών πράξεων 

Ο αριθµός 4,999… είναι ακριβώς ίσος µε τον αριθµό 5. 

Λύση 

Συµβολίζουµε µε = τον αριθµό 4,999 … ∆ηλαδή = � 4,999 … 
Πολλαπλασιάζουµε τον = µε το 10 και παίρνουµε 10= �  49,999 … (το αποτέλεσµα 
λαµβάνεται απλώς µεταφέροντας την υποδιαστολή του = µια θέση προς τα δεξιά). 
Αφαιρώντας τον = από τον 10= παίρνουµε 9=, του οποίου το δεκαδικό µέρος είναι 
µιας άπειρα ακολουθία µηδενικών. Με άλλα λόγια, ο αριθµός 9= είναι ακέραιος αφού 
το δεκαδικό του ανάπτυγµα έχει µόνο ακέραιο µέρος. ∆ιαιρώντας τον 9= µε το 
9 παίρνουµε τον =, ο οποίος είναι επίσης ακέραιος ίσος µε το 5. ∆ηλαδή: 

                                                                  10= � 49,999 … 

                                                                  O  = � 4,999 … 

                                        -----------------------------  

                                                   9= � 45 

                                                     = � 5 

 

Β) Μέσω αθροίσµατος απείρων όρων γεωµετρικής προόδου 

Θέλουµε να δείξουµε ότι ο αριθµός 4,999… είναι ίσος µε το 5. Για να το 
απλουστεύσουµε αρκεί να δείξουµε ότι το δεκαδικό µέρος 0,999… είναι ίσο µε το 1. 

Μέσω αθροίσµατος γεωµετρικής προόδου µπορούµε το 0,999… να το γράψουµε ως 
εξής: 
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0,999 … � 9
10 C 9

100 C 9
1000 C 9

10000 C � 

Άρα σύµφωνα µε τον τύπο του αθροίσµατος των απείρων όρων µιας γεωµετρικής 

προόδου µε ,^ � §
^   και + � ^

^   θα έχουµε: 

v � �^
1 O + �

9
10

1 O 1
10

� 1 

Άρα αποδείξαµε ότι 0,999 …  �  1.  

Αυτό που αξίζει να αναφέρουµε είναι ότι δυστυχώς ο παραπάνω τύπος, ο 
οποίος εισαγάγει τους µαθητές στα άπειρα αθροίσµατα, τα τελευταία 3 χρόνια είναι 
εκτός σχολικής ύλης (διδάσκονταν στα Μαθηµατική Γενικής Παιδείας της Β΄ 
Λυκείου). 

  Ακόµα, βασιζόµενοι στην έρευνα των Vamvakoussi & Vosniadou (2010), 
διαπιστώνουµε ότι και σε αυτήν την ηλικία και παρότι το µαθηµατικό τους επίπεδο 
είναι σε προχωρηµένο στάδιο, οι µαθητές εξακολουθούν α) να έχουν την τάση να 
«µεταφέρουν» τη διάταξη των φυσικών αριθµών (έννοια του «επόµενου αριθµού») 
στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών και β) έχουν την τάση να συγκρίνουν τους 
ρητούς αριθµούς χωρίς να τους αλλάζουν την αναπαράστασή τους. ∆ηλαδή όταν 
είναι σε δεκαδική αναπαράσταση βρίσκουν έναν ρητό αριθµό ανάµεσα τους ο οποίος 
είναι σε δεκαδική αναπαράσταση. Όµοια εργάζονται όταν ο ρητός αριθµός είναι σε 
κλασµατική αναπαράσταση. Μόνο ένας µαθητής (ο Βαγγέλης) µετέτρεψε τους 
ρητούς από κλασµατική σε δεκαδική αναπαράσταση προκειµένου να βρει έναν 
αριθµό ανάµεσά τους.  

Μια διδακτική προσέγγιση, προκειµένου να τους βοηθήσουµε να 
κατανοήσουν την έννοια της πυκνότητας µεταξύ δύο αριθµών, είναι µέσω του 
αριθµητικού µέσου δύο αριθµών. Ειδικότερα, αν έχουµε δύο πραγµατικούς αριθµούς 
, και ¨ µε , # ¨ ,  ένας από τους άπειρους αριθµούς που βρίσκονται ανάµεσά τους 

και µπορεί να υπολογιστεί εύκολα, είναι ο ,I<FJ*M<=όT Jέ�@T M�L , =,< ¨ � ©qª
`  . 

Με αυτόν τον τρόπο, οι µαθητές µπορούν να αντιληφθούν ότι ι) ανάµεσα σε δύο 
πραγµατικούς αριθµούς θα υπάρχει τουλάχιστον ένας αριθµός και ιι) ότι η διαδικασία 
αυτή επαναλαµβάνεται συνεχώς επ’ άπειρο (Zachariades, 2007).         

Επιπλέον, παρότι το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι το βασικό 
σύνολο των πράξεων τους, διαπιστώνουµε αρκετές δυσκολίες στην αναγνώριση των 
δύο βασικότερων υποσυνόλων του, του σύνολο των ρητών αριθµών και του συνόλου 
των αρρήτων αριθµών. Πιο συγκεκριµένα, αρκετοί µαθητές ταυτίζουν το σύνολο των 
πραγµατικών αριθµών µε το σύνολο των ρητών αριθµών, εξαιρώντας µε αυτό τον 
τρόπο, τους άρρητους από το σύνολο των πραγµατικών. Μάλιστα, αξίζει να 
σηµειώσουµε ότι κανένας µαθητής δεν µας έδωσε ορθή απάντηση όσον αφορά τον 
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ορισµό των ρητών αριθµών. Οι ορισµοί που µας έδωσαν οι µαθητές ήταν 
«διαστρεβλωµένοι» “distorted definitions” (Pinto & Tall, 1996). Χαρακτηριστικές 
είναι οι απαντήσεις τους: «είναι αυτοί που γράφονται ως κλάσµατα», «είναι αυτοί 
που έχουν ρίζες… εκτός αν αυτοί που έχουν ρίζες είναι οι άρρητοι». Ακόµη, 
δείχνουν να µην έχουν «ξεκάθαρη» εικόνα για την απειρία του δεκαδικού µέρους των 
πραγµατικών αριθµών. Θεωρούν, δηλαδή, ότι αν ένας αριθµός έχει άπειρα ψηφία 
τότε είναι σίγουρα άρρητος αριθµός. Αυτός είναι και ο λόγος όπου θεωρούν τους 
περιοδικούς αριθµούς (όπως τον 0,777…) άρρητους. Για να µπορέσουν να 

ξεπεράσουν τη δυσκολία αυτή τους ζητήσαµε να διαιρέσουν τους ρητούς αριθµούς 
^
a , 

`
a και να µας πουν το αποτέλεσµα της πράξης. Τότε όλοι οι µαθητές 

συνειδητοποίησαν ότι εφόσον οι αριθµοί 
^
a , ̀a είναι ρητοί, τότε και οι ισοδύναµοί τους 

αριθµοί, 0,333… και 0,666… αντίστοιχα, θα είναι και αυτοί ρητοί αριθµοί. Ένας 
µόνο µαθητής προέβαλλε αντίρρηση (ο Χριστόφορος) όταν µας είπε «Ναι αλλά δε 
βγάζει 7». Ο µαθητής (όπως έχουµε ήδη αναφέρει) υπονοούσε ότι ενώ τον 0,666… 
µπορούµε να τον γράψουµε µε κλασµατική µορφή, τον αριθµό 0,777… δε γίνεται να 
τον γράψουµε µε τη µορφή κλάσµατος. Εν συντοµία, ενώ η µετατροπή της 
κλασµατικής αναπαράστασης σε δεκαδική αναπαράσταση δείχνει να µην τους 
προβληµατίζει (κάνουν αµέσως τη διαίρεση), η µετατροπή σε κλάσµα ενός 
περιοδικού αριθµού (όπως είναι ο 0,777…), τους δυσκολεύει πάρα πολύ. Μια 
διδακτική προσέγγιση µε την οποία µπορούµε να βοηθήσουµε τους µαθητές στο να 
µπορούν εύκολα να µετατρέπουν έναν περιοδικό αριθµό σε κλάσµα είναι η 
ακόλουθη:  

Παράδειγµα µετατροπής ενός περιοδικού αριθµού σε κλάσµα 

Ο περιοδικός δεκαδικός αριθµός 0,777… = 0,7� να γραφτεί µε την κλασµατική 

µορφή 
«
¬ όπου µ, ν είναι φυσικοί αριθµοί. 

Λύση 

Ισχύει ότι 0,777 … �  �
^  C �

^   C �
^    C �

^     C � 

Άρα ο αριθµός 0,777 … είναι το άθροισµα των απείρων όρων µιας 

γεωµετρικής προόδου µε ,^ � �
^   και  + � ^

^   

Άρα, 0,777 … � v � ©
^®¯ � °

±
^® 

±
� °

±²
±

� �
§  

Αυτό που αξίζει να αναφέρουµε, πάλι, είναι ότι δυστυχώς ο παραπάνω τύπος, 
ο οποίος εισαγάγει τους µαθητές στα άπειρα αθροίσµατα, τα τελευταία 3 χρόνια είναι 
εκτός σχολικής ύλης (διδάσκονταν στα Μαθηµατική Γενικής Παιδείας της Β΄ 
Λυκείου). 
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Επιπρόσθετα, αναφέρουµε ότι µαθητές δεν συνάντησαν δυσκολία ούτε α) στη 
σύγκριση των περιοδικών αριθµών µε ρητούς αριθµούς πεπερασµένων δεκαδικών 
ψηφίων αλλά ούτε και β) στη διάταξη των ρητών αριθµών όταν αυτοί 
αναπαρίστανται µε κλασµατική µορφή.  

Επιπλέον, όσον αφορά τη σχέση των µαθητών µε τον άξονα των πραγµατικών 
αριθµών µπορούµε να βγάλουµε τα παρακάτω συµπεράσµατα: 

 Οι µαθητές τοποθετούν τους αριθµούς (τις τιµές της µεταβλητής �) 
στον άξονα των πραγµατικών αριθµών αφού έχουν λύσει πρώτα τις 
ανισώσεις µέσω αλγεβρικών αλγορίθµων (Pantsidis et al., 2005). 
∆ηλαδή, ο άξονας αποτελεί για αυτούς έναν τρόπο παρουσίασης των 
λύσεων αφού πρώτα τις έχουν βρει µέσω αλγεβρικών διαδικασιών 
επίλυσης.  

 Οι περισσότεροι µαθητές έκαναν αλγεβρικά λάθη στην επίλυση των 
ανισώσεων. Τα ευρήµατα αυτά έρχονται σε συµφωνία µε την έρευνα 
των Pantsidis et al. (2005), όπου οι τελευταίοι είχαν εντοπίσει ότι 
µόνο το 23,4 – 29,5% απάντησε σωστά στις ανισώσεις µε απόλυτα, 
και µόνο το 7,8 – 9,8% απάντησε σωστά στις ανισώσεις µε 
τετράγωνα.     

Τέλος, θα πρέπει να σχολιάσουµε το γεγονός ότι κανένας µαθητής δεν είναι 
εξοικειωµένος µε τη γεωµετρική ερµηνεία του άξονα (Pantsidis et al. 2005, Sirotic & 
Zazkis, 2007). Όλοι οι µαθητές αναγνωρίζουν µόνο τις αριθµητικές ιδιότητες του 
άξονα, και για αυτό το λόγο τους ήταν πάρα πολύ δύσκολο να δώσουν µια 

γεωµετρική κατασκευή του √3. Μόνο ένας µαθητής (ο Χριστόφορος) σκέφτηκε τις 
γεωµετρικές ιδιότητες του άξονα προσπαθώντας να τοποθετήσει το 2/3 πάνω στον 
άξονα, αλλά δεν κατάφερε να «προχωρήσει» την ιδέα του στους άρρητους αριθµούς.  

 

Συµπεραίνοντας, αν και οι πραγµατικοί αριθµοί και ο άξονας τους 
διδάσκονται από την αρχή της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης (Β΄ Γυµνασίου), 
παρατηρούµε ότι µέχρι και το τέλος της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης οι µαθητές δεν 
είναι εξοικειωµένοι µε αυτούς. Ειδικότερα, στην παρούσα έρευνα προσπαθήσαµε να 
ελέγξουµε αν τα συµπεράσµατα προϋπαρχουσών ερευνών ισχύουν για µαθητές οι 
οποίοι έχουν προχωρηµένο µαθηµατικό επίπεδο (Γ΄ Λυκείου). Ελπίζουµε τα 
ευρήµατά µας να αξιοποιηθούν ως βάση για µια περαιτέρω διδακτική έρευνα µε 
στόχο τη δηµιουργία κατάλληλων διδακτικών µοντέλων τα οποία θα βοηθούν τους 
µαθητές στην πλήρη αφοµοίωση της έννοιας των πραγµατικών αριθµών.     
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

Αξιώµατα του «µεταξύ» 

Α.1.  Αν � –  � –  
, τότε 
 – � –  �.    

A.2.  Για κάθε τρία συγγραµµικά σηµεία, το ένα µόνο βρίσκεται ανάµεσα στα άλλα 
δύο.  

Α.3.  Μπορούµε να διατάξουµε οποιαδήποτε τέσσερα συγγραµµικά σηµεία έτσι ώστε 

να έχουµε τη διάταξη � –  � –  
 –  �.  

A.4.  Για οποιαδήποτε σηµεία � και �, υπάρχει α) ένα σηµείο 
 τέτοιο ώστε 

� –  � – 
, και β) ένα σηµείο � τέτοιο ώστε � –  � –  �.  

A.5.  Αν ισχύει � –  � –  
, τότε τα �, � και 
 είναι τρία διαφορετικά σηµεία της ίδιας 
γραµµής.  

 

Αξιώµατα ισότητας για τµήµατα 

Β.1.  Στα τµήµατα, η ισότητα είναι µια σχέση ισοδυναµίας. 

Β.2.  Το αξίωµα κατασκευής τµηµάτων. Για δοσµένο ευθύγραµµο ������ και διάνυσµα 


�������, υπάρχει ένα ακριβώς σηµείο Ε του 
������� τέτοιο ώστε ������ ' 
����. 

Β.3.  Το αξίωµα πρόσθεσης τµηµάτων. Αν ισχύουν οι σχέσεις: � O � O 
, �´ O �´ O

´, ������ ' �µ�µ������, =,< �
���� ' �µ
µ������ τότε �
���� ' �µ
µ�����. 

Β.4.  Το αξίωµα αφαίρεσης τµηµάτων. Αν ισχύουν οι σχέσεις: � O � O 
, �´ O �´ O

´, ������ ' �µ�µ������, =,< �
���� ' �µ
µ����� τότε �
���� ' �µ
µ������. 

Β.5.  Κάθε τµήµα έχει µόνο ένα µέσο. ∆ηλαδή για κάθε τµήµα ������ υπάρχει ένα 
σηµείο C έτσι ώστε � O 
 O � και �
���� ' 
�����. 

 

Αξιώµατα ισότητας για γωνίες 

Γ.1.  Στις γωνίες, η ισότητα είναι µια σχέση ισοδυναµίας. 

Γ.2.  Το αξίωµα κατασκευής γωνιών. Έστω γωνία ¶��
 και διάνυσµα �µ
µ��������� και έστω 

� το ηµιεπίπεδο που περιέχει το διάνυσµα �µ
µ���������. Τότε υπάρχει ένα µόνο διάνυσµα 

�µ�µ��������� µε το σηµείο �µ στο �, τέτοιο ώστε ¶��
 ' ¶�µ�µ
µ. 
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Γ.3.  Το αξίωµα της πρόσθεσης γωνιών. Αν το � είναι εσωτερικό σηµείο της γωνίας 
¶��
 και το �µ είναι εσωτερικό σηµείο της γωνίας ¶�µ�µ
µ και ¶��� ' ¶�µ�µ�µ 
και ¶��
 ' ¶�µ�µ
µ τότε ¶��
 ' ¶�µ�µ
µ. 
Γ.4.  Το αξίωµα της αφαίρεσης γωνιών. Αν το � είναι εσωτερικό σηµείο της γωνίας 
¶��
 και το �µ είναι εσωτερικό σηµείο της γωνίας ¶�µ�µ
µ και ¶��� ' ¶�µ�µ�µ 
και ¶��
 ' ¶�µ�µ
µ τότε ¶��
 ' ¶�µ�µ
µ. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

 

Θεώρηµα Γραµµής Κύκλου 

Αν µια ευθεία τέµνει το εσωτερικό ενός κύκλου, τότε τέµνει τον κύκλο ακριβώς σε 
δύο σηµεία.  

 

 

Θεώρηµα ∆ύο κύκλων 

Έστω 
 και 
′ δύο κύκλοι µε ακτίνες α και b, και έστω c η απόσταση µεταξύ των δύο 
κέντρων τους. Αν κάθε από τους αριθµούς α, b, c είναι µικρότερος από το άθροισµα 
των άλλων δύο, τότε οι κύκλοι 
 και 
′ τέµνονται σε δύο σηµεία. Και αυτά τα δύο 
σηµεία τοµής βρίσκονται σε αντίθετες µεριές (σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα) από αυτές 
που ορίζει η ευθεία που ενώνει τα κέντρα τους.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  Γ 
 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ 

 

1) Σύγκρινε τους αριθµούς: 

• 0,333...                       0,333 
• 1,888…                       1,9 

• 4,999…                        5 

 

2) Σε κάθε ζευγάρι από τα παρακάτω γράψε έναν αριθµό που υπάρχει ανάµεσά τους. 
Αν δεν υπάρχει γράψε «∆εν υπάρχει». 

• 0,2                         0,22 
• 1,888…                 1,9 

• 4,999…                   5 
• 1/3                         2/3 

 

3) Μπορείς να βρεις δύο πραγµατικούς αριθµούς τέτοιους ώστε να µην υπάρχει 
κανένας άλλος αριθµός ανάµεσά τους; Αν ναι γράψε τους. Αν όχι γράψε «δεν 
υπάρχουν» 

 

 

4) Χαρακτήρισε µε Σωστό ή Λάθος τις παρακάτω προτάσεις: 

• Ο √2 είναι πραγµατικός αριθµός 

• Ο √2 είναι ρητός αριθµός 

• Ο √2 είναι άρρητος αριθµός 

• Ο √4 είναι πραγµατικός αριθµός 

• Ο √4 είναι ρητός αριθµός 

• Ο √4 είναι άρρητος αριθµός 

• Ο √2 έχει δεκαδική αναπαράσταση µε πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία 

• Ο √2 έχει δεκαδική αναπαράσταση µε άπειρα δεκαδικά ψηφία 

• Ο 0,786343434… είναι ρητός αριθµός 
• Ο 0,786343434… είναι άρρητος αριθµός 
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• Ο 0,777 είναι ρητός αριθµός 
• Ο 0,777 είναι άρρητος αριθµός 

• Ο 0,777… είναι άρρητος αριθµός 
• Ο 0,777… είναι ρητός αριθµός 

5) Να τοποθετήσετε τους παρακάτω αριθµούς στη σειρά χρησιµοποιώντας το 
σύµβολο < : 

O 1
3  , C 13 , 4

3 , O 4
3 

 

6) Να τοποθετήσετε τις τιµές των x πάνω στον άξονα: 

� |�| O 1 # 3 

  
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     

                              

� |�| O 1 : 1 
 

   
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     

                              

� �` O 1 # 3 
 
 

   
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     

 
� �` O 1 : 3 

 

   
            -4   -3   -2    -1    0     1     2     3     4     

 

7)  Να τοποθετήσετε τον αριθµό √3 πάνω στον άξονα των πραγµατικών αριθµών: 

Α) στο περίπου 

Β) ακριβώς
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  ∆ 

Ερώτηση 1η : 
Σύγκρινε τους 
αριθµούς: 

0,333...         0,333 
1,888…        1,9 
4,999…        5 

 

Βαγγέλης 
 

0,333…> 0,333 
1,888… < 1,9 
4,999… < 5 

 

Ηλίας 
 

           0,333… < 0,333 
1,888… < 1,9 
4,999… < 5 

 

Γιάννα 
 

0,333… = 0,333 
1,888… < 1,9 
4,999… < 5 

Ναταλία 
 

0,333 < 0,333… < 1,888… 
< 1,9 < 4,999… < 5 

Σωτήρης 
 

0,333… = 0,333 
1,888... < 1,9 
4,999… < 5 

Χριστόφορος 
 

0,333… ' 0,333 (>) 
1,888… ' 1,9 (<) 
4,999… ' 5 (<) 

Ερώτηση 2η :  
Σε κάθε ζευγάρι από 
τα παρακάτω γράψε 
έναν αριθµό που 
υπάρχει ανάµεσά 
τους. Αν δεν υπάρχει 
γράψε «∆εν υπάρχει». 
       0,2              0,22 
       1,888…     1,9 
       4,999…      5 
       1/3              2/3     
 

 
 
 
 
 
 
 

0,21 
1,89 

∆εν υπάρχει 
0,4 

 
 
 
 
 
 
 

0,21 
1,889… 

∆εν υπάρχει 
1/2 

 
 
 
 
 
 
 

∆εν υπάρχει 
∆εν υπάρχει 
∆εν υπάρχει 
∆εν υπάρχει 

 
 
 
 
 
 
 

0,21 
1,889 

∆εν υπάρχει 
1/2 

 
 
 
 
 
 
 

0,21 
1,889 

∆εν υπάρχει 
∆εν υπάρχει 

 
 
 
 
 
 
 

0,21 
1,89 

∆εν υπάρχει 
1/2 

Ερώτηση 3η : 
Μπορείς να βρεις δύο 
πραγµατικούς 
αριθµούς τέτοιους 
ώστε να µην υπάρχει 
κανένας άλλος 
αριθµός ανάµεσά 
τους; Αν ναι γράψε 
τους. Αν όχι γράψε 
«δεν υπάρχουν» 
 

∆εν υπάρχουν ∆εν υπάρχουν 1   ,   2 1/3 < ½ < 2/3 0 – 0,001 ∆εν υπάρχουν 
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Ερώτηση 4η :  
Χαρακτήρισε µε 
Σωστό ή Λάθος τις 
παρακάτω 
προτάσεις: 
 
Ο √2 είναι 
πραγµατικός 
αριθµός 
Ο √2 είναι ρητός 
αριθµός 
Ο √2 είναι άρρητος 
αριθµός 
Ο √4 είναι 
πραγµατικός 
αριθµός 
Ο √4 είναι ρητός 
αριθµός 
Ο √4 είναι άρρητος 
αριθµός 
Ο √2 έχει δεκαδική 
αναπαράσταση µε 
πεπερασµένα 
δεκαδικά ψηφία 
Ο √2 έχει δεκαδική 
αναπαράσταση µε 
άπειρα δεκαδικά 
ψηφία 

Βαγγέλης 
 
 
 
 
 

 
 
Σ 
 
Λ 
 
 
Σ 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
 
Λ 
 
 
 
Σ 
 
 
 

Ηλίας 
 

   
 
 
 
 

 
 
Λ 
 
Σ 
 
 
Λ 
 
Λ 
 
 
Σ 
 
 
Λ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γιάννα 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λ 
 
Λ 
 
 
Σ 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
 
Λ 
 
 
Λ 
 
 
 
Σ 
 
 
 

Ναταλία 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σ 
 
Λ 
 
 
Σ 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
 
Λ 
 
 
Λ 
 
 
 
Σ 
 
 
 

Σωτήρης 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σ 
 
Λ 
 
 
Σ 
 
Σ 
 
 
Λ 
 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
 
 
Λ 
 
 
 

Χριστόφορος 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λ 
 
Λ 
 
 
Σ 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
 
Λ 
 
 
Λ 
 
 
 
Σ 
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Ο 0,786343434… 
είναι ρητός αριθµός 
Ο 0,786343434… 
είναι άρρητος 
αριθµός 
Ο 0,777 είναι ρητός 
αριθµός 
Ο 0,777 είναι 
άρρητος αριθµός 
Ο 0,777… είναι 
άρρητος αριθµός 
Ο 0,777… είναι 
ρητός αριθµός 
 

Λ 
 
 
Σ 
 

 
Σ 
 
Σ 
 
Σ 
 
Λ 

Λ 
 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
Λ 
 
Σ 
 
Λ 

Σ 
 
 
Λ 
 
 
Λ 
 
Σ 
 
Σ 
 
Λ 

Λ 
 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
Λ 
 
Σ 
 
Λ 

Λ 
 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
Λ 
 
Λ 
 
Σ 

Λ 
 
 
Σ 
 
 
Σ 
 
Λ 
 
Σ 

 
Λ 

Ερώτηση 5η : 
Να τοποθετήσετε τους 
παρακάτω αριθµούς 
στη σειρά 
χρησιµοποιώντας το 
σύµβολο < : 

O 1
3  , C 13 , 4

3 , O 4
3 

 

 

 

 

 

O 4
3 # O 13 #  1

3 , # 4
3 

 

 

 

 

O 1
3 # O 43 #  1

3 #  4
3 

 

 

 

O 4
3 # O 13 #  1

3 #  4
3 

 

 

 

 

O 4
3 # O 13 #  1

3 #  4
3 

 

 

 

O 4
3 # O 13 #  1

3 #  4
3 

 

 

 

O 4
3 # O 13 #  1

3 #  4
3 
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Ερώτηση 6η : 
Να τοποθετήσετε τις 
τιµές των x πάνω στον 
άξονα: 
 

 
   

 

Ερώτηση 7η : 
Να τοποθετήσετε τον 
αριθµό √3 πάνω στον 
άξονα των πραγµατικών 
αριθµών: 
Α) στο περίπου 
Β) ακριβώς 
 

   
 

 

 

 

 

 

 

 


