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ΡΕΙΛΗΨΗ 
 

Στόχοσ τθσ ζρευνασ που ζγινε, ςτα πλαίςια τθσ εκπόνθςθσ τθσ παροφςασ διπλωματικισ, 

ιταν να εξετάςει τισ ςτρατθγικζσ που αναπτφςςουν οι μακθτζσ κατά τθν επίλυςθ 

προβλθμάτων με αντικείμενο το πζραςμα από τθ γεωμετρία του επιπζδου ςτθ 

γεωμετρία του χϊρου (και αντίςτροφα), κακϊσ και τθ ςχζςθ αυτϊν με τισ ζννοιεσ τθσ 

οπτικοποίθςθσ, τθσ απτικισ αντίλθψθσ, των χειρονομιϊν και τθσ γλϊςςασ. 

Ρραγματοποιικθκε μία πειραματικι διδαςκαλία ςε ζνα ςχολείο για μακθτζσ με 

προβλιματα όραςθσ. Στθν ζρευνα ςυμμετείχαν 5 μακθτζσ και μακιτριεσ διαφόρων 

τάξεων τθσ δευτεροβάκμιασ εκπαίδευςθσ με διαφορετικά προβλιματα όραςθσ. Από τα 

αποτελζςματα τθσ ζρευνασ ζγινε φανερό ότι οι ςτρατθγικζσ που αναπτφςςουν οι 

μακθτζσ ςχετίηονται ζντονα με τισ παραπάνω ζννοιεσ και επίςθσ ότι διαφζρουν από 

εκείνεσ που ςυνθκίηουν να ακολουκοφν οι βλζποντεσ μακθτζσ. Θ χριςθ τθσ  απτικισ 

αντίλθψθσ βοικθςε τουσ μακθτζσ να οπτικοποιιςουν τα γεωμετρικά ςχιματα και τισ 

κινιςεισ τουσ ςτο χϊρο, οδθγϊντασ τουσ ςτθ δθμιουργία κάποιων ςτρατθγικϊν 

προκειμζνου να απαντιςουν ςτα ερωτιματα που τουσ τίκεντο ςτισ δραςτθριότθτεσ. 

Επίςθσ, μζςω τθσ χριςθσ χειρονομιϊν και παρομοιϊςεων οι μακθτζσ ιταν ςε κζςθ να 

περιγράψουν με μεγαλφτερθ άνεςθ τα γεωμετρικά αντικείμενα και τισ γεωμετρικζσ 

ζννοιεσ που ςυναντοφςαν. 

 

Λζξεισ κλειδιά : Οπτικοποίθςθ, Απτικι αντίλθψθ, Στρατθγικι, Χειρονομίεσ, 

Ραρομοιϊςεισ, Ρροβλιματα όραςθσ 

 

ABSTRACT 
 

The aim of the study was to examine the strategies developed by visual impaired 

students, while facing tasks related to the transition from 2D geometry to 3D geometry 

and vice versa. These strategies where related to the concepts of visualization, Haptic 

perception, gestures and language. A teaching experiment was carried out, in a school 

for visual impaired students. The experiment involved five pupils of different classes of 

secondary education with different vision problems. From the results of this study it 

became apparent that the strategies developed by the students are closely connected 

with the above concepts and also that they are different from those followed by sighted 

students. The use of Haptic perception helped the students to visualize the geometrical 

shapes and their spatial movements, leading to the creation of some strategies that 

helped them to respond to the questions being raised in the activities. Also, with the use 

of gestures and similes the students were able to describe in greater comfort the 

geometrical objects and concepts they encountered. 

 

Keywords: Visualization, Haptic perception, Strategy, gestures, similes, visual problems  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Στθν παροφςα διπλωματικι εργαςία διαπραγματευόμαςτε τθν 

εναςχόλθςθ των μακθτϊν με προβλιματα όραςθσ με τθ Γεωμετρία. Τισ 

τελευταίεσ δεκαετίεσ οριςμζνοι ερευνθτζσ τθσ Διδακτικισ των Μακθματικϊν 

άρχιςαν να αςχολοφνται με αυτι τθν ομάδα μακθτϊν. Στθ δικιά μασ εργαςία 

ςκοπόσ είναι να δοφμε πϊσ οι μακθτζσ αυτοί αλλθλεπιδροφν με το 

αντικείμενο τθσ Γεωμετρίασ και τι ςτρατθγικζσ αναπτφςςουν κατά τθν 

επίλυςθ γεωμετρικϊν προβλθμάτων που ςυνδζουν τθ γεωμετρία του 

επιπζδου με τθ γεωμετρία του χϊρου. 

Βαςικζσ ζννοιεσ γφρω από τισ οποίεσ κα εξετάςουμε τισ ςτρατθγικζσ που 

αναπτφςςουν οι μακθτζσ είναι : θ οπτικοποίθςθ, οι χειρονομίεσ και θ γλϊςςα 

που χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ για να περιγράψουν ζνα γεωμετρικό 

αντικείμενο και θ απτικι αντίλθψθ. Μζςα από το πρίςμα αυτϊν των εννοιϊν 

κα παρατθριςουμε τουσ τρόπουσ ςυλλογιςμοφ που αναπτφςςουν οι μακθτζσ 

κατά το πζραςμα τουσ από τθ γεωμετρία του επιπζδου ςτθ γεωμετρία του 

χϊρου και αντίςτροφα, μζςα από τζςςερισ δραςτθριότθτεσ. 

Θ εργαςία είναι χωριςμζνθ ςε τζςςερα κεφάλαια : 

Στο πρϊτο κεφάλαιο, παρουςιάηονται τα αποτελζςματα μίασ 

βιβλιογραφικισ αναςκόπθςθσ γφρω από το αντικείμενο τθσ γεωμετρίασ αλλά 

και τθ ςφνδεςθ τθσ με τισ ζννοιεσ  τθσ οπτικοποίθςθσ, τθσ απτικι αντίλθψθσ 

κακϊσ και το ρόλο των χειρονομιϊν και τθσ γλϊςςασ. Στο δεφτερο κεφάλαιο, 

παρουςιάηεται λεπτομερϊσ θ μεκοδολογία τθσ ζρευνασ που 

πραγματοποιικθκε. Στο τρίτο κεφάλαιο, γίνεται θ ανάλυςθ των 

αποτελεςμάτων μζςα από κάποια κρίςιμα ςυμβάντα που εκτυλίχκθκαν κατά 

τθ διάρκεια διεξαγωγισ τθσ ζρευνασ. Τζλοσ, ςτο τζταρτο κεφάλαιο 

παρουςιάηονται αναλυτικά τα ςυμπεράςματα μασ για τθν ζρευνα. 
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Κεφάλαιο 1 - ΘΕΩΗΤΙΚΠ ΡΛΑΚΣΙΟ 

 

1.1  Η φφςθ τθσ Γεωμετρίασ 

Θ Γεωμετρία είναι ίςωσ ο κλάδοσ των μακθματικϊν με τθν πιο προφανι ςχζςθ με τθν 

πραγματικότθτα ςτθν οποία ηοφμε. Ππωσ είχε επιςθμάνει και ο Bishop (1983) “θ Γεωμετρία 

είναι τα μακθματικά του χϊρου”. Αυτόσ είναι και ο λόγοσ για τθν τόςο, ιςτορικά, πρότερθ 

ανάπτυξθ τθσ ςε ςφγκριςθ με τουσ άλλουσ κλάδουσ των μακθματικϊν. Λόγω των άμεςων 

πρακτικϊν εφαρμογϊν τθσ, τθ γεωμετρία ανζπτυξαν εμπειρικά κάποιοι λαοί για πρακτικοφσ 

κυρίωσ λόγουσ, όπωσ οι Βαβυλϊνιοι και οι Αιγφπτιοι. Με τθ γεωμετρία όμωσ ιρκαν ςε 

επαφι και οι Ζλλθνεσ, κυρίωσ με το Καλι το Μιλιςιο, ο οποίοσ είναι και ο πρϊτοσ που 

ειςάγει τθν ζννοια τθσ "απόδειξθσ" ωσ μζςον επαλικευςθσ μιασ γεωμετρικισ πρόταςθσ. Ο 

Ρυκαγόρασ κζτει τθ Γεωμετρία ςε πλιρωσ κεωρθτικό και φιλοςοφικό επίπεδο, αλλά 

ολοκλθρϊνει και τθν ζννοια και τθν πρακτικι τθσ αποδεικτικισ διαδικαςίασ. Κα 

μποροφςαμε λοιπόν να ποφμε ότι ο Καλισ είναι ο ιδρυτισ τθσ κεωρθτικισ γεωμετρίασ, ενϊ 

ο Ρυκαγόρασ είναι ο κεμελιωτισ τθσ. Στθν φιλοςοφία του Ρλάτωνα οι αρικμθτικζσ και οι 

γεωμετρικζσ ζννοιεσ παρουςιάηονται ωσ ο ιδανικόσ κόςμοσ, «ο κόςμοσ των Ιδεϊν». Ο ίδιοσ 

υποςτιριηε πωσ ο κόςμοσ είναι καταςκευαςμζνοσ από πζντε ςτερεά, τα οποία ςιμερα 

ονομάηονται Ρλατωνικά ςτερεά και είναι τα πζντε κυρτά κανονικά πολφεδρα: το τετράεδρο 

(ι τριγωνικι πυραμίδα), το εξάεδρο (ι κφβοσ), το οκτάεδρο, το δωδεκάεδρο και 

το εικοςάεδρο.  

Σε αντίκεςθ όμωσ με τουσ υπόλοιπουσ λαοφσ που αςχολοφνται με τθν Γεωμετρία, οι 

Ζλλθνεσ είναι εκείνοι που για πρϊτθ φορά κα δϊςουν ςε αυτιν, τθν ζννοια τθσ 

αποδεδειγμζνθσ γνϊςθσ και τθσ επιςτιμθσ. Οι Ζλλθνεσ γεωμζτρεσ προςεγγίηουν τθ 

γεωμετρία ςαν επιςτιμθ κακαρισ γνϊςθσ και ςυνεπϊσ πρζπει να βρουν αποδείξεισ 

εφαρμοηόμενεσ με τον κανόνα και το διαβιτθ, ςφμφωνα με τισ επιταγζσ που κακορίςτθκαν 

από τον Ευκλείδθ περίπου το 300 π.Χ. με το βιβλίο του "Στοιχεία", το οποίο αποτελείται 

από 13 τόμουσ. Δθμιοφργθςαν ζτςι τθν αποδεικτικι κεωρθτικι γεωμετρία, ςε αντίκεςθ με 

τθν εμπειρικι γεωμετρία που επικρατοφςε μζχρι τότε από τουσ υπόλοιπουσ λαοφσ. Θ 

Γεωμετρία είναι ο πρϊτοσ κλάδοσ των μακθματικϊν που τοποκετικθκε ςε αξιωματικι 

βάςθ από τον Ευκλείδθ ςτα "Στοιχεία" του, και δικαιολογθμζνα ονομάηεται "Ευκλείδεια 

Γεωμετρία". 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CE%B1%CE%B2%CF%85%CE%BB%CF%8E%CE%BD%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%81%CF%87%CE%B1%CE%AF%CE%B1_%CE%91%CE%AF%CE%B3%CF%85%CF%80%CF%84%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%81%CF%87%CE%B1%CE%AF%CE%BF%CE%B9_%CE%88%CE%BB%CE%BB%CE%B7%CE%BD%CE%B5%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%98%CE%B1%CE%BB%CE%AE%CF%82_%CE%BF_%CE%9C%CE%B9%CE%BB%CE%AE%CF%83%CE%B9%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%85%CE%B8%CE%B1%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B1%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%BB%CE%B1%CF%84%CF%89%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CF%83%CF%84%CE%B5%CF%81%CE%B5%CF%8C
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B1%CE%BD%CE%BF%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CF%80%CE%BF%CE%BB%CF%8D%CE%B5%CE%B4%CF%81%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A4%CE%B5%CF%84%CF%81%CE%AC%CE%B5%CE%B4%CF%81%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%85%CF%81%CE%B1%CE%BC%CE%AF%CE%B4%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CF%8D%CE%B2%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CE%BA%CF%84%CE%AC%CE%B5%CE%B4%CF%81%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CF%89%CE%B4%CE%B5%CE%BA%CE%AC%CE%B5%CE%B4%CF%81%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CE%B9%CE%BA%CE%BF%CF%83%CE%AC%CE%B5%CE%B4%CF%81%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/300_%CF%80.%CE%A7.
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CF%85%CE%BA%CE%BB%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B5%CE%B9%CE%B1_%CE%B3%CE%B5%CF%89%CE%BC%CE%B5%CF%84%CF%81%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CF%85%CE%BA%CE%BB%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B5%CE%B9%CE%B1_%CE%B3%CE%B5%CF%89%CE%BC%CE%B5%CF%84%CF%81%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CF%85%CE%BA%CE%BB%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B5%CE%B9%CE%B1_%CE%B3%CE%B5%CF%89%CE%BC%CE%B5%CF%84%CF%81%CE%AF%CE%B1
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Θ Γεωμετρία λοιπόν αποτελεί τον κλάδο των μακθματικϊν που αςχολείται με χωρικζσ 

ςχζςεισ, με τθ ςφνκεςθ δθλαδι του χϊρου ςτον οποίο ηοφμε. (Στθν παροφςα εργαςία κα 

αςχολθκοφμε μόνο με τθν Ευκλείδεια Γεωμετρία και ςυνεπϊσ όποτε λζμε Γεωμετρία κα 

εννοοφμε τθν Ευκλείδεια.) Σφμφωνα με τον Battista (2007, p. 843) “θ Γεωμετρία είναι ζνα 

πολφπλοκα ςυνδεδεμζνο δίκτυο εννοιϊν, τρόπων ςυλλογιςμοφ και αναπαραςταςιακϊν 

ςυςτθμάτων, το οποίο χρθςιμοποιείται για να δομιςει εννοιολογικά και να αναλφςει, 

φυςικά και φανταςτικά χωρικά περιβάλλοντα”. Συνεπϊσ, δε κα μποροφςε θ γεωμετρικι 

ςκζψθ να είναι αςυςχζτιςτθ με τον χωρικό ςυλλογιςμό (spatial thinking). Ο Battista δίνει 

ζναν οριςμό του χωρικοφ ςυλλογιςμοφ, ωσ : “τθν ικανότθτα να «βλζπουμε», να ερευνοφμε 

και να αναςτοχαηόμαςτε πάνω ςε χωρικά αντικείμενα, εικόνεσ, ςχζςεισ και 

μεταςχθματιςμοφσ. Ο χωρικόσ ςυλλογιςμόσ περιλαμβάνει τθ δθμιουργία εικόνων, τθν 

παρατιρθςθ τουσ με ςτόχο να απαντιςουμε ερωτιςεισ πάνω ςε αυτζσ, το μεταςχθματιςμό 

και το χειριςμό τουσ και τθ διάκεςθ τουσ ςτθν υπθρεςία άλλων νοθτικϊν διαδικαςιϊν”. 

Κατά ςυνζπεια, ο χωρικόσ ςυλλογιςμόσ είναι ζνα μζςο για να προχωριςει κανείσ ςε 

βακφτερθ ανάλυςθ μιασ γεωμετρικισ ζννοιασ. 

Οι ερευνθτζσ που αςχολικθκαν με το γεωμετρικό ςυλλογιςμό είναι πολλοί (Battista, 

2007; Clements, 1992; Presmeg, 1997, 2006; Van Hieles; Gutierrez and Jaime, 1998; Duval, 

1995, 1998 και άλλοι). Στθν παροφςα εργαςία κα παρουςιάςουμε τισ βαςικότερεσ κεωρίεσ 

για τθν εξζλιξθ του γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ, αλλά και άλλεσ ζννοιεσ που ςυνδζονται με 

το γεωμετρικό ςυλλογιςμό των παιδιϊν, όπωσ αυτι τθσ χριςθσ μεταφορϊν και 

παρομοιϊςεων. Είναι ςθμαντικό να γνωρίηουμε τθ φφςθ τθσ γεωμετρικισ ςυλλογιςτικισ 

και τον τρόπο με τον οποίο αυτι εξελίςςεται. Για τον λόγο αυτό κα παρουςιάςουμε κάποια 

κεωρθτικά πλαίςια ςχετικά με τθ μάκθςθ τθσ γεωμετρικισ ςυλλογιςτικισ : το μοντζλο των 

επιπζδων γεωμετρικισ ςκζψθσ των Van Hieles, το μοντζλο των επιπζδων κατανόθςθσ 

ςτερεϊν ςωμάτων των Gutierrez et al., τα επίπεδα πολυπλοκότθτασ (levels of 

sophistication) ςτο ςυλλογιςμό των μακθτϊν όςον αφορά τθ μζτρθςθ ςτερεϊν (Battista), τθ 

κεωρία των ςχθματοποιθμζνων εννοιϊν κατά Fischbein και το γνωςτικό μοντζλο του Duval. 

 Στθ ςυνζχεια κα αναλφςουμε μία βαςικι ζννοια που ςχετίηεται με το γεωμετρικό 

ςυλλογιςμό, αυτι τθσ Οπτικοποίθςθσ. Θ παροφςα εργαςία όμωσ είναι αφιερωμζνθ ςε κάκε 

άλλο παρά “mainstream” μακθτζσ. Είναι αφιερωμζνθ ςε μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ, 

οι οποίοι πολλζσ φορζσ ζχουν μθδενικι οπτικι αντιλθπτικι ικανότθτα. Για το λόγο αυτό, κα 

αςχολθκοφμε και με τισ ζννοιεσ τθσ Απτικισ αντίλθψθσ και των Χειρονομιϊν και τον τρόπο 

με τον οποίο αυτζσ ςχετίηονται με τθ Γεωμετρία. 
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1.1.1  Μοντζλο Επιπζδων Γεωμετρικισ Σκζψθσ κατά Van Hieles 

Στον τομζα τθσ Διδακτικισ των Μακθματικϊν και ιδίωσ όςον αφορά τθ Γεωμετρία, ζχει 

γίνει πολφ ζρευνα αναφορικά με τα επίπεδα γεωμετρικισ ςκζψθσ των μακθτϊν. Ο 

Ολλανδόσ μακθματικόσ van Hiele είχε προτείνει μία αρκετά ακριβι περιγραφι τθσ 

ανάπτυξθσ τθσ γεωμετρικισ ςκζψθσ των μακθτϊν (van Hiele, 1986). Το μοντζλο του van 

Hiele αποτελεί μια διδακτικι προςζγγιςθ βαςιςμζνθ ςε επίπεδα ςκζψθσ που αρχικά 

ςτόχευαν ςτθ διδαςκαλία και τθ μάκθςθ τθσ γεωμετρίασ. Σφμφωνα όμωσ με άλλουσ 

ερευνθτζσ (Pegg, 1992), τα επίπεδα αυτά μποροφν να εφαρμοςτοφν και ςε άλλουσ κλάδουσ 

των μακθματικϊν. Το μοντζλο των van Hieles αποτελείται από 5 επίπεδα (0-4), τα οποία 

άλλοι ερευνθτζσ κεωροφν πωσ μποροφν να φτάςουν ζωσ και τα 8 (Clements and Battista, 

1992). Σφμφωνα με τθ κεωρία van Hieles, οι μακθτζσ εξελίςςουν τθ γεωμετρικι τουσ ςκζψθ 

περνϊντασ από διακριτά και ποιοτικά διαφοροποιθμζνα επίπεδα γεωμετρικισ ςκζψθσ. Τα 

επίπεδα αυτά είναι ιεραρχθμζνα και οι μακθτζσ τα ανεβαίνουν περνϊντασ από τα 

χαμθλότερα ςτα υψθλότερα. Θ προςζγγιςθ του van Hiele υποςτθρίηει τθν ιδζα ότι θ πρϊτθ 

επαφι των παιδιϊν με τθ γεωμετρία κα πρζπει να είναι “διαιςκθτικοφ και επεξθγθματικοφ 

τφπου” (van Hiele, 1986). Στθ ςυνζχεια ο μακθτισ προοδεφει μζςα από μία ςειρά 

επιπζδων, τα οποία χαρακτθρίηονται από αυξανόμενθ αφαιρετικότθτα.  

Σφμφωνα με τουσ van Hieles, δε μποροφμε να περιμζνουμε από τουσ μακθτζσ να 

αποδεικνφουν γεωμετρικά κεωριματα ζωσ ότου ζχουν κατανοιςει τα ςυςτιματα των 

ςχζςεων μεταξφ των γεωμετρικϊν ιδεϊν. Τα ςυςτιματα αυτά δεν είναι δυνατό να 

μακευτοφν με παπαγαλία, αλλά αναπτφςςονται ςιγά – ςιγά μζςω τθσ εξοικείωςθσ των 

μακθτϊν με πολλά παραδείγματα και μθ-παραδείγματα, με τισ διάφορεσ ιδιότθτεσ των 

γεωμετρικϊν ςχθμάτων, τισ ςχζςεισ μεταξφ των ιδιοτιτων, και το πϊσ ταξινομοφνται οι 

ιδιότθτεσ αυτζσ. Τα πζντε επίπεδα του van Hiele περιγράφουν πϊσ οι μακθτζσ προοδεφουν  

μζςα από αυτι τθν κατανόθςθ. 

Συχνά τα πζντε αυτά επίπεδα παρεξθγοφνται, κακϊσ κεωροφνται ότι αποτελοφν 

περιγραφζσ για το πϊσ οι μακθτζσ κατανοοφν τθν ταξινόμθςθ των ςχθμάτων, ενϊ ςτθν 

πραγματικότθτα αυτό που περιγράφουν είναι τον τρόπο με τον οποίο οι μακθτζσ 

ςκζφτονται για τα ςχιματα και άλλεσ γεωμετρικά ιδζεσ. Ο Pierre van Hiele είχε 

παρατθριςει ότι οι μακθτζσ του είχαν τθν τάςθ να ςτακεροποιοφνται ςε οριςμζνα ςθμεία 

ςτθν κατανόθςθ τθσ γεωμετρίασ και ο ίδιοσ προςδιόριςε αυτά τα ςθμεία ωσ “επίπεδα”. Το 

ςθμαντικότερο είναι να τονίςουμε ότι θ κατάκτθςθ των επιπζδων αυτϊν από τουσ μακθτζσ, 

είναι αποτζλεςμα τθσ εμπειρίασ και τθσ εκπαίδευςθσ και όχι τθσ θλικίασ. Αυτό ζρχεται ςε 
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αντίκεςθ με τθ κεωρία γνωςτικισ ανάπτυξθσ του Piaget, θ οποία είναι εξαρτϊμενθ από τθν 

θλικία. Αυτό ςθμαίνει ότι ζνασ μακθτισ πρζπει να αποκτιςει αρκετι εμπειρία γφρω από τισ 

γεωμετρικζσ ιδζεσ για να μετακινθκεί ςε ζνα υψθλότερο επίπεδο γεωμετρικισ ςκζψθσ. 

Μζςα από πλοφςια εμπειρία, τα παιδιά μποροφν να φτάςουν ςτο 2ο επίπεδο μζχρι το 

δθμοτικό ςχολείο. Χωρίσ αυτζσ τισ εμπειρίεσ όμωσ, πολλοί ενιλικεσ παραμζνουν ςτο 1ο 

επίπεδο ςε όλθ τουσ τθ ηωι, ακόμθ κι αν παρακολουκιςουν μάκθμα γεωμετρίασ ςτθ 

δευτεροβάκμια εκπαίδευςθ. 

Τα επίπεδα γεωμετρικισ ςκζψθσ των van Hieles είναι τα εξισ: 

Επίπεδο 0 – Οπτικό Επίπεδο (Visual Level/Visualisation)  

Στο επίπεδο αυτό οι μακθτζσ αντιλαμβάνονται τα ςχιματα ωσ ολότθτεσ, βάςει του πϊσ 

φαίνονται, χωρίσ να αποδίδουν ςε αυτά κάποιεσ γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ.  

Για παράδειγμα, ςτο επίπεδο αυτό ζνασ μακθτισ μπορεί να χαρακτθρίςει ωσ «διαμάντι» 

ζνα τετράγωνο το οποίο είναι ςτραμμζνο κατά 45° ςε ςχζςθ με τον οριηόντιο άξονα, ι να 

πει «αυτόσ είναι ζνασ κφκλοσ» χωρίσ όμωσ να δϊςει περαιτζρω εξθγιςεισ. Εδϊ οι μακθτζσ 

χρθςιμοποιοφν πολφ τισ μεταφορζσ, για τισ οποίεσ κα μιλιςουμε παρακάτω. Για 

παράδειγμα αναγνωρίηουν ότι κάτι είναι κφκλοσ γιατί μοιάηει με τον ιλιο, ι ότι κάτι είναι 

ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο γιατί μοιάηει με πόρτα κ.λπ. Επιπλζον μπορεί να 

αναγνωρίςουν ζνα ςχιμα ωσ τρίγωνο, αλλά να πουν πωσ είναι ανάποδα αν αυτό ζχει τθν 

οριηόντια βάςθ του προσ τα πάνω και τθν κορυφι του προσ τα κάτω. 

Επίπεδο 1 – Ρεριγραφικό/Αναλυτικό Επίπεδο (Descriptive/Analytic Level) 

Στο επίπεδο αυτό οι μακθτζσ αναγνωρίηουν τα ςχιματα βάςει των ιδιοτιτων τουσ. 

Μποροφν να αιτιολογιςουν π.χ. γιατί ζνα ςχιμα είναι τετράγωνο, επικαλοφμενοι τθν 

ιδιότθτα των 4 ίςων πλευρϊν ι των 4 ορκϊν γωνιϊν κ.λπ. Ωςτόςο, δε μποροφν ακόμα να 

διακρίνουν τισ ςχζςεισ μεταξφ των ιδιοτιτων και να τισ ςυνδυάςουν. Θ κάκε μία ιδιότθτα 

εμφανίηεται μόνθ τθσ ωσ ξεχωριςτι αλικεια. 

Επίπεδο 2 – Άτυπο/παραγωγικό Επίπεδο (Abstract/Relational Level) 

Στο επίπεδο αυτό, οι μακθτζσ αντιλαμβάνονται το ρόλο του οριςμοφ, ςυνδζουν τισ 

προθγοφμενεσ ιδιότθτεσ που ζχουν οι ίδιοι ανακαλφψει και διακρίνουν τισ ςυνκικεσ που 

απαιτοφνται για μία ζννοια. Είναι ςε κζςθ να δϊςουν κάποιεσ εξθγιςεισ για τουσ 

ςυλλογιςμοφσ τουσ χωρίσ ακόμα όμωσ να είναι τυπικά τα επιχειριματα τουσ. Για 

παράδειγμα, μπορεί να είναι ςε κζςθ να πουν πωσ ζνα ιςόπλευρο τρίγωνο που ζχει τρεισ 
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ίςεσ πλευρζσ κα ζχει και τρεισ ίςεσ γωνίεσ. Στο επίπεδο αυτό λοιπόν, ο ςυμπεραςματικόσ 

ςυλλογιςμόσ κάνει τθν εμφάνιςθ του, κι ζτςι μπορεί ζνασ μακθτισ να βγάλει, για 

παράδειγμα, το ςυμπζραςμα ότι ζνα ιςόπλευρο τρίγωνο είναι και ιςοςκελζσ ι ότι ζνα 

τετράγωνο είναι και ρόμβοσ. 

Επίπεδο 3 – Επίπεδο Τυπικισ Επαγωγισ (Formal Deduction) 

Στο επίπεδο αυτό, ο μακθτισ αντιλαμβάνεται πλζον το ρόλο των αξιωμάτων και των 

κεωρθμάτων. Αντιλαμβάνεται τθν παραγωγικι διαδικαςία τθσ απόδειξθσ και είναι ςε κζςθ 

χρθςιμοποιϊντασ τα κατάλλθλα κεωριματα και αξιϊματα να κάνει αποδείξεισ. Είναι ςε 

κζςθ να ςυνδυάηει λογικζσ ςχζςεισ και να εξάγει ςυμπεράςματα. 

Το επίπεδο αυτό είναι ζνα επίπεδο γεωμετρικισ ςκζψθσ, ςτο οποίο είναι πικανό πολλοί (αν 

όχι οι περιςςότεροι) ενιλικοι να μθ φτάςουν ποτζ. Ραρόλα αυτά είναι ςθμαντικό να ποφμε 

ότι ςτο ςχολείο, βάςει του αναλυτικοφ προγράμματοσ ςτο μάκθμα τθσ Ευκλείδειασ 

Γεωμετρίασ, το επίπεδο αυτό είναι απαιτοφμενο ιδθ από τθν Α’ τάξθ του Ενιαίου Λυκείου.  

Επίπεδο 4 – Επίπεδο Μακθματικισ Αυςτθρότθτασ (Mathematical Rigor) 

Οι μακθτζσ ςτο επίπεδο αυτό κατανοοφν τθ ςχζςθ μεταξφ διαφόρων ςυςτθμάτων τθσ 

γεωμετρίασ. Είναι ςε κζςθ να περιγράψουν τισ επιδράςεισ που κα ζχει θ προςκικθ ι θ  

διαγραφι ενόσ αξιϊματοσ ςε ζνα δεδομζνο γεωμετρικό ςφςτθμα. Μποροφν ακόμα να 

ςυγκρίνουν, να αναλφςουν, να δθμιουργιςει τισ αποδείξεισ ςτο πλαίςιο διαφόρων 

γεωμετρικϊν ςυςτθμάτων, και να ανακαλφψουν διαςυνδζςεισ μεταξφ τομζων ςτα 

μακθματικά, όπωσ θ Αναλυτικι Γεωμετρία. 

 

Τα επίπεδα van Hiele χαρακτθρίηονται από πζντε ιδιότθτεσ :  

 Κακοριςμζνθ ςειρά (fixed sequence) : Τα επίπεδα γεωμετρικισ κατανόθςθσ 

χαρακτθρίηονται από τον επαγωγικό τουσ χαρακτιρα. Αυτό ςθμαίνει ότι προκειμζνου 

ζνασ μακθτισ να περάςει από ζνα επίπεδο ςυλλογιςμοφ ςτο επόμενο, κα πρζπει 

πρϊτα να ζχει «κατακτιςει» το προθγοφμενο. Δεν είναι δθλαδι δυνατό κάποιοσ να 

«πθδιξει» επίπεδο. Σφμφωνα με τουσ van Hieles, θ δυςκολία που αντιμετωπίηουν οι 

μακθτζσ ςτο επίπεδο τθσ τυπικισ Επαγωγισ οφείλεται ςτο ότι δεν ζχουν κατακτιςει 

προθγουμζνωσ το επίπεδο τθσ άτυπθσ Ραραγωγικότθτασ.   
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 Διαδοχικότθτα (Adjacency) : Οι ιδζεσ και ζννοιεσ που δεν είναι ξεκάκαρεσ για τουσ 

μακθτζσ ςε κάποιο επίπεδο, κατανοοφνται πλιρωσ ςτο επόμενο επίπεδο. 

 

 Διάκριςθ (Distinction) : Κάκε επίπεδο ζχει τα δικά του γλωςςικά ςφμβολα και τα δικά 

του δίκτυα ςχζςεων. Το νόθμα του κάκε γλωςςικοφ ςυμβόλου είναι κάτι περιςςότερο 

από τον προφανι του οριςμό, ςυμπεριλαμβάνει τισ εμπειρίεσ με τισ οποίεσ κάκε 

ομιλθτισ ςυνδζει το εκάςτοτε ςφμβολο. Κάτι που είναι ςωςτό ςε ζνα επίπεδο δεν είναι 

απαραίτθτα ςωςτό και ςε ζνα άλλο. Για παράδειγμα, ςτο επίπεδο 0 το τετράγωνο είναι 

το ςχιμα που μοιάηει με κουτί. Στο επίπεδο 2, είναι ζνασ πολφ ςυγκεκριμζνοσ τφποσ 

ορκογωνίου παραλλθλογράμμου. Τίποτα όμωσ από τα παραπάνω δεν ζχει νόθμα για 

τον οριςμό του τετραγϊνου για κάποιον που είναι ςτο επίπεδο 1. Αν ςτο μακθτι απλά 

δίνεται ζνασ οριςμόσ και δεν τουσ δίνεται το περικϊριο να αναπτφξει ουςιαςτικζσ 

εμπειρίεσ γφρω από τθν ζννοια, τότε αυτόσ δε κα είναι ςε κζςθ να χρθςιμοποιιςει τθ 

γνϊςθ αυτι πζρα από αυτά που κάνει μζςα ςτθν τάξθ. 

 

 Διαχωριςμόσ (Separation) : Άτομα που ανικουν ςε διαφορετικά επίπεδα δεν είναι 

εφκολα να αλλθλοκατανοθκοφν. Ζνασ δάςκαλοσ που ανικει ςε κάποιο επίπεδο 

γεωμετρικι ςκζψθσ μιλάει διαφορετικι «γλϊςςα» από κάποιον μακθτι του που ανικει 

ςε κάποιο χαμθλότερο επίπεδο. Πταν, για παράδειγμα, ζνασ δάςκαλοσ μιλάει για ζνα 

τετράγωνο, εννοεί ζνα ςυγκεκριμζνο είδοσ ορκογωνίου παραλλθλογράμμου. Ζνασ 

μακθτισ όμωσ που ανικει ςε επίπεδο 0 ι 1 δε κα κατανοεί τον όρο αυτό με τον ίδιο 

τρόπο. Το αποτζλεςμα είναι ο μακθτισ να μθν κατανοεί το δάςκαλο και ο δάςκαλοσ να 

μθν καταλαβαίνει πϊσ ςκζπτεται ο μακθτισ, ςυχνά καταλιγοντασ ότι απλά ο μακθτισ 

απαντάει λάκοσ ςε αυτό που τον ζχει ρωτιςει. Οι van Hiele πίςτευαν ότι θ ιδιότθτα 

αυτι ιταν ζνασ από τουσ βαςικοφσ λόγουσ που οι μακθτζσ αποτυγχάνουν ι 

δυςκολεφονται ςτθ γεωμετρία. Οι δάςκαλοι πιςτεφουν ότι εκφράηονται ξεκάκαρα και 

λογικά, όμωσ ο ςυλλογιςμόσ επιπζδου 3 ι 4 που ζχουν, δε γίνεται κατανοθτόσ από τουσ 

μακθτζσ οι οποίοι ανικουν ςε χαμθλότερο επίπεδο. Στθν ιδανικι περίπτωςθ, ο 

δάςκαλοσ και οι μακθτζσ χρειάηεται να ζχουν κοινζσ εμπειρίεσ πίςω από τθ «γλϊςςα» 

τουσ, κάτι που φυςικά δεν είναι πάντα δυνατό. 

 

 Επίτευξθ (Attainment) : Οι van Hieles πρότειναν πζντε φάςεισ μζςω των οποίων ζνασ 

μακθτισ μπορεί να περάςει από ζνα επίπεδο ςτο επόμενο. Θ επίτευξθ αναφζρεται ςτο 
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να καταφζρει ζνασ μακθτισ μζςω των φάςεων αυτϊν να φτάςει τελικά ςτο επόμενο 

επίπεδο γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ. 

Για περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ γφρω από τισ πζντε αυτζσ φάςεισ μπορεί κανείσ να δει 

ςτο van Hiele (1986). 

Στόχοσ των van Hieles ιταν να δθμιουργιςουν ζνα μοντζλο μζςα από το οποίο να 

περιγράφεται θ πορεία και θ εξζλιξθ του τρόπου ςκζψθσ των μακθτϊν. Το μοντζλο αυτό κα 

μποροφςε να χρθςιμοποιθκεί τόςο ςτθ διδαςκαλία όςο και ςτθ διαμόρφωςθ των 

αναλυτικϊν προγραμμάτων. Ωςτόςο, το μοντζλο αυτό δζχκθκε αρκετι κριτικι για τθν 

αυςτθρότθτα που το διζτρεχε. Αμφιςβθτικθκαν τόςο θ διακριτότθτα των επιπζδων του,  

όςο και το πλικοσ αυτϊν. Τα επιχειριματα ςτα οποία βαςίςτθκαν οι κριτικζσ αυτζσ ιταν 

ότι παρατθρικθκε οι μακθτζσ να μποροφν να αναπτφςςουν ταυτόχρονα διαφορετικά 

επίπεδα ςυλλογιςμοφ, όπωσ και ότι θ πρόοδοσ τον μακθτϊν γίνεται με αργοφσ ρυκμοφσ και 

όχι με μεγάλεσ διαφοροποιιςεισ από το ζνα επίπεδο ςτο άλλο (Gutierrez and Jaime, 1998; 

Battista, 2007).  

Ραρόλα αυτά, ο παραπάνω διαχωριςμόσ ςε επίπεδα ίςωσ να μθν είναι τόςο αυςτθρόσ 

όςο μπορεί να φαίνεται, αλλά ακολουκεί μία ςειρά που είναι ςφμφωνθ με αυτι του 

αναλυτικοφ προγράμματοσ. Τα μακθματικά όμωσ κεμελιϊνονται με μία ςυγκεκριμζνθ 

λογικι ςειρά. Το πρόβλθμα λοιπόν, όπωσ και οι ίδιοι οι van Hieles αναφζρουν, είναι το 

χάςμα ςτθ ςυνεννόθςθ μεταξφ δαςκάλου και μακθτι. Είναι λοιπόν ςθμαντικό να υπάρχει 

διάλογοσ μεταξφ του μακθτι και του δαςκάλου, ϊςτε να δθμιουργοφνται κοινζσ εμπειρίεσ 

και ςυνεπϊσ τα δφο αυτά πρόςωπα να μιλοφν πλζον πάνω ςτθν ίδια βάςθ. Ειδικά ςτθν 

περίπτωςθ των ατόμων με προβλιματα όραςθσ που θ ταχφτθτα εξζλιξθσ των μακθτϊν δεν 

είναι ίδια, θ καλι επικοινωνία μεταξφ δαςκάλου και μακθτι ζχει πάρα πολφ μεγάλθ 

ςθμαςία. 

Μετά από τθ κεμελίωςθ του μοντζλου των επιπζδων γεωμετρικισ ςκζψθσ από τουσ van 

Hieles, ακολοφκθςαν εξελίξεισ γφρω από τθ κεωρία αυτι. Επανεξετάςτθκε θ φφςθ των 

επιπζδων, αναλφκθκαν φαινομενολογικά και ψυχολογικά και ζγιναν προςπάκειεσ για να 

επεκτακοφν και ςε ςχιματα πζραν των δφο διαςτάςεων. Στθν παροφςα εργαςία κα 

αςχολθκοφμε εξίςου με τισ γεωμετρικζσ ζννοιεσ τόςο 2D, όςο και 3D ςχθμάτων. Για το λόγο 

αυτό, κα κάνουμε μία παρουςίαςθ τθσ επζκταςθσ των επιπζδων γεωμετρικισ ςκζψθσ ςτθν 

περίπτωςθ των τριςδιάςτατων ςχθμάτων, δθλαδι των ςτερεϊν ςωμάτων. 
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1.1.2   Επίπεδα γεωμετρικισ ςκζψθσ Στερεϊν ςωμάτων των Gutierrez et al. 

Οι Angel Gutierrez, Adela Jaime και Jose M. Fortuny (1991), επζκτειναν τα επίπεδα van 

Hieles για τθν περίπτωςθ των τριςδιάςτατων ςχθμάτων. Τα ςτάδια αυτά είναι τζςςερα και 

αφοροφν τα επίπεδα ςκζψθσ των μακθτϊν αναφορικά με τθ Γεωμετρία των ςτερεϊν 

ςωμάτων και τισ ιδιότθτεσ τουσ. Ο Gutierrez (1992) επζκτεινε κι άλλο τα επίπεδα αυτά, 

εξετάηοντασ τα και από τθ ςκοπιά τθσ οπτικοποίθςθσ. Ρριν παρουςιάςουμε τα επίπεδα 

αυτά κα μιλιςουμε λίγο για τθ διαφορά μεταξφ των δφο αυτϊν οπτικϊν των επιπζδων. 

Είναι ςθμαντικό να διαχωρίςουμε τισ διαδικαςίεσ που αφοροφν τθ χωρικι 

οπτικοποίθςθ, από αυτζσ που ςχετίηονται με τα ςτερεά και τισ ιδιότθτεσ τουσ. Είναι βζβαια 

δφο αλλθλζνδετα αλλά διαφορετικά κζματα, το κακζνα από τα οποία ζχει τα δικά του 

χαρακτθριςτικά. Για το λόγο αυτό είναι απαραίτθτο να υπάρχουν δφο διαφορετικοί τομείσ 

ζρευνασ : 1) Θ χριςθ του μοντζλου van Hieles με ςκοπό τθν κατανόθςθ και τθν οργάνωςθ 

τθσ μάκθςθσ τθσ γεωμετρίασ του χϊρου (Στερεομετρίασ), και 2) θ χριςθ του μοντζλου van 

Hieles με ςκοπό να κατανοθκεί και να οργανωκεί θ κατάκτθςθ των ικανοτιτων τθσ χωρικισ 

οπτικοποίθςθσ. Ο πρϊτοσ τομζασ ζχει να κάνει με τα επίπεδα ςκζψθσ των μακθτϊν 

αναφορικά με τα τριςδιάςτατα ςχιματα και τισ ιδιότθτεσ τουσ και ςε αυτόν ζγκειται θ 

δουλειά που παρουςίαςαν οι Gutierrez et al. (1991), ενϊ ο δεφτεροσ τομζασ ςχετίηεται 

κακαρά με τθν οπτικοποίθςθ των ςχθμάτων αυτϊν και ςτον τομζα αυτό ζγκειται θ δουλειά 

του Gutierrez (1992). 

Πταν αναφερόμαςτε ςτθ διδαςκαλία ι ςτθ μάκθςθ τθσ 3D Γεωμετρίασ ι αλλιϊσ 

Γεωμετρίασ του χϊρου, θ ζννοια τθσ χωρικισ οπτικοποίθςθσ προκφπτει άμεςα ωσ ζνα 

ςτοιχείο που δε κα πρζπει να βγαίνει από το μυαλό μασ. Ζχει αποδειχκεί ότι θ ανάπτυξθ 

τζτοιων ικανοτιτων από τουσ μακθτζσ επθρεάηει τθν επιτυχία τουσ ςτθ ςτερεομετρία. 

Συνεπϊσ, θ οπτικοποίθςθ είναι μία από τισ βαςικζσ ςυνιςτϊςεσ του τομζα τθσ γεωμετρίασ 

του χϊρου. Ακριβϊσ γι’ αυτό το λόγο, όταν μελετοφμε τθν περίπτωςθ των ςτερεϊν, είναι 

ςθμαντικόσ ο διαχωριςμόσ μεταξφ: 

1) Θ γνωςτικι κατάκτθςθ και θ χριςθ αυτοφ που είναι γνωςτό ωσ γεωμετρία του χϊρου: θ 

γνϊςθ και θ ταξινόμθςθ των διαφόρων ειδϊν ςτερεϊν, θ δομι τουσ, τα ςτοιχεία τουσ, οι 

γεωμετρικζσ και μετρικζσ τουσ ιδιότθτεσ κ.λπ. προκειμζνου να λφνουμε προβλιματα. 

2) Θ γνωςτικι κατάκτθςθ και θ ανάπτυξθ των χωρικϊν ικανοτιτων που υπάρχουν ςτισ 

δραςτθριότθτεσ που χρθςιμοποιοφνται για τθ μάκθςθ τθσ γεωμετρίασ αυτισ. 
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Να επιςθμάνουμε εδϊ ότι οι χωρικζσ ικανότθτεσ αποτελοφν ζνα ςφνολο δεξιοτιτων που 

ςχετίηονται με τθν αναπαράςταςθ, το μεταςχθματιςμό, τθ δθμιουργία και τθ χριςθ μθ-

γλωςςικϊν πλθροφοριϊν, οι οποίεσ καλλιεργοφν τθ χωρικι οπτικοποίθςθ. Για να 

κατανοιςουμε τθ μεγάλθ ςθμαςία τθσ χωρικισ οπτικοποίθςθσ ςτθ γεωμετρία, αρκεί να 

ςκεφτοφμε αυτό που αναφζρει ο Gutierrez (1992) : “Ραρόλο που είναι αρκετά εφκολο να 

αςχολθκοφμε με τθ χωρικι οπτικοποίθςθ αποφεφγοντασ τθν όποια χριςθ τθσ γεωμετρίασ 

του χϊρου, είναι μάλλον αδφνατο να μπορζςουμε να αςχολθκοφμε με τθ γεωμετρία του 

χϊρου χωρίσ να χρθςιμοποιιςουμε κάποιεσ πτυχζσ τθσ οπτικοποίθςθσ” (p.34) . Φαίνεται 

λοιπόν πωσ θ ανάλυςθ των μακθςιακϊν διαδικαςιϊν τθσ γεωμετρίασ του χϊρου κα ζπρεπε 

να εξαρτάται από τθν ανάλυςθ τθσ απόκτθςθσ των ικανοτιτων τθσ χωρικισ οπτικοποίθςθσ.  

Ραρακάτω παρουςιάηουμε τα 4 επίπεδα van Hieles, που κεϊρθςε ο Gutierrez, 

επιςθμαίνοντασ κάκε φορά και τισ δφο πτυχζσ τουσ που αναφζρκθκαν παραπάνω 

(Gutierrez et al., 1991; Gutierrez, 1992). 

 

Επίπεδο 1 – Αναγνϊριςθ (Recognition) 

 Γεωμετρικι ςκζψθ των μακθτϊν : Τα ςτερεά αναγνωρίηονται ωσ ολότθτεσ, βάςει 

τθσ εμφάνιςθσ τουσ. Οι μακθτζσ αναγνωρίηουν και ονομάηουν τα ςτερεά (π.χ. 

πρίςμα, κϊνοσ, πυραμίδα κ.λπ.), ξεχωρίηουν ςε οπτικι βάςθ το ζνα ςτερεό από 

το άλλο και δε χρθςιμοποιοφν τα ςτοιχεία ι τισ ιδιότθτεσ τουσ για να τα 

αναγνωρίςουν ι να τα ονομάςουν, αλλά αντίκετα επιχειρθματολογοφν για τθν 

απάντθςθ τουσ με εκφράςεισ όπωσ «μοιάηει με..», δθλαδι με μεταφορζσ. 

 Χωρικι οπτικοποίθςθ : Στο επίπεδο αυτό, οι μακθτζσ δεν είναι ςε κζςθ να 

οπτικοποιιςουν ςτερεά που δε βλζπουν, που δεν ζχουν μπροςτά τουσ, αλλά 

οφτε και τισ κινιςεισ αυτϊν ςτο χϊρο. 

 

Επίπεδο 2 – Ανάλυςθ (Analysis) 

 Γεωμετρικι ςκζψθ των μακθτϊν :  Οι μακθτζσ αναγνωρίηουν τα ςτοιχεία των 

ςτερεϊν (ζδρεσ, ακμζσ, κ.λπ.) και τισ ιδιότθτεσ τουσ (π.χ. παραλλθλία). 

Ρεριγράφουν με μθ αυςτθρό τρόπο τα ςτερεά και τα ςυγκρίνουν βάςει των 

ιδιοτιτων τουσ. Ωςτόςο, δε μποροφν να ςυςχετίςουν λογικά τισ ιδιότθτεσ μεταξφ 

τουσ, οφτε να κατθγοριοποιιςουν τα ςτερεά ςε οικογζνειεσ ςτερεϊν. 
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Ανακαλφπτουν τισ ιδιότθτεσ των ςτερεϊν με πειραματιςμό. Θ παρατιρθςθ είναι  

θ κφρια βάςθ για τισ εξθγιςεισ που δίνουν οι  μακθτζσ. 

 Χωρικι οπτικοποίθςθ : Οι μακθτζσ είναι ςε κζςθ να οπτικοποιιςουν απλζσ 

κινιςεισ των ςτερεϊν ςτο χϊρο, αλλά μόνο μεταξφ δφο ςτακερϊν κζςεων. Θ 

κίνθςθ που πρζπει να κάνει ζνα ςτερεό για να βρεκεί από μία κζςθ ςε μία άλλθ 

δε γίνεται μαντεφοντασ αλλά βάςει αυτϊν των αρχικϊν και τελικϊν κζςεων του. 

Δεν υπάρχει προςχεδιαςμόσ των κινιςεων που πρζπει να κάνει το ςτερεό. 

Αντίκετα, ο μακθτισ ξεκινά κάνοντασ μία κίνθςθ ςτο ςτερεό ςτο μυαλό του. 

Αφοφ δει τθ νζα κζςθ του ςτερεοφ (ςτον υπολογιςτι ι μπροςτά του, αν το 

ςτερεό είναι χειροπιαςτό) και τθν επόμενθ ςτθν οποία πρζπει να το φζρει, 

αποφαςίηει ποια κα είναι θ επόμενθ κίνθςθ. 

 

Επίπεδο 3 – Άτυπθ Επαγωγι (Informal deduction) 

 Γεωμετρικι ςκζψθ των μακθτϊν : Οι μακθτζσ μποροφν πλζον να 

κατθγοριοποιιςουν λογικά τα ςτερεά ςε οικογζνειεσ ςτερεϊν (πρίςματα, 

κανονικά πολφεδρα, κ.λπ.). Οι οριςμοί (ικανζσ και αναγκαίεσ ςυνκικεσ) ζχουν 

πλζον νόθμα για τουσ μακθτζσ και μποροφν οι απαντιςεισ τουσ να 

περιλαμβάνουν άτυπεσ επιχειρθματολογίεσ που βαςίηονται ςε μεμονωμζνεσ 

ιδιότθτεσ των ςτερεϊν, που είτε τισ εξάγουν με παρατιρθςθ του ςχιματοσ, είτε 

τισ γνωρίηουν εξ οριςμοφ. Επιπλζον οι μακθτζσ είναι ςε κζςθ να κατανοιςουν 

τυπικζσ αποδείξεισ αλλά ακόμα όχι να αποδείξουν τυπικά κάτι από μόνοι τουσ. 

 Χωρικι οπτικοποίθςθ : Στο επίπεδο αυτό οι μακθτζσ ζχουν καλφτερθ ικανότθτα 

οπτικοποίθςθσ, θ οποία τουσ επιτρζπει να οπτικοποιοφν κινιςεισ από ι ςε μθ-

ορατζσ κζςεισ. Συνεπϊσ, όταν πρζπει να κινθκεί ζνα ςτερεό, οι μακθτζσ 

αρχίηουν αναλφοντασ τθν αρχικι και τθν τελικι κζςθ του ςτερεοφ και ςτθ 

ςυνζχεια ςχεδιάηουν τθ ςειρά των κινιςεων που πρζπει να γίνει. Οι εξθγιςεισ 

τουσ για τισ αποφάςεισ τουσ βαςίηονται κυρίωσ ςε προφανείσ μακθματικζσ 

ιδιότθτεσ ι ςχζςεισ μεταξφ των αρχικϊν και τελικϊν κζςεων των ςτοιχείων του 

(ζδρεσ, ακμζσ, κορυφζσ). 
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Επίπεδο 4 – Τυπικι Επαγωγι (Formal deduction) 

 Γεωμετρικι ςκζψθ των μακθτϊν : Στο επίπεδο αυτό, οι μακθτζσ κατανοοφν τθ 

ςθμαςία των διαφορετικϊν ςτοιχείων ενόσ αξιωματικοφ ςυςτιματοσ (αξιϊματα, 

οριςμοί, κεωριματα, απροςδιόριςτουσ όρουσ) και είναι πλζον ςε κζςθ να 

κάνουν τυπικζσ αποδείξεισ. Θ επιχειρθματολογία των μακθτϊν ςτο επίπεδο 

αυτό βαςίηεται ςτθ μακθματικι δομι των ςτερεϊν ι ςτα ςτοιχεία τουσ, 

ςυμπεριλαμβανομζνων των ιδιοτιτων τουσ που δεν τισ βλζπουν πλζον μζςω τθσ 

παρατιρθςθσ, αλλά τισ εξάγουν τυπικά από οριςμοφσ ι άλλεσ ιδιότθτεσ. 

 Χωρικι οπτικοποίθςθ : Οι μακθτζσ ςτο επίπεδο αυτό  ζχουν πλζον ανεπτυγμζνθ 

τθν ικανότθτα οπτικοποίθςθσ ςε υψθλό βακμό. Μποροφν να προςχεδιάςουν τισ 

κινιςεισ που πρζπει να κάνει ζνα ςτερεό και οι αποφάςεισ τουσ για τισ κινιςεισ 

αυτζσ βαςίηονται ςτθ μακθματικι δομι και ςτισ ιδιότθτεσ των ςτερεϊν. 

 

Ο Gutierrez και οι ςυνεργάτεσ του κατάφεραν, με τθν επζκταςθ που ζκαναν ςτα επίπεδα 

van Hieles για τθν περίπτωςθ των 3D ςχθμάτων, να επιςθμάνουν τον τρόπο με τον οποίο θ 

οπτικοποίθςθ και θ γεωμετρικι αντίλθψθ μποροφν να εξελιχκοφν “χζρι-χζρι”. 

 

 1.1.3 Επίπεδα πολυπλοκότθτασ του ςυλλογιςμοφ των μακθτϊν όςον αφορά τθ 

μζτρθςθ ςτερεϊν 

Σφμφωνα με τον Battista (2007), πολλζσ ομάδεσ ερευνθτϊν ζχουν αποπειρακεί να 

περιγράψουν τα επίπεδα πολυπλοκότθτασ του ςυλλογιςμοφ των μακθτϊν όςον αφορά τθν 

ζννοια του μικουσ και τθσ μζτρθςθσ του. Οι ομάδεσ αυτζσ ςτθρίηουν τισ ζρευνεσ τουσ ςε 

διαφορετικζσ δραςτθριότθτεσ, μελετϊντασ διαφορετικζσ πτυχζσ τθσ ζννοιασ του μικουσ. 

Για το λόγο αυτό τα αποτελζςματα τουσ δεν είναι ίδια. Λόγω των δραςτθριοτιτων με τισ 

οποίεσ ο Battista επιλζγει να αςχολθκεί (δραςτθριότθτεσ με κυβάκια και δθμιουργία 

ςτερεϊν, μζτρθςθσ τθσ επιφάνειασ αυτϊν και του όγκου τουσ, ι μζτρθςθσ του μικουσ των 

πλευρϊν τουσ κ.α.), κα αναφζρουμε εδϊ τα επίπεδα που ο ίδιοσ δθμιοφργθςε. 

Ο Battista ζκανε μία προςπάκεια να ενοποιιςει προθγοφμενεσ ζρευνεσ και να αναπτφξει 

ζνα ευρφτερο πλαίςιο χαρακτθριςμϊν για τθν καταςκευι τθσ ζννοιασ του μικουσ και τθσ 

μζτρθςθσ του από τουσ μακθτζσ. Κατζλθξε λοιπόν ςτο ότι υπάρχουν δφο ριηικά 

διαφορετικοί τφποι ςυλλογιςμοφ για το μικοσ : ο ςυλλογιςμόσ χωρίσ μζτρθςθ 
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(Nonmeasurement Reasoning ) και ο ςυλλογιςμόσ με μζτρθςθ (Measurement Reasoning). 

Στον ςυλλογιςμό χωρίσ μζτρθςθ, δε χρθςιμοποιοφνται αρικμοί αλλά αντίκετα εμπλζκονται 

οπτικο-χωρικζσ τεκμθριϊςεισ βαςιηόμενεσ ςε άμεςεσ ι ζμμεςεσ ςυγκρίςεισ, φανταςτικοφσ 

μεταςχθματιςμοφσ ι γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ. Από τθν άλλθ μεριά, ο ςυλλογιςμόσ με 

μζτρθςθ εμπλζκει επαναλιψεισ κάποιων μονάδων μικουσ, το οποίο ςθμαίνει τον 

προςδιοριςμό του αρικμοφ των κακοριςμζνων μονάδων μικουσ που χωράνε από άκρθ ςε 

άκρθ κατά μικοσ ενόσ αντικειμζνου, χωρίσ κενά ι επικαλφψεισ. Ο ςυλλογιςμόσ με μζτρθςθ  

περιλαμβάνει τόςο τθ διαδικαςία τθσ μζτρθςθσ, όςο και τθ ςυλλογιςτικι διαδικαςία τθσ 

αρικμθτικισ μζτρθςθσ (όπωσ για παράδειγμα, αυτι τθσ άκροιςθσ των μθκϊν των πλευρϊν 

ενόσ ςχιματοσ για τον υπολογιςμό τθσ περιμζτρου του).  Ο Battista (2007) επιςθμαίνει ότι  

παρόλο που οι μακθτζσ αναπτφςςουν αρχικά ςτρατθγικζσ που δε χρθςιμοποιοφν μζτρθςθ, 

πριν από εκείνεσ που χρθςιμοποιοφν μζτρθςθ, ο ςυλλογιςμόσ χωρίσ μζτρθςθ ςυνεχίηει να 

αναπτφςςεται από άποψθ πολυπλοκότθτασ ακόμα και μετά τθν εμφάνιςθ των 

ςυλλογιςμϊν με μζτρθςθ. Τονίηει δε ότι προκειμζνου να φτάςει κανείσ ςτο πλζον υψθλό 

επίπεδο ςυλλογιςμοφ για τθν ζννοια του μικουσ, κα πρζπει να καταφζρει να ςυνδυάςει το 

τα δφο είδθ ςυλλογιςμϊν. 

Ραρακάτω παρακζτουμε τα επίπεδα και για τουσ δφο τφπουσ ςυλλογιςμοφ, όπωσ τα 

κατζγραψε ο Battista (2007) : 

Συλλογιςμόσ χωρίσ μζτρθςθ 

 Επίπεδο 0 : Στο επίπεδο αυτό, θ ςυλλογιςτικι των μακθτϊν για το μικοσ είναι 

ολιςτικι και βαςίηεται ςτθν εμφάνιςθ. Επικεντρϊνονται ςτο «πωσ φαίνεται» κάτι 

και ςε ολόκλθρο το ςχιμα κάκε φορά, χωρίσ να εξετάηει ξεχωριςτά τα κομμάτια του 

ςχιματοσ. Επίςθσ εδϊ οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν ςυχνά άμεςεσ και ζμμεςεσ 

ςυγκρίςεισ. 

 Επίπεδο 1 : Οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν τεχνικζσ αποςφνκεςθσ και αναςφνκεςθσ για 

να ςυγκρίνουν μικθ. 

 Επίπεδο 2 : Οι μακθτζσ ςυγκρίνουν μικθ κομματιϊν, γυρνϊντασ και αλλάηοντασ 

κομμάτια του ςχιματοσ, με τρόπο τζτοιο ϊςτε να μποροφν να ςυμπεράνουν 

(βαςιηόμενοι ςτο ςχιμα του και ςτισ ιδιότθτεσ τθσ κίνθςθσ του) ότι το 

μεταςχθματιςμζνο ςχιμα ςυμπίπτει με ζνα άλλο. 
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Συλλογιςμόσ με Μζτρθςθ 

 Επίπεδο 0 : Οι μακθτζσ μετροφν προκειμζνου να υπολογίςουν το μικοσ. Ωςτόςο, 

δεν ζχουν καταλάβει τθν ζννοια τθσ μονάδασ μικουσ ενϊ ταυτόχρονα μετροφν με 

ακανόνιςτο ρυκμό κακϊσ κινοφν τα δάχτυλα τουσ κατά μικοσ ενόσ ςχιματοσ, με 

αποτζλεςμα θ μζτρθςθ τουσ να μθν είναι ςωςτι. 

 Επίπεδο 1 : Οι μακθτζσ προςπακοφν να καλφψουν το προσ μζτρθςθ μικοσ με αυτό 

που οι ίδιοι κεωροφν ωσ μονάδα μικουσ. Ωςτόςο, επειδι δεν κατανοοφν πλιρωσ 

τθν ζννοια τθσ μονάδασ μικουσ ι επειδι δεν ςυντάςςουν ςωςτά τισ 

επαναλαμβανόμενεσ μονάδεσ τθ μία μετά τθν άλλθ, οι προςεγγίςεισ τουσ ζχουν 

κενά, επικαλφψεισ ι διαφορετικζσ μονάδεσ μικουσ και ςυνεπϊσ δεν είναι ςωςτζσ. 

 Επίπεδο 2 : Οι μακθτζσ πλζον κατανοοφν τθν ζννοια τθσ μονάδασ μικουσ. Επιπλζον 

τισ τοποκετοφν με ςωςτό τρόπο κατά μικοσ του ςχιματοσ, με αποτζλεςμα κενά, 

επικαλφψεισ και παραλλαγζσ ςτισ μονάδεσ μικουσ να εξαλείφονται. 

 Επίπεδο 3 : Οι μακθτζσ προςδιορίηουν κάποια μικθ, χωρίσ ρθτι επανάλθψθ κάκε 

μονάδασ μικουσ. Δθλαδι, μετά τθν επανάλθψθ κάποιου αρικμοφ μονάδων 

μικουσ, οι μακθτζσ χειρίηονται τα αποτελζςματα των επαναλιψεων τουσ 

αρικμθτικά ι λογικά προκειμζνου να βρουν άλλα μικθ. 

 Επίπεδο 4 : Οι μακθτζσ χειρίηονται αρικμθτικά και ςυμπεραςματικά τισ μετριςεισ 

μικουσ, χωρίσ τθ χριςθ μονάδων μικουσ. Βγάηουν πολφπλοκα ςυμπεράςματα με 

οπτικό τρόπο, χρθςιμοποιϊντασ των γεωμετρικϊν ςχθμάτων και 

μεταςχθματιςμοφσ. Σε αυτό το υψθλότερο επίπεδο μετρθτικοφ ςυλλογιςμοφ, οι 

μακθτζσ ςυνδυάηουν και εφαρμόηουν τισ διαδικαςίεσ του επιπζδου 2 του μθ-

μετρθτικοφ ςυλλογιςμοφ ςτον μετρθτικό ςυλλογιςμό. 

 

Ο Battista (2007) προχϊρθςε πζρα από τθν καταμζτρθςθ του μικουσ και ςτθ 

ςυλλογιςτικι των μακθτϊν πάνω ςτθ καταμζτρθςθ του εμβαδοφ και του όγκου ενόσ 

ςτερεοφ. Με τθ λζξθ «πίνακασ» (array), ο Battista εννοεί μία παράταξθ από τετράγωνα ι 

κφβουσ. Εδϊ παρουςιάηουμε τα επίπεδα που ζκεςε ο Battista για τον τρόπο με τον οποίο οι 

μακθτζσ δομοφν και καταμετροφν το εμβαδό μιασ τζτοιασ παράταξθσ. 

 Επίπεδο 1 : Οι μακθτζσ εδϊ μετροφν τα τετράγωνα ι τουσ κφβουσ με τυχαία ςειρά. 

Για το λόγο αυτό οι μακθτζσ πολφ ςυχνά κάνουν το λάκοσ τθσ διπλισ καταμζτρθςθσ 

κάποιων τετραγϊνων ι κφβων. 
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 Επίπεδο 2 : Οι μακθτζσ αρχίηουν να μετροφν με οργανωμζνο τρόπο. Επιπλζον, 

αφοφ μετριςουν τα τετράγωνα τθσ μίασ ζδρασ ενόσ ςτερεοφ, είναι ςε κζςθ να 

ςυμπεράνουν τον αρικμό των τετραγϊνων και για τθν απζναντι ζδρα, χωρίσ να τθν 

ξαναμετριςουν. 

 

 Επίπεδο 3 : Στο επίπεδο αυτό οι μακθτζσ προχωροφν ζνα βιμα παραπζρα ζχοντασ 

μία πιο ςυςτθματικι μζτρθςθ από αυτι του επιπζδου 2, καταφζρνοντασ να 

εξαλείψουν το ςφάλμα τθσ διπλισ μζτρθςθσ. Ωςτόςο, δεν ζχουν βρει ακόμα ζναν 

νοθτικό τρόπο υπολογιςμοφ του εμβαδοφ, όπωσ π.χ. τον πολλαπλαςιαςτικό 

κανόνα. 

 

 Επίπεδο 4 : Οι μακθτζσ ςτο επίπεδο αυτό υπολογίηουν το εμβαδό ανά ςτιλεσ ι 

γραμμζσ, και όχι μετρϊντασ ζνα-ζνα τα τετράγωνα. Ρ.χ. Σε ζνα ορκογϊνιο 

παραλλθλεπίπεδο διαςτάςεων 4x3x2, προκειμζνου να υπολογίςουν το εμβαδό τθσ 

ζδρασ διαςτάςεων 4x3 κα δουν 3 ςτιλεσ με 4 τετράγωνα θ κάκε μια και κα 

ςκεφτοφν «4+4=8, 8+4=12, άρα το εμβαδό αυτισ τθσ ζδρασ είναι 12» 

 

 Επίπεδο 5 : Οι μακθτζσ ακολουκοφν κάποιουσ κανόνεσ μζτρθςθσ (όπωσ π.χ. ο 

πολλαπλαςιαςτικόσ κανόνασ), αλλά δεν είναι ακόμα ςε κζςθ να γενικεφςουν τισ 

ςτρατθγικζσ τουσ, με αποτζλεςμα να κάνουν λάκθ όταν πρζπει να υπολογίςουν το 

εμβαδό μεγαλφτερων ςχθμάτων. 

 

 Επίπεδο 6 : Οι μακθτζσ είναι ςε κζςθ να χρθςιμοποιοφν νοθτικοφσ κανόνεσ για να 

υπολογίηουν το εμβαδό ςτερεϊν ςωμάτων, ακόμα και αν δε μποροφν να τα δουν. 

Δουλεφουν δθλαδι πλζον χωρίσ υλικά, όντασ ςε κζςθ να ςυλλογίηονται για το 

εμβαδό ςε ζνα νοθτικό επίπεδο. 

 

 Επίπεδο 7 : Οι μακθτζσ είναι πλζον ςε κζςθ να υπολογίηουν το εμβαδό ενόσ 

ςτερεοφ χρθςιμοποιϊντασ νοθτικοφσ κανόνεσ χρθςιμοποιϊντασ ακόμα και 

διαφορετικζσ μονάδεσ μζτρθςθσ. Ρ.χ. μπορεί να κεωριςουν ωσ μονάδα μζτρθςθσ 

δφο τετράγωνα μαηί και όχι ζνα. 
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1.1.4  Η φφςθ του Γεωμετρικοφ αντικειμζνου 

Θ ζννοια του γεωμετρικοφ αντικειμζνου είναι αμφιλεγόμενθ για ζναν μακθτι. Είναι 

ζννοια; Είναι ςχιμα; Είναι μια ζννοια με ςυγκεκριμζνο ςχιμα; Ζνα από τα πιο περίπλοκα 

κομμάτια τθσ γεωμετρία είναι το να εξθγιςει ζνασ κακθγθτισ ςτο μακθτι του τθ φφςθ του 

γεωμετρικοφ αντικειμζνου.  

Δεν είναι τυχαίο λοιπόν το ότι είναι πολλοί οι ερευνθτζσ που ζχουν αςχολθκεί με το 

ηιτθμα αυτό. Οι ίδιοι ςυνικωσ διακρίνουν δφο είδθ γεωμετρικϊν αντικειμζνων. Σφμφωνα 

με τθν Laborde (1993, p.49, αναφορά ςτον Battista, 2007) : «Θ λζξθ ςχζδιο (drawing) 

απευκφνεται ςτθν υλικι οντότθτα, ενϊ θ λζξθ ςχιμα (figure) ςτο κεωρθτικό αντικείμενο». 

Θ ςφγχυςθ λοιπόν δθμιουργείται ςτουσ μακθτζσ όταν ςτθ διδαςκαλία δεν είναι ξεκάκαρθ θ 

διαφοροποίθςθ μεταξφ των δφο αυτϊν γεωμετρικϊν αντικειμζνων, όταν δθλαδι ςυγχζεται 

το ςχζδιο με το κεωρθτικό γεωμετρικό αντικείμενο που αυτό αντιπροςωπεφει. 

Σφμφωνα με τθν Presmeg (1997), μια εικόνα ι ζνα ςχζδιο είναι από τθ φφςθ τουσ 

ςτατικά αντικείμενα, ενϊ ακόμα και ςτθν πιο τετριμμζνθ μακθματικι ςκζψθ είναι 

απαραίτθτθ θ αφαιρετικι ςκζψθ και θ γενίκευςθ. Το να ςυςτινουμε λοιπόν ςτουσ μακθτζσ 

μασ τα γεωμετρικά ςχιματα με ςτατικζσ εικόνεσ, είναι θ πθγι πολλϊν «παρεξθγιςεων» και 

ςυνεπϊσ δυςκολιϊν ςτο μακθματικό ςυλλογιςμό που χρθςιμοποιεί τθν οπτικοποίθςθ. Ο 

Battista (2007) κεωρεί τα γεωμετρικά αντικείμενα (objects) ωσ νοθτικζσ οντότθτεσ που 

εμπλζκονται ςτο γεωμετρικό και χωρικό ςυλλογιςμό. Ο ίδιοσ διακρίνει πζντε τφπουσ 

γεωμετρικϊν αντικειμζνων : α) το  φυςικό αντικείμενο (physical object), β) το αιςκθτθριακό 

αντικείμενο (sensory object), γ) τθ νοθτικι εικόνα (perceptual object), δ) το εννοιολογικό 

αντικείμενο (conceptual object)  και ε) τον λεκτικό οριςμό τθσ ζννοιασ (concept definition). 

Και ενϊ λοιπόν το γεωμετρικό αντικείμενο αποτελεί νοθτικι οντότθτα, θ αναπαράςταςθ 

απλά αντιπροςωπεφει ζνα γεωμετρικό αντικείμενο. 

Φυςικά το τί αντιλαμβάνεται κάποιοσ ζχει άμεςθ ςχζςθ με το τι γνωρίηει, τι εμπειρίεσ 

ζχει. Σφμφωνα με τουσ Yerushalmy και Chazan (1993, p.25, αναφορά ςτον Battista, 2007) τα 

διαγράμματα (diagrams) κα πρζπει να τα αντιλαμβάνεται κανείσ ωσ μοντζλα-

αντιπροςϊπουσ μιασ κλάςθσ γεωμετρικϊν αντικειμζνων, και όχι ωσ κεωρθτικζσ 

γεωμετρικζσ οντότθτεσ. Αυτό γιατί κάκε ςχζδιο ζχει τα δικά του χαρακτθριςτικά τα οποία 

δε κα πρζπει να γενικεφονται για όλθ τθν κλάςθ. Οι μακθτζσ όμωσ πολλζσ φορζσ κάνουν 

αυτό το λάκοσ, με αποτζλεςμα να αποδίδουν ςτα γεωμετρικά αντικείμενα ιδιότθτεσ που 

ζχει το ςχζδιο που ςε κάποια ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ τα αντιπροςωπεφει. Ρροκειμζνου 
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ζνασ μακθτισ να μθν ζχει τθν παρανόθςθ αυτι, κα πρζπει να ζχει αναπτφξει τθν 

αφαιρετικι μακθματικι του ςκζψθ. Ωςτόςο, δεν ζχουν πολλοί μακθτζσ τθν αφαιρετικι 

αυτι ςκοπιά και ςκζψθ ςτθ γεωμετρία. Για παράδειγμα, πολλοί μακθτζσ ςυνδζουν πολφ 

ζντονα μία γεωμετρικι ζννοια με το πρότυπο ςχζδιο που δίνεται γι αυτό. Αυτό ζχει ςαν 

αποτζλεςμα να μθ μποροφν να αναγνωρίςουν π.χ. ζνα ιςοςκελζσ τρίγωνο ωσ τζτοιο αν 

αυτό δοκεί ςχεδιαςμζνο με αλλαγμζνο τον προςανατολιςμό του, ςε ςχζςθ με τον 

προςανατολιςμό που ζχουν ςυνθκίςει να το βλζπουν. Ζνα άλλο ςφνθκεσ παράδειγμα 

τζτοιου είδουσ είναι με το τετράγωνο ι το παραλλθλόγραμμο, τα οποία εφκολα κα 

αναγνωρίςουν ωσ ρόμβουσ αν αυτά είναι ςτραμμζνα κατά 45° ωσ προσ τον οριηόντιο άξονα. 

Σε τζτοιεσ περιπτϊςεισ μάλιςτα, οι μακθτζσ προκειμζνου να επιλφςουν μία άςκθςθ που 

τουσ δίνεται ι να αποφανκοφν για το αν ιςχφει μια ςυνκικθ, κα επιλζξουν να γυρίςουν το 

χαρτί τουσ με τζτοιο τρόπο ϊςτε να βλζπουν το ςχζδιο με τον προςανατολιςμό που ζχουν 

ςυνθκίςει και άρα τουσ βολεφει γιατί καταλαβαίνουν καλφτερα τι μπορεί να ιςχφει γι αυτό. 

Άλλεσ φορζσ πάλι μπορεί να κεωριςουν ότι κάτι ιςχφει, με το επιχείρθμα ότι «φαίνεται από 

το ςχιμα». ). Θ Mariotti (1995) αναφζρεται ςτθ ςχζςθ μεταξφ ενόσ γεωμετρικοφ ςχιματοσ 

και μίασ γεωμετρικισ ζννοιασ, λζγοντασ ότι θ γεωμετρία είναι ο τομζασ εκείνοσ ςτον οποίο 

είναι απαραίτθτο οι εικόνεσ και οι ζννοιεσ να αλλθλεπιδροφν. 

 

Η κεωρία των “Σχθματικϊν εννοιϊν” (figural concepts) του Fischbein 

Ππωσ είπαμε παραπάνω πολλοί ερευνθτζσ ζχουν αςχολθκεί με τθν ζννοια του 

γεωμετρικοφ αντικειμζνου. Και ίςωσ ο τρόποσ που διαχωρίηουν και ονομάηουν οι ερευνθτζσ 

τθσ διάφορεσ πτυχζσ του γεωμετρικοφ αντικειμζνου να διαφζρει λίγο, ωςτόςο όλοι τουσ 

ςυμφωνοφν ότι το γεωμετρικό αντικείμενο ζχει διττι φφςθ : τθν υλικι του υπόςταςθ 

(αντιλθπτικι προςζγγιςθ) και τθν εννοιολογικι-κεωρθτικι του υπόςταςθ (μακθματικι 

προςζγγιςθ). 

Ο Fischbein (1993) αναφζρει πωσ ενϊ ζνα γεωμετρικό ςχιμα μπορεί να περιγραφεί από 

ςυγκεκριμζνεσ εννοιολογικζσ ιδιότθτεσ, ωςτόςο δεν αποτελεί μόνο μια ιδζα αλλά και μία 

εικόνα. Ζνα γεωμετρικό ςχιμα δθλαδι, «περιλαμβάνει τθ νοθτικι αναπαράςταςθ μιασ 

χωρικισ ιδιότθτασ». Συνεπϊσ ο Fischbein υποςτθρίηει ότι  όλα τα γεωμετρικά ςχιματα 

αναπαριςτοφν νοθτικζσ καταςκευζσ, οι οποίεσ ζχουν εννοιολογικζσ και ςχθματικζσ 

ιδιότθτεσ. 
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Ριο ςυγκεκριμζνα, ςφμφωνα με τον Fischbein, θ ζννοια του γεωμετρικοφ ςχιματοσ 

ςυμπεριλαμβάνει τρεισ κατθγορίεσ νοθτικϊν οντοτιτων : α) τθν εικόνα (image), β) τθ 

ςχθματοποιθμζνθ ζννοια (figural concept) και γ) τον οριςμό (definition). Συνεπϊσ και κατά 

τον Fischbein, κάκε γεωμετρικό ςχιμα δεν είναι απλά μία εικόνα αλλά και μια νοθτικι δομι 

με ιδιότθτεσ του χϊρου, που εμπλζκει και εννοιολογικζσ διαδικαςίεσ (όπωσ θ αφαιρετικι 

ςκζψθ). Φυςικά, το να μπορζςει ζνασ μακθτισ να αντιμετωπίςει με αυτό το ςκεπτικό τισ 

γεωμετρικζσ οντότθτεσ δεν είναι κάτι εφκολο, οφτε και ςυνθκιςμζνο. Αποτελεί όμωσ το 

φψιςτο επίπεδο γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ. 

 

1.1.5 Το Γνωςτικό Μοντζλο του Duval 

Ο Duval είναι Γάλλοσ ψυχολόγοσ που αςχολικθκε με τθ γεωμετρικι ςκζψθ. Δεν 

αςχολικθκε με αυτιν όμωσ όπωσ οι παραπάνω ερευνθτζσ τουσ οποίουσ αναφζραμε, αλλά 

μίλθςε για τθ γεωμετρικι ςκζψθ εξετάηοντασ τθν από τθ γνωςτικι και αντιλθπτικι τθσ 

πλευρά. Ο Duval (1995) δθμοςίευςε ζνα αναλυτικό και λεπτομερζσ πλαίςιο για τθν 

ανάλυςθ των γεωμετρικϊν ςχθμάτων. Στο πλαίςιο αυτό προςδιόριςε τζςςερισ τφπουσ 

“γνωςτικισ κατανόθςθσ/αντίλθψθσ” (cognitive apprehension) των γεωμετρικϊν ςχθμάτων : 

1. Αντιλθπτικι κατανόθςθ (perceptual apprehension) 

Ο τφποσ αυτόσ αναφζρεται ςε ότι αναγνωρίηει κανείσ “με τθν πρϊτθ ματιά”. Μςωσ για 

παράδειγμα ςτοιχείων του ςχιματοσ, που δεν είναι απαραίτθτα ςχετικά με τθν 

καταςκευι του. 

 

2. Τμθματικι/Συμπεραςματικι κατανόθςθ (sequential apprehension) 

Αυτόσ ο τφποσ χρθςιμοποιείται όταν καταςκευάηουμε ζνα ςχιμα ι όταν περιγράφουμε 

τθν καταςκευι του.  Σε αυτι τθν περίπτωςθ, τα τμιματα του ςχιματοσ δεν 

δθμιουργοφνται με βάςθ αιςκθτθριακά κριτιρια (δθλ. από το τι βλζπουν οι  μακθτζσ), 

αλλά μακθματικοφσ και τεχνικοφσ περιοριςμοφσ (όπωσ π.χ. κανόνασ και διαβιτθσ ι 

κάποιο κατάλλθλο πρόγραμμα ςτον υπολογιςτι). 

 

3. Λεκτικι κατανόθςθ (discursive apprehension) 

Εδϊ θ αντιλθπτικι αναγνϊριςθ βαςίηεται ςε λεκτικζσ δθλϊςεισ γιατί όταν οι 

μακθματικζσ ιδιότθτεσ αντιπροςωπεφονται ςε ζνα ςχζδιο, δεν γίνεται να οριςτοφν μόνο 
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μζςω τθσ αντιλθπτικισ κατανόθςθσ. Κάποιεσ ιδιότθτεσ πρζπει πρϊτα να δίνονται 

λεκτικά. 

4. Λειτουργικι κατανόθςθ (operative apprehension) 

Αυτόσ ο τφποσ εμπλζκει το χειριςμό των ςχθμάτων (είτε νοθτικά, είτε φυςικά), ο οποίοσ 

μπορεί να μασ βοθκιςει να κατανοιςουμε ςχζςεισ που δεν είναι άμεςα και αντιλθπτικά 

ορατζσ, αλλά και να επιλφςουμε δφςκολα γεωμετρικά προβλιματα. 

 

Σφμφωνα με τον Duval (1995), υπάρχει πάντα θ μία διαμάχθ μεταξφ τθσ αντιλθπτικισ 

κατανόθςθσ και τθσ μακθματικισ αντίλθψθσ για ζνα ςχιμα.  

“Θ δυςκολία που μπορεί να ςυναντιςουν οι μακθτζσ φεφγοντασ από τα αντιλθπτικά 

χαρακτθριςτικά ενόσ ςχιματοσ μπορεί να τουσ παραπλανιςει όςον αφορά τισ μακθματικζσ 

ιδιότθτεσ και τα γεωμετρικά αντικείμενα που αντιπροςωπεφονται από ζνα ςχζδιο και 

ςυνεπϊσ να κάνει τουσ μακθτζσ να υποτιμοφν τθν ανάγκθ για ανακάλυψθ μιασ απόδειξθσ.” 

(1995, p. 155) 

Επιπλζον, θ λειτουργικι κατανόθςθ δεν είναι ανεξάρτθτθ από τουσ άλλουσ τφπουσ 

κατανόθςθσ. Από τθ ςκοπιά τθσ διδαςκαλίασ, ο Duval υποςτθρίηει ότι για να κατακτιςει 

ζνασ μακθτισ το ςτάδιο τθσ λειτουργικισ κατανόθςθσ, είναι απαραίτθτο να ζχει κατακτιςει 

πρϊτα τθν αντιλθπτικι και τθ λεκτικι κατανόθςθ. Ρροτείνει δε ότι κάτι τζτοιο μπορεί να 

υποβοθκθκεί με τθ χριςθ Θ/Υ, αρκεί το πρόγραμμα να ζχει φτιαχτεί με ςκοπό πζραν τθσ 

αντιλθπτικισ κατανόθςθσ να αναπτυχκεί και θ λειτουργικι κατανόθςθ. Ο Duval τονίηει 

επίςθσ ότι το να μπορεί κανείσ να εποπτεφει ζνα ςχιμα από μακθματικι ςκοπιά, είναι κάτι 

που μπορεί να προκφψει μόνο ωσ αποτζλεςμα τθσ ςυνεργαςίασ διαφορετικϊν διαδικαςιϊν 

κατανόθςθσ για μεγάλο χρονικό διάςτθμα. 

Πλα όςα ειπϊκθκαν παραπάνω ςχετίηονται με γεωμετρικά ςχζδια. Πμωσ ο Duval (1998) 

προχϊρθςε ακόμα παραπζρα, προτείνοντασ ότι ο γεωμετρικόσ ςυλλογιςμόσ εμπλζκει τρία 

είδθ γνωςτικϊν διαδικαςιϊν, οι οποίεσ πλθροφν ειδικζσ επιςτθμολογικζσ λειτουργίεσ. 

Αυτζσ οι γνωςτικζσ διαδικαςίεσ είναι :  

 Διαδικαςίεσ Οπτικοποίθςθσ (visualization processes) , όπωσ για παράδειγμα θ 

οπτικι αναπαράςταςθ μίασ γεωμετρικισ πρόταςθσ ι θ εξερεφνθςθ μίασ 

περίπλοκθσ γεωμετρικισ κατάςταςθσ. 
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 Διαδικαςίεσ Καταςκευισ (construction processes), με τθ χριςθ εργαλείων όπωσ 

ο κανόνασ και ο διαβιτθσ ι κάποιο πρόγραμμα ςτον υπολογιςτι. 

 

 Διαδικαςίεσ Συλλογιςμϊν (reasoning processes) Κεωροφνται οι λεκτικζσ 

διαδικαςίεσ για τθν επζκταςθ τθσ γνϊςθσ, τθν επεξιγθςθ και τθν απόδειξθ και 

οι οποίεσ ενεργοποιοφνται κατά τθν επίλυςθ γεωμετρικϊν προβλθμάτων. 

Ο Duval αναφζρει ότι οι τρεισ αυτζσ διαδικαςίεσ δεν είναι απαραίτθτο να δρουν όλεσ 

μαηί, αλλά και ξεχωριςτά. Ωςτόςο, επιςθμαίνει ότι “τα τρία αυτά είδθ γνωςτικϊν 

διαδικαςιϊν  ςχετίηονται ςτενά και θ ςφμπραξθ τουσ είναι γνωςτικά απαραίτθτθ για 

«κατάκτθςθ» τθσ γεωμετρίασ.” 

Ραρακάτω φαίνεται ζνα ςχιμα του Duval που περιγράφει τισ ςυνδζςεισ μεταξφ των 

τριϊν ειδϊν των γνωςτικϊν διαδικαςιϊν ςτθ Γεωμετρία. 

 

                         

 

Κάκε βζλοσ αναπαριςτά τον τρόπο με τον οποίο ζνα είδοσ γνωςτικισ διαδικαςίασ 

μπορεί να υποςτθρίξει ζνα άλλο, ςε μία δραςτθριότθτα γεωμετρίασ. Ο Duval ζχει κάνει το 

βζλοσ #2 διακεκομμζνο για να ςυμβολίςει το γεγονόσ ότι θ Οπτικοποίθςθ δεν βοθκά πάντα 

τθ Συλλογιςτικι. Τα βζλθ 5Α και 5Β απεικονίηουν τθν εξζλιξθ τθσ ςυλλογιςτικισ διαδικαςίασ 

με ζναν τρόπο ανεξάρτθτο από τισ διαδικαςίεσ τθσ καταςκευισ και τθσ οπτικοποίθςθσ. 
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Επιπλζον, ο Duval (2011) κάνει μία παρατιρθςθ για το τι είναι απαραίτθτο να γίνει 

προκειμζνου οι μακθτζσ ςτο ςχολείο να μπορζςουν να δουν αυτι τθ ςυςχζτιςθ μεταξφ των 

τριϊν τφπων των γνωςτικϊν διαδικαςιϊν. Επιςθμαίνει λοιπόν ότι πρζπει : 

Α) Οι τρεισ τφποι των γνωςτικϊν διαδικαςιϊν να αναπτφςςονται ξεχωριςτά. 

Β) Στο αναλυτικό πρόγραμμα είναι απαραίτθτο να πραγματεφονται, θ διαφοροποίθςθ 

μεταξφ των διαφορετικϊν διαδικαςιϊν οπτικοποίθςθσ και μεταξφ των διαφορετικϊν 

διαδικαςιϊν ςυλλογιςμοφ. 

Γ) Θ ςφνδεςθ των τριϊν αυτϊν διαφορετικϊν διεργαςιϊν μπορεί να γίνει μόνο όταν ζχει 

υπάρξει αρχικά θ διαφοροποίθςθ τουσ.  

Ο Duval (2011) όμωσ ζγινε ακόμα πιο αναλυτικόσ όςον αφορά τισ γνωςτικζσ διαδικαςίεσ 

οπτικισ αναγνϊριςθσ, ςυγκεκριμζνα ςτθν περίπτωςθ που εποπτεφουμε ζνα ςχιμα υπό 

μακθματικι ςκοπιά. Αναλφει λοιπόν το μακθματικό τρόπο με τον οποίο εξετάηουμε τα 

ςχιματα ακολουκϊντασ δφο αρχζσ, οι οποίεσ ςτα περιςςότερα εκπαιδευτικά πλαίςια δε 

λαμβάνονται υπόψθ κατά τθ διδαςκαλία τθσ γεωμετρίασ :  

1) Ρρζπει να διαχωρίηουμε τα ςχιματα από τα μεγζκθ, διότι θ οπτικοποίθςθ αφορά 

μόνο τα ςχιματα και τουσ τοπολογικοφσ τουσ ςχθματιςμοφσ, ενϊ τα μεγζκθ εξαρτϊνται 

από υποκειμενικζσ εκτιμιςεισ, εμπειρικά μζτρα ι υπολογιςμό. 

2) Ρρζπει να προςδιορίηουμε τισ ςχθματικζσ μονάδεσ (figural units) του ςχιματοσ, οι 

οποίεσ είναι διακριτζσ ςε κάκε ςχιμα, ανάλογα με τισ διαςτάςεισ του : 0D/2D, 1D/2D, 

2D/2D, 3D/2D, 1D/3D, 2D/3D κ.λπ. Αυτό μπορεί να μασ βοθκιςει να βλζπουμε το ίδιο  

ςχιμα ωσ μία ςφνκεςθ διαφορετικϊν κάκε φορά ςχθματικϊν μονάδων. Με τον τρόπο αυτό 

κα μποροφμε να διαλζγουμε κάκε φορά τθ ςφνκεςθ εκείνθ που μασ είναι χριςιμθ για τθν 

επίλυςθ του εκάςτοτε προβλιματοσ. 
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1.2 Γεωμετρία και Απτικι Αντίλθψθ 

Σφμφωνα με τον Millar (1994, 1997), θ απτικι αντίλθψθ (tactual/Haptic/tactile 

apprehension) είναι ζνα πολυδιάςτατο κζμα, το οποίο δεν αφορά αποκλειςτικά και μόνο 

τθν αίςκθςθ τθσ Αφισ. Αντίκετα θ Απτικι αντίλθψθ δομείται από δφο ειδϊν πθγζσ 

πλθροφορίασ : 

 Κφριεσ Ρθγζσ Ρλθροφορίασ :  Αφι 

                                                      Κίνθςθ 

                                                      Στάςθ 

 Δευτερεφουςεσ Ρθγζσ Ρλθροφορίασ : Γλωςςικά Κζματα 

                                                                     Ρροχπάρχουςα γνϊςθ 

                                                                     Είδοσ Αντικειμζνου/Σχιματοσ 

                                                                     Συνκικεσ (υπό τισ οποίεσ εκτελείται μία                 

                                                                                        δραςτθριότθτα) 

 

Οι κφριεσ μαηί με τισ δευτερεφουςεσ πθγζσ πλθροφοριϊν δομοφν τθν Απτικι αντίλθψθ 

ςτο ςφνολο τθσ.  Πμωσ και θ αφι δεν είναι ζνασ απλόσ μθχανιςμόσ. Είναι μία πολυςφνκετθ 

και πολυεπίπεδθ αίςκθςθ, θ οποία αποτελεί ιςχυρό μζςο ςυλλογισ πλθροφοριϊν από το  

περιβάλλον. Ειδικά για άτομα με προβλιματα όραςθσ ι τυφλά, θ αφι ζχει πολφ 

μεγαλφτερθ βαρφτθτα απ’ ότι για τουσ βλζποντεσ. Στθ μελζτθ του “The World of Touch”, ο 

Katz (1989) τονίηει ότι «θ πολυπλοκότθτα τθσ απτικισ αντίλθψθσ λειτουργεί ςαν μία 

ςυγκλίνουςα ακολουκία, τθσ οποίασ ςτόχοσ είναι θ ςφνκεςθ μιασ ςτακερισ απτικισ 

αντίλθψθσ». 

 

1.2.1 Ο όλοσ τθσ Γλϊςςασ 

Θ Απτικι αντίλθψθ όμωσ ζχει άμεςθ ςχζςθ και με τθ Γλϊςςα. Ρολλζσ φορζσ οι τυφλοί 

μακθτζσ χρθςιμοποιοφν κατά τθ διάρκεια μιασ εκπαιδευτικισ διαδικαςίασ φράςεισ όπωσ  : 

«Το βλζπω» ι «Δεν το βλζπω ακόμθ». Οι εκφράςεισ αυτζσ είναι ςτθν ουςία οι λεκτικζσ 

αποδόςεισ τθσ απτικισ τουσ εμπειρίασ. Πταν δθλαδι ζνασ τυφλόσ μακθτισ λζει τισ 

παραπάνω εκφράςεισ, αυτό που εννοεί είναι αν το αιςκάνκθκε, το κατάλαβε, το 

αναγνϊριςε ι όχι. Το ριμα «αιςκάνομαι» δθλαδι, αποκτά και μία γνωςτικι διάςταςθ, 

πζραν τθσ ςυναιςκθματικισ διάςταςθσ που το χαρακτθρίηει εξ οριςμοφ. 
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Συχνό είναι επίςθσ το φαινόμενο, οι τυφλοί μακθτζσ να χρθςιμοποιοφν λζξεισ, τθ 

ςθμαςία των οποίων δεν ζχουν κατανοιςει απόλυτα, προκειμζνου να επικοινωνοφν και 

ςυνεπϊσ να γίνουν αποδεκτοί από το περιβάλλον κοινωνικό τουσ ςφνολο, δθλαδι τουσ 

ςυμμακθτζσ τουσ. Το φαινόμενο αυτό του βερμπαλιςμοφ είναι κάτι που ζνασ κακθγθτισ κα 

πρζπει να ζχει ςτο μυαλό του όταν επικοινωνεί με ζναν τυφλό μακθτι, διαφορετικά κα 

κεωρεί πωσ ο μακθτισ ζχει πλιρθ κατανόθςθ των λζξεων που λζει και ςυνεπϊσ θ επιτυχία 

τθσ επικοινωνίασ του με το μακθτι μπορεί να μειωκεί ςτο ελάχιςτο. (Millar, 1983) 

Ζνα άλλο φαινόμενο ςτον τομζα τθσ γλϊςςασ, είναι θ μεγάλθ επιρροι που ζχει θ 

κακθμερινότθτα ςτο λεξιλόγιο των μακθτϊν με προβλιματα όραςθσ, και ςτθν οποία 

οφείλεται πολλζσ φορζσ θ δυςκολία των μακθτϊν να περιγράψουν αυτά που κατανοοφν με 

τουσ τυπικοφσ όρουσ τθσ γεωμετρίασ. Το φαινόμενο αυτό χωρίηεται ςε δφο περιπτϊςεισ  : 

1) Στθν περίπτωςθ που οι μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ δθμιουργοφν ζνα μθ τυπικό 

λεξιλόγιο τθσ γεωμετρίασ, αντίςτοιχο με το τυπικό, π.χ. (Αργυρόπουλοσ, 2008): 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ (τυπικό) ΛΕΞΙΛΟΓΙΟ ΜΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΠ (μθ τυπικό) ΛΕΞΙΛΟΓΙΟ 

γωνία Σθμείο, κορυφι 

Μςεσ πλευρζσ/γωνίεσ Μδιεσ πλευρζσ/γωνίεσ 

Καμπυλόγραμμθ Στραβι 

Ρλευρά Άκρθ 

 

    και  

2) Στθν περίπτωςθ τθσ χριςθσ των Ραρομοιϊςεων για τθν περιγραφι των γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων.  

Φυςικά, τα φαινόμενα αυτά δεν παρουςιάηονται αποκλειςτικά ςτθν περίπτωςθ των 

μακθτϊν με προβλιματα όραςθσ, αλλά ςτο ςφνολο του μακθτικοφ δυναμικοφ γενικότερα. 

Ωςτόςο, ενϊ τα φαινόμενα αυτά ςτουσ βλζποντεσ μακθτζσ μποροφν να μειωκοφν ι και να 

εξαλειφκοφν μετά από το πρϊτο ςτάδιο γεωμετρικισ ςκζψθσ (“Επίπεδο 0 – Οπτικό 

επίπεδο” του van Hiele και ςτο “Επίπεδο 1 – Αναγνϊριςθ” του Gutierrez.), ςτθν περίπτωςθ 

των τυφλϊν μακθτϊν κα «επιμείνουν» περιςςότερο.  
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Φαίνεται λοιπόν μζςα από τισ προεκτάςεισ τθσ, ότι θ γλϊςςα αποτελεί κακοριςτικό 

παράγοντα μετάβαςθσ ενόσ μακθτι, από τα πιο απλά ςτα πιο ςφνκετα επίπεδα 

κατανόθςθσ. 

 

1.2.2  Οι Ραρομοιϊςεισ ςτθ Γεωμετρία 

Στθν παροφςα εργαςία αςχολοφμαςτε με μακθτζσ που ζχουν κάποιο πρόβλθμα όραςθσ. 

Οι μακθτζσ αυτοί λόγω τθσ μειωμζνθσ ζωσ και μθδενικισ ικανότθτασ οπτικισ αντίλθψθσ, 

αναπτφςςουν ςε μεγάλο βακμό τθν αίςκθςθ τθσ αφισ και ςυνεπϊσ τθν απτικι τουσ 

ικανότθτα και αντίλθψθ. Αυτό ζχει ςαν αποτζλεςμα να αναγνωρίηουν τα πάντα από τον 

τρόπο που τα «βλζπουν» με τα χζρια τουσ. Ζνα αντικείμενο αποκτά νόθμα μζςα από τθν 

αφι. Και ο τρόποσ που οι μακθτζσ αυτοί κυμοφνται και αναγνωρίηουν τα αντικείμενα είναι 

από το υλικό, το ςχιμα, τθν υφι που αυτά είχαν. Αυτό ςθμαίνει πωσ όταν βρεκεί ςτα χζρια 

τουσ ζνα γεωμετρικό αντικείμενο με ςχιμα παρόμοιο με αυτό που ίςωσ είχε κάποιο από τα 

αντικείμενα που γνωρίηουν από τθν κακθμερινι τουσ ηωι, είναι πολφ φυςικό να πουν ότι 

«μοιάηει με βιβλίο» ι ότι «είναι κφλινδροσ γιατί μοιάηει με κουτί γάλα και το κουτί αυτό 

κυμάμαι ότι ζχει κυλινδρικό ςχιμα».  

Στο ςθμείο αυτό λοιπόν, κεωροφμε απαραίτθτο να αναφερκοφμε ςτο κομμάτι τθσ 

χριςθσ των παρομοιϊςεων ωσ κομμάτι τθσ λεκτικισ ζκφραςθσ που χρθςιμοποιοφν οι 

μακθτζσ ςτθ γεωμετρία. Στα επίπεδα van Hieles για τθ γεωμετρικι ςκζψθ, αλλά και ςτθν 

επζκταςθ τουσ ςτα επίπεδα γεωμετρικισ ςκζψθσ για τα ςτερεά ςϊματα από τον Gutierrez, 

αναφερκικαμε ςε περιπτϊςεισ όπου οι μακθτζσ αναγνωρίηουν και περιγράφουν ζνα 

διςδιάςτατο ι ζνα ςτερεό ςϊμα παρομοιάηοντασ το με ζνα αντικείμενο από τθν 

κακθμερινι τουσ ηωι, το οποίο ζχει το ςχιμα αυτό ι τουλάχιςτον ζνα ςχιμα που να 

μοιάηει με αυτό που τουσ ηθτείται να αναγνωρίςουν. Το φαινόμενο αυτό, όπωσ 

αναφζρκθκε και προθγουμζνωσ,  παρουςιάηεται κυρίωσ ςτο “Επίπεδο 0 – Οπτικό επίπεδο” 

των van Hieles και ςτο “Επίπεδο 1 – Αναγνϊριςθ” του Gutierrez. 

Σφμφωνα με τισ Potari, Diakogiorgi & Zanni (2003) , θ χριςθ των παρομοιϊςεων είναι 

ζνασ φυςικόσ τρόποσ για να περιγράψουν τα ςχιματα, μακθτζσ όλων των θλικιϊν. Θ 

ικανότθτα του να μπορεί κάποιοσ να αντιλαμβάνεται ομοιότθτεσ ι αναλογίεσ μεταξφ 

αντικειμζνων είναι ζνασ από τουσ πιο ςθμαντικοφσ παράγοντεσ για τισ διαδικαςίεσ τθσ 

αναγνϊριςθσ, τθσ κατθγοριοποίθςθσ και τθσ μάκθςθσ. Για τουσ μακθτζσ θ ζννοια του 

γεωμετρικοφ ςχιματοσ είναι πολφπλοκθ λόγω τθσ πολυδιάςτατθσ φφςθσ τθσ. Ζνα 
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γεωμετρικό ςχιμα μπορεί να αναπαριςτά ζνα υλικό αντικείμενο ι να αντιπροςωπεφει ζνα 

γεωμετρικό αντικείμενο που ζχει κάποιεσ ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ. Ππωσ αναφζραμε ςε 

προθγοφμενθ παράγραφο, ερευνθτζσ όπωσ ο Duval (1995), ο Fischbein (1993), θ Mariotti 

(1995) αλλά και οι Potari & Spiliotopoulou (1996), ζχουν αςχολθκεί με τθ ςφγχυςθ που 

μπορεί να προκλθκεί ςε ζνα μακθτι μεταξφ του «τι δείχνει» και του «τι αναπαριςτά» μία 

γεωμετρικι μορφι και κατά ςυνζπεια τθ ςφγχυςθ μεταξφ τθσ ζννοιασ του γεωμετρικοφ 

αντικειμζνου και του φυςικοφ αντικειμζνου. 

Θ Presmeg (1992), αναφζρει ότι θ χριςθ των μεταφορϊν ςτθ γεωμετρία είναι ζνασ 

τρόποσ για να βοθκιςουμε τουσ μακθτζσ να δϊςουν νόθμα ςε δφςκολεσ, και πολλζσ φορζσ 

ακατανόθτεσ, μακθματικζσ ζννοιεσ. Αυτό ςυμβαίνει διότι θ χριςθ τουσ μπορεί να 

δθμιουργιςει ζναν αποςαφθνιςτικό ςφνδεςμο μεταξφ τθσ κακθμερινισ εμπειρίασ των 

παιδιϊν και των μακθματικϊν εννοιϊν που βλζπουν ςτθ γεωμετρία του ςχολείου. Οι 

μακθτζσ δθλαδι, χρθςιμοποιοφν τισ μεταφορζσ ωσ εργαλεία λεκτικισ ζκφραςθσ τθσ 

κατανόθςθσ τουσ για ζνα γεωμετρικό αντικείμενο. Μάλιςτα, κατά τουσ Pirie και Kieren 

(1994), θ χριςθ μεταφορϊν και παρομοιϊςεων από τουσ μακθτζσ αντανακλά τθν 

κατανόθςθ τουσ για τα γεωμετρικά ςχιματα. 

Οι Potari, Diakogiorgi, Gioni & Zanni (2002) και Potari, Diakogiorgi & Zanni (2003), 

καταλιγουν ότι θ αλλθλεπίδραςθ των εμπειριϊν των μακθτϊν με τα φυςικά αντικείμενα, οι 

εμπειρίεσ τουσ με τα γεωμετρικά αντικείμενα και ο τρόποσ που αντιλαμβάνονται τα 

ςχιματα, προςδιορίηουν  ςε κάποιο βακμό  τθν επιλογι τθσ παρομοίωςθσ που κα 

χρθςιμοποιιςουν ςε κάκε περίπτωςθ. Επιπλζον, τα αποτελζςματα τουσ ζδειξαν ότι οι  

παρομοιϊςεισ είναι ζνα ςθμαντικό εργαλείο για τθν πρόςβαςθ των μακθτϊν ςε 

γεωμετρικζσ ζννοιεσ όπου, με τθ χριςθ τθσ τυπικισ ορολογίασ,  τουσ ιταν αδφνατθ. 

 

1.2.3 Απτικι αντίλθψθ και αναγνϊριςθ των γεωμετρικϊν ςχθμάτων 

Θ χριςθ τθσ απτικισ αντίλθψθσ ςτθ διδαςκαλία τθσ γεωμετρίασ, μασ παρζχει ζναν 

χριςιμο τρόπο για να καταφζρουμε να υπερπθδιςουμε τουσ οπτικοφσ περιοριςμοφσ τθσ 

ςυμβατικισ διδαςκαλίασ. Σφμφωνα με τουσ Figueiras and Arcavi (2012), θ απτικι αντίλθψθ 

μασ παρζχει πρόςβαςθ ςε χωρικζσ λεπτομζρειεσ που δε κα ιταν εφκολο να τισ 

παρατθριςουμε με κάποιον άλλο τρόπο. Αυτό οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι θ απτικι 

εξερεφνθςθ ςυνδυάηει τθ διαδικαςία τθσ οπτικοποίθςθσ ενόσ αντικειμζνου με τθν «ενεργό 
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δράςθ», αφοφ αποτελεί ςτθν ουςία τθ μετάφραςθ ενόσ απτικοφ ερεκίςματοσ ςε μία 

νοθτικι αναπαράςταςθ, χωρίσ καν τθν φπαρξθ οπτικοφ ερεκίςματοσ.  

Σφμφωνα με τον Triantafillidis (1995), όταν εξερευνοφμε ζνα αντικείμενο με τθν αφι 

απαιτείται να γίνει μία ςειρά βθμάτων ϊςτε να αναγνωρίςουμε το ςχιμα του. Αρχικά  

αναγνωρίηονται τα βαςικά χαρακτθριςτικά του ςχιματοσ χωρίσ όμωσ να ακολουκείται 

κάποια ςυγκεκριμζνθ ςτρατθγικι. Στθ ςυνζχεια αρχίηει θ λεπτομερισ εξερεφνθςθ του 

ςχιματοσ, με βάςθ αυτι τθ φορά κάποιεσ ςτρατθγικζσ που κα φανερϊςουν ςε μεγαλφτερθ 

λεπτομζρεια τα χαρακτθριςτικά αλλά και τισ ιδιότθτεσ του ςχιματοσ. 

Για τουσ μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ θ απτικι διερεφνθςθ των ςχθμάτων αποτελεί 

τθν όραςθ τουσ, τον τρόπο με τον οποίο εκείνοι μποροφν να «δουν» τα ςχιματα (Klatzky et 

al., 1985). Σφμφωνα με τουσ Williams (1983) και Millar (1981), θ τυφλοί μακθτζσ 

εξερευνοφν ζνα αντικείμενο με τζτοιο τρόπο που τουσ παρζχει μία ςυνολικι οπτικι για 

αυτό, με αποτζλεςμα να οδθγοφνται ςε πιο ακριβι νοθτικι αναπαράςταςθ του ςχιματοσ 

του. Για το λόγο αυτό αναπτφςςουν ςτρατθγικζσ που τουσ βοθκοφν να αντιλαμβάνονται με 

μεγαλφτερθ ευκολία, ςιγουριά και ταχφτθτα τα ςχιματα. Είτε πρόκειται για 2D είτε για 3D 

ςχιματα, το πρϊτο βιμα των μακθτϊν είναι ςυνικωσ το να περιςτρζφουν με τα χζρια τουσ 

το ςχιμα, προκειμζνου να εξερευνιςουν όλεσ τισ πλευρζσ του. 

Ραρακάτω φαίνονται μερικζσ ςτρατθγικζσ που αναπτφςςουν οι μακθτζσ με προβλιματα 

όραςθσ προκειμζνου να αναγνωρίςουν γεωμετρικά ςχιματα (Αργυρόπουλοσ, 2008).  

Τρόποι απτικισ κατανόθςθσ ςχιματοσ - Στρατθγικζσ 

 Ρεριςτροφι του ςχιματοσ ςυνεχϊσ με το ζνα χζρι 

 Ρεριςτροφι του ςχιματοσ ςυνεχϊσ και με τα δφο χζρια 

 Κρατϊντασ το ςχιμα και με τα δφο χζρια 

 Ψθλάφθςθ του ςχιματοσ κατά μικοσ των πλευρϊν του. 

 Φζρνοντασ το ςχιμα πολφ κοντά ςτο πρόςωπο τουσ 

 Τοποκετϊντασ το ςχιμα  ςτακερά πάνω ςτο τραπζηι κρατϊντασ το με το ζνα 

χζρι και μετρϊντασ με τον δείχτθ του άλλου χεριοφ το μικοσ των πλευρϊν ι το 

μζγεκοσ των γωνιϊν του. 

 Τοποκετϊντασ εξολοκλιρου το ςχιμα ςτθν παλάμθ του ενόσ χεριοφ 

 Μεταφζροντασ το ςχιμα από το ζνα χζρι ςτο άλλο 
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 Κρατϊντασ το ςχιμα (π.χ. τετράγωνο) από τισ δφο κορυφζσ του με τον αριςτερό 

αντίχειρα και δείκτθ και τισ άλλεσ δφο κορυφζσ του με τον δεξιό αντίχειρα και 

δείκτθ. 

 Εξετάηοντασ τισ πλευρζσ των ςχθμάτων με τισ άκρεσ των δακτφλων 

 Ρλθςιάηοντασ το γεωμετρικό ςχιμα κοντά ςτο πρόςωπο και ακουμπϊντασ το 

ςτο μάγουλο τουσ 

 Κάνοντασ παλινδρομικζσ κινιςεισ ςτο ςχιμα ςτο διάςτθμα μεταξφ προςϊπου 

και κρανίου 

 Κρατϊντασ το ςχιμα με το αριςτερό χζρι και με το δεξί δείχτθ να μετρά τον 

αρικμό των κορυφϊν ι των πλευρϊν ι εξερευνϊντασ το ςχιμα γενικότερα 

 

Υπάρχουν όμωσ και περιπτϊςεισ που οι μακθτζσ ζχουν τόςο καλά ανεπτυγμζνθ τθν 

απτικι τουσ αντίλθψθ ϊςτε αναγνωρίηουν το ςχιμα με το που το πιάςουν, χωρίσ να 

χρειαςτεί να το εξερευνιςουν, χωρίσ για παράδειγμα να μετριςουν τισ πλευρζσ του ι τισ 

γωνίεσ του. Αυτό οφείλεται ςτθν εμπειρία τουσ, ςυνικωσ από κακθμερινά αντικείμενα με 

γνωςτό γεωμετρικό ςχιμα, όπωσ π.χ. ζνα κουτί (κφβοσ ι ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο), 

μία μπάλα κ.λπ. 

Κατά τον Triantafillidis (1995),υπάρχει μία ςχζςθ μεταξφ των ςτρατθγικϊν που επιλζγει 

ζνασ μακθτισ να χρθςιμοποιιςει και του επιπζδου γεωμετρικισ ςκζψθσ του (επίπεδα van 

Hieles). Ριο ςυγκεκριμζνα, μία ολιςτικι εξερεφνθςθ του ςχιματοσ κα μαρτυροφςε ότι θ 

γεωμετρικι ςκζψθ του μακθτι βρίςκεται ςτο πρϊτο ι ςτο δεφτερο επίπεδο van Hiele (level 

0 ι 1). Αντίκετα, μία πιο λεπτομερισ και μεκοδευμζνθ εξερεφνθςθ, όπου ο μακθτισ κάνει 

χριςθ ςτρατθγικϊν, κα μαρτυροφςε ότι και ο ίδιοσ αντιλαμβάνεται και ψάχνει τισ ςχζςεισ 

που ζχουν τα χαρακτθριςτικά του ςχιματοσ. Στθν περίπτωςθ αυτι θ γεωμετρικι ςκζψθ του 

μακθτι φαίνεται να ζχει αναπτυχκεί μζχρι το τρίτο επίπεδο (level 2). Πταν ο μακθτισ 

φτάςει ςτο τζταρτο επίπεδο, αυτό τθσ επαγωγικισ ςκζψθσ (level 3), είναι πλζον ςε κζςθ 

ακόμα και να δθμιουργιςει νζεσ βελτιωμζνεσ ςτρατθγικζσ. 

Μιλϊντασ για τον Duval, είδαμε ότι δίνει προτεραιότθτα ςτθν Οπτικι αντίλθψθ. Ωςτόςο, 

όπωσ αναφζραμε παραπάνω, θ όραςθ δεν είναι θ μόνθ πθγι νοθτικϊν εικόνων ςτα 

μακθματικά. Το να «νιϊςουμε» με τα χζρια μασ κάποια φυςικά αντικείμενα, χωρίσ να τα 

βλζπουμε με τα μάτια μασ, είναι επίςθσ μία πθγι πλοφςιασ παραγωγισ νοθτικϊν εικόνων. 

Τζτοιεσ δυνατότθτεσ φαίνονται και από τθν ζρευνα του Triantafillidis (1995) που 
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αναφζραμε και προθγουμζνωσ. Από τθν άλλθ πλευρά υπάρχουν και ερευνθτζσ που 

αμφιςβθτοφν ακόμα και τθν φπαρξθ νοθτικϊν εικόνων (“pictures in the mind”), όχι μόνο 

ςτθν περίπτωςθ των μακθτϊν με προβλιματα όραςθσ αλλά και γενικότερα. Ραρόλα αυτά, 

ζνα ερϊτθμα που ακόμα δεν ζχει απαντθκεί είναι αν θ οπτικοποίθςθ χρειάηεται καν τθν 

όραςθ..; Το ερϊτθμα αυτό είναι πολφ ςθμαντικό αν παρατθριςουμε τουσ διακεκριμζνουσ 

τυφλοφσ μακθματικοφσ. 

Ο Leonhard Euler (1707-1783) είναι ζνασ από τουσ ςθμαντικότερουσ μακθματικοφσ που 

ζχουν υπάρξει. Κι όμωσ ο Euler ιταν τελείωσ τυφλόσ τα δεκαεπτά τελευταία χρόνια τθσ 

ηωισ του. Τα προβλιματα με τθν όραςθ του ξεκίνθςαν ςτα 31 του χρόνια λόγω τθσ 

καταπόνθςθσ των ματιϊν του κατά τθν περίοδο που δοφλευε ωσ διευκυντισ του τομζα 

γεωγραφίασ ςτο St. Petersburg Academy of Science. Ωςτόςο, ο Euler μζχρι το τζλοσ τθσ 

ηωισ του είχε περίπου 850 ζργα, εκ των οποίων τα 335 τα εκπόνθςε κατά τθ διάρκεια των 

χρόνων που είχε τυφλωκεί!  

Άλλα παραδείγματα γνωςτϊν τυφλϊν μακθματικϊν είναι :  

Ο Άγγλοσ μακθματικόσ Nicholas Saunderson (1682-1739) που τυφλϊκθκε όταν 

προςβλικθκε από ευλογιά ςε θλικία μόλισ ενόσ ζτουσ. Ο Saunderson επιτζλεςε κακθγθτισ 

ςτο τμιμα Μακθματικϊν του Cambridge University ςτθ κζςθ που πριν από αυτόν είχε και ο 

Isaac Newton, ενϊ αργότερα κατζκτθςαν ο Paul Dirac και ο διακεκριμζνοσ φυςικόσ Stephen 

Hawking.  

Ο ϊςοσ Lev Pontryagin (1908-1988) που αςχολικθκε και διζπρεψε ςτουσ τομείσ τθσ 

Τοπολογίασ, τθσ Ομοτοπικισ κεωρίασ και των εφαρμοςμζνων μακθματικϊν με ζμφαςθ ςτθ 

Κεωρία Ελζγχου. 

Ο επίςθσ ϊςοσ και εν ηωι A.G.Vitushkin, που αςχολείται με τθν Μιγαδικι Ανάλυςθ ςτο 

Steklov Institute τθσ Μόςχασ. 

Ο Emmanuel Giroux, ςφγχρονοσ Γάλλοσ μακθματικόσ που αςχολείται με τθ Συμπλεκτικι 

Γεωμετρία και τθν Τοπολογία. Ο Giroux είναι τυφλόσ από 11 ετϊν.  Ο ίδιοσ ςυνθκίηει να 

είναι πάρα πολφ οργανωμζνοσ και ςαφισ ςτισ διαλζξεισ του. Ζχει δθλϊςει ότι : «Είναι ζτςι 

το ςτυλ μου. Κζλω όταν μιλάω να είμαι όςο πιο ξεκάκαροσ γίνεται. Αλλά ςυχνά  

ενοχλοφμαι πολφ, διότι οι άλλοι μακθματικοί δεν εξθγοφν αυτά που κάνουν ςτον πίνακα 

και αυτά που γράφουν..». Ο Giroux επιςθμαίνει ότι οι περιςςότεροι μακθματικοί 

αςχολικθκαν ι αςχολοφνται με τθ Γεωμετρία. Γιατί όμωσ με τθ Γεωμετρία; Ο Giroux 

απαντάει : «Είναι κακαρι ςκζψθ» και ςτθ ςυνζχεια εξθγεί ότι, για παράδειγμα ςτθν 
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Ανάλυςθ, πρζπει να κάνεισ πάρα πολλοφσ υπολογιςμοφσ και να παρακολουκείσ γραμμι 

προσ γραμμι το τι γίνεται. Κάτι τζτοιο όμωσ είναι δφςκολο με τθ γραφι Braille, αφοφ για να 

γράψει κανείσ πρζπει να τρυπάσ το χαρτί με τθ μθχανι και ςτθ ςυνζχεια να γυρίηεισ το 

χαρτί από τθν άλλθ και να το «διαβάηεισ», κάτι που κάνει δφςκολο το να κυμάςαι τι ζχει 

γίνει ςτθν προθγοφμενθ γραμμι κάκε φορά. Αντίκετα εξθγεί : «Στθ γεωμετρία, οι 

πλθροφορία είναι ςυγκεντρωμζνθ, είναι κάτι που μπορείσ να το κυμάςαι με το μυαλό 

χωρίσ να χρειάηεται να γράφεισ». Ο Giroux επίςθσ λζει πωσ ςτο μυαλό του ζχει εικόνεσ, οι 

οποίεσ είναι ζνασ τρόποσ για να αναπαριςτά κανείσ μακθματικά αντικείμενα, χωρίσ ωςτόςο 

να είναι και ζνασ τρόποσ για να ςκεφτεί κανείσ γι αυτά. 

Σαν ςυμπλιρωμα ςτα λόγια του Giroux για τθν επιλογι των περιςςότερων τυφλϊν 

μακθματικϊν να αςχολθκοφν με τθ γεωμετρία, μποροφμε να ςκεφτοφμε το εξισ : ζνασ 

άνκρωποσ τυφλόσ ζχει μία απαραμόρφωτθ και άμεςθ τριςδιάςτατθ διαίςκθςθ του χϊρου, 

μζςω των υπόλοιπων αιςκιςεων του. Αντίκετα, ζνασ βλζπον δεν αξιοποιεί αυτζσ τισ 

ικανότθτεσ του, ακριβϊσ επειδι βλζπει. Στθν περίπτωςθ αυτι όμωσ ο εγκζφαλοσ 

επεξεργάηεται διςδιάςτατεσ εικόνεσ ενόσ τριςδιάςτατου κόςμου και όχι πλθροφορίεσ που 

αφοροφν και τισ τρεισ διαςτάςεισ, όπωσ γίνεται ςτθν περίπτωςθ των τυφλϊν. 

 

 

1.3 Γεωμετρία και Χειρονομίεσ 

Κακθμερινά όλοι μασ κατά τθ διάρκεια που μιλάμε με κάποιον, χρθςιμοποιοφμε 

χειρονομίεσ. Οι χειρονομίεσ αυτζσ, άλλεσ φορζσ είναι αυκόρμθτεσ και χωρίσ κάποιο 

ιδιαίτερο νόθμα και άλλεσ φορζσ εςκεμμζνεσ ι αυκόρμθτεσ και ςίγουρα ουςιϊδεισ. Ροίοσ 

είναι όμωσ ο ρόλοσ των χειρονομιϊν που χρθςιμοποιοφμε; Και τι μπορεί να μαρτυροφν οι 

χειρονομίεσ μασ ςτθν περίπτωςθ των μακθματικϊν; 

Ο γνωςτόσ ϊςοσ ψυχολόγοσ Vygotsky, ιταν από τουσ πρϊτουσ που αςχολικθκαν με 

μακθτζσ με προβλιματα ακοισ ι όραςθσ. Ο ίδιοσ ζλεγε ότι τισ περιπτϊςεισ μακθτϊν με 

τζτοιου είδουσ προβλιματα, κα πρζπει να τισ αντιμετωπίηουμε ςαν τίποτα περιςςότερο 

από τθν απουςία ενόσ εκ των δυνατϊν τρόπων να αποκτιςουμε πρόςβαςθ ςτο φυςικό 

περιβάλλον. Επίςθσ τόνιηε ότι για να καταςτεί δυνατι θ ζνταξθ αυτϊν των ατόμων ςτθν 

κοινωνία, κα πρζπει να ψάξουμε και να βροφμε άλλουσ τρόπουσ για να υποκαταςτιςουμε 

το παραδοςιακό μζςο με κάποιο άλλο. Συνεπϊσ για ζνα τυφλό άτομο, τα μάτια πρζπει να 
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υποκαταςτακοφν από κάποιο άλλο όργανο. Στθν ουςία δθλαδι ο Vygotsky απζδιδε  ςτα 

όργανα του ςϊματοσ, και πιο ςυγκεκριμζνα ςτα μάτια, τα αυτιά και το δζρμα, το ρόλο του 

ψυχολογικοφ εργαλείου. Υποςτιριηε ότι τα μάτια και θ ομιλία είναι τα όργανα που 

χρθςιμοποιοφμε για να διαβάςουμε και να μιλιςουμε και ότι τα υπόλοιπα όργανα κα 

μποροφςαν να χρθςιμοποιθκοφν για να τα υποκαταςτιςουν. Δθλαδι προτείνει, αντί να 

βλζπουμε τθ διαφορά ωσ μια κατάςταςθ ανεπάρκειασ, μποροφμε να τθν αντιμετωπίηουμε 

απλά ωσ αυτό που είναι, διαφορά. (Vygotsky, 1981) 

Πταν άτομα με προβλιματα όραςθσ χρθςιμοποιοφν τα χζρια τουσ για να «δουν» κάτι, 

ςτθν ουςία αυτό που κάνουν είναι να υποκακιςτοφν με αυτά, τα μάτια τουσ. Εδϊ τα χζρια 

αναλαμβάνουν να κάνουν τθ δουλειά των ματιϊν και να παρατθριςουν ζνα αντικείμενο. 

Και ενϊ θ όραςθ είναι ςφνκετθ και ολιςτικι, θ αφι μασ επιτρζπει να κάνουμε ςταδιακι 

ανάλυςθ παρατθρϊντασ κάτι ςιγά-ςιγά και προχωρϊντασ από το μζροσ ςτο όλο. 

Αν δεχτοφμε λοιπόν ότι τα όργανα του ςϊματοσ μασ είναι διαμεςολαβθτικά εργαλεία, 

τότε καταλιγουμε ςτο ότι θ ςκζψθ δε μπορεί να είναι μία δραςτθριότθτα εξαρτϊμενθ μόνο 

από τον εγκζφαλο, με τθν ζννοια ότι θ ςκζψθ δε ςυμβαίνει μόνο ςτο κεφάλι, αλλά επίςθσ 

και μζςα και μζςω του ςυντονιςμοφ τθσ ομιλίασ, του ςϊματοσ, των χειρονομιϊν και των 

ςυμβόλων. Τθν άποψθ αυτι ςυμμερίηεται και ο Radford (2009), ο οποίοσ υποςτθρίηει ότι θ 

μακθματικι νόθςθ δεν διαμεςολαβεί μόνο μζςω των γραπτϊν ςυμβόλων, αλλά και μζςω 

ενεργειϊν, χειρονομιϊν και άλλων ειδϊν νοθμάτων. 

Σφμφωνα με τισ Iverson and Goldin-Meadow (1998), οι χειρονομίεσ είναι κομμάτι τθσ 

ομιλίασ μασ, με τθν ζννοια ότι μποροφν να τονίςουν κάτι που κζλουμε να ποφμε ι να 

υποκαταςτιςουν κάτι που δε λζμε με το λόγο μασ. Ρολλζσ φορζσ μπορεί μζςα από μία 

χειρονομία να φανεί κάτι που ζχουμε ςτο μυαλό μασ και που δεν το ζχουμε πει. Στθν ουςία 

δθλαδι οι χειρονομίεσ μπορεί να είναι θ πρόςβαςθ του ομιλθτι ςε μθ προςβάςιμα λεκτικά 

αντικείμενα, με αποτζλεςμα να διευκολφνεται θ διαδικαςία τθσ ομιλίασ. Ο McNeill (1992) 

ωςτόςο ζχει άλλθ άποψθ. Υποςτθρίηει ότι οι χειρονομίεσ και θ ομιλία είναι κομμάτι τθσ 

ίδιασ γνωςτικισ πθγισ. Κεωρεί ότι οι χειρονομίεσ αποκαλφπτουν πτυχζσ του νοθτικοφ 

περιεχομζνου εκείνου που μιλάει. Με αυτι τθν οπτικι, οι χειρονομίεσ αποτελοφν ζνα 

παράκυρο πρόςβαςθσ ςτθ ςκζψθ. Από τθν άλλθ θ άποψθ του Radford για τισ χειρονομίεσ 

ζρχεται και πάλι ςε αντίκεςθ με αυτι του McNeill. 

Ο Radford (2009) υποςτθρίηει ότι θ ςκζψθ δε ςυμβαίνει μόνο ςτο κεφάλι, αλλά και μζςω 

τθσ γλϊςςασ, του ςϊματοσ και των εργαλείων που κανείσ ζχει ςτθ διάκεςθ του. Συνεπϊσ οι 
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χειρονομίεσ, ωσ ζνα είδοσ ςωματικισ δράςθσ, δε μποροφν να κεωρθκοφν απλά ζνα είδοσ 

παρακφρου που διαφωτίηει τα όςα ςυμβαίνουν μζςα ςε ζνα «μαφρο κουτί». Αντίκετα, οι 

χειρονομίεσ είναι γενεςιουργά ςυςτατικά τθσ ςκζψθσ. Αυτό ςθμαίνει ότι δε μασ δείχνουν 

απλϊσ τι ςκζφτεται κάποιοσ αλλά ςτθν ουςία είναι ζνα αυτζσ που βοθκοφν να γεννθκοφν 

ιδζεσ, υποκινοφν δθλαδι τθ ςκζψθ. Εδϊ ο Radford υποςτθρίηει τθν άποψθ του αυτι 

αναφζροντασ το παράδειγμα ενόσ τυφλοφ μακθτι, ο οποίοσ ικελε να εξθγιςει κάτι ςτουσ 

ςυμμακθτζσ του. Ο Radford παρατιρθςε ότι ο μακθτισ δεν είχε προςχεδιάςει τι κα ζλεγε 

και πωσ κα παρουςίαηε τα όςα είχε ςκεφτεί.  Αντίκετα, δε ςκζφτθκε όλεσ τισ λεπτομζρειεσ 

από πριν αλλά τισ παρατθροφςε να ξεδιπλϊνονται τθν ίδια ςτιγμι που τισ ζβλεπαν και οι 

ςυμμακθτζσ του, τθν ϊρα δθλαδι που τουσ εξθγοφςε. Ο μακθτισ αυτόσ ςκεφτόταν μζςα 

από τισ ίδιεσ του τισ πράξεισ (χειρονομίεσ) και τα λόγια. Βλζποντασ, νιϊκοντασ τισ πράξεισ 

αυτζσ και ακοφγοντασ τα λόγια του αποκτοφςε και ο ίδιοσ μία βακφτερθ κατανόθςθ του 

προβλιματοσ, από μακθματικισ πλευράσ. Ωςτόςο, αυτό δε ςθμαίνει ότι όταν ξεκίνθςε να 

μιλάει δεν είχε ιδζα για το τι κα ζλεγε ι το που κα κατζλθγε. Απλά θ αρχικι του ιδζα ιταν 

μόνο θ αρχι του νιματοσ. Κατά τθ διάρκεια που εξθγοφςε όμωσ, οι χειρονομίεσ που ζκανε 

δεν απευκφνονταν τελικά μόνο ςτουσ ςυμμακθτζσ του αλλά και ςτον ίδιο. Συνεπϊσ, οι 

χειρονομίεσ μποροφν να αποτελζςουν τθν πθγι τθσ ςυγκρότθςθσ τθσ ςκζψθσ. 

Ρροκειμζνου να μπορζςουμε όμωσ να κατανοιςουμε καλφτερα τισ χειρονομίεσ που 

κάνουν οι μακθτζσ καλφτερα, κα χρθςιμοποιιςουμε τθν κατθγοριοποίθςθ των χειρονομιϊν 

του McNeill (McNeill 1992, Healy L. And Fernandes S.H.A.A., 2011): 

 Εικονικζσ χειρονομίεσ (Iconic gestures) 

Ρρόκειται για χειρονομίεσ που αντιςτοιχοφν ςε αυτά που λζμε, είτε 

ςυμπλθρωματικά είτε επεξθγθματικά και αναφζρονται ςε υλικά αντικείμενα, π.χ. το 

να νοθματίςουμε ζνα ςχιμα (περιγραφι με χριςθ νοθμάτων που κάνουμε με τα 

χζρια), ενϊ το περιγράφουμε και λεκτικά. 

 

 Μεταφορικζσ χειρονομίεσ (Metaphoric gestures) 

Εκφράηουν τθν εικονικι αναπαράςταςθ μίασ αφθρθμζνθσ ιδζασ, όπωσ για 

παράδειγμα του ορίου μίασ ςυνάρτθςθσ ςτο μθδζν. 
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 Δεικτικζσ Χειρονομίεσ (Deictic gestures) 

Χρθςιμοποιοφνται για να υποδείξουν αντικείμενα (υλικά ι εικονικά), ανκρϊπουσ ι 

κζςεισ ςτο χϊρο και δεν αποτελοφν εικονικζσ αναπαραςτάςεισ όπωσ οι 

προθγοφμενεσ δφο κατθγορίεσ. 

 

 Παλμικζσ χειρονομίεσ (Beat gestures) 

Δεν αποτελοφν εικονικζσ αναπαραςτάςεισ. Είναι μικρζσ, γριγορεσ, διφαςικζσ 

κινιςεισ, ςυνικωσ πάνω/κάτω, δεξιά/αριςτερά, μζςα/ζξω, οι οποίεσ ςυνοδεφουν 

το λόγο. Δεν αλλάηουν μορφι ανάλογα με το κζμα (δεν ζχουν ςυναιςκθματικι 

διάςταςθ), χρθςιμοποιοφνται για να δϊςουν ζμφαςθ ι ζνα ιδιαίτερο νόθμα ςε μία 

λζξθ, όχι βάςει του τι αυτι ςυμβολίηει αλλά βάςει του ρόλου τθσ ςτθ ςυηιτθςθ (του 

πόςο ςθμαντικι είναι δθλαδι ςε αυτό που λζγεται). Επίςθσ μπορεί να 

ςθματοδοτοφν τθν αρχι ι το τζλοσ μιασ ςυηιτθςθσ ι ζνα ςθμαντικό ςθμείο ςτθ 

μζςθ μιασ ςυηιτθςθσ, όπωσ π.χ. μία απόφαςθ. 

 

     Θ Healy (2012) είναι μία ακόμθ από τουσ λίγουσ ερευνθτζσ, τθσ Διδακτικισ των 

Μακθματικϊν, που αςχολοφνται με τυφλοφσ μακθτζσ. Σφμφωνα όμωσ με τισ Goldin-

Meadow (1993) και τισ Iverson and Goldin-Meadow (1998), και οι βλζποντεσ χρθςιμοποιοφν 

τισ χειρονομίεσ εξίςου με τουσ τυφλοφσ. Ζτςι λοιπόν και θ Healy (2012) υποςτθρίηει ότι αν 

καταφζρουμε να κατανοιςουμε τισ ομοιότθτεσ και τισ διαφορζσ ςτισ πρακτικζσ που 

ακολουκοφν οι τυφλοί μακθτζσ ςε ςχζςθ με τουσ βλζποντεσ, δθλαδι μακθτζσ που βιϊνουν 

τον κόςμο με διαφορετικό τρόπο, κα μπορζςουμε να κατανοιςουμε ακόμθ καλφτερα τισ 

ςχζςεισ μεταξφ τθσ εμπειρίασ και τθσ νόθςθσ γενικότερα. 

 

1.4 Γεωμετρία και Οπτικοποίθςθ 

Ζνασ δθμοςιογράφοσ κα χαρακτιριηε τθν εποχι από τθ δεκαετία του 1960 και μετά ωσ 

«εποχι τθσ εικόνασ», ενϊ τθ ςθμερινι εποχι ωσ «εποχι τθσ ταχφτθτασ». Αυτό όμωσ που 

μασ οδιγθςε από τθ μία εποχι ςτθν άλλθ είναι θ τεχνολογία. Τθλεόραςθ και ζπειτα 

Θλεκτρονικόσ Υπολογιςτισ και Internet.. Και μετά ο άνκρωποσ ικελε να μπορεί να ζχει τθν 

εικόνα του κόςμου γφρω του όπου κι αν πιγαινε. Και ζτςι μετά ιρκαν τα Laptops και 

tablets, τα κινθτά τθλζφωνα με ενςωματωμζνθ φωτογραφικι μθχανι και πρόςβαςθ ςτο 

διαδίκτυο.. Και όςο θ τεχνολογία προχωράει, οι εικόνεσ που μασ φζρνει κα είναι όλο και 

πιο εφκολα προςβάςιμεσ. Γιατί όμωσ τόςθ «δίψα» για τθν εικόνα; 
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Ωσ κοινωνικά όντα ενκαρρυνόμαςτε αλλά και φιλοδοξοφμε όλο και περιςςότερο, να 

βλζπουμε όχι μόνο όςα μπορεί κάποιοσ να δει, αλλά και όςα δε μπορεί να δει με οπτικι 

επαφι. Πμωσ αυτό μάλλον είναι κάτι που ςυνζβαινε πάντα. Οι άνκρωποι δθμιουργοφςαν 

εικόνεσ ιδθ από τθν εποχι των ςπθλαίων. Αυτι ιταν θ αρχι τθσ οπτικοποίθςθσ. Και δεν 

περιορίςτθκε μόνο ςε απλζσ κοινωνικζσ ι καλλιτεχνικζσ αναπαραςτάςεισ, αλλά πζραςε και 

ςτο χϊρο τθσ επιςτιμθσ.  

Θ ζννοια τθσ οπτικοποίθςθσ ςτον τομζα των Μακθματικϊν δεν είναι καινοφρια. Ο Rival 

(1987) αναφζρει πωσ ζχει ρίηεσ τόςο παλιά ςτθν ιςτορία των μακθματικϊν, όςο και τα ίδια 

τα μακθματικά. Αυτό είναι εφκολο να το διαπιςτϊςουμε αν κυμθκοφμε τουσ 

Ρυκαγόρειουσ, οι οποίοι αναπαριςτοφςαν με βότςαλα τουσ αρικμοφσ προκειμζνου να 

μελετιςουν τισ ςχζςεισ μεταξφ τουσ, αλλά και τθν περίπτωςθ του Αρχιμιδθ με τθ γνωςτι 

φράςθ «Μθ μου τουσ κφκλουσ τάραττε!», που αναφϊνθςε ςτο ωμαίο ςτρατιϊτθ που τον 

βρικε τθν ϊρα που μελετοφςε κάποιο γεωμετρικό πρόβλθμα, ςχεδιάηοντασ κφκλουσ ςτο 

ζδαφοσ. Θ οπτικοποίθςθ όμωσ ςτον τομζα των μακθματικϊν δεν περιορίηεται μόνο ςτθ 

γεωμετρία. Με τθ γζννθςθ του Απειροςτικοφ Λογιςμοφ και τον Isaac Newton, θ 

οπτικοποίθςθ κάνει τθν εμφάνιςθ τθσ. Ο Newton δεν αποδείκνυε με μακθματικι 

αυςτθρότθτα τα κεωριματα του, αλλά βαςιηόταν ςτισ εικόνεσ. Ππωσ αναφζρει ο Rival 

(1987), “Αν του ηθτοφςε κανείσ (του Newton) να τεκμθριϊςει τισ αποδείξεισ του, μάλλον κα 

παρουςίαηε κάποιο επιχείρθμα το οποίο, αν και πειςτικό, κα ιταν μάλλον αδφναμο και 

ιςχυρά εξαρτϊμενο από εικόνεσ.” Ζνασ ακόμα μακθματικόσ, ο Lagrange, πίςτευε πωσ θ 

ικανότθτα τθσ παρατιρθςθσ είναι πολφ ςθμαντικι για ζναν μακθματικό. 

Συνεπϊσ, ζνασ τρόποσ για να χαρακτθρίςουμε τθν οπτικοποίθςθ και τθ μεγάλθ ςθμαςία 

τθσ, τόςο ωσ ουςιαςτικό (τθν οπτικι εικόνα), όςο και ωσ διαδικαςία είναι ότι «θ 

οπτικοποίθςθ, μασ παρζχει μία μζκοδο ϊςτε να μπορζςουμε να δοφμε αυτά που δεν είναι 

ορατά» (McCormick et al. 1987, p.3, αναφορά ςτον Arcavi, 2003). Ωςτόςο, ςτθ ςυνζχεια, θ 

οπτικι προςζγγιςθ των μακθματικϊν αμφιςβθτικθκε ωσ μθ μακθματικϊσ αυςτθρι και 

ανακριβισ. Θ άποψθ αυτι επικράτθςε ακόμα και ςτον τομζα τθσ γεωμετρίασ. Εκεί, το 

ερζκιςμα που ζδωςε το ζναυςμα για τισ αμφιβολίεσ ιταν το πζμπτο αίτθμα του Ευκλείδθ. 

Οι μακθματικοί που προςπάκθςαν να το αποδείξουν ιταν πολλοί και όλοι ακολοφκθςαν 

τθν ίδια λογικι. Ρροςπακοφςαν να αποδείξουν μία πρόταςθ ιςοδφναμθ με το πζμπτο 

αίτθμα, αντί για αυτό κακ’ εαυτό, θ οποία κα ιταν απλοφςτερθ και πιο προφανισ 

διαιςκθτικά. Για περίπου δφο χιλιάδεσ χρόνια δεν είχε καταφζρει κανείσ να το αποδείξει. 

Πμωσ ςτο πρϊτο μιςό του 18 αι. οι Bolyai και Lobachevsky, δθμιοφργθςαν τθν Υπερβολικι 
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γεωμετρία, θ οποία ιταν απαλλαγμζνθ από το 5ο Αίτθμα (Βαςιλείου, ςθμειϊςεισ 

μακιματοσ 2011). 

Από τον επόμενο αιϊνα και μετά θ κατάςταςθ αλλάηει προσ το άλλο άκρο. Τθ κζςθ τθσ 

διαίςκθςθσ καταλαμβάνει ο μακθματικόσ φορμαλιςμόσ, γεγονόσ που επθρεάηει και τθν 

εκπαίδευςθ μζχρι και ςιμερα. Αλλά ακόμα και ςτισ περιπτϊςεισ που κάποιο είδοσ 

οπτικοποίθςθσ κάνει τθν εμφάνιςθ του ςτα ςχολικά βιβλία, αυτό αποτελείται από τόςο 

ςυνθκιςμζνεσ εικόνεσ ϊςτε ςτθν ουςία επιτυγχάνεται το αντίκετο του επικυμθτοφ 

αποτελζςματοσ. Οι μακθτζσ ςυνδζουν τόςο ςτενά – ςχεδόν ταυτίηουν – τθν  ζννοια με το 

τετριμμζνο παράδειγμα εικόνασ, ϊςτε αντί να αναπτφςςουν τθν ικανότθτα οπτικοποίθςθσ 

και αφαιρετικισ ςκζψθσ τουσ μάλλον τισ καταρρακϊνουν.  

Το 1954 ο Hadamard επιςθμαίνει τθ ςθμαντικότθτα του ρόλου τθσ οπτικοποίθςθσ 

μιλϊντασ για τον Einstein και τον Poincare, οι οποίοι τόνιηαν τθ χριςθ τθσ οπτικισ 

αντίλθψθσ. Αλλά και ο Polya (1973) ςτισ ευρετικζσ ςτρατθγικζσ του για επιτυχθμζνθ 

επίλυςθ προβλιματοσ, προτείνει επιςταμζνωσ «κάνε ζνα ςχζδιο» (draw a figure), μία 

φράςθ που ζχει γίνει πλζον κλαςςικι παιδαγωγικι ςυμβουλι. 

Τι ςυμβαίνει όμωσ με τουσ τυφλοφσ μακθματικοφσ; Συνεπάγεται θ απουςία όραςθσ και 

απουςία ικανότθτασ για οπτικοποίθςθ; Ππωσ αναφζραμε και ςε προθγοφμενθ παράγραφο, 

οι τυφλοί μακθματικοί είναι πολλοί και το πρόβλθμα όραςθσ που είχε ο κακζνασ από 

αυτοφσ, δε φάνθκε να αποτελεί εμπόδιο ςτο να γίνουν διακεκριμζνοι επιςτιμονεσ. Το πιο 

λαμπρό παράδειγμα μάλλον είναι αυτό του Euler, ο οποίοσ αν και τυφλόσ ιταν πολφ 

δραςτιριοσ χάρθ ςτθν οπτικι του φανταςία αλλά και ςτθν εκπλθκτικι του μνιμθ. Φαίνεται 

λοιπόν πωσ όπωσ περιγράφθκε με υπζροχο τρόπο από τον Jackson (2002, αναφορά ςτον 

Arcavi, 2003), θ οπτικοποίθςθ μπορεί να προχωριςει παραπζρα από τθν αίςκθςθ τθσ 

όραςθσ. 

 

1.4.1  Τα είδθ των εικόνων 

Θ ζννοια τθσ οπτικοποίθςθσ ςτα μακθματικά ζχει άμεςθ ςχζςθ με αυτι τθσ νοθτικισ 

εικόνασ, τθσ νοθτικισ αναπαράςταςθσ δθλαδι μιασ μακθματικισ ζννοιασ ι ενόσ 

μακθματικοφ αντικειμζνου. Κατά τθν Presmeg (2006) θ νοθτικι εικόνα (mental image) είναι 

ζνα νοθτικό ςχιμα το οποίο απεικονίηει μια οπτικι ι χωρικι πλθροφορία. Αυτοφ του 

είδουσ οι εικόνεσ αποτελοφν τα αντικείμενα που μασ οδθγοφν ςτθν οπτικοποίθςθ. 
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Θ Presmeg διζκρινε πζντε είδθ εικόνων : 

 Στατικζσ εικόνεσ (“εικόνα ςτο μυαλό”) – Concrete imagery (“picture in the mind”) :  

Είναι ςτατικζσ και λεπτομερείσ εικόνεσ φυςικϊν ι και αφθρθμζνων μακθματικϊν 

αντικειμζνων.  

 Κιναιςκθτικζσ εικόνεσ – Kinaesthetic imagery : Είναι εικόνεσ που δθμιουργοφνται 

από φυςικζσ κινιςεισ 

 Δυναμικζσ εικόνεσ – Dynamic imagery : Στθν περίπτωςθ αυτι, θ εικόνα κινείται ι 

μεταςχθματίηεται από μόνθ τθσ με αποτζλεςμα από ςτατικι να μετατρζπεται ςε 

δυναμικι. 

 Μνθμονικζσ εικόνεσ – Memory images of formulae : Αποτελοφν κάτι ςα 

φωτογραφίεσ μζςα ςτο μυαλό, π.χ. ενόσ διαγράμματοσ ςτθ ςελίδα ενόσ βιβλίου. 

 Ρρότυπεσ εικόνεσ – Pattern imagery : Σε αυτι τθν περίπτωςθ οι εικόνεσ εκφράηουν 

κακαρζσ ςχζςεισ, απαλλαγμζνεσ από πολλζσ λεπτομζρειεσ. 

 

 

1.4.2 Ο ρόλοσ τθσ οπτικοποίθςθσ ςτα μακθματικά 

(Ι) Στο δρόμο προσ τον οριςμό..  

Θ ζννοια τθσ οπτικοποίθςθσ φυςικά δεν είναι περιοριςμζνθ οφτε μόνο ςτα μακθματικά, 

αλλά οφτε και μόνο ςτον τομζα τθσ επιςτιμθσ. Στθν κακομιλουμζνθ ο όροσ «οπτικοποίθςθ» 

ζχει το νόθμα του ςχθματιςμοφ μιασ εικόνασ ςτο μυαλό που μπορεί να είναι κάποιο φυςικό 

ι νοθτικό αντικείμενο ι και κάποια κατάςταςθ. Στθν περίπτωςθ των μακθματικϊν όμωσ, θ 

οπτικοποίθςθ δεν ερμθνεφεται όπωσ ςτθν κακομιλουμζνθ ι ςτθν ψυχολογία. Εδϊ δε 

μιλάμε για οπτικοποίθςθ  π.χ. ενόσ διαγράμματοσ, αλλά ενόσ προβλιματοσ. Ζχουμε λοιπόν 

να κάνουμε με μία διαδικαςία μετατροπισ του προβλιματοσ ςε εικόνεσ με μακθματικό 

περιεχόμενο, όπωσ είναι κάποιο διάγραμμα ι μια οπτικι εικόνα, με χαρτί και μολφβι ι με 

τθ βοικεια τθσ τεχνολογίασ. Ραρόλα αυτά όμωσ αυτόσ ςτθν παροφςα εργαςία δε κα 

υιοκετιςουμε τον οριςμό αυτό, διότι όπωσ είναι προφανζσ ζνα παιδί τυφλό δεν είναι ςε 

κζςει να ςχεδιάςει, με χαρτί και μολφβι, ζνα διάγραμμα ι μία οπτικι εικόνα. Και δυςτυχϊσ 

θ τεχνολογία δεν ζχει αναπτυχκεί ακόμα ςε τζτοιο βακμό ϊςτε να είναι προςβάςιμθ για 

μακθτζσ με ςοβαρά προβλιματα όραςθσ. Αλλά και ςτθν κοινότθτα τα ζρευνασ υπάρχουν 

πολλοί οριςμοί για τθν οπτικοποίθςθ που διαφζρουν μεταξφ τουσ ανάλογα με τον τομζα 
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των μακθματικϊν που αςχολείται ζνασ ερευνθτισ, αλλά και τα ςτοιχεία τθσ διαδικαςίασ 

ςτα οποία εςτιάηει. 

Θ Presmeg (2006) δίνει ζναν άλλο οριςμό για τθν οπτικοποίθςθ. Ακολουκεί τθν άποψθ 

των Piaget και Inhelder (1971, αναφορά ςτθν Presmeg, 2006), ότι όταν ζνασ άνκρωποσ 

δθμιουργεί μία χωρικι διάταξθ (ςυμπεριλαμβανομζνθσ μίασ μακθματικισ περιγραφισ), 

υπάρχει μία οπτικι εικόνα ςτο μυαλό του, θ οποία κακοδθγεί τθ δθμιουργία αυτι. Συνεπϊσ 

λζει : «θ οπτικοποίθςθ πρζπει να περιλαμβάνει διαδικαςίεσ καταςκευισ και 

μεταςχθματιςμοφ, τόςο  οπτικϊν νοθτικϊν εικόνων όςο και όλων των αναπαραςτάςεων 

χωρικισ φφςθσ που μπορεί να εμπλζκονται ςτα μακθματικά».  

Ο οριςμόσ που εμείσ κα υιοκετιςουμε ςτθν παροφςα εργαςία είναι αυτόσ των 

Hershkowitz et al. (1989, p.75), Zimmermann and Cunningham (1991, p.3) και Arcavi (2003, 

p.217) :  

“Οπτικοποίθςθ είναι θ ικανότθτα, θ διαδικαςία και το προϊόν τθσ δθμιουργίασ, 

ερμθνείασ, χριςθσ και αναςτοχαςμοφ πάνω ςε ςχζδια, εικόνεσ και διαγράμματα, ςτο 

μυαλό, το χαρτί ι ςε δυναμικά περιβάλλοντα, με ςκοπό τθν απεικόνιςθ και τθν επικοινωνία 

πλθροφοριϊν, τθ ςκζψθ πάνω ςε νζεσ ιδζεσ και τθν ανάπτυξθ τουσ και τθν πρόοδο τθσ 

κατανόθςθσ.” 

 

(ΙΙ)  Τι λζει θ ζρευνα για το ρόλο τθσ οπτικοποίθςθσ ςτα μακθματικά; 

Ρζρα όμωσ από το ηιτθμα του οριςμοφ, οι περιοριςμοί και οι δυςκολίεσ γφρω από τθν 

οπτικοποίθςθ αλλά ακόμα και θ απροκυμία για οπτικοποίθςθ, ζχουν επίςθσ ςυηθτθκεί 

πολφ ςτο χϊρο τθσ ζρευνασ (Arcavi, 2003; Dreyfus, 1991; Love, 1995). Ο Love υποςτθρίηει 

ότι ςτθ γεωμετρία θ ςχζςθ μεταξφ νοθτικϊν  αντικειμζνων και φυςικϊν εικόνων είναι πολφ 

δφςκολθ. Κι ο Dreyfus όμωσ, υπογραμμίηει ότι ςτο ςχολείο το επίπεδο τθσ οπτικοποίθςθσ 

των μακθτϊν είναι χαμθλό. Επιπλζον, οι οπτικζσ τεχνικζσ, οι οποίεσ δε βαςίηονται πάντα ςε 

αςφαλείσ διαδικαςίεσ κεωροφνται πιο απαιτθτικζσ – από γνωςτικισ πλευράσ – ςε ςχζςθ με 

τισ αναλυτικζσ τεχνικζσ. Ωςτόςο, ο Duval (1998) επιμζνει ςτθν ζννοια τθσ οπτικοποίθςθσ, 

προτείνοντασ να εμπλουτιςκεί το αναλυτικό πρόγραμμα των ςχολείων με πολλζσ 

διαφορετικζσ διαδικαςίεσ οπτικοποίθςθσ. 

Ο ρόλοσ όμωσ τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθ διδαςκαλία και τθ μάκθςθ δεν είναι απλόσ. Γι’ 

αυτό το λόγο, πολφ ζρευνα ζχει γίνει και γφρω από τθν αξία τθσ οπτικοποίθςθσ και των 
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εικόνων με τθν ζννοια τθσ προοπτικισ τθσ ενίςχυςθσ του διαιςκθτικοφ τρόπου κατανόθςθσ 

ςτα μακθματικά. Σφμφωνα με τουσ Tall and Vinner (1981) θ οπτικοποίθςθ είναι ζνα πολφ 

ςθμαντικό κομμάτι των «εννοιολογικϊν εικόνων» (concept images). Θ εννοιολογικι εικόνα 

ςυμπεριλαμβάνει  οπτικζσ εικόνεσ, ιδιότθτεσ και εμπειρίεσ που αφοροφν μία ςυγκεκριμζνθ 

μακθματικι ζννοια. Ρροκειμζνου να κατανοιςουμε μία μακθματικι ζννοια χρειάηεται να 

δθμιουργιςουμε πρϊτα μία εννοιολογικι εικόνα γι ’αυτιν. Ραρ’ όλα αυτά, ο Vinner (1997) 

επιςθμαίνει ότι «ςε μερικζσ περιπτϊςεισ ο διαιςκθτικόσ τρόποσ ςκζψθσ μπορεί να μασ 

παραπλανιςει». Πμωσ ο Fischbein (1987) υποςτθρίηει ότι μία οπτικι εικόνα όχι μόνο 

οργανϊνει τα δεδομζνα που ζχουμε ςε μία ουςιαςτικι δομι, αλλά επιπλζον είναι και ζνασ 

ςθμαντικόσ παράγοντασ  για τθν αναλυτικι ανάπτυξθ μίασ λφςθσ. Τθν ίδια άποψθ εκφράηει 

και θ Hershkowitz (1989), λζγοντασ ότι θ απεικόνιςθ των ςτοιχείων μιασ ζννοιασ και των 

ςχζςεων τουσ μποροφν να διευκολφνουν κάποιον ςτθ γεωμετρία, αφοφ του παρζχουν μια 

κάποια υποςτιριξθ για τον επαγωγικό ςυλλογιςμό. Αλλά και ο Bishop (1989) επιςθμαίνει 

ότι θ ικανότθτα οπτικοποίθςθσ περιλαμβάνει τθ μετάφραςθ αφθρθμζνων ςχζςεων και μθ 

ςχθματοποιθμζνων πλθροφοριϊν, ςε οπτικζσ αναπαραςτάςεισ και ςυλλογζσ εικόνων και 

ότι “υπάρχει λόγοσ να δίνεται ζμφαςθ ςτισ οπτικζσ αναπαραςτάςεισ ςε όλεσ τισ πτυχζσ τθσ 

τάξθ των μακθματικϊν”. Ρροσ τθν κατεφκυνςθ αυτι κινείται και θ Presmeg (2006), θ οποία 

ςε μία ζρευνα που ζκανε με 13 κακθγθτζσ προκειμζνου να ερευνιςει ςε τι βακμό 

χρθςιμοποιοφν διαδικαςίεσ οπτικοποίθςθσ ςτθν διδαςκαλία τουσ,  παρατιρθςε ότι αυτό 

ςυνδζεται με τθ δθμιουργικότθτα του. Φάνθκε ότι οι κακθγθτζσ που χρθςιμοποιοφςαν 

περιςςότερο τισ διαδικαςίεσ οπτικοποίθςθσ ιταν πιο δθμιουργικοί ςτο μάκθμα τουσ, με 

αυτογνωςία αλλά και χιοφμορ. 

 

(ΙΙΙ) Αν δε μπορείσ να δείσ, πωσ μπορείσ να οπτικοποιείσ ; 

Μία τζτοια ερϊτθςθ ίςωσ χαρακτθριηόταν τουλάχιςτον άτοπθ, δίχωσ νόθμα από ζναν 

μακθτι με πρόβλθμα όραςθσ ι ακόμα και τυφλό. Κι αυτό γιατί το ότι κάποιοσ είναι τυφλόσ, 

δε ςθμαίνει ότι δε μπορεί και να «δει». Ζχοντασ ςτο μυαλό τα λόγια του Vygotsky, αλλά και 

όςα αναφζρκθκαν ςτθν παράγραφο τθσ απτικισ αντίλθψθσ, μποροφμε να ποφμε ότι τα 

μάτια είναι ζνα όργανο του ςϊματοσ, το οποίο αν δε λειτουργεί μπορεί απλά να 

υποκαταςτακεί από κάποιο ι κάποια άλλα. Θ Αφι και θ φανταςία. Αυτι είναι θ όραςθ 

όςων ςτεροφνται τθν κανονικι λειτουργία των ματιϊν τουσ. 
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Δανειηόμενοι μια φράςθ του Miller (1987) οι Zimmermann and Cunningham (1991), 

αναφζρουν ότι θ μακθματικι οπτικοποίθςθ εμπλζκει και τθ «διαίςκθςθ μζςω εικόνων που 

δθμιουργοφνται με τα μάτια του μυαλοφ». Συνεπϊσ, θ οπτικοποιιςιμθ γεωμετρία είναι και 

διαιςκθτικι γεωμετρία. Θ οπτικοποίθςθ ςυνεπϊσ δεν ζχει να κάνει μόνο με τθν όραςθ. Ο 

Miller παρατθρεί ότι «θ οπτικι αντίλθψθ είναι ανϊτερθ από το να βλζπεισ μόνο με τισ 

αιςκιςεισ». Αυτό ςθμαίνει ότι θ οπτικοποίθςθ είναι ανϊτερθ από τθν όραςθ, γιατί 

οπτικοποίθςθ, ςυνεπάγεται τθν κατανόθςθ, το είδοσ αυτό τθσ κατανόθςθσ που προζρχεται 

από τθ διαίςκθςθ που περιζγραψε ο Miller. Θ ιςχυρι ςχζςθ τθσ οπτικοποίθςθσ με τθ 

διαίςκθςθ φαίνεται όμωσ και από τισ κεωρίεσ που υπάρχουν για τθν ανάπτυξθ του 

γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ, όπωσ του Duval, του Fischbein, των van Hieles και του Gutierrez 

(αυτζσ που αναφζραμε ςτθν πρϊτθ παράγραφο του κεφαλαίου). 

Στθν περίπτωςθ των μακθματικϊν, κανείσ μπορεί να οπτικοποιιςει κάτι που δεν ζχει δει 

ποτζ ι κάτι που δε γίνεται να δει ποτζ. Μςωσ λοιπόν, θ οπτικοποίθςθ να είναι θ γνϊςθ που 

δθμιουργικθκε από τον ςυνδυαςμό ιδεϊν που ιδθ υπιρχαν ςτο μυαλό. Πλοι όςοι 

αςχολοφμαςτε με τα μακθματικά μποροφμε να κυμθκοφμε κάποια περίπτωςθ που μία 

εικόνα μασ ιρκε ςτο μυαλό, κατά τθν επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ, τθν οποία μπορεί ποτζ 

να μθν είχαμε δει ςτθν πραγματικότθτα. 

Θ μακθματικι οπτικοποίθςθ δεν πρζπει να νοείται ωσ εκτίμθςθ των μακθματικϊν μζςω 

εικόνων, κακϊσ θ διαίςκθςθ που επιηθτά δεν είναι ζνα αόριςτο και αςαφζσ είδοσ 

διαίςκθςθσ, ζνα επιφανειακό υποκατάςτατο τθσ κατανόθςθσ, αλλά το είδοσ εκείνο τθσ 

διαίςκθςθσ που ειςχωρεί ςτθν καρδιά μιασ ιδζασ. Δίνει βάκοσ και νόθμα ςτθν κατανόθςθ 

και εμπνζει δθμιουργικζσ ανακαλφψεισ. Για να επιτφχουμε όμωσ αυτό το είδοσ τθσ 

κατανόθςθσ, δε κα πρζπει να απομονϊνουμε τθν οπτικοποίθςθ από τα υπόλοιπα 

μακθματικά, αλλά να τθν ςυνδζουμε και με τουσ άλλουσ τρόπουσ ςυλλογιςμοφ. 

Θ οπτικοποίθςθ, όπωσ και θ γεωμετρία, ςχετίηεται με τουσ πιο πολφπλοκουσ κλάδουσ 

των μακθματικϊν. Είναι πολφπλευρθ. Με τισ ρίηεσ τθσ ςτα μακθματικά, θ οπτικοποίθςθ 

ζχει ςθμαντικζσ ιςτορικζσ, ψυχολογικζσ, παιδαγωγικζσ και τεχνολογικζσ όψεισ. Αν δοφμε 

λίγο τισ ςφγχρονεσ τάςεισ τθσ ζρευνασ, τότε μποροφμε εφκολα να καταλάβουμε ότι κακϊσ 

τα μακθματικά εξελίςςονται θ οπτικοποίθςθ κα είναι ςτο μζλλον ακόμθ πιο ςθμαντικι απ’ 

ότι είναι ςιμερα. Κι αυτό γιατί θ εξζλιξθ τθσ τεχνολογίασ μασ προμθκεφει ςυνεχϊσ με όλο 

και πιο εξελιγμζνα και ιςχυρά εργαλεία οπτικοποίθςθσ. 
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Τα τελευταία χρόνια μάλιςτα ζχουν γίνει ςθμαντικά βιματα όςον αφορά τθν τεχνολογία 

που απευκφνεται ςε άτομα με προβλιματα όραςθσ, όπωσ για παράδειγμα θ δθμιουργία 

μίασ εφαρμογισ (application) για tablet από τθ μεταπτυχιακι φοιτιτρια Μθχανολογίασ 

Jenna Gorlewicz (Medical and Electromechanical Design Laboratory, Vanderbilt University, 

Nashville, Tennessee). Θ εφαρμογι αυτι χρθςιμοποιεί τθν απτικι τεχνολογία και 

προορίηεται για μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ, ωσ βοικεια για μακιματα όπωσ θ 

άλγεβρα και θ γεωμετρία. Λειτουργεί με μικροδονιςεισ που παράγονται ςτθν οκόνθ του 

tablet κακϊσ ο μακθτισ εξερευνά, για παράδειγμα, ζνα ςχιμα ι μία ςυνάρτθςθ που 

απεικονίηεται ςε αυτιν. (Ρθγι πλθροφοριϊν : http://news.cnet.com/8301-27083_3-

57392568-247/haptic-app-helps-visually-impaired-learn-math/ ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://news.cnet.com/8301-27083_3-57392568-247/haptic-app-helps-visually-impaired-learn-math/
http://news.cnet.com/8301-27083_3-57392568-247/haptic-app-helps-visually-impaired-learn-math/
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Κεφάλαιο 2 – ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΚΑ ΤΗΣ  ΖΕΥΝΑΣ 

 

2.1 Τα ερευνθτικά μασ ερωτιματα 

Στθν παροφςα ζρευνα αςχολοφμαςτε με τθν ζννοια τθσ οπτικοποίθςθσ των γεωμετρικϊν 

ςχθμάτων και των ιδιοτιτων τουσ από μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ. Φυςικά, θ 

οπτικοποίθςθ δεν είναι αποτζλεςμα μίασ μονομεροφσ διαδικαςίασ, αλλά μίασ πολφπλευρθσ 

διερεφνθςθσ από μζρουσ των μακθτϊν. Για το λόγο αυτό, αςχολοφμαςτε με ζννοιεσ όπωσ θ 

ικανότθτα οπτικοποίθςθσ, θ απτικι διερεφνθςθ ςχθμάτων και θ απτικι αντίλθψθ των 

μακθτϊν, οι χειρονομίεσ και οι χριςθ των παρομοιϊςεων ςτθν λεκτικι περιγραφι ενόσ 

ςχιματοσ, κακϊσ και με το ρόλο τουσ ςτθ Γεωμετρία. Σκοπόσ τθσ ζρευνασ μασ είναι να 

δοφμε πωσ οι παραπάνω ζννοιεσ «ςυνεργάηονται» και ςυνδυάηονται από τουσ μακθτζσ 

όταν αντιμετωπίηουν γεωμετρικά προβλιματα που διαπραγματεφονται το πζραςμα από τθ 

γεωμετρία του επιπζδου (διςδιάςτατθ γεωμετρία)  ςτθ γεωμετρία του χϊρου (τριςδιάςτατθ 

γεωμετρία), και αντίςτροφα.  

Τα ερευνθτικά μασ ερωτιματα είναι : 

1) Τι είδουσ ςτρατθγικζσ υιοκετοφν οι μακθτζσ προκειμζνου να διερευνιςουν ζνα ςχιμα 

και τισ ιδιότθτεσ του, με τθ βοικεια τθσ αφισ ; 

2) Τι είδουσ ςτρατθγικζσ και διαδικαςίεσ ακολουκοφν οι μακθτζσ κατά το πζραςμα από τθ 

γεωμετρία του επιπζδου (2D) ςτθ γεωμετρία του χϊρου (3D) και αντίςτροφα ; 

3) Ροια είναι θ ςυμβολι των χειρονομιϊν, τθσ χριςθσ των παρομοιϊςεων και τθσ 

οπτικοποίθςθσ ςτισ παραπάνω διαδικαςίεσ ; 

 

2.2 Το είδοσ και το πλαίςιο τθσ ζρευνασ 

Θ ζρευνασ που ζγινε ιταν ζνα πείραμα διδαςκαλίασ (Cobb & Steffee, 1983 ; Cobb, 

Confrey, diSessa, Lehrer & Schauble, 2003) ςε ζνα ςχολείο επιπρόςκετθσ ςτιριξθσ ςε παιδιά 

με προβλιματα όραςθσ. Αςφαλϊσ, τα πειράματα διδαςκαλίασ χαρακτθρίηονται από 

μεγαλφτερθ διάρκεια ζρευνασ, ωςτόςο ςτα πλαίςια τθσ εκπόνθςθσ μιασ διπλωματικισ 

εργαςίασ κάτι τζτοιο δεν ιταν δυνατό. Λόγω τθσ ιδιαιτερότθτασ του ςχολείου αυτοφ, αλλά 

και τθσ περιόδου διεξαγωγισ τθσ ζρευνασ – προεξεταςτικι περίοδοσ των μακθτϊν – 
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ςκεφτικαμε ότι κα ιταν απαραίτθτο θ ςυμμετοχι των παιδιϊν να είναι και δικι τουσ 

επιλογι. Αρχικά επιλζχκθκαν από εμάσ 6 μακθτζσ, οι οποίοι πλθροφςαν τθσ ανάγκεσ τθσ 

ζρευνασ (διαφορετικά προβλιματα όραςθσ, διαφορετικόσ βακμόσ οπτικισ ικανότθτασ, 

θλικιακζσ διαφοροποιιςεισ, κακϊσ και διαφορά ςτθν προτίμθςθ του κάκε μακθτι απζναντι 

ςτα μακθματικά). Στθ ςυνζχεια, για τον παραπάνω λόγο, μοιράςτθκαν ςτουσ μακθτζσ 

ζντυπεσ δθλϊςεισ ςυμμετοχισ κακϊσ και ζνα εκτυπωμζνο κείμενο με  τθ διαδικαςία και το 

ςτόχο τθσ ζρευνασ ςτθν οποία, αν επικυμοφςαν, κα ςυμμετείχαν. Επιπλζον, ζγινε ςαφζσ 

ςτουσ ςυμμετζχοντεσ και τουσ γονείσ τουσ ότι τα ονόματα των μακθτϊν δε κα γίνουν 

γνωςτά, οφτε και κα χρθςιμοποιθκοφν ςτθν πρωτότυπθ μορφι τουσ ςτθ διπλωματικι 

εργαςία, για λόγουσ που προςτάηει το πλαίςιο θκικισ και δεοντολογίασ μίασ ζρευνασ.     

Τζλοσ, ςτουσ γονείσ μοιράςτθκε και ζνα ζντυπο όπου καλοφνταν να ςθμειϊςουν αν είχαν ι 

όχι αντίρρθςθ για χριςθ φωτογραφικισ μθχανισ, τθ μαγνθτοςκόπθςθ και τθ 

μαγνθτοφϊνθςθ κατά τθ διάρκεια των ςυναντιςεων με τουσ μακθτζσ. 

Φυςικά, κάναμε και πάλι ςαφζσ ςτουσ γονείσ των μακθτϊν ότι τόςο οι φωτογραφίεσ 

όςο και τα βίντεο των ςυναντιςεων κα είναι για τθν προςωπικι χριςθ τθσ ερευνιτριασ, για 

τθν διαδικαςία τθσ ζρευνασ. Επιπλζον, τουσ ενθμερϊςαμε ότι ςτισ φωτογραφίεσ δε κα 

φαίνονται τα πρόςωπα των παιδιϊν και ότι το βίντεο δε κα προβλθκεί μπροςτά ςε τρίτουσ.  

Ανάμεςα ςτουσ μακθτζσ που είχαν επιλεγεί ιταν και δφο ενιλικοι μακθτζσ. Στθν 

περίπτωςθ αυτι ςυμπλιρωςαν οι ίδιοι τα ζντυπα και δε χρειάςτθκε να ηθτθκεί άδεια από 

τουσ γονείσ. 

Τελικά ςτθν ζρευνα ςυμμετείχαν πζντε από τουσ ζξι μακθτζσ που είχαμε αρχικά 

επιλζξει, οι δφο ενιλικοι και τρείσ ανιλικοι μακθτζσ. 

 

2.3  Σχολείο διεξαγωγισ τθσ ζρευνασ – Συμμετζχοντεσ 

Θ παροφςα ζρευνα ζγινε ςε ζνα ςχολείο για μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ. Το 

ςχολείο αυτό είναι ιδιαίτερο, αφοφ δεν αποτελεί κλαςςικι περίπτωςθ ςχολείου, αλλά μια 

μονάδα υποςτιριξθσ τζτοιων μακθτϊν. Θ υποςτιριξθ αυτι είναι πολφπλευρθ : 

 εκπαιδευτικι : με τμιματα ενιςχυτικισ διδαςκαλίασ ανά τάξθ και ειδικότθτα, ςε 

μακθτζσ Γυμναςίου και Λυκείου 
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 ακλθτικι : το ςχολείο διακζτει ακλθτικζσ εγκαταςτάςεισ με ςτόχο τθ βελτίωςθ τθσ 

αυτονομίασ των μακθτϊν, τθν αποδοχι τουσ από τουσ άλλουσ μακθτζσ και τθν 

καλλιζργεια των κινθτικϊν  κλίςεων και δυνατοτιτων τουσ 

 θκικι – κοινωνικι : μζςα από μακιματα κινθτικότθτασ, προςανατολιςμοφ αλλά και 

διαχείριςθσ κακθμερινϊν αναγκϊν για τθν απόκτθςθ αυτονομίασ και ανεξαρτθςίασ 

από τουσ μακθτζσ και τθν ομαλότερθ ζνταξθ τουσ ςτο ευρφτερο κοινωνικό ςφνολο. 

Το ςχολείο αυτό επιλζχκθκε λόγω τθσ ευελιξίασ του ςτο πρόγραμμα των μακθτϊν κακϊσ 

δε κζλαμε να επιβαρφνουμε το πρόγραμμα των μακθτϊν με αίςκθμα τθσ πίεςθσ του 

χρόνου. Επίςθσ τόςο οι υπεφκυνοι του ςχολείου, όςο και οι ίδιοι οι μακθτζσ ζδειξαν 

μεγάλθ προκυμία για ςυμμετοχι ςτθν ζρευνα. 

Στθν ζρευνα ςυμμετείχαν πζντε (5) μακθτζσ και μακιτριεσ (2 αγόρια και 3 κορίτςια), τθσ 

Γ’ Λυκείου (2, κετικι κατεφκυνςθ), τθσ Β’ Λυκείου (1, κεωρθτικι κατεφκυνςθ), τθσ Β’ 

Γυμναςίου (1) και τθσ Α’ Γυμναςίου (1).  

Ραρακάτω φαίνεται το προφίλ του/τθσ κάκε μακθτι/μακιτριασ : 

ΜΑΘΗΤΕΣ Μ Α Β Δ Τ 

ΦΥΛΛΟ Αγόρι Κορίτςι Αγόρι Κορίτςι Κορίτςι 

ΗΛΙΚΙΑ 18 16 19 14 17 

ΤΑΞΗ - 

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ 

Γ’ Λυκείου 
–  

Κετικι 

Γ’ 
Γυμναςίου 

Γ’ Λυκείου 
–  

Κετικι 

Α’ 
Γυμναςίου 

Β’ Λυκείου 
– 

Κεωρθτικι  

ΡΟΒΛΗΜΑ 

ΟΑΣΗΣ 

Μειωμζνθ 
όραςθ 

Τυφλι εκ 
γενετισ 

Μειωμζνθ 
όραςθ 

Τυφλι εκ 
γενετισ 

Τυφλι εκ 
γενετισ 

 

Θ παροφςα ζρευνα ςε καμία περίπτωςθ δεν εςτιάηει ςτθ ςφγκριςθ των μακθματικϊν 

ικανοτιτων των μακθτϊν ανάλογα με το πρόβλθμα οράςεωσ που ζχουν. Για το λόγο αυτό, 

επιλζξαμε να μθ μποφμε ςτθ διαδικαςία λεπτομεροφσ ερϊτθςθσ του προβλιματοσ του 

κάκε μακθτι. 

Αυτό που μποροφμε να ποφμε επιπλζον για τουσ δφο μακθτζσ με τθ μειωμζνθ όραςθ 

είναι το εξισ :  

Ο μακθτισ Μ ζχει ζνα πρόβλθμα που του επιτρζπει να βλζπει ςε κοντινι απόςταςθ με 

τθ βοικεια γυαλιϊν οράςεωσ. Είναι ςε κζςθ να διαβάςει βιβλία ςε κοντινι πάντα 

απόςταςθ και να γράψει με ςτυλό και χαρτί κάνοντασ τα γράμματα του μεγαλφτερα απ’ ότι 
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ςυνθκίηεται ι χρθςιμοποιϊντασ μαρκαδόρο, προκειμζνου να του είναι εφκολο να 

ξαναδιαβάςει ότι γράφει.  

Ο μακθτισ Β ζχει κάποιο πρόβλθμα όραςθσ το οποίο του επιτρζπει να βλζπει ςε κοντινι 

απόςταςθ από το δεξί του μάτι, ενϊ από το αριςτερό δεν βλζπει κακόλου. 

 

2.4  Δραςτθριότθτεσ – Εργαλεία – Σκεπτικό 

2.4.1   Εργαλεία  

Στθν ζρευνα μασ είχε μεγάλθ ςθμαςία να παρατθριςουμε και να ερμθνεφςουμε τισ 

χειρονομίεσ των μακθτϊν/τριϊν κατά τθ διάρκεια που ςκζφτονταν, επιχειρθματολογοφςαν 

ι απαντοφςαν ςε κάποια ερϊτθςθ αλλά και ο τρόποσ με τον οποίο εξερευνοφςαν τα 

ςχιματα με τθν αφι τουσ. Για τουσ λόγουσ αυτοφσ κζλαμε να ζχουμε ςτθ διάκεςθ μασ κάκε 

είδουσ πθγι πλθροφορίασ. Τα υλικά εργαλεία λοιπόν που χρθςιμοποιικθκαν ςτθν 

παροφςα ζρευνα ιταν : 

 MP3 για θχογράφθςθ 

 Κάμερα για μαγνθτοςκόπθςθ 

 Φωτογραφικι Μθχανι 

 Μπλοκάκι για ςθμειϊςεισ τθν ϊρα των ςυνεντεφξεων 

 Εργαλεία τθσ κάκε δραςτθριότθτασ 

 

Τα ερευνθτικά εργαλεία που χρθςιμοποιικθκαν για τθν ανάλυςθ των αποτελεςμάτων 

τθσ ζρευνασ μασ, ιταν θ παρατιρθςθ των μακθτϊν κατά τθ διάρκεια που δοφλευαν ςτισ 

δραςτθριότθτεσ και θ καταγραφι τθσ με τα υλικά εργαλεία που αναφζρκθκαν παραπάνω, 

κακϊσ και ςυηθτιςεισ που κάναμε με τουσ μακθτζσ προκειμζνου να διερευνιςουμε τα 

ερευνθτικά μασ ερωτιματα. 

 

2.4.2  Δραςτθριότθτεσ 

Στθν ζρευνα χρθςιμοποιικθκαν τζςςερισ δραςτθριότθτεσ, οι οποίεσ ζγιναν με τουσ μακθτζσ 

και είχαν ζνα κοινό χαρακτθριςτικό. Πλεσ ςχετίηονταν με το πζραςμα από 2D ςε 3D 

ςχιματα ι το αντίςτροφο. Στο ςθμείο αυτό κα παρουςιάςουμε τισ δραςτθριότθτεσ μία – 
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μία. Ρριν τθ λεπτομερι παρουςίαςθ τουσ, παρακάτω υπάρχει ζνασ πίνακασ όπου φαίνονται 

τα βαςικά χαρακτθριςτικά κάκε δραςτθριότθτασ. 

 

ΔΑΣΤΗΙΟΤΗΤΕΣ Ρεριςτροφι Επίπεδων 
Σχθμάτων 

Αναπτφγματα 
Στερεϊν 

Κυβάκια και Εμβαδόν Τομζσ ςε Στερεά 

ΕΓΑΛΕΙΑ Ορκογϊνιο 
παραλλθλόγραμμο, 
Ορκογϊνιο τρίγωνο, Κφκλοσ 

τετράγωνα, 
ιςοςκελι 
τρίγωνα, 
ιςόπλευρα 
τρίγωνα, 
ρόμβοι 

Κυβάκια τφπου Lego Ρλάκεσ πθλοφ 
πλαςτικό μαχαίρι 

ΡΕΑΣΜΑ 2D –> 3D 2D –> 3D 3D –> 2D 3D –> 2D 

ΡΕΙΓΑΦΗ Δθμιουργία ςτερεϊν 
ςχθμάτων από τθν 
περιςτροφι επίπεδου 
ςχιματοσ γφρω από 
ςτακερό άξονα 

Αναγνϊριςθ 
και δθμιουργία 
αναπτυγμάτων 
γνωςτϊν 
ςτερεϊν 
ςχθμάτων 

Δθμιουργία πολλϊν 
διαφορετικϊν ορκογωνίων 
παραλ/δων και κφβων με το 
ίδιο πλικοσ μικρϊν κφβων 

Ερευνοφμε τα 
ςχιματα των 
τομϊν που 
μποροφν να γίνουν 
ςε ζνα ορκογϊνιο 
παραλλθλεπίπεδο 

ΣΤΟΧΟΣ  Εναςχόλθςθ με 
ιδιότθτεσ των 
επιμζρουσ 
διαςτάςεων του 
ςτερεοφ (0D/3D, 
1D/3D, 2D/3D) 

 Λδιαίτερα ζντονθ 
θ παρουςία τθσ 
οπτικοποίθςθσ 

Εναςχόλθςθ με 
ιδιότθτεσ των 
επιμζρουσ 
διαςτάςεων 
του ςτερεοφ 
(0D/3D, 1D/3D, 
2D/3D) 

 Καταςκευι 
ςτερεοφ από 
επιμζρουσ 
μονάδεσ (μικρά 
κυβάκια) 

 Εναςχόλθςθ με 
ιδιότθτεσ των 
επιμζρουσ 
διαςτάςεων του 
ςτερεοφ (0D/3D, 
1D/3D, 2D/3D) 

 Εμβαδό επίπεδου 
ςχιματοσ και 
επιφάνειασ 
ςτερεοφ 
ςχιματοσ 

Εναςχόλθςθ με 
ιδιότθτεσ των 
επιμζρουσ 
διαςτάςεων του 
ςτερεοφ (0D/3D, 
1D/3D, 2D/3D)  

ΒΑΣΙΚΕΣ 

ΓΕΩΜΕΤΙΚΕΣ 

ΕΝΝΟΙΕΣ 

Ορκογϊνιο 
παραλλθλόγραμμο, 
Ραραλλθλόγραμμο, 
Ορκογϊνιο τρίγωνο, Κφκλοσ, 
Κφλινδροσ, Κϊνοσ, Σφαίρα 

ορκογϊνιο 
παραλ/μο, 
τετράγωνο, 
ιςόπλευρο 
τρίγωνο, 
ρόμβοσ, κφβοσ, 
πυραμίδα με 
τρίγωνθ βάςθ,  
πυραμίδα με 
τετράγωνθ 
βάςθ 

ορκογϊνιο παραλ/μο, 
τετράγωνο, ορκογϊνιο 
παραλ/δο, 
κφβοσ 

ορκογϊνιο 
παραλλθλόγραμμο, 
τρίγωνο, 
τετράγωνο 
ορκογϊνιο 
παραλλθλεπίπεδο, 
κφβοσ, ςφαίρα 
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1) Ρεριςτροφι Επίπεδων ςχθμάτων και δθμιουργία Στερεϊν 

Εργαλεία :  Επίπεδα ςχιματα φτιαγμζνα από ςκλθρό μθ ελαςτικό υλικό (Ορκογϊνιο 

παραλλθλόγραμμο, Ραραλλθλόγραμμο, Ορκογϊνιο τρίγωνο, Κφκλοσ) 

Διαδικαςία – Στόχοσ :  Ηθτοφμε από τουσ μακθτζσ να ςκεφτοφν τι είδουσ ςτερεά κα 

δθμιουργθκοφν από τθ ςτρζψθ των παραπάνω επίπεδων ςχθμάτων, γφρω από κάποιον 

κατακόρυφο άξονα τουσ, τον οποίο κα επιλζξουν οι ίδιοι. 

Γεωμετρικζσ ζννοιεσ που διαχειριηόμαςτε : Βαςικά επίπεδα γεωμετρικά ςχιματα 

(Ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, Ραραλλθλόγραμμο, Ορκογϊνιο τρίγωνο, Κφκλοσ) και 

βαςικά ςτερεά (Κφλινδροσ, Κϊνοσ, Σφαίρα). 

Ερωτιςεισ γνωςτικοφ περιεχομζνου προσ το μακθτι :  

1. Με ποιον τρόπο επιλζγεισ τον κατακόρυφο άξονα περιςτροφισ του επίπεδου 

ςχιματοσ; Με ποιο κριτιριο; 

2. Ροιεσ είναι οι ιδιότθτεσ τόςο του επίπεδου όςο και του ςτερεοφ ςχιματοσ που ςε 

κάνουν να τα ςυνδζςεισ και να πεισ ότι το δεφτερο είναι παραγωγι τθσ 

περιςτροφισ του πρϊτου; 

3. Ρόςεσ μοίρεσ πρζπει να είναι θ περιςτροφι του επίπεδου ςχιματοσ ϊςτε να 

δθμιουργθκεί ολόκλθρο το ςτερεό; 

4. Αν το επίπεδο ςχιμα δεν ιταν ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο αλλά απλά ζνα 

παραλλθλόγραμμο τι κα γινόταν; Κα δθμιουργοφνταν και πάλι κάποιο ςτερεό κατά 

τθν περιςτροφι του; Και ποιοσ κα είναι τϊρα ο άξονασ περιςτροφισ; 

5. Τι κα γινόταν αν δεν περιζςτρεφα το επίπεδο ςχιμα ςε κατακόρυφο άξονα, αλλά 

ςε οριηόντιο; Κα δθμιουργοφνταν και πάλι κάποιο γνωςτό ςτερεό; 

6. Ρϊσ κα επιλζξεισ τον άξονα περιςτροφισ του κφκλου; 

7. Με τι ταυτίηεται ο άξονασ περιςτροφισ ςτον κφκλο; 

8. Ρόςουσ τζτοιουσ άξονεσ περιςτροφισ ζχει ζνασ κφκλοσ, που να δθμιουργοφν 

ςφαίρα κατά τθν περιςτροφι του;  
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2) Αναπτφγματα Στερεϊν 

Εργαλεία :  Ρλαςτικά κομμάτια επίπεδων ςχθμάτων που ενϊνονται μεταξφ τουσ 

(τετράγωνα, ιςοςκελι τρίγωνα, ιςόπλευρα τρίγωνα, ρόμβοι) 

Διαδικαςία – Στόχοσ : Ηθτάμε από το μακθτι να αναγνωρίςει ζνα ανάπτυγμα που του 

δίνουμε. Το ανάπτυγμα αυτό είναι ενόσ κφβου. Στθ ςυνζχεια του ηθτάμε να καταςκευάςει 

όςο περιςςότερα διαφορετικά αναπτφγματα μπορεί, τα οποία να δθμιουργοφν κφβο. Στθ 

ςυνζχεια κάνουμε το ίδιο και για τα εξισ ςτερεά : Ρυραμίδα με τρίγωνθ βάςθ, πυραμίδα με 

τετράγωνθ βάςθ.  

Στόχοσ είναι, μζςα από τα αναπτφγματα των ςτερεϊν να δοφμε τι γνωρίηουν οι μακθτζσ για 

τισ ιδιότθτεσ των ςτερεϊν αυτϊν, αλλά και αν μποροφν να αναγνωρίηουν ζνα ςτερεό από το 

ανάπτυγμα του και τισ ιδιότθτεσ του ςτερεοφ που αυτό «προδίδει» (0D/3D, 1D/3D, 2D/3D).  

Στόχοσ είναι ακόμα και θ αντίςτροφθ διαδικαςία. 

Γεωμετρικζσ ζννοιεσ που διαχειριηόμαςτε : Βαςικά επίπεδα γεωμετρικά ςχιματα 

(ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, τετράγωνο, ιςόπλευρο τρίγωνο, ρόμβοσ – για τισ ζδρεσ των 

ςτερεϊν που κα φτιάξει) και βαςικά ςτερεά (κφβοσ, ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο, 

παραλλθλεπίπεδο, Ρυραμίδα με τρίγωνθ βάςθ, πυραμίδα με τετράγωνθ βάςθ) 

Ερωτιςεισ γνωςτικοφ περιεχομζνου προσ το μακθτι :  

1. Ροια είναι τα χαρακτθριςτικά εκείνα του ςτερεοφ που ςε βοθκοφν να φτιάξεισ το 

ανάπτυγμα του; 

2. Ροια  είναι τα χαρακτθριςτικά εκείνα του αναπτφγματοσ που ςε βοθκοφν να 

αναγνωρίςεισ το ςτερεό ςτο οποίο αντιςτοιχεί; 

3. Ρϊσ αλλιϊσ κα μποροφςε να διαμορφωκεί το ανάπτυγμα και να δθμιουργεί ακόμα 

κφβο; 

4. Ρυραμίδα με βάςθ ιςόπλευρο τρίγωνο. Είναι ανάγκθ και οι άλλεσ 3 ζδρεσ να είναι 

ιςόπλευρα τρίγωνα ίςα με αυτό τθσ βάςθσ; 

 

3) Κυβάκια και εμβαδόν 

Εργαλεία :  Κυβάκια τφπου Lego 

Διαδικαςία – Στόχοσ : Λζμε ςτο μακθτι να πάρει κάποιο πλικοσ κφβων και να 

δθμιουργιςει, ενϊνοντασ τουσ, ζναν κφβο ι ζνα ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο. Στθ 
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ςυνζχεια του κζλουμε να υπολογίςει το εμβαδό του χαρτιοφ που κα χρειαηόμαςταν αν 

κζλαμε να τυλίξουμε το ςτερεό. Μετά τον παροτρφνουμε με τα ίδια κυβάκια να φτιάξει όςα 

περιςςότερα ςτερεά μπορεί υπολογίηοντασ και πάλι το εμβαδόν τουσ. Τελικά, του ηθτοφμε 

να μασ εξθγιςει ςε ποια περίπτωςθ κα χρειαηόμαςταν το λιγότερο χαρτί για να τυλίξουμε 

το ςτερεό. 

Γεωμετρικζσ ζννοιεσ που διαχειριηόμαςτε : Βαςικά επίπεδα γεωμετρικά ςχιματα 

(ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, τετράγωνο – για τισ ζδρεσ των ςτερεϊν που κα φτιάξει) και 

βαςικά ςτερεά (ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο, κφβοσ – για τον υπολογιςμό του εμβαδοφ 

του χαρτιοφ περιτυλίγματοσ) 

 

Ερωτιςεισ γνωςτικοφ περιεχομζνου προσ το μακθτι :  

1) Ρόςα διαφορετικά ςτερεά μπορείσ να φτιάξεισ με τον ίδιο αρικμό κφβων;  

2) Κα είναι διαφορετικό το εμβαδό κάκε ςτερεοφ ανάλογα με το ςχιμα του, αν 

χρθςιμοποιείσ τον ίδιο αρικμό κφβων για τθν καταςκευι τουσ; 

3) Ροιο πιςτεφεισ ότι κα είναι το πιο «οικονομικό» ςτερεό – με βάςθ το εμβαδό του 

χαρτιοφ που χρειάηεται να χρθςιμοποιιςουμε; 

 

4) Τομζσ ςε ςτερεά – Δθμιουργία επίπεδων ςχθμάτων 

Εργαλεία :  Ρλάκεσ πθλοφ, πλαςτικό μαχαίρι 

Διαδικαςία – Στόχοσ : Δίνουμε ςτον μακθτι τθν πλάκα πθλοφ που ζχει ςχιμα ορκογωνίου 

παραλλθλεπιπζδου. Του ηθτάμε να ςκεφτεί πόςα διαφορετικά επίπεδα ςχιματα μπορεί να 

ζχει μία τομι που κα κάνει ςτον πθλό. Αυτό φυςικά εξαρτάται από τον τρόπο με τον οποίο 

ο μακθτισ κα επιλζξει να κάνει τθν τομι. Θ τομι πρζπει πάντα να μθ δθμιουργεί καμπφλθ 

και να είναι ςαν ζνα νοθτό ευκλείδειο επίπεδο που κόβει το ςτερεό. Οι τομζσ που μποροφν 

να δθμιουργθκοφν είναι ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, τρίγωνο,  τετράγωνο.. 

Στθ ςυνζχεια δθμιουργοφμε με τον πθλό μία ςφαίρα και ηθτάμε από το μακθτι να 

απαντιςει ςτθν ίδια ερϊτθςθ με πριν, αυτι τθ φορά για τθ ςφαίρα. Εδϊ ο μακθτισ μπορεί 

να δθμιουργιςει άπειρουσ κφκλουσ διαφορετικϊν μεγεκϊν ανάλογα με το που κα διαλζξει 

να κόψει τον κφκλο. 
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Γεωμετρικζσ ζννοιεσ που διαχειριηόμαςτε : Βαςικά επίπεδα γεωμετρικά ςχιματα 

(ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, τρίγωνο, τετράγωνο) και βαςικά ςτερεά (ορκογϊνιο 

παραλλθλεπίπεδο, κφβοσ, ςφαίρα) 

Ερωτιςεισ γνωςτικοφ περιεχομζνου προσ το μακθτι :  

1) Τι τομζσ μπορείσ να κάνεισ ςτο ςτερεό;  

2) Ροίεσ ιδιότθτεσ του ςτερεοφ αυτοφ είναι που ςε κάνουν να πιςτεφεισ ότι κα 

δθμιουργθκοφν τα ςυγκεκριμζνα επίπεδα ςχιματα; 

3) Ο τρόποσ που κα κάνεισ τθν τομι ζχει κάποια ςχζςθ με το ςχιμα τθσ; 

4) Ρόςα διαφορετικά ςχιματα λοιπόν κεωρείσ ότι μπορείσ να δθμιουργιςεισ με τισ 

τομζσ; 

5) Ρϊσ μπορεί να αλλάξει το μζγεκοσ του ςχιματοσ που δθμιοφργθςεσ κάνοντασ τθν 

τομι; 

6) Αν κάνεισ μία τομι ςτον πθλό όπωσ κα ζκοβεσ και το ψωμί, αλλά βάηοντασ το 

μαχαίρι ςου να ζχει μία πλάγια κλίςθ, τι ςχιμα κα είχε θ τομι που κα 

δθμιουργοφςεσ; Ραραλλθλόγραμμο ι Ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο; Και γιατί; 

Εκτόσ από τισ ερωτιςεισ γνωςτικοφ περιεχομζνου προσ το μακθτι, κατά τθ διάρκεια τθσ 

ςυηιτθςθσ μασ και ανάλογα με τθν κατάςταςθ, κάναμε ςτο μακθτι και ερωτιςεισ ςχετικζσ 

με τθν απτικι εξερεφνθςθ των ςχθμάτων και τθν διαδικαςία με τθν οποία οπτικοποιοφςε 

ζνα ςχιμα. Φυςικά, οι ερωτιςεισ αυτζσ εξαρτϊνται από τθ ςτιγμι εκείνθ και από τα όςα 

ςυμβαίνουν, ςυνεπϊσ δεν ιταν προςχεδιαςμζνεσ. 

 

2.5  Διαδικαςία Διεξαγωγισ τθσ Ζρευνασ και Συλλογισ των Δεδομζνων 

Θ διεξαγωγι τθσ ζρευνασ, όπωσ αναφζρκθκε και παραπάνω, ζγινε ςε ζνα ςχολείο 

υποςτιριξθσ μακθτϊν με προβλιματα όραςθσ. Αρχικά ζγινε μία ςυνάντθςθ με τθν 

υπεφκυνθ του εκπαιδευτικοφ προςωπικοφ, τθν κοινωνικι λειτουργό και τουσ κακθγθτζσ 

των Μακθματικϊν προκειμζνου να ενθμερωκοφμε για τουσ μακθτζσ. 

Στθ ςυνζχεια, επιλζχκθκαν κάποιοι μακθτζσ με κριτιρια τθν θλικία και τθν τάξθ ςτθν 

οποία βρίςκονται κακϊσ και το πρόβλθμα όραςθσ που αντιμετωπίηουν. Ακολοφκθςε μία 
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ςυνάντθςθ με τουσ ζξι μακθτζσ και μακιτριεσ που επιλζχκθκαν με ςκοπό να τουσ 

ενθμερϊςουμε για τθ φφςθ, το ςτόχο και τθ διαδικαςία τθσ ζρευνασ. Επιπλζον, δϊκθκαν 

ςτουσ υπεφκυνουσ οι δθλϊςεισ για τουσ γονείσ των μακθτϊν ϊςτε αυτζσ να μοιραςτοφν και 

να ςυμπλθρωκοφν. Με το τζλοσ των τυπικϊν διαδικαςιϊν που ζπρεπε να γίνουν ξεκίνθςε θ 

ζρευνα. 

Ζγινε και πάλι μία ςυνάντθςθ με τουσ μακθτζσ που μποροφςαν τελικά να λάβουν μζροσ 

ςτθν ζρευνα ϊςτε να χωριςτοφν ςε ομάδεσ ι και μονάδεσ, και να κανονιςτεί θ ϊρα που κα 

γίνονταν οι ςυναντιςεισ για τισ ςυνεντεφξεισ. Θ δθμιουργία των ομάδων εξαρτιόταν άμεςα 

από τον ελεφκερο χρόνο των μακθτϊν, ο οποίοσ ιταν ςυγκεκριμζνοσ λόγω των 

υποχρεϊςεων τουσ. Ζτςι τελικά δθμιουργικθκαν δφο ομάδεσ : θ μία αποτελοφνταν από τον 

μακθτι Μ μαηί με τθ μακιτρια Α και θ άλλθ από τισ μακιτριεσ Τ και Δ, ενϊ ο μακθτισ Β 

ιταν μόνοσ του. Ρραγματοποιικθκαν δφο ςυνεντεφξεισ με τθν ομάδα των Μ και Α, μία με 

τθν ομάδα των Τ και Δ και μία ακόμθ με τον μακθτι Β, ςε ξεχωριςτζσ θμζρεσ. Θ όλθ 

διαδικαςία τθσ ζρευνασ ολοκλθρϊκθκε ςε δφο εβδομάδεσ. 

Ρριν τθ ςυνζντευξθ ζγινε με κάκε μακθτι/τρια μία κουβζντα γνωριμίασ (5’-10’), όπου θ 

ερευνιτρια ςυςτικθκε και μίλθςε λίγο για τα προςωπικά τθσ ενδιαφζροντα και για το λόγο 

τθσ ζρευνασ τθσ, ενϊ οι μακθτζσ ιταν ελεφκεροι να μιλιςουν για οτιδιποτε τουσ 

απαςχολοφςε και να ρωτιςουν ότι ικελαν να μάκουν. Κάκε ςυνζντευξθ διιρκθςε περίπου 

30’ και ςε αυτιν οι μακθτζσ αςχολικθκαν με το πολφ δφο δραςτθριότθτεσ. 

Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται αναλυτικά οι δραςτθριότθτεσ με τισ οποίεσ 

αςχολικθκε κάκε ομάδα.  

ΔΑΣΤΗΙΟΤΗΤΑ ΟΜΑΔΕΣ/ΜΑΘΗΤΕΣ 

1θ : Ρεριςτροφι 
Επίπεδων ςχθμάτων 
και δθμιουργία 
Στερεϊν 

 
Ομάδα 1 : Μακθτισ 
Μ και μακιτρια Α 

 
 

Μακθτισ Β 

 
Ομάδα 2 : 
Μακιτριεσ Δ και Τ 

2θ : Αναπτφγματα 
Στερεϊν 

Ομάδα 1 : Μακθτισ 
Μ και μακιτρια Α 

 Ομάδα 2 : 
Μακιτριεσ Δ και Τ 

3θ : Κυβάκια και 
εμβαδόν 

Ομάδα 1 : Μακθτισ 
Μ και μακιτρια Α 

  

4θ : Τομζσ ςε Στερεά 
– Δθμιουργία 
επίπεδων ςχθμάτων 

  
Μακθτισ Β 

 

 

 

Πλεσ οι ςυνεντεφξεισ μαγνθτοφωνικθκαν και τραβιχτθκαν κάποιεσ φωτογραφίεσ. 

Μαγνθτοςκόπθςθ ζγινε μόνο  ςτθ ςυνζντευξθ τθσ ομάδασ των μακθτριϊν Δ και Τ. 
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2.6  Διαδικαςία Ανάλυςθσ των Δεδομζνων 

Μετά το πζρασ τθσ διεξαγωγισ τθσ ζρευνασ ξεκίνθςε θ διαδικαςία ανάλυςθσ των 

δεδομζνων που ςυλλζχκθκαν. Αρχικά απομαγνθτοφωνικθκαν οι ςυηθτιςεισ με τουσ 

μακθτζσ, ανά ομάδα. Στθ ςυνζχεια εντοπίςτθκαν τα κρίςιμα ςυμβάντα κάκε ομάδασ για 

κάκε δραςτθριότθτα και ςτθ ςυνζχεια αυτά ομαδοποιικθκαν και ςυςχετίςκθκαν, αυτι τθ 

φορά, ανά δραςτθριότθτα. 

Τα κρίςιμα ςυμβάντα χαρακτθρίςκθκαν ωσ τζτοια με βάςθ τα εξισ κριτιρια – 

αντικείμενα τθσ ζρευνασ : 

 Απτικι εξερεφνθςθ των ςχθμάτων και απτικι αντίλθψθ των μακθτϊν για τα 

ςχιματα 

 Γεωμετρικι αντίλθψθ και ςκζψθ των μακθτϊν αναφορικά με τισ δραςτθριότθτεσ 

που ζκαναν, τα ςχιματα που αυτζσ περιελάμβαναν και τισ ιδιότθτεσ τουσ 

 Ο τρόποσ με τον οποίο οι μακθτζσ φαίνεται να οπτικοποιοφν τα ςχιματα και τισ 

ιδιότθτεσ τουσ μζςα από τθν απτικι εξερεφνθςθ και το γεωμετρικό ςτοχαςμό 

 Οι χειρονομίεσ που κάνουν οι μακθτζσ ςτθν προςπάκεια να εξθγιςουν αυτό που 

ςκζφτονται ι κάνουν ι ςτθν προςπάκεια να επιχειρθματολογιςουν για μια 

απάντθςθ τουσ 

 Το ςκεπτικό των μακθτϊν προκειμζνου να κάνουν το πζραςμα από τισ δφο ςτισ 

τρεισ διαςτάςεισ ι αντίςτροφα 
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Κεφάλαιο 3 – ΑΡΟΤΕΛΖΣΜΑΤΑ 

 

3.1  Σκεπτικό τθσ διαδικαςίασ Εξαγωγισ των Αποτελεςμάτων 

Θ ανάλυςθ των δεδομζνων γίνεται με τζτοιο τρόπο ϊςτε να πλθςιάςουμε τισ 

απαντιςεισ που ψάχνουμε μζςω των ερευνθτικϊν μασ ερωτθμάτων. Τα ερευνθτικά 

ερωτιματα που κζςαμε ςτθν παράγραφο 2.1 εμπλζκουν τισ ζννοιεσ τθσ οπτικοποίθςθσ, τθσ 

απτικισ διερεφνθςθσ, τθσ απτικισ αντίλθψθσ, των χειρονομιϊν αλλά και των γεωμετρικϊν 

εννοιϊν του επιπζδου και του χϊρου.  

Ρροκειμζνου να απαντιςουμε ςτα ερευνθτικά μασ ερωτιματα κα εξετάςουμε τθ 

διαλεκτικι ςχζςθ μεταξφ των απτικϊν ςτρατθγικϊν επίλυςθσ και των ιδιοτιτων ενόσ 

γεωμετρικοφ ςχιματοσ, κακϊσ και το ρόλο που ζχει γι’ αυτζσ θ διαδικαςία τθσ 

οπτικοποίθςθσ. Επιπλζον, κα εξετάςουμε το ρόλο των χειρονομιϊν και τθσ γλϊςςασ που 

χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ κατά τθ επιχειρθματολογία τουσ. 

Θ ανάλυςθ των δεδομζνων κακϊσ και θ παρουςίαςθ των αποτελεςμάτων κα γίνουν ανά 

δραςτθριότθτα. Σε κάκε μία από αυτζσ, κα παρακζτουμε αποτελζςματα – ςυμπεράςματα 

για κάκε μακθτι/ομάδα μακθτϊν. Ρροκειμζνου να διαςαφθνίηονται πλιρωσ τα 

αποτελζςματα μασ, κα παρακζτουμε και κάποια “κρίςιμα ςυμβάντα” από τισ ςυνεντεφξεισ 

με τουσ μακθτζσ μζςα από τισ απομαγνθτοφωνιςεισ που κάναμε. 

 

 

3.2 Δραςτθριότθτα 1θ : Ρεριςτροφι Επίπεδων ςχθμάτων και 

δθμιουργία Στερεϊν 

Θ δραςτθριότθτα αυτι, ςχετίηεται με το πζραςμα από τθ γεωμετρία του επιπζδου (2D) 

ςτθ γεωμετρία του χϊρου (3D). Ξεκινάμε τθν ανάλυςθ μασ με παρατθριςεισ που κάναμε 

και οι οποίεσ αφοροφν όλουσ τουσ μακθτζσ. Αργότερα, ςτθν παράγραφο 3.2.2, κα 

ακολουκιςει πιο λεπτομερισ περιγραφι και ανάλυςθ με αναφορά κρίςιμων ςυμβάντων 

από τισ ςυνεντεφξεισ. 
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3.2.1  Συλλογικζσ παρατθριςεισ 

 Αναφορικά με τισ Γεωμετρικζσ ζννοιεσ 

Ξεκινϊντασ από τισ γεωμετρικζσ ζννοιεσ και τισ ορολογίεσ τουσ, αυτό που 

παρατθριςαμε ςτθν περίπτωςθ και των πζντε μακθτϊν είναι ότι υπάρχουν κάποιεσ 

αςάφειεσ για τισ γεωμετρικζσ ορολογίεσ ι ακόμα και ζλλειψθ γνϊςεων γφρω από αυτζσ. Οι 

τρεισ από τουσ πζντε μακθτζσ (Μ, Β, Τ) δεν ιταν ςίγουροι για το τι ακριβϊσ είναι ζνα 

ςτερεό ςϊμα. Οι Β και Τ δε μποροφν να κυμθκοφν ποιο είναι το γεωμετρικό αντικείμενο 

που ονομάηεται ςτερεό, ενϊ δεν ςυνδζουν τθν ζννοια αυτι με κάποια ζννοια από τθν 

κακθμερινότθτα. Από τθν άλλθ, ο Μ φαίνεται να ςυνδζει τθ γεωμετρικι με τθν κακθμερινι 

ζννοια τθσ λζξθσ «ςτερεό». Αυτό όμωσ, ζχει ςαν αποτζλεςμα να ςυγχζει τθ γεωμετρικι 

ζννοια, αυτι του τριςδιάςτατου γεωμετρικοφ αντικειμζνου, με τθ λζξθ «ςτζρεο» δθλαδι 

κάτι το οποίο είναι ςτακερό και αμετάβλθτο, τθν οποία χρθςιμοποιεί ςτθν κακθμερινότθτα 

του. Το γεγονόσ αυτό τον μπερδεφει ακόμα περιςςότερο μιασ και ςτζρεο (με τθν ζννοια 

που ο μακθτισ χρθςιμοποιεί τθ λζξθ αυτι) μπορεί να είναι και ζνα επίπεδο γεωμετρικό 

αντικείμενο το οποίο δεν κατατάςςεται ςτθν κατθγορία των ςτερεϊν ςωμάτων, όπωσ για 

παράδειγμα τα επίπεδα ςχιματα που τουσ ζδωςα να αναγνωρίςουν τα οποία ιταν 

φτιαγμζνα από ςκλθρό πλαςτικό. Αυτι είναι μία από τισ περιπτϊςεισ που θ ςφνδεςθ με τθν 

κακθμερινότθτα αποτελεί περιςςότερο παράγοντα ςφγχυςθσ παρά βοικειασ για ζναν 

μακθτι. Επιπλζον, τζςςερισ από τουσ πζντε μακθτζσ ενϊ ζχουν αναγνωρίςει ςωςτά τθ 

δθμιουργία του κϊνου κατά τθν περιςτροφι ενόσ ορκογωνίου τριγϊνου, ωςτόςο τον 

αναφζρουν ωσ πυραμίδα με κυκλικι βάςθ. 

Τζλοσ, φάνθκε ότι οι μακθτζσ δεν ιταν εξοικειωμζνοι με τθ ζννοια του άξονα 

περιςτροφισ, κάτι που ωςτόςο κεωρείται αναμενόμενο μιασ και οι μακθτζσ δεν ζχει 

χρειαςτεί να χρθςιμοποιιςουν τον όρο αυτό ςτα μακθματικά. Φυςικά από τθν άλλθ, είναι 

κάτι που ζχουν ςίγουρα ακοφςει ςε άλλα μακιματα, ιδθ από το Δθμοτικό (άξονασ 

περιςτροφισ τθσ Γθσ), όπωσ θ Γεωγραφία ι θ Φυςικι. Απ’ ότι φάνθκε όμωσ οι μακθτζσ, 

αρχικά τουλάχιςτον, δεν ζκαναν κάποια ςφνδεςθ αυτϊν τουσ των γνϊςεων. 

 

 Χριςθ χειρονομιϊν και ρόλοσ τθσ γλϊςςασ 

Ζνα ςθμαντικό ςτοιχείο κατά τθ διάρκεια των ςυνεντεφξεων ιταν θ χριςθ, από τουσ 

μακθτζσ, χειρονομιϊν κατά τθ διάρκεια που μιλοφςαν ι ιδιαιτεροτιτων τθσ γλϊςςασ που 
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χρθςιμοποιοφςαν, όπωσ π.χ. μεταφορζσ ι παρομοιϊςεισ. Το ενδιαφζρον ςτθ ςυγκεκριμζνθ 

περίπτωςθ είναι θ μεγάλθ διαφοροποίθςθ μεταξφ των μακθτϊν. Θ ομάδα 1 (μακθτισ Μ 

και μακιτρια Α) χρθςιμοποιοφςε ςυνεχϊσ παρομοιϊςεισ για να εκφράςει το ςχιμα των 

γεωμετρικϊν ςτερεϊν, ιδιαίτερα ςτθν περίπτωςθ που δε μποροφςε να κυμθκεί τισ 

ονομαςίεσ τουσ. Φυςικά οι παρομοιϊςεισ αυτζσ είχαν να κάνουν με αντικείμενα από τθν 

κακθμερινότθτα των μακθτϊν, τα οποία είχαν το ίδιο ςχιμα με τα γεωμετρικά ςτερεά που 

διερευνοφςαν. Αντίκετα, ο μακθτισ Β και οι μακιτριεσ τθσ ομάδασ 2 (Δ και Τ), δε 

χρθςιμοποίθςαν παρομοιϊςεισ. Στθν περίπτωςθ τθσ μακιτριασ Δ αυτό ίςωσ οφείλεται το 

γεγονόσ ότι θ ίδια κυμόταν ςωςτά όλεσ τισ ονομαςίεσ των γεωμετρικϊν ςτερεϊν, με 

αποτζλεςμα να μθν τθσ είναι απαραίτθτθ θ χριςθ παρομοιϊςεων. Από τθν άλλθ μεριά, ο Β 

και θ Τ, οι οποίοι δε κυμόντουςαν πάντα τισ ονομαςίεσ δεν κατζφυγαν ςτθ βοθκθτικι λφςθ 

τθσ χριςθσ παρομοιϊςεων, αλλά προτίμθςαν να περιγράφουν το ςτερεό με δικά τουσ 

λόγια.  

Θ χριςθ παρομοιϊςεων όμωσ από τουσ μακθτζσ τουσ ιταν ιδιαίτερα διαφωτιςτικι για 

τουσ ίδιουσ μιασ και φάνθκε ότι τουσ βοθκοφςε να αναγνωρίςουν επιπλζον ιδιότθτεσ του 

γεωμετρικοφ ςτερεοφ. 

Θ χριςθ των χειρονομιϊν ιταν ιδιαίτερα ζντονθ από όλουσ τουσ μακθτζσ, ειδικά κατά 

τθν περιγραφι του τρόπου περιςτροφισ του επίπεδου γεωμετρικοφ ςχιματοσ και τθσ 

δθμιουργίασ του ςτερεοφ. Το πϊσ και πότε χρθςιμοποιικθκαν οι χειρονομίεσ αυτζσ 

παρουςιάηεται ξεχωριςτά ςε κάκε ζνα από τα κρίςιμα ςυμβάντα που κα αναλφςουμε 

παρακάτω. 

 

 Απτικζσ Στρατθγικζσ Επίλυςθσ – Οπτικοποίθςθ – Λδιότθτεσ και Σχιμα 

Θ αλλθλεπίδραςθ τθσ απτικισ διερεφνθςθσ και τθσ οπτικοποίθςθσ, είναι αυτι που 

φαίνεται να οδθγεί ςτθν αναγνϊριςθ των βαςικϊν ιδιοτιτων του ςχιματοσ και τελικά ςτθν 

αναγνϊριςθ του ίδιου του ςχιματοσ. Σθμαντικό ρόλο ςε αυτι τθ διαδικαςία όμωσ ζπαιξε 

και θ χριςθ των παρομοιϊςεων και των χειρονομιϊν ,που αναφζραμε παραπάνω. 

Οι μακθτζσ φαίνεται να διερευνοφν τα ςχιματα προχωρϊντασ από το μζροσ ςτο όλο, 

εξετάηοντασ ζνα–ζνα τα χαρακτθριςτικά των ςτερεϊν που δθμιουργοφνται. Συνικωσ, 

ξεκινοφν από τθ βάςθ του επίπεδου ςχιματοσ (1D/2D) και προχωροφν ςτθ βάςθ του 

ςτερεοφ που δθμιουργείται από τθν περιςτροφι τθσ (2D/3D). Ριο ςυγκεκριμζνα, οι 
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μακθτζσ Μ και Β και θ μακιτρια Τ αναγνωρίςουν βιμα – βιμα τον κϊνο που δθμιουργείται 

από τθν περιςτροφι του ορκογωνίου τριγϊνου ξεκινϊντασ από τθν κυκλικι του βάςθ. 

Μάλιςτα, ο μακθτισ Β περιςτρζφει αςταμάτθτα το τρίγωνο προκειμζνου να αναγνωρίςει τθ 

δθμιουργία τθσ κυκλικισ βάςθσ του κϊνου. Πμωσ και οι μακιτριεσ Δ και Α ακολουκοφν τθν 

ίδια διαδικαςία. Ωςτόςο οι μακιτριεσ αυτζσ διακζτουν δυνατότερθ ικανότθτα 

οπτικοποίθςθσ, με αποτζλεςμα να είναι ςε κζςθ να αναγνωρίςουν και τα υπόλοιπα 

χαρακτθριςτικά του ςτερεοφ πριν καλά – καλά «δουν» τθν πλιρθ περιςτροφι του 

ορκογωνίου τριγϊνου και ςυνεπϊσ και ολόκλθρο τον κϊνο. Φυςικά, ο κάκε μακθτισ ζχει το 

δικό του τρόπο ςκζψθσ και ςυνεπϊσ ζχει και διαφορετικζσ ανάγκεσ όςον αφορά τον τρόπο 

διερεφνθςθσ και φανταςίασ – οπτικοποίθςθσ του ςτερεοφ που δθμιουργείται. Γι αυτά κα 

μιλιςουμε αναλυτικότερα παρακάτω, όπου παρουςιάηουμε κάποια κρίςιμα ςυμβάντα από 

τισ ςυνεντεφξεισ που είχαμε με τουσ μακθτζσ.  

 

3.2.2  Ανάλυςθ των αποτελεςμάτων τθσ Δραςτθριότθτασ 1 ανά ομάδεσ  

3.2.2.α   Ομάδα 1 : Μακθτισ Μ και μακιτρια Α 

Αυτό που αρχικά παρατθροφμε ςτουσ μακθτζσ Μ και Α είναι ότι αναγνωρίςουν πολφ 

εφκολα τα επίπεδα ςχιματα που τουσ δίνονται. Θ Α αντιμετωπίηει ζνα πρόβλθμα με το 

ορκογϊνιο τρίγωνο. Αυτό που λζει εδϊ θ Α είναι πολφ ςθμαντικό προκειμζνου να 

κατανοιςει κανείσ τθν ευαιςκθςία που ζχει θ αίςκθςθ τθσ αφισ ςτουσ τυφλοφσ μακθτζσ, 

αλλά και τα εμπόδια που μπορεί να δθμιουργθκοφν, τα οποία δεν υπάρχουν ςτθν 

περίπτωςθ των βλεπόντων μακθτϊν. 

 

Α : Μμμ.. Αυτι εδϊ θ γωνία δεν είναι ορκι. 

 Η Α ψάχνει λίγο ακόμθ. 

Α : Βαςικά.. δεν ζχει καμία ορκι γωνία. 

Μ : Να το δω λίγο 

Α : Εκτόσ κι αν είναι αυτι εδϊ. 

Ε (Ερευνιτρια) : Κεσ να το δϊςεισ και ςτο Μ να μασ πει μια δεφτερθ γνϊμθ; 
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Μ : Ε ορκογϊνιο τρίγωνο είναι! 

Ε : Ρου βρίςκεισ τθν ορκι γωνία; 

Μ : Να τθ.. εδϊ αυτι. 

Ε : Οκ. Για δείξε τθν και ςτθν Α 

Α : Ρου είναι ρε Μ; 

Ο Μ πιάνει το δάχτυλο τθσ Α και το βάηει πάνω ςτθ μία κάκετθ πλευρά του 

τριγϊνου. Το τραβάει κατά μικοσ αυτισ και το ςτρίβει ςτθν ορκι γωνία και ζπειτα 

ςτθν άλλθ κάκετθ πλευρά. 

Μ : Αν υποκζςεισ ότι αυτι είναι θ μία κάκετθ πλευρά, ςτρίψε, ε να 90 μοίρεσ. 

Α : Ναι, ναι όντωσ! 

Ε : Τθ νιϊκεισ τϊρα τθν ορκι γωνία Α; 

Α : Ναι, ναι ξεκάκαρα. Με μπζρδευε λίγο το ςχιμα που είναι κομμζνο εδϊ.  

Το τρίγωνο που κρατοφςε θ Α ιταν ζνα ςκλθρό πλαςτικό ορκογϊνιο τρίγωνο από αυτά 

που ζχουν οι μακθτζσ ςτο ςχολείο. Για τον καλφτερο και πιο εφκολο ςχεδιαςμό, το τρίγωνο 

αυτό είχε κομμζνεσ τισ πλευρζσ με τρόπο τζτοιο ϊςτε ςτθ μία όψθ του το πλαςτικό να 

δθμιουργεί μία πολφ μικρι κλίςθ ςτο τελείωμα του, ϊςτε οι πλευρζσ να γίνονται πιο λεπτζσ 

και να είναι λεπτομερζςτερθ θ ςχεδίαςθ. Για τουσ βλζποντεσ αυτό μπορεί να αποτελεί 

λεπτομζρεια και να μθν είναι ςθμαντικό. Ωςτόςο, για τθν ευαίςκθτθ αφι τθσ Α αυτό το 

γεγονόσ αποτζλεςε εμπόδιο ςτο να τθσ είναι ςαφζσ το ςχιμα, αφοφ προςζκετε κάποιεσ 

παραπλανθτικζσ πλθροφορίεσ γι αυτό. 

Ρροχωρϊντασ παρακάτω, οι μακθτζσ αρχικά δυςκολεφονται με τθν ζννοια του άξονα 

περιςτροφισ, τον οποίο τελικά κατανοοφν μζςω τθσ αφισ, ακουμπϊντασ τον κατά τθν 

περιςτροφι του επίπεδου ςχιματοσ και παρατθρϊντασ ότι αυτόσ παραμζνει ακίνθτοσ κατά 

τθν περιςτροφι του ορκογωνίου τριγϊνου. Θ δυςκολία των μακθτϊν με τθν ζννοια αυτι 

γίνεται αφορμι για να γίνει φανερι θ ςθμαςία τθσ απτικισ διερεφνθςθσ ςτθν κατανόθςθ 

των ιδιοτιτων ενόσ ςχιματοσ :  

Ε : Ραρατθρείςτε λίγο τθν πλευρά που επζλεξα ωσ άξονα περιςτροφισ. 

Α : Είναι ακίνθτθ! Αααα αυτό;; Τϊρα κατάλαβα!! 
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Στο παρακάτω απόςπαςμα, ο μακθτισ Μ επθρεαςμζνοσ από τθν κακθμερινι χριςθ του 

όρου ςτερεό, που μπορεί να ςθμαίνει κάτι ςτζρεο, ςτακερό, μπερδεφεται όςον αφορά τθ 

γεωμετρικι ζννοια του ςτερεοφ : 

Ε : Ωραία. Ξεκινάμε λοιπόν με το ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο. Ρείτε ότι κζλουμε 

να δθμιουργιςουμε ζνα ςτερεό.. 

Μ : Ε, ςτερεό δεν είναι το ορκογϊνιο; Αα, άλλο ςτερεό..; 

Ε : Σκζψου ότι δεν ζχει κακόλου.. 

Α : Ναι, ότι είναι ςαν χαρτί. 

Ραρατθροφμε ότι θ Α τον βοθκά να καταλάβει ότι το ορκογϊνιο τρίγωνο δεν είναι 

ςτερεό αλλά επίπεδο ςχιμα, με τθ χριςθ μίασ παρομοίωςθσ («ςαν χαρτί»). Εδϊ θ Α με τθν 

παρομοίωςθ αυτι ικελε να τονίςει το βαςικό χαρακτθριςτικό που διαχωρίηει τα επίπεδα 

από τα ςτερεά ςχιματα : τον όγκο. Με τον τρόπο αυτό διαςαφθνίηεται μία ιδιότθτα του 

ςτερεοφ ςϊματοσ μζςα από μία παρομοίωςθ για τα επίπεδα ςχιματα. 

Στο παρακάτω απόςπαςμα, φαίνεται ο ρόλοσ τθσ γλϊςςασ κακϊσ και θ ςθμαςία που 

ζχει θ παρατιρθςθ των ιδιοτιτων ανά μονάδεσ του ςχιματοσ για τθ διαδικαςία 

οπτικοποίθςθσ ενόσ ςτερεοφ, φυςικά με τθ χριςθ τθσ αφισ :  

Μ : Αυτό που ςχθματίηεται είναι ςα κφκλοσ. 

Α : Ααα ζνασ κφκλοσ.  

Εδϊ τα παιδιά μιλοφν για τθ βάςθ του ςτερεοφ, παρατθρϊντασ τθν πορεία που διαγράφει θ 

κάτω οριηόντια πλευρά του ορκογωνίου παραλλθλογράμμου. 

Μ : Βαςικά είναι ςα το διαβιτθ. Ρου το κρατάσ από πάνω και καρφϊνεισ αυτό το 

μεςαίο κάκετα και το γυρνάσ γφρω – γφρω. 

Ε : Ααα να μια πάρα πολφ ωραία ςκζψθ! Εδϊ ο κφκλοσ πωσ φτιάχνεται; 

Α : Από αυτό το εςωτερικό κομμάτι του παραλλθλογράμμου.  

Εδϊ θ Α εννοεί ότι ο κφκλοσ χαράςςεται από το ακραίο ςθμείο τθσ βάςθσ του 

ορκογωνίου, αλλά «γεμίηει» από τα εςωτερικά τθσ ςθμεία. Αυτό φάνθκε από τθ 

χειρονομία ζκανε δείχνοντασ τθν ϊρα που απαντοφςε, τα εςωτερικά ςθμεία τθσ 

βάςθσ του ορκ. παραλ/μου. 
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Ε : Ρολφ ωραία.. Και θ πάνω πλευρά; Τι ςχιμα φτιάχνει; 

Α , Μ μαηί: Ράλι ζνα κφκλο 

Α : Άρα φτιάχνει ζναν κφλινδρο!!!! 

Ε : Για εξιγθςε μασ λίγο καλφτερα γιατί φτιάχνεται κφλινδροσ..; 

Α : Γιατί υποτίκεται ότι από εδϊ υπάρχει και θ άλλθ πλευρά, ζτςι.. και όπωσ 

γυρνάει γφρω γφρω ζτςι.. 

Εδϊ θ Α δείχνει τθν κατακόρυφθ κινοφμενθ πλευρά του ορκογωνίου και εξθγεί ότι 

κακϊσ γυρίηει ςχθματίηεται ο φλοιόσ του ςτερεοφ. 

Μ : Α τϊρα το κατάλαβα!! Σα τα κουτιά αυτά για το γάλα που είναι κυλινδρικά! 

Ε : Τα αλουμινζνια κουτιά με το γάλα λεσ ε; 

Μ : Ναι! 

Ε : Εφςτοχθ παρατιρθςθ! 

Το παραπάνω απόςπαςμα είναι πολφ πλοφςιο ςε πλθροφορίεσ. Σε αυτό φαίνεται αρχικά 

ότι οι μακθτζσ προχωροφν ςτθν αναγνϊριςθ του ςτερεοφ «χτίηοντασ» το βιμα – βιμα, 

προχωρϊντασ από το μζροσ ςτο όλο, δθλαδι από τθ βάςθ ςε ολόκλθρο το ςτερεό. 

Αναγνωρίηουν δθλαδι το ςτερεό ανά μονάδεσ και μετά το ςυνκζτουν ςτθν ολότθτα του. 

Βζβαια, θ χριςθ τθσ αφισ παίηει ςθμαντικό ρόλο για τθν αναγνϊριςθ των χαρακτθριςτικϊν 

των μονάδων του ςτερεοφ (πχ. Κυκλικι βάςθ) και τελικά ολόκλθροφ του ςτερεοφ. Τζλοσ, 

παρατθροφμε ότι ο μακθτισ Μ μπορεί αρχικά να μθν αποκαλεί το ςτερεό που ςχθματίηεται 

με τθν τυπικι του ονομαςία, ωςτόςο φαίνεται ότι ζχει καταλάβει πιο ςτερεό δθμιουργείται 

από τθν παρομοίωςθ που χρθςιμοποιεί, από τθν κακθμερινι του εμπειρία, για να 

περιγράψει το ςχιμα του. Αυτό όμωσ δεν είναι κάτι που κάνει μόνο εδϊ. Και ςτθν 

περίπτωςθ του κϊνου, αναγνωρίηει το ςχιμα του παρομοιάηοντασ το με τουσ πορτοκαλί 

κϊνουσ που χρθςιμοποιεί ςτισ προπονιςεισ που κάνει ςτο ποδόςφαιρο. 

Θ ςφνδεςθ όμωσ των ιδιοτιτων του ςχιματοσ με τθν οπτικοποίθςθ του φαίνεται ζντονα 

και ςτα παρακάτω αποςπάςματα : 
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 Για τον κϊνο 

Ε : Α, εςφ πωσ κατάλαβεσ ότι δθμιουργεί κϊνο; Για παράδειγμα, γιατί δε δθμιουργεί 

κφλινδρο; 

Α : Γιατί ζτςι όπωσ το γυρνάμε, δε κα μποροφςε.. 

Μ : Αν αυτό εδϊ ιταν τετράγωνο, δε κα δθμιουργοφςε κφλινδρο; 

Ε : Ναι. Άρα τϊρα, τί είναι αυτό που το κάνει να μθ φτιάχνει κφλινδρο, αλλά κϊνο; 

Μ : Αυτι εδϊ θ γωνία. (Μου δείχνει τθν πάνω γωνία) 

Α : Θ γωνία πάνω. 

Μ : Και θ υποτείνουςα 

Ε : Τι εννοείσ με αυτό Μ; Τι είναι δθλαδι αυτό που ςυμβαίνει κατά μικοσ τθσ 

υποτείνουςασ όςο τθν ανεβαίνουμε; 

Μ : Ε το τρίγωνο ςτενεφει 

Ε : Και; 

Μ : Ε, δε κα γινόταν να κάνει κφλινδρο. 

Α : Δε ξζρω πϊσ να ςου το εξθγιςω.. 

 

 Για τθ ςφαίρα 

Ε : Α, τϊρα ο Μ περιςτρζφει τον κφκλο ςαν ρόδα αυτοκινιτου. 

Μ : Σαν αυτοκινιτου. Ακριβϊσ! 

Α : Ααα οκ. Μα..δϊς’ του καμιά κλίςθ. 

Θ παρατιρθςθ αυτι τθσ Α, μασ οδθγεί ςτο να ςκεφτοφμε ότι θ Α ζχει εξαρχισ ςκεφτεί 

πωσ αν ο κφκλοσ κινείται με άξονα περιςτροφισ κάποιον παράλλθλο προσ το γραφείο δεν 

είναι δυνατό να δθμιουργθκεί κάποιο ςτερεό. Φυςικά θ Α μπορεί να μθν ζκανε αυτό το 

ςυνειρμό αλλά θ παρότρυνςθ τθσ προσ το Μ, μαρτυρά μια τζτοια διαιςκθτικι αντίλθψθ. 

Στθν ουςία, ο μόνοσ τρόποσ να δθμιουργθκεί γνωςτό ςτερεό από κφκλο, δθλαδι ςφαίρα, 
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όταν αυτόσ είναι τοποκετθμζνοσ κατακόρυφα ςτο γραφείο, είναι να κεωριςουμε άξονα 

περιςτροφισ επίςθσ κατακόρυφο ςε ςχζςθ με το γραφείο και ςυγκεκριμζνα τθν 

κατακόρυφθ διάμετρο του κφκλου. Θ παρατιρθςθ λοιπόν που ζκανε θ Α είναι ζνα πρϊτο 

βιμα προσ αυτι τθ ςυνειδθτοποίθςθ. 

Α : Κάνε το γφρω – γφρω. Γφρω από τον εαυτό του. 

Θ δεφτερθ αυτι παρατιρθςθ τθσ Α είναι δείχνει μια πιο ολκλθρωμζνθ αντίλθψθ του 

τρόπου περιςτροφισ που κα δθμιουργιςει ςτερεό. Θ Α κατάφερε να περάςει άμεςα και 

χωρίσ βοικεια από το ζνα βιμα ςτο άλλο. Μάλιςτα, είναι ςθμαντικό να ποφμε ότι όλα αυτά 

που λζει θ Α, τα λζει χωρίσ να ζχει απτικι επαφι με το ςχιμα. Το γεγονόσ αυτό μασ δίνει το 

δικαίωμα να υποςτθρίξουμε ότι θ Α ζχει ζντονα ανεπτυγμζνθ τθ μζκοδο τθσ 

οπτικοποίθςθσ. Αν ςκεφτοφμε ότι είναι ζνα παιδί χωρίσ κακόλου οπτικά ερεκίςματα (μιασ 

και είναι εκ γενετισ τυφλι), για μασ φαντάηει ςχεδόν αδφνατο το να μπορεί όχι μόνο να 

δθμιουργεί με τθ φανταςία του εικόνεσ που γεννιοφνται μζςα από άλλεσ (όπωσ θ εικόνα 

τθσ ςφαίρασ που γεννιζται μζςα από τθν περιςτροφι τθσ εικόνασ του κφκλου) , αλλά ακόμα 

και το γεγονόσ ότι μπορεί και αντιλαμβάνεται με τόςθ ευκολία τουσ άξονεσ περιςτροφισ 

των ςχθμάτων ι τθν κατεφκυνςθ περιςτροφισ τουσ! Οι περιςςότεροι από εμάσ ζχουν 

παίξει με γιο-γιο, ςβοφρεσ, παιχνίδια που αποτελοφνται από περιςτρεφόμενα ςχιματα, τα 

οποία γυρνοφν γφρω από τον κατακόρυφο άξονα τουσ με μεγάλθ ταχφτθτα δθμιουργϊντασ 

ςτο μάτι τθν ψευδαίςκθςθ τθσ δθμιουργίασ ενόσ ςτερεοφ ςϊματοσ, λόγω τθσ αδυναμίασ 

του ματιοφ να αντιλθφκεί ωσ διαφορετικζσ, εικόνεσ που εναλλάςςονται με τόςο μεγάλθ 

ταχφτθτα (κάτι ςαν αυτό που ςυμβαίνει με τα ςκίτςα των κινοφμενων ςχεδίων που 

παρακολουκοφν τα παιδιά ςτθν τθλεόραςθ). Για όλουσ όςουσ ζχουν τζτοιου είδουσ οπτικά 

ερεκίςματα, θ δθμιουργία 3D ςχθμάτων από τθν περιςτροφι 2D ςχθμάτων, ίςωσ ιταν ζνα 

δφςκολο ερϊτθμα, αλλά με ςκζψθ και εναςχόλθςθ αρκετοί κα μποροφςαν να το 

απαντιςουν χωρίσ τρομερι δυςκολία. Κάποιοι άλλοι μάλιςτα ίςωσ και να το απαντοφςαν 

αμζςωσ. Τι είναι όμωσ αυτό που κάνει ζνα παιδί που δεν ζχει δει ποτζ κάτι τζτοιο να μπορεί 

με τόςθ ευκολία να αντιλαμβάνεται καταςτάςεισ που ακόμα και ζνασ βλζπων κα 

δυςκολευόταν να αναγνωρίςει; Για τουσ παραπάνω λόγουσ, κεωροφμε πωσ αυτό που δίνει 

ςτθν Α αυτι τθ δυνατότθτα είναι θ πολφ καλά ανεπτυγμζνθ απτικι τθσ αντίλθψθ, αλλά και 

θ ανζλπιςτθ ικανότθτα τθσ να οπτικοποιεί τα αντικείμενα που πιάνει, τισ ιδιότθτεσ τουσ 

αλλά και τισ δυνατότθτεσ που αυτά ζχουν κινοφμενα ςτο χϊρο. 

....... 
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Α : Αν το περιςτρζψεισ ζτςι γφρω – γφρω αυτό το ςθμείο δθμιουργεί ζναν κφκλο.  

Εδϊ θ Α μου δείχνει ζνα ςθμείο τθσ περιφζρειασ του κφκλου το οποίο είναι λίγο πιο 

κάτω από ζνα από τα δφο άκρα τθσ οριηόντιασ διαμζτρου. 

Ε : Ροφντοσ ο κφκλοσ; Για δείξε μου με το χζρι ςου. 

Η Α μου δείχνει τον κφκλο που δθμιουργείται από τθν κίνθςθ του προαναφερκζντοσ 

ςθμείου, περιςτρζφοντασ το ςχιμα. Στθ ςυνζχεια πιάνω το χζρι τθσ και τθσ δείχνω ζνα 

άλλο ςθμείο, λίγο πιο πάνω από αυτό που είχε επιλζξει εκείνθ. 

Ε : Μάλιςτα. Το ςθμείο αυτό που είναι λίγο πιο πάνω, π.χ. εδϊ που κρατάσ, ςτθ μζςθ;  

Α : Κι αυτό φτιάχνει ζναν κφκλο 

Ε : Και αυτό το ςθμείο εδϊ που είναι πιο πάνω ακόμα; 

Α : Ράλι ζναν κφκλο. 

Μ : Ρολλοί κφκλοι μαηί, ο ζνασ πάνω απ τον άλλο..; 

Α : Λεσ να δθμιουργεί κϊνο; Πχι κϊνο δεν κάνει. 

Μ : Πχι δεν είναι κϊνοσ. Υπάρχει κάποιο ςχιμα που να μοιάηει με κυκλάκια; 

Α : Δε ξζρω παιδιά… 

Ε : Ωραία, ασ ςκεφτοφμε το εξισ. Αρχίηοντασ από κάτω – κάτω, μου λεσ κφκλοσ και από 

πάνω άλλοσ κφκλοσ και κφκλοσ και κφκλοσ και κφκλοσ και κάποια ςτιγμι φτάνουμε και 

ςτο άκρο τθσ οριηόντιασ διαμζτρου του κφκλου. Εκεί τι γίνεται; 

Α , Μ : Ράλι κφκλοσ! 

Ε : Και όςο προχωράμε ςε ςθμεία πάνω από το ςθμείο τθσ διαμζτρου τι ςυμβαίνει με 

τουσ κφκλουσ; 

Α : Στενεφουν! 

Ε : Και αν προχωριςουμε κάτω από αυτό; 

Μ : Ράλι ςτενεφουν.. Στο κζντρο είναι ο πιο μεγάλοσ. Είναι ςαν τθ Γθ!!! 

Α : Αυτό ςκζφτθκα κι εγϊ. Σαν τθ Γθ! 
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Εδϊ παρατθροφμε δφο ακόμα πολφ ενδιαφζροντα ςθμεία. Οι μακθτζσ «χτίηουν» και 

πάλι τθ ςφαίρα χρθςιμοποιϊντασ 2D/3D μονάδεσ, δθλαδι άπειρουσ οριηόντιουσ κφκλουσ 

αυξομειοφμενθσ διαμζτρου που τελικά δθμιουργοφν τθ ςφαίρα. Αυτι είναι μία 

παραγωγικι ςκζψθ που δθμιουργείται μζςω τθσ διαδικαςίασ οπτικοποίθςθσ τθσ ςφαίρασ 

και θ οποία δεν είναι ςυνθκιςμζνθ ςτουσ βλζποντεσ μακθτζσ. Μάλιςτα, το ςθμαντικό είναι 

ότι και ο μακθτισ Β, όπωσ κα δοφμε παρακάτω κάνει ζναν παρόμοιο ςυλλογιςμό, 

χρθςιμοποιϊντασ κατακόρυφουσ κφκλουσ και θμικφκλια. Επιπλζον, ςτισ δφο τελευταίεσ 

γραμμζσ του διαλόγου, παρουςιάηεται για μία ακόμθ φορά το φαινόμενο τθσ χριςθσ 

παρομοιϊςεων για τθν περιγραφι ενόσ ςχιματοσ. 

Από τα παραπάνω, γίνεται φανερι θ αλλθλεπίδραςθ των απτικϊν ςτρατθγικϊν 

επίλυςθσ και τθσ γλϊςςασ, με τθν αναγνϊριςθ των ιδιοτιτων των ςχθμάτων και τελικά τθσ 

οπτικοποίθςθσ αυτϊν. 

 

3.2.2.β   Μακθτισ Β 

Ο μακθτισ Β, όπωσ ζγινε και με τθν ομάδα 1, περνάει από το μζροσ ςτο όλο, του 

γεωμετρικοφ ςχιματοσ. Ωςτόςο, τα χαρακτθριςτικά που διαφοροποιοφν το μακθτι αυτό 

από τα δφο προθγοφμενα παιδιά είναι ότι δε χρθςιμοποιεί τόςο ζντονα τισ χειρονομίεσ και 

ςχεδόν κακόλου παρομοιϊςεισ ςτο λόγο του και  κυρίωσ ο τρόποσ με τον οποίο οπτικοποιεί 

τα ςτερεά. Ο Β ςυνθκίηει να περιςτρζφει ςυνζχεια το επίπεδο ςχιμα, χωρίσ να ςταματάει, 

κάτι που δεν ζκαναν ςε τόςο ζντονο βακμό οι μακθτζσ Μ και Α. Φαίνεται πωσ θ ςυνεχισ 

επανάλθψθ τθσ περιςτροφισ τον βοθκάει να αντιλθφκεί καλφτερα το τι ςυμβαίνει τόςο με 

το ςχιμα που κρατά όςο και με το άλλο, που δθμιουργείται κακϊσ το πρϊτο 

περιςτρζφεται.  

Ραρακζτουμε τα παρακάτω αποςπάςματα ςτα οποία φαίνεται ο τρόποσ με τον οποίο ο 

Β οπτικοποιεί τα τρία ςτερεά που δθμιουργοφνται και ςτθ ςυνζχεια τα αναλφουμε : 

 Για τον κφλινδρο 

Β : Πταν είναι όρκιο, μπορείσ να φτιάξεισ ζνα ςτερεό ςχιμα. 

Ε  : Ρϊσ; 

Β : Άμα είναι κι άλλο ορκογϊνιο από δω, κι άλλο από δω, κι άλλο από δω.. 
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Εδϊ ο Β μου δείχνει πϊσ κα μποροφςαν να υπάρχουν πανομοιότυπα ορκογϊνια το ζνα 

πίςω από το άλλο με κοινι τθ μία πλευρά τουσ, δθλαδι ςε κυκλικι ςειρά. 

Ε : Ρολφ ωραία ιδζα. Ρεριςτρζφοντασ το λοιπόν εςφ φτιάχνεισ μια τζτοια εικόνα; Τι 

είναι αυτό που κρατάσ ςτακερό κακϊσ το γυρίηεισ και που ςε κάνει να φτιάχνεισ τθν 

εικόνα αυτι; 

Β : Κρατάσ ςτακερι αυτι τθν πλευρά..  

Εδϊ ο Β μου δείχνει ότι κα κρατιςει ςτακερι τθν πλευρά που πριν κεωροφςε κοινι για 

τα πολλά παραλλθλόγραμμα που ιταν το ζνα πίςω από το άλλο ςε κυκλικι ςειρά. 

Δθλαδι τθ μία από τισ δφο κατακόρυφεσ πλευρζσ του ορκ. παραλλθλογράμμου. 

Β : Και ςτρίβεισ τθν άλλθ..ζτςι.. 

Β : Κάνει..ςαν κφκλο. Πχι κφκλο.. Εεεμμ. 

Ε : Είπεσ για κφκλο.. Ρου τον είδεσ τον κφκλο; 

Β : Ππωσ το ςτρίβεισ γφρω γφρω, ςχθματίηεται ζνασ κφκλοσ. 

Ε : Ροφ; Μπορείσ να μου δείξεισ με το χζρι ςου; 

Β : Ναι.. Εδϊ  

Ο Β μου δείχνει με το χζρι του ότι ο κφκλοσ ςχθματίηεται πάνω ςτο τραπζηι από τθν 

περιςτροφι τθσ βάςθσ του παραλλθλογράμμου. 

Ε : Α πάνω ςτο τραπζηι. 

Β : Ναι 

Ε : Άρα αυτό τι ςθμαίνει για τθ βάςθ του ςτερεοφ ςου; 

Β : Είναι κυκλικι.. Άρα είναι ζνασ.. Ρϊσ το λζνε αυτό το ςχιμα.. 

Ε : Μπορείσ να μου το περιγράψεισ; 

Β : Θ βάςθ κφκλοσ και γφρω-γφρω.. ορκογϊνιο. 

Ε : Μου μιλάσ για το ανάπτυγμα του τϊρα.. Πτι αν το ανοίξεισ κα είναι ορκογϊνιο. Ε; 

Β : Ναι. Και από πάνω άλλοσ ζνασ κφκλοσ. 
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Ο Β βρικε μόνοσ του τον άξονα περιςτροφισ του ςχιματοσ, και αναγνϊριςε με μεγάλθ 

ευκολία το ςχιμα. Τα βαςικά χαρακτθριςτικά του Β είναι τα εξισ 3 : 

  1) Ρεριζςτρεφε το ςχιμα κακ όλθ τθ διάρκεια τθσ διαδικαςίασ χωρίσ να ςταματά. 

  2) Ξεκίνθςε και εκείνοσ, όπωσ και οι  Α και Μ , από τθν αναγνϊριςθ του ςχιματοσ τθσ 

βάςθσ του ςτερεοφ και μετά πζραςε ςτο υπόλοιπο ςϊμα του. Αυτόσ ο τρόποσ ίςωσ βοθκάει 

τουσ μακθτζσ γιατί είναι ςχετικά εφκολο να περιορίςεισ τισ επιλογζσ ςου ξεκινϊντασ από τθ 

βάςθ του ςτερεοφ. Επίςθσ, θ βάςθ είναι πάντα ζνα επίπεδο ςχιμα, εφκολα αναγνωρίςιμο. 

Αντίκετα το υπόλοιπο ςϊμα του ςτερεοφ (το «γφρω γφρω» όπωσ το ζλεγαν τα παιδιά) ζχει 

φψοσ, κάτι που ίςωσ δυςκολεφει τουσ μακθτζσ. 

   3) Οπτικοποιεί τον κφλινδρο ωσ μία ςειρά από άπειρα πανομοιότυπα ορκογϊνια 

παραλλθλόγραμμα, ςε μια κυκλικι ςειρά με κοινι πλευρά τον άξονα περιςτροφισ, δθλαδι 

τθ μία κατακόρυφθ πλευρά του περιςτρεφόμενου ςχιματοσ. Φαίνεται πωσ για τον Β αυτόσ 

είναι ο τρόποσ ϊςτε να μπορεί να φτιάχνει τθν εικόνα του 3D ςχιματοσ. Φαντάηεται άπειρα 

ίδια ςχιματα, το ζνα πίςω από το άλλο ςε κυκλικι ςειρά. Θ εικόνα αυτι κα μποροφςε να 

του δθμιουργείται λόγω του τρόπου με τον οποίο ςυνθκίηει να ςυμπεριφζρεται ςτο 

εκάςτοτε επίπεδο ςχιμα που του δίνεται˙  το περιςτρζφει ςυνεχϊσ, χωρίσ να ςταματάει. 

Μία τζτοια διαδικαςία βοθκάει ςτο να δει κάποιοσ το ςχιμα κατά τθ δθμιουργία του 

πολλζσ φορζσ και τελικά ςτο να ςυνειδθτοποιιςει ότι αν είχαμε άπειρα τζτοια ςχιματα το 

ζνα πίςω από το άλλο ςε κυκλικι ςειρά, κα μποροφςαμε τελικά να δθμιουργιςουμε ζνα 

ςυμπαγζσ ςτερεό. Αυτό κυμίηει τον τρόπο με τον οποίο οι μακθτζσ Μ και Α «ζχτιςαν» τθ 

ςφαίρα. Τελικά, αναγνϊριςε το ςτερεό χρθςιμοποιϊντασ το ανάπτυγμα του. Θ αναγνϊριςθ 

του αναπτφγματοσ ενόσ ςτερεοφ ςυμβαίνει ςυνικωσ αφοφ ζχουμε τθν εικόνα του ςτερεοφ 

αυτοφ. Το να μιλιςει κανείσ για ανάπτυγμα και ςτθ ςυνζχεια να φανταςτεί το ςχιμα ςτο 

οποίο ανικει είναι θ αντίςτροφθ διαδικαςία και πιο απαιτθτικι για τουσ βλζποντεσ 

μακθτζσ. 

 

 Για τον κϊνο 

Β : Τότε ςχθματίηεται πάλι ζνασ κφκλοσ ςτο δάπεδο. 

… 

Ε : Και τι ςυμβαίνει με το ςχιμα ςου κακϊσ το κοιτάσ από πάνω προσ τα κάτω; 
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Β : Εεε ανοίγει κάπωσ.. Είναι ςα να είναι πολλά τρίγωνα ςτθ ςειρά. Το ζνα πίςω από το 

άλλο. 

Εδϊ ο Β, όπωσ και ςτθν περίπτωςθ του ορκ. παραλλθλογράμμου δθμιουργεί τθν εικόνα του 

ςτερεοφ φανταηόμενοσ πολλά τρίγωνα το ζνα πίςω από το άλλο, ςε κυκλικι ςειρά.  

…… 

Ε : Μπράβο! Ρολφ ςωςτά. Τι είναι αυτό που τελικά ςε ζκανε να πεισ ότι δεν είναι 

κφλινδροσ. Κάτι που είχεσ ςκεφτεί ςτθν αρχι. 

Β: Γιατί ζκανε «μφτθ» πάνω – πάνω. Δεν ιταν κφκλοσ. Ενϊ ο κφλινδροσ ζκανε κφκλο. 

 

 Για τθ ςφαίρα 

Β : Μμμ, τϊρα δεν είναι εφκολο να βρεισ άξονα γιατί είναι και ςυμμετρικόσ ο κφκλοσ. 

Εδϊ ο Β λζει κάτι πολφ ενδιαφζρον. Ραρατθρεί ότι ο άξονασ περιςτροφισ δε μπορεί να 

βρεκεί τόςο εφκολα όςο ςτθν περίπτωςθ των δφο άλλων ςχθμάτων γιατί ο κφκλοσ είναι 

ςυμμετρικόσ. Κάκε κφκλοσ ζχει άπειρουσ άξονεσ ςυμμετρίασ, τισ διαμζτρουσ του. Φυςικά 

μπορεί το ορκ. τρίγωνο να μθν ιταν ςυμμετρικό ενϊ το ορκ. παραλλθλόγραμμο ιταν. 

Πμωσ, ςτθν περίπτωςθ του κφκλου θ ςυμμετρία είναι τόςο προφανισ και ςθμαντικι, ςε 

ςθμείο που δε μασ επιτρζπει τθ δθμιουργία κάποιου γνωςτοφ ςτερεοφ με άξονα 

περιςτροφισ που περνά από κάποια «άκρθ» του ςχιματοσ, όπωσ ςυμβαίνει π.χ. με το ορκ. 

παραλ/μο , όπου ωσ άξονα περιςτροφισ κεωριςαμε τθ μία κατακόρυφθ πλευρά του – θ 

οποία κατά κάποιο τρόπο αποτελεί ζνα άκρο/όριο του ςχιματοσ. Αυτόσ ίςωσ είναι και ο 

κφριοσ λόγοσ για τον οποίο οι περιςςότεροι μακθτζσ δυςκολεφονται, να βρουν το ςτερεό 

που ςχθματίηει θ περιςτροφι ενόσ κφκλου,  πολφ περιςςότερο απ ότι ςτθν περίπτωςθ του 

ορκ. παραλ/μου ι του ορκ. τριγϊνου. 

….. 

Ε : Οκ. Ππωσ το γυρίηεισ γφρω – γφρω..; 

Β : Ζνα.. Για θμικφκλιο μου κάνει.. Κάπωσ. Πχι ακριβϊσ κφκλοσ. 

Εδϊ ο Β αρχίηει να αντιλαμβάνεται το ςχιμα που δθμιουργείται. Το πρϊτο που 

ςκζφτεται είναι ότι δθμιουργοφνται θμικφκλια. Αυτι είναι μία πολφ φυςιολογικι ςκζψθ, αν 
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παρατθριςει κανείσ ότι, από τθ ςτιγμι που ο άξονασ περιςτροφισ είναι θ κατακόρυφθ 

διάμετροσ, περιςτρζφοντασ τον κφκλο γφρω από αυτιν κα δθμιουργοφνται εκατζρωκεν τθσ 

αντιδιαμετρικά θμικφκλια, τα οποία αν τα δει κανείσ ενωμζνα όντωσ αποτελοφν κφκλουσ 

τον ζναν πίςω από τον άλλον ςε κυκλικι ςειρά τεμνόμενουσ ςτθ διάμετρο τουσ.  

Β : Εμφανίηονται πολλοί κφκλοι μαηί.. 

Για ακόμθ μία φορά λοιπόν, ο μακθτισ Β μιλάει για αλλθλουχία ίδιων ςχθμάτων ςε ςειρά 

με ςτόχο τθ δθμιουργία ενόσ ςτερεοφ. 

Ε : Τι εννοείσ; Ππωσ ιταν πριν τα τρίγωνα; Ρου ιταν ςε μια κυκλικι ςειρά το ζνα πίςω 

απ το άλλο; 

Β :  Πχι ακριβϊσ.. Γιατί ο ζνασ πζφτει πάνω ςτον άλλον άμα το κάνουμε όπωσ ιταν ςτα 

τρίγωνα. Ααα, θμικφκλια! 

…. 

Ε : Οκ. Ο κφκλοσ είναι επίπεδο ςχιμα. Το ςτερεό που μοιάηει με κφκλο, δε το λζμε 

κφκλο. Κυμάςαι πϊσ το λζνε; 

Β : Δε κυμάμαι.. 

Ε : Ωραία ασ το δοφμε με ζνα παράδειγμα. Στθν κακθμερινι ςου ηωι τι ζχει τζτοιο 

ςχιμα; 

Β : Ζνα μιλο..Αυγό. Πχι αυγό.. Αυτό είναι λίγο πατικωμζνο. 

Ε : Οκ.. Άλλο; 

Β : Μμμ.. μια μπάλα!! 

Ε : Ρολφ ςωςτά! Θ Γθ; 

Β : Και βζβαια! 

Ε : Ρολφ καλά! Θ εικόνα που ζχεισ φτιάξει για το ςτερεό που δθμιουργείται είναι πολφ 

ςωςτι. Δε κυμάςαι ακόμα το όνομα; 

Β : Χαχαχαχα όχι! 

Ε : Εντάξει. Δε πειράηει.  
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Β : Α! Σφαίρα!! Χαχαχαχα 

Τζλοσ, ςτισ τελευταίεσ γραμμζσ φαίνεται και πάλι ο βοθκθτικόσ ρόλοσ που μποροφν να 

παίξουν οι παρομοιϊςεισ ςτθ λεκτικι ζκφραςθ ενόσ μακθτι ςτον τομζα τθσ γεωμετρίασ. 

 

3.2.2.γ  Ομάδα 2 : Μακιτριεσ Δ και Τ 

     Οι μακιτριεσ Δ και Τ ξεκινοφν με τθν περιςτροφι του ορκογωνίου παραλλθλογράμμου. 

Ππωσ και ςτισ προθγοφμενεσ δφο περιπτϊςεισ, ζτςι κι εδϊ οι μακιτριεσ ξεκινοφν 

αναγνωρίηοντασ τθ βάςθ του κυλίνδρου (2D/3D) και ςτθ ςυνζχεια περνοφν από τθν 

αναγνϊριςθ του μζρουσ ςτθν αναγνϊριςθ ολόκλθρου του ςτερεοφ. Σε γενικζσ γραμμζσ ο 

τρόποσ ςκζψθσ τουσ μοιάηει με αυτόν του μακθτι Β. Τα διαφορετικά ςτοιχεία, από τθν 

άποψθ τθσ ςτρατθγικισ που ακολουκικθκε, που προζκυψαν από τισ δφο αυτζσ μακιτριεσ 

φαίνονται μζςα από τα παρακάτω αποςπάςματα ςτθν περίπτωςθ του κυλίνδρου : 

Τ : Άρα αφοφ οι δφο πλευρζσ είναι ίςεσ 

Δ : Και παράλλθλεσ! 

Τ : Ναι. Και κάνουν τθν ίδια κίνθςθ, κα φτιάχνουν και οι δφο κφκλο. 

Ε : Ακριβϊσ. 

Τ : Ναι το ξζρω. Αυτό είχα ςκεφτεί και γω, αλλά όπωσ είπα μου φαίνεται κουφό.. 

Σε αυτό το κομμάτι του διαλόγου παρατθροφμε τθ δυςκολία των κοριτςιϊν να 

καταλάβουν τι ςχιμα κα είναι το πάνω μζροσ του ςχιματοσ. Αυτό ίςωσ να οφείλεται ςτθν 

ζλλειψθ «άνω φράγματοσ» ςτο ςχιμα. Με τον όρο αυτό εννοϊ ότι είναι πικανό τα κορίτςια 

να δυςκολεφονται επειδι το ςχιμα δεν ακουμπάει κάπου ςτθν πάνω του πλευρά. Μςωσ το 

γεγονόσ ότι το ςχιμα δεν περιορίηεται από – ασ ποφμε – ζνα είδοσ «ταβανιοφ» να τθσ 

δυςκολεφει ςτο να δθμιουργιςουν τθν εικόνα που με τόςθ ευκολία δθμιοφργθςαν για το 

ςχθματιςμό τθσ κάτω βάςθσ του ςτερεοφ. 

 Δ : Δθλαδι δθμιουργείται κφλινδροσ. 

Ε : Σωςτά Δ! Ρϊσ το ςκζφτθκεσ; 

Δ : Βαςικά είναι αυτονόθτο ότι από δφο κφκλουσ κα φτιαχτεί ζνασ κφλινδροσ. 
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Εδϊ γίνεται εμφανισ θ ςθμαντικότθτα που ζχει για τουσ μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ, 

το να ζρχονται ςε επαφι με πολλά ερεκίςματα. Για ζνα παιδί με απϊλεια όραςθσ, είναι 

πικανό (όπωσ ςυνζβθ και εδϊ) θ μόνθ εικόνα ςτερεοφ με κυκλικζσ βάςεισ να είναι ο 

κφλινδροσ. Φυςικά και για ζνα παιδί με πλιρθ όραςθ είναι αναμενόμενο θ απάντθςθ του 

να είναι παρόμοια με αυτι τθσ Δ. Αν λοιπόν είναι ςθμαντικι θ φπαρξθ πολλϊν 

ερεκιςμάτων για τουσ βλζποντεσ μακθτζσ, οι οποίοι ςυλλζγουν ερεκίςματα ακόμα και 

απλά περπατϊντασ ςτο δρόμο, μποροφμε να φανταςτοφμε πόςο ουςιϊδουσ ςθμαςίασ 

είναι κάτι τζτοιο για ζναν μακθτι με προβλιματα όραςθσ.  

Ε : Μμμ..όχι απαραίτθτα. Αν το ςχιμα που περιςτρζφαμε δεν ιταν ορκογϊνιο 

παραλλθλόγραμμο, αλλά ζνα ςχιμα με καμπφλεσ τισ κατακόρυφεσ πλευρζσ, κα 

είχαμε πάλι κφλινδρο; 

Δ : Πχι. Αλλά εδϊ είναι ςαν δφο κφκλοι με διαφορά φψουσ. 

Ε : Δθλαδι; 

Δ : Δθλαδι.. ςαν δφο κφκλου που τουσ ενϊνουν άπειρεσ γραμμζσ 

Ε : Εννοείσ δφο οριηόντιοι κφκλοι, ο ζνασ πάνω από τον άλλο.. 

Δ : Ναι και κάκετεσ γραμμζσ που τουσ ενϊνουν. 

Ε : Ααα αυτι είναι μια πολφ ωραία ςκζψθ. 

Θ ςκζψθ αυτι τθσ Δ είναι ζνασ διαφορετικόσ τρόποσ να οπτικοποιιςει κάποιοσ τθν 

περιςτροφι ενόσ ορκογωνίου παραλλθλογράμμου. Ο Β κατά τθν περιςτροφι του 

ορκογωνίου παραλλθλογράμμου «ζβλεπε» τθ δθμιουργία ενόσ ςτερεοφ που ιταν ςαν 

άπειρα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα το ζνα πίςω από το άλλο, ςε κυκλικι ςειρά με κοινι 

τθ μία κατακόρυφθ πλευρά. Εδϊ θ Δ φαντάηεται ότι θ περιςτροφι του ορκογωνίου 

παραλλθλογράμμου δθμιουργεί δφο κφκλουσ ωσ βάςεισ οι οποίοι ενϊνονται από άπειρα 

κατακόρυφα ευκφγραμμα τμιματα ίςου μικουσ, τα οποία μάλλον είναι δθμιοφργθμα τθσ 

μθ ςτακερισ κατακόρυφθσ πλευράσ του ορκογωνίου παραλλθλογράμμου, και που τελικά 

δθμιουργοφν τον εξωτερικό φλοιό του ςτερεοφ, το οποίο είναι κυλινδρικόσ. Εδϊ φαίνεται 

πόςο ςθμαντικι είναι θ αλλθλεπίδραςθ μεταξφ των ιδιοτιτων ενόσ ςχιματοσ και τθσ 

οπτικοποίθςθσ του. 

Οι μακιτριεσ αναγνϊριςαν και τθ δθμιουργία του κϊνου. Ωςτόςο, δεν παρουςιάςτθκαν 

κάποιεσ ςτρατθγικζσ διαφορετικζσ από αυτζσ που ζχουμε ιδθ δει μζςα από τα 
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προθγοφμενα κρίςιμα ςυμβάντα. Για το λόγο αυτό δε κα αναφζρουμε κάποιο απόςπαςμα 

από τθν εναςχόλθςθ των μακθτριϊν με τον κϊνο. Τζλοσ, οι μακιτριεσ δεν κατάφεραν να 

αναγνωρίςουν τθ δθμιουργία τθσ ςφαίρασ. Τισ δυςκόλεψε πολφ το γεγονόσ τθσ ζλλειψθσ 

πλευρϊν ςτον κφκλο. Θ δυςκολία αυτι όμωσ, όπωσ ειπϊκθκε και παραπάνω ςτθν ανάλυςθ 

για το μακθτι Β, είναι αναμενόμενθ λόγω τθσ φφςθσ του ςχιματοσ του κφκλου. 

 

 

3.3  Δραςτθριότθτα   2θ   :    Αναπτφγματα  Στερεϊν 

Θ 2θ δραςτθριότθτα αςχολείται, όπωσ και θ πρϊτθ, με το πζραςμα από τθ γεωμετρία 

του επιπζδου ςτθ γεωμετρία του χϊρου. Θ δομι τθσ παρουςίαςθσ που κα ακολουκιςουμε 

κα είναι όμοια με αυτι που ακολουκιςαμε και ςτθν προθγοφμενθ δραςτθριότθτα. 

 

3.3.1 Συλλογικζσ παρατθριςεισ 

 Αναφορικά με τισ Γεωμετρικζσ ζννοιεσ 

Στθν δραςτθριότθτα αυτι εμφανίςτθκε και πάλι θ δυςκολία με τθν ζννοια του ςτερεοφ. 

Ο μακθτισ Μ και θ μακιτρια Α ανζφεραν και πάλι επίπεδα ςχιματα ωσ ςτερεά, όπωσ π.χ. 

ρόμβο ι τετράγωνο.  

Επίςθσ, και ςτισ δφο ομάδεσ οι μακθτζσ/μακιτριεσ αρχικά υποςτθρίηουν ότι το 

ανάπτυγμα του κφβου είναι μοναδικό και ότι όπωσ και να διαμορφϊςουμε το ανάπτυγμα 

δε κα δθμιουργθκεί και πάλι κφβοσ. Στθ ςυνζχεια όμωσ μζςα από μία πειραματικι – 

καταςκευαςτικι διαδικαςία κα δοφμε ότι αυτι τουσ θ εικαςία τίκεται υπό αμφιςβιτθςθ. 

Αυτό όμωσ κα το αναλφςουμε παρακάτω, μζςα από τα αποςπάςματα που κα 

παρακζςουμε. 

 

 Χριςθ χειρονομιϊν και ο ρόλοσ τθσ γλϊςςασ 

Στθν παροφςα εργαςία δεν παρατθρικθκε κάποια ιδιαίτερθ χριςθ τθσ γλϊςςασ, όπωσ 

π.χ. οι παρομοιϊςεισ που είδαμε ςτθ Δραςτθριότθτα 1. Οι μακθτζσ χρθςιμοποίθςαν ζντονα 

τισ χειρονομίεσ προκειμζνου να περιγράψουν τον τρόπο με τον οποίο φαντάηονταν τθ 
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ςφνκεςθ των ςτερεϊν, δθλαδι τον τρόπο με τον οποίο κα δθμιουργθκεί το ςτερεό 

διπλϊνοντασ το ανάπτυγμα. Με τισ χειρονομίεσ αυτζσ εξθγοφςαν τθν εικαςία τουσ για το 

ςτερεό που κα φτιαχτεί. Οι χειρονομίεσ όμωσ ιταν ςε άμεςθ ςυςχζτιςθ με τθν 

οπτικοποίθςθ που ζκαναν για το ςτερεό. 

 

 Απτικζσ Στρατθγικζσ Επίλυςθσ – Οπτικοποίθςθ – Λδιότθτεσ και Σχιμα 

Λόγω τθσ φφςθσ τθσ δραςτθριότθτασ όλοι οι μακθτζσ χρθςιμοποίθςαν ζντονα τθν 

αίςκθςθ τθσ αφισ. Εξερεφνθςαν απτικά τα αναπτφγματα ςε λεπτομζρεια, εξετάηοντασ 

κυρίωσ τισ πλευρζσ των εδρϊν, αλλά και το εμβαδό και το ςχιμα των εδρϊν του 

αναπτφγματοσ, κακϊσ και τισ γωνίεσ του. Στθ δραςτθριότθτα 1 θ διαδικαςία τθσ 

οπτικοποίθςθσ βαςιηόταν κυρίωσ ςτισ ιδιότθτεσ τόςο του επίπεδου ςχιματοσ που 

περιςτρεφόταν, όςο και του ςτερεοφ που «γεννιόταν» από τθν περιςτροφι και με το οποίο 

φυςικά δε κα μποροφςαν να ζχουν απτικι επαφι. Εδϊ όμωσ θ διαδικαςία τθσ 

οπτικοποίθςθσ βαςίηεται απόλυτα ςτθν απτικι αντίλθψθ των μακθτϊν. Αγγίηουν τα 

κομμάτια του αναπτφγματοσ, τα εξερευνοφν, αναγνωρίηουν το ςχιμα τουσ και μζςω τθσ 

αφισ τουσ δθμιουργοφν οπτικζσ εικόνεσ ςτο μυαλό τουσ, οι οποίεσ τουσ επιτρζπουν να 

φανταςτοφν το ςτερεό που δθμιουργείται από το δίπλωμα του αναπτφγματοσ. 

Στα αποςπάςματα που παρακζτουμε παρακάτω κα αναλυκοφν περιςςότερο τα όςα 

αναφζρκθκαν. 

 

3.3.2  Ανάλυςθ των αποτελεςμάτων τθσ Δραςτθριότθτασ 2 ανά ομάδεσ  

3.3.2.α   Ομάδα 1 : Μακθτισ Μ και μακιτρια Α 

Στο παρακάτω απόςπαςμα φαίνεται οι μακθτζσ εξερευνοφν απτικά τα αναπτφγματα : 

Ε : Τι ςχιματα είναι αυτά που ζχει το ανάπτυγμα ςου; 

Μ : Τετράγωνα είναι. 

Ε : Πλα είναι τετράγωνα; 

Μ : Πλα. Πλα τετράγωνα είναι. 1,2,3,4,5,6. 

Ε : Μάλιςτα.  
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… 

Ε (προσ τθ μακιτρια Α) : Α, ςκζφτθκεσ κάτι; 

Α : Ναι. Πτι ζτςι όπωσ το βλζπω εγϊ εδϊ μπροςτά μου, χωρίσ να το διπλϊςω 

κακόλου, μοιάηει ζνα τετράγωνο εδϊ και εδϊ.. υπάρχουνε κάτι τριγωνάκια!! 

Ε :  Ωραία, κι αν το διπλϊςεισ τι πιςτεφεισ ότι κα γίνει; 

Α : Κα βγουν ζνα τρίγωνο από δω, ζνα από δω, ζνα από δω και ζνα από εδϊ. (μου 

δείχνει από κάκε πλευρά του τετραγϊνου να υψϊνεται προσ τα πάνω κι από ζνα 

τρίγωνο) 

Ε : Και τι κα δθμιουργθκεί; 

Α : Μμμ.. Δε μπορϊ να ςκεφτϊ. 

 

     Εδϊ ο μακθτισ Μ αναγνϊριςε εφκολα το ςχιμα των εδρϊν του αναπτφγματοσ με τθν 

αφι. Ωςτόςο, ζχει μια δυςκολία ςτο να ςκεφτεί ςε τι ςτερεό μπορεί να αντιςτοιχεί το εν 

λόγω ανάπτυγμα. Δεν του είναι εφκολο να το «διπλϊςει» με τθ φανταςία του. 

Και θ μακιτρια Α αναγνωρίηει με μεγάλθ ευκολία τα επιμζρουσ κομμάτια του 

αναπτφγματοσ. Για τθν Α όμωσ, είναι πιο εφκολο να δθμιουργιςει μια εικόνα ςτο μυαλό τθσ 

για το πϊσ κα είναι περίπου το δίπλωμα του αναπτφγματοσ. Χρθςιμοποιϊντασ τθν αφι  

ζχει δθμιουργιςει μία εικόνα ςτο μυαλό τθσ θ οποία είναι δυναμικι και τθσ επιτρζπει να 

χειρίηεται το ςχιμα. Ζτςι, με χριςθ χειρονομιϊν δείχνει το πϊσ περίπου κα γίνει το ςχιμα 

αν αρχίςουμε να το διπλϊνουμε. Ραρόλα αυτά δεν καταφζρνει τελικά να καταλιξει ςτο 

ςχιμα του ςτερεοφ χωρίσ να το διπλϊςει. 

Ε : Λοιπόν εςφ Μ μου είπεσ πωσ ζχεισ ζνα ανάπτυγμα με 6 τετράγωνα. Τίνοσ 

ανάπτυγμα κα μποροφςε να είναι αυτό; 

Μ : Να το διπλϊςω μία ςτθν τφχθ να φτιάξω κάτι που κα μου βγει; 

Α (προσ τον Μ) : Δε βγαίνει κάτι άλλο. Ζνα κα βγει. 

Ο μακθτισ Μ δε μπορεί να αναγνωρίςει το ςτερεό χωρίσ να το διπλϊςει και ρωτάει αν 

μπορεί να το διπλϊςει με κάποιον τυχαίο τρόπο, μιπωσ και καταλιξει κάπου. Εδϊ θ Α 

κάνει μία πολφ ςθμαντικι παρατιρθςθ, απευκυνόμενθ ςτθν ερϊτθςθ του Μ, λζγοντασ του 

ότι το ανάπτυγμα κα δϊςει ζνα μοναδικό και ςυγκεκριμζνο ςτερεό. Στθν ουςία δθλαδι λζει  
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πωσ το ςτερεό που κα δθμιουργθκεί δεν εξαρτάται από τον τρόπο με τον οποίο κα 

διπλωκεί το ανάπτυγμα, αλλά αντίκετα ότι υπάρχει ζνασ και μοναδικόσ τρόποσ για να 

διπλωκεί το ανάπτυγμα παράγοντασ ζνα ςτερεό ςϊμα. Αυτό δείχνει  ότι θ Α γνωρίηει πωσ 

κάκε ανάπτυγμα αντιςτοιχεί ςε ζνα και μόνο ςτερεό. Τελικά θ Α αναγνωρίηει το ςτερεό που 

δθμιουργείται μόνο αφοφ το ζχει διπλϊςει κανονικά, ενϊ ο Μ καταφζρνει να το 

αναγνωρίςει πριν το διπλϊςει, όχι όμωσ διπλϊνοντασ το νοερά, αλλά βαςιηόμενοσ ςτθν 

ιδιότθτα του κφβου ότι ζχει ζξι ιςεμβαδικζσ τετράγωνεσ ζδρεσ. 

Στθ ςυνζχεια θ ομάδα αςχολείται με το ανάπτυγμα του κφβου. Κάνουμε μία αλλαγι ςτο 

ανάπτυγμα, θ οποία επιτρζπει και πάλι τθ δθμιουργία κφβου. ωτάω τα παιδιά αν 

πιςτεφουν ότι και τϊρα μπορεί να δθμιουργθκεί κφβοσ ι όχι. 

Ε : Ωραία. Μ δϊςε και ςτθν Α τον κφβο να τον δει. Πταν ζκλειςεσ εςφ το ανάπτυγμα 

Μ, πϊσ ιταν περίπου αυτό; 

Μ : Σαν ζνασ ςταυρόσ. 

Ε : Ωραία. Τϊρα Α κζλω εςφ να ανοίξεισ τον κφβο και να δοφμε ποιο κα είναι το 

ανάπτυγμα του. 

Α : Ππωσ κζλω ε; 

Ε : Ναι. 

Α : Το ξεδίπλωςα. Είναι ο ςταυρόσ που ζλεγε ο Μ. 

Ε : Ωραία, αν εγϊ τϊρα κάνω αυτό.. Αλλάξω κζςθ ςε μία ζδρα..Α δεσ το και μετά 

δϊς’ το και ςτο Μ να το δει. Τθ βλζπετε τθν αλλαγι; 

Α, Μ : Ναι 

Μ : Δεν είναι πια ςταυρόσ. 

Α : Ναι, αυτό μετακινικθκε εκεί. 

Ε : Αν το διπλϊςουμε ξανά κα φτιάχνει πάλι κφβο ι όχι; 

Α : Πχι.. 

Μ : Πχι. Κα πρζπει για να κάνει κφβο να είναι απζναντι αυτά τα τετράγωνα. 

Ε : Οκ. Για δίπλωςε το να δοφμε. 
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Μ : Ωχ !!!! Φτιάχνει κφβο!!! 

Α : Αλικεια!;; Να το δω! 

Μ : Δε μπορϊ να καταλάβω!!! Χαχαχαχα πϊσ γίνεται; 

Στθ ςυνζχεια τουσ δίνω και πάλι ζνα διαφορετικό ανάπτυγμα του κφβου και τουσ 

ρωτϊ αν και πάλι κα ςχθματίηεται κφβοσ. 

Ε : Αυτό εδϊ το ανάπτυγμα κα φτιάξει κφβο; 

Α : Για φζρτε να το δω εγϊ. Αν ςθκϊςουμε αυτζσ τισ 5 πλευρζσ. Μμμ.. Νομίηω κα 

βγει και πάλι κφβοσ. 

Μ : Για φζρε να δω κι εγϊ. Να τα διπλϊςω ι όχι; 

Ε : Πχι ακόμα 

Μ : Να φανταςτϊ δθλαδι. Ζχω ςκεφτεί ζναν τρόπο. Αν διπλϊςω αυτό εδϊ, αυτό 

εδϊ και αυτά εδϊ.. Αλλά μζνει ζνα κενό.. 

Ε : Α, μζνει ζνα κενό..; 

Μ : Να το δοκιμάςω; 

Ε : Ναι 

Α : Μπορϊ να το κάνω εγϊ. 

Ε : Κεσ να το κάνεισ εςφ; 

Μ : Ναι κάντο. 

Η Άννα διπλϊνει το ςχιμα. 

Α : Είχε δίκιο..!!! 

Ε : Είχε δίκιο ο Μ;  Μζνει κάποιο κενό; 

Α : Ναι.. Είχε δίκιο!! 

Ε : Γιατί κάποια βγαίνουν και κάποια δε βγαίνουν; 

Α : Δε ξζρω.. 
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Μ : Γιατί δεν ζχει τετράγωνα απ’ όλεσ τισ πλευρζσ και κάποιο μζνει κενό. Ενϊ αν 

ιταν αυτό (το τετράγωνο)  εδϊ δίπλα (εννοεί από τθν άλλθ πλευρά του 

αναπτφγματοσ, απζναντι από εκεί που είναι το άλλο μονό τετράγωνο) κα ζβγαινε 

κφβοσ. Και άρα τϊρα δεν καπακϊνει από πάνω. 

Από τον παραπάνω διάλογο φαίνεται ότι για τουσ μακθτζσ είναι πιο εφκολο να 

διπλϊςουν νοερά το ανάπτυγμα μετά από τθν πρϊτθ φορά. Το ςθμαντικότερο όμωσ είναι 

τα δεδομζνα που παίρνουμε ςχετικά με τα αναπτφγματα. Αρχικά και τα δφο παιδιά είναι 

ςίγουρα ότι δε μπορεί να δθμιουργθκεί και πάλι κφβοσ μετά από τθν αλλαγι που υπζςτθ το 

ανάπτυγμα, χωρίσ καν να το εξετάςουν διπλϊνοντασ νοερά το νζο ανάπτυγμα. Αφοφ το 

διπλϊνουν ενκουςιάηονται που και πάλι δθμιουργείται κφβοσ. Δεν το περίμεναν και 

αναρωτιοφνται πωσ είναι δυνατό να ςυμβαίνει κάτι τζτοιο. Θ αρχικι τουσ εικαςία 

καταρρίπτεται και θ απάντθςθ ςτθν απορία τουσ δίνεται από τουσ ίδιουσ, όταν ο Μ εξθγεί 

ότι δεν φτιάχνουν όλα τα αναπτφγματα που ζχουν ζξι τετράγωνα κφβο, αλλά μόνο αυτά 

που δεν αφινουν «κενά» κάπου ςτο ςτερεό. Ραρατθροφμε μάλιςτα ότι ςτθ δεφτερθ 

αλλαγι του αναπτφγματοσ οι μακθτζσ δε βιάηονται να απαντιςουν, αλλά πρϊτα 

ςκζφτονται και προςπακοφν να διπλϊςουν νοερά το ανάπτυγμα. Αυτό δείχνει ότι μζςα από 

μία διαδικαςία δοκιμισ και πειραματιςμοφ, με τθ βοικεια μθ τυπικϊν εργαλείων, όπωσ 

είναι οι χειρονομίεσ (τισ οποίεσ ζκαναν κακ’ όλθ τθ διάρκεια που δίπλωναν νοερά τα 

αναπτφγματα), οδθγεί ςτθ δθμιουργία κάποιασ εικαςίασ που αν και αποδείχκθκε, λάκοσ 

ςτθ ςυνζχεια οι μακθτζσ τθν επεξεργάςτθκαν και τθν άλλαξαν καταλιγοντασ τελικά ςτο 

ερϊτθμα που τουσ απαςχολοφςε. 

  

3.3.2.β   Ομάδα 2 : Μακιτριεσ Δ και Τ 

Στο παρακάτω απόςπαςμα, οι μακιτριεσ ζχουν διάφορα πλαςτικά κομμάτια 

(τετράγωνα, ιςόπλευρα τρίγωνα, ιςοςκελι τρίγωνα, ρόμβουσ) τα οποία ενϊνοντασ κα 

μποροφςαν να φτιάξουν αναπτφγματα ςτερεϊν. 

Ε : Λοιπόν αυτά είναι επίπεδα ςχιματα, με τα οποία ςυναρμολογϊντασ τα 

μποροφμε να φτιάξουμε ςτερεά.  

Δ : Εδϊ εγϊ κρατάω κάτι τετράγωνα. Είναι 1,2,4,6..Άρα με αυτά εφκολα κα 

μποροφςα να φτιάξω ζναν κφβο!! 

Ε : Με εντυπωςιάηεισ.. 
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Δ : Μα γιατί κυρία; Είναι αυτονόθτο ότι άμα τα ενϊςεισ κα φτιάξεισ κφβο! 

Εδϊ βλζπουμε τθ μακιτρια Δ, θ οποία αναγνωρίηει με τθν αφι τα τετράγωνα που 

βρίςκονται μπροςτά τθσ. Χωρίσ καν να προλάβουμε να τθ ρωτιςουμε αν γίνεται να 

φτιάξουμε κάποια αναπτφγματα ςτερεϊν και τίνοσ ςτερεϊν κα είναι αυτά, εκείνθ ζχει κάνει  

δφο, τρεισ ςυλλογιςμοφσ που απαντοφν με απόλυτθ ςαφινεια και με ςωςτι μακθματικι 

ςυλλογιςτικι ςτο ερϊτθμα 

Στθ ςυνζχεια, οι δφο μακιτριεσ επιχειροφν να καταςκευάςουν το ανάπτυγμα ενόσ 

κφβου, ξεχωριςτά. Θ μακιτρια Τ, δεν τα καταφζρνει και γι’ αυτό φτιάχνει πρϊτα τον κφβο, 

τον οποίο ςτθ ςυνζχεια ανοίγει. Θ Δ φτιάχνει πρϊτα το ανάπτυγμα, το οποίο όντωσ 

δθμιουργεί κφβο. Στθ ςυνζχεια τισ βάηω να δει θ μία το ανάπτυγμα που ζφτιαξε θ άλλθ : 

Ε : Δ, δεσ λίγο το ανάπτυγμα που ζφτιαξε θ Τ για τον κφβο. Δεν είναι τελείωσ 

διαφορετικό από αυτό που ζφτιαξεσ εςφ; 

Δ : Ωχ, τι είναι αυτό; Διαφζρει πολφ. 

Ε : Καμία ςχζςθ με το δικό ςου, ε; 

Τ : Τι είχε φτιάξει θ Δ; 

Ε : Αυτό. 

Τ : Σταυρό ε; 

Ε : Ναι.  

Τ : Μμμ.. 

Δ : Άρα δεν υπάρχει ζνασ τρόποσ μόνο να φτιάξεισ ζναν κφβο…; 

Ε : Ρολφ ωραία. 

Τ : Υπάρχουν 6 τρόποι. 

Ε : Γιατί ζξι; 

Δ : Επειδι είναι 6 οι ζδρεσ.. 

Τ : Ναι. Ρροσ το παρόν ζχουμε βρει 2 

Δ : Τρεισ 
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Ε : Τζςςερισ.. 

Τ : Τζςςερισ; 

Ε : Και δφο πριν 

Τ : Ααα ναι, ναι. Ράντωσ πιςτεφω κα είναι 6. Γιατί αν μετακινιςεισ αυτζσ (τισ ζδρεσ) 

ζξι φορζσ.. 

Στθ ςυνζχεια κάνουμε ακόμα μερικζσ αλλαγζσ ςτο ανάπτυγμα, οι οποίεσ δθμιουργοφν και 

πάλι κφβουσ. Ζτςι ξεπερνάμε το πλικοσ των ζξι αναπτυγμάτων για τα οποία μιλοφςαν τα 

κορίτςια. 

Τ : Άρα είναι πάνω από 6.. 

Ε : Και δε τουσ βρικαμε και όλουσ.. 

Κάνοντασ δοκιμζσ βρίςκουμε άλλουσ 3 ακόμθ διαφορετικοφσ τρόπουσ. Τα κορίτςια 

ςκζφτονται ότι επειδι ο κφβοσ ζχει ζξι ζδρεσ, αυτό ςθμαίνει ότι και τα διαφορετικά 

αναπτφγματα που κα δθμιουργοφν κφβο, κα είναι και αυτά 6. Το επιχείρθμα τουσ ιταν πωσ 

αν μετακινιςεισ τθ μία ζδρα 6 φορζσ κα ζχεισ όλα τα πικανά αναπτφγματα κφβου. Δεν 

ςκζφτθκαν ςυνδυαςτικζσ αλλαγζσ 2 ι και 3 εδρϊν ταυτόχρονα, οφτε ότι κάποιεσ αλλαγζσ 

μπορεί να μθν παριγαγαν καν ανάπτυγμα κφβου. Ακόμθ δε ςκζφτθκαν τισ περιπτϊςεισ που 

μία αλλαγι μπορεί να δθμιουργιςει ίδιο ανάπτυγμα με κάποιο προθγοφμενο, ςτο οποίο θ 

μόνθ αλλαγι είναι ο προςανατολιςμόσ. Θ απάντθςθ αυτι όμωσ είναι θ ςυνθκιςμζνθ και 

αναμενόμενθ αυκόρμθτθ απάντθςθ που κα δϊςει ο μακθτισ, προτοφ κάτςει να ςκεφτεί τι 

όντωσ πιςτεφει πωσ κα ςυμβεί. Ρροσ το τζλοσ τθσ διαδικαςίασ τα κορίτςια – αν και είχαν 

πολφ όρεξθ για τθν όλθ διαδικαςία – κουράςτθκαν. Δε κζλαμε να τισ κουράςουμε άλλο, 

κζλαμε όμωσ να δοφνε ότι, το ότι ο κφβοσ ζχει 6 ζδρεσ δε ςθμαίνει ότι και τα διαφορετικά 

του αναπτφγματα κα είναι τόςα. Γι’ αυτό τουσ ηθτιςαμε να κάνουν δοκιμζσ. Βρικαμε 3 

ακόμθ διαφορετικοφσ τρόπουσ – οι οποίοι κατζρριψαν το επιχείρθμα των 6 εδρϊν για το 

πλικοσ των αναπτυγμάτων – και ακόμα 2,3 τρόπουσ που ιταν ίδιοι με προθγοφμενεσ 

φορζσ. Αυτό ζκανε τα κορίτςια να δουν ότι δεν είναι τόςο απλό το να μετακινείσ αυκαίρετα 

ςυνδυαςμό εδρϊν. 

Στο παρακάτω απόςπαςμα, τα κορίτςια αςχολοφνται με τα αναπτφγματα δφο 

πυραμίδων. Θ Τ ζχει το ανάπτυγμα μιασ πυραμίδασ με τρίγωνθ βάςθ και θ Δ μία πυραμίδα 

με τετράγωνθ βάςθ. Μιλάω με τθν κάκε μία τουσ ξεχωριςτά και χαμθλόφωνα προκειμζνου 

μετά να ανταλλάξουν αναπτφγματα και να βρουν θ μία τθσ άλλθσ. 
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Ε : Μπορείτε να ςκεφτείτε ποιϊν ςτερεϊν αναπτφγματα είναι αυτά εδϊ; 

Δ : Εμζνα μου φαίνεται τετράγωνο  

Ε : Δθλαδι αν το κλείςουμε κα φτιάξει κφβο; 

Δ : Σίγουρα  όχι! Ζχει τριγωνάκια. 

Τ : Αυτό είναι..πυραμίδα. 

Ε : Τι βάςθ ζχει θ πυραμίδα αυτι; 

Τ : Με τρίγωνθ βάςθ. 

Ε : Ρολφ ωραία.. 

Δ : Α! Το βρικα! 

Ε : Για πεσ μου.  

Δ : Ρυραμίδα είναι. 

Ε : Με τι βάςθ; 

Δ : Τετράγωνθ!! 

Ε : Ρολφ ςωςτά 

Τα κορίτςια ανταλλάςουν αναπτφγματα και βρίςκουν με ευκολία και τα καινοφρια. 

Ε : Ωραία. Ρϊσ τα καταλαβαίνετε κορίτςια; Δθλαδι, πωσ καταλαβαίνετε τίνοσ 

ςχιματοσ είναι ζνα ανάπτυγμα, χωρίσ να το διπλϊςετε; 

Τ : Επειδι είχε τριγωνάκια.  

Ε : Δθλαδι το ότι ζχει τριγωνάκια ςασ βοθκάει να καταλάβετε ότι είναι πυραμίδεσ; 

Δ : Ε ναι. Είναι τα μόνα ςχιματα που ζχουν ςτο ανάπτυγμα τουσ τριγωνάκια. 

Στο ςθμείο αυτό ζχει ςθμαςία να προςζξουμε λίγο τα τελευταία ςχόλια και των δφο 

κοριτςιϊν. Εδϊ θ Δ λζει κάτι πολφ ςθμαντικό για τον τρόπο που δουλεφει. «Είναι το μόνο 

ςτερεό που ζχει ςτο ανάπτυγμα του τριγωνάκια». Και ςτθν ουςία το ίδιο πράγμα υπονοεί 

και θ Τ με τα λόγια τθσ.  Φαίνεται λοιπόν, ότι θ φπαρξθ των τριγϊνων ςτο ανάπτυγμα 

αποτελεί για τισ μακιτριεσ τθ χαρακτθριςτικι ιδιότθτα των αναπτυγμάτων των πυραμίδων. 
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Ζτςι, οι μακιτριεσ δε χρειάηεται να διπλϊςουν νοερά το ανάπτυγμα για να αναγνωρίςουν 

ςε ποιο ςτερεό ανικει, αλλά βαςίηονται αποκλειςτικά ςε δφο ιδιότθτεσ : ςτθν φπαρξθ των 

τριγωνικϊν εδρϊν και ςτο ςχιμα τθσ βάςθσ (τρίγωνο, τετράγωνο). Θ διαδικαςία αυτι είναι 

διαφορετικι από τθ διαδικαςία που είχε ακολουκιςει θ μακιτρια Α για αναγνωρίςει το 

ανάπτυγμα τθσ πυραμίδασ με τετράγωνθ βάςθ. Θ Α δεν είχε καταφζρει να αναγνωρίςει ότι 

πρόκειται για πυραμίδα, πριν διπλϊςει κανονικά το ανάπτυγμα. Το γεγονόσ αυτό ίςωσ 

δείχνει ότι δεν ζχουν όλοι οι μακθτζσ τον ίδιο τρόπο να αντιλαμβάνονται τα ςχιματα. Και οι 

τρεισ μακιτριεσ αναγνϊριηαν ιδιότθτεσ του ςχιματοσ που αφοροφςαν επιμζρουσ ςτοιχεία 

του (τισ ζδρεσ, 2D/3D), ωςτόςο ενϊ για τισ Δ και Τ αυτζσ αποτελοφςαν κακοριςτικό 

παράγοντα για το ςτερεό, κάτι που δεν ςυνζβαινε για τθν Α. 

 

 

3.4 Δραςτθριότθτα 3θ : Κυβάκια και Εμβαδόν 

Θ 3θ δραςτθριότθτα ςχετίηεται με το πζραςμα από τθ γεωμετρία του χϊρου (3D) ςτθ 

γεωμετρία του επιπζδου (2D). Με τθ δραςτθριότθτα αυτι αςχολικθκε μόνο θ ομάδα 1 

(δθλαδι ο μακθτισ Μ και θ μακιτρια Α). Για το λόγο αυτό θ δομι τθσ ανάλυςθσ δε κα είναι 

όπωσ ςτισ δραςτθριότθτεσ 1 και 2, αλλά κα γίνει μζςω τθσ ανάλυςθσ των κρίςιμων 

ςυμβάντων.  

 

3.4.1  Ανάλυςθ των αποτελεςμάτων τθσ Δραςτθριότθτασ 3 για τθν Ομάδα 1 

(Μακθτισ Μ και μακιτρια Α) 

Ξεκινϊντασ τθ δραςτθριότθτα αυτι με τθν ομάδα 1, δόκθκαν ςτουσ μακθτζσ κυβάκια 

και τουσ ηθτικθκε να τα αναγνωρίςουν : 

 



88 
 

Ε : Αρχικά παιδιά κζλω να μου πείτε τι ςχιμα είναι αυτά; (τα αντικείμενα πάνω ςτο 

τραπζηι) Από τθ μία τουσ πλευρά ζχουν μία τρφπα με ζνα καρφάκι, για να μποροφν 

να καρφϊνονται. Αλλά;.. 

Μ : Αυτά είναι όλα ςα ηάρια..Τι ςχιμα είναι αυτό…; 

Ε : Μμμ.. Τι ςχιμα ζχει ζνα ηάρι; 

Α : Να το πω; 

Μ : Ρεσ το! 

Ε : Για πεσ μασ.. 

Α : Τετράγωνο 

Ε : Ωραία.. Το τετράγωνο είναι.. 

Α : Ναι, βαςικά δεν είναι τετράγωνο.. 

Μ : Εξάγωνο!! 

Α : Πχι ρε.. 

Ε : Κατ’ αρχάσ, το ηάρι τι είναι; Είναι επίπεδο ςχιμα ι ςτερεό; 

Μ,Α : Στερεό 

Ε : Άρα, ζνα ςτερεό που «μοιάηει» με τετράγωνο, δε το λζμε τετράγωνο.. 

Α : Ναι..! το λζμε κφβο! 

Ε : Αχα.. Και τι ιδιότθτεσ ζχει ο κφβοσ; Ρϊσ καταλάβατε δθλαδι ότι είναι κφβοσ; 

Α : Γιατί είναι ςτερεό και ζχει… (ςκζφτεται για 2-3 δευτερόλεπτα) …ζξι μμμμ… 

Ε : Ζδρεσ; 

Α : Μμμ.. 

Ε : Ρλευρζσ; 

Α : Ζδρεσ, ζδρεσ!! Και αυτι, αυτι, αυτι και αυτι είναι ίςεσ και αυτι με αυτι ίςεσ.. 

Αλλά τότε.. όχι. Πλεσ είναι ίςεσ! 
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Ραρατθροφμε ότι και πάλι οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν μία παρομοίωςθ προκειμζνου να 

περιγράψουν το ςχιμα των αντικειμζνων που τουσ ζχουν δοκεί. Ραρομοιάηουν τα κυβάκια 

με ηάρια, ζνα αντικείμενο γνωςτό από τθν κακθμερινότθτα τουσ. Αυτό τουσ βοθκάει να 

δείξουν ότι ζχουν καταλάβει το ςχιμα του ςτερεοφ παρόλο που δε κυμοφνται τθν τυπικι 

του ονομαςία. Τελικά, μζςω τθσ παρομοίωςθσ αυτισ καταφζρνουν να φτάςουν και ςτθν 

τυπικι μακθματικι ονομαςία του ςτερεοφ. 

Ζνα άλλο χαρακτθριςτικό πρόβλθμα που εμφανίηεται και εδϊ είναι αυτό τθσ ςφγχυςθσ 

των μακθτϊν μεταξφ επίπεδων και ςτερεϊν ςωμάτων. Οι μακθτζσ εδϊ μπερδεφουν τθν 

ονομαςία του ςτερεοφ ςχιματοσ, με αυτιν του ςχιματοσ τθσ ζδρασ του. Το ίδιο ςυμβαίνει 

όμωσ ακόμα και με τα ςτοιχεία του ςτερεοφ. Ραρόλο που μιλοφν για ζδρεσ μπερδεφονται 

και τισ αναφζρουν ωσ πλευρζσ. 

Στθ ςυνζχεια ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να πάρουν 12 κυβάκια και να φτιάξουν με 

αυτά ζνα ςτερεό γνωςτοφ ςχιματοσ. Θ Α φτιάχνει ζνα ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο με  

μικοσ 3, πλάτοσ 2 και φψοσ 2 μονάδεσ.  

 

Τϊρα τουσ ηθτείται να ςκεφτοφν ότι τα κυβάκια που ζχουν είναι γλυκά και ότι κζλουμε 

να τα δομιςουμε με ζναν τζτοιο τρόπο ϊςτε αν κζλουμε να τα τυλίξουμε ςαν δϊρο, να 

χρθςιμοποιιςουμε το ελάχιςτο χαρτί περιτυλίγματοσ που μποροφμε. Οι μακθτζσ 

καταλιγουν ότι πρζπει να μετριςουν το εμβαδό τθσ επιφάνειασ του ςτερεοφ και όςο πιο 

μικρι είναι θ επιφάνεια, τόςο λιγότερο χαρτί κα χρειαηόμαςτε.   

Ε : Ωραία.. Σκεφτείτε ότι αυτό (το ςτερεό) είναι ζνα δϊρο. Ρεσ τε ότι τα κυβάκια του 

ςτερεοφ είναι γλυκά. Ωραία;  

Μ : Ναι 

Ε : Τα βάηουμε λοιπόν το ζνα πάνω ςτο άλλο με κάποιον τρόπο, όπωσ κάνατε και 

ςεισ εδϊ τϊρα, και κζλουμε να τα τυλίξουμε. Αλλά επειδι δεν ζχουμε πολφ χαρτί 
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περιτυλίγματοσ, κζλουμε να τα βάλουμε με ζναν τζτοιο τρόπο ϊςτε να τα 

τυλίξουμε με το λιγότερο δυνατό χαρτί. 

Σιωπι για μερικά δευτερόλεπτα. 

Ε : Τι ςθμαίνει να χρθςιμοποιιςω το λιγότερο δυνατό χαρτί; 

Μ : Σε χαρτί, τι χαρτί δθλαδι; 

Ε : Σε χαρτί περιτυλίγματοσ. Σκζψου ότι κζλεισ να το τυλίξεισ τφπου δϊρο. 

Μ : Ωραία.. Είναι εφκολο, το βρικα! Εγϊ άμα ικελα να τα τυλίξω και να χάλαγα όςο 

δυνατό χαρτί λιγότερο, κα ζβαηα το ζνα πάνω ςτο άλλο. Γιατί άμα είναι απλωμζνα 

πιάνουν περιςςότερο χϊρο. Ενϊ άμα είναι το ζνα πάνω ςτο άλλο ςυμφζρει 

περιςςότερο.  

Εδϊ φαίνεται μία εικαςία που κάνει ο μακθτισ Β. Αυτό που διακρίνεται από τθν εικαςία 

αυτι είναι ότι μάλλον αυτό που ζχει ςτο μυαλό του ο Μ δεν είναι το εμβαδό τθ επιφάνειασ 

όλου του ςχιματοσ, αλλά μόνο τθσ βάςθσ του. Ραρόλα αυτά δε του ζγινε κάποια 

επεξιγθςθ, γιατί ςκοπόσ ιταν αν είναι δυνατό, να το αντιλθφκεί μόνοσ του μζςα από τθ 

διαδικαςία που ακολουκοφςε.  

Ε : Ρολφ ωραία. Ασ μετριςουμε λοιπόν τθν επιφάνεια αυτοφ του ςχιματοσ. 

Α : 1,2,3,..,6. (Μετράει το εμβαδόν τθσ πάνω ζδρασ του ςτερεοφ) 

Μ : 12.  

Α : Κάτςε ρε ςυ. Πχι. 

Μ : Κάτςε. Είναι από 1 το κακζνα και είναι 12 κυβάκια. 

Α : Πχι. Είναι 6..9..10..11..ναι 12.. (Μετράει το εμβαδό μόνο τθσ πάνω ζδρασ και τθσ 

βάςθσ του ςτερεοφ) 

Ε : Για δείξε μου ξανά πωσ τα μζτρθςεσ. 

Η Α τα ξαναμετράει, αλλά με κάπωσ άτακτθ ςειρά με αποτζλεςμα να μθ μπορεί να 

ςυνειδθτοποιιςει τι ζχει μετριςει και τι όχι. 

Μ : Κάτςετε ρε παιδιά. Αν υποκζςουμε ότι το κάκε κυβάκι ζχει 1 (εννοεί το εμβαδό 

τθσ βάςθσ του) , τότε όλα μαηί ζχουν 12. 
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Ε : Δεν τα ζχεισ όμωσ όλα ςτθ ςειρά. Επίςθσ, το εμβαδόν είναι μόνο αυτό τθσ μιασ 

ζδρασ; 

Η Α ςυνεχίηει να προςπακεί και να μετράει. Τϊρα όμωσ μετράει οργανωμζνα. Μια 

μία τισ ζδρεσ. 

Μ : 48; 

Α : Πχι. Εμμ.. Μιςό λεπτό. 32. 

Ε : 32.. Γιατί; Για εξιγθςε το. 

Α : Λοιπόν! Αν μετριςουμε από κάκε κυβάκι τθ κάκε μεριά, το γφρω γφρω, βγαίνει 

10 κάτω, 10 πάνω, και αν μετριςουμε και το άλλο βγαίνει και το πάνω 6 και το 

κάτω 6. 

Εδϊ θ Α όταν λζει πάνω και κάτω ςτο γφρω-γφρω εννοεί τισ πλαϊνζσ ζδρεσ του 

ςτερεοφ , θ κάκε μία εκ των οποίων αποτελείται από 2 ςειρζσ κφβων, τθν πάνω και 

τθν κάτω. Όταν λζει πάνω και κάτω, εννοεί τθν πάνω ζδρα του ςτερεοφ και τθ βάςθ 

του. 

 

Στο ςθμείο αυτό παρατθροφμε τα εξισ :  

 Ο Μ δεν ζχει ακόμθ κατανοιςει τθ διαδικαςία τθσ μζτρθςθσ του εμβαδοφ. Αντί να 

μετράει τθν εξωτερικι επιφάνεια του ορκογωνίου παραλλθλεπιπζδου, μετρά τθν 

εξωτερικι επιφάνεια των 12 μικρϊν κφβων που το απαρτίηουν (Ολικι επιφάνεια 

του ενόσ μικροφ κφβου: 6. Οι κφβοι που απαρτίηουν το ςτερεό είναι 12. Άρα: 

12x6=72). 

 Θ Α ζχει κατανοιςει τθ διαδικαςία και αυτό που κάνει είναι να μετρά τθν επιφάνεια 

του ςτερεοφ. Ξεκινάει κάπωσ ανοργάνωτα, μετρϊντασ τα κυβάκια με τυχαία ςειρά. 

Ωςτόςο μετά από λίγο θ μζκοδοσ τθσ οργανϊνεται και πλζον μετράει το εμβαδό 

τθσ κάκε ζδρασ ξεχωριςτά. Θ Α κακόλθ τθ διάρκεια τθσ δραςτθριότθτασ καταφζρνει 

να περάςει μζςα από διάφορα επίπεδα ςυλλογιςμοφ μζτρθςθσ του εμβαδοφ ενόσ 

ςτερεοφ, όπωσ τα ζχει ορίςει ο Battista (2007). Ξεκινάει από το Επίπεδο 1 

μετρϊντασ με τυχαία ςειρά τα τετράγωνα που απαρτίηουν τθν επιφάνεια του 

ςτερεοφ, αλά ςιγά-ςιγά οργανϊνει τθ μζκοδο τθσ μετρϊντασ με ςυγκεκριμζνθ 
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ςειρά (επίπεδο 2). Καταφζρνει να φτάςει μζχρι και το επίπεδο 4, ζχοντασ πια 

διαμορφϊςει τθ ςτρατθγικι που ακολουκεί για τθ μζτρθςθ του εμβαδοφ. 

     Στθ ςυνζχεια ηθτείται από τουσ μακθτζσ να πάνε ζνα βιμα παραπζρα 

δθμιουργϊντασ άλλα ςτερεά και υπολογίηοντασ τα εμβαδά τουσ, προκειμζνου να 

δοφμε πιο είναι αυτό με τθ μικρότερθ επιφάνεια. 

Ε : Μάλιςτα. Άρα ςα ςφνολο, 32. Το ςθμειϊνω εδϊ για να το κυμόμαςτε. Για  

φτιάξε τϊρα Μ ζνα άλλο ςτερεό όπωσ εςφ υποςτθρίηεισ ότι κα ζχει το μικρότερο 

εμβαδό. Αυτό που μου πεσ πριν, ότι κα τα ζβαηεσ το ζνα πάνω ςτο άλλο. 

Μ : Ναι.. Το μικρότερο εμβαδό; 

Ε : Ναι 

Μ : Κατάλαβα 

Ο Μ παίρνει κάποιο χρόνο για να φτιάξει το ςτερεό. 

Ε : Εςφ πριν τι μου είπεσ Μ;  Πτι αν τα βάλουμε το ζνα πάνω ςτο άλλο, γιατί κα ζχει 

μικρότερο εμβαδό; 

Μ : Γιατί δε κα ζχει οφτε γφρω γφρω..κα ναι το ζνα πάνω ςτο άλλο. 

Α : Ναι ε..; 

Μ : Εκτόσ αν πάρουμε το κάκε ζνα ξεχωριςτά. Αλλά αυτό δε κα χει νόθμα. 

Ο Μ ςυνεχίηει να ςυναρμολογεί το ςτερεό του. 

Α : Κζλουμε δθλαδι τϊρα κάτι μικρότερο από 32 ζτςι; 

Ε : Ναι.. Αφοφ κζλουμε να βροφμε το μικρότερο εμβαδό. 

Μετά από μερικά δευτερόλεπτα το ςτερεό είναι ζτοιμο. 

Μ : Ζτοιμο. 

(Το ςτερεό που ζφτιαξε ο Μ φαίνεται ςτθν επόμενθ ςελίδα) 
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Ε : Ωραία, μπορείσ να βρεισ το εμβαδόν. Α πιάςε κι εςφ να δεισ τι ζφτιαξε. 

Α : Ναι.. Να μετριςω εγϊ το εμβαδόν; 

Μ : Ναι 

Α : 1,2,3,4,…,12 εντάξει;  

      12 κι από δϊ. 24.  

      12 κι από δϊ, 36.  

      Κι από δω 12, 48. Εντάξει;  

      Κι από δω 1..49.  

      Και κάτω 1.. 50!!! 

       

Ε : Μ, γιατί πίςτευεσ ότι κα ζχει μικρότερο εμβαδόν αυτό το ςτερεό; Επειδι είναι το 

ζνα πάνω το άλλο; 

Μ : Ναι. 

Ε : Γιατί; Πντωσ αυτό το ςτερεό ζχει μικρότερο εμβαδό ςε ςχζςθ με το 

προθγοφμενο, ποφ όμωσ; 

Ο μακθτισ Μ ζχει μπερδευτεί και δε μπορεί να απαντιςει. Τον διευκολφνουμε κάνοντασ 

του κάποιεσ επιπλζον ερωτιςεισ, χρθςιμοποιϊντασ ζνα παράδειγμα από τθν κακθμερινι 

του ηωι. Αυτό το κάνουμε διότι ο Μ είναι ζνασ μακθτισ που χρθςιμοποιεί ζντονα τισ 

παρομοιϊςεισ ςτθ Γεωμετρία. Συνεπϊσ κάτι τζτοιο μάλλον κα τον βοθκοφςε, κάτι που 

όντωσ ςυνζβθ. 
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Ε : Δθλαδι αν το ςτερεό αυτό ιταν ζνα κτίριο που ικελεσ να κτίςεισ, τι κα κζρδιηεσ 

ςε εμβαδό ςτο δεφτερο ςχιμα ςε ςχζςθ με το πρϊτο; 

Μ : Κα ζπιανεσ λιγότερο χϊρο..ςτο πάτωμα. Και γφρω-γφρω δθλαδι. Κα τανε 

μακρόςτενο. 

Ε : Κα ικελεσ δθλαδι μικρότερο οικόπεδο ασ ποφμε. 

Μ : Ακριβϊσ! 

Συνεχίηοντασ με τθ δραςτθριότθτα, οι μακθτζσ προςπακοφν να βρουν άλλα ςτερεά που 

να ζχουν εμβαδό μικρότερο από 32. Τελικά καταλιγουν ότι δεν υπάρχει τζτοιο ςτερεό, 

μζςα από δοκιμζσ που κάνουν. Το ςθμαντικό ςτο ςθμείο αυτό είναι ότι και οι δφο μακθτζσ 

φαίνεται να κεωροφν διαφορετικό ζνα ςτερεό το οποίο ςτθν πραγματικότθτα είναι ίδιο με 

το προθγοφμενο που είχαν φτιάξει, απλά με αλλαγμζνο προςανατολιςμό. Στθ ςυνζχεια 

όμωσ καταφζρνουν να ξεπεράςουν το εμπόδιο αυτό χρθςιμοποιϊντασ κάποιεσ ιδιότθτεσ 

του ςτερεοφ (μικοσ, πλάτοσ, φψοσ). 

Α : Δε γίνεται να είναι μικρότερο από 32.. 

Ε : Γιατί το λεσ αυτό; 

Α : Μιςό να δω.. Ζφτιαξα αυτό..Αλλά δε νομίηω να βγαίνει. 

Εδϊ θ Α ζχει φτιάξει ζνα ςτερεό ίδιο ακριβϊσ με το πρϊτο που είχε φτιάξει, απλά 

με διαφορετικό προςανατολιςμό. 
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Ε : Για να δοφμε. 

Α : 1,2,3,4,5,6,7,8, και άλλα 8, 16, κι άλλα 8,  24 δε κάνει; 

Ε : Ναι 

Α : Και 4..28 και 4..32. Πχι, δε βγαίνει λιγότερο. 

Ε : Για να ςκεφτοφμε λίγο. Αυτό το ςχιμα που ζφτιαξεσ τϊρα τι ςχζςθ ζχει με το 

πρϊτο που ζφτιαξεσ;  

Α : Είναι διαφορετικό! 

Ε : Γιατί είναι διαφορετικό; 

Α : Μμμ… 

Ε : Για να δοφμε τισ διαςτάςεισ του. 

Α :  Μμμ.. Είναι ίδιο. 

Ε : Είναι ίδιο που απλά του ζκανεσ μια τοφμπα ε; 

Α : Χαχαχαχαχα ναι. Το φψοσ του είναι 3, το μικοσ 2 και το πλάτοσ πάλι το ίδιο 

(εννοεί πωσ και το πλάτοσ είναι 2) 

Μ : Να δοκιμάςω κάτι κι εγϊ; 

Ε : Αμζ, να δοκιμάςεισ 

Α : Δε βγαίνει με λιγότερο. 

Μ : Τϊρα δε κυμάμαι… Μπορεί να βγει και περιςςότερο. Αν τα βάλουμε όλα ζτςι 

(Φαίνεται να εννοεί οριηόντια, το ζνα δίπλα ςτο άλλο ςε μία ςειρά) ςτθ ςειρά τι κα 

βγει; 

Ε : Αν τα βάλεισ όλα ζτςι, είναι διαφορετικό από αυτό που ζκανεσ πριν; 

Μ : Πχι, όχι δεν εννοϊ το ζνα δίπλα ςτο άλλο όλα μαηί ςε μια οριηόντια γραμμι. 

Αυτά τα 3 δίπλα και τα άλλα 3 δίπλα.. 

Ε : Δεν καταλαβαίνω. Για φτιάξ’ το.. 

Μ : Ανά τρία.. 
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Α : Μα αυτό δε κάναμε και πριν; 

Ε : Ναι αλλά.. 

Μ : χωρίσ να υψϊςω από πάνω. Πλα ςτο ίδιο επίπεδο. Πχι από πάνω. 

Α : Ράλι το ίδιο δε κα βγει;  (εννοεί το εμβαδό) Και νομίηω μπορεί να βγει και 

παραπάνω. 

Ε : Για να δοφμε αν βγαίνει το ίδιο. 

 

Α : Λοιπόν, είναι 1,2,3,4,5,6,…11,12, εντάξει; 

Ε, Μ : Ναι 

Α : 13,14,….,37,38! 

Μ : Αν το κάναμε με τζςςερα – τρία. (εννοεί να φτιάχναμε το ςχιμα με 3 τετράδεσ 

αντί για 4 τριάδεσ) 

Α, Μ : Το ίδιο κα βγει.. 

Ανακεφαλαιϊνοντασ με τουσ μακθτζσ, κατζλθξαν ςτα εξισ ςυμπεράςματα : 

Ε : Άρα με 12 κυβάκια πόςα ςτερεά είδαμε ότι μποροφμε να φτιάξουμε; 

Α : 3,4.. Ναι, και το μικρότερο που μποροφμε να βγάλουμε είναι 32.. 

Ε : Και εκείνο που είχεσ πει Μ ότι μικρότερο εμβαδό ζχει όταν τα βάλουμε το ζνα 

πάνω ςτο άλλο; 

Μ : Χαχαχα.. Αυτό μάλλον ιςχφει όταν κζλω να χτίςω ζνα ςπίτι αλλά είμαι άτυχοσ 

και ζχω μικρό οικόπεδο!!! Χαχαχαχαχα Μπερδεφτθκα γιατί ςυνικωσ όταν λζμε 

εμβαδό εννοοφμε τον τόπο που πιάνει κάτω. 
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Πςον αφορά τον τρόπο μζτρθςθσ του εμβαδοφ τθσ επιφάνειασ των ςτερεϊν, όταν τουσ 

ρωτιςαμε γιατί δε χρθςιμοποίθςαν τθ μζκοδο που ζχουν μάκει ςτο ςχολείο 

(πολλαπλαςιαςτικό και ακροιςτικό κανόνα), μασ είπαν πϊσ δε το ςκζφτθκαν αλλά ότι 

τελικά θ μζκοδοσ εκείνθ κα ιταν μάλλον πιο χριςιμθ και βολικι αν είχαμε να μετριςουμε 

ςτερεά που αποτελοφνταν από πάρα πολλά κυβάκια διότι διαφορετικά, αν ακολουκοφςαν 

τθ μζκοδο που ακολοφκθςαν τϊρα, μάλλον κα ζχαναν το μζτρθμα. 

 

 

3.5 Δραςτθριότθτα 4θ : Τομζσ ςε Στερεά – Δθμιουργία επίπεδων 

ςχθμάτων 

Θ 4θ αυτι δραςτθριότθτα ςχετίηεται με το πζραςμα από τθ γεωμετρία του χϊρου (3D) 

ςτθ γεωμετρία του επιπζδου (2D), όπωσ ςυνζβαινε και με τθν 3θ δραςτθριότθτα. Με τθ 

δραςτθριότθτα αυτι αςχολικθκε μόνο ο μακθτισ Β. Για το λόγο αυτό θ δομι τθσ ανάλυςθσ 

δε κα είναι όπωσ ςτισ δραςτθριότθτεσ 1 και 2, αλλά κα γίνει μζςω τθσ ανάλυςθσ των 

κρίςιμων ςυμβάντων. Ο μακθτισ Β είναι από τουσ μακθτζσ που δε χρθςιμοποιοφν ζντονα 

τισ χειρονομίεσ ι τθ τισ παρομοιϊςεισ για να περιγράψουν αυτό που κζλουν να πουν. Αυτό 

φάνθκε και ςτθν παροφςα δραςτθριότθτα, αφοφ τζτοιου είδουσ εκφράςεισ εμφανίςτθκαν 

ςε πολφ μικρό βακμό και αφοροφςαν κυρίωσ χειρονομίεσ που περιορίςτθκαν μόνο ςτθν 

περιγραφι του τρόπου κοπισ του πυλοφ. 

Θ απτικι εξερεφνθςθ χρθςιμοποιικθκε από το μακθτι για τθν κατανόθςθ του ςχιματοσ 

του πυλοφ και για των τομϊν, ςε ςυνδυαςμό με τισ ιδιότθτεσ των ςχθμάτων αυτϊν.  

Θ δομι τθσ ανάλυςθσ τθσ δραςτθριότθτασ αυτισ, κα γίνει μζςω τθσ ανάλυςθσ των 

κρίςιμων ςυμβάντων. 

 

3.5.1  Ανάλυςθ των αποτελεςμάτων τθσ Δραςτθριότθτασ 4 για το μακθτι Β 

Στο παρακάτω απόςπαςμα ο μακθτισ Β, με τθν βοικεια τθσ ερευνιτριασ, δθμιουργεί 

τομζσ ςτον πυλό, αφοφ αρχικά ζχει αναγνωρίςει ότι ζχει ςχιμα ορκογωνίου 

παραλλθλεπιπζδου. 
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Ε : Λοιπόν, κόψε τον πυλό όπωσ κεσ εςφ. 

Ο Β βάηει το μαχαίρι ςτον πυλό με τον τρόπο που ζχει ςκεφτεί. Ωςτόςο, ο πυλόσ 

είναι αρκετά ςκλθρόσ για να κοπεί με πλαςτικό μαχαιράκι. Γι αυτό θ ερευνιτρια του 

ηθτάει να περιγράψει πωσ κζλει να το κόψει προκειμζνου να τον βοθκιςει. 

Ε : Οκ. Ζτςι το κεσ; Εντάξει.. Δωσ μου το χζρι ςου. Αυτι εδϊ είναι θ τομι που 

διάλεξεσ να κάνουμε. Τι ςχιμα ζχει; 

Β : Ραραλλθλόγραμμο; 

Ε : Αχα.. Τι παραλλθλόγραμμο; 

Β : Ορκογϊνιο. 

Ε : Γιατί; Γιατί δθλαδι να είναι ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο και όχι 

παραλλθλόγραμμο ςκζτο; 

Β : Γιατί θ μία του πλευρά με τθν άλλθ είναι ίςθ (μου δείχνει τισ δφο απζναντι 

παράλλθλεσ πλευρζσ τθσ τομισ) 

Ε : Ααα οκ. Αλλά αυτό κάνει ςτο ςχιμα ςου παραλλθλόγραμμο..  

Β : Γιατί οι γωνίεσ ςχθματίηουν 90 μοίρεσ 

Ε : Γιατί; 

Β : Γιατί όπωσ κόψαμε εδϊ αυτι τθ τομι, δθμιουργικθκε αυτι θ γωνία.. (μου 

δείχνει τθ μία από τισ ορκζσ γωνίεσ τθσ τομισ) 

Ε : Δθλαδι κα μποροφςαμε να κάνουμε τθν τομι με κάποιον διαφορετικό τρόπο 

δθμιουργϊντασ πάλι παραλλθλόγραμμο αλλά που δε κα είναι ορκογϊνιο; 

Β : (Με διςταγμό) Νομίηω πωσ όχι. 

Ε : Γιατί; 

Β : Γιατί ιδθ ο πυλόσ ιτανε ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο. Ππωσ και να το κόψεισ 

κα ζχει πάντα το ίδιο ςχιμα (ορκ. παραλ/μο), απλά ςε μικρότερθ μορφι. 

Εδϊ ο Β λζει ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο αλλά αυτό που εννοεί είναι ορκογϊνιο 

παραλλθλεπίπεδο. Εδϊ για ακόμα μία φορά φαίνεται ζνα από τα βαςικότερα προβλιματα 

που αντιμετωπίηουν οι τυφλοί μακθτζσ ςτο μάκθμα τθσ Γεωμετρίασ, θ διαφορά μεταξφ 
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επίπεδων και ςτερεϊν ςχθμάτων και οι ονομαςίεσ τουσ. Βζβαια, θ ςφγχυςθ αυτι δε 

ςυναντάται μόνο ςτθν περίπτωςθ των μακθτϊν με προβλιματα όραςθσ, αλλά και ςτθν 

περίπτωςθ των βλεπόντων μακθτϊν. 

Ε : Μάλιςτα.. Αν τϊρα κόψω τον πυλό ζτςι, τι ςχιμα ζχει θ τομι; 

Επειδι για ζναν τυφλό μακθτι είναι δφςκολο να κόψει τον πυλό όπωσ το φαντάηεται 

λόγω τθσ ςκλθρότθτασ του πυλοφ και τθσ ευκαμψίασ των πλαςτικϊν μαχαιριϊν, θ 

ερευνιτρια αλλάηει τακτικι και αποφαςίηει να κάνει εκείνθ τισ τομζσ. 

Β : Τρίγωνο! 

Ε : Τί άλλθ τομι κα μποροφςα να κάνω ςε ζνα ορκ. παραλλθλόγραμμο; Κα 

μποροφςα να του κάνω άλλο ςχιμα τομι; 

Β : Μμμ.. Τρίγωνο κάναμε. Τετράγωνο! 

Ε : Ρϊσ κα μποροφςα να δθμιουργιςω τετράγωνθ τομι; 

Β : Κα κόψουμε ζτςι.. 

Ε : Οκ. Ζτςι κα κόψεισ πάλι ζνα ολόκλθρο κομμάτι – τφπου ψωμί – όπωσ ςτθν αρχι. 

Β : Πχι τότε. Κα βγει παραλ/μο. 

Ε : Τότε πϊσ; 

Β : Κα πάμε εδϊ και κα κόψουμε ζνα τετράγωνο! 

Ε : Ρϊσ κα το κάνουμε αυτό; Επειδι ζτςι μασ αρζςει; Το πρόβλθμα μασ είναι ότι 

πρζπει να το κάνουμε με μόνο μια μαχαιριά. 

Β : Χαχαχαχαχα μμμ ναι.. 

Ε : Ωραία. Ασ το ςκεφτοφμε ανάποδα. Το τετράγωνο..τί ιδιότθτεσ ζχει; 

Β : Ζχει όλεσ του τισ πλευρζσ ίςεσ. 

Ε : Ρολφ ςωςτά. Άρα αυτό που πρζπει να κάνουμε, είναι μία τομι με 4 πλευρζσ 

ίςεσ. 

Β : Ναι.. 
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Όμωσ ο Β δυςκολεφεται αρκετά με τθν περίπτωςθ τθσ τετράγωνθσ τομισ και για το 

λόγο αυτό ςταματάμε τθ διαδικαςία. Δεν υπιρχε λόγοσ να τθ ςυνεχίςω με αυςτθρι 

κακοδιγθςθ. 

 

Στο απόςπαςμα αυτό βλζπουμε κάτι πολφ ενδιαφζρον : Το ςυλλογιςτικό πζραςμα του 

μακθτι Β από ζνα ςχιμα τριϊν διαςτάςεων ςε ζνα ςχιμα δφο διαςτάςεων. Αυτό ςυμβαίνει 

πολφ ζντονα εκεί που ο μακθτισ εξθγεί για ποιο λόγο θ τομι που ζχει δθμιουργιςει δεν 

είναι ζνα απλό παραλλθλόγραμμο, αλλά ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο. Στο ςθμείο 

αυτό ο μακθτισ μεταφζρει τθν ιδιότθτα του ςτερεοφ ςε αντίςτοιχθ ιδιότθτα του επίπεδου 

ςχιματοσ. Εξθγεί ότι από τθ ςτιγμι που το ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο ζχει κάκετεσ 

ζδρεσ, αυτό ςθμαίνει ότι οποιαδιποτε παραλλθλόγραμμθ τομι και να πάρουμε αυτι κα 

είναι και ορκογϊνια. Φυςικά, ο μακθτισ δεν αιτιολογεί τόςο αναλυτικά και τεκμθριωμζνα 

τθν απάντθςθ του και μπορεί ακόμα και να εκφράηεται με λάκοσ λζξεισ καμιά φορά. 

Ωςτόςο, αυτό που κζλει να πει είναι αυτό που γράψαμε παραπάνω και είναι ιδιαίτερα 

ςθμαντικό. 
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Κεφάλαιο 4 – ΣΥΜΡΕΆΣΜΑΤΑ 

 

Στο ςθμείο αυτό παρουςιάηουμε μια ςφνοψθ των αποτελεςμάτων ςε ςχζςθ με τα 

ερευνθτικά μασ ερωτιματα. Αρχικά κα παρουςιάςουμε κάποια ςυμπεράςματα ανά 

δραςτθριότθτα και εν ςυνεχεία γενικότερα ςυμπεράςματα που ςυςχετίηουν τισ πτυχζσ 

όλων των δραςτθριοτιτων μεταξφ τουσ. 

 

4.1  Βαςικά ευριματα 

Στθν 1θ Δραςτθριότθτα οι μακθτζσ/μακιτριεσ αςχολικθκαν με το πζραςμα από τθ 

γεωμετρία του επιπζδου ςτθ γεωμετρία του χϊρου. Μζςα από τθν περιςτροφι επίπεδων 

ςχθμάτων γφρω από ςτακερό άξονα, διερεφνθςαν τθ δθμιουργία νοθτϊν ςτερεϊν 

ςωμάτων. Μζςα από τθ διαδικαςία αυτι φάνθκαν κάποιεσ ςτρατθγικζσ που ακολοφκθςαν 

οι μακθτζσ. 

Ρριν αναφερκοφμε ςτισ παρατθριςεισ που κάναμε ςε αυτι κακεαυτι τθ διαδικαςία τθσ 

δραςτθριότθτασ, κα μιλιςουμε λίγο τουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ οι μακθτζσ/τριεσ 

αναγνϊριςαν τα επίπεδα ςχιματα που τουσ δϊκθκαν, μζςω τθσ αφισ. Θ μακιτρια Τ, όπωσ 

και θ Α, αναγνωρίηει εφκολα ότι το ςχιμα το οποίο ζχει ςτα χζρια τθσ είναι ζνα τρίγωνο. 

Ωςτόςο, δυςκολεφεται να αναγνωρίςει ότι το τρίγωνο αυτό είναι ορκογϊνιο. Ρροςπακοφν 

να καταλιξει ςτο τι τρίγωνο είναι αυτό που τθσ ζχει δοκεί, όχι αναγνωρίηοντασ το άμεςα, 

αλλά ζμμεςα μζςω μιασ διαδικαςίασ αποκλίςεωσ κάποιων πιο εφκολα αναγνωρίςιμων 

επιλογϊν (όπωσ  οι ίςεσ πλευρζσ του ιςοςκελοφσ ι του ιςόπλευρου τριγϊνου). Τελικά 

καταλιγει ότι το τρίγωνο μάλλον κα είναι ορκογϊνιο. Ραρόλα αυτά, δεν ζχει αναγνωρίςει 

κάποια ορκι γωνία ςτο τρίγωνο. Απλά είναι θ μόνθ επιλογι γνωςτοφ τριγϊνου με 

ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ, θ οποία τθσ ζχει απομείνει αφοφ ζχει αποκλείςει αυτό να είναι 

ιςοςκελζσ ι ιςόπλευρο. Από τα περιςτατικά αυτά φαίνεται να είναι για τουσ μακθτζσ πιο 

εφκολο να αναγνωρίςουν ιδιότθτεσ των πλευρϊν παρά των γωνιϊν ενόσ τριγϊνου. 

Φαίνεται δθλαδι να είναι πιο εφκολο να αναγνωρίςουν ίςεσ πλευρζσ απ’ ότι μια ορκι 

γωνία. Αυτό για ζναν βλζποντα δεν είναι τόςο αυτονόθτο. Το μικοσ μιασ πλευράσ είναι ζνα 

μζγεκοσ εφκολα μετριςιμο για ζναν τυφλό μακθτι, π.χ. το μικοσ μιασ πλευράσ μπορεί να 

μετρθκεί με τα δάχτυλα. Αντίκετα, θ γωνία δεν είναι δυνατό να μετρθκεί. Το μόνο που 

μπορεί να οδθγιςει ζναν τυφλό μακθτι ςτο να αντιλθφκεί ότι μία γωνία είναι ορκι, είναι 
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να καταλάβει πρϊτα ότι οι πλευρζσ ςτισ οποίεσ περιζχεται τζμνονται κάκετα ςτθν κορυφι 

τθσ γωνίασ. Κάτι τζτοιο όμωσ απαιτεί ζντονα ανεπτυγμζνθ αίςκθςθ τθσ αφισ και τθσ 

απτικισ αντίλθψθσ, αλλά ίςωσ και κάποια πείρα/εξοικείωςθ με γεωμετρικά ςχιματα.  

Θ Α είναι μία μακιτρια τθσ Β’ Γυμναςίου με ανεπτυγμζνθ τθν αίςκθςθ τθσ αφισ ενϊ θ Τ 

είναι μία μακιτρια τθσ Β’ Λυκείου ςτθ Κεωρθτικι κατεφκυνςθ, θ οποία ποτζ δεν είχε – 

όπωσ θ ίδια είπε – καλι ςχζςθ με τα μακθματικά. Αντίκετα, ο Μ και ο Β που κατάφεραν 

αμζςωσ να αναγνωρίςουν το ορκογϊνιο τρίγωνο εντοπίηοντασ εξ αρχισ τθν ορκι του 

γωνία, είναι μακθτζσ τθσ Γ’ Λυκείου που ζχουν ακολουκιςει τθ Κετικι κατεφκυνςθ. Μςωσ 

λοιπόν ςε κάποιο ποςοςτό θ διαφορά αυτι ςτθ δυςκολία αναγνϊριςθσ του ορκογωνίου 

τριγϊνου, μεταξφ των Α, Τ και Μ, Β, να οφείλεται ςτο ότι θ απτικι εμπειρία των δεφτερων 

ςε ςχζςθ με τισ πρϊτεσ είναι μεγαλφτερθ και ςυνεπϊσ και θ εξοικείωςθ τουσ με τζτοια 

ςχιματα επίςθσ μεγαλφτερθ. Φυςικά δφο μόνο περιπτϊςεισ δε μποροφν να μασ οδθγιςουν 

ςε κάποιο αςφαλζσ ςυμπζραςμα. Θ παραπάνω ςκζψθ είναι απλϊσ μια εικαςία προσ 

διερεφνθςθ. Επίςθσ, ασ μθν ξεχνάμε ότι οι Α και Τ ςτεροφνται πλιρωσ οράςεωσ ενϊ οι Μ 

και Β μποροφν να δουν ςε κοντινι απόςταςθ ςε κάποιο αρκετά ςθμαντικό ποςοςτό. 

Μιπωσ λοιπόν οι μακθτζσ αυτοί  βοθκικθκαν και από τθν κάποια όραςθ τουσ, ςτθν 

αναγνϊριςθ του ςχιματοσ; Πλα τα παραπάνω ερωτιματα φυςικά δεν είναι δυνατό να 

απαντθκοφν ςτθν παροφςα διπλωματικι εργαςία. Αυτό ςυμβαίνει κυρίωσ λόγω του μικροφ 

αρικμοφ μακθτϊν που ςυμμετείχαν ςτθν ζρευνα αυτι. Αποτελοφν όμωσ ζναυςμα για 

περαιτζρω μελλοντικι ζρευνα επί του κζματοσ. 

Θ Δ είναι μία μακιτρια τθσ Α’ Γυμναςίου. Είναι ζνα χαριςματικό και ταλαντοφχο παιδί 

ςτα μακθματικά, με ζντονα ανεπτυγμζνθ τθν αίςκθςθ τθσ αφισ αλλά και απτικι αντίλθψθ. 

Δυςτυχϊσ, δεν είναι χαρακτθριςτικό παράδειγμα μακθτι τθσ Α’ Γυμναςίου με προβλιματα 

όραςθσ, αλλά μια ζκπλθξθ για τισ δυνατότθτεσ που μπορεί να ζχει ζνασ τζτοιοσ άνκρωποσ 

παρόλο που ςτερείται τθσ βαςικισ αίςκθςθσ (όραςθ) που κρατά τισ απαντιςεισ ςε 

ερωτιςεισ μακθματικοφ περιεχομζνου, όπωσ οι δικζσ μου. Ραρόλα αυτά, το να ςυηθτάει 

κανείσ με μία τζτοια μακιτρια αποτελεί μία μοναδικι ευκαιρία για να δει κανείσ τουσ 

τρόπουσ με τουσ οποίουσ ςκζφτονται και δρουν τυφλοί μακθτζσ. Και φυςικά αυτό είναι 

κάτι πολφ ςθμαντικό και ενδιαφζρον, αφοφ θ χριςθ τουσ μπορεί να βοθκιςει κι άλλουσ 

μακθτζσ να εξοικειωκοφν περιςςότερο  και πιο εφκολα με τθ Γεωμετρία. Βζβαια, θ 

ςυηιτθςθ με ζνα παιδί τόςο χαριςματικό, παρόλο το πρόβλθμα που αντιμετωπίηει, 

προκαλεί από μόνθ τθσ ευχαρίςτθςθ και ενκουςιαςμό πζρα από τα μακθματικά.  

Πςον αφορά τθ διαδικαςία τθσ περιςτροφισ των ςχθμάτων, παρατθριςαμε τον 

διαφορετικό τρόπο με τον οποίο οι μακθτζσ τθ διαχειρίηονταν. Κάποιοι από αυτοφσ 
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επζλεγαν να περιςτρζψουν για λίγο το ςχιμα και ςτθ ςυνζχεια να ςταματιςουν τθν 

περιςτροφι και να οραματιςτοφν το ςτερεό που δθμιουργοφνταν, κάνοντασ τθν 

περιςτροφι του μία εικόνα ςτο μυαλό τουσ. Ζνασ άλλοσ μακθτισ επζλεξε να περιςτρζφει 

ενδελεχϊσ το ςχιμα μζχρι να βρει το ςτερεό που δθμιουργοφνταν. Για το μακθτι αυτό, το 

ςταμάτθμα τθσ περιςτροφισ κα τον εμπόδιηε να δθμιουργιςει τθν εικόνα που αναφζραμε 

παραπάνω. Το κοινό ςτοιχείο ςε όλεσ τισ περιπτϊςεισ ιταν θ απτικι εξερεφνθςθ του 

νοθτοφ ςτερεοφ που δθμιουργοφνταν. Πλοι οι μακθτζσ ζπιαναν το ςχιμα κατά τθν 

περιςτροφι του, κακϊσ και το ίχνοσ που εκείνο άφθνε νοθτά πάνω ςτο γραφείο 

ςχθματίηοντασ τθ βάςθ του ςτερεοφ. Μάλλον αυτόσ είναι και ο λόγοσ που όλοι οι μακθτζσ 

ξεκίνθςαν από τθ βάςθ του ςτερεοφ. Ο διαφορετικόσ όμωσ τρόποσ περιςτροφισ που 

διάλεγαν οι μακθτζσ είχε ςαν αποτζλεςμα να οπτικοποιοφν το ςτερεό με διαφορετικό 

τρόπο. Αυτό ςθμαίνει ότι πικανότατα ο διαφορετικόσ τρόποσ περιςτροφισ ιταν που 

οδιγθςε τουσ μακθτζσ ςε διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ οπτικοποίθςθσ του ςτερεοφ, οι οποίεσ 

ιταν οι εξισ : 

 Κφλινδροσ 

o Αναγνϊριςθ τθσ βάςθσ του ςτερεοφ. Στθ ςυνζχεια, αναγνϊριςθ 

ολόκλθρου του ςτερεοφ από τθ μορφι του αναπτφγματοσ του. 

o Άπειρα πανομοιότυπα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα που βρίςκονται ςε 

κυκλικι ςειρά με κοινι πλευρά, τθν πλευρά που χρθςιμοποιοφνταν ωσ 

άξονασ περιςτροφισ. 

o Δφο οριηόντιοι κφκλοι, που ενϊνονται με άπειρεσ κατακόρυφεσ γραμμζσ 

ι αλλιϊσ ωσ δφο οριηόντιοι κφκλοι με διαφορά φψουσ. 

 Κϊνοσ 

o Άπειρα πανομοιότυπα ορκογϊνια τρίγωνα που βρίςκονται ςε κυκλικι 

ςειρά με κοινι πλευρά, τθν πλευρά που χρθςιμοποιοφνταν ωσ άξονασ 

περιςτροφισ. 

o Σαν κφλινδροσ που ςτενεφει προσ τα πάνω και αντί για βάςθ ζχει 

«μφτθ». 

 Σφαίρα 

o Άπειρα πανομοιότυπα κατακόρυφα θμικφκλια που βρίςκονται ςε 

κυκλικι ςειρά με κοινό τμιμα, τθν κατακόρυφθ διάμετρο που 

χρθςιμοποιοφνταν ωσ άξονασ περιςτροφισ. 

o Άπειροι οριηόντιοι κφκλοι διαφορετικισ διαμζτρου, ο ζνασ πάνω από τον 

άλλο. Ο κφκλοσ με τθ μεγαλφτερθ διάμετρο βρίςκεται ςτθ «μζςθ», ενϊ 
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κάτω και πάνω από αυτόν οι κφκλοι ςυνεχίηουν με ελαττοφμενθ 

διάμετρο. 

 

Θ κοινι ςυνιςτϊςα όλων των μακθτϊν/τριϊν ςτθ δραςτθριότθτα αυτι ιταν ότι 

αναγνϊριηαν τα ςτερεά που δθμιουργοφνταν προχωρϊντασ από το μζροσ ςτο όλο. Θ 

αίςκθςθ τθσ όραςθσ είναι ςυνκετικι και ςφαιρικι. Αυτό ςθμαίνει ότι κοιτϊντασ ζνα 

αντικείμενο δε ςυνθκίηουμε να κοιτάμε ζνα – ζνα τα επιμζρουσ χαρακτθριςτικά του, αλλά 

να το εξετάηουμε ςαν ολότθτα. Αντίκετα, θ αίςκθςθ τθσ αφισ εκτελεί ςταδιακι ανάλυςθ 

των όςων αιςκάνεται και προχωρά από το μζροσ ςτο όλο. Με τθν αφι παρατθροφμε ζνα – 

ζνα τα χαρακτθριςτικά ενόσ αντικειμζνου, τα οποία μετά ςυνκζτουμε δθμιουργϊντασ μία 

ολικι εικόνα του αντικειμζνου. Το φαινόμενο αυτό ζγινε ζντονα αντιλθπτό και ςτθ δικι μασ 

διαδικαςία ζρευνασ. Ραρατθριςαμε ότι οι μακθτζσ ακολουκοφςαν μία ςταδιακι απτικι  

διερεφνθςθ θ οποία ακολουκοφςε τθ κεωρία του Duval (2011) για τθν αναγνϊριςθ του 

ςχιματοσ από τισ μονάδεσ του (figural units, βλ. παράγραφο 1.1.5). 

Ππωσ είδαμε, οι μακθτζσ/τριεσ ςε κάκε ςτερεό αναγνϊριηαν αρχικά τθ βάςθ του και ςτθ 

ςυνζχεια προχωροφςαν ςτα υπόλοιπα τμιματα του. Ακόμα και ςτθν περίπτωςθ τθσ 

ςφαίρασ, οι μακθτζσ/τριεσ ξεκίνθςαν διαπιςτϊνοντασ ότι κα δθμιουργθκεί ζνα ςτερεό με 

βάςθ ζνα και μοναδικό ςθμείο. Θ διαδικαςία αυτι ςυμφωνεί με τθν άποψθ του Duval, o 

οποίοσ υποςτθρίηει τθν τμθματικι αναγνϊριςθ ενόσ ςτερεοφ από τισ ςχθματικζσ του 

μονάδεσ (figural units), ενϊ ζρχεται ςε αντίκεςθ με τθ ςυνικθ διαδικαςία αναγνϊριςθσ των 

ςτερεϊν από μακθτζσ χωρίσ προβλιματα όραςθσ, θ οποία είναι περιςςότερο ολιςτικι. Οι 

βλζποντεσ μακθτζσ, ακολουκοφν μία ολιςτικι αντιλθπτικι προςζγγιςθ όταν πρόκειται να 

αναγνωρίςουν ζνα ςχιμα, εξετάηοντασ το ςτθν ολότθτα του και όχι τμθματικά βαςιηόμενοι 

ςτα επιμζρουσ ςτοιχεία του. Ωςτόςο, ςφμφωνα και με τον Duval (2011) μία μθ ολιςτικι 

προςζγγιςθ κα βοθκοφςε τουσ μακθτζσ όχι μόνο να αντιλθφκοφν τισ ιδιότθτεσ του 

εκάςτοτε ςτερεοφ, αλλά και τισ ιδιότθτεσ που ςυνδζουν τισ διαφορετικζσ του ςχθματικζσ 

μονάδεσ. Φαίνεται λοιπόν ότι οι μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ ακολουκοφν μία 

διαδικαςία αναγνϊριςθσ ενόσ ςτερεοφ, μάλλον αντίςτροφθ από εκείνθ που ακολουκοφν οι 

βλζποντεσ μακθτζσ, και θ οποία όμωσ μπορεί να προςφζρει ςτο μακθτι βακφτερθ 

κατανόθςθ και πλουςιότερθ γνϊςθ όςον αφορά τθ φφςθ ενόσ γεωμετρικοφ ςχιματοσ. 

Τζλοσ, ςτθ δραςτθριότθτα αυτι οι περιςςότεροι χρθςιμοποίθςαν κάποιου είδουσ 

παρομοιϊςεισ με αντικείμενα τθσ κακθμερινισ τουσ ηωισ προκειμζνου να περιγράψουν τα 

ςχιματα ι κάποιεσ χειρονομίεσ, όπωσ αυτζσ που περιγράφει ο McNeill (1992). Αυτό δε 

ςυνζβθ τόςο με τα επίπεδα ςχιματα, όςο με τα ςτερεά. Ο κϊνοσ περιγράφθκε ωσ χωνί, 
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πορτοκαλί κϊνοσ που χρθςιμοποιείται ςτισ προπονιςεισ του ποδοςφαίρου ι καπελάκι 

γενεκλίων. Ο κφλινδροσ παρομοιάςτθκε ωσ κουτί με γάλα και θ ςφαίρα ωσ μπάλα, γθ ι 

ςτρογγυλό αυγό. Επιπλζον, οι μακθτζσ κακϊσ μιλοφν για τα ςτερεά κάνουν κάποιεσ 

χειρονομίεσ οι οποίεσ άλλοτε περιγράφουν αυτά που λζνε (εικονικζσ χειρονομίεσ, κατά 

McNeil 1992) και άλλοτε επιςθμαίνουν κάποια ςυγκεκριμζνα χαρακτθριςτικά τουσ 

(δεικτικζσ χειρονομίεσ, κατά McNeill 1992), π.χ. μία κορυφι, ι μία ακμι.  Το γεγονόσ αυτό, 

αλλά και θ δυςκολία των μακθτϊν να επικαλεςτοφν με τισ τυπικζσ ονομαςίεσ τουσ αυτά τα 

βαςικά ςτερεά είναι ζνα ζντονο πρόβλθμα για τουσ μακθτζσ αυτοφσ, το οποίο ωςτόςο δεν 

περιορίηεται εδϊ. Το φαινόμενο αυτό είναι ζντονο ακόμα και ςτισ περιπτϊςεισ μακθτϊν 

χωρίσ κάποιο πρόβλθμα όραςθσ. Ο προβλθματιςμόσ που εγείρεται εδϊ είναι, γιατί να 

επιμζνουμε να μάκουν οι μακθτζσ τισ τυπικζσ ονομαςίεσ των ςτερεϊν και να μθν 

εκμεταλλευτοφμε τθν ευρθματικότθτα τουσ γι’ αυτζσ, ωσ ζνα εργαλείο περαιτζρω 

ανάλυςθσ των βαςικϊν ιδιοτιτων τουσ; Απ’ ότι φάνθκε, οι μακθτζσ μπορεί να μθν ιταν ςε 

κζςθ να ονομάςουν τα ςτερεά με τισ τυπικζσ μακθματικζσ τουσ ονομαςίεσ, ωςτόςο 

παρομοίαηαν το ςχιμα τουσ με γνωςτά τουσ αντικείμενα, ίδιου ςχιματοσ εξετάηοντασ και 

παραλλθλίηοντασ τισ ιδιότθτεσ τουσ ι τα περιγράφοντασ τεσ με χειρονομίεσ. Θ αναγνϊριςθ 

των επιμζρουσ ςτοιχείων και των ιδιοτιτων ενόσ ςτερεοφ δεν είναι πρωτεφουςασ 

ςθμαςίασ, ςε ςχζςθ με τθν τυπικι μακθματικι τουσ ονομαςία; Κεωροφμε, πωσ είναι πολφ 

ςθμαντικό οι μακθτζσ να μποροφν να αναγνωρίηουν τα ςτερεά ςχιματα μζςω των 

ιδιοτιτων τουσ. Και οι μακθτζσ εδϊ μζςω των παρομοιϊςεων και των χειρονομιϊν που 

χρθςιμοποίθςαν κατάφεραν να περιγράψουν τα γεωμετρικά ςτερεά με ζνα πιο φυςικό 

τρόπο. Το γεγονόσ αυτό (όςον αφορά τισ παρομοιϊςεισ) παρατιρθςαν και οι Potari, 

Diakogiorgi, Zanni (2003), ςτθ περίπτωςθ μακθτϊν μικρότερθσ θλικίασ, οι οποίοι 

κατάφευγαν ςτθν παρομοίωςθ επίπεδων ςχθμάτων με κακθμερινά αντικείμενα, 

προκειμζνου να περιγράψουν τθ μορφι τουσ. 

 

Στθ 2θ δραςτθριότθτα, όπωσ και ςτθν 1θ, οι μακθτζσ αςχολικθκαν με το πζραςμα από τθ 

γεωμετρία του επιπζδου ςτθ γεωμετρία του χϊρου. Μζςα από τθν εναςχόλθςθ των 

μακθτϊν με τα αναπτφγματα των ςτερεϊν ςωμάτων, φάνθκαν οι βαςικζσ ςτρατθγικζσ που 

ακολοφκθςαν για τθν αναγνϊριςθ του ςτερεοφ ςτο οποίο αντιςτοιχοφςε ζνα δοκζν 

ανάπτυγμα. Οι μακθτζσ/τριεσ ξεκίνθςαν αναγνωρίηοντασ απτικά τισ ςχθματικζσ μονάδεσ 

των αναπτυγμάτων, δθλαδι τα επίπεδα ςχιματα από τα οποία αποτελοφνταν τα 
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αναπτφγματα (αναγνϊριςθ 2D/3D). Ραρατθρικθκαν οι εξισ ςτρατθγικζσ που ακολοφκθςαν 

οι μακθτζσ : 

 Αναγνϊριςθ του ςτερεοφ ςτο οποίο αντιςτοιχεί το ανάπτυγμα μζςω των 

ιδιοτιτων των επιμζρουσ ςχθματικϊν του μονάδων. 

Οι μακθτζσ/τριεσ αρχικά διερευνοφςαν τισ επιμζρουσ ςχθματικζσ μονάδεσ του 

αναπτφγματοσ και αναγνϊριηαν το ςτερεό μζςω αυτϊν, χωρίσ να 

αναδιπλϊνουν, νοθτά ι πραγματικά, το ανάπτυγμα. Ζτςι, τα ζξι τετράγωνα 

ςιμαιναν ότι μάλλον ζχουμε να κάνουμε με το ανάπτυγμα ενόσ κφβου, ενϊ θ 

παρουςία τριγϊνων ςτο ανάπτυγμα ςθματοδοτοφςε τθ δθμιουργία πυραμίδασ. 

 Αναγνϊριςθ του ςτερεοφ ςτο οποίο αντιςτοιχεί το ανάπτυγμα μζςω νοθτισ 

αναδίπλωςθσ του. 

Στθν περίπτωςθ αυτι, οι μακθτζσ/τριεσ αρχικά αναγνϊριηαν τισ επιμζρουσ 

ςχθματικζσ μονάδεσ του αναπτφγματοσ, αλλά αυτό δεν αποτελοφςε «οδθγό» 

για τθν εφρεςθ του ςτερεοφ ςτο οποίο αντιςτοιχοφςε το ανάπτυγμα. 

Ρροκειμζνου να καταλιξουν ςτο ςτερεό αναδίπλωναν νοθτά το ανάπτυγμα. 

    

     Οι δφο παραπάνω ςτρατθγικζσ διαφζρουν αρκετά. Ωςτόςο, και οι δφο είναι εξαιρετικά 

ςθμαντικζσ αφοφ θ κάκε μία αναδεικνφει μία διαφορετικι πτυχι του περάςματοσ από τθ 

γεωμετρία του επιπζδου ςτθ γεωμετρία του χϊρου. Στθν πρϊτθ περίπτωςθ, οι 

μακθτζσ/τριεσ καταφεφγουν ςτισ ιδιότθτεσ που γνωρίηουν ότι ζχει τόςο το εκάςτοτε ςτερεό, 

όςο και οι επιμζρουσ ςχθματικζσ του μονάδεσ, προκειμζνου να το αναγνωρίςουν. Το 

γεγονόσ αυτό τονίηει τθ βαρφτθτα που ζχει θ γνϊςθ των ιδιοτιτων ενόσ γεωμετρικοφ 

ςχιματοσ, οι οποίεσ μποροφν να βοθκιςουν ζνα μακθτι όχι μόνο να κατανοιςει τθ φφςθ 

του ίδιου του ςχιματοσ αλλά και να περάςει από τθ γεωμετρία του επιπζδου ςτθ 

γεωμετρία του χϊρου, ι και το ανάποδο. Με τον τρόπο αυτό ο μακθτισ είναι ςε κζςθ να 

δθμιουργιςει  ςυνδζςεισ μεταξφ γεωμετριϊν διαφορετικϊν διαςτάςεων, εξελίςςοντασ τθ 

γεωμετρικι του ςκζψθ όχι μόνο ςτο επίπεδο τθσ γεωμετρίασ μόνο του επιπζδου ι μόνο του 

χϊρου, αλλά και μεταξφ αυτϊν.  

     Στθ δεφτερθ περίπτωςθ, τονίηεται θ ςυμβολι τθσ διαδικαςίασ τθσ χωρικισ 

οπτικοποίθςθσ ςτθ γεωμετρία. Για τθ ςθμαςία τθσ διαδικαςίασ αυτισ αναφερκικαμε ςτο 

κεφάλαιο 1, μζςα από τθν παρουςίαςθ των επιπζδων γεωμετρικισ ςκζψθσ ςτερεϊν 

ςωμάτων των Gutierrez et al. (1991, 1992). Εδϊ φαίνεται ο κακοριςτικόσ χαρακτιρασ τθσ 

ικανότθτασ ενόσ μακθτι να οπτικοποιεί με δυναμικό τρόπο γεωμετρικά ςχιματα. Οι 

μακθτζσ καταφζρνουν να δθμιουργιςουν ςτο μυαλό τουσ δυναμικζσ εικόνεσ του 
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αναπτφγματοσ, το οποίο μποροφν πλζον να χειριςτοφν και να αναδιπλϊςουν νοθτά, 

καταλιγοντασ ζτςι ςτθν αναγνϊριςθ του ςτερεοφ που ςχθματίηεται. Αυτι είναι μία 

πολφπλοκθ διαδικαςία που απαιτεί από το μακθτι να γνωρίηει καλά τισ ιδιότθτεσ των 

ςχθμάτων κακϊσ και να είναι εξοικειωμζνοσ με το χειριςμό τουσ ακόμα και όταν δεν ζχει 

οπτικι επαφι με το αντικείμενο. Το γεγονόσ αυτό κάνει τθ δυςκολία ακόμθ μεγαλφτερθ για 

μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ, οι οποίοι δεν ζχουν ζρκει ποτζ ςε οπτικι επαφι με τα 

αντικείμενα αυτά. Στθ δικι μασ περίπτωςθ, μόνο ζνασ μακθτισ κατάφερε να χειριςτεί 

νοθτά και με δυναμικό τρόπο το αντικείμενο που του δόκθκε. Συγκεκριμζνα, μπόρεςε να 

εξετάςει αν ζνα ανάπτυγμα που αποτελοφνταν από ζξι τετράγωνα κα δθμιουργοφςε όντωσ 

κφβο. Ο μακθτισ διπλϊνοντασ νοθτά το ανάπτυγμα μπόρεςε να «δει» ότι αυτό δε 

δθμιουργοφςε κφβο. Ραρόλα αυτά, ο μακθτισ ζφταςε ςτο επίπεδο αυτό αφοφ πρϊτα είχε 

αναγνωρίςει ότι ζνα άλλο αρχικό ανάπτυγμα αποτελοφμενο από ζξι τετράγωνα 

αντιςτοιχοφςε ςε κφβο, μζςω των ιδιοτιτων του. 

Και ςτθ δραςτθριότθτα αυτι οι μακθτζσ χρθςιμοποίθςαν ζντονα τισ χειρονομίεσ. Κατά 

τθ διάρκεια που ςκζφτονταν και οπτικοποιοφςαν τθν αναδίπλωςθ των αναπτυγμάτων, τθ 

ςκζψθ τουσ ςυνόδευαν εικονικζσ και παλμικζσ χειρονομίεσ (McNeill, 1992) που 

περιζγραφαν τον τρόπο με τον οποίο κα αναδιπλωκεί το ανάπτυγμα. Οι χειρονομίεσ αυτζσ 

τουσ βοθκοφςαν να κατανοοφν καλφτερα το τελικό ςχιμα του ςτερεοφ που 

δθμιουργοφνταν. 

 

 

Στθν 3θ δραςτθριότθτα, το αντικείμενο εναςχόλθςθσ μασ ιταν το πζραςμα από τισ τρεισ 

διαςτάςεισ ςτισ δφο, δθλαδι από τθ γεωμετρία του χϊρου ςτθ γεωμετρία του επιπζδου. 

Μζςα από ζνα πρόβλθμα ελαχίςτου εμβαδοφ επιφάνειασ ενόσ ςτερεοφ, οι μακθτζσ 

αςχολικθκαν με τθν ζννοια του ολικοφ εμβαδοφ τθσ επιφάνειασ ενόσ ςϊματοσ, τθ μζτρθςθ 

του και μεκόδουσ με τισ οποίεσ κα  μποροφςαν να το ελαχιςτοποιιςουν. 

Αρχικά, είναι ςθμαντικό να ποφμε ότι οι μακθτζσ/τριεσ δεν χρθςιμοποίθςαν τθ μζκοδο 

που ζχουν μάκει ςτο ςχολείο για τθ μζτρθςθ του ολικοφ εμβαδοφ ενόσ ςτερεοφ, δθλαδι 

τον υπολογιςμό του εμβαδοφ τθσ κάκε ζδρασ με τον πολλαπλαςιαςτικό τφπο “β·υ”. 

Αντίκετα, ςε κάκε περίπτωςθ υπολόγιηαν το εμβαδό με διαδικαςίεσ καταμζτρθςθσ. Αρχικά, 

ο ζνασ μακθτισ ζκανε μία εικαςία. Υποςτιριξε ότι μικρότερο εμβαδό κα ζχει το ςτερεό 

εκείνο ςτο οποίο τα κυβάκια κα είναι ενωμζνα ςε μία κατακόρυφθ ςειρά (το ζνα πάνω από 

το άλλο). Βζβαια, αυτι τθν εικαςία ο μακθτισ τθν ζκανε κεωρϊντασ ότι το εμβαδό που του 

ηθτοφνταν ιταν μόνο αυτό τθσ βάςθσ και όχι ολόκλθρθσ τθσ επιφάνειασ του ςτερεοφ. Στθ 
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ςυνζχεια ο μακθτισ και θ μακιτρια ςυνζχιςαν να ψάχνουν το ςτερεό που κα αποτελοφνταν 

από 12 κυβάκια και κα είχε το μικρότερο εμβαδό, κάνοντασ δοκιμζσ. Οι μακθτζσ δεν είχαν 

κάποια αρχικι εικαςία για το ποιο κα είναι το ςτερεό αυτό. 

Το πιο ουςιϊδεσ κομμάτι τθσ διαδικαςίασ που ακολοφκθςαν οι μακθτζσ, ιταν αυτό του 

υπολογιςμοφ του εμβαδοφ. Κάκε φορά, αφοφ καταςκεφαηαν το ςτερεό, οι μακθτζσ/τριεσ 

καταμετροφςαν το εμβαδόν του χρθςιμοποιϊντασ ωσ μονάδα μζτρθςθσ το εμβαδό τθσ 

επιφάνειασ τθσ ζδρασ του ενόσ κφβου. Οι ςτρατθγικζσ με τισ οποίεσ οι μακθτζσ υπολόγιηαν 

το εμβαδόν εξελίςςονταν κατά τθ διάρκεια τθσ εναςχόλθςθσ τουσ, ειςάγοντασ κάκε φορά 

ςτο ςκεπτικό τουσ και κάποιεσ ιδιότθτεσ του ςτερεοφ που τουσ επζτρεπαν να μετροφν το 

εμβαδό πιο γριγορα και με λιγότερο κόπο. Ο Battista (2007), όπωσ αναφζραμε και ςτο 

κεφάλαιο του κεωρθτικοφ πλαιςίου, αςχολικθκε με τισ ςτρατθγικζσ μζτρθςθσ μικουσ, 

εμβαδοφ και όγκου, που χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ. Οι ςτρατθγικζσ αυτζσ αναφζρονται 

ςτουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ οι μακθτζσ μετροφν το μικοσ ενόσ αντικειμζνου (π.χ. μίασ 

ςειράσ κφβων), του εμβαδοφ του ι του όγκου του, αντίςτοιχα. Στθ δικι μασ περίπτωςθ, οι 

μακθτζσ μετροφςαν το εμβαδό όλθσ τθσ επιφάνειασ του εκάςτοτε ςτερεοφ, 

χρθςιμοποιϊντασ ωσ μονάδα μζτρθςθσ τθν επιφάνεια τθσ ζδρασ ενόσ κφβου. Αυτό δθλαδι 

που ςτθν ουςία ζκαναν οι μακθτζσ ιταν να μετροφν τα κυβάκια του απάρτιηαν τθν κάκε 

ζδρα του ςτερεοφ και ςτθ ςυνζχεια να προςκζτουν το πλικοσ τουσ. Ζτςι για παράδειγμα, 

ζνα ορκογϊνιο μπορεί να είχε εμβαδό 32. Αυτό κα ςιμαινε ότι τθν επιφάνεια του 

καλφπτουν 32 ζδρεσ μικρϊν κφβων (32 τετράγωνα), τισ οποίεσ χρθςιμοποιοφςαν ωσ μονάδα 

μζτρθςθσ. Οι κφριεσ ςτρατθγικζσ μζτρθςθσ που είδαμε φαίνονται παρακάτω : 

 Καταμζτρθςθ των τετραγϊνων που αποτελοφν τθν επιφάνεια του ορκογωνίου 

παραλλθλεπιπζδου, τυχαία και ανοργάνωτα. (Επίπεδο 1 για μζτρθςθ εμβαδοφ, 

Battista 2007) 

 Μζτρθςθ του εμβαδοφ και των ζξι εδρϊν του ορκογωνίου παραλλθλεπιπζδου 

ξεχωριςτά, είτε μετρϊντασ τα τετραγωνάκια ζνα-ζνα (Επίπεδο 3 για μζτρθςθ 

εμβαδοφ, Battista 2007), είτε μετρϊντασ τα ανά ςτιλεσ ι γραμμζσ (Επίπεδο 4 

για μζτρθςθ εμβαδοφ, Battista 2007) και άκροιςθ των εμβαδϊν τουσ για τθν 

εφρεςθ του ςυνολικοφ εμβαδοφ του ςτερεοφ.  

 Μζτρθςθ του εμβαδοφ μόνο των τριϊν διαφορετικϊν εδρϊν του ορκογωνίου 

παραλλθλεπιπζδου, αυτόματοσ υπολογιςμόσ και των υπόλοιπων αντίςτοιχων 

τριϊν και άκροιςθ για τθν εφρεςθ του ςυνολικοφ εμβαδοφ του ςτερεοφ. 

(Επίπεδο 3 για μζτρθςθ εμβαδοφ, Battista 2007) 
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Οι παραπάνω ςτρατθγικζσ ακολουκικθκαν από τουσ μακθτζσ με τθ ςειρά που 

παρουςιάςτθκαν. Μζςα από το γεγονόσ αυτό φαίνεται θ γριγορθ εξζλιξθ ςτθ ςυλλογιςτικι 

πορεία που ακολοφκθςαν από τθ μζτρθςθ του εμβαδοφ ενόσ ςτερεοφ ωσ το αμζςωσ 

επόμενο. 

Και  ςε αυτι τθ δραςτθριότθτα οι μακθτζσ χρθςιμοποίθςαν χειρονομίεσ προκειμζνου να 

ςκαφτοφν αρχικά, αλλά και να περιγράψουν μετζπειτα τον προςανατολιςμό και τισ 

διαςτάςεισ του ορκογωνίου παραλλθλεπιπζδου που κα δθμιουργοφςαν. 

 

Με τθν 4θ δραςτθριότθτα, δυςτυχϊσ λόγω ζλλειψθσ χρόνου, αςχολικθκε μόνο ζνασ 

μακθτισ. Θ δραςτθριότθτα αυτι αφοροφςε και πάλι το πζραςμα από τθ γεωμετρία του 

χϊρου ςτθ γεωμετρία του επιπζδου, και ιδιαίτερα το πζραςμα των ιδιοτιτων ενόσ ςτερεοφ 

ςτισ επιμζρουσ ςχθματικζσ διςδιάςτατεσ μονάδεσ του. Στθ δραςτθριότθτα αυτι ο μακθτισ 

ζπρεπε να δθμιουργιςει τομζσ ςε ζνα ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο κόβοντασ κάκε φορά 

το ςτερεό με μία μόνο μαχαιριά. Από τθ διαδικαςία που ακολουκικθκε φάνθκαν δφο 

δυςκολίεσ. Θ μία ιταν κακαρά πρακτικι. Ο μακθτισ δυςκολευόταν να κόψει το ςτερεό με 

τον τρόπο που το είχε ςκεφτεί. Θ δυςκολία αυτι ξεπεράςτθκε με τθ βοικεια τθσ 

ερευνιτριασ. Ο μακθτισ περιζγραφε με χειρονομίεσ τον τρόπο που ζπρεπε να γίνει θ τομι 

και θ ερευνιτρια ζκοβε το ςτερεό. Εδϊ οι χειρονομίεσ ζπαιξαν πολφ ςθμαντικό ρόλο, αφοφ 

μζςω αυτϊν θ ςκζψθ του μακθτι μεταφερόταν ςτθν ερευνιτρια, ο ρόλοσ τθσ οποίασ ιταν 

ςτθν ουςία να αποτελζςει «τα χζρια του μακθτι», κάνοντασ τθ ςκζψθ του πράξθ. Θ 

δεφτερθ δυςκολία αφοροφςε το γνωςτικό κομμάτι τθσ δραςτθριότθτασ. Ρροκειμζνου ο 

μακθτισ να πάρει μία απόφαςθ για τον τρόπο με τον οποίο κα ζκοβε το ςτερεό, κα ζπρεπε 

να είναι ςε κζςθ να φανταςτεί τι είδουσ ςχιμα κα είχε θ τομι που ςκεφτόταν να κάνει πριν 

καν αυτι πραγματοποιθκεί. Θ διαδικαςία αυτι απαιτεί από το μακθτι τθν ικανότθτα να 

οπτικοποιιςει τθν εικόνα τθσ τομισ πριν τθ «δει», κάτι το οποίο είναι απαιτθτικό ακόμα και 

για μακθτζσ χωρίσ προβλιματα όραςθσ.  

Ωςτόςο, για αυτοφσ ακριβϊσ τουσ λόγουσ, ο βαςικόσ ςτόχοσ τθσ δραςτθριότθτασ 

εξαρχισ, δεν ιταν να δοφμε τισ τομζσ που κα επζλεγε να κάνει ο μακθτισ, αλλά ο τρόποσ 

με τον οποίο κα αιτιολογοφςε το λόγο για τον οποίο οι τομζσ αυτζσ είχαν τα ςυγκεκριμζνα 

ςχιματα. Στόχοσ ιταν δθλαδι να δοφμε αν ο μακθτισ κα μπορζςει να περάςει από 

ιδιότθτεσ του ςτερεοφ ςε ιδιότθτεσ των τομϊν του. Για το λόγο αυτό, μετά από τθν πρϊτθ 

τομι που ιταν απόφαςθ του μακθτι, οι επόμενεσ ζγιναν από τθν ερευνιτρια. Στθ 

ςυνζχεια, ο μακθτισ ρωτικθκε να αιτιολογιςει το λόγο για τον οποίο οι τομζσ είχαν τα 

ςυγκεκριμζνα ςχιματα (ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, τρίγωνο, τραπζηιο, τετράγωνο). Στο 
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ςθμείο αυτό, ο μακθτισ ζκανε μία πολφ ςθμαντικι παρατιρθςθ. Αιτιολόγθςε τα ςχιματα 

των τομϊν βάςθ των ιδιοτιτων τουσ, οι οποίεσ ιταν αποτζλεςμα τθσ προβολισ των 

ιδιοτιτων του ςτερεοφ ςϊματοσ (ορκογωνίου παραλλθλεπιπζδου) ςτισ διςδιάςτατεσ 

ςχθματικζσ του μονάδεσ. Ζτςι για παράδειγμα, όταν ρωτικθκε γιατί κεωροφςε πωσ μία 

τομι που είχε γίνει ιταν ςχιματοσ ορκογωνίου παραλλθλογράμμου και όχι απλϊσ 

παραλλθλογράμμου, εκείνοσ εξιγθςε πωσ από τθ ςτιγμι που το ςτερεό είναι ορκογϊνιο, θ 

τομι δε κα μποροφςε, παρά να ζχει κι εκείνθ τθν ιδιότθτα των ορκϊν γωνιϊν που ζχει και 

το ςτερεό. Σε μία άλλθ περίπτωςθ, όπου το ςχιμα τθσ τομισ ιταν τρίγωνο, ο μακθτισ 

εξιγθςε αυτό οφείλεται ςτο ότι θ τομι ξεκίνθςε κόβοντασ τθ μία ζδρα του ςτερεοφ αλλά 

δεν κατζλθξε ςτθν απζναντι ζδρα αλλά ςε μία γωνία αυτισ. 

Το ςθμαντικό ςυμπζραςμα λοιπόν τθσ 4θσ δραςτθριότθτασ είναι ότι ο μακθτισ κατάφερε 

να μεταφζρει τισ ιδιότθτεσ ενόσ ςτερεοφ ςϊματοσ ςε αντίςτοιχεσ ιδιότθτεσ των ςχθματικϊν 

του μονάδων και ζτςι να κάνει ζνα πζραςμα από τθ τριςδιάςτατθ γεωμετρία του χϊρου ςτθ 

διςδιάςτατθ γεωμετρία του επιπζδου. 

 

 

Ζνασ βαςικόσ προβλθματιςμόσ μασ, αφορά ςτθ ςφγχυςθ των μακθτϊν μεταξφ επίπεδων 

και ςτερεϊν ςχθμάτων. Το φαινόμενο αυτό εμφανίςτθκε και ςτισ τζςςερισ δραςτθριότθτεσ, 

ςε όλουσ ςχεδόν τουσ μακθτζσ. Σχεδόν πάντα, το ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο αναφζρεται 

ωσ ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, θ ςφαίρα ωσ κφκλοσ, ο κφβοσ ωσ τετράγωνο και το 

πολφεδρο ωσ πολφγωνο. Το φαινόμενο αυτό δεν εμφανίηεται ςε περιπτϊςεισ όπωσ 

ορκογϊνιο τρίγωνο – κϊνοσ. Κα μποροφςε θ αιτία τθσ ςφγχυςθσ ηευγαριϊν ςχθμάτων όπωσ 

τα παραπάνω οφείλεται ςτο ότι μία δυςδιάςτατθ αποτφπωςθ ενόσ 3D ςχιματοσ ςυνικωσ 

καταλιγει να παίρνει τθν εικόνα του επίπεδου ςχιματοσ με το οποίο τα παιδιά τελικά 

μπερδεφουν το εκάςτοτε ςτερεό; Ρόςεσ φορζσ δεν ζχουμε δει τζτοιεσ απεικονίςεισ, ακόμα 

και ςε εκπαιδευτικά ςυγγράμματα; Τι ςυμβαίνει όμωσ ςτθν περίπτωςθ των ατόμων με 

προβλιματα όραςθσ; Τα άτομα αυτά δεν ζχουν οπτικι επαφι με τα αντικείμενα, πράγμα το 

οποίο ςθμαίνει ότι δε κα μποροφςαμε να καταλογίςουμε ςε μία ατυχι απεικόνιςθ τθν 

αιτία τθσ εν λόγω ςφγχυςθσ. Ασ παρατθριςουμε λίγο τα παραπάνω ςτερεά, το ορκογϊνιο 

παραλλθλεπίπεδο, τθ ςφαίρα και το πολφεδρο. Το ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο ζχει ωσ 

ζδρεσ ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα. Στθν ουςία δθλαδι κα μποροφςε κανείσ να πει πωσ 

είναι ςαν ζνα «φουςκωμζνο» ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο. Το ίδιο ακριβϊσ ςυμβαίνει 

και ςτθν περίπτωςθ τόςο τθσ ςφαίρασ, όςο και του κφβου και του πολυζδρου. Μιπωσ μια 

τζτοια ιδζα, είναι που μπερδεφει τουσ μακθτζσ; Ι μιπωσ θ αιτία είναι απλοφςτερθ; 
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Επιφανειακι εναςχόλθςθ με τθ Γεωμετρία και ςχεδόν ανφπαρκτθ εναςχόλθςθ με τθ 

Στερεομετρία, όπωσ ςυνικωσ ςυμβαίνει και ςτθν περίπτωςθ των βλεπόντων μακθτϊν; 

Σπάνια ςτο ςχολείο δίνεται ζμφαςθ ςε βαςικζσ ζννοιεσ τθσ Γεωμετρίασ και τθσ 

Στερεομετρίασ, όπωσ «τι διαφοροποιεί ζνα ςτερεό από ζνα επίπεδο ςχιμα; Τι παραπάνω 

ζχει το ζνα από το άλλο;». Τα παραπάνω ερωτιματα είναι ςθμαντικά και όπωσ είναι 

αναμενόμενο, δεν είναι δυνατό να απαντθκοφν μζςα ςτα πλαίςια τθσ διπλωματικισ αυτισ 

εργαςίασ. Ωςτόςο, κεωροφμε ςθμαντικό το να υπάρξει περαιτζρω προβλθματιςμόσ γφρω 

από αυτό το κζμα. 

 Τα πράγματα ςτθ γεωμετρία είναι ιδθ αρκετά περίπλοκα για μακθτζσ με προβλιματα 

όραςθσ και ιδιαίτερα για μακθτζσ τυφλοφσ. Μςωσ κα ιταν καλό να τουσ βοθκοφμε ςτο 

ςχολείο να μακαίνουν επαρκϊσ τα βαςικότερα ςτοιχεία τθσ Γεωμετρίασ που κα τα 

χρειαςτοφν και ςτθν κακθμερινι τουσ ηωι. Άλλωςτε ο δρόμοσ που μετά το ςχολείο κα 

ακολουκιςει κάκε παιδί είναι διαφορετικόσ. Το να γνωρίηει ο μακθτισ και να μπορεί να 

χειρίηεται με ευκολία βαςικζσ ζννοιεσ, είναι κάτι που κα του είναι χριςιμο ςτθν ανάπτυξθ 

τθσ γεωμετρικισ του ςκζψθσ και κα αποτελζςει τθ βάςθ για περαιτζρω εναςχόλθςθ με τθ 

γεωμετρία. 

 

     Ζνα άλλο γεγονόσ που μασ τράβθξε τθν προςοχι και αξίηει ςχολιαςμό, είναι θ διαδικαςία 

αναγνϊριςθσ των γεωμετρικϊν ςχθμάτων από τουσ μακθτζσ. Στθν 1θ δραςτθριότθτα, θ 

μακιτρια Τ, όπωσ και θ Α, αναγνωρίηει εφκολα ότι το ςχιμα το οποίο ζχει ςτα χζρια τθσ 

είναι ζνα τρίγωνο. Ωςτόςο, δυςκολεφεται να αναγνωρίςει ότι το τρίγωνο αυτό είναι 

ορκογϊνιο. Ρροςπακοφν να καταλιξει ςτο τι τρίγωνο είναι αυτό που τθσ ζχει δοκεί, όχι 

αναγνωρίηοντασ το άμεςα, αλλά ζμμεςα μζςω μιασ διαδικαςίασ αποκλίςεωσ κάποιων πιο 

εφκολα αναγνωρίςιμων επιλογϊν (όπωσ  οι ίςεσ πλευρζσ του ιςοςκελοφσ ι του ιςόπλευρου 

τριγϊνου). Τελικά καταλιγει ότι το τρίγωνο μάλλον κα είναι ορκογϊνιο. Ραρόλα αυτά, δεν 

ζχει αναγνωρίςει κάποια ορκι γωνία ςτο τρίγωνο. Απλά είναι θ μόνθ επιλογι γνωςτοφ 

τριγϊνου με ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ, θ οποία τθσ ζχει απομείνει αφοφ ζχει αποκλείςει 

αυτό να είναι ιςοςκελζσ ι ιςόπλευρο. Από τα περιςτατικά αυτά φαίνεται να είναι για τουσ 

μακθτζσ πιο εφκολο να αναγνωρίςουν ιδιότθτεσ των πλευρϊν παρά των γωνιϊν ενόσ 

τριγϊνου. Φαίνεται δθλαδι να είναι πιο εφκολο να αναγνωρίςουν ίςεσ πλευρζσ απ’ ότι μια 

ορκι γωνία. Αυτό για ζναν βλζποντα δεν είναι τόςο αυτονόθτο. Το μικοσ μιασ πλευράσ 

είναι ζνα μζγεκοσ εφκολα μετριςιμο για ζναν τυφλό μακθτι, π.χ. το μικοσ μιασ πλευράσ 

μπορεί να μετρθκεί με τα δάχτυλα. Αντίκετα, θ γωνία δεν είναι δυνατό να μετρθκεί. Το 

μόνο που μπορεί να οδθγιςει ζναν τυφλό μακθτι ςτο να αντιλθφκεί ότι μία γωνία είναι 
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ορκι, είναι να καταλάβει πρϊτα ότι θ πλευρζσ ςτισ οποίεσ περιζχεται τζμνονται κάκετα 

ςτθν κορυφι τθσ γωνίασ. Κάτι τζτοιο όμωσ απαιτεί ζντονα ανεπτυγμζνθ αίςκθςθ τθσ αφισ 

και τθσ απτικισ αντίλθψθσ, αλλά ίςωσ και κάποια πείρα/εξοικείωςθ με γεωμετρικά 

ςχιματα.  

Θ Α είναι μία μακιτρια τθσ Β’ Γυμναςίου με ανεπτυγμζνθ τθν αίςκθςθ τθσ αφισ ενϊ θ Τ 

είναι μία μακιτρια τθσ Β’ Λυκείου ςτθ Κεωρθτικι κατεφκυνςθ, θ οποία ποτζ δεν είχε – 

όπωσ θ ίδια είπε – καλι ςχζςθ με τα μακθματικά. Αντίκετα, ο Μ και ο Β που κατάφεραν 

αμζςωσ να αναγνωρίςουν το ορκογϊνιο τρίγωνο εντοπίηοντασ εξ αρχισ τθν ορκι του 

γωνία, είναι μακθτζσ τθσ Γ’ Λυκείου που ζχουν ακολουκιςει τθ Κετικι κατεφκυνςθ. Μςωσ 

λοιπόν ςε κάποιο ποςοςτό θ διαφορά αυτι ςτθ δυςκολία αναγνϊριςθσ του ορκογωνίου 

τριγϊνου, μεταξφ των Α, Τ και Μ, Β, να οφείλεται ςτο ότι θ απτικι εμπειρία των δεφτερων 

ςε ςχζςθ με τισ πρϊτεσ είναι μεγαλφτερθ και ςυνεπϊσ και θ εξοικείωςθ τουσ με τζτοια 

ςχιματα επίςθσ μεγαλφτερθ. Φυςικά, δφο μόνο περιπτϊςεισ δε μποροφν να μασ 

οδθγιςουν ςε κάποιο αςφαλζσ ςυμπζραςμα. Θ παραπάνω ςκζψθ είναι απλϊσ μια εικαςία 

προσ διερεφνθςθ. Επίςθσ, ασ μθν ξεχνάμε ότι οι Α και Τ ςτεροφνται πλιρωσ οράςεωσ ενϊ οι 

Μ και Β μποροφν να δουν ςε κοντινι απόςταςθ ςε κάποιο αρκετά ςθμαντικό ποςοςτό. 

Μιπωσ λοιπόν οι μακθτζσ αυτοί  βοθκικθκαν και από τθν κάποια όραςθ τουσ, ςτθν 

αναγνϊριςθ του ςχιματοσ; Πλα τα παραπάνω ερωτιματα φυςικά δεν είναι δυνατό να 

απαντθκοφν ςτθν παροφςα διπλωματικι εργαςία. Αυτό ςυμβαίνει κυρίωσ λόγω του μικροφ 

αρικμοφ μακθτϊν που ςυμμετείχαν ςτθν ζρευνα αυτι. Αποτελοφν όμωσ ζναυςμα για 

περαιτζρω μελλοντικι ζρευνα επί του κζματοσ. 

Ραρόλα αυτά, το να ςυηθτάει κανείσ με αυτοφσ τουσ μακθτζσ αποτελεί μία μοναδικι 

ευκαιρία για να δει κανείσ τουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ ςκζφτονται και δρουν τυφλοί 

μακθτζσ. Και φυςικά αυτό είναι κάτι πολφ ςθμαντικό και ενδιαφζρον, αφοφ θ χριςθ τουσ 

μπορεί να βοθκιςει κι άλλουσ μακθτζσ να εξοικειωκοφν περιςςότερο  και πιο εφκολα με τθ 

Γεωμετρία. Βζβαια, θ ςυηιτθςθ με τουσ μακθτζσ αυτοφσ προκαλεί από μόνθ τθσ 

ευχαρίςτθςθ και ενκουςιαςμό πζρα από τα μακθματικά. 

 

 

4.2  Συηιτθςθ 

Εν κατακλείδι, κεωροφμε πωσ είναι απαραίτθτο ςτο ςθμείο αυτό να κάνουμε μία 

ςυηιτθςθ γφρω από όλα όςα αναφζρκθκαν προθγουμζνωσ, δίνοντασ κάποιεσ απαντιςεισ 

γφρω από τα αρχικά μασ ερευνθτικά ερωτιματα. 
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Υπενκυμίηουμε ότι αυτά ιταν τα εξισ : 

1) Τι είδουσ ςτρατθγικζσ υιοκετοφν οι μακθτζσ προκειμζνου να διερευνιςουν ζνα ςχιμα 

και τισ ιδιότθτεσ του, με τθ βοικεια τθσ αφισ ; 

 

2)Τι είδουσ ςτρατθγικζσ και διαδικαςίεσ ακολουκοφν οι μακθτζσ κατά το πζραςμα από 

τθ γεωμετρία του επιπζδου (2D) ςτθ γεωμετρία του χϊρου (3D) και αντίςτροφα ; 

3) Ροια είναι θ ςυμβολι των χειρονομιϊν, τθσ χριςθσ των παρομοιϊςεων και τθσ 

οπτικοποίθςθσ ςτισ παραπάνω διαδικαςίεσ; 

 

Ραραπάνω αναφερκικαμε ςτισ διαδικαςίεσ και τισ ςτρατθγικζσ που ακολοφκθςαν οι 

μακθτζσ ςε κάκε δραςτθριότθτα με τθν οποία αςχολικθκαν. Στο κεφάλαιο του Κεωρθτικοφ 

πλαιςίου είχαμε αναφερκεί ςτισ απτικζσ τεχνικζσ που χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ με 

προβλιματα όραςθσ προκειμζνου να αναγνωρίςουν γεωμετρικά ςχιματα και αντικείμενα 

(Αργυρόπουλοσ, 2008). Με τθ βοικεια των τεχνικϊν αυτϊν, οι μακθτζσ διερευνοφν τα 

γεωμετρικά ςχιματα και τισ ιδιότθτεσ τουσ, ωςτόςο προκειμζνου να το κάνουν αυτό 

αναπτφςςουν κάποιεσ ςτρατθγικζσ. Εδϊ οι ςτρατθγικζσ επίλυςθσ που ανζπτυξαν οι 

μακθτζσ ζρχονται ςε ςυμφωνία με τθ κεωρία του Duval. Σε όλεσ τισ δραςτθριότθτεσ ιταν 

φανερό ότι οι μακθτζσ βαςίηονταν ςτισ ιδιότθτεσ του ςχιματοσ προκειμζνου να 

αςχολθκοφν με τα ερωτιματα που τουσ είχαν τεκεί. Αυτό ςθμαίνει ότι οι μακθτζσ εξζταηαν 

ζνα γεωμετρικό ςχιμα βάςει των ιδιοτιτων τόςο του ίδιου, όςο και των επιμζρουσ 

ςχθματικϊν του μονάδων. Σε ζνα ςτερεό (3D) πάντα εξζταηαν τισ διςδιάςτατεσ ςχθματικζσ 

του μονάδεσ, (ζδρεσ), τισ μονοδιάςτατεσ (ακμζσ) αλλά ακόμα και αυτζσ που ιταν μθδενικισ 

διάςταςθσ (κορυφζσ). Είναι φανερό λοιπόν ότι είδαν και αςχολικθκαν με τισ ςχζςεισ 

0D/3D, 1D/3D, 2D/3D που περιγράφει ο Duval (2011). Αλλά και ςτθν περίπτωςθ των 

επίπεδων ςχθμάτων (2D), ιδιαίτερα όπωσ φάνθκε ςτθν 1θ δραςτθριότθτα, οι μακθτζσ 

ςτρζφονταν ςε ιδιότθτεσ των επιμζρουσ ςχθματικϊν τουσ μονάδων προκειμζνου να 

προςδιορίςουν τι είδουσ ςχιματα ιταν αυτά.  

Το ςθμαντικότερο όμωσ αποτζλεςμα αυτϊν ακριβϊσ των ςτρατθγικϊν, είναι ότι μζςω 

αυτϊν οι μακθτζσ κατάφερναν να πραγματοποιοφν με επιτυχία περάςματα από τθ 

γεωμετρία των τριϊν διαςτάςεων (του χϊρου) ςτθ γεωμετρία των δφο διαςτάςεων (του 

επιπζδου), και αντίςτροφα. Ππωσ αναφζραμε τόςο ςτο παρόν κεφάλαιο, όςο και ςτο 

προθγοφμενο, οι μακθτζσ αναγνϊριηαν τα γεωμετρικά αντικείμενα περνϊντασ πάντα «από 

το μζροσ ςτο όλον». Με τθ φράςθ αυτι εννοοφμε ότι οι μακθτζσ δεν ακολουκοφςαν μία 
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ολιςτικι αντιλθπτικι προςζγγιςθ για τα γεωμετρικά αντικείμενα. Αντίκετα, ξεκινϊντασ 

πάντα από τα επιμζρουσ χαρακτθριςτικά τουσ διαμόρφωναν τελικά μία ολικι εικόνα του 

αντικειμζνου. Μζςα από τθ διαδικαςία αυτι θ εικόνα του αντικειμζνου «χτιηόταν» 

ςταδιακά και τελικά ιταν το αποτζλεςμα τθσ ςφνκεςθσ των εικόνων των επιμζρουσ 

κομματιϊν του αντικειμζνου. Και το γεγονόσ αυτό δεν περιοριηόταν ςτθ μεμονωμζνθ 

ςφνκεςθ τθσ εικόνασ ενόσ επίπεδου ςχιματοσ ι ενόσ ςτερεοφ, αλλά και ςτθ ςφνκεςθ του 

ενόσ μζςα από το χειριςμοφ  του άλλου. Αυτό ςυνζβθ ςτισ δραςτθριότθτεσ 1 και 2, τθ 

ςφνκεςθ ςτερεϊν ςωμάτων μζςω χειριςμοφ επίπεδων ςχθμάτων με πζραςμα από τισ δφο 

ςτισ τρεισ διαςτάςεισ του χϊρου (2D –> 3D), κακϊσ και ςτισ δραςτθριότθτεσ 3 και 4 με τθ 

ςφνκεςθ επίπεδων ςχθμάτων μζςω κατάλλθλων χειριςμϊν των ςτερεϊν ςωμάτων με 

πζραςμα από τισ τρεισ ςτισ δφο διαςτάςεισ του χϊρου (3D –> 2D).  

Αυτι θ διαδικαςία αντιμετϊπιςθσ των γεωμετρικϊν ςτερεϊν από τουσ μακθτζσ με 

προβλιματα όραςθσ, κα μποροφςαμε να ποφμε ότι είναι θ αντίςτροφθ από εκείνθ που 

χρθςιμοποιοφν οι βλζποντεσ μακθτζσ. Λόγω τθσ ολιςτικισ φφςθσ τθσ όραςθσ, οι βλζποντεσ 

μακθτζσ τείνουν να αναγνωρίηουν τα γεωμετρικά αντικείμενα ωσ ολότθτεσ, χωρίσ να 

επικεντρϊνονται ςτα επιμζρουσ ςτοιχεία τουσ και ςτισ ιδιότθτεσ που αυτά ζχουν. Θ 

διαδικαςία αυτι όμωσ δεν επιτρζπει ςτουσ μακθτζσ να διερευνιςουν και να κατανοιςουν 

ςε βάκοσ τθ φφςθ του εκάςτοτε γεωμετρικοφ αντικειμζνου, με αποτζλεςμα θ εναςχόλθςθ 

τουσ με αυτά να είναι πολλζσ φορζσ επιφανειακι και διαδικαςτικι, περιοριςμζνθ μόνο 

ςτθν ταυτοποίθςθ τουσ και όχι ςτο χειριςμό τουσ ωσ αντικείμενα με ςυγκεκριμζνο 

«χαρακτιρα».  

Τζλοσ, κα κζλαμε να αναφερκοφμε ςτο ρόλο που τελικά είχαν οι χειρονομίεσ και οι 

χριςθ παρομοιϊςεων από μζρουσ των μακθτϊν και φυςικά θ οπτικοποίθςθ, τόςο ςτθ 

διερεφνθςθ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων, όςο και ςτο πζραςμα που ζκαναν οι μακθτζσ 

μεταξφ γεωμετριϊν διαφορετικϊν διαςτάςεων. Ξεκινϊντασ με τισ χειρονομίεσ που 

χρθςιμοποιοφςαν οι μακθτζσ κατά τθ διάρκεια των ςυηθτιςεων, παρατθριςαμε ότι αυτζσ 

ιταν ςτα πλαίςια που τισ είχε περιγράψει ο McNeill (1992). Στισ περιςςότερεσ περιπτϊςεισ 

οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφςαν χειρονομίεσ προκειμζνου να περιγράψουν με αυτζσ κάτι το 

οποίο δε μποροφςαν να εκφράςουν εφκολα με το λόγο και τισ τυπικζσ μακθματικζσ 

ορολογίεσ. Αντίςτοιχοσ ιταν και ο ρόλοσ των παρομοιϊςεων που χρθςιμοποιικθκαν από 

τουσ μακθτζσ. Φάνθκε ότι πολλζσ φορζσ οι μακθτζσ δεν ιταν ςε κζςθ να εκφράςουν 

λεκτικά το ςυλλογιςμό τουσ με τθν τυπικι μακθματικι ορολογία. Ζτςι, κατζφευγαν ςε 

παρομοιϊςεισ από τθν κακθμερινι τουσ ηωι προκειμζνου να περιγράψουν το ςχιμα ι τθ 

μορφι ενόσ γεωμετρικοφ αντικειμζνου ι ακόμα και κάποιεσ ιδιότθτεσ του. Το γεγονόσ αυτό 
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εγείρει τα εξισ ερωτιματα : Είναι τελικά τόςο ςθμαντικό οι μακθτζσ να μποροφν να 

εκφράηονται και να κάνουν γεωμετρικοφσ ςυλλογιςμοφσ χρθςιμοποιϊντασ εξ αρχισ τθν 

τυπικι μακθματικι ορολογία; Τι γεωμετρία κζλουμε να μάκουν τελικά οι μακθτζσ μασ; 

Βερμπαλιςτικι και φορμαλιςτικι ι ουςιϊδθ, λειτουργικι και δθμιουργικι; Αν θ απάντθςθ 

βαραίνει ςτθν ουςία και όχι ςτο φαίνεςκε, τότε ίςωσ κα πρζπει να επανεξετάςουμε τισ 

πτυχζσ τθσ γεωμετρίασ ςτισ οποίεσ δίνουμε βαρφτθτα ςτο ςχολείο. Μςωσ είναι πιο ςθμαντικό 

οι μακθτζσ να αναπτφξουν αρχικά το γεωμετρικό τουσ ςυλλογιςμό, ακόμα κι αν δε μποροφν 

να τον εντάξουν λεκτικά μζςα ςτα ςτενά πλαίςια τθσ τυπικισ μακθματικισ ορολογίασ, αντί 

να παιδεφονται με αυτι και τελικά να μιλοφν χωρίσ και οι ίδιοι πολλζσ φορζσ να κατανοοφν 

αυτά που λζνε. Στθ ςυνζχεια και αφοφ οι μακθτζσ ζχουν αποδϊςει νόθμα ςτα γεωμετρικά 

αντικείμενα, μποροφμε να αςχολθκοφμε περιςςότερο και με τθν τυπικι μακθματικι 

ορολογία, τθν οποία κα πρζπει να χρθςιμοποιοφν γι’ αυτά. Θ L.Healy (2012) υποςτθρίηει ότι 

αν καταφζρουμε να κατανοιςουμε τισ ομοιότθτεσ και τισ διαφορζσ ςτισ πρακτικζσ που 

ακολουκοφν οι τυφλοί μακθτζσ ςε ςχζςθ με τουσ βλζποντεσ, δθλαδι μακθτζσ που βιϊνουν 

τον κόςμο με διαφορετικό τρόπο, κα μπορζςουμε να κατανοιςουμε ακόμθ καλφτερα τισ 

ςχζςεισ μεταξφ τθσ εμπειρίασ και τθσ νόθςθσ γενικότερα. Μάλιςτα, θ ίδια κλείνει πολφ 

χαρακτθριςτικά το άρκρο τθσ λζγοντασ : “Μςωσ ακόμα κα μποροφςαμε να προτείνουμε, ότι 

ωσ κακθγθτζσ Μακθματικϊν κα πρζπει να προςπακοφμε να κάνουμε ακριβϊσ αυτό: να 

επιτρζπουμε και ςτουσ άλλουσ να αιςκάνονται τα μακθματικά όπωσ εμείσ, και ταυτόχρονα 

να προςπακοφμε να οικειοποιθκοφμε τα ςυναιςκιματά τουσ.” Αυτό όμωσ δεν είναι κάτι 

που κα πρζπει να περιοριςτεί ςτθν περίπτωςθ των μακθτϊν με προβλιματα όραςθσ. Σαν 

κακθγθτζσ των μακθματικϊν κα πρζπει να προςπακοφμε πάντα να δθμιουργοφμε τον 

κατάλλθλο κϊδικα επικοινωνίασ με τουσ μακθτζσ μασ, ιςορροπϊντασ και ςυνδυάηοντασ τισ 

δικζσ τουσ αντιλιψεισ για τισ μακθματικζσ ιδζεσ, με τισ δικζσ μασ.  

Κατά τθ διάρκεια όλων των δραςτθριοτιτων παρατθρικθκε ζντονα θ διαδικαςία τθσ 

οπτικοποίθςθσ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων και των χειριςμϊν τουσ από τουσ μακθτζσ. 

Οι μακθτζσ φάνθκε να δθμιουργοφν εικόνεσ όπωσ αυτζσ που είχε περιγράψει θ Presmeg 

(2006), αποκαλϊντασ τεσ «νοθτικζσ εικόνεσ». Εικόνεσ που ιταν άλλοτε ςτατικζσ και άλλοτε 

οι μακθτζσ τουσ προςζδιδαν ζναν δυναμικό χαρακτιρα, όντασ ςε κζςθ να τισ κινιςουν 

νοθτά, δθμιουργϊντασ νζεσ εικόνεσ. Με τον τρόπο αυτό, θ ςυμβολι τθσ οπτικοποίθςθσ 

ιταν ιδιαιτζρωσ ςθμαντικι, τόςο ςτο χειριςμό και τθν αναγνϊριςθ των γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων, όςο και για το πζραςμα του γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ μεταξφ γεωμετριϊν 

διαφορετικϊν διαςτάςεων. Ραρόλα αυτά, ςτο ςθμείο αυτό θ άποψθ μασ ςυμφωνεί με τθ 

κεϊρθςθ του Duval (1998), ότι ο γεωμετρικόσ ςυλλογιςμόσ εμπλζκει διαφορετικά είδθ 
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γνωςτικϊν διαδικαςιϊν που “ςχετίηονται ςτενά μεταξφ τουσ και θ ςφμπραξθ τουσ είναι 

γνωςτικά απαραίτθτθ για τθν «κατάκτθςθ» τθσ γεωμετρίασ.” Αυτό ςθμαίνει ότι μόνο θ 

οπτικοποίθςθ, χωρίσ το μακθματικό ςυλλογιςμό  δεν μπορεί να ςυντελζςει ςτθν πλιρθ 

ανάπτυξθ τθσ γεωμετρικισ ςκζψθσ, ακριβϊσ όπωσ δε μπορεί να ςυμβεί και το αντίκετο. Θ 

αμφίδρομθ ςχζςθ μεταξφ οπτικοποίθςθσ και μακθματικοφ ςυλλογιςμοφ είναι εκείνθ που 

μπορεί να βοθκιςει τουσ μακθτζσ να δουν ςε βάκοσ τθ γεωμετρία και να αναπτφξουν τθ 

γεωμετρικι τουσ ςκζψθ. Για το λόγο αυτό κεωροφμε πωσ κα ιταν εξαιρετικά βοθκθτικό, όχι 

μόνο για τουσ μακθτζσ με προβλιματα όραςθσ αλλά και για όλουσ τουσ μακθτζσ 

γενικότερα, το παράδειγμα αντιμετϊπιςθσ των γεωμετρικϊν αντικειμζνων που μασ ζδωςαν 

οι μακθτζσ μζςα από τθν ζρευνα αυτι να βρει το ρόλο του μζςα ςτο χϊρο τθσ διδακτικισ 

τθσ γεωμετρίασ και να μθν μείνει ανεκμετάλλευτο. Φυςικά, αναγνωρίηοντασ τουσ 

περιοριςμοφσ τθσ μικροφ βελθνεκοφσ ζρευνασ που πραγματοποιιςαμε κατανοοφμε ότι 

αυτι δε μασ δίνει το δικαίωμα για γενικευμζνα ςυμπεράςματα και ολοκλθρωμζνεσ 

διδακτικζσ προτάςεισ. Ωςτόςο, κεωροφμε ςθμαντικό να γίνει περιςςότερθ ζρευνα προσ τθν 

κατεφκυνςθ αυτι. Μςωσ αυτό να ζχει ςαν αποτζλεςμα τελικά θ γεωμετρία να μθν αποτελεί 

πια ζνα επιφανειακό και διαδικαςτικό μάκθμα για τουσ μακθτζσ, αλλά ζνα μάκθμα που κα 

τουσ προςφζρει το ςυναίςκθμα τθσ ανακάλυψθσ, τθσ ςφνκεςθσ ιδεϊν και τθσ δθμιουργίασ, 

όπωσ αυτό που φανταηόμαςτε ότι ςυνικιηε να τθ διζπει όταν αςχολικθκαν με αυτι οι 

πρϊτοι μακθματικοί τθσ ιςτορίασ. 
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