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Πξόινγνο 
 

 

Ηζηνξηθά, ε άπνςε γηα ην ηη είλαη ε Γεσκεηξία άιιαμε ξηδηθά ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο. 

Γηα αηψλεο ππήξρε ε αληίιεςε φηη ν κνλαδηθφο ζηφρνο ηεο Γεσκεηξίαο ήηαλ ε ζε 

βάζνο κειέηε ησλ επίπεδσλ θαη ζηεξεψλ ζρεκάησλ. Παξά ηελ αλάπηπμε θαη άιισλ 

απφςεσλ (Γεσκεηξία ζηε ζθαίξα, ζηνηρεία πξνβνιηθήο Γεσκεηξίαο), δελ ππήξρε 

ζθηά ακθηβνιίαο γηα ηελ θαζνιηθή ηζρχ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Σα 

επαλαζηαηηθά επξήκαηα ησλ Gauss, Lobachevsky θαη Bolyai ζηηο αξρέο ηνπ 19
νπ

 

αηψλα ήηαλ κνλαδηθά ζηελ Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ γηαηί αλέηξεςαλ απφςεηο νη 

νπνίεο είραλ παγησζεί γηα ρηιηεηίεο, αλνίγνληαο ην δξφκν ζηηο κε Δπθιείδεηεο 

Γεσκεηξίεο. Λίγα ρξφληα αξγφηεξα ν Riemann δηαηππψλνληαο ηελ Διιεηπηηθή 

Γεσκεηξία πξφζζεζε άιιε κία Γεσκεηξία ζηηο ήδε ππάξρνπζεο. Απηφο ν θαηάινγνο 

επεθηάζεθε απφ ηνλ Klein, ν νπνίνο εθκεηαιιεπφκελνο ηηο ελνπνηεηηθέο δπλαηφηεηεο 

ηεο ζεσξίαο νκάδσλ πξφηεηλε κηα λέα ζεψξεζε ησλ αληηιήςεψλ καο γηα ηε 

Γεσκεηξία θαη εθηφο ησλ άιισλ θαηέγξαςε ελλέα Γεσκεηξίεο ζπκπεξηιακβαλνκέλεο 

ηεο Δπθιείδεηαο, ηεο Τπεξβνιηθήο θαη ηεο Διιεηπηηθήο, νη νπνίεο είλαη ζήκεξα 

γλσζηέο σο Γεσκεηξίεο Cayley-Klein. Φαίλεηαη ηειηθά φηη νη αιιαγέο απηέο επάλσ 

ζηε Γεσκεηξία, ζπκβάδηδαλ κε ηηο έξεπλεο γηα ηε θχζε ηνπ ρψξνπ, νη νπνίεο 

νδήγεζαλ ηειηθά ζηε δηαηχπσζε ηεο Θεσξίαο ηεο ΢ρεηηθφηεηαο. 

 

 

΢ηελ παξνχζα εξγαζία παξνπζηάδνληαη ηξεηο επίπεδεο Γεσκεηξίεο (εθ ησλ 

ελλέα ησλ Cayley-Klein) θαη επηρεηξείηαη κηα ζπγθξηηηθή κειέηε απηψλ ζην πιαίζην 

ησλ απφςεσλ ηνπ Klein. Πξφθεηηαη γηα ηε γλσζηή καο Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, ηε 

Γεσκεηξία ηνπ Galileo θαη ηε Γεσκεηξία ηνπ Minkowski. Παξάιιεια δίδνληαη 

εθαξκνγέο ησλ γεσκεηξηψλ απηψλ ζηε Φπζηθή θαη πην ζπγθεθξηκέλα ζηελ Κιαζζηθή 

Μεραληθή θαη ηελ Δηδηθή Θεσξίαο ηεο ΢ρεηηθφηεηαο. 

 

 

Ζ εξγαζία νινθιεξψλεηαη κε κηα δηδαθηηθή πξφηαζε γηα ηελ εηζαγσγή ζηηο κε 

Δπθιείδεηεο Γεσκεηξίεο ζην Λχθεην θαη ηελ πεξαηηέξσ κειέηε απηψλ ζηα πξψηα έηε 

ηνπ Παλεπηζηεκίνπ κε ηε βνήζεηα ηεο ζεσξίαο θακπχισλ. Με ηε ζεψξεζε 

θαηάιιειεο κεηξηθήο θαζίζηαηαη δπλαηή ε ζπγθξηηηθή κειέηε ησλ ηξηψλ 

πξνεγνχκελσλ Γεσκεηξηψλ θαη δίδνληαη εθ λένπ εθαξκνγέο ζηε Φπζηθή. 

 

 

Ζ κειέηε ελφο γεσκεηξηθνχ (θαη γεληθφηεξα καζεκαηηθνχ) πξνβιήκαηνο δελ 

ζηακαηά κε ηελ εχξεζε κηαο ιχζεο, αιιά πξνρσξά αθφκε πεξηζζφηεξν ζην λα θάλεη 

δηαηζζεηηθά αληηιεπηφ ην αληηθείκελν ην νπνίν πξαγκαηεχεηαη. Γηα ηνλ ιφγν απηφ 

έγηλε πξνζπάζεηα ε ινγηθή (αμησκαηηθή ζεκειίσζε, θ.ιπ.) λα ζπδεπρζεί κε ηε 

δηαίζζεζε (ζρήκαηα θαη εθαξκνγέο). Τπφ ην θξάηνο ησλ πξνβιεκαηηζκψλ απηψλ 

πξνηξέπεηαη θαη ν αλαγλψζηεο λα θξίλεη ηελ εξγαζία απηή. 
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1. Αμησκαηηθά ΢πζηήκαηα 
 

΢ην πιαίζην ηεο απζηεξφηεηαο ε νπνία δηέπεη ηα ζχγρξνλα Μαζεκαηηθά, θάζε 

Γεσκεηξία πξνθεηκέλνπ λα ηζρχζεη (δειαδή λα γίλεη απνδεθηή απφ ηε καζεκαηηθή 

θνηλφηεηα) έρεη ηελ αλάγθε αμησκαηηθήο ζεκειίσζεο. Κάηη ηέηνην πξαγκαηνπνηείηαη 

επάλσ ζηε βάζε ελφο ζπζηήκαηνο δνκεκέλεο ινγηθήο, ην νπνίν πεξηέρεη: 

 Απξνζδηφξηζηεο έλλνηεο (π.ρ. ζεκείν, επζεία, επίπεδν) 

 Οξηζκνχο (π.ρ. γσλία, θχθινο) 

 Αμηψκαηα (ην Δπθιείδεην αίηεκα, ην αμίσκα ηνπ Pasch, θιπ) 

 Αμηψκαηα ηεο ινγηθήο (π.ρ. νη θνηλέο έλλνηεο ηνπ Δπθιείδε) 

 Θεσξήκαηα (πξνθχπηνπλ απφ ηα αμηψκαηα κέζσ ηνπ ινγηθνχ ζπζηήκαηνο) 

 

Αλ θαη αγλννχκε ηηο ζεκειηψδεηο έλλνηεο ηεο Γεσκεηξίαο, φπσο γηα παξάδεηγκα 

ην ζημείο ή ηελ εςθεία, εληνχηνηο κέζσ ησλ αμησκάησλ κάο παξέρεηαη ε απαξαίηεηε 

γλψζε γηα ηηο έλλνηεο απηέο. Υαξαθηεξηζηηθφ είλαη ην παξάδεηγκα ησλ κε 

Δπθιείδεησλ Γεσκεηξηψλ, ζηηο νπνίεο ε ρξήζε ησλ ιέμεσλ δελ θαίλεηαη θαη’ αξρήλ 

λα ζπλάδεη κε ηε δηαίζζεζε. Σα αμηψκαηα ινηπφλ, νπζηαζηηθά θαζνξίδνπλ ηηο ζσέζειρ 

νη νπνίεο δηέπνπλ ηα ζηνηρεία ηεο Γεσκεηξίαο, ηεο νπνίαο ην βαζχηεξν λφεκα ίζσο λα 

είλαη ηειηθά ε πξνζπάζεηα λα μεθαζαξηζηνχλ νη ζσέζειρ κεηαμχ ησλ γεσκεηξηθψλ 

αληηθεηκέλσλ, αιιά ε οςζία ηνπο.  

 

Ζ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, έηζη φπσο ηελ ζεκειίσζε ν Δπθιείδεο ζηα Σηοισεία, 

δελ απνηειεί ηππηθφ αμησκαηηθφ ζχζηεκα (ν Αξηζηνηέιεο κηιάεη γηα ηα αμησκαηηθά 

ζπζηήκαηα θαηά ηξφπν παξφκνην κε απηφ ησλ ΢ηνηρείσλ). Ο Δπθιείδεο δελ 

ρξεζηκνπνίεζε απξνζδηφξηζηεο έλλνηεο θαη ζηεξίρζεθε ππεξβνιηθά ζηε δηαίζζεζε 

θαηά ηελ αλάπηπμε ησλ επηρεηξεκάησλ ηνπ, αιιά θαη θαηά ηε δηαηχπσζε ησλ είθνζη 

ηξηψλ νξηζκψλ ηνπ. Έζεζε πέληε αμηψκαηα (αηηήκαηα) θαη ηξία αμηψκαηα ηεο ινγηθήο 

(θνηλέο έλλνηεο). Οη ππφινηπεο έμη θνηλέο έλλνηεο απνηεινχλ κεηαγελέζηεξεο 

πξνζζήθεο: 

Αιηήμαηα 

α΄ Ἠιτήσθω ἀπὸ παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν. 

β΄ Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ' εὐθείας ἐκβαλεῖν. 

γ΄ Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήματι κύκλον γράφεσθαι. 

δ΄ Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις εἶναι. 

ε΄ Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη 

γωνίας δύο ὀρθῶν ἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας τὰς δύο εὐθείας ἐπ' ἄπειρον 

συμπίπτειν, ἐφ' ἃ μέρη εἰσὶν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες. 

 

Κοινέρ έννοιερ 

α΄ Τὰ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα. 

β΄ Καὶ ἐὰν ἴσοις ἴσα προστεθῇ, τὰ ὅλα ἐστὶν ἴσα. 

γ΄ Καὶ ἐὰν ἀπὸ ἴσων ἴσα ἀφαιρεθῇ, τὰ καταλειπόμενά ἐστιν ἴσα. 

δ΄ Καὶ ἐὰν ἀνίσοις ἴσα προστεθῇ, τὰ ὅλα ἐστὶν ἄνισα. 

ε΄ Καὶ τὰ τοῦ αὐτοῦ διπλάσια ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν. 

ς΄ Καὶ τὰ τοῦ αὐτοῦ ἡμίση ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.] 

ζ΄ Καὶ τὰ ἐφαρμόζοντα ἐπ' ἄλληλα ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν. 

η΄ Καὶ τὸ ὅλον τοῦ μέρους μεῖζον [ἐστιν]. 

θ΄ Καὶ δύο εὐθεῖαι χωρίον οὐ περιέχουσιν. 
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Σα θελά ησλ Σηοισείυν δελ αξγνχλ λα θαλνχλ. Αο δνχκε κεξηθά παξαδείγκαηα: 

 

Πρόταση I.1. Ἐπὶ τῆς δοθείσης εὐθείας πεπερασμένης τρίγωνον ἰσόπλευρον 

συστήσασθαι. 

Γηα ηελ απφδεημε ηεο πξφηαζεο απηήο, ν Δπθιείδεο ζηεξηδφκελνο ζην ηξίην 

αμίσκα θαηαζθεπάδεη δχν θχθινπο αθηίλαο ίζεο πξνο ην δνζέλ επζχγξακκν ηκήκα, 

έζησ ξ, ηέηνηνπο ψζηε ηα θέληξα ηνπο λα απέρνπλ κεηαμχ ηνπο απφζηαζε ίζε κε ξ. Σν 

γεγνλφο φκσο φηη δελ πξνθχπηεη απφ πνπζελά ε χπαξμε ησλ ζεκείσλ ηνκήο ησλ δχν 

θχθισλ, ζεκαίλεη φηη ν θαηάινγνο ησλ αηηεκάησλ είλαη ειιηπήο. Ίζσο ζα ρξεηαδφηαλ 

έλα αίηεκα ηεο παξαθάησ κνξθήο (παξαιιαγή ηνπ αμηψκαηνο ηνπ Pasch): Έλαο 

θχθινο (Ο, ξ) δηακεξίδεη ηα ζεκεία Μ ηνπ επηπέδνπ πνπ δελ αλήθνπλ ζε απηφλ ζε δχν 

θιάζεηο πνπ θαινχληαη εζσηεξηθφ (d(Ο, Μ) < ξ) θαη εμσηεξηθφ (d(Ο, Μ) > ξ) ηνπ 

θχθινπ. Κάζε γξακκή πνπ θέξεηαη απφ εμσηεξηθφ ζεκείν ηνπ θχθινπ ζε εζσηεξηθφ 

ζεκείν ηνπ θχθινπ (ή αληίζηξνθα), ηέκλεη ηελ πεξηθέξεηα ηνπ θχθινπ. ΢ηε 

Γεσκεηξία επίζεο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ έρνπλ ξεηέο ζπληεηαγκέλεο, 

ελδέρεηαη δχν θχθινη φπσο απηνί ηεο Πξφηαζεο Η.1 λα κελ ηέκλνληαη.  

 

Πρόταση I.4. Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δυσὶ πλευραῖς ἴσας ἔχῃ 

ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴν γωνίαν τῇ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ τὴν ὑπὸ τῶν ἴσων εὐθειῶν 

περιεχομένην, καὶ τὴν βάσιν τῇ βάσει ἴσην ἕξει, καὶ τὸ τρίγωνον τῷ τριγώνῳ ἴσον 

ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ' 

ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν. 

Ζ παξαπάλσ πξφηαζε (ην γλσζηφ θξηηήξην ηζφηεηαο ηξηγψλσλ Π – Γ – Π) 

απνδεηθλχεηαη αλ ηνπνζεηήζνπκε ηα δχν ηξίγσλα ην έλα επάλσ ζην άιιν. Ζ 

δηαδηθαζία απηή ιέγεηαη εναπόθεζη θαη είλαη έλαο είδνο θίλεζεο. Ζ δπλαηφηεηα φκσο 

απηή δελ απνξξέεη νχηε απφ ηα αμηψκαηα, νχηε απφ ηηο θνηλέο έλλνηεο, νχηε 

ζηεξίδεηαη ζε πξνεγνχκελεο πξνηάζεηο. Ζ έλλνηα δειαδή ηεο θίλεζεο δελ αλαθέξεηαη 

πνπζελά ζηνλ Δπθιείδε, φκσο γίλεηαη αληηιεπηή απφ εκάο γηαηί ζηεξίδεηαη ζηελ 

εκπεηξία θαη ηηο αηζζήζεηο καο. Γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί φκσο ζε απζηεξά Μαζεκαηηθή 

απφδεημε, ζα πξέπεη φπσο είδακε θαη πξνεγνπκέλσο, λα ζεκειησζεί αμησκαηηθά. 

Δπηπιένλ ε δηαδηθαζία ηεο ελαπφζεζεο πξνυπνζέηεη ηελ νκνηνκνξθία ηνπ ρψξνπ. Σν 

ηέηαξην αίηεκα κπνξεί λα ζεσξεζεί κηα ππφζεζε γηα ηελ νκνηνγέλεηα ηνπ ρψξνπ, 

αιιά φρη ηφζν ηζρπξή φζε ζπλεπάγεηαη ε Πξφηαζε Η.4. 

 

Σν έξγν ηνπ Δπθιείδε έηπρε επηζηακέλεο κειέηεο θαη απζηεξήο θξηηηθήο γηα 

πάλσ απφ 2000 ρξφληα, γεγνλφο ην νπνίν νδήγεζε ζηελ αλαθάιπςε θελψλ, θπξίσο 

απφ λεφηεξνπο ζρνιηαζηέο ησλ Σηοισείυν. Παξάιιεια ε θξηηηθή απηή απνηέιεζε ην 

έλαπζκα γηα ηε δηαηχπσζε λέσλ ζεσξηψλ ζηε Γεσκεηξία, φπσο ε Τπεξβνιηθή θαη ε 

Διιεηπηηθή.  

 

Ζ πξψηε πιήξεο αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηεο Γεσκεηξίαο δφζεθε απφ ηνλ 

Hilbert ην 1899. ΢χκθσλα κε ηνλ Hilbert έλα αμησκαηηθφ ζχζηεκα πξέπεη λα 

ηθαλνπνηεί ηηο αθφινπζεο πξνυπνζέζεηο:  

 

1) Να είλαη ζςνεπέρ, δειαδή λα κελ νδεγεί ζε αληηθάζεηο. Απηφ ζεκαίλεη φηη είλαη 

αδχλαηνλ ζην πιαίζην ηνπ αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο λα απνδεηρζεί φηη κηα πξφηαζε 

είλαη ηαπηφρξνλα αιεζήο θαη ςεπδήο. 

2) Να είλαη ανεξάπηηηο, δειαδή λα κελ είλαη δπλαηφλ λα απνδεηρζεί έλα αμίσκα απφ 

ηα ππφινηπα. 
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3) Να είλαη πλήπερ, δειαδή γηα θάζε πξφηαζε λα κπνξεί λα απνδεηρζεί ε αιήζεηα ή ην 

ςεχδνο ηεο. Απηφ ηζνδχλακα ζεκαίλεη φηη δελ κπνξνχκε λα πξνζζέζνπκε ζην 

ζχζηεκα έλα άιιν αμίσκα αλεμάξηεην απφ ηα ήδε ππάξρνληα. [Ο Gödel ην 1931 

αλέηξεςε ηηο πξνυπνζέζεηο 1 θαη 3. Απέδεημε φηη ζε νπνηαδήπνηε αμησκαηηθή ζεσξία 

πνπ πεξηέρεη ηελ (Peano) αξηζκεηηθή, α) δελ είλαη δπλαηφλ λα απνδεηρζεί κέζα ζηε 

ζεσξία φηη απηή δελ νδεγεί ζε αληηθάζεηο θαη β) κπνξεί λα δηαηππσζεί πξφηαζε πνπ 

νχηε ε ίδηα νχηε ε άξλεζή ηεο λα κπνξνχλ λα απνδεηρζνχλ.] 

Ζ αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηνπ Hilbert βαζίδεηαη ζε έλα κε θελφ ζχλνιν ζεκείσλ 

΢, ζε έλα κε θελφ ζχλνιν επζεηψλ Δ, θαη ζε θάπνηα ζρέζε ζ΢Δ πνπ νδεγεί ζηελ 

έλλνηα Υζx: ην Υ “αλήθεη” ζηελ x. 

O Hilbert γηα ηε ζεκειίσζε ηεο Γεσκεηξίαο δηέθξηλε ηηο αθφινπζεο 5 νκάδεο 

αμησκάησλ: 

 

Οκάδεο Αμησκάησλ 

I Αμηψκαηα ζπκπηψζεσο ή ηνπ “αλήθεηλ” 

II Αμηψκαηα δηάηαμεο ή ηνπ “κεηαμχ” 

III Αμηψκαηα ηζφηεηαο ή “ζπκθσλίαο”  

IV Αμηψκαηα ζπλέρεηαο 

V Αμίσκα ηεο παξαιιειίαο 

 

Πην αλαιπηηθά γηα ηελ θάζε νκάδα, έρνπκε: 

 

Αμηψκαηα ζπκπηψζεσο 

Η.1 Γηα θάζε δπν δηαθνξεηηθά ζεκεία ππάξρεη πάληα κηα επζεία πνπ ηα πεξηέρεη 

(χπαξμε). 

Η.2 Γηα θάζε δπν δηαθνξεηηθά ζεκεία ππάξρεη αθξηβψο κηα επζεία πνπ ηα πεξηέρεη 

(κνλαδηθφηεηα). 

Η.3 Κάζε επζεία πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ δπν ζεκεία. Τπάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ 3 κε 

ζπλεπζεηαθά ζεκεία. 

Η.4 Γηα θάζε ηξία κε ζπλεπζεηαθά ζεκεία ππάξρεη αθξηβψο έλα επίπεδν. 

Η.5 Κάζε επίπεδν πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν. 

Η.6 Αλ δχν ζεκεία κηαο επζείαο αλήθνπλ ζε έλα επίπεδν, ηφηε θάζε ζεκείν ηεο 

επζείαο αλήθεη ζην ίδην επίπεδν. 

Η.7 Αλ δχν επίπεδα έρνπλ έλα θνηλφ ζεκείν, ηφηε ζα έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ 

αθφκε θνηλφ ζεκείν. 

Η.8 Τπάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ 4 κε ζπλεπίπεδα ζεκεία. 

 

Αμηψκαηα Γηάηαμεο 

ΗΗ.1 Σν ζχκβνιν X – Y – Z ζεκαίλεη φηη ηα ζεκεία Υ, Τ, Ε είλαη ζπλεπζεηαθά θαη 

δηαθνξεηηθά θαη φηη ην Τ βξίζθεηαη κεηαμχ ησλ Υ θαη Ε. Αλ ζπκβαίλεη απηφ 

ηφηε ηζρχεη θαη Z – Y – X. 

ΗΗ.2 Γηα θάζε δπν ζεκεία Υ, Τ ππάξρεη ζεκείν Ε ηέηνην ψζηε X – Y – Z. 

ΗΗ.3 Γηα θάζε ηξία ζπλεπζεηαθά θαη δηαθνξεηηθά ζεκεία, αθξηβψο έλα απφ απηά 

βξίζθεηαη κεηαμχ ησλ άιισλ δπν. 

ΗΗ.4 ( Αμίσκα ηνπ Pasch)  

Αλ κηα επζεία ε δελ πεξηέρεη θακία απφ ηηο θνξπθέο ελφο ηξηγψλνπ, ΑΒΓ, θαη 

πεξλάεη απφ ην εζσηεξηθφ ζεκείν κηαο πιεπξάο ηνπ, ηφηε ε ε δηέξρεηαη απφ 

έλα εζσηεξηθφ ζεκείν κηαο ηνπιάρηζηνλ απφ ηηο άιιεο δπν πιεπξέο ηνπ 

ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 
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Αμηψκαηα Ηζφηεηαο 

ΗΗΗ.1 Δπηηξέπεηαη ε κεηαθνξά θαη ε πξφζζεζε επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ. 

ΗΗΗ.2 Δπηηξέπεηαη ε κεηαθνξά γσληψλ. 

ΗΗΗ.3 Αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ δπν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο πεξηερφκελεο ζε 

απηέο γσλίεο ίζεο, ηφηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 

 

Αμηψκαηα ΢πλέρεηαο 

IV.1 (Αμίσκα Αξρηκήδνπο-Δπδφμνπ) 

Έζησ ΑΒ, ΓΓ είλαη δχν επζχγξακκα ηκήκαηα. Σφηε, ην ΑΒ νξίδεη κηα 

εκηεπζεία πάλσ ζηελ νπνία ππάξρεη έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείσλ Α1, Α2, 

…, Αλ – 1, Αλ ηέηνηα ψζηε θαζέλα απφ ηα ηκήκαηα ΑΑ1, Α1Α2, …, Αλ – 1Αλ λα 

είλαη ίζα πξνο ην ΓΓ, θαη επηπιένλ Αλ – 1 – Β – Αλ. 

IV.2 (Αμίσκα ηεο γξακκηθήο πιεξφηεηαο) 

Γελ είλαη δπλαηφλ λα επεθηαζεί κε πξνζζήθε επηπιένλ ζεκείσλ κηα επζεία ηεο 

παξνχζαο Γεσκεηξίαο θαη λα εμαθνινπζνχλ λα ηζρχνπλ νη πξνεγνχκελεο 

νκάδεο αμησκάησλ. 

 

Αμίσκα Παξαιιειίαο 

V.1 (Δπθιείδεην αίηεκα) 

Έζησ ε κηα ηπρνχζα επζεία θαη Μ έλα ζεκείν εθηφο απηήο. Σφηε απφ ην Μ 

δηέξρεηαη ην πνιχ κηα γξακκή πνπ δελ ηέκλεη ηελ ε.  

 

Δπεηδή φκσο ε αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηεο Γεσκεηξίαο ζχκθσλα κε «ην φλεηξν 

ηνπ Hilbert» απνδείρζεθε αδχλαηε, αο δνχκε κηα πξνζέγγηζε βαζηζκέλε ζηα μονηέλα.  

 

Οξηζκόο 1. Έλα κνληέιν γηα έλα αμησκαηηθφ ζχζηεκα πξνθχπηεη φηαλ ζηηο 

απξνζδηφξηζηεο έλλνηεο ηνπ ζπζηήκαηνο δψζνπκε κηα ζπγθεθξηκέλε εξκελεία, έηζη 

ψζηε ηα αμηψκαηα λα είλαη αιεζείο πξνηάζεηο γηα αληηθείκελα ηεο εξκελείαο. Κάζε 

ζεψξεκα ελφο αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο, ππνρξεσηηθά ζα αιεζεχεη ζε θάζε κνληέιν 

ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ, δηφηη εθφζνλ ηα αμηψκαηα είλαη αιεζείο πξνηάζεηο ζην 

κνληέιν θαη ηα ζεσξήκαηα απνξξένπλ απφ ηα αμηψκαηα, ππνρξεσηηθά θαη ηα 

ζεσξήκαηα ζα είλαη αιεζείο πξνηάζεηο. Σα κνληέια κπνξνχλ λα αλαθέξνληαη είηε 

ζηνλ θπζηθφ θφζκν είηε ζε άιια αμησκαηηθά ζπζηήκαηα. 

 

Αο δνχκε φκσο πψο επαιεζεχεηαη ε ζπλέπεηα ελφο αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο κε 

ηε ρξήζε κνληέισλ. Δίδακε πξνεγνπκέλσο φηη ηα αμηψκαηα αιεζεχνπλ ζην κνληέιν, 

άξα θαη ηα ζεσξήκαηα ηα νπνία πξνθχπηνπλ απφ ηα αμηψκαηα, ζα αιεζεχνπλ επίζεο 

ζην κνληέιν. Δπεηδή φκσο έλα κνληέιν ζπληζηά κηα πξαγκαηηθή θαηάζηαζε, δελ είλαη 

δπλαηφλ λα αιεζεχνπλ ζε απηφ αληηθαηηθέο πξνηάζεηο. ΢πλεπψο, αλ έλα αμησκαηηθφ 

ζχζηεκα έρεη κνληέιν, ηφηε είλαη ζπλεπέο. 

 

Γηα ηνλ έιεγρν ηεο αλεμαξηεζίαο ελφο ζπζηήκαηνο θαη πάιη θαηαθεχγνπκε ζηα 

κνληέια σο εμήο: Έζησ φηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ζην ζχζηεκα αμησκάησλ S ηελ 

αλεμαξηεζία ηνπ αμηψκαηνο Υ. Πξνζπαζνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα κνληέιν γηα 

ην ζχζηεκα S΄ ην νπνίν πξνθχπηεη απφ ην S φηαλ ζηε ζέζε ηνπ Υ βάινπκε ηελ 

άξλεζή ηνπ. Αλ ηα αμηψκαηα ηνπ S΄ ηζρχνπλ ζην κνληέιν, ηφηε έρνπκε ηελ 

αλεμαξηεζία ηνπ Υ. Πξέπεη βέβαηα λα θαηαζθεπάζνπκε m ην πιήζνο κνληέια, φπνπ 

m είλαη ν αξηζκφο ησλ αμησκάησλ ηνπ S. 

 



Η. Ρίδνο, Μονηέλα Επιπέδυν Γευμεηπιών 

 

10 

2. Λίγα ιόγηα γηα ην Δπίπεδν 
 

Δίδακε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα φηη ν Hilbert πξνθεηκέλνπ λα ζεκειηψζεη 

αμησκαηηθά ηε Γεσκεηξία, κεηαμχ άιισλ βαζίζηεθε ζε θάπνηεο απξνζδηφξηζηεο 

έλλνηεο, φπσο ε έλλνηα ηνπ ζεκείνπ, ηεο επζείαο ή ηνπ επηπέδνπ. Σε ινγηθή απηή 

αθνινπζνχκε θαη εκείο κέρξη ζήκεξα θαηά ηε δηδαζθαιία ηεο Γεσκεηξίαο ζην 

ζρνιείν, ζεσξψληαο ηελ έλλνηα ηνπ επηπέδνπ ζεκειηψδε (θαηά ηελ Αξηζηνηειηθή 

έλλνηα), πξνζπαζνχκε λα ηελ θαηαλνήζνπκε θαη λα ηεο απνδψζνπκε ηηο ηδηφηεηεο 

πνπ ηεο αλαινγνχλ ζηεξηδφκελνη ζηηο εηδηθέο έλλνηεο (π.ρ. γσλία, θχθινο, θ.ιπ.). 

Ο Δπθιείδεο ζην βηβιίν Η ησλ Σηοισείυν, πξνζπαζεί λα απνδψζεη ην λφεκα ησλ 

ιέμεσλ επηθάλεηα θαη επίπεδν σο εμήο: 

ε΄ Ἐπιφάνεια δέ ἐστιν, ὃ μῆκος καὶ πλάτος μόνον ἔχει. 

ς΄ Ἐπιφανείας δὲ πέρατα γραμμαί. 

ζ΄ Ἐπίπεδος ἐπιφάνειά ἐστιν, ἥτις ἐξ ἴσου ταῖς ἐφ' ἑαυτῆς εὐθείαις κεῖται. 

 

Δπεηδή φκσο θαηά ηνλ Wittgenstein ην λφεκα κηαο ιέμεο είλαη ε ρξήζε ηεο, 

παξαηεξψληαο κε πνην ηξφπν νη αξραίνη Έιιελεο ρξεζηκνπνηνχζαλ ηε ιέμε 

«επίπεδνο», νδεγνχκαζηε ζε δχν δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο: 

Ζ πξψηε πξνζέγγηζε είλαη εηπκνινγηθή: επίπεδνο = ν επί ηνπ πέδνπ (εδάθνπο) 

είλαη απηφο ν νπνίνο έρεη νκαιή επηθάλεηα ρσξίο εζνρέο ή πξνεμνρέο. Αληίζεηνο ηνπ 

επηπέδνπ είλαη ν ππεξψνο. Με απηή ηελ έλλνηα ν Πιάησλαο ρξεζηκνπνηεί ην επίπεδν 

ζην έξγν ηνπ Κπιηίαρ 112a: «γεώδης δ' ἦν πᾶσα καὶ πλὴν ὀλίγον ἐπίπεδος 

ἄνωθεν». ΢χκθσλα κε κηα δεχηεξε εξκελεία, επίπεδνο είλαη ν επί (επηπέδνπ) 

επηθαλείαο θείκελνο, ζε αληηδηαζηνιή κε ηνλ ζηεξεφ. Τπ’ απηή ηελ έλλνηα ζπλαληάκε 

ην επίπεδν ζηνλ Πιάησλα ζηα ρσξία: 

 

«τί δ᾽; ἐπίπεδον καλεῖς τι, καὶ ἕτερον αὖ στερεόν, οἷον ταῦτα τὰ ἐν ταῖς 

γεωμετρίαις;», Μένυν, 76a1. 

 

«εἰ μὲν οὖν ἐπίπεδον μέν, βάθος δὲ μηδὲν ἔχον ἔδει γίγνεσθαι τὸ τοῦ παντὸς 

σῶμα, μία μεσότης ἂν ἐξήρκει», Τίμαιορ, 32a7. 

 

«μετὰ ἐπίπεδον, ἦν δ᾽ ἐγώ, ἐν περιφορᾷ ὂν ἤδη στερεὸν λαβόντες, πρὶν αὐτὸ καθ᾽ 

αὑτὸ λαβεῖν: ὀρθῶς δὲ ἔχει ἑξῆς μετὰ δευτέραν αὔξην τρίτην λαμβάνειν. ἔστι δέ 

που τοῦτο περὶ τὴν τῶν κύβων αὔξην καὶ τὸ βάθους μετέχον» Πολιηεία, 528a-b. 
 

΢ήκεξα βέβαηα γλσξίδνπκε φηη εθηφο απφ ηελ επίπεδε επηθάλεηα (φπσο είλαη ε 

επηθάλεηα ηνπ γξαθείνπ καο), ππάξρεη θαη ε ζθαηξηθή αιιά θαη ε ππεξβνιηθή 

επηθάλεηα (φκνηα κε ηε ζέια ελφο αιφγνπ). Γηα λα νδεγεζεί φκσο ε καζεκαηηθή 

θνηλφηεηα ζε απηφ ην ζπκπέξαζκα ρξεηάζηεθε λα πεξάζνπλ αξθεηέο εθαηνληάδεο 

ρξφληα δπκψζεσλ θαη αληεγθιήζεσλ κεηαμχ ησλ κειψλ ηεο. Κχξηα αηηία απηήο ηεο 

δηακάρεο ππήξμε η εποπηεία ηος σώπος δειαδή ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν νη καζεκαηηθνί 

έβιεπαλ ή ηνπιάρηζηνλ ήζειαλ λα βιέπνπλ ηνλ θφζκν γχξσ ηνπο. Ο Saccheri γηα 

παξάδεηγκα ζα κπνξνχζε λα είρε αλαθαιχςεη πξψηνο ηηο κε Δπθιείδεηεο Γεσκεηξίεο 

εάλ δελ είρε εκκνλή κε ηελ ηζρχ ηνπ πέκπηνπ αμηψκαηνο ηνπ Δπθιείδε. Σα ζχγρξνλα 

Μαζεκαηηθά αιιά θαη ε Γεσκεηξία εηδηθφηεξα ηελ νπνία κειεηάκε ζηελ παξνχζα 

εξγαζία, καο παξέρνπλ απηή ηε δπλαηφηεηα, δειαδή λα κπνξνχκε λα κειεηάκε ηα 

καζεκαηηθά αληηθείκελα, απαιιαγκέλνη απφ ηελ αλάγθε ηεο επνπηείαο. 
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3. Ση είλαη ε Γεσκεηξία; 
 

Ζ εηπκνινγηθή ζεκαζία ηνπ φξνπ γευμεηπία (κέηξεζε ηεο γεο) θαλεξψλεη ηνπο 

πξαθηηθνχο ιφγνπο γηα ηνπο νπνίνπο αλαπηχρζεθε απηφο ν θιάδνο ησλ Μαζεκαηηθψλ, 

αξρηθά ζηελ αξραία Αίγππην. Ο Ζξφδνηνο (Ιζηοπίαι, Βηβιίν ΗΗ, 109) αλαθέξεη φηη 

φηαλ ν Νείινο πιεκκχξηδε κηα αγξνηηθή έθηαζε, έπξεπε γηα ηηο αλάγθεο ηεο 

θνξνινγίαο λα ππνινγηζηεί πφζν έδαθνο είρε ραζεί. Καηά ηε κεηαθνξά ηεο φκσο απφ 

ηελ Αίγππην ζηελ Διιάδα (πηζαλφηαηα απφ ηνλ Θαιή ην Μηιήζην) ε Γεσκεηξία 

δηεπξχλζεθε θαη πέξαζε ζε κηα θάζε ζπλερψο απμαλνκέλεο αθαίξεζεο. 

 

Κχξηνο εθθξαζηήο απηήο ηεο πςειήο αληίιεςεο ππήξμε ν Πιάησλαο ν νπνίνο 

επέκελε ζην φηη ε γλψζε ηεο Γεσκεηξίαο είλαη απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα ηελ 

ελαζρφιεζε κε ηε θηινζνθία αιιά θαη γηα ηε δηακφξθσζε κηαο νινθιεξσκέλεο 

πξνζσπηθφηεηαο: «εὐομολόγητον, ἔφη: τοῦ γὰρ ἀεὶ ὄντος ἡ γεωμετρικὴ γνῶσίς 

ἐστιν» (Πολιηεία, 527b7) θαη «τὰ μὲν τοίνυν λογισμῶν τε καὶ γεωμετριῶν καὶ 

πάσης τῆς προπαιδείας» (Πολιηεία, 536d7). ΢ηε ζπλέρεηα ν Δπθιείδεο «τῇ 

προαιρέσει δὲ Πλατωνικός ἐστι καὶ τῇ φιλοσοφίᾳ ταύτῃ οἰκεῖος» (Πξφθινο 68,20) 

ζπγθέληξσζε ηα ζηνηρεία ηεο επνρήο ηνπ, δίδνληαο απζηεξφηεξεο απνδείμεηο ζηηο 

πξνηάζεηο «πολλά μέν τῶν Εὐδόξου συντάξας, πολλά δέ τῶν Θεαίτητου 

τελεωσάμενος» (Πξφθινο 68,7).  

 

Σν έξγν ηνπ Δπθιείδε φπσο είδακε έγηλε ην επίθεληξν καθξαίσλσλ 

επηζηεκνληθψλ θαη θηινζνθηθψλ ζπδεηήζεσλ ηφζν γηα ηνλ ηξφπν ζεκειίσζήο ηνπ 

φζν θαη γηα ην εάλ απεηέιεζε ηξνρνπέδε ζηελ πεξαηηέξσ αλάπηπμε ηεο Γεσκεηξίαο. 

Καηά ηνλ 17
ν
 αηψλα νη Déscartes θαη Fermat έδεημαλ φηη ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία 

κπνξεί λα βαζηζηεί ζηελ έλλνηα ηνπ αξηζκνχ θαη λα κεηαηξαπεί ζε αλάιπζε κε ηελ 

εηζαγσγή ελφο ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. Σφηε ζε θάζε ζεκείν ηνπ 

επηπέδνπ αληηζηνηρεί έλα δεχγνο αξηζκψλ x θαη y, νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ, θαη ζε θάζε 

(επίπεδν) ζρήκα F, δειαδή ζε θάζε ζχλνιν ζεκείσλ, αληηζηνηρεί έλα ζχλνιν απφ 

δεχγε αξηζκψλ, νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνπ F. 

 

Απφ ηελ επνρή βέβαηα ηνπ Fermat πνιιά έρνπλ αιιάμεη ζηε Γεσκεηξία ε νπνία 

ζήκεξα κειεηά ηηο ηδηφηεηεο ησλ ζρεκάησλ ζην επίπεδν ή ηνλ ρψξν. Σν εξψηεκα 

φκσο πνπ γελλάηαη είλαη, ποιερ ιδιόηηηερ ηυν ζσημάηυν μαρ ενδιαθέποςν; Γηα λα 

απαληήζνπκε ζε απηφ ην εξψηεκα κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δχν δηαθνξεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο νη νπνίεο φπσο ζα δνχκε νδεγνχλ ζηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα.  

 

Ζ πξψηε πξνζέγγηζε είλαη ζπλδεδεκέλε κε ηελ έλλνηα ηεο ηζφηεηαο (ηζφηεηα κε 

ηε ζεκαζία ηεο ζχκπησζεο) δχν ζρεκάησλ. Ζ ηδέα απηή παξνπζηάδεηαη θαη ζηνλ 

Δπθιείδε (Κνηλή έλλνηα δ΄): 

 

Καὶ τὰ ἐφαρμόζοντα ἐπ' ἄλληλα ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν 

 

Δίλαη ίζσο ελδεδεηγκέλν λα πνχκε φηη ηα ίζα ζρήκαηα δηαθέξνπλ κφλν σο πξνο 

ηε ζέζε αιιά φρη ζηε κνξθή ή ζην κέγεζνο, ή αιιηψο φηη ηα ζσήμαηα είναι ίζα αν και 

μόνο αν μποπούν να πποκύτοςν ηο ένα από ηο άλλο με μια κίνηζη. Γηα παξάδεηγκα ηα 

ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΜΝΡ (΢ρήκα 1) δηαθέξνπλ κφλν σο πξνο ηε ζέζε, ζπλεπψο έρνπλ 

ηηο ίδηεο γεσκεηξηθέο ηδηφηεηεο. 
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                              Α                                                    Μ 

 

 

 

 

                          Β                            Γ                     Ν                             Ρ 

 

΢ρήκα 1 

 

Με απηφ ηνλ ηξφπν βέβαηα δελ έρνπκε δψζεη έλαλ απζηεξά καζεκαηηθφ νξηζκφ, απιά 

έρνπκε πξνηείλεη κηα δηαηζζεηηθή εξκελεία ηεο ηζφηεηαο γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ. Αλ 

ζέινπκε ινηπφλ λα είκαζηε πεξηζζφηεξν αθξηβείο ζα πξέπεη λα πνχκε φηη:  

 

Οξηζκόο 2. Γχν ζρήκαηα F θαη F΄ είλαη ίζα αλ ππάξρεη κία “1–1” αληηζηνηρία κεηαμχ 

ησλ ζεκείσλ ηνπ F θαη ησλ ζεκείσλ ηνπ F΄ έηζη ψζηε ε απφζηαζε κεηαμχ δχν 

νπνηνλδήπνηε ζεκείσλ Α θαη Β ηνπ F λα είλαη ε ίδηα κε ηελ απφζηαζε κεηαμχ ησλ 

αληίζηνηρσλ ζεκείσλ Α΄ θαη Β΄ ηνπ F΄ (΢ρήκα 2). 

 

                                  F                                                F΄ 

                                           Α                                                Α΄ 

 

                                      Β                                                Β΄ 

 

 

΢ρήκα 2 

 

Γηα λα νξίζνπκε φκσο ηελ ηζφηεηα δχν ζρεκάησλ, ρξεζηκνπνηήζακε ηελ έλλνηα ηεο 

απόζηαζηρ κεηαμχ δχν ζεκείσλ, επνκέλσο ζα πξέπεη λα ηελ νξίζνπκε θαη απηή.  

 

Οξηζκόο 3. Αλ ζε θάπνην (απζαίξεην) νξζνγψλην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ηνπ 

επηπέδνπ, νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Α1 είλαη (x1, y1) θαη ηνπ Α2 είλαη (x2, y2), ηφηε 

νξίδνπκε ηελ απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α1 θαη Α2, κε ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ:  

 

  2

21

2

2121 )()(ΑΑd yyxx   

 

Με απηφ ηνλ ηξφπν ε έλλνηα ηεο απφζηαζεο εθθξάδεηαη αιγεβξηθά (ζα δνχκε ζηε 

ζπλέρεηα φηη ην d είλαη αλεμάξηεην απφ ηελ επηινγή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ).  

Μέρξηο εδψ ινηπφλ έρνπκε εηζαγάγεη ηνλ νξηζκφ ηεο ηζφηεηαο κεηαμχ ζρεκάησλ, ηνλ 

νξηζκφ ηεο απφζηαζεο κεηαμχ δχν ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ θαη παξεκπηπηφλησο ηελ 

έλλνηα ηεο θίλεζεο. Θα ιέγακε φηη: 

 

Οξηζκόο 4. Κίλεζε είλαη έλαο κεηαζρεκαηηζκφο (ζην επίπεδν) ν νπνίνο απεηθνλίδεη 

θάζε ζρήκα ζε έλα ίζν ζρήκα ή ηζνδχλακα έλαο κεηαζρεκαηηζκφο ν νπνίνο δηαηεξεί 

ηηο απνζηάζεηο. 

 

Δμ αξρήο φκσο έρνπκε ζεσξήζεη ην ζρήκα σο ζχλνιν ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ, νπφηε:  

 

Οξηζκόο 5. Μεηαζρεκαηηζκφο ελφο ζπλφινπ είλαη κηα κεηάζεζε ηνπ ζπλφινπ, 

δειαδή κηα “1–1” απεηθφληζε ηνπ ζπλφινπ επί ηνπ εαπηνχ ηνπ.  
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΢ην ζεκείν απηφ δίλνπκε ηνλ νξηζκφ ηεο Γεσκεηξίαο θαηά Klein φπσο δηαηππψζεθε 

απφ ηνλ ίδην ην 1872 ζε κηα πξνζθψλεζή ηνπ ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Erlangen:  

 

Οξηζκόο 6. Έζησ G κηα νκάδα θαη Υ έλα ηπρφλ ζχλνιν. Θεσξνχκε ηελ απεηθφληζε   

δ : G   Υ  Υ  κε  δ(g, x) = gx  ηέηνηα ψζηε: 

Γ1. δ(e, x) = x,  φπνπ e ην νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο νκάδαο G 

Γ2. δ(g1, δ(g2, x)) = δ(g1g2, x) 

Αλ ηζρχνπλ ηα παξαπάλσ, ηφηε ε απεηθφληζε δ θαιείηαη δξάζε ηεο G επί ηνπ Υ. 

Σν δεχγνο (G, Υ) θαιείηαη Γεσκεηξία (θαηά Klein) αλ ε G δξα ζην Υ (Γ1, Γ2). 

 

Απηφ ηζνδχλακα ζεκαίλεη φηη Γεσκεηξία είλαη ε κειέηε εθείλσλ ησλ ηδηνηήησλ 

ελφο ζπλφινπ (δειαδή ζρήκαηνο) νη νπνίεο παξακέλνπλ αλαιινίσηεο σο πξνο θάπνηα 

δεδνκέλε ππννκάδα ηεο νκάδαο ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ (απνδεηθλχεηαη φηη νη 

κεηαζρεκαηηζκνί ελφο ζπλφινπ απνηεινχλ νκάδα κε πξάμε ηε ζχλζεζε). Απηή ε 

άπνςε γηα ηε Γεσκεηξία μεθαζαξίδεη γηαηί ε πεξηερφκελε γσλία κεηαμχ δπν πιεπξψλ 

ελφο ηξηγψλνπ πνπ ζρεδηάδνπκε ζηνλ πίλαθα είλαη ελδηαθέξνπζα γηα ην γεσκέηξε, 

ελψ αληηζέησο ε γσλία κεηαμχ κηαο πιεπξάο ηνπ ελ ιφγσ ηξηγψλνπ θαη κηαο αθκήο 

ηνπ πίλαθα δελ είλαη ελδηαθέξνπζα (΢ρήκα 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 3 

 

Ζ πξψηε γσλία είλαη αλεπεξέαζηε απφ ηηο θηλήζεηο θαη επνκέλσο είλαη κηα 

ηδηφηεηα ηνπ ηξηγψλνπ. Ζ δεχηεξε γσλία αιιάδεη θάησ απφ ηηο θηλήζεηο θαη επνκέλσο 

δελ είλαη γεσκεηξηθή ηδηφηεηα εμαξηάηαη απφ ηε ζέζε ηνπ ηξηγψλνπ ζηνλ πίλαθα. 

Δπηζηξέθνπκε ηψξα ζην αξρηθφ καο εξψηεκα γηα ην πνηεο ηδηφηεηεο ησλ 

ζρεκάησλ καο ελδηαθέξνπλ, δειαδή αλήθνπλ ζηνλ ρψξν ηεο Γεσκεηξίαο. Δίδακε φηη 

ε πξψηε πξνζέγγηζε ζην εξψηεκα απηφ ζπλδέεηαη κε ηελ έλλνηα ηεο ηζφηεηαο ησλ 

ζρεκάησλ. Ζ δεχηεξε πξνζέγγηζε απφ ηελ άιιε κεξηά είλαη ζπλδεδεκέλε κε ηε 

ρξήζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ αθξηβψο φπσο ηηο εηζήγαγαλ ν Déscartes θαη ν Fermat. Αο 

δνχκε κεξηθά παξαδείγκαηα: 

 

Παξάδεηγκα 1. ΢ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ C ηνπ επηπέδνπ ηα νπνία απέρνπλ ζηαζεξή 

απφζηαζε ξ απφ ζηαζεξφ ζεκείν Κ(α,β) (δειαδή ζηνλ θχθιν (Κ, ξ), ΢ρήκα 4) 

αληηζηνηρεί ην ζχλνιν ησλ δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ (x, y) ηέηνην ψζηε: 

 

                                                 ρ)β()α( 22  yx                          (1) 

 

ή                                                
222 ρ)β()α(  yx                            (2) 

 

δειαδή                                    x
2
 + y

2
 + 2px + 2qy + f = 0                            (3) 

 

φπνπ                            p = – α,          q = – β,          f = α
2
 + β

2
 – ξ

2
             (4) 
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                                                       y 

 

                                                              C 

                                                                  

                                                       Ο                                                         x                            

                                                     

 

΢ρήκα 4 

 

Παξάδεηγκα 2. ΢ηελ επζεία   ε νπνία ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ y ζην ζεκείν Β(0,β) θαη 

ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα ησλ x γσλία xΑΜ = θ κε λ
ΑΡ

ΜΡ
εθθ   (΢ρήκα 5), 

αληηζηνηρεί ην ζχλνιν ησλ δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ (x, y) ηέηνην ψζηε  y = ιx + β. 

 

                                     y                                             

 

                                                         Μ(x,y) 

                              Β(0,β) 

 

 

                               
θ 

                     Α(α,0)      Ο              Ρ(x,0)                         x 

 

΢ρήκα 5 

 

Παξάδεηγκα 3. ΢ηελ επζεία m ε νπνία είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ y θαη ηέκλεη 

ηνλ άμνλα ησλ x ζην ζεκείν Α(α, 0 ) (΢ρήκα 6) αληηζηνηρεί ην ζχλνιν ησλ 

δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ (x, y) ηέηνην ψζηε  x = α. 

 

                                            y 

                                                             m 

 

 

 

 

                                            Ο              Α(α,0)                               x 

 

΢ρήκα 6 

 

Φπζηθφ είλαη ηψξα λα αλαξσηεζνχκε πνηεο ζσέζειρ αλάκεζα ζηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ έρνπλ γεσκεηξηθή ζεκαζία θαη πνηεο είλαη ηπραίεο, γηα 

παξάδεηγκα εμαξηψληαη απφ ηελ επηινγή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Γηα 

παξάδεηγκα ην ξ ζηελ εμίζσζε (1) εθθξάδεη έλα ζεκειηψδεο ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ 

θχθινπ, ελψ ην p ζηελ εμίζσζε (3) δελ έρεη γεσκεηξηθή ζεκαζία, κηα θαη ππάξρνπλ 

 Κ(α,β) 

 ξ 
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ίζνη θχθινη νη νπνίνη δίλνληαη απφ ηελ εμίζσζε (3) γηα δηαθνξεηηθή ηηκή ηνπ p, φπσο 

επίζεο ππάξρνπλ θαη άληζνη θχθινη κε ηελ ίδηα ηηκή ηνπ p.  

 

Οδεγνχκαζηε ινηπφλ ζην ζπκπέξαζκα φηη νη ζπληεηαγκέλεο ελφο ζεκείνπ ζην 

επίπεδν εμαξηψληαη φρη κφλν απφ ην ζεκείν (δειαδή απφ ηε ζέζε ηνπ ζην επίπεδν), 

αιιά θαη απφ ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Μπνξνχκε δειαδή λα επηιέμνπκε ηνπο 

νξζνγψληνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ Οx θαη Οy κε πνιινχο ηξφπνπο θαη αλάινγα κε 

απηέο ηηο επηινγέο νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ λα πνηθίινπλ. Παξφκνηα έλα ζρήκα, 

γηα παξάδεηγκα κηα επζεία, ζα δίλεηαη ζε δηαθνξεηηθά ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ απφ 

δηαθνξεηηθή εμίζσζε. Λέκε ινηπφλ φηη έλα κέγεζνο έρεη αλαιινίσην ραξαθηήξα, φηαλ 

δελ εμαξηάηαη απφ ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, δειαδή παξακέλεη ην ίδην θαηά ηε 

κεηάβαζε απφ έλα ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζε άιιν. Αληίζεηα, εάλ ην κέγεζνο 

αιιάδεη απφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζε άιιν, ηφηε εμαξηάηαη απφ ηε ζέζε ηνπ ζην 

ζχζηεκα. Γεληθά, κηα ηδηφηεηα ελφο ζρήκαηνο είλαη γεσκεηξηθή αλ θαη κφλν αλ δελ 

εμαξηάηαη απφ ηελ επηινγή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Απηή είλαη θαη ε 

δεχηεξε πξνζέγγηζε ζην εξψηεκα γηα ην πνηεο ηδηφηεηεο είλαη γεσκεηξηθέο. 

 

Οη παξαηεξήζεηο βέβαηα απηέο πξέπεη λα ηππνπνηεζνχλ ψζηε λα γίλεη εθηθηφο ν 

δηαρσξηζκφο αλάκεζα ζηα γεσκεηξηθά κεγέζε θαη ζε εθείλα ηα νπνία εμαξηψληαη απφ 

ηελ επηινγή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Γηα ην ζθνπφ απηφ ζεσξνχκε έλα 

ζεκείν Α κε ζπληεηαγκέλεο (x, y) ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ xOy θαη κε 

ζπληεηαγκέλεο (x΄, y΄) ζην ζχζηεκα x΄O΄y΄. Τπνζέηνπκε φηη νη ζπληεηαγκέλεο ηεο 

“παιηάο” αξρήο ησλ αμφλσλ Ο ζην λέν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ x΄O΄y΄ είλαη (α, β) 

θαη ε γσλία xΓx΄ αλάκεζα ζηνπο άμνλεο Ox θαη Ox΄ είλαη ζ (΢ρήκα 7).  

 

 

                            y΄                 y1          y 

                                                                         

 

                                                                    A 

                            β                   Ο       θ                                   x1 

                                                         

                                                        

 

                            O΄                   α                                Γ        ζ           x΄ 

                                                                                                        x                   

 

΢ρήκα 7 

 

Σν δεηνχκελν είλαη λα εθθξάζνπκε ηηο λέεο ζπληεηαγκέλεο (x΄, y΄) ηνπ ζεκείνπ 

Α ζε ζρέζε κε ηηο παιηέο ζπληεηαγκέλεο (x, y) θαη ηηο πνζφηεηεο α, β θαη ζ. Θεσξνχκε 

ηε γσλία xΟΑ = θ θαη ηελ απφζηαζε ΟΑ = r. Σφηε νη ζπληεηαγκέλεο x θαη y ηνπ Α 

εθθξάδνληαη ζε ζρέζε κε ηα r θαη θ κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ: 

 

                                            x = rζπλθ                y = rεκθ                             (5) 

 

Δηζάγνπκε έλα βνεζεηηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ x1Oy1 ηνπ νπνίνπ ε αξρή 

ζπκπίπηεη κε εθείλε ηνπ ζπζηήκαηνο xOy θαη νη άμνλέο ηνπ είλαη παξάιιεινη κε 

εθείλνπο ηνπ x΄O΄y΄ (΢ρήκα 7). Ζ γσλία πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ηνλ άμνλα Ox1 θαη ηελ 

αθηίλα ΟΑ είλαη θ1 = θ – ζ. ΢πλεπψο: 
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x1 = rζπλθ1 = rζπλ(θ – ζ) = r(ζπλθζπλζ + εκθεκζ) = 

= rζπλθζπλζ + rεκθεκζ = xζπλζ + yεκζ 

θαη 

y1 = rεκθ1 = rεκ(θ – ζ) = r(εκθζπλζ – ζπλθεκζ) = 

= rεκθζπλζ – rζπλθεκζ = yζπλζ – xεκζ 

 

Δπίζεο απφ ην ζρήκα 7 παξαηεξνχκε φηη  

x΄ = x1 + α 

y΄ = y1 + β 

΢πλεπψο 

x΄ = xζπλζ + yεκζ + α 

y΄ = yζπλζ – xεκζ + β 

ή αιιηψο 

x΄ =   xζπλζ + yεκζ + α 

y΄ = – xεκζ + yζπλζ + β 

   

Δάλ καο δίλνληαη ηα x΄ θαη y΄ κπνξνχκε λα ιχζνπκε ηελ (6) σο πξνο x θαη y, θαη έηζη 

λα εθθξάζνπκε ηηο παιηέο ζπληεηαγκέλεο ελφο ζεκείνπ ζε ζρέζε κε ηηο λέεο ηνπ 

ζπληεηαγκέλεο. Οη αληίζηνηρνη ηχπνη είλαη: 

 

x = (x΄ – α)ζπλζ – (y΄ – β)εκζ 

y = (x΄ – α)εκζ + (y΄ – β)ζπλζ 

 

Οη ηχπνη (6) θαη (6α) παίδνπλ ζεκαληηθφ ξφιν ζηε Γεσκεηξία δηφηη καο δίλνπλ ηε 

δπλαηφηεηα λα απνθαλζνχκε γηα ην αλ έλα κέγεζνο ή ηδηφηεηα (νξηζκέλα κε ρξήζε 

ζπληεηαγκέλσλ) έρνπλ γεσκεηξηθή ζεκαζία. Σα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνχλ 

επηβεβαηψλνπλ απηφ ηνλ ηζρπξηζκφ: 

 

Παξάδεηγκα 4. Ζ απφζηαζε   2

21

2

2121 )()(ΑΑd yyxx   κεηαμχ ησλ 

ζεκείσλ Α1(x1, y1) θαη Α2(x2, y2) ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ xOy έρεη γεσκεηξηθή 

ζεκαζία. Πξάγκαηη, εάλ επηιέμνπκε έλα άιιν ζχζηεκα x΄O΄y΄ ηφηε νη λέεο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ Α1 θαη Α2 ζα δίλνληαη αληίζηνηρα απφ ηνπο ηχπνπο (6): 

 

1x  = x1ζπλζ + y1εκζ + α 

1y  = – x1εκζ + y1ζπλζ + β 

θαη  

2x   = x2ζπλζ + y2εκζ + α 

2y  = – x2εκζ + y2ζπλζ + β 

΢πλεπψο                                
2

21

2

21 )()( yyxx   = 

 

   22121

2

2121 ζυνθ)(ημθ)(ημθ)(ζυνθ)( yyxxyyxx   =   

 

θ)ζυνθημ()(θ)ημθζυν()( 222

21

222

21  yyxx  =  

 
2

21

2

21 )()( yyxx   

(6) 

(6α) 
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απφ φπνπ θαίλεηαη φηη ε απφζηαζε d είλαη πξάγκαηη αλεμάξηεηε απφ ηελ επηινγή ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. 

 
Παξάδεηγκα 5. Ζ εμίζσζε ελφο θχθινπ C ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ xOy δίλεηαη 

απφ ηε ζρέζε 
222 ρ)β()α(  yx  ή φπσο έρνπκε δεη, απφ ηελ ηζνδχλακε ζρέζε                                                

x
2
 + y

2
 + 2px + 2qy + f = 0  (3)  φπνπ  p = – α,  q = – β,   f = α

2
 + β

2
 – ξ

2
. Γηα λα 

πάξνπκε ηελ εμίζσζε ηνπ θχθινπ ζην “λέν” ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ x΄O΄y΄ πξέπεη 

λα αληηθαηαζηήζνπκε ηα x θαη y ζηελ εμίζσζε (3) απφ ηηο εθθξάζεηο ηνπο σο πξνο ηηο 

λέεο ζπληεηαγκέλεο (δειαδή απφ ηνπο ηχπνπο 6α). Έηζη έρνπκε: 

 

[(x΄ – α)ζπλζ – (y΄ – β)εκζ]
2
 + [(x΄ – α)εκζ + (y΄ – β)ζπλζ]

2
 +  

                       + 2p[(x΄ – α)ζπλζ – (y΄ – β)εκζ] +2q[(x΄ – α)εκζ + (y΄ – β)ζπλζ] + f = 0 

 

ή κεηά απφ απινπνηήζεηο, 

 

x΄
2
 + y΄

2
 + 2p΄x΄ + 2q΄y΄ + f ΄  = 0 

φπνπ 

p΄ = – αζπλζ – βεκζ – α 

 

q΄ = αεκζ – βζπλζ – β 

 

f ΄= 2α
2
 + 2β

2
 + 2α

2
ζπλζ + 2β

2
ζπλζ – ξ

2
 

 

Απηφ θαλεξψλεη φηη ηα p θαη q δελ έρνπλ γεσκεηξηθή ζεκαζία αθνχ γεληθά p΄  p θαη 

q΄  q. Αληηζέησο ε πνζφηεηα  p
2
 + q

2
 – f  έρεη γεσκεηξηθή ζεκαζία αθνχ,  

p΄
2
 + q΄

2
 – f ΄= (– αζπλζ – βεκζ – α)

2
 + (αεκζ – βζπλζ – β)

2
 – (2α

2
 + 2β

2
 + 2α

2
ζπλζ 

+ 2β
2
ζπλζ – ξ

2
) =  ξ

2
  = p

2
 + q

2
 – f.  

(΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα ε πνζφηεηα  p
2
 + q

2
 – f  έρεη γεσκεηξηθή ζεκαζία δηφηη 

ηζνχηαη κε ην ηεηξάγσλν ηεο αθηίλαο ηνπ θχθινπ, δειαδή κηαο απφζηαζεο ε νπνία 

φπσο είδακε ζην παξάδεηγκα 4 είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ επηινγή ηνπ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ). 

 

Παξάδεηγκα 6. Μηα επζεία   ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ xOy δίλεηαη φπσο είδακε 

ζην παξάδεηγκα 2, απφ ηελ εμίζσζε  y = ιx + β. Δξγαδφκελνη ηψξα φπσο θαη ζην 

πξνεγνχκελν παξάδεηγκα, παίξλνπκε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο   ζην ζχζηεκα x΄O΄y΄ 

ε νπνία ζα είλαη: 

 

(x΄ – α)εκζ + (y΄ – β)ζπλζ = ι[(x΄ – α)ζπλζ – (y΄ – β)εκζ] + β 

 

ή ηζνδχλακα 

 

(ζπλζ + ιεκζ)y΄ = (ιζπλζ – εκζ)x΄ + αεκζ + βζπλζ – ιαζπλζ + ιβεκζ + β 

 

Γηα ζπλζ + ιεκζ  0  ε παξαπάλσ εμίζσζε γξάθεηαη σο  y΄ = ι΄x΄ + β΄  φπνπ 

 

λημθζυνθ

ημθλζυνθ
λ΄




      θαη     

λημθζυνθ

βλβημθλαζυνθβζυνθαημθ
β΄




  
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Δχθνια κπνξεί λα θαηαιάβεη θαλείο φηη νχηε ην ι νχηε ην β έρνπλ θάπνηα 

γεσκεηξηθή ζεκαζία δηφηη απιά απεηθνλίδνπλ ηε ζέζε ηεο επζείαο σο πξνο ην 

εθάζηνηε ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Αληηζέησο εάλ ν ζπληειεζηήο ι ηεο επζείαο   κε 

εμίζσζε  y = ιx + β ηζνχηαη κε ην ζπληειεζηή ι1 ηεο επζείαο 
1  κε εμίζσζε  y = ι1x 

+ β1, ηφηε απηή ε ηζφηεηα έρεη φλησο γεσκεηξηθή ζεκαζία. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα αλ ι 

= ι1, ηφηε ε κεηάβαζε ζε έλα λέν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ νδεγεί ζηελ ηζφηεηα  

 

΄λ
ημθλζυνθ

ημθζυνθλ

λημθζυνθ

ημθλζυνθ
λ΄ 1

1

1 








  

 

Με γεσκεηξηθνχο φξνπο ε ηζφηεηα ι = ι1 θαλεξψλεη φηη νη επζείεο   θαη 1  είλαη 

κεηαμχ ηνπο παξάιιειεο (Δίδακε ζην παξάδεηγκα 4 φηη ε απφζηαζε κεηαμχ δχν 

ζεκείσλ, άξα θαη’ επέθηαζε κεηαμχ δχν επζεηψλ, είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ επηινγή 

ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, είλαη δειαδή κηα γεσκεηξηθή ηδηφηεηα). 

 

Αθφκα φκσο θαη φηαλ νη επζείεο  : y = ιx + β θαη 
1 : y = ι1x + β1 δελ είλαη κεηαμχ 

ηνπο παξάιιειεο (δειαδή ι  ι1), ε παξάζηαζε 
λλ1

λλ

1

1




 φπσο εχθνια κπνξεί λα 

απνδεηρζεί έρεη γεσκεηξηθή ζεκαζία. Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο 8 αλαθαιχπηνπκε 

ην γεσκεηξηθφ λφεκα ηεο παξάζηαζεο απηήο. 

 

 

                                            y 

                                            

                                   1  

 

                                                                                                 

                                                        σ1                         σ 

                                            O            θ                                     x 

                                                            

 

 

 

΢ρήκα 8 

 

 

Δίλαη ι = εθσ θαη ι1 = εθσ1, φπνπ σ θαη σ1 είλαη νη γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνληαη 

απφ ηηο επζείεο   θαη 1  αληίζηνηρα θαη ηνλ άμνλα  x΄x. Παξαηεξνχκε φηη 

 

εθθω)εθ(ω
εθωεθω1

εθωεθω

λλ1

λλ
1

1

1

1

1 








, 

 

φπνπ θ είλαη ε γσλία κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη 1 .  

 

Ζ γσλία δειαδή κεηαμχ δχν επζεηψλ παξακέλεη αλαιινίσηε θαηά ηε κεηαθνξά 

ησλ επζεηψλ απηψλ απφ έλα ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζε έλα άιιν. 
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Δίδακε φηη ε Γεσκεηξία κειεηά ηηο ηδηφηεηεο ησλ ζρεκάησλ. Ο φξνο φκσο 

γεσκεηξηθή ηδηφηεηα έρεη έσο ηψξα δχν δηαθνξεηηθέο εξκελείεο. Απφ ηε κία 

θευπούμε μια ιδιόηηηα γευμεηπική όηαν παπαμένει αναλλοίυηη κάηυ από κινήζειρ 

(δειαδή ζπλδέεηαη κε ηελ ηζφηεηα ησλ ζρεκάησλ), ελψ απφ ηελ άιιε ιέκε φηη μια 

ιδιόηηηα είναι γευμεηπική αν και μόνο αν δεν εξαπηάηαι από ηην επιλογή ηος 

ζςζηήμαηορ ζςνηεηαγμένυν. Απνκέλεη λα δείμνπκε φηη νη δχν απηέο πξνζεγγίζεηο είλαη 

ζηελ πξαγκαηηθφηεηα νη ίδηεο. 

 

Πξάγκαηη, κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη νη ηχπνη (6) νξίδνπλ κηα κεηάβαζε απφ 

έλα ζεκείν Α(x, y) ζε έλα ζεκείν Α΄(x΄, y΄), φπνπ (x, y) θαη (x΄, y΄) είλαη νη 

ζπληεηαγκέλεο ησλ Α θαη Α΄ αληίζηνηρα ζην ίδην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ xOy. 

Οξίδνπκε θαη’ απηφ ηνλ ηξφπν έλαλ κεηαζρεκαηηζκφ ζην επίπεδν. Έηζη αλ έλα 

ζχλνιν ζεκείσλ Α θαη ην αληίζηνηρν ζχλνιν ησλ ζεκείσλ Α΄ έρνπλ ηηο ίδηεο 

γεσκεηξηθέο ηδηφηεηεο, ηφηε ν κεηαζρεκαηηζκφο (6) αληηζηνηρεί έλα ζρήκα F ζε έλα 

ίζν ζρήκα F΄, εθθξάδνληαο έηζη κία θίλεζε. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα ν 

κεηαζρεκαηηζκφο (6) κπνξεί λα ινγηζηεί σο κηα πεξηζηξνθή  

 

x1 =   xζπλζ + yεκζ 

y1 = – xεκζ + yζπλζ 

 

θαηά γσλία ζ γχξσ απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ Ο, ζπλνδεπφκελε απφ κία παξάιιειε 

κεηαθνξά  

 

x΄ = x1 + α 

y΄ = y1 + β 

 

Έηζη επηζηξέθνπκε ζηνλ αξρηθφ καο ηζρπξηζκφ φηη ε Γεσκεηξία κειεηά ηηο ηδηφηεηεο 

ησλ ζρεκάησλ νη νπνίεο παξακέλνπλ αλαιινίσηεο θαηά ηηο θηλήζεηο. 
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4. Γεσκεηξία Galileo 
 

4.1 Δηζαγσγή 

 

΢ηνλ Διάλογο ηυν Μεγίζηυν Σςζηημάηυν (Dialogo dei Massimi Sistemi) ν Γαιηιαίνο 

(Galileo Galilei 1564-1642) εθζέηεη ηελ αξρή ηεο ζρεηηθφηεηάο ηνπ ζχκθσλα κε ηελ 

νπνία είλαη αδχλαην λα δηαπηζηψζνπκε ηε ζρεηηθή νκνηφκνξθε θίλεζε ελφο 

ζπζηήκαηνο ζε ζρέζε κε έλα άιιν, κε πεηξάκαηα ή κεηξήζεηο ηεο θίλεζεο ησλ 

ζσκάησλ κέζα ζην δεδνκέλν ζχζηεκα. Με άιια ιφγηα νη κεραληθέο ηδηφηεηεο 

(θηλνπκέλσλ) ζσκάησλ δελ αιιάδνπλ θάησ απφ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο Galileo. 

Πξηλ δνχκε πνηνη είλαη θαη πψο πξνθχπηνπλ νη κεηαζρεκαηηζκνί Galileo, ζα ήηαλ 

ελδηαθέξνλ λα ζπγθξίλνπκε ηελ ηειεπηαία δηαηχπσζε, κε ηνλ νξηζκφ ηεο Γεσκεηξίαο 

σο κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ησλ ζρεκάησλ πνπ παξακέλνπλ αλαιινίσηεο θάησ απφ ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο (6). 

 

Αο ζεσξήζνπκε δχν αδξαλεηαθά ζπζηήκαηα αλαθνξάο ΢΄ θαη ΢ (΢ρήκα 9) κε ην 

δεχηεξν λα θηλείηαη σο πξνο ην πξψην κε ζηαζεξή ηαρχηεηα u


. 

 

                               y΄                                                         y 

                                                ΢΄                                                        ΢ 

u


 

                                                                                                      Α(x, t) 

                                                                                         

                              O΄                          x΄                           O                           x 

 

                       z΄                                                          z 

 

΢ρήκα 9 

 

Γηα ιφγνπο επθνιίαο ζεσξνχκε φηη ε θίλεζε είλαη επζχγξακκε θαη νκαιή. ΢χκθσλα 

κε ηε ζρεηηθφηεηα ηνπ Galileo δελ κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε πεηξακαηηθά ηε 

ζρεηηθή θίλεζε ησλ δχν αδξαλεηαθψλ ζπζηεκάησλ αλαθνξάο. Απηφ ζεκαίλεη φηη νη 

δπλάκεηο πνπ αζθνχληαη ζηα δχν αδξαλεηαθά ζπζηήκαηα αλαθνξάο είλαη ίδηεο. 

Δπνκέλσο  ΢F΄ = ΢F  δειαδή  
2

2

2

2

dt

rd
m

dt΄

r΄d
m    φπνπ (t΄, r΄) θαη (t, r) νη 

ζπληεηαγκέλεο ζηα δχν ζπζηήκαηα αλαθνξάο ΢΄ θαη ΢ αληίζηνηρα. Αλ ηα ζπζηήκαηα 

έρνπλ παξάιιεινπο άμνλεο θαη θηλνχληαη κε ζρεηηθή ηαρχηεηα u


 σο πξνο ηνλ άμνλα 

ησλ x, ηφηε ε παξαπάλσ ηζφηεηα ησλ δπλάκεσλ ζα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ νη 

ζπληεηαγκέλεο ζπλδένληαη κε ηνπο ιεγφκελνπο κεηαζρεκαηηζκνχο Galileo: 

 

                                      x΄ = x + ut,     y΄ = y,     z΄ = z,     t΄ = t                (7) 

 

Αλ ππνζέζνπκε ηελ παξαπάλσ θίλεζε κνλνδηάζηαηε θαη επηπιένλ φηη πξηλ αξρίζεη ε 

θίλεζε ηα δχν ζπζηήκαηα απείραλ θαηά κία ρσξηθή ζηαζεξά α θαη θαηά κία ρξνληθή 

ζηαζεξά β, ηφηε νη ζρέζεηο (7) γίλνληαη: 

 

                                                        
β

α





tt΄

utxx΄
                    (8) 
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Μαζεκαηηθνπνηψληαο ηελ παξαπάλσ θαηάζηαζε ζα ζπκβνιίδνπκε κε y ηε ρσξηθή 

ζπληεηαγκέλε ελφο θηλνχκελνπ ζεκείνπ Α θαηά ηε (κνλνδηάζηαηε) θίλεζή ηνπ, θαη 

κε x ηε ρξνληθή ηνπ ζπληεηαγκέλε. Οη ηχπνη (8) ινηπφλ παίξλνπλ ηε κνξθή: 

 

                                                        
β

α





yuxy΄

xx΄
                (9) 

 

(Οη ζηαζεξέο α θαη β αιιάδνπλ ακνηβαία ζέζεηο θαηά ηε κεηάβαζε απφ ηνπο ηχπνπο 

(8) ζηνπο ηχπνπο (9)). 

Παξαηεξνχκε φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί (9) κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο ζχλζεζε ελφο 

κεηαζρεκαηηζκνχ 

 

                                                            
yuxy

xx





1

1
                  (9α) 

 

ν νπνίνο εθθξάδεη ηελ επζχγξακκε θαη νκαιή θίλεζε κε ηαρχηεηα u ηεο αξρήο Ο1 

ηνπ θηλνχκελνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, θαη ελφο κεηαζρεκαηηζκνχ  

 

                                                            
β

α

1

1





yy΄

xx΄
                 (9β) 

 

ν νπνίνο εθθξάδεη κηα κεηαηφπηζε ηεο αξρήο Ο1 ζε θάπνην ζεκείν Ο΄, καδί κε κηα 

κεηαηφπηζε ηεο αξρήο ηνπ ρξφλνπ. Ζ γεσκεηξηθή εξκελεία ησλ εμηζψζεσλ (9β) είλαη 

κηα παξάιιειε κεηαηφπηζε, ελψ ησλ εμηζψζεσλ (9α) είλαη κηα παξάιιειε 

κεηαηφπηζε κε κηα ζηαζεξή ζπληεηαγκέλε κε ζπληειεζηή u θαηά ηελ θαηεχζπλζε ηνπ 

άμνλα ησλ y. 

 

Ζ Γεσκεηξία ινηπφλ ηνπ Galileo είλαη ε κειέηε εθείλσλ ησλ ηδηνηήησλ ησλ ζρεκάησλ 

νη νπνίεο παξακέλνπλ αλαιινίσηεο θάησ απφ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (9). Θα 

παξαζέζνπκε εμ αξρήο νξηζκέλεο βαζηθέο ηδηφηεηεο πνπ έρνπλ ζεκαζία ζηελ 

παξνχζα Γεσκεηξία. Έηζη, νη κεηαζρεκαηηζκνί (9) απεηθνλίδνπλ: 

 

i. Δπζείεο ζε επζείεο. 

ii. Παξάιιειεο επζείεο ζε παξάιιειεο επζείεο. 

iii. ΢πγγξακκηθά επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΒ, ΓΓ ζε ζπγγξακκηθά επζχγξακκα 

ηκήκαηα Α΄Β΄, Γ΄Γ΄ έηζη ψζηε ΑΒ / ΓΓ = Α΄Β΄ / Γ΄Γ΄. 

iv. ΢ρήκαηα, ζε ζρήκαηα κε ην ίδην εκβαδφλ. 

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη νη έλλνηεο ηεο επζείαο, ησλ παξαιιήισλ επζεηψλ, ηνπ ιφγνπ 

ζπγγξακκηθψλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ θαη ηνπ εκβαδνχ ζρεκάησλ είλαη ζεκαληηθέο 

φρη κφλν ζηελ Δπθιείδεηα αιιά θαη ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo (΢ρήκα 10). Δίλαη 

επίζεο ζεκαληηθφ λα πνχκε φηη νπνηνζδήπνηε κεηαζρεκαηηζκφο (9) αληηζηνηρεί θάζε 

επζεία παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ y, ζε επζεία παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ y. Έηζη, 

ελψ ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ν φξνο «επζεία παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ y» δελ 

έρεη θάπνηα ζεκαζία, ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo επζείεο παξάιιειεο ζηνλ άμνλα ησλ 

y παίδνπλ ζεκαληηθφ ξφιν μερσξηζηά απφ φιεο ηηο ππφινηπεο επζείεο. Γελ ζπκβαίλεη 

φκσο ην ίδην θαη κε ηηο επζείεο νη νπνίεο είλαη παξάιιειεο ζηνλ άμνλα ησλ x νη νπνίεο 

δελ δηαθέξνπλ ζε θάηη απφ ηηο “ζπλήζεηο” επζείεο ηνπ επηπέδνπ. ΢πλεπψο κε ηνλ φξν 
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«επζεία» ζα ελλννχκε κηα επζεία ε νπνία δελ ζα είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ y, 

ελψ νη παξάιιειεο ζηνλ άμνλα ησλ y ζα αλαθέξνληαη σο «εηδηθέο επζείεο». 

 

0

2

4

6

8

10

12

0 2 4 6 8 10

  
΢ρήκα 10 

 

Αθνινχζσο ζα απνδείμνπκε ηελ ηδηφηεηα (i) ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ (9), φηη δειαδή νη 

επζείεο αληηζηνηρνχληαη ζε επζείεο. Δπεηδή φκσο είλαη πξνθαλέο φηη νη παξάιιειεο 

κεηαθνξέο (9β) απεηθνλίδνπλ ηηο επζείεο ζε επζείεο, έρνπλ δειαδή ηελ ηδηφηεηα (i), ζα 

πεξηνξίζνπκε ηελ απφδεημε κφλν ζηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (9α). 

 

Απόδεημε. Θεσξνχκε ηελ επζεία   παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ y, δειαδή ηεο 

κνξθήο x = ζηαζεξφ. Σφηε εμ νξηζκνχ ε   κέζσ ησλ (9α) αληηζηνηρίδεηαη ζηνλ εαπηφ 

ηεο, δειαδή ζε επζεία. 

 

                                                                   m             ΄ 

 

 

 

                                                                                                             

 

 

 

 

 

                                                                                                                   

 

΢ρήκα 11 

 

Έζησ φηη ε επζεία   δελ είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ y θαη ρσξίο βιάβε 

ηεο γεληθφηεηαο αο ζεσξήζνπκε φηη δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ Ο (΢ρήκα 

11). Σφηε έλαο κεηαζρεκαηηζκφο (9α) αληηζηνηρεί έλα ζεκείν Α   ζε έλα άιιν 

ζεκείν Α΄. ΢πκβνιίδνπκε ηελ επζεία ΟΑ΄ σο  ΄, νλνκάδνπκε ηα ζεκεία ζηα νπνία 

κηα (ηπραία) εηδηθή επζεία m ηέκλεη ηηο επζείεο   θαη  ΄ σο Μ θαη Μ΄ αληίζηνηρα, θαη 

ηα ζεκεία ζηα νπνία ε m θαη ε ΑΑ΄ ηέκλνπλ ηνλ άμνλα ησλ x σο ΢ θαη Ρ αληίζηνηρα. 

Α΄ 

Β΄ 

Γ΄ 

Α Β 

Γ 

Μ 

Μ΄ 

y 

x 

Α 

Ρ ΢ Ο 

Α΄ 
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Αθνχ ην Α΄ είλαη ε εηθφλα ηνπ ζεκείνπ Α θάησ απφ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (9α), ζα 

ηζρχεη: 

1
ΑΡ

ΟΡ

ΑΡ

ΑΡΟΡ

ΑΡ

ΑΡΑ΄Α

ΑΡ

Α΄Ρ






 u

u
 

 

Απφ ην ζρήκα 11 φκσο πξνθχπηεη φηη: 

 

ΜΣ

ΜΣΟΣ
1

ΜΣ

ΟΣ
1

ΑΡ

ΟΡ

ΑΡ

Α΄Ρ

ΜΣ

Μ΄Σ 

u

uu  

δειαδή 

ΜΣΟΣΜ΄Σ  u  

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ην ηπραίν ζεκείν Μ ηεο επζείαο   αληηζηνηρίδεηαη ζην ζεκείν 

Μ΄  ΄, δειαδή ε εηθφλα ηεο επζείαο   κέζσ ησλ (9α) είλαη κία επζεία, ε  ΄.  ∎ 

 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα επηρεηξήζνπκε κηα ζπγθξηηηθή κειέηε ησλ ελλνηψλ “απφζηαζε 

κεηαμχ ζεκείσλ” θαη “γσλία κεηαμχ επζεηψλ” ζην πιαίζην ηεο Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο θαη ηεο Γεσκεηξίαο ηνπ Galileo. 

 

 Δίδακε ζην 3
ν
 θεθάιαην φηη ε απφζηαζε κεηαμχ δχν ζεκείσλ Α1(x1, y1) θαη 

Α2(x2, y2) ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 
2

21

2

21 )()(d yyxx   

Δάλ ε απφζηαζε d κεδεληζηεί, ηα ζεκεία Α1 θαη Α2 ζπκπίπηνπλ.  

 

 Ζ γσλία θ κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη  1 κε εμηζψζεηο αληίζηνηρα  y = ιx + β 

θαη  y = ι1x + β1 νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

λλ1

λλ
εθθ

1

1




  

Δάλ ι = ι1, νη επζείεο   θαη  1 είλαη κεηαμχ ηνπο παξάιιειεο θαη ν ηειεπηαίνο ηχπνο 

παίξλεη ηελ ηηκή κεδέλ. 

 

 Σέινο, ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία νξίδνπκε ηελ απφζηαζε κεηαμχ δχν 

παξαιιήισλ επζεηψλ   θαη  1 κέζσ ηνπ ηχπνπ  

1λ

ββ
d

2

1

1




  

ν νπνίνο απνξξέεη απφ ην γεγνλφο φηη ε πνζφηεηα ββ1   είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα 

ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο επί ηνπ άμνλα ησλ y κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη 

 1 , ε δε πνζφηεηα  
ζυνω

1

1εθω

1

1λ

1

22






  ζρεηίδεηαη κε ηε γσλία σ πνπ 

ζρεκαηίδνπλ νη επζείεο κε ηνλ άμνλα ησλ x. 

 

Παξαηήξεζε: Οη πνζφηεηεο d θαη θ παξφιν πνπ κεηξάλε ηελ “απφθιηζε” ησλ 

επζεηψλ   θαη  1, εληνχηνηο δηαθέξνπλ ξηδηθά κεηαμχ ηνπο δηφηη νη απνζηάζεηο 

κεηξψληαη ζε κνλάδεο κήθνπο (π.ρ. m), ελψ νη γσλίεο κεηξψληαη ζε δηαθνξεηηθέο 

κνλάδεο (π.ρ. αθηίληα). ΢πλεπψο νη πνζφηεηεο απηέο δελ είλαη ζπγθξίζηκεο. 
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΢ηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α1(x1, y1) θαη Α2(x2, y2) 

νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

                                                        12ΑΑ 21
d xx                  (10) 

 

είλαη δειαδή ίζε κε ην ζεκαζκέλν κήθνο ηεο πξνβνιήο Ρ1Ρ2 ηνπ επζπγξάκκνπ 

ηκήκαηνο Α1Α2 επάλσ ζηνλ άμνλα ησλ x (΢ρήκα 12α). Πξνθαλψο ε απφζηαζε απηή 

κπνξεί λα πάξεη θαη αξλεηηθέο ηηκέο, ελψ 
2112 ΑΑΑΑ dd  . Καζψο ε ηεηκεκέλε x1 ελφο 

ζεκείνπ Α1 κεηαζρεκαηίδεηαη θάησ απφ ηηο εμηζψζεηο (9), ε δηαθνξά x2 – x1 ησλ 

ηεηκεκέλσλ δχν ζεκείσλ Α1 θαη Α2 παξακέλεη ακεηάβιεηε.  

 

            y                                                                      y 

                                        Α2(x2,y2)                                                 Α2(x2,y2)  

                                                                                 

 

                                                                                                        Α1(x1,y1) 

                          Α1(x1,y1)  

 

 

 

 

           Ο        Ρ1               Ρ2          x                           Ο            Ρ1Ρ2                x 

 

΢ρήκα 12α                                                  ΢ρήκα 12β 

 

 

Δάλ ε απφζηαζε 
21ΑΑd  κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α1 θαη Α2 είλαη κεδέλ (δειαδή x1 = x2), 

ηφηε ηα Α1 θαη Α2 αλήθνπλ ζηελ ίδηα εηδηθή επζεία θαη νη πξνβνιέο ηνπο ηαπηίδνληαη 

(΢ρήκα 12β). Γηα ηέηνηα ζεκεία έρεη λφεκα λα νξίζνπκε ηελ εηδηθή απφζηαζε: 

 

                                                        12ΑΑ 21
δ yy                  (11) 

 

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα αλ νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ Α1(x1, y1) θαη Α2(x2, y2) 

ζπκπίπηνπλ, ηφηε έλαο κεηαζρεκαηηζκφο (9) απεηθνλίδεη απηά ηα ζεκεία ζηα ζεκεία 

Α1΄(x1΄, y1΄)  θαη  Α2΄(x2΄, y2΄)  κε   x1΄ = x2΄ = x +α   

θαη  

y1΄ = ux + y1 + β 

y2΄ = ux + y2 +β 

 

Δπνκέλσο   y2΄ – y1΄ = (ux + y2 +β) – (ux + y1 + β) = y2 – y1. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε 

δηαθνξά  y2 – y1 παξακέλεη αλαιινίσηε θάησ απφ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (9), άξα 

έρεη γεσκεηξηθή ζεκαζία.  

 

Αληίζεηα, αλ ε απφζηαζε 12ΑΑ 21
d xx   κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α1 θαη Α2 δελ είλαη 

κεδέλ, ηφηε ε δηαθνξά  y2 – y1 ησλ ηεηαγκέλσλ ηνπο δελ δηαηεξείηαη θάησ απφ ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο (9) γηαηί ζ’ απηή ηελ πεξίπησζε είλαη 

 

y2΄ – y1΄ = (ux2 + y2 +β) – (ux1 + y1 + β) = y2 – y1 + u(x2 – x1)  y2 – y1. 
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Οδεγνχκαζηε ινηπφλ ζην ζπκπέξαζκα φηη δχν ζεκεία Α1 θαη Α2 ζην επίπεδν ηνπ 

Galileo ζπκπίπηνπλ αλ θαη κφλν αλ ε απφζηαζή ηνπο 
21ΑΑd  θαη ε εηδηθή ηνπο 

απφζηαζε 
21ΑΑδ  είλαη ηαπηφρξνλα κεδέλ. 

 

Οξηζκόο 7. Ολνκάδνπκε θχθιν S ζην επίπεδν ηνπ Galileo ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ 

Μ(x, y) ησλ νπνίσλ νη απνζηάζεηο απφ έλα ζηαζεξφ ζεκείν Κ έρνπλ ζηαζεξή 

απφιπηε ηηκή r. Σν ζεκείν Κ(α, β) θαιείηαη θέληξν ηνπ θχθινπ θαη ν κε αξλεηηθφο 

αξηζκφο r θαιείηαη αθηίλα.  

 

Δθ ηνπ νξηζκνχ ινηπφλ έπεηαη φηη  αdΚΜ  x ,  νπφηε ε παξάζηαζε  
22

ΚΜ rd   

γξάθεηαη σο  
22 rα)( x   ή ηζνδχλακα 

 

                                                        x
2
 + 2px + q = 0                (12) 

 

φπνπ     p = – α     θαη     q = α
2
 – r

2
 

 

            y                                                                   y 

 

 

                                           Μ(x,y)                                                    Μ(x,y) 

                                    r                                                                      

 

                             Κ                                                                     Κ  

                    S                     S                               

 

                                                                                                           S 

 

          

           O                                            x                    O                                           x 

 

΢ρήκα 13α                                                     ΢ρήκα 13β 

 

 

Πξνθαλψο ν θχθινο S κε θέληξν Κ θαη αθηίλα r απνηειείηαη απφ ηα ζεκεία δχν 

παξαιιήισλ εηδηθψλ επζεηψλ ησλ νπνίσλ ε Δπθιείδεηα απφζηαζε απφ ην Κ ηζνχηαη 

κε r (΢ρήκα 13α). Αλ ε αθηίλα r κεδεληζηεί, ηφηε νη δχν εηδηθέο επζείεο ζπκπίπηνπλ 

(΢ρήκα 13β).  

 

Παξαηήξεζε: Δλψ έλαο θχθινο ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo έρεη κνλνζήκαληα 

νξηζκέλε αθηίλα r, εληνχηνηο έρεη άπεηξα θέληξα, ηα ζεκεία ηεο εηδηθήο επζείαο ε 

νπνία δηέξρεηαη απφ ην Κ (΢ρήκα 13α). 

 

Δίλαη θπζηθφ ηψξα λα νξίζνπκε ηε γσλία 
1

δ   κεηαμχ δχν επζεηψλ   θαη  1 νη 

νπνίεο ηέκλνληαη ζε έλα ζεκείν Κ σο ην κήθνο ηνπ θπθιηθνχ ηφμνπ ΝΝ1 επί ηνπ 

κνλαδηαίνπ θχθινπ S(Κ,1), κε Ν θαη Ν1 ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ θχθινπ κε ηηο επζείεο  

  θαη  1   αληίζηνηρα (΢ρήκα 14). Με ηνλ φξν “κήθνο ηνπ θπθιηθνχ ηφμνπ ΝΝ1” 

ελλννχκε ηελ εηδηθή απφζηαζε 
1ΝΝδ  κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Ν θαη Ν1. 

 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

.

. 
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                                y                                                            1 

 

 

                                                                                     

                                                                                                  

 

                                                        S                     S 

 

                               Ο                                                                              x 

 

΢ρήκα 14 

 

Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη ηα παξαπάλσ ζεκεία Ν θαη Ν1 θείληαη επί ηεο εηδηθήο 

επζείαο m ε νπνία απέρεη (Δπθιείδεηα) απφζηαζε 1 δεμηά απφ ην ζεκείν ηνκήο Κ ησλ 

επζεηψλ   θαη  1. Σφηε φπσο είδακε θαη πξνεγνπκέλσο είλαη 
11 ΝΝ1 δΝΝδ  . Δάλ 

νη εμηζψζεηο ησλ επζεηψλ    θαη  1 είλαη αληίζηνηρα  y = ιx + c θαη  y = ι1x + c1, θαη 

ην ζεκείν ηνκήο ηνπο Κ έρεη ζπληεηαγκέλεο (α, β) ηφηε ε εμίζσζε ηεο επζείαο m είλαη 

x = α +1, ελψ ηα ζεκεία Ν θαη Ν1 έρνπλ αληίζηνηρα ζπληεηαγκέλεο (α +1, ι(α +1) + c) 

θαη (α +1, ι1(α +1) + c1). Σν ζεκείν Κ φκσο αλήθεη ηφζν ζηελ επζεία   φζν θαη ζηελ 

επζεία  1, άξα νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζα επαιεζεχνπλ ηηο εμηζψζεηο ησλ δχν επζεηψλ. 

Δπνκέλσο  β = ια + c  θαη  β = ι1α + c1, άξα  ια + c = ι1α + c1 (*).  

 

Άξα       cλλαcλαλc1)λ(αc1)(αλδδ 11111ΝΝ11  

λλλλc)(λα)cα(λ 1

(*)

111   

 

΢πλεπψο                  

                                                         λλδ 11
                 (13) 

 

Ο ηχπνο απηφο είλαη ζεκαληηθά απινχζηεξνο απφ ηνλ αληίζηνηρν ηχπν ν νπνίνο νξίδεη 

ηε γσλία κεηαμχ δχν επζεηψλ ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. 

 

 

                                      y 

 

                                                       m                                            1 

 

 

                                                                                                         

 

 

 

 

                                     O                                                                   x 

 

΢ρήκα 15 

 

 Κ 

Ν 

Ν1 

Κ 
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Δάλ πεξηζηξέςνπκε ηελ επζεία  1 αξηζηεξφζηξνθα γχξσ απφ ην Κ έηζη ψζηε 

λα ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ηελ εηδηθή επζεία m (΢ρήκα 15), ηφηε ε γσλία 
1

δ   απμάλεη 

απεξηφξηζηα, γεγνλφο ην νπνίν αληηζηξαηεχεηαη ζηε δηαίζζεζε ηελ νπνία έρνπκε 

αλαπηχμεη φληαο εμνηθεησκέλνη κε ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. 

 

Αλ νη επζείεο   θαη  1 είλαη παξάιιειεο, ηφηε απφ ηνλ ηχπν (13) ε κεηαμχ ηνπο 

γσλία 
1

δ   είλαη κεδέλ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηελ απφζηαζε 

1
d   κεηαμχ ησλ παξαιιήισλ επζεηψλ   θαη  1 σο ην (εηδηθφ) κήθνο ηνπ 

θαηεπζπλφκελνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΜΜ1 κεηαμχ ησλ   θαη  1, θεηκέλνπ επί 

απζαίξεηεο εηδηθήο επζείαο m (΢ρήκα 16). Ο νξηζκφο απηφο έρεη λφεκα δηφηη νη 

κεηαζρεκαηηζκνί (9) απεηθνλίδνπλ εηδηθέο επζείεο ζε εηδηθέο επζείεο. Δάλ νη 

εμηζψζεηο ησλ επζεηψλ   θαη  1 είλαη αληίζηνηρα  y = ιx + c θαη  y = ι1x + c1, ηφηε 

 

                                                          ccd 11
                 (14) 

 

Ο ηχπνο απηφο είλαη επίζεο ζεκαληηθά απινχζηεξνο απφ ηνλ αληίζηνηρν ζηελ 

Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. 

 

 

 

                                      y                                                         1 

 

 

                                                                                                    

 

 

 

                                     c1 

 

 

                                      c                                    m 

 

                                     O                                                               x 

 

΢ρήκα 16 

 

 

Σέινο νξίδνπκε ηελ απφζηαζε Μd  ζεκείνπ Μ απφ επζεία   σο ηελ εηδηθή 

απφζηαζε απφ ην Μ ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηεο   κε ηελ εηδηθή επζεία ε νπνία δηέξρεηαη 

απφ ην Μ (΢ρήκα 17). ΢ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ε απφζηαζε ζεκείνπ Μ απφ 

επζεία   νξίδεηαη σο ε (Δπθιείδεηα) απφζηαζε απφ ην Μ έσο ην ζεκείν Ρ  ην 

νπνίν βξίζθεηαη πιεζηέζηεξα ζην Μ. ΢ηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo φκσο ην ζεκείν Ρ

  πνπ βξίζθεηαη πιεζηέζηεξα ζην Μ, έρεη απφζηαζε κεδέλ απφ ην Μ, δειαδή 

0dΜΡ  . Απηφ καο νδεγεί ζην λα κεηξήζνπκε ηελ απφζηαζε απφ ην Μ ζηελ   κε ηε 

βνήζεηα ηεο εηδηθήο κεηξηθήο, δειαδή ΜΡΜ δd  . 

 

 

Μ 

Μ1 
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                                            y 

 

 

                                                                                                      

 

 

 

 

                                                                        

 

 

                                           Ο                                                                  x 

 

΢ρήκα 17 

 

Αλ ε επζεία   έρεη εμίζσζε y = ιx + c θαη ην ζεκείν Μ έρεη ζπληεηαγκέλεο (x0, y0), 

ηφηε ην Ρ ζα έρεη ζπληεηαγκέλεο (x0, ιx0 + c) θαη ε δεηνχκελε απφζηαζε ζα είλαη: 

 

                                                      00Μ cλd yx                  (15) 

 

Πξνθαλψο ε απφζηαζε 
1

d   κεηαμχ δχν παξαιιήισλ επζεηψλ   θαη  1 κπνξεί λα 

ινγηζηεί σο ε απφζηαζε 
1Μd  , φπνπ Μ ηπραίν ζεκείν ηεο επζείαο  . 

 

Παξαηήξεζε: Οη νξηζκνί ηεο απφζηαζεο ζεκείνπ απφ επζεία θαη ηεο απφζηαζεο 

κεηαμχ παξαιιήισλ επζεηψλ, ππνδειψλνπλ φηη ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo νη εηδηθέο 

επζείεο παίδνπλ ην ξφιν ησλ θαζέησλ ζε κηα επζεία  . 

 

 

4.2 Σν ηξίγσλν 

 

΢ηελ παξνχζα ππνπαξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ην απινχζηεξν πνιχγσλν ηεο 

Γεσκεηξίαο ηνπ Galileo, ην ηξίγσλν. Γηα ην ζθνπφ απηφ ζεσξνχκε ην ηξίγσλν ΑΒΓ 

(΢ρήκα 18) κε πιεπξέο α, β, γ, ίζεο αληίζηνηρα κε ηηο (ζεηηθέο) απνζηάζεηο αdΒΓ  , 

βdΑΓ   θαη γdΑB  . Οη γσλίεο ηνπ ηξηγψλνπ ζα είλαη: Α ΒΓδ , Β ΑΓδ  θαη 

Γ ΑΒδ . 

 

Δάλ γ είλαη ε κεγαιχηεξε πιεπξά ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ, ηφηε φπσο θαίλεηαη θαη απφ ην 

παξαθάησ ζρήκα ζα είλαη: 

                                                             βαγ                  (16) 

 

δειαδή ε κεγαιχηεξε πιεπξά ελφο ηξηγψλνπ ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ άιισλ δχν. 

 

Αλ ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo ζεσξήζνπκε ην ζεκείν σο γεγνλφο θαη ηε ζπλήζε 

απφζηαζε κεηαμχ δχν ζεκείσλ (δειαδή γεγνλφησλ) σο ην κεηαμχ ηνπο ρξνληθφ 

δηάζηεκα, ηφηε ε θπζηθή εξκελεία ηεο ζρέζεο (28) γίλεηαη πξνθαλήο: Αλ Α, Β θαη Γ 

είλαη ηξία ηπραία γεγνλφηα, ηφηε ην ρξνληθφ δηάζηεκα πνπ παξεκβάιιεηαη κεηαμχ ηνπ 

Μ 

Ρ 
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πξψηνπ θαη ηνπ ηειεπηαίνπ εμ απηψλ, ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ρξνληθψλ 

δηαζηεκάησλ κεηαμχ ηνπ πξψηνπ θαη ηνπ δεπηέξνπ, ζπλ ηνπ δεπηέξνπ θαη ηνπ 

ηειεπηαίνπ. 

 

                              

                             y 

 

                                                                         α 

                                                                           

                                                   β 

 

                                                                    γ 

 

 

 

 

 

 

                            O                                                                                   x 

 

΢ρήκα 18 

 

 

Αλ απφ ην ζρήκα 18 επίζεο ππνζέζνπκε ηε γσλία Γ σο ηε κεγαιχηεξε γσλία ηνπ 

ηξηγψλνπ, ηηο δε θιίζεηο ησλ επζεηψλ α, β, γ ίζεο κε ι1, ι2 θαη ι3 αληίζηνηρα, ηφηε ζα 

έρνπκε Α = ι2 – ι3, Β = ι3 – ι1 θαη Γ = ι2 – ι1, ζπλεπψο: 

 

                                                            ΒΑΓ                  (17) 

 

δειαδή ε κεγαιχηεξε γσλία ελφο ηξηγψλνπ ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ άιισλ δχν. 

 

Θα επηρεηξήζνπκε ηψξα λα δψζνπκε κηα θπζηθή εξκελεία ζηε ζρέζε (17) ζεσξψληαο 

ηε (ζπλήζε) επζεία σο επζχγξακκε νκαιή θίλεζε θαη ηε γσλία δ κεηαμχ δχν επζεηψλ 

σο ηε ζρεηηθή ηαρχηεηα δχν ζεκείσλ θηλνπκέλσλ επζχγξακκα θαη νκαιά. 

Δπηιέγνπκε έλα αδξαλεηαθφ ζχζηεκα αλαθνξάο ζην νπνίν ε πιεπξά ΑΓ ηνπ 

ηξηγψλνπ ΑΒΓ αληηζηνηρεί ζε θαηάζηαζε εξεκίαο (δειαδή παξάιιειε ζηνλ άμνλα 

ησλ x). Σφηε Α θαη Γ είλαη νη ηαρχηεηεο ησλ ζεκείσλ πνπ εθηεινχλ επζχγξακκε 

νκαιή θίλεζε, νη νπνίεο (θηλήζεηο) αλαπαξίζηαληαη κε ηηο επζείεο α θαη γ αληίζηνηρα, 

ελψ Β είλαη ε ζρεηηθή ηαρχηεηα ησλ δχν ζεκείσλ. Σφηε κε θαηάιιειν ραξαθηεξηζκφ 

ησλ επζπγξάκκσλ νκαιψλ θηλήζεσλ νη νπνίεο αλαπαξίζηαληαη απφ ηηο επζείεο α, β 

θαη γ, ε ζρέζε (17) δίλεη ηνλ λόκν ηεο ζύλζεζεο ησλ ηαρπηήησλ ζηελ θιαζζηθή 

Μεραληθή, ζχκθσλα κε ηνλ νπνίν: Ζ απφιπηε ηαρχηεηα κηαο θίλεζεο, δειαδή ε 

ηαρχηεηα σο πξνο έλα ζπγθεθξηκέλν ζχζηεκα αλαθνξάο, είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

ζρεηηθψλ ηαρπηήησλ, δειαδή ηεο ηαρχηεηαο σο πξνο έλα άιιν ζχζηεκα αλαθνξάο 

ζπλ ηε ζρεηηθή ηαρχηεηα ησλ δχν ζπζηεκάησλ.  

 

Δθαξκνγή 1. Αο ζεσξήζνπκε δχν αδξαλεηαθά ζπζηήκαηα αλαθνξάο ΢΄ θαη ΢ κε ην 

δεχηεξν λα θηλείηαη σο πξνο ην πξψην κε ζηαζεξή ηαρχηεηα u


 (΢ρήκα 19). Αο δνχκε 

πψο πεξηγξάθεηαη ε θίλεζε ελφο ζεκείνπ Δ. Σν ζεκείν Δ ζα κπνξνχζε λα είλαη έλαο 

επηβάηεο πνπ βξίζθεηαη εληφο ελφο θηλνχκελνπ ηξαίλνπ. 

Γ 

Α 

Β 

γ 

α β 
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                               y΄                                                          y 

                                                                                                      

 

                                                                                                                                                                                              

                                                                                                                

                               Ο                        x΄                             Ο΄                         x                  

 

 

΢ρήκα 19 

 

 

Μπνξνχκε λα πεξηγξάςνπκε ηε ζέζε ηνπ επηβάηε ρξεζηκνπνηψληαο ηηο 

ζπληεηαγκέλεο (x΄, y΄) ελφο αθίλεηνπ παξαηεξεηή ηνπ ζπζηήκαηνο ΢΄, ή κε ηε 

βνήζεηα ησλ ζπληεηαγκέλσλ (x, y) ηνπ ΢. Όπσο έρνπκε απνδείμεη ζηελ αξρή ηνπ 

θεθαιαίνπ ηζρχνπλ νη κεηαζρεκαηηζκνί  

 

                                      x΄ = x + ut,     y΄ = y,     z΄ = z,     t΄ = t                (7) 

 

Αλ ην ζεκείν Δ θηλείηαη θαηά ηελ θαηεχζπλζε x, ε ζηηγκηαία ηνπ ηαρχηεηα v΄ φπσο 

κεηξηέηαη απφ έλαλ παξαηεξεηή αθίλεην ζην ΢΄ είλαη 
t

x΄
v΄

d

d
 . Ζ ηαρχηεηα v ηνπ 

ίδηνπ ζεκείνπ Δ κεηξνχκελε απφ έλαλ παξαηεξεηή αθίλεην ζην ΢ είλαη 
t

x
v

d

d
 . 

Μπνξνχκε λα βξνχκε κηα ζρέζε κεηαμχ ησλ v΄ θαη v παξαγσγίδνληαο σο πξνο t ηελ 

πξψηε απφ ηηο εμηζψζεηο (7): 

u
t

x

t

x


d

d

d

΄d
 

Δπνκέλσο παίξλνπκε   

 

                                                            uvv΄                  (18) 

 

δειαδή ε κεγαιχηεξε απφ ηηο ηξεηο ζρεηηθέο ηαρχηεηεο πνπ νξίδνληαη απφ ηξεηο 

επζχγξακκεο θαη νκαιέο θηλήζεηο (φπσο παξαπάλσ) είλαη ην άζξνηζκα ησλ άιισλ 

δχν.  ∎ 

 

 

Απφ ηηο εμηζψζεηο επίζεο (16) θαη (17), πξνθχπηεη ε ζρέζε  

 

                                                            
Γ

γ

Β

β

Α

α
                 (19) 

 

ε νπνία είλαη αλάινγε ηνπ λφκνπ ησλ εκηηφλσλ ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. Γηα ηελ 

απφδεημε ηεο ζρέζεο απηήο θέξλνπκε ηα χςε ΑΚ, ΒΛ θαη ΓΜ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 

Τπελζπκίδνπκε φηη ηα χςε ελφο ηξηγψλνπ είλαη επζχγξακκα ηκήκαηα θείκελα επί ησλ 

εηδηθψλ επζεηψλ νη νπνίεο δηέξρνληαη απφ ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ, κε ην έλα ηνπο 

άθξν λα είλαη κηα θνξπθή ηνπ ηξηγψλνπ θαη ην άιιν άθξν λα είλαη ην ζεκείν ηνκήο 

ηεο εηδηθήο επζείαο κε ηελ απέλαληη πιεπξά (ή ηελ πξνέθηαζή ηεο) (΢ρήκα 20). 

ut 

 Δ(x, t) 
x΄ 

x 
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΢ρήκα 20 

 

΢πκβνιίδνπκε ηα χςε κε hα, hβ θαη hγ αληίζηνηρα, επνκέλσο ζα είλαη: 

 

hα = ΑΚ = |δΑΚ|,     hβ = ΒΛ = |δΒΛ|,     hγ = ΓΜ = |δΓΜ| 

 

Απφ ηνλ νξηζκφ φκσο ηεο γσλίαο ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo, πξνθχπηεη φηη: 

 

                                                         hγ = Αβ = Βα                (20) 

 

Δίλαη φκσο  ΒΓ = ΒΜ = α  θαη  ΑΓ = ΑΜ = β,  νπφηε: 

 

Β

β

Α

α
  

 

Οκνίσο, απφ ηα χςε hβ θαη hα ζπκπεξαίλνπκε: 

 

Γ

γ

Α

α
      θαη     

Γ

γ

Β

β
  

 

νπφηε ηειηθά πξνθχπηεη φηη:              
Γ

γ

Β

β

Α

α
  

 

Δίδακε ζηελ αξρή ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ φηη ην εκβαδφλ είλαη κηα ζεκαληηθή 

έλλνηα ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo δεδνκέλνπ φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί (9) 

Γ 

Α 

Β 

γ 

α β 

Μ 
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απεηθνλίδνπλ ζρήκαηα ζε ηζεκβαδηθά ζρήκαηα. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε S ην εκβαδφλ 

ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ, ηφηε  

                                              
γβα γh

2

1
βh
2

1
αh
2

1
S                  (21) 

 

Αλ ζηνλ ηξίην ηχπν ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο αληηθαηαζηήζνπκε ην χςνο hγ κε hγ = Αβ 

απφ ηε ζρέζε (20), ην εκβαδφλ S κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ελαιιαθηηθφ ηχπν  

γβΑ
2

1
S  . Οκνίσο θαη γηα ηηο ππφινηπεο πεξηπηψζεηο έρνπκε: 

 

                                               βγΑ
2

1
αγΒ
2

1
αβΓ
2

1
S                  (22) 

 

Οη ηχπνη (22) είλαη αλάινγνη κε ηνπο αθφινπζνπο ηχπνπο πνπ ηζρχνπλ ζηελ 

Δπθιείδεηα Γεσκεηξία: 

 

                                       βγsinΑ
2

1
αγsinΒ
2

1
αβsinΓ
2

1
S                  (23) 
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5. Έλα παξάδεηγκα ςεπδν-Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζπληεηαγκέλσλ 

θαη νη θπζηθέο ηεο ηδηόηεηεο 

 

΢χκθσλα κε ηα φζα είδακε γηα ηε ζεκειίσζε ηεο Γεσκεηξίαο (απφ ηελ άπνςε ηνπ 

Klein) ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα, θαηαιήμακε ζην ζπκπέξαζκα φηη ε Γεσκεηξία 

είλαη νπζηαζηηθά ε κειέηε εθείλσλ ησλ ηδηνηήησλ ησλ ζρεκάησλ (ζρήκα ππφ ηελ 

έλλνηα ελφο ζπλφινπ ζεκείσλ) νη νπνίεο παξακέλνπλ αλαιινίσηεο θάησ απφ 

ζπγθεθξηκέλνπο κεηαζρεκαηηζκνχο. Δάλ ηψξα σο κεηαζρεκαηηζκνχο ζην επίπεδν 

xOy ζεσξήζνπκε ηνπο  

 

                                          

by
u

x
u

u
y΄

ay
u

u
x

u
x΄

















22

22

1

1

1

11

1

                 (24) 

 

φπνπ a, b, u είλαη απζαίξεηεο παξάκεηξνη, ηφηε παίξλνπκε σο πξντφλ ηε Γεσκεηξία 

ηνπ Minkowski. Ζ Γεσκεηξία απηή εηζήρζε απφ ηνλ Ληζνπαλν-Γεξκαλφ καζεκαηηθφ 

Hermann Minkowski ην 1908 σο κνληέιν πεξηγξαθήο θαηλνκέλσλ ζρεηηθηζηηθήο 

κεραληθήο, θαη ζπρλά αλαθέξεηαη σο ςεπδν-Δπθιείδεηα κηαο θαη ε κεηξηθή ηεο, ηελ 

νπνία ζα εηζάγνπκε ζηε ζπλέρεηα είλαη ςεπδνκεηξηθή. Γηα κεγαιχηεξε αθξίβεηα αο 

δνχκε ηνλ αθφινπζν νξηζκφ: 

 

Οξηζκόο 8. Μηα ςεπδνκεηξηθή επί ελφο κε θελνχ ζπλφινπ Υ είλαη κηα ζπλάξηεζε     

d : Υ   Υ     ε νπνία γηα θάζε  x, y, z  X έρεη ηηο αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 

i) d(x, y)  0  

ii) d(x, x) = 0  

iii) d(x, y) = d(y, x)                                                                        (ζπκκεηξηθή ηδηφηεηα) 

iv) d(x, y)  d(x, z) + d(z, y)                                                              (ηξηγσληθή αληζφηεηα) 

 

Ο κε αξλεηηθφο (απφ ηελ ηδηφηεηα i)) πξαγκαηηθφο αξηζκφο d(x, y) είλαη ε απφζηαζε 

(σο πξνο ηελ ςεπδνκεηξηθή d) ησλ ζεκείσλ x θαη y, ην δε δηαηεηαγκέλν δεχγνο (Υ, d) 

θαιείηαη τεςδομεηπικόρ σώπορ. 

 

Γειαδή ε νπζηαζηηθή δηαθνξά ηεο ςεπδνκεηξηθήο απφ ηε κεηξηθή είλαη φηη ζηελ 

πξψηε δελ ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή d(x, y) = 0  x = y. 

 

Οη κεηαζρεκαηηζκνί (24) βαζίδνληαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ζηνπο (αλεγκέλνπο) 

κεηαζρεκαηηζκνχο Lorentz 

                                                        

2

2

1

1

u

tux
t΄

u

utx
x΄











                 (25) 

 

νη νπνίνη δηέπνπλ ηε κεηάβαζε απφ έλα αδξαλεηαθφ ζχζηεκα αλαθνξάο ζε έλα άιιν 

θηλνχκελν σο πξνο ην πξψην. Θα πξνζπαζήζνπκε ηψξα λα αλαπηχμνπκε ηε 

Γεσκεηξία ηνπ Minkowski ζην επίπεδν απνθεχγνληαο ηε ρξήζε φξσλ ηεο 

θηλεκαηηθήο (ρξφλνο, ηαρχηεηα, θ.ιπ.). 
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΢ηε Γεσκεηξία Minkowski ρξεζηκνπνηνχκε δχν ηχπνπο ζπληεηαγκέλσλ (x, y) 

θαη (X, Y) νη νπνίνη ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε ηηο ζρέζεηο:  

 

)(
2

1
X yx       θαη     )(

2

1
Y yx   

ή ηζνδχλακα 

)YX(
2

1
x      θαη     )YX(

2

1
y  

 

Πξνζζέηνληαο θαη αθαηξψληαο ηηο ζρέζεηο (24) θαηά κέιε κπνξνχκε λα εθθξάζνπκε 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ζην επίπεδν σο πξνο ηηο ζπληεηαγκέλεο (Υ, Τ). Έηζη έρνπκε: 

 

)(
2

YX

1

1

2

YX

1

1
X΄2

22
ba

u

u

u

u














  

 

)(
2

YX

1

1

2

YX

1

1
Y΄2

22
ba

u

u

u

u














   

 

Θέηνληαο       λ
1

1

1

1

2











u

u

u

u
         άξα         

λ

1

1

1

1

1

2











u

u

u

u
 

θαη  Α
2


 ba

,   Β
2


 ba

, νη πξνεγνχκελνη ηχπνη παίξλνπλ ηε κνξθή 

 

                                                          
ΒΥ

λ

1
Υ΄

ΑλΧΧ΄





                (24α) 

 

Οη εμηζψζεηο (24α) κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο έλαο κεηαζρεκαηηζκφο ν νπνίνο 

αλαπαξηζηά ην απνηέιεζκα δχν “ζπκπηέζεσλ”, κηαο δηαζηνιήο κε άμνλα ΟΤ θαη 

ζπληειεζηή 1/ι, θαη κηαο ζπζηνιήο κε άμνλα ΟΥ θαη ζπληειεζηή ι (είλαη ι<1<1/ι), 

αθνινπζνχκελνο απφ κία παξάιιειε κεηαθνξά θαηά Α θαη Β αληίζηνηρα (΢ρήκα 21). 

 

 
 

                                                              O                                                       x 

 

΢ρήκα 21 

X 
Y 

y Α Α΄ 

Α1 
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Μπνξνχκε ινηπφλ λα ζεσξήζνπκε φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί (24α) ρσξίο ηα Α θαη 

Β, δειαδή νη 

                                                             
Υ

λ

1
Υ΄

λΧΧ΄





                (24β) 

 

παίδνπλ ηνλ ξφιν κηαο πεξηζηξνθήο ζηε Γεσκεηξία Minkowski ελψ σο 

κεηαζρεκαηηζκνί ζην Δπθιείδεην επίπεδν θαινχληαη ςπεπβολική πεπιζηποθή. Χο πξνο 

ην επίπεδν xOy νη ζρέζεηο (24β) παίξλνπλ ηε κνξθή  

 

                                          

y
u

x
u

u
y΄

y
u

u
x

u
x΄

22

22

1

1

1

11

1













                (24γ) 

 

νη νπνίνη είλαη νπζηαζηηθά νη κεηαζρεκαηηζκνί Lorentz κε κεηνλνκαζία ηνπ t ζε y. 

Μπνξεί λα απνδεηρζεί φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί (24β) απεηθνλίδνπλ ηηο επζείεο ζε 

επζείεο, ηηο παξάιιειεο επζείεο ζε παξάιιειεο επζείεο θαη δηαηεξνχλ ηνλ ιφγν 

παξαιιήισλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ. ΢πλεπψο νη έλλνηεο ηεο επζείαο, ηεο 

παξαιιειίαο επζεηψλ θαη ηνπ ιφγνπ παξαιιήισλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ είλαη 

ζεκαληηθέο ζηε Γεσκεηξία Minkowski. Δπίζεο νη κεηαζρεκαηηζκνί (24) θαη (24α) 

απεηθνλίδνπλ κηα επζεία παξάιιειε ζηνλ άμνλα ΟΤ (αληίζηνηρα ΟΥ), δειαδή κηα 

επζεία ηεο κνξθήο Υ = ζηαζεξφ (αληίζηνηρα Τ = ζηαζεξφ), ζε επζεία κε ηελ ίδηα 

θαηεχζπλζε. Απηφ ζεκαίλεη φηη ζηε Γεσκεηξία Minkowski ππάξρνπλ δχν νηθνγέλεηεο 

“εηδηθψλ” επζεηψλ, ε δε εηθφλα κηαο εηδηθήο επζείαο θάησ απφ νπνηαδήπνηε θίλεζε 

είλαη παξάιιειε ζηελ αξρηθή επζεία. Δπίζεο απφ θάζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ δηέξρεηαη 

κνλαδηθή επζεία απφ θάζε νηθνγέλεηα.  

΢πλεπψο έλαο κεηαζρεκαηηζκφο (24α) απεηθνλίδεη έλα ηεηξάγσλν ηνπ νπνίνπ νη 

πιεπξέο είλαη παξάιιειεο ζηνπο άμνλεο ΟΥ θαη ΟΤ, ζε έλα νξζνγψλην 

παξαιιειφγξακκν κε ην ίδην εκβαδφλ, αθνχ αλ ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ είλαη α, 

ηφηε νη πιεπξέο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ζα είλαη ια θαη (1/ι)α. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

έλαο κεηαζρεκαηηζκφο (24) ή (24α) απεηθνλίδεη έλα ζρήκα F ζε έλα άιιν ζρήκα F΄ κε 

ην ίδην εκβαδφλ (΢ρήκα 22). Άξα ην εκβαδόλ ελφο ζρήκαηνο είλαη (γεσκεηξηθά) 

ζεκαληηθή έλλνηα ζηε Γεσκεηξία ηνπ Minkowski. 

 

 
 

΢ρήκα 22 

Ο Ο x x 

y y 

X X 

Y 

Y 
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Αο ζεσξήζνπκε ηψξα έλα ηπραίν επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ θαη αο ππνζέζνπκε αξρηθά 

φηη δελ είλαη παξάιιειν ζηνπο άμνλεο ΟΥ θαη ΟΤ, θαη έζησ AKBL ην νξζνγψλην 

ηνπ νπνίνπ νη πιεπξέο είλαη παξάιιειεο ζηνπο άμνλεο ΟΥ θαη ΟΤ θαη ε δηαγψληφο 

ηνπ είλαη ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ (΢ρήκα 23α). Πξνθαλψο έλαο κεηαζρεκαηηζκφο 

(24) ή (24α) απεηθνλίδεη ην νξζνγψλην AKBL ζε έλα άιιν νξζνγψλην A΄K΄B΄L΄ ηνπ 

νπνίνπ νη πιεπξέο είλαη παξάιιειεο ζηνπο άμνλεο ΟΥ θαη ΟΤ θαη ηνπ νπνίνπ ην 

εκβαδφλ είλαη ίζν κε ην εκβαδφλ ηνπ αξρηθνχ νξζνγσλίνπ (΢ρήκα 23β). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         Ο                                     x                                 O                          x 

 

                        ΢ρήκα 23α                                                    ΢ρήκα 23β 

 

Δίλαη ινηπφλ ινγηθφ αθνχ νη δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ AKBL αιιάδνπλ, φκσο 

παξακέλεη ζηαζεξφ ην εκβαδφλ ηνπ, λα ζεσξήζνπκε σο κέηξν δηαρσξηζκνχ ησλ 

ζεκείσλ Α, Β ην εκβαδφλ Δ = (AKBL). Σν Δ ηείλεη ζην 0 θαζψο ηα Α θαη Β 

πιεζηάδνπλ ην έλα ην άιιν, ελψ έρεη ηελ ίδηα ηηκή γηα θάζε δεχγνο ζεκείσλ Α, Β θαη 

Α΄, Β΄ ηα νπνία ζπκπίπηνπλ ππφ ηελ έλλνηα ηεο Γεσκεηξίαο ηνπ Minkowski, δειαδή 

θάησ απφ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (24). Δπεηδή φκσο ην εκβαδφλ κεηξηέηαη ζε 

ηεηξαγσληθέο κνλάδεο, κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη ε απφζηαζε dΑΒ κεηαμχ ησλ 

ζεκείσλ Α θαη Β ζηε Γεσκεηξία Minkowski είλαη αλάινγε ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο 

ηνπ εκβαδνχ Δ ηνπ νξζνγσλίνπ AKBL. Όπσο ζα θαλεί θαη ζηε ζπλέρεηα, καο 

ζπκθέξεη λα ζεσξήζνπκε σο απφζηαζε ηελ  

 

                                                            2ΔdΑΒ                  (25΄) 

 

Δίλαη εχθνιν λα απνδεηρζεί φηη αλ C είλαη έλα ζεκείν κεηαμχ ησλ Α θαη Β, ηφηε  

dΑΒ = dΑC + dCΒ 

Αο πεξηζηξέςνπκε ηψξα ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ γχξσ απφ ην Α δηαηεξψληαο ην 

Δπθιείδεην κήθνο ηνπ (΢ρήκα 24).  

 

                                                            
                                                              O                                                 x 
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Δπζεία β΄ είδνπο 

Πξνθαλψο θαζψο ην ΑΒ πεξηζηξεθφκελν ηείλεη λα γίλεη παξάιιειν κε ηνλ 

άμνλα ΟΥ ή κε ηνλ άμνλα ΟΤ, δειαδή ηείλεη λα πάξεη ηε ζέζε ΑΒ0//ΟΥ ή αληίζηνηρα 

ηε ζέζε ΑΒ
0
//ΟΤ, ην εκβαδφλ Δ = (AKBL) κεηψλεηαη, ελψ φηαλ ην ΑΒ ζπκπέζεη κε 

ηα ΑΒ0 ή ΑΒ
0
, ηφηε ην αληίζηνηρν νξζνγψλην εθθπιίδεηαη ζε επζχγξακκν ηκήκα, θαη 

επνκέλσο ην εκβαδφλ ηνπ κεδελίδεηαη. Γη’ απηφ ηνλ ιφγν ην κήθνο ελφο επζπγξάκκνπ 

ηκήκαηνο πνπ θείηαη επί κηαο “εηδηθήο” επζείαο, έρεη εμ νξηζκνχ ηηκή κεδέλ. Όηαλ 

ηψξα θαηά ηε δηαδηθαζία πεξηζηξνθήο γχξσ απφ ην Α ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ 

πεξάζεη ηε ζέζε ΑΒ0//ΟΥ ή αληίζηνηρα ηε ζέζε ΑΒ
0
//ΟΤ, ηφηε ην εκβαδφλ Δ = 

(AKBL) απμάλεηαη μαλά αιιά ν πξνζαλαηνιηζκφο ηνπ πνπ νξίδεηαη απφ ηε δηάηαμε 

AKBL αληηζηξέθεηαη (γηα παξάδεηγκα ηα νξζνγψληα AKBL θαη AK1B1L1 ζην 

ζρήκα 24). Λακβάλνληαο ππφςε απηφ ην γεγνλφο είλαη βνιηθφ λα ζεσξήζνπκε δχν 

είδε επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ ζην επίπεδν ησλ νπνίσλ ηα κήθε δελ ζα κπνξνχλ λα 

ζπγθξηζνχλ. Έηζη ινηπφλ, νδεγνχκαζηε ζηνλ αθφινπζν νξηζκφ: 

 

Οξηζκόο 9. Έλα επζχγξακκν ηκήκα ή επζεία ζα ιέγεηαη πξψηνπ (δεπηέξνπ) είδνπο αλ 

είλαη παξάιιειν ζε κηα επζεία ε νπνία δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη 

βξίζθεηαη εληφο ηνπ δεχγνπο ησλ θαηαθνξπθήλ γσληψλ πνπ ζρεκαηίδνληαη απφ ηνπο 

άμνλεο ΟΥ θαη ΟΤ θαη πεξηέρνπλ ηνλ άμνλα Ox (Oy) (΢ρήκα 25). 

      

              

                                         Y                      y                          Υ 

 

 

 

 

                                                                                               x 

                                                                                         

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 25 

 

Δηδηθέο επζείεο θαη επζχγξακκα ηκήκαηα ηέηνησλ επζεηψλ (δειαδή α΄ θαη β΄ 

είδνπο) θαινχληαη κεδεληθέο επζείεο θαη κεδεληθά επζχγξακκα ηκήκαηα αληίζηνηρα, 

ελψ έλαο κεηαζρεκαηηζκφο (24) ή (24α) απεηθνλίδεη θάζε επζχγξακκν ηκήκα ζε 

επζχγξακκν ηκήκα ηνπ ηδίνπ είδνπο. Θα ιέκε επίζεο φηη δχν επζχγξακκα ηκήκαηα 

ζπκπίπηνπλ (δειαδή ζπλδένληαη κε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (24) ή (24α)) αλ θαη 

κφλν αλ έρνπλ ην ίδην κήθνο θαη είλαη ηνπ ηδίνπ είδνπο. Αλ ηψξα δχν επζχγξακκα 

ηκήκαηα είλαη κεδεληθά ζα πξέπεη επηπξφζζεηα λα αλήθνπλ ζηελ ίδηα νηθνγέλεηα 

εηδηθψλ επζεηψλ, γηα παξάδεηγκα ζα πξέπεη λα είλαη παξάιιεια.  

 

Έζησ ηψξα Α θαη Β δχν ζεκεία ζην επίπεδν ηα νπνία έρνπλ αληίζηνηρα 

ζπληεηαγκέλεο (Υ1, Τ1) θαη (Υ2, Τ2) ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ΥΟΤ, θαη (x1, y1) 

θαη (x2, y2) ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ xOy. Σφηε πξνθαλψο νη πιεπξέο ηνπ 

νξζνγσλίνπ AKBL ζα έρνπλ κήθε |Υ2 – Υ1| θαη |Τ2 – Τ1| νπφηε ην εκβαδφλ ηνπ ζα 

είλαη Δ = |(Υ2 – Υ1)(Τ2 – Τ1)| (΢ρήκα 26). 

Δπζεία α΄ είδνπο 

Ο Μεδεληθή επζεία Μεδεληθή επζεία 
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                                                            y 

 
                                                                 O                                                   x 

 

 

΢ρήκα 26 

 

 

Δπνκέλσο ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α θαη Β ζα είλαη εμ νξηζκνχ  

 

                                            |)YY)(XX(|2d 1212ΑΒ                  (26) 

 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζρέζεσλ πνπ ζπλδένπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο (x, y) θαη (X, Y), ε 

απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α(x1, y1) θαη Β(x2, y2) ηζνχηαη κε  

 

         |)()(
2

1
)()(

2

1
|2d 12121212ΑΒ yyxxyyxx       ή ηζνδχλακα  

 

                                           
2

12

2

12ΑΒ )()(d yyxx                  (26α) 

 

΢πγθξίλνληαο ηνλ πξνεγνχκελν ηχπν κε ηνλ 2

12

2

12ΑΒ )()(d yyxx    πνπ 

δίλεη ηελ Δπθιείδεηα απφζηαζε κεηαμχ δχν ζεκείσλ Α(x1, y1) θαη Β(x2, y2), 

παξαηεξνχκε φηη νη δχν απηνί ηχπνη δηαθέξνπλ νπζηαζηηθά κφλν σο πξνο έλα 

πξφζεκν. Έηζη αλ αγλνήζνπκε ηελ απφιπηε ηηκή, ην ππφξξηδν ζηνπο ηχπνπο (26) θαη  

(26α) είλαη ζεηηθφ εάλ ην ΑΒ είλαη επζχγξακκν ηκήκα πξψηνπ είδνπο, θαη αξλεηηθφ 

εάλ ην ΑΒ είλαη επζχγξακκν ηκήκα δεπηέξνπ είδνπο. ΢πλεπψο νξίδνπκε: 

 

                                             )YY)(XX(2d 2112ΑΒ                   (26β) 

ή ηζνδχλακα 

 

                                           
2

12

2

12ΑΒ )()(d yyxx                  (26γ) 

 

Δπνκέλσο ηα κήθε ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ πξψηνπ θαη δεπηέξνπ είδνπο 

κεηξψληαη ζε δηαθνξεηηθέο θαη κε ζπζρεηηζκέλεο κνλάδεο. Πην ζπγθεθξηκέλα ην 

κήθνο ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πξψηνπ είδνπο είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο, ελψ ην 

κήθνο ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο δεπηέξνπ είδνπο είλαη κηγαδηθφο αξηζκφο. 
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Δθαξκνγή 2. Αο δνχκε ζε απηφ ην ζεκείν κηα θπζηθή εθαξκνγή απηήο ηεο 

Γεσκεηξίαο. Θεσξνχκε έλα ρσξνρξνληθφ δηάγξακκα, κε νξηδφληην άμνλα ηνλ άμνλα 

ηνπ δηαζηήκαηνο θαη θαηαθφξπθν άμνλα ηνλ άμνλα ηνπ ρξφλνπ. ΢ε έλα ηέηνην 

δηάγξακκα ε ηαρχηεηα πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ θιίζε ηεο θακπχιεο γηα ηελ αθξίβεηα 

δελ είλαη ε αξηζκεηηθή ηηκή ηελ θιίζεο αιιά ε αληίζηξνθή ηεο. Δμάιινπ ζε έλα 

ηέηνην δηάγξακκα ε θαηάζηαζε ελφο αθίλεηνπ ζσκαηίνπ παξηζηάλεηαη κε κηα 

θαηαθφξπθε επζεία. Ζ θίλεζε ελφο θσηνλίνπ πεξηγξάθεηαη απφ κηα γξακκή θιίζεο 1. 

Ζ ηξνρηά πνπ δηαγξάθεη έλα ζσκάηην ζε έλα ηέηνην ρσξνρξνληθφ δηάγξακκα θαιείηαη 

ε θνζκηθή γξακκή ηνπ. Σφηε ηα άθξα ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πξψηνπ είδνπο 

είλαη δχν γεγνλφηα ηα νπνία ιακβάλνπλ ρψξα ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή θαη ην κήθνο 

απηνχ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο είλαη έλα ρσξηθφ δηάζηεκα κεηαμχ ησλ δχν 

γεγνλφησλ. Παξφκνηα, ηα άθξα ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο δεπηέξνπ είδνπο 

αληηζηνηρνχλ ζε ηαπηφρσξα γεγνλφηα. Σφηε ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 

κεηξνχκελν κε ηε κεηξηθή ηεο Γεσκεηξίαο Minkowski, είλαη ην ρξνληθφ δηάζηεκα 

κεηαμχ ησλ αληίζηνηρσλ ζεκείσλ. Μπνξνχκε επνκέλσο λα ππνζέζνπκε φηη ην κήθνο 

ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πξψηνπ είδνπο κεηξηέηαη ζε κνλάδεο κήθνπο (π.ρ. m), 

ελψ ην κήθνο ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο δεπηέξνπ είδνπο κεηξηέηαη ζε κνλάδεο 

ρξφλνπ (π.ρ. sec). Γη’ απηφ ηνλ ιφγν ζηε Γεσκεηξία Minkowski νη επζείεο πξψηνπ 

είδνπο θαινχληαη ρσξηθέο ή ρσξνφκνηεο ή ρσξνεηδείο (space-like) ελψ νη επζείεο 

δεπηέξνπ είδνπο θαινχληαη ρξνληθέο ή ρξνλνφκνηεο ή ρξνλνεηδείο (time-like). Οη 

“εηδηθέο” επζείεο νλνκάδνληαη θσηνφκνηεο ή θσηνεηδείο (light-like) (΢ρήκα 27).    

 

 

 

                                                                      t 

 

                                                Μέιινλ 

 

                                                                                            x 

                                              

                                             Παξειζφλ 

 

 

                                                                  

                                                                  ΢ρήκα 27 

 

 

Δπαλεξρφκαζηε ζηε κειέηε ηεο Γεσκεηξίαο Minkowski κε ηνλ νξηζκφ ηνπ 

θχθινπ. Θα πξέπεη εδψ λα πνχκε φηη ν νξηζκφο ηνπ θχθινπ ζηε Γεσκεηξία  

Minkowski δελ δηαθέξεη νπζηαζηηθά απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ θχθινπ ζηελ Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία, απιά ηξνπνπνηείηαη κε ηέηνηνλ ηξφπν ψζηε λα δηαθπιάζζεηαη ε δηάθξηζε 

κεηαμχ επζεηψλ πξψηνπ θαη δεπηέξνπ είδνπο. Έηζη έρνπκε: 

 

Οξηζκόο 10. Έλαο θχθινο S κε θέληξν Q θαη αθηίλα CD (φπνπ CD είλαη έλα 

επζχγξακκν ηκήκα πξψηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο) είλαη ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ 

επηπέδνπ ηέηνησλ ψζηε ην επζχγξακκν ηκήκα QM λα ζπκπίπηεη κε ην επζχγξακκν 

ηκήκα CD. 

 

Αο ππνζέζνπκε φηη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ ηνπ θχθινπ Q σο πξνο ηα 

ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ ΥΟΤ θαη xOy είλαη αληίζηνηρα (Α, Β) θαη (m, n), ελψ νη 

Παξφλ 

Σξνρηά θσηνλίνπ 

Ζ θνζκηθή γξακκή ή 

ηξνρηά ελφο ζσκαηίνπ 
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ζπληεηαγκέλεο ησλ άθξσλ C θαη D ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο CD σο πξνο ηα ίδηα 

ζπζηήκαηα είλαη (Υ1, Τ1), (Υ2, Τ2) θαη (x1, y1), (x2, y2) αληίζηνηρα. Θα θαινχκε ηελ 

ηζφηεηα   

2(Υ2 – Υ1)(Τ1 – Τ2) = (x2 – x1)
2
 – (y2 – y1)

2
 

 

(ε νπνία κπνξεί λα είλαη ζεηηθή ή αξλεηηθή) ην ηεηξάγσλν ηεο αθηίλαο ηνπ θχθινπ S 

θαη ζα ην ζπκβνιίδνπκε σο r
2
 (κε r>0). Γειαδή ν θχθινο S ν νπνίνο έρεη θέληξν Q 

θαη ην ηεηξάγσλν ηεο αθηίλαο ηνπ ηζνχηαη κε r
2
 έρεη εμίζσζε  

 

                                                   2(Υ – Α)(Τ – Β) = r
2
                (27) 

ή ηζνδχλακα 

                                                (x – m)
2
 – (y – n)

2
  = r

2
                (27α) 

 

΢πγθξίλνληαο ηνλ ηειεπηαίν ηχπν κε ηνλ ηχπν (2) πνπ δίλεη ηελ εμίζσζε ηνπ θχθινπ 

ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, παξαηεξνχκε φηη νη δχν απηνί ηχπνη δηαθέξνπλ σο πξνο 

έλα πξφζεκν (ν ηχπνο (27α) είλαη δηαθνξά ηεηξαγψλσλ ελψ ν ηχπνο (2) είλαη 

άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ) θαζψο επίζεο θαη ζην φηη ην δεχηεξν κέινο ηνπ ηχπνπ (27α) 

κπνξεί λα είλαη θαη αξλεηηθφ, ελψ ην δεχηεξν κέινο ηνπ ηχπνπ (2) είλαη πάληα ζεηηθφ. 

Ζ ζρέζε (27α) παίξλεη ηε κνξθή  

 

                                                x
2
 – y

2
 + 2px + 2qy + f = 0                (27β) 

 

φπνπ           p = – m,           q = n,           f = m
2
 – n

2
  r

2
              ή ηζνδχλακα ηε κνξθή   

 

                                          α ( x
2
 – y

2
) + 2β1x + 2β2y + γ = 0             (27γ) 

 

ε νπνία αληηζηνηρεί ζε θχθιν φηαλ α  0 ή ζε επζεία φηαλ α = 0. ΢ηελ εηδηθή 

πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ην θέληξν ηνπ θχθινπ είλαη ε αξρή ησλ αμφλσλ Ο(0, 0), ε 

εμίζσζή ηνπ γίλεηαη: 

                                                          ΥΤ = ζηαζεξφ                (28) 

ή ηζνδχλακα  

                                                       x
2
 – y

2
 = ζηαζεξφ              (28α) 

 

Δάλ δνχκε ηνπο ηχπνπο (27) θαη (27α) απφ ηε ζθνπηά ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, ζα 

δηαπηζηψζνπκε φηη αληηζηνηρνχλ ζε ππεξβνιή ηεο νπνίαο νη αζχκπησηεο είλαη νη 

εηδηθέο επζείεο νη νπνίεο δηέξρνληαη απφ ην θέληξν ηεο (΢ρήκα 28). 

 

                                                    V                                    U 

 
 

΢ρήκα 28 
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Λέκε φηη έλαο θχθινο είλαη πξψηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο αλαιφγσο εάλ ε αθηίλα 

ηνπ είλαη επζχγξακκν ηκήκα πξψηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο. ΢ην ζρήκα 28 νη θχθινη S 

(πξψηνπ είδνπο) θαη S  (δεπηέξνπ είδνπο) νη νπνίνη έρνπλ θνηλφ θέληξν Q θαη ην 

ηεηξάγσλν ησλ αθηηλψλ ηνπο είλαη r
2
 θαη –r

2
 αληίζηνηρα, θαινχληαη ζπδπγείο. Οη 

εηδηθέο επζείεο QU θαη QV είλαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ ζεκείσλ κε κεδεληθή 

απφζηαζε απφ ην Q. Απηφο ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ζπρλά αλαθέξεηαη θαη σο θχθινο κε 

αθηίλα κεδέλ ή αιιηψο κεδεληθφο θχθινο. Δχθνια πξνθχπηεη φηη ηξία ζεκεία ζην 

επίπεδν Minkowski νξίδνπλ ή κία κνλαδηθή επζεία (πξψηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο ή 

κεδεληθή) ή έλα κνλαδηθφ θχθιν (πξψηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο ή κεδεληθφ).  

 

 

Θα εμεηάζνπκε ηψξα ηελ έλλνηα ηεο γσλίαο κεηαμχ δχν επζεηψλ. Έζησ   θαη  1 

δχν επζείεο ζην επίπεδν Minkowski, νη νπνίεο ηέκλνληαη ζην ζεκείν Q.  

 

Οξηζκόο 11. Οξίδνπκε σο γσλία κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη  1 θαη ηε ζπκβνιίδνπκε 

κε 
1

δ   ην κήθνο ηνπ ηφμνπ ΝΝ1 πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ηηο επζείεο   θαη  1 θαη ην 

κνλαδηαίν θχθιν (x
2
 – y

2
 = 1) S κε θέληξν Q (΢ρήκα 29).  

 

 

 
 

΢ρήκα 29 

 

 

Ο παξαπάλσ νξηζκφο ηεο γσλίαο έρεη λφεκα κφλνλ φηαλ νη επζείεο   θαη  1 

είλαη ηνπ ηδίνπ είδνπο ψζηε θαη νη δχν λα ηέκλνπλ ηνλ ίδην κνλαδηαίν θχθιν θαη 

επνκέλσο λα νξίδεηαη ηφμν. Σν κήθνο ηνπ ηφμνπ ΝΝ1 κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί φπσο 

θαη ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία απφ ην κήθνο κηαο πνιπγσληθήο γξακκήο 

εγγεγξακκέλεο ζην ηφμν ΝΝ1. Θα πξέπεη βέβαηα λα πνχκε φηη ζε έλαλ θχθιν πξψηνπ 

είδνπο κηα εγγεγξακκέλε πνιπγσληθή γξακκή απνηειείηαη απφ επζχγξακκα ηκήκαηα 

δεπηέξνπ είδνπο θαη ην αληίζηξνθν.  

 

Μπνξνχκε λα απνθχγνπκε ηνλ παξαπάλσ (κε απνδεθηφ νξηζκφ θαηά ηελ 

αξηζηνηειηθή έλλνηα, εθφζνλ «εἰς ἄπειρον βαδίζοι» (Μετὰ τὰ φυσικά, 1006a), 

αληηθαζηζηψληαο ηνλ κε ηνλ αθφινπζν ηζνδύλακν αιιά απινχζηεξν: 

 

Οξηζκόο 12. Σν κέγεζνο 
1

δ   ηεο γσλίαο κεηαμχ ησλ επζεηψλ    θαη  1 νη νπνίεο 

ηέκλνληαη ζην ζεκείν Q ηζνχηαη κε ην δηπιάζην ηνπ (Δπθιείδεηνπ) εκβαδνχ ηνπ 

θπθιηθνχ ηνκέα ΝQΝ1 ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ κε θέληξν Q (΢ρήκα 29).  
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Απόδεημε. Γηα λα νξίζνπκε ην κήθνο ηφμνπ κηαο θακπχιεο  y = f ( x) ζηελ Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία, μεθηλάκε κε ηε ζρέζε 2

2

222 Γ
Γ

Γ
1ΓΓΓ x

x

y
yxs




















  θαη 

νδεγνχκαζηε ζε έλα νινθιήξσκα ηεο κνξθήο  

b

a

2 d1 xy΄ . ΢ηε Γεσκεηξία 

Minkowski μεθηλάκε απφ ηε ζρέζε 2

2

222 Γ
Γ

Γ
1ΓΓΓ x

x

y
yxs 








  θαη 

νδεγνχκαζηε ζε έλα νινθιήξσκα ηεο κνξθήο  

b

a

2 d1 xy΄ . Θα απνδείμνπκε ηελ 

ηζνδπλακία ησλ νξηζκψλ 11 θαη 12 κε ηε βνήζεηα ηνπ ηφμνπ ΑΜ ηεο κνλαδηαίαο 

ππεξβνιήο S: x
2
 – y

2
 = 1 (΢ρήκα 30).  

 

 
 

΢ρήκα 30 

 

Σν κήθνο ηνπ ηφμνπ ΑΜ είλαη 
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γεγνλφο ην νπνίν θαηαδεηθλχεη ηελ ηζφηεηα ησλ δχν πνζνηήησλ  ΔΑΜ  .  ∎ 

 

 

Μπνξνχκε επίζεο λα θάλνπκε ιφγν γηα θαηεπζπλφκελε γσλία 
1

δ   κεηαμχ ησλ 

(δηαηεηαγκέλσλ) επζεηψλ   θαη  1 ζεσξψληαο ηελ πνζφηεηα 
1

δ   σο ζεηηθή ή 

αξλεηηθή αλαιφγσο εάλ ε αθηίλα QΝ πεξηζηξέθεηαη αξηζηεξφζηξνθα πξνθεηκέλνπ λα 
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ζπκπέζεη κε ηελ αθηίλα QΝ1 ή δεμηφζηξνθα. Γχν γσλίεο ΑΡΒ θαη CQD πνπ 

ζρεκαηίδνληαη απφ επζείεο ηνπ ηδίνπ είδνπο ζπκπίπηνπλ ζηε Γεσκεηξία Minkowski 

(δειαδή θάησ απφ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (24) θαη (24α)) αλ θαη κφλν αλ ηα 

επζχγξακκα ηκήκαηα ΡΑ, ΡΒ, QC θαη QD είλαη φια ηνπ ηδίνπ είδνπο θαη δΡΑ,ΡΒ = 

δQC,QD.  

΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ηελ απφζηαζε ζεκείνπ απφ επζεία θαζψο θαη ηελ 

απφζηαζε κεηαμχ (παξαιιήισλ) επζεηψλ. Γηα ην ζθνπφ απηφ ζα νξίζνπκε αξρηθά ηελ 

θαζεηφηεηα κεηαμχ επζεηψλ ζην επίπεδν ηνπ Minkowski. Μηα επζεία   ε νπνία 

δηέξρεηαη απφ ην θέληξν ελφο θχθινπ S, ή δελ ζα ηέκλεη ηνλ θχθιν δειαδή ζα είλαη 

μέλε πξνο απηφλ ή ζα ηνλ ηέκλεη ζε αθξηβψο δχν ζεκεία Α θαη Β. ΢ηε δεχηεξε 

πεξίπησζε νλνκάδνπκε ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ = d διάμεηπο ηνπ θχθινπ S. 

Αθνινπζψληαο ην παξάδεηγκα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ιέκε φηη θάζε δηάκεηξνο d 

ηνπ θχθινπ S είλαη θάζεηε ζηελ εθαπηνκέλε t ζην ζεκείν επαθήο (΢ρήκα 31). Με 

ηνλ φξν εθαπηνκέλε t ηνπ θχθινπ S ελλννχκε κηα επζεία πξψηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο 

(φρη εηδηθή επζεία) ε νπνία έρεη αθξηβψο έλα θνηλφ ζεκείν κε ηνλ θχθιν S. Δπνκέλσο 

δχν επζείεο   θαη  1 είλαη θάζεηεο κεηαμχ ηνπο, εάλ ππάξρεη θχθινο S ηέηνηνο ψζηε 

ε επζεία   λα είλαη παξάιιειε ζε κηα δηάκεηξν ηνπ S, ελψ ε  1 λα είλαη παξάιιειε 

ζηελ εθαπηνκέλε ηνπ S ζην ζεκείν επαθήο (΢ην ζρήκα 31 νη επζείεο   θαη  1 είλαη 

θάζεηεο κεηαμχ ηνπο ελψ γηα επθνιία έρνπκε επηιέμεη ηνλ θχθιν S έηζη ψζηε ην 

θέληξν ηνπ λα ζπκπίπηεη κε ην ζεκείν ηνκήο ησλ δχν επζεηψλ). Δχθνια επίζεο κπνξεί 

λα δεη θαλείο φηη κηα επζεία θάζεηε ζε επζεία πξψηνπ είδνπο είλαη επζεία δεπηέξνπ 

είδνπο θαη ην αληίζηξνθν. 

 

 

 
 

΢ρήκα 31 

 

Δάλ κηα επζεία   πεξηζηξέθεηαη γχξσ απφ έλα ζεκείν ηεο Q θαη πξνζεγγίδεη 

κηα εηδηθή επζεία QU, ηφηε ζε αληίζεζε κε ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, ε επζεία  1 ε 

νπνία δηέξρεηαη απφ ην Q θαη είλαη θάζεηε ζηελ  , πεξηζηξέθεηαη θαηά αληίζεηε 

θνξά (΢ρήκα 31) θαη έηζη νη δχν επζείεο πξνζεγγίδνπλ ηαπηφρξνλα ηελ QU. Δίλαη 

επνκέλσο θπζηθφ λα πνχκε φηη θάζε εηδηθή επζεία ζηε Γεσκεηξία Minkowski είλαη 

θάζεηε ζηνλ εαπηό ηεο. 

Δίκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα νξίζνπκε ηελ απφζηαζε d(Μ, ) ηνπ ζεκείνπ Μ απφ 

ηελ επζεία   (πξψηνπ ή δεπηέξνπ είδνπο) σο ην κήθνο d(Μ, Ρ) ηνπ θαζέηνπ 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΜΡ απφ ην Μ ζηελ   (΢ρήκα 32). Πξνθαλψο ππάξρεη 

Q 

U 

V 

S 

 

 

t 
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κνλαδηθή θάζεηε απφ ην ζεκείν Μ ζηελ επζεία   (Μ ). Δπνκέλσο ε απφζηαζε 

κεηαμχ δχν παξαιιήισλ επζεηψλ, έζησ ησλ   θαη  1, νξίδεηαη σο ε απφζηαζε ελφο 

ηπραίνπ ζεκείνπ Μ 1, απφ ηελ επζεία   θαη ζπκβνιίδεηαη κε 
1

d   (΢ρήκα 32). Ζ 

ηειεπηαία απφζηαζε βέβαηα είλαη αλεμάξηεηε ηεο επηινγήο ηνπ ζεκείνπ Μ. 

 

 
 

΢ρήκα 32 

 

Γελ νξίδνπκε ηελ απφζηαζε κεηαμχ παξαιιήισλ εηδηθψλ επζεηψλ, νχηε θαη ηελ 

απφζηαζε ζεκείνπ Μ απφ εηδηθή επζεία. 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ “ηξηγσλνκεηξία ηεο ππεξβνιήο”. Θεσξνχκε 

ηνλ κνλαδηαίν θχθιν S: x
2
 – y

2
 = 1 ζην επίπεδν ηνπ Minkowski θαη έζησ ΟΑ ε αθηίλα 

ηνπ θχθινπ πνπ ελψλεη ην θέληξν ηνπ Ο(0,0) κε ηελ θνξπθή ηνπ Α(1,0), θαη ΟΜ κηα 

ηπραία αθηίλα ηνπ. Ζ πξνζαλαηνιηζκέλε γσλία δΟΑ,ΟΜ = θ ζπρλά θαιείηαη θαη σο 

ππεξβνιηθή γσλία κεηαμχ ησλ αθηηλψλ ΟΑ θαη ΟΜ. Οη ζπληεηαγκέλεο x = ΟΡ θαη y = 

ΡΜ ηνπ κεηαβιεηνχ ζεκείνπ Μ(x,y) θαινχληαη ππεξβνιηθφ ζπλεκίηνλν θαη 

ππεξβνιηθφ εκίηνλν ηεο γσλίαο θ θαη ζπκβνιίδνληαη coshθ θαη sinhθ αληίζηνηρα. Ο 

ιφγνο 
coshθ

sinhθ

ΟΡ

ΡΜ
  θαιείηαη ππεξβνιηθή εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο θ θαη ζπκβνιίδεηαη 

tanhθ. Ζ απφιπηε ηηκή ηεο ππεξβνιηθήο εθαπηνκέλεο ηεο γσλίαο θ ηζνχηαη κε ην 

Δπθιείδεην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΝ, φπνπ Ν είλαη ην ζεκείν ηνκήο ηεο 

κεηαβιεηήο αθηίλαο ΟΜ κε ηελ εθαπηνκέλε ηνπ θχθινπ ζηελ θνξπθή Α (΢ρήκα 33). 

 

 
 

΢ρήκα 33 

Q 

M 

P 
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S 
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y 
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Απφ ην παξαπάλσ ζρήκα παξαηεξνχκε φηη θαζψο ε γσλία θ απμάλεηαη 

απεξηφξηζηα (ζπκίδνπκε φηη θ = 2(ΑΟΜ)), ην coshθ θαη ην sinhθ απμάλνληαη 

απεξηφξηζηα, ελψ ε tanhθ ηείλεη ζην 1. Δπίζεο εάλ θ = 0, ηφηε coshθ = 1, sinhθ = 0 

θαη tanhθ = 0. Απφ ην ζρήκα 33 επίζεο δηαπηζηψλνπκε φηη νη αληίζεηεο γσλίεο έρνπλ 

ην ίδην ππεξβνιηθφ ζπλεκίηνλν θαη αληίζεηνπο ηνπο άιινπο ππεξβνιηθνχο 

ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο, αθξηβψο φπσο ζπκβαίλεη θαη κε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο 

αξηζκνχο ησλ αληηζέησλ γσληψλ. Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ππεξβνιηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ θαίλνληαη ζην επφκελν ζρήκα: 

 

 
 

 

Απφ ην ζρήκα 34 παξαηεξψληαο γηα παξάδεηγκα ηε ζπλάξηεζε u = sinhθ 

δηαπηζηψλνπκε φηη κπνξεί λα πάξεη νπνηαδήπνηε πξαγκαηηθή ηηκή ζε αληίζεζε κε ην 

εκθ πνπ είλαη –1  εκθ  1. 

 

Οη ππεξβνιηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ πνιιέο ηδηφηεηεο παξφκνηεο κε εθείλεο ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ cosθ, sinθ θαη tanθ. Έηζη γηα παξάδεηγκα ε ππεξβνιή 

x
2
 – y

2
 = 1, δειαδή ν κνλαδηαίνο θχθινο ζηε Γεσκεηξία Minkowski, ζπλεπάγεηαη φηη 

γηα νπνηαδήπνηε γσλία θ ηζρχεη: 

 

                                                     cosh
2
θ – sinh

2
θ = 1                (29) 

 

Δπηζηξέθνληαο ηψξα ζηηο εμηζψζεηο (24) ζα δηαπηζηψζνπκε φηη νη ζπληειεζηέο 

21

1

u
    θαη    

21 u

u




   ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε ηε ζρέζε 

1
11

1
2

2

2

2



































 u

u

u
 ε νπνία ζπκπίπηεη κε ηε ζρέζε (29) πνπ ζπλδέεη ην 

ππεξβνιηθφ ζπλεκίηνλν θαη ην ππεξβνιηθφ εκίηνλν. Ζ ζπλάξηεζε φκσο sinhθ φπσο 

είδακε θαη πξνεγνπκέλσο είλαη “1–1” θαη επηπιένλ coshθ1, ζπλεπψο ππάξρεη 

κνλαδηθή ππεξβνιηθή γσλία ζ ηέηνηα ψζηε 
21

1
θcosh

u
  θαη 

21
θsinh

u

u




 .  

 

Δπνκέλσο νη κεηαζρεκαηηζκνί (24) κπνξνχλ λα πάξνπλ ηε κνξθή: 

 

                                               
byxy΄

ayxx΄





θcoshθsinh

θsinhθcosh
                (30) 

sinhθ 

coshθ 

tanhθ Ο 

1 

–1 

θ 

u 

 

΢ρήκα 34 
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Ζ νκνηφηεηα αλάκεζα ζηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (30) θαη ζηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο (6) πνπ αλαθέξνληαη ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία είλαη πξνθαλήο. 

 

 

Θα νινθιεξψζνπκε ηελ πεξηήγεζή καο ζηε Γεσκεηξία Minkowski κειεηψληαο 

ηα ηξίγσλα. Θεσξνχκε ην ηξίγσλν ΑΒΓ κε πιεπξέο ΑΒ = γ, ΑΓ = β θαη ΒΓ = α, νη 

νπνίεο δελ είλαη επζχγξακκα ηκήκαηα θείκελα επί εηδηθψλ επζεηψλ. Δάλ φιεο νη 

πιεπξέο ηνπ ηξηγψλνπ είλαη ηνπ ηδίνπ είδνπο, ηφηε ηα κήθε ηνπο κπνξνχλ λα 

ζπγθξηζνχλ. ΢πλεπψο εάλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ δελ είλαη ζπλεπζεηαθά, ηφηε νξίδεηαη ην 

ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε κεγαιχηεξε πιεπξά ηνπ είλαη κεγαιχηεξε απφ ην άζξνηζκα ησλ 

άιισλ δχν πιεπξψλ, δειαδή γ > α + β, φπνπ γ είλαη ε κεγαιχηεξε πιεπξά ηνπ 

ηξηγψλνπ (΢ρήκα 35α). Ζ δηαπίζησζε απηή ε νπνία έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ 

ηξηγσληθή αληζφηεηα ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία (΢ρήκα 35β), πξνθχπηεη απφ ηνλ 

λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ ζηε Γεσκεηξία Minkowski. ΢χκθσλα κε ηνλ λφκν απηφλ εάλ 

φιεο νη πιεπξέο ελφο ηξηγψλνπ είλαη ηνπ ηδίνπ είδνπο ηφηε 

 

                                                 α
2
 = β

2
 + γ

2
 – 2βγcoshΑ                (31) 

 

φπνπ Α = δΑΒ,ΑΓ  είλαη ε γσλία κεηαμχ ησλ πιεπξψλ ΑΒ θαη ΑΓ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ.  

 

 
 

΢ρήκα 35α                                                    ΢ρήκα 35β 

 

Απνδεηθλχεηαη φηη ην εκβαδφλ Δ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ κπνξεί λα νξηζηεί απφ ηνλ ηχπν:  

 

                                                        αβsinhΓ
2

1
Δ                  (32) 

 

Ο ηχπνο (32) ζπλεπάγεηαη φηη βγsinhΑ
2

1
αγsinhΒ
2

1
αβsinhΓ
2

1
  απφ φπνπ εχθνια 

πξνθχπηεη ν λφκνο ησλ εκηηφλσλ: 

 

                                                 
sinhΓ

γ

sinhΒ

β

sinhΑ

α
                 (33) 

 

Απνδεηθλχεηαη φηη νη ηχπνη (31), (32) θαη (33) ηζρχνπλ θαη γηα ηξίγσλα κε 

δηαθνξεηηθά είδε πιεπξψλ.  

 

Παξαηήξεζε: Ζ αληζφηεηα γ > α + β απνθιείεη ηελ χπαξμε ηζνπιεχξσλ ηξηγψλσλ. 

 

Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη νη πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ ελφο ηξηγψλνπ ΑΒΓ είλαη ίζεο 

κεηαμχ ηνπο, επνκέλσο ζα είλαη θαη ηνπ ηδίνπ είδνπο. Απηφ ζεκαίλεη φηη νη θνξπθέο Β 

θαη Γ ηνπ ηξηγψλνπ, ζα θείληαη επί ηνπ θχθινπ S κε θέληξν Α θαη αθηίλα ΑΒ = ΑΓ 

Α Β 

Γ 

Α Β 

Γ 

γ 
γ 

α 

α 

α 

α 

β β 

β β 
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(΢ρήκα 36α). Δάλ ην ζεκείν Α είλαη ε αξρή ελφο νξζνγσλίνπ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ, ηφηε ζα ππάξρεη κεηαζρεκαηηζκφο (24β) ή (24γ), δειαδή 

πεξηζηξνθή, ηέηνηα ψζηε λα κεηαθέξεη ην κέζν ηεο πιεπξάο ΒΓ, έζησ Μ, ζε θάπνην 

ζεκείν, έζησ Μ΄ ηνπ άμνλα Ox. Δάλ ΑΒ΄Γ΄ είλαη ε εηθφλα ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ θάησ 

απφ ηελ πξνεγνχκελε πεξηζηξνθή, ηφηε νη πιεπξέο ΑΒ΄ θαη ΑΓ΄ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒ΄Γ΄ 

ζα είλαη ζπκκεηξηθέο (κε ηελ Δπθιείδεηα έλλνηα) σο πξνο ηνλ άμνλα Ox (΢ρήκα 36β), 

γεγνλφο ην νπνίν δειψλεη φηη ε δηάκεζνο ΑΜ ελφο ηζνζθεινχο ηξηγψλνπ είλαη επίζεο 

δηρνηφκνο θαη χςνο. Αθνχ ινηπφλ ΑΜΒΓ, εμ νξηζκνχ ηεο θαζεηφηεηαο, ε βάζε ελφο 

ηζνζθεινχο ηξηγψλνπ ζα είλαη επζχγξακκν ηκήκα αληηζέηνπ είδνπο απ’ φηη νη ίζεο 

πιεπξέο ηνπ. 

 

 
 

΢ρήκα 36α                                                       ΢ρήκα 36β 

 

Σν ζρήκα 36β ζπλεπάγεηαη επίζεο ηελ ηζφηεηα ησλ παξά ηελ βάζε γσληψλ ελφο 

ηζνζθεινχο ηξηγψλνπ (Αληίζηνηρα κε ηελ πξφηαζε Η.5 ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο). 

 

 

Αο ζεσξήζνπκε ηέινο έλα νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒΑΓ) εγγεγξακκέλν ζε 

θχθιν θέληξνπ Β θαη αθηίλαο ΒΑ (δειαδή ζε ππεξβνιή θαηά ηελ Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία). Σφηε εμ νξηζκνχ νη πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ ζα είλαη δηαθνξεηηθνχ είδνπο 

επζχγξακκα ηκήκαηα (΢ρήκα 37). Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο ππνζέηνπκε φηη ε 

ππνηείλνπζα ΒΓ είλαη επζχγξακκν ηκήκα ηνπ ηδίνπ είδνπο κε ηελ θάζεηε πιεπξά ΑΒ.  

 

 
 

΢ρήκα 37 

Α Α 
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Σφηε αλ Α είλαη ε θνξπθή ηεο ππεξβνιήο, ζα ηζρχεη 

 

                                              γ = αcoshΒ        β = αsinhΒ             (34) 

 

Οη ζρέζεηο (34) θαη ε ηαπηφηεηα (29) δίλνπλ ην Ππζαγφξεην Θεψξεκα ζηε Γεσκεηξία  

Minkowski: 

                                                    γ
2
 – β

2
 = α

2
                  (35) 

 

 

Δθαξκνγή 3. Δίδακε ζηελ εθαξκνγή 1 ηνλ λφκν ηεο ζχλζεζεο ησλ ηαρπηήησλ ζηελ 

θιαζζηθή Μεραληθή. Δδψ ζα κειεηήζνπκε ηε ζρεηηθηζηηθή γελίθεπζε απηνχ ηνπ 

λφκνπ. Θεσξνχκε έλα αδξαλεηαθφ ζχζηεκα αλαθνξάο xOy θαη έλα δεχηεξν x΄Οy΄ 

ζπλδεφκελν κε ην πξψην κε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο Lorentz (΢ρήκα 38).  

  

                                            y 

                                                          y΄ 

 

 

 

                                                                  Α 

                                                                                                    x΄ 

 

 

 

                                        O                                                           x 

 

΢ρήκα 38 

 

 

Έλα ζεκείν (γεγνλφο) Α έρεη σο πξνο ην αδξαλεηαθφ ζχζηεκα αλαθνξάο xOy 

ζπληεηαγκέλεο (x, y), ελψ σο πξνο ην x΄Οy΄ έρεη (x΄Οy΄). Οη παξαπάλσ ζπληεηαγκέλεο 

φκσο ζπλδένληαη κε ηηο εμηζψζεηο (25), δειαδή  

 

2

2

1

1

u

tux
t΄

u

utx
x΄











          ή ηζνδχλακα          

2

2

1

1

u

t΄ux΄
t

u

ut΄x΄
x











 

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ην ζεκείν Α ζε ρξφλν dt δηαλχεη απφζηαζε dx φπσο κεηξηέηαη ζην 

ζχζηεκα xOy. Βξίζθνπκε ηελ αληίζηνηρε απφζηαζε dx΄ θαη ηνλ αληίζηνηρν ρξφλν dt΄ 

ζην ζχζηεκα x΄Οy΄ παίξλνληαο ηα δηαθνξηθά ησλ εμηζψζεσλ (25), νπφηε 

 

21

dd
d

u

tux
x΄




      θαη     

21

dd
d

u

txu
t΄




  

 

Γηαηξψληαο ηελ πξψηε εμίζσζε δηα ηεο δεχηεξεο θαη ελ ζπλερεία δηαηξψληαο 

αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή ηνπ απνηειέζκαηνο δηα ηνπ dt βξίζθνπκε 
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1
d

d
d

d

d

d







t

x
u

u
t

x

t΄

x΄
 

Αθνχ 
t

x

d

d
 είλαη ε ηαρχηεηα v ηνπ Α ζην ζχζηεκα xOy, θαη 

t΄

x΄

d

d
 είλαη ε ηαρχηεηα v΄ 

ζην ζχζηεκα x΄Οy΄, ηφηε 

                                                             
uv

uv
v΄





1

                  (36) 

 

ε νπνία είλαη ε νκφινγε εμίζσζε ηεο (18) ζηελ Δηδηθή Θεσξία ηεο ΢ρεηηθφηεηαο. 

΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ ην Α είλαη κηα αθηίλα θσηφο, δειαδή v = 1, ηφηε 

 

1
11

1







u

u
v΄  

 

Με άιια ιφγηα ε ηαρχηεηα ηνπ θσηφο είλαη ε ίδηα ζε φια ηα αδξαλεηαθά ζπζηήκαηα 

αλαθνξάο (θαη είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ θίλεζε ηεο θσηεηλήο πεγήο). 

Όηαλ ηψξα ηα u θαη v είλαη θαηά πνιχ κηθξφηεξα ηεο κνλάδαο (αλαγσγηθά, πνιχ 

κηθξφηεξα ηεο ηαρχηεηαο ηνπ θσηφο), ηφηε ν παξνλνκαζηήο ηεο εμίζσζεο (36) 

πξνζεγγίδεη ηε κνλάδα, νπφηε βξίζθνπκε ην κε ζρεηηθηζηηθφ απνηέιεζκα  v΄ = v – u. 

 

Δπεηδή φκσο δελ ππάξρεη ζεκειηψδεο δηάθξηζε κεηαμχ ησλ δχν ζπζηεκάησλ xOy θαη  

x΄Οy΄, ε έθθξαζε ηνπ v ζπλαξηήζεη ηνπ v΄ πξέπεη λα έρεη ηελ ίδηα κνξθή φπσο ε 

εμίζσζε (36), κε ηα v θαη v΄ ελαιιαγκέλα θαη ην πξφζεκν ηνπ u αληεζηξακκέλν. 

Δθηειψληαο ηηο πξάμεηο ζηελ εμίζσζε (36) πξνθχπηεη 

 

                                                           
uv΄

uv΄
v





1

                  (37) 

 

΢ην ίδην απνηέιεζκα θαηαιήγνπκε θαη αιγεβξηθά, ιχλνληαο ηελ (36) σο πξνο v. 

 

Παξαηήξεζε: Γηα ηελ ηαρχηεηα ηνπ θσηφο ε εμίζσζε v΄ = v + u ηεο θιαζζηθήο 

Μεραληθήο δίλεη c΄ = c + u. Σν δεχηεξν αμίσκα φκσο ηεο Δηδηθήο Θεσξίαο ηεο 

΢ρεηηθφηεηαο, ην νπνίν ππνζηεξίδεηαη απφ πιήζνο πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ, ιέεη φηη 

c΄ = c. Έρνπκε ινηπφλ κηα πξνθαλή αζπλέπεηα ε νπνία απαηηεί δηεπθξίληζε. Αλ 

δερζνχκε ην ηειεπηαίν αμίσκα, αλαγθαδφκαζηε λα ζπκπεξάλνπκε φηη νη 

κεηαζρεκαηηζκνί Galileo θαη ν λφκνο ηεο ζχλζεζεο ησλ ηαρπηήησλ πνπ απνξξέεη απφ 

απηνχο, είλαη αδχλαην λα ηζρχνπλ επαθξηβψο παξά ηελ πεηζηηθή απφδεημή ηνπο. 

Υξεηάδνληαη ηξνπνπνίεζε γηα λα ελαξκνληζηνχλ κε ην παξαπάλσ αμίσκα ην νπνίν 

εηέζε απφ ηνλ Einstein.  

Ζ άξζε ηεο αζπλέπεηαο πξνυπνζέηεη κεξηθέο πνιχ βαζηθέο ηξνπνπνηήζεηο ζηηο 

έλλνηεο ηεο θιαζζηθήο Μεραληθήο. Ζ θαηλνκεληθά πξνθαλήο ππφζεζε φηη t΄ = t 

απνδεηθλχεηαη ηειηθά φηη δελ κπνξεί λα αιεζεχεη. Έηζη, δχν παξαηεξεηέο ζε δχν 

δηαθνξεηηθά αδξαλεηαθά ζπζηήκαηα αλαθνξάο ΢ θαη ΢΄ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

δηαθνξεηηθέο ρξνληθέο θιίκαθεο. Καηά ζπλέπεηα, ε ηαρχηεηα v΄ ζην ζχζηεκα ΢΄ 

πξέπεη λα νξηζηεί σο v΄ = dx΄/dt΄ θαη φρη σο v΄ = dx΄/dt, κηαο θαη ηα δχν δηαθνξηθά 

πειίθα δελ είλαη ίδηα. Ζ δπζθνιία έγθεηηαη ζηελ έλλνηα ηνπ ηαπηνρξνληζκνχ κε ηελ 

νπνία αζρνιείηαη ε Δηδηθή Θεσξία ηεο ΢ρεηηθφηεηαο. 
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6. Αμησκαηηθή ζεκειίσζε ησλ ηξηώλ επηπέδσλ Γεσκεηξηώλ 
 

 

Μέρξηο εδψ έρνπκε αλαπηχμεη ιεπηνκεξψο ηηο βαζηθφηεξεο πηπρέο ηεο γεσκεηξίαο 

ηνπ Δπθιείδε, ηνπ Galileo θαη ηνπ Minkowski. ΢ην ηξέρνλ θεθάιαην ζα δψζνπκε ην 

αθξηβέο καζεκαηηθφ πιαίζην ησλ γεσκεηξηψλ απηψλ αθνινπζψληαο ηε ινγηθή ηνπ 

Δπθιείδε θαη ηνπ Hilbert, βάζεη ηεο νπνίαο έλα γεσκεηξηθφ νηθνδφκεκα πεξηγξάθεηαη 

πιήξσο απφ ηνλ θαηάινγν ησλ αμησκάησλ πνπ ζέηνπκε.  

 

 

6.1 Δπθιείδεηα Γεσκεηξία 

 

΢ηελ ππνπαξάγξαθν απηή ζα πξνζπαζήζνπκε λα ζεκειηψζνπκε αμησκαηηθά 

ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. Οη απξνζδηφξηζηνη φξνη πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη 

ζύνολο, ζημείο θαη διάνςζμα. Αξρηθά ζα θαηαγξάςνπκε ηηο αιγεβξηθέο ηδηφηεηεο ηνπ 

ζπλφινπ  : 

 

Σν ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ   είλαη έλα ζχλνιν ζην νπνίν έρνπλ 

νξηζηεί δχν πξάμεηο, ε ππόζθεζη          (   )      θαη ν 

πολλαπλαζιαζμόρ           (   )      θαη κηα ζσέζη διάηαξηρ (<), ψζηε 

λα ηθαλνπνηνχληαη νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο:  

 

1. (Ύπαπξη ηος μηδενόρ) Τπάξρεη έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο, ηνλ νπνίν ζπκβνιίδνπκε 

0 (κεδέλ), ψζηε α + 0 = α γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ α. 

2. (Ύπαπξη ανηιθέηος) Γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ α, ππάξρεη έλαο πξαγκαηηθφο 

αξηζκφο πνπ ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε –α (αληίζεηνο ηνπ α), ψζηε α + (–α) = 0.  

3. (Πποζεηαιπιζηικόηηηα ηηρ ππόζθεζηρ) Ηζρχεη: α + (β + γ) = (α + β) + γ γηα 

νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β, γ. 

4. (Ανηιμεηαθεηικόηηηα ηηρ ππόζθεζηρ) Ηζρχεη φηη: α + β = β + α γηα νπνηνπζδήπνηε 

πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β. 

5. (Ύπαπξη ηηρ μονάδαρ) Τπάξρεη έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο, ηνλ νπνίν 

ζπκβνιίδνπκε κε 1 (κνλάδα), ψζηε 1 ≠ 0 θαη  α·1 = α  γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ α. 

6. (Ύπαπξη ανηιζηπόθος) Γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  α  0, ππάξρεη έλαο αξηζκφο 

πνπ ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε α
– 1

 (αληίζηξνθνο ηνπ α), ψζηε  α · α
–1

 = 1. 

7. (Πποζεηαιπιζηικόηηηα ηος πολλαπλαζιαζμού) Ηζρχεη:   α · (β · γ) = (α · β) · γ   γηα 

νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β, γ. 

8. (Ανηιμεηαθεηικόηηηα ηος πολλαπλαζιαζμού) Ηζρχεη φηη:  α · β = β · α  γηα θάζε 

πξαγκαηηθφ αξηζκφ α, β. 

9. (Επιμεπιζηική ιδιόηηηα) Ηζρχεη φηη:  α · (β + γ) = α · β + α · γ   γηα νπνηνπζδήπνηε 

πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β, γ. 

10. (Μεηαβαηική ιδιόηηηα) Αλ α, β, γ είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε α > β θαη β > γ, 

ηφηε α > γ. 

11. (Ιδιόηηηα ηπισοηομίαρ)  Γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  α, β ηζρχεη 

αθξηβψο κία απφ ηηο επφκελεο ζρέζεηο:  α = β,  α < β,  α > β. 

12. Αλ α, β είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε α > β, ηφηε α + γ > β + γ γηα θάζε 

πξαγκαηηθφ αξηζκφ γ.  

13. Αλ α, β, γ είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε α > β θαη γ > 0, ηφηε  α · γ > β · γ. 

14. (Ιδιόηηηα πληπόηηηαρ) Αλ ην Α είλαη κε θελφ, άλσ θξαγκέλν ππνζχλνιν ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, ηφηε ην Α έρεη supremum.  
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΢ηε ζπλέρεηα ζα εηζάγνπκε ηελ έλλνηα ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ: 

 

Έζησ V έλα κε θελφ ζχλνιν θαη Κ έλα ζψκα. Ζ δνκή (V, +, ·) ιέγεηαη διανςζμαηικόρ 

σώπορ επί ηνπ ζψκαηνο Κ αλ ηζρχνπλ ηα αθφινπζα αμηψκαηα: 

Ι. Ζ δνκή (V, +) είλαη αληηκεηαζεηηθή (αβειηαλή) νκάδα, δειαδή ην V είλαη 

εθνδηαζκέλν κε κηα πξάμε  + : V   V  V : (x, y)   x + y  ε νπνία ιέγεηαη 

ππόζθεζη έηζη ψζηε: 

i. Σν άζξνηζκα  x + y  είλαη ζηνηρείν ηνπ V γηα θάζε x, yV (θιεηζηφηεηα). 

ii. (x + y) + z = x + (y + z)  γηα θάζε x, y, zV (πξνζεηαηξηζηηθφηεηα). 

iii. Τπάξρεη νπδέηεξν ζηνηρείν,  έλα ζηνηρείν δειαδή 0V ηέηνην ψζηε:  x + 0 =  

0 + x = x, γηα θάζε xV. 

iv. Τπάξρεη αληίζεην ζηνηρείν,  έλα ζηνηρείν δειαδή x΄V ηέηνην ψζηε:  x + x΄ = 

x΄ + x =  0, γηα θάζε xV. 

v. Γηα θάζε x, yV ηζρχεη φηη  x + y = y + x  (αληηκεηαζεηηθφηεηα). 

 

ΙΙ. Οξίδνπκε έλαλ “πνιιαπιαζηαζκφ” κεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Κ θαη ησλ ζηνηρείσλ 

ηνπ V κε ηε βνήζεηα ηνπ ζπλήζνπο πνιιαπιαζηαζκνχ ηνπ  , ν νπνίνο νλνκάδεηαη 

βαθμυηόρ πολλαπλαζιαζμόρ, σο εμήο           (   )     , κε ηδηφηεηεο: 

i. 1 · x = x,  γηα θάζε xV. 

ii. ι · (x + y) = ι · x + ι · y,  γηα θάζε x, yV θαη ιΚ. 

iii. (ι + κ) · x = ι · x + κ · x,  γηα θάζε xV θαη ι, κΚ.  

iv. (ικ) · x = ι · (κ · x),  γηα θάζε xV θαη ι, κΚ. 

 

Χο V ζεσξνχκε ην ζχλνιν   , δειαδή ην ζχλνιν ησλ δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ (α, β) 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ α, β, δειαδή        = {(α, β) / α  θαη β }. Σν 

δηαηεηαγκέλν δεχγνο (α, β) εμ νξηζκνχ ηζνχηαη κε (α, β) ≔ {{α}, {α, β}}, ζε αληίζεζε 

κε ην (β, α) ≔ {{β}, {α, β}}, δειαδή (α, β)  (β, α). Χο Κ ζεσξνχκε ην ζψκα   ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Λέκε ηφηε φηη ην    σο πξνο ηηο πξάμεηο + θαη · πνπ έρνπλ ηηο 

παξαπάλσ ηδηφηεηεο, είλαη έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο επί ηνπ ζψκαηνο   ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

 

Παξαηήξεζε. Μπνξεί λα απνδεηρζεί φηη ηφζν ην κεδεληθφ δηάλπζκα 0 = (0,0) φζν 

θαη ην αληίζεην δηάλπζκα ελφο (νπνηνπδήπνηε) δηαλχζκαηνο, είλαη κνλαδηθά. 

 

Οξηζκόο 13.  Έλα ζηνηρείν xV ζα ιέγεηαη γπαμμικόρ ζςνδςαζμόρ ησλ ζηνηρείσλ    

e1, e2, …, en ηνπ ρψξνπ V, αλ ππάξρνπλ ι1, ι2, …, ιnΚ ηέηνηα ψζηε   

x = ι1e1 + ι2e2 +…+ ιnen 

Σα ζηνηρεία ιi ιέγνληαη ζπληειεζηέο ηνπ παξαπάλσ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ. 

 

Οξηζκόο 14. Έλα ππνζχλνιν Β ηνπ V ιέγεηαη γεννήηοπαρ ηνπ ρψξνπ V, αλ θάζε xV 

είλαη γξακκηθφο ζπλδπαζκφο πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο ζηνηρείσλ  e1, e2, …, en ηνπ Β. 

Λέκε ηφηε φηη ην Β παξάγεη ηνλ ρψξν V θαη γξάθνπκε V=<Β>. Σα ζηνηρεία ηνπ Β 

ιέγνληαη γελλήηνξεο ηνπ V. 

 

Οξηζκόο 15. Σα ζηνηρεία  e1, e2, …, en ηνπ V ιέγνληαη γπαμμικά ανεξάπηηηα, αλ έλαο 

νπνηνζδήπνηε γξακκηθφο ζπλδπαζκφο απηψλ είλαη κεδέλ, κφλνλ φηαλ νη ζπληειεζηέο 

ηνπ είλαη κεδέλ. Αλ ηζρχεη δειαδή 

 

ι1e1 + ι2e2 +…+ ιnen = 0    ι1 = ι2 = … = ιn = 0 
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Αλ ηα ζηνηρεία e1, e2, …, en δελ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα, ζα ιέγνληαη γξακκηθά 

εμαξηεκέλα. ΢πλεπψο ηα ζηνηρεία  e1, e2, …, en  είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλα αλ      

ι1e1 + ι2e2 +…+ ιnen = 0  ρσξίο φινη νη ζπληειεζηέο λα είλαη κεδέλ. 

 

Οξηζκόο 16. Έλα ππνζχλνιν Β ηνπ ρψξνπ V ιέγεηαη γξακκηθά αλεμάξηεην ή 

ειεχζεξν ππνζχλνιν ηνπ V, αλ θάζε πεπεξαζκέλν ππνζχλνιν ζηνηρείσλ ηνπ Β είλαη 

γξακκηθά αλεμάξηεην. 

 

Οξηζκόο 17. Έλα ππνζχλνιν Β ηνπ V ιέγεηαη βάζη ηνπ ρψξνπ, αλ 

α) Σν Β παξάγεη ην ρψξν, δειαδή V = <Β> 

β) Σν Β είλαη γξακκηθά αλεμάξηεην. 

 

Σν γεγνλφο φηη δνπιεχνπκε ζε επίπεδε Γεσκεηξία (ή αιιηψο ζε Γεσκεηξία δχν 

δηαζηάζεσλ), νξίδεηαη απφ ηα αθφινπζα αμηψκαηα: 

 

ΙΙΙ. Αμηψκαηα δηάζηαζεο 

i. Οπνηαδήπνηε ηξία δηαλχζκαηα είλαη γξακκηθψο εμαξηεκέλα. 

ii. Τπάξρνπλ δχν γξακκηθψο αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα. 

 

Σα αμηψκαηα ηεο δηάζηαζεο καο επηηξέπνπλ λα εηζάγνπκε ηε ζεκαληηθή έλλνηα 

ησλ ζπληεηαγκέλσλ ελφο δηαλχζκαηνο. Έζησ Β = {e1, e2} κηα βάζε. Θα δείμνπκε φηη 

θάζε δηάλπζκα x γξάθεηαη καηά μοναδικό ηπόπο σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ 

ζηνηρείσλ e1, e2 ηεο βάζεο, δειαδή φηη  

                                                          x = α·e1 + βe2                 (38) 

Οη αξηζκνί α,β  θαινχληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ x σο πξνο ηε βάζε Β = {e1, e2}. 

 

Απόδεημε. Απφ ην αμίσκα III.i εμαζθαιίδεηαη ε χπαξμε ηξηψλ αξηζκψλ θ,ι,κ, φρη 

φισλ ίζσλ κε κεδέλ ηέηνησλ ψζηε 

                                                       θx + ιe1 + κe2 = 0                 (39) 

Πξάγκαηη, αλ θ = 0, ηφηε ιe1 + κe2 = 0 κε ι θαη κ φρη θαη ηα δχν ίζα κε κεδέλ, δειαδή 

ηα e1 θαη e2 είλαη γξακκηθψο εμαξηεκέλα. Άηνπν γηαηί ην ζχλνιν {e1, e2} είλαη βάζε, 

άξα θ  0. 

Πξνζζέηνληαο θαη ζηα δχν κέιε ηεο ζρέζεο (39) ην άζξνηζκα (–ιe1) + (–κe2), έρνπκε 

                                                     θx = (–ι)e1 + (–κ)e2                 (39΄) 

Γείμακε φκσο πξνεγνπκέλσο φηη θ  0, άξα πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δχν κέιε ηεο 

(39΄) κε 1/θ παίξλνπκε 

21
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μ
 , ε ηειεπηαία ζρέζε γίλεηαη 

                                                          x = αe1 + βe2 

Απνδείμακε έηζη φηη ην ηπραίν δηάλπζκα x γξάθεηαη σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ 

ζηνηρείσλ ηεο βάζεο Β = {e1, e2}. ΢ηε ζπλέρεηα ζα απνδείμνπκε ηε κνλαδηθφηεηα. 

Έζησ φηη x = α΄e1 + β΄e2 είλαη έλαο άιινο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ e1 θαη e2. Σφηε 

αθαηξψληαο θαηά κέιε ηελ ηειεπηαία ζρέζε απφ ηελ (38) παίξλνπκε  

0 = x – x = (α – α΄)e1 + (β – β΄)e2 

θαη επεηδή ηα e1 θαη e2 είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα, νη ζπληειεζηέο α – α΄ θαη β – β΄ 

είλαη ίζνη κε κεδέλ. ΢πλεπψο α = α΄ θαη β = β΄, άξα νη δχν γξακκηθνί ζπλδπαζκνί πνπ 

είλαη ίζνη ζπκπίπηνπλ. ∎ 
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Ζ ζρέζε (38) θαη νη ηδηφηεηεο ηεο πξφζζεζεο δηαλπζκάησλ θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ 

αξηζκνχ κε δηάλπζκα (πνπ δίλνληαη απφ ηα αμηψκαηα Η θαη ΗΗ), ζπλεπάγνληαη φηη εάλ 

ηα δηαλχζκαηα x, y έρνπλ ζπληεηαγκέλεο (α, β) θαη (α1, β1) αληίζηνηρα, ηφηε ηα 

δηαλχζκαηα  x + y  θαη  ιx (ι ), έρνπλ ζπληεηαγκέλεο (α + α1, β + β1) θαη (ια, ιβ) 

αληίζηνηρα. 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα πξνζζέζνπκε κία αθφκε νκάδα αμησκάησλ ε νπνία αλαθέξεηαη ζε 

έλαλ “πνιιαπιαζηαζκφ” κεηαμχ δηαλπζκάησλ ν νπνίνο θαιείηαη εζσηεξηθφ γηλφκελν. 

 

IV. Αμηψκαηα εζσηεξηθνχ γηλνκέλνπ 

Έζησ ν δηαλπζκαηηθφο ρψξνο V επί ηνπ ζψκαηνο   ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

Καινχκε εζυηεπικό γινόμενο ηελ απεηθφληζε  < , > : V   V    : (x, y)   <x, y>   

κε ηδηφηεηεο: 

i. <x, y> = <y, x>, γηα θάζε x,yV                                                     (ζπκκεηξηθή) 

ii. <x + y, z> = <z, x + y> = <z, x> + <z, y> = <x, z> + <y, z>     

      <ιx, y> = ι<x, y> = <x, ιy>   γηα θάζε  x, y, zV θαη ι             (δηγξακκηθή) 

iii. <x, x>  0  θαη  <x, x> = 0   x = 0                                         (ζεηηθά νξηζκέλε) 

  

΢πλέπεηα ησλ παξαπάλσ ηδηνηήησλ είλαη θαη ε ηδηφηεηα  <0, x> = 0. 

 

Οξηζκόο 18. Έζησ ν δηαλπζκαηηθφο ρψξνο V επί ηνπ ζψκαηνο   ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ εθνδηαζκέλνο κε έλα ζεηηθά νξηζκέλν εζσηεξηθφ γηλφκελν < , >. Ζ 

απεηθφληζε |||| : V    : x   ||x|| ≔  xx,   κε ηδηφηεηεο: 

i. ||x||  0  θαη  ||x|| = 0   x = 0                                                  (ζεηηθά νξηζκέλε) 

ii. ||ιx|| = |ι|||x||  γηα θάζε ι   θαη xV 

iii. |<x, y>|  ||x||||y||                                                 (αληζφηεηα Cauchy – Schwarz) 

iv. ||x + y||  ||x|| + ||y||                                                               (ηξηγσληθή ηδηφηεηα) 

 

θαιείηαη νόπμα (norm) ηνπ V. Λέκε ηφηε φηη έλα δηάλπζκα xV έρεη norm ||x||. 

 

Οξηζκόο 19. Έλα ζχλνιν Α ιέγεηαη οπθοκανονικό, αλ είλαη νξζνγψλην, δειαδή γηα 

φια ηα  x, yΑ κε x  y είλαη <x, y> = 0 (ζπκβνιίδνπκε xy), θαη θάζε xΑ έρεη norm 

||x|| = 1. 

 

Σν αμίσκα IV.iii ζπλεπάγεηαη ηελ χπαξμε νξζνθαλνληθήο βάζεο, δειαδή κηαο βάζεο 

Β = {i, j} ηέηνηαο ψζηε <i, j> = 0 θαη || i || = || j || = 1. 

 

Έζησ ηψξα u,v δχν δηαλχζκαηα, {i, j} κηα νξζνθαλνληθή βάζε, θαη (x1, y1) θαη (x2, y2) 

νη ζπληεηαγκέλεο ησλ a θαη b αληίζηνηρα σο πξνο ηε βάζε {i, j}. Σφηε:  

<u, v>  =  <x1i + y1j, x2i + y2j>  =  <x1i, x2i> + <x1i, y2j> + <y1j, x2i> + <y1j, y2j>  = 

x1x2<i, i> + x1y2<i, j> + y1x2<j, i> + y1y2<j, j>  =  x1x21 + x1y20 + y1x20 + y1y21,  άξα 

  

                                                     <u, v> =  x1x2 + y1y2                (40E) 

 

Ζ ζρέζε (40Δ) είλαη έλαο ηχπνο γηα ην εζσηεξηθφ γηλφκελν δχν δηαλπζκάησλ, ν 

νπνίνο εκπιέθεη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπο σο πξνο κηα νξζνθαλνληθή βάζε.  

 

Σέινο, ε (απξνζδηφξηζηε) έλλνηα ηνπ ζεκείνπ ζπλδέεηαη κε ηελ έλλνηα ηνπ 

δηαλχζκαηνο κε κηα ζρέζε ε νπνία ζπλδέεη ζε θάζε (δηαηεηαγκέλν) δεχγνο ζεκείσλ 
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Α, Β έλα δηάλπζκα ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη κε ΑΒ , φπνπ ην Α θαιείηαη αξρή θαη ην Β 

πέξαο ηνπ δηαλχζκαηνο. Απηή ε (απξνζδηφξηζηε) ζρέζε ζεκείνπ – δηαλχζκαηνο, είλαη 

ην αληηθείκελν ησλ αθφινπζσλ δχν αμησκάησλ. 

 

V. Αμηψκαηα ηεο ζρέζεο ζεκείνπ – δηαλχζκαηνο 

i. Γηα θάζε ζεκείν Α θαη δηάλπζκα a, ππάξρεη κνλαδηθφ ζεκείν Β ηέηνην ψζηε 

aΑΒ  

ii. Γηα νπνηαδήπνηε ηξία ζεκεία Α, Β, Γ ηζρχεη ΑΓΒΓΑΒ   

 

Με ηελ επζεία ΑΒ (ΑΒ) ελλννχκε ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ επηπέδνπ ηέηνησλ 

ψζηε ηα δηαλχζκαηα ΑΜ  θαη ΑΒ  λα είλαη γξακκηθψο εμαξηεκέλα (λα είλαη δειαδή 

ΑΒλΑΜ   γηα θάπνην ι ). Σν δηάλπζκα ΑΒ  θαιείηαη δηάλπζκα θαηεχζπλζεο ηεο 

επζείαο θαη νξίδεηαη κνλνζήκαληα. Δάλ ζέζνπκε uΑΒ , ηφηε ε επζεία ΑΒ κπνξεί 

λα πεξηγξαθεί σο ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ επηπέδνπ ηέηνησλ ψζηε 

uλΑ   

ή αλ Ο είλαη ηπραίν ζεκείν ζην επίπεδν, σο ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ηέηνησλ ψζηε 

uλΟΑΟΜ   

(΢ρήκα 39). 

Έζησ {i, j} κηα βάζε θαη Ο έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. Με ηνλ φξν ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

ζεκείνπ Μ ηνπ επηπέδνπ, ζα ελλννχκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλχζκαηνο ΟΜ  σο 

πξνο ηε βάζε {i, j}. Σν ζεκείν Ο θαιείηαη αξρή ησλ ζπληεηαγκέλσλ. Αλ ζεσξήζνπκε 

ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Α σο (p, q) θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ u σο (–β, α), 

ηφηε νη ζπληεηαγκέλεο (x, y) ηνπ ζεκείνπ Μ επί ηεο επζείαο   ε νπνία δηέξρεηαη απφ 

ην Α θαη έρεη δηάλπζκα θαηεχζπλζεο u, δίλνληαη απφ ηε ζρέζε 

(x, y) = (p, q) + ι(–β, α) 

x = p – ιβ,          y = q + ια 

ή 

                                                      αx +βy = αp + βq                 

ή ζπληνκφηεξα ζέηνληαο  – αp – βq = γ  

                     αx + βy + γ = 0                (41) 

Ζ ηειεπηαία είλαη ε εμίζσζε ηεο επζείαο κε δηάλπζκα θαηεχζπλζεο u = (–β, α) ε 

νπνία δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν Α(p, q). 

 

                                                              

                                                                   

                                                                                     u 

                                                                                                    Α 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                

΢ρήκα 39 

Μ 
Β 

Ο 

 

i 

j 

x 

y 
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Ζ απφζηαζε κεηαμχ δχν ζεκείσλ Α θαη Β νξίδεηαη σο ην κήθνο ηνπ δηαλχζκαηνο  

.ΑΒ  Απφ ην αμίσκα V.ii πξνθχπηεη φηη  

ΟΑΟΒΑΒ   

ψζηε νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ΑΒ  είλαη ίζεο κε ηε δηαθνξά ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ 

ζεκείσλ Β θαη Α. Πξνθχπηεη φηη αλ {i, j} είλαη κηα νξζνθαλνληθή βάζε, ηφηε ε 

απφζηαζε 
21ΑΑd  κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α1(x1, y1) θαη Α2(x2, y2) δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

                                         2

12

2

12ΑΑ )()(d
21

yyxx             (42Δ) 

Οη επζείεο   θαη 
1  κε δηαλχζκαηα θαηεχζπλζεο u θαη u1 ιέγνληαη παξάιιειεο αλ ηα 

δηαλχζκαηα  u θαη u1 είλαη γξακκηθψο εμαξηεκέλα (δειαδή  u = ιu1 γηα θάπνην ι ), 

ελψ ιέγνληαη θάζεηεο εάλ ηα u θαη u1 είλαη νξζνγψληα (δειαδή <u, u1> = 0). Σέινο, ε 

γσλία 
1

δ   κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη 1  νξίδεηαη κέζσ ηνπ αθφινπζνπ ηχπνπ: 

                                                      
1

1,cosδ
1 uu

uu




                  (43Δ) 

Απφ ηελ αληζφηεηα Cauchy-Schwarz πξνθχπηεη φηη ε απφιπηε ηηκή ηνπ δεχηεξνπ 

κέινπο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο δελ ππεξβαίλεη ηελ ηηκή 1, ζπλεπψο ε ζρέζε (43Δ) 

φλησο νξίδεη γσλία. 

 

 ΢ηε ζπλέρεηα γηα ιφγνπο απιφηεηαο, αληί ηνπ ζπκβνιηζκνχ <u, v> γηα ην 

εζσηεξηθφ γηλφκελν δηαλπζκάησλ, ζα ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ζπκβνιηζκφ uv. 

 

 

6.2 Γεσκεηξία Galileo θαη Minkowski 

 

Καηά ηελ αμησκαηηθνπνίεζε ηεο Γεσκεηξίαο Galileo θαη ηεο Γεσκεηξίαο  

Minkowski, αθήλνπκε αλαιινίσηεο ηηο νκάδεο ησλ αμησκάησλ I, II, III θαη V θαζψο 

επίζεο θαη ηα αμηψκαηα IV.i θαη IV.ii.  

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο Γεσκεηξίαο ηνπ Galileo αληηθαζηζηνχκε ην αμίσκα IViii
(Δ)

 ηεο 

Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο κε ην αθφινπζν αμίσκα: 

IViii
(G)

. Γηα θάζε δηάλπζκα u είλαη u
2
  0. Δπίζεο ππάξρεη έλα δηάλπζκα a ηέηνην ψζηε 

a
2
 > 0 θαη έλα κε κεδεληθφ δηάλπζκα ο ηέηνην ψζηε ο

2
 = 0. 

 

Γηα λα νινθιεξψζνπκε ηελ αμησκαηηθνπνίεζε ζηε Γεσκεηξία Minkowski ρξεηάδεηαη 

απιά λα αληηθαηαζηήζνπκε ην αμίσκα IViii
(Δ)

 κε ην επφκελν αμίσκα: 

IViii
(Μ)

. Τπάξρεη έλα δηάλπζκα a κε a
2
 > 0, θαη έλα δηάλπζκα b κε b

2
 < 0. 

 

Οη ζπληεηαγκέλεο ελφο δηαλχζκαηνο a θαη νη ζπληεηαγκέλεο ελφο ζεκείνπ Α 

(νξηδφκελεο σο νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλχζκαηνο ζέζεο ΟΑ , φπνπ Ο ε αξρή ησλ 

αμφλσλ), εηζάγνληαη ζηηο Γεσκεηξίεο Galileo θαη Minkowski αθξηβψο κε ηνλ ίδην 

ηξφπν φπσο θαη ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. Οη δηαθνξέο αλαθχπηνπλ θαηά ηνλ 

νξηζκφ νξζνθαλνληθήο βάζεο. 

 

΢ηε Γεσκεηξία Galileo ην αμίσκα IViii
(G)

 ζπλεπάγεηαη φηη οa = 0 γηα θάζε δηάλπζκα a. 

Πξάγκαηη, έζησ a ηπραίν δηάλπζκα, ελψ παξάιιεια ζέηνπκε a
2
 = θ . Αλ aο  κ  

0, ηφηε γηα ην δηάλπζκα b = a + ιο, ι  έρνπκε:  

b
2
  =  (a + ιο)

2
  =  a

2
 + 2ι(aο) + ι

2
ο

2
  =  θ + 2ικ. 
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Σφηε φκσο γηα θαηάιιειν ι  (ε χπαξμε ηνπ αξηζκνχ ι νθείιεηαη ζηελ ηδηφηεηα 

Αξρηκήδνπο-Δπδφμνπ) ζα είλαη θ + 2ικ < 0, δειαδή b
2
 < 0. Άηνπν γηαηί έρνπκε 

ππνζέζεη φηη θάζε γηα δηάλπζκα u είλαη u
2
  0. 

Θεσξνχκε ηψξα ην δηάλπζκα a κε a
2
 = θ  θαη ζέηνπκε a

κ

1
i . Σφηε  

1κ
κ

1
a

κ

1
2

2 







i  

Μηα βάζε ζην επίπεδν ηνπ Galileo ζα ιέγεηαη νξζνθαλνληθή εάλ απνηειείηαη απφ ηα 

δηαλχζκαηα i θαη ο, ηέηνηα ψζηε 

i
2
 = 1,   ο

2
 = ο   θαη   iο = 0 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο Γεσκεηξίαο Minkowski βαζηδφκελνη ζην αμίσκα IViii
(Μ)

 

επηιέγνπκε δηαλχζκαηα a,b κε a
2
 = θ > 0 θαη b

2
 = –κ < 0. Γηα ην δηάλπζκα a

κ

1
i  

έρνπκε: 1κ
κ

1
a

κ

1
a

κ

1 2

2

2 







i . 

Έζησ ηψξα  ib = ξ . Σφηε γηα ην δηάλπζκα b1 = b – ξi έρνπκε: 

ib1 = i(b – ξi) = ib – ξi
2
 = ξ – ξ1 = 0 

θαη  

b1
2
 = (b – ξi)

2
 = b

2
 – 2ξ(bi) + ξ

2
i
2
 = –κ – 2ξ

2
 + ξ

2
 = –κ – ξ

2
. 

Θέηνληαο 
1

2
b

ρμ

1


m  πξνθχπηεη: 

i
2
 = 1,   m

2
 = –1    θαη   im = 0 

 

Μηα βάζε ζην επίπεδν ηνπ Minkowski πνπ ηθαλνπνηεί ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ιέγεηαη 

νξζνθαλνληθή. 

 

Αλ {i, ο} είλαη κηα νξζνθαλνληθή βάζε ζην επίπεδν ηνπ Galileo θαη ηα δηαλχζκαηα 

u,v έρνπλ ζπληεηαγκέλεο (x1, y1) θαη (x2, y2) αληίζηνηρα σο πξνο ηε βάζε, ηφηε ν 

αλάινγνο ηχπνο ηνπ (40Δ) είλαη ν 

 

                                                        <u, v> =  x1x2                 (40G) 

 

Παξφκνηα αλ {i, m} είλαη κηα νξζνθαλνληθή βάζε ζην επίπεδν ηνπ Minkowski, ηφηε ν 

αληίζηνηρνο ηχπνο παίξλεη ηε κνξθή  

 

                                                   <u, v> =  x1x2 –  y1y2          (40Μ) 

 

Αλ ηψξα φπσο θαη πξνεγνπκέλσο ζπκβνιίζνπκε ηε norm ελφο δηαλχζκαηνο u = (x, y) 

κε ||u||, ηφηε ελψ ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία είλαη ||u|| = x
2
 + y

2
, ζηε Γεσκεηξία 

Galileo ζα είλαη ||u|| = x
2
 θαη ζηε Γεσκεηξία Minkowski ||u|| = x

2
 – y

2
. Έηζη ζην 

επίπεδν ηνπ Galileo ππάξρνπλ δηαλχζκαηα ηεο κνξθήο ιο = (0, ι) ι , κε ||ιο|| = 0 

(“εηδηθά” δηαλχζκαηα), ελψ ζην επίπεδν ηνπ Minkowski θάλνπκε δηάθξηζε κεηαμχ 

δηαλπζκάησλ ηέηνησλ ψζηε α
2
 > 0, α

2
 = 0 θαη α

2
 < 0 (δηαλχζκαηα δειαδή κε ζεηηθή, 

κεδέλ ή θαληαζηηθή norm αληίζηνηρα). Γηαλχζκαηα κε ζεηηθή norm θαινχληαη 

ρσξνφκνηα (space-like), κε κεδεληθή ηζνηξνπηθά (isotropic), ελψ εθείλα πνπ έρνπλ 

αξλεηηθή norm θαινχληαη ρξνλνφκνηα (time-like).  
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Οη επζείεο ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo θαη ηνπ Minkowski εηζάγνληαη θαηά ηνλ ίδην 

ηξφπν φπσο θαη ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. Απηφ πνπ απνκέλεη λα πξνζζέζνπκε 

είλαη φηη ζηε Γεσκεηξία Galileo δηαθξίλνπκε εηδηθέο επζείεο κε εηδηθά δηαλχζκαηα 

θαηεχζπλζεο, θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο Γεσκεηξίαο Minkowski δηαθξίλνπκε 

ρσξνφκνηεο, ηζνηξνπηθέο θαη ρξνλνφκνηεο επζείεο κε θαηάιιεια δηαλχζκαηα 

θαηεχζπλζεο. Αθνχ νη δχν ηχπνη επζεηψλ ηνπ Galileo δελ είλαη ζπγθξίζηκνη, είλαη 

θπζηθφ λα ζπκπεξηιάβνπκε ζηελ θιάζε ησλ επζεηψλ ηεο Γεσκεηξίαο ηνπ Galileo 

κφλν ζπλήζεηο επζείεο. Παξφκνηα, ε θιάζε ησλ επζεηψλ ζηε Γεσκεηξία Minkowski 

απνηειείηαη κφλν απφ ρσξνφκνηεο ή ρξνλνφκνηεο επζείεο.  

 

Αο έξζνπκε ηψξα ζην ζέκα ηεο κεηξηθήο. Δίδακε γηα ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία φηη ε 

απφζηαζε 
21ΑΑd  κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α1(x1, y1) θαη Α2(x2, y2) δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

                                         2

12

2

12ΑΑ )()(d
21

yyxx             (42Δ) 

΢ηε Γεσκεηξία Galileo ε αληίζηνηρε απφζηαζε δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

                                                   12ΑΑ 21
d xx                     (42G) 

θαη κπνξεί λα είλαη ζεηηθή, αξλεηηθή ή κεδέλ. ΢ηε ηε Γεσκεηξία Minkowski ε 

απφζηαζε δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε ζρέζε: 

                                         2

12

2

12ΑΑ )()(d
21

yyxx                   (42Μ) 

ε νπνία κπνξεί λα είλαη ζεηηθφο πξαγκαηηθφο αξηζκφο, κεδέλ ή θαληαζηηθφο αξηζκφο.  

 

Ζ παξαιιειία θαη ε θαζεηφηεηα ησλ επζεηψλ κε δηαλχζκαηα θαηεχζπλζεο u θαη u1 

νξίδνληαη ζηε Γεσκεηξία ηνπ Galileo θαη ηνπ Minkowski αθξηβψο φπσο θαη ζηελ 

Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. ΢εκεησηένλ δε φηη ζηε Γεσκεηξία Galileo ε ζρέζε uu1 = 0 ε 

νπνία εθθξάδεη ηηο θάζεηεο επζείεο, ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ έλα απφ ηα δχν δηαλχζκαηα 

είλαη “εηδηθφ”. 

 

Δίλαη ίζσο δπζθνιφηεξν λα νξίζνπκε ηε γσλία 
1

δ   κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη 1 . 

Όπσο είδακε πξνεγνπκέλσο ζηελ πεξίπησζε ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, ν ηχπνο 

πνπ δίλεη ηε γσλία κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη 1  νη νπνίεο έρνπλ αληίζηνηρα  

δηαλχζκαηα θαηεχζπλζεο u θαη u1 είλαη: 

                                                      
1

1,cosδ
1 uu

uu




                   (43Δ) 

΢ηε Γεσκεηξία ηνπ Minkowski ν πξνεγνχκελνο ηχπνο παίξλεη ηε κνξθή: 

                                                  
 

1

2

12 ,
δcosh

1 uu

uu




                   (43M) 

Απαηηνχκε βέβαηα νη επζείεο    θαη 1  λα είλαη θαη νη δχν ηνπ ηδίνπ είδνπο, δειαδή ή 

θαη νη δχν ρσξνφκνηεο ή θαη νη δχν ρξνλνφκνηεο. 

΢ηε Γεσκεηξία Galileo αλαθχπηεη κηα ζεκαληηθή δπζθνιία απφ ηε ζηηγκή πνπ ην 

δεχηεξν κέινο ηεο ζρέζεο (43Δ) δελ κπνξεί λα ππεξβεί ηελ ηηκή 1. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

ν θαηάινγνο ησλ αμησκάησλ πνπ έρνπκε ζέζεη δελ είλαη πιήξεο, κε ζπλέπεηα λα κελ 

πεξηγξάθεη επαξθψο ηε Γεσκεηξία. Έλαο ηξφπνο ινηπφλ γηα λα απνθχγνπκε απηφ ηνλ 

ζθφπειν είλαη λα πξνζζέζνπκε αθφκε έλα αμίσκα ζηα ήδε ππάξρνληα. Απηφ είλαη:  

 

IViv
(G)

. Σν ζχλνιν φισλ ησλ δηαλπζκάησλ ο ηέηνησλ ψζηε οa = 0 γηα φια ηα 

δηαλχζκαηα a, είλαη κία Δπθιείδεηα επζεία. 
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Σν ηειεπηαίν αμίσκα πξεζβεχεη φηη ζην ζχλνιν ησλ “εηδηθψλ” δηαλπζκάησλ ο 

ηέηνησλ ψζηε ||ο|| = 0, κπνξνχκε λα νξίζνπκε έλα “εηδηθφ” γηλφκελν (p, q)1, ηέηνην 

ψζηε λα ηθαλνπνηεί φια ηα πξνεγνχκελα αμηψκαηα ηεο Γεσκεηξίαο Galileo. Απηφ ην 

“εηδηθφ” γηλφκελν καο επηηξέπεη λα νξίζνπκε έλα “εηδηθφ” κήθνο 
11 ),(|||| ppp   γηα 

ηέηνηνπ είδνπο δηαλχζκαηα (ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ πνπ έρνπκε πηνζεηήζεη 

πξνεγνπκέλσο, κπνξνχκε λα ζέζνπκε || p(0, y)||1 = y). Απηή ε “εηδηθή” norm καο δίλεη 

ηε δπλαηφηεηα λα εηζάγνπκε έλα κέηξν επί ησλ εηδηθψλ επζεηψλ ην νπνίν λα είλαη 

ζρεηηθά πιεζηέζηεξν ζην κέηξν ησλ γσληψλ κεηαμχ επζεηψλ. 

 

Μπνξνχκε λα πξνζεγγίζνπκε ην δήηεκα θάπσο δηαθνξεηηθά. ΢ηελ Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία έρνπκε ηε δπλαηφηεηα λα εηζάγνπκε εθηφο απφ ην εζσηεξηθφ γηλφκελν 

κεηαμχ δηαλπζκάησλ, θαη ην εμσηεξηθφ γηλφκελν. 

 

Οξηζκόο 18. Έζησ ν δηαλπζκαηηθφο ρψξνο   επί ηνπ ζψκαηνο   ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ εθνδηαζκέλνο κε ηε ζπλήζε βάζε Β = {i, j}. Έζησζαλ επίζεο ηα 

δηαλχζκαηα  u,v   κε u = (x1, y1) θαη v = (x2, y2). Ζ απεηθφληζε 

           : (u, v)   u   v ≔ x1y2 – y1x2 

κε ηδηφηεηεο: 

i. u   v = – (v   u)                                                                       (αληηζπκκεηξηθή) 

ii. (ιu)   v = ι(u   v) = u   (ιv), ι                     (πξνζεηαηξηζηηθή σο πξνο ηνλ    

πνιιαπιαζηαζκφ αξηζκνχ κε δηάλπζκα)  

iii. (u + v)   w = (u   w) + (v   w)                (επηκεξηζηηθή σο πξνο ηελ πξφζζεζε 

δηαλπζκάησλ) 

iv. i   j = 1                                      (κέζσ ηεο βάζεο {i, j} νξίδεη έλα δεμηφζηξνθν 

ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ) 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ην εμσηεξηθφ γηλφκελν ησλ δηαλπζκάησλ u θαη v δεδνκέλνπ 

φηη     = {(x, y, 0)     : x, y }. 

 

Δίκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην εμσηεξηθφ γηλφκελν 

δηαλπζκάησλ πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπκε ηε γσλία κεηαμχ ησλ επζεηψλ   θαη 1  κε 

δηαλχζκαηα θαηεχζπλζεο u θαη u1 αληίζηνηρα, φρη κφλν γηα ηε Γεσκεηξία Galileo, 

αιιά θαη γηα ηηο άιιεο δχν Γεσκεηξίεο πνπ κειεηάκε, αθνχ ην εμσηεξηθφ γηλφκελν 

έρεη λφεκα θαη γηα απηέο. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ε γσλία 

κεηαμχ δχν επζεηψλ κπνξεί λα δνζεί εθηφο απφ ηε ζρέζε (43Δ) θαη απφ ηελ αθφινπζε 

ηζνδχλακή ηεο: 

                                                      
1

1

1
sinδ

uu

uu




                  (44Δ) 

 

΢ηε Γεσκεηξία Galileo ε γσλία κεηαμχ δχν επζεηψλ δίλεηαη πην απιά σο: 

 

                                                         
1

1

1
δ

uu

uu




                  (44G) 

 

ελψ ζηε Γεσκεηξία Minkowski νη παξαπάλσ ζρέζεηο παίξλνπλ ηε κνξθή: 

 

                                                     
1

1

1
sinhδ

uu

uu




             (44M) 



 

ΓΔΩΜΔΣΡΙΔ΢ 

 

 Δπθιείδε Galileo Minkowski 

Μεηαζρεκαηηζκνί 
x΄ =  xcosζ + ysinζ + a 

y΄ = –xsinζ + ycosζ + b 

x΄ = x + a 

y΄ = ux + y + b 

x΄ = xcoshζ + ysinhζ + a 

y΄ = xsinhζ + ycoshζ + b 

Μεηξηθή (απνζηάζεσλ) 2

21

2

21 )()(d
21

yyxx   12ΑΑ 21
d xx   2

21

2

21 )()(d
21

yyxx   

Μεηξηθή (γσληψλ) 

1

1,cosδ
1 uu

uu




  

ή ηζνδχλακα 

1

1

1
sinδ

uu

uu




  

λλδ 11
  

ή ηζνδχλακα 

1

1

1
δ

uu

uu




  

 

1

2

12 ,
δcosh

1 uu

uu




  

ή ηζνδχλακα 

1

1

1
sinhδ

uu

uu




  

Κχθινο 

222 r)b()a(  yx  

 

22 ra)( x  

 

222 r)b()a(  yx  

 

Νφκνο εκηηφλσλ 
sinΓ

γ

sinΒ

β

sinΑ

α
  

Γ

γ

Β

β

Α

α
  

sinhΓ

γ

sinhΒ

β

sinhΑ

α
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7. Μηα δηδαθηηθή πξόηαζε 
 

 

7.1 Θεσξεηηθό πιαίζην 

 

Ζ Γεσκεηξία είλαη έλαο θιάδνο ησλ Μαζεκαηηθψλ ν νπνίνο αλ θαη δηδάζθεηαη απφ ηα 

πξψηα θηφιαο ζηάδηα ηεο ππνρξεσηηθήο εθπαίδεπζεο ζηε ρψξα καο, παξ’ φια απηά 

δεκηνπξγεί ηα ζεκαληηθφηεξα πξνβιήκαηα ζηνπο καζεηέο. Σα πξνβιήκαηα απηά ηα 

νπνία αξρίδνπλ κε ηηο δηαδηθαζίεο κάζεζεο γεσκεηξηθψλ ελλνηψλ θαη θαηαιήγνπλ 

ζηελ νξγάλσζε θαη κεζνδνινγία ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Γεσκεηξίαο, είλαη κηα 

πξαγκαηηθφηεηα ηελ νπνία νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο (αιιά θαη θνηηεηέο) βηψλνπλ 

ζήκεξα ζε κηθξφηεξν ή κεγαιχηεξν βαζκφ. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ ην παξάδεηγκα 

πνιιψλ καζεηψλ (δελ ζα ήηαλ ππεξβνιή λα πνχκε ησλ πεξηζζνηέξσλ) πνπ 

παξαδέρνληαη φηη δελ αληηκεησπίδνπλ δπζθνιίεο κε ηα καζήκαηα ηνπ ζρνιείνπ ηνπο, 

εθηφο απφ ηε Γεσκεηξία θαη ηα Μαζεκαηηθά γεληθφηεξα.  

 

Απφ ηελ άιιε κεξηά ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα ζέηεη απζηεξνχο ρξνληθνχο 

πεξηνξηζκνχο ζηνλ δηδάζθνληα ν νπνίνο πξνζπαζεί λα ηζνξξνπήζεη κεηαμχ θάιπςεο 

ηεο δηδαθηέαο χιεο θαη θαηαλφεζεο απφ ηε κεξηά ησλ καζεηψλ. ΢ε κηα ηέηνηα ινηπφλ 

(πξαγκαηηθή) θαηάζηαζε ίζσο λα θαληάδεη πεξηηηή πνιπηέιεηα ε έζησ θαη αλαθνξά 

ζηα είδε ησλ Γεσκεηξηψλ θαη ζηηο νπζηαζηηθέο δηαθνξέο κεηαμχ απηψλ. Θα δνχκε 

φκσο φηη θάηη ηέηνην θάζε άιιν παξά πνιπηέιεηα είλαη, αληηζέησο κπνξεί λα 

σθειήζεη πνιιαπιά ηνπο καζεηέο. Ζ άπνςε απηή κπνξεί λα ζηεξηρζεί ζηηο ελδν–

καζεκαηηθέο θαη γεληθφηεξα ζηηο επηζηεκνληθέο εθαξκνγέο πνπ έρνπλ νη δηάθνξεο 

Γεσκεηξίεο. Ο θχξηνο ιφγνο φκσο είλαη ην γεγνλφο ηεο κε–κνλαδηθόηεηαο ηεο 

Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, ηεο χπαξμεο δειαδή θαη άιισλ Γεσκεηξηθψλ ζπζηεκάησλ 

εμίζνπ έγθπξσλ. Απηή ε γλψζε ηεο κε–κνλαδηθφηεηαο επηηξέπεη ζηνλ καζεηή λα δεη 

ππφ άιιν πξίζκα: 

 

i. Σνλ θχθιν ηεο καζεκαηηθήο κνληεινπνίεζεο 

 

ii. Σνλ ξφιν ηεο εμηδαλίθεπζεο ζηε Φπζηθή 

 

iii. Σε ζπκπεξαζκαηηθή γλψζε (ζχκθσλα κε ηελ Αξηζηνηειηθή ινγηθή) 

 

iv. Σνλ ξφιν ησλ αμησκαηηθψλ ζπζηεκάησλ 

 

v. Σε ζρέζε αλάκεζα ζηε “Μαζεκαηηθή Γεσκεηξία” θαη ζηε “Φπζηθή 

Γεσκεηξία” θαη ηε δηάθξηζε κεηαμχ ησλ ελλνηψλ “Μαζεκαηηθφο ρψξνο” θαη 

“Φπζηθφο ρψξνο” 

 

 

Πην ζπγθεθξηκέλα, 

 

i. Γεδνκέλνπ φηη έλα πξαγκαηηθφ πξφβιεκα είλαη ελ γέλεη ρανηηθφ, ν καζεηήο έρεη 

πεξηζζφηεξεο ελαιιαθηηθέο επηινγέο κνληεινπνίεζεο, μεθεχγνληαο απφ ηε δέζκεπζε 

ηεο επνπηείαο. Γηα παξάδεηγκα, ε ηηκή πψιεζεο ελφο πξντφληνο είλαη ζπλάξηεζε 

πνιιψλ κεηαβιεηψλ (δήηεζε, θφζηνο παξαγσγήο, θ.ιπ.), ψζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο ζπλάξηεζεο απηήο λα είλαη κηα επηθάλεηα, γηα παξάδεηγκα ηεζζάξσλ δηαζηάζεσλ. 

(Βιέπε επίζεο κνληέια πξφγλσζεο θαηξηθψλ θαηλνκέλσλ). 
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ii. Ο καζεηήο κπνξεί λα ζπλδέζεη γηα παξάδεηγκα, ην γεγνλφο κε έλα ζεκείν ζην 

επίπεδν, ηελ νκαιή θίλεζε κε κηα γξακκή, ην ζχλνιν ησλ γεγνλφησλ πνπ ιακβάλνπλ 

ρψξα t sec πξηλ ή κεηά απφ έλα γεγνλφο, κε έλαλ θχθιν, θ.ιπ. 

 

iii. Απνξξίπηεηαη ε ηδέα φηη ε γεσκεηξία πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί ζην ζρνιείν σο 

έλα ζχζηεκα γλψζεσλ φπνπ νη έλλνηεο θαη ηα ζεσξήκαηα πξέπεη λα γίλνπλ γλσζηά 

απιά θαη κφλν επεηδή αλήθνπλ ζην ζχζηεκα. 

 

iv. Δθηφο απφ ην αμησκαηηθφ ζχζηεκα ησλ Δπθιείδε-Hilbert κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ νη γεσκεηξηθνί κεηαζρεκαηηζκνί ή δηαθνξεηηθά εηζάγνληαο κηα 

κεηξηθή (Δπθιείδεηα, Φεπδνεπθιείδεηα θ.ιπ.) ηα αμηψκαηα κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ σο 

πξνηάζεηο. 

 

v. ΢χκθσλα κε ηελ πιαησληθή παξάδνζε, ην θπζηθφ ζχκπαλ θπβεξλάηαη απφ λφκνπο 

πνπ κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ κε ηε γιψζζα ησλ Μαζεκαηηθψλ (Ἀεὶ ὁ Θεός ὁ Μέγας 

γεωμετρεῖ<). Λακβάλνληαο ινηπφλ ππφςε φηη ηα πξφηππα ζηε θχζε είλαη 

καζεκαηηθά, ν καζεηήο/ θνηηεηήο, απαιιαγκέλνο πηα (θαηά ην κέηξν ηνπ δπλαηνχ) 

απφ εκκνλέο θαη πξνθαηαιήςεηο (βι. Saccheri, Kant, θ.ά.) κπνξεί λα κειεηήζεη ηε 

γεσκεηξία ηνπ ζχκπαληνο θαη λα επηρεηξήζεη κηα εηζαγσγή ζηελ Δηδηθή Θεσξία ηεο 

΢ρεηηθφηεηαο. 

 

Σειηθά, ε κε – κνλαδηθφηεηα ηεο Γεσκεηξίαο κπνξεί λα εληαρζεί ζην πιαίζην κηαο 

πξνζπάζεηαο λα εθηνπηζηνχλ απφ ηα κπαιά ησλ καζεηψλ (θαη απξηαλψλ δαζθάισλ) 

νη αληηιήςεηο φηη ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία είλαη “έκθπηε”, “θπζηθή” ή “δψξν Θενχ”. 

 

 

Αο δνχκε ηψξα πσο ε ζεσξία θακπχισλ κπνξεί λα καο βνεζήζεη ψζηε λα 

εθαξκνζηνχλ ζηελ πξάμε νη παξαπάλσ ζέζεηο: 
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7.2. Γηαθνξίζηκεο θακπύιεο ζηα ηξία κνληέια 

ησλ επηπέδσλ Γεσκεηξηώλ 

 

 

Μεηά ηνλ Euler έγηλε αλαπφθεπθηε ε ηαπηφρξνλε ρξήζε Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο θαη 

Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ ζηελ αληηκεηψπηζε γεσκεηξηθψλ πξνβιεκάησλ, κε 

ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ηε ζεσξία ησλ θακπχισλ ηνπ επηπέδνπ. ΢ήκεξα κπνξεί 

λα δνζεί κηα ελνπνηεκέλε παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ ζην πιαίζην ηεο ζεσξίαο 

ησλ νξζνθαλνληθψλ ζπζηεκάησλ θαη ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ. 

 

 

7.2.1 Κακππιόηεηα 

 

Δλνπνηψληαο ηα “εζσηεξηθά” γηλφκελα ζηηο ηξεηο Γεσκεηξίεο θαη θαη’ επέθηαζε ηηο 

κεηξηθέο ηνπο, ζεσξνχκε ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν    επί ηνπ ζψκαηνο   ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, εθνδηαζκέλν κε ηε δηγξακκηθή απεηθφληζε [ , ] θαζψο επίζεο 

θαη ηα δηαλχζκαηα  u,v   κε u = (x1, y1) θαη v = (x2, y2) έηζη ψζηε: 

 

                             [ , ] :         : (u, v)   [u, v] ≔ x1x2 + εy1y2             (45) 

 

φπνπ ην ε κπνξεί λα είλαη 1, 0 ή –1.  

 

Καηά ζπλέπεηα νξίδεηαη ε norm |||| ηνπ ρψξνπ    σο εμήο: 

 

|||| :       : u   ||u|| ≔ ],[ uu  

 

θαζψο θαη ε απφζηαζε d κεηαμχ δχν ζεκείσλ u θαη v σο: 

 

d :        : (u, v)   d(u, v) ≔||u – v|| = ],[ vuvu   

 

Δάλ ε = 0 θαη ηα  u,v έρνπλ ίδηεο ηεηκεκέλεο, ηφηε νξίδεηαη ε (ζεκαζκέλε) απφζηαζε 

λα είλαη ε δηαθνξά ησλ ηεηαγκέλσλ.  

 

Ζ απεηθφληζε (45) γηα ε = 1 δίλεη ην Δπθιείδεην επίπεδν, γηα ε = 0 ην επίπεδν ηνπ 

Galileo, ελψ γηα ε = –1 δίλεη ην επίπεδν ηνπ Minkowski. 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα ζπκβνιίδνπκε ην δηαλπζκαηηθφ ρψξν 
2
 εθνδηαζκέλν κε ηε 

δηγξακκηθή απεηθφληζε (45) σο   . 
 

Οξηζκόο 19. Λέγνληεο θακπχιε ηνπ ρψξνπ    ελλννχκε κηα δηαθνξίζηκε απεηθφληζε 

α : I     ελφο αλνηθηνχ δηαζηήκαηνο I = (a, b) ηεο επζείαο ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ ζην   . 
 

Οξηζκόο 20. Μηα δηαθνξίζηκε θακπχιε α : I     ιέγεηαη νκαιή (ή θαλνληθή) αλ 

α΄(t)  0, tI. 
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Οξηζκόο 21. Γηα κηα δηαθνξίζηκε θακπχιε α, ε παξάγσγφο ηεο α΄(t) νλνκάδεηαη 

δηάλπζκα ηεο ηαρχηεηαο ηεο α ζην t, ελψ ην κήθνο απηνχ ηνπ δηαλχζκαηνο, δειαδή ην  

u(t) ≔  ||α΄(t)|| νλνκάδεηαη κέηξν ηεο ηαρχηεηαο ηεο θακπχιεο α ζην t. 

 

Οξηζκόο 22. Γηα κηα δηαθνξίζηκε θακπχιε α : [a, b]    , νξίδνπκε σο κήθνο ηφμνπ 

ηεο α απφ ην t = a έσο ην t = b ην νινθιήξσκα 

 


b

a

dtα΄(t)b)L(a,  

 

Οξηζκόο 23. Έζησ α : I     κηα θακπχιε. Αλ h : J  I είλαη κηα δηαθνξίζηκε 

ζπλάξηεζε ζε έλα αλνηθηφ δηάζηεκα  J, ηφηε ε ζχλζεηε ζπλάξηεζε β = α(h) : J     
είλαη κηα θακπχιε ε νπνία θαιείηαη αλαπαξακέηξεζε ηεο α κέζσ ηεο h. 

 

Όπσο είδακε ζηνλ Οξηζκφ 20, νκαιή θακπχιε ζην Δπθιείδεην επίπεδν είλαη 

κηα θακπχιε κε κε κεδεληθφ εθαπηφκελν δηάλπζκα. ΢ηηο άιιεο δχν Γεσκεηξίεο ε 

νκαιφηεηα είλαη πην πεξηνξηζκέλε. Γηα ε = –1, ηα εθαπηφκελα δηαλχζκαηα πξέπεη λα 

είλαη κε κεδεληθά θαη φρη παξάιιεια ζε θαζέλα απφ ηα δηαλχζκαηα(–1, 1) θαη (1, 1). 

Αλ γηα παξάδεηγκα ε εθαπηνκέλε κηαο νκαιήο θακπχιεο ζε θάπνην ζεκείν ηεο 

βξίζθεηαη κεηαμχ ησλ δηαλπζκάησλ (–1, 1) θαη (1, 1), ηφηε φια ηα εθαπηφκελα 

δηαλχζκαηα ηεο θακπχιεο ζα βξίζθνληαη κεηαμχ απηψλ ησλ δηαλπζκάησλ. Ηδηαηηέξσο 

νη θιεηζηέο θακπχιεο δελ κπνξνχλ λα είλαη νκαιέο. Αλ ε = 0, ηα εθαπηφκελα 

δηαλχζκαηα κηαο νκαιήο θακπχιεο πξέπεη λα είλαη κε κεδεληθά θαη κε παξάιιεια 

ζην δηάλπζκα (0, 1). Οκνίσο θαη εδψ νη θιεηζηέο θακπχιεο δελ είλαη θαλνληθέο. 

 

Σα δηαλχζκαηα u θαη v ζην    είλαη νξζνγψληα (γξάθνπκε uv) αλ [u, v] = 0. 

Σα απην-νξζνγψληα (απην-θάζεηα) δηαλχζκαηα θαινχληαη ηζνηξνπηθά. Γηα ε = 1, 

κφλν ην κεδεληθφ δηάλπζκα είλαη ηζνηξνπηθφ, Γηα ε = 0, ην κεδεληθφ θαη ηα θάζεηα 

δηαλχζκαηα είλαη ηζνηξνπηθά, ελψ γηα ε = –1, ην κεδεληθφ δηάλπζκα θαη ηα 

δηαλχζκαηα πνπ είλαη παξάιιεια ζηα (–1, 1) θαη (1, 1) είλαη ηζνηξνπηθά. 

 

Ο γξακκηθφο κεηαζρεκαηηζκφο  J :        κε πίλαθα, επίζεο ζπκβνιηδφκελν κε J,  

 








 


01

0 
J  

 

αληηζηνηρεί θάζε δηάλπζκα  u ζε έλα νξζνγψλην δηάλπζκα  Ju. Δχθνια ειέγρνπκε φηη 

εάλ ην u δελ είλαη ηζνηξνπηθφ θαη ην v είλαη νξζνγψλην ζην u, ηφηε είλαη v = ιJu γηα 

θάπνην ι . 

 

Θεώξεκα. Κάζε νκαιή θακπχιε α : I     δέρεηαη αλαπαξακέηξεζε β : J     κε 

||β΄(s)|| = 1, γηα θάζε sJ. 

 

Παξαηήξεζε: Μηα θακπχιε β : J     κε ||β΄(s)|| = 1, γηα θάζε sJ, νλνκάδεηαη 

θακπχιε κνλαδηαίαο ηαρχηεηαο. Αλ α είλαη κηα ηπραία νκαιή θακπχιε, ε 

αλαπαξακέηξεζε ηνπ πξνεγνπκέλνπ ζεσξήκαηνο ιέγεηαη αλαπαξακέηξεζε κέζσ ηνπ 

κήθνπο ηφμνπ. 
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Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη ε νκαιή θακπχιε ζ(s) είλαη αλαπαξακέηξεζε κέζσ 

ηνπ κήθνπο ηφμνπ. Σφηε ||ζ΄(s)|| = 1, δειαδή [ζ΄(s), ζ΄(s)] = 1. Δπεηδή φκσο ε 

δηγξακκηθή κνξθή (45) ππαθνχεη ζηνλ θαλφλα 

 

[α, β]΄(t) = [α΄(t), β(t)] + [α(t), β΄(t)] 

 

παξαγσγίδνληαο ηε ζπλάξηεζε [ζ΄(s), ζ΄(s)] = 1 πξνθχπηεη φηη [ζ΄΄(s), ζ΄(s)] = 0, 

δειαδή ζ΄΄ζ΄. Δάλ ζέζνπκε T(s) = ζ΄(s) θαη N(s) = JT(s), πξνθχπηεη φηη ππάξρεη 

ζπλάξηεζε k(s) ηέηνηα ψζηε T΄(s) = k(s)N(s). Ζ ζπλάξηεζε k(s) θαιείηαη 

θακππιφηεηα ηεο ζ ζην s. Σν δηάλπζκα T(s) είλαη ην κνλαδηαίν εθαπηφκελν 

δηάλπζκα, θαη ην δηάλπζκα N(s) είλαη ην κνλαδηαίν θαλνληθφ δηάλπζκα. 

Αθνχ JN(s) = J
2
T(s) = – εT(s) πξνθχπηνπλ ακέζσο νη ηχπνη ηνπ Frenet: 

 

T΄(s) = k(s)N(s) 

N΄(s) = – εk(s)T(s) 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο (ε = 1) απηφο είλαη ν ζπλήζεο 

νξηζκφο ηεο θακππιφηεηαο. Οη εθδνρέο ηεο Γεσκεηξίαο ηνπ Galileo θαη ηνπ 

Minkowski κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα γεσκεηξηθνπνηεζεί ε Νεπηψλεηα θαη 

ε ΢ρεηηθηζηηθή Μεραληθή αληίζηνηρα. 

 

Δθαξκνγή 4. Νεπηψλεηα Μεραληθή. Αο ππνζέζνπκε φηη ε ζέζε ελφο θηλνχκελνπ 

ζσκαηηδίνπ επάλσ ζε κηα γξακκή δίλεηαη απφ ηε ζρέζε x = f (t), φπνπ t ν ρξφλνο. Ζ 

Νεπηψλεηα θνζκηθή γξακκή (ηξνρηά) ηνπ ζσκαηηδίνπ είλαη ε θακπχιε ζηνλ ρψξν    
(δειαδή ε = 0) ε νπνία δίλεηαη απφ ηε ζρέζε ζ(t) = (t, f (t)). Πξφθεηηαη γηα κηα 

αλαπαξακέηξεζε κέζσ ηνπ κήθνπο ηφμνπ αθνχ ην T(t) = ζ΄(t) = (1, f ΄(t)) είλαη έλα 

κνλαδηαίν δηάλπζκα ζηνλ ρψξν   . Σν κνλαδηαίν θαλνληθφ δηάλπζκα είλαη N(t) = 

J T(t) = (0, 1). Ζ ζπλάξηεζε θακππιφηεηαο είλαη k(t) = f ΄΄(t) αθνχ T΄(t) = (0, f ΄΄(t)) = 

f ΄΄(t)(0, 1) = f ΄΄(t)N(t). Έηζη, γεσκεηξηθνπνηψληαο ηε Νεπηψλεηα Μεραληθή, ε 

θακππιόηεηα εθθξάδεη επηηάρπλζε. 

Δάλ ζ(t) = (x(t), y (t)) είλαη κηα ηπραία θακπχιε αλαπαξακεηξεζκέλε κέζσ ηνπ 

κήθνπο ηφμνπ ζηνλ ρψξν   , ηφηε ε εμίζσζε 1 = ||ζ΄(t)|| = |x΄(t)| νδεγεί ζηε ζρέζε 

x(t) = c  t γηα θάπνηα ζηαζεξά c. Πξνθεηκέλνπ λα κειεηήζνπκε εθαξκνγέο ζηε 

Μεραληθή πεξηνξηδφκαζηε ζε θακπχιεο ηεο κνξθήο ζ(t) = (α+t, f (t)), δειαδή ζε 

ζηνηρεηψδε ζσκαηίδηα ηα νπνία θηλνχληαη “κπξνζηά” ζηνλ ρξφλν. Δχθνια πξνθχπηεη 

φηη ην κήθνο ηφμνπ απφ ην ζ(t1) ζην ζ(t2) είλαη αθξηβψο ην ρξνληθφ δηάζηεκα t2 – t1. 

 

Δθαξκνγή 5. ΢ρεηηθηζηηθή Μεραληθή. Πνιιέο θνξέο ζηε ΢ρεηηθφηεηα 

παξνπζηάδνληαη κεηαβιεηά ζπζηήκαηα αλαθνξάο. Θα αλαθεξφκαζηε ζηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ρψξνπ     σο ζχζηεκα εξγαζηεξίνπ. 

Αο ππνζέζνπκε πάιη φηη ε ζέζε ελφο θηλνχκελνπ ζσκαηηδίνπ πάλσ ζε κηα γξακκή 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε x = f (t), φπνπ t ν ρξφλνο κεηξνχκελνο ζην ζχζηεκα 

εξγαζηεξίνπ. Ζ ζρεηηθηζηηθή θνζκηθή γξακκή ηνπ ζσκαηηδίνπ είλαη ε θακπχιε ζηνλ 

ρψξν     ε νπνία δίλεηαη απφ ηε ζρέζε ζ(t) = (f (t), t). Απηή φκσο δελ είλαη 

αλαπαξακεηξεζκέλε κέζσ ηνπ κήθνπο ηφμνπ αθνχ ην [ζ΄(t), ζ΄(t)] = (f ΄(t))
2
 – 1 δελ 

είλαη ζηαζεξφ ελ γέλεη. Θέηνπκε u = f ΄(t). Δάλ ε θακπχιε ζ είλαη νκαιή, ηφηε ην |u| 

δελ κπνξεί λα είλαη 1. Αλ ηψξα ζέινπκε λα είλαη u = 0, κηα νκαιή θακπχιε πξέπεη λα 

έρεη |u| < 1. Οη κνλάδεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη εδψ είλαη γεσκεηξηθέο κνλάδεο ζηηο 

νπνίεο ν ρξφλνο θαη ε απφζηαζε κεηξψληαη ζηηο ίδηεο κνλάδεο κέηξεζεο θαη ε 

ηαρχηεηα ηνπ θσηφο είλαη 1. 
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Σν κήθνο ηφμνπ γηα κηα ηέηνηα θακπχιε θαιείηαη απόιπηνο ρξόλνο. Δίλαη ν ρξφλνο 

πνπ θαηαγξάθεηαη απφ έλα ξνιφη ελζσκαησκέλν κε ην ζσκαηίδην. Έζησ φηη ην η 

ζπκβνιίδεη ηνλ απφιπην ρξφλν. Δμ νξηζκνχ ηνπ κήθνπο ηφμνπ ζα είλαη 

2u1
dt

dη
  

Αθνχ 2u1 < 1, ν ρξφλνο η γηα ην ζσκαηίδην ηξέρεη πην αξγά ζπγθξηλφκελνο κε ην 

ρξφλν t ηνπ εξγαζηεξηαθνχ ζπζηήκαηνο. Απηφ νδεγεί ζην παξάδνμν ησλ δηδύκσλ ή 

παξάδνμν ησλ ξνινγηώλ. 

Ζ θπζηθή εξκελεία ηεο θακππιφηεηαο k(t) είλαη ε επηηάρπλζε φπσο απηή κεηξηέηαη 

απφ παξαηεξεηή θηλνχκελν σο πξνο ην ζσκαηίδην. Θα αλαθεξφκαζηε ζην k σο 

απόιπηε επηηάρπλζε. Σν γεληθφηεξν πιαίζην είλαη ε θίλεζε θαηά κήθνο κηαο επζείαο 

γξακκήο (κνλνδηάζηαηε θίλεζε), ζπλεπψο αο θαληαζηνχκε θάπνηνλ λα ηξέρεη κέζα 

ζε έλαλ θιεηζηφ αλειθπζηήξα θαη λα ρξεζηκνπνηεί έλα “επηηαρπλζηφκεηξν” σο 

ζπζθεπή κέηξεζεο. Ζ απφιπηε επηηάρπλζε ζρεηίδεηαη κε ηελ επηηάρπλζε ε νπνία 

κεηξηέηαη ζην ζχζηεκα ηνπ εξγαζηεξίνπ βάζεη ηνπ ηχπνπ  

2/32 )u1(

)t(
k(t)




f΄΄
 

φπνπ ε θίλεζε δίλεηαη απφ ηε ζρέζε x = f (t). Απηή είλαη ε θαηά Minkowski εθδνρή 

ηνπ θιαζζηθνχ ηχπνπ γηα ηελ θακππιφηεηα. 

 

Μηα θνζκηθή γξακκή θαιείηαη ρσξν-φκνηα, θσην-φκνηα ή ρξνλν-φκνηα, φηαλ ε 

θακππιφηεηά ηεο είλαη ζεηηθή, κεδέλ ή αξλεηηθή αληίζηνηρα. Οη παξαηεξεηέο έρνπλ 

ρξνλνφκνηεο θνζκηθέο γξακκέο. Οη αδξαλεηαθνί παξαηεξεηέο έρνπλ k(η)  0. Γηα 

έλαλ αδξαλεηαθφ παξαηεξεηή ην T(η) είλαη ζηαζεξφ, ζπλεπψο ε θνζκηθή γξακκή ηνπ 

είλαη επζεία γξακκή. Σα ζεκεία ηνπ     θαινχληαη γεγνλφηα θαη νη δνζκέλεο 

εξγαζηεξηαθέο ζπληεηαγκέλεο ζην     ζεσξνχληαη λα είλαη νη ρσξηθέο θαη νη 

ρξνληθέο ζπληεηαγκέλεο ελφο γεγνλφηνο φπσο κεηξψληαη απφ έλαλ αδξαλεηαθφ 

παξαηεξεηή κε θνζκηθή γξακκή ζ(t) = (0, t). 

 

 

7.2.2 Κύθινη, Πεξηζηξνθέο θαη Σξηγσλνκεηξηθέο ΢πλαξηήζεηο 

 

Όπσο είδακε θαη ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα, ν νξηζκφο ηνπ θχθινπ ζηηο ηξεηο 

γεσκεηξίεο πνπ εμεηάδνπκε είλαη νπζηαζηηθά ν ίδηνο, δειαδή ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ 

ηνπ επηπέδνπ ηα νπνία απέρνπλ ζηαζεξή απφζηαζε απφ έλα ζηαζεξφ ζεκείν, ην 

θέληξν ηνπ θχθινπ. Ο κνλαδηαίνο θχθινο ζην ρψξν    είλαη ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ 

p, ηέηνησλ ψζηε || p || = 1 (΢ρήκα 40). 

 

    
΢ρήκα 40 
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Ο κνλαδηαίνο θχθινο ζηε Γεσκεηξία Galileo απνηειείηαη απφ δχν θιάδνπο, ηηο 

θαηαθφξπθεο επζείεο x = +1 θαη x = –1, ελψ θάζε ζεκείν ηνπ άμνλα ησλ  y είλαη 

θέληξν ηνπ. Ο κνλαδηαίνο θχθινο ζηε Γεσκεηξία Minkowski έρεη ηέζζεξηο θιάδνπο 

θαη απνηειείηαη απφ έλα δεχγνο ζπδπγψλ νξζνγσλίσλ ππεξβνιψλ κε εμηζψζεηο x
2
 – y

2
 

= 1. 

 

Οη αζχκπησηεο ηεο ππεξβνιήο, δειαδή ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ ζηε Γεσκεηξία 

Minkowski νη νπνίεο θαίλνληαη ζην ΢ρήκα 40, είλαη θσηνφκνηεο θακπχιεο. Σν ρσξίν 

ηνπ     κεηαμχ ησλ αζχκπησησλ πνπ πεξηέρεη ηνλ άμνλα ησλ y (δειαδή ηνλ άμνλα 

ηνπ ρξφλνπ ζηε ΢ρεηηθηζηηθή Μεραληθή) νλνκάδεηαη φπσο έρνπκε δεη θαη ζηελ 

Δθαξκνγή 2, θψλνο θσηφο. Σν ρσξίν πνπ πεξηέρεη ηνλ ζεηηθφ εκηάμνλα ησλ y 

αληηζηνηρεί ζηνλ κέιινληα θψλν θσηφο, ελψ ην ρσξίν πνπ πεξηέρεη ηνλ αξλεηηθφ 

εκηάμνλα ησλ y αληηζηνηρεί ζηνλ παξειζφληα θψλν θσηφο. Σα εθαπηφκελα 

δηαλχζκαηα ησλ (κειινληηθψλ) ρξνλνφκνησλ θακπχισλ, φηαλ κεηαηνπηζηνχλ 

παξάιιεια ζηελ αξρή ησλ αμφλσλ, ζα θείληαη εληφο ηνπ (κέιινληνο) θψλνπ θσηφο. 

Έηζη νη δχν θιάδνη ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ νη νπνίνη ηέκλνπλ ηνλ άμνλα ησλ x 

κπνξνχλ λα αλαπαξακεηξεζηνχλ ζε ρξνλνφκνηεο θακπχιεο, ελψ νη δχν θιάδνη πνπ 

ηέκλνπλ ηνλ άμνλα ησλ y ζε ρσξνφκνηεο θακπχιεο αληίζηνηρα. 

Γηα λα βξνχκε κηα αλαπαξακέηξεζε κέζσ ηνπ κήθνπο ηφμνπ ζ(θ) = (x(θ), y(θ)), ηνπ 

κνλαδηαίνπ θχθινπ, μεθηλάκε απφ ηελ εμίζσζε  

 

x
2
 + εy

2
 = 1. 

 

Παξαγσγίδνληαο θαη ηα δχν κέιε παίξλνπκε xx΄ + εyy΄ = 0, ην νπνίν θαλεξψλεη φηη 

ζ΄ζ, νπφηε ζχκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα ζα είλαη ζ΄ = ιJζ γηα θάπνην ι . Γηα κηα 

αλαπαξακέηξεζε κέζσ ηνπ κήθνπο ηφμνπ είλαη ι = 1. Οη ιχζεηο κε ι = –1 κπνξνχλ 

λα πξνθχςνπλ απφ ηηο ιχζεηο κε ι = 1, απιά αληηθαζηζηψληαο ηε γσλία θ κε – θ. 

Έηζη νδεγνχκαζηε ζηε δηαθνξηθή εμίζσζε ζ΄ = Jζ, ηεο νπνία ε ιχζε είλαη 

 

ζ(θ) = e
Jθ

ζ(0) 

 

νξηδφκελε γηα θάζε θ . Ο γξακκηθφο κεηαζρεκαηηζκφο κε πίλαθα e
Jθ

 θαιείηαη 

πεξηζηξνθή θαηά γσλία θ. Ζ γσλία θ είλαη ην κήθνο ηνπ ηφμνπ επί ηνπ κνλαδηαίνπ 

θχθινπ απφ ην ζεκείν ζ(0) έσο ην ζεκείν ζ(θ). Αο θαιέζνπκε απηφ ηνλ ηξφπν 

κέηξεζεο κςκλικό μέηπο. Δθφζνλ ην ζ(0) είλαη απζαίξεην, νδεγνχκαζηε ζην 

αθφινπζν ζπκπέξαζκα: 

Αλ u θαη v είλαη κνλαδηαία δηαλχζκαηα κε αξρή ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη πέξαο επί 

ηνπ ηδίνπ θιάδνπ ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ ζην επίπεδν   , ηφηε ππάξρεη πεξηζηξνθή ε 

νπνία κεηαθέξεη ην u ζην v. 

 

Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη ε θακπχιε ζ είλαη κηα νκαιή θακπχιε αλαπαξακεηξεζκέλε 

κέζσ ηνπ κήθνπο ηφμνπ s. Σφηε ην T(s) κεηαθέξεηαη έηζη ψζηε ε αξρή ηνπ λα 

ζπκπέζεη κε ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, ην δε πέξαο ηνπ λα θείηαη επί ηνπ κνλαδηαίνπ 

θχθινπ. Έζησ θ(s) ε γσλία απφ ην T(0) ζην T(s). Σφηε T(s) = e
Jθ(s)

T(0) θαη  

k(s)N(s) = T΄(s) = θ΄(s)Je
Jθ(s)

T(0) = θ΄(s)JT(s) = θ΄(s)N(s). 

Σφηε k(s) = θ΄(s), επνκέλσο ε θακππιφηεηα k(s) είλαη ν ξπζκφο κεηαβνιήο κέζσ ηνπ 

κήθνπο ηφμνπ ηεο γσλίαο ε νπνία δεκηνπξγείηαη απφ ην κνλαδηαίν εθαπηφκελν 

δηάλπζκα κέζσ ζηαζεξήο επζείαο. 

Γηα ηελ επθιείδεηα πεξίπησζε απηφ είλαη έλα ζίγνπξν ζπκπέξαζκα. Γηα ηε λεπηψλεηα 

πεξίπησζε κε ζ(t) = (t, f (t)) είλαη άκεζν φηη ε θ(t) = f ΄(t) είλαη ηαρχηεηα. ΢ηε 
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΢ρεηηθηζηηθή Μεραληθή ε εμίζσζε θ΄(η) = k(η) εθθξάδεη φηη ε παξάγσγνο ηεο θ κέζσ 

ηνπ απνιχηνπ ρξφλνπ είλαη απφιπηε επηηάρπλζε. Έηζη είλαη θαηάιιειν λα 

αλαθέξνπκε ηε γσλία θ σο απφιπηε ηαρχηεηα. Μεξηθέο θνξέο θαιείηαη ε παξάκεηξνο 

ηαρχηεηα. Πξνθχπηεη απφ ην αθφινπζν ηξηγσλνκεηξηθφ αλάπηπγκα φηη αλ ε θνζκηθή 

γξακκή δίλεηαη απφ ηε ζρέζε x = f (t) ζην ζχζηεκα ηνπ εξγαζηεξίνπ, ηφηε  f ΄ = tanhθ. 

Γλσξίδνληαο φηη ε εθζεηηθή ζπλάξηεζε κε κεηαβιεηή πίλαθα δίλεηαη απφ ηε ζεηξά  

 







0n

n
Α

n!

Α
e  

 

εχθνια κπνξνχκε λα επαιεζεχζνπκε φηη  

 








 










cossin

sincos
Je  

φπνπ 

 









0n

n2n

)!n2(

)(
cos


        θαη       












0n

1n2n

)!1n2(

)(
sin


  

 

Γηα ε = 1 νη δχν ηειεπηαίνη ηχπνη είλαη ην ζχλεζεο ζπλεκίηνλν θαη ην ζχλεζεο 

εκίηνλν γσλίαο θ αληίζηνηρα, γηα ε = –1 είλαη ην ππεξβνιηθφ ζπλεκίηνλν θαη ην 

ππεξβνιηθφ εκίηνλν, ελψ γηα ε = 0 είλαη απιά cos0θ = 1 θαη sin0θ = θ. 

΢ε θάζε πεξίπησζε φκσο είλαη  

1sincos 22     

θαη 

  sincos         θαη         cossin  . 

Δμηζψλνληαο ηα δχν κέιε ηεο παξαθάησ ζρέζεο κεηαμχ πηλάθσλ  

e
J (θ+τ)

 = e
J θ

e
J τ

 

παίξλνπκε ηνπο αθφινπζνπο ηχπνπο 

 

  sinsincoscos)(cos   

  sincoscossin)(sin   

 

Παξαηήξεζε: Δίδακε πξνεγνπκέλσο φηη ν εθζεηηθφο πίλαθαο εθθξάδεηαη κε ηε 

βνήζεηα κηαο δπλακνζεηξάο 











0n

n
Α

n!

Α
e , ζπλεπψο 






0n

n
Αt

n!

(Αt)
e . Ζ ζεηξά 

ζπγθιίλεη πάληνηε θαη ην άζξνηζκά ηεο εθηφο απφ ηελ ηδηφηεηα  

 
t)A(sAtAs  eee  

 

ηελ νπνία ήδε έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη, έρεη θαη ηηο αθφινπζεο δχν: 

 

Iee AtAt  

At
At

A
dt

d
e

e
  
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7.2.3 Γσλίεο, Αληζόηεηεο θαη Μήθνο Σόμνπ 

 

Οη πεξηζηξνθέο δηαηεξνχλ ηε δηγξακκηθή κνξθή (45), δειαδή γηα θάζε γσλία θ θαη 

γηα θάζε δχν δηαλχζκαηα u θαη v ηζρχεη: 

 

[e
J θ

u, e
J θ

v] = [u, v] 

 

Απόδεημε. Αξρηθά ζα επαιεζεχζνπκε φηη ν εθζεηηθφο πίλαθαο e
Jθ

 είλαη έλαο 

νξζνγψληνο πίλαθαο, δειαδή φηη (e
Jθ

)
Σ

Βe
Jθ

 = Β, φπνπ 

 











0

01
Β  

 

είλαη ν πίλαθαο ηεο δηγξακκηθήο απεηθφληζεο (45).  

Πξάγκαηη, είλαη  






 










cossin

sincos
Je   νπφηε    




















cossin

sincosTJe , 

ζπλεπψο     (e
Jθ

)
Σ

Βe
Jθ

 = 






 

















 















cossin

sincos

0

01

cossin

sincos
   




















)sin(coscossincossin

cossincossinsincos
22

22







   

Β
0

01












 

 

δεδνκέλνπ φηη ε βαζηθή ηξηγσλνκεηξηθή ηαπηφηεηα είλαη 1sincos 22    . 

 

΢ηε ζπλέρεηα, ιακβάλνληαο ππφςε φηη θάζε δηάλπζκα είλαη έλαο πίλαθαο-ζηήιε, 

έρνπκε: 

[e
J θ

u, e
J θ

v] = (e
J θ

u)
Σ
Βe

J θ
v = u

T
(e

J θ
)

Σ
Βe

J θ
v = u

T
Βv = [u, v]. ∎ 

 

 

Θα ιέκε φηη δχν κε ηζνηξνπηθά δηαλχζκαηα u θαη v είλαη ηνπ ηδίνπ ηχπνπ εάλ ηα 

κνλαδηαία δηαλχζκαηα 
u

u
u 1  θαη 

v

v
v 1  θείληαη επί ηνπ ηδίνπ θιάδνπ ηνπ 

κνλαδηαίνπ θχθινπ. Μηα (θαηεπζπλφκελε) γσλία απφ ην u ζην v είλαη έλαο αξηζκφο θ 

ηέηνηνο ψζηε v1 = e
Jθ

u1. Δίλαη επίζεο weu
J 1

1


  θαη wev

J 2

1


  φπνπ w = (1, 0) ή 

w = (0, 1) αλάινγα κε ηνλ ζπγθεθξηκέλν θιάδν ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ. Θέηνπκε   θ 

= τ2 – τ1. Σφηε ε θ είλαη κηα γσλία απφ ην u ζην v θαη ζεσξψληαο ηα δηαλχζκαηα σο 

πίλαθεο-ζηήιεο, παίξλνπκε 

 




cosB],[],[],[ T

11
21  wewwewwewevu JJJJ

 

 

φπνπ ην αξλεηηθφ πξφζεκν εκθαλίδεηαη κφλνλ φηαλ ε = –1 θαη ηα u θαη v είλαη 

ρξνλνφκνηα δηαλχζκαηα. Έηζη γηα δηαλχζκαηα ηνπ ηδίνπ ηχπνπ είλαη  

 

[u, v] = ||u||||v||[u1, v1] = ||u||||v||cosεθ 
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φπνπ θ είλαη ε γσλία απφ ην u ζην v θαη ην αξλεηηθφ πξφζεκν εκθαλίδεηαη κφλνλ 

φηαλ ε = –1 θαη ηα δηαλχζκαηα είλαη ρξνλνφκνηα. Οδεγνχκαζηε ινηπφλ ζηηο επφκελεο 

δχν αληζφηεηεο: 

 

Αληζόηεηα Cauchy-Schwarz. Έζησ u θαη v δηαλχζκαηα ηνπ ηδίνπ ηχπνπ. Σφηε: 

 |[u, v]|  ||u||||v|| αλ ε = 1 

 |[u, v]| = ||u||||v|| αλ ε = 0 

 |[u, v]|  ||u||||v|| αλ ε = –1 

 

Σξηγσληθή αληζόηεηα. Έζησ u θαη v δηαλχζκαηα ηνπ ηδίνπ ηχπνπ. Σφηε: 

 ||u + v||  ||u|| + ||v|| αλ ε = 1 

 ||u + v|| = ||u|| + ||v|| αλ ε = 0 

 ||u + v||  ||u|| + ||v|| αλ ε = –1 

 

Παξαηήξεζε. Απφ ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα πξνθχπηεη φηη: Αλάκεζα ζηηο νκαιέο 

θακπχιεο απφ έλα ζεκείν p ζε έλα ζεκείν q ηνπ επθιείδεηνπ επηπέδνπ, ε επζεία 

γξακκή έρεη ην ειάρηζην κήθνο ηφμνπ. Όιεο νη θαλνληθέο θακπχιεο απφ έλα ζεκείν p 

ζε έλα ζεκείν q ηνπ επηπέδνπ ηνπ Galileo έρνπλ ην ίδην κήθνο ηφμνπ. Αλάκεζα ζηηο 

νκαιέο θακπχιεο απφ έλα ζεκείν p ζε έλα ζεκείν q ζην επίπεδν ηνπ Minkowski, ε 

επζεία γξακκή έρεη ην κέγηζην κήθνο ηφμνπ. 

 

Παξαηήξεζε. Ζ ζεσξία θακπχισλ πνπ έρεη αλαπηπρζεί έσο εδψ κπνξεί λα καο 

νδεγήζεηο ζην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ησλ Κακπχισλ. 
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