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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

     

     Είναι γνωστή από προηγούµενες έρευνες αλλά και από τη διδακτική µας εµπειρία, 

η δυσκολία που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην κατανόηση των εννοιών του 

απειροστικού λογισµού. Εστιάζουν σε αλγοριθµικούς κανόνες και µεθοδολογίες 

σχετικά µε την παράγωγο και το ολοκλήρωµα, προκειµένου να είναι σε θέση να 

αντιµετωπίσουν τα θέµατα των εισαγωγικών εξετάσεων, χωρίς να αντιλαµβάνονται 

διαισθητικά και ουσιαστικά τις βασικές έννοιες που απλώς χρησιµοποιούν.  Στην 

εργασία αυτή έγινε µια προσπάθεια να καταγραφούν οι εµπειρίες των µαθητών της Γ΄ 

Λυκείου και να µελετηθεί ο τρόπος µε τον οποίο αντιλαµβάνονται τις βασικές έννοιες 

του απειροστικού λογισµού. Κατά τη διάρκεια της επίλυσης δύο πραγµατικών 

προβληµάτων, που είχαν ως αντικειµενικό στόχο µια εποπτική αιτιολόγηση του 

θεµελιώδους θεωρήµατος του απειροστικού λογισµού, µας δόθηκε η ευκαιρία να 

διερευνήσουµε τις εικόνες που σχηµατίζουν οι µαθητές για τις θεµελιώδεις έννοιες 

της ανάλυσης, όπως η συνάρτηση, το όριο, ο µέσος και ο στιγµιαίος ρυθµός 

µεταβολής και η συσσώρευση ενός µεγέθους. Η µελέτη αυτή έδειξε ότι οι έννοιες του 

ορίου, του ρυθµού µεταβολής και της απειροελάχιστης µεταβολής είναι κοµβικές για 

την κατανόηση του θεµελιώδους θεωρήµατος. Η ανάλυση των διαλόγων πιστοποίησε 

ότι οι δυσκολίες των µαθητών µε το θεµελιώδες θεώρηµα, έχουν σχέση µε την 

αποδυναµωµένη διδακτικά έννοια του ρυθµού µεταβολής στο σχολείο αλλά και µε τις 

φτωχές εµπειρίες των µαθητών γύρω από την έννοια της συναρτησιακής µεταβολής 

και της οριακής κατάστασης. Πιστεύοντας ότι η θεωρία είναι αυτό πάνω στο οποίο 

πρέπει να στηριζόµαστε µια που κατά τον John Dewey, «είναι το πιο πρακτικό απ’ 

όλα τα πράγµατα»,  Thompson, (1994),  θεωρούµε ότι η βαθύτερη κατανόηση και η 

εµβάθυνση στις θεµελιώδεις έννοιες της ανάλυσης είναι και ο µόνος τρόπος 

αντιµετώπισης των δύσκολων, γενικά, προβληµάτων του απειροστικού λογισµού. 

Παρά την ολοφάνερη και αναµενόµενη δυσκολία που είχαν οι µαθητές στο να 

κατανοήσουν και να εµβαθύνουν σε ένα τόσο δύσκολο εννοιολογικά γνωστικό πεδίο, 

η µετατόπιση του νοήµατος σε κάποιες περιπτώσεις και ο επανακαθορισµός των 

απόψεων τους  για τις κεντρικές έννοιες, σε κάποιες άλλες, µας οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι είναι δυνατόν η διδασκαλία του απειροστικού λογισµού στο Λύκειο 

να µην περιορίζεται στην εκµάθηση τύπων και µεθόδων, για την µηχανιστική 

εφαρµογή τους σε ασκήσεις και µόνον. 
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    Η παρούσα διπλωµατική εργασία αναπτύσσεται σε πέντε κεφάλαια. Στο πρώτο 

κεφάλαιο γίνεται η περιγραφή του πειράµατος, καταγράφονται τα µέχρι στιγµής 

αποτελέσµατα από την έρευνα στη διδασκαλία του απειροστικού λογισµού διεθνώς, 

αναλύεται ο σκοπός και τίθενται οι στόχοι της εργασίας. Στο δεύτερο κεφάλαιο 

αναπτύσσεται το θεωρητικό πλαίσιο στο οποίο στηρίχτηκε η πρακτική της τάξης, η 

ανάλυση των διαλόγων και η επιλογή µας για µια κάπως εκτεταµένη αναφορά στην 

ιστορική ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού. Η τελευταία αναπτύσσεται στο τρίτο 

κεφάλαιο και περιλαµβάνει τα ιστορικά στοιχεία µε βάση την κυριότερη ελληνική και 

ξένη βιβλιογραφία που αφορούν την περίοδο από τις απαρχές των µαθηµατικών έως 

και την αυστηρή θεµελίωσή του, τον 19ο αιώνα. Το τέταρτο κεφάλαιο περιλαµβάνει 

την ανάλυση των διαλόγων οι οποίοι παρατίθενται κατά τη σειρά που εξετάζονται οι 

έννοιες. ∆ηλαδή συναρτησιακή µεταβολή, µέσος ρυθµός µεταβολής, στιγµιαίος 

ρυθµός µεταβολής – όριο, συσσώρευση και ρυθµός συσσώρευσης ενός µεγέθους. Στο 

πέµπτο και τελευταίο κεφάλαιο δίνουµε τα συµπεράσµατα, κάποιες προτάσεις για 

διδασκαλία και τις αναφορές στην ελληνική και ξένη βιβλιογραφία, στην οποία 

ανατρέξαµε κατά τη διάρκεια της εκπόνησης της παρούσας µελέτης. 
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1.1. Τα δύο θεµελιώδη προβλήµατα του απειροστικού λογισµού 
 
      

     Σύµφωνα µε τους Hughes-Hallett et al, ( στους Berry & Nyman, 2003), o 

απειροστικός λογισµός (Calculus), είναι ένα από τα µεγαλύτερα επιτεύγµατα της 

ανθρώπινης διάνοιας συγκρινόµενο ευθέως µε την κατάκτηση της σελήνης και την 

αποκρυπτογράφηση του ανθρώπινου γονιδιώµατος. Εµπνευσµένοι από προβλήµατα 

αστρονοµίας κυρίως, οι Newton και Leibniz ανέπτυξαν τις ιδέες τους τριακόσια 

χρόνια πριν. Από τότε και σε κάθε αιώνα που περνούσε καταδεικνύονταν όλο και 

περισσότερο η ικανότητα του απειροστικού λογισµού στο να διασαφηνίζει 

ερωτήµατα στα µαθηµατικά, στις φυσικές επιστήµες, στη µηχανική, στις κοινωνικές 

επιστήµες και στη βιολογία. Η ασυνήθιστη δυνατότητα του νέου λογισµού να ανάγει 

περίπλοκα προβλήµατα σε απλούς κανόνες και διαδικασίες τον κατέστησε ιδιαίτερα 

επιτυχηµένο και αποτελεσµατικό εργαλείο στα χέρια των επιστηµόνων, Berry & 

Nyman, (2003). 

     Ο απειροστικός λογισµός αναπτύχθηκε, στην προσπάθεια των επιστηµόνων να 

απαντήσουν στα δύο παρακάτω ερωτήµατα: 

 
Στο σχήµα το µικρό ανθρωπάκι περπατά προς την κατεύθυνση που δείχνουν τα βέλη 

στα δύο µονοπάτια. Οι διαφορές σε αυτά τα δύο µονοπάτια είναι βαθειά εδραιωµένες 

και σηµατοδοτούν µε απόλυτο τρόπο το πέρασµα από την άλγεβρα στην ανάλυση. 

Στην πρώτη περίπτωση, έστω και αν δεν δίνονται καθόλου αριθµητικά στοιχεία, 

διαισθητικά αντιλαµβάνεται κάποιος ότι η κλίση της συγκεκριµένης διαδροµής είναι 

πάντα σταθερή και πάντα αρνητική. Από την άλγεβρα γνωρίζουµε ότι αν (x1, y1) και 

(x2, y2) είναι δύο διακεκριµένα σηµεία αυτής της διαδροµής, τότε ανεξαρτήτως από 

το πόσο µακριά ή κοντά βρίσκονται αυτά, η κλίση της διαδροµής θα είναι 

2 1

2 1

y y

x x
λ

−
=

−
, και φυσικά το ίδιο αποτέλεσµα λ θα προκύπτει οποιοδήποτε ζεύγος 

διακεκριµένων σηµείων και αν επιλέξουµε πάνω στην πρώτη διαδροµή. Ας 
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θεωρήσουµε τώρα τη σκιαγραφηµένη περιοχή που ορίζεται από την εν λόγω 

διαδροµή, τον x΄x και τις δύο κατακόρυφες ευθείες, που διέρχονται από τα δύο 

διακεκριµένα σηµεία. Αν ονοµάσουµε Α το εµβαδόν αυτό, τότε από τη στιγµή που το 

σχήµα είναι τραπέζιο το εµβαδόν Α θα υπολογίζεται από το γνωστό τύπο για το 

εµβαδόν τραπεζίου. Το γεγονός ότι η σκιαγραφηµένη περιοχή ορίζεται από τέσσερις 

ευθείες σταθερής κλίσης, καθιστά επαρκή έναν απλό τύπο για τον υπολογισµό του 

εµβαδού Α. Ανακεφαλαιώνοντας µπορούµε να πούµε ότι στην περίπτωση της 

«αλγεβρικής διαδροµής», στοιχειώδεις αλγεβρικοί τύποι είναι αρκετοί για να 

υπολογίσουν την κλίση και το εµβαδόν της περιοχής κάτω από αυτήν. 

     Στη δεύτερη περίπτωση το «ανθρωπάκι» βαδίζει πάνω σε µια καµπύλη. Κατά τη 

διάρκεια αυτής της διαδροµής αντιλαµβανόµαστε διαισθητικά, ότι η κλίση αλλάζει 

συνεχώς, καθώς µετακινείται από αριστερά προς τα δεξιά. Εµπειρικά µπορούµε να 

δούµε ότι ξεκινά µε θετική κλίση και τερµατίζει µε αρνητική και κάπου ανάµεσα στο 

υψηλότερο σηµείο της διαδροµής, για µια στιγµή, η κλίση γίνεται µηδέν. Συνεπώς, 

πώς θα µπορούσε να υπολογίσει κάποιος τη κλίση κατά µήκος της καµπύλης, όπου 

αυτή συνεχώς µεταβάλλεται; Ειδικότερα, πως θα µπορούσε να υπολογίσει την κλίση 

σε ένα σηµείο Ρ της καµπύλης; Ίσως θα µπορούσαµε να ζητήσουµε τη βοήθεια του 

γνωστού τύπου για την κλίση της ευθείας, αλλά το ερώτηµα που προκύπτει είναι, 

ποια δύο σηµεία είναι τα καταλληλότερα. Η διαίσθησή µας λέει, να πάρουµε δύο 

σηµεία πολύ κοντά στο Ρ. Αλλά είναι αυτό ακριβές; ∆ύο σηµεία εκατέρωθεν του Ρ θα 

µπορούσαν να δώσουν π.χ. άλλοτε θετική και άλλοτε αρνητική κλίση, ανάλογα µε τη 

σχέση των τεταγµένων τους. Είναι φανερό ότι ο τύπος για την κλίση της ευθείας δεν 

είναι αρκετός για να µας δώσει την απάντηση στο ερώτηµα « ποια είναι η κλίση όταν 

η ευθεία αντικαθίσταται από µια καµπύλη». Για να απαντήσουµε σε αυτό το 

πρόβληµα θα πρέπει να επιστρατευτούν πιο δυναµικές και πιο γενικές τεχνικές 

υπολογισµού της. Το πρώτο θεµελιώδες πρόβληµα του απειροστικού λογισµού 

διατυπώνεται λοιπόν ως εξής:  

 

 

Πρόβληµα I. Να βρεθεί η ακριβής κλίση σε κάθε σηµείο Ρ µιας οποιασδήποτε 

                     καµπύλης. 
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 Στρέφουµε τώρα την προσοχή µας στην σκιαγραφηµένη περιοχή µε στόχο να 

αναζητήσουµε το εµβαδόν της. Άµεσα γίνεται αντιληπτό ότι η καµπύλη που είναι το 

ένα από τα τέσσερα σύνορά της, παρουσιάζει πρόβληµα στον υπολογισµό του 

εµβαδού. ∆εν είναι το σύνορο ενός τριγώνου, τραπεζίου ή παραλληλογράµµου, όπου 

θα χρησιµοποιούσαµε έναν στοιχειώδη τύπο ή έναν συνδυασµό από τέτοιους τύπους 

για να εξάγουµε το εµβαδόν. Μια λύση είναι να το προσεγγίσουµε, οπότε 

κινδυνεύουµε από ένα σφάλµα αντίστοιχο εκείνου που θα είχαµε υπολογίζοντας τη 

κλίση σε ένα σηµείο της καµπύλης µε το τύπο για την κλίση του ευθυγράµµου 

τµήµατος. Το δεύτερο θεµελιώδες πρόβληµα του απειροστικού λογισµού µπορεί 

τώρα να διατυπωθεί ως εξής: 

 

 

Πρόβληµα II. Να βρεθεί το εµβαδόν του επιπέδου χωρίου, του οποίου το σύνορο   

                       τουλάχιστον κατά ένα µέρος του, είναι µια τυχαία καµπύλη. 

 

 

Στην πορεία για τη λύση των δύο παραπάνω προβληµάτων, αναπτύχθηκε ένα 

εκπληκτικό σύνολο από µαθηµατικά εργαλεία, τα οποία προήγαγαν στο έπακρο τις 

µαθηµατικές και υπολογιστικές µας ικανότητες. Τα εργαλεία αυτά µας επέτρεψαν να 

λύσουµε προβλήµατα τα οποία µε µόνη την άλγεβρα, ήταν απλώς απροσπέλαστα.  

 

1.2.   Ερευνητικά ερωτήµατα και αναγκαιότητα της µελέτης.  

    

     Η δυσκολία που συναντούν οι µαθητές στην κατανόηση των βασικών εννοιών της 

ανάλυσης στη διάρκεια της Γ΄Λυκείου, είναι µια πραγµατικότητα  που τη βιώνει ο 

διδάσκων καθηµερινά κατά τη διάρκεια του µαθήµατος. Είναι  γνωστό από τα 

συµπεράσµατα διαφόρων ερευνών ότι η έννοια του απείρου και του απειροστού,  το 

βαθύτερο νόηµα της  οριακής κατάστασης και άλλες σύνθετες έννοιες, δε γίνονται 

κατανοητές. Ως εκ τούτου, τα παιδιά αρκούνται στην εφαρµογή ορισµένων κανόνων, 

αλγορίθµων ή τεχνικών προκειµένου να λύσουν κάποια προβλήµατα, χωρίς τις 

περισσότερες φορές να καταλαβαίνουν γιατί ισχύουν οι κανόνες αυτοί. Βλέπε 

ενδεικτικά Orton, (1983), Tall, (1990, 1997), Cornu, (1991), Cottrill et al, (1996). 

Πιστεύουµε ότι αν οι µαθητές έχουν µια ικανοποιητική κατανόηση των κεντρικών 
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εννοιών της ανάλυσης θα  ελαχιστοποιούντο τα  κρούσµατα µηχανιστικής 

αντιµετώπισης των προβληµάτων. Υποστηρίζουµε επίσης ότι αν, µε τη βοήθεια του 

διδάσκοντος, οι µαθητές έχουν εµβαθύνει, έστω και µερικώς, στα νοήµατα που 

διέπουν τις σύνθετες καταστάσεις που πραγµατεύεται ο συγκεκριµένος κλάδος, θα 

έχουν την ευκαιρία για µια ουσιαστικότερη επαφή µε το γνωστικό πεδίο που έχει 

χαρακτηριστεί ως ένα από τα πιο καταπληκτικά επιτεύγµατα της ανθρώπινης 

διάνοιας. Ο J. Stewart (1999), γράφει στον πρόλογο του βιβλίου του « Calculus»: «Η 

έµφαση πρέπει να δίνεται στην κατανόηση των εννοιών. Νοµίζω  σχεδόν όλοι 

συµφωνούµε  ότι αυτός πρέπει να είναι ο  πρωτεύων στόχος της διδασκαλίας του 

απειροστικού λογισµού».  

     Στην εργασία αυτή στόχος µας είναι να εξετάσουµε τόσο τον τρόπο µε τον οποίο 

αντιλαµβάνονται τις βασικές έννοιες   της ανάλυσης οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου, όσο 

και το επίπεδο κατανόησης των εννοιών αυτών εκ µέρους των µαθητών. Μέσα από  

κάποιες διδασκαλίες, ανεπαρκείς ως προς το πλήθος και τη διάρκειά τους 

οµολογουµένως, εξετάζουµε πως αντιλαµβάνονται τα παιδιά την έννοια της 

συναρτησιακής συµµεταβολής δύο µεγεθών, του ρυθµού µεταβολής, την έννοια του 

ορίου συνάρτησης και της συσσώρευσης ενός µεγέθους. Σκοπός µας είναι να 

διερευνήσουµε µε ποιους τρόπους µπορούν οι µαθητές, εµπλεκόµενοι σε µια 

διαδικασία µοντελοποίησης της κίνησης να αναπτύσσουν, να χρησιµοποιούν και να 

βελτιώνουν συµβολισµούς, εµπεδώνοντας ταυτόχρονα τις βασικές έννοιες του 

απειροστικού λογισµού. Τι είναι αυτό τέλος πάντων που έχουν στο νου τους τα παιδιά 

όταν µιλάνε για δύο µεγέθη που αλληλοεξαρτώνται και συµµεταβάλλονται; Τι 

καταλαβαίνουν όταν χρησιµοποιούν τη φράση «ρυθµός µεταβολής»; Τι φαντάζονται 

όταν εισέρχονται σε µια οριακή κατάσταση;   Ποιες εικόνες σχηµατίζουν για τη 

συσσώρευση ενός µεγέθους και το ρυθµό µε τον οποίο αυτή µεταβάλλεται; Σκοπός 

µας επίσης είναι να εξάγουµε κάποια συµπεράσµατα για τον τρόπο που διδάσκεται η 

ανάλυση σήµερα στο Λύκειο, να αναλύσουµε τους λόγους για τους οποίους  γίνεται 

αυτό και να διατυπώσουµε κάποιες προτάσεις για διδασκαλία.   

 

1.3.   Βιβλιογραφική ανασκόπηση 

   

     Ο τρόπος µε τον οποίο αντιλαµβάνονται οι µαθητές τις βασικές έννοιες του 

απειροστικού λογισµού έχει γίνει αντικείµενο εκτεταµένης έρευνας διεθνώς. Το 
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πολυσύνθετο του συγκεκριµένου γνωστικού πεδίου, η φύση των νοηµάτων του και η 

δυσκολία που βιώνουν οι µαθητές όταν προσπαθούν να το προσεγγίσουν, είναι οι 

κυριότεροι λόγοι για τους οποίους αποτελεί αντικείµενο επιστηµονικής έρευνας στα 

πλαίσια της διδακτικής των µαθηµατικών. Σύµφωνα µε τον Tall (1990), η διερεύνηση 

των ιδεών και της κατανόησης των µαθητών στις κεντρικές έννοιες του απειροστικού 

λογισµού αποκάλυψε θεµελιώδεις ασυνέπειες. Οι µαθητές µάθαιναν να απαντούν σε 

συγκεκριµένες (standart) ερωτήσεις αλλά αν η κατανόησή τους εξετάζονταν 

συστηµατικά, αναδύονταν δυσκολίες που ήταν καλά συγκαλυµµένες. Οι προ-

µαθηµατικές εµπειρίες που µοιραία οι µαθητές φέρνουν µέσα στην τάξη επηρεάζουν 

την κατανόησή τους στις έννοιες της ανάλυσης. Οι Hobbs & Relf  (1997), 

υπογραµµίζουν ότι αν η επιδίωξη σε µια σειρά µαθηµάτων απειροστικού λογισµού 

είναι οι µαθητές να καταλαβαίνουν τι κάνουν και λιγότερο να διαχειρίζονται 

σύµβολα, τότε πρέπει να αφιερώσουµε περισσότερο χρόνο στις βασικές έννοιες οι 

οποίες πρέπει να διερευνώνται εξονυχιστικά. Στην πλειοψηφία των µαθηµάτων 

αυτών η εισαγωγή στον απειροστικό λογισµό γίνεται κατά βάση σταδιακά ξεκινώντας 

µε την έννοια της συνάρτησης συνεχίζοντας µε αυτήν του ορίου, της συνεχείας κ.λ.π.. 

Αυτό έχει κάποια πλεονεκτήµατα αλλά βάζει βραχυπρόθεσµους στόχους και δεν είναι 

µακράς πνοής. Αναπτύσσουν ταχύτητα για να τρέξουν την ύλη αντί να διερευνούν σε 

βάθος τις βασικές έννοιες. Οι Borgen & Manu Stan (2002), κατά τη διάρκεια µιας 

µελέτης περίπτωσης, διαπίστωσαν ότι ένας µαθητής µπορεί να παρουσιάσει µια λύση 

σε ένα πρόβληµα ανάλυσης χρησιµοποιώντας τους αλγεβρικούς τύπους και τις 

τυπικές διαδικασίες, χωρίς να έχει συνδέσει τα επιµέρους συστατικά του 

προβλήµατος.  Είναι όµως γνωστό ότι πλήρης κατανόηση µπορεί να επιτευχθεί µόνο 

όταν ο µαθητής συνδέσει τη γνώση και τις εµπειρίες του µε τα διάφορα µέρη του 

προβλήµατος. Εάν επιπλέον ο δάσκαλος είναι ενήµερος των πιθανών παρανοήσεων 

των µαθητών, τότε αυτό θα τον βοηθήσει να βελτιώσει τη διδασκαλία του. Oι 

Gravemeijer & Doorman (1999), διαπίστωσαν πως όταν οι µαθητές ασχολούνται µε   

την επίλυση των λεγοµένων «context problems», ξαναανακαλύπτουν τα µαθηµατικά  

και  δεν αισθάνονται απόσταση µεταξύ της καθηµερινής εµπειρίας και των 

µαθηµατικών. Ο απειροστικός λογισµός προσφέρει τις ευκαιρίες για επαφή των 

µαθητών µε αυτά τα προβλήµατα. Τα παιδιά που ασχολούνται µε τέτοια προβλήµατα, 

αναπτύσσουν την εµπειρική πραγµατικότητά τους. Από τη µια µεριά τα προβλήµατα 

αυτά έχουν τις ρίζες τους σ’ αυτήν την εµπειρική πραγµατικότητα και από την άλλη 

λύνοντάς τα, βοηθούν τους µαθητές να επεκτείνουν την πραγµατικότητά τους. Oι 
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Berry & Nyman (2003), συµφωνούν  µε τον Koirala (1997), ότι ένα εισαγωγικό 

µάθηµα στον απειροστικό λογισµό, πρέπει να είναι απαλλαγµένο από τα τυπικά, 

αναπτυγµένο διαισθητικά και βασισµένο εννοιολογικά πάνω στις συναρτήσεις και 

την γραφική τους αναπαράσταση, π.χ. βλέπε και προσέγγιση του M. Kline, (1977). Οι 

τύποι και οι κανόνες δεν θα πρέπει να δίνονται χωρίς αιτιολόγηση αλλά θα πρέπει να 

αναπτύσσονται διαισθητικά, µε βάση τις προηγούµενες γνώσεις και τις εµπειρίες των 

µαθητών. O Tim Erickson (2006), επισηµαίνει ότι οι µαθητές δυσκολεύονται όταν 

καλούνται να χρησιµοποιήσουν τις γνώσεις τους στον απειροστικό λογισµό, για να 

µοντελοποιήσουν πραγµατικές καταστάσεις στη φυσική. Όταν συναντούν σύµβολα 

διαφορετικά από το x για την ανεξάρτητη µεταβλητή και το y για την εξαρτηµένη, τα 

αισθάνονται ξένα και δεν µπορούν να τα χειριστούν µε τον ίδιο τρόπο. Άµεση 

συνέπεια αυτού είναι η δυσκολία να συνδέσουν τα µαθηµατικά µοντέλα που 

απλόχερα προσφέρει ο απειροστικός λογισµός µε τις πραγµατικές καταστάσεις και 

στο σηµείο αυτό η βοήθεια του δασκάλου είναι αποφασιστικής σηµασίας. Καλείται 

βέβαια να υπερπηδήσει εµπόδια όπως π.χ. τα προγράµµατα σπουδών που είναι τόσο 

γεµάτα ώστε οτιδήποτε παραπανίσιο να αντιµετωπίζεται τουλάχιστον µε καχυποψία.  

Ο P. Liljedahl σε µια προσπάθεια να µελετήσει τον τρόπο που συνδέεται το 

αντικείµενο της µάθησης µε τις προσωπικές εµπειρίες του µαθητή, συµπεραίνει ότι η 

ανάγκη να γεφυρώσουµε τις κεντρικές έννοιες της ανάλυσης που θα διδάξουµε   µε 

τις εµπειρίες των µαθητών είναι αποδεδειγµένη και η σηµασία αυτής της γεφύρωσης 

πολύ µεγάλη. Οι Asiala, et al (1997), έδειξαν ότι οι µαθητές που παρακολουθούν 

διδασκαλίες βασισµένες περισσότερο στη θεωρία και στη θεωρητική ανάλυση, ίσως 

έχουν µεγαλύτερη επιτυχία στο να αναπτύσσουν την κατανόηση της έννοιας της 

συνάρτησης και της παραγώγου της σε σχέση µε µαθητές που παρακολουθούν 

παραδοσιακές διδασκαλίες. Σύµφωνα µε τον Πρίντεζη (2006), τα απειροστά, παρ’ ότι 

έχουν επαρκώς θεµελιωθεί τα τελευταία πενήντα χρόνια, εξακολουθούν να είναι 

παραγκωνισµένα και στο σχολείο και στο Πανεπιστήµιο αφού υπάρχει απροθυµία για 

την αλλαγή συνηθειών όπως του κλασικού ορισµού του ορίου. Κατά τον Kleiner 

(2001), τα απειροστά, σε ανεπίσηµο επίπεδο, φαίνεται να είναι τόσο ελκυστικά όσο 

και τα όρια. Οι φυσικοί και οι µηχανικοί, τα έχουν χρησιµοποιήσει γι’ αυτό το λόγο 

αρκετά µετά τον εξοστρακισµό τους από τα µαθηµατικά. Οι µαθηµατικοί δε, τα 

χρησιµοποιούν ακόµη έστω και ανεπίσηµα µε την βεβαιότητα ότι έχουν βοήθεια στην 

αυστηρότητα. Η έννοια ενός πράγµατος τόσο µικρού ώστε να θεωρείται αµελητέο 

είναι οικεία. Για πάνω από δύο χιλιετηρίδες η µέθοδος των απειροστών 
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χρησιµοποιούνταν µε µεγάλη επιτυχία, από επιστήµονες όπως ο Αρχιµήδης, ο 

Leibniz, o Newton, o Euler και o Cauchy.   O Orton (1983)  αναφέρει ότι αρκετοί 

µαθητές µαθαίνουν την παραγώγιση σαν ένα σύνολο κανόνων που πρέπει   να 

εφαρµοστεί, χωρίς προσπάθεια να διαφανούν οι λόγοι για τους οποίους γίνεται αυτό 

και να δικαιολογηθεί η διαδικασία.  Για πολλούς αυτό είναι µια λανθασµένη 

διδακτική πρακτική αλλά στην πράξη ο ισχυρισµός αυτός δεν έχει διερευνηθεί 

πλήρως. Όµως το ερώτηµα αν θα πρέπει οι µαθητές να εισάγονται από νωρίς στον 

απειροστικό λογισµό παραµένει. Όσον αφορά την κεντρική έννοια του ρυθµού 

µεταβολής, ο Οrton βρήκε ότι την σχετίζουν µε τις έννοιες του λόγου και της 

αναλογίας, πράγµα που τους οδηγεί σε παρανοήσεις. Γενικά τα παιδιά έχουν µικρή 

διαισθητική κατανόηση των βασικών εννοιών και θεµελιώδεις παρανοήσεις σχετικά 

µε την παράγωγο. Σχεδόν όλοι  οι µαθητές µπορούν να εφαρµόζουν τους κανόνες 

παραγώγισης, αλλά µόλις τους παρουσιάζεται µια συνάρτηση που δεν έχουν ξαναδεί, 

η συχνότητα των λαθών αυξάνεται δείχνοντας δυνατή εξάρτηση από τα αλγοριθµικά 

βήµατα, χωρίς να υπάρχει βαθειά εννοιολογική κατανόηση. Ένα άλλο σηµείο που 

παρουσίαζε µεγάλες δυσκολίες για τους µαθητές, είναι και η µετάβαση από το µέσο 

στο στιγµιαίο ρυθµό µεταβολής. Γενικότερα ο Orton επιβεβαίωσε ότι µαθητές που τα 

κατάφερναν καλά σε προβλήµατα ρουτίνας, είχαν σοβαρές δυσκολίες όταν 

συναντούσαν πρωτότυπα προβλήµατα. Αυτό το απέδωσε στην ασθενή εννοιολογική 

εικόνα που έχουν για τις βασικές έννοιες της ανάλυσης.  O Cornu (1991),  διαπίστωσε  

ότι η ποικιλία των ιδεών, ο πλούτος και η πολυπλοκότητα των εννοιών και τα 

γνωστικά εµπόδια, κάνουν τη διδασκαλία της έννοιας του ορίου εξαιρετικά δύσκολη. 

Έχουν γίνει πολλές προσπάθειες αλλά το πρόβληµα παραµένει άλυτο. Λαµβάνοντας 

υπόψη αυτές τις προσπάθειες, η έρευνα εδώ και αρκετά χρόνια έχει δείξει ότι οι 

αντιλήψεις των µαθητών χαρακτηρίζονται από µεγάλη ποικιλία, ότι κάνουν 

θεµελιώδη λάθη και δεν ξεπερνούν απαραίτητα τα επιστηµολογικά εµπόδια. Oι 

Cottrill et al (1996), βρήκαν ότι η δυναµική κατανόηση του ορίου είναι πολύ πιο 

σύνθετο πράγµα, από το να εσωτερικεύσει κανείς µια ενέργεια όπως ο τυπικός 

ορισµός. Αντίθετα από ορισµένους ερευνητές  που πιστεύουν ότι η δυναµική 

κατανόηση µπορεί να εµποδίσει τη διαδικασία της τυπικής κατανόησης του ορίου, 

ασπάζονται το αντίθετο, δηλαδή ότι η δυσκολία να κινηθούµε προς µια πιο τυπική 

ανάπτυξη της έννοιας είναι, τουλάχιστον εν µέρει, αποτέλεσµα της ανεπαρκούς 

δυναµικής κατανόησης. H Jordaan (2005), διερευνώντας τις παρανοήσεις 

σπουδαστών µιας πολυτεχνικής σχολής γύρω από την έννοια του ορίου, παρατήρησε 
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ότι   έβλεπαν το όριο σαν κάτι µη δυνάµενο να το φτάσει κανείς και το απέδωσε στη 

γλώσσα που χρησιµοποιούν τα βιβλία µε τη χρήση των λέξεων «τείνει στο» και 

«προσεγγίζω». Είναι λέξεις που υποδηλώνουν την ενέργεια «πλησιάζοντας το όριο», 

και η οποία εγκαθιστά µια δυναµική αναπαράσταση του ορίου. Η αναπαράσταση 

αυτή υποδηλώνει µια κίνηση προς το όριο χωρίς ποτέ να φτάνουµε εκεί. Αυτό 

δικαιολογεί και την άποψη της πλειοψηφίας των µαθητών ότι το όριο είναι µια 

διαδικασία και όχι ένα αντικείµενο. Κλείνοντας αυτήν τη βιβλιογραφική ανασκόπιση, 

θα αναφερθούµε στον  Thompson (1994), στου οποίου το άρθρο  µε τίτλο « Images of 

rate and operational understanding of the fundamental theorem of calculus», 

στηρίχτηκε ένα µεγάλο µέρος αυτής της εργασίας. Σύµφωνα µε τον Thompson οι 

µαθητές κατ’ επανάληψη έχουν δείξει ότι η εικόνα που σχηµατίζουν για την έννοια 

της συνάρτησης, είναι µια έκφραση µικρή αριστερά, µια µεγαλύτερη δεξιά και στη 

µέση το ¨=¨ ∆εν είναι η µόνη που θα µπορούσαν να πλάσουν αλλά είναι η µόνη που 

δουλεύει. Οι αναπαραστάσεις των µαθητών για το µέσο ρυθµό µεταβολής, δεν είναι 

ενεργητικές και λειτουργικές σε τέτοια έκταση ώστε να µπορούν να αφοµοιώσουν 

κάθε µεταβολή ενός µεγέθους που προκύπτει πολλαπλασιαστικά από δύο άλλα 

µεγέθη.. Βλέπουν τη µεταβολή του ενός µεγέθους ανεξάρτητα από τη µεταβολή του 

άλλου µεγέθους και αυτό δηµιουργεί περαιτέρω δυσκολίες στην κατανόηση του 

θεµελιώδους θεωρήµατος του απειροστικού λογισµού. 

 

1.4. Το πείραµα. 

 

1.4.1.  Περιγραφή του πειράµατος. 

     

    Στα πλαίσια της παρούσας µελέτης έγιναν δύο διδασκαλίες διάρκειας δύο 

διδακτικών ωρών η κάθε µία, σε ένα τµήµα Γ΄ τάξης θετικής και τεχνολογικής 

κατεύθυνσης ενός Γενικού Λυκείου της Αθήνας. Οι διδασκαλίες αυτές 

επαναλήφτηκαν σε ένα τµήµα επίσης θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης ενός 

ιδιωτικού σχολείου  της Αθήνας. Ο αριθµός  των µαθητών κάθε τάξης ήταν δέκα 

τρεις. Κατά τη διάρκεια αυτών των διδασκαλιών λύθηκαν δύο «πραγµατικά 

προβλήµατα» τα οποία παραθέτουµε και αναλύουµε παρακάτω. Οι διδασκαλίες 

µαγνητοφωνήθηκαν και οι διάλογοι παρατίθενται προς ανάλυση, όπως ακριβώς 

έγιναν και προέκυψαν κατά την αποµαγνητοφώνηση. Πριν προχωρήσουµε στην 
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ανάλυση των δύο προβληµάτων που οι µαθητές κλήθηκαν να διαπραγµατευτούν, 

θεωρούµε σκόπιµο να αναφερθούµε στην πρακτική της τάξης. Οι µαθητές 

συζητούσαν και αντάλλασαν µεταξύ τους απόψεις προκειµένου να απαντήσουν στα 

ερωτήµατα, συνεργαζόµενοι ανά δύο στο ίδιο θρανίο. Στη συνέχεια και αφού 

προηγουµένως τα παιδιά έγραφαν τις απαντήσεις τους στο φύλλο εργασίας, 

ακολουθούσε διάλογος του διδάσκοντος µε όλη την τάξη προκειµένου να 

σχολιαστούν οι απαντήσεις των µαθητών και να λυθούν στον πίνακα τα δύο 

προβλήµατα των οποίων αντικειµενικός στόχος ήταν µια διαισθητική προσέγγιση και 

αιτιολόγηση του θεµελιώδους θεωρήµατος του απειροστικού λογισµού. Προσδοκία 

µας ήταν µέσα από την ανάλυση των διαλόγων και την εξέταση των απαντήσεων των 

µαθητών, να εξαχθούν κάποια συµπεράσµατα σχετικά µε τον τρόπο που 

αντιλαµβάνονται οι µαθητές τις βασικές έννοιες του απειροστικού λογισµού και τις 

βελτιώσεις εκείνες που θα µπορούσαν να οδηγήσουν στην εµπέδωσή τους.  

 

1.4.2.  Τα προβλήµατα. 

 

    Το πρώτο πρόβληµα επιλέχτηκε από το χώρο της φυσικής και αφορά την ελεύθερη 

πτώση ενός αντικειµένου. Πρόκειται για µια κατάσταση προσιτή και οικεία στους 

µαθητές.  

Πρόβληµα 1: Η έννοια του ρυθµού µεταβολής. 
 

Ένα αντικείµενο αφήνεται να πέσει ελεύθερα από την ταράτσα ενός 
ουρανοξύστη.  
α)Αν d(t), t∈[0, 5] παριστάνει την απόσταση που διανύει κατά την πτώση του το 
αντικείµενο σε συνάρτηση µε το χρόνο, να βρείτε το d(t), και να παραστήσετε 
γραφικά τη συνάρτηση ψ = d(t), αφού συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 
τιµών. ( Να αγνοήσετε την αντίσταση του αέρα. ∆ίνεται g = 10m/sec2 ) 
 

t →sec 0 1 2 3 4 5 
d(t)→m       
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β) Βρείτε τη µέση ταχύτητα του αντικειµένου µεταξύ 3,1 και 3,2 sec 
                                                                                           3,2 και 3,3 sec 
                                                                                           3,15 και 3,25 sec 
 
γ) i) Να προσδιορίσετε το τύπο της συνάρτησης που εκφράζει τη µέση ταχύτητα 

( )tυ  του αντικειµένου, µέσα σε οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα πλάτους 0,1sec 
και να κάνετε τη γραφική της παράσταση, στο παρακάτω σύστηµα 
συντεταγµένων. 
ii)\Υπολογίστε το (2,5)υ . Τι παριστάνει το αποτελέσµα; 
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δ)i) Να γενικεύσετε την απάντησή σας στο (γ), εισάγοντας µία παράµετρο h. Να 
προσδιορίσετε δηλαδή τη µέση ταχύτητα του αντικειµένου πάνω σε οποιοδήποτε 
διάστηµα µήκους h. 
 ii) ∆οκιµάστε ολοένα και µικρότερες τιµές της παραµέτρου h, έτσι ώστε, να 
προκύψει µια οικογένεια συναρτήσεων. 
Για h = 0,1         ( )tυ  = …………………………………………….. 

Για h = 0,01       ( )tυ  = …………………………………………….. 

Για h = 0,001     ( )tυ  = …………………………………………….. 

Για h = 0,0001   ( )tυ  = …………………………………………….. 

Για h = 0,00001 ( )tυ  = …………………………………………….. 
Τι παρατηρείτε; 
 
 
ε) Ο Νίκος είχε την εξής απορία σχετικά µε το (δ):Εγώ γνωρίζω ότι ταχύτητα 
σηµαίνει διανύω µια ορισµένη απόσταση µέσα σε ένα χρονικό διάστηµα. Αν 
λοιπόν σκεφτόµαστε για ένα κινούµενο σώµα, για µια στιγµή του χρόνου, τότε 
δεν θα διανύσει καµιά απόσταση σ’ αυτή τη χρονική στιγµή, διότι απλά δεν θα 
έχει κανένα χρονικό περιθώριο να µετακινηθεί πουθενά. Συνεπώς τι νόηµα έχει 
να µιλάµε για ταχύτητα του σώµατος µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή; 
i)  Σχολιάστε το δίλληµα του Νίκου  
ii) ∆ώστε το τύπο της συνάρτησης που εκφράζει την ταχύτητα υ του 
αντικειµένου, κάθε χρονική στιγµή t.  
 
στ) Υποθέστε ότι ένα µέγεθος y εξαρτάται από ένα άλλο µέγεθος x, και η σχέση 
τους καθορίζεται από τη συνάρτηση y = f(x), x∈A.  
i) Να εκφράσετε τον µέσο ρυθµό µεταβολής του y σε κάθε διάστηµα   µήκους h, 
      που βρίσκεται στο πεδίο ορισµού της f.  
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ii) Τι σχέση έχει η συνάρτηση αυτή µε τον στιγµιαίο ρυθµό µεταβολής του y ως    
προς χ; Μπορείτε να προσδιορίσετε τη συνάρτηση που εκφράζει το στιγµιαίο 
ρυθµό µεταβολής του y ως προς x και να δώσετε τη µονάδα µέτρησής του; 
iii) Προσπαθείστε να απεικονίσετε γραφικά αυτή τη σχέση στο παρακάτω 
σύστηµα συντεταγµένων. 
 

 
 
 

     Στόχος του πρώτου ερωτήµατος είναι να διερευνηθεί το επίπεδο της γνώσης των 

µαθητών γύρω από την έννοια της συνάρτησης και της συναρτησιακής µεταβολής. 

Στο δεύτερο ερώτηµα εξετάζεται η έννοια του µέσου ρυθµού µεταβολής που είναι 

κοµβική στον απειροστικό λογισµό. Στο πρώτο υποερώτηµα των ερωτηµάτων (γ) και 

(δ), επιχειρούµε µια γενίκευση της έννοιας του µέσου ρυθµού, ώστε αυτός να 

εκφράζεται ως συνάρτηση του χρόνου για την αναπαράσταση της οποίας, οι µαθητές 

θα πρέπει να επιστρατεύσουν τις εµπειρίες τους από την έννοια της συνάρτησης.  Στο 

δεύτερο υποερώτηµα του  ερωτήµατος (δ) καθώς και στο πέµπτο ερώτηµα, 

εξετάζουµε την θεµελιώδη έννοια του στιγµιαίου ρυθµού µεταβολής ενός µεγέθους, 

όπου µας δίνεται η ευκαιρία να διερευνήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές 

αντιλαµβάνονται µια οριακή κατάσταση. Τέλος στο έκτο ερώτηµα επιχειρούµε µια 

γενίκευση όσων εξετάστηκαν παραπάνω. Το ερώτηµα αυτό τελικά δε λύθηκε ούτε 



 22 

συζητήθηκε µέσα στην τάξη, κυρίως λόγω έλλειψης χρόνου. ∆όθηκε όµως για να το 

επεξεργαστούν τα παιδιά στο σπίτι. 

     Η ιδέα για το δεύτερο πρόβληµα πηγάζει από µια πραγµατική κατάσταση, όπου 

ένα ανεστραµµένο κωνικό δοχείο γεµίζει µε νερό.  

 

Πρόβληµα 2: Η έννοια της συσώρευσης ενός µεγέθους. 

 
Θεωρούµε ένα κωνικό δοχείο µε ακτίνα βάσης 3m και ύψος 8m, που είναι 
ανεστραµµένο και γεµίζει µε νερό. α) i) Να εκφράσετε το εµβαδόν Ε της 
(κυκλικής) επιφάνειας του νερού (µιας οριζόντιας τοµής δηλαδή), ως  συνάρτηση 
του ύψους x του νερού στο  κωνικό   δοχείο.                                                 

 
 
  ii) Να κάνετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης  y = Ε(x) στο διπλανό 

σύστηµα αξόνων παίρνοντας    
9

0,44
64

π
≈ , και τα δεδοµένα από τον παρακάτω 

πίνακα. 
x 0 2 4 6 8 
E(x) 0 1,76 7,04 15,84 28,16 

 
                                         β) i) Στη περίπτωση που το x = 5m, να χωρίσετε το ύψος  
                                          αυτό σε ν ίσα µέρη και υποθέτοντας το ν αρκετά µεγάλο  
                                          να προσθέσετε τους όγκους των στερεών που  
                                            προκύπτουν 
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                                      ii) Να γενικεύσετε για τη τυχαία τιµή του ύψους x. 
                                          Τι εκφράζει το άθροισµα αυτό;  
γ) Να βρείτε το τύπο της συνάρτησης που µας δίνει το  µέσο ρυθµό µεταβολής 
dV(x),του όγκου του νερού σε οποιοδήποτε διάστηµα του ύψους  x∈ [0, 8], 
πλάτους h. Γράψτε τη µονάδα µέτρησης του ρυθµού µεταβολής του όγκου. 
                                           
                                    δ) (i) Τι εκφράζει η διαφορά   V(x + h) – V(x); 
                                    (ii)  Για µικρά h να δικαιολογήσετε  την σχέση    

                                          
( ) ( )

( )
V x h V x

x
h

+ −
≈ Ε  

                                     Στην παραπάνω σχέση, µε πιο τρόπο το 1ο µέλος µπορεί να                  
                                     προσεγγίζει καλύτερα το Ε(x); Πότε τελικά έχουµε ισότητα  
                                     και ποια είναι αυτή; 
 

 
 
ε) i) Να επανέλθετε στο ερώτηµα (β) στο οποίο υπενθυµίζουµε ότι προσδιορίσαµε 
κατά προσέγγιση τον όγκο για x=5. Με ποιον τρόπο µπορούµε να προσεγγίσουµε 
καλύτερα την ακριβή τιµή του όγκου για x=5;  Να  γράψετε έναν τύπο, που θα 
µας δίνει την ακριβή τιµή του όγκου του νερού στο κωνικό δοχείο, όταν το ύψος 
x του νερού είναι 5m. 
    ii) Να γενικεύσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (i), και να δώσετε το τύπο 
µιας συνάρτησης, που εκφράζει την ακριβή τιµή του όγκου του νερού για την 
τυχαία τιµή του ύψους x του νερού. 
iii) Ποιο συµπέρασµα προκύπτει αν ληφθεί υπόψη η ισότητα στο ερώτηµα δ(ii); 
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     Στο πρώτο ερώτηµα ζητείται να εκφραστεί το εµβαδόν µιας οριζόντιας τοµής του 

νερού σε συνάρτηση µε το ύψος x του νερού, καθώς το κωνικό δοχείο γεµίζει και 

ήταν άλλη µια ευκαιρία για τα παιδιά να διαχειριστούν τις εµπειρίες τους από την 

έννοια της συνάρτησης. Στο δεύτερο ερώτηµα ζητήθηκε από τους µαθητές να 

υπολογίσουν τον όγκο V του νερού  σε συνάρτηση µε το ύψος του x, µε τη βοήθεια 

ενός αθροίσµατος  Riemann. Στόχος του ερωτήµατος αυτού, ήταν να κατανοήσουν οι 

µαθητές ότι έχουµε τη δυνατότητα να προσεγγίσουµε ικανοποιητικά τον όγκο του 

νερού συναρτήσει του ύψους, αλλά η δεδοµένη απειρία τους σχετικά µε το άθροισµα 

Riemann, µας υποχρέωσε να αρκεστούµε στον υπολογισµό του τύπου της 

συνάρτησης προκειµένου κατόπιν να βρουν το ρυθµό µε τον οποίο αυτός 

µεταβάλλεται. Στο τρίτο ερώτηµα οι µαθητές κλήθηκαν να επαναφέρουν τις εµπειρίες 

τους για το µέσο ρυθµό µεταβολής, σε µια µη συνηθισµένη κατάσταση, ενώ στο 

τέταρτο  και στο πέµπτο ερώτηµα επιχειρείται µια εποπτική αιτιολόγηση του 

θεµελιώδους θεωρήµατος του απειροστικού λογισµού που ήταν και ο αντικειµενικός 

σκοπός των δύο προβληµάτων. Κατά τη διαπραγµάτευση των δύο αυτών 

ερωτηµάτων µας δόθηκε για άλλη µια φορά η ευκαιρία, να εξετάσουµε τον τρόπο που 

αντιλαµβάνονται οι µαθητές την έννοια του ορίου συνάρτησης και γενικότερα τις 

οριακές καταστάσεις, φτάνοντας µέχρις αυτήν του ορισµένου ολοκληρώµατος.    
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2.1 Κοινότητες Πρακτικής στη Μάθηση. 
 
    Η έρευνα στο πεδίο της µαθηµατικής εκπαίδευσης ασχολήθηκε για πολλά χρόνια 

µε τις αδυναµίες και τις αποτυχίες της παραδοσιακής προσέγγισης της σχολικής 

µαθηµατικής γνώσης από τους µαθητές. Βασική αρχή αυτής της προσέγγισης είναι 

ότι τα µαθηµατικά αποτελούν ένα σύνολο αφηρηµένων κανόνων και τεχνικών, 

αποκοµµένων από την καθηµερινή πραγµατικότητα του µαθητή, που δεν µπορούν να 

ανακαλυφθούν από αυτόν, αλλά µόνο να αποκτηθούν µέσα από επίπονες και 

µακροχρόνιες, εξατοµικευµένου κυρίως χαρακτήρα, διαδικασίες αναπαραγωγής της 

γνώσης. Αυτό επιδιώκεται µε την ασφυκτική καθοδήγηση του εκπαιδευτικού, η οποία 

οφείλει να υπακούει χωρίς παρεκκλίσεις σε ένα προκαθορισµένο πρωτόκολλο 

εργασίας, κοινό για όλους τους µαθητές και συγκροτηµένο από ένα φορέα, που 

αναγνωρίζεται επισήµως ως ο αρµόδιος από επιστηµονική, κοινωνική και πολιτική 

άποψη για αυτό το σκοπό.  

     Το πλήθος και το εύρος των αδυναµιών της συγκεκριµένης προσέγγισης και η 

συνεχιζόµενη αποτυχία ιδιαίτερα υψηλού ποσοστού µαθητών στα µαθηµατικά σε 

ολόκληρο τον κόσµο, κατέστησαν σαφή την ελλιπή κατανόηση και ερµηνεία των 

φαινοµένων µάθησης και διδασκαλίας των µαθηµατικών, που προσέφερε αυτή η 

θεώρηση και αµφισβήτησαν σοβαρά την αντίστοιχη εκπαιδευτική πράξη. Η 

συνειδητοποίηση αυτή, αν και ξεκίνησε ουσιαστικά τη δεκαετία του 1970, 

εκφράστηκε µε συγκεκριµένο τρόπο τη δεκαετία του 1980, ενώ κατά τη δεκαετία του 

1990 και την τρέχουσα δεκαετία απέκτησε τέτοια δυναµική, ώστε οδήγησε στην 

ανάπτυξη µιας σειράς εναλλακτικών θεωρήσεων των παραπάνω φαινοµένων, στην 

πλειοψηφία τους συµπληρωµατικών µεταξύ τους, όπως τείνει να γίνει σήµερα 

αποδεκτό. Σε αυτή την εξέλιξη συνέβαλαν συγκυρίες επιστηµονικού, κοινωνικού και 

πολιτικού χαρακτήρα, όχι απαραίτητα η µια ανεξάρτητα από τις άλλες.  

Συγκεκριµένα, κατά το δεύτερο µισό του εικοστού αιώνα, ψυχολογικές θεωρίες 

όπως αυτές του κονστρουκτιβισµού  – που έδωσε έµφαση στην ενεργό κατασκευή 

της γνώσης από το άτοµο – και της κοινωνικο-πολιτισµικής προσέγγισης της γνώσης 

– που εστίασε στη σηµασία της διαµεσολάβησης του κοινωνικού πλαισίου και των 

πολιτισµικών εργαλείων στη διαδικασία µάθησης - καθώς και κοινωνιολογικές 

θεωρίες, όπως του Bernstein, για τους εκπαιδευτικούς µηχανισµούς αναπαραγωγής 

των κοινωνικών δοµών, και του Bourdieu, για το ρόλο του «πολιτισµικού κεφαλαίου» 

του µαθητή στην εκπαίδευσή του, προσέφεραν νέους τρόπους ανάγνωσης των 
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φαινοµένων της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Οι αναγνώσεις αυτές οδήγησαν στην 

αναγνώριση της αναγκαιότητας συν-θεώρησης των ψυχολογικών και 

κοινωνιολογικών παραµέτρων για την κατανόηση των φαινοµένων της µάθησης και 

της διδασκαλίας των µαθηµατικών, προσανατολισµό που διέπει σήµερα την 

αναζήτηση θεωρητικών πλαισίων ικανών να ερµηνεύσουν αποτελεσµατικά την 

πολυπλοκότητα αυτών των φαινοµένων. Ωστόσο, µε εξαίρεση την 

κονστρουκτιβιστική θεώρηση η οποία δοκιµάστηκε στην εκπαιδευτική πράξη και, 

ανεξάρτητα από την ακριβή ερµηνεία και την επιτυχηµένη ή µη εφαρµογή της, 

αποτελεί σήµερα ένα από  τα κυρίαρχα πρότυπα στο δυτικό κόσµο, ελάχιστες από τις 

υπόλοιπες θεωρητικές προσεγγίσεις δοκιµάστηκαν σε µεγάλη κλίµακα στη σχολική 

πραγµατικότητα για διάφορους λόγους. 

    Παράλληλα ή ίσως σε αλληλεπίδραση µε τα παραπάνω, οι ασταθείς και συχνά 

δυσχερείς οικονοµικές, κοινωνικές και πολιτικές συνθήκες που διαµορφώθηκαν στο 

δυτικό κόσµο, ιδιαίτερα µε τις µετακινήσεις µεγάλων οµάδων µεταναστών κατά την 

τελευταία δεκαετία του εικοστού αιώνα, ενίσχυσαν τη συνειδητοποίηση της 

αναγκαιότητας για αναθεώρηση της εκπαιδευτικής διαδικασίας. Ειδικότερα, 

ενθάρρυναν την υιοθέτηση εκπαιδευτικών πολιτικών πιο φιλικών προς τις ανάγκες 

των διαφόρων κοινωνικών και πολιτισµικών οµάδων που συγκροτούν τις δυτικές 

κοινωνίες. Στην πορεία αναγνώρισης και υλοποίησης αυτών των αλλαγών, που 

βρίσκεται ακόµη σε εξέλιξη, συνέβαλε σηµαντικά η εκπαιδευτική έρευνα, 

καταγράφοντας τη σταθερή αποτυχία των εκπαιδευτικών συστηµάτων να εντάξουν µε 

επιτυχία στην εκπαιδευτική διαδικασία µαθητές που προέρχονταν από µη 

προνοµιούχες κοινωνικές τάξεις και από εθνικές, θρησκευτικές ή άλλες µειονότητες.  

     Στην παραδοσιακή τάξη των µαθηµατικών, η µάθηση αποτελεί συχνά µια 

παθητική, ατοµική και σιωπηλή διαδικασία. Οι µαθητές επιλύουν ασκήσεις από ένα 

βιβλίο ή φύλλο εργασίας, στις οποίες καλούνται να εργαστούν πάνω σε µια στενά 

προκαθορισµένη ερώτηση, που επιδέχεται µια συγκεκριµένη και µοναδική απάντηση, 

η οποία µπορεί να αξιολογηθεί µόνο από τον εκπαιδευτικό και αναµένεται να 

παραχθεί µε σχετική ταχύτητα και χωρίς δισταγµό, µέσα από την αναπαραγωγή 

διεργασιών που έχουν πρόσφατα διδαχτεί.  

     Σε αντίθεση µε την παραδοσιακή, οι εναλλακτικές διδακτικές προσεγγίσεις στα 

µαθηµατικά τις οποίες υιοθετούν οι µεταρρυθµιστικές εκπαιδευτικές πολιτικές, 

εστιάζουν στην ανάπτυξη της σκέψης και του συλλογισµού, στην επίλυση 

προβλήµατος και στην επικοινωνία. Αυτή η οπτική δεν προσφέρει µόνο µια 



 28 

διευρυµένη θεώρηση για τη µαθηµατική ικανότητα και τη διδασκαλία των 

µαθηµατικών, αλλά διαµορφώνει, επιπλέον, ένα πλαίσιο λειτουργίας της τάξης, το 

οποίο προϋποθέτει τη διασφάλιση ισότιµων ευκαιριών για όλους τους µαθητές σε ό,τι 

αφορά την επεξεργασία της µαθηµατικής γνώσης και την επίτευξη υψηλών στόχων 

στο συγκεκριµένο αντικείµενο. Σε αυτή την κατεύθυνση, η τάξη µετατρέπεται σε ένα 

πεδίο δράσης όπου οι µαθητές εµπλέκονται ενεργά µε τη µαθηµατική γνώση, ο λόγος 

αποτελεί βασικό χαρακτηριστικό της δραστηριοποίησής τους και η προσωπική 

κατασκευή και κατανόηση του µαθηµατικού νοήµατος συνιστούν σηµαντικούς 

στόχους της κοινωνικά οροθετηµένης δραστηριότητας που αναπτύσσεται. 

    Οι θεωρίες µάθησης που κυριάρχησαν στο χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης τις 

τελευταίες δεκαετίες µπορούν να διακριθούν σε αυτές που αντιµετωπίζουν τη µάθηση 

ως διαδικασία «απόκτησης» της γνώσης και σε εκείνες που την προσεγγίζουν ως 

διαδικασία «συµµετοχής» στη συγκρότηση της γνώσης (Sfard, 1998). Οι πρώτες 

επικεντρώνονται στην οικοδόµηση των γνωστικών δοµών από το άτοµο και θεωρούν 

ότι το κοινωνικό περιβάλλον αποτελεί το πλαίσιο µέσα στο οποίο συµβαίνει αυτή η 

κατασκευή, επηρεάζοντας τη µορφή της, χωρίς, ωστόσο, να συνιστά συστατικό της. 

Αντιπροσωπευτική θεωρία αυτής της οµάδας είναι ο κονστρουκτιβισµός και ιδιαίτερα 

οι ιδέες του Piaget, ενώ σηµαντικές υπήρξαν και οι παράγωγες προσεγγίσεις του 

ριζοσπαστικού και του κοινωνικού κονστρουκτιβισµού. Στον κονστρουκτιβισµό, η 

διαδικασία νοητικής ανάπτυξης είναι µια διαδικασία προσωπικής, ενεργού 

οικοδόµησης της γνώσης. Για το ριζοσπαστικό κονστρουκτιβισµό, οι 

αλληλεπιδράσεις του ατόµου µε το κοινωνικό περιβάλλον αποτελούν τις βασικότερες 

πηγές διατάραξης των εννοιολογικών του δοµών και µπορούν να οδηγήσουν σε 

εννοιολογική ανάπτυξη, ενώ για τον κοινωνικό κονστρουκτιβισµό, η διαπραγµάτευση 

του νοήµατος στο πλαίσιο κοινωνικών αλληλεπιδράσεων είναι τόσο σηµαντική, όσο 

και η προσωπική οικοδόµηση της γνώσης από το µαθητευόµενο. Οι θεωρητικές αυτές 

προσεγγίσεις, αν και δεν αγνόησαν την επίδραση των κοινωνικών παραµέτρων στη 

µαθηµατική εκπαίδευση, τις αντιµετώπισαν είτε ως διαµεσολαβητικές, είτε ως απλό 

ερέθισµα για την ενεργοποίηση της εσωτερικής διαδικασίας κατασκευής του 

µαθηµατικού νοήµατος από το άτοµο.  

   Σε ό,τι αφορά τις «συµµετοχικές» θεωρίες µάθησης, βασική τους αρχή είναι ότι 

το νόηµα, η σκέψη και ο συλλογισµός είναι προϊόντα κοινωνικής δραστηριότητας. 

Γενεσιουργός πηγή αυτών των θεωριών είναι η κοινωνικο-πολιτισµική προσέγγιση 

του Vygotsky, σύµφωνα µε την οποία το σύνολο της µάθησης είναι προϊόν της 
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αλληλεπίδρασης µε τους άλλους και εποµένως τα νοήµατα που κατασκευάζει το 

άτοµο ερµηνεύουν τον κόσµο µε τον τρόπο που ορίζουν συγκεκριµένες κοινωνικο-

πολιτισµικές πρακτικές. Κατά συνέπεια, η ατοµικότητα αναδύεται µέσα στις 

κοινωνικές πρακτικές. Ο Vygotsky αποδίδει ιδιαίτερη σηµασία στη λειτουργία των 

πολιτισµικών εργαλείων στην κοινωνία, ιδίως της γλώσσας, και στη διαδικασία 

κατάκτησής τους από το παιδί. Έτσι, σε αντίθεση µε την κονστρουκτιβιστική 

θεώρηση και τα παράγωγά της που επιχείρησαν να εισάγουν κοινωνικο-

πολιτισµικούς παράγοντες σε µια ψυχολογική οπτική µε έµφαση στο άτοµο, ο 

Vygotsky υιοθετεί µια ολοκληρωτικά κοινωνικο-πολιτισµική ψυχολογική θεώρηση.  

     Οι ιδέες του Vygotsky, οι εξελίξεις σε διάφορα άλλα γνωστικά πεδία, όπως η 

ανθρωπολογία, η ψυχολογία  και η κοινωνιολογία, καθώς και η παράλληλη 

διαπίστωση ότι το σχολείο αναπαράγει τις κοινωνικές ανισότητες µέσω της αποτυχίας 

στα σχολικά µαθηµατικά, πυροδότησαν µια σειρά από προσπάθειες για τη µελέτη του 

ακριβούς ρόλου των κοινωνικο-πολιτισµικών παραµέτρων στη µάθηση των 

µαθηµατικών. Καθοριστικές σε αυτή την κατεύθυνση υπήρξαν, αρχικά, οι εργασίες 

της  Lave (1988) και Lave & Wenger (1991), µε τις οποίες έθεσαν βασικά ερωτήµατα 

σχετικά µε τις πρακτικές µάθησης και διδασκαλίας των Μαθηµατικών µέσα και έξω 

από το σχολείο. Τα ερωτήµατα αυτά οδήγησαν στις λεγόµενες θεωρίες 

«πλαισιοθετηµένης µάθησης» (situated learning), σύµφωνα µε τις οποίες η γνώση 

είναι εγκατεστηµένη σε ιδιαίτερες µορφές εµπειρίας που προκύπτουν σε συγκεκριµένες 

περιστάσεις και γίνεται κατανοητή µε σχεσιακό τρόπο, ως κάτι που κατανέµεται µεταξύ 

ανθρώπων, δραστηριοτήτων και περιβαλλόντων, και όχι ως σταθερό, ατοµικό 

χαρακτηριστικό. Η µάθηση αντιµετωπίζεται ως κοινωνικό φαινόµενο που 

συγκροτείται στον πραγµατικό κόσµο µέσα από µια διαδικασία «νόµιµης 

περιφερειακής συµµετοχής»  (legitimate peripheral participation) σε κοινότητες 

πρακτικής  (communities of practice), που βρίσκονται σε εξέλιξη. Μια κοινότητα 

πρακτικής είναι ένα σύνολο σχέσεων και κανόνων που αναπτύσσεται µεταξύ των 

συµµετεχόντων π.χ. σε µια τάξη µαθηµατικών. Με τον τρόπο αυτόν η συµµετοχή 

στην πρακτική µιας κοινότητας, π.χ. της κοινότητας των ανθρώπων που παράγουν 

µαθηµατικά, αποτελεί την επιστηµολογική αρχή της µάθησης π.χ. των µαθηµατικών. 

Είναι φανερό ότι σε µια «πλαισιοθετηµένη» θεώρηση της µάθησης, οι µαθητές 

µαθαίνουν όχι µόνο έννοιες και διαδικασίες στην τάξη των µαθηµατικών, αλλά και να 

«είναι» µαθητές των µαθηµατικών. Ο Wenger (1998), σε πιο πρόσφατη εργασία του, 

αναγνωρίζοντας όχι µόνο τη σηµασία της συµµετοχής του µαθητή σε ποικίλες 



 30 

κοινότητες πρακτικής για τη µάθηση, αλλά και τη σηµασία του βαθµού προσχώρησής 

του σε αυτές, υποστηρίζει ότι η µάθηση είναι µια διαδικασία διαµόρφωσης 

ταυτότητας: «Εφόσον η µάθηση µετασχηµατίζει αυτό που είµαστε και αυτό που 

µπορούµε να κάνουµε, αποτελεί µια εµπειρία ταυτότητας. ∆εν πρόκειται για µια απλή 

συλλογή δεξιοτήτων και πληροφορίας, αλλά για µια διαδικασία του «γίγνεσθαι» –να 

γίνουµε κάποιο συγκεκριµένο άτοµο ή αντίστροφα, να αποφύγουµε να γίνουµε κάποιο 

συγκεκριµένο άτοµο» (σελ. 215). Έτσι,  ο Wenger επιχειρεί να προσφέρει µια 

θεώρηση, η οποία λαµβάνει υπόψη της τα πολιτισµικά συστήµατα, τις δοµές και τους 

κανόνες που µορφοποιούν την ύπαρξη και τη διαµεσολάβηση του ατόµου, το οποίο 

συµµετέχει ενεργά σε αυτά τα συστήµατα.  

     Ο Wenger διατυπώνει δύο έννοιες κλειδιά: Την συµµετοχή (participation) και την 

συµπύκνωση ή εκπραγµάτωση (reification). Η συµµετοχή αναφέρεται στην διαδικασία 

«του λαµβάνω µέρος» ενώ η συµπύκνωση στην διαδικασία «του µετασχηµατίζω τις 

εµπειρίες µου σε αντικείµενο». Η συµµετοχή είναι µια σύνθετη διαδικασία 

προσωπική και κοινωνική η οποία συνδυάζει το πράττω, οµιλώ, σκέφτοµαι, 

αισθάνοµαι, ανήκω, συζητώ, επιλύω κλπ. Συµπεριλαµβάνει ολόκληρη την 

προσωπικότητα µαζί µε το σώµα, τον νου, τα αισθήµατα και τις κοινωνικές σχέσεις 

και έτσι αποτελεί µια πηγή ταυτότητας. Από την άλλη µεριά, η συµπύκνωση 

σχετίζεται µε τις αφαιρετικές διαδικασίες, τα εργαλεία, τα σύµβολα τους όρους και 

έννοιες που παράγει µια κοινότητα πρακτικής. Έτσι, ένας µαθηµατικός τύπος, ένα 

συµπέρασµα διατυπωµένο σε κατάλληλη γλώσσα ή όχι, ακόµα και ένα σχέδιο 

µαθήµατος είτε το έχουµε στον νου µας είτε το διατυπώνουµε σε φύλλο εργασίας, 

αποτελεί µια συµπύκνωση. Κατά τον Wenger, οι δύο αυτές έννοιες είναι 

συµπληρωµατικές, δηλαδή παρουσιάζονται ως ζεύγη: Η συµµετοχή συχνά οδηγεί σε 

συµπύκνωση η οποία, µε την σειρά της οδηγεί σε περαιτέρω συµµετοχή. Και οι δύο 

χρησιµεύουν στην διαδικασία διαπραγµάτευσης του νοήµατος, δηλαδή στο να 

αποκτούµε εµπειρίες του κόσµου ή, διαφορετικά, στο να ζούµε σε έναν κόσµο στον 

οποίο η συµµετοχή µας είναι πλήρης νοήµατος. 

     Η µάθηση στην πλαισιοθετηµένη οπτική λοιπόν γίνεται κατανοητή ως µια 

διαδικασία αλλαγής της συµµετοχής σε µεταβαλλόµενες κοινότητες πρακτικής, και η 

προσωπική ικανότητα για µάθηση θεωρείται ως µια λειτουργία των περιβαλλόντων 

µέσα στα οποία το άτοµο ενεργεί. Η οπτική αυτή δέχεται ότι η γνώση µεταβάλλεται 



 31 

ανάµεσα σε πλαίσια και καταστάσεις, κάτι που µπορεί να θεωρηθεί ως 

χαρακτηριστικό της ανθρώπινης συµπεριφοράς. Η ερµηνεία που δίνουµε στην πιο 

πάνω παράγραφο είναι η ακόλουθη: Όπως είδαµε, στην οπτική αυτή η µάθηση των 

Μαθηµατικών ταυτίζεται µε την  συµµετοχή στις πρακτικές της µαθηµατικής 

σχολικής κοινότητας. Αυτό σηµαίνει ότι οι εξατοµικευµένες ενέργειες θεωρούνται ως 

στοιχεία ή εκδοχές ενός ενσωµατωµένου συστήµατος πρακτικών ή ενός συνόλου 

ενεργειών οι οποίες έχουν εσωτερικευθεί και καθοδηγούν την συµπεριφορά µας. Με 

άλλα λόγια, η συµµετοχή στις πρακτικές της σχολικής µαθηµατικής κοινότητας 

αναπτύσσει µια σειρά εµπειριών, ή, διαφορετικά, µια σειρά εσωτερικευµένων 

ενεργειών, οι οποίες αναφέρονται σε διάφορες µαθηµατικές καταστάσεις. Έτσι, το να 

γνωρίζω ή να θυµάµαι κάτι σηµαίνει να κάνω επιλογές από το σύνολο των εµπειριών 

µου ανάλογα µε την κατάσταση που ερευνώ. Οι εµπειρίες, όµως, συγκροτούνται κατά 

την διάρκεια της συµµετοχής µας σε εξελισσόµενα πλαίσια συµµετοχής ή, το ίδιο 

πράγµα, µε αλλαγές στους τρόπους συµµετοχής στις πρακτικές της σχολικής 

µαθηµατικής κοινότητας. Για παράδειγµα από το ακούω ή παρακολουθώ, στο 

συνεισφέρω µε τις δικές µου ιδέες στο έργο που συµµετέχω. Άλλος τρόπος 

συµµετοχής είναι το «παρακολουθώ» και άλλος το «λέω την γνώµη µου». 

Γενικότερα, η µάθηση αλλά και το νόηµα του έργου αλλάζουν, εξελίσσονται, καθώς 

αλλάζει η µαθηµατική πρακτική, κατά συνέπεια και οι τρόποι συµµετοχής κατά την 

διάρκεια της διδασκαλίας ή µιας δραστηριότητας. 

     Όπως είδαµε τρόποι συµµετοχής είναι π.χ. το πράττω, οµιλώ, διαισθάνοµαι, ανήκω, 

συζητώ, επιλύω, αποδεικνύω, σχεδιάζω, υπολογίζω, ακούω, λέω την γνώµη µου, 

µετρώ, αναπτύσσω εικασίες, ερµηνεύω ένα διάγραµµα κτλ. Σε κάθε τρόπο 

συµµετοχής επανα-οργανώνεται η γνώση αλλά και η ίδια η δραστηριότητα, και 

καταλήγει σε µια συµπύκνωση η οποία µπορεί να είναι προσωρινή, εφήµερη, 

δοκιµαστική δηλαδή εικασία-υπόθεση, µε την οποία επανα-οργανώνω την συµµετοχή 

µου στο έργο.  

    Ανάλογα µπορούµε να προσδιορίσουµε τρόπους περιορισµένης ή υποβαθµισµένης 

συµµετοχής οι οποίοι, µερικές φορές, καταλήγουν να είναι τρόποι µη συµµετοχής στις 

πρακτικές: Περιθωριακή στάση, ή και αδιαφορία, διαµέσου της αγνόησης των ιδεών 

κάποιου άλλου ή υιοθέτηση των ιδεών άλλου άκριτα χωρίς να τις κατανοούµε, 

εκτέλεση διαδικασιών, π.χ. αλγορίθµων, χωρίς να τους συνδέουµε µε κάποιο έργο 

δηλαδή χωρίς να τους αποδίδουµε νόηµα, να αναζητούµε, ή να µαντεύουµε, την 
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σωστή απάντηση αδιαφορώντας για το ίδιο το έργο µέσα στο οποίο η απάντηση  

αποκτά νόηµα κτλ. Ένας σηµαντικός παράγοντας που οδηγεί σε µη συµµετοχή είναι η 

παιδαγωγική αυθεντία η οποία αποτρέπει την διαπραγµάτευση.  

    Ένας βασικός όρος είναι το συνοριακό αντικείµενο (boundary object). Σύµφωνα µε 

τον Wenger, ο κοινωνιολόγος Leigh Star επινόησε τον όρο αυτόν προκειµένου να 

περιγράψει αντικείµενα τα οποία µπορούν να συντονίσουν τους διαφορετικούς 

τρόπους µε τους οποίους τα βλέπουµε προκειµένου να πραγµατοποιηθεί κάποιος 

σκοπός. Για παράδειγµα, ένα δάσος µπορεί να θεωρηθεί συνοριακό αντικείµενο 

µόνον όταν προκύψει µία ανάγκη εξαιτίας της οποίας διάφορες κοινότητες πρακτικής, 

π.χ. δασολόγοι, γεωπόνοι, οικολόγοι, βιολόγοι κλπ, αναζητούν τρόπους συνεργασίας 

και συντονισµού των διαφορετικών οπτικών µε τις οποίες ‘βλέπουν’ το δάσος. 

Γενικότερα, δεν µπορούµε να χαρακτηρίσουµε όλα τα αντικείµενα ως συνοριακά. 

Όµως, στον βαθµό που αυτά ανήκουν σε πολλαπλές πρακτικές µπορούν να 

θεωρηθούν ως σύνδεσµοι διαφορετικών οπτικών και έτσι έχουν την δυνατότητα να 

αντιµετωπιστούν ως συνοριακά αντικείµενα, όταν αυτές οι οπτικές χρειάζεται να 

συντονιστούν, να συνδεθούν. Ο Wenger, σελ. 114, αναγνωρίζει τους ακόλουθους τρεις 

τύπους πρακτικών σύνδεσης οπτικών από διαφορετικές κοινότητες: Τις συνοριακές 

(boundary practices), τις επικαλυπτόµενες (overlap practices) και τις περιφερειακές 

(peripheries practices) πρακτικές. Από αυτές θα επικεντρωθούµε στην πρώτη. Στην 

περίπτωση αυτή, αν υπάρξει κάποιο γεγονός το οποίο θα δώσει  την αφορµή για 

αµοιβαία εµπλοκή ανθρώπων που ανήκουν σε διαφορετικές κοινότητες, τότε είναι 

πιθανόν να ξεκινήσει µια πρακτική. Ο στόχος αυτής της πρακτικής είναι να 

διαπραγµατευτεί τα σύνορα των διαφορετικών κοινοτήτων και να υποστηρίξει µια 

σύνδεση ανάµεσα σε έναν αριθµό άλλων πρακτικών, διευθετώντας αντιπαραθέσεις, 

συµβιβάζοντας οπτικές και βρίσκοντας απαντήσεις. Το αποτέλεσµα της συνοριακής 

πρακτικής είναι µια µορφή συλλογικής διαµεσολάβησης µεταξύ των εµπλεκόµενων 

κοινοτήτων. 

    Τα σύνορα όµως των κοινοτήτων δεν είναι θεσµικά οριοθετηµένα. Αυτό σηµαίνει 

ότι υπάρχουν ‘περιφερειακά’ θέµατα που οριοθετούνται ασαφώς. Έτσι, οι πρακτικές, 

π.χ. δύο κοινοτήτων, µπορεί να προσδιορίζουν το τι είναι διαθέσιµο χωρίς να 

µπορούν να επιβάλλουν συγκεκριµένες πρακτικές. Το ζήτηµα επιλογής της 

προσέγγισης εξαρτάται από τον τρόπο µε τον οποίο γίνεται αντιληπτή η όλη 

κατάσταση από τους εργαζόµενους σε συνοριακές πρακτικές, δηλαδή από το αν 

έχουν ή όχι συνείδηση της ‘συνοριακότητας’ του θέµατος.  
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     Oι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων παρουσιάζουν το πλεονέκτηµα της 

συνοριακής λειτουργίας επειδή συντονίζουν δραστηριότητες και ‘µεταφράζουν’ 

συζητήσεις από διαφορετικές κοινότητες. Πράγµατι, µία συζήτηση πάνω σε γραφική 

παράσταση π.χ. ταχύτητας – χρόνου στο µάθηµα των µαθηµατικών, εύκολα 

µετατοπίζεται σε συζήτηση της ερµηνείας του γραφήµατος δηλαδή στον χώρο της 

φυσικής. Αντίστροφα, κάθε κατασκευή γραφικής παράστασης στην φυσική 

αναπόφευκτα αναφέρεται στις αντίστοιχες µαθηµατικές διαδικασίες.  

    Ο Wenger, σελ. 274, θεωρεί ότι ο εκπαιδευτικός σχεδιασµός πρέπει να εµπλέκει τις 

κοινότητες µάθησης σε δραστηριότητες πέρα από τα σύνορά τους έτσι ώστε οι µαθητές 

να µάθουν το τι απαιτείται προκειµένου να γίνουν αποτελεσµατικοί στον κόσµο στον 

οποίο η εκπαίδευση υποτίθεται ότι οδηγεί. Έτσι, η ικανότητα των µαθητών να 

εργάζονται µε συνοριακές πρακτικές δεν είναι απλά ένα ζήτηµα δεξιοτήτων, 

εξάσκησης, αλλά ζήτηµα ταυτότητας: Οι µαθητές πρέπει να µάθουν να ‘βαδίζουν’ 

κατά µήκος των συνόρων και να βρίσκουν τρόπους να µετέχουν σε ένα κόσµο 

πολύπλοκο και ο οποίος ενσωµατώνει πολλαπλές, αντιθετικές οπτικές. (Σακονίδης, 

2007)  Ο απειροστικός λογισµός, την κατανόηση των βασικών εννοιών του οποίου 

εξετάζουµε, είναι το κατ’ εξοχήν γνωστικό πεδίο στο οποίο τα µαθηµατικά 

συνδέονται µε τις άλλες επιστήµες κατά τρόπο σαφή και ξεκάθαρο. Συνεπώς είναι και 

το κατάλληλο πεδίο για να δοκιµαστούν και να βρουν εφαρµογή όσα παραπάνω 

αναφέρονται. 

 

2.2. Η πρακτική της τάξης. 

 

     Σχετικά µε τις µορφές επικοινωνίας των συµµετεχόντων σε µια διδασκαλία, 

µπορούµε να πούµε ότι η έρευνα επικεντρώνει στη συνεργασία µεταξύ ζευγών 

µαθητών και στα µοντέλα επικοινωνίας µεταξύ τους. Π.χ.  Sfard (2002),  Lerman 

(2001), (στο Κυριακίδου 2004), που ερεύνησαν  τις µορφές  επικοινωνίας ζευγών  

µαθητών  κατά την επίλυση προβλήµατος.  Αντίθετα η έρευνα των µοντέλων 

επικοινωνίας µεταξύ δασκάλου και µαθητών, καθώς και οι συνέπειές τους στη 

συµπεριφορά των µαθητών κατά τη λύση προβλήµατος είναι αρκετά περιορισµένη.  

Π.χ. Tudge (1990),  (στο Κυριακίδου 2004). Γενικότερα οι  ερευνητές και οι 

εκπαιδευτικοί της µαθηµατικής εκπαίδευσης φαίνεται να συµφωνούν ότι πράγµατι 

υπάρχει επίδραση των επικοινωνιακών µοντέλων και των διδακτικών στρατηγικών 
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που ακολουθεί ο δάσκαλος των µαθηµατικών στη λύση προβληµάτων από τους 

µαθητές του. Όλα  αυτά όµως έρχονται στην επιφάνεια όταν µελετάµε τις ενέργειες 

των µαθητών.  Σύµφωνα µε κάποιους από τους παραπάνω ερευνητές, η έµφαση στην 

επικοινωνία µεταξύ δασκάλου και µαθητή κρύβει τον κίνδυνο της µεταφοράς της 

γνώσης. Σύµφωνα µε κάποιους άλλους, η στρατηγική του δασκάλου πρέπει να µας 

απασχολεί ως αντικείµενο έρευνας, µόνο αν διαπιστώνεται η αδυναµία των µαθητών 

να αναπτύξουν τη Ζώνη Επικείµενης Ανάπτυξης. Μια άλλη µερίδα ερευνητών τέλος, 

προκειµένου να αναγνωρίσουν γενικά µοντέλα επικοινωνίας µεταξύ του δασκάλου 

και των µαθητών, θεωρούν το σύνολο των µαθητών, ως µια ολότητα που 

αλληλεπιδρά µε τον καθηγητή, Κυριακίδου, (2004). Βλέπε επίσης και σηµείωση 5 

σελ. 311 στους Even & Schwartz (2003). 

    Σύµφωνα µε το Βερύκιο (2006), η χρήση της συζήτησης µε όλη την τάξη ως 

εργαλείου µάθησης των µαθηµατικών απαιτεί σηµαντικό χρόνο και προσπάθεια από 

τη µεριά του δασκάλου. Πρέπει να τροποποιηθούν καθιερωµένα πρότυπα 

αλληλεπίδρασης και οι µαθητές πρέπει να µάθουν στρατηγικές που θα τους 

ενθαρρύνουν να ακούνε και να απαντάνε ο ένας στον άλλο. Κατά τη διάρκεια της 

συζήτησης πρέπει να ληφθούν αποφάσεις για την κατεύθυνση, τον τόνο, την 

µαθηµατική αξία και τη χρήση κάποιας µεθόδου για να κριθεί η ποιότητά της. Κύρια 

χαρακτηριστικά της διαδικασίας που διευκολύνει τη συζήτηση µε όλη την τάξη είναι: 

η ανάπτυξη απόψεων και η παρακίνηση για συζήτηση, η διάρθρωση του φυσικού 

χώρου της τάξης, η ενθάρρυνση των µαθητών να ρωτούν και να απαντούν ο ένας 

στον άλλο, η ώθηση να παίρνουν θέση και η δηµιουργία µιας απαίτησης για 

συναίνεση. Ο δάσκαλος που χρησιµοποιεί τη συζήτηση µε όλη την τάξη σαν εργαλείο 

µάθησης µαθηµατικών αγωνίζεται µε αντίπαλο το χρόνο και τους περιορισµούς του 

αναλυτικού προγράµµατος, τις προσδοκίες των µαθητών και ένα υψηλό επίπεδο 

αβεβαιότητας σε σχέση µε το ρόλο του κατά τη διάρκεια της συζήτησης.  

    Σύµφωνα µε το Σακονίδη (2007), οι σύγχρονες θεωρήσεις πρεσβεύουν ότι η 

µαθηµατική γνώση κατασκευάζεται τόσο κοινωνικά όσο και ατοµικά, και ότι η 

πρακτική των µαθηµατικών είναι βασικά µια κοινωνική πρακτική. Πιο συγκεκριµένα, 

σύµφωνα µε αυτήν την οπτική, τα µαθηµατικά παράγονται µε την αξιοποίηση 

εργαλείων και συµβάσεων κοινωνικά καταξιωµένων και αφορούν ιδέες, που 

κρίνονται ως αξιόπιστες µόνο όταν γίνονται αποδεκτές από τη µαθηµατική κοινότητα 

Tymoczko, 1986, (στο Σακονίδης, 2007). Σε αυτό το πλαίσιο, η επικοινωνία και η 

ενεργοποίηση της τάξης ως κοινότητας αποτελούν καθοριστικά χαρακτηριστικά της 
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µαθηµατικής δραστηριότητας. Αν δεχτούµε ότι τα σχολικά µαθηµατικά θα πρέπει να 

συνδεθούν µε αυθεντικό τρόπο µε την κουλτούρα της µαθηµατικής πρακτικής, οι 

µαθηµατικές τάξεις επιβάλλεται να γίνουν κοινότητες, στις οποίες οι µαθητές 

εµπλέκονται ενεργά σε συνεργατική µαθηµατική πρακτική, άλλοτε µε τους 

συµµαθητές τους και άλλοτε µε τους συµµαθητές και το δάσκαλό τους, 

ακολουθώντας κοινά αποδεκτούς κανόνες πρακτικής συλλογισµού  στα µαθηµατικά.  

     Ένας τέτοιος προσανατολισµός της τάξης των µαθηµατικών έχει σοβαρές 

συνέπειες τόσο για τον εκπαιδευτικό όσο και για την εκπαιδευτική πράξη. Ο πρώτος 

χρειάζεται να διαθέτει καλή κατανόηση των µαθηµατικών ιδεών και δοµών καθώς 

και της ποικιλίας των νοηµάτων και των εφαρµογών των µαθηµατικών διαδικασιών 

και του µαθηµατικού συµβολισµού. Για να συντονίσει µια οµάδα που εµπλέκεται σε 

µαθηµατικό λόγο ή να στηρίξει µαθητές ή οµάδες να διατυπώσουν και να 

επανεξετάσουν τους µαθησιακούς τους στόχους ή τις στρατηγικές επίλυσης ενός 

προβλήµατος, ο εκπαιδευτικός πρέπει να έχει ευρεία, σε βάθος και ευέλικτη γνώση 

τόσο του περιεχοµένου όσο και παιδαγωγικών εναλλακτικών προσεγγίσεων. ∆ίχως 

αυτή τη γνώση δε θα είναι σε θέση να αναδιατυπώνει άµεσα στόχους και να 

συσχετίζει τις αντιλήψεις των µαθητών του µε τις χαρακτηριστικές διανοητικές 

δραστηριότητες, τις δοµές της γνώσης και τους πολιτισµικούς κανόνες που 

θεωρούνται αποδεκτοί από την ευρύτερη µαθηµατική κοινότητα.  

     Η έµφαση της εργασίας µέσα στην τάξη θα πρέπει να βρίσκεται στη συµµετοχή του 

µαθητή σε συλλογικές διαδικασίες. Ο εκπαιδευτικός επιβάλλεται να επιζητά και να 

παρακολουθεί µε προσοχή τις εξηγήσεις των µαθητών, για να διαγνώσει τον τρόπο µε 

τον οποίο σκέφτονται. Επιπλέον, θα πρέπει να εκµεταλλεύεται τη σκέψη τους, χωρίς, 

ωστόσο, να περιορίζεται από αυτήν. Αναµένεται να χρησιµοποιεί αποτελεσµατικά 

διάφορες τεχνικές συζήτησης και διαλόγου µε όλη την τάξη, όσο πιο συχνά είναι 

δυνατό, καταβάλλοντας προσπάθεια ενεργοποίησης των µαθητών µέσα σε οµάδες 

εργασίας και αξιοποιώντας τις σχετικές εµπειρίες τους µέσα και έξω από το σχολείο. 

     Σε ό,τι αφορά τις διδακτικές προσεγγίσεις που ενδείκνυνται σε µια τάξη 

προσανατολισµένη στις σύγχρονες αντιλήψεις για τη µαθηµατική εκπαίδευση, 

κυρίαρχη επιδίωξη αναµένεται να είναι η µύηση των µαθητών, µέσα από την ατοµική 

και συλλογική δραστηριότητα της τάξης, στους τρόπους δράσης, συλλογισµού και 

επιχειρηµατολογίας, που χαρακτηρίζουν την κοινότητα πρακτικής των µαθηµατικών 

και θεωρούνται έγκυροι στο πλαίσιό της. Για το σκοπό αυτό, είναι σηµαντικό σε µια 

τέτοια τάξη η δραστηριότητα να είναι οργανωµένη µε τέτοιο τρόπο ώστε: 
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• να αναδεικνύονται µε σαφήνεια οι ισχύοντες κανόνες συµµετοχής στα 

δρώµενα της τάξης. ∆ηλαδή, οι προσδοκίες που έχουν τα µέλη της κοινότητας 

το ένα από τις ενέργειες του άλλου, αλλά και οι υποχρεώσεις που αναµένεται 

να αναλάβουν µε την εµπλοκή τους σε κάθε φάση (κοινωνικοί κανόνες της 

τάξης). Αυτό θα σήµαινε στην πράξη, για παράδειγµα, την ενθάρρυνση των 

µαθητών να εξηγούν και να τεκµηριώνουν τις απαντήσεις τους µε λογικά – 

µαθηµατικά επιχειρήµατα, να ερµηνεύουν τις απαντήσεις που δίνονται από 

τους συµµαθητές τους και τον εκπαιδευτικό, να δηλώνουν τη συµφωνία ή τη 

διαφωνία τους και να αµφισβητούν εναλλακτικές προσεγγίσεις σε ένα θέµα 

όταν γίνεται φανερή η σύγκρουση µεταξύ ερµηνειών. Είναι αυτονόητο ότι 

αυτοί οι κανόνες εγκαθιδρύονται από κοινού από τον εκπαιδευτικό και τους 

µαθητές και αποτελούν την πρακτική της τάξης. 

• να δίνονται ευκαιρίες στους µαθητές να συνειδητοποιούν ότι η συµµετοχή τους 

στο µάθηµα των µαθηµατικών συνεπάγεται τη συµµετοχή τους σε µια 

συγκεκριµένη κοινότητα πρακτικής. Αυτή η κοινότητα δεν είναι απλά µια 

οµάδα ανθρώπων αλλά περιλαµβάνει προσδοκίες, πεποιθήσεις, εργαλεία, 

καθηµερινές καταστάσεις και τρόπους αλληλεπίδρασης, που καθορίζουν το 

είδος και την εγκυρότητα της µαθηµατικής γνώσης, η οποία παράγεται στο 

πλαίσιό της όπως  για παράδειγµα, το τι αναγνωρίζεται ως διαφορετική, 

εκλεπτυσµένη ή «έξυπνη» µαθηµατική λύση ή ως αποδεκτή µαθηµατική 

εξήγηση (κοινωνικο-µαθηµατικές νόρµες), Yackel & Cobb, (1996), (στο 

Σακονίδης, 2007) . Προς την κατεύθυνση αυτή οι µαθητές είναι επιθυµητό να 

εµπλέκονται σε καταστάσεις, οι οποίες απαιτούν τη συλλογική λήψη 

αποφάσεων για το είδος, την καταλληλότητα και την αξιοπιστία της γνώσης 

και των µεθόδων που ενδείκνυται να αξιοποιηθούν, καθώς και για τον έλεγχο 

της εγκυρότητας της απάντησης, τόσο από µαθηµατική όσο και από 

κοινωνικοπολιτισµική άποψη. Συνθήκες εργασίας όπως αυτές προσφέρουν 

ευκαιρίες στους µαθητές να εµπλακούν στους «νόµιµους» τρόπους 

διαπραγµάτευσης του µαθηµατικού νοήµατος και να τους κρίνουν. Κατά 

συνέπεια, να αναπτύξουν πεποιθήσεις και να διαµορφώσουν αξίες για τα 

µαθηµατικά οι οποίες θα τους καταστήσουν ικανούς να δρουν προοδευτικά ως 

αυτόνοµα µέλη της σχολικής µαθηµατικής κοινότητας. 
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• να ενθαρρύνονται οι µαθητές να αναπτύσσουν συγκεκριµένες πρακτικές 

διαχείρισης του µαθηµατικού περιεχοµένου στο πλαίσιο της κοινότητας της 

τάξης. Πρόκειται για τους έγκυρους τρόπους µαθηµατικού συλλογισµού, οι 

οποίοι αναδεικνύονται καθώς οι µαθητές εργάζονται µε ειδικά εργαλεία (για 

παράδειγµα, το µοιρογνωµόνιο) για την ολοκλήρωση συγκεκριµένων 

εργασιών. Για το σκοπό αυτό θα πρέπει να τους δίνεται η ευκαιρία να 

εξερευνούν µαθηµατικά θέµατα από πολλές οπτικές γωνίες, να 

πειραµατίζονται µε µια ποικιλία από αναπαραστάσεις και να είναι σε θέση να 

επιλέγουν αυτές που εξυπηρετούν καλύτερα την υπό µελέτη κατάσταση. 

Επίσης, να συνειδητοποιούν την ύπαρξη διαφόρων προσεγγίσεων σε ένα 

ερώτηµα και να αναπτύσσουν την ικανότητα να επιλέγουν τη µαθηµατικά 

αποτελεσµατικότερη.  

     Με δεδοµένο ότι τα έργα που δίνονται από τον εκπαιδευτικό στους µαθητές 

καθορίζουν αποφασιστικά τη δραστηριότητα που αναδεικνύεται στην τάξη, είναι 

αυτονόητο πως η διαµόρφωση ενός µαθησιακού περιβάλλοντος όπως αυτό που 

περιγράφηκε παραπάνω, εξαρτάται από την επιλογή και τον τρόπο αξιοποίησής τους. 

Οι σύγχρονες αντιλήψεις για τη µαθηµατική εκπαίδευση υποστηρίζουν ότι τα έργα 

αυτά, για να υπηρετήσουν το συγκεκριµένο προσανατολισµό, χρειάζονται εκτός των 

άλλων: 

• να είναι αυθεντικά, να έχουν νόηµα για τους µαθητές και να τους προσφέρουν 

κίνητρο για να εµπλακούν στη σχετική δραστηριότητα. Ωστόσο, η διατήρηση 

του χαρακτηριστικού της αυθεντικότητας δεν είναι εύκολη υπόθεση, καθώς η 

τάξη δεν µπορεί να µετατραπεί, για παράδειγµα, σε σουπερµάρκετ για τις 

ανάγκες του σχετικού έργου. Στην προσπάθεια µιας ρεαλιστικής επίλυσης 

αυτού του προβλήµατος, η βιβλιογραφία προτείνει την υιοθέτηση έργων για 

παράδειγµα, Ainley & Pratt, (2002), (στο Σακονίδης, 2007), τα οποία οδηγούν 

σε ένα συγκεκριµένο αποτέλεσµα, που έχει νόηµα και ενδιαφέρον για τους 

µαθητές, π.χ. σχεδιασµός ενός χαρταετού και ταυτόχρονα εξυπηρετούν τους 

στόχους µάθησης, για παράδειγµα, αναγνώριση και µελέτη των ιδιοτήτων του 

αντίστοιχου επιπέδου σχήµατος.  

• να βρίσκονται όσο γίνεται περισσότερο υπό τον έλεγχο των µαθητών, αντί του 

εκπαιδευτικού. Αυτό σηµαίνει ότι θα πρέπει να αποτελούν σηµεία εκκίνησης 

που προσφέρουν απλώς το έναυσµα για εποικοδοµητική ενεργοποίηση των 
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µαθητών. Οι τελευταίοι αναµένεται να διατυπώνουν τους δικούς τους 

στόχους, να θέτουν τα κατάλληλα ερωτήµατα, να επιλέγουν τις 

ενδεικνυόµενες µεθόδους, τις κατάλληλες αναπαραστάσεις κ.τ.λ. Να 

συζητούν τις ιδέες τους, να αντιπαραβάλλουν τις υποθέσεις τους έναντι άλλων 

και να τις ελέγχουν, να υπερασπίζονται τις θέσεις τους και να σχολιάζουν και 

να κρίνουν, επιχειρηµατολογώντας, αυτές των άλλων εταίρων της τάξης. 

Έτσι, τα µαθηµατικά αντιµετωπίζονται ως πεδίο αναζήτησης παρά ως 

δεδοµένο αντικείµενο µάθησης, και η εργασία των µαθητών ως ανάλογη 

αυτής που ακολουθείται στην κοινότητα των επαγγελµατιών µαθηµατικών. 

Μια τέτοια προσέγγιση ενθαρρύνει τους µαθητές να επιστρατεύουν 

αποτελεσµατικά τις υπάρχουσες γνώσεις τους και τους καθιστά ικανούς να 

δηµιουργούν ταξινοµήσεις και σχέσεις και να τις ελέγχουν τόσο στο 

εσωτερικό πεδίο των µαθηµατικών όσο και σε σχέση µε άλλες κοινωνικές 

κατασκευές. 

     Είναι γεγονός ότι η διαµόρφωση ενός µαθησιακού περιβάλλοντος στην τάξη των 

µαθηµατικών προς την κατεύθυνση που προτείνουν οι σύγχρονες προσεγγίσεις στη 

µαθηµατική εκπαίδευση συνιστά ένα δύσκολο στόχο. Ωστόσο, είναι βέβαιο ότι 

αποτελεί µια επιβεβληµένη επιλογή, καθώς µόνο σε ένα τέτοιο περιβάλλον είναι 

εφικτή η αποτελεσµατική –και ταυτόχρονα ορατή– διαχείριση της πολυπλοκότητας 

της τάξης των µαθηµατικών ως ολότητας. Εστιάζοντας στις πρακτικές στις οποίες 

συµµετέχουν οι µαθητές σε ένα µαθησιακό περιβάλλον σαν αυτό, παρέχεται η 

δυνατότητα τεκµηριωµένης ανάγνωσης της εξέλιξης του κοινωνικού πλαισίου µέσα 

στο οποίο λαµβάνει χώρα η µάθηση των µαθηµατικών, γεγονός που διευκολύνει το 

σχεδιασµό κατάλληλων διδακτικών παρεµβάσεων προς όφελος όλων των µαθητών. Η 

πρακτική της τάξης κατά τη διάρκεια των τεσσάρων συνολικά διδασκαλιών που 

έγιναν στα πλαίσια αυτής της µελέτης, µπορούµε να πούµε ότι περιγράφεται 

ικανοποιητικά από το παραπάνω θεωρητικό πλαίσιο αν ληφθούν υπόψη και τα 

απρόοπτα που πάντα καραδοκούν σε ένα µάθηµα µαθηµατικών.  

     Η εικόνα µιας τάξης µαθηµατικών όπως αυτή περιγράφεται στην παράγραφο 

1.4.1,  παρουσιάζει  στοιχεία των  κυριοτέρων θεωριών µάθησης. ∆ηλαδή της 

θεωρίας για την ενεργό οικοδόµηση της γνώσης στο κοινωνικό περιβάλλον της τάξης, 

της κοινωνικοπολιτισµικής προσέγγισης όπου η γνώση είναι προϊόν αλληλεπίδρασης 

µεταξύ των συµµετεχόντων και των θεωριών πλαισιοθετηµένης µάθησης όπου η 

γνώση βιώνεται µέσα από εµπειρίες που αποκτώνται από τη σχέση µεταξύ των 



 39 

συµµετεχόντων και είναι περισσότερο ένα κοινωνικό φαινόµενο παρά ένα ατοµικό 

χαρακτηριστικό. Τα παραπάνω στοιχεία πάντως,  δεν είναι άµεσα αναγνωρίσιµα σε 

µια συνηθισµένη τάξη µαθηµατικών στο ελληνικό σχολείο και µάλιστα στο Λύκειο. 

Την εµπειρία µας αυτή είχαµε την ευκαιρία να επαληθεύσουµε µε το ξεκίνηµα των 

διδασκαλιών. Με την έναρξη του µαθήµατος και αφού ένας µαθητής διάβασε το 

πρώτο ερώτηµα του πρώτου προβλήµατος, έγινε αντιληπτή µια διστακτικότητα που 

είχαν τα παιδιά στο να συνεργαστούν και να συζητήσουν το ερώτηµα. Ήταν δηλαδή 

εµφανής η προσπάθεια να δουλέψουν ξεχωριστά, ο καθένας για τον εαυτό του. Ο 

διάλογος που ακολούθησε, έγινε στο δηµόσιο σχολείο και παρατίθεται στο παρακάτω 

απόσπασµα: 

 

∆ιάλογος 1 

 

1.1  ∆ιδ:    (∆ιακρίνοντας µια περίεργη ησυχία) ∆εν έχετε συνηθίσει  

                  να κουβεντιάζετε µεταξύ σας βλέπω… 

1.2   Μαθ:  ∆ε µας αφήνουνε όταν κάνουµε µάθηµα(γέλια…). 

1.3   ∆ιδ:    Μπορείτε όµως να το συνηθίζετε σιγά-σιγά, µπορεί αυτό  

                   για πρώτη φορά να γίνει! 

1.4   ∆ιδ:   (Απευθυνόµενος στη µοναδική οµάδα που αποτελούνταν  

                   από τρεις µαθητές) Εσείς οι τρεις µπορείτε να συνεργάζεστε 

                   και να συζητάτε µεταξύ σας (βλέποντάς τους διστακτικούς). 

 

      Η διστακτικότητα των µαθητών να συνεργαστούν και να επικοινωνήσουν µεταξύ 

τους, τουλάχιστον στο ξεκίνηµα, δε µας εξέπληξε καθόλου. Αντιθέτως θα µπορούσε 

να πει κανείς ότι ήταν κάτι το αναµενόµενο. Τάξεις συνεργατικής διδασκαλίας δεν 

υπάρχουν ακόµη στην ελληνική µέση εκπαίδευση, πολύ δε περισσότερο στη Γ΄ 

Λυκείου όπου η πίεση χρόνου για την ολοκλήρωση της εξεταστέας ύλης, δεν αφήνει 

πολλά περιθώρια στον διδάσκοντα για την πραγµατοποίηση τέτοιων διδασκαλιών. 

Πιστεύουµε πάντως ότι κατά τη διάρκεια µιας σχολικής χρονιάς, αυτό θα µπορούσε 

να γίνεται τουλάχιστον κατά την εισαγωγή των βασικών εννοιών, δηλαδή τέσσερις µε 

πέντε φορές το χρόνο.  

     Οι µαθητές, παρά την αδράνεια των πρώτων στιγµών, κατάφεραν τελικά να 

συζητήσουν µεταξύ τους και εδώ πρέπει να υπογραµµίσουµε την ενίσχυση των 

ασθενέστερων µαθητών, µέσα στο κλίµα µιας κοινότητας πρακτικής. Σύντοµα 

αισθάνθηκαν πολύ άνετα  και ενεργοποιήθηκαν άλλοι λιγότερο και άλλοι 
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περισσότερο, µέσω της συνεργασίας µε τους συµµαθητές τους. Εξ άλλου είναι 

γνωστά τα συναισθήµατα αυτών των µαθητών από τον ρόλο κοµπάρσου που 

καλούνται να παίξουν στις δασκαλοκεντρικές διδασκαλίες, όπου µόνο όταν ο 

διδάσκων αποφασίσει να τους απευθύνει το λόγο γίνεται  αντιληπτή η παρουσία τους, 

και η στιγµή εκείνη µπορεί να µην είναι και η καλύτερη γι’ αυτούς.  

      ∆εν θα µπορούσαµε βέβαια, να µην αναφερθούµε στις περιπτώσεις εκείνες που 

και εµείς βιώσαµε στη διάρκεια των διδασκαλιών,  όπου οι καλύτεροι µαθητές, οι 

έχοντες δηλαδή περισσότερες γνώσεις επιβάλλονται µέσα στην οµάδα. Η συζήτηση 

εξελίσσεται ουσιαστικά, στην παράθεση µόνο των δικών τους απόψεων, µε τους πιο 

αδύνατους µαθητές να καλύπτονται κάτω από την οµπρέλα των αντικειµενικά 

υπέρτερων  γνώσεων αυτών των µαθητών.  ∆εν είναι σπάνιες επίσης οι περιπτώσεις 

της ουσιαστικής άρνησης για συνεργασία των µαθητών αυτής της κατηγορίας, 

χαρακτηριζόµενοι κυρίως από υπερτροφικό «εγώ» και από µία τάση για προσωπική 

προβολή, κατάλοιπα  του βαθµοθηρικού χαρακτήρα της ελληνικής δηµόσιας και 

ιδιωτικής µέσης εκπαίδευσης. Είναι γενικώς παραδεκτό, ότι η αυθεντία είτε αυτή 

εκδηλώνεται από την πλευρά του διδάσκοντος, είτε εµφανίζεται σε περιπτώσεις όπως 

η παραπάνω, εµποδίζει την διαπραγµάτευση και στο σηµείο αυτό, µόνο ο 

διαµεσολαβητικός ρόλος του δασκάλου µπορεί να αποτρέψει τέτοια φαινόµενα. Από 

τους χειρισµούς του εξαρτάται εν πολλοίς η αποκατάσταση των ισορροπιών και η 

λειτουργία της  «ζώνης επικείµενης ανάπτυξης».  Αυτό το τελευταίο, κρίνεται 

αποφασιστικής σηµασίας στην πλαισιοθετηµένη µάθηση, και γενικότερα σε µια 

κοινότητα πρακτικής.  Έτσι θα δοθεί η ευκαιρία στους µαθητές να βιώσουν εµπειρίες, 

που θα µετουσιωθούν σε γνώση την οποία κατόπιν, έχουν τη δυνατότητα να 

ανακαλούν σε παρεµφερείς καταστάσεις. 

  

2.3     Η θεωρία της αλληλεπίδρασης κατά Piaget και Vygotsky 

 

    Προκειµένου να σκιαγραφήσουµε την πρακτική της τάξης την οποία  υιοθετήσαµε 

όπως αυτή περιγράφεται στην προηγούµενη παράγραφο, παραθέτουµε µερικά 

στοιχεία για τις διαφορετικές θέσεις των Piaget και Vygotsky, σχετικά µε  τη θεωρία 

της αλληλεπίδρασης (interactionism).  

     Οι δύο αυτοί ερευνητές διέκριναν δύο τύπους εννοιών, τις αυθόρµητες ή 

καθηµερινές και τις επιστηµονικές ή θεωρητικές. Οι πρώτες αναπτύσσονται µε µη 



 41 

συστηµατικό τρόπο διαµέσου της αλληλεπίδρασης µε το περιβάλλον. Οι δεύτερες 

εισάγονται κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης και λειτουργούν µέσα σε ένα ιεραρχικό 

σύστηµα διασυνδέσεων µε άλλες επιστηµονικές έννοιες και σχέσεις. Ο Davydov 

επεσήµανε την ουσιαστική διαφορά στα δύο αυτά είδη των εννοιών. Οι καθηµερινές 

έννοιες αναπτύσσονται δια µέσου της εµπειρικής αφαίρεσης µε τη σύγκριση των 

χαρακτηριστικών διαφορετικών καταστάσεων και την επισήµανση οµοιοτήτων και 

διαφορών. Αντίθετα, οι επιστηµονικές έννοιες απαιτούν τη θεωρητική αφαίρεση, 

είναι ποιοτικά διαφορετικές από τις καθηµερινές, δεν µπορούν να προκύψουν από την 

εµπειρική αφαίρεση αλλά χρειάζονται ένα ποιοτικό, νοητικό άλµα. Για παράδειγµα η 

έννοια του «κυκλικού αντικειµένου» µπορεί να προκύψει µε εµπειρική αφαίρεση από 

ένα δίσκο, έναν τροχό ή από ένα ουράνιο σώµα. Όµως η µαθηµατική έννοια του 

κύκλου απαιτεί τη θεωρητική αφαίρεση προκειµένου να γίνει αντιληπτός ως 

γεωµετρικός τόπος. Η παρατήρηση αυτή και άλλες παρόµοιες δείχνουν την ειδική 

φύση των µαθηµατικών εννοιών. Ο Piaget πίστευε στον απόλυτο διαχωρισµό των 

καθηµερινών και των επιστηµονικών εννοιών σε αντίθεση µε τον Vygotsky, ο οποίος 

πίστευε ότι υπάρχει µια ‘αλληλοϋποστήριξη’ µεταξύ των δύο αυτών τύπων. Η 

ανάπτυξη των επιστηµονικών εννοιών δε γίνεται αυθαίρετα, αλλά προϋποθέτει ένα 

συγκεκριµένο επίπεδο ανάπτυξης των καθηµερινών εννοιών. Σύµφωνα µε το 

∆αφέρµο, (2002), οι επιστηµονικές και οι καθηµερινές έννοιες σχηµατίζονται µέσω 

διαφορετικών δρόµων και ο καθένας από τους παραπάνω τύπους εννοιών είναι 

ισχυρός, στη σφαίρα εκείνη, στην οποία ο άλλος τύπος εκδηλώνει την αδυναµία του 

και την περιορισµένη ερµηνευτική του ικανότητα. Οι επιστηµονικές έννοιες είναι 

ισχυρές στη σφαίρα των ανώτερων νοητικών λειτουργιών, ενώ οι καθηµερινές είναι  

ισχυρές στη σφαίρα  των κατώτερων και προετοιµάζουν το δρόµο για την έλευση των 

επιστηµονικών εννοιών. Οι δάσκαλοι των µαθηµατικών όµως, οι οποίοι θέλουν να 

ερµηνεύσουν την κατάσταση µέσα στην τάξη των µαθηµατικών, δεν έχουν επαρκείς 

απαντήσεις από τις θεωρίες αυτές. Για το σκοπό αυτό αναπτύχθηκε η Θεωρία της 

Αλληλεπίδρασης στη βάση των θέσεων του Bruner για τον τρόπο πρόσκτησης της 

γλώσσας, καθώς και των παρακάτω δύο αρχών του Wittgenstein: 

1. Η σηµασία µιας λέξης βρίσκεται στη χρήση της. 

Για παράδειγµα, όταν ρωτάµε τον συνοµιλητή µας «τι εννοείς;» ουσιαστικά τον 

ρωτάµε ‘µε πιο τρόπο χρησιµοποιείς αυτή την έκφραση’ ή ‘σε ποιο πλαίσιο εντάσσεις 

τη φράση σου;’. Η γλώσσα εποµένως, θεωρείται περισσότερο ως δραστηριότητα, µια 
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κοινωνική πρακτική, όπου τα νοήµατα των φράσεων σηµατοδοτούνται από τον τρόπο 

που τις χρησιµοποιούµε. 

  2. Η καθηµερινή γλώσσα είναι επαρκής. 

Που σηµαίνει ότι είναι καλύτερα κάποιος να προσπαθήσει να κατανοήσει τη 

γλώσσα π.χ. των µαθητών του, παρά να επισηµάνει τα λογικά της σφάλµατα και να 

απαιτήσει να διορθωθούν. Ο τρόπος µε τον οποίο εφαρµόζουµε τη θεωρία αυτή στη 

µάθηση των µαθηµατικών είναι ο ακόλουθος: Πριν ο µαθητής γίνει ικανός να 

διατυπώσει έναν ορισµό ή ένα θεώρηµα, εισάγεται σε έναν µικρόκοσµο 

αλληλεπιδράσεων, µερικές από τις οποίες προκαλούνται από το δάσκαλο, αν και οι 

περαιτέρω µορφές τους εξαρτώνται από τις πρωτοβουλίες του µαθητή. Η µορφή 

των αλληλεπιδράσεων καθορίζει τα όρια και τους κανόνες για το τι θα πει ο 

µαθητής ή ο δάσκαλος, πως θα το πει και πότε. Ωστόσο όλοι αυτοί οι κανόνες 

έχουν έναν διαπραγµατευτικό χαρακτήρα. ∆ιαµορφώνονται διαµέσου κάποιων 

περισσότερο ή λιγότερο σαφών και άµεσων διαπραγµατεύσεων ανάµεσα στο 

δάσκαλο και το µαθητή και µεταξύ των ίδιων των µαθητών. Το µονοπάτι προς τη 

µαθηµατική σκέψη οδηγεί, διαµέσου νύξεων, στη µαθηµατική διαπραγµάτευση, 

καθώς σταδιακά κατανοούµε ποιες είναι οι προθέσεις πίσω από συγκεκριµένες 

εκφράσεις και τέλος, ποιες είναι οι κοινές προϋποθέσεις. Αυτά µαθαίνονται από την 

αλληλεπίδραση µε εκείνους που νοµιµοποιούνται να θέτουν τα πρότυπα (standards) 

της µαθηµατικής διαπραγµάτευσης, οι οποίοι συνήθως είναι οι δάσκαλοι των 

µαθηµατικών και το σχολικό βιβλίο. Ο µαθητής κάνει λάθη και τα διορθώνει 

σύµφωνα µε τις υποδείξεις του δασκάλου,  διαπραγµατεύεται τον τρόπο του να λέει 

κάτι και τον τρόπο του να σκέφτεται ανταλλάσοντας επιχειρήµατα µε το δάσκαλο 

και µε τους άλλους µαθητές. Φυσικά πάντα υπάρχουν όρια τόσο στη 

διαπραγµάτευση όσο και στην επιχειρηµατολογία, που επιβάλλονται από το 

κοινωνικό και το θεσµικό πλαίσιο αυτών των αλληλεπιδράσεων όπως είναι το 

σχολείο, οι αρχές του δασκάλου κ.λ.π., Κλαουδάτος, (2007)  

 

2.4. Η γενίκευση και η αφαίρεση. 

 

     Η ανάπτυξη των διαδικασιών της αφαίρεσης και της γενίκευσης, είναι ένας 

βασικός στόχος της διδασκαλίας και της µάθησης των Μαθηµατικών. Η έµφαση στις 

ενέργειες και η περιγραφή των γνωστικών εργαλείων που θα επιτρέψουν στο µαθητή 
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να κατασκευάσει αφαιρέσεις και γενικεύσεις, είναι τα ουσιώδη χαρακτηριστικά του 

µοντέλου που ανέπτυξε ο W. Dorfler, για τις  διαδικασίες αυτές. Στη διδακτική των 

µαθηµατικών, ο όρος γενίκευση χρησιµοποιείται συχνά µε τρόπο διαισθητικό και 

σηµαίνει µια ιδιότητα ή ένα σύστηµα ιδιοτήτων, το οποίο είναι κοινό σε διάφορα 

αντικείµενα ή καταστάσεις. Αυτό το κοινό σύστηµα ιδιοτήτων, επισηµαίνεται µε τη 

σύγκριση των αντικειµένων ή των καταστάσεων, διαχωρίζεται νοητικά και 

αποσπάται από τα αντικείµενα ή τις καταστάσεις. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται 

εµπειρική ή αριστοτέλεια αφαίρεση. Η παρατήρηση και η σύγκριση µαθηµατικών 

αντικειµένων, όµως, δεν είναι απαραίτητο να µας οδηγήσει  σε ένα γενικευµένο 

συµπέρασµα. Γι’ αυτό η εµπειρική γενίκευση έχει υποστεί δριµεία κριτική, µέσα από 

την οποία προέκυψε η ανάγκη για ένα νέο είδος γενίκευσης που ονοµάστηκε 

θεωρητική γενίκευση. Αυτή δουλεύει σε διαφορετικό επίπεδο από την εµπειρική 

γενίκευση, αλλά χρειάζεται ένα σηµείο αφετηρίας, που πολλές φορές είναι το 

αποτέλεσµα εµπειρικών γενικεύσεων. Το σηµείο αφετηρίας για τη θεωρητική 

γενίκευση, είναι µια ενέργεια ή ένα σύστηµα ενεργειών, το οποίο είναι υλικό, 

φανταστικό ή συµβολικό. Τα αντικείµενα στα οποία εφαρµόζονται οι ενέργειες, είναι 

συγκεκριµένα υλικά ή ιδεατά αντικείµενα και η προσοχή µας επικεντρώνεται σε 

σχέσεις ή διασυνδέσεις µεταξύ των αντικειµένων. Οι σχέσεις αυτές αποδεικνύονται 

σταθερές όταν οι ενέργειες επαναλαµβάνονται όσο συχνά θέλουµε και τότε 

ονοµάζονται «αναλλοίωτες»  των ενεργειών. Η περιγραφή των αναλλοίωτων γίνεται 

συµβολικά µε εισαγωγή συµβόλων για τα στοιχεία των ενεργειών ή για τις σχέσεις 

µεταξύ των αντικειµένων. Τα σύµβολα µπορεί να είναι λεκτικά, εικονικά, γεωµετρικά 

ή αλγεβρικά. Τελικά οι ιδιότητες και οι σχέσεις µεταξύ των αντικειµένων γίνονται, 

σταδιακά, ανεξάρτητες από τα αντικείµενα από τα οποία αρχικά δηµιουργήθηκαν. 

Έχουµε δηλαδή µια κατασκευαστική αφαίρεση. Με αυτό τον τρόπο, αναπτύσσεται 

ένα νέο αντικείµενο της σκέψης, ένα µαθηµατικό αντικείµενο, του οποίου η σηµασία 

και το νόηµα βρίσκεται στις «αναλλοίωτες». Στο αντικείµενο αυτό τα σύµβολα είναι 

τώρα µεταβλητές µε το χαρακτήρα αντικειµένων. Αυτή η αντικειµενοποίηση των 

µεταβλητών και των συµβόλων, συµπληρώνει τη διαδικασία της αφαίρεσης, η οποία 

άρχισε µε την επισήµανση των αναλλοίωτων. Αυτή η κατασκευασµένη γενίκευση 

είναι τώρα σε θέση να βοηθήσει, τόσο µε υποκειµενικό - γνωσιακό τρόπο, όσο και µε 

αντικειµενικό - επιστηµολογικό για µια περαιτέρω επεκτατική γενίκευση, Dorfler, 

(1991).    
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2.5. ∆ιαίσθηση και αυστηρότητα. 

 

    Όπως αναφέραµε στην περίληψη, τα δύο προβλήµατα που διδάχτηκαν µέσα στην 

τάξη είχαν σαν τελικό στόχο µια εποπτική αιτιολόγηση του θεµελιώδους θεωρήµατος 

του απειροστικού λογισµού. Στην επιλογή αυτή οδηγηθήκαµε, όπως θα δούµε 

παρακάτω, αφ’ ενός από το γεγονός ότι κατά τη διάρκεια αυτής της διαδροµής 

εξετάζονται όλες οι θεµελιώδεις έννοιες της ανάλυσης, και αφετέρου από τον τρόπο 

που στο σχολικό βιβλίο της Γ΄ Λυκείου (σελ. 334) αιτιολογείται διαισθητικά το 

θεµελιώδες θεώρηµα, δηλαδή ότι  ( ) ( )

΄x

f t dt f x
α

 
= 

 
∫ . Η επιλογή αυτή εµπεριέχει τον 

κίνδυνο να οδηγηθούν οι µαθητές σε λανθασµένα συµπεράσµατα από τις οπτικές 

αναπαραστάσεις. Η νοερή απεικόνιση  µπορεί δηλαδή να οδηγήσει σε λάθος 

αποτελέσµατα. Είναι γνωστό εξ άλλου, ότι για δύο χιλιάδες χρόνια η ευκλείδια 

γεωµετρία θεωρήθηκε ως η θεωρία αρχέτυπο για την παραγωγική λογική, έως ότου 

συνειδητοποιήθηκε το 19ο αιώνα ότι κάποιες υπονοούµενες οπτικές ενδείξεις είχαν 

υπεισέλθει χωρίς λογική θεµελίωση. Παράλληλα για µεγάλο διάστηµα του 19ου αιώνα 

εθεωρείτο ότι οι συνεχείς συναρτήσεις έχουν το πολύ πεπερασµένο πλήθος σηµείων, 

στα οποία είναι µη παραγωγίσιµες. Η κατάσταση  για µια συνάρτηση, ότι θα 

µπορούσε να είναι συνεχής παντού αλλά πουθενά παραγωγίσιµη (βλέπε π.χ. σελ. 

110), ήταν πολύ παράξενη για να θεωρηθεί υπαρκτή. Παρόµοια, οι γραφικές µέθοδοι 

χρησιµοποιούνταν συχνά για την απόδειξη των αναλυτικών θεωρηµάτων. 

Θεωρούνταν ας πούµε, ικανοποιητική µια απόδειξη του θεωρήµατος ενδιαµέσων 

τιµών, σύµφωνα µε το οποίο µια συνεχής συνάρτηση στο [α,β], διέρχεται απ’ όλες τις 

τιµές µεταξύ των f(α) και f(β), µε αυτό τον τρόπο. Η καµπύλη εκλαµβανόταν ως ένα 

«συνεχές νήµα», οπότε αν είναι αρνητική κάπου και θετική κάπου αλλού, πρέπει να 

διέρχεται από το 0 κάπου στο ενδιάµεσο. Όµως γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση f(x)=x2-

2, ορισµένη µόνο στους ρητούς, είναι αρνητική για x=1 και θετική για x=2, αλλά δεν 

υπάρχει ρητός αριθµός α για τον οποίο f(α)=0. Κατά συνέπεια οι ικανότητες της 

νοερής απεικόνισης φαίνεται να µας απογοητεύουν. 

       Όµως κατά τον D. Tall, (1990),   η  άρνηση της νοερής απεικόνισης ισοδυναµεί 

µε την άρνηση των θεµελίων πολλών από τις βαθύτερες µαθηµατικές ιδέες. Στα 

αρχικά στάδια ανάπτυξης της θεωρίας των συναρτήσεων, των ορίων, της συνέχειας 

κ.λ.π., η νοερή απεικόνιση αποδείχθηκε µια θεµελιώδης πηγή ιδεών. Η άρνηση αυτών 
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των ιδεών στους µαθητές σηµαίνει αποκοπή τους από τις ιστορικές ρίζες του θέµατος. 

Εξ’ άλλου είναι γνωστό ότι στη µαθηµατική έρευνα η απόδειξη δεν αποτελεί παρά το 

τελευταίο στάδιο της διαδικασίας. Πριν καταστεί δυνατόν να υπάρξει µια απόδειξη, 

πρέπει να υπάρχει µια ιδέα ως προς το αν το θεώρηµα θα µπορούσε να αληθεύει. 

Αυτό το διερευνητικό στάδιο της µαθηµατικής σκέψης επωφελείται από το 

σχηµατισµό µιας γενικής εικόνας της κατάστασης και µια τέτοια γενική εικόνα 

µπορεί να επωφεληθεί από µια νοερή απεικόνιση. ∆εν είναι τυχαίο ότι όταν 

νοµίζουµε ότι καταλαβαίνουµε κάτι λέµε «…το βλέπω». Στο δοκίµιό του «towards a 

disciplined intuition», ο Bruner χαρακτηρίζει δύο εναλλακτικές προσεγγίσεις στην 

επίλυση προβληµάτων, και αναφέρει σχετικά: «Ουσιαστικά σε κάθε τοµέα της 

διανοητικής προσπάθειας κάποιος µπορεί να διακρίνει δύο προσεγγίσεις που συνήθως 

ισχυριζόµαστε ότι είναι διαφορετικές. Η µια είναι διαισθητική, η άλλη 

αναλυτική…γενικά η διαίσθηση είναι λιγότερο αυστηρή όσον αφορά την απόδειξη, 

περισσότερο προσανατολισµένη σε ολόκληρο το πρόβληµα παρά σε συγκεκριµένα µέρη, 

λιγότερο λεκτική όσον αφορά την αιτιολόγηση και βασισµένη σε µια αποφασιστικότητα 

για δράση µε ανεπαρκή δεδοµένα.», στον D. Tall, (1990). 

    Σύµφωνα µε τον Tall, υπάρχουν πολλά στοιχεία για να δειχθεί ότι ο ισχυρότερος 

τρόπος για να χρησιµοποιηθεί ο εγκέφαλος, είναι να ενσωµατωθούν και οι δύο 

µέθοδοι επεξεργασίας. Η έκκληση πρώτα στο  δεξί ηµισφαίριο του εγκεφάλου για να 

δώσει καθολικές συνδέσεις και ενοποιητικά σχήµατα, και κατόπιν στο αριστερό για 

την ανάλυση των σχέσεων και τη δόµηση των λογικών πορισµάτων µεταξύ των 

εννοιών. Κάτι τέτοιο απαιτεί µια νέα σύνθεση της µαθηµατικής γνώσης που θα 

αποδίδει την πρέπουσα βαρύτητα και στους δύο τρόπους σκέψης. Ειδικότερα 

χρειάζεται µια προσέγγιση που να απευθύνεται στη διαίσθηση και που παράλληλα 

µπορεί να της δοθεί µια αυστηρή διατύπωση. Η ιδέα δηλαδή είναι να αποτανθούµε 

στη δύναµη οπτικής δηµιουργίας σχηµάτων στο δεξιό ηµισφαίριο κατά τέτοιον 

τρόπο, ώστε να παράγει κατάλληλες διαισθήσεις για να εξυπηρετήσει τη λογική 

παραγωγικότητα του αριστερού ηµισφαιρίου. Αν θέλουµε να καλύψουµε το χάσµα 

που εµφανίζεται στην κατανόηση του απειροστικού λογισµού από το µαθητή, τότε 

πρέπει να βρούµε έναν τρόπο που να είναι γνωστικά ελκυστικός για το µαθητή τη 

στιγµή που ξεκινά η µελέτη, και που ταυτόχρονα φέρει τους σπόρους για την 

κατανόηση των τυπικών εννοιών που εµφανίζονται αργότερα. Με δεδοµένο λοιπόν 

ότι ο τρόπος µε τον οποίο διδάσκεται η έννοια του ορίου φαίνεται τόσο µη 

ικανοποιητική γνωστική αφετηρία για τη µελέτη του απειροστικού λογισµού, 
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εποµένως και οι προσπάθειες για να καταστεί «γεωµετρικά διαισθητική» επίσης 

αποτυγχάνουν, άρα χρειαζόµαστε µια κάπως διαφορετική προσέγγιση. Αυτή είναι 

δυνατή µέσω µιας απλής οπτικής επινόησης. Όπως είδαµε πιο πριν, η κλίση µιας 

ευθείας y=αx+β είναι απλά το πηλίκο της µεταβολής της τεταγµένης y προς την 

αντίστοιχη µεταβολή της τετµηµένης x, αλλά κάτι τέτοιο αποτυγχάνει σε µια 

καµπύλη. Μια εναλλακτική αντιµετώπιση βρίσκεται στο να µεγεθυνθεί η εικόνα. Αν 

ένα αρκετά µικρό µέρος της γραφικής παράστασης σχεδιαστεί σε µεγάλη µεγέθυνση, 

τότε οι περισσότερες από αυτές µοιάζουν τοπικά ευθύγραµµες, όπως φαίνεται στο 

σχήµα. 

 

    Από την άλλη µεριά η ολοκλήρωση είναι η ιδέα της «συσσωρευτικής αύξησης» η 

οποία συχνά αντιµετωπίζεται ως υπολογισµός του εµβαδού του χωρίου «κάτω» από 

την καµπύλη. Οπότε µπορεί να συντελεστεί µε τη χρήση λεπτών λωρίδων ή τη χρήση  

κανόνων όπως  του τραπεζίου. Οπτικά, αν πάρουµε µεγαλύτερο πλήθος λωρίδων, 

καθίσταται προφανές ότι το άθροισµα των εµβαδών των λωρίδων αυτών θα πρέπει να 

δώσει την τιµή του ζητούµενου εµβαδού. Ένας τρόπος να απεικονιστεί 

αποτελεσµατικότερα το θεµελιώδες θεώρηµα είναι να φανταστούµε ένα 

µικροσκοπικό µέρος της γραφικής παράστασης επιµηκυµένο οριζόντια. Σε πολλές 

περιπτώσεις η γραφική παράσταση µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης επιµηκύνεται 

ώστε να αποκτήσει ευθύγραµµη µορφή και όσο περισσότερο επιµηκύνεται τόσο πιο 

ευθύγραµµη γίνεται. Αυτό επιτυγχάνεται εύκολα µε ένα πρόγραµµα σχεδιασµού 

γραφικών παραστάσεων που χρησιµοποιεί µια λεπτή ακτίνα για το x και κανονική για 

το y, ώστε να πετυχαίνουµε την οριζόντια επιµήκυνση της καµπύλης. Κατ’ αυτόν τον 

τρόπο µπορούµε να αιτιολογήσουµε εποπτικά τη σχέση ( ) ( )

΄x

f t dt f x
α

 
= 

 
∫ ,  

αιτιολόγηση που περιέχεται και στο σχολικό βιβλίο της Γ΄ Λυκείου. Η τυπική 

απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος όπως αυτή αναφέρεται στα συµπεράσµατα 
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(σελ. 168), απαιτεί την έννοια της συνέχειας. Ο αυστηρός ορισµός της συνέχειας λέει 

ότι: « µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 αν, µε δεδοµένο οποιοδήποτε ε>0, µπορεί 

να βρεθεί µια µικρή απόσταση δ, ώστε, όποτε το x βρίσκεται µεταξύ  x0-δ  και  x0+δ, το 

f(x) βρίσκεται µεταξύ f(x0)-ε και f(x0)+ε».(βλέπε σχήµα) 

 

 

 

 Οι επιπτώσεις του ορισµού αυτού απαιτούν µήνες ακόµα και χρόνια για να 

κατανοηθούν πλήρως. ∆ιαθέτει όµως, µια ελκυστική διαισθητική θεµελίωση: « Μια 

συνεχής και παντού παραγωγίσιµη συνάρτηση, είναι µια συνάρτηση που η γραφική της 

παράσταση έχει την ιδιότητα κάθε κατάλληλα µικρό τµήµα της να µετατρέπεται σε 

ευθύγραµµο όταν επιµηκύνεται οριζόντια». (βλέπε  σχήµα) 

 

Βλέπουµε λοιπόν, ότι εισάγοντας κατάλληλες  νοερές αναπαραστάσεις µαθηµατικών 

ιδεών, µπορούµε να δώσουµε µια πολύ ευρύτερη εικόνα των δυνατών τρόπων µε τους 

οποίους µπορούν να γίνουν αντιληπτές οι έννοιες και κατ’ επέκταση, ισχυρότερες 

διαισθήσεις απ’ ότι µε µια παραδοσιακή προσέγγιση. Συνεπώς η διαίσθηση και η 

αυστηρότητα δεν είναι απαραίτητο να βρίσκονται σε σύγκρουση. Με την παροχή 

ενός κατάλληλα ισχυρού πλαισίου, η διαίσθηση οδηγεί φυσιολογικά στην 

αυστηρότητα της µαθηµατικής απόδειξης, Tall, (1990). 
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2.6. Ο  ρόλος της ιστορίας των µαθηµατικών στη διδασκαλία. 

 

     Πολλοί ερευνητές και δάσκαλοι πιστεύουν ότι η ιστορία των µαθηµατικών µπορεί 

να παίξει πολύτιµο ρόλο στη διδασκαλία και τη µάθηση. Ισχυρίζονται ότι η ιστορία 

βοηθά τους µαθητές να κατανοήσουν ότι τα µαθηµατικά δεν είναι πεπερασµένο και 

ορισµένο γνωστικό σύστηµα, αλλά µια διαδικασία σε εξέλιξη που έχει στενή σχέση 

µε τους άλλους επιστηµονικούς κλάδους. Βοηθά τους µαθητές να καταλάβουν ότι οι 

µαθηµατικές έννοιες που εισάγονται, τροποποιούνται και επεκτείνονται µέσω της 

διαδικασίας της λύσης προβλήµατος. Ότι τα λάθη, οι αµφιβολίες, τα διαισθητικά 

ζητήµατα, οι διαµάχες, οι αµφισβητήσεις, οι διενέξεις και τέλος οι εναλλακτικές 

µέθοδοι προσέγγισης, δεν νοµιµοποιούν µόνο αλλά στην πραγµατικότητα δρουν ως 

µοχλός ανάπτυξης των µαθηµατικών. Ο φιλοσοφικός στοχασµός και η 

αναπαράσταση των ιστορικών δεδοµένων καθορίζουν και εξηγούν ορισµένες 

διδακτικές επιλογές. Από φιλοσοφικής πλευράς τα µαθηµατικά πρέπει να ειδωθούν 

σαν µια ανθρώπινη δραστηριότητα που ταυτόχρονα σχετίζεται µε την προσωπική 

κουλτούρα του καθ’ ενός και είναι συνυφασµένα µε αυτήν. Κάτω από το πολιτισµικό 

πρίσµα η µαθηµατική εξέλιξη έρχεται ως αθροιστικό αποτέλεσµα δραστηριοτήτων 

µέσω διαφόρων πολιτισµών. Τέλος κάτω από το πρίσµα ενός πολιτισµού που 

περιλαµβάνει διαφορετικές αρχές και ιδέες, οι µαθητές αισθάνονται ότι η κατανόησή 

τους για τα µαθηµατικά εµπλουτίζεται από την ιστορία των µαθηµατικών, βλέπε και 

Furingetti & Somaglia, 1998: Tzanakis & Arcavi, 2000, στο Farmaki & Paschos, 

(2007)  

     ∆εν είναι µόνο η επιθυµία για µια σχετική πληρότητα της εργασίας που µας 

οδήγησε στο να αφιερώσουµε το τρίτο κεφάλαιο στην ιστορική ανάπτυξη του 

απειροστικού λογισµού, αλλά η βεβαιότητα και η απόλυτη συµφωνία για όσα 

υποστηρίζονται από τους παραπάνω ερευνητές σχετικά µε το ρόλο της ιστορίας των 

µαθηµατικών στη διδακτική πρακτική.  

     Σχετικά µε το ρόλο της ιστορίας των µαθηµατικών στο σχεδιασµό διδακτικών 

προτάσεων η Ε. Μπιζά αναφέρει: «Συνήθως στη διδακτική πράξη, όταν γίνεται τυπική 

εισαγωγή µαθηµατικών εννοιών, δεν λαµβάνονται υπόψη οι ήδη σχηµατισµένες 

απόψεις των µαθητών/τριών καθώς και οι σωµατικοί τους περιορισµοί. Το αποτέλεσµα 

είναι να δηµιουργούνται γνωστικές συγκρούσεις και να αυξάνονται τα διδακτικά 

εµπόδια. Είναι λοιπόν ερευνητικό ζητούµενο ο σχεδιασµός διδακτικών προτάσεων που 
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να λαµβάνει υπόψη του τις παραµέτρους αυτές. Πηγή τέτοιων ιδεών µπορεί να 

αποτελέσει η ιστορία των Μαθηµατικών και η µελέτη των επιστηµολογικών εµποδίων 

στην εξέλιξη των µαθηµατικών εννοιών. Σύµφωνα µε την άποψη αυτή η ιστορία δεν 

χρειάζεται να είναι ορατή ως κυρίαρχο στοιχείο στη διδασκαλία αλλά να λειτουργεί ως 

µεσολαβητής για την επίτευξη των αντικειµενικών στόχων της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης. Αυτό σηµαίνει ότι οι στόχοι της διδασκαλίας πρέπει να θεωρούνται σε 

συνδυασµό µε την εξέλιξη των µαθηµατικών εννοιών», Μπιζά, (2003). 

    Επιπλέον οι ορισµοί και τα µαθηµατικά αποτελέσµατα, που σε ένα αυστηρά 

µαθηµατικό κείµενο εµφανίζονται συµπληρωµένα και κάπως στατικά, εδώ αποκτούν 

µια δυναµική οντότητα καθώς διαφαίνεται η κοπιαστική προσπάθεια πολλών από 

τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς µέσα από τους αιώνες για ένα βήµα που σήµερα 

µπορεί να µας φαίνεται µικρό. Έτσι είµαστε ίσως σε θέση να εκτιµήσουµε πόσο 

διαφορετική είναι η απόκτηση, η δηµιουργία πραγµατικά νέας µαθηµατικής γνώσης, 

από την εκ στων υστέρων µελέτη και κατανόησή της, Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος, 

Γιαννακούλιας, (1987) 

    Σύµφωνα µε τον Τζανάκη, (2008), η γενική ιδέα της αξιοποίησης της Ιστορίας των 

Μαθηµατικών  στην Μαθηµατική Εκπαίδευση  είναι αρκετά παλιά. Σταδιακά 

εκφάνσεις αυτής της ιδέας εφαρµόστηκαν στην πράξη µε ποικίλους τρόπους, έτσι 

ώστε, µέσα στις τρεις τελευταίες δεκαετίες να διαµορφωθεί ένας ενεργός ερευνητικός 

κλάδος στα πλαίσια της Μαθηµατικής Εκπαίδευσης, οδηγώντας την δεκαετία του 

1970, αρχικά στην δηµιουργία και µετά στην ανάπτυξη µιας διεθνούς οµάδας µελέτης 

πάνω στα θέµατα αυτά, που είναι γνωστή ως η HPM Study Group (The International 

Study Group on the Relations between History and Pedagogy of Mathematics) και η 

οποία είναι µία από τις δύο βασικότερες οµάδες µελέτης που τελούν υπό την αιγίδα 

της ∆ιεθνούς Επιτροπής για την Μαθηµατική Εκπαίδευση (ICMI: The International 

Commission on Mathematical Instruction). Μολονότι τα επιχειρήµατα υπέρ της 

διδακτικής αξιοποίησης της ιστορίας των µαθηµατικών είναι ενδιαφέροντα και 

σηµαντικά και οι ερευνητικές και διδακτικές δραστηριότητες στο πεδίο αυτό είναι 

πολλές και σε ευρεία διεθνή κλίµακα, εντούτοις παραµένουν πάντα σοβαρές 

αντιρρήσεις, τόσο από δασκάλους των µαθηµατικών όσο και από ερευνητές στην ΜΕ 

και ιστορικούς των µαθηµατικών.  
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3.1.   Εισαγωγή. 
 
    Σύµφωνα µε το Γιαννακούλια (2007), διακρίνουµε τρείς περιόδους στην ανάπτυξη 

του απειροστικού λογισµού: 

• 6ος – 3ος  π.Χ αιώνας. Ο απειροστικός λογισµός βρίσκεται σε λανθάνουσα 

µορφή και ανιχνεύεται µέσα από τα επιτεύγµατα των αρχαίων Ελλήνων 

φιλοσόφων και µαθηµατικών. 

• 16ος – 17ος µ.Χ αιώνας. Ο απειροστικός λογισµός «ανακαλύπτεται» και 

αναπτύσσεται µε γοργούς ρυθµούς. 

• 18ος – 19ος  µ.Χ. αιώνας. Είναι η περίοδος της αυστηρής θεµελίωσής του που 

τελειώνει την τρίτη δεκαετία του 19ου αιώνα, µε την κατασκευή του συνόλου 

των πραγµατικών αριθµών. 

Μεταξύ της πρώτης και της δεύτερης περιόδου µεσολαβεί ο Μεσαίωνας. Στις αρχές 

του  οι  άνθρωποι  ενδιαφέρονταν  περισσότερο  να  διαφυλάξουν το υλικό που  είχε 

συλλεχθεί κατά τους κλασικούς χρόνους, παρά να δηµιουργήσουν κάτι καινούριο. 

Για το σκοπό αυτό σπουδαία φαίνεται να ήταν η συµβολή των Βυζαντινών λογίων 

και µοναχών. Με τις µεταφράσεις των κλασικών έργων των αρχαίων Ελλήνων από 

τους Άραβες λόγιους, γύρω στο 10ο µ.Χ. αιώνα, αναθερµαίνεται  το ενδιαφέρον για 

τα προβλήµατα που εκείνοι είχαν µελετήσει, άλλα εκ των οποίων είχαν λύσει και 

άλλα είχαν αφήσει για τους µεταγενέστερους.  
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3.2.   Τα µαθηµατικά πριν από τον 6ο αιώνα π.Χ. 
 

     Οι πληροφορίες που έχουµε από αιγυπτιακούς παπύρους και από κείµενα των 

αρχαίων Βαβυλωνίων που βρέθηκαν σε πήλινες πινακίδες και αγγεία, µας οδηγούν 

στο συµπέρασµα ότι οι απαρχές των Μαθηµατικών εντοπίζονται στους πολιτισµούς 

που ανέπτυξαν χώρες όπως η Κίνα, η Ινδία, η Αίγυπτος και οι λαοί της 

Μεσοποταµίας, όπως οι Βαβυλώνιοι και οι Σουµέριοι. Η περίοδος που καλύπτεται 

αφορά το διάστηµα µεταξύ των ετών 3000 π.Χ. και 600 π.Χ.,  οπότε και εµφανίζονται 

οι Έλληνες προσωκρατικοί φιλόσοφοι. 

     Τα µαθηµατικά που ανέπτυξαν οι λαοί αυτοί είναι κυρίως υπολογιστικά και 

προέκυψαν κάτω από την πίεση που άσκησαν οι πρακτικές ανάγκες εκείνης της 

εποχής, ανάγκες που σχετίζονταν µε το να χειρίζονται θέµατα που αποτελούσαν 

µέρος των καθηµερινών τους ασχολιών. Τέτοια ήταν η εύρεση του εµβαδού 

αγροτεµαχίων για τον ακριβή υπολογισµό του φόρου, το µοίρασµα καθορισµένης 

ποσότητας σιταριού σε συγκεκριµένο αριθµό ατόµων, ή η δίκαιη διανοµή συσσιτίου 

σ’ έναν αριθµό εργατών. 

    Τεκµηριωµένα λοιπόν οι λαοί αυτοί γνώριζαν πώς να υπολογίζουν το εµβαδόν 

ορθογωνίων τριγώνων, παραλληλογράµµων και τραπεζίων. Επίσης, υπολόγιζαν 

όγκους πρισµάτων και κυλίνδρων πολλαπλασιάζοντας το εµβαδόν της βάσης επί το 

ύψος, καθώς και τον όγκο της κόλουρης πυραµίδας. Από τη πλευρά της αριθµητικής 

µπορούσαν να λύσουν προβλήµατα που ανάγονταν σε εξισώσεις καθώς και 

συστήµατα εξισώσεων. Οι Βαβυλώνιοι ειδικά ήσαν γνώστες του πυθαγορείου 

θεωρήµατος και των πυθαγορείων τριάδων.1 

     Στις χώρες αυτές της Ανατολής, οι παραπάνω µαθηµατικές γνώσεις έµοιαζαν θα 

λέγαµε µε µια συλλογή από χρήσιµες συνταγές που ελάχιστα συνδέονταν µεταξύ 

τους. Μόνο υποθέσεις έχουν γίνει για τον τρόπο παραγωγής αυτών των κανόνων – 

άλλοι ακριβείς και άλλοι προσεγγιστικοί – είναι βέβαιο όµως ότι η βασική ιδέα 

υπολογισµού του εµβαδού στοιχειωδών σχηµάτων ήταν η κατάτµηση του επιπέδου 

σχήµατος σε τρίγωνα και η  ανακατανοµή των κοµµατιών, ώστε να καταλήγουν σε 

ένα η περισσότερα ορθογώνια. 

 

                                                
1 Γ.Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 53 
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Η έννοια του γεωµετρικού µετασχηµατισµού, που εµφανίστηκε υπό τη µορφή της 

ανακατανοµής και που ήταν απαραίτητη για τον υπολογισµό εµβαδών ευθυγράµµων 

σχηµάτων και όγκων στερεών, θα αποτελέσει το θεµέλιο για την ανάπτυξη του 

ολοκληρωτικού λογισµού.2 

     Αξιοσηµείωτο είναι ότι οι Βαβυλώνιοι είχαν βρει για την 2  τη προσεγγιστική 

τιµή 1,414213, µια τιµή που διαφέρει ελάχιστα από τη σηµερινή προσέγγιση. Για το 

εµβαδόν του κύκλου, οι µεν Βαβυλώνιοι (όπως και οι Κινέζοι) χρησιµοποιούσαν το 

τύπο Ε = 
2 2

c d  
  
  

, όπου c το µήκος της περιφέρειας του κύκλου και d η διάµετρος 

του, οι δε Αιγύπτιοι το τύπο 
2

8

9
d

 Ε =  
 

ο οποίος δίνει για τον αριθµό π την 

προσεγγιστική τιµή 3,16049. Σύµφωνα µε όσα περιέχονται στον πάπυρο της Μόσχας, 

διαπιστώνουµε ότι  ήξεραν επίσης να υπολογίζουν τον όγκο της κόλουρης πυραµίδας 

µε τετραγωνική βάση, δια µέσου του τύπου ( )2 2

3

h
V a ab b= + + , όπου h είναι το 

ύψος και α,b οι πλευρές της άνω και κάτω βάσης. Είναι αδύνατον να υποθέσουµε ότι 

ο τύπος αυτός βρέθηκε εµπειρικά. Πρέπει να ελήφθη βάσει ενός θεωρητικού 

συλλογισµού.3 

     Eξ’ άλλου, από τα προβλήµατα  26 και 40 του παπύρου του Rhind συµπεραίνουµε 

ότι για τη λύση υπολογιστικών προβληµάτων οι Αιγύπτιοι εφάρµοζαν τη «µέθοδο 

της αυθαίρετης παραδοχής». Ένα παράδειγµα τέτοιου υπολογισµού είναι το 

πρόβληµα 26, στο οποίο ζητείται να βρεθεί η ποσότητα στην οποία, αν προσθέσουµε 

το τέταρτο µέρος αυτής, κάνουν µαζί 15. Εµείς θα λύναµε το πρόβληµα αυτό, 

σχηµατίζοντας την εξίσωση x+x/4=15.  Ο Αιγύπτιος όµως δεν εργαζόταν έτσι. Άρχιζε 

µε την αυθαίρετη υπόθεση ότι η ζητούµενη ποσότητα ισούται µε έναν αριθµό, έστω 

τον αριθµό 4. Το τέταρτο του 4 είναι το 1. Αλλά 4+1=5 και όχι 15, όπως απαιτεί η 

συνθήκη του προβλήµατος. Πρέπει λοιπόν να βρούµε πόσες φορές χωράει το 5 στο 

15. Το 15 είναι τριπλάσιο του 5, άρα πρέπει να τριπλασιαστεί και ο αριθµός 4 που 

επιλέχτηκε αυθαίρετα και γίνεται έτσι 12. Το τέταρτο του 12 είναι το 3 και 12+3=15, 

είναι η λύση του προβλήµατος. 

 

                                                
2 Σ. Νεγρεπόντης-Σ. Γιωτόπουλος-Ε. Γιαννακούλιας, Απειροστικός λογισµός, τόµος I. 
3 3. Β.L.van der Vaerden , η αφύπνιση της επιστήµης , σελ.27. 

 



 54 

Σύµφωνα µε ένα σχόλιο του Chase, 

« Η προσεκτική µελέτη του παπύρου του Rhind, µε έχει πείσει, εδώ και πολλά χρόνια, 

ότι το έργο αυτό δεν είναι µια απλή συλλογή πρακτικών προβληµάτων […] και ότι οι 

Αιγύπτιοι δεν ήταν απλώς ένα έθνος εµπόρων που δεν ενδιαφέρονταν για τίποτα άλλο, 

παρά µόνο για αυτά των οποίων θα µπορούσαν να κάνουν χρήση. Πιστεύω µάλλον ότι 

µελετούσαν τα Μαθηµατικά και άλλα θέµατα χάριν αυτών των ιδίων»  

Κατά τον Χριστιανίδη, η άποψη του Chase µάλλον ενισχύεται, αν ληφθούν υπ’ όψιν 

τα ακόλουθα: 4          

1. Το πρόβληµα 40 του παπύρου του  Rhind δεν φαίνεται να έχει άµεση σχέση 

µε τα πρακτικά προβλήµατα της καθηµερινής ζωής. Είναι δύσκολο να 

δεχτούµε ότι, υπό πραγµατικές συνθήκες, µοίραζαν ψωµί µε τρόπο ώστε οι 

µερίδες να αποτελούν αριθµητική πρόοδο. 

2. Στο πρόβληµα 26 του παπύρου του Rhind αναδύεται ένας ορισµένος βαθµός 

αφηρηµένης σκέψης, αφού η µέθοδος της αυθαίρετης παραδοχής µπορεί να 

χρησιµοποιείται σε προβλήµατα που καλύπτουν ένα ευρύ φάσµα 

διαφορετικών αντικειµένων, επί των οποίων θα ήταν δυνατόν να 

εφαρµόζονται οι ίδιες επιλυτικές τεχνικές. 

   Κατ’ αυτόν τον τρόπο, ισχυρίζεται ο Chase,  θα µπορούσαµε ίσως να 

αναγνωρίσουµε την ύπαρξη µιας µαθηµατικής δραστηριότητας που γίνεται «χάριν 

αυτής της ιδίας». O τρόπος που είναι διατυπωµένο το πρόβληµα 40 πιθανότατα θα 

µπορούσε να αποδοθεί σε µια εκπαιδευτική πρακτική, όπου ο δάσκαλος θέτει στους 

µαθητές προβλήµατα πολύ δυσκολότερα από αυτά που θα αντιµετωπίσουν στις 

επαγγελµατικές τους απασχολήσεις. Με άλλα λόγια, διακρίνονται καθαρά τα ίχνη 

ενός εκπαιδευτικού συστήµατος που είχαν δηµιουργήσει και στο οποίο πρωτεύουσα 

θέση φαίνεται να κατείχαν τα Μαθηµατικά. 

     Παρά το γεγονός ότι οι παραπάνω αναφορές έχουν σχέση µε τις βασικές έννοιες 

του απειροστικού λογισµού, δεν υπάρχουν γραπτά από τα οποία να τεκµηριώνεται, 

ότι τα αποτελέσµατα αυτά παρήχθησαν από ατέρµονες διαδικασίες µέσω της 

συµπερασµατικής µεθόδου, ούτε υπάρχουν στοιχεία στα µαθηµατικά αυτών  των 

λαών, από τα οποία να προκύπτει αναφορά στις έννοιες του απείρως µεγάλου ή του 

απείρως µικρού. Oι Έλληνες ήσαν αυτοί που κατά πρώτον ανέλυσαν συστηµατικά 

                                                
4 Γ.Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 24.  
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την ιδέα των συνεχών ποσοτήτων και ανέπτυξαν έννοιες που οδήγησαν στην 

παράγωγο και στο ολοκλήρωµα.5  

 

3.3.    Τα ελληνικά µαθηµατικά. 

 

3.3.1.  Η σχολή της Ιωνίας. 

     

     Λέγοντας ελληνικά µαθηµατικά εννοούµε τα µαθηµατικά που ανέπτυξαν οι 

άνθρωποι οι οποίοι µιλούσαν και έγραφαν την ελληνική γλώσσα, ανεξάρτητα από το 

εάν κατοικούσαν εντός ή εκτός των συνόρων της σηµερινής Ελλάδος. Υπ’ αυτήν την 

έννοια ο επιθετικός προσδιορισµός «ελληνικός» δηλώνει για την ιστορία των 

µαθηµατικών κάτι πολύ ευρύτερο από ότι δηλώνει ο ίδιος όρος για την πολιτική, 

στρατιωτική ή οικονοµική ιστορία.6 Τα ελληνικά µαθηµατικά λοιπόν, κάνουν την 

εµφάνισή τους τον 6ο π.Χ. αιώνα και αναπτύσσονται µε γοργά βήµατα έχοντας αρωγό 

τη γνώση που είχε προέλθει από τους λαούς της Ανατολής και κυρίως, λόγω 

γειτνίασης, από τους Αιγύπτιους και τους Βαβυλώνιους. Στο απόγειό τους φτάνουν 

στα τέλη του 4ου και στη διάρκεια του 3ου π..Χ. αιώνα, η επίδρασή  τους όµως, 

κράτησε µέχρι και τους πρώτους µεταχριστιανικούς αιώνες. 

   Κατά τον 6ο π.Χ. αι. χάρις στους  Ίωνες φιλοσόφους Θαλή (640 – 546 π.Χ.), 

Αναξίµανδρο (610 – 546 π.Χ.) και Αναξιµένη (585 – 525 π.Χ.), αρχίζει να 

διαφαίνεται η ριζική µεταστροφή από τις µυθολογικές παραστάσεις, στην 

επιστηµονική αντίληψη του κόσµου. ∆ιανοίγεται ο δρόµος του επιστηµονικού 

κριτηρίου και τίθενται µερικά από τα πιο βασικά φιλοσοφικά προβλήµατα.7 Παρά την 

ελλιπή πληροφόρηση που έχουµε για τη περίοδο αυτή λόγω απουσίας γραπτών 

κειµένων, θεωρείται βέβαιο από τους ερευνητές ιστορικούς ότι ο Θαλής είναι αυτός 

που έθεσε τις βάσεις της θεωρητικής γεωµετρίας, καθώς σε αυτόν αποδίδονται τα 

πρώτα ψήγµατα της παραγωγικής σκέψης. Σύµφωνα µε το Θαλή αρχή των πάντων 

ήταν το νερό.  Ο Αναξίµανδρος, µαθητής του Θαλή, εξήγησε τη δηµιουργία του 

κόσµου εκκινώντας από το άπειρο, που είναι και το επίκεντρο της φιλοσοφίας του. 

Ένα άπειρο που προφανώς προσλαµβάνει δύο ερµηνείες: 

• Άπειρον  α + πέρας = χωρίς τέλος 

                                                
5 .B.Boyer , The history of the calculus and its conceptual development , p. 15 
6 Γ.Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 24 
7 Ε.Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως  τον 19ο αιώνα, σελ. 27 
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• Άπειρον α + περάω = αδιαπέραστο 

Ο Αναξίµανδρος, φαίνεται πως εννοούσε µια πρωταρχική αιτία δίχως όρια στο χώρο. 

Το άπειρο είναι απεριόριστο στο χώρο και ποιοτικά ακαθόριστο, καθώς δεν 

προσδιορίζεται µορφικά σαν ένα από τα τέσσερα στοιχεία. 

 Στο άπειρο ο Αναξίµανδρος δεν είδε µόνο την πρωταρχική ύλη και την αρχική 

κατάσταση του κόσµου, αλλά και την αιτία της κοσµικής τάξης. Σ’ αυτή την 

πρωταρχική ουσία απέδωσε θεϊκές ιδιότητες, χαρακτηρίζοντας το άπειρο ως 

«αθάνατο, ανώλεθρον και θείον», σύµφωνα µε τον Σιµπλίκιο (Εις τα φυσικά, 24, 13). 

Η αδυναµία της ανθρώπινης διάνοιας να καθορίσει το άπειρο ποσοτικά και ποιοτικά, 

το καθιστά πηγή και κατευθυντήρια δύναµη του κόσµου.8 Τέλος, ο Αναξιµένης, 

µαθητής του Αναξίµανδρου, προσπάθησε να γεφυρώσει το χάσµα ανάµεσα στο νερό 

που είχε καθορίσει ο Θαλής σαν αρχή των πάντων και στο άπειρο του Αναξίµανδρου. 

Προς τούτο, θεώρησε τον αέρα ως γενεσιουργό υλικό από το οποίο εδοµούντο τα 

πάντα. 

 

3.3.2. Η ανακάλυψη της ασυµµετρίας. 

 

     Μετά τους Ίωνες ακολουθούν διαδοχικά η σχολή των πυθαγορείων και η σχολή 

της Χίου. ∆υστυχώς όµως, όπως γενικότερα συµβαίνει µε τα ελληνικά µαθηµατικά, οι 

γνώσεις µας για τον Πυθαγόρα και τους µαθητές του αντλούνται αποκλειστικά από 

έργα µεταγενέστερων συγγραφέων, όπως ο Νικόµαχος ο Γερασηνός, ο Θέων ο 

Σµυρναίος  (2ος µ.Χ.αι.) και ο Ιάµβλιχος (3ος – 4ος µ.Χ.αι.) 

     Σύµφωνα µε την πυθαγόρεια κοσµογονία, το σύµπαν δηµιουργήθηκε µε διαίρεσή 

του αριθµού ένα, που πραγµατοποιήθηκε µετά από «εισπνοή απείρου». Το άπειρο 

εισβάλλει στο αδιαφοροποίητο «είναι», ταυτόσηµο µε τον αριθµό ένα, και το διασπά 

δηµιουργώντας από τη µονάδα τη δυάδα. Το «είναι» οριοθετείται από το «µη είναι», 

ισχυρότατα συνδεδεµένο µε το κενό, που εκτείνεται επ’ άπειρον. Αυτό λοιπόν το 

άπειρο και οριοθετούν κενό εισβάλλει στο πεπερασµένο «είναι», το διασπά και 

δηµιουργείται από το ένα η δυάδα, από αυτήν η τριάδα κ.ο.κ., κατά τρόπον ώστε το 

πυθαγόρειο σύµπαν να αποτελεί ένα αντίγραφο του συνόλου που σήµερα ονοµάζουµε 

σύνολο των φυσικών αριθµών.9 Ήταν τελείως φυσικό λοιπόν για τους Πυθαγορείους 

                                                
8 Πηγή: Wikipedia, διαδίκτυο. 
9 ∆. Αναπολιτάνος, εισαγωγή στη φιλοσοφία των Μαθηµατικών, σελ. 15 
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να αναµένουν να υπακούει ο κόσµος σε σχέσεις και νόµους που µπορούν να 

εκφραστούν µε λόγους της µορφής  p/q, όπου p και q φυσικοί αριθµοί. Αν 

οποιαδήποτε δύο εκτεταµένα αντικείµενα δεδοµένων µηκών συγκρίνονταν, θα έπρεπε  

να δίνουν σαν αποτέλεσµα σύγκρισης των µηκών τους έναν λόγο x/y, όπου x, y 

θετικοί ακέραιοι αριθµοί. Πίστευαν δηλαδή ότι η σύγκριση δύο εκτεταµένων µεγεθών 

µπορούσε πάντα να οδηγήσει µετά από πεπερασµένα το πλήθος βήµατα, σε εύρεση 

ενός κοινού µέτρου για αυτά τα µεγέθη. Αυτή η πυθαγόρεια πίστη για σύµµετρη δοµή 

του κόσµου έµελλε να διαψευστεί. Οι πυθαγόρειοι στην προσπάθειά τους να βρουν το 

γεωµετρικό µέσο των δύο ιερών συµβόλων τους, δηλαδή του ένα και του δύο, 

οδηγήθηκαν στο ισοδύναµο αποτέλεσµα της κατασκευής τετραγώνου µε εµβαδό 

διπλάσιο ενός δοσµένου τετραγώνου πλευράς α.10 Για τη λύση του προβλήµατος  

απαιτήθηκε η µελέτη του λόγου της διαγωνίου προς τη πλευρά του τετραγώνου, όπου 

µε εφαρµογή του πυθαγορείου θεωρήµατος βρήκαν ότι συνδέονται µε τη σχέση 

2 22δ α= . Αναζήτησαν λοιπόν θετικούς ακέραιους  µ,ν, ώστε, 
δ µ
α ν

= . Η αναζήτηση 

αυτή απέβη άκαρπη. Απέδειξαν µε έκπληξη ότι δεν υπάρχουν τέτοιοι θετικοί 

ακέραιοι. Η απόδειξη βασίστηκε σε απλές παρατηρήσεις τους σχετικά µε τους 

άρτιους και τους περιττούς, όπως περιγράφει ο Αριστοτέλης στο έργο του Αναλυτικά 

πρότερα, 41 α 26: «ἀσύµµετρος ἡ διάµετρος διά τό γίγνεσθαι τά περιττά ἴσα τοις 

ἀρτίοις, συµµέτρου τεθείσης».  

 [Είναι ασύµµετρη η διάµετρος, (προς την πλευρά), διότι αν υποτεθεί σύµµετρη, τότε 

τα περιττά γίνονται ίσα µε τα άρτια.] 

Η απόδειξη αυτή έχει περιληφθεί στο παράρτηµα του Χ βιβλίου των Στοιχείων του 

Ευκλείδη, µε τον αριθµό 27: 

«Προκείσθω ἡµῖν  δεῖξαι , ὅτι ἐπί τῶν τετραγώνων σχηµάτων ἀσύµµετρος ἔστιν ἡ 

διάµετρος τῇ  πλευρᾷ µήκει»  

 [ Έστω ζητείται να αποδειχθεί ότι στα τετράγωνα σχήµατα η διάµετρος (διαγώνιος) 

είναι ασύµµετρος κατά το µήκος προς την πλευρά] 

Απόδειξη. (σε σύγχρονη ορολογία). Έστω ότι υπάρχει ρητός 
µ
ν

, ώστε
2

2

µ
ν

 =2. Χωρίς 

βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι οι µ,ν, δεν είναι άρτιοι. Τότε µ2=2ν2, οπότε µ2 

άρτιος. Τότε και ο µ είναι άρτιος και άρα µ2=4κ2=2ν2, δηλαδή ν2=2κ2, και συνεπώς ο 

                                                
10D. Struik, Συνοπτική Ιστορία των µαθηµατικών  
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ν
2 και άρα και ο ν είναι άρτιος. Καταλήξαµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι και οι δύο 

φυσικοί µ,ν είναι άρτιοι, που είναι άτοπο. 

     Από κάποιους ιστορικούς διατυπώνεται η γνώµη ότι η απόδειξη της παραπάνω 

προτάσεως, που υπάρχει στα Στοιχεία, ίσως δεν ήταν η πρώτη που δόθηκε, τόσο για 

το προχωρηµένο στάδιο της µαθηµατικής σκέψης, όσο και για την χρησιµοποίηση 

της µεθόδου της «εις άτοπον απαγωγής», που προϋποθέτει τη γνώση του 

αποδεικτέου.11  

Κατά µία εκδοχή που υποστηρίζουν ορισµένοι ιστορικοί, όπως ο Zeuthen, ο Becker,  

και o Σ. Νεγρεπόντης12, η ασυµµετρία πλευράς και διαγωνίου αποδείχθηκε µε την 

ανθυφαιρετική µέθοδο. Αυτή η διαδικασία είτε τερµατίζεται µετά από πεπερασµένο 

αριθµό βηµάτων, οπότε το τελευταίο βήµα δίνει το κοινό µέτρο των δύο µεγεθών, ή 

συνεχίζεται επ’ άπειρον, οπότε τα µεγέθη είναι ασύµµετρα, όπως βεβαιώνει η 

παρακάτω πρόταση β΄ του Χ βιβλίου των Στοιχείων του Ευκλείδη: 

« Ἐάν δύο µεγεθῶν  [ἐκκειµένων] ἀνίσων  ἀνθυφαιρουµένων ἀεί του ἐλάσσονος 

ἀπό του µείζονος, τό καταλειπόµενον µηδέποτε καταµετρεῖ τό πρό ἑαυτοῦ, 

ἀσύµµετρα ἔσται τά µεγέθη ».  

 [Αν δοθούν δύο άνισα µεγέθη και ανθυφαιρείται πάντοτε το µικρότερο από το 

µεγαλύτερο, και το υπόλοιπο που προκύπτει κάθε φορά ουδέποτε καταµετρεί τα 

προηγούµενα µεγέθη, τότε τα µεγέθη αυτά είναι ασύµµετρα]. 

Απόδειξη. 

 

∆
Γ

ΒΑ Θ

Η

ε

 

Έστω τα µεγέθη ΑΒ και Γ∆ µε ΑΒ<Γ∆. Έστω επίσης ότι τα µεγέθη είναι σύµµετρα, 

οπότε θα υπάρχει ένα κοινό τους µέτρο το ε. Το ΑΒ συγκρινόµενο µε το Γ∆, θα 

καταµετρήσει το Η∆ και θα αφήσει ένα υπόλοιπο ΓΗ < ΑΒ. Το ΓΗ συγκρινόµενο µε 

το ΑΒ θα καταµετρήσει το ΘΒ και θα αφήσει ένα υπόλοιπο ΑΘ < ΓΗ. Η διαδικασία 

                                                
11 Β.L.van der Waerden , η αφύπνιση της επιστήµης . 
12 Σ. Νεγρεπόντης, παραδόσεις µαθηµάτων αρχαίων ελληνικών µαθηµατικών. 
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αυτή συνεχίζεται επ’ άπειρον εξ υποθέσεως, αφού το εκάστοτε υπόλοιπο ουδέποτε 

καταµετρεί τα προηγούµενα µεγέθη. Έτσι θα προκύψει ένα υπόλοιπο µικρότερο από 

το κοινό µέτρο ε. Ας υποθέσουµε ότι αυτό είναι το ΑΘ. Το ε µετρά το ΑΒ άρα και το 

πολλαπλάσιο αυτού το Η∆. Μετρά όµως και το Γ∆ άρα και το ΓΗ = Γ∆ – Η∆, άρα 

και το πολλαπλάσιο αυτού ΘΒ, άρα και το ΑΘ = ΑΒ – ΘΒ. Το τελευταίο όµως, είναι 

άτοπο διότι ε > ΑΘ και συνεπώς τα αρχικώς δοθέντα µεγέθη ΑΒ και Γ∆, είναι 

ασύµµετρα.  

     Κατά τον Von Fritz13, είναι πιθανόν η ανακάλυψη της ύπαρξης ασυµµέτρων 

µεγεθών να έγινε από τον πυθαγόρειο Ίππασο, ο οποίος απέδειξε την ασυµµετρία 

ανάµεσα στην πλευρά και την διαγώνιο κανονικού πενταγώνου. 

     Βλέποντας λοιπόν τα πράγµατα υπό το πρίσµα της ιστορικής ανάπτυξης του 

απειροστικού λογισµού, µπορούµε να πούµε ότι κατά την περίοδο αυτή έχουµε την 

εµφάνιση ατέρµονων διαδικασιών στα µαθηµατικά. Είναι η αλγοριθµική διαδικασία 

της ανθυφαίρεσης, που χρησιµοποιούνταν από τους αρχαίους Έλληνες για την 

εύρεση µέγιστου κοινού µέτρου στη σύγκριση δύο δεδοµένων µηκών. Για την 

περίπτωση των ασυµµέτρων, συνεχίζεται επ’ άπειρον, µιας και  σε κανένα στάδιό της  

δεν µπορούµε να πετύχουµε υπόλοιπο ίσο µε το µηδέν. 

     Η ανακάλυψη της ασυµµετρίας πλευράς και διαγωνίου, είχε σοβαρές επιπτώσεις 

στην πυθαγόρεια φιλοσοφία: «Η πυθαγόρεια λοιπόν πίστη στην αριθµητική δοµή και 

φύση του κόσµου προσέκρουσε στην ανακάλυψη ύπαρξης ασυµµέτρων µεγεθών µε 

δραµατικά αποτελέσµατα. Οι πυθαγόρειοι, κάτω από το βάρος της κρίσης, δεν 

µπόρεσαν να αναθεωρήσουν την οντολογία τους. Κάτι τέτοιο θα ήταν ίσως αδύνατο. Η 

κρίση, καταστροφική για τους πυθαγόρειους , ενσωµατώθηκε δηµιουργικά στο 

γνωστικό corpus των ερχόµενων γενεών και οδήγησε τελικά µετά από αιώνες 

επώδυνου τοκετού, συνδεδεµένου βέβαια και µε άλλες µικρότερες ή µεγαλύτερες 

κρίσεις, στα σηµερινά συνεχιστικά µαθηµατικά που σχετίζονται µε τα νοητά 

αντικείµενα, τα οποία είναι γνωστά κάτω από το γενικό τίτλο πραγµατικοί αριθµοί».14 

     Την εµφάνιση ατέρµονων διαδικασιών έχουµε και λίγο αργότερα όταν, µετά την 

ανακάλυψη της ασυµµετρίας πλευράς και διαγωνίου τετραγώνου, άρχισαν 

προσπάθειες ρητής προσέγγισης του λόγου δ:α. Το πρόβληµα της προσέγγισης του 

λόγου της διαγωνίου προς την πλευρά µε τη βοήθεια ρητών αριθµών, είχε προταθεί  
                                                
13 ∆. Αναπολιτάνος, εισαγωγή στη φιλοσοφία των Μαθηµατικών, σελ. 24 
14 . ---------//----------, εισαγωγή στη φιλοσοφία των Μαθηµατικών, σελ. 26 
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και λυθεί από τους Βαβυλωνίους. Αλλά οι πυθαγόρειοι προχώρησαν αυτό το παλιό 

πρόβληµα πολύ µακρύτερα. Βρήκαν ολόκληρο σύνολο προσεγγίσεων απείρως 

αυξανόµενης ακρίβειας. Επιπλέον, ανέπτυξαν µια επιστηµονική θεωρία σε ό,τι αφορά 

αυτές τις προσεγγίσεις και απέδειξαν τη γενική πρόταση µε πλήρη επαγωγή.15 Αυτό 

έγινε µε την επινόηση των πλευρικών και διαγωνίων αριθµών. Ο Πρόκλος 

ερµηνεύοντας ένα χωρίο στην Πολιτεία του Πλάτωνα που αναφέρεται στον αριθµό 7, 

ως τη ρητή διαγώνιο που συνδέεται µε την πλευρά 5, δίνει τον ακόλουθο ορισµό των 

πλευρικών και διαγωνίων αριθµών, τον οποίο αποδίδει στους πυθαγορείους:16  

«Ως απαρχή όλων των αριθµών, η µονάδα είναι δυνάµει και πλευρά και διαγώνιος. 

Λαµβάνουµε τώρα δύο µονάδες, µια πλευρική και µία διαγώνιο και κατασκευάζουµε τη 

νέα πλευρά προσθέτοντας τη διαγώνιο µονάδα στην πλευρική. Τη δε νέα διαγώνιο 

κατασκευάζουµε προσθέτοντας το διπλάσιο της πλευρικής  στην διαγώνιο µονάδα». 

Έτσι βρίσκουµε τον πλευρικό αριθµό 2 και τον διαγώνιο αριθµό 3. Από εδώ 

συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο µε τους αριθµούς που βρήκαµε προηγουµένως. Με αυτό 

τον τρόπο παίρνουµε: 

                                         1                                            1 

                            1 + 1 = 2                             2·1 + 1 = 3 

                            2 + 3 = 5                             2·2 + 3 = 7 

                            5 + 7 = 12                           2·5 + 7 = 17 

                           12 + 17 = 29                        2·12 + 17 = 41 

                          …………..                        ………………… 

                          αη+1=αη+δη                           δη+1=2·αη+δη  (1) 

 

Για το πώς οι Έλληνες κατέληξαν στον παραπάνω αναδροµικό τύπο ο van der 

Waerden,17 αποτολµώντας µια εικασία  γράφει: 

« Οι Έλληνες µαθηµατικοί γνώριζαν τη µέθοδο των διαδοχικών αφαιρέσεων 

(ανταναίρεσις) για τον προσδιορισµό του µέγιστου κοινού µέτρου δύο σύµµετρων 

µεγεθών α και β. Το µικρότερο, έστω  το α,  αφαιρείται από το µεγαλύτερο,  δίνοντας 

έτσι  δύο νέα µεγέθη α  και  

                                                
15 B.L. van der Waerden , η αφύπνιση της επιστήµης , σελ.144. 
16 ------------//------------- , η αφύπνιση της επιστήµης , σελ.142. 
17 ------------//-------------,  η αφύπνιση της επιστήµης , σελ.143. 

 



 61 

β – α. Κατόπιν το µικρότερο από αυτά τα µεγέθη αφαιρείται πάλι από το µεγαλύτερο 

κ.ο.κ. Εάν υπάρχει κοινό µέτρο, η διαδικασία θα καταλήξει σε δύο ίσα µεγέθη, τα οποίο 

είναι ίσα προς το κοινό µέτρο. Στο έβδοµο βιβλίο των Στοιχείων, η µέθοδος αυτή 

εφαρµόζεται σε αριθµούς προκειµένου να προσδιοριστεί ο ΜΚ∆, ενώ στην αρχή του 

δεκάτου βιβλίου  

Α Β

Γ

∆

Ε

α

β-α

α΄β΄
 

εφαρµόζεται σε τυχαία µεγέθη, για να διαπιστωθεί αν υπάρχει κοινό µέτρο και, στην 

περίπτωση που υπάρχει, να προσδιοριστεί. Εάν εφαρµοστεί σε δύο ασύµµετρα µεγέθη η 

διαδικασία συνεχίζει επ’ άπειρον. Αν, επί παραδείγµατι, είναι α η πλευρά και β η 

διαγώνιος ενός τετραγώνου, τότε µπορεί κάποιος να αφαιρέσει το α από το β µία φορά. 

Το υπόλοιπο β – α = Α∆ = ∆Ε = ΕΒ = α΄, µπορεί τώρα να αφαιρεθεί από το α = ΑΒ, 

αφήνοντας υπόλοιπο β΄ = ΑΕ. Τώρα τα α΄ και β΄ είναι πάλι η πλευρά και διαγώνιος 

ενός µικρότερου τετραγώνου, και από τις σχέσεις 

              β΄ = α – α΄,       α΄ = β – α   έπεται ότι  α = α΄ + β΄,  β = 2·α΄+ β΄     

Οι τελευταίοι έχουν την ίδια µορφή µε τους αναδροµικούς τύπους (1). Η επανάληψη 

αυτής της διαδικασίας αφαιρέσεων θα δώσει πάλι µια µικρότερη πλευρά α΄΄ και µια 

µικρότερη διαγώνιο β΄΄. Εάν η διαδικασία συνεχιστεί µέχρι η διαφορά µεταξύ, ας 

πούµε, των α΄΄΄ και β΄΄΄ να γίνει πολύ µικρή για να είναι παρατηρήσιµη, οπότε 

στρογγυλοποιώντας µπορούµε να θέσουµε α΄΄΄= β΄΄΄ και παίρνοντας τη τιµή αυτή ως τη 

µονάδα µήκους, τότε τα α και β παριστάνονται µε τη βοήθεια των τύπων (1), δηλαδή µε 

τη µορφή διαδοχικών πλευρικών και διαγωνίων αριθµών.  
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Αν σχηµατίσουµε τους λόγους των διαµέτρων προς τις αντίστοιχες πλευρές 

παίρνουµε την ακολουθία α1, α2, α3,…..,όπου 

1 2 3 4 5

1 3 7 17 41
1, 1.5, 1.4, 1.4166..., 1.4137913...

1 2 5 12 29
α α α α α= = = = = = = = = =

 

Παρατηρούµε
18 ότι κάθε όρος µε περιττό δείκτη είναι µικρότερος από όλους τους 

επόµενους, ενώ κάθε όρος µε άρτιο δείκτη είναι µεγαλύτερος από όλους τους 

επόµενους. Αν πάρουµε δύο διαδοχικά πηλίκα, τότε κατά τους πυθαγόρειους ο 2  

θα είναι µεγαλύτερος από κάθε όρο περιττής τάξης  και µικρότερος από κάθε όρο 

άρτιας  τάξης, οι δε διαφορές 2 1 2 22 , 2n naα + +− − , µπορούν να γίνονται οσοδήποτε 

µικρές. Συνεχίζοντας την κατασκευή και άλλων πηλίκων µε την προηγούµενη 

διαδικασία, οι προσεγγίσεις του 2  γίνονται ολοένα και πιο επιτυχηµένες. Οι 

πυθαγόρειοι ωστόσο, δήλωναν πως ποτέ δεν θα βρεθεί πηλίκο ίσο προς 2  κατά τη 

διάρκεια της διαδικασίας αυτής, όσο και αν συνεχιζόταν. Σε σύγχρονη ορολογία, µε 

την παραπάνω προσέγγιση δηµιουργούνται δύο µονότονες ακολουθίες των οποίων το 

κοινό όριο, καθώς ο n τείνει στο άπειρο, υπάρχει και είναι ο 2 . Συνεπώς, µέσα από 

την προσεγγιστική διαδικασία των πυθαγορείων ανιχνεύονται οι έννοιες της 

µονότονης, της φραγµένης ακολουθίας, καθώς και η έννοια του ορίου ακολουθίας. 

      Φαίνεται ότι οι Έλληνες µαθηµατικοί που ακολούθησαν εγκατέλειψαν την 

προσπάθεια των πυθαγορείων να ταυτοποιήσουν τον κόσµο των αριθµών µε τον 

κόσµο της γεωµετρίας και τον κόσµο του συνεχούς. Αυτός ήταν και ο λόγος που 

απέτυχαν να γενικεύσουν το σύστηµα των αριθµών κατά µήκος µιας γραµµής, 

πράγµα το οποίο πρότεινε αργότερα ο απειροστικός λογισµός καθώς αναπτυσσόταν. 

Μας είναι άγνωστο τελικά αν οι πυθαγόρειοι υλοποίησαν ή όχι το απείρως µικρό. 

Ξέρουµε όµως ότι η έννοια του απειροστού µπήκε στη µαθηµατική σκέψη µέσω του 

δόγµατος που εξελίχθηκε τον 5ο αιώνα π.Χ. σαν αποτέλεσµα του προβληµατισµού 

των Ελλήνων, όσον αφορά τη φύση και τον φυσικό κόσµο.19 

     Από την άλλη πλευρά, η σχολή της Χίου έχει ως κύριο εκπρόσωπό της τον 

Ιπποκράτη τον Χίο (470 – 410 π.Χ.), ο οποίος αναφέρεται ως έµπορος και  

                                                
18  Ε. Σταµάτης, Ευκλείδου Γεωµετρία, τόµος II 

19 C.B. Boyer , The history of the calculus and its conceptual development , p. 20. 
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µαθηµατικός που ίδρυσε στην Αθήνα σχολή, όπου και δίδασκε γεωµετρία. Σ’ αυτόν 

αποδίδεται η µέθοδος της «εις άτοπον απαγωγής», ενώ υπήρξε ο πρώτος στην ιστορία 

της επιστήµης που συνέγραψε συστηµατικά οργανωµένη πραγµατεία γεωµετρίας, τα 

«Στοιχεία», της οποίας ένα, αλλά διάσηµο απόσπασµα, διασώθηκε µέχρι τις µέρες 

µας ενσωµατωµένο στο έργο του Σιµπλίκιου. Σε αυτό υπολογίζεται το εµβαδόν των 

σχηµάτων που είναι σήµερα γνωστά ως «µηνίσκοι του Ιπποκράτους». Ο Ιπποκράτης 

απέδειξε ότι Ε1+Ε2 = (ΑΒΓ) και ότι  Ε1+Ε2+Ε3+ (εµβ. ηµικυκλίου µε διάµετρο λ6) = 

(ΑΒΓ∆), πιστεύοντας ότι αν είναι δυνατόν να τετραγωνιστούν οι µηνίσκοι, τότε θα 

ήταν δυνατόν να τετραγωνιστεί το ηµικύκλιο και άρα, ο κύκλος. 

 

Στην απόδειξή του χειρίζεται έξοχα ανισότητες ευθυγράµµων τµηµάτων, γωνιών και 

εµβαδών. Ο van der Waerden20, αναφέρει σχετικά: 

« Ακόµα πιο σηµαντική για την αποτίµηση του µαθηµατικού επιπέδου που είχε 

κατακτηθεί κατά το πρώτο ήµισυ του 5ου αιώνα και ιδιαιτέρως από τον Ιπποκράτη, 

είναι η εξαίρετη αποδεικτική τεχνική και οι υψηλές απαιτήσεις αυστηρότητας που 

πρέπει να πληρούν οι αποδείξεις. Ο Ιπποκράτης δεν αρκείται απλώς στο να 

κατασκευάσει τους µηνίσκους και να συµπεράνει από τα σχήµατα ότι η εξωτερική 

περιφέρεια είναι µεγαλύτερη η µικρότερη του ηµικυκλίου, αλλά θέλει να το αποδείξει 

αυστηρά. Οι πράξεις µε ανισότητες είναι πολύ πρόσφατο επίτευγµα των νεώτερων 

µαθηµατικών. Ο Euler δεν σκοτιζόταν και πολύ αν οι άπειρες σειρές του συγκλίνουν ή 

αποκλίνουν. Χρησιµοποιούσε χωρίς κανένα δισταγµό αποκλίνουσες σειρές στους 

υπολογισµούς του και πετύχαινε ορθά αποτελέσµατα. Η αναγκαιότητα των 

¨εψιλοντικών ¨, δηλαδή των υπολογισµών µε όρους των ε και δ, και η εκτίµηση των 

υπολοίπων, δεν αναγνωρίστηκαν παρά πολύ αργότερα, κατά τη διάρκεια της περιόδου 

κρίσης των σύγχρονων µαθηµατικών. Στις αρχές του 4ου αιώνα, τα ελληνικά 

µαθηµατικά διήλθαν από µια τέτοια περίοδο κρίσης. Οι εκτιµήσεις του Ευδόξου, ο 

οποίος έδειξε ότι η διαφορά των εγγεγραµµένων και των περιγεγραµµένων πολυγώνων 

ενός κύκλου µπορεί να γίνει οσοδήποτε µικρή, βρίσκονται στο ίδιο ύψος µε τις 

σύγχρονες εκτιµήσεις των υπολοίπων όρων. Αλλά αυτές οι εκτιµήσεις ήσαν δυνατές 

                                                
20 B.L.van der Waerden , η αφύπνιση της επιστήµης , σελ.154. 
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διότι ο Ιπποκράτης είχε δείξει το πώς να δίνει κανείς ακριβείς αποδείξεις µε 

ανισότητες» ».      

      Απέναντι στην αντίληψη των πυθαγορείων βρέθηκαν οι φιλόσοφοι της Ελεατικής 

σχολής, αρχικά µε τον ιδρυτή της Παρµενίδη (515 – 440 π.Χ.) και κατόπιν µε τον 

µαθητή του τελευταίου Ζήνωνα (495 – 435 π.Χ.). Σύγχρονοι των Ελεατών 

φιλοσόφων είναι ο Εµπεδοκλής (495 – 435 π.Χ.),  ο οποίος δέχεται ότι θεµελιακά 

δοµικά στοιχεία του κόσµου είναι η γη, ο αέρας, το νερό και η φωτιά, περνώντας έτσι 

από το µονισµό στον πλουραλισµό, και ο Αναξαγόρας (500 – 428 π.Χ.), ο οποίος 

φαίνεται ότι είναι ο πρώτος που διατυπώνει την έννοια του απείρου και της συνέχειας 

στη γεωµετρία, καθώς και τη διαιρετότητα του συνεχούς όπως αναφέρει και ο 

Συµπλίκιος στα Φυσικά του. 

« Ὁµοῦ χρήµατα πάντα  ἦν , ἄπειρα καί πλῆθος καί σµικρότητα…. οὔτε γάρ του 

σµικροῦ ἔστι τό γε ἐλάχιστον, ἀλλ' ἔλασσον ἀεί ( Τό γάρ ἑόν οὐκ ἔστι τό µή οὐκ εἶναι), 

ἀλλά καί του µεγάλου ἀεί ἔστι µεῖζον καί ἴσον ἔστι τῷ σµικρῷ πλῆθος, πρός ἑαυτό δέ 

ἕκαστον ἔστι καί µέγα καί σµικρόν.» (Συµπλίκιος, , Εἰς τά Φυσικά, 164, Φυσικά, 17).  

[Όλα τα πράγµατα ήταν µαζί, άπειρα τόσο στο πλήθος όσο και στη 

µικροσκοπικότητα….όταν δοθεί ένα µικρό µέγεθος δεν µπορούµε µε τη διαίρεσή του 

να οδηγηθούµε στο ελάχιστο, αλλά κάθε φορά φτάνουµε σε κάτι πιο µικρό. Είναι 

αδύνατο αυτό που υπάρχει να πάψει να υπάρχει µε τη συνεχή διαίρεση, αλλά και του 

µεγάλου υπάρχει πάντα µεγαλύτερο. Και είναι ίσον κατά το πλήθος προς το µικρό 

(δηλαδή οσοδήποτε µεγάλο αποτελείται από πολλά µικρά) ως προς τον εαυτό του 

όµως, κάθε µέγεθος είναι και µεγάλο και µικρό]. 

     Ο Ζήνων ο Ελεάτης ήταν αυτός που µε τα παράδοξα που διατύπωσε, γνωστά και 

ως «παράδοξα της κίνησης του Ζήνωνα», αφύπνισε τους µαθηµατικούς και τους 

φιλοσόφους και επηρέασε για αιώνες τη µαθηµατική σκέψη. Οι συλλογισµοί του 

φανερώνουν τη δυσκολία να δοθεί µια ερµηνεία για το τι σηµαίνει «µια γραµµή να 

αποτελείται από σηµεία». ∆ιατυπώνει τα παράδοξα κατά τέτοιον τρόπο, ώστε να 

τονίζονται οι αντιφάσεις που περικλείουν οι έννοιες της κίνησης και του χρόνου, 

αποκαλύπτοντας τη σύγκρουση ανάµεσα στο διακριτό και το συνεχές, αλλά και 

δείχνοντας τον κίνδυνο που εγκυµονεί η απερίσκεπτη χρήση του απείρου21.                

Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, τα παράδοξα του Ζήνωνα είναι συνολικά τέσσερα 

                                                
21 E. Γιαννακούλιας ,απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19ο αιώνα,σελ.54. 
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(Φυσική Ακρόασις, VI, 239b-240b). Εδώ, θα περιοριστούµε να παρουσιάσουµε τα 

δύο: (α) Ας υποθέσουµε κατ’ αρχάς ότι ένας δροµέας πρόκειται να διανύσει την  

απόσταση ΑΒ. Για να το επιτύχει αυτό, θα πρέπει προηγουµένως να διανύσει την  

 

Α
ΒΑ1 Α2 Α3 Α4

Α

Χ Χ1  

απόσταση ΑΑ1=ΑΒ/2, στη συνέχεια την Α1Α2 = ΑΒ/4, την Α2Α3 = ΑΒ/8 κ.ο.κ.  

Σύµφωνα µε τον Ζήνωνα, µια τέτοια διαδικασία είναι αδύνατη, διότι, για να διανύσει 

ο δροµέας την πεπερασµένη απόσταση ΑΒ θα πρέπει να περάσει από ένα άπειρο 

πλήθος σηµείων, δηλαδή να ολοκληρώσει µια άπειρη διαδικασία µεταβάσεων. (β) Το 

παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας είναι παρόµοιο. Σύµφωνα µε αυτό, αν στη 

θέση Α βρίσκεται ο «ὠκύπους Ἀχιλλεύς» και στη θέση Χ, ένα στάδιο πιο µπροστά, η 

χελώνα, µε σκοπό να παραβγούν στο    τρέξιµο, τότε ο Αχιλλέας δεν θα κατορθώσει 

να φτάσει την χελώνα, γιατί όταν ο Αχιλλέας µεταβεί στη θέση Α1 που ταυτίζεται µε 

την προηγούµενη θέση Χ της χελώνας, αυτή θα έχει ήδη µετακινηθεί στη θέση Χ1, 

ενώ νέα προσπάθεια του Αχιλλέα να φτάσει στη θέση Α2, που είναι ίδια µε τη Χ1, θα 

συνοδεύεται από νέα µετακίνηση της χελώνας κ.ο.κ., µε αποτέλεσµα η χελώνα να 

βρίσκεται πάντα κατά τι πιο µπροστά από τον Αχιλλέα. 

Έχουµε λοιπόν εδώ την εµφάνιση του προβλήµατος της κίνησης, που υπήρξε 

θεµελιώδες για την ανάπτυξη του διαφορικού λογισµού, σε συνδυασµό µε την 

περιγραφή ατέρµονων διαδικασιών. Αξίζει όµως, να αναφέρουµε την Αριστοτελική 

ερµηνεία για τα παράδοξα του Ζήνωνα, παρότι το αρχικό Αριστοτελικό ερώτηµα 

γύρω από το άπειρο και το νόηµα της ύπαρξης του τελευταίου  έχει χαρακτήρα 

εντελώς διαφορετικό από αυτόν που προσλαµβάνει όταν διατυπωθεί στα πλαίσια µιας 

σύγχρονης πρωτοβάθµιας µαθηµατικής θεωρίας. Ο χαρακτήρας του ερωτήµατος είναι 

καθαρά φιλοσοφικός  και δεν έχει σχέση µε την ταξινόµηση συγκεκριµένων 

προτάσεων ή εννοιών στα πλαίσια ενός αυστηρού, γλωσσικού, φορµαλιστικού 

συστήµατος.  

     Ο Αριστοτέλης θεωρεί ότι τα σηµεία πάνω σε ένα ευθύγραµµο τµήµα δεν είναι 

τίποτα άλλο, παρά δυνατότητες για αντίστοιχες πράξεις διαίρεσής του. Ας 

υποθέσουµε λοιπόν ότι το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι η απόσταση που πρόκειται να 
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διανύσει ο δροµέας του πρώτου παραδόξου. Με την υπόθεση ότι η κίνηση διαρκεί 

µια ώρα και ότι γίνεται µε σταθερή ταχύτητα, χωρίς αυτό να βλάπτει τη γενικότητα 

της αιτιολόγησης, συνάγουµε πως σε  ½ της ώρας διάνυσε απόσταση ΑΒ/2, σε ¾ της 

ώρας 3ΑΒ/4, σε 7/8 της ώρας 7ΑΒ/8 κ.ο.κ. Εποµένως, ο δροµέας κατάφερε σε 

πεπερασµένο χρονικό διάστηµα να ολοκληρώσει µία άπειρη διαδικασία 

πραγµάτωσης αντίστοιχων πράξεων διαίρεσης του ΑΒ. Οι πράξεις αυτές πρέπει να 

είναι κατά τρόπο θεµελιώδη, πράξεις νοητικές ή αντιληπτικές. Με άλλα λόγια, ο 

δροµέας κάθε φορά που βρίσκεται στην αντίστοιχη θέση, θα πρέπει να έχει 

συνείδηση της παρουσίας του σ’ αυτήν. Κάτι τέτοιο είναι αδύνατο, αφού από την ίδια 

τη φύση του ο δροµέας δεν µπορεί να πραγµατώσει ένα άπειρο πλήθος αντιληπτικών 

ή νοητικών πράξεων µεταξύ των δύο συγκεκριµένων που καθορίζονται από την 

αυτοσυνείδηση της παρουσίας του στην αρχή και στο τέλος της διαδροµής. Σύµφωνα 

µε τον Αριστοτέλη, ο δροµέας δεν µπορεί να βρίσκεται σε όλες αυτές τις θέσεις στα 

αντίστοιχα εκάστοτε «τώρα», γιατί ούτε τα «τώρα», ούτε οι θέσεις υπάρχουν 

πραγµατικά. Υπάρχουν µόνο σαν δυνατότητες, από τις οποίες ο δροµέας µόνο 

πεπερασµένα µπορεί να πραγµατώσει. Το ευθύγραµµο τµήµα διανύεται στο διάστηµα 

της µιας ώρας κατά τρόπο συνεχή. Το παράδοξο λοιπόν, εµφανίζεται ως τέτοιο, γιατί 

σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, υποτίθεται λανθασµένα πως κατά την διάρκεια της 

κίνησης ο δροµέας έχει συνείδηση απείρων θέσεων της διαδροµής που διανύει.22  

    Η εξέταση της περιόδου 600 π.Χ. – 400 π.Χ. ολοκληρώνεται µε την αναφορά µας 

στους λεγόµενους ατοµικούς φιλοσόφους Λεύκιππο (500 – 440 π.Χ.) και ∆ηµόκριτο 

(460 – 360 π.Χ.), οι οποίοι διαφώνησαν µε την άποψη του Ζήνωνα ότι τα γεωµετρικά 

µεγέθη είναι ενιαία και αδιαίρετα, αλλά και µε τον ισχυρισµό του Αναξαγόρα, ότι 

αυτά διαιρούνται επ’ άπειρον. Οι ατοµικοί φιλόσοφοι δέχονται ότι ο κόσµος δοµείται 

από στοιχειώδη σωµατίδια που είναι αδιαίρετες φυσικές µονάδες, τα άτοµα. Ένα 

σώµα σχηµατίζεται από ένα µεγάλο µεν, πεπερασµένο δε πλήθος από αυτές τις 

δοµικές µονάδες, αφού, αν αυτές ήταν άπειρες το πλήθος, τότε και το ίδιο το σώµα θα 

ήταν άπειρο.23 

                                                
22 ∆. Αναπολιτάνος, εισαγωγή στη φιλοσοφία των Μαθηµατικών, σελ. 74. 

23 Ε. Γιαννακούλιας ,απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19ο αιώνα,σελ.55. 
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   Τα µέχρι τώρα ιστορικά δεδοµένα συνηγορούν µε την άποψη ότι ο απειροστικός 

λογισµός ανατέλλει κατά την χρονική περίοδο 600 – 400 π.Χ. των Ελληνικών 

µαθηµατικών. Ακολουθεί η συστηµατική καταγραφή των επιτευγµάτων αυτών από  

τον Ευκλείδη και η οριστική θεµελίωση του οικοδοµήµατος από τους κορυφαίους 

µεταξύ των µαθηµατικών, τον Εύδοξο και τον Αρχιµήδη. 

 

3.3.3.   Ο Εύδοξος. 

 

    Η διατύπωση των παραδόξων του Ζήνωνα και η ανακάλυψη της ασυµµετρίας 

πλευράς και διαγωνίου τετραγώνου, επέφεραν ένα είδος ρήξης µε την κρατούσα 

άποψη περί ενός κόσµου που εκφράζεται µε λόγους ακεραίων αριθµών και 

προκάλεσαν την αµφισβήτηση  κεντρικών εννοιών των αρχαίων ελληνικών 

µαθηµατικών, όπως αυτής της αναλογίας. Κατά τη διάρκεια του 4ου π.Χ. αιώνα 

διαπιστώνουµε εξαιτίας των παραπάνω, βαθιές ανακατατάξεις στην θεµελίωση των  

µαθηµατικών. Τότε αυτά παίρνουν την αυστηρά συµπερασµατική τους µορφή, την 

οποία συναντούµε στα δεκατρία βιβλία των Στοιχείων του Ευκλείδη, που 

πιθανολογείται ότι γράφτηκαν γύρω στο 300 π.Χ. Το πρόβληµα που προέκυψε µε το 

λόγο ασύµµετρων µεγεθών λύθηκε από τον µεγαλύτερο µετά τον Αρχιµήδη 

µαθηµατικό της αρχαιότητας, τον Εύδοξο (408 – 355 π.Χ.). Ο Εύδοξος είναι αυτός 

που παρουσιάζει για πρώτη φορά την έννοια του µεγέθους. Τα µεγέθη είναι 

ποσότητες, όπως ευθύγραµµα τµήµατα, γωνίες, εµβαδά, όγκοι, χρόνοι, που µπορούν 

να µεταβάλλονται µε συνεχή τρόπο, σε αντίθεση µε τους φυσικούς αριθµούς. 

∆ιατυπώνει εξάλλου τη γενική θεωρία λόγων, κατά τέτοιο τρόπο, που καθιστά 

περιττή κάθε αναφορά σε σύµµετρα ή ασύµµετρα µεγέθη. 

Έτσι, απάλλαξε τη µαθηµατική κοινότητα από την κρίση που είχε δηµιουργήσει η 

ανακάλυψη της ασυµµετρίας. Παρότι  η εργασία του Ευδόξου δεν σώθηκε, θεωρείται 

δεδοµένο ότι απετέλεσε τη βάση για τα βιβλία  V και VI των Στοιχείων. Το V 

περιέχει τη γενική θεωρία λόγων. Οι πέντε πρώτοι ορισµοί έχουν ως εξής: 

• α΄. Μέρος ἐστί µέγεθος µεγέθους τό ἔλασσον τοῦ µείζονος, ὅταν καταµετρεῖ τό 

µεῖζον.  

• β΄. Πολλαπλάσιον δέ τό µεῖζον τοῦ ἐλάττονος, ὅταν καταµετρεῖται ὑπό του 

ἐλάττονος. 

• γ΄. Λόγος ἐστί δύο µεγεθῶν ὁµογενῶν ἡ κατά πηλικότητα ποιά σχέσις. 
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• δ΄. Λόγον ἔχειν πρός ἄλληλα µεγέθη λέγεται, ἅ δύναται πολλαπλασιαζόµενα ἀλλήλων 

ὑπερέχειν. 

• ε΄.Ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ µεγέθη λέγεται εἶναι πρῶτον πρός δεύτερον καί τρίτον πρός 

τέταρτον, ὅταν τά τοῦ πρώτου καί τρίτου ἰσάκις πολλαπλάσια τῶν τοῦ δευτέρου καί 

τετάρτου ἰσάκις πολλαπλασίων καθ' ὁποιονοῦν πολλαπλασιασµόν ἑκάτερον ἑκατέρου 

ἤ ἄµα ὑπερέχῃ ἤ ἄµα ἴσα ἤ ἄµα ἐλλείπῃ ληφθέντα κατάλληλα.   

Από τα παραπάνω προκύπτουν τα ακόλουθα: Στον ορισµό γ΄ δε λέει τι είναι λόγος 

(δηλαδή αν είναι αριθµός ή κάτι άλλο). Αυτό είναι µια σηµαντική επανάσταση. ∆ίχως 

να µας λέει τι είναι ο λόγος, θα µας πεί τι είναι αναλογία. Αυτή είναι η µεγαλοφυΐα 

του Ευδόξου. Ο ορισµός δ΄ µας λέει πως αν Α, Β είναι δύο µεγέθη του ίδιου είδους, 

δηλαδή δύο επιφάνειες ή δύο χρονικά διαστήµατα, και το Α<Β, τότε είναι πάντα 

εφικτό να βρεθεί θετικός ακέραιος n, ώστε nΑ>Β, γνωστή και σαν ιδιότητα 

Αρχιµήδους -   Ευδόξου, ή σαν αξίωµα της συνέχειας. Γεννιέται το ερώτηµα: Γιατί 

έθεσε αυτόν τον ορισµό; Πιθανότατα να ήθελε να αποφύγει τα απειροστά, αλλά 

µπορεί και να τον διευκόλυνε. Αν π.χ. έχουµε δύο επίπεδα σχήµατα των οποίων τα 

εµβαδά δεν βρίσκονται σε αντιστοιχία µε αριθµούς, θα τον εξυπηρετούσε να γνωρίζει 

αν m φορές το ένα θα ξεπερνούσε το εµβαδόν του άλλου.24 

      Ο ορισµός ε΄ µε σηµερινή γραφή διατυπώνεται ως εξής: Για δύο ζεύγη οµοειδών 

µεγεθών Α, Β και Γ, ∆ ισχύει 
Α Γ

=
Β ∆

 µόνο αν για οποιουσδήποτε φυσικούς αριθµούς 

µ,ν, ισχύει ακριβώς ένα από τα παρακάτω: 

( ) , , , , : :

( ) , , , , : :

( ) , , , , : :

i ή

ii ή

i ή

ν ν ν ν
µ ν και µ ν

µ µ µ µ

ν ν ν ν
µ ν και µ ν

µ µ µ µ

ν ν ν ν
ιι µ ν και µ ν

µ µ µ µ

   Α Γ
Α > Β Γ > ∆ > = >   

Β ∆   

   Α Γ
Α = Β Γ = ∆ = = =   

Β ∆   

   Α Γ
Α < Β Γ < ∆ < = <   

Β ∆           

που δεν είναι τίποτε άλλο, παρά οι τοµές Dedekind. Η έννοια του συνεχούς εισάγεται 

από τον Εύδοξο τον 4ο π.Χ. αιώνα και πάνω στις ιδέες του θα στηριχτεί ο R. 

Dedekind, προκειµένου   να ορίσει το σύστηµα των πραγµατικών αριθµών, δύο  

                                                
24 Ε. Γιαννακούλιας ,απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19ο αιώνα,σελ.62. 
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χιλιάδες χρόνια αργότερα25. Έτσι λοιπόν τώρα, προτάσεις ή θεωρήµατα που είχαν 

αποδειχθεί µόνο για σύµµετρα µεγέθη, αποδεικνύονται και για ασύµµετρα. 

      Με αφορµή ένα από τα φηµισµένα προβλήµατα της εποχής εκείνης, τον 

τετραγωνισµό του κύκλου, ο Αθηναίος σοφιστής Αντιφών εµπνεύστηκε µια εµβρυϊκή 

µορφή της αρχής της εξάντλησης, αφού προσπάθησε να καλύψει το εµβαδόν του 

κύκλου µε εγγεγραµµένα πολύγωνα, των οποίων ο αριθµός των πλευρών συνεχώς 

διπλασιάζεται. Ο Αντιφών πίστευε ότι αν συνέχιζε µε αυτόν τον τρόπο, ο κύκλος  

κάποια στιγµή θα καλυπτόταν από ένα πολύγωνο µε πλευρές απειροστού µήκους, οι 

οποίες θα συνέπιπταν µε την περιφέρεια του κύκλου. Τελικά, γνωρίζοντας ότι κάθε 

πολύγωνο ισοδυναµεί µε τετράγωνο, θα µπορούσε να ισχυριστεί ότι ήταν δυνατή η  

κατασκευή τετραγώνου ισοδύναµου µε δοσµένο κύκλο. Κατά τον Τ.Heath26, ο 

Αντιφών «γέννησε» την ιδέα της «εξάντλησης» µιας επιφάνειας από µια ακολουθία 

εγγεγραµµένων σε αυτήν πολυγώνων, µια ιδέα που ανέπτυξε ο Εύδοξος και τη 

χρησιµοποίησε για να θεµελιώσει τη µέθοδο της εξάντλησης. Η µέθοδος της 

εξάντλησης αποτελεί µια εφαρµογή της αρχής της συνέχειας, και είναι µέγιστης 

σηµασίας για την γένεση των απείρων διαδικασιών. 

Πρόταση 1(Χ βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη) 

«∆ύο µεγεθῶν ἀνίσων ἐκκειµένων, ἐάν ἀπό τοῦ µείζονος ἀφαιρεθῇ µεῖζον ἤ τό ἥµισυ, 

καί τοῦ καταλειποµένου µεῖζον ἤ τό ἥµισυ καί τοῦτο ἀεί γίγνηται, λειφθήσεται τι 

µέγεθος, ὅ ἔσται ἔλασσον τοῦ ἐκκειµένου ἐλάσσονος µεγέθους».  

 (Αν δοθούν δύο άνισα µεγέθη και αν από το µεγαλύτερο αφαιρεθεί µέγεθος 

µεγαλύτερο του µισού του, και από το υπόλοιπο αφαιρεθεί µέγεθος µεγαλύτερο από 

το µισό του και αυτό γίνεται πάντα, τελικά θα αποµείνει κάποιο µέγεθος που θα είναι 

µικρότερο του δοθέντος µικρότερου µεγέθους). 

Απόδειξη. 

Έστω τα µεγέθη ΑΒ και γ µε ΑΒ > γ. Τότε υπάρχει φυσικός µε τον οποίο αν 

πολλαπλασιάσουµε το γ θα προκύψει µέγεθος µεγαλύτερο του ΑΒ. ( ορισµός δ΄ του 

Ευδόξου) Έστω ∆Ε το πολλαπλάσιο του γ που είναι µεγαλύτερο του ΑΒ, και ας είναι 

∆Θ = ΘΙ = ΙΕ = γ. Αφαιρούµε από το ΑΒ µέγεθος µεγαλύτερο από το µισό του , το 

ΒΚ και από το υπόλοιπο ΑΚ αφαιρούµε µέγεθος µεγαλύτερο από το µισό του το ΛΚ.  

                                                
25 Σ. Νεγρεπόντης, παραδόσεις µαθηµάτων αρχαίων ελληνικών µαθηµατικών. 

26 T. Heath, The history of Greek mathematics. 
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Α Β

Θ
Ι

ΚΛ

γ

∆
Ε  

Συνεχίζουµε τη διαδικασία έως ότου οι υποδιαιρέσεις του ΑΒ γίνουν ίσες µε τις 

υποδιαιρέσεις του ∆Ε. Επειδή ΙΕ < ∆Ε/2 ενώ ΚΒ > ΑΒ/2 και ∆Ε > ΑΒ για τα  

εναποµένοντα ∆Ι και ΑΚ θα ισχύει ∆Ι > ΑΚ. Με τον ίδιο τρόπο θα έχουµε ότι Θ∆ > 

ΛΑ και άρα γ > ΛΑ. 

    O Εύδοξος µε την παραπάνω αρχή, µπόρεσε να αποφύγει το πέρασµα στο όριο. Η 

περιγραφή όµως της διαδικασίας µε σύγχρονη ορολογία οδηγεί στο όριο µιας 

ακολουθίας µερικών αθροισµάτων. Ο Εύδοξος και οι µεταγενέστεροι Έλληνες 

µαθηµατικοί ποτέ δεν θεώρησαν ότι η διαδικασία στη µέθοδο της εξάντλησης 

συνεχιζόταν επ’ άπειρον µέχρις ότου να εξαντληθεί το αρχικό µέγεθος, αλλά πάντα 

υπήρχε µια ποσότητα που απέµενε και η οποία µπορούσε να γίνει οσοδήποτε µικρή 

επιθυµούσαν. Η µέθοδος είχε βέβαια το µειονέκτηµα, ότι για να αποδειχθεί κάποιο 

αποτέλεσµα έπρεπε να είναι εκ των προτέρων γνωστό, µοιάζοντας έτσι µε την 

µαθηµατική επαγωγή. Μπορεί όµως να ισχυριστεί κανείς ότι η µέθοδος της 

εξάντλησης εισήγαγε για πρώτη φορά στην ιστορία των µαθηµατικών την ιδέα του 

ορίου.27  

      Σύγχρονος του Ευδόξου ήταν ο Πλάτων (427 – 347 π.Χ.), µαθητής του Ευδόξου 

στα µαθηµατικά, ενώ ο Εύδοξος µε τη σειρά του υπήρξε, όπως µας πληροφορεί ο 

Πρόκλος, µαθητής του Πλάτωνα στη φιλοσοφία. Ο Πλάτων πίστευε στην απόκτηση 

της τέλειας γνώσης των µαθηµατικών, πριν από τη µύηση στη φιλοσοφία, γιατί µε 

αυτά µαθαίνει κανείς να εξασκείται στη διαλεκτική, που ήταν κατά τον φιλόσοφο το 

µέσον για την κατανόηση της αληθινής ουσίας των όντων. Ιδρύει την Ακαδηµία, 

όπου η γεωµετρία µαζί µε την αστρονοµία βρίσκονται στο επίκεντρο της µελέτης. Ο 

Πλάτων εκδήλωσε ζωηρό ενδιαφέρον για τα προβλήµατα της γεωµετρίας δίνοντας 

ιδιαίτερη προσοχή στις αρχές της, στις υποθέσεις και στις αποδεικτικές µεθόδους. Η  

τυποποίηση της αναλυτικής µεθόδου αποδίδεται σ’ αυτόν. Στους διαλόγους του 

ασχολήθηκε µε το πυθαγόρειο πρόβληµα της φύσης των αριθµών και της σχέσης τους 

µε την γεωµετρία. Μελέτησε επίσης τη δυσκολία της αδυναµίας για σύγκριση 

                                                
27C.B. Boyer , The history of the calculus and its conceptual development , p. 26  
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ασυµµέτρων µεγεθών, τα παράδοξα του Ζήνωνα, το δηµοκρίτειο πρόβληµα των 

αδιαιρέτων, καθώς και της φύσης του συνεχούς. Γι’ αυτούς τους λόγους θα µπορούσε 

κάποιος να ισχυριστεί ότι ο Πλάτων διαπραγµατεύτηκε τις δυσκολίες και τα 

προβλήµατα εκείνα που οδήγησαν τελικά στον απειροστικό λογισµό.  

Όπως θα δούµε, ωστόσο, ο απειροστικός λογισµός ήταν το αποτέλεσµα µιας µακράς 

και επίπονης εξάσκησης της µαθηµατικής σκέψης, που αναπτύχθηκε αργά και µε 

πολλή δυσκολία από πολλούς σκεπτόµενους ανθρώπους.28  

    Την ίδια περίοδο ο Αριστοτέλης (384 – 322 π.Χ.) ιδρύει στην Αθήνα τη δική του 

φιλοσοφική σχολή, την Περιπατητική, που µαζί µε την Ακαδηµία του Πλάτωνα 

καθιστούν την Αθήνα το κέντρο της πνευµατικής ζωής του τότε ελληνόφωνου 

κόσµου. Με αφορµή τα παράδοξα του Ζήνωνα, ο Αριστοτέλης ασχολήθηκε µε την 

έννοια του απείρου το οποίο και ορίζει σαν κάτι που δεν µπορούµε να ξεπεράσουµε. 

∆εν είναι µέγεθος ούτε πλήθος, αλλά κάτι το αδιαίρετο. Το διακρίνει σε εν ενεργεία 

και εν δυνάµει άπειρο ενώ απορρίπτει τα παράδοξα του Ζήνωνα ισχυριζόµενος, όπως 

είδαµε πιο πάνω,  ότι κάποιος που κινείται δεν µπορεί παρά να έχει συνείδηση της 

παρουσίας του µόνο σε πεπερασµένα πολλές θέσεις της διαδροµής. 

 

3.3.4. Ο Αρχιµήδης. 

 

     Εκατό χρόνια αργότερα εµφανίζεται ο Αρχιµήδης ο Συρακούσιος, (287 – 212 

π.Χ.), ο οποίος µε το έργο του θέτει τα στέρεα θεµέλια του ολοκληρωτικού λογισµού, 

πάνω στα οποία έκτισαν το λαµπρό αυτό οικοδόµηµα των µαθηµατικών οι Ευρωπαίοι 

µαθηµατικοί αρκετούς αιώνες αργότερα. Η ανάλυση και η µελέτη  του έργου του τον 

κατατάσσει δίκαια µεταξύ των µεγαλυτέρων µαθηµατικών όλων των εποχών. Ο 

Αρχιµήδης ασχολήθηκε µε τον υπολογισµό εµβαδών επιπέδων σχηµάτων καθώς και 

όγκων στερεών σωµάτων. Προσδιόρισε το εµβαδόν του παραβολικού χωρίου και της 

σπείρας, την επιφάνεια και τον όγκο της σφαίρας, τον όγκο τµηµάτων στερεών εκ 

περιστροφής και το κέντρο βάρους επιπέδων σχηµάτων και στερεών εκ περιστροφής. 

Στην εργασία του « κύκλου µέτρησις », προκειµένου να υπολογίσει το εµβαδόν του 

                                                
28 C.B. Boyer , The history of the calculus and its conceptual development , p. 26. 
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κύκλου, ο Αρχιµήδης απέδειξε πρώτα τη διπλή ανισότητα, 

10 1
3 3 3,1408... 3,1428...

71 7
π π< < ⇔ < <  Για την     απόδειξή της εγγράφει       και  

περιγράφει σε κύκλο µε ακτίνα τη µονάδα κανονικά εξάγωνα και στη συνέχεια 

αυξάνει το πλήθος των πλευρών τους σε 12, 24,48 και 96 αντίστοιχα. Τέλος, 

οδηγείται στο συµπέρασµα ότι το µήκος της περιφέρειας του κύκλου προσδιορίζεται 

από την παραπάνω διπλή ανισότητα. Αυτή είναι και η πρώτη ιστορικά 

καταγεγραµµένη προσπάθεια υπολογισµού της τιµής του π. Από τη στιγµή που η 

µέθοδος έγινε γνωστή, ήταν απλώς θέµα υποµονής και επιδεξιότητας στους 

υπολογισµούς να βρεθεί η τιµή του µε οσοδήποτε µεγάλη ακρίβεια επιθυµούσε 

κανείς. Πάντως, η τιµή π = 3
1

7
= 3,142857 που εξάγει ο Αρχιµήδης χρησιµοποιώντας 

κανονικό 96-γωνο, παραµένει έως σήµερα η συνήθης προσέγγιση του π για τους 

υπολογισµούς.29 Κατόπιν, ο Αρχιµήδης υπολογίζει το εµβαδόν του κύκλου κάνοντας 

χρήση της µεθόδου της εξάντλησης, προκειµένου να συγκρίνει ευθύγραµµα τµήµατα 

µε καµπυλόγραµµα. Το εµβαδόν του καµπυλόγραµµου σχήµατος υπολογίζεται από 

τα εµβαδά των εγγεγραµµένων και  περιγεγραµµένων πολυγώνων,  τα οποία 

προσεγγίζουν αυτό της καµπύλης επιφάνειας, καθώς το πλήθος των πλευρών τους 

ολοένα και αυξάνεται. Έτσι, απέδειξε ότι: 

« πᾶς κύκλος ἐστί τριγώνῳ ὀρθογωνίῳ οὗ ἡ µέν ἐκ τοῦ κέντρου ἴση µια τῶν περί τήν 

ὀρθήν, ἡ δέ περίµετρος τῇ βάσῃ »  

 (το εµβαδόν του κύκλου ισούται µε το εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου, που έχει 

κάθετες πλευρές, το µήκος της περιφέρειας και την ακτίνα του κύκλου). 

 Η τεχνική που χρησιµοποιεί ο Αρχιµήδης, στην ουσία είναι η ίδια που 

χρησιµοποιείται σήµερα για τον υπολογισµό του εµβαδού του κύκλου. Σε σύγχρονη 

ορολογία το εµβαδόν Ε του κύκλου είναι το κοινό όριο των ακολουθιών (Εν) και (εν), 

των εµβαδών των εγγεγραµµένων και περιγεγραµµένων πολυγώνων αντίστοιχα, 

καθώς το πλήθος των πλευρών τους αυξάνεται απεριόριστα. Ο φόβος των απείρων 

διαδικασιών και τα παράδοξα του Ζήνωνα, ίσως να εµπόδισαν τον µεγάλο αυτό 

µαθηµατικό, να αναπτύξει την έννοια του ορίου. Η έννοια όµως αυτή, υποβόσκει 

µέσα στη διαδικασία της µεθόδου της εξάντλησης.30  

                                                
29 Γ. Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 136. 
30 Ε. Γιαννακούλιας ,απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19ο αιώνα,σελ.86. 
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Σύµφωνα πάντως µε τον van der Waerden,31 από τον τρόπο που αποδεικνύει αυστηρά  

το εµβαδόν παραβολικού χωρίου γίνεται φανερό ότι ο Αρχιµήδης γνωρίζει την έννοια 

του ορίου. Κατά την διάρκεια των υπολογισµών εµφανίζεται το άθροισµα των 

απείρων όρων µιας γεωµετρικής προόδου µε λόγο ¼. Αν και δεν κάνει λόγο για 

άθροισµα άπειρης γεωµετρικής προόδου, ωστόσο κατέχει την έννοια. Πράγµατι, η 

σύγχρονη έννοια «άθροισµα απείρων όρων» δεν είναι τίποτε άλλο  παρά το όριο ενός 

πεπερασµένου αθροίσµατος, δηλαδή ένας αριθµός που διαφέρει από αυτό το 

πεπερασµένο άθροισµα λιγότερο από οποιονδήποτε θετικό αριθµό ε, αρκεί να 

παίρνουµε  πλήθος προσθετέων κατάλληλα µεγάλο. Ο Αρχιµήδης αποδεικνύει και 

διατυπώνει µε  µεγάλη  σαφήνεια  ότι  το  παραβολικό χωρίο,  αν και µεγαλύτερο από  

κάθε µερικό άθροισµα της γεωµετρικής προόδου που προκύπτει από την άθροιση των 

εµβαδών των τριγώνων, διαφέρει από αυτό το άθροισµα λιγότερο από οποιαδήποτε 

δεδοµένη επιφάνεια, οσοδήποτε µικρή κι αν είναι αυτή. Κατόπιν αυτού, είναι ζήτηµα 

καθαρά διαδικαστικό για τον πολύ επιδέξιο στους υπολογισµούς και στη χρήση 

ανισοτήτων Αρχιµήδη, να τεκµηριώσει ότι το παραβολικό χωρίο είναι ίσο µε τα 4/3 

του εµβαδού του αρχικώς εγγεγραµµένου στο χωρίο τριγώνου. Ο van der Waerden 

καταλήγει χαρακτηριστικά: 

« Όλα αυτά περιέχονται στον Αρχιµήδη διατυπωµένα ουσιαστικά µε τα ίδια λόγια. Αυτό 

δείχνει ότι οι αποκλίσεις, οι οποίες εµφανίζονται στην άθροιση απείρων σειρών και 

στις πράξεις µε όρια, τα ¨ εψιλοντικα ¨, όπως αποκαλούνται µερικές φορές οι 

υπολογισµοί µε οσοδήποτε µικρά ε, ήταν για τον Αρχιµήδη σαν ανοικτό βιβλίο. Από 

αυτή την άποψη, η σκέψη του είναι τελείως σύγχρονη.» 

Στην πραγµατεία του « Περί κωνοειδέων και σφαιροειδέων », ο Αρχιµήδης 

υπολογίζει όγκους στερεών χρησιµοποιώντας την ίδια µέθοδο ¨εγκλεισµού¨ που 

χρησιµοποίησε ο Riemann για να δώσει τον αυστηρό ορισµό του ολοκληρώµατος. 

∆είχνει έτσι, µεγάλη εξοικείωση µε αυτή την οριακή διαδικασία. ∆εν θα µπορούσαµε 

να πούµε, ωστόσο, ότι κατάλαβε πως το θεµέλιο όλων αυτών των γεωµετρικών 

ερµηνειών που έδινε στους υπολογισµούς όγκων και εµβαδών, ήταν µία και µόνο 

έννοια. Αυτό φαίνεται από το γεγονός ότι στον τετραγωνισµό της  παραβολής από τη 

µια και στον υπολογισµό του όγκου της σφαίρας και του σφαιροειδούς από την άλλη, 

οι αυστηρές αποδείξεις του βασίζονται σε τελείως διαφορετικές µεθόδους, παρόλο 

                                                
31 Β.L. van der Waerden , η αφύπνιση της επιστήµης , σελ.257. 
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που και οι δύο οδηγούν στο ίδιο ολοκλήρωµα: 
0

( )x a x dx
α

−∫ , πράγµα που σηµαίνει ότι 

κάθε µέθοδος που είναι αποτελεσµατική για ένα από αυτά τα προβλήµατα, θα 

µπορούσε επίσης να χρησιµοποιηθεί και για το άλλο. Παρ’ όλα αυτά, ο τρόπος και η 

αυστηρότητα του υπολογισµού των εµβαδών και των όγκων καθιστούν δικαιωµατικά 

τον Αρχιµήδη προάγγελο του σύγχρονου ολοκληρωτικού λογισµού.32  

      Ολοκληρώνοντας την αναφορά µας στο µεγάλο µαθηµατικό, θα αναφερθούµε 

στην ¨ευρετική¨ του µέθοδο, τον τρόπο δηλαδή, που ανακάλυπτε τα αποτελέσµατα, 

τα οποία κατόπιν απεδείκνυε αυστηρά µε τη µέθοδο της εξάντλησης. Μέχρι περίπου 

εκατό χρόνια πριν, υπήρχε η εντύπωση ότι  ο Αρχιµήδης, όπως και πολλοί 

µαθηµατικοί της αρχαιότητας, απέκρυπτε τους τρόπους ή την αναλυτική σκέψη, µέσω  

των οποίων οδηγούνταν στα αποτελέσµατά του και παρέθετε µόνο την συνθετική 

διαδικασία, µε την οποία αυτά αποδεικνύονταν αυστηρά. Αυτό είχε αναγκάσει τον 

Wallis να δηλώσει ότι « δίνει την εντύπωση πως έχει σκοπό να καλύψει όλα τα ίχνη 

των ερευνών του, σαν να είναι απρόθυµος να αποδώσει στην αιωνιότητα τα µυστικά 

της µεθόδου του, ενώ συγχρόνως επιθυµεί να αποσπάσει από αυτήν την επιδοκιµασία 

για τα αποτελέσµατά του ».33  

    Η ανακάλυψη όµως και η εν συνεχεία ανάγνωση από τον Heiberg, το 1906, του 

παλίµψηστου κώδικα της Κωνσταντινούπολης, διευρύνει τις γνώσεις µας για το έργο 

του Αρχιµήδη. Σ’ αυτόν περιείχοντο τα δύο βιβλία του έργου του «Περί σφαίρας και 

κυλίνδρου», ολόκληρο το βιβλίο «Περί ἑλίκων», τµήµατα από τα έργα «κύκλου 

µέτρησις» και « [περί] ἰσορροπιῶν [των]  ἐπιπέδων », τµήµατα από το βιβλίο «[περί] 

ὀχουµένων », τα οποία µέχρι τότε ήταν γνωστά από λατινικές µεταφράσεις τους, 

καθώς και η µέχρι τότε άγνωστη «ἀρχή τοῦ στοµαχίου  ». Το σπουδαιότερο όµως 

εύρηµα που ήρθε στο φώς µε το παλίµψηστο της Κωνσταντινούπολης, ήταν η 

πραγµατεία του «Περί τῶν µηχανικῶν θεωρηµάτων πρός Ἐρατοσθένην ἔφοδος». Το 

σύγγραµµά του αυτό είναι αφιερωµένο αποκλειστικά, στις ευρετικές µεθόδους που 

χρησιµοποίησε προκειµένου να οδηγηθεί στα αποτελέσµατά του, τα οποία σε άλλες 

πραγµατείες του αποδεικνύει µε αυστηρό τρόπο. Ένα τυπικό παράδειγµα εφαρµογής 

της µεθόδου, είναι η εύρεση του εµβαδού παραβολικού χωρίου. Θεωρεί το χωρίο ως 

                                                
32 B.L. van der Waerden , η αφύπνιση της επιστήµης , σελ.265. 
33 Σ. Νεγρεπόντης-Σ. Γιωτόπουλος-Ε. Γιαννακούλιας, Απειροστικός λογισµός, τόµος I 
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συγκείµενο από όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα που άγονται από ορισµένη διεύθυνση 

και έχουν τα άκρα τους στη περιφέρεια του σχήµατος. Κατόπιν υποθέτει τη νοητή 

αποδόµησή του σε µια απειρία τέτοιων παραλλήλων τµηµάτων µε στόχο την 

αναδόµησή του από αυτά. Το «άθροισµα» όλων αυτών των ευθυγράµµων τµηµάτων,  

δίνει την επιφάνεια του σχήµατος.34 Έτσι καταλήγει στην παρακάτω πρόταση: 

«Έστω το τµήµα ΑΒΓ, το περιεχόµενο υπό της ευθείας ΑΓ και της παραβολής ΑΒΓ. Ας 

τµηθεί η ΑΓ στο µέσον, στο [σηµείο] ∆, ας αχθεί η ∆ΒΕ παράλληλη προς την διάµετρο 

και ας αχθούν οι ΑΒ και ΒΓ. Λέγω, ότι το τµήµα ΑΒΓ είναι ένα και ένα τρίτο του 

τριγώνου ΑΒΓ» 

Ο Αρχιµήδης όµως, δεν αναγνωρίζει το αποτέλεσµα στο οποίο κατέληξε µε την 

εφαρµογή αυτής της µεθόδου ως έγκυρο και αυστηρά αποδεδειγµένο. Θεωρεί ότι η 

µέθοδος είναι απλώς ευρετική. Αποσκοπεί στην ανακάλυψη και µόνο, του 

αποτελέσµατος. ∆εν αρκεί δηλαδή, για να πείσει τον αναγνώστη, ότι το θεώρηµα 

είναι αληθές. Γι’ αυτό σε µια άλλη πραγµατεία του µε τίτλο «Τετραγωνισµός 

ορθογωνίου κώνου τοµής» επανέρχεται στο ίδιο θεώρηµα και δίνει δύο αυστηρά 

τεκµηριωµένες αποδείξεις, τη µία µηχανική και την άλλη γεωµετρική. Το ερώτηµα 

που προκύπτει είναι το εξής: «Γιατί ο Αρχιµήδης θεωρεί ότι η περιγραφείσα ευρετική 

µέθοδος, δεν είναι επαρκής, για να θεωρηθεί το αποτέλεσµα στο οποίο κατέληξε, 

έγκυρο και αυστηρά αποδεδειγµένο; Υπάρχει µήπως κάποιο έλλειµµα µαθηµατικής 

αυστηρότητας στη µέθοδο αυτή και αν ναι που εντοπίζεται;» Στα ερωτήµατα αυτά 

υπάρχει η εξής άποψη:35 

«Η χρήση επιχειρηµάτων από τη Μηχανική δεν δηµιουργεί απολύτως κανένα 

πρόβληµα. Μη ξεχνάµε άλλωστε, ότι την επιστήµη αυτή την έχει θεµελιώσει ο ίδιος στα 

δύο βιβλία των ¨µηχανικών¨. Εξ’ άλλου η µία από τις δύο αποδείξεις που δίνει για τον 

τετραγωνισµό της παραβολής, είναι ¨µηχανικού¨ χαρακτήρα. Θεωρεί, όπως είπαµε, ότι 

ένα επίπεδο σχήµα δοµείται από όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα που άγονται µε ορισµένη 

διεύθυνση και έχουν τα άκρα τους στη περιφέρεια του σχήµατος. Τότε το σχήµα µπορεί 

να αποδοµηθεί σε τέτοιες παράλληλες χορδές και να δοµηθεί εκ νέου από αυτές. Το 

«άθροισµα» των ευθυγράµµων τµηµάτων δίνει την επιφάνεια του σχήµατος. Καλούµε 

αυτά τα ευθύγραµµα τµήµατα «αδιαίρετα». [Η αντίληψη αυτή επεκτείνεται και στην 

                                                
34 Γ. Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 93. 

35 Γ. Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 140. 
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περίπτωση των σχηµάτων του χώρου, τα οποία είναι δυνατόν να αποδοµηθούν σε 

παράλληλες επίπεδες τοµές]. Αν τώρα, ληφθούν υπ’ όψιν τα δύο είδη επιχειρηµάτων, 

που χρησιµοποιούνται στη συλλογιστική που αναπτύσσει ο Αρχιµήδης κατά την 

εφαρµογή της µεθόδου, προκύπτει αβίαστα το συµπέρασµα, ότι η έλλειψη µαθηµατικής 

αυστηρότητας οφείλεται αποκλειστικά και µόνο στη χρήση των αδιαιρέτων. Το γιατί, το 

εξηγεί ο Dijksterhuis ως εξής: ¨Εδώ ο Αρχιµήδης θίγει ένα θέµα το οποίο κατά τους 

αιώνες που προηγήθηκαν έδωσε, περισσότερο από οποιοδήποτε άλλο θέµα στα 

ελληνικά µαθηµατικά, αφορµή για βίαιη διαµάχη. Επρόκειτο για το θεµελιώδες 

ερώτηµα του ατοµισµού ή της συνέχειας, για το οποίο, αν και η προέλευσή του είναι 

από τη φυσική, οι απόψεις διίσταντο επίσης και µεταξύ των µαθηµατικών, και το οποίο 

εκφράζεται µε τον καλύτερο τρόπο στην απορία η οποία βασάνιζε τον ∆ηµόκριτο: αν οι 

κυκλικές τοµές, οι παράλληλες προς τη βάση, που χαράσσονται σε έναν κώνο είναι ίσες, 

τότε πως είναι δυνατόν ο κώνος να διαφέρει από έναν κύλινδρο; Και εάν γίνονται 

µικρότερες όσο προχωρούµε προς την κορυφή, τότε η καµπύλη επιφάνεια, η οποία 

πρέπει να είναι λεία, δεν είναι βαθµοειδής;¨ Πράγµατι, η αποδόµηση ενός επιπέδου 

σχήµατος σε αδιαίρετα, [ή ενός στερεού σε παράλληλες επίπεδες τοµές], και η εν 

συνεχεία αναδόµησή του από όλα αυτά, δίνει αφορµή να εµφανιστεί αµέσως ένα 

παράδοξο. Συγκεκριµένα, για να µπορεί να εφαρµοστεί η συνθήκη ισορροπίας του 

ζυγού, οι γραµµές στις οποίες αποδοµείται το επίπεδο σχήµα πρέπει, προφανώς, να 

έχουν βάρος. Αν θεωρηθεί όµως, ότι το εκάστοτε σχήµα συγκροτείται από άπειρες 

γραµµές, κάθε γραµµή πρέπει να έχει µηδενικό πάχος, και άρα µηδενικό βάρος. 

∆ιαφορετικά, αν δηλαδή το πάχος των γραµµών δεν ήταν µηδενικό, το καµπύλο τµήµα 

της περιφέρειας του παραβολικού χωρίου, δεν θα ήταν στην πραγµατικότητα καµπύλο 

αλλά βαθµοειδές. Αυτό είναι το µαθηµατικό παράδοξο που εµφωλεύει στην 

περιγραφείσα µέθοδο. Ο Αρχιµήδης έχει πλήρη επίγνωση του προβλήµατος αυτού και 

γι’ αυτό θεωρεί ότι η µέθοδος, δεν είναι στέρεα θεµελιωµένη από µαθηµατικής 

απόψεως και, εποµένως, δεν µπορεί να εκληφθεί ως αυστηρή απόδειξη του 

θεωρήµατος. Η µέθοδος είναι γι’ αυτόν µόνο ευρετική.» 

Παρά το σαφές του παραδόξου, ο Αρχιµήδης, µέσα από το έργο του «Περί τῶν 

µηχανικῶν θεωρηµάτων πρός Ἐρατοσθένην ἔφοδος» µας αποκαλύπτει ότι στην 

πραγµατικότητα ακολουθούσε µια µέθοδο απειροστικού τόπου, όµοια µε εκείνη των 

αδιαιρέτων την οποία ανακάλυψε 2000 χρόνια αργότερα ο Cavalieri. Έτσι ο 
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Αρχιµήδης ανεπιφύλακτα µπορεί να θεωρηθεί ο πρόδροµος του ολοκληρωτικού 

λογισµού.36   

    Τέλος αξίζει να αναφερθούµε στα τελευταία αποτελέσµατα από τις συνεχιζόµενες 

προσπάθειες για την ανάγνωση του παλίµψηστου κώδικα της Κωνσταντινούπολης, µε 

τις πιο σύγχρονες τεχνικές. Από τα κοµµάτια του κειµένου που δεν µπόρεσε να 

διαβάσει, κατά την ανακάλυψή του ο Heiberg  και κυρίως των διαγραµµάτων τα 

οποία αναγνώσθηκαν, αποκαλύπτεται ένας Αρχιµήδης, ο οποίος ενδιαφερόταν 

περισσότερο για τους µαθηµατικούς συλλογισµούς που η γεωµετρία του έδινε την 

αφορµή να αναπτύξει, παρά για  τα φυσικά γνωρίσµατα και την ποιοτική 

συµπεριφορά των αντικειµένων που µελετούσε. Ένας Αρχιµήδης ο οποίος δεν είναι 

τόσο ο εφευρέτης ή ο µηχανικός που προσπαθεί να θέσει στην υπηρεσία του τα 

αντικείµενα του φυσικού κόσµου, αλλά ο θεωρητικός µαθηµατικός, που ενδιαφέρεται  

κυρίως για τις αφηρηµένες έννοιες του κόσµου των µαθηµατικών και της 

µαθηµατικής φυσικής. Το ότι η γνώση της συµπεριφοράς των πραγµατικών 

αντικειµένων του φυσικού κόσµου, περνάει µέσα από τη µελέτη της συµπεριφοράς 

των αφηρηµένων αντικειµένων του κόσµου των µαθηµατικών είναι, ίσως, η 

µεγαλύτερη προσφορά της επιστήµης στον άνθρωπο και συνάµα το πιο 

συναρπαστικό και το πιο µαγευτικό στοιχείο της ανθρώπινης  δραστηριότητας. Την 

κατανόηση αυτής της αλήθειας, φαίνεται σήµερα ότι την οφείλουµε στον Αρχιµήδη.37 

   Σύγχρονος του Αρχιµήδη ήταν ο σπουδαίος µαθηµατικός Απολλώνιος (262 – 180 

π.Χ.), ο οποίος, κατά τον Ευτόκιο, γενίκευσε και επέκτεινε την ήδη υπάρχουσα 

θεωρία των κωνικών τοµών. Ο Απολλώνιος ήταν η τελευταία µεγάλη µορφή των 

αρχαίων ελληνικών µαθηµατικών. Από το χρονικό αυτό σηµείο αρχίζει µια φθίνουσα 

πορεία στην παραγωγή νέων ιδεών και η επιστηµονική δραστηριότητα περιορίζεται 

στη συγγραφή σχολιαστικών υποµνηµάτων και εξηγήσεων στα µεγάλα έργα του 

παρελθόντος, τα οποία συνοψίζονται και ανθολογούνται, για να περάσουν αργότερα 

στους Άραβες και µέσω αυτών, στη ∆υτική Ευρώπη. Σ’ αυτή τη φθίνουσα πορεία των 

ελληνικών επιστηµών συνέβαλλαν τα εξής: 

• Οι σηµαντικές πολιτικές, κοινωνικές και οικονοµικές αλλαγές που είχαν 

συντελεστεί στον ευρύτερο ελληνιστικό κόσµο, ο οποίος βρισκόταν πλέον 

υπό Ρωµαϊκή κατοχή. 

                                                
36 Σ. Νεγρεπόντης-Σ. Γιωτόπουλος-Ε. Γιαννακούλιας, Απειροστικός λογισµός, τόµος  
37 Γ. Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 154. 
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• Η διακοπή της προφορικής παράδοσης της αρχαίας επιστήµης. 

• Το ιδεολογικό υπόβαθρο φιλοσοφικών και θρησκευτικών κινηµάτων όπως 

του νεοπλατωνισµού και του χριστιανισµού.38 

   Ο τελευταίος εκπρόσωπος των µεγάλων µαθηµατικών της αρχαιότητας ήταν ο 

∆ιόφαντος. Πιθανολογείται ότι έζησε τον 3ο µ.Χ. αιώνα και στο πιο σηµαντικό 

έργο του, « τα αριθµητικά », θέτει τις βάσεις της σηµερινής άλγεβρας, που είναι ο 

κλάδος εκείνος των µαθηµατικών, χωρίς την ύπαρξη του οποίου, ο απειροστικός 

λογισµός δεν θα µπορούσε να αναπτυχθεί. Στο έργο αυτό που αποτελείται από 

δέκα τρία βιβλία, εκ των οποίων σώζονται τα δέκα, ο ∆ιόφαντος εισάγει µια ειδική 

ορολογία και µια σειρά από συντοµογραφίες για την παράσταση των διαδοχικών 

δυνάµεων    του   αγνώστου.  Το   κρίσιµο   σηµείο,  όµως,  είναι  ότι   εισήγαγε  τις  

συντοµογραφίες αυτές στο λογιστικό µέρος της επιλυτικής διαδικασίας των 

προβληµάτων. Κάνει δηλαδή υπολογισµούς µε τον άγνωστο και το στοιχείο αυτό 

είναι, που προσδίδει στο έργο του αλγεβρικό χαρακτήρα. 

Η επίδραση που άσκησε το έργο αυτό στη γέννηση των νεώτερων µαθηµατικών από  

τον Fr. Viete, τον R. Descartes, τον P. Fermat και τους άλλους µαθηµατικούς του 17ου 

αιώνα, είναι πολύ µεγάλη, και θα µπορούσαµε να την συνοψίσουµε 

επαναλαµβάνοντας τα ακόλουθα λόγια του Γερµανού ιστορικού των µαθηµατικών 

Jacob Klein (1899 – 1978): ¨Η νεότερη άλγεβρα και ο νεότερος φορµαλισµός, 

αναπτύχθηκαν από την άµεση ενασχόληση του Viete µε τον ∆ιόφαντο. Οι 

µεταγενέστεροι συγγραφείς απλώς επεξεργάστηκαν περεταίρω και λεπτοµερέστερα το 

έργο του¨ 39 

 

3.4. Τα µαθηµατικά από τον Αρχιµήδη και µέχρι τον 19ο αιώνα. 

 

3.4.1   Τα µαθηµατικά στο µεσαίωνα. 

  

 Περί το 1100 µε 1200 µ.Χ. γίνεται ο µεγαλύτερος αριθµός µεταφράσεων των 

ελληνικών και αραβικών µαθηµατικών στη λατινική γλώσσα, και έτσι ανακτάται όλη 

η παράδοση της ελληνικής και αραβικής επιστήµης. Κατ’ αυτόν τον τρόπο οι 

                                                
38 ---------//-------- , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 104. 

39 Γ. Χριστιανίδης , θέµατα από την ιστορία των Μαθηµατικών, σελ. 108. 
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διανοούµενοι της ∆ύσης, ήρθαν σε επαφή µε την ευκλείδια γεωµετρία, την σκέψη του 

Αρχιµήδη και την αραβική άλγεβρα, η µελέτη των οποίων έδωσε ώθηση σε σκέψεις 

και συζητήσεις γύρω από την έννοια του απείρου, τη φύση του συνεχούς και την 

ύπαρξη των αδιαιρέτων. Ο Αριστοτέλης, από τη µια προσέφερε ένα συµπαγές λογικό 

σύστηµα επιστηµονικής σκέψης, από την άλλη όµως, άρχισε δειλά-δειλά να 

αµφισβητείται. Οι έρευνες για το άπειρο και για προβλήµατα που αφορούσαν τη 

κίνηση, θα θέσουν τις λογικές βάσεις του απειροστικού λογισµού και οι διαλογισµοί 

πάνω σε αυτά τα θέµατα, παρ’ ότι ήσαν περισσότερο φιλοσοφικού παρά µαθηµατικού 

περιεχοµένου, θα ασκήσουν αργότερα µεγάλη επίδραση στους διανοητές του. Την 

εποχή αυτή και λίγο αργότερα, η κίνηση παύει σιγά-σιγά να είναι αντικείµενο 

φιλοσοφικής ενασχόλησης, και γίνεται αντικείµενο µαθηµατικής επεξεργασίας. Οι 

έννοιες της ταχύτητας, του χρόνου, του διαστήµατος καθώς και της στιγµιαίας 

ταχύτητας, άρχισαν να απασχολούν τους επιστήµονες, και έτσι ανατέλλει ο κλάδος 

της κινηµατικής. Οι ερευνητές του κολλεγίου Merton της Οξφόρδης, στην 

προσπάθειά τους να ορίσουν την στιγµιαία ταχύτητα, και ελλείψει της εννοίας του 

ορίου, την όρισαν µε τη βοήθεια της οµοιόµορφης ταχύτητας. Απέδειξαν λοιπόν, ένα  

από τα σηµαντικότερα µεσαιωνικά αποτελέσµατα, τον « κανόνα της µέσης ταχύτητας 

του Merton ».40 

« Μια οµαλά επιταχυνόµενη ή επιβραδυνόµενη κίνηση, είναι ισοδύναµη όσον αφορά το 

διάστηµα που διανύεται σε δοθέντα χρόνο, µε µια οµαλή κίνηση στην οποία η ταχύτητα 

είναι ίση καθ’ όλη τη διάρκεια της κίνησης, µε τη στιγµιαία ταχύτητα στο µέσον του 

χρόνου της οµαλά επιταχυνόµενης ή επιβραδυνόµενης κίνησης».   

     Μια από τις σπουδαιότερες µορφές της εποχής αυτής, είναι ο διακεκριµένος 

σχολαστικός Nicole Oresme (1320 – 1382 µ.Χ.), στου οποίου τις εργασίες, 

«ερωτήσεις για τη γεωµετρία του Ευκλείδη» και «Πραγµατείες για το σχηµατισµό των 

ποιοτήτων και των κινήσεων», ανιχνέυει κανείς την αρχή της σύγχρονης έννοιας του 

γραφήµατος, ενώ γενικά, θεωρείται ο πρόδροµος της Αναλυτικής Γεωµετρίας. 

∆έχτηκε την επίδραση των πυθαγορείων και των πλατωνιστών, αλλά προχώρησε 

ακόµη παραπέρα και εισήγαγε την ιδέα της κίνησης στη γεωµετρία. Έτσι θεώρησε τη 

γραµµή να παράγεται από τη κίνηση ενός σηµείου και όχι ως άθροισµα σηµείων, την 

επιφάνεια να παράγεται από τη ροή ή τη κίνηση µιας γραµµής παράλληλης προς τον 

εαυτό της και όχι ως άθροισµα γραµµών. Ήταν ιδέες που θα επιδράσουν αργότερα 

                                                
40 E. Grant, οι φυσικές επιστήµες το µεσαίωνα. 
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τόσο στον Γαλιλαίο, όσο και στον Cavalieri, το δηµιουργό της θεωρίας των 

αδιαιρέτων. Υπολόγισε µε τη γεωµετρική του µέθοδο το άπειρο άθροισµα 

1/2+2/4+3/8+…+n/2n+…, παρασυρόµενος από τη γενικότερη τάση ενασχόλησης µε 

τις άπειρες διαδικασίες την εποχή του µεσαίωνα, κυρίως από τη πλευρά των 

ερευνητών του κολλεγίου του Merton. Η αποδοχή των άπειρων διαδικασιών την 

εποχή του µεσαίωνα ήταν, σύµφωνα µε τον Edwards,41 µέγιστης σηµασίας, γιατί 

προετοίµασε το δρόµο για πιο ενδιαφέρουσες εργασίες στις σειρές, το 17ο αιώνα, 

όταν πλέον οι µαθηµατικοί είχαν στη διάθεσή τους την αριθµητική και τις 

απαιτούµενες αλγεβρικές µεθόδους. 

 

3.4.2. Οι προποµποί της ανακάλυψης του απειροστικού λογισµού. 

 

      Έτσι φτάνουµε στα τέλη του 15ου αιώνα, όπου σηµειώνεται µια νέα άνθηση στην 

άλγεβρα και στην υπολογιστική αριθµητική. Οι ευρωπαίοι µαθηµατικοί 

εξοικειώνονται και πάλι µε τα ελληνικά µαθηµατικά, µαθαίνουν την αραβική 

άλγεβρα, συνθέτουν τις δύο παραδόσεις και η σύνθεση αυτή είχε ως αποτέλεσµα µια 

νέα ώθηση στα µαθηµατικά. Ο Francois Viète (1540 – 1603), γύρω στα 1580, 

εισήγαγε τη χρήση των συµβόλων ¨+¨ και  ¨-¨ , επινόησε το σύµβολο α2 για το α ⋅α 

και ενοποίησε αλγεβρικές και γεωµετρικές µεθόδους, εµπνευσθείς από τις 

προσπάθειες να εγκαταλειφθεί η αποδεικτική µέθοδος των αρχαίων ελλήνων και να 

εισαχθεί η ελεύθερη χρήση των απειροστών, για τον υπολογισµό εµβαδών και όγκων. 

     Ο Φλαµανδός Simon Stevin (1548 – 1620), είναι ο σπουδαιότερος από τους 

µελετητές του Αρχιµήδη αυτήν την εποχή. Στην εργασία του «Τhe elements of the 

Arts of weighing» (1586), απέδειξε προτάσεις σχετικές µε το κέντρο βάρους 

τριγώνου, όπου εκτός από τη µέθοδο της εξάντλησης, χρησιµοποιεί για πρώτη φορά 

µια ¨οριακή διαδικασία¨ κάνοντας τη σκέψη ότι αν η διαφορά δύο µεγεθών µπορεί να 

γίνει µικρότερη από οποιοδήποτε δοσµένο µέγεθος, τότε αναγκαία αυτά είναι ίσα. 

∆ούλεψε µόνο µε εγγεγραµµένα στην καµπύλη πολύγωνα σε αντίθεση µε τον 

Αρχιµήδη και ενώ για τον Αρχιµήδη, η διαφορά των εµβαδών µπορούσε να γίνει 

οσοδήποτε µικρή, αλλά ήταν πάντα υπαρκτή, για τον  Stevin γινόταν ολοένα και 

µικρότερη µέχρι που εξαφανιζόταν στο άπειρο. 

                                                
41 C.H.Edwards, The Historical Development of the Calculus. 
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       Ένας άλλος πρωτεργάτης αυτής της προσπάθειας, θεωρείται ο Johannes Kepler 

(1571 – 1630 µ.X.). Ο Kepler ασχολήθηκε µε τα µαθηµατικά και την αστρονοµία. 

Κατά το 1600, βοηθούµενος από τον ∆ανό αστρονόµο Tycho Brahe, ανακαλύπτει ότι 

οι τροχιές των πλανητών είναι ελλειπτικές. Στο έργο του «Nova Sterometria»(1615), 

κάνει χρήση της έννοιας του απειροστού για να λύσει τα προβλήµατα που τον 

απασχολούν. Θεωρεί π.χ. ότι ο κύκλος αποτελείται από άπειρα τρίγωνα που έχουν 

κοινή κορυφή το κέντρο του και οι απείρως µικρές βάσεις κείνται στην περιφέρειά 

του. Μη διακρίνοντας δε καµία διαφορά µεταξύ πολυγώνου και κύκλου, φαίνεται να 

διαπραγµατεύεται αορίστως και χωρίς να έχει σαφή αντίληψη, την έννοια της 

συνέχειας.42 Θεωρεί τη σφαίρα, για να υπολογίσει τον όγκο της, ως αποτελούµενη 

από άπειρο αριθµό κώνων, που έχουν τη κορυφή τους στο κέντρο της σφαίρας, και 

τις βάσεις τους, απειροστού µεγέθους, πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας, την οποία 

και καλύπτουν. Κάποιες άλλες φορές όµως χρησιµοποίησε στους υπολογισµούς του 

και τα αδιαίρετα. Πρότεινε δηλαδή µια ατοµιστική θεωρία των γεωµετρικών 

σχηµάτων σύµφωνα µε την οποία, αυτά µπορούσαν να θεωρηθούν ότι συντίθενται 

από ένα άπειρο αριθµό αδιαιρέτων µονάδων. Έτσι οι γραµµές εκλαµβάνονται ως 

αθροίσµατα σηµείων, οι επιφάνειες ως αθροίσµατα γραµµών και τα στερεά ως 

αθροίσµατα επιφανειών. Κατ’ αυτόν  το  τρόπο ταύτιζε το απειροστό εµβαδόν  µε µια  

γραµµή  και  το  όλον εµβαδόν  µε  άθροισµα  απείρων γραµµών. Χάρις  στον  Kepler   

δηλαδή, οι έννοιες του απείρως µεγάλου και του απείρως µικρού, γίνονται πλέον 

οικείες στον επιστηµονικό κόσµο. Με τους όγκους των στερεών ασχολήθηκε εξ’ 

αιτίας της παρατήρησής του, ότι οι Αυστριακοί έµποροι είχαν έναν σχετικά ακριβή 

τρόπο να υπολογίζουν τον όγκο του κρασιού που απέµενε σε ένα βαρέλι. Στην 

προσπάθειά του δε να αποδείξει ότι το µέγιστου όγκου παραλληλεπίπεδο που 

εγγράφεται σε δοσµένη σφαίρα είναι ο κύβος, έκανε έναν πίνακα µε δύο στήλες όπου 

έγραψε τους όγκους των παραλληλεπιπέδων που εγγράφονται σε µια σφαίρα ακτίνας 

10, για όλα τα ακέραια µήκη από 1 έως 20. Παρατήρησε λοιπόν ότι, κοντά στη 

µέγιστη τιµή του ο όγκος µεταβάλλεται ελάχιστα για µικρές µεταβολές του µήκους.  

«Κοντά στη µέγιστη τιµή, οι µειώσεις και στις δύο πλευρές είναι κατ’ αρχήν 

ανεπαίσθητες».43 Σε σύγχρονη ορολογία οι παρατηρήσεις αυτές αποδίδονται µε την 

                                                
42 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19οαιώνα,σελ.123. 
43 V. J. Katz, A  History of Mathematics, An introduction, p.469.  
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∆ηλαδή ο Kepler ε̈ίδε¨ ότι στο σηµείο του 

µεγίστου, η παράγωγος µηδενίζεται!! Για το έργο του αυτό, µπορούµε να τον 

κατατάξουµε, κατά τους ιστορικούς των µαθηµατικών, µεταξύ των προδρόµων του 

απειροστικού λογισµού.44 

    Σύγχρονος του Kepler ήταν ο µεγάλος στοχαστής και θεµελιωτής της σύγχρονης 

επιστήµης Galileo-Galilei (1564 – 1642). Το 1582 εγγράφεται στο πανεπιστήµιο της 

γενέτειράς του, της Πίζας για να σπουδάσει ιατρική, αλλά γρήγορα γοητεύεται από τα 

µαθηµατικά συνεπαρµένος από την µαθηµατική περιγραφή των φυσικών φαινοµένων 

που είχε δώσει στα κείµενά του ο Αρχιµήδης. Έτσι λοιπόν εµφανίζεται ως ο 

καλύτερος µαθητής του. Τολµά να κάνει αυτό που δεν τόλµησαν οι αρχαίοι Έλληνες, 

να θέσει δηλαδή σε κίνηση τη στατική και να συνδέσει το διάστηµα µε το χρόνο. 

Εξέφρασε συνεπώς ποσοτικά τη κίνηση µε αριθµούς, θεµελιώνοντας µια νέα 

επιστήµη τη µηχανική. Έτσι το 1604 διατύπωσε το νόµο για την πτώση των σωµάτων 

γράφοντας σε επιστολή του προς το φίλο του Paulo Sarpi: «Οι αποστάσεις που διανύει 

ένα σώµα που κινείται µε φυσική κίνηση, είναι ανάλογες µε τα τετράγωνα των 

χρόνων».44 ∆εν κατάφερε όµως, να τον εκφράσει στη µορφή S = 1/2gt2, γιατί η 

άλγεβρα δεν ήταν ακόµη αρκετά ανεπτυγµένη. Στην εργασία του «∆ιάλογοι και 

µαθηµατικές αποδείξεις για δύο νέες επιστήµες», ασχολήθηκε: 

α) Με τη µελέτη της οµοιόµορφης κίνησης και της οµοιόµορφα επιταχυνόµενης 

κίνησης. Για µεν τη πρώτη θεώρησε την ταχύτητα υ σταθερή και ίση µε την 

επιτάχυνση g και S = gt=υt το διάστηµα που διανύεται σε χρόνο t, οπότε το S θα 

δίνεται από το εµβαδόν του ορθογωνίου που έχει βάση t και ύψος υ. 

 

Για  δε  την  δεύτερη   υπέθεσε  ότι η  ταχύτητα   είναι   ανάλογη   το  χρόνο t δηλαδή, 

                                                
44 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19οαιώνα,σελ.127. 
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υ = λt, και η ολική απόσταση που διανύεται θα ισούται µε το εµβαδόν του 

γραµµοσκιασµένου τριγώνου µε βάση t και ύψος υ.  

 

Το κοινό στοιχείο των δύο περιπτώσεων είναι ότι ο Γαλιλαίος ισχυρίστηκε πως τα 

εµβαδά του ορθογωνίου και του τριγώνου δίνονται από το άθροισµα των καθέτων 

κάθε µια από τις οποίες ισούται µε την ταχύτητα υ, το διάστηµα δηλαδή που 

διανύεται στη µονάδα του χρόνου, θεωρώντας τις όµως ταυτόχρονα και σαν µια 

απειροστή απόσταση που διανύεται αν πολλαπλασιαστεί µε ένα πολύ µικρό χρονικό 

διάστηµα. Έτσι στη περίπτωση της οµοιόµορφης κίνησης το εµβαδόν του ορθογωνίου 

συµφωνεί µε το διάστηµα S = υt, ενώ στη περίπτωση της οµοιόµορφα 

επιταχυνόµενης έχουµε 21 1

2 2
S t t tλ λ= ⋅ = , που δεν είναι τίποτε άλλο παρά το 

0

t

xdxλ∫ . Τέλος για την ταχύτητα της κίνησης 21

2
S tλ=  διετύπωσε την εικασία ότι 

πρέπει να ισούται µε υ = λt, που µε σύγχρονη ορολογία είναι η παράγωγος της 

συνάρτησης S.45 «Η σχέση που υπάρχει µεταξύ ολοκληρώµατος και παραγώγου φαίνεται 

να έχει γίνει αντιληπτή για πρώτη φορά, µέσα όµως από µια θολή εικόνα των πραγµάτων». 

Είναι φανερό ότι ο Γαλιλαίος θεωρεί το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ ως άπειρο 

άθροισµα των αδιαιρέτων Α΄Β΄. 

β) Με το πρόβληµα του συνεχούς και την έννοια του απείρου. ∆ιετύπωσε λοιπόν δύο 

παράδοξα που έχουν σχέση µε τη σύγκριση των πληθαρίθµων δύο απειροσυνόλων. 

Στο πρώτο θεώρησε δύο οµόκεντρους κύκλους όπου ο µεγαλύτερος είχε διπλάσια 

διάµετρο, και άρα διπλάσιο µήκος από το µικρότερο, και παρατήρησε ότι µεταξύ των 

σηµείων τους υφίσταται αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία. Στο δεύτερο, καθώς ανέλυε 

το φαινόµενο της επιτάχυνσης, διεπίστωσε ότι αν θεωρούσε την άπειρη ακολουθία 

των φυσικών 1,2,3……, και την ακολουθία των τετραγώνων τους 1,4,9,….., τότε 

                                                
45 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19οαιώνα,σελ.130. 
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κάθε όρος της δεύτερης βρίσκεται σε αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µε τους όρους 

της πρώτης. Έτσι το πλήθος των αριθµών και των τετραγώνων τους θα έπρεπε να 

είναι το ίδιο. Αλλά γνώριζε ότι οι περισσότεροι φυσικοί αριθµοί δεν είναι τέλεια 

τετράγωνα.  

Ο Γαλιλαίος τότε επεσήµανε: «…Το πλήθος όλων των αριθµών είναι άπειρο και το 

πλήθος των τετραγώνων όµως, είναι άπειρο· ούτε το πλήθος των τετραγώνων είναι 

µικρότερο από το πλήθος όλων των αριθµών, ούτε το τελευταίο είναι µεγαλύτερο του 

πρώτου. Και τέλος οι ιδιότητες ίσο, µεγαλύτερο και µικρότερο, δεν είναι εφαρµόσιµες 

στο άπειρο, αλλά µόνο σε πεπερασµένα µεγέθη».46 Ο Γαλιλαίος χρησιµοποίησε τα 

αδιαίρετα για την απόδειξη των διαφόρων εικασιών του πράγµα που ενέπνευσε τον 

µαθητή του Bonaventura Cavalieri, να αναπτύξει µια νέα µέθοδο υπολογισµού 

εµβαδών και κέντρων βάρους, που για αρκετά χρόνια απετέλεσε το βασικό εργαλείο 

έρευνας, για αρκετούς µαθηµατικούς πριν από τον Newton και τον Leibniz. O 

Γαλιλαίος αξιοποιώντας τα, κατά γενική οµολογία, λίγα µεσαιωνικά επιτεύγµατα 

κατόρθωσε να αλλάξει τη συνείδηση των ανθρώπων για τον πραγµατικό κόσµο, 

κτίζοντας την επιστήµη της Μηχανικής, και καταρρίπτοντας τελικά το αριστοτελικό 

µοντέλο για τον κόσµο. Αυτό είναι αρκετό να τον κατατάξει σ’ εκείνη την κατηγορία 

των ανθρώπων που αλλάζουν κατά καιρούς τη ροή της επιστήµης. Ο 17ος αιώνας 

ήταν ο αιώνας της επιστηµονικής επανάστασης. Η ώθηση που δόθηκε στην επιστήµη 

ήταν µεγάλη  και  ωφείλεται  στην   εγκατάλειψη   των   µεταφυσικών  ανησυχιών  

και  στη µεταστροφή των ερευνητών στα προβλήµατα του φυσικού κόσµου. Τα 

ερωτήµατα που κυριάρχησαν την εποχή αυτή ήταν: 

1. Το πρόβληµα της χάραξης της εφαπτοµένης µιας καµπύλης, που ενδιέφερε 

πρωτίστως αυτούς που ασχολούνταν µε την επιστήµη της οπτικής. 

2. Η εύρεση της ταχύτητας και της επιτάχυνσης ενός κινητού, από την 

εξίσωση S = S(t), της απόστασης που διανύει το κινητό συναρτήσει του 

χρόνου. 

3. Η εύρεση της ελάχιστης και της µέγιστης τιµής µιας συνάρτησης. 

4. Ο υπολογισµός του µήκους των καµπυλών, του εµβαδού κάτω από αυτές, 

καθώς και του όγκου των στερεών που προέκυπταν από την περιστροφή 

τους 

                                                
46 R. Rucker, το άπειρο και ο νους.    
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Οι µέχρι την εποχή αυτή µέθοδοι υπολογισµού εµβαδών και όγκων, ήταν η µέθοδος 

των απειροστών του Kepler και αυτή των αδιαιρέτων, που πρωτοέγινε γνωστή από 

τον Γαλιλαίο.  

    Ο µαθητής του Γαλιλαίου Bonaventura Cavalieri (1598 – 1647), ανέπτυξε τη 

µέθοδο των αδιαιρέτων την οποία περιέγραψε λεπτοµερώς στα συγγράµµατά του 

«Γεωµετρία µέσω µιας µέχρι τώρα άγνωστης µεθόδου, των αδιαιρέτων των συνεχών» 

(1635) και «έξι γεωµετρικές ασκήσεις» (1647). Παρ’ ότι σε κανένα σηµείο της 

εργασίας του δεν εξηγεί τι εννοεί µε τον όρο αδιαίρετα των συνεχών, ο ίδιος στο 

δεύτερο από τα παραπάνω βιβλία του, λέει ότι η ευθεία αποτελείται από σηµεία όπως 

το κοµπολόϊ από χάντρες, το επίπεδο από ευθείες όπως ένα ύφασµα από κλωστές, και 

το στερεό από επίπεδα, όπως ένα βιβλίο από σελίδες. Επίσης κάθε αδιαίρετο µε την 

κίνησή του παράγει το επόµενο ανώτερο συνεχές, που αποτελείται συνεπώς από 

άπειρα αδιαίρετα. Η µέθοδος των αδιαιρέτων του Cavalieri, διαφέρει από αυτήν των 

απειροστών του Kepler, σε δύο κρίσιµα σηµεία:47 

1. Ο Kepler φαντάστηκε ένα γεωµετρικό αντικείµενο να αποσυντίθεται σε 

άπειρα αντικείµενα του ίδιου είδους, π.χ. εµβαδά ή όγκοι, τα οποία κατόπιν τα 

πρόσθετε επί τούτου, για να προκύψει το εµβαδόν ή ο όγκος του δοσµένου 

αντικειµένου. Ο Cavalieri φαντάστηκε µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία 

µεταξύ των αδιαιρέτων δύο δοσµένων γεωµετρικών αντικειµένων. Εάν δύο 

αντίστοιχα αδιαίρετα είχαν σταθερό λόγο, κατέληγε στο συµπέρασµα ότι και 

τα εµβαδά ή οι όγκοι των δύο αντικειµένων, θα ευρίσκονταν στον ίδιο λόγο. 

Και εάν το ένα ήταν γνωστό αντικείµενο, θα µπορούσε να υπολογίσει το άλλο 

2. Ο Kepler θεωρούσε τα γεωµετρικά αντικείµενα ως συντιθέµενα από 

απειροστά της ιδίας διαστάσεως, ενώ ο Cavalieri, από άπειρα αδιαίρετα της 

αµέσως κατώτερης διάστασης, χωρίς να ξεκαθαρίζει αν αυτά είχαν πάχος ή 

όχι, και τα οποία παρήγαγαν το γεωµετρικό αντικείµενο µέσω της κίνησης, 

κινούµενα µάλιστα παραλλήλως προς τον εαυτό τους. Το σύνολο όλων των 

αδιαιρέτων ενός γεωµετρικού αντικειµένου, ο Cavalieri, το ονόµασε Omnes 

lineae, δηλαδή «όλες οι γραµµές» 

Τα παραπάνω συνοψίζονται στις παρακάτω προτάσεις γνωστές ως αρχή του 

Cavalieri: 

                                                
47 C.H.Edwards, The Historical Development of the Calculus, p. 104. 
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 (i)«Αν δύο στερεά έχουν ίσα ύψη, και τεµνόµενα από παράλληλα προς τις βάσεις 

επίπεδα, σε ίσα όµως ύψη από αυτές, αποκόπτουν τοµές που βρίσκονται σε δοσµένο 

λόγο, τότε οι όγκοι των στερεών αυτών βρίσκονται επίσης στον ίδιο λόγο».  

(ii) Αν δύο επίπεδα σχήµατα έχουν ίσα ύψη και περιέχονται µεταξύ δύο παραλλήλων 

ευθειών και τα µήκη των ευθυγράµµων τµηµάτων που αποκόπτονται από ευθεία 

παράλληλη προς τις αρχικές έχουν σταθερό λόγο, τότε τον ίδιο λόγο θα έχουν και τα 

εµβαδά των επιπέδων σχηµάτων.48 

Ο Cavalieri εφαρµόζοντας τη µέθοδό του υπολόγισε το εµβαδόν κάτω από τη 

γενικευµένη παραβολή y = xκ, για όλες τις ακέραιες τιµές του κ από το 1 έως το 9, 

στο διάστηµα [0, α]. Αυτό µε σύγχρονη ορολογία γράφεται 
1

0 1

a
x dx

α κ
κ

κ

+

=
+∫ . Μετά 

έκανε την εικασία ότι το παραπάνω αποτέλεσµα ισχύει για κάθε ακέραια και θετική 

τιµή του κ, η οποία απoδείχθηκε στην εικοσαετία που ακολούθησε, από τους Fermat, 

Pascal και Roberval. Ο Cavalieri αποφεύγει να αναφερθεί στο αν τα αδιαίρετά του 

είχαν πάχος ή όχι, προκειµένου να αποφύγει συγκρίσεις µεταξύ πληθαρίθµων 

απειροσυνόλων. Αυτό όµως λίγο τον ενδιέφερε διότι όπως έλεγε, δεν τον 

απασχολούσε η ακριβής φύση των αδιαιρέτων, αλλά µόνο η χρήση τους ως εργαλείου 

επίτευξης υπολογιστικών αποτελεσµάτων. ∆έχτηκε σκληρή κριτική κυρίως από τον 

ιησουίτη Paul Guldin αλλά και από τον Torricelli. Αποτέλεσµα της κριτικής αυτής 

ήταν κάποια παράδοξα, που πήγασαν ακριβώς από την παραδοχή ότι τα αδιαίρετα δεν 

έχουν πάχος. Ο Torricelli ανέφερε το παράδειγµα ενός ορθογωνίου όπως στο σχήµα  
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,από την αρχή του Cavalieri προκύπτει τότε ότι, 

                                                
48 K. Andersen, Cavalieri’s method of indivisibles. 

 



 87 

Που είναι άτοπο αφού οι διαστάσεις του ορθογωνίου είναι διαφορετικές µεταξύ τους. 

Ο Torricelli ισχυρίστηκε ότι το παράδοξο αυτό θα µπορούσε να ξεπεραστεί αν 

θεωρούσε κανείς ότι τα αδιαίρετα είχαν στην πραγµατικότητα πάχος. Στην περίπτωση 

αυτή τα κάθετα ευθύγραµµα τµήµατα θα ήταν πιο παχιά από τα οριζόντια στο λόγο 

ΑΒ
ΒΓ

, συνεπώς αν κάποιος τα θεωρούσε αθροιστικά, τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ∆ΒΓ, θα 

είχαν όντως το ίδιο εµβαδόν. Στη συνέχεια όµως, ο Torricelli άλλαξε γνώµη και είδε 

µε διαφορετικό µάτι τη χρήση των αδιαιρέτων. Στο βιβλίο του «Opera Geometrica» 

έδωσε παραδείγµατα υπολογισµού εµβαδών και όγκων µε τη χρήση της µεθόδου 

αυτής και έτσι την έκανε γνωστή στην Ευρώπη µια που τα βιβλία του Cavalieri, ήταν 

ιδιαίτερα δύσκολα ακόµη και για τους µαθηµατικούς. Η µέθοδος των αδιαιρέτων 

χρησιµοποιήθηκε αρκετά πριν από τους  Newton και Leibniz, εκείνο όµως που έχει 

σηµασία, είναι το γεγονός ότι παρακίνησε αρκετούς να την βελτιώσουν ή να 

αναπτύξουν νέες µεθόδους. Το συνολικό έργο του Cavalieri, έπαιξε ένα σηµαντικό 

ρόλο στην περαιτέρω ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού και γι’ αυτό ο ίδιος 

θεωρείται από τους πρωτεργάτες αυτής της ανάπτυξης. 

     Την ίδια χρονιά που ο Cavalieri δηµοσιεύει την εργασία του «έξι γεωµετρικές 

ασκήσεις», ο ιησουίτης µοναχός Gregoire de Saint-Vincent (1584 – 1667), δηµοσιεύει 

µια δική του εργασία 1200 σελίδων, µε τίτλο «Γεωµετρική εργασία για τον 

τετραγωνισµό του κύκλου και των κωνικών τοµών» Ο Gregoire κάνει στο έργο του 

αυτό µια αποτυχηµένη προσπάθεια τετραγωνισµού του κύκλου, της οποίας το 

σφάλµα βρήκε ο Christiaan Huygens το 1651. Το σηµαντικό όµως, είναι ότι ο 

Gregoire θεωρεί εγγεγραµµένα στο κύκλο πολύγωνα µε άπειρο πλήθος πλευρών, αντί 

για πεπερασµένο που χρησιµοποίησε ο Αρχιµήδης. Έτσι ενώ ο Αρχιµήδης έκανε 

υποδιαιρέσεις του πλήθους των πλευρών, µέχρις ότου το σφάλµα γίνει µικρότερο 

µιας δεδοµένης ποσότητας, αυτός αύξανε το πλήθος τους, µέχρις ότου ¨εξαντληθεί¨ 

το σχήµα στο οποίο τα πολύγωνα ήσαν εγγεγραµµένα. Έχουµε λοιπόν για πρώτη 

φορά την εµφάνιση του όρου ¨εξάντληση¨. Η άπειρη υποδιαίρεση τον οδήγησε στην 

έννοια του ορίου µιας άπειρης γεωµετρικής προόδου και αυτό συνετέλεσε, ώστε να 

στραφεί στην κατεύθυνση που έθετε τον απειροστικό λογισµό στη σωστή βάση. Το 

άθροισµα µιας τέτοιας γεωµετρικής σειράς, µπορούσε να προσεγγιστεί όσο καλά 

ήθελε, αρκεί να θεωρούσε ένα αρκετά µεγάλο πλήθος αρχικών όρων της προόδου για 

να τους προσθέσει .Παρ’ ότι δεν είχε την δυνατότητα αναλυτικής προσέγγισης, τα 
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επιχειρήµατά του ήταν εντελώς πρωτότυπα, και είναι φανερό ότι είχε συλλάβει την 

έννοια του ορίου.49 

     Έτσι µελέτησε και το παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας και υποθέτοντας ότι 

οι ταχύτητές τους πρέπει να βρίσκονται σε κάποιο λόγο, υπολόγισε το σηµείο στο 

οποίο θα συναντηθούν, χωρίς όµως να κατανοήσει τη φιλοσοφική πλευρά του 

προβλήµατος που έθεσε ο Ζήνωνας. Η εργασία του Gregoire, παρακίνησε τους 

µαθηµατικούς να ασχοληθούν µε τον υπολογισµό δυναµοσειρών, οι οποίες έπαιξαν 

ουσιαστικό ρόλο στην ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού. Ο Gregoire και ο 

Cavalieri, µαζί µε τους Fermat και Καρτέσιο, προετοίµασαν το έδαφος στους Newton 

και Leibniz, για την ¨ανακάλυψη¨ του απειροστικού λογισµού. Ο  Leibniz το 

επιβεβαιώνει τουλάχιστον όσον αφορά τον Gregoire λέγοντας:50 «Κατά τη µελέτη του 

λογισµού, πήρα ουσιαστική βοήθεια και από τις πολυάριθµες έξυπνες ιδέες του πατέρα 

Gregoire de Saint Vincent» 

     Όπως είπαµε η µέθοδος των αδιαιρέτων του Cavalieri, έγινε γνωστή στην Ευρώπη 

από τον φίλο του Evangelista Torricelli (1608 – 1647), ο οποίος  την εφάρµοσε  

εκτενώς, για τον υπολογισµό του εµβαδού διαφόρων σχηµάτων στο έργο του «Opera 

Geometrika». Κατά το 1644 συνέλαβε την ιδέα της χρήσης της κινηµατικής για τη  

χάραξη της εφαπτοµένης στο σηµείο µιας καµπύλης. Θεώρησε την καµπύλη ως την 

τροχιά ενός κινουµένου σηµείου, η κίνηση του οποίου είναι αποτέλεσµα δύο 

απλούστερων κινήσεων, µιας οριζόντιας και µιας κατακόρυφης µε γνωστά µέτρα. Η 

κατεύθυνση της συνισταµένης κίνησης όπως αυτή προέκυπτε από τον κανόνα του 

παραλληλογράµµου, έδινε και την κατεύθυνση της εφαπτοµένης της καµπύλης σε 

κάθε σηµείο της. Ο Torricelli, το 1646, εργαζόµενος µε την γενικευµένη παραβολή tn, 

θεώρησε την κίνηση σε άξονες S - t  και ανέλυσε την ταχύτητα σε δύο κάθετες 

συνιστώσες υ1 και υ2. Υπέθεσε  υ1 = 1 και υ2 = υ = tn, οπότε η συνισταµένη θα έδινε 

την κατεύθυνση της εφαπτοµένης του διαγράµµατος ενώ η κλίση της εφαπτοµένης, 

είναι εφω = υ2/υ1 = υ2/1 = υ. (βλέπε σχήµα στην επόµενη σελίδα) 

                                                
49 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19οαιώνα,σελ.157 
50 R. Calinger, A Contextual history of  mathematics 
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∆ηλαδή η κλίση της εφαπτοµένης στο γράφηµα διαστήµατος χρόνου, ισούται µε την 

ταχύτητα του κινητού στο σηµείο αυτό. Λαµβάνοντας τώρα υπόψη ότι το διάστηµα 

που διανύεται όταν υ = tn, είναι ίσο µε το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη, και το 

οποίο από την εικασία του Cavalieri ισούται µε S = E = tn+1/n+1, έχουµε τις σχέσεις: 

1

1

΄n
nt

Ś t
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υ
+ 

= = = + 
, που µε σύγχρονο συµβολισµό γράφεται, 

     
0

t
n nd

x dx t
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 
= 

 
∫ , και εκφράζει το θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού 

λογισµού. Ο Torricelli, έδειξε λοιπόν την αντίστροφη σχέση που υπάρχει µεταξύ της 

διαφόρισης και της ολοκλήρωσης, για παραβολές της µορφής y = xn, n θετικός 

ακέραιος. ∆εν κατόρθωσε βέβαια να δει το θεµελιώδες θεώρηµα στη γενικότητά του, 

αλλά για όλα τα παραπάνω θεωρείται ένας εξ αυτών που συνέβαλαν σε µεγάλο βαθµό 

στη δηµιουργία του απειροστικού λογισµού.51 

     Από αυτό το χρονικό σηµείο και έπειτα οι εξελίξεις είναι ραγδαίες και η πορεία 

προς την ¨ανακάλυψη¨ του απειροστικού λογισµού επιταχύνεται. Ο µαθητής του 

Cavalieri, Pietro Mengoli, (1625 – 1685), στην εργασία του «Παραδείγµατα 

γεωµετρικών στοιχείων» (1659), περιέγραψε την έννοια του ορίου και βοήθησε στη 

χρήση αθροισµάτων δυναµοσειρών, που όπως έχουµε αναφέρει υπήρξαν 

καθοριστικές για την ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού: «Αν µια µεταβλητή 

ποσότητα µπορεί να γίνει µεγαλύτερη από κάθε δοσµένο πεπερασµένο αριθµό, τότε 

αυτή θα ονοµάζεται quasi-infinite ενώ αν µπορεί να γίνει µικρότερη από κάθε θετικό 

αριθµό θα ονοµάζεται quasi-nil»52 

                                                
51 M. Baron, The origins of the infinitesimal calculus. 
52 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον 19οαιώνα,σελ.164 
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      Ο Γάλλος φιλόσοφος René Descartes (Καρτέσιος),(1596 – 1650), στο παράρτηµα 

«La Geometrie» του έργου του που είναι γνωστό µε το τίτλο «Μέθοδος» (1637), 

περιγράφει µια νέα µέθοδο αντιµετώπισης γεωµετρικών προβληµάτων, κατά την 

οποία κάθε τέτοιο πρόβληµα µπορούσε να µετατραπεί σε αλγεβρικό και αντίστροφα, 

ανακαλύπτοντας έτσι την Αναλυτική Γεωµετρία. Με αυτήν εισάγεται στα 

µαθηµατικά η γενική έννοια του µεταβλητού µεγέθους, που απετέλεσε µεγάλο βήµα 

για την εξέλιξη της έννοιας της συνάρτησης. Ο Καρτέσιος ασχολήθηκε και µε το 

πρόβληµα της χάραξης της εφαπτοµένης µιας καµπύλης και επινόησε γι’ αυτό µια 

µέθοδο χωρίς τη χρήση απειροστών. 

     Την Αναλυτική Γεωµετρία επινόησε εργαζόµενος ανεξάρτητα από τον Καρτέσιο, 

και ο Γάλλος µαθηµατικός Pierre de Fermat (1601 – 1665). Τις ιδέες του περιγράφει 

στην εργασία του µε τίτλο «Introductio to plane and Solid loci» (1629), η οποία όµως 

δηµοσιεύθηκε µετά τον θάνατό του µε αποτέλεσµα, η ανακάλυψη της Αναλυτικής 

Γεωµετρίας, να αποδοθεί στον Καρτέσιο. Το 1629 βασιζόµενος στην παρατήρηση 

του Kepler, ότι η µεταβολή µιας συνάρτησης στην περιοχή µιας τοπικά µέγιστης 

 (ελάχιστης) τιµής είναι αµελητέα, θα ανακαλύψει µια µέθοδο προσδιορισµού των 

ακροτάτων µιας συνάρτησης, µε την οποία ουσιαστικά θεµελιώνει τον ∆ιαφορικό 

Λογισµό. Ο  Fermat, εισήγαγε έναν αλγόριθµο που καθορίζει το Α, ώστε το f(A) να 

είναι ακρότατη τιµή. Κατά τον H. Eves53 η διαδικασία είναι η ακόλουθη: 

1. Το Α αντικαθίσταται µε τοΑ+Ε 

2. f(A) και f(Α+Ε) θεωρούνται ίσα οπότε θέτει f(A) = f(Α+Ε) 

3.   Κοινοί όροι αν υπάρχουν στην ισότητα (2) διαγράφονται 

      4.  Όλοι οι όροι διαιρούνται µε το Ε 

      5.  Οι όροι που περιέχουν Ε διαγράφονται 

      6. Το Α ορίζεται από την ισότητα 

0
0

( ) ( ) ( ) ( )
/ 0 0 ( ) 0lim

h

f A E f A f x h f x
f΄ x

E hΕ=
→

+ − + −
= ⇔ = ⇔ =  

Τις ιδέες του ανακοίνωσε στη µαθηµατική κοινότητα το 1638. Τον αλγόριθµο αυτό 

χρησιµοποίησε και για τη χάραξη εφαπτοµένης σε σηµεία καµπυλών. Οι επινοήσεις 

του αυτές, οδήγησαν στον υπολογισµό της παραγώγου µε τη βοήθεια των απειροστών 

και γενικότερα στο διαφορικό λογισµό. Γι’ αυτό οι Lagrange, Laplace και Fourier, 

αργότερα, τον θεώρησαν ως τον αληθινό επινοητή του διαφορικού λογισµού. Πάντως 
                                                
53 H. Eves, Μεγάλες στιγµές των Μαθηµατικών, τόµος 2. 
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ο Katz απαντώντας στο ερώτηµα αν ο Fermat είναι αυτός που ανακάλυψε τον 

λογισµό, απαντά αρνητικά και το δικαιολογεί ως εξής:54 «Ο Fermat δεν διέγνωσε ποτέ 

την αντίστροφη σχέση µεταξύ των δύο προβληµάτων της εφαπτοµένης και του εµβαδού, 

αφενός διότι δεν κατάλαβε ότι οι δύο αυτές βασικές λειτουργίες ορίζουν νέες 

συναρτήσεις πάνω στις οποιές κάποιος θα µπορούσε να τις ξαναεφαρµόσει και 

αφετέρου δεν έκανε ποτέ τις ¨σωστές¨ ερωτήσεις που θα τον οδηγούσαν σε αυτήν την 

αντίστροφη σχέση. Ήταν άλλοι αυτοί που µπόρεσαν να δούν τι ο Fermat παρέλειψε».  

     Την ίδια περίοδο ο Gilles Persone de Roberval, (1602 – 1675), φέρνει τον 

ολοκληρωτικό λογισµό πιο κοντά, υπολογίζοντας εµβαδά µε τη βοήθεια απειροστών. 

Θεώρησε το εµβαδόν υπό την καµπύλη y = xm, στο διάστηµα [0, 1 ], να αποτελείται 

από ένα άπειρο αριθµό, απείρως λεπτών ορθογωνίων λωρίδων. Το εµβαδόν αυτό 

µπορούσε κατά τον Roberval, να προσεγγιστεί από το κλάσµα  

1

0 1 2 ... ( 1)m m m m

m

n

n +

+ + + + −
, και καθώς το n γινόταν απείρως µεγάλο, ο λόγος αυτός 

έτεινε στο 
1

1m+
. Είναι φανερό ότι σαν φιλοσοφία  η µέθοδος έµοιαζε µε αυτή της 

εξάντλησης, αφού το καµπυλόγραµµο εµβαδό προσεγγίστηκε από ευθύγραµµα 

χωρία. Όµως αντί της έµµεσης απόδειξης, ο αριθµός των ορθογωνίων γίνεται άπειρος 

και όταν το πλήθος τους m γίνεται απείρως µεγάλο,  έχουµε µετάβαση στο ¨όριο¨, µια 

έννοια που παρέµενε ακόµη ασαφής. Αλλά και στον διαφορικό λογισµό η συµβολή 

του Roberval είναι αξιοσηµείωτη, αφού χαράσσει την εφαπτοµένη σε σηµεία  

καµπυλών, εφαρµόζοντας τον κανόνα του παραλληλογράµµου και στα ¨στιγµιαία¨ 

διανύσµατα των ταχυτήτων στα σηµεία αυτά. 

     Η απόσταση από τον Ολοκληρωτικό λογισµό θα µικρύνει ακόµη περισσότερο εξ’ 

αιτίας των ιδεών του Blaise Pascal (1623 – 1662). Το 1654 χρησιµοποιώντας 

µαθηµατική επαγωγή απέδειξε το τύπο 
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πολυώνυµο βαθµού µικρότερου του m. Με τη βοήθεια αυτού υπολογίζει εµβαδά υπό 

την καµπύλη y = xn στο διάστηµα [0, α], κάνοντας όµως, µια διαγραφή που δεν 

αιτιολογεί αυστηρά. «Για αρκετά µεγάλα n, οι µικρότερες δυνάµεις του n 

παραλείπονται διότι θεωρούνται αµελητέες, στη σύγκρισή τους µε τον όρο 
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m

+

+
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54 V. J. Katz, A  History of Mathematics, An introduction, p.485.  
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παραπάνω τύπο.  Σύµφωνα µε τον M. Simon,55 η διαγραφή ποσοτήτων µε τον τρόπο 

που το έκανε ο Pascal, έχει χαρακτηριστεί ως η βασική αρχή του διαφορικού 

λογισµού και παρά την ελλιπή αιτιολόγησή της, άσκησε αργότερα µεγάλη επίδραση 

στον Leibniz, ο οποίος αποδέχτηκε ως βασική αρχή του λογισµού του, ότι οι 

διαφορές υψηλότερης τάξης µπορούν να παραλείπονται. Αν τα παραπάνω 

εφαρµοστούν στην y = xm στο [0, α], υποδιαιρώντας την επιφάνεια σ’ ένα πολύ 

µεγάλο αριθµό n, ορθογωνίων λωρίδων µε πλάτος h = α/n η κάθε µια, τότε το 

εµβαδόν είναι    

( ) ( )
( )1 1

1

1

2 .....
1 1

m mn
m mm m m

i

nh
h h nh h i

m m

α
ε

+ +
+

=

 = + + + = ≈ =  + +∑  

Το 1659 δηµοσιοποίησε ανεπίσηµα κάποιες επιστολές, στις οποίες αναφερόταν στον 

υπολογισµό όγκων, εµβαδών, µήκους τόξων και στην εύρεση κέντρων βάρους. Σ’ 

αυτές εξηγούσε για τα αδιαίρετα ενός ευθυγράµµου σχήµατος, ότι είναι µια  

απειρότητα απειροστών ορθογωνίων, των οποίων το άθροισµα διαφέρει από το 

σχήµα, µόνο κατά µία ποσότητα οσοδήποτε µικρή. Η έννοια του ορίου φαίνεται να 

είναι προ των πυλών και ο Blaise Pascal δίκαια θεωρείται ο θεµελιωτής της 

ολοκλήρωσης και από τους πρωτεργάτες της ανάπτυξης του απειροστικού λογισµού. 

     Ο John Wallis (1616 – 1703), είναι ο µαθηµατικός που αξιοποίησε την αναλυτική 

γεωµετρία των Καρτέσιου και Fermat, ώστε να εισαγάγει τις αναλυτικές µεθόδους 

την γεωµετρία. Στο βιβλίο του που είναι γνωστό µε τον τίτλο «Arithmetica 

infinitorum» (1655), ασχολήθηκε µε τον τετραγωνισµό του κύκλου και επέκτεινε την  

άλγεβρα σε µια αληθινή ανάλυση, χρησιµοποιώντας τα αδιαίρετα και τις άπειρες 

γεωµετρικές προόδους. ∆ιαφοροποιήθηκε από τον Cavalieri, θεωρώντας ότι µια 

επίπεδη επιφάνεια, δεν αποτελείται από ένα άπειρο αριθµό γραµµών, αλλά από ένα 

άπειρο αριθµό παραλληλογράµµων, µε απείρως µικρό ύψος. Στην πρώτη πρόταση 

του βιβλίου του γράφει: « Υποθέτω ότι κάθε επίπεδο αποτελείται από έναν άπειρο 

αριθµό παραλλήλων γραµµών, ή από ένα άπειρο αριθµό παραλληλογράµµων ιδίου 

ύψους, (έστω ότι το ύψος κάθε παραλληλογράµµου είναι 1/∞  του όλου ύψους, όπου το  

∞  συµβολίζει το άπειρον). Τα συνολικά ύψη συνθέτουν το ύψος του σχήµατος» Τόνιζε 

ότι οι δικές του γραµµές είναι διασταλτές και έχουν τόσο πάχος, ώστε µε ένα άπειρο 

πολλαπλασιασµό να µπορεί να συγκριθεί µε το ύψος του σχήµατος. Ο Wallis είχε 

φανταστεί αυτά τα παραλληλόγραµµα να αυξάνουν µέσω της διαστολής, µέχρις ότου 

                                                
55 C.B. Boyer, The history of calculus and its conceptual development. 



 93 

γεµίσουν το σχήµα και αυτό ελάχιστα διαφέρει από την έννοια της «γένεσης 

ποσοτήτων», που απετέλεσε τη βάση για την θεωρία των ροών του Newton.56 Στο 

Arithmetica Infinitorum έδωσε και µια αριθµητική περιγραφή στο όριο συνάρτησης, 

το οποίο όρισε ως «τον αριθµόν που προσεγγίζεται από τη συνάρτηση, µε τρόπο ώστε, 

η διαφορά µεταξύ του αριθµού αυτού και της συνάρτησης να µπορεί να γίνει µικρότερη 

από κάθε δοσµένη ποσότητα και να εξαφανιστεί τελικά καθώς η διαδικασία συνεχίζεται 

επ’ άπειρον». 

     Ο Ολλανδός Cristiaan Huygens (1629 – 1695), υπέρµαχος της αυστηρότητας των 

αποδείξεων, υπολόγισε εµβαδά τµηµάτων επιφανείας του παραβολοειδούς και 

υπερβολοειδούς, προσπαθώντας να ξεκαθαρίσει τη µέθοδο του Fermat για τα 

ακρότατα. Τον προβληµάτισε ιδιαίτερα το σηµείο εκείνο που ο Fermat διαιρούσε µε 

το Ε, και στη συνέχεια το θεωρούσε ίσο µε το 0. Λόγω της φήµης που είχε αποκτήσει 

ως εξαίρετος φυσικός, κλήθηκε από τον Λουδοβίκο 14ο στο Παρίσι όπου τον έκανε 

µέλος της ακαδηµίας των επιστηµών. Εκεί συνάντησε τον Leibniz, τον οποίο θα 

επηρεάσει σε µεγάλο βαθµό όσον αφορά στην ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού, 

όπως θα περιγράψει αργότερα ο ίδιος ο Leibniz. 

    Την αλγοριθµική και υπολογιστική ακρίβεια του διαµορφούµενου απειροστικού 

λογισµού θα ενισχύσουν οι κανόνες των Hudde και Sluse για τη κλίση της 

εφαπτοµένης και τον υπολογισµό µεγίστων και ελαχίστων. Το 1657 ο Άγγλος 

µαθηµατικός William Neil, κάνει την ευθειοποίηση της ηµικυβικής παραβολής y2 =x3 

διαψεύδοντας τον Καρτέσιο, ο οποίος είκοσι χρόνια πριν, είχε ισχυριστεί στη  

γεωµετρία του, ότι ο άνθρώπινος νους δεν θα µπορέσει ποτέ να επιτύχει τον ακριβή 

καθορισµό του µήκους µιας καµπύλης.57 

     Ο James Gregory (1638 – 1675), ένα από τα αυθεντικότερα µαθηµατικά ταλέντα 

του 17ου αιώνα, είναι αυτός που εξέφρασε αλγεβρικά τις µεθόδους του Αρχιµήδη, 

κλείνοντας το εµβαδόν παραβολικού τοµέα ανάµεσα σε δύο ακολουθίες εµβαδών 

εγγεγραµµένων και περιγεγραµµένων πολυγώνων, και συµπεραίνοντας ότι η διαφορά 

των αντιστοίχων όρων τους, µπορεί να γίνει µικρότερη από κάθε δοσµένο θετικό 

αριθµό, για κατάλληλα µεγάλο αριθµό πλευρών. Ανακάλυψε ανεξάρτητα από τον 

Newton την διωνυµική σειρά  ( ) 2( 1)
1 1 ....

1 2
x x x

d xd d
−

+ = + + +
⋅

, χωρίς να 

                                                
56 J. Scott, The mathematical work of John Wallis. 

57 D.T. Whiteside, Mathematical thought in the later 17th century. 
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γνωστοποιήσει το γεγονός. Πλησίασε αρκετά στην αντίστροφη σχέση που υπάρχει 

µεταξύ των προβληµάτων της εφαπτοµένης  και του εµβαδού, ο πρόωρος θάνατός 

του όµως, δεν του επέτρεψε την ανακάλυψη του θεµελιώδους θεωρήµατος του 

απειροστικού λογισµού. Έδωσε τον παρακάτω σαφή ορισµό της έννοιας της 

συνάρτησης: «Συνάρτηση είναι µια ποσότητα που προκύπτει από άλλες ποσότητες, µε 

µια σειρά αλγεβρικών πράξεων ή µε κάθε άλλη νοητή πράξη». Με τη φράση «κάθε 

άλλη νοητή πράξη» υπονοεί τις πράξεις που µας περνούν στο όριο, όπως ο ίδιος 

εξήγησε. Χειρίστηκε τις ατέρµονες διαδικασίες µε µεγάλη πρωτοτυπία, όπως 

φαίνεται µέσα από το έργο του,  και αν είχε ζήσει περισσότερο, ίσως να είχε 

συµπεριληφθεί στους επινοητές του απειροστικού λογισµού, δίπλα στους Newton και 

Leibniz. 

     Το δεύτερο µισό του 17ου αιώνα, ο Isaac Barrow (1630 – 1677), βοήθησε στην 

περαιτέρω εξέλιξη των υπαρχουσών απειροστικών µεθόδων για το πρόβληµα της 

εφαπτοµένης και τον υπολογισµό εµβαδών, χρησιµοποιώντας γεωµετρικές µεθόδους 

και ασκώντας σκληρή κριτική στο «Arithmetica Infinitorum» του Wallis, και στην 

αναλυτική γεωµετρία των Καρτέσιου και Fermat. Στο έργο του «Γεωµετρικές 

∆ιαλέξεις» (1669), ανέπτυξε σε γεωµετρική µορφή τις ιδέες του, κύριο 

χαρακτηριστικό των οποίων ήταν, η χρήση του χαρακτηριστικού τριγώνου. 

Πρόκειται για το τρίγωνο ΡΡ΄R, (βλέπε σχήµα), στο οποίο για πολύ µικρή αύξηση 

ΡR, το τόξο ΡΡ΄ θεωρείται και ως τόξο της καµπύλης και ως τµήµα της εφαπτοµένης. 

Κατά τον υπολογισµό της υποεφαπτοµένης ΝΜ, χρησιµοποιεί την ίδια µέθοδο µε 

αυτήν του Fermat, και την αναπτύσσει στην πρόταση 11 των «διαλέξεων», ενώ στην 

πρόταση 19 απέδειξε το δεύτερο µέρος του 
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θεµελιώδους θεωρήµατος µε τη µορφή ( )'( ) ( ) ( )
b

a

Rf x R f b f a= −∫ . Ο Barrow 

ανακάλυψε την αντίστροφη σχέση µεταξύ εφαπτοµένης της καµπύλης και εµβαδού 

υπό την καµπύλη, χωρίς να µας το λέει φανερά αλλά όπως φαίνεται από ένα 

προσεκτικό διάβασµα των «διαλέξεων», θεωρώντας ότι οι καµπύλες προκύπτουν, 

γεννώνται, από την κίνηση ενός σηµείου. Έτσι, η κλίση της εφαπτοµένης σε ένα 

σηµείο Ρ της καµπύλης που προκύπτει από τη κίνηση του σηµείου Ρ πάνω στην 

καµπύλη, θα ισούται µε τη στιγµιαία ταχύτητα του σηµείου στο Ρ.58 Ο λόγος των 

προσαυξήσεων α/e, των µεταβλητών, είναι ο λόγος ∆y/∆x µε σηµερινή ορολογία, και  

 

 

όταν το Q τείνει στο  Ρ, τότε η χορδή ΡQ τείνει να γίνει εφαπτοµένη της καµπύλης 

στο Ρ. (βλέπε και σχήµα) Αυτό ισοδυναµεί µε την εύρεση του ορίου του λόγου   

∆y/∆x, καθώς ∆x τείνει στο 0. Φαίνεται δηλαδή, ότι ο Barrow, έφτασε πολύ κοντά 

στο να επινοήσει το διαφορικό λογισµό, όµως η ακραιφνώς γεωµετρική αντιµετώπιση 

του προβλήµατος της εφαπτοµένης, δεν του επέτρεψε να δώσει στη µέθοδο αυτή µια 

απλή αλγοριθµική µορφή, όπως έκαναν αργότερα οι Newton και Leibniz.59 Για τον 

ίδιο λόγο και ο Katz,60 απαντά αρνητικά στο ερώτηµα αν ο Barrow είναι ο επινοητής 

του λογισµού: «∆εν φαίνεται πουθενά ότι είναι γνώστης της θεµελιώδους φύσης των 

προτάσεων 11 και 19 των ¨διαλέξεων¨, ούτε τονίζει πουθενά την σπουδαιότητά τους. 

Παρουσιάζονται στο κείµενό του σαν δύο µεταξύ πολλών αποτελεσµάτων, που 

σχετίζονται µε εφαπτόµενες και εµβαδά χωρίς να  τις χρησιµοποιήσει ποτέ για τον 
                                                
58 V. J. Katz, A  History of Mathematics, An introduction, p.501.  
59 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.238. 

60 V. J. Katz, A  History of Mathematics, An introduction, p.503.  
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υπολογισµό τους. Αναγνωρίζοντας τέλος τις ικανότητες του µαθητή του Newton, 

παραιτήθηκε για χάρη του από την Λουκασιανή έδρα των µαθηµατικών, του 

Campridge, και άφησε σε αυτόν την ανακάλυψη του λογισµού».  

 

3.4.3 Η ανακάλυψη του απειροστικού λογισµού. 

 

     Μέχρι το 1660 και όσον αφορά στην ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού, 

µπορούµε να πούµε ότι έχουν κατανοηθεί µε σαφήνεια η λογιστικές και οι 

γεωµετρικές σχέσεις, ανάµεσα στο πρόβληµα των ακροτάτων και σ’ αυτό της 

εφαπτοµένης, δηλαδή ότι το µέγιστο βρισκόταν µε µηδενισµό της κλίσης της 

εφαπτοµένης η οποία γραφόταν µε τις γνωστές διαδικασίες. ∆εν έχει δοθεί ένας 

ικανοποιητικός ορισµός της εφαπτοµένης και δεν έχει κατανοηθεί η σχέση της µε το 

πρόβληµα του εµβαδού υπό την καµπύλη. ∆εν υπήρχε λογισµός ενιαίος λειτουργικός 

µε κατάλληλη ορολογία, συµβολισµούς και κανόνες, που να προσφέρει γενικές 

τεχνικές για τα προβλήµατα που εκκρεµούσαν. Την δεκαετία 1660 – 70, όλα αυτά θα 

γίνουν από τους Isaac Newton και Gottfied Leibniz, οι οποίοι θεωρούνται οι 

επινοητές του απειροστικού λογισµού αφού πέτυχαν τους εξής τέσσερις στόχους: 

1. Ανέπτυξαν γενικές έννοιες – ο Newton την έννοια της ροής και του ρέοντος, ο 

Leibniz το διαφορικό και το ολοκλήρωµα – οι οποίες σχετίζονταν µε τα δύο 

βασικά προβλήµατα του λογισµού, την κλίση µιας καµπύλης και το εµβαδόν.  

2. Ανέπτυξαν αλγορίθµους οι οποίοι επέτρεπαν την εύκολη χρήση αυτών των 

εννοιών. 

3. Κατανόησαν και εφήρµοσαν στη πράξη την αντίστροφη σχέση των εννοιών 

αυτών. 

       4. Χρησιµοποίησαν αυτές τις δύο έννοιες, για τη λύση πολλών δύσκολων και 

      µέχρι εκείνη την ώρα άλυτων προβληµάτων. Αυτό που δεν έκαναν  

      αµφότεροι, ήταν να επαληθεύσουν τις µεθόδους τους µε την αυστηρότητα 

      της αρχαίας ελληνικής γεωµετρίας, διότι και οι δύο χρησιµοποίησαν  

      απειροστές ποσότητες.61 

      Ο Isaac Newton (1642 – 1727), κατέλαβε το 1627 την «Λουκασιανή» έδρα των 

µαθηµατικών στο Cambridge, από την οποία παραιτήθηκε γι’ αυτό το λόγο ο 

δάσκαλός του Isaak Barrow, και έχοντας µελετήσει το «Αrithmetica Infinitorum» του 

                                                
61 V. J. Katz, A  History of Mathematics, An introduction, p.521.  
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Wallis και τις γεωµετρικές εργασίες για τις άπειρες σειρές, κατάφερε να επεκτείνει το 

διωνυµικό θεώρηµα και για την περίπτωση που ο εκθέτης είναι κλασµατικός ή 

αρνητικός. Έτσι είχε στα χέρια του ένα δυνατό εργαλείο που το χρησιµοποίησε για να 

αναπτύξει τη µέθοδο των ροών, την οποία επινόησε το 1666, για να αντιµετωπίσει  

προβλήµατα φυσικής που σχετίζονταν µε την κίνηση. Η πρώτη δηµοσίευση έγινε το 

1687    στην    εργασία    του     «philosophiae    naturalis   principia     mathematica»  

( µαθηµατικές αρχές της φιλοσοφίας της φύσης). Σ’ αυτήν ο Newton παρουσίασε 

τρείς µεθόδους ερµηνείας του νέου λογισµού.62 Η πρώτη σχετίζεται µε τα απειροστά, 

και εκεί χρησιµοποίησε το απείρως µικρό µε παρόµοιο τρόπο, όπως οι Fermat και 

Barrow. Κατόρθωσε όµως, να επεκτείνει το πεδίο εφαρµογής τους µε τη βοήθεια του 

διωνυµικού θεωρήµατος. Στη δεύτερη µέθοδο παρουσίασε την έννοια της ροής 

(fluxion) και του ρέοντος (fluent). H  ροή είναι η ταχύτητα µε την οποία παράγεται η 

γραµµή από την κίνηση ενός σηµείου της και το απείρως µικρό µήκος κατά το οποίο 

αυξάνεται το x σε απειροστό χρόνο ο, το ονόµασε στιγµή του ρέοντος. Η τρίτη 

µέθοδος σχετίζεται µε τους πρώτους και έσχατους λόγους, δηλαδή τα όρια και τη 

θεώρησε ως την πιο αυστηρή. Τον Οκτώβριο του 1666 σε ένα χειρόγραφό του µε 

τίτλο, « Η µπροσούρα του Οκτωβρίου του 1666 για τις ροές», παρουσιάζει το 

θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού λογισµού στη µορφή 
d

y
dx

Ε
= , όπου Ε το 

εµβαδόν κάτω από την καµπύλη y = f(x), βρίσκοντας έτσι τη διαδικασία που οδηγεί 

στο αόριστο ολοκλήρωµα. Την αντίστροφη σχέση των προβληµάτων της 

εφαπτοµένης και του εµβαδού, τη δείχνει στην εργασία του « Ανάλυση εξισώσεων µε 

απειράριθµους όρους»,  όπου  αποδεικνύει  ότι  ο ρυθµός  µεταβολής  του εµβαδού 

υπό την καµπύλη y = f(x), σε κάθε σηµείο της x ισούται µε y. Με τη µέθοδο των 

ροών, δίνει στην ουσία τον τρόπο εύρεσης του ρυθµού µεταβολής ενός  µεγέθους y = 

f(x), δηλαδή της παραγώγου. Με την επέκταση του διωνυµικού θεωρήµατος και για 

εκθέτες κλασµατικούς ή αρνητικούς, κατάφερε να εκφράσει υπερβατικές 

συναρτήσεις ως άπειρο άθροισµα δυνάµεων του x, και έγινε έτσι επιτρεπτή η 

διαφόριση ή η ολοκλήρωση όρο µε όρο αυτών των συναρτήσεων. Κατάφερε έτσι να 

υπολογίσει µήκη τόξων, εµβαδά επιπέδων σχηµάτων, ευθειοποίησε πρώτος την 

κισσοειδή καµπύλη και ανέπτυξε σε άπειρες σειρές τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

και τις αντίστροφες αυτών. Το έργο του Newton αφοµοιώθηκε δύσκολα από τους 
                                                
62 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.267. 
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µαθηµατικούς της εποχής εκείνης και χρειάστηκε να περάσουν δεκάδες χρόνια για να 

συµβεί αυτό. Χαρακτηρίστηκε σαν ένα από τα πιο υπέροχα δηµιουργήµατα που 

παρήγαγε ποτέ ο ανθρώπινος νους. 

    Την ίδια εποχή ο γερµανός µαθηµατικός και φιλόσοφος Gottfried Wilhem von 

Leibniz (1646 – 1716), εργαζόµενος ανεξάρτητα από τον Newton, θα καταλήξει σε 

ανάλογα συµπεράσµατα. Με την προτροπή του Cr. Huygens  τον οποίο συνάντησε 

στο Παρίσι το 1672, µελέτησε τις εργασίες των Wallis, Gregoire και Pascal, από τις 

οποίες πληροφορήθηκε για τα µέχρι εκείνο τον καιρό αποτελέσµατα και κυρίως τη 

µέθοδο των αδιαιρέτων και τη χρησιµότητα του διαφορικού τριγώνου. Το αρχικό 

αντικείµενο µελέτης του Leibniz, ήταν οι ακολουθίες. Από µια άπειρη ακολουθία 

(αn), nЄN, σχηµάτισε την ακολουθία των µερικών αθροισµάτων (Sn), nЄN, µε Sn = 

α1+α2+…..+αn και την ακολουθία των διαφορών (δn), nЄN, µε δn=αn+1-αn. 

παρατήρησε ότι Sn+1-Sn=αn+1 για κάθε nЄN και ότι το άθροισµα διαδοχικών όρων της 

(δn) δίνει ως αποτέλεσµα τη διαφορά αn+1-α1, για κάθε nЄN.  Αυτό  τον οδήγησε στο 

συµπέρασµα ότι οι τελεστές άθροισης της διαφοράς είναι αµοιβαία αντίστροφοι, 

πράγµα που έπαιξε αποφασιστικό ρόλο στην ανακάλυψη του λογισµού του. Πράγµατι 

θεωρώντας ότι µια καµπύλη προσεγγίζεται από πολύγωνα µε ολοένα αυξανόµενο 

αριθµό πλευρών, οι τετµηµένες  και τεταγµένες των κορυφών τους σχηµάτιζαν 

ακολουθίες xk, yk, και συµβόλισε την απειροστή διαφορά των τετµηµένων dx των δε 

τεταγµένων dy. ∆ιέκρινε στη συνέχεια ότι οι µεν διαφορές αντιστοιχούσαν σε 

εφαπτόµενες  τα δε αθροίσµατα σε εµβαδά όπως ο ίδιος γράφει σε µια επιστολή του 

προς τον Wallis.63 Τόνιζε δε µε έµφαση ότι στο λογισµό του, οι τετραγωνισµοί 

χωρίων προκύπτουν από ¨αθροίσεις¨ διαφορικών εµβαδών και όχι από αθροίσεις  

γραµµών όπως στη µέθοδο των αδιαιρέτων. Το 1675 απέδειξε τους κανόνες 

διαφόρισης για το γινόµενο και το πηλίκο, ενώ το 1684 για την τετραγωνική ρίζα. 

Την ίδια χρονιά δηµοσιεύεται το πρώτο άρθρο του για το διαφορικό λογισµό όπου 

ορίζει το dy από την ισότητα 
dy y

dx έυποεϕαπτοµ νη
= , κάνοντας χρήση του 

διαφορικού τριγώνου.  

 

 

 

                                                
63 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.270. 
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Τα διαφορικά   dx και dy, είναι σταθερές αλλά ασύγκριτα µικρές ποσότητες και 

εποµένως αµελητέες σε σχέση µε τις τιµές των x και y. Ορίζει ως εφαπτοµένη της 

καµπύλης στο P την ευθεία που ενώνει δύο απείρως γειτονικά σηµεία της καµπύλης, 

αφού καθώς το dx γίνεται ολοένα και πιο µικρό, το σηµείο Q τείνει να γίνει σηµείο 

της καµπύλης και άρα το QR  είναι περίπου ίσο µε το dy, καθώς το Q τείνει να 

συµπέσει µε το Ρ. (βλέπε σχήµα) ∆ηλαδή µε σύγχρονο συµβολισµό έχουµε: 

0

( ) ( )
lim
dx

dy f x dx f x

dx dx→

+ −
= , µε το  

dy

dx
 να έχει διπλό ρόλο του λόγου των dx, dy, και 

του συµβόλου που παριστάνει το πηλίκο 
y

x

∆
∆

 καθώς ∆x τείνει στο 0. Τέλος το 1686 

αποδεικνύει το θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού λογισµού σε ένα άρθρο του µε 

τίτλο «De Geometria recondite et analysi indivisibilium atque Infinitorum», που 

δηµοσιεύτηκε  στο Acta Eruditorum.64  Για τον υπολογισµό του εµβαδού ε του 

µέρους του επιπέδου που περικλείεται από την καµπύλη y = f(x), τους άξονες  x΄x και 

y΄y και την ευθεία ΑΒ, αυξάνει την τετµηµένη x του σηµείου Α κατά απειροστή 

ποσότητα dx, στην οποία αντιστοιχεί µια απειροστή αύξηση dy της y. Αν dε το 

 

 

 

                                                
64 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως κτον19ο αιώνα,σελ.276. 
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στοιχειώδες εµβαδόν (ΑΓΕΒ), από το σχήµα προκύπτει ότι 

ΓΕ = y + dy, ydx < εµβ(ΑΓΕΒ) < (y + dy)dx και y < dε/dx < y + dy 

Καθώς το dx τείνει στο µηδέν και το dy θα τείνει στο µηδέν, και άρα dε/dx = y. Από 

την τελευταία ισότητα και τη σχέση d ydxε ε= =∫ ∫  προκύπτει τότε το θεµελιώδες 

θεώρηµα του απειροστικού λογισµού: 
d d

y ydx y
dx dx

ε
= ⇒ =∫  

Το 1674 ο Leibniz γνωστοποίησε µε επιστολή του στον Oldenburg, γραµµατέα της 

Ακαδηµίας Επιστηµών του Βερολίνου, την ανακάλυψη του θεωρήµατος που έγινε 

γνωστό µε την ονοµασία ¨θεώρηµα µετασχηµατισµού¨, όπου υπολογίζει εµβαδά 

καµπυλόγραµµων σχηµάτων µε χρήση απειροστών ορθογωνίων και απειροστών 

τριγώνων. Η σηµασία του θεωρήµατος αυτού έγκειται στο ότι συνέδεσε το πρόβληµα 

του τετραγωνισµού καµπύλης µε την κατασκευή της εφαπτοµένης σε ένα σηµείο της. 

Η διαφορά του λογισµού του Leibniz από τον σηµερινό είναι ότι:1) Ο µεν λογισµός 

του Leibniz αφορά µεταβλητές που διατρέχουν µια ακολουθία απείρως κοντινών 

τιµών, ενώ ο σύγχρονος διαπραγµατεύεται µε συναρτήσεις και 2) ο λογισµός του 

Leibniz αντιστοιχίζει µια µεταβλητή, σε µια νέα απειροστή που είναι το διαφορικό 

της, ενώ ο σηµερινός αντιστοιχίζει σε µια συνάρτηση, µια νέα συνάρτηση, την 

παράγωγό της. Ανάλογα πράγµατα συµβαίνουν και στο ολοκληρωτικό λογισµό. 

     Η συµβολή των Newton και Leibniz στην επιστήµη υπήρξε τεράστια. Εισήγαγαν 

νέα γλώσσα, νέες συλλογιστικές, νέες προτάσεις και νέα ερωτήµατα στα µαθηµατικά. 

Μπορούσαν να αποδείξουν, ότι είναι σε θέση να δίνουν λύσεις σε προβλήµατα που 

είτε είχαν απαντηθεί ελλιπώς, είτε είχαν µείνει αναπάντητα έως εκείνη τη στιγµή. Η 

¨διαφόρηση¨ απετέλεσε µια νέα πράξη, που δεν ενεργούσε σε αριθµούς αλλά σε 

µεταβλητές ποσότητες, και τα προβλήµατα εµβαδού και όγκου, εύρισκαν πλέον τη 

λύση τους µε την ¨αντιδιαφόριση¨ αντί για την άθροιση. Η αλήθεια πάντως είναι ότι 
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δεν όρισαν µε σαφήνεια τις θεµελιώδεις έννοιες της θεωρίας τους – όπως ο Newton 

την έννοια της ροής και ο Leibniz την έννοια του διαφορικού – µε συνέπεια να 

δεχτούν αναπόφευκτα κριτική κυρίως από το φιλόσοφο G. Berkeley.65 

 

3.4.4 Η αυστηρή θεµελίωση του απειροστικού λογισµού. 

 

     Oι µαθηµατικοί που  ακολούθησαν τους   Newton και Leibniz,  είχαν ο καθένας τη 

δική του συνεισφορά στην προώθηση, τελειοποίηση, και εφαρµογή του νέου 

λογισµού µε αποτέλεσµα αυτός να καταστεί  το ισχυρό υπολογιστικό εργαλείο που 

ξέρουµε σήµερα, στα χέρια των επιστηµόνων. Πιο συγκεκριµένα: 

     Ο Colin Maclaurin (1698 – 1746), ήταν οπαδός του λογισµού του Newton. Με το 

έργο του συνέβαλλε στη διάδοση της µεθόδου των ροών. Υπερασπίστηκε τη χρήση 

των ορίων έναντι των απειροστών και ήταν αυτός που επηρέασε τον D’ Alempert, να 

προσεγγίσει τη θεµελίωση του λογισµού µε βάση την έννοια του ορίου. 

Χρησιµοποιώντας αλγεβρικές ανισότητες, απέδειξε µια ειδική περίπτωση του 

θεµελιώδους θεωρήµατος και επινόησε το κριτήριο της δευτέρας παραγώγου για την 

εύρεση των ακροτάτων συναρτήσεως, καθώς και το θεώρηµα των σειρών που φέρει 

το όνοµά του. 

     Οι αδελφοί Jacob και Johan Bernoulli, ήταν από τους πρώτους που εκτίµησαν τη 

µεγάλη σηµασία του νέου λογισµού, µελέτησαν σε βάθος το έργο του Leibniz, και σε 

µια εργασία του ο Jacob (1654 – 1705), αναφέρει για πρώτη φορά τον όρο Calculis 

integralis. Είχε τη γνώµη ότι στη χρήση του απείρου ελλοχεύουν κίνδυνοι και πρέπει 

να είµαστε πολύ προσεκτικοί. Ανακάλυψε ότι η αντίστροφη της εκθετικής 

συνάρτησης είναι η λογαριθµική και απέδειξε τη σύγκλιση της σειράς, 

2 2

1 1
1 ....,

2 3
+ + +  εισήγαγε τις πολικές συντεταγµένες, και δηµοσίευσε πρώτος τη 

λύση των διαφορικών εξισώσεων της µορφής y΄+f(x)y=g(x)yn. O Johan (1667 – 

1748), σε άρθρο του το 1694, επινόησε τη µέθοδο της ολοκλήρωσης κατά 

παράγοντες, όρισε την ακτίνα καµπυλότητας µιας καµπύλης µε το τύπο 
2

2
:

dx d y
r

dy ds
= , 

                                                
65 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως  τον19οαιώνα,σελ.286. 
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έλυσε το βραχυστοχρόνιο66 πρόβληµα, ολοκλήρωσε και διαφόρισε τις εκθετικές 

συναρτήσεις και εισήγαγε τη λύση των διαφορικών εξισώσεων µε χωριζόµενες 

µεταβλητές. Τέλος έδωσε τον ακόλουθο ορισµό της συνάρτησης, απελευθερωµένο 

από γεωµετρικά στοιχεία που παρέµεινε αµετάβλητος έως το 19ο αιώνα: «Συνάρτηση 

είναι µια ποσότητα που αποτελείται µε οποιοδήποτε τρόπο από µεταβλητή ποσότητα και 

από σταθερές».  

     Ο Brook Taylor (1685 – 1731), µαθητής του Newton, µελέτησε τη θεωρία των 

ροών και απέδειξε το θεώρηµα που φέρει το όνοµά του, για το ανάπτυγµα 

συναρτήσεων σε σειρά. 

     Ο Marquis Guillance F.A. de l’ Hôpital (1661 – 1704), µυήθηκε επί πληρωµή στο 

νέο λογισµό από τον Johann Bernoulli, µε τη συµφωνία να δοθούν λύσεις στα 

προβλήµατα που θα ανέκυπταν και να µην παραχωρηθούν σε άλλους τα χειρόγραφα. 

Χρησιµοποίησε το υλικό αυτό για να εκδώσει το πρώτο εγχειρίδιο για τον 

απειροστικό λογισµό µε τίτλο, «Analyse des infiniment petits pour l’ intelligence des 

lignes courbes» (Ανάλυση των απειροστών για την κατανόηση των καµπύλων 

γραµµών). Το βιβλίο αυτό συνέβαλλε στην εκλαίκευση του απειροστικού λογισµού, 

τον οποίο παρουσιάζει µεθοδικά και συστηµατικά, εισάγει µε όρους απειροστικούς 

την έννοια της ισότητας, x + dx = x, (δύο ποσότητες είναι ίσες αν διαφέρουν κατά ένα 

απειροστό), ορίζει την έννοια της µεταβλητής, (οι ποσότητες εκείνες που αυξάνονται 

ή µειώνονται συνεχώς) και της σταθεράς, (οι ποσότητες που παραµένουν ίδιες ενώ οι 

άλλες µεταβάλλονται) ∆ιατυπώνει επίσης τον κανόνα που σήµερα φέρει το όνοµά του 

για την άρση της απροσδιοριστίας 0/0 και για τον οποίο δίκαια ο Bernoulli 

διαµαρτύρεται ότι τον έκλεψε, από τις σηµειώσεις που είχε πάρει απ’ αυτόν στα 

πλαίσια της συµφωνίας τους. 

     Η ισότητα x + dx = x προκάλεσε σοκ, και στη µαθηµατική κοινότητα της Γαλλίας 

δηµιουργήθηκε µια οµάδα µε επικεφαλής τον Michel Rolle (1652 – 1719), αντίθετη 

στη χρήση του απειροστικού λογισµού, όπως αυτός αναπτυσσόταν στο βιβλίο  του l’ 

Hopital. Είχαν την άποψη ότι στη παραπάνω εξίσωση, η ποσότητα  dx έπρεπε να 

είναι 0 και θεώρησαν ότι ο λογισµός αυτός, δεν είναι µια αυστηρή επιστήµη όπως η 

γεωµετρία, αλλά µια προσεγγιστική µέθοδος. Ο Leibniz, µέσω δύο επιστολών του, 

προσπάθησε να ανατρέψει τους ισχυρισµούς αυτούς, στη 2 – 2 -1702. Εν τέλει οι 
                                                
66 Αν Α, Β είναι δύο σηµεία ενός κατακόρυφου επιπέδου, να καθοριστεί η τροχιά ΑΜΒ, πάνω στην 

οποία ένα κινητό Μ θα φτάσει από το Α στο Β στο συντοµότερο δυνατό χρονικό διάστηµα.  
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επιθέσεις του Rolle σταµάτησαν µετά το θάνατο του l’ Hôpital, µε προτροπή και της  

γαλλικής Ακαδηµίας , και ο απειροστικός λογισµός επικράτησε οριστικά στην 

Ευρώπη. Η κριτική όµως, του Rolle, ήταν εποικοδοµητική γιατί ανάγκασε τους 

υποστηρικτές των απειροστών, ν’ ασχοληθούν µε το ζήτηµα της θεµελίωσης του  

λογισµού, ώστε αυτός να γίνει καθολικά αποδεκτός.67  

     Την µεγαλύτερη, ίσως, συµβολή στο να εξελιχθεί ο λογισµός στο σύστηµα που 

γνωρίζουµε και χρησιµοποιούµε εµείς σήµερα, έχει ο Ελβετός  µαθηµατικός 

Leonhard Euler (1707 – 1783), µαθητής του Johann Bernoulli. Συνέγραψε µεγάλο 

αριθµό βιβλίων  στα οποία συγκέντρωσε και ταξινόµησε το υλικό που υπήρχε έως 

τότε, µε σπουδαιότερα τα «Institutiones calculi differentialis» (µαθήµατα διαφορικού 

λογισµού) και «Institutiones calculi Integralis» (µαθήµατα ολοκληρωτικού 

λογισµού). Βοήθησε ώστε ο λογισµός να βασιστεί στην άλγεβρα και την αριθµητική 

και προετοίµασε το έδαφος για να θεµελιωθεί το σύστηµα των πραγµατικών αριθµών. 

Ως θεµελιώδη έννοια του λογισµού του διατήρησε το διαφορικό. Αρνήθηκε την 

έννοια του απειροστού, ως µιας ποσότητας µη µηδενικής που γίνεται µικρότερη από 

κάθε µέγεθος. Ισχυρίστηκε δηλαδή, ότι αν ένας αριθµός είναι µικρότερος από κάθε 

δοσµένη ποσότητα, τότε αυτός ισούται µε µηδέν. Το 1748 δηµοσίευσε το βιβλίο του 

«Introductio in analysis infinitorum», που θεωρείται ένα από τα πιο σηµαντικά βιβλία 

µαθηµατικών όλων των εποχών. Στην εργασία αυτή καθιστά τη συνάρτηση βασική 

έννοια του λογισµού, ο οποίος πλέον, µελετά ιδιότητες συναρτήσεων και όχι 

καµπυλών. Έδωσε τον ακόλουθο ορισµό της συνάρτησης: «Συνάρτηση µιας 

µεταβλητής ποσότητας είναι µια αναλυτική έκφραση που αποτελείται µε οποιονδήποτε 

τρόπο, από την µεταβλητή και από σταθερές ποσότητες». Η συµβολή του στη µελέτη 

απείρων σειρών είναι τεράστια, ενώ εισήγαγε στα µαθηµατικά τον αριθµό 

1
lim 1 ,

n

n
e

n→+∞

 = + 
 

βρήκε το διαφορικό της συνάρτησης y = lnx, ενώ το 1734 στην 

εργασία του «De progressionibus harmonicis observation nes», απέδειξε τον τύπο 

1

1
log

n

nn c
κ κ=

= +∑ , όπου cn είναι η σταθερά του Euler. Η τιµή της υπολογίστηκε απ’ 

αυτόν να είναι ίση µε 0,577218. Σήµερα συµβολίζεται µε γ, είναι  

                                                
67 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.306. 
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, συγκαταλέγεται µεταξύ των σηµαντικότερων 

σταθερών όπως ο π και ο e, και  δεν έχει αποδειχθεί αν είναι ρητός ή άρρητος 

αριθµός. Οι µεγάλοι µαθηµατικοί αναγνώρισαν την προσφορά του Euler και  αυτό 

φαίνεται από τη γνώµη που είχε ο Gauss γι’ αυτόν:  

«Η µελέτη των έργων του Euler θα παραµείνει το καλύτερο σχολείο για τα διάφορα 

πεδία των µαθηµατικών και τίποτα άλλο δεν µπορεί να τα αντικαταστήσει».68 

     Περί τα τέλη του 18ου αιώνα και αφού µια προσπάθεια του Γάλλου Jean Le Rond 

D’ Alembert (1717 – 1783), να θεµελιωθεί ο λογισµός του Leibniz µε βάση την 

έννοια του ορίου, θα αποτύχει, ο  Joseph Louis Lagrange (1736 – 1813), θα 

επιχειρήσει να δώσει µια αλγεβρική θεµελίωση στον απειροστικό λογισµό, µε σκοπό 

να  τον απαλλάξει από τις ασαφείς έννοιες του απειροστού, του διαφορικού και του 

ορίου. Έτσι το 1797 στο έργο του «θεωρία των αναλυτικών συναρτήσεων», 

παρουσίασε µια µέθοδο που βασιζόταν στον ισχυρισµό ότι κάθε συνάρτηση 

αναπτυσσόταν σε δυναµοσειρά µε καθαρά αλγεβρικές διαδικασίες. Εδώ εισάγει για 

πρώτη φορά και το συµβολισµό f΄(x) της παραγώγου συναρτήσεως, την οποία 

ονόµασε πρώτη παραγόµενη συνάρτηση της f(x). Η καινοτοµία όµως, που 

παρουσιάζει o Lagrange, είναι η έννοια της συνάρτησης ως µιας απλής αλγεβρικής 

έκφρασης, ή γενικότερα ως σχέσης εξάρτησης, που βοήθησε να απεγκλωβισθεί η 

έννοια της παραγώγου από προγενέστερες έννοιες, όπως της ροής και του ρυθµού 

µεταβολής. Ήταν η πρώτη θεωρία συναρτήσεων µιας µεταβλητής. Τέλος ο Lagrange 

ανακάλυψε µια προσεγγιστική µέθοδο υπολογισµών µε τη βοήθεια ανισοτήτων, την 

οποία χρησιµοποίησε για να αποδείξει το θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού 

λογισµού και το θεώρηµα για τη µονοτονία συναρτήσεων σε ένα διάστηµα, µε χρήση 

του πρόσηµου της παραγώγου.  

    Γύρω στα 1800 και αφού µε την ανακάλυψη των µη ευκλείδιων γεωµετριών, 

εξέλειπε κάθε ελπίδα στήριξης του νέου λογισµού από την κλασική ελληνική 

γεωµετρία, υπήρξε επιτακτική η ανάγκη επαναθεµελίωσής του µόνο πάνω σε 

αριθµητικές έννοιες. Ο Τσέχος Bernhard Bolzano (1781 – 1848), εργάστηκε προς 

αυτή την κατεύθυνση και το 1817 στην εργασία του «Αναλυτική Απόδειξη» δίνει τον 

κατάλληλο ορισµό της συνεχούς συνάρτησης: «Όταν λέγω ότι η συνάρτηση f(x)  

                                                
68 D. Struik, Συνοπτική Ιστορία των µαθηµατικών. 
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µεταβάλλεται σύµφωνα µε το νόµο της συνέχειας για όλες τις τιµές του x, µέσα ή έξω 

από κάποια όρια, σηµαίνει ακριβώς ότι, αν x είναι µια τέτοια τιµή, η διαφορά f(x+ω) – 

f(x), µπορεί να γίνει µικρότερη από οποιαδήποτε δοσµένη ποσότητα, µε τον περιορισµό 

να έχουµε το ω όσο µικρό επιθυµούµε».69
 Ορίζει την παράγωγο της f, ως την 

ποσότητα την οποία ο λόγος  
( ) ( )f x x f x

x

+ ∆ −
∆

, προσεγγίζει όσο κοντά θέλουµε 

καθώς ο ∆x→0 και τη συµβολίζει 
dy

dx
 , τονίζοντας ότι το 

dy

dx
, δεν παριστάνει το 

πηλίκο του dy προς το dx, ούτε είναι πηλίκο µηδενικών, ούτε είναι ένας λόγος από 

εξαφανιζόµενες ποσότητες, αλλά ένας αριθµός που προσεγγίζεται απ’ αυτόν το λόγο. 

Σε επόµενες εργασίες του αποδεικνύει το σύνολο των θεωρηµάτων που ισχύουν για 

συνεχείς συναρτήσεις σε κλειστό διάστηµα. 

     Σύγχρονος του Bolzano, ήταν ο µεγαλύτερος Γερµανός µαθηµατικός του 19ου 

αιώνα, Carl Friedrich Gauss (1777 – 1855). Το χαρακτηριστικό του έργου του ήταν 

το πολύ υψηλό επίπεδο και η απόλυτη αυστηρότητα, και γι’ αυτό συνέβαλλε τα 

µέγιστα στην ανάπτυξη του λογισµού, θεωρείται δε από τους πρωτεργάτες της 

αυστηρής θεµελίωσης του. 

   Το 1755, ο Euler έδωσε µια γενικότερη διατύπωση του ορισµού της συνάρτησης: 

«Αν µεγέθη εξαρτώνται από άλλα κατά τέτοιο τρόπο, ώστε αν τα τελευταία 

µεταβληθούν και τα πρώτα να υφίστανται επίσης µια µεταβολή, τότε τα πρώτα 

ονοµάζονται συναρτήσεις των τελευταίων».  

     Ο Augustin Louis Cauchy (1789 – 1857), o µεγαλύτερος ίσως µαθηµατικός του 

19ου αιώνα, είναι πλέον σε θέση να θεµελιώσει αυστηρά το νέο λογισµό δίνοντας 

ορισµούς που έγιναν αποδεκτοί σχεδόν αµέσως από τη µαθηµατική κοινότητα. Στο 

πιο σηµαντικό έργο του «Cours d’ analyse» (1821), έδωσε τους παρακάτω ορισµούς 

για τις  έννοιες: Μεταβλητή, συνάρτηση, όριο συνάρτησης, απειροστό, άπειρη 

ποσότητα, συνέχεια συνάρτησης.  

• Μεταβλητή είναι µια ποσότητα που θεωρείται ως διαδοχή πολλών τιµών, 

διαφορετικών µεταξύ τους. 

• Όταν οι µεταβλητές ποσότητες είναι συσχετισµένες µεταξύ τους έτσι ώστε, όταν 

δίνεται η τιµή της µιας, κάποιος να µπορεί να ορίσει τις τιµές των άλλων, τότε 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι διάφορες ποσότητες µπορούν να εκφραστούν 

                                                
69 69. I. Grattan-Guinness, Bolzano, Cauchy and the ‘new analysis’ of the early 19th century.  
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µέσω µιας απ’ αυτές, η οποία παίρνει το όνοµα της ανεξάρτητης µεταβλητής, 

ενώ οι άλλες ποσότητες που εκφράζονται µέσω της ανεξάρτητης µεταβλητής, 

είναι εκείνες που ονοµάζονται συναρτήσεις αυτής της µεταβλητής. 

• Όταν οι τιµές που δίνονται διαδοχικά στην ίδια µεταβλητή πλησιάζουν διαρκώς 

µια σταθερή τιµή από την οποία διαφέρουν τόσο λίγο, οσοδήποτε θα επιθυµούσε 

κανείς, αυτή η σταθερή τιµή καλείται όριο όλων των άλλων. 

• Όταν οι διαδοχικές τιµές µιας µεταβλητής ποσότητας µειώνονται διαρκώς µε 

τέτοιο τρόπο, ώστε να γίνονται µικρότερες από οποιαδήποτε δοθείσα ποσότητα, 

εκείνη η µεταβλητή γίνεται αυτό που ονοµάζουµε απειροστό. 

• Μια µεταβλητή ποσότητα της οποίας οι διαδοχικές τιµές µπορούν να γίνουν 

µεγαλύτερες από κάθε αριθµό, οσοδήποτε µεγάλο, είναι αυτή που ονοµάζουµε 

άπειρη ποσότητα. 

• Η f  είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] αν και µόνο αν για κάθε x, η αριθµητική 

τιµή της διαφοράς f(x+h)-f(x) τείνει στο µηδέν, καθώς το h τείνει στο µηδέν. Με 

άλλα λόγια η συνάρτηση f(x)θα παραµένει συνεχής ως προς x σε ένα δεδοµένο 

διάστηµα, αν µια απειροστή αύξηση της µεταβλητής παράγει πάντα µια 

απειροστή αύξηση στην ίδια τη συνάρτηση.  

Στο έργο του «περίληψη µαθηµάτων που δόθηκαν στη Βασιλική Πολυτεχνική σχολή επί 

του απειροστικού λογισµού» (1823), δίνει τον ορισµό της παραγώγου συναρτήσεως, 

την οποία συµβολίζει f΄(x), παίρνοντας από τον Lagrange και το συµβολισµό και την 

ονοµασία:  

Όταν µια συνάρτηση y=f(x) παραµένει συνεχώς µεταξύ δύο άκρων της µεταβλητής x, 

και όταν αντιστοιχίσουµε σε µια τέτοια µεταβλητή, µια τιµή µεταξύ των δύο παραπάνω 

άκρων, τότε µια απεριόριστα µικρή µεταβολή της µεταβλητής παράγει µια απεριόριστα 

µικρή µεταβολή της τιµής της συνάρτησης. Άρα αν θέσουµε ∆x=i, οι δύο όροι του λόγου 

των διαφορών 
( ) ( )y f x i f x

x i

∆ + −
=

∆
, θα είναι απεριόριστα µικρές ποσότητες. Παρ’ 

όλο που οι δύο όροι θα πλησιάζουν απεριόριστα και ταυτόχρονα στο όριο µηδέν, ο 

λόγος είναι δυνατόν να συγκλίνει σε κάποιο άλλο όριο, θετικό ή αρνητικό. Αυτό το όριο 

όταν υπάρχει, έχει µια συγκεκριµένη τιµή για κάθε συγκεκριµένο x, αλλά µεταβάλλεται 

µε το x. Η µορφή της νέας συνάρτησης, που είναι το όριο του λόγου 
( ) ( )f x i f x

i

+ −
, 

θα εξαρτάται από τη µορφή της αρχικής συνάρτησης y=f(x). Ακριβώς για να δείξουµε 
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αυτή την εξάρτηση, τη νέα συνάρτηση ονοµάζουµε παράγωγο συνάρτηση και τη 

συµβολίζουµε ý  ή f΄(x). 

   ∆ιατυπώνει και αποδεικνύει το θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού  

καθώς και το θεώρηµα που αφορά τη µονοτονία συνάρτησης σε ένα διάστηµα [α, β], 

σε σχέση µε το πρόσηµο της παραγώγου και σε µια βελτιωµένη έκδοση παρουσίασε 

το γενικευµένο θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού. Ο Cauchy αξιολόγησε 

ως κεντρικό πρόβληµα, το θέµα της αντιµετώπισης των απείρων σειρών, διότι 

αναγνώρισε τη σηµασία της αναπαράστασης συναρτήσεων µε αυτές. Έτσι 

ασχολήθηκε επισταµένως µε το θέµα αυτό, έδωσε τον ορισµό της σύγκλισης σειρών  

και έθεσε τη θεµελιώδη γενική συνθήκη για να συµβαίνει αυτό, που είναι το κριτήριο 

σύγκλισης που φέρει το όνοµά του. ∆ίνει επίσης, τον ορισµό του ορισµένου 

ολοκληρώµατος και το σύµβολο ∫ , θεωρείται πλέον ως όριο αθροίσµατος και όχι 

ως άθροισµα:  

«Για µια συνεχή συνάρτηση f:[x0, X]→R, χώρισε το διάστηµα [x0, x] σε n 

υποδιαστήµατα [x0, x1], [x1, x2],…..,[xn-1, X],  θεώρησε  το  άθροισµα  Sn=(x1-x0)f(x0) + 

(x2-x1)f(x1) +……+(X-xn-1)f(xn-1), και απέδειξε ότι στη περίπτωση που το µήκος του 

µεγαλύτερου υποδιαστήµατος τείνει στο 0, τότε υπάρχει το lim n
n

S
→∞

. Το όριο αυτό που 

εξαρτάται από το τύπο της συνάρτησης f και από τα άκρα x0, X το ονόµασε ορισµένο 

ολοκλήρωµα της f  στο [x0, X] και το συµβόλισε µε 
0

( )
X

x

f t dt∫ » 

Με τη βοήθεια του ορισµού του ολοκληρώµατος, δείχνει τη γραµµικότητα, την 

προσθετικότητα, το θεώρηµα µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού και για 

πρώτη φορά έχουµε την απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος του απειροστικού 

λογισµού, δίχως να βασίζεται στη διαισθητική έννοια του εµβαδού. Ο λογισµός όπως 

τον ξέρουµε σήµερα ωφείλεται κατά κύριο λόγο στον Cauchy,  ο οποίος µε την 

αυστηρότητά του, αφ’ ενός εδραίωσε τα προγενέστερα συµπεράσµατα, αφ’ ετέρου 

έδωσε ένα πλαίσιο για πολλά νέα, µερικά από τα οποία, δεν µπορούσαν καν να 

διατυπωθούν πριν από αυτόν. 

       Σύγχρονος του Cauchy  υπήρξε ο Πρώσσος µαθηµατικός  Dirichlet (1805 – 

1859), o οποίος ασχολούµενος µε τη εύρεση συνθηκών για τη  σύγκλιση σειρών, 

έθεσε έναν ακόµη γενικότερο ορισµό της συνάρτησης, αυτόν που χρησιµοποιείται 

σήµερα: «Μια συνάρτηση y(x), είναι ορισµένη αν έχουµε οποιοδήποτε κανόνα, που σε 

κάθε τιµή της µεταβλητής x αντιστοιχεί µια συγκεκριµένη τιµή του y, δίχως να είναι 
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απαραίτητο να διατυπωθεί µέσω µιας αναλυτικής έκφρασης ή εξίσωσης». Κατόπιν 

έθεσε τις συνθήκες που θα έπρεπε να πληρεί µια φραγµένη συνάρτηση ώστε να 

αναλύεται κατά Fourier (συνθήκες Dirichlet), και έδωσε παράδειγµα συνάρτησης που 

δεν τις ικανοποιεί, συνάρτησης δηλαδή που είναι ασυνεχής σε άπειρο πλήθος 

σηµείων του πεδίου ορισµού της. Πρόκειται για τη συνάρτηση  

                     
,

( )
,

c x Q
D x

d c x Q

∈
= 

≠ ∉
                              (συνάρτηση Dirichlet). 

Σε µια προσπάθεια να πείσει τη µαθηµατική κοινότητα για την επέκταση της εννοίας 

του ολοκληρώµατος, ώστε να συµπεριληφθούν στη κλάση των ολοκληρωσίµων 

συναρτήσεων, συναρτήσεις όπως η D, έδωσε τον ακόλουθο ορισµό της συνέχειας, 

τον οποίο χρησιµοποιούµε και σήµερα: «η f είναι συνεχής στο σταθερό σηµείο x, όταν 

φθίνοντας το h σταθερά, η διαφορά f(x+h) – f(x), θα πρέπει να συγκλίνει στο µηδέν». 

Στα πλαίσια της παραπάνω προσπάθειας, περιέγραψε την ιδιότητα εκείνη που 

αργότερα έγινε γνωστή ως οµοιόµορφη συνέχεια συνάρτησης, σε κλειστό και 

φραγµένο διάστηµα. Τέλος το 1854, απέδειξε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση ορισµένη 

σε κλειστό διάστηµα, είναι οµοιόµορφα συνεχής. Η ανακάλυψη της συνάρτησης D(x) 

υπήρξε ιστορική, αφού όντας αδύνατο να σχεδιαστεί, για πρώτη φορά η ανάλυση 

προσπερνά και υπερβαίνει τη γεωµετρία.70 

   Ο Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 – 1866), θα απαλλάξει τον ορισµό του 

ορισµένου ολοκληρώµατος του Cauchy, από την απαίτηση της συνέχειας της f, ενώ 

αντικατέστησε τον παράγοντα f(xi-1), µε τον f(t i), όπου ti τυχαίο σηµείο του 

υποδιαστήµατος [xi-1, xi]. Έδωσε το πρώτο παράδειγµα συνάρτησης που ενώ είναι 

ασυνεχής σε κάθε διάστηµα, εν τούτοις είναι ολοκληρώσιµη. Πρόκειται για τη 

συνάρτηση 
2

1

( )
( )

k

B kx
f x

k

∞

=

=∑  , όπου Β(x) = x – [x], αν x≠ k/2, και 0,  αν x = k/2, 

η οποία παρουσιάζει ασυνέχεια στα σηµεία x = p/2n, (p,2n) = 1,  pєΖ. Η f είναι 

ολοκληρώσιµη και η συνάρτηση g(x) = 
0

( )
x

f t dt∫ , είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του 

πεδίου ορισµού της, δεν παραγωγίζεται όµως στα σηµεία ασυνεχείας της f, που είναι 

άπειρα σε πλήθος όπως είδαµε προηγουµένως. Ο Bolzano είχε πρώτος κατανοήσει τη 

                                                
70 Ε.Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.373 
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διαφορά µεταξύ συνέχειας και παραγωγισιµότητας και το 1834 στην εργασία του 

«Functionenlehre», έδωσε παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως f:[α, b]→R, τέτοια 

ώστε, το σύνολο των σηµείων στα οποία δεν είναι παραγωγίσιµη, να είναι πυκνό. 

Επειδή όµως, καθυστέρησε να τη δηµοσιεύσει κέρδισε ο Weierstrass τη δόξα της 

ανακάλυψης αυτής, όταν έδωσε το δικό του παράδειγµα.71    

     Για την οµαλή ανάπτυξη του λογισµού, υπήρξε επιτακτική η ανάγκη ενασχόλησης 

µε την έννοια του ορίου, πάνω στην οποία ο Cauchy είχε θεµελιώσει τις υπόλοιπες 

βασικές έννοιες δηλαδή τη συνέχεια την παράγωγο και το ολοκλήρωµα. Τα 

προβλήµατα που υπήρχαν σχετικά µε την έννοια του ορίου ήταν:72 

• Η συνέχιση της χρήσης  των απειροστών. 

• Η εµφάνιση της ¨σκοτεινής¨ έννοιας του πηλίκου 0/0 

• Η έλλειψη ενός συστήµατος αριθµών αυστηρά θεµελιωµένου απ’ όπου να 

παίρνε τιµές η ανεξάρτητη µεταβλητή. 

• Η παραδοχή της αρχής ¨ότι ισχύει µέχρι το όριο, ισχύει και για το όριο¨ 

• Οι αντικρουόµενες απόψεις γύρω από το ερώτηµα, αν µια µεταβλητή µπορεί 

να φτάσει το όριό της. 

    Τα παραπάνω επιστηµολογικά εµπόδια για την οµαλή συνέχιση της ανάπτυξης του 

απειροστικού λογισµού, παραµερίστηκαν, όταν οι Dedekind και Weierstrass, 

θεµελίωσαν το σύστηµα των πραγµατικών αριθµών. Η αδήριτη ανάγκη να πάψει ο 

λογισµός να ζητά τη βοήθεια της γεωµετρικής εποπτείας, οδήγησαν τον Wilhelm 

Richard Dedekind (1831 – 1916) – όπως ο ίδιος γράφει στη µονογραφία του 

«συνέχεια και άρρρητοι αριθµοί» - να σκεφτεί πάνω στο θέµα µέχρις ότου βρει ένα 

καθαρά αριθµητικό και τέλεια αυστηρό θεµέλιο για τις αρχές της απειροστικής 

ανάλυσης. Το πρόβληµά του ήταν να βρει µια αρχή για τη συνέχεια σε αριθµητική 

γλώσσα. Φαντάστηκε λοιπόν, την ευθεία των αριθµών σαν ένα στέρεο σωλήνα 

απείρου µήκους, γεµάτο µε διατεταγµένους ρητούς αριθµούς. Κάθε τοµή του σωλήνα 

δίνει δύο τµήµατα Α, Β και µας αποκαλύπτει δύο διατοµές, τα άκρα των συνόλων Α 

και Β. Κοιτάζοντας τις εκτεθειµένες αυτές πλευρές µπορεί κανείς να διαβάσει τους 

αριθµούς που µας δείχνουν. Αν δε µας δείχνουν αριθµό τότε η τοµή έχει γίνει σ’ έναν 

άρρητο. Έτσι ο Dedekind όρισε τους άρρητους µε τη βοήθεια των συνόλων Α και 

                                                
71 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.378. 
72 F. Cajori, Grafting of the theory of limits on the calculus of Leibniz. 
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Β.73  Συγκεκριµένα εισήγαγε την έννοια της τοµής στο σύνολο Q ως εξής: Μια τοµή 

είναι ο χωρισµός του Q σε δύο κλάσεις L και R, τέτοιες ώστε αν xєL και yєR, τότε 

x<y. Συµβόλισε µε (L, R) την τοµή και διετύπωσε το ακόλουθο αξίωµα:  

«Για οποιαδήποτε τοµή (L, R), υπάρχει ένας µοναδικός πραγµατικός αριθµός που 

αντιστοιχεί στην τοµή (ή παράγει την τοµή). Κάθε τοµή (L, R), έχει τις ιδιότητες: 

i) L, R είναι µη κενά υποσύνολα του Q. 

ii)  L, R ξένα µεταξύ τους. 

iii)  Αν xєL και yєR, τότε x<y 

iv) To L δεν έχει µέγιστο στοιχείο. 

v) Αν (L1, R1) και (L2, R2) δύο τοµές, τότε L1 ⊂L2 ή L2 ⊂L1 

vi) Αν x=(L1, R1) και y=(L2, R2), τότε x<y⇔  L1 ⊂L2. 

Eύκολα κατόπιν απέδειξε   την πληρότητα των πραγµατικών αριθµών, ενώ τα 

θεωρήµατα που είχαν προκαλέσει   σύγχυση στον Cauchy, όπως π.χ. ότι «µία 

ακολουθία γνησίως αύξουσα   και φραγµένη  άνω συγκλίνει» µπορούσαν πλέον να 

αποδειχθούν.  

     Θα ακολουθήσει ο ακριβής αλγεβρικός ορισµός της εννοίας του ορίου, µε 

ανισοτικές σχέσεις που περιείχαν τα δ και ε, από τον Carl Weierstrass (1815 – 1897),  

και η αποµάκρυνση των απειροστών είναι πια οριστική. Το 1865 έδωσε µια 

λεπτοµερή κατασκευή των αρρήτων, θεωρώντας τους άπειρα φραγµένα αθροίσµατα 

ρητών, το 1867 απέδειξε ότι κάθε άπειρο φραγµένο σύνολο έχει σηµείο 

συσσωρεύσεως και το 1869 το θεώρηµα µέγιστης και ελάχιστης τιµής, καθώς και ότι 

κάθε συνεχής συνάρτηση είναι το οµοιόµορφο όριο συνεχών συναρτήσεων. Το 1872 

σε συνεργασία µε έναν φοιτητή του δίνει τον ορισµό της οµοιόµορφης συνέχειας. Την 

ίδια χρονιά ανακοίνωσε στην Ακαδηµία του Βερολίνου ότι βρήκε παράδειγµα 

συνάρτησης που είναι παντού συνεχής, αλλά πουθενά παραγωγίσιµη, δηλαδή µιας 

συνεχούς συνάρτησης, που δεν έχει εφαπτοµένη σε κανένα σηµείο του πεδίου 

ορισµού της. Είναι η f(x) = ( )
0

n n

n

b xσυν α π
∞

=
∑ , όπου α περιττός ακέραιος και b 

σταθερά µε 0<b<1 και αb>1+ 3/2π. Με την ιστορική αυτή ανακάλυψη ο  Weierstrass, 

κατάφερε ένα σοβαρό κτύπηµα στη χρησιµοποίηση της γεωµετρικής διαίσθησης, στις 

αναλυτικές µελέτες. Το ότι η συνέχεια δεν συνεπάγει την παραγωγισιµότητα, έκανε 

                                                
73 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.383. 
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τους µαθηµατικούς να είναι στο εξής πιο προσεκτικοί και να µην εµπιστεύονται τη 

διαίσθηση ή τη γεωµετρική σκέψη.74 Τα απειροστά µετά τους Dedekind  και 

Weierstrass έχουν  πλέον εξαφανιστεί, και  έχουν αντικατασταθεί  από  τους  ακριβείς  

¨ε – δ¨  ορισµούς δίνοντας στο λογισµό εκείνη την αυστηρότητα, που οι δηµιουργοί 

του αναζητούσαν ολόκληρους αιώνες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
74 Ε. Γιαννακούλιας, απ. λογισµός, η ιστορική του εξέλιξη από τον 5ο π.Χ έως τον19οαιώνα,σελ.387  

 
 



 112 

 

 

 

 

 

  

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο  
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4.4.     Η έννοια του στιγµιαίου ρυθµού µεταβολής. 

4.5.     Το θεµελιώδες θεώρηµα. 

4.6.     Ο ρυθµός µεταβολής της συσσώρευσης. 

4.7.     Κάποια άµεσα συµπεράσµατα.  
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4.1.   Εικόνες των µαθητών για την έννοια της συνάρτησης  

 

     Ο στόχος του πρώτου  ερωτήµατος και των δύο προβληµάτων, ήταν να 

προσανατολίσει τους µαθητές, στο να επαναφέρουν τις εµπειρίες τους και να 

εµπλουτίσουν τις εικόνες τους γύρω από την έννοια της συνάρτησης. Χωρίς 

αµφιβολία πρόκειται για την θεµελιώδη έννοια του απειροστικού λογισµού και 

θελήσαµε να διερευνήσουµε τις εµπειρίες που έχουν οι µαθητές σχετικά µε αυτή την 

έννοια. Τι είναι αυτό που έρχεται στο νου τους, όταν λένε ή αντιλαµβάνονται ότι δύο 

µεγέθη αλληλοεξαρτώνται και συµµεταβάλλονται;  

     Υπενθυµίζουµε ότι ο Newton οραµατίστηκε συνεχείς αλλαγές και µεταβλητές 

(ρέουσες) ποσότητες που προκύπτουν από συνεχείς αλλαγές, ό,τι δηλαδή σήµερα θα 

αποκαλούσαµε µε τον όρο συνάρτηση. Ακριβώς γι’ αυτό το λόγο η διορατικότητα και 

η οξυδέρκειά του χαρακτηρίστηκαν τόσο σπουδαίες. Η µέθοδός του ξεκίναγε από µια 

αναλυτική έκφραση µιας συνάρτησης f, που δίνει το ρυθµό µεταβολής µιας 

ποσότητας, και παρήγαγε µια αναλυτική έκφραση για µια συνάρτηση F, που έδινε το 

συσσωρευµένο ποσό αυτής της ποσότητας. Τι εικόνες άραγε θα µπορούσαν να είχαν 

υποστηρίξει την διορατικότητα του Newton; Πρώτα απ’ όλα είχε µια εικόνα 

δυναµικών ποσοτήτων, σε συνεχή ροή αντί για την πιο συνηθισµένη έννοια σταθερών 

ποσοτήτων, υποχρεωµένων σε ακινησία. ∆εύτερον αντιλαµβανόταν την κίνηση σαν 

θεµελιακή αρχή για τις µεθόδους του και τρίτον δεν δυσκολευόταν καθόλου να 

σκέπτεται ένα συνεχές συντιθέµενο από απειροστές ποσότητες, οσοδήποτε µικρές 

κάποιος θα επιθυµούσε, οι οποίες συγκρινόµενες µε οποιοδήποτε θετικό µέγεθος, 

φάνταζαν αµελητέες, Thompson, (1994).  

    Οι µαθητές δυσκολεύτηκαν περισσότερο να υπολογίσουν την επιφάνεια της 

κυκλικής οριζόντιας τοµής του κώνου συναρτήσει του ύψους του νερού, σε αντίθεση 

µε το πρώτο ερώτηµα του πρώτου προβλήµατος όπου έχοντας γνωστό το τύπο που 

δίνει το διάστηµα που διανύει ένα αντικείµενο ευρισκόµενο σε ελεύθερη πτώση, 

βρήκαν εύκολα τη συνάρτηση  d(t). Σε κάθε περίπτωση πάντως, φαίνεται να λείπει η 

κινητικότητα και η δυναµική από τις εικόνες που τα παιδιά σχηµατίζουν για την 

έννοια της συνάρτησης. Για  το θέµα αυτό είχαµε τρείς συζητήσεις κατά τη διάρκεια 

των διδασκαλιών, οι οποίες παρατίθενται στα παρακάτω αποσπάσµατα. Ο διάλογος 2 

έγινε  στο δηµόσιο σχολείο, ενώ οι διάλογοι 3 και 4 µε το τµήµα του ιδιωτικού 

σχολείου.                                  
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∆ιάλογος 2 

 

2.1   ∆ιδ:            Για πείτε µου λοιπόν πως εκφράζεται το διάστηµα 

                           που διανύει ένα αντικείµενο κατά την ελεύθερη πτώση του,  

                          ως συνάρτηση του χρόνου; Τι βρήκατε; 

2.2   Ανδρέας:  d(t) = 5t2 (Ο διδάσκων γράφει στον πίνακα τον τύπο). 

2.3   ∆ιδ:           Και το t; 

2.4   Ανδρέας:  Το t∈ [0, 5]. 

2.5   ∆ιδ:           Τι λέµε στην περίπτωση αυτή σχετικά µε τα µεγέθη d και t; 

2.6   Ανδρέας:   Ότι το t είναι η µεταβλητή, είναι η τιµή η οποία  

                           µεταβάλλεται, είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή και d(t)  

                           το d(t) δηλαδή το y είναι η εξαρτηµένη µεταβλητή. 

2.7    ∆ιδ:          Μάλιστα. Και τα δύο µεγέθη τι κάνουν σ’ αυτήν  

                          την κατάσταση; 

2.8   Ανδρέας:  Όσο µεταβάλλεται το t, µεταβάλλεται και το d(t).  

                          Το d(t) είναι συνάρτηση του χρόνου. 

2.9   ∆ιδ:           Μάλιστα. ∆ηλαδή εδώ έχουµε δύο µεγέθη που τι κάνουν; 

2.10 Ζωή:         Επηρεάζεται το ένα από το άλλο, ανάλογα µε την  

                          τιµή του t, έχουµε το d(t). 

2.11  ∆ιδ:          Πώς λέγεται η σχέση που τα συνδέει; 

2.12  Ζωή:         Συνάρτηση. 

2.13  ∆ιδ:           Τι είναι για σας το µαθηµατικό αντικείµενο  

                            που ονοµάζουµε συνάρτηση; Τι εικόνα σχηµατίζει κάποιος  

                            στο µυαλό του όταν ακούει αυτό το πράγµα; 

2.14   Ανδρέας:  Εγώ έχω στο µυαλό µου το πινακάκι που  

                            συµπληρώσαµε προηγουµένως, όπου κάθε τιµή του x….. 

2.15   ∆ιδ:           Του t εδώ. 

2.16  Ανδρέας:    Του t ναι, αντιστοιχεί σε µία και µόνο µία τιµή του ψ,  

                             δηλαδή του d, και αυτό που είπα και πριν ότι η εξαρτηµένη  

                              µεταβλητή το d(t) εξαρτάται από το t. 

2.17  ∆ιδ:             Και τι συµβαίνει µε τα δύο µεγέθη; (έχοντας πάντα  

                              στο νου µου την ιδέα της συµµεταβολής µε τη δυναµική που  

                              εµπεριέχεται σ’ αυτήν). 

2.18  Ζωή:            Το ένα επηρεάζει το άλλο; (η Ζωή απαντά µε ερώτηση  

                               που δείχνει αµφιβολία). 

2.19  ∆ιδ:              Αλληλοεξαρτώνται δηλαδή, συµµεταβάλλονται. Μάλιστα.  

                              Για σας τελικά το µαθηµατικό εργαλείο που ονοµάζουµε  

                              συνάρτηση, κάνει κάποια δουλειά επί πρακτικού  

                               επιπέδου; Τι συµβαίνει µε αυτό; 

2.20  Οδυσσέας:   (∆εν ακούγεται καθαρά, κατά πάσα πιθανότητα λέει  
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                               ότι αντιστοιχίζει τις τιµές του x στις τιµές του y). 

2.21  ∆ιδ:               Γενικότερα όµως; εκφράζει τη σχέση…….. 

                               Τι είναι τελικά η συνάρτηση µε βάση τα όσα είπατε προηγουµένως; 

2.22                        Γιάννης: Η σχέση µεταξύ δύο αντικειµένων. 

2.23  ∆ιδ:               Η σχέση µεταξύ δύο µεγεθών, η αλληλεξάρτηση τους. 

 

 

     Οι εικόνες που έχουν αναπτύξει ο Ανδρέας και η Ζωή σχετικά µε τη θεµελιώδη 

έννοια της συνάρτησης, φαίνεται να είναι  διαφορετικές. Ο Ανδρέας είναι ένας τυπικά  

καλός µαθητής που σηµαίνει πολύ καλός γνώστης των τύπων και της µεθοδολογίας, 

πράγµατα που χρησιµοποιεί ως βασικά εργαλεία για να αντιµετωπίζει τα 

προβλήµατα. Προσπαθεί να αναπαράγει πιστά τους ορισµούς και την ορολογία,(2.6). 

Η εικόνα που σχηµατίζει για την έννοια της συνάρτησης είναι αυτή του πίνακα τιµών, 

που του δίνει την ευκαιρία να χρησιµοποιήσει για άλλη µια φορά τον τυπικό ορισµό: 

«κάθε τιµή του t, αντιστοιχεί σε µία µόνο τιµή του d(t)».(2.14, 2.16) Παρά το ότι έχει 

συνειδητοποιήσει την εξάρτηση του  διαστήµατος d από το χρόνο t, σε κανένα σηµείο 

της σκέψης του δε φαίνεται ότι η εξάρτηση αυτή  είναι αµφίδροµη, ενώ δεν υπάρχουν 

ίχνη εµπειριών συµµεταβολής των δύο µεγεθών που να εµπεριέχουν και κάποια 

δυναµική ή κινητικότητα. Η παγίωση στατικών εικόνων για τις βασικές έννοιες του 

απειροστικού λογισµού, πιστεύουµε ότι είναι αποτέλεσµα του ρόλου που καλείται να 

παίξει ο διδάσκων, ο οποίος υποχρεώνεται να κινηθεί ανάµεσα στις συµπληγάδες της 

κατανόησης των εννοιών και της απαίτησης για έγκαιρη ολοκλήρωση της εξεταστέας 

ύλης. Αντίθετα, ίχνη τέτοιων αναπαραστάσεων που υποδηλώνουν µια βαθύτερη 

κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης, εντοπίζουµε στις απαντήσεις της Ζωής. Η 

Ζωή φαίνεται να έχει σχηµατίσει µια , έστω και θολή εικόνα συµµεταβολής και 

αλληλεξάρτησης των µεγεθών t  και d(t), (2.10) σε καµία όµως περίπτωση δεν 

αναδύεται η δυναµική και η κινητικότητα που υπάρχει σ’ αυτήν την αλληλεξάρτηση. 

Οι εικόνες της φαίνεται να είναι απολύτως στατικές, είναι όµως αξιοσηµείωτη η 

προσπάθειά της, η πρόθεσή της, να παρακάµψει τον τυπικό ορισµό και να δει πιο 

ουσιαστικά και πιο βαθιά την έννοια της συνάρτησης. Έτσι ίσως δικαιολογείται και η 

απάντησή της µε χρήση ερωτηµατικού (2.18) στην δεύτερη προσπάθεια που έκανα 

για να ελέγξουµε, αν η έννοια της συµµεταβολής υπάρχει στη σκέψη της (2.9, 2.17).  

Ο Γιάννης ένας ιδιαίτερα αδύνατος µαθητής, όπως διαπίστωσα κατά τη διάρκεια των 

µαθηµάτων, φαίνεται πως µέσα από την συζήτηση αντιλήφθηκε την πρακτική 

σηµασία της έννοιας της συνάρτησης, και τον ρόλο που αυτή θα µπορούσε να 
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διαδραµατίσει στον πραγµατικό κόσµο (2.22). Αντίθετα ο Οδυσσέας στην παρέµβασή 

του δείχνει ότι περισσότερο αντιµετωπίζει τα πράγµατα από την σκοπιά του Ανδρέα 

παρά  προσπαθεί να εµβαθύνει έστω και ελάχιστα στην έννοια που εξετάζουµε (2.20). 

Έχοντας υπόψη ότι η µάθηση ταυτίζεται µε τη συµµετοχή και ότι είναι αποτέλεσµα 

εµπειριών που βιώνουν οι µαθητές µέσα από την πρακτική της κοινότητας, βασικός 

µας  στόχος υπήρξε ο επανακαθορισµός των απόψεων των µαθητών σχετικά µε τις 

θεµελιώδεις έννοιες της ανάλυσης. Θα ήταν ιδιαίτερα θετικό, για παράδειγµα, αν ένα 

ποσοστό µαθητών µπορούσε να αντιληφθεί την έννοια της συνάρτησης, ως µια 

λειτουργική συµµεταβολή δύο µεγεθών και όχι ως  µία στατική αντιστοιχία δύο 

µεταβλητών.  

 

∆ιάλογος 3 

 

3.1   ∆ιδ:               Αυτό που προσδιορίσατε πως ονοµάζεται; 

                              d(t) το έχουµε συµβολίσει; Πόσο είναι; 

3.2   Μαθητές:     5t2 (Ο διδάσκων γράφει στο πίνακα τον  

                             τύπο d(t) = 5t2, t∈ [0, 5] ). 

3.3   ∆ιδ:             Λέµε ότι βρήκατε το διάστηµα που  

                             διανύει το αντικείµενο κατά την ελεύθερη  

                             πτώση του…….. πείτε µου τη λέξη…. 

3.4   Μαθητές:    Συναρτήσει του χρόνου. 

3.5   ∆ιδ:              ….Του χρόνου. Γενικά ποια είναι η άποψή σας 

                            για τον όρο συνάρτηση; πως αντιλαµβάνεσθε  

                             την έννοια; Όταν δηλαδή ακούτε ότι ένα µέγεθος  

                             εκφράζεται σε συνάρτηση µε ένα άλλο τι καταλαβαίνετε; 

3.6   Κων/νος:     Είναι µια αντιστοιχία µεταξύ των 

                            δύο µεγεθών, ας πούµε δηλαδή όταν το ένα µέγεθος  

                             παίρνει κάποια τιµή, ποια θα είναι η αντίστοιχη  

                            µεταβολή στο άλλο µέγεθος. 

3.7   ∆ιδ:             Η αντίστοιχη µεταβολή ή η αντίστοιχη τιµή; 

3.8   Κων/νος:    Η τιµή που θα παίρνει…δηλαδή  

                             πως αντιδρά το ένα µέγεθος σε σχέση µε το άλλο. 

     Ο Κωνσταντίνος, όπως  γνωρίζω, έχει καλή διαισθητική αντίληψη για τις διάφορες 

έννοιες του απειροστικού λογισµού, και παρ’ ότι είναι εξοικειωµένος µε µια τέτοιου 

είδους αντιµετώπιση των εννοιών αυτών, δεν καταφέρνει να ξεφύγει από τον τυπικό 

ορισµό. ∆εν µπορεί να εκφράσει την κινητικότητα και τη δυναµική που εµπεριέχεται 

σε µια τέτοια αλληλεξάρτηση και µιλάει µόνο για εξάρτηση του ενός µεγέθους από 
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το άλλο (3.6, 3.8). Στο σηµείο αυτό πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι µια αντιστοιχία 

µεταξύ των µαθηµατικών συµβόλων x και y, µε τις µεταβλητές ποσότητες t και d(t), 

υπάρχει στο νου σχεδόν όλων των παιδιών. Η αντιστοιχία αυτή, η οποία είναι 

αντιστοιχία µεταξύ συµβόλων φυσικών ποσοτήτων και αφηρηµένων µαθηµατικών 

συµβόλων, επιτρέπει στους µαθητές να «µετακινούνται» ανάµεσα στα µαθηµατικά 

και τη φυσική όποτε κρίνουν αυτό απαραίτητο.  

 

∆ιάλογος 4 

 

4.1   ∆ιδ:           Τι υπολογίσαµε; Θέλω να µου πει κάποιος. 

4.2   Ντοριάν:   Το στιγµιαίο εµβαδόν, το εµβαδόν του  

                           κυλίνδρου για κάποιο συγκεκριµένο ύψος, πώς το λένε αυτό….. 

4.3   ∆ιδ:           Της επιφάνειας του νερού σε συνάρτηση µε το ύψος.  

                           Μπορεί κάποιος να µου περιγράψει τις εικόνες που  

                           έχει στο µυαλό του, καθώς γεµίζουµε τον κώνο µε νερό; 

4.4   Ντοριάν:  Ανεβαίνει η στάθµη του. 

4.5   Άρης:        Μεγαλώνει το εµβαδόν. 

4.6   ∆ιδ:           Μπορείς να µας το αναλύσεις Άρη; 

4.7   Άρης:        Καθώς ρίχνουµε το νερό ανεβαίνει η στάθµη  

                          (δείχνει µε το χέρι το σχήµα στο πίνακα, κάνοντας  

                           µια ανοδική κίνηση), µεγαλώνει το x, εποµένως ανοίγει  

                          ο κύκλος αφού είναι κώνος (σχηµατίζει µε τους  

                           αντίχειρες και τους δείκτες µια συνεχώς διευρυνόµενη  

                           κυκλική επιφάνεια)…..εε… και µεγαλώνει η επιφάνεια. 

4.8   ∆ιδ:           Και σε γενικές γραµµές αυτό το µαθηµατικό  

                           εργαλείο που χειριστήκατε τόσο πολύ εφέτος  

                           και το ονοµάζουµε συνάρτηση, σε τι χρησιµεύει τελικά; 

4.9   Μαρία:      Να βρίσκουµε κάθε χρονική στιγµή κάποιο  

                           εµβαδόν ή κάποιο µέγεθος άγνωστο. 

4.10  ∆ιδ:           Να έχουµε δηλαδή µια περιγραφή της  

                            αλληλεξάρτησής τους. 

 

   Ο Άρης αντιλαµβάνεται τη δυναµική και την κίνηση που ενυπάρχει στην 

αλληλεξάρτηση του ύψους του νερού στο κωνικό δοχείο και του εµβαδού της 

οριζόντιας επιφάνειας, και την συνοδεύει µε τις κινήσεις των χεριών και των 

δακτύλων του. Πρόκειται για χειρονοµίες που διευκολύνουν τη συζήτηση, αλλά και 

τη διατύπωση των σκέψεών του. Ο τρόπος που επιλέγει ο Άρης προκειµένου να 

περιγράψει πώς αντιλαµβάνεται τη συναρτησιακή αυτή συµµεταβολή, προδίδει 
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σίγουρα µια βαθύτερη κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης, µακριά από τυπικούς 

ορισµούς και φορµαλιστικές διατυπώσεις (4.5, 4.7). 

    Ένας από τους σκοπούς της έννοιας της συνάρτησης, είναι να αναπαραστήσει τον 

τρόπο µε τον οποίο τα πράγµατα µεταβάλλονται. Μέσα από αυτό το πρίσµα είναι 

φυσικό να συνδέσουµε τη συνάρτηση µε έννοιες που τις χαρακτηρίζει η 

κινητικότητα, όπως είναι ο ρυθµός µεταβολής (διαφόριση) και η σωρευτική αύξηση 

ενός µεγέθους (ολοκλήρωση), προκειµένου να οδηγηθούµε στο θεµελιώδες θεώρηµα 

του απειροστικού λογισµού, που µας λέει ότι οι δύο παραπάνω διαδικασίες είναι 

αντίστροφες. Η έννοια της συνάρτησης έλαβε εξέχουσα θέση στις εργασίες του 

Leibniz, στο τέλος του 17ου αιώνα, ο οποίος χρησιµοποίησε τον όρο functio, για να 

περιγράψει µια µεταβλητή y, της οποίας η τιµή εξαρτιόταν από µια µεταβαλλόµενη 

ποσότητα x. Ο συµβολισµός y = f(x), ήρθε τον επόµενο αιώνα. Εξ αρχής πάντως, µια 

συνάρτηση είχε συνδεθεί µε τη γραφική της παράσταση δηλαδή ένα σύνολο σηµείων 

(x, f(x)), στο καρτεσιανό επίπεδο. Τον  εικοστό αιώνα έγινε αποδεκτή η εποπτική 

εικόνα µιας συνάρτησης σαν ένα σύνολο διατεταγµένων ζευγών, δίνοντας την 

ευκαιρία για έναν συνολοθεωρητικό ορισµό ότι δηλαδή πρόκειται για κάθε σύνολο µε 

στοιχεία διατεταγµένα ζεύγη της µορφής  G = {(x, y)∈AxB, µε x∈A και y∈B}και µε 

την προϋπόθεση ότι για κάθε x∈A υπάρχει µόνο ένα y∈B, ώστε (x, y) ∈G. Μια 

τέτοιου είδους ανάπτυξη αντιµετώπισε πολλές εννοιολογικές δυσκολίες και για να 

επιτευχθεί έγιναν επίπονες γνωστικές προσπάθειες. Η Sierpinska (1992), (στο Tall 

1997), περιέγραψε πώς οι περίπλοκες αλλαγές στη σηµασία της έννοιας 

ακολουθήθηκαν από δύσκολα εννοιολογικά εµπόδια, τα οποία έπρεπε να 

ξεπεραστούν. Για παράδειγµα ένα άτοµο που οι εµπειρίες του γύρω από την έννοια 

ήταν φορµαλιστικές και υπολογιστικές, ήταν δύσκολο να αποδεχθεί έναν ορισµό που 

δεν θα περιείχε αυτά τα χαρακτηριστικά. Σε αυτή την κατηγορία πιστεύουµε ότι 

κατατάσσεται και ο Ανδρέας, που κατά τη γνώµη µας είναι ένας πολύ 

αντιπροσωπευτικός τύπος µαθητή που τον χαρακτηρίζει µια επιφανειακή εκµάθηση 

των διαφόρων εννοιών, αρκετή όµως, για την αντιµετώπιση των εισαγωγικών 

εξετάσεων.  

     Είναι γενικότερα σκόπιµο να κάνουµε προσεκτική διάκριση µεταξύ της 

φορµαλιστικής µαθηµατικής γνώσης  concept definition, και της ευρύτερης έννοιας, 

concept image που περιλαµβάνει όλες τις νοητικές εικόνες και σχετιζόµενες ιδιότητες 

και διαδικασίες που αφορούν την έννοια και βρίσκονται στο νου του ατόµου. Για 

παράδειγµα ο Vinner (1983, 1991 στο Tall, 1997), βρήκε ότι ακόµα και µαθητές που 
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µπορούσαν να δώσουν ένα σωστό συνολοθεωρητικό ορισµό της συνάρτησης, ήταν 

πιθανό να χρησιµοποιούσαν τις διαισθητικές εικόνες που είχαν  για να απαντήσουν σε 

ερωτήσεις σχετικά µε συναρτήσεις. Η εννοιολογική εικόνα είναι αυτό που ζωντανεύει 

στη µνήµη των µαθητών όταν ακούν ή βλέπουν κάπου γραµµένο το όνοµα της 

έννοιας. Είναι κάτι που χωρίς να χρειάζεται να περιγραφεί µε λόγια, συσχετίζεται 

άµεσα στο νου των µαθητών µε την ίδια την έννοια. Στην πραγµατικότητα είναι αυτό 

που ονοµάζουµε εµπειρίες του µαθητή για κάποιο θέµα. Θα µπορούσε να είναι µια 

εποπτική αναπαράσταση της έννοιας, στην περίπτωση που η έννοια είναι δυνατόν να 

αναπαρασταθεί εποπτικά ή ένα σύνολο από εντυπώσεις ή εµπειρίες. Οι εποπτικές 

αναπαραστάσεις, οι νοητικές εικόνες, οι εντυπώσεις και οι εµπειρίες που 

συσχετίζονται µε µια συγκεκριµένη έννοια, θα µπορούσαν να ερµηνευθούν µε 

λεκτικά σχήµατα. Αλλά είναι πολύ βασικό να θυµόµαστε, ότι οι λέξεις, δεν είναι το 

πρώτο πράγµα που ζωντανεύει στη µνήµη µας. Έρχονται στο προσκήνιο σε κάποιο 

επόµενο στάδιο. Για παράδειγµα, όταν ακούµε τη λέξη «τραπέζι», το πιθανότερο 

είναι να ζωντανέψει στη µνήµη µας η εικόνα ενός συγκεκριµένου τραπεζιού. 

Εµπειρίες όπου καθόµαστε ή τρώµε σε ένα τραπέζι, µπορούν επίσης να 

ενεργοποιηθούν. Μπορεί κάποιος να ανακαλέσει στη µνήµη του, ότι πολλά τραπέζια 

είναι ξύλινα, τα περισσότερα από αυτά έχουν τέσσερα πόδια, ότι συνήθως δεν 

ξαπλώνουµε στο τραπέζι και ότι καµιά φορά καθόµαστε σε αυτό, µόνο που αυτό δεν 

είναι και τόσο ευγενική συµπεριφορά. Όµοια και στο άκουσµα της λέξης 

«συνάρτηση», ίσως να ανακαλέσει κάποιος την έκφραση y=f(x), ίσως να σχηµατίσει 

νοερά τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης, µπορεί ίσως να φέρει στο νου του 

µια συγκεκριµένη συνάρτηση όπως την y=x2 ή την y=ηµx. Απ’ όλα όσα 

αναφέρθηκαν, γίνεται σαφές ότι κάθε άτοµο αντιλαµβάνεται την εικόνα µιας έννοιας 

µέσα από το δικό του πρίσµα. Επιπροσθέτως, το ίδιο άτοµο µπορεί να αντιδράσει 

διαφορετικά στο άκουσµα του ονόµατος µιας έννοιας  σε διαφορετικές καταστάσεις.   

Τέτοια εννοιολογική εικόνα ασφαλώς και δεν αφορά µόνο τους µαθητές. Απαντάται 

σε όλες τις περιοχές της επίπονης ανθρώπινης προσπάθειας για ανάπτυξη, 

συµπεριλαµβανοµένης και της ιστορικής ανάπτυξης των µαθηµατικών, όπου τα 

άτοµα έχουν εννοιολογικές εικόνες που σχετίζονται µε τις εµπειρίες τους αλλά και µε 

την επικρατούσα κουλτούρα. Οι διάδοχες γενιές δεν αντικαθιστούν όλα τα παλιά 

στοιχεία µε καινούρια. Αντιθέτως διατηρούν κάποιες απόψεις που απεδείχθησαν 

χρήσιµες και µε αυτές τροφοδοτούν τις επόµενες. Έτσι και οι δάσκαλοι των 

µαθηµατικών διατηρούν τις δυναµικές ιδέες για τις µεταβαλλόµενες µεταβλητές, 
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παράλληλα µε τις φορµαλιστικές αντιλήψεις των διατεταγµένων ζευγαριών, σε µια  

δραστική σύνθεση ιδεών, την οποία θα περάσουν στην επόµενη γενιά,  Tall, (1997)  

 

4.2.    Η έννοια του µέσου ρυθµού µεταβολής.  

 

    Οι µαθητές διαπραγµατεύτηκαν το υπολογιστικό 2ο ερώτηµα του 1ου προβλήµατος 

µε αρκετή δυσκολία. Ήταν φανερή η έλλειψη της άνεσης που θα έπρεπε να έχουν 

ακόµη και  στη χρήση απλών αριθµητικών ταυτοτήτων προκειµένου να 

διευκολυνθούν στους υπολογισµούς. Στην προσπάθειά µας  να διερευνήσουµε το 

βαθµό κατανόησης εκ µέρους των µαθητών, της σηµασίας  της διαφοράς d(3,2) – 

d(3,1)  και κατ’ επέκταση του λόγου 
(3,2) (3,1)

3,2 3,1

d d−
−

, παραθέτουµε τους  παρακάτω  

διαλόγους 5 και 6 που κάναµε µε το τµήµα του δηµόσιου σχολείου. 

 

∆ιάλογος 5 

 

5.1   ∆ιδ:            Για πείτε µου πως απαντήσατε στο ερώτηµα αυτό; 

5.2   Γιάννης:   
_ (3,2) (3,1)

3,2 3,1

d d
υ

−
−= . Θα αντικαταστήσουµε και….. 

5.3   ∆ιδ:           Ας µου πει πάλι κάποιος, τι παριστάνει το d(3,2). 

5.4   Aλ/νδρος: Το ύψος που βρίσκεται εκείνη τη στιγµή  

                          το αντικείµενο (παρ’ ότι λίγο πριν το ερώτηµα αυτό  

                           είχε απαντηθεί σωστά από το Νίκο). 

5.5   ∆ιδ:            Το ύψος που είχε ή το διάστηµα που είχε διανύσει, 

                           από τη στιγµή που αφέθηκε έως τα 3,2 sec; 

5.6   Aλ/νδρος:  Το διάστηµα που είχε διανύσει µετά από 3,2 sec. 

5.7   ∆ιδ:             Και το d(3,1); 

5.8   Aλ/νδρος:   Το διάστηµα µετά από 3,1 sec. 

5.9   ∆ιδ.             Οπότε εάν αυτά τα δύο τα αφαιρέσεις, τι προκύπτει; 

5.10  Aλ/νδρος:   το πόσος χρόνος έχει χρειαστεί για να πάει από…… 

5.11  ∆ιδ:             Αν αφαιρέσεις το d(3,1) από το d(3,2), αυτή η  

                             διαφορά παριστάνει χρόνο; 

5.12  Aλ/νδρος:   Όχι παριστάνει την απόσταση µεταξύ  

                             των δύο θέσεων. 

5.13  ∆ιδ:             Οπότε διαιρώντας αυτό το διάστηµα µε το χρόνο που 

                              χρειάστηκε για να το διανύσει, δηλαδή µε το 0,1 sec, τι θα προκύψει; 

5.14  Aλ/νδρος:    Η µέση ταχύτητα του αντικειµένου στο διάστηµα [3,1, 3,2]. 



 121 

∆ιάλογος 6 

 

6.1   ∆ιδ:           Μπορώ να έχω τη µονάδα µέτρησης του αποτελέσµατος; 

6.2   Ανδρέας:   m/sec.  

6.3   ∆ιδ:            ∆ηλαδή µονάδες διαστήµατος ανά µονάδα χρόνου.  

                           Για πείτε µου τι παριστάνει το αποτέλεσµα αυτό;  

                           Τι σηµαίνει δηλαδή για σας ότι στο χρονικό διάστηµα  

                           από 3,1 έως 3,2 sec, το αντικείµενο έπεφτε µε µέση ταχύτητα 31,5 m/sec; 

6.4   Ανδρέας:   Ότι κατά τη διάρκεια της πτώσης του και από 3,1 έως 3,2 sec,  

                          το αντικείµενο κινούνταν µε µέση ταχύτητα 31,5 m/sec. 

6.5   ∆ιδ:           Τι εννοείτε όταν λέτε ότι η µέση ταχύτητα ήταν 31,5 m/sec 

                          κατά τη διάρκεια αυτού του 1/10 sec; 

                          (Ησυχία……………………….). 

6.6   ∆ιδ:            Κατά τη διάρκεια αυτού του διαστήµατος το αντικείµενο  

                           έπεφτε µε την ίδια ταχύτητα; 

6.7   Ζωή:        Όχι. Αν είχε την ίδια ταχύτητα τότε θα διένυε το 

                         διάστηµα αυτό µε σταθερή ταχύτητα αλλά ξέρουµε 

                         ότι αυτό δεν συµβαίνει αφού η κίνηση είναι οµαλά επιταχυνόµενη. 

6.8   ∆ιδ:          Εάν σας ζητούσα τη µέση ταχύτητα σε ένα 

                         µικρότερου πλάτους διάστηµα, π.χ. σε ένα διάστηµα 1/100  

                         του δευτερολέπτου, κατά τη διάρκεια αυτού του 1/100 sec, 

                         το αντικείµενο καθώς έπεφτε, είχε την ίδια ταχύτητα; 

6.9   Ανδρέας:  Θα είχε την ίδια ταχύτητα. 

6.10  ∆ιδ:          Γιατί; 

6.11  Ανδρέας: ∆ιότι τη θεωρούµε αµελητέα αυτήν την απόσταση. 

6.12  ∆ιδ:          Το 1/100 του δευτερολέπτου είναι αµελητέο  

                           για σένα… είναι τόσο µικρό δηλαδή….. 

6.13  Ανδρέας:  Θα είχε αλλάξει η ταχύτητα; Το διάστηµα  

                           είναι πάρα πολύ µικρό που θα είχε διανύσει σε 1/100 του 

                            δευτερολέπτου, οπότε η ταχύτητα µπορεί να θεωρηθεί  

                            σταθερή κατά τη διάρκεια αυτού του διαστήµατος. 

6.14  ∆ιδ:           Θα  µπορούσα να σας είχα ζητήσει τη µέση ταχύτητα 

                            σε ένα διάστηµα, ακόµη µικρότερου πλάτους. 

                            Ας πούµε σε ένα διάστηµα 1/1000 του δευτερολέπτου.  

                           Το ερώτηµα παραµένει το ίδιο. Η ταχύτητα του  

                            αντικειµένου παραµένει ίδια κατά τη διάρκεια αυτού  

                            του 1/1000 του δευτερολέπτου; 

6.15  Ανδρέας:   ∆εν πρέπει να ήταν ίδια. Μάλλον θα 

                            µεταβληθεί πολύ λίγο. 
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     Η έννοια του  µέσου ρυθµού µεταβολής είναι αυτή που κατ’ αρχήν πρέπει να έχει 

γίνει κατανοητή, ώστε σε συνδυασµό µε αυτήν της απειροελάχιστης µεταβολής, να 

οδηγηθούν τα παιδιά στην κεντρική έννοια του στιγµιαίου ρυθµού µεταβολής. Όπως 

φαίνεται στον  διάλογο 5 , (5.4, 5.10), ο Αλέξανδρος δυσκολεύεται να αναπαραστήσει 

τη διαφορά d(3,2) – d(3,1), και η δυσκολία αυτή, κατά την άποψή µας, έχει τις ρίζες 

της στις πενιχρές εµπειρίες που διαθέτουν τα παιδιά για την αλληλεξάρτηση και τη 

συµµεταβολή δύο µεγεθών, απόρροια αφ’ ενός της φτωχής διαπραγµάτευσης µέσα 

στην τάξη και εφ’ ετέρου του τρόπου που τα σχολικά βιβλία αντιµετωπίζουν την 

έννοια της µέσης ταχύτητας. Παρ’ ότι ο Αλέξανδρος γνωρίζει ότι ο λόγος  

(3,2) (3,1)

3,2 3,1

d d−
−

, είναι η µέση ταχύτητα του αντικειµένου, δεν είναι καθόλου σαφές τι 

σηµαίνει γι’ αυτόν η έννοια του µέσου ρυθµού µεταβολής. Το ίδιο συµβαίνει και µε 

τον Ανδρέα στον  διάλογο 6, ο οποίος δε µπαίνει στην ουσία όταν καλείται να 

απαντήσει στο ερώτηµα ΄΄τι σηµαίνει µέση ταχύτητα 31,2 m/seć́(6.4).  Στην 

ερώτηση αυτή η απάντηση δεν είναι καθόλου εύκολη. Σύµφωνα µε τον  Thompson, η 

ανάπτυξη των πρώτων εικόνων του ρυθµού µεταβολής αρχίζει µε τα παιδιά να 

φαντάζονται εικόνες µεταβολής σε µια ποσότητα π.χ. µετατόπιση θέσης, αύξηση 

όγκου και εξελίσσεται στη χαλαρά συντονισµένη εικόνα συµµεταβολής δύο 

ποσοτήτων π.χ. µετατόπιση και διάρκεια µετατόπισης, κατά τέτοιον τρόπο ώστε τα 

µέτρα τους να παραµένουν σε σταθερό λόγο. Η ανάπτυξη ώριµων αναπαραστάσεων 

µέσου ρυθµού µεταβολής συντελείται, όταν αντιληφθούν τη σχέση µεταξύ της 

συνολικής συσσώρευσης των δύο ποσοτήτων και των αυξήσεων µε τις οποίες οι 

συσσωρεύσεις αυτές επιτυγχάνονται. Όταν δηλαδή αντιληφθούν πλήρως, τον τρόπο 

µε τον οποίο το ένα µέγεθος αυξάνεται πάντα σε σχέση µε την αύξηση του άλλου 

µεγέθους. Για παράδειγµα, στη περίπτωση της οµαλής κίνησης, η ολικά διανυθείσα 

απόσταση σε σχέση µε τη διάρκεια του ταξιδιού µπορεί να θεωρηθεί ότι έχει 

προκύψει µέσω αυξήσεων της απόστασης και αυξήσεων του χρόνου ώστε ανά πάσα 

στιγµή, µέσα στο ταξίδι, ο λόγος ολικά διανυθείσα απόσταση προς τον ολικά 

απαιτηθέντα χρόνο να ισούται µε την αύξηση της απόστασης προς την αύξηση του 

χρόνου. Ο Αλέξανδρος και ο Ανδρέας, δεν φαίνεται να έχουν στο µυαλό τους µια 

τέτοιου είδους συµµεταβολή όταν µιλάνε για µέση ταχύτητα. Αυτό που κάνουν είναι 

να αναγνωρίζουν το τύπο για τη µέση ταχύτητα και να τον εφαρµόζουν  προκειµένου 

να καταλήξουν σε ένα αριθµητικό αποτέλεσµα, χωρίς όµως να είναι σε θέση να 

εµβαθύνουν στο τι παριστάνει το αποτέλεσµα αυτό. Οι διάλογοι µέσα στη τάξη ενός 
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Λυκείου, υποδηλώνουν ότι µαθητές και δάσκαλοι χρησιµοποιούν µια συµβολική 

γλώσσα, µιλώντας για συµβολισµούς και συµβολικές ενέργειες, χωρίς να είναι σε 

θέση να δίνουν παραδείγµατα αυτών των συµβολισµών. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα, 

οι µαθητές  να µαθαίνουν να επικεντρώνουν σε µηχανιστικές διαδικασίες και πώς να 

τις γράψουν.     

      Αξίζει στο σηµείο αυτό, να σχολιάσουµε την άποψη του Ανδρέα ότι σε 1/100 ή σε 

1/1000 sec η ταχύτητα του αντικειµένου που πέφτει δεν θα µεταβληθεί ουσιαστικά. 

∆ιαφαίνεται η δυσκολία του να διακρίνει µια πολύ µικρή ποσότητα χρόνου από ένα 

απειροστό χρονικό διάστηµα (6.9, 6.11, 6.13). Η δυσκολία αυτή είναι κατανοητή και 

ωφείλεται στο γεγονός ότι οι µαθητές σπάνια έχουν την ευκαιρία να συζητήσουν σε 

βάθος την έννοια της µέσης ταχύτητας, µε αποτέλεσµα να µην έχουν και τις ανάλογες 

εµπειρίες στην έννοια αυτή. Πρέπει πάντως να υπογραµµιστεί η, έστω και µερική, 

µετατόπιση του νοήµατος σαν απόρροια του διαπραγµάτευσης του θέµατος µε τον 

Ανδρέα (6.15). Το πέρασµα από τη στατικότητα του πλάτους ενός πολύ µικρού 

χρονικού διαστήµατος, στη δυναµική και την κινητικότητα ενός απειροστού χρονικού 

διαστήµατος µε τελικό προορισµό την έννοια της στιγµιαίας ταχύτητας, απαιτεί εκ 

µέρους των µαθητών µια επίπονη προσπάθεια που θα έχει ως κύριο χαρακτηριστικό, 

τη ρήξη µε την αλγεβρική σκέψη, την απεµπλοκή από τα πιστεύω και τις 

εγκατεστηµένες αντιλήψεις και τελικά, την έρευνα προς διαφορετικές κατευθύνσεις, 

Κλαουδάτος, (2005). 

    Εντύπωση επίσης προκάλεσε η περίπτωση κάποιων µαθητών, οι οποίοι για τον 

υπολογισµό της µέσης ταχύτητας, µεταξύ δύο χρονικών στιγµών t1 και t2, 

χρησιµοποίησαν το τύπο 1 2( ) ( )

2

t tυ υ
υ
− +
= . Προφανώς οδηγήθηκαν σ’ αυτόν 

συγχέoντας τη µέση ταχύτητα µε τον όρο µέση τιµή. Ο τύπος αυτός δίνει το σωστό 

αποτέλεσµα για τη µέση ταχύτητα κατά την  ελεύθερη πτώση, η οποία είναι οµαλά 

επιταχυνόµενη κίνηση και η ταχύτητα  σε αυτήν εκφράζεται γραµµικά σε συνάρτηση 

µε το χρόνο. Χρησιµοποίησαν όµως, την έννοια της στιγµιαίας ταχύτητας, που τυπικά 

ήταν το ζητούµενο του προβλήµατος και άρα άγνωστη σε αυτούς. 
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4.3.    Μέσος ρυθµός µεταβολής σε ένα διάστηµα πλάτους 0,1sec 

 

    Στο τρίτο και τέταρτο ερώτηµα του πρώτου προβλήµατος, οι µαθητές καλούνται να 

εισέλθουν σε µια διαδικασία γενίκευσης, υπολογίζοντας πρώτα τη µέση ταχύτητα του 

αντικειµένου σε ένα οποιοδήποτε διάστηµα πλάτους 0,1 sec, και κατόπιν σε ένα 

οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα πλάτους h. Στην πρώτη φάση της γενίκευσης η 

«αναλλοίωτη» είναι το πλάτος 0,1  και πρέπει οι µαθητές να εισάγουν µια τυχαία 

µεταβλητή t που θα αναπαριστά την  αρχή  ενός τέτοιου χρονικού διαστήµατος, ενώ 

στη δεύτερη φάση της γενίκευσης παραµένει σταθερή η αρχή t και πρέπει να 

εισάγουν τη µεταβλητή h που είναι το πλάτος του τυχαίου εξ αυτών των 

διαστηµάτων. (βλέπε και παράγραφο 2.4)  

     Η δυσκολία των µαθητών να γενικεύσουν και να απαντήσουν στο ερώτηµα αυτό 

ήταν πολύ µεγάλη. Οι διάλογοι που ακολουθούν έγιναν  µε το τµήµα του δηµόσιου 

σχολείου και  είναι κατατοπιστικοί: 

 

∆ιάλογος 7 

 

7.1   Μαθήτρια:  Να βρούµε τη µέση ταχύτητα όλου του διαστήµατος  

                             και µετά να διαιρέσουµε µε το 0,1, ώστε να βρούµε…..µα τι λέω; Ναι….. 

7.2   ∆ιδ:             (Βλέποντας τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν).  

                             Θέλω να βοηθήσω σ’ αυτό λιγάκι. Το [3,1, 3,2] είναι ένα  

                             τέτοιο διάστηµα. Το [3,15, 3,25] είναι επίσης ένα τέτοιο.  

                              ∆εν είναι τα µοναδικά….. 

7.3   Μαθητής:   Υπάρχουν άπειρα που µπορούµε να βρούµε. 

7.4   ∆ιδ:              Για σκεφτείτε, πως θα µπορούσατε λοιπόν να  

                             παραστήσετε ένα τυχαίο διάστηµα πλάτους 0,1sec; 

7.5   Μαθητής:    Να πάρουµε µια τυχαία τιµή του χρόνου. 

7.6   ∆ιδ:              Σαν τι θα τη πάρετε αυτή την τυχαία τιµή του χρόνου; Σαν αρχή. 

                             Πείτε µου µια τυχαία τιµή του χρόνου σαν αρχή του διαστήµατος. 

7.7   Ανδρέας:  Το µηδέν. 

7.8   ∆ιδ:             Το µηδέν είναι τυχαία τιµή; 

7.9   Ανδρέας:     Το ένα. 

 7.10  ∆ιδ:           Το ένα είναι τυχαία τιµή του χρόνου; Πως συµβολίζετε  

                             την τυχαία τιµή του χρόνου µέσα στο [0, 5]; 

7.11   Μαθητές:  (Όλοι µαζί) t… 

7.12   ∆ιδ:            Οπότε αν εσείς θέλετε να συµβολίσετε µε αρχή το t,  

                             ένα τυχαίο χρονικό διάστηµα πλάτους 0,1 ποιο θα είναι αυτό; 
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7.13   Μαθητής: (Επιχειρεί πάλι να δώσει συγκεκριµένη τιµή στο t) για t ίσο µε…. 

7.14   ∆ιδ:            Γιατί συγκεκριµένη τιµή στο t; 

7.15  Μαθητής:   t µείον…. 

7.16  Μαθητής:    Μείον 0,1….. 

 

Στο σηµείο αυτό, βλέποντας τη δυσκολία που έχουν οι µαθητές, να παραστήσουν το 

τυχαίο διάστηµα πλάτους 0,1sec παίρνοντας σαν αρχή ενός τέτοιου διαστήµατος την 

τυχαία χρονική στιγµή  t, αποφασίσαµε να επαναπροσανατολίσουµε το διάλογο προς 

την κατεύθυνση αυτή. 

 

7.17  ∆ιδ:              Μια στιγµή. Αν πάρετε σαν αρχή το 3,2, τότε  

                              το διάστηµα πιο είναι; 

7.18  Ανδρέας:      [3,2, 3,3]. 

7.19  ∆ιδ:              Αν πάρετε σαν αρχή το 3,28, πιο είναι το διάστηµα; 

7.20  Ανδρέας:      [3,28, 3,38]. 

7.21  ∆ιδ:              Πώς σκεφθήκατε για να το βρείτε; 

7.22  Μαθητές:     Προσθέσαµε στην αρχή το 0,1. 

7.23  ∆ιδ:              Πάρτε τώρα σαν αρχή το τυχαίο t. 

7.24  Μαθητές:  [t, t+0,1]. 

 

     Η δυσκολία των µαθητών να γενικεύσουν δίνοντας το τυχαίο χρονικό διάστηµα 

πλάτους 0,1sec, είναι εµφανής, (7.1, 7.7, 7.9, 7.13, 7.15, 7.16). Μετά την παρέµβασή 

µας, (7.17, 7.19, 7.21) τα αποτελέσµατα φαίνεται να είναι καλύτερα, (7.22, 7.24). Στο 

σηµείο αυτό πρέπει να υπενθυµίσουµε τη κρισιµότητα της διαµεσολάβησης του 

διδάσκοντος, ειδικά στις περιπτώσεις που έχουµε διαπραγµάτευση του νοήµατος 

µεταξύ αυτού και των µαθητών. 

     Σύµφωνα µε τη Sfard, ο µετασχηµατισµός µιας διαδικασίας σε αντικείµενο 

συντελείται σε τρία στάδια. Το πρώτο είναι το στάδιο της εσωτερίκευσης και 

περιγράφεται ως η περίοδος, όπου ο µαθητής εκτελεί πράξεις σε µαθηµατικά 

αντικείµενα-έννοιες, κατωτέρου επιπέδου, εξοικειώνεται µε τις διαδικασίες και τις 

εσωτερικεύει. Το δεύτερο είναι το στάδιο της συµπύκνωσης. Εδώ οι παραπάνω 

διαδικασίες συµπυκνώνονται σε µια απλή µορφή, που είναι εύκολο να 

αποµνηµονευθεί. Στο στάδιο αυτό ο µαθητής είναι ικανός να συνδυάζει διαδικασίες, 

να κάνει συγκρίσεις και να γενικεύει εµπειρικά, ενώ αυξάνεται η ικανότητά του να 

παρουσιάζει εναλλακτικές αναπαραστάσεις µιας έννοιας. Το τρίτο είναι το στάδιο της 

αντικειµενοποίησης. Στο στάδιο αυτό, ο µαθητής µπορεί να αντιληφθεί µια 



 126 

µαθηµατική έννοια ως ένα πλήρες µαθηµατικό αντικείµενο µε τα δικά του 

χαρακτηριστικά ( Sfard, 1991). 

     Στην περίπτωσή µας  έχουµε τη µετάβαση από το αρχικό στάδιο,  όπου οι µαθητές 

εσωτερικεύουν τη διαδικασία εύρεσης της µέσης ταχύτητας, στο δεύτερο στάδιο της 

συµπύκνωσης,  όπου είναι ικανά να  γενικεύουν, ενώ µπορούν πλέον να 

αντιλαµβάνονται  εναλλακτικές αναπαραστάσεις της έννοιας αυτής. Τα παραπάνω 

διαφαίνονται επαρκώς στο απόσπασµα που ακολουθεί:  

 

∆ιάλογος 8 

 

8.1   ∆ιδ:            Στο σηµείο αυτό τώρα, εφαρµόστε το τύπο της  

                           µέσης ταχύτητας γι’ αυτό το διάστηµα.  

8.2   Ζωή:          
( 0,1) ( ) ( 0,1) ( )

( 0,1) 0,1

d t d t d t d t

t t

+ − + −
=

+ −
 

8.3   ∆ιδ:            Μπορείτε να κάνετε τις πράξεις και να φτάσετε  

                         στον τελικό τύπο για τη συνάρτηση ( )tυ
−

; 

8.4   Νίκος:     Αυτό στο οποίο έχουµε φτάσει, είναι η παράγωγος  

                          της µετατόπισης του αντικειµένου. 

8.5   ∆ιδ:           Έχει κάποιος να κάνει κάποιο σχόλιο επ’ αυτού; 

8.6   Ανδρέας:   Γνωρίζουµε ότι η παράγωγος του διαστήµατος  

                          είναι η ταχύτητα του κινητού. 

8.7   ∆ιδ:           Αλλά αυτό που έχουµε γράψει στον πίνακα,  

                           είναι η παράγωγος του διαστήµατος; 

8.9   Ζωή:          Είναι η παράγωγος το  d(t)…..διά του t…… 

8.10  ∆ιδ:              …….Έχει κάποιος να πεί κάτι επί του θέµατος;  

                           Πρόκειται για την παράγωγο του διαστήµατος; 

8.11  Μαθήτρια:  Νοµίζω ότι δεν έχουµε την παράγωγο,  

 γιατί αν ήταν η παράγωγος θα είχαµε (0,1)2. 

8.12  ∆ιδ:  Μήπως έχεις στο νου σου τον κανόνα του πηλίκου; 

8.13  Μαθήτρια: Ναι. 

8.14  ∆ιδ:  Μάλιστα. Θέλετε να κάνετε τις πράξεις; 

8.15  Νίκος:  Για να έχουµε την παράγωγο πρέπει να πάρουµε το 

   όριο αυτού του λόγου. 

8.16  ∆ιδ:  Α! µάλιστα. Βρείτε τώρα τη συνάρτηση ( )tυ
−

. 

8.17  Μαθητής:  ∆ε θα µπορούσαµε να παραγωγίσουµε τη µετατόπιση; 

8.18  ∆ιδ:  Τώρα αυτό που ζητάµε είναι η µέση ταχύτητα.  

Όπως καταλαβαίνετε η µέση ταχύτητα στο τυχαίο  
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διάστηµα πλάτους 0,1 sec, δεν µπορεί να ταυτίζεται  

µε την παράγωγο της συνάρτησης d(t). Θα δούµε όµως,  

ποια είναι η σχέση που τα συνδέει. Μπορείτε τώρα  

εργαζόµενοι όπως και µε τους αριθµούς προηγουµένως,  

να βρείτε τον τύπο της ( )tυ
−

; 

8.19  Νίκος:  Μπερδεύοµαι. (Πλησιάζω στην κόλλα του και  

διαπιστώνω ότι έχει αντικαταστήσει όπου t συγκεκριµένες τιµές). 

8.20  ∆ιδ:  Γιατί αντικαταστήσατε συγκεκριµένες τιµές;  

Θα πρέπει να κάνετε τις πράξεις µε αυτά που έχετε. 

8.21  Νίκος: Ώστε να πάρουµε τη µέση ταχύτητα, ως συνάρτηση του χρόνου. 

 

     Η δυσκολία του Νίκου να διακρίνει τη µέση ταχύτητα από την παράγωγο δεν ήταν 

ασυνήθιστη.(8.4) Σύµφωνα µε τον  Thompson, οι µαθητές που βιώνουν τέτοιες 

δυσκολίες στο διαφορικό λογισµό, φαίνεται να θέλουν να σκέφτονται το πηλίκο 

διαφορών σαν την παράγωγο και το ερµηνεύουν σαν «πόσο γρήγορα το µέγεθος 

µεταβάλλεται», χωρίς να µπορούν να συλλάβουν τις λεπτοµέρειες για το τι 

αναπαριστά η έκφραση αυτή, δηλαδή σαν ένα ποσό µεταβολής  µιας ποσότητας, σε 

σχέση µε τη µεταβολή  µιας άλλης ποσότητας.  Όπως είδαµε, κάποιοι µαθητές 

επιλέγουν να γράψουν το πηλίκο διαφορών στις εργασίες τους ως: 
( 0,1) ( )

( 0,1)

f x f x

x x

+ −
+ −

. 

Υποθέτουµε ότι αυτό δρα κάπως µνηµονικά για να τους θυµίζει, ότι ο παρονοµαστής 

είναι επίσης µια διαφορά και ότι το πηλίκο αποτιµά στην ουσία τη σύγκριση των δύο 

διαφορών. Είναι πολύ σπουδαίο το ότι ο Νίκος (8.15) επανορθώνει, συνδέοντας 

άµεσα την παράγωγο µε το όριο του λόγου µεταβολής, ενώ παρά τη δυσκολία που 

αντιµετωπίζει αρχικά µε τη συνάρτηση  ( )tυ
−

, φαίνεται να κατανοεί πλήρως, τελικά, τι 

είναι αυτό που θα υπολογίσει, παίρνοντας ίσως και κάποια βοήθεια από τις εµπειρίες 

που απέκτησε κατά τη διαπραγµάτευση της έννοιας της συνάρτησης. (8.18 – 8.21) 

    Μετά τις πράξεις ο τύπος που προέκυψε για τη συνάρτηση ( )tυ
−

, ήταν ( )tυ
−

= 10t + 

0,5. Μόνο δύο µαθητές έδωσαν απάντηση στο ερώτηµα τι παριστάνει το (2,5)υ
−

 και 

θα πρέπει να σχολιαστούν: 

 

Σταύρος: εκφράζει τη µέση ταχύτητα του αντικειµένου τη στιγµή t = 2,5m/s. (Yποθέτουµε ότι ο 

Σταύρος θα ήθελε να γράψει t = 2,5s.) 
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Ο Σταύρος εµφανίζεται να µιλάει για την ταχύτητα σε µια συγκεκριµένη χρονική 

στιγµή και πιθανολογούµε ότι αντιµετωπίζει το λόγο που εκφράζει  τη µέση ταχύτητα 

σαν την παράγωγο της συνάρτησης d(t), µε αποτέλεσµα να τη συγχέει µε την 

στιγµιαία ταχύτητα. Πρόκειται δηλαδή, για το ίδιο πρόβληµα µε αυτό που 

αναφέρθηκε παραπάνω. 

 

Κωνσταντίνος: παριστάνει τη σταθερή ταχύτητα µε την οποία θα έπρεπε να κινείται το σώµα για να 

διανύσει την απόσταση 2,55m σε 0,1sec. [Τα 2,55m είναι η διαφορά d(2,5+0,1) – d(2,5) ] 

      

Ο Κωνσταντίνος ερµηνεύει σωστά την έννοια της µέσης ταχύτητας. Μπορούµε 

επίσης να υποθέσουµε ότι για την απάντησή του αυτή, στηρίχτηκε σε ένα προφανές 

λειτουργικό-ενεργητικό σχήµα που έχει για το µέσο ρυθµό µεταβολής. Τι εννοούµε 

λέγοντας µέσο ρυθµό µεταβολής µιας ποσότητας; Μέση ταχύτητα 55km/h σε ένα 

ταξίδι σηµαίνει, ότι αν επαναλαµβάναµε το ταξίδι ταξιδεύοντας µε σταθερό ρυθµό 

55km/h, τότε θα διανύαµε ακριβώς την ίδια απόσταση, ακριβώς στον ίδιο χρόνο. 

Τυπικά εννοούµε ότι αν µια ποσότητα µεταβαλλόταν µε σταθερό ρυθµό, που έχει 

τιµή ίση µε το µέσο ρυθµό µεταβολής, σε ένα διάστηµα της ανεξάρτητης µεταβλητής, 

τότε θα καταλήγαµε µε το ίδιο ποσό µεταβολής στην εξαρτηµένη ποσότητα µετά το 

τέλος της διαδικασίας. Η ερµηνεία αυτή έχει στενή σχέση µε το θεώρηµα µέσης τιµής 

του διαφορικού λογισµού, που λέει, ότι όλες οι διαφορίσιµες συναρτήσεις   έχουν  

ένα  µέσο ρυθµό  µεταβολής  σε  ένα διάστηµα [α, β], ο οποίος ισούται µε το 

στιγµιαίο ρυθµό µεταβολής σε κάποιο εσωτερικό σηµείο του διαστήµατος αυτού. 

Στο σηµείο αυτό, πρέπει να αναφέρουµε ότι κατά τη διάρκεια του σχολιασµού στη 

τάξη το αποτέλεσµα (2,5)υ
−

=25,5m/s, ερµηνεύτηκε σωστά και από κάποιους άλλους 

µαθητές, χωρίς όµως να γράψουν την ερµηνεία τους αυτή στο φύλλο εργασίας. 

Χαρακτηριστικά παραθέτουµε το παρακάτω απόσπασµα από έναν διάλογο µε το 

τµήµα του δηµόσιου σχολείου. 

 

∆ιάλογος 9 

 

9.1   ∆ιδ:  Να µη δώσουµε άλλο χρόνο εδώ. Να γράψουµε στον πίνακα τη συνάρτηση ( )tυ
−

. 

9.2   Αλ/νδρος:  
2 2( 0,1) ( ) 5( 0,1) 5

( ) ..... 10 0,5
0,1 0,1

d t d t t t
t tυ

− + − + −
= = = = +  
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9.3   ∆ιδ:  Ποιο είναι το πεδίο ορισµού της συνάρτησης ( )tυ
−

; 

9.4   Ανδρέας: Το [0, 5]. [Του επισηµαίνω ότι η d(t+0,1) είναι σύνθετη συνάρτηση, και ορίζεται 

για τα [0,5], , ( 0,1) [ ,5]t ώ t oστε∈ + ∈ ]. 

9.5   Ανδρέας:  Το [0, 4,9] 

9.6   ∆ιδ:  Το (2,5)υ
−

 πόσο είναι; 

9.7   Ανδρέας:  (2,5)υ
−

=10⋅ 2,5+0,5=25,5m/sec 

9.8   ∆ιδ:  Τι παριστάνει αυτός ο αριθµός παιδιά; 

9.9   Παν/της:  Τη µέση ταχύτητα στο διάστηµα [2,5, 2,5+ο,1], δηλαδή στο διάστηµα [2,5, 2,6]. 

 

 

    Κατά το δεύτερο στάδιο της γενίκευσης οι δυσκολίες ήταν λιγότερες. 

Αναµενόµενο ήταν βέβαια, κάποιοι µαθητές να µπερδέψουν το ρόλο της ανεξάρτητης 

µεταβλητής t µε αυτόν της παραµέτρου h. Σε γενικές γραµµές πάντως, έφτασαν στο 

τύπο 
( ) ( )

( ) ....... 10 5h
d t h d t

t t h
h

υ
− + −

= = = + , µε σχετική ευκολία. Στο σηµείο αυτό η 

ερώτηση (δ) ολοκληρώνεται ζητώντας από τους µαθητές να δοκιµάσουν στον 

παραπάνω τύπο ολοένα και µικρότερες τιµές του πλάτους h, και να µας πουν τι 

παρατηρούν. Ο στόχος του ερωτήµατος ήταν να φτάσουν στον ορισµό του στιγµιαίου 

ρυθµού µεταβολής δηλαδή της στιγµιαίας ταχύτητας, και κατ’ επέκταση στον ορισµό 

της παραγώγου µιας συναρτήσεως, λαµβάνοντας ίσως και κάποια βοήθεια από το 

ερώτηµα (ε). Ο προσανατολισµός των ερωτηµάτων είναι να αντιληφθούν οι µαθητές 

την παράγωγο, σαν µια συνάρτηση που προσεγγίζεται από τον λεγόµενο «νευτώνιο 

λόγο»  
( ) ( )f x h f x

h

+ −
 . Η έννοια της παραγώγου, όπως είναι γνωστό, αναπτύσσεται 

σηµειακά (τοπικά), και έχει οριστεί µε την αποδοχή, ότι το x στην έκφραση 

0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
= , είναι σταθερό σε σχέση µε το h. Η προσπάθειά µας για 

µια εναλλακτική προσέγγιση του ορισµού του ρυθµού µεταβολής βασίστηκε στην 

άποψη του  D.  Tall,  σύµφωνα µε την οποία το x στον ορισµό της παραγώγου, είναι 

ελεύθερο να µεταβάλλεται για κάθε τιµή του h,  Tall, (1986), Tall et al., (1988).  Η 

προσέγγιση αυτή της παραγώγου έχει δύο πολύ φυσικές ερµηνείες. Η πρώτη είναι ότι 

για τη σταθερή ποσότητα h, η συνάρτηση 
( ) ( )

( )h

f x h f x
f x

h

+ −
= , δίνει το µέσο 

ρυθµό µεταβολής του µεγέθους f(x), πάνω σε κάθε διάστηµα µήκους h, που 
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περιέχεται στο πεδίο ορισµού της f. Η δεύτερη είναι ότι η συνάρτηση 

( ) ( )
( )h

f x h f x
f x

h

+ −
= , δίνει τη κλίση κάθε τέµνουσας που ορίζεται από τα σηµεία 

(x, f(x)) και (x+h, f(x+h)). Η δεύτερη αυτή ερµηνεία υποστηρίζει την εικόνα µιας 

ολισθαίνουσας τέµνουσας, η οποία βέβαια, καθώς ολισθαίνει σ’ ένα διάστηµα µήκους 

h, µέσα στο πεδίο ορισµού της f, ακολουθεί την κλίση της καµπύλης. Η σχέση κάθε 

µιας ερµηνείας µε το σταθερό ορισµό της παραγώγου, είναι ότι καθώς αφήνουµε το h 

να τείνει στο 0, παράγουµε µια οικογένεια συναρτήσεων που συγκλίνουν στη 

συνάρτηση που δίνει το στιγµιαίο ρυθµό µεταβολής του µεγέθους f(x), για κάθε x στο 

πεδίο ορισµού της, όταν βέβαια το παραπάνω όριο υπάρχει. Ο λόγος για τον οποίο 

επιλέξαµε αυτή την προσέγγιση της παραγώγου, είναι ότι η έννοια της συνάρτησης, 

είναι κυρίαρχη σε κάθε συζήτηση που αφορά το ρυθµό µεταβολής. Επίσης 

ενθαρρύνει τους µαθητές να σκέφτονται για το ρυθµό µεταβολής συνάρτησης, σε 

πραγµατικές καταστάσεις, µε τρόπους που να είναι συνεπείς µε την ιδέα του ρυθµού 

πάνω σε ένα διάστηµα. Τέλος είχαµε την ελπίδα, ότι οι εικόνες των παιδιών για το 

ρυθµό µεταβολής σε ένα µικρό διάστηµα, θα ενεργοποιούνταν, όταν θα 

σκεφτόντουσαν για τη σχέση µεταξύ της συσσώρευσης και της αύξησης στο επόµενο 

πρόβληµα.  

 

4.4.    Η έννοια του στιγµιαίου ρυθµού µεταβολής 

 

     Η επανάσταση της έννοιας της παραγώγου αντανακλά την επανάσταση του 

απειροστικού λογισµού συνολικά, κλείνοντας περίπου τριακόσια χρόνια 

προοδευτικής ωρίµανσης, αλλά όχι χωρίς ψάξιµο και λάθη όπως είδαµε στην 

ιστορική αναφορά, ξεκινώντας από το 1600 και κορυφώνοντας το 1870 µε το λογισµό 

ουσιαστικά στη σηµερινή του µορφή. H σύγχρονη ιστορικός των µαθηµατικών Judith 

Grabiner, περιγράφει µε έξοχο τρόπο αυτή τη διαδικασία, Grabiner, (1983b, p 195): 

«η παράγωγος πρώτα χρησιµοποιήθηκε, µετά ανακαλύφτηκε, κατόπιν εξερευνήθηκε και 

αναπτύχθηκε και µετά από όλα αυτά ορίστηκε» 

     Η έννοια του ορίου είναι ο ακρογωνιαίος λίθος για πολλές άλλες έννοιες όπως η 

συνέχεια, η παράγωγος και το ολοκλήρωµα. Είναι επίσης καθολικά αποδεκτό στη 

διεθνή βιβλιογραφία, ότι οι µαθητές έχουν δυσκολίες µε την έννοια του ορίου είτε 

αυτή σχετίζεται µε τη συνάρτηση και τη συνέχεια είτε µε τις σειρές και τις 

ακολουθίες, Cornu, (1981), Sierpinska, (1987), Tall, (1981,1982), Tall & Vinner, 
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(1981). Επιπλέον, πολλές από τις δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές στην 

ενασχόλησή τους µε άλλες έννοιες όπως η παράγωγος και το ολοκλήρωµα, µπορεί να 

έχουν σχέση µε τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν στην κατανόηση της έννοιας του 

ορίου, Orton, (1983), Tall, (1992). Κατά τη διάρκεια της µετάβασης από το µέσο στο 

στιγµιαίο ρυθµό µεταβολής, µας δόθηκε η ευκαιρία, να διερευνήσουµε τον τρόπο µε 

τον οποίο οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου προσεγγίζουν τη θεµελιώδη αυτή έννοια. Να 

πληροφορηθούµε πως σκέφτονται  κατά την οριακή διαδικασία και κατ’ επέκταση 

στα πρώτα στάδια της εκµάθησης της εννοίας της παραγώγου. Τι είναι αυτό που 

έχουν στο µυαλό τους τα παιδιά όταν χρησιµοποιούν φράσεις όπως:  

«ο h τείνει στο 0» ,  «καθώς ο x τείνει στο x0, το πηλίκο 0

0

( ) ( )f x f x

x x

−

−
 έχει όριο τον 

αριθµό m» κ.λ.π. Εξ’ άλλου η περίπτωση του µέσου ρυθµού κρίνεται, κατά γενική 

οµολογία, ιδανική για το σκοπό αυτό, επειδή ακριβώς εµπερικλείει τη δυναµική και 

την κινητικότητα της ταυτόχρονης µεταβολής και της σύγκρισης των µεταβολών δύο 

µεγεθών.   

     Σύµφωνα µε τον D. Tall, όταν οι µαθητές διδάσκονται όρια µε άτυπο στυλ, µε 

τους φορµαλιστικούς ορισµούς να έρχονται πολύ αργότερα, τότε αυτοί γίνονται πιο 

εύκολα κατανοητοί αφού προηγουµένως έχει κτιστεί µια εικόνα της έννοιας. Η 

προσέγγιση αυτή οδηγεί στο συµπέρασµα ότι σταθερές και αδιαµφισβήτητες 

ιδιότητες που δεν είναι διακριτές στον ορισµό, γίνονται µέρος της εικόνας της 

έννοιας. Κατά τον   Cornu, (στο Parameswaran, 2007), οι µαθητές που έχουν 

εµπειρίες από ποσότητες που µικραίνουν κατά τη διάρκεια οριακών καταστάσεων, 

µπορούν να τις φαντάζονται οσοδήποτε µικρές. Ζητήσαµε από τους µαθητές να 

αντικαταστήσουν στο τελικό τύπο της µέσης ταχύτητας, που ήταν  ( ) 10 5t t hυ
−

= + , 

ολοένα και µικρότερες τιµές του h, και να γράψουν τι παρατηρούν σχετικά µε τη 

συµπεριφορά της µέσης ταχύτητας. Πριν παραθέσουµε κάποιους διαλόγους µε 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον, σταχυολογούµε ορισµένες απαντήσεις των µαθητών στο 

παραπάνω ερώτηµα. 

 

Νίκος:   η µέση ταχύτητα µειώνεται, όταν µειώνεται η απόσταση h. 

Ανδρέας:  Όσο µικραίνει η παράµετρος, τόσο η µέση ταχύτητα τείνει να γίνει σταθερή στο  

    διάστηµα [t, t+h]  

 Ζωή:   Όσο µικραίνει το πλάτος, µικραίνει και η µέση ταχύτητα του αντικειµένου. 
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Παναγιώτης:  Όσο οι τιµές του h µειώνονται, έτσι και η συνάρτηση ( )tυ
−

 µετατοπίζεται προς το 

Ο(0,0), δηλαδή   τείνει να γίνει 0 αλλά δεν γίνεται.  

Φιλοκτήµων:  Όσο δίνονται τιµές για το h το οποίο συνεχώς µειώνεται, αναλόγως η συνάρτηση 

( )tυ
−

 µετατοπίζεται πιο κοντά στο Ο(0,0). Το h τείνει στο 0 αλλά δε γίνεται ποτέ 0. 

 

Οι διάλογοι 10 και 11 έγιναν µε το τµήµα του δηµόσιου σχολείου ενώ οι διάλογοι 12 

και 13 έγιναν µε τα παιδιά του ιδιωτικού σχολείου. 

 

∆ιάλογος 10 

 

10.1   ∆ιδ: Να κουβεντιάσουµε λιγάκι αυτό το ερώτηµα; 

 Πόσο µπορεί να µικραίνει το h; 

10.2   Παν/της:  Μέχρι να φτάσει στο 0; 

10.3  ∆ιδ:  Φτάνει στο 0 το h; 

10.4  Παν/της:  Φτάνει χωρίς να ακουµπήσει ελάχιστα. 

10.5 ∆ιδ:  Πόσο δηλαδή ελάχιστα; 

10.6  Παν/της:  0,1 Εεε… ελάχιστα, δεν ξέρω. 

10.7 ∆ιδ:  Πόσο τελικά µπορεί να µικραίνει αυτό το h; 

10.8  Ζωή: Φτάνει µέχρι το 0+.  

10.9 ∆ιδ:  Τι εννοείς όταν λές ότι φτάνει µέχρι το 0+  

µια θετική ποσότητα όπως είναι το h; 

10.10 Ζωή:  Ότι κοντεύει να φτάσει στο 0, αλλά δε φτάνει. 

   Από τα θετικά πάει προς τα µικρότερα. Μειώνεται  

µεν αλλά δε φτάνει στο 0, δεν παίρνει τη τιµή 0. 

10.11 Ανδρέας: Αν το h γινόταν ο, δεν θα είχαµε το διάστηµα  

[t, t+h], αλλά θα είχαµε το διάστηµα [t, t] που είναι αδύνατο. 

10.12 ∆ιδ: Μάλιστα. Πως φαντάζεσαι τη συµπεριφορά του h λοιπόν; 

10.13 Ανδρέας:  Ως µια παράµετρο η οποία τείνει να γίνει 0, αλλά δε γίνεται. 

 

     Ο στόχος των ερωτήσεών µας στον παραπάνω διάλογο, ήταν να διερευνήσουµε το 

βαθµό κατανόησης των µαθητών σχετικά µε την κατάσταση κατά την οποία ο h τείνει 

στο 0. Τι είναι αυτό που σκέφτονται τα παιδιά όταν εισέρχονται σε µια οριακή 

διαδικασία; Στη βιβλιογραφία έχουν αναφερθεί και τονιστεί παρανοήσεις στην έννοια 

του ορίου, όπως: α) σύγχυση για το εάν η µεταβλητή φτάνει το όριό της, β) 

αβεβαιότητα γύρω από το αν τα όρια είναι δυναµικές διαδικασίες ή στατικά 

αντικέιµενα, Cottrill, et al, (1996). Ο Παναγιώτης (10.2) φαίνεται στην αρχή να έχει 
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κάποιες αµφιβολίες για το αν ο h φτάνει ή όχι στο 0. Έστω και αµυδρά, µάλλον 

σκιαγραφείται εδώ η σύγχυση των µαθητών, για το αν η προσεγγίζουσα ποσότητα 

φτάνει το όριο. Έτσι πρέπει να εξηγηθεί και η απάντησή του που γίνεται υπό µορφή 

ερωτήσεως. Γρήγορα όµως, ξεπερνά την αρχική του αµφιβολία και  ισχυρίζεται ότι 

«φτάνει χωρίς να ακουµπήσει ελάχιστα», (10.4). Υποθέτουµε ότι στο σηµείο αυτό η 

απάντηση δείχνει ότι ο µαθητής αντιλαµβάνεται και κάποια κινητικότητα στην όλη 

διαδικασία. Η κινητικότητα αυτή φαίνεται πιο έντονα στην απάντηση της Ζωής, 

(10.8, 10.10), ενώ η απάντηση του Ανδρέα στο ερώτηµα αν το h φτάνει την τιµή 0 µε 

χρήση της απαγωγής σε άτοπο (10.11), δείχνει για µια ακόµα φορά προσήλωση στις 

τυπικές διαδικασίες χωρίς να είναι ξεκάθαρο αν ο µαθητής διακρίνει το 0 από µια 

απείρως µικρή ποσότητα. 

     Στο σηµείο αυτό οι µαθητές δείχνουν να µπερδεύονται συγχέοντας το t µε τη 

µεταβλητή από την οποία εξαρτάται το όριο δηλαδή το h το οποίο αρκετές φορές 

θεωρούν ως παράµετρο (10.13), που παριστάνει το τέλος του διαστήµατος, οπότε 

αποφασίζω να ξεκαθαρίσω τη σχέση του t µε το h, σχηµατίζοντας ένα διάστηµα µε 

αρχή t και πέρας t+h, αφήνοντας κατόπιν το h να µικραίνει και δείχνοντας µε τα χέρια 

µου, τα διαδοχικά διαστήµατα που γίνονται ολοένα και λεπτότερα. Η σύγχυση 

ανάµεσα στη µεταβλητή h του ορίου και στην ανεξάρτητη µεταβλητή x της 

συνάρτησης 
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f΄ x

h→

+ −
=  δεν είναι κάτι ασυνήθιστο. Παρατηρήθηκε 

και κατά τη βαθµολόγηση του 4ου θέµατος των γενικών εξετάσεων του έτους 2008, το 

οποίο δυσκόλεψε ιδιαίτερα τους µαθητές. 

 

∆ιάλογος 11 

 

11.1  ∆ιδ:  Τα άκρα του διαστήµατος είναι t, t+h. Καθώς το h  

µικραίνει τι κάνει το διάστηµα; 

11.2   Ανδρέας:  Μικραίνει. 

11.3   ∆ιδ:  Το πλάτος του (δείχνω στον πίνακα διαδοχικές 

θέσεις του t+h, και το διάστηµα να µικραίνει) έχετε  

αυτήν τη διαδικασία δηλαδή. Για πείτε µου πόσο µπορεί να µικραίνει ο h; 

11.4   Αλ/δρος:  Μπορεί να παίρνει άπειρες τιµές.  

   Εποµένως µπορεί να µικραίνει όσο θέλει.  

Μπορεί να γίνεται ολοένα µικρότερο και να  

πάρει όσο µικρές τιµές θέλει. Εντάξει δεν υπάρχει όριο.  

(Προφανώς εννοεί στο πόσο µπορεί να µικραίνει ο h). 
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11.5   ∆ιδ:  Το h λοιπόν µπορεί να πάρει οσοδήποτε µικρές τιµές θέλουµε. 

11.6   Ανδρέας:  Εκτός από το 0 όµως. 

11.7   ∆ιδ:  Στην πορεία του προς το 0 µπορούµε να τον  

φανταστούµε οσοδήποτε µικρό. Και κάθε φορά  

σε ένα τέτοιο διάστηµα του οποίου το πλάτος 

   µικραίνει αδιάκοπα θα έχουµε τη µέση ταχύτητα.  

Αλήθεια αυτές οι µέσες ταχύτητες σε ολοένα και  

µικρότερου πλάτους διαστήµατα τελικά τι κάνουν;  

Αυτή η οικογένεια συναρτήσεων που προκύπτει  

καθώς ο h ολοένα και µικραίνει, πως συµπεριφέρεται; 

11.8   Ζωή:  Όσο το h µικραίνει, µικραίνει και η µέση ταχύτητα. 

11.9   ∆ιδ:  Ποια τιµή φαίνεται να πλησιάζει η µέση ταχύτητα καθώς το h µικραίνει; 

11.10  Ανδρέας:  Την ταχύτητα που είχε πριν φτάσει στο  t+h   

την ταχύτητα που είχε στο t αυτήν θα έχει και στο t+h.  

Αν φανταστούµε το h να µικραίνει ολοένα, θα βλέπουµε  

η ταχύτητα  να µεταβάλλεται όλο και πιο λίγο.  

Θα τείνει να πάρει την ταχύτητα που είχε στο t. 

11.11  ∆ιδ:  Πάντως θα συµφωνήσετε ότι όσο µικρό και αν είναι αυτό το h,  

στο διάστηµα [t, t+h] δεν θα διατηρεί σταθερή την ταχύτητά του. 

11.12   Ανδρέας:  ∆εν θα έχει ποτέ την ίδια ταχύτητα συµφωνώ, αλλά τείνει να γίνει ίδια. 

11.13 ∆ιδ:  Μπορείς να µας περιγράψεις για άλλη µια φορά  

την εικόνα που σχηµατίζεις όσο το h τείνει στο 0; 

11.14  Ανδρέας:  Όσο το h τείνει στο 0, η µέση ταχύτητα 

   στο διάστηµα [t, t+h], τείνει να γίνει η ταχύτητα 

   την οποία είχε στο προηγούµενο διάστηµα.  

(προφανώς εννοούσε «την αµέσως προηγούµενη χρονική στιγµή»). 

11.15  Ζωή:  Ναι αλλά λογικά θα κοντεύει στο 0. 

11.16  ∆ιδ: Το h δε γίνεται ποτέ 0, όταν τείνει στο 0. 

   Συνεπώς πάντα έχω κάποιο πλάτος διαστήµατος. 

11.17  Ζωή:  Και η µέση ταχύτητα; 

11.18 ∆ιδ: Η µέση ταχύτητα (δείχνω µε το χέρι µου το διάστηµα [t, t+h], 

   που τείνει να εκµηδενιστεί το πλάτος του) που θα τείνει; 

11.19  Γιάννης:  Στην τιµή 10t. 

11.20 ∆ιδ:  Είµαι σίγουρος ότι αναγνωρίσατε την  

                             τιµή 10t στην οποία τείνει η µέση   ταχύτητα…..  

 

      Ο Αλέξανδρος, έχει σίγουρα µια δυναµική κατανόηση της οριακής κατάστασης 

(11.4) και αυτό φαίνεται από τις εκφράσεις του «µπορεί να µικραίνει όσο θέλει» και 

«γίνεται ολοένα µικρότερο και παίρνει όσο µικρές τιµές θέλει» Στη συνέχεια η 

προσπάθειά µας ήταν να µεταφέρουµε τη συζήτηση στην έννοια της στιγµιαίας 
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ταχύτητας σαν όριο των διαδοχικών µέσων ταχυτήτων καθώς το διάστηµα [t, t+h] 

γίνεται ολοένα και λεπτότερο. Η Ζωή αντιλαµβάνεται ότι οι µέσες ταχύτητες 

µειώνονται σταδιακά από τα αριθµητικά αποτελέσµατα, δε φαίνεται όµως να 

καταλαβαίνει, (11.8) ότι προσεγγίζουν ένα συγκεκριµένο όριο. Ο Ανδρέας (11.10, 

11.12, 11.14) κάνει µια αξιοσηµείωτη προσπάθεια να φανταστεί τα άκρα t και t+h, 

σχεδόν ταυτισµένα µε αποτέλεσµα, να δυσκολεύεται να διακρίνει τις χρονικές 

στιγµές t και t+h και να δείχνει ότι έχει µια διαισθητική άποψη για το τι είναι  

ταχύτητα τη στιγµή t. Αντίθετα η Ζωή (11.17) αρνείται ουσιαστικά την ύπαρξη 

ταχύτητας, σε µηδενικού πλάτους χρονικό διάστηµα και µας θυµίζει έντονα το 

δίλληµα του Νίκου στο επόµενο ερώτηµα. Τέλος ο Γιάννης (11.19) δίνει την 

απάντηση για το πού τείνουν οι διάφορες µέσες ταχύτητες, και στο σηµείο αυτό 

µπορούµε να πούµε ότι έχουµε µια σαφή και ξεκάθαρη προσέγγιση του νοήµατος της 

στιγµιαίας ταχύτητας. 

 

∆ιάλογος 12 

 

12.1   ∆ιδ:  Προκειµένου όµως παιδιά η οικογένεια αυτή  

των συναρτήσεων να προσεγγίσει τη στιγµιαία  

ταχύτητα του σώµατος τη στιγµή t, τι τιµές θα δώσετε στο h; 

12.2   Έντυ:  Πολύ µικρές. 

12.3   Μαρία: Πολύ µικρές, κοντά στο 0. 

12.4   ∆ιδ:  Τι θα πετύχετε µ’ αυτό; ∆ηλαδή δίνοντας  

πολύ µικρές τιµές στο h τι θα πετύχετε σχετικά  

µε το διάστηµα [t, t+h]; 

12.5   Πάνος:  Να έχει αµελητέο πλάτος το διάστηµα. 

12.6   Μάριος: Να είναι τόσο µικρή η διαφορά µεταξύ 

 µέσης και στιγµιαίας, ώστε να είναι αµελητέα. 

12.7   ∆ιδ:  Οι διάφορες µέσες ταχύτητες που θα  

προκύψουν για τα διάφορα h, θα προσεγγίσουν  

τη στιγµιαία έτσι; Ωραία για δώστε στο h τιµές  

που ολοένα µικραίνουν. 

12.8   Μαρία:  ∆ε µπορεί το h να πάρει τη τιµή 0; 

12.9   Μάριος:  Θα µηδενίζεται ο παρονοµαστής του  

κλάσµατος στη περίπτωση αυτή. 

12.10  ∆ιδ:  Παιδιά η Μαρία ρώτησε το εξής: 

 «δε µπορεί ο h να πάρει την τιµή 0;» 

12.11  Έντυ:  Αν πάρει την τιµή 0 το h, τότε το 
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  διάστηµα που θα έχουµε θα είναι µια 

   συγκεκριµένη τιµή, οπότε δε θα ψάχνουµε  

τη µέση ταχύτητα, δεν θα έχει νόηµα, θα  

ψάχνουµε την ταχύτητα εκείνη τη στιγµή. 

12.12  Άρης:  ∆εν θα έχει διανύσει καθόλου διάστηµα. 

12.13  ∆ιδ:  Εµείς Μαρία, τι θέλουµε δίνοντας στο h  

ολοένα και µικρότερες τιµές; 

12.14  Μαρία:  Να βρούµε τη µέση ταχύτητα συναρτήσει του t. 

12.15  ∆ιδ:  Και για το h τι θέλουµε; 

12.16  Μαρία:  Να είναι πολύ µικρό, ώστε να  

προσεγγίζει τη στιγµιαία. 

12.17  ∆ιδ:  Στην ανάλυση φέτος αυτό πως το είπατε 

   όταν δίνεις στο h ολοένα και µικρότερες τιµές; 

12.18  Πάνος: Όριο. 

12.19  ∆ιδ:  Ποιο ρήµα χρησιµοποιήσατε για το h; 

12.20  Πάνος:  τείνει στο 0. 

     

     Ο Μάριος (12.6) µιλάει για αµελητέα διαφορά µεταξύ προσεγγίζουσας και 

προσεγγιζόµενης ποσότητας, και αυτό δεν πρέπει να περάσει απαρατήρητο. Ο 

µαθητής χρησιµοποιεί την έκφραση «η διαφορά να είναι τόσο µικρή ώστε να είναι 

αµελητέα» και από αυτό φαίνεται πως έχει καλή διαισθητική άποψη για τις απείρως 

µικρές ποσότητες επιπλέον δε, προσδίδει και την απαραίτητη δυναµική στην οριακή 

διαδικασία. Η Μαρία (12.8) επαναφέρει τη γνωστή αµφιβολία των µαθητών για το αν 

το όριο  κατακτάται κάποια στιγµή, και η απαντήσεις που δίνουν ο Έντυ (12.11) και ο 

Άρης (12.12) στο ερώτηµα της, είναι µάλλον διαφορετικά προσανατολισµένες 

δείχνουν όµως ανάγλυφα τη δυσκολία των µαθητών στην κατανόηση µιας οριακής 

κατάστασης. Ο Έντυ, ένας άριστος µαθητής ισχυρίζεται ότι για h≠ 0, θα έχω πάντα 

µια µέση ταχύτητα και για h=0, θα έχουµε την ευκαιρία να ψάξουµε για την στιγµιαία 

ταχύτητα, τη χρονική στιγµή t. ∆ιαχωρίζει πλήρως δηλαδή την προσεγγγίζουσα 

ποσότητα από το όριό της και δεν υπάρχει αµφιβολία ότι αντιµετωπίζει το όριο σαν 

ένα στατικό αντικείµενο. Ο Άρης έχει, όπως και η Ζωή προηγουµένως, το ίδιο 

πρόβληµα µε αυτό του Νίκου του εποµένου ερωτήµατος: «αν το h=0, δε θα έχει 

διανύσει καθόλου διάστηµα!!» Η Μαρία (12.14, 12.16) επανερχόµενη τέλος, µε το 

σχόλιό της δείχνει ότι έχουµε σαφή µετατόπιση του νοήµατος, σχετικά µε τη 

στιγµιαία ταχύτητα.   
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    Στο διάλογο που ακολουθεί, επιχειρήσαµε µία ακόµη προσπάθεια, να 

διερευνήσουµε τις αντιλήψεις των παιδιών, γύρω από τη δυναµική που εµπεριέχεται ή 

όχι, σε µια οριακή διαδικασία, και για τα στατικά χαρακτηριστικά του ορίου. 

 

∆ιάλογος 13 

 

13.1   ∆ιδ:  Μπορεί κάποιος να µου πει πως φαντάζεται 

   αυτή τη διαδικασία; 

13.2   Σταύρος:  Το πλησίασµα του h εννοείτε; 

13.3   ∆ιδ:  Ναι. 

13.4   Σταύρος:  Μπορούµε να διαιρούµε κάθε φορά 

   το διάστηµα διά δύο. 

13.5   ∆ιδ:  Θεωρείτε σκόπιµο να σταθεροποιήσουµε 

   κάπου την τιµή του h, κατά τη διάρκεια 

   αυτής της διαδικασίας, ή δε µας ενδιαφέρει η περίπτωση αυτή; 

13.6  Μαθητές:  Τι εννοείτε; 

13.7  ∆ιδ:  ∆ηλαδή, καθώς έχουµε µπει σε αυτή τη 

   διαδικασία, όπου το h ελαττώνεται και πάει 

προς το 0, ρωτάω αν θα ήταν σκόπιµο  

ή θα µας ενδιέφερε ή θα ήταν σωστό, να τη  

σταθεροποιήσουµε κάπου νοµίζοντας ότι εν 

   πάσει περιπτώσει, αυτό το πλάτος µας αρκεί  

και ότι αν έχουµε την τιµή της µέσης  

ταχύτητας, στην ουσία, θα έχουµε υπολογίσει και τη στιγµιαία. 

13.8     Άρης:  Ναι, γιατί µπορεί αυτό να συνεχίζεται επ’ άπειρον. 

13.9    ∆ιδ:  Άρα θα µας ενδιέφερε να το σταθεροποιήσουµε το h; 

13.10  Άρης:  Ναι. 

13.11  Έντυ:  Στην πρακτική εφαρµογή, αν µικρύνουµε  

πάρα πολύ το h, κάποια στιγµή, η απόκλιση 

   θα είναι τόσο µικρή, που στην ουσία δεν θα  

µας ενδιαφέρει πρακτικά, αλλά θεωρητικά  

πάντα θα είναι δυνατόν να µικραίνει ο h,  

δηλαδή διαφέρει η πράξη από τη θεωρία.   

 

     Ο Άρης (13.8, 13.10) έχει την άποψη ότι µπορούµε να σταθεροποιήσουµε το h σε 

κάποια τιµή αν αυτή είναι αρκετά κοντά στο 0, έχοντας έτσι µια ικανοποιητική 

προσέγγιση της στιγµιαίας ταχύτητας. Ανάλογα απαντά και ο Έντυ (13.11) ο οποίος 

διαχωρίζει την πράξη από τη θεωρία προσδίδοντας έτσι στατικά χαρακτηριστικά στο 

όριο, που στη περίπτωσή µας είναι η στιγµιαία ταχύτητα. Επιπλέον φαίνεται από τις 
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απαντήσεις τους ότι τους είναι αρκετά δύσκολο να δουν ουσιαστικά την οριακή 

κατάσταση σαν µια ατέρµονη διαδικασία που οδηγεί στο όριο των  µέσων ταχυτήτων, 

δηλαδή στη στιγµιαία ταχύτητα, και να διακρίνουν την  κινητικότητα που είναι 

συνεχής και τη δυναµική που είναι απαραίτητο συστατικό στοιχείο της. Ο Cornu 

(1981) επεσήµανε το γεγονός ότι η έννοια του ορίου είναι, για τα περισσότερα παιδιά, 

το πρώτο σηµείο στο οποίο τα µαθηµατικά δεν περιορίζονται σε έναν τελικό 

υπολογισµό που να δίνει µια τελική απάντηση. Η πιο συνηθισµένη δυσκολία που 

έχουν για να κατασκευάσουν µια δυναµική αντίληψη του ορίου είναι η διαισθητική 

τους άποψη ότι  το όριο είναι κάτι  που  ποτέ  στην  πραγµατικότητα  δεν το 

φτάνουµε,  Cottrill, et al, (1996). Έτσι θα µπορούσε να εξηγηθεί και η επιµονή του 

Άρη αλλά και του Έντυ για ένα τελικό αποτέλεσµα έστω και αν αυτό προκύπτει από 

µια ικανοποιητική προσέγγιση και όχι από µια ατέρµονη διαδικασία. 

     Ο στόχος µας µε το 5ο ερώτηµα ήταν να προσανατολίσουµε τους µαθητές να 

σκεφτούν ακόµη περισσότερο για τη συγκεκριµένη οριακή κατάσταση και 

γενικότερα για τη στιγµιαία ταχύτητα, ως όριο των µέσων ταχυτήτων. Από τις δέκα 

οκτώ απαντήσεις που πήραµε οι δώδεκα απάντησαν βασικά, ότι µια στιγµή δεν είναι 

στ’ αλήθεια  µια στιγµή αλλά µια ποσότητα χρόνου, τόσο µικρή ώστε να µην 

διακρίνεται στην ουσία από το µηδέν. Τρείς εξ αυτών θεώρησαν ότι η στιγµιαία 

ταχύτητα είναι αυτή που αναπτύχθηκε µε την πάροδο του χρόνου, παίρνοντας σαν 

αρχή µια υποθετική χρονική στιγµή t=0 κατά την οποία η ταχύτητα ήταν επίσης 

µηδέν. Τρείς απαντήσεις τέλος δεν προσέγγισαν µε αξιόλογο τρόπο το θέµα, ενώ οι 

υπόλοιποι µαθητές προτίµησαν να µη σχολιάσουν το δίληµµα του Νίκου. 

Παραθέτουµε µερικές απαντήσεις των παιδιών στο 5ο ερώτηµα: 

 

Αλέξανδρος:  Η ταχύτητα την κάθε στιγµή συµβολίζει την ταχύτητα που θα έτεινε να πάρει το 

σώµα, αν µελετούσαµε τη µέση ταχύτητά του σε ένα διάστηµα πάρα πολύ µικρού 

πλάτους (αµελητέου πλάτους), ώστε να µπορούµε να θεωρήσουµε το χρονικό αυτό 

διάστηµα ως στιγµή. 

Νίκος: Εφόσον µιλάµε για µια χρονική στιγµή, η απόσταση h δε µπορεί να πάρει την τιµή 

0 αλλά τείνει. Άρα όσο µικρή και να είναι η απόσταση h, δεν µηδενίζεται και αυτό 

σηµαίνει, ότι µπορούµε να µιλήσουµε για ταχύτητα για µια χρονική στιγµή.  

Κωνσταντίνος:  Μπορούµε να θεωρήσουµε τη χρονική στιγµή ως ένα χρονικό διάστηµα που τείνει 

στο 0 και συνεπώς η ταχύτητα τη χρονική στιγµή αυτή, θα είναι ίση µε τη µέση 

ταχύτητα του χρονικού διαστήµατος.  



 139 

Έλενα:  Ουσιαστικά όταν αναφερόµαστε σε µια χρονική στιγµή, εννοούµε το απειροστό 

διάστηµα του χρόνου, κατά το οποίο µετράµε τη ταχύτητα του κινητού. Το 

διάστηµα αυτό είναι πάρα πολύ µικρό, δηλαδή σαν εικόνα. Είναι η στιγµή που 

πατάµε το χρονόµετρο, όταν το κινητό περνάει από το σηµείο που µας ενδιαφέρει. 

Νικολέττα:  Με τον όρο «µια στιγµή», δε µπορούµε προφανώς να κυριολεκτούµε! Εννοούµε 

λοιπόν, ένα διάστηµα το οποίο όµως είναι πολύ-πολύ µικρό (απειροελάχιστο, τείνει 

στο 0).  

Μαρίνα:  Ένα αµάξι για παράδειγµα, όταν ξεκινάει έχει µια αφετηρία που την ορίζουµε ως 

x=0 και όταν ξεκινάει t=0. Άρα το νόηµα να µιλάµε για ταχύτητα κάποια χρονική 

στιγµή, είναι ότι εκείνη τη στιγµή έχει διανύσει µια απόσταση, µε µια 

συγκεκριµένη ταχύτητα.   

 

       Στο διάλογο σχετικά µε το δίληµµα του Νίκου πήραν µέρος η Λυδία, ο Γιώργος, 

ο Σταύρος, ο Άρης και ο Έντυ.  Ο βασικός µας στόχος ήταν να διερευνήσουµε κατά 

πόσο υπάρχει δυναµική και κινητικότητα στον όρο «στιγµή» και λιγότερο για το 

πόσο µικρό είναι αυτό που ονοµάζουµε «στιγµή», µια που για το πώς 

αντιλαµβάνονται τα παιδιά τα απείρως µικρά µεγέθη είχαµε αναφερθεί και στους 

προηγούµενους διαλόγους: 

 

∆ιάλογος 14 

 

14.1   Λυδία:  Είναι εκείνο το δέκατο του δευτερολέπτου, 

   εκείνο το απειροστό χρονικό διάστηµα. 

14.2   ∆ιδ: Τι εννοείς όταν λες «το απειροστό χρονικό διάστηµα»; 

14.3   Λυδία:  Πάρα πολύ µικρό, το οποίο είναι ασήµαντο!! 

14.4   Γιώργος:  Είναι ένα διάστηµα που η διαφορά του  

ενός άκρου από το άλλο, είναι τόσο µικρή σχεδόν  

ασήµαντη που µπορούµε να την πούµε στιγµιαία ταχύτητα. 

14.5   Σταύρος:  Βασικά εφόσον έχει νόηµα να µιλάµε για ∆t,  

κάθε φορά που µας δίνει µια συγκεκριµένη χρονική 

στιγµή, θα θεωρούµε εµείς t=0, τη στιγµή που δεν 

   είχε ταχύτητα, και είναι σα να κάνουµε µια  

αφαίρεση µε το 0,  
( ) (0)

0

x t x

t

−
−

. 

14.6   ∆ιδ:  Έτσι βρίσκεις τη µέση ταχύτητα στο διάστηµα [0, t]. 

   Εµείς ενδιαφερόµαστε για τη στιγµιαία ταχύτητα τη στιγµή t. 

14.7   Άρης:  Όταν λέµε για µια χρονική στιγµή,  

εννοούµε ένα αµελητέο χρονικό διάστηµα, αµελητέου πλάτους,  

του οποίου το όριο τείνει στο 0 ένα dt που λέµε!  
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Στην ουσία πρόκειται για δύο διαφορετικές  

χρονικές στιγµές. Απλά είναι τόσο κοντά µεταξύ τους 

   που τη θεωρούµε µία. 

14.8   Έντυ:  Κατά την άποψή µου ο Νίκος έχει λάθος  

προσέγγιση στο θέµα, διότι όταν µελετάς ένα 

   φαινόµενο όπως είναι η κίνηση, δε µπορείς  

να πεις µεµονωµένα για µια στιγµή. Είναι σα να  

βλέπεις ένα βίντεο να τρέχει και να παγώσεις το χρόνο. 

Εφόσον το παγώνεις δεν έχει ούτε κίνηση ούτε τίποτα. 

14.9   ∆ιδ: Έχω την εντύπωση ότι έχεις το ίδιο πρόβληµα  

µε το Νίκο. (γέλια…). 

14.10  Έντυ:  ∆ιαφωνώ µε την προσέγγισή του. Είναι σαν να  

λέει ότι εφόσον παγώνουµε το χρόνο δεν κινείται τίποτα.  

Όµως σηµασία έχει ότι γενικότερα όπως εξελίσσεται το φαινόµενο,  

εκείνη τι στιγµή δε µπορούµε να πούµε ότι είναι µια  

στιγµή και τέρµα, θα είναι κάτι συν dt, πάντα  

υπάρχει πλάτος διαστήµατος που τείνει στο 0. 

   ∆ηλαδή η διαφορά της µιας χρονικής στιγµής 

   από την άλλη είναι σχεδόν µηδενική. 

   

     Οι µαθητές και οι µαθήτριες στο παραπάνω απόσπασµα µίλησαν βασικά για 

απειροελάχιστου µήκους χρονικό διάστηµα, δείχνοντας για άλλη µια φορά να 

διαχωρίζουν το µηδενικό πλάτος της χρονικής στιγµής από το απείρως µικρό. 

Είµαστε όµως πολύ επιφυλακτικοί για το κατά πόσο το πλησίασµα του ενός άκρου 

είναι συνεχές και µη διακοπτόµενο στη σκέψη τους. Κατά πόσο δηλαδή 

αντιλαµβάνονται µια ατέρµονη διαδικασία που οδηγεί  τελικά στην οριακή τιµή που 

ονοµάζουµε στιγµιαία ταχύτητα. Για παράδειγµα  ο Έντυ (14.10) µε τις φράσεις του 

«έτσι όπως εξελίσσεται» και «πάντα υπάρχει πλάτος» δηµιουργεί την υπόνοια ότι 

φαντάζεται µια συνέχεια στη διαδικασία. Τελειώνοντας όµως λέει: «δηλαδή η 

διαφορά της µιας χρονικής στιγµής από την άλλη, είναι σχεδόν µηδενική». Και το 

ερώτηµα που τίθεται είναι αν η διαφορά αυτή είναι σχεδόν µηδενική και συνεχίζει να 

µικραίνει στη σκέψη του, ή όχι.     Υπενθυµίζουµε ότι ο Newton θεωρούσε τις πολύ 

µικρές ποσότητες όπως ο h σαν συνήθεις ποσότητες που πλησίαζαν συνεχώς, στο 0. 

Αντίθετα, ο Leibniz «έβλεπε» αυτές τις ποσότητες εξ αρχής απείρως µικρές, 

ποσότητες που ήσαν µικρότερες από οποιονδήποτε θετικό αριθµό αλλά µη µηδενικές. 

Παρ’ ότι η έννοια του απειροστού, όπως είδαµε στην ιστορική αναδροµή, 

χρησιµοποιήθηκε από πολλούς µαθηµατικούς εκείνης της εποχής, ο     Leibniz ήταν 
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αυτός που τη χρησιµοποίησε περισσότερο εκτεταµένα και συστηµατικά από 

οποιονδήποτε άλλον. Και µολονότι η έννοια έπαψε να εµφανίζεται στις τυπικές 

αποδείξεις στα µέσα του 18ου αιώνα, χρησιµοποιούµε ακόµη το συµβολισµό που ο 

Leibniz ανέπτυξε γύρω από αυτήν. Ο συµβολισµός αυτός µας διευκολύνει στο να 

κάνουµε χρήση των ιδεών του ως µη αυστηρά εργαλεία δικαιολόγησης. Τα απειροστά 

του  Leibniz ήταν θεµελιωδώς διαφορετικό είδος αριθµών, από τις πολύ-πολύ µικρές 

µεταβλητές ποσότητες που χρησιµοποιούσε ο Newton και οι οποίες µπορούσαν να 

πλησιάσουν οσοδήποτε κοντά στο 0, µε αποτέλεσµα οι όροι που περιείχαν αυτές τις 

ποσότητες να µπορούν να χαρακτηρίζονται αµελητέοι κατά τη διάρκεια των 

υπολογισµών. Ενώ οι ποσότητες του     Newton βρίσκονταν στη διαδικασία 

προσέγγισης προς το µηδέν χωρίς να το φτάνουν, οι ποσότητες του  Leibniz ήταν ήδη 

εκεί αλλά όχι ακόµη µηδέν. Ένας τρόπος να σκεφτούµε για τα απειροστά, είναι να 

πάρουµε στον άξονα το διάστηµα που ορίζεται από τους αριθµούς 0 και 1, και να το 

κόβουµε συνεχώς στη µέση βρίσκοντας τους αριθµούς 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, κ.ο.κ. Οι 

πιο πολλοί από εµάς θα δεχτούµε χωρίς αµφιβολία ότι οι αριθµοί αυτοί που 

προκύπτουν διαιρώντας κάθε φορά δια δύο, όχι µόνο πλησιάζουν ολοένα και πιο 

κοντά στο µηδέν αλλά επιπλέον αν επιλέξουµε έναν άλλο θετικό αριθµό r, τότε 

σηµεία αυτής της ακολουθίας θα βρεθούν κάποτε µεταξύ του µηδενός και του r. 

∆ηλαδή για οποιονδήποτε θετικό αριθµό r, υψώνοντας το 1/2 σε κατάλληλα µεγάλο 

εκθέτη θα πάρουµε αριθµό µικρότερο του r. Αλλά αυτό ισχύει µόνο αν ο r είναι ένας 

συνηθισµένος έστω πολύ µικρός θετικός αριθµός. Τα απειροστά είναι όλα µικρότερα 

από όλες αυτές τις δυνάµεις του 1/2. Αυτές κινούνται ολοένα και περισσότερο προς 

τα αριστερά πλησιάζοντας το µηδέν αλλά ουδέποτε βρίσκονται πιο αριστερά από τα 

απειροστά. Παρ’ ότι όµως οι δύο επινοητές του απειροστικού λογισµού είδαν τις 

πολύ µικρές ποσότητες µε τόσο διαφορετικό τρόπο τελικά κατέληξαν στους ίδιους 

γενικούς κανόνες, τύπους και διαδικασίες,  αυτές δηλαδή που διδάσκονται σήµερα 

κατά την εισαγωγή στον απειροστικό λογισµό. Εξετάζοντας κανείς από πιο κοντά τις 

δύο προσεγγίσεις, του Newton   και του Leibniz, θα µπορούσε να ισχυριστεί ότι αυτή 

του Newton φαίνεται πιο πιστευτή και πιο φυσική. Αυτό υποστηρίζεται και από το 

γεγονός ότι η προσέγγιση του Newton είναι που κωδικοποιήθηκε σε αυστηρή 

θεµελίωση του λογισµού το 19ο αιώνα. Κάποιος άλλος θα µπορούσε να 

επιχειρηµατολογήσει ότι οι περισσότεροι από εµάς  είµαστε πιο εξοικειωµένοι µε την 

προσέγγιση του Newton, παρά µε αυτήν του Leibniz.. Πρέπει πάντως να 

σηµειώσουµε ότι η προσέγγιση του τελευταίου για τα απειροστά, κωδικοποιήθηκε 
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από µια εναλλακτική θεµελίωση του λογισµού βασισµένη στην εργασία του 

αµερικανού επιστήµονα της λογικής Abraham Robinson, τη δεκαετία του 1960, S. 

Monk, (2007)  

 

4.5.    Το θεµελιώδες θεώρηµα 

 

     Η σχέση µεταξύ παραγώγου και ολοκληρώµατος εκφράζεται σήµερα µε την 

παρακάτω πρόταση, γνωστή και ως θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού λογισµού: 

Αν η f είναι µια συνάρτηση συνεχής στο [α,β] τότε, 

I) η συνάρτηση G(x)= ( )
x

f t dt
α
∫ , είναι µια αρχική (αντιπαράγωγος) της f στο 

[α,β] 

II)  αν F µια οποιαδήποτε αρχική της f στο [α,β], τότε 

( ) ( ) ( )f x dx F F a
β

α

β= −∫  

    Κατά το δεύτερο µέρος του διδακτικού πειράµατος επικεντρώσαµε στο µέρος 

(I) του θεµελιώδους θεωρήµατος. Σύµφωνα µε µια ελεύθερη και άτυπη 

επεξήγηση που δίνει ο  Thompson, αυτό λέει ότι: Αν µια ποσότητα Α έχει µέτρο 

t∈ [α,β] και µια ποσότητα Β έχει µέτρο f(t), που είναι συνάρτηση του t, τότε 

καθώς η ποσότητα ΑΒ συσσωρεύεται µε µεταβολές του Α (και άρα και του Β), η 

συσσώρευση της ποσότητας ΑΒ πραγµατοποιείται µε ρυθµό που ταυτίζεται µε το 

µέτρο της ποσότητας Β, δηλαδή µε το f(t), στο απώτατο άκρο της συσσώρευσής 

της. Για παράδειγµα, έστω ότι Α=t είναι ο χρόνος και Β=υ(t), είναι η ταχύτητα 

ενός κινητού που εκτελεί οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση. Τότε ο υπολογισµός του 

διαστήµατος που διανύει το κινητό επιτυγχάνεται µε την συσσώρευση (άθροιση) 

των γινοµένων  υ(t)∆t, σε κάθε απειροστό χρονικό διάστηµα στο οποίο χωρίσαµε 

το διάστηµα κίνησης.  

           ∆ηλαδή, ( ) ( ) , ,... ( ) ( ) ( )

΄t t

a a

S t u du ό Ś t u du tυ οπ τε υ υ
 

= = = 
 

∫ ∫   

Έστω ακόµη ότι Α=t∈ [α,β], και f(t), t∈ [α,β], µια θετική συνάρτηση. Το εµβαδόν 

του χωρίου που περικλείεται από την Cf, τον x΄x  και τις κατακόρυφες ευθείες t=α 

και t=x, προκύπτει από τη συσσώρευση (άθροιση) των γινοµένων f(t)∆t, σε κάθε 

απειροελάχιστο διάστηµα από αυτά που χωρίστηκε το [α,β]. Άρα  
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                        ( ) ( ) , , ( ) ( ) ( )

΄x x

a a

x f t dt ό ΄ x f t dt f xοπ τε
 

Ε = Ε = = 
 

∫ ∫ . 

     Το θεµελιώδες θεώρηµα, το γεγονός δηλαδή ότι η συσσώρευση µιας 

ποσότητας και ο ρυθµός µεταβολής της συσσώρευσής της έχουν αδιάρρηκτη 

σχέση, αποτελεί τον µεγαλύτερο και σπουδαιότερο σταθµό στην ανάπτυξη του 

απειροστικού λογισµού. Πριν ο Newton και o Leibniz αντιληφθούν το θεµελιώδες 

θεώρηµα, ως ολοκλήρωµα εννοούνταν ο καθορισµός του σωρευτικού ποσού ενός 

µεγέθους όπως, µήκος τόξου, εµβαδόν, όγκος ή µάζα. Αυτό δε που τώρα 

ονοµάζουµε παράγωγο, γινόταν κατανοητό κυρίως ως ο καθορισµός της γωνιακής 

ταχύτητας της επαφής ή της καµπυλότητας. Όπως όµως αναφέρθηκε στην 

ιστορική αναδροµή, τα δύο αυτά είδη προβληµάτων γίνονταν κατανοητά ξέχωρα 

και το καθένα αναπτύσσονταν µε τεχνικές που περιοριζόντουσαν από τον τύπο 

των προβληµάτων που ετίθεντο προς λύση. H σχέση µεταξύ των προβληµάτων 

«να βρεθεί η καµπύλη αν δοθεί µια περιοχή κάτω απ’ αυτήν ή η εφαπτοµένη της 

σε ένα σηµείο µε γνωστή τετµηµένη», δεν ήταν τόσο άµεσα εµφανής. Η σχέση 

µεταξύ εφαπτοµένης και τροχιάς τελικά υπήρξε ένας από τους πιο σηµαντικούς 

δεσµούς µεταξύ των διαδικασιών της διαφόρισης και της ολοκλήρωσης. Γενικά 

και για όλους τους παραπάνω λόγους, η ανάγκη για συστηµατοποίηση και 

επαναδιοργάνωση των υπαρχουσών ιδεών υπήρξε ιδιαίτερα κρίσιµη κατά τον 17ο 

αιώνα.  Όπως επίσης είδαµε στην ιστορική αναδροµή, η αντίστροφη σχέση των 

δύο προβληµάτων προσεγγίστηκε περισσότερο γεωµετρικά από τους, Torricelli, 

Gregory και Barrow, αλλά µόνο ο Newton κατέστησε τη σχέση αυτή κεντρική και 

γενική. Ο Νewton  αντελήφθη το θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού 

λογισµού, µέσω µιας πολύ συγκεκριµένης εικόνας σωρευτικής µεταβολής. Αυτής 

κατά την οποία η συσσώρευση συµβαίνει µε τη διαδικασία της αύξησης. Κατά 

τον  Thompson, πρέπει να είµαστε πολύ προσεκτικοί µε την έννοια της λέξης 

αύξηση, γιατί µπορεί να φέρει στην επιφάνεια πολλά προβλήµατα σχετικά µε τη 

συνέχεια της αύξησης και µε τις διακριτές και τις συνεχείς ποσότητες. Αυτό είναι 

το γνωστό πρόβληµα των απειροστών. Αλλά για εµάς σηµασία έχουν οι εικόνες 

και όχι οι λογικές  αποδείξεις. Αναφερόµαστε στις εικόνες εκείνες που θα µας 

βοηθήσουν να κατανοήσουµε το θεµελιώδες θεώρηµα. Ο τρόπος που επιλέξαµε 

για να αιτιολογήσουµε την αλήθεια του θεµελιώδους θεωρήµατος είναι αυτή που 

είχε επιλέξει και ο Newton. Στην κατά Newton ανάπτυξη της σχέσης παραγώγου 
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και ολοκληρώµατος έχουµε µια έκφραση για το εµβαδόν που προέκυψε, όχι από 

τον ορισµό ενός αθροίσµατος απειροστών εµβαδών, ούτε από ισοδύναµες 

µεθόδους που είχαν επεξεργαστεί προγενέστεροι αρχής γενοµένης από τον 

Αντιφώντα έως και τον Pascal. Αντίθετα προέκυψε από την υπόθεση της 

στιγµιαίας αύξησης. Με άλλα λόγια, αν και προηγουµένως εµβαδά είχαν 

υπολογιστεί µε τη βοήθεια ορισµένου ολοκληρώµατος, που µε τη σειρά του 

ορίστηκε σαν το όριο ενός αθροίσµατος, ο Newton εδώ όρισε πρώτα το ρυθµό 

µεταβολής του εµβαδού και από αυτόν βρήκε το εµβαδόν µε τη βοήθεια αυτού 

που σήµερα ονοµάζουµε αόριστο ολοκλήρωµα, ή αντιπαράγωγο  συνάρτησης. 

Πρέπει να σηµειωθεί ακόµη ότι η διαδικασία που ήταν θεµελιώδης σε αυτήν την 

πρόταση, είναι ο ορισµός του ρυθµού µεταβολής. ∆ηλαδή, ότι εµείς σήµερα 

ονοµάζουµε παράγωγο, πάρθηκε σαν βασική έννοια και το ολοκλήρωµα ορίστηκε 

σε σχέση µε αυτήν. (Boyer, 1959, p. 191). Γενικότερα, ο  Newton αισθανόταν 

αρκετά άνετα να σκέφτεται ένα συνεχές συντιθέµενο από απειροστές ποσότητες, 

όσο µικρές θα επιθυµούσε κάποιος, και οι οποίες αθροιζόµενες θα έδιναν την τιµή 

του ζητούµενου µεγέθους. Πρέπει πάντως να υπογραµµιστεί ότι µέσω αυτού του 

τρόπου δε γίνεται µια αυστηρή δικαιολόγηση. Είναι περισσότερο εικόνες που 

υποστηρίζουν το γεγονός ότι το θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού λογισµού, 

είναι διαισθητικά φανερό. Επίσης φαίνεται ότι ο Newton διαισθάνθηκε την 

ανεπάρκεια των απειροστών σαν λογικό θεµέλιο του δικού του απειροστικού 

λογισµού και τελικά τα αποκήρυξε. Παρ’ όλα αυτά είναι ξεκάθαρο ότι οι 

εισαγωγικές του εµβαθύνσεις διευκολύνθηκαν από την αποδοχή των απειροστών 

εκ µέρους του.  

      Κατά την άποψη του  Thompson, ένας τρόπος να δει κανείς διαισθητικά 

ξεκάθαρα το θεµελιώδες θεώρηµα είναι και ο εξής: «Σε µια µεταβαλλόµενη 

ποσότητα που προκύπτει από το γινόµενο δύο άλλων, η ολική συσσώρευση της 

ποσότητας αυτής, µεταβάλλεται όπως ο λόγος των αυξήσεων των ποσοτήτων που 

την συνιστούν». Αν για παράδειγµα, έχεις οδηγήσει για x km και στο επόµενο 

0,0001sec είχες µέση ταχύτητα 93 km/h, τότε κατά τη διάρκεια αυτού του 0,0001 

sec η ολικά διανυθείσα (συσσωρευθείσα) απόσταση, µεταβάλλεται µε ρυθµό 93 

km/h, ανεξάρτητα από το πόσο µακριά έχεις οδηγήσει. Πράγµατι, ο ρυθµός 

µεταβολής της ολικά συσσωρευθείσας αποστάσεως, κατά τη διάρκεια του 

τελευταίου 0,0001sec, είναι 
( )

93
0,0001 0,0001

x x x x km

h

+ ∆ − ∆
= = , όπου ∆x, το 
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διάστηµα που αντιστοιχεί στο 0,0001sec. Η µέθοδος αυτή δεν εφαρµόζεται µόνο 

στην περίπτωση της ταχύτητας και του διαστήµατος, αλλά σε κάθε περίπτωση 

που µια ποσότητα προκύπτει από το γινόµενο δύο άλλων ποσοτήτων, εκ των 

οποίων η µία είναι ο ρυθµός µεταβολής της. Ένα δεύτερο παράδειγµα στο οποίο 

αναδεικνύεται η αλληλοσυσχέτιση µεταξύ της συσσώρευσης µιας ποσότητας, των 

αυξήσεων των ποσοτήτων από τις οποίες αυτή προκύπτει πολλαπλασιαστικά και 

του ρυθµού µεταβολής, είναι το εξής: Υποθέστε ότι έχουµε ένα δοχείο όπως στο 

σχήµα, στην επόµενη σελίδα, µέσα στο οποίο αδειάζουµε υγροποιηµένο πλαστικό 

από µια οπή στο επάνω µέρος. Έστω επίσης ότι V(h) παριστάνει τον όγκο του 

πλαστικού µέσα στο δοχείο σε συνάρτηση µε το ύψος του h, από τον πάτο του 

δοχείου. Ποιος είναι ο ρυθµός µεταβολής του όγκου ως προς το ύψος h, όταν το 

υγροποιηµένο πλαστικό γεµίζει το τρίτο πάτωµα; 

                                

Ο συνολικός όγκος µεταβάλλεται µε το ρυθµό µε τον οποίο γεµίζει το τρίτο πάτωµα, 

ανεξάρτητα από το πόσος όγκος πλαστικού έχει προηγουµένως συσσωρευθεί. Ο 

ρυθµός αυτός ισούται µε το πηλίκο 

( .. , ) ( )
.. ( )

V ά ύ
ά

h ύ

εµβ β σης ψος
εµβ β σης

ψος
∆ Α ⋅

= = Α
∆

. Το αποτέλεσµα αυτό 

επαληθεύεται εύκολα, αν υπολογίσουµε τη συνάρτηση V(h) και κατόπιν βρούµε την 

παράγωγό της για 0,50<h≤0,75. Ο ρυθµός µεταβολής της συσσώρευσης του όγκου 

καθώς γεµίζει το τρίτο πάτωµα ισούται µε το εµβαδόν της βάσεως του τρίτου 

πατώµατος, και αυτό γίνεται διαισθητικά άµεσα αντιληπτό αφού καθ’ όλη τη 

διάρκεια της πλήρωσης του τρίτου πατώµατος η βάση παραµένει ίδια. Έτσι λοιπόν 

µπορούµε να ανακατασκευάσουµε τη συνάρτηση V(h), βρίσκοντας τη συνάρτηση 

που δίνει τη βάση A συναρτήσει του ύψους h και εφαρµόζοντας κατόπιν τη µέθοδο 

της αντιπαραγώγισης. Με σύγχρονη ορολογία τα παραπάνω γράφονται 
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0

( ) ( )

΄h

A u du h
 

= Α 
 
∫ .  Στο πρώτο παράδειγµα όπου η ταχύτητα, δηλαδή ο ρυθµός 

µεταβολής του διαστήµατος, δεν παραµένει σταθερός σε κανένα διάστηµα του 

χρόνου t όπως π.χ. στην περίπτωση της επιταχυνόµενης κίνησης, θα πρέπει να 

θεωρήσουµε ότι σε κάθε απειροελάχιστο χρονικό διάστηµα οδηγούσαµε µε µια µέση 

ταχύτητα. Κατόπιν από αυτήν θα µπορούσαµε να ανακατασκευάσουµε την ολικά 

διανυθείσα απόσταση προσθέτοντας τις στοιχειώδεις αποστάσεις, που προκύπτουν 

πολλαπλασιάζοντας αυτή τη µέση ταχύτητα επί το αντίστοιχο απειροστό χρονικό 

διάστηµα. Αυτό µε σύγχρονη ορολογία γράφεται 
0

( ) ( )

΄t

u du tυ υ
 

= 
 
∫ . ∆ηλαδή η 

συσσωρευόµενη ποσότητα φανταζόµαστε ότι προκύπτει από την άθροιση απειροστών 

αυξήσεων των ποσοτήτων από τις οποίες συντίθεται πολλαπλασιαστικά, κατά τέτοιον 

τρόπο ώστε αυτές να παράγουν τις αυξήσεις της συσσωρευόµενης ποσότητας, που 

εδώ ήταν είτε το διάστηµα είτε ο όγκος. Αν πάντως µία από τις συνιστώσες 

ποσότητες είναι ο ρυθµός µε τον οποίο η συσσωρευόµενη ποσότητα µεταβάλλεται σε 

ένα απειροστό διάστηµα, τότε η ολική συσσώρευση µεταβάλλεται σ’ αυτό το 

απειροστό διάστηµα µε  ρυθµό που είναι ίσος µε το ρυθµό µεταβολής της ποσότητας 

στο διάστηµα αυτό. Τα παραπάνω γενικεύονται µε τη σχέση 

( ) ( )

΄x

f t dt f x
α

 
= 

 
∫ . 

     Προκειµένου να διερευνήσουµε πως οι µαθητές αντιλαµβάνονται διαισθητικά το 

θεµελιώδες θεώρηµα, επιλέξαµε ένα πρόβληµα που δεν ήταν τόσο συνηθισµένο, από 

την άποψη ότι δεν είχε ως αντικείµενο το διάστηµα, το χρόνο και την ταχύτητα. 

Περιµέναµε από τους µαθητές να επιστρατεύσουν τις εµπειρίες που απέκτησαν στο 

µάθηµα  ως προς την έννοια της συνάρτησης και το ρυθµό µεταβολής, προκειµένου 

να κατασκευάσουν διαισθητικά το θεµελιώδες θεώρηµα. Ο µεγαλύτερος στόχος του 

πειράµατος, όµως, ήταν να αναδείξει  τις αντιλήψεις και τους προσανατολισµούς 

τους, που πιθανόν να διευκολύνουν ή να παρεµποδίζουν αυτήν την κατασκευή. Στην 

επιλογή των ερωτηµάτων οδηγηθήκαµε και από τον τρόπο που το σχολικό βιβλίο της 

Γ΄ Λυκείου, δικαιολογεί εποπτικά τη  σχέση  ( ) ( )
x

a

f t dt ΄ f x
 

= 
 
∫ , που είναι ο εξής: 
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Αν F(x)= ( )
x

a

f t dt∫ , τότε, F(x+h)-F(x)= ( )
x h

x

f t dt
+

∫ = εµβαδόν του χωρίου Ω≈ f(x)h, για 

µικρά h>0. Συνεπώς για µικρά h>0, διαιρώντας µε το h, έχουµε: (βλέπε και σχήµα) 

      
( ) ( )

( )
F x h F x

f x
h

+ −
≈ , άρα 

0

( ) ( )
( ) lim ( )

h

F x h F x
F΄ x f x

h→

+ −
= ≈ . 

     Όπως απέδειξε ο  Thompson, κατά τη διάρκεια ενός πειράµατος µε µια µαθήτρια 

1ης Γυµνασίου, τα παιδιά ακόµη και σ’ αυτήν την ηλικία µπορεί να έχουν πρώιµες 

αναπαραστάσεις της συσσώρευσης ενός µεγέθους. Αυτό διαφάνηκε κατά τη διάρκεια 

της συζήτησης που είχαµε µε τους µαθητές στο δηµόσιο σχολείο, προκειµένου να 

σχολιάσουµε την απάντηση στο πρώτο ερώτηµα του δευτέρου προβλήµατος.  

Ζητούσαµε να εκφραστεί το εµβαδόν µιας οριζόντιας τοµής του νερού που πέφτει σε 

ένα ανεστραµµένο κωνικό δοχείο, συναρτήσει του ύψους στο οποίο βρίσκεται αυτή η 

οριζόντια τοµή. 

 

      ∆ιάλογος 15 

 

15.1   ∆ιδ:   Με ενδιαφέρει κάποιος να µου πει τι 

    πετύχαµε απαντώντας στο ερώτηµα (α). 

15.2   Μαθητής:  Το εµβαδόν του κύκλου. 

15.3   ∆ιδ:  Βρήκαµε την επιφάνεια του νερού. 

15.4   Μαθητής:  Συναρτήσει του ύψους. 

15.5   ∆ιδ:   Αντιλαµβάνεσθε τα δύο µεγέθη που  

έχουµε εδώ, τα οποία αλληλοεξαρτώνται και συµµεταβάλλονται; 

15.6   Σταύρος: Πιστεύω, πως την ώρα που γεµίζει  

το δοχείο, σχηµατίζεται ένα όµοιο….. ένας οµόκεντρος 

    κύκλος µε τον αρχικό που φαίνεται στο σχήµα. 

    

     Ο Σταύρος, (15.6) µε τη βοήθεια και του σχήµατος που είχα κάνει στον 

πίνακα, µορφοποιεί µια εικόνα κατά την οποία διαδοχικοί κύκλοι ή κύλινδροι 

απειροελάχιστου πάχους, πέφτουν ο ένας πάνω στον άλλο και κατ’ αυτόν τον 
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τρόπο επιτυγχάνεται η συσσώρευση του όγκου V του νερού συναρτήσει του 

ύψους x στο οποίο βρίσκεται η άνω επιφάνειά του. Με λίγη τόλµη µπορούµε να 

υποθέσουµε ότι η εικόνα αυτή είναι µια πρώιµη αναπαράσταση της σχέσης 

0

( ) ( )
x

V x t dt= Ε∫ . Είναι η ίδια εικόνα που θα σχηµάτιζε κάποιος στην προσπάθειά 

του να υπολογίσει το διάστηµα που διήνυσε ένα αυτοκίνητο, το οποίο επιταχύνει 

για ένα ορισµένο χρονικό διάστηµα, θεωρώντας  δηλαδή ότι το διάστηµα αυτό 

είναι άθροισµα στοιχειωδών διαστηµάτων που διανύθηκαν µε σταθερή ταχύτητα 

σε κάθε απειροελάχιστη στιγµή του χρόνου! Το συµπέρασµα που µπορούµε να 

αποκοµίσουµε από το σχόλιο του Σταύρου είναι ότι υπάρχουν πρώιµοι τύποι 

αναπαραστάσεων, οι οποίοι µπορούν να χρησιµοποιηθούν παιδαγωγικά στη 

διδασκαλία των βασικών εννοιών του απειροστικού λογισµού. Αποµένει βέβαια 

το ανοικτό ερώτηµα κατά πόσο µπορούµε να διασφαλίσουµε τις ευκαιρίες εκείνες 

στους µαθητές ώστε να χρησιµοποιήσουν τις εµπειρίες αυτές κατά τρόπο 

αποτελεσµατικό για µια εµβάθυνση στον απειροστικό λογισµό. Η άποψή µας 

αυτή ενισχύεται και από το διάλογο που επακολούθησε µετά την απάντηση στο 

δεύτερο ερώτηµα, όπου ζητούσαµε να εκφραστεί ο όγκος του νερού µέσα στο 

δοχείο, προσεγγιστικά µε τη βοήθεια ενός αθροίσµατος Riemann. Προκειµένου τα 

παιδιά να αισθανθούν πιο οικεία, τους ανέφερα το πρόβληµα του εµβαδού κάτω 

από µια θετική συνάρτηση y=f(x), x∈ [0,8], περικλειόµενο  από τον άξονα x΄x, 

καθώς επίσης και από τις ευθείες x=0 και x=5, η οποία όµως κινείται παράλληλα 

προς τον εαυτό της, διαγράφοντας έτσι ένα συνεχώς µεταβαλλόµενο εµβαδόν, 

που δίνεται κατά προσέγγιση, από τη συνάρτηση 
1

( ) ( ), [0,8]
i

x x
x f i x

ν

ν ν=

Ε = ∈∑ . 

Και ο διάλογος 16 έγινε µε το τµήµα στο δηµόσιο σχολείο: 

 

      ∆ιάλογος 16 

 

16.1   ∆ιδ:   Με ποια διαδικασία θα βρείτε ακριβέστερη  

τιµή του εµβαδού, κάτω από την καµπύλη y=f(x); 

16.2   Σταύρος:  Με το ολοκλήρωµα. 

16.3   ∆ιδ:   Πριν φτάσουµε εκεί…. 

16.4   Σταύρος:  Είναι πιο χρονοβόρα διαδικασία.  

Πρέπει να χωρίσουµε σε πάρα πολύ µικρά κοµµάτια. 

16.5   ∆ιδ:   Σε πόσα; 
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16.6   Σταύρος:  Σε άπειρα. 

16.7   ∆ιδ:   Πρακτικά γίνεται αυτό; 

16.8   Σταύρος:  Όχι. 

16.9   ∆ιδ:   Πώς φαντάζεσαι τη διαδικασία, µπορείς να µου πεις; 

16.10  Σταύρος:  Λόγω της καµπύλης, δε µπορούµε  

να υπολογίσουµε ακριβώς το…(σηκώνεται στον πίνακα  

και δείχνει το καµπύλο τµήµα της γραφικής 

    παράστασης ανάµεσα σε δύο κατακόρυφες ευθείες),  

είναι αυτό εδώ που µας ενοχλεί. Και δεν µπορούµε  

να υπολογίσουµε αυτό το εµβαδόν. 

16.11  ∆ιδ:   Μάλιστα. Όταν τα κοµµάτια γίνονται ολοένα  

και περισσότερα, τι φαντάζεσαι ότι συµβαίνει; 

16.12  Σταύρος:  Χωρίζουµε όλο και σε περισσότερα κοµµάτια  

έτσι ώστε να βγάλουµε πιο ίσια τη διάσταση αυτή, 

    (δείχνει το επάνω µέρος της λωρίδας που είναι τµήµα της καµπύλης),  

να είναι έτσι ώστε, να µπορούµε να υπολογίσουµε µε τους  

τύπους που γνωρίζουµε, το εµβαδόν του χωρίου. 

16.13  ∆ιδ:   Έχεις τη δυνατότητα να χωρίζεις το διάστηµα  

σε ολοένα και περισσότερα κοµµάτια; 

16.14  Σταύρος:  ∆ε γίνεται µέχρι ένα σηµείο µπορώ να  

το κάνω, από εκεί και πέρα. 

16.15  ∆ιδ:   Τι θα σε εµπόδιζε να συνεχίσεις ακόµη και  

από το σηµείο που φαντάζεσαι; 

16.16  Σταύρος:  Το µέγεθος. 

16.17  ∆ιδ:   Θεωρητικά όµως;  

16.18  Σταύρος:  Θεωρητικά µπορεί να γίνει, πρακτικά δε γίνεται. 

16.19  ∆ιδ:   ∆ηλαδή το συµπέρασµα είναι ότι, 

    µπορούµε τελικά να χωρίζουµε το διάστηµα 

    σε ολοένα και περισσότερα κοµµάτια, χωρίς  

τελικά αυτή η διαδικασία να έχει ένα τέλος, έτσι; 

    

     Η άθροιση των απείρως µικρών κατά προσέγγιση ορθογωνίων υπάρχει στη 

σκέψη του Σταύρου, (16.6, 16.8, 16.12), και αυτό είναι µια πρώιµη εικόνα 

συσσώρευσης ενός µεγέθους. Το πρόβληµά του φαίνεται να είναι περισσότερο 

πρακτικό. Πως δηλαδή θα χωρίσει το εµβαδόν σε ικανά ως προς τον αριθµό 

κοµµάτια, το κάθε ένα από τα οποία θα είχε εµβαδόν που θα µπορούσε να 

υπολογιστεί «µε τους τύπους που ξέρουµε». Φαίνεται να τον εµποδίζει το 

πεπερασµένο του σχήµατος (16.14, 16.16) και αυτό για έναν µαθητή της ηλικίας 

αυτής δεν πρέπει να µας εκπλήσσει. Το θέµα είναι, αµέσως µετά, να αντιληφθεί 
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ότι θεωρητικά η διαίρεση αυτή είναι εφικτή, πράγµα το οποίο δεν δυσκολεύεται 

να αποδεχτεί, (16.18). Αποµένει πλέον να πειστούµε ότι οι µαθητές 

αντιλαµβάνονται το άπειρο αυτής της διαδικασίας και τη συνέχειά της, πράγµα 

για το οποίο δε µπορούµε να είµαστε απολύτως βέβαιοι. Σε αυτό το σηµείο 

(16.19), η επέµβασή µας απέβλεπε στο να συνοψίσει τη σκέψη του µαθητή έτσι 

ώστε να έχουµε την επιθυµητή µετατόπιση του νοήµατος που ήταν και ο βασικός 

στόχος των διαλόγων µε τους µαθητές.  Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να πούµε 

ότι τα αποτελέσµατα ήσαν ικανοποιητικά.  

 

4.6.    Ο ρυθµός µεταβολής της συσσώρευσης 

 

     Με δεδοµένο ότι οι µαθητές δεν ήταν καθόλου εξοικειωµένοι µε τα 

αθροίσµατα Riemann αφ’ ενός, και λόγω του περιορισµένου χρόνου που είχαµε 

στη διάθεσή µας αφ’ ετέρου, αποφασίσαµε να βοηθήσουµε στον υπολογισµό του 

όγκου του νερού που πέφτει στο ανεστραµµένο κωνικό δοχείο, συναρτήσει του 

ύψους x του νερού. Η µη εξοικείωση των µαθητών µε τα αθροίσµατα Riemann, 

ωφείλεται στο γεγονός ότι το βάρος κατά τη διδασκαλία της έννοιας του 

ολοκληρώµατος  πέφτει στις µεθόδους υπολογισµού και όχι στην εµβάθυνση στην 

ίδια την έννοια. Εξ’ άλλου, ο µοναδικός στόχος του ερωτήµατος (β) ήταν να 

κατανοήσουν τα παιδιά ότι µπορούµε να έχουµε έναν τύπο µιας συνάρτησης, η 

οποία, έστω και κατά προσέγγιση, θα µας δίνει τον όγκο του νερού σε ύψος x 

µέσα στο κωνικό δοχείο διαφορετικό από το γνωστό τύπο του κώνου. Φτάσαµε 

λοιπόν στη συνάρτηση  
1

( ) ( ), [0,8]
i

x x
V x E i x

ν

ν ν=

= ∈∑ . Ακολούθως ζητήθηκε από 

τους µαθητές να βρουν το τύπο της συνάρτησης που δίνει το µέσο ρυθµό 

µεταβολής του όγκου σε οποιοδήποτε διάστηµα πλάτους h, µέσα στο [0,8]. Αν 

εξαιρέσουµε µια-δυο περιπτώσεις που οι µαθητές φάνηκε να συγχέουν για άλλη 

µια φορά το µέσο ρυθµό µεταβολής και την παράγωγο, πρόβληµα στο οποίο 

έχουµε ήδη αναφερθεί, η απάντηση από τους υπόλοιπους και στις δύο τάξεις ήταν 

άµεση και χωρίς δισταγµό: 
( ) ( )

( )
V x h V x

dV x
h

+ −
= . Το γεγονός αυτό µας οδηγεί 

στο συµπέρασµα ότι η διεξοδική συζήτηση µέσα στην τάξη, κατά την 

αντιµετώπιση του πρώτου προβλήµατος, για τη µέση ταχύτητα του αντικειµένου 
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σε οποιοδήποτε διάστηµα πλάτους h, και η µετέπειτα γενίκευσή του για το τυχαίο 

µέγεθος y=f(x), είχε αποδώσει καρπούς. Γενικότερα η εµβάθυνση στις βασικές 

έννοιες του απειροστικού λογισµού, φαίνεται να είναι ο µοναδικός τρόπος για µια 

όχι µηχανιστική προσέγγιση αυτού του δύσκολου γνωστικού αντικειµένου.  

Τα παιδιά είχαν χαράξει µε σχετική ευκολία τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 29
( ) , [0,8]

64
x x x

π
Ε = ∈ , που εκφράζει την επιφάνεια µιας οριζόντιας 

τοµής του νερού σε ύψος x. Η έλλειψη ενός προγράµµατος γραφικών, δε µας 

επέτρεψε να προβάλλουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης dV(x), για να 

τους δείξουµε ότι είναι ταυτόσηµη µε αυτήν της Ε(x). Το ερώτηµα λοιπόν τέθηκε 

αναγκαστικά σε δύο φάσεις: Ζητήθηκε πρώτα να αναπαραστήσουν τη διαφορά 

V(x+h)-V(x),  και µετά να δικαιολογήσουν τη σχέση   
( ) ( )

( )
V x h V x

x
h

+ −
≈ Ε . 

Τα παιδιά µε σχετική ευκολία κατανόησαν ότι η διαφορά V(x+h)-V(x), 

παριστάνει κατά προσέγγιση τον όγκο του «στοιχειώδους κυλίνδρου» που έχει 

βάση Ε(x) και ύψος h. Παρ’ όλα αυτά βρήκαν µε αρκετή δυσκολία ότι ο όγκος 

αυτός ισούται µε Ε(x)h και αυτό πρέπει λογικά να το αποδώσουµε στην ελλιπή 

έως και ανύπαρκτη ενασχόλησή τους µε τους όγκους στερεών και γενικά µε τη 

στερεοµετρία. Στο απόσπασµα που ακολουθεί φαίνεται η συζήτηση που είχαµε 

για το θέµα αυτό στο τµήµα του δηµόσιου σχολείου: 

 

∆ιάλογος 17 

 

17.1   Μαθήτρια:  (∆ιαβάζει το ερώτηµα). Τι εκφράζει η διαφορά V(x+h)-V(x); 

17.2   ∆ιδ:   Να το δείτε και να το συζητήσετε µεταξύ σας. 

17.3   Σταύρος:  (Μετά από περίπου 30́ ΄) εκφράζει  

το κυλινδρικό σχήµα το οποίο έχει σχηµατιστεί. 

17.4   ∆ιδ:   Να γράψετε την απάντησή σας στο  

φύλλο εργασίας, µας ενδιαφέρει. 

17.5   Γιάννης: Μήπως εκφράζει τη διαφορά ύψους; 

17.6   ∆ιδ:   Μα αφού πρόκειται για όγκο. 

17.7   Γιάννης:  Ναι, εκφράζει διαφορά όγκων. 

17.8   ∆ιδ:   Γενικότερα το V(x+h), τι εκφράζει; 

17.9   Κων/ντίνα:  Τον όγκο σε ύψος x+h. 

17.10  ∆ιδ:   Πολύ ωραία, και το V(x); 

17.11  Κων/ντίνα:  Τον όγκο µέχρι  ύψος x. 
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17.12  ∆ιδ:   Αν λοιπόν αφαιρέσετε αυτούς τους δύο  

όγκους τι θα βρείτε; 

17.13  Μαθητής:  Τον όγκο του κυλίνδρου που έχει  

ύψος h και βρίσκεται σε ύψος x. 

17.14  Γιάννης: (∆ιαβάζει το επόµενο ερώτηµα).  

Να δικαιολογήσετε τη σχέση .
( ) ( )

( )
V x h V x

x
h

+ −
≈ Ε . 

17.15  ∆ιδ:  Συζητείστε το µεταξύ σας, µας ενδιαφέρει πολύ. 

17.16  Σταύρος:  Σύµφωνα µε την προηγούµενη απάντηση  

που έχουµε δώσει στο προηγούµενο ερώτηµα,  

για το λόγο ότι ο όγκος που σχηµατίστηκε  

µε τα σχήµατα που έχουµε φτιάξει στον πίνακα,  

είναι κατά προσέγγιση ίσος µε τον όγκο του νερού  

που έχει σχηµατιστεί στο σχήµα, άρα και σύµφωνα 

    µε αυτήν τη διαφορά που µας δίνει τον όγκο του  

νερού που έχει γεµίσει το δοχείο. Πρέπει το h να τείνει στο µηδέν. 

17.17  ∆ιδ:   ………………..Αυτό θα το δούµε µετά.  

Σε αυτήν τη φάση θέλουµε να δικαιολογήσουµε την ισότητα……. 

17.18  ∆ιδ:   Τι εκφράζει η διαφορά των δύο όγκων, είπαµε; 

17.19  Μαθητής:  Τον όγκο του επάνω κοµµατιού. 

17.20  Μαθήτρια:  Σε ύψος h. 

17.21  ∆ιδ:   Πού έχει ύψος h…πόσο είναι αυτός; 

17.22  Μαθητές:  x… 

17.23  ∆ιδ:   Ο όγκος; 

17.24  Μαθητής:  Είναι (x+h)-x. 

17.25  ∆ιδ:   Ο όγκος του κυλίνδρου παιδιά πως θα δοθεί; 

17.26  Μαθητής:  V(h).  

17.27  Ανδρέας:  ∆V! 

17.28  ∆ιδ:   Από ποιον τύπο δίνεται ο όγκος του κυλίνδρου; 

17.29  Αλέξανδρος:  E(x)h(!). 

17.30  Ανδρέας:  Πως το βγάζουµε αυτό;; 

17.31  ∆ιδ:   Ο όγκος του κυλίνδρου δίνεται από τον τύπο 

(εµβαδόν βάσης)x(ύψος), αλλά πόσο είναι το εµβαδόν 

    της βάσης του επάνω κυλίνδρου; ∆εν είναι η τιµή  

της συνάρτησης Ε(x), που υπολογίστηκε στο πρώτο 

    ερώτηµα; Για διαιρέστε µε το h τώρα.  

(Γράφω στον πίνακα τις ισότητες  V(x+h)-V(x)≈Ε(x)h⇒  

( ) ( )
( )

V x h V x
x

h

+ −
≈ Ε ). 
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      Η Κωνσταντίνα επιστρατεύει τις εµπειρίες της γύρω από την έννοια της 

συνάρτησης και ξεκαθαρίζει (17.9, 17.11) τα πράγµατα σχετικά µε τη διαφορά 

V(x+h)-V(x). Υπενθυµίζουµε ότι ένας από τους στόχους των επεµβάσεών µας 

ατά τη διάρκεια της διαπραγµάτευσης των εννοιών ήταν ο επανακαθορισµός των 

απόψεων των µαθητών για τις βασικές έννοιες της ανάλυσης. Ένα ποσοστό των 

µαθητών ανταποκρίνεται και στην περίπτωση αυτή, η Κωνσταντίνα φαίνεται να 

µας επιβεβαιώνει. Ο Σταύρος (17.16) µπαίνει σε έναν ασαφή συλλογισµό 

προκειµένου να καταλήξει στο συµπέρασµα ότι πρέπει ο h να τείνει στο 0, 

πράγµα που µάλλον υποπτεύεται έχοντας υπ’ όψη τον ορισµό της παραγώγου, 

χωρίς ουσιαστικά να προσεγγίζει το ερώτηµα. Αµέσως παρακάτω φαίνεται πως 

υπάρχει για άλλη µια φορά σύγχυση µεταξύ της µεταβλητής x, που είναι το ύψος 

του νερού, και του h, που είναι το ύψος του τελευταίου «στοιχειώδους 

κυλίνδρου», (17.20, 17.24, 17.26), που προέκυψε µετά την «Νευτώνεια» 

στιγµιαία αύξηση του όγκου V. Το φαινόµενο αυτό το είχαµε ξανασυναντήσει 

όταν συζητούσαµε για τον µέσο ρυθµό, στο πρώτο πρόβληµα. Γίνεται δηλαδή 

φανερό ότι υπάρχουν αντιλήψεις των µαθητών που δεν έχουν ακόµη 

ανασκευαστεί. Ο Αλέξανδρος τέλος, φαίνεται να έχει τον πλήρη έλεγχο σχετικά 

µε το ρόλο της συνάρτησης Ε(x), που βρέθηκε στο ερώτηµα (α), και το 

επιβεβαιώνει (17.29), µε τη σιγουριά µε την οποία δίνει την απάντηση Ε(x)h. Η 

παρέµβασή µας στο τέλος του διαλόγου (17.31), είχε στόχο να συνοψίσει τη 

σκέψη και να βοηθήσει στην κατανόηση της απάντησης. Παρ’ όλα αυτά δεν 

µπορούµε µε απόλυτο τρόπο να είµαστε σίγουροι, ότι ο Αλέξανδρος ή κάποιο από 

τα παιδιά γενικότερα, καταλαβαίνουν τι αναπαριστά η έκφραση 

( ) ( )
( )

V x h V x
dV x

h

+ −
= , δηλαδή τη µεταβολή του όγκου σε συνάρτηση µε τη 

µεταβολή του ύψους του νερού. Σ’ αυτό ίσως δε βοηθά καθόλου το γεγονός, ότι 

οι µαθητές φαίνεται να ξεχνούν πως το h του παρονοµαστή, έχει προκύψει από τη 

διαφορά (x+h)-x και άρα πρόκειται για µεταβολή του ύψους x του νερού. ∆εν 

φαίνεται να γίνεται επίσης κατανοητό, ότι προσπαθούµε να αιτιολογήσουµε την 

ισότητα δύο  διαφορετικών µεγεθών όπως είναι ο ρυθµός µεταβολής του όγκου 

και η  επιφάνεια της οριζόντιας τοµής του νερού. Το κρίσιµο αυτό σηµείο έγινε 

προσπάθεια να διερευνηθεί, κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας µε το τµήµα του 

ιδιωτικού σχολείου. Το γεγονός ότι επιλέξαµε ένα πρόβληµα όπου το µέγεθος, 

του οποίου τον ρυθµό µεταβολής συζητάµε δεν είναι το διάστηµα και η 
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ανεξάρτητη µεταβλητή δεν είναι ο χρόνος, συνετέλεσε ώστε να δυσκολέψει τα 

παιδιά ακόµη περισσότερο στο να σκεφτούν για το ρυθµό. Πιο πολύ φαίνεται να 

ασχολούνται µε κάποια συναρτησιακή σχέση του όγκου V(x) και της επιφάνειας  

E(x) παρά µε το  ρυθµό µεταβολής του όγκου V(x). Ο διάλογος που ακολουθεί 

είναι αρκετά κατατοπιστικός, και έγινε στο ιδιωτικό σχολείο.  

      Έχουµε δείξει τη σχέση 
( ) ( )

( )
V x h V x

x
h

+ −
≈ Ε  και η επόµενη ερώτηση είναι πως 

      µπορούµε να προσεγγίσουµε καλύτερα το Ε(x), από το κλάσµα 
( ) ( )V x h V x

h

+ −
. 

      ∆ιάλογος 18 

 

18.1   Ντοριάν:  Θα πάρουµε το όριο όταν ο h τείνει στο 0. 

18.2   ∆ιδ:   Μπορείς να µας περιγράψεις πως 

    αντιλαµβάνεσαι αυτή τη διαδικασία; 

18.3   Ντοριάν:  Όσο µικρότερο είναι το h, τόσο µικρότερη 

    σηµασία θα έχει το πάχος αυτό, (δείχνει µε το δείκτη 

    και τον αντίχειρα το πάχος h να µικραίνει), 

και άρα θα αντικατοπτρίζει καλύτερα το  

εµβαδόν αυτής της επιφάνειας. 

18.4   ∆ιδ:   Μπορείς να παίρνεις τιµές του h, όσο µικρές θέλεις; 

18.5   Ντοριάν:  Ναι. 

18.6   ∆ιδ:   Πόσο µικρές δηλαδή; 

18.7   Ντοριάν:  Μηδενικές. 

18.8   Νικολέττα:  Όσο µικραίνει ο h, δεν έχει 

    όγκο ο κύλινδρος, ο κύλινδρος δεν υπάρχει,  

υπάρχει µόνο η επιφάνεια. 

18.9   ∆ιδ:  Εκφυλίζεται δηλαδή στο Ε(x). Τη διαδικασία αυτή,  

δηλαδή τη συνεχή ελάττωση του h, εύκολα τη φαντάζεσαι;  

Μια θετική ποσότητα όπως ο h, πόσο µπορεί να µικραίνει; 

18.10  Νικολέττα:  Μέχρι να µηδενιστεί…….εεε όχι βασικά να τείνει στο 0… 

18.11  Κων/ντίνος:  Η ισότητα συνεπώς, θα ισχύει για h=0. 

18.12  ∆ιδ:   ∆ηλαδή;…είπες για h=0;…….θέλω να µου 

πεις µε ποιον τρόπο προσεγγίζω από εδώ ( δείχνω το κλάσµα 

    
( ) ( )V x h V x

h

+ −
) το Ε(x) καλύτερα και πότε έχουµε ισότητα; 

18.13  Κων/ντίνος:  Η προσέγγιση γίνεται µε τον τρόπο που 

είπε ο Ντοριάν, καθώς ο h τείνει στο 0. 

18.14  ∆ιδ:   Μάλιστα. Άρα η ισότητα ποια είναι; 

18.15  Κων/ντίνος:  Όταν το h τείνει στο 0. 
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18.16  ∆ιδ:   Θέλω να µου πεις αν καταλαβαίνεις τη διαφορά της 

    κατάστασης h=0  και 0h→ , και έχω…. 

18.17  Κων/ντίνος:  Καταλαβαίνω. Όταν το h  

τείνει στο 0 απεριόριστα, ο όγκος του 

κυλίνδρου πλησιάζει όλο και περισσότερο στο  

εµβαδόν της επιφάνειας. 

 

     ∆ύο είναι τα θέµατα που πρέπει να αναλυθούν, στο απόσπασµα αυτό. Το πρώτο 

είναι οι απόψεις των παιδιών για την έννοια του ορίου και πως τη χρησιµοποιούν για 

να δικαιολογήσουν το πότε έχουµε ισότητα στη σχέση 
( ) ( )

( )
V x h V x

x
h

+ −
≈ Ε  και το 

δεύτερο, η αδυναµία τους να δουν τη µεταβολή του όγκου σε σχέση µε τη µεταβολή 

του ύψους. Η αδυναµία τους δηλαδή να σκεφτούν για το ρυθµό µεταβολής του όγκου 

και να τον συγκρίνουν µε την επιφάνεια της οριζόντιας τοµής του νερού.  

    Σχετικά µε το πρώτο είναι φανερές και πάλι κάποιες  παρανοήσεις γύρω από την 

έννοια του ορίου  γνωστές και από τις προηγούµενες αναλύσεις µας. Ο Ντοριάν και η 

Νικολέττα δείχνουν να έχουν εµπεδώσει τη διαδικασία προσέγγισης του h προς το 0, 

(18.3, 18.8, 18.10), δεν είµαστε βέβαιοι όµως ότι αντιλαµβάνονται το ατέρµονο της 

διαδικασίας και το σπουδαιότερο, αν αυτή θα οδηγήσει τελικά στο σωστό 

αποτέλεσµα. Πιο χαρακτηριστική είναι όµως η περίπτωση του Κωνσταντίνου, ο 

οποίος διαχωρίζει πλήρως την προσέγγιση από την ισότητα, (18.11, 18.13) είναι 

απόλυτα σίγουρος ότι η ισότητα επιτυγχάνεται όταν ο h ισούται µε το µηδέν, και η 

προσέγγιση απλά γίνεται καλύτερη όσο πιο πολύ ο h τείνει στο µηδέν δείχνοντας 

βέβαιος ότι το όριο δεν µπορεί να δώσει το σωστό αποτέλεσµα. Είναι ολοφάνερο, ότι 

ο Κωνσταντίνος δεν είχε αντιληφθεί τι µπορεί να πετύχει χειριζόµενος σωστά την 

έννοια του ορίου. Στα (18.15, 18.17) όµως, διαφαίνεται µια αναθεώρηση των 

απόψεών του προς τη σωστή κατεύθυνση. Αποµένει πάντα στη σκέψη µας το 

ερωτηµατικό για το αν οι µαθητές έχουν κατανοήσει ότι µόνο αν η διαδικασία είναι 

άπειρη θα τους οδηγήσει στο σωστό αποτέλεσµα.    

     Σχετικά µε το δεύτερο, οι µαθητές φαίνεται να καταλαβαίνουν ότι καθώς το ύψος 

h του νερού στο ανεστραµµένο κωνικό δοχείο αυξάνει, αυξάνουν και ο όγκος και η 

επιφάνεια της  κυκλικής οριζόντιας τοµής. Αυτό όµως δεν είναι αρκετό για να τους 

βοηθήσει να σκεφτούν για τον τρόπο µε τον οποίο αυξάνει ο όγκος σε σχέση µε την 

αύξηση του ύψους. Το γεγονός ότι το πρόβληµα που επιλέξαµε δεν ήταν ένα από τα 

συνηθισµένα όπου η συσσώρευση αφορά το διάστηµα και ο ρυθµός την ταχύτητα, µε  
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ανεξάρτητη µεταβλητή  το χρόνο, κατά την άποψή µας δυσκόλεψε ακόµη 

περισσότερο τους µαθητές. Ο Ντοριάν, η Νικολέττα και ο Κωνσταντίνος βλέπουν την 

αύξηση του όγκου ανεξάρτητα από την οποιαδήποτε  αύξηση του ύψους. Αντίθετα 

εισέρχονται σε µια οριακή διαδικασία (18.3, 18.8)  κατά την οποία, όταν µικραίνεις 

τον  όγκο του στοιχειώδους κυλίνδρου παίρνεις ένα εµβαδόν.  Η εικόνα που 

σχηµατίζουν θα µπορούσε να αναπαρασταθεί από τη σχέση, 

0
lim( ( ) ( )) ( )
h

V x h V x E x
→

+ − = , ενώ το h στον παρονοµαστή του πηλίκου διαφορών, 

λίγη σηµασία φαίνεται να έχει γι’ αυτούς. Είναι προφανές ότι τους έχει διαφύγει πως 

προέρχεται από τη διαφορά (x+h)-x, πράγµα που θα µπορούσε να τους βοηθήσει να 

προσανατολιστούν στο ρυθµό και όχι µόνο σε µια συναρτησιακή µεταβολή. Κατά τον  

Thompson, µια πολύ φυσική αναπαράσταση του πηλίκου διαφορών 
( ) ( )V x h V x

h

+ −
 

σε σχέση µε το ρυθµό µεταβολής της συσσώρευσης, είναι ότι αναπαριστά το µέσο 

ρυθµό µεταβολής του όγκου στο διάστηµα [x, x+h], όπου ο όγκος υπολογίζεται από 

το άθροισµα Riemann. Από τη στιγµή που στο παραπάνω διάστηµα ο όγκος αυξάνει 

εκτείνοντας κάθετα τον στοιχειώδη κύλινδρο που έχει βάση Ε(x), το εµβαδόν δηλαδή 

της οριζόντιας τοµής του νερού σε ύψος x, και η βάση αυτή παραµένει σταθερή καθ’ 

όλη τη διάρκεια της αύξησης στο διάστηµα [x, x+h], τότε ο όγκος αυξάνει µε ρυθµό 

Ε(x). Είναι δε και ο ρυθµός µε τον οποίο αυξάνει ο συνολικά συσσωρευµένος όγκος 

του νερού, ανεξάρτητα από την ποσότητα που έχει πιο πριν συσσωρευτεί. Αυτό είναι 

ανάλογο µε την περίπτωση της ταχύτητας: Αν σκεφτόµαστε για µια συνολική 

συσσώρευση της απόστασης, συναρτήσει του χρόνου, και αν θεωρήσουµε ότι, µέσα 

σε ένα (πολύ µικρό) χρονικό διάστηµα, η απόσταση αυξάνεται µε σταθερό ρυθµό, 

τότε, ανεξάρτητα από το πόση απόσταση έχει συσσωρευτεί πριν από αυτό το χρονικό 

διάστηµα, η συνολικά συσσωρευµένη απόσταση µεταβάλλεται µε αυτόν το σταθερό 

ρυθµό σ’ αυτό το χρονικό διάστηµα. Ανάλογο επίσης είναι και το παράδειγµα του 

δοχείου που αναφέρθηκε πιο πριν και στο οποίο ρίχνουµε υγροποιηµένο πλαστικό. 

Κατά τη διάρκεια που το πλαστικό γεµίζει το τρίτο διαµέρισµα του δοχείου, ο 

συνολικά συσσωρευµένος όγκος του υγρού, αυξάνεται µε ρυθµό που ισούται µε το 

εµβαδόν της βάσης του τρίτου διαµερίσµατος, µια που καθ’ όλη τη διάρκεια που αυτή 

γεµίζει, η βάση της διατηρείται σταθερή.    

     Στη συνέχεια και µπαίνοντας στην τελική ευθεία για την αιτιολόγηση του 

θεµελιώδους θεωρήµατος, έγινε µια ακόµη προσπάθεια να προσανατολίσουµε τον 
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διάλογο στο ρυθµό µεταβολής του όγκου ως προς την αύξηση του ύψους της στάθµης 

του νερού. Παράλληλα µας δόθηκε η ευκαιρία να συζητήσουµε για την οριακή 

διαδικασία που οδηγεί στον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος και να 

επιχειρήσουµε µια ακόµη εµβάθυνση στην έννοια του ορίου. Ο διάλογος 19 έγινε 

κατά τη διδασκαλία του δεύτερου προβλήµατος µε το τµήµα του ιδιωτικού σχολείου. 

 

∆ιάλογος 19 

 

19.1   ∆ιδ:   Πριν πάµε στο τελευταίο ερώτηµα,  

θα ήθελα να µου πει κάποιος πως  

αντιλαµβάνεται το ρυθµό αύξησης του όγκου 

    συναρτήσει του ύψους x. Σε σχέση δηλαδή µε το ύψος x. 

19.2   Κων/ντίνος:  ∆ηλαδή καθώς ρίχνουµε νερό και 

αυξάνεται η στάθµη του νερού, (κάνοντας µε το  

δείκτη τεντωµένο προς τα πάνω µια ανοδική 

    κίνηση),  πόσο γρήγορα γεµίζει ο κύλινδρος  

(σχηµατίζοντας µε τα δύο του χέρια µια κυκλική 

επιφάνεια και κάνοντας µια ανοδική κίνηση,  

ανοίγοντάς τα ταυτόχρονα, όπως ακριβώς ανοίγει ο κώνος).  

19.3   ∆ιδ:   Μάλιστα. 

19.4   Έντυ:   Ο όγκος µε τι ρυθµό αυξάνεται ή το ύψος; 

    Γιατί αν πρόκειται για τον όγκο, εξαρτάται 

µε τι ρυθµό ρίχνουµε εµείς το νερό.  

Αν ρίχνουµε το νερό µε σταθερό ρυθµό, 

 ο όγκος αυξάνεται πάντα σταθερά αλλά  

το ύψος δεν αυξάνεται σταθερά. 

19.5   ∆ιδ:   Αυτό Έντυ, πότε έχει σηµασία; 

19.6   Έντυ:   Αν το βλέπαµε χρονικά. 

19.7   ∆ιδ:   Θέλω να µου δώσετε τις µονάδες µέτρησης  

του ρυθµού µεταβολής του όγκου. 

19.8   Έντυ:   m3/sec 

19.9   ∆ιδ:   Ως προς x πάντα. 

19.10  Έντυ:   m2 

19.11  ∆ιδ:   Γιατί; 

19.12  Σταύρος:   Είναι m3/m. 

19.13  ∆ιδ:   Πράγµατι είναι µονάδες µέτρησης του όγκου, 

    ανά µονάδα µέτρησης του ύψους. Οπότε µε τη  

βοήθεια και της µονάδας µέτρησης, µπορείτε να  

δείτε το ρυθµό αύξησης του όγκου ως προς το ύψος; 
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    Αν για παράδειγµα αυτό ήταν κάποια στιγµή κ m3/m,  

τι περιγράφει ακριβώς; 

19.14  Σταύρος:   Ότι αν µεταβληθεί το ύψος κατά ένα µέτρο,  

µεταβάλλεται ο όγκος κατά κ m3. 

19.15  ∆ιδ:   Για κάθε ένα µέτρο αύξησης του ύψους,  

έχουµε κ m3 αύξησης του όγκου. Μάλιστα….στη συνέχεια 

    ζητάµε να επιστρέψετε στο ερώτηµα (β) και να µας πείτε,  

µε ποιον τρόπο µπορούµε να προσεγγίσουµε καλύτερα,  

την ακριβή τιµή του όγκου V(5) και ποια θα είναι η ακριβής  

τιµή του όγκου. Απαντήστε πρώτα στο φύλλο εργασίας. 

…………………………………………..(µετά από περίπου 5΄) 

19.16  Ντοριάν:   Μήπως όταν το ν τείνει στο άπειρο,  

να το χωρίσουµε δηλαδή σε άπειρα…. 

19.17  Σταύρος:   Το όριο του V(5), καθώς ο ν τείνει στο άπειρο. 

19.18  Ιάσων:   άµα ολοκληρώσουµε το Ε(x), το ίδιο πράγµα 

    δεν είναι; Ολοκλήρωµα της Ε(x) ντε x, το ίδιο πράγµα δεν είναι; 

19.19  ∆ιδ:   Μάλιστα. Είναι φανερό ότι πολλά εξαρτώνται 

    από το βαθµό στον οποίο κατανοήσατε τον ορισµό  

του ορισµένου ολοκληρώµατος φέτος. ∆ώστε την 

    απάντησή σας στο φύλλο εργασίας, γιατί αµέσως  

µετά θέλω να συζητήσουµε την κατάσταση κατά την οποία, 

χωρίζουµε τον όγκο σε ολοένα και περισσότερα κοµµάτια. 

……………………………………………………………………..(µετά από περίπου 3΄) 

19.20  ∆ιδ:   Μπορεί κάποιος να περιγράψει την εικόνα που  

έχει καθώς χωρίζουµε το ύψος από 0 έως 5  

σε ολοένα και περισσότερα κοµµάτια; Τι ακριβώς γίνεται; 

19.21  Άρης:   Μικραίνει το πλάτος των κυλίνδρων και έτσι  

µικραίνει η απόκλιση από τον όγκο V(5) και τον  

προσεγγίζουµε καλύτερα. 

19.22  ∆ιδ:   Και στην οριακή κατάσταση κατά την οποία  

ο ν τείνει στο άπειρο; ……(ησυχία). 

∆ηλαδή τι θέλω να κατανοήσετε: αν δείτε  

το ν οσοδήποτε µεγάλο αλλά συγκεκριµένο, 

 το άθροισµα αυτό, (δείχνω στο πίνακα την έκφραση  

του αθροίσµατος Riemann για τον όγκο),  

θα υπολογισθεί δια της κλασικής προσθέσεως. 

    Η πρόσθεση όµως, δεν µπορεί να ανταποκριθεί 

στην κατάσταση που προσπαθείτε να µου περιγράψετε 

    δηλαδή όπου χωρίζω το [0,5] σε ολοένα και περισσότερες «φέτες». 

    Το «ολοένα και περισσότερες φέτες», 
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    µπορείτε να µου το περιγράψετε; Το φαντάζεστε; 

19.23  Λυδία:   Χωρίζουµε σε όσο πιο µικρά κοµµάτια µπορούµε. 

19.24  ∆ιδ:    Και το  «ολοένα και περισσότερες» έχει µια 

    διάρκεια ε; πως την αντιλαµβάνεστε; 

19.25  Λυδία:   Το ότι συνεχώς µειώνουµε το ύψος του κάθε κοµµατιού 

19.26  ∆ιδ:   Συνεχώς όµως, έχει σηµασία αυτό που είπες….συνεχώς… 

χωρίς δηλαδή, αυτή η διαδικασία να έχει στο µυαλό µας  

ένα τέλος. ∆ιότι παιδιά αν της δώσετε ένα τέλος, 

τότε έχετε συγκεκριµένο αριθµό προσθετέων και το 

άθροισµα θα σας το βρει η κλασική πρόσθεση.  

∆εν εννοούµε όµως αυτή την κατάσταση…. 

µε τι ισούται λοιπόν ο όγκος για x=5; 

19.27  Σταύρος:   
1

5 5
(5) ( ( ))

i

V lim E i
ν

ν ν ν→∞
=

= ∑ . 

19.28  Πάνος:   Κύριε δυο λεπτά, δεν είπαµε ότι ζητάµε ακριβή τιµή; 

19.29  ∆ιδ:   Αυτή είναι η ακριβής τιµή του όγκου. 

19.30  Πάνος:   Εγώ λέω µε αριθµό, δεν µπορούµε να 

    πάρουµε ολοκλήρωµα από µηδέν έως πέντε Ε(x) ντε x; 

19.31  ∆ιδ:   Μα αν δεν κάνω λάθος, αυτό το όριο, 

    το συµβολίσατε 
5

0

( )E x dx∫ , και το ονοµάσατε  

ορισµένο ολοκλήρωµα της E(x) από µηδέν έως πέντε. 

    Τι είναι λοιπόν το ορισµένο ολοκλήρωµα παιδιά; 

19.32  Μαθητές:   Ένας συγκεκριµένος αριθµός. 

19.33  ∆ιδ:   Ο οποίος εκφράζεται ως το όριο ενός  

αθροίσµατος µε άπειρους προσθετέους. 

 

     Ο Κωνσταντίνος, παρά τις δυσκολίες που είχε προηγουµένως µε την έννοια του 

ορίου, δείχνει τώρα να καταλαβαίνει και να περιγράφει σωστά (19.2) τι σηµαίνει 

ρυθµός µεταβολής του όγκου, ως προς την αύξηση του ύψους. ∆εν πρέπει να 

παραλείψουµε µια αναφορά στις κινήσεις των χεριών και των δακτύλων του, που ως 

γνωστών διευκολύνουν τις εκφράσεις του. Έχουµε τη βεβαιότητα ότι έχει κάνει στη 

σκέψη του την αντιστοιχία µε το ρυθµό µεταβολής του διαστήµατος ως προς το 

χρόνο και κατόπιν δε δυσκολεύτηκε να γενικεύσει. Ο Έντυ παραµένει για λίγο µε την 

εντύπωση ότι η ανεξάρτητη µεταβλητή µας είναι ο χρόνος, µε αποτέλεσµα να νοµίσει 

προς στιγµήν ότι τα πάντα εξαρτώνται από το ρυθµό µε τον οποίο ρίχνουµε το νερό 

στο κωνικό δοχείο, αλλά γρήγορα διορθώνει και επανέρχεται, (19.4, 19.6). Στη 
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συνέχεια επιχειρούµε να δώσουµε µια ακόµη βοήθεια για την εικόνα του ρυθµού 

µεταβολής του όγκου ως προς το ύψος, χρησιµοποιώντας τις µονάδες µέτρησης, και ο 

Σταύρος φαίνεται να ανταποκρίνεται ικανοποιητικά, (19.12, 19.14). Κανείς όµως από 

τους τρείς δεν είναι βέβαιο ότι µπορεί να συνδέσει τον ρυθµό αύξησης του όγκου ως 

προς το ύψος x, µε το εµβαδόν της οριζόντιας τοµής του νερού σε ύψος x. Η σχέση  

( ) ( )
( )

V x h V x
x

h

+ −
≈ Ε  µάλλον γίνεται εύκολα αντιληπτή αλγεβρικά, όχι όµως και 

διαισθητικά!  

     Στη συνέχεια η συζήτηση επανέρχεται στην οριακή διαδικασία µε αφορµή τις 

«φέτες»  στις οποίες χωρίζουµε τον όγκο προκειµένου να µπορέσουµε να τον 

υπολογίσουµε.   Ο Orton,  απέδειξε ότι οι µαθητές είναι ικανοί να εφαρµόζουν µε 

κάποια ευχέρεια τις βασικές τεχνικές της ολοκλήρωσης αλλά αν εξεταστούν 

συστηµατικά και επισταµένως φαίνεται ότι έχουν µεγάλες παρανοήσεις γύρω από τις 

υποκείµενες έννοιες. Τα αποτελέσµατα του Orton δείχνουν ότι το να χωρίσεις ένα 

εµβαδόν ή έναν όγκο και µετά να κάνεις χρήση της οριακής διαδικασίας για τον 

υπολογισµό του, και να δώσεις τους λόγους για τους οποίους αυτή η µέθοδος 

λειτουργεί, δεν αποτελούσε µέρος της διδασκαλίας  για το ολοκλήρωµα. Είναι 

γνωστό ότι παρόµοιες συνθήκες επικρατούν και στην ελληνική µαθηµατική 

εκπαίδευση.  Η οριακή διαδικασία, απαραίτητη στον απειροστικό λογισµό, γενικά 

αγνοείται ή παρακάµπτεται και όταν ξαφνικά κρίνεται επιβεβληµένη τα πράγµατα 

είναι πλέον πολύ δύσκολα για το συγκεκριµένο γνωστικό αντικείµενο. Όταν ο Orton 

ρώτησε, πότε είναι δυνατόν να έχουµε µια ακριβή απάντηση για το εµβαδόν κάτω 

από την καµπύλη y=x2 παίρνοντας όλο και περισσότερα ορθογώνια κάτω απ’ αυτήν, 

µόνο δέκα µαθητές δήλωσαν ότι η οριακή διαδικασία ήταν απαραίτητη και η µόνη 

που µπορεί να δώσει το ακριβές αποτέλεσµα. Εξήντα εννέα µαθητές δήλωσαν ότι 

παίρνοντας ολοένα και περισσότερα ορθογώνια κάτω από την καµπύλη, θα 

µπορούσαν να πετύχουν καλύτερες προσεγγίσεις αλλά µια τέτοια διαδικασία ποτέ δε 

θα µας οδηγούσε στη σωστή απάντηση. Οι µαθητές δεν ήταν εντέλει ικανοί να 

δηλώσουν ότι το όριο θα έδινε και την απάντηση. Είναι δηλαδή φανερό  ότι οι 

µαθητές δεν έχουν πλήρη αντίληψη για τη δύναµη της έννοιας του ορίου και της 

οριακής διαδικασίας στα µαθηµατικά. Αυτό σηµαίνει ότι είτε η διδασκαλία απέτυχε 

να αναπτύξει στους µαθητές µια αίσθηση για τη χρησιµότητα της έννοιας του ορίου, 

και αυτό είναι πιθανό, είτε η χρήση της οριακής διαδικασίας, ειδικά σ’ αυτήν την 

περίπτωση, ήταν ιδιαίτερα δύσκολο να κατανοηθεί από τους µαθητές, Orton, (1983).  
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Ο Ιάσωνας, (19.18), γνωρίζει τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος,  ενώ ο 

Άρης (19.21) µιλάει για άλλη µια φορά για την προσέγγιση που µπορεί να επιτευχθεί 

αυξάνοντας το ν, χωρίς όµως να είµαστε σίγουροι αν αντιλαµβάνεται το άπειρο της 

διαδικασίας. Στο σηµείο αυτό αποφασίζουµε (19.22) να δώσουµε άλλη µια βοήθεια 

προς την κατεύθυνση αυτή µε βασικό στόχο τη µετατόπιση του νοήµατος. Σαν 

αποτέλεσµα αυτής της παρέµβασης έχουµε τη Λυδία (19.23, 19.25) να αφήνει σαφή 

υπονοούµενα για τη συνέχεια της οριακής διαδικασίας, τα οποία προσπαθούµε να τα 

τονίσουµε µε κάθε τρόπο (19.26)  και  το Σταύρο (19.27) να δίνει την  απάντηση για 

την ακριβή τιµή του όγκου για x=5 ως το όριο του αθροίσµατος καθώς ο ν τείνει στο 

άπειρο. Η  παρέµβαση του Πάνου (19.28, 19.30) µας επαναφέρει στην 

πραγµατικότητα, δείχνοντας βέβαιος ότι το όριο δεν µπορεί να µας δώσει την ακριβή 

τιµή του όγκου «µε αριθµό» και επιλέγοντας το ορισµένο ολοκλήρωµα ως µια πιο 

αξιόπιστη λύση!!   

 

4.7. Κάποια άµεσα συµπεράσµατα. 

      

    Οι πρώτες διαπιστώσεις που κάνουµε κλείνοντας την ανάλυση των διαλόγων που 

είχαµε µε τους µαθητές, θα µπορούσαν να σταχυολογηθούν ως εξής: 

• Παρά τη συζήτηση που είχε προηγηθεί γύρω από την έννοια της συνάρτησης 

και της συναρτησιακής µεταβολής, κάποιοι µαθητές συνέχιζαν να 

δυσκολεύονται στο να αναπαριστούν και να ερµηνεύουν συναρτησιακές 

εκφράσεις. 

• Μετά από αρκετή ώρα διδασκαλίας, οι αντιλήψεις µιας µερίδας µαθητών για 

το όριο παρέµειναν επίµονες και σταθερές χωρίς να δείχνουν ότι 

αντιλαµβάνονται τη δυναµική,  την κινητικότητα και κυρίως το ατέρµονο 

αυτών των καταστάσεων. 

• Μόνο ένα µικρό ποσοστό των µαθητών µπορούσε να συσχετίσει τη µεταβολή 

ενός µεγέθους µε τη µεταβολή ενός άλλου µεγέθους. ∆υσκολεύονται δηλαδή 

να αντιληφθούν την έννοια του ρυθµού µεταβολής. 

• Σε κάποιες περιπτώσεις  η µετατόπιση του νοήµατος ήταν προφανής και οι 

µαθητές αυτοί φάνηκε να επωφελούνται άµεσα από µια τέτοια προσπάθεια 

εµβάθυνσης στις θεµελιώδεις έννοιες του απειροστικού λογισµού. 
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5.1.   Συµπεράσµατα – προτάσεις για διδασκαλία. 

    

     Ο Απειροστικός Λογισµός είναι ο κλάδος των µαθηµατικών που εξετάζει πώς τα 

µεγέθη µεταβάλλονται, µε τι ρυθµό µεταβάλλονται και πως η αύξηση των µεγεθών 

συσσωρεύεται. Η σηµασία των παραπάνω για τη γνώση του πραγµατικού κόσµου 

είναι τεράστια γι’ αυτό και το συγκεκριµένο γνωστικό πεδίο συγκεντρώνει ολοένα 

και περισσότερο το ενδιαφέρον των ερευνητών τα τελευταία τριάντα χρόνια. Τα δύο 

προβλήµατα που τέθηκαν προς διαπραγµάτευση κατά τη διάρκεια των διδασκαλιών, 

ήταν σχεδιασµένα κατά τέτοιον τρόπο ώστε να µας δίνεται η ευκαιρία, κατά τη 

διάρκεια της συζήτησης µε τους µαθητές, να διερευνήσουµε τις εικόνες, τις εµπειρίες 

τις αντιλήψεις και τις σκέψεις τους για τις βασικές έννοιες της ανάλυσης. ∆ηλαδή την 

έννοια της συνάρτησης, του µέσου ρυθµού µεταβολής, την έννοια του ορίου και της 

συσσώρευσης ενός µεγέθους. 

    Η έννοια της συνάρτησης και γενικότερα της συναρτησιακής µεταβολής, έχει 

αποδειχθεί θεµελιώδης και στα αναλυτικά προγράµµατα κατέχει εξέχουσα θέση, 

αρχίζοντας τις αναφορές τους σ’ αυτήν, ήδη από το ∆ηµοτικό σχολείο. Το επίπεδο 

κατανόησης των µαθητών της τελευταίας τάξης του Λυκείου για την έννοια της 

συνάρτησης  δε θα µπορούσαµε να το χαρακτηρίσουµε  ικανοποιητικό, σαν 

συµπέρασµα από την παρούσα εργασία. Παρά το γεγονός ότι η έννοια της 

συνάρτησης διδάσκεται στη µέση εκπαίδευση από πολύ νωρίς, µόνο ένα µικρό 

ποσοστό των µαθητών αντιλαµβάνεται τη δυναµική που ο όρος εµπερικλείει. Οι 

περισσότεροι δείχνουν αγκιστρωµένοι στον τυπικό ορισµό χωρίς να έχουν την 

αίσθηση της συναρτησιακής συµµεταβολής. Η Mamona-Downs (1990), συνέκρινε τις 

δύο ακραίες διδακτικές προσεγγίσεις που αφορούν στην έννοια της συνάρτησης. Την 

διαισθητική προσέγγιση δηλαδή, που επιχειρείται στα σχολεία της Μεγάλης 

Βρετανίας και τη λογική-τυπική προσέγγιση που ακολουθείται στα ελληνικά σχολεία 

και επιβεβαίωσε προηγούµενες έρευνες, όπου διαπιστωνόταν ότι η πρώτη έχει 

αποτελέσµατα που συγκρούονται µε τη δεύτερη, η οποία παρ’ ότι δίνει έµφαση στη 

λογική εν τούτοις δίνει λιγότερη εννοιολογική εµβάθυνση. Τα τελευταία χρόνια οι 

οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου για τη διδασκαλία της έννοιας της 

συνάρτησης επικεντρώνονται περισσότερο στη διαισθητική προσέγγιση, παρ’ ότι δεν 

λείπει από κανένα σχολικό βιβλίο και σε κανένα επίπεδο ο τυπικός ορισµός. Η 

προσπάθεια εισαγωγής της έννοιας µε τη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος είναι 
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εµφανής στα νέα βιβλία του Γυµνασίου και αυτό σηµατοδοτεί φανερά µια αλλαγή 

πλεύσης.  Πιστεύουµε ότι µεγάλο µέρος της ευθύνης αναλαµβάνει πλέον  ο διδάσκων 

ο οποίος έχει την ευκαιρία από πολύ ενωρίς να βοηθήσει τους µικρούς µαθητές να 

σχηµατίσουν τις εικόνες που πρέπει για την έννοια της συνάρτησης µε αρρωγό το 

καινούριο σχολικό βιβλίο του Γυµνασίου. Έτσι φτάνοντας αυτοί στη Γ΄ Λυκείου θα 

έχουν αποκτήσει τις εµπειρίες εκείνες που θα τους επιτρέψουν να εδραιώσουν µια 

εύρωστη και στέρεη άποψη  για την κοµβική αυτή έννοια, που θα τους βοηθήσει 

περαιτέρω να  εµβαθύνουν στις υπόλοιπες βασικές έννοιες της ανάλυσης.  

     Η  συνέχεια µε την έννοια του µέσου ρυθµού µεταβολής ήταν σαφώς δυσκολότερη 

για τους µαθητές και ανέδειξε τα προβλήµατα που συναντούν όταν καλούνται να 

εµβαθύνουν σε έννοιες µε τις οποίες δεν έχουν δουλέψει στο παρελθόν. Οι µαθητές 

χρησιµοποιώντας τις εµπειρίες τους από την έννοια της συνάρτησης, ερµήνευσαν µε 

σχετική ευκολία τη διαφορά  στον αριθµητή του πηλίκου 
(3,2) (3,1)

0,1

d d−
, γενίκευσαν 

µε αρκετή δυσκολία για την τυχαία χρονική στιγµή t, και για το τυχαίo διάστηµα 

πλάτους h φτάνοντας στη συνάρτηση του µέσου ρυθµού    
( ) ( )d t h d t

h

+ −
. Στη 

συνέχεια χρησιµοποίησαν τη γνώση τους αυτή για να εκφράσουν το µέσο ρυθµό 

µεταβολής του όγκου V του νερού συναρτήσει του ύψους x στο κωνικό δοχείο, 

γράφοντας το λόγο 
( ) ( )V x h V x

h

+ −
, αλλά η δυσκολία να αναπαραστήσουν τα δύο 

παραπάνω πηλίκα ήταν πάρα πολύ µεγάλη. Για παράδειγµα, εύκολα µπορούσαν να 

δουν την αύξηση του όγκου συναρτήσει του ύψους αδυνατούσαν όµως να 

αντιληφθούν την αύξηση του όγκου σε σχέση µε την αύξηση του ύψους. Η αδυναµία 

αυτή και γενικά η τάση να βλέπουν την αύξηση του όγκου σαν µεµονωµένο 

αντικείµενο µοιάζει, σύµφωνα µε τον Thompson,  µε τη δυσκολία που έχουν τα µικρά 

παιδιά να κατασκευάσουν την εικόνα της ταχύτητας σαν ρυθµό µεταβολής του 

διαστήµατος συναρτήσει του χρόνου. Τα µικρά παιδιά τείνουν να σκέφτονται την 

ταχύτητα σαν ένα stick απόστασης, δηλαδή σαν µονάδα,  µε την οποία µετράνε άλλες 

αποστάσεις και όχι σαν κάτι που µεγαλώνει σε σχέση µε την αυξανόµενη διάρκεια 

του χρόνου. Η αδυναµία αυτή των µαθητών ωφείλεται στο γεγονός ότι οι 

αναπαραστάσεις τους και οι εµπειρίες τους για το µέσο ρυθµό µεταβολής δεν είναι 

ενεργητικές σε τέτοια έκταση ώστε να µπορούν να αφοµοιώσουν τη σχέση των δύο 

µεταβολών. Πρέπει πάντως να σηµειωθεί ότι ο επανακαθορισµός των απόψεων των 
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µαθητών σχετικά µε την έννοια του ρυθµού, υπήρξε σαφής σε κάποιες, έστω και 

λίγες, περιπτώσεις και γι’ αυτό θα τονίσουµε για άλλη µια φορά την ανάγκη, στα 

εισαγωγικά µαθήµατα στην ανάλυση, να δίνεται έµφαση στην κατανόηση των 

βασικών εννοιών, πριν δοθούν κανόνες για µηχανιστική εφαρµογή.   

    Η εµµονή στη µέση ταχύτητα ως το µοναδικό παράδειγµα µέσου ρυθµού 

µεταβολής στα σχολικά βιβλία, δεν βοηθά στην απόκτηση εµπειριών σχετικά µε την 

έννοια αυτή. Έχουµε τη γνώµη ότι πρέπει τα βιβλία να εµπλουτιστούν  µε ποικιλία 

παραδειγµάτων, όπως π.χ. δοχεία διαφόρων σχηµάτων που γεµίζουν µε υγρό, που θα 

βοηθήσουν τους µαθητές στο σχηµατισµό νέων εικόνων, στην απόκτηση νέων 

εµπειριών σχετικά µε το µέσο ρυθµό µεταβολής και εν τέλει στην πλήρη εµπέδωση 

της κεντρικής αυτής έννοιας που µε τη βοήθεια του ορίου οδηγεί στην παράγωγο µιας 

συνάρτησης. Είναι αλήθεια επίσης ότι ένα από τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν 

τα παιδιά, όταν µαθαίνουν το µέσο ρυθµό µεταβολής, είναι ότι τον συγχέουν µε τις 

έννοιες του λόγου και της αναλογίας και σίγουρα η έννοια αυτή δεν θα γίνει προσιτή 

στους µαθητές αν τους βάλουµε να υπολογίζουν πηλίκα µε τη βοήθεια ενός 

υπολογιστή. Επιβάλλεται µια πιο ζωντανή προσέγγιση από τους διδάσκοντες οι 

οποίοι πρέπει µε κάθε ευκαιρία που τους δίνεται να ρίχνουν τα θεµέλια αυτής της 

έννοιας κατά τη διάρκεια της σχολικής διαδροµής των παιδιών χρησιµοποιώντας 

καταστάσεις από τον πραγµατικό κόσµο, πριν πάρουν στα χέρια τους έναν 

υπολογιστή για να κάνουν διαιρέσεις. Σύµφωνα µε τον Orton  (1983), η έννοια του 

ρυθµού µεταβολής πρέπει να είναι το βασικό εργαλείο για έναν εκπαιδευτικό που 

επιχειρεί µια εισαγωγή στον απειροστικό λογισµό. Η εισαγωγή αυτή, πάντα σύµφωνα 

µε τον Orton, πρέπει να είναι απαλλαγµένη από τους τυπικούς ορισµούς και 

στηριγµένη σε γραφικές και γενικότερα διαισθητικές εξερευνήσεις, υποστηριζόµενη 

από ηλεκτρονικό υπολογιστή. Επιπροσθέτως, η επανάληψη και η επέκταση σε κάθε 

ευκαιρία, βασικών εννοιών του απειροστικού λογισµού όπως ο µέσος ρυθµός, είναι 

µέγιστης σηµασίας σε κάθε στάδιο της εκπαιδευτικής διαδικασίας. Πολλά πράγµατα 

δηλαδή, εξαρτώνται από την επιµονή των διδασκόντων οι οποίοι αδράχνοντας αυτές 

τις ευκαιρίες πρέπει να επαναφέρουν στο προσκήνιο έννοιες όπως αυτή, όσο το 

δυνατόν περισσότερες φορές µέσα στη σχολική ζωή των παιδιών. Αναγκαία 

προϋπόθεση γι’ αυτό είναι οι αναφορές στα σχολικά βιβλία να ξεκινούν αρκετά νωρίς 

ώστε να δίνονται τέτοιες ευκαιρίες στον διδάσκοντα.   Τελειώνοντας τα σχόλιά µας 

στην έννοια του µέσου ρυθµού, δεν πρέπει να παραλείψουµε µια αναφορά στις 

αδυναµίες που έδειξαν οι µαθητές στις αλγεβρικές πράξεις. Οι αδυναµίες αυτές έχουν 
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τις ρίζες τους στην πληµµελή αντιµετώπιση της άλγεβρας εκ µέρους των µαθητών, 

στη διάρκεια της φοιτήσεώς τους στο Γυµνάσιο και αποτελούν σοβαρό εµπόδιο για 

τους διδασκόµενους αλλά και τους διδάσκοντες κατά τη διάρκεια ενός εισαγωγικού 

µαθήµατος στον απειροστικό λογισµό. 

     Στη συνέχεια και µε την ευκαιρία της εισαγωγής στη στιγµιαία ταχύτητα, 

προσπαθήσαµε να διερευνήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο σκέφτονται οι µαθητές 

όταν εισέρχονται σε µια οριακή κατάσταση. Η προσπάθεια αυτή επαναλήφτηκε όταν 

δικαιολογήσαµε εποπτικά το θεµελιώδες θεώρηµα του απειροστικού λογισµού, 

καθώς και όταν µιλήσαµε για την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος. Σε γενικές 

γραµµές το επίπεδο κατανόησης ήταν χαµηλό και µπορούµε να πούµε ότι 

επαληθεύτηκαν κατά ένα µέγιστο ποσοστό οι προηγούµενες έρευνες σχετικά µε τις 

παρανοήσεις που παρουσιάζουν οι µαθητές σε σχέση µε την έννοια του ορίου. Στην 

πλειοψηφία τους οι µαθητές πιστεύουν ότι το όριο δε δίνει αποτέλεσµα και στις 

περισσότερες περιπτώσεις το εκλαµβάνουν ως προσεγγιστική διαδικασία. Η έµφαση 

που έχει δοθεί τα τελευταία χρόνια στη διαισθητική κατανόηση της έννοιας από το 

Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, εξορίζοντας από την εξεταστέα ύλη τους τυπικούς ε-δ 

ορισµούς, έχει συµβάλλει – όπως τουλάχιστον φάνηκε κατά τη διάρκεια της 

διαπραγµάτευσης των ερωτηµάτων – στην κατασκευή µιας εικόνας προοδευτικής 

προσέγγισης  της ανεξάρτητης µεταβλητής που εδώ είναι το h, προς το x0  και 

ταυτόχρονα της εξαρτηµένης προς ένα σταθερό αριθµό m, όµως  σε καµιά περίπτωση 

δε µπορούµε να πούµε ότι οι µαθητές αντιλαµβάνονται το άπειρο της διαδικασίας, τη 

δυναµική που εµπερικλείει καθώς επίσης και το γεγονός ότι η διαδικασία αυτή οδηγεί 

τελικά σε αποτέλεσµα. Πρέπει πάντως να σηµειώσουµε ότι κατά τη διαπραγµάτευση 

των προβληµάτων έγινε σε αρκετές περιπτώσεις αισθητή η µετατόπιση του νοήµατος 

της έννοιας του ορίου, πράγµα που διαπιστώνεται από την ανάλυση των διαλόγων.  

      Ο Parameswaran (2007), υποστηρίζει ότι η επιλογή παραδειγµάτων κατά τη 

διάρκεια της διδασκαλίας κατά τέτοιον τρόπο, ώστε να ρίχνει άπλετο φως στα 

σκοτεινά σηµεία, θα είναι προς τη θετική κατεύθυνση. Με  τη βοήθεια τους ο 

δάσκαλος θα µπορεί να δώσει έµφαση σε ορισµένα λεπτά σηµεία που εµπεριέχονται 

στην έννοια και θα βοηθήσει έτσι να κλείσει το διάκενο µεταξύ της εννοιολογικής 

εικόνας και της εικόνας εκ του ορισµού. Ως υποκείµενη έννοια στην ανάπτυξη της 

κατανόησης του ορισµένου ολοκληρώµατος, το όριο µπορεί να βοηθήσει 

αποφασιστικά στο να µην εισάγεται η ολοκλήρωση σαν κανόνας αντιδιαφόρισης. 

Κατά την άποψή µας, µπορεί να αποτελέσει αντικείµενο συζήτησης το κτίσιµο µιας 
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εννοιολογικής υποδοµής στα όρια, σταδιακά µέχρι την Γ΄ Λυκείου µέσα από 

βιωµατικές καταστάσεις που θα επιλεγούν από τον διδάσκοντα. Έτσι θα εµπεδωθεί η 

έννοια αυτή, όχι ως µια στατική κατάσταση όπως συνηθίζεται να πιστεύεται, αλλά 

σαν ένα πολυσύνθετο σχήµα µε πολύ σηµαντικές και δυναµικές όψεις, καθώς και 

µεγάλα υπολογιστικά προτερήµατα. 

     Τέλος είχαµε την ευκαιρία να διερευνήσουµε τις εικόνες που έχουν οι µαθητές για 

τη συσσώρευση ενός µεγέθους και το ρυθµό µεταβολής αυτής της συσσώρευσης, µε 

τη µέθοδο της «στιγµιαίας αύξησης». ∆ιαφάνηκε ξεκάθαρα ότι οι µαθητές διαθέτουν 

πρώιµες εικόνες της έννοιας του ολοκληρώµατος, όπως στην περίπτωση του Σταύρου 

στο διάλογο 15. Ο Σταύρος βλέπει τη συσσώρευση του όγκου να γίνεται µε την 

εναπόθεση «λεπτών» κυλίνδρων, τον έναν πάνω στον άλλο. Όταν όµως κλήθηκαν να 

σκεφτούν για το ρυθµό µεταβολής αυτής της συσσώρευσης και να τον συγκρίνουν µε 

το εµβαδόν της οριζόντιας τοµής, τότε η όποια κατανόηση προερχόταν µόνο από τους 

υπολογισµούς. Ήταν δηλαδή καθαρά αλγεβρική και περιγράφεται από τη σχέση  

( ) ( ) ( )
( )

V x h V x x h
x

h h

+ − Ε
= ≈ Ε , για µικρά h. ∆ιαισθητικά πρόκειται για ένα 

ιδιαίτερα σύνθετο σχήµα για την κατανόηση του οποίου απαιτείται ο συντονισµός 

των µεταβολών της στιγµιαίας αύξησης h µε τις µεταβολές του πλήθους  ν των 

στοιχειωδών ποσοτήτων στο άθροισµα Riemann. Συγκεκριµένα, για κατάλληλα 

µικρό h και κατάλληλα µεγάλο ν, η επιφάνεια της οριζόντιας τοµής και ο µέσος 

ρυθµός µεταβολής του όγκου είναι περίπου ίσες ποσότητες. Σύµφωνα µε τον 

Thompson, µια ενεργητική κατανόηση του θεµελιώδους θεωρήµατος του 

απειροστικού λογισµού, προϋποθέτει το συντονισµό όλων των παραπάνω ώστε το 

σχήµα να παραµένει σε ισορροπία. Κατά τα άλλα µια τυπική απόδειξη του 

θεµελιώδους θεωρήµατος µπορεί να στηριχτεί στο θεώρηµα µέσης τιµής του 

ολοκληρωτικού λογισµού το οποίο λέει ότι κάθε συνεχής συνάρτηση έχει µία µέση 

τιµή πάνω σε ένα διάστηµα [α,β], που ορίζεται από το τύπο 
1

( )f f x dx
β

µ
αβ α

=
− ∫ . Η 

απόδειξη µπορεί να γίνει ως εξής: 

Έστω µια συνεχής συνάρτηση f ορισµένη στο διάστηµα [α,β]. Ορίζουµε τη 

συνάρτηση F(x) = ( )
x

f t dt
α
∫ , x∈∆. Τότε είναι F ́ (x) =  
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0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

lim lim lim lim

x h x x x h x x h

a a x a x

h h h h

f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt
f h

h h h h
α ξ

+ + +

→ → → →

− + −

= = =
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 
για κάποιο ξє[x, x+h], ακριβώς λόγω του θεωρήµατος µέσης τιµής του 

ολοκληρωτικού λογισµού. Καθώς τώρα ο h τείνει στο 0 προφανώς ο ξ τείνει στο x 

και το όριο γίνεται: lim ( ) ( )
x

f f x
ξ

ξ
→

=  επειδή η  συνάρτηση f είναι συνεχής.            

Άρα F΄(x) = f(x). 

Σύµφωνα µε τον Thompson, το πρόβληµα µε την τυπική απόδειξη του θεµελιώδους 

θεωρήµατος είναι ότι παρουσιάζεται σαν µια στατική κατάσταση. Νοµίζει κανείς ότι 

τίποτα δεν µεταβάλλεται. Αν οι µαθητές πρέπει να καταλάβουν ότι η F ́ (x) είναι ένας 

ρυθµός µεταβολής τότε κάτι πρέπει να αλλάξει. Πριν συνθέσουµε την εικόνα του 

θεµελιώδους θεωρήµατος, πρέπει να προηγηθεί το κτίσιµο της εικόνας του ρυθµού 

µεταβολής, της συσσώρευσης και του ρυθµού συσσώρευσης. 

     Κατά την άποψή µας, µεγάλο κοµµάτι της ευθύνης για τη βελτίωση της 

διδασκαλίας του απειροστικού λογισµού στα σχολεία, και µε δεδοµένο ότι τέτοιες 

διαδικασίες απαιτούν χρόνο, πέφτει στους υπεύθυνους του αναλυτικού προγράµµατος 

και στους διδάσκοντες. Αυτοί λοιπόν που σχεδιάζουν τα αναλυτικά προγράµµατα 

καθώς και οι δάσκαλοι, δεν θα πρέπει να βιάζονται να δίνουν τους τύπους και τις 

διαδικασίες για απλή εφαρµογή πριν οι µαθητές κατανοήσουν τις υποκείµενες 

έννοιες. Αντίθετα πρέπει να δίνουν βάρος στην ανάπτυξη των εννοιών και να 

ελέγχουν την κατανόηση περισσότερο από τις τεχνικές, όσο και αν αυτές είναι 

σπουδαίες. Η διδασκαλία του απειροστικού λογισµού σε ένα τέτοιο περιβάλλον θα 

διασφαλίσει ένα υψηλό επίπεδο κατανόησης και µια αίσθηση (Calculus sense) για τις 

διασυνδέσεις µεταξύ των διαφορετικών εµπειριών, που περιλαµβάνει ευελιξία, 

δυναµική και µια  τέτοιου είδους κατανόηση των θεµελιωδών εννοιών  και των 

εφαρµογών του, ώστε να µπορούν µετά αυτές εύκολα να γενικευθούν. Τέλος θα 

πρέπει να σταθούµε ιδιαίτερα στην ανάγκη για επέκταση  και περεταίρω έρευνα γύρω 

από τη διδασκαλία της ανάλυσης στο Λύκειο, η οποία για τα ελληνικά δεδοµένα 

τουλάχιστον βρίσκεται ακόµη σε εµβρυϊκή κατάσταση. Η αξιοποίηση των 

αποτελεσµάτων της από τους διδάσκοντες και τους υπεύθυνους για τα αναλυτικά 

προγράµµατα, θα δηµιουργήσει τις προϋποθέσεις εκείνες που απαιτούνται για τη 

βελτίωση του σχολικού βιβλίου και την επιζητούµενη εµβάθυνση εκ µέρους των 

µαθητών.     
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