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1 

Γενική Εισαγωγή 

 «Θυµάσαι που ταξίδια ονειρευόµουνα 

κι είχα ένα διαβήτη κ’ ένα χάρτη 

και πάντα για να φύγω ετοιµαζόµουνα 

κι όλο η µητέρα µου ’λεγε:το Μάρτη…» 

Νίκος Καββαδίας, από τη συλλογή Μαραµπού, 1933 

 

Η µελέτη αυτή παρακολουθεί µία συνάντηση των Μαθηµατικών µε τη 

Θάλασσα. Ένα τέτοιο θέµα µπορεί ν’ ακούγεται απρόσµενο σε ένα µαθηµατικό 

τµήµα, όµως θα αρκούσαν τα παρακάτω λόγια του Νεύτωνα για να υποδείξουν ότι οι 

δύο χώροι έχουν µια παλιά και πολύ γόνιµη σχέση: «Αν αντί να στέλνονται οι 

παρατηρήσεις των ανθρώπων της θάλασσας σε ικανούς µαθηµατικούς στην ξηρά, η 

ξηρά έστελνε µαθηµατικούς στη θάλασσα, αυτό θα συνεισέφερε πολύ περισσότερα στη 

βελτίωση της ναυσιπλοΐας και στην ασφάλεια των ανθρώπινων ζωών και περιουσιών» 

(Isaac Newton, αρχές 17ου αι.). Η συνάντηση για την οποία γίνεται λόγος εδώ 

πραγµατοποιήθηκε στο πεδίο της Γεωγραφίας και ακόµη ειδικότερα στο πεδίο της 

Χαρτογραφίας. Το ερώτηµα που επιχειρείται να απαντηθεί εν συντοµία διατυπώνεται 

ως εξής: Ποιά χαρακτηριστικά πρέπει να έχει ένας ναυτικός χάρτης ώστε οι 

ναυσιπλόοι να µπορούν γρήγορα, εύκολα και µε ακρίβεια να χαράζουν την πορεία 

τους πάνω σ’ αυτόν και στη συνέχεια να την ακολουθούν στην πράξη; Το ερώτηµα 

(όπως θα φανεί και στις σελίδες που ακολουθούν) από µαθηµατική σκοπιά σχετίζεται 

άµεσα µε τον τρόπο που η σφαιρική γεωµετρία της υδρογείου αποτυπώνεται στον 

επίπεδο χάρτη.  

Από πλευράς αρχιτεκτονικής δοµής η εργασία χωρίζεται σε τέσσερα µέρη και 

όπως φαίνεται και από τον τίτλο του καθενός από αυτά, αναπτύσσεται µε βάση την 

ιστορική εξέλιξη των γεγονότων. Στο πρώτο µέρος αναφέρονται όλα εκείνα τα 

ιστορικά γεγονότα από τη Ναυσιπλοΐα και τη Χαρτογραφία, τα οποία είναι 

απαραίτητα για την πληρέστερη περιγραφή του κεντρικού ερωτήµατος. Στο δεύτερο 

µέρος (και πάλι µέσα στο ιστορικό της πλαίσιο) παρουσιάζεται η καθοριστική 

απάντηση που έδωσε στο παραπάνω ερώτηµα ο Φλαµανδός χαρτογράφος Gerardus 

Mercator το 1569. Συζητιέται ο ναυτικός του χάρτης, οι µαθηµατικές του ιδιότητες, 

καθώς και ο τρόπος κατασκευής του, ο οποίος (παραδόξως) έγινε γνωστός µετά το 

θάνατο του δηµιουργού του. Ο χάρτης αυτός, ακόµη και σήµερα, αποτελεί τον 
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υποχρεωτικό εξοπλισµό όλων των ναυσιπλόων. Στο ίδιο µέρος παρουσιάζεται και µία 

απρόσµενη συµβολή του µερκατορικού χάρτη στον προβληµατισµό γύρω από τη 

γέννηση του Απειροστικού Λογισµού: ο υπολογισµός του τριγωνοµετρικού 

ολοκληρώµατος της τέµνουσας µιας γωνίας ( 1x dx
x

τεµν
συν

∫ = ∫ ⋅ ). Το ολοκλήρωµα 

αυτό αναδύθηκε ακριβώς εξαιτίας του µερκατορικού χάρτη και µάλιστα σε µια εποχή 

που ούτε ο Απειροστικός Λογισµός είχε παρουσιαστεί, αλλά ούτε και ο ίδιος ο 

Newton είχε γεννηθεί. Ο ακριβής υπολογισµός του –όπως αναφέρεται και στα 

συµπεράσµατα της εργασίας– σχετίζεται άµεσα µε την (ακριβή) κατασκευή του 

µερκατορικού χάρτη. 

Το τρίτο µέρος αποτελεί µία σύγχρονη διαπραγµάτευση των ιδεών του 

Mercator. Συγκεκριµένα, παρουσιάζεται η κεντρική έννοια των σύµµορφων 

απεικονίσεων, καθώς και των ιδιοτήτων της στο πλαίσιο της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας. 

Όλες οι ιδιότητες της µερκατορικής προβολής που ανέκυψαν στα δύο πρώτα µέρη, 

εδώ πλέον παρουσιάζονται ως θεωρήµατα ενός ‘‘ενιαίου σώµατος’’ ορισµών και 

θεωρηµάτων. Μ’ αυτόν τον τρόπο τα ιστορικά αποτελέσµατα ενοποιούνται αλλά 

επεκτείνονται κιόλας για να συµπεριλάβουν κι άλλα ακόµη. 

Η εργασία έχει έναν έντονα διαθεµατικό χαρακτήρα. Κατά την εκπόνησή της 

πολλές φορές απαιτήθηκε η προσφυγή όχι µόνο σε µαθηµατικά συγγράµµατα, αλλά 

και σε συγγράµµατα Ναυσιπλοΐας, Γεωγραφίας, Χαρτογραφίας και Φυσικής, καθώς 

και σε διάφορες εγκυκλοπαίδειες. Αυτή η αναγκαστική περιήγηση σε ποικίλους 

επιστηµονικούς χώρους αποτελεί ίσως και την κυριότερη αξία της. Τα όποια 

συµπεράσµατα της περιήγησης αναφέρονται στο τέταρτο (και τελευταίο) µέρος της 

εργασίας. 

Κλείνοντας, πρέπει να αναφερθεί ότι όλες οι µεταφράσεις των ξενόγλωσσων 

αποσπασµάτων που παρατίθενται έγιναν από τον γράφοντα. 



Στον Παναγιώτη ∆εληβοριά… 

 

 

ΜΕΡΟΣ Ι 
 

Το µακρινό παρελθόν 
και η τοποθέτηση του προβλήµατος 

 
 
 
 
 
 
 

«Τ’ ΑΝΩΤΕΡΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΥ τα έκανα 

στο Σχολείο της θάλασσας. Ιδού και µερικές 

πράξεις για παράδειγµα: 

(1) Εάν αποσυνδέσεις την Ελλάδα, στο τέλος θα 

δεις να σου αποµένουν µια ελιά, ένα αµπέλι κι ένα 

καράβι που σηµαίνει: µε άλλα τόσα την 

ξαναφτιάχνεις». 

                                                                        Οδυσσέας Ελύτης, «Ο µικρός Ναυτίλος» 
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§1. Εισαγωγή 

 Απώτατος σκοπός αυτού του πρώτου µέρους της εργασίας είναι να περιγράψει 

όσο πιο αναλυτικά γίνεται το βασικό ερώτηµα µε το οποίο αυτή καταπιάνεται και να 

φωτίσει το ιστορικό πλαίσιο µέσα στο οποίο το ερώτηµα αυτό διαµορφώθηκε. Μέσα 

από το πλαίσιο αυτό θα αναδειχθούν οι αδυναµίες των παλαιών ναυτικών χαρτών του 

ύστερου Μεσαίωνα (14ος και 15ος αι.) και θα φανεί η ανάγκη µιας άλλης µαθηµατικής 

διαπραγµάτευσης του τρόπου µε τον οποίο “ζωγραφίζεται” στο χαρτί η σφαιρική 

πραγµατικότητα των ναυτικών. Αυτή η «άλλη µαθηµατική διαπραγµάτευση» εξάλλου, 

είναι που αποτελεί και το κεντρικό θέµα όλης της εργασίας. 

 Ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της όλης παρουσίασης αποτελεί η συχνή εναλλαγή 

από θέµατα Ναυσιπλοΐας σε θέµατα Χαρτογραφίας. Η εναλλαγή αυτή δεν θα 

µπορούσε παρά να είναι παρούσα µιας και οι σχέσεις των δύο “χώρων” είναι παλιές 

και στενές. Σύµφωνα µ’ ένα κλασικό σύγγραµµα Ιστορίας της Χαρτογραφίας, «απ’ το 

ξεκίνηµά τους, η εξέλιξη της ναυσιπλοΐας σαν επιστήµης και των ναυτικών χαρτών σαν 

ναυτοπλοϊκό βοήθηµα, βάδισαν χέρι χέρι. Μία περαιτέρω ανάπτυξη της πρώτης 

αναπόφευκτα παρήγαγε µια βελτίωση στους δεύτερους» (Brown, 1979, σελ. 134). 

 Κατόπιν τούτου, οι σκοποί της Ναυσιπλοΐας και η εντυπωσιακή τους 

διαχρονικότητα παρουσιάζονται στην παράγραφο 2 ενώ στην παράγραφο 3 γίνεται 

µια σύντοµη ιστορική αναδροµή στους ποικίλους τρόπους µε τους οποίους οι 

ναυσιπλόοι προσπάθησαν –πριν την εµφάνιση της µαγνητικής πυξίδας– να πετύχουν 

αυτούς τους σκοπούς. Ιδιαίτερη µνεία εδώ γίνεται στους τρόπους που επινόησαν 

ώστε να έχουν µία συνεχή επίγνωση της διεύθυνσης που ακολουθούσαν κατά τη 

διάρκεια των µακρινών ταξιδιών τους. 

 Την κορύφωση όλων αυτών των τρόπων αποτέλεσαν αναµφισβήτητα οι 

λοξοδροµικές πλεύσεις. Εµφανίστηκαν λίγο µετά την εµφάνιση της µαγνητικής 

πυξίδας και γρήγορα καθιερώθηκαν ως ο πλέον εύκολος και ασφαλής τρόπος κίνησης 

στη θάλασσα. Ο ορισµός τους, η ισχυρή φυσική ιδιότητα που διαθέτουν καθώς και τα 

γεωµετρικά τους χαρακτηριστικά, είναι το αντικείµενο της παραγράφου 4. Η 

καθοριστική επίδραση που άσκησαν στην κατασκευή των ναυτικών χαρτών του 

ύστερου Μεσαίωνα είναι αντικείµενο της αµέσως επόµενης παραγράφου που 

αποτελεί και την “καρδιά” του πρώτου µέρους. 

 Στην παράγραφο 5 παρουσιάζονται οι ναυτικοί χάρτες του ύστερου Μεσαίωνα 

(οι παλαιότεροι ναυτικοί χάρτες που έχουν φθάσει στα χέρια µας!), συζητιέται η 



 5

εµπειρική βάση της κατασκευής τους, ο τρόπος χρήσης τους και αναλύονται οι 

αδυναµίες τους. Αυτές µε τη σειρά τους διαµορφώνουν µε σαφήνεια (πλέον) το 

κεντρικό ερώτηµα της εργασίας. 
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§2. Το αντικείµενο και οι σκοποί της Ναυσιπλοΐας (Navigation)(∗)

Η ιστορία της ναυσιπλοΐας αρχίζει µε την πρώτη προσπάθεια του ανθρώπου να 

κατευθύνει το σκάφος του από το σηµείο που βρισκόταν προς ένα άλλο σηµείο που 

έβλεπε µε τα ίδια του τα µάτια. Οι διαδικασίες αυτές της κατευθύνσεως του σκάφους 

άρχισαν σαν µια τέχνη, που το κύριο χαρακτηριστικό της ήταν η εµπειρία και η 

εξειδίκευση. Αυτή άλλωστε η τέχνη χαρακτηρίστηκε ως «ναυτική τέχνη» και ο 

ασχολούµενος µ’ αυτή ως ναυτικός. Σήµερα η «ναυτική τέχνη» της κατεύθυνσης του 

πλοίου έχει δώσει τη θέση της σε µια πλατιά «ναυτική επιστήµη». Η ναυσιπλοΐα µε 

βάση τα µαθηµατικά και την αστρονοµία αποτελεί πλέον ιδιαίτερο τοµέα της 

«ναυτικής επιστήµης» που περιλαµβάνει τη ναυτική γεωµετρία, ναυτική επίπεδη και 

σφαιρική τριγωνοµετρία, ναυτική κοσµογραφία και αστρονοµική ναυσιπλοΐα 

(Ντούνης και ∆ηµαράκης, 1995, σελ. 2). 

Παρ’ όλες όµως τις αλλαγές, οι βασικοί σκοποί της ναυσιπλοΐας έχουν µείνει 

αναλλοίωτοι στο πέρασµα των αιώνων. Οι επόµενοι δύο ορισµοί είναι, νοµίζουµε, 

αντιπροσωπευτικοί:  

«Η ναυσιπλοΐα (navigation) είναι το σύνολο των διαδικασιών που εφαρµόζονται 

για να καθοδηγηθεί – κατευθυνθεί το πλοίο µε ασφάλεια και στο συντοµότερο χρονικό 

διάστηµα από ένα λιµάνι σε άλλο, ή από ένα σηµείο του πλανήτη µας σε άλλο σηµείο» 

(Nτούνης και ∆ηµαράκης, 1995, σελ. 1).(∗∗)

«Η ναυσιπλοΐα είναι µια Τέχνη η οποία µέσα από αληθείς και αλάνθαστους 

κανόνες διδάσκει πως να κυβερνάµε και να κατευθύνουµε ένα Πλοίο από ένα Λιµάνι σε 

άλλο, ασφαλώς, σωστά, και στο συντοµότερο χρόνο. Χρησιµοποιώ εδώ τη λέξη 

«ασφαλώς» στο βαθµό που είναι στα χέρια του ανθρώπου να το επιτύχει. Λέγοντας δε 

«σωστά» δεν εννοώ µέσω µιας ευθείας πορείας, αλλά µέσω του συντοµότερου δυνατού 

και πλέον κατάλληλου δρόµου που µπορεί να βρεθεί» (Thomas Blundeville, 1622, σελ. 

649)(***). 

                                       
(∗) O όρος «navigation» προέρχεται από το λατινικό ρήµα «navigere» όπου η λέξη «navis» σηµαίνει 

πλοίο και «agere»  σηµαίνει κινώ-κατευθύνω. Έτσι ο όρος ναυσιπλοΐα είναι το ουσιαστικό του 

ρήµατος «ναυσιπλοώ» που σηµαίνει διαπλέω τις θάλασσες. 
(∗∗) Από το εγχειρίδιο των Σχολών Εµπορικού Ναυτικού, «Ναυτιλία» των Χρ. Ντούνη και Αν. 

∆ηµαράκη, 1995, Εκδ. Ιδρύµατος Ευγενίδου, σελ. 1. 
(***) Από τις «Ασκήσεις» του T. Blundeville και την εισαγωγική του µελέτη «A new and necessarie 

treatise of navigation, containing all the chiefest principles of that arte», πρώτη έκδοση 1594. Το 
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Η ασφάλεια λοιπόν κατά την πλεύση καθώς και η εύρεση του συντοµότερου 

δυνατού πλου είναι οι δύο βασικοί σκοποί της ναυσιπλοΐας. Φυσικά από τα δύο αυτά 

αιτήµατα το αίτηµα της ασφαλούς πλεύσης είναι µακράν το σηµαντικότερο. 

 

§3. Τρόποι πλεύσης µέχρι την εµφάνιση της µαγνητικής πυξίδας 

Οι ναυτικοί, όπως είναι φυσικό, τη γνώση της χρονικά συντοµότερης διαδροµής 

από πολύ νωρίς τη συνέδεσαν µε τη µέτρηση των αποστάσεων. Οι Περίπλοες – τα 

παλαιότερα ναυτοπλοϊκά κείµενα που έχουν φθάσει στα χέρια µας(∗) – είναι 

διάσπαρτα από καταγραφές αποστάσεων µεταξύ σηµαντικών λιµανιών, νησιών και 

χαρακτηριστικών τοποθεσιών της ξηράς(1). Αξίζει πάντως να σηµειωθεί ότι σε κανένα 

από αυτά τα κείµενα οι υπολογισµοί των αποστάσεων δεν συνδέονται µε πορεία σε 

µέγιστο κύκλο η οποία όπως γνωρίζουµε σήµερα αποτελεί τη διαδροµή ελάχιστου 

µήκους µεταξύ δύο σηµείων της γήινης σφαίρας(2). Επίσης θα πρέπει να αναφερθεί 

ότι αν και όλα αυτά τα κείµενα είναι γραµµένα µε τρόπο που υπονοούν ότι 

συνοδεύονται από κάποιου είδους ναυτικών χαρτών, ωστόσο κανένας τέτοιος χάρτης 

δεν έχει διασωθεί! 

Σε αντίθεση µε τον χρονικά συντοµότερο πλου που από την αρχή συνδέθηκε µε 

τη σύγκριση αποστάσεων, η επιλογή του ασφαλέστερου πλου συνδέθηκε µε µια 

πληθώρα παραγόντων: βάθη των νερών, µεταβολές παλιρροιών, ώρες πληµµυρίδας 

και αµπώτιδας, γνώση των θαλασσίων ρευµάτων και ανέµων αλλά και µορφή των 

ακτογραµµών, ακόµα και παρουσία γλυκού νερού στους ενδιάµεσους σταθµούς των 

ταξιδιών(3). Πάνω απ’ όλα όµως και πριν απ’ όλα ο ασφαλής πλους συνδέθηκε µε την 

ακριβή γνώση της διεύθυνσης. (Brown, 1979, σελ. 122). O λόγος είναι απλός: η 

καθυστερηµένη άφιξη σ’ έναν προορισµό µπορεί να είναι άβολη ή ακόµη και 

επικίνδυνη αλλά χωρίς µία ακριβή γνώση της διεύθυνσης ένας ναυσιπλόος δεν θα 

φθάσει ποτέ στον προορισµό του. Στους περίπλοες – αν και δεν συνοδεύονται όπως 

είπαµε από χάρτες – η κρισιµότητα του παράγοντα της διεύθυνσης διαφαίνεται από 

το γεγονός ότι όλες οι πλεύσεις που αναφέρονται αναλυτικά αφορούν σε πορείες 

κοντά στις ακτογραµµές (από ’κει και το όνοµα περίπλοες). Οι πλήρως 

                                                                                                              
παράθεµα που αναφέρουµε είναι από την έκτη έκδοση του 1622 όπως το βρήκαµε στο βιβλίο του 

Lloyd Brown, «The story of maps», εκδ. Dover, 1979, σελ. 113. 
(∗) Το παλαιότερο του 4ου ή 5ου αι. π.Χ. τα υπόλοιπα, των Βυζαντινών χρόνων. 
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αποµακρυσµένες από την ακτή αλλά ακόµη και οι νυκτερινές πορείες δεν 

αποκλείονται αλλά υπάρχει πολύ σπάνια και συνήθως υπαινικτική αναφορά τους(∗). 

Σήµερα οι ιστορικοί της Χαρτογραφίας υποστηρίζουν ότι οι πρώτοι ναυτικοί(4) 

ως µόνο οδηγό για τον έλεγχο της διεύθυνσης που ακολουθούσαν είχαν ευδιάκριτα 

σηµεία στις ακτές (Μιχαηλίδου, 2004, σελ. 22). Αργότερα τον έλεγχο αυτό τον 

συνέδεσαν µε τη γνώση των τόπων από τους οποίους φυσούσαν οι διάφοροι άνεµοι 

(Brown, 1979).  Βέβαια ο προσδιορισµός αυτός – γνωστός σήµερα ως µέθοδος του 

ανεµολογίου – παρουσίαζε αρκετές ατέλειες µιας και κάποιες φορές οι τόποι απ’ τους 

οποίους υποτίθετο ότι φυσούσε ένας άνεµος παρουσίαζαν σηµαντική ποικιλία ενώ 

άλλες φορές από τον ίδιο τόπο φαίνονταν να φυσούν δύο εντελώς διαφορετικοί 

άνεµοι(5). 

 
 
 
Εικόνα 1. Το ανεµολόγιο (ή ρόδο των 
ανέµων) του Τιµοσθένη (3ος αι. π.Χ.). 
Περιγράφονται 12 άνεµοι-διευθύνσεις µε 
ταυτόχρονη αναφορά γεωγραφικών 
προελεύσεων. Ο παρατηρητής υποτίθεται ότι 
βρίσκεται στο σηµείο που συναντώνται οι 
ακτίνες των ανέµων, ενώ ο κύκλος που αυτές 
φτιάχνουν παριστά τον ορίζοντα του 
παρατηρητή (ορίζοντας της Ρόδου). Από 
Λιβιεράτος 1998, σελ. 50. 
 

 

 

Όπως είναι φυσικό η ανακάλυψη όλο και περισσότερων και πιο µακρινών 

γεωγραφικών εκτάσεων πολύ γρήγορα οδήγησε σε ερωτήµατα σχετικά µε την ανάγκη 

αντικατάστασης των εµπειρικών γεωµετρικών εκτιµήσεων των ναυτικών διαδροµών 

από ακριβέστερες µεθόδους προσδιορισµού των διευθύνσεων στη θάλασσα. Η 

απάντηση αυτή τη φορά ήρθε από το µακρινό ουρανό των αστεριών. Οι άνθρωποι – 

µε κυρίαρχους τους Έλληνες – άρχισαν να παρατηρούν τις θέσεις των αστεριών και 

να τις συνδέουν, λογισµικά πλέον µε τη γήινη επιφάνεια(6) (Λιβεριάτος 1998, σελ. 

19). 

Από τη σύνδεση αυτή ναυσιπλοΐας και αστρονοµίας η έννοιας της διεύθυνσης 

άρχισε να αποκτά µία αντικειµενική υπόσταση. Ήδη από τον 4ο αι. π.Χ. (και ίσως και 

αρκετά νωρίτερα) η Μικρή και η Μεγάλη Άρκτος µ’ έναν γενικό τρόπο υποδείκνυαν 

                                       
(∗) Bλέπε για παράδειγµα το απόσπασµα από τον Περίπλου του Σκύλακα που παραθέτει ο L. Brown 

στη σελίδα 120. 
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στους ναυτικούς την κατεύθυνση του Βόρειου Πόλου του Ουρανού και κατά συνέπεια 

και του Βόρειου Πόλου της Γης (Γεωγραφικός Βορράς)(7). 

 

§4. Η καθιέρωση της µαγνητικής πυξίδας και οι λοξοδροµικές πλεύσεις 

Το επόµενο και καθοριστικό βήµα στον αντικειµενικό προσδιορισµό των 

θαλάσσιων διευθύνσεων υπήρξε η ανακάλυψη της µαγνητικής βελόνας και η 

συνακόλουθη επινόηση της µαγνητικής πυξίδας(8). Η εκτεταµένη χρήση της 

τελευταίας τουλάχιστον από τα τέλη του  13ου αι. µ.Χ. σε συνδυασµό µε την 

υποδιαίρεση του κύκλου σε µοίρες(∗) οδήγησαν σε δύο αλλαγές οι οποίες τελικά 

επηρέασαν καθοριστικά την εξέλιξη των ναυτικών χαρτών του ύστερου Μεσαίωνα 

(14ος και 15ος αι.). 

Η πρώτη απ’ αυτές είχε να κάνει µε την πλήρη τυποποίηση των διευθύνσεων 

των ανέµων. Τα ανεµολόγια (ή ρόδα των ανέµων) τα οποία σταδιακά καθιερώθηκαν 

δεν είχαν υποδιαιρέσεις σε 4 ή 8 ή 12 προσανατολισµένες διευθύνσεις αλλά σε 16 ή 

και 32. Η “ταυτότητα” ενός ανέµου σ’ αυτά καθορίζονται πλέον µε βάση τη γωνία 

που σχηµάτιζε η διεύθυνση του ανέµου µε τη διεύθυνση του Βορρά, η οποία λόγω 

της πυξίδας θεωρούνταν η πιο σταθερή αλλά και η πιο “φυσική” απ’ όλες τις 

διευθύνσεις. 

 

Εικόνα 2. Ρόδο οκτώ ανέµων του 13ου αιώνα (αριστερά) και πλήρες ρόδο του 17ου αιώνα (δεξιά). Φαίνεται η 

εξέλιξη από τους 4 ανέµους του Οµήρου στις 32 διευθύνσεις των πυξίδων (από Λιβιεράτος, 1998, σελ. 

122). 

                                       
(∗) Είχε ήδη προταθεί από τον Ίππαρχο γύρω στο 140 π.Χ. 
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Η δεύτερη αλλαγή είχε να κάνει µε τον τρόπο πλεύσης που άρχισαν να 

υιοθετούν οι ναυτικοί στα ταξίδια ανοικτής θαλάσσης: Η πλεύση σταθερής πυξίδας(*) 

καθιερώθηκε (κάτι που συνεχίζει να ισχύει µέχρι και σήµερα) ως ο απλούστερος και 

πλέον ασφαλής τρόπος κίνησης πάνω στη θάλασσα. Σύµφωνα µ’ αυτόν, ένα πλοίο 

προσπαθεί να ακολουθεί διαδροµή η οποία να σχηµατίζει συνεχώς την ίδια γωνία µε 

την κατεύθυνση προς την οποία δείχνει η µαγνητική βελόνα της πυξίδας(**). Όµως η 

µαγνητική βελόνα (προσεγγιστικά τουλάχιστον) δείχνει πάντα βόρεια (δηλ. προς το 

Βόρειο Πόλο)(9). Έτσι αν κάποιος στηριχθεί πάνω στην άµεση εποπτεία των µικρών 

αποστάσεων µπορεί – όπως δείχνει το επόµενο σχήµα – να συµπεράνει ότι η πλεύση 

σταθερής πυξίδας πάνω στην υδρόγειο είναι µία ευθεία γραµµή που ενώνει την αρχή 

µε το τέλος του ταξιδιού. Επειδή όµως σε σφαιρική επιφάνεια ευθείες γραµµές δεν 

υπάρχουν και το ρόλο της συντοµότερης διαδροµής τον παίζουν τα τόξα µεγίστων 

κύκλων, αυτό που ουσιαστικά εννοεί το σχήµα 1 είναι ότι η διαδροµή ΑΠ είναι το 

τόξο του µέγιστου κύκλου που ενώνει τα δύο αυτά σηµεία. 

 

 
                              Κατεύθυνση µαγν. Βελόνας 
                                    (Προς Βόρειο Πόλο) 

 
 
 

 
 
 
 
 

                               (αφετηρία  ταξιδιού)  

 
δ

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 1. Πλεύση σταθερής πυξίδας: η µορφή της πάνω στην υδρόγ

Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΠ ουσιαστικά θα πρέπει να’ ναι έν

κύκλου. 

 

                                       
(*) Με τον τρόπο αυτό αποδίδουµε τις φράσεις «movement in a const

«compass course», «rhumb line course». Η λέξη «rhumb» είναι µια πα
(**) Η γωνία αυτή ονοµάζεται και πορεία. Τυπικά ως πορεία ορίζ

διαµήκης άξονας του πλοίου µε την κατεύθυνση του Βορρά. Βλέπε σ

των Ντούνη και ∆ηµαράκη σελ. 33, 34. 
Π (προορισµός)
 

δ

δ

 

δ

διαδροµή πλοίου
x

   A
ειο για µια µικρή (…) διαδροµή. 

α µικρό κοµµάτι τόξου µέγιστου 

ant compass direction / bearing», 

λιά λέξη που σηµαίνει «πυξίδα». 

εται η γωνία που σχηµατίζει ο 

χετικά και το βιβλίο «Ναυτιλία» 
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Τα πράγµατα βέβαια αποδεικνύονται πολύ διαφορετικά αν κάποιος αντικρίσει τη Γη 

στο σύνολό της. Τότε γίνεται φανερό ότι η ευθεία γραµµή Αχ που στο σχήµα 1 

υποδεικνύει την κατεύθυνση του Βορρά, στην πραγµατικότητα είναι ένας µέγιστος 

κύκλος – ο µεσηµβρινός που περνά απ’ τον τόπο Α (σχήµα 2). Έτσι η πλεύση 

σταθερής πυξίδας είναι µία γραµµή που σχηµατίζει σταθερή γωνία µ’ όλους τους 

µεσηµβρινούς της Γης. Η µορφή της τελικά αναδεικνύεται σπειροειδής (και όχι 

κυκλική!) γιατί οι µεσηµβρινοί συγκλίνουν καθώς πλησιάζουν στους πόλους. Συχνά 

ονοµάζουµε τη γραµµή αυτή και λοξοδροµία(10). 

 
Σχήµα 2. Πλεύση σταθερής πυξίδας: η µορφή της πάνω στην υδρόγειο για µια µεγάλη διαδροµή. Είναι 

φανερό ότι δεν πρόκειται για µέγιστο κύκλο σφαίρας αλλά για µία σπειροειδή καµπύλη! 

Τυπικά ο πρώτος που απέδειξε ότι µία λοξοδροµία δεν είναι µέγιστος κύκλος 

ήταν ο Πορτογάλος Pedro Nuñez το 1534 στην εργασία του Tratado de Esfera.(∗) 

Πρακτικά, οι ναυτικοί του ύστερου Μεσαίωνα (14ος και 15ος αι.) ήδη είχαν επίγνωση 

αυτής της διαφοράς. Έτσι, οι καλοί ναυσιπλόοι της εποχής φρόντιζαν να σταθµίζουν 

εµπειρικά τις αποκλίσεις ανάλογα µε τις ιδιοµορφίες της πλεύσης, αν και υπήρχε η 

πίστη ότι ακολουθώντας σταθερά τη διεύθυνση ενός ανέµου η πορεία θα ήταν τελικά 

η συντοµότερη – δηλαδή σε µέγιστο κύκλο σφαίρας(∗∗) (Λιβιεράτος 1998, σελ. 136). 

Πάντως, όπως φαίνεται και από τη σύγκριση των σχηµάτων 1 και 2, για µικρά 

                                       
(∗) Η πληροφορία είναι από το άρθρο «Lambert, Euler and Lagrange as Map makers» του George W.  

Heine το οποίο βρήκαµε στο διαδίκτυο. 
(∗∗) Η πεποίθηση αυτή διατηρήθηκε µέχρι τον 16ο αιώνα! 



 12

σχετικά ταξίδια και µεσαία γεωγραφικά πλάτη (όπως αυτά της Μεσογείου) οι 

διαφορές των δύο διαδροµών είναι αµελητέες(11). 

Αν και γεωµετρικά περίπλοκη η λοξοδροµική καµπύλη(12), στην πράξη µπορεί 

πολύ εύκολα να ακολουθηθεί µιας και είναι η γραµµή εκείνη που κατά µήκος της η 

βελόνα της µαγνητικής πυξίδας παραµένει ακίνητη. Βέβαια για να µπορέσει ο 

ναυσιπλόος να υλοποιήσει µια τέτοια πλεύση πρέπει – πριν απ’ όλα – να µπορέσει να 

µετρήσει τη γωνία δ που φαίνεται στο σχήµα 2. Τη γωνία αυτή οι ναυσιπλόοι τη 

µετρούσαν πάνω στο χάρτη τους. 

Στην επόµενη και τελευταία παράγραφο του πρώτου µέρους, παρουσιάζονται εν 

συντοµία αυτοί οι χάρτες και συζητούνται οι αδυναµίες τους. 

 

§5. Οι αδυναµίες των ναυτικών χαρτών του Μεσαίωνα και 

το κεντρικό ερώτηµα της εργασίας 

 

Μπορεί ν’ ακούγεται παράξενο αλλά την ίδια στιγµή που τα παλαιότερα 

σωζόµενα ναυτοπλοϊκά κείµενα χρονολογούνται από τον 4ο ή 5ο αι. προ Χριστού, ο 

παλαιότερος σωζόµενος ναυτικός χάρτης που έχουµε στα χέρια µας είναι µόλις των 

αρχών του 14ου αιώνα µετά Χριστόν(13)! Ο χάρτης αυτός (που φαίνεται πιο κάτω στην 

Εικόνα 3), αποτελεί το πρότυπο µιας µεγάλης οικογένειας ναυτικών χαρτών που 

κυριάρχησαν στη ναυσιπλοΐα κατά το 14ο και 15ο αιώνα (Λιβιεράτος, Μπούτουρα, 

2000). Ονοµάστηκαν πορτολάνοι χάρτες(∗) και η εµφάνισή τους πιθανόν να είναι το 

αποτέλεσµα της χρήσης της πυξίδας στη ναυτιλία (Μιχαηλίδου 2006, σελ. 23). Οι 

παλαιότεροι απ’ αυτούς είναι σχεδιασµένοι σε ολόκληρο δέρµα ζώου και στην 

πλειοψηφία τους είναι προσανατολισµένοι µε τη διεύθυνση της µαγνητικής βελόνας 

(ό.π., σελ. 23). 

                                       
(∗) Από την ιταλική λέξη porto = λιµάνι (Βίκτωρ Μέλας, 1999, σελ. 33). 



 13

 

Εικόνα 3. Ο Πορτολάνος της Πίζας – Carta Pisana (~1290 µ.Χ.). Ο πρώτος (σωζόµενος) ναυτικός 
χάρτης και η διαγραµµατική του απόδοση (κάτω). Από 15 ρόδα των 16 διευθύνσεων το 
καθένα, εκπορεύονται οι διευθύνσεις των ανέµων οι οποίες πλέον υποδεικνύουν πλεύσεις 
σταθερής πυξίδας από έναν τόπο σ’ έναν άλλο. Τα ρόδα είναι οργανωµένα σε δύο κύκλους 
των 8 ρόδων µε κοινό ρόδο στο µέσον της Μεσογείου στον Κρότωνα της Καλαβρίας (από 
Λιβιεράτος, Μπούτουρα, 2000). 
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Εικόνα 4. Πορτολάνος της Ανατολικής Μεσογείου του Ιωάννου Ξενοδόχου από την Κέρκυρα (1520). 
Καλύπτεται από κυκλικό σύστηµα 16 ρόδων των 32 διευθύνσεων µε ένα ακόµη ρόδο 32 
διευθύνσεων στο κέντρο του κύκλου (από Σφυρόερας κ.ά., 1985). 
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Στην αρχή οι πορτολάνοι περιορίστηκαν στην αποτύπωση των ακτογραµµών 

της Μεσογείου και του Ευξείνου Πόντου(14). Σταδιακά – και ιδιαίτερα από τα τέλη 

του 15ου αι. και µετά – ακολουθώντας την πορεία των Μεγάλων Ανακαλύψεων (1500-

1650)(∗) θα καλύψουν και τις ακτές της νοτιοανατολικής Ασίας, της αφρικανικής 

ηπείρου (στο σύνολό της), καθώς και εκείνες του λεγόµενου “Νέου Κόσµου”. Με τον 

τρόπο αυτό (όπως θα δούµε λίγο πιο κάτω) θα προκαλέσουν µία βαθιά κρίση στη 

ναυτική χαρτογραφία κατά το 16ο αι., κρίση που οφείλεται σε ατέλειες διαφόρων 

ειδών που παρεισφρύουν στην επίπεδη αναπαράσταση της σφαιρικής 

πραγµατικότητας (Τόλιας, σελ. 29, 31). 

 

 

Εικόνα 5. Ο Καταλανικός Άτλας (1375), Ευρώπη και Βόρεια Αφρική. Εξαίρετο δείγµα της 

χαρτογραφικής σχολής της Καταλονίας. Επεκτείνοντας το σκοπό του παραδοσιακού 

πορτολάνου απεικονίζει ολόκληρη την Ευρώπη και την Ασία. Μπορεί να θεωρηθεί 

πρόδροµος των παγκόσµιων χαρτών της Αναγέννησης (Από Μιχαηλίδου, 2004). 
 

                                       
(∗) Η ηµεροµηνία είναι συµβατική, παρµένη από το βιβλίο «Γενική Χαρτογραφία» του Ε. Λιβιεράτου, 

εκδ. Ζήτη, 1988, σελ. 18. 
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Σχετικά µε τον τρόπο κατασκευής των πορτολάνων χαρτών πρέπει να 

αναφέρουµε πως «το σηµαντικότερο µέρος των µελετητών συντάσσεται µε την άποψη 

ότι οι παλαιοί πορτολάνοι χάρτες δεν είναι προϊόν κανενός συστήµατος προβολής, αλλά 

περισσότερο αποτυπώσεις εµπειρικών δεδοµένων, γνωστών στους ναυτικούς» (ό.π., 

σελ. 30). ∆ηλαδή αποτυπώσεις µιας λίγο πολύ εµπειρικής “ζωγραφικής” που δεν 

στηρίχθηκε σε κάποια ιδιαίτερη µαθηµατική αρχή αλλά ούτε και στο σύστηµα των 

γεωγραφικών συντεταγµένων(*). Οι Λιβιεράτος και Μπούτουρα (2000) αναφέρουν ότι 

η κατασκευή τους στηρίζεται στη λεγόµενη πολική αρχή των αποστάσεων και των 

προσανατολισµένων διευθύνσεων. Σύµφωνα µ’ αυτήν, ένας τόπος αποκτά µε 

σαφήνεια τη θέση του πάνω στην υδρόγειο αλλά και στο χάρτη, µε βάση την 

απόστασή του από έναν άλλο γνωστό τόπο (πόλο), αλλά συγχρόνως και µε βάση τη 

διεύθυνση που ακολουθούµε για να φθάσουµε σ’ αυτόν ξεκινώντας από τον γνωστό 

τόπο. 

Η παρατήρηση αυτή φέρνει στο προσκήνιο και το βασικό-χαρακτηριστικό 

γνώρισµα των πορτολάνων χαρτών: το δίκτυο των ευθειών γραµµών που τους 

καλύπτει(**) και οι οποίες ανά 16 ή 32 διασταυρώνονται σχηµατίζοντας ρόδα των 

ανέµων. Οι ακτίνες αυτές των ανέµων ήσαν και το βασικό βοήθηµα των ναυτικών 

στην προσπάθεια τους να καταστρώσουν πάνω στο χάρτη τους µια πλεύση σταθερής 

πυξίδας. Η τακτική που ακολουθούσαν φαίνεται στο υποθετικό παράδειγµα της 

εικόνας 6. 

                                       
(*) Είχαν ήδη καθιερωθεί από τον Κλαύδιο Πτολεµαίο (85-165 µ.Χ.). Παρέµειναν σε αφάνεια για µια 

µεγάλη περίοδο του Μεσαίωνα και χρησιµοποιήθηκαν σε ελάχιστες περιπτώσεις από τους λόγιους της 

Χαρτογραφίας για την παραγωγή “παγκόσµιων χαρτών” - εικόνων του γνωστού κόσµου. 
(**) Οι γραµµές αυτές τεµνόµενες σε πολλά σηµεία του χάρτη δηµιουργούν ένα πυκνό πλέγµα γνωστό 

και ως µαρτελόγιο. Η ετυµολογία της λέξης ενδεχοµένως από το mar teloio = θαλάσσιος κάνναβος 

(Τόλιας, σελ. 28). 
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Εικόνα 6. Πορτολάνος του Αιγαίου από τον F.M. Levanto (1664). Παράδειγµα σχεδιασµού λοξοδροµικής πλεύσης 

από την Αστυπάλαια ( ) στη ∆ονούσα ( ). Ο χάρτης υποδεικνύει να ακολουθήσουµε πλεύση 

σταθερής πυξίδας µε γωνία δ ως προς Βορρά ίση µε 22,5°. Ο χάρτης ανήκει σε µια περίοδο που οι 

πορτολάνοι είχαν αρχίσει να παρακµάζουν (από Σφυρόερας κ.α., 1985). 
 

Θέλοντας να ταξιδέψουµε από την Αστυπάλαια (σηµείο ) στη ∆ονούσα (σηµείο 

)(*), ξεκινάµε προσπαθώντας να εντοπίσουµε πάνω στο χάρτη µία ακτίνα ανέµου 

που να συνδέει τα δύο νησιά. Μια τέτοια ακτίνα υπάρχει και µάλιστα ξεκινά από το 

“αριστερό” άκρο ενός χαρακτηριστικού κόλπου που βρίσκεται στο βόρειο µέρος της 

Αστυπάλαιας. Παρακολουθώντας την ακτίνα αυτή µέχρι το πλησιέστερο ρόδο 

ανέµων διαπιστώνουµε ότι σχηµατίζει γωνία δ=2·(360:32)=22,5° µε την κατεύθυνση 

του Βορρά. Έτσι λοιπόν αν στην πράξη ακολουθήσουµε µία λοξοδροµική πλεύση η 

οποία σχηµατίζει µε την κατεύθυνση της µαγνητικής βελόνας ακριβώς αυτή τη γωνία, 

αναµένεται κάποια στιγµή να φθάσουµε στον προορισµό µας(15). 

Εδώ όµως ακριβώς είναι που δηµιουργείται το σφάλµα που στην περίπτωση των 

µακρινών ταξιδιών παίρνει δραµατικές διαστάσεις: Στους πορτολάνους χάρτες η 

σφαιρική πραγµατικότητα έχει αποδοθεί σχεδιαστικά µε τέτοιο τρόπο ώστε οι 

σπειροειδείς λοξοδροµίες παραµορφώνονται σε ευθύγραµµα τµήµατα· ταυτόχρονα 

όµως ο όλος σχεδιασµός – ακριβώς γιατί είναι λίγο πολύ εµπειρικός – συνεπιφέρει 

αλλοιώσεις και στις γωνίες κατά τη µεταφορά τους από τη σφαίρα στο επίπεδο. Έτσι 

                                       
(*) Στο χάρτη  το νησί σηµειώνεται µε το αρχαίο όνοµά του που ήταν Στενώσα.  
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η πορεία δ που υποδεικνύει ο χάρτης ν’ ακολουθήσουµε δεν έχει καµία σχέση µ’ 

αυτή που στην πραγµατικότητα πρέπει ν’ ακολουθηθεί. Όπως πολύ χαρακτηριστικά 

το έθεσε ένας χαρτογράφος στα µέσα του 16ου αι., «κάτω από τις υπάρχουσες 

συνθήκες δεν έχει κανένα νόηµα να ακολουθείς επί µακρόν µια πλεύση σταθερής 

πυξίδας έτσι όπως εµφανίζεται στο χάρτη. Οι γραµµές σταθερής πλεύσης οι οποίες 

εκκινούν από τα ρόδα ανέµων µπορεί να είναι ευθείες γραµµές πάνω στο χάρτη αλλά οι 

ίδιες πάνω στη σφαιρική επιφάνεια του ωκεανού παράγουν µία σειρά από σπειροειδείς 

καµπύλες οι οποίες θα οδηγούσαν ένα ναυσίπλοο µε ακρίβεια στο πουθενά»! (Michiel 

Coignet, 1581)(*). 

Οι ναυσίπλοοι του ύστερου Μεσαίωνα είχαν επίγνωση αυτής της αδυναµίας 

(Λιβιεράτος, 1998). Σύµφωνα δε µε το Lloyd Brown (1979), «… ποτέ δεν έκρυψαν 

την ανάγκη τους για καλύτερους χάρτες. Ο Martin Cοrtes(∗∗) οδύρονταν γιατί οι σοφοί 

άντρες φαίνονταν ότι δεν µπορούσαν να κατασκευάσουν ακριβείς χάρτες. Οι σοφοί 

άντρες βέβαια, µεταξύ τους και οι χαρτογράφοι, είχαν επίγνωση των (σχετικών) 

προβληµάτων αλλά η επίλυσή τους ήταν ένα άλλο ζήτηµα» (Brown 1979, σελ. 134).  

Στην ουσία του το πρόβληµα που έπρεπε να επιλυθεί συµπυκνώνεται στο εξής 

ερώτηµα: Σε τι είδους χάρτη θα µπορούσε µία πλεύση σταθερής πυξίδας εύκολα και 

µε ακρίβεια να χαραχτεί και (κατόπιν) να ακολουθηθεί; 

Το 16ο αι. ο Φλαµανδός χαρτογράφος Gerard Mercator είχε συνειδητοποιήσει, 

ότι ο όλος σχεδιασµός ενός τέτοιου χάρτη θα πρέπει να υπηρετεί µια βασική 

παραµόρφωση· στην πραγµατικότητα να εκπορεύεται απ’ αυτήν: οι σπειροειδείς 

λοξοδροµίες θα εµφανίζονται πάνω του σαν ευθύγραµµα τµήµατα. Επιπλέον για να 

µπορεί ο σχεδιασµός να υπηρετεί λειτουργικά αυτή την παραµόρφωση θα πρέπει να 

πληροί και µία ιδιότητας σταθερότητας: να µην αλλοιώνει τα µεγέθη των γωνιών κατά 

τη “µεταφορά” τους από τη σφαίρα στο επίπεδο. Το ερώτηµα βέβαια που µπαίνει 

είναι αν θα µπορούσε να υπάρξει ένας τέτοιος σχεδιασµός. Ο Mercator στα 1569 

πέτυχε να κατασκευάσει ένα τέτοιο χάρτη του Κόσµου. Την επινόησή του καθώς και 

                                       
(*) To συγκεκριµένο παράθεµα είναι από το βιβλίο του L. Brown (σελ. 134), o oποίος αποδίδει σε 

ελεύθερη γλώσσα τα λόγια του Coignet από το έργο του «Instruction nouvelle des points plus 

excellents et necessaries, toucbant l’ art de nauiguer…». Η υπογράµµιση δική µας. 
(∗∗) Ισπανός συγγραφέας βιβλίων για τη ναυσιπλοΐα. Έζησε γύρω στο 1550. Τα βιβλία του έκαµαν 

αίσθηση. 
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τις απρόσµενες µαθηµατικές ιδέες που ξεπήδησαν απ’ αυτή, παρακολουθεί το 

δεύτερο µέρος της ∆ιπλωµατικής. 

 

Παρατήρηση 

Μία εντυπωσιακή διαφορά που έχει η γεωµετρία της σφαίρας απ’ αυτήν του 

επιπέδου φαίνεται στο διαφορετικό πλήθος των λοξοδροµιών που συνδέουν δύο 

σηµεία όταν αυτά θεωρηθούν πάνω στη σφαίρα και όταν τα ίδια σηµεία θεωρηθούν 

πάνω σ’ ένα επίπεδο ναυτικό χάρτη. Στην περίπτωση του χάρτη υπάρχει µία και µόνο 

λοξοδροµία, το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα δύο σηµεία. Πάνω στη σφαίρα 

όµως, αυτό που ισχύει είναι ότι υπάρχουν άπειρες στο πλήθος λοξοδροµίες που 

ενώνουν τους δύο τόπους! 

Η απόδειξη αυτής της απρόσµενης ιδιότητας θα παρουσιαστεί στο τρίτο µέρος 

της ∆ιπλωµατικής µιας και απαιτεί την αυστηρή µαθηµατική διαπραγµάτευση των 

εννοιών «καµπύλη», «επιφάνεια» και «γωνία». 
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Σηµειώσεις πρώτου µέρους 

 

(1) Για παράδειγµα στο παλαιότερο απ’ αυτά που είναι του 4ου ή 5ου αι. π.χ. 

διαβάζουµε: «Η πλεύση κατά µήκος της Λιβύης (εννοεί Αφρικής) από το 

Καννωβικό(∗) στόµα (του Νείλου) στην Αίγυπτο µέχρι της Ηράκλειες Στήλες, 

υπολογισµένη µε τον ίδιο τρόπο που χρησιµοποιήθηκε στην Ασία και στην Ευρώπη 

απαιτεί 74 ηµέρες αν κάποιος ακολουθήσει διαδροµή δίπλα στις ακτές» (Brown, 

1979, σελ. 120). Το κείµενο αναφέρεται στα ταξίδια του ναυσιπλόου και 

γεωγράφου Σκύλακα από την Καρία (560-480 π.Χ.) και φέρει τον τίτλο «Σκύλαξ 

ο Καρυανδεύς, ο περίπλους της θαλάσσης του κατωκοιµένου µέρους Ευρώπης και 

Ασίας και Λιβύης». Κατά τον Lloyd Brown (1979) η φράση που αναφέραµε 

υπονοεί ότι υπάρχει και συντοµότερος δρόµος – η πλεύση κατά µήκος ευθείας 

γραµµής µε τις ακτές απέναντι ή διαγωνίως ως προς αυτές. Παρόµοιες 

καταγραφές αποστάσεων µετρηµένων σε στάδια αυτή τη φορά, βρίσκουµε και 

στους άλλους λιγοστούς Περίπλοες που έχουν διασωθεί και που ανάγονται στους 

βυζαντινούς χρόνους. Ο σηµαντικότερος απ’ αυτούς είναι αναµφισβήτητα το 

χειρόγραφο µε κωδικό 4701 της βιβλιοθήκης της Μαδρίτης και τίτλο 

«Σταδιασµός ήτοι περίπλους της Μείζονος Θαλάσσης» (δηλ. της Μεσογείου και 

της Μαύρης Θάλασσας). Πρόκειται για χειρόγραφο του 10ου αι. µ.Χ. το οποίο 

όµως βασίζεται σε αρχαιότερο πρότυπο αγνώστου συγγραφέα του 4ου ή 5ου αι. 

µ.Χ. (Λιβιεράτος 1988, Βrown 1979). Σύµφωνα µε τον Ε. Λιβιεράτο (1998) 

αποτελεί το µεγαλύτερο εφαρµοσµένο χαρτογραφικό έργο της Μεσογείου. 

Περιέχει πάµπολλες καταγραφές αποστάσεων καθώς και πολλά άλλα στοιχεία 

σχετικά µε τις ναυτικές διαδροµές µεταξύ των λιµανιών της Μεσογείου (βλέπε για 

παράδειγµα Βrown, 1979, σελ. 120-121). 

(2) Στο επίπεδο η συντοµότερη διαδροµή µεταξύ δύο σηµείων είναι το (µοναδικό) 

ευθύγραµµο τµήµα που τα συνδέει. Πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας που δεν 

υπάρχουν ευθείες, την ιδιότητα της συντοµότερης διαδροµής κατέχει το τόξο του 

(µοναδικού) µέγιστου κύκλου που ενώνει τα δύο σηµεία. Μέγιστος κύκλος σφαίρας 

                                       
(∗) Από την πόλη Κάννωβος, το κυριώτερο Αιγυπτιακό λιµάνι για τους Έλληνες εµπόρους πριν την 

ίδρυση της Αλεξάνδρειας. Η πόλη αναφέρεται από τον Ηρόδοτο και βρίσκονταν στα ανατολικά 

προάστια της Αλεξάνδρειας περίπου 25 km από το σηµερινό κέντρο της (στο σηµερινό Αbu Qir). 
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ονοµάζεται εκείνος ο κύκλος πάνω της που το κέντρο του είναι το κέντρο της 

σφαίρας. Για παράδειγµα, στη γήινη σφαίρα ο ισηµερινός και οι µεσηµβρινοί είναι 

µέγιστοι κύκλοι. Πολύ µικρά κοµµάτια των µέγιστων κύκλων µοιάζουν µε 

ευθύγραµµα τµήµατα. 

(3) Τα σωζόµενα Βυζαντινά αποσπάσµατα είναι και εδώ χαρακτηριστικά: Ο 

βυζαντινός Σταδιασµός που αναφέραµε πριν, στο µεγαλύτερο µέρος του 

καταπιάνεται µε την διερεύνηση αυτών ακριβώς των παραγόντων ενώ σε άλλο 

βυζαντινό απόσπασµα µε χρήσιµες οδηγίες τη ναυσιπλοΐα διαβάζουµε για «… 

τους γιγνώσκοντας ακριβώς την πείραν της θαλάσσης… ποίοι άνεµοι κυµαίνουσιν 

αυτήν και ποίοι φυσώσιν από της γης· ίνα δε γιγνώσκοσιν και τας κρυπτόµενας 

πέτρας εις την θάλασσαν και τους τόπους τους µη έχοντας βάθος και την 

παραπλεοµένην γην και το πόσο απέχουσιν οι τοιούτοι λιµένες εις από του 

άλλου…» (Σφυρόερας κ.ά., 1985, σελ. 25). 

(4) Στο βιβλίο της Ελένης Μαντά «100 αιώνες θάλασσα» διαβάζουµε ότι τα 

θαλασσινά ταξίδια στην Ελλάδα, και πιθανότατα σε ολόκληρο τον κόσµο,  

ξεκίνησαν από το Αιγαίο. Ευρήµατα που βρέθηκαν στο σπήλαιο Φράγχθι της 

Αργολίδας τοποθετούν τους πρώτους ναυτικούς γύρω στα 8000 π.Χ. (Μαντά, 2003, 

σελ. 17-18). Σχετικές πληροφορίες επίσης υπάρχουν και στο περιοδικό 

«Γεωτρόπιο» της εφηµερίδας «Ελευθεροτυπία», τεύχος 280, 27 Αυγούστου 2007, 

στο άρθρο «Τα αρχαία Σκαριά», σελ. 12-15. 

(5) Για παράδειγµα ο Όµηρος (8ος – 7ος αι. π.Χ.) στην Οδύσσεια αναφέρει ότι ο 

Βορέας και ο Ζέφυρος φυσούν από τη Θράκη (Βrown, 1979, σελ. 124). Πάντως οι 

εποχιακοί άνεµοι αποτελούσαν εξαίρεση µιας και πνέουν από σταθερή 

κατεύθυνση και ακριβώς γι’ αυτό το λόγο φαίνεται να έπαιξαν σηµαντικό ρόλο 

στην οργάνωση των ναυτικών ταξιδιών. Η Ε. Μαντά (2003) µας πληροφορεί 

σχετικά ότι, οι Κρήτες ναυτικοί ήδη από το 1400 π.Χ. χρησιµοποιούσαν τα 

καλοκαιρινά µελτέµια για να ταξιδέψουν µέχρι την Αίγυπτο και να πουλήσουν τα 

εµπορεύµατά τους. Μέσα σε 5 µόνο ηµέρες κάλυπταν µία απόσταση 370 ν.µ. (1 

ν.µ. = 1.852 m). Ωστόσο η επιστροφή τους κρατούσε έναν και δύο µήνες µιας και 

λόγω του αντίθετου καιρού έπρεπε πλέον να ταξιδέψουν ακτή ακτή από τη 

Φοινίκη και τη Μ. Ασία για να επιστρέψουν µέσω ∆ωδεκανήσων στην Κρήτη. 

(6) Πότε ακριβώς συνέβη για πρώτη φορά αυτή η σύνδεση δεν το γνωρίζουµε. Ο 

Στράβωνας (68 π.Χ. – 20 µ.Χ.) – που µαζί µε τον Ηρόδοτο και τον Κλαύδιο 

Πτολεµαίο αποτελούν τις κυριότερες πηγές µας για τις γεωγραφικές γνώσεις των 
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αρχαίων – αναφέρει ότι η Μικρή Άρκτος δεν είχε αναγνωριστεί ως αστερισµός 

µέχρι που οι Έλληνες έµαθαν γι’ αυτήν από τους Φοίνικες που τη 

χρησιµοποιούσαν στα ναυτικά τους ταξίδια. Σύµφωνα µε τον Ε. Λιβιεράτο (1998) 

πολλοί αρχαίοι πολιτισµοί έστρεψαν από νωρίς το ενδιαφέρον τους στην 

παρατήρηση και τη µελέτη του έναστρου στερεώµατος. Το ενδιαφέρον τους όµως 

εντοπίζονταν σχεδόν αποκλειστικά στην επίδραση των άστρων στους ανθρώπους, 

κάτι πολύ κοντά στην αστρολογία. Μόνο οι Έλληνες που διακρίθηκαν στη 

θάλασσα αναζήτησαν στον έναστρο ουρανό τη µέθοδο προσδιορισµού θέσης και 

προσανατολισµού στη θάλασσα (Λιβιεράτος, σελ. 18, 19). 

(7) Ο Lloyd Brown στο βιβλίο του «The Story of  Maps» (σελ. 204), αναφέρεται σ’ 

ένα κείµενο του Ίππαρχου (∼140π.Χ.), στο οποίο ο Ίππαρχος σχολιάζει και 

διορθώνει τον Εύδοξο τον Κνίδιο (410-355 π.Χ.). Από την αναφορά αυτή 

συνάγεται ότι ήδη από τον 4ο αι. π.Χ. οι Αρχαίοι Έλληνες χρησιµοποιούσαν τις 

δύο Άρκτους για τον προσδιορισµό του Βόρειου Πόλου της Γης. Ας σηµειώσουµε 

εδώ πως η κατεύθυνση προς την οποία βρίσκεται ο Βόρειος Πόλος της Γης 

µπορεί να προσδιοριστεί αν πρώτα εντοπιστεί πάνω στο νυχτερινό ουρανό το 

λαµπρότερο αστέρι του αστερισµού της Μικρής Άρκτου που ονοµάζεται και 

Πολικός Αστέρας (Polaris). O εντοπισµός αυτός επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια του 

αστερισµού της Μεγάλης Άρκτου. Τις πληροφορίες του ο Βrown τις αντλεί από το 

έργο του Sir Thomas Heath, «Aristarchus, of Samos the ancient Copernicus A 

history of Greek Astronomy to Aristarchus», 1913, Τhe Clarendon Press. 

(8) To πότε ακριβώς συνέβη η ανακάλυψη της µαγνητικής βελόνας, το πού, καθώς 

και το πότε πρωτοχρησιµοποιήθηκε στη ναυσιπλοΐα η µαγνητική πυξίδα, είναι 

ερωτήµατα που ακόµη και σήµερα αποτελούν ένα πολύ µπερδεµένο κουβάρι. 

Άκρως ενδιαφέρουσες είναι οι πληροφορίες που παραθέτει γι’ αυτό το θέµα ο L. 

Brown στις σελίδες 126-131 του βιβλίου του.  

Επίσης συµπληρωµατικά οι πληροφορίες στην εγκυκλοπαίδεια «Μπριττάνικα» 

καθώς και οι πληροφορίες στις ηλεκτρονικές διευθύνσεις www.el.wikipedia.org 

(µετάβαση στο λήµµα «Ανεµολόγιο») και www.FishFinder.gr/PageSub 

Catalog.asp?c=46-141-Null (επιλογή «Πυξίδες»). Όσο για τη διαφορά µεταξύ 

µαγνητικής βελόνας και µαγνητικής πυξίδας, η ακόλουθη εικόνα από το βιβλίο 

της Ελένης Μαντά «100 αιώνες θάλασσα») (Εκδ. Ναυτικό Μουσείο Αιγαίου, σελ. 

94), είναι νοµίζουµε διαφωτιστική: 

http://www.el.wikipedia.org/
http://www.fishfinder.gr/PageSub Catalog.asp?c=46-K11-Null
http://www.fishfinder.gr/PageSub Catalog.asp?c=46-K11-Null
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Εικόνα 7. α. Αναπαράσταση αρχικής µορφής πυξίδας από την Κίνα (τέλη 3ου αιώνα π.Χ.). Χρησιµοποιήθηκε 

µάλλον για τελετουργικούς σκοπούς. Ουσιαστικά πρόκειται για µαγνητική βελόνα.  

β. Φελλός µε µαγνητισµένη βελόνα σε νερό . Μαγνητική πυξίδα των Βυζαντινών χρόνων. 

(9) Η γη αποτελεί τεράστιο φυσικό µαγνήτη µε όλα τα χαρακτηριστικά του, δηλαδή 

το βόρειο µαγνητικό πόλο, το νότιο µαγνητικό πόλο και το µαγνητικό ισηµερινό. 

Οι µαγνητικοί πόλοι αποτελούν τα σηµεία µεγίστης µαγνητικής εντάσεως και 

βρίσκονται κοντά στους γεωγραφικούς πόλους αλλά δεν συµπίπτουν µ’ αυτούς. Ο 

µεν βόρειος κείται κοντά στον κόλπο Hudson (BA ακτές Καναδά, περίπου 650 

µίλια µακριά από τον Βόρειο γεωγρ. πόλο), ο δε νότιος κοντά στη South Victoria 

Land (Ανταρκτική). Οι µαγνητικοί πόλοι δεν παραµένουν σταθερά στο ίδιο 

σηµείο, αλλά κινούνται συνεχώς σε ακαθόριστα ίχνη. 

Η µαγνητική βελόνα τώρα, ακριβώς επειδή είναι µαγνήτης είναι 

προσανατολισµένη προς το βόρειο µαγνητικό πόλο της Γης. Η γωνία που 

σχηµατίζει η κατεύθυνσή της µε την κατεύθυνση του γεωγραφικού Βορρά 

ονοµάζεται απόκλιση. Για το ρόλο που διαδραµάτισε η απόκλιση στα ναυτικά 

ταξίδια βλέπε το πολύ ενδιαφέρον κείµενο του Lloyd Brown στις σελίδες 132-134 

του βιβλίου του. 

Σ’ αυτή την εργασία θα θεωρούµε ότι οι πυξίδες δείχνουν προς το 

γεωγραφικό Βόρειο Πόλο. 

(10) Η µετονοµασία αυτή οφείλεται στον Ολλανδό µαθηµατικό Willebrord Snellius ή 

Snell (1580-1626) ο οποίος την πρότεινε το 1624 σε µία µελέτη του για την 

ναυσιπλοΐα (Rickey and Tuchinsky, 1980). Η αλλαγή ονοµασίας –κατά τη γνώµη 

µας– υποδηλώνει µία µετατόπιση από την αρχική Φυσική προσέγγιση του 

θέµατος σε µια γεωµετρική. Να αναφέρουµε εδώ ότι µεταξύ δύο σηµείων της Γης 

µπορεί ν’ αποδειχθεί ότι διέρχονται άπειρες λοξοδροµίες. Εκείνη όµως η οποία 

ενδιαφέρει το ναυτιλλόµενο είναι αυτή που ενώνει τα σηµεία απευθείας χωρίς να 

περιστρέφεται γύρω από τη Γη. 
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(11) Στο εγχειρίδιο των Σχολών Εµπορικού Ναυτικού «Ναυτιλία» των Ντούνη και 

∆ηµαράκη και στις σελίδες 48 και 49, υπάρχει εκτενής αναφορά στη σύγκριση 

µεταξύ λοξοδροµικής και ορθοδροµικής πλεύσης (η τελευταία είναι η πλεύση σε 

µέγιστο κύκλο σφαίρας). Εκεί διαβάζουµε ότι: 

«γενικά, για µικρές αποστάσεις η διαφορά ορθοδροµικής και λοξοδροµικής 

αποστάσεως είναι αµελητέα . Γι’ αυτό προτιµούµε να πλέουµε λοξοδροµικά έχοντας 

το πλεονέκτηµα ότι θα τηρήσουµε σταθερή πορεία. Συνήθως στα µεσαία πλάτη, 

µέχρι 600 ν.µ. (1 ν.µ. = 1852 µ.) πλέοµε λοξοδροµικά». 

Για µεγαλύτερες αποστάσεις – όπως για παράδειγµα αυτές των υπερατλαντικών 

ταξιδιών – βλέπε σχετικά το τρίτο µέρος της ∆ιπλωµατικής και την παράγραφο µε 

τίτλο «Οι σύγχρονοι πλοηγοί χρησιµοποιούν µερκατορικούς χάρτες». 

(12) Την ακριβή αλγεβρική εξίσωση θα τη δούµε στο τρίτο µέρος της ∆ιπλωµατικής. Η 

εξίσωση αυτή – όπως προκύπτει απ’ το δεύτερο µέρος της ∆ιπλωµατικής – µε τον 

ένα ή µε τον άλλο τρόπο έγινε γνωστή σίγουρα µετά το 1670 (που 

πρωτοαποδείχθηκε ότι ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
π

2
φlntandφ

cosφ
1 ). 

(13) H δήλωση αυτή (που αποτελεί και την επίσηµη άποψη των ιστορικών της 

χαρτογραφίας) δεν µπορεί παρά να γίνει αποδεκτή µε κάποιο σκεπτικισµό, µιας 

και δεν έχουµε παρουσιάσει έναν αυστηρό ορισµό της έννοιας «ναυτικός 

χάρτης». Ένας τέτοιος ορισµός βέβαια δεν είναι εύκολο να δοθεί µιας και κατ’ 

αρχήν δεν είναι δυνατό να δοθεί ένας απόλυτος ορισµός για την έννοια «χάρτης» 

που να καλύπτει όλες τις εποχές κι όλους τους πολιτισµούς. Στα ερωτήµατα «τι 

είναι αυτό που κάνει ένα χάρτη να είναι χάρτης» και «πότε ένα σκίτσο ή 

γενικότερα ένα δηµιούργηµα δεν είναι χάρτης», οι απαντήσεις δεν είναι καθόλου 

προφανείς. Γι’ αυτά τα εξόχως ενδιαφέροντα ζητήµατα υπάρχει εκτενής 

συζήτηση στο κλασσικό πλέον εξάτοµο έργο των εκδόσεων του Πανεπιστηµίου 

του Chicago, «The History of Cartography» την έκδοση του οποίου επιµελήθηκαν 

κατ’ αρχήν οι Harley και Woodward (ειδικά η εισαγωγή του πρώτου τόµου, οι 

σελίδες 371-463, καθώς και το τρίτο Βιβλίο του δεύτερου τόµου). Κατατοπιστικό 

γι’ αυτά τα ζητήµατα και το άρθρο «Uncommon Directions» του Robin Herbst 

στο περιοδικό Humanities. 

Όπως όµως και να’ χει το πράγµα, για το ερώτηµα που µας απασχολεί εδώ 

δηλ. αυτό της χάραξης πάνω σ’ έναν έντυπο χάρτη της διαδροµής ενός πλοίου, 
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αυτό που πρέπει να’ χουµε στο νου µας είναι η “κλασική-συνηθισµένη αντίληψη” 

της έννοιας του χάρτη. 

(14) Oι πορτολάνοι αυτοί  ονοµάστηκαν κλασικοί ή κανονικοί πορτολάνοι. Υπήρξαν 

δηµιούργηµα των Ιταλών χαρτογράφων  και κυρίως των χαρτογραφικών σχολών 

της Γένοβας και της Βενετίας. Παραλλαγή τους που εµφανίστηκε λίγο αργότερα, 

αποτελούν οι καταλανικοί πορτολάνοι, δηµιούργηµα Ισπανών χαρτογράφων 

κυρίως από τις πόλεις Μαγιόρκα και Βαρκελώνη. 

(15) Βέβαια, ο συγκεκριµένος χάρτης που παρουσιάζουµε έχει αποτυπώσει λάθος το 

µέγεθος της Αµοργού (σηµείο ). Στην πραγµατικότητα αυτό το νησί είναι 

αρκετά µεγαλύτερο µε αποτέλεσµα αν ακολουθήσουµε την πλεύση σταθερής 

πυξίδας που προτείνει ο χάρτης, κάποια στιγµή να πέσουµε πάνω στην Αµοργό! 

Ανεξάρτητα απ’ αυτό ν’ αναφέρουµε πως στην περίπτωση που η αρχή και 

το τέλος ενός ταξιδιού δεν συνδέονταν πάνω στον πορτολάνο χάρτη µε µία ήδη 

υπάρχουσα ακτίνα ανέµου, οι ναυσιπλόοι ένωναν µ’ ένα χάρακα αυτά τα δύο 

σηµεία και στη συνέχεια µετρούσαν µ’ ένα µοιρογνωµόνιο τη γωνία που 

σχηµάτιζε ο χάρακας µε την κατεύθυνση του Βορρά. Προφανώς όσο πιο πυκνό 

ήταν το δίκτυο των διευθύνσεων των ανέµων τόσο λιγότεροι επιπλέον σχεδιασµοί 

απαιτούνταν. 
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ΜΕΡΟΣ ΙΙ 
 

Η επινόηση του Mercator και οι απρόσµενες µαθηµατικές ιδέες 

που ξεπήδησαν απ΄ αυτήν 
 

 

 

 

 

 

 

«Στη Γεωγραφία οφείλει κανείς να εξετάσει την έκταση 

ολόκληρης της Γης καθώς και το σχήµα της και τη θέση της 

κάτω από τους ουρανούς έτσι ώστε να προσδιορίσει σωστά 

τις ιδιοµορφίες και τις διαστάσεις του τµήµατος το οποίο 

πραγµατεύεται… Το πιο σπουδαίο και εξαίσιο επίτευγµα 

των µαθηµατικών είναι ότι αποκαλύπτουν όλα αυτά τα 

πράγµατα στην ανθρώπινη διάνοια». 

Κλαύδιος Πτολεµαίος, «Γεωγραφική Υφήγησις», 1ος αι. µ.Χ. 

  

«Η βαθιά µελέτη της Φύσης είναι η πιο γόνιµη πηγή 

µαθηµατικών ανακαλύψεων» 

Joseph Fourier, 1807 
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§6. Εισαγωγή 

 

 Αν στο ξεκίνηµα αυτού του δεύτερου µέρους επιχειρήσουµε να κάνουµε µια 

σύγκριση ανάµεσα σ΄ αυτά που θα ακολουθήσουν και σ΄ αυτά που έχουν ήδη ειπωθεί, 

αυτό που πρέπει κατ΄ αρχήν να πούµε είναι πως τα όσα ελέχθησαν στο πρώτο µέρος 

είχαν έναν έντονα εµπειρικό χαρακτήρα. Οι παλαιοί πορτολάνοι χάρτες, σχεδιασµένοι 

συχνά από τους ίδιους τους ναυτικούς που λειτουργούσαν ως εµπειρικοί χαρτογράφοι 

της ανάγκης, σε µεγάλο βαθµό βάσισαν την κατασκευή τους σε στοιχειώδη 

µαθηµατικά που αφορούσαν σε µετρήσεις αποστάσεων και γωνιών. Ακόµη κι αν οι 

ακτογραµµές αποδίδονται σ΄ αυτούς µε εντυπωσιακή ακρίβεια, εντούτοις αυτή η 

“ανεπιτήδευτη” αποτύπωση της σφαίρας στο επίπεδο, κατά τη διάρκεια των 

“Μεγάλων Ανακαλύψεων” ανάδειξε κρίσιµες αδυναµίες οι οποίες και γέννησαν το 

αίτηµα κατασκευής ενός νέου ναυτικού χάρτη ο οποίος να πληροί πλέον 

συγκεκριµένες µαθηµατικές ιδιότητες.  

 Με την επινόηση αυτού του ναυτικού χάρτη, τις µαθηµατικές του ιδιότητες, τον 

τρόπο κατασκευής του και τις απρόσµενες µαθηµατικές ιδέες που ξεπήδησαν απ΄ αυτόν 

ασχολείται το δεύτερο µέρος της ∆ιπλωµατικής.  

 Ως εκ τούτου, τα όσα διαδραµατίζονται από δω και κάτω – σε αντίθεση µε το 

πρώτο µέρος – αναδεικνύουν ένα πιο µεθοδικό και πιο επιστηµονικό χαρακτήρα. Τα 

µαθηµατικά επιχειρήµατα που εµφανίζονται είναι πιο “εκλεπτυσµένα” και τα 

πρόσωπα που πρωταγωνιστούν στη διαµόρφωσή τους είναι (τα περισσότερα) βαθείς 

γνώστες των µαθηµατικών της εποχής τους και στη συντριπτική τους πλειοψηφία 

καθαρόαιµοι µαθηµατικοί. Το δεύτερο µέρος µετακοµίζει – θα λέγαµε – από το 

εργαστήριο στο σπουδαστήριο.  

 Από απόψεως περιεχοµένου το δεύτερο µέρος χωρίζεται σε δύο υποενότητες. 

Στην πρώτη, που αποτελείται από τις παραγράφους 7 έως και 10, παρουσιάζονται στο 

ιστορικό τους πλαίσιο η επινόηση από τον G.Mercator της χαρτογραφικής του 

προβολής καθώς και οι µαθηµατικές ιδέες που απαιτήθηκαν για την ακριβή 

κατασκευή – αποκρυπτογράφηση του µερκατορικού χάρτη. Οι ιδέες αυτές όσο κι αν 

ακούγεται παράξενο έγιναν γνωστές 30 χρόνια αργότερα από την παρουσίαση του 

χάρτη µιας και ο Mercator δεν είπε τίποτα γι΄ αυτές! Ιδιαίτερη προσπάθεια εδώ 

καταβλήθηκε ώστε να διαφανούν οι σχέσεις της εξέλιξης των µαθηµατικών εννοιών 

µε τις κοινωνικές και επιστηµονικές απαιτήσεις της εποχής.  
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Στη δεύτερη υποενότητα (παράγραφος 11) και σε άµεση σχέση µε τις ιδέες για 

τις οποίες µόλις έγινε λόγος, παρουσιάζεται στο ιστορικό της πλαίσιο µία απρόσµενη 

συµβολή του µερκατορικού χάρτη στον προβληµατισµό γύρω από τη γέννηση του 

Απειροστικού Λογισµού: ο υπολογισµός του τριγωνοµετρικού ολοκληρώµατος της 

τέµνουσας µιας γωνίας ( )∫ ∫ ⋅= dx
συνx

1τεµνx . Πρόκειται για ένα ολοκλήρωµα που είναι 

αντιπροσωπευτικό µιας µεγάλης κατηγορίας τριγωνοµετρικών ολοκληρωµάτων που 

συναντάµε στο Λύκειο. Την εποχή που πρωτοεµφανίστηκε το ολοκλήρωµα αυτό ο 

Απειροστικός Λογισµός δεν είχε παρουσιαστεί αλλά ούτε και ο ίδιος ο Newton είχε 

γεννηθεί! Οι Rickey και Tuchinsky (1980) χαρακτηρίζουν την όλη περίπτωση ως µία 

εφαρµογή της Γεωγραφίας στα Μαθηµατικά παρά το αντίστροφο. Ο υπολογισµός όπως 

αναφέρουν εξελίχθηκε «σ’ ένα από τα σηµαντικότερα ανοιχτά προβλήµατα των µέσων 

του 17ου αιώνα»(σελ.165). 
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§7. Ο Gerardus Mercator και η εποχή του 

 
«Οποιοσδήποτε κάνει τα µονοπάτια της θάλασσας πιο εύκολα, 

οποιοσδήποτε µειώνει τους κινδύνους και απαλύνει τις ταλαιπωρίες 

στη ζωή των ναυτικών, αξίζει να τον θυµούνται. Όµως η ύπαρξη του 

Mercator ακόµη και στα µυαλά των ευφυών και µορφωµένων 

ανθρώπων της θάλασσας, φαίνεται έως τώρα να είναι µετά βίας κάτι 

περισσότερο από ένα απλό όνοµα». 

Elial Hall, 1878(*)

 

 Ο Gerard Mercator – γόνος φτωχής πολυµελούς οικογένειας και εγγονός 

παπά – γεννήθηκε το 1512 στο Rupelmonde της ανατολικής Φλάνδρας (σηµερινό 

Βέλγιο), αλλά για πολλά χρόνια έζησε στο Duisburg της σηµερινής Γερµανίας. Το 

πραγµατικό του όνοµα ήταν Gerard Kremer. Μετά το θάνατο της µητέρας του όµως 

(~1528)(**), άλλαξε το αρχικό του επίθετο (που στα γερµανικά σηµαίνει «έµπορος») 

στο λατινικό «Mercator» (που επίσης σηµαίνει «έµπορος»). Το πλήρες όνοµα που – 

τελικά – διάλεξε για τον εαυτό του και µε το οποίο έγινε γνωστός ήταν το «Gerardus 

Mercator de Rupelmonde».  

 Αφού τελείωσε το σχολείο του υπό την επίβλεψη του παππού του, ο Mercator 

ξεκίνησε τις σπουδές του στα 1530 σπουδάζοντας Φιλοσοφία στο πανεπιστήµιο της 

Louvain(***) όπου και εντρύφησε στον Αριστοτέλη. Πήρε το δίπλωµά του δύο χρόνια 

αργότερα και αφού πέρασε µία προσωπική κρίση σχετική µε τις επιστηµονικές του 

ανησυχίες και τις θεολογικές του καταβολές, επανήλθε στις σπουδές στα 1534. Αυτή 

τη φορά διδάχτηκε µαθηµατικά και αστρονοµία από τον εξέχοντα Ολλανδό 

µαθηµατικό Regnier Gemma Frisius. Παράλληλα έµαθε τις τέχνες του χαράκτη και 

του κατασκευαστή επιστηµονικών οργάνων δίπλα στον Gaspard van der Heyden ενώ 

για ένα διάστηµα δίδαξε και µαθηµατικά στους φοιτητές του πανεπιστηµίου του 

Louvain. Όµως το µεγάλο του ενδιαφέρον από πολύ νωρίς υπήρξε η Γεωγραφία. 

Όπως και ο ίδιος έγραψε αργότερα: «Από την εποχή της νεότητάς µου η γεωγραφία 

υπήρξε για µένα το πρωτεύον αντικείµενο µελέτης. Όσο επιδιδόµουν σ΄ αυτή, 

                                            
(*) Από την οµιλία του ενώπιον της Αµερικανικής Γεωγραφικής Εταιρίας της Νέας Υόρκης.  
(**) Είχε ήδη µείνει ορφανός από πατέρα λίγα χρόνια νωρίτερα.  
(***) Εκείνη την εποχή το πανεπιστήµιο της Louvain ήταν από τα πιο ονοµαστά κέντρα γνώσης στην 
Ευρώπη. 
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εφαρµόζοντας τις θεωρήσεις της φυσικής και γεωµετρικής επιστήµης, άρχισα – λίγο, 

λίγο – να γοητεύοµαι όχι µόνο από την περιγραφή της Γης αλλά και από την όλη δοµή 

της λειτουργίας του κόσµου, του οποίου τα πολυάριθµα στοιχεία δεν είναι γνωστά µέχρι 

σήµερα σε κανέναν» (Watelet, 1994) (1). 

 Η εποχή στην οποία έζησε ο Mercator υπήρξε µια εποχή µεγάλων πολιτικών, 

οικονοµικών και κοινωνικών αλλαγών για την Ευρώπη. Πρόκειται για την εποχή που 

ακολούθησε τα ταξίδια του Χριστόφορου Κολόµβου στην Αµερική(*) και το πέρασµα 

του ακρωτηρίου της Καλής Ελπίδας από τον Vasco da Gamma(**) (µε την άνευ 

προηγουµένου αύξηση του εµπορίου και των οικονοµικών συναλλαγών), για την 

εποχή του Μαρτίνου Λούθηρου και της Προτεσταντικής Μεταρρύθµισης(***), επίσης 

για την εποχή του Κάρολου του Πέµπτου αυτοκράτορα της Γερµανίας, του Francis 

του Πρώτου της Γαλλίας, του Ερρίκου του Όγδοου και της βασίλισσας Ελισάβετ της 

Αγγλίας. Είναι τέλος η εποχή που γεννήθηκε η Ολλανδική ∆ηµοκρατία. Η Φλάνδρα 

την περίοδο αυτή γνώρισε µεγάλη πολιτική και οικονοµική ακµή. Χαρακτηριστικό 

δείγµα αυτής της ακµής είναι η λειτουργία το 1531 στην Αµβέρσα του πρώτου 

χρηµατιστηρίου – οίκου εµπορικών συναλλαγών στον Κόσµο. Συνακόλουθο αυτής 

της ακµής βέβαια ήταν και η άνοδος των τεχνών. Η φλαµανδική ζωγραφική 

δηµιούργησε ένα ξεχωριστό ρεύµα στην τέχνη το οποίο στο ξεκίνηµά του 

τουλάχιστον, βασίστηκε σ΄ ένα έντονο ενδιαφέρον για τη φύση και την αλήθεια 

(νατουραλισµός και ρεαλισµός). Ταυτόχρονα όµως, η εποχή αυτή ήταν και µια εποχή 

έντονων θρησκευτικών εντάσεων. Ο ίδιος ο Mercator το 1544 συνελήφθη ως 

αιρετικός (ύποπτος λουθηρανισµού), φυλακίστηκε και λίγο έλειψε να χάσει τη ζωή 

του. 

 Στο επιστηµονικό επίπεδο(2) ο 16ος αιώνας (συµβαδίζοντας µε τις κοινωνικές 

απαιτήσεις) περιστράφηκε γύρω από τα ζητήµατα της απλοποίησης και της 

διευκόλυνσης των υπολογιστικών µεθόδων καθώς και της ακρίβειας και της 

ταχύτητας εκτέλεσης των αριθµητικών υπολογισµών. Πίνακες υπολογισµού τόκων 

και τρόποι µέτρησης των πολυπληθών µονάδων µέτρησης και νοµισµάτων κάνουν 

την εµφάνισή τους. Παράλληλα στα 1585 ο Simon Stevin εισάγει σε συστηµατική 

                                            
(*) Το πρώτο το 1492, το τέταρτο και τελευταίο το 1502.  
(**) Το 1497. Ο Vasco da Gamma ήταν ο πρώτος Ευρωπαίος που ξεπερνώντας το νοτιότερο άκρο της 
Αφρικανικής Ηπείρου ταξίδεψε (δια θαλάσσης) από τον Ατλαντικό στον Ινδικό ωκεανό φθάνοντας 
στην Ινδία. 
(***) Τυπικά εκκινεί στις 31 Οκτωβρίου του 1517.  
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βάση τους δεκαδικούς αριθµούς στη  θέση των (άλλων) κλασµάτων. Στην 

Αστρονοµία ο Κοπέρνικος δηµοσιεύει το έργο του για την κίνηση των ουρανίων 

σωµάτων ενώ πλούσιο υλικό αστρονοµικών παρατηρήσεων συγκεντρώνεται από τον 

Kepler. Η Τριγωνοµετρία (ιδιαίτερα η σφαιρική) διαµορφώνεται σε ανεξάρτητο 

µαθηµατικό κλάδο µεγάλης σηµασίας. Είναι χαρακτηριστικό ότι σ΄ όλη τη διάρκεια 

του 16ου αιώνα, ένα από τα κύρια αντικείµενα µαθηµατικής δραστηριότητας υπήρξε η 

κατασκευή τριγωνοµετρικών πινάκων µεγάλης ακρίβειας. Αποκορύφωµα όλων 

αυτών των διεργασιών βέβαια υπήρξε η δηµοσίευση στα 1614 από το Napier του 

βιβλίου του για τους λογαρίθµους. 

 Μέσα σ΄ αυτό το κλίµα ο Mercator άσκησε το χαρτογραφικό του επάγγελµα 

και προσπάθησε ν΄ αποκαταστήσει «το νόµο της αλήθειας (που) είχε παραµεληθεί σε 

πολλούς χάρτες» της εποχής του όπως χαρακτηριστικά αναφέρει σ΄ ένα γράµµα του 

στον Abraham Ortelius, έναν άλλο µεγάλο χαρτογράφο της εποχής (Μέλας, 1999, 

σελ. 41). Σύµφωνα µε τον Brown (1979), «για 57 χρόνια υπήρξε ο κορυφαίος 

χαρτογράφος της Ευρώπης και ίσως έκανε περισσότερα από οποιονδήποτε άλλο 

άνθρωπο για να ανυψώσει την κατασκευή χαρτών από µια χαµηλή τέχνη σε µια θετική 

επιστήµη» ( σελ. 158). 

  

Εικόνα 8. Ο Mercator σε βελγικό χαρτονόµισµα και γραµµατόσηµο. 

 Σε αντίθεση µε προγενέστερους χαρτογράφους, υπήρξε µεγάλος θαυµαστής 

και βαθύς µελετητής των γραπτών του Κλαύδιου Πτολεµαίου (85-165 µ.Χ.). Το 1578 

εξέδωσε τους χάρτες των οποίων η κατασκευή περιγράφεται στο έργο «Γεωγραφική 

Υφήγησις» του Πτολεµαίου, προσπαθώντας να τους αποδώσει στην αρχική τους 

µορφή και όχι αλλοιωµένους ή βελτιωµένους(*). Έξι χρόνια αργότερα εξέδωσε και τα 

                                            
(*) Το έργο αυτό του Πτολεµαίου – γνωστό στη ∆ύση ως «Γεωγραφία» - για περισσότερους από 12 
αιώνες αποτέλεσε την υψηλότερη αυθεντία στα γεωγραφικά ζητήµατα. Ακόµη και µετά τις ναυτικές 
ανακαλύψεις του 15ου και 16ου αι. αναγνωρίζονταν από τους χαρτογράφους ως το υπόβαθρο όλων των 
γεωγραφικών γνώσεων (Hall, 1878, σελ. 172-173).  
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ίδια τα κείµενα της «Γεωγραφικής Υφηγήσεως», αφού πρώτα είχε µελετήσει και 

συγκρίνει διάφορες επανεκδόσεις τους. Εν τω µεταξύ, ήδη από το 1544 είχε εκδώσει 

χάρτη της Ευρώπης (εξαιρετικά ακριβή) στον οποίο έπαιρνε κριτικά τις αποστάσεις 

του από τις (κυρίαρχες έως τότε) απόψεις του µεγάλου γεωγράφου της 

Αρχαιότητας(3). Αυτή η δουλειά του, ίσως περισσότερο από οποιαδήποτε άλλη, 

εκτόξευσε στα ύψη τη φήµη του ως χαρτογράφου ανάµεσα στους οµότεχνούς του. 

 Ο Mercator ήταν απ΄ τους πρώτους χαρτογράφους που προσπάθησαν να 

συγκεράσουν την εµπειρική άποψη της χαρτογραφίας µε την επιστηµονική αντίληψη 

του Πτολεµαίου. Η προσπάθειά του αποτυπώνεται χαρακτηριστικά στο διάσηµο 

χάρτη του του 1569 για τη ναυσιπλοΐα στον οποίο συνυπάρχουν οι γραµµές σταθερής 

πλεύσης του ρόδου των ανέµων µε τις γραµµές των παραλλήλων και των 

µεσηµβρινών του γεωγραφικού συστήµατος συντεταγµένων που είχε εισάγει ο 

Πτολεµαίος(4).  

 Σ΄ όλη τη διάρκεια της καριέρας του υπήρξε εντυπωσιακά παραγωγικός(5). 

Πέθανε το 1594 στο Duisburg µετά από τρία εγκεφαλικά. Σύµφωνα µε την 

ιστοσελίδα βιογραφιών του πανεπιστηµίου St Andrews, «…ο διαχωρισµός του 

Mercator από τις µεθόδους του Πτολεµαίου ήταν το ίδιο σηµαντικός για τη Γεωγραφία, 

όσο σηµαντικός ήταν και ο διαχωρισµός του Κοπέρνικου για την Αστρονοµία».  

 

§8. Ο νέος ναυτικός χάρτης του Mercator 

 

 Την εποχή που ο Mercator ήταν έτοιµος να καταπιαστεί µε το πρόβληµα της 

δηµιουργίας µίας µαθηµατικής προβολής(6) κατάλληλης για τους ναυτικούς είχε ήδη 

συµπληρώσει 30 χρόνια παρουσίας στη χαρτογραφική αγορά (Brown, σελ. 135). 

Όπως είδαµε και στο τέλος του πρώτου µέρους, είχε πλέον συνειδητοποιήσει πως οι 

βασικές λειτουργίες που έπρεπε να επιτελεί η προβολή του ήταν 1ον) να 

µετασχηµατίζει-παραµορφώνει τις λοξοδροµικές καµπύλες σε ευθύγραµµα τµήµατα 

2ον) να αποδίδει τα γωνιακά ανοίγµατα  χωρίς καµία παραµόρφωση (αναλλοίωτα). Το 

1569 κυκλοφόρησε το νέο του ναυτικό χάρτη µε τον τίτλο, «Νέα και πληρέστερη 

αναπαράσταση της γήινης σφαίρας κατάλληλα προσαρµοσµένη για χρήση της στη 

Ναυσιπλοΐα»(7). Βλέποντας κανείς το χάρτη αυτό (φαίνεται πιο κάτω στην εικόνα 9), 

εύκολα παρατηρεί ότι:  
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• πρόκειται σαφώς για έναν παγκόσµιο χάρτη. Είναι σχεδιασµένες η Αµερικανική 

Ήπειρος, η Αφρική, η Ευρώπη, η Ασία “µέχρις άκρων” (δηλ. και η Ιαπωνία), ενώ 

στο πάνω µέρος του χάρτη στη µέση, δεσπόζει (αφύσικα µεγάλη) η Γροιλανδία 

καθώς και κάποιοι ακαθόριστοι όγκοι – απ΄ άκρου σ΄ άκρο του χάρτη (!) – που 

φαίνεται να παριστάνουν τις αρκτικές περιοχές. Παρόµοιοι όγκοι στο κάτω µέρος 

απεικονίζουν την Ανταρκτική.  

• τα γνωστά µας (από τους πορτολάνους χάρτες) ρόδα των ανέµων συνυπάρχουν µ’ 

ένα πλέγµα οριζόντιων και κατακόρυφων ευθειών που όλοι γνωρίζουµε σήµερα 

ότι δεν είναι τίποτε άλλο από την απεικόνιση πάνω στο χάρτη των µεσηµβρινών 

και των παραλλήλων της γήινης σφαίρας(*).  

• υπάρχουν κάποιες ατέλειες στο περίγραµµα των ηπείρων αλλά και στις θέσεις 

ποταµών και οροσειρών.  

• οι περιοχές στο πάνω και στο κάτω µέρος εµφανίζονται όλες (!) παραµορφωµένες 

(αφύσικα µεγάλες). Η Γροιλανδία για την οποία έγινε λόγος πριν, εµφανίζεται να 

έχει έκταση µεγαλύτερη από ολόκληρη τη λεκάνη της Μεσογείου. 

 
Εικόνα 9. Παγκόσµιος χάρτης του Mercator (1569). Το χρώµα έχει αφαιρεθεί για διευκόλυνση στην 

ηλεκτρονική αναπαραγωγή (από www.henry-davis.com/MAPS).  

                                            
(*) Υπενθυµίζουµε ότι πάνω στην Υδρόγειο µεσηµβρινοί και παράλληλοι είναι κύκλοι που τέµνονται 
κάθετα µεταξύ τους. Οι µεσηµβρινοί είναι ίσοι κύκλοι που συναντώνται στους δύο πόλους ενώ οι 
παράλληλοι είναι άνισοι κύκλοι, παράλληλοι µεταξύ τους µε µεγαλύτερο απ΄ όλους τον ισηµερινό.  
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 Παρ΄ όλο που ο χάρτης παραµορφώνει τις αποστάσεις, η αρχική πρόθεση του 

Mercator ήταν µάλλον η αντίθετη. Σ΄ ένα σύντοµο και σχετικά πυκνό επεξηγηµατικό 

κείµενο που έγραψε στο πάνω αριστερό µέρος του χάρτη του διαβάζουµε σχετικά: 

«Κατασκευάζοντας αυτή την αναπαράσταση του κόσµου έπρεπε… ν΄ απλώσουµε την 

επιφάνεια της σφαίρας πάνω στο επίπεδο µε τέτοιο τρόπο ώστε οι θέσεις των τόπων  να 

συµφωνούν µεταξύ τους ως προς όλες τις πλευρές και όσο αφορά τις αληθείς 

διευθύνσεις και αποστάσεις και όσο αφορά τα σωστά γεωγραφικά µήκη και πλάτη… 

Έχοντας αυτή την πρόθεση έπρεπε να αναζητήσουµε ένα καινούργιο διακανονισµό 

µεταξύ µεσηµβρινών και παραλλήλων και να εφαρµόσουµε µια καινούργια αναλογία» 

(το παράθεµα από Rickey and Tuchinsky, 1980, σελ. 163)(8).  

 Προκειµένου να διερευνήσουµε αυτόν τον «καινούργιο διακανονισµό µεταξύ 

µεσηµβρινών και παραλλήλων» από τη µία αλλά και την παραµόρφωση των 

αποστάσεων από την άλλη, µεταφερόµαστε στο γενικότερο περίγραµµα του χάρτη 

(όπως αυτό εµφανίζεται στις εικόνες 10 και 11).  

 

Εικόνα 10. Γενικό περίγραµµα του χάρτη του Mercator (1569). ∆ιακρίνονται επεξηγήσεις του 

περιεχοµένου των πλαισίων καθώς και οι κυριότεροι παράλληλοι και µεσηµβρινοί (από 

www.henry-davis.com/MAPS). 
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Β.

Α.

Π.

Εικόνα 11. Γενικό περίγραµµα του χάρτη του Mercator (1569) µε έµφαση στην παρουσίαση όλων 

των µεσηµβρινών και των παραλλήλων (από Tuchinsky, 1978, σελ. 17).  

Κοιτώντας προσεκτικά βλέπουµε ότι: 

1ον) Ο ισηµερινός είναι σχεδιασµένος σαν ευθεία γραµµή µιας και αποτελεί 

περίπτωση λοξοδροµικής καµπύλης(9). Στο χάρτη η γραµµή αυτή είναι οριζόντια και 
λίγο πιο κάτω από τη µέση του. (Σηµειωτέον, ο ισηµερινός έχει αποδοθεί σ΄ όλο του 

το µήκος από το “αριστερό” άκρο της Γης στη Νέα Γουϊνέα, µέχρι το “δεξιό” άκρο 

της στην Ιάβα και πάλι στη Νέα Γουϊνέα).  
2ον) Για παρόµοιους λόγους και οι µεσηµβρινοί εµφανίζονται σχεδιασµένοι επίσης ως 

ευθείες γραµµές (λοξοδροµίες µε δ = 0)(10). Προκειµένου όµως οι «αληθείς 

διευθύνσεις» (δηλ. οι γωνίες πάνω στην Υδρόγειο) να σχεδιαστούν αναλλοίωτες στο 

χάρτη, οι ευθείες των µεσηµβρινών έχουν σχεδιαστεί κάθετες στην ευθεία του 

ισηµερινού δηλ. παράλληλες µεταξύ τους(*). 

3ον) Αυτή η αναγκαία σχεδιαστική επιλογή οδηγεί αναπόφευκτα σε µία πρώτη 

παραµόρφωση στην απόδοση των αποστάσεων που είναι παρούσα και στους 

πορτολάνους χάρτες. Ο ίδιος ο Mercator (πάνω στο επεξηγηµατικό του κείµενο) 

περιγράφει αυτή την παραµόρφωση ως εξής: «Στους χάρτες των ναυτικών οι µοίρες 

                                            
(*) Η παραλληλία αυτή των µεσηµβρινών πάνω στο µερκατορικό χάρτη – µε αθόρυβο τρόπο – είναι 
παρούσα και στους πορτολάνους χάρτες. Εκεί οι µεσηµβρινοί αναπαριστώνται µε τις γραµµές Βορράς-
Νότος που εκκινούν απ΄ τα ρόδα των ανέµων ενώ οι παράλληλοι από τις ευθείες ∆ύση-Ανατολή.  
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του γεωγραφικού µήκους(*) αυξάνονται σταδιακά σε µήκος(**) καθώς προχωράµε από 

τον ισηµερινό προς τους πόλους, πέρα απ΄ τις σχετικές αναλογίες που έχουν πάνω στην 

επιφάνεια της σφαίρας, και αυτό διότι εµφανίζονται πάντα ίσες µε τις µοίρες του 

ισηµερινού» (το παράθεµα από Hall, 1878, σελ. 181)(11). Μ΄ άλλα λόγια, οι 

παράλληλοι πάνω στο χάρτη έχουν “τεντωθεί” ώστε ν΄ αποκτήσουν το ίδιο µήκος µε 

τον ισηµερινό. Μάλιστα οι παράλληλοι που είναι πολύ κοντά στους πόλους 

αναγκαστικά είναι τεντωµένοι πολύ περισσότερο απ΄ ότι αυτοί που είναι πολύ κοντά 

στον ισηµερινό(***). Αυτό το τέντωµα (διαφορετικό για κάθε γεωγραφικό πλάτος), 

είναι µία πρώτη αιτία της διόγκωσης των αποστάσεων τουλάχιστον στη διεύθυνση 

∆ύση-Ανατολή. Το σχήµα 3 δείχνει ξεκάθαρα την όλη κατάσταση:  

        

Μ΄ ’  Ν΄  

Α΄  Β΄  

0 ˚  20 ˚  

Ι σ ηµ ε ρ ι νό ς  

Ι σ ηµ ε ρ ι νό ς  

Μεσηµβρ ι νο ί Βόρ ε ι ο ς  
Πόλος  

Κέ ν τ ρο  τ η ς  
Γη ς  

Παράλληλο ς

0 ˚  

20 ˚  

 

 

 α.
Σχήµα 3. α. Μία “φέτα” της υδρογείου µεταξύ δύο 

= 20ο. Η γραµµική τους απόσταση µ

(µήκος του  < µήκος του

 β. Η ίδια “φέτα”  πάνω στο χάρτη. Ενώ το

ΜΝ έχει αυξήσει το µήκος του για να 

νέο ΜΝ (δηλ. το Μ΄Ν΄) ξανατοπ

περισσότερες µοίρες γεωγραφικού µήκο

 ΜΝ   ΑΒ). 

                                            
(*)  Εννοεί την απόσταση µεταξύ δύο µεσηµβρινών µετρ
γωνία που σχηµατίζουν οι δύο µεσηµβρινοί καθώς τέ
Γης (γωνιακή απόσταση). Βλέπε σχετικά το παράδειγµ
(**)  Με τη φράση «σε µήκος», ο Mercator αναφέρε
µετρηµένη όµως σε cm, m, km, ή ναυτικά µίλια (γρα
το µήκος ενός τόξου παραλλήλου που βρίσκεται α
γραµµική απόσταση δύο µεσηµβρινών πάνω στην Υδρ
(***)  Ο µόνος παράλληλος που δεν έχει υποστεί τέτοιο
του οι αποστάσεις µεταφέρονται όπως πραγµατικά είναι
σµίκρυνση λόγω της κλίµακας του χάρτη: η οριζόντια δ

το πραγµατικό µήκος του ισηµερινού, αλλά 208 cm ⎜⎜
⎝

⎛

Εµείς χωρίς να διατρέχουµε κάποιο κίνδυνο αλλοίωση
οριζόντια διάσταση του χάρτη ίση µε 40.000 km (για τη
β.
µεσηµβρινών. Η γωνιακή τους απόσταση είναι θ 

ειώνεται καθώς ανεβαίνουµε προς το Β. πόλο 

έχει παραµείνει αναλλοίωτο (Α΄Β΄ = ΑΒ), το 

γίνει ίσο µε το Α΄Β΄ (Μ΄Ν΄ = Α΄Β΄). Έτσι αν το 

οθετούνταν πάνω στην υδρόγειο θα έπιανε 

υς(12). 

 ΑΒ 

ηµένη όµως σε µοίρες µε βάση την τρισδιάστατη 
µνονται κατά µήκος του άξονα περιστροφής της 
α του σχήµατος 3. 
ται πάλι στην απόσταση των δύο µεσηµβρινών 
µµική απόσταση). Αυτή η τελευταία µετριέται µε 
νάµεσα στους δύο µεσηµβρινούς. Προφανώς, η 
όγειο δεν είναι σταθερή. 
 τέντωµα είναι ο ίδιος ο ισηµερινός. Κατά µήκος 

 στην Υδρόγειο. Είχαν απλώς υποστεί µία αναγκαία 
ιάσταση του χάρτη δεν είναι 40.000 km που είναι 

⎟⎟
⎠

⎞
=

⋅
⋅

≈=
50.000.000

1
cm104
cm102

40.000km
208cmΚλίµακα

9

2

.  

ς των ιστορικών γεγονότων, θα φανταζόµαστε την 
ν έννοια της κλίµακας βλέπε και σηµείωση 21). 
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4ον) Μοιραία αυτή η παραµόρφωση  και µία αλλοίωση στις πραγµατικές 

διευθύνσεις η οποία πλέον θέτει υπό αίρεση τη µία από τις δύο βασικές λειτουργίες 

του χάρτη. Η αλλοίωση αυτή εξηγείται στο σχήµα 4. 

 συνεπιφέρει

     

Σχήµα 4.  α. Μία λοξοδροµία πάνω στην 
υδρόγειο. Επικεντρωνόµαστε σ΄ 
ένα µικρό κοµµάτι ΑΡ που 
µοιάζει µε ευθεία γραµµή 

β. Οι µεσηµβρινοί πάνω στο χάρτη έχουν 
“ξεκολλήσει” για να γίνουν παράλληλοι, οπότε οι 
διευθύνσεις “έχουν τραβηχτεί προς τα κάτω και 
δεξιά”. ∆ηλ. η γωνία δ έχει µεγαλώσει (δ΄>δ) ενώ 

Ο Mercator  πλήρως), ότι διορθώνει αυτή την αλλοίωση 

 διευθύνσεις

ισαπέχουν ( να ), άνισες

αποστάσεις ζοντας το απόσπασµά του απ’ εκεί 

ου το σταµατήσαµε , διαβάζουµε: «Αλλά (πάνω στο χάρτη των ναυτικών εννοείται) 

ση από την αλήθεια όσο αφορά 

στα γεωγραφικά πλάτη και µήκη ή αλλιώς, όσο αφορά στις διευθύνσεις και στις 

αποστάσεις… Υπό το πρίσµα όλων αυτών, έχω προσδώσει στις µοίρες του γεωγραφικού 

πλάτους, καθώς προχωράµε από τον ισηµερινό προς τους πόλους, µία σταδιακή αύξηση 

 

(Αγνοούµε σ΄ αυτή τη φάση τα 
σηµεία Σ1, Σ2)  

η γωνία δ1 έχει µικρύνει (δ1΄ <δ1). 

 δηλώνει (αν και δεν το εξηγεί

στις  µε το να τοποθετήσει παράλληλους που πάνω στην υδρόγειο 

φαίνονται στην εικόνα 8  προχωρούν κατά 20ο σε  µεταξύ τους 

 αυξανόµενες προς τους πόλους. Συνεχί

π

µία τέτοια αύξηση (σαν την αύξηση στις µοίρες του γεωγραφικού µήκους) δεν υπάρχει 

και στις µοίρες του γεωγραφικού πλάτους(*). Αυτό οδηγεί σε µία τεράστια 

παραµόρφωση στο σχήµα των χωρών και µία απόκλι

στο µήκος τους αντίστοιχη µε την αύξηση του µήκους των παραλλήλων» (ό.π., σελ. 

181, η υπογράµµιση δική µας).  

 

                                            
(*) ∆ηλαδή στην απόσταση µεταξύ των παραλλήλων. 

Α΄  

Ρ΄  
Π΄  

Σ 1 ΄  

Σ 2 ΄  
δ 1 ΄  

δ ΄  
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Κατόπιν τούτων είναι νοµίζουµε φανερή (αν και όχι µε σαφήνεια 

αιτιολογηµένη), η καινοτοµία που εισήγαγε ο Mercator: µε τα λόγια του Elial Hall 

(1878), «ο χάρτης του µπορεί να οριστεί σαν ο χάρτης εκείνος, στον οποίο η 

παραµόρφωση των κατευθύνσεων η οποία προκαλείται από την παράλληλη τοποθέτηση 

των µεσηµβρινών (µε την συνεπακόλουθη επιµήκυνση των αποστάσεων µεταξύ τους) 

,αντισταθµίζεται και διορθώνεται από µία αντίστοιχη επιµήκυνση τω ποστάσεων 

µεταξύ των παραλλήλων» (σελ. 180). Μία δεύτερη (επιπλέον) παραµόρφωση των 

αποστάσεων κάνει την εµφάνισή , αυτή τη φορά στην κατεύθυνση Νότος-Βορρά   

 

 Α  χά

Πόλο δεν  βέβ

οι µεσηµ ην πραγµατικότητα συναντώνται στους δύο πόλους, ωστόσο 

στην εικονική πραγµατικότητα του χάρτη έχουν αποµακρυνθεί “µέχρις παραλληλίας” 

α αποδειχθεί:  

 ία λοξοδροµία πάνω στην Υδρόγειο “κόβει” όλους τους µεσηµβρινούς υπό 

την ίδι ν  

ευθειών(15). 

ν α

 της ς. 

Παρατήρηση 1 

ν κάποιος αναζητήσει πάνω στο

 θα τους βρει πουθενά. Αυτό

βρινοί ενώ στ

ρτη της εικόνας 9 το Βόρειο και το Νότιο 

αια ήταν αναµενόµενο να συµβεί µιας και 

οπότε και συναντώνται στο… άπειρο. Έτσι, θεωρητικά τουλάχιστον, στην 

κατακόρυφη διεύθυνση Βορράς-Νότος ο χάρτης έχει άπειρο µήκος(13). Και µόνο αυτή 

η παρατήρηση είναι αρκετή για να δείξει ότι και στην κατακόρυφη διεύθυνση οι 

αποστάσεις έχουν “τεντωθεί”. Βέβαια δεν µας εξηγεί γιατί το “τέντωµα” αυτό δεν 

είναι µοιρασµένο οµοιόµορφα πάνω στους µεσηµβρινούς αλλά αλλάζει καθώς 

ανεβαίνουµε προς τους πόλους.  

Παρατήρηση 2 

 Τελικά είναι φανερό πως η µεγάλη παραµόρφωση των αποστάσεων καθώς 

πλησιάζουµε προς τους πόλους είναι το αναγκαίο τίµηµα το οποίο κατέβαλε ο 

Mercator στην προσπάθειά του να διατηρήσει τα γωνιακά ανοίγµατα αναλλοίωτα 

κατά τη µεταφορά τους από τη σφαίρα στο επίπεδο(14). Το ότι (µετά απ΄ όλα αυτά) οι 

λοξοδροµίες µετασχηµατίζονται σίγουρα σε ευθύγραµµα τµήµατα πάνω στο 

µερκατορικό χάρτη, είναι απλό ν

Μ

α γωνία δ. Εφ΄ όσο  όµως (σύµφωνα µε τον Mercator) οι γωνίες διατηρούνται 

κατά τη µεταφορά τους στο χάρτη του, άρα µία λοξοδροµία (και πάνω στο χάρτη) θα 

σχηµατίζει µε όλες τις παράλληλες ευθείες των µεσηµβρινών σταθερή γωνία δ. Θα 

είναι συνεπώς µία ευθεία γραµµή γιατί οι ευθείες γραµµές στην επίπεδη γεωµετρία 

είναι ακριβώς εκείνες οι γραµµές που σχηµατίζουν την ίδια γωνία µε µία οικογένεια 
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§9. Μερικά αναπάντητα ερωτήµατα 

 

 αρ΄ όλο που ο Mercator δηµιούργησε το χάρτη του για τις ανάγκες των 

τελευταίοι δεν φαίνεται να τον χρησιµοποίησαν ποτέ τα επόµενα 25 

ρόνια

 ο  ι

 για τις οποίες κάνει λόγο ο Hall έχουν να 

τι ο Mercator δεν ανέφερε τίποτα για το πόση είναι αριθµητικά η 

πιµήκ

 

χαράξει την πορεία του σκάφους του  είναι απαραίτητο να τοποθετήσει 
άνω στο χάρτη το σηµείο εκκίνησης Χ. Όµως µιας και οι αποστάσεις µεταξύ των  

 

                                           

Π

ναυσιπλόων, οι 

χ  που µεσολάβησαν µέχρι το θάνατο του Φλαµανδού χαρτογράφου. Σύµφωνα 

µε τον Elial Hall (1878), «… ο χάρτης του Mercator φαίνεται να στέκεται µόνος του, 

φαινοµενικά αποµονωµένος από τις υπόλοιπες δουλειές του… Καµία ανακοίνωση δεν 

προηγήθηκε της δηµοσίευσής του και καµία σχετικά αναφορά δεν φαίνεται να έχει γίνει 

από το δηµι υργό του στις επόµενες δηµοσιεύσεις του… Απ΄ ότ  φαίνεται πετάχτηκε 

στην άκρη και ξεχάστηκε ή τουλάχιστον έµεινε στη µνήµη µόνο σαν ένα επιστηµονικό 

περίεργο… Όσο ζούσε ο Mercator οι ναυσιπλόοι δεν τον χρησιµοποίησαν για τις 

ανάγκες τους. Ήταν προκατειληµµένοι εναντίον του και εκτός αυτού εµφάνιζε 

δυσκολίες όταν προσπαθούσαν να τον στρέψουν σε πρακτικά χρήσιµους 

υπολογισµούς…» (σελ. 184). Οι δυσκολίες

κάνουν µε το ό

ε υνση των αποστάσεων µεταξύ των παραλλήλων καθώς αυτοί τοποθετούνται 

πάνω στο χάρτη του. Το µόνο που αναφέρει σχετικά είναι ότι είναι ίση µε την 

επιµήκυνση στην οποία υπόκεινται οι ίδιοι οι παράλληλοι προκειµένου (πάνω στο 

χάρτη) να εµφανίζονται ίσοι σε µήκος µε τον ισηµερινό. Γι΄ αυτή την τελευταία 

επιµήκυνση όµως, απλώς µας πληροφορεί ότι αλλάζει από παράλληλο σε παράλληλο 

και άρα δεν είναι οµοιόµορφη.  

 Οι πρακτικές δυσκολίες που προκαλούνται απ΄ αυτή την ασάφεια είναι πολύ 
σηµαντικές. Για να γίνουν αντιληπτές ας επιστρέψουµε στο χάρτη της εικόνας 11 και 
ας φανταστούµε ένα ναυσιπλόο ευρισκόµενο σε σηµείο Χ του Ατλαντικού Ωκεανού, 
µε στίγµα 340ο γεωγραφικού µήκους(*) και 50ο γεωγραφικού πλάτους (γνωστό από 
µετρήσεις), ο οποίος ξεκινά ένα ταξίδι µε προορισµό το σηµείο Π του χάρτη µε 
στίγµα (σύµφωνα µε το χάρτη), 0ο γεωγρ. µήκους και 20ο γεωγρ. πλάτους. Για να 
µπορέσει να (**)

π

 
(*) ή όπως θα λέγαµε σήµερα 20ο δυτικού γεωγραφικού µήκους. 
(**) Βλέπε §5 του πρώτου µέρους. 
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παραλλήλων δεν αυξάνονται “οµοιόµορφα”, το σηµείο Χ θα βρίσκεται όχι στη µέση 
του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ αλλά κάπου πιο πάνω, άγνωστο όµως που! 
 Ουσιαστικά λοιπόν, µη γνωρίζοντας κάποιος πως ακριβώς αυξάνονται οι 
αποστάσεις µεταξύ των παραλλήλων, είναι αδύνατο να χρησιµοποιήσει ένα ήδη 
υπάρχοντα µερκατορικό χάρτη για να τοποθετήσει το στίγµα του και να χαράξει 
πορεία. Εκτός αυτού, είναι αδύνατο και να κατασκευάσει ένα δικό του µερκατορικό 
χάρτη (µιας και δεν γνωρίζει σε τι ακριβώς αποστάσεις να τοποθετήσει τους 
παράλληλους). Τελικά – µε όσα ο Mercator παρέλειψε να πει – είναι αδύνατο και να 
αποδειχθεί  ότι ο χάρτης του διατηρεί τα γωνιακά ανοίγµατα αναλλοίωτα.  
να ακριβολογούµε, η τεχνική µε την οποία ο Φλαµανδός  κατασκεύασε το 
χάρτη του και τοποθέτησε τους παραλλήλους πάνω του, µ  είναι (ακόµη και σήµερα) 
πλήρως άγνωστη.  

Ο πρώτος που φαίνεται να έδωσε µία απάντηση στα παραπάνω ζητήµατα ήταν 
ο William Barlowe στα 1597. Η προσέγγισή του, γεωµετρική και µάλλον δύσχρηστη, 
έµεινε ουσιαστικά στην αφάνεια

τυπικά  Για
 χαρτογράφος

ας  

 κ

αι 

ιευκόλυνση των ποσοτικών µεθόδων. Είναι χαρακτηριστικό ότι όταν ο Napier το 

ο Wright 

ξεκίνησε τη µετάφρασή του στα αγγλικά για λογαριασµό της Εµπορικής Εταιρείας 

 Ανατολικών Ινδιών στην οποία εργάζονταν (Θωµαΐδης, 1987, σελ. 44). ∆εν είναι 

σχηµατίσουµε την εντύπωση πως σε αντίθεση µε άλλους 

(16). Μια πραγµατικά πλήρης και σαφής απάντηση, 
καθώς και µία εύκολη κατασκευή και ανάγνωση του µερκατορικού χάρτη, προτάθηκε 
για πρώτη φορά µόλις στα 1599 από τον µαθηµατικό Edward Wright. Το αν αυτή η 
κατασκευή είναι ίδια µ΄ αυτή που χρησιµοποίησε στα 1569 ο Mercator, είναι κάτι που 
προφανώς θα παραµείνει αναπάντητο.  

 

§10. Η καθοριστική συνεισφορά του Edward Wright 

 

 Σε  αντίθεση µε το Mercator ο Edward Wright (1561-1615) ήταν ένας 

καθαρόαιµος µαθηµατικός. Γεννηµένος και µεγαλωµένος στην Αγγλία, την περίοδο 

που αποφάσισε να ασχοληθεί µε το µερκατορικό χάρτη ήταν ήδη καθηγητής 

µαθηµατικών στο Caius College του Cambridge. Βέβαια ζώντας µέσα στο κλίµα της 

εποχής του σε µεγάλο βαθµό επηρεάστηκε από το υρίαρχο επιστηµονικό αίτηµα του 

16ου αιώνα για ακρίβεια και ταχύτητα στους υπολογισµούς και απλοποίηση κ

δ

1614 δηµοσίευσε το έργο του για τους λογαρίθµους (στο οποίο έδινε έναν γρήγορο 

τρόπο υπολογισµού πολύπλοκων πολλαπλασιασµών), την ίδια χρονιά 

των

λοιπόν καθόλου αβάσιµο να 
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συναδέλφους του ο Wright υπήρξε ένας µαθηµατικός “και του λιµανιού αλλά και του 

σαλονιού”. 

Το 1599 εξέδωσε στο Λονδίνο το έργο του «Certaine Errors in Navigation… 

detected and corrected»(17) µέσα στο οποίο έδινε απάντηση σε όλα τα ερωτήµατα που 

αναφέρθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο. Οι ιστορικοί της Χαρτογραφίας 

θεωρούν το έργο αυτό ως «την πρώτη πρακτικά σωστή πραγµατεία πάνω στη 

ναυσιπλοΐα, µε την έννοια ότι στηρίζεται σε ακριβείς παρατηρήσεις, πίνακες και 

χάρτες» (Hall, 1878, σελ. 194), σηµατοδοτεί δε, τη στροφή στην επιστηµονική 

κατασκευή χαρτών» (Brown, 1979, σελ. 138).  

Ο ίδιος ο Wright στο ξεκίνηµα του διάσηµου βιβλίου του αισθάνεται την 

ανάγκη να υπερασπιστεί επί µακρόν τον εαυτό του από πιθανές κριτικές. Κατ΄ αρχήν 

απ΄ τους ανθρώπους της θάλασσας, «οι οποίοι πιθανώς το θεωρούν ντροπή να 

δεχθούν είτε διορθώσεις από τους λόγιους είτε κατευθύνσεις από την ξηρά και έτσι δεν 

προσκολλώνται στα ακατάλληλα Πανεπιστήµια», αλλά και από άλλους οι οποίοι 

µπορεί να πουν ότι «… δεν κάνω τίποτε περισσότερο απ΄ αυτό που είχε ήδη γίνει από 

τον Gerhardus Mercator και τον παγκόσµιο χάρτη του πολλά χρόνια πριν». Σ΄ αυτούς 

πρέπει α απαντήσει ότι «… πράγµατι επ΄ ευκαιρίας αυτού του χάρτη του Mercatorν  

σκέφτηκα για ιδή λάθη και 

νοησίες… στον κοινό Ναυτικό Χάρτη(*), αυξάνοντας τις αποστάσεις των παραλλήλων 

αθώς 

πρώτη φορά να διορθώσω τα τόσα πολλά και χονδροε

α

κ προχωράµε από τον Ισηµερινό στους Πόλους µε τέτοιο τρόπο ώστε, σε κάθε 

σηµείο που έχει πλάτος φ στο Χάρτη, ένα µικρό κοµµάτι µεσηµβρινού να µπορεί να 

εµφανίζει µε το αντίστοιχο κοµµάτι του παράλληλου την ίδια – σχεδόν – σχέση που 

εµφανίζουν και πάνω στην Υδρόγειο. Αλλά τον τρόπο µε τον οποίο αυτό πρέπει να γίνει 

δεν τον έµαθα ούτε από το Mercator, ούτε από κανέναν άλλο» (**). 

Κατόπιν τούτων, το πρώτο πράγµα που κάνει ο Wright προκειµένου να 

παρουσιάσει «τον τρόπο του» είναι να δείξει ότι ο παράλληλος σε γεωγραφικό 

πλάτος φ, πάνω στο χάρτη, τεντώνεται κατά ένα παράγοντα secφ προκειµένου να 

αποκτήσει ίδιο µήκος µε τον ισηµερινό(***). Ας παρακολουθήσουµε µία απόδειξη του 

                                            
(*) Εννοεί τους πριν τον Mercator πορτολάνους χάρτες. 
(**) Wright, 1599, σελ. 8, 9 του προλόγου ή και Carslaw, σελ. 1,2. Οι υπογραµµίσεις δικές µας. 
(***) Αξίζει να ο ο προσεχθεί ότι καθώς το φ αυξάνεται από 0  έως 90 , το cosφ µειώνεται άρα το 

φcos
1φsec =  σταδιακά µεγαλώνει (όπως έλεγε και ο Mercator). 
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ισχυρισµού του µε τη βοήθεια του σχήµατος 5. Τα επιχειρήµατά του είναι 

δισδιάστατα και αποδεικνύουν ότι  BC = NP · secφ.  1 

 

 

 

 

        
 
Σχήµα 5. Μία “φέτα” της γήινης σφαίρας 

 

 Στο σχήµα η γωνιακή απόσταση των 2 µεσηµβρινών είναι θο ενώ το τόξο ΜΝ 

βρίσκεται πάνω σε παράλληλο κύκλο γεωγραφικού πλάτους φο. Η ακτίνα αυτού του 

κύκλου είναι ΝΡ = ΜΡ < BC = AC = NC = ακτίνα Γης. 

 Ο τύπος 1 (σήµερα) µπορεί να αποδειχθεί πολύ εύκολα αν στο ορθογώνιο 

τρίγωνο CNP γράψουµε,  

Ι σ ηµ ε ρ ι νό ς  

Πόλος  

Κέ ν τ ρο  τ η ς  
Γη ς  

Βόρ ε ι ο ς  

secφ NP  BC    BCNC     secφNPNCcosφNCNP
NC
NP

⋅==⋅=⇒⋅=⇒ . 

Έτσι  τώρα από τον τύπο που δίνει το µήκος του τόξου  ΑΒ έχουµε: µήκος ΑΒ  =  

µήκος  MN · secφ, κάτι που αποδεικνύει ότι ο παράλληλος γεωγραφικού πλάτους φ 

προκειµένου να γίνει ίσο  σε µήκος µε τον ισηµερινό, πάνω στο χάρτη, τεντώνεται 

κατά secφ

cosφ =

ς

Το επόµενο βήµα του Wright είναι να δείξει τον τρόπο µε τον οποίο 

τεντώνονται οι µεσηµβρινοί ή ισοδύναµα, τον τρόπο µε τον οποίο «αυξάνονται οι 

(18). 

αποστάσεις µεταξύ των παραλλήλων»: «κάθε µικρό κοµµάτι µεσηµβρινού…» που 

νεται-

αυξάνεται

βρίσκεται σ΄ ένα σηµείο απ΄ όπου περνά ένας παράλληλος πλάτους φ, τεντώ

 και αυτό (όπως και ολόκληρος ο παράλληλος), «… µε την ίδια αναλογία µε 
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την οποία αυξάνονται τα αντίστροφα συνηµίτονα ή αλλιώς, η υποτείνουσα του τόξου(*) 

ου περιλαµβάνεται µεταξύ αυτού του σηµείου (γεωγραφικού πλάτους φ ενν.) και του 

ηµερινού»(**). Έτσι – µε δικά µας λόγια – στο σχήµα 4 της παραγράφου 8 το 

στοιχειώδες ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ΑΣ1ΡΣ2 είναι όµοιο µε το αντίστοιχό του 

πάνω σ’ ένα µερκατορικό χάρτη  συνεπώς – µε τα λόγια του Wright – «… σε 

κάθε σηµείο που έχει πλάτος φ στο Χάρτη, ένα µικρό

π

ισ

(19) και

 κοµµάτι µεσηµβρινού… εµφανίζει 

µε το αντίστοιχο κοµµάτι του παράλληλου την ίδια – σχεδόν – σχέση που εµφανίζουν 

και πάνω στην Υδρόγειο». Προφανής συνέπεια αυτής της οµοιότητας σε µικρή 

κλίµακα είναι το πολυπόθητο αναλλοίωτο των γωνιών. Βέβαια εδώ απαιτείται κάποια 

προσοχή µιας και το γεωγραφικό πλάτος φ αλλάζει µε συνεχή τρόπο καθώς 

κ  βόρεια, κατά µ ς εσηµβρινού: τι θα σηµαίνει άραγε να 

εντωθούν όλα τα κατακόρυφα µήκη πάνω σ΄ ένα µεσηµβρινό κατά secφ; 

µείο ας θεωρήσουµε κατ΄ αρχήν (χωρίς κίνδυνο 

λλοίωσης των ιστορικών γεγονότων), ένα χάρτη του οποίου η κλίµακα είναι ίση µε 

η µον

ς δε για τα επιχειρήµατα που 

α ακο

µοίρας

ινούµαστε ήκο ενός µ

τ

Για να φωτιστεί αυτό το ση

α

τ άδα(20) δηλαδή ένα χάρτη που οι αποστάσεις κατά µήκος του ισηµερινού 

µεταφέρονται (πάνω στο χάρτη) χωρίς καµία σµίκρυνση. Ένας τέτοιος χάρτης έχει 

οριζόντια διάσταση 40.000 km (δύσχρηστος µεν, βολικό

θ λουθήσουν). Ο Wright προχώρησε ως εξής: Θεώρησε το τόξο ενός λεπτού της 

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 1
= µοίρας  της

60
'1  πάνω στον ισηµερινό της Γης σαν το µικρότερο δυνατό 

στοιχειώδες κοµµατάκι τόξου. Σηµειωτέον, το µήκος αυτού του κοµµατιού είναι ίδιο 

 σ΄ 

right “µετέφερε” ένα µεσηµβρινό από τη σφαίρα στο χάρτη του 

κοµµατ

είτε θεωρηθεί πάνω στον ισηµερινό της γήινης σφαίρας, είτε θεωρηθεί πάνω

οποιοδήποτε µεσηµβρινό της (µιας και στη σφαίρα µεσηµβρινοί κι ισηµερινός είναι 

ίσιοι κύκλοι). Ας συµβολίσουµε το µήκος αυτού του µικρού τόξου µε m. Στη 

συνέχεια ο W

άκι κοµµατάκι (δηλαδή ανά πρώτο λεπτό της µοίρας). Σχεδίασε το πρώτο 

στοιχειώδες κοµµάτι m ξεκινώντας από τον ισηµερινό και στο τέλος αυτού του 

κοµµατιού τοποθέτησε τον παράλληλο γεωγραφικού πλάτους φ = 1΄. Ο παράλληλος 

αυτός όµως, έχει υποστεί τέντωµα κατά sec1΄. Έτσι και το πρώτο κοµµατάκι πάνω 

στο χάρτη υπόκειται σε τέντωµα κατά sec1΄ οπότε το µήκος του εµφανίζεται ίσο µε 

m·sec1΄ (πρόκειται για το ευθύγραµµο τµήµα Α0Α1 στο σχήµα 6 που ακολουθεί). 

                                            
(*) Λέγοντας «υποτείνουσα του τόξου», υποθέτουµε ότι εννοεί στο σχήµα την υποτείνουσα NC του 
ορθογωνίου τριγώνου NPC. 
( * * )Από Wright, 1599, σελ. 17 και 18, όπως παρατίθεται από τον Cajori, 1915, σελ. 312, 313. 
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m · s e c 3 ΄  

m · ( s e c 1 ΄+ s e c 2 ΄  +  . . .  +  s e cφ )

φ  

φ= 3 ΄

φ= 2 ΄

 

Σχήµα 6. Τοποθέτηση των παραλλήλων πάνω σ’ ένα µερκατορικό χάρτη σύµφωνα µε τον τρόπο του 

Wright. 

 

του µεση  του οποίου πρέπει να τοποθετηθεί ο παράλληλος 

γεωγραφικού πλάτους φ = 2΄. Το δεύτερο αυτό κοµµάτι πάνω στο χάρτη θα 

καταλαµβάνει µήκος m·sec2΄ οπότε η συνολική απόσταση πάνω στο χάρτη του 

παραλλήλου φ = 2΄ από τον ισηµερινό θα είναι m·sec1΄ + m·sec2΄. Προχωρώντας µ΄ 

αυτόν τον τρόπο ο Wright µπόρεσε να τοποθετήσει πάνω στο χάρτη του όλες τις 

ευθείες που παριστάνουν τους παράλληλους: ο παράλληλος γεωγραφικού πλάτους φ 

είναι µία ευθεία που απέχει από την ευθεία του ισηµερινού συνολική απόσταση  

m·(sec1΄ + sec2΄ + … + secφ).  

 

Παρατήρηση 

 Ο Wright αρχικά ετοίµασε ένα προσχέδιο της εργασίας του το οποίο και 

έστειλε πριν το 1594 στον Thomas Blundeville

 Αµέσως πάνω απ΄ αυτό το κοµµάτι µετέφερε το επόµενο στοιχειώδες κοµµάτι 

µβρινού του στο τέλος

          

 ότι 

ως στοιχειώδες κοµµάτι τόξου πάνω στον ισηµερινό θεώρησε το τόξο µιας µοίρας και 

όχι το

(21). Στο προσχέδιο αυτό φαίνεται

m · s e c 1 ΄  

m · s e c 2 ΄  

φ= 1 ΄

ε υθ ε ί α  
ι σηµ ερ ι νού  

Α 1  

Α 0  

 
60
1 της µοίρας. Όπως όµως διαβάζουµε στην «Γενική Ιστορία της Ναυσιπλοΐας 

ο ο

ου, τόσο µεγαλύτερη ακρίβεια θα πετύχαινε. Το 1599 λοιπόν 

από τον  15  έως τον 20  αιώνα», «αργότερα πρόσεξε ότι όσο πιο µικρό ήταν το αρχικό 

στοιχειώδες κοµµάτι τόξ
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(στην πρώτη έκδοση του βιβλίου του), δεν υιοθέτησε τη µία µοίρα αλλά τα 10 πρώτα 

λεπτά της µοίρας ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= µοίρας  της

6
1'10  

του βιβλίου του, 

ήκος κάθε 1΄ µεσηµ

 59’» (Captain F. Marguet, 1930) 

 αυτές τις υποµονετικές

σαν αρχικό στοιχείο m. Τελικά το 1610, στη 

δεύτερη έκδοση υιοθέτησε το τόξο 1΄ και είχε την υποµονή να 

υπολογίσει το µ βρινού στο χάρτη του µέχρι και το γεωγραφικό 

πλάτος φ = 89ο (22). 

 

 Σήµερα σ΄  προσπάθειες του Wr να υπολογίσει το 

άθροισµα secφ1΄ ΄ + … + secφ αναγνωρίζουµε τον προσεγγιστικό 

υπολογισµό του (23). Βέβαια την εποχή εκείνη ο Ολοκληρωτικός Λογισµός 

των Newton και Leibnitz δεν είχε ακόµη εµφανιστεί. Ο Wrig ια να διευκολύνει 

τους ναυσιπλόους σε ανάλογους υπολογι , συµπεριέλαβ  του µία 

σειρά από πίνακες στους οποίους φαίνονται έτοιµα τα αποτελέσµατα των 

αυτά τα ατα meridional parts ή όπως λέµε στα ελληνικά, αυξοµερή πλάτη. Ο 

πίνακα που ακολουθεί είναι από την πρώτη έκδοση του βιβλίου του στα 1599 όπου 

τα στοι

έννοια . 

ight 

+ secφ2

 ∫ ⋅ dφsecφ  

ht, γ

σµούς ε στο βιβλίο

αθροισµάτων sec1΄, sec1΄ + sec2΄ και γενικά sec1΄ + sec2΄ + … + secφ. Ονόµασε 

αθροίσµ

ς 

χειώδη κοµµάτια µεσηµβρινού προχωρούν κατά 10΄ γεωγραφικού πλάτους. Η 

πρώτη και η δεύτερη στήλη δίνουν τις µοίρες και τα λεπτά αντίστοιχα της γωνίας (ή 

του αντίστοιχου τόξου), ενώ η τρίτη στήλη δίνει το άθροισµα sec10΄ + sec20΄ + … + 

secφ (όχι όµως µε τη σηµερινή )(24)

 

 
Εικόνα 12. Πίνακες αυξοµερών πλατών από 

την πρώτη έκδοση του βιβλίου του Wright.  
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υπολογίσει την απ  παραλλήλων πάνω στο χάρτη αλλά και να 

τοποθετήσει ένα παράλληλο πάνω του στη σωστή απόσταση από τον ισηµερινό. 

Μετά απ΄ όλα αυτά ο Wright φθάνει στο σηµείο να υποστηρίξει στο κείµενό του ότι 

πλέον, «… η ναυσιπλοΐα µπορεί µέσω αριθµητικώ

 Ακολουθώντας αυτό τον πίνακα ένας ναυσιπλόος, µπορούσε πλέον να 

όσταση µεταξύ των

ν υπολογισµών και µόνο, να 

κτελεστεί χωρίς χάρτη ή υδρόγειο σφαίρα αρκεί να είναι γνωστά µόνο τα γεωγραφικά 

ήκη κ

σιπλόων 

  

ση ε

ε

µ αι πλάτη των τόπων»! (Wright, 1599, σελ. 14). 

 Όπως ήταν φυσικό η δηµοσίευση της εργασίας αυτής άλλαξε δραµατικά τη 

στάση των ναυ απέναντι στο µερκατορικό χάρτη. Από τη σχετική 

βιβλιογραφία δεν είναι δυνατό να παρακολουθηθεί µε λεπτοµέρεια αυτή η αλλαγή. 

Πάντως, αυτό που είναι σίγουρο είναι πως γύρω στο 1630 στο γαλλικό λιµάνι της 

∆ιέππης(*) – που αποτελούσε πολύ µαντικό κέντρο µπορίας χαρτών – οι 

περισσότεροι χάρτες που πωλούνταν ήταν σε µερκατορική προβολή (Hall, σελ. 184). 

Το 1646 κυκλοφόρησε και ο πρώτος άτλας(**) µε µερκατορικούς χάρτες από τον Sir 

Robert Dudley µε τον τίτλο Arcano del Mare (Tuchinsky, σελ. 18). Από τότε έως και 

σήµερα οι µερκατορικοί χάρτες αποτελούν τον υποχρεωτικό εξοπλισµό όλων των 

ναυσιπλόων.  

 
Εικόνα 13. Σύγχρονος µερκατορικός χάρτης. Ο πρώτος µεσηµβρινός στο Greenwich. Ένα σφαιρικό 

τρίγωνο προβάλλεται – σύµφωνα µε τον τρόπο του Mercator – από την Υδρόγειο στο 
επίπεδο και µετασχηµατίζεται σε παραλληλόγραµµο! (από Brown, 1979). 

                                            
(*) Βρίσκεται στη µεριά των στενών της Μάγχης. 
(**) Ο όρος σηµαίνει συλλογή χαρτών. Καθιερώθηκε από τον ίδιο το Mercator. 
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§ 11. Μία εφαρµογή της Γεωγραφίας στα Μαθηµατικά: Η ιστορία 

του ολοκληρώµατος ∫ ⋅dφsecφ  

11.1. Η γέννηση µιας µαθηµατικής εικασίας 

και η ανακοίνωση ενός στοιχήµατος 

 

Οι γεωγράφοι τα χρόνια που ακολούθησαν µετά τον Wright, φάνηκε ότι 

πραγµατικά είχαν ανάγκη από έναν τύπο ώστε να µπορούν να παρακαµφθούν οι 

µακροσκελείς αθροίσεις των αυξοµερών πλατών. Βέβαια ο Απειροστικός Λογισµός δεν 

είχε αναπτυχθεί ακόµη· ο Newton γεννήθηκε το 1642 ενώ ο Λογισµός του (για τις 

άπειρα µικρές µεταβολές), αναπτύχθηκε τη δεκαετία του 1660. Έτσι «στα 50 χρόνια που 

ακολούθησαν, διεξήχθει µία έρευνα για την εύρεση ενός τέτοιου τύπου η οποία όµως δεν 

στηριζόταν στις τεχνικές του Απειροστικού Λογισµού» (Tuchinsky, σελ. 19). 

Το 1614 ο Σκώτος John Napier δηµοσίευσε στα λατινικά το διάσηµο βιβλίο του 

για τους λογαρίθµους(∗). Η πρώτη αγγλική µετάφραση εκδόθηκε το 1616 από το Wright 

συνοδευµένη από ένα πίνακα ηµιτόνων καθώς και ένα πίνακα λογαρίθµων ηµιτόνων(∗∗) 

µιας και αυτοί ήταν πολύ χρήσιµοι στους αστρονόµους της εποχής. Το 1620 ο Edmund 

Gunter (1581-1626), ένας Άγγλος µαθηµατικός και ιερέας, δηµοσίευσε έναν πίνακα 

λογαριθµικών εφαπτοµένων ενώ τα χρόνια που ακολούθησαν η έκδοση τέτοιων 

πινάκων έγινε όλο και πιο συχνή. Γύρω στα 1645 ο Ηenry Bond (~1600-1678), ένας 

άνθρωπος που διαφήµιζε τον εαυτό του ως «δάσκαλο ναυσιπλοΐας, τοπογραφίας και 

άλλων κλάδων των µαθηµατικών»(∗∗∗) συγκρίνοντας τον πίνακα αυξοµερών πλατών του 

Wright µ’ έναν τέτοιο πίνακα λογαριθµικών εφαπτοµένων ανακάλυψε µία πολύ µεγάλη 

συµφωνία στα νούµερα. ∆ηµοσίευσε αυτή την αναπάντεχη ανακάλυψή του στην 

«Επιτοµή Ναυσιπλοΐας» του Norwood. Ο γνωστός Edmund Halley – o οποίος ενεπλάκη 

ενεργά στη µαθηµατική εξέλιξη της ιστορίας του µερκατορικού χάρτη – 50 χρόνια 

αργότερα µας πληροφορεί πως ο Bond διατύπωσε την εικασία «…ότι η γραµµή του 

Μεσηµβρινού (πάνω στο χάρτη εννοείται) αντιστοιχούσε µε µια Σκάλα (scale) 

Λογαριθµικών εφαπτοµένων του µισού της συµπληρωµατικής γωνίας του γεωγραφικού 

                                       
(∗) Σ’ αυτή την πρώτη έκδοση οι λογάριθµοι δεν ήταν ακριβώς όπως τους εννοούµε σήµερα. 
(∗∗) lnsinx  
(∗∗∗) Από Rickey and Tuchiusky, 1980, σελ. 164. 
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πλάτους» (Halley 1698, σελ. 202)(25). Μ’ άλλα λόγια (και µε σηµερινά σύµβολα) η 

εικασία του Bond ήταν ότι 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−=⋅∫ o

οφ 

o 
φ

2
π

2
1tanlnφdφsec  

Ο τύπος αυτός είναι ισοδύναµος µε τον 

 

 
sec ln tan

4 2
o

o
dοφ φπφ φ ⎛⋅ = +⎜

⎝ ⎠∫
⎞
⎟  αλλά και τον 

 

 
sec ln sec tanoo

dοφ

oφ φ φ⋅ = +∫ φ

                                      

 οι οποίοι είναι και οι τύποι που πιο συχνά απαντώνται 

στα βιβλία τα σχετικά µε υπολογισµούς ολοκληρωµάτων. 

Ο Bond δεν απέδειξε τον τύπο του, όµως έδωσε το έναυσµα σε µια σειρά από 

διαπρεπείς µαθηµατικούς να το επιχειρήσουν. Μαθηµατικοί όπως ο Άγγλος John 

Collins, ο Γερµανός Nicolaus Mercator (καµία σχέση µε τον Gerhard) και ο επίσης 

Άγγλος William Oughtred προσπάθησαν ανεπιτυχώς να βρουν µια απόδειξη· ήταν η 

εποχή που οι µαθηµατικοί άρχιζαν ξανά µετά τον Αρχιµήδη να διερευνούν τον τρόπο 

µε τον οποίο συµπεριφέρονται τα άπειρα αθροίσµατα ενός συνεχούς µεγέθους(∗). Το 

1666 στον πρώτο πρώτο τόµο των Φιλοσοφικών Πρακτικών της Βασιλικής Εταιρίας του 

Λονδίνου ο Nicolaus Mercator (1620;-1687) ανακοίνωνε ότι: «Βλέποντας ότι όλα αυτά 

πράγµατι εξαρτώνται από την απάντηση στο Ερώτηµα "είναι ή όχι η Γραµµή Τεχνητής 

Εφαπτοµένης(∗∗) η αληθινή Γραµµή Μεσηµβρινού;», γι’ αυτό και αναλαµβάνω βοηθού-

µενος από το Θεό να απαντήσω στο εν λόγω Ερώτηµα. Και για να µάθει ο κόσµος την 

Προθυµία και την Αυτοπεποίθηση µε την οποία αναλαµβάνω αυτή την αποστολή, 

προτίθεµαι να βάλω ένα Στοίχηµα µε όποιον ή όποιους το επιθυµούν, το ποσό που µία 

άλλη Εφεύρεσή µου(26) (λιγότερο εκλεπτυσµένη, αλλά µε πολύ µεγαλύτερο όφελος για το 

κοινό), µπορεί να φέρει στον Εφευρέτη της». 

Ο Mercator τελικά δεν κατάφερε να βρει την απόδειξη της εικασίας. ∆ύο χρόνια 

αργότερα όµως – το 1668 – δηµοσίευσε µία πραγµατεία πάνω στους λογαρίθµους, την 

Logarithmo – technia. Σύµφωνα µε τον Carslaw (1924) «το έργο αυτό θα είναι πάντα 

σηµαντικό… γιατί σ’ αυτό βρίσκουµε για πρώτη φορά τη χρήση άπειρων σειρών στην 
 

(∗) αυτό δηλαδή που σήµερα ονοµάζουµε ολοκλήρωµα.  
(∗∗) Εκείνη την εποχή χρησιµοποιούνταν συχνά ο όρος τεχνητός αριθµός αντί του όρου λογάριθµος. Ο 
Napier στο έργο του Constructio που εκδόθηκε το 1616 επιλέγει αυτόν τον πρώτο όρο ενώ στο επόµενο 
έργο του Descriptio (το οποίο όµως εκδόθηκε νωρίτερα απ’ το Constructio), υιοθετεί σταθερά πλέον τον 
όρο λογάριθµος. 
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Ανάλυση» (σελ. 3). Συγκεκριµένα, ο Mercator για να υπολογίσει το εµβαδόν που 

περικλείεται από την υπερβολή ψ= 1 ,
1t +

 τον οριζόντιο άξονα και τις ευθείες t = 0  και  

t = χ υιοθετεί το άπειρο άθροισµα 2 31 1 ...
1

t t t
t

= − + − +
+

 και στη συνέχεια “περνώντας 

στα εµβαδά” καταλήγει στον τύπο 

2 31 1 1 ...
1 2 3
dt x x x

t
= − + −

+∫  

που είναι το ανάπτυγµα σε άπειρη σειρά του ln (x+1). Ο Carslaw αναφέρει ότι «… είναι 

αρκετά πιθανό ο Mercator να οδηγήθηκε σ’ αυτή την ανακάλυψη από το ενδιαφέρον του 

για την αληθινή διαίρεση του µεσηµβρινού. Παρ’ όλο που δε δηµοσίευσε τίποτε άλλο 

πάνω σ’αυτό το θέµα οι ιδέες που περιλαµβάνονται στη Logarithmo-technia 

προσέλκυσαν την προσοχή άλλων µαθηµατικών… η εισαγωγή της άπειρης σειράς του 

είναι υπεύθυνη για την επίλυση του προβλήµατος της (ακριβούς) διαίρεσης της 

µεσηµβρινής γραµµής καθώς και για άλλες πολύ σηµαντικότερες ανακαλύψεις» (ο.π., 

σελ. 4).  

 

11.2. Η συνεισφορά του James Gregory 

H πρώτη απόδειξη του τύπου του Bond ήρθε στα 1668 από τον James Gregory 

(1638-1675), έναν πρωτοπόρο και άγνωστο µαθηµατικό από τον Αµπερντήν ο οποίος 

συχνά απέφευγε να δηµοσιεύσει τις µεθόδους του(27). Το 1668 εξέδωσε µία απόδειξη 

της εικασίας στο έργο του Exercitationes Geometricae, µια σειρά µαθηµατικών 

φυλλαδίων κάτω από ενιαίο τίτλο. Σ’ ένα απ’ αυτά παρουσιάζει µια γεωµετρική 

απόδειξη της άπειρης σειράς του Mercator για το υπερβολικό εµβαδόν, ενώ σ’ ένα άλλο 

αποδεικνύει την εικασία του Bond. Ο Edmund Halley σχολιάζοντας αυτή την απόδειξη 

αναφέρει σχετικά: «Ο πρώτος που απέδειξε την αναφερθείσα σχέση ήταν ο εξαίσιος 

κύριος James Gregory στις Ασκήσεις του Γεωµετρίας… χωρίς όµως να καταφέρει να 

αποφύγει µία µακριά σειρά συνεπαγωγών και µία περιπλοκή των σχέσεων δια των 

οποίων το ουσιαστικό στοιχείο της απόδειξης σε µεγάλο βαθµό χάνεται και ο αναγνώστης 

την εγκαταλείπει εξουθενωµένος πριν την κατανοήσει»!(∗)
. Παρακολουθώντας µία 

σύγχρονη αποσαφήνιση της απόδειξης καταλήγουµε στο παρόµοιο συµπέρασµα ότι «σε 

                                       
(∗) Ηalley, 1698 όπως παρατίθεται από τον Carslaw, σελ. 6. 
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κανένα βαθµό αυτή δεν θα µπορούσε να παρουσιαστεί στους σηµερινούς σπουδαστές του 

Απειροστικού Λογισµού»(∗). Για τους λόγους αυτούς αποφεύγεται και η παρουσίασή της 

στο πλαίσιο αυτής της εργασίας. 

 

11.3. Η προσέγγιση του Isaac Barrow 

Η πρώτη “κατανοητή” απόδειξη της εικασίας του Bond ήρθε τελικά γύρω στα 

1670 από τον Isaac Barrow (1630-1677), δάσκαλο του Newton και κάτοχο της 

Λουκασιανής Έδρας των µαθηµατικών στο Trinity College του Cambridge (από την 

οποία και αποχώρησε το 1669 για χάρη του µαθητή του). O Βarrow είχε µελετήσει κι 

αυτός την Logarithmo-technia και πιθανόν ήταν ο άνθρωπος που έφερε για πρώτη φορά 

το Newton σε επαφή µε τη δουλειά του Ν. Mercator. Μέσα απ’ τις δικές του µελέτες ο 

Newton θα καταλήξει (στο 1669), όπως λέει ο Barrow, «σε παρόµοια αποτελέσµατα µε 

τον Κύριο Mercator αλλά µε µεθόδους πολύ πιο γενικές» (Carslaw, σελ. 41)(28). 

Η απόδειξη του Βarrow είναι ιδιαίτερα αξιοσηµείωτη µιας και κατά πως φαίνεται 

σηµατοδοτεί την πρώτη περίπτωση ανάλυσης µιας συνάρτησης σε απλά κλάσµατα 

προκειµένου να υπολογιστεί το ολοκλήρωµά της. Αναπαράγουµε την απόδειξη αυτή µε 

σύγχρονο συµβολισµό(∗∗) σηµειώνοντας κάποιες επιµέρους ισότητες µε κεφαλαία 

γράµµατα προκειµένου να τις σχολιάσουµε: 

∫ ∫=⋅ φd
φcos

1φdφsec  

= φd
φcos
φcos

2∫                                                  Α 

= φd
φsin1

φcos
2∫ −

                                             Β 

= ( ) ( ) φd
φsin1φsin1

φcos
∫ +⋅−

  

Το βήµα Α αποτελεί µία περίπτωση σχεδιασµού από τα πριν: ο πολλαπλασιασµός 

µε cosφ έγινε ώστε να εµφανιστεί το cosφ υψωµένο σε ζυγή δύναµη και να µπορεί µε 

την εφαρµογή της ταυτότητας cos2φ=1-sin2φ (βήµα Β) να προκύψει η 

                                       
(∗) Rickey and…, 1980, σελ. 165. 
(∗∗) ό.π., σελ. 165. Η πρωτότυπη απόδειξη είναι διατυπωµένη σε πιο γεωµετρική γλώσσα στο έργο 
Lectiones Geometricae (Lect. XII, App. I) του Barrow. 
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παραγοντοποιηµένη µορφή ( ) ( )φsin1φsin1
1

+⋅−
. Αυτή πλέον µπορεί να αναλυθεί σε 

απλά κλάσµατα µιας και είναι ρητή συνάρτηση της ποσότητας sinφ=t: 

( ) ( ) ( ) ( )φsin1
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1
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Στο βήµα Γ φαίνεται πλέον ότι ο αριθµητής cosφ που δηµιουργήθηκε στο βήµα Α 

είναι εντελώς απαραίτητος προκειµένου να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα(∗). Όσο για 

το (καθαρά τριγωνοµετρικό) βήµα ∆ έγινε έχοντας κατά νου όλες τις βελτιώσεις του 

αποτελέσµατος ώστε αυτό να έρθει στην επιθυµητή µορφή.  

Η απόδειξη του Barrow έχει µεγάλη αξία γιατί µπορεί να γενικευτεί άµεσα 

δηµιουργώντας µία µεγάλη κατηγορία ολοκληρωµάτων που υπολογίζονται µε τον ίδιο 

τρόπο. Η γενίκευση αυτή παρουσιάζεται στις σηµειώσεις του δεύτερου µέρους(29). 

                                       

(∗) ...΄)φsin1ln((
φsin1

΄)φ(sin

φsin1

φcos
+−=

−
=

−
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11.4. Η προσέγγιση του John Wallis 

Οι προσεγγίσεις των Gregory και Barrow αν και αποτελούν αποδείξεις της 

εικασίας του Βond, στο επίπεδο των υπολογισµών του µερκατορικού χάρτη µπορούν να 

βοηθήσουν µόνο στο βαθµό που είναι διαθέσιµοι πίνακες της συνάρτησης f(x)=lntanx. 

Το 1685 ο John Wallis (1616-1703), καθηγητής µαθηµατικών στο Emmanuel College 

του Cambridge, ακολουθώντας µία διαφορετική τακτική κατάφερε για πρώτη φορά να 

υπολογίσει το  µε τη βοήθεια µιας άπειρης σειράς· τα υπολογιστικά 

πλεονεκτήµατα της µεθόδου του (όπως θα δούµε σε λίγο), είναι ασύγκριτα

∫ ⋅ φdφsec

(∗). 

Ο Wallis φαίνεται να’φτασε σ’ αυτό το αποτέλεσµα µετά από την επαφή του µε 

τα γραπτά του Ν. Mercator. Το 1668 – τη χρονιά που ο τελευταίος εξέδωσε τη 

Logarithmo-technia –  o Wallis κοινοποίησε στη Βασιλική Εταιρία του Λονδίνου µια 

έκθεση του συγκεκριµένου έργου, προσπαθώντας να εξηγήσει καλύτερα τις άπειρες 

αθροίσεις του Mercator(∗∗). Η προσπάθειά του όπως µας πληροφορεί ο Carslaw κρίθηκε 

ασαφής. ∆εκαεπτά χρόνια αργότερα (το 1685) επέστρεψε στο πρόβληµα µ’ ένα άρθρο 

του στα Φιλοσοφικά Πρακτικά της Βασιλικής Εταιρίας. Μέσα σ’ αυτό δηµοσίευσε την 

άπειρη σειρά του απαντώντας στο γράµµα κάποιου κυρίου Richard Norris «σχετικά µε 

την Συνάθροιση των Τεµνουσών και την αληθινή ∆ιαίρεση των Μεσηµβρινών στο 

θαλάσσιο Χάρτη». Yιοθετώντας σύγχρονο συµβολισµό είναι εύκολο να παρουσιάσουµε 

τον τύπο του Wallis(30). 

 

 

Από τον τύπο Β της προηγούµενης υποπαραγράφου έχουµε: 

∫ ∫ ⋅
−

==⋅
οφ 

ο 

οφ 

ο 2
φd

φsin1
φcos...φdφsec  

=  [ ] φd...φsinφsinφsin1φcos
οφ 

ο 
642 ⋅++++⋅∫

Στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήθηκε ο τύπος για το άπειρο άθροισµα φθίνουσας 

γεωµετρικής προόδου 

                                       
(∗) O Wallis υπήρξε ο µεγαλύτερος µαθηµατικός της γενιάς που προηγήθηκε του Newton.  

(∗∗) Αυτές που εµφανίζονται στον υπολογισµό του 
1

1
dt

t
⋅

+∫ .  
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...ααα1
α1

1 32 ++++=
−

    µε  ,1α <  

όπου α = sin2φ. Προφανώς 1φsinα 2 <=  για φ ∈ π0,  
2

⎡ ⎞
⎟⎢⎣ ⎠

(*). 

Το επόµενο βήµα είναι να µετατραπεί αυτό το ολοκλήρωµα ενός άπειρου αθροίσµατος 

σε άπειρο άθροισµα ολοκληρωµάτων(31): 

∫ ∫ ∫ +⋅⋅+⋅⋅=⋅
οφ 

ο 

οφ 

ο 

οφ 

ο 
2 ...φdφsinφcosφd1φcosφdφsec  

= sinφο+ ...
5
φsin

3
φsin ο5ο3

++                                                                      

όπου η τελευταία σειρά, όπως µπορεί ν’ αποδειχθεί, συγκλίνει για φο ∈
π0,  
2

⎡ ⎞
⎟⎢⎣ ⎠

. 

Μπορούµε τώρα να χρησιµοποιήσουµε αυτή τη σειρά για να προσεγγίσουµε την 

τιµή του ολοκληρώµατος  Τις τιµές του sinφ∫ ⋅
οφ 

ο 
.φdφsec o θα τις πάρουµε από έναν 

πίνακα που έχει το ηµίτονο των γωνιών. Για 
6
πφο =  κάποια µερικά αθροίσµατα της 

σειράς έχουν ως εξής: 

 

Υψηλότερη δύναµη 
του sinx 

Μερικό άθροισµα 

1 0.49999999 
3 0.54166666 
5 0.54791666 
7 0.54903273 
9 0.54924975 
11 0.54929414 
13 0.54930352 
15 0.54930556 
17 0.54930601 
. 
. 
. 
 

. 

. 

. 

                                       

(*) Η τιµή φ0 = 
2
π

 ούτως ή άλλως δεν µας ενδιαφέρει στη µερκατορική προβολή µιας και αντιστοιχεί στο 

Βόρειο πόλο της Γης.  
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Όπως φαίνεται και από τη δεξιά στήλη του πίνακα, η σειρά δεν παρουσιάζει 

µεγάλη ταχύτητα σύγκλισης. Όµως η προσέγγιση µπορεί πολύ εύκολα να βελτιωθεί σε 

οποιοδήποτε επιθυµητό βαθµό αρκεί στις αθροίσεις να συµπεριληφθούν κι άλλες 

δυνάµεις του sinx από τον τύπο . (Για τυχόν συγκρίσεις, η ακριβής τιµή του 

ολοκληρώµατος είναι: ∫ =⋅6
π

ο
.54930614.0φdφsec  ). 

Η προσέγγιση του Wallis έχει (και αυτή) γενικότερη αξία και εφαρµόζεται κάθε 

φορά που η ολοκλήρωση µιας συνάρτησης οδηγεί σε “δυσάρεστoυς” τύπους οι οποίοι 

µπορούν να µετατραπούν σε (αριθµησίµως) άπειρα αθροίσµατα. 

 

Παρατήρηση 

Πριν κλείσει αυτή η παράγραφος θα πρέπει να σηµειώσουµε και µια ιδιαίτερα 

αξιόλογη προσέγγιση του Edmund Halley (1656-1742)(∗). Εµφανίστηκε το 1696, και 

αυτή στα Φιλοσοφικά Πρακτικά, στην εργασία του «An easy Demonstration of the 

Analogy of the Logarithmick Tangents to the Meridian Line, or Sum of the Secants; with 

various Methods for computing the same to the utmost Exactness». Η παρουσίαση 

αυτής της προσέγγισης ξεφεύγει από τα (αναπόφευκτα) όρια της εργασίας µας(32). 

 

11.5. H συνεισφορά του Απειροστικού Λογισµού 

στην κατασκευή του µερκατορικού χάρτη 

Κλείνοντας αυτή την αναφορά στην ιστορία του ολοκληρώµατος της τέµνουσας 

µιας γωνίας θα µπορούσε κάποιος (παραφράζοντας τον Edward Wright), να πει ότι 

«πράγµατι εξαιτίας αυτού του χάρτη του Mercator» oι µαθηµατικοί ασχολήθηκαν για 

πρώτη φορά µε τον υπολογισµό του ∫ ⋅ .φdφsec  Προσπαθώντας να βελτιώσουν την 

κατασκευή της µερκατορικής προβολής σε επιθυµητά επίπεδα ακρίβειας, απέκτησαν 

ένα επιπλέον κίνητρο για την ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού (Tuchinsky, 

1978). Με τη σειρά του ο Απειροστικός Λογισµός µε την ολοένα και πιο αυστηρή του 

προσέγγιση για τις άπειρα µικρές ποσότητες, τελικά οδήγησε στην κατασκευή 

                                       
(∗) Πρόκειται για τον άνθρωπο που προέβλεψε την επιστροφή του διάσηµου πλέον κοµήτη που φέρει το 
όνοµά του. Ο Halley διαδέχτηκε τον Wallis στη Σαβιλιανή Έδρα του Πανεπιστηµίου της Οξφόρδης όταν 
ο τελευταίος µετακόµισε εκεί από το Cambridge.  
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µερκατορικών χαρτών µεγάλης ακρίβειας. Όπως το διατυπώνει και ο Tuchinsky (1978), 

«Καθώς όλο και πιο λεπτοµερείς µερκατορικοί χάρτες όλο και µικρότερων τµηµάτων της 

γήϊνης επιφάνειας εµφανίζονταν στο πέρασµα των αιώνων, µία όλο και πιο ακριβής 

τοποθέτηση των παραλλήλων του πλάτους έγινε απαραίτητη. Από τη στιγµή που ο ακριβής 

µαθηµατικός υπολογισµός του  ήταν γνωστός, αυτή η τοποθέτηση µπορούσε 

αµέσως να επιτευχθεί σε οποιοδήποτε βαθµό ακρίβειας. Οι µόνοι περιορισµοί πλέον στην 

παραγωγή µερκατορικών χαρτών ήταν αυτοί που έθεταν η διαδικασία εκτύπωσης, το 

µέγεθος και η ποιότητα του χαρτιού κ.ο.κ. Κανένα µαθηµατικό εµπόδιο πλέον δεν 

στέκονταν στο δρόµο του χαρτογράφου, διότι οι µέθοδοι για τη δηµιουργία της 

µερκατορικής προβολής τόσο στη θεωρία όσο και στην πράξη ήταν διαθέσιµες και 

µάλιστα σε οποιοδήποτε βαθµό ακρίβειας» (σελ.30). 

∫ ⋅ dφsecφ
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Σηµειώσεις δεύτερου µέρους 

 

(1) Το συγκεκριµένο απόσπασµα βρίσκεται στο M. Watelet (ed), Gerard Mercator 

cosmographe: le temps et l’ espace (Antwerp, 1994). Παρατίθεται στην 

ιστοσελίδα βιογραφιών του Πανεπιστηµίου St Andrews (στη βιογραφία του 

Μercator) απ’ όπου και το µεταφέραµε. 

(2) Οι πληροφορίες για τις σχέσεις των Μαθηµατικών µε τις κοινωνικές και 

επιστηµονικές απαιτήσεις της εποχής αντλήθηκαν από το πολύ ενδιαφέρον 

άρθρο του Γιάννη Θωµαΐδη, «Ανάδυση και εξέλιξη των λογαριθµικών 

εννοιών», 1987, Εκδ. Όµιλος για την Ιστορία των Μαθηµατικών. 

(3) Στο άρθρο του Elial Hall, «Gerard Mercator: His Life and Works», 1878, 

διαβάζουµε σχετικά: «Το 1544 ο Mercator εξέδωσε στο Duisburg ένα µεγάλο 

χάρτη της Ευρώπης… Ο χάρτης αυτός έχει σήµερα χαθεί αλλά είµαστε σε θέση να 

εκτιµήσουµε τα οφέλη του από ένα απλούστερο αντίγραφό του που εκδόθηκε µετά 

το θάνατό του Mercator από το γιο του Rumold… Σοβαρές και δραστικές 

αλλαγές και βελτιώσεις (σε σχέση µε τον Πτολεµαϊκό χάρτη) εισάγονται σχεδόν σε 

κάθε τµήµα της Ευρώπης. Η Μεσόγειος Θάλασσα παρουσιάζεται µικρότερη κατά 

5° γεωγραφικού µήκους και το Ακρωτήριο Fenisterre καθώς και οι παρακείµενες 

ακτές της Ισπανίας εµφανίζονται µετατοπισµένες κατά 15° ανατολικώτερα» (σελ. 

171). 

(4) Στο χάρτη αυτό ο Mercator βελτίωσε κι άλλο το µήκος της Μεσογείου. Στο 

βιβλίο του Philip Tuchinsky, «Mercator’s World map and the Calculus», 1978, 

διαβάζουµε σχετικά: «Ο Πτολεµαίος θεώρησε το ανατολικό-δυτικό µήκος της 

Μεσογείου ίσο µε 62°. Η τιµή των 52° του Mercator ήταν µια ουσιώδης βελτίωση 

αλλά µια πραγµατικά σωστή τιµή µικρότερη των 42° καθιερώθηκε µετά το 1700» 

(σελ. 17). 

(5) Ίσως η καλύτερη παρουσίαση του έργου του (αλλά και της ζωής του) βρίσκεται 

στο άρθρο του Elial Hall που αναφέραµε πιο πριν. Μία κατατοπιστική 

παρουσίαση των έργων του υπάρχει και στο βιβλίο του Lloyd Brown «The story 

of maps», σελ. 134, 135, 158 έως 160. Tέλος πολύ διαφωτιστική και η 

παρουσίαση των έργων του από την ιστοσελίδα του Πανεπιστηµίου της 
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Σκωτίας, St Andrews. Η ιστοσελίδα περιέχει και ενδιαφέρουσες λεπτοµέρειες 

από τη ζωή του. 

(6) Ο όρος δηλώνει την αποτύπωση – προβολή της σφαιρικής επιφάνειας της Γης 

πάνω στο επίπεδο χαρτί. Για παράδειγµα οι τρόποι µε τους οποίους 

δηµιουργήθηκαν οι πορτολάνοι χάρτες αποτελούν παραδείγµατα 

χαρτογραφικών προβολών. Ο τρόπος που ακολούθησε ο Mercator για την 

κατασκευή του χάρτη του 1569 αποτελεί ένα άλλο παράδειγµα χαρτογραφικής 

προβολής. Περισσότερες πληροφορίες υπάρχουν στις πολύ… “φιλικές” 

σηµειώσεις της Ευανθίας Μιχαηλίδου, «Η µάθηση και η διδασκαλία µε 

χάρτες», 2006, διαθέσιµες από το διαδίκτυο. 

(7) Ο τίτλος του χάρτη στα λατινικά έχει ως εξής: «Νova et aucta orbis terrae 

descriptio ad usum navigantum emendate accommodata». Η ελληνική 

µετάφραση του τίτλου έχει γίνει µε βάση την αγγλική µετάφραση που βρήκαµε 

στη βιογραφία του Mercator στην ιστοσελίδα βιογραφιών του Πανεπιστηµίου 

St Andrews. 

(8) Tο συγκεκριµένο απόσπασµα παρατίθεται από το άρθρο «Αn Application of 

Geography to Mathematics: History of the Integral of the Secant» των F. Rickey 

και P. Tuchinsky, στο περιοδικό Mathematics Magazine, 1980. Οι συγγραφείς 

του άρθρου αντλούν το απόσπασµα από το: Anonymous, Gerard Mercator, Map 

of the World (1569), Supplement no.2 to Imago Mundi, 1961. 

(9) Η γωνία δ για την οποία έγινε λόγος στο σχήµα 2 του πρώτου µέρους, είναι ίση 

µε 90°. 

(10) Ως πρώτος µεσηµβρινός (αρχή µέτρησης του γεωγραφικού µήκους) έχει 

επιλεγεί ο µεσηµβρινός που περνά από τα νησιά του Πράσινου Ακρωτηρίου 

(Capo Verde). H επιλογή αυτή φαίνεται να ήταν µία καινοτοµία του Mercator 

(Hall, 1878). Σήµερα, ως πρώτο µεσηµβρινό θεωρούµε αυτόν που περνά από το 

αστεροσκοπείο του Greenwich. Για τις αλλαγές που κατά καιρούς έχουν 

υπάρξει στην επιλογή του πρώτου µεσηµβρινού, βλέπε το πραγµατικά πολύ 

ενδιαφέρον σηµείωµα στο Μαθηµατικό και Φιλοσοφικό Λεξικό του Hutton 

Charles (στο λήµµα MERIDIAN). Οι πληροφορίες είναι διαθέσιµες στο 

διαδίκτυο µέσα από το Archimedes Project, µια βάση δεδοµένων που αφορούν 
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στη Ιστορία των Επιστηµών. Το πρόγραµµα παρέχει πρόσβαση σε 9 (κλασικά 

στο είδος τους) λεξικά στη διεύθυνση 

 http://141, 14, 236, 86/cgi-bin/archim/ dict/hw  

(11) To κείµενο πάνω στο χάρτη του Mercator είναι στα λατινικά. Ο Hall στο άρθρο 

του µεταφέρει ένα σηµαντικό απόσπασµα του κειµένου στην πρωτότυπη 

γλώσσα και κατόπιν το µεταφράζει στα αγγλικά. 

(12) Ειρήσθω εν παρόδω ας αναφερθεί ότι το παράδειγµα αυτό υποδεικνύει την 

κατεύθυνση που θα ακολουθήσει στο τρίτο µέρος της εργασίας ο αυστηρός 

µαθηµατικός ορισµός µιας χαρτογραφικής προβολής. Εκεί η χαρτογραφική 

προβολή θα οριστεί σαν µια συνάρτηση από τη σφαίρα S2 στο επίπεδο IR2. Η 

αντιστοιχία αυτή θα είναι 1-1 αλλά όχι κατ’ ανάγκην επί. Επίσης θα είναι 

αµφισυνεχής ώστε ένα τόξο της σφαίρας να µην µπορεί να “σπάσει” σε 

ασύνδετα κοµµάτια όταν απεικονίζεται στο επίπεδο αλλά και αντίστροφα, 

ασύνδετα ευθύγραµµα τµήµατα πάνω στο χάρτη να µην αντιστοιχούν σ’ ένα 

ενιαίο τόξο πάνω στη σφαίρα. 

(13) Στην πράξη ο σχεδιασµός σταµατά βόρεια του ισηµερινού σε γεωγραφικό 

πλάτος φ=80° και νότια του ισηµερινού σε γεωγραφικό πλάτος φ=66°30΄. 

Τελικά το ύψος του χάρτη είναι 131 cm ενώ το µήκος του 208 cm (Hall, 1878, 

σελ. 183). Οι διαστάσεις αυτές αφορούν ένα πιστό αντίγραφο του πρωτότυπου 

χάρτη που εκδόθηκε από τον Jomard στη δουλειά του Les Monuments de la 

Géographie ou Recueil d’ anciennes Cartes publiées en fac-similé. O 

πρωτότυπος χάρτης του 1569 σώζεται σε τουλάχιστον δύο αντίτυπα. Το πρώτο 

βρίσκεται στην Εθνική Βιβλιοθήκη των Παρισίων, το δεύτερο στη βιβλιοθήκη 

της πόλης Breslau στη Γερµανία, ενώ ένα τρίτο αµφισβητούµενο αντίτυπο 

φαίνεται να υπάρχει στην πόλη Nürnberg. Οι πληροφορίες είναι από την 

σχολιασµένη επανέκδοση του προλόγου του βιβλίου του Wright (καθώς και των 

πινάκων του αυξοµερών πλατών του 1599), στο περιοδικό Hydrographic 

Review, 1931, vol 8, σελ. 84-97. O τίτλος του άρθρου είναι «Origin of 

Meridional Parts». Η πληροφορία για τα τρία αντίτυπα υπάρχει και στο βιβλίο 

του Maor, «Trigonometric delights», εκδ. Πανεπιστηµίου Princeton. Εκεί 

αναφέρεται (σελ. 180, ηλεκτρονικής έκδοσης) ότι το αντίτυπο στο Breslau 

http://141/
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καταστράφηκε κατά τη διάρκεια του ∆ευτέρου Παγκοσµίου Πολέµου 

(www.press.princeton.edu/books/maor). 

(14) Στην παράγραφο 8 του τρίτου µέρους θα δούµε ότι ο Mercator δεν θα µπορούσε 

να είχε καταφέρει κάτι καλύτερο. Σχεδόν διακόσια χρόνια µετά την πρώτη 

έκδοση του µερκατορικού χάρτη, ο Ελβετός µαθηµατικός Leonard Euler 

απέδειξε ότι χάρτης που να µην αλλοιώνει ούτε τις αποστάσεις αλλά ούτε και 

τις γωνίες απλά δεν µπορεί να υπάρξει! 

(15) Ο απαιτητικός αναγνώστης ίσως σκεφτεί ότι οι δύο στόχοι που έθεσε ο 

Mercator κατά την κατασκευή του χάρτη του (και που αναφέρονται στην αρχή 

της παραγράφου 8), µπορούν να ελαττωθούν σε έναν: οι γωνίες να 

διατηρούνται αναλλοίωτες κατά τη µεταφορά του στο χάρτη. Η αλήθεια όµως 

δεν είναι αυτή. Για να αποδείξουµε ότι η τυχαία λοξοδροµία µετασχηµατίζεται 

σε ευθεία γραµµή, στηριχθήκαµε σε δύο ήδη κατοχυρωµένες – σύµφωνα µε το 

Mercator – ιδιότητες της προβολής του: 

1η) Οι γωνίες σχεδιάζονται πάνω στο χάρτη αναλλοίωτες σε σχέση µε το πώς 

ήταν στην Υδρόγειο. 

2η) Κάποιες πολύ ειδικές λοξοδροµίες – ο ισηµερινός και οι µεσηµβρινοί – 

µετασχηµατίζονται πάνω στο χάρτη σίγουρα σε ευθείες γραµµές. 

Αυτή η τελευταία ιδιότητα δικαιολογεί πλήρως το διπλό στόχο που έθεσε ο 

Mercator. 

(16) Ένα απόσπασµα της εργασίας του ( µε τίτλο «The Navigator’s Supply & c.») 

µπορεί κάποιος να βρει στις σελίδες 194 και 195 του άρθρου του Hall. Επίσης, 

ένα πολύ µικρότερο απόσπασµα στη σελίδα 136 του βιβλίου του Lloyd Brown. 

(17) Ο πλήρης τίτλος του βιβλίου του είναι αρκετά µακρύς: «Certaine errors in 

navigation, arising, either of the ordinarie erroneous making or vsing of the sea 

chart, compasse, crosse staffe, and tables of declination of the sunne, and fixed 

stares detected and corrected». 

(18) Πρόκειται σίγουρα για µία πολύ απλή απόδειξη. Την εποχή όµως του Wright ο 

συµβολισµός στην Τριγωνοµετρία ήταν ακόµη υπό διαµόρφωση. Οι 

τριγωνοµετρικοί αριθµοί µιας γωνίας νοούνταν κατά τα πρότυπα του Κλαύδιου 

Πτολεµαίου, ως ευθύγραµµα τµήµατα σε τριγωνοµετρικό κύκλο (και όχι ως 

λόγοι ευθυγράµµων τµηµάτων σε τρίγωνο). Επειδή δε οι υπολογισµοί γινόταν 

http://www.press.princeton.edu/books/maor
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µε κλάσµατα (και όχι µε δεκαδικούς αριθµούς), προκειµένου να αποφευχθούν 

οι δύσκολες πράξεις η ακτίνα του κύκλου θεωρούνταν όχι ίση µε τη µονάδα, 

αλλά ίση µε 1.000.000 ή και 10.000.000. Έτσι στο επόµενο σχήµα (όπου η 

ακτίνα είναι ίση µε 107),  

cos 60° = OA = 5.000.000 (και όχι 0,5)  

ενώ sin 60° = ΟΒ = 8.660.254 (και όχι 0,8660254). 

 
( Οι σχετικές πληροφορίες από το άρθρο του Γιάννη Θωµαΐδη, σελ. 10, 11). 

Η απόδειξη όπως παρουσιάστηκε εδώ εµφανίζεται στον Tuchinsky (1978) 

στις σελίδες 12 και 13 του βιβλίου του. Στο άρθρο που έγραψαν 2 χρόνια 

αργότερα ο Tuchiusky µαζί µε τον Frederick Rickey (Mathematics Magazine, 

1980, vol. 53), παρουσιάζουν µια διαφορετική (τρισδιάστατη) απόδειξη µε τη 

σηµείωση ότι «η απόδειξη του Wright είναι δισδιάστατη» (σελ. 163). 

Β

60º 

Ο Α

(19) Τα δύο ορθογώνια παραλληλόγραµµα είναι όµοια γιατί έχουν τις πλευρές τους 

ανάλογες: 

2

1

2
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'2
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⋅
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Η χρήση του θεωρήµατος της οµοιότητας εδώ, νοµιµοποιείται γιατί έχουµε 

επικεντρωθεί σ’ ένα µικρό κοµµάτι της σφαίρας και η σφαίρα τοπικά είναι µία 

επιφάνεια που µοιάζει µε επίπεδο. Στο τρίτο µέρος της εργασίας θα δούµε ότι 

αυτή η εν σµικρώ προσέγγιση µιας επιφάνειας για να µπορεί να 

πραγµατοποιηθεί, θα πρέπει αυτή να δέχεται εφαπτόµενο επίπεδο σε κάθε 
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σηµείο της. Η συγκεκριµένη απαίτηση θα αναγορευτεί σε βασική ιδιότητα όταν 

θα δοθεί ο µαθηµατικός ορισµός της έννοιας της επιφάνειας. 

Πάντως πρέπει να αναφερθεί ότι η µερκατορική προβολή δεν διατηρεί την 

οµοιότητα µεγάλων περιοχών. Για παράδειγµα στην εικόνα 13 σελ. 49 το 

τρίγωνο που σχηµατίζουν 2 µεσηµβρινοί, ο ισηµερινός και ο πόλος, 

απεικονίζεται σαν παραλληλόγραµµο. Η πιο αυστηρή διαπραγµάτευση της εν 

σµικρώ οµοιότητας προαπαιτεί τη θεωρία του Απειροστικού Λογισµού και θα 

παρουσιαστεί στο τρίτο µέρος της εργασίας. 

(20) Κάθε χάρτης για να είναι σε µέγεθος βολικό για εκτύπωση απεικονίζει το 

γεωγραφικό χώρο σε σµίκρυνση η οποία δηλώνεται µέσω της κλίµακας. Η 

κλίµακα ορίζεται ως «ο λόγος ενός µήκους πάνω στο χάρτη προς το αντίστοιχό 

του πάνω στη γήινη επιφάνεια». Η κλίµακα συνήθως εκφράζεται µ’ ένα κλάσµα 

ή λογο. Έτσι αν η κλίµακα του χάρτη δίνεται µέσα από το λόγο 
000.000.5

1 , 

τότε  ένα εκατοστό πάνω στο χάρτη αναπαριστά 5.000.000 εκατοστά πάνω στη 

γήινη επιφάνεια. Θα µπορούσε άνετα να ερµηνευτεί: ένα χιλιοστό πάνω στο 

χάρτη αναπαριστά 5.000.000 χιλιοστά στο έδαφος. Η µονάδα µέτρησης δεν 

αλλάζει το αποτέλεσµα αφού η αναλογία παραµένει σταθερή. Η κλίµακα 

συµβολίζεται συνήθως µε το σύµβολο .
κ
1  Έτσι στο προηγούµενο παράδειγµα 

κ=5.000.000. Όταν η κλίµακα είναι ίση µε τη µονάδα (κ=1), τότε ο χάρτης έχει 

φυσικό µέγεθος δηλαδή δεν έχει υποστεί καµµιά σµίκρυνση. Στην πράξη 

βέβαια αυτό δεν συµβαίνει ποτέ. Στο χάρτη του Mercator για παράδειγµα που 

έχει κλίµακα 1:50.000.000, όλες οι αποστάσεις πριν αποτυπωθούν στο χαρτί 

πολλαπλασιάζονται  µε τον αριθµό 
000.000.50

1  για να αποκτήσουν εκτυπώσιµο 

µέγεθος. 

Πάντως η κλίµακα για την οποία γίνεται λόγος εδώ, δεν έχει να κάνει µε την 

– ούτως ή άλλως – αναγκαστική παραµόρφωση στην οποία υπόκεινται οι 

αποστάσεις όταν µεταφέρονται από µια σφαιρική επιφάνεια στο επίπεδο χαρτί. 

(Οι πληροφορίες είναι από τις σηµειώσεις της Ευανθίας Μιχαηλίδου, «Η 

µάθηση και η διδασκαλία µε χάρτες», σελ. 3, ηλεκτρονική έκδοση). 
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(21) Το προσχέδιο αυτό ο Blundeville το συµπεριέλαβε στις «Ασκήσεις» του. Τη 

µελέτη του αυτή την ξανασυναντήσαµε στην πρώτη πρώτη παράγραφο της 

∆ιπλωµατικής. 

(22) Από το Captain G. Marguet, «Histoire de la Navigation du XVe au XXe siecle», 

Paris October 1930, περιοδικό Revue Maritime. Το συγκεκριµένο απόσπασµα 

αναπαράγεται και στη σχολιασµένη επανέκδοση του προλόγου του Wright στο 

περιοδικό Hydrographic Review, 1931, Vol 8, σελ. 84, απ’ όπου και το 

µεταφέρουµε. 

(23) Ας υπολογίσουµε ακόµη µία φορά την απόσταση που έχει πάνω στο 

µερκατορικό χάρτη, ο παράλληλος σε γεωγραφικό πλάτος φ=φο από τον 

ισηµερινό. Όµως τώρα ας υιοθετήσουµε σύγχρονο συµβολισµό. 

Κατ’ αρχήν τεµαχίζουµε ένα µεσηµβρινό που βρίσκεται ανάµεσα σ’ αυτόν τον 

παράλληλο και τον ισηµερινό σε πολύ µικρά κοµµάτια. Αυτό ισοδυναµεί µε το 

να τεµαχίσουµε σε πολύ µικρά κοµµάτια το διάστηµα [0, φο].  

 
Έτσι ένα µικρό κοµµάτι µεσηµβρινού που βρίσκεται κοντά σ’ ένα παράλληλο φ 

(0≤φ≤φο), αντιστοιχεί σε γωνιακό άνοιγµα ∆φ. Το µήκος πάνω στην Υδρόγειο 

Σφαίρα θα είναι RΓΗΣ.∆φ αν το ∆φ µετρά σε rad, ή φ∆
180

πR ΓΗΣ ⋅
⋅  αν το ∆φ µετρά 

σε µοίρες. 

Όταν αυτό το κοµµάτι µεταφερθεί πάνω στο χάρτη το µήκος του θα γίνει 

φsecφ∆
180

πR ΓΗΣ ⋅⋅
⋅  ή ∫ ⋅

⋅ οφ

0
.φ∆φsec.

180
πR  Η σταθερή ποσότητα έξω από το 

ολοκλήρωµα είναι το µήκος που έχει πάνω στη σφαιρική Γη το τόξο µιας µοίρας 

(είτε θεωρηθεί στον ισηµερινό είτε σε οποιοδήποτε µεσηµβρινό). Αν το ∆φ 
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προχωρά κατά 1΄ τότε η ποσότητα αυτή ισούται µε 
180

60
1πR ΓΗΣ ⋅⋅

 και δίνει το 

µήκος που έχει πάνω στη Γη ένα τόξο 1΄. Αυτή την ποσότητα ο Wright 

συµβόλισε µε m. Εµείς σήµερα γνωρίζοντας ότι RΓης≈6.378 km, παίρνουµε 

m≈1855m που είναι και ο τυπικός ορισµός του γεωγραφικού µιλίου. Αυτή η τιµή 

την εποχή του Wright δεν ήταν γνωστή. 

(24) Οι διαφορές κατά κύριο λόγο οφείλονται στον διαφορετικό τρόπο µε τον οποίο 

υπολογίζονταν τότε οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί µιας γωνίας (βλέπε σχετικά και 

τη σηµείωση 17). Επίσης και στον τρόπο µε τον οποίο ο Wright θεωρούσε τη 

σταθερά m (βλέπει σηµείωση 23). 

(25) Το συγκεκριµένο απόσπασµα παρατίθεται από τον Tuchinsky (1978), σελ. 19. 

Όσο για τον πλήρη τίτλο της εργασίας του Halley, αναφέρεται στην 

παρατήρηση της παραγράφου 11.4. 

(26) Ο Nicolaus Mercator εδώ - κατά πάσα πιθανότητα – αναφέρεται σ’ ένα ρολόι το 

οποίο κατασκεύασε προκειµένου να µπορεί να µετρηθεί µε ακρίβεια ο χρόνος 

ακόµα και στη µέση του ωκεανού. Η ύπαρξη ενός τέτοιου ρολογιού ακριβείας 

είναι εντελώς απαραίτητη προκειµένου κάποιος να µπορέσει να υπολογίσει το 

γεωγραφικό µήκος του τόπου στον οποίο βρίσκεται. Χαρακτηριστικό της 

µεγάλης σηµασίας που είχε εκείνη την εποχή η ακριβής µέτρηση του 

γεωγραφικού µήκους είναι το γεγονός ότι, παρ’ όλο που το ρολόι του Mercator 

δεν απεδείχθη τόσο ακριβές όσο χρειαζόταν, ο ίδιος εξαιτίας αυτής της 

εφεύρεσής του έγινε δεκτός στη Βασιλική Εταιρία του Λονδίνου το Νοέµβριο 

του 1666 (από το site βιογραφιών του πανεπ. St. Andrews). Περισσότερες 

πληροφορίες γι’ αυτό το κορυφαίο επιστηµονικό πρόβληµα της Αναγέννησης, 

στον Λιβιεράτο (1998) καθώς και στον Brown (1979). 

(27) Για να πάρει κανείς µια ιδέα για το πόσα πράγµατα ανακάλυψε αυτός ο 

άνθρωπος πριν τα… ξαναανακαλύψουν άλλοι, δεν έχει παρά να επισκεφτεί την 

ιστοσελίδα βιογραφιών του πανεπιστηµίου St Andrews και να διαβάσει τη 

βιογραφία του. 

(28) Τα αποτελέσµατά του αφορούν στην προσέγγιση µέσω σειρών των 

συναρτήσεων sin-1x, sinx, cosx, ln (1+x) αλλά και τη διωνυµική σειρά µε 

εκθέτη αρνητικό ακέραιο. Τα αποτελέσµατα δηµοσιεύτηκαν από τον John 
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Collins  µε τον τίτλο De Analysi per aequationes numero terminorum infinitas, 

όταν ο τελευταίος τα πληροφορήθηκε από τον Isaac Barrow. Η σχετική 

αλληλογραφία υπάρχει στο άρθρο του Carslaw. Τη δουλειά αυτή ο Collins τη 

γνωστοποίησε και στο Grecory ο οποίος κατόπιν τούτων – το Φεβρουάριο του 

1671 – έδωσε το ανάπτυγµα σε άπειρη σειρά των συναρτήσεων tan-1x, tanx, 

lntanx, secx και lnsecx! Oι σειρές αυτές αν και σχετίζονται καίρια µε τον 

καλύτερο υπολογισµό του ∫ ,φdφsec  o γράφων δε γνωρίζει αν έγιναν πλατειά 

γνωστές και πότε. 

(29) Ο βασικός στόχος της µεθόδου του Barrow είναι η προς ολοκλήρωση 

συνάρτηση να µπορεί να έρθει στη µορφή Α δηλαδή να µπορεί να εµφανίζει µια 

ζυγή δύναµη του cosφ και ένα cosφ µόνο του. 

• Σ’ ένα πρώτο επίπεδο γενίκευσης τέτοιες συναρτήσεις βέβαια είναι οι 

συναρτήσεις cos2ρ+1φ όπου ρ ∈ Ζ: αν ρ ∈ Ζ- η ζυγή δύναµη του cosφ θα 

εµφανίζεται στον παρονοµαστή (όπως στην περίπτωση του ∫ φdφsec ), ενώ αν ρ 

∈ Ζ+ θα εµφανίζεται στον αριθµητή. Σε κάθε περίπτωση  

οπότε η αλλαγή µεταβλητής 

sinφ=t µας πηγαίνει σε ολοκλήρωµα ρητής συνάρτησης του t. 

∫ =+ φdφcos 1ρ2

φd)φsin1()́φ(sinφd)φsin1(φcos ρ2ρ2 ∫∫ −⋅=−⋅

• Φυσικά την ίδια κατάληξη σε ρητή συνάρτηση θα έχουµε αν 

ξεκινήσουµε µε την ακόµη γενικότερη κατηγορία ολοκληρωµάτων 

µε v,ρ∈Ζ. φdφcosφsin 1ρ2v +⋅∫
• Επίσης εντελώς συµµετρικά µ’ αυτά τα ολοκληρώµατα µπορούν να 

αντιµετωπιστούν και τα ολοκληρώµατα ∫ + φdφsin 1ρ2  και φdφsinφcos 1ρ2v +⋅∫  

αρκεί να χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα sin2φ+cos2φ=1 στη µορφή sin2φ=1-

cos2φ. Για παράδειγµα 

  =−⋅=⋅= ∫∫ ∫+ φd)φcos1(φsinφdφsinφsinφdφsin
ρ

2ρ21ρ2  

φd)φcos1)'.(φ(cos
ρ

2 ⋅−∫ οπότε µε την αλλαγή µεταβλητής cosφ=t πάµε σε 

ολοκλήρωµα ρητής συνάρτησης. 

• Τελικά µπορούµε να έχουµε µία ενιαία γραφή όλων αυτών των 

περιπτώσεων σε µία: πρόκειται για την πολύ γενική κατηγορία ολοκληρωµάτων 
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∫ ⋅⋅ φdφcosφsin µv  όπου ή v = περιττός ακέραιος ή µ = περιττός ακέραιος ή και 

οι δύο εκθέτες είναι περιττοί ακέραιοι(∗). 

Παρατήρηση: Ένας άλλος τρόπος ένταξης του ∫ φdφsec  σε µια γενικότερη 

κατηγορία τριγωνοµετρικών ολοκληρωµάτων που ανάγονται σε ολοκλήρωση 

ρητής συνάρτησης, εµφανίζεται στο βιβλίο «Ολοκληρώµατα» του Γ. Μπαραλού, 

ιδιωτική έκδοση, σελ. 31 (εκεί προτείνεται η αλλαγή µεταβλητής t=εφ
2
φ ). Η 

ίδια προσέγγιση αναφέρεται και στο κλασικό σύγγραµµα του M. Spivak  

«∆ιαφορικός και Ολοκληρωτικός Λογισµός», 1991, εκδ. Π.Ε.Κ., σελ. 313 και 

322. 

(30) Η εργασία του Wallis βρίσκεται στο περιοδικό Philosophical Transactions, No 

176, 1685. Cf. Abridged Transactions, voli, p572. Η εδώ παρουσίαση 

εµφανίζεται στον Tuchinsky (1978) και στηρίζεται και στις πληροφορίες που 

υπάρχουν στον Carslaw (1924), σελ. 6. 

(31) Θα πρέπει να τονιστεί ότι η µετατροπή αυτή γενικά δεν ισχύει. Ωστόσο, στη 

συγκεκριµένη περίπτωση ο υπολογισµός είναι νόµιµος µιας και η εµπλεκόµενη 

σειρά είναι συγκλίνουσα για όλες τις τιµές σ’ ένα κλειστό διάστηµα [0, x] ( όπου 

0
2

x π
≤ ∠  ) ενώ ταυτόχρονα οι επιµέρους συναρτήσεις που εµφανίζονται 

(συµπεριλαµβανοµένου και του αθροίσµατος), είναι όλες συνεχείς. 

(32) Μία πολύ σύντοµη περιγραφή της όλης προσέγγισης υπάρχει στον Carslaw 

(1924) και στις σελίδες 6 και 7. 

                                       
(∗) Η κατηγορία αυτή εµφανίζεται στο κλασικό φροντιστηριακό βοήθηµα «Ολοκληρώµατα ∆’ ∆έσµης» 

των Σ. Μαρίνη και Α. Παπαδήµα, εκδ. Σαββάλα και στις σελίδες 47, 48 και 50. 
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Γυρνώντας στο σήµερα: 

Οι σύµµορφες απεικονίσεις στο πλαίσιο της ∆ιαφορικής 

Γεωµετρίας 
 

 

 

 

 

 

«Έχετε απόλυτο δίκιο ότι η ουσιώδης συνθήκη σε κάθε  

χαρτογραφική προβολή είναι η διατήρηση της οµοιότητας                          

                                       σε απειροστή κλίµακα· µία συνθήκη η οποία θα πρέπει να    

                                             αγνοηθεί µόνο όταν πολύ ειδικές ανάγκες το επιβάλλουν» 

 

C.F. Gauss (Στον Hensen, 11 ∆εκεµβρίου του 1825) 
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§12. Εισαγωγή 

 

Όπως είδαµε και στα προηγούµενα κεφάλαια, οι µέθοδοι που χρησιµοποίησε ο 

ίδιος ο Mercator για να κατασκευάσει στα 1569 το χάρτη του παραµένουν ακόµη και 

σήµερα ένα µυστήριο. Οι λιγοστές σκέψεις που έγραψε πάνω στο χάρτη του καθώς και 

η µετέπειτα µαθηµατική προσέγγιση του Edward Wright βοήθησαν µε τον ένα ή µε τον 

άλλο τρόπο να συµπληρώσουµε το παζλ της κατασκευής του. Ωστόσο, µία ενιαία 

εξήγηση του τρόπου λειτουργίας του µπορεί να έρθει µόνο µέσα από µία συστηµατική 

θεωρία των σύµµορφων απεικονίσεων (ή προβολών). Βέβαια όσο αναγκαία είναι η 

συστηµατική θεωρία για την ενιαία εξήγηση της µερκατορικής προβολής άλλο τόσο 

αναγκαία είναι και η ιστορική παρουσίαση των πρώτων ιδεών για την ολοκληρωµένη 

γνώση της µαθηµατικής θεωρίας. Σε µια διδακτορική διατριβή(1) που υποστηρίχθηκε το 

2005 στο Πανεπιστήµιο Columbia, η συγγραφέας συµπυκνώνει αυτή την άποψη πολύ 

εύστοχα: «Η ιστορία των σύµµορφων απεικονίσεων στα µαθηµατικά µπορεί να διαιρεθεί 

σε πέντε περιόδους ανακαλύψεων: 1η) 1569-1813, 2η) 1814-1830, 3η) 1831-1850, 4η) 

1851-1863, 5η) 1864-σήµερα. Κάθε περίοδος µπορεί να φαίνεται ασύνδετη µε τις άλλες 

αν θεωρηθεί µόνη της αλλά, όλες µαζί περιέχουν τα συστατικά στοιχεία που είναι 

απαραίτητα για τη σύγχρονη θεωρία των σύµµορφων απεικονίσεων»(*) (Doyle, 2005). 

Η θεωρία για την οποία κάνουµε λόγο σε µεγάλο βαθµό οφείλεται στο Gauss και 

παρουσιάστηκε στα 1822 στην εργασία του πάνω στην αναπαράσταση «µιας δοσµένης 

επιφάνειας πάνω σε µία άλλη ώστε η απεικόνιση να διατηρεί την οµοιότητα στην 

απειροστή κλίµακα»(2). 

Στόχος µας σ’ αυτό το τελευταίο µέρος της διπλωµατικής είναι να παρουσιάσουµε 

τα βασικά σηµεία αυτής της θεωρίας(3). Για την καλύτερη κατανόηση προηγούνται 

κάποια στοιχεία από τη θεωρία επιφανειών. Κατ’ αρχήν παρουσιάζεται αναλυτικά ο 

ορισµός της επιφάνειας µιας και πάνω του θα στηριχθούν όλοι οι µετέπειτα ορισµοί και 

τα όποια θεωρήµατα. Στη συνέχεια παρουσιάζονται πολύ συνοπτικά –εν ήδη 

τυπολογίου– κάποια στοιχεία από τη µέτρηση των επιφανειών. Ακολουθεί µία 

παράγραφος η οποία διαπραγµατεύεται την έννοια της απεικόνισης µεταξύ δύο 

επιφανειών. Η έννοια ορίζεται γενικά ανάµεσα σε δύο τυχαίες επιφάνειες. Στην ίδια 

                                       
(*) Οι υπογραµµίσεις δικές µας. 
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παράγραφο δίνεται κι ένας ορισµός της χαρτογραφικής προβολής. Κατόπιν τούτων 

ακολουθούν σε τρεις παραγράφους οι ορισµοί και τα θεωρήµατα της θεωρίας των 

σύµµορφων απεικονίσεων. Τον επίλογο του τρίτου µέρους αποτελούν οι παράγραφοι 

19 και 20 που περιέχουν κατά τη γνώµη µας πολύ ενδιαφέροντα ζητήµατα µερικά από 

τα οποία κινούνται στα όρια της διπλωµατικής εργασίας. Συγκεκριµένα, η παράγραφος 

19 επιχειρεί να συνδέσει τη µερκατορική προβολή µε τους γενικότερους 

προβληµατισµούς της Μαθηµατικής Χαρτογραφίας ενώ η παράγραφος 20 παρουσιάζει 

πως η µερκατορική προβολή εντάσσεται µέσα στις πρακτικές των σύγχρονων 

ναυσιπλόων.Ένα παράρτηµα πάνω στις αναπαραστάσεις της σφαίρας κρίθηκε αναγκαίο 

µιας και η συγκεκριµένη επιφάνεια –ως µοντέλο του σχήµατος της Γης– είναι αυτή που 

κυρίως απασχολεί τους χαρτογράφους. Η απόδειξη της ιδιότητας ότι δύο τόποι πάνω 

στη Γη συνδέονται µε άπειρες στο πλήθος λοξοδροµίες αποτέλεσε το αντικείµενο του 

παραρτήµατος 2. 

Τέλος, ένα ακόµη παράρτηµα παρουσιάζει µέσα από χάρτες κάποιες από τις 

κυριότερες ιδέες αυτής της εργασίας. 
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§13. Η έννοια «επιφάνεια» 

 

Στόχος αυτής της παραγράφου είναι να παρουσιάσει έναν ορισµό της επιφάνειας 

αρκετά γενικό ώστε να καλύπτει την επιφάνεια της σφαίρας, τουλάχιστον όπως την 

αντιλαµβάνονται οι χαρτογράφοι (δηλαδή µέσα από τις γεωγραφικές συντεταγµένες 

των σηµείων της ). Ακόµη κι έτσι, ο ορισµός που δίνεται παρουσιάζει τη µεγαλύτερη 

δυνατή γενικότητα που θα ήταν επιθυµητή στα πλαίσια της κλασικής διαφορικής 

γεωµετρίας! Έχει καταβληθεί µία προσπάθεια ώστε ο ορισµός να παρουσιαστεί 

εξελικτικά όχι απαραίτητα από κάποιο σεβασµό σε θέµατα ∆ιδακτικής, αλλά γιατί έτσι 

θα εξυπηρετηθεί καλύτερα η µαθηµατική ανάπτυξη των επόµενων εννοιών. Αν ωστόσο 

κάποιες µαθηµατικές ιδέες παρουσιάζονται συµπιεσµένες, αυτό οφείλεται στους 

χωρικούς και χρονικούς περιορισµούς αυτής της εργασίας. 

Ξεκινώντας από τον Ευκλείδη να αναφέρουµε ότι στον 5ο ορισµό του 1ου βιβλίου 

των Στοιχείων του ορίζει ότι, «επιφάνεια είναι ότι έχει µόνον µήκος και πλάτος». Ο 

Euler στην «Opera posthuma» αναφέρει ότι «…σε µία φυσική επιφάνεια οι αρµόζουσες 

συντεταγµένες οφείλουν να είναι µία  συνάρτηση διπλής µεταβλητής…»(*). 

Κινούµενοι προς αυτή την κατεύθυνση αναζητούµε έναν ορισµό ο οποίος: 

1ον) θα αναδεικνύει το διδιάστατο χαρακτήρα της επιφάνειας 

2ον) θα µας επιτρέπει να εφαρµόσουµε πάνω σε µία επιφάνεια τις συνήθεις πρακτικές 

της Ανάλυσης, δηλαδή οριακές διαδικασίες 

3ον) θα καλύπτει το κρίσιµο για µας παράδειγµα επιφάνειας της σφαίρας, που είναι και 

το συνηθισµένο µοντέλο του σχήµατος της Γης. 

Ας σηµειωθεί εδώ ότι η δεύτερη απαίτηση αποτελεί εντελώς απαραίτητη 

προϋπόθεση για να µπορέσουµε κάποια στιγµή να µιλήσουµε για εφαπτόµενο επίπεδο 

σ’ ένα σηµείο µιας επιφάνειας. Με τη σειρά της αυτή η δυνατότητα µας επιτρέπει όταν 

περιοριζόµαστε σ’ ένα µικρό τµήµα µιας επιφάνειας να το χειριζόµαστε σαν επίπεδο(**). 

                                       
(*) «Et quia per naturam superficierum quaelibet coordinata debet esse functio binarum variabilium…» 

(σ.494, ηλεκτρονική έκδοση των έργων του). 
(** ) Αξίζει να υπενθυµίσουµε ότι πολύ συχνά στο πρώτο και στο δεύτερο µέρος της εργασίας έγινε χρήση 

αυτής της δυνατότητας. Για παράδειγµα στο σχήµα 1 της §4 ή και στο σχήµα 4 της §8. 
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Ο επόµενος ορισµός είναι µια πρώτη απόπειρα να ικανοποιηθούν οι τρεις 

απαιτήσεις. 

 

Ορισµός 1 

        Έστω S ένα υποσύνολο του R3 για το οποίο υπάρχει µία διανυσµατική συνάρτηση 

xr  = xr  (u,v) = ( f1(u,v), f2(u,v), f3(u,v) ), ενός ανοιχτού συνόλου U του uv επιπέδου επί 

του S, που ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες: 

i) είναι κλάσης τουλάχιστον C1 (Cm, m≥1) 
ii) xr u × xr v ≠ 0 , για κάθε (u,v) є U. 

r

         Στην περίπτωση αυτή το S ονοµάζεται επιφάνεια ενώ η συνάρτηση xr  = xr  (u,v) 

ονοµάζεται παραµετρική παράσταση της επιφάνειας. 

 

Παρατηρήσεις 

α) Ο ορισµός –µέσω της συνάρτησης xr (u,v)– αναδεικνύει το διδιάστατο 

χαρακτήρα της επιφάνειας S. 

β) Η πρώτη συνθήκη είναι η εντελώς απαραίτητη ιδιότητα για να κάνουµε κάποια 

«Ανάλυση» πάνω στο S. 

γ) Τηρουµένης της πρώτης συνθήκης νοµιµοποιείται και η ύπαρξη της δεύτερης 

συνθήκης, η οποία όταν ικανοποιείται εξασφαλίζει ότι σ’ ένα σηµείο του συνόλου S τα 

διανύσµατα xr u, xr v υπάρχουν, δεν µηδενίζονται και δεν είναι συγγραµµικά. Μ’ άλλα 

λόγια οι επιφανειακές καµπύλες u = σταθερός αριθµός και v = σταθερός αριθµός δεν 

εξαφανίζονται γύρω από ένα σηµείο ενώ ταυτόχρονα λειτουργούν και ανεξάρτητα(4). 

Έτσι µπορούµε να ορίσουµε την έννοια «εφαπτόµενο επίπεδο». Αυτό το τελευταίο, 

τουλάχιστον διαισθητικά, είναι προφανές από µια απλή εποπτεία του σχήµατος 7. Για 

έναν πιο τυπικό ορισµό του εφαπτόµενου επιπέδου θα πρέπει κανείς να περιµένει τις 

έννοιες της επόµενης παραγράφου. 

 
Σχήµα 7. 
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δ) Η συνθήκη ii) έχει πάρα πολλές ισοδύναµες διατυπώσεις (5). Μία απ’ αυτές 

είναι και η 

                                       
v
f  

u
f 11

∂
∂

∂
∂  

iiα): Ο πίνακας Μ =       
v
f  

u
f 22

∂
∂

∂
∂         έχει τάξη 2 ή αλλιώς, έχει  

                              
v
f  

u
f 33

∂
∂

∂
∂   

τουλάχιστον µία 2×2 υποορίζουσα ≠ 0. 

Η διατύπωση αυτή θα αποδειχθεί πολύ χρήσιµη όταν στην παράγραφο 15 

µιλήσουµε για απεικόνιση µιάς επιφάνειας πάνω σε µία άλλη. 

ε) Ένα πρώτο µειονέκτηµα του ορισµού 1 είναι ότι λείπει η απαίτηση η 

συνάρτηση xr  να είναι 1-1. Όπως φαίνεται και από το σχήµα 8, η απαίτηση αυτή είναι 

εντελώς απαραίτητη αν θέλουµε να µιλάµε για ΤΟ εφαπτόµενο επίπεδο σ’ ένα σηµείο Ρ 

µιας επιφάνειας. 

 
Σχήµα 8. 

στ) Ένα δεύτερο πολύ σηµαντικό µειονέκτηµα είναι ότι ο ορισµός δεν καλύπτει 

την περίπτωση της σφαίρας! Το «για κάθε» της δεύτερης συνθήκης αποδεικνύεται... 

ασήκωτο για την περίπτωσή της. Μία αναλυτική εξήγηση αυτής της πολύ 

ενδιαφέρουσας αδυναµίας υπάρχει στις δύο πρώτες παραγράφους του Παραρτήµατος 1. 

Η εξήγηση αυτή καλύπτει και τις αδυναµίες του ορισµού 2 που θα δώσουµε λίγο πιο 

κάτω. 
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ζ) Για να µιλήσουµε για το τελευταίο µειονέκτηµα του ορισµού 1 απαιτείται να 

δούµε προσεκτικά τον τρόπο που αυτός λειτουργεί. Κάθε φορά που θέλουµε να 

µιλήσουµε για την επιφάνεια S είµαστε αναγκασµένοι να µιλάµε όχι ακριβώς γι’ αυτήν 

αλλά για τον τρόπο µε τον οποίο την περιγράφουµε –δηλαδή για τη συνάρτηση xr (u,v). 

Αυτή η προσέγγιση ενώ έχει το πλεονέκτηµα που υποδεικνύει η παρατήρηση α), µπορεί 

να δηµιουργήσει επιπλοκές σε περίπτωση που θέλουµε πάνω στην επιφάνεια S να 

ορίσουµε κάποια περαιτέρω µαθηµατικά αντικείµενα.(*) Ο ορισµός 1 δεν µπορεί να µας 

εγγυηθεί ότι οι όποιες ιδιότητες(**) αυτών των νέων µαθηµατικών αντικειµένων θα 

εξαρτώνται µόνο από την επιφάνεια και όχι από τον τρόπο που την περιγράφουµε, 

δηλαδή δεν µπορεί να µας εγγυηθεί το προφανές! Το τελευταίο αυτό µειονέκτηµα του 

ορισµού 1 επιγραµµατικά το διατυπώνουµε ως εξής: “ο ορισµός 1 δεν αποτελεί 

εγγύηση για µελλοντικές επενδύσεις” .  Μία δυναµική κίνηση βελτίωσης αποτελεί ο 

ορισµός 2. 

Ορισµός 2 

        Έστω S ένα υποσύνολο του R3 και έστω ακόµη µία διανυσµατική συνάρτηση xr  = 

xr (u,v) ενός ανοιχτού συνόλου U του uv επιπέδου στο S, µε τις ακόλουθες ιδιότητες: 

i) η xr  είναι κλάσης τουλάχιστον C1 (Cm, m≥1) 
ii) xr u × xr v ≠ 0 , για κάθε (u,v) є U 

r

iii) Η xr  είναι 1-1 στο U (όχι κατ’ ανάγκην επί) και αµφισυνεχής. 
         Στην περίπτωση αυτή τόσο η xr  όσο και η εικόνα της xr (U) ονοµάζονται τµήµα 

(επιφάνειας) του συνόλου S. Ειδικότερα ονοµάζουµε τη xr  παραµέτρηση του τµήµατος 

xr (U) ή και του συνόλου S. 

 

Παρατηρήσεις 

α) Ο ορισµός αυτός θα µπορούσε να είναι ο ορισµός που ψάχνουµε αν δεν ήταν 

τόσο...τέλειος(!) ώστε να καταλήγει πολύ περιοριστικός. Για µία ακόµη φορά η 

περίπτωση της σφαίρας δεν καλύπτεται και οι λόγοι είναι ίδιοι µε προηγουµένως: η 

συνθήκη ii) δεν µπορεί να ικανοποιηθεί από όλα τα σηµεία της. 

                                       
(*) Για παράδειγµα µία συνάρτηση f:S→R που να µετρά την καµπυλότητα µιας επιφάνειας σ’ ένα σηµείο 

της ,ή γενικότερα µία συνάρτηση που να µετρά κάποιο µέγεθος πάνω στην επιφάνεια S. 
(**) Όπως για παράδειγµα η ιδιότητα του να είναι µία συνάρτηση f:S→R διαφορίσιµη σ’ ένα σηµείο της 

επιφάνειας. 
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β) Ο νέος ορισµός εξαλείφει όλα τ’ άλλα µειονεκτήµατα του προηγούµενου. Η 

ιδιότητα της xr  να είναι 1-1 εγγυάται ότι η S δεν παρουσιάζει αυτοτοµές. Η ιδιότητα της 

αµφισυνέχειας από τοπολογική άποψη εγγυάται ότι το σύνολο S έχει τα ίδια τοπολογικά 

χαρακτηριστικά µε το κοµµάτι U του επιπέδου. Από καθαρά τεχνική άποψη εξαλείφει 

πλήρως το µειονέκτηµα που περιγράψαµε στην παρατήρηση ζ). Αν έχουµε περιγράψει 

µία επιφάνεια S µε δύο διαφορετικούς τρόπους xr (u,v), 1xr (u1,v1) , η αµφισυνέχεια µας 

εξασφαλίζει ότι το πέρασµα από τον ένα τρόπο στον άλλο γίνεται µ’ ένα διαφορίσιµο 

µετασχηµατισµό συντεταγµένων. Μ’ έναν τέτοιο µετασχηµατισµό, µαθηµατικά 

αντικείµενα που ορίστηκαν πάνω στην S µπορούν να θεµελιώσουν τις ιδιότητές τους 

ανεξάρτητα από το όποιο σύστηµα συντεταγµένων(5). 

 

Ο “τελειωτικός” ορισµός είναι ο ορισµός 3. Σύµφωνα µ’ αυτόν ένα υποσύνολο S 

του R3 χαρακτηρίζεται ως κανονική επιφάνεια όταν, ακόµη κι αν δεν είναι τµήµα 

ωστόσο, µπορεί να προκύψει από “συρραφή” τµηµάτων. Η ιδέα σε πιό τυπική φόρµα 

έχει ως εξής: 

Ορισµός 3 

Έστω S ένα υποσύνολο του R3.Έστω επίσης ότι για κάθε σηµείο P στο S 

υπάρχουν ένα ανοικτό σύνολο Vp του R3 και µία συνάρτηση xr : (U⊆R2)→Vp∩S, όπου 

το U είναι ανοικτό σύνολο του R2, µε τις εξής ιδιότητες: 

i) η xr  είναι κλάσης τουλάχιστον C1 (Cm, m≥1) 
ii) xr u × xr v ≠ 0 , για κάθε (u,v) є U 

r

iii) Η xr  είναι 1-1 στο U, επί στο Vp∩S και αµφισυνεχής. 
         Στην περίπτωση αυτή το σύνολο S ονοµάζεται κανονική επιφάνεια. Η συνάρτηση 

xr  ονοµάζεται ένα πλέγµα συντεταγµένων ή ένα τοπικό σύστηµα συντεταγµένων γύρω 

από το P ή µία τοπική παραµετρική παράσταση γύρω από το P. 

 

Παρατηρήσεις 

α) Ο ορισµός αυτός είναι αρκετά συνολοθεωρητικός και παρουσιάζει 

περισσότερους ποσοδείκτες απ’ ό,τι ο ορισµός 1.Ωστόσο καλύπτει όλες τις απαιτήσεις 

που θέσαµε στην αρχή της παραγράφου (βλέπε και την παράγραφο 3 του παραρτήµατος 

1). 

β) Προφανώς (...) ένα τµήµα επιφάνειας είναι αυτόµατα και κανονική επιφάνεια. 

Το αντίστροφο βέβαια δεν ισχύει. Στα επόµενα όταν θα µιλάµε για επιφάνειες θα 
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εννοούµε πάντα την “ιδανική τους εκδοχή” δηλ. το τµήµα επιφάνειας. Σε κάθε 

περίπτωση όλα όσα οριστούν µπορούν (µε την απαραίτητη τεχνική...αβαρία) να 

επεκταθούν και σε κανονικές επιφάνειες. 
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§14. Μετρική γεωµετρία των επιφανειών(∗)

Συνάρτηση ∆ιαφορικού 

Έστω S ένα τµήµα επιφάνειας µε παραµέτρηση xr = xr (u,v), (u,v) ∈ U όπου U 

είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του ΙR2. Έστω ακόµη Ρ= xr (uo,vo) ένα σηµείο πάνω στην 

S. 

Aποµακρυνόµαστε από το σηµείο Α=(u0, v0) αφήνοντας τη µεταβλητή v να 

κινηθεί ελεύθερα ενώ κρατάµε τη µεταβλητή u σταθερή και ίση µε u0. Προκύπτει έτσι 

µια ευθεία στο uv επίπεδο µε εξίσωση u=u0 η οποία µέσω της συνάρτησης xr (u,v) 

απεικονίζεται σε µία παραµετρική καµπύλη πάνω στην επιφάνεια, µε εξίσωση 

xr = xr (uο,v). Προφανώς στο σηµείο Ρ το διάνυσµα vxr  είναι εφαπτόµενο σ’ αυτήν την 

καµπύλη και άρα και εφαπτόµενο και στην επιφάνεια S. Παρόµοια για v=v0 η 

παραµετρική καµπύλη = (u, vxr xr ο) ανήκει εξ ολοκλήρου στην S και το εφαπτόµενο 

διάνυσµά της  στο σηµείο Ρ είναι και εφαπτόµενο διάνυσµα της επιφάνειας. uxr

Ας αποµακρυνθούµε τώρα από το σηµείο Α=(uο, vο) ∈ U µε οποιονδήποτε τρόπο, 

δηλαδή ας πάµε σ’ ένα άλλο σηµείο Β=(uο,vο)+(du, dv) όπου τα du, dv είναι τυχαίες 

τιµές. ∆ιανυσµατικά οι µεταβολές αυτές γύρω από το (uο, vο) περιγράφονται από τα 

διανύσµατα =(du, dv) που είναι εφαρµοστά στο Α (σχήµα 9). 
→

AB

 

Σχήµα 9. 

                                       
(∗) Η προσέγγισή µας σε µεγάλο βαθµό βασίζεται στο βιβλίο του M. Lipschutz «∆ιαφορική Γεωµετρία», 

Εκδ. ΕΣΠΙ, σελ. 126-129, 157-158, 171-174. Για µια πιο αφηρηµένη, και συνάµα πολύ εµπνευσµένη 

προσέγγιση των εννοιών, βλέπε John McCleary, «Geometry from a differentiable viewpoint», Cambridge 

University Press. 
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Μπορεί να αποδειχθεί ότι τα διανύσµατα dvdu ⋅+⋅ vu xx rr είναι επίσης διανύσµατα 

εφαπτόµενα στην επιφάνεια και µάλιστα είναι όλα τα εφαπτόµενα διανύσµατα της 

επιφάνειας στο σηµείο Ρ= (uxr ο,vο) (σχήµα 9)(∗). 

Ορισµός 

          Η συνάρτηση που απεικονίζει το τυχόν (εφαρµοστό) διάνυσµα (du, dv) του uv 

επιπέδου στο τυχόν εφαπτόµενο διάνυσµα dvdu ⋅+⋅ vu xx rr  της επιφάνειας στο σηµείο 

(uxr ο,vο), ονοµάζεται διαφορικό της συνάρτησης xr (u, v) στο σηµείο (u0, vο). 

Συµβολίζεται ως d xr (uο,vο) και έχει τύπο  d xr (uο,vο)(du, dv) = dvdu ⋅+⋅ vu xx rr (6) 

 

Παρατηρήσεις 

i) Στην έκφραση dvdu ⋅+⋅ vu xx rr  οι µερικές παράγωγοι είναι υπολογισµένες στο 

σηµείο (uo, vo) άρα είναι σταθερά διανύσµατα. Έτσι το διαφορικό d x  είναι µία 

γραµµική συνάρτηση των µεταβλητών du, dv. 

r

         ii) Mε γνωστή την τιµή (uxr ο,vο), γραµµική συνάρτηση 2 µεταβλητών που να 

προσεγγίζει τις τιµές ((uxr ο,vο)+(du, dv)) καλύτερα απ’ ότι η =d xr (uο,vο), δεν υπάρχει(7). 

iii) Η παράσταση (uxr ο,vο)+ uxr · du, vxr · dv αποτελεί λοιπόν την πιο καλή-

κοντινή γραµµική προσέγγιση των τιµών xr ((uο,vο)+(du, dv)) γύρω από το σηµείο 

(uxr ο,vο). Η ίδια παράσταση δηµιουργεί και την εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου 

στο σηµείο Ρ της επιφάνειας(8). 

 

Πρώτη θεµελιώδης Τετραγωνική Μορφή 

Έστω πάλι το τµήµα επιφάνειας S, xr (u,v) ένα τυχαίο σηµείο της επιφάνειας και 

d x =  ένα τυχαίο εφαπτόµενο διάνυσµα στο σηµείο αυτό. Θεωρούµε τη 

συνάρτηση Ι που η τιµή της στο τυχόν διάνυσµα (du, dv) του επιπέδου uv είναι το εξής 

εσωτερικό γινόµενο: 

r dvdu ⋅+⋅ vu xx rr

Ι (du, dv)=d ·d x =xr r ( ) ( ) =⋅+⋅⋅⋅+⋅ dvdudvdu vuvu xxxx rrrr  

= ( ) ( ) ( )2 22du du dv dv⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅u u u v v vx x x x x xr r r r r r
=

                                      

 

=E·du2+2·F·du·dv+G·dv2 

 
(∗) Για την απόδειξη βλέπε  Lipschutz, σελ. 158. 
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όπου θέσαµε   Ε = ,uu xx rr
⋅   F = ,vu xx rr

⋅   G = ,⋅v vx xr r  

H συνάρτηση αυτή που συµβολίζεται Ι = d 22 dvGdvduF2duEd ⋅+⋅⋅⋅+⋅=⋅ xx rr  

λέγεται πρώτη θεµελιώδης τετραγωνική µορφή (ή 1η Θ.Τ.Μ.) του τµήµατος  και 

είναι µία οµογενής συνάρτηση δευτέρου βαθµού ως προς du, dv. Οι συντελεστές E, F, 

G λέγονται θεµελιώδη µεγέθη πρώτης τάξης και είναι συναρτήσεις των u και v. 

Oυσιαστικά η συνάρτηση Ι έχει πεδίο ορισµού το uv επίπεδο. Όµως συχνά στη 

βιβλιογραφία η πρώτη θεµελιώδης τ.µ. Ι ορίζεται και ως µία συνάρτηση µε πεδίο 

ορισµού το εφαπτόµενο επίπεδο, η οποία στο τυχόν εφαπτόµενο διάνυσµα  

x(u, v)r

xxx vu
rrr ddv  du  =⋅+⋅  αντιστοιχίζει την τιµή Ι (d xr ) = d xr  d xr  = E·du2 + 2F·du·dv + 

G·dv2. 

Παρατήρηση 

Στην 1η Θ.Τ.Μ. µπορούµε να φθάσουµε και µ’ ένα διαφορετικό τρόπο. Ας 

θεωρήσουµε µία καµπύλη πάνω στην επιφάνεια S που να περνά από το σηµείο 

Q= xr (u,v). H καµπύλη αυτή θα έχει γενικό τύπο xr (u(t), v(t)) = xr (t). Το εφαπτόµενο 

διάνυσµα στο σηµείο Q της καµπύλης είναι το d xr  = .dvdu ⋅+⋅ vu xx rr  Αν s=s(t) είναι ο 

τύπος που δίνει το µήκος τόξου της καµπύλης µεταξύ του αρχικού σηµείου Q και 

τυχαίου άλλου σηµείου της, τότε από τη θεωρία καµπύλων γνωρίζουµε ότι: 

                     
22

dt
d

dt
ds

dt
d

dt
ds xx rr

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔=  

               ⇔  (ds)2 = (d xr )2 ⇔ (ds)2 = d xr ·d xr  = I           ή 

                      ds = Id =xr  = στοιχειώδες µήκος τόξου πάνω σε µία επιφανειακή καµπύλη 

 

Ιδιότητες 

         α) Αν περιγράψουµε την επιφάνεια S όχι µε την παραµέτρηση xr (u,v) αλλά µε µία  

νέα παραµέτρηση xr (u1,v1), τότε το θεµελιώδη ποσά 1ης τάξης Ε, F, G αλλάζουν. 

Ωστόσο η ποσότητα Ι παραµένει αναλλοίωτη. Αναµενόµενο αφού η Ι συνδέεται µ’ ένα  

καθαρά γεωµετρικό στοιχείο όπως είναι το µήκος τόξου( για την τυπική απόδειξη βλέπε 

M. Lipschutz, σελ. 172). 
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        β) I = 0d 2 ≥xr  ενώ Ι = 0 αν και µόνο αν du=dv=0 (τουλάχιστον όσο µελετάµε  

πραγµατικές επιφάνειες). 

        γ) Παρόµοια Ε ≥ 0, G ≥ 0. 

        δ) Όπως είδαµε και στην παρατήρηση που προηγήθηκε, η ποσότητα I   µας δίνει  

το στοιχειώδες µήκος ds πάνω σε µία επιφανειακή καµπύλη xr (u(t), v(t)). Αν θέλουµε  

να υπολογίσουµε το µήκος τόξου ανάµεσα σε δύο τυχαία σηµεία της καµπύλης τότε  

από την  

 

⇒≤⋅=⇒= ∫
=

=

 b)(a   ,dt
dt
dS

dt
d

dt
ds bt

at

xx rr
 

 

 ⇒⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅= ∫ &&&

rr
dt

dt
d

dt
dS

2
1b

a

xx  

 S= dt
dt
dvG

dt
dv

dt
duF2

dt
duE

2
1

b

a

22

∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⋅⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅  

        ε) Αν στο σηµείο Q= xr (u,v) πάρουµε δύο τυχαία εφαπτόµενα διανύσµατα, τότε  

αυτά θα έχουν τη µορφή d xr = uxr ·du + vxr  dv,   δxr  = uxr  δu + vxr  δv και θα  

αντιστοιχούν σε δύο κανονικές καµπύλες της επιφάνειας. Η γωνία αυτών των δύο  

καµπύλων στο σηµείο Q δίνεται από τον τύπο 

 

       cosa   
ορισµό όαπ

γινοµένου
εσωτερικού

= =
⋅
⋅

=
⋅
⋅ ==

δsds
δd

δd
δd Idds xx

xx
xx x rr

rr

rr r

 

=
2222 vδG    vδuδF2    uδEdvG    dvFdu2    duE

vδdvG    )uδdvvδdu(FuδduE
⋅+⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅

⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅  
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§15. Απεικονίσεις επιφανειών και Χαρτογραφικές Προβολές 

Ορισµοί  

∆ύο επιφάνειες(∗) S και S1 θα λέµε ότι έχουν απεικονιστεί η µία πάνω στην άλλη 

αν υπάρχει µία ένα προς ένα και επί αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων τους. Την 

αντιστοιχία αυτή την ονοµάζουµε      απεικόνιση     των δύο επιφανειών και 

µπορούµε να τη συµβολίζουµε µε το γράµµα .f
r

 Το ερώτηµα βέβαια που τίθεται είναι τι 

ιδιότητες είναι απαραίτητο να έχει αυτή η συνάρτηση .f
r

 Η απάντηση έρχεται εύκολα 

αν  θεωρήσουµε  ότι  το  τµήµα  επιφάνειας S έχει παραµέτρηση xx rr
=  (u, v), (u, v) 

∈U⊆ ΙR2, ενώ το τµήµα επιφάνειας S1 έχει παραµέτρηση 11 xx rr
=  (u1, v1), (u1, v1) 

∈U1⊆ ΙR2. Τότε µια απεικόνιση ανάµεσα στα δύο τµήµατα S= xr (U) και  S1= (U1xr 1) 

µπορεί ισοδύναµα να οριστεί και µε τις συναρτήσεις u1=u1(u, v)  u, v ∈U (∗∗) . Φυσικά    

                                                                             v1=v1(u, v)  

µέσω της f
r

 θέλουµε να περνάµε από τη µία παραµέτρηση xr  (της S), στην άλλη 

παραµέτρηση  (της S1xr 1) χωρίς όµως να καταστρέφονται οι βασικές ιδιότητες των δύο 

παραµετρήσεων(∗∗∗). Μέσα από τις νέες σχέσεις ορισµού  είναι φανερό ότι αυτό 

µπορεί να επιτευχθεί µόνο αν οι συναρτήσεις u1, v1 έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους 

τέτοιες ώστε .0
)v,u(
)v,u( 11 ≠

∂
∂

    

Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις  όχι για να ορίσουµε την απεικόνιση 

των δύο επιφανειών αλλά για να µετασχηµατίσουµε τις (u1, v1) συντεταγµένες της 

επιφάνειας S1 σε (u, v) συντεταγµένες της ίδιας επιφάνειας (!), τότε παίρνουµε µία νέα   

παραµέτρηση της S1 στη µορφή 11 xx rr
=  (u, v). Προφανώς ( λόγω της προϋπόθεσης ) 

η  έχει όλες τις επιθυµητές ιδιότητες του «τµήµατος». ∆ύο σηµεία των S και S1xr 1 τα 

οποία µέσω της f
r

 απεικονίζονται το ένα πάνω στο άλλο, υποδεικνύονται τώρα από τις 

                                       
(∗) Στην πραγµατικότητα αυτό που εννοούµε εδώ είναι τµήµατα επιφανειών. Βέβαια οι ορισµοί που 
δίνουµε µπορούν να επεκταθούν κατάλληλα και για µία κανονική επιφάνεια. 
(∗∗) Yπενθυµίζουµε ότι εξ ορισµού του τµήµατος, οι συναρτήσεις 

1
x,x rr  είναι 1-1. Προφανώς είναι και επί 

στα σύνολα τιµών τους. Άρα η απεικόνιση (u, v) είναι και αυτή 1-1 και επί. 
(∗∗∗) Αυτές που αναφέρονται στον ορισµό 2 της §13. Ειδικά για την ιδιότητα  ii) είναι πολύ διαφωτιστική 
η ισοδύναµή της διατύπωση που αναφέρεται στην παρατήρηση δ) της ίδιας παραγράφου. 

  



 87

ίδιες (u, v) συντεταγµένες τους xx rr
=  (u, v), 11 xx rr

=  (u, v). Φθάσαµε έτσι σε µια 

προσέγγιση αρκετά πιο ευέλικτη από την αρχική. Σύµφωνα µ’ αυτήν :  

∆ύο τµήµατα S, S1 θα λέµε ότι απεικονίζονται το ένα πάνω στο άλλο, όταν 

µπορούν να βρεθούν παραµετρήσεις τους που να έχουν αντίστοιχα µορφή xx rr
=  (u, v), 

 (u, v) µε (u, v) ∈ U  ( ), U = ανοικτό υποσύνολο του IR11 xx rr
= 2 και S = xr  (U), S1 = 

(U). 1xr

 

Ένα…«παράδειγµα» 

Αν ζητήσουµε τώρα ένα παράδειγµα όλων των προηγούµενων θα το βρούµε… 

«κάτω από τη µύτη µας». Για του λόγου το αληθές, έστω η συνάρτηση  (λ, 

φ)=(cosλ·cosφ, sinλ·cosφ, sinφ) µε (λ, φ) ∈ 

11 xx rr
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

2
π ,

2
π x )π,π( . Έστω επίσης τα σύνολα 

V= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

2
π ,

2
π x )π,π(  (ανοικτό υποσύνολο του ΙR2) και  S1=όλα τα σηµεία της 

µοναδιαίας σφαίρας εκτός των 2 πόλων… (επίσης ανοικτό υποσύνολο αλλά του IR3). 

Η συνάρτηση , όπως έχουµε ήδη πει,1xr (∗) είναι ένα τµήµα της επιφάνειας της 

σφαίρας. Την ίδια στιγµή όµως η συνάρτηση 1xr υποδεικνύει και µία απεικόνιση της 

επιφάνειας (!) S=V⊆ IR3 στην επιφάνεια S1 ως εξής: Το ορθογώνιο S µπορεί να 

θεωρηθεί ότι έχει παραµέτρηση xr  (λ, φ) = (λ, φ, 0) ενώ η επιφάνεια S1 µπορεί να 

θεωρηθεί ότι έχει παραµέτρηση  (λ, φ)1xr (8). 

 

Μερικές κρίσιµες επισηµάνσεις 

         1) Η συνάρτηση (λ, φ) που περιγράφει τη σφαίρα δεν αποτελεί χαρτογραφική  1xr

προβολή κι αυτό γιατί είναι µία συνάρτηση από το επίπεδο στη σφαίρα. Μία 

πραγµατική χαρτογραφική προβολή λειτουργεί αντίστροφα «ξεδιπλώνοντας» την  

σφαίρα στο επίπεδο. Είναι δηλ. µία απεικόνιση από τη σφαίρα στο επίπεδο. Βεβαίως ως 

µία τέτοια συνάρτηση στο προηγούµενο παράδειγµα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

την Υ= (!) 
)9(1

1x −

                                       
(∗) Παράρτηµα 1, σελ.   Εκεί η συνάρτηση 1xr  συµβολίζεται µε .xr  
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        2) Γενικά αν V είναι ένα τµήµα της σφαίρας S2, ως χαρτογραφική προβολή του V  

ορίζεται µια απεικόνιση Y: (V⊆ S2)→IR2⊆ IR3. 

        3) Στην πράξη, οι περισσότερες χαρτογραφικές προβολές που µπορούν να 

οριστούν «τυφλά» µέσα απ’ αυτόν τον ορισµό, αποδεικνύονται άχρηστες. Μία 

χαρτογραφική προβολή για να έχει ενδιαφέρον για κάποιο χαρτογράφο θα πρέπει να 

επιτελεί κάποιο συγκεκριµένο σκοπό. Όπως διαβάζουµε και στα «Μαθήµατα 

Γεωγραφίας» του Ελευθέριου Βαβλιάκη: «Οι χάρτες χαρακτηρίζονται από τις παρακάτω 

ιδιότητες: ………. γ) Οι χάρτες χρησιµοποιούνται για κάποιο σκοπό. Η προβολή και το 

σχήµα του χάρτη είναι τέτοια, ώστε να εκπληρούν το σκοπό για τον οποίο 

κατασκευάστηκε» (Βαβλιάκης 1985, σελ. 41)(10). Έτσι στο προηγούµενο παράδειγµα αν 

και η συνάρτηση Υ=  θα µπορούσε να ληφθεί ως χαρτογραφική προβολή, ωστόσο 

στην πράξη οι σηµερινοί χαρτογράφοι την προσπερνούν αδιάφορα ενώ αντίθετα 

δείχνουν πολύ µεγάλη προτίµηση στην ίδια τη συνάρτηση 

1
1x −

1xr (λ, φ) µιας και είναι ο 

“αγαπηµένος” τους τρόπος για να αποδίδουν τη σφαίρα (Βλέπε και Παράρτηµα 1). 

Απ’ όσα έχουν προηγηθεί στα προηγούµενα κεφάλαια είναι πλέον φανερό ότι µια 

πολύ χρήσιµη ιδιότητα που επιβάλλεται να έχει ένας ναυτικός χάρτης είναι, κατά τη 

µεταφορά των σηµείων από την υδρόγειο στο επίπεδο, να διατηρεί τα γωνιακά 

ανοίγµατα. Τις ειδικές αυτές απεικονίσεις µελετάµε στην αµέσως επόµενη παράγραφο. 
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§16. Σύµµορφες απεικονίσεις: Ορισµός και ισοδύναµες διατυπώσεις 

 

Μια απεικόνιση f
r

 επιφάνειας S σε επιφάνεια S1
(∗) ονοµάζεται σύµµορφη αν η 

(κυρτή) γωνία δύο οποιονδήποτε προσανατολισµένων καµπύλων της S που τέµνονται 

σε σηµείο Ρ(11), είναι ίση µε τη γωνία µεταξύ των αντίστοιχων προσανατολισµένων 

καµπύλων της S1
(12) που τέµνονται στο P1= f

r
(P).(13)

Θα δώσουµε µερικές ισοδύναµες διατυπώσεις αυτού του ορισµού. Προς τούτο ας 

γράψουµε (σύµφωνα µε τις σχέσεις  της §15) τις δύο επιφάνειες S, S1 στη µορφή 

xx rr
=  (u, v) και 11 xx rr

= (u, v) αντίστοιχα.  Επίσης ας υιοθετήσουµε τη σύµβαση 

στοιχεία της επιφάνειας S1 που είναι αντίστοιχα µε στοιχεία της επιφάνειας S, να 

δηλώνονται µε το δείκτη «1». 

Έστω τώρα xx rr δ ,d  δύο εφαπτόµενα διανύσµατα στο σηµείο P της S που 

αντιστοιχούν σε δύο διαφορίσιµες καµπύλες της επιφάνειας που περνούν από το Ρ(14). 

Έστω ακόµη θ=  η κυρτή γωνία τους. Τα αντίστοιχα στοιχεία στην S⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∧

xx rr δ,d 1 θα είναι 

τα  και θxx rr
11 δ ,d 1= . Αν τώρα για διευκόλυνση των πράξεων που θα 

ακολουθήσουν (!) επιλέξουµε το 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∧

xx rr
11 δ,d

xrδ  να παριστά εφαπτόµενο διάνυσµα σε παραµετρική 

καµπύλη v=σταθερός αριθµός (άρα δv=0), τότε η συνθήκη του ορισµού µπορεί να 

γραφεί ως εξής: 

f
r

:S1→ S2 είναι σύµµορφη θ=θ
.ορσ

⇔ 1⇔
=1θ,θ
ςέκυρτ
cosθ=cosθ1 ⇔

ποςύτ

.παραγρ
.προηγ

 
xx
xx
rr

rr

δd
δd
⋅
⋅ =

xx
xx
rr

rr

11

11

δd
δd
⋅
⋅  

⇔ 
( )

=
⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅

⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅
2222 vδGvδuδF2uδEdvGdvduF2duE

vδGdvuδdvuδduFuδduΕ
 

( )
⇔

==⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅

⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅
=

0δv .,σταθv2
11

2
1

2
11

2
1E

111  
vδGvδuδF2uδEdvGdvduF2du

vδdvGuδdvvδduFuδduΕ

                                      

 

για την επιλογή 
της καµπύλης 

 
(∗) Χρησιµοποιούµε αυτή την έκφραση παρ’ όλο που εννοούµε την απεικόνιση ενός συγκεκριµένου 
τµήµατος S πάνω σε ένα τµήµα S1. 
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⇔  
2uδEds

uδdvFuδduE
⋅⋅

⋅⋅+⋅⋅ =
2

11

11

uδEds

uδdvFuδduE

⋅⋅

⋅⋅+⋅⋅  ⇔ 

⇔ 
11

1

1
1 ds

dv
E
F

ds
duE

ds
dv

E
F

ds
duE ⋅+⋅=⋅+⋅        

Παρατηρούµε ότι οι όποιες 

αναφορές στην καµπύλη v=σταθερό 

εξαφανίστηκαν (!) 
 

y Aν τώρα η απεικόνιση f
r

 είναι σύµµορφη, η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε 

καµπύλη που περνά από το Ρ ή αλλιώς για κάθε διεύθυνση .
dv
du )15(

 Άρα στην 

ισότητα  οι αντίστοιχοι “συντελεστές” των δύο παραστάσεων θα είναι ίσοι. Έτσι,  

1
1 ds

duE
ds
duE ⋅=⋅    και 

11

1

ds
dv

E
F

ds
dv

E
F

⋅=⋅  

οπότε 
1

111

E
E

F
F

ds
ds

E
E

⋅==          

 

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι ο λόγος 
ds
ds1  δεν εξαρτάται από τα du, dv αλλά µόνο 

από τα (u, v), δηλ. µόνο από το σηµείο στο οποίο υπολογίζεται και όχι από το πώς 

θα κινηθώ γύρω απ’ αυτό. Άρα 

 

  ⇔ 0)v,u(ρ
ds
ds1 >=   ⇔  ds1=ρ(u, v)·ds, ρ>0            

⇔        ⇔      222
1 ds)v,u(ρds ⋅= 222

1 ds)v,u(ρI ⋅=

⇔  Ε1·du2+2F1·du·dv+G1·dv2=ρ2·E·du2+2·ρ·F·du·dv+ρ2·G·dv2      για όλα τα du, dv 

 

⇔
ςσυντελεστέ
ιαντίστοιχο οι

σοιί
 E1=ρ2(u, v)·E   και  F1=ρ2·(u, v)· F    και   G1=ρ2(u, v)· G             

y Aντίστροφα, αν στο τυχόν (u, v) ισχύει ds1=ρ(u, v)·ds   (ρ>0) για όλα τα (du, dv), 

τότε ισχύουν αναγκαστικά οι (∗) 

                                       
(∗) Απλώς επαναλαµβάνουµε όλα τα βήµατα που συνδέουν την εξίσωση µε τις εξισώσεις . 
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Οπότε 

cosθ1 = 
)      (

11

111

sδds
vδdvG)uδdvvδdu(FuδduE

⋅
⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅ = 

[ ]
sδρdsρ

vδGdv)uδdvvδdu(FuδduΕρ2

⋅⋅⋅
⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅  = cosθ ⇒  η απεικόνιση  f

r
 είναι 

σύµµορφη. Φθάσαµε τελικά στις εξής δύο ισοδύναµες διατυπώσεις του ορισµού:  

 

1η Ισοδύναµη ∆ιατύπωση: Μία απεικόνιση f
r

 επιφανείας S σε µία άλλη επιφάνεια S1 

είναι σύµµορφη αν και µόνο αν το µήκος τόξου ds υπολογισµένο “γύρω από” ένα 

τυχαίο σηµείο Ρ της S και το µήκος του τόξου ds1 υπολογισµένο “γύρω από” το 

αντίστοιχο σηµείο P1= f
r

(P) της S1, έχουν σταθερό λόγο, δηλαδή ανεξάρτητο απ’ τις 

µεταβολές du, dv (και εξαρτώµενο µόνο από τις συντεταγµένες u,v). 

2η Ισοδύναµη ∆ιατύπωση: Η απεικόνιση f
r

: S1→S2 είναι σύµµορφη αν και µόνο αν 

υπάρχει συνάρτηση ρ=ρ(u, v)>0 τέτοια ώστε για κάθε (u, v) να ισχύουν ταυτόχρονα οι 

ισότητες Ε1=ρ2(u, v)·E,    F1=ρ2(u, v)·F,    G1=ρ2(u, v)· G(∗∗)

όπου Ε, F, G, E1, F1, G1 είναι αντίστοιχα τα θεµελιώδη µεγέθη πρώτης τάξης των 

τµηµάτων S και S1. 

Mπορούµε επίσης να εκφράσουµε την ιδιότητα που αναφέρεται στην 1η 

ισοδύναµη διατύπωση, λέγοντας ότι ένα µικρό σχήµα (για παράδειγµα ένα τρίγωνο) “σ’ 

ένα” σηµείο Ρ της επιφάνειας S, είναι σχεδόν(16) όµοιο µε το αντίστοιχο σχήµα του(∗∗∗) 

στην επιφάνεια S1. Όσο πιο µικρά τα σχήµατα, τόσο πιο µεγάλη η οµοιότητα. Έτσι 

φθάνουµε στην 

3η Ισοδύναµη ∆ιατύπωση: Μία απεικόνιση µεταξύ δύο επιφανειών είναι σύµµορφη αν 

και µόνο αν διατηρεί την οµοιότητα σε απειροστή κλίµακα. 

Μ’ αυτήν τη διατύπωση ξανασυναντάµε τη ρήση του Gauss που είδαµε νωρίτερα 

στην επικεφαλίδα αυτού του τρίτου µέρους ( καθώς και την εν σµικρώ προσέγγιση της 

σφαιρικής γεωµετρίας από την επίπεδη ευκλείδια που ακολουθούσαν οι µαθηµατικοί 

και οι χαρτογράφοι µέχρι το 17ο αι.). . Πάντως, ένας σύµµορφος χάρτης που 

                                       
(∗∗) Yπενθυµίζουµε ότι τα θεµελιώδη ποσά α΄ τάξης µιας επιφάνειας xr (u, v) είναι συναρτήσεις των 
παραµέτρων (u, v) δηλ. Ε=Ε(u, v), F=F (u, v), κ.ο.κ.  
(∗∗∗) Αυτό το σχήµα θα είναι πάλι τρίγωνο.Βλέπε σχετικά τη σηµείωση (13 ).  
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απεικονίζει στο επίπεδο µια µικρή περιοχή κάποιας επιφάνειας γύρω από ένα σηµείο 

της, είναι σχεδόν ακριβής όσο αναφορά στις γωνίες και στους λόγους των αποστάσεων. 

Παρ’ όλα αυτά ο ίδιος χάρτης µπορεί να δώσει µία αρκετά παραµορφωµένη εικόνα της 

περιοχής αν αποµακρυνθούµε πολύ από το συγκεκριµένο σηµείο(*). 

Εξειδικεύοντας τώρα την 2η διατύπωση στην περίπτωση της (µοναδιαίας) σφαίρας 

και της απεικόνισής της στο επίπεδο, έχουµε: 

xr : (-π, π) x 2S
2
π,

2
π

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  µε 

xr (λ, φ) = (cosλ·cos·φ,    sinλ·cosφ, sinφ) 

xr λ = (-sinλ·cosφ, cosλ·cosφ, 0) 

xr φ = (-cosλ·sinφ, -sinλ·cinφ, cosφ) 

Ε = xr λ· xr λ=cos2φ 

F = xr λ· xr φ=0    (µεσηµβρινοί και παράλληλοι συναντιούνται κάθετα) 

G = xr φ· xr φ=1 

Eπίσης Ι = ds2 = (cos2φ)dλ2+dφ2

Στην περίπτωσή µας S1 = S2 και S2 ⊆ R2 όπου το ΙR2 όµως το βλέπουµε σαν επιφάνεια 

στο χώρο ΙR3(δηλ. IR2 ⊆ IR3). 

   Άρα αν V είναι ένα τµήµα της σφαίρας, µία χαρτογραφική προβολή 

Υ: (V ⊆ S1)→S2 ⊆ IR2⊆ IR3 είναι σύµµορφη αν και µόνο αν ∃ ρ(λ, φ)>0 τ.ω. 

Ε1 = ρ2.Ε και F1 = ρ2·F και G1 = ρ2·G2    ή 

Ε1=ρ2·(λ,φ)·cos2φ, F1=0,  G1=ρ2·(λ·φ).              

   Oι τελευταίες αυτές σχέσεις θα µας φανούν πολύ χρήσιµες όταν µιλήσουµε για  

την µερκατορική προβολή. 

                                       
(*)Όπως συµβαίνει για παράδειγµα µε το σφαιρικό τρίγωνο της εικόνας 13. 

  



 93

§17. Μία αλγεβρική εξίσωση για τις λοξοδροµικές καµπύλες 

 

Σ’ αυτή την παράγραφο θα χρησιµοποιήσουµε κατά κόρον το «οπλοστάσιο» του 

απειροστικού λογισµού για να δώσουµε µία αλγεβρική εξίσωση για τις λοξόδροµες 

καµπύλες σε λ, φ συντεταγµένες. Σε όλα τα επόµενα η παραµέτρηση της σφαίρας που 

έχουµε στο νου µας είναι η… συνήθης παραµέτρηση xr = xr (λ, φ) όπου λ το γεωγραφικό 

µήκος και φ το γεωγραφικό πλάτος (βλέπε και παράρτηµα 1). Ξεκινάµε παραθέτοντας 

τον τυπικό ορισµό αυτών των καµπύλων. 

Ορισµός 

         Μία καµπύλη της σφαίρας S2 ονοµάζεται λοξόδροµος καµπύλη(*) αν τέµνει όλους 

τους µεσηµβρινούς υπό σταθερή γωνία α. 

Έστω τώρα µία λοξόδροµη καµπύλη που συναντάει ένα µεσηµβρινό στο σηµείο 

Ρ. Έστω ακόµη δxr , d xr  τα δύο εφαπτόµενα διανύσµατα στο Ρ που αντιστοιχούν στη 

λοξοδροµική καµπύλη και στο µεσηµβρινό. Επειδή ο µεσηµβρινός χαρακτηρίζεται από 

την εξίσωση λ = σταθερός αριθµός, κατά µήκος του dλ = 0. Έτσι αν ο 

προηγούµενος ορισµός γράφεται ισοδύναµα: 

( ),d δα
∧

= x,x rr

 

(
∧

= x,x rr d δα )=σταθερή για όλους 
                      τους  µεσηµβρινούς 

 
⇔  cosα=σταθερός αριθµός 
 

 
.παραγρ

.σελ
⇔    =

⋅
⋅

xx
xx
rr

rr

δd
δd σταθερός αριθµός  ⇔ 

 

⇔ ( )
=

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅

⋅+⋅+⋅+⋅⋅
2222 δφGδφδλF2δλΕφGdφdλFd2λdΕ

δφφGdδλφdδφλdFδλλdE σταθ.   
,0λd

σφαίρα
στη 0F

=

=
⇔

⇔ αcos
sδφdG

δφφdG
2

=
⋅⋅

⋅⋅   (α=σταθερή)  ⇔  

⇔ αcos
sδ

δφG =⋅  
Παρατηρήστε ότι οι όποιες αναφορές στο µεσηµβρινό 
εξαφανίστηκαν! Έτσι απ’ εδώ και κάτω µπορούµε να 
υιοθετήσουµε το συνηθισµένο σύµβολο d αντί του δ, 
αναφερόµενοι  βέβαια στη λοξόδροµη καµπύλη. 

                                       
(*) Ή λοξοδροµική καµπύλη ή λοξοδροµία. 
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⇔ 
στη 1G

 αcos
ds
φdG

=

=⋅

⇔ 

 

d    αcos
ds
φd

⇔=

⇔ 
θ

πο
 φdαcosΙ =⋅

⇔ (cos2φ·dλ2+dφ2)·

⇔ (1-cos2α)·dφ2=co

⋅= cocosαdφ  αsin

⇔ ±= cos dφ αsin

⇔ d cotα 
φcos
φd

±=

⇔  ∫ ±= coφd
φcos

1

⇔ 
2
π

2
φtanln =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 

Παρατηρήσεις 

1) Στην τελική

καµπύλες µπορούν

αριστερόστροφα. 

   2) Η εξίσωση 

   3).O τύπος  

λ=Μ·logtan
4
π

2
φ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Στην αµέσως 

εξίσωσης. 
  ⇔  
µοναδιαία
σφαίρα 
xr (λ, φ) 
τ
 dφcosα s =

2
ετικές

σότητες
φcosΙ ⋅⇔

cos2α=dφ2    

s2α·cos2φ·dλ

⇔⋅dλsφ  

⇔⋅⋅ dλcosφα

υµεολοκληρώνο

  λ ⇔

⋅ λdαt ∫    ⇔

(λcotα  +⋅±

 αυτή εξίσω

 να τυλίγο

παραµένει α

αν λυθεί ως 

Ν+  για κάπ

επόµενη πα

 

.

ορσ 1ης
θεµελ. 
µορφής .ετρ
⇔  

2   φd=

 
νουµεάκ

µεταβλητών
χωρισµό για
ξειςάπρ
⇔

2  ⇔ 

 

           

           

c),   c=σ

ση, το 

νται γύ

παράλλα

προς λ π

οιες στ

ράγραφ

 
Στην µον. σφαίρα
xr (λ, φ), 
2φdλd)φ2(cosΙ +⋅⋅=
⇔  

 

 

                        (το…. διάσηµο ολοκλήρωµα  ) ∫ φdφsec

ταθερά ολοκλήρωσης        

διπλό πρόσηµο ± δηλώνει ότι οι λοξοδροµικές 

ρω από τη σφαίρα είτε δεξιόστροφα είτε 

χτη και για σφαίρα ακτίνας R≠1.  

αίρνει την πολύ πρακτική µορφή  

αθερές Μ, Ν.            

ο θα χρησιµοποιήσουµε αυτή τη µορφή της 
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§18. Η µερκατορική προβολή είναι µία σύµµορφη απεικόνιση 

 

Στο Σωτήρη Ντελή… 

 

Είµαστε πλέον έτοιµοι να αποδείξουµε ως θεώρηµα (!) το σύµµορφο χαρακτήρα 

της µερκατορικής προβολής. Ξεκινάµε συνοψίζοντας (µε µία εκ των υστέρων σοφία) το 

πρόβληµα που έλυσε ο Mercator: 

         Nα βρεθεί µία χαρτογραφική προβολή Υ:S2→IR2 ⊆ IR3 τέτοια ώστε, 

1ον) µεσηµβρινοί και παράλληλοι να απεικονίζονται σε ορθογώνιες γραµµές(*) . 

2ον) οι λοξοδροµικές καµπύλες να απεικονίζονται σε ευθύγραµµα τµήµατα και 

3ον) τα γωνιακά ανοίγµατα να διατηρούνται αναλλοίωτα κατά τη µεταφορά τους απ’ τη  

σφαίρα στo επίπεδο. 

Για να κατασκευάσουµε µία τέτοια προβολή στέλνουµε κατ’ αρχήν τους 

µεσηµβρινούς “στους εαυτούς τους”, πράγµα που σηµαίνει ότι η σύνθεση 

322 IRIRS
2
π,

2
πx)π,π(:Yo ⊆→→⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−xr  ικανοποιεί την ( )xrYo  (λ, φ)=(λ, υ(λ, φ), 0) 

Η επιπλέον συνθήκη υ (λ, φ)=υ(φ) εγγυάται πλήρως την ισχύ της πρώτης ιδιότητας(17). 

Αποµένει να βρούµε έναν κατάλληλο τύπο για την υ(φ)(**). Φυσικά ο κατάλληλος τύπος 

θα προκύψει από την απαίτησή µας να ικανοποιούνται οι ιδιότητες 2) και 3). Μέσα από 

την απεικόνιση Υ η λοξοδροµική καµπύλη (λ(φ), φ)(***) απεικονίζεται στην επίπεδη 

γραµµή (λ(φ), υ(φ), 0). Η ιδιότητα 2) µας επιβάλλει η γραµµή αυτή να είναι ευθεία δηλ. 

να έχει τη µορφή 

Α·λ(φ)+Β·υ(φ)+C=0 για κάποιες σταθερές Α, Β, C. 

Για την επιλογή Β=0 η εξίσωση αυτή γίνεται λ=σταθερός αριθµός, δηλ. παίρνουµε τις 

εικόνες των µεσηµβρινών που αποτελούν και τετριµµένη περίπτωση λοξοδροµικών 

καµπύλων. Για Β≠0 η εξίσωση γίνεται. 

                                       
(*) ώστε η η κατεύθυνση Νότος-Βορράς να υποδεικνύεται στο χάρτη από την κατακόρυφη ( ‘προς τα 

πάνω’) διεύθυνση, κάτι που είναι βολικό στους ναυτικούς. 
(**) Η διατύπωση σκόπιµα αφήνει ανοικτό το ενδεχόµενο το πρβ. να επιδέχεται παραπάνω από µία λύσεις. 
(***) Υπενθυµίζουµε ότι από την παρατήρηση 3 της προηγούµενης παραγράφου έχουµε λ=λ(φ)=Μ.logtan  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
4

π

2

φ
+Ν.  
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Α·λ(φ)+Β·υ(φ)+C=0 ⇒ 

(A·λ(φ)+Βυ(φ)+C)΄=(0)΄  ⇔ 

Α·λ΄(φ)+Β·υ΄(φ)=0 ⇔  

υ΄ (φ)=- )φ(́λ
B
A
⋅  

Όµως(18) λ΄(φ) = -
φcos

M  

Άρα υ΄(φ) = - ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

φcos
Μ

Β
Α ή 

υ΄(φ)= 
φcos

b , b= σταθερός αριθµός 

Αν τώρα ελέγξουµε προσεκτικά την… καταγωγή του σταθερού αριθµού b ξεκινώντας 

από την εξίσωση  της προηγούµενης παραγράφου, θα διαπιστώσουµε ότι τελικά η 

σταθερά b κληρονοµεί την ελευθερία επιλογής που είχε η σταθερά c σε εκείνη την 

εξίσωση. Έτσι λοιπόν τον αριθµό b τον επιλέγουµε εµείς κατά βούληση. Ωστόσο, το 

επόµενο θεώρηµα οδηγεί σε µία «ευτυχή» απλοποίηση. 

 

Θεώρηµα: Μία χαρτογραφική προβολή ( )xrYo  (λ, φ) = (λ, υ(φ) 0), µε  

,
φcos

b
φd
υd
= είναι σύµµορφη αν και µόνο αν b=±1! 

 

Aπόδειξη: Έχοντας κατά νου τις σχέσεις  της παραγράφου 16, υπολογίζουµε τα 

θεµελιώδη ποσά Ε1, F1, G1. 

Προς τούτο,  ( )xrοY λ=(1, 0, 0) 

Και               ( )xrοY φ= .0 ,
φd
υd ,0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  
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Άρα Ε1=1, F1=0, G1= .
φd
υd

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Εποµένως η  είναι σύµµορφη αν και µόνο αν xrοY

∃ ρ=ρ(λ, φ)  τ·ω. 

1=ρ2(λ, φ) · cosφ                               ρ2(λ, φ)  =  
cos

1
2φ

  

)φ,λ(ρ
φd
υd 2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
                                

2

φd
υd
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 =    

cos
1

2φ
 

⇔ ρ(λ, φ) = .
φd
υd

φcos
1

=
±  Επειδή όµως θέλουµε ρ(λ, φ)>0 – και αφού φ ∈ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
π ,

2
π  - 

τελικά b=1. 

 

Επιβάλλοντας τώρα την αναγκαστική(*) συνθήκη υ(0)=0 (δηλ. ο ισηµερινός να 

απεικονίζεται στον οριζόντιο άξονα του χάρτη), παίρνουµε: 

 

υ΄ (φ)= ⇔   
φcos

1
2  υ(φ)= ∫ φd

φcos
1            

 

⇔ υ(φ)=lntan    c
4
π

2
φ 0υ(0)=

⇔+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + υ(φ)= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4
π

2
φlntan  

Τελικά φθάνουµε στον τύπο της µερκατορικής προβολής: 

Υ(λ, φ)(**) = (λ, lntan 0,
4
π

2
φ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ) 

ή αλλιώς 

x=λ 

                                      όπου x, ψ οι συντεταγµένες πάνω στον επίπεδο χάρτη.      

ψ=lntan ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4
π

2
φ     

⇔ ⇔

(για µια ακόµη φορά το διάσηµο  

ολοκλήρωµα ) ∫ φdφsec

                                       
(*) Η συγκεκριµένη συνθήκη είναι αναγκαστική διότι σε οποιοδήποτε άλλη περίπτωση, π.χ. αν θέταµε 

υ(30) = 0, οι µεσηµβρινοί δεν θα απεικονίζονταν σε ευθείες. 
(**) Αν ήµασταν απόλυτα τυπικοί θα γράφαµε (Υο xr )  (λ, φ) 
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Παρατηρήσεις 

         α).Με την όλη πορεία που ακολουθήσαµε δεν αποδείξαµε µόνο το σύµµορφο 

χαρακτήρα της µερκατορικής προβολής αλλά ταυτόχρονα δώσαµε και µία εξαιρετικά 

σύντοµη περιγραφή της µέσα από τον συµπυκνωµένο αλγεβρικό τύπο (19). 

         β).Η όλη προσέγγιση έχει µια µοναδικότητα µε την εξής έννοια: Η µερκατορική 

προβολή δεν αποτελεί απλώς µία λύση στο πρόβληµα που θέσαµε στην αρχή της 

παραγράφου: αποτελεί τη µόνη λύση! Ακόµη κι αν ο µερκατορικός χάρτης εισάγει 

µεγάλες παραµορφώσεις όσο αφορά στις αποστάσεις και στα εµβαδά, εν τούτοις είναι η 

µοναδική µας επιλογή αν θέλουµε να ικανοποιούνται ταυτοχρόνως οι ιδιότητες 1), 2) 

και 3)(20). Περιττό να πούµε ότι ένα τέτοιο συµπέρασµα δεν θα µπορούσε µε κανένα 

τρόπο να προκύψει µέσα από την ιστορική παρουσίαση των ιδεών στα προηγούµενα 

κεφάλαια. Απαιτούνταν η ολοκληρωµένη παρουσίαση της θεωρίας. 

         γ).Από την ανάγνωση των παραγράφων 18 και 19 ίσως προκύπτει το 

“συµπέρασµα” ότι, προκειµένου να αποδείξουµε το σύµµορφο χαρακτήρα της 

µερκατορικής προβολής και να δώσουµε τον τύπο της, υπολογίσαµε δύο φορές το  

: µία για να βρούµε την εξίσωση των λοξοδροµικών καµπύλων∫ φdφsec (∗) και µία για 

να κατασκευάσουµε τον τύπο της προβολής. Η αλήθεια όµως είναι ότι το συγκεκριµένο 

ολοκλήρωµα το συναντήσαµε µόνο µία φορά στο δρόµο µας, στο τέλος της 

κατασκευής. Ας δούµε γιατί: για να βρούµε τον τύπο της µερκατορικής προβολής, 

αναζητήσαµε ένα τύπο για τη συνάρτηση υ΄(φ). Για την εύρεση αυτού του τύπου 

χρησιµοποιήσαµε όχι τον τελικό τύπο της λοξοδροµικής καµπύλης αλλά τον τύπο 

λ΄(φ)=- .
φcos

M  Ο τύπος αυτός ουσιαστικά είναι ο τύπος  της παραγράφου 17 που 

εµφανίζεται πριν την ολοκλήρωση του secφ. Πάντως όπως και να ’χει η κατάσταση 

είναι σαφές ότι για µια ακριβή περιγραφή της µερκατορικής προβολής, ο ακριβής 

υπολογισµός του είναι αναπόφευκτος. ∫ φdφsec

                                       
(∗) σχέση 2, §17. 
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§19. Στις παρυφές της διπλωµατικής εργασίας: 

«Κάθε χάρτης είναι ένας συµβιβασµός» 

 

Στο ∆ιονύση Παύλου… 

 

Ένας θεµατικός χάρτης της Ευρώπης που θα έδειχνε την κατανοµή των διαφόρων 

θρησκευτικών δογµάτων ή την κατανοµή των βροχοπτώσεων ή την πληθυσµιακή 

κατανοµή, δεν θα υπήρχε κανένας λόγος να διατηρεί τις γωνίες. Θα ήταν όµως απόλυτη 

ανάγκη να µην αλλοιώνει τα εµβαδά διότι σε αντίθετη περίπτωση οι πληροφορίες που 

θα παρείχε θα ήταν πολύ παραπλανητικές. Αυτή η φυσιολογική διαπίστωση µας φέρνει 

µπροστά σ’ ένα καίριο ερώτηµα: Είναι δυνατόν ένας χάρτης να διατηρεί και τις γωνίες 

και τα εµβαδά; Ή αν το προχωρήσουµε λίγο πιο πέρα: Είναι δυνατόν ένας χάρτης να 

διατηρεί και τις γωνίες και τα εµβαδά και τις αποστάσεις; Για παράδειγµα στην 

περίπτωση του µερκατορικού χάρτη αν, έστω, παραιτηθούµε από την απαίτηση η 

πλεύση προς Βορρά να αναπαρίσταται στο χάρτη από την κατεύθυνση “προς τα 

πάνω”(*), είναι άραγε δυνατό να κατασκευάσουµε ένα χάρτη που να µην αλλοιώνει ούτε 

τις γωνίες ούτε τα εµβαδά ούτε τις αποστάσεις; 

Τέτοιοι χάρτες, αν υπάρχουν, είναι αναµενόµενο να ονοµάζονται «σωστοί χάρτες» 

ή «τέλειοι χάρτες». Ο Euler στα 1778 στην εργασία του «De repraesentatione 

superficie sphaericae super plano», έδωσε µία ξεκάθαρη απάντηση στο παραπάνω 

ερώτηµα. 

Θεώρηµα 1: Σωστοί χάρτες δεν υπάρχουν. 

Απόδειξη: Η απόδειξη του Εuler στηρίζεται στις διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν 

την “οµοιότητα σε απειροστή κλίµακα” για την οποία κάναµε λόγο σε προηγούµενες 

παραγράφους. Για την περίπτωσή µας ένα συνθετικό επιχείρηµα είναι αρκετό. Θα 

κινηθούµε µε την απαγωγή στο άτοπο. Έστω λοιπόν ότι υπάρχει µια «τέλεια 

χαρτογραφική προβολή» και έστω  ένα τρίγωνο πάνω στη σφαίρα S
∆

ABC 2 του οποίου 

οι πλευρές είναι τµήµατα µέγιστων κύκλων (σφαιρικό τρίγωνο). Γνωρίζουµε ότι (…) τα 

                                       
(*) δηλ. οι µεσηµβρινοί να απεικονίζονται σε παράλληλες µεταξύ τους ευθείες κάθετες όµως προς την 

ευθεία η οποία παριστάνει τον ισηµερινό. 
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τόξα µέγιστων κύκλων ελαχιστοποιούν τις αποστάσεις πάνω στη σφαίρα, άρα τα µήκη 

ΑΒ, ΒC, CA πάνω στη σφαίρα θα είναι τα ελάχιστα δυνατά. Έτσι, η «τέλεια 

χαρτογραφική προβολή» θα αντιστοιχίζει τα ΑΒ, ΒC, CA, σε ευθύγραµµα τµήµατα στο 

επίπεδο. Όµως το άθροισµα των γωνιών του σφαιρικού τριγώνου  υπερβαίνει τις 

180° ενώ το άθροισµα του αντίστοιχου επίπεδου τριγώνου στο χάρτη θα είναι ακριβώς 

180°.Έτσι η «τέλεια χαρτογραφική προβολή» δεν θα διατηρεί τις γωνίες! Επί ποινή 

αντιφάσεως λοιπόν, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι «τέλειοι χάρτες» δεν υπάρχουν! 

∆

ABC

Σαν να µη έφτανε αυτό, έρχονται δύο ακόµη προτάσεις οι οποίες µάλιστα µπορούν να 

αποδειχθούν σχετικά εύκολα(21) : 

Θεώρηµα 2: Kάθε χάρτης που διατηρεί τις αποστάσεις διατηρεί και τις γωνίες και τα 

εµβαδά (είναι δηλ. τέλειος χάρτης). 

Θεώρηµα 3: Κάθε χάρτης που διατηρεί τις γωνίες και τα εµβαδά, διατηρεί και τις 

αποστάσεις (µε άλλα λόγια είναι και πάλι τέλειος χάρτης). 

Κατόπιν τούτων και σύµφωνα µε το θεώρηµα του Euler συµπεραίνουµε πως ένας 

χάρτης θα παραµορφώνει πάντα (σε µικρό ή µεγάλο βαθµό) τις αποστάσεις, ενώ µπορεί 

να διατηρεί µόνο τις γωνίες ή µόνο τα εµβαδά. Μ’ άλλα λόγια µετά τον Εuler έγινε και 

µαθηµατικά αποδεκτό ότι «…ουσιαστικά κάθε χάρτης είναι ένας συµβιβασµός» 

(Osserman, 1995,σελ. 50)(22). Ένας συµβιβασµός που υιοθετείται σε σχέση πάντα µε το 

σκοπό τον οποίο καλείται να επιτελέσει ο χάρτης. Έτσι ένας χάρτης µπορεί να 

παραµορφώνει και τις αποστάσεις και τις γωνίες και τα εµβαδά αλλά για το 

συγκεκριµένο σκοπό που σχεδιάστηκε να είναι η καλύτερη επιλογή. Όπως αναφέρει και 

ο Οsserman στο βιβλίο του «Η ποίηση του Σύµπαντος», «η πρόκληση πλέον για τους 

χαρτογράφους ήταν να επινοήσουν νέες µεθόδους χαρτογράφησης της Γης, οι οποίες είτε 

θα ελαχιστοποιούσαν τη συνολική παραµόρφωση είτε θα ήταν κατάλληλες για την 

εξυπηρέτηση ενός συγκεκριµένο σκοπού. Έτσι οι χαρτογράφοι απάντησαν µε εκατοντάδες 

– κυριολεκτικά – διαφορετικούς χάρτες, αρκετοί από τους οποίους βρίσκονται σε κοινή 

χρήση» (ό.π., σελ. 50,51)(23). 
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Εικόνα 14. Προβολή Robinson. Στην προβολή αυτή παραµορφώνονται τόσο οι αποστάσεις όσο και τα 

εµβαδά και οι γωνίες αλλά όλα σε µικρό βαθµό. Χρησιµοποιείται σε περιοδικά όπως το 

National Geographic ενώ εµφανίζεται συχνά και σε σχολικούς άτλαντες. 

 

Παρ’ όλα αυτά – για να επιστρέψουµε στο κεντρικό θέµα αυτής της εργασίας – ο 

χάρτης του Mercator παραµένει ακόµη και σήµερα αξεπέραστος. Το επόµενο 

απόσπασµα του Lloyd Brown από το βιβλίο του «The story of maps» είναι νοµίζουµε 

χαρακτηριστικό: «Άλλες προβολές µπορεί να παρουσιάζουν µεγαλύτερη ακρίβεια στο 

σχήµα ή στο µέγεθος, όµως αυτές συχνά χρησιµοποιούνται µόνο για να κοιτάζονται ή να 

µελετούνται ενώ “η µερκατορική προβολή δηµιουργήθηκε πράγµατι για να δουλευτεί στην 

πράξη και αυτή µόνο έχει την ανεκτίµητη ιδιότητα να µπορεί να χαραχτεί πάνω της µε 

ακρίβεια και εύκολα µία πορεία από οποιοδήποτε προαποφασισµένο σηµείο. Είναι λοιπόν 

η µόνη η οποία συναντάει τις απαιτήσεις της ναυσιπλοΐας και έχει µία παγκόσµια 

χρησιµότητα, εξαιτίας του γεγονότος ότι η πλεύση του πλοίου µε σταθερή πυξίδα πάνω 

στην επιφάνεια της θάλασσας, είναι  µία ευθεία γραµµή πάνω σ’ αυτή την προβολή”.», 

(σελ. 137)(24). 

Oι Resnikoff και Wells σ’ ένα πολύ ενδιαφέρον βιβλίο τους(25) µας πληροφορούν 

ότι η µερκατορική προβολή, «το 1969 γιόρτασε την 400οστή επέτειο συνεχούς 

χρησιµότητάς της για την ανθρωπότητα στην Αίθουσα Ελέγχου του Κέντρου 

Επανδρωµένων ∆ιαστηµικών Αποστολών καθώς  ο άνθρωπος πατούσε για πρώτη φορά 

στη Σελήνη … πολύ λίγα προϊόντα της ανθρώπινης διάνοιας έχουν απολαύσει µια τέτοια 

  



 102

µακροβιότητα» (σελ. 155). Αλλά κι από τη δική µας –Ελληνική- πραγµατικότητα αξίζει 

να αναφερθεί ότι όλοι οι ναυτικοί χάρτες που εκδίδει η Υδρογραφική Υπηρεσία του 

Πολεµικού Ναυτικού για την περιοχή της Μεσογείου είναι σε µερκατορική προβολή. 

Στην επόµενη και τελευταία παράγραφο του 3ου µέρους, θα πούµε λίγα λόγια για 

τη σηµερινή χρήση της µερκατορικής προβολής από τους σύγχρονους ναυσιπλόους. 
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§20. Οι σύγχρονοι πλοηγοί χρησιµοποιούν µερκατορικούς χάρτες 

(Απόσπασµα από το βιβλίο του 

Ρ.Μ. Tuchinsky 

Mercator’s world map and the calculus) 

 

Ο συντοµότερος δρόµος µεταξύ δύο σηµείων πάνω σε µία σφαίρα είναι το τόξο 

µεγίστου κύκλου που ενώνει αυτά τα δύο σηµεία. Οι σύγχρονοι αεροπλόοι και 

ναυσιπλόοι  φυσικά προτιµούν να ακολουθούν αυτόν τον συντοµότερο δρόµο(26). Για 

να το πετύχουν ξεκινούν σηµειώνοντας την πορεία µ’ έναν χάρακα πάνω σ’ ένα 

γνωµονικό χάρτη(∗) ( εικόνα 15), στον οποίο όλες οι πορείες µέγιστων κύκλων 

εµφανίζονται σαν ευθείες γραµµές.  

 

Εικόνα 15. Μία διαδροµή κατά µήκος ενός µέγιστου κύκλου εµφανίζεται σαν ευθεία γραµµή πάνω σ’ 

αυτή τη γνωµονική προβολή.  

                                       
(∗) Πρόκειται για χάρτη ο οποίος απεικονίζει τόξα µέγιστων κύκλων σε ευθύγραµµα τµήµατα. Η  

γνωµονική προβολή φυσικά αλλοιώνει τις αποστάσεις αλλά όχι τις ελάχιστες αποστάσεις. Επίσης 

αλλοιώνει τις γωνίες! Ανήκει σε µία κατηγορία απεικονίσεων που ονοµάζονται γεωδαιτικές απεικονίσεις. 
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Εντούτοις η ένδειξη της πυξίδας αλλάζει συνεχώς κατά µήκος µιας πορείας σε µέγιστο 

κύκλο (ο οποίος εκτός ειδικών περιπτώσεων δεν είναι λοξοδροµία)(27) ενώ οι πιλότοι  

βρίσκουν πολύ πιο βολικό να ακολουθούν µία πορεία σταθερής πυξίδας. Έτσι είναι 

πολύ συνηθισµένο και βολικότερο να αντικαθίσταται η πορεία σε µέγιστο κύκλο µε µία 

ακολουθία από  λοξόδροµες πορείες. 

Επειδή οι γωνίες δεν µπορούν να µετρηθούν άµεσα πάνω σ’ ένα γνωµονικό χάρτη 

(ή χάρτη µέγιστων κύκλων)(*), ο πλοηγός συλλέγει µερικά βολικά χαρακτηριστικά 

σηµεία στα οποία οι µεσηµβρινοί συναντούν την πορεία του σε µέγιστο κύκλο και τα 

“περνά” πάνω σ’ ένα µερκατορικό χάρτη µεγάλης κλίµακας(28). Τα ευθύγραµµα 

τµήµατα που ενώνουν αυτά τα σηµεία πάνω σ’ ένα µερκατορικό χάρτη αντιστοιχούν σε 

τµήµατα λοξοδροµιών τα οποία είναι εύκολα να τα ακολουθήσει ένα σκάφος και τα  

οποία έτσι αποτελούν µια χρήσιµη προσέγγιση της πορείας σε µέγιστο κύκλο. 

Η εικόνα 16 δείχνει αυτή τη νέα πορεία όπως φαίνεται πάνω σ’ ένα µερκατορικό 

χάρτη. Η επιπλέον απόσταση η οποία προκύπτει ακολουθώντας τα τµήµατα 

λοξοδροµιών αντί το τόξο µέγιστου κύκλου, είναι ένα αµελητέο µειονέκτηµα σε σχέση 

µε την πολύ µεγαλύτερη ευκολία και ασφάλεια στην πλοήγηση. 

 
 

Εικόνα 16. Η ακολουθία λοξοδροµικών τµηµάτων πάνω σ’ αυτό το µερκατορικό χάρτη αποτελεί πολύ 

καλή προσέγγιση της διαδροµής σε µέγιστο κύκλο. 

                                       
(*) Μιας και οι γωνίες δεν διατηρούνται κατά τη µεταφορά τους σ’ ένα τέτοιο χάρτη. 
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Σηµείωση του γράφοντος: Μπορεί κάποιος να υποθέσει ότι όλες οι εργασίες που 

µόλις περιγράψαµε, στη σηµερινή εποχή γίνονται από κάποιο δορυφόρο. Η αλήθεια 

όµως δεν είναι ακριβώς αυτή. Η επικοινωνία µε τους δορυφόρους µπορεί ανά πάσα 

στιγµή για διάφορους λόγους να καταστεί αδύνατη. Εκτός αυτού «όχι µόνο στα 

σύγχρονα πλοία αλλά και στα παλιότερα που εξακολουθούν να αποτελούν τη συντριπτική 

πλειοψηφία του παγκόσµιου στόλου, η εφαρµογή κλασικών µεθόδων ναυσιπλοϊας –όπως 

έχει διαµορφωθεί σήµερα- θα συνεχίσει στην πράξη να αποτελεί για πολλά χρόνια τη 

σπονδυλική στήλη των διαδικασιών ασφαλούς κατευθύνσεως στη θάλασσα. Εξάλλου η 

κλασική ναυσιπλοϊα δεν θα παύσει ποτέ να είναι το αναγκαίο εισαγωγικό υπόβαθρο της 

ηλεκτρονικής ναυτιλίας» (.Ντούνης και ∆ηµαράκης,1995, από τον πρόλογο). Γι’ αυτό 

ακόµη και οι σύγχρονοι ναυσιπλόοι πρέπει να είναι σε θέση να πραγµατοποιούν όλες 

αυτές τις εργασίες “µε το χέρι”. Είναι χαρακτηριστικό ότι στο βιβλίο των 

προηγούµενων συγγραφέων που διδάσκεται στις σχολές του Εµπορικού Ναυτικού 

(Εκδ. Ιδρύµατος Ευγενίδου), η κατασκευή ενός µερκατορικού χάρτη παρουσιάζεται 

αναλυτικά ως ένας από τους 6 βασικούς υπολογισµούς µε τους οποίους πρέπει να είναι 

εξοικειωµένος ένας αξιωµατικός του Εµπορικού Ναυτικού.(∗)  

Κλείνουµε αυτή τη σηµείωση για το ρόλο των ηλεκτρονικών µέσων στον 

προσδιορισµό της θέσης ενός σκάφους, µε τα λόγια ενός σύγχρονου skipper(**): 

«Υπολογίζεις µε το µάτι την ακτογραµµή. Πόσο µακριά είµαστε; Πού είναι οι ξέρες; Ναι 

ξέρω την ίδια πληροφορία σου τη δίνει και το GPS. Αλλά όχι να αφήσουµε τους 

δορυφόρους να µας πάρουν τη δουλειά µας». 

                                       
(∗) Βλέπε σχετικά τις σελίδες 78 έως 87. Παρεµπιπτόντως, στο ίδιο βιβλίο αναφέρεται και µια 

προσαρµογή της µερκατορικής προβολής στο ελλειψοειδές σχήµα της Γης. 
(**) Skippers ονοµάζονται οι κυβερνήτες των ιστιοπλοϊκών σκαφών. Το απόσπασµα είναι από το site 

www.skipperandskipper.blogspot.com και την καταγραφή της 15ης Μαρτίου 2006. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1 

 

Αναπαραστάσεις της µοναδιαίας σφαίρας 

 

1. Η… “γνωστή” µας µοναδιαία σφαίρα µπορεί να αποδοθεί µε το σύνολο  

S={(x, ψ, z) ∈ IR3  :  x2+ψ2+z2=1       (1) }(∗). 

Βέβαια στη γραφή αυτή ο δισδιάστατος χαρακτήρας της σφαίρας είναι 

καλυµµένος µιας και η εµπλεκόµενη εξίσωση έχει πεπλεγµένη µορφή. Ο 

διδιάστατος χαρακτήρας «έρχεται στο φως» αν λύσουµε την εξίσωση ως προς µια 

των µεταβλητών της. Τώρα όµως αναπόφευκτα πληρώνουµε ένα τίµηµα 

µερικότητας: δεν µιλάµε πλέον για ολόκληρη τη σφαίρα αλλά για κάποιο 

ηµισφαίριό της. Έτσι, αν λύσουµε την (1) ως z= )ψx(1 22 +−  τότε αναγκαστικά 

x2+ψ2≥1  οπότε µιλάµε µόνο για το «πάνω» ηµισφαίριο (µαζί µε τον ισηµερινό). 

Πάντως, ακολουθώντας αυτή την προσέγγιση µπορούµε να δείξουµε ότι, για 

x2+ψ2>1(**), η συνάρτηση. 

,ψ,x()ψ,x( =1xr  )ψx(1 22 +− ) 

αποτελεί – σύµφωνα µε τον ορισµό 1 της επιφάνειας – µία παραµετρική 

παράσταση του “πάνω” ηµισφαιρίου (µε u = x και v = ψ). Ακόµη περισσότερο 

αποτελεί – σύµφωνα µε τον Ορισµό 2 – τµήµα επιφάνειας του συνόλου S(***). Όσο 

για ολόκληρη τη σφαίρα είναι φανερό ότι µ’ αυτή την παραµετρικοποίηση δεν 

µπορεί να καλυφθεί πλήρως. 

2. Μια διαφορετική προσέγγιση – πολύ πιο οικεία σ’ έναν χαρτογράφο – θα ήταν να 

αποδώσουµε τη σφαίρα µέσω της συνάρτησης 

xr : [-π, π] x 3IR
2
π,

2
π

→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−  µε 

xr (λ,φ)=(cosλ·cosφ,   sinλ·cosφ, sinφ) όπου λ το γεωγραφικό µήκος και φ το 

γεωγραφικό πλάτος ενός σηµείου. Οι ακραίες τιµές λ=
2
π

±  έχουν συµπεριληφθεί  

                                       
(∗) Πολύ συχνά το ίδιο σύνολο δηλώνεται και µε S2. 
(**) οπότε και ικανοποιείται η συνθήκη του ανοιχτού συνόλου. 
(***) Βλέπε Μ. do Carmo, “Differential Geometry of Curves and Surfaces”, σελ. 55. 
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γιατί αντιστοιχούν στους δύο πόλους. Από τις δύο τιµές λ = ±π η µία (π.χ. η λ = -

π) θα µπορούσε να εξαιρεθεί γιατί αντιστοιχεί στο ίδιο σηµείο της επιφάνειας. Με 

τον τρόπο αυτό καλύπτεται ολόκληρη η επιφάνεια της σφαίρας και συγχρόνως ο 

διδιάστατος χαρακτήρας της δηλώνεται ρητά. Επίσης, επειδή οι συναρτήσεις 

cosλ·cosφ, sinλ·cosφ, sinφ έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους όλων των τάξεων,  

έπεται ότι η xr είναι κλάσης C∞ και άρα διαφορίσιµη. Παρ’ όλα αυτά (και πάλι) η 

συνάρτηση xr  δεν ικανοποιεί τον ορισµό 1 της επιφάνειας αλλά ούτε και τους 

επόµενους (πιο απαιτητικούς ορισµούς) της παραγράφου 13. Μ’ άλλα λόγια η 

σφαίρα -µ’ αυτή την πολύ φυσιολογική παραµέτρηση- δεν µπορεί να 

χαρακτηριστεί ως «επιφάνεια»! Το πρόβληµα εµφανίζεται στο εξωτερικό 

γινόµενο xr λx xr φ: 

Επειδή xr λ= (-sinλ·cosφ, cosλ·cosφ,  ο) 

και      xr φ= (-cosλ·sinφ, -sinλ·sinφ, cosφ) 

άρα     xr λx xr φ= (cosλ·cos2φ, sinλ·cos2φ, sinφ·cosφ) 

Έτσι για φ = 
2
π

±  έχουµε xr λ = 0
r
ή αλλιώς, οι παραµετρικές καµπύλες φ =   

σταθερός αριθµός εξαφανίζονται! Μοιραία λxr x xr φ = 0
r

 και δεν πληρείται η πολύ 

φυσιολογική συνθήκη ii) των ορισµών που εξασφαλίζει την ύπαρξη εφαπτόµενου 

επιπέδου σ’ ένα σηµείο. Οι δύο πόλοι Β και Ν χαρακτηρίζονται ως ιδιάζοντα 

σηµεία. Βέβαια το πρόβληµα εδώ δεν οφείλεται στη γεωµετρική φύση των 

σηµείων Β και Ν αλλά στην επιλογή της συγκεκριµένης παραµέτρησης που τα 

καθιστά πόλους. Αν για παράδειγµα στρίβαµε τη σφαίρα από Βορρά προς Νότο 

κατά γωνία 
2
π

−  rad , τότε κατά την ίδια γωνία θα έστριβε και ο ισηµερινός και 

συνακολούθως και τα σηµεία Β και Ν. Μ’ αυτήν όµως την αλλαγή 

συντεταγµένων φ΄ = φ + ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
2
π

, λ΄ = λ, τα δύο σηµεία θα έπαυαν να είναι 

ιδιάζοντα και θα “καλύπτονταν” χωρίς πρόβληµα από τις νέες συντεταγµένες(∗). 

                                       
(∗) Το πρόβληµα πλέον θα µετακόµιζε στους νέους πόλους. 
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Πάντως όπως και να έχει το πράγµα, σε σχέση µε την αρχική (συνήθη) 

παραµετρικοποίηση, τα σηµεία Β και Ν πρέπει να µείνουν εκτός για να µπορεί 

η… υπόλοιπη σφαίρα να χαρακτηριστεί επιφάνεια τουλάχιστον µε τον ορισµό 1. 

Ένα ακόµη πρόβληµα εµφανίζεται όταν (προσπαθώντας να υιοθετήσουµε τον 

ορισµό 2) επιχειρήσουµε να αντιστρέψουµε τη συνάρτηση xr . Η αντιστροφή αυτή 

είναι εφικτή µόνο για τα σηµεία (x1, x2, x3)∈ S2-C, όπου C είναι το ηµικύκλιο που 

προκύπτει όταν τµήσουµε τη σφαίρα S2 µε το επίπεδο x2=0 και από τον κύκλο 

που θα προκύψει κρατήσουµε εκείνο το κοµµάτι που έχει x1≥0. ∆ηλ.,  

C= {(x1, x2, x3)   ∈ S2:  x2=0, x1≥0} 

Για (x1, x2, x3) = ∈ S2-C η αντίστροφη συνάρτηση γίνεται  

-1xr  (x1, x2, x3)=(cot-1 3
1-

2

1  xsin ,
x
x ) 

Mπορεί να αποδειχθεί(*) ότι το σχήµα S2-C µε παραµέτρηση την xr = xr (λ, φ) είναι 

τµήµα επιφάνειας. Το πεδίο ορισµού της xr  δεν είναι πλέον το  

[-π, π] x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
π,

2
π  αλλά κάποιο γνήσιο υποσύνολο V του (-π, π) x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
π,

2
π (**). 

Τελικά το τίµηµα µερικότητας για το οποίο µιλήσαµε πιο πριν µοιάζει 

αναπόφευκτο. 

3.      Η λύση έρχεται αν, “βάζοντας λίγο νερό στο κρασί µας”, υιοθετήσουµε τον 

ορισµό 3: η σφαίρα ( ολόκληρη) µπορεί να µην είναι τµήµα, καλύπτεται όµως από 

τµήµατα. Έτσι για παράδειγµα η παραµέτρηση ( , )x ψ1xr  που αναφέραµε στην 

αρχή δεν καλύπτει πλήρως τη σφαίρα  την καλύπτει όµως µία οικογένεια τέτοιων 

( τοπικών πλέον) παραµετρήσεων µε τύπους 

( , ) ( , ,x xψ ψ=2xr  2 21 ( )x ψ− − +  ), 

2 2( , ) ( , 1 ( ), )x z x x z z= − +3xr , 

2 2( , ) ( , 1 ( ), )x z x x z z= − − +4xr , 

                                       
(*) Βλέπε Μ. do Carmo, σελ. 56-57. 
(**) Εµείς καταχρηστικά απ’ εδώ και στο εξής και για λόγους συντοµίας, θα αναφέρουµε ως πεδίο ορισµού 

το (-π, π) x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

2

π
,

2

π
. 
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2 2( , ) ( 1 ( ), , )z zψ ψ= − +5xr zψ , 

2 2( , ) ( 1 ( ), , )z zψ ψ= − − +6xr zψ . 

Η κάλυψη φαίνεται συνοπτικά στο επόµενο σχήµα: 

 

 
 

Σχήµα 10. 

 

Η προσέγγιση αυτή κάνει πολύ σαφές ότι η σφαίρα είναι ένα αντικείµενο τοπικά 

διδιάστατο. Μέσα από τον ορισµό 3 µία κανονική επιφάνεια φαίνεται να 

παράγεται παίρνοντας κοµµάτια ενός επιπέδου, παραµορφώνοντας τα(*) και 

συνδέοντάς τας µ’ έναν τέτοιο τρόπο ώστε το σχήµα που θα προκύψει να µην έχει 

οξείες απολήξεις, απότοµες πλευρές ή αυτοτοµές  να είναι δηλ. αρκετά οµαλό 

ώστε να έχει νόηµα να µιλάµε για εφαπτοµένο επίπεδο στα σηµεία του. 

Πάντως, για την πληρότητα της διαπραγµάτευσης αναφέρουµε ότι ούτε ο ορισµός 

3 µπορεί να καλύψει όλες τις «αναµενόµενες»(;) περιπτώσεις επιφανειών. Έτσι 

για παράδειγµα ο ορθός κυκλικός κώνος – µια «κλασική επιφάνεια» των 

σχολικών µας χρόνων – δεν αποτελεί κανονική επιφάνεια. Η κορυφή του αποτελεί 

ιδιάζον σηµείο όπου όµως η ιδιοµορφία οφείλεται στην ίδια τη γεωµετρική φύση 

του σχήµατος και όχι στην όποια επιλογή παραµέτρων. Παρόµοια πράγµατα 

µπορούµε να πούµε για τον κύβο, την πυραµίδα και…πάει λέγοντας! 

                                       
(*) Σαν κοµµάτια πλαστελίνης τα οποία όµως δεν τα κόβουµε  
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Αυτά τα σχήµατα θα µπορούσαν να θεωρηθούν «επιφάνειες» αν παραιτούµασταν 

από την απαίτηση να ισχύει η ιδιότητα ii) των ορισµών. Αν επιπλέον 

αντικαταστήσουµε τη διαφορισιµότητα µε τη συνέχεια, θα έχουµε πολύ πιο 

αδύναµες απαιτήσεις και άρα ένα πολύ πιο γενικό ορισµό: αυτόν της τοπολογικής 

επιφάνειας. Ωστόσο αυτός ο ορισµός θα ήταν ανεπιτυχής για τις ανάγκες της 

διαφορικής γεωµετρίας(29). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 2 

 

∆ύο τόποι πάνω στη Γη συνδέονται µε άπειρες στο πλήθος λοξοδροµίες 

 

Έστω δύο τόποι Τ0 και Τ1 πάνω στη Γη µε γεωγραφικές συντεταγµένες αντίστοιχα   

( λ0,φ0), (λ1,φ1). Η γενική εξίσωση µιας λοξοδροµίας είναι η 

ln tan( ) cot ( )
2 4

cφ π α λ+ = ± ⋅ + ,        

όπου α  η σταθερή γωνία που σχηµατίζει η λοξοδροµία µε όλους τους µεσηµβρινούς 

ενώ  είναι η σταθερά ολοκλήρωσης που για κάθε µία λοξοδροµία είναι µοναδική. Για 

να προσδιοριστεί η  στην περίπτωση της λοξοδροµίας που συνδέει τους τόπους Τ

c

c 0, Τ1, 

αντικαθιστούµε τις συντεταγµένες τους στην  και κατόπιν λύνουµε ως προς : c

0
0ln tan( ) cot ( )

2 4
cφ π α λ+ = ± ⋅ +  

1
1ln tan( ) cot ( )

2 4
cφ π α λ+ = ± ⋅ +  

∆ιαιρώντας κατά µέλη τις δύο σχέσεις παίρνουµε: 

0

0

1 1

ln tan( )
2 4

ln tan( )
2 4

c
c

φ π
λ

φ π λ

+ +
= ⇒

++
 

0 0
1 0( ) ln tan( ) ( ) ln tan( )

2 4 2 4
c cφ φπ πλ λ+ ⋅ + = + ⋅ + ⇒  

0

1

0 1

1 0

tan( ) tan ( )
2 4 2 4ln ln

tan( ) tan ( )
2 4 2 4

c
λ

λ

φ φπ π

φ φπ π

+ +
⋅ =

+ +
 

οπότε τελικά η σταθερά ολοκλήρωσης είναι 

1

1

0

0

1

tan ( )
2 4ln

tan ( )
2 4

tan( )
2 4ln

tan( )
2 4

c

ολ

λ

φ π

φ π

φ π

φ π

+

+
=

+

+

. 
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Όµως αυτός ο τύπος είναι ανεξάρτητος της γωνίας α . Αυτό σηµαίνει ότι η αλλαγή της 

γωνίας δεν επηρεάζει τον προσδιορισµό του  ή µ’ άλλα λόγια, η αλλαγή της γωνίας 

δεν εκτρέπει τη λοξοδροµία από τους τόπους Τ

c

0 και Τ1. Άρα τελικά οι δύο τόποι, 

εξαιτίας της ελευθερίας στην επιλογή της γωνίας α , συνδέονται µε άπειρες στο πλήθος 

λοξοδροµίες. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 3 

Αποτύπωση πορείας πάνω σε χάρτες διαφόρων ειδών(*)

Στη µνήµη του Thomas… 

1. Πτήση µε σταθερή Βορειοανατολική κατεύθυνση 

Ας φανταστούµε ένα αεροπλάνο να ξεκινάει από τα νησιά Galapagos στον 

Ειρηνικό Ωκεανό και να κινείται σταθερά βορειοανατολικά σχηµατίζοντας µε τους 

µεσηµβρινούς γωνία 45°. Μετά από αρκετές ώρες, αυτή η πορεία σταθερής πυξίδας 

(λοξοδροµία) θα το φέρει στα νησιά Franz Josef Land(**) στον Αρκτικό Ωκεανό. Πώς 

φαίνεται η πτήση αυτή σε διάφορα είδη χαρτών; Σε ποιο τύπο χάρτη θα ήταν 

ευκολότερο να χαρακτεί η πορεία του αεροσκάφους; 

Απάντηση σ’ αυτά τα ερωτήµατα δίνουν οι εικόνες 17 έως 21. Η πρώτη απ’ αυτές 

δίνει ίσως και την πιο αξιόπιστη εικόνα της Γης σαν σφαίρα. Η τελευταία αποτελεί την 

καλύτερη επιλογή για έναν πλοηγό µιας και η πορεία πάνω στο µερκατορικό χάρτη της 

εικόνας 21 µπορεί να χαραχτεί απλώς µ’ ένα µοιρογνωµόνιο και ένα χάρακα. 

 

Εικόνα 17. Πτήση µε σταθερή βορειοανατολική κατεύθυνση 45° ως προς το 

 γεωγραφικό βορρά από τα νησιά Galapagos στον Ειρηνικό Ωκεανό, 

 στα νησιά Franz Josef Land στον Αρκτικό Ωκεανό. 
                                       

(*) Όλοι οι χάρτες που παρουσιάζονται σ’ αυτό το παράρτηµα είναι από το βιβλίο του P.Tuchinsky. 
(**) Γη Φραγκίσκου Ιωσήφ. 
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Εικόνα 18. Η πτήση του σχήµατος 1 σχεδιασµένη πάνω σ’ ένα τύπο σύµµορφου χάρτη γνωστό 

 ως στερεογραφική προβολή. Η πορεία σχηµατίζει σταθερή γωνία 45° µε τους µεσηµ- 

 βρινούς όµως εξαιτίας του ότι οι µεσηµβρινοί συγκλίνουν προς το κέντρο του κύκλου, 

 η διαδροµή είναι καµπυλωµένη. Έτσι είναι δύσκολο και να χαραχθεί και να µετρηθεί. 

 

Εικόνα 19. Η πτήση σχεδιασµένη σ’ ένα “ανεπιτήδευτο χάρτη ” δηλ. χάρτη στον οποίο παράλληλοι  

που ισαπέχουν πάνω στην υδρόγειο εµφανίζονται ισαπέχοντες και πάνω στο χάρτη(*). Οι  

γωνίες κατά τη µεταφορά τους από την υδρόγειο στο χάρτη αλλοιώνονται. Μία ευθεία  

γραµµή πάνω σ’ έναν τέτοιο χάρτη δεν αντιστοιχεί σε πορεία σταθερής πυξίδας πάνω στη Γη. 
                                       

(*) Ο χάρτης δεν είναι πορτολάνος χάρτης διότι όπως είπαµε και στο πρώτο µέρος οι κατασκευαστές τους 

δεν φαίνεται να στηρίχτηκαν σε κανένα προβολικό σύστηµα ούτε και χρησιµοποίησαν δίκτυο 

γεωγραφικών συντεταγµένων. Εν τούτοις ασυνείδητα οι χάρτες τους αποφεύγουν κάποια «ειδική» 

τοποθέτηση των παραλλήλων. 
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Εικόνα 20. Η πτήση σε ορθή κυλινδρική προβολή, µια προβολή που συχνά συγχέεται µ’ αυτήν  

του Mercator. Και πάλι οι γωνίες κατά τη µεταφορά τους από την υδρόγειο στο  

επίπεδο δεν διατηρούνται. Μία πορεία σταθερής πυξίδας δεν αντιστοιχεί πάνω  

στο χάρτη σε ευθεία γραµµή. 

 

 
 

Εικόνα 21. Η πτήση σταθερής κατεύθυνσης όπως αποτυπώνεται σ’ ένα µερκατορικό χάρτη.  

Εδώ η τοποθέτηση των παραλλήλων πάνω στο χάρτη έχει γίνει µε τον επιτηδευµένο  

τρόπο του Mercator. Η ευθεία πορεία εύκολα κατασκευάζεται, µετρείται και ακολουθείται. 
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2. Πλους από τον Παναµά στη Μεγάλη Βρετανία 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι θέλουµε να πραγµατοποιήσουµε έναν διάπλου του 

Ατλαντικού Ωκεανού µε σηµείο εκκίνησης τη διώρυγα του Παναµά και τελικό 

προορισµό το νοτιότερο άκρο της Μεγάλης Βρετανίας (Ακρωτήριο Land’s End). 

Ο ευκολότερος και ασφαλέστερος τρόπος για να πραγµατοποιηθεί ένα τέτοιο 

ταξίδι είναι να κινηθούµε από το σηµείο εκκίνησης Ε µέχρι τον τελικό µας προορισµό 

Π ακολουθώντας µία πλεύση σταθερής πυξίδας. Για να βρούµε τη γωνία µε την οποία 

θα πρέπει να κινηθούµε σε σχέση µε το βορρά (ονοµάζεται και πορεία ),  εργαζόµαστε 

ως εξής: Πάνω σ’ ένα χάρτη εντοπίζουµε τα σηµεία Ε και Π και τα ενώνουµε µ’ ένα 

ευθύγραµµο τµήµα. Στη συνέχεια µ’ ένα µοιρογνωµόνιο(∗) µετράµε τη γωνία που 

σχηµατίζει το ευθύγραµµο τµήµα µε τη διεύθυνση του Βορρά. Η γωνία αυτή είναι η 

πορεία του σκάφους(∗∗).  

Οι εικόνες 22α και 22β δείχνουν αντίστοιχα τη χάραξη πορείας πάνω σ’ έναν 

“ανεπιτήδευτο χάρτη” και πάνω σ’ ένα χάρτη του Μercator. Η σιωπηλή παραδοχή ότι οι 

λοξοδροµίες πάνω στη γήϊνη σφαίρα απεικονίζονται σε ευθείες γραµµές πάνω σ’ έναν 

“ανεπιτήδευτο χάρτη”, οδηγεί στα σφάλµατα που φαίνονται στην εικόνα 23. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                       
(∗) Οι σηµερινοί ναυτικοί χάρτες έχουν προσαρµοσµένο πάνω τους το µοιρογνωµόνιο. Ονοµάζεται 

ανεµολόγιο χάρτη ή compass rose. 
(∗∗) Tυπικά ως πορεία ορίζεται η γωνία που σχηµατίζει ο διαµήκης άξονας του πλοίου µε την κατεύθυνση 

του βορρά. Στη ναυτική πρακτική υπάρχει διάκριση µεταξύ της αληθούς πορείας που µόλις αναφέραµε, 

της µαγνητικής πορείας και της πορείας πυξίδας. Βλέπε σχετικά και το βιβλίο «Ναυτιλία» των Χ. Ντούνη, 

Αν. ∆ηµαράκη, σελ. 33, 34. 
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Εικόνα 22α. “Aνεπιτήδευτος χάρτης”. Ευθεία γραµµή συνδέει τη διώρυγα του Παναµά µε το ακρωτήριο  

Land’s End της Μ. Βρετανίας. Ο χάρτης υποδεικνύει ν’ ακολουθήσουµε πάνω στην 

υδρόγειο πλεύση σταθερής πυξίδας µε γωνία 50° ως προς το γεωγραφικό βορρά. 

 

Εικόνα 22β. Η αντίστοιχη σύνδεση σε ευθεία γραµµή πάνω σ’ ένα µερκατορικό χάρτη. Η σωστή 

διεύθυνση που πρέπει να ακολουθηθεί φαίνεται να είναι 56° ανατολικά της διεύθυνσης του 

γεωγραφικού βορρά. 
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Εικόνα 23. Τα αποτελέσµατα των ναυτοπλοϊκών υποδείξεων των χαρτών 22α και 22β. 

 

Οι ναυτοπλοϊκές υποδείξεις των χαρτών 22α και 22β οδηγούν σε πολύ 

διαφορετικά αποτελέσµατα. Η υιοθέτηση της υπόδειξης του µερκατορικού χάρτη 

οδηγεί σε µία λοξοδροµία 56° πάνω στην υδρόγειο (η συνεχής γραµµή) η οποία όντως 

συνδέει τη διώρυγα του Παναµά µε το νοτιότερο άκρο της Μ. Βρετανίας. Αντίθετα, η 

υιοθέτηση της υπόδειξης του “ανεπιτήδευτου χάρτη”, οδηγεί σ’ έναν προορισµό πολύ 

µακριά από τον επιδιωκόµενο!(διακεκοµµένη γραµµή). Ένας ναυσιπλόος που θα 

εµπιστευτεί τον χάρτη 22α για ένα τόσο µακρινό ταξίδι, όσο έµπειρος κι αν είναι, θα 

δυσκολευτεί πολύ στην ανοιχτή θάλασσα να βρει σηµάδια που θα τον βοηθήσουν να 

διορθώσει την πορεία του και να φθάσει στον προορισµό του. 

 

  



 119

Σηµειώσεις τρίτου µέρους 

 

(1) Doyle Kathleen Markert, «Contributions of the theory of conformal mapping to 

the field of electrical engineering education and practice», Phd, Columbia 

University, 2005, σελ. 8. 

(2) Η αναφορά από το βιβλίο του Dirk Struik «Lectures on Classical Differential 

Geometry», Dover 1988, σελ. 175. 

(3) Η ανάπτυξη του θέµατός µας σε µεγάλο βαθµό είναι επηρεασµένη από το 

προαναφερθέν βιβλίο του Struik, σελ. 55-61 και 168-175, καθώς και από το 

βιβλίο του John ΜcCleary «Geometry from a differentiable Viewpoint», 

Cambridge Univ. Press, σελ. 95-129.  

(4)  Αντιπαραδείγµατα εδώ αποτελούν:  

٠ η συνάρτηση x(u,v) = ( u+v,  (u+v)2,  (u+v)3  ) η οποία ουσιαστικά αποτελεί  

καµπύλη.  

٠ η κορυφή του ορθού κυκλικού κώνου, βλέπε Struik, σελ. 56  

٠ τα σηµεία που παίζουν το ρόλο του βόρειου και του νότιου πόλου σε µια 

σφαίρα που έχει περιγραφεί µέσω των γεωγραφικών της συντεταγµένων (βλέπε 

σχετικά και το παράρτηµα 1).  

(5) Αναλυτικότερα βλέπε τις σελίδες 69-75, Manfredo do Carmo. 

(6) Tο πεδίο ορισµού της συνάρτησης διαφορικού αποτελείται από όλα τα 

εφαρµοστά διανύσµατα =(du, dv) γύρω από το Α=(u
→

AB o,vo). Φυσικά µπορούµε 

να σκεφτόµαστε τα (du, dv) ως ελεύθερα διανύσµατα του συνόλου U που όµως 

εκπροσωπούνται από τα αντίστοιχα εφαρµοστά διανύσµατα  στο σηµείο Α. 

Έτσι τελικά το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 

→
AB

)ov,o(udxr  είναι το ίδιο το U. 

Επίσης επειδή ,vu 0xx
rrr

≠×  η αντιστοίχιση των διανυσµάτων (du, dv) του 

συνόλου U⊆ IR2 και των διανυσµάτων dvdu vu ⋅+⋅ xx rr είναι 1-1. 

(7) Θα δοκιµάσουµε να δώσουµε ένα πιο τυπικό νόηµα σ’ αυτή την έκφραση. Ας 

αναζητήσουµε λοιπόν µια γραµµική συνάρτηση L
r

(uo, vo)(du, dv) ώστε οι τιµές 

dv)) ,du()v,((u oo +xr  να µπορούν να προκύψουν από τις τιµές )v,(u oo xr  µε τον 

εξής τρόπο: 
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++=+ )dv,du()v,(u))dv,du()v,(u( )ov,o(uoooo Lxx
rrr κάποιο  υπόλοιπο  

dv)(du,)ov,o(uR
r

   όπου όµως 0R r
r

→
dv)(du,

)dv,du(  καθώς (du, dv) →  .0
r

Αποδεικνύεται ότι µια τέτοια γραµµική συνάρτηση υπάρχει (Lipschutz, σελ. 

130, Θεώρηµα 7.8) και είναι µοναδική (Lipschutz, σελ. 127). Επίσης - δεδο-

µένου ότι 0xx
rrr

≠× vu - αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση dvdud ⋅+⋅= vu xxx rrr  

εµφανίζει αυτές τις ιδιότητες που πρέπει να έχει η συνάρτηση L
r

(du,dv) 

(Lipschutz, σελ. 127-128). 

(8) Η διανυσµατική εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου σ’ ένα σηµείο )ov,o(uxr µιας 

επιφάνειας έχει τύπο vuoo kh)v,(uk)(h, xxxy rrrr
+⋅+= όπου τα h, k είναι απλώς 

ένας διαφορετικός (πιο βολικός) τρόπος για να γράψουµε τα du, dv. 

(8) Η απεικόνιση ανάµεσα στις δύο επιφάνειες ορίζεται από τις σχέσεις  

       u1=u1(λ, φ) = λ 

       v1=v1(λ, φ)=φ 

Προφανώς η ΟΛΗ αντιστοίχιση είναι 1-1 και επί, είναι C∞, και έχει ορίζουσα 

01
)φ,λ(
)φ,λ(

)v,u(

)v,u( 11
≠=

∂
∂

=
∂

∂
 

(9) Η συνάρτηση VS: 1 →
−1
1xr θα αντιστοιχίζει το (x1, x2, x3)→(λ, φ) µε 

     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −−−

3
1

2

11
321 xsin,

x
xcot)x, x,(x  1

1xr  

     ή  αλλιώς 

     λ=cot-1
2

1

x
x

  

φ=sin-1 x3

(10) To απόσπασµα είναι από το βιβλίο του Ε. Βαβλιάκη, «Μαθήµατα Γεωγραφίας», 

Εκδ. Πανεπ. Θεσσαλονίκης, 1985. 

(11) Υπενθυµίζουµε ότι η γωνία δύο προσανατολισµένων καµπυλών σε σηµείο τοµής 

τους Ρ, είναι η κυρτή γωνία των εφαπτόµενων διανυσµάτων τους (στο Ρ). 

  



 121

(12) Ειδικά για τον… τυπικό ορισµό της προσανατολισµένης καµπύλης, βλέπε το 

βιβλίο «∆ιαφορική Γεωµετρία» του Μ. Lipschutz, εκδ. ΕΣΠΙ, σελ. 47 και σελ. 

60 (άσκηση 3.36). 

(13) Επειδή η f
r

 είναι συνάρτηση, απεικονίζει τεµνόµενες καµπύλες σε τεµνόµενες· οι 

εικόνες των αρχικών καµπύλων τέµνονται στην εικόνα του αρχικού σηµείου 

τοµής. Επιπλέον επειδή η f
r

 είναι 1-1, και οι µη τεµνόµενες καµπύλες 

απεικονίζονται σε µη τεµνόµενες. Έτσι τελικά, κάτι που θα αποδειχθεί χρήσιµο 

στη συνέχεια, ένα τρίγωνο απεικονίζεται σε τρίγωνο. 

(14) Εξ’ ορισµού ένα µη µηδενικό διάνυσµα T
r
λέγεται εφαπτόµενο µιας επιφάνειας S 

σ’ ένα σηµείο Ρ, αν υπάρχει µία κανονική καµπύλη )t(rr
rr

=  της S που διέρχεται 

από το Ρ και για την οποία στο σηµείο αυτό ισχύει Tr rr

=
dt
d  (βλέπε και Μ. 

Lipschutz, σελ. 158). 

(15) ∆εδοµένης της συνάρτησης  v),(u,xr  η επιφανειακή καµπύλη 

 v(t)),(u(t),xr καθορίζεται πλήρως από την επίπεδη καµπύλη (u(t), v(t)). Αυτή µε 

τη σειρά της (γύρω από το σηµείο (u0, v0)), καθορίζεται πλήρως από τις 

συντεταγµένες (u0,v0) και την εφαπτοµένη 
dv
du  σ’ αυτό το σηµείο. 

(16) Σχεδόν όµοιο και όχι όµοιο, γιατί ο λόγος οµοιότητας ρ=ρ(u, v) αλλάζει αν 

αλλάξει το (u, v), δηλ. αν αλλάξουµε σηµείο (πράγµα αναπόφευκτο όταν 

σχεδιάζουµε ολόκληρο τρίγωνο). Πάντως αν η συνάρτηση ρ=ρ(u, v) είναι 

σταθερός αριθµός, τότε ο λόγος οµοιότητας είναι ίδιος για όλα τα σηµεία. Σ’ 

αυτή την περίπτωση η απεικόνιση ονοµάζεται οµοιοθεσία.  

(17) Πράγµατι για να απεικονίζονται οι µεσηµβρινοί και οι παράλληλοι σε 

ορθογώνιες γραµµές, θα πρέπει τα εφαπτόµενα διανύσµατα σ’ αυτές τις γραµµές 

να είναι µεταξύ τους κάθετα. Επειδή (Yο λ)xr =(λ, φ)=(λ, u(λ, φ), 0), τα 

εφαπτόµενα. δ/τα είναι  (Yo λ)xr =(1, υλ, 0) και (Yo φ)xr =(0, υφ, 0). 

Τα δύο διανύσµατα είναι κάθετα αν και µόνο αν το εσωτερικό τους γινόµενο 

είναι µηδέν, δηλ. αvv 

υλ.υφ=0 ⇔ υλ=0 ή υφ=0. 
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Αν ήταν υφ=0 τότε θα ήταν υ (λ, φ)=υ(λ). Έτσι όµως η απεικόνιση 

(Yο =λ)(x,  )xr  (λ, υ(λ), 0) δεν θα ήταν 1-1, πράγµα αδιανόητο για µία 

χαρτογραφική προβολή. Άρα αναγκαστικά υλ=0, ∀ λ ⇔ υ(λ, φ)=υ(φ). 

(18) Για µια λοξόδροµη καµπύλη 

λ = λ(φ) = Μ·logtan ,Ν
4
π

2
φ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  άρα 

λ΄(φ) = Μ. ⇔⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

1

4
π

2
φcos

1

4
π

2
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1
2
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⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛ +

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅
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πφsin

M

4
π

2
φ2sin

M  

λ΄(φ) = 
φcos

Μ
−  

(19) Τα χρόνια του Wright αυτός ο τύπος δεν ήταν διαθέσιµος µιας και ο αλγεβρικός 

συµβολισµός ήταν πολύ αδύναµος αλλά και οι λογάριθµοι µόλις που γεννιόταν. 

(20) Στο βιβλίο των Resnikoff και Wells «Μathematics in civilization», Εκδ. Dover, 

σελ. 158-160, παρουσιάζονται µερικά παραδείγµατα µερκατορικών προβολών 

όπου ο ισηµερινός δεν απεικονίζεται στον οριζόντιο άξονα του επίπεδου χάρτη . 

Βέβαια στα παραδείγµατα αυτά οι µεσηµβρινοί και οι παράλληλοι δεν 

απεικονίζονται σε πλέγµα ευθειών αλλά καµπύλων γραµµών. Έτσι όµως 

καταστρατηγείται  µια βασική απαίτηση της µερκατορικής προβολής. Τυπικά 

µία τέτοια προβολή δεν είναι µερκατορική. 

(21) Βλέπε σχετικά το βιβλίο του Erwin Kreyszig, «Introduction to Differential 

Geometry and Riemannian Geometry», University of Toronto Press, σελ. 180-

182, 196-197. 

(22) R. Osserman, «Η ποίηση του Σύµπαντος», Κάτοπτρο 1998, σελ. 50. 

(23) Όπως προηγουµένως σελ. 50-51. Κάποιες από αυτές τις νέες χαρτογραφικές 

προβολές αναφέρονται – πολύ γλαφυρά – και από τον ίδιο τον Osserman στις 
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σελίδες 51-55 του βιβλίου του. Κάποιες άλλες αναφέρονται από τον E. 

Kreyszing  στο βιβλίο που αναφέραµε πιο πάνω, σελ. 198-200. Τέλος, µία 

µεγάλη ποικιλία χαρτογραφικών προβολών αναφέρονται στο βιβλίο του 

Ελευθέριου Βαβλιάκη, «Μαθήµατα Γεωγραφίας», Εκδ. Πανεπιστηµίου 

Θεσσαλονίκης, 1985, σελ. 45-96. Ειδικότερα στις σελίδες 92-96 αναφέρονται 

κριτήρια µε βάση τα οποία µπορούµε να προσδιορίσουµε το είδος µιας 

προβολής που έχει χρησιµοποιηθεί στην κατασκευή ενός χάρτη. Επίσης 

αναφέρονται κριτήρια µε βάση τα οποία επιλέγουµε µία προβολή ανάλογα µε 

τον σκοπό για τον οποίο πρόκειται να κατασκευάσουµε έναν χάρτη. Το βιβλίο 

είναι διαθέσιµο και στο διαδίκτυο από την ιστοσελίδα του συγγραφέα. 

(24) Lloyd Brown, «The story of maps», εκδ. Dover, σελ. 137. Ένα µέρος του 

συγκεκριµένου αποσπάσµατος ο Lloyd Brown µας το µεταφέρει από το βιβλίο 

των C.H. Deetz και O.S. Adams, «Elements of Map Projection with applications 

to map and chart construction», Washington, 1938, p. 101 (U.S. Dept. Of 

Commerce. Coast and Geodetic Survey, Special Publication No. 68). 

(25)  H.L. Resnikoff, R.O.Wells, SR, «Mathematics in civilization», Dover, σελ. 155. 

(26) Μάλλον θα πρέπει να δούµε µε κάποια σχετική επιφύλαξη αυτή τη ρήση του 

Tuchinsky όσον αφορά στους αεροπλόους, µιας και στο βιβλίο του Robert 

Osserman «Η ποίηση του Σύµπαντος» διαβάζουµε ότι, 

«… Τον 20ό αιώνα, κατά τον οποίο η ωκεανοπλοΐα αντικαταστάθηκε βαθµιαία 

από τα αεροπορικά ταξίδια… παραδόξως, χρησιµότερος για την αεροπλοΐα είναι 

ένας χάρτης που… τον εισήγαγε ο αλ-Μπιρουνί, γύρω στο έτος 1000 και 

ονοµάζεται ισαπεχής αζιµουθιακή προβολή από τους χαρτογράφους και εκθετικός 

χάρτης από τους µαθηµατικούς» (Osserman, σελ. 51-52). 

(27) Στο άρθρο «Lambert, Euler and Lagrange as Map Makers» του George W. Heine 

διαβάζουµε σχετικά: 

«Μία λοξοδροµία δεν είναι µέγιστος κύκλος: Ο Pedro Nuñez απέδειξε αυτή την 

πρόταση, στα 1537 στην εργασία του Tratado de Esfera. ∆εν γνωρίζουµε αν ο 

Φλαµανδός χαρτογράφος Gerard Mercator είχε ακούσει ποτέ για τις εργασίες του 

Πορτογάλου γεωµέτρη, αλλά µέχρι τα 1541 ο Mercator είχε βρει ένα τρόπο να 

σχεδιάζει µε ακρίβεια λοξοδροµίες πάνω σε µία σφαίρα…» (Heine, σελ. 2). 
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(28) Στο βιβλίο «Μαθήµατα Γεωγραφίας» του Ε. Βαβλιάκη, σελ. 42, βρίσκουµε ότι: 

«Ανάλογα µε την κλίµακά τους, οι χάρτες µπορούν να διαιρεθούν ως εξής: 

 α) Χάρτες µεγάλης κλίµακας, από 1:10000 και µεγαλύτερη. 

 β) Χάρτες µεσαίας κλίµακας, από 1:10000 µέχρι 1:300000. 

 γ) Χάρτες µικρής κλίµακας, από 1:300000 και µικρότερη». 

(29) Στο βιβλίο «Εισαγωγή στη Σύγχρονη Άλγεβρα», Τόµος Πρώτος, του Σταύρου 

Παπασταυρίδη διαβάζουµε στις σελίδες 55 και 56: 

«…οι ορισµοί δεν είναι “απόλυτοι”. Οι oρισµοί είναι “συντοµογραφίες”, που µας 

επιτρέπουν να συνεννοηθούµεθα αποτελεσµατικότερα… Όταν διαβάζoυµε ένα 

Μαθηµατικό βιβλίο, πάντα οι ορισµοί προηγούνται των θεωρηµάτων. Στην 

πραγµατικότητα όµως η διαδικασία της Μαθηµατικής δηµιουργίας είναι ακριβώς 

το αντίθετο. Όταν έχουµε αναπτύξει και έχουµε κατανοήσει ένα κοµµάτι µιας 

θεωρίας, τότε µπορούµε να δούµε ποιοί είναι οι κατάλληλοι ορισµοί. 

Συνοψίζοντας τα ανωτέρω, µπορούµε να πούµε: ∆εν υπάρχουν Ορισµοί 

“Σωστοί” και “Λάθος”, αυτό που υπάρχει είναι Ορισµοί “Επιτυχηµένοι” και 

“Ανεπιτυχείς”».  
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§21. Συµπεράσµατα της όλης µελέτης 

 

 Ξεκινώντας τα συµπεράσµατα της εργασίας από το τελευταίο µέρος της (και 

προχωρώντας σταδιακά προς την αρχή της) µπορούµε να αναφέρουµε τα εξής: 

 

• ΣΤΟ ΤΡΙΤΟ ΜΕΡΟΣ παρουσιάστηκε µία σύγχρονη διαπραγµάτευση της 

µερκατορικής προβολής και των ιδιοτήτων της βασισµένη στο πλαίσιο της 

∆ιαφορικής Γεωµετρίας. Η ίδια ακριβώς έννοια πιο πριν (και στις παραγράφους 7 έως 

10 του δεύτερου µέρους) είχε ξαναπαρουσιαστεί µέσα όµως στο ιστορικό της πλαίσιο 

χρησιµοποιώντας τη φυσική γλώσσα των χαρτών. Εκείνη η παρουσίαση από 

µαθηµατικής πλευράς έκανε (διαισθητική) χρήση της έννοιας του “πολύ µικρού” 

καθώς και (διαισθητική) χρήση της εν σµικρώ προσέγγισης της σφαίρας από το 

επίπεδο και της σφαιρικής γεωµετρίας από την επίπεδο ευκλείδεια (§8 και §10). 

Επίσης, έκανε πολύ µικρή χρήση αλγεβρικού συµβολισµού και εκτεταµένη χρήση 

αλλεπάλληλων αριθµητικών υπολογισµών καθώς και συχνή χρήση της τεχνικής των 

διαµερίσεων (§10)(*). 

Η σύγκριση αυτών των δύο προσεγγίσεων δείχνει ότι: 

α) Η σύγχρονη διαπραγµάτευση έχει το πλεονέκτηµα να ενσωµατώνει σ’ ένα ενιαίο 

σώµα ορισµών και θεωρηµάτων όλα τα βασικά αποτελέσµατα που εκτέθηκαν στην 

ιστορική παρουσίαση˙ αρκετές φορές µάλιστα τα επεκτείνει. Παραδείγµατα αυτής της 

επέκτασης αποτελούν η αλγεβρική εξίσωση των λοξοδροµικών καµπύλων (§17), η 

απόδειξη της ιδιότητας ότι µεταξύ δύο οποιονδήποτε τόπων πάνω στη Γη διέρχονται 

άπειρες στο πλήθος λοξοδροµίες (παράρτηµα 1), καθώς και η απόδειξη ότι η 

µερκατορική προβολή αποτελεί τη µοναδική λύση στο χαρτογραφικό πρόβληµα που 

έθεσε ο Mercator (§18). 

β) Από την άλλη, µέσα στη σύγχρονη διαπραγµάτευση ατονεί ο τρόπος µε τον οποίο 

αναδύθηκαν και διαµορφώθηκαν οι έννοιες(**) ενώ χάνεται εντελώς ο τρόπος µε τον 

                                            
(*) Σηµειωτέον, η στοιχειώδης ιστορία της ναυσιπλοίας και της ναυτικής χαρτογραφίας που εκτίθενται 
στο πρώτο µέρος (§4, §5) δείχνουν ότι αυτή η εν σµικρώ προσέγγιση της σφαιρικής γεωµετρίας από 
την επίπεδη ευκλείδεια, νοµιµοποιήθηκε διότι οδηγεί – προκειµένου για µικρές αποστάσεις και µόνο – 
σε καλά δηλαδή πρακτικά χρήσιµα αποτελέσµατα. Με το ίδιο ακριβώς κριτήριο η προσέγγιση αυτή 
κρίθηκε ακατάλληλη για µεγάλα τµήµατα της (γήινης) σφαίρας. 
( * * )  π.χ. η έννοια της χαρτογραφικής προβολής (βλέπε σηµείωση 12 δεύτερου µέρους), η έννοια της 
µερκατορικής προβολής και γενικότερα η έννοια της σύµµορφης απεικόνισης. Οι έννοιες αυτές στο 
πρώτο και στο δεύτερο µέρος εκφράστηκαν µέσα από τη φυσική γλώσσα της Γεωγραφίας.  
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οποίο κατακτήθηκαν τα θεµελιώδη αποτελέσµατα(*). Αυτό βέβαια συµβαίνει γιατί 

από τη µία προσέγγιση στην άλλη αλλάζει εντελώς το πλαίσιο αναφοράς(**).  

γ) Πάντως, η ιστορική παρουσίαση των εννοιών µπορεί να λειτουργήσει ως ένα 

“φυσικό” κίνητρο για την ανάπτυξη της θεωρίας των σύµµορφων απεικονίσεων 

θέτοντας στο κέντρο του ενδιαφέροντος ένα χαρακτηριστικό πρόβληµα της 

διαφορικής γεωµετρίας: αυτό της κατασκευής ενός επίπεδου χάρτη της Γης ο οποίος 

να πληροί συγκεκριµένες µαθηµατικές ιδιότητες (που επιβάλλουν βέβαια οι ανάγκες 

της ναυσιπλοϊας). Μάλιστα αρκετά συχνά µέσα στην εργασία η ιστορική προσέγγιση 

λειτούργησε και ως ένα βασικό και χειροπιαστό κίνητρο και για την ανάπτυξη 

πρωταρχικών εννοιών της διαφορικής γεωµετρίας όπως αυτή της επιφάνειας (§13). 

 

• ΑΠΟ ΤΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ ΜΕΡΟΣ της εργασίας και από τις παραγράφους τις σχετικές 

µε την ιστορία του ολοκληρώµατος της τέµνουσας µιας γωνίας (παράγραφοι 10 και 

11) προκύπτει ότι: 

α) Οι µαθηµατικοί ασχολήθηκαν για πρώτη φορά µε τον υπολογισµό του  

«πράγµατι επ’ ευκαιρίας αυτού του χάρτη του Mercator», όπως πολύ χαρακτηριστικά 

το διατύπωσε και ο Edward Wright (§12 της εργασίας). 

∫ ⋅ dφsecφ

β) Ο υπολογισµός του  ξεκινώντας από τον Edward Wright (και τους 

προσεγγιστικούς του υπολογισµούς µέσω διαµερίσεων), ενέπλεξε µία πλειάδα πολύ 

σηµαντικών µαθηµατικών και όπως δείχνουν τα ιστορικά γεγονότα που 

παρουσιάστηκαν (§11) «εξελίχθηκε σ’ ένα από τα σηµαντικότερα ανοικτά προβλήµατα 

των µέσων του 17

∫ ⋅ dφsecφ

ου αι.» (Rickey and Tuchinsky, 1980). Ο υπολογισµός αυτός ούτε 

λίγο ούτε πολύ απασχόλησε τους µαθηµατικούς από το 1599 (Wright) µέχρι και το 

1696 (Halley).  

                                            
( * )  π.χ. η απόδειξη του ότι οι σύµµορφες απεικονίσεις διατηρούν την οµοιότητα σε απειροστή κλίµακα 
ή η απόδειξη του σύµµορφου χαρακτήρα της µερκατορικής προβολής.  
( * * )  Έτσι στην κατασκευή της µερκατορικής προβολής και στην απόδειξη του σύµµορφου χαρακτήρα 
της στην §18, κεντρικό ρόλο παίζουν η εκτεταµένη χρήση της άλγεβρας και των συναρτήσεων, ο 
απειροστικός λογισµός (επίλυση διαφορικής εξίσωσης) καθώς και οι βασικές έννοιες της θεωρίας 
επιφανειών. Στο ίδιο ζήτηµα ο Mercator κι ο Wright χρησιµοποίησαν ο µεν πρώτος γεωµετρικά 
επιχειρήµατα επίπεδης ευκλείδειας γεωµετρίας (§8, παρατηρήσεις 3), 4)), ο δε δεύτερος εκτός αυτών 
και επαναλαµβανόµενους αριθµητικούς υπολογισµούς και αθροίσεις καθώς και αλλεπάλληλες 
διαµερίσεις (§10). 
Πολύ συχνά στα σύγχρονα εγχειρίδια ∆ιαφορικής Γεωµετρίας ο σύµµορφος χαρακτήρας της 
µερκατορικής προβολής παρουσιάζεται απλώς σαν εφαρµογή µιας γενικής θεωρίας (και όχι σαν 
κινητήριος µοχλός της) ενώ ο τύπος της δίνεται έτοιµος (π.χ. Do Carmo, 1976, p.230). 
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γ) Σ’ όλη αυτή τη χρονική διάρκεια το ολοκλήρωµα φαίνεται να έδωσε το έναυσµα 

για την πρώτη χρήση άπειρων σειρών στην Ανάλυση (Carslaw 1924). 

δ) Επίσης, ο υπολογισµός του από τον Isaac Barrow γύρω στα 1670 φαίνεται να 

αποτελεί την  πρώτη καταγεγραµµένη περίπτωση ολοκληρώµατος που υπολογίζεται 

µε ανάλυση της προς ολοκλήρωση συνάρτησης σε απλά κλάσµατα (Tuchinsky 1978, 

Rickey and Tuchinsky, 1980). Ο υπολογισµός αυτός (όπως είδαµε και στη σηµείωση 

29 του δεύτερου µέρους) µπορεί να γενικευτεί άµεσα δηµιουργώντας µία µεγάλη 

κατηγορία ολοκληρωµάτων που υπολογίζονται µε τον ίδιο τρόπο. Η κατηγορία αυτή 

απαντάται σε όλα σχεδόν τα φροντιστηριακά βιβλία του Ελληνικού Λυκείου. 

ε) Τελικά, το ολοκλήρωµα  του µερκατορικού χάρτη φαίνεται να συνέβαλε 

µε τον τρόπο του στην ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού στα πρώτα του στάδια. 

Μάλιστα οι Rickey και Tuchinsky (1980), χαρακτηρίζουν την όλη περίπτωση ως «µία 

εφαρµογή της Γεωγραφίας στα Μαθηµατικά παρά το αντίστροφο». 

∫ ⋅ dφsecφ

στ) Βέβαια, η παράθεση των ιστορικών γεγονότων στην §11 δείχνει ότι από ένα 

χρονικό σηµείο και µετά, τα πράγµατα λειτούργησαν και αντίστροφα: χωρίς µία 

αυστηρή διαπραγµάτευση των άπειρα µικρών µεταβολών, µία πολύ ακριβής 

κατασκευή του µερκατορικού χάρτη δεν θα µπορούσε να υπάρξει. Η διαπραγµάτευση 

αυτή  δεν είναι άλλη απ’ αυτή του Απειροστικού Λογισµού τον Newton και Leibnitz. 

Το συµπέρασµα αυτό είναι σε απόλυτη συµφωνία µε τον Tuchinsky (1978). 

 

• ΣΤΟΝ ΑΠΟΗΧΟ ΟΛΩΝ ΑΥΤΩΝ ΤΩΝ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΩΝ αξίζει να 

σταθούµε ΣΤΟ ΠΡΩΤΟ ΜΕΡΟΣ της εργασίας. Από τα όσο ελέχθησαν εκεί φάνηκε 

ότι: 

α) Οι µαθηµατικές απαιτήσεις που πρέπει να πληροί η µερκατορική προβολή 

πρωτοαναδείχτηκαν και καθορίστηκαν από τον τρόπο που ναυσιπλοούσαν οι 

Ευρωπαίοι πάνω στην υδρόγειο (τον 16ο αιώνα) αποβλέποντας στην επέκταση  του 

εµπορίου σε παγκόσµια κλίµακα και των ορίων του γνωστού σ’ αυτούς κόσµου(*). 

β) Από ένα σηµείο και µετά η πλήρης ικανοποίηση αυτών των απαιτήσεων 

κατέστησε επιτακτική την ανάγκη αυτές να επαναδιατυπωθούν µε καθαρά 

                                            
(*) Οι ναυσιπλόοι «ποτέ δεν έκρυψαν την ανάγκη τους για καλύτερους χάρτες. (Γύρω στο 1550) ο Martin 
Cortes οδύρονταν γιατί οι σοφοί άντρες φαίνονταν ότι δεν µπορούσαν να κατασκευάσουν ακριβείς 
χάρτες» (από Brown, 1979). Ακόµη και την περίοδο που ο Mercator ανακάλυπτε τον µερκατορικό 
χάρτη ένας άλλος συγγραφέας και χαρτογράφος δήλωνε «…κάτω από τις υπάρχουσες συνθήκες δεν έχει 
κανένα νόηµα να ακολουθείς επί µακρόν µία πλεύση σταθερής πυξίδας έτσι όπως εµφανίζεται στο χάρτη» 
(ο.π.). 
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µαθηµατικούς όρους (Mercator) και να δουλευτούν πλέον “εσωτερικά” στα ίδια τα 

Μαθηµατικά ( όπως είδαµε στο β΄ µέρος της εργασίας η ακριβής κατασκευή του 

µερκατορικού χάρτη εξελίχθηκε σ’ ένα σχεδόν εσωτερικό ζήτηµα των πανεπιστηµίων 

του Cambridge και της Οξφόρδης, καθώς και των µαθηµατικών της Βασιλικής 

Εταιρείας του Λονδίνου).  

γ) Όλα αυτά τα στοιχεία φαίνεται να συνηγορούν µε τον καλύτερο τρόπο ότι 

τουλάχιστον στην περίπτωση της µερκατορικής προβολής και των συνδεδεµένων µ’ 

αυτή σύµµορφων απεικονίσεων «η βαθιά µελέτη της Φύσης είναι η πιο γόνιµη πηγή 

µαθηµατικών ανακαλύψεων» (Fourier, 1807). Στην προέκτασή του βέβαια το 

συµπέρασµα αυτό οδηγεί ξανά στο… αιώνιο ερώτηµα: Πόσο σαφείς είναι οι 

διαχωριστικές γραµµές ανάµεσα σ’ ένα εφαρµοσµένο πρόβληµα και σ’ ένα καθαρά 

µαθηµατικό πρόβληµα; Ή αλλιώς, πότε κάποιος κάνει εφαρµοσµένα και πότε καθαρά 

µαθηµατικά(*); 

δ) Επιπλέον, τα συµπεράσµατα α) και β) αυτής της υποενότητας φαίνεται να 

στηρίζουν την άποψη που συχνά αναφέρεται σε βιβλία που καταπιάνονται µε την 

εξέλιξη των µαθηµατικών εννοιών ότι, τα µαθηµατικά αποτελούν συστατικό στοιχείο 

αυτού που ονοµάζεται ∆υτικός Πολιτισµός. 

 

• ΚΛΕΙΝΟΝΤΑΣ ΤΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ θα ξαναθυµίσουµε τις (τουλάχιστον) 

τρεις διαφορετικές διατυπώσεις του κεντρικού προβλήµατος αυτής της µελέτης: 

1η διατύπωση: Σε τι είδους χάρτη θα µπορούσε µία πλεύση σταθερής πυξίδας εύκολα 

και µε ακρίβεια να χαραχτεί και (κατόπιν) να ακολουθηθεί; πώς κατασκευάζεται ένας 

τέτοιος χάρτης; (διατύπωση πριν το Mercator, §5, σελ. 15). 

2η διατύπωση: Να απλωθεί η επιφάνεια της σφαίρας πάνω στο επίπεδο µε τέτοιο 

τρόπο ώστε οι λοξοδροµικές καµπύλες να µετασχηµατίζονται σε ευθύγραµµα 

τµήµατα και οι διευθύνσεις πάνω στο χάρτη (δηλαδή οι γωνίες) να είναι ίδιες µε τις 

αληθείς διευθύνσεις (δηλαδή τις γωνίες πάνω στη Γη). Πρόκειται για τη διατύπωση 

του Mercator που συναντήσαµε στην παράγραφο 8 και στις σελίδες 33, 35.  

3η διατύπωση: Να αποδειχθεί ότι ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−=⋅∫ o

οφ 

o 
φ

2
π

2
1tanlnφdφsec  (εικασία του 

Bond) και να δοθεί ένας ακριβής τρόπος υπολογισµού του ολοκληρώµατος.  

                                            
( * )  π.χ. ο Wallis όταν απαντούσε στον κύριο Richard Norris (βλέπε παράγραφο 11.4), έκανε καθαρά ή 
εφαρµοσµένα µαθηµατικά;… 
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Οι διατυπώσεις αυτές (καθώς και τα αναλυτικά ιστορικά γεγονότα που παρατέθηκαν) 

οδηγούν σ’ ένα επιπλέον συµπέρασµα: 

ε) Το πρόβληµα που µελετήσαµε δεν κατέχει ένα καθαρό – αυτόνοµο µαθηµατικό 

χώρο στον οποίο εξαρχής τέθηκε, νοηµατοδοτούνταν και βελτιωνόταν από τις 

προσπάθειες διάφορων µαθηµατικών. Αντίθετα, υπάρχει µέσα σ’ ένα ενιαίο χώρο 

Γεωγραφίας, Χαρτογραφίας, Μαθηµατικών και Ναυσιπλοίας.  Σ’ αυτόν  τον ενιαίο 

χώρο είναι που αναδεικνύεται µία πολιτισµική διάσταση των Μαθηµατικών. 

Αν στη διδακτική πράξη ο ενιαίος χώρος αποσιωπηθεί, τότε µοιραία το 

µαθηµατικό πρόβληµα εκπίπτει σε µια απλή εφαρµογή κάποιας γενικότερης θεωρίας 

µε αποτέλεσµα η όποια πολιτισµική διάσταση των Μαθηµατικών να µην δύναται να 

αναδειχθεί(*). 

 

 

 

 

   

                                            
(*) Κεντρικό ρόλο σ’ αυτή την ανάδειξη είχε – στην περίπτωσή µας – η ιστορική επιχειρηµατολογία η 
οποία ήταν διαρκής και όχι υπό µορφή ιστορικού σηµειώµατος. 
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