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ΑΝΣΙ ΠΡΟΛΟΓΟΤ 
 

«Αγαπθτζ Κφριε,  

«Οι περιςςότεροι από μασ ζχουν διδάξει μερικά πράγματα για το ξεκίνθμα 

των εκκετικϊν ιδεϊν με τθν χάραξθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ ψ = 2χ. ….  Εάν δεχτοφμε ότι διατθρείται ο πολλαπλαςιαςτικόσ 

κανόνασ  για τουσ εκκζτεσ μποροφμε εφκολα να δοφμε τι  ςθμαίνουν οι 

κλαςματικοί και αρνθτικοί εκκζτεσ ....Ζχω πραγματικά μια ερϊτθςθ που δεν 

μπορϊ να απαντιςω: τι μποροφμε να ποφμε για τουσ άρρθτουσ ι ακόμα για 

τισ υπερβατικοφσ εκκζτεσ;  Φυςικά μπορϊ να βρω αρικμθτικζσ προςεγγίςεισ 

για το 22  και το 2π, αλλά κάνοντάσ το αυτό υποκζτω ότι ςυμπεριφζρονται 

ςαν κανονικοί εκκζτεσ, που είναι αρκετά ςαφζσ ότι δεν είναι. Αποδίδουμε 

«νόθμα» ςτουσ αρνθτικοφσ και τουσ κλαςματικοφσ εκκζτεσ. Μπορεί κάποιοσ 

(μπορεί κανείσ;) να κάνει κάτι για τουσ άλλουσ εκκζτεσ που ανζφερα;  Και αν 

όχι τότε πρζπει να ποφμε ότι θ ψ = 2χ δεν είναι, τελικά, μια ςυνεχισ 

ςυνάρτθςθ και ζτςι όλθ θ κουβζντα για τθν παραγϊγιςθ ςτερείται 

κεμελίωςθσ…. Όλα αυτά μου φαίνονται πολφ παράξενα και αν κάποιοσ είναι 

ικανόσ να οργανϊςει τα πράγματα με ζναν ςυςτθματικό τρόπο παρακαλϊ να 

το κάνει. Αλλά για να γυρίςω ςτθν ερϊτθςι μου: τι μποροφμε να ποφμε (ι να 

ςκεφτοφμε) ςχετικά με το 
22  και το 2π;»  

Γράμμα αναγνϊςτθ ςτο περιοδικό Mathematics Teaching 86 (1979)  

Από το βιβλίο: A. Gardiner (1980) Infinite Processes. Background to Analysis  

Springer-Verlag W New York Heidelberg Berlin  

Κάποιεσ τζτοιεσ ςκζψεισ, όπωσ αυτζσ του ςυναδζλφου που ζγραψε το παραπάνω γράμμα, 

ιταν αυτζσ που με ζκαναν να ξεκινιςω αυτιν τθν εργαςία. Θ αρχικι μου ερϊτθςθ ιταν 

ακριβϊσ αυτι: τι ςθμαίνει δφναμθ με εκκζτθ άρρθτο; Και κυρίωσ, πωσ κα διδάξω αυτιν τθν 

ζννοια ςτουσ μακθτζσ μου ςτο Λφκειο;  

Στο ςχολικό βιβλίο θ δφναμθ με άρρθτο εκκζτθ ορίηεται ωσ το όριο των δυνάμεων με 

εκκζτθ τθν ακολουκία των δεκαδικϊν προςεγγίςεων του άρρθτου εκκζτθ με ν δεκαδικά 

ψθφία, όταν το ν τείνει ςτο άπειρο. Οι μακθτζσ βλζπουν το όριο για πρϊτθ φορά. Στθν 

ουςία δθλαδι λζει ςτουσ μακθτζσ ότι θ δφναμθ με άρρθτο εκκζτθ είναι κάποιο όριο. Οι 

μακθτζσ δεν ξζρουν βζβαια τι ςθμαίνει όριο. Άτυπα το βιβλίο ορίηει ωσ όριο ι οριακι τιμι 

(αναφερόμενο ςε ζνα ςυγκεκριμζνο παράδειγμα που δίνει πριν τον γενικό οριςμό) ωσ εξισ: 

«Πταν το πλικοσ των δεκαδικϊν προςεγγίςεων τθσ ακολουκίασ (1) (των δεκαδικϊν 

προςεγγίςεων του άρρθτου εκκζτθ) αυξάνει, οι όροι τθσ ακολουκίασ (2) (τθσ ακολουκίασ  

των αντίςτοιχων δυνάμεων) φαίνεται να προςεγγίηουν ζναν οριςμζνο αρικμό που λζγεται 
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όριο τθσ ακολουκίασ αυτισ». Μετά λζει ότι, γενικά, αποδεικνφεται ότι οι όροι τθσ 

ακολουκίασ     «προςεγγίηουν» ζνα πραγματικό αρικμό, τον οποίο κα τον λζμε όριο τθσ 

ακολουκίασ.  

Δθλαδι, το όριο αυτισ τθσ ακολουκίασ είναι ζνασ αρικμόσ που οι όροι τθσ «προςεγγίηουν» 

αλλά και ο πραγματικόσ αρικμόσ είναι αυτό το όριο.  

Τι είναι λοιπόν ο αρικμόσ που παριςτάνει μια δφναμθ με άρρθτο εκκζτθ; Ζνα όριο 

Τι είναι ζνα όριο; Ζνασ αρικμόσ (που «προςεγγίηεται» ςε μία άπειρθ διαδικαςία.) 

Αυτι είναι λοιπόν θ ςτιγμι που οι μακθτζσ μπαίνουν ςτον κόςμο του απειροςτικοφ 

λογιςμοφ, τον οποίο κα διδαχκοφν πιο ςυςτθματικά ςτθν επόμενθ τάξθ, με τρόπο, και ζτςι 

νομίηω ςυνεχίηουν και ςτθν επόμενθ τάξθ, που είναι τελείωσ «ακατανόθτοσ» για αυτοφσ. 

Δεν νομίηω ότι κα βροφμε πολλοφσ μακθτζσ που κα τουσ φαίνεται πειςτικι μια τζτοια  

ερμθνεία τθσ δφναμθσ με άρρθτο εκκζτθ (για να μθν πάμε ακόμα και ςτθν ερμθνεία των 

δυνάμεων με ρθτό εκκζτθ που πάλι βαςίηεται ςε ζνα αυκαίρετο «αν απαιτιςουμε να ιςχφει 

θ ιδιότθτα….», δεσ ςελ. 122 του ςχολικοφ βιβλίου) και κζλω να πιςτεφω και ελάχιςτουσ 

κακθγθτζσ, τουλάχιςτον ανάμεςα ςε κείνουσ που ενδιαφζρονται θ διδαςκαλία τουσ να ζχει 

«νόθμα» για τουσ μακθτζσ.  

Στθν ουςία, ο οριςμόσ που δίνεται από το βιβλίο εμπεριζχει τθν αιτία θ οποία οδιγθςε 

ςτθν αρικμθτικοποίθςθ τθσ ανάλυςθσ (δεσ Κεφάλαιο 1): θ ανάγκθ να «βελτιωκεί» το 

κριτιριο  του Cauchy για τθ ςφγκλιςθ ακολουκίασ οδιγθςε ςτο να οριςτεί ο πραγματικόσ 

αρικμόσ ανεξάρτθτοσ από τθν ζννοια του ορίου. Φτάςαμε ζτςι ςτο αξίωμα τθσ πλθρότθτασ 

ι ςυνζχειασ και ςτθν κεμελίωςθ του ςϊματοσ των πραγματικϊν αρικμϊν. Μετά 

μποροφςαμε να αποδείξουμε αν κζλουμε ότι, για παράδειγμα, ζνασ ςυγκεκριμζνοσ 

πραγματικόσ αρικμόσ είναι το όριο των δεκαδικϊν προςεγγίςεϊν του. Θ βάςθ όμωσ όλου 

του ςυςτιματοσ ζγινε θ, ανεξάρτθτθ, ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ. Τι μασ λζει τότε το 

βιβλίο; Το βιβλίο φτάνει, πικανϊσ, μζχρι τθν εποχι του Cauchy όπου ο απειροςτικόσ 

λογιςμόσ ιταν ςυνδεδεμζνοσ με τθν γεωμετρικι εποπτεία και όπου δεν υπιρχε ιδιαίτερθ 

ανθςυχία για τθν φπαρξθ κάποιου αρικμοφ. Εκεωρείτο δεδομζνθ από τθν γεωμετρικι 

εποπτεία τθσ ευκείασ των αρικμϊν.  Χρειάςτθκε το κεϊρθμα τθσ πλθρότθτασ των 

πραγματικϊν αρικμϊν για να μασ εξαςφαλίςει τθν φπαρξθ και τον οριςμό των πραγματικϊν 

αρικμϊν.  
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Τϊρα κα πείτε: αφοφ τόςουσ αιϊνεσ οι μακθματικοί μπόρεςαν να δθμιουργιςουν τόςα και 

τόςα ζχοντασ μόνο μία διαιςκθτικι γνϊςθ για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ γιατί κα πρζπει 

να ενδιαφερόμαςτε για το τι παραπάνω κα χρειαηόμαςταν να ποφμε ςτουσ ςθμερινοφσ 

μακθτζσ μασ; Ρόςο μάλλον όταν για να τουσ μιλιςουμε για κάτι παραπάνω κα πρζπει να 

πάμε ςτθν αξιωματικι κεωρία κάτι που φαντάηει εξαιρετικά δφςκολο.  Πλα αυτά φαίνεται 

να είναι αδφνατον να διδαχκοφν ςε μακθτζσ του Λυκείου και ακόμα περιςςότερο ςε 

μακθτζσ τθσ Βϋ Λυκείου ςτουσ οποίουσ όμωσ (παραδόξωσ;) θ ζννοια τθσ δφναμθσ με εκκζτθ 

άρρθτο «πρζπει» (ςφμφωνα με το αναλυτικό πρόγραμμα) να διδαχκεί!  Και όμωσ 

πραγματικά πρζπει οι μακθτζσ τθσ Βϋ Λυκείου να κατανοιςουν αυτιν τθν ζννοια, όπωσ και 

γενικότερα τθν ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ που είναι θ βάςθ τθσ ανάλυςθσ τθν οποία 

κα διδαχκοφν ςτθ επόμενθ τάξθ.  

 Αποφάςιςα ζτςι να προςπακιςω να προςεγγίςω μια διδαςκαλία  τθσ ζννοιασ αυτισ  και 

μζςα από τθν διδαςκαλία τθσ ιλπιηα ότι κα μου δοκεί θ ευκαιρία να  ςυηθτθκοφν ςτθν τάξθ 

και άλλα κζματα ςχετικά με τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ, όπωσ θ ζννοια τθσ  πυκνότθτασ, 

θ ςυνζχεια και φυςικά το όριο προκειμζνου να βοθκιςω τουσ μακθτζσ μου (ςτο ςχολείο 

που εργάηομαι) να προετοιμαςτοφν για τισ ζννοιεσ τθσ Ανάλυςθσ τθσ Γϋ Λυκείου.   

Θ βιβλιογραφία όμωσ πάνω ςτθν διδαςκαλία τθσ ζννοια τθσ δφναμθσ με εκκζτθ άρρθτο 

αρικμό, αλλά και γενικότερα πάνω ςτθν διδαςκαλία τθσ ζννοιασ του πραγματικοφ αρικμοφ, 

είναι μάλλον φτωχι (τουλάχιςτον ςτον βακμό που εγϊ μπόρεςα να τθν εξερευνιςω). Το 

κφριο ςτιριγμά μου, προκειμζνου να καταςκευάςω μια (πειραματικι) διδαςκαλία που να 

ζχει ουςιαςτικι επεξθγθματικι αξία, ιταν θ ερευνθτικι εργαςία πάνω ςτθν εκκετικι 

ςυνάρτθςθ τθσ ερευνιτριασ Jere Confrey και των ςυνεργατϊν τθσ. Μζςω των κεωριϊν τθσ 

Confrey, θ οποία μζςω τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ αναπτφςςει ζναν «πολλαπλαςιαςτικό 

κόςμο» ςε αντίκεςθ με τον ςυνικθ «προςκετικό κόςμο» (βαςιηόμενθ και ςτθν ιςτορικι 

εξζλιξθ των ςχετικϊν εννοιϊν), μπορεί κανείσ να ςυλλάβει μια ενιαία εξιγθςθ των 

δυνάμεων με εκκζτθ γενικά ρθτό αρικμό. Ρροςπάκθςα να επεκτείνω τθν λογικι τθσ για να 

φτάςω ςε μια πρόταςθ για τθν διδαςκαλία που να περιλαμβάνει και τουσ άρρθτουσ 

εκκζτεσ.  

Θ εργαςία αυτι, εκτόσ από τθν παρουςίαςθ αυτισ τθσ πειραματικισ διδαςκαλίασ και ενόσ 

ςχετικοφ ερωτθματολογίου, περιλαμβάνει μια ευρεία βιβλιογραφικι ζρευνα, το 

μεγαλφτερο μζροσ τθσ οποίασ μου χρειάςτθκε προκειμζνου να αναλφςω τθν διδαςκαλία 

αυτι, μετά τθν πραγματοποίθςθ τθσ. Θ πειραματικι διδαςκαλία για τθν εργαςία αυτι δεν 

είναι μια προτεινόμενθ διδαςκαλία αλλά ζνα αντικείμενο εξζταςθσ προκειμζνου να 
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ερευνιςουμε αν το πλαίςιο τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ μπορεί πράγματι να μασ επιτρζψει 

να επιτφχουμε μια καλφτερθ μεταξφ μασ μακθματικι  επικοινωνία με αντικείμενο τουσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ.    
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 1Ο : ΣΙ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑ΢ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΟ΢ ΑΡΙΘΜΟ΢;  
  

     Θ ζννοια των πραγματικϊν αρικμϊν (Merenluoto – Lehtinen, 2002) είναι μια από τισ πιο 

ςφνκετεσ και βακιζσ ζννοιεσ των μακθματικϊν. Σαν καταςκευι των ανϊτερων μακθματικϊν 

είναι απολφτωσ αφθρθμζνθ και τελείωσ απρόςιτθ ςτισ αιςκιςεισ μασ και (κατά τθν 

Sfard,1991) μποροφμε να τθν προςεγγίςουμε μόνο «με τα μάτια του μυαλοφ μασ». Οι 

μακθματικοί ζχουν διαφορετικά είδθ αυςτθρϊν καταςκευϊν για αυτοφσ τουσ αρικμοφσ με 

ποιο γνωςτοφσ εκείνουσ όπου οι πραγματικοί αρικμοί παρουςιάηονται ωσ όρια ακολουκιϊν 

(προςζγγιςθ που, ςε ζνα μθ τυπικό πλαίςιο, ακολουκοφμε ςε αυτιν τθν εργαςία) ι ωσ 

τομζσ τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν. Αυτζσ οι καταςκευζσ, ωςτόςο, είναι ςχετικά 

νζεσ ςτθν ιςτορία των μακθματικϊν:  ο αυςτθρόσ οριςμόσ για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ 

αναπτφχκθκε ςτο τζλοσ του 19ου αιϊνα.  

Το κφριο πρόβλθμα για τθν αργι ανάπτυξι τουσ, ςφμφωνα με τισ  Merenluoto – Lehtinen, 

2002,  ιταν θ διχοτομία των ςυνεχϊν και διακριτϊν μεγεκϊν. Θ βαςικι ιδζα των αρικμϊν 

από τθν Αρχαιότθτα ιταν θ διακριτι τουσ φφςθ ωσ ςυλλογι αντικειμζνων, ενϊ τα ςυνεχι 

μεγζκθ δεν μετροφνταν με αρικμοφσ αλλά με γραμμζσ. Ο Boyer,( 1949) ομοίωσ υποςτθρίηει 

ότι θ βακφτερεσ πθγζσ των πραγματικϊν αρικμϊν βρίςκονται ςε δφο από τισ πιο προφανείσ 

όψεισ τθσ φφςθσ: τθν πολλαπλότθτα και τθν μεταβλθτότθτα, δθλαδι τθν δυνατότθτα τθσ 

επανάλθψθσ και τθσ ςυνζχειασ.    

Για τουσ  αρχαίουσ  Ζλλθνεσ, (Tall & Katz, 2010x) θ γεωμετρία και θ αρικμθτικι κεωροφνταν 

κεμελιωδϊσ διακριτά πεδία. Οι πράξεισ τθσ αρικμθτικισ μποροφν να εφαρμοςτοφν ςτουσ 

φυςικοφσ αρικμοφσ και ςτα κλάςματα  , αλλά το γινόμενο δφο μθκϊν ιταν ζνα εμβαδόν, 

ζτςι οι αρχαίοι Ζλλθνεσ δεν οικοδόμθςαν μια πλιρθ αρικμθτικι ςτθν γεωμετρία.  

Θ κεωρία τουσ των αναλογιϊν περιοριηόταν ςτο να 

ςυγκρίνει μεγζκθ του ίδιου είδουσ . Για 

παράδειγμα, για το παρακάτω ςχιμα όπου το DE 

είναι παράλλθλο με το BC θ αναλογία                

AB:AD :: AC:AE που προκφπτει ερμθνευόταν ωσ: «το 

AB είναι για το AD ότι το AC για το AE» (Ρρόταςθ 1 

από το βιβλίο VI των Στοιχείων του Ευκλείδθ)  
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Τον 17ο αιϊνα, ο Descartes (1653) ξεπζραςε(Tall & Katz, 2010x και Γιαννακοφλιασ, 2007, 

ςελ. 169))  τουσ περιοριςμοφσ που ςυνεπαγόταν θ αρχαία οπτικι με τθν απλι μζκοδο τθσ 

επιλογισ ενόσ μικουσ ωσ μονάδα ςε ζνα ςυγκεκριμζνο υπολογιςμό. Μποροφςε ζτςι να 

πολλαπλαςιάηει και να διαιρεί μικθ.   

Ξαναγράφοντασ τθν αναλογία AB:AD :: AC:AE ωσ  
  

  
 

  

  
   και επιλζγοντασ ΑΕ = 1, 

μποροφςε να υπολογίςει το AB = AC × AD κεωρϊντασ το πλζον ωσ ζνα άλλο μικοσ και όχι 

ςαν ζνα εμβαδόν. Αυτό όχι μόνο ζδωςε μια πλιρθ αρικμθτικι των αρικμϊν ωσ μικθ, αλλά 

του επζτρεψε να ςυνδζςει τθν κζςθ ενόσ ςθμείου ςε μια γραμμι με ζνα διατεταγμζνο 

ηεφγοσ πραγματικϊν αρικμϊν (ςυνταγμζνων) και μια επίπεδθ καμπφλθ να κεωρείται ωσ ο 

γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων των οποίων οι ςυντεταγμζνεσ τθν επαλθκεφουν. Με τθν 

Καρτεςιανι (αναλυτικι) γεωμετρία ειςάγεται ςτα Μακθματικά θ ζννοια του μεταβλθτοφ 

μεγζκουσ και  παράλλθλα εγκαινιάηεται μια ςυμπλθρωματικι ανταλλαγι ιδεϊν ανάμεςα 

ςτθν Γεωμετρία και τθν Άλγεβρα. Οι εργαςίεσ του Descartes κα ςθμάνουν τθν ζναρξθ  τθσ 

περιόδου τθσ «Αρικμθτικοποίθςθσ» των Μακθματικϊν που θ ολοκλιρωςι τθσ κα 

ξεπεράςει τα διακόςια χρόνια.  

Ο απειροςτικόσ  λογιςμόσ του  Leibniz (1646 – 1716) (Γιαννακοφλιασ, 2007, ςελ. 348), 

διαπραγματευόταν κυρίωσ καμπφλεσ ι ςχζςεισ μεταξφ μεταβλθτϊν γεωμετρικϊν μεγεκϊν, 

ςυνδεδεμζνων με τθν καμπφλθ, με ςυνζπεια να μθν μπορεί να γίνει κατανοθτόσ  δίχωσ 

αναφορά ςτθν γεωμετρικι του ερμθνεία.  Χρθςιμοποίθςε (Tall & Katz, 2010x) τισ ιδζεσ του 

Descartes για να υπολογίςει τισ κλίςεισ των καμπυλϊν και τα εμβαδά επιφανειϊν που 

περιορίηονταν από καμπφλεσ, κεωρϊντασ μια καμπφλθ ςαν ζνα πολφγωνο με ζναν άπειρο 

αρικμό απειροελάχιςτα μικρϊν πλευρϊν, ζτςι ϊςτε να μπορεί να υπολογίςει τθν κλίςθ μιασ 

καμπφλθσ ςαν τον λόγο dψ/dχ για απειροελάχιςτεσ αυξιςεισ  dχ και dψ ςτθν ανεξάρτθτθ 

μεταβλθτι χ και ςτθν εξαρτθμζνθ μεταβλθτι ψ.  

Ο Euler (1707 – 1783)ςυνζχιςε (Tall & Katz, 2010x) τθν ανάπτυξθ του απειροςτικοφ 

λογιςμοφ ςτον 18ο αιϊνα, εςτιάηοντασ ςτθν άλγεβρα παρά ςτθν γεωμετρία, επιτρζποντασ 

υπολογιςμοφσ με απειροςτά ςαν να ιταν κανονικοί αρικμοί. Ζγραφε το 1749 : «Ο 

απειροςτικόσ λογιςμόσ αφορά μεταβλθτζσ ποςότθτεσ, που ςθμαίνει ποςότθτεσ 

εξεταηόμενεσ γενικά». Επίςθσ ο Euler (Γιαννακοφλιασ, 2007, ςελ. 310) ιταν ο πρϊτοσ που 

ζδωςε ζναν οριςμό για τθν  ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ, τθν οποία ζκανε βαςικι ζννοια για τα 

Μακθματικά.  
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Στο ξεκίνθμα του 19ου αιϊνα (Tall & Katz, 2010x) ο Cauchy (1789 – 1857) υιοκζτθςε μια πιο 

ςυγκεκριμζνθ άποψθ για τισ μεταβλθτζσ ποςότθτεσ, ορίηοντασ ζνα απειροςτό με όρουσ 

μιασ ακολουκίασ των οποίων οι όροι φκίνουν ςτο 0. Ζδωςε τον ακόλουκο οριςμό για το 

απειροςτό (Γιαννακοφλιασ, 2007, ςελ. 351): «Πταν οι διαδοχικζσ τιμζσ μιασ μεταβλθτισ 

ποςότθτασ μειϊνονται διαρκϊσ με τζτοιο τρόπο, ϊςτε να γίνονται μικρότερεσ από 

οποιαδιποτε δοκείςα ποςότθτα, εκείνθ θ μεταβλθτι γίνεται αυτό που ονομάηουμε 

απειροςτό. Μια τζτοια μεταβλθτι ζχει όριο το 0».  

Ο Cauchy κεϊρθςε ςαν βαςικι ζννοια τθν ζννοια του ορίου (που -Γιαννακοφλιασ, 

2007,ςελ.350- από τθν εποχι του Newton είχε κεωρθκεί , ερμθνευμζνο γεωμετρικά,  ωσ 

ζνα ςφνορο που μποροφςε να προςεγγιςτεί ολοζνα και περιςςότερο, δίχωσ όμωσ να 

ξεπεραςτεί ) πάνω ςτθν οποία βάςιςε όλεσ τισ υπόλοιπεσ ζννοιεσ του απειροςτικοφ 

λογιςμοφ. Ο οριςμόσ του ορίου  (Bagni, G.,2003) που ζδωςε ιταν:  

«Πταν οι τιμζσ μιασ μεταβλθτισ προςεγγίηουν απεριόριςτα μια ςτακερι τιμι, όςο κοντά 

κζλουμε, αυτι θ ςτακερι τιμι είναι το όριο όλων αυτϊν των τιμϊν. Για παράδειγμα, ζνασ 

άρρθτοσ αρικμόσ είναι το όριο όλων των διαφορετικϊν κλαςμάτων που δίνουν 

προςεγγιςτικζσ τιμζσ για αυτό» 

Το ςθμαντικό (Katz, 1998),και αυτό που διαφοροποιεί τθν αντίλθψθ του  Cauchy για το όριο 

ςε ςχζςθ με τουσ προγενζςτερουσ του μακθματικοφσ, είναι, όπωσ φαίνεται από τισ 

αποδείξεισ των κεωρθμάτων του, ότι μεταφράηει τουσ ιςχυριςμοφ του αρικμθτικά 

χρθςιμοποιϊντασ τθν γλϊςςα των ανιςοτιτων.  Ιταν θ πρϊτθ χριςθ τθσ λογικισ των ε- δ 

οριςμϊν για το όριο (Grabiner, 1983) τουσ οποίουσ απζδωςε, με τθν μορφι που τουσ 

ξζρουμε ςιμερα, ο Weierstrass (Boyer, 1949 ςελ. 286). 

Αυτό γίνεται επίςθσ  φανερό και ςτο χριςιμο κριτιριο που είχε βρει ο Cauchy για τθν 

ςφγκλιςθ μιασ ακολουκίασ, που με ςθμερινι ςθμειογραφία γράφεται:  

Η ακολουκία (αν) ςυγκλίνει αν για κάκε ε > 0 υπάρχει ακζραιοσ μ > 0 ϊςτε για κάκε 

κ > μ,         < ε.  

Αυτό φαίνεται (Giaquinto, 2002) ςωςτό: Αν μποροφμε να δείξουμε ότι οι όροι τθσ 

ακολουκίασ τελικά είναι οςοδιποτε κοντά κζλουμε, θ ακολουκία κάπου κα 

καταλιγει. Αλλά για να αποδειχκεί αυτό χρειάηεται να κεωριςουμε το ςφςτθμα των 

πραγματικϊν αρικμϊν. Ραρόμοια εικαςία είναι ότι αν όλοι οι όροι μιασ αφξουςασ 

ακολουκίασ είναι μικρότεροι από κάποιον αρικμό, τότε θ ακολουκία κα ςυγκλίνει. 
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Και αυτό επίςθσ φαίνεται ςωςτό: κάποιοσ μπορεί να φανταςτεί τουσ όρουσ μιασ 

ακολουκίασ να ςυμπιζηονται όλο και περιςςότερο κακϊσ πλθςιάηουν το άνω 

φράγμα του ςυνόλου των όρων τθσ από κάτω, μζχρι να καταλιξουν ςε ζνα ςθμείο, 

και αυτό κα μποροφςε να είναι το ελάχιςτο άνω φράγμα τθσ ακολουκίασ, το όριό 

τθσ. Αλλά πάλι για να αποδειχκεί αυτό χρειάηεται να κεωριςουμε το ςφςτθμα των 

πραγματικϊν αρικμϊν.   

 Ο Cauchy προςπάκθςε (Boyer, 1949,  ςελ. 281) να αποδείξει το κεϊρθμα για τθν ςφγκλιςθ 

ακολουκίασ  αλλά απζτυχε γιατί θ κατανόθςι του για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ (Katz, 

1998) ιταν ςτο επίπεδο τθσ διαιςκθτικισ κατανόθςθσ. Ραρότι είχε δϊςει τον οριςμό, που 

αναφζραμε παραπάνω, για τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ, κεωροφςε ωσ εκ των προτζρων 

δεδομζνθ τθν φπαρξθ ενόσ τζτοιου αρικμοφ χωρίσ κανζνα επιχείρθμα που να αιτιολογεί  

τθν βεβαιότθτά του αυτι.  

Θ αποτυχία αυτι του Cauchy ιταν (Giaquinto, 2002)το αποτελεςματικό κίνθτρο για να 

φτάςουμε ςτον οριςμό του πραγματικοφ αρικμοφ.  

 Χωρίσ ζναν ολοκλθρωμζνο οριςμό των άρρθτων αρικμϊν θ πλιρθσ απόδειξθ του κριτθρίου 

ςφγκλιςθσ του Cauchy είναι αδφνατθ:  

Ο  Cauchy είχε υποςτθρίξει, όπωσ είδαμε πριν, ότι οι άρρθτοι αρικμοί πρζπει να ειδωκοφν 

ωσ όρια  ακολουκιϊν ρθτϊν αρικμϊν. Από τθν ςτιγμι (Boyer, 1949,  ςελ. 281)  που ζνα όριο 

ορίηεται ςαν ζνασ αρικμόσ τον οποίο οι όροι τθσ ακολουκίασ προςεγγίηουν με τζτοιο τρόπο 

που τελικά θ διαφορά ανάμεςα ςε αυτόν τον αρικμό και τουσ όρουσ τθσ ακολουκίασ 

μπορεί να γίνει μικρότερθ από οποιονδιποτε δοςμζνο αρικμό, θ φπαρξθ του άρρθτου 

αρικμοφ εξαρτάται, ςτον οριςμό του ορίου, από τθν γνϊςθ τθσ φπαρξισ του και ςυνεπϊσ 

του προθγουμζνωσ δοκζντοσ οριςμοφ, τθσ  ίδιασ ποςότθτασ  τθσ οποίασ ο οριςμόσ 

επιχειρείται.   

Αυτό ςθμαίνει (Boyer, 1949,  ςελ. 281) ότι, για παράδειγμα, δεν μπορεί κανείσ να ορίςει τον 

αρικμό    ςαν το όριο τθσ ακολουκίασ 1, 1,4, 1,41, 1,414,… επειδι για να αποδείξει κανείσ 

ότι αυτι θ ακολουκία ζχει ζνα όριο, κα πρζπει να υποκζςει, με βάςθ τον οριςμό του ορίου 

και τθσ ςφγκλιςθσ, τθν φπαρξθ αυτοφ του αρικμοφ ωσ προθγουμζνωσ αποδεδειγμζνο ι 

οριςμζνο.  

Ο Cauchy δεν φαίνεται (Boyer, 1949,  ςελ. 281) να είχε παρατθριςει τθν κυκλικότθτα αυτοφ 

του ςυλλογιςμοφ, αλλά ςιωπθλά υπζκεςε ότι κάκε ςυγκλίνουςα ακολουκία ζχει ζνα όριο. 
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Δθλαδι κεϊρθςε ότι θ φπαρξθ ενόσ αρικμοφ που κατζχει τθν εξωτερικι ςχζςθ που 

εκφράηεται ςτον οριςμό, κα προζκυπτε  από τισ εςωτερικζσ ςχζςεισ που εκφράηονται ςτο 

κεϊρθμα Cauchy. Αυτι θ ιδζα ίςωσ να βαςιηόταν ςε προκαταλιψεισ προερχόμενεσ από τθν 

Γεωμετρία. Θ προςπάκεια να βαςιςτεί θ ιδζα του αρικμοφ πάνω ςε αυτιν τθσ γεωμετρικισ 

γραμμισ είχε προκαλζςει τισ Ρυκαγόρειεσ δυςκολίεσ με τθν αςυμμετρία και δυςκολίεσ ςτθν 

ανάπτυξθ του απειροςτικοφ λογιςμοφ. Το ίδιο είχε υπονοιςει και ο Gregory St. Vincent, 

δφο αιϊνεσ πριν τον Cauchy, ότι το άκροιςμα των απείρων όρων μιασ γεωμετρικισ 

προόδου κα μποροφςε να αναπαραςτακεί από το μικοσ ενόσ ευκυγράμμου τμιματοσ και 

οι ςειρζσ κα μποροφςαν ζτςι να κεωρθκοφν ότι ζχουν ζνα όριο.  Ωςτόςο, προκειμζνου να 

γίνει θ ζννοια του ορίου ανεξάρτθτθ από τθν Γεωμετρία, οι μακθματικοί του δεφτερου 

μιςοφ του 19ου αιϊνα, προςπάκθςαν να καταςκευάςουν οριςμοφσ για τουσ άρρθτουσ 

αρικμοφσ χωρίσ τθν χριςθ του οριςμοφ ενόσ ορίου.  

Ο Weierstrass (1815 – 1897) ιταν ο πρϊτοσ που προςπάκθςε ςυςτθματικά να πετφχει τουσ  

ςτόχουσ αυτοφσ. Κζλθςε (Boyer, C., - Merzbach, U.,1997 ςελ. 629) να διαχωρίςει τον 

απειροςτικό λογιςμό από τθν Γεωμετρία και να τον βαςίςει μόνο ςτθν ζννοια του αρικμοφ. 

Διαπίςτωςε ότι για να πετφχει κάτι τζτοιο, ιταν αναγκαίο να ορίςει τουσ άρρθτουσ, 

ανεξάρτθτα από τθν ζννοια του ορίου. Στθν προςπάκειά του να λφςει το λογικό λάκοσ του 

Cauchy , ζλυςε το κζμα τθσ φπαρξθσ ενόσ ορίου μιασ ςυγκλίνουςασ ακολουκίασ, 

κεωρϊντασ, (μποροφμε να ποφμε απλοποιθμζνα), τθν ίδια τθν ακολουκία ωσ τον αρικμό ι 

το όριο (ςτθν πραγματικότθτα όριςε τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ ,ευρφτερα,  ωσ ςφνολα 

ρθτϊν). Ορίηοντασ για παράδειγμα (Boyer, 1949 ςελ. 286)  το    με τον τρόπο αυτό, μετά 

μποροφμε να αποδείξουμε, αν κζλουμε, ότι είναι το όριο τθσ ακολουκίασ 1, 1,4, 1,41,…. 

εξομαλφνοντασ ζτςι το λογικό λάκοσ τθσ κεωρίασ του Cauchy.    

Κάνοντασ  τθν βάςθ του απειροςτικοφ λογιςμοφ πιο αυςτθρά τυπικι (Boyer, 1949 ςελ. 285), 

ο Weierstrass επιτζκθκε επίςθσ ςτθν επίκλθςθ τθσ διαίςκθςθσ τθσ ςυνεχοφσ κίνθςθσ που 

υπονοείται ςτθν ζκφραςθ του Cauchy – ότι μια μεταβλθτι προςεγγίηει ζνα όριο. Μζχρι 

τότε, γενικά, θ μεταβλθτι οριηόταν ςαν ποςότθτα ι μζγεκοσ που δεν είναι ςτακερό. Αλλά 

από τον καιρό του  Weierstrass είχε αναγνωριςτεί ότι οι ιδζεσ τθσ μεταβλθτισ και του ορίου 

δεν είναι ουςιαςτικά εξαρτϊμενεσ από τον χρόνο, αλλά αντιμετωπίηονται με κακαρά 

ςτατικοφσ όρουσ. Ο Weierstrass ερμινευςε μια μεταβλθτι χ απλά ςαν ζνα γράμμα που 

υποδεικνφει ζνα οποιοδιποτε ςτοιχείο μιασ ςυλλογισ αρικμθτικϊν τιμϊν. Μια ςυνεχισ 

μεταβλθτι οριηόταν ομοίωσ με ςτατικοφσ όρουσ.  Ζτςι θ μεταβλθτι δεν αναπαριςτά μια 
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προοδευτικι μετάβαςθ διαμζςου όλων των τιμϊν ενόσ διαςτιματοσ, αλλά μια διαηευκτικι 

υπόκεςθ (disjunctive assumption) από οποιαδιποτε τιμι του διαςτιματοσ.  

Στθν διάρκεια του 18ου αιϊνα υπιρχε (Boyer, 1949 ςελ. 287) μια ζντονθ ςυηιτθςθ για το 

αν μια μεταβλθτι που προςεγγίηει το όριό τθσ μπορεί ποτζ να το φτάςει ι όχι. Αυτό είναι 

ουςιαςτικά το κρίςιμο ςθμείο ςτο επιχείρθμα του παράδοξου με τον Αχιλλζα του Ηινωνα. 

Λαμβάνοντασ, ωςτόςο, υπόψθ τθν ακρίβεια τθσ κεωρίασ του  Weierstrass για τα όρια, το 

ερϊτθμα αυτό φαίνεται να είναι εντελϊσ άςχετο (μθ ςυναφζσ). Στθν ζννοια του ορίου δεν 

εμπλζκεται θ ιδζα τθσ προςζγγιςθσ, αλλά μόνο μια ςτατικι κατάςταςθ. Θ αόριςτθ 

διαίςκθςι μασ για τθν κίνθςθ, αν και ιδιαίτερα γόνιμθ ςτθν υποβολι προτάςεων των 

ερευνϊν που οδιγθςαν ςτθν εφεφρεςθ του απειροςτικοφ λογιςμοφ, βρζκθκε, ςτο φωσ τθσ 

περαιτζρω ανάπτυξθσ τθσ ςκζψθσ, να είναι εντελϊσ ακατάλλθλθ και παραπλανθτικι. Και τι 

μποροφμε τότε να ποφμε για τθν αςαφι και αςφλλθπτθ αίςκθςθ για τθν ςυνζχεια θ οποία 

επθρεάηει τόςο πολφ τθν ςκζψθ μασ; Είναι επίςθσ αβάςιμθ; Τι μποροφμε να ποφμε για τθν 

ιδζα του απείρου που ο  Weierstrass είχε, με ςυγκεκαλυμμζνο τρόπο, χρθςιμοποιιςει ςτον 

οριςμό του για τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ; Μπορεί ςε αυτό να δοκεί ζνασ ςυνεπισ οριςμόσ; 

Αυτζσ οι ερωτιςεισ ερευνικθκαν από τουσ Dedekind , Cantor και άλλουσ μακθματικοφσ 

(που παρουςίαςαν τισ δουλειζσ τουσ γφρω ςτο 1872) που ςκζφτονταν με παρόμοιο τρόπο 

με τον Weierstrass αναηθτϊντασ ζναν ικανοποιθτικό οριςμό για τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ.   

Ο Dedekind (1831 – 1916) κατάλαβε (Boyer, 1949 ςελ. 290) ότι θ κεωρία των άρρθτων 

αρικμϊν, που βρίςκεται ςτθν ρίηα τθσ δυςκολίασ τθσ ζννοιασ του ορίου, ζπρεπε να 

αναπτυχκεί μόνο μζςω τθσ Αρικμθτικισ, προκειμζνου να είναι αυςτθρι. Αναρωτικθκε τι 

είναι αυτό που υπάρχει ςε ζνα ςυνεχζσ γεωμετρικό μζγεκοσ που ξεπερνάει τθν δυςκολία 

ςτθν οποία προφανϊσ θ Αρικμθτικι αποτυγχάνει. Δθλαδι, ποια είναι θ φφςθ τθσ 

ςυνζχειασ;  Θ Γεωμετρία (Giaquinto 2002) ζχει δφο νόμουσ για τθν διάταξθ των ςθμείων 

μιασ ευκείασ. Ο ζνασ είναι ο νόμοσ τθσ πυκνότθτασ: ανάμεςα ςε δφο οποιαδιποτε 

ςθμεία μιασ ευκείασ υπάρχει κάποιο άλλο. Ο άλλοσ γεωμετρικόσ νόμοσ είναι ότι για 

κάκε διαίρεςθ μιασ ευκείασ υπάρχει ακριβϊσ ζνα ςθμείο που παράγει τθν διαίρεςθ 

αυτι. Ο Dedekind προςδιόριςε αυτι τθν ιδιότθτα ςαν το κρίςιμο επιπλζον 

ςυςτατικό (μαηί με τθν πυκνότθτα) που κάνει μια γραμμι ςυνεχι. Κατζλθξε (Boyer, 

1949 ςελ. 290)  ότι θ ουςία τθσ ςυνζχειασ μιασ γραμμισ βρίςκεται ςτθν φφςθ τθσ διαίρεςθσ 

μιασ γραμμισ από ζνα ςθμείο. Είδε ότι ςε κάκε διαίρεςθ («τομι») των ςθμείων μιασ 

ευκείασ ςε δφο κλάςεισ, ζτςι ϊςτε κάκε ςθμείο τθσ μίασ να είναι αριςτερά από κάκε ςθμείο 

τθσ άλλθσ, υπάρχει ζνα και μόνο ζνα ςθμείο που παράγει αυτιν τθν διαίρεςθ. Αυτό δεν 
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ιςχφει για το διατεταγμζνο ςφςτθμα των ρθτϊν αρικμϊν. Αυτό τότε εξθγεί γιατί τα ςθμεία 

μιασ ευκείασ ςχθματίηουν ζνα ςυνεχζσ, αλλά οι ρθτοί αρικμοί όχι. Ππωσ το εξζφραςε ο 

Dedekind: «Από αυτι τθν απλι παρατιρθςθ αναδεικνφεται το μυςτικό τθσ ςυνζχειασ». 

Γίνεται φανερό ζτςι ότι το πεδίο των ρθτϊν αρικμϊν πρζπει να ςυμπλθρωκεί για να 

ςχθματιςτεί ζνα ςυνεχζσ πεδίο. Το μόνο που απαιτείται είναι το αξίωμα (του ςυνεχοφσ) των 

Cantor - Dedekind  ότι τα ςθμεία μιασ ευκείασ μποροφν να τεκοφν ςε μία 1- 1 αντιςτοιχία 

με τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ. Αν αυτό εκφραςτεί αρικμθτικά, ςθμαίνει ότι για κάκε 

διαίρεςθ των ρθτϊν αρικμϊν ςε δφο κλάςεισ υπάρχει ζνα μόνο πραγματικόσ αρικμόσ που 

να παράγει αυτι τθν τομι. 

Ζτςι, για να ξαναγυρίςουμε ςτον οριςμό του    , αν διαιρζςουμε τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ ςε 

δφο κλάςεισ Α και Β, ζτςι ϊςτε θ Α να περιζχει όλουσ τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ που τα 

τετράγωνά τουσ είναι μικρότερα από το 2 και θ Β να περιζχει όλουσ τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ 

που τα τετράγωνά τουσ είναι μεγαλφτερα από το 2, υπάρχει, από το αξίωμα του ςυνεχοφσ, 

ζνασ μόνο πραγματικόσ αρικμόσ – που ςτθν περίπτωςθ αυτι γράφεται    - ο οποίοσ 

παράγει αυτι τθν διαίρεςθ. Πμοια, κάκε πραγματικόσ αρικμόσ ορίηεται από μία τζτοια 

τομι ςτο ςφςτθμα των ρθτϊν αρικμϊν. Επιπλζον, αυτι θ τομι ςυνιςτά τον οριςμό του 

αρικμοφ   . Πμοια, κάκε πραγματικόσ αρικμόσ ορίηεται ςαν μία τομι ςτο ςφςτθμα των 

ρθτϊν αρικμϊν. 

Αυτό το αξίωμα κάνει το ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν ςυνεχζσ με τθν ζννοια ότι θ 

ευκεία γραμμι ζχει αυτιν τθν ιδιότθτα. Επιπλζον, ο πραγματικόσ αρικμόσ του Dedekind 

είναι κατά μία ζννοια μια δθμιουργία του ανκρϊπινου μυαλοφ, ανεξάρτθτθ από τισ 

διαιςκιςεισ του χϊρου και του χρόνου. Ο απειροςτικόσ λογιςμόσ κεωρείτο γενικά 

ςχετιηόμενοσ με τα ςυνεχι μεγζκθ αλλά πριν από τα μζςα του 19ου αιϊνα, κανείσ δεν είχε 

εξθγιςει με ακρίβεια με ποια ζννοια μποροφςε αυτό να γίνει αποδεκτό. Τα ςφμβολα για τισ 

μεταβλθτζσ είχαν αντικαταςτιςει τθν ιδζα των γεωμετρικϊν μεγεκϊν, αλλά ο Cauchy 

ςιωπθλά ερμινευε γεωμετρικά μια ςυνεχι μεταβλθτι. Ο Dedekind ζδειξε ότι δεν ιταν θ 

προφανισ απουςία περιοριςμϊν από τθν διακριτότθτα των ρθτϊν αρικμϊν που ζκανε τισ 

γεωμετρικζσ ποςότθτεσ ςυνεχείσ αλλά μόνο το γεγονόσ ότι τα ςθμεία ςε αυτά ςχθμάτιηαν 

ζνα πυκνό πλιρεσ ςφνολο. 

Ο Dedekind ολοκλιρωςε τθν εργαςία του (Katz, 1998) ορίηοντασ τισ γνωςτζσ αρικμθτικζσ 

πράξεισ ςτο ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν. Ιταν όμωσ, ζτςι ικανόσ να φτάςει ςε 

αποδείξεισ κεωρθμάτων που ποτζ πριν δεν είχαν αποδειχκεί. Ζνα από αυτά ιταν το 

κεϊρθμα ότι κάκε φραγμζνθ αφξουςα ακολουκία (βi) πραγματικϊν αρικμϊν ζχει ζνα όριο. 
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Αν Α2 είναι το ςφνολο όλων των αρικμϊν γ που είναι τζτοιοι ϊςτε να ιςχφει γ < βi για κάκε i, 

και Α1 το ςφνολο όλων των υπόλοιπων αρικμϊν, ο Dedekind εφκολα ζδειξε ότι θ τομι 

(Α1,Α2) κακορίηει τον αρικμό α ο οποίοσ είναι ο ελάχιςτοσ αρικμόσ ςτο Α2 και ο οποίοσ είναι 

το απαιτοφμενο όριο. Θ ιδιότθτα αυτι είναι λογικά ιςοδφναμθ (Dunham, 2005 ςελ. 159) με 

τθν ιδιότθτα τθσ  πλθρότθτασ του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν, ότι δθλαδι 

(Νεγρεπόντθσ, Σ., Γιωτόπουλοσ, Σ., Γιαννακοφλιασ, Ε. ,1999): «Αν το Α είναι ζνα μθ κενό, 

άνω φραγμζνο υποςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν, τότε το Α ζχει ελάχιςτο άνω 

φράγμα» ιδιότθτα που ςυμπεριζλαβε (Berge, A., 2008) ο  Hilbert ςτθν αξιωματικι 

κεμελίωςθ του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν το 1900.  

Θ καταςκευι του Cantor (Berge, A., 2008)  από τθν άλλθ μεριά, αποτελείτο από τθν 

καταςκευι ενόσ αρικμθτικοφ ςυςτιματοσ ςτο οποίο όλεσ οι βαςικζσ ακολουκίεσ ζχουν ζνα 

όριο το οποίο ανικει ςε αυτό το ςφςτθμα. Ο ςτόχοσ ιταν να βρει ζνα καλά οριςμζνο 

ςφνολο για να αποδείξει άλλα κεωριματα τθσ ανάλυςθσ.  

Ξεκινϊντασ (Katz, 1998), όπωσ ο Dedekind από τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ, ο Cantor ειςιγαγε 

τθν ζννοια τθσ βαςικισ ακολουκίασ, μια ακολουκία α1, α2, ….αν,… με τθν ιδιότθτα ότι «για 

κάκε κετικό ρθτό αρικμό ε υπάρχει ζνασ ακζραιοσ ν1 τζτοιοσ ϊςτε    < ε για κάκε 

ν   ν1 για κάκε κετικό ακζραιο μ.» Μια τζτοια ακολουκία, που τϊρα καλείται ακολουκία 

Cauchy, ικανοποιεί το κριτιριο που ζκεςε ο Cauchy το 1821. Ππωσ αναφζραμε και ςτα 

προθγοφμενα, για τον Cauchy ιταν φανερό ότι μια τζτοια ακολουκία ςυγκλίνει ςε ζναν 

πραγματικό αρικμό β. Ο Cantor από τθν άλλθ μεριά κατάλαβε το λογικό λάκοσ που 

προκφπτει, αφοφ αυτι θ πρόταςθ προχπζκετε τθν φπαρξθ ενόσ τζτοιου πραγματικοφ 

αρικμοφ. Για τον λόγο αυτό ο Cantor χρθςιμοποίθςε τθν βαςικι ακολουκία για να ορίςει 

τον πραγματικό αρικμό β. Με άλλα λόγια ο Cantor ςυςχζτιςε ζναν πραγματικό αρικμό ςε 

κάκε βαςικι ακολουκία ρθτϊν αρικμϊν. Ο ρθτόσ αρικμόσ r ιταν από μόνοσ του 

ςυνδεδεμζνοσ ςε μια ακολουκία, τθν ακολουκία r, r, …r,…, αλλά υπιρχαν επίςθσ 

ακολουκίεσ που δεν ιταν ςυνδεδεμζνεσ με ρθτοφσ. Για παράδειγμα θ ακολουκία 1, 1,4, 

1,41, 1,414 …. που παράγεται από τον γνωςτό αλγόρικμό για τον υπολογιςμό του 2 , ιταν 

μια τζτοια  βαςικι ακολουκία.  

Συνειδθτοποιϊντασ ότι  δφο βαςικζσ ακολουκίεσ κα μποροφςαν να ςυγκλίνουν ςτον ίδιο 

ρθτό αρικμό, όριςε μια ςχζςθ ιςοδυναμίασ ςτο ςφνολο τζτοιων ακολουκιϊν. Το ςφνολο 

των πραγματικϊν αρικμϊν ορίςτθκε ωσ το ςφνολο των κλάςεων ιςοδυναμίασ των βαςικϊν 

ακολουκιϊν.  
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Στθν ςυνζχεια όριςε τθν ςχζςθ διάταξθσ ςε τζτοιεσ ακολουκίεσ και τισ βαςικζσ πράξεισ τθσ 

αρικμθτικισ. Αλλά ο Cantor ικελε να δείξει ότι το ςφνολο που είχε ορίςει ιταν με κάποια 

ζννοια το ίδιο με τθν ευκεία των αρικμϊν. Ιταν κακαρό ςτον Cantor ότι κάκε ςθμείο ςτθν 

γραμμι αντιςτοιχεί ςε μία βαςικι ακολουκία, αλλά ςυνειδθτοποίθςε ότι το αντίςτροφο 

απαιτοφςε ζνα αξίωμα (το αξίωμα Cantor - Dedekind που αναφζραμε και παραπάνω) , 

δθλαδι, ότι ςε κάκε πραγματικό αρικμό (κλάςθ ιςοδυναμίασ βαςικϊν ακολουκιϊν) 

αντιςτοιχεί ζνα κακοριςμζνο ςθμείο πάνω ςτθν γραμμι.  

Οι δφο οριςμοί του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν που είδαμε παραπάνω οδθγοφν  ςε 

ζνα ερϊτθμα(Giaquinto, 2002): Στο ζνα οριςμό οι πραγματικοί αρικμοί 

χαρακτθρίηονται από κλάςεισ Cauchy – ιςοδφναμων βαςικϊν ακολουκιϊν από 

ρθτοφσ αρικμοφσ. Στον άλλο οριςμό οι πραγματικοί αρικμοί χαρακτθρίηονται ηεφγθ 

κλάςεων ρθτϊν αρικμϊν, τισ τομζσ. Αλλά καμία τομι δεν είναι μια κλάςθ Cauchy – 

ιςοδφναμων βαςικϊν ακολουκιϊν. Ζτςι ζνασ πραγματικόσ αρικμόσ δεν μπορεί να 

είναι ταυτόχρονα και μια τομι και μία κλάςθ Cauchy – ιςοδφναμων βαςικϊν 

ακολουκιϊν. Φαίνεται ςαν να είναι ο ζνασ από τουσ δφο οριςμοφσ, ι και οι δφο, 

λανκαςμζνοσ. Στθν πραγματικότθτα κανζνασ από αυτοφσ τουσ οριςμοφσ δεν είναι 

λανκαςμζνοσ. Οφτε ο  Cantor οφτε ο Dedekind κεϊρθςαν ότι κα ζδιναν 

μεταφυςικοφσ όρουσ που να προςδιορίηουν τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ. Μάλλον 

πρζπει να τουσ δοφμε ωσ αυτοφσ που όριςαν αντιπροςϊπουσ (εκπρόςωπουσ) 

(representatives) των πραγματικϊν αρικμϊν. Κάκε μία από τισ προςεγγίςεισ 

περιζχει όχι μόνο ζνα οριςμό τθν αντιπροςϊπων αλλά επίςθσ οριςμοφσ μερικϊν  

ιδιοτιτων και πράξεων πάνω ςε αυτοφσ. Ο ρόλοσ του κάκε ςυςτιματοσ είναι να 

διαλζξει μια κλάςθ αντικειμζνων, μαηί με κάποιεσ ιδιότθτεσ και πράξεισ ςε αυτά, 

που μπορεί να αποδειχκεί ότι ζχουν χαρακτθριςτικά που να αποδίδονται ςτο 

υποκετικό ςφςτθμα των πραγματικϊν αρικμϊν. Το πρόβλθμα που αντιμετϊπιςαν οι 

μακθματικοί του 19ου αιϊνα ιταν να εξακριβϊςουν τθν πεποίκθςι τουσ ότι ιταν 

δυνατό για μια ςυλλογι αντικειμζνων να ζχει όλα αυτά τα χαρακτθριςτικά μαηί.   

Δθλαδι, το πρόγραμμα τθσ  αρικμθτικοποίθςθσ του 1872, πθγαίνοντασ πζρα από τθν 

γεωμετρικι εικόνα και εκφραηόμενο τυπικά, απζδειξε ότι υπάρχει ζνα ςφνολο (το ςφνολο 

των πραγματικϊν αρικμϊν) που ικανοποιεί τισ παρακάτω τρείσ ςυνκικεσ (Boyer, 1949):  

α) οι τιμζσ ι τα ςτοιχεία του ςχθματίηουν ζνα διατεταγμζνο ςφνολο 



19 
 

β) το ςφνολο αυτό είναι πυκνό, δθλαδι ανάμεςα ςε δφο τιμζσ ι ςτοιχεία πάντα υπάρχουν 

άλλα  

γ) το ςφνολο αυτό είναι πλιρεσ, δθλαδι αν τα ςτοιχεία χωρίηονταν, όπωσ ςε μία τομι 

Dedekind, πάντα υπάρχει κάποιο που να παράγει αυτι τθν τομι.  

Υπάρχει όμωσ ακόμα μία παρατιρθςθ που μποροφμε να κάνουμε πάνω ςτουσ δφο 

οριςμοφσ (Giaquinto, 2002): Τα ςθμεία ςτο χϊρο που μελετικθκαν από τθν ανάλυςθ 

του 19ου αιϊνα ορίςτθκαν με όρουσ πραγματικϊν αρικμϊν και οι πραγματικοί 

αρικμοί ορίςτθκαν μζςω των ρθτϊν αρικμϊν. Κζτοντάσ το ζτςι χάνουμε κάτι 

ςθμαντικό: και οι δφο κεωρίεσ για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ περιλαμβάνουν 

αυκαίρετα άπειρεσ κλάςεισ ι ακολουκίεσ ςτοιχείων προερχόμενεσ από ζνα άπειρο 

απόκεμα. Θ κεωρία του Cantor όχι μόνο κεωρεί δεδομζνο το άπειρο ςφνολο των 

ρθτϊν αλλά επίςθσ υποκζτει ότι υπάρχει ζνα όλων των βαςικϊν ακολουκιϊν χωρίσ 

περιοριςμοφσ ςτισ ακολουκίεσ που μποροφμε πραγματικά να ορίςουμε, με τθν 

ζννοια ότι είναι «αυκαίρετεσ» ακολουκίεσ. Αυτζσ οι ακολουκίεσ είναι άπειρα 

αντικείμενα. Θ κεωρία του Dedekind υποκζτει ότι υπάρχει ζνα ςφνολο όλων των 

διαιρζςεων των ρθτϊν ςε κλάςεισ, πάλι χωρίσ περιοριςμοφσ ςε αυτζσ τισ διαιρζςεισ 

για τισ οποίεσ μποροφμε να ζχουμε ζναν οριςμό. Αυτό που δζχεται είναι ότι κάκε 

κλάςθ είναι ζνα άπειρο αντικείμενο. Στθν πραγματικότθτα οι ακολουκίεσ μποροφν 

να αναπαραςτακοφν ςαν κλάςεισ, άπειρεσ ακολουκίεσ, απείρων κλάςεων.  

 Ζτςι και οι δφο κεωρίεσ ςτθν πραγματικότθτα υποκζτουν τθν φπαρξθ ενόσ ςυνόλου 

από αυκαίρετα άπειρεσ κλάςεισ ςτοιχείων από ζνα άπειρο απόκεμα. Αυτό είναι 

ςθμαντικό. Θ διαιςκθτικι μασ ζννοια για τα ςθμεία μιασ ευκείασ δεν επαρκεί για να 

αναδείξει μια κατάλλθλθ ςφλλθψθ των πραγματικϊν αρικμϊν.  Δεν μποροφμε να 

ςυλλάβουμε τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ παρά μόνο ςαν είδθ άπειρων κλάςεων. 

 Ο οριςμόσ του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν, που είδαμε παραπάνω,  είναι 

μακριά(Boyer, 1949) από κάκε επίκλθςθ ςτθν εμπειρία και από τθν εικόνα μιασ ομαλισ 

ςυνεκτικότθτασ που ενςτικτωδϊσ ςυςχετίηεται με τθν ζννοια τθσ ςυνζχειασ. Ρροςδιορίηει 

μόνο μια άπειρθ διακριτι πολλαπλότθτα ςτοιχείων, που ικανοποιοφν οριςμζνεσ  ςυνκικεσ  

- ότι το ςφνολο είναι διατεταγμζνο, πυκνό και πλιρεσ. Με αυτιν τθν ζννοια πρζπει κάποιοσ 

να ερμθνεφςει τθν παρατιρθςθ ότι ο απειροςτικόσ λογιςμόσ  μελετάει ςυνεχείσ 

μεταβλθτζσ. Δεν υπάρχει τίποτα το δυναμικό ςτθν ιδζα τθσ μακθματικισ ςυνζχειασ. Θ 
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δυναμικι διαίςκθςθ τθσ κίνθςθσ ςυγχζεται με τθν ςτατικι ζννοια τθσ ςυνζχειασ. Θ πρϊτθ 

είναι ζνα κζμα μιασ εκ των υςτζρων (a posteriori) επιςτθμονικισ  περιγραφισ  ενϊ θ 

δεφτερθ είναι κζμα μόνο ενόσ a priori μακθματικοφ οριςμοφ. Μποροφμε ςυνεπϊσ να 

προτείνουμε ότι θ κίνθςθ μπορεί να οριςτεί μακθματικά με ςυνεχείσ μεταβλθτζσ αλλά δεν 

μποροφμε, εξαιτίασ των περιοριςμϊν τθσ αντίλθψθσ μζςω των αιςκιςεϊν μασ, να 

αποδείξουμε ότι ζτςι πρζπει να οριςτεί. Θ μακθματικι κεωρία τθσ ςυνζχειασ βαςίηεται όχι 

ςτθν διαίςκθςθ αλλά ςτισ λογικά ανεπτυγμζνεσ κεωρίεσ του αρικμοφ και του ςυνόλου 

ςθμείων, θ οποία με τθν ςειρά τθσ, εξαρτάται από τθν ιδζα ενόσ απειροςυνόλου.   

 Τα Μακθματικά, ωςτόςο, χρειάηονταν επιπλζον μια κεωρία για το άπειρο ςτον οριςμό 

τουσ για τθν ςυνζχεια και τον αρικμό.  

Από τον Αριςτοτζλθ μζχρι και τουσ Cauchy και Weierstrass (Boyer, 1949 ςελ. 296)το 

άπειρο υπιρχε μόνο ωσ δυνάμει άπειρο – μια ανολοκλιρωτθ διαδικαςία.  Ωςτόςο, ο 

ακριβισ οριςμόσ του αρικμοφ άρρθτα προχποκζτει, όπωσ εξθγιςαμε και παραπάνω, τθν 

προθγοφμενθ φπαρξθ άπειρων ςυνακροιςμάτων (aggregates). Οι Dedekind και Cantor 

κεϊρθςαν ότι θ εργαςία τουσ κα ολοκλθρωνόταν με τον οριςμό του απείρου.  

Ο Dedekind (Boyer, 1949 ςελ. 296)είπε: «Ζνα ςφςτθμα  (system)S κα λζγεται άπειρο αν 

είναι όμοιο με ζνα γνιςιο υποςφνολό του. Σε αντίκετθ περίπτωςθ το S κα λζγεται 

πεπεραςμζνο ςφςτθμα (system)». Με αυτόν τον οριςμό ζνα άπειρο ςυνάκροιςμα 

(aggregate) υπάρχει ωσ λογικά ςυνεπισ οντότθτα και ζτςι ο οριςμόσ του ςυνόλου των 

πραγματικϊν αρικμϊν ολοκλθρϊνεται.   

Ο Cantor (Boyer, 1949 ςελ. 296) δεν ιταν ικανοποιθμζνοσ με μόνο τον οριςμό των άπειρων 

ςυνόλων. Κάνοντασ τθν μελζτθ του απείρου ζνα αυτόνομο πεδίο των Μακθματικϊν, ο 

Cantor  (Fischbein, 1999)αλλάηοντασ τθν οπτικι μασ  με τθ ςφγκριςθ των πλθκάρικμων  των 

ςυνόλων, απζδειξε ότι το ενεργεία (πραγματικό) άπειρο πρζπει να γίνει αποδεκτό ωσ μθ-

αντιφατικι ζννοια ςτα μακθματικά. 

Ενϊ ο Gauss το 1831 ζγραφε : 

« Διαμαρτφρομαι για τθν χριςθ μιασ άπειρθσ   ποςότθτασ ωσ μιασ αυτοτελοφσ και ενιαίασ 

οντότθτασ. Αυτό δεν επιτρζπεται ποτζ  ςτα μακθματικά. Το άπειρο δεν είναι παρά ζνασ 

τρόποσ  εκφράςεωσ, όπου ομιλοφμε για όρια οριςμζνων πθλίκων  τα οποία (όρια) μποροφν  

τα πθλίκα να τα πλθςιάςουν όςο κζλουμε ενϊ άλλα πθλίκα μποροφν να καταςτοφν 

απεριορίςτωσ μεγάλα »,  (Αρτεμιάδθσ, 2000, ςελ. 508)  
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ο Cantor αντζτεινε:  

«Το δυνάμει άπειρο ςυναντάται κυρίωσ όταν ζχουμε μια απροςδιόριςτθ, μεταβαλλόμενθ 

ποςότθτα. Ριο γενικά, μιλϊ για το δυνάμει άπειρο όταν πρόκειται για απροςδιόριςτθ 

ποςότθτα θ οποία είναι ςε κζςθ να λάβει οποιοδιποτε προςδιοριςμό. Με το ενεργεία 

άπειρο νοείται μια ποςότθτα θ οποία από τθν μία δεν μεταβάλλεται, είναι ςτακερι και 

προςδιοριςμζνθ από κάκε άποψθ – μια γνιςια ςτακερά – και από τθν άλλθ υπερβαίνει 

κάκε πεπεραςμζνθ ποςότθτα του ίδιου είδουσ με αυτι» (΢ουςόπουλοσ, 1999 ςελ. 172) 

Αν και θ δουλειά του Cantor (Boyer, 1949 ςελ. 298)  δεν ξεκακάριςε καμία αντίρρθςθ ςτθ 

βάςθ των εννοιολογικϊν  δυςκολιϊν  που είναι ζμφυτεσ ςτθν ζννοια του απείρου,  

αντικροφει ςίγουρα οποιοδιποτε επιχείρθμα που προβάλλεται επάνω ςτο αποτζλεςμα 

λογικισ αντίφαςθσ. Με το ζργο του πάνω ςτο άπειρο ο Cantor κακόριςε ςε ςθμαντικό 

βακμό τα ςφγχρονα Μακθματικά.   

 

Συνοψίηοντασ, ο Giaquinto (2002 ςελ. 20) απαντά ςτο ερϊτθμα «τι είναι τελικά ζνασ 

πραγματικόσ αρικμόσ (αν είναι κάτι);»  Θ απάντθςθ ςε αυτό το ερϊτθμα για τουσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ, καταλιγει ςτο ότι δφο πλιρθ διατεταγμζνα ςϊματα είναι 

ιςομορφικά αν μποροφν να τεκοφν ςε 1- 1 αντιςτοιχία με τρόπο που να 

διατθροφνται οι δομικζσ τουσ ιδιότθτεσ. Δθλαδι, όλα αυτά τα ςϊματα ζχουν τθν 

ίδια δομι που μποροφμε να τθν ονομάηουμε θ δομι ενόσ πλιρουσ διατεταγμζνου 

ςϊματοσ.  Μια απάντθςθ λοιπόν, ςε αυτό ερϊτθμα, που επικρατεί ςιμερα είναι ότι 

οι πραγματικοί αρικμοί δεν είναι τίποτα παραπάνω από τισ κζςεισ (positions) ςε 

αυτι τθν δομι. Υποκζτοντασ αυτι τθν απάντθςθ, ο ςθμαντικόσ ςτόχοσ, για τα 

μακθματικά, ιταν να δειχκεί ότι υπάρχει μια τζτοια δομι. Αυτό, αποτελεςματικά, 

ζγινε, χρθςιμοποιϊντασ διαφορετικοφσ τρόπουσ ο κακζνασ, από τουσ Cantor και 

Dedekind.  

Κα τελειϊςουμε αυτιν τθν ςφντομθ αναφορά ςτουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ με τθν 

παράκεςθ των απόψεων του  Boyer (1949, ςελ. 303 – 309) ςτον επίλογο του βιβλίου του, 

για ζνα άλλο ενδιαφζρον ερϊτθμα: «γιατί άργθςε τόςο πολφ να δοκεί ο οριςμόσ των 

πραγματικϊν αρικμϊν;» Θ ενδιαφζρουςα απάντθςι του ςυνοψίηεται από τθν φράςθ:  
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«Σε κάκε περίπτωςθ, το βαςικό εμπόδιο ςτθν πορεία ανάπτυξθσ του απειροςτικοφ 

λογιςμοφ ιταν μια παρανόθςθ για τθν φφςθ των Μακθματικϊν». Ραρακζτω παρακάτω, 

ςυνοπτικά, τα επιχειριματά του:  

 Από τθν εποχι των εμπειρικϊν Μακθματικϊν ςτθν προ – ελλθνικι εποχι, διατθρικθκε θ 

αντίλθψθ ότι είναι ο κλάδοσ είτε των εμπειρικϊν επιςτθμϊν είτε τθσ υπερβατολογικισ  

(transcendental) φιλοςοφίασ. Σε κάκε περίπτωςθ τα Μακθματικά περιορίηονταν από 

αντιλιψεισ που προζρχονταν είτε a posteriori από τισ φυςικζσ επιςτιμεσ είτε επιβάλλονταν 

a priori από μια απόλυτθ φιλοςοφία. 

 Στο επίπεδο των Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων, τα Μακθματικά ιταν ζνα ςφνολο 

πλθροφοριϊν που αφοροφςαν ςτον φυςικό κόςμο.  

Στουσ αρχικοφσ Λωνικοφσ χρόνουσ τακτοποίθςαν αυτι τθν γνϊςθ ςε μία παραγωγικι βάςθ 

αλλά παρζμενε μία εμπειρικι επιςτιμθ.  Ωςτόςο, ο αςιατικόσ μυςτικιςμόσ του Ρυκαγόρα  

αντζςτρεψε αυτιν τθν κατάςταςθ και ζδωςε ςτα Μακθματικά μια πραγματικότθτα πάνω 

από τισ αιςκιςεισ  τθσ οποίασ ο κόςμοσ των  φαινομζνων ιταν ζνα αντίςτοιχο. Οι βάςεισ 

των ςυλλογιςμϊν (premises) τότε κεμελιϊκθκαν ρθτϊσ και αυτό που ζπρεπε να κάνουν οι 

μακθματικοί ιταν να αναπτφξουν τισ λογικζσ τουσ ςυνζπειεσ.   

Ο Ρλάτωνασ ανζπτυξε αυτι τθν όψθ των Μακθματικϊν μζςα ςε μία ιδεαλιςτικι φιλοςοφία 

θ οποία αρνιόταν επίμονα τθν κακαρι λογικι και υποκετικι φφςθ των κεωρθμάτων των 

Μακθματικϊν. Ωςτόςο, ςτο ελλθνικό ςτάδιο των ιδεϊν που οδθγοφςαν ςτον απειροςτικό 

λογιςμό, οι απόψεισ του Ρλάτωνα άςκθςαν μεγάλθ επιρροι, δεδομζνου ότι αντιςτάκμιηαν  

τθν ςτάςθ τθσ ςχολισ του Αριςτοτζλθ.  Για τον Ρλάτωνα οι μακθματικζσ οντότθτεσ είχαν 

μια οντολογικι πραγματικότθτα, ανεξάρτθτθ από τισ αιςκιςεισ και τα αξιϊματα 

ανακαλφπτονταν μόνο από τθν λογικι.    

Ο Αριςτοτζλθσ ζβλεπε τα Μακθματικά ςαν μια ιδεατι αφαίρεςθ του φυςικοφ κόςμου και 

ζτςι αντιμετϊπιηε τουσ ςυλλογιςμοφσ και τουσ οριςμοφσ όχι ςαν αυκαίρετουσ αλλά ςαν 

κακοριηόμενουσ από τισ ερμθνείεσ που δίνουμε, μζςω των αιςκιςεων, για τον κόςμο. Οι 

επιτρεπόμενεσ ζννοιεσ για τθν Γεωμετρία ιταν μόνο αυτζσ που ιταν ςυμβατζσ με αυτιν τθν 

εικόνα. Το απειροςτό και το ενεργεία άπειρο  είχαν αποκλειςτεί όχι τόςο επειδι 

δθμιουργοφςαν λογικζσ αςυνζπειεσ, αλλά λόγω μιασ υποτικζμενθσ αςυμβατότθτασ με τον 

φυςικό κόςμο, από τον οποίο προζρχονταν οι ζννοιεσ των Μακθματικϊν. Θ ςυνζχεια  

βαςιηόταν ςτθν ταφτιςθ των άκρων και πάνω ςτθν ενότθτα, όπωσ φαινόταν να 

υποδεικνφουν οι αιςκιςεισ. Για να αποφφγει τισ δυςκολίεσ που ςυνεπάγονταν οι ζννοιεσ 
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του απείρου και τθσ ςυνζχειασ, είχε ειςάγει τθν ζννοια τθσ κίνθςθσ. Ομοίωσ, ο αρικμόσ, 

κεωρείτο, ςε ςυμφωνία με τθν εμπειρία μζςω των αιςκιςεων, ςαν άκροιςμα μονάδων με 

αποτζλεςμα οι άρρθτεσ ποςότθτεσ να μθν κεωροφνται αρικμοί. Τα Μακθματικά ιταν οι 

λογικι των ςχζςεων, αλλά θ φφςθ των ςχζςεων αυτϊν κακοριηόταν πλιρωσ από αξιϊματα 

τα οποία με τθν ςειρά τουσ υπαγορεφονταν από τα πειςτιρια τθσ φυςικισ εμπειρίασ.  

Ο Αρχιμιδθσ παρουςιάηει ςτοιχεία και από τθν Ρλατωνικι και από τθν Αριςτοτελικι 

φιλοςοφικι άποψθ.  

Ο Newton ερμινευε τα Μακθματικά με όρουσ τθσ πρόςλθψθσ μζςω των αιςκιςεων, ςτο 

πρότυπο του Αριςτοτζλθ.  

Θ περιςςότεροι μακθματικοί  του 17ου αιϊνα χρθςιμοποίθςαν τα απειροςτά και το άπειρο 

με τθν εικαςία ότι υπάρχουν, και μεταχειρίςτθκαν το ςυνεχζσ ωσ να αποτελείται από 

αδιαίρετα επθρεαςμζνοι από τθν Ευκλείδεια Γεωμετρία. Και ςτθν διάρκεια του 18ου αιϊνα 

οι ζρευνεσ  για τθν κεμελίωςθ του απειροςτικοφ λογιςμοφ είχαν τθν μορφι τθσ αναηιτθςθσ 

για διαιςκθτικά αποδεκτζσ εξθγιςεισ παρά λογικά ςυνεπείσ.  

Ραράλλθλα όμωσ είχε ραγδαία εξζλιξθ ο αλγεβρικόσ φορμαλιςμόσ (ιδιαίτερα από τουσ 

Euler και Langrange) γεγονόσ που οδιγθςε, ςτον 19ο αιϊνα, ςε μια όψθ των Μακθματικϊν 

ςτθν οποία περιλαμβανόταν θ Μθ – Ευκλείδεια Γεωμετρία – ζνα αξιωματικό ςφςτθμα 

ανεξάρτθτο από τον κόςμο τθσ εμπειρίασ μζςω των αιςκιςεων και οτιδιποτε κα μποροφςε 

να υποδείξει θ ενδοςκόπθςθ. Ο απειροςτικόσ λογιςμόσ μπόρεςε ελεφκερα να υιοκετιςει 

τθσ δικζσ του ςυλλογιςτικζσ βάςεισ και να ςχθματίςει τουσ δικοφσ του οριςμοφσ, με μόνθ 

απαίτθςθ τθν εςωτερικι ςυνζπεια. Θ φπαρξθ μίασ ζννοιασ εξαρτιόταν μόνο από μια 

ζλλειψθ αντιφάςεων ςτο ςφνολο των ςχζςεων ςτο οποίο ενταςςόταν. Οι βάςεισ του 

απειροςτικοφ λογιςμοφ ορίςτθκαν φορμαλιςτικά με βάςθ μόνο τισ ζννοιεσ του αρικμοφ και 

των απείρων ςυνακροιςμάτων ςτοιχείων (infinite aggregates) χωρίσ να είναι απαραίτθτθ ι 

πικανι  καμία τεκμθρίωςθ που να βαςίηεται ςτον κόςμο τθσ εμπειρίασ.  

Ωςτόςο αυτι θ μεγάλθ αλλαγι ςτθν κεϊρθςθ των Μακθματικϊν δεν ζγινε εφκολα 

αποδεκτι. Ρλικοσ φιλοςόφων (υλιςτζσ είτε ιδεαλιςτζσ)  είχαν ςοβαρζσ επιφυλάξεισ ςτο να 

τθν αποδεχτοφν. Δεν μπόρεςαν εφκολα να εκτιμιςουν τθν φφςθ των ςφγχρονων 

Μακθματικϊν: Τα Μακθματικά δεν είναι οφτε μια περιγραφι τθσ φφςθσ οφτε μία εξιγθςθ 

των φαινομζνων τθσ. Δεν ενδιαφζρονται οφτε για τθν φυςικι κίνθςθ οφτε γι α τθν 

μεταφυςικι παραγωγι των ποςοτιτων. Είναι απλά θ  ςυμβολικι λογικι πικανϊν ςχζςεων 

και ςαν τζτοια αυτό που τουσ ενδιαφζρει δεν είναι θ προςεγγιςτικι ι απόλυτθ αλικεια 
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αλλά μόνο θ υποκετικι αλικεια. Αυτό ςθμαίνει ότι τα Μακθματικά κακορίηουν τι 

ςυμπεράςματα προκφπτουν λογικά από ςυγκεκριμζνεσ αρχικζσ υποκζςεισ. Ο ςυνδυαςμόσ 

των Μακθματικϊν με τθν φιλοςοφία ι με τισ Φυςικζσ Επιςτιμεσ, ςυχνά προςφζρει 

ςθμαντικά ςτθν παραγωγι νζων προβλθμάτων ι απόψεων. Ωςτόςο, ςτθν τελικι αυςτθρι 

τυποποίθςθ και επεξεργαςία των νζων εννοιϊν, τα Μακθματικά πρζπει απαραίτθτα να 

είναι ελεφκερα από οποιαδιποτε ςυςτατικά των εμπειριϊν από τισ οποίεσ αυτζσ οι ζννοιεσ 

προιρκαν.     

Ο απειροςτικόσ λογιςμόσ είναι χωρίσ αμφιβολία θ μεγαλφτερθ βοικεια που μποροφμε να 

ζχουμε ςτθν προςπάκειά μασ να ανακαλφψουμε και να κατανοιςουμε τθν φυςικι 

αλικεια. Αλλά, θ βάςθ αυτισ τθσ επιτυχίασ του ιταν ότι οι ζννοιεσ που περιζχει ςταδιακά 

ανεξαρτθτοποιικθκαν από τισ προκαταλιψεισ που προκφπτουν από τθν εμπειρία μασ τθσ 

μεταβλθτότθτασ και τθσ πολλαπλότθτασ. Οι αρχαίοι Ζλλθνεσ φιλόςοφοι προςπάκθςαν να 

ξεχωρίςουν και να αντιπαραβάλλουν το ποιοτικό με το ποςοτικό, αλλά ςτθν Αναγζννθςθ 

και τθν πρϊιμθ μοντζρνα εποχι αυτά ςυςχετίςτθκαν μζςω τθσ γεωμετρικισ 

αναπαράςταςθσ, παραμζνοντασ όμωσ ςτθν εξάρτθςθ των εξθγιςεων για τισ ποςότθτεσ από 

το πϊσ τισ αντιλαμβανόμαςτε μζςω των αιςκιςεων. Θ πραγματικι ανεξαρτθςία ιρκε ςτα 

τζλθ του 19ου αιϊνα όπου ο απειροςτικόσ λογιςμόσ βαςίςτθκε αποκλειςτικά ςε τυπικζσ 

(ordinal) κεωριςεισ. Θ ιςτορία των εννοιϊν του απειροςτικοφ λογιςμοφ δείχνει ότι οι 

ποιοτικζσ εξθγιςεισ προκφπτουν μζςα από τισ ποςοτικζσ και αυτζσ με τθν ςειρά τουσ 

προκφπτουν από τισ τυπικζσ (ordinal), πικανϊσ τθν πιο κεμελιϊδθ μακθματικι ζννοια.  

Κατά ςυνζπεια πρζπει να κατανοθκεί πλιρωσ θ διπλι φφςθ των Μακθματικϊν: ςαν τθν 

γλϊςςα μιασ περιγραφικισ ερμθνείασ των ςχζςεων που ανακαλφπτονται ςτα φυςικά 

φαινόμενα και ςαν μια λογικι επεξεργαςία αυκαίρετων υποκετικϊν προτάςεων. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2ο : ΘΕΩΡΙΕ΢ ΓΙΑ ΣΗΝ ΔΙΔΑΚΣΙΚΗ ΣΩΝ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ 

ΜΕ ΠΡΟΕΚΣΑ΢ΕΙ΢ ΢ΣΗΝ ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ ΢ΣΗΝ ΣΑΞΗ 
 

 

Α) ΘΕΩΡΙΕ΢ ΓΙΑ ΣΟΤ΢ ΣΡΟΠΟΤ΢ ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢ ΜΙΑ΢ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ΢ ΕΝΝΟΙΑ΢  

 

 

 Η κεωρία τθσ εκπραγμάτωςθσ τθσ Sfard  

 

Θ Sfard (Σπφρου, 2009) προτείνει δφο προςεγγίςεισ κατά τθν ανάπτυξθ μιασ ζννοιασ : Μία 

λειτουργικι (operational) θ οποία εςτιάηεται ςτθν διαδικαςία και μία δομικι (structural) θ 

οποία εςτιάηεται ςτα αφθρθμζνα αντικείμενα.  

Θ Sfard (1992) κεωρεί τα Μακθματικά ωσ μια ιεραρχία ςτθν οποία αυτό που φαίνεται να 

είναι μια διαδικαςία ςε ζνα επίπεδο πρζπει να μετατραπεί πλιρωσ ςε ζνα αφθρθμζνο 

αντικείμενο για να γίνει ζνα ςτζρεο κομμάτι πιο αφθρθμζνων μακθματικϊν καταςκευϊν. 

Κάνει όμωσ τισ δφο ακόλουκεσ διευκρινιςεισ:  

- Ζνα αφθρθμζνο αντικείμενο είναι μια εννοιολογικι οντότθτα αλλά και  

κάτι παραπάνω: είναι μια μεταφορά που δθμιουργεί μια μακθματικι 

καταςκευι ςτθν εικόνα ενόσ υλικοφ αντικειμζνου.  

 

- Οι όροι διαδικαςία και αντικείμενο πρζπει να ειδωκοφν ςαν τισ 

διαφορετικζσ όψεισ του ίδιου πράγματοσ, παρά ςαν δφο διακριτά 

τελείωσ ξεχωριςτά ςυςτατικά του μακθματικοφ κόςμου. Με άλλα 

λόγια ο διαδικαςτικόσ και ο δομικόσ τρόποσ ςκζψθσ δρουν 

ςυμπλθρωματικά.  

   

Θ Sfard (1992) διακρίνει, κατά τθν ανάπτυξθ μιασ ζννοιασ ςτο νου εκείνου που 

μακαίνει, ζνα ςυνεχζσ,  χαρακτθριηόμενο από τρία ςτάδια, μοντζλο που 

περιγράφει τισ διαδοχικζσ  μεταβάςεισ από διαδικαςτικζσ ςε δομικζσ 

αντιλιψεισ: 

α) Μια διαδικαςία που γίνεται ςε ιδθ οικία αντικείμενα (εςωτερίκευςθ – 

interiozation)  

β) Θ μετατροπι τθσ διαδικαςίασ ςε μια πιο ςυμπαγι, αυτοπροςδιοριηόμενθ 

ολότθτα, μια μάλλον τεχνικι αλλαγι τθσ προςζγγιςθσ τθσ διαδικαςίασ 

(ςυμπφκνωςθ – condensation) και  
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γ) Θ απόκτθςθ τθσ ικανότθτασ να κεωρθκεί αυτι θ νζα οντότθτα ςαν ζνα νζο 

αντικείμενο  που ενςωματϊνει όλα του τα χαρακτθριςτικά και τισ ιδιότθτεσ 

(εκπραγμάτωςθ ι αντικειμενοποίθςθ ι υποςταςιοποίθςθ  - reification).   

Θ εςωτερίκευςθ και ςυμπφκνωςθ μιασ διαδικαςίασ δεν ςθμαίνει ότι κάποιοσ 

ζχει αποκτιςει τθν ικανότθτα να ςκζφτεται για αυτιν με δομικό – 

καταςκευαςτικό τρόπο. Δίχωσ τθν εκπραγμάτωςθ, θ προςζγγιςι του κα 

παραμείνει κακαρά διαδικαςτικι.  

 

 Η κεωρία  APOS  

 

Κατά τον Dubinsky και τουσ ςυνεργάτεσ του (Σπφρου, 2009,και Dubinsky at all, 

2005) τα μακθματικά αντικείμενα οικοδομοφνται μζςα από τθν ακολουκία  

Actions (ενζργειεσ ι δράςεισ) – Processes (διαδικαςίεσ) – Objects (αντικείμενα)      

– Schema (ςχιματα), μια κεωρία γνωςτι ωσ APOS.  

 Συγκεκριμζνα:  

 Μια ενζργεια ι δράςθ είναι ζνασ φυςικόσ ι νοθτικόσ μεταςχθματιςμόσ  (ωσ 

αντίδραςθ ςε εξωτερικά ερεκίςματα) ϊςτε να επιτευχκοφν άλλα αντικείμενα  

 Κακϊσ το άτομο επαναλαμβάνει και αναςτοχάηεται πάνω ςε μία ενζργεια 

και αρχίηει να εγκακιςτά ςυνειδθτό ζλεγχο πάνω τθσ, θ ενζργεια 

εςωτερικεφεται και μετατρζπεται ςε διαδικαςία 

 Οι διαδικαςίεσ αυτζσ, ιδωμζνεσ πια ωσ μια ολότθτα, ενκυλακϊνονται 

(encapsulated) ςε ζνα νοθτικό αντικείμενο. Θ ενκυλάκωςθ (ι θ reification τθσ 

Sfard που είδαμε προθγουμζνωσ) είναι μια ςθμαντικι αφαίρεςθ για τθν 

μακθματικι ανάπτυξθ γιατί μόνο όταν μια διαδικαςία ζχει ενκυλακωκεί ςε ζνα 

αντικείμενο μπορεί ςτθ ςυνζχεια να εφαρμοςτεί ςε άλλεσ διαδικαςίεσ. Για 

παράδειγμα μια ςυνάρτθςθ μπορεί να γίνει κατανοθτι ςαν μια διαδικαςία 

ειςόδου – εξόδου. Αλλά μόνο αν μια ςυνάρτθςθ ειδωκεί ςαν ζνα πράγμα, 

μποροφμε να μιλιςουμε, για παράδειγμα, για πράξεισ με ςυναρτιςεισ (Ely, 

2007)  

 Οι ενζργειεσ, οι διαδικαςίεσ και τα αντικείμενα οργϊνονται ςε ςυνεκτικζσ 

δομζσ που ονομάηονται ςχιματα που αποτελοφν ζνα νζο αντικείμενο.  

Ο Dubinsky (2005),ωςτόςο διευκρινίηει ότι  θ χριςθ των γνωςτικϊν μθχανιςμϊν τθσ 

εςωτερίκευςθσ (interiorization) και τθσ ενκυλάκωςθσ (encapsulation) κακϊσ και των 

νοθτικϊν δομϊν τθσ δράςθσ, τθσ διαδικαςίασ , του αντικειμζνου και του ςχιματοσ, είναι 
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απλά περιγραφζσ του πικανοφ τρόπου ςκζψθσ ενόσ ατόμου. Δεν μποροφν να περιγράψουν 

αυτό που πραγματικά ςυμβαίνει ςτθν ςκζψθ κάποιου. Ωςτόςο κεωροφν ότι μποροφν να  

αποδειχκοφν χριςιμεσ ςε διάφορεσ μελζτεσ για τθν ςκζψθ των μακθτϊν.    

 Οι «τρείσ κόςμοι» των μακθματικϊν του Tall  

 

O Tall (Tall, 2004, Juter, 2007, 2009) ζχει ειςαγάγει «τρεισ κόςμουσ των 

μακθματικϊν» για να διακρίνει τουσ διαφορετικοφσ τρόπουσ μακθματικισ ςκζψθσ, με 

ςκοπό «να κερδίςει μια επιςκόπθςθ όλθσ τθσ ζκταςθσ τθσ μακθματικισ γνωςτικισ 

ανάπτυξθσ» (Tall, 2004, ςελ. 287). Οι τρείσ κόςμοι του Tall ζχουν ιεραρχικι δομι, με τθν 

ζννοια ότι υπάρχει μία ανάπτυξθ από τθν απλι πρόςλθψθ μιασ ζννοιασ μζςα από ενζργειεσ 

ςτθν τυπικι κατανόθςθ τθσ ζννοιασ. Είναι διακριτοί αλλά αναπτφςςονται 

αλλθλεπιδραςτικά.  

Ο πρϊτοσ κόςμοσ είναι ο ενςαρκωμζνοσ (embodied) κόςμοσ και εδϊ τα άτομα 

χρθςιμοποιοφν τισ φυςικζσ αντιλιψεισ  (perceptions) τουσ για το πραγματικό κόςμο για να 

εκτελζςουν  διανοθτικοφσ πειραματιςμοφσ και να δθμιουργιςουν ςυλλιψεισ (conceptions) 

των μακθματικϊν εννοιϊν. Διαιςκθτικζσ αναπαραςτάςεισ αναπτφςςονται φυςικά εδϊ από 

τθν ζλλειψθ αυςτθρότθτασ. 

Ο δεφτεροσ κόςμοσ καλείται τον διαδικαςιοεννοιολογικόσ (proceptual) κόςμοσ. Εδϊ τα 

άτομα ξεκινοφν από διαδικαςτικζσ δράςεισ  πάνω ςε νοθτικζσ ςυλλιψεισ (conceptions) από 

τον πρϊτο κόςμο, όπωσ είναι το μζτρθμα, οι οποίεσ με τθν χριςθ ςυμβόλων γίνονται 

ενκυλακωμζνεσ ωσ ζννοιεσ και μασ  επιτρζπουν να μεταβαίνουμε αβίαςτα  από τισ 

διαδικαςίεσ μζςω των οποίων κάνουμε μακθματικά, ςτισ ζννοιεσ που ςκεφτόμαςτε για τα 

μακθματικά. Τα ςφμβολα αντιπροςωπεφουν και τισ διαδικαςίεσ και τισ ζννοιεσ, 

παραδείγματοσ χάριν τθν μζτρθςθ και τον αρικμό ι τθν πρόςκεςθ και το άκροιςμα. Τα 

ςφμβολα, μαηί με τισ διαδικαςίεσ και τισ ζννοιεσ, καλοφνται procepts (διαδικαςιοζννοια) 

(Gray & Tall, 1994). Ο όροσ  αυτόσ χρθςιμοποιείται με διπλι ςθμαςία ωσ διαδικαςίεσ και 

ζννοιεσ ανάλογα με το πλαίςιο. 

Ο τρίτοσ κόςμοσ είναι ο τυπικόσ – αξιωματικόσ (formal) κόςμοσ και βαςίηεται ςε ιδιότθτεσ 

που εκφράηονται με τυπικοφσ οριςμοφσ και αξιωματικζσ κεωρίεσ περιλαμβάνοντασ τυπικζσ 

αποδείξεισ και παραγωγζσ (ι πορίςματα ι ςυμπεράςματα). Είναι ο κόςμοσ ςτον οποίο τα 

Μακθματικά αποτελοφν ζνα πλιρεσ οικοδόμθμα που ζχει ωσ βάςθ οριςμζνα αξιϊματα και 

πρωταρχικζσ ζννοιεσ. Με τθν χριςθ αυτϊν ορίηονται νζεσ ζννοιεσ και αποδεικνφονται 
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μακθματικζσ προτάςεισ. Ο κόςμοσ αυτόσ αποτελεί το ανϊτερο ςτάδιο τθσ μακθματικισ 

ςκζψθσ.  

Θ Juter (2007, 2009) κεωρεί ότι οι παλαιότερεσ κεωρίεσ των Tall & Vinner 1981 και Vinner 

1991 για τθν «εικόνα ζννοιασ» (concept image) μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςαν ζνα 

ςυμπλιρωμα ςτθν κεωρία των «τριϊν κόςμων». Ο όροσ  «εικόνα ζννοιασ» (Vinner 1991) 

περιγράφει τθν ςυνολικι γνωςτικι δομι που ςχετίηεται με μία ζννοια. Είναι αυτό που 

ζρχεται ςτθν μνιμθ μασ όταν ακοφμε ι βλζπουμε το όνομα μιασ ζννοιασ. Θ «εικόνα 

ζννοιασ» μπορεί να είναι μια οπτικι αναπαράςταςθ, ςτθν περίπτωςθ που θ ζννοια ζχει 

οπτικζσ αναπαραςτάςεισ, κακϊσ επίςθσ μια ςυλλογι εντυπϊςεων ι εμπειριϊν. Θ 

κατανόθςθ μιασ ζννοιασ, κατά τον Vinner (1991) προχποκζτει τον ςχθματιςμό μιασ εικόνασ 

ζννοιασ για αυτιν. Θ αποςτικιςθ του «οριςμοφ τθσ ζννοιασ» (concept definition), δθλαδι 

του τυπικοφ τθσ οριςμοφ, δεν εγγυάται τθν κατανόθςι τθσ. Για να τθν κατανοιςουμε 

πρζπει να διακζτουμε μια ςωςτι εικόνα τθσ.  Γενικότερα, για τον Tall (2001)αυτό που 

προςπακοφμε να κάνουμε ςτα Μακθματικά είναι να οργανϊςουμε ορκολογικά τισ 

διάφορεσ εμπειρίεσ μασ για να κτίςουμε μια όςο το δυνατόν ςυνεπζςτερθ εικόνα.  

Για τθν Juter (2009) εντυπϊςεισ από τθν διδαςκαλία, ςυηθτιςεισ, επίλυςθ προβλθμάτων 

και αναγνϊςματα, που όλα οδθγοφν ςτθν μακθματικι ςκζψθ, αςκοφν επίδραςθ ςτθν 

ανάπτυξθ τθσ «εικόνασ ζννοιασ». Σε ςχζςθ με τουσ «τρείσ κόςμουσ», κεωρεί ότι τα άτομα 

μετακινοφνται ανάμεςα ςε αυτοφσ κακϊσ οι ανάγκεσ και οι εμπειρίεσ τουσ αλλάηουν και 

νοθτικζσ αναπαραςτάςεισ των εννοιϊν ςχθματίηονται και τροποποιοφνται ςτισ «εικόνεσ 

ζννοιασ». Ζτςι, κατανόθςθ μιασ ζννοιασ, κατά τθν Juter (2009), ςθμαίνει ότι ζνα άτομο είναι 

ικανό να ςυνδζει αυτιν τθν ζννοια με τθν «εικόνα ζννοιασ» που ζχει για αυτιν με ζνα 

τρόπο που να ζχει νόθμα για αυτόν, που είναι διαφορετικό από το να είναι απλά ικανό να 

εκτελεί μια ςυγκεκριμζνθ διαδικαςία. Θ «εικόνα ζννοιασ» Juter (2009) που  μπορεί να 

ςυνοδεφει μια διαιςκθτικι ειςαγωγι ςε μια καινοφργια ζννοια, μπορεί να αποτελζςει το 

υπόβακρο για πιο ακριβείσ αναπαραςτάςεισ αργότερα, ωςτόςο αν δεν ςυνδυαςτεί με τουσ 

τυπικοφσ οριςμοφσ τθσ ζννοιασ μπορεί να δθμιουργιςει προβλιματα παρά να διευκολφνει 

κάποιον ςτο να ςχθματίςει νόθμα για τισ ζννοιεσ. Ο Vinner (1991), κεωρεί ότι κατά τον 

ςχθματιςμό μιασ ζννοιασ  κα πρζπει να υπάρχουν μακροχρόνιεσ διαδικαςίεσ 

αλλθλεπίδραςθσ μεταξφ του «οριςμοφ ζννοιασ» και τθσ «εικόνασ ζννοιασ». Κεωρεί επίςθσ 

ότι ζνα λάκοσ που κάνουν πολλοί εκπαιδευτικοί ςτθν δευτεροβάκμια και τριτοβάκμια 

εκπαίδευςθ είναι να αναμζνουν  ςε μια διαδικαςία μονισ κατεφκυνςθσ από τον «οριςμό 

ζννοιασ» προσ τθν «εικόνα ζννοιασ», δθλαδι να αναμζνουν ότι θ «εικόνα ζννοιασ» κα 
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διαμορφωκεί από τον «οριςμό ζννοιασ» και κα ελζγχεται πλιρωσ από αυτιν. Ο Vinner 

(1991) προτείνει θ ειςαγωγι των μακθματικϊν εννοιϊν να γίνεται με τρόπουσ κοντά ςτο 

τρόπο τθσ ςκζψθσ των μακθτϊν παρά με τον τεχνικό τρόπο. Κα μποροφςαμε ίςωσ να 

υποςτθρίξουμε ότι δείχνει μια προτίμθςθ ςε αυτό που λζει ο  Tall (2001)  ωσ «φυςικι 

ςκζψθ» (ςε αντίκεςθ με τθν «τυπικι ςκζψθ», όπου ξεκινάμε από τουσ τυπικοφσ οριςμοφσ)  

για να φτάςουμε τθν κατανόθςθ μιασ μακθματικισ ζννοιασ: Σε μια φυςικι προςζγγιςθ 

κάποιοσ κτίηει πάνω ςτο ςφνολο «εικόνων ζννοιασ»(concept imagery) για να δϊςει ζνα 

προςωπικό νόθμα ςτθν ζννοια και να φτάςει ςτον τυπικό οριςμό τθσ.    

 

΢χόλιο 1: Γιατί τόςθ φαςαρία για τθν ενκυλάκωςθ;  

Τα τελευταία χρόνια, αναφέρουν οι Tall et. al,  2000 έχει δοθεί μεγάλη ςημαςία ςτην 

ενθυλάκωςη (ή  εκπραγμάτωςθ – που κεωρείται ταυτόςθμοσ όροσ) μιασ διαδικαςίασ ςε 

ένα νοητικό αντικείμενο ςαν μια βαςική μέθοδοσ για την καταςκευή μαθηματικών 

αντικειμένων. Παρόμοια, αλλά με πιο περιοριςμένο πεδίο εφαρμογήσ, όπωσ αναφέρουν, 

είναι και ο όροσ procept .  

O Dubinsky (2005a) διερωτάται τι είναι τι ςημαντικό με αυτόν το όρο και υποςτηρίζει 

ότι: « Αν και θ ενκυλάκωςθ δεν αναφζρεται παρά ςε ζνα απλό νοθτικό μθχανιςμό, 

ςυνεπιφζρει μια ριηικι μετακίνθςθ ςτθν φφςθ τθσ κατανόθςθσ κάποιου.   Αντίκετα από το 

να ςκεφτόμαςτε  με όρουσ μιασ εςωτερικευμζνθσ ςειράσ δράςεων που εφαρμόηονται ςε 

ζνα υπάρχον αντικείμενο ι αντικείμενα, θ ενκυλάκωςθ ςθμαίνει ικανότθτα να 

ςκεφτόμαςτε τθν ίδια ζννοια ςαν μια μακθματικι οντότθτα ςτθν οποία νζεσ υψθλότερου 

επιπζδου μετατροπζσ μποροφν να εφαρμοςτοφν.»  

Θ Sfard (1992) διερωτάται αν θ δομικι αντίλθψθ, που ζρχεται μόνο με τθν ενκυλάκωςθ 

ενόσ αντικειμζνου, είναι πραγματικά απαραίτθτθ ι  αρκεί θ λειτουργικι κατανόθςθ. 

Καταλιγει ςτο ότι και οι δφο αντιλιψεισ (λειτουργικζσ και δομικζσ) είναι απαραίτθτεσ και 

ςυμπλθρωματικζσ μεταξφ τουσ και επίςθσ ότι και οι δφο πρζπει να χρθςιμοποιθκοφν ςτθν 

διαδικαςία τθσ μάκθςθσ και τθσ επίλυςθσ προβλθμάτων, ωςτόςο θ δομικι αντίλθψθ είναι 

εκείνθ που κακιςτά όλεσ τισ γνωςτικζσ διεργαςίεσ  πραγματικά αποτελεςματικζσ , είναι  

εκείνθ που μετατρζπει τισ μακριζσ ςειρζσ λειτουργικά κεωροφμενθσ πλθροφορίασ ςε πολφ 

περιςςότερο ςυμπαγείσ μονάδεσ και ζτςι πολφ ευκολότερθσ αντιμετϊπιςθσ από τθν άποψθ 

τθσ  γνωςτικισ προςπάκειασ που απαιτείται.   



30 
 

Οι  Tall et. al 2000 εκφράζουν το ερώτημα  για το τι είναι το αντικείμενο τησ 

ενθυλάκωςησ. Καταλήγουν ότι: «Το «αντικείμενο» τθσ ενκυλάκωςθσ μιασ διαδικαςίασ 

είναι ζνασ τρόποσ ςκζψθσ που χρθςιμοποιεί μια πλοφςια εικόνα ζννοιασ (concept image)  

με τρόπο που να τθν κακιςτά  μια ελεγχόμενθ (manipulable) οντότθτα, εν μζρει με τθ 

χρθςιμοποίθςθ διανοθτικϊν διαδικαςιϊν και  ςχζςεων για να κάνουμε μακθματικά και εν 

μζρει για να χρθςιμοποιοφμε ζνα όνομα ι ζνα ςφμβολο για να το χειριςτοφμε  διανοθτικά, 

και να ςκεφτόμαςτε  για τα μακθματικά.» 

 

 Η κεωρία των ενςαρκωμζνων Μακθματικϊν των Lakoff &Nunez 

        Τα τελευταία χρόνια (Σπφρου, 2007) ςτο χϊρο τθσ ζρευνασ για τθν διδαςκαλία και τθν 

κατανόθςθ των Μακθματικϊν κερδίηει ζδαφοσ θ ςυηιτθςθ για τα embodied mathematics 

που μποροφμε να το μεταφράςουμε ενςϊματα (ι ενςωματωμζνα ι ενςαρκωμζνα)  

Μακθματικά. Θ ιδζα αυτι ςτθν πλιρθ ανάδειξι τθσ εμφανίηεται ςτισ πρόςφατεσ εργαςίεσ 

του Lakoff και των ςυνεργατϊν του που ςυνοψίηονται ςτο βιβλίο «Where mathematics 

comes from. How the Embodied minds brings mathematics into being» (Lakoff & Núñez, 

2000) αλλά είναι μια κεωρία που ζχει αφετθρία το ζργο «Metaphors We Live By» των 

γλωςςολόγων George Lakoff και Mark  Johnson το οποίο δθμοςίευςαν  το 1980 και ςτο 

οποίο δείχνουν  με πειςτικό τρόπο ότι θ μεταφορά κατακλφηει τόςο τθ ςκζψθ μασ όςο και 

τθν κακθμερινι μασ γλϊςςα.    

Θ κεωρία των ενςϊματων Μακθματικϊν (Núñez,2000 a), προβάλει τουσ παρακάτω 

ιςχυριςμοφσ:  

1. Θ φφςθ των μακθματικϊν αφορά ανκρϊπινεσ ιδζεσ, και όχι απλϊσ τυπικζσ αποδείξεισ, 

αξιϊματα και οριςμοφσ (οι αποδείξεισ, τα αξιϊματα και οι οριςμοί ςυνιςτοφν μόνο ζνα 

μζροσ των μακθματικϊν, που επίςθσ κατανοείται μζςω επακριβϊν ςυνόλων ιδεϊν).  

2. Αυτζσ οι ιδζεσ είναι κεμελιωμζνεσ ςε χαρακτθριςτικοφσ του ανκρϊπινου είδουσ 

γνωςιακοφσ και ςωματικοφσ μθχανιςμοφσ τθσ κακθμερινότθτασ, κακιςτϊντασ, ςυνεπϊσ, τα 

μακθματικά ζνα ανκρϊπινο εγχείρθμα, και όχι μια πλατωνικι και υπερβατικι οντότθτα.  

3. Πτι εξαιτίασ αυτισ τθσ κεμελίωςθσ, οι μακθματικζσ ιδζεσ δεν είναι αυκαίρετεσ, δθλαδι, 

δεν αποτελοφν το προϊόν κακαρϊσ κοινωνικϊν και πολιτιςμικϊν ςυμβάςεων (παρ’ όλο που 

οι κοινωνικο-πολιτιςμικζσ διαςτάςεισ διαδραματίηουν κρίςιμουσ ρόλουσ ςτο ςχθματιςμό 

και τθν εξζλιξθ των ιδεϊν).  
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4. Πτι θ εννοιολογικι (και ιδεολογικι) δομι που ςυνιςτά τα μακθματικά μπορεί να 

μελετθκεί εμπειρικά, μζςω επιςτθμονικϊν μεκόδων.  

5. Πτι μια ςυγκεκριμζνθ μεκοδολογία βαςιςμζνθ ςτθν ενςϊματθ γνωςιακι επιςτιμθ – θ 

Ανάλυςθ Μακθματικϊν Λδεϊν – μπορεί να εξυπθρετιςει αυτό το ςκοπό.  

   Τουσ παραπάνω ιςχυριςμοφσ  προςπακεί, θ κεωρία αυτι, να τουσ τεκμθριϊςει ςτθν βάςθ 

των νζων δεδομζνων που ειςάγει θ ςφγχρονθ γνωςιακι επιςτιμθ, με ςθμαντικότερα τα 

παρακάτω ςυμπεράςματα:  

1. Σο ενςϊματο του νου. Θ λεπτομερισ φφςθ και θ δυναμικι των ςωμάτων μασ, των 

εγκεφάλων μασ και τθσ κακθμερινισ μασ λειτουργίασ ςτον κόςμο δομοφν τισ ανκρϊπινεσ 

ζννοιεσ και τθν ανκρϊπινθ λογικι. Αυτό περιλαμβάνει τισ μακθματικζσ ζννοιεσ και τθ 

μακθματικι λογικι.  

2. Σο γνωςιακό αςυνείδθτο. Οι περιςςότερεσ γνωςιακζσ διαδικαςίεσ είναι αςυνείδθτεσ – όχι 

καταςταλμζνεσ κατά τθ Φροχδικι ζννοια, αλλά απλά απρόςβατεσ ςε άμεςθ ςυνειδθτι 

ενδοςκόπθςθ. Δεν μποροφμε μζςω τθσ ενδοςκόπθςθσ να κοιτάξουμε απ’ ευκείασ τα 

εννοιολογικά μασ ςυςτιματα και τισ χαμθλοφ επιπζδου γνωςιακζσ διαδικαςίεσ μασ. Αυτό 

περιλαμβάνει το μεγαλφτερο μζροσ τθσ μακθματικισ ςκζψθσ.  

3. Μεταφορικι ςκζψθ. Κατά το μεγαλφτερο μζροσ, τα ανκρϊπινα όντα αντιλαμβάνονται τισ 

αφθρθμζνεσ ζννοιεσ με ςαφι τρόπο, με τθ χριςθ ακριβοφσ ςυμπεραςματικισ δομισ και 

τρόπων ςυλλογιςμοφ κεμελιωμζνων ςτο αιςκθςιο-κινθτικό ςφςτθμα. Ο γνωςιακόσ 

μθχανιςμόσ μζςω του οποίου το αφθρθμζνο κατανοείται μζςω του ςαφοφσ ονομάηεται 

εννοιολογικι μεταφορά  (conceptual metaphor). Θ μακθματικι ςκζψθ επίςθσ χρθςιμοποιεί 

τθν εννοιολογικι μεταφορά, όπωσ όταν αντιλαμβανόμαςτε τουσ αρικμοφσ ωσ ςθμεία πάνω 

ςε μια ευκεία, ι το χϊρο ωσ ςφνολα ςθμείων.  

Οι εννοιολογικζσ μεταφορζσ είναι  κεμελιϊδεισ γνωςιακοί μθχανιςμοί (από τεχνικι άποψθ, 

είναι αντιςτοιχίςεισ διαμζςου περιοχϊν οι οποίεσ διατθροφν τα ςυμπεράςματα *inference-

preserving cross-domain mappings+) που προβάλλουν τθ ςυμπεραςματικι δομι μιασ 

περιοχισ πθγισ ςε μια περιοχι ςτόχου, επιτρζποντασ ςτθ χριςθ αβίαςτου ςυγκεκριμζνου 

για το είδοσ και ςωματικά βαςιςμζνου ςυμπεράςματοσ να δομιςει αφθρθμζνο 

ςυμπζραςμα. 

Πςον αφορά τισ μακθματικζσ ζννοιεσ, οι Lakoff και Núñez (2000) διακρίνουν τουσ δφο 

παρακάτω ςθμαντικοφσ τφπουσ εννοιολογικϊν μεταφορϊν:  
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• Σισ κεμελιωτικζσ μεταφορζσ (grounding metaphors), οι οποίεσ κεμελιϊνουν τθν 

κατανόθςι μασ για τισ μακθματικζσ ιδζεσ μζςω τθσ κακθμερινισ εμπειρίασ. Στισ 

περιπτϊςεισ αυτζσ, θ περιοχι ςτόχου τθσ μεταφοράσ είναι μακθματικι, αλλά θ περιοχι 

πθγισ βρίςκεται εκτόσ των μακθματικϊν 

• Σισ ΢υνδετικζσ Μεταφορζσ (linking metaphors), οι οποίεσ είναι μεταφορζσ εντόσ των 

μακθματικϊν και που μασ επιτρζπουν να αντιλθφκοφμε μια μακθματικι περιοχι μζςω μια 

άλλθσ μακθματικισ περιοχισ. Στισ περιπτϊςεισ αυτζσ, και οι δφο περιοχζσ τθσ αντιςτοίχιςθσ 

είναι μακθματικζσ. Οι ςυνδετικζσ μεταφορζσ είναι, από πολλζσ απόψεισ, οι πλζον 

ενδιαφζρουςεσ αφοφ αποτελοφν μζροσ τθσ δομισ των ίδιων των Μακθματικϊν. 

Εμφανίηονται όποτε ζνασ κλάδοσ των Μακθματικϊν χρθςιμοποιείται για τθν 

μοντελοποίθςθ ενόσ άλλου.  

 

 

΢χόλιο 2:  Εκπραγμάτωςθ και εννοιολογικι μεταφορά 

Θ Sfard (1994) κεωρεί ότι θ κεωρία τθσ για τθν εκπραγμάτωςθ (reification) ςυνδυάηεται με 

τθν γνωςιακι κεωρία για τα ενςϊματα Μακθματικά που είδαμε παραπάνω.  

Αναφερόμενθ ςε ζργα των  Lakoff και Johnson εςτιάηει τθν προςοχι τθσ ςτα παρακάτω 

ςθμεία:  

- Στθν κεωρία τουσ για τον  μθ – αντικειμενικό  (non – objectivist) τρόπο που οι 

άνκρωποι δθμιουργοφν τθν κατανόθςθ τουσ για τον κόςμο. Κεωροφν ότι το νόθμα 

και θ κατανόθςθ είναι αδιαχϊριςτα: είναι θ δικι μασ κατανόθςθ που δίνει ςτα 

ςφμβολα και τισ ζννοιεσ το νόθμά τουσ και θ ςωματικι μασ εμπειρία είναι θ μόνθ 

πθγι κατανόθςθσ , αντίκετα από  άλλεσ κεωριςεισ -  που οι δφο ςυγγραφείσ  

ονομάηουν «Objectivist» κζλοντασ να δθλϊςουν όλεσ εκείνεσ τισ κεωρίεσ που είτε 

ρθτά είτε άρρθτα ενςωματϊνουν τθν άποψθ ότι όλεσ οι γνϊςεισ είναι προταςιακισ 

(propositional)  φφςθσ, δθλαδι εκφράηονται με ακριβείσ όρουσ που αντιςτοιχοφν ςε 

αντικειμενικζσ πλευρζσ τθσ πραγματικότθτασ- που κεωροφν ότι το νόθμα είναι ζνα 

κζμα ςχζςεων ανάμεςα ςε ςφμβολα και τον πραγματικό κόςμο και είναι τελείωσ 

ανεξάρτθτο από το ανκρϊπινο μυαλό. Κατά ςυνζπεια, υπό αυτι τθν οπτικι, 

κεωρείται ςαν μια διαδικαςία που μεςολαβεί ανάμεςα ςτο ανκρϊπινο μυαλό και το 

κακολικά βιωμζνο, απόλυτο, διαχρονικό βαςίλειο γεγονότων και ιδεϊν.   

- Στθν ζννοια των εικονο – ςχθμάτων (Embodied ι Image schemata) που είναι δομζσ 

από μια δραςτθριότθτα από τθν οποία οργανϊνουμε τθν ουςία τθσ εμπειρία μασ με 
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τρόπουσ που μποροφμε να κατανοοφμε και αποτελοφν τα εργαλεία για να 

χειριηόμαςτε τα διάφορα φυςικά και διανοθτικά ερεκίςματα που αντιμετωπίηουμε. 

Το βαςικό τουσ χαρακτθριςτικό είναι ότι θ ςυμπεραςματικι τουσ δομι διατθρείται 

υπό μεταφορικζσ αντιςτοιχίςεισ. Μζςω τθσ εννοιολογικισ μεταφοράσ τα εικονο – 

ςχιματα, αρχικά χτιςμζνα για να βάλουν τάξθ ςτθν φυςικι μασ εμπειρία 

«κλθρονομοφνται» ςτθν ςφαίρα τθσ περιςςότερο αφθρθμζνθσ ςκζψθσ για να 

δϊςουν ςχιμα, δομι και νόθμα ςτθν φανταςία μασ.  

- Θ Sfard (1994), κεωρεί ότι ωσ μεγάλθ τθν  ςυμβολι τθσ  κεωρίασ των Lakoff και 

Johnson ςτο να κατανοιςουμε, με τθν ανάδειξθ τθσ ςθμαςίασ τθσ εννοιολογικισ 

μεταφοράσ, το πϊσ θ υποκειμενικι κατανόθςθ μπορεί να είναι ςυμβατι με μια κοινά 

αποδεκτι αφθρθμζνθ γνϊςθ. Είναι ο μθχανιςμόσ τθσ εννοιολογικισ μεταφοράσ που 

ξεκινϊντασ από κοινοφσ ςε όλουσ μασ μθχανιςμοφσ που ζχουν ςαν βάςθ το 

ανκρϊπινο ςϊμα, φζρνουν τισ αφθρθμζνεσ ιδζεσ ςτθν φπαρξθ, και αυτό είναι που τισ 

κάνει «Ρλατωνικζσ» με τθν ζννοια ότι τισ αντιλαμβανόμαςτε ωσ να εκφράηουν 

παγκόςμιεσ ιδζεσ.  

Με βάςθ τα παραπάνω θ Σφάρντ (1994) εξθγεί πωσ αυτά ςυνδζονται με τθν reification, 

δθλαδι τθν πράξθ τθσ δθμιουργίασ κατάλλθλων αφθρθμζνων οντοτιτων που επιτρζπουν  

τθν μετάβαςθ από ζνα λειτουργικό ςε ζνα δομικό τρόπο ςκζψθσ:  

Ο κφριοσ τφποσ μεταφοράσ ςτα Μακθματικά είναι θ μεταφορά του οντολογικοφ 

αντικειμζνου: ζνα αφθρθμζνο αντικείμενο ( από Sfard, 1992) είναι μια εννοιολογικι 

οντότθτα, δθλαδι μια «ακζραια ολότθτα», αλλά πρζπει παράλλθλα να είναι ςαφζσ ότι 

είναι και κάτι παραπάνω: είναι μια μεταφορά που δθμιουργεί μια μακθματικι καταςκευι 

ςτθν εικόνα ενόσ υλικοφ αντικειμζνου. Μια προςεκτικότερθ ματιά ςτα μακθματικά κα 

απεκάλυπτε ότι αυτό που ζχει ςθμαςία είναι διαδικαςίεσ (από Sfard, 1992)  που 

εκτελοφμε νοθτικά, πρϊτα ςε φυςικά αντικείμενα (για παράδειγμα απαρίκμθςθ, 

μζτρθςθ) και μετά, ςε ζνα υψθλότερο επίπεδο, ςε αυτζσ τισ αρχικζσ διαδικαςίεσ αυτζσ 

κακαυτζσ. Το γεγονόσ, ωςτόςο, ότι ο κόςμοσ των αφθρθμζνων μακθματικϊν ιδεϊν είναι 

φτιαγμζνοσ ςτθν εικόνα τθσ φυςικισ πραγματικότθτασ είναι ςε πλιρθ ςυμφωνία με τθν 

κεωρία των Lakoff και Johnson. Είναι θ ςωματικι μασ εμπειρία που μασ αναγκάηει να 

ςκεφτόμαςτε για τισ διαδικαςίεσ ςαν να εκτελοφνται ςε ςυγκεκριμζνα αντικείμενα και να 

παράγουν αντικείμενα. Θ ονομαςία «Reification» δίνεται ςτθν πράξθ τθσ δθμιουργίασ των 

κατάλλθλων αφθρθμζνων οντοτιτων.  Με άλλα λόγια θ reification είναι θ γζνεςθ τθσ 

μεταφοράσ ενόσ οντολογικοφ αντικειμζνου που φζρνει ζνα μακθματικό αντικείμενο ςτθν 

φπαρξθ και με αυτόν τον τρόπο κάνει βακφτερθ τθν κατανόθςι μασ. Και τελικά είναι θ 
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μετάβαςθ από ζνα λειτουργικό ςε ζνα δομικό εικονο – ςχιμα, με τισ παρακάτω 

διευκρινιςεισ:  

 Ζνα λειτουργικό ςχιμα φζρνει ςτο πεδίο των αφαιρζςεων μια μεταφορά του να κάνεισ, 

του να χειρίηεςαι οριςμζνα αντικείμενα για να λαμβάνεισ κάποια άλλα αντικείμενα. Ωσ 

τζτοιο είναι ζνα ςχιμα δράςθσ.  Το δομικό ενςωματωμζνο ςχιμα, από τθν άλλθ μεριά, 

μεταφζρει ζνα εντελϊσ διαφορετικό οντολογικό μινυμα – ζνα μινυμα για μία οριςτικι, 

που μοιάηει με αντικείμενο, καταςκευι πάνω ςτθν οποία μποροφμε να δράςουμε για να 

καταςκευάςουμε άλλα αντικείμενα. Το πλεονζκτθμα του τελευταίου τφπου ςχιματοσ ςε 

ςχζςθ με τον προθγοφμενο τφπο, είναι ότι είναι πιο αλλθλεπιδραςτικό, πιο οικονομικό και 

πιο εφκολο ςτον χειριςμό, πιο επιδεκτικό για ολιςτικι μεταχείριςθ . 
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Β] ΘΕΩΡΙΕ΢ ΓΙΑ ΣΟ «ΣΙ ΕΜΠΟΔΙΖΕΙ» ΣΗΝ ΜΑΘΗ΢Η ΣΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ ΕΝΝΟΙΩΝ  
 

 Θεωρία των επιςτθμολογικϊν εμποδίων  

Θ ζννοια ενόσ «γνωςτικοφ εμποδίου» (Cornu, 1991), αν μελετθκεί, μπορεί να βοθκιςει 

ςτθν αναγνϊριςθ δυςκολιϊν που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ ςτθν διαδικαςία τθσ μάκθςθσ, 

και να προςδιορίςει πιο κατάλλθλεσ διδακτικζσ ςτρατθγικζσ. 

 Μπορεί (Cornu, 1991) κανείσ να προςδιορίςει διαφόρων ειδϊν γνωςτικά εμπόδια 

(γενετικά, ψυχολογικά, διδακτικά κ.λ.π) αλλά για τθν διδαςκαλία μιασ μακθματικισ ζννοιασ 

το πιο ςθμαντικό είναι να κακοριςτοφν κυρίωσ τα επιςτθμολογικά εμπόδια. Κατά τον 

Gaston Bachelard, που ειςιγαγε πρϊτοσ τον όρο αυτό (το 1938), τα επιςτθμολογικά 

εμπόδια ζχουν δφο βαςικά χαρακτθριςτικά:  

- είναι αναπόφευκτα και ουςιαςτικά ςυςτατικά τθσ γνϊςθσ που πρόκειται να αποκτθκεί, 

- βρίςκονται, τουλάχιςτον εν μζρει, ςτθν ιςτορικι ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ 

Θ λζξθ «επιςτθμολογικό» (Ely, 2007) χρθςιμοποιικθκε από τον Bachelard για να υποδείξει 

μια ςφνδεςθ με τισ ευρφτερεσ πεποικιςεισ του ατόμου που μακαίνει,  για το τι ςυνιςτά 

γνϊςθ. Στθν δουλειά του Brousseau (ο οποίοσ, πολφ αργότερα, ειςιγαγε τθν ιδζα των 

επιςτθμολογικϊν εμποδίων ςτα Μακθματικά), ο όροσ «επιςτθμολογικό» απλά ςθματοδοτεί 

το γεγονόσ ότι ο ρόλοσ του εμποδίου ςτθν καταςκευι μιασ ζννοιασ είναι δομικόσ, μζροσ τθσ 

ζννοιασ κακαυτισ και όχι ςυμπτωματικόσ.  

Ο Guy Brousseau (Σπφρου, 2009) παρακζτει τθν πρόταςθ του Duroux για τθν κατάλλθλθ 

προςαρμογι τθσ αρχικισ ζννοιασ του  Bachelard ςτθν περιοχι των Μακθματικϊν, ζνα 

ςφνολο προχποκζςεων που χαρακτθρίηουν το «επιςτθμολογικό εμπόδιο»:  

- Ζνα εμπόδιο είναι μια γνϊςθ ι μια αντίλθψθ και όχι μια δυςκολία ι αςτοχία 

γνϊςθσ 

- Θ γνϊςθ αυτι δίνει απαντιςεισ κατάλλθλεσ για ζνα δεδομζνο πλαίςιο αλλά δίνει 

εςφαλμζνεσ απαντιςεισ ζξω από το πλαίςιο αυτό. Μια ορκι ι γενικότερθ 

απάντθςθ απαιτεί μια εμφανζςτατα διαφορετικι οπτικι 

- Επιπλζον, θ γνϊςθ αυτι ανκίςταται ςε οποιεςδιποτε αντιφάςεισ αντιμετωπίηει 

κακϊσ και ςτθν εγκακίδρυςθ μιασ αρτιότερθσ γνϊςθσ. Δεν αρκεί θ κατοχι μιασ πιο 

κατάλλθλθσ γνϊςθσ για τον παραγκωνιςμό τθσ προγενζςτερθσ αλλά είναι αναγκαία 

θ ςυνειδθτοποίθςθ τθσ απόρριψθσ και θ ενςωμάτωςι τθσ μζςα ςτθν νζα γνϊςθ. 
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 ΕΝΝΟΙΟΛΟΓΙΚΗ ΑΛΛΑΓΗ  

      Το πλαίςιο τθσ «εννοιολογικισ αλλαγισ» (Prediger, 2008)ζχει γίνει τα τελευταία χρόνια 

μια ςθμαντικι προςζγγιςθ προκειμζνου να εξθγθκοφν οι δυςκολίεσ των μακθτϊν ςτθν 

μάκθςθ εννοιϊν των φυςικϊν επιςτθμϊν ι των Μακθματικϊν. Θ προςζγγιςθ τθσ 

εννοιολογικισ αλλαγισ δίνει ζμφαςθ ςτο γεγονόσ ότι θ μάκθςθ δεν είναι πάντα 

ςυςςωρευτικι (cumulative) με τθν ζννοια ότι νζα γνϊςθ απλά «προςτίκεται» ςτθν 

προθγοφμενθ (ςαν μια διαδικαςία εμπλουτιςμοφ). Αντίκετα, θ μάκθςθ ςυχνά απαιτεί τθν 

ανακαταςκευι (reconstruction) τθσ προθγοφμενθσ γνϊςθσ όταν ζρχεται αντιμζτωπθ με νζεσ 

εμπειρίεσ και προκλιςεισ. Ρροβλιματα εννοιολογικισ αλλαγισ μποροφν να εμφανιςτοφν 

όταν θ προθγοφμενθ γνϊςθ του μακθτι είναι αςφμβατθ με τισ απαραίτθτεσ νζεσ 

κατανοιςεισ  (conceptualisations).  

Θ απαιτοφμενθ, ςτισ περιπτϊςεισ αυτζσ,  ριηικι ανακαταςκευι τθσ γνϊςθσ (Merenluoto - 

Lehtinen , 2002) δεν εξεταηόταν επαρκϊσ ςτθν παραδοςιακι διδαςκαλία. Τα Μακθματικά 

κεωροφνταν ςαν μια ιεραρχικι δομι ςτθν οποία όλεσ οι νζεσ ζννοιεσ προκφπτουν λογικά 

από τισ προθγοφμενεσ, οι οποίεσ επιτρζπουν ςτον μακθτζσ να εμπλουτίηουν τισ γνϊςεισ 

τουσ βακμιαία.  

Οι ζρευνα ςτα πλαίςια τθσ κεωρίασ τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ (Merenluoto, Palonen,2007) 

ζχει καταδείξει ότι, ςε περιπτϊςεισ που θ προθγοφμενθ γνϊςθ των μακθτϊν είναι 

αςφμβατθ με τθν επιςτθμονικι γνϊςθ, οι μακθτζσ είναι επιρρεπείσ ςτο να κάνουν 

ςυςτθματικά λάκθ ι να δθμιουργοφν παρανοιςεισ (misconceptions). Ρολλζσ από αυτζσ τισ 

παρανοιςεισ είναι ςυνκετικά μοντζλα (synthetic models), που ςθμαίνει ότι οι μακθτζσ 

προςπακοφν να ςυνκζςουν τθν νζα πλθροφορία ςτθν προθγοφμενθ γνϊςθ τουσ αντί να 

κάνουν τισ απαιτοφμενεσ  ριηικζσ αλλαγζσ.  Ριο ςυγκεκριμζνα, τα ςυνκετικά μοντζλα 

δθμιουργοφνται, ςφμφωνα με τθν κεωρία τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ, ωσ εξισ (Biza, 

Souyoul, Zachariades, 2005): Οι μακθτζσ από πολφ μικρι θλικία δθμιουργοφν αρχικά 

επεξθγθματικά πλαίςια (initial explanatory frameworks) που αποτελοφνται από ζνα 

ςυνεκτικό πυρινα από αρχικζσ ιδζεσ ι εκ των προτζρων πεποικιςεισ ι προχποκζςεισ 

(presuppositions).  Αυτζσ οι αρχικζσ ιδζεσ  επθρεάηουν  τισ  πεποικιςεισ (beliefs) που 

δθμιουργοφνται από τθν κακθμερινι και πολιτιςμικι εμπειρία τουσ. Τα ςυνκετικά μοντζλα, 

που δθμιουργοφνται όταν θ νζα γνϊςθ που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ είναι αςφμβατθ με 

τθν προθγοφμενθ γνϊςθ τουσ, είναι μια μείξθ από τισ υπάρχουςεσ πεποικιςεισ τουσ με τθν 

επιςτθμονικι κεωρία.   
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 Σχζςθ εννοιολογικισ αλλαγισ με τθν κεωρία των διαιςκιςεων του Fischbein 

Ο Fischbein (1987) (από Tirosh & Tsamir, 2004) διατφπωςε  μια κεωρία ςτθν οποία 

κακόριςε τθν ζννοια τθσ διαίςκθςθσ (intuition) και τον ουςιαςτικό ρόλο που παίηει ςτθν 

ςκζψθ των μακθτϊν κακϊσ μακαίνουν Μακθματικά. Σφμφωνα με τον Fischbein, θ 

διαιςκθτικι γνϊςθ είναι ζνασ τφποσ άμεςθσ, άρρθτθσ, υποκειμενικισ, προφανοφσ γνϊςθσ 

που οδθγεί με ζναν καταναγκαςτικό τρόπο ςε γενικεφςεισ.  Ο Fischbein ςυηιτθςε διάφορεσ 

ταξινομιςεισ τθσ διαιςκθτικισ γνϊςθσ, μια από τισ οποίεσ είναι οι αρχικζσ και οι 

δευτερεφουςεσ διαιςκιςεισ. Οι αρχικζσ διαιςκιςεισ ορίςτθκαν ωσ οι διαιςκιςεισ που 

«αναπτφςςονται  ςτα άτομα ανεξάρτθτα από οποιαδιποτε ςυςτθματικι διδαςκαλία,  ςαν 

μία επίπτωςθ  τθσ προςωπικισ εμπειρίασ τουσ». Οι δευτερεφουςεσ διαιςκιςεισ ορίςτθκαν 

ωσ «εκείνεσ που αποκτιοφνται, όχι μζςω τθσ φυςικισ εμπειρίασ, αλλά μζςω κάποιασ 

εκπαιδευτικισ παρζμβαςθσ». Οι δευτεροβάκμιεσ διαιςκιςεισ ςχθματίηονται όταν θ τυπικι 

γνϊςθ γίνεται διαιςκθτικι. Στο Fischbein  (2001) εξθγεί τον όρο «άδθλα μοντζλα» (tacit 

models) που είναι νοθτικά μοντζλα που χρθςιμοποιοφμε αςυνείδθτα, χωρίσ να ζχουμε 

επίγνωςθ τθσ παρουςίασ τουσ και των επιδράςεϊν τουσ για τισ ςτρατθγικζσ και τα 

ςυμπεράςματα τθσ ςκζψθσ μασ. Ωςτόςο, τα μοντζλα αυτά μπορεί να οδθγιςουν ςε 

διαςτρεβλωμζνεσ ερμθνείεσ και ςυμπεράςματα.     

Οι Tirosh & Tsamir, 2004 διαπιςτϊνονται κάποιεσ ομοιότθτεσ και κάποιεσ διαφορζσ τθσ 

κεωρίασ διαιςκιςεων του Fischbein και του πλαιςίου τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ:  

Ομοιότθτεσ:  

-Και τα δφο μοντζλα αναφζρονται ςε αςυμβατότθτεσ ανάμεςα ςτισ αρχικζσ ιδζεσ 

των ςπουδαςτϊν που φζρνουν ςτθν τάξθ  από τθν προθγοφμενθ (κακθμερινι ι 

μακθματικι) εμπειρία τουσ και ςτθ γνϊςθ που πρόκειται να αποκτιςουν μζςω τθσ 

διδαςκαλίασ. 

-Και τα δφο κεωρθτικά πρότυπα προτείνουν ότι «αρχικζσ διαιςκιςεισ» (primary 

intuitions - κεωρία διαιςκιςεων Fischbein)  ι «αρχικζσ ιδζεσ» (presuppositions - 

προςζγγιςθ εννοιολογικισ αλλαγισ)  ςυνεχίηουν να επιδροφν ακόμα και μετά από 

τθν διδαςκαλία. 

-Και τα δφο κεωρθτικά μοντζλα βλζπουν τθν αφξθςθ τθσ ςυνειδθτοποίθςθσ για τισ 

αρχικζσ διαιςκιςεισ ι τισ αρχικζσ ιδζεσ ωσ «κλειδί» για τθν ανάπτυξθ και τθν 

αξιολόγθςθ μακθςιακϊν περιβαλλόντων και εκπαιδευτικϊν πρακτικϊν ςτθν 

επιςτιμθ και τα μακθματικά. Το πλαίςιο τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ δίνει ζμφαςθ 
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ςτθ ςταδιακι και χρονοβόρα φφςθ τζτοιου είδουσ αλλαγϊν και προτείνει 

λεπτομερι διδακτικά βιματα  

Διαφορζσ:  

-Σφμφωνα με το μοντζλο εννοιολογικισ αλλαγισ κατά τθν εκμάκθςθ, υφίςταται μια 

μίξθ αρχικϊν ιδεϊν και επιςτθμονικισ  γνϊςθσ (ςυνκετικά μοντζλα) όπου 

διακρίνονται καταςτάςεισ «φιλικζσ» ςτον εμπλουτιςμό (των γνϊςεων) και 

καταςτάςεισ «προβλθματικζσ»  για τθν ριηικι αλλαγι. Σφμφωνα με το μοντζλο του 

Fischbein, είναι αναπόφευκτθ μια μίξθ αρχικϊν διαιςκιςεων και τυπικισ γνϊςθσ. Ο 

Fischbein προςδιόριςε τρεισ τφπουσ μακθματικισ γνϊςθσ: φορμαλιςτικι γνϊςθ, 

αλγορικμικι γνϊςθ, και διαιςκθτικι γνϊςθ, και ζδειξε ότι αςυμβατότθτεσ μεταξφ 

αυτϊν των τφπων γνϊςθσ οδθγοφν ςε ςυςτθματικά   λάκθ, παρερμθνείεσ και 

επιςτθμολογικά εμπόδια. 

 

 Σχζςθ εννοιολογικισ αλλαγισ με επιςτθμολογικά εμπόδια:  

Ρολφ λίγα άρκρα βρικαμε που ξεκακαρίηουν τθν παραπάνω ςχζςθ:  

-Θ Prediger (2008) αναφζρει ότι θ κεωρία των επιςτθμολογικϊν εμποδίων, ςε 

ςυνδυαςμό με τθ κεωρία διαιςκιςεων του Fischbein, μπορεί να ζχει μια ςθμαντικι 

ςυμβολι ςτισ ζρευνεσ του πλαιςίου τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ, κακϊσ μπορεί να 

διευκρινίςει ότι τα εμπόδια ςτθν εννοιολογικι αλλαγι μπορεί να αναηθτθκοφν  

βακφτερα ςτο μακθματικό περιεχόμενο τθσ γνϊςθσ από ότι ςυχνά φαίνεται ςτισ 

προςεγγίςεισ τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ. 

-Ο Greer (2004) αναφζρει ότι θ ςθμαςία τθσ εννοιολογικισ ανακαταςκευισ ζχει 

αναγνωριςτεί από πολλζσ κεωρίεσ, ανάμεςα ςτισ οποίεσ εξζχουςα κζςθ ζχει θ 

κεωρία των επιςτθμολογικϊν εμποδίων».  

-Ο Clement (2003) δίνει, ίςωσ μια πιο «ειλικρινι» διαφορά των δφο κεωριϊν: «Θ 

ζννοια του επιςτθμολογικοφ εμποδίου χρθςιμοποιείται ςυνικωσ μόνο ςτθν 

Γαλλικι εκπαιδευτικι ζρευνα και ςτισ χϊρεσ του Ευρωπαϊκοφ νότου. Στισ άλλεσ 

χϊρεσ χρθςιμοποιείται ο όροσ εννοιολογικι αλλαγι» 
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΢χόλιο 3:  Η Sfard και θ εννοιολογικι αλλαγι  

Θ Sfard ςτο άρκρο τθσ Reconceptualizing Conceptual Change (2007) κεωρεί ότι το πλαίςιο 

τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ  (το οποίο κεωρεί ότι ζχει ρίηεσ και ςτθν κεωρία των 

διαιςκιςεων του Fischbein) ζχει μια αξιόλογθ ενοποιθτικι δφναμθ και μπορεί να 

λειτουργιςει ωσ εργαλείο για τθν  ενθμζρωςθ τθσ εκπαιδευτικισ πρακτικισ. Ωςτόςο 

κεωρεί ότι πολλοί από τουσ όρουσ που χρθςιμοποιεί δεν δθλϊνονται με αρκετι ςαφινεια 

και ζχει εκφράςει κάποιουσ γενικότερουσ προβλθματιςμοφσ για αυτοφσ.  

Ασ δοφμε, για παράδειγμα, τισ αντιρριςεισ τθσ για ζναν ςθμαντικό όρο για το πλαίςιο τθσ 

εννοιολογικισ αλλαγισ, αυτόν των «παρανοιςεων» (misconceptions):  

 Στο Sfard, 2001d αναφερόμενθ ςτον όρο misconceptions, λζει : «Αυτι θ δθλωτικι ετικζτα 

υπονοεί ότι κάποιοσ πρζπει να αναμζνει μια διαφορά των ατομικϊν κεωριςεων των 

μακθτϊν και τθσ «επίςθμθσ», «ορκισ» εκδοχισ των μακθματικϊν εννοιϊν. Προι όπωσ  

νοθτικζσ εικόνεσ (concept images) (ςε αντιδιαςτολι με τον οριςμό τθσ ζννοιασ (concept 

definition), από τουσ Tall και Vinner) ι  άδθλα μοντζλα  (από τον Fischbein), οι οποίοι 

άρχιςαν να εμφανίηονται παράλλθλα με τθν ζννοια   παρανόθςθ (misconception) μποροφν 

να κεωρθκοφν εννοιολογικά πολφ κοντά, δεδομζνου ότι υπονοοφν τθν ίδια βαςικι ιδζα τθσ 

απόκλιςθσ μεταξφ των ατομικϊν και κοινϊν εννοιολογικϊν δομϊν.»  

Θ άποψθ τθσ Sfard (2001d) είναι ότι αυτοί οι όροι υπονοοφν τθν υιοκζτθςθ τθσ μεταφοράσ 

για τθν μάκθςθ ωσ απόκτθςθ γνϊςθσ: «Επθρεαςμζνοι από τα λαϊκά πρότυπα τθσ μάκθςθσ 

υπονοοφμενα ςτουσ κακθμερινοφσ  τρόπουσ ομιλίασ, και περαιτζρω ενκαρρυμζνοι από τισ 

πολυάρικμεσ επιςτθμονικζσ κεωρίεσ του νου, που αντιλαμβάνονται τθν μάκθςθ ωσ 

αποκικευςθ των πλθροφοριϊν υπό μορφι νοθτικϊν αναπαραςτάςεων (mental 

representations), οι μελετθτζσ τθσ μακθματικισ ςκζψθσ και τθσ επίλυςθσ προβλιματοσ 

ςιωπθρά υιοκετοφν τθ μεταφορά τθσ μάκθςθσ ωσ απόκτθςθσ τθσ γνϊςθσ. Θ ζμφαςθ είναι 

εδϊ ςτον όρο απόκτθςθ, θ οποία υπογραμμίηει τθν ατομικι (individual) φφςθ τθσ 

προςπάκειασ. Θ απόκτθςθ μπορεί να πραγματοποιθκεί είτε από τθν ενεργθτικι υποδοχι ι 

από τθν ενεργό καταςκευι, ωσ ςυνζπεια μιασ εξατομικευμζνθσ εκδοχισ των εννοιϊν και 

των διαδικαςιϊν.» (Sfard , 2001d).Θ Sfard (1998) κεωρεί ότι θ ανκρϊπινθ μάκθςθ, από 

παλιά, εκεωρείτο ωσ μια απόκτθςθ κάποιου πράγματοσ ωσ «θ πράξθ του να κερδίηεισ 

γνϊςθ». Από τθν εποχι του Piaget και του Vygotsky θ ανάπτυξθ τθσ γνϊςθσ ςτθν 

διαδικαςία τθσ μάκθςθσ ζχει αναλυκεί με όρουσ ανάπτυξθσ των εννοιϊν. Οι ζννοιεσ 

κατανοοφνται ωσ οι βαςικζσ μονάδεσ  τθσ γνϊςθσ που μποροφν να ςυςςωρευτοφν, 

βακμιαία να κακοριςτοφν και να ςυνδυαςτοφν ϊςτε να ςχθματίςουν πιο πλοφςιεσ 
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γνωςτικζσ δομζσ. Θ εικόνα αυτι δεν αλλάηει όταν μιλάμε για αυτόν που μακαίνει ωσ ζνα 

άτομο που καταςκευάηει νόθμα οφτε ακόμα όταν μιλάμε ςτα πλαίςια κεωριϊν που 

εξετάηουν τθν κοινωνικι καταςκευι τθσ γνϊςθσ. Οι περιςςότερεσ κεωρίεσ μάκθςθσ που 

ζχουν αναπτυχτεί τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ, παρά τισ μεγάλεσ διαφορζσ τουσ  για το «πωσ», 

δεν διαφζρουν ςτθν ουςία: θ ιδζα τθσ μάκθςθσ ωσ θ κατοχι  κάποιων υλικϊν προϊόντων 

παραμζνει θ ίδια ςε όλεσ αυτζσ τισ κεωρίεσ.  Θ Sfard (2001d) δεν είναι απορριπτικι για 

αυτζσ τισ κεωριςεισ για τθν μάκθςθ, οι οποίεσ ζχουν κάνει πολφ καλό και τθν κεωρία και 

ςτθν πρακτικι τθσ εκπαίδευςθσ των Μακθματικϊν. Ωςτόςο, αυτζσ οι κεωρίεσ 

«απομονϊνουν» τισ γνωςτικζσ δραςτθριότθτεσ από το πλαίςιό τουσ και μασ λζνε μόνο ζνα 

περιοριςμζνο μζροσ τθσ ιςτορίασ τθσ μάκθςθσ.  Θ Sfard (1998) αναφζρεται ςε μια 

εναλλακτικι – ςυμπλθρωματικι  «μεταφορά για τθν μάκθςθ» από αυτιν  τθσ «μεταφοράσ 

τθσ απόκτθςθσ τθσ γνϊςθσ», αυτιν τθσ «μεταφοράσ τθσ ςυμμετοχισ ςτθν μάκθςθ» όπου θ 

μάκθςθ κεωρείται ωσ μια διαδικαςία ζνταξθσ  κάποιου ςε μια οριςμζνθ κοινότθτα, που 

ςθμαίνει να αποκτιςει τθν ικανότθτα να επικοινωνεί ςτθν γλϊςςα αυτισ τθσ κοινότθτασ 

και να δρα ςφμφωνα με τουσ νόμουσ αυτισ τθσ κοινότθτασ, παρά να γίνεται κάτοχοσ 

γενικευμζνων αποπλαιςιοποιθμζνων εννοιολογικϊν ςχθμάτων. Εξειδικεφει  τισ απόψεισ τθσ 

για αυτιν τθν δεφτερθ «μεταφορά» για τθν μάκθςθ ςτο Sfard, 2001d, ειςάγοντασ τθν ιδζα  

τθσ «επικοινωνιακισ προςζγγιςθσ ςτθν γνϊςθ» (communicational approach),ςφμφωνα με 

τθν οποία «θ ςκζψθ μπορεί να νοθκεί ωσ μια περίπτωςθ επικοινωνίασ» και «θ μάκθςθ 

μπορεί να οριςτεί ωσ μφθςθ ςε ζνα διάλογο – διαπραγμάτευςθ (discourse)». Θ αναλυτικι 

περιγραφι ωςτόςο, αυτϊν των ςθμαντικϊν ιδεϊν ξεπερνάει το πλαίςιο τθσ παροφςασ 

εργαςίασ.     
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Γ] ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΑ ΜΑΘΗΣΩΝ ΚΑΘΗΓΗΣΗ ΢ΣΗΝ ΣΑΞΗ  
 

Θ Sfard (1994a) διαπιςτϊνει ότι:   

«Μπορεί να ειπωκεί με πολλοφσ διαφορετικοφσ τρόπουσ, εξαρτάται από τθν ςχολι ςκζψθσ 

ςτθν οποία ανικει κανείσ, ότι: οι μακθτζσ και οι κακθγθτζσ τουσ δεν μοιράηονται το ίδιο 

παράδειγμα (paradigm)ι ότι, αςυνείδθτα, εμπλζκονται ςε διαφορετικζσ μακθματικζσ 

πρακτικζσ (practices) ι ότι δεν ςυμμετζχουν ςτθν ίδια μακθματικι ςυνομιλία (discourse). 

Ππωσ και να το κζςει κανείσ, το μινυμα είναι πάντα το ίδιο: οι μακθτζσ δεν μποροφν να 

επικοινωνιςουν με τουσ κακθγθτζσ τουσ γιατί, παρότι μπορεί να χρθςιμοποιοφν 

πανομοιότυπεσ εκφράςεισ, ηουν ςε αςφμβατουσ μακθματικοφσ κόςμουσ, βαςίηονται ςε 

διαφορετικζσ αρχζσ (κανόνεσ) και οι ςκζψεισ τουσ  μάλλον πάνε παράλλθλα παρά 

ςυγκροφονται ι ςυμπίπτουν».    

Κα προςπακιςουμε ςτα παρακάτω να διερευνιςουμε τισ διαπιςτϊςεισ αυτζσ τθσ Sfard, 

μετατοπίηοντασ τθν εςτίαςι μασ από τισ γενικζσ κεωρίεσ μάκθςθσ,  των προθγοφμενων 

παραγράφων του κεφαλαίου αυτοφ, ςτθν πραγματικότθτα τθσ αίκουςασ των Μακθματικϊν 

κατά τθν διδακτικι πράξθ. Για τον ςκοπό αυτό κα  χρθςιμοποιιςουμε κατά κφριο λόγο το 

άρκρο του H. Steinbring (1991): Mathematics in teaching processes—the disparity between 

teacher and student knowledge, αλλά και οριςμζνεσ απόψεισ για τθν διδαςκαλία τθσ Sfard 

και των Lakoff και Núñez.  

 

 

 Ο Steinbring (1991) αναλφει διδακτικά επειςόδια από τθν τάξθ των 

Μακθματικϊν προςπακϊντασ να διακρίνει τουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ 

εκφράηεται θ διαφορά τθσ  γνϊςθσ του κακθγθτι και των μακθτϊν, και να 

εντοπίςει τισ επιπτϊςεισ αυτισ τθσ διαφοράσ για τθν μάκθςθ.     

Κεωρεί ότι, από το αναλυτικό πρόγραμμα, τουσ κακθγθτζσ, τουσ γονείσ και τουσ μακθτζσ, 

τονίηεται θ υλικι πλευρά (ωσ ζνα ςφνολο πλθροφοριϊν) των Μακθματικϊν ςε αντίκεςθ με 

τθν εννοιολογικι διάςταςθ. Τα Μακθματικά, ςυνικωσ, διδάςκονται γραμμικά ςαν ζνα 

ζτοιμο προϊόν, πλιρωσ ανεπτυγμζνο, και θ ζμφαςθ δίνεται ςτισ διαδικαςίεσ (ρουτίνεσ) που 

πρζπει να μάκουν οι μακθτζσ.  Θ μακθματικι γνϊςθ ερμθνεφεται ωσ μια ςυλλογι από 
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ατομικζσ κατανοιςεισ, ικανότθτεσ ι ακόμα και λφςεισ και θ οποία, γνϊςθ, ωσ κάτι που 

ςταδιακά ςυςςωρεφεται.   

Ο ρόλοσ του κακθγθτι, ςε μια τζτοια κεϊρθςθ είναι να γνωρίηει περιςςότερα από τουσ 

μακθτζσ του και να προςπακεί, «πιάνοντάσ τουσ από το χζρι», να τουσ μεταφζρει ςταδιακά 

τθν παραπάνω «γνϊςθ» που αυτόσ διακζτει.   

Οι παραπάνω, ακραίεσ ίςωσ, απόψεισ ζχουν υποςτεί, τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ, πολφ 

μεγάλθ κριτικι από τθν άποψθ ότι θ γνϊςθ δεν πρζπει να δίνεται ζτοιμθ ςτον μακθτι αλλά 

κα πρζπει να του παρζχονται οι ευκαιρίεσ να καταςκευάηει μόνοσ του τθν γνϊςθ. Σε αυτι 

τθν προςζγγιςθ θ γνϊςθ παφει να είναι αντικειμενικι (objective) . Ωςτόςο, αυτζσ οι 

κεωρίεσ δεν αμφιςβθτοφν τθν παρανόθςθ για τθν γνϊςθ ωσ κάτι που ζχει ςυςςωρευτικό 

χαρακτιρα, ςαν ζνα απόκεμα που αποτελείται από πολλά ξεχωριςτά αποδεδειγμζνα 

γεγονότα και ςτοιχεία. Απλά δίνει ζμφαςθ ςτο ότι δεν υπάρχει μία μόνο αντικειμενικι 

γνϊςθ αλλά ότι ςχθματίηεται ατομικά από τον κακζνα που μακαίνει. Ζτςι δίνεται ζμφαςθ 

ςτθν κοινωνικι καταςκευι τθσ γνϊςθσ.  

Υπάρχουν λοιπόν, δφο αντίκετεσ κουλτοφρεσ για τθν διδαςκαλία και τθν μάκθςθ των 

Μακθματικϊν: αυτισ που τα Μακθματικά κεωροφνται πρωτίςτωσ ωσ ζνα προϊόν ι ζνα 

καταςκεφαςμα και αυτισ που κεωρεί τθν διδαςκαλία και τθν μάκθςθ κυρίωσ ωσ μια  

κοινωνικι διαδικαςία.   

Ωςτόςο ςτθν πραγματικι ςχολικι τάξθ, οι δφο παραπάνω φαινομενικά αςφμβατεσ 

κουλτοφρεσ, κάτω από τθν πίεςθ τθσ γραμμικισ και ςυςςωρευτικισ μορφισ του 

μακθματικοφ περιεχομζνου, ουςιαςτικά γίνονται ςυμβατζσ με ζνα ςτυγνό τρόπο: θ 

κοινωνικι διαδικαςία τθσ διδαςκαλίασ και τθσ μάκθςθσ ςτερείται τα ουςιαςτικά κοινωνικά 

χαρακτθριςτικά τθσ και εκφυλίηεται ςε κάποιο είδοσ κοινότυπου επικοινωνιακοφ μοτίβου 

από γεγονότα. Ο ρόλοσ του κακθγθτι παραμζνει κεντρικόσ. Κακορίηει το τι πρζπει να 

διδαχκεί αλλά επίςθσ παρζχει κρίςιμεσ κατευκφνςεισ για τουσ μακθτζσ προςδιορίηοντασ το 

τι είναι νόμιμθ αντίλθψθ για τθν μακθματικι γνϊςθ.  

Ριο ςυγκεκριμζνα ο Steinbring (1991) ανζλυςε διαλόγουσ κατά τθν διαπραγμάτευςθ μεταξφ 

του κακθγθτι και των μακθτϊν για ειςαγωγικζσ ζννοιεσ των πικανοτιτων. Ο κακθγθτισ 

προςπακεί να «μυιςει» τουσ μακθτζσ ςτθν γλϊςςα των ςυνολοκεωρθτικϊν εννοιϊν των 

πικανοτιτων (είδθ ενδεχομζνων,  εφρεςθ του δειγματικοφ χϊρου για τον υπολογιςμό 

πικανότθτασ ). Για να επιτφχει τθν κατανόθςθ των τυπικϊν εννοιϊν, ο κακθγθτισ 

χρθςιμοποίθςε παιχνίδια και  παραδείγματα με ηάρια.  Ο κακθγθτισ κζτει  ζνα πρόβλθμα 
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και  διαδοχικά ερωτιματα ςτουσ μακθτζσ και αναμζνει από τουσ μακθτζσ να ςυμφωνιςουν 

όλοι μαηί, με τθν κακοδιγθςι του, ςε ζνα «ςωςτό» τρόπο αντιμετϊπιςθσ και ζκφραςθσ.  

Ο  Steinbring καταλιγει, από τθν ανάλυςθ των διαλόγων ςτα παρακάτω ςυμπεράςματα:  

 

- Μια  προςεκτικι ματιά ςτα φαινόμενα που παρουςιάηονται ςτθν πραγματικι 

ςχολικι τάξθ δείχνει ότι θ βαςικι προχπόκεςθ (υπόκεςθ) εδϊ είναι μια 

χρονολογικά οργανωμζνθ δομι γνϊςθσ. Ο κακθγθτισ ουςιαςτικά υποκζτει ζνα 

«καλοφπι» μακθματικισ γνϊςθσ που ζχει οργανϊςει για τον εαυτό του με 

αναςκόπθςθ (in retrospect) και επιχειρεί να αναπτφξει τθν γνϊςθ των μακθτϊν ςε 

ζνα όμοιο επίπεδο.  

- Στον διάλογο που αναπτφςςεται, πολλζσ φορζσ, ο κακθγθτισ και οι μακθτζσ 

ουςιαςτικά δεν  μιλοφν για τα ίδια πράγματα και οι μακθτζσ δζχονται τα πράγματα 

που ο κακθγθτισ φαινομενικά ζχει βγάλει από τισ απαντιςεισ τουσ ςτισ ερωτιςεισ 

του, ςαν κάτι προκακοριςμζνο από τον κακθγθτι.   

- Αν θ διαδικαςία τθσ μάκθςθσ λειτουργεί όπωσ οργανϊκθκε από τον κακθγθτι, οι 

μακθτζσ πραγματικά φαίνεται να ακολουκοφν το μονοπάτι τθσ γνϊςθσ βιμα προσ 

βιμα ακριβϊσ όπωσ το είχε ςχεδιάςει ο κακθγθτισ από τθν δικι του διατεταγμζνθ 

προοπτικι τθσ γνϊςθσ (Εικόνα 1).   

 

  

Εικόνα 1 (Steinbring ,1991) 

- Αν όμωσ, ανακφπτουν δυςκολίεσ για τουσ μακθτζσ ςτθν πορεία τθσ διδαςκαλίασ, 

είναι τουλάχιςτον εμφανζσ ότι θ γνϊςθ των μακθτϊν και θ γνϊςθ του κακθγθτι – 

παρά τθν ςχετικι γραμμικι διάταξθ (θ οποία είναι ςυχνά μόνο κλαςματικι και 

ανολοκλιρωτθ ςτο μακθτι) – είναι εγκατεςτθμζνθ ςε τελείωσ διαφορετικά 

επίπεδα. Ο κακθγθτισ πρζπει να ανεβάςει τθν κατανόθςθ των μακθτϊν ςτο δικό 

του επίπεδο γνϊςθσ. (Εικόνα 2)                   
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Εικόνα 2 (Steinbring ,1991) 

Ο κακθγθτισ προςπακεί να το καταφζρει αυτό με τισ δικζσ του διδακτικζσ 

μεκόδουσ, μζςα από ζνα επιδζξιο παιχνίδι ερωτιςεων και απαντιςεων ι 

αντικροφοντασ τισ προτάςεισ των μακθτϊν. Αυτζσ μεκοδολογικζσ βοικειεσ 

αναδεικνφονται κυρίωσ με τθν επιδίωξθ τθσ κακοδιγθςθσ των μακθτϊν πίςω ςτο 

ςωςτό μονοπάτι γνϊςθσ, να τουσ επιτρζψει να υπερνικιςουν πολφ μεγάλα κενά 

γνϊςθσ με ενδιάμεςα βιματα, να τουσ απαλλάξει από αδιζξοδα και παρακάμψεισ 

ςτο μονοπάτι για τθν μακθματικι γνϊςθ με τόςο ςυνζπεια προετοιμαςμζνθ.   

-  Είναι ςυχνά δφςκολο για τουσ ςυμμετζχοντεσ ςτθν μακθςιακι διαδικαςία να 

ςυνειδθτοποιιςουν ότι οι διακοπζσ ςτθν κατανόθςθ δεν προκαλοφνται απλά από 

ζνα ζλλειμμα ι μια απόκλιςθ ι ζνα λάκοσ ςε ςχζςθ  με το ςωςτό μονοπάτι τθσ 

μάκθςθσ, αλλά ότι τζτοιεσ διακοπζσ είναι μία ζκφραςθ ενόσ κεμελιϊδουσ 

προβλιματοσ τθσ ανάπτυξθσ και κατανόθςθσ κεωρθτικϊν γνϊςεων μζςα ςτθν 

εννοιολογικι – ςυςτθμικι δομι τουσ.  Οι δυςκολίεσ και τα εμπόδια ςτθν κατανόθςθ 

που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ μζςα ςτθν διαδικαςία τθσ μάκθςθσ, πολλζσ φορζσ, 

οφείλονται κατά ζνα μεγάλο μζροσ ςτθν αντίκεςθ που προκφπτει από το γεγονόσ 

ότι θ διαδικαςία τθσ μάκθςθσ ιταν οργανωμζνθ βιμα προσ βιμα και παραγωγικά 

ςφμφωνα με τθν ιεραρχία τθσ γνϊςθσ με τθν γραμμικι διάταξι τθσ, ενϊ οι νζεσ 

εννοιολογικζσ ςχζςεισ τθσ γνϊςθσ απαιτοφν μια ςυςτθμικι – ολιςτικι ςφνδεςθ,  

αφοφ θ νζα ζννοια αποτελείται μόνο από τθν κζςθ τθσ μζςα ςτο ςφςτθμα και δεν 

είναι το αποτζλεςμα μεκοδολογικϊν ι λογικϊν ςυμπεραςμάτων.  

- Μπορεί ο κακθγθτισ και οι μακθτζσ να χρθςιμοποιοφν τουσ ίδιουσ όρουσ, αλλά ο 

κακζνασ μζςα ςτα δικά του πλαίςια επιχειρθματολογίασ, με τελείωσ διαφορετικό 

επιδιωκόμενο νόθμα (intentional meaning). Οι μακθτζσ  , αντιμετωπίηουν τισ 

ζννοιεσ ςφμφωνα με τθν δικι τουσ «τοπικι» προοπτικι ( ςυνδεδεμζνθ με το 

ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα που τουσ τίκεται) ενϊ ο κακθγθτισ εκφράηει τθν δικι του 
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πιο ςφαιρικι άποψθ που περικλείει, αλλά ςε ζνα ευρφτερο πλαίςιο, τισ ςυλλιψεισ 

των μακθτϊν.  

 

Με βάςθ τισ παραπάνω παρατθριςεισ , ο Steinbring κεωρεί ότι υπάρχει μια ουςιαςτικι  και 

δφςκολθ αλλθλεξάρτθςθ ςτθν τάξθ των μακθματικϊν, ανάμεςα ςτουσ τφπουσ 

αλλθλεπίδραςθσ ανάμεςα ςτον κακθγθτι και τουσ μακθτζσ από τθν μία μεριά και τισ 

άρρθτεσ ςυλλιψεισ και ςτάςεισ για τον χαρακτιρα του περιεχομζνου  των Μακθματικϊν 

από τθν άλλθ μεριά. Κεωρεί, ότι αυτι είναι μια αρκετά διαφορετικι άποψθ από αυτι του 

ριηικοφ κονςτρουκτιβιςμοφ ςφμφωνα με τον οποίο όλθ θ γνϊςθ και όλα τα νοιματα είναι 

υποκειμενικζσ καταςκευζσ των ςυμμετεχόντων τθσ εκπαιδευτικισ διαδικαςίασ  και δεν 

υπάρχει καμία γνϊςθ ωσ τζτοια αλλά αυτι θ γνϊςθ και τα νοιματα είναι πάντα ςε 

διαπραγμάτευςθ ςε διαλογικι ερμθνεία. Δεν μποροφμε να αποκλείςουμε τθν αντικειμενικι 

φπαρξθ των μακθματικϊν εννοιϊν υπζρ μιασ αποκλειςτικά υποκειμενικισ – κοινωνικισ 

ςφςταςισ τουσ. Ζνα ουςιαςτικό χαρακτθριςτικό των μακθματικϊν εννοιϊν είναι θ 

κεωρθτικι ι αυτό – αναφορικι φφςθ τθσ μακθματικισ γνϊςθσ που είναι αρκετά προφανισ 

ςτθν κοινωνικι, ιςτορικι ανάπτυξθ πολλϊν μακθματικϊν εννοιϊν. Πςο όμωσ βαςιηόμαςτε 

ςε μια γραμμικι κατανόθςθ των Μακθματικϊν, ακόμα και αν θ διδαςκαλία μασ είναι 

κακαρά προςανατολιςμζνθ ςτθν βάςθ αλλθλεπιδραςτικϊν κοινωνικϊν – επικοινωνιακϊν 

παραμζτρων, κα ειςάγουμε περιςςότερα μεκοδολογικά τρυκ, περιςςότερεσ βοικειεσ ςτθν 

διδαςκαλία  που αναπόφευκτα κα ζρχονται ςε αντίκεςθ με κρυμμζνεσ και άρρθτεσ 

αντιλιψεισ για τα Μακθματικά. Θ πραγματικι διδακτικι διαδικαςία, με τον ζνα ι τον άλλο 

τρόπο, τείνει να καταςτρζψει τθν κεωρθτικι φφςθ τθσ μακθματικισ γνϊςθσ δθλϊνοντασ 

αυτι τθν εννοιολογικι διαφορά απλά ςαν ποςοτικι διαφορά ςτθν γνϊςθ. Αυτό προκαλεί 

τον κυρίαρχο ρόλο του κακθγθτι ςτθ μεςολάβθςθ τθσ μακθματικισ γνϊςθσ ςτθν 

αλλθλεπίδραςθ τθσ τάξθσ. Θ αμοιβαία κοινωνικι διαδικαςία τθσ «ςτρζψθσ ςτον κακθγθτι 

(ο κακθγθτισ το κζντρο)» και οι αναμενόμενεσ «προςδοκίεσ από τουσ μακθτζσ» οδθγεί ςε 

μια άρνθςθ τθσ μακθματικισ γνϊςθσ ςαν μια ςχετικά ανεξάρτθτθ ποιότθτα. Θ γνϊςθ  όλο 

και περιςςότερο ειςάγεται μόνο από τον κακθγθτι, είναι εξαρτϊμενθ από αυτόν και δεν 

μπορεί να πάρει διορκωτικι ι τροποποιθτικι αυτόνομθ λειτουργία μζςα ςτθν διαδικαςία 

τθσ διδαςκαλίασ και τθσ μάκθςθσ.  

 

 



46 
 

 

  Πωσ μπορούν μαθητϋσ και καθηγητόσ να επικοινωνόςουν;    

 

 Ο Steinbring προτείνει:  

Για να μεταβάλουμε και να αλλάξουμε αυτοφσ τουσ κοινωνικό – επικοινωνιακοφσ 

μθχανιςμοφσ ςτθν διαδικαςία τθσ μάκθςθσ, απαιτείται να μεταβάλλουμε και να αλλάξουμε 

τθν αντίλθψθ για τθν Μακθματικι γνϊςθ.  Στθν επικράτθςθ τθσ άποψθσ για τθν 

γραμμικότθτα τθσ διδαςκαλίασ θ οποία αντιςτοιχεί ςε μία γραμμικότθτα τθσ μακθματικισ 

γνϊςθσ  μόνο ο πρόςκετοσ χαρακτθριςμόσ τθσ γνϊςθσ ςαν ζνα  ςχεςιακό (relational) 

ςφςτθμα αντί για μια γραμμικι διάταξθ τθσ γνϊςθσ  κα μποροφςε να βοθκιςει ςτθν 

περίπτωςθ που προκφπτουν δυςκολίεσ ςτθν κατανόθςθ. Μια αντίλθψθ των ςχολικϊν 

Μακθματικϊν ζτςι τροποποιθμζνθ κα μποροφςε να φζρει τθν ιςορροπία ανάμεςα ςτα 

αντικειμενικά και υποκειμενικά ςυςτατικά τθσ μακθματικισ γνϊςθσ. Μόνο αυτό κα 

μποροφςε να αλλάξει τθν κεϊρθςθ του κακθγθτι ςαν τον μόνο που κατζχει τθν γνϊςθ και 

αποφαςίηει για αυτιν και για τθν αξιολόγθςι τθσ.  Για να ξεπεράςουμε με εποικοδομθτικό 

τρόπο τθν διαφορά ανάμεςα ςτθν γνϊςθ του κακθγθτι και των μακθτϊν κα πρζπει  να 

κεωριςουμε πιο ςοβαρά τισ κεμελιϊδεισ ςχζςεισ αλλθλεξάρτθςθσ  ανάμεςα ςτα τοπικά 

(υλικά) ςτοιχεία και τθν ςυςτθμικι (εννοιολογικι) διάςταςθ των Μακθματικϊν και όχι να 

προςπακοφμε να τθν απαλείψουμε με μεκοδολογικζσ βοικειεσ και τεχνάςματα υπζρ τθσ 

υλικισ πτυχισ. Μια αντίλθψθ του χαρακτιρα τθσ γνϊςθσ των ςχολικϊν μακθματικϊν ζτςι 

τροποποιθμζνθ κα μποροφςε να ςυνειςφζρει  ςτθν κακιζρωςθ μιασ νζασ ιςορροπίασ των 

υποκειμενικϊν και των αντικειμενικϊν ςτοιχείων τθσ μακθματικισ γνϊςθσ ςτθν διαδικαςία 

τθσ μάκθςθσ. Από αυτι τθν προοπτικι, θ μακθματικι γνϊςθ δεν είναι πλζον ζνα 

αντικειμενικό προϊόν φτιαγμζνο με κάποιο απόλυτο τρόπο, αλλά μάλλον περιζχει, ςαν 

γνϊςθ, και τισ δφο πλευρζσ, αντικειμενικά και υποκειμενικά ςτοιχεία.  Μόνο αυτι θ 

προοπτικι μπορεί να μασ επιτρζψει να ταρακουνιςουμε τθν κυριαρχία τθσ ρουτίνασ τθσ 

επικοινωνίασ τθσ αλλθλεπίδραςθσ τθσ τάξθσ ι τουλάχιςτον να τθν περιορίςουμε. Μζςα ςε 

μια κοινωνικά οργανωμζνθ διαδικαςία διδαςκαλίασ και μάκθςθσ θ μακθματικι γνϊςθ θ 

ίδια κα ζπρεπε να γίνεται το αντικείμενο για διαπραγμάτευςθ των νοθμάτων. Ρρζπει να 

είμαςτε ενιμεροι για τθν διαφορετικι επιςτθμολογικι όψθ των μακθτϊν και των 

κακθγθτϊν και να τθν κεωροφμε ωσ απαραίτθτθ για τθν μάκθςθ. Τελικά θ διαφορά τθσ 

γνϊςθσ ανάμεςα ςτον κακθγθτι και τουσ μακθτζσ μπορεί να μειωκεί μόνο αν αυτι 

ακριβϊσ θ διαφορά αποκτιςει περιςςότερθ ςθμαςία.  
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 Θ Sfard (1994a) κεωρεί ότι ο κακθγθτισ και οι μακθτζσ μπορεί να μθν είναι 

ενθμερωμζνοι ότι για το γεγονόσ ότι ςυμμετζχουν ςε διαφορετικζσ πρακτικζσ και 

ότι θ μακθματικι φανταςία τουσ μπορεί να διαμορφϊνεται από διαφορετικζσ 

μεταφορζσ. Θ ανικανότθτά τουσ να επικοινωνιςουν μεταξφ τουσ κα ερμθνευκεί 

ζπειτα ωσ αποτυχία του μακθτι να μάκει ι αποτυχία του δαςκάλου να διδάξει, ι οι 

δφο.  

Κεωρεί ότι το πρϊτο βιμα προσ μια καλφτερθ επικοινωνία ςτθν ςχολικι τάξθ είναι θ 

ςυνειδθτοποίθςθ των κακθγθτϊν για τισ  μετα – μακθματικζσ διαφορζσ ςτισ πεποικιςεισ 

τουσ με τουσ μακθτζσ. Ωσ μετα- μακθματικζσ πεποικιςεισ ορίηει τισ πεποικιςεισ για τα 

αντικείμενα και τισ μεκόδουσ τθσ μακθματικισ ζρευνασ, για τθν φφςθ και τουσ όρουσ τθσ 

φπαρξθσ των μακθματικϊν αντικειμζνων και για τισ αποδεκτζσ μορφζσ αντιπροςϊπευςθσ 

τθσ γνϊςθσ. Ωςτόςο δεν κεωρεί ότι είναι απαραίτθτο αυτζσ οι πεποικιςεισ να εξετάηονται 

ρθτά: θ αςυμμετρία των λζξεων του κακθγθτι  και των μακθτϊν μπορεί να εμποδίςει 

οποιαδιποτε άμεςθ προςπάκεια να επζλκει μια αμοιβαία κατανόθςθ. Ο κακθγθτισ παρά 

να προςπακιςει να καταςτιςει ρθτζσ ςτουσ μακθτζσ του τισ μετα – μακθματικζσ του αρχζσ, 

πρζπει να ςτοχεφει ςτθν παροχι ςτουσ μακθτζσ κατάλλθλων εμπειριϊν, ϊςτε να μυθκεί ςε 

μια νζα μακθματικι εμπειρία με τθ ςυμβίωςθ με ζναν νζο μακθματικό κόςμο. Ζνασ τφποσ 

διδαςκαλίασ  που βαςίηεται ςτθν ςυμμετοχι ςτθν μακθματικι δράςθ φαίνεται να είναι πιο 

ελπιδοφόρο από τζτοιου είδουσ διαλόγουσ μεταξφ των μακθτϊν και του κακθγθτι.  

Ομοίωσ επιφυλακτικι είναι θ Sfard (1994) ςτο να λζμε ςτουσ μακθτζσ ρθτά τισ μεταφορζσ 

που χρθςιμοποιοφμαι ςτα Μακθματικά. Ριςτεφει ότι κα πρζπει να του βοθκάμε να 

καταςκευάηουν τισ δικζσ τουσ δομικζσ μεταφορζσ, αλλά μελζτεσ ζχουν δείξει ότι ακόμα και 

οι πιο ειλικρινείσ προςπάκειεσ να επζλκει  θ κατάλλθλθ μεταφορά ζχουν ςυνικωσ 

περιοριςμζνθ επιτυχία.  

  Για τουσ Núñez, Edwards, & Matos, (1999)  ζχει μεγάλθ ςθμαςία το πϊσ 

αντιλαμβανόμαςτε τα μακθματικά: ςαν εξωτερικό τοπίο από αντικειμενικζσ 

αλικειεσ που τισ «ανακαλφπτουμε» ι ςαν ζνα προϊόν προςαρμογισ τθσ 

ανκρϊπινθσ δραςτθριότθτασ ςτον κόςμο, που μοιράηεται και αποκτά νόθμα μζςα 

από τθν γλϊςςα, αλλά βαςίηεται τελικά ςε βιολογικζσ και υπαρξιακζσ εμπειρίεσ 

μοναδικζσ ςτο ανκρϊπινο είδοσ μασ.  

Για μια διδαςκαλία με νόθμα, το πιο ςθμαντικό είναι να δθμιουργοφμε διδακτικά 

περιβάλλοντα που να ολοκλθρϊνουν τουσ τρόπουσ που τα αντιλθπτικά μασ ςυςτιματα 
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λειτουργοφν φυςικά, επεκτείνοντασ τθν ςωματικά κεμελιωμζνθ φυςικι καταςκευι του 

νοιματοσ.  

Οι Núñez, Edwards, & Matos, (1999)  κεωροφν  ότι μια ςθμαντικι πθγι παιδαγωγικϊν 

προβλθμάτων ςτθν μακθματικι εκπαίδευςθ είναι τα φιλοςοφικά κεμζλια που υπονοοφνται 

ςτθν μακθματικι εκπαίδευςθ για το πϊσ βλζπουμε τα μακθματικά που κυριαρχοφν ςτθν 

κουλτοφρα μασ ( objectivism, Platonism, formalism δεσ Núñez 2007 ςελ. 131). Αυτοί οι 

φιλοςοφικοί περιοριςμοί μοιραία μεταφζρονται ςτθν διδακτικι διαδικαςία και μποροφν να 

οδθγιςουν ςτθν διδαςκαλία υποτικζμενων εξωτερικϊν άχρονων αλθκειϊν που 

ςυλλαμβάνουν ουςίεσ παρά ςαν βαςιςμζνουσ ςτο μυαλό, ενςωματωμζνουσ τρόπουσ που 

οι άνκρωποι ςχθματίηουν νόθμα. Το κεμελιϊδεσ εννοιολογικό λάκοσ που υποκρφπτεται ςε 

αυτό το είδοσ τθσ διδαςκαλίασ είναι θ ιδζα ότι θ διαίςκθςθ μπορεί να αντικαταςτακεί από 

τθν αυςτθρότθτα με ςκοπό να εξαλείψει τθν αςάφεια. Πχι μόνο αυτό δεν είναι δυνατό (και 

ςτθν πραγματικότθτα οφτε απαραίτθτο) αλλά αν κανείσ μελετιςει τισ φυςικζσ, 

πλαιςιοκετθμζνεσ , αυκόρμθτεσ, κακθμερινζσ ςκζψεισ και διαιςκιςεισ από  μια 

ενςωματωμζνθ γνωςιακι  προοπτικι, κάποιοσ μπορεί να δει ότι οι διαιςκιςεισ δεν είναι 

κακόλου αςαφείσ. Μπορεί να δει ζτςι κανείσ πωσ θ ςυμπεραςματικι δομι τθσ κακθμερινισ 

εμπειρίασ που κρφβεται κάτω από τθν διαίςκθςθ, αντιςτοιχίηεται ςε άλλα πεδία.  Οι 

αποκαλοφμενεσ «παρανοιςεισ» (Núñez, 2000 a) δεν είναι δεν είναι πραγματικά 

παρανοιςεισ (άποψθ που ςυμφωνεί με  τθσ Sfard, 2001d που αναφζραμε ςτο ςχόλιο 3 

παραπάνω). Αυτόσ ο όροσ ςυνεπάγεται ότι υπάρχει μια «λανκαςμζνθ» αντίλθψθ, 

λανκαςμζνθ ςε ςχζςθ με κάποια «αλικεια». Αλλά θ Ανάλυςθ Μακθματικϊν Λδεϊν δείχνει 

ότι δεν υπάρχουν κακαυτζσ λανκαςμζνεσ αντιλιψεισ, αλλά μάλλον παραλλαγζσ ιδεϊν και 

εννοιολογικϊν ςυςτθμάτων με διαφορετικζσ ςυμπεραςματικζσ δομζσ. Από παιδαγωγικι 

άποψθ, επομζνωσ, κα ιταν πολφ ςθμαντικό (Núñez, 2000 a) να αναγνωρίςουμε ποιεσ 

ακριβϊσ είναι οι παραλλαγζσ τθσ ςυμπεραςματικισ δομισ που παράγουν τισ 

αποκαλοφμενεσ παρανοιςεισ. Κακιςτϊντασ τοφτο ςαφζσ, κα πρζπει να ακολουκιςει μια 

παιδαγωγικι μεςολάβθςθ για να παρακινιςει τουσ μακθτζσ να λειτουργιςουν με τισ 

κατάλλθλεσ εννοιολογικζσ αντιςτοιχίςεισ που προβάλλουν τθ ςυμπεραςματικι δομι που 

απαιτείται από τθν εξεταηόμενθ μακθματικι ιδζα. Τζλοσ, οι  Núñez, Edwards, & Matos, 

(1999) κεωροφν ότι οι μακθτζσ πρζπει να είναι ενιμεροι του γεγονότοσ ότι τα μακθματικά 

κεωριματα, αντικείμενα και αποδείξεισ είναι ιδζεσ που ζχουν νόθμα επειδι ακριβϊσ είναι 

κεμελιωμζνα ςτθν ςωματικι μασ εμπειρία ςαν κοινωνικά όντα και  οι κακθγθτζσ (Núñez, 

2000 a) να γνωρίηουν τθν ςιωπθρι εννοιολογικι δομι των μακθματικϊν ιδεϊν που πρζπει 

να διδάξουν.  
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3ο ΚΕΥΑΛΑΙΟ: Η ΕΡΕΤΝΑ ΣΗ΢ ΔΙΔΑΚΣΙΚΗ΢ ΣΩΝ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ ΓΙΑ 

ΣΟΤ΢ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΟΤ΢ ΑΡΙΘΜΟΤ΢ ΚΑΙ ΣΙ΢ ΔΤΝΑΜΕΙ΢  

 
Το κεφάλαιο αυτό χωρίηεται ςε δφο μζρθ. Στο πρϊτο μζροσ κα κάνουμε μια αναςκόπθςθ 

τθσ βιβλιογραφίασ  ςχετικισ  με τθν διδαςκαλία των πραγματικϊν αρικμϊν και εννοιϊν που 

ςχετίηονται με αυτιν, ενϊ ςτο δεφτερο μζροσ κα κάνουμε μια αντίςτοιχθ αναςκόπθςθ 

ερευνϊν που ςχετίηονται με τθν διδαςκαλία τθσ ζννοιασ τθσ δφναμθσ και τθσ εκκετικισ 

ςυνάρτθςθσ.  

 

Α] Η ΕΡΕΤΝΑ ΣΗ΢ ΔΙΔΑΚΣΙΚΗ΢ ΣΩΝ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ ΓΙΑ ΣΗΝ 

ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ ΣΩΝ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  

 

Οι πραγματικοί αρικμοί (Giannakoulias at all, 2007) εμφανίηονται ςτο ςχολείο, ςτο μάκθμα 

των μακθματικϊν, μζςα από μια διαδικαςία εμπλουτιςμοφ του ςυνόλου των φυςικϊν 

αρικμϊν. Το ςφνολο των φυςικϊν αρικμϊν επεκτείνεται ςτο ςφνολο των ακεραίων 

προκειμζνου να ςυμπεριλθφκοφν οι αρνθτικοί ακζραιοι. Το ςφνολο των ακεραίων 

επεκτείνεται ςτο ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν ϊςτε να αναδειχκοφν οι λόγοι ακεραίων. 

Τελικά οι άρρθτοι αρικμοί ενϊνονται με το ςφνολο των ρθτϊν και καταςκευάηουν το 

ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν. Κάκε ζνα από τα ςφνολα αυτά των αρικμϊν 

εμφανίηονται φυςιολογικά ςε ζνα πλαίςιο μιασ απαραίτθτθσ επζκταςθσ του κάκε ςυνόλου 

με ςκοπό να επιλυκοφν προβλιματα που ςτο υποςφνολο δεν μποροφν αν 

αντιμετωπιςκοφν. Κάκε «μεγαλφτερο» ςφνολο ζχει κάποιεσ από τισ ιδιότθτεσ του 

υποςυνόλου (αλλά όχι όλεσ) και τισ επιπλζον δικζσ του νζεσ ιδιότθτεσ. 

Ωςτόςο, όπωσ κα προςπακιςουμε να δείξουμε παρακάτω, μια τζτοια διαδικαςία που 

περιγράφθκε παραπάνω αποκρφπτει ζνα πλικοσ προβλθμάτων ςτθν κατανόθςθ των 

μακθτϊν.  

Κάποια γνωςτικά προβλιματα (Giannakoulias at all, 2007) που ςχετίηονται με τθν ζννοια 

του αρικμοφ ανακφπτουν από το γεγονόσ ότι ςτα ςχολικά μακθματικά οι αρικμοί δεν 

ορίηονται (και δεν κα μποροφςαν να ορίηονται) με τον τυπικό τρόπο. Πμωσ (Merenluoto  - 

Lehtinen ,2004) αν και οι ανϊτερεσ ιδιότθτεσ των ρθτϊν και των πραγματικϊν αρικμϊν δεν 

διδάςκονται ρθτά, αυτζσ οι ιδιότθτεσ ενςωματϊνονται ςτισ αναπαραςτάςεισ, τουσ κανόνεσ 

των πράξεων και ςτθν διάταξθ αυτϊν των αρικμϊν. Οι μακθτζσ (Giannakoulias at all, 2007)  
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αντί για ζναν οριςμό για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ, ζχουν κάποια εικόνα ζννοιασ 

(concept image), με τθν ζννοια των Tall και Vinner (1981) που λειτουργεί ςαν οριςμόσ. Θ 

εικόνα ζννοιασ ςτα ςχολικά Μακθματικά περιλαμβάνει διάφορεσ αναπαραςτάςεισ για τουσ 

αρικμοφσ όπωσ, ςθμεία πάνω ςτθν αποκαλοφμενθ «ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν», 

δεκαδικοί, κλάςματα και κάποιουσ  άλλουσ  αρικμοφσ – τουσ άρρθτουσ – που δεν μποροφν 

να εκφραςτοφν ςαν κλάςματα αλλά, δυνθτικά,  μποροφν να γραφοφν ςαν δεκαδικοί με 

άπειρα, μθ επαναλαμβανόμενα δεκαδικά ψθφία. Τελικά, ςφμφωνα με τα ςχολικά 

εγχειρίδια, θ εικόνα ζννοιασ των πραγματικϊν αρικμϊν αναμζνεται να είναι το ςφνολο 

όλων των δεκαδικϊν αρικμϊν.  

Ασ εξετάςουμε λίγο πιο προςεκτικά όλεσ αυτζσ τισ μεταβάςεισ από τθν άποψθ τθσ 

γνωςιακισ επιςτιμθσ και αρχικά ςτο πλαίςιο τθσ εννοιολογικισ αλλαγισ. 

Η μετάβαςη από το ςφνολο των φυςικών ςτο ςφνολο των ρητών αριθμών  

Ζχει υποςτθριχκεί (Vamvakoussi – Vosniadou , 2007) ότι, ακόμα και πριν τθν διδαςκαλία, τα 

μικρά παιδιά ςχθματίηουν μια βαςιςμζνθ ςε αντικειμενικά πρότυπα ορκότθτασ (principled) 

κατανόθςθ  του αρικμοφ που ζχει τισ ρίηεσ τθσ ςτθν πράξθ τθσ μζτρθςθσ .  Πταν τα μικρά 

παιδιά μακαίνουν να καταμετροφν τουσ αρικμοφσ (Merenluoto, Lehtinen, 2002), 

ςχθματίηουν ςυγκεκριμζνεσ αφελείσ (naive) κεωρίεσ για τουσ αρικμοφσ  που βαςίηονται 

ςτθν 1-1 αντιςτοιχία των λζξεων των αρικμϊν με τα αντικείμενα κατά τθν διαδικαςία τθσ 

μζτρθςθσ . Μια από τισ βαςικζσ οντολογικζσ υποκζςεισ – εκ των προτζρων πεποικιςεισ 

(presumptions) τθσ ζννοιασ του αρικμοφ που αναπτφςςεται μζςα ςε αυτό το πλαίςιο, είναι 

θ ιδζα ότι οι αρικμοί είναι διακεκριμζνοι (separate) και αςυνεχείσ - διακριτοί  (discrete), 

δθλαδι αναπτφςςεται ζνα ενςτικτϊδεσ αίςκθμα (που ςυμβαδίηει με τισ πεποικιςεισ 

(beliefs) που αναπτφςςουν οι μακθτζσ από τισ εμπειρίεσ τθσ κακθμερινισ ηωισ) ότι υπάρχει 

πάντα ζνασ «επόμενοσ αρικμόσ» και ζνα είδοσ κενοφ ανάμεςα ςε δφο αρικμοφσ.  Οι 

Vamvakoussi – Vosniadou  (2007) κεωροφν επιπλζον ωσ μια κεμελιϊδθ προχπόκεςθ (εκ 

των προτζρων πεποίκθςθ - fundamental presupposition) του αρχικοφ επεξθγθματικοφ 

πλαιςίου του αρικμοφ το γεγονόσ ότι θ ιδιότθτα τθσ διάταξθσ («orderability») δεν 

διαφοροποιείται από τθν φπαρξθ του επόμενου αρικμοφ («nextness»).  

 Στα πρϊτα ςχολικά χρόνια (Vamvakoussi - Vosniadou, 2007), αυτι θ αρχικι (initial) 

κατανόθςθ του αρικμοφ βοθκάει τουσ μακθτζσ να επιχειρθματολογοφν  για τουσ φυςικοφσ 

αρικμοφσ και να μακαίνουν τισ ιδιότθτζσ τουσ, να χτίηουν ςτρατθγικζσ για τισ πράξεισ με 

φυςικοφσ αρικμοφσ κ.λ.π. Για παράδειγμα, ο αλγόρικμοσ του μετριματοσ βοθκάει το παιδί 
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να ςχθματίςει τθν αρχι του επομζνου (successor principle)  (δθλαδι ότι αν δοκεί ζνασ 

ςυγκεκριμζνοσ φυςικόσ αρικμόσ, μπορεί να βρεκεί πάντα και ο επόμενόσ του), θ οποία, 

ςτθν ςυνζχεια, το βοθκά να ςυμπεράνει ότι υπάρχουν άπειροι φυςικοί αρικμοί. Θ 

πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ γίνονται κατανοθτζσ ςε όρουσ μετριματοσ, ο πολλαπλαςιαςμόσ 

ωσ επαναλαμβανόμενθ πρόςκεςθ  και οι αρικμοί μποροφν να διαταχκοφν με βάςθ τθν 

κζςθ τουσ ςτθν διαδικαςία τθσ απαρίκμθςθσ. 

Ωςτόςο (Vamvakoussi - Vosniadou, 2007) όταν ο μακθτισ κα αντιμετωπίςει αρικμοφσ με 

διαφορετικζσ ιδιότθτεσ από αυτζσ των φυςικϊν αρικμϊν, το αρχικό του επεξθγθματικό 

πλαίςιο (που περιγράψαμε προθγουμζνωσ) κα ςτακεί εμπόδιο ςτθν εξζλιξθ τθσ μάκθςισ 

του. Ρράγματι, υπάρχουν πολλά ςτοιχεία, από διάφορεσ ερευνθτικζσ εργαςίεσ, που 

δείχνουν ότι οι μακθτζσ ςε διάφορα επίπεδα τθσ μακθτικισ τουσ διαδρομισ, 

χρθςιμοποιοφν τθν γνϊςθ τουσ για τουσ φυςικοφσ αρικμοφσ για να κατανοιςουν τουσ 

ρθτοφσ και να ςχθματίςουν νόθμα για τθν δεκαδικι και κλαςματικι αναπαράςταςι τουσ, 

ςυχνά υποπίπτοντασ ςε λάκθ ςτθν διάταξθ, ςτισ πράξεισ, και ςτον ςυμβολιςμό των ρθτϊν 

αρικμϊν . Σθμαντικζσ  γνωςτικζσ αδυναμίεσ που εντοπίηονται ςτουσ μακθτζσ, κατά τθν 

μετάβαςθ από το ςφνολο των φυςικϊν ςτο ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν, είναι: 

α)θ αδυναμία των μακθτϊν να ςυνειδθτοποιιςουν ότι θ διακριτότθτα (ι αςυνζχεια) 

(discreteness) είναι μια ιδιότθτα που δεν διατθρείται ςτο ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν,  

β) θ αδυναμία τουσ να ςυνειδθτοποιιςουν  ότι το ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν αποτελείται 

από ςτοιχεία που μποροφν να αναπαραςτακοφν είτε ςαν κλάςματα είτε ςαν δεκαδικοί, 

παραμζνοντασ ωςτόςο αμετάβλθτα κάτω από τισ διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ, 

γ) θ αδυναμία τουσ να ςυλλάβουν (objectifying) τουσ ρθτοφσ ωσ αντικείμενα τουσ ρθτοφσ 

αρικμοφσ και να κατανοιςουν (conceptualizing) τουσ φυςικοφσ αρικμοφσ ςαν ζνα 

υποςφνολο των ρθτϊν και να δϊςουν κατάλλθλθ ςθμαςία ςτον κλαςματικό και δεκαδικό 

ςυμβολιςμό.  

Οι παραπάνω γνωςτικζσ αδυναμίεσ τουσ οδθγοφν ςε παρανοιςεισ (misconceptions) και ςτθ 

δθμιουργία ςυνκετικϊν μοντζλων. Επιπλζον τουσ εμποδίηουν να κατανοιςουν τθν ιδιότθτα 

που χαρακτθρίηει (Vamvakoussi  - Vosniadou, S., 2004 και Merenluoto  - Lehtinen, 2004 ) το 

ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν από το ςφνολο των ακεραίων αρικμϊν: τθν ιδιότθτα τθσ 

πυκνότθτασ  (δθλαδι ότι ανάμεςα ςε δφο άνιςουσ ρθτοφσ αρικμοφσ υπάρχουν άλλοι 

άπειροι ρθτοί αρικμοί). Θ ιδιότθτα αυτι είναι ριηικά διαφορετικι από τθν ιδιότθτα τθσ 

διακριτότθτασ (discreteness) που χαρακτθρίηει το ςφνολο των ακεραίων αρικμϊν, ωςτόςο θ 
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κατανόθςι τθσ ςυνδζεται ςτενά με τθν κατανόθςθ τθσ ζννοια του ρθτοφ αρικμοφ. 

Αντίκετα, θ μθ κατανόθςθ αυτισ τθσ ιδιότθτασ κα αποτελζςει αργότερα εμπόδιο και για 

τθν κατανόθςθ του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν αλλά και τθσ ζννοιασ του ορίου 

ζννοιεσ που, όπωσ και θ πυκνότθτα, είναι ςτενά ςυνδεδεμζνεσ με τθν ζννοια του απείρου 

(Vamvakoussi  - Vosniadou, 2004).   

Σχετικά με τθν κατανόθςθ τθν πυκνότθτασ των ρθτϊν αρικμϊν, οι  Vamvakoussi  - 

Vosniadou, (2004) κεωροφν ότι δεν βοθκά θ ςυνεχόμενθ διαίρεςθ ενόσ διαςτιματοσ με 

ρθτά άκρα (π.χ. θ εφρεςθ του μζςου όρου μ δφο αρικμϊν α και β και μετά θ εφρεςθ του 

μζςου του α και του μ και να ςυνεχίςουν αυτι τθν διαδικαςία) όπου θ ζννοια του ενεργεία 

απείρου προςεγγίηεται με ζνα δυνάμει τρόπο. Οφτε φαίνεται να βοθκά (Vamvakoussi  - 

Vosniadou, 2007) θ παρουςία τθσ ευκείασ των αρικμϊν, όπωσ φάνθκε από τισ απαντιςεισ 

των μακθτϊν ςε ςχετικι ζρευνα που ζκαναν. Τζλοσ οι Merenluoto  - Lehtinen (2004) 

κεωροφν ότι και οποιαδιποτε διδακτικι απόπειρα να δθμιουργιςουμε γνωςτικζσ 

ςυγκροφςεισ  επίςθσ δεν βοθκά. 

Αυτό που χρειάηεται κατά τισ Vamvakoussi  - Vosniadou ( 2004, 2007) είναι αλλαγζσ ςτο 

επεξθγθματικό πλαίςιο των μακθτϊν για τθν ζννοια του αρικμοφ. Οι αλλαγζσ αυτζσ δεν 

μποροφν να επιτευχκοφν με μόνο τον εμπλουτιςμό του αρχικοφ τουσ επεξθγθματικοφ 

πλαιςίου για τον αρικμό. Απαιτείται εννοιολογικι αλλαγι, δθλαδι απαιτοφνται αλλαγζσ 

ςτθν δομι τθσ ζννοιασ του αρικμοφ, ςτισ κεμελιϊδεισ  προχποκζςεισ που τθν ςυνοδεφουν 

με ποιο ςθμαντικι αλλαγι να ςταματιςουν να ςκζφτονται για τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ με 

όρουσ των φυςικϊν αρικμϊν και των ιδιοτιτων τουσ, κακϊσ και αλλαγι ςτο πλαίςιο τθσ 

χριςθσ του.   Θ εννοιολογικι αυτι αλλαγι αναμζνεται να είναι μια αργι και ςταδιακι 

διαδικαςία. Στθν διαδικαςία αυτι βοθκά οι κακθγθτζσ να είναι ενθμερωμζνοι για τθν φφςθ 

των  αλλαγϊν  που απαιτοφνται  κακϊσ και θ δθμιουργία διδακτικϊν περιβαλλόντων που 

να βοθκοφν τουσ μακθτζσ να εκφράηουν και να αναπτφςςουν τισ απόψεισ τουσ, ϊςτε να 

ςυνειδθτοποιοφν τισ πεποικιςεισ τουσ.    

Από μια άλλθ προοπτικι, (Vamvakoussi  - Vosniadou , 2007 με αναφορά ςτθ  Sfard, 1991) θ 

μετακίνθςθ από τθν αποδοχι του ότι  το πθλίκο δφο αρικμϊν εκτόσ από μια πράξθ ( ι ζνασ 

λόγοσ) είναι και ζνα μακθματικό αντικείμενο, μπορεί να ειδωκεί ςαν μια οντολογικι 

μετακίνθςθ κατά τθν οποία μια διαδικαςία γίνεται μζλοσ τθσ κατθγορίασ των αντικειμζνων. 
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Η μετάβαςη από το ςφνολο των ρητών  ςτο ςφνολο των πραγματικών αριθμών 

Θ ζννοια των πραγματικϊν αρικμϊν είναι μία από τισ πιο ςφνκετεσ και «βακιζσ» ζννοιεσ 

των Μακθματικϊν γεγονόσ που φανερϊνεται και από τθν μακριά και περίπλοκθ ιςτορικι 

τθσ ανάπτυξθ (Merenluoto – Lehtinen, 2007).   Στθν πραγματικότθτα, θ ζννοια των 

πραγματικϊν αρικμϊν, οι ζννοια τθσ πυκνότθτασ τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν 

και οι ζννοιεσ τθσ ςυνζχειασ και του ορίου είναι βακιά ςυνδεδεμζνεσ. Για να μπορζςει 

κανείσ να καταλάβει τθν δομι αυτοφ του ςυνδυαςμοφ  κα πρζπει να κάνει μια ριηικι 

ανακαταςκευι τθσ προθγοφμενθσ ςκζψθσ του και αυτι θ ανακαταςκευι φαίνεται να είναι 

πολφ ςφνκετθ και δφςκολθ ςτθν επίτευξι τθσ (Merenluoto – Lehtinen, 2002).   

Στο επίπεδο των Μακθματικϊν του Λυκείου οι μακθτζσ, για τισ ανάγκεσ του Απειροςτικοφ 

λογιςμοφ που διδάςκονται ςτθν Γϋ Λυκείου κα πρζπει να κατανοιςουν τουλάχιςτον τα 

παρακάτω (Merenluoto – Lehtinen, 2002):  

α) τθν ιεραρχικι φφςθ των πραγματικϊν αρικμϊν, όπου οι άρρθτοι  και οι ρθτοί αρικμοί, οι 

ακζραιοι και οι φυςικοί αρικμοί, κατανοοφνται ωσ υποςφνολα 

β)  τθν ςυμπαγι φφςθ τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν, όπου τα ςθμεία 

παριςτάνουν τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ, και όπου οι άρρθτοι αρικμοί «γεμίηουν» τα 

κενά ανάμεςα ςτουσ ρθτοφσ αρικμοφσ και  

γ) τισ ζννοιεσ του ορίου και τθσ ςυνζχειασ. Επιπλζον πρζπει να δουν το όριο ωσ 

προχπόκεςθ για τθν ςυνζχεια.  

Ωςτόςο, θ ζρευνα των Merenluoto – Lehtinen (1997, 2002, 2004), ςε μακθτζσ Λυκείου, (που 

κα δοφμε πιο αναλυτικά ςτθν ανάλυςθ του ερωτθματολογίου τθσ παροφςασ ζρευνασ) 

καταλιγει ςτο ότι θ, παρατθροφμενθ,  μζτρια λειτουργικι κατανόθςθ όλων των παραπάνω 

εννοιϊν ςε ςυνδυαςμό με τα ςυνκετικά μοντζλα των μακθτϊν, φαίνεται να αποτελοφν 

εμπόδιο για τθν περαιτζρω εννοιολογικι τουσ ανάπτυξθ: θ ανάγκθ για τθν ανακεϊρθςθ 

των αντιλιψεϊν τουσ δεν εμφανίηεται καν ςτουσ ςπουδαςτζσ. Θ μεγάλθ τουσ πλειοψθφία 

δεν μπορεί να κάνει τισ ςυνδζςεισ ανάμεςα ςτα ςυςτατικά των προκαταρκτικϊν 

(preliminary) εννοιϊν των πραγματικϊν αρικμϊν και τθσ αυκόρμθτθσ ςκζψθσ για τουσ 

αρικμοφσ που φαίνεται να βαςίηεται ςτουσ φυςικοφσ αρικμοφσ.  
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Κατά τθν άποψθ των Tynjälä - Merenluoto - Murtonen (2002 ) αυτό που απαιτείται είναι μια 

ριηικι αλλαγι ςτθν ςκζψθ των μακθτϊν για τθν ζννοια του αρικμοφ και προτείνουν τα 

παρακάτω τρία ςτάδια αλλαγϊν ςτθν ζννοια του αρικμοφ:  

Ρρϊτα, για τθν  ςυνζχεια των αρικμϊν:  θ ζννοια του αρικμοφ αλλάηει από τθν αντίλθψθ 

των αρικμϊν ωσ κάτι το διακριτό, που ιςχφει ςτουσ «ακεραίουσ» και ο «επόμενοσ» 

αρικμόσ ορίηεται από τθ ςυνζχεια των αρικμϊν. Δεν υπάρχουν «κενά» ςτθν 

αρικμογραμμι και ο «επόμενοσ» δεν ορίηεται αλλά είναι πικανό να ζχουμε μια οςοδιποτε 

κοντινι προςζγγιςθ (ζννοια του ορίου).  

Ζπειτα, για τθν ζννοια τθσ ςυνζχειασ ςυνάρτθςθσ:  δεν ςυνδζεται με το «μθχανιςμό τθσ 

ςυνζχειασ που προκαλείται από τθν κίνθςθ» αλλά ςτθ μακθματικι ζννοια τθσ ςυνζχειασ 

βαςιςμζνθ ςτθ ςυνζχεια των αρικμϊν (θ ζννοια του ορίου).  

Τρίτο, θ φφςθ τθσ μακθματικισ επιχειρθματολογίασ αλλάηει ζτςι ϊςτε θ 

βάςθ τθσ να μθν είναι πλζον θ φυςικι πραγματικότθτα αλλά θ λογικι ςυνοχι. 

Πλα τα παραπάνω, κατά τουσ  Merenluoto – Lehtinen (2002), απαιτοφν τθν ενοποίθςθ των 

διαφορετικϊν ειδϊν γνϊςθσ για τουσ «αρικμοφσ» όπωσ εκφράηεται από τουσ μακθτζσ και 

τουσ μακθματικοφσ και που ςυνοπτικά παρουςιάηονται ςτον παρακάτω Ρίνακα 1:  
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Ρίνακασ 1: Ζνα πειραματικό «γράφθμα» των ριηικϊν εννοιολογικϊν αλλαγϊν ςτισ 

επεκτάςεισ τθσ ζννοιασ του αρικμοφ και τισ «περιοχζσ» των εξθγιςεων των μακθτϊν και 

των κακθγθτϊν των  Μακθματικϊν. (Merenluoto – Lehtinen, 2002) 

                                Η οπτικι των ειδικϊν ςτα μακθματικά 

 

 Θ λογικά ανεπτυγμζνθ, ςυνεκτικι και  

δομθμζνθ κεωρία των πραγματικϊν αρικμϊν 

Επιχειρθματολογία 

βαςιςμζνθ ςτθν λογικι 

ςυνζπεια και όχι ςτθν 

διαίςκθςθ για τθν 

πραγματικότθτα 

  

 Θ προκαταρκτικι ζννοια των πραγματικϊν αρικμϊν:  

Θ δομι (ιεραρχία) των αρικμϊν, θ ςυμπαγισ φφςθ τθσ 

ευκείασ των αρικμϊν, θ ζννοια του ορίου 

Ενοποίθςθ δφο 

διαφορετικϊν ειδϊν γνϊςθσ  

  

   

 

 

Αρικμοί και ευκεία των 

αρικμϊν 

 

Πριο και ςυνζχεια 

Ανάπτυξθ τθσ επιςτθμονικισ 

κατανόθςθσ  

          των αρικμϊν     

          και τθσ ζννοιασ  

          του ορίου  

Θ ςυμπαγισ φφςθ τθσ 

ευκείασ των αρικμϊν 

(πυκνότθτα)  

 

Θ ςυνζχεια βαςιςμζνθ ςτο 

όριο 

Θ πρότερθ ςκζψθ βαςιςμζνθ 

ςτθν ςυνεκτικι κατανόθςθ 

των φυςικϊν αρικμϊν 

Θ προθγοφμενθ ςκζψθ 

βαςιςμζνθ ςτον 

προςδιοριςμό του 

μθχανιςμοφ ι τθν αιτία 

(cause) τθσ ςυνζχειασ 

 

        Η οπτικι των μακθτϊν  
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Άρρητοι αριθμού  

 

Λίγθ προςοχι ζχει δοκεί ςτουσ άρρθτουσ αρικμοφσ ςτα ςχολικά μακθματικά κατά τουσ 

Fischbein, Jehiam, Cohen (1995), που  κεωροφν ότι ο κφριοσ λόγοσ είναι ότι τα ςχολικά 

μακθματικά κεωροφνται ουςιαςτικά ςαν ζνα ςφνολο τεχνικϊν και ότι ιδζα των 

μακθματικϊν ωσ ςυνεπζσ, δομικά οργανωμζνο ςϊμα γνϊςθσ, δεν αναπτφςςεται 

ςυςτθματικά ςτο μακθτι. Αναφζρουν ότι βεβαίωσ, αυτό είναι διδακτικά ζνα δφςκολο ζργο, 

αλλά τα προγράμματα ςπουδϊν δεν πρζπει να το αποφεφγουν. Στο ίδιο άρκρο τουσ 

κεωροφν ότι εάν κανείσ ςκοπεφει να μεταβιβάςει ςτουσ μακθτζσ το ςυναίςκθμα τθσ 

δομικισ ςφλλθψθσ (structurality) των μακθματικϊν, κα πρζπει να υπογραμμίςει, καταρχιν, 

τθ ςυνεκτικι εικόνα του αρικμθτικοφ ςυςτιματοσ με τθν ακριβι ιεραρχία του:  «Εάν 

περνάμε από τουσ φυςικοφσ αρικμοφσ ςτουσ ακζραιουσ και από αυτοφσ ςτουσ ρθτοφσ 

αρικμοφσ, ο όροσ «ρθτόσ αρικμόσ» ο ίδιοσ επιβάλλει τθν αντίκετθ ζννοια των άρρθτων 

αρικμϊν. Ρϊσ κα ιταν δυνατό να περάςει κανείσ από τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ ςτο ςφνολο 

των πραγματικϊν αρικμϊν, χωρίσ να περιγράψει το ςφνολο των άρρθτων αρικμϊν; Οι 

άρρθτοι αρικμοί είναι ζνα μζροσ του ςυςτιματοσ και χωρίσ αυτοφσ θ ζννοια των 

πραγματικϊν αρικμϊν δεν είναι ολοκλθρωμζνθ. Αρκεί κανείσ να παραμελιςει τουσ 

άρρθτουσ αρικμοφσ και το όλο ςφςτθμα καταρρζει. Αυτό ακριβϊσ ςυμβαίνει ςιμερα.» Οι 

Sirotic & Zazkis, (2005) κεωροφν ότι θ ζννοια ενόσ άρρθτου αρικμοφ είναι εγγενϊσ 

δφςκολθ, αλλά θ κατανόθςθ των άρρθτων αρικμϊν είναι απαραίτθτθ για επζκταςθ και 

ανακαταςκευι τθσ ζννοιασ του αρικμοφ από το ςφςτθμα των ρθτϊν ςτο ςφςτθμα των 

πραγματικϊν αρικμϊν. Συνεπϊσ μια ιδιαίτερθ διδακτικι προςοχι είναι απαραίτθτθ για τθν 

κατάλλθλθ ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ. 

 Σε ζρευνά τουσ για τουσ λόγουσ που θ ζννοια του άρρθτου αρικμοφ είναι δφςκολθ για τουσ 

μακθτζσ, οι Fischbein, Jehiam, Cohen (1995) υπζκεςαν αρχικά ότι οι δυςκολίεσ προζρχονται 

από α) τθν ςφνδεςθ των άρρθτων αρικμϊν με τθν ζννοια τθσ αςυμμετρίασ, που όπωσ 

φανερϊνει θ ιςτορικι ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ, είναι αντίκετθ με τθν βαςικι μασ διαίςκθςθ 

για τουσ αρικμοφσ ωσ οντότθτεσ που ςχετίηονται με τθν απαρίκμθςθ και τθν μζτρθςθ και β) 

με τθν πρόταςθ ότι θ δφναμθ του ςυνεχοφσ είναι μεγαλφτερθ από τθ δφναμθ του ςυνόλου 

των ρθτϊν αρικμϊν. Ωςτόςο, ςτα αποτελζςματα τθσ ζρευνάσ τουσ αναφζρουν φαίνεται ότι 

τα δφο διαιςκθτικά εμπόδια που αναφζρονται παραπάνω δεν είναι πρωτόγονθσ φφςθσ 

αφοφ προχποκζτουν μια κάποια διανοθτικι ωριμότθτα που τα υποκείμενα τθσ ζρευνασ 

(μακθτζσ και φοιτθτζσ) δεν είχαν, αφοφ  φάνθκε ότι δεν ιταν ικανοί να οριοκετιςουν 

ςωςτά τισ ζννοιεσ των ρθτϊν, των άρρθτων και των πραγματικϊν αρικμϊν. Είχαν γενικά 
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τελείωσ μπερδεμζνεσ ιδζεσ για αυτζσ τισ ζννοιεσ και για τισ μεταξφ τουσ ςχζςεισ. 

Ειδικότερα, οι περιςςότεροι δεν εκπλιςςονται από το γεγονόσ ότι υπάρχουν ηευγάρια 

τμθμάτων που είναι αςφμμετρα, οφτε ζχουν ςυναίςκθςθ για τθν διάκριςθ ανάμεςα ςτθν 

απειρία των ρθτϊν και των πραγματικϊν αρικμϊν. Συνεπϊσ δεν μποροφν να κεωρθκοφν 

διαιςκθτικζσ οι δυςκολίεσ που αντιμετωπίηουν.  

Οι Sirotic και Zazkis (2004)ςε δικι τουσ ζρευνα με φοιτθτζσ, επιβεβαίωςαν τα ευριματα τθσ 

ζρευνασ που αναφερκικαμε παραπάνω και  προτείνουν τα εξισ: «Τα ευριματά μασ, 

υποδεικνφουν ότι θ υπανάπτυξθ των διαιςκιςεων ςυχνά ςυνδζονται με αδυναμία ςτθν 

τυπικι γνϊςθ και με τθν ζλλειψθ τθσ αλγορικμικισ εμπειρίασ. Θ οικοδόμθςθ ςυνεπϊν 

ςυνδζςεων ανάμεςα ςτουσ αλγορίκμουσ, ςτισ διαιςκιςεισ και ςτισ ζννοιεσ είναι ουςιαςτικό 

για να υπάρξει μία ηωτικι (ωσ αντίκετθ τθσ απλισ απομνθμόνευςθσ) γνϊςθ  οποιουδιποτε 

μακθματικοφ πεδίου, και ςυνεπϊσ και για τθν κατανόθςθ των άρρθτων αρικμϊν.» 

Οι Sirotic & Zazkis, (2005) ερεφνθςαν τθν κατανόθςθ τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν 

από φοιτθτζσ. Βρικαν ότι θ κοινι αντίλθψθ ςτθν πλειοψθφία των φοιτθτϊν για τθν ευκεία 

των πραγματικϊν αρικμϊν είναι ότι αυτι περιορίηεται ςτθν ευκεία των ρθτϊν αρικμϊν, ι 

ακριβζςτερα, ςτθν ευκεία των δεκαδικϊν ρθτϊν αρικμϊν όπου μόνο δεκαδικοί με 

πεπεραςμζνο πλικοσ δεκαδικϊν ψθφίων αναπαριςτϊνται ωσ  ςθμεία πάνω ςτθν 

αρικμογραμμι. Κεωροφν ότι θ ζμφαςθ ςτθ δεκαδικι αναπαράςταςθ των άρρθτων 

αρικμϊν δεν ςυμβάλει ςτθν εννοιολογικι κατανόθςθ τουσ, κακϊσ οι μακθτζσ ζρχονται 

αντιμζτωποι με τθν αντίφαςθ να μιλάμε για αρικμοφσ που δεν μποροφμε να τουσ 

γράψουμε ι να τουσ γνωρίηουμε και παράλλθλα τουσ ονομάηουμε «πραγματικοφσ». 

Κεωροφν ότι πρζπει να δίνουμε  ζμφαςθ ςτθν γεωμετρικι αναπαράςταςι τουσ (όπου 

τουλάχιςτον είναι αυτό δυνατό) αφοφ αυτό κα μποροφςε να βοθκιςει τουσ μακθτζσ:  

α) να γίνουν πιο ευαίςκθτοι ςτθν διάκριςθ ανάμεςα ςτον άρρθτο αρικμό και τθν δεκαδικι 

του αναπαράςταςθ 

Β) να ςυμβάλει ςτθν ενκυλάκωςθ τθσ δφςκολθσ ζννοιασ του άρρθτου αρικμοφ από το 

ςτάδιο τθσ διαδικαςίασ, ςτο ςτάδιο του αντικειμζνου, αφοφ θ προςοχι τουσ κα εςτιαςτεί 

ςτθν αντιπροςϊπευςθ ενόσ άρρθτου αρικμοφ ωσ ζνα αντικείμενο – ςθμείο πάνω ςτθν 

αρικμογραμμι, μια άρρθτθ απόςταςθ- παρά ςτθν ατζρμονθ διαδικαςία τθσ  καταςκευισ 

ςτο χρόνο  των άπειρων δεκαδικϊν του ψθφίων.  
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Όριο 

Ο Cornu (1991) κάνει μια επιςκόπθςθ των δυςκολιϊν που ςυναντοφν οι μακθτζσ όταν 

αντιμετωπίηουν τθν ζννοια του ορίου για πρϊτθ φορά. 

Αρχικά διακρίνει τισ αυκόρμθτεσ ςυλλιψεισ (spontaneous conceptions) που προχπάρχουν 

τθσ τυπικισ διδαςκαλίασ ςτθ ςκζψθ των μακθτϊν  και ςε αυτζσ περιλαμβάνονται ιδζεσ, 

διαιςκιςεισ, εικόνεσ, γνϊςεισ που προζρχονται από τθν κακθμερινι εμπειρία, όπωσ θ 

χριςθ των λζξεων «τείνει ςε» και «όριο». Αυτζσ οι ςυλλιψεισ, που ςυγκροτοφν μια αρχικι 

εικόνα ζννοιασ (concept image)  είναι επίμονεσ και μπορεί να ζρκουν ςε ςφγκρουςθ με τθν 

μακθματικι ζννοια του ορίου. Στθ ςυνζχεια αναφζρεται ςε διάφορα γνωςτικά εμπόδια 

δίνοντασ μεγάλο βάροσ ςτα επιςτθμολογικά εμπόδια, δθλαδι εμπόδια που είναι εγγενι 

ςτθν μακθματικι ζννοια του ορίου.   Ανάμεςα ςε αυτά τα εμπόδια είναι και τα παρακάτω: 

 Θ ζννοια του απείρωσ μεγάλου και του απείρωσ μικροφ : 

Θ ιδζα του απειροςτοφ ςαν μια μεταβλθτι που τείνει ςτο μθδζν παρζπεμπε ςτθν ιδζα 

μιασ «ενδιάμεςθσ κατάςταςθσ» ανάμεςα εκείνου που είναι τίποτα αλλά και ταυτόχρονα 

είναι κάτι, είναι ακόμα και ςιμερα παροφςα ςτουσ ςφγχρονουσ μακθτζσ. Για παράδειγμα 

κεωροφν ότι ο 0,99… είναι «ο τελευταίοσ αρικμόσ πριν το 1» αλλά δεν είναι ίςοσ με τον 1. 

 Θ μεταφυςικι διάςταςθ τθσ ζννοιασ του ορίου 

Θ ζννοια του απείρου δίνει μια μεταφυςικι διάςταςθ ςτθν ζννοια του ορίου που είναι και 

ςιμερα ζνα από τα κφρια εμπόδια που ςυναντοφν οι μακθτζσ οι οποίοι, μθ μπορϊντασ να 

βαςιςτοφν ςτισ γνωςτζσ τουσ ζννοιεσ τθσ αρικμθτικισ και τθσ άλγεβρασ, κεωροφν τθν 

ζννοια του ορίου και του απείρου ωσ «μθ πραγματικά μακθματικά» ι «πολφ αφθρθμζνα» 

ι «θ μζκοδοσ είναι καλι, υπό τον όρο ότι είςτε ικανοποιθμζνοι με μια κατά προςζγγιςθ 

τιμι». 

 

 Το όριο επιτυγχάνεται ι όχι;  

Αυτι είναι μια διαμάχθ που διιρκεςε ςε όλθ τθν ιςτορία τθσ ζννοιασ του ορίου. Για 

παράδειγμα, ο Robins (1697 – 1751) εκτιμοφςε ότι το όριο δεν μποροφςε ποτζ να 

επιτευχκεί, όπωσ τα εγγεγραμμζνα ςε κφκλο πολφγωνα δεν μποροφν ποτζ να γίνουν ίςα 

με τον κφκλο. Υποςτιριηε: «Δίνουμε το όνομα τελικό μζγεκοσ (ultimate magnitude) ςτο 

όριο το οποίο μια μεταβλθτι ποςότθτα μπορεί να προςεγγίςει όςο κοντά κζλουμε, αλλά 

με τθ οποία δεν μπορεί να είναι απολφτωσ ίςα». Ραρόμοια ςκζφτονταν και πολλοί άλλοι 

ςπουδαίοι μακθματικοί. Θ ςυηιτθςθ αυτι είναι ηωντανι και ςτουσ μακθτζσ μασ. Ακόμα 
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και για τουσ φοιτθτζσ το όριο είναι μια προςζγγιςθ: Οι Schwarzenberger & Tall,. (1978) 

παρακζτουν τισ αντιφάςεισ ενόσ φοιτθτι για το όριο:   «Πταν λζμε sn → s  ςθμαίνει ότι το  

sn πλθςιάηει το s κακϊσ το n μεγαλϊνει, αλλά ςτθν πραγματικότθτα δεν φτάνει το s μζχρι 

το άπειρο» . Ο ίδιοσ φοιτθτισ ςτθ ίδια ςελίδα ςτο κάτω μζροσ ζγραψε: «Το άπειρο είναι 

μια φανταςτικι ζννοια που επινοικθκε από τουσ μακθματικοφσ και είναι χριςιμθ για τθν 

περιγραφι των ορίων κ.λ.π   

Για πολλοφσ ερευνθτζσ, όπωσ αναφζρεται ςτο Cottrill et al. (1996), κεωρείται ότι θ 

παρανόθςθ αυτι (ότι το όριο είναι κάτι που «ποτζ δεν επιτυγχάνεται») δθμιουργείται 

όταν αντιμετωπίηουμε το όριο δυναμικά δθλαδι ωσ κάτι που μεταβάλλεται ςτον χρόνο, 

που εμπεριζχει κάποιου είδουσ κίνθςθ, και όχι «ςτατικά», ςαν μία λογικι ςυνκικθ,  όπωσ 

επιβάλει ο μακθματικόσ οριςμόσ του.   

Ο Cornu (1991α) παρατθρεί ότι θ ζννοια του ορίου είναι για τουσ περιςςότερουσ μακθτζσ, 

το πρϊτο κζμα ςτο οποίο τα Μακθματικά δεν περιορίηονται ςε ζνα πεπεραςμζνο 

υπολογιςμό που δίνει μια κακοριςμζνθ απάντθςθ. Θ διάκριςθ αυτι αναφζρουν οι Cottrill 

et al. (1996) μιλϊντασ ςτα πλαίςια τθσ  κεωρίασ  APOS, είναι ακριβϊσ μια διάκριςθ 

ανάμεςα ςε μια δράςθ (action) και μία διαδικαςία(process). Από τθν ςτιγμι που ζνασ 

υπολογιςμόσ περιλαμβάνει ζνα άπειρο αρικμό βθμάτων, μπορεί να γίνει κατανοθτόσ μόνο 

μζςα από μία διαδικαςτικι ςφλλθψθ.  Στθν ανάλυςι τουσ οι Cottrill et all. (1996),μιλϊντασ 

με όρουσ τθσ κεωρίασ  APOS, κεωροφν ότι αυτό που αποκαλοφμε δυναμικι ζννοια του 

ορίου είναι  κάτι περιςςότερο ςφνκετο από μια διαδικαςία που ςυλλαμβάνεται με τθν 

εςωτερίκευςθ ( interiozation) μιασ δράςθσ. Δεν είναι μια απλι διαδικαςία αλλά ζνα 

ςυντονιςμζνο ηευγάρι διαδικαςιϊν (κακϊσ το χ τείνει ςτο α, το f(χ) τείνει ςτο L) που είναι 

ςτθν πραγματικότθτα ζνα ςχιμα (schema), δθλαδι μια ςυνεκτικι ςυλλογι από δράςεισ, 

διαδικαςίεσ και αντικείμενα.  Σε αντίκεςθ με άλλουσ ερευνθτζσ που πιςτεφουν ότι θ 

δυναμικι ςφλλθψθ μπορεί να εμποδίςει τθν πρόοδο προσ τθν ανάπτυξθ τθσ τυπικισ 

κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ του ορίου, πιςτεφουν ότι θ δυςκολία ςτθν μετακίνθςθ προσ μια πιο 

τυπικι ςφλλθψθ του ορίου είναι, τουλάχιςτον μερικϊσ, ζνα αποτζλεςμα μιασ αςαφοφσ 

ανάπτυξθσ μιασ ιςχυρισ δυναμικισ ςφλλθψθσ.  Ρροτείνουν, για τθν διδαςκαλία του 

τυπικοφ οριςμοφ του ορίου ςυνάρτθςθσ, να βοθκιςουμε τουσ μακθτζσ να καταςκευάςουν, 

(για τον ςκοπό αυτό προτείνουν και τθν χριςθ θλεκτρονικοφ υπολογιςτι),  μια ξεχωριςτι 

διαδικαςία πρϊτα ςτο πεδίο οριςμοφ  και μετά, ςτο μυαλό τουσ, να χρθςιμοποιιςουν τθν 

ςυνάρτθςθ για να καταςκευάςουν μια διαδικαςία ςτο πεδίο τιμϊν. Δθλαδι θ ςυνάρτθςθ 

ζχει τον ρόλο του ςυντονιςτι ανάμεςα ςε δφο ξεχωριςτζσ διαδικαςίεσ, αυτιν που γίνεται 

ςτο  πεδίο οριςμοφ και αυτιν που γίνεται ςτο πεδίο τιμϊν. Ειδικότερα, θ ςυνάρτθςθ 
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εφαρμόηεται ςτθν διαδικαςία τθσ προςζγγιςθσ, με τιμζσ του χ, ενόσ αρικμοφ α, για να 

πάρουμε τθν διαδικαςία των προςεγγίςεων, με τιμζσ  f(χ), του ορίου L. Στθν ςυνζχεια του 

άρκρου τουσ οι Cottrill et all. (1996) κάνουν οριςμζνεσ προτάςεισ για το πϊσ μποροφν να 

οδθγθκοφν τελικά οι μακθτζσ, εκφράηοντασ  τισ διαδικαςίεσ με τεχνικοφσ όρουσ,  ςε μια 

ουςιαςτικι κατανόθςθ του τυπικοφ οριςμοφ του ορίου, αλλά αυτό δεν αφορά τθν παροφςα 

εργαςία.  

 

Άπειρο  

 

Το ςθμαντικό, και για τθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του ορίου, αλλά και του πραγματικοφ 

αρικμοφ, είναι να απαντθκεί το  ερϊτθμα:  μπορεί κάποιοσ να ζχει τθν αίςκθςθ ότι όλα τα 

βιματα μιασ άπειρθσ διαδικαςίασ παρουςιάηονται όλα τθν ίδια ςτιγμι, ακόμα και αν δεν 

μπορεί κανείσ να κάνει ςτθν πραγματικότθτα όλα αυτά τα βιματα; Δθλαδι μπορεί κανείσ 

να ςυλλάβει μια άπειρθ διαδικαςία ωσ μια ολότθτα;  Δθλαδι μπορεί να ςυλθφκεί το 

ενεργεία άπειρο από το ανκρϊπινο μυαλό; Για παράδειγμα ο Fischbein (1994) λζει: 

«Για να δεχκεί κανείσ ότι τθν ιςότθτα 1 + ½ + ¼ + …. = 2, κάποιοσ πρζπει να ςυλλάβει 

διαιςκθτικά  το ενεργεία άπειρο του ακροίςματοσ. Επειδι αυτό δεν ςυμβαίνει ςτουσ 

μακθτζσ, κεωροφν ότι το άκροιςμα των όρων τθσ ακολουκίασ είναι μικρότερο από το δφο». 

Στο                    

Με το κζμα τθσ κατανόθςθσ του απείρου ζχουν αςχολθκεί πολλοί ερευνθτζσ .Ραρακάτω κα 

περιγράψουμε τισ απόψεισ  των  Fischbein, Dubinsky, Nunez  (και των ςυνεργατϊν τουσ). 

  Ο Fischbein (2001, 1993 και  Fischbein et all 1979) αςχολικθκε με τθν διαιςκθτικι 

κατανόθςθ των μακθτϊν για τθν ζννοια του απείρου. Κεωρεί (1979) ότι το άπειρο είναι, 

διαιςκθτικά, αντιφατικι ζννοια από τθν φφςθ τθσ. Θ εξιγθςθ για αυτό είναι ότι θ λογικι 

μασ είναι , λόγω των εμπειριϊν μασ, ςυνδεδεμζνθ με πεπεραςμζνεσ πραγματικότθτεσ. Για 

να ξεπεράςουμε αυτιν τθν αντίφαςθ, το ανκρϊπινο πνεφμα ζχει  εφεφρει τθν δυνάμει 

απειρία και τθν ενεργεία απειρία.  Κεωρεί τθ δυνάμει απειρία (2001) ωσ «διαδικαςίεσ, οι 

οποίεσ ςε κάκε ςτιγμι είναι πεπεραςμζνεσ, αλλά ςυνεχίηονται χωρίσ τζλοσ» . Το ενεργεία 

άπειρο (1993) αναφζρεται ςε άπειρα ςφνολα ςτοιχείων που κεωροφνται ςτθν ολότθτά 

τουσ. Για παράδειγμα, θ διαδικαςία τθσ ςυνεχοφσ διαίρεςθσ ενόσ ευκυγράμμου τμιματοσ 

είναι δυνθτικι απειρία, ενϊ θ ολότθτα των φυςικϊν, των ρθτϊν και των πραγματικϊν 

αρικμϊν είναι παραδείγματα ενεργεία απείρου. 
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Εξθγεί ςε τι διαφζρει θ διαίςκθςθ του απείρου από τθν μακθματικι ζννοια του απείρου: 

«Θ διαίςκθςθ του απείρου ςθμαίνει το τι πραγματικά νοιϊκουμε ωσ αλθκινό ι προφανζσ  

και όχι αυτό που δεχόμαςτε ωσ αλθκινό ςαν ςυνζπεια μιασ λογικισ  ανάλυςθσ. Αυτό 

ςθμαίνει ότι θ ζννοια του απείρου μπορεί να αναπτυχκεί από τθν διδακτικι διαδικαςία, 

ενϊ οι διαιςκιςεισ για το άπειρο μπορεί να παραμείνουν ανζπαφεσ».    

Ο Fischbein (1991 ςελ. 324) κεωρεί ότι το άπειρο εμφανίηεται διαιςκθτικά  ωσ ιςοδφναμο 

με το ανεξάντλθτο. Αυτό το διαπίςτωςε από τισ απαντιςεισ ενόσ δείγματοσ μακθτϊν που 

εξζταςε ςτθν παρακάτω ερϊτθςθ: «Διαιροφμε ζνα τμιμα ΑΒ πρϊτα ςτθν μζςθ και 

ςυνεχίηουμε διαιρϊντασ κάκε ζνα από τα τμιματα που προκφπτουν με τον ίδιο τρόπο. 

Ερϊτθςθ: Αν κεωριςουμε ζνα τυχαίο ςθμείο Γ του τμιματοσ, κα φτάςουμε ςε μια 

κατάςταςθ που ζνα από τα ςθμεία τθσ διαίρεςθσ κα είναι το Γ;» Οι μακθτζσ ςε ποςοςτό 

πάνω από 80% απάντθςαν καταφατικά. Ραρά το ότι είχαν διδαχκεί τουσ άρρθτουσ 

αρικμοφσ δεν ςκζφτθκαν ότι ζνα ςθμείο που αντιςτοιχεί ςε άρρθτο αρικμό δεν κα 

μποροφςαμε να το «πετφχουμε» με μια τζτοια διαδικαςία διαιρζςεων. Από αυτό το 

παράδειγμα ςυμπεραίνει ότι θ ερμθνεία του απείρου ωσ κάτι ανεξάντλθτο, είναι ο 

ουςιαςτικόσ λόγοσ που διαιςκθτικά υπάρχει μόνο ζνα είδοσ, ζνα επίπεδο απείρου. Μια 

τζτοια αντίλθψθ για το άπειρο το κακιςτά ωσ κάτι που δεν μπορεί να το υπερβεί ζνα πιο 

πλοφςιο άπειρο. Σε ςχζςθ με το παραπάνω παράδειγμα ( με το ςθμείο Γ), θ λογικι του 

ανεξάντλθτου χαρακτιρα του απείρου υπονοεί ότι ςτο όριο, οι διαδοχικζσ διαιρζςεισ του 

τμιματοσ κα καλφψουν όλα τα ςθμεία του τμιματοσ και ότι αυτό είναι ιδθ το ενεργεία 

άπειρο. Γενικότερα, ο Fischbein (1978) κεωρεί ότι οι διαιςκθτικζσ ςυλλιψεισ των μακθτϊν 

ςε οριακζσ διαδικαςίεσ, εςτιάηονταν ςτθν απειρία τθσ διαδικαςίασ παρά ςτθ τελικι τιμι 

του ορίου. Θ «χωρίσ τζλοσ πάλθ» με τθν δυνάμει απειρία μιασ οριακισ διαδικαςίασ 

αποδείχκθκε ζνα ςοβαρό γνωςτικό εμπόδιο για τθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του ορίου από 

τουσ μακθτζσ. «Στθν πραγματικότθτα θ ζννοια του ορίου είναι μια αντιφατικι ζννοια  (με 

τθν διαλεκτικι Hegelian ζννοια) επειδι το μυαλό μασ από τθν φφςθ του δεν είναι 

προςαρμοςμζνο ςτθν ςφλλθψθ του ενεργεία απείρου» (Fischbein, 1994) 

Ο Fischbein (από Dubinsky 2005a) κεωρεί ότι το ενεργεία άπειρο είναι «μια κακαρά λογικι, 

εννοιολογικι καταςκευι όχι διαιςκθτικά αποδεκτι». Ραράλλθλα όμωσ λζει: «Ιταν τον 19ο 

αιϊνα, με τον Cantor, που το ενεργεία άπειρο ζγινε αποδεκτό ωσ μια μακθματικι ζννοια 

ςαν ζνα αποτζλεςμα μιασ παντελοφσ αλλαγισ τθσ αντίλθψθσ» (Fischbein, 1994)  

 Ο Dubinsky  et all. (2005a&b) προτείνει μια APOS ανάλυςθ τθσ (γνωςιακισ) 

ςφλλθψθσ τθσ ζννοιασ του απείρου.  Θ ζννοια του απείρου εμπλζκεται και ςτθν ζννοια του 
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ορίου ζτςι όπωσ αναλφκθκε ςτο Cottrill et all. (1996) όπου μια ςυνάρτθςθ, όπωσ είδαμε, 

ςυλλαμβάνεται ωσ ο ςυντονιςτισ δφο διαδικαςιϊν, μία ςτο πεδίο οριςμοφ και μία ςτο 

πεδίο τιμϊν . Από τθν ςτιγμι που, ςυνικωσ, το πεδίο οριςμοφ και το πεδίο τιμϊν μιασ 

ςυνάρτθςθσ  είναι άπειρα ςφνολα, ζχουμε ζνα παράδειγμα μιασ ςθμαντικισ μακθματικισ 

ζννοιασ που ενςωματϊνει πλευρζσ του μακθματικοφ απείρου που πρϊτα ςυλλαμβάνονται 

ωσ διαδικαςίεσ.   

Οι Dubinsky et all (2005a & b), ςτο πλαίςιο τθσ κεωρίασ APOS κάνουν τθν παρακάτω 

διάκριςθ:  

Θ  δυνάμει απειρία είναι θ αντίλθψθ τθσ απειρίασ ςαν μια διαδικαςία που καταςκευάηεται 

ξεκινϊντασ από οριςμζνα πρϊτα βιματα που είναι δράςεισ. Για τθν επανάλθψθ αυτϊν των 

βθμάτων ςτο  άπειρο απαιτείται θ εςωτερίκευςθ αυτισ τθσ δράςθσ ςε μια διαδικαςία. 

Το ενεργεία άπειρο είναι το νοθτικό αντικείμενο που παίρνουμε από τθν ενκυλάκωςθ 

αυτισ τθσ διαδικαςίασ ςε ζνα αντικείμενο. Μζςω τθσ ενκυλάκωςθσ το άπειρο γίνεται 

γνωςιακά επιτεφξιμο.  

Για να επιτευχκεί το ενεργεία άπειρο απαιτείται μια ριηικι μετακίνθςθ ςτθν φφςθ τθσ 

ςκζψθσ μασ. Ραρά να ςκεφτόμαςτε με όρουσ εςωτερίκευςθσ ακολουκιϊν από δράςεισ που 

εφαρμόηονται ςε ζνα υπάρχον αντικείμενο, θ ενκυλάκωςθ ςθματοδοτεί τθν ικανότθτα να 

ςκεφτόμαςτε τθν ίδια ζννοια ςαν μια μακθματικι οντότθτα ςτθν οποία νζοι, υψθλότερου 

επιπζδου μεταςχθματιςμοί μποροφν να εφαρμοςτοφν.  

Διακρίνει επίςθσ δφο προχποκζςεισ για να φτάςει κανείσ να ςκεφτεί μια άπειρθ διαδικαςία 

ςτατικά (δθλαδι να ςκεφτεί τθν υπονοοφμενθ διαδικαςία ςαν ζνα ενκυλακωμζνο γνωςτικό 

αντικείμενο):  

Ρρϊτον να δει τθν διαδικαςία ςαν ολοκλθρωμζνθ (complete)  , δθλαδι να μπορεί να 

φανταςτεί ότι όλα τα βιματα τθσ διαδικαςίασ ζχουν πραγματοποιθκεί και να ξζρει 

παράλλθλα τισ βαςικζσ ιδιότθτεσ του κάκε βιματοσ  και δεφτερον να δει τθν διαδικαςία 

ςαν μία ολότθτα (totality), δθλαδι να δει ότι το αντικείμενο που ςυνδζεται με τθν 

κατάςταςθ ςτο άπειρο απεικονίηει το ςφνολο τθσ διαδικαςίασ, ςαν όλα τα βιματα να 

πραγματοποιοφνται ςε μία μόνο ςτιγμι, παρά οποιαδιποτε από τισ μεμονωμζνεσ πτυχζσ 

τθσ. Πτι, με κάποιο τρόπο, ξεπερνά και ςτζκεται ζξω από τθν διαδικαςία. Από αυτι τθν 

άποψθ, το αντικείμενο τθσ ενκυλάκωςθσ μιασ άπειρθσ διαδικαςίασ, αυτό που προκφπτει 

όταν δοφμε τθν άπειρθ διαδικαςία ςαν μια ολοκλθρωμζνθ ολότθτα (completed totality), 

μποροφμε να το ονομάςουμε και υπερβατολογικό  (transcendent) αντικείμενο τθσ 

διαδικαςίασ.   
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     Οι  Dubinsky et all. (2008), επιβεβαίωςαν ερευνθτικά τισ παραπάνω κεωρθτικζσ αρχζσ, 

εξετάηοντασ τθν περίπτωςθ δφο ςχετιηόμενων άπειρα επαναλαμβανόμενων διαδικαςιϊν.  

Ρραγματοποίθςαν ςυνεντεφξεισ με οριςμζνουσ φοιτθτζσ με αντικείμενο εξζταςθσ τθν 

κατανόθςι τουσ για το πρόβλθμα με ονομαςία «μπάλεσ του τζνισ»: «Υποκζςτε ότι ζχουμε 

τρείσ κάδουσ για μπάλεσ του τζνισ  με άπειρθ χωρθτικότθτα.  Ζναν  κάδο «εκκίνθςθσ» που 

περιζχει αρικμθμζνεσ μπάλεσ 1, 2, 3,…,  ζναν κάδο Α και ζναν κάδο Τ.  Στισ 12 παρά μιςό 

λεπτό οι μπάλεσ 1 και 2 πθγαίνουν από τον κάδο «εκκίνθςθσ» ςτον κάδο Α και ταυτόχρονα 

θ μπάλα 1 πάει ςτον κάδο Τ. Στισ 12 παρά ¼ του λεπτοφ, οι μπάλεσ 3 και 4 πθγαίνουν ςτον 

κάδο Α και θ μπάλα 3 ταυτόχρονα πάει ςτον κάδο Τ, ομοίωσ 1/8 του λεπτοφ πριν τισ 12 

κ.λ.π. Ρόςεσ μπάλεσ κα ζχουν οι κάδοι Α και Τ  ςτισ 12 ακριβϊσ;»   

Από τουσ φοιτθτζσ που εξζταςαν οι  Dubinsky et all. (2008), μόνο ζνασ κατάφερε να λφςει 

ςωςτά το πρόβλθμα, δθλαδι να αιτιολογιςει ότι ςτισ 12 ο κάδοσ Α κα είναι άδειοσ και ο 

κάδοσ Τ κα ζχει όλεσ τισ μπάλεσ. Εξετάηοντασ τθν ςκζψθ αυτοφ του φοιτθτι  ζκαναν τισ 

παρακάτω παρατθριςεισ:  

-Ο φοιτθτισ αρχικά εςωτερικοποιεί τισ δράςεισ που ςχετίηονται με τα αρχικά βιματα τθσ 

διαδικαςίασ , προςδιορίηοντασ με ακρίβεια το πρότυπο (pattern) τθσ διαδικαςίασ για ν 

βιματα.  

-Βλζπει  τον χρόνο 12 το μεςθμζρι ωσ κάτι που οριακά («το όριο τθσ ακολουκίασ»)  κα 

επιτευχκεί , ςαν το  υπερβατολογικό αντικείμενο τθσ διαδικαςίασ τθσ ςυνεχοφσ διαίρεςθσ 

του χρόνου. Για τον φοιτθτι θ ϊρα 12 το μεςθμζρι  υποδεικνφει το «επόμενο» βιμα από 

τθν ολοκλιρωςθ των άπειρων βθμάτων των υποδιαιρζςεων. 

-Βλζπει τθν  άπειρθ επαναλθπτικι διαδικαςία ςαν ζνα ςυντονιςμό δράςεων ανάμεςα ςτο 

πζραςμα του χρόνου και τθν μετακίνθςθ των μπαλϊν: «Για κάκε βιμα ν το οποίο ςυμβαίνει 

 

    του λεπτοφ πριν από τισ 12, θ μπάλα ν μετακινείται από τον κάδο Α ςτον Τ και αυτό 

ςυμβαίνει για άπειρεσ φορζσ». Μια ζνδειξθ τθσ ςθμαςίασ αυτοφ του ςυντονιςμοφ για τθν 

λφςθ του προβλιματοσ φαίνεται από τθν απάντθςι του όταν ρωτικθκε τι κα ςυνζβαινε αν 

δεν υπιρχε ο περιοριςμόσ του χρόνου: « Θ διαδικαςία αυτι δεν κα ολοκλθρωνόταν». Ο 

ςυντονιςμόσ τθσ διαδικαςίασ του χρόνου με τθν διαδικαςία τθσ μετακίνθςθσ των μπαλϊν, 

διευκολφνει τθν ςφλλθψθ τθσ τελευταίασ διαδικαςίασ ωσ ολοκλθρωμζνθσ. Ο φοιτθτισ δίνει 

προςοχι ςτθν αντιςτοιχία του  αρικμοφ των βθμάτων με τισ μπάλεσ που περιζχονται ςτον Τ 

τθν οποία τθν αντιλαμβάνεται ωσ μια ολότθτα. Αυτό του επιτρζπει να κάνει μια 

ενκυλάκωςθ για να πάρει το ςωςτό αποτζλεςμα: «Οποιοδιποτε ν και να διαλζξω, θ μπάλα 

ν κα βρεκεί ςτον κάδο Τ, αυτό ςθμαίνει ότι ο αρχικόσ κάδοσ κα αδειάςει ςτον κάδο Τ». Στθ 
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ςυνζχεια, ςε ερϊτθςθ για το τι ςυμβαίνει ςτον κάδο Α ςυμπεραίνει, μζςω τθσ απαγωγισ ςε 

άτοπο, ότι κα είναι, τελικά, άδειοσ (αφοφ αν υποκζςουμε ότι κάποια μπάλα, ζςτω μ είναι 

ςτον κάδο Α ςτισ 12 θ ϊρα, τότε αυτό ζρχεται ςε αντίφαςθ με το γεγονόσ ότι θ μπάλα μ  

μετακινείται ςτο βιμα μ  
 

   του λεπτοφ πριν τισ 12. Άρα ςτισ 12 ο Τ κα περιζχει όλεσ τισ 

μπάλεσ και ο Α κα είναι άδειοσ)  

Αντίκετα με αυτόν τον φοιτθτι, οι υπόλοιποι φοιτθτζσ δεν κατάφεραν να λφςουν ςωςτά το 

πρόβλθμα και το κφριο πρόβλθμα που αντιμετϊπιςαν ιταν με τθν κεϊρθςθ του χρόνου 

που τον κεϊρθςαν ωσ κάτι που δεν ολοκλθρϊνεται («ποτζ δεν κα φτάςουμε ςτισ 12 το 

μεςθμζρι») και παράλλθλα ςτο ότι δεν κατάφεραν να ςυντονίςουν το πζραςμα του χρόνου 

με τθν μετακίνθςθ των μπαλϊν. Οι  Dubinsky et all. (2008) κεωροφν ότι ςφμφωνα με  τθν 

κεωρία APOS  αυτό εξθγείται ωσ εξισ: Για να μπορζςει κανείσ να ςυντονίςει δφο 

διαδικαςίεσ κα πρζπει και οι δφο να είναι πλιρωσ καταςκευαςμζνεσ και να 

ςυλλαμβάνονται ωσ ολοκλθρωμζνεσ. Οι φοιτθτζσ που είδαν το πζραςμα του χρόνου ωσ 

κάτι ανολοκλιρωτο, είχαν επίςθσ πρόβλθμα να δουν και τθν διαδικαςία μετακίνθςθσ των 

μπαλϊν  ςαν κάτι ολοκλθρωμζνο. Σαν αποτζλεςμα ο ςυντονιςμόσ των δφο δράςεων ιταν 

αδφνατοσ, πζρα από ζναν πεπεραςμζνο αρικμό βθμάτων.  

Ωςτόςο, οι Dubinsky et all. (2008) εκφράηουν μια αμφιβολία για τθν παραπάνω εξιγθςθ: Ο 

φοιτθτισ που ζλυςε το πρόβλθμα, αν και ζβλεπε τθν διαδικαςία του χρόνου ωσ κάτι 

ολοκλθρωμζνο, είδε τθν διαδικαςία τθσ μετακίνθςθσ των μπαλϊν ςαν κάτι που δεν 

ολοκλθρϊνεται, όταν απομονϊκθκε ο χρόνοσ. Ζτςι, κα μποροφςαμε να ιςχυριςτοφμε  ότι 

μπορεί ο ςυντονιςμόσ που ςυμβαίνει ανάμεςα ςε δφο άπειρα επαναλαμβανόμενεσ 

διαδικαςίεσ απαιτεί τουλάχιςτον τθν μία διαδικαςία, και όχι απαραίτθτα και τισ δφο, να 

μποροφν να ειδωκοφν ωσ ολοκλθρωμζνεσ.    

 

 Οι Núñez & Lakoff (2005) υποκζτουν  ότι θ ιδζα του «ενεργεία απείρου» ςτα 

μακθματικά είναι μεταφορικι, ότι οι ποικίλεσ ιδζεσ που χρθςιμοποιοφν το ενεργεία άπειρο 

κάνουν χριςθ του ζςχατου (τελικοφ) αποτελζςματοσ μιασ χωρίσ τζλουσ διαδικαςίασ. 

«Μιλϊντασ κυριολεκτικά δεν υπάρχει τζτοιο πράγμα. Αν θ διαδικαςία δεν ζχει τζλοσ, δεν 

μπορεί να υπάρξει κανζνα τζτοιο «ζςχατο αποτελζςματα». Αλλά οι πολφ ανκρϊπινοι 

μθχανιςμοί τθσ μεταφοράσ μασ επιτρζπουν να κατανοοφμε και να καταςκευάηουμε το 

«αποτζλεςμα» μιασ άπειρθσ διαδικαςίασ – με όρουσ του μόνου τρόπου που ζχουμε για να 

κατανοοφμε το αποτζλεςμα μιασ διαδικαςίασ – με όρουσ μιασ διαδικαςίασ που ζχει ζνα 

τζλοσ. Αυτι θ μεταφορικι αποδοχι του ενεργεία απείρου επζτρεψε ςτουσ μακθματικοφσ , 
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αποδεχόμενοι τθν φπαρξθ μιασ  «τελικισ κατάςταςθσ» μιασ άπειρθσ διαδικαςίασ ωσ 

πραγματικι, να αναπτφξουν τον απειροςτικό λογιςμό.»   

 Υποκζτουν επίςθσ ότι όλεσ οι περιπτϊςεισ ενεργεία απείρου είναι ειδικζσ περιπτϊςεισ μίασ 

μόνο γενικισ εννοιολογικισ μεταφοράσ ςτθν οποία διαδικαςίεσ που ςυνεχίηονται ζπ’ 

άπειρον (που ςθμαίνει χωρίσ τζλοσ) κατανοοφνται ωσ να ζχουν ζνα τζλοσ και ζνα ζςχατο 

αποτζλεςμα. Αυτιν τθν μεταφορά τθν καλεί Βαςικι Μεταφορά του Απείρου (ΒΜΑ) που 

ςχθματικά τθν παρουςιάηουν όπωσ φαίνεται ςτον παρακάτω πίνακα 2:  

Ρίνακασ 2: Θ Βαςικι μεταφορά του απείρου ( Lakoff & Núñez ,2000 ςελ. 159)  

 Δθλαδι , (Radu, Weber, 2009) οι Lakoff και Nunez προτείνουν ότι μια άπειρθ επαναλθπτικι 

διαδικαςία μπορεί να κεωρθκεί ότι ζχει ολοκλθρωκεί εάν μια μεταφορικι τελικι 

κατάςταςθ προςτίκεται ςε αυτι. Θ προςκικθ αυτι μπορεί να γίνει με τθν ςχεδίαςθ ενόσ  

παραλλθλιςμοφ μεταξφ των πεπεραςμζνων διαδικαςιϊν (που ζχουν ζνα ςαφϊσ 

κακοριςμζνο τελικό ςτάδιο) και των άπειρων διαδικαςιϊν. Κακϊσ και οι δφο τφποι 

διαδικαςιϊν ζχουν μία αρχικι κατάςταςθ και μια ςαφι διαδικαςία για τθν απόκτθςθ τθσ 

επόμενθσ κατάςταςθσ από μια υπάρχουςα κατάςταςθ, κάποιοσ μπορεί να επεκτείνει τον 

παραλλθλιςμό με το να φαντάηεται ότι και οι άπειρεσ διεργαςίεσ, ζχουν επίςθσ μια τελικι, 

μοναδικι, κατάςταςθ  που ζπεται από όλεσ τισ ενδιάμεςεσ καταςτάςεισ. Αυτι θ επζκταςθ 

είναι που ονομάηουν Βαςικι Μεταφορά του Απείρου. Θ μεταφορικι διαδικαςία που 

προκφπτει ζχει απείρωσ πολλζσ ενδιάμεςεσ καταςτάςεισ και ζνα μεταφορικό τελικό ςτάδιο 

που είναι μοναδικό (δθλαδι, δεν μποροφμε να διακρίνουμε καμία προθγοφμενθ 

κατάςταςθ ςτθν  διαδικαςία που να ακολουκεί τθ φάςθ ολοκλιρωςθσ τθσ διαδικαςίασ (the 

completion stage) αν και προθγείται τθσ τελικισ κατάςταςθσ, και δεν υπάρχει άλλθ 

Η ΒΑ΢ΙΚΗ ΜΔΣΑΦΟΡΑ ΣΟΤ ΑΠΔΙΡΟΤ  

Πεξηνρή πεγήο: 

Οινθιεξωκέλεο επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο  → 

Πεξηνρή ζηόρνπ:  

Επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ ζπλερίδνπλ 

ζην άπεηξν   

Αξρηθή Καηάζηαζε  → Αξρηθή Καηάζηαζε 

Καηάζηαζε πνπ είλαη απνηέιεζκα από ηελ 

αξρηθή θαηάζηαζε ηεο δηαδηθαζίαο 
→ 

Καηάζηαζε πνπ είλαη απνηέιεζκα από ηελ 

αξρηθή θαηάζηαζε ηεο δηαδηθαζίαο 

Η δηαδηθαζία: Από κηα δεδνκέλε 

ελδηάκεζε θαηάζηαζε παξάγεηαη ε επόκελε 

θαηάζηαζε  

→ 

Η δηαδηθαζία: Από κηα δεδνκέλε 

ελδηάκεζε θαηάζηαζε παξάγεηαη ε 

επόκελε θαηάζηαζε 

Σν ελδηάκεζν απνηέιεζκα κεηά ηελ ληνζηή 

επαλάιεςε ηεο δηαδηθαζίαο. 
→ 

Σν ελδηάκεζν απνηέιεζκα κεηά ηελ ληνζηή 

επαλάιεςε ηεο δηαδηθαζίαο. 

Η ηειηθή θαηάζηαζε σο απνηέιεζκα 

ηεο δηαδηθαζίαο.  → 

Η ηειηθή θαηάζηαζε σο απνηέιεζκα ηεο 

δηαδηθαζίαο (ελεξγεία άπεηξν) 

(κεηαθνξηθά)   

΢πλεπαγσγή: Η ηειηθή θαηάζηαζε  σο 
απνηέιεζκα ηεο δηαδηθαζίαο είλαη κνλαδηθή 

θαη έπεηαη θάζε κε ηειηθήο 

θαηάζηαζεο. 

→ 

΢πλεπαγσγή: Η ηειηθή θαηάζηαζε  σο 
απνηέιεζκα ηεο δηαδηθαζίαο είλαη 

κνλαδηθή θαη έπεηαη θάζε κε ηειηθήο 

θαηάζηαζεο. 
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κατάςταςθ τθσ διαδικαςίασ που και να προκφπτει από τθν ολοκλιρωςθ τθσ διαδικαςίασ και 

να ακολουκεί τθν τελικι κατάςταςθ).  

     Οι  Dubinsky et all. (2008) επιχειροφν μια ςφγκριςθ ανάμεςα ςτθν κεωρία τθσ ΒΜΑ και 

τθσ κεωρίασ APOS ςε ςχζςθ με το ενεργεία άπειρο. Θ βαςικι διαφορά τουσ κεωροφν ότι 

είναι ότι για τθν ΒΜΑ θ κατάςταςθ ςτο άπειρο ςυλλαμβάνεται ωσ θ μεταφορικι 

ςυμπλιρωςθ (μία τελικι προκφπτουςα κατάςταςθ) μιασ άπειρθσ διαδικαςίασ, ενϊ για τθν 

APOS, θ κατάςταςθ ςτο άπειρο είναι ζνα υπερβατολογικό αντικείμενο που προκφπτει από 

τθν ενκυλάκωςθ τθσ διαδικαςίασ. Κεωροφν (Dubinsky, et all 2005b ςελ. 9)ότι θ ςκζψθ ότι οι 

άπειρεσ διαδικαςίεσ μποροφν να ζχουν μία τελικι κατάςταςθ δεν βοθκάει και αντίκετα 

μπορεί να οδθγιςει ςε προβλιματα τουσ μακθτζσ όπωσ το να κεωριςουν το άπειρο ςαν 

ζναν αρικμό.  Κα μποροφςαμε, ςυνοπτικά,  να παρουςιάςουμε τισ ομοιότθτεσ και τισ 

διαφορζσ  τουσ με τον παρακάτω Ρίνακα 3 (ςφμφωνα με το Dubinsky et all., 2008)):   

 APOS BMA 

Νοηηικοί μησανιζμοί  Interiorization – coordination 

(Ννεηηθνί κεραληζκνί πνπ 

θέξλνπλ ηελ κεηάβαζε ζηελ 

θαηάζηαζε ζην άπεηξν) 

Δλλνηνινγηθή κεηαθνξά  

(Γλσζηαθόο κεραληζκόο πνπ 

δηεπθνιύλεη ηελ κεηάβαζε ζηελ 

θαηάζηαζε ζην άπεηξν)  

Ομοιόηηηερ 

Γξάζεηο ζε νξηζκέλα πξώηα 

βήκαηα → εζσηεξίθεπζε ζε 

λνεηηθή δηαδηθαζία →  

πνιιαπιέο εκθαλίζεηο απηήο ηεο 

δηαδηθαζίαο ζπληνλίδνληαη γηα λα 

ζρεκαηίζνπλ κηα άπεηξε 

επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία 

Καηαζθεπή ηεο αξρηθήο θαηάζηαζεο 

θαη ησλ πξώησλ βεκάησλ → 

θαηαζθεπή κηαο άπεηξεο δηαδηθαζίαο 

πνπ παξάγεη θάζε ελδηάκεζε 

θαηάζηαζε από ηελ πξνεγνύκελε ηεο  

Γιαθοπέρ 

Η ηειηθή θαηάζηαζε λαμβάνεηαι  

κέζα από ηελ ελζπιάθσζε, ε 

νπνία πξνθύπηεη όηαλ θάπνηνο 

εθαξκόδεη κηα δξάζε ζε έλα 

νινθιεξσκέλν όιν.  

Η ηειηθή θαηάζηαζε πποκύπηει κέζα 

από ηελ κεηαθνξηθή ζύιιεςε ηεο 

άπεηξεο δηαδηθαζίαο κε όξνπο κηαο 

πεπεξαζκέλεο δηαδηθαζίαο θαη 

εηδηθόηεξα κηαο άπεηξεο δηαδηθαζίαο 

κε έλα κεηαθνξηθό ηειεπηαίν όξν. 

Η ζύλλητη ηος 

ενεπγεία απείπος από 

ηο άηομο 

Η θαηάζηαζε ζην άπεηξν είλαη 

έλα transcendent ανηικείμενο πνπ 

πξνθύπηεη από ηελ ελζπιάθσζε 

ηεο δηαδηθαζίαο, ζηελ πξνζπάζεηα 

ηνπ αηόκνπ λα εθαξκόζεη κηα 

δξάζε ζηε δηαδηθαζία 

Η θαηάζηαζε ζην άπεηξν γίλεηαη 

αληηιεπηή σο ε κεηαθνξηθή 

νινθιήξσζε κηαο άπεηξεο 

δηαδηθαζίαο  

Κπιηική  Κπιηική ηηρ APOS ανάλςζηρ (Dubinsky, et all 2005b):  



67 
 

Ρίνακασ 3: Σφγκριςθ των απόψεων τθσ κεωρίασ APOS για τισ άπειρεσ επαναλθπτικζσ, με τισ 

αντίςτοιχεσ απόψεισ των  Lakoff και Nunez (ςφμφωνα με το Dubinsky et all., 2008)) 

Ρωσ κα απαντοφςαν, πικανόν, οι Lakoff και Nunez ςτθν κριτικι των Dubinsky et all.; 

Ρικανόν όπωσ απάντθςαν( http://www.maa.org/reviews/wheremath_reply.html)  ςτθν 

κριτικι για το "Where Mathematics Comes From» τθσ Bonnie Gold ςτο περιοδικό MAA: «Θ 

εννοιολογικι μεταφορά ζχει επεξθγθματικι δφναμθ ακριβϊσ επειδι υπάρχουν εμπειρικά 

παρατθριςιμοι ενςαρκωμζνοι  μθχανιςμοί που ικανοποιοφν ιςχυροφσ βιολογικοφσ και 

γνωςτικοφσ περιοριςμοφσ. Θ Gold όμωσ  δεν αναφζρει κακόλου τον όρο ενςάρκωςθ 

(embodiment) οφτε μία φορά!... Είναι θ πραγματικότθτα του πωσ ςκζφτονται οι άνκρωποι, 

μια γνωςιακι πραγματικότθτα που πρζπει να εξθγιςουμε με εφλογουσ γνωςιακοφσ όρουσ, 

ποιοι γνωςιακοί μθχανιςμοί χρθςιμοποιοφνται ςτθν ανκρϊπινθ κατανόθςθ.»  

 Οι Lakoff & Núñez (2000) προςπακοφν να ερμθνεφςουν, ςτα πλαίςια τθσ γνωςιακισ 

επιςτιμθσ,  το πϊσ ςυνδζονται  οι ζννοιεσ του απείρου και του ορίου με τθν ζννοια του 

πραγματικοφ αρικμοφ: (ςελ. 181): 

«Δεν προκαλεί ζκπλθξθ ότι θ ζννοια του απείρου είναι κεντρικι ςτισ ζννοιεσ των 

πραγματικϊν αρικμϊν και του ορίου. Θ ιδζα του ορίου προκφπτει ςε απάντθςθ του 

γεγονότοσ ότι υπάρχουν άπειρεσ ςειρζσ που τα ακροίςματά τουσ είναι πεπεραςμζνα. Οι 

πραγματικοί αρικμοί κεμελιωδϊσ κατανοοφνται με τθν χριςθ τθσ ζννοιασ του απείρου: ςε 

όρουσ δεκαδικϊν με άπειρα δεκαδικά ψθφία, απείρων ςειρϊν ι ακολουκιϊν και απείρων 

Οη εμεγήζεηο πνπ βαζίδνληαη ζηελ ζεσξία APOS απιά πεξηγξάθνπλ ηνπο 

ηύπνπο ηεο ζθέςεο κε ηνπο νπνίνπο έλα άηνκν ζα κπνξνύζε λα ζθεθηεί ην 

ελεξγεία άπεηξν. Γελ πεξηγξάθνπλ, απαξαίηεηα, απηό πνπ «πξαγκαηηθά» 

ζπκβαίλεη ζην κπαιό ηνπ αηόκνπ, αιιά δίλνπλ έλα κνληέιν γηα ηελ 

θαηαλόεζε ηεο ζθέςεο ηνπ, πνπ κπνξεί λα απνδεηρζεί ρξήζηκν γηα ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε εξεπλώλ θαη γηα ηνλ ζρεδηαζκό απνηειεζκαηηθώλ 

παηδαγσγηθώλ ζηξαηεγηθώλ.  

Κπιηική ζηην ΒΜΑ: Η ΒΜΑ δελ αλαθέξεηαη ζηελ ζεκαζία ηεο 

ζύιιεςεο ηεο δηαδηθαζίαο ζαλ κηα νιόηεηα, νύηε ζηελ επίδξαζε ηεο 

εθαξκνγήο δηαθνξεηηθώλ δξάζεσλ ζηηο νινθιεξσκέλεο επαλαιεπηηθέο 

δηαδηθαζίεο. – Η ΒΜΑ δελ πξνζδηνξίδεη ζπγθεθξηκέλνπο λνεηηθνύο 

κεραληζκνύο πνπ ρξεηάδνληαη λα εθαξκνζηνύλ γηα λα θαηαζθεπαζηεί ε 

ηειηθή θαηάζηαζε ζην άπεηξν.  

-Σειηθά: ε κέζνδνο ηεο Αλάιπζεο Μαζεκαηηθώλ Ιδεώλ ησλ Lakoff θαη 

Nunez δελ παξέρεη πάληα εμεγήζεηο γηα όιν ην εύξνο ηεο καζεκαηηθήο 

ζθέςεο ησλ καζεηώλ.  

http://www.maa.org/reviews/wheremath_reply.html
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τομϊν. Από τθν ςτιγμι που ζχουμε υποκζςει ότι υπάρχει μία μόνο γενικι ζννοια του 

ενεργεία απείρου που χαρακτθρίηεται μζςω τθσ ΒΜΑ. Κα μποροφςε να υπάρχει μια 

ειρωνεία εδϊ. Οι πραγματικοί αρικμοί κεωροφνται «πραγματικοί». Αν και κανζνασ μζχρι 

ςτιγμισ δεν ζχει δει κανζναν πραγματικό αρικμό οφτε ςτθν φφςθ οφτε ςτουσ θλεκτρονικοφσ 

υπολογιςτζσ ι οπουδιποτε αλλοφ. Θ ειρωνεία είναι ότι αυτό που καλοφμε «πραγματικοί» 

αρικμοί είναι κεμελιωδϊσ μεταφορικοί ςτθν ςφλλθψι τουσ.»     

Οι Lakoff & Núñez (2000,) δείχνουν πωσ μζςω τθσ ΒΜΑ, χαρακτθρίηονται οι πραγματικοί 

αρικμοί ςτο τυπικό αξιωματικό ςφςτθμα: μζςω του αξιϊματοσ του ελάχιςτου άνω 

φράγματοσ ι μζςα από τισ άπειρεσ τομζσ εγκιβωτιςμζνων διαςτθμάτων.  

Εξθγεί, παίρνοντασ ωσ παράδειγμα το π, ότι από τθν πλευρά του δυνάμει απείρου δεν 

υπάρχει ελάχιςτο άνω φράγμα. Είναι μόνο από τθν πλευρά του ενεργεία απείρου, μζςω τθσ 

ΒΜΑ που μπορεί αυτό να υπάρξει. Πμωσ ζτςι, απαιτϊντασ ζνα διατεταγμζνο ςϊμα όπωσ οι 

ρθτοί να περιζχουν όλα τα ελάχιςτα άνω φράγματα, οι μακθματικοί προςκζτουν τουσ 

άρρθτουσ ςτουσ ρθτοφσ. 

Εντελϊσ ιςοδφναμθ κεωροφν ότι είναι θ καταςκευι των πραγματικϊν αρικμϊν με άπειρεσ 

τομζσ εγκιβωτιςμζνων διαςτθμάτων με ρθτά άκρα. Θ ανάλυςθ που κάνουν φαίνεται 

ςυνοπτικά ςτον παρακάτω Ρίνακα 4:  

Δγκιβυηιζμένα διαζηήμαηα 

Περιοτή – ζηότοσ: 

Επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ ζπλερίδνπλ 

ζην άπεηξν 

→ 
Ειδική περίπηωζη:  

Άπεηξεο αθνινπζίεο εγθηβωηηζκέλωλ 

δηαζηεκάηωλ  

Αξρηθή Καηάζηαζε (0) 

→ 

Μηα ρσξίο ηέινο αθνινπζία 

εγθηβσηηζκέλσλ δηαζηεκάησλ, ην θαζέλα 

από ηα νπνίν νξίδεηαη από ην δεπγάξη ησλ 

ξεηώλ αξηζκώλ [ιλ, ζλ],όπνπ ιλ > ιλ -1 θαη ζλ 

< ζλ - 1  

Καηάζηαζε (1) πνπ είλαη απνηέιεζκα από 
ηελ αξρηθή θαηάζηαζε ηεο δηαδηθαζίαο 

→ 
Ο πξώηνο όξνο ηεο αθνινπζίαο:  
Σν δηάζηεκα [ι1, ζ1], 

Η δηαδηθαζία: Από κηα δεδνκέλε 

ελδηάκεζε θαηάζηαζε (λ – 1) παξάγεηαη ε 

επόκελε θαηάζηαζε (λ) 

→ 

Από ηελ ηνκή ησλ [ιλ-1, ζλ-1] θαη [ιλ, ζλ]. 

Σν ελδηάκεζν απνηέιεζκα κεηά ηελ ληνζηή 

επαλάιεςε ηεο δηαδηθαζίαο. 
→ 

Σν δηάζηεκα [ιλ, ζλ]. 

«Η ηελική καηάζηαζη υρ αποηέλεζμα 

ηηρ διαδικαζίαρ» (ενεπγεία άπειπο «∞») 

→ 

Σο «διάζηημα» [λ∞, θ∞], όπος  

λ∞ > λν και θ∞ < θν για κάθε ν.  

Η απόζηαζη ανάμεζα ζηα λ∞ και θ∞ είναι 

0. Γηλαδή, ηο «διάζηημα» είναι ένα 

ζημείο,  

π = λ∞ = θ∞ . 

΢ςνεπαγυγή: Η ηελική καηάζηαζη («∞») 

υρ αποηέλεζμα ηηρ διαδικαζίαρ είναι 

μοναδική και έπεηαι κάθε μη ηελικήρ 

καηάζηαζηρ. 

→ 

΢ςνεπαγυγή: ηο π είναι ένα μοναδικό 

ζημείο και είναι μεγαλύηεπο από κάθε λν 

και μικπόηεπο από κάθε θν . 
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Ρίνακασ 4: Θ «καταςκευι» των πραγματικϊν αρικμϊν μζςω εγκιβωτιςμζνων διαςτθμάτων 

(Lakoff & Núñez, 2000, ςελ.206) 

 

Οι Lakoff & Núñez (2000, ςελ.292) εξθγοφν και τισ μεταφορζσ που χρθςιμοποιοφνται ςτθν 

καταςκευι των πραγματικϊν αρικμϊν με τομζσ Dedekind. Κεωροφν ότι και ςε αυτι τθν 

περίπτωςθ γίνεται ,άρρθτθ, χριςθ τθσ ΒΜΑ μαηί με άλλεσ μεταφορζσ που ζχουν να κάνουν 

με τθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν. Σε όλεσ τισ περιπτϊςεισ καταςκευισ των 

πραγματικϊν αρικμϊν οι  Lakoff & Núñez (2000) αναδεικνφουν το πϊσ, οι μακθματικοί 

καταφζρνουν μζςω τθσ ΒΜΑ να ςυλλαμβάνουν, γνωςιακά, ςυνεχείσ διαδικαςίεσ με κακαρά 

διακριτοφσ  όρουσ. Σε κάκε περίπτωςθ  (ο.π. ςελ. 207) οι διάφοροι οριςμοί των 

πραγματικϊν αρικμϊν είναι, άρρθτα, μεταφορικοί οριςμοί. Θ ιςοδυναμία αυτϊν των 

οριςμϊν, δθλαδι ότι ζχουν τα ίδια ςυνεπαγόμενα, κάνουν τουσ  μακθματικοφσ να κεωροφν 

ότι χαρακτθρίηουν τισ ίδιεσ «οντότθτεσ», με τισ ίδιεσ ιδιότθτεσ, και μιλοφν για τουσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ ςαν αυτοί να ιταν υπαρκτζσ  αντικειμενικζσ οντότθτεσ.   

 

Στα παρακάτω κα προςπακιςουμε να περιγράψουμε, περιλθπτικά, τθν ςφνδεςθ 

των μακθματικϊν ιδεϊν που οδιγθςαν ςτθν μακθματικι ζννοια τθσ ςυνζχειασ 

ςυνάρτθςθσ  με τουσ ανκρϊπινουσ ενςαρκωμζνουσ μθχανιςμοφσ ζτςι όπωσ 

περιγράφεται ςτθ βιβλιογραφία των  Lakoff & Núñez.  

Η φυςικϊ ςυνεχόσ γραμμό 

 

Οι Núñez  & Lakoff,(1998) ονομάηουν «φυςικι ςυνζχεια» τθν κακθμερινι ιδζα τθσ 

ςυνζχειασ που προκφπτει από τθν κίνθςθ, παράγοντασ μία τροχιά χωρίσ «άλματα» ι 

«χάςματα». Μια γραμμι που παράγεται με αυτόν τον τρόπο είναι μία «ολιςτικι» γραμμι 

(Núñez, Edwards, Matos, 1999) που δεν αποτελείται από διακριτά ςτοιχεία, και τα 

ςθμεία είναι κζςεισ (τοποκεςίεσ) πάνω ςτθν γραμμι. Με αυτι τθν ζννοια, μια γραμμι 

είναι μια οντότθτα διαφορετικι από τα ςθμεία, που είναι κζςεισ πάνω ςτθν ευκεία, 

όπωσ ακριβϊσ και ζνασ αυτοκινθτόδρομοσ είναι μια διαφορετικι οντότθτα από τισ 

τοποκεςίεσ πάνω ςε αυτόν. Οι γραμμζσ από τθν οπτικι τθσ κακθμερινισ μασ 

γεωμετρικισ διαίςκθςθσ, είναι φυςικά ςυνεχείσ με αυτιν τθν ζννοια.    

Δύο διαφορετικϋσ μεταφορϋσ για την ευθεύα των πραγματικών αριθμών 

  

α) Η μεταφορά ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΕΙΝΑΙ ΢ΗΜΕΙΑ ΠΑΝΩ ΢Ε ΜΙΑ ΕΤΘΕΙΑ 
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Θ παραπάνω μεταφορά (Ρίνακασ 5) είναι ςφμφωνα τουσ  Núñez  & Lakoff,(1998) θ 

«καρδιά» τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ.  

 

Ρίνακασ 5:  Θ κφρια μεταφορά τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ (Núñez  & Lakoff,1998 ςελ. 90) 

    Αν κεωριςουμε τθν μίξθ των δφο περιοχϊν (δθλαδι τα ςθμεία μιασ γραμμισ και τουσ 

αρικμοφσ με μία ςχζςθ διάταξθσ) παράγεται το «εννοιολογικό μείγμα» τθσ ςυνθκιςμζνθσ 

«αρικμογραμμισ», που μποροφμε να το ονομάςουμε Αρικμογραμμι Μείγμα. Με το μείγμα 

αυτό (Núñez  & Lakoff,1998)και με τθν χριςθ των ςυντεταγμζνων μπορεί να χαρακτθριςτεί 

μια φυςικά ςυνεχισ ςυνάρτθςθ, ωσ μια καμπφλθ ςτο επίπεδο, ζτςι ϊςτε κάκε ςθμείο πάνω 

ςτθν καμπφλθ να ορίηεται από ζνα διατεταγμζνο ηεφγοσ (χ, f(x)). Ζτςι οριςμζνθ θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ εξακολουκεί να ζχει τισ ιδιότθτεσ τθσ «φυςικά ςυνεχοφσ» 

γραμμισ ( για παράδειγμα να παράγεται από τθν κίνθςθ ενόσ ςθμείου). Αυτι ιταν θ ζννοια 

τθσ γραφικισ παράςταςθσ μζχρι και το τζλοσ του 19ου αιϊνα, οπότε και ζγινε θ ςφγχρονθ 

κεμελίωςθ τθσ Ανάλυςθσ με «ςτατικοφσ» ςυνολοκεωρθτικοφσ όρουσ.  Το πρϊτο βιμα προσ 

αυτι τθν κατεφκυνςθ ιταν θ μεταφορά που περιγράφουμε αμζςωσ παρακάτω.  

β) Η κεϊρθςθ τθσ Αρικμογραμμισ μζςα από τθν μεταφορά ΜΙΑ ΓΡΑΜΜΗ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑ 

΢ΤΝΟΛΟ ΢ΗΜΕΙΩΝ  

Σφμφωνα με αυτιν τθν μεταφορά μια γραμμι ςυνίςταται από τα ςθμεία τθσ, τα οποία είναι 

αφθρθμζνεσ οντότθτεσ, ςτοιχεία ενόσ ςυνόλου που αποτελοφν τον χϊρο. Από τθν μείξθ τθσ 

φυςικισ ευκείασ, των ςυνόλων και των αρικμϊν (Ρίνακασ 6, αναλυτικά ςτο Lakoff & Núñez 

,2000, ςελ.281) προκφπτει, μεταφορικά, το Συνολοκεωρθτικό  Αρικμογραμμι Μείγμα, όπου 

οι αρικμοί τότε κακορίηουν τι είναι τα ςθμεία.  

Οι Ππαγμαηικοί Απιθμοί Δίναι ΢ημεία Πάνυ ΢ε Μια Δςθεία (Γπαμμή) 

Πεξηνρή πεγήο: 

΢εκεία πάλσ ζε κηα γξακκή  

 Πεξηνρή ζηόρνπ: Πξαγκαηηθνί αξηζκνί  

Σα ζεκεία Ρi πάλσ ζε κηα γξακκή  → Οη πξαγκαηηθνί αξηζκνί Ri  

Μηα απόζηαζε Dj(Pj, Pk) αλάκεζα ζε θάζε 

δεπγάξη ζεκείσλ  
→ 

Μηα ζρέζε δηαθνξάο Diffj (Rj - Rk) = 

kj RR   αλάκεζα ζε θάζε δεπγάξη 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ.  

Μηα ρσξηθή ζρέζε δηάηαμεο ηζρύεη κεηαμύ 

όισλ ησλ δεπγαξηώλ ζεκείσλ.  
→ 

Μηα ζρέζε δηάηαμεο ηζρύεη αλάκεζα ζε όια 

ηα δεπγάξηα πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

Καζνξηζκέλα ζεκεία α θαη β, κε ην α  
ρσξηθά δηαηεηαγκέλν – πξνεγνύκελν ηνπ β  

→ 
Καζνξηζκέλνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 0 θαη 1, 
κε ην 0 κηθξόηεξν ηνπ 1.  
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Ρίνακασ 6: Θ κεϊρθςθ τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν ωσ ςφνολο ςθμείων – 

αρικμϊν (Lakoff & Núñez ,2000, ςελ.281)   

Οι Lakoff & Núñez (2000) εξθγοφν γιατί οι δφο παραπάνω κεωριςεισ για τθν ευκεία των 

πραγματικϊν αρικμϊν είναι ριηικά διαφορετικζσ:  

Υπάρχει, εξθγοφν, μια ουςιϊδθσ διαφορά ανάμεςα ςτισ δφο αυτζσ αντιλιψεισ για τθν 

ευκεία των αρικμϊν. Στo Συνολοκεωρθτικό  Αρικμογραμμι Μείγμα, υπάρχει ζνασ 1- 1 

ςυςχετιςμόσ μεταξφ των ςθμείων νοοφμενα ωσ ςτοιχεία ενόσ ςυνόλου ςτθ περιοχι πθγισ 

και ςτουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ ςτθ περιοχι ςτόχοσ. Σε αυτι τθν απεικόνιςθ όλα τα 

ςτοιχεία του ςυνόλου τθσ περιοχισ πθγισ απεικονίηονται πάνω ςε όλουσ τουσ αρικμοφσ.  

Αυτό όμωσ δεν ιςχφει ςτο φυςικά ςυνεχζσ Αρικμογραμμι Μείγμα. Εδϊ, τα ςτακερά ςθμεία 

απεικονίηονται ςε αρικμοφσ αλλά ολόκλθρθ θ φυςικά ςυνεχισ ευκεία – το «μζςο» ςτο 

οποίο είναι τοποκετθμζνα τα ςθμεία – δεν απεικονίηεται. Από τθν ςτιγμι που οι 

τοποκεςίεσ των ςθμείων είναι μθδενικϊν διαςτάςεων και δεν ζχουν μζγεκοσ, κανζνα 

ςθμείο - τοποκεςία  δεν «καταλαμβάνει» οποιοδιποτε ποςό αυτοφ του «μζςου». Τα 

ςθμεία – τοποκεςίεσ δεν αποτελοφν το χϊρο. Αυτό ςθμαίνει ότι ανεξάρτθτα ςε ποιο 

ςφςτθμα αρικμϊν απεικονίηονται τα ςθμεία – τοποκεςίεσ, το μζςο  του χϊρου (που μζνει 

χωρίσ απεικόνιςθ κα ζχει μια απεριόριςτθ ποςότθτα από ςθμεία – τοποκεςίεσ «άδεια». Τα 

ςθμεία – τοποκεςίεσ μιασ φυςικά ςυνεχοφσ ευκείασ αρικμϊν ποτζ δεν εξαντλοφνται. Αυτό 

δεν ιςχφει για τθν Συνολοκεωρθτικό  ευκεία των αρικμϊν, θ οποία είναι ζνα εννοιολογικό 

μείγμα τριϊν εννοιολογικϊν πεδίων – χϊροσ , ςφνολα, και αρικμοί. Το πεδίο των ςυνόλων 

ζχει τον κεντρικό ρόλο ςτο μείγμα. Τα ςθμεία είναι ςτοιχεία ενόσ ςυνόλου. Το είδοσ του 

αρικμθτικοφ ςυςτιματοσ ςτο οποίο απεικονίηεται το ςφνολο εξαρτάται από τισ τυπικζσ 

ςχζςεισ (για παράδειγμα τα αξιϊματα των πραγματικϊν αρικμϊν) που περιορίηει τι τα μζλθ 

Σο ΢ςνολοθευπηηικό  Απιθμογπαμμή Μείγμα 

Πεξηνρή πεγήο: 

Η κείμε Χώξνπ - ΢πλόινπ 

 Πεξηνρή ΢ηόρνπ 

Φπζηθά ζπλερήο ρώξνο: Η επζεία  ΢ύλνια  Αξηζκνί 

Η επζεία ↔ Έλα ζύλνιν  → Έλα ζύλνιν από αξηζκνύο  

΢εκεία – Σνπνζεζίεο  ↔ ΢ηνηρεία ελόο 

ζπλόινπ  

→ Αξηζκνί  

Σα ζεκεία είλαη ζέζεηο πάλσ 

ζε κηα γξακκή 

↔ Σα ζηνηρεία είλαη 

κέιε ελόο ζπλόινπ  

→ Μεκνλσκέλνη αξηζκνί είλαη 

κέιε ελόο ζπλόινπ αξηζκώλ  
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του ςυνόλου μποροφν να είναι και πωσ ςχετίηονται μεταξφ τουσ.  Το ςφςτθμα των 

πραγματικϊν αρικμϊν είναι «πλιρεσ». Αυτό ςθμαίνει ότι είναι κλειςτό ςφνολο ωσ προσ τισ 

αρικμθτικζσ πράξεισ και περιζχει τα όρια όλων των άπειρων ακολουκιϊν. Εφόςον οι 

αρικμοί κακορίηουν τι είναι τα ςθμεία, ζνα πλιρεσ ςφνολο αρικμϊν εξαντλεί όλα τα ςθμεία 

που ορίηονται από αυτοφσ τουσ αρικμοφσ. Και αφοφ οι πραγματικοί αρικμοί είναι πλιρεισ 

και ορίηουν το τι είναι τα «ςθμεία» ςτο  Συνολοκεωρθτικό  Αρικμογραμμι Μείγμα, φυςικά,  

εξαντλοφν όλα τα ςθμεία ςε αυτό το μείγμα.  Ζτςι (Lakoff & Núñez ,2000, ςελ.299) όταν οι 

μακθματικοί λζνε ότι «θ ευκεία είναι χωρίσ κενά» εννοοφν ότι δεν υπάρχουν κενά, όχι 

ανάμεςα ςτα ςθμεία, αλλά ανάμεςα ςτουσ αρικμοφσ. Οι Lakoff & Núñez ,(2000) εξθγοφν 

αναλυτικά το πϊσ ο Dedekind με τθν κεϊρθςθ των «Τομϊν» (που είναι ιςοδφναμθ με άλλεσ 

κεωριςεισ τθσ ςφγχρονθσ κεμελίωςθσ των πραγματικϊν αρικμϊν)  δθμιοφργθςε μια νζα 

μεταφορά για τθν ςυνζχεια: Θ Συνζχεια Για Μια Αρικμογραμμι Είναι Αρικμθτικι 

Ρλθρότθτα. Αυτό είναι μια τεράςτια αλλαγι ςτθν ςκζψθ. Θ ςυνζχεια δεν προζρχεται πια 

από τθν κίνθςθ  ι από οποιαδιποτε γεωμετρικι κεϊρθςθ, αλλά από τθν πλθρότθτα ενόσ 

αρικμθτικοφ ςυςτιματοσ.  

Αλλά ςτθν φυςικά ςυνεχι ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν, οι πραγματικοί αρικμοί δεν 

«εξαντλοφν» τα ςθμεία τθσ ευκείασ. Τα ςθμεία-  τοποκεςίεσ που αντιςτοιχίηονται ςτουσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ δεν είναι όλεσ οι πικανζσ ςθμεία – τοποκεςίεσ πάνω ςτθν ευκεία, 

θ οποία είναι ζνα φυςικά ςυνεχζσ υπόβακρο. Ζτςι, το ερϊτθμα για το αν οι πραγματικοί 

αρικμοί «εξαντλοφν τθν ευκεία» δεν διατυπϊνεται με αρκετι ακρίβεια: εξαρτάται ςτο τι 

κεωροφμε ότι είναι θ «ευκεία». Θ «ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν» δεν είναι μια 

(φυςικά ςυνεχισ) ευκεία. Θ  φυςικι ςυνζχεια και θ μακθματικι ςυνζχεια είναι δφο εντελϊσ 

διαφορετικζσ ζννοιεσ. Οι Lakoff & Núñez (2000 ςελ. 289) επιςθμαίνουν εδϊ μια παρανόθςθ 

που ζχουν οι μακθτζσ (και ίςωσ και πολλοί κακθγθτζσ), ότι οι δφο «ευκείεσ» ταυτίηονται, 

ότι «ζχει αποδειχκεί» ότι   οι πραγματικοί αρικμοί «εξαντλοφν» τα ςθμεία μιασ φυςικά 

ςυνεχοφσ γραμμισ. Κεωροφν ότι οι μακθτζσ αξίηουν μια πιο κακαρισ εικόνασ για τα 

Μακθματικά.  

Η πορεύα από το όριο προσ την ςυνϋχεια  

 

Ο τυπικόσ οριςμόσ τθσ ςυνζχειασ  κατά τουσ Núñez, Edwards, Matos,(1999),  προζκυψε από 

τρείσ ςθμαντικζσ διανοθτικζσ μετακινιςεισ του 19ου αιϊνα: τθν αρικμθτικοποίθςθ τθσ 

ανάλυςθσ , τον ςφνολο – κεωρθτικό τρόπο ςκζψθσ και τθν φιλοςοφία του φορμαλιςμοφ. 

Και οι τρείσ αυτζσ κεωριςεισ απαιτοφν να αντιλαμβανόμαςτε τισ γραμμζσ και τον χϊρο ςαν 

ςφνολα ςθμείων. Ο οριςμόσ αυτόσ βαςίηεται ςε τρείσ νζεσ, ςε ςχζςθ με τθν ζννοια τθσ 

«φυςικισ» ςυνζχειασ, μεταφορζσ. Οι νζεσ μεταφορζσ είναι: 
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      Μια Γραμμι Είναι ζνα Σφνολο Σθμείων  

     Θ Φυςικι Συνζχεια Είναι Χωρίσ Κενά  

     Ρροςεγγίηοντασ ζνα Πριο Είναι Θ Διατιρθςθ τθσ  Εγγφτθτασ Κοντά ςε Ζνα Σθμείο  

Ρεριγράψαμε το πϊσ εννοοφν τισ  δφο πρϊτεσ μεταφορζσ. Κα δοφμε παρακάτω τθν τρίτθ 

μεταφορά και πωσ από τον ςυνδυαςμό τουσ προκφπτει θ ςυνζχεια ςυνάρτθςθσ.  

Με τθν τρίτθ μεταφορά που αναφζραμε παραπάνω, οι Núñez, Edwards, Matos,(1999), 

προςπακοφν να ερμθνεφςουν, από γνωςιακι άποψθ, τον τυπικό οριςμό του ορίου ο 

οποίοσ είναι ο:   

 Ζςτω ςυνάρτθςθ f οριςμζνθ ςε ζνα ανοιχτό διάςτθμα που περιζχει το α, εκτόσ, 

πικανϊσ από το α, και ζςτω L ζνασ πραγματικόσ αρικμόσ. Η πρόταςθ            = L , 

ςθμαίνει ότι για κάκε ε > 0, υπάρχει δ >0 τζτοιοσ,  ϊςτε για κάκε χ που ανικει ςτο 

ανοιχτό διάςτθμα, με εξαίρεςθ το α, με 0 <      < δ, να ιςχφει           < ε.  

Οι Núñez  & Lakoff (1998) παρατθροφν ότι ο παραπάνω οριςμόσ αντικακιςτά τθν 

προγενζςτερθ ιςτορικά ιδζα τθσ «προςζγγιςθσ» ενόσ ορίου προκειμζνου να αποςυνδεκεί θ 

ιδζα του ορίου από τθν κίνθςθ και να οριςτεί με κακαρά αρικμθτικοφσ όρουσ. Θ νζα ιδζα 

είναι επίςθσ μεταφορικι, ότι Ρροςεγγίηοντασ ζνα Πριο Είναι Θ Διατιρθςθ τθσ  Εγγφτθτασ 

Κοντά ςε Ζνα Σθμείο, δθλαδι το f(χ) είναι αυκαίρετα κοντά ςτο L, όταν το χ είναι επαρκϊσ 

κοντά ςτο α. Το επίπεδο αποτελείται από ζνα ςφνολο από ηεφγθ πραγματικϊν αρικμϊν, 

ενϊ το ανοιχτό διάςτθμα, αντικακιςτά τθν φυςικι ςυνζχεια τθσ γραμμισ ςτον γεωμετρικό 

οριςμό του ορίου, αλλά δεν είναι ζνα τμιμα μιασ γραμμισ, είναι ζνα ςφνολο διακριτϊν 

αρικμϊν «χωρίσ κενά».    

Θ ςυνζχεια ςυνάρτθςθσ ςε ζνα πραγματικό αρικμό, όπωσ εκφράηεται από τον τυπικό 

οριςμό, γίνεται αντιλθπτι με τον ίδιο τρόπο: ωσ θ διατιρθςθ τθσ εγγφτθτασ, όχι μόνο κοντά 

ςτον πραγματικό αρικμό αλλά και ςε αυτόν.  

Ο τυπικόσ οριςμόσ είναι:  

«Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f οριςμζνθ ςε ζνα διάςτθμα Δ και α   Δ. Θα λζμε ότι θ f είναι 

ςυνεχισ ςτο α, όταν για κάκε ε>0 υπάρχει δ>0 τζτοιο, ϊςτε για κάκε χ με         ,(1),   

να ιςχφει            <ε, (2)» 

Θ  απαίτθςθ,  να ορίηεται θ ςυνάρτθςθ ςε ζνα ανοιχτό διάςτθμα (υποςφνολο των 

πραγματικϊν αρικμϊν) που περιζχει το α, εξαςφαλίηει τθν «απουςία κενϊν» ςτο διάςτθμα 

που περιζχει το α και από τθν (2) εξαςφαλίηεται θ διατιρθςθ τθσ «εγγφτθτασ» κοντά ςτο 
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f(α) και ςτο ίδιο το f(α). Αν αυτό ιςχφει για κάκε α ενόσ διαςτιματοσ, τότε θ f είναι ςυνεχισ 

ςυνάρτθςθ ςε αυτό το διάςτθμα.  

Δθλαδι αυτό που κάνει θ μακθματικι ςυνζχεια είναι  (Lakoff και Nunez ,1998, ςελ. 99):  

Αρχικά υποκζτουμε ότι  θ ςυνάρτθςθ είναι οριςμζνθ ςε ζνα ανοιχτό διάςτθμα το οποίο 

είναι  «χωρίσ κενά». Αυτό που κάνει ο ε – δ οριςμόσ είναι να εγγυθκεί ότι:  

α) όταν οι γραμμζσ κατανοοφνται ωσ ςφνολα πραγματικϊν αρικμϊν και  

β) όταν το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ είναι χωρίσ κενά και 

γ) θ ςυνάρτθςθ διατθρεί τθν εγγφτθτα ςε αυτό το διάςτθμα , τότε 

δ) και το ςφνολο τιμϊν κα είναι επίςθσ χωρίσ κενά.  

Οι Núñez, Edwards, Matos,(1999) κεωροφν ότι δεν πρζπει να ςυγχζουμε τθ ςυνζχεια μιασ 

ςυνάρτθςθσ ζτςι όπωσ ορίηεται από τον τυπικό οριςμό, με τθν φυςικι ςυνζχεια μιασ 

γραμμισ. Ο ε – δ οριςμόσ, παίηει ζνα πιο περιοριςμζνο ρόλο:  απλά πραγματοποιεί ζνα 

ακριβι χαρακτθριςμό τθσ ζννοιασ «αντίςτοιχα». Στθ κζςθ τθσ  φυςικά ςυνεχοφσ γραμμισ 

υπάρχει μόνο το αρικμθτικά χωρίσ κενά ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν. Θ ςυνάρτθςθ 

δεν είναι μια καμπφλθ ςτο επίπεδο, είναι απλά ζνα ςφνολο διατεταγμζνων ηευγϊν 

πραγματικϊν αρικμϊν.  
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Β] Η ΕΡΕΤΝΑ ΣΗ΢ ΔΙΔΑΚΣΙΚΗ΢ ΣΩΝ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ ΓΙΑ ΣΗΝ 

ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ ΣΩΝ ΔΤΝΑΜΕΩΝΚΑΙ ΣΗ΢ ΕΚΘΕΣΙΚΗ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢  

 

 Θ Confrey και οι ςυνεργάτεσ τθσ  (1994, 1994 -1, 1994 -2, 1994 -3) ανζπτυξαν μια 

κεωρία για να ερευνιςουν τθν κατανόθςθ των μακθτϊν για τθν εκκετικι και τθν 

λογαρικμικι ςυνάρτθςθ και, παράλλθλα, να προτείνουν μια νζα οπτικι  για τθν 

διδαςκαλία τουσ, θ οποία βαςίηεται ςε ζνα εναλλακτικό μοντζλο για τθν πράξθ του 

πολλαπλαςιαςμοφ. 

Ριο ςυγκεκριμζνα,  θ Confrey (1994 -2) εντοπίηει τισ ρίηεσ για τθν κατανόθςθ τθσ εκκετικισ 

και τθσ λογαρικμικισ ςυνάρτθςθσ ςτθν ανάπτυξθ του πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ διαίρεςθσ. 

Με βάςθ τθν ζρευνά τθσ ςε μακθτζσ και μελετϊντασ  τθν ιςτορικι ανάπτυξθ των 

αντίςτοιχων ιδεϊν, ζκανε τθν εξισ υπόκεςθ  (Confrey, 1994 -3)  «Τα μοντζλα του 

πολλαπλαςιαςμοφ που βαςίηονται ςτθν επαναλαμβανόμενθ πρόςκεςθ, με υποκείμενθ 

βάςθ τθν απαρίκμθςθ, δεν επεξθγοφν επαρκϊσ πολλζσ από τισ ενζργειεσ των μακθτϊν που 

μποροφν να ειδωκοφν ςαν πολλαπλαςιαςτικζσ και δεν επεξθγοφν τισ καταςτάςεισ  που 

διαμορφϊνονται ςτθν τυπικι  μελζτθ τθσ λογαρικμικισ και τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ.» Θ 

Confrey (1994 -3)κεωρεί ότι οι αρικμοί και οι πράξεισ εμπλζκονται ςε ςυμπλθρωματικζσ 

γνωςιακζσ διαδικαςίεσ. Οι αρικμοί καταςκευάηονται ωσ αποτζλεςμα των πράξεων. Οι 

πράξεισ είναι ςυνδεδεμζνεσ με καταςτάςεισ και δράςεισ.  

Θ Confrey (1994 -2) διαπίςτωςε ότι ςτθν ςκζψθ των μικρϊν παιδιϊν υπάρχει ζνασ 

εναλλακτικόσ τρόποσ καταςκευισ των αρικμϊν, που ταιριάηει με τον τρόπο που, οι αρικμοί, 

αναπτφχτθκαν ιςτορικά.  

  Λςτορικά,(Confrey 1994 -2), βρίςκουμε δφο ξεχωριςτζσ ζννοιεσ, τον αρικμό και τον λόγο. Ο 

αρικμόσ ιταν, από τθν πρότερθ Ελλθνικι εποχι, ςυνδεδεμζνοσ με τθν απαρίκμθςθ. Επειδι 

τότε εκεωρείτο ότι όλα τα μεγζκθ ιταν φτιαγμζνα από μια κοινι μονάδα (το ΕΝ) θ 

απαρίκμθςθ κεωρείτο επίςθσ κατάλλθλθ για τθν μζτρθςθ ενόσ μεγζκουσ. Ακόμα και μετά 

τθν ανακάλυψθ των άρρθτων αρικμϊν, θ ζννοια του αρικμοφ ςυνζχιςε να γίνεται 

αντιλθπτι ωσ ζνασ μετρθτισ ι ζνασ δείκτθσ του μζτρου  ενόσ μεγζκουσ. Επειδι και θ 

απαρίκμθςθ και θ μζτρθςθ δθμιουργοφν μια επαναλαμβανόμενθ προςκετικι δράςθ , θ 

πρόςκεςθ ιταν θ βαςικι πράξθ για τουσ αρικμοφσ και ο πολλαπλαςιαςμόσ μια ςφντμθςθ 

τθσ επαναλαμβανόμενθσ πρόςκεςθσ. Ζτςι μποροφμε να μιλάμε για «προςκετικοφσ 

κόςμουσ» αναφερόμενοι ςε αρικμθτικζσ δομζσ (ι ευκείεσ) που είναι φτιαγμζνεσ από τθν 

πρόςκεςθ ωσ διάδοχθ δράςθ.  
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Αντίκετα, οι λόγοι ιταν διαφορετικοί από τουσ αρικμοφσ. Για τον Ευκλείδθ αποτελοφςε μια 

ςχζςθ ανάμεςα ςτα μζτρα δφο μεγεκϊν. Ρουκενά ςτουσ αρχαίουσ δεν ςυναντάμε όμωσ 

ακροίςματα λόγων παρά μόνο γινόμενα λόγων (Νεγρεπόντθσ, 2008). Θ Confrey (1994 -2) 

αναλφει διεξοδικά ότι οι Thomas of Bradwardine (1290 –1349) και  Nicole Oresme (1320 –

1382) δθμιοφργθςαν ζναν κόςμο με λόγουσ ςτον οποίο θ πρωταρχικι (primitive) δράςθ 

που λαμβάνεται ςτουσ λόγουσ είναι ο πολλαπλαςιαςμόσ. Οι λόγοι του Oresme ωςτόςο 

είναι ςτθν ουςία ιςόμορφοι με τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ.  Ζτςι μποροφμε να μιλάμε για 

«πολλαπλαςιαςτικοφσ κόςμουσ» αναφερόμενοι ςε αρικμθτικζσ δομζσ (ι ευκείεσ) που είναι 

φτιαγμζνεσ από τον πολλαπλαςιαςμό ωσ διάδοχθ δράςθ.  

Κατά τθν Confrey (1994 -2) ζνασ παραγωγικόσ τρόποσ να δοφμε τουσ πολλαπλαςιαςτικοφσ 

κόςμουσ είναι μζςα από τθν ανάπτυξθ ανεξάρτθτων πολλαπλαςιαςτικϊν δομϊν που 

ονομάηει διαχωριςμζνεσ (splitting) δομζσ.  

Στθν πιο ςτοιχειϊδθ μορφι του ο όροσ splitting μπορεί να οριςτεί ςαν μια δράςθ που 

δθμιουργεί ταυτόχρονα πολλαπλοφσ τφπουσ ενόσ προτφπου, μια δράςθ που ςυχνά 

αναπαρίςταται από ζνα δενδροδιάγραμμα (Εικόνα 1). Είναι μια πρωταρχικι λειτουργία (με 

τθν ζννοια τθσ εςωτερικευμζνθσ δράςθσ)  που απαιτεί μόνο τθν αναγνϊριςθ του τφπου του 

διαχωριςμοφ (ςε πόςα μζρθ) και τθσ απαίτθςθσ ότι τα μζρθ είναι ίςα. 

Αντίκετα με τισ προςκετικζσ καταςτάςεισ όπου θ αλλαγι κακορίηεται μζςα από τον 

προςδιοριςμό μιασ μονάδασ και ςτθν ςυνζχεια με τθν απαρίκμθςθ των διαδοχικϊν 

εμφανίςεων αυτισ τθσ μονάδασ, θ εςτίαςθ ςτο splitting είναι ςτθν δθμιουργία ίςων μερϊν 

ι αντιγράφων ενόσ αρχικοφ. Στενά ςυνδεδεμζνθ με αυτιν τθν πρωταρχικι  ζννοια είναι οι 

ενζργειεσ του μοιράςματοσ και τθσ διαίρεςθσ ςτο μιςό που και οι δφο εμφανίηονται από 

νωρίσ ςτθν δραςτθριότθτα των παιδιϊν. Γεωμετρικά, διαφοροποιείται από τθν πρόςκεςθ, 

με τθν ςφνδεςι τθσ με τθν ομοιότθτα, θ οποία αποτελεί τθν βάςθ για τθν βακιά μασ 

αντίλθψθ για τον προςδιοριςμό των αντικειμζνων όταν κινοφνται προσ τθν κατεφκυνςι μασ 

(μεγζκυνςθ) ι προσ τθν αντίκετθ κατεφκυνςθ (ςμίκρυνςθ).  

Θ Confrey (1994 -2) δίνει το παρακάτω παράδειγμα διαχωριςμοφ (Εικόνα 2), κζλοντασ 

παράλλθλα να ςυνδζςει τισ προςκετικζσ – απαρίκμθςθσ δομζσ (counting) με τισ 

πολλαπλαςιαςτικζσ -  διαχωριηόμενεσ (splitting) δομζσ:  
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Βιματα ΔΙΑΧΩ΢ΙΣΜΟΣ ΣΕ ΔΥΟ ΙΣΑ ΜΕ΢Η ΣΕ ΚΑΘΕ ΒΗΜΑ Ρλικοσ των 

μερϊν ςε 

κάκε βιμα 

4 

3 

2 

1 

0 

 

 

16 

8 

4 

2 

1 

 

 Εικόνα 1: Δενδροδιάγραμμα για τθν ζννοια του διαχωριςμοφ (Confrey ,1994 -2) 

Στισ αρικμθτικζσ δομζσ θ διάδοχθ δράςθ είναι θ πρόςκεςθ τθσ μονάδασ ενϊ ςτισ 

πολλαπλαςιαςτικζσ διαχωριηόμενεσ δομζσ είναι ο διαχωριςμόσ ςε ν ίςα μζρθ. Ωσ μονάδα 

ορίηεται ωσ θ αμετάβλθτθ ςχζςθ μεταξφ δφο διαδοχικϊν όρων τθσ κάκε δομισ. Τα 

διαςτιματα ανάμεςα ςε δφο αρικμοφσ ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ περιγράφονται μζςω τθσ 

αφαίρεςθσ ενϊ ςτθν δεφτερθ μζςω του λόγου. 

Με τισ διακρίςεισ που αναφζρονται παραπάνω, θ Confrey (1994 -2) προτείνει  ότι τα 

ανκρϊπινα όντα αντιμετωπίηουν καταςτάςεισ ςτισ οποίεσ οι επικυμθτζσ ποςοτικζσ 

ενζργειζσ τουσ περιγράφονται καλφτερα με το διαχωριςμό παρά με τθν απαρίκμθςθ. Αυτζσ 

οι καταςτάςεισ είναι εκείνεσ ςτισ οποίεσ θ αφετθρία κατανοείται ςαν ζνα όλο. Σε τζτοιεσ 

καταςτάςεισ, θ διάδοχθ δράςθ δεν είναι μια αυξθτικι μζτρθςθ, όπωσ ςτισ γραμμικζσ 

λειτουργίεσ π.χ. ανεβαίνοντασ ςκαλοπάτια, ταξιδεφοντασ με ςτακερι ταχφτθτα κ.λ.π., αλλά 

το όλο μεταςχθματίηεται πολλαπλαςιαςτικά ςε περιςςότερα (ι λιγότερα): τεντϊνεται, 

ενιςχφεται, αναδιπλϊνεται, αναπαράγεται ι επεκτείνεται. Αυτζσ οι ενζργειεσ είναι όλεσ 

δεμζνεσ με τθν αρχικι τουσ εκδοχι, τον διαχωριςμό (split). Καταςκευαςμζνεσ κατά αυτόν 

τον τρόπο, οι splitting δομζσ παράγουν γεωμετρικζσ ακολουκίεσ, ενϊ οι counting δομζσ 

παράγουν αρικμθτικζσ ακολουκίεσ. Για να καταςτιςουμε αυτζσ τισ γεωμετρικζσ δομζσ 

πυκνότερεσ, χρειαηόμαςτε μια μζκοδο για να τοποκετοφμε νζεσ τιμζσ ανάμεςα ςτισ 

υπάρχουςεσ τιμζσ ςε οποιαδιποτε επικυμθτι πυκνότθτα. Αυτι θ μζκοδοσ απαιτεί να 
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είμαςτε ςε κζςθ να παρεμβάλουμε  τιμζσ παραμζνοντασ ςυνεπείσ με τισ πρωταρχικζσ 

δράςεισ που ζχτιςαν τθ δομι.  

Είτε διαχωρίηοντασ είτε μετρϊντασ, μποροφμε (Confrey  1994 -2)  να αλλάξουμε το μζγεκοσ 

τθσ «μονάδασ» αλλά όχι το είδοσ δράςθσ που δθμιουργεί τθ μονάδα. Κατά ςυνζπεια, 

αυξάνουμε τθν πυκνότθτα μιασ counting δομισ, όπωσ θ {1, 2, 3, 4,..- με τθν παρεμβολι 

νζων ςτοιχείων μεταξφ των υπαρχόντων ςτοιχείων ζτςι ϊςτε, όταν ολοκλθρϊνεται, τα 

διαδοχικά ςτοιχεία διατθροφν μια ςτακερι μονάδα που βαςίηεται ςτθν δράςθ τθσ 

πρόςκεςθσ, δθλ., ,1, 1,5, 2, 2,5, 3, 3,5, 4,…-. Επιπλζον, θ πυκνότθτα μιασ splitting δομισ, 

όπωσ θ {2, 4, 8, 16,…- αυξάνεται με τθν ειςαγωγι ςτοιχείων ζτςι ϊςτε να διατθρείται θ 

ςυνζπεια του τφπου τθσ δράςθσ, του πολλαπλαςιαςμοφ. Δθλαδι, {2, 2 2 , 4, 4 2 , 8, 8

2 , 16, …-.  

Τζτοιεσ δράςεισ, όπου οποιοςδιποτε αρικμόσ ςτοιχείων μπορεί να παρεμβλθκεί 

μεταξφ ηευγαριϊν διαδοχικϊν ςτοιχείων, είναι επαρκείσ για να καταςκευάςουν τισ δομζσ 

με τθν πυκνότθτα των ρθτϊν αρικμϊν.  Ωςτόςο, (Confrey 1994 -2) όταν καταςκευάηεται θ 

πυκνότθτα των πραγματικϊν αρικμϊν, οι λειτουργίεσ που παριγαγαν τουσ δφο 

ξεχωριςτοφσ κόςμουσ είναι ενταγμζνοι ςε τυπικζσ αναπαραςτάςεισ, όπωσ τα αξιωματικά 

ςυςτιματα ι θ ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν, και ο πολλαπλαςιαςτικόσ  κόςμοσ 

μπορεί να ειδωκεί ωσ ζνα υποςφνολο του προςκετικοφ κόςμου.  

Θ Confrey (1994) κεωρεί ότι αντιπαρακζτοντασ (juxtaposing) γεωμετρικζσ  με αρικμθτικζσ 

ακολουκίεσ , δθμιουργοφμε εκκετικζσ – λογαρικμικζσ ςυναρτιςεισ. Το γεγονόσ αυτό γίνεται 

φανερό αν εξετάςει κανείσ τθν ιςτορία τθσ ζννοιασ του λογαρίκμου, που κα δοφμε 

παρακάτω ςε πολφ γενικζσ γραμμζσ:   

Θ ζννοια του λογαρίκμου ξεκίνθςε ιςτορικά (Κωμαΐδθσ, 1985), ςαν ζνα τζχναςμα 

απλοποίθςθσ των αρικμθτικϊν υπολογιςμϊν και βακμιαία εξελίχκθκε ςε μια βαςικι ςχζςθ 

ςυναρτθςιακισ εξάρτθςθσ, που περιγράφει ζνα πλικοσ φυςικϊν φαινομζνων. Θ 

λογαρικμικι ςυνάρτθςθ, ιςτορικά, ζπαιξε τον ρόλο ςυνάρτθςθσ προτφπου (Νεγρεπόντθσ et 

all. 1999). 

Αυτόσ που ζδωςε τθν ονομαςία «λογάρικμοσ» και ανζπτυξε τθν αντίςτοιχθ ζννοια ιταν ο 

Σκωτςζηοσ  John Napier (1550 - 1617). Αυτόσ βαςίςτθκε ςε μια γνωςτι ςτθν εποχι του ιδζα: 

τθν αντιπαράκεςθ (juxtaposition) μιασ αρικμθτικισ και μιασ γεωμετρικισ προόδου.  
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       Αν αντιπαρακζςουμε (juxtapose) μια αρικμθτικι και μία γεωμετρικι ακολουκία (Katz, 

1995), μποροφμε να δοφμε πωσ ο Napier κα μποροφςε να είχε ςκεφτεί τθν ιδζα για να 

κάνει πολλαπλαςιαςμοφσ μζςω τθσ, ευκολότερθσ, πρόςκεςθσ. 

Αρικμθτικι ακολουκία: 0, 1 ,2, 3, 4, 5… 

Γεωμετρικι ακολουκία: 1, 2, 4, 8, 16, 32… 

Στθν γεωμετρικι ακολουκία, το γινόμενο του 4 με το 8 μπορεί να βρεκεί προςκζτοντασ 

τουσ αντίςτοιχουσ όρουσ ςτθν αρικμθτικι ακολουκία και βρίςκοντασ τον αρικμό ςτθν 

γεωμετρικι ακολουκία που αντιςτοιχεί ςτο 5, δθλαδι το 32. Ζτςι, εφκολα ο 

πολλαπλαςιαςμόσ μετατρζπεται ςε πρόςκεςθ. Ωςτόςο, μποροφμε να δοφμε τθν πρόκλθςθ 

που κα πρζπει να αντιμετϊπιςε ο Napier κοιτϊντασ τισ δφο ακολουκίεσ: καμία από αυτζσ 

δεν είναι πυκνι. Ο Napier ικελε να είναι ικανόσ, προκειμζνου να καταςκευάςει τουσ 

περίφθμουσ λογαρικμικοφσ του πίνακεσ, να πολλαπλαςιάηει οποιουςδιποτε αρικμοφσ, όχι 

μόνο ακζραιεσ δυνάμεισ κάποιασ βάςθσ. Ακόμα και θ επιλογι μιασ βάςθσ κοντά ςτο 1 για 

τθν γεωμετρικι ακολουκία δεν  μποροφςε να παράξει τθν πυκνότθτα που επικυμοφςε. Το 

πραγματικό πρόβλθμα που αντιμετϊπιςε ο Napier (Confrey - Smith,1994 - 2) ιταν να βρει 

ζναν τρόπο να ςυνδζςει κάκε ςθμείο ςτο ςυνεχι πολλαπλαςιαςτικό κόςμο με ζνα ςθμείο 

ςτο ςυνεχι προςκετικό κόςμο ϊςτε ο ιςομορφιςμόσ να παραμζνει ανζπαφοσ. Αυτό 

ςθμαίνει ότι και ο πολλαπλαςιαςμόσ οποιονδιποτε αρικμϊν ςτον πολλαπλαςιαςτικό 

κόςμο κα είναι ιςοδφναμοσ με τθν πρόςκεςθ των αντίςτοιχων αρικμϊν ςτον προςκετικό 

κόςμο.  

Ο Napier μετζτρεψε το αρικμθτικό πρόβλθμα που αντιμετϊπιηε ςε ζνα γεωμετρικό 

πρόβλθμα, κεωρϊντασ κινοφμενα ςθμεία πάνω ςε δφο ευκείεσ γραμμζσ όπωσ φαίνονται 

ςτθν παρακάτω Εικόνα 2  (Katz, 1995).  

 

Εικόνα 2: Ραρουςίαςθ τθσ αναπαράςταςθσ των κινοφμενων ςθμείων του Napier 

Το ςθμείο P ςτθν πάνω γραμμι κινείται αρικμθτικά. Το P κινείται με ςτακερι ταχφτθτα και 

καλφπτει ίςα διαςτιματα ςε ίςουσ χρόνουσ. Το ςθμείο Q ξεκινά με τθν ίδια ταχφτθτα με το 

P και καλφπτει τθν απόςταςθ ανάμεςα ςτα ςθμεία ςτον ίδιο χρόνο που το P κινείται 
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ανάμεςα ςτα ςθμεία.  Αυτι θ απαίτθςθ παράγει μια αφξουςα ταχφτθτα ςε κάκε ζνα από τα 

διαςτιματα [1, r], [r, r
2
], [r

2
, r

3
], θιπ.    

Σφμφωνα με τον Katz (1995), αυτι θ γεωμετρικι αναπαράςταςθ επζτρεψε ςτον Napier να 

ςυλλάβει το ςθμείο Q ωσ κινοφμενο με μία ομαλά αυξανόμενθ ταχφτθτα, που ςθμαίνει ότι 

θ ταχφτθτα του γεωμετρικοφ ςθμείου ςτο μοντζλο κα είναι πάντα ανάλογθ τθσ απόςταςισ 

του από τθν αρχι. Αυτό που κατάφερε τελικά ιταν να μετατρζψει τθν αρχικι αντιςτοιχία 

αρικμϊν ςε αντιςτοιχία ςθμείων.  

Στθν ςυνζχεια, χρθςιμοποιϊντασ τθν γεωμετρικι του αναπαράςταςθ, ο Napier κεϊρθςε 

δφο οποιαδιποτε διαςτιματα [α, β]  και *γ, ς+ ςτθν κάτω γραμμι τζτοια ϊςτε 
 

 
 

 

 
. Τότε 

παρατιρθςε (Katz, 1995) ότι όταν θ ςχζςθ αυτι ιςχφει, ο χρόνοσ που χρειάςτθκε για να 

διανφςει το Q το διάςτθμα *α, β+ ιταν ίδιοσ με τον χρόνο που χρειάςτθκε να διανφςει το *γ, 

ς+. Από τθν ςτιγμι που θ μονάδα μζτρθςθσ του χρόνου είναι θ ίδια ςτθν πάνω και τθν κάτω 

γραμμι, τα ςθμεία ςτθν πάνω γραμμι τα ονόμαςε λογάρικμουσ (log) των αντίςτοιχων ςτθν 

κάτω γραμμι, και από τθν ςτιγμι που το P κινείται με ςτακερι ταχφτθτα, κα ιςχφει                                      

log- log= log- log.  Γειαδή, αλ δύν δεπγάξηα ηηκώλ ζηελ γεσκεηξηθή πξόνδν 

είραλ ηνλ ίδην ιόγν, ηόηε νη αληίζηνηρνη όξνη ζηελ αξηζκεηηθή πξόνδν είραλ ίζεο 

απνζηάζεηο ν έλαο από ηνλ άιιν.  

Σειηθά, αθνινπζώληαο απηά ηα βήκαηα, ν Napier (Confrey - Smith,1994 - 2) ζφταςε ςτο 

ςυμπζραςμα ότι ο πολλαπλαςιαςτικόσ κόςμοσ ςτθν κάτω γραμμι είναι ςυνεχισ, και ζτςι θ 

ιδιότθτα που αναφζρκθκε πιο πάνω, ιςχφει ανάμεςα ςε οποιαδιποτε ςθμεία και αν 

διαλζξει κανείσ όχι μόνο αυτά που προκφπτουν από τθν αρχικι γεωμετρικι ακολουκία.  

 

Θ Confrey και οι ςυνεργάτεσ τθσ διακρίνουν, ςτθν ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ του λογαρίκμου, 

οριςμζνεσ  πολφ ςθμαντικζσ μακθματικζσ ιδζεσ:   

Ρρϊτον, πάνω ςτθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ. Οι  Confrey και Smith (1994 -1) και Confrey 

(1994 -3), κεωροφν  ότι ο οριςμόσ τθσ ςυνάρτθςθσ ωσ αντιςτοιχίασ μεταξφ των τιμϊν δφο 

ςυνόλων που αποδίδεται ςτον Dirichlet, βαςίηεται ςε μια πιο πρωταρχικι (primitive) ζννοια 

που ονομάηεται covariation θαη βξίζθεηαη ζηνπο παιαηόηεξνπο, ηζηνξηθά, νξηζκνύο ηεο 

ζπλάξηεζεο.  

Ρριν ςυνεχίςουμε με τθν παράκεςθ των απόψεων τθσ Confrey, ασ δοφμε τουσ 

οριςμοφσ ςτουσ οποίουσ αναφζρεται: 
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Ωσ  κλαςικόσ οριςμόσ κεωρείται, ςυνικωσ, αυτόσ που ζδωςε ο Euler το 1747 

(Σπφρου, 2004):  

«΢υνάρτθςθ μιασ μεταβλθτισ ποςότθτασ είναι μια αναλυτικι ζκφραςθ (δθλαδι 

ζνασ μακθματικόσ τφποσ) που ςυνκζτει με οποιοδιποτε τρόπο μια μεταβλθτι 

ποςότθτα και αρικμοφσ ι ςτακερζσ ποςότθτεσ», οριςμό που ο ίδιοσ ο Euler το 1775 

τον επαναδιατφπωςε πιο αφθρθμζνα (και για να αποφφγει τθν χριςθ τθσ 

μεταβλθτισ που εκείνθ τθν εποχι αναφζρονταν κυρίωσ ςε γεωμετρικά μεγζκθ) ωσ 

εξισ:  

«Μια ποςότθτα καλείται ςυνάρτθςθ μόνο αν εξαρτιζται από μία άλλθ ποςότθτα με 

τζτοιο τρόπο ϊςτε, αν θ τελευταία ποςότθτα αλλάηει θ  πρϊτθ ποςότθτα υφίςταται 

αλλαγι από μόνθ τθσ». 

Ωσ μοντζρνοσ οριςμόσ κεωρείται αυτόσ που διατφπωςε ο Dirichlet το 1837 (με τισ 

διάφορεσ πιο τυπικζσ (ςυνολοκεωρθτικζσ) ι λιγότερο τυπικζσ παραλλαγζσ του που 

ςυναντοφμε ςτα ςφγχρονα πανεπιςτθμιακά και ςχολικά εγχειρίδια αντίςτοιχα) 

(Σπυρου,2004): 

 « Η μεταβλθτι ψ είναι ςυνάρτθςθ τθσ μεταβλθτισ χ θ οποία ορίηεται ςτο διάςτθμα 

α < χ <β, αν ςε κάκε τιμι τθσ μεταβλθτισ χ από αυτό το διάςτθμα αντιςτοιχεί μία 

μόνο τιμι τθσ μεταβλθτισ ψ, ανεξάρτθτα από τθν μορφι τθσ αντιςτοιχίασ».  

     Κατά τθν Confrey, (1994 -1),ςτον μοντζρνο οριςμό κάποιοσ εςτιάηει ςε ζναν 

κανόνα ο οποίοσ επιτρζπει τον κακοριςμό μιασ μοναδικισ τιμισ ψ για κάκε 

δοςμζνθ τιμι χ. Σε μια ςυμεταβαλλόμενθ (co varying) ςχζςθ θ ζμφαςθ δίνεται ςτο 

να μπορεί κανείσ να κινείται από το ψν ςτο ψν+1 ςε ςυνδυαςμό με τθν κίνθςθ από το 

χν ςτο χν+1.  Ζνα παράδειγμα (Confrey 1994 - 2) ςυνάρτθςθσ που ικανοποιεί τον 

μοντζρνο οριςμό αλλά δεν ζχει τθν αίςκθςθ μιασ ςυμεταβαλλόμενθσ ςχζςθσ, είναι 

θ «ςυνάρτθςθ του Dirichlet»:  

 Η τιμι τθσ f(x) είναι ίςθ με 1, αν ο χ είναι ρθτόσ και 0 αν ο χ είναι άρρθτοσ.   

        Θ Confrey (1994 - 2) κεωρεί ότι το μοντζλο τθσ ςυνδιακφμαςθσ (co variation 

model) ιταν κεντρικό ςτθν ανάπτυξι τθσ εκκετικισ – λογαρικμικισ ςυνάρτθςθσ. Θ 

λογαρικμικι ςυνάρτθςθ αναδεικνφεται (ιςτορικά) μζςα από τθν ςυμεταβολι (co 

generation)  μίασ προςκετικισ και μίασ πολλαπλαςιαςτικισ αρικμογραμμισ, (ι τθν 

αντιπαράκεςθ ενόσ προςκετικοφ και ενόσ πολλαπλαςιαςτικοφ κόςμου) όπου το 



82 
 

πεδίο οριςμοφ και το πεδίο τιμϊν ςυμεταβάλονται μζςα από ταυτόχρονεσ αλλά 

ανεξάρτθτεσ δράςεισ.   

 Θ προςζγγιςθ όμωσ αυτι για τθν εκκετικι ςυνάρτθςθ (Confrey (1994 - 1)είναι πολφ 

χριςιμθ γιατί αναδεικνφει τθν βαςικι ιδιότθτα τθσ ςυνάρτθςθσ αυτισ (Κλαουδάτοσ, 

2008):  

Η ικανι και αναγκαία ςυνκικθ (άρα θ ιδιότθτα που τθν χαρακτθρίηει) 

ϊςτε μια ςυνάρτθςθ να είναι εκκετικι ςυνάρτθςθ, είναι ότι «ςε ίςα 

διαςτιματα τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ ζχουμε το ίδιο ποςοςτό 

μεταβολισ τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ». Αυτό ςθμαίνει ότι, αν 

κεωριςουμε, για παράδειγμα, το διάςτθμα μικουσ 1 για τθν ανεξάρτθτθ 

μεταβλθτι, τότε για μια εκκετικι ςυνάρτθςθ f ο λόγοσ 
      

    
  είναι 

ςτακερόσ, ανεξάρτθτοσ δθλαδι από το χ που κα επιλζξουμε.         

Θ δεφτερθ παρατιρθςθ των Confrey και Smith (1994 - 1), είναι ότι διζκριναν τθν ιδζα 

μιασ πολλαπλαςιαςτικισ μονάδασ και ενόσ πολλαπλαςιαςτικοφ ποςοςτοφ (rate) μεταβολισ 

που προκφπτει από τθν αναγνϊριςθ τθσ πολλαπλαςιαςτικισ μονάδασ,  τόςο ςτθν ιςτορικι 

ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ του λογαρίκμου, όςο και ςτουσ μακθτζσ. Σε ςυνεντεφξεισ με μακθτζσ, 

οι  Confrey και Smith τουσ παρουςίαςαν ζναν πίνακα τιμϊν για να αναπαραςτιςουν τθν 

διαίρεςθ ενόσ κελιοφ ςτον χρόνο. Ο χρόνοσ, ξεκινϊντασ από το 0, δινόταν με ακζραιεσ 

τιμζσ, ενϊ ο αρικμόσ των κελιϊν δινόταν με δυνάμεισ του 9. Οι μακθτζσ αναγνϊριςαν τον 

πολλαπλαςιαςμό με το 9 (μονάδα του πολλαπλαςιαςμοφ)  ςαν μια δράςθ για τθν 

μετακίνθςθ ςτον πίνακα προσ τα κάτω και τθν διαίρεςθ για τθν μετακίνθςθ προσ τα πάνω. 

Σφμφωνα με τουσ Confrey και Smith, οι μακθτζσ αναγνϊριςαν επίςθσ διάφορεσ δυνάμεισ 

του 9 ςαν ζνα ςτακερό λόγο (πολλαπλαςιαςτικόσ ρυκμόσ μεταβολισ)  ανάμεςα ςτουσ 

όρουσ. Για παράδειγμα, βρίςκουν ότι ο  λόγοσ ανάμεςα ςε δφο διαδοχικοφσ όρουσ ( 
   

    
) 

κα πρζπει να είναι 9 αςχζτωσ από τθν κζςθ του ψν ςτον πίνακα. Πμοια, αναγνωρίηουν τον 

λόγο 
   

    
 ωσ 81, πάλι άςχετα από τθν κζςθ του ψν ςτον πίνακα. 

Τρίτον, θ εφεφρεςθ των λογαρίκμων δείχνει τον ηωτικό ρόλο που θ αναπαράςταςθ ζπαιξε 

ςτο να φτάςει ο Napier ςτθν εικαςία για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ τθσ πυκνότθτασ με 

τον ςυντονιςμό (coordination) των δράςεων δφο ακολουκιϊν. Αυτι θ αναπαράςταςθ μαηί 

με τθν ιδιοφυι ιδζα του για δφο ςθμεία που κινοφνται ςε δφο γραμμζσ, επζτρεψαν ςτον 

Napier να δει πωσ κα μποροφν να ςυςχετιςτοφν οι όροι ςτισ ακολουκίεσ χρθςιμοποιϊντασ 

τισ κζςεισ των ςθμείων. Οι Confrey και Smith (1994 - 2) κεωροφν ότι όταν αντιμετωπίηουμε 

μια ςυνάρτθςθ ςαν ζναν αλγόρικμο για να αντιςτοιχίςουμε πραγματικοφσ αρικμοφσ ςε 
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πραγματικοφσ αρικμοφσ, υποτιμοφμε τον ρόλο τθσ ωσ ζνα ςυντονιςτι μεταξφ αρικμοφ και 

δράςθσ ςτο ζνα πεδίο και αρικμοφ και δράςθσ ςτο άλλο πεδίο. Ο Napier  ςκζφτθκε 

ςχετιηόμενεσ δράςεισ μζςα ςτουσ δφο κόςμουσ παρά με τθν ςφγχρονθ ζννοια τθσ 

ςυνάρτθςθσ που ςχετίηει τιμζσ ανάμεςα ςτουσ δφο κόςμουσ. Αυτό ιταν που τον οδιγθςε 

ςτθν ιδιότθτα ότι αλ δύν δεπγάξηα ηηκώλ ζηελ γεσκεηξηθή πξόνδν είραλ ηνλ ίδην ιόγν, 

ηόηε νη αληίζηνηρνη όξνη ζηελ αξηζκεηηθή πξόνδν είραλ ίζεο απνζηάζεηο ν έλαο από 

ηνλ άιιν, πνπ είδακε πην πάλσ.  

Η παξαπάλσ ζεώξεζε ηεο ζπλάξηεζεο ηαηξηάδεη κε εθείλε ησλ Cottrill et al. (1996) 

θαη Dubinsky  et al. (2008) που είδαμε ςτο πρϊτο μζροσ αυτοφ του κεφαλαίου.  Σε 

παρακάτω ςχόλιο κα εξετάςουμε και τισ απόψεισ τθσ Sfard  για τθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ.  

 

Οι απόψεισ τησ Confrey και των ςυνεργατών τησ για την διδαςκαλύα τησ 

εκθετικόσ ςυνϊρτηςησ 

 

Οι Confrey και Smith (1994 - 1) αναφζρονται ςτθν επίδραςθ τθσ  ζρευνασ των 

κονςτρουκτιβιςτϊν ςτθν διδαςκαλία  θ οποία ζχει ςυμβάλει ςτο να μθν βλζπουμε τουσ 

μακθτζσ ςαν ανεπαρκείσ ι ανϊριμουσ αλλά ωσ ςκεπτόμενουσ ανκρϊπουσ και ικανοφσ να 

ςχθματίηουν νόθμα ςτα δικά τουσ πλαίςια αναφοράσ. Θ κεωρία τουσ ζχει καταφζρει να 

τεκμθριϊςει ότι τα λάκθ των μακθτϊν ςπάνια είναι τυχαία αλλά ζχουν μια δικι τουσ λογικι 

και λειτουργικότθτα.   

Σε αυτό που ζχει δοκεί λιγότερθ προςοχι, κεωροφν, είναι ότι το ερευνθτικό πρόγραμμα 

των κονςτρουκτιβιςτϊν υπονοεί κάτι πολφ περιςςότερο από το να ανακεωριςουμε τισ  

απόψεισ μασ για τουσ μακθτζσ  και τον τρόπο που μακαίνουν. Θ  δικι μασ κατανόθςθ για τα 

Μακθματικά πρζπει να αμφιςβθτθκεί και να αναδιατυπωκεί λαμβάνοντασ υπόψθ τισ 

προςεγγίςεισ και τισ μεκόδουσ των μακθτϊν. Πλο και πιο ςυχνά, θ ατηζντα των δομιςτϊν 

περιορίηεται ςτο κζμα του πϊσ να πάρουμε τισ πλοφςιεσ και διαφορετικζσ ζννοιεσ και τισ 

ςτρατθγικζσ των μακθτϊν για να τισ ευκυγραμμίςουμε  με τισ δικζσ μασ πιο ειδικζσ 

απόψεισ, και τισ απόψεισ των ειδικϊν που υποτίκεται ότι είναι πλιρεισ, καλά δομθμζνεσ 

και μθ-προβλθματικζσ.  Για παράδειγμα (Confrey και Smith, 1994 - 1) εφκολα μποροφμε να 

βάλουμε τθν ταμπζλα «παρανοιςεισ» (misconceptions) ςε εναλλακτικζσ ςυλλιψεισ των 

μακθτϊν , όμωσ αυτό πολφ ςυχνά υποδεικνφει μια δικι μασ ςτενι όψθ των εννοιϊν, 

περιοριςμζνεσ από τθν κζςθ τουσ ςε μια αποπλαιςιομζνθ (decontextualized) και ιςχυρά 

αφθρθμζνθ κεϊρθςθ των μακθματικϊν ςυςτθμάτων. Μια τζτοια κεϊρθςθ αγνοεί τον 

πλοφτο των ςυλλιψεων των μακθτϊν και τθν ικανότθτά τουσ να δθμιουργοφν δικά τουσ 
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βιϊςιμα μοντζλα  και ζτςι περιορίηει και τθν γνϊςθ και ανάπτυξθ των ίδιων των 

ερευνθτικϊν μασ μεκόδων. (Κυμθκείτε και τθν κριτικι ςτισ «παρανοιςεισ» από τθν Sfard 

Nunez που αναπτφξαμε ςτο 2ο Κεφάλαιο).  

Για τθ διδαςκαλία τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ  οι  Confrey (1994 -3) και οι ςυνεργάτεσ τθσ 

κεωρεί  ότι παρά το γεγονόσ ότι είναι πολφ ςθμαντικι ζννοια για τα Μακθματικά, θ 

αντιμετϊπιςθ τθσ ςτο ςχολικό πρόγραμμα είναι πολφ πρόχειρθ. Κεωρεί ότι τα προβλιματα 

που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ δεν αποτελοφν αποτζλεςμα κάποιου επιςτθμολογικοφ 

εμποδίου ςχετικοφ με τθν ζννοια, από κάποιο εμπόδιο που ζρχεται ςε αντίκεςθ με τον 

τρόπο που ςχθματίηουμε τθν κατανόθςι μασ, αλλά αντίκετα, τα προβλιματα προκφπτουν 

από τον τρόπο που διδάςκουμε τισ ςχετικζσ ζννοιεσ. 

Για μια καλφτερθ αντιμετϊπιςθ τθσ ζννοιασ τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ ςτο ςχολείο 

προτείνουν να δοκεί περιςςότερθ προςοχι ςτα παρακάτω:  

α) Θ αντιμετϊπιςθ του πολλαπλαςιαςμοφ (Confrey,1994 -1)  αποκλειςτικά ωσ 

επαναλαμβανόμενθσ πρόςκεςθσ ςε όλεσ τισ βακμίδεσ τθσ ςχολικισ εκπαίδευςθσ, ζχει μια 

επιηιμια επίδραςθ ςτουσ μακθτζσ όταν αντιμετωπίηουν τθν μελζτθ των λόγων και των 

αναλογιϊν και ςυνεπϊσ και τισ εκκετικζσ ςυναρτιςεισ. Το γεγονόσ τθσ μονομεροφσ χριςθσ 

του πολλαπλαςιαςμοφ ωσ επαναλαμβανόμενθσ πρόςκεςθσ μπορεί να προκφπτει από μια 

αδικαιολόγθτθ επικυμία να δθμιουργιςουμε και να παρουςιάςουμε μία μόνο καταςκευι 

των πραγματικϊν αρικμϊν, παρά να προβάλλουμε τθν δυνατότθτα πολλαπλϊν 

αρικμθτικϊν ςυςτθμάτων.  

 Ζτςι με βάςθ τθν διαχωριηόμενθ (splitting) δομι κατακζτουν τισ παρακάτω ιδζεσ για το 

ςχολικό πρόγραμμα όλων των βακμίδων (Confrey, 1994 -3),  

α) Να αναπτφςςουμε ςτα παιδιά αυτοφ του είδουσ τον ςυλλογιςμό ξεκινϊντασ από τισ 

μικρζσ ακόμα τάξεισ. Να αναπτφςςουμε τθν γεωμετρικι ζννοια του αρικμοφ παράλλθλα με 

τθν αρικμθτικι 

β) Οι μικροί μακθτζσ αναπτφςςουν διαιςκιςεισ και ιδζεσ διαχωριςμοφ που δεν 

ενκαρρφνονται από το ςχολικό πρόγραμμα.  

γ) Οι αρικμοί δεν είναι ομοιόμορφεσ οντότθτεσ, μάλλον θ ςυμπεριφορά τουσ εξαρτάται από 

πωσ ζχουν καταςκευαςτεί μζςα ςε διάφορα πλαίςια, κάτι το οποίο πρζπει οι κακθγθτζσ να 

ζχουν υπόψθ τουσ για να κατανοοφν τθν ςκζψθ των μακθτϊν.  

Επίςθσ προτείνουν (Confrey, 1994 -1)  να δοκεί μεγαλφτερθ ςθμαςία ςτθν ζννοια του 

ποςοςτοφ  μεταβολισ και τθσ πολλαπλαςιαςτικισ μονάδασ ςτθν διδαςκαλία τθσ εκκετικισ 

ςυνάρτθςθσ που, ςε ςυνδυαςμό με τθν κεϊρθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ωσ ςυμεταβολι, μπορεί 
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να προςφζρει μία πλοφςια γλϊςςα ςτισ μακθματικζσ ςυηθτιςεισ μασ με τουσ μακθτζσ και 

μια ιςχυρι διαιςκθτικι βάςθ για τθν κατανόθςθ τθσ χριςθσ των δυνάμεων και τθσ 

εκκετικισ ςυνάρτθςθσ, πριν από τθν ειςαγωγι  ςτισ τυπικζσ ζννοιεσ, αλλά ωςτόςο να 

ςυμβάλει ςτθν προετοιμαςία τουσ για τισ ζννοιεσ του απειροςτικοφ λογιςμοφ.  

 

 

΢χόλιο: Οι απόψεισ τθσ  Sfard για τθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ και τθν διδαςκαλίασ τθσ   

 

Θ Sfard (1992) διακρίνει ςτθν ιςτορικι εξζλιξθ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ ζνα 

προβάδιςμα των διαδικαςτικϊν εννοιϊν ζναντι των καταςκευαςτικϊν. Ωσ 

διαδικαςτικι (ι λειτουργικι) ορίηει μια κεϊρθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθν οποία 

λαμβάνεται μάλλον ςαν υπολογιςτικι διαδικαςία, κυρίωσ ςε ςφνδεςθ με ζναν 

αλγόρικμο, ενϊ ωσ καταςκευαςτικι (ι δομικι) ορίηει τθ κεϊρθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ  

θ οποία λαμβάνεται ωσ ζνα πραγματικό αντικείμενο το οποίο δίνεται από τον 

τυπικό οριςμό, ωσ μια αντιςτοίχθςθ μεταξφ των τιμϊν δφο ςυνόλων. Κεωρεί ότι και 

οι δφο κεωριςεισ τθσ ςυνάρτθςθσ είναι απαραίτθτεσ και ςυμπλθρωματικζσ μεταξφ 

τουσ, ότι και οι δφο πρζπει να χρθςιμοποιοφνται ςτθν διδαςκαλία: θ πρϊτθ 

κεϊρθςθ επιτρζπει ςτον κακθγθτι και τουσ μακθτζσ να επικοινωνοφν με μια 

γλϊςςα εφικτι και από τουσ δφο αφοφ φαίνεται, από ζρευνά τθσ ςε μακθτζσ, ότι οι 

αντιλιψεισ των μακθτϊν είναι πιο κοντά ςτον λειτουργικό παρά ςτον δομικό τρόπο 

ςκζψθσ για τθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ, ενϊ θ δεφτερθ είναι απαραίτθτθ για τθν 

περαιτζρω μάκθςθ, για τθν απόκτθςθ πιο περίπλοκων μακθματικϊν εννοιϊν. 

Θ Sfard (1992), προτείνει τισ δφο παρακάτω γενικζσ διδακτικζσ αρχζσ: 

      1θ αρχι: Οι ζννοιεσ δεν πρζπει να ειςάγονται με δομικοφσ όρουσ. Σχετικά με τθν 

ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ θ ειςαγωγι ςτθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ  με τθν λειτουργικι 

κεϊρθςθ τθσ προςφζρει ζνα πρϊτο υγιζσ, φυςικό ςτάδιο, για τθν ανάπτυξθ τθσ 

ζννοιασ 

      2θ αρχι: Θ δομικι αντίλθψθ δεν κα πρζπει να απαιτείται όςο ο μακθτισ μπορεί 

να κάνει και χωρίσ αυτι. Ειδικότερα για τθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ αναφζρει ότι, 

ςτα πλαίςια των ςχολικϊν μακθματικϊν, μπορεί να μθν δθμιουργθκοφν κακόλου οι 

κατάλλθλεσ ςυνκικεσ για τθν ειςαγωγι τθσ δομικισ αντίλθψθσ για τθν ςυνάρτθςθ. 
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  Σε ζρευνά τθσ με μακθτζσ θ Sfard (1992) αναγνϊριςε μια τάςθ των μακθτϊν να ταυτίηουν 

τθν ςυνάρτθςθ  με ζναν αλγεβρικό – υπολογιςτικό  τφπο. Θ Sfard κεωρεί ότι παρότι αυτι 

θ κεϊρθςθ είναι ςυμβατι με τθν λειτουργικι προςζγγιςθ (ο τφποσ ωσ μια ςφντομθ 

περιγραφι ενόσ υπολογιςτικοφ αλγόρικμου) όπωσ και τθσ δομικισ (ο τφποσ ωσ μια ςτατικι 

ςχζςθ μεταξφ διατεταγμζνων ηευγϊν), μερικζσ φορζσ μπορεί να μθν είναι οφτε το ζνα οφτε 

το άλλο, αλλά μια «ψευτοδομικι» αντίλθψθ που επιδεικνφει μια ςθμαςιολογικι 

υποτιμθτικι αντίλθψθ για τθν ζννοια, με κφριο αποτζλεςμα να  απομονϊνει τθν ςυνάρτθςθ 

από τισ άλλεσ αναπαραςτάςεισ τθσ (αναφζρεται ιδιαίτερα ςτθν γραφικι τθσ 

αναπαράςταςθ) και  να δυςκολεφει τισ μεταβάςεισ από τθν μία αναπαράςταςθ ςτθν άλλθ, 

πράγμα που ζχει επιβεβαιωκεί και από άλλεσ ζρευνεσ . Κεωρεί ότι αν ο μακθτισ  ιταν 

ενιμεροσ των διαδικαςιϊν πίςω από τα ςφμβολα, το πζραςμα από τον τφπο ςτα 

γραφιματα κα ιταν αρκετά φυςικό. Ρροτείνει επίςθσ τθν ζκκεςθ των μακθτϊν ςε πολλά 

είδθ αναπαραςτάςεων τθσ ςυνάρτθςθσ (πίνακεσ, ςφμβολα, γραφιματα) ωσ ζνα τρόπο που 

βοθκάει ςτο ξερίηωμα ψευδοδομικϊν αντιλιψεων.   

 

 

  Οι Pitta- Christou- Zachariades (2007) ςε ζρευνά τουσ (τθν ποςοτικι ανάλυςθ τθσ 

οποίασ κα δοφμε ςτθν ανάλυςθ του Ερωτθματολογίου ςτο αντίςτοιχο κεφάλαιο τθσ 

παροφςασ εργαςίασ) ςε μακθτζσ Λυκείου, επιχειροφν να καταγράψουν τα επίπεδα 

κατανόθςθσ των μακθτϊν για τισ δυνάμεισ διαμζςου τθσ  κεωρίασ τθσ 

εννοιολογικισ αλλαγισ και τθσ κεωρίασ των πρωτοτφπων (prototypes).  

 Ωσ πρωτότυπα κεωροφνται   κάποια ειδικά παραδείγματα για κάκε μακθματικι ζννοια που 

είναι πιο κεντρικά ςτθν αντίςτοιχθ διδαςκαλία από άλλα. Αυτά τα παραδείγματα ζχουν 

κεωρθκεί ςθμαντικά ςτθν εννοιολογικι εκμάκθςθ.  Τα παραδείγματα αυτά 

χρθςιμοποιοφνται ωσ «ςθμεία αναφοράσ» για τον ςχθματιςμό και τθν κρίςθ ςχετικά με τθν 

ιδιότθτα μζλουσ άλλων παραδειγμάτων ςτθν κατθγορία. Στθν περίπτωςθ των δυνάμεων οι 

μακθτζσ φαίνεται ότι αναπτφςςουν «πρωτοτυπικά παραδείγματα» για τθν ζννοια τθσ 

δφναμθσ όπωσ:  «μια δφναμθ είναι όπωσ θ αν, όπου οι α και ν είναι κετικοί ακζραιοι». Πμωσ 

αυτά τα «πρωτοτυπικά παραδείγματα» τουσ εμποδίηουν να κατανοιςουν πιο ςφνκετεσ 

εκφράςεισ  που δεν ταιριάηουν με αυτά. Ριο ςυγκεκριμζνα, θ ζρευνα των Pitta et all. (2007) 

ζδειξε ότι θ ζννοια τθσ δφναμθσ είναι δφςκολθ για τουσ μακθτζσ κυρίωσ για δφο λόγουσ:  

α) Ρρζπει κανείσ να λάβει υπόψθ του τθν ςχζςθ μεταξφ ςυμβόλων, νοθμάτων και ιδιοτιτων 

των δυνάμεων. Οι μακθτζσ, προςκολλθμζνοι ςτα πρωτοτυπικά παραδείγματα, 
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αντιμετωπίηουν τθν φψωςθ ςε εκκζτθ ςαν μία δράςθ (αυτιν του επαναλαμβανόμενου 

πολλαπλαςιαςμοφ)  και ζτςι μζνουν ςε μια διαδικαςτικι κατανόθςθ. 

β) Θ εννοιολογικι κατανόθςθ των δυνάμεων εμπλζκει μια βακιά κατανόθςθ του 

ςυςτιματοσ των αρικμϊν με τθν αυςτθρι του ιεραρχία (φυςικοί αρικμοί, ρθτοί αρικμοί, 

άρρθτοι αρικμοί, πραγματικοί αρικμοί, κ.λ.π.).  

Οι Pitta et al. (2007) ιςχυρίηονται  ότι για να φτάςουν οι μακθτζσ ςε μια δομικι κατανόθςθ 

τθσ ζννοιασ τθσ δφναμθσ απαιτείται θ αποδοχι νζασ γνϊςθσ και νζασ λογικισ που όμωσ 

ζρχεται ςε αντίκεςθ με τθν αρχικι γνϊςθ των μακθτϊν. Συνεπϊσ απαιτείται μια 

εννοιολογικι αλλαγι.  

Για να επιτευχκεί αυτι θ εννοιολογικι αλλαγι, οι Pitta et al. (2007) προτείνουν να 

παραςχεκεί ςτουσ μακθτζσ περιςςότερθ εμπειρία ςτθν ερμθνεία των εκκετικϊν μορφϊν: 

να μποροφν να μεταφράηουν τισ ιδζεσ τουσ ςε ςφμβολα, να τα ερμθνεφουν και να κάνουν 

γενικεφςεισ. Για παράδειγμα  πρζπει οι μακθτζσ να μποροφν να ερμθνεφςουν το  21/2  

ζχοντασ κατανοιςει τι μπορεί να ςθμαίνει «μιςόσ παράγοντασ του 2». Κα πρζπει να 

καταλάβει ότι 21/2  =    όχι εξαιτίασ ενόσ αυκαίρετου κανόνα που δίνει ζνασ κακθγθτισ ι 

ζνα βιβλίο. Μάλλον κα πρζπει να ςυλλογιςτεί ότι το    είναι μια ςυνζπεια του οριςμοφ 

των δυνάμεων και πρζπει επίςθσ να καταλάβει ότι θ ζννοια του εκκζτθ, που ορίηεται 

αρχικά μόνο για τουσ φυςικοφσ αρικμοφσ, μπορεί να επεκτακεί για να περιλάβει το 0 τουσ 

αρνθτικοφσ ακεραίουσ, τα κλάςματα και τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ.  

 

  Ο Weber (2002) χρθςιμοποιεί τθν κεωρία APOS τθσ Dubinsky για να 

περιγράψει ζνα μοντζλο μιασ διαδικαςίασ  διαδοχικϊν ςταδίων  από τα οποία, 

κεϊρει, ότι οι μακθτζσ αναπτφςςουν τθν κατανόθςθ τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ και 

τθν ζννοια τθσ δφναμθσ.  

Το ηθτοφμενο είναι, κατά τον Weber, να είναι οι μακθτζσ ικανοί: 

- να κατανοιςουν τθν φψωςθ ςε εκκζτθ (exponentiation) ςαν μια μακθματικι 

διαδικαςία (και όχι μόνο ςαν μια μακθματικι δράςθ) και   

- να κατανοιςουν τισ εκκετικζσ εκφράςεισ ςαν μακθματικά αντικείμενα.  

Αφοφ κάνει πρϊτα μια κεωρθτικι ανάλυςθ, κάνει τισ παρακάτω διδακτικζσ προτάςεισ 

ϊςτε να επιτευχκοφν οι παρακάτω ςτόχοι:  

Τα βιματα αυτά είναι:  
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 Βαςιηόμενοι ςτθν ςυνικθ κατανόθςθ των μακθτϊν για τισ δυνάμεισ ωσ θ δράςθ του 

πολλαπλαςιαςμοφ τθσ βάςθσ τόςεσ φορζσ όςεσ μασ λζει ο εκκζτθσ για περιπτϊςεισ που ο 

εκκζτθσ είναι κάποιοσ φυςικόσ αρικμόσ, (Η φψωςθ ςε εκκζτθ ωσ μια δράςθ)να 

ενκαρρφνουμε τουσ μακθτζσ (με κατάλλθλεσ ερωτιςεισ και με χριςθ υπολογιςτι) 

εςωτερικεφςουν (interiorize) τθν δράςθ ςε μία διαδικαςία (Η φψωςθ ςε εκκζτθ ωσ 

διαδικαςία) δθλαδι να μποροφν να δουν τθν δουν ςαν μια ςυνάρτθςθ και να μποροφν να 

διακρίνουν τισ ιδιότθτεσ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ 

 (π.χ .θ 2χ κα είναι μια κετικι ςυνάρτθςθ αφοφ ξεκινάσ με ζναν ακζραιο και 

επαναλαμβανόμενα τον πολλαπλαςιάηεισ με ζναν κετικό αρικμό. Κα είναι επίςθσ μια 

αφξουςα ςυνάρτθςθ αφοφ κάκε φορά που το χ αυξάνεται κατά ζνα, το 2χ διπλαςιάηεται.) 

Μποροφν επίςθσ να φανταςτοφν τθν αντίςτροφθ διαδικαςία τθσ  Exponentiation και να 

πάρουν τθν διαδικαςία του να παίρνουν τουσ λογαρίκμουσ. Επίςθσ να εξετάςουν ειδικζσ 

περιπτϊςεισ. Στθν ςυνζχεια, εξετάηοντασ ακόμα περιπτϊςεισ με φυςικοφσ εκκζτεσ, να 

κατανοιςουν (για παράδειγμα μζςα από τισ ιδιότθτεσ των δυνάμεων) τθν δφναμθ ςαν ζνα 

μακθματικό αντικείμενο που είναι το προϊόν των επαναλαμβανόμενων 

πολλαπλαςιαςμϊν (Οι εκκετικζσ εκφράςεισ ωσ αποτζλεςμα μιασ διαδικαςίασ). Τζλοσ ο 

μακθτισ πρζπει να γενικεφςει τθν κατανόθςι του για τθν δφναμθ αχ, ωσ να 

αντιπροςωπεφει «το γινόμενο χ παραγόντων ίςων με α» και ςτθν περίπτωςθ που ο χ δεν 

είναι φυςικόσ (Γενίκευςθ). Για παράδειγμα, κεωρϊντασ τθν ςυνάρτθςθ f(x) = 2χ , για να 

μπορεί να ερμθνεφςει ο μακθτισ τθν τιμι f(1/2), να μπορεί να καταλαβαίνει τι μπορεί να 

ςθμαίνει  «μιςόσ παράγοντασ του 2». Να καταλαβαίνουν δθλαδι ότι  ο     ότι είναι ο 

μόνοσ λογικά ςυνεπισ αρικμόσ που κα μποροφςε να χαρακτθριςτεί ωσ «ο μιςόσ 

παράγοντασ του 2» (μια προςζγγιςθ που όπωσ είδαμε αναφζρεται και ςτο Pitta et al. 

2007).  

 

Καταλιγοντασ,  ο Weber (2002) τονίηει ότι θ κατανόθςθ τθσ φψωςθσ ςε εκκζτθ ωσ 

ςυνάρτθςθ είναι απαραίτθτθ για κάποιον που ςκοπεφει να αποκτιςει μια καλι κατανόθςθ 

του απειροςτικοφ λογιςμοφ και των ανϊτερων Μακθματικϊν. Αλλά αυτό απαιτεί πρϊτα 

τθν κατανόθςθ τθσ φψωςθσ τθσ δφναμθσ ωσ μια διαδικαςία πράγμα που δεν είναι εφκολο 

να το πετφχουν οι μακθτζσ, αφοφ οι περιςςότεροι φαίνεται να μζνουν προςκολλθμζνοι 

ςτθν αντιμετϊπιςθ τθσ φψωςθσ ςε εκκζτθ ςαν μια δράςθ, γεγονόσ που κακιςτά το μζλλον 

τουσ ςτον απειροςτικό λογιςμό αβζβαιο.   
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 4ο : ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 
 

Διατύπωςη του προβλόματοσ 

 

 Ζχει διατυπωκεί από πολλοφσ ερευνθτζσ τθσ διδακτικισ των Μακθματικϊν θ άποψθ ότι 

θ γνϊςθ των μακθτϊν για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ είναι αποςπαςματικι και 

προβλθματικι από πολλζσ απόψεισ  (Merenluoto – Lehtinen, 2002, δεσ και 6ο Κεφάλαιο τθσ 

παροφςασ εργαςίασ) 

Θ ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ ζχει μια μακριά ιςτορία ανάπτυξθσ (δεσ 1ο κεφάλαιο). 

Στθν πραγματικότθτα θ ζννοια των πραγματικϊν αρικμϊν, θ ζννοια τθσ πυκνότθτασ τθσ 

ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν και οι ζννοιεσ του ορίου και τθσ ςυνζχειασ είναι βακιά 

ςυνδεδεμζνεσ (Merenluoto – Lehtinen, 2002). Για να μπορζςει κανείσ να καταλάβει τθν 

δομι αυτοφ του ςυνδυαςμοφ πρζπει να κάνει μια ριηικι ανακαταςκευι τθσ προθγοφμενθσ 

ςκζψθσ του και αυτι θ ανακαταςκευι φαίνεται πολφ δφςκολο να πραγματοποιθκεί. 

(Merenluoto – Lehtinen, 2002) 

Τισ δυςκολίεσ αυτζσ δεν φαίνεται να μπορεί να τισ αντιμετωπίςει ο τρόποσ που γίνεται 

ςιμερα θ διδαςκαλία τουσ ςτο ςχολείο.  Θ διδαςκαλία των πραγματικϊν αρικμϊν γίνεται 

με μια διαδικαςία εμπλουτιςμοφ θ οποία όμωσ αποκρφπτει ζνα πλικοσ προβλθμάτων ςτθν 

κατανόθςθ των μακθτϊν (Giannakoulias et al., 2007). Βζβαια ο τυπικόσ οριςμόσ τουσ είναι 

πολφ δφςκολο να διδαχκεί ςτθν δευτεροβάκμια εκπαίδευςθ (Giannakoulias et al., 2007) 

αλλά θ μικρι ςθμαςία που τουσ δίνεται ίςωσ τελικά να οφείλεται ςτθν γενικότερθ ζμφαςθ 

που δίνεται ςτα ςχολικά μακθματικά ςτθν εκμάκθςθ τεχνικϊν παρά ςτθν εννοιολογικι 

κατανόθςθ (Fischbein et al. 1995) ι ίςωσ να οφείλεται ςτο ότι δεν ζχουν κατανοθκεί 

πλιρωσ από τουσ κακθγθτζσ   οι δυςκολίεσ των μακθτϊν ςτο να καταςκευάςουν μια 

κατάλλθλθ κατανόθςθ των πραγματικϊν αρικμϊν (Lehtinen,  Merenluoto, Kasanen,1997). 

Από τθν άλλθ μεριά οι πραγματικοί αρικμοί είναι το μοντζλο πάνω ςτο οποίο ςτθρίηονται οι 

ζννοιεσ του απειροςτικοφ λογιςμοφ που διδάςκεται ο μακθτισ ςτθν Γϋ Λυκείου (Lehtinen,  

Merenluoto, Kasanen,1997).  Οι μακθτζσ κα πρζπει να κατανοιςουν (Merenluoto – 

Lehtinen, 2002, δεσ ςτο 3ο Κεφάλαιο τθσ παροφςασ εργαςίασ) τουλάχιςτον α)  τθν ιεραρχικι 

φφςθ των πραγματικϊν αρικμϊν β)  τθν ςυμπαγι φφςθ τθσ ευκείασ των πραγματικϊν 

αρικμϊν και γ) τισ ζννοιεσ του ορίου και τθσ ςυνζχειασ και να δουν  το όριο ωσ προχπόκεςθ 

για τθν ςυνζχεια.  
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 Ο μακθτισ τθσ Γϋ Λυκείου, χωρίσ να ζχει καμία εξοικείωςθ με τισ ζννοιεσ αυτζσ, ζρχεται ςε 

επαφι μαηί τουσ μζςα από ζναν ζντονο ρυκμό που δεν επιτρζπει κακυςτεριςεισ. Ρουκενά 

ςτα προθγοφμενα χρόνια τθσ μακθματικισ εκπαίδευςισ του δεν ζχει γίνει κάποια απόπειρα 

ειςαγωγισ ςτισ παραπάνω ζννοιεσ, με απλό και ενορατικό τρόπο, χωρίσ λεπτολόγεσ 

κεωρθτικζσ διατυπϊςεισ. «Εδϊ ίςωσ να βρίςκεται θ ουςία του προβλιματοσ» ( Κωμαΐδθσ 

1985α)   

Θ πρϊτθ επαφι του μακθτι με τθν ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ ζτςι όπωσ τον 

αντιλαμβάνεται θ Ανάλυςθ, γίνεται ςτθν Άλγεβρα τθσ Βϋ Λυκείου με τον οριςμό τθσ 

δφναμθσ με εκκζτθ άρρθτο αρικμό, που όμωσ διδάςκεται με ζνα τρόπο που κεωρϊ (όπωσ 

εξιγθςα και ςτον πρόλογο τθσ εργαςίασ αυτισ) ότι απζχει πολφ από το να είναι κατανοθτόσ 

από τουσ μακθτζσ.  

Ζχει κεμελιωκεί από τθν ζρευνα τθσ διδακτικισ των μακθματικϊν ότι θ ζννοια τθσ δφναμθσ 

με εκκζτθ διαφορετικό από φυςικό αρικμό είναι προβλθματικι για τουσ μακθτζσ (Pitta- 

Christou- Zachariades ,2007 δεσ 3ο Κεφάλαιο τθσ παροφςασ εργαςίασ). Θ Confrey με τουσ 

ςυνεργάτεσ  τθσ (όπωσ είδαμε ςτο 3ο Κεφάλαιο) ζχει προτείνει μια διαφορετικι κεϊρθςθ  

τθσ  εκκετικισ ςυνάρτθςθσ που αναδεικνφει διαφορετικοφσ τρόπουσ για τθν καταςκευι των 

αρικμϊν μζςα ςε διαφορετικά πλαίςια, και κεωρεί ότι μπορεί να προςφζρει ςτουσ μακθτζσ  

μια ιςχυρι διαιςκθτικι βάςθ για τθν κατανόθςθ των δυνάμεων και τθσ εκκετικισ 

ςυνάρτθςθσ και να ςυνειςφζρει ςτθν προετοιμαςία των μακθτϊν για τισ ζννοιεσ του 

απειροςτικοφ λογιςμοφ. Θ ζρευνά τθσ όμωσ φτάνει μζχρι τθν ζννοια τθσ δφναμθσ με εκκζτθ 

ρθτό αρικμό.  

Στθν εργαςία αυτι υποκζτουμε ότι θ προςπάκεια επζκταςθσ τθσ κεωρίασ τθσ Κόνφρευ 

ϊςτε να ςυμπεριλθφκεί και θ περίπτωςθ τθσ δφναμθσ με εκκζτθ πραγματικό αρικμό κα 

μποροφςε να μασ οδθγιςει ςε μια καλφτερθ κατανόθςθ για το πϊσ κα μποροφςαμε να 

ειςάγουμε τουσ  μακθτζσ με ζναν πιο ουςιαςτικό τρόπο ςτθν ζννοια του πραγματικοφ 

αρικμοφ και ςε ζννοιεσ που ςχετίηονται με αυτόν και τελικά ςε μια πιο ομαλι μετάβαςθ 

ςτισ ζννοιεσ του απειροςτικοφ λογιςμοφ.  
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΢κοπόσ τησ εργαςύασ  

 

Ο ςκοπόσ αυτισ τθσ εργαςίασ είναι να διερευνιςει τον ρόλο που κα μποροφςε να 

διαδραματίςει θ διδαςκαλία τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ για τθν ανάπτυξθ τθσ κατανόθςισ 

μασ για το πϊσ κα μποροφςαμε να βοθκιςουμε τουσ μακθτζσ να κατανοιςουν, ςε μια 

ιςχυρι διαιςκθτικι βάςθ, τθν ζννοια τθσ δφναμθσ με άρρθτο εκκζτθ και μζςω αυτισ 

ζννοιεσ που ςχετίηονται γενικότερα με τθν ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ ζτςι όπωσ τον 

αντιμετωπίηει θ Ανάλυςθ.  

Ρροκειμζνου να επιτφχω τον παραπάνω ςτόχο, χρθςιμοποίθςα ωσ βάςθ μια πειραματικι 

ςχετικι διδαςκαλία που πραγματοποίθςα ςε δφο τμιματα τθσ Άλγεβρασ  Βϋ Λυκείου ςτο 

ςχολείο ςτο οποίο εργάηομαι τισ οποίεσ βιντεοςκόπθςα και απομαγνθτοφϊνθςα 

(αναλυτικά ςτο 5ο Κεφάλαιο).  

Αυτι θ πειραματικι διδαςκαλία δεν αντιμετωπίηεται ςε αυτι τθν εργαςία ωσ μια πρόταςθ 

διδαςκαλίασ αλλά ςαν ζνα αντικείμενο ζρευνασ, θ ίδια, προκειμζνου να επιτευχκεί ο 

ςτόχοσ που περιγράψαμε παραπάνω.  

Ερευνθτικό Ερϊτθμα 

- Ροιοι είναι οι  ςθμαντικοί παράγοντεσ  που κα μποροφςαν να μασ οδθγιςουν μζςα 

από το πλαίςιο τθσ διδαςκαλίασ τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ ςε μια καλφτερθ 

κατανόθςθ  των τρόπων που οι μακθτζσ κα μποροφςαν να κατανοιςουν βακφτερα 

ζννοιεσ που ςχετίηονται με τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ.  

 

Τα ςυμπεράςματα (δεσ Κεφάλαιο 7)  αυτισ τθσ εργαςίασ προκφπτουν από τθν ποιοτικι 

ανάλυςθ τθσ πειραματικισ διδαςκαλίασ μζςα από διάφορα, υπάρχοντα, κεωρθτικά 

πλαίςια τθσ διδακτικισ των Μακθματικϊν (δεσ Κεφάλαιο 5), τθν ανάλυςθ των αντιδράςεων 

των μακθτϊν κατά τθν διάρκεια τθσ διδαςκαλίασ (δεσ Κεφάλαιο 7)  και τθν ανάλυςθ ενόσ 

ερωτθματολογίου που ςυμπλιρωςαν οι μακθτζσ που παρακολοφκθςαν τθν πειραματικι 

διδαςκαλία, αλλά και μακθτζσ τθσ Βϋ Λυκείου του ίδιου ςχολείου που δεν 

παρακολοφκθςαν τθν διδαςκαλία αυτι (δεσ Κεφάλαιο 6).  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 5Ο : ΠΕΡΙΓΡΑΥΗ ΣΗ΢ ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ΢  
 

 

ΠΡΟΚΑΣΑΡΚΣΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΣΑ  

 

Για να ςχεδιάςω τθν διδαςκαλία μου βαςίςτθκα, ςτθν ιςτορικι ανάπτυξθ τθσ 

ζννοιασ του λογαρίκμου (μζςα από τθν αντιπαράκεςθ μιασ αρικμθτικισ και μιασ 

γεωμετρικισ προόδου) και ςτον «πολλαπλαςιαςτικό κόςμο» τθσ Κόνφρευ. 

Κεϊρθςα ότι κα πρζπει να προςπακιςω, πριν τθν διδαςκαλία μου, να προςφζρω 

ςτουσ μακθτζσ μου τθν δυνατότθτα εξοικείωςθσ με αυτά. Άλλωςτε αυτό κα μου 

επζτρεπε, κρατϊντασ τθν επαφι με τθν φλθ του ςχολικοφ βιβλίου, να υπενκυμίςω 

ςτουσ μακθτζσ τισ ιδιότθτεσ των δυνάμεων (με ακζραιουσ εκκζτεσ) αλλά και να τουσ 

ειςάγω (ακολουκϊντασ τθν ιςτορικι πορεία ανάπτυξθσ) ςτθν ζννοια των 

λογαρίκμων (πριν τθν διδαςκαλία τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ). 

Ραρακάτω κα περιγράψω, πολφ ςφντομα, αυτζσ τισ δφο ειςαγωγικζσ διδαςκαλίεσ.   

 

ΜΑΚΘΜΑ 1  ΑΝΤΛΡΑ΢ΑΒΟΛΘ Α΢ΛΚΜΘΤΛΚΘΣ ΚΑΛ ΓΕΩΜΕΤ΢ΛΚΘΣ Ρ΢ΟΟΔΟΥ 

Σε αυτό το, διάρκειασ μίασ διδακτικισ ϊρασ μάκθμα, οι μακθτζσ με τθν βοικεια 

ενόσ φφλλου εργαςίασ που τουσ μοιράςτθκε (δεσ ΡΑ΢Α΢ΤΘΜΑ 1) ικελα να 

εξοικειωκοφν (ςυνεργαηόμενοι με τουσ ςυμμακθτζσ τουσ και με τον κακθγθτι) με 

τθν αντιπαράκεςθ μιασ αρικμθτικισ και μιασ γεωμετρικισ προόδου, που, όπωσ 

ζχουμε αναφζρει ςε προθγοφμενο κεφάλαιο, είναι θ βάςθ τθσ ανάπτυξθσ τθσ 

ζννοιασ του λογαρίκμου. Επίςθσ ικελα οι μακθτζσ να κυμθκοφν και να 

επαλθκεφςουν μζςα από τθν αντιπαράκεςθ αυτι, τουσ οριςμοφσ και τισ ιδιότθτεσ 

των δυνάμεων με εκκζτθ ακζραιο αρικμό (κετικό ι αρνθτικό και ερμθνεία των 

οριςμϊν για δυνάμεισ με εκκζτθ 0 και 1), αλλά επίςθσ να γνωρίςουν, για πρϊτθ 

φορά, τθν ζννοια του λογαρίκμου και τθν ερμθνεία τθσ ονομαςίασ τουσ, όπωσ 

προτείνονται ςτο  άρκρο Κωμαΐδθσ, 1985 και, ςτθν περίλθψθ αυτοφ του άρκρου, 

ςτο ιςτορικό ςθμείωμα του βιβλίου τθσ Βϋ Λυκείου (2009) (ςελ. 151). Σε αυτό το 

άρκρο του υποςτθρίηει ότι οι λογαρικμικζσ ζννοιεσ δεν πρζπει να ειςάγονται μζςω 

τθσ αντιςτροφισ των αντίςτοιχων εκκετικϊν εννοιϊν, αλλά με τρόπο ςφμφωνο με 

αυτόν που ιςτορικά γεννικθκε αυτι θ ζννοια και με τρόπο ϊςτε να δικαιολογείται 

ςτουσ μακθτζσ θ ονομαςία τουσ. Για να ερμθνεφςω ςτουσ μακθτζσ ότι ςτα χρόνια 

του Νάπιερ «θ γεωμετρικι πρόοδοσ οριηόταν ςαν μια ακολουκία αρικμϊν που 

βριςκόταν ςε ςυνεχι αναλογία» (που αναφζρεται ςτο ιςτορικό ςθμείωμα που 

ανζφερα παραπάνω), ςκζφτθκα να το ςυνδζςω με τθν ςυνεχι αναλογία τμθμάτων 

(με λόγο φ) που προκφπτει αν διαιροφμε διαδοχικά ζνα τμιμα ςε μζςο και άκρο 
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λόγο, ζνα κζμα που οι μακθτζσ διδάςκονται ςτο μάκθμα τθσ γεωμετρίασ τθσ Βϋ 

Λυκείου. Μετά φτάςαμε, με τουσ μακθτζσ μου, ςτθν ερμθνεία που προτείνει το 

ιςτορικό ςθμείωμα για τθν λζξθ «λογάρικμοσ».    

 

ΜΑΚΘΜΑ 2  Ο΢ΛΣΜΟΣ ΚΑΛ ΛΔΛΟΤΘΤΕΣ ΤΩΝ ΛΟΓΑ΢ΛΚΜΩΝ  

Σε αυτό το διάρκειασ δφο διδακτικϊν ωρϊν μάκθμα, οι μακθτζσ με τθν βοικεια 

ενόσ φφλλου εργαςίασ που τουσ μοιράςτθκε (δεσ ΡΑ΢Α΢ΤΘΜΑ 2,) ικελα να εξάγουν 

(ςυνεργαηόμενοι με τουσ ςυμμακθτζσ τουσ και με τον κακθγθτι), πάλι μζςα από 

τθν αντιπαράκεςθ μιασ αρικμθτικισ και μιασ γεωμετρικισ προόδου, τισ ιδιότθτεσ 

των λογαρίκμων. Αρχικά ςυηθτικθκε με τουσ μακθτζσ, μζςα από ςυγκεκριμζνα 

αρικμθτικά παραδείγματα, το γιατί θ αντιπαράκεςθ αυτι κεωρικθκε χριςιμθ για 

τθν διευκόλυνςθ ςτθν εκτζλεςθ διάφορων πράξεων (πολλαπλαςιαςμόσ, διαίρεςθ, 

φψωςθ ςε εκκζτθ, εξαγωγι ρίηασ). Μετά από κάκε κανόνα που διαπιςτϊναμε, 

εκφραηόταν λεκτικά θ αντίςτοιχθ ιδιότθτα των λογαρίκμων, με τθν ζννοια του όρου 

λογάρικμοσ (ωσ εκκζτθ) που είχαμε δϊςει ςτο προθγοφμενο μάκθμα. Επίςθσ, μζςα 

από τθν κεϊρθςθ τθσ λογικισ που προκφπτει από τθν αντιπαράκεςθ των 

αρικμθτικϊν και γεωμετρικϊν ακολουκιϊν ςε διάφορεσ περιπτϊςεισ, 

προςπακιςαμε να ερμθνεφςουμε το γεγονόσ ότι δεν κα είχε νόθμα να ορίςουμε 

τον λογάρικμο ςε περιπτϊςεισ όπου ο λόγοσ τθσ γεωμετρικισ ακολουκίασ είναι 1 ι 

0 ι αρνθτικόσ αρικμόσ. Ρροκειμζνου οι ιδιότθτεσ αυτζσ να αποδειχκοφν 

παρουςιάςτθκε, ςτουσ μακθτζσ, θ ανάγκθ για τθν διατφπωςθ του τυπικοφ οριςμοφ. 

Στθν ςυνζχεια προχωριςαμε ςτθν τυπικι διατφπωςθ των ιδιοτιτων των 

λογαρίκμων και τθν απόδειξι τουσ. Ράλι ακολοφκθςα, ςε γενικζσ γραμμζσ το 

ιςτορικό ςθμείωμα του βιβλίου τθσ Βϋ Λυκείου (2009) (ςελ. 149) ζχοντασ υπόψθ 

μου και άλλα άρκρα όπωσ Κωμαΐδθσ, 1985, και Katz, 1995.  

 

     Ρριν ακολουκιςει θ παρακάτω, κφρια για τθν εργαςία αυτι, διδαςκαλία τθσ 

εκκετικισ ςυνάρτθςθσ, μεςολάβθςαν αρκετζσ διδακτικζσ ϊρεσ ςτισ οποίεσ οι 

μακθτζσ, ςτο ςπίτι τουσ και μαηί με τον κακθγθτι ςτθν τάξθ, αςχολικθκαν με 

αςκιςεισ πάνω ςτθν ζννοια του λογαρίκμου κακϊσ και με επίλυςθ εκκετικϊν και 

λογαρικμικϊν εξιςϊςεων και ςυςτθμάτων.    

 

Η ΚΤΡΙΑ ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ  

 

Σε αυτό το διάρκειασ μίασ διδακτικισ ϊρασ μάκθμα (δεσ τθν απομαγνθτοφϊνθςθ 

τθσ διδαςκαλίασ ςτο ΡΑ΢Α΢ΤΘΜΑ 4), οι μακθτζσ με τθν βοικεια ενόσ φφλλου 

εργαςίασ που τουσ μοιράςτθκε (δεσ ΡΑ΢Α΢ΤΘΜΑ 3) καλοφνταν αρχικά να 
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εκφράςουν τθν ςχζςθ που ςυνδζει τισ τιμζσ τθσ γεωμετρικισ ακολουκίασ με τισ 

αντίςτοιχεσ τιμζσ τθσ αρικμθτικισ προόδου (θ ςυνάρτθςθ ψ = 2χ) και ςτθ ςυνζχεια 

να ςυμμετάςχουν ςε μια, κακοδθγοφμενθ από το φφλλο εργαςίασ και τον 

κακθγθτι, ςυηιτθςθ ςχετικά με τθν καταςκευι τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ ψ = 2χ. Το κφριο κζμα ςτθν διαδικαςία αυτι ιταν να ςυηθτθκεί το πϊσ 

«μποροφν να καλυφκοφν τα κενά» ςτθν γραφικι παράςταςθ.    

 

ΠΕΡΙΓΡΑΥΗ ΣΗ΢ ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ΢ 

 

1η Υϊςη: Διδαςκαλύα τησ δύναμησ με ρητό εκθϋτη  

 

Στθν 1θ φάςθ τθσ διδαςκαλίασ ο κφριοσ ςτόχοσ μου ιταν να κατανοιςουν οι μακθτζσ τθν 

ζννοια τθσ δφναμθσ με ρθτό εκκζτθ, με τρόπο που να ςυνδζεται με τθν αρχικι τουσ 

κατανόθςθ για τθν ζννοια τθσ δφναμθσ, αυτόν του επαναλαμβανόμενου 

πολλαπλαςιαςμοφ. Να επεκτείνουν δθλαδι με ζνα «φυςικό» τρόπο τθσ ζννοιασ τθσ 

δφναμθσ με φυςικό εκκζτθ ςε αυτόν τθσ δφναμθσ με ρθτό εκκζτθ και να ερμθνεφςουν 

παράλλθλα τον οριςμό.  

Αρχικά κφμιςα ςτουσ μακθτζσ τθν αντιπαράκεςθ μιασ αρικμθτικισ και μιασ γεωμετρικισ  

προόδου, που είχαν γνωρίςει ςε παλαιότερα μακιματα,  και μετά τουσ κάλεςα να βρουν 

τθν ςχζςθ που ςυνδζει τισ μεταξφ τουσ τιμζσ (δραςτθριότθτα 1 του φφλλου εργαςίασ, 

Εικόνα 1 ).  

 

Απόζπαζμα από ηο θύλλο επγαζίαρ 

ΔΚΘΔΣΙΚΗ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 

΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα έρνπκε κηα «ανηιπαπάθεζη» κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ θαη κηαο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε ιόγν ι = 2 
 

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 

0,25 0,5 1 2 4 8 16 32 64 
 

Αλ ζεσξήζνπκε ηηο ηηκέο ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ σο ρ θαη ηηο ηηκέο ηεο γεσκεηξηθήο 

πξνόδνπ σο ς, ποια ζσέζη ζπλδέεη ην θάζε ς κε ην αληίζηνηρν ρ; 
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Στο παρακάτω γράυημα 1 έχουμε παραστήσει με σημεία τα ζεύγη (χ, ψ) 
του παραπάνω πίνακα 

 

 

          

  

 

 
 

         

            

            

            

            

            

                                                                                    

                                    
 

Εικόνα 1: Θ πρϊτθ δραςτθριότθτα ςτο φφλλο εργαςίασ.  

Οι μακθτζσ εφκολα βρικαν ότι θ ςχζςθ είναι θ ψ  = 2χ. Στθ ςυνζχεια ρϊτθςα τουσ μακθτζσ 

«ποιά κα μποροφςε να ποφμε ότι είναι θ βαςικι ιδιότθτα εδϊ;» και καταλιξαμε ότι «κάκε 

φορά που το χ αυξάνεται κατά 1, το ψ διπλαςιάηεται, δθλαδι το ποςοςτό που 

μεταβάλλεται το ψ (εννοϊντασ το 
    

  
 )  είναι ςτακερό και αυτό το ποςοςτό είναι 200%.»  

Στθν ςυνζχεια ςτρζψαμε τθν προςοχι μασ ςτο Γράφθμα 1 (εικόνα 1)και τζκθκε για πρϊτθ 

φορά ςτθ διδαςκαλία το «πωσ κα γεμίςουμε τα κενά ςτθν γραφικι παράςταςθ;» λζγοντασ 

ςτουσ μακθτζσ: «γιατί όλεσ οι γραφικζσ παραςτάςεισ που ςασ ζχουν δοκεί μζχρι τϊρα είναι 

ςυνεχόμενεσ γραμμζσ. Αλλά πωσ βγαίνει αυτό το ςυνεχόμενο; Για να δοφμε ζνα 

παράδειγμα εδϊ».  

Στθν ςυνζχεια προχωριςαμε ςε ζνα πρϊτο βιμα προσ το «ςυνεχόμενο»: τον χωριςμό των 

διαςτθμάτων «ςτθν μζςθ» (Εικόνα 2).   

Απόζπαζμα από ηο θύλλο επγαζίαρ  

3) Πσο ζα κπνξνύζακε λα γεκίζνπκε ηα "θελά" αλάκεζα ζηα ζεκεία ηνπ παξαπάλσ γξαθήκαηνο θαη 

παξάιιεια λα παξακέλεη ε πάλσ ζεηξά αξηζκεηηθή αθνινπζία θαη ε θάησ γεσκεηξηθή; Αο 

πεξηνξηζηνύκε ζην δηάζηεκα [0, 5]. Μπνξείηε λα βξείηε ηηο ηηκέο πνπ ιείπνπλ;   

0 α1 1 α2 2 α3 3 α4 4 α5 5 

1 γ1 2 γ2 4 γ3 8 γ4 16 γ5 32 
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Εικόνα 2: Ο χωριςμόσ των διαςτθμάτων, από το – 4 ζωσ το 5, «ςτθ μζςθ».  

Ραράλλθλα με τθν ςυμπλιρωςθ του πίνακα από τουσ μακθτζσ, για να τουσ βοθκιςω να 

βρουν ποιο είναι ςτθν κάτω γραμμι «το μιςό»,  μιλιςαμε για τθν διαφορά ανάμεςα ςτισ 

τιμζσ τθσ αρικμθτικισ προόδου (πάνω γραμμι)  και τθσ γεωμετρικισ προόδου (κάτω 

γραμμι). Εςτίαςα τθν προςοχι τουσ ότι ςτθν πάνω γραμμι «πάω προςκετικά, κάκε φορά 

προςκζτω 1, θ μονάδα μου είναι το 1, ζχω ζναν «προςκετικό κόςμο». Το μιςό είναι το ½ 

γιατί αν προςτεκεί με τον εαυτό του μου κάνει 1», ενϊ ςτθν κάτω γραμμι «πάω 

πολλαπλαςιαςτικά, κάκε φορά πολλαπλαςιάηω με το 2, ζχω ζναν πολλαπλαςιαςτικό 

κόςμο.» Καταλιξαμε ότι «το μιςό του 2 ( ι μιςόσ παράγοντασ του 2) ςτον 

πολλαπλαςιαςτικό κόςμο είναι το    γιατί αυτόσ είναι ο αρικμόσ που αν πολλαπλαςιαςτεί 

με τον εαυτό του κάνει 2». Αποδείξαμε και αλγεβρικά ότι προκειμζνου να διατθρείται 

πάνω θ αρικμθτικι πρόοδοσ (ίςεσ διαφορζσ) πρζπει «το μιςό» να είναι ½ και προκειμζνου 

να διατθρείται κάτω θ γεωμετρικι πρόοδοσ (ίςοι λόγοι) «το μιςό» πρζπει να είναι το    . 

Κφμιςα ςτουσ μακθτζσ ότι αυτοφσ τουσ αρικμοφσ τουσ είχαμε ονομάςει παλαιότερα 

«αρικμθτικό μζςο» και «γεωμετρικό μζςο» και ςυηθτιςαμε το «γιατί τουσ ονόμαςαν 

ζτςι;».  

Αφοφ ςυμπλθρϊςαμε τον υπόλοιπο πίνακα τουσ ρϊτθςα: «Σε αυτό το νζο πίνακα 

διατθρείται θ ςχζςθ ψ  = 2χ;». Μερικοί μακθτζσ αντικατζςτθςαν τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ ςτον 

τφπο και πρότειναν: «διατθρείται γιατί    = 21/2». Τουσ ρϊτθςα: «και ποιοσ μασ το λζει  

αυτό;» μου απάντθςαν από ιδιότθτα (εννοοφςαν οριςμό) και ςτθν ςυνζχεια 

προςπακιςαμε να εξθγιςουμε τον οριςμό παρατθρϊντασ ότι ςτον νζο πίνακα διατθρείται 

θ βαςικι ιδιότθτα τθσ ςυνάρτθςθσ (αν το χ αυξάνεται κατά 1 το ψ διπλαςιάηεται, αυξάνεται 

 
Τι παρατηρείται στα γραυήματα 1 και 3;  
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με το ίδιο ποςοςτό) «άρα είναι ο ίδιοσ νόμοσ άρα ςαφϊσ κα πρζπει να ορίςουμε ότι    = 

21/2. Δεν είναι ζνασ αυκαίρετοσ οριςμόσ» (λόγια του κακθγθτι).  

  Στθν ςυνζχεια αφοφ ςχολιάςαμε τα Γραφιματα 1 και 3 (εικόνεσ 1 και 2), προχωριςαμε 

ςτο να «πυκνϊςουμε» περιςςότερο τισ τιμζσ για να «καλφψουμε τα κενά». Ρρϊτα 

καταςκευάςαμε ζνα πίνακα όπου θ μονάδα να χωρίηεται, ςτθν πάνω και ςτθν κάτω γραμμι 

«ςε 10 ίςα κομματάκια» και ερμθνεφςαμε όπωσ πριν, με βάςθ τθν ιδιότθτα τθσ εκκετικισ 

ςυνάρτθςθσ,  ότι κα πρζπει να ορίςουμε ότι   
  

 = 20,1 ερμθνεφοντασ το 20,1 και ωσ τον 

αρικμό που όταν πολλαπλαςιαςτεί 10 φορζσ με τον εαυτό του κάνει 2 αλλά και ωσ «τον 

αρικμό που κα πάρω αν χωρίςω το 2, πολλαπλαςιαςτικά, ςε 10 ίςα κομματάκια».    

Στθν ςυνζχεια, παρατθρϊντασ τθν αντίςτοιχθ γραφικι αναπαράςταςθ και βλζποντασ ότι 

«τα κενά πάλι δεν καλφπτονται» προχωριςαμε ςε χωριςμό ςε 100 ίςα κομμάτια και 

ςυηθτιςαμε τθν γραφικι αναπαράςταςθ (Γράφθμα 8, Εικόνα 3).  

Οι μακθτζσ, γριγορα κατζλθξαν ότι δεν τα καλφψαμε τα κενά, παρά μόνο φαινομενικά, 

γιατί «αν ςυνεχίςουμε, άπειροι αρικμοί άρα…» (λόγια μακθτι)  

 

 

 

 

Εικόνα 3: Το γράφθμα που προκφπτει από τον χωριςμό τθσ μονάδασ ςε 100 ίςα μζρθ.  

Απόζπαζμα από ηο θύλλο επγαζίαρ 

Χσξηζκόο ζε 100 ίζα θνκκαηάθηα: «Σα θαιύςακε επηηέινπο ηα θελά»  
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Ανϊλυςη τησ 1ησ Υϊςησ 

 

- Θ ςυνάρτθςθ ωσ ςυντονιςτισ δφο παράλλθλων κόςμων:  

Στθν παραπάνω αντιμετϊπιςθ τθσ ςυνάρτθςθσ, ακολοφκθςα, τθν κεωρίασ τθσ Confrey, που 

παρουςίαςα ςτο 3ο Κεφάλαιο. Θ ςχζςθ ψ  = 2χ, δεν ειδϊκθκε ςαν ζνασ τφποσ με τον οποίο 

δίνουμε τιμζσ ςτο χ για να βροφμε τα αντίςτοιχα ψ, αυτό ιςχφει αλλά δεν είναι το 

πρωτεφων. Το βάροσ δόκθκε ςτθ ςφνδεςθ των τρόπων που μεταβάλλονται οι τιμζσ ςτθν 

αρικμθτικι και ςτθν γεωμετρικι πρόοδο. Θ ανάδειξθ αυτισ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ, ωσ 

ςυντονιςτι ανάμεςα ςε δφο ανεξάρτθτεσ διαδικαςίεσ (και όχι τθσ αντιςτοίχιςθσ)  είναι που 

μου επζτρεψε, δίνοντασ βάροσ ςτο ςτακερό ποςοςτό μεταβολισ να ερμθνεφςω μαηί με 

τουσ μακθτζσ μου τθν ιςότθτα για παράδειγμα    = 21/2: Αν αντιμετϊπιηα τθν ςυνάρτθςθ 

απλά ωσ ζνα κανόνα αντιςτοίχιςθσ, όπωσ ζκαναν αρχικά οι μακθτζσ, κα οδθγοφμαςταν ςε 

ζναν τυπικό, αλλά και ταυτόχρονα αυκαίρετο οριςμό. Θ αντιμετϊπιςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο 

ρόλο του ςυντονιςτι ανάμεςα ςε δφο παράλλθλουσ κόςμουσ ιταν αυτι που μου επζτρεψε 

να ερμθνεφςω (μζςα από τθν προςπάκεια να απαντθκεί το ερϊτθμα αν διατθρείται θ 

ςχζςθ ψ = 2χ, δθλαδι αν διατθρείται ο νόμοσ ότι αν το χ μεταβλθκεί κατά 1 τότε το χ 

διπλαςιάηεται) το γιατί το    , δθλαδι το πολλαπλαςιαςτικό μιςό του 2, είναι πράγματι ίςο 

με το 21/2, δθλαδι ο αρικμόσ που κα προκφψει αν βάλω ςτθν κζςθ του χ το ½ γιατί, για 

παράδειγμα: αν αυξιςω το χ κατά 1, δθλαδι το χ γίνει 3/2, τότε το αντίςτοιχο ψ κα είναι 

2  , δθλαδι το διπλάςιο του   , το ψ δθλαδι αυξάνεται κατά το ίδιο ποςοςτό όπωσ και 

ςτον αρχικό πίνακα τιμϊν. Άρα «ςαφϊσ  μπορϊ να ταυτίςω τουσ δφο πίνακεσ» αυτόν που 

είχα αρχικά με αυτόν που ζφτιαξα  χωρίηοντασ τα διαςτιματα ςτθν μζςθ, γιατί ιςχφει ο 

ίδιοσ νόμοσ. Και ςτουσ δφο πίνακεσ οι δφο ανεξάρτθτεσ διαδικαςίεσ ςυντονίηονται με τον 

ίδιο τρόπο, και άρα κα ιςχφει θ ίδια ςχζςθ: ψ = 2χ, άρα μπορϊ τϊρα να ορίςω ότι  «    = 

21/2, αλλά δεν είναι ζνασ αυκαίρετοσ οριςμόσ».  

Κριτικι: Δεν δόκθκε αρκετόσ χρόνοσ και οι κατάλλθλεσ δραςτθριότθτεσ (ίςωσ προβλιματα 

τθσ κακθμερινισ ηωισ ι εργαςία με υπολογιςτζσ) ςτθν παραπάνω διδαςκαλία ϊςτε να 

μπορζςουν οι μακθτζσ να φτάςουν ςε μια πραγματικι κατανόθςθ τθσ βαςικισ ιδιότθτασ 

τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ, αλλά αντίκετα τουσ δόκθκε ζτοιμθ από τον κακθγθτι.   

- Θ ενκυλάκωςθ τθσ ζννοιασ τθσ δφναμθσ με ρθτό εκκζτθ:  

Θ δφναμθ με εκκζτθ ρθτό νομίηω ότι μζςα από τθν διδαςκαλία που περιγράψαμε  μπορεί, 

καταρχιν, να αποκτιςει νόθμα για τουσ μακθτζσ, να πάψει να είναι κάτι παράξενο ι ζνα 
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τεχνικό καταςκεφαςμα των μακθματικϊν. Επιπλζον τα βιματα που ακολουκικθκαν 

μποροφν να τουσ βοθκιςουν να ενκυλακϊςουν τθν διαδικαςία τθσ φψωςθσ ςε εκκζτθ ςε 

ζνα αντικείμενο, τθν δφναμθ με ρθτό εκκζτθ. Μιλϊντασ με όρουσ τθσ κεωρίασ APOS (ςτο 

πνεφμα του Weber, 2002, που παρουςιάςαμε ςτο 3ο Κεφάλαιο)  ακολουκικθκαν τα 

παρακάτω βιματα:  

 Από τα αρχικά βιματα που ακολουκικθκαν (χωριςμόσ ςε 2 ίςα μζρθ)  οι μακθτζσ αρχίηουν 

να  καταλαβαίνουν ότι ο εκκζτθσ δείχνει τον αρικμό των πολλαπλαςιαςτικϊν δράςεων που 

πρζπει να κάνουμε ςτθν πολλαπλαςιαςτικι μονάδα για να πάρουμε ωσ αποτζλεςμα τθν 

δφναμθ. Στθν ςυνζχεια με τθν επανάλθψθ των δράςεων ςτισ περιπτϊςεισ που χωρίηουμε 

ςε 10, 100, ίςα διαςτιματα μπορεί να τουσ βοθκιςει να εςωτερικοποιιςουν τισ δράςεισ ςε 

μία διαδικαςία, δθλαδι αναςτοχαηόμενοι πάνω ςτισ δράςεισ να αρχίηουν να αποκτοφν 

ςυνειδθτό ζλεγχο πάνω τουσ. Θ εςωτερίκευςθ των δράςεων ςε μια διαδικαςία μπορεί να 

τουσ οδθγιςει, ςτθν ςυνζχεια να αποκτιςουν μια ενιαία αντίλθψθ για τθν ζννοια τθσ 

δφναμθσ, είτε ο εκκζτθσ είναι φυςικόσ είτε ρθτόσ. Σε αυτό βοθκάει το ότι, ζτςι όπωσ 

ερμθνεφτθκαν οι δυνάμεισ με ρθτό εκκζτθ ςτθν διδαςκαλία, θ ζννοια τθσ δφναμθσ ζχει 

ενιαία ερμθνεία αφοφ ςυνδζεται (και επεκτείνει) τθν προτωτυπικι  τουσ ζννοια για τθν  

δφναμθ ωσ επαναλαμβανόμενοσ πολλαπλαςιαςμόσ. Ζτςι μποροφν να δουν τθν διαδικαςία 

ωσ μια ολότθτα που να ςυνδζει, μζςω τθσ διαμεςολάβθςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ, τθν 

διαδικαςία με τθν παραγωγι ενόσ μακθματικοφ αντικειμζνου.  Θ διαδικαςία ζτςι μπορεί να 

ενκυλακωκεί ςτο μακθματικό αντικείμενο που ονομάηεται δφναμθ το οποίο μπορεί ςτθν 

ςυνζχεια να χρθςιμοποιθκεί ςε άλλεσ δράςεισ όπωσ για παράδειγμα να δεχκοφν ότι  οι 

ιδιότθτεσ των δυνάμεων  ιςχφουν και ςτθν περίπτωςθ που ο εκκζτθσ είναι ρθτόσ (για 

παράδειγμα το 20,3 κα μποροφςε να ερμθνευτεί ωσ (20,1)3 και ομοίωσ με τισ άλλεσ ιδιότθτεσ, 

κακϊσ επίςθσ και τον γενικό οριςμό αχ/ψ =     
). Ζτςι, θ ενκυλάκωςθ αυτι μπορεί να 

οδθγιςει  προσ τθν δομικι κατανόθςθ τθσ ζννοιασ τθσ δφναμθσ με ρθτό εκκζτθ.   

Κριτικι:  Δεν δόκθκε χρόνοσ για να ςυηθτθκοφν  με τουσ μακθτζσ οι ιδιότθτεσ των 

δυνάμεων ςτθν περίπτωςθ των δυνάμεων με ρθτό εκκζτθ.  Ωςτόςο τα λόγια ενόσ μακθτι, 

λίγο αργότερα ςτθν διδαςκαλία: «Ξζρουμε το    , το ζχουμε υπολογίςει πιο πριν ότι είναι 

2 εισ τθν 0,5» και θ ςυμφωνία και ενόσ άλλου μακθτι  μαηί του («ναι είναι το 2 εισ τθν ½»), 

αποτελοφν μια ιςχυρι ζνδειξθ ότι πράγματι, τουλάχιςτον αυτοί οι δφο μακθτζσ 

ενκυλάκωςαν τθν ζννοια τθσ δφναμθσ με ρθτό εκκζτθ ςαν ζνα μακθματικό αντικείμενο.   
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2η Υϊςη: Διδαςκαλύασ τησ  δύναμησ με ϊρρητο εκθϋτη  

 

- «Οι ρθτοί δεν είναι αρκετοί για να καλυφκοφν τα κενά»: Ο κακθγθτισ υποςτιριξε 

με αυτοφσ τουσ χωριςμοφσ παίρνουμε ςτθν ουςία ρθτοφσ αρικμοφσ ςτθν πάνω 

γραμμι, και ζτςι δεν πρόκειται ποτζ να καλφψουμε τα κενά καταρχιν ςτον χϋχ 

γιατί αυτόσ περιζχει και άρρθτουσ αρικμοφσ. Λζει ο κακθγθτισ: «Κάπου υπάρχει, 

για παράδειγμα, το    πάνω ςτον άξονα, το δεχόμαςτε αξιωματικά, το οποίο δεν 

κα εμφανιςτεί ςτθν παραπάνω διαδικαςία, γιατί  δεν είναι ρθτόσ». Στθν ςυνζχεια 

κζτει το ερϊτθμα: «Αν βάλω λοιπόν πάνω ςτον χϋχ το   , ζνα άρρθτο αρικμό, πωσ 

μπορϊ να βρω τον    ;»  Σε ςυηιτθςθ με τουσ μακθτζσ ξεκακαρίηεται ότι δεν 

μπορϊ να πάω με τθν προθγοφμενθ διαδικαςία (με τουσ ρθτοφσ εκκζτεσ) γιατί 

«είναι άρρθτοσ αρικμόσ, δεν ξζρω όλα τα δεκαδικά του ψθφία…. δεν κα 

εμφανιςτεί ςτουσ χωριςμοφσ που κάναμε πριν…» και ςυμφωνοφν να 

ακολουκιςουν μια διαδικαςία προςζγγιςθσ αυτοφ του αρικμοφ.  

- Θ «προςεγγιςτικι διαδικαςία»:  Ο κακθγθτισ παραπζμπει τουσ μακθτζσ ςτο φφλλο 

εργαςίασ για να παρατθριςουν τθν διαδικαςία ( μια οριακι διαδικαςία 

εγκιβωτιςμζνων διαςτθμάτων) που φαίνεται παρακάτω (εικόνα 4) αφοφ πρϊτα 

τουσ εξθγεί τθν λογικι με τθν οποία καταςκευάςτθκε.  Δθλαδι ότι «αν χωρίςω ςε 

10 ίςα κομματάκια, προςζγγιςθ με ζνα δεκαδικό ψθφίο, κα είναι  21,4<
22 <21,5» 

κ.λ.π. Στθ ςυνζχεια ο κακθγθτισ καλεί τουσ μακθτζσ να παρατθριςουν τα νοφμερα 

που προκφπτουν ςτα δφο άκρα. Οι μακθτζσ παρατθροφν ότι «μετά από κάποια 

ψθφία υπάρχει ςταςιμότθτα… κάκε ζνα ςτακεροποιείται με πιο πολλοφσ 

αρικμοφσ». Ο κακθγθτισ λζει: «Ρράγματι ςτακεροποιοφνται αυτά, αυτι θ 

διαδικαςία τελικά κάπου καταλιγει, δθλαδι τι ςθμαίνει καταλιγει;». Ζνασ 

μακθτισ, που ςυμμετείχε ενεργά ςτθ όλθ ςυηιτθςθ, λζει: «Φτάνει ςε ζναν 

αρικμό».   
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Εικόνα 4: Θ «προςζγγιςθ» του     με μια οριακι διαδικαςία εγκιβωτιςμζνων διαςτθμάτων 

 

Ανϊλυςη τησ 2ησ Υϊςησ 

- Θ ενκυλάκωςθ τθσ ζννοιασ τθσ δφναμθσ με ρθτό εκκζτθ ςτο ςχολικό βιβλίο και 

ςτθν πειραματικι  διδαςκαλία) :  

Ο ςτόχοσ μου ςε αυτι τθν φάςθ τθσ διδαςκαλίασ ιταν να ενκυλακϊςουν τον     , ςαν ζνα 

μακθματικό αντικείμενο. Να ςυλλάβουν διαιςκθτικά τθν «φπαρξθ» ενόσ τζτοιου αρικμοφ.  

Σφμφωνα  με  τον Fischbein και τον Dubinsky (όπωσ είδαμε ςτο 3ο Κεφάλαιο) αυτό ςθμαίνει 

να ςυλλάβουν διαιςκθτικά  το ενεργεία άπειρο, που ςθμαίνει να ςυλλάβουν μια άπειρθ 

διαδικαςία ωσ μια ολότθτα ι να ενκυλακϊςουν μια άπειρθ διαδικαςία ςε ζνα μακθματικό 

αντικείμενο που, κατά τον Dubinsky (2008), είναι ιςοδφναμο με τθν, γνωςιακι, επίτευξθ του 

ενεργεία απείρου (δεσ και  ςτο 3ο Κεφάλαιο τισ απόψεισ του Fischbein και του  Dubinsky για 

το ενεργεία άπειρο ).  Θ αποδοχι του ενεργεία απείρου κατά τουσ Lakoff και  Nunez (2000), 

όπωσ ζχουμε αναφζρει ςτο 3ο κεφάλαιο, είναι αυτι που επζτρεψε τθν κεμελίωςθ του 

Απόζπαζμα από ηο θύλλο επγαζίαρ 

    = 1,4142135623730950488016887242097 

     

   
1,4 1,5 

   
2,6390158 2,8284271 

     

   
1,41 1,42 

   

2,6573716 2,675855 
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2,6647497 2,66659735 
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2,6651191 2,66530383 
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2,6651376 2,66515604 

     

   

1,414213 1,414214 

   

2,6651431 2,66514495 

     

   

1,4142135 1,4142136 

   

2,6651440 2,66514421 
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απειροςτικοφ λογιςμοφ. Οι Lakoff και  Nunez (2000 ςελίδεσ 200 – 205) τεκμθριϊνουν  ότι 

ακριβϊσ αυτι θ (μεταφορικι) αποδοχι του ενεργεία απείρου επζτρεψε ςτουσ 

μακθματικοφσ να φτάςουν ςτθν ιδιότθτα τθσ πλθρότθτασ των πραγματικϊν αρικμϊν (τθν 

αξιωματικι αποδοχι του ελάχιςτου άνω φράγματοσ ενόσ  μθ κενοφ άνω φραγμζνου 

ςυνόλου)  που είναι θ ιδιότθτα που διαφοροποιεί το ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν 

από εκείνο των ρθτϊν. Θ ιδιότθτα τθσ πλθρότθτασ, όπωσ είδαμε ςτο 1ο Κεφάλαιο ςχετίηεται 

άμεςα με τον τρόπο που καταςκεφαςαν τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ οι Dedekind και 

Cantor και όπωσ επιςθμαίνουν οι Νεγρεπόντθσ et al. 1999, ςελ. 27: «Θ ιδιότθτα αυτι είναι 

υπαρξιακι και προβλζπει τθν φπαρξθ πολλϊν πραγματικϊν αρικμϊν, εν τοφτοισ, θ φπαρξθ 

αυτϊν των αρικμϊν δεν προκφπτει από κάποια καταςκευαςτικι διαδικαςία.» Επίςθσ, θ  

αρχι του κιβωτιςμοφ που ουςιαςτικά χρθςιμοποίθςα ςτθν διδαςκαλία, « βαςίηεται κατά 

τρόπο ουςιαςτικό ςτθν ιδιότθτα τθσ πλθρότθτασ» (Νεγρεπόντθσ et al. 1999, ςελ. 49) ενϊ 

κατά τουσ  Lakoff και  Nunez (2000)(ςελ. 206) είναι ζνασ, ιςοδφναμοσ (με αυτόν τθσ 

ιδιότθτασ τθσ πλθρότθτασ) (μεταφορικόσ) τρόποσ για τθν καταςκευι των πραγματικϊν 

αρικμϊν.  Ππωσ εξθγιςαμε ςτο 1ο Κεφάλαιο, θ «φπαρξθ» των πραγματικϊν αρικμϊν  

προθγείται από τθν απόδειξθ τθσ ςφγκλιςθσ. Ρρζπει πρϊτα να δεχτοφμε τθν «φπαρξθ» και 

μετά να πάμε ςτθν απόδειξθ μζςω ορίου. Αυτι τθν πορεία προςπάκθςα να ακολουκιςω, 

ςε ζνα επίπεδο βζβαια μακριά από τθν αυςτθρι μακθματικι κεϊρθςθ.  Ππωσ κα 

προςπακιςω να δείξω παρακάτω  θ διδαςκαλία μπορεί να προςφζρει ςτουσ μακθτζσ μια 

δυνατότθτα να αποδεχκοφν διαιςκθτικά αυτό το αξίωμα που είναι το βαςικότερο 

προκειμζνου να μπουν ςτον κόςμο του ςυςτιματοσ των πραγματικϊν αρικμϊν.  

Ραρακάτω κα προςπακιςω να αναλφςω το πϊσ αυτό κα μποροφςε να επιτευχκεί μζςα 

από τθν διδαςκαλία που παρουςίαςα παραπάνω και παράλλθλα να εξθγιςω  γιατί θ 

διδακτικι αντιμετϊπιςθ του ςχολικοφ βιβλίου είναι προβλθματικι ςε αυτό το κζμα. Για τθν 

παρακάτω ανάλυςθ κα χρθςιμοποιιςουμε κυρίωσ τισ ιδζεσ του Dubinsky (2008) που 

περιγράψαμε ςτο 3ο Κεφάλαιο.  

      Θ  διδακτικι προςζγγιςι που παρουςίαςα παραπάνω παρουςιάηει μια ομοιότθτα με 

αυτι του ςχολικοφ βιβλίου (Ανδρεαδάκθσ, et all. 1991 ςελ. 123) ςτο εξισ: Το ςχολικό βιβλίο 

αναφζρει μια προςεγγιςτικι διαδικαςία για το    . Για να περιγράψει τθν διαδικαςία, 

διακρίνει δφο ακολουκίεσ που εξελίςςονται παράλλθλα.   

«Θ μία είναι θ ακολουκία (1) των διαδοχικϊν προςεγγίςεων του    

Θ άλλθ είναι θ ακολουκία (2) των αντίςτοιχων δυνάμεων του 3, όπωσ προκφπτουν από τον 

υπολογιςμό τουσ με ζναν υπολογιςτι τςζπθσ.» 
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Ραρατθροφμε, λζει το ςχολικό βιβλίο, ότι «κακϊσ το πλικοσ των ψθφίων τθσ ακολουκίασ 

(1) αυξάνει, οι όροι τθσ ακολουκίασ (2) φαίνεται να προςεγγίηουν ζναν οριςμζνο αρικμό 

που λζγεται όριο τθσ ακολουκίασ αυτισ. Είναι επομζνωσ λογικό να ορίςουμε τθν δφναμθ 

    ωσ τθν παραπάνω οριακι τιμι.»  

Θ ομοιότθτα με αυτι τθν προςζγγιςθ είναι ότι και ςτθν δικι μου διδαςκαλία διακρίνονται 

δφο ακολουκίεσ: μια άπειρθ ακολουκία εγκιβωτιςμζνων διαςτθμάτων *αν, βν+ με άκρα τισ 

κάτω και πάνω προςεγγίςεισ του    με ν δεκαδικά ψθφία και  τθν ακολουκία των 

εγκιβωτιςμζνων διαςτθμάτων *γν, δν+ με άκρα τισ αντίςτοιχεσ προςεγγίςεισ με ν δεκαδικά 

ψθφία των αντίςτοιχων δυνάμεων με βάςθ το 2.  

Αυτζσ οι κεωριςεισ  ςυμφωνοφν με τθν άποψθ των Lakoff και  Nunez (2000) ότι, γνωςιακά, 

οι ςυνεχείσ διαδικαςίεσ είναι επαναλθπτικζσ διαδικαςίεσ , που είδαμε ςτο 3ο κεφάλαιο 

κακϊσ και τθν αντίςτοιχθ προκφπτουςα κεϊρθςθ του ορίου ςυνάρτθςθσ. 

Θ διαφορά είναι βζβαια ότι ςτθ διδαςκαλία μου κεϊρθςα ακολουκίεσ εγκιβωτιςμζνων 

διαςτθμάτων. Αυτι θ επιλογι μου ζγινε γιατί κεϊρθςα ότι αυτόσ ο τρόποσ καταςκευισ των 

πραγματικϊν αρικμϊν (δεσ και ςτο 3ο Κεφάλαιο τθν κεωρία των Lakoff, Nunez)  κα ιταν πιο 

κοντά ςτισ διαιςκιςεισ των μακθτϊν. Επίςθσ είναι ο τρόποσ που οι μακθτζσ διδάχκθκαν, με 

διαδοχικζσ προςεγγίςεισ, τθν ζννοια του    ςτθν Βϋ Γυμναςίου. Επίςθσ ςτθν φάςθ αυτι τθσ 

διδαςκαλίασ , δεν δίνεται  βάροσ ςτθν λζξθ «προςζγγιςθ» αλλά ςε λζξεισ «ςταςιμότθτα», 

«καταλιγει», «φτάνει», που είναι μακριά από το λεξιλόγιο του ςχολικοφ βιβλίου. Βζβαια 

κα παρατθριςατε πικανόν ότι ο τίτλοσ αυτόσ δραςτθριότθτασ ςτο φφλο εργαςίασ 

αναφζρεται ςτθ  «προςζγγιςθ» του    . Αυτόσ, ασ κεωριςουμε προςωρινά, ότι 

αναφζρεται με τθν ζννοια τθσ γνωςτικισ προςζγγιςθσ, τθσ «ςφλλθψθσ».  

Μια πιο ςθμαντικι, ωςτόςο διαφορά με το ςχολικό βιβλίο, που κα αναλφςουμε 

παρακάτω, είναι ότι ςτθν δικι μου διδαςκαλία θ μία από αυτζσ τισ δφο ακολουκίεσ (αυτι 

που αφορά ςτο   ) φαίνεται να ζχει ζνα «όριο»: το   , ςτο οποίο αναφζρκθκα και 

προθγουμζνωσ. Αντίκετα το ςχολικό βιβλίο αφινει  τελείωσ αςχολίαςτο το τι γίνεται με τθν 

ακολουκία (1). Κα εξθγιςουμε ςτα παρακάτω γιατί αυτι είναι μια ςθμαντικι παράλειψθ: 

Κυμίηουμε ότι θ Dubinsky (2008) εςτιάηει το ενδιαφζρον τθσ ςε δφο παραμζτρουσ 

που, κεωρεί, ότι μποροφν να οδθγιςουν κάποιον να ενκυλακϊςει μια άπειρθ διαδικαςία 

ςε ζνα αντικείμενο και μζςω αυτισ τθσ ενκυλάκωςθσ να καταςτιςει το άπειρο γνωςιακά 

επιτεφξιμο (ενεργεία άπειρο): ςτο να καταφζρει να δει  τθν μία από τισ δφο διαδικαςίεσ ωσ 
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ολοκλθρωμζνθ ολότθτα και να καταφζρει να δει τθν άλλθ  διαδικαςία ωσ ςυντονιςμζνθ με 

αυτι που ζχει μια τελικι κατάςταςθ ςτο άπειρο.    

Αν δεχκοφμε τθν υπόκεςθ αυτι, τότε θ διαδικαςία που κάνει το βιβλίο δεν 

φαίνεται να βοθκά τουσ μακθτζσ να ενκυλακϊςουν τθν ζννοια του    : 

Το βιβλίο προτείνει ςτο μακθτι να δει τθν όλθ διαδικαςία ςαν μια αντιςτοίχιςθ 

ανάμεςα ςτουσ όρουσ δφο ακολουκιϊν. Αυτό το επιβεβαιϊνει με δφο τρόπουσ. Ρρϊτα 

οπτικά παρουςιάηοντασ τθν παρακάτω εικόνα:  

1,    1,4    1,41,   1,414,    1,1412,     ……….                        (1) 

31,   31,4,   31,41,     31,414,     31,1412       ………                           (2)  

αλλά και ρθτϊσ μιλϊντασ για τθν «αντίςτοιχθ ακολουκία δυνάμεων» 

Επιπλζων όπωσ είπαμε και πριν, δεν αναφζρεται κακόλου ςτο τι ςχζςθ ζχει θ 

ακολουκία (1) με το   . Αντίκετα αναφζρει ότι «όςο το πλικοσ των δεκαδικϊν ψθφίων τθσ 

ακολουκίασ (1) αυξάνει, τότε οι όροι τθσ ακολουκίασ (2)  φαίνεται να προςεγγίηουν ζναν 

οριςμό, που λζγεται οριακι τιμι ι όριο τθσ ακολουκίασ αυτισ». Δθλαδι φαίνεται ότι και οι 

δφο ακολουκίεσ δεν ζχουν μια «τελικι κατάςταςθ». Για τθν δφναμθ     , λζει ότι «είναι 

λογικό να τθν ορίςουμε ωσ το όριο τθσ ακολουκίασ (2)). Θ προςωπικι μου άποψθ είναι ότι 

δεν φαίνεται και τόςο «λογικό». Αλλά και ςτα πλαίςια τθσ Dubinsky (2008) δεν φαίνεται ότι 

μζςα από μια τζτοια διαδικαςία μπορεί ο μακθτισ να ενκυλακϊςει τθν διαδικαςία ςε ζνα 

αντικείμενο και ςτθν περίπτωςθ μασ να δει τον     ςαν ζνα αρικμό. Δεν πλθρείται καμία 

από τισ δφο προχποκζςεισ που φαίνεται να είναι απαραίτθτεσ: οφτε θ μία διαδικαςία ζχει 

μία εμφανι «τελικι κατάςταςθ», οφτε και υπάρχει ςυντονιςμόσ ανάμεςα ςτισ δφο άπειρεσ 

διαδικαςίεσ. Για το τελευταίο, κα απαιτείτο θ αντιςτοιχία να μπορεί να ειδωκεί ςαν 

ολότθτα. Αν μείνουμε ςτθν αντιςτοιχία ζτςι όπωσ τθν περιγράφει το βιβλίο, τότε, ιδιαίτερα 

μετά από οριςμζνα πρϊτα βιματα, δεν εςτιάηουμε ςτθν ςφνδεςθ των δφο παράλλθλων 

διαδικαςιϊν αλλά μόνο ςτα εξαγόμενα (ςτισ δυνάμεισ του 3). Ζτςι όμωσ θ ακολουκία των 

δυνάμεων  δεν «καταλιγει» ποτζ, ςυνεχίηεται επϋ άπειρον, εφόςον οι εκκζτεσ δεν 

εξαντλοφνται.  

Στθν περίπτωςθ τθσ διδαςκαλίασ μου :  

- Θ πορεία τθσ διδαςκαλίασ όπου εξετάηονται τα πρϊτα, πεπεραςμζνου πλικουσ, 

βιματα κα μποροφςε να βοθκιςει τουσ μακθτζσ να εςωτερικοποιιςουν τισ δράςεισ 

(χωριςμόσ ςε 2, 10, 100 κομματάκια) ςε μια διαδικαςία που ςυνεχίηεται για άπειρα 



105 
 

βιματα και ςτθν οποία ο ρόλοσ τθσ ςυνάρτθςθσ παραμζνει να είναι ο ςυντονιςμόσ 

των δφο ανεξάρτθτων διαδικαςιϊν (όπωσ είχα δείξει ςτθν ανάλυςθ τθσ   

προθγοφμενθσ φάςθσ τθσ διδαςκαλίασ) και, υποκζτω, και ςτισ διαδικαςίεσ που 

προκφπτουν από τα εγκιβωτιςμζνα διαςτιματα. Μια ζνδειξθ ότι κάποιοι μακθτζσ 

ζχουν εςωτερικοποιιςει τισ δράςεισ ςε μια διαδικαςία είναι ο παρακάτω διάλογοσ 

που ζγινε λίγο πριν αρχίςουμε τθν διαδικαςία που ςυηθτάμε : Κ «Είναι 22 = 

21,41421356…. Αν ο εκκζτθσ ιταν ρθτόσ κα μποροφςα να τον βρω ςτον χωριςμό που 

ζκανα πριν ςε 10, 100, 1000,…… κομματάκια. Κάπου κα τον ςυναντοφςα. Αλλά 

αυτόσ…, δεν ξζρω τα δεκαδικά του ψθφία. Είναι άπειρα και μθ επαναλαμβανόμενα. 

Άρα ςε αυτι τθν διαδικαςία του χωρίςματοσ – να μικρφνω δθλαδι τα διαςτιματα 

ϊςτε να γεμίςω τα κενά – δεν κα εμφανιςτεί το   , γιατί δεν είναι ρθτόσ». Μ: 

«Ράλι όμωσ μπορϊ να το βρω (εννοεί το
22 )  ζςτω ςτο περίπου». Αυτό ςθμαίνει 

ότι αυτόσ ο μακθτισ ζχει δει ότι αυτι θ διαδικαςία μπορεί να ςυνεχίηεται ςτο 

άπειρο.   

 Οι μακθτζσ κα μποροφςαν να δουν τθν διαδικαςία που ςχετίηεται με το    ωσ μία 

διαδικαςία που κα ολοκλθρωκεί. Αυτό κα μποροφςαν να το αντιλθφκοφν γιατί ζχει 

τονιςτεί ςτθν διδαςκαλία ότι «μποροφμε να βάλουμε πάνω ςτθν ευκεία τον   , 

(κακθγθτισ)» ότι «ξζρουμε το     είναι το 2 εισ τθν 0,5(μακθτισ, που παραπζμπει 

ςε όςα ζχουν ειπωκεί προθγουμζνωσ ςτθ διδαςκαλία)».  

Ο ςυντονιςμόσ τθσ διαδικαςίασ που ςχετίηεται με το   , και που οι μακθτζσ 

μποροφν να δουν όπωσ είπαμε ωσ ολοκλθρωμζνθ, με τθν διαδικαςία που ςχετίηεται 

με το
22  κα μποροφςε να τουσ διευκολφνει να ςυλλάβουν και τθν τελευταία ωσ 

μια ολοκλθρωμζνθ ολότθτα, δθλαδι να ενκυλακϊςουν τθν διαδικαςία ςε ζνα 

(μακθματικό) αντικείμενο, τον αρικμό 
22 .   

Βλζπουμε ότι, όπωσ και ςτθν περίπτωςθ τθσ ενκυλάκωςθσ τθσ δφναμθσ με ρθτό 

εκκζτθ, ςθμαντικό ρόλο μπορεί να παίξει θ κεϊρθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ωσ 

«ςυντονιςτισ» ανάμεςα ςε δφο ανεξάρτθτεσ διαδικαςίεσ, και όχι ςαν ζνασ 

«κανόνασ» αντιςτοίχθςθσ ανάμεςα ςτισ τιμζσ δφο ςυνόλων.   

Κριτικι 

- Κεϊρθςα ωσ δεδομζνο ότι οι μακθτζσ καταλαβαίνουν ότι «με αυτοφσ τουσ 

χωριςμοφσ παίρνουμε ςτθν ουςία ρθτοφσ αρικμοφσ» πράγμα που δεν είναι 

κακόλου προφανζσ για αυτοφσ (αφοφ προχποκζτει να κατανοοφν τθν ζννοια τθσ 
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αςυμμετρίασ αλλά και τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν) , όπωσ είδαμε και 

ςτο 3ο Κεφάλαιο ( π.χ Fischbein, 1991). Γενικότερα κα ζπρεπε να δείξω περιςςότερθ 

προςοχι ςτο τι ςθμαίνει «ο άρρθτοσ   » παρά να κεωριςω ότι είναι κάτι για το 

οποίο ζχουν είδθ μια βακιά κατανόθςθ. Κα δοφμε και ςτθν ανάλυςθ του 

ερωτθματολογίου, ςτο επόμενο κεφάλαιο, ότι αυτι θ υπόκεςθ δεν ιςχφει. 

 

3η Υϊςη: Από το όριο ςτην ςυνϋχεια 

 

- Ο πραγματικόσ αρικμόσ ςαν ζνα όριο  

Στθν φάςθ αυτι ο κακθγθτισ ερμθνεφει το «φτάνει ςε ζναν αρικμό» με τθν μακθματικι 

ζννοια του ορίου:  Κακθγθτισ : «Φτάνει ςε ζναν αρικμό. Με ποια ζννοια, αφοφ είναι 

άπειρθ διαδικαςία, δεν φτάνει ποτζ πουκενά. Με ποια ζννοια φτάνει ςε ζναν αρικμό τότε. 

Υπάρχει κάποιοσ αρικμόσ, άρρθτοσ, δεν τον ξζρουμε αυτόσ ποιοσ είναι, αλλά με αυτιν τθν 

διαδικαςία μποροφμε να τον προςεγγίςουμε όςο κοντά κζλουμε, με οποιαδιποτε δεκαδικι 

προςζγγιςθ κζλουμε….. Τι ςθμαίνει αυτό; Ζναν αρικμό που μποροφμε να τον 

προςεγγίςουμε με όςα δεκαδικά ψθφία κζλουμε, τον κεωροφμε γνωςτό. Και δεν ςασ είναι 

ξζνο αυτό. Το ρίηα2 τι είναι; Ζνασ άρρθτοσ…. Δεν τον ξζρουμε ακριβϊσ αλλά μποροφμε να 

τον προςεγγίςουμε με οςαδιποτε δεκαδικά ψθφία κζλουμε. Με τθν ίδια ζννοια, και αυτόν 

τον αρικμό (
22 ) τον  ξζρουμε, υπάρχει.  

- Ρωσ τελικά καλφπτονται τα κενά;  

Ο κακθγθτισ δίνει τθν παρακάτω εξιγθςθ: «Άρα μπορϊ να βάλω το ρίηα2 πάνω ςτο 

πινακάκι και τον 
22 από κάτω….  Αν δεχτϊ δθλαδι *ςχεδιάηει ζνα ςφςτθμα αξόνων+ ότι το 

χ που παίρνει τιμζσ πάνω ςτον χϋχ μπορεί να πάρει όλεσ τισ πραγματικζσ τιμζσ ,χωρίσ να 

αφινει κανζνα κενό ,αυτό το δζχομαι αξιωματικά. Πτι αν πάρω όλουσ τουσ πραγματικοφσ 

ςτον χϋχ, τότε δεν μζνει κανζνα κενό. Τότε, αν πάρω λοιπόν όλα τα χ πάνω ςτον χϋχ, ζχει 

νόθμα και το 2χ, είπαμε  
22 ζχει νόθμα, υπάρχει αυτό το πράγμα και ομοίωσ τα άλλα, τότε 

κα μείνει κανζνα κενό; *Σχεδιάηει ςτον πίνακα τθν γραφικι παράςταςθ τθσ ψ = 2χ+ Κα 

μείνει κανζνα κενό; Πχι….. Το καταλάβατε παιδιά, ότι πράγματι, κεωρθτικά, υπάρχει 

τρόποσ, να καλφψω όλα τα κενά και να πάρω μία ςυνεχόμενθ γραμμι, θ οποία είναι και θ 

γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ψ = αχ;» 
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Οι μακθτζσ δεν φάνθκε να πείκονται και ιδιαίτερα ζνασ μακθτισ (ο Γιάννθσ1) που είχε 

εκφράςει τισ αντιρριςεισ  ςε όλθ τθν διάρκεια τθσ διδαςκαλίασ. Με αυτό το κζμα κα 

αςχολθκοφμε ςτο 7ο Κεφάλαιο.  

Ανϊλυςη τησ 3ησ Υϊςησ  

- Ρωσ ο κακθγθτισ «κάλυψε τα κενά»; 

 

Ο κακθγθτισ πρϊτα «εξαςφάλιςε» ότι θ ςυνάρτθςθ f(x) = 2x ορίηεται ςτο   , 

δθλαδι ότι «υπάρχει»  ο αρικμόσ 22 και ςτθ ςυνζχεια «ζδειξε» (μζςα από τισ 

διαδοχικζσ προςεγγίςεισ) ότι το όριο             είναι ο αρικμόσ 
22  γιατί, αν 

χρθςιμοποιιςουμε τθν μθ τυπικι γλϊςςα του ςχολικοφ βιβλίου τθσ Γϋ Λυκείου 

(ςελ. 160), «οι τιμζσ f(x) βρίςκονται οςοδιποτε κοντά κζλουμε ςτο 
22 , για όλα τα  

χ     , που βρίςκονται «αρκοφντωσ κοντά» ςτο   ». Άρα, ςφμφωνα με τον οριςμό 

τθσ ςυνζχειασ ςε ςθμείο, θ ςυνάρτθςθσ είναι ςυνεχισ ςτο    , και αφοφ αυτό 

ιςχφει για όλεσ τισ τιμζσ του χ, κα είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ, άρα και θ γραφικι τθσ 

παράςταςθ κα είναι μια «ςυνεχόμενθ γραμμι»,  δθλαδι μια γραμμι χωρίσ «κενά».  

Βζβαια, δεν είχα ςτο μυαλό μου τθν μακθματικι κεϊρθςθ τθσ ςυνζχειασ, μζςω του 

ορίου, δεν είχα φυςικά τθν απαίτθςθ να αναγνωρίςουν τθν μακθματικι ζννοια τθσ 

ςυνζχειασ, ζτςι όπωσ δίνεται από τον τυπικό οριςμό. Στθν πραγματικότθτα 

ςκεφτόμουν με ζναν τρόπο πολφ «φυςικό» για μζνα και ανζμενα ζτςι να ςκεφτοφν 

και οι μακθτζσ. Το κλειδί για να το κατανοιςουμε αυτό, όπωσ κα δοφμε, είναι να 

ερμθνεφςουμε τθν λζξθ «κενό» και μάλιςτα πωσ το αντιλαμβάνεται ο κακθγθτισ 

και πωσ οι μακθτζσ. Αυτό κα μασ εξθγιςει και το γιατί οι μακθτζσ «δεν κάλυψαν 

τελικά τα κενά». Πμωσ για να το ερμθνεφςουμε αυτό κα χρειαςτεί να μιλιςουμε με 

τθν γλϊςςα ενόσ τελείωσ διαφορετικοφ κεωρθτικοφ πλαιςίου, αυτό των 

ενςωματωμζνων Μακθματικϊν των  Lakoff και Nunez, πράγμα που κα κάνουμε ςτο 

Κεφάλαιο 7.  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 6ο:  ΣΟ ΕΡΩΣΗΜΑΣΟΛΟΓΙΟ 

 

Θ πειραματικι διδαςκαλία που παρουςίαςα ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο 

πραγματοποιικθκε ςε δφο τμιματα τθσ Βϋ Λυκείου (50  μακθτζσ ςυνολικά – 

πειραματικι ομάδα) και μερικζσ θμζρεσ μετά τθν διδαςκαλία μοίραςα ςτουσ 

μακθτζσ ζνα ερωτθματολόγιο (δεσ ΡΑ΢Α΢ΤΘΜΑ 5). Για να το ςυμπλθρϊςουν είχαν 

ςτθν διάκεςι τουσ περίπου μιςι ϊρα. Το ίδιο ερωτθματολόγιο το μοίραςα και ςε 

δφο άλλα τμιματα τθσ Βϋ Λυκείου του ίδιου ςχολείου ςτα οποία δίδαςκαν το 

μάκθμα τθσ άλγεβρασ δφο άλλοι μακθματικοί του ςχολείου. Οι μακθτζσ αυτϊν των 

δφο τμθμάτων (40 μακθτζσ ςυνολικά – ομάδα ελζγχου) είχαν επίςθσ διδαχκεί τθν 

εκκετικι και τθν λογαρικμικι ςυνάρτθςθ αλλά με τον τρόπο που περιγράφει το 

ςχολικό βιβλίο.  

Το Λφκειο ςτο οποίο αναφζρομαι βρίςκεται ςε ζνα προάςτιο τθσ Ακινασ. Το μζςο 

κοινωνικό –οικονομικό επίπεδο των κατοίκων αυτοφ του προαςτίου κεωρείται 

μζςο.     

Το ερωτθματολόγιο αυτό το καταςκεφαςα επιλζγοντασ ερωτιςεισ (με πολφ μικρζσ 

αλλαγζσ ςε οριςμζνεσ) από ζρευνεσ τθσ διδακτικισ των Μακθματικϊν πάνω ςτθν 

κατανόθςθ του ςυνόλου των ρθτϊν και του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν 

από μακθτζσ ίδιασ περίπου θλικίασ (ςτισ περιςςότερεσ περιπτϊςεισ) με τουσ 

μακθτζσ τθσ παροφςασ εργαςίασ. 

 Ο λόγοσ που καταςκεφαςα το ερωτθματολόγιο αυτό ιταν για να διαπιςτϊςω αν θ 

διδαςκαλία  μου είχε κάποια επίδραςθ ςτθν κατανόθςθ των μακθτϊν για τισ 

δυνάμεισ, τθν πυκνότθτα και γενικά ςτθν κατανόθςθ των πραγματικϊν αρικμϊν. Τα 

ςυμπεράςματα που κα παρουςιάςω παρακάτω προκφπτουν από τθν ςφγκριςθ των 

δφο ομάδων (πειραματικι και ελζγχου) κακϊσ και από τα ευριματα των ερευνϊν 

από όπου πιρα τισ ερωτιςεισ.  Θ πλιρθσ παρουςίαςθ των αποτελεςμάτων του 

ερωτθματολογίου βρίςκεται ςτο ΡΑ΢Α΢ΤΘΜΑ 6. Εδϊ κα παρουςιάςω και κα 

ςχολιάςω ςυνοπτικά τα πιο ενδιαφζροντα ευριματα.  

 

Ερϊτθςθ 1: Δυνάμεισ με εκκζτθ ρθτό.  

΢φγκρινε τα παρακάτω ηεφγθ αρικμϊν χρθςιμοποιϊντασ ζνα από  

       τα ςφμβολα < ,  =,   ι   >  

α) 56 ….57   β) 0,56 ….0,57 γ) 50,6….50,7 δ) 0,50,6….0,50,7ε) 50,7 … 60,7  η) 0,50,7 …. 0,60,7 
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Τθν ερϊτθςθ αυτι τθν πιρα (με μικρζσ μετατροπζσ ςτα νοφμερα και προςκζτοντασ 

τισ ερωτιςεισ γ) και δ)) από ζνα μεγαλφτερο ερωτθματολόγιο που παρουςιάηεται 

ςτο άρκρο των Pitta-Pantazi, D. - Christou, C. - Zachariades, T. (2007), ςτο οποίο 

αναφερκικαμε και ςτο κεωρθτικό μζροσ τθσ παροφςασ εργαςίασ,  που είχε ςκοπό 

να περιγράψει και να αναλφςει τα επίπεδα κατανόθςθσ των δυνάμεων από τουσ 

μακθτζσ Λυκείου. Οι ερευνθτζσ ςτο άρκρο αυτό μζςα από τθν κατάλλθλθ 

ςτατιςτικι επεξεργαςία των απαντιςεων ςτο ερωτθματολόγιο αλλά και μζςα από 

θμι – δομθμζνεσ ςυνεντεφξεισ, κατζταξαν τουσ μακθτζσ ςε τρείσ κατθγορίεσ: 

Ομάδα 1: Χαμθλζσ επιδόςεισ. Ρρο εννοιολογικό (pre – conceptual) επίπεδο 

κατανόθςθσ. Αρχζτυπο (prototype) του επαναλαμβανόμενου πολλαπλαςιαςμοφ για 

φυςικοφσ εκκζτεσ. Θ φψωςθ ςε εκκζτθ ωσ μια δράςθ. Μόνο διαδικαςτικι 

κατανόθςθ.  

Ομάδα 2: Μζτριεσ επιδόςεισ. Εννοιολογικό (conceptual) επίπεδο κατανόθςθσ. 

Επζκταςθ των αρχετυπικϊν μορφϊν και για αρνθτικοφσ ακζραιουσ εκκζτεσ. 

Εςωτερίκευςθ τθσ δράςθσ ςε διαδικαςία.  

Ομάδα 3: Υψθλζσ επιδόςεισ. Αναδομθμζνο (restructured) επίπεδο κατανόθςθσ. 

Αναδιοργάνωςθ τθσ γνϊςθσ. Αναγνϊριςθ των δυνάμεων ωσ μακθματικά 

αντικείμενα.  

Από τα αποτελζςματα του ερωτθματολογίου που ζδωςα ςτουσ μακθτζσ (δεσ 

ΡΑ΢Α΢ΤΘΜΑ 6) για τθν ερϊτθςθ 1 μποροφμε να κάνουμε τισ παρακάτω 

παρατθριςεισ:  

- ΢την ερώτηςη 1)α) και ςτισ τρείσ περιπτϊςεισ τα ποςοςτά των ςωςτϊν 

απαντιςεων είναι πολφ υψθλά. Αυτό δείχνει τθν (διαδικαςτικι) κατανόθςθ 

του αρχετφπου του επαναλαμβανόμενου πολλαπλαςιαςμοφ από τουσ 

μακθτζσ. Ο πικανότεροσ τρόποσ που ςκζφτθκαν: «Μδια βάςθ, μεγαλφτεροσ 

εκκζτθσ, άρα μεγαλφτερθ και θ δφναμθ».  

 

- ΢την ερώτηςη 1)β), το μεγαλφτερο ποςοςτό ςωςτϊν απαντιςεων 

παρουςιάηεται ςτθν ομάδα ελζγχου(65%) και το μικρότερο ςτθν ομάδα του 

άρκρου (42%) ενϊ θ πειραματικι ομάδα βρίςκεται ανάμεςα (56%). Βζβαια 

όλα αυτά τα ποςοςτά είναι ςθμαντικά μικρότερα από τα αντίςτοιχα τθσ 

πρϊτθσ ερϊτθςθσ. Αυτό (Pitta-Pantazi, D. - Christou, C. - Zachariades, T. 

,2007) οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι θ τυφλι εφαρμογι των αρχετυπικϊν 

παραδειγμάτων μπορεί να οδθγιςει ςε παρερμθνείεσ τουσ μακθτζσ όταν 

αυτοί δεν ζχουν μια ουςιαςτικι  κατανόθςθ (ςτθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ) 

των κλαςματικϊν αρικμϊν. Βζβαια θ παρερμθνεία εδϊ είναι ότι «ο 

πολλαπλαςιαςμόσ κάνει κάτι μεγαλφτερο» (Fischbein, 1993). 
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- ΢την ερώτηςη 1)γ) (50,6 …  50,7)  ζχουμε τθν μεγαλφτερθ και πιο αξιοςθμείωτθ 

διαφορά (για τα υποερωτιματα τθσ ερϊτθςθσ 1) ςτισ ςωςτζσ απαντιςεισ 

ανάμεςα ςτθν ομάδα ελζγχου και τθν πειραματικι ομάδα (18% διαφορά 

υπζρ τθσ πειραματικισ ομάδασ). Θ διαφορά αυτι μασ επιτρζπει ίςωσ να 

εικάςουμε ότι ζχει επιδράςει κετικά θ διδαςκαλία, αφοφ αυτι ακριβϊσ θ 

περίπτωςθ ιταν που εξετάςτθκε ςε αυτιν: ςτθν διδαςκαλία είχαμε 

ερμθνεφςει με τουσ μακθτζσ τθν περίπτωςθ του 20,5 («το μιςό του 2 

πολλαπλαςιαςτικά» ι «ο αρικμόσ που αν τον πολλαπλαςιάςω δφο φορζσ με 

τον εαυτό του μου κάνει 2»), το 20,1 («χωρίηω πολλαπλαςιαςτικά το 2 ςε 

δζκα ίςα κομματάκια και παίρνω το 1 από αυτά» ι «ο αρικμόσ που αν τον 

πολλαπλαςιάςω 10 φορζσ με τον εαυτό του μου κάνει 2») και ομοίωσ το 21,4. 

Άρα ζνασ μακθτισ κα μποροφςε, για παράδειγμα, να ςκεφτεί (ςφμφωνα με 

τθν διδαςκαλία) ότι «οι 0,6 παράγοντεσ του 5 είναι μικρότερο από τουσ 0,7 

παράγοντεσ του 5», ι «χωρίηουμε, πολλαπλαςιαςτικά, το 5 ςε 10 ίςα 

κομματάκια και τθν μία φορά παίρνουμε 6 τζτοια κομματάκια ενϊ τθν άλλθ 

7, δθλαδι περιςςότερα».  

Βζβαια δεν μπορϊ να ιςχυριςτϊ με βεβαιότθτα ότι κάποιοι μακθτζσ 

ςκζφτθκαν με αυτό τον τρόπο, αλλά κεωρϊ πικανό ότι θ διαιςκθτικι τουσ 

κατανόθςθ  για τζτοιου είδουσ παραςτάςεισ, ενιςχφκθκε μζςα από τθν 

διδαςκαλία.  

Θ παραπάνω εικαςία επιβεβαιϊνεται και από τθν διαφορά (10%) ςτθν 

επίδοςθ τθσ πειραματικισ ομάδασ ςτθν ερϊτθςθ 1)ε): «οι 0,7 παράγοντεσ 

ίςοι με 5 είναι μικρότεροσ αρικμόσ από τουσ 0,7 παράγοντεσ ίςουσ με 6».   

 

- ΢την ερώτηςη 1)δ) (0,50,6….0,50,7)  θ διαφορά υπζρ τθσ πειραματικισ ομάδα 

μειϊνεται ςτο 5%. Εδϊ φανερϊνεται μια αβλεψία τθσ διδαςκαλίασ για 

αυτοφ του είδουσ των περιπτϊςεων. Θ ίδια λογικι τθσ προθγοφμενθσ 

ερϊτθςθσ (θ λογικι που τονίςτθκε ςτθν διδαςκαλία) εδϊ κα μποροφςε να 

οδθγιςει τουσ μακθτζσ ςτθν ςκζψθ: «χωρίηω το 0,5 ςε 10 ίςα κομματάκια 

και τθν μια φορά παίρνω 6 από αυτά ενϊ τθν άλλθ φορά παίρνω 7» μπορεί 

να οδθγιςει, με μια βιαςτικι κεϊρθςθ, ςε λανκαςμζνθ απάντθςθ! Κα 

ζπρεπε ςτθν διδαςκαλία να ζχουμε εξετάςει και περιπτϊςεισ ςαν αυτι τισ 

ερϊτθςθσ 1)δ) ϊςτε να αποτρζψουμε πικανζσ παρανοιςεισ. Κα μποροφςε 

να είχε αντιμετωπιςτεί κάπωσ ζτςι: «Τι ςθμαίνει χωρίηω πολλαπλαςιαςτικά 

το 0,5 ςε 10 ίςα κομματάκια: βρίςκω ζναν αρικμό που αν πολλαπλαςιαςτεί 

10 φορζσ με τον εαυτό του δίνει το 0,5, άρα όςα πιο πολλά τζτοια 

κομματάκια πάρω τόςο πιο μικρόσ κα είναι ο αρικμόσ» ι με τθν λογικι: «οι 

0,6 παράγοντεσ ίςοι με 0,5 είναι αρικμόσ μεγαλφτεροσ από τουσ 0,7 

παράγοντεσ ίςουσ με το 0,5 γιατί όταν πολλαπλαςιάηεται ςυνεχϊσ ζνασ 

αρικμόσ μικρότεροσ του 1 παίρνεισ όλο και μικρότερα νοφμερα.»  
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Ερωτιςεισ 2 και 3: Ικανότθτα διάκριςθσ των ρθτϊν από τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ  

    2)   Θεωρείςτε τον ακόλουκο αρικμό 012122122212… (υπάρχει ζνασ άπειροσ  αρικμόσ 

ψθφίων όπου ο αρικμόσ των 2 μεταξφ των 1 αυξάνεται κατά ζνα). Είναι αυτόσ ζνασ ρθτόσ ι 

άρρθτοσ αρικμόσ; Πϊσ το ξζρετε; 

  3)      Θεωρείςτε το 53/83. Καλζςτε αυτόν τον αρικμό Μ. ΢τθν εκτζλεςθ αυτισ  

            τθσ  διαίρεςθσ, θ οκόνθ του υπολογιςτι δείχνει το 0.63855421687. Είναι  

            ο Μ ζνασ ρθτόσ ι άρρθτοσ αρικμόσ; Εξθγιςτε 

 

Οι ερωτιςεισ 2 και 3 ζχουν παρκεί από το άρκρο των Zazkis -  Sirotic, (2004). Στο 

άρκρο αυτό εξετάηεται πωσ οι αναπαραςτάςεισ επθρεάηουν τισ αποφάςεισ για τθν 

αρρθτότθτα. Στθν ερϊτθςθ 3 δόκθκε  μια κλαςματικι αναπαράςταςθ  (53/83)  που  οι 

δφο ερευνιτριεσ ονομάηουν «διαφανι» αναπαράςταςθ ενόσ  ρθτοφ αρικμοφ: ο οριςμόσ 

ενόσ ρθτοφ αρικμοφ ςτθρίηεται ςτθν φπαρξθ τθσ αναπαράςταςθσ α/β. Πταν ζνασ 

πραγματικόσ αρικμόσ δεν μπορεί να αναπαραςτακεί κατά αυτόν τον τρόπο, λζγεται 

άρρθτοσ. Μζχρι τθν τυπικι καταςκευι των άρρθτων αρικμϊν, για παράδειγμα από τισ 

τομζσ Dedekind, αυτό το ιδιαίτερο αναπαραςταςιακό χαρακτθριςτικό γνϊριςμα 

χρθςιμοποιοφνταν ςαν ζνασ λειτουργικόσ οριςμόσ του άρρθτου αρικμοφ. Δθλαδι, άρρθτοσ 

αρικμόσ είναι ζνασ αρικμόσ που δεν μπορεί να αναπαραςτακεί ςαν ζνασ λόγοσ ακεραίων. 

Ζνασ ιςοδφναμοσ οριςμόσ των άρρθτων αρικμϊν αναφζρεται ςτθν άπειρθ και μθ 

επαναλαμβανόμενθ δεκαδικι του αναπαράςταςθ. Στθν ερϊτθςθ 2 δόκθκε μια άπειρθ 

μθ επαναλαμβανόμενθ δεκαδικι αναπαράςταςθ (0,12122122212…) που είναι επίςθσ 

μια «διαφανι» αναπαράςταςθ ενόσ άρρθτου αρικμοφ, με τθν ζννοια ότι θ αρρθτότθτα του 

αρικμοφ μπορεί να προκφψει από τθν αναπαράςταςι του. 

Δεν ιςχφει όμωσ το ίδιο με τθν αναπαράςταςι του δεκαδικοφ (0,63855421687…) τθν οποία 

οι δφο ερευνιτριεσ  ονομάηουν «αδιαφανι» αναπαράςταςθ (δεν μποροφμε αν διακρίνουμε 

από αυτι τθν αναπαράςταςθ αν ζχουμε επανάλθψθ ι όχι των δεκαδικϊν ψθφίων, δθλαδι 

αν ο αρικμόσ είναι ρθτόσ ι άρρθτοσ)    

Οι ερωτιςεισ, ςτθν παραπάνω ζρευνα, δόκθκαν ςε ζνα δείγμα 46 μελλοντικϊν 

κακθγθτϊν μακθματικϊν οι οποίοι καλοφνταν να απαντιςουν αλλά και να 

αιτιολογιςουν τισ απαντιςεισ τουσ. Από τθν επεξεργαςία των ερωτθματολογίων 

τουσ προζκυψε ότι τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων με ςωςτι αιτιολόγθςθ 

ιταν αρκετά χαμθλότερα από αυτά που παρουςιάηονται ςτο Ραράρτθμα 6 (όπου 

ζχω παραλείψει τθν διάκριςθ τθσ ςωςτισ ι μθ αιτιολόγθςθσ για να ςυγκρικεί με το 

ερωτθματολόγιο που ζδωςα ςτουσ μακθτζσ ςτο οποίο αρκετοί μακθτζσ δεν 

αιτιολόγθςαν τισ απαντιςεισ τουσ και τελικά δεν προχϊρθςα ςε μια τζτοια 

κατθγοριοποίθςθ.)  
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Τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ των δφο ερευνθτριϊν, είναι ότι για μια ςθμαντικι 

μειονότθτα των μελλοντικϊν κακθγθτϊν μακθματικϊν: 

 οι οριςμοί των άρρθτων, όπωσ και των ρθτϊν, αρικμϊν δεν ιταν ςτο «ενεργό» 

ρεπερτόριο τθσ γνϊςθσ τουσ 

 υπιρχε μια τάςθ να βαςίηονται ςτο κομπιουτεράκι και εξζφραςαν τθν προτίμθςθ 

τουσ ςτθν δεκαδικι αναπαράςταςθ παρά ςτθν κλαςματικι αναπαράςταςθ   

 υπιρχε μια ςφγχυςθ ανάμεςα ςτθν αρρθτότθτα και τθν άπειρθ δεκαδικι 

αναπαράςταςθ, ανεξάρτθτα από τθν δομι αυτισ τθσ αναπαράςταςθσ 

 θ ιδζα του «επαναλαμβανόμενου μοτίβου (pattern)» ςτθν δεκαδικι 

αναπαράςταςθ των αρικμϊν πολλζσ φορζσ γενικευόταν ϊςτε τελικά να 

ςυμπεριλαμβάνει οποιοδιποτε μοτίβο (pattern). 

 

Πλεσ οι παραπάνω διαπιςτϊςεισ ιςχφουν και μάλιςτα ςε ςθμαντικά μεγαλφτερο βακμό, και 

για τουσ μακθτζσ του δικοφ μου ερωτθματολογίου:  

       Θ πρϊτθ παρατιρθςθ επιβεβαιϊνεται από το μεγάλο ποςοςτό μακθτϊν που δεν 

απάντθςαν (ιδιαίτερα ςτθν ερϊτθςθ 3), από τα χαμθλά ποςοςτά ςωςτϊν απαντιςεων αλλά 

και από αυτά που ζγραψαν οι μακθτζσ ςτο ερωτθματολόγιο (όςοι αιτιολόγθςαν τθν 

απάντθςι τουσ), π.χ.: «είναι άρρθτοσ γιατί ζχει άπειρα ψθφία (για τθν ερϊτθςθ 3)», 

«άρρθτοσ γιατί μετά από κάποια ςτιγμι επαναλαμβάνεται (για τθν ερϊτθςθ 3)», «είναι 

άρρθτοσ γιατί διαιρείται μόνο με τον εαυτό του (για τθν ερϊτθςθ 3)», «απάντθςα ςτθν 

τφχθ», «είναι άρρθτοσ γιατί θ διαίρεςθ δεν είναι τζλεια (για τθν ερϊτθςθ 3)» κ.λ.π  

       Για τθν δεφτερθ παρατιρθςθ κα μποροφςα να αναφζρω απαντιςεισ τθσ ερϊτθςθσ 3) 

όπωσ: «είναι ρθτόσ επειδι ζχει ςυγκεκριμζνο (ι πεπεραςμζνο) αρικμό ψθφίων» ι «ο 

αρικμόσ Μ είναι άρρθτοσ γιατί ο υπολογιςτισ προςεγγίηει τον αρικμό» ι «είναι ρθτόσ  γιατί 

βρίςκει ζνα ςυγκεκριμζνο αποτζλεςμα» ι «είναι ρθτόσ γιατί κάποια ςτιγμι τα ψθφία του 

ςταματοφν» ι «είναι άρρθτοσ κακϊσ δεν είναι κλάςμα»  κ.λ.π . 

Για τθν τρίτθ παρατιρθςθ: «Δεν ζχει καμία περιοδικότθτα, είναι άρρθτοσ. Μπορεί να ζχει 

και άλλα ψθφία (ερϊτθςθ 3)», «Ο Μ που ζχει οριςτεί ωσ κλάςμα είναι ρθτόσ αρικμόσ, 

παρόλο που με τθν διαίρεςθ του κλάςματοσ το αποτζλεςμα είναι ζνασ άρρθτοσ δεκαδικόσ 

με κάμποςα ψθφία» , «(ερϊτθςθ 3) είναι άρρθτοσ γιατί ζχει άπειρα δεκαδικά ψθφία» κ.λ.π  

Για τθ τζταρτθ παρατιρθςθ: (για τθν ερϊτθςθ2)  «Είναι ρθτόσ διότι παρουςιάηει μια 

περιοδικότθτα και οι περιοδικοί αρικμοί μποροφν να γραφτοφν ςε κλάςμα» , «είναι ρθτόσ 

επειδι είναι περιοδικόσ» κ.λ.π  

Κα προςπακιςω παρακάτω να δϊςω μια ερμθνεία για τθν μεγάλθ απόκλιςθ που 

παρουςιάηεται ςτα ποςοςτά των ςωςτϊν  απαντιςεων ςτθν τρίτθ ερϊτθςθ (60% ςτθν 

πειραματικι ομάδα ζναντι μόλισ 28% ςτθν ομάδα ελζγχου) όταν μάλιςτα ςτθν δεφτερθ 

ερϊτθςθ τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων είναι περίπου ίδια:  

 Ασ δοφμε πρϊτα τθν αιτιολόγθςθ των μακθτϊν που απάντθςαν, ςωςτά, ότι ο 

αρικμόσ είναι ρθτόσ ςτισ δφο ομάδεσ (τα νοφμερα παριςτάνουν αρικμό μακθτϊν):  
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Αιτιολόγθςθ Ομάδα ελζγχου Ρειραματικι ομάδα 

Κλάςμα 4 14 

Τζλεια διαίρεςθ  2 1 

Συγκεκριμζνοσ (ι 

πεπεραςμζνοσ) 

αρικμόσ ι ςτακερόσ 

αρικμόσ ι δίνει 

ςυγκεκριμζνο 

αποτζλεςμα 

0 10 

Χωρίσ εξιγθςθ - Άλλο 5 5 

 

Ραρατθροφμε ότι πολλοί μακθτζσ τθσ πειραματικισ ομάδασ αιτιολόγθςαν ςωςτά 

τθν απάντθςι τουσ (ωσ κλάςμα) και ότι πολλοί μακθτζσ τθσ πειραματικισ ομάδασ 

(αλλά κανζνασ τθσ ομάδασ ελζγχου) χαρακτθρίηουν τον ρθτό αρικμό ωσ αυτόν που 

ζχει πεπεραςμζνο αρικμό δεκαδικϊν ψθφίων ι που δίνει ζνα ςυγκεκριμζνο 

αποτζλεςμα (ανεξάρτθτα αν ςτθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ οριςμζνοι τουλάχιςτον 

μπορεί να μθν κατάλαβαν ότι θ οκόνθ του υπολογιςτεί δεν δείχνει όλα τα ψθφία). 

Για να ερμθνεφςουμε αυτά τα ευριματα, κα χρειαςτεί πρϊτα να δοφμε και τισ 

απαντιςεισ αυτϊν που απάντθςαν λανκαςμζνα και μετά να ανατρζξουμε ςτθν 

διδαςκαλία.  

Θ αιτιολόγθςθ των μακθτϊν που απάντθςε λανκαςμζνα ςτθν ερϊτθςθ 3) 

(άρρθτοσ):  

Αιτιολόγθςθ Ομάδα ελζγχου Ρειραματικι ομάδα 

Καμία περιοδικότθτα 3 1 

Άπειρα δεκαδικά 

ψθφία 

3 1 

Ο υπολογιςτισ 

προςεγγίηει τον 

αρικμό 

 4 

Χωρίσ εξιγθςθ - Άλλο 16 5 

 

Ραρατθροφμε και εδϊ ότι θ ποιότθτα των επιχειρθμάτων είναι διαφορετικά ςτισ 

δφο ομάδεσ. Θ ζμφαςθ ςτθν ομάδα ζλεγχου δίνεται ςτθν (δεκαδικι) μορφι του 

αρικμοφ ενϊ ςτθν πειραματικι ομάδα ςτο εάν αυτό που δείχνει ο υπολογιςτι είναι 

προςζγγιςθ ι όχι του αρικμοφ. Επιπλζον, ςτθν ερϊτθςθ 2, οι μακθτζσ τθσ 
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πειραματικισ ομάδασ δίνουν επίςθσ απαντιςεισ που δεν ςυναντάμε ςτθν ομάδα 

ελζγχου: « Είναι άρρθτοσ γιατί μπορεί να προςεγγιςτεί με αρκετά μεγάλθ ακρίβεια, 

αλλά ποτζ με απόλυτθ ακρίβεια» ι «είναι άρρθτοσ γιατί δεν μπορεί να 

προςδιοριςτεί εντελϊσ» ι «είναι άρρθτοσ γιατί πάντα κα αυξάνεται για ζνα και δεν 

κα φτάςει ποτζ ςτο ακζραιο γιατί υπάρχουν άπειρα ψθφία – αρικμοί» ι «είναι 

άρρθτοσ γιατί μποροφμε να τον προςεγγίςουμε όςο κζλουμε αλλά ποτζ δεν κα 

βροφμε ποιοσ ακριβϊσ είναι» κ.λ.π.                                                                                       

Οι διαφορετικζσ προςεγγίςεισ, όπωσ φαίνεται κακαρά ςτουσ δφο παραπάνω 

πίνακεσ και ςτισ απαντιςεισ τθσ ερϊτθςθσ 2, δείχνουν μια μετατόπιςθ των μακθτϊν 

τθσ πειραματικισ ομάδασ (ζςτω και λανκαςμζνα ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ) από 

τθν αναπαράςταςθ του αρικμοφ, ςε διαφορετικά χαρακτθριςτικά του αρικμοφ 

όπωσ το αν «είναι ςτακερόσ» ι αν «μποροφμε να τον βροφμε μόνο προςεγγιςτικά».  

Νομίηω ότι αυτι θ διαφοροποίθςθ οφείλεται ςτθν επίδραςθ τθσ διδαςκαλίασ, όπου 

χρθςιμοποιικθκε παρόμοια ορολογία.  Οι μακθτζσ φαίνεται να ςυγκράτθςαν ότι οι άρρθτοι 

διακρίνονται από τουσ ρθτοφσ από το ότι «ςτον άρρθτο αρικμό δεν ξζρω όλα τα δεκαδικά 

του ψθφία είναι άπειρα και μθ επαναλαμβανόμενα… δεν ξζρουμε ποιοσ είναι αλλά 

μποροφμε να τον προςεγγίςουμε όςο κοντά κζλουμε» (αποςπάςματα από τθν διδαςκαλία, 

λόγια του κακθγθτι). Ωςτόςο, φαίνεται ότι οριςμζνοι μακθτζσ ανζπτυξαν μια 

«ψευτοδομικι» (δανείηομαι τον όρο τθσ Sfard,1992) αντίλθψθ για τουσ άρρθτουσ 

αρικμοφσ. Ο άρρθτοσ αρικμόσ ταυτίςτθκε ςε αυτοφσ τουσ μακθτζσ ωσ ζνασ αρικμόσ που 

«δεν μποροφμε να τον προςεγγίςουμε με απόλυτθ ακρίβεια», μια αντίλθψθ που αν δεν 

ςυνδυάηεται με μια βακφτερθ κατανόθςθ των εννοιϊν  μπορεί να οδθγιςει ςε απαντιςεισ 

όπωσ αυτι ενόσ μακθτι που απάντθςε ςτθν 2θ ερϊτθςθ ότι «ο αρικμόσ είναι άρρθτοσ γιατί 

δεν μπορεί να προςεγγιςτεί ακριβϊσ ποτζ» και ςτθν 3θ ερϊτθςθ «είναι (λανκαςμζνα) 

άρρθτοσ γιατί ο υπολογιςτισ προςεγγίηει μόνο τον αρικμό». Θ Sfard (1992), κεωρεί ότι ενϊ 

οι λειτουργικζσ αντιλιψεισ για μία ζννοια μποροφν να κεωρθκοφν ςαν ζνα υγιζσ ςτάδιο 

ανάπτυξθσ, οι ψευδοδομικζσ είναι δυνθτικά, επιηιμιεσ.  

Πμωσ ςτθν διδαςκαλία ζγινε, επίςθσ, μια προςπάκεια να πειςτοφν οι μακθτζσ ότι «θ 

οριακι διαδικαςία κάπου καταλιγει», δθλαδι δίνει (και αυτι) «ζνα ςυγκεκριμζνο 

αποτζλεςμα». Πτι και ο άρρθτοσ είναι ζνασ ςυγκεκριμζνοσ αρικμόσ. Αυτό δεν φαίνεται να 

ζγινε αποδεκτό από πολλοφσ μακθτζσ, οι οποίοι ςυγκράτθςαν μόνο το «αφοφ είναι μια 

άπειρθ διαδικαςία δεν φτάνει ποτζ πουκενά» που ανζφερε ο κακθγθτισ χωρίσ, όπωσ 

φαίνεται να δϊςει τισ απαραίτθτεσ εξθγιςεισ.  

Δθλαδι, παρά τθν μετατόπιςθ ςτθ ςκζψθ για τουσ ρθτοφσ και τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ, 

φαίνεται ότι (Zazkis, 2007) οι μακθτζσ (και των δφο ομάδων) δεν ζχουν φτάςει ςτθν 

κατανόθςθ ενόσ άρρθτου αρικμοφ ςαν ζνα αντικείμενο (κατά τθν ορολογία των Dubinsky, 

Sfard), δθλαδι θ ζννοια του άρρθτου αρικμοφ δεν ζχει ενκυλακωκεί. Αντίκετα ζνασ 

άρρθτοσ αρικμόσ αντιμετωπίηεται ωσ προςκολλθμζνοσ ςτθν διαδικαςία δθμιουργίασ του 

από ζνα ατζλειωτο άκροιςμα δεκαδικϊν του ψθφίων, δθλαδι ςαν ζνασ αρικμόσ που 

καταςκευάηεται ςτον χρόνο και όχι ςαν ζνα ιδθ φτιαγμζνο αντικείμενο.                                  

Ωςτόςο κα πρζπει να ςυνεκτιμιςουμε και ζνα άλλο ςτοιχείο που δείχνει ότι γενικότερα θ 

διδαςκαλία είχε κετικι επίδραςθ ςτθν ευαιςκθτοποίθςθ των μακθτϊν για τθν διάκριςθ 
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ανάμεςα ςτουσ ρθτοφσ και τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ: Στθν πειραματικι ομάδα το ποςοςτό 

των μακθτϊν που απάντθςαν ςωςτά και ςτισ δφο ερωτιςεισ είναι 42% ενϊ ςτθν ομάδα 

ελζγχου είναι μόλισ 20%!     

Ερϊτθςθ 4:  Ρυκνότθτα των ρθτϊν αρικμϊν    

4) Πόςοι αρικμοί υπάρχουν ανάμεςα ςτουσ 0,005 και 0,006; Επζλεξε ζνα από τα  

         παρακάτω:  

                ι) Δεν υπάρχει κανζνασ τζτοιοσ αρικμόσ        ιι) Τπάρχουν οι αρικμοί: … 

               ιιι) Τπάρχουν άπειροι δεκαδικοί / κλάςματα 

               ιv) Τπάρχουν άπειροι αρικμοί: απλοί ι περιοδικοί δεκαδικοί, κλάςματα, 

                       και άρρθτοι αρικμοί.               v) Σίποτα από τα παραπάνω. Πιςτεφω ότι: …  

Τθν ερϊτθςθ αυτι τθν πιρα από το άρκρο Vamvakoussi – Vosniadou, (2007). Με τθν 

ερϊτθςθ αυτι οι δφο ερευνιτριεσ εξζταςαν 137 μακθτζσ τθσ  Βϋ Λυκείου από διαφορετικά 

ςχολεία τθσ Ακινασ. Οι δφο ερευνιτριεσ, ςτθν προςπάκειά τουσ να εξετάςουν τα 

ενδιάμεςα ςτάδια τθσ κατανόθςθσ τθσ δομισ των ρθτϊν αρικμϊν, διζκριναν τισ παρακάτω 

κατθγορίεσ και υποκατθγορίεσ  μακθτϊν:   

 1θ υποκατθγορία  2θ υποκατθγορία  

1θ κατθγορία μακθτϊν: 

Ρεπεραςμζνο πλικοσ 

αρικμϊν («Finiteness»)  

Διακριτότθτα (Discreteness): 

μακθτζσ που κεϊρθςαν τουσ 

δοςμζνουσ αρικμοφσ 0,005 

και 0,006 ωσ διαδοχικοφσ 

(4,2%) 

Εξευγενιςμζνθ Διακριτότθτα 

(Refined Discreteness): 

μακθτζσ που δεν κεϊρθςαν 

τουσ δοςμζνουσ αρικμοφσ 

διαδοχικοφσ αλλά κεϊρθςαν 

ότι υπάρχουν πεπεραςμζνοι 

ρθτοί ςτο δοςμζνο διάςτθμα 

(16,9%) 

2θ  κατθγορία μακθτϊν:  

Άπειρο πλικοσ αρικμϊν 

(«Infinity») 

Περιοριςμζνθ πυκνότθτα 

(Constrained Density): 

μακθτζσ που απάντθςαν ότι 

υπάρχει άπειροσ αρικμόσ 

αλλά τθσ ίδιασ ςυμβολικισ 

αναπαράςταςθσ.  Οι 

μακθτζσ ςε αυτιν τθν 

κατθγορία ιταν απρόκυμοι 

να δεχτοφν, παραδείγματοσ 

χάριν, ότι μποροφν να 

υπάρξουν δεκαδικοί μεταξφ 

δφο κλαςμάτων ι 

αντίςτροφα (15,5%) 

Πυκνότθτα (Density):  

μακθτζσ που απάντθςαν ότι 

υπάρχουν άπειροι αρικμοί 

ςτο διάςτθμα, ανεξάρτθτα 

από τθν ςυμβολικι τουσ 

αναπαράςταςθ (21,1%) 
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Οι υπόλοιποι μακθτζσ (42,3%) ζχουν χαρακτθριςτεί ωσ «Μεικτι κατθγορία» με βάςθ και τισ 

υπόλοιπεσ απαντιςεισ τουσ ςτισ ερωτιςεισ του ερωτθματολογίου του άρκρου αυτοφ.  

Στα ςυμπεράςματά τουσ, οι δφο ερευνιτριεσ, περιλαμβάνουν και τα παρακάτω:  

- Θ πεποίκθςθ τθσ διακριτότθτασ ιταν ιςχυρι  

- Αρκετοί μακθτζσ είχαν τθν πεποίκθςθ ότι διαφορετικζσ ςυμβολικζσ 

αναπαραςτάςεισ αναπαριςτάνουν αναγκαςτικά και διαφορετικοφσ αρικμοφσ. 

Στο ερωτθματολόγιο τθσ παροφςασ εργαςίασ, παρατθροφνται ςθμαντικά υψθλότερα 

ποςοςτά, ςε ςχζςθ με τα ποςοςτά του άρκρου των Vamvakoussi, X. - Vosniadou, S., (2007), 

ςτθν κατθγορία  «Infinity» και ιδιαίτερα ςτθν υποκατθγορία Density (57% και 60% για τθν 

ομάδα ελζγχου και τθν πειραματικι ομάδα αντίςτοιχα, ζναντι 21,1% που αναφζρεται ςτο 

άρκρο ( αν και λόγο τθσ διαφορετικισ κατθγοριοποίθςθσ που γίνεται ςτο άρκρο δεν μπορεί 

να γίνει ακριβισ ςφγκριςθ).  

Στθν κατθγορία αυτι δεν υπάρχει ουςιαςτικι διαφορά ανάμεςα ςτθν ομάδα ελζγχου και 

τθν πειραματικι ομάδα. Ωςτόςο, ςτθν προτεινόμενθ απάντθςθ «Υπάρχουν άπειροι 

δεκαδικοί/κλάςματα» υπάρχει μια αξιοςθμείωτθ διαφορά: 43% ςτθν ομάδα ελζγχου ζναντι 

22% τθσ πειραματικισ ομάδασ. Κα μποροφςε αυτό να οφείλεται ςτθν επίδραςθ τθσ 

διδαςκαλίασ, όπου οι άρρθτοι «καλφπτουν τα κενά» ανάμεςα ςτουσ ρθτοφσ, αλλά δεν 

φαίνεται να είναι αρκετά ιςχυρά τα δεδομζνα ϊςτε να μπορζςω να ιςχυριςτϊ κάτι τζτοιο 

μόνο με τισ απαντιςεισ ςε αυτό το ερϊτθμα.    

 

Ερϊτθςθ 5: Ρυκνότθτα των αρικμϊν  

5)  α) Είναι πάνηα δσναηό να βρεις έναν ρηηό αριθμό ανάμεζα ζε δύο άρρηηοσς. Σωζηό  ή 

λάθος; 

β) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν άρρθτο αρικμό ανάμεςα ςε δφο άρρθτουσ. ΢ωςτό ι 

λάκοσ; 

γ) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν άρρθτο αρικμό ανάμεςα ςε δφο ρθτοφσ.  ΢ωςτό   ι 

λάκοσ; 

δ)   Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν ρθτό ανάμεςα ςε δφο ρθτοφσ. ΢ωςτό ι  λάκοσ; 

Θ ερϊτθςθ αυτι τθν πιρα από το άρκρο Zazkis, R., Sirotic,  N. (2007). Εξετάςτθκαν 

46 μελλοντικοί κακθγθτζσ Μακθματικϊν, ωσ προσ τθν κατανόθςι τουσ για τθν 

ζννοια τθσ αρρθτότθτασ.   

Πλεσ οι παραπάνω προτάςεισ είναι ςωςτζσ και μπορεί κανείσ να το δείξει, τυπικά, 

καταςκευάηοντασ τουσ αρικμοφσ ςτα ερωτιματα: 

- Στθν 5)α) ο επικυμθτόσ ρθτόσ μπορεί να καταςκευαςτεί με τθν «περικοπι» τθσ 

δεκαδικισ ζκφραςθσ του μεγαλφτερου άρρθτου ςε κάποιο ςθμείο  
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- Στθν 5)β) παίρνεισ τον μζςο όρο των δφο άρρθτων αλλά αν αυτόσ είναι ρθτόσ 

παίρνεισ τον μζςο όρο ενόσ από τουσ άρρθτουσ και του ρθτοφ μζςου όρου των δφο 

άρρθτων.  

- Στθν 5)γ) για παράδειγμα, μπορείσ να προςκζςεισ ζναν αρκετά μικρό άρρθτο ςτον 

μικρότερο ρθτό 

- Στθν 5)δ) παίρνεισ τον μζςο όρο των δφο ρθτϊν 

 

Σχετικά με τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ, οι δφο ερευνιτριεσ διαπίςτωςαν ότι οι φοιτθτζσ 

αντιμετωπίηουν δυςκολίεσ ςτθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του αρικμοφ γενικά και ειδικότερα 

ςτθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του άρρθτου αρικμοφ κακϊσ και ότι οι ςχετικζσ διαιςκιςεισ 

τουσ δεν είναι επαρκϊσ ανεπτυγμζνεσ.  

Οι δυςκολίεσ αυτζσ οφείλονται, ςφμφωνα με τισ δφο ερευνιτριεσ, ςτον μθ – διαιςκθτικό 

χαρακτιρα του απείρου και δεν μποροφν εφκολα να ξεπεραςτοφν ακόμα και αν 

ερμθνευτοφν με τθν τυπικι διδαςκαλία. Αντίκετα, θ επιφανειακι τυπικι γνϊςθ μπορεί να 

λειτουργιςει ωσ ζνα εμπόδιο ςτθν διαιςκθτικι κατανόθςθ. Για παράδειγμα, οι 

περιςςότερεσ λανκαςμζνεσ απαντιςεισ των φοιτθτϊν ςτισ ερωτιςεισ 5)β) και 5)δ) 

οφείλεται ςτθν τυπικι γνϊςθ ότι «υπάρχουν πιο πολλοί άρρθτοι από ρθτοφσ», γνϊςθ θ 

οποία ενκαρρφνει τθν ςκζψθ ότι κα πρζπει να υπάρχουν κάποιοι «γειτονικοί» άρρθτοι 

ανάμεςα ςτουσ οποίουσ κανζνασ ρθτόσ δεν μπορεί να βρεκεί.    

Μια άλλθ διάςταςθ που αναδεικνφουν οι δφο ερευνιτριεσ, εκτόσ από τθν τυπικι και τθν 

διαιςκθτικι είναι και θ αλγορικμικι γνϊςθ. Οι φοιτθτζσ που απάντθςαν ςωςτά ςτα 

ερωτιματα, πρότειναν και μια διαδικαςία για τθν καταςκευι του κατάλλθλου ρθτοφ ι 

άρρθτου αρικμοφ. Ωςτόςο, ςε μερικζσ περιπτϊςεισ, οι φοιτθτζσ βάςιηαν τισ απαντιςεισ 

τουσ μόνο ςε κάποια ςυγκεκριμζνα παραδείγματα, χωρίσ να εξαςφαλίηουν τθν γενικότθτα.   

Σε ςχζςθ με το δικό μου ερωτθματολόγιο, οι ποςοςτιαίεσ διαφορζσ ςτισ ςωςτζσ 

απαντιςεισ ανάμεςα ςτισ δφο ομάδεσ και ςτουσ φοιτθτζσ δεν είναι ςθμαντικζσ, 

αντίκετα από τισ διαφορζσ ςτισ λανκαςμζνεσ απαντιςεισ: οι φοιτθτζσ γενικά 

προτιμοφςαν να μθν δϊςουν καμία απάντθςθ ςε ςθμαντικό μεγαλφτερο ποςοςτό 

από τουσ μακθτζσ, παρά να απαντιςουν λανκαςμζνα. Το γεγονόσ αυτό προξενεί 

εντφπωςθ γιατί για τουσ μακθτζσ, που αντικειμενικά δεν είναι εξοικειωμζνοι με 

τζτοιου είδουσ ερωτιματα, λογικά κα ζπρεπε να προτιμιςουν να μθν απαντιςουν 

ςε μεγαλφτερο ποςοςτό. Ρικανόν να εξζταηαν κάποια ςυγκεκριμζνα παραδείγματα 

για να μπορζςουν να απαντιςουν, και μετά, αυκαίρετα, να γενίκευαν.  

Συγκρίνοντασ τισ απαντιςεισ των μακθτϊν τθσ πειραματικισ ομάδασ με τουσ 

μακθτζσ τθσ ομάδασ ελζγχου παρατθροφμε αξιοςθμείωτεσ διαφορζσ μόνο ςτα 

ερωτιματα 5)β) και 5)δ). Για τθν ερϊτθςθ 5)δ) οι ςωςτζσ απαντιςεισ ςτθν 

πειραματικι ομάδα ξεπερνοφν το αντίςτοιχο ποςοςτό τθσ ομάδασ ελζγχου κατά 

12% αλλά και τθν ομάδα των φοιτθτϊν κατά 10%. Μάλιςτα ςτισ λανκαςμζνεσ 

απαντιςεισ θ διαφορά υπζρ τθσ πειραματικισ ομάδασ φτάνει ςτο 16% ςε ςχζςθ με 

τθν ομάδα ελζγχου. Θ ευνοϊκι αυτι ςυμπεριφορά κα μποροφςε, νομίηω, να 

αποδοκεί ςτθν επίδραςθ τθσ διδαςκαλίασ, όπου με τουσ ςυνεχείσ χωριςμοφσ, 
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διαπιςτϊκθκε, ςε ζνα πρϊτο ςτάδιο πριν τθν ειςαγωγι των αρριτων, ότι τα «κενά 

δεν καλφπτονται» που ςθμαίνει, ότι ανάμεςα υπάρχουν και άλλοι ρθτοί αρικμοί, 

αφοφ μποροφμε να ςυνεχίςουμε τον χωριςμό ςε περιςςότερα «κομμάτια». Βζβαια 

κα περίμενε κανείσ μεγαλφτερα ποςοςτά επιτυχίασ ςε αυτιν τθν ερϊτθςθ από τθν 

πειραματικι ομάδα. Θ μόνθ υπόκεςθ που κα μποροφςα να κάνω, ςυνδυάηοντασ και 

τθν μθ αναμενόμενθ διαφορά ςτισ ςωςτζσ απαντιςεισ ςτθν ερϊτθςθ 5)β) (52% 

ζναντι 68% τθσ ομάδασ ελζγχου) αλλά και τα ευριματα του προαναφερόμενου 

άρκρου, είναι ότι οι μακθτζσ είχαν ςυγκρατιςει από παλιότερεσ ςυηθτιςεισ που 

είχα κάνει μαηί τουσ μζςα ςτθν τάξθ, ότι «οι άρρθτοι είναι περιςςότεροι από τουσ 

ρθτοφσ» και αυτό επθρζαςε τισ απαντιςεισ τουσ. Ωςτόςο και αυτι θ υπόκεςθ είναι 

αμφιβόλου εγκυρότθτασ κακϊσ δεν υποςτθρίηεται από τισ απαντιςεισ των μακθτϊν 

ςτθν ερϊτθςθ 7)β), που κα εξετάςουμε παρακάτω, για το εάν «το ςφνολο των 

ρθτϊν αρικμϊν ζχει το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων με το ςφνολο των πραγματικϊν 

αρικμϊν», ςτθν οποία τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων των μακθτϊν των δφο 

ομάδων είναι ίδια μεταξφ τουσ.   

 

Ερϊτθςθ 6: Ρράξεισ με άρρθτουσ αρικμοφσ  

6)  Πόςοι ακζραιοι αρικμοί υπάρχουν πάνω ςτθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν, 

ανάμεςα ςτο 25  και ςτο 28 ;  

Τθν ερϊτθςθ αυτι τθν πιρα από το άρκρο Merenluoto - Lehtinen , (2002).  Ιταν μία 

από τισ 7 ερωτιςεισ ενόσ ερωτθματολογίου που ερευνοφςε τθν τυπικι γνϊςθ των μακθτϊν 

για τθν δομι (Hierarchy) του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν και τθν κατανόθςθ τθσ 

πυκνότθτασ (τθν χωρίσ κενά φφςθ) τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν (δφο ακόμα 

ερωτιςεισ αυτοφ του ερωτθματολογίου, που εξετάηουν τθν κατανόθςθ τθσ ευκείασ των 

πραγματικϊν αρικμϊν είναι οι ερωτιςεισ 8)α) και 8)β) που κα εξετάςουμε παρακάτω).  

Το ερωτθματολόγιο αυτό δόκθκε ςε 564 μακθτζσ τθσ δευτζρασ και τθσ τρίτθσ Λυκείου από 

24 ςχολεία τθσ Φιλανδίασ.   

Τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ αυτισ δείχνουν ότι θ τυπικι γνϊςθ τθσ δομισ των 

πραγματικϊν αρικμϊν φαίνεται να είναι ςε κακεςτϊσ ςφγχυςθσ ςτο μυαλό των 

μακθτϊν. Φαίνεται ότι οι μακθτζσ κυμοφνται κάποια αποςπαςματικά ςχετικά 

κζματα. Θ τυπικι γνϊςθ τουσ φαίνεται να αναπαριςτά μια εμπλουτιςμζνθ 

(enrichment) μορφι μάκθςθσ βαςιςμζνθ ςτθν ενκφμθςθ πλθροφοριϊν. Δεν ζχουν, 

ςτθν πραγματικότθτα, δομικι (structural) επίγνωςθ τθσ δομισ των πραγματικϊν 

αρικμϊν αν και μερικοί μακθτζσ με υψθλζσ επιδόςεισ ςτα Μακθματικά ζδειξαν 

κάποια διαίςκθςθ δομικισ αφαίρεςθσ.  

Σχετικά με τθν ερϊτθςθ 6) οι δφο ερευνθτζσ παρατθροφν επιπλζον ότι ςθμαντικό 

ποςοςτό των μακθτϊν χρθςιμοποίθςε τθν λογικι των ακεραίων αρικμϊν ςτισ 
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πράξεισ με άρρθτουσ αρικμοφσ. Το 33% των μακθτϊν δεν κεϊρθςαν το    ωσ 

πολλαπλαςιαςτι.  

Στο δικό μου ερωτθματολόγιο τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων ιταν και ςτισ 

δφο ομάδεσ πολφ μικρά. Ωςτόςο, αξιοςθμείωτεσ διαφοροποιιςεισ των απαντιςεων 

εντοπίηονται ςτθ μεγάλθ διαφορά που εμφανίηουν ςτθν απάντθςθ «12 ι κοντά ςτο 

12» :63% για τθν ομάδα ελζγχου ζναντι μόλισ 30% των μακθτϊν τθσ πειραματικισ 

ομάδασ, ςτθν διαφορά των ποςοςτϊν των μακθτϊν που δεν απάντθςαν (12% και 

28% αντίςτοιχα) και ςτθν ποιοτικι διαφορά των απαντιςεων με τον χαρακτθριςμό 

«Άλλο».  

Στο «Άλλο» παρατιρθςα τα εξισ: ςτθν ομάδα ζλεγχου μόνο ζνασ μακθτισ 

απάντθςε «άπειροι» και κανζνασ ότι δεν υπάρχει «κανζνασ» αρικμόσ. Αντίκετα 

ςτθν πειραματικι ομάδα, ςτθν κατθγορία «Άλλο», 7 μακθτζσ (14%) απάντθςαν 

«άπειρο» και 5 μακθτζσ (10%) «κανζνασ». Φαίνεται ότι, μζςα από τθν διδαςκαλία, 

κάποιοι μακθτζσ ταφτιςαν τθν παρουςία ενόσ άρρθτου αρικμοφ με τθν παρουςία 

του απείρου ςε κάκε περίπτωςθ! Ράλι, δθλαδι όπωσ ςτισ ερωτιςεισ 2) και 3) 

διακρίνουμε μια «ψευτοδομικι» προςζγγιςθ. Για το «κανζνασ» δεν μπορϊ να κάνω 

κάποια αςφαλι υπόκεςθ αλλά ίςωσ και αυτό οφείλεται ςε κάποια ςφγχυςθ ςτο 

μυαλό των μακθτϊν για τθν απροςδιόριςτθ φφςθ των άρρθτων αρικμϊν.  

Ωςτόςο, από τισ απαντιςεισ ςε αυτι τθν ερϊτθςθ φαίνεται ότι οι μακθτζσ τθσ 

πειραματικισ ομάδασ ζλαβαν πιο πολφ υπόψθ τουσ τθν παρουςία του άρρθτου 

αρικμοφ, χωρίσ όμωσ να καταφζρουν να τον ερμθνεφςουν ςωςτά.  

 

 

Ερϊτθςθ 7:  Η ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν  

7) α) Σο ςφνολο των ςθμείων τθσ ευκείασ των αρικμϊν ζχει το ίδιο πλικοσ 

ςτοιχείων με το ςφνολο  των ρθτϊν αρικμϊν;  

7) β) Σο ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν ζχει το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων με το ςφνολο των 

πραγματικϊν αρικμϊν;   

Τθν ερϊτθςθ αυτι τθν πιρα από το άρκρο των Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002), 

ςτο οποίο αναφζρκθκα και ςτθν προθγοφμενθ ερϊτθςθ. 

Με τισ ερωτιςεισ αυτζσ ικελαν να διερευνιςουν τθν αναπαράςταςθ των μακθτϊν τθσ 

ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν.   

Από μακθματικισ άποψθσ,  τα ςθμεία τθσ ευκείασ των αρικμϊν αναπαριςτοφν το ςφνολο 

των πραγματικϊν αρικμϊν ζτςι ϊςτε για κάκε πραγματικό αρικμό υπάρχει ζνα αντίςτοιχο 

ςθμείο τθσ ευκείασ των αρικμϊν. 
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 Συνεπϊσ οι δφο αυτζσ ερωτιςεισ είναι λογικά ίδιεσ αλλά οι μακθτζσ απάντθςαν πολφ 

διαφορετικά. Μόνο το 35% των μακθτϊν ςτθ ζρευνα των δφο ερευνθτριϊν απάντθςε 

ςωςτά και ςτισ δφο ερωτιςεισ. Στο δικό μου ερωτθματολόγιο τα αντίςτοιχα ποςοςτά είναι 

30% για τθν πειραματικι ομάδα και 25% για τθν ομάδα ελζγχου.  

Οι δφο ερευνθτζσ κατζλθξαν ςτο, λογικό, ςυμπζραςμα  ότι τα ςθμεία τθσ ευκείασ των 

αρικμϊν δεν φαίνεται να αναπαριςτοφν τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ ςτθν πλειοψθφία 

των μακθτϊν. Φαίνεται να αντιλαμβάνονται τθν ευκεία των αρικμϊν ςαν μια 

αναπαράςταςθ των ρθτϊν, των ακεραίων, των δεκαδικϊν ι ακόμα και των φυςικϊν 

αρικμϊν.   

   Συγκρίνοντασ τϊρα τθν πειραματικι ομάδα με τθν ομάδα ελζγχου, παρατθροφμε 

μια ςθμαντικι διαφορά μόνο ςτισ απαντιςεισ τθσ ερώτηςησ 7)α), όπου το ποςοςτό 

των  μακθτϊν τθσ πειραματικισ ομάδασ που απάντθςαν ςωςτά ιταν 60% ζναντι 

μόλισ 35% των μακθτϊν τθσ ομάδασ ελζγχου. Μποροφμε να υποκζςουμε ότι θ 

μεγάλθ αυτι διαφορά οφείλεται ςτθν επίδραςθ τθσ διδαςκαλίασ όπου φαίνεται να 

ζγινε φανερό ςτουσ μακθτζσ ότι τα ςθμεία τθσ ευκείασ δεν μποροφν να καλυφκοφν 

μόνο από τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ.  

Δεν παρατθρείται όμωσ θ ίδια διαφορά ςτθν ερώτηςη 7)β) όπου το ποςοςτό των 

ςωςτϊν απαντιςεων τθσ πειραματικισ ομάδασ μειϊνονται ςτο 38%. Θ εξιγθςθ που 

μπορϊ να δϊςω για το μικρό αυτό ποςοςτό, ςφμφωνα με αυτά που είχαν γράψει 

κάποιοι μακθτζσ πάνω ςτο ερωτθματολόγιο, είναι ότι κεωροφν ότι αφοφ και τα δφο 

ςφνολα είναι άπειρα ζχουν το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων. Δεν μποροφν δθλαδι, όπωσ 

άλλωςτε είναι αναμενόμενο, να φανταςτοφν διαφορετικά είδθ απείρων.     

 

Ερϊτθςθ 8:  

α) Πόςα κλάςματα (ρθτοί αρικμοί) υπάρχουν πάνω ςτθν ευκεία των αρικμϊν ανάμεςα 

ςτουσ αρικμοφσ 
5

3
 και 

6

5
;  

β) Ποιο από όλα αυτά τα κλάςματα που βρίςκονται ανάμεςα ςτουσ αρικμοφσ  
5

3
 και 

6

5
 

είναι «το επόμενο» του 
5

3
; 

γ) Πόςοι πραγματικοί αρικμοί υπάρχουν ςτθν ευκεία των αρικμϊν ανάμεςα ςτουσ 

αρικμοφσ 0,99 και 1; 

 

δ) Ποιοσ από όλουσ τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ που είναι ανάμεςα ςτουσ 0,99 και 1 είναι 

«πιο κοντά» ςτον 1; 
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Τθν ερϊτθςθ αυτι τθν πιρα, επίςθσ, από το άρκρο των Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , 

(2002). Οι ερωτιςεισ αυτζσ ςτοχεφουν ςτθν διερεφνθςθ τθσ κατανόθςθσ  από τουσ μακθτζσ 

τθσ «πυκνότθτασ (ςυμπαγισ φφςθ) τθσ ευκείασ των αρικμϊν». Οι ερωτιςεισ είναι δφο 

διαφορετικϊν ειδϊν για τουσ ρθτοφσ και τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ: ερωτιςεισ για τθν 

«πυκνότθτα (ερωτιςεισ α) και γ)) και το όριο (ερωτιςεισ β) και δ))».  

Από τισ απαντιςεισ των μακθτϊν  ςτθν ερϊτθςθ αυτι, οι δφο ερευνθτζσ  παρατιρθςαν τα 

παρακάτω:  

- Ρερίπου το 30% των μακθτϊν βάςιηαν τισ απαντιςεισ τουσ ςτθν αυκόρμθτθ λογικι 

των ακεραίων αρικμϊν (pre – level απαντιςεισ). Για αυτοφσ τουσ μακθτζσ φαίνεται, 

όπωσ διαπιςτϊκθκε και ςτθν ερϊτθςθ 7, ότι θ ευκεία των αρικμϊν κατανοείται 

μάλλον ςαν να ζχει διακριτι, παρά ςυμπαγι, φφςθ.     

- Ρολλοί από τουσ μακθτζσ (recognition  level) που αναγνϊριςαν τθν άπειρθ 

πυκνότθτα τθσ ευκείασ των ρθτϊν και πραγματικϊν αρικμϊν δεν μπόρεςαν να 

δικαιολογιςουν τισ απαντιςεισ τουσ ι ζδωςαν αςαφείσ απαντιςεισ.  

- Άλλοι μακθτζσ (Re – presentation level)  ζδειξαν μια ςυναίςκθςθ τθσ δυνατότθτασ 

προςκικθσ περιςςότερων αρικμϊν ςτθν ευκεία των αρικμϊν, βαςιςμζνοι ςτθν 

λογικι τθσ επανάλθψθσ, αλλά και ςτθν βαςικι διαίςκθςθ του «επόμενου» 

αρικμοφ, που αναπαριςτά λειτουργικι κατανόθςθ.  

- Ρολφ λίγων μακθτϊν οι απαντιςεισ δείχνουν ότι οι μακθτζσ ζχουν δομικι 

κατανόθςθ  (structural abstraction level). Οι μακθτζσ αυτοί φαίνεται ότι μποροφν 

να δϊςουν επαρκείσ απαντιςεισ  για το ότι ανάμεςα ςε δφο κλάςματα υπάρχουν 

άπειροι ρθτοί ι πραγματικοί αρικμοί ι ότι θ ζννοια του «επόμενου αρικμοφ» αλλά 

και του «πλθςιζςτερου αρικμοφ» αφορά μόνο τα ςφνολα των φυςικϊν και των 

ακεραίων αρικμϊν.  

Συγκρίνοντασ, ςυνολικά, τισ απαντιςεισ των μακθτϊν ςτο δικό μου ερωτθματολόγιο 

με τισ απαντιςεισ των μακθτϊν ςτο άρκρο των Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 

δεν παρατθροφμε ςθμαντικζσ διαφορζσ , εκτόσ ίςωσ ςτθν ερώτηςη 8)γ) όπου οι μακθτζσ 

του δικοφ μου ερωτθματολογίου, ςε ςθμαντικά μεγαλφτερο ποςοςτό, αναγνωρίηουν τθν 

φπαρξθ άπειρων πραγματικϊν πάνω ςτθν ευκεία, όπωσ άλλωςτε είχαν κάνει και ςτθν 

ερϊτθςθ 4, που εξετάςαμε προθγουμζνωσ. Μεγαλφτερθ ωςτόςο εντφπωςθ προκαλεί το 

γεγονόσ ότι τα ποςοςτά αυτά, και ςτισ δφο ομάδεσ, είναι ςθμαντικά μειωμζνα ςτθν 

ερϊτθςθ 8)α). Εδϊ είναι φανερι θ επίδραςθ τθσ διαφορετικισ αναπαράςταςθσ.   

Ωςτόςο για τθν παροφςα εργαςία μεγαλφτερθ ίςωσ ςθμαςία ζχουν οι απαντιςεισ των 

μακθτϊν ςτισ ερωτήςεισ 8)β) και 8)δ), όπου εξετάηεται θ κατανόθςθ των μακθτϊν ςτθν  

«ςυμπαγι» φφςθ του ςυνόλου των ρθτϊν και των πραγματικϊν αρικμϊν, όπου δεν μπορεί 

να οριςτεί ο επόμενοσ αρικμόσ αλλά ανάμεςα ςε δφο ρθτοφσ ι πραγματικοφσ αρικμοφσ 

υπάρχουν άπειροι άλλοι αρικμοί. Ενϊ για τισ ερωτιςεισ 8)α) και 8)γ) φαίνεται (Merenluoto, 

Κ. - Lehtinen, Ε. , 2002) να αρκεί, προκειμζνου ζνασ μακθτισ να απαντιςει ςωςτά, ζνασ 

εμπλουτιςμόσ τθσ προθγοφμενθσ γνϊςθσ του για τθν διακριτι φφςθ των φυςικϊν αρικμϊν 

και τθσ αντίςτοιχθσ ευκείασ των αρικμϊν, ςτισ ερωτιςεισ 8)β) και 8)δ) απαιτείται μια ριηικι 

και ςυνειδθτι ανακαταςκευι τθσ προθγοφμενθσ ςκζψθσ του, δθλαδι μια εννοιολογικι 

αλλαγι τθσ ζννοιασ του αρικμοφ. 
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Στθν ερώτηςη 8)γ) παρατθροφμε μια μεγάλθ διαφορά ςτισ απαντιςεισ των δφο ομάδων: οι 

απαντιςεισ για το «επόμενο κλάςμα» του 
5

3

   
ιταν εςφαλμζνθ ςε ποςοςτό 78% ςτθν 

ομάδα ελζγχου ζναντι μόνο 46% ςτθν πειραματικι ομάδα. Ωςτόςο θ διαφορά αυτι δεν 

οφείλεται ςτθν διαφορά των ςωςτϊν απαντιςεων (τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων 

ιταν μόλισ 5 και 6% αντίςτοιχα!) αλλά ςτα ποςοςτά των μακθτϊν που δεν απάντθςαν (17 

και 48% αντίςτοιχα). Στα πολφ μικρά ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων διαπιςτϊνουμε τθν 

κεμελιϊδθ επιςτθμολογικι πεποίκθςθ των μακθτϊν για τθν ζννοια του επόμενου αρικμοφ  

θ οποία είναι πολφ δφςκολο να αλλάξει (Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , 2002). Θ διαφορά 

ςτα ποςοςτά των μακθτϊν που δεν απάντθςαν μπορεί να ερμθνευτεί ωσ ζνα βιμα πιο 

κοντά ςτθν κατανόθςθ των αντίςτοιχων εννοιϊν από τουσ μακθτζσ τθσ πειραματικισ 

ομάδασ: μαηί με τισ ερωτιςεισ που παρουςιάηονται ςτο άρκρο των  Merenluoto, Κ. - 

Lehtinen, Ε. , 2002, οι δφο ερευνθτζσ  ηθτοφςαν από τουσ μακθτζσ να βακμολογιςουν το 

πόςο βζβαιοι ιταν για τισ απαντιςεισ που ζδιναν. Αυτό που διαπιςτϊκθκε από τθν 

ανάλυςθ των ερωτθματολογίων ςε ςχζςθ με τισ ερωτιςεισ 8)β) και 8)δ), ιταν ότι οι 

μακθτζσ με χαμθλότερου επιπζδου κατανόθςθ είχαν μεγαλφτερθ αυτοπεποίκθςθ για τισ 

απαντιςεισ τουσ – ίςωσ γιατί δεν γνϊριηαν τθν ποιότθτα των απαντιςεϊν τουσ – ενϊ 

αντίκετα οι μακθτζσ  του υψθλότερου επίπεδου κατανόθςθσ ιταν περιςςότερο 

επιφυλακτικοί για τισ απαντιςεισ τουσ – ίςωσ λόγω τθσ πρόςφατθσ αλλαγισ ςτθν ςκζψθ 

τουσ.  

Το ίδιο κα μποροφςαμε να υποκζςουμε ότι ιςχφει και ςτθν πειραματικι ομάδα: θ 

διδαςκαλία επζδραςε ϊςτε οι μακθτζσ να αμφιβάλλουν για τθν μζχρι τϊρα πεποίκθςι 

τουσ  ότι «πάντα υπάρχει ο επόμενοσ αρικμόσ». Οι μακθτζσ τθσ πειραματικισ ομάδασ 

φαίνεται να ζφταςαν ςε μια λειτουργικι κατανόθςθ τθσ ςυνεχοφσ δυνατότθτασ προςκικθσ, 

με τθν λογικι τθσ επανάλθψθσ, νζων (ρθτϊν) αρικμϊν ςτθν ευκεία των πραγματικϊν 

αρικμϊν, ωςτόςο δεν ζφταςαν ςε μια δομικι κατανόθςθ που κα τουσ επζτρεπε να 

απαντιςουν ςωςτά τθν ερϊτθςθ. Αυτό φαίνεται και ςτισ απαντιςεισ τουσ ςτθν ερώτηςη 

8)δ) όπου φαίνεται θ προτίμθςι τουσ ςε ζναν αρικμό που μπορεί να προςεγγίηει το 1 

οςοδιποτε κοντά παρά ςτθν, ςωςτι, απάντθςθ ότι «δεν υπάρχει επόμενοσ».   
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Γενικϊ ςυμπερϊςματα που προκύπτουν από το Ερωτηματολόγιο  

 

Για την ζννοια τησ δφναμησ   

΢υνολικά, όπωσ φαίνεται από τισ απαντιςεισ τουσ ςτθν ερϊτθςθ 1 του 

ερωτθματολογίου, οι μακθτζσ ζχουν καλι κατανόθςθ του αρχζτυπου του 

επαναλαμβανόμενου πολλαπλαςιαςμοφ για τθν ζννοια τθσ δφναμθσ (ερϊτθμα 

1)α)) αλλά θ απλά διαδικαςτικι και όχι ουςιαςτικι (ι δομικι) κατανόθςθ τθσ 

ζννοιασ,  τουσ οδθγεί ςε παρερμθνείεσ και λανκαςμζνεσ απαντιςεισ (ερωτιματα 

1)β),γ),δ)), όταν θ βάςθ και ο εκκζτθσ δεν είναι φυςικοί αρικμοί.  

 

΢υγκρίνοντασ την πειραματική με την ομάδα ελζγχου  παρατθροφμε μεγάλεσ 

διαφορζσ ςτισ απαντιςεισ των μακθτϊν κυρίωσ ςτα ερωτιματα 1)γ) και 1)ε) όπου 

υπερζχει ςθμαντικά θ πειραματικι ομάδα. Το γεγονόσ αυτό κα μποροφςε να 

ερμθνευτεί ωσ μια κετικι επίδραςθ τθσ διδαςκαλίασ ςτθν, διαιςκθτικι 

τουλάχιςτον, κατανόθςθ των μακθτϊν για τθν ζννοια τθσ δφναμθσ,  πράγμα που 

ιταν και ζνασ ςτόχοσ τθσ διδαςκαλίασ. Βζβαια θ διδαςκαλία ςκόπευε επίςθσ και 

ςτθν δομικι κατανόθςθ τθσ ζννοιασ αυτισ από τουσ μακθτζσ και ςτθν αναδόμθςθ 

τθσ ςκζψθσ τουσ, προςφζροντάσ τουσ τθν ευκαιρία να δϊςουν λογικζσ εξθγιςεισ 

για το νόθμα τθσ δφναμθσ με εκκζτθ ρθτό και μάλιςτα ςυνδζοντασ αυτζσ τισ 

εξθγιςεισ με τθν αρχετυπικι ζννοια για τθν δφναμθ που κατζχουν οι μακθτζσ. 

Βζβαια, με μόνο τισ απαντιςεισ τουσ ςτο ερωτθματολόγιο, δεν μποροφμε να 

φτάςουμε ςε ζνα τζτοιο ςυμπζραςμα ωσ προσ το βάκοσ τθσ κατανόθςισ τουσ.  

 

Ρητοί – Άρρητοι αριθμοί 

 Συνολικά, οι απαντιςεισ πολλϊν μακθτϊν δείχνουν ότι δεν ζχουν ςαφι κριτιρια 

για να διακρίνουν τουσ ρθτοφσ από τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ και οι ςχετικοί οριςμοί 

βρίςκονται ςυγκεχυμζνοι ςτο μυαλό τουσ (ερωτιςεισ 2), 3) και 6)).  

Συγκρίνοντασ τθν πειραματικι με τθν ομάδα ελζγχου, παρατθροφμε, διαβάηοντασ 

τισ αιτιολογιςεισ που ζδωςαν οι μακθτζσ (ερωτιςεισ 2) και 3)),πρϊτον μια μεγαλφτερθ 

ικανότθτα διάκριςθσ των ρθτϊν από τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ και παράλλθλα μια 

μετατόπιςθ τθσ εςτίαςθσ τουσ από τθν αναπαράςταςθ των αρικμϊν ςε βακφτερα 

χαρακτθριςτικά τουσ όπωσ το αν «μπορεί να προςεγγιςτεί, ι όχι, με απόλυτθ ακρίβεια» ι 

αν «δίνει, ι όχι, ζνα ςυγκεκριμζνο αποτζλεςμα» κ.λ.π. Αυτι θ μετατόπιςθ των μακθτϊν τθσ 

πειραματικισ ομάδασ μπορεί, κατά τθν γνϊμθ μου, να εξθγθκεί ωσ επίδραςθ τθσ 

διδαςκαλίασ ςτθν ςκζψθ τουσ για τουσ ρθτοφσ και τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ. Θ επίδραςθ 

αυτι μπορεί να κεωρθκεί κετικι από τθν άποψθ ότι ενεργοποίθςε τισ δυνατότθτζσ τουσ για 

κριτικι κεϊρθςθ μιασ πιο ουςιαςτικισ διάκριςθσ ανάμεςα ςτουσ ρθτοφσ και τουσ άρρθτουσ 

αρικμοφσ, αλλά, όμωσ, ςε μερικζσ, τουλάχιςτον, περιπτϊςεισ μακθτϊν (όπωσ είδαμε ςτισ 

ερωτιςεισ 2), 3) και 6))  μπορεί να υπονοεί μια «ψευτοδομικι» κατανόθςθ που είναι 

δυνθτικά επιηιμια.   Επίςθσ δεν μποροφμε να κεωριςουμε ότι επιτυγχάνεται ο απϊτεροσ 

ςτόχοσ τθσ διδαςκαλίασ που ιταν να φτάςουν οι μακθτζσ ςτθν κατανόθςθ του άρρθτου 
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αρικμοφ ωσ ζνα αντικείμενο. Ραρόμοιεσ παρατθριςεισ μποροφμε να κάνουμε και με 

αφορμι το ερϊτθμα 6 όπου οι μακθτζσ ζλαβαν πιο πολφ υπόψθ τουσ τθν παρουςία του 

άρρθτου αρικμοφ, χωρίσ όμωσ να καταφζρουν να τον ερμθνεφςουν ςωςτά.   

Πυκνότητα των αριθμών και η ςυμπαγήσ φφςη τησ ευθείασ των αριθμών 

Συνολικά, από τισ απαντιςεισ των μακθτϊν φαίνεται ότι θ πεποίκθςθ τθσ διακριτότθτασ 

ςτα ςφνολα των ρθτϊν και πραγματικϊν αρικμϊν παραμζνει ιςχυρι (ερϊτθςθ 8)α) ) 

ιδιαίτερα όταν οι αρικμοί αναπαριςτϊνται ςε κλαςματικι μορφι  και δεν φαίνεται να τουσ 

βοθκά θ παρουςία τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν (ερωτιςεισ 8)α) και 8)γ)). 

Άλλωςτε (ερϊτθςθ 7) τα ςθμεία τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν δεν φαίνεται να 

αναπαριςτοφν τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ ςε μεγάλο ποςοςτό των μακθτϊν.  

Θ ζλλειψθ τθσ κατανόθςθσ του ρθτοφ και του άρρθτου  αρικμοφ τουσ εμποδίηει να 

κατανοιςουν κζματα που ζχουν να κάνουν με τθν πυκνότθτα του ςυνόλου των ρθτϊν και 

των πραγματικϊν αρικμϊν (ερϊτθςθ 5)).  

Συγκρίνοντασ τθν πειραματικι με τθν ομάδα ελζγχου, παρατθροφμε ςε οριςμζνεσ 

ερωτιςεισ μεγαλφτερα ποςοςτά ςωςτϊν απαντιςεων (ιδιαίτερα ςτισ ερωτιςεισ 5)δ) και 

7)α)) που μπορεί να ερμθνευτεί ωσ επίδραςθ τθσ διδαςκαλίασ, όπου οι ρθτοί δεν 

μποροφςαν «να καλφψουν τα κενά» παρά το ότι μποροφμε πάντα να «προςκζτουμε» 

ρθτοφσ ανάμεςα ςε δφο άλλουσ.   

 

«Επόμενοσ» αριθμόσ» – Όριο  

Συνολικά, φανερϊκθκε (ερωτιςεισ 8)β) και 8)δ)) θ αδυναμία τθσ ςυντριπτικισ πλειοψθφίασ 

να κατανοιςουν ότι θ ζννοια του «επόμενου» αρικμοφ αφορά μόνο το ςφνολο των 

ακεραίων αρικμϊν. Θ κατανόθςθ αυτι απαιτεί εννοιολογικι αλλαγι τθσ ζννοιασ του 

αρικμοφ που ιταν ζνασ από τουσ ςτόχουσ τθσ διδαςκαλίασ που δεν φαίνεται να 

επιτεφχκθκε ςε αυτόν τον τομζα.  

Ωςτόςο, ςυγκρίνοντασ τθν πειραματικι με τθν ομάδα ελζγχου (ερωτιςεισ 8)β) και 8)δ)) 

παρατθροφμε ζνα ςθμαντικά μεγαλφτερο  ποςοςτό των μακθτϊν τθσ πειραματικισ ομάδασ 

που δεν απάντθςαν (ιδιαίτερα ςτθν ερϊτθςθ 8)β)), γεγονόσ που δείχνει τθν αμφιβολία τουσ 

(εικάηω λόγω τθσ επίδραςθσ τθσ διδαςκαλίασ) για τθν μζχρι τϊρα πεποίκθςι τουσ  για τον 

επόμενο αρικμό θ οποία φαίνεται ακλόνθτθ ςτθν ομάδα ελζγχου.    

 

 

 

 

 

 



125 
 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ 7Ο : ΚΡΙΣΙΚΗ ΣΗ΢ ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ΢ – ΢ΤΖΗΣΗ΢Η  
 

Από τθν ανάλυςθ του ερωτθματολογίου (Κεφάλαιο 6ο) φάνθκε ότι θ επίδραςθ τθσ 

πειραματικισ διδαςκαλίασ ιταν μικρι  ςτθν κατανόθςθ των μακθτϊν για ζννοιεσ 

που ςχετίηονται με τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ (διάκριςθ των ρθτϊν με τουσ 

άρρθτουσ, πυκνότθτα, «επόμενοσ αρικμόσ», όριο). 

Βζβαια, δφςκολα κα μποροφςαμε να αναμζνουμε πολφ καλφτερα αποτελζςματα, 

τουλάχιςτον για τουσ δφο παρακάτω λόγουσ:  

- Θ εννοιολογικι αλλαγι αλλά και θ ενκυλάκωςθ των διαδικαςιϊν ςε 

μακθματικά αντικείμενα, είναι μια αργι και ςταδιακι διαδικαςία (π.χ. 

Vamvakoussi - Vosniadou, 2007 και Sfard, 1992). 

- Θ πειραματικι διδαςκαλία ιταν πολφ «πυκνι». Σε μία μόλισ διδακτικι ϊρα 

ςυηθτικθκαν πολλζσ και δυςνόθτεσ ζννοιεσ. Επιπλζον δεν δόκθκε χρόνοσ ςτουσ 

μακθτζσ να αλλθλεπιδράςουν μεταξφ τουσ και με τον κακθγθτι.   

 

Ωςτόςο, ςτα παρακάτω κα επιχειριςουμε να δείξουμε ότι δεν είναι πάντα ο χρόνοσ 

θ αιτία τθσ μθ κατανόθςθσ, ι ότι και περιςςότερο χρόνο να είχα διακζςει πάλι τα 

αποτελζςματα κα ιταν πενιχρά, ςε κάποια τουλάχιςτον κζματα που εμπεριζχονται 

ςτθν πειραματικι διδαςκαλία. Μζςα από τθν ανάλυςθ ενόσ διαλόγου ανάμεςα 

ςτον κακθγθτι και ενόσ μακθτι που ζγινε, τμθματικά, κατά τθν διάρκεια τθσ 

πειραματικισ διδαςκαλίασ, κα προςπακιςω να δείξω ότι υπιρξαν βακφτεροι λόγοι 

(αντιλιψεισ του κακθγθτι και των μακθτϊν για τθν διδακτικι διαδικαςία και των 

Μακθματικϊν γενικότερα αλλά και θ αντιμετϊπιςθ των ςυγκεκριμζνων υπό 

ςυηιτθςθ μακθματικϊν εννοιϊν) που δεν κα μποροφςαν να επιτρζψουν μια 

καλφτερθ κατανόθςθ των εννοιϊν από τουσ μακθτζσ, ανεξάρτθτα από τον χρόνο 

που κα διζκεταν.   
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Ανϊλυςη ενόσ διαλόγου του καθηγητό με ϋναν μαθητό 

 

 Γιάννηρ1  Καθηγηηήρ  

1
ορ

 διάλογορ  ηος Γιάννη1 με 

ηον καθηγηηή (λίγο ππιν 

ξεκινήζοςμε ηον συπιζμό ζε 

10 ίζα μέπη)  

Χξνληθή ζηηγκή ηεο 
δηδαζθαιίαο : 19:03 

Πσο ζα θαηαθέξνπκε λα 

θαιύςνπκε ηα θελά αν δεν 

πάποςμε πάπα πολύ μικπέρ 

αποζηάζειρ. Γειαδή…  

 

Ναη απηό πάκε λα θάλνπκε. 

 

 Γεν καλύπηονηαι κύπιε ηα 

κενά. Μπνξνύκε λα βξνύκε 

πνιιά ζεκεία και να ηα 

ενώζοςμε, αιιά ηα θελά … 

 

Γειαδή, ζπγλώκε Γηάλλε. Όηαλ 

ζνπ ιέεη ε παξαβνιή είλαη 

θάπσο έηζη, κηα ζςνεσόμενη 

γπαμμή, ζηελ πξαγκαηηθόηεηα 

ππάξρνπλ θελά αιιά δελ ηα 

βιέπνπκε;  

 

 Όρη, δεν ςπάπσοςν κενά, αιιά 

εκείο δεν μποπούμε να ηα 

καηαζκεςάζοςμε βξίζθνληαο 

όιεο ηηο ηηκέο κία – κία και να 

ηιρ ενώζοςμε μεηαξύ ηοςρ.  

 

Ναι ππακηικά δεν μποπούμε, 

ζεσξεηηθά όκσο κπνξνύκε λα 

ζθεθηνύκε πσο ζηην 

ππαγμαηικόηηηα κπνξνύλ λα 

θαιπθζνύλ. Θευπηηικά… 

 

  Ναι 
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      Είναι εμφανζσ ςτουσ παραπάνω διαλόγουσ ότι δεν υπάρχει πραγματικι 

επικοινωνία ανάμεςα ςτον μακθτι και τον κακθγθτι του: 

Στον 1ο διάλογο ο κακθγθτισ δεν αςχολείται καν με τθν αναηιτθςθ των 

πραγματικϊν αντιρριςεων του μακθτι. Με αρκετά απότομο τρόπο διακόπτει τθν 

ςκζψθ του ειςάγοντασ το «μεκοδολογικό τρυκ» τθσ «ςυνεχόμενθσ γραμμισ» τθσ  

παραβολισ, που είναι «πραγματικότθτα»!. Αυτό είχε ςαν αποτζλεςμα να 

 Γιάννηρ1  Καθηγηηήρ  

2
ορ

 διάλογορ ηος Γιάννη1 με 

ηον καθηγηηή (Αθού έσοςμε 

θευπήζει ηην διαίπεζη ζε 10, 

100, 1000 … κομμάηια, ο 

καθηγηηήρ πυηάει ηην ηάξη 

αν θα καλύτοςμε έηζι ηα κενά 

και ο Γιάννηρ1 επανέπσεηαι 

αςθόπμηηα)   

Απηό δελ ζα ην θάλνπκε ποηέ. Γειαδή θαη απηή ε ζπλερόκελε 

γξακκή (ζρεδηάδσ κηα ηπραία 

γξακκή ζηνλ πίλαθα) ηη είλαη, 

απάηη; 

 

Χξνληθή ζηηγκή ηεο 

δηδαζθαιίαο : 24:34 

Όρη, θευπηηικά ππάξρεη, εκείο 

δελ πξόθεηηαη λα ην θάλνπκε 

πνηέ. 

Ναη 

 Γελ κπνξνύκε λα βξνύκε όιεο 

ηηο ηηκέο και να ενώζοςμε… 

Πξαθηηθά όρη. Αιιά … 

 

 Δληάμεη μέξνπκε όηη ππάξρεη Γηαηί όκσο ππάξρεη; 

  …. 

 

 

 Γιάννηρ1  Καθηγηηήρ  

3
ορ

 διάλογορ ηος Γιάννη1 με 

ηον καθηγηηή  (αθνύ έρνπκε 

νξίζεη ην     θαη ν θαζεγεηήο 
έρεη «εμεγήζεη» πσο «δελ κέλεη 

ηειηθά θαλέλα θελό», όπσο 

πεξηγξάςακε ζην 5ν ; Κεθάιαην.   

 Γηάλλε1 ην θαηάιαβεο απηό; 

Χξνληθή ζηηγκή ηεο 

δηδαζθαιίαο : 34:00 

Ναη θύξηε. Σν θαηάιαβα.  

 (όκσο θαίλεηαη όηη νύηε απηόο 

νύηε νη ζπκκαζεηέο ηνπ ην 

θαηάιαβαλ ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα)  
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αναγκάςει τον μακθτι να «παραδεχκεί» ότι «δεν υπάρχουν κενά» αλλά ουςιαςτικά 

να παραμζνει με τθν αρχικι του άποψθ. Τότε ο κακθγθτισ, αντί να προςπακιςει να 

τον βοθκιςει να εκφράςει τισ πραγματικζσ του αντιρριςεισ, ειςάγει ςτον διάλογο 

μια πολφ ιςχυρι λζξθ: «Κεωρθτικά». Ο μακθτισ φαίνεται να ςυναινεί με τθν 

παρζμβαςθ του κακθγθτι.    

Στον  2ο διάλογο, μετά από 5 περίπου λεπτά, ακολουκεί ζνασ ακριβϊσ ίδιοσ 

διάλογοσ, με τα ίδια επιχειριματα και από τισ δφο πλευρζσ, δείγμα και αυτό ότι ο 

προθγοφμενοσ διάλογοσ δεν ιταν ουςιαςτικόσ αφοφ δεν υπιρξε θ παραμικρι 

μετατόπιςθ  ςτισ απόψεισ τουσ. Θ μόνθ διαφορά, είναι ότι ο μακθτισ χρθςιμοποιεί 

τθν φραςεολογία του κακθγθτι «κεωρθτικά υπάρχει» ενϊ είναι φανερό ότι δεν 

αντιλαμβάνεται τι ςθμαίνει αυτό.  

Στον 3ο διάλογο, μετά από 10 λεπτά, ο μακθτισ δίνει μια πολφ γνϊριμι μασ 

απάντθςθ, από τθν ςχολικι εμπειρία: «Ναι κφριε, το κατάλαβα»  πράγμα που ιταν 

φανερό, από το φφοσ του, ότι δεν ίςχυε. Το ίδιο φαίνεται να ίςχυε και για τουσ 

ςυμμακθτζσ του, αφοφ άλλωςτε κανείσ δεν επιχείρθςε  να διατυπϊςει κάποιο 

επιχείρθμα κατά (αλλά οφτε και υπζρ) των επιχειρθμάτων του.  

 

Ο Steinbring (1992) (δεσ ςτο 2ο Κεφάλαιο) μασ βοθκάει να ερμθνεφςουμε το τι 

ακριβϊσ ςυνζβθ. Ακολουκϊντασ το ςκεπτικό του,  διαπιςτϊνουμε τα παρακάτω:  

- Ακόμα και αν δεχκοφμε ότι  θ διδαςκαλία είχε ςχεδιαςτεί  και πραγματοποιικθκε 

ζτςι ϊςτε να παράςχει ςτουσ μακθτζσ κατάλλθλεσ δραςτθριότθτεσ και ζνα 

αλλθλεπιδραςτικό περιβάλλον ανάμεςα ςτουσ μακθτζσ μεταξφ τουσ και με τον 

κακθγθτι, προκειμζνου οι μακθτζσ να «καταςκευάςουν» τθν γνϊςθ, ςτθν ουςία 

αυτό που αναδεικνφεται είναι κυρίωσ ο κεντρικόσ ρόλοσ του κακθγθτι:  

ο κακθγθτισ υποκζτει ουςιαςτικά ζνα καλοφπι μακθματικισ γνϊςθσ που ζχει από 

πριν οργανϊςει για τον εαυτό του και επιχειρεί να αναπτφξει τθν γνϊςθ των 

μακθτϊν ςε ζνα όμοιο επίπεδο. Ακολουκεί μία χρονολογικά οργανωμζνθ, με 

γραμμικό τρόπο, δομι τθσ γνϊςθσ. Ο διάλογοσ που κάνει με τουσ μακθτζσ  γίνεται, 

ουςιαςτικά, μόνο για να εξυπθρετιςει αυτι τθν δομι. Για παράδειγμα, με το τρυκ 

τθσ παραβολισ, ο κακθγθτισ δεν ενδιαφερόταν να κατανοιςει τθν ςκζψθ του 

Γιάννθ1 αλλά απλά να χρθςιμοποιιςει τθν παρζμβαςθ του μακθτι  για να 

εξυπθρετιςει τον ςχεδιαςμό του (να προχωριςει ςε περιςςότερουσ χωριςμοφσ των 

διαςτθμάτων) ενδυναμϊνοντασ παράλλθλα, όπωσ ιλπιηε, το κίνθτρο των μακθτϊν 
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ϊςτε να ενδιαφερκοφν να παρακολουκιςουν τθν ςυνζχεια τθσ διδαςκαλίασ «του»,  

ζτςι όπωσ αυτόσ τθν είχε ςχεδιάςει.  

- Οι μακθτζσ αποδζχονται, ωσ φυςιολογικι, αυτι τθν δομι του μακιματοσ: ο 

Γιάννθσ1, αλλά και οι υπόλοιποι μακθτζσ, αιςκάνονται, ουςιαςτικά, πολφ αδφναμοι 

να αμφιςβθτιςουν τθν «αυκεντία» του κακθγθτι, του «κατόχου» τθσ μακθματικισ 

γνϊςθσ. Ο Γιάννθσ1 υποκφπτει ςε αυτιν, αρχικά δεχόμενοσ ότι «δεν υπάρχουν 

κενά», μετά ότι «κεωρθτικά υπάρχει» και μετά ότι «κατάλαβε», ενϊ είναι φανερό 

ότι διατθρεί τισ αντιρριςεισ του, που δεν τόλμθςε να τισ αναπτφξει αλλά και κανείσ 

δεν ενδιαφζρκθκε, είτε ο κακθγθτισ είτε οι ςυμμακθτζσ του, να τον βοθκιςουν να 

το κάνει. Από όλουσ, μζςα ςτθν τάξθ, θ μακθματικι γνϊςθ κεωρείται μθ 

αμφιςβθτιςιμθ και ότι επιπλζον εκφράηει τθν «πραγματικότθτα»  και ότι θ γνϊςθ 

κα ζλκει με ζναν γραμμικό τρόπο, ζτςι όπωσ το ζχει ςχεδιάςει ο κακθγθτισ και υπό 

τθν κακοδιγθςι του.  

- Το «κεωρθτικά» που είπε ο κακθγθτισ, που είναι κενό νοιματοσ για τον μακθτι 

ακόμα και αν ερμθνευτεί ωσ το αντίκετο του «πρακτικά», φανερϊνει τθν πθγι του 

πραγματικοφ προβλιματοσ ςτθν μεταξφ τουσ επικοινωνία:  κακθγθτισ και μακθτισ 

κινοφνται ςε ζνα διαφορετικό επίπεδο μακθματικισ γνϊςθσ, ι ςε διαφορετικζσ 

«πραγματικότθτεσ». Ο Γιάννθσ1 αντιμετωπίηει τισ ζννοιεσ ςφμφωνα με τθν δικι του 

«τοπικι» προοπτικι (ςυνδεδεμζνθ με το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα που τίκεται) ενϊ 

ο κακθγθτισ το αντιμετωπίηει «κεωρθτικά» δθλαδι ςφμφωνα με μια πιο ςφαιρικι 

άποψθ, εντάςςοντασ τισ ζννοιεσ μζςα ςε ζνα πολφ ευρφτερο μακθματικό πλαίςιο. 

 

    Οι πεποικιςεισ κακθγθτι και μακθτϊν που αναφζραμε παραπάνω εμποδίηουν τθν 

εςτίαςθ τθσ  διδαςκαλίασ ςε αυτό που κα μποροφςε να φζρει ίςωσ τθν πραγματικι 

κατανόθςθ των μακθτϊν (Steinbring, 1992): το να κάνει τθν ίδια τθν μακθματικι γνϊςθ το 

κζντρο τθσ διαπραγμάτευςθσ των νοθμάτων ανάμεςα ςτον κακθγθτι και τουσ μακθτζσ.   

Στα  παρακάτω, κα δείξουμε ότι ενϊ ο μακθτισ και ο κακθγθτισ χρθςιμοποιοφν τουσ ίδιουσ 

όρουσ , ο κακζνασ βρίςκεται ςε ζνα τελείωσ διαφορετικό πλαίςιο επιχειρθματολογίασ, ότι 

εννοοφν τελείωσ διαφορετικά πράγματα. Αυτό είναι που πάνω από όλα εμποδίηει τθν 

επικοινωνία τουσ και αυτό κα ζπρεπε να είναι ίςωσ το κζντρο του μακιματοσ.  

Η ανάλυςη των πλαιςίων ςτα οποία επιχειρηματολογοφν ο Γιάννησ1 και ο καθηγητήσ του. 

Ρρϊτα να δοφμε πωσ ζχει διδαχκεί ςτο ςχολείο  ο Γιάννθσ1 τθν ζννοια τθσ «γραμμισ» και 

τθσ «ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν».  
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Ο μακθτισ διδάςκεται για τθν ζννοια τθσ γραμμισ ςτο ςχολικό βιβλίο τθσ Γεωμετρίασ 

(Αργυρόπουλοσ et al., 2001) ότι μια γραμμι είναι «μια ςυνεχισ ςειρά κζςεων που παίρνει 

ζνα κινθτό ςθμείο, όπωσ όταν μετακινιςουμε χωρίσ διακοπι τθν μφτθ ενόσ μολυβιοφ πάνω 

ςε ζνα χαρτί.» Επίςθσ για το ςθμείο μακαίνει ότι «δεν ζχει διαςτάςεισ» και ότι «ςε κάκε 

κζςθ του μολυβιοφ, που ςχθματίηει μια γραμμι, το ίχνοσ τθσ μφτθσ του παριςτάνει ζνα 

ςθμείο».  

Για τθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν διδάςκεται ότι : «Στο Γυμνάςιο μάκαμε ότι οι 

πραγματικοί αρικμοί αποτελοφνται από τουσ ρθτοφσ και τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ και 

παριςτάνονται με τα ςθμεία ενόσ άξονα, του άξονα των πραγματικϊν αρικμϊν.» 

(Ανδρεαδάκθσ et al. 2009). 

Με βάςθ τθν παραπάνω, πικανι, κεϊρθςθ του Γιάννθ1 για τθν γραμμι και τθν ευκεία των 

πραγματικϊν αρικμϊν, και με τθν βοικεια των προτάςεων τθσ κεωρίασ των ενςαρκωμζνων 

Μακθματικϊν των Lakoff και Nunez για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ, ζτςι όπωσ τθσ 

εκκζςαμε ςτο 3ο Κεφάλαιο, κα προςπακιςουμε να αναλφςουμε τθν ςκζψθ του μακθτι και 

του κακθγθτι του.  

 

Α) Γραμμι  

Η Γραμμή  Πως ηο εννοεί ο μαθηηής Πως ηο  εννοεί ο καθηγηηής 

 «Μηα γξακκή είλαη κηα ζπλερήο 

ζεηξά ζέζεωλ πνπ παίξλεη έλα 

θηλεηό ζεκείν» (Βηβιίν 

Γεωκεηξίαο Α Λπθείνπ). 

 ΢ε ηέηνηα ζεώξεζε γηα ηελ 

γξακκή ηα ζεκεία είλαη 

ηνπνζεζίεο πάλσ ζε κηα γξακκή 

αιιά δελ απνηεινύλ ηελ γξακκή 

ε νπνία είλαη «θπζηθά ζπλερήο», 

πξνθύπηεη από θίλεζε αιιά είλαη 

έλα ζηαηηθό αληηθείκελν, έλαο 

θνξέαο, έλα ππόβαζξν, πνπ είλαη 

αλεμάξηεηνο από ηα ζεκεία πνπ 

κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε 

πάλσ ηεο.  

Η γξακκή είλαη έλα ζύλνιν 

ζεκείσλ. Σα ζεκεία δελ είλαη 

ηνπνζεζίεο πάλω ζε κηα γξακκή 

αιιά είλαη νη νληόηεηεο νη νπνίεο 

απνηεινύλ ηελ γξακκή. Γελ 

ππάξρεη γξακκή αλεμάξηεηε από 

ηα ζεκεία ηεο.   
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Β) Η ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν 

Η εσθεία ηων πραγμαηικών 

αριθμών  

Πως ηο εννοεί ο μαθηηής Πως ηο  εννοεί ο καθηγηηής 

 «Οη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 

απνηεινύληαη από ηνπο ξεηνύο 

θαη ηνπο άξξεηνπο αξηζκνύο θαη 

παξηζηάλνληαη κε ηα ζεκεία ελόο 

άμνλα, ηνπ άμνλα ηωλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ.» 

(Αλδξεαδάθεο et al. 2009)  

Οη αξηζκνί κπνξνύλ λα 

παξαζηαζνύλ κε έλα ζεκείν- 

ηνπνζεζία  πάλσ ζηελ 

αξηζκνγξακκή. Γελ ζπλεπάγεηαη 

όκσο όηη ζε θάζε ζεκείν – 

ηνπνζεζία ηεο επζείαο 

αληηζηνηρεί έλαο αξηζκόο! Αθνύ 

ηα ζεκεία είλαη απιά 

ηνπνζεζίεο πάλσ ζε κηα επζεία, 

θαη νη επζείεο είλαη ν θνξέαο 

πάλσ ζηνλ νπνίν βξίζθνληαη, ζα 

έρεη έλα αλεμάληιεην απόζεκα 

ζεκείσλ – ηνπνζεζίεο πνπ ζα 

κέλνπλ ρωξίο αληηζηνίρηζε κε 

θάπνην αξηζκό. 

Σα ζεκεία είλαη ζηνηρεία ελόο 

ζπλόινπ πνπ ζηε ζπλέρεηα 

αληηζηνηρίδνληαη 1 -1 κε ηνπο 

πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο. Αθνύ 

νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί είλαη 

έλα πιήξεο ζύζηεκα αξηζκώλ 

(δειαδή είλαη θιεηζηό σο πξνο 

ηηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο θαη 

πεξηέρεη όινπο ηνπο αξηζκνύο 

πνπ ζα κπνξνύζαλ λα είλαη ηα 

όξηα ησλ αθνινπζηώλ ξεηώλ 

αξηζκώλ) θαη παξάιιεια 

νξίδνπλ ην ηη είλαη ηα «ζεκεία» 

ηεο «επζείαο», θπζηθά 

εμαληινύλ όια ηα ζεκεία κηαο 

ηέηνηαο «επζείαο». Απηό δελ 

ζεκαίλεη όηη εμαληινύλ ηα 

ζεκεία κηαο θπζηθά ζπλερνύο 

επζείαο. ΢ε ζρέζε κε ηελ 

ζπλήζε έλλνηα πνπ δίλνπκε ζε 

κηα επζεία, ε «επζεία ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ» δελ 

είλαη επζεία!   

 

 

Με μια τζτοια κατανόθςθ για τθν ευκεία και για τθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν, 

ςίγουρα ο μακθτισ, ςε αντίκεςθ με τον κακθγθτι του, δεν μπορεί να φτάςει ςε μια 

κατανόθςθ τθσ 1- 1 αντιςτοιχίασ ανάμεςα ςτθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν. Αυτό 

άλλωςτε απαιτεί τθν αξιωματικι καταςκευι των πραγματικϊν αρικμϊν, που ο μακθτισ 

αγνοεί, και αυτό που του ζχει ειπωκεί ςτο ςχολικό βιβλίο για τθν ευκεία των πραγματικϊν 

αρικμϊν αλλά και για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ, ςε ςυνδυαςμό με τθν ζννοια τθσ 

«γραμμισ», είναι πολφ μακριά από μια τζτοια κατανόθςθ. Αυτό κα φανεί πιο κακαρά ςτα 

παρακάτω.  
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Γ) Τα «κενά» ςτον χϋχ  

 

Τι ςθμαίνει ο χϋχ να μθν ζχει κενά ςε μια φυςικά ςυνεχι γραμμι; Να μπορϊ να μετακινθκϊ 

από ζνα ςθμείο ςε ζνα άλλο χωρίσ να κάνω κάποιο άλμα. Άρα ο Γιάννθσ1 βλζπει ότι 

αρικμθτικά (χωρίσ κίνθςθ), δθλαδι αν ταυτίηαμε τα ςθμεία με τουσ αρικμοφσ, βλζπει ότι ο 

χϋχ κα ζχει πάντα κενά και άρα και θ γραφικι παράςταςθ κα ζχει πάντα κενά. Στα αρχικά 

βιματα βζβαια αυτό είναι ςωςτό, αφοφ προχωράμε με τουσ διαρκείσ χωριςμοφσ, δθλαδι 

με τθν πυκνότθτα των ρθτϊν. Ωςτόςο αυτό παραμζνει ωσ το τζλοσ, δθλαδι και όταν ο 

κακθγθτισ ειςάγει τουσ άρρθτουσ αρικμοφσ ςτον χϋχ. Θ ςτάςθ του Γιάννθ1 δεν φαίνεται να 

ζχει μεταβλθκεί. Άλλωςτε από τθν αρχι ζδειχνε πολφ ςίγουροσ για τισ απόψεισ του. Θ 

ςιγουριά του αυτι μπορεί να προζρχεται από τα παρακάτω:  

Συνοπτικά ο Γιάννθσ1:  α) βλζπει τθν ευκεία ωσ φυςικά ςυνεχι, β) δεν ζχει ςυνείδθςθ ότι τα 

ςθμεία τθσ ευκείασ των αρικμϊν αναπαριςτοφν τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ (δεσ 

ερωτθματολόγιο ερϊτθςθ 7)  και  γ) αυτό ςυμβαίνει (Fischbein, 1995) όχι εξαιτίασ κάποιων 

διαιςκθτικϊν εμποδίων, αλλά γιατί δεν ζχει τθν ικανότθτα να οριοκετιςει ςωςτά τισ 

Αποσζία κενών ζηον τ΄τ    Πως ηο εννοεί ο μαθηηής Πως ηο  εννοεί ο καθηγηηής 

 Η απνπζία θελώλ, γεληθά, ζε 

κηα «θπζηθά» ζπλερή γξακκή 

ζεκαίλεη απνπζία αικάησλ 

θαηά ηελ θίλεζε πνπ ηελ 

παξάγεη.  

 

 

 
 

 

 

 

Η απνπζία θελώλ είλαη όρη 

αλάκεζα ζηα ζεκεία απηά 

θαζαπηά αιιά αλάκεζα ζηνπο 

αξηζκνύο. Αθνύ θάζε αξηζκόο 

είλαη δηαθξηηόο θαη θάζε 

αξηζκόο αληηζηνηρίδεηαη 

(αμησκαηηθά, από ηελ 

θαηαζθεπή ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ)  κε κία 1 -1 

αληηζηνηρία κε ηα ζεκεία κηαο 

γξακκήο, δελ πθίζηαηαη πιένλ 

θακία θπζηθή ζπλέρεηα ηεο 

γξακκήο αλεμάξηεηε από ην 

ζύλνιν ησλ ζεκείσλ – αξηζκώλ. 

Η ζπλέρεηα ηεο γξακκήο 

πξνέξρεηαη από ηελ πιεξόηεηα 

ηνπ ζπλόινπ ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ ηειείσο αλεμάξηεηε 

από νπνηαδήπνηε γεσκεηξηθή 

ζεώξεζε.  
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ζννοιεσ των πραγματικϊν αρικμϊν. Οι ζννοιεσ ςχετικά με τουσ ρθτοφσ και τουσ άρρθτουσ 

είδαμε και ςτο ερωτθματολόγιο (ερωτιςεισ 2,3) ότι είναι τελείωσ μπερδεμζνεσ ςτο μυαλό 

των μακθτϊν.  

Βζβαια ο κακθγθτισ αφινει αρχικά τον μακθτι με τθν αβεβαιότθτα για το πϊσ κα 

καλυφκοφν τα κενά τθσ γραφικισ παράςταςθσ, προκειμζνου να «εμπλακεί» ςτθν 

παρακολοφκθςθ τθσ διδαςκαλίασ που κα ακολουκιςει ςτθν ςυνζχεια. Ωςτόςο, ο 

κακθγθτισ ζχει ςτο μυαλό του μόνο «τα κενά» τθσ γραφικισ παράςταςθσ.  Δεν 

καταλαβαίνει ότι το πρόβλθμα ξεκινάει από το ότι ο Γιάννθσ1 δεν ζχει (και δεν κα 

μποροφςε να ζχει) ςυνδζςει ςτο μυαλό του τον χϋχ με τθν ευκεία των πραγματικϊν 

αρικμϊν, όπωσ τθν εννοοφμε ςτα μακθματικά. Κεωρεί  ότι ο μακθτισ δζχεται ότι 

«αξιωματικά» τα ςθμεία τθσ ευκείασ καλφπτονται από τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ. Μςωσ 

και ο ίδιοσ ο κακθγθτισ κεωρεί ότι θ «φυςικι» και θ «μακθματικι» ευκεία ταυτίηονται. 

Άλλωςτε ζχει ςυνθκίςει να μετακινείται πολφ εφκολα από τθν μία ευκεία ςτθν άλλθ. (Οι 

Nunez και Lakoff, 1998, ςελ. 94 γράφουν ςχετικά: «Ακόμα και αν οι μακθματικοί ςυνειδθτά 

πιςτεφουν τθν μεταφορά Μια Ευκεία Είναι Ζνα Σφνολο Σθμείων, αςυνείδθτα 

χρθςιμοποιοφν τθν παραδοςιακι ζννοια τθσ ολιςτικισ ευκείασ… αυτό άλλωςτε 

φανερϊνεται όταν μιλοφν για το ότι οι «άρρθτοι γεμίηουν τα κενά των ρθτϊν» μια φράςθ 

που δεν ζχει νόθμα ςτα ςφνολα παρά μόνο ςτθν ολιςτικι ευκεία».)  

Συνοπτικά, ο μακθτισ δεν μπορεί να αντιλθφκεί τθν ςυνζχεια τθσ ευκείασ των 

πραγματικϊν αρικμϊν, ζτςι όπωσ τθν εννοεί ο κακθγθτισ διότι:  

α) δεν ζχει τθν κατανόθςθ των άρρθτων αρικμϊν και γενικά του ςυςτιματοσ των 

πραγματικϊν αρικμϊν. Ο κακθγθτισ τθν κεϊρθςε ωςτόςο αυτονόθτθ.  

β) ταυτίηει τθν φυςικά ςυνεχι ευκεία με τθν μακθματικά ςυνεχι ευκεία (και ο 

κακθγθτισ δεν τον βοθκάει κακόλου με αυτιν τθν ςφγχυςθ του)  

γ) Δεν πρόκειται ακριβϊσ για ςφγχυςθ του μακθτι, αλλά οφείλεται ςτον τρόπο που 

του διδάςκουμε τα μακθματικά ωσ μία επιςτιμθ που περιγράφει με ακρίβεια τθν 

πραγματικότθτα και ςτθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ ότι θ ευκεία των πραγματικϊν 

αρικμϊν είναι θ φυςικά ςυνεχισ γραμμι και ότι θ γραφικι παράςταςθ είναι μια 

φυςικά ςυνεχισ καμπφλθ.  

Να δοφμε όμωσ και τθν ςυνζχεια τθσ διδαςκαλίασ. Ρωσ ο κακθγθτισ «καλφπτει» 

τελικά τα κενά τθσ γραφικισ παράςταςθσ και πωσ δεν τα «καλφπτει» ο μακθτισ και γιατί:  
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Γραθική παράζηαζη  Πως ηο εννοεί ο μαθηηής Πως ηο  εννοεί ο καθηγηηής 

 Κακπύιεο ζην επίπεδν. 

Παξάγνληαη από ηελ θίλεζε 

ελόο θηλεηνύ. Κάζε ζεκείν-

ηνπνζεζία πάλω ζηελ θακπύιε 

νξίδεηαη απ ό έλα δηαηεηαγκέλν 

δεύγνο (ρ, f(ρ)) 

Έλα ζύλνιν από δηαηεηαγκέλε 

δεύγε πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ.   

 

  Είδαμε μζχρι τϊρα ότι ο Γιάννθσ1, δεν μπορεί να αντιλθφκεί, κινοφμενοσ μζςα ςτο δικό 

του πλαίςιο, και αγνοϊντασ τθν ζννοια του άρρθτου και γενικά του πραγματικοφ αρικμοφ,   

ότι ο χϋχ  δεν μπορεί να «καλυφτεί»  από αρικμοφσ και οφτε μπορεί να πειςτεί από τθν 

«αξιωματικι» κεϊρθςθ του κακθγθτι.   

  Ζτςι  ο χϋχ  ποτζ δεν πρόκειται να καλυφκεί από αρικμοφσ. Σαν αποτζλεςμα και οι 

αντίςτοιχεσ τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ  που είναι τοποκεςίεσ πάνω ςε μια νοθτι καμπφλθ (τθν 

γραφικι παράςταςθ) που ωσ τζτοια προκφπτει από τθν κίνθςθ (είναι «φυςικά» ςυνεχισ» 

για τον μακθτι) κα αφινουν «κενά» πάνω ςε αυτιν. Αυτό εννοεί ο μακθτισ όταν λζει «να 

ενϊςουμε τα ςθμεία»: «βλζπει» τα ςθμεία που προκφπτουν από τα ηεφγθ των αντιςτοίχων 

τιμϊν ςαν τοποκεςίεσ πάνω ςε μια «φυςικά» ςυνεχι γραμμι, θ οποία για να δθμιουργθκεί 

χρειάηεται τθν κίνθςθ. Συνεπϊσ, ο μακθτισ ςκεφτόμενοσ τισ γραμμζσ, πρϊτα τον χϋχ και 

ςτθν ςυνζχεια τθν γραφικι παράςταςθ, ωσ «φυςικά ςυνεχείσ», δεν μπορεί να αντιλθφκεί 

πωσ, με ζναν τζτοιο τρόπο, μπορεί «να γεμίηουν τα κενά» (και πράγματι δεν μποροφν να 

γεμίςουν αν μιλάμε για τθν φυςικι ςυνζχεια ζτςι όπωσ τθν αντιλαμβανόμαςτε ςτθν 

κακθμερινι ηωι). Τα «κενά» αρχικά ςτον χϋχ και ςτθν ςυνζχεια ςτθ γραφικι παράςταςθ, 

όπωσ κα δοφμε παρακάτω, «γεμίηουν» μόνο ςτο Αξιωματικό ςφςτθμα των πραγματικϊν 

αρικμϊν).  

Για τον κακθγθτι, που ακολουκεί τον μακθματικό οριςμό τθσ ςυνζχειασ, τα «κενά 

γεμίηουν»: Ο ςφγχρονοσ  ε –δ μακθματικόσ οριςμόσ τθσ ςυνζχειασ ςυνάρτθςθσ, μζςω του 

ορίου, βαςίηεται, ςφμφωνα με τουσ Lakoff και Nunez (1998) ςτθν μεταφορά τθσ 

«διατιρθςθσ τθσ εγγφτθτασ κοντά ςε μια τοποκεςία» και όχι  ςτθν «απουςία αλμάτων κατά 

τθν κίνθςθ» που υποκζτουμε ςτθν «φυςικι» ςυνζχεια. Οι Lakoff και Nunez (1998) εξθγοφν 

(όπωσ περιγράψαμε ςτο 3ο Κεφάλαιο), ότι αυτό που κάνει είναι να εγγυθκεί ότι:  

α) όταν οι γραμμζσ κατανοοφνται ωσ ςφνολα πραγματικϊν αρικμϊν και  

β) όταν το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ είναι χωρίσ κενά και 

γ) θ ςυνάρτθςθ διατθρεί τθν εγγφτθτα ςε αυτό το διάςτθμα , τότε 
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δ) και το ςφνολο τιμϊν κα είναι επίςθσ χωρίσ κενά.  

Βαςικι προχπόκεςθ (κατά τουσ Lakoff και Nunez, 1998)  για να γίνει κατανοθτόσ αυτόσ ο 

οριςμόσ είναι να ζχει κατανοθκεί ότι θ ςυνάρτθςθ πρζπει να ορίηεται ςε ζνα ανοιχτό 

διάςτθμα το οποίο είναι «χωρίσ κενά»(ωσ υποςφνολο του ςυνόλου των πραγματικϊν 

αρικμϊν) που περιζχει το α. Το ανοιχτό διάςτθμα δεν είναι ζνα τμιμα μια φυςικά ςυνεχοφσ 

γραμμισ. Είναι ζνα ςφνολο διακριτϊν αρικμϊν και το «χωρίσ κενά» αφορά κενά ανάμεςα 

ςε αρικμοφσ που εξαςφαλίηεται από το αξίωμα τθσ πλθρότθτασ. Με τθν προχπόκεςθ ότι 

αυτό ζχει γίνει κατανοθτό, ο ε – δ οριςμόσ απλά πραγματοποιεί ζναν ακριβι χαρακτθριςμό 

τθσ ζννοιασ «αντίςτοιχα»: δθλαδι αν δεν υπάρχουν κενά ςτο ανοιχτό διάςτθμα που 

περιζχει το α τότε μζςω τθσ ςυνάρτθςθσ (κεωροφμενθσ ωσ κανόνασ αντιςτοίχιςθσ ανάμεςα 

ςτισ τιμζσ δφο ςυνόλων) τότε δεν κα υπάρχουν «κενά» (λόγω τθσ διατιρθςθσ τθσ εγγφτθτασ 

κοντά ςτο  f(α) αλλά και ςτο f(α)) και ςτο αντίςτοιχο διάςτθμα που περιζχει το f(α). Και αν 

αυτό ιςχφει για κάκε α του πεδίου οριςμοφ τότε το διάςτθμα που ορίηουν οι τιμζσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ ςτον ψϋψ κα είναι ζνα «χωρίσ κενά» διάςτθμα και θ ςυνάρτθςθ κα (λζμε ότι) 

είναι ςυνεχισ.  Να ςθμειϊςουμε εδϊ ότι θ ςυνάρτθςθ πρζπει να ειδωκεί αποκλειςτικά με 

τον τυπικό οριςμό τθσ (δομικά) .  

   Αυτά προςπάκθςε να περιγράψει ςτουσ μακθτζσ ο κακθγθτισ ςτθν διδαςκαλία που 

περιγράψαμε, χρθςιμοποιϊντασ  μια άτυπθ αντίλθψθ του  ορίου και τθσ ςυνζχειασ. 

Δζχεται, άρρθτα, ςτθ διδαςκαλία του ότι τα ςθμεία που είναι κοντά ςτο       πάνω ςτον χϋχ  

αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία που είναι κοντά ςτον     πάνω ςτον ψϋψ. Ζτςι «εξαςφαλίηει» το 

όριο (τθν «διατιρθςθ τθσ εγγφτθτασ») και κατόπιν τθν ςυνζχεια, αφοφ το όριο είναι το   

    . Στθ ςυνζχεια λζει ςτουσ μακθτζσ ότι αυτό μπορεί να γίνει για κάκε χ πάνω ςτον χϋχ 

(«ο οποίοσ είναι χωρίσ κενά, το δζχομαι «αξιωματικά») και άρα θ γραφικι παράςταςθ κα 

είναι «μια ςυνεχόμενθ γραμμι». Θ κεϊρθςι του δείχνει μια ςτατικι αντίλθψθ του ορίου 

και τθσ ςυνάρτθςθσ. Βλζπει το όριο με όρουσ εγγφτθτασ και όχι κίνθςθσ. Αλλά ταυτίηει τθν 

μακθματικι ςυνζχεια με τθν φυςικι ςυνζχεια. Κεωρεί ότι θ μακθματικι ςυνζχεια εκφράηει 

ςτθν μακθματικι γλϊςςα τθν «φυςικι» ςυνζχεια (αυτό υπονοεί και το ςχολικό βιβλίο 

Ανάλυςθσ Γϋ Λυκείου, ςελ. 160). Πμωσ  (Núñez, 2007 ςελ. 152) «ο ε – δ φορμαλιςμόσ είναι 

αντίκετοσ ςτθν διαίςκθςθ και δφςκολοσ να ςυλθφκεί γιατί χαρακτθρίηει μια διαφορετικι 

κατθγορία κακθμερινϊν ανκρϊπινων ιδεϊν όπωσ θ «διατιρθςθ τθσ εγγφτθτασ» και θ  

«απουςία κενϊν» που είναι αντίκετεσ με τθν ςυμπεραςματικι δομι τθσ φυςικισ 

ςυνζχειασ». Οι Lakoff και Nunez (2000) κεωροφν ότι θ ζννοια τθσ μακθματικισ ςυνζχειασ 

είναι μία διαφορετικι ζννοια από αυτιν τθσ «φυςικισ ςυνζχειασ». Λζνε (ςελ. 274) «Αυτό 
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δεν ςθμαίνει ότι τζτοιεσ ιδιότθτεσ ολοκλθρωτικά μοντελοποιοφν τθν κακθμερινι ζννοια του 

φυςικά ςυνεχοφσ χϊρου».  

Επίςθσ, για να εκτιμιςουμε καλφτερα τα παραπάνω, ασ δοφμε πωσ γίνεται θ ςυνικθσ 

ειςαγωγι των μακθτϊν τθσ Γϋ Λυκείου ςτθν ζννοια του ορίου και τθσ ςυνζχειασ 

ςυνάρτθςθσ: 

Για το όριο:  

http://www.study4exams.gr/math_k/mod/resource/view.php?id=667 (επίςθμθ ιςτοςελίδα 

του ΥΡ. ΡΑΛΔΕΛΑΣ Δ.Β.Μ.Κ.) 

«Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f =…. που ορίηεται ςε ζνα διάςτθμα εξαιρουμζνου ενόσ ςθμείου χο. 

Βάηουμε τιμζσ του χ πολφ κοντά ςτο χο, και καταςκευάηουμε τον πίνακα αντιςτοίχων τιμϊν. 

Στθν ςυνζχεια παρατθροφμε ότι αν βάλουμε τιμζσ του χ πολφ κοντά ςτο χο, το f(χ)παίρνει 

τιμζσ πολφ κοντά ςε ζναν αρικμό L. Σε αυτι τθν περίπτωςθ κα λζμε: το όριο τθσ f κακϊσ το 

χ τείνει ςτο χο είναι L.»  

Επιπλζον, ςτο βιβλίο γίνεται πρϊτα μια «διαιςκθτικι» προςζγγιςθ του ορίου με 

δυναμικοφσ όρουσ (κίνθςθ) βαςιςμζνθ ςτθ ςυνζχεια διαφόρων γραφικϊν παραςτάςεων 

που δίνονται ωσ παραδείγματα.  

Για τθν ςυνζχεια ςυνάρτθςθσ ςτο χο:  

http://www.study4exams.gr/math_k/mod/resource/view.php?id=740 (επίςθμθ ιςτοςελίδα 

του ΥΡ. ΡΑΛΔΕΛΑΣ Δ.Β.Μ.Κ.) 

Θ ειςαγωγι ςτθν ςυνζχεια ςτο χο δίνεται από τον ςυνικθ οριςμό που απαιτεί θ ςυνάρτθςθ 

(τθσ οποίασ το πεδίο οριςμοφ τθσ κεωρείται ζνα διάςτθμα ι ζνωςθ διαςτθμάτων) να 

ορίηεται ςτο χο   και το όριο ςτο χο να είναι ίςο με το f(χο).  

Συνοψίηοντασ, θ κριτικι  του  Núñez (2007) είναι:  

  - το «μικρζσ αλλαγζσ ςτο χ αντιςτοιχεί ςε μικρζσ αλλαγζσ ςτο ψ» είναι μια πολφ καλι 

περιγραφι για το τι είναι διαιςκθτικό ςτον ε – δ οριςμό. Ζχει τισ ςωςτζσ ςτατικζσ ζννοιεσ 

και αναδεικνφει τισ ςωςτζσ μεταξφ τουσ ςχζςεισ. Αλλά αυτό που λείπει είναι ακριβϊσ θ 

ανάγκθ τθσ ερϊτθςθσ για τα Μακθματικά, δθλαδι τθν ακριβι μακθματικοποίθςθ τθσ 

«φυςικισ ςυνζχειασ» που υπονοεί ότι με αυτόν τον τρόπο εκφράηει. Αυτό που λείπει είναι 

ότι, γνωςιακά μιλϊντασ, θ πρόταςθ αυτι δεν  χαρακτθρίηει τθν φυςικι ςυνζχεια που 

προζρχεται από τθν κίνθςθ.  

- ΢ε μια φυςικά ςυνεχι γραμμι «απουςία κενϊν» ςθμαίνει απουςία αλμάτων – χαςμάτων 

κατά τθν κίνθςθ που τθν παράγει : ςθμαίνει ότι ζχεισ περάςει (κατά τθν κίνθςθ)  από όλα τα 

ςθμεία – τοποκεςίεσ πάνω ςτθν γραμμι. Η ςυνζχεια, λοιπόν, μιασ  φυςικά ςυνεχοφσ 

γραμμισ, ςθμαίνει ότι ιχνογραφείται από τθν κίνθςθ, μζςα ςτο χρόνο και ότι το ίχνοσ τθσ 

κίνθςθσ είναι μια ςτατικι ολιςτικι γραμμι χωρίσ «άλματα».  

http://www.study4exams.gr/math_k/mod/resource/view.php?id=667
http://www.study4exams.gr/math_k/mod/resource/view.php?id=740
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- Σίποτα από αυτά δεν εμφανίηονται ςτον τυπικό οριςμό τθσ ςυνζχειασ ο οποίοσ βαςίηεται 

ςε μια τελείωσ διαφορετικι μεταφορά τθν Διατιρθςθ τθσ εγγφτθτασ κοντά ςε μια 

τοποκεςία. Αυτι θ κεϊρθςθ δεν ζχει κίνθςθ και ςυνεπϊσ δεν ζχει και «άλματα». Δεν είναι 

ίδια ιδζα με τθν «φυςικι ςυνζχεια». Πολλοί όμωσ εκπαιδευτικοί και μακθματικοί, 

ςκεπτόμενοι ότι μποροφν να διδάξουν μακθματικά αφινοντασ τα ίδια τα μακθματικά 

ανζγγιχτα (ζξω από τθν ςυηιτθςθ),  πιςτεφουν ότι το πρόβλθμα με τθν φυςικι ςυνζχεια 

είναι ότι δεν είναι αρκετά ακριβισ και πιςτεφουν ότι ο ε – δ οριςμόσ α) τθν κάνει ακριβι και 

β) γενικεφει τθν ιδζα τθσ φυςικισ ςυνζχειασ. Αλλά αυτό δεν είναι αλικεια.  

-Σο πρόβλθμα δεν είναι ςτθν «δυςκολίεσ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνζχειασ» αλλά ξεκινοφν από τθν 

εςφαλμζνθ πεποίκθςθ (και από τουσ κακθγθτζσ και από τουσ μακθτζσ) ότι ο φορμαλιςμόσ 

γενικεφει και κάνει τισ διαιςκθτικζσ ιδζεσ πιο ακριβείσ.   

Από τθν ανάλυςθ τθσ διδαςκαλίασ που κάναμε παραπάνω φαίνεται ότι αυτζσ οι 

απόψεισ δίνουν μια πειςτικι ερμθνεία ςτο γιατί ο Γιάννθσ1 (και οι ςυμμακθτζσ του) 

δεν μπόρεςαν να καταλάβουν γιατί «γζμιςαν τα κενά». Σίγουρα το κλειδί είναι το 

ότι δεν ζχουν μια ικανοποιθτικι κατανόθςθ του ςυνόλου των πραγματικϊν 

αρικμϊν και τθσ ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν. Δεν φαίνεται ότι το πρόβλθμα 

λφνεται με το να μθν ορίηουμε τθν γραμμι μζςω τθσ κίνθςθσ. Ραλαιότερα θ ευκεία 

διδαςκόταν ςτθν Γεωμετρία του Λυκείου  «ςαν ζνα υποςφνολο του γεωμετρικοφ 

χϊρου που είναι ζνα μθ κενό ςφνολο που τα ςτοιχεία του τα ονομάηουμε 

γεωμετρικά ςθμεία» (Ραπαμιχαιλ, Δ., Σκιαδά, Α.(1979)  Θεωρθτικι Γεωμετρία Εκδ. 

ΟΕΔΒ, Ακινα 1979). Ρροφανϊσ αυτι θ κεϊρθςθ δθμιουργοφςε περιςςότερα 

προβλιματα και αντικαταςτάκθκε.  

Σίγουρα όμωσ πρζπει να είμαςτε ενιμεροι για το ποια γλϊςςα χρθςιμοποιοφμε και 

για το ποια εικόνα για τα Μακθματικά δίνουμε ςτουσ μακθτζσ μασ. Σίγουρα πρζπει 

να διαπραγματευόμαςτε τα μακθματικά νοιματα μζςα ςτθν τάξθ, με μεγαλφτερο 

ενδιαφζρον για τθν ςκζψθ των μακθτϊν. Σε αυτι τθν εργαςία δοκιμάςαμε 

κάποιουσ πικανοφσ δρόμουσ για τθν διδαςκαλία των πραγματικϊν αρικμϊν ςε 

μακθτζσ τθσ Βϋ Λυκείου με ςκοπό να προετοιμαςτοφν για τθν Ανάλυςθ τθσ Γ’ 

Λυκείου. Ρροςπακιςαμε , μζςα από τθν ανάλυςθ τθσ διδαςκαλίασ, να δοφμε ποιοι 

από αυτοφσ ζχουν κάποια δυνατότθτα να οδθγιςουν τουσ μακθτζσ ςε μια 

καλφτερθ κατανόθςθ των πραγματικϊν αρικμϊν  και ποιοι κινοφνται ςε λάκοσ 

κατεφκυνςθ. Αναδείξαμε επίςθσ ότι, αν μιλάμε για μια διδαςκαλία που να ζχει 

νόθμα για τουσ μακθτζσ και άρα να είναι αποτελεςματικι, κα πρζπει ο κακθγθτισ 

να ζχει μια διαφορετικι αντίλθψθ για τθν διδακτικι πρακτικι του, να μθν ζχει τον 

ρόλο του κατόχου τθσ «απόλυτθσ» μακθματικισ γνϊςθσ αλλά να «κάνει τθν ίδια 

τθν μακθματικι γνϊςθ το κζντρο τθσ διαπραγμάτευςθσ των νοθμάτων ανάμεςα 
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ςτον κακθγθτι και τουσ μακθτζσ» κατά τον Steinbring (1992) ι ιςοδφναμα, να μθ 

ςκεφτόμαςτε ότι « μποροφμε να διδάξουμε τα μακθματικά αφινοντασ τα ίδια τα 

μακθματικά ανζγγιχτα (ζξω από τθν ςυηιτθςθ)» όπωσ λζει ο Núñez (2007) (ποιο 

αναλυτικά οι ιδζεσ τουσ ςτο 2ο Κεφάλαιο). 

 Για να μποροφμε όμωσ να ζχουμε μια αποτελεςματικι επικοινωνία με τουσ 

μακθτζσ πρζπει να ζχουμε μια αρχικι, τουλάχιςτον, κατανόθςθ τθσ ςκζψθσ τουσ 

αλλά και μια «ςυνειδθτοποίθςθ για τισ  μετα – μακθματικζσ διαφορζσ ςτισ 

πεποικιςεισ μασ με τουσ μακθτζσ»( Sfard,1994a, δεσ ςτο 2ο Κεφάλαιο). Σε αυτό 

ακριβϊσ το ςθμείο ελπίηω ότι αυτι θ εργαςία ίςωσ προςζφερε κάποιεσ ιδζεσ, οι 

οποίεσ κα μποροφςαν να μασ προςφζρουν περιςςότερεσ ευκαιρίεσ ςτθν τάξθ ι 

ςτθν ζρευνα για να κατανοιςουμε περιςςότερο τθν ςκζψθ των μακθτϊν και να 

επιτφχουμε μια καλφτερθ μακθματικι επικοινωνία μαηί τουσ και ςυνεπϊσ και μια 

περιςςότερο αποτελεςματικι διδαςκαλία.   

 

΢υμπερϊςματα – ΢υζότηςη 
 

Μζςω τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ οι μακθτζσ, ζρχονται για πρϊτθ φορά ςε επαφι με τθν 

ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ ζτςι όπωσ τον αντιμετωπίηει θ Ανάλυςθ, που κα 

διδαχκοφν ςτθν Γϋ Λυκείου, και ςτθν οποία κατζχει κεντρικι κζςθ. Από τι προθγοφμενεσ 

τάξεισ θ γνϊςθ των μακθτϊν για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ είναι αποςπαςματικι και 

προβλθματικι από πολλζσ απόψεισ, όπωσ διαπιςτϊςαμε ςτθν ανάλυςθ του 

Ερωτθματολογίου. Σε αυτι τθν εργαςία κεωριςαμε ότι θ εκκετικι ςυνάρτθςθ κα 

μποροφςε να αποτελζςει μια ευκαιρία να ςυηθτθκοφν με τουσ μακθτζσ διάφορεσ πλευρζσ 

των πραγματικϊν αρικμϊν, των ιδιοτιτων τουσ και τθσ ςθμαςίασ τουσ.  

Στθν πειραματικι διδαςκαλία, που παρουςιάςαμε ςτο 5ο Κεφάλαιο, είδαμε, αρχικά, με πιο 

τρόπο θ διδαςκαλία τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ κα μποροφςε να προςφζρει ευκαιρίεσ για 

τθν κατανόθςθ από τουσ μακθτζσ των δυνάμεων με ρθτό εκκζτθ και παρά το ότι δεν 

δόκθκε αρκετόσ χρόνοσ ςτουσ μακθτζσ, από το ερωτθματολόγιο φάνθκε ότι υπιρξε κετικι 

ανταπόκριςθ. Αυτό το κομμάτι τθσ ερευνθτικισ διδαςκαλίασ βαςίςτθκε ςε μια 

καλοδουλεμζνθ κεωρία, αυτι τθσ Confrey και των ςυνεργατϊν τθσ, θ οποία προςφζρει, με 

ζναν βιωματικό τρόπο, μια διαφορετικι κεϊρθςθ  για τθν καταςκευι μιασ κατθγορίασ των 

πραγματικϊν αρικμϊν, τισ δυνάμεισ. Θ ιδζα ότι δεν υπάρχει ζνασ μόνο τρόποσ καταςκευισ 

των πραγματικϊν αρικμϊν είναι ςθμαντικι, κατά τθν γνϊμθ μασ, και μπορεί να 
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κακοδθγιςει τθν ςκζψθ μασ και τθν ςκζψθ των μακθτϊν ςε μια κεϊρθςθ των πραγματικϊν 

αρικμϊν που να ξεφεφγει από τουσ απλοφσ οριςμοφσ ι τισ εφκολεσ «ερμθνείεσ» για τθν 

ανάγκθ επζκταςισ τουσ και μπορεί να οδθγιςει ςε μια βακφτερθ κεϊρθςθ και κατανόθςθ 

τθσ φφςθσ τουσ.  Θ κεωρία τθσ Confrey και των ςυνεργατϊν τθσ αναδεικνφει επίςθσ τθν 

ςθμαςία τθσ κεϊρθςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ ωσ μια ςχζςθ ςυμεταβολισ δφο μεταβλθτϊν, μια 

ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ που ςυχνά υποτιμοφμε ςτο Λφκειο. Βαςιςτικαμε ςε αυτιν τθν 

κεωρία για να προχωριςουμε ςτθν, βιωματικι, «καταςκευι» τθσ δφναμθσ με άρρθτο 

εκκζτθ όπου και πάλι είδαμε (ςτο 5ο Κεφάλαιο) ότι είναι ςθμαντικι θ κεϊρθςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ όπωσ προτείνει θ Confrey και οι ςυνεργάτεσ τθσ. Θ «καταςκευι» αυτι 

νομίηουμε, ότι κα μποροφςε να αποτελζςει μια ιςχυρι βιωματικι βάςθ για τθν ζννοια του 

πραγματικοφ αρικμοφ ςτουσ μακθτζσ.  

Στθν ςυνζχεια τθσ πειραματικισ διδαςκαλίασ προςπακιςαμε να «αιτιολογιςουμε» ςτουσ 

μακθτζσ το πϊσ κεωροφμε ςτα μακθματικά τθν ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ και να 

αναδείξουμε τθν ςφνδεςι του με τισ ζννοιεσ του ορίου και τθσ ςυνζχειασ. Από τθν ανάλυςθ 

τθσ πειραματικισ φάνθκαν κάποια βακφτερα προβλιματα που ςχετίηονται με τθν 

διδαςκαλία των πραγματικϊν αρικμϊν που ζχουν να κάνουν και με τον τρόπο που τουσ 

διδάςκουμε και με τισ επιπτϊςεισ αυτισ τθσ διδαςκαλίασ ςτθ μθ κατανόθςθ από τουσ 

μακθτζσ, ουςιαςτικά, όλων των άλλων εννοιϊν τθσ Ανάλυςθσ. Ππωσ αναλφςαμε ςτο μζροσ 

αυτό τθσ εργαςίασ το βαςικότερο πρόβλθμα για τθν διδαςκαλία των πραγματικϊν αρικμϊν 

ςτο Λφκειο, είναι ότι δεν λαμβάνουμε υπόψθ μασ τθν ςκζψθ των μακθτϊν για αυτοφσ, 

αλλά απλά προςπακοφμε να επιβάλλουμε, και πικανϊσ χωρίσ να ζχουμε ςυνείδθςθ για το 

τι ακριβϊσ κάνουμε, ζναν ψευδο – φορμαλιςμό που φυςικά είναι κενόσ νοιματοσ για τουσ 

μακθτζσ. Ριςτεφω  ότι οι περιςςότεροι κακθγθτζσ των Μακθματικϊν επιδιϊκουν τθν 

βακφτερθ επικοινωνία  με τουσ μακθτζσ τουσ ςτθν προςπάκειά τουσ να τουσ βοθκιςουν να 

κατανοιςουν τισ μακθματικζσ ζννοιεσ. Στθν περίπτωςθ τθσ διδαςκαλίασ των πραγματικϊν 

αρικμϊν όμωσ θ επικοινωνία αυτι φαίνεται να μθν επιτυγχάνεται. Ο λόγοσ νομίηουμε, 

είναι ότι δεν ζχουμε μια αρκετά καλι κατανόθςθ τθσ ςκζψθσ των μακθτϊν για τουσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ και αυτό εμποδίηει και τθν επικοινωνία μασ μαηί τουσ και τθν 

αναηιτθςθ νζων, πιο αποτελεςματικϊν αλλά και πιο ουςιαςτικϊν διδακτικϊν πρακτικϊν 

που να λαμβάνει υπόψθ τθσ τισ προςεγγίςεισ και τισ τρόπο που ςκζφτονται οι μακθτζσ 

κάνοντάσ τισ κεντρικό κζμα ςτθν διαπραγμάτευςθ των μακθματικϊν νοθμάτων ανάμεςα 

ςτον κακθγθτι και τουσ μακθτζσ.  
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Θ εργαςία αυτι, νομίηουμε ότι κάνει κάποια βιματα προσ αυτζσ τισ κατευκφνςεισ και αυτόσ 

ιταν, άλλωςτε, και ο ςκοπόσ τθσ.  

 

Πρόταςη για περαιτϋρω ϋρευνα  

 

Λδιαίτερο βάροσ πρζπει να δοκεί ςτθν, παραμελθμζνθ από τα ςχολικά βιβλία, ζννοια τθσ 

ευκείασ των πραγματικϊν αρικμϊν.  Κάποιοι ερευνθτζσ (Núñez- Lakoff, 1998 , Merenluoto- 

Palonen,2007)  προτείνουν ότι  κα ζπρεπε να εξθγιςουμε ςτουσ μακθτζσ τισ εννοιολογικζσ 

μεταφορζσ που χρθςιμοποιοφν οι μακθματικοί ςτισ ερμθνείεσ τουσ για τουσ πραγματικοφσ 

αρικμοφσ. Νομίηουμε ότι κα ζπρεπε να διερευνθκεί, ςε ζρευνα με μακθτζσ, αν αυτό κα μασ 

προςζφερε κάποια ευκαιρία να κατανοιςουμε καλφτερα τθν ςκζψθ τουσ ι αν κα 

μποροφςε να κάνει τθν επικοινωνία μασ μαηί τουσ καλφτερθ ι  αν κα βοθκοφςε τθν 

κατανόθςι τουσ.  Αν κινθκοφμε ςε μια τζτοια κατεφκυνςθ, ίςωσ κα μασ ιταν χριςιμθ θ 

παρακάτω περιγραφι για τθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν, με τθν οποία κλείνουμε 

τθν εργαςία αυτι:  

 «Καλοφμε «ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν» το ςφνολο R των πραγματικϊν 

αρικμϊν. Οι πραγματικοί αρικμοί κεωροφνται  τότε ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ. Για τα 

ςθμεία χρθςιμοποιοφμε τα ίδια ςφμβολα με τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ. Θ 

ταυτοποίθςθ αυτι βαςίηεται ςε αξίωμα τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ.  

Τθν μεταφορά αυτι τθσ γλϊςςα τθσ Γεωμετρίασ ςτθν κεωρία των πραγματικϊν 

αρικμϊν τθν κάνουμε ανεξάρτθτα από τισ ζννοιεσ και τισ αντίςτοιχεσ προτάςεισ τθσ 

Γεωμετρίασ. Δθλαδι δεν χρθςιμοποιοφμε για τθν απόδειξθ των ιδιοτιτων των 

πραγματικϊν αρικμϊν ζννοιεσ και κεωριματα τθσ Γεωμετρίασ. Θ κεμελίωςθ τθσ 

Γεωμετρίασ παρουςιάηει τθσ ίδιεσ δυςκολίεσ (ι μάλλον μεγαλφτερεσ) με τθν 

κεμελίωςθ των πραγματικϊν αρικμϊν, οπότε δεν πρόκειται να ωφελθκοφμε αν 

κελιςουμε να προτάξουμε τθν Γεωμετρία από τθν Ανάλυςθ. 

Ραλαιότερα αυτό γινόταν ςυχνά και πολλζσ αποδείξεισ βαςικϊν κεωρθμάτων τθσ 

Ανάλυςθσ ςτθρίηονταν ςε προτάςεισ τθσ Γεωμετρίασ. Σιμερα επιδιϊκεται το 

οικοδόμθμα τθσ Ανάλυςθσ να είναι απαλλαγμζνο από τθν Γεωμετρία από παλιά δε 

ςυνικεια διατθρικθκε θ γλϊςςα τθσ Γεωμετρίασ και τα Γεωμετρικά ςχιματα, τα 

τελευταία δε χρθςιμοποιοφνται κυρίωσ για τουσ αναγνϊςτεσ εκείνουσ που δεν 

ζχουν αρκετά ανεπτυγμζνο «τον αναλυτικό τρόπο ςκζψθσ», ϊςτε να  
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κατατοπίηονται και να κατανοοφν με τθν βοικεια τθσ εποπτείασ, ευκολότερα τισ 

αναλυτικζσ αποδείξεισ.»   

(Κάπποσ, Δ. (1962): Μακιματα Αναλφςεωσ. Απειροςτικόσ Λογιςμόσ Τεφχοσ Α 

Ακινα 1962) 
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ΡΑ΢Α΢ΤΗΜΑ 1 

 

*Ρρϊτθ γνωριμία με τθν ιςτορία και το ςκεπτικό των λογαρικμικϊν πινάκων – Εξαγωγι 

των ιδιοτιτων των δυνάμεων+  

ΑΝΤΙΡΑ΢ΑΒΟΛΗ Α΢ΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤ΢ΙΚΗΣ Ρ΢ΟΟΔΟΥ 

 

Θ ΣΥΝΕΧΘΣ ΑΝΑΛΟΓΛΑ ΣΤΟΥΣ Α΢ΧΑΛΟΥΣ – ΤΟ ΡΑ΢ΑΔΕΛΓΜΑ ΤΘΣ Χ΢ΥΣΘΣ ΤΟΜΘΣ  

 

 

 

 

 

 

 

ΡΑ΢ΑΔΕΛΓΜΑ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΑΝΑΛΟΓΛΑΣ ΜΕ ΛΟΓΟ 2 

 

 

     1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

     2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 

 

Ερμθνεία του όρου «λογάρικμοσ»:  

 

Α) Με βάςθ τον παρακάτω πίνακα να διαπιςτϊςετε, με παραδείγματα, τισ ιδιότθτεσ των 

δυνάμεων   

1) 4∙8 = 22∙23 

                        άρα:                                                        και γενικά:  

     32 = 25 

 



149 
 

2)  

 

3)  

 

4)  

 

5)  

 

Β) Αφοφ πρϊτα ςυμπλθρϊςετε τον παραπάνω πίνακα να ερμθνεφςετε τουσ οριςμοφσ των 

δυνάμεων με εκκζτθ το 0, το 1, αρνθτικό εκκζτθ.  

 

 

 

 

 

Γ) Ο΢ΛΣΜΟΛ ΤΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ 

 

 

 

 

Δ) ΛΔΛΟΤΘΤΕΣ ΤΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ 
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ΡΑ΢Α΢ΤΗΜΑ 2  

 

ΛΟΓΑ΢ΙΘΜΟΙ: Ο΢ΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 

 

 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1/16 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 

                

 

Στον παραπάνω πίνακα αντιπαραβάλλονται μια αρικμθτικι πρόοδοσ με διαφορά  

ω = 1 και μία γεωμετρικι πρόοδοσ με λόγο λ = 2  

 

 Με κατάλλθλα παραδείγματα να επιβεβαιϊςετε τουσ παρακάτω κανόνεσ:   
Κανόνασ 1: Ο πολλαπλαςιαςμόσ 2 όρων τθσ γεωμετρικισ προόδου ανάγεται ςτθν 

πρόςκεςθ των αντίςτοιχων τθσ αρικμθτικισ προόδου   

π.χ. 8∙128 = 1024     και 3 + 7 = 10  

Δθλαδι: Ο εκκζτθσ (λογάρικμοσ) του γινομζνου δφο δυνάμεων ιςοφται με το 

άκροιςμα των εκκετϊν τουσ (με το άκροιςμα των λογαρίκμων τουσ).  

 

Κανόνασ 2: Η διαίρεςθ 2 όρων τθσ γεωμετρικισ προόδου ανάγεται ςτθν αφαίρεςθ 

των αντίςτοιχων όρων τθσ αρικμθτικισ προόδου 

π.χ.  

Δθλαδι:  

 

Κανόνασ 3:  Η φψωςθ ενόσ όρου τθσ γεωμετρικισ προόδου ςε εκκζτθ ανάγεται ςτον 

πολλαπλαςιαςμό του αντίςτοιχου όρου τθσ αρικμθτικισ προόδου με τον εκκζτθ τθσ 

δφναμθσ  

π.χ. 

 

            Δθλαδι:  
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Κανόνασ 4:  Η εξαγωγι ρίηασ ενόσ όρου τθσ γεωμετρικισ προόδου ανάγεται ςτθν 

διαίρεςθ του αντίςτοιχου όρου τθσ αρικμθτικισ προόδου με τον δείκτθ τθσ ρίηασ 

π.χ.    

             

        Δθλαδι:  

 

 Ρροςπάκθςε να επιβεβαιϊςεισ τουσ παραπάνω κανόνεσ και ςτουσ παρακάτω 
πίνακεσ:  

Α) Βάςθ το 3 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

1/27 1/9 1/3 1 3 9 27 81 243 729 2187 6561 

 

Β) Βάςθ το 1/2 

 

 

 

Γ) Βάςθ το 10  

 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

0,001 0,01 0,1 1 10  100 1000 10000 100000 

 Στον πρϊτο πίνακα:  Αν ονομάςουμε τουσ όρουσ αι τθσ αρικμθτικισ προόδου ωσ 
λογάρικμουσ με βάςθ το 2 των αντίςτοιχων όρων γι τθσ γεωμετρικισ προόδου και 

ςυμβολίςουμε με τον λογάρικμο του  γι με 2log , αν δθλαδι  αι = 2log , ποια 

άλλθ ιςότθτα μπορείτε να γράψετε για τουσ  αι και γι; 
 

 Γενικά:  
Οριςμόσ λογαρίκμου ενόσ κετικοφ αρικμοφ κ με βάςθ τον κετικό α με α≠1:  

 

 

 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

8 4 2 1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 
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Δθλαδι ο λογάρικμοσ του κ με βάςθ το α είναι θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ:  

Αν θ βάςθ είναι το 10: 

Αν θ βάςθ είναι ο e:  

 

Ιδιότθτεσ λογαρίκμων που προκφπτουν άμεςα από τον οριςμό:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ιδιότθτεσ λογαρίκμων (λογαρικμικοί κανόνεσ)  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 3 

ΤΟ ΦΥΛΛΟ Ε΢ΓΑΣΙΑΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ ΤΗΣ ΕΚΘΕΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑ΢ΤΗΣΗΣ 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 4 

Η ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ ΣΤΟ Β7 

(ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΣΥΝΑ΢ΤΗΣΗ)  

 

01.21.Κ: Το κζμα μασ ςιμερα είναι βαςικά θ ςυνάρτθςθ ψ = αχ, που ονομάηεται εκκετικι 

ςυνάρτθςθ. Αλλά παράλλθλα, πριν φτάςουμε εκεί, μασ ενδιαφζρει να δοφμε κάποια άλλα 

κζματα, που προθγοφνται ςτο να φτάςεισ ςτθν γραφικι παράςταςθ. 

01.54Κ: Τον τελευταίο καιρό ζχουμε μιλιςει πολλζσ φορζσ για αυτιν τθν αντιπαράκεςθ τθσ 

αρικμθτικισ με τθν γεωμετρικι πρόοδο. Μζςα από αυτό το πινακάκι ςασ κυμίηω ότι ζχουμε 

αρχικά διαπιςτϊςει τισ ιδιότθτεσ των δυνάμεων, μετά εξθγιςαμε τθν ονομαςία του 

λογαρίκμου, μετά δϊςαμε τον τυπικό οριςμό και διαπιςτϊςαμε τισ ιδιότθτεσ των 

λογαρίκμων. Ζχουμε κάνει πολλά και ςιμερα κα κάνουμε άλλο ζνα ωραίο μζςα από αυτό 

το πινακάκι, μζςα από αυτιν τθν αντιπαράκεςθ δφο διαφορετικϊν κόςμων. Ράνω είναι ο 

προςκετικόσ κόςμοσ, πάω ςυν ζνα, και κάτω είναι ο πολλαπλαςιαςτικόσ κόςμοσ, πάω επί 

δφο.   

 

03.43.Κ: Σε αυτό το πινακάκι, αν ονομάηαμε τισ τιμζσ τθσ αρικμθτικισ προόδου με χ και τισ 

τιμζσ τθσ γεωμετρικισ προόδου με ψ, ποια ςχζςθ ςυνδζει το χ με το ψ ζτςι ϊςτε να 

προκφπτουν αυτζσ οι αντίςτοιχεσ τιμζσ; Ροια είναι θ ςυνάρτθςθ ασ ποφμε που εκφράηει το 

ψ ωσ προσ το χ; 

 Μσ: ψ = 2χ 

Κ: Μάλιςτα. Να το διαπιςτϊςουμε: αν βάλουμε ςτθ κζςθ του χ το 2 κα βγει το 4, αν 

βάλουμε ςτθν κζςθ το 3, κα βγει 8, ςαφϊσ είναι αυτι θ ςχζςθ που βρικαμε. Ροια κα 

μποροφςαμε να ποφμε ότι είναι θ βαςικι ιδιότθτα εδϊ;  

Μσ: …….. 

Κ: Κοιτάξτε κάτι που δεν το ζχουμε ςκεφτεί ίςωσ. Αν αυξιςω το χ κατά 1. Ασ ποφμε ότι το χ 

είναι 2 και το κάνω 3. Τα αντίςτοιχα ψ κα είναι το 4 και το 8. Ομοίωσ, αν το χ είναι 5 και το 

αυξιςω κατά 1, κα γίνει 6. Τα αντίςτοιχα ψ κα είναι το 32 και το 64. 

Ραναγιϊτθσ: Γίνεται διπλάςιο. 
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Κ: Για να δοφμε αυτό που λζει ο Ραναγιϊτθσ: Το 8 είναι διπλάςιο του 4, δθλαδι 8 δια 4 

κάνει 2, και το 64 είναι διπλάςιο από το 32, δθλαδι 64 δια 32 κάνει 2. Αυτό τι ςθμαίνει; Πτι 

όταν το χ αυξάνεται κατά 1 το ψ διπλαςιάηεται. Δθλαδι, ζχουμε ζνα ποςοςτό με το οποίο 

μεταβάλλεται το ψ . Το ποςοςτό αυτό ποιο είναι;  Με ποιο ποςοςτό μεταβάλλεται το ψ 

όταν το χ μεταβάλλεται κατά 1; Αφοφ διπλαςιάηεται ποιο ποςοςτό είναι;  

Μσ: 200%  

05.56Κ: Δθλαδι το ψ μεταβάλλεται με ζνα ςτακερό ποςοςτό, όταν το χ μεταβάλλεται κατά 

1. Λοιπόν καλά. Αυτό το κρατάμε και πάμε λίγο ςτο φυλαδιάκι μασ. Ζχω παραςτιςει με 

ςθμεία, όλα τα ηεφγθ των αντιςτοίχων τιμϊν. Από το διάςτθμα – 4 ζωσ το 10. Και με το 

Excel, ζχω βρει τα αντίςτοιχα ςθμεία.  

06.25.Κ: Αυτι είναι θ γραφικι παράςταςθ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ; Αυτά τα ςθμεία; Ι για 

αυτό το πινακάκι τιμϊν; 

Μσ: ……… 

Κ: Μπορϊ να βάλω και άλλεσ τιμζσ ςτο χ;  

Μσ: Πςεσ κζλουμε *εννοεί μεγαλφτερεσ του 10+  

Κ. Τι τιμζσ να βάλω; Μπορϊ να βάλω τιμζσ μεγαλφτερεσ του 10, αλλά τα κενά πωσ κα τα 

καλφψω ανάμεςα ςε αυτά τα ςθμεία;   

Διμθτρα: *νομίηω:+ Ρρζπει να βάλουμε τιμζσ ανάμεςα. Αλλά αυτό δεν… 

Κ: Ρρζπει να βάλουμε νζεσ τιμζσ εδϊ μζςα. Να προςπακιςουμε να καλφψουμε τα κενά; 

Γιατί όπωσ ξζρετε εςείσ, όλεσ οι γραφικζσ παραςτάςεισ που ςασ ζχουνε δοκεί, είναι 

ςυνεχόμενεσ γραμμζσ. Αλλά πωσ βγαίνει αυτό το ςυνεχόμενο; Για να δοφμε ζνα 

παράδειγμα εδωπζρα.  

07.35Κ: Κα προςπακιςουμε ςε πρϊτθ φάςθ, να χωρίςουμε το διάςτθμα *0,1+ και *1,2+ ςτθ 

μζςθ. Άμα το χωρίςουμε ςτθν μζςθ: πάνω κα βάλουμε το ½ ζτςι; Το ½ είναι το μιςό του 1; 

Ναι γιατί ½ και ½ κάνει 1. Αλλά από κάτω ποιο είναι το μιςό; Σασ κυμίηω ότι από πάνω είναι 

αρικμθτικι πρόοδοσ και από κάτω είναι γεωμετρικι. Τι ςθμαίνει αυτό; Αυτό ςθμαίνει ότι 

πάνω πάω προςκετικά, κάκε φορά προςκζτω το 1, ζχω ζναν προςκετικό κόςμο από πάνω. 

Και από κάτω πάω πολλαπλαςιαςτικά, κάκε φορά πολλαπλαςιάηω με το 2. 

Κωνςταντίνοσ: ρίηα 2 
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Κ: Θ μονάδα από πάνω ποια είναι; Θ μονάδα ςτον προςκετικό μου κόςμο ποια είναι;  

Μσ: το 1 

Κ: και θ μονάδα ςτον πολλαπλαςιαςτικό κόςμο; 

Μσ: το 2 

Κ: Ωραία. Άρα λοιπόν τι κα βάλω εδϊ πζρα ςτον πολλαπλαςιαςτικό κόςμο. 

Μσ: ΢ίηα 2  

Κ: Λζνε ρίηα 2. Να το αποδείξουμε. Στο πινακάκι ζχω βάλει πάνω α1 και κάτω γ1. Κζλω να 

βάλω κάτι εδϊ πζρα, ϊςτε να διατθρείται ο προςκετικόσ κόςμοσ, δθλαδι θ αρικμθτικι 

πρόοδοσ, και από κάτω να διατθρείται ο γεωμετρικόσ κόςμοσ, δθλαδι θ γεωμετρικι 

πρόοδοσ. Να μθν χαλάει θ γεωμετρικι πρόοδοσ.  

Δθλαδι, για να διατθρείται θ αρικμθτικι πρόοδοσ πρζπει να ζχω α1 – 0 = 1-α1.         

 Το κυμάςτε αυτό; Θ διαφορά πρζπει να είναι ςτακερι. Αυτό ςθμαίνει αρικμθτικι 

πρόοδοσ. Και από κάτω κζλω το γ1/1 = 2/γ1. Δθλαδι οι λόγοι να είναι ίςοι, δθλαδι 

γεωμετρικι πρόοδοσ. Ράνω λοιπόν, αν λφςω ωσ προσ α1 κα μου δϊςει (1 + 0)/2 και κάτω 

2

1 = 2∙1. Τι ςασ κυμίηουν αυτά;  

Μσ: Τον αρικμθτικό μζςο και τον γεωμετρικό μζςο. 

Κ: Γιατί τα είπαν μζςουσ; Για κοιτάξτε ο αρικμθτικόσ μζςοσ. Γιατί το είπαν ζτςι; Είναι ςτθν 

μζςθ ζτςι; Είναι το μιςό του 1. Γιατί; Γιατί δφο φορζσ το ½ *1/2 και ½+ *αν το προςκζςω με 

τον εαυτό του+ μου κάνει 1. Το ρίηα 2 τϊρα είναι ςτθ μζςθ γιατί; Είναι ςτθν μζςθ 

πολλαπλαςιαςτικά γιατί αν το πολλαπλαςιάςω με τον εαυτό του 2 φορζσ μου κάνει 2. Άρα 

είναι το μιςό του 2 με αυτιν τθν ζννοια. Ρολλαπλαςιαςτικά ζτςι;   

11.35Κ: Και εδϊ πζρα τι μπαίνει;  

Μσ: …….. 

Κ: Ράνω είναι 3/2, δθλαδι ζνα και μιςό. 

Μ: ρίηα 3;  

Κ: ΢ίηα 3 όχι  
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Μ: ρίηα 2 δεφτερα;  

Κ: όχι  

Κ: ζνα και μιςό πολλαπλαςιαςτικά  

Μσ: 2 ρίηα 2.  

Κ: Ρράγματι το 2 ρίηα2 είναι ο μζςοσ του 2 και του 4, αφοφ το τετράγωνό του κάνει 2∙4. Άρα 

πάμε καλά. Ράμε με γεωμετρικι πρόοδο.  

Κ: Μετά τι κα μπει;  

Μσ: 5/2 και 4 ρίηα2. 

Κ: Ωραία. Θ επόμενθ ερϊτθςθ είναι θ εξισ: διατθρείται θ ςχζςθ  ψ = 2χ; Το πινακάκι αυτό 

τϊρα αντιςτοιχεί ςε μια άλλθ ςυνάρτθςθ ι ςτθν ίδια;  

Μσ: Στθν ίδια. 

Κ: Γιατί;  

Γιάννθσ: Γιατί τθν επαλθκεφει. Αν βάλλουμε ςτθν κζςθ του ψ ρίηα2…. 

Κ: Ναι, και ςτθν κζςθ του χ  ½, παίρνουμε 2

1

22  . Λςχφει αυτό;  

Γιάννθσ: Ναι.  

Κ: Ροιοσ μασ το λζει αυτό;  

Γιάννθσ: Το ρίηα 2 από τισ ιδιότθτεσ των δυνάμεων μποροφμε να το κάνουμε 2 εισ τθν ½.  

Κ: Δεν είναι ιδιότθτα είναι οριςμόσ. 

Γιάννθσ: Ναι  

Κ: Και ποιοσ τον λζει αυτόν τον οριςμό;  

Γ: Α, τϊρα… 

Κ: Εγϊ κζλω να το πιάςουμε από κει. Μασ είπανε κάποιοι ότι 2

1

22  . *Μιλάμε και για το 

23/2 ότι κάνει 2∙ρίηα2+ Και γενικά ο οριςμόσ λζει ότι 



   . Γιατί το λζει αυτό ο οριςμόσ; 
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Βλζπουμε εδϊ πζρα μια αιτία που λζει αυτόν τον οριςμό; Κα ζπρεπε τα δφο πινακάκια να 

αντιςτοιχοφν ςτθν ίδια ςυνάρτθςθ; Είναι ο ίδιοσ νόμοσ; Ροιοσ είναι ο νόμοσ που διζπει το 

πάνω πινακάκι; 

Μσ: …. 

Κ: Ο νόμοσ που είπαμε πριν είναι ότι αν αυξιςω το χ κατά ζνα, τότε το ψ αυξάνεται με 

ςτακερό ποςοςτό. Αν ο νόμοσ αυτόσ ιςχφει και για το κάτω πινακάκι τότε μιλάμε για τθν 

ίδια ςυνάρτθςθ. Γιατί κάκε ςυνάρτθςθ ορίηεται από κάποιο νόμο που ςυνδζει τα χ με τα ψ. 

Για να δοφμε ιςχφει αυτόσ ο νόμοσ εδϊ. Ασ πάρω για χ το ½. Το αυξάνω κατά 1, πάει 3/2. Το 

ψ πάει ρίηα2 και μετά πάει 2∙ρίηα2. Διπλαςιάηεται πάλι; Αυξάνεται δθλαδι το ψ με τον ίδιο 

ρυκμό, με το ίδιο ποςοςτό, κακϊσ το χ αυξάνεται κατά 1; Άρα είναι ο ίδιοσ νόμοσ! Άρα 

ςαφϊσ κα πρζπει να ταυτίςουμε τα δφο πινακάκια. Άρα ςαφϊσ κα πρζπει να ορίςω ότι 

πρζπει 2

1

22  . Να γιατί βγαίνει αυτόσ ο οριςμόσ. Δεν είναι ζνασ αυκαίρετοσ οριςμόσ. 

Δθλαδι 20,5. Κα αςχολθκοφμε με αυτό και παρακάτω, να το ξεκακαρίςουμε πιο καλά 

ακόμα.  

 

17.00: Βλζπουμε εδϊ πζρα παιδιά, ςτθν πίςω ςελίδα, ζχω κάνει χωριςμό ςε δφο ίςα 

κομμάτια όλων των διαςτθμάτων και ζχει βγει αυτι θ παράςταςθ. Αυτό ςε ςχζςθ με το 

διάγραμμα 1 μπορείτε να το δείτε λίγο και να κάνετε καμία παρατιρθςθ;  

Κωνςταντίνοσ: Μικρότερα τα κενά… 

Κ: Μικρότερα τα κενά αφοφ τα ζχουμε πυκνϊςει 

Κωνςταντίνοσ: Και είναι λιγάκι ποιο απότομθ θ καμπφλθ… 

Κ: Μςωσ εδϊ να μασ ξεγελάει επειδι μικρφναμε το διάςτθμα. Άμα το δεισ ςτο ίδιο διάςτθμα 

είναι το ίδιο. Θ ουςία είναι ότι ανεβαίνει. Πςο μεγαλϊνει το χ μεγαλϊνει και το ψ ζτςι; 

Αλλά, τα κενά τα ζχουμε καλφψει; Πχι. Ράμε να χωρίςουμε το κάκε διάςτθμα ςε 

περιςςότερα κομματάκια μπασ και καλφψουμε τα κενά; Στο φφλλο ζχω κάνει με τρία αλλά 

ασ πάμε ςτα δζκα κομμάτια κατευκείαν. Το άγχοσ μασ είναι να δοφμε πωσ γεμίηουνε τα 

κενά. Να δοφμε πωσ γεμίηονται. Ρωσ κα χωρίςουμε το κακζνα από τα αρχικά διαςτιματα 

ςε 10 ίςα κομμάτια;  

19.03 Γιάννθσ 1: Ρωσ κα καταφζρουμε να καλφψουμε τα κενά αν δεν πάρουμε πάρα πολφ 

μικρζσ αποςτάςεισ. Δθλαδι… 
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Κ: Ναι αυτό πάμε να κάνουμε. 

Γιάννθσ 1: Δεν καλφπτονται κφριε τα κενά. Μποροφμε να βροφμε πολλά ςθμεία και να τα 

ενϊςουμε, αλλά τα κενά … 

Κ: Δθλαδι, ςυγνϊμθ Γιάννθ. Πταν ςου λζει θ παραβολι είναι κάπωσ ζτςι, μια ςυνεχόμενθ 

γραμμι, ςτθν πραγματικότθτα υπάρχουν κενά αλλά δεν τα βλζπουμε;  

Γ. Πχι, δεν υπάρχουν κενά, αλλά εμείσ δεν μποροφμε να τα καταςκευάςουμε βρίςκοντασ 

όλεσ τισ τιμζσ μία – μία και να τισ ενϊςουμε μεταξφ τουσ.  

Κ:  Ναι πρακτικά δεν μποροφμε, κεωρθτικά όμωσ μποροφμε να ςκεφτοφμε πωσ ςτθν 

πραγματικότθτα μποροφν να καλυφκοφν. Κεωρθτικά… 

Γιάννθσ 1: Ναι 

Κ: Ρρακτικά φυςικά δεν μποροφμε, αλλά μποροφμε κεωρθτικά να ςκεφτοφμε και να 

καταλάβουμε πωσ καλφπτονται τελικά. 

 Λοιπόν, αν χωρίηουμε ςε 10 ίςα κομματάκια τι τιμζσ κα βάλω πάνω;  

Μσ: 0,1, 0,2, …… 

Κ: Ωραία, από κάτω πόςο κα είναι το κάκε κομματάκι; Ράνω είναι προςκετικά. Το ζνα 

δζκατο ζτςι; Χϊριςα τθν μονάδα ςε 10 ίςα κομματάκια προςκετικά. Και το ζνα κομματάκι 

από αυτά είναι το ζνα δζκατο γιατί 1/10 και 1/10 κ.λ.π κάνει τθν μονάδα.  

Από κάτω, πολλαπλαςιαςτικά, πωσ κα χωρίςω το 2 ςε 10 ίςα κομματάκια;  

Ραναγιϊτθσ: Μποροφμε να το γράψουμε ςαν 10θ ρίηα του 2 

Κ: Λζει ο Ραναγιϊτθσ 10θ ρίηα του 2. Συμφωνείται;  

Μσ: Ναι  

Κ: Σαφϊσ είναι. Μετά τι κα πάει;  

Μσ: 20θ ρίηα του 2.  

Κ: όχι. Εδϊ είναι το 1/10 του 2. Μετά κα πάει το 2/10 του 2. Ροια είναι τα 2/10 του 2; 

Ραναγιϊτθσ: 10θ ρίηα του 4 

Κ. Δθλαδι 10θ ρίηα του 2 εισ τθν δευτζρα.  Μετά κα πάει τα 3/10 του 2. 
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Μσ: 10θ ρίηα του 2 εισ τθν τρίτθ και μετά 10θ ρίηα του 2 εισ τθν τετάρτθ. Μζχρι να πάει εισ 

τθν 10θ και να γίνει 2.  

22.00 Κ: Ράλι εδϊ πζρα τι βλζπουμε; Αφοφ διατθρείται ο τφποσ ψ = 2χ, άμα το δοκιμάςετε 

κα δείτε ότι όταν το χ αυξάνεται κατά 1 το ψ μεταβάλλεται κατά το διπλάςιό του, το 

ποςοςτό αφξθςθσ του ψ είναι πάλι 200%.  Άρα προκφπτει, από τθν ιςότθτα,  ότι 20,1 = 10 2 . 

Εντάξει αυτό υπακοφει τον οριςμό που είχαμε δϊςει και πριν. Άρα τι είναι το 20,1; Άμα ςου 

πω τι είναι το 0,1 τι κα μου πεισ;  

Μσ: Το 1/10 τθσ μονάδασ 

Κ: Δθλαδι κα μου πεισ ότι πρζπει να χωρίςω τθν μονάδα ςε 10 ίςα κομματάκια και να 

πάρω το 1. Αν ςε ρωτιςω τι είναι το 20,1, τι κα μου πεισ;  

Ραναγιϊτθσ: Ρρζπει να χωρίςω το 2 ςε 10 ίςα κομματάκια… 

Κ: Αλλά τι όμωσ; Πχι προςκετικά, πολλαπλαςιαςτικά και να πάρω το 1. Ωραία.  

23.00: Κ: Ζχω κάνει τϊρα ςτο διάγραμμα 6 τα ςθμεία με τα 10 κομματάκια. Καλφπτονται τα 

κενά;  

Μσ: Πχι 

Κ: Μετά θ επόμενθ κίνθςθ ποια κα μποροφςε να είναι; Αφοφ δουλεφουμε ςτο δεκαδικό 

ςφςτθμα, θ επόμενθ λογικι κίνθςθ ποια κα μποροφςε να είναι;  

Μσ: Σε 20 ….ςε 100 

Κ: Σε 100 ναι. Αφοφ δουλεφουμε ςτο δεκαδικό ςφςτθμα πάμε με τισ δυνάμεισ του 10. 

Χωρίηουμε ςε 100 ίςα κομματάκια. Ράνω κα ιταν 0,01 και κάτω τι κα ιταν; 

Μσ: 100θ   

Κ. Σωςτά, 100θ ρίηα του 2. Κοιτάξτε το διάγραμμα 6 με τα 10 ίςα κομματάκια και το 

διάγραμμα 8 με τα 100 ίςα κομματάκια. Βλζπετε ότι θ μορφι τθσ καμπφλθσ παραμζνει θ 

ίδια. Τθσ υποτικζμενθσ καμπφλθσ. Αλλά τα καλφψαμε τα κενά επιτζλουσ;  

Μσ: Ναι  

Κ: Τα καλφψαμε;  
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Μσ: Φαινομενικά  

Κ: Φαινομενικά ναι. Στθν πραγματικότθτα τα καλφψαμε;  

Μσ: Πχι  

Γιάννθσ: Αν ςυνεχίςουμε, άπειροι αρικμοί άρα… 

Μσ: Άπειροι…. 

24:34 Γιάννθσ 1: Αυτό δεν κα το κάνουμε ποτζ. 

Γιάννθσ: Άπειρα κενά  

Κ: Συγνϊμθ, αυτό που ζλεγε ο Γιάννθσ 1 ότι ποτζ δεν καλφπτονται;  

Μσ: Ναι  

Κ: Δθλαδι και αυτι θ ςυνεχόμενθ γραμμι (ςχεδιάηω μια τυχαία γραμμι ςτον πίνακα) τι 

είναι, απάτθ; 

Γιάννθσ 1: Πχι, κεωρθτικά υπάρχει, εμείσ δεν πρόκειται να το κάνουμε ποτζ.  

Κ: Ναι 

Γιάννθσ 1: Δεν μποροφμε να βροφμε όλεσ τισ τιμζσ και να ενϊςουμε… 

Κ: Ρρακτικά όχι. Αλλά … 

Γ: Εντάξει ξζρουμε ότι υπάρχει 

Κ: Γιατί όμωσ υπάρχει;  

Γιάννθσ 1: …. 

Κ: Δθλαδι, τι άλλο κα μποροφςα να κάνω. Εδϊ χωρίηω ςε 10 κομματάκια, τίποτα. Χωρίηω 

ςε 100 κομματάκια, τίποτα. Σε 1000 κομματάκια, τίποτα. Ραίρνω δθλαδι πάνω, ςτθν ουςία, 

αφοφ χωρίηω ςε 10, 100 κ.λ.π κομματάκια, παίρνω όλουσ τουσ δεκαδικοφσ αρικμοφσ. 

Δθλαδι όλουσ τουσ ρθτοφσ αρικμοφσ. Ζτςι δεν είναι; Γιατί μετά κα πάει 1,01, 1,02, μετά κα 

πάει 1,001, 1,002 αλλά τα κενά δεν καλφπτονται. Γιατί όμωσ; Ο άξονασ χϋχ, ςε ζνα ςφςτθμα 

αξόνων, που βάηουμε τα χ, τι αρικμοφσ περιζχει;  

Κωνςταντίνοσ: Πλο το  R 
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Κ: Πλο το R, δθλαδι όλουσ τουσ δεκαδικοφσ που πάω να βάλω εγϊ εδϊ, τουσ δεκαδικοφσ 

δθλαδι τουσ ρθτοφσ, τι άλλο περιζχει;  

Μσ: Τουσ άρρθτουσ. 

Κ: Τουσ άρρθτουσ. Άρα λοιπόν τίκεται το ερϊτθμα: Μπορϊ εγϊ να βάλω κάπου ςτθν πάνω 

γραμμι το ρίηα2 για παράδειγμα;  

Μσ: Γιατί όχι 

Κ: Και αν βάλω το ρίηα2, μετά κα πρζπει να υπολογίςω το 2 εισ τθν ρίηα2. Υπάρχει το  2 εισ 

τθν ρίηα2; Ρωσ μπορϊ να το προςεγγίςω;  

Μσ: …….. 

Κ: Τι είναι το 2 εισ τθν ρίηα2; Αφοφ το ρίηα2 είναι ζνασ άρρθτοσ αρικμόσ, δεν τα ξζρω όλα τα 

δεκαδικά του ψθφία.  

Μσ: Να το βάλεισ ςτο κομπιουτεράκι 

Μσ: Δεν γίνεται  

Κ: Για πάμε λοιπόν τϊρα να προςεγγίςουμε το 2 εισ τθν ρίηα2. Να δοφμε τι πράγμα είναι 

αυτό. Υπάρχει; Ρωσ μποροφμε να το βροφμε;  

26.49: Ραναγιϊτθσ: Ξζρουμε ότι το ρίηα2, το ζχουμε υπολογίςει από πριν ότι είναι 2 εισ τθν 

0,5 

Γιάννθσ: Ναι 2 εισ τθν ½.  

Κ: Να ςου πω: το ρίηα2 είναι 1,41421356….κ.λ.π Αυτό είναι το ρίηα2. 

 Άρα 
22 = 21,41421356…. Αν ο εκκζτθσ ιταν ρθτόσ κα μποροφςα να τον βρω ςτον χωριςμό που 

ζκανα πριν ςε 10, 100, 1000,…… κομματάκια. Κάπου κα τον ςυναντοφςα. Αλλά αυτόσ 

όμωσ…, δεν ξζρω τα δεκαδικά του ψθφία. Είναι άπειρα και μθ επαναλαμβανόμενα. Άρα ςε 

αυτι τθν διαδικαςία του χωρίςματοσ – να μικρφνω δθλαδι τα διαςτιματα ϊςτε να γεμίςω 

τα κενά – δεν κα εμφανιςτεί το ρίηα2, γιατί δεν είναι ρθτόσ.  

Μ: Ράλι όμωσ μπορϊ να το βρω ζςτω ςτο περίπου. 

Κ: Ωραία, πωσ μπορϊ να τον προςεγγίςουμε; Καταρχιν αν πάμε με δεκαδικι προςζγγιςθ 

ενόσ δεκαδικοφ ψθφίου το  
22  ανάμεςα ςε ποια νοφμερα κα είναι;  
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Ραναγιϊτθσ: 10θ ρίηα του 2 εισ τθν 14θ 

Κ: Ναι. Κα είναι  21,4< 22 <21,5. Το 21,4 δεν μπορϊ να το βρω; Χωρίηω ςε 10 ίςα κομματάκια 

και παίρνω τα 14. Τα ζχω υπολογίςει, κοιτάξτε ςτο φυλλάδιο, με προςζγγιςθ βζβαια 

κάποιων δεκαδικϊν ψθφίων. Για να τα παρατθριςουμε λίγο.  

Στθν πρϊτθ περίπτωςθ είναι το 21,4< 22 <21,5, με τισ δεκαδικζσ προςεγγίςεισ των 21,4 και 

21,5. Μετά ζχω πάρει μια προςζγγιςθ με δφο δεκαδικά ψθφία. Κα είναι 21,41< 22 <21,42. Και 

ςυνεχίηω με 3 δεκαδικά ψθφία, με 4 δεκαδικά ψθφία,… Για παρατθρείςτε λίγο αυτά τα 

νοφμερα που προκφπτουν ςτα δφο άκρα, τι βλζπετε;  

Μ: Είναι διαφορετικά 

Κ: Είναι διαφορετικά. Ρολφ διαφορετικά; Για κοιτάξτε τα λίγο προςεκτικά πωσ πάνε.  

Γιάννθσ: Αυξάνει κατά 1 ςυνζχεια.  

Ραναγιϊτθσ: Μετά από κάποια ψθφία υπάρχει ςταςιμότθτα… 

Κ: Για να δοφμε τι λζει ο Ραναγιϊτθσ. Λζει ότι μετά από κάποια ψθφία, μετά από κάποια 

βιματα αυτισ τθσ διαδικαςίασ, ςτακεροποιοφνται, υπάρχει μια ςταςιμότθτα λζει, 

ςτακεροποιοφνται τα δεκαδικά ψθφία. Κοιτάξτε λίγο. Στθν αρχι είναι το 2 μόνο. Μόνο το 

ακζραιο μζροσ. Μετά πάει το 2,6, ίδιο. Μετά πάει το 2,66 ίδιο. Το βλζπετε και ςτα δφο 

άκρα;  Τι ςθμαίνει αυτό; Πτι όςο κα ςυνεχίηεται αυτι θ διαδικαςία τι κα γίνεται;  

Ραναγιϊτθσ: Κάκε ζνα κα ςτακεροποιείται με ποιο πολλοφσ αρικμοφσ. 

Κ. Κα ςτακεροποιοφνται αυτά. Ρράγματι, αποδεικνφεται με τθν βοικεια των ορίων, ότι 

αυτι θ διαδικαςία τελικά κάπου καταλιγει δθλαδι, τι ςθμαίνει καταλιγει;  

Ραναγιϊτθσ: Φτάνει ςε ζναν αρικμό  

Κ: Φτάνει ςε ζναν αρικμό. Με ποια ζννοια, αφοφ είναι άπειρθ διαδικαςία, δεν φτάνει ποτζ 

πουκενά. Με ποια ζννοια φτάνει ςε ζναν αρικμό τότε. Υπάρχει κάποιοσ αρικμόσ, άρρθτοσ, 

δεν τον ξζρουμε αυτόσ ποιοσ είναι, αλλά με αυτιν τθν διαδικαςία μποροφμε να τον 

προςεγγίςουμε όςο κοντά κζλουμε, με οποιαδιποτε δεκαδικι προςζγγιςθ κζλουμε. 

Δθλαδι, *βλζπουμε το φυλλάδιο+ ςτθν περίπτωςθ ασ ποφμε που είναι με τρία δεκαδικά 

ψθφία, με πόςα δεκαδικά ψθφία τον ζχουμε προςεγγίςει αυτόν τον αρικμό, τον 
22 ; 

Αφοφ είναι 2,66 και 2,66. Με δφο δεκαδικά ψθφία. Τον ζχουμε προςεγγίςει με δφο 
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δεκαδικά ψθφία. Μετά ςτο επόμενο βιμα, τον ζχουμε προςεγγίςει με τρία δεκαδικά 

ψθφία. Στο επόμενο με 4 δεκαδικά ψθφία. Τον ξζρουμε δθλαδι. Στο επόμενο με 5 

δεκαδικά ψθφία. Τι ςθμαίνει αυτό; Ζναν αρικμό που μποροφμε να τον προςεγγίςουμε με 

όςα δεκαδικά ψθφία κζλουμε, τον κεωροφμε γνωςτό. Και δεν ςασ είναι ξζνο αυτό. Το ρίηα2 

τι είναι; Ζνασ άρρθτοσ. Τον ξζρουμε;  

Μσ: Πχι ακριβϊσ 

Κ: Ναι δεν τον ξζρουμε ακριβϊσ αλλά μποροφμε να τον προςεγγίςουμε με οςαδιποτε 

δεκαδικά ψθφία κζλουμε. Με τθν ίδια ζννοια, και αυτόν τον αρικμό τον ξζρουμε, υπάρχει.  

Μ: Άρα μπορϊ να τον βάλω ςτο… 

Κ: Άρα μπορϊ να βάλω το ρίηα2 πάνω ςτο πινακάκι και τον 
22 από κάτω. Άρα αν βάλω το 

ρίηα2 και αν βάλω, ξζρω γω, και όλουσ τουσ άρρθτουσ, ότι άρρθτο ςκεφτϊ, το ρίηα3 και ότι 

άρρθτο ςκεφτϊ, ορίηονται οι αντίςτοιχεσ δυνάμεισ, ζχουν νόθμα, το είδαμε το νόθμα, μζςα 

από το 
22 ζτςι; Άρα λοιπόν μποροφν τελικά να καλυφκοφν τα κενά; Άλλο αν πρακτικά, 

όπωσ λζει ο Γιάννθσ, αυτό είναι αδφνατο. Ρρακτικά ναι, χαίρω πολφ είναι αδφνατο. Αλλά 

κεωρθτικά τουλάχιςτον, ζχω καλφψει όλα τα κενά;  

Αν δεχτϊ δθλαδι *ςχεδιάηω ζνα ςφςτθμα αξόνων+ ότι το χ που παίρνει τιμζσ πάνω ςτον χϋχ 

μπορεί να πάρει όλεσ τισ πραγματικζσ τιμζσ ζτςι; Χωρίσ να αφινει κανζνα κενό ζτςι; Αυτό 

το δζχομαι. Αξιωματικά το δζχομαι. Πτι αν πάρω όλουσ τουσ πραγματικοφσ ςτον χϋχ, τότε 

δεν μζνει κανζνα κενό. Τότε, αν πάρω λοιπόν όλα τα χ πάνω ςτον χϋχ, ζχει νόθμα και το 2χ, 

είπαμε  
22 ζχει νόθμα, υπάρχει αυτό το πράγμα και ομοίωσ τα άλλα, τότε κα μείνει 

κανζνα κενό; *Σχεδιάηω ςτον πίνακα τθν γραφικι παράςταςθ τθσ ψ = 2χ+ Κα μείνει κανζνα 

κενό; Πχι. 

34.00: Γιάννθ1 το κατάλαβεσ αυτό;  

Γιάννθσ1: Ναι κφριε. Το κατάλαβα. *όμωσ ο τρόποσ που το λζει δείχνει ότι διατθρεί τισ 

αμφιβολίεσ του+ 

Κ: Δεν το κατάλαβεσ. Το καταλάβατε παιδιά, ότι πράγματι, κεωρθτικά, υπάρχει τρόποσ, να 

καλφψω όλα τα κενά και να πάρω μία ςυνεχόμενθ γραμμι, θ οποία είναι και θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ψ = αχ. 

Βζρα: Είναι άπειρα τα ςθμεία που πρζπει να πάρεισ. Ρρϊτα το 10 μετά το 100…. 
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Κ: Ναι είναι άπειρα. Αλλά υπάρχουν όμωσ. Κεωρθτικά μπορείσ να τα πάρεισ. Υπάρχουν.  

Κ: Ρζςτε κάποια ίςωσ παρατιρθςθ, κάτι να ςυηθτιςουμε;  

Μσ: ………*νομίηω ότι αν και δεν το λζνε οι μακθτζσ μάλλον ςυμφωνοφν με τθν 

επιφυλακτικότθτα του Γιάννθ1+  

Κ: Ρροςπακιςαμε καταρχιν να δϊςουμε ζνα νόθμα ςε αυτό εδϊ το πράγμα * 2

1

22  + και 

ςτα όμοιά του, προςπακιςαμε να δϊςουμε ζνα νόθμα ςτο τι ςθμαίνει το 20,2 ασ ποφμε, το 

20,3, το 21,4. Τι ςθμαίνει το 21,4; Ρωσ κα το λζγατε ςε ζνα παιδάκι του δθμοτικοφ ασ ποφμε, τι 

ςθμαίνει το 21,4.  

Ραναγιϊτθσ: Άμα χωρίςεισ το 2 ςε 10 ίςα κομμάτια … 

Κ: Ρολλαπλαςιαςτικά 

Ραναγιϊτθσ: Ναι, κα πάρεισ τα 10 και άλλα 4 τζτοια  

Χριςτίνα: Κα καταλάβει τι ςθμαίνει πολλαπλαςιαςτικά; *ακοφγονται κάποια γζλια+ 

Κ: Δθλαδι τι πολλαπλαςιαςτικά; Τι ςθμαίνει πολλαπλαςιαςτικά το 1/10 του 2; Πτι είναι 

εκείνοσ ο αρικμόσ που αν πολλαπλαςιαςτεί 10 φορζσ με τον εαυτό του κάνει 2.  

Κ: Μετά προςπακιςαμε να δοφμε ότι μπορεί πράγματι να βρεκεί ο αρικμόσ 
22 , ότι 

υπάρχει αυτόσ ο αρικμόσ, με τθν ζννοια ότι μπορϊ να τον προςεγγίςω με όςα δεκαδικά 

ψθφία κζλω, όπωσ υπάρχει το π. Το π το ξζρω; Είναι ζνασ άρρθτοσ αρικμόσ. Ξζρω όλα τα 

δεκαδικά του ψθφία; 

Μσ: Πχι 

Κ: Πχι, αλλά μπορϊ να τον προςεγγίςω με ακρίβεια όςων δεκαδικϊν ψθφίων κζλω. Ζχουν 

βρει τϊρα με υπολογιςτζσ, νομίηω ζνα τρισ ψθφία του. Άρα με αυτιν τθν ζννοια το ξζρω. 

Και το χρθςιμοποιϊ. Ζτςι λοιπόν και το 
22 το ξζρω και το χρθςιμοποιϊ και υπάρχει. Είναι 

κάποιοσ αρικμόσ. Και επίςθσ προςπακιςαμε να δοφμε πωσ καλφπτονται ςε μία γραφικι 

παράςταςθ, ςτθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ ςτθν ψ = 2χ, όλα τα κενά και δεν μζνουνε 

τρφπεσ.  
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37.12: Κ: Και αν πάμε και λίγο ςτα τυπικά μακθματικά, τα ςχολικά, ςτθν τελευταία ςελίδα, 

αν μιλάμε γενικά για τθν ψ = αχ με α > 1, γιατί για α < 1 κα το ποφμε τθν άλλθ φορά, ποιο 

είναι το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ;  

Βζρα: Πλο το R; 

Κ: Ναι. Και ποιο είναι το ςφνολο τιμϊν;  

Βζρα: Το (0, +∞)  

Κ: Ναι, οι τιμζσ που μπορεί να πάρει το ψ είναι το (0, +∞). Το 0 δεν το παίρνει. Ραίρνει μόνο 

κετικζσ τιμζσ. Ροια είναι θ μονοτονία; 

Γιάννθσ 1: Γνθςίωσ αφξουςα.  

Κ: Γνθςίωσ αφξουςα. Και ποφ τζμνει τον ψϋψ;  

Μσ: Στο 1.  

Κ: Στο (0,1). Και αςφμπτωτθ τϊρα ποια είναι;  

Γιάννθσ1: Ο χϋχ  

Κ: Γιατί τον λεσ αςφμπτωτθ τον χϋχ;   

Γιάννθσ1: Δεν κα πάρει ποτζ κάποια τιμι πάνω ςτον χϋχ, δθλαδι να ζχει ψ = 0. Κα πθγαίνει 

αλλά δεν κα φτάςει ποτζ.  

Κ: Ναι, και μάλιςτα με ποια ζννοια τον λζμε αςφμπτωτθ 

Μσ: Δεν κα τζμνει ποτζ τον άξονα 

Κ: Ναι αλλά τον πλθςιάηει όςο κζλουμε. Και με τθν ψ = -1 για παράδειγμα δεν ςυμπίπτει 

ποτζ. Αλλά δεν είναι αςφμπτωτθ. Ο χϋχ είναι αςφμπτωτθ γιατί: τθν πλθςιάηει οςοδιποτε 

κοντά κζλουμε αλλά ποτζ δεν τθν φτάνει.   

39:22 Κ: Ευχαριςτϊ πολφ παιδιά.  
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ΡΑ΢Α΢ΤΗΜΑ 5  

 

 

 

 

Παρακαλϊ απάντθςε ςτισ παρακάτω ερωτιςεισ, που ζχουν γραφτεί ςτα πλαίςια μιασ 

ζρευνασ πάνω ςτθν διδαςκαλία του ςυνόλου των πραγματικϊν αρικμϊν ςτο Λφκειο. 

Αν κζλεισ γράψε το όνομα ςου εδϊ:  

 

1) Σφγκρινε τα παρακάτω ηεφγθ αρικμϊν χρθςιμοποιϊντασ ζνα από  

       τα ςφμβολα < ,  =,   ι   >  

 

α) 56 ….57 

β) 0,56 ….0,57 

γ) 50,6….50,7 

δ) 0,50,6….0,50,7 

ε) 50,7 … 60,7 

η) 0,50,7 …. 0,60,7 

 

2)       Κεωρείςτε τον ακόλουκο αρικμό 0.12122122212… (υπάρχει ζνασ άπειροσ             

           αρικμόσ ψθφίων όπου ο αρικμόσ των 2 μεταξφ των 1 αυξάνεται κατά ζνα).  

           Είναι αυτό ζνασ ρθτόσ ι άρρθτοσ αρικμόσ; Ρϊσ το ξζρετε; 
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3)        Κεωρείςτε το 53/83. Καλζςτε αυτόν τον αρικμό Μ. Στθν εκτζλεςθ αυτισ  

            τθσ  διαίρεςθσ, θ οκόνθ του υπολογιςτι δείχνει το 0.63855421687 (δεν   

            «χωράνε» άλλα ψθφία). Είναι  ο Μ ζνασ ρθτόσ ι άρρθτοσ αρικμόσ; Εξθγιςτε. 

 

 

 

 

4)     Ρόςοι αρικμοί υπάρχουν ανάμεςα ςτουσ 0,005 και 0,006; Επζλεξε ζνα από τα  

         παρακάτω:  

                ι) Δεν υπάρχει κανζνασ τζτοιοσ αρικμόσ 

               ιι) Υπάρχουν οι αρικμοί:  

               ιιι) Υπάρχουν άπειροι δεκαδικοί / κλάςματα 

               ιv) Υπάρχουν άπειροι αρικμοί: απλοί ι περιοδικοί δεκαδικοί, κλάςματα, 

                       και άρρθτοι αρικμοί.  

                v) Τίποτα από τα παραπάνω. Ριςτεφω ότι:   

 

 

 

 

5)  α) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν ρθτό αρικμό ανάμεςα ςε δφο άρρθτουσ. Σωςτό ι                

          λάκοσ; 

     β) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν άρρθτο αρικμό ανάμεςα ςε δφο άρρθτουσ.  Σωςτό ι                

          λάκοσ; 

     γ) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν άρρθτο αρικμό ανάμεςα ςε δφο ρθτοφσ.  Σωςτό ι                

          λάκοσ; 
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     δ) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν ρθτό ανάμεςα ςε δφο ρθτοφσ. Σωςτό ι                

          λάκοσ;  

 

 

 

6) Ρόςοι ακζραιοι αρικμοί υπάρχουν πάνω ςτθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν, 

ανάμεςα ςτο 25  και ςτο 28 ;  

 

 

7) Ρόςοι ρθτοί αρικμοί βρίςκονται ανάμεςα ςτο 5/8 και ςτο 1,5;  

 

 

 

8) 

α) Το ςφνολο των ςθμείων τθσ ευκείασ των αρικμϊν ζχει το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων με το 

ςφνολο  των ρθτϊν αρικμϊν;  

 

 

β) Το ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν ζχει το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων με το ςφνολο των 

πραγματικϊν αρικμϊν;   

 

 

 

9)  

α) Ρόςα κλάςματα (ρθτοί αρικμοί) υπάρχουν πάνω ςτθν ευκεία των αρικμϊν ανάμεςα 

ςτουσ αρικμοφσ 
5

3
 και 

6

5
;  
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β) Ροιο από όλα αυτά τα κλάςματα που βρίςκονται ανάμεςα ςτουσ αρικμοφσ  
5

3
 και 

6

5
 

είναι «το επόμενο» του 
5

3
; 

 

γ) Ρόςοι πραγματικοί αρικμοί υπάρχουν ςτθν ευκεία των αρικμϊν ανάμεςα ςτουσ 

αρικμοφσ 0,99 και 1;  

 

 

δ) Ροιοσ από όλουσ τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ που είναι ανάμεςα ςτουσ 0,99 και 1 είναι 

«πιο κοντά» ςτον 1;  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



173 
 

ΡΑ΢Α΢ΤΗΜΑ 6  

ΤΑ ΑΡΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΟΥ Ε΢ΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟΥ 

 

ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ: 40 ΜΑΚΘΤΕΣ 

ΡΕΙ΢ΑΜΑΤΙΚΗ ΟΜΑΔΑ: 50 ΜΑΚΘΤΕΣ 

Α΢Θ΢Ο: ΤΑ ΑΡΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΟΡΩΣ ΡΑ΢ΟΥΣΛΑΗΟΝΤΑΛ ΣΤΟ Α΢Κ΢Ο (ΜΕ ΚΑΡΟΛΕΣ 

Ρ΢ΟΣΑ΢ΜΟΓΕΣ ΟΡΟΥ ΘΤΑΝ ΑΡΑ΢ΑΛΤΘΤΟ) ΑΡΟ ΤΟ ΟΡΟΛΟ ΡΘ΢Α ΤΘΝ Ε΢ΩΤΘΣΘ  

 

Πλα τα νοφμερα είναι ποςοςτά % 

 

1) Σφγκρινε τα παρακάτω ηεφγθ αρικμϊν χρθςιμοποιϊντασ ζνα από                

    τα ςφμβολα < ,  =,   ι   >  

 

ΑΡΑΝΤΗΣΕΙΣ  

 

α) 56 ….57 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 * Pitta-Pantazi, D. - Christou, C. - Zachariades, T. (2007) 

 

β) 0,56 ….0,57 

1) α)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΜΕΓΑΛΥΤΕ΢Ο 5 6  

ΜΙΚ΢ΟΤΕ΢Ο 95 92 98 

ΛΣΟ 0 0  

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  2  

ΣΥΝΟΛΑ 100 100  
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* Pitta-Pantazi, D. - Christou, C. - Zachariades, T. (2007) 

 

γ) 50,6….50,7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1) β)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΜΕΓΑΛΥΤΕ΢Ο 65 56 42 

ΜΛΚ΢ΟΤΕ΢Ο 30 42  

ΛΣΟ    

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ 5 2  

ΣΥΝΟΛΑ 100 100  

1) γ)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

ΜΕΓΑΛΥΤΕ΢Ο 45 32 

ΜΙΚ΢ΟΤΕ΢Ο 48 66 

ΛΣΟ 0 0 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ 7 2 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 
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δ) 0,50,6….0,50,7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε) 50,7 … 60,7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

* Pitta-Pantazi, D. - Christou, C. - Zachariades, T. (2007) 

 

 

 

 

1) δ)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ %  

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

ΜΕΓΑΛΥΤΕ΢Ο 53 58 

ΜΛΚ΢ΟΤΕ΢Ο 42 36 

ΛΣΟ  4 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ 5 2 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 

1) ε)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΜΕΓΑΛΥΤΕ΢Ο 10 10  

ΜΙΚ΢ΟΤΕ΢Ο 78 88 86 

ΛΣΟ 5   

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ 7 2  

ΣΥΝΟΛΑ 100 100  
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η) 0,50,7 …. 0,60,7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

* Pitta-Pantazi, D. - Christou, C. - Zachariades, T. (2007) 

 

2)       Θεωρείςτε τον ακόλουκο αρικμό 0,12122122212… (υπάρχει ζνασ άπειροσ  αρικμόσ 

ψθφίων όπου ο αρικμόσ των 2 μεταξφ των 1 αυξάνεται κατά ζνα). Είναι αυτό ζνασ ρθτόσ 

ι άρρθτοσ αρικμόσ; Ρϊσ το ξζρετε; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

* Zazkis, R., Sirotic, N. (2004) 

3)        Θεωρείςτε το 53/83. Καλζςτε αυτόν τον αρικμό Μ. Στθν εκτζλεςθ αυτισ  

            τθσ  διαίρεςθσ, θ οκόνθ του υπολογιςτι δείχνει το 0,63855421687. Είναι  

            ο Μ ζνασ ρθτόσ ι άρρθτοσ αρικμόσ; Εξθγιςτε. 

1) η)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΜΕΓΑΛΥΤΕ΢Ο 38 38  

ΜΙΚ΢ΟΤΕ΢Ο 55 58 65 

ΛΣΟ  2  

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ 7 2  

ΣΥΝΟΛΑ 100 100  

ερϊτθςθ 2)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

΢ΘΤΟΣ 23 16 13 

Α΢΢ΗΤΟΣ  63 66 76 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ 14 18 11 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 
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* Zazkis, R., Sirotic, N. (2004) 

 

4)     Ρόςοι αρικμοί υπάρχουν ανάμεςα ςτουσ 0,005 και 0,006; Επζλεξε ζνα από τα 

παρακάτω:  

ερϊτθςθ 4)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ %  

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

 ι) Δεν υπάρχει κανζνασ 

τζτοιοσ αρικμόσ 

0 6 Ρεπεραςμζνοι: 

33,5 

 ιι) Υπάρχουν οι 

αρικμοί: 

0 4 

 ιιι) Υπάρχουν άπειροι 

δεκαδικοί / κλάςματα 

43 22 Άπειροι: 

 

61,3 
 ιv) Υπάρχουν άπειροι 

αρικμοί: απλοί ι 

περιοδικοί δεκαδικοί, 

κλάςματα,   και  

άρρθτοι αρικμοί.  

57 

 

60 

v) Τίποτα από τα 

παραπάνω. Ριςτεφω 

ότι: 

0   

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  0 6 4,2 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 

*Vamvakoussi, X. - Vosniadou, S., (2007) 

 

ερϊτθςθ 3)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ %  

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

΢ΗΤΟΣ 28 60 87 

Α΢΢ΘΤΟΣ  55 22 11 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ 17 18 2 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 
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 5)  α) Δίναι πάνηα δσναηό να βρεις έναν ρηηό αριθμό ανάμεζα ζε δύο άρρηηοσς. 

΢ωζηό  ή λάθος; 

*Zazkis, R., Sirotic,  N. (2007) 

 

β) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν άρρθτο αρικμό ανάμεςα ςε δφο άρρθτουσ.   

           Σωςτό ι λάκοσ; 

 

 *Zazkis, R., Sirotic,  N. (2007) 

 

 

 

 

 

 

5)α)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ 

% 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ ΟΜΑΔΑ 

% 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΣΩΣΤΟ 50 58 52 

ΛΑΚΟΣ  50 38 26 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  4 22 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 

5)β)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ 

%  

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ ΟΜΑΔΑ 

% 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΣΩΣΤΟ 68 52 69 

ΛΑΚΟΣ  32 42 11 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  6 20 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 
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    γ) Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν άρρθτο αρικμό ανάμεςα ςε δφο ρθτοφσ.  Σωςτό  

           ι λάκοσ; 

 

*Zazkis, R., Sirotic,  N. (2007) 

 

 

  

 δ)   Είναι πάντα δυνατό να βρεισ ζναν ρθτό ανάμεςα ςε δφο ρθτοφσ. Σωςτό ι                

          λάκοσ;  

 

 

*Zazkis, R., Sirotic,  N. (2007) 

 

 

5)γ)   ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ ΟΜΑΔΑ 

% 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΣΩΣΤΟ 83 76 72 

ΛΑΚΟΣ  17 20 7 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  4 21 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 

5)δ)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ 

% 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ ΟΜΑΔΑ 

% 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΣΩΣΤΟ 50 62 52 

ΛΑΚΟΣ  50 34 22 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  4 26 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 
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6)  Ρόςοι ακζραιοι αρικμοί υπάρχουν πάνω ςτθν ευκεία των πραγματικϊν αρικμϊν, 

ανάμεςα ςτο 25  και ςτο 28 ;  

 

6)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ % ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

19 (ι κοντά ςτο 19)  5 6  

12 (ι κοντά ςτο 12)  63 30 33 

ΑΛΛΟ  20 36  

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ   12 28 11 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100  

180 

* Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 

 

 

 

 

7) 

α) Το ςφνολο των ςθμείων τθσ ευκείασ των αρικμϊν ζχει το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων με το 

ςφνολο  των ρθτϊν αρικμϊν;  

 

7) α)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ % ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΣΩΣΤΟ  43 16 - 

ΛΑΘΟΣ  35 60 - 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  22 24 7 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100  

 

* Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 
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β) Το ςφνολο των ρθτϊν αρικμϊν ζχει το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων με το ςφνολο των 

πραγματικϊν αρικμϊν;   

 

7) β)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ % ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΣΩΣΤΟ  38 40 - 

ΛΑΘΟΣ  40 38 - 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  22 22 13 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100  

 

* Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 

 

8)  

α) Ρόςα κλάςματα (ρθτοί αρικμοί) υπάρχουν πάνω ςτθν ευκεία των αρικμϊν ανάμεςα 

ςτουσ αρικμοφσ 
5

3
 και 

6

5
;  

 

8) α)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ % ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΑΡΕΙ΢Α  35 36 44 

ΜΕ΢ΛΚΑ (π.χ 6 ι 7)  50 34 36 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  15 30 20 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 

 

* Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 
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β) Ροιο από όλα αυτά τα κλάςματα που βρίςκονται ανάμεςα ςτουσ αρικμοφσ  
5

3
 και 

6

5
 

είναι «το επόμενο» του 
5

3
; 

 

8) β)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* %  

ΣΥΓΚΕΚ΢ΛΜΕΝΟ 

ΚΛΑΣΜΑ (π.χ 24/30)  

78 46 47  

ΔΕΝ Ρ΢ΟΣΔΙΟ΢ΙΖΕΤΑΙ  5 6 19  

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  17 48 34  

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100  

 

* Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 

 

 

γ) Ρόςοι πραγματικοί αρικμοί υπάρχουν ςτθν ευκεία των αρικμϊν ανάμεςα ςτουσ 

αρικμοφσ 0,99 και 1; 

 

 

 

* Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 

 

8) γ)  ΟΜΑΔΑ ΕΛΕΓΧΟΥ %  ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

ΑΡΕΙ΢ΟΙ  73 62 46 

ΕΝΑΣ  5 8 26 

ΚΑΝΕΛΣ  2 8 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  20 22 28 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 
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δ) Ροιοσ από όλουσ τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ που είναι ανάμεςα ςτουσ 0,99 και 1 

είναι «πιο κοντά» ςτον 1; 

 

8) δ)  ΟΜΑΔΑ 

ΕΛΕΓΧΟΥ % 

ΡΕΛ΢ΑΜΑΤΛΚΘ 

ΟΜΑΔΑ % 

Α΢Κ΢Ο* % 

0,999…. 18 26 34 

0.999….9  30 20 

ΤΟ 1 2 2 

ΔΕΝ Ρ΢ΟΣΔΙΟ΢ΙΖΕΤΑΙ  10 14 22 

ΔΕΝ ΑΡΑΝΤΘΣΑΝ  40 38 44 

ΣΥΝΟΛΑ 100 100 100 

 

* Merenluoto, Κ. - Lehtinen, Ε. , (2002) 


