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Iepiinyn

[ToAloi podnpatikoi Tov 18°° at. cvyvdé mapovsialay aroteléouato Oyt ue
ueydAn ovotpodra. O Augustin- Louis Cauchy (1789-1857) fitav o mpmdtog mov ébgoe
EMTLY DG TO AOYIoUO 6€ avotnpég Pacels. BéPata Oa mpémel vo copmAnpdcovpe 6Tt ot
podnuatikoi wov elyav erdoel o omovdaia anotedéopota oTny aviivon tov 18 at. , ta
omoia otn cvvéyela fondncav otV avdrtuén We®OV Yo va avotnporombel 0 Aoyiopog,
Nrav ot Newton (1643-1727), Maclaurin (1698-1746), d’ Alembert (1717-1783) ko 1diwg
ot Euler (1707-1783), ka1 Lagrange (1736-1813). Akoun kot o Cauchy dev fitav amdAivto,
‘oTNPOS’ GE EPEVVNTIKEG £PYAGIES TOV. L20TOGO AVGTNPA KPLTN P EIYE GTO VOL TOV
otav éxave to Cours d’analyse. Otav o Cauchy avagépetatl 6to €pyo avtod pe v
avoTNPOTNTA TNG YEOUETPLOG OC TO W0AVIKO 6TO 000 PLA000E0VCE eV £lye GTO VOL
dwypdppoto oAAG T AOYIKT SO OTMG KATACKEVAGTNKOV Kol To £pyo Tov Eukdeidon kot
oL Apyundn. Amoeedyel v AAyeRpa Yot Kdmolo TPpAyHaTa 15YOOVY KAT® omd
oplopéveg ouvOnkeg uovo. Ioiroi dvOpwmot motevovy 611 0 Cauchy otic avotnpéc
amodeigelg Tov oty avdivon eedyet ta ‘o, €. Opmc pe o tpodTn potid oto Cours
d’analyse (1821) BAémel 0t1 dev LIEAPYOLY ‘B, € GTOV OPIGUO TOVL 0PIV, Kot KON 0L
TPOTAGELG GTOV OPIOUO OKOVYOVTOL TEPICTOTEPO OoNGONTIKES Tapd PAGIGUEVEG TNV
dAyeppa tov avicotntov. 'Enetta oto Calcul infinitesimal (1823) o Cauchy opilet v
TAPAY®Yo oV AOYo TNATKOV S10popdV KAB®MS 01 d1apopES elval amelPOEAAYLIOTES.
BAénovtac ndAr to Cours d’analyse BAémovpe 611 o Cauchy ypnoipuonotel to Kpitiplo
Cauchy yia ™ obykAion oelpdv 10 0010 OU®S dev Exel omodeiel Ot lvar tkavn
ovvOnkn ya t ovykMon. I'evikd €vog oOyypovog podnuatikog Oo duckolevtel va
eKTIUNoEL TN ‘00VAELd’ Tov Cauchy Adym g ‘maAtopoditikng’ opoAoyiag Tov aAAd Kot
31611 TaL 60 PiPria mov Tpoavaeipape Cours d’analyse (1821) ko Calcul infinitesimal
(1823) rav dahéEeig mov apyikd elyav d00el o portntég mov cKdmELAY VO AGYOANB0VV
ne 10 Aoyiopd. Otov dpmg ta dvo avtd Pipiio peietnBovv mo tpocekTikd Oo pavein
omovdaia dovAeld tov Cauchy.

O oxomdg avtg TG epyaciog eivar va peleticovpe T cupfoir tov Cauchy
otV Beperinon Tov amelpootikod Aoyiopov. Etot Oa meprypdyovpe Tmg nTov 1
KOTAoToon Yo o pobnuatikd v eroyn mpwv tov Cauchy kot Oa avaidboovue T Eypaye
o Cauchy Eexwvadvtog amd Ty apyikr EVvola TG LETOPANTAG LEYPL TNV EVVOLL TNG
TOPAYDYOL. AV Kol EUEl LEAETNGOE LEXPL KOL TNV TAPAYMOYO GE OLTNV TNV £pyacio Oa
TPEMEL VAL AVAPEPOVLE TTMG 1] SLVEIGPOPE Tov Cauchy Ntov peydin kot oty
oAokANpwon. Emiong omv epyacio aut avapépovpe KATOEG OUOIOTNTES TOL VTAPYOLV
ueta &l v 6vo crovdaimv pabnuatikdv, tov Cauchy kot tov Bolzano (1781-1848) kot
avTIAPOOETOVE TOVG AVTIOTOLYOVG OPIGLOVS TOV EYOVLUE EUEIS GNUEPD OTNV AVAALGN).

Ag€eig khewda: Cauchy, 6pio, cuvéyeta, ovykhon, mapdywyoc, Bolzano.



Abstract

In the eighteenth century many mathematicians were developing and applying powerful
methods which they could not justify, without really see foundations as an important area of
mathematical endeavor. Augustin- Louis Cauchy (1789-1857) gave the first reasonably
successful rigorous foundation for the calculus. Other mathematicians of course participated in
the development of the foundations of the calculus. Some of them were Newton (1643-1727),
Maclaurin (1698-1746), d’Alembert (1717-1783) and especially Euler (1707-1783) and
Lagrange (1736-1813). Cauchy himself was not consistently rigorous in his research papers.
Nevertheless rigorous criteria were constantly in Cauchy’s mind when he developed his Cours
d’Analyse. When Cauchy referred in that work to the rigor of geometry as the idea to which he
aspired, he had in mind, not diagrams, but logical structure: the way the works of Euclid and
Archimedes were constructed. He does not prefer algebraic formulas because they hold true only
under certain conditions and for certain values of quantities they contain. Many people believe
that Cauchy’s rigorous proofs introduced delta-epsilon methods into analysis. But on first
looking into the Cours d’Analyse (1821) they may be somewhat shocked to find no deltas or
epsilons anywhere near the definition of limit ; moreover, the words in the definition sound more
like appeals to intuition than to algebra of inequalities. Then in Calcul infinitesimal (1823)
Cauchy defined the derivative as the ratio of the quotient of differences when the differences are
infinitesimal. Returning to the Cours d’Analyse we see that Cauchy used the Cauchy criterion
but he did not even try to prove that it is a sufficient condition for convergence. A modern reader
finds difficulty to appreciate Cause because of his old fashioned terminology and because the
two books, Cours d’analyse (1821) and Calcul infinitesimal (1823), were originally lectures
given to students who planned to apply the calculus. Once the Cours d’analyse, or the Calcul
infinitesimal has been examined more closely, it will be seen that Cauchy’s achievement is as
impressive as expected.

The purpose of this work is to study the contribution of Cauchy to the foundations of
calculus. We are going to describe how the situation was for mathematics before Cauchy and
analyze what Cauchy wrote, from the initial concept of variable to the concept of derivative.
Although we have studied up to the derivative in this work, we must mentioned that the
contribution of Cauchy was great and for the integral. Also in this paper we report some
similarities between the two great mathematicians, Cauchy and Bolzano (1781-1848) and
juxtapose their respective definitions we have today in analysis.

Key words : Cauchy, limit, continuity, convergence, derivative, Bolzano



IIpoioyog

Zuyvl oTNV 10TOPI TOV LOONUATIKOY DITAPYEL TO GUVOLEVO OL IOEEG KL O1 EPUPLLOYES VO
mpomyovvtol kot émerta va Bpickoviar avotnpd Ospédio yi awtég. To 18° ardva sppoavileton
évag véog Aoyiopds. Ot emotpoveg exeivng g emoyng elyav melsbel yuo v ‘aAndela’ Tov
AOYIGLOV OO TIG EVIVTTMOIOKES EQAPLOYES TOL €lyE Kot omd TO YEYOovHG OTL UmopovGE val
poPAéyEL TOV TPOTO TOL AEITOVPYOVGE O PLGIKOC KOGLOG KO IO GLUYKEKPUUEVOL 1) LIYOLVIKT KOl
N kivon 1oV TAAVNTOV.

O Augustin- Louis Cauchy (1789-1857) fitav o mp®dtog mov £0g0e MTUY®DS TO AOYIoUO O
avotnpéc Paceic. To 1821 o Augustin- Louis Cauchy dnuocicvoe to Cours d’Analyse yia ta
nobnpoto mov mapédide oty Ecole Polytechnique. To épyo avtd tov Cauchy givar éva amd to
Bipria mov emnpéace mepiocdTEPO 0T pabnpatikd. O Cauchy dev édwoe povo Evav opiopd Tmv
opiwv oA £dmae Kot Ta HESA Yol vaL Yivouv ovatnpd Bepédia Tov AoYIGHoV.

"Evag ouyypovog pobnuatikog motevet 6t o Cauchy otig avotpéc amodei&elg tov otnv
avaivon gwoayel ta ‘9, €. Oumg pe o Tpmtn potid oto Cours d’analyse BAénet oti dev
VIdpyovy ‘0, € GTOV OPIGLO TOV 0piov, Kot AKOUT Ol TPOTAGELS GTOV OPIGHO AKOVYOVTOL
TEPLoGOTEPO dlancnTikég mapd Boaoiopéveg otny alyefpa tov avicotitov. Exerta oto Calcul
infinitesimal (1823) o Cauchy opilet nv mapdywyo cav Adyo TnAikov dta@opdv kabdc ot
dapopég sivar amepoerdyiotes. BAémovtag mdAl to Cours d’analyse BAémovpe 6t o Cauchy
ypnopomotel to kprrplo Cauchy yio tn GOYKAGN GEPGV TO 0m0i0 OU®S deV ExEL 0modei&et OTL
etvat tavi] cuvOnKN Yo T GOYKALo).

Y¢ omovdaia amoteléopato otnv avdivon tov 18 at. ,mov Pondnoav oty avantuén 1dedv yia
va avotnporotndei o Aoyiopdg, iyav kataAnget kot aGAlot pabnpotikoi Onwe ot Newton (1643-
1727), Maclaurin (1698-1746), d’ Alembert (1717-1783) ka1 1dimg ot Euler (1707-1783), kot

Lagrange (1736-1813).

Eniong O Cauchy speaviCel apketég opoldtnteg pe tov ovyypovo tov Bolzano (1781-1848).01
opotdtTeS 0TéG Bl avaivBovv 6To Kelpevo pag.



O poAog Tov Cauchy otn Oepueiiwon
TOVU ATTELPOOTIKOU AOYLGHOV

EIXATQI'H

I. H nepintmon ko 0 okomog Yo suintioeseis ota Ogpéie Tov Aoyiopov.
Apykd 0 Aoylopdc oy KATL Kovovplo OTOTE Kol U GTOLYEIMOELS epyaciec, Ommc tov Newton,
EMpeme VoL £XOVV KATO0 EIGAYMYN OV VoL ENeENYEL TIG Pactkég Evvoleg ToOL AOYIoHoV. Ypye
HEYOAN avénomn Tov evOlaPEPOVTOG Vi, To o patikd Kot Tig emotiue Tov 18° adva. Ao to
uéoo tov 17°” ar. Egxvaet 1) Ogpedioon emoTUOVIKOV KOWOTHTOV Kol Teptodik®mv. BifAia
OTOL(EUDOT KO 1] TTOV OvOryKaio Yio TNV 0VOTTUCCOMEVT ETICTNLOVIKT Kowvotnta. Emiong ftav
LLEYOAO KOL TO EVOLOPEPOV Y10l TIG EMICTNUES OO ATOLA TTOV OV NTAV LaBnpaTikol Aoy g
emtvyiag Tov Newton 6tn QUoKY], 6TV KOTAVON o™ TV VOU®V TOL GUUTOVTOG. 'Evag akoun
mopdyovtag Tov cuvéBaie oto va odnynbovve otn culntnon v Beperimv Tov AOYIGHOD MToV M
dapdayn tov Newton- Leibniz. O Newton kat o1 vtooThpIKTéG TOV TOVIOAY OPLGUEVOL OT|UEIR TOV
Aoyiopov og o tpoomdfeta va deiEovv Ot NTay S10PoPETIKOS ,0VATEPOG KOL TTLO ALGTNPOG Ao
Tov Aoytoud tov Leibniz. Tmv tpoonddeia va vrepacmiotodv ot Bpetavoi padnpaticoi tov
Aoyiopd tov Newton £dmoav EUPacn 6TV aVGTNPOTNTO TNG YEMUETPIOG G€ avTifeoT HE TN un
aVGTNPOTNTA TOV OAYERPIKAOV ATEPOSTOV TV ALV padnuatikdv. 'Etot odnyndnkov oe
EKTETANEVEG GLINTNGELS Y1 TaL BepéMa.
To 18° audva ToALOT pabnuatikoi kot EMGTAROVEG iy oTnprytel ot Bactk) matpovio 1§ o€
TPOGMOTIKN TOVS TEPLOVTia. Opmg OTwg HEYAA®VE 1] EMGTNHOVIKY] KOWVOTNTO TEPIGGOTEPOL
avdpeg TG pecaiag Taéng Eyvay emotipoves. Avtoi ot dvBpwmot yperaldvtovsay VTOGTHPIEN.
Emumiéov eiye Eexvnoet | memoiBnon Ot o1 EMGTHLOVES TOV XPIGLLOL Y10l TO KPATOG, Yo TNV
EMEKTACT PLOUMYOVIOV KoL Y10l TIG GTPATIOTIKEG duVATOTNTES TOVG. 'ETotl dvolEay véa oyoAeia Kot
EMOTNUOVIKA TUNpata. To mo omovdaio mapadetypa eivon 1 Ecole Polytechnique mov 18p00nke
oto [Tapiot and v Enavaoctatikn kuBépvnon 101795 pe oxond va fyovv and avtnv

emoTAHOVES Kot unyavikol. Emopévag to yeyovog 0Tt vmdpyovv ortntég Kavel £vov dAoKOAO val
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avamTHEEL TIC aPYIKEG EVVOLEG EVOG avTIKEWEVOL pe capnvela. Etot e€nyeiton yati ot
oLVEIGPOPEC oTa Bepéla Tov Aoyiopol Tewv Lagrange (1736- 1813), Cauchy (1789-1857),
Weierstrass (1815- 1897) , ka1 Dedekind(1831-1916) vrokiviiOnkav amd tn didackario tove. Ta
Bepédia Tov Aoyiopov ta avtipetdmiloy cav Eva BELN TEPIEGOTEPO PLAOGOPIKS 1) TOOAYWYIKO,
nopd padnuoatikd. Kotd ta téAn tov aidva (18°7) vafipye n embopio peptkdv poadnuatikdv va
tpafnéovv v tpocoyr| ota Bepédia Tov Aoyiopot . O Lagrange yio mapdostypa Oewpovoe Ot
BepeMmvoTay por oAoKANpoUEVT doun ov Ba EAvve 0Tt TpoPAnuata vanpyav. Evag GAlog
Adyog culnong TV PacKOV EVVOIHOV TOL AOYIGHOD NTOV OTL 1] CVGTNPOTNTA TOV AOYIGLOV El)E
dexBel emiBeom kot o padnuatikoi nOelav va v vrepacmiotovy. Extog and pepikéc embéoeig
oL TponABav amd pabNUATIKOVS AGY® TV OTEPOGTMOV, 01 GTOVINOTEPES EMBEGELS TPONAOaY
and EIAOc0POoLG Kot 0eoddyovs. H o yvmaot) Kpitiky| kot Tov ennpéace TEPIoGOTEPO MTOV LTI
T0V enickomov Tov Cloyne, George Berkeley to 1734 1 onoia ackiOnke yio va vrepoomioTel ™
Opnokeio og Tpog tovg emothpoves. H enifeon tov Berkeley dev tav yio tpocmmikd Adyo
aAAG MTov pEPOG TG avTiBeTng dmoyng Tov LE TIg EMKPATOVGES ATOYELS TOV Alap®OTIGHOV. O
Newton Bdoet g cwotc* oelpdg mov apyodtepo ovopdotnke ‘the Newtonian world-machine’
elye ovppmvnoet 6Tt VINPyYe Oedg Tov eiye dnpovpynoet Tov kOGpo.(*O Newton Bewpovce Ott
TO CLUTTAY TO glye dNoVPYNoEL 0 BedG OUMG AeITOLVPYOVOE e PAGEL TOVG VOLOVS TNG PUGIKNG).
Opwmg vnpye peydin oapopd otov Od tou Newton kot tov Ao Twv XpiloTiovody Kot Tnv
enionun ekkAnoio. Mg v avamntoén tov evolapEPoVTOS TOV EVPEMS KOVOD Y10, TOL ETLGTNHLOVIKE
Oépota ko To podnpatikd, vanpée por avEavopevn KatevBuvOouevn lkovouayio EVAVTIO OTIG
TAAMEG PLAOGOPIES, TIC PEOLOAPYIKES KLPEPVNGELS Kot T XploTioviky| Opnokeia.

O Berkeley avtemiténie tovilovtog advvopieg 6€ avtd OV TGTELAV Ol GTOYAUCTEG TOV
ApoTiopod 0Tt NTaV N T AGPOANG EMITEVEN: TO LOONUATIKA.

H enifeon tov Berkeley éxave tig culntoeig yo ta Ogpédia Tov AoyiopHoD vo S1epKEGOVV Kot VoL
avalnmOovv apyég mov Ba Ekavav to Oepéla emtuyn Kot To Aoyiopd avotnpo. O d’Alembert, o
Carnot(1887-1894) ka1 o Lagrange avagépOnkav ota enysipnuoto tov Berkeley.

(Grabiner, ZeA.27)
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II. TA GEMEAIA TOY AIIEIPOXTIKOY AOTIEMOY XTON 18° ax@va.
To 18° at. ta podnpoTiké TPoPARUATO HE TO OTOT0 0oXOAOVVTAY Ol pHadnuatikoi e enoyfc
dev elyav o¢ mpoimdOeom v vapEn avotp®V Bepeimv Tov AoYIGHOV Kot TOAAG glyov dpeon
EQOPLOYN GTN PUGTKT].
O Joseph-Louis Lagrange &ixe 1o cmovdaidtepo poAo 6TV T0moHETNGN GTO KEVIPO TOL
EVOLOLPEPOVTOC OEUEA®ODY EPOTNGEMV Y10 TO AOYIGUO, TIG OTtoleC apyOTEPQ OEXOMNKE OV KO
dAlo&e katd molv o Cauchy.
H éAyeBpa rav n Bewpia tov e€lodoemv Kot e101KOTEPA 1| LEAETN pilag, O CLGYETIGHOG TOV
oLVTEAESTMV Kat o1 puéBodot emidvong e€lcdoemv. H eniAvon tov e§lodoewv yvotay pe dpeco
TPOTO M v OEV NTOAV OLVATOV UE TPOGEYYIOTIKEG eBddove. MoMg to 1770-1771 1€6nke t0
epdTUO €0V givar emAdoun wa e€icmon, amd tov Lagrange. “The analysis of infinite” évag
KAGS0G pobnpotikdv mov ovopdotnke oo tov Euler kot acyoAndnke pe v edpeon
aBpOIGUATOV ATELP®V GEPDOV, LLE TN LETATPOTT| TOVS O £va TOTO 6€ AALO, KaBdg emiong Kot
HE TNV €0PECT 0PIV ATELP®V YIVOUEVOV KOl GUVEXDV KAAGUAT®V. Agv vtnpye OPC TpdOeom
evpeong yeVIKNG Bempiog yia T ohykion, Tapdro mov elyav avapepOel kamola kpinpa. O
SPOPKOG LOYIGUOC LEAETOVGE TNV €DPEST SLOPOPIK®V, TIG LETAED TOVG GYEGELS KOt TNV
EPAPLLOYT TOVS OTN YEOUETPIO Kol 6T PLGIKT. O OAOKANPOTIKOG AOYIOUOG LEAETOVOE
SPop1kég eEI0MGELG KO EKTIHOVGE OPIGHEVO OAOKANPOUOTO dAAE OV amodeikvue TNV VTapén
Aong og kavéva TpoPAnua. Tov dtapopikd Aoyiopd Tov HEAETOVGAV TEPIGGOTEPO TAV® GE
TPOPANLLATO TNG PUOIKNG Kot Oyl 6TO TAAIGLO YEVIKAOV HOONUATIKOV Bempldv.
Mo mapdaderypo pmopodue va Tapovpe Evo deiypa amd 1o enoTnroviKd Teptodikd Memoires de
I' Academie Royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, yo tic ypoviég 1750, 1775, ko
1800. Xto étog 1750 vrdpyovv técoepa. apbpa tov Leonard Euler. To éva agopd v e&oymyn
e€loMoe®V NG KIVNOoNG EVOC TEPIGTPEPOUEVOV CAOUATOS, AALO apOpd TO d1aPOPETIKO Pabud Tov
QMTOG TOL EKTEUTEL O A0S KoL TOL GAAL OVPAVIL. GAOUATO, TO TPITO TIG IONUEPIES KOl TO TETAPTO
™V €MIBPOCT THG VOPAVAIKNG UNXavIG ToL TTpoTteiveTol amd tov Johan Andreas Segner. Axoun
dvo apbpa Tov Jean Le Rond d’Alembert apopodv 1o £va tov yevikd tomo Aong d1opopikng
eElomong TaALOUEVNG YOPONG KOl TO BALO TNV OAOKANP®GT OPIGUEVAOV PNTMOV GLUVOPTHGEMV.
I'evikd ko amd aida dpBpa katoraPaivovpe 0Tt To padnpatikd apbpa teprrapupdvave evokn
Kat ovpdvia pnyovikn. Ta apBpa mov giyav ‘kabopd’ padnuatikd tepieyodpevo otpiiov v

andoeén oto va pmopel Katt vo oprotel pe poppoiotikd tpdémo. To 1775 vrapyetl po aAroyn

12



TOPOTNPAOVTOG 6TO 1010 TEPL0OKO TPEiC epyacieg Tov Lagrange. H o epyoscio stvar

OAOKAN PO YPOULK®OV EEIGAOGEMV TETEPACUEVOV OLAPOPDOV, 1| 0e0TEPT Elvar yio TV EAEN
EMEWTIKOV COOPOEODV Kol 1) TEAgVLTOiN Elval Yia T cVUPoAN oty apBuntikn Bewpio
INtdvTog TOTE N TETPUYOVIKT LOPON py? +2pyz +rz° umopei va ypagei cov 4na+b 6mov b= 0, 1,
2,3..

>to Berlin Memoires to 1800 n ewkdva. ivar KAmmwg S10popeTIKY|. Avapueca o€ d10popo.
padnuotika apBpa vdpyet kol Eva yua ta Oepédio Tov Aoyiopov. Avtd givat To de0TEPO HEPOG
and o ékBeon tov J. -P. Gruson “Le calcul d’exposition’.

[Mopatnpodvrog Kot GAAN ETIGTNUOVIKA TEPLOOKE PAETOVE OTL VTLAPYEL TOVTOV AVTO TO
okenTiKO. (Aev acyolovvton pe 1 Oeperioon tov Aoyiopov). o mapdoerypo evo
peToyepiloviay TIC ATEPES GEPEG GOV VOL NTOV TTOAVMDOVU O, KO 0VTO TOVG £lXE 00N YNOEL GE TOAD
oMUovTIKE amotelécpata, dev elyav KotaAnéet o o yevikn Bempio chykionc. Opota epdcov
01 O10POPIKES EEICADGELG TPOEKLAITAV OO TPOPANLLATA TG PLVOIKNG Ogv elyav evitapephel va
amodei&ovv ot vdpyel Abon. Oswpodcsav v Vrapén g Avong dedopévn ko Ttpootadodoav
uévo vo  Bpovv. v tpoondheia vo amopoacsicovy oo £100¢ cuvaptnong eival n Abon yuo
drpopikn e&iomon g TOAAOLEVNG YOPONG ElxaV ELOAVIOTEL TOALES SLOPOPETIKES OMOYELG.
Meta&d ahov o drapavia giyav £pbet or d’ Alembert, Euler, Lagrange, Daniel Bernoulli. Avty
1N dwpovia exnpéace tov Cauchy kai tov Bolzano otov opiopud cuveyovg cuvdptnong Kot icmg
kot Tov Cauchy oty évvota tov odokAnpodpatoc. Ot podnuatikoi ovtoi Ekavay EVILIOGCIUKG
Mya AdOn. Ev pépn avtd opeidetat 6to yeyovog OTL o1 AMEPES GEPES TOV LEAETOVCAY NTOV
OUVOLOGELPES E PPAYUEVOVS GUVTEAECTEG, Ol OTTOIEG CLUTEPIPEPOVTOL OLOLOL LLE TTOAVMDVULLOL.
Ondte axodun kot pe v EAAEWYM pag YeViknG Bewplag ocbykiong katdAnyav e opba
anoteréopata. Onwg eniong mpénel va avayvopicovpe 6Tt o1 padnuotikol ekeivng g Emoyng
nrav omovdaiot, 6nmg o Euler mov giye amictevtn kavotnTo va emAEyeL KapmoPopes nebBodovg

TOPOYDYIONG, LE OMOTEAEGLOL VO ATTOPEVYOLV TOL AAON.
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Kepaiao 1

1.1 OPIEMOX XYNAPTHXHX KATA CAUCHY

[Tpokeévou va opiocel o Cauchy v cuvaptnon Kot ev cuveyeio to 6pto, EeKvael Kot apydg
opifovtag tic évvoleg kKAPIOMOZ» (NOMBRES) kot «[TOXOTHTA» ( QUANTITE) mov katd
KATO10 TPOTO AVTIGTOLYOVV OTIG OIKEG Lo EVVOLEC BETIKOG TPAYLUATIKOG KOl TTPOY LOTUKOG
apOpdc.

Ipapet ooy ot aptBpog eivat 1o «amdAVTO» HETPO VOGS LeYEBOLG Kot ) TocHTNTA £ivat Evag
ap1Opog mov €xel 6To apP1oTEPA TOL TO SOUPOAO + 1 -. [Teprypdoet To MG Yivovion mpdéelg pe ta
+ Ko - . Meta&hd dAA@V TEPLYPAPEL KOl TOV KOVOVOL «KTANV €L TANV KAVEL GLUVY.

Kototépm mapadétove ) Letdppoon ota EAANVIKA omd To ayyAko keipevo oto Bipiio tov
Bradley Sandifer:

‘Apykd Ba vrodeiEovpe mota Evvola Ba etvar KaTtdAANAN va emcvuvayovue Yo Tig AEEELS
ap1Ouog kat rocotnta. [Iavta B Bempovpe Tovg apBpovg Pe TV £Vvola TOL XPNGULOTOOVVTOL
oV apBuntiKn, 6mov ot ap1Bol TPOKHTTOLV Ao TO ATOALTO LETPO TOV PeYEDDV, Kat Oa
YPNOCLOTOLOVLE TOV OPO TOCOTNTEG LOVO Y10 TPOAYHOTIKEG OETIKEG 1) APVNTIKEG TOGOTNTEG,
dnAadn Tov akorlovBov ta mpodonua + 1 - EmmAéov Bempovpe autég TIc TocOTNTES Yo Vo
exepacovpe TNV avénon kot m peimon, £161 dote Eva docpévo péyebog Ba avtimpoownevbel
amo évav apBpd povo av BElovpe va 1o cuykpivovpe pe éva aAlo péyebog 16100 THTOL TOLV
Aoppdvetal cav povadoa kat otov 1610 aptBpd tponyeital To TpdoNUo + 1 -, oV TO GKEPTOVLE,

oav va gtvat dSuvatov va avéndei 1| va petwbet Eva doopévo péyedog idrov tomov.’

14



ouvrage. Nous allons indiquer d'abord quelle idée
il nous paroit convenable d’attacher a ces deux
mots, nombre et quantite. |
Nous prendrons toujours la dénomination de
TOM. 1., <~ A

2 COUKS D'ANALYSE. |

nombres dans le sens ou on 'emploie en arithmé-
tique, en faisant naitre.les nombres de fa mesure
absolue des grandeurs; et nous appliquerons uni-
quement la dénomination de quantités aux quan-
tités réelles posttives ou negatwes , Cest-a-dire,
aux nombres preccdes des sxgnes + ou —, De
plus, nous regarderons les quantltes comme des-
tinées & exprimer des accroissemens ou des dimi-
nutions; en sorte qu’u‘ne’ grand‘éu’r donnée sera

Cauchy, 1821, seA. 23.
Bradley- Sandifer, 2009, Xe)\.5

21NV GUVEXELD TTEPLYPAPEL TNV EVvola TNG «UeTafAnTio» (variable) n onoia Tpoetoydlet
v évvola g cuvéptnonc. Ovolactikd Ba opicel TNV cuvdptnomn mo KAT® HEG® VO
peTafANTOV TOv aAANAocLVIEovTaL. ZNuepa otV BepeMmon Tov ATElPOGTIKOD, eV diveTon
OpIoUOG TG LETOPANTAG AAAG 1 £VVOLd ¥PNCILOTOIEITOL G OAEG TYEOOV TIG LAOMUATIKES
ocv{ntoels .
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- On nomme quantité variable celle que I'on con-
sidéze comme devant recevoir successivement plu-
sieurs valeurs différentes les unes des autres. On
désigne une semblable quantité par une lettre prise
ordinairement parmi les derniéres de [alphabet.

Cauchy, 1821, seA. 23
Bradley- Sandifer 2009, Xe).6

Kototépm mapabétovpe ) petdppoon oto eEAMANViKd amd to ayyAko keipevo oto Piiio twv
Bradley Sandifer:
‘Ovopdlovpe petafAntr o rocotnto edv pmopet va OempnBel 6t pmopel va mapet Stadoykd ToArEG
SPOPETIKES TIUES. ZuVvNOmG cupPoAilovpe pia TETOO TOGOTNTO LE EVOL VPO OO TO TEAOG TNG

aApapnTov.’

BAémovpe 6t opiler pio «petafAnt moocodTnTON ooV KATL Tov dvvaTtol vo AdPet
01000y 1KA O18POPES TPAYUATIKES TILES. AGPAANDG LLE TOL CUEPIVE KPLTHPLOL O OPIGUOG Elvar
Kanog acaens. To «successivement” topanéunel Kupimg o€ akorovdiec, evd o Cauchy kdavet
YPNOT KOL Y10 GUVAPTNCELG TPUYHOATIKNG LETOPANTIG.

YuvnBwg Tig petafAntég Tic cupPorilet pe Eva and ta terevtaio Ypappata e adpapntov. O
Cauchy dwympilel ™ otabepn Tuf amd ™ petafint kot cvpforilet Tic otabepéc THEG e Ta
TPOTO YPAUUATO TS 0AQAPNTOV.Ocwpel 0Tt 6TadepT TIUN £ivar TO YPApLLLO TOV EYEL pioL

oLYKEKPLUEV oTabepr| Tun.
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Yy ovvéyeto. o Cauchy cvveyilelr otov opiopd avtod TOL AEUE GNUEPT TPAYNUOTUKN

OLVAPTNON NLOGS TPOYRUTIKNG peTafinTic.

§ I. — Considérations générales sur les Jonctions.

Lorsque des q&antités variables sont tellement liées entre elles
que, la valeur de I'une d’elles étant donnée, on puisse en conclure
les valeurs de toutes les autres, on congoit d’ordinaire ces diverses
quantités exprimées au moyen de 'une d’entre elles, qui prend alors
le nom de variable indépendante; et les autres quantités exprimées au
moyen de la variable indépendante sont ce qu’on appelle des forctions

de cette variable.

Cauchy, 1821, zeA. 37.
Bradley- Sandifer, 2009, Xe)\.17..

Kototépm mapadétove tn HeTappoon ota EAANVIKA omd To ayyAko keipevo oto Bipiio tov
Bradley- Sandifer:
“Otav petafAntég TocotTEG £lval GLGYETICUEVEG LETAED TOVG £TGL MGTE av 000l 1 TN ™G piag
€€’ auTdV Kamolog vo umopel va Bpet Tig TIHEG OA®V TV ALV peTafAntav tote Bewpole 6TL aVTEG Ol
Stbipopeg HeTaPANTEG EKPPALoVTOL LEGH TNG MG , ) ool Taipvel To dvopa avelaptnty uetofinty . Ot
Aheg TOGHTNTEG TTOL EKPPALOVTAL LECH TNG OVEEAPTNTNG LETOPANTNAG OVOUALoVTaL covapTHoElS TNG

petopantng.’

Epeig onjuepa oty avompn Bsperioon g Bempiog, ypnoipnonotodpe tov 6po
CUETAPANT» Kot OxL «ave&apTnTN HETAPANTNY, OAAG EVvooLuEe TNV aveEapTnTn HETOPANTY.
Y10V ATelpooTikd AoyioUd GTO TPOTO £T0G POITNONG HOG GTO TAVETIGTHUIO PAETOVUE

TOV OPIOUO TNG GLVAPTNONG, EPOGOV TPMTA £xEl TpoNnyNOel o avapopd ota chvora. O optopog
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givor 0 e€nc: ‘Mo dtueAng oyéon fc XXY givar cvvdptnon omd o X oto Y, v omoia
ovpPorilovpe pe f:X=Y , av yia kabe Xe X vadpyet Eva povadikd y € Y mote (X, Y) € f.
To X givar 10 medio opiopov g f. Aéue emiong 6t f opileton oto X. Avrti (X, Y) € fypapovpe
y=f(X) (epdoov and tov opiopd ¢ cvvapTnong 10 Y kabopiletotl povadikd and tny ida ™
ovvaptnon f kot o Xe X).
Av xe X ko f(X) =y 1oy givar  tiun g f oo X.
To cvvoro f(X)= { YeY : vmapyel Xe X dote y=Ff(X) } elvar T0 ohvoro tudv g f.’
(Neypenoving, lNmtoémovrog, [Novvakovitog, 1999, Xel.126,)

Eriong cuvavtdpe Tov optopd e Tpoypotiking cuvaptnong kot 6to 2° £10¢ goitnong
otov Amelpootikd Aoyiouo Il1.
Opopdg : “ ‘Evag vopog f o onolog og kGO onpeio X evog vrocuvorov A tov R avtictoryet éva
Kabopiopévo mpaypatikd aptdud f(X), ovoudletar mpaypatiky cvvaptnon pog (Tpoyuatikng)
netaPAnTG pe medio optopov To cuvoro A Kot (cuppvovue va) ypaeovpe f: AC R - R
O mpaypotikog apBpog f(X) ovopdletar n ewove tov X. EEGAlov, ) petoffAnt X ovopdletat
aveEaptnn petaPinty kou n petaPint y=Ff(x) eEoptmuévn petofin.
To vrocvvoro f(A):= {y€ R : y=f(X) yio kémolo X€ A}={f(x): XE€ A } ovopdaletor to medio TUDOV
(M M ewodva ) g cvvaptong f.’
(Toitoag,2002, XeX.206 )
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O Cauchy cvveyilet pe Tov 0plopd TG TPAYRATIKIG GUVAPTIONG TOALDV
TPAYROTIKOV RETUPINTAOV Kot TNV 0pilel ¢ ouvOEdENEVES LETAPANTES £T61 DGTE OTOV dlvovTol
o1 TIHEG KATOL®Y amd avTég vo, umopoHv va Bpefovv Kot ot TIHEG TV LITOAOITMV. AVTEC 0o TIC
omnoieg Pplokovpe T1g vEOLoTeg ovopalovot aveEdptntec. Ot pun aveEdpnTeg amoteAovV

(oVVIGTOUV) TIG GLVAPTIGELS

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles
que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en con-
clure celles de toutes les autres, on congoit ces diverses quantités
exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors
le nom de variables indépendantes; et les quantités restantes, expri-
mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle
des fonctions de ces mémes variables. ‘

Cauchy, 1821, zeA. 37,
Bradley- Sandifer, 2009, XeA.17

Koatotépm mapabétovpe ) petdppoon ota eEAANVIKE ard 1o ayyAko keipevo oto Piiio
tov Bradley- Sandifer:
“Otav petafAntég TocoTEG £Vl GLGYETICUEVEG LETAED TOVG £TGL MGTE AV 000DV 01 TIHES
KATOL®V amd avTég KAmolog vo umopel va fpet Oheg Tig vTOAomES ,0epov e VTEG 01 O18POPES
T0cOTNTEG EKQPALOVTOL LECH TOV JAPOP®V AAL®V , 01 OTTOIEC TTaLipVOLY TO dvoua avelapTnTes
uetofAntég. Ot Ghheg TOGOTNTEG OVOUALOVTOL GOVAPTHON QVTAOV TOV UETOPANTOV.

"Evag oOyypovog opiopog givat o mopokito.
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Opiopdc. < ‘Evoag vopoc f o omoiog e k4O onueio X evog vrosvvorov A tov R" avtictoryel évav
Kabopiopévo mpaypatikd apdud f(X), ovopdletor Tpaypatiky cuvaptnon N HETOPANTOV pe
nedio opiopov 10 civoro A kot (Gupemvodue va) ypagovue f: AS R" - R

To vroovvoro f(A):= {y € R :y=f(X) ywo kémoio XE A} 1ov R ovopdletar to medio Tiwmdv (MM
gwova, ) g ocvvaptnong f.’

(Toitoog, 2002, ZeA.197)

1.2.  OPIEMOX OPIOY TIMQN MIAX METABAHTHX
O k¥pog otdyog Tov Cauchy ce mpdT™ Pdon, givatl va 0piGEL TO OPLO GLVAPTNONG KoL
axolovBiag. [Tpog Tov 6Komd aVTO XPNCIHOTOLEL GOV EVOLApEST Kpiotun £vvola, TNV £Vvolo TOL
opiov piog petaPAntrc.

Kototépo mapovoialovpe pia eikodva e o1opovikng eEEMENG TS evvoiag Tov opiov.

e creases whﬂeodecfcases and1s always greater than the raﬁo_ ia ap
i 'f:__0f2x to a whlIe oisany real increment, but it is mamfestthat . nally di f
B oontmua]ly approaches to the ratlo of Zx to a as 1ts lmnt

Katz, 1998, ceh. 708.
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O mpdTOGg 0p1Lo oG 0piov Tov divel o Cauchy, mg mpoetoacio TG gvvoiog Tov opiov
aKoAovbiog Kot cuvaptnong, eivarl avtd mov ovopdlel «opto pag petaAnto». Kdmmg avtn n
£vvola Tov, avTioToyEl pe To kab vudg 6pro akorovdioc. BéBaia o Cauchy otnv cuvéyeia
YPNOLOTOLET YEVIKA TPy laTikéG LETAPANTEG Kot Oyt povov akohlovbies. Edd vrdpyet pia
KAmola acdpeLa (e TO OIKA HOG KPLTHPLL).

Opilet v évvola Tov opiov peTafANnTNg AEyovtog mmg OTav 01 S1d0YIKES TYLES TOL TTAPVEL aL
petaPAnt mpoceyyilovv en’ adp1oTOV Uio oTaOEPT T £TCT OGTE VO KATOAYOLV VO, SLOPEPOVV
oo avT 060 AyoTEPO givat emBLUNTO TOTE N 6TABEPT VTN TN OVOUALETAL OPLO TNG
petafintg. Eedcov opilet mv évvola tov opiov petafAntg divel éva odyePpikd kot Eva
YEMUETPIKO TOPASELYLLAL Y100 VO, YIVEL KorTavonTi 1) €vvolo. ZtnVv dAyePpa Evag dppnrtog aptfuog
elval 1o 6p1o d1POPOV KAAGLAT®V TOL TO TPOGEYYILovY 0A0EVA KOl TEPIGGOTEPO KOl OTN
Ye®UETPlRL 0 KOKAOG €fvarl TO Op1lo €YYEYPOUUEVOL TOAVYDOVOL TTOV aEAVEL 0 aplOUOS TV

TAELPAOV TOL OAOEVA KOl TEPIGGOTEPO.
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fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successive-
ment attribuées & une méme variable sapprochent
indéfiniment d'une valeur fixe, de maniére a finir
par en différer aussi peu que Ton voudra, cette
derniére est appelée la lmite de toutes les autres.
Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel est la
limite des diverses fractions qui en fournissent des
valeurs de plus en plus approchées. En géométrie,
la surface du.cercle est la limite vers laquelle con-
vergent les surfaces des polygones inscrits, tandis
que'le nombre de leurs cétés croit de plus en plus;.
&e.... | |

Cauchy, 1821, 3eA. 25
Bradley- Sandifer, 2009, Xe).6

Katotépm mapadétovpe t HeTdppoon ota EAANVIKA amd To ayyAko keipevo oto Pipiio
tov Bradley-Sandifer : “Otav ot typég mov anodidovtat d1odoykd G€ o GUYKEKPLUEVT HETAPBANT
pooceYyilovv en’ adPIGTOV (o 6TAOEPT TIUN LE TETO0 TPOTO MGTE VO, KOTOATYOLV VO SL0pEPOVY
Ao vt 0660 AyoTepo givat emtBuuNTo TOTE QWA M oTaBePN TYN ovopdleTat Oplo AV TV
A @V Tipdv. ‘Etot yio mapdostypa évag appnrog aptuog ival 1o 6pto dtopdpmv KAAGUAT®V 1oL
T0 poaceyyilovv oAoéva Kot TEPIGGATEPO. TNV YEMUETPIAL 0 KOKAOG OV £ivor £YYEYpOUUEVOL
TOADY®VO TOV GLVEXDS OLEAVOVTAL 01 TAEVLPEG TOVG vt TO OP1LO AVTAV
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13 OPIXMOX OPIOY XYNAPTHXHX KATA CAUCHY

O Cauchy dev divel kdmov e Epeacn opispd opiov cuvaptnone. BéBoia apov dpioe to dpro
petafAnTng, 1 Wéa Tov 0piov GLVAPTNONG Eival d1d VTN, LITOVOEITOL AO TNV £VvOold TOV opiov
petaANTIG.

Jvuykekplévo EeKvael Twg otav pia LETaPANTY ouyKAivel o€ éva cuyKekpUEVO aplOud Ha
TPENEL VO, TO Yphpovpe pe cuykekpipévo Tpdmo. ‘Etot Balel umpootd amo ) petaffAnti m A&En
‘lim’ ov ypnoipomolovpe Kot epeig onuepa. Enerto cvveyilel Aéyovtag nog Heptkés popég otav
pa 1) TePLocOTEPES LETAPANTES GLYKAIVOVY G€ aTafepd Opla, Pt GLVAPTNON TOL TEPIEXEL AVTES
TIC LETAPANTEC GLYKAIVEL OVTIOTOYO OE OAPOPES TULEC.

NopiCovpe 6t pio cwot) omddoomn tov mvedpatog tov Cauchy Ba ntav to e€ng: 'Eoto Y pia
ovvaptnon mov e&aptdrat amd TV ave&apTnTn HETOPANTA X Kou @, b otabepéc. Av dtav 1 X
npooeyyilel v a, tote M Y mpooeyyilel v b, tote Aépe 6TL N Y €xel Oplo b dtav 1 X teiverl Tpog
mv a.

I TpdT™ Popad, PETd amd apketh TpogTolacio, «ayyilew to 6plo cuvaptnong oto Cours d

Analyse cgh 26.
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Lorsquune quantité variable converge vers une

limite fixe, il est souvent utile indiquer cette limite
! ’ q :
par une notation particuliére ; c’est ce que nous
ferons, en placant I'abréviation

lem.

devant la quantité variable dont il s’agit. Quelque-
fois, tandis qu'une ou plusieurs variables convergent
vers des limites fixes, une expression qui renferme
ces variables converge a-la-fois vers plusieurs
limites différentes les unés des autres. Nous indique-
‘rons alors une quelconque de ces dernicres limites ,
a 'aide de doubles parenthéses placées a la suite de
Yabréviation Zim., de maniére a entourer 'expres-
sion- que Fon considére. Supposons, pour fixer Ics
idées, qu'une variable positive ou négative repré-

sentée par z converge vers la- limite o, et dési-
gnons par 4 un nombre constant : 1l sera facile de
s‘assurer que chacune des expressions

lim.{A*), Ulim. (sin.x)
a une valeur unique déterminée par 'équation
lim. (A") =1,
ou &um. (sin. x) = 0;
tandis que l'expression
. N 1
L, ((?))
admet dcux valeurs, savoir, +~oco, — oo, et
. - 1
lim. ((sin- )

une infinité de valeurs comprises entre les limites
— 1 et + I.

Cauchy, 1821, 3eA. 26

Bradley- Sandifer, 2009, XeX.12




Cauchy, 1821, 2eA. 26
Bradley- Sandifer, 2009, XeA.12

Kototépm mapadétovpe tn HETAPPOOT GTO EAANVIKA 0 TO ayyAIKO KElEVO 6TO
BipAio twv Bradley-Sandifer :

“Otav pio petafAnt cvykAivel o€ éva cuykekpluévo aptipd givat xproipo va 1o
Ypapovue pe cuykekpuévo tpomo. ‘Etot falovpe pnpootd and ) petafinty m Aéén lim’.
Mepkég popéc 6tav pa 1 teplocdtepes HetafAntég cuykAivovv og otabepd Opia, o
GULVAPTNOT TOL TTEPLEYEL AVTEG TIC LETOPANTES GLYKALVEL avTioTOL O G d1dPOopES THES. LG €K
ToUToL opilovpe avbaipeta Eva TETO10 OPLO ¥PNCYLOTOIDOVTAG T STAN TopEvOeon HeTd To
‘lim’ éto1 doTe va TePIKAEIETAL 1] CLVAPTNON. ZVYKEKPIUEVO VITOOETOVLE OTL pia OETIKN 1)
apvntikn petafAnt mov cvpPoriletal pe X ocvykiivel oto 0 kot copforilovpe pe A éva
otafepd ap1dud. Eivou edicolo va dodue 6Tt owtéc ot ekppaceic(cuvaptioetc) imA* ko
limsinx &yovv wa povadiky Tiun mov Tposdiopileton amd v eEicwon liMA* =1 ko
limsinx=0 M 1 éxepaocn Iim(()l{)) TOUPVEL TIC SVO TIUEG -00, +00 Kot Iim((sin}l()) TaipveL

amepeg Tipég amo 1o -1 émg 1o +1.°

Ievikdtepa o Cauchy dev Tovilet Tovg d10PAPOVG OPLGHOVG TOV YPNCLUOTOLEL, TT.). e oAl
TOPOYPAPOL M LE aVayYEAID «OPIGHOGH M KATL TETO10, OTMG KAvovpe onuepa. Ot opiopol
epueoavifovrat vidg KeWEVOL TOHTOL «Tteloypopiagy.

Onwg gidape, 6TOVE OPIGHOVE TOV 0piov OV ERPAVILOVTAL «O KO £», O1 OIUTVITAOGELS Eivat
KAT®G 00p1oTEG Kot vl acapES (TOVAGYIGTOV LE TO SIKE OIS KPLTHPLOL ALGTNPOTNTOC) TO Tt
aKplag eVvoet.
Xmv ovvéyetla Ba KortdEovpe va 00VUE TO TOS YPNOIUOTOLEL oTNV Lo UaTikn Tpdén avtog
TOVG OPIoUOVS, ONAON OTAV ATTOOEIKVIEL BE®PTUOTO KATT.
>to Cours d Analyse og). 54, Bradley- Sandifer ogh. 35, vndpyet £va mopadetypa opiov to
omoiov avaAvETOL apKETA Aemtopepdc kKot o Cauchy mapovcialetl apketd evoloupEpovTo

nopicpato owtod. I1y. 6tav To X Tetvel Tpog to dmelpo to pev logx/x teiver oto 0 to de a*/x
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(6tav a >1) teiver mpog 1o amelpo. Tovilel pdAiota 6Tt avTd delyvel OTL 0 AoYaPIOUOG TEAKA
av&EGvetal o apyd amd To X, EVe T0 @ avEAVETOL TO YPTYOpa.

Ag dovue éva Pacikd Tapaderypa opiov mov enelepydletor o Cauchy.

1. THEOREME. S, pour des valeurs croissantes
de z, la différence

Sfloz+1)—f(r)

converge vers une certaine limite k, la fraction
S (=)

&

convergera en méme temps vers la méme lLimite.

Cauchy, 1821, Xe)\.48

Bradley- Sandifer, 2009, Xe)\.35

Koatotépm mapabétovpe ) petdppoon ota EAANVIKG ard 1o ayyAko Keipevo oto PiAio twv
Bradley-Sandifer : ‘@sdpnpua 1. Av n dwopopd f(x+1)- f(X)
fx)

ovyKAivel og éva cuykekpyévo 6pto K 6tav 1o X peyolmvel, tote 0 AOYog > otav 10 X

HEYOAMVEL, GVYKAIVEL 6TO 1610 Op10’

Axolovdei n amdoeléEn Tov:

Apyucd vobétovpe 0Tt To K gival mEmEPUTUEVOS aptBpdg Kat Bewpovpe ‘€’ aplBud 660 pikpo

embopovue. Enedn ot ov&avopeveg Tiuég tov X kavouy tr drapopd f(x+1) —f(X) va cuykhivel 1o 6pro k
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uropovue vo. éxovpe évo h apketd peydro dote dtav 1o X givat ico 1 peyardtepo and 1o h n dapopd
f(x+1)-f(X) va ivar petald tov K-g, K+ €. ATO 0w1d Y100 KGBE aképoito N kKabe pio omd TIg TOGOTNTEG

f(h+1)- f(h),

f(h+2)- f(h+1),

f(h+n)- f(h+n-1)

KOl KATO GLVETELY 0 aplBUNTIKOG TOVG LEGOG

[f(h+n)-f(h)]/n

etvon peta&d tov opiov k-g, k+ €. Emopévag [f(h+n)- f(h)]/n=k+ o 6mov a eivor peta&d tav —, +e.
Oétovpe h+n =x kar éxovpe [f(X)- f(h)]/(x-h)= k+a (1) ko F(X)=F(h)+(x-h)(x+ o),

FOOX=F (h)/x+(1- h/X)(k+a) (2). Emmiéov yio vo avEavel ameptopiota To X TPETEL O AKEPALOG N VAL
av&dvel ameplopiota yopig va aAralel n tiun Tov h.

‘Eoto 611 10 h 6ty €&icwon (2) Bewpeiton otabepn mocdTNTA Kot TO X LETAPANTH TTOL GUYKAIVEL GTO 0.
Ta f(h)/x ko h/X Tov givar 610 de&i pélog teivouy 6to undév kar 6A0 1o de&l_péhog ocuykAivel o€ éval
6p1o Tov THTOL K+ o 67OV TO @ givar peTaED TV —€, +€. ‘Etot 0 Adyog f(X)/X €xel 0pio pa mocdtnTOL
petald TV K-g, K+ €. Avto 16Y0€1 660 PIKPO Kal va €ivol TO €, Kol ETOUEVMG TO Oplo mov {NTdue givat 1o
K. Me dAda Aoy govope imF(X)/x= lim[f(x+1)-f(x)].

Agbdtepov vmobétovpe 0T k=c0. Oewpavtag éva H 660 peydro embopodpe pmopovue navta vo fpovue
éva h 1660 peydro mote yia X peyodvtepo 1 ico pe 1o h, n drapopd f(X+h)- f(X) mov cvykiivel 6to «© , va
givon mavta peyovtepn omo to H. ‘Etot kataiyovue otov tomo : [f(h+n)-f(h)]/n> H . Topa av Bécovpue
h+n= x Bpiockovpe avti g e&icmong (2) ) oxéon f(x)/x > f(h)/x + H(1-h/X) om6 v omoia.
ovpmepaivovpe 60tt limf(x)/x >H dtov to X 1eivel oto . To dp1o tov Adyov f(X)/X elvon peyarvtepo amo
to H, 660 peydiro kot av eivar avtd. Avtd 1o 6plo de pmopel mapa va givar To +oo.

Téhog ag vrobécovue OtL k= -0, Ee1dn n dropopd F(X+1)-f(X) €xet 6p1o 1o -0 1 [-F(X+1)]-[-F(X)] éxer
6p10 10 +00 Ko £tot cuumepaivovpe 6Tt ko to F(X)/X o éxetl Opio 10 -00.

210 mapamdve opmg o kadnyntig X. I'. [aractavpiong emonuaivel Twg vrdpyovv TpofAnuata
omoc: H anddeién tov Cauchy £yet kevo 6to onpueio mov Aéet 6Tt «h+n =x», 1671 and ekei Ko

TEPA YPNOLPUOTOLEL TOV N GaV AKEPULO, KATL TOV OEV LGYVEL AVOYKAGTIKA.

EmnAéov o 1oyvupiopdg oev 1oydel d10tL vdpyet avtimapddstypo. Ieprypdpovpe Eva
avtimopadsrypa otnv ovvéyela. 'Eoto cvvaptnon g: (0, 1) —R o av X mpaypatikog tote [X]
gtva 0 Péy1otog axépatog mov givan pikpdtepos 1 160G Tov X. Opilovpe v cuvaptnon

f: (0, +0) —R, g eéig:
0 av X axépatog
f(x)=

g(X-[x]) av o X dev givar aképaioc.

27



Yty ovvaptnon T oyvel f(x+1) — f(X) =0, dpa av 1oyveL To Bed@pnpa Tov dratvdvel o Cauchy
Oa pémet

lim(f(x)/x)=0 6tav limx=+c. Ouwg avtod dev 1oyvet, e&nyovue o yoti. Eotm g(X)=1/Xx. 'Eocto
a tuyaiog OeTikdc 6TabEPOC TPaYHOTIKOS. Bempolue TV akoiovdia X,= n+(a/n). ' n
apKoOLVTMOG ueydro woyvel [nN+(a/n)]=n ondte g(Xn -[Xn])=g(a/n)=n/a. Apa f(Xn)/Xn
=(n/a)/(n+(a/n)=n/(an+a’/n), mov teiver oto 1/a HTav T0 N ThEL 6TO +00. OHAC TO A £ivar
otoodnTote OeTiKoOg mporypoTikog, apa to f(X)/X AEN cvykhivel 0tav 10 X TdeL 610 +oo.

O xafnyntmc B. Neotopidng Oempei 6t1 1 drotdmwon tov Bempripatoc oo to Piprio tov Cauchy
givon eAMAeng aAAG ebkola copmAnpdveTal kot 1 dtaicOnon tov (Cauchy) eivor ioyvpotatn
epappoletar o€ OAeS TIG GLVEXEIG CLVOPTNGELS. (ZTIG TEAELTALES GEMOES VTLAPYOVY Ol CKNGELS
TOL LLOG TOPEdWOE 0 KOONYNTNG.)

TovAdyioTov TpElC S1OKEKPIUEVOL IGTOPIKOL TOV HOONUATIKOV 6T TopaKat® BipAia Tovg,
The Origins of Cauchy’s Rigorous Calculus Grabiner Kep.1 Xe).8

Bradley Sandifer Cauchy Cours D analyse. An annotated Traslation Springer 2009 XeA.36
Kep.2.3

Katz Victor J. A History of Mathematics, an Introduction. 2" edition. Addison-Wesley, 1998,
oel. 709.

Aivovv éueaon 6to Topadetypo avtd tov Cauchy ywpig va éxovv emonudvet To kevo.

Yty 1otooeAido www.sciencedirect.com vrépyet to Another theorem of Cauchy which ‘admits
exceptions’ R. P. Burn, 2011. Yzrdpyet avapopd otnv EAAELYN TTOVL VILAPYEL 6TO DedpN L TOV

Cauchy kot divovton avtimopadeiypoto. ‘Evo 1£1010 avTimopadetypo ivol 1o Topakito.

Avniapdderypa: f(X)= , 010V [X] T0 aKépaio puéEPog Tou X.

1
1—x+[x]

X< [x] < x+1. Tvavth ) ovvaptnon f(x+1)- f(x) = 0, yua 6Aeg T1g TIHES TOL X, evd Yo X>1
N fx) f(x)

— naipvel Tég oto ddotnua [1,+00). Eropévag dev vtapyet Opto yo v — KaOdg X— 0o

1.4 HIOPOEAEYXH TOY OPIEMOY TOY CAUCHY I'TA TO OPIO
Onwc &yovpe det o Cauchy opiog to Opio pe v mpdtach: < Otav ot Tiuég mov anodidovial o

o petofAnt mpooeyyilovv en’ adplotov o otafepn TiUn, £T61 AGTE TEMKA VO OTEYOVV TOGO
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AMyo 660 givar emBounto, tote N 0TABEPT| TN AéYETOL OpLO OA®V TV GAA®Y. AvTi 1 évvola,
LETOQPAGHEVT] 6TV GAYEPPO TV avIGOTHTOV, NTOV aKpBOS avtd mov ypetaldtav o Cauchy yia
70 Aoyiopd tov. H 1810 | YA®Goo avtol Tov AEKTIKOD OPIGHOV HEPIKES POPES AauPdveTol Yo va
dei&el v aveTePOTNTA TOL OPIGHOYL TOL 0piov Tov Cauchy ce oyéon pe GAOVG TOVG
TponyovueEVOLS optopovs. O opiopdg tov Cauchy dev oyetileton pe v évvola g Kivnong, dgv
eCaptdror omd T yeoueTpia, 0ev mePIAaUPAvEL TOV TEPITTO TEPLOPICUO, TOL GLYVAL
TEPILOUPAVETOL GTOVG TPONYOVLEVOLS OPIGLOVG , OTL pia LeTaffANTY| 0ev Oa pmropovoe mToTeE vo
Eemepdoetl To 6plo. OAa aVTE TOL YUPAKTNPLOTIKA OVIKOY 6TO Oplo mov £6mae o Lacroix to 1810.
[Maporo mov o Lacroix dev 6pioe to 6p1o yevikd, ot GLLNTHGELS TOL GE GLYKEKPIUEVQL
mopadeiypato Kdvoovv Eekabapo 0Tt elxe KoTOVONGEL TO OpLo Yevika. [a mapddetypa dpioe o va
givo 1o 0p1o g ovvaptnong ax/(x + a) kabmg To X avEAveL AmEPLOPIOTO. , OO TH GTLYLT TOV 1|
JPOPA TOL O LLE TNV TIUN THG CLVAPTNONG “YiveTal KkpdTEPT KABMG TO X LEYOADVEL Kol umopel
va yivel pukpdtepo omd omoladNToTE OOGUEVT TOCHTNTA, £TGL MGTE TO TPOTEWVOUEVO KAAGLLO VOl
umopel va mincidoet to a 6co BéAovpe. * Ko egtalovtag o abpoiopata t1ov eVOAAACTOUEVOV
CEPOV eMECNUAVE PNTA, okolovOmdvtag tov Simon I’Huilier, 61t avti 1 mocodtnTO pwopet va,
Eemepacel To 0p1o c. 'Emerta amd ™ pedétn mov Kdvape dev Ba Empene va Lo EKTANGGEL TO
YEYOVOGS OTL £vag 0plopdg TOV 0plov OV aKOVYETOL AOYIKOS TponyndnKe ¢ epyaciog Tov
Cauchy. "Exovtag tnv évvolo Tov 0piov Oyt aKOUO APKETA oaPOC OPIoUEVT Kol ameAevfepopévn
amd mePTTovg meplopiopove o Cauchy Ba propovoe va eiye amoppiyel v Evvola ot OTMG
elye xavel ko o Lagrange to 1917.

O Lagrange BAémet To Oplo TEPIGGATEPO GAV TUNPLA TNG YempeTpiag mopd TS dryePfpac. H
évvola Tov opiov dgv givarl apketd gvpeia yio va Bepeiidoetl to Aoyopd. O Lagrange
TOPATNPNCE OTL AV L TOGOTNTO TOTE OEV UTOPEL VO EEMEPAGEL TO OPLO TNG TOTE 1) EQATTOUEVT
dev umopel mavta va opiletarl oav 1o 6pro pag tépvovsag. Eviéhel n 16éa tov opilov gival
Baciopévn 6to TapAdEY o oG KAUTOANG TO 0moio eivat Opto pog akoAovBiog ToAvymdvoV.
Kéti mov 1o xabiotd pépog g yempeTpiog.

To Fonctions analytiques Tov Lagrange Eeympile and to oM vadpyovta Pifiia o Eva TOAD
onpoavtikd onueio. [potioctwg okodTEVE VO KOOIEPDOGEL TV OVGTNPOTNTO GTO AOYIGUO Kot O)L Vo,
napdéetl véa amoteréopata. Duotkd dev NTov adldPopo Ge VEL OMOTEAEGLOTO ,OTMS Y10

napdderypa yio o veoAoumo Lagrange yuo tig oeipég Taylor. O Lagrange aviyaye yvootd

29



ATOTEAEGUOTO LEYAANG TOAVTAOKOTNTOG HECH TMV VE®V BepelimV TOG0 6TO AOYIGHO OGO Kot
oTNV GAYERPO KO GTN UNYAVIKY].

O Bolzano ka1 o Cauchy eanpedotmrkav amd tnv ontiky tov Lagrange. O Bolzano avaeepouevog
o1 dovAeld Tov Lagrange emovélafe v EKKANGT Y10 EYKOTAAELYT TNG TPOGPVYNG OTN
yYe®UETPia Kot Kivnon vrép ¢ AhyePpog OTmG AivETOL Kot GTOV TITAO TNG AmOdEENG TOV
‘purely analytical proof’ tov empnipartog Tov Aéetl 6Tt peta&d dvo Tdv cvvaptnong [f(X)] mov
dtvouv amoteAéopato pe dS1PpOoPETIKO TPAOGTLO VITAPYEL TOLAGYIGTOV o TpoyHoTikn pila g
e&iocmong [f(x)=0]. Otav o Cauchy ékave otnv TpdTN TOL GTOVSAiC SOVAES Unyavikng to 1818,
avapépel 6to Ploypaikd tov 6Tt To Fonctions analytiques ntav évo and ta téocepa Piiia Tov
YPNOLOTOINGE.

Towg o Cauchy Ba pmopovoe va avayvmpicet TNV KOTOAANAGTNTA TN GAYERPOS TOV AVIGOTHTOV
¢ BgpéAo Yo Tov Aoyiopd akoun Kot xwpig v vddEEn Tov TaPEYETAL OO TNV £VVOL0 TOV
opiov. AALG elvar puoikd advvato va to yvopilovpe. AAAA 1 évvola Tov opiov dmwg givat
avianm 1o 1810 pali pe évav audva SNAOCE®V 0TL 01 £VVO1Eg TOL AoYIGHOV Bo umopodcsay va
yivouv katavontég oav oplo. fondnoe 6to va otpagei n tpocoyn tov Cauchy ot cwot

KatevBvvon).
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Kepdraro 2
2.1  OPIEMOZX XYNEXEIAX KATA CAUCHY
O Cauchy ao0 &yet pidnoet yo Opra cuveyilel pe ToV 0PIoUO TNG GVVEXODS TPOLYLLOTIKAG

GULVAPTNONG UIOG TPOYLOTIKNAG LETAPANTIG.

Soit /() une fonction de la variable x, et supposons que, pour
chaque valeur de  intermédiaire entre deux limites données, cette
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par-
tant d'une valeur de # comprise entre ces limites, on attribue & la va-
riable # un accroissement infiniment petit «, la fonction elle-méme
recevra pour accroissement la différence

.f(ﬂ=-F'“)'—'/Ta9L

qui dépendra en méme temps de la nouvelle variable « et de la valeur
de z. Cela posé, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assi-
gnées & la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour
chaque valeur de z intermédiaire entre ces limites, la valeur numé-
rique de la différence
Sz +a)— f(x)

décroit indéfiniment avec celle de «. En d’autres termes, la fonc-
tion () restera continue par rapport & x entre les limites données, si,
entre ces limites, un accroissernent infiniment petit de la variable produt
loujours un accroissement infiniment petit de la _fonction elle-méme.

On dit encore. que la fonction f(x) est, dans le voisinage d'une
valeur particuliére attribuée a la variable #, fonction continue de
cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites
de 2, méme trés rapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit.

Cauchy, 1821, >eA. 43

Bradley- Sandifer, 2009, Xe).26




AkohouBel petadpaon Tou apéowc mponyoupévou MAalciou.

‘"Eotw f(X) eivar cuvaptnon g petaAntmg X Kot yio ka0 T Tov X peta&d dvo opiov n
f(X) maipver Tavto pio povadikn Tiun. Av o€ ovTéG TIG TIUEG TOV X TpocBéTovpe Eva TOAD
pikpo apfud o, n cvvaptnon Ba tposavénbet katd T Stapopd

f (x+o)- f(x) ,

N onoio e€aptdton amd To o Kat od To X. Aedopévov avtov 1 cvvapton f(X) ivarl cuveyng
GLVAPTNGT TOL X AV LETAED OLTAV TOV 0plV Yid KAOE TIUT QVTOV TOV X 1 TN TNG O10POPAS

f(x+a0)- F(x)

eOivel anepiopiota poli pe v T tov a. Me aAda Adya 1 cvvaptmon f(X) eivarl cuveyng
MG TPOG X G€ £Vl SLAGTNUO AV GTO SIAGTIIA VT LU0l OTELPOEANYIGTY] ADENCT TOL X
ONovpyel TEVTO ATEPOEAYIGTY ADENCT TNG GLVAPTNONG.

Eniong Aéue 6t n ovvapmmon f(X) eivar cuveyng cuvaptnomn g HETafANTAS X o€ pia
TEPLOYN CLYKEKPIUEVNG TIUNG TOL X dtav elvar cuveyng petald 6vo opiwv Tov X mov
TEPIKAEIOVY QT TNV T OKOMA KOt OTOV ToL Op1a eivat ToAD kovtd petald tovg.’

Cauchy, 1821, 2eA. 43

Bradley- Sandifer, 2009, X¢).26

Kot apydg mapatnpodpe 6t dev opilel ovtd mov onpepa ovopalove «GUVAPTNOT GLVEXTNG GTO

onpeio ag». Opilel 60O £vvoleg TOV AVTIGTOLOVV OTIG SIKEG LOG «CLVAPTNOT GLVEYNG GE £val

OVOIKTO OACTNHOY KOl ETIONG «GLUVAPTNOT CLVEYNG OE Lo TEPLOYT TOL Olo».

Emonuaivoope 6t o Cauchy ypnoponoiei tov 6po «voisinage» (meptoyn), OUmG ivat amhdg

pio AéEn g kaBopdovpévng Fadiikng kat Oyt oeds 0pIoHEVOS Lo IaTiKOC 0pog. (oeh. 49

Cours d'analyse)

AcPar®O¢ VTapyEL KAmola acdeela 6ToV optopd. Agv eitvar cagég av avtd mov opilet eival avtd

TOV EUEIG EVVOOVLE KGVVEYNGH 1 OVTO TOL EUEIG AEE CKOUOLOLOPPO GUVEXNCY.
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Elvat Aoyikd ek TpdTNG OWEMG KATO10G VO GXOAAGEL OTL GTOV OPIGUO GLVEYELNG OEV VTLAPYOVY
«0 KO £», KO OTL EV TACT TEPUTTAOGEL 0 0PIoUOG eivar acapns. Oupmg n Pabvtepn peAétn Tov
£PYOL TOL MO OELYVEL OTL LAALOV £XEL GTO HVOAD TOV KOT OVGIOV KATOLH £VVOL0L TOV «O KOl €.
[Mopabétet Eva mapaderypo apEC®S LETA TOV OPIGUO TNG CLVEXELNS, oyvpiletar 0TI
ovvaptnon SinX givatl cvveyng Kot to Pacilel oty TavtdTTa Sin(X+a)-sinx=

2sin(a/2)cos(x+a/2).

‘D’aprés ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles
limites une fonction donnée de la variable 2 est continue par rapport
2 ceite variable. Ainsi, par exemple, la fonction sinw, admettant
pour chaque valeur particuliére de la variable & une valeur unique et
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable,
attendu que la valeur numérique de sin($«), et par suite celle de la
différence

sin(& o) — sinz = 2 sin({ ) cos (= + {«),
décroissent indéfiniment avec celle de @, quelle que soit d’ailleurs la
valeur finie que I'on attribue & 2. En général, sil’on envisage sous le

Cauchy, 1821, 3eA. 44
Bradley- Sandifer , 2009, Z&).26
H petdopaon ota eAAnvika:

‘Metd amd autd Tov gimape givat €HKOAO v avayvmpicovE Ta Oplo HETAED TV OTOIMV i
GLVAPTNOTN TOL X lval cuveyng o¢ mpog X. 'Etot yia mapdoetypa n cuvaptnon nux n onoia
TOiPVEL LOVOOIKT TEMEPAGILEVT TIUN Yo KAOE TN TOL X €ivon cuveXNS LETAED OTOI®VONTOTE OLO

opimV Tov X dEGOUEVOL OTL 1) TIUT TOV 1| p(% Q) KOl GUVETMG 1 TIUN TNG OLPOPAS
Nu(X+a) — nux=2n u(% a)csuv(x+% a) Bivel ameplOPIOTA LLE TO O, LLE OTOLAONTOTE T KOL VO,

TapeL TO X.”
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Ot Bradley- Sandifer otnv ce). 27 oyoAdlovv 011 1 0mddeIEn eivar Kot KAmoo Tpomo
avenapkng epocov otnpiletal oty vwdBeon Ot M SINX gival GuveYHG 6TO UNOEV Kot 1) COSX glvat
PpaypEVN.

O 1. T. Nanaoctavupidng oxoAldletl 0TL autn n ektipnon towg dev eivat opd), yLa Toug MAPOKATW
Ab6youc. Kat apxdg ival maoilyvwoto OTL To cosX ppacoetal anmoAUTwe amno to 1. Nepattépw
Sev ival avaykaio va utoB£oeL oUVEXELA TNG ocuVAPTNONG sinx oto 0. Mmopel va
XPNOLLOTIOLAOEL TNV YEWHETPLIKA EVAOYN avicotnta [Sina| < |a]. Acpaimdg dev divel TéToleg

AemTOUEPELES, OUMC GlyoLPa OVTEG 01 OKEYELS vl GTO TAAIGLO TOV SLVATOTITOV TOV.

O 60yypovog 0pIGHOG GLVEYXOVS GLVAPTNONG KATA oeio ivar :
‘Eotow X R kot f: X—= R pia npaypoatikn cvvaptnon kot XoeX  H f eivor cuveyng oto Xo av yia
KGO € >0 vapyet 0 >0 dote av X €X Kat [X- Xo| < d , to1¢ [f(X)- T (X0)| < €.
I'evika 10 6 otov oplopd avtd e€aptdTon omd To € Kot TO Xo.
H cvvéapmon f eivar cuveync oto X av givarl cuveyng oe kKabe X €X .

(Neypemovrng, lNwtomovrog, INovvakovitog 1999, Ter.139)

O oVYYpOoVvOG OPIGIAG OLOTOLOPPO GLVEXOVS GLVAPTNONG Elvat :
‘Eotow X< R kot f: X— R pia mpaypotikr cuvaptnon. H f givar opotdpopea cuveyng av yio
kéOe € >0 vrdpyel 6 > 0 dote
av X, Yy €X ko [X-y|< 3, tot¢ [f(X)- f(y)|<e

(Neypemovng, lNotomovrog, INavvakovitag, 1999, Xek.156)

2.2  XYNEXEIA ZYNAPTHZEQN ITOAAQN METABAHTQN katdé CAUCHY
2NV GLVEYELN TTPOYWPEL PLGLOAOYIKA VO, OPIGEL TNV GLVEYELN TTPAYUATIKTIG GLVAPTNONG
TOADV TPOYHATIKOV LETAPANTOV.
Kot ovsia opilet pio mpaypotikny cuvaptnon ToAAOV TPAYLATIKOV LETARANTAOV G GLVEXN,
otav givol ocvveyng oe kbBe pio peTafAnT Eexmplotd. EEKIVOVTOS A0V TOV KOPIGHUO» OVTO
npoywpel vo amodeifel mg «Bedpnuay TAéov (og onuepvi oporoyia ) 6t av ) T elvan «ovveyng
katd Cauchy» tote limf(xy, Xo, ..., Xn )=f(ay, az, ... an ) 6tov limxy=a; , limx,=a, , limx,=a, , .

Ed® vrapyet mpoPanpa.
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[Tpog emPePaimon TV avoTép® TapabETOVE TOV OPIGUO TOV OO TO YOAAKO
TPOTOHTLTTO KOODG KaL TNV «amddeEn» Tov woyvptopov tov.. BA. Cours d Analyse cel. 46, 1
Bradley Sandifer o). 28.

Soit maintenant

Sz p,5,...)

une fonction de plusieurs variables @, y, 3, ..., et supposons que,
dans le voisinage de valeurs particuliéres X, Y, Z, ... attribuées i ces

| vanables, S(z, ¥, 5, ...)soit a lafois fonction continue dez, fonction
continue de y, fonction continue de 5, .... On prouvera aisément
que, 8i I'on désigne par a, 6, v, ... des quantités infiniment petites,
et si 'on attribue & 2, ¥, z, ... les valeurs X, Y, Z, ... ou des valeurs
tres voisines, la différence

J(e+a,y+6,54+y)— flz,5,5,...)

sera elle-méme infiniment petite. En effet, il est clair que, dans I’ hy-
- pothése précédente, les valeurs numériques des différences

J(@ a3 o )—=f(2,05 ...),
flr+a, y+86, 35 .. )—flz+a,y3...)
flz+a, y+8 s+y ... )—flz+a, y+ 6,3 ...),

décroitront indéfiniment avec celles des quantités variables o, 6, v, ...,
savoir, la valeur numeérique de la premitre différence avec la valeur
numérique de «, celle de la seconde différence avec la valeur numé-
vique de 6, celle de la troisitme avec la valeur numérique de y, et
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffé-
rences, savoir

J(@+ea,y 46,5479 ...) = f(&, 738 ... )

convergera vers la limite zéro, si «, 6, v, ... convergent vers cette
méme limite. En d’autres termes,

Cauchy, 1821, 3¢A. 46,
Bradley Sandifer, 2009, X¢e)\.28




AkoAouBel eAAnvikn petadpaon

‘Eoto topa 1 cuvaptnon molov petapintov (X, y, z, ....) kot vrobétovpue 611 o€ pia
neployn ovykekpuévav tuav X, Y, Z,... avtdv tov petapintov n f(x, y, z, ....) eivar
TOVTOYPOVO GLVEXNG OC TPOGS X ,Y,Z,... Evkola amodeucvoovpe 6Tt av ta a, P, v eivot
aneipmg PIKPEG TOCOTNTES KAt Ta X, Y, Z,.. mapovv Tig TWES X, Y, Z,... 1 TIHég ToAD Kovtd
6€ AVTEG TOTE M dLopopa

f(x+a, y+B, zty,...) - (X, ¥, z,....)

elval aneipwg pikpn. Mpayuartt eival oAodavepo amod Tnv mPonyoupevn unoBeon otL ot
OPLOUNTIKEG TIUEC TWV SLadopwv

f(x+a, v, z,..) —f(x, vy, Z,...),
f(x+ a, y+B, z,....)-f(x+a, y, z,....)

f(x+ a, y+B, z+y,....)-f(x+a, y+B, z,....)

$Oivouv aneploplota pall pe ta a, B, v,.. ., SnAadn n apBunTkn T g mpwtng Stadopdg
HELWvVETAL pall pe To o, ¢ aplBuntikni Tun tne Sevtepng dtadopdg pali pe to B, tng Tpltng ue to VY
Kol oUTw KaBefng. Etol cupmepaivoupe OtL to dBpolopa OAwv autwyv Twv dtadopwv SnA. To

f(x+ a, y+B, z+y,....)-f(x+, vy, z,...)

ouykAivel oto undév otav ta a, B, v,.. mnyaivouv oto 610 6plo.

Cauchy, 1821, z¢A. 46
Bradley- Sandifer, 2009, X¢).28
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Koatotépm mapabdétovpe to «Bedpnuoy» Tov, T0 0TOI0V OVGLUGTIKE Yo ERAG Eivat O
OPIoUAG NG GVVEYELNG CLVAPTNONG TOAADY LETAPANTOV.

Tutontue I. — S¥les variables x, Vs B 0. 0Nt podr bimites respectives
les quantités fizes et déterminées X, Y, Z, ..., e que la fonction
S @, y, 3, ...) soit continue par rapport ¢ chacune des variables T, ¥
3, ... dans le voisinage du systéme des valeurs particulicres

&L= x r=Y, 5=Z, .

LN }

Sz, ¥, 5, .. ) aurapour limite (X, Y, Z, ...).

Cauchy, 1821, Ze. 47
Bradley- Sandifer 2009, Xe).29

AkoAouBel n eANAnVIKN petadpaon.
OEQPHMA 1. Edv ot petafAntés X, Y, Z,... £govv 0pia Ti¢ avtiotolyes otabepés mocotnreg X, Y,
Z,... xoum ovvaptnon f(x, Y, z, ....) elvar cuveyng yuo ke po and t1g petafAntés X, Y, Z ,.... o€

Lo, TEPLOYT TOV GLOTHKATOG TOV TImV X=X, Yy=Y,z=Z, ... 10te N f(X, Y, Z, ...) éxer 6p1o to f(X,
Y, Z,...).

[MapaBétovpe KoTOTEP® KoL TNV OTOSEIEN TOL TAPATAV®, Y10 VO, UTOPEL O OVOLYVDGTNG

va kpivel ave&aptitog 6Tt eivar eopaiuévn pe Bacn tov opoud covveyeiog tov Cauchy
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J(& iy, 3 )= fl2,0,%...),
flre+oa, y+86,5 .. )—flz+a,y3,...),
Sz +a, y+86, 5+ ) —fZ+a, y+6 3 ...),

décroitront indéfiniment avec celles des quantités variables «, 6, v, ...,
savoir, la valeur numérique de la premitre différence avec la valeur
numérique de «, celle de la seconde différence avec la valeur numé-
vique de 6, celle de la troisizme avec la valeur numérique de y, et
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffé-
rences, savoir

J@+oay+6,s54y ...) = f(£,75 ...)

convergera vers la limite zéro, si «, 6, v, ... convergent vers cette
méme limite. En d’autres termes,

S(z+a, y+6, 5+y...)

aura pour limite
fz,yy5, ...}

t

La proposition qu’on vient de démontrer subsiste évidemment dans
le cas méme ou I'on établirait entre les nouvelles variables ¢, 6, v, ...
certaines relations. Il suffit que ces relations permettent aux nouvelles
variables de converger toutes en méme temps vers la limite zéro.
Lorsque, dans la méme proposition, on remplace 2, y, 3, ... par

X Y 6,..., eta:+oz,y+6 z-{-y, parw, y, 5, ..., OD obti
I'énoncé suivant : |

.

Cauchy, 1821, Zel. 46
Bradley- Sandifer 2009, Xe).28




Metdopaon:

fx+a,y,2,...)-f(X,y,2,...),
f(x+a, y+B, z,...)- f(x+a,y,2,...),
f(x+a, y+B, z+y,...)- f(X+a, y+B,2,...),

Ot apBunticég TIHEG TOV TOPATEV® SoPOopP®Y LELOVOVTOL ameptoploTa Holl e Tig
TOGOTNTES A, B, V,. .. ANAAON 1 opOUNTIKY T TNG TPATNG d1aPopdis petdveTol pali e to

a, 1 apdunTiKny g devTEPNS drapopds petwveror pali pe to B, g Tpitng pe To y Ko 0HTm
KaBe&ng. EtoL oupnepaivoupe OtL To dBpotopa GAwv autwy twv Stadopwv SnA. To

f(x+a, y+B , z+y,....)-f(x, vy, ,...)
OUVKALveL oTo undév otav ta a, B, y,.. mnyaivouv oto iSlo 6plo. Me GAAa AdyLa n

f(x+ o, y+B, z+y,....) ExeL 6plo to f(x, y, z,...)

H npotaon mou WOALG amodelape LoXUEL KAl OTNV MEPIMTWON €XOUE OPLOEL CUYKEKPLUEVEG
OXEOELC HETALL TWV a, B, V,.. , OPKEL QUTEC OL OXECELG VAL ETILTPETIOUV OL VEEC LETAPANTEG va
ouyKAivouv TauTtoxpova oto Undév. Av otnv idla mpdTaon AVTIIKATAOTHOOUUE TA X, Y, Z, ... UE X, Y, Z,
. Katta x+ o, y+B, z+Y,... ME X, Y, Z,... KATAARYOUUE OTNV 0KOAOUON SNnAwon. (Oswpnpua 1)

Cauchy, 1821, X¢h. 46
Bradley- Sandifer, 2009, Xe).28

INuepa 6ToVv omelPooTiko Aoyiopo 1 cuvavidpe Toug TapakdTem opiGHOVG.

Optopde 7.17 (Xuvéyeia S10VOGUOTIKNG GVVEPTNONG)
f :ACSR"SR"™ H fouveyng oe éva onueio a, tov mediov opiopod A, dtav vrdapyeL 1o
lim,_,, f(x) xatwoyoetlim,_,, f(x)=f(a)

39



(Toitoog , 2002, XA 281)

o m= 1 BAémovpe 4T EyovpEe TOV OPICUO TPAYLATIKIC GUVAPTNONG TOAADV UETAPANTOV.

aa3,...an)

O Cauchy dev ypnoonotet X1, X2, X3 ,... OAAG X, Y, Z

Eniong mopatmpovpe 6t o Cauchy dev ypnoponotel avicdmmreg (<) oALd AeKTIKG avapéPeL OTL
01 01 POPEG petdvovTat ameplopiota. 'Evag ouyypovoc pabnuatikog Ba mepipeve va oet
avVIcOTNTEG UE 0’ Ko pe ‘€’ Omwg Eyovpe ota cOyypova Piiio.

[Opiopde 7.1 Opio mpaypotikng suvépmong Eoto f A € R"> R pia mpaypotikn
oLVAPTNON N PETAPANTOV pe Tedio opiopod To vrocivoro A tov R " kot @ éva onpeio
ocvocmpevong Tov A. Aéue 6t m cuvapton T €xel g Opro tov mparypoTikd apbuod b dtav to X
teivel 6to o kot cvpPoriCovpe pe lim,_,, f(x)=b
N1ime 243, 0n)>(at,aza3,..an) f (X1, X2, X3, ...xn)=b  161€ KOU POVO TOTE ,

Otav yw kéBe € >0 vdpyet d(e) = 6 >0 €101 DOTE VO 1GYVEL
[f(X) = b| <& yokibe X € A pe X # a ko ||X-af| <d
(Toitoag, 2002, ek 257)

PLOUOC /. PLO OLVULO LLOTIKTIC OLVOPTNONC: EOTW = i 10 OLVOUPTNO
[Optopdc 7.12 Opio Ac oLV Eotof ACR">R™p 5pTnon

N petofAntédv pe medio opiopov to vrosHvoro A tov R" kar @ éva onueio cuesmdpevoNg TOL
A. Aépe 6Tim ovvdptnon f éxel wg 6pro 1o otoryeio b tov R™ dtav 1o X Teivel 6o 0 Ko
ocvpporilovpue pe

1imx—>a f(x): b ! lim(x1,)(2,)(3,...xn)—>(a1,a2,a3,...an.) f(xl, X2,X3, ... xn): b TOTE KOL HHOVO
tote

Otav yw kd0e € >0 vrdpyet d(e) = 6 >0 €101 OGTE VO 1GYVEL

[f(X) = b|]| <& ywnkéBe X € A pe X # o ko ||X-a| <o

(Toitoag, 2002, Xed 273) ]

Avtmopdderyuo :

THuepa yvopiovpe 6t ovvaptnon f: R%-R pe tomo f(x, y)=xy/(x* +y?) otav ta X, Y, dev
eivon appotepa 0, ko f(0, 0)=0, eivan cvveync g mpog kKabe petaPinty Eexwpiotd, (0mmg
dnAadn to opiCer o Cauchy). Katd tnv onuepivi avtidnyn eivar cuveyng mavtov ektdg tov (0,

0), 6pec dev givar ovveyng o1o (0, 0), pe Tov O1K0 pog 0PLIGUO KOt YLX VT OEV LEYVEL TO
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nopomave Bedpnpa tov Cauchy . .-Avtd edkola to PAETEL KAVEIG EMAEYOVTOC OPYIKE X=Y Kot
vroAoyifovtag To Opro dtav 10 Y teivel oto 0, Omote Ppiokel 10 Op1o V2. TNV cuvEyEln ETAEYEL

X=2y omote 10 1510 Op1o givan 2/5. Apa dev 1oyvel 1o «Bedpnuax» tov Cauchy.
(Toitoag, 2002, ZeA 281) |
Eniong o0 Cauchy datvndver pe omddelén KAnmg «meptypa@iki», Ot obvheon cuveydv

ouvaptnoenv etvat cuveync. Katotépm divetar to keipevo ota yorKE kabdg Kot 1 LETAPPAOT)

TOV oTd TO AVTIGTOLO OyYAMKO KEILEVO
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blies, dans le second, entre les quantités z — X, y — Y, 5 — Z; et il
en résulte que la fonction f(2, y, 3, .. .) aura pour limite /(X, Y, Z, ...),
dans le cas méme ou les variables z, y, s, ... seraient assujetties a
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s’ap-
procher indéfiniment des limites X, Y, Z, ....

Supposons, pour fixer les idées, que 2, y, s, ... soient fonctions
d'une méme variable ¢ considérée comme indépendante, et continues
par rapport a cette variable dans le voisinage de la valeur particuliére

t="T.

Si I'on fait, pour plus de commodité,
Sz, 5,5 .. )=u,
u sera ce qu’on appelhle une fonction eomposée de la variable Z; et, si
| X, Y, Z, ..., U
désignent respectivement ce que deviennent
Ty Yy By .., U

dans le cas ou I'on suppose ¢=T, il est clair, d’une part, qu’une

valeur de ¢ trds voisine de T fournira pour « une valeur unique et
finie; d’autre part, qu'il suffira de faire converger ¢ vers la limite T,
pour que les variables @, y, 3, ... convergent vers les limites X, Y,
Z, ..., et, parsuite, la fonction u= f(z, y, 5, ...) vers la limite
U=/(XY,Z,...). On prouverait absolument de la méme maniére
que, si I'on attribue & ¢ une valeur trés voisine de T, la valeur corres-
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction
s'approchera indéfiniment, tandis que ¢ convergera vers la valeur
donnée; et I'on doit conclure que u sera fonction continue de ¢ dans
le voisinage de ¢ = T. On peut done énoncer le théoréme suivant :

Cauchy, 1821, Xe\. 47

Bradley- Sandifer 2009, Xe).29




AkoAouBel eA\nvikn petadpaon

Q¢ amotélecpo TV Tponyovuévav N cvvaptnon f(X, y, z,...) et 6pio 1o f(X, Y, Z,...) ko
OTNV MEPITTOGN OV TA X, Y, Z,.. VOl GUVAPTIGELS 01 OTOIEG EMTPEMOVV T GUYKAIOT| GTA
opo X, Y, Z,....

["a va to dtevkprvicovpe avTo ag vrobésovpie OtL Ta X, Y, Z,.. EIVOL GUVOPTNGELS TNG
petafAntig t,0eopovrog teg aveEdptnteg Kot cuvexels g mpog T petafAnt t oe
GLYKEKPLUEVT] TEPLOYN KOVTH otny Tiun t=T

Av y1o Moyoug gvukoriag Oempnoovpe f(X, Y, z,...) = u

Téte 10 U givar ohvBetn cuvdptnon g petafAntmgt

Av X, Y, Z,...,U glvar ot avtiotoryeg Tipég tov X, Y, Z,...,U

2mv nepintoon mov t=T eivor povepd 6Tt amd T o peptd 6Tt o T Tov t ToAd Kovtd
ot0 T Ba divel 610 U pia povadtkn memepacpuévn tipn]. And v GAAn pepld apkel vo
ovykAivel 1o toto T dote ot petafANTéC X, Y, Z,... va cvykAivouv ota X, Y, Z,... kot
Tavtoypova 1 cuvaptnon U=f(X, y, z,...) va cvykhivel oto U=F(X,Y,Z,...). Mg tov id10
aKpPDOG TPOTO ATOIEIKVOOVLE OTL 0V ODGOVUE 670 T o T ToAd Kovtd oto T 1 avtictoym
TN TG cLVAPTNONG U glval To Oplo ™ cuvapTnong Kabag to t telvel ot doouévn T .
"Eto1 cvpmepaivovpe 4t 1 U eivar cuveyng cuvaptnon tov t og o meproyn tov t= T kot
KOTOAYOVUE OTO ETOUEVO Bedpn oL

Cauchy, 1821, Xe\. 47
Bradley- Sandifer, 2009, Xe).29
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Tatoreme 1. — Désignons par
By Yy &5

plusieurs fonctions dc_a la variable t, qui sovent continues par rappor! a
cette variable dans le voisinage de la valeur particuliére ¢t =T. Soient,
de plus,

P X VY Z
les valeurs particulicres de 2, y, z, ... correspondantes a t =T; et sup-
posons que, dans le voisinage de ces valeurs particuliéres, la fonction

u :f(a:,j,z, ced)

soit en méme temps continie par rapport @ 2, conlinue par rapport 4y,
continue par rapport @ s, ...; u, considérée comme une fonction de t,
sera. encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valeur parti-
cultére t =T.

Metadpoon:

OEQPHMA 2: - Eotw X, Y, Z,.. cuvapTNoELS ToL T ,ouveyeic og mpogt oe meployr| Kovid 6tV
TN t=T.

Emniéov éotw X, Y, Z,.. ot avtictouyeg TWES TV X, Y, Z,.. Yy t=T .YroBétovpe 611 6¢ o
TEPLOYN KOVTA 0€ OTEC TIG TIMEG 1) cvvaptnon U= f(X, Y, z,....) elvar Tovtdypovae cuvexng o¢
TpoG X, Y, Z, ... TotenU ®g ovvaptnon tov t givar emiong ocvveyng og mpogt oe o
mepoy] Kovid oto t="T.

Cauchy, 1821, Xe\. 47
Bradley- Sandifer, 2009, Xe).29
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2.3. IIpog v avotypi] Tvwomoine: 1 avicotTo. Tov Lagrange.

"Evag padnuatikog tov 18°° aidve tAncioce TepiocodTepo Tov 0pIopd TG GUVEYELNG TOV
Cauchy- Bolzano, péom pog odyefpikng cu{NTNoNG OXETIKA LE L0 EPYACIO TOV V1O
npooceyyicelg cuvaptnoewv pe ogpég Taylor. To 1797 o Lagrange ntpoomdfnoe vo anodei&et
EVOL ATOTEAEGLOL YPTIOLLLO Y10, TV TPOGEYYIGT CLUVOPTHOE®V HECH TNG oE1pdg Taylor :

Av f(x+h) = f(x) + hp(x) + h%q(x) + ... .

Yrépyet eva h ucavomomtied pikpd &tot dote [f(X)| > |hp + h’g + ...

H anddei&n tov Lagrange dev ntov cwotr|. 26Tt660 6TO Hobnio Tov £dMGE Lo TEPTYPOPT] YLol TN
ovveyN ovvaptnon mov TAnciole 060 Kapio GAAN Tov opiopd twv Cauchy- Bolzano. Eoctm hP
doopévn ocuvaptnon , 6mov P givarl cuvaptnon tov X kot h. O Lagrange gine nog av to X givot
otafepo toTE KOOMG TO P vIdpyet kou eivon menepaouévo to hP amhomoweitar pe to h. Av
OKEPTOVLLE TV KOUTVATN TTOV OVTIGTOL(EL GE OLTH T GLVAPTNON, He TETUNUEVN h Ko TeTorypévn
hP , n koumoAn Oa tépver tov aova oto O(0,0). Axoun o Lagrange eine © H mopeio tng
KapumOANg Ba elvarl avaykaotikd cuveyng amod to onpeio awtod. Etol Ba mAncialetl oiyd- oryd tov
d&ova mpv Tov TUNGEL Kol TpooeYyilovtag dtapKag Oa Exovpe po TocdTnTo LKpATEPT AT
onotdNTote TocoTNTo. O YUPAKTNPIGUOS QLTS Eival YempeTpkodg aAld o Lagrange tov
KaO1otd olyefpikod: ‘omdte TAVTO PTopolue va. Bpodpe o tetunpévn h mov avtictoyel o€ o
TETAYUEVT LIKPOTEPT OTTO OTTOLAONTOTE TOGOTNTA KOt ETELTA. OAEG O LIKPOTEPES TIUEG TOV h va
dtvouv TeTaypHEVES LUKPOTEPES OO OTOlAdNTTOTE TOcOTNTA. AV KoL 0 Lagrange dev 1o
YPNOOTOINGE Yo VO 0pICEL TNV WO1OTNTO TNG CLVEYOVS GLVAPTNONG YO TPMTN POPLL
ypnoonotel 6povg avicotitov. O Lagrange otn cuvéyela dvo Qopég elye vroypappicet v
0VGLMOM W1OTNTO TV cLVEYDY cuvaptioemv. H Grabiner éxet 16n avapepbei otic opotdTTeg
tov Cauchy kot Bolzano pe to Equations numeriques tov Lagrange. Axoun cvyvd kot o Cauchy
kot 0 Bolzano avagépovtar oto Fonctions analytiques tov Lagrange émov Bpédnke o
YOPAKTNPIGUOG TNG GLVEXELNG.

2TV TPOYHOTIKOTNTA 1] AvTIoTOLY o TNG OmTIKNG Tov Lagrange kot tg omtikng twv Cauchy-
Bolzano yio ) ocvvéyeia toviotnke to 1830 amo tov 1610 Tov Bolzano. Eiye avapépet (n
Grabiner) 611 0 6poc cuveyng cuvaptnon ixe ypnouonomBel pe TOAAOVG S1APOPETIKOVS
tpomove: o mapdderypo yio tov Lacroix onuaivel 6tt o Adyog AF(X) /AX fitav @poypévoc, yio
tovg Kastner kot Fries ofjpaive 6t 1 cuvaptmon giye v 1810TNTe TOV EVOIIUECOV TILDV, Y10

tov Eytelwein onuaiver 6t cuvaptnon eivorl mpaypuatikn Kot tenepacuéviy. Oha avtd eivot
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onuovTIKd oAAG Kakd Oa Tav va dttnpnbei n oporoyia mwov elonyaye o Lagrange , o Cauchy «.
0. Y10 VO KATOVOOULE TNV 1010TNTa TNG GLVEYELNG cuvdptnong. ‘H amdérvtn Tipn ¢ dSrepopdc
F(x+ Ax) —=F(X) yiveran kot wopapével pukpotepn amo omorodonmote Adyo 1/N av To AX 10
TAPOVE IKAVOTOMTIKG PIKPO. ’

O Cauchy ka1 o Bolzano Eenépacav Tic Aentopépleg amo TaAadTEPEG GLINTHGELG Yia
TV KOHOTIKN €EICMOT ,010.6TOVPOVOVTOS KOUTOAES, TOAVMOVULLO KOl SUVOLOGELPES KOVTO GTO
UNo&v. Avayvopiooy Kot amouévosoy TV facikn 1dtta mov kabopilel OAeg TIC GLVEYEIS
ouvaptnoels. ' Hrav axpifdg 1 1ot ta mov ¥petoldvioucay 6Tl EVIEADS OLLPOPETIKES
amodei&elg Toug Yo To Bedpno EVOIAUEC®V TILOV GLVEXDV cuvapTnoewV. E&lcov onuavtikn
nrav 1 WotnTe yio tov Cauchy otig peténeito epyacieg Tov 6ToV S0POPIKO KOl OMOKANPOTIKO
Aoyiopo. To yeyovoc avtd pag deiyvel v tkavotnta tov Cauchy vo emidéyet ™) onuovikn
W0 T Yoo pia £VVolo LECH OTo TOAAEG 1OLOTNTEC.
O Cauchy ka1 o Bolzano apyicav v avetnpn Bempia Tng cVVEYELNG OTOSEIKVOOVTOG
Bewpnuata. Epdcov o Cauchy eiye anodeiel mpdto 10 Oedpnpo TV EVOIAUESHOVY TIULOVY Y10,
oLVEYELG CLVOPTNOELS , EPAPLOGE TOV OPIGHO Kot TO Bedpna TOV EVOLAUECSOV TILDOV GTNV
gpyacio. TOL GTO AOYIGHO, OTMGC Y10, TOPAOELY LD Yo TV aOOEEN TOL Be@PNUATOG TG HEOTG
TING OTIC TAPOYDYOLS KOl GTO, OAOKANPOUATA, KOl GTNV amOOEEN TG VTapENG OPICUEVOL
OAOKANPOUOTOS Y10l VTO TTOV ATOKAAOVGE GUVEXT] GLVAPTNOTN , (TO 0010 OVIMS NTAV GLVEYNG
ouvvaptnon). Apyotepa podnuatikoi eréktevay to Oedpnuo tov Cauchy yio cvveyeic
ovvaptioelg. O Abel cwotd yepiotnke ) cuvéyeio cuvaptong opiCovtag T pe SLVOUOGELPES.

O Weierstrass dioydpnoe TV OpOLOHOPPT] GUVEXELL OO TV KOTO GTLELD GLVEYELO.
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24  OEQPHMA THX ENAIAMEXOY TIMHX (INTERMEDIATE VALUE
THEOREM n BOLZANO)

O Cauchy diatvrdvel Kot amodeikviel ovtd mov epeic ovopalovpe Oempnua e Evoidueong
Ty N Osdpnpo tov Bolzano. Kot apydc divel pio «yempetpikny amddelén.

Une propriété remarquable des fonctions continues d’une seule
variable, c’est de pouvoir servir i représenter en Géométrie les ordon-
nées de ligues continues droites ou courbes. De cette remarque on

déduit facilement la proposition suivante :

Tuorene [V. — §¢ la_fonctiorn f(x) est continue par rapport ¢ la
variable z entre les limites x = x,, x = X, et que 'on désigne par b une

quantité intermédiaire entre f(z,) et f(X), or pourra toujours satisfaire

a 'équation
Slz)=1b

par une ou plusieurs valeurs réelles de x comprises entre x, et X.

Démonstration. — Pour établiv la proposition précédente, il suffit
~ de faire voir que la courbe qui a pour équation

y=J(=z)
rencontrera une ou plusieurs fois la droile qui a pour équation
y==6
dans l'intervalle compris entre les ordonnées qui correspondent aux
abscisses z, et X; or clest évidlemment ce qui aura lieu dans 'hypo-

thése admise. En effet, la fonction /() étant continue entre les limites
x = x,, = X. la courbe qui a pour équation y = f(«) et qui passe

Cauchy, 1821, 5¢e\. 50
Bradley- Sandifer 2009, Xe)X.31




1° par le point correspondant aux coordonnées x,, f(x,), 2° parle
point correspondant aux coordonnées X et /(X), sera continue entre
ces deux points; et, comme l'ordonnée constante b de la droite qui a
pour équation y = b se trouve comprise entre les ordonnées f(z,),
S(X) des deux points que I'on considére, la droite passera nécessaire-
ment entre ces deux points, ce qu’elle ne peut faire sans rencontrer
dans l'intervalle la courbe ci-dessus mentionnée.

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note IIf, démontrer le
théorkme IV par une méthode directe et purement analytique, quia
méme I'avantage de fournir la résolution numérique de I'équation

flz) =0,

Cauchy, 1821, 3e\. 50
Bradley- Sandifer, 2009, XeA.31

AxolovBel petdppaon

«Mio oNEAVTIKT 1O10TNTO TOV GLVEYDY CLUVOPTICEDV UOG LETAPANTAG Elval OTL LITOPOVV
va ypnoponomBodv ot ['empetpio yio vo avomapacstiGouy TIG GUVTETAYLEVES VOOV N
KOUTOA®V (KGUVEYAVY) YPOUU®OV. ATO QLT TV TOPATHPNCT LITOPOVUE EDKOAN VOL
CLUTEPAVOLLLE TV aKOAOVON TpOTOOT:

Osmpnua 1V.- Av 1 cvvaptnon f(X) elvar cuveyng mg mpog X peta&d Tmv opimv X= Xg
Ko X= X kot av b eivon pia moodtta petad tov f(Xo) kot f(X) 1 e&icmon

f(x)=b
umopel va £yl mvTo AVOT (a1 TEPLGGOTEPES TLUEG TOL X TOV PpicKoviot HETAED TV X Kot X

Amooeiln. — INa va amodeifovpe v tpdtact avt Oa mpénel va deiovpe OTL 1) KOUTOAN TOV
éyel e€lowon v y= f(X) tépver v gubeia ypapun mov €xel e&icmon vy = b o 1
TEPLOCOTEPEG POPES GTO SLAGTNLLA TTOV TEPLEYETOL LETAED TV GUVIETAYUEVAOV TOV AVTIGTOLYOVV
oTIg TETUNUEVES Xo koL X. Thpa givar mpoeavég 0Tt avtod woyvet. [lpdypott enedn n cuvaptnon
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f(X) elvar cuveyng peta&d Tmv opimv X=Xp kot X= X, 1 koumroin pe eéicwon y = f(X) mov
TEPVAEL TPMDTOV OO TO ONUEIO LE GUVTETAYUEVES Xo , T(Xp) Ko dedtEpOV 0 TO oMuEio pe
ovvtetayuéveg X, f(X) Oa eivar cuveyng petold avtov tov onueiov. Ereidn n otabepn
tetayuévn b g evbeiog pe e€icmon y= b PBpioketar petaé&d tov tetaypévav f(Xg) , F(X) tov dbo
onueiov m evbeia ypapur Oa mepvel ommoONTOTE IO AVTA TO onpeia Kot dgv yivetar va unv
GLVOVTAEL TNV KOUTOAT TTOV TPOOVUPEPULE GE OAVTO TO OLAGTNLLAL.

EmumAéov ommg Ba kavoupe oto Note 111 umopovpe va amodeifovpe 10 edpnuo IV pe pia
dpeon kot kaBapd avarvtiky pnéBodo , N omoia £xEl KoL TO TAEOVEKTILO VO OIS TTOLPEXEL TNV
apOuntikn Aon g e€iocmong f(X)= b»

(Cauchy, 1821, 3¢e\. 50)

(Bradley- Sandifer 2009, Xe).31)

Y& avtd 10 onpeio Ba mpénet va Tpocsé&ovpe 6t o Cauchy mapdAo oV avaPEPETAL GE GLVEXN
KOUTOAN, Oev £xEl 0picel moto KoumOAn Oempeitar cuveyng. O Cauchy dmwoc ko kabe peydiog
Lo UOTIKOS GOIVETOL OTL LETEYEL KO TOV TOALOD KoL TOV KOvoUplov. XpMoILOTOLEL T GLVEELD

KOUTOANG TPOPOVAOS GOUPMOVO. LE TOL EGOUEVE TNG ETOYTG TOV YWPIG VO dMOEL 1010TEPT) OTULACTaL
Y £vov opiopo.

v ovvéyeta divel kot pio «ovaAvTikn» amodelsn. BA. Cours d’ Analyse NOTE I, ceA. 378 1
Bradley Sandifer cg). 309.

[TapaBéTovpe TV SoTHTO®GT TOL BE®PNHOTOG KOL TV OTTOJEEN.

49



Résoudre numériguement une ou plusieurs égquations, c'est trouver les
valeurs en nombres des inconnues qu’elles renferment; ce qui exige évi-
demment que les constantes comprises dans les &quations doat il gs'agit
soient elles-mémes réduites en nombres. Nous nous occuperons seulement
ici des équations qui renferment une inconnue, et nous commencerons pav
établir, 4 leur égard, les théorémes suivants.

Tugondme 1. — Soit f(x) une forction réelle de la variable x, qui demeure
continue par rapport ¢ cette variable entre les limites x = x4, * = X. 8¢ les
deux quantités f(x,), f(X) sont de signes contraires, on pourra satisfaire a

l'dquation
() J(z)=0o
par une ou plus;ieurs valeurs réelles de x comprises entre x, et X.
Démonstration. — Soit z, la plus petite des deux quantités x,, X. Faisons
X —mxog—~h,

et désignons par m un nombre entier quelconque supérieur A I'unité. Comme
des deux quantités f(z,), f(X), 'une est positive, I'autre négative, si I'on
forme la suite

S(xo), f(x.,-f-%): j(.z,—i—a}% 3 eees th—-;,-:;), S(X),

et que, dans cette suite, on compare successivement le premier terme avec
le second, le second avec le troisidme, le troisidme avec le gquatriéme, etc.,
on finira nécessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con-
sécutifs qui seront de signes contraires. Soient

J(z1), S[(X)

Cauchy, 1821, zeA. 378, Note 111
Bradley- Sandifer, 2009, XeX.309

50




deux termes de cetle aspéce, 2y étant la plus petite des deux valeurs corres-
pondantes de z. On aura évidemment

zo< < R'<X
el A
P e
X El—m“m{x a'.'g).

Ayant déterminé x, et X’ comme on vient de le dire, on pourra de méme,
entre ces deux nouvelles valeurs de z, en placer deux autres @, X’ qui, sub-
stituées dans f(x), donnent des pésultats de signes contraires, et qui soient

propres & vérifier les conditions

o< o< X'<X',

- ...__l_ r__ —L —
X —-.z:,_.m(x. )= m,(x Zy).

En continuant ainsi, on obtiendra : 1° une série de valeurs croissantes de =,

savoir

(3) Xy Tyy Lgy 143

2 une série de valeurs décroissantes
(3) X, X, X\ ...,

qui, surpassant les premiéres de quantités respectivement égales aux pro-

duits .
1% (X—20), iX(x—&%}. HE?X(X—-T:;)' ceey

finiront par différer de ces premiéres valeurs aussi peu que l'on voudra.
On doit en conclure que les termes généraux des séries (2) et (3) converge-
ront vers une limite commune. Soit « cette limite. Puisque la fonction f(z)
reste continue depuis # = z, jusqud z =X, les termes généraux des séries

suivantes

f(-fo)s f(wt)! f{z!}’ -0-;
S f(X), S(XD), fX)

convergeront également vers la limite commune f(z); et, comme en s'ap-
prochant de cette limite ils resteront toujours de signes contraires, il est clair

Cauchy, 1821, seA. 378, Note 1|
Bradley- Sandifer, 2009, Xe)\.309
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que la quantité f(a), nécessairement finie, ne pourra diﬁ‘érer de zéro. Par
conséquent on vérifiera 'équation

(1) flxz)=o,

en attribuant & la variable z la valeur particuliére a comprise entre z, et X.
En d’autres termeos,
) r=a

sera une raeine de I'équation (1),

Cauchy, 1821, 3e\. 378, Note IlI
Bradley- Sandifer, 2009, X&).309

Kototépm mapabétovpe v petdepocn tov Bempipotog Kot OAOKAN PG TG ATOdEENG

«"o va emAvoovpe adyefpikd pio. M tepiocdtepeg eEloMOELS TPENEL VO BPOVLE TIG TIUES TOV
AYVOOT®V TOL TEPLEYOVTOL ,G€ aplinoDs. Avtd TpoPavag amattel o1 otabepol mov mepiEyovtal
o115 e€lomaoelg va mepropilovratl og apBpove. Oa aoyoinbovpe dd novo pe EEIGADGEIS TOL
mePLEYOLV UOVOo Evav ayvooto kot Ba apyicovpe yia va to Becmicovpe avtd pe to akdiovda
Bempnuorta.

Osopnua |. —"Eoto f(X) o mpaypotikn cuvaptnon e petafAntig X , n oroia givat
oLVEYNC G TPOG X Hetald TV opimv X= Xo kat X= X. Av ot mocotnteg f(Xo) xan f(X) éxouvv
avtifeta tpoonuo tote N e€iomon f(X)= 0 £xet Aoon yia pia 1} TEPLEGOTEPES TIUEC TOV X OV
VILAPYOLVV HETAED TV Xo ,X.

Anddeiln.- ' Eotw Xp pukpotepo omd 10 X. Ocwpodue X- Xo= h kot opilovpe m évav
aképoato apdud peyaivtepo tov 1. Enedn o amod tig 6o mocotnteg f(Xo) kau f(X) lvan Ogtikn
KO [ von apvnTikn av ypayoovpe tnv axkoiovdia

f(xo)  f(xo + =) , fxo +20) , coooo, fXo - ) L(X),

Kol vroBécovpe 6T o€ aVTY TNV aKoAovBia GVYKPIVOLUE ETITVYDG TOV TPMTO OPO LE TOV
deVTEPO, TO OEVTEPO E TOV TPITO , TOV TPITO LE TOV TETAPTO KOl 00T KABeENS TeEAKE O Tpémet
va Bpodpe 6Tt pia 1) TEPIOTOTEPES POPES OLO dLadOYIKO1 dpot Eyovv avtiBeto Tpdonuo. Ectm
f(X1) katf(X’) dvo tétotot dpot. X1 0 PIKPOTEPOG OPOG,.

h _
~ =

, , , , 1
Etot épovpe Xo < X3 < X' <X kot X'-X3 = ~ (X- Xo)
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"Eyovtag opicet ta X1 , X 6mwg HOMG eimape pmopovpe pe Tov 1010 Tpomo va Bpodpe dvo GALES
TG Xo kot X7 peta&d tov X1 kot X mov divovv anotedéopata pe avtifeto mpoonuo otny f(X)
KO IKOVOTOLOVV TIG cuvOnkeg X1 < Xp < X" < X" ot X''-Xp = %(X' -X1) 2# (X- Xo)
Yvveyilovtag étot maipvooue: 1%
2 X0y X1, X2y wvnnnn
Kot 2% o pbivovsa celpd Tipudv v
3) XXX,
TOV Ol TWES TNG 0eVTEPNG LILEPPOAIVOLV TIG AVTIGTOLYES TILES TNG TPDTNG CEPAG KOTAL

1x (X-X%o), % X (X =Xo) # X (X- Xo)
Kat tehid dtapépovv amd Toug 6povg g TpdTNS 6e1pdg 660 Alyo givar emibounto.
Yvumepaivovpe 0t o1 0pot TV oepaV (2) kot (3) cuykAivouy og €va kowvd 6pro. ' Ectm a to 0p1o
avto. Enedn n f(X) elvan cuveyng omd 1o X= Xg 610 X=X 01 yeVIKoi OpoL TmV aKOAoVO®V GepdV
f(x0).f(x1).f(x2) ...,
f(X), f(X"), f(X""),....

Opoimg ovykAiivouv oto kKoo opro f(a). Kabmg mincialovv to dpro awtd Exovv mavto avtibeta

po a0EOVGA GEPE TLMY TOL X , TNV

TPOOM AL, ETOUEVAG Elvar oapEg 0Tt To f(a) epdoov elvar Temepacpuévo dev pmopel va el GAAN
T omd ™ undeviky. Katd cvvéneia wavomotet v e€icwon
1 fx)=0,
O¢tovtag O6mov X TNV TIUN O, TOL TEPEXETAL HETAED TV Xo Kot X. Me dAla Aoyl
4) X=
Etvou n pila g e&icwong (1)»

A&ilel oto onpeio owtd va KAvoupe Evay GYoAAGHO Yo, TIG 600 avtég amodeilelg tov Cauchy. .
O Cauchy Aowmdv pag diver 000 amodeitelc mov ko t1g 60 T1g Bwpel crwoTég Kat wWiov Kipovs. H
pio gival n yEOUETPIKN KOt 1) 0€VTEPT EIvaL 1 AVOAVTIKY]. ZUEPA TNV YEOUETPIKN TNV Bewpovpe
eo@aApévn. [TiBavotata moAdol 610dcKoVTEG B avaEPOLY TNV EMLXEPNUATOAOYI TNG
YEMUETPIKNG «OTOOEIENS», Gav KATL oL Ponbdet Tnv daicHnon Kot pog odnyet 6TV avaALTIKN
anddeén. Tnv avalvtikn anddelén mov diver o Cauchy, v Bewpodpe GHUEPH OVOIACTIKG
ocwot. (BéBara Exet pia EXhenym. Xpnoomotel cionnpd 10 6Tt adEovoa Kot poyrévn
aKoAovbia mpaypatikav, o cuykAivel. Avto o Kavel Kot oe AAla onpeio Tov Bipriov, To Kavel
olOmNPa Kot xopic kapd e€nynon. O Cauchy Bpiokel évo TAEOVEKTLO OTNV AVOAVTIKN

amodelln, 1o OTL emTpémel va Ppovpe HEG® TPocEyyions, v pila g cuvapTnoNG.
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Ac mape tdpa otov Bolzano. O odnydg pog eivar n ayyAkn petdopaon tov pymv tov Bolzano,
Russ Steve. The Mathematical Works of Bernard Bolzano. Oxford University Press 2004. Ta
OYETIKG 1E TO Bedpnuo TG evOlaUESOL TIUNG, (Tov cuVNBmG ovopdleTor Oedpn o TOV
Bolzano), tepiéyovtan otnv epyacio Purely Analytic Proof of the Theorem that between any two
Values, which give Results of Opposite Sign, there lies at least one real Root of the Equation by
Bernard Bolzano Priest, For the Proceedings of the Royal Society of Sciences, Prague, 1817.
Onwg kot o Cauchy 1ot kot o Bolzano divet 600 «omodei&eicy tov Bempnipatog g evotdpeong
Tyune. Ko pe tov Bolzano éyovpe pia yeopetpikn kot pio aovaAvtikn omddeiln.

H yeopetpkn anodoeién Ppioketarl oto RUSS p. 254 . AkorovBel 1o oyeTikd Keipevo:

I. The most common kind of proof depends on a truth borrowed from geometry,

namely: that every continuous [continuirlichla line of simple curvature of which the
ordinates are first positive and then negative (or conversely), must necessarily intersect
the abscissae—Iineb somewhere at a point lying between those ordinates. There is
certainly nothing to be said against the correctness, nor against the obviousness of

this geometrical proposition. But it is also equally clear that it is an unacceptable

breach of good method to try to derive truths of pure (or general) mathematics

(i.e. arithmetic, algebra, analysis) from considerations which belong to a merely

applied (or special) part of it, namely geometry. Indeed, have we not long felt, and
acknowledged, the impropriety of sucha vec o S a0 t¢ec¢cad A o yev ogArethere
not a hundred other cases where a method of avoiding this [transition] has been

discovered, andwhere the avoidancewas considered a virtue?- So if we wish to be

consistent must we not strive to do the same here? In fact, anyone who considers

that scientific proofs should not merely be confirmations [Gewismachungen), but

rather groundings [Begrundungen), i.e. presentations of the objective reason for the

truth to be proved, realizes at once that the strictly scientific proof, or the objective

reason of a truth, which holds equally for a// quantities, whether in space or not,

cannot possibly lie in a truthwhich holds merely for quantitieswhich are in space.

Metappaon:

ILH mo ocuvnOng amodeiEn ompiletar oe o aAndeio g yeopetpiag, n omoia Aéet: tL k4O
CLVEYXNS YPOLUUN HLOG OTANG KAUTOANG TNG OTTO10G 01 GUVTETAYUEVES apyIka elval OETIKES Kol 0N
OLVEYELD OPYNTIKES (1] AVTIOTPOPX) ,TPEMEL OMWGONTOTE VOl TELUVEL TNV VPO TOV TETUNUEVOV
o€ kdmolo onpeio mov givor petalld AVTOV TOV GLVIETAYUEVAOV. Ziyovpa OV VIAPYEL TITOTA TOV
VO LWTOPOVLE VO TOVUE MG TPOG TNV 0pBOHTNTA 1] MG TPOG TOL OTL EIVOL TPOPAVIG VT I
YEOUETPIKN TTPOTOOT). Opmg eivart emiong capég OTL TPOKELTAL Yol Ll U1 AmodeKTd koAl péBodo
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Y vo Tpoomafncel KAmolog va cupmepdvel yevikég podnuatikésg ‘aandeeg’(m.y. otnv
apOunTkn, v aAyefpa, 1 TNV avdAvon) and GLUTEPAGLOTO TOV AVIIKOVY LOVO GE pia
EQOPUOGHEVT (N €101KT)) TepimTon TG YeoueTpioc. [pdyuatt £yovpe avayvopicel T un
KATOAANAOTTO TNG  peTdPacts €1g AAAO YEVOS ™. Aev LITAPYOVY EKOTOVTAOES AALEC TEPUTTAOGELG
Omov i HEB0S0G ATOPLYNG LaG TETONG LETAPAONS £l OVOKOALPOEL , Ko TOV 1 TOPLYN
Bewpeitar apetn; 'Etol av Béhovpe va gipocte cuveneig dev mpénet vo Tpocmafncovpe va
Kdvoupe 1o 1010 kot £d® ; [Ipdypatt 6mol0¢ oKePTEl AVTES TIG EMOTNUOVIKES 0modei&el dev Hal
TPEMEL VoL TIC 0L o eMPEPaLDOELG 0ALG TeptocdTepo cav groundings (vofabpa) dniadn cav
TOPOVGIAGELS TOV AVTIKEUEVIKOD AOYoL Yo TNV oA 0eia mov mpémet va amoderydet ,
avTilopupavetol apéoms 0Tl 1 QVGTNPN EMGTNHOVIKY] ATOJEEN 1] O AVTIKEUEVIKOG AOYOG LLOG
aAnfetag, mov givat 160dVVAOG Yo OAES TIG TOGOTNTES , €1TE €lvan o€ ddotnpa ite dyt, TOAVOV
o umopel va otnpiletar og pa oA eta n omoia 16YVEL AMADG Y10 TOGOTNTES TOL EIVOL GTO
doTN L.

H avoivtikn amodeién tov Bolzano, Bpicketar oto Russ p. 260,
Thus all the proofs so far of the proposition which forms the title of this paper
are inadequate. Now the one which I submit here for the judgement of scholars
contains, | flatter myself, not a mere confirmation, but the objective grounding of
the truth to be proved, i.e. it is strictly scientific.*x*
The following is a short survey of the proof. The truth to be proved, that between
the two values a and B which give results of opposite sign there always lies at least
one real root, clearly rests on the more general truth that, if two continuous functions
of x, fx and @x, have the property that for x = a, fa < @a, but for x =3,
fB > P, theremust always exist some value of x lying between a and  for which
fx = gx. If fo < @a, then by virtue of the law of continuity f (o + 1) < @(a + 1),
if i is taken small enough. The property of being smaller therefore belongs to the
function of i represented by the expression f (a + 1) for all values of i smaller than
a certain value. Nevertheless this property does not hold for all values of i without
restriction, namely not for an i which is=B —a, since P is already >¢f. Now the
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theorem holds that whenever a certain property M applies to all values of a variable
quantity i which are smaller than a given value, and yet not for all values in
general, then there is always some greatest value u, of which it can be asserted that
all i which are<u possess the property M. For this value of i itself, f (a+u) cannot
be <@(a +u) because then by the law of continuity f (o +utw) < e(a +utwm)

if  is taken small enough. And consequently it would not be true that u is the
greatest of the values for which the assertion holds that all lower values of i make
f(a+1) <o(a+1), for u+ o would be a still greater value for which this holds.
But still less can f (o +u) > @(a + u), for then f (o + u — ®) > p(a + u — ®)

would also be true if @ is sufficiently small, and consequently it would not be true
that for all values of i which are <u, f (a + 1) < ¢(a + 1). So therefore it must

be that f (o + u) = @(a + u), i.e. there is a value of x lying between o and 3,

namely a + u, for which the functions 7x and ¢x are equal to one another. It is

now only a question of proving the thcorem mentioned.We prove this by showing
that those values of 7 of which it can be asserted that all smaller values possess the
property/, and those of which this can no longer be asserted, can be brought as
near one another as we please. From which it follows, for anyone having a correct
concept of quantity, that the idea of an 7 which is the greatest of those [quantities]
of which it can be said that all below them possess the property /, is the idea of

areal, i.e. actual, quantity [einer reellen, d.h. wirklichen Grosel.n

Metdoppaon:

‘Eto1 péypt tdpa 0Aeg o1 amodeilelg g mpoTaoNC, TOV AmOTEAEL TOV TITAO TNG TOPOVSUG
gpyaoiag etvar averapkeic. Topa avtd mov pumop®d vo vToParm £dd Yo TNV Kpion Tov
peAetntov mepEyet Oyt Lo amAn emPefaimon, aALd To avtikeleviko vrdfabpo ¢ aAnbetog
7OV TPEMEL VO amodeyBel, OnAaon eivol avoTnpd ETIGTNHOVIKT).

To mapakdto etvor po cOvioun meptypagn ™ omddeiéns. H ainbela mov mpénetl va amodeyOeti ,
Ot PETa&D VO TIUDV a, B oL divovV SLPOPETIKOD TPOGNLOV OTOTEAEGLLOTO VITAPYEL TAVTQ
ToLAdyIoTOV pia Tpoypotikn pila, Tpopavag otnpiletal otnv To YeVIKN aAnbsia OTL, av Vo
OLVEYEIC CLVOPTNHOELS TOL ¥, Ot Ty. Kat @y £xovv v 1810 TA TOL Y10 Y=t , Ta< Pa oAAG Yot y= P
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, B> 0P , mpémet va vapyel TAvVTO KATOW T TOL ) LETOED TV o, B yia o omoio fy= @y . Av fa
< o, T0tE amd T0 vopo ¢ cuvéyelog flot 1) < @(ati), yuo i apketd pwkpo. H 161d6tra tov va
ELVOIL LIKPOTEPO AVIKEL GTIV GLVAPTNON TOL | 1oV LVILAPYEL 6TV EK@poaot F(at 1) yio dheg Tig
TIUEC TOV | LIKPOTEPES OO [0 GLYKEKPLUEVT TIUT|. Q0TOGO aVTN 1 1810TNTO. dEV 16YVEL Y10 OAEG
TG TWEG TOL | Yopig TEPopIopd, dnAadn yio €va i To omoio givarl i= B — a dedopévov 0Tt EEpovpe
1o fB >¢p. Topa to Oedpnuo Aéel OTL OTAV [0 GUYKEKPLUEVT O10TNTO M 1GYVEL YioL OAES TIg
TIHEG LG LETOPANTAG TOGOTNTOG | TOV €IV HIKPOTEPEG ad omoladnmote dobeica Tiun kot
OL®G Ot Y10 OAES TIC TIUES YEVIKA , TOTE LILAPYEL TAVTO KATO10 LEYOADTEPT TN U Y10 TV omoia
umopet vo, BempnBel 6tL dAa oL | oV givar < U oyveL 1 110tTo. M. '’ avth) v Tiun tov i dgv
umopet f(ot+u) <e(o+ u) 8161t tdtE amd 10 vopo ¢ cuvexelog f(atutom) < e(otutm) yio
apketd pikpd. Kot kot cvvéneia dgv Oa Tov aAndéc 0ti to U gival 1 peyaAdtepn tiun Tov i yia
v omoia woyvel flo+ i) < e(ati) epdoov n U+

Ba glvon n peyaddTepn Tiun yio Ty omoia wyvel. AAAG axopa Atyotepo pumopet f(atu) > @(o+u)
sywti 1ote f(atu-m) >e(ot+u-m) 8o Tav exiong aAnbic Yo ® KovoTomTIKG HIKPO KoL KOTE
ovvémela dgv Oa NTov aAnbéc 6Tt yior OAeC TG TIHEG TOV | TOL givan pikpdTepeg omd to U f(at 1) <
¢o(ati). Emopévag mpémet va ioyvet 6t f(at+u) = @(a+u). Anhadn vadpyet pio Tiun Tov y Tov
Bpioketar petald tov a, B, n atu, ywo v omoia ot cuvapthoelg fy ko ey eivor icec. Topa
mAéov givar povo Bépa amodelénc. To amodeikviovpe avtd deiyvovtag 0Tt EKEIVEC O TIHEG TOV |
Y10 TIG OTTOIEC UTOPOVUE VO VTTOOEGOVIE OTL OAEG O1 LKPOTEPES TIUEG ExOVV TNV 1010TNTOL M, Ko
eKelvec o1 Y1 TG 0Toieg OEV UTOPOVLE VO TL IGYVPICTOVUE TAEOV ALTO UITOPOVV VO TANGIACOLV
peta&d Tovg 660 embopovpe. ATo aVTO TPOKLITEL OTL, Yio OTOLOV £XEL IO COGTH £Vvold
(gwova) T™EC TOGOTNTOG ,N 10€0 VOC I TO 0010 €ival TO PHEYOADTEPO Amd AVTEG TIG TOGOTNTES, Y10
T1G OTTO1eg UTOPOVE VAL TOVUE OTL OAEG KATM O avTO £Youv TV W10TNTa M lvon 1) 100 oG
TPOYLOTIKNG TOGOTNTOC.

I'evika PAénovpe 611 0 Bolzano og avtifeon pe tov Cauchy ypnoyomoiei 660 cuvaptioelc,
LEYIOTN TN Kot KataAnyel o€ atono. Atafdalovtag tnv amddeién tov Cauchy kot thv anddeién
tov Bolzano BAémovpe 611 Egovpe 6VO SLOPOPETIKEG ATOdEIEELC.

O Cauchy otidyver dvo akorovbiec, pia EOivovsa kot po avEovoa pe GPOVE TOL X TOL
Bpiockovtat peta&d Tmv opimv Xg, X , 01 0oieg GLYKAIVOLV GTO 1010 OP10 KOl AOY® TNG CLVEYELG
oyvpiletor mog kot ot avtiotoryeg TpéG f(X) Oa cvykAivovy o610 1610 dp1o. Enedn ta f(X) ivan
Kot o0pyNTIKa Kot BTikd 10 6plo ovtd cuumepaivel 6Tt givol To unodév.

O Bolzano Aée1 mmg avt) 1 TpdTaon mov Bélove va anodei&ovpe otnpiletor o€ pia
yevikotepn aAnbeia n omoia A€l OTL av VO GLVEYEIC GLVOPTAGELS TOL X , ot f(X), P(X) €xovv
™mv 10T

Mo x=a f(a) < @(o) Ko

T x=p f(B) > o(B)
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Yrapyet mavto Kamoto T Tov X petad tov a, By v omoia f(X)= @(X)

Av f(a) < o(a) Loym g ovvéyetag f(at i) < f(ati) ya i apketd pikpd. AALG avt) 1 116t TOL
dev woyvet yio Oha to | .Anradn yio i= B- a agov f(B) > ¢(p).
"Etot 1o Oedpnpa ioydel Otav pia cuykekpiuév 1dtotnto M 1oydet yio. OXo o, | Tov givan
HIKPOTEPX OO L0 GUYKEKPLUEVT] TUUN.
Emopévmg mévta vdpyet n néylot T U ®GTE o OAa ta i pe i < U va toydet 1 1dtdtro M.
"Etot dev 1oydet f(at+ u) < ¢ (ot U) yiati and ) cvvéyeia yo pukpo o Oa ioyve f(at+ ut+ o) < @
(ot U+ ®) Ko emopévmg dev Ba tav aAnBég 6t N U givar n péylotn Tun yio v omoia 1oyveL N
oM.

Kat o Bolzano 6nmg kot o Cauchy Bewpei cmotég kat tig 600 anodeifelc. Avapépel Opmg 0TL M
YEOUETPIKN 0mOOEIEN GLVIOTE «UETAPOON €1 AALO YEVOCH Kol 1) pdoT avTr| £ivatl Ypoppévn
eMnvioti oto yepuavikd keipevo tov Bolzano. H avtippnon givat ag 1o modue «prloco@ikry».
Oewpel Ot éva Bedpnpa wov avapépeTon o€ apldnots Oa tpénet va amodery el e GuALOYIGHOVE
Tove og oplBpovs. Znuepa oev Palovpe TETO10VL £I00VG AMONTNGELS OTIC TOOEIEELS LOLG.

Eriong a&ilel va avagépoovpe 0TL Yo TV avoALTIKT amOdEEN YPNOLOTOLEL GLOTTNPA TO EENG:
‘Eot® A vTtoc0OvoA0 TV TPayUATIK®VY oL 0gV givat kevd ovTe OAoL o1 Tpaypotikoi. 'Eoto
emiong OtL av 10 Y aviKel 6T0 A Kol y<y TOTE KoL TO Y avnKel 6to A. Tote to A €xel supremum
(1e Tov onpepvd optopd). Anradn xpnoLonotel clomnpd yopic avaeopis 1 oxOALn KATL TOV
TPOKTIKAG £lval TOAD KoVt o€ €va a&imLa Tov YPMCLUOTOLEITAL CUEPA Y1 TOV AELOUATIKO
OPIOUO TOV TPAYUOTIKAOV: U1 KEVO Kot AvVD OPOyUEVO GUVOLO TTPAYLLOTIK®VY £YEL SUpremum.
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2.5 O pilec g amddatng Tov Cauchy yia to Ocdpnuo evOLGUECOV TIRAV.
M poceyyiotikny pEB0dog pumopet va pog mapéyet Evay TpOTo dOUNCNG UG TOCOTN TG Kot
EMOUEVOC TNV amddelEn 0T vidpyet. H enavdotaon mov £ywve amo tov Cauchy otov Loyiopo
£yve gV HEPEL OO TOV UETAGYNUOTIGUO 10T VILOPYOVoHV TEYVIKOV. [INpe Kbl TOV NTay Yo éva
OLYKEKPLUEVO GKOTO KOt TO EVPLVE TOGO MOTE VO YpNoonon el yia dtopopetikd okono. [pv
tov Cauchy n mpoceyyiotikn uébodog ftav yia vo tinctdlovv OAo Kot TEPIocOTEPO GE VOV
Tpoypatiko aplfpd mov 1 vapén Bempeito avtovomt. Metd tov Cauchy ot mpoypatikoi
apBpot opifovtav cav 6pla GLYKAIVOLGAS TPOCEYYIGTIKNG dtadkaciog Kot 1) vrapén Tovg
ATOJEIKVOOVTAY OO Tr) GUYKALOT TNG TPOGEYYIoNG. (AVTO £000E KOl TNV TANPOTNTA TOV
mpaypatikov. ) 'Eva and o tpdta mapadetypoto mov goiveton n odlayn Exet Bpedet otnv
1oTopio TG amddeEng Tov BempNuaToc TV evilduecwv T®v Tov Cauchy. Mio TpoceyyIoTIKY
ué0odog tov 18°° awmva 0drynoe tov Cauchy dueco oty avotpn amddeien tov DewpuaTog.
O Cauchy ka1 o Bolzano givat ot tpdtot mov amédei&av 10 Oedpnuo EVOIAUESHOV TIULDVY YL
ovveyeig ouvapmoets. [ f(X) ovveyng oto [a, B] f(a)# f(b), yia kabe n pe f(a)<n < f(b) vrapyet &,
e [a, B] dote f(§)=n]
H an6deién tov Cauchy otnpiletor o cvykekpiuévn moAd oA TPOGEYYIOTIKY dladikacia.
[Maporo mov N dadikacio eivor amkn 1 Pacikr| 10€a ivan emavaotatiky. O Cauchy uetétpeye
TNV TPOCEYYIGTIKN S0dIKAGIN GE KATL EVIEADS SLOPOPETIKO: oTNV amOdEEN TG Vaping opiov.
To 18° audva ot podnpatikoi Bewpodoov OTL OAX Ta TOAVOVLUW ELyaV TNV 110THTO TOV
EVOLUEC®OV TIU®V. AVTH 1 1010 TO pmopovce va ypnotpomondel yio va fpeBodv ot undevikég
TIHEC TOL TOAVOVOLOV. Zvykekpiuéva av P(X) to molvdvopo kot P(a) <0, P(b) > 0 tote
Bempodoav ot vdpyel kamolo X petaéd Tav a, b dote P(X) =0 . Ot nocdtnteg a, b Aéyovtav

opa ¢ piCog X. Aocpévav tov a,b 1o X umopel va 1o mpoceyyicovpe oe omotodnmote Paduo.

P(a)+P(b)

> , av etvar 0 koAdg. AAAmg dmov

Yvykekppéva av kot P(a) < 0, P(b) > 0 maipvovpue to
a BaCovpue a+b/2 ko cvveyilovpe. H dropopd b-a pog diverl Eva dvo 6p1o 6to ceaiuo
naipvovtag to a ) b cav Avon. O Maclaurin oty gpyacia tov ging ot av b-a< 1 toteaf b
umopet va giva ) TpdTN TPocEyyion ot néBodo Tov Nevtwva.

Mia mapopota exdoyn 660nke omd tov Lagrange pe pkpn dopopd. 'Eotm P(a), P(b) etepdonua
Kol EMAEYOVHE €vo N ocodnmote pikpo. Tote to y pmopel va etvan A, A+n, A +2n,... B-3n, B-2n,
B-n,B. BAémovtag Tig dradoykég Tyég mov maipvel To P Ba fpovue 500 etepdonpovs apifpong

otV akoiovBio. Akdun émwg emonpave o Lagrange n dtadwkosio amd povn g divel dpila 6to
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o@AAu, TO Oomoio givar ) dtapopd avapesa otn pila kot v tpocéyylon. Etot elvar ico pe N
pikpotepo. O Lagrange mapovsioce avtr Tov ) pébodo pali pe pa péfodo evpeons vog
ap1Bpod N mov eivar pikpdTEPOS 0d TN dapopd 0Vo TpayHaTiKOV PLi®mv Tov P. Otav yivel n
emhoyn T0v N N uéBodog tov Lagrange Bpiokel Oheg Tig mpoarypatikég pileg avaplesa ota SOGUEVA.
opa A ko B. Avtd ékave ) pnéBodo EAKVOTIKT 6TOVG BN UATIKOVGS Yo, TV €0pecT) pldV OTIG
eElomoelg. AAAG 1 dSuvaTdTNTO ETOVAANYNG TNG SLOUPECTG TOV SIACTILLOTOG GE TUNLOTO EKOVE
tov Cauchy va npoc@iyet o€ avth ) pébodo.

O Cauchy mpe v mpoceyytotiky dwdikacio kot v emavélafe (0mwg o Maclaurin pe ta pucd)
Y10, VoL TN HETATPEYEL GE amOdelEn VTapéng TG evAldpeong TIUnG. XTig onpeidoelg tov Cauchy
éoto T ouveyng ouvaptnon og kamolo ddotnue Tov TephapuPavet ta yo kot X. Av f(yp) xar f(X)
gtepdonua ko X-yp =h ,av yopicovpue to didotnua X-yp oe M dwwothuata ppkove h/m
Bpickovpe 6mwg o Lagrange to mpoonua tov f(Xg), f(Xe+h/m),... fF(X-h/m), f(X). Avo tipég g
f(X) o eivon etepdonpeg kot Oa drapépovv katd h/m.

Ouwmg o Cauchy dev éxave tn dwadikacio yio va Bpet tig pilec g F(X)=0 peta&d tav yo ko X pe
éva opdiua h/m. O Cauchy eravélafe thv mpoceyyiotikn dwadikocio tov Lagrange
gpapprolovtag v 6to véo dtdotnua ppkovg h/m. And avth v enaviinym £etioée dvo
axolovBieg Tov x , pa av&ovoa kat po ehivovoa €16t MGTE 01 OPOL TG UG Vo TANGLALoVV
amEPLOPIOTO TOVG OPOVG TNG GAANG. TN epyacio Tov Cauchy n av&ovoa akorlovbia givot 1 yp.
Y1,X25- - - » N POIvovca elvar n X, X", X"',. . . ko 11 akoAovBia g dapopd Tovg givar n X-xo,
(1/m)(X-x0), (1/m?)(X-x0)?, kTh. Ot 500 0KOAOLOiEC TPETEL VOL GLYKAVOLV GE £V KOO OPLo TTov
10 ovopace o. AMG 1 f(X) eivar cuveyng avapeoa ota xo, X. ‘Etot yuo tov Cauchy T kdOe
TN TOV ¥ avdpeoa ota Opta avtd 1 apduntikn (amdivtn) Ty g dwpopdg f(x+a)-f(x)
HELOVETOL ET° OPLOTOV LIE TO OL.

"Etor o Cauchy vrootipiée 6Tt o1 akorovbieg f(Xo), f(X1), f(X2),... xar F(X),f(X"), f(X"),. ..
npénel va cLYKAIvouy 610 kowvd Opto f(a). Tehkd apov ot Vo akolovbieg £xovv avtibeto
npoonuo to Koo opio f(a) npénet va ei var 0. 'Etor o Cauchy amédeiée v vmopén Avong o oty
f(X)=0 yia ¢ peta&d TV 1o, X.

H Grabiner Bswpei 611 1 anddei&n tov Cauchy &yet tpia yapoktnplotikd mov Ppédnkav ot

TOALEG ALGTNPEG AmodEiEELg TOV oTNV avdAvo.
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[TpdTov vobétel GLOTNPA o LOPEN TOL AEIMHOTOC TNG TANPOTTOS TOV TPAYLUATIKOV
apfumv. Tnv vrapén Tov opiov epayuévng, povotovng akorovbiag. Tétoleg vmoBéoelg mov dev
e€e1alovTol amoTeEAOVV CUAVTIKY OV KOl avomdeevkTy, advvapio tov Cours d' analyse.
Ag0TEPOV QPNVEL KATOLEG AEMTOUEPELEG GOV AGKT|ON GTOV avayvadoT. [ mapdostypo dev
VIOADGYIoE TO ‘€’ Kot 1o ‘K’ mov yperdlovtor 6t Bempio Tov Aéet :6tav To Oplo TG aKoAovding
{Xk } elvan a ka1 f cvveync tote t0 6p1o ™ {f(Xk)} givar f(a).

Téhog N amddeién elva eEopeTIKNG caPnvelag Kol onpeloypagiog. ' mapdderypo n
GLOTNLOTIKN XPNOT TOV SEIKTOV, TOL dev e@evpednke omd tov Cauchy , odAld Tovg
YPNOLOTOL0VGE, NTAV GNLOVTIKT] GTO VO YIVOVTOL TO TPAYLOTO GAPT.

O Cauchy épabde avtf ) uébodo amddeiéng amd v diyePpa tov 18°° cudvo kot ThavoTaTo
an6 tov Lagrange; H amavimon pndiiov ivor vat. Apyikd o Cauchy anédeiée to Osdpnua o
Kamola onpeioon oto Cours d' analyse pe titho "On the resolution of numerical equations. ™
Avtog NTav oxedOV 0 TiTAOG KaBeVOG amd ta Tpia £pyo Tov Lagrange oty mpoceyyioTiky
uébodo. ‘the paper of 1767; the book of 1798; and the fifth chapter of the "Lecons
elementaires,” given at the Ecole Poly technique’. ITi0avév otov Cauchy va ftav yvwotd 1o
"Lecons elementaires,” 8101t avth 1 gpyacia eivatl ) wnyn Tov tHTOL TapEUPOANG Tov Lagrange ,
10 avtikeipevo g epyaoiag V oto Cours d' analyse pe titho "Sur la formule de Lagrange
relative a l'interpolation. ". O Cauchy ciyovpa giye dapdoet to Equations numeriques tov
Lagrange kot otig 0vo ekdocelg 1798, 1808 yiati avapépetor pntd oTIG CNUEIDGELS TOV GTIG
ap1OUNTIKES EEIGMOELS, OTIG OMOTEG ONUEIDGELS, O)L Kot TOGO Tuyaia, KEvel TOAAOVG
VIOAOYIGLLOVG TV OpleV Yo To GOAANATO OTIS AAYEPPIKEG TPOCEYYIGEL.
Towg frav kot pa TpodTaom tov Lagrange to kivitpo tov Cauchy va dmoet anddeién oto
Bedpnua. Xto keipevo tov Cours d' analyse o Cauchy &iye apkeotel va dOGEL Evo YEOUETPIKO
EMEIPN U Y10 TNV 1O10TNTO TOV EVOIAUECOV TIUDOV GE GUVEYEIG CLVOPTNGELS, OALL OVOPEPEL
otov avayvootn ) onueioon I yo pa ‘kabapd avorvtikn kot evbeio’ amddeiln. Avto frav
emiong o dadikacio tov Lagrange oto Equations numeriques. Xto keipevo o Lagrange
avaeEpeL 0Tt avtd 10 Bedpnua cuvB®S amodeuvvoTay and “Tn Bewpio TOV KAUTLADV
YPOUU®V 0ALE TPOGOEsE TUTIKA OTL pua aAYeRPIKY| amodelEn Oa NTav wpotipudtepn. Tote Edwoe
éva emyeipnua yo to Oedpnpa faciopévo on dStiomacn TG £EICMONG GE YPOUUIKOVG
TapAyovteg 6oV 0 KaBEVS TPOPAVAOS ElXE TNV WOOTNTA TOV EVOAUEST®V TIUADV, OALY

avayvoploe 0Tt avto dgv ioyve oTig eElomaelg pe pyadikes piles. 'Etol mpoomdbnoe vo dmoet
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KaAVTEPN amodeltn oty onpeioon I oto Piiio. AALG ) devTepT amddeén Tov Lagrange dev
elvatl ToA0 melotikn). Eivon Baciopévn oe éva Bedpnpa oxeTikd e TIg cuveyeis GLVOPTAGELS TOV
givor o oyvpd amo to Bedpnua tov evotduecmv Tipov. ‘Av f(a) < ¢(a) kat f(b) > ¢(b) , tote
VIapyEL £va evolapeco onpeio 6to omoio ot dvo cuvaptoels eival icec. * H anddeén tov
Lagrange yv’ avt6 1o mo woyvpod Bedpnuo Paciletatl og o dtachnTikn ekdvo SVO TOGOTHTMOV
OV TANGLALEL Ko TEPVAEL 1) piol TNV GAAT KO OVOPEPEL TN PLGIKT EIKOVO VO COUATMOV TOV
KIVOOVTOL KOTA UAKOG TG 1010G ypapung kabmg to £va tpoonepvaet To alio. O Bolzano fytav
olyovpa cwotdg dtav 1o 1817 doknoe kpitikn ot anodeiEelg tmg otnpilovror otnv Evvola TG
kivnonge.

Agv glvat SOGKOAO Vo POVTOGTOVLE TO evOlapépov Tov Cauchy otnv alyefpikn anddel&n tov
BempnoTog TOV EVOIAUECSOV TILOV VO £l TPOKANOEL amd v avalnnon avTov amd TovV
Lagrange, 1 amo tnv amoyontevon tov dwufdlovtag v anddeEn tov Lagrange, 1 va etvou n
EMIOPACT] OO TNV OVAYVOGCT] HLOG TPOGEYYICTIKNG TEXVIKNG TOGO KOAL TPOCUPLOGUEVIG OTN
doun g evoraueonc tiunc. ‘Exovpe €11 otic apbuntikég eiodoeig tov Lagrange ‘Equations
numeriques’ pio PQavny TNYR, O TPOG TO KIVITPO Kol MG TPOG TNV TEXVIKN ,TNE UTOdEENC TOV
Cauchy.

O wyvpiopde tov Ivor-Grattan-Guinness 6t o Cauchy ‘daveiotke’ and tov Bolzano v
amdoegn tov Be@PNUOTOC TOV EVOLAUECOV TILAOV eV UTTOPEl amd TNV AAAN peptd va dtatnpnOel.
Apywé o Cauchy eiye dwafdoetl to Biprio tov Lagrange to onoio pntd kaAet yio pia olyeBpikn
uébodo. ‘Etot o Cauchy dev ypeialdtav va £xet dtofdacel v epyacia Tov Bolzano émwc o
Grattan-Guinness vrootnpilet yio vo £yl v 16€a ¢ amddeEns tov Bemprpatos. ( To kivitpo
tov Bolzano Ntav dapopeticd. Oempovoe 0Tt o amddelEn ypelalOToV Yo Vo YEUIGEL VO, KEVO
otV Katd ta GAla avotpn anddeién tov Gauss(1816) tov Bepeiiddovg Bewprpatog g
aAyeppoc. ) Agbtepov 1 TeXVIKY TG amddeEng oL ypnoiponoinoes o Cauchy dev polalet
KaBoLov pe avth tov Bolzano. O Bolzano Eekwvdel v omddeién mpoonobdvtag va dei&et Ot
KGO axoiovdia mov wavomrotel awtd mov Aépe Kpiripro tov Cauchy éyel 6pro. Xpnoiponoince
aVTO TO AMOTEAEGHLA Yol VO aodEigel OTL KABe Pparyévo GOVOLO TPOYLOTIK®OV aplOudv £xel
ToLAdYIoTOV Eva Ave Qpayua. 'Emetta ypnoilonoince 10 amotéAecio. GKEPTOUEVOS EANYIOTO
vo epdypata yuo va amodei&el o mo 1oyvpd Bedpnua Yo (ebyn cuvEXOV GLVOPTNGEDV TOV
opionkav to 1798 and tov Lagrange, kot telkd 6nmg o Lagrange katéAnée oto Bedpnpa

EVOLOUEC MV TILMDV GOV GVVETELD AVTOD TOL 1oYVPov amoteréopatog. H Grabiner dev PAémet
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Kavéva TpOTo Vo, yivetal va petatpomei 1 omodeén tov Bolzano og avti tov Cauchy. Ovte 1
vobeon Tov Bolzano ftav arapaitnto va ennpedoet tov Cauchy dedopévov ot n epyacio tov
Lagrange otig mpooeyyioeig mapéyet Evo oAb mbavo mhaioto yio v amddeién tov Cauchy.
[Mpdaypatt o Cauchy apéowng akorobOnoce v amddeEn ToV pe pios Gu{HTON Yo TO TOE 1 110
TEYVIKN O propovoe va ¥pNoIomomBel yio TV EKTIUNOT TOV GOAALOTOS GTNV OVTIGTOYM
TPOGEYYION.

Omnote 11 €xel pavel 0cov agopd v Tpoirevon (Tig pilec) Tov épyov tov Cauchy ; TTapduoia
EMYEPNILOTO. PLE EKEIVA TTOV Ypnoytontotel o Cauchy cuvavidvrot Eava kot Eovd. Xmpig kopud
apeiBoria ta enyelppaTa 0VTA NTOV Yvmotd otov Cauchy, 0rtmg kot ot Guyypageis avtmv.
Egpocov ot avagpopég tov Cauchy givar cuviBmg Oyt ToAD GUYKEKPIUEVES, TIMOTO TEPALTEP® OEV
umopet vo, cvvaydei. Ttnv cvykekpipévn nepintwon dev Ba guyotav n Grabiner va tpokdhyovy
nepotépw ovunepdopata. H Grabiner dev motedel 6t o Cauchy giye de1 v gpyocio Tov
Lagrange otV mpoceyyiotikn péBodo Kat amd Kel GUVENIGE Vo KAVEL TNV OmOSEEN TOV
BepNuaTog TV evolduEc®V TI®V. Ag potalet va givat ovtdg o Tpomog mov dovAevel o Cauchy.
O Cauchy evdwapepotav yio. éva TpoPANLa, 1 Exovtag akovoet | daPdoet katt, ko Efyale
1epAoTIO 0plOUO OK®V TOV amotelecpdT@v. Mepikég Popég axour EovaavakIAVTTE Kot
Eavadmnpocieve amoteléopata To omoia 0 1010¢ glye maAodTEPQ AmOdEiEel TPAY LA TTOV
amodeikvue 0Tt 0ev Ba UTOpoVGE va NTOV avTLYPaPENS. AKOMO KOt Lo prTH ovopopd TOV
Cauchy og kamotov GAho pabnuotikd dev uropei va amodeibel aueca O6ti o Cauchy emnpedotnke
epocov Ba umopovce va Exet BydAel o 10106 Eva AmOTEAEG O KOl GTT] GUVEXELD TO £PYO KATOLOL
GAAOV GTO OMOTEAEGLOL TOV VO TPAPAEL TNV TPOGOYT TOV KOl OO EVYEVELD VAL OVOPEPEL TO OVOLLOL
TOV. AKOUN KO GTNV TEPITTMOGT PNTAOV AVAPOPDOV GE EVOL LEYAANG AVOA0YIOG KOUUATL OOVAELAG,
onw¢ oV mepintwon tov Equations numeriques, zov Lagrange o Cauchy 6a propotoe va
ompiletar poévo oe emavoacvireén (recollection). H Grabiner motevet 6t 1o pdévo mov pmopet
va tekpunpumbet and t1g drabéoipeg myEg etvar 1o ‘KAMp’ ™S HoBNUATIKNG YVOUNS TO 0moio
oynuatile T epmtnoelg tov Cauchy kot tig dabéotpeg teyvikéc. O TpOTOG IOV AVTIETOTILE
aLTEG TIG EpMTNOELS NTa EEKABapa d1kOG TOov. Agv givarn KATL AryOTEPO OO £voy PeYdAo
paONpoTiKd Tov Exel ennpeactel omd TV emoyn Tov. Ta emMTEHYHOTO TOV OEV NTOV TPOPOVEIC
GUVETEIES TOV avOmTUYRATOV Tov 18 aucdval. Mo Tapdderypa o Lagrange eiyxe diabéoiuo 6ra
o6ca yperaldtav yio va amodeifel To Bedpno TOV EVOLOUESOV TILMV: TNV emifopia Yo po

amdOEEN, TV TEXVIKT] Y1 TNV EVPECT TNG EVOLAUESTC TIUNG, TO EVOLOPEPOV Y10 AVGTNPOTNTA, KO
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TNV TEYVIKT IKOVOTNTO TOV OVIGOTHTOV. AALY OV TAL GLVIVOGE OAN AVTA OVTE TOL GLVOVOCE
KAmotog GAlog pobnuatikog g emoyne. Kaveic extog tov Bolzano dev pndpeoe vo minoidost
v avotnpoTTa TS d0LAELAS Tov Cauchy kot o Bolzano dev ntav 16a&log tov Cauchy oty

EQPOPLOYN TOV HLOONUOTIKOV ETITEVYUATOV UEYPL VA YivEL YVOOTN pe T dovAeld tov Cauchy.

64



Kepdraro 3
3.1 XYI'KAIXH XEIPQN

H Bswpia tg o0ykAnong oepmdv Eekivaet amd to kepaiato 6 Tov Bradley R. E., Sandifer oel.
85 n Cours d Analyse cel. 114. O Cauchy divet Tov 0piopd GOYKAONG GEPAS, OTOSEIKVOEL TOL
nepl CLYKMOEWNC GEPDOV YEOUETPIKMV TPOOI®V, TO OTL 1 APLOVIKT GEPA OEV GUYKAIVEL, Kot
STLTOVEL MG TPOPAVEG TO YVMOOSTO KPLTIPLo cVYKMONG (Tov oTjpepo ovopAaleTol KPITiplo Tov
Cauchy), 611 ka0e axorovdia Cauchy (katd v onuepvi] opoAoyia) cvykAivel (cek. 87 Bradley-
Sandifer) . ®vowd ofjuepa EEpovpe OTL 00TE TPOPOVES givarl ovTE Bo umopovoe va. amodsryel
aVGTNPE €@ OGOV eV LIINPYE TOTE TANPNG KATAVOTNOT TOV TPAYUATIKOV apOpadv. Ouwmg 1
daicOnon tov Cauchy cuvéPare oty HETETEITO TOPEIN LEPIKMOV OKOUO SEKAETIDV VOl
KOTOVON|GOVLE KOADTEPA TNV AEUOUATIKT SOUT| TOV TPAYLATIKOV APIOUOV.

2oV TOPASELY IO OVOPEPEL TNV GVYKALON TNG OEPAG YEOUETPIKNAG TTpoddov, (Cours d Analyse
oel. 115). Eniong amodeikviel 0t 1 oepd X(1/n) ocvykhivel pog to cvv dneipo, (Cours d
Analyse cgh. 117).

Emiong amodeucviet 6t 1 yvoot| oepd Z(1/n!) cuykAivel kot to 0p1o ovopdleTon mg yvmoTov €,
(Cours d Analyse cel. 118).. Xpnoyonotei tepinov cav katt avtovonto to 01t Kabe advEovaa
Kot epaypévn akorovBio cuykAivel, kdti Tov gketvn v emoyr| 6ev Ba LTopovGE vor amodetyDel.

Awtondvel cov Bedpnua, pe acoen «amddeEn», 0Tt 10 Oplo akorovdiog cuveymv
GLVOPTAGEDV EIVOL GLVEYNG GLVAPTNONG, KATL TOL Yvmpilovue 0Tt dev eivar ainbég, (Bradley-
Sandifer, og). 90 , Cours d Analyse cel. 120). Eva anAd avtimapdderypo givar  okolovdia
cvvopthicenv f, : [0, 1]—[0, 1] pe tono f, (X)=x", 6mov 10 6p1o kot onueio (6mwg Aéyetar
ofuepa, givar n un ocvveyng cvvaptnon f omov f(1)=1 kot f(X)=0 ywa X d1épopo tov 1. ZAuepa
gyovpe TV £vvola TG OHOANG cVYKMONG 1 omoia datnpel TNV cLVEKELD, TNV
oAoKANpwodTTa Riemann, vy 1816t ta tov va gival avaAvTIKT) GLVAPTNOT KoL THV
drapopioipdtnto (ne emmiéov ouvnkeg). (EXOAIO. I'a to odokipoua Lebesgue, vdpyovv
woyvpdTEpa Bempnpota pe acbeviéstepeg VTOOEGELS).

Eniong amodeucviel pia celpd amd o ypnoio KPLriplo GOYKAIGNS GEPOV TOL O10ACKOVLE Ko
ofuepa, m.y. Kprrnplo Adyov, kprrfpio pilag kim, (Cours d Analyse cel. 136 kot Neypenoving,
INMotémoviog , INovvakodiag , Atelpootikog Aoyiopog I oer.92-93 k).

Eniong avanticoel og oelpd ta didvopo (1+x)".
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ESw o Cauchy, apyilel va meplypadel To 6plo ULAC OELPAC.

On appelle série une suite indéfinie de quantités
Ugy Uy Uy, Uy ...

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan-
tités elles-mémes sont les différents termes de la série que I'on consi-

dere. Soit ,
Sp= Uyttt Ug~ .o Uy,
la somme des » premiers termes, » désignant un nombre entier quel-
conque. Si, pour des valeurs de » toujours croissantes, la somme s,
s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite corn-
vergente, et la limite en question s’appellera la somme de la série. Au
contraire, si, tandis que » croit indéfiniment, la somme s, ne s’ap-
proche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus de
somme. Dans I'un et I'autre cas, le terme qui correspond i 'indice »,
Savoir u,, sera ce qu'on nomme le terme genéral. 1l suffit que I'on
donne ce terme général en fonction de I'indice n, pour que la série soit

completement déterminée.
L’une des séries les plus simples est la progression géométrique

1, =z, z2, =z, ...,

qui a pour terme général ", c'est-a-dire la puissance ni¢*¢ de Ia quan-

Cauchy, 1821, 5¢e\. 114,
Bradley- Sandifer, 2009, Xe).85

(ouveyitel)




Juveyilel Tnv meplypadn Tou opiou oelpAC ek TOU TponyoupEévou. EEnyel emiong to dplo piog
VEWUETPLKNG TtpoOdou.

tité 2. Si dans cette série on fait la'somme des n premiers termes, on
trouvera '

I x"
I+ T, . . 1=

1I—x 1 —ax?

et, comme pour des valeurs croissantes de », la valeur numérique de
. z" 1
la fraction ——

2 converge vers la limite zéro, ou croit au dela de toute
limite, suivant qu’on suppose la valeur numérique de x inférieure ou

supérieure a I'unité, on doit conclure que, dans la premiére hypothése,
la progression
, @, w’, x, ...

est une série convergente qui a pour somme ——; tandis que, dans la

seconde hypothese, la méme progression est une série divergente qui
n’a plus de somme.

D’apres les principes ci-dessus établis, pour que la série

(s) gy by, oy ves Upy Upipgy ..

soit convergente, il est nécessaire et il suffit que des valeurs crois-
santes de » fassent converger indéfiniment la somme

Spn=8t b1t Uzt .y

vers une limite fixe s; en d’autres termes; il est nécessaire et il suffit
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre », les sommes

Sny Snvtr Snawy oo

différent de la limite s, et par conséquent cntre elles, de quantités infi-
niment petites. D'ailleurs, les différences successives entre la premiére

somme s, et chacune des suivantes sont respectivement déterminées
par les équations

Sy = S == Up,
Snaa— 8p == Upg — WUy y,
Spaa=——Sp==Unp— Ugpy == Uy,

L L I T I A Y

Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est d’abord nécessaire

(ouveyilel)




Katwtépw oCauchy dlatuntwvel autd mou ohpepa ovopdaloupe Kpitrplo tou Cauchy. Quaoika dev to
anodelkvUeL Kal ev Ba Tav SuVATOV va To amodeifeL e TNV TEPLOPLOUEVN KATOVONGN TWV

TPAYHATIKWY oplOpwv. Opwe n laicbnon tou pall pe to €pyo A wv, odrynoe oto §gUtepo AULOU
Tou 19°° aLWVa GTOV EVIOTILOUO TOU Ttolal ALWHOTOL TIPETIEL VAL LKAVOTIOLOUV OL TIPAYOTIKoL apLBpiof.

que le terme général e, décroisse indéfiniment, tandis que zzaugmente ;
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que. pour: des va-
leurs croissantes de », les différentes sommes

Uy gy,

e~ WUpypy—— U,y a,

c’est-a-dire les sommes des guantités B :
Wpy, Upyys Upigs sy

prises, i partir de la premiére, en tel nombre que I’on voudra, finis-
sent par obtenir constamment des valeurs numériques inféricures a
toute limite assignable. Réciproquement, lorsque ces diverses condi-
tions sont remplies, la convergence de la série est assurée.

Prenons pour exemple la progression géométrique ,

(2) . 1, &, &, x*, ...,

Si la valeur numérique de z est supérieure & 'unité, celle du terme
général =" croitra indéfiniment avec », et cette seule remarque suflira
pour constater la divergence de la série. La série sera encore diver-
gente si Pon suppose x == =1, parce qu’alors la valeur numérigue du
terme général #”, se réduisant 3 I'unité, ne décroitra pas indéfiniment
pour des valeurs croissantes de ». Mais, si la valeur numérique de x
est inférieure 2 I'unité, les sommes des termes de la série pris a partir
dec 2" en tel nombre que I'on voudra, savoir :

x,
—_— 2
2t gttt gn LT
1— & .
X = . 2 — pn ]...._...“__._J:f R
[ —— 2

(ouveyitel)




Ytnv cuveyxela o Cauchy amodeikviel OTL N oelpd Ue YeVIKO Opo (1/n) cuykAivel tpogTo +

AamneLpo.

chacune d'elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de »
infiniment grandes; et par suite la série sera convergente, ce que 'on
savait déji.

Prenons pour second exemple la séric numérique

%

. X ¥ T
(3) L 2> 37 E’ ey

— 3 —y
re T —4 1

e

- ;o= - 4 - - - -
Le terme général de cette série, savoir 7o’ décroit indéfiniment 3
mesure que 2 aungmente, et cependant la série n’est pas convergente ;

car la somme faite du terme et de ceux gui le suivent jusqu'au

e —+1
| 4 - - - -
terme inclusivement, savoir

4 I
70—t n —+2a 2n—1 _ an

—_—

reste constamment supérieure, quel que soit 7, au produit

E —— —

|
an - 2’

et par suite cette somme ne décroit pas indéfiniment pour des valeurs
croissantes de 2, ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente.
Ajoutons que, si I'on désigne par s, la sotnme des » premiers termes
de la série (3), et par 2™ la plus haute puissance de 2 renfermée dans
n + 1, on trouvera

=04 > x a2 4 (P L
Sn = a 3 o n 41 a 3 A

. 1 X 1 1 1 ] e
-1-(5+ 6+ +'8)+"‘+(mm—l_¢_; +ommi g e am)a

et, @ fortiors,
 § I I L e
Sat A oo o =

On en conclura que la somme s, croit indéfiniment avee le nombre
entier 2, et par conséquent avec 2, ce qui est une nouvelle preuve
de la divergence de la série.

(ouveyitel)




Ytnv cuveéyxela o Cauchy amodewkviel OtL n oelpd pe yeviko dpo (1/n!) cuykAivel mpog to

TPAYHATIKO aplBuo mou tov ovopdlel e.

Considérons encore la série numérique

I 1 4  §

(4) L T 7R 123 U Ta3n

2 R

Les termes de cette série, qui occupent un rang supérieur a », savoir

T I ¥
r.2.3...n 1.2.3...(n+1) 1.2.3...n2(24+0)(n4+2)

"oy

seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de la pro-
gression géométrique

7 T I T L
> — —
1.2.3...n 1.2.3...n 17 1.2.3...n n%

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel nombre que I'on
voudra sera toujours inférieure a la somme des termes correspondants
de la progression géométrique, qui est une série convergente, et &
plus forte raison, & la somme de cette progresston, c’est-a-dire 2

I | S ¥ 1
1.2.3...n2 P 1.3.3...(r—1) re —1

n

Comme cette derniérc somme décroit indéfiniment & mesure que n
augmente, il en résulte que la série (4) est elle-méme convergente. On
est convenu de désigner par la lettre e la somme de cette série. En
ajoutant les » premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchée
du nombre e,

1 ¥ i X
S DS O L 1.2.3...(r2 — 1)’

et, d’aprés ce qu’on vient de dire, I'erreur commise sera inférieure au

produit du »*™® terme par - Ainsi, par exemple, si I'on suppose

n —1
n = 11, on trouvera pour la valeur approchée de ¢

3 e—2,7182a8¢8...3

et I’erreur commise dans cette hypothése sera inférieure au produit

(ouveyilel)




de la fraction 1.2.3.4.5;.7_'&9.[0 par -, c’est-a-dire & 36:88555" ©"
sorte qu’elle n’altérera pas la septidme décimale.

Le nombre e, déterminé comme on vient de le dire, sera souvent
employé dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitésimal.
Les logarithmes pris dans le systéme qui a ce nombre pour base s’ap-
pellent répériens, du nom de Néper, inventeur des logarithmes, ou
kyperboliques, parce qu'ils servent & mesurer les diverses parties de
I'aire comprise entre I'hyperbole équilatére et ses asymptotes. -

On indique généralement la somme d’une série convergente par la
somme de ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la série

oy Uy, Uz, Uy,
est convergente, la somme de cette série est représentée par
Ug+ Wyt Ug = t3=t-....

En vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera déter-
minée par I’équation

I 1 1 I
(6 e S P I BRI w AR

et, si ’on considére la progression géométrique
i, x, x, x%, ...,
on aura, pour des valeurs numériques de x inférieures a I'unité,

2 —_t .
(7) R R +$a+"'-l—;r

La série

Ugy &gy Ugy U

étant supposée convergente, si I’on désigne sa somme par s, et pars,
la somme de ses » premiers termes, on trouvera

§ = Uy -+ u1+ u’+o st Upgy+ Up+ un+‘+o. =St Upt+ Uppy ..

el, par suite,
S—Sp=Upt+ Upyy+..--




Katwtépw umapyel éva Oswpnua tou Cauchy, Tou €xeL €va Kevo, To MALoV (owg
oulntnuévo amod ta Keva tou Cauchy. Ye yevikeg ypappég o Cauchy unootnpilet ot pia
ouyKAlvouoa akoAouBio cuvexwv cuvVaPTHOEWVY, CUYKALVEL TPOG GUVEXT cuvaApPTNON.

De cette derniére équation, il résulte que les quantités
8y lpiny Lusss - .-

formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva-
- lente 3 s — s,. Si ’'on représente cette méme somme par r,, on aura

$="S8Su+ Tu;

et r, sera ce qu'on appelle le reste de la série (x) a partir du
ni“me terme. :

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une méme variable @,
cette série est convergente, et ses différents termes fonctions conti-
nues de x, dans le voisinage d’'une valeur particuliere attribuée a

cette variable,
Spy I'n €L 8§

sont encore trois fonctions de la variable 2, dont la premiére est évi-
demment continue par rapport & z dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere dont il s’agit. Cela posé, considérons les accroissements que
regoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre = d’une quantité
infiniment petite «. L’accroissement de s, sera, pour toutes les valeurs
possibles de », une quantité infiniment petite ; et celui de r, deviendra
insensible en méme temps que r,, si 'on attribue & 2 une valeur trés
considérable. Par suite, I'accroissement de la fonction s ne pourra
étre qu’'une quantité infiniment petite. De cette-remarque on déduit
immédiatement la proposition suivante :

Tuetonewe 1. — Lorsque les différents termes de la série (1) sont des
fonctions d’une méme variable x, continues par rapport a cetie vartable
dans le voisinage d’une valeur particuliére pour laquelle la série est cor-
vergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage de cette valeur
particuliére, fonction continue de x.

En vertu de ce théoréme, la somme de la série (2) devra rester
fonction continue de la variable &, entre les limites =z = — 1, x = 1




To avotépm Theoreme I, dev gival cwoTod Ko OTIG EMOUEVES dEKOETIEG EYEl LEAETNOEL e
Wwaitepn évtaon. [ToAlég Aemtouépeteg Ppioket kaveic oto Lakatos oei. 127.

Metdopaon:

‘Ovopalovpe oelpd po adplotn akorovdio TocoTTOV

Uo, Uz, U2, U3, .,
T0 omoiol akoAOVOOVV TO éval TO AAAO GOLE®VO pe Eva KaBopiopévo vopo. Ot TocoTnTEG QVTEG
gtvar o1 d1dpopot dpot ¢ oepdg mov eetdlovpe. Eotm

Sp = Ug+ Ut Uxt....... + Up-1
etvar 1o dBpotopo TV N TPpdTOV dpwV , OOV N gival 0mo106dNTOTE OKEPALOG aplOUOS. AV Yo
k6O av&avopevn Ty tov N 1o dBpotoua Sy TPoceyYilel e’ AOPLGTOV £V GUYKEKPLUEVO OPLO S
, TOTE 1 GePpd elvar cuyKAivovoa Kot To 0p1o TG ovopaletol To dbBpolopa TG GEPOG .
e avtifeon , av 1o dBpoicua Sy 0ev mpooeyyilel KavEVo CLYKEKPIUEVO Oplo KaBdg To N awEdvel
amEPLOPLOTO. , N GEPE Eivan amokAivovsa kal dev Exel dBpotopa. Ze Kabe mepintwon o 6pog mov
avtiotoryel oto dgiktn N, dNAad1 o Up , lvar avtd mov Aépe 0 Yevikdg dpog. [a va givor pia
OEPA TANPOG OPIGUEVT] APKEL VOL ODGOLLLE TOV YEVIKO OPO MG GLVAPTNOT TOL deiKTN N .
Mo amd Tic To amALG GEPEG EVOL 1) YEMUETPIKT] TPOOJOG ,

1,%, %, %3,
1 omoio £xgt yevikd dpo tov X" ,dnAadn T vioot) dHvapn Tov X. Av ypayovpe To 4OpoIGHe TOV
TPAOTOV N dpwV TG GEPAG ToTE PpioKovpe

1 x"

Xt X+, .+ X T2 —=
14 X+ X+, .+ XM
1-x 1—x

KaBag ot tipég Tov N avédvovtal 1 aptOuntikn| T 1o KAGGHATOG % GLYKAIVEL GTO OplO
unodév , M av&aveton mépa amd kdbe 6p1o , GOLE®VA [E TO av VITOBEGOVIE OTL 1) APOUNTIKY TN
TOV X givan pikpoTepN 1N pHeyolvtepn g povadag. Me Bdon v mpdtn vdBeon copmepaivovpe
OTL M TPO0SOG
1, %, %23,
etvar suykiivovca celpd 1 omoia £xel ABpoilsLa TO i Kot pe Béiomn ) 6evtepn vmodBeon 1 idwa
nmpd0do¢ eivar amokAiivovoa celpd , | omoia oV Exel Bpoioual.
AxolovBdvtag TiG apyEG TOV opicOpE TaPATdVEd OTL 1) GEPA
(1)  Uo, Uy, Ug,....., Un Unsa, .
elvat suykiivovca , etvar tkovn Kot avaykoio cuvinkn 01t ot adEoVoEG TOL N KAvovy TO
adBpotopa
Sn = Upt Uzt Uot....+, Un+ Un+e,...
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va 6LYKAveL 6€ éva aTtafepd Op1o S. Me dAda Aoyl eivor tkovo Kot ovorykaio , Yo ameipg
peyaAeg TIEG Tov N, ta afpoicuata

Sn s Snel, Snt2 1 e
Vo SlpEPOVY amd TO OPLO S KOl GLVERMDGS TO £va 0mtd TO GALO ,KOTA TOAD UIKPEG TOGOTNTEC.
Emumiéov ot drapopéc Peta&y tov mpdTov abpoicpatog Sy kot kdbe emdpevov opilovtan
CULPMOVO, LLE TIG TOPAKATO EEIGMCELG

Sn+1 = Sn = Un ,

Sn+2 = Sn = Un + Uns1,

Sn+3—Sn = Uy + Upsr + Ups,

Q¢ ex T0UTOV TPOKEWEVOL M| 6P (1) va cuykAivel Tpémel TpdTa am’ dAa 0 YeEVIKOG 6pog Uy
va @Bivel aneproprota kabdg to N av&dvel. AAAE ovTh 1 KATAoTOON deV apKel Ko TPEMEL EMIoNC
v OEOVGEG TIUES TOV N TOL SLaPOPETIKA afpoicpato

Un + Un+1,
Un + Upsz T Unsz

Anhaon ta toc0 abpoicuata afpoicpuato TV OGOV TOGOTNTOV

Un , Unszy Uns2 e

elvar emBopetd , apyilovtog pe To TPAOTO TEAKE GLVEYMS Vo AAUPAVOLY aplOUNTIKES TIUES
pkpdtepeg amd onotodnmote Opro. Kdébe popd mov avtég o1 mpovmobécel mAnpovvior 1
oLYKAON NG GEPAG tvarl eyyumpévn.
Ag mhpovpe Yo TaPASELY LA T YEOUETPIKY TPOOSO

)  1,x,x5%,...
Av 1 ap@unTiky T Tov X ivar peyaAdTepn g LOVASaG , 0 YeVIKOG Opoc X' avédvel
aneproploto pali pe To N, KoL 1) TOPATHPNOT QLT Kot HOVO apKEL Yo vo oploTel amokAivovsa n
oelpd. Axoun n oepd eivon amokAivovsa ov X=+1 1 X= - 1 61011 N ap1OUNTIKY T TOV YEVIKOV
opov ov givar 1 dev pBivel amepropiota 6tov avédvet to N. QoTdG0 av 1N APOUNTIKY TN TOV
Xetva pikpotepn tov 1 tote T abpoicpata omolmvonmoTe Opwv TG GEPAS EEKIVAOVTOS 0md TOV

n 3
X', TOL gval TA:
n

X,
1—x?2
Xn + Xn+1 — Xn ’
1—x
1—x3
Xn + Xn+1 +Xn+2 — Xn X

Eivon petaéd tov opiov X" kat
—X

Kot 1o xaBéva yiveton ameipog pikpo yio omeipog peydieg TYES TOV N. ZUVENHOS 1 0P Etvat
oLyKAivovsa.

Yav 0e0TEPO TOPASELYLOL OIG TAPOVLE TNV APlOUNTIKY CEPA
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e 1

)

N |-
W=

1
'Z' ) T T e

O yevikog 6pog g GEPAS TOL glvar O 1 ,00iver amepropiota Kabmg To N awavet . Qotdco N
n

. . . . . . . 1 1 .
oelpad ogv givar cuykAivovsa 010t To dBpoicpa Twv OpwV ard TO 1 HexpLTo —— mov gival
n n

L
n+1l n+2 2n—1 2n
Eivon mévta peyarvtepo amd
1.1
2n 2

Omola Ko av €tvon 1 Ty tov N.

Yuvenmg 1o dBpoicua dev PBivel amepldploTa e TNV OOENOT TOV TIL®V TOL N, ;0Twg Oa
YwoTa av 1 GEPA NToV cuykAivovsa. Ag tpocBécovpe 0Tt , av opicovpe To ABpoicua Twv N
TPAOTOV OpoV NG oe1pds (3) Sy Kot N peyaAvTEPN dVVAUT TOL 2 TOL PPAcETal amd To N+1 Kot
10 2", 101E éY0VpE

1 1 1
Sp= 1+ E+ §+ et ——

n+l
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
>1+ E+(§+Z) +(E+g+;+§)+ ..... +(2m_1+1 2m_1_|_2-|'2—m),
1 1 1 1 m
+o 4 oD = ikl
kot Sy > 1 2+2+2+ +2 1+2

Ao avtd ovumepaivovpe 6Tt To ABpoicpa S, avEavel anepiopiota pali pe Tov aKEpoLo M Kot
EMOUEVOG LE TOV N, TTOV €ivan pal vEQ amddeEn Yo TNV oOKALoT GEPAC.

Ag e€eTdo0oVE TEPAUTEP® TNV OPLOUNTIKY| GEPA

1 1 1

1
4 1, - e, ————
(4) 17127123 ’1-2:3-.n’

N

Ot 6pot g oepdc e deiktn peyalvtepo and N etvon

1 1 1
1-2:3..n’1-2:3..n(n+1)" 1-2:3-..n(n+1)(n+2)"""" """ '

Ot omoiot eivon pukpOTEPOL OO TOVS AVTIGTOLYOVG OPOVS TNE YEMUETPIKNG TPOOGOOV

1 1 1
1-23.n" 123 ...mn " 123...nn2’" """ ’

Yuvenmg to 4Opolcpa TOAADY 0md TOVS apPyKovS 0povg (OcwV OpwV elval emBvuntd) eival
névta pKpdTEPO amd T0 AOPOIGLA TV OVTIGTOY®V OPMOV TNG YEOUETPIKNG TPOOSOV , 1| OTTOoin
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elvatl ocvykMvovoo Kot kotd peilova Adyo givarl pikpotepo amd To AOpOoIGHa TNG GEWPAS ALTIC.
Anhaon
1 1 1 1

123..m 1 T 1-23-.-(n—1) n—1

Eme1on avtd 1o tedevtaio aBpoiopa ebivel anepiopiota Kabdg to N avédvel cuvendyetal Ot 1
oelpd (4) eivar cuykAivovsa. Xvppotikd SnAdvel To dBpoioua TS GEPAS OVTNG e To €. Me v
npocOﬁKn TV N npo')tmv OpwV €yovpe o Katd TpocsEyyion T tov aplfpom e.

1
1 + 2T m t ot 123 -(n—-1)

2OUPoVa e ovTd Tov POAS lmape To oA Ba etvar ikpdTEPO amd TOV VIOGTO OPO KT

1
p—r Q¢ ex T00TOL Yo TapddELypa av N= 11 Bpickovpe TV TPOGEYYIGTIKT TN TOL € Vo Etvot

n—
(5) e=2.7182818.....,
1 1
KOl TO OQOALN GE QVTH TNV TEPITTOOT VUL PIKPOTEPO OO TO KAACHUO ———————— KOTQ —,
part Ty ep N HUkpotep M 3456789 10 10’
1
0V givol ———— , ko €161 6gv emnpedlel v ERdoun dekodikn Oéon.
m 36.288.000 iy mmpedlet mv EBdoun 1 Ogon

O apBudc e, 0nmg HOAIS Tov opicayle , xpnolponoteitot cuyva 6to dfpolcua GePdg Kot GTovV
anelpooTikd Aoyloud. AoyapBuoi Tov Eyovv oav Baomn tov e Aéyovtar Napierian yio tov Napier,
TOV EPEVPETN TOV AOYapiBumV Kot TG VIEPPOANG , O10TL LETPAVE T O1G.POPO. TUNLLATO TG
TEPLOYNG LETAED TG 1IGOTAEVPNG VIEPPOANG KOl TOV ACHUTTOTOV TNG.

I'evika opilovpe 10 dBpoicua cuYKAIvOvoaS GEPES LE TO AOPOIGHA TOV TPOTOV OP®V
oL akoAovBeital and amosiwnnTikd. Etol 6tav n oepd

Uop, Uy, U2, U3, ...
elval ocvykiMvovoa , To dfpotopa g elval

Uopt+ Ui+ Uoxt+ Us+.....
Amd ovt) ™ Gﬁuﬁacn n nm'] TOV e Kaeopi@mt anod v eicmon

— + - _ .
6) e=1 + +123+1234+ )

KO 0V KAT010G GKS(p‘CSl ‘CT]V YEOUETPIKT TPOOSO
1%, %, %3,
"Exovpue yuo Tipég tov X pikpotepeg and 1,
1

(7) 1+x+x+xX+.....= —
1—x

Xvpporilovtag To dOpoilGpa TG GLYKAIVOLGOG GEPAG
Uo, Uz, U2, U3, .
LE S KOt TO AOPpOIoUO TOV NTPATOV Op®V UE Sy £YOVUE
S = Upt Uit Uot....+ Upt Upsg +. .
= Sp + Uns Une1+
Me amotéleoua
S=Sp = Unp+ Up+1 +
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Ao avtr| TV TeEdevToia ££icmon cuvendyeTal OTL 01 TOCOTNTEG
Un+ Un+1 +Un+2,.+
oynuatiCouv pa véa cuykiivovca 6epd , To ABpoicua g onoiag givat ico pe S- Sy Av
OVOTOPOCTHGOVUE aVTO TO dBpotola pE Iy , E(OVUE
S=S,+ I,
kot o Iy, ovopdaletor vrorouro ¢ oepds (1) mov Eekvael amd Tov N-06Td 0pO.
Agvmobécovpe 6t o1 6pot g oepdg (1) meprapfdvovy Kamowo petaAnt X. Av
OEPA €IVl GLYKAIVOLGO KOt 01 018pOopoL Opot TN elval GLVEXEIS GLVAPTNGELS TOV X GE pid
TEPLOYN CLYKEKPIUEVNG TIUNG TS HETAPANTNAG , TOTE Ol
Sny Iy kot S

elval emiong TPELg CLVOPTNOELS TNG LETAPANTAG X, 1] TPMTN EK TWV OTOIMV EIVOL TPOPAVDS
OLVEYNG MG TPOG X GE 0L TEPLOYT TNG AVTIGTOYMGS TIUNG TOL X. Agdopévou avtov ag e&etdcovpie
T1G AVENCELS AVTAOV TOV TPUDV GLVAPTHGEMV OTOV ALEAVETOL TO X KOTA ol ameipmg Pikp
mocoTTO o [0 OAeg TIC dLVATEG TIEG TOL N M AENGN TG Sp elivar amelpoeddyiotn. H avénon
™m¢ Iy, Omog kol Iy 1 10w, yiveton aneipwg pikpn yio ToAd peydiec tipég tov n . Katd
CLVETELD, Ko 1] o0EN O™ TG S TPEMEL vaL vl amelpm¢ LKkpT). Ao AT TNV TOPOTPNON
ovumepaivovpe TNV akOAoLON TpdTOION:

Oeodpnua | . — Otav dtdpopot 6pot ¢ aepdc (1) ivor cuvaptioelg g idtog
HETOPANTAG X , GUVEXEIG WG TTPOG X GE 0L TEPLOYT CLYKEKPIUEVNC TIUNG TNG LETAPANTAS Yo TV
omoia 1 oelpd cvyKAivel , To dBpoiopa S TS GEPAS glval emiong pid GVYKATVOLCA GLVAPTNON
TOV X GTNV TEPLOYT| TNG GVYKEKPLUEVTG TUNG.

3.2 OEMEAIQAEY OEQPHMA THX AATEBPAX

O Cauchy oto kepdroto 10 Tov Cours d Analyse, (BS ceh. 217), napovoialet amoddeién tov
Aeyopévov @EMEAIQAOYE OEQPHMATOX THX AATEBPAZX. (2XOAIO. H opoioyia givar
«IGTOPIKT, O10TL TEMKE 00TE NG dAyePpac elvan ovte (Wraitepa Bepelddeg eitvar). Ot
amodeitelg mov Eyovpe Ppel, OAec ypNoILOTOLOHV KATO10 OPLOKY| £VVOLa, T.). TO OTL KGOE
TOAVMOVVUO TTEPLTTOV PaBIOV LE TPAYUATIKOVG CUVTEAEGTEG EXEL TOLAGYIGTOV [0l TPOYLLOTIKY|
pila, (mov glvan amhd mopoua tov Bewpruatog Bolzano). Emiong onueidvovue o1t ot
alyeBplotéc BprKav codpaTo OTOL va xovv pileg Ta ToOAVOVLLL TOVGS. ). Oa Aéyape OTL oUEPQ
o1 o PuooAoYIKEG amodeibelc tov OEMEAIQAOYYE OEQPHMATOX THX AATEBPAZ,
OVIIKOVV 0T0 TAOUGLa TG Bempiog TV UIyadIKdOV GUVOPTHCEMV.

O Caychy oamodewcvoet o Bedpnuo facilOUEVOS GTNV TPIYOVOUETPIKT LOPPT TV
LYo dIK®OV Kat, OTme AEEL Kat 0 1610¢, ival id1ac priocopiag pe ekeivny tov Legendre Theorie des
Nombres, (BA. Tov Cours d Analyse cel. 275).
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Tatortme 1. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs ima-
ginaires des CORSInIes Gy, @,y « - s Gy Gos L'équation

(1) By Z® 4 BV e - Ay T = A== O

dans laquelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur a l'unité, a
toujours des racines réelles ou imaginaires.

Metdopoon:
Oesopnua I: Onoleg ko av pmopel va givor ot TES , TPAYHOTIKEG 1] POVIOCTIKES , TV oTodEP®V
oo, 01 5 ..., On-1 , An
n e€lowon
Q) ooy + o™t o™+ Oyt 0n =0
otV omoia To N givan évag akEPALOg HEYAAVTEPOG 1 160G TNG LOVADOC,EXEL TAVTOL LI TPOLYLOTIKT 1|

eavtactikn pica.

Cauchy, 1821, Xe). 275
Bradley- Sandifer, 2009, X¢).218

H ypoappn ™ amddeiéng etvon mepinov g e€1g: E€kivaet e TNV €15 ATOTO OTAy®YY|
VIOBETOVTOG OTL TO TOAVMVVLO dev Exel pryadtkn pila. Kat apydg e&nyel 6t vapyet Evag
dtokog pe kévrpo (0, 0), (apketd peydAng aktivag), OmTov To TOAVMVLLO OeV UndevileTan EvTOg
TOL E0MTEPIKOV TOV diokov. A€yetor OTL 1 ATOAVLTY TIUY TOV TOAV®VOLOL (TTOV glvarl
TPAYUATIKT] GLVAPTNOT)), £XEL EAAY10TO, TOVL Ba Elval 6TO E6MTEPTIKO TOV IGKOL Kol AGPOADS
dev gtvai 0, (apod vetédn 611 dev vapyovv pilec), . AovAehovtag AomdV e TOALEC TPpdEelg
YPNOLOTOIDVTOS TNV TPIYOVOUETPIKT] LOPPY] TOV HYOIIKAOV, ATOOEIKVOEL OTL Yl KAOE EAd1GTO

78




™G OOAVTNG TIUNG TOV TOAVMOVOUOV, VTEPYEL GTO ECOTEPIKO TOL dIGKOL Kot £va, AL
EAAYIOTO QKON LUKPOTEPO OO TO TPONYOLUEVO, TG POACOLE GE ATOTO.

BéBota puclodoykd avapéverl kaveic 0Tt n amdoelEn evog TETo10v Be®PNITOG OTIS APYES
0V 19” audbva, Bow Exel KATO10 KEVO. ZTNV GLYKEKPLUEVT amOdEIEN TO KEVO PpiokeTon 6TNV
TOPAO0YY OTL L0 GLVEYNG TPOAYLOTIKT GLVAPTNGT 0PIoUEVT G€ £va dioko (VITOGHVOLO TOV
eMMESOV), avaykaotikd Oa £xet éva eddyioto. (BA. Cours d analyse p. 278, BS p. 220). To
YPNOLOTOLEL YOPIg KOVEVA GYOAO Gav va Eivat KATL TO TPOEAVES 1) avToVOTTo. AT eKEL KOt
TEPOL TO eMyEipnpa Tov givar Toov Maximum modulus, (e apket) mpa&eoroyia).

A&iler va onueiwdei 611 movbevd oliov oto Cours d Analyse o Cauchy dgv ypnoiponotei
10 OTL GLVEYELG CLVOPTNOELS EYOVV ELIYIOTO OE T.Y. KAEIGTO O1AoTNLA 1] KATL TETO10.
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Katotépo vrapyet to keipevo tov Cours d Analyse (BS, cel. 220), 6mov o Cauchy

VTOBETEL OTL 1] GLVEAPTNON, TO TETPAYMOVO TOV HETPOL EVOC TOAVMVOLOV, TEPLOPILOUEVT OE
KAewoTo OloKO, £xEl EAAYLIOTO.

Il vésulte de cette derniére formule que la fonction F(u,¢), tou-
jours évidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont I'un, .

savoir
r’ﬂ — (u‘ + p‘)ﬂ-’

croitra indéfiniment si I'on attribue aux variables «, v, ou & l'une
d’elles seulement, des valeurs numériques de plus en plus grandes,
tandis que I'autre facteur convergera dans la méme hypothése vers la
limite g3, c’est-a-dire vers une limite finie différente de zéro. On en
conclura que la fonction F(u,¢) ne peut conserver une valeur finie
qu'autant que les deux quantités u, ¢ regoivent elles-mémes des va-
leurs de cette espbee, et devient infiniment grande dés que I'une des
deux quantités croit indéfiniment. De plus, comme I’équation (4)
donne pour F(x,¢) une fonction entidre, et par conséquent une fonc-
tion continue des variables « etv, il est clair que F(, ¢), variant avec
elles par degrés insensibles, et ne pouvant s'abaisser au-dessous de
zéro, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite inférieure
qu’elle ne dépassera jamais. Représentons par A cette limite, et par
Uy, vo un des systémes de valeurs finies de u et de ¢, pour lesquels
F(u,v) se réduit a A, en sorte qu’on ait identiquement

(10) F(uy vo) = A.

Cauchy, 1821, Xe). 278
Bradley- Sandifer, 2009, Xe).220




Metdopaon :

‘Eneton 6t svuvaptmon F (U, V) , ) omoia givar telkd mavta Ogtikn , ivor omotédespa Vo
TOPAYOVIOV , EK TOV OTOI®V 0 £VOG TOV €ival O

r2n :(U2 + V2)n ’

LEYOAMVEL OTTEPLOPIOTO EGV ODCOVIE GE U0 1) KO OTIG OVO PETAPANTES U, V, oOAoéva Kot
HeyoADTEPES aplOUNTIKES TYES, KOOMGS pe TV 1010 vTdBeST , 0 AAAOG TTOPBEYOVTOS GUYKAIVEL GTO
oplo po2 , TOV gtvar éva memepacévo Opto 01dpopo tov undevoc. ‘Etot cvpumepaivovpe 6t
ocvvaptnon F (U, v) dev pmopel va. 10TnpnoeL pio TETEPAGUEVT TN , EKTOG OTAV Kot Ol dVO
TOGOTNTEG U, V £XOVV TETOLEG TIUES , Kot YiveTal amepldopioto peydin otav pio omd Tig 000
nocoTNTES aEdvel amepidopiota . Emumdiéov n e€icwon

@) F(u,v) =T[ou V)] +xu, VI

divel o aképoun cvvaptnon yo v F (U, V) Kot Koté GuvETELDL o GUVEYT GLUVAPTNON TOV
uetafintov U, v 'Etot givan capég 6t F (U, V) mowidlel avaroyo pe ta U, V. pe aoBntong
Babpovg kot dev pumopel vo TEGEL KATM amd TO UNdEV Kol EMOUEVMG EMTVYYAVEL , i 1
TEPLOCOTEPEG POPES, £VAL OPIGUEVO KOTMTOTO Oplo KAT® omd To omoia dev KatePaivel. Opiote to
6p1o avtd A kat Ug Vo, £va cOGTNHO TOV U, V Yo To otoio F (U, V) @Bivel oto A. Anlodn

(10)  F (uo, vo)= A

3.3 OPIZMOX MAPATQIOY KATA CAUCHY

[Mepartépw o Cauchy mpoympet vo opicel Tnv évvoto Thg Topay®yov. Tao oyetikd Ppiokovral
OoTO
Cauchy Augustin-Louis, Euvres complétes, série 2, tome 4
Résumé des lecons données a I'Ecole royale polytechnique sur le calcul infinitésimal p.9-261
Lecons sur le calcul différentiel p.265-609

Tov Aowro¥ Ba o ovopdlovpe «Resume» .

{ Opiopodg opiov katd Cauchy:
“Otav o1 01000)1KES TYEG OV amodidovTal oe pia petafAnty| tedkd mpoceyyifovv o otobepn

TN , KO €V TEAEL KATOANYOLV VA, S1PEPOLV Omd ATy TOG0 Alyo, 660 givar emBvuNTo , N
otabepn| T ovopdaletal 6plo OA®V TV GAA®V.’ }
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I va opicel 0 Cauchy v rapaymyo pe paon avtov Tov opiopd tov opiov Bcdpnoe
70 0p1o TOV AOYov TOV drPopdv [f(X+i)-f(X)]/ | o€ éva dvaotnpna mov civar cvveymg n ().
‘H mapdymyog givar To 6p1o 100 ANAIKOV OTEPOELAYLGTOV S10POp®V.’(6€A.126)
[H cvvéyeia yperalotav étor wote kot 1 f(x+i)-f(X) kot 1o | ev téhel Tawtdypova vo cuykAivovv
670 Op1o UNdEV N 1odvvaua va gival anelpoerdyioteg moocdmtes. Av kot o Cauchy dev 1o 6pioe
noté 0vTO Gav Bedpnpa kdbe drapopioiun cuvaptnon tpénet va givar cuveyne.]
O Cauchy mapatipnoe, 6nwg Kot TOAAOL TPOKATOYOL TOV, OTL TAPOAO TOL KoL O APLOUNTAC Kot O
TOPOVOLOGTNG TOV AOYOL TEVOLV 6TO UNdEV , ‘0 AdYog pmopel va cuykAivel € dALo Hplo BeTicd
N apvntikd.” EmmAéov o Cauchy npdobeoe : © Avtd 10 0plo OTov VITAPYEL , EXEL UIOL TEMEPACUEVT
T o Kale X, aAAG wowciAder pali pe to X... Ba givon pia véa cuvaptnon tov X ... ['a va
dei&ovpe avt TV oYEoN LE TO X SIvovuE TN VED GLVAPTNGT TOL OVOUALETOL TAPAYM®YOS
ovvaptnong [function derivee] kot T cvufolriovue pe Tpocdnkn evog tovov. Yy’ 1 F(X)

[Grabiner, 1981, XeA.125,]

Onwg paiveror and 10 YOAAKO TP®TOTLTO, Hio Kot £(EL 0picEL TO OPLO GLVEPTNONG, TPOYWPEL
va opicel v tapdymyo (DERIVEE), mpaypotikng ocvvaptnong pidg petafintc. Tnv opilet
Omm¢ Ko onpepa TV opilel g to 6plo Tov Pactkod TnAikov (F(x+i)-f(X))/i, 6tav i anyaiver
o10 0.

Onog poivetal 6To YOAMKO TpOTITLTO, AUECHG LETA VITOAOYILEL TV TTaplymYO TG X
YPNOCLOTOIMVTAG TO VL0 ToL Nevtwva, Kt Bpiokel 0Tt 1| Tapdymyog ival 1 cuvdptnon nx"*
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Lorsque la fonction 3 — f{x) reste continue entre deux limites
cdonnées de la variable a7, et gue l'on assigne 2 cette variable une
valeur comprise entre les deux limites dont il s'agit, un aceroisse-
ment infiniment petit, attribué i la variable, produit un acerois-
sement infiniment petit de la fonction elle-méme. Par conséquent,
si I'on pose alors Ax =— 7, les deux termes du rappors aux différences

1) By __ f(x i) — f(x)
Az P

seront des guantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux
termes s’approcheront indéfiniment ¢t simultanément de la limite
#éro, le rapport lni-méme pourra converger vers une aufre limite,
soit positive, soit négative. Cette limite, lorsqu’elle existe. a une
valeur déterminée pour chagque valeur particuliere de ar; mais elle
varie avec . Ainsi, par exemple, si I'on prend f(x) =— &=, m dési-
gnant un nombre entier, le rapport entre les différences infiniment

petiles sera

(- 2)ym — gpm m{n —1 . .
M—)‘.-—- = pram— —(—l——-?—)m"'—’z e e B

et il aura pour limite la guantité ma™—1, c’est-a-dire une nouvelle
q

fonction de la variable x. Il en sera de méme en général: scule-

Resume Calcul Infinitésimal oeA. 22.

83



3.4  Ozopnpo Méong Tpng

O Cauchy dev 6pioe amhd TV TOPAY®YO GALL YPNOUOTOINGE TOV OPIoUO TOL Y10 VO, amodEiEet
Beopnuota wov oyetiovtal pe Tapay®YoLs Kot £T61 £QTINEE TNV TPAOTN awotnpn Bewpio oTig
mopaydyovs. To onuaviikd Bedpnua avtg g Bewpiog eivar to €ENG:
Av n f(X) givar cuveyng peta&d tov X-Xo , X- X kot A givan 1o gddytoto (minimum) g f'(X) og
avto 10 dtdotnpo kot B givor to péyioto (maximum) tote A < [f(X) — f(Xo)] / (X- Xo) < B.(O
Cauchy éypaye v avicdtra < Aektikd) Ot cvpPoropoi ivar g Grabiner.

[Grabiner, 1981. XeA.126]

(55) minf'(x) < S92 < maxf(x)  yia f(X) ouvei HeTaED TV X= Xo Kat X= X

To Bedpnpa péong Tung (5.6) yuo Tig Tapay®@yovg eival Eva e0Kolo Topiopa TG oxéong (5.5)
Kot ToV BE@PNUOTOC EVOLALESNG TIUNG Y10 GLVEXEIS GLVAPTNGELS.

Av f'(X) givar cuveyng pneta&d Tmv X=Xp kKot X=X +h tote vdpyet Eva O peta&d tov 0 kot 1 dote

(5.6) [f(xo +h)- f(xo)]/ h = f'(xo +6h)

O Cauchy é6pioe 10 faciko Osdpnpo og &ig:

‘Av f(X) givan ooverng petad TOV opiov X=X X= X Kot opicovpns A T1] pIKPOTEPN TIUY] KO
B ™ peyoivtepn tipn wov propsi va Adaper i) f'(X) oto dvdstnpa ,0 Aoyog [f(X) — f(Xo)]/
(X- Xo) 0a Tep1éyeTan omwodmote peTAd TOV A Ko B.

Andoeiln. 'Ectm 6, € 6vo mod0 pikpoi apiOpoi. O Tp®@TOC EMALYETAL £TGL DOTE Y10
KGOg Ty Tov | KpoTEPN 0T6 & Kt Yo KAOE T TOV X TOV TEPLEYETHL HETOUED TOV 0PiOV
Xo, X 0 AM0Y0G
f(x+ 1) —f(x) /i
vo. givol wavto peyolvtepog ano f'(X)- € [Zto Cauchy’s Oeuvres gival katd AdOoc ypappévo
f(x)- €]
Kol pkpotepog amé f'(X)+ . Av mapepparovpe N-1 Tipég g peTafintig X petalv Tov
opiov Xo, X, ONAadn X1, X2, ..., Xn-1 ,

£161 OoTE 1 OroPopd X-Xp ownpedel 6ta Xi- Xo, X2 — X1 ,.... X-Xp1

omov 0La Oa £xovv To 1010 TPOoNNO KoL O aPOUNTIKES TINES Eival IKPOTEPES 0O O ,TOTE,
£@000Vv amé Tovg AOY0VG

(5) f(X1) —f(Xo) /X1- X0, F(X2) =F(X1) /X2- X1 ....... , F(X) =f(Xn-1) IX- Xn-1

0 Tp@TOG O mEP1EeTaN pETalH TV opicv F'(Xp)- &, T'(Xp) +& ,0 devTEPOG PETALD TOV OpidV
F'(X1)- & T'(X1) t& , KTA. KGO Abyog Oa civar peyaldTEPOS amd A- € Kou pkpoteEpog amé B +&
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. Emmiéov €@ocov o1 Loyor (5) £xovv Tapovopacstig idlov TPooiov ,av SLuPECOVIE TO
afpoopa TOV apOUNTAOV TOVGS , £YOVUE ATOKTIGEL £VO. NEGO AOYO0 ,0 0TT0i0Gg TEPLE(ETAL
RETAED TOV PEYUAVTEPOV K TOV MIKPOTEPOU.

"Etor o tomoc (4) [f(X) — f(Xo)]/ (X- Xo) pe Tov omoio cvpminter 0 pécog Aoyog Oa
Bpioketar peTald Tov opiov A- € kor B+ £, Kol 0£60pévov 0TL TO CUUTEPAOHA AVTO LOYVEL
aveEapTNTa 0T TO TOGO PIKPO NTOPEL VO EIVAL TO € NTOPOVUE VO GOUTTEPAVOVE OTL O
Aoyog (4) 0o pémer va. mepréyeTal petaly Tov A ko B.

IIépiopa. Av n mapaywyos cvvaptnoen f'(X) eivan cuveyng peta&d Tov opiov X= Xp ,
X= X T0TE 1 oVVAPTION CVT] KAODG TN yaivel 0o To £va 0pLo 6To AL 00 TOIKIALEL KOTA
T£TO10 TPOTO DOTE VO TEPEXETUNL TAVTO PETOED TOV A Kot B kon va Aappdver dradoyikd
o)ec Tic evorapeoeg Tipés. ' ETol omowadnmote evordpeon ntocotnta petalv Tov A ko B 0a
givarl o Ty ™6 F'(X) mov avtioToryEi 6 pa Tipn Tov X wov PpickeTar peTald TOV 0piedV
Xo , X=Xp +th 1 w60dvvopa o€ po Tipq Tov X TG 6YEong
Xo +0h = Xo + 0 (X- Xp ),
o0mov 70 0 givan évag aprOpldg PIKPOTEPOS TNS HOVAdUS. AV EQaPROGOVUE AVTY] TNV
nopoTHPnon 6T oyéon (4) pTOPOVUE VO, GLUTEPAVOVIE OTL VTTAPYEL , nETAED TOV 0pieV ()
kot 1, o Tipn Tov O ov kavomoiei Ty e€icmwon

[F(X) = Fo)] 1 (X-Xo) = F[Xo + B(X = Xo)]
1 wodvvapa TV eicmon
(6) [f(Xo + h)- f(X0)] / h = (%o + 6h)

Eg@odcov n tehevtaio oyéon 16yvEL Y0 0TOLOO1TOTE TN TOV X TOV O6TY| 6)YE0T) Eivan
YPORREVO Gav Xp , 060 1) suvaption f(X) ko n Tapaywyoég g f'(X) Tapapévooy cuveyeig
netadd Tov opimv X= Xg, X= Xoth &yovpe yevikd, epdoov w6vovv avToi ol 6por, TV
TOPOKATO oyéon

(7) [f(x + h)- f(x)] / h =f(x + Bh)
"Enerro ypagovrag AX avti ywa h govpe
(8) [f(x + AXx)- f(X)] / h = f"(x + 6 AX) AX

Ipéner va onpeimOei 6TL 6115 e€lomoerg (7) ko (8) To 0 Oa dnraver évav dyvooto aplOpd
(u apvnTIKO) PIKPOTEPO TG pHOVAdOC.

[Grabiner, 1981, XeA.168 Appendix]
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Tutorene. — St, la fonction f(x) étant continue entre les limites © = x,,
z =X, on désigre par A laplus petite, et par B la plus grande des valeurs
que la fonction derivée f'( ) regoit dans cet intervalle, le rapport auz dif-
ferences finies
J(X) — f(z)
(4) . X2,

sera necessairement compris enire A et B,

Démonstration. — Désignons par ¢, ¢ deux nombres trés petits, le
premier étant choisi de telle sorte que, pour des valeurs numériques
de ¢ inférieures & d, et pour une valeur quelconque de & comprise
entre les limites z,, X, le rapport

Sz +i) ~f(2)
{
reste toujours supérieur a f(z) — ¢ et inférieur 3 f'(#) 4+ «. Si, entre
les limites ,, X, on interpose n — 1 valeurs nouvelles de la variable z,
savoir

Lyy Loy «ony Tp—py

de maniere a diviser la différence X — z, en éléments

Ty Loy Foe— Tyy «ouy X—a',,._,,
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| CALCUL DIFFERENTIEL. . 48
qui, étant tous de méme signe, aient des valeurs numériques infé-
rieures & 8, les fractions

.ﬂ-”t)"'f(-’lf'a), f(”z)"‘f(-’l’l), ooy f(x)“f(‘”u-l),

& — T — X - Zpy

(5)

se trouvant comprises, la premitre entre les limi@es S(@)— ¢
f(z,) +¢, la seconde entre les limites f(z,) — ¢, f(z) +¢ -0
‘seront toutes supérieures  la quantité A — ¢, et inférieures 2 la quan-
tité B +.¢. D'ailleurs, les fractions (5) ayant des dénominateurs de
méme signe, si lon divise la somme de leurs numérateurs par la
somme de leurs dénominateurs, on obtiendra une fraction moyenne,
c’est-a-dire comprise entre la plus petite et la plus grande de celles
que I'on considére (voir 'dnalyse algébrique, Note II, théoréme XII).
L'expression (4), avec laquelle cette moyenne coincide, sera donc
elle-méme renfermée entre les limites A — g, B + ¢, et, comume cette
conclusion subsiste quelque petit quesoitle nombre e, on peut affirmer
que P’expression (4) sera comprise entre A et B.

Corollaire. — Si la fonction dérivée f(z) est elle-méme continue
entre les limites # = x,, z =X, en passant d’une limite & Pautre,
cette fonction variera de manitre i rester toujours comprise entre les
deux valeurs A et B, et a prgndre successivement toutes les valeurs
intermédiaires. Done alors toute quantité moyenne entre A et B sera
une valeur de f’(x) correspondante i une valeur de @ renfermée entre
les limites «, et X = z, -+ & ou, ce qui revient au méme, & une valeur

de = de la forme
2o+ 00 =z + H(X — 20},

0 désignant un nombre inférieur & I'unité. En appliquant cette
remarque a I'expression (4), on en conclura qu'il existe entre les
limites o et 1 une valeur de 8 propre & vérifier I'équation

SR =S ) _ p1[ 7yt (X — )]

X —z,




%6 RESUME DES LECONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL,
ou, ce qui revient au méme, la suivante :

(6) Stz ",3 =) — iz + 1),

Cette derniére formule devant subsister quelle que soit la valeur de 2
représentée par x,, pourvu que la fonetion f(x) et sa dérivée f'(x)
restent continues entre les valeurs extrémes @ = =, z=x,+ &, 0n
aura généralement, sous cette condition,

o L) =S @)y o,

puis, en écrivant Az au lieu de %, on en tirera
(8) . flz +Ar) —flz) =["(x + 0Az) Az.

1 est essentiel d'observer que, dans les équations (7) et (8), 0 désigne
toujours un nombre inconnu, mais inférieur a I'unité.

Exemples. — En appliquantla formule (7) aux fonetions ¢, la, on
trouve

(z+R)e—2% _ Hz+h)—lz 1t
A =a(z— 8k, [ T+ 0k
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3.5 Hoepayayion cvvOeTng cuvapTnong.

Yvveyiletl pe Tov Kavova TG Topaydyiong cuvhETOV GUVAPTHCEMS TOV GVVHBW®S ovopdaleTol
Osdpnua s Alvcidag (Chain Rule). Zto akdrouBo yolkod keipevo daivetal n anodeiln, oe
KEVTPLKO OnElo TNG omolag £XEL £va KEVO . .

Soit maintenant = unc seconde fonction de x, liée i la premiére
¥ = Jf(x) par la formule

(2) s =F(y)-

s ou F[f(x)] sera ce qu’on appelle une Jfonctiorn de fonction de la
variable x; et, si I'on désigne par Ax, Ay, As les accroissements
infiniment petits et simultanés des trois variables , ¥, 5, on trou-

vera
Az Fly+AvY—-F(y)_ F(r+ar)—F(y) sy

Ax Ax - Ay Ax’
p uis, en passant aux limites,
(3) s=y'Fy) =S"(=) F'Lf(=)]

( Resume o). 25)

Oa 10 e€nynoovpe. Xwpig moALEG Aemttopépeleg ag Bempricovpe 6VO GLVAPTIGELS TOV
ovvtifevtol Kot £xovv Kot ot 600 mapdywyo, v T kat g kot éotm F 1 6vvBeon tovg, mov et
tomo F(t)=f(g(t)). To Khaocowkd nnAiko g mapaydyiong eivat To

(F(t+e)-F(t))/e mov givar ico pe( f(g(t+e))-f(g(t)))/s. Teportépm yivetar to oAicOnuo otL

(f(g(t+e))-f(a())/e =( (f(g(t+e))-f(a(t) )/((9(t+e)-9(t) ) (((9(t+e)-g(v))/e ) xon omb exei kon mépa

émetal e0KoA To Bedpnua.

To ohicOnua éykertor oto 6TL T0 g(t+e)-g(t) pmopei va eivar 0 Yo Sidpopeg TYEG Tov €. AVTO TO
onpeio Bélel mpocoyn|. O evilaPepOUEVOS OvVaYVAOGTNG Uopel va kottdEet m.y. Neypendving X.,
lNotémoviog X., INavvaxoviog E., Anelpooticog Aoyiopnog I oeh. 338, TInywpidng oeA. 72,
Apostol Tom. Mathematical analysis oe. 106, Brand Louis, ce). 144, Hardy 10" ed ce). 216,
Lennes Nels Johann, Veblen Oswald ceh. 100, «Am.
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O X. T'. [Taraotowpiong pLov avéeepe Tpopopikd ta Tapakdto: To Biprio Hardy G. H. A
course of pure Mathematics, éva and to Staonudtepa didaxtikd cvyypaupote tov 20°” adva,
mpwtoekdoBév 10 1908 pe 10 ekdooelg emg To 1952 Kot TOAAEG ETAVAKTUTMGELS, £1YE EGPOALEVN
amOSEIEN TOV BE@PALATOC AVTOD GTIC TPOTES Tpelc exdosELC Tov, (BAéme Hardy 3™ ed, oel. 245)
. Ta kdmoteg dexaetieg petd to Cours d Analyse, to ohcobnpo onpeio dev giye yivel avtiAnmto.
Towg n Tpmd T cOTH 0mddeEN £600N amd tov Dini oto Lezioni di Analisi Infinitesimale (1877).
Yyetkog PAéne Carslaw ko Kellogg.

210 oyolkd Piiio Avopeaddine Xtoiavog, Katsapydpng Bacierog, Métg Ztépavoc,
Mmnpovyottag Kov/vog, TTarmactovpiong Zravpog, [ToAvloc 'edpyrog. Mabnuoatucd I' Tdéng
I'evikov Avkeiov, Oetikn kot Teyvoroywkn Katevbvvorn. OEAB 2010, cel. 302, ota 1oT0pikd
onpewpata wov Eypaye o Ap I'dvvng Ompaidng, avaeépetal n advvapio 6Ty amddeEn Tov
Cauchy:

«Mg agpemnpia avtdév ToV 0ptopd, o Cauchy VTOAOYICE TIG TAPAYDYOVS TOV
Bacikdv cuVOPTNCEDV Kot OTEGEIEE TOVS KAVOVEG TNG TOPAYDYLIONG.

[Ly. T tov iaitepa oNUOVTIKO KOVOVE TNG TOPAYDYOL LG cHVOETNC GVL-
véptnong, £dmae Vv akoAovdn anddeén:

"Eoto z po de0TEPN GLVAPTNGN TOV X, GUVIEOUEVT e TNV TP Y= f(X)
péom tov tomov z =F (y ) . H z 7 F[f(x)] etvon avtr) mov ovopdleton ov-
VAPTNON LIKG GLVAPTNONG TNG LETAPANTIG X KO OV Ol OEPOEAAYIGTES KOl
TOVTOYPOVEG OVENCELS TOV X, Y Kot Z GVUPOAIoTOVVY e AX, Ay, Az avti-

otoya, T0tE Oa efvan

Az _ Fy+4y)-F(y) _ Fy+4y)-F(y) Ay
Ax Ax Ay Ax

(1)

Ao vV, TEPVAOVTAS GTA OPla., EYOVUE

2’ =F(y)y =Ffx] () ()

(*) "Eva advvato onpeio autg g amddeEng, mov apopd v wwotnta (1), etvor 6t yio pkpég
un undevikéc Tyég tov Ax , pmopei va woydel Ay = f(x + Ax) - f(X)= 0.

Mo S10aKTIKY] TPOTAOT) TOPELNG TPOG KATOVONOT TNG 10£0G TNG ATOdEIENS, Kol €V GLVEYELD TV
eKTEAEDT) TNG OTOdEIENC, eival 1) ENG: ATtO Ta Topomave epeaviletat TpdPAnua otav 1o (
(9(t+€)-g(t) ) eivor 0 kat yo pn pundevikd €. Atokpivovpe Aoumdv 600 TEPMTOCELC.
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IMEPITITQXH A. Yzrdpyet mepioy tov 0, ®oTE av 10 € aviKeL 6TV TTEPLOYN avTn, 1oyvet (g(t+e)-
g(t) )=0 uoévov otav £=0. XtV mepinTo™n 0T TPOY®POVUE OHOAA. AVTN givat 1] €0KOAN
TEPITTOON.

[MEPITITQXH B. 'Ectw Aoutdv 6t yio KaOe meproyn Tov 0, viapyel un UnoeviKo €, TETO0 MOTE
((g(t+€)-g(1))=0. Apov 6umc 1 g £xel Tapdywyo oto t, (€€ vmobécemc), Tdte edKOAM PAETEL
kaveic 6t g'(1)=0. Apa to Bedpnua TS 0AVGId0G OMOSEIKVIETAL OTNV TEPITTOOT OUTH, OV
anmodeifovpe Ot (f(g(t))” =0. O otd)0¢ givar Aowtov va dei&ovpe Ot to mnAiko ( f(g(t+e))-
f(g(t)))/e pmopei va yiver «pukpd» yia «pkpo» (Kot pn pndevikod) €. Otov Aowmdv 1o € givar and
eketva mov ((g(t+e)-g(t) ) = 0, to mnAiko eivor 0 (611 o pkpd o BELaE). v evavTia
nepinT®on 1o TAiKo yiveton (Ywpig TpOPANUO TOPO) TO TAPOTAVE YIVOUEVO KOl IGYVEL OTL KAVEL
o ... Cauchy.
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EIIIAOI'OX

Cauchy-Bolzano

Ta emrevyparo tov Cauchy (1789-1857) av kot e€oupetikd dev frav povadikd. O cOyypovog Tov
Bernhard Bolzano (1781-1848) éxove mapopotes avakoAdYeLS. Av Kat Ogv glxe HeYOAN EXppon
OTO Lo UaTIKG TNG ETOYNG TOL TO £pY0 TOL TV ££0ic10. Aedopévou OtL BELoVpE Va
Kotodafovpe Tog ennpedotnke o Cauchy amd Tovg TPOKATOXOVS TOL Ha dOVUE AV EXNPEAGOYV
tov Bolzano xatd tov id1o tpomo. H tavtdypovn avakdioyn toug pog mopéxet Evo eEAEYYOLEVO
neipapo. T'a 1o okomd owtd Ba cuykpivovpe ta emttedypoto Tov Bolzano kot tov Cauchy.

O Bolzano 6nmg kou o Cauchy f0eie va. 0écel o€ avotnpég faoelg Ty avdAivorn. To T
Bewpovoe 0Tt elvar aVTO OV KAVEL P amdOEEN VGNP PaiveTot omd TOVg TITAOVS TOV EYOVV
ot epyacieg Tov. I1. y. "purely analytic proof" tov Oempfpotog eVOLAUES®Y TILDY Y10 GVVEYELG
ocuvaptnoels. Ocwpel Ot To TAVTO TPETEL VO TPOKLTTTOLY Otd TNV dAyERpa ympic va
eneovifovtot amelpooTd, YE®UETPia, 1) £VVOL0 TOV YDPOL KOl TOL YPOVOL OTOIONTOTE AL
dransOnTikn évvorla. Kot yio tov Bolzano 6mwe ko yuo tov Cauchy n dhyeppa tov ovicotitov
énaiée omovdaio poro otig anodeiEels. AAAA YTav o £vtovog o dtoywpiopds tov Bolzano pe to
naperdov. Mo mapddetypo oe avtiBeon pe ™ ocvvmpnrikn oporoyia Tov Cauchy amopevyet
oKOTIO TH YADGGO, TG Kiviong kot Tov 6po ometpoerdytoto “infinitesimal’. O Bolzano
EMELTOL ATOJEIKVVEL TO Be®PN L EVOIAUECOV TYLMV GUVEXOLG cuvaptnong. H anddeién 1 onoia
nrav dtapopetiky and avty Tov Cauchy ypnoonolel ovtd Tov ouepa ovoudlovue WO TA
Bolzano — Weierstrass yio. mpoaypatikode apibpode. [Kabe povotovn kot gpoyuévn akorovdia
ovykAivel.]. EmmAéov o€ gpyacia tov to 1817 ypnoiponotel avtd mov onuepa AELE KPLTHPLO
Cauchy yia ovykiion akolovbiog, To omoio o Cauchy dnlmoe ®g KPITNPLo GVYKAGNG GEPAS TO
1821.

Ta emtevypoto tov Bolzano dev otopatoldv edm. X endueveg epyaciec ywpig va &yl dapdost
10, BipAia Tov Cauchy o Bolzano éxave emmpocOetn epyooia. EneEepydotnke og pa Paon
AVIGOTNT®V TOAAES IOLOTNTEG TOPAYDY®V, peYioT®V Kot oelpég Taylor. Mo omovdaia
aVOKAAVYT) TOL NTOV TO TOPASELYLLO GLVEYOVG GLVAPTNONG ,1 omoia dev ivan TovBeva
dtpopioyun.

Oczopeitar 0T n cvunTOON peTaéd TOV epyacidv Tov Cauchy (1821-1823) kat tov Bolzano
(1817) eivor oAb peyddn yuo va givan toyxaio. O Ivor Grattan- Guinnes fewmpei 0Tt 6A0 T0

npoypappo tov Cauchy mov avayetl to Loyiopo oto analyse algebrique, ypnoiponoidvrog
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avicOTNTEG Y1a TIG Pacikég Evvoleg Yo va eival avatnpog , o pumopel va eEnynbet amd
nponyodueveg epyaciec tov Cauchy. E&nyei v cduntwon Bswpdvtog 6t o Cauchy éxet det Tic
gpyaocieg Tov Bolzano kot tic ypnoonotel ympic va tov avaeépst. Ankovel eniong 611 o Cauchy
£x€1 SAVEIOTEL TOV 0PSO GLVEXOLS GLVApPTNONG Kprtipto Cauchy kat v omddelén yio to
Bedpnua evoldpecoV TIHOV cuveEX0DS cuvaptnong ortd Tov Bolzano. H Grabiner de pmopei va
TEL LLE GLYOVPLA OV 1oYVEL KATL TETOL0 aAAE Oepel OTL 01 OPOLOTNTEG VINPYOV AOY® TOL OTL
ennpealovrovcav amd kowvovg Tapdyovieg g emoyngs. [O H. Freudenthal kot o H. Sinaceur
&yovv d&ilel OTL LTLAPYOLVY EVVOI0AOYIKEC drapopég avaueoa og Cauchy kot Bolzano. ]

Ovrte o Cauchy ovte 0 Bolzano eiyov Avcet 6da to mpofAnpota otnv avaivon uéypt to 1825.
Yrapyovv 600 peydro keva otig epyacieg tov Cauchy. IMpmtov dev Egydpioe ) cvyKAon and
™V opoldpopen cvykAilon (6nmg ovte o Bolzano) kat t cuvéyeio and TV OHoOLOPPT GLVEXELQ
Kol OEVTEPOV EVM YPNOLUOTOINGE TOAAE OEIDUOTO TOV TPAYLATIKOV aplOumv dev elye
KOTOVONGEL TAP®G T LGN TNG TANPOTNTOGS 1) TIS TOTOAOYIKES 1O1OTNTEG TOV GUVOAOL TMV
mpaypatikov apipav. ‘Etot £dmoe o AavBoacsuévn anddeién yio ™ 60YKAGN EVOAAAGCOUEVOV
cEPDOV, 1 omoio, propei evkola va dtopbmBei pe t Pondeta Tov kpirnpiov Tov Cauchy.

To unépdepa peta&b cvveyovg Kot katd onpeio 10thTOV 0d1ynoe tov Cauchy ot tociyveot
am6delén «proofy tov Adbog BempaTOC OTL ATELPT] GELPG GVVEYDV GLUVAPTHGEDV EIVOL GUVEYNC.
To 1816 o Bolzano eniong fewpovoe 61t 1oydel avtd. To 1826 o Abel (1802-1829) ot perét

TOV Y10, T1] GLVEYELN 0OPOIGHLOTOG OVVOUOGEIPDOV ONUOGIEVCE AVTITAPAdELY IO G6TO AGOOG

Bedpnua tov Cauchy odrd dev avayvopioe to AdBog Tov oty amoddelln.

Eniong o AekTikdc opiopog Tov opimv Kot TG CLVEYELNG TOL Xpnotonoteito and tovg Cauchy
kot Bolzano kpvfetl tv dudkpion petaéd « yio Kabe g, vrapyet & yio Kabe y» Kot «yio kaOe € ko
v kéOe y, vILdpyeL Eval O». AVAPEGH GTOVS TUTOVG Y10 TIG WOLOTNTES TNG TANPATNTOS VITEDETE OTL
wo epayuévn, povotovn akorovdio cvykiivel og Eva 6plo kat 6Tt To Kprrnplo Cauchy givon
EMOPKNS GLVONKN Y1 T GVYKAIoN GEpds. Evd katovoovse 0Tt évag mpaylatikog LTOopoUsGE VoL
op1oTEl 0OV OPlO PNTAOV JEV AVETTVLEE QLTI TOV TNV EVOPOGT GTOV OPIGUO 1 OTIC WOOTNTEG TV
npoypatik®dv. o tov Cauchy ftov kdTt un avoyKoio ot TpoyUaTikol Kol GUVETELEG TNG
povotoviag. Me avtd acyoAndnkay dilot pabnuatikoi 6nmg or Weierstrass (1815-1897), Heine
(1821-1881), Meray (1835-1911), Cantor (1845-1918) xou Dedekind (1831-1916). A6 tov
Cauchy ennpedotrav ot Abel, Bolzano, Dirichlet (1805-1859), Riemann (1826-1866) kot péow

tov Abel kot o Weierstrass. O Cauchy ftov avtog mov ‘6ida&e’ avotpr| avdivon OAn thv
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Evponn , evd o1 epyacieg tov Bolzano fitav axdoua oyeddv adidpacteg puéypt to 1860. O Adyog
givon ev uépm kowvwvikog kot didaktikog. H Ecole Polytechnique oto IMoapict 6mov mapédide o

Cauchy to pabfquoato Tov fTay | TpdOTH ETOTHUOVIKT 6x0An oty Evpdnn kot to [apict frav
70 KEVTPO TOV pofnpotikod kocpov. Eved avtiBeta o Bolzano epyalotav oty Ipdya kot oy

TEPLOCOTEPO YVMOGTOG 0V PLAOGOPOG Kot BEoAdyog Tapd cav padnuatikde.

Mopoxato topadéTovpe TIC SNUELOGELS TOV Adfape amé Tov kadnynti B. Neotopion.
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npwtotl 12 avrtiototyovv pe to Gallica, to ca;lcul infinitecimal eivat o tépog 16 (12+4 Série 2, tome 4
tou galica,) To Cabrigde ypnowonoiei tohootepn £kdoon Gautier Villars)
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