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«Οι εκδρομζσ ςτθ χϊρα των μακθματικϊν δεν ζχουν ςαφζσ δρομολόγιο·  
μπορείτε να ταξιδεφετε προσ όποια κατεφκυνςθ κζλετε και να επιςκεφτείτε 

οποιαδιποτε περιοχι. Θ πρϊτθ ςασ ςτάςθ μπορεί να είναι θ χϊρα των Ρρϊτων 

Αρικμϊν όπου θ αναηιτθςθ του μεγαλφτερου πρϊτου αρικμοφ δίνει ςθμαντικζσ 

πλθροφορίεσ για τθ δθμιουργία αδιαπζραςτων ςυςτθμάτων αςφαλείασ των 

θλεκτρονικϊν υπολογιςτϊν. Μπορείτε μετά να ςυνεχίςετε νότια προσ τθ χϊρα τθσ 

Ανάλυςθσ όπου ζνα φαινομενικά απλό πρόβλθμα που ταλαιπωρεί τουσ 

τοπογράφουσ χρόνια ολόκλθρα, μόλισ λφκθκε. Υπάρχει ακόμα θ Τοπολογία όπου θ 

ελάχιςτθ επιφάνεια μιασ ςαπουνόφουςκασ επαναλαμβάνεται ςτθν καταςκευι 

μεγάλων αψίδων. Στθν οροςειρά των κλαςματικϊν ανακαλφπτετε καινοφργιουσ 

τρόπουσ για τθν περιγραφι πολλϊν φυςικϊν φαινομζνων, κάτι που ιταν αδφνατο 

να γίνει παλιότερα. Στθ κάλαςςα τθσ Στατιςτικισ μπορείτε να ρίξετε ζνα κζρμα 

τθλεφωνικά, απόλυτα ςίγουροι ότι ο ςυμπαίκτθσ ςασ δε ςασ ρίχνει. 

Καλωςορίςατε λοιπόν ςτθ χϊρα των Μακθματικϊν. Κακίςτε αναπαυτικά, 

χαλαρϊςτε κι απολαφςτε το ταξίδι. Εραςιτζχνεσ ι άνκρωποι του μακθματικοφ 

χϊρου κα αποκτιςετε μια καλφτερθ άποψθ του δυναμικοφ και χριςιμου κόςμου 

των ςφγχρονων Μακθματικϊν». 

                                                                                                                     Ivars Peterson  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Θ ςπουδι των Μακθματικϊν κζτει ςτουσ μακθτζσ αλλά κυρίωσ ςτουσ 

κακθγθτζσ, απαιτιςεισ όςο καμιά άλλθ Επιςτιμθ. Οι απαιτιςεισ αυτζσ είναι 

ςυνζπεια τθσ «φφςθσ των πραγμάτων». Ο άνκρωποσ από καταβολισ του 

«βολεφεται» ςτθν αςάφεια, ςτο περίπου και ςτθν αβεβαιότθτα. Δεν κζλει να 

«γνωρίηει ακριβϊσ», αφοφ ςτθν κακθμερινι του εναςχόλθςθ δεν του είναι 

απαραίτθτο. Με το ςκεπτικό αυτό βρίςκει αφφςικο, ακατόρκωτο αυτό που 

διακρίνει τα Μακθματικά: θ ςαφινεια, θ ακρίβεια, θ ςχολαςτικι φροντίδα ςτθ 

χριςθ των οριςμϊν, θ αυςτθρότθτα των αποδείξεων (Ραντελίδθσ, Γ., 1998). 

Θ Ανάλυςθ αποτελεί το πιο ιςχυρό και τελείωσ απαραίτθτο εργαλείο για κάκε 

ςε βάκοσ εξζταςθ προβλθμάτων που απαςχολοφν ςιμερα εκτόσ από τα 

Μακθματικά, τθν Φυςικι, τθν Τεχνολογία, τθν Βιολογία, τθν Λατρικι, τθν Οικονομία, 

τισ Κοινωνικζσ Επιςτιμεσ. Στθν Ανάλυςθ ειςάγεται για πρϊτθ φορά θ ζννοια τθσ 

αρίκμθςθσ και ςυνεχοφσ διαδικαςίασ, θ ζννοια τθσ προςεγγίςεωσ με τθν ειςαγωγι 

του ορίου κακϊσ και θ γνωςτι από τθν Αρχαιότθτα ζννοια τθσ εξαντλιςεωσ για τον 

υπολογιςμό των εμβαδϊν. 

Λόγω λοιπόν τθσ μεγάλθσ ςθμαςίασ τθσ Ανάλυςθσ ςε ζνα ευρφ πεδίο 

επιςτθμϊν, θ διδαςκαλίασ τθσ αποτελεί ζνα από τα κεντρικά κζματα τθσ 

μακθματικισ εκπαίδευςθσ. Ρολλζσ διεκνείσ ζρευνεσ, τονίηουν πωσ οι περιςςότεροι 

μακθτζσ που τελειϊνουν τθν δευτεροβάκμια εκπαίδευςθ, παρουςιάηουν 

προβλιματα ςτθν κατανόθςθ των εννοιϊν τθσ Ανάλυςθσ που ζχουν διδαχκεί και 

ιδιαίτερα ςτθν ζννοια του ορίου, κακϊσ οι ςθμαντικζσ ζννοιεσ παράγωγοσ, 

ολοκλιρωμα ςτθρίηονται ςϋ αυτι. Συνεπϊσ το κζμα τθσ διδαςκαλίασ τθσ Ανάλυςθσ 

είναι ζνα ςθμαντικό πρόβλθμα τθσ μακθματικισ εκπαίδευςθσ. Ωσ βαςικι αιτία 

εντοπίηεται θ λογικι που διζπει τθ διδαςκαλία των μακθμάτων Ανάλυςθσ ςτα 

τελευταία χρόνια ςπουδϊν τθσ δευτεροβάκμιασ εκπαίδευςθσ. Οι μακθτζσ 

αντιλαμβάνονται τθν Ανάλυςθ ωσ μια ςειρά δεξιοτιτων που πρζπει να μάκουν, οι 

οποίεσ τουσ χρθςιμεφουν για να λφνουν αςκιςεισ, να υπολογίηουν ποςότθτεσ με 

χριςθ γνωςτϊν μεκόδων. Είναι αλικεια ότι οι περιςςότερεσ αςκιςεισ των ςχολικϊν 

βιβλίων μποροφν να αντιμετωπιςτοφν επιτυχϊσ με επιφανειακζσ γνϊςεισ, χωρίσ 
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κάποια βακφτερθ εννοιολογικι κατανόθςθ. Θ κλαςικι ακολουκία οριςμόσ – 

κεϊρθμα – απόδειξθ που παρουςιάηεται ςτθν διδαςκαλία, δθμιουργεί 

παραπλανθτικι άποψθ ςχετικά με τα Μακθματικά, κακϊσ δεν τουσ δείχνει τθ 

διαδικαςία ςυλλογιςμοφ ςτα Μακθματικά, δεν τουσ βοθκάει να χρθςιμοποιοφν τθν 

διαίςκθςι τουσ όταν ςκζφτονται πάνω ςτισ ζννοιεσ.   

Τα παραπάνω ςυνδζονται με  μια γενικότερθ  μακθματικι πρακτικι  

επιφανειακϊν ςτρατθγικϊν (Lithner, 2004).  Οι  πρακτικζσ αυτζσ  παράγονται από το 

διδακτικό προςωπικό και  ςιωπθρά ι ρθτά επιβάλλονται  από τα ςχολικά εγχειρίδια 

και τα ςχολικά αναλυτικά προγράμματα (Ferrini-Mundy & Graham,  1991). Ακόμθ 

και ςε πανεπιςτθμιακό επίπεδο, αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα τον εντοπιςμό  ςοβαρϊν  

δυςκολιϊν  για τουσ  φοιτθτζσ όταν ζρχονται αντιμζτωποι  με μθ-αλγορικμικοφ 

τφπου προβλιματα, τα οποία ςυνεπάγονται  εννοιολογικι κατανόθςθ (Gonzales-

Martin & Camacho, 2004).  

Θ διδαςκαλία τθσ Ανάλυςθσ ςτθν δευτεροβάκμια εκπαίδευςθ εςτιάηει ςτθν 

εκμάκθςθ διαδικαςιϊν και αλγορίκμων χωρίσ να δίνει τθν απαιτοφμενθ ςθμαςία 

ςτθ διαίςκθςθ και ςτθ δθμιουργία πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων των εννοιϊν, οι 

οποίεσ κα ςυνζβαλαν ςτθν ουςιαςτικι τουσ κατανόθςθ. Ροιοτικι και εφςτοχθ 

χριςθ των αναπαραςτάςεων δεν ςυντελεί απλϊσ ςτθν κατανόθςθ των 

μακθματικϊν εννοιϊν, αλλά βοθκά και ςτθν  ανάπτυξθ τθσ μακθματικισ ςκζψθσ 

του μακθτι. Αυτι επιτυγχάνεται όταν ο μακθτισ κα χρθςιμοποιιςει διαφορετικζσ 

αναπαραςτάςεισ τθσ ζννοιασ ωσ εργαλείο ςτθν προςπάκειά του να κατανοιςει μια 

απόδειξθ ι και να καταςκευάςει ο ίδιοσ μια απόδειξθ.  

O Schwatzenberger (1980) ιςχυρίηεται ότι οι μακθματικζσ δυςκολίεσ τθσ 

κλαςικισ ανάλυςθσ δεν επιδζχονται μια απλι εξιγθςθ. Με βάςθ αυτι τθ κζςθ, ςε 

κάκε διαιςκθτικό ςχθματιςμό των εννοιϊν του απειροςτικοφ λογιςμοφ κα 

εμφανίηονται ςυχνά ςτουσ μακθτζσ οι βαςικζσ του δυςκολίεσ. Ο Tall (1985) όμωσ 

ιςχυρίηεται ότι το παραπάνω επιχείρθμα αναδεικνφει τισ μακθματικζσ δυςκολίεσ 

τθσ ανάλυςθσ και όχι τισ γνωςτικζσ δυςκολίεσ του απειροςτικοφ λογιςμοφ.  Ρωσ κα 

μπορζςει όμωσ θ διδαςκαλία τθσ Ανάλυςθσ να είναι αποτελεςματικι;  Θ απάντθςθ 

ςτο ερϊτθμα δεν είναι κακόλου απλι. Το ςίγουρο είναι πωσ ζνα από τα ςτοιχεία 

που βοθκοφν ςτθν δθμιουργία πολλαπλϊν και πρόςκετα δυναμικϊν 
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αναπαραςτάςεων, είναι θ χριςθ των νζων τεχνολογιϊν. Θ βάςθ τθσ Ανάλυςθσ είναι 

οι άπειρεσ διαδικαςίεσ. Μια άγνωςτθ ποςότθτα τθν υπολογίηουμε προςεγγίηοντασ 

τθν από γνωςτζσ ποςότθτεσ. Μια τζτοια διαδικαςία περιζχει κίνθςθ, είναι δθλαδι 

μια δυναμικι διαδικαςία. Είναι λοιπόν φυςικό πωσ τζτοιου τφπου διαδικαςίεσ 

μποροφν να κατανοθκοφν καλφτερα μζςα ςε ζνα κατάλλθλο περιβάλλον. Ροιο είναι 

όμωσ αυτό;  Κοιτϊντασ το παρελκόν, βλζπουμε πωσ οι ρίηεσ τθσ Ανάλυςθσ και τα 

προβλιματα που οδιγθςαν ςτθ δθμιουργία τουσ, ςυνδζονται με τθν Γεωμετρία και 

τθν Φυςικι. Ο ςυνδυαςμόσ τθσ δυναμικισ φφςθσ τθν εννοιϊν τθσ Ανάλυςθσ με τισ 

ιςτορικζσ τθσ ρίηεσ, οδθγοφν αβίαςτα ςτθ ςκζψθ πωσ θ διδαςκαλία τθσ Ανάλυςθσ με 

χριςθ εργαλείων δυναμικισ Γεωμετρίασ, μπορεί να βοθκιςει ςτθν καλφτερθ 

κατανόθςι τθσ (Calgeo, 2007). 

Ζνα άλλο ςθμαντικό κζμα είναι θ  ανάπτυξθ ςωςτϊν διαιςκιςεων από τουσ 

μακθτζσ, θ οποία  ςυνδζεται άμεςα με τισ αντιλιψεισ που ζχουν ςχθματίςει οι 

μακθτζσ για τθν ζννοια πριν τθν διδαςκαλία τθσ.  Αυτζσ οι αντιλιψεισ μπορεί να 

ζχουν ςχθματιςτεί είτε από χριςθ του μακθματικοφ όρου για τθν ζννοια ςτθν 

κακθμερινι ηωι, είτε από  τθν διδαςκαλία ειδικϊν περιπτϊςεων τθσ ζννοιασ ςε 

προθγοφμενεσ τάξεισ. Χαρακτθριςτικό παράδειγμα αποτελεί θ ζννοια του ορίου, 

κακϊσ πολφ πριν διδαχκεί ο μακθτισ τθν ςυγκεκριμζνθ ζννοια, οι μακθτζσ ζχουν 

ακοφςει και χρθςιμοποιιςει ςτθν κακθμερινι τουσ ηωι τον όρο  «όριο», όπωσ π.χ. 

όριο ταχφτθτασ. Αυτό ζχει ωσ ςυνζπεια να δθμιουργείται θ αντίλθψθ ότι το «όριο 

είναι ζνα αξεπζραςτο φράγμα». Είναι λοιπόν αυτονόθτο πωσ αν κατά τθν 

διδαςκαλία δεν λθφκοφν υπόψθ προχπάρχουςεσ αντιλιψεισ, τότε αυτζσ 

παραμζνουν και δθμιουργοφν εμπόδια ςτθν κατανόθςθ. 

Θ ζννοια του ορίου  ςυνάρτθςθσ παρζχει ζνα κατάλλθλο και ενδιαφζρον 

πλαίςιο για τθ µελζτθ των µακθµατικϊν πεποικιςεων και διαιςκιςεων. Θ ζννοια 

αυτι, που όπωσ ιδθ αναφζρκθκε  αποτελεί τθν κεµελιϊδθ ζννοια του 

Απειροςτικοφ Λογιςµοφ,  είναι δφςκολθ ςτθν κατάκτθςι τθσ από τουσ µακθτζσ 

(Davis & Vinner, 1986  Sierpinska, 1987  Tall & Vinner, 1981). Δυςτυχϊσ, οι µακθτζσ 

εξακολουκοφν ςυχνά να διατθροφν ατελείσ και εςφαλμζνεσ  αντιλιψεισ για το όριο 

ακόµθ κι ζπειτα από προςεγµζνθ διδαςκαλία (Davis & Vinner, 1986, Williams, 

1991). Ζχουν καταγραφεί ςτθν διεκνι βιβλιογραφία αρκετά μοντζλα του ορίου (ο 



11 

 

Cornu τα ονομάηει αυκόρμθτα) από τουσ μακθτζσ, κάποια από τα οποία είναι 

αςυνεπι προσ τον τυπικό οριςμό. Οι οριακζσ διαδικαςίεσ δεν είναι πάντα 

διαιςκθτικζσ και αυτό οδθγεί αναπόφευκτα ςτθν δθμιουργία ενόσ τυπικοφ πλαιςίου 

για τον υπολογιςμό οριςμζνων ορίων, κάτι που φυςικά δυςκολεφει ακόμα 

περιςςότερο τουσ μακθτζσ. 

Ζχει λυκεί όμωσ το πρόβλθμα τθσ κατανόθςθσ του ορίου αν διδάξουμε ςτουσ 

μακθτζσ τον ακριβι οριςμό του; Είναι άραγε ςωςτι θ άποψθ πωσ κα είναι 

καλφτερα θ διδαςκαλία του ορίου να αρχίηει με τθν οικειοποίθςθ δεξιοτιτων και 

μεκόδων με τθν ελπίδα-πίςτθ ότι θ βακφτερθ και ουςιαςτικότερθ κατανόθςθ κα 

ζλκει αργότερα; (αυτό είναι και το ςθμερινό μοντζλο διδαςκαλίασ και αφορά 

κυρίωσ τουσ μακθτζσ που ζχουν τα Μακθματικά κατεφκυνςθσ ωσ κφριο μάκθμα και 

κα ςυνεχίςουν ςε κάποιο Μακθματικό Τμιμα). Στθν περίπτωςθ αυτι βζβαια 

κυριαρχοφν αρχικά οι «απλοϊκζσ εννοιολογικζσ αντιλιψεισ». Μπορεί θ κατανόθςθ 

να επζλκει νωρίτερα; Οι Davis & Vinner (1986) απαντάνε πωσ αυτό είναι δφςκολο, 

αλλά όχι ακατόρκωτο. 

Θ παροφςα εργαςία αποτελείται από 4 κεφάλαια. Στο πρϊτο γίνεται αρχικά 

αναφορά ςτο πωσ επιδρά θ διαίςκθςθ ςτθν διδαςκαλία των μακθματικϊν και 

ιδιαίτερα τθσ Ανάλυςθσ, όπωσ και θ ςχζςθ τθσ διαίςκθςθσ με τισ Νζεσ Τεχνολογίεσ. 

Στθ ςυνζχεια ερευνάται ο ρόλοσ τθσ οπτικοποίθςθσ (ςτατικισ ι δυναμικισ) ςτθν 

αποδεικτικι διαδικαςία και ιδιαίτερα ςτθν διδαςκαλία και μάκθςθ τθσ 

μακθματικισ ανάλυςθσ. Τζλοσ  αναλφεται θ ςυνειςφορά των αναπαραςτάςεων 

ςτθν διδαςκαλία των μακθματικϊν και πιο ςυγκεκριμζνα του ορίου τθσ 

ςυνάρτθςθσ, ενϊ πρόςκετα παρατίκεται μια διδακτικι προςζγγιςθ ςτον ε-δ οριςμό 

του ορίου. 

Το δεφτερο κεφάλαιο  αναφζρεται ςτθν Διδακτικι των Μακθματικϊν με 

χριςθ νζων τεχνολογιϊν, αρχίηοντασ με μια αναςκόπθςθ τθσ χριςθσ τεχνολογικϊν 

εργαλείων ςτθ διδακτικι πράξθ και ειδικότερα τθσ εξζλιξθσ τθσ ΔτΜ με τα εργαλεία 

τθσ Ψθφιακισ Τεχνολογίασ μζχρι τα ςφγχρονα εκπαιδευτικά (μακθματικά) 

λογιςμικά. Τεκμθριϊνεται θ ανάγκθ χριςθσ των λογιςμικϊν ςτθν μακθματικι 

εκπαίδευςθ, όμωσ παράλλθλα τίκενται και οι προχποκζςεισ χριςθσ, αλλά και οι 

προβλθματιςμοί. Τζλοσ  γίνεται ειδικι μνεία ςτα ςφγχρονα Java applets που ςιμερα 
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χρθςιμοποιοφνται εκτενϊσ, ζχοντασ γίνει απαραίτθτα εργαλεία κατανόθςθσ 

εννοιϊν και αποδεικτικϊν διαδικαςιϊν.  

Στο τρίτο  κεφάλαιο γίνεται αρχικά μια ιςτορικι αναδρομι ςτθν ζννοια του 

ορίου. Βλζπουμε πωσ θ γίνεται θ μετάβαςθ από το αξίωμα του Ευδόξου ςτο όριο 

ακολουκίασ, όπωσ και το ότι το όριο ςυνάρτθςθσ υποκρφπτεται ςτθν αρχι τθσ 

εξάντλθςθσ. Επίςθσ ερευνάται θ ςφνδεςθ των παραδόξων του Ηινωνα αλλά και των 

πλευρικϊν-διαμετρικϊν αρικμϊν των Ρυκαγορείων με τθν ζννοια του ορίου. Στθν 

ςυνζχεια, θ μελζτθ τθσ ιςτορικισ εξζλιξθσ μετατίκεται ςτθν νεϊτερθ εποχι (17οσ – 

19οσ αιϊνασ) και πιο ςυγκεκριμζνα ςτισ εργαςίεσ (κυρίωσ) των Newton, Leibniz, 

Cauchy, D’ Alebert  για να καταλιξουμε ςτον φορμαλιςτικό οριςμό του Weierstrass. 

Επίςθσ χαρτογραφοφνται τα επιςτθμολογικά εμπόδια ςτθν ιςτορικι εξζλιξθ του 

ορίου, ενϊ παράλλθλα γίνεται εκτενισ αναφορά ςτθν ερευνθτικι βιβλιογραφία 

ςχετικά με τα προβλιματα διδαςκαλίασ και κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ του ορίου. 

Ειδικότερα, ερευνάται θ πικανι ομοιότθτα των δυςκολιϊν κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ, 

βάςει των ςθμερινϊν μεκόδων διδαςκαλίασ, με τισ δυςκολίεσ  που ςτο παρελκόν 

αντιμετϊπιςαν και  ςθμαντικοί μακθματικοί κατά τθν εναςχόλθςι τουσ με τθν δομι 

και το φφοσ τθσ ζννοιασ. Επίςθσ παρατίκενται ερευνθτικά ςυμπεράςματα ςχετικά 

με τισ επιδόςεισ μακθτϊν ςε δραςτθριότθτεσ με το όριο ςυνάρτθςθσ, φςτερα από 

ςυμβατικζσ διδαςκαλίεσ και διδαςκαλίεσ ςτθριηόμενεσ ςτισ νζεσ τεχνολογίεσ. Το 

κφριο μζροσ του κεφαλαίου περιλαμβάνει  διάφορεσ ιδζεσ και τρόπουσ διδαςκαλίασ 

του ορίου με τθν χριςθ μακθματικοφ λογιςμικοφ ςτθν Ελλάδα αλλά και γενικότερα 

ςε παγκόςμιο επίπεδο. 

Τo τζταρτο κεφάλαιο  αποτελεί το ερευνθτικό κομμάτι τθσ εργαςίασ. 

Επιχειρείται μια προςωπικι ζρευνα ςε μακθτζσ τθσ Γϋ Λυκείου με ςτόχο τθν 

διερεφνθςθ των πεποικιςεων-αντιλιψεων τουσ ςχετικά με τθν ζννοια του ορίου 

μζςω ενόσ ερωτθματολογίου, αλλά και τθν διδαςκαλία του ε-δ οριςμοφ του ορίου 

με τθν χριςθ του μακθματικοφ λογιςμικοφ Euclidraw. Στουσ μακθτζσ που 

ςυμμετείχαν ςτο μάκθμα δόκθκε  και  ζνα δεφτερο ερωτθματολόγιο με ςκοπό να 

εντοπιςτεί τυχόν μεταβολι του βακμοφ κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ. Μπορεί βζβαια το 

δείγμα να ιταν μικρό (30 μακθτζσ) για εξαγωγι αςφαλϊν ςυμπεραςμάτων, αλλά 
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γενικά επιβεβαιϊκθκαν προθγοφμενα ερευνθτικά ςυμπεράςματα για τισ 

παρανοιςεισ των μακθτϊν ςτθν ζννοια του ορίου.  
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   ΚΔΦΑΛΑΗΟ.  ΑΝΑΠΑΡΑΣΑΔΗ  ΚΑΗ  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ 

 

 1.1  Ο ρόλοσ τησ διαύςθηςησ ςτα μαθηματικϊ 

Θ διαίςκθςθ εκφράηει μια βακιά ανάγκθ τθσ διανοθτικισ ςυμπεριφοράσ μασ 

κατά τθ διάρκεια του ςυλλογιςμοφ μασ να ςτθριχκοφμε ςε αναπαραςτάςεισ και 

ιδζεσ που εμφανίηονται, υποκειμενικά ςαν βζβαιεσ, λογικά ςυγκροτθμζνεσ και 

ςαφείσ (Fischbein 1987).  

Ο όροσ «intuition» ςτθν αγγλικι γλϊςςα μεταφράηεται ςτα ελλθνικά με τουσ 

όρουσ διαίςκθςθ, ενόραςθ, εποπτεία. Οι ζννοιεσ αυτζσ κεωροφνται ςυγγενικζσ, με 

τθν διαφορά  ςτο νόθμα τουσ να είναι αρκετά λεπτι. Για τθν ζννοια τθσ διαίςκθςθσ 

υπάρχουν οι επόμενεσ διατυπϊςεισ : 

Διαίςκθςθ είναι θ αντίλθψθ μιασ ζννοιασ-κατάςταςθσ χωρίσ τθν ςυμβολι 

τθσ λογικισ, θ ενςτικτϊδθσ γνϊςθ, θ κατανόθςθ με το υποςυνείδθτο, χωρίσ τθν 

επζμβαςθ του λογικοφ  διαίςκθςθ είναι  επίςθσ  θ απροςδιόριςτθ γνϊςθ αυτοφ 

που δεν μπορεί να αποδειχτεί με τθ λογικι ι αυτοφ που δεν υπάρχει ακόμθ. 

Διαίςκθςθ κα λζγαμε ότι είναι θ ολιςτικι ςφλλθψθ τθσ αντιμετϊπιςθσ ενόσ 

προβλιματοσ – ερωτιματοσ, που ζχει ωσ βαςικό προϊόν τθν διατφπωςθ εικαςιϊν. Θ 

διαιςκθτικι ςκζψθ, ςε αντιδιαςτολι με τθν αναλυτικι, δεν προχωρά με 

προςεκτικά, ςαφι βιματα και είναι ςυμπλθρωματικισ φφςεωσ. Επιτρζπει άλματα 

και καταςκευάηει ζνα δρόμο, πάνω ςτον οποίο κα κινθκεί θ αναλυτικι ςκζψθ. Θ 

διαίςκθςθ τονίηει αυτό που αιςκανόμαςτε ωσ ςωςτό, ωσ πιο αλθκζσ, πιο πικανό, 

χωρίσ να ζχουμε ακόμθ μια προφανι ι εμφανι λογικι αιτιολόγθςθ για αυτι τθν 

προδιάκεςθ. Θ επιβεβαίωςθ τθσ αλικειασ τθσ ι όχι, κα γίνει με τθν (παραδεκτι) 

μζκοδο τθσ απόδειξθσ. Θ διαίςκθςθ είναι µια κακολικι (ςφαιρικι) αντιχθςθ ςτον 

εγκζφαλο και εξαρτάται από τθ γνωςτικι δοµι του ατόµου, θ οποία µε τθ ςειρά τθσ 

επίςθσ εξαρτάται από τθν προθγοφµενθ εµπειρία του ατόµου (Tall, 1991).  

Ενόραςθ είναι θ ςε βάκοσ αντίλθψθ μιασ ζννοιασ ι μιασ κατάςταςθσ. Είναι 

επίςθσ το αποτζλεςμα ενόσ εςωτερικοφ φωτιςμοφ, μιασ ςτιγμιαίασ ζμπνευςθσ, ςτθν 

προςπάκεια  προςζγγιςθσ μιασ λφςθσ ενόσ προβλιματοσ. Μάλλον ςχετίηεται με τθν  
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αιφνίδια ανακάλυψθ, τθν επινόθςθ μιασ λφςθσ προβλιματοσ, θ οποία ςυνικωσ 

απαντάται ςε δαςκάλουσ των μακθματικϊν ι μακθτζσ που ζχουν μια μακρά, ζντονθ 

εναςχόλθςθ με προβλιματα και ιςχυρι μακθματικι νοοτροπία. 

Εποπτεία είναι θ ςυνολικι αντίλθψθ ενόσ κζματοσ, το να μπορεί να δει 

κανείσ μια ζννοια από πολλζσ οπτικζσ γωνίεσ, διά μζςου μιασ νοθτικισ 

αναπαράςταςθσ. Δεν φαίνεται να είναι ςτενά ςυγγενικι ζννοια με τθν διαίςκθςθ. Θ 

εποπτεία ςε κάκε τομζα των μακθματικϊν αυξάνει με τθν ςυνεχι τριβι του μακθτι 

με τισ ζννοιεσ που χρθςιμοποιοφνται  ςτον τομζα αυτό. Ρλουςιότερθ εποπτεία 

μπορεί να τον οδθγιςει ςε δθμιουργικι εργαςία, δθλαδι ςτθν διατφπωςθ και 

επίλυςθ προβλθμάτων ι ςτθ δθμιουργία νζων αποδείξεων ςε ιδθ λυμζνα 

προβλιματα. 

 Ο ςυλλογιςμόσ μασ ζχει ανάγκθ να ςτθριχτεί αρχικά ςε μια ςκζψθ που τθ 

κεωρεί διαιςκθτικά ςωςτι, ϊςτε να τθν αναπτφξει περαιτζρω και να τθν ελζγξει με 

λογικζσ ςκζψεισ. Τοφτο, το εφαρμόηουμε επανειλλθμζνα ςε προβλιματα του τφπου 

«υπάρχει ςυνάρτθςθ……..;» , «υπάρχει το όριο….;» όπου πρϊτα πρζπει να 

διαιςκανκοφμε, ςτθριηόμενοι ςτο γνωςτικό μασ υπόβακρο και ςτθν εμπειρία μασ 

τθν απάντθςθ και μετά να αποδείξουμε.  Επίςθσ ςε προβλιματα γεωμετρικϊν 

τόπων όταν παίρνουμε κάποιεσ χαρακτθριςτικζσ κζςεισ για να διαιςκανκοφμε και 

να αποκτιςουμε μια εποπτικι εικόνα για το ποιοσ μπορεί να είναι ο γεωμετρικόσ 

τόποσ. Ραρόμοια κατάςταςθ υπάρχει και ςτθ διδαςκαλία τθσ Ανάλυςθσ όταν 

προςπακοφμε να ςυνδζςουμε τθν γεωμετρικι ερμθνεία Κεωρθμάτων  με τισ 

μεκόδουσ τθσ  τυπικισ απόδειξισ των (π.χ. κεωριμα Μζςθσ Τιμισ του Διαφορικοφ 

Λογιςμοφ). Θ επινόθςθ  δεν είναι  πάντα γραμμικι ςυνάρτθςθ τθσ προχπάρχουςασ 

μακθματικισ κεωρίασ. 

Οδθγοφμαςτε λοιπόν ςτο ςυμπζραςμα πωσ θ διαίςκθςθ αποτελεί 

ςθμαντικι μεταβλθτι ςτθν ςυνάρτθςθ (πολλϊν μεταβλθτϊν) τθσ μάκθςθσ των 

μακθματικϊν και πρζπει να αςκθκεί μζςα από τθν εκπαίδευςθ, κζςθ που ζχει 

διατυπωκεί άλλωςτε από πολλοφσ μακθματικοφσ με βάςθ τθν εμπειρία τουσ αλλά 

και τα ιςτορικά γεγονότα των διαφόρων ανακαλφψεων, επινοιςεων και 

αποδείξεων. Θ καλλιζργειά τθσ διαίςκθςθσ μπορεί να επιτευχκεί, μζςα ςε κάποια 
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όρια, με το να ενκαρρφνουμε τουσ μακθτζσ να μαντεφουν και να εικάηουν, αλλά και 

μζςω τθσ οπτικοποποίθςθσ (ςτατικισ ι δυναμικισ) των εννοιϊν – προβλθμάτων. 

Θ διαιςκθτικι ςκζψθ  ςυνδζεται  με τθ μακθματικι ςκζψθ. Μακθματικι 

ςκζψθ ςθμαίνει ικανότθτα για παραγωγικό ςυλλογιςμό, αφαιρετικι ςκζψθ, 

αναλυτικζσ και ςυνκετικζσ ικανότθτεσ, διαίςκθςθ, επινοθτικότθτα, ανάπτυξθ 

αναπαραςτάςεων, ικανότθτα για γενίκευςθ. 

Κατά τον Hadamard «θ λογικι επικυρϊνει τθν κατάκτθςθ τθσ διαίςκθςθσ» 

και φυςικά είναι λίγεσ οι ανακαλφψεισ που ςτθρίχτθκαν αποκλειςτικά ςτθ λογικι. Θ 

παρζμβαςθ τθσ ενόραςθσ, που πθγάηει από το αςυνείδθτο, είναι αναγκαία 

τουλάχιςτον για τθν ζναρξθ τθσ λογικισ εργαςίασ (Hadamard, 1995). Άλλωςτε «θ 

επινόθςθ των φανταςτικϊν αρικμϊν από τον Cardano φαινόταν κακαρόσ 

παραλογιςμόσ»  (Changeux J. P. & Connes Al., 1995). 

 Αυτό βζβαια δεν ςθμαίνει ότι τα Μακθματικά μποροφν να νοθκοφν χωρίσ 

αυςτθρζσ αποδείξεισ. Θ αξία των Μακθματικϊν βρίςκεται ςτθν παραγωγικι 

απόδειξθ. Εκείνο όμωσ που πρζπει να δοφμε είναι ότι θ «μακθματικι 

δραςτθριότθτα δεν μπορεί να ςυμπεριλθφκεί μόνο ςε ζνα παραγωγικό ςχιμα» 

(Κυνθγόσ 2007). 

Θ νοοτροπία τθσ παράκεςθσ αυςτθρϊν, φορμαλιςτικϊν αποδείξεων, δεν 

ςυνάδει με τθν τρζχουςα μακθματικι πρακτικι ι τθν ςφγχρονθ φιλοςοφία τθσ 

Διδακτικισ των Μακθματικϊν (Hanna , 1991). 

Ρολλοί μακθματικοί του παρελκόντοσ, πρϊτα οδθγικθκαν ςτθν ανακάλυψθ 

και κατόπιν ςτθν απόδειξθ με τθν χρθςιμοποίθςθ μεκόδων ευρετικϊν που δεν 

ςτθρίηονταν ςτθν αυςτθρι λογικι ι είχαν προςεγγιςτικό χαρακτιρα. Τζτοια 

παραδείγματα ςυνιςτοφν οι μζκοδοι του Νεφτωνα και του Leibnitz. Ο τρόποσ που 

τα μακθματικά αναπτφχκθκαν και κατανοικθκαν απεικονίηεται πολφ εφςτοχα ςτθν 

ιςτορία του διαφορικοφ λογιςμοφ (Kline, 1970). 

Οι αποδείξεισ ανατρζπουν πολλζσ φορζσ τθν αρχικι εποπτικι αντίλθψθ. Ο 

μακθματικόσ κόςμοσ εξεπλάγθ όταν το 1872 ο Weirstrass παρουςίαςε το 

παράδειγμα μιασ ςυνάρτθςθσ ςυνεχοφσ για κάκε πραγματικι τιμι του χ αλλά χωρίσ 

παράγωγο ςε κάκε τιμι του χ.  
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«Κάκε διδαςκαλία είναι μάταιθ, αν απευκφνεται ςε κάποιον του οποίου θ 

περιζργεια δεν ζχει διεγερκεί» (Α. Grothendieck, 1986). Ρολλζσ διδακτικζσ 

προτάςεισ κεωροφν δεδομζνο το ενδιαφζρον από τθν πλευρά του μακθτι. Θ 

φανταςία και θ επινοθτικότθτα ςτα Μακθματικά, απαιτοφν το ςτοιχείο τθσ 

ελκυςτικότθτασ ςτθν διδαςκαλία για να μπορζςουν να αναπτυχκοφν και φυςικά 

είναι ξζνεσ προσ το τυπικό ςχιμα :κεϊρθμα- απόδειξθ-άςκθςθ- νζο κεϊρθμα- νζα 

απόδειξθ. Ο Tall (1991) ςθμειϊνει πωσ «για τθν κατανόθςθ των εννοιϊν από τουσ 

μακθτζσ πρζπει να βρεκεί ζνασ τρόποσ διδαςκαλίασ γνωςτικά ελκυςτικόσ από τθν 

αρχι, που κα φζρει ταυτόχρονα τουσ ςπόρουσ για τθν κατανόθςθ των τυπικϊν 

οριςμϊν των εννοιϊν που εμφανίηονται αργότερα. Ο τρόποσ με τον οποίο κα 

επιτευχκεί αυτό δεν είναι θ (επικίνδυνθ) υπεραπλοφςτευςθ των εννοιϊν, αλλά θ 

παρουςίαςθ ςτουσ μακθτζσ όλων των πτυχϊν τθσ πολυπλοκότθτά τουσ και των 

αντιπαραδειγμάτων τουσ».  

Σφμφωνα με τισ βαςικζσ ιδζεσ του δομιςμοφ (constructivism), (Piaget, Von 

Clasefeld): τα Μακθματικά δεν καταςκευάηονται από αιςκθτθριακά δεδομζνα, αλλά 

από ανκρϊπινθ νοθτικι δραςτθριότθτα, που απαιτεί ςτοχαςμό, αφαιρετικι ςκζψθ, 

αναπαραςτάςεισ με ςφμβολα, εικόνεσ, υποκζςεισ (Κυνθγόσ, 2007). 

Το μοντζλο διδαςκαλίασ των μακθματικϊν είναι ςυνικωσ αυτό τθσ ζκκεςθσ 

ολοκλθρωμζνων και «ζτοιμων» κεωριϊν, χωρίσ ςτοιχεία από τθν ιςτορικι-γενετικι 

εξζλιξθ των εννοιϊν. Ζτςι, παραμελοφμε τισ φάςεισ τθσ επϊαςθσ και ςφλλθψθσ των 

κεμελιωδϊν ιδεϊν, επιμζνοντασ ςτθν ςθμαςία των άψογων αποδείξεων ι τθσ 

παρουςίαςθσ φορμαλιςτικϊν (άρα και μάλλον δυςνόθτων) οριςμϊν. (βλ.  ε – δ  

Οριςμόσ του Ορίου Συνάρτθςθσ). 

Κάκε μακθματικι ζννοια ζχει δφο διαφορετικοφσ χαρακτιρεσ που είναι 

χριςιμο να διακρίνουμε: είναι ζνα μακθματικό αντικείμενο αλλά και ταυτόχρονα 

ζνα εργαλείο. Θ απόδοςθ νοιματοσ ςτα μακθματικά αντικείμενα και ςτισ 

μακθματικζσ πρακτικζσ ζχει ιδιαίτερθ ςθμαςία για τθ διδαςκαλία των 

Μακθματικϊν. 

Μια μακθματικι ζννοια, ζνα μακθματικό αντικείμενο δεν αιχμαλωτίηεται 

ςτον οριςμό του, οφτε καν ςτισ διάφορεσ αναπαραςτάςεισ του. Υπάρχει ζνασ 

προοδευτικόσ εμπλουτιςμόσ των εννοιϊν που γίνεται κακϊσ το άτομο προςπακεί 
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να αντιμετωπίςει διάφορα προβλιματα. Το ςφνολο των μακθματικϊν αντικειμζνων 

που κεωροφνται από τον μακθτι ςαν παραδείγματα κάποιασ μακθματικισ ζννοιασ 

δεν ςυμπίπτει απαραίτθτα με το ςφνολο των μακθματικϊν αντικειμζνων που 

κακορίηονται από τον οριςμό τθσ ζννοιασ. Αν αυτά τα δφο ςφνολα δεν είναι τα ίδια, 

τότε θ ςυμπεριφορά του μακθτι δεν κα είναι θ επικυμθτι. 

Σε ότι αφορά τθν Ανάλυςθ, οι αντιεποπτικζσ απόψεισ ζχουν οδθγιςει ςε μια 

παιδαγωγικι παρζκκλιςθ: ςτθν ουςιαςτικι απαγόρευςθ τθσ χριςθσ τθσ 

γεωμετρικισ εποπτείασ ωσ μζςο για τθν  κατανόθςθ των διαφόρων προτάςεων. Οι 

ρίηεσ αυτισ τθσ παρζκκλιςθσ βρίςκονται ςε ζναν από τουσ κεμελιωτζσ τθσ 

Ανάλυςθσ, τον K. Weierstrass, θ «αντιγεωμετρικι» ςτάςθ του οποίου ιταν 

δικαιολογθμζνθ μζςα ςτο κλίμα τθσ εποχισ του. Ασ αναρωτθκοφμε όμωσ που κα 

ιταν ςιμερα τα Μακθματικά αν ο Bombelli , o Euler , o d’ Alembert και άλλοι είχαν 

λυγίςει μπροσ ςτα προβλιματα που γεννοφςε θ απαίτθςθ τθσ αυςτθρότθτασ. Θ 

απόδειξθ του Κεμελιϊδουσ Κεωριματοσ του Ολοκλθρωτικοφ Λογιςμοφ από τον 

Barrow με χριςθ όμοιων τριγϊνων, πιςτοποιεί τθν δφναμθ τθσ γεωμετρικισ 

εποπτείασ. 

Αναφζρουμε εδϊ τθν άποψθ ενόσ μεγάλου και κακϋ όλα «αυςτθροφ» 

μακθματικοφ: (Rene Baire: «Lecons sur les Theories Generales de l’ Analyse» T.I. 

Paris 1907) «λζγεται ςυχνά ότι θ Ανάλυςθ μπορεί να χτιςκεί ξεκινϊντασ από τθν 

ζννοια του ακεραίου αρικμοφ και μόνο. Αυτό είναι ακριβζσ, αλλά αν κελιςουμε να 

ακολουκιςουμε ςυςτθματικά αυτι τθν άποψθ, αν κελιςουμε να αγνοιςουμε τθ 

Γεωμετρία, κα ςτερθκοφμε από μια πολφτιμθ βοικεια και τισ περιςςότερεσ φορζσ 

κα καταδικαςτοφμε ςε μακροςκελείσ παρεκβάςεισ. Άρα είναι προτιμότερο να 

νομιμοποιιςουμε τα αμοιβαία δάνεια που ανταλλάςςουν ςτθν πραγματικότθτα θ 

Ανάλυςθ και θ Γεωμετρία».  

Είναι αλικεια πωσ θ γεωμετρικι εποπτεία των μακθτϊν είναι μάλλον φτωχι 

και αυτό ίςωσ τουσ οδθγιςει ςε λάκθ και παρανοιςεισ, οι οποίεσ όμωσ πρζπει να 

αντιμετωπιςτοφν γόνιμα. 

Χαρακτθριςτικό παράδειγμα αποτελοφν μερικζσ βαςικζσ ζννοιεσ τθσ 

Ανάλυςθσ, όπωσ είναι οι άρτια – περιττι ςυνάρτθςθ , αφξουςα – φκίνουςα, 

φραγμζνθ. Μποροφμε να αναφζρουμε μερικζσ απλζσ ιδζεσ – ερωτιςεισ που κα 
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ςυνειςζφεραν ςτον εμπλουτιςμό και ζλεγχο τθσ γεωμετρικισ εποπτείασ των 

μακθτϊν (Μάκρασ, 1998). Ροιεσ από τισ παρακάτω προτάςεισ είναι ςωςτζσ; 

Κάκε αφξουςα ςυνάρτθςθ ςε όλο το R δεν μπορεί να είναι άνω φραγμζνθ. 

Κάκε περιττι ςυνάρτθςθ δεν μπορεί να είναι άνω φραγμζνθ. 

Κάκε ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο *α , β+  ζχει ακρότατα ςτα άκρα του 

διαςτιματοσ. 

Αν lim ( )
x

f x


   τότε f γνθςίωσ αφξουςα ςτο R . 

 Ρροχωρϊντασ ςε ζνα πιο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα κα μποροφςαμε να 

αναφζρουμε το Κεϊρθμα Μζςθσ Τιμισ του Διαφορικοφ Λογιςμοφ, θ γεωμετρικι 

ερμθνεία του οποίου δίνεται ςυνικωσ εκ των υςτζρων, ενϊ δεν δίνεται κάποιο 

επιχείρθμα για τθν «ςφλλθψθ» τθσ απόδειξθσ του. 

 

 

 

 

 

 

Μια εφαπτομζνθ κινείται πάνω ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ f. Κα γίνει 

κάποτε παράλλθλθ προσ τθν ΑΒ; 

Θ χορδι ΑΒ κινείται παράλλθλα προσ τον εαυτό τθσ. Τι ςυμβαίνει τθ 

«ςτιγμι» που παφει να τζμνει τθν Cf
  ; 

Για τθν απόδειξθ κεωροφνται ςε διάφορα βιβλία οι βοθκθτικζσ ςυναρτιςεισ 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f x f a

h x f x x a f a w x x f b f a b a f x
b a


       


, 

γιατί άραγε αυτζσ; 
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Ραρατθροφμε ότι θ ςυνάρτθςθ  

( ) 1

( ) ( ) 1

( ) 1

f x x

g x f a a

f b b

   εκφράηει το διπλάςιο 

εμβαδόν του τριγϊνου ΑΣΒ, το οποίο μθδενίηεται όταν το Σ φκάςει ςτα Α , Β  και 

γίνεται μζγιςτο όταν θ ΑΒ  είναι παράλλθλθ προσ τθν  εφαπτομζνθ τθσ  Cf  ςτο Σ. 

Επίςθσ  θ  h(x) δεν εκφράηει τίποτα άλλο από τθν διαφορά των τεταγμζνων των 

ςθμείων των γραμμϊν  ΑΒ και Cf  που ζχουν τθν ίδια τετμθμζνθ, θ οποία βζβαια 

γίνεται μζγιςτθ εκεί που θ (ε) είναι παράλλθλθ τθσ ΑΒ. Τζλοσ είναι  

 ( ) ( ) ( ) ( )

c

g x b a h x bf a af a    . Τίποτα δεν είναι τυχαίο!  

Τα παραπάνω κα μποροφςαν να αναπαραςτακοφν – διαιςκθτοποιθκοφν με 

τθν χριςθ ενόσ γεωμετρικοφ λογιςμικοφ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ρροςπακϊντασ να αιτιολογιςουμε τθν φπαρξθ τθσ ςυνάρτθςθσ  h(x), 

παρατθροφμε (με βάςθ τισ μετριςεισ), ότι το κίτρινο εμβαδό μεγιςτοποιείται τθ 

ςτιγμι που θ πράςινθ εφαπτομζνθ (ε) ςε κάκε ςθμείο τθσ Cf  με τετμθμζνθ ςτο 

διάςτθμα *α , β+, είναι παράλλθλθ προσ τθν χορδι ΑΒ (s(x)). Το μικοσ του κόκκινου 

τμιματοσ (ΣΕ) εκφράηει τισ τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ  h(x) = f(x) – s(x) (κόκκινθ γραφικι 

παράςταςθ) και προφανϊσ h(a)=h(b) = 0, που παραπζμπει ςτθν εφαρμογι του Κ. 

Rolle. 
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1.2     Διαύςθηςη  και  Νϋεσ Σεχνολογύεσ 

«Θ δφναμθ τθσ εποπτείασ ςτθν οποία εμβαπτίηεται ο χριςτθσ ενόσ 

Μακθματικοφ λογιςμικοφ τον βοθκά να κατανοιςει ςε βάκοσ το λεπτό και 

ευαίςκθτο χϊρο των Μακθματικϊν εννοιϊν εμπλουτίηοντασ ςυγχρόνωσ, μζςω των 

αιςκθτθριακϊν δεδομζνων, τον τόςο χριςιμο για τα Μακθματικά χϊρο τθσ 

διαίςκθςθσ. Θ κατευκυνόμενθ εποπτεία οδθγεί ςτθν εικαςία και αυτι με τθ ςειρά 

τθσ ςτθν ανακάλυψθ τθσ λφςθσ του προβλιματοσ» (Αυγερινόσ & Κιουλάφασ,2002). 

Ο Αρχιμιδθσ είχε πει ότι το πιο ςθμαντικό και το πιο δφςκολο ιταν να βρει το 

αποτζλεςμα, τθ λφςθ ενόσ προβλιματοσ και μετά ιταν μια μάλλον ςχετικά απλι 

υπόκεςθ, για αυτόν τουλάχιςτον, να το αποδείξει. 

 «Ειςάγοντασ κατάλλθλα, πολφπλοκεσ νοερζσ αναπαραςτάςεισ μακθματικϊν 

ιδεϊν, είναι δυνατόν να δϊςουμε μια πολφ ευρφτερθ εικόνα των δυνατϊν τρόπων 

με τουσ οποίουσ μποροφν να γίνουν αντιλθπτζσ οι ζννοιεσ, δίνοντασ ζτςι 

ιςχυρότερεσ διαιςκιςεισ από ότι με μια παραδοςιακι προςζγγιςθ. Είναι δυνατό να 

ςχεδιαςτεί λογιςμικό που επιτρζπει ςυμμετοχι του χριςτθ ϊςτε να επιτραπεί 

ςτουσ μακθτζσ να εξερευνιςουν τισ μακθματικζσ ιδζεσ με τον διττό ρόλο του, να 

είναι ταυτόχρονα άμεςα ελκυςτικό ςτουσ μακθτζσ και ταυτόχρονα να παρζχει 

κεμελιϊδεισ ζννοιεσ πάνω ςτισ οποίεσ μποροφν να δομθκοφν οι ιδζεσ. 

Εξερευνϊντασ επιτυχθμζνα και αποτυχθμζνα παραδείγματα, οι μακθτζσ μποροφν 

να αποκτιςουν τισ οπτικζσ διαιςκιςεισ που είναι απαραίτθτεσ για να παράξουν  

ιςχυρζσ τυπικζσ ενοράςεισ. Ζτςι θ διαίςκθςθ και θ τυπικότθτα ι θ αυςτθρότθτα δεν 

είναι απαραίτθτο να βρίςκονται ςε ςφγκρουςθ. Με τθν παροχι ενόσ κατάλλθλα 

ιςχυροφ πλαιςίου, θ διαίςκθςθ οδθγεί φυςιολογικά ςτθν αυςτθρότθτα τθσ 

μακθματικισ απόδειξθσ» (Tall, 1991). 

Αναγνωρίηοντασ τθν φπαρξθ διαιςκθτικϊν γνϊςεων, πρζπει να μποροφμε να 

δθμιουργιςουμε τισ ςυνκικεσ εκείνεσ που κα προωκιςουν τθν ανάπτυξι τουσ. Θ 

εικονικι ςχθματοποίθςθ των ιδεϊν μασ και φανταςίασ μασ, που πραγματοποιείται 

μζςω των Θ/Υ, μασ δίνει τθν δυνατότθτα για βακφτερο ςτοχαςμό, για μεγαλφτερθ 

κατανόθςθ και ανάλυςθ του προβλιματοσ, και για αναςτοχαςμό αν χρειαςτεί, για 

τθν πορεία που ακολουκοφμε ςτθν προςπάκειά μασ να φτάςουμε ςτθν λφςθ του 

προβλιματοσ. 
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Σε κάποιεσ περιπτϊςεισ βριςκόμαςτε αντιμζτωποι με ζνα φαινόμενο που 

αντίκειται ςτθν διαίςκθςι μασ, όταν με τθν αιτιολόγθςθ αναγνωρίηουμε ότι θ 

πραγματικότθτα δεν ταιριάηει με τισ προςδοκίεσ μασ. Σε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ θ 

διαίςκθςθ φαίνεται να απατά. Τότε ο μακθτισ δζχεται τθν πίεςθ  να αγνοιςει τθ 

διαίςκθςθ και να βαςιςτεί ςτισ τυπικζσ αποδείξεισ. Ο μακθτισ λοιπόν αναπόφευκτα 

κζλει να μάκει γιατί θ διαίςκθςι του, του ζδωςε λάκοσ προςδοκία. Χρειάηεται να 

μάκει πϊσ να δουλεφει με τισ διαιςκιςεισ του για να μπορεί να τισ αλλάηει.  Εδϊ 

μπορεί να βοθκιςει ο υπολογιςτισ. 

Για να δοφμε μια πρϊτθ προςζγγιςθ τθσ ςχζςθσ διαίςκθςθσ και υπολογιςτι, 

ασ πάρουμε το παράδειγμα τθσ LOGO. Στθ LOGO  οι μακθτζσ μπορεί να χρειαςτεί να 

καταςκευάςουν μια ακολουκία από εντολζσ (μια διαδικαςία) για να φτιάξουν ζνα 

παραλλθλόγραμμο. Ο Papert (1980) ιςχυρίηεται ότι, «... ο υπολογιςτισ επιτρζπει ι 

υποχρεϊνει το παιδί να εξωτερικεφςει τισ διαιςκθτικζσ του προςδοκίεσ». Πταν θ 

διαίςκθςθ ερμθνεφεται μζςα ς’ ζνα πρόγραμμα, τότε αυτό χρθςιμεφει ςτθν 

απομοντελοποίθςθ τθσ διαιςκθτικισ γνϊςθσ. Για παράδειγμα, ςτθν καταςκευι μιασ 

διαδικαςίασ που φτιάχνει ζνα παραλλθλόγραμμο, οι μακθτζσ πρζπει να αναλφςουν 

τισ εικονικζσ τουσ απόψεισ για τθ διαδρομι του παραλλθλογράμμου και να 

ςυλλογιςτοφν πάνω ςτο πϊσ τα ςυςτατικά του μζρθ κα τοποκετθκοφν μαηί. 

Επιπλζον, ηθτϊντασ από τουσ μακθτζσ αν ζνα τετράγωνο ι ζνα 

παραλλθλόγραμμο μπορεί να ςχεδιαςτεί από μια γενικι διαδικαςία 

παραλλθλογράμμου, ενκαρρφνουμε τουσ μακθτζσ να αρχίςουν να ταξινομοφν 

λογικά τα ςχιματα. Ο μακθτισ πρζπει να βρει τισ αλλαγζσ που πρζπει να κάνει ςτον 

παρακάτω κϊδικα ςτθ Logo, ϊςτε να επιτφχει τθν καταςκευι παραλλθλογράμμου. 
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Αλλά και ςε ζνα γεωμετρικό λογιςμικό, όταν ο μακθτισ καταςκευάςει ζνα 

τετράγωνο, με δεδομζνθ πλευρά, με τον τρόπο που κα το ζκανε και ςτο ςτατικό 

χαρτί, παρατθρεί ότι με το ςφρςιμο θ καταςκευι του «χαλάει». Αναγκάηεται τότε να 

μπει ςτθ λογικι των γεωμετρικϊν καταςκευϊν. 

Ακόμα, οι υπολογιςτικζσ ιδζεσ μποροφν να λθφκοφν ωσ υλικά για τθ δουλειά 

τθσ επαναδιαμόρφωςθσ και επανεκτίμθςθσ τθσ διαιςκθτικισ γνϊςθσ. Ασ 

υποκζςουμε για παράδειγμα πωσ ζχουμε το εξισ πρόβλθμα: 

 

Το διπλανό ςχιμα αποτελείται από 

τα ςθμεία του επιπζδου που απζχουν από 

τα ςθμεία του τριγϊνου ΑΒΓ απόςταςθ όχι 

μεγαλφτερθ από τον κετικό αρικμό r και 

ζχει εμβαδό E(r). Υπολογίςτε το  
2

( )
lim
r

E r

r
. 
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Κακϊσ το r είναι θ κοινι διάςταςθ των ορκογωνίων, κάποιοι μακθτζσ μπορεί 

να νομίςουν πωσ κακϊσ το r αυξάνει, το E(r) μεγαλϊνει πολφ ταχφτερα ςε ςχζςθ με 

το r2, άρα το όριο κα είναι . Δθμιουργϊντασ όμωσ μια δυναμικι αναπαράςταςθ 

του προβλιματοσ ςε ζνα γεωμετρικό λογιςμικό, το ςθμείο Δ κινείται πάνω ςτθν 

θμιευκεία ΑΔ και πινακοποιϊντασ τα δεδομζνα  (r, E(r)) παρατθροφμε ότι οι τιμζσ 

του λόγου ςυνεχϊσ μικραίνουν, τείνοντασ να ςτακεροποποιθκοφν ( ). 

Βαςικι παιδαγωγικι αρχι είναι πωσ δεν δίνεται (αμζςωσ) θ ςωςτι 

απάντθςθ, αλλά πρζπει να αναηθτθκοφν ςυγκροφςεισ μεταξφ δφο διαιςκθτικϊν 

τρόπων ςκζψθσ ι μεταξφ μιασ διαιςκθτικισ και μιασ τυπικισ ανάλυςθσ. Θ γνωςτικι 

ςφγκρουςθ οδθγεί ςτθν κεμελίωςθ τθσ γνϊςθσ και τθν ποιοτικι κατανόθςθ. 

 

1.3  Η οπτικοπούηςη ςτα Μαθηματικϊ 

Αναμειγνφοντασ και παραφράηοντασ τουσ οριςμοφσ των Zimmerman και 

Cunnigham(1991) αλλά και Hershkowitz et al.(1989) μποροφμε να ποφμε ότι : 

«Οπτικοποίθςθ είναι θ ικανότθτα, θ διαδικαςία και το προϊόν τθσ δθμιουργίασ, 

ερμθνείασ, χριςθσ και ςτοχαςμοφ πάνω ςε εικόνεσ, απεικονίςεισ, διαγράμματα ςτο 

μυαλό μασ, ςτο χαρτί ι με τεχνολογικά εργαλεία, με ςκοπό τθν απεικόνιςθ και 

μετάδοςθ πλθροφοριϊν, ςκεφτόμενοι και αναπτφςςοντασ νζεσ ιδζεσ προάγοντασ 

ζτςι τθν κατανόθςθ.» 

 Θ οπτικοποίθςθ μπορεί να ςυνοδεφει μια ςυμβολικι ανάπτυξθ κακϊσ μια 

εικόνα, εξαιτίασ του ότι είναι υπαρκτι-χειροπιαςτι, μπορεί να είναι «ζνασ βαςικόσ 

παράγοντασ δθμιουργίασ τθσ αίςκθςθσ τθσ αυταπόδειξθσ και τθσ αμεςότθτασ» 

(Fisbein, 1987).  

Ασ ςκεφτοφμε ζνα πρϊτο απλό  παράδειγμα για τθν ιδιότθτα τθσ διαμζςου 

των κετικϊν κλαςμάτων : 
a a c c

b b d d


 


.  Οι  Flegg, Hay, Moss (1985) αποδίδουν 

αυτόν τον κανόνα ςτον Γάλλο μακθματικό Nicolas Chuquet (1484). Θ ςυμβολικι 

απόδειξθ αυτισ τθσ ιδιότθτασ είναι αρκετά απλι και αυτό κατά παράδοξο τρόπο, 

μερικζσ φορζσ δεν είναι αρκετά ξεκάκαρο  ςτουσ μακθτζσ. Ο Georg Pick 

(Αυςτριακόσ – Τςζχοσ μακθματικόσ, διάςθμο το Κεϊρθμα του Pick) ζγραψε ότι ζνα 
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επίπεδο πλζγμα χρθςιμοποιικθκε από τθν εποχι του Gauss ςυχνά για 

οπτικοποίθςθ και για εφαρμογι τθσ επαγωγικισ μεκόδου. Ρροςπακϊντασ να 

βάλουμε τα ςτοιχεία τθσ κεωρίασ αρικμϊν ςε μια γεωμετρικι βάςθ και 

ακολουκϊντασ τον Pick, αναπαριςτοφμε το κλάςμα  Α/Β με το τυχαίο ςθμείο (Β,Α) 

ςτο επίπεδο. Ο λόγοσ που βάηουμε (Β,Α) και όχι (Α,Β) είναι για οπτικι διευκόλυνςθ 

κακϊσ θ κλίςθ τθσ ευκείασ  γραμμισ από  τθν αρχι Ο ςτο ςθμείο (Β,Α) είναι 

ακριβϊσ  Α/Β και γιϋ αυτό κλάςματα  τα οποία είναι τοποκετθμζνα ςε αφξουςα 

ςειρά μεγζκουσ αναπαρίςτανται με γραμμι που εκτείνεται προσ τα πάνω με 

κατεφκυνςθ τθν κλίςθ. Οπτικά, όςο πιο απότομθ είναι θ γραμμι τόςο πιο μεγάλο 

είναι το κλάςμα. (τα ιςοδφναμα κλάςματα αναπαρίςτανται με ςθμεία ςτθν ίδια 

γραμμι μζςω τθσ αρχισ Ο). 

 

Το ίδιο ιςχφει γενικά για τα  a/b , c/d.  Μποροφμε να ιςχυριςτοφμε ότι το 

παραλλθλόγραμμο τονίηει τθν ιδζα τθσ ενδιαμεςότθτασ και τθν λογικι που υπάρχει 

πίςω από αυτι, προςκζτοντασ νόθμα ςτθν ςυμβολικι απόδειξθ. Επωφελθκικαμε 

τθσ οπτικοποίθςθσ προκειμζνου να χρθςιμοποιιςουμε τθν Γεωμετρία ωσ βοικθμα 

αυτϊν που φαίνονται να είναι αμιγϊσ ςυμβολικζσ – αλγεβρικζσ ιδιότθτεσ. 

Στο ίδιο πνεφμα ο Papert(1980) αναφζρει το εξισ πρόβλθμα: «Ασ 

φανταςτοφμε μια χορδι – ςκοινί γφρω από τθν περιφζρεια τθσ Γθσ , θ οποία για το 

5
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ςκοπό αυτό κεωρείται λεία ςφαίρα. Κάποιοσ προτείνει να τοποκετθκεί ζνα ςκοινί 

γφρω από τθ Γθ ςε φψοσ  6 πόδια από το ζδαφοσ. Ρόςο ςκοινί κα χρειαςτοφμε;» 

Οι πιο πολλοί άνκρωποι βιϊνουν μια εξαναγκαςτικι αίςκθςθ ότι κα 

χρειαςτεί μια αρκετά μεγάλθ ποςότθτα. Ωςτόςο θ ακριβισ αλγεβρικι παράςταςθ 

δίνει το αποτζλεςμα 2π(R+h) – 2πR = 2πh  περίπου 38 πόδια μακρφτερθ. (ςχετ. 

πρβλ. υπιρχε και ςτο ςχολικό βιβλίο μακθματικϊν τθσ βϋ γυμναςίου).  

Για πολλοφσ το αποτζλεςμα αυτό είναι μια ζκπλθξθ και αιτία ςτοχαςμοφ για 

το κενό μεταξφ αυτοφ που προςδοκικθκε και αυτοφ που προζκυψε. Ο Papert 

προτείνει μια οπτικι λφςθ θ οποία κα βοθκοφςε να απομακρφνουμε τα λάκθ από 

τθ διαίςκθςι μασ, ϊςτε θ ςυμβολικι λφςθ να κεωρείται εκτόσ από ςωςτι και 

διαιςκθτικά πειςτικι. Ξεκινάει λοιπόν με μια απλι περίπτωςθ, μια χορδι γφρω από 

μια τετράγωνθ Γθ. Θ χορδι ςτουσ πόλουσ κεωρείται ότι βρίςκεται ςε απόςταςθ  h 

από το τετράγωνο. Κατά μικοσ των πλευρϊν θ χορδι είναι ευκεία, ενϊ πθγαίνοντασ 

γφρω από τθ γωνία, ακολουκεί ζνα τμιμα κφκλου ακτίνασ h. Το επιπλζον μικοσ 

βρίςκεται εξολοκλιρου ςτισ γωνίεσ. Τα 4 τεταρτοκφκλια ςχθματίηουν ζναν κφκλο 

ακτίνασ h, άρα 2πh. Αν αυξιςουμε τισ πλευρζσ του τετραγϊνου θ επιπλζον 

ποςότθτα παραμζνει ίδια. 

 

 

 

 

 

 

 

Στθ ςυνζχεια παραμορφϊνει το τετράγωνο προσ τθ ςτρογγυλι Γθ , αρχικά 

κοιτϊντασ το ςχιμα ενόσ οκταγϊνου. Τα επιπλζον κομμάτια τθσ χορδισ βρίςκονται 

ςτα κομμάτια πίττασ ςτισ γωνίεσ. Αν αυτά τοποκετθκοφν μαηί   ςχθματίηουν πάλι 

ζνα κφκλο ακτίνασ h , άρα πάλι 2πh. Αυτόσ ο κφκλοσ είναι πάντα ανεξάρτθτοσ από 
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το μζγεκοσ του οκταγϊνου. Τα ίδια ιςχφουν και για το 100-γωνο , για το 1000-γωνο, 

κ.ο.κ. Το επίςθμο ςυμβολικό αποτζλεςμα γίνεται τϊρα και διαιςκθτικά πειςτικό. 

Θ οπτικοποίθςθ ςε αυτό το παράδειγμα κα μποροφςε να μασ βοθκιςει να 

προςαρμόςουμε τισ λανκαςμζνεσ διαιςκιςεισ και να τισ εναρμονίςουμε με τθν 

παγερι ορκότθτα του ςυμβολικοφ επιχειριματοσ. 

Δθμιουργοφμε λοιπόν ςε ζνα λογιςμικό (π.χ. ςτο Geometers Sketchpad) ζνα 

δυναμικό  ςχιμα ϊςτε πατϊντασ  Shift  και +  να μποροφμε εφκολα να αυξάνουμε το 

πλικοσ των πλευρϊν και να παρατθροφμε αυτό που πρζπει:  θ παραπάνω χορδι 

είναι πάντοτε το ςφνολο των μθκϊν των τόξων, δθλαδι  2 h. Εναλλακτικά κα 

μποροφςαμε να δθμιουργιςουμε ζναν κϊδικα ςτθ Logo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζνασ άλλοσ ρόλοσ τθσ οπτικοποίθςθσ είναι εκεί όπου θ οπτικι λφςθ ςε ζνα 

πρόβλθμα ίςωσ μασ βοθκιςει να αςχολθκοφμε με ζννοιεσ και ςθμαςίεσ οι οποίεσ 

μποροφν εφκολα να παρακαμφκοφν από τθ ςυμβολικι επίλυςθ του προβλιματοσ. 

Ασ ςκεφτοφμε το εξισ παράδειγμα: Ροιο είναι το κοινό χαρακτθριςτικό τθσ 

οικογζνειασ των γραμμικϊν ςυναρτιςεων f(x) = bx + b ; Θ ςυμβολικι επίλυςθ κα 
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υποδιλωνε απλά μια ςυντακτικι μετατροπι  f(x) = b(x+1), άρα θ bx πάει μία 

μονάδα προσ τα αριςτερά και  ότι  f(-1)=0 ι με άλλα λόγια ότι όλεσ οι γραφικζσ 

παραςτάςεισ (ευκείεσ) διζρχονται από το ςθμείο (-1,0). Ασ ςυγκρίνουμε αυτό με τθν 

ακόλουκθ γραφικι λφςθ που παρουςιάςτθκε από ζνα μακθτι: ςτθν  f(x) = bx+b το 

πρϊτο  b  είναι θ κλίςθ ενϊ το δεφτερο b είναι θ τεταγμζνθ του ςθμείου ςτο οποίο 

τζμνει θ ευκεία τον  y – άξονα. Κακϊσ θ κλίςθ είναι  άνοδοσ προσ απόςταςθ και εδϊ 

θ κλίςθ είναι ίδια με τθν τεταγμζνθ  του ςθμείου τθσ ευκείασ ςτον  y – άξονα, μια 

αφξθςθ τθσ τεταγμζνθσ κα αντιςτοιχεί πάντα  ςε οριηόντια απόςταςθ 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για τουσ μακθτζσ θ οπτικοποίθςθ μπορεί να ζχει ζναν ιςχυρό – 

ςυμπλθρωματικό ρόλο ςτα 3 ςθμεία που τονίςτθκαν παραπάνω:   

α) υποςτιριξθ και απεικόνιςθ των ουςιωδϊσ ςυμβολικϊν αποτελεςμάτων 

(πικανόν να παρζχει μιαν απόδειξθ από μόνθ τθσ), όπωσ ςτθν περίπτωςθ τθσ 

διαμζςου,   

 β) ζνασ πικανόσ τρόποσ επίλυςθσ τθσ ςφγκρουςθσ μεταξφ των ςωςτϊν 

ςυμβολικϊν λφςεων και των εςφαλμζνων διαιςκιςεων, όπωσ με το πρόβλθμα τθσ 

χορδισ γφρω από τθ Γθ,    

 

b 

1 

(0 , b) 

(-1 , 0) 

 b 

 1 
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γ) ζνασ τρόποσ να μασ βοθκιςει να επαναςχολθκοφμε και να 

επανακτιςουμε εννοιολογικζσ βάςεισ οι οποίεσ εφκολα μποροφν να παρακαμφκοφν 

από τυπικζσ λφςεισ , όπωσ με τθν κλίςθ (Arcavi, 2003). 

 

1.3.1  Οπτικοπούηςη και Απόδειξη  

«Ραρά τθν προφανι ςπουδαιότθτα των οπτικϊν αναπαραςτάςεων ςτισ 

ανκρϊπινεσ γνωςτικζσ δραςτθριότθτεσ, θ οπτικι αναπαράςταςθ παραμζνει ζνασ 

πολίτθσ δεφτερθσ κατθγορίασ τόςο ςτθ κεωρία όςο και ςτθν πράξθ των 

μακθματικϊν. Συγκεκριμζνα είμαςτε όλοι μακθμζνοι να κοιτάηουμε περιφρονθτικά 

τισ αποδείξεισ που κάνουν χριςθ διαγραμμάτων, γραφθμάτων ι άλλων 

εξωγλωςςικϊν τφπων ι αναπαράςταςθσ και φυςικά περνάμε αυτι τθν 

περιφρόνθςθ και ςτουσ μακθτζσ. Πμωσ τα οπτικά ςχιματα αναπαράςταςθσ 

μποροφν να είναι ςθμαντικά ωσ νόμιμα ςτοιχεία μακθματικϊν αποδείξεων» 

(Barwise &  Etchemendy, 1991). 

Ασ πάρουμε το εξισ παράδειγμα:  ςτο βιβλίο «Αποδείξεισ χωρίσ λόγια» 

χρθςιμοποιοφμε το παρακάτω ςχιμα για να αποδείξουμε τθν ςχζςθ  

2 3
1 1 1 1

.......
4 4 4 3

   
      
   

  (Mabry, 1999). 
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 Μπορεί όμωσ να ιςχυριςτεί κανείσ ότι το παραπάνω : α) δεν είναι χωρίσ 

λζξεισ   β) δεν είναι μια απόδειξθ.  Υπάρχουν λοιπόν οι εξισ επιφυλάξεισ:  α) παρόλο 

που τα λεκτικά ςυμπεράςματα δεν είναι ςαφι, όταν βλζπουμε τθν παραπάνω 

απόδειξθ, το πιο πικανό είναι να αποκωδικοποιιςουμε τθν εικόνα με χριςθ λζξεων 

(είτε φωναχτά είτε νοερά) και  β) το πρότυπο  του Hilbert για μια απόδειξθ  είναι το 

αν μπορεί να είναι αρικμθτικι, αλλιϊσ κα κεωροφνταν ανφπαρκτθ (Hadamard, 

1994). Πςον αφορά τθν πρϊτθ επιφφλαξθ, μπορεί να παρουςιαςτεί το 

αντεπιχείρθμα ότι θ οπτικοποίθςθ δεν ζχει ςκοπό να αποκλείςει τθν λεκτικι 

απόδοςθ , αλλά αντικζτωσ ςυμπλθρϊνει αυτι. Πςον αφορά τθν δεφτερθ επιφφλαξθ 

«υπάρχει ζνα ξεκάκαρα αναγνωρίςιμο αν και αντιςυμβατικό κίνθμα που γίνεται 

ολοζνα και περιςςότερο ζντονο ςτθ μακθματικι κοινότθτα, να καταςτιςει τον 

οπτικό ςυλλογιςμό αποδεκτό ςτθν εφαρμογι των μακθματικϊν παράλλθλα και 

ςυνδυαςτικά με τον αλγεβρικό. Σφμφωνα με αυτό το κίνθμα, ο οπτικόσ ςυλλογιςμόσ 

προορίηεται όχι μόνο να υποςτθρίξει τθν ανακάλυψθ νζων αποτελεςμάτων και 

τρόπων απόδειξθσ, αλλά κα ζπρεπε να εξελιχκεί ςε ζναν πλιρωσ αποδεκτό τρόπο 

ςυλλογιςμοφ που περιλαμβάνει απόδειξθ μακθματικϊν κεωρθμάτων» (Dreyfus, 

1994). 

 Επειδι είναι κοινά αποδεκτό ότι οι υπολογιςτζσ ζχουν αυξιςει τισ 

δυνατότθτεσ για απεικόνιςθ, αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα θ ζρευνα να ζχει ςτραφεί 

ςτθ διερεφνθςθ τθσ πικανισ ςυμβολισ των οπτικϊν αναπαραςτάςεων ςτισ 

μακθματικζσ αποδείξεισ, μζχρι ποιο ςθμείο δθλαδι οι οπτικζσ αναπαραςτάςεισ 

μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν όχι μόνο ωσ βοθκθτικά ςτοιχεία ςτθν δόμθςθ μιασ  

μακθματικισ πρόταςθσ, αλλά και για τθν αιτιολόγθςι τθσ, όπωσ και για  το ρόλο τθσ 

οπτικοποίθςθσ ςτθ διαδικαςία εκμάκθςθσ και παραγωγισ αποδείξεων (Hanna, 

2000). Ερευνθτζσ που προτρζπουν  ςτθ χριςθ των οπτικϊν αναπαραςτάςεων ςτα 

μακθματικά και ςτθ διδαςκαλία των μακθματικϊν επιςθμαίνουν ότι είναι αρκετζσ 

οι περιπτϊςεισ όπου οι οπτικζσ αναπαραςτάςεισ μπορεί να παραπλανιςουν και να 

οδθγιςουν ςε λάκθ. (Brown, 1999, αναφορά από Hanna, 2000).  

Πλοι οι δάςκαλοι των μακθματικϊν αναγνωρίηουν τα διαγράμματα και τισ 

οπτικζσ αναπαραςτάςεισ ότι είναι απαραίτθτα ςυςτατικά μιασ επιτυχθμζνθσ 

διδαςκαλίασ ι ενόσ μακθματικοφ επιχειριματοσ, ότι μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν 



31 

 

για να διευκολφνουν τθ φάςθ τθσ απόδειξθσ και ότι είναι ικανά να μεταβιβάςουν τθ 

διορατικότθτα και τθ γνϊςθ (Hanna, 2000). Πμωσ, τουλάχιςτον μζχρι ςιμερα, δεν 

κεωροφνται υποκατάςτατα τθσ παραδοςιακισ απόδειξθσ. 

Θ «οπτικι απόδειξθ» (proof by looking),  ειςάγεται ωσ ζκφραςθ  από τον 

David Wells το 1991 και ςθμαίνει τθν μθ παραγωγικι απόδειξθ, τθν απόδειξθ που 

γίνεται «με μια ματιά (at sight) εξετάηοντασ ζνα κατάλλθλο ςχιμα». Για παράδειγμα 

μια αναδρομικι ακολουκία (xn) για το  e: (Thomas P. Dence , «Αποδείξεισ χωρίσ 

λόγια»). 

 

0 11 , lim
ln( )

n
n n

n
n

x
x x x e

x



     

Οι Borwein και Jorgenson (1997) υποςτθρίηουν ότι θ οπτικοποίθςθ μπορεί 

να ςυμβάλει άμεςα ςτο ςϊμα τθσ μακθματικισ γνϊςθσ και μια εικόνα μπορεί να 

παίξει το ρόλο μιασ οπτικισ απόδειξθσ. Αναγνωρίηουν όμωσ ότι μια οπτικι 

αναπαράςταςθ ςυναντά περιοριςμοφσ εάν πρόκειται να γίνει αποδεκτι ωσ 

αυςτθρι απόδειξθ.  

Θ Laborde (2000) επιςθμαίνει ότι θ κατανόθςθ δεν μπορεί να επιτευχκεί 

μόνο μζςω τθσ οπτικισ ζνδειξθσ, δεδομζνου ότι θ κατανόθςθ απαιτεί αναδόμθςθ 

του αντιλθπτικοφ ςυςτιματοσ των εννοιϊν, και μόνο θ απόδειξθ θ βαςιςμζνθ ςτα 

κεωρθτικά επιχειριματα αποτελεί μζςο κατανόθςθσ.  
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Ο Τουμάςθσ (1999a) όμωσ ςθμειϊνει ότι από διδακτικισ άποψθσ αυτό που 

ζχει ςθμαςία είναι θ καταςκευι αποδείξεων οι οποίεσ κα πείκουν τουσ μακθτζσ και 

κα τουσ προςφζρουν τθ δυνατότθτα να χρθςιμοποιοφν τα μακθματικά 

ςυμπεράςματα με εμπιςτοςφνθ και αυτοπεποίκθςθ. Για παράδειγμα, ζνα ςπουδαίο 

όριο ςτθν Ανάλυςθ είναι το 
0

lim 1





 .  

 

 

Μια εναλλακτικι απόδειξθ ςτθρίηεται ςτο γεγονόσ ότι οι πλευρζσ επίκεντρθσ 

γωνίασ κ ςε μοναδιαίο κφκλο αποκόπτουν από τον κφκλο τόξο μικουσ κ. Δθλαδι 

ςτο ςχιμα βλζπουμε ότι ΑΒ=2θμκ , 2AB  .  Κακϊσ  κ0 προφανϊσ θ χορδι ΑΒ 

και το τόξο  AB  μπορεί να κεωρθκοφν προςεγγιςτικά ίςα. Επομζνωσ όταν κ0 

είναι 1
AB

AB
  δθλαδι 

0
lim 1





 . Τα παραπάνω ιςχφουν αν  κ>0 και κ0+ . Αν 

κ<0 ζχουμε το ίδιο ςυμπζραςμα αρκεί να παρατθριςουμε ότι  
( )  

 





. Θ 

ςυγκεκριμζνθ απόδειξθ είναι τόςο «αυςτθρι» όςο και θ ςυνθκιςμζνθ (ςτο ςχολικό 

βιβλίο) και από παιδαγωγικισ απόψεωσ ζχει το πλεονζκτθμα ότι είναι διαιςκθτικά 

πλζον αποδεκτι (Τουμάςθσ, 1999b). 

Ωςτόςο υπάρχουν ακόμθ πολλά ηθτιματα που αφοροφν ςτθν οπτικοποίθςθ 

ςτα μακθματικά και απαιτοφν προςοχι. Λαμβάνοντασ υπόψθ τουσ Eisenberg  και  

Dreyfous (1991), μποροφμε να ταξινομιςουμε τισ δυςκολίεσ γφρω από τθν 

οπτικοποίθςθ ςε 3 βαςικζσ κατθγορίεσ:  πολιτιςμικι , γνωςτικι  και  κοινωνιολογικι. 
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Μια «πολιτιςμικι» δυςκολία αναφζρεται ςτισ αντιλιψεισ και αξίεσ που 

ιςχφουν ςχετικά με το τι ςθμαίνουν τα μακθματικά και θ εφαρμογι τουσ, τι είναι 

νόμιμο ι αποδεκτό και τι δεν είναι. Αμφιςβθτιςεισ ι διαφωνίεσ εντόσ τθσ 

μακθματικισ κοινότθτασ και δθλϊςεισ όπωσ «αυτά δεν είναι μακθματικά» (Sfard, 

1998), είναι πικανόν να διειςδφουν μζςα ςτθν τάξθ, μζςω τθσ φλθσ του Α.Ρ., τθν 

επιμόρφωςθ  των κακθγθτϊν και να διαμορφϊνουν  νοοτροπία. Αυτι θ 

ςυμπεριφορά που θ  Presmeg (1997)  ονομάηει «υποτίμθςθ τθσ οπτικοποίθςθσ», 

αφινει πολφ μικρά περικϊρια για δυνατότθτα ενςωμάτωςθσ και αναγνϊριςθσ τθσ 

αξίασ τθσ οπτικοποίθςθσ  εντόσ τθσ ςχολικισ αίκουςασ, ωσ αναπόςπαςτο κομμάτι 

τθσ  διδαςκαλίασ των μακθματικϊν. 

Οι γνωςτικζσ δυςκολίεσ περιλαμβάνουν, μεταξφ άλλων, τθ ςυηιτθςθ τθσ 

οποίασ θ απλοϊκι εκδοχι κα ιταν θ εξισ:  είναι το «οπτικό» πιο εφκολο ι πιο 

δφςκολο; Πταν θ οπτικοποίθςθ δρα πάνω ςε εννοιολογικά πλoφςιεσ εικόνεσ ι 

ςφμφωνα με τον Fisbein όταν υπάρχουν μεςολαβθτικζσ εννοιολογικζσ δομζσ, τότε θ 

γνωςτικι απαίτθςθ είναι υψθλι. Εξάλλου ο ςυλλογιςμόσ ςε οπτικό περιβάλλον 

ίςωσ να υποδθλϊνει ότι δεν υπάρχουν πάντα διαδικαςτικά «αςφαλείσ» 

επαναλαμβανόμενεσ – ςυνθκιςμζνεσ φόρμουλεσ για να βαςιςτοφμε (όπωσ ίςωσ 

ςυμβαίνει με τισ επίςθμεσ ςυμβολικζσ προςεγγίςεισ). Συνειδθτά ι υποςυνείδθτα 

τζτοιεσ καταςτάςεισ πικανόν να απορριφκοφν από μακθτζσ (ίςωσ και από 

κακθγθτζσ) εξαιτίασ του ότι παραείναι «αναξιόπιςτεσ», «ριψοκίνδυνεσ» ι 

«ανακριβείσ». 

Μια άλλθ γνωςτικι δυςκολία δθμιουργείται από τθν ανάγκθ να 

αποκτιςουμε μια ευζλικτθ και ικανι ερμθνεία, μεταξφ οπτικϊν και αναλυτικϊν 

αναπαραςτάςεων τθσ ίδιασ κατάςταςθσ, που απαντάται ςτον πυρινα τθσ 

κατανόθςθσ του μεγαλφτερου μζρουσ των μακθματικϊν. Το να μακαίνουμε να 

καταλαβαίνουμε και να είμαςτε ικανοί ςτο να χειριηόμαςτε πολλαπλζσ 

αναπαραςτάςεισ μπορεί να είναι μία μακροςκελισ, εξαρτϊμενθ από το περιβάλλον, 

μθ γραμμικι και ακόμθ πολφπλοκθ διαδικαςία για τουσ μακθτζσ (Schoenfeld , Smith 

και  Arcavi, 1993). 

Στισ κοινωνιολογικζσ δυςκολίεσ κα ςυμπεριλαμβάναμε αυτό που οι 

Eisenberg και  Dreyfus (1991) κεωροφν ωσ ηθτιματα διδαςκαλίασ. Θ ανάλυςι τουσ 
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προτείνει ότι θ διδαςκαλία υπαινίςςεται μία «διδακτικι μετατόπιςθ» (Chevallard, 

1985) θ οποία εν ςυντομία, αναφζρεται ςτθ μετατροπι τθν οποία υφίςταται 

αμείλικτα θ γνϊςθ, όταν προςαρμόηεται από τον επιςτθμονικό – ακαδθμαϊκό τθσ 

χαρακτιρα ςτθ γνϊςθ που πρόκειται να διδαχκεί. Αυτι θ διαδικαςία, από τθ φφςθ 

τθσ, δίνει γραμμικι μορφι, διαχωρίηει ςε τμιματα και πικανόν κάνει αλγορικμικι 

τθ γνϊςθ, απογυμνϊνοντασ τθν (τουλάχιςτον ςτα πρϊτα ςτάδια) από πολλζσ από 

τισ πλοφςιεσ διαςυνδζςεισ τθσ. Ζτςι, πολλοί κακθγθτζσ ίςωσ να νιϊκουν ότι οι 

αναλυτικζσ αναπαραςτάςεισ, οι οποίεσ είναι διαδοχικζσ ςτθ φφςθ τουσ, είναι 

περιςςότερο παιδαγωγικά κατάλλθλεσ και αποτελεςματικζσ. 

Ζνα άλλο είδοσ «κοινωνιολογικισ» (ι καλφτερα κοινωνικοπολιτιςμικισ) 

δυςκολίασ, είναι θ τάςθ των ςχολείων γενικά και των τάξεων των μακθματικϊν 

ςυγκεκριμζνα, να είναι πολυπολιτιςμικζσ. Μερικοί μακθτζσ ίςωσ να προζρχονται 

από  οπτικά πλοφςιουσ πολιτιςμοφσ και γιϋ αυτό θ οπτικοποίθςθ ίςωσ τουσ 

βοθκιςει να αντιμετωπίςουν πικανά ελλείμματα. Αντίκετα, δεν είναι πολλοί οι 

μακθτζσ που ζχουν υψθλζσ επιδόςεισ ςτα μακθματικά και βοθκιοφνται από τθν 

οπτικοποίθςθ (Presmerg, 1986,1989). 

 

1.3.2   Ο ρόλοσ τησ  οπτικοπούηςησ ςτην διδαςκαλύα και 

μϊθηςη τησ μαθηματικόσ ανϊλυςησ  

Το γεγονόσ ότι θ οπτικοποίθςθ είναι μια πολφ ςθμαντικι πτυχι των 

μακθματικϊν είναι κάτι εντελϊσ φυςικό, εάν λάβουμε υπόψθ τθν ζννοια τθσ 

μακθματικισ δραςτθριότθτασ και τθ δομι του ανκρϊπινου νου. Μζςα από τθ 

μακθματικι δραςτθριότθτα άνκρωποσ προςπακεί να διερευνιςει πολλζσ 

διαφορετικζσ δομζσ τθσ πραγματικότθτασ και τθν κατάλλθλθ για αυτι τθ 

διερεφνθςθ  διαδικαςία  τθν ονομάηουμε μακθματικοποίθςθ. Θ  Μακθματικι 

Ανάλυςθ προζκυψε για να μελετθκοφν οι δομζσ τθσ αλλαγισ των αλθκινϊν 

πραγμάτων ςτο χρόνο και ςτο χϊρο.  

Κακϊσ θ διαδικαςία μακθματικοποίθςθσ ζχει αποδειχκεί εξαιρετικά 

χριςιμθ και θ ανκρϊπινθ αντίλθψθ  είναι πολφ ζντονα οπτικι, δεν προκαλεί 

ζκπλθξθ το γεγονόσ  ότι θ ςυνεχισ υποςτιριξθ για τθν οπτικι πλευρά τθσ, 
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εμφανίηεται και ςτθν μακθματικι ανάλυςθ, προκειμζνου να διερευνθκοφν διάφορα 

είδθ μεταβολϊν. 

Ακόμθ και ςτισ μακθματικζσ δραςτθριότθτεσ ςτισ οποίεσ θ διαδικαςία τθσ 

αφαίρεςθσ φαίνεται να μασ πάει πολφ πζρα από ό, τι μασ είναι  αιςκθτό, (μζςω τθσ  

χριςθσ ςυμβολικϊν διεργαςιϊν), τα  διαγράμματα,  και  άλλεσ μορφζσ νοθτικϊν 

διεργαςιϊν που αφοροφν τθν φανταςία, ςυνοδεφουν τθν εργαςία. Αυτό κα  

βοθκιςει ςτο να αποκτιςουμε αυτό που κα ονομάηαμε  ολιςτικι ςχζςθ μεταξφ των 

διαφόρων αντικειμζνων διαπραγμάτευςθσ.  

Είναι αλικεια ότι «μια εικόνα αξίηει όςο χίλιεσ λζξεισ», αλλά αυτό 

προχποκζτει μια ςθμαντικι προχπόκεςθ, ότι θ εικόνα ζρχεται να 

αποκρυπτογραφθκεί ςωςτά και κατανοθτά. Διαφορετικά, μια εικόνα δεν αξίηει 

τίποτα. 

Θ μακθματικι ανάλυςθ του 17ου  αιϊνα γεννιζται με ζνα πολφ ιςχυρό 

οπτικό ςυςτατικό και παραμζνει ζτςι ςτουσ πρϊτουσ αιϊνεσ τθσ ανάπτυξισ τθσ, ςε 

ςυνεχι αλλθλεπίδραςθ με τα γεωμετρικά και φυςικά προβλιματα. Οι ακόλουκεσ 

λζξεισ του  Sylvester  ςυνοψίηουν τισ πεποικιςεισ κλαςικϊν  μακθματικϊν για τθν 

απεικόνιςθ: «Ο Lagrange ζχει εκφράςει κατθγορθματικά τθν πίςτθ του ςτθ ςθμαςία 

που πρζπει να δϊςει ο  μακθματικόσ  ςτθ ςχολι  τθσ παρατιρθςθσ. Ο  Gauss ζχει 

αποκαλζςει τα μακθματικά επιςτιμθ του οφκαλμοφ» (1912, as sited in Davies, 

1993, ς. 334). 

Θ οπτικοποίθςθ είναι  μια τεχνικι που χρθςιμοποιικθκε από τουσ πιο 

δθμιουργικοφσ μακθματικοφσ όλων των εποχϊν και όπωσ μποροφμε να δοφμε μζςα 

από κάποια δείγματα προερχόμενα από τθν ιςτορία των μακθματικϊν, 

διαδραμάτιςε πολφ ςθμαντικό ρόλο ςτθν ανάπτυξθ των μακθματικϊν. 

Ραρά τον ιςχυρό όμωσ ρόλο που κατά παράδοςθ είχε θ οπτικοποίθςθ, θ 

προςιλωςθ ςτον φορμαλιςμό, κατά ζνα μεγάλο μζροσ του 20ου αιϊνα, είχε ωσ 

ςυνζπεια ζνα είδοσ υποβιβαςμοφ τθσ οπτικοποίθςθσ. Συνοπτικά οι λόγοι που 

οδιγθςαν ςε αυτό ιταν ότι θ Ανάλυςθ βαςανίηονταν από αμφιβολίεσ και ςφγχυςθ 

από τον 17ο αιϊνα και μζχρι τα τζλθ του 19ου, οι μθ Ευκλείδειεσ Γεωμετρίεσ  

ϊκθςαν πολλοφσ μακθματικοφσ να είναι ιδιαίτερα άτολμοι με τθν διαίςκθςθ. 
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Επίςθσ θ πολεμικι κατά των ςυνόλων Cantor, ςε ςυνδυαςμό με τα παράδοξα γφρω 

από τα κεμζλια των μακθματικϊν, οδιγθςαν πολλοφσ μακθματικοφσ να δϊςουν 

ζμφαςθ ςτθν τυπικι πλευρά τθσ δομισ των μακθματικϊν, προςπακϊντασ ζτςι να 

επιτφχουν ςτακερζσ βάςεισ ςτο οικοδόμθμα των μακθματικϊν. 

Θ ατελισ απόδειξθ κάποιων  προτάςεων (για παράδειγμα το κεϊρθμα των 

τεςςάρων χρωμάτων ι το κεϊρθμα τθσ κλειςτισ καμπφλθσ του Jordan),  που 

βαςίηεται ςε μια εμπιςτοςφνθ ςε οριςμζνα διαιςκθτικά ςτοιχεία,  ςυνζβαλαν ςτθν 

ενίςχυςθ  μιασ πιο αυςτθρισ ςτάςθσ απζναντι ςτισ  διαιςκθτικζσ αποδείξεισ. 

Πλα αυτά  οδθγοφν ςτθ δθμιουργία μιασ τάςθσ προσ  αυςτθρι τυποποίθςθ, 

όχι μόνο ςε ό, τι ζχει ςχζςθ με τα κεμζλια των μακθματικϊν, αλλά και ςε ό, τι 

αφορά τθν ενδοεπικοινωνία μζςα ςτθν μακθματικι κοινότθτα. Είναι γεγονόσ πωσ 

αυτι θ τάςθ  διαπζραςε και τισ  μεκόδουσ  διδαςκαλίασ και μάκθςθσ των 

μακθματικϊν ςε κάκε επίπεδο. Οι  ςυνζπειεσ ιταν πολφ ςοβαρζσ ςε ό, τι αφορά τθν 

οπτικοποίθςθ. Θ ατμόςφαιρα τθσ δυςπιςτίασ που δθμιουργικθκε, οδιγθςε  

κάποιουσ  μακθματικοφσ   επικετικά υπζρ τθσ κακιζρωςθσ τθσ τυπικότθτασ ςτθν 

παρουςίαςθ των νζων αποτελεςμάτων και κεωριματα. Ακόμθ και θ δομι των 

ςχολικϊν  βιβλίων («μοντζρνα μακθματικά») είχε τθν τάςθ να ςυμμορφϊνεται με 

τα ίδια πρότυπα. 

Θ ακόλουκθ μαρτυρία του Hadamard(1995) ςχετικά με το ρόλο τθσ 

απεικόνιςθσ είναι αρκετά αντιπροςωπευτικι όςον αφορά τθν επίδραςθ τθσ εικόνασ 

ςτισ μακθματικζσ διαδικαςίεσ του αναλυτι: «Ζχω δϊςει μια απλοποιθμζνθ 

απόδειξθ του (α) μζρουσ του κεωριματοσ του Jordan (μια ςυνεχισ κλειςτι καμπφλθ 

χωρίσ διπλά ςθμεία χωρίηει το επίπεδο ςε δφο περιοχζσ) και φυςικά θ απόδειξθ μου 

είναι εντελϊσ αρικμθτικι (διαφορετικά κα κεωροφνταν ότι δεν υφίςταται), όμωσ, 

ερευνϊντασ το, ποτζ δεν ζπαψα να αναφζρομαι ςτο διάγραμμα. Δεν μπορϊ καν να 

πω ότι ρθτά ζχει επαλθκευκεί, ι ότι ελζγχει όλουσ τουσ κρίκουσ του επιχειριματοσ 

ωσ προσ το να είναι κακαρά αρικμθτικι (με άλλα λόγια, το αρικμθτικό  επιχείρθμα  

δεν φαίνεται ςε γενικζσ γραμμζσ  πλιρεσ ςτθ ςυνείδθςθ μου». 
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1.4   Ενόραςη και Υορμαλιςμόσ  

 

1.4.1  Ο προβληματιςμόσ εύναι ιςχυρό κύνητρο μϊθηςησ 

Ο προβλθματιςμόσ του μακθτι είναι ζνα κίνθτρο μάκθςθσ με εξζχουςα 

ςθμαςία. Ο Felix Klein λζει πωσ «αυτά τα κίνθτρα βρίςκονται εφκολα ςε μιαν 

ενορατικι διδαςκαλία». Αντίκετα ςτθν φορμαλιςτικι  διδαςκαλία  δεν παρζχονται 

τζτοιεσ ευκαιρίεσ. Θ παρουςίαςθ κεμάτων χωρίσ υποκίνθςθ του ενδιαφζροντοσ για 

τθ ςπουδι τουσ, δθλαδι χωρίσ τον κατάλλθλο προγενζςτερο προβλθματιςμό των 

μακθτϊν, τουσ αποςτερεί κάκε δυνατότθτα πραγματικισ μάκθςθσ. 

Με τθν ενόραςθ μποροφν να μπουν ςε κίνθςθ θ παρατθρθτικότθτα, θ 

φανταςία και θ κρίςθ και με αυτά τα εφόδια ο προβλθματιςμζνοσ μακθτισ, δεν 

πετυχαίνει μόνο ανακάλυψθ, αλλά προχωρεί ςτακερά ςτθ μάκθςθ. Το ςπουδαίο 

είναι ότι κα διευρφνει τον πνευματικό του ορίηοντα χωρίσ εξωτερικι πίεςθ. 

Θ ενόραςθ ζχει προβάδιςμα από τθ Λογικι. Θ Ευκλείδεια Γεωμετρία 

αναπτφχκθκε πρϊτθ από όλουσ τουσ κλάδουσ των Μακθματικϊν, διότι θ ενόραςθ 

είναι άμεςα εφαρμοςμζνθ ςτισ γεωμετρικζσ ζννοιεσ. Μζςω των προβλθματιςμϊν 

που δθμιουργοφνται πάνω ςτα γεωμετρικά ςχιματα, οδθγοφμαςτε ςτισ 

αποδεικτικζσ μεκόδουσ. 

Αλλά και οι ρθτοί αρικμοί ζχουν μια προφανι φυςικι ςθμαςία, δθλαδι 

προιλκαν ενορατικά από τα φυςικά αντικείμενα. Οι άρρθτοι δεν ζγιναν αρχικά 

αποδεκτοί ωσ αρικμοί (παρά μόνο ωσ γεωμετρικά μεγζκθ), διότι δεν είχαν 

ενορατικι ςτιριξθ. Θ χρθςιμότθτά τουσ όμωσ τουσ επζβαλε και ςτθρίχκθκαν λογικά 

μόλισ το 1870 (Klein,1970). 

Επίςθσ ο Διαφορικόσ Λογιςμόσ που αναπτφχκθκε αργότερα ιταν από τθ 

γζννθςι του γεμάτοσ αςάφειεσ, λάκθ και περιπλοκζσ. Δεν κατζρρευςε όμωσ, διότι 

είχε ενορατικζσ βάςεισ. Το ίδιο και οι μθ Ευκλείδειεσ Γεωμετρίεσ. Θ Λογικι 

επικυρϊνει εκ των υςτζρων τισ κατακτιςεισ τθσ ενόραςθσ, διότι το περιεχόμενο των 

Μακθματικϊν δεν το υπαγορεφει θ Λογικι, αλλά θ πράξθ υπαγορεφει τθ λογικι 

δομι τουσ (Hadamard, 1995). 
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Θ απροβλθμάτιςτθ (δθλαδι θ αξιωματικι) παρουςίαςθ των Μακθματικϊν 

ςτθ διδαςκαλία, δίνει λακεμζνθ εικόνα για το πϊσ αναπτφχκθκαν αυτά, διότι 

καλλιεργεί τθν εντφπωςθ πωσ τα Μακθματικά είναι δθμιοφργθμα ιδιοφυϊν 

ανκρϊπων και οι άλλοι απλϊσ πρζπει να τα μάκουν.(Μαρουςάκθσ, 1984) 

 

1.4.2   Η ςκϋψη εύναι θεμϋλιο τησ γνώςησ 

Στο ςφγχρονο ελλθνικό εκπαιδευτικό ςφςτθμα προςφζρονται, με τθν 

επιβολι, πλικοσ πλθροφοριϊν, που είναι ξεκομμζνεσ από τθν εμπειρία και τθ 

φανταςία των μακθτϊν, ςτθν παραφορτωμζνθ τουσ δεκτικότθτα. Ηθτείται από μια 

αγφμναςτθ μνιμθ να ςυγκρατιςει το βάροσ αυτϊν των πλθροφοριϊν και να τισ 

μετατρζψει ςε γνϊςεισ. Μια πλθροφορία όμωσ για να αφομοιωκεί ςε γνϊςθ, 

πρζπει πρϊτα να τθ γονιμοποιιςει θ νόθςθ, φςτερα να τθ διευρφνει θ φανταςία και 

μζςω κριτικισ επεξεργαςίασ να γίνει γνϊςθ. 

Αυτό ςθμαίνει πωσ θ καλλιζργεια τθσ ςκζψθσ διαμζςου του μακθματικοφ 

του υλικοφ, πρζπει να είναι ο αρχικόσ και βαςικόσ ςτόχοσ τθσ Μακθματικισ 

Ραιδείασ. Θ ςυνειδθτι, αυτοδφναμθ ςκζψθ του μακθτι κα τον οδθγιςει ςε 

πρωτοβουλίεσ, με απϊτερο ςτόχο τθν ουςιαςτικι κατάκτθςθ των μακθματικϊν 

εννοιϊν. 

Συχνά θ ςκζψθ κεωρείται ταυτόςθμθ τθσ νοθμοςφνθσ και αυτό γιατί 

αποτελεί ζνα ιςχυρό εργαλείο για τθν αντιμετϊπιςθ των αναγκϊν που προκφπτουν 

από τθν προςαρμογι του ανκρϊπου ςτο περιβάλλον. Θ νοθμοςφνθ δεν είναι τίποτα 

άλλο παρά θ ικανότθτα προςαρμογισ ςτο περιβάλλον(Κωςταρίδου-Ευκλείδθ,1997). 

Άλλωςτε, όπωσ φαίνεται ςτο Ματςαγγοφρασ, 2006 και ςτθ ςχετικι του αναφορά ςε 

ειδικοφσ επιςτιμονεσ (Τομαςίδθσ, 1982· Halpern, 1984· Costa, 1985· Fisher, 1990· 

Prithard, 1996) δεν υπάρχει ςυμφωνία ςτον τρόπο που αυτοί αντιλαμβάνονται και 

ορίηουν τθ ςκζψθ. Ζτςι άλλοι τθν ορίηουν ωσ ςυνειρμικι ςυςχζτιςθ ιδεϊν, άλλοι ωσ 

αναηιτθςθ λογικϊν ςχζςεων μεταξφ δεδομζνων κι άλλοι ωσ διαδικαςία 

αναδόμθςθσ γνωςτικϊν καταςτάςεων. Θ κριτικι ςκζψθ χαρακτθρίηεται ωσ υψθλοφ 

επιπζδου ςκζψθ(higher order thinking) (Vygotsky, 1978), γιατί το άτομο πρζπει να 

χρθςιμοποιιςει αξιολογικά κριτιρια κατά τθν ανάλυςθ και επίλυςθ προβλθμάτων, 
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κακϊσ και για τθ λιψθ αποφάςεων μζςα ςε απρόβλεπτεσ καταςτάςεισ. Ο R. Paul 

ορίηει τθν κριτικι ςκζψθ ωσ πεικαρχθμζνθ και αυτοκατευκυνόμενθ ςκζψθ, που 

λειτουργεί με βάςθ διανοθτικοφσ κανόνεσ και προςανατολίηεται ςτθ φφςθ του 

προβλιματοσ ι τθ γνωςτικι περιοχι. (Τριλιανόσ, 1997). 

Θ ςφγχρονθ Μακθματικι εκπαίδευςθ επιηθτά τθν δθμιουργία ενόσ νζου 

ςχολείου που κα ςτθρίηει τθν ανακάλυψθ μακθματικϊν εννοιϊν, τθν καλλιζργεια 

τθσ Μακθματικισ ςκζψθσ μζςω τθσ διερευνθτικισ διαδικαςίασ (Yerushalmy, 1999). 

 

1.4.3  Ο ρόλοσ των Μαθηματικών εύναι η οργϊνωςη τησ 

ςκϋψησ 

Ο ρόλοσ των Μακθματικϊν ςτθ Γενικι Ραιδεία δεν είναι το πακθτικό 

φόρτωμα του μακθτικοφ μυαλοφ με τφπουσ και ςφμβολα, αλλά θ οργάνωςθ τθσ 

ςκζψθσ του μακθτι διά μζςου του μακθματικοφ υλικοφ, εκφραηόμενου αρχικά με 

τον αρικμό και το ςχιμα. Το όργανο τθσ ςκζψθσ είναι θ γλϊςςα, ο λόγοσ. Με τθ 

ςυμβολοκρατία του φορμαλιςμοφ δεν προάγεται θ ςκζψθ, αφοφ δεν ςκεφτόμαςτε 

με τα ςφμβολα, αλλά με τισ λζξεισ, δθλαδι με τον λόγο. Θ πλθκωριςτικι χριςθ του 

ςυμβολιςμοφ είναι ζνασ μθχανιςτικόσ, επιφανειακόσ χειριςμόσ των εννοιϊν. Ο 

φορμαλιςμόσ είναι θ οικονομία τθσ ςκζψθσ για να φτάςουμε ταχφτερα ςτο 

αποτζλεςμα. Ο αυτοματιςμόσ όμωσ τθσ τυποκρατίασ εμπεριζχει τον κίνδυνο να 

αποκοιμίςει τθ ςκζψθ. 

Ο Poincaret λζει: «είχα πολλζσ φορζσ τθν ευκαιρία να τονίςω τθ κζςθ που 

πρζπει να ζχει θ ενόραςθ ςτθ διδαςκαλία των μακθματικϊν. Χωρίσ αυτι,  τα νεαρά 

άτομα δεν μποροφν να μυθκοφν ςτθν κατανόθςθ των μακθματικϊν, δεν μποροφν 

να τα αγαπιςουν και κα τα αντιλαμβάνονται πάντα ωσ κουβζντεσ χωρίσ νόθμα. 

Ρολλοί νζοι μακθματικοί πιςτεφουν πωσ αν διδάξουν τα μακθματικά με μια 

αυςτθρι, αξιωματικι κεμελίωςθ, οι μακθτζσ κα τα απορροφιςουν. Αυτοί οι 

δάςκαλοι επειδι ζχουν αφομοιϊςει τθν παραγωγικι πρόςβαςθ, δεν κυμοφνται τισ 

δυςκολίεσ που οι ίδιοι ςυνάντθςαν μακαίνοντασ. Άλλοι πάλι δεν αιςκάνονται 

ικανοποιθμζνοι όταν, ςε μικρζσ τάξεισ, παρουςιάηουν ατελείσ αποδείξεισ. Πμωσ θ 

εκπαίδευςθ δε γίνεται για τθν ικανοποίθςθ των δαςκάλων αλλά για τουσ μακθτζσ 
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τουσ και μια ςωςτι παιδαγωγικι προςζγγιςθ γίνεται πάντοτε με κάποιουσ 

ςυμβιβαςμοφσ». 

 

1.5  Η ςημαςύα των αναπαραςτϊςεων ςτα μαθηματικϊ  

1.5.1.  Τι εύναι αναπαραςτϊςεισ; 

Είναι δφςκολο να οριςτεί μια ζννοια ςαν τθν «αναπαράςταςθ» που 

χρθςιμοποιείται από διαφορετικοφσ μεταξφ τουσ τομείσ, όπωσ θ Ψυχολογία, θ 

Επιςτθμολογία, τα Μακθματικά, ςε μια ποικιλία πλαιςίων. Ζνασ πικανόσ τρόποσ 

προςζγγιςθσ είναι μζςα από τθν αναηιτθςθ μιασ απάντθςθσ ςτο ερϊτθμα 

«Αναπαράςταςθ τίνοσ». «Μια αναπαράςταςθ δεν αναπαριςτά από μόνθ τθσ 

τίποτα. Χρειάηεται ερμθνεία, θ οποία με τθ ςειρά τθσ εξαρτάται από το άτομο που 

κα διατυπϊςει. Θ ερμθνεία για παράδειγμα ενόσ πίνακα ηωγραφικισ από ζναν 

παρατθρθτι γίνεται με ςθμείο αναφοράσ τθν προθγοφμενθ εμπειρία του. Από τθν 

πλευρά του ηωγράφου, εκείνο που αναπαρίςταται είναι ζνα κομμάτι τθσ εμπειρίασ 

του, είτε αυτι ςχετίηεται με αντικείμενα και καταςτάςεισ τθσ πραγματικισ ηωισ, 

είτε είναι προϊόν τθσ φανταςίασ του δθμιουργοφ.» (Κολζηα, 1994)  

Ο όροσ «αναπαράςταςθ» είναι αςαφισ και ωσ τζτοιοσ επιδζχεται πολλαπλζσ 

ερμθνείεσ (Goldin & Kaput, 1996;  Roth & McGinn, 1998;  Seeger, 1998). Σφμφωνα 

με τουσ Kaput (1987a; 1987b) και Goldin (1987), θ ζννοια τθσ αναπαράςταςθσ 

περιλαμβάνει : (α) τθν ζννοια που αναπαρίςταται, (β) τθν ολότθτα που αναπαριςτά, 

(γ) τισ ςυγκεκριμζνεσ πτυχζσ τθσ ολότθτασ τθσ αναπαράςταςθσ που 

αναπαρίςτανται. Επίςθσ ο όροσ αναπαράςταςθ επιδζχεται δφο διαφορετικζσ 

ερμθνείεσ:  

Αναπαράςταςθ μπορεί να είναι μια υλικι οργάνωςθ ςυμβόλων, όπωσ 

ςχιματα, γραφικζσ παραςτάςεισ, κϊδικεσ, κ.λ.π. που αποτελοφν τα «μοντζλα» 

ποικίλων νοθτικϊν διαδικαςιϊν . 

Με τον όρο αναπαράςταςθ μπορεί να εννοοφμε όμωσ και ζναν τρόπο 

οργάνωςθσ τθσ γνϊςθσ και υπό αυτι τθν ζννοια αποτελεί κεντρικό ςθμείο τθσ 

γνωςτικισ ψυχολογίασ (Denis και Dubois,1976). 
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Δεν είναι άγνωςτο ότι υπάρχουν εξωτερικζσ και εςωτερικζσ 

αναπαραςτάςεισ. Οι πρϊτεσ αναφζρονται ςε όλα τα εξωτερικά ςυμβολικά 

ςυςτιματα και ζχουν ςαν ςτόχο να αναπαραςτιςουν κάποια «πραγματικότθτα» 

π.χ. μακθματικι, ενϊ οι δεφτερεσ αντιςτοιχοφν ςε μια εςωτερικευμζνθ γνϊςθ που 

ζχουμε γι’ αυτι τθν πραγματικότθτα (Dufour-Janvier,B. , Bednarz,N. , Balanger,M. , 

1987). 

Αν κζλουμε τισ δφο προθγοφμενεσ ερμθνείεσ να τισ προβάλουμε ςτο 

επίπεδο τθσ ζρευνασ τθσ διδακτικισ, κα λζγαμε ότι ζχουμε δφο εκδοχζσ για το κζμα 

τθσ αναπαράςταςθσ (Vergnaud, G. ,1988): 

 τθν εκδοχι των ςυμβολικϊν εκπεφραςμζνων αναπαραςτάςεων που 

περιζχουν τα ςτοιχεία και τισ διαδικαςίεσ που χρθςιμοποιεί το 

υποκείμενο ςτθν επικοινωνία του με τουσ άλλουσ (γραφικζσ 

παραςτάςεισ, πίνακεσ, άλγεβρεσ κ.λ.π.) και  

 τθν εκδοχι των μθ εκπεφραςμζνων προ-εννοιακϊν και εννοιακϊν 

αναπαραςτάςεων που κακορίηουν τθ γνωςτικι δραςτθριότθτα του 

υποκειμζνου: γνϊςεισ και διαδικαςίεσ που κα χρθςιμοποιιςει, 

ςυνδυαςμοφσ πλθροφοριϊν που κα πραγματοποιιςει, κ.λ.π. 

Μια ςειρά από ζρευνεσ (Lesh, Mehr & Post, 1987b) ζχουν εντοπίςει  πζντε 

διαφορετικά ςυςτιματα εκπεφραςμζνων αναπαραςτάςεων που εμφανίηονται ςτθ 

διαδικαςία μάκθςθσ μακθματικϊν εννοιϊν και επίλυςθσ προβλθμάτων. Τα 

ςυςτιματα αυτά είναι : 

 Κομμάτια εμπειρίασ ςτα οποία θ γνϊςθ οργανϊνεται γφρω από 

γεγονότα τθσ κακθμερινότθτασ και τα οποία χρθςιμοποιοφνται ωσ 

πλαίςιο για τθν αντιμετϊπιςθ νζων καταςτάςεων. 

 Σφνολα αντικειμζνων που φτιάχτθκαν με ςτόχο τθν αναπαράςταςθ 

μακθματικϊν ςχζςεων (π.χ. κφβοι). 

 Εικόνεσ ι διαγράμματα. 

 Γλϊςςεσ ομιλοφμενεσ ι εξειδικευμζνεσ (π.χ. θ μακθματικι). 

 Γραπτά ςφμβολα (π.χ.  χ+2 =5 ,  ΑΒ=Γ) . 
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Τα πζντε προθγοφμενα ςυςτιματα αναπαράςταςθσ κα μποροφςαν να ενταχκοφν ςε 

δφο βαςικζσ κατθγορίεσ (Von Glaserfeld, 1987): τα εικονικά και τα μθ εικονικά ι 

ςυμβολικά. 

 

1.5.2  Αναπαραςτϊςεισ και Διδαςκαλύα Μαθηματικών 

Οι εικόνεσ, και γενικότερα οι αναπαραςτάςεισ, διαδραματίηουν ζνα 

ςθμαντικό ρόλο ςτον τομζα τθσ διδαςκαλίασ και τθσ μάκθςθσ των μακθματικϊν, 

κακϊσ τα ςφγχρονα βιβλία και διδακτικά υλικά περιλαμβάνουν περιςςότερεσ 

εικόνεσ, διαγράμματα και γραφικζσ παραςτάςεισ, παρά ποτζ προθγουμζνωσ 

(Schnotz, 2002; Carney & Levin, 2002). 

Θ χριςθ ποικίλων εξωτερικϊν αναπαραςτάςεων, όπωσ οι εικόνεσ ςε 

ςυνδυαςμό με τα κείμενα, χρθςιμοποιείται ςτθ διδαςκαλία των μακθματικϊν για 

τθν προϊκθςθ τθσ κατανόθςθσ και τθσ μάκθςθσ μακθματικϊν ιδεϊν. Σφμφωνα με 

τον Janvier (1987), τα περιςςότερα ςχολικά βιβλία ςιμερα περιλαμβάνουν μια 

ποικιλία αναπαραςτάςεων με ςκοπό να προωκιςουν τθν κατανόθςθ.  

Θ κατανόθςθ από λεκτικζσ και εικονικζσ πλθροφορίεσ ζχει κεωρθκεί ωσ 

πικανϊσ ευεργετικι για τθ μάκθςθ (Schnotz, 2002; Carney & Levin, 2002). Για 

παράδειγμα, οι Ainsworth, Wood & Bibby (1997) ειςθγοφνται ότι θ χριςθ 

πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων μπορεί να βοθκιςει τουσ μακθτζσ να αναπτφξουν 

διαφορετικζσ ιδζεσ και διαδικαςίεσ και να προάγουν βακφτερθ κατανόθςθ. 

Επιπλζον, μια δεφτερθ αναπαράςταςθ μπορεί να ενιςχφςει τθ μετάφραςθ μιασ πιο 

πολφπλοκθσ ι λιγότερο γνϊριμθσ αναπαράςταςθσ (Gagatsis & Michaelidou, 2002). 

Σφμφωνα με τουσ Ainsworth et al. (1997), ςυνδυάηοντασ τισ διάφορεσ 

αναπαραςτάςεισ οι μακθτζσ δεν περιορίηονται από τισ αδυναμίεσ μιασ 

ςυγκεκριμζνθσ αναπαράςταςθσ. 

Θ ανάγκθ μελζτθσ τθσ ζννοιασ τθσ αναπαράςταςθσ προκφπτει τόςο για 

πρακτικοφσ όςο και για κεωρθτικοφσ λόγουσ (Kaput, 1985; 1987a; 1987b). Οι 

πρακτικοί λόγοι αναφζρονται ςτισ δυςκολίεσ που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ ςτθ 

μετάφραςθ από τθ μια αναπαράςταςθ ςτθν άλλθ ςε ςχζςθ με τισ μακθματικζσ 

ζννοιεσ, κακϊσ και ανάμεςα ςτθν κακθμερινι εμπειρία και ςτα μακθματικά. Οι 
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κεωρθτικοί λόγοι αναφζρονται ςτθν ανάγκθ για φπαρξθ ενόσ ςυςτθματικοφ 

πλαιςίου ςε ςχζςθ με τα διάφορα ςυςτιματα αναπαράςταςθσ, ϊςτε να μποροφν 

να αντιμετωπιςτοφν αποτελεςματικά οι δυςκολίεσ που προκφπτουν ςε ςχζςθ με τθν 

κατανόθςθ και τθ χριςθ αναπαραςτάςεων. 

Οι αναπαραςτάςεισ κεωροφνται «ςφμφυτεσ» με τα μακθματικά (Dufour – 

Janvier et al.,1987; Kaput, 1987a). Υπάρχουν περιπτϊςεισ όπου οι αναπαραςτάςεισ 

είναι τόςο ςτενά ςυνδεδεμζνεσ με μια μακθματικι ζννοια, όπωσ για παράδειγμα θ 

ςυνάρτθςθ και θ γραφικι παράςταςθ, ϊςτε είναι δφςκολο να γίνει κατανοθτι θ 

ζννοια χωρίσ τθ χριςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ αναπαράςταςθσ. 

Στο ςχεδιαςμό των εκνικϊν επιπζδων εκπαίδευςθσ και αξιολόγθςθσ για τα 

μακθματικά ςτθν Αμερικι (NCTM 2000), αναγνωρίηεται θ μεγάλθ ςθμαςία των 

αναπαραςτάςεων. Τονίηεται ιδιαίτερα ότι το αναλυτικό πρόγραμμα κα πρζπει να 

καλλιεργεί ςτουσ μακθτζσ τθν ικανότθτα:  

 να δθμιουργοφν και να χρθςιμοποιοφν αναπαραςτάςεισ με ςτόχο να 

οργανϊνουν, να κωδικοποιοφν και να επικοινωνοφν τισ μακθματικζσ τουσ 

ιδζεσ,  

 να επιλζγουν, να εφαρμόηουν και να μεταφράηουν ανάμεςα ςε 

διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ με ςτόχο τθ κατανόθςθ και επίλυςθ μιασ 

προβλθματικισ κατάςταςθσ,  

 να χρθςιμοποιοφν αναπαραςτάςεισ ςτθ μοντελοποίθςθ και ερμθνεία 

φυςικϊν, κοινωνικϊν και μακθματικϊν φαινομζνων. 

Οι μακθτζσ ςτα πλαίςια του μακιματοσ των μακθματικϊν ζρχονται 

κακθμερινά ςε επαφι με μια μεγάλθ ποικιλία αναπαραςτάςεων. Απαραίτθτεσ 

προχποκζςεισ όμωσ, για τθν αποτελεςματικι κατανόθςθ μιασ μακθματικισ ζννοιασ 

αποτελοφν α) θ ικανότθτα για αναγνϊριςθ τθσ ζννοιασ ςε μια ποικιλία ποιοτικά 

διαφορετικϊν ςυςτθμάτων αναπαράςταςθσ και β) θ ικανότθτα μετάφραςθσ τθσ 

ζννοιασ από το ζνα ςφςτθμα ςτο άλλο (Lesh, Post & Mehr, 1987). Θ τελευταία 

προχπόκεςθ, δθλαδι θ ικανότθτα μετάφραςθσ από το ζνα ςφςτθμα 

αναπαράςταςθσ μιασ ζννοιασ ςτο άλλο διαδραματίηει ςθμαντικό ρόλο όχι μόνο για 

τθ μάκθςθ μακθματικϊν εννοιϊν αλλά και για τθν επίλυςθ μακθματικοφ 
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προβλιματοσ (Janvier, 1987). Με βάςθ αποτελζςματα ερευνϊν, μακθτζσ και 

φοιτθτζσ αντιμετωπίηουν αρκετζσ δυςκολίεσ ςε αυτι τθ διαδικαςία, που 

επθρεάηουν τόςο τθ μάκθςθ των μακθματικϊν όςο και τθν επίδοςθ των μακθτϊν 

ςτθν επίλυςθ προβλιματοσ. Επομζνωσ, μια άλλθ βαςικι επιδίωξθ τθσ διδαςκαλίασ 

μιασ ζννοιασ πζρα από τθν κατανόθςι τθσ μζςα από τθ δθμιουργία πλοφςιων και 

καλά οργανωμζνων νοθτικϊν αναπαραςτάςεων, κα πρζπει να εςτιάηεται ςτθν 

ανάπτυξθ τθσ ικανότθτασ των μακθτϊν να περνοφν από μια αναπαράςταςθ ςε άλλθ 

με ςυνζπεια και ακρίβεια, χωρίσ αντιφάςεισ (Γαγάτςθσ, Μιχαθλίδου & Σιακαλλι, 

2001). 

Οι Gagatsis & Christou (2002) παρατθροφν ότι όταν θ διδαςκαλία εννοιϊν 

γίνεται με τθ χριςθ πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων, οι μακθτζσ πραγματοποιοφν τισ 

ςυνδζςεισ μεταξφ των διαφόρων αναπαραςτάςεων και ζτςι μποροφν να διακρίνουν 

μεταξφ τουσ τισ μακθματικζσ ζννοιεσ. 

Για τθν κατανόθςθ και τθ μάκθςθ μιασ μακθματικισ ζννοιασ αυτό που ζχει 

ςθμαςία είναι θ αναγκαιότθτα ταυτόχρονθσ ςυνφπαρξθσ τουλάχιςτον δφο πεδίων 

αναπαράςταςθσ (ι δφο ςθμειωτικϊν ςχθμάτων αναπαράςταςθσ) (Duval, 1993). 

Επιπλζον, οι αναπαραςτάςεισ ενδείκνυνται ςτο να κάνουν τα μακθματικά 

πιο γοθτευτικά και ενδιαφζροντα (Dyfour-Janvier, Bednarz και Belanger, 1987). 

Σφμφωνα με τουσ Noss και Hoyles (1996), οι αναπαραςτάςεισ αποτελοφν κεντρικό 

ςτοιχείο για τθν καταςκευι ςθμαςιϊν. Oι ίδιοι ερευνθτζσ υποςτθρίηουν πωσ οι 

αναπαραςτάςεισ δομοφν και δομοφνται από το πλαίςιο ςυμφραηομζνων. Oι 

αναπαραςτάςεισ, επίςθσ, είναι δυνατόν να αποτελοφν τα πεδία πρϊτθσ αναφοράσ 

των δράςεων του παιδιοφ προκειμζνου να οικοδομιςει βαςικζσ ζννοιεσ (Kaput, 

1987a). 

Oι Lesh, Mehr και Post (1987b) διαχϊριςαν τα αναπαραςτατικά ςυςτιματα 

ςε «διαφανι» και «αδιαφανι». Στα «διαφανι» αναπαραςτατικά ςυςτιματα τίποτε 

περιςςότερο ι λιγότερο δεν υπονοείται πζρα από τισ ιδζεσ ι τισ δομζσ που 

αναπαριςτϊνται. Στα «αδιαφανι» αναπαραςτατικά ςυςτιματα δίνεται ζμφαςθ ςε 

οριςμζνεσ ζννοιεσ ι δομζσ, ενϊ κάποιεσ άλλεσ δε φωτίηονται, αλλά βρίςκονται 

κρυμμζνεσ πίςω από άλλεσ. 
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1.5.3   Νϋεσ Τεχνολογύεσ  και  Αναπαραςτϊςεισ 

Οι ςφγχρονεσ εποικοδομιςτικζσ προςεγγίςεισ ςτθ μάκθςθ δίνουν  ζμφαςθ 

ςτον ενεργθτικό, υποκειμενικό και καταςκευαςτικό χαρακτιρα τθσ γνϊςθσ των 

ατόμων προκειμζνου να προςαρμοςτοφν ςτο περιβάλλον ςτο οποίο ηουν (Von 

Glasersfeld, 1987). Θ ζμφαςθ δίνεται ςτθν ενεργθτικι και πρακτικι ςυμμετοχι των 

μακθτϊν (Piaget, 1970) ςε δραςτθριότθτεσ που αφοροφν ςε εμπειρικζσ καταςτάςεισ 

τθσ κακθμερινισ ηωισ που ζχουν νόθμα για αυτοφσ ϊςτε να τουσ δθμιουργείται 

κίνθτρο για μάκθςθ (Leont'ev, 1981, ο.π. ανάφ. ςτο Noss, & Hoyles, 1996). Οι 

μακθτζσ πρζπει να μποροφν να αναςτοχαςτοφν ςτισ ενζργειεσ που πραγματοποιοφν 

προκειμζνου να φζρουν ςε πζρασ αυτζσ τισ δραςτθριότθτεσ και να δθμιουργιςουν 

αφθρθμζνεσ ζννοιεσ (von Glasersfeld, 1987). Επιπλζον, αναγνωρίηεται ο ρόλοσ των 

εργαλείων και ειδικότερα των περιβαλλόντων μάκθςθσ ςε υπολογιςτι, ςτθν 

ανάπτυξθ τθσ κριτικισ ςκζψθσ των μακθτϊν (Papert, 1980; Jonassen, 1996; Noss & 

Hoyles, 1996). Ειδικότερα, αναγνωρίηεται θ ςθμαςία των περιβαλλόντων 

πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων ςτθν ζκφραςθ των ιδιαιτεροτιτων των μακθτϊν ςτθ 

μάκθςι τουσ, προςφζροντάσ τουσ δυνατότθτεσ διαφορετικισ αφετθρίασ (Borba & 

Confrey 1996; Dyfour-Janvier, Bednarz, & Belanger, 1987). Τα περιβάλλοντα αυτά 

παίηουν ςθμαντικό ρόλο ςτθν κατανόθςθ εννοιϊν με μεγάλο βακμό αδιαφάνειασ, 

όπωσ είναι οι ζννοιεσ τθσ Ανάλυςθσ. Οι μακθτζσ εκφράηοντασ τθ γνϊςθ τουσ ςε 

διαφορετικά αναπαραςταςιακά ςυςτιματα μποροφν να πραγματοποιιςουν 

ςυνδζςεισ ανάμεςα ςτθ ςυγκεκριμζνθ, τθ διαιςκθτικι και ςτθ ςυμβολικι γνϊςθ 

(Kordaki & Potari, 2002; Noss, Healy, & Hoyles, 1997). Οι δυςκολίεσ των μακθτϊν 

ςτθ μάκθςθ ζχουν αποδοκεί ςτο ότι υπάρχει μεγάλο κενό ςτισ αναπαραςτάςεισ του 

μακθτι και ςτα προτεινόμενα ςε αυτόν αναπαραςταςιακά ςυςτιματα για τθν 

ζκφραςθ τθσ γνϊςθσ του (Dyfour-Janvier, et al., 1987). Αποκτά λοιπόν ςθμαντικι 

αξία θ εξεφρεςθ κατάλλθλων αναπαραςταςιακϊν ςυςτθμάτων τα οποία να δίνουν 

τθν ευκαιρία ςτο μακθτι να εκφράςει τθ διαιςκθτικι του γνϊςθ και να προχωριςει 

χωρίσ κενά ςε ςυμβολικά ςυςτιματα αναπαραςτάςεων (Dyfour-Janvier, et al., 

1987). 

Οι Dettori και Lemut (1995) αναφζρουν ότι οι διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ 

μζςα από ζνα περιβάλλον υπερμζςων διζγειραν τισ αναπαραςταςιακζσ ικανότθτεσ 
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των παιδιϊν, τουσ ζδωςαν δυνατότθτεσ διαφορετικισ αφετθρίασ, όπωσ επίςθσ τουσ 

ζδωςαν τθ δυνατότθτα για αναςτοχαςμό πάνω ςε αυτζσ. Επιπλζον, υποςτθρίηεται 

ότι θ εννοιολογικι κατανόθςθ απορρζει από τθ δθμιουργία ςυνδζςεων μεταξφ 

διαφορετικϊν αναπαραςτάςεων (Νοss και Hoyles, 1996), ενϊ θ χριςθ νζων 

μορφϊν αναπαραςτάςεων αλλάηει το είδοσ των μακθματικϊν που διδάςκονται 

(Borba, M., & Confrey, G. (1996). Θ επιλογι των αναπαραςτάςεων που 

χρθςιμοποιοφνται ςτο ςχεδιαςμό και ςτθν υλοποίθςθ περιβαλλόντων μάκθςθσ ςε 

υπολογιςτι παίηουν ςθμαντικό ρόλο ςτθ διαφοροποίθςθ των ςτρατθγικϊν που 

αναπτφςςουν οι μακθτζσ ςτα προβλιματα που τουσ τίκενται. 

Ο Θ/Υ είναι ζνα εκφραςτικό αλλθλεπιδραςτικό μζςο που παρζχει τθ 

δυνατότθτα «δραςτιριασ μάκθςθσ» ενϊ ςτα παραδοςιακά αδρανι ςυςτιματα 

(μολφβι-χαρτί) υπάρχει απόςταςθ των ενεργειϊν από τισ μακθματικζσ τουσ 

ςθμαςίεσ. Οι διαφορζσ δυναμικϊν-αδρανϊν ςυςτθμάτων μάκθςθσ οδθγοφν ςε 

διαφορετικοφσ τρόπουσ μάκθςθσ. Τα δυναμικά ςυςτιματα, δθλαδι οι υπολογιςτζσ, 

υποβοθκοφν τθν αυτοζκφραςθ και τθν ςφνδεςθ εικονικισ με ςυμβολικι 

πλθροφορία. Τα περιβάλλοντα Θ/Υ με τισ πολλαπλζσ αναπαραςτάςεισ που 

διακζτουν, διευκολφνουν τθν δθμιουργία πλοφςιων γνωςτικϊν εμπειριϊν 

αυξάνοντασ τθν άμεςθ εκφραςτικότθτα του μακθτι. Αυτόσ ο διαμεςολαβθτικόσ 

ρόλοσ του Θ/Υ ςυναρτάται από τισ ςυμβολικζσ αναπαραςτάςεισ που παρζχει. 

Ρολλοί ερευνθτζσ αναηθτοφν το αν θ εννοιολογικι κατανόθςθ απορρζει από 

τθ δθμιουργία πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων και τθ δθμιουργία ςυνδζςεων μεταξφ 

αυτϊν. Σε αυτό, θ χριςθ των δυνατοτιτων του Θ/Υ και των Εκπαιδευτικϊν 

Λογιςμικϊν που επιτρζπουν ποικιλία αναπαραςτάςεων είναι ςθμαντικι. Φαίνεται 

ότι μζςω αυτισ επιτυγχάνεται πολλαπλότθτα τρόπων επίλυςθσ προβλθμάτων από 

τουσ μακθτζσ οι οποίοι βρίςκουν νζουσ τρόπουσ ζκφραςθσ. Ράντωσ θ επιλογι των 

αναπαραςτάςεων που κα χρθςιμοποιοφνται παίηει ρόλο και κακι επιλογι μπορεί 

να οδθγιςει τουσ μακθτζσ ςε ςτατικζσ προςεγγίςεισ (όπωσ και ςτα ςτατικά 

ςυςτιματα). Οι εξωτερικζσ εικόνεσ παρζχουν αιςκθτικι παρότρυνςθ για τισ 

εικονικζσ ζννοιεσ και εκεί που πρζπει να εςτιάςουμε είναι ο βακμόσ επίδραςθσ των 

εξωτερικϊν εικόνων ςτθν αλλθλεπίδραςθ του εικονικοφ με το εννοιολογικό μζροσ 

τθσ διεργαςίασ. Ειδικά ςτθν γεωμετρία, εικόνεσ και ζννοιεσ πρζπει να 
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αλλθλεπιδροφν για τθν ανάπτυξθ τθσ λογικισ, αφοφ ζχουν ςφνκετο ρόλο ςτθν 

παρουςίαςθ τθσ γνϊςθσ. Τα ςχιματα αποτελοφν ζνα είδοσ «εικονικισ ζννοιασ». 

Λδιαίτερθ μνεία ζχει γίνει για τθν διαφορά ςχεδίου (ωσ αντικείμενο-εικόνασ) και 

ςχιματοσ που αποτελεί εκπρόςωπο κλάςθσ άπειρων αντικειμζνων με κάποιεσ 

κοινζσ ιδιότθτεσ. Οι υπολογιςτζσ δίνουν τθν δυνατότθτα υλοποίθςθσ ενόσ μοντζλου 

που να ανταποκρίνεται ςτθν ζννοια-ςχιμα κακϊσ και τθν αλλθλεπίδραςθ εικόνασ-

ζννοιασ. Τα λογιςμικά δυναμικισ γεωμετρίασ  δίνουν  τθν δυνατότθτα αυτισ τθσ 

ςυςχζτιςθσ εικονικοφ-εννοιολογικοφ αφοφ ο μακθτισ πρζπει πρϊτα να καταλάβει 

τθ εςωτερικι λογικι που εξαρτάται από τθν διαδικαςία με τθν οποία παράγει το 

λογιςμικό τισ αναπαραςτάςεισ και γίνεται εμφανισ όταν ζνα ςτοιχείο τθσ εικόνασ 

μετακινείται. Θ αιςκθτθριακι αντίλθψθ τϊρα κεωρείται ςθμαντικι ςτθ γεωμετρία 

αλλά δεν φτάνει από μόνθ τθσ. Θ εικονικι ανατροφοδότθςθ που παρζχει το ΕΛ ςε 

ςυνδυαςμό με τθν δυναμικότθτα των ςχθμάτων που κρατοφν αναλλοίωτεσ 

ιδιότθτεσ οδθγεί ςε ζνα νζο είδοσ αντίλθψθσ που δεν είναι μόνο αιςκθτθριακι 

αφοφ παρζχει πλθροφορία που μπορεί να βοθκιςει το μακθτι να ανακαλφψει τα 

λάκθ που ζκανε ςτισ αρχικζσ υποκζςεισ του για τισ ιδιότθτεσ των ςχθμάτων. 

Επιπλζον θ ανατροφοδότθςθ βοθκά το μακθτι να ελζγχει ποιοτικά ι ποςοτικά τισ 

ςτρατθγικζσ που αναπτφςςει. 

Τα λογιςμικά δυναμικισ γεωμετρίασ ωσ εργαλεία / τεχνουργιματα τα οποία 

ενςωματϊνουν δομικά τισ μακθματικζσ ζννοιεσ ι διαδικαςίεσ, είναι 

αναπαραςτατικζσ υποδομζσ (Kaput et al. 2002) που παρζχουν ςτουσ μακθτζσ τθ 

δυνατότθτα καταςκευισ γεωμετρικϊν ςχθμάτων.  

Σφμφωνα με τον Gawlick (2005) ζνα λογιςμικό δυναμικισ γεωμετρίασ μπορεί 

να χρθςιμοποιθκεί α) για να οπτικοποιιςει ο μακθτισ ότι μια ιδιότθτα ιςχφει ςε 

κάκε περίπτωςθ ςυρςίματοσ του ςχιματοσ,  β) για να διερευνιςει τισ ιδιότθτεσ του 

ςχιματοσ με τθ χριςθ μακροεντολϊν και  γ) για τθν καταςκευι γεωμετρικϊν τόπων. 

Ζτςι θ αξία τθσ δυναμικισ προςζγγιςθσ είναι διπλι κακϊσ μπορεί να ενιςχφςει τουσ 

μακθτζσ των χαμθλότερων επιπζδων να εξοικειωκοφν με τα εργαλεία και παρζχει 

τθ βάςθ για τθν ςταδιακι τουσ μετακίνθςθ ςε υψθλότερα επίπεδα. 

Οι Harel & Dubinsky μιλάνε για «αντίλθψθ ενζργειασ» και «αντίλθψθ 

διαδικαςίασ» ςε μακθςιακζσ ζρευνεσ με υπολογιςτι. Με τον πρϊτο όρο εννοοφν 
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τθν κατανόθςθ μιασ ενζργειασ διανοθτικισ ι φυςικισ διαχείριςθσ αντικειμζνων με 

ςτατικό τρόπο, ενϊ με τον δεφτερο όρο περιγράφουν τθν δυναμικι διαχείριςθ 

αντικειμζνων, δθλαδι τον μεταςχθματιςμό μιασ οντότθτασ ενϊ διατθροφνται 

κάποια ποςοτικά τθσ χαρακτθριςτικά και μεταβάλλονται κάποια άλλα. Οι ίδιοι 

ερευνθτζσ τόνιςαν τθν δυνατότθτα αντίλθψθσ διαδικαςίασ που δίνουν οι 

πολλαπλζσ αναπαραςτάςεισ ςτον Θ/Υ και τθν βοικεια που αποκτοφν οι μακθτζσ για 

τθν δθμιουργία πιο δυναμικϊν εννοιϊν που ονομάηουν ζννοιεσ διεργαςίασ. 

Ράντωσ ςε κάκε περίπτωςθ οι αναπαραςτάςεισ που τα multimedia  και 

hypermedia ςτθ ςφγχρονθ τεχνολογία υποςτθρίηουν, ςυνεπικουροφν ςτθ μάκθςθ.  

 Αυτό που είναι ιδιαίτερα ενδιαφζρον είναι θ αναηιτθςθ των πλαιςίων μζςα 

ςτα οποία  θ ςφγχρονθ τεχνολογία μπορεί να προςφζρει βοικεια  ςτθ μάκθςθ. Ζνα 

DGS, όπωσ π.χ. το Cabri ειςάγει ζνα ιδιαίτερο είδοσ εικόνων που μποροφν να 

ςυρκοφν και να αλλάξουν κάτω από τθν επίδραςθ του ςυρςίματοσ (Mariotti, 2003). 

Από τθν προοπτικι του Vygotsky, με το Dragging δθμιουργείται  ζνα «εργαλείο 

ςθμειωτικισ διαμεςολάβθςθσ». Ο N.Balacheff1 ιςχυρίηεται ότι αυτι θ μετάβαςθ 

από τθν οκόνθ του υπολογιςτι ςτα μακθματικά είναι μια διαδικαςία modelling. Οι 

Εμμ. Νικολουδάκθσ & Σ. Λωάννου (2003) κεωροφν ότι το υπολογιςτικό περιβάλλον 

ςυμβάλλει με τθν «αλλαγι» γλϊςςασ - δεδομζνου ότι το λογιςμικό χρθςιμοποιεί τθ 

δικι του γλϊςςα επικοινωνίασ κι αλλθλεπίδραςθσ - ςτθν αλλαγι του τρόπου 

επικοινωνίασ, αποςκοπϊντασ και επιτυγχάνοντασ καλφτερα αποτελζςματα ςτθ 

διαδικαςία διδαςκαλίασ μάκθςθσ ςε ςχζςθ με τθν παραδοςιακι μετωπικι 

διδαςκαλία.  

Επίςθσ, o  David Tall (1993)  ςθμειϊνει ότι τόςο θ κάκετθ όςο και θ οριηόντια 

ανάπτυξθ – κατά τον Piaget και τουσ ςυγγραφείσ που ακολοφκθςαν μετά από αυτόν 

- κζτουν δυςκολίεσ ςτο άτομο. Θ κάκετθ ανάπτυξθ απαιτεί άφκονο χρόνο για τθν 

εξοικείωςθ με μια δοςμζνθ διαδικαςία για να τθσ επιτρζψει να εςωτερικευτεί και 

επίςθσ για τθν απαραίτθτθ γνωςτικι αναδιοργάνωςθ τθσ διαδικαςίασ ςε 

αντικείμενο. Θ οριηόντια ανάπτυξθ απαιτεί τθν ταυτόχρονθ κατανόθςθ δφο ι 

περιςςοτζρων διαφορετικϊν αναπαραςτάςεων και τισ ςυνδζςεισ μεταξφ τουσ, το 

                                                     

1 N. Balacheff Learning mathematics as modelling http://mathforum.org/technology/papers/  
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οποίο είναι πικανόν να προςδϊςει γνωςτικι αγωνία ςτισ βραχυπρόκεςμεσ πθγζσ 

τθσ μνιμθσ. Αυτζσ οι δυςκολίεσ μποροφν να περιοριςτοφν με ποικίλουσ τρόπουσ 

χρθςιμοποιϊντασ ζνα περιβάλλον υπολογιςτι για να παρζχει υποςτιριξθ. Το 

λογιςμικό μπορεί να είναι ςχεδιαςμζνο για να διεκπεραιϊνει μερικζσ από τισ 

διαδικαςίεσ, αφινοντασ το μακθτι να ςυγκεντρωκεί ςε άλλεσ που κα επιλζξει να 

εςτιάςει τθν προςοχι του. Θ ακολουκία τθσ μάκθςθσ ςτθν κάκετθ ανάπτυξθ μπορεί 

να τροποποιθκεί παρζχοντασ περιβάλλοντα, τα οποία επιτρζπουν τθ μελζτθ 

ανϊτερων εννοιϊν με μια διαιςκθτικι μορφι πριν ι τθν ίδια ςτιγμι που αυτζσ 

καταςκευάηονται. Οι οριηόντιοι δεςμοί μεταξφ διαφορετικϊν αναπαραςτάςεων 

μπορεί να είναι προγραμματιςμζνοι με τζτοιο τρόπο, που το άτομο να χειρίηεται 

μια αναπαράςταςθ και να μπορεί να βλζπει τισ ςυνζπειεσ τθσ ενζργειάσ του ςε 

άλλεσ ςυνδεδεμζνεσ αναπαραςτάςεισ. Επιπλζον, επειδι ο υπολογιςτισ μπορεί να 

προγραμματιςτεί για να ανταποκρίνεται με ζναν εκ των προτζρων οριςμζνο τρόπο, 

μπορεί να παράςχει ζνα περιβάλλον, μζςα ςτο οποίο ο μακθτισ μπορεί να 

εξερευνιςει τισ ςυνζπειεσ επιλεγμζνων ενεργειϊν για να προβλζψει και να ελζγξει 

υπό καταςκευι κεωρίεσ.  

Τζλοσ ο Φ. Καλαβάςθσ (1997) ςθμειϊνει:  «Ραρατθροφμε, λοιπόν, ότι οι 

απαιτιςεισ ικανοτιτων ςε τεχνολογικό περιβάλλον ςυγκλίνουν κατ’ απόλυτο τρόπο 

με τισ διδακτικζσ προτάςεισ των κεωριϊν μάκθςθσ και τθσ επιςτθμολογίασ όπωσ 

αυτζσ ςυντίκενται από τθ Διδακτικι των Μακθματικϊν».   

Σφμφωνα με τον Piaget, εκείνοσ που "ενεργεί" μακαίνει. Ο υπολογιςτισ από  

τθν πλευρά του αποτελεί εργαλείο που δίνει τθν δυνατότθτα ςτο μακθτι να 

ενεργεί. Και όχι απλά να ενεργεί αλλά να επαναλαμβάνει τισ ενζργειζσ του όςεσ 

φορζσ κζλει, να πειραματίηεται, να παρατθρεί, να αναπτφςςει εικαςίεσ και να 

διαπιςτϊνει τθν ιςχφ ι τθν άρνθςθ τουσ, να μεταςχθματίηει. 
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1.5.4   Νϋεσ Τεχνολογύεσ και απόδειξη  

Τα τελευταία χρόνια, θ ανάπτυξθ των νζων τεχνολογιϊν και θ ειςδοχι όλο 

και περιςςότερο των υπολογιςτϊν ςτθ ηωι μασ, δεν κα μποροφςε να αφιςει άκικτθ 

τθν απόδειξθ. Ρολλοί πιςτεφουν ότι θ διείςδυςθ του υπολογιςτι και ςτον χϊρο των 

κακαρϊν Μακθματικϊν (π.χ. πρόβλθμα των τεςςάρων χρωμάτων), πρζπει να 

επθρεάςει τθν διδαςκαλία ςτο επίπεδο τθσ ςχολικισ αίκουςασ, με το να 

εξαςκενίςει τθν ςθμαςία τθσ παραδοςιακισ μακθματικισ απόδειξθσ, προσ όφελοσ 

πιο εμπειρικϊν και δοκιμαςτικϊν τρόπων (De Villiers, M.,1998). Σφμφωνα με αυτι 

τθν αντίλθψθ, τθν εγκυρότθτα κάποιων μακθματικϊν προτάςεων, μπορεί να τθν 

εξαςφαλίςει και θ «πειραματικι» διαδικαςία μιασ υπολογιςτικισ απόδειξθσ. Θ 

απόδειξθ με χριςθ υπολογιςτι ςτο περίφθμο πρόβλθμα των τεςςάρων χρωμάτων, 

ζκεςε το ερϊτθμα κατά πόςο μπορεί μια τζτοια απόδειξθ να αποτελζςει αποδεκτι 

απόδειξθ. Ερωτιματα που τίκενται και από τθ ςκοπιά τθσ Φιλοςοφίασ των 

Μακθματικϊν, τα οποία αναγκαςτικά επαναπροςδιορίηουν τθν ζννοια τθσ 

απόδειξθσ, αλλά και κατ’ επζκταςθ των ίδιων των Μακθματικϊν και που 

αποςιωπϊνται ςτο ςχολείο αποςιωπάται, δθλαδι, θ πολυπλοκότθτα τθσ 

απόδειξθσ. (Van Bendegem, J.P. 2003, Κες/κθ). Οι νζεσ τεχνολογίεσ (Cabri, 

Sketchpad, Excel, Geogebra κ.ά.), και ιδιαίτερα τα λογιςμικά πακζτα, γνωςτά γενικά 

ωσ Ρεριβάλλοντα Δυναμικισ Γεωμετρίασ (Euclidraw), χρθςιμοποιοφνται ςτθν τάξθ 

ωσ εργαλεία οπτικοποίθςθσ για τθν διδαςκαλία και εκμάκθςθ τθσ γεωμετρίασ και 

τθν ανάπτυξθ των αποδεικτικϊν δεξιοτιτων των μακθτϊν (De Villers, 2003· Hanna, 

2000). Στο επίπεδο τθσ ζρευνασ για τθ μακθματικι εκπαίδευςθ, το κζμα τθσ χριςθσ 

των νζων τεχνολογιϊν ζχει αντιμετωπιςτεί από διαφορετικζσ απόψεισ. Ζχουν 

πραγματοποιθκεί μελζτεσ για τον τρόπο με τον οποίο θ ειςαγωγι των νζων 

τεχνολογιϊν αλλάηει τθν εκμάκθςθ ςτθ ςχολικι τάξθ, αλλά και για τον τρόπο με τον 

οποίο οι νζεσ τεχνολογίεσ μποροφν να ενςωματωκοφν ςτθ ςχολικι πρακτικι 

(Laborde, 2001· Healy, 2000· Mariotti & Bartolini Bussi, 1998). 

Οι παρεχόμενεσ από το δυναμικό λογιςμικό δυνατότθτεσ για ευρετικζσ 

διαδικαςίεσ και διερεφνθςθ το κακιςτοφν ικανό να ενκαρρφνει τθν ανάγκθ για 

απόδειξθ, να μεςολαβεί ςτθν μετάβαςθ από το διαιςκθτικό ςτο κεωρθτικό επίπεδο, 
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και εν γζνει, ςτθν ειςαγωγι των μακθτϊν ςτθ κεωρθτικι ςκζψθ (Hadas et al., 2000· 

Jones, 2000· Marrades & Gutierrez, 2000 κ.ά.). 

Οι οπτικζσ και οι ευρετικζσ δυνατότθτεσ όμωσ που προςφζρονται από τα 

περιβάλλοντα λογιςμικϊν δυναμικισ γεωμετρίασ ςτο να «φαίνονται» τόςο εφκολα 

οι μακθματικζσ ιδιότθτεσ, μποροφν όμωσ να μειϊςουν ι ακόμα και να εξαφανίςουν 

οποιαδιποτε ανάγκθ για να κάνουν και να μάκουν πϊσ να κάνουν απόδειξθ οι 

μακθτζσ (Laborde, 2000· Hoyles & Jones, 1998) ι αντίκετα, μια τζτοια παρεχόμενθ 

δυνατότθτα ανοίγει νζουσ δρόμουσ ςθμαντικϊν τρόπων προςζγγιςθσ ςτθν 

απόδειξθ, οι οποίοι μποροφν να ςυμβάλουν ςτθν πρόοδο τθσ κατανόθςθσ από τουσ 

μακθτζσ του ρόλου τθσ απόδειξθσ και ενιςχφουν τθν ανάγκθ τουσ για να κάνουν 

απόδειξθ (Jones, 2000· Hadas et al., 2000 κ.ά).  

Στο υπολογιςτικό λοιπόν περιβάλλον, αλλάηει κάπωσ θ χρθςτικότθτα και ο 

ρόλοσ τθσ απόδειξθσ. Ζνα απλό παράδειγμα είναι θ καταςκευι (από τον μακθτι) 

ενόσ ςχιματοσ με κάποιεσ ιδιότθτεσ, ςτο οποίο ο μακθτισ παρατθρεί τθν αλλοίωςι 

του με το ςφρςιμο. Ζτςι οδθγείται ςτο να αποδείξει κάτι για να δικαιολογιςει τθν 

αλλοίωςθ, άρα να εξθγιςει τθν ςυμπεριφορά του δυναμικοφ ςχιματοσ. Ραράλλθλα 

οι μακθτζσ ζρχονται ςε γνωςτικι ςφγκρουςθ ςε ςχζςθ με αυτό που περίμεναν 

(Hadas et al., 2000). Επίςθσ, αν ο διδάςκων χρθςιμοποιιςει  το παιχνίδι των 

αλλοιϊςεων του ςχιματοσ, μζςω τθσ ερϊτθςθσ «τι κα γινόταν αν», μπορεί να 

οδθγιςει τουσ μακθτζσ ςε ευκολότερα ι δυςκολότερα προβλιματα.  

Ο Francis (1996) επιςθμαίνει ότι θ επανάςταςθ των τεχνολογιϊν κα κινιςει 

τουσ μακθματικοφσ μακριά από το φορμαλιςμό τθσ δεκαετίασ των Bourbaki που 

εξουςιάηει ακόμα τα ακαδθμαϊκά μακθματικά. Ρροςκζτει ότι είναι παράλογο να 

αναμζνεται ο πειραματιςμόσ με τουσ υπολογιςτζσ να αντικαταςτιςει τθν 

αυςτθρότθτα των μακθματικϊν. Ο οπτικόσ ςυλλογιςμόσ δεν μπορεί να 

αναγνωρίηεται ωσ ίςθσ αξίασ με τον προταςιακό.  

Ο Palais (1999) παρατθρεί ότι θ χριςθ των υπολογιςτϊν ςτθ μοντελοποίθςθ 

των μακθματικϊν αντικειμζνων επιτρζπει όχι μόνο το μεταςχθματιςμό των 

δεδομζνων, τθν αλλαγι των εικόνων, αλλά και τθν εξζταςθ χαρακτθριςτικϊν 

γνωριςμάτων τουσ που ιταν απρόςιτα χωρίσ τουσ υπολογιςτζσ. Θ οπτικοποίθςθ 

μπορεί άμεςα να ανοίξει το δρόμο για αυςτθρζσ αποδείξεισ, αλλά οι οπτικζσ 
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αναπαραςτάςεισ δεν κα μποροφςαν να γίνουν αποδεκτζσ ωσ νόμιμεσ (αυςτθρζσ) 

αποδείξεισ.  

Μερικοί ερευνθτζσ ζχουν απαιτιςει τθν χρθςιμοποίθςθ αποδείξεων για να 

δθμιουργιςουν μια εμπειρία με νόθμα, ςαν μζςο ενίςχυςθσ των αποτελεςμάτων 

(Hanna, 1998) παρζχοντασ τθν ευκαιρία με περιβάλλοντα όπωσ τθσ δυναμικισ 

γεωμετρίασ. Τα εργαλεία των υπολογιςτϊν μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για να 

κερδίςουν τθν πεποίκθςθ μζςω τθσ οπτικοποίθςθσ ι τθσ εμπειρικισ επαλικευςθσ, 

αλλά όπωσ ο De Villiers (1998, 2003) ςθμειϊνει: «οι αποδείξεισ ζχουν πολλαπλζσ 

λειτουργίεσ που μποροφν να υπερβοφν τθν απλι επαλικευςθ και που μποροφν να 

αναπτυχκοφν ςε περιβάλλον υπολογιςτικό: όπωσ επαλικευςθ (ενδιαφερόμενο με 

τθν αλικεια μιασ διλωςθσ), θ εξιγθςθ (γιατί είναι αλθκινό και επομζνωσ 

περιλαμβάνει τθν ςυηιτθςθ που διευκρινίηει τθν πρόταςθ ι το αποτζλεςμα), τθν 

ανακάλυψθ (εφεφρεςθ νζων αποτελεςμάτων), τθν επικοινωνία (διαπραγμάτευςθ 

τθσ ζννοιασ), τθν διανοθτικι πρόκλθςθ (θ εκπλιρωςθ θ προερχόμενθ από τθν 

καταςκευι τθσ απόδειξθσ), τθν ςυςτθματοποίθςθ (οργάνωςθ των αποτελεςμάτων 

ςε ζνα παραγωγικό ςφςτθμα αξιωμάτων, κεωρθμάτων)».   

 
 

1.5.5   Διαύςθηςη – Αναπαραςτϊςεισ  και όριο ςυνϊρτηςησ 

Θ ιδζα τθσ χριςθσ εικονικϊν αναπαραςτάςεων ςτθν πρακτικι των 

μακθματικϊν δεν είναι βζβαια καινοφρια, κακϊσ οι οπτικζσ αναπαραςτάςεισ, όπωσ 

τα διαγράμματα, οι γραφικζσ παραςτάςεισ και τα ςχζδια κεωροφνταν ανζκακεν 

απαραίτθτα εργαλεία ςτο ζργο των μακθματικϊν  (Rival, 1987). 

Πταν μια ζννοια αναπτφςςεται με κατάλλθλο τρόπο από νωρίσ ςτθ 

μακθματικι εκπαίδευςθ, τότε γίνεται ευκολότερο το πζραςμα ςτισ αφθρθμζνεσ και 

ςυμβολικζσ πλευρζσ αυτισ τθσ ζννοιασ (Τουμάςθσ, 1999b).  Ζτςι αν θ ιδζα του 

ορίου αναπτυχκεί από τισ μικρότερεσ τάξεισ μζςω εικόνων και διαγραμμάτων, τότε 

θ ειςαγωγι ςτθν Ανάλυςθ ίςωσ να ιταν ευκολότερθ υπόκεςθ. Κάποιοι από τουσ 

τρόπουσ με τουσ οποίουσ οι μακθτζσ κα ζρκουν ςε επαφι με τισ οριακζσ 

διαδικαςίεσ: 
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Ζχουμε μια ακολουκία κανονικϊν πριςμάτων. Τι κα ςυμβεί εάν ςυνεχίηουμε 

με κανονικά πρίςματα των οποίων ο αρικμόσ των πλευρϊν ςυνεχϊσ αυξάνει; 

Το διπλανό ςχιμα δείχνει ζνα θμικφκλιο 

διαμζτρου α  και μια μεταβλθτι χορδι θ οποία 

ςχθματίηει γωνία  x  με τθν διάμετρο και το μικοσ 

τθσ είναι  f(x).  Θ χορδι κινείται κατά τθ φορά των 

δεικτϊν του ρολογιοφ. Τι κα ςυμβεί αν το  x  

μικρφνει πάρα πολφ (τείνει ςτο μθδζν;) 

Εδϊ ζχουμε δφο θμικφκλια διαμζτρων α  

και  α+β, ενϊ πάλι μια μεταβλθτι χορδι f(x) 

ςχθματίηει γωνία x  με τθν διάμετρο και τζμνεται 

από τθν μικρότερθ θμικυκλικι περιφζρεια ςε δφο 

μεταβλθτά μζρθ.  

Αν  f(x) , g(x)  είναι τα μικθ των δφο αυτϊν τμθμάτων, τότε από το ςχιμα ζπεται : 

 
0 0

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) ( )
x x a x

f x a g x f x g x a 
  

    
 

Επομζνωσ   
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
  

   . 

  

Εδϊ ζχουμε ζνα ορκογϊνιο διαςτάςεων  

α, β  και διαγωνίου d, ενϊ ςτο εςωτερικό αυτοφ 

υπάρχει ζνα μικρότερο μεταβλθτό ορκογϊνιο του 

οποίου θ διαγϊνιοσ είναι τμιμα κάκε φορά τθσ 

διαγωνίου του μεγαλφτερου. Ζςτω  x  το μικοσ 

τθσ μεταβλθτισ διαγωνίου. Τότε οι πλευρζσ του κα μεταβάλλονται ςυναρτιςει του 
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x και ζςτω  f(x) , g(x) τα μικθ τουσ. Το γινόμενο  f(x)g(x) κα αντιπροςωπεφει κάκε 

φορά το εμβαδόν του μεταβλθτοφ ορκογωνίου. 

Ραρατθροφμε ότι αν  το  x  τείνει  ςτο  d  κα ζχουμε   f(x)g(x)  τείνει  ςτο  αβ, 

δθλαδι  lim ( ) ( )
x d

f x g x a


 . Ακόμα από το ςχιμα προκφπτει 

lim ( ) , lim ( )
x d x d

f x a g x 
 

   , επομζνωσ   lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x d x d x d

f x g x f x g x
  

   .  

Είναι γνωςτζσ οι δυςκολίεσ που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ – φοιτθτζσ ςε όλο 

τον κόςμο όταν προςπακοφν να κατανοιςουν τον αυςτθρό  ε – δ  οριςμό του 

Ορίου. Θ χριςθ των ποςοδεικτϊν δθμιουργεί ζνα μυςτιριο για τουσ φοιτθτζσ 

(Juter, 2003; 2005a; 2006a). Οι μακθτζσ διαμαρτφρονται για τθν χριςθ των 

ςυμβόλων και μεταβλθτϊν, ενϊ μια μικρι αλλαγι ςτθ διατφπωςθ μπορεί να 

επιφζρει μεγάλθ μεταβολι του μακθματικοφ περιεχομζνου, κάτι που παραμζνει 

αόρατο για τουσ περιςςότερουσ μακθτζσ – φοιτθτζσ. Επίςθσ δεν είναι λίγοι αυτοί 

που κζτουν το ερϊτθμα τθσ χριςθσ του οριςμοφ για τθν αντιμετϊπιςθ εφρεςθσ 

ορίων (Bokhari & Yushau, 2006), και δεν πιςτεφουν ςτθν ςθμαςία τθσ γνϊςθσ του 

τυπικοφ οριςμοφ για τθν κατανόθςθ βαςικϊν εννοιϊν τθσ Ανάλυςθσ (Juter, 2003; 

2005a; 2006a). Για μια πρϊτθ διδακτικι προςζγγιςθ του ε-δ οριςμοφ του ορίου, κα 

μποροφςαμε να ζχουμε τα παρακάτω:  

Κυμθκείτε ότι αν ζχουμε ςθμεία  (α,0)  και  (b,0)  ςτον άξονα  των  x, τότε θ 

μεταξφ τουσ απόςταςθ είναι |α – b| . 

 

 

Πμοια , αν  (0 , c)  και  (0 , d) δφο ςθμεία ςτον άξονα των  ψ,      

τότε θ μεταξφ τουσ απόςταςθ κα είναι  |c – d| . 

Υποκζτουμε τϊρα ότι (α ,0)  είναι ζνα τυχαίο ςθμείο πάνω ςτον 

άξονα των  x και ε  είναι επίςθσ ζνασ τυχαίοσ κετικόσ αρικμόσ. Ψάχνουμε να βροφμε 

όλα τα ςθμεία  τθσ μορφισ  (x , 0) τζτοια ϊςτε θ απόςταςι τουσ από το δοςμζνο 

 

• • 
|a – b|  

a b 

 

• 

• c 

d 
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ςθμείο (α , 0) να είναι μικρότερθ από  ε. Δθλαδι ηθτάμε τισ  λφςεισ τθσ ανίςωςθσ  |x 

– α|< ε. Εφκολα βρίςκουμε ότι   πρζπει  α – ε < x < α + ε, δθλαδι  x  (α – ε , α + ε). 

 

 

Πμοια , ζςτω ότι  δίνεται το ςθμείο  (0 ,b)  πάνω ςτον άξονα των  

ψ και  ζνασ κετικόσ αρικμόσ  ε.  Τότε  για το  y  των  ςθμείων   (0 , y)  που 

θ απόςταςι τουσ από το ςθμείο (0 , b) είναι μικρότερθ από  ε ,  κα ιςχφει   

y  (b – ε ,  b + ε). 

Διαιςκθτικόσ οριςμόσ του Ορίου 

  Ζςτω  f(x)  μια ςυνάρτθςθ  και  a ,  L  πραγματικοί αρικμοί, τζτοιοι ϊςτε : 

 το  f(x) είναι οςοδιποτε  κοντά  ςτο  L, όταν   το  x  είναι κατάλλθλα  κοντά ςτο  α 

και όχι α. 

Τότε  λζμε ότι το  όριο τθσ  f(x)  όταν  το  x  προςεγγίηει το  α, είναι  L  και  

γράφουμε  lim ( )
x a

f x L


 . 

Το να κάνουμε το  f(x)  οςοδιποτε κοντά  ςτο  L  είναι το ίδιο με το να 

κάνουμε τθν απόςταςθ   του  f(x) από το  L  οςοδιποτε   μικρι , δθλαδι  θ ποςότθτα  

|f(x) – L| να γίνεται οςοδιποτε μικρι. 

Ασ δοφμε τϊρα πωσ μποροφμε να επαλθκεφςουμε ι να ελζγξουμε τθν 

παραπάνω  άποψθ. 

Ρρϊτα επιλζγουμε το πόςο μικρι κζλουμε να είναι θ απόςταςθ  του  f(x) 

από το L.  Επιλζγουμε   ε>0   ζτςι ϊςτε  |f(x) -  L| < ε . 

Ζπειτα ψάχνουμε να βροφμε το πόςο μικρι κα πρζπει να κάνουμε τθν 

απόςταςθ  του  x  από το  α  , δθλαδι  τθν  |x – α|. Βρίςκουμε   δθλαδι ζνα  δ>0 , 

ζτςι ϊςτε  |x – α| < δ. 

Συμπεραςματικά : 

 a-ε a+ε 

• 
a 

 

b 

b-ε 

b+ε 
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1. Επιλζγουμε  ζνα   ε>0   για το οποίο κζλουμε  |f(x) -  L| < ε 

2. Βρίςκουμε  ζνα  δ>0 

3. Υποκζτουμε ότι   0 < |x – α| < δ 

4. Τότε  |f(x) -  L| < ε 

 Για να ιςχφει lim ( )
x a

f x L


   πρζπει να επαλθκεφςουμε ότι ιςχφουν τα 

παραπάνω. 

Ζςτω τϊρα ότι ζχουμε τθν γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ   y = f(x) και  

ζςτω   α  ζνασ αρικμόσ  ςτον  χ – άξονα  τζτοιοσ ϊςτε οποιοδιποτε διάςτθμα 

κζντρου α να ζχει κοινά ςτοιχεία με το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ (εκτόσ του α). 

Ζςτω επίςθσ   L  ζνασ αρικμόσ  ςτον   y  -  άξονα. 

 

 

 

 

 

 

Ρρϊτα αποφαςίηουμε το πόςο κοντά κζλουμε να είμαςτε ςτο  L.  Καλοφμε 

αυτι τθν απόςταςθ   ε.   

Αυτό ςθμαίνει ότι  το  f(x)  να βρίςκεται  μεταξφ  των   αρικμϊν   L – ε ,   L + ε.  

Σχεδιάηουμε τισ ευκείεσ   y = L – ε  ,   y = L + ε. 

 

   

 

 

 

 

L
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L

  

L

 + ε 

L - ε 

L + ε 

L  

α 

ε 

ε 

L

 - ε 

L

  

L

 + ε 

L - ε 

L + ε 

L  

α 
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Ρρζπει να κακορίςουμε το πόςο κοντά πρζπει να  είναι το  χ  ςτο  α, ζτςι 

ϊςτε  το  f(x)  να βρίςκεται  ςτο  ανοικτό διάςτθμα  (L – ε ,  L + ε) . 

Επιλζγοντασ  το  χ  να βρίςκεται ςτο διάςτθμα  (α – δ , α + δ)\,α-  τότε  το   

f(x)   κα βρίςκεται ςτο διάςτθμα  (L -  ε , L +  ε).   

 

 

 

 

 

 

 

Αλλάηοντασ  το  ε , κα ζχουμε  αντίςτοιχθ αλλαγι  ςτο  δ. Σχθματίηουμε το 

ορκογϊνιο  χρθςιμοποιϊντασ τισ ευκείεσ y = L – ε,  y = L + ε ,  χ = α – δ ,  χ = α + δ .  

Το πιο ςθμαντικό ςε αυτι τθν καταςκευι είναι : 

 θ γραφικι παράςταςθ τθσ  f  για  τα  χ  (α – δ , α + δ)\,α- να 

βρίςκεται  μζςα ςτο ορκογϊνιο. 

 θ γραφικι παράςταςθ να ςυναντά το ςφνορο του ορκογωνίου ςτισ 

κάκετεσ γραμμζσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

L - ε 

L + ε 
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α 
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 + ε 

α-δ α+δ 
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L + ε 

L  
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α-λ α+λ 
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Θ παραπάνω τεχνικι που χρθςιμοποιικθκε δίνει το μεγαλφτερο δυνατό   δ   

ϊςτε   αν  χ (α – δ , α + δ) \,α-   τότε   f(x)  (L – ε ,  L + ε). 

Αν  0 < λ < δ  και  αν  χ ( a – λ  ,  a + λ) \,α-  τότε  ςυνεχίηει να ιςχφει   θ 

ςχζςθ   f(x)  (L – ε ,  L + ε). 

Ζνασ από τουσ λόγουσ για τουσ οποίουσ θ διδαςκαλία του απειροςτικοφ 

λογιςµοφ βρίςκεται (κάποιεσ φορζσ) ςε αποδιοργάνωςθ, είναι ότι οι ζννοιεσ που 

κάποιοι ζµπειροι µακθµατικοί κεωροφν διαιςκθτικζσ, δεν είναι «διαιςκθτικζσ» για 

τουσ µακθτζσ. Ο λόγοσ είναι ότι θ διαίςκθςθ εξαρτάται από το γνωςτικό υπόβακρο 

του ατόµου κι αυτό µε τθ ςειρά του εξαρτάται από τα βιϊματα- εμπειρίεσ του 

ατόµου. Δεν είναι φυςικά κακόλου αςφαλισ θ υπόκεςθ ότι ο αρχάριοσ κα διακζτει 

τισ ίδιεσ διαιςκιςεισ µε τον ζµπειρο, ακόµα κι όταν μελετϊνται φαινοµενικά απλζσ 

οπτικζσ ενοράςεισ. Θ ζρευνα ςτθ µακθµατικι εκπαίδευςθ δείχνει ότι οι ιδζεσ των 

µακθτϊν για πολλζσ ζννοιεσ δεν είναι εκείνεσ που κα αναµζνονταν (Tall, 1991). 

Λόγου χάρθ, επειδι θ τυπικι ιδζα ενόσ ορίου αποδεικνφεται δφςκολθ ςτθν 

κατανόθςι τθσ ςτα αρχικά ςτάδια του απειροςτικοφ λογιςµοφ, ειςάγεται ςυνικωσ 

µζςω οπτικϊν ιδεϊν, όπωσ είναι π.χ. θ παράγωγοσ, κεωροφµενθ ωσ όριο µιασ 

ακολουκίασ τεµνουςϊν που προςεγγίηουν µια εφαπτοµζνθ.  

Θ  ζννοια του ορίου διακζτει πλοφςια διαιςκθτικι βάςθ και οι μακθτζσ που 

διδάςκονται για πρϊτθ φορά τθν ζννοια, διατθροφν άτυπεσ αντιλιψεισ για αυτιν. 

Αποτζλεςμα αυτϊν των αντιλιψεων είναι κάποιεσ φορζσ οι νοθτικζσ 

αναπαραςτάςεισ που καταςκευάηουν να είναι αςυνεπείσ με τθν ζννοια κατά 

ςυνζπεια και θ εικόνα ζννοιασ που προκφπτει. Αυτό γίνεται φανερό με τισ 

παρανοιςεισ για τθν ζννοια ςτισ οποίεσ οδθγοφνται. Θ ςθμαςία των άτυπων 

αντιλιψεων ζχει απαςχολιςει και απαςχολεί ερευνθτζσ τθσ διδακτικισ (Cornu,1983 

;Davis & Vinner,1986; Grugnetti & Rizza, 2007; Schwarzenberger & Tall, 1978; 

Williams,1991,2001 ). 

Θ εµπειρικι ζρευνα δείχνει ότι ο µακθτισ πρζπει να ξεπεράςει πλικοσ 

εννοιολογικϊν δυςκολιϊν. Λόγου χάρθ, ο Orton (1977) (όπωσ αναφζρει και θ 
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Mamona-Downs, 2000) ανζφερε τισ ακόλουκεσ απαντιςεισ 110 µακθτϊν ςτον 

απειροςτικό λογιςµό.  

Πταν ρωτικθκαν τι ςυµβαίνει ςτισ τζµνουςεσ PQ µιασ ςχεδιαςµζνθσ καµπφλθσ 

κακϊσ το ςθµείο Qn τείνει προσ το  κινοφµενο πάνω ςτθν καµπφλθ, 43 µακθτζσ 

φάνθκαν µθ ικανοί, ακόµα κι όταν παροτρφνκθκαν ζντονα, να αντιλθφκοφν ότι θ 

διαδικαςία οδθγεί ςτθν εφαπτοµζνθ τθσ καµπφλθσ. 

 

 

 

 

 

 

Ρολλοί µακθτζσ εµφανίςτθκαν να εςτιάηουν τθν προςοχι τουσ µόνο ςτθ 

χορδι PQ, παρά το γεγονόσ ότι το διάγραµµα 

και θ εξιγθςθ είχαν ςκοπό να προςπακιςουν να 

εξαςφαλίςουν ότι αυτό δεν κα ςυνζβαινε. 

Μερικζσ χαρακτθριςτικζσ, ανεπαρκείσ 

απαντιςεισ : «θ γραµµι µικραίνει ςε µικοσ», 

«γίνεται ςθµείο», «το εµβαδόν µικραίνει». 

Ραρόµοιο ερϊτθµα υποβλικθκε από τον Tall (1985):  Μια τζμνουςα που «τείνει»  

ςε μια εφαπτομζνθ.  

Κακϊσ ΒΑ θ γραμμι που διζρχεται από τα Α, Β τείνει ςτθν εφαπτομζνθ ΑΤ. 

Από ζνα δείγµα εννζα 16-χρονων µακθτϊν που πζραςαν ςυνεντεφξεισ ςε 

βάκοσ (ωσ µζροσ ενόσ ευρφτερου προγράµµατοσ), τζςςερισ είπαν ότι θ πρόταςθ 

ιταν «αλθκισ» αλλά ςυνζδεςαν το ςφµβολο B→A µε διανυςµατικό ςυµβολιςµό και 

απεικόνιςαν νοερά το Β κινοφµενο προσ το Α, κατά µικοσ τθσ ευκείασ BA. Γιϋ αυτοφσ 

το ευκφγραµµο τµιµα BA «τείνει» βεβαίωσ ςτθν εφαπτοµζνθ, αλλά υπό µια 

απολφτωσ απροςδόκθτθ ζννοια. Εν τω µεταξφ, ζνασ άλλοσ µακθτισ κεϊρθςε τθν 
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πρόταςθ «ψευδι» επειδι «κάπου µακριά ςτο άπειρο θ ευκεία ΑΒ και θ 

εφαπτοµζνθ ΑΤ κα απείχαν πάντοτε πολφ θ µία από τθν άλλθ, ανεξάρτθτα από το 

πόςο το κοντά ζρχεται το Α ςτο Β». Κατά ςυνζπεια είναι επίςθσ δυνατό να λάβουµε 

µια «λανκαςµζνθ» απάντθςθ για ζναν πολφ λογικό λόγο.  

Στθν ζρευνα του Tall (1985), µια ερϊτθςθ που είχε ςκοπό να διερευνιςει τθ 

διαιςκθτικι φφςθ τθσ οριακισ διαδικαςίασ δόκθκε ςε 160 µακθτζσ που επρόκειτο 

να ξεκινιςουν µια ςειρά µακθµάτων απειροςτικοφ λογιςµοφ, 96 από τουσ οποίουσ 

είχαν ιδθ κάποια εµπειρία ςτον απειροςτικό λογιςµό.  

 

Στθ γραφικι παράςταςθ τθσ  y = x2 ζχουμε τα 

ςθμεία Α(1,1) και  Β(k , k2), ενϊ  το Τ είναι ζνα ςθμείο 

πάνω ςτθν εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ 

ςτο Α. 

a) Γράψτε τθν κλίςθ τθσ ευκείασ που διζρχεται 

από τα Α, Β. 

b) Γράψτε τθν κλίςθ τθσ ΑΤ 

c) Εξθγιςτε πωσ κα μποροφςατε να βρείτε τθν κλίςθ τθσ ΑΤ από βαςικζσ αρχζσ. 

 

 

Μόνο 16 µακθτζσ (10%) βρικαν και τθν τιµι k+1 για τθν κλίςθ τθσ ΑΒ και τθν 

τιµι 2 για τθν εφαπτοµζνθ, ενϊ 44 (24%) βρικαν (k
2

-1)/(k-1) και 2. Μετά τουσ 

πρϊτουσ δφο µινεσ τθσ ςειράσ µακθµάτων, οι αρικµοί µεταβλικθκαν ελάχιςτα ςε 

17 (11%) και 38 (24%) αντίςτοιχα. Από αυτοφσ, µόνο ζνασ µακθτισ ςτο 

προκαταρτικό τεςτ (ο οποίοσ διζκετε ιδθ εµπειρία ςτον απειροςτικό λογιςµό) κι 

ζνασ µακθτισ ςτο τεςτ µετά τθν διδαςκαλία επζτρεψαν ςτο k να τείνει ςτο 1 για να 

βρουν ότι το k+1 τείνει ςτο 2. Κατά τισ ςυνεντεφξεισ άλλων µακθτϊν, κατζςτθ ςαφζσ 

ότι καµία ιδζα ορίου δεν τουσ ιρκε ςτο νου. Κάποιοσ που βρικε τθν κλίςθ τθσ ΑΒ 

ίςθ µε k+1 µποροφςε να δει οπτικά ότι θ κλίςθ τθσ ΑΤ ιταν περίπου 2. Υπονοικθκε 

ότι κακϊσ το Β πλθςίαηε το Α, το k κα πλθςίαηε το 1 και το k+1 κα πλθςίαηε το 2. 

Στο παραπάνω πείραµα µια αυκόρµθτθ ζννοια ορίου δεν εµφανίςτθκε ςε 

κανζνα µακθτι που δεν είχε εµπειρία ςτον απειροςτικό λογιςµό. Τοφτο δεν παρζχει 
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καµία υποςτιριξθ ςτθν ιδζα ότι το γεωµετρικό όριο αποτελεί διαιςκθτικι ζννοια. 

Αντικζτωσ, πολλζσ άλλεσ ζρευνεσ υποδεικνφουν τα ςοβαρά εννοιολογικά 

προβλιµατα που ςυνδζονται µε τθν ζννοια του ορίου (Schwarzenberger & Tall 

1977, Cornu 1981, Tall & Vinner 1981, Sierpiriska 1987). Οι µακθτζσ αντιµετωπίηουν 

δυςκολίεσ λόγω τθσ γλϊςςασ, θ οποία τουσ υποδθλϊνει ότι ζνα όριο 

«προςεγγίηεται» αλλά δεν µπορεί να επιτευχκεί. Αντιµετωπίηουν δυςκολίεσ µε τθν 

ατελι φφςθ τθσ ζννοιασ, που πλθςιάηει, αλλά ποτζ δε φαίνεται να φκάνει. Ακόµθ 

περιςςότερεσ δυςκολίεσ αντιµετωπίηουν ςτθν χριςθ των ποςοδεικτϊν όταν θ 

ζννοια κακορίηεται τυπικά.  

Οι διαιςκθτικζσ πεποικιςεισ (Tirosh & Tsamir, 2002) που είναι αςυμβίβαςτεσ 

με τον τυπικό οριςμό, είναι πικανι αιτία για τθν χαμθλι αυτοπεποίκθςθ των 

μακθτϊν ςτθν ζννοια του ορίου. Αυτι θ ςφγκρουςθ πρζπει να κάνει τουσ μακθτζσ 

να ςκεφτοφν πωσ υπάρχουν πολφ περιςςότερα πράγματα που πρζπει να 

κατανοιςουν ακόμα ςχετικά με τθν ζννοια. 

  Θ Juter(2003) με ζρευνα τθσ ςε πανεπιςτιμιο τθσ Σουθδίασ αναηιτθςε 

απαντιςεισ ςτισ ερωτιςεισ :  

 πωσ ςχθματίηουν οι φοιτθτζσ τισ εςωτερικζσ αναπαραςτάςεισ τουσ για 

το όριο ςυνάρτθςθσ,  

 αν αλλάηουν αυτζσ οι αναπαραςτάςεισ με τθ διδαςκαλία κατά τθ 

διάρκεια τθσ ζρευνασ,  

 αν κάτι αλλάηει τι είναι αυτό και  

 αν οι αναπαραςτάςεισ των φοιτθτϊν με υψθλζσ επιδόςεισ διαφζρουν 

από αυτϊν με χαμθλότερεσ.  

Στθν ζρευνα ςυμμετείχαν περίπου 100 φοιτθτζσ, 19 ετϊν και άνω. Οι 

φοιτθτζσ αυτοί είχαν διδαχκεί ανάλυςθ και άλγεβρα ςε πρϊτο επίπεδο. 

Ραρακολοφκθςαν πρόγραμμα χωριςμζνοι ςε δφο υποομάδεσ (10 εβδομάδεσ για 

κάκε ομάδα), το οποίο περιελάμβανε δφο διαλζξεισ (45 λεπτϊν) και δφο ςυνεδρίεσ 

εργαςίασ, τρεισ θμζρεσ ανά εβδομάδα. Στθ πρϊτθ ςειρά μακθμάτων το όριο 

ςυνάρτθςθσ παρουςιάςτθκε πριν τθ παραγϊγιςθ ενϊ ςτθ δεφτερθ ακολοφκθςε 

άλλθ ςειρά ςε ςχζςθ με το ολοκλιρωμα και τισ ςειρζσ. Μετά το τζλοσ του 
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προγράμματοσ, για τθ πρϊτθ ομάδα θ εξζταςθ ιταν μόνο γραπτι ενϊ για τθ 

δεφτερθ γραπτι και προφορικι. 

Θ Juter ςθμειϊνει ότι είναι αδφνατο να γνωρίηουμε τι ςκζφτονται οι 

φοιτθτζσ. Το μόνο που μποροφμε να κάνουμε είναι να διαπιςτϊςουμε τι 

ολοκλθρϊνουν, τι λζνε και τι κάνουν. Σε κάποιεσ περιπτϊςεισ οι φοιτθτζσ δεν 

εγκαταλείπουν τισ αρχικζσ αναπαραςτάςεισ εφκολα. 

Πμωσ παρατθρικθκαν κάποιεσ αλλαγζσ ςτισ αναπαραςτάςεισ των φοιτθτϊν. 

Ζνασ φοιτθτισ ενϊ κεωροφςε το όριο ςαν ςφγκριςθ μεταξφ ςυναρτιςεων, άρχιςε 

να το κεωρεί ςαν ζνα άφκαςτο ςθμείο. Κάποιοσ άλλοσ ενϊ εςτίαηε ςτθν απόςταςθ 

μεταξφ ςυνάρτθςθσ και ορίου, άρχιςε να κεωρεί το όριο ςαν φράγμα που δεν 

μπορεί να ξεπεραςτεί. Αυτζσ οι αλλαγζσ δεν δθμιοφργθςαν τροποποιιςεισ ςτισ 

υπόλοιπεσ αναπαραςτάςεισ. Άλλαξαν όμωσ τον τρόπο που ςκζφτονται αυτοί οι 

μακθτζσ για το όριο. 

Θ Juter (2003) ςτα ςυμπεράςματα τθσ ζρευνασ ςθμειϊνει ότι οι 

αναπαραςτάςεισ των φοιτθτϊν κατά τθ διάρκεια του προγράμματοσ αλλάηουν. 

Κάποιεσ αλλαγζσ ανακαταςκευάηουν ολόκλθρα τμιματα τθσ εικόνασ ζννοιασ. Άλλεσ 

αλλαγζσ είναι μικρότερεσ τροποποιιςεισ ςτθν εικόνα ζννοιασ. Ακόμθ, κάποια 

τμιματα αν και λακεμζνα παραμζνουν αναλλοίωτα. 
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2
ο
  ΚΔΦΑΛΑΗΟ.  ΓΗΓΑΚΣΗΚΖ ΣΩΝ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΩΝ ΜΔ  

ΝΔΔ ΣΔΥΝΟΛΟΓΗΔ 
 

 

2.1    ΙΣΟΡΙΚΗ  ΑΝΑΚΟΠΗΗ  ΣΗ ΦΡΗΗ  ΣΕΦΝΟΛΟΓΙΑ 

ΣΗΝ  ΔΙΔΑΚΣΙΚΗ ΠΡΑΞΗ 

2.1.1   Παραδοςιακϋσ Θεωρύεσ Μϊθηςησ και Ανϊπτυξη 

Εκπαιδευτικού Λογιςμικού 

Θ Κορδάκθ (2001), αναφζρει ότι πριν αρκετά χρόνια, θ επικρατοφςα άποψθ 

για το πϊσ ο μακθτισ μακαίνει ιταν ότι θ γνϊςθ μεταφζρεται από το δάςκαλο ςτο 

μακθτι με κάποιον τρόπο (Von Glasersfeld, 1987). Ζτςι (Κορδάκθ, 2001), οι 

εκπαιδευτικοί αλλά και οι ερευνθτζσ τθσ εκπαιδευτικισ διαδικαςίασ είχαν το 

κακικον τθσ εξεφρεςθσ του αποδοτικότερου τρόπου για αυτιν τθ μεταβίβαςθ. Θ 

προςζγγιςθ αυτι χαρακτθρίηεται ωσ μοντζλο τθσ μεταφοράσ τθσ γνϊςθσ ι 

ςυμπεριφοριςτικό μοντζλο μάκθςθσ. Σφμφωνα με αυτι τθν προςζγγιςθ, το άτομο 

και τα αντικείμενα μάκθςθσ αποτελοφν ξεχωριςτζσ οντότθτεσ. Ωσ εκ τοφτου, το 

άτομο που επικυμεί να μάκει πρζπει οπωςδιποτε να καταςκευάςει μια αντιςτοιχία 

μεταξφ των γνωςτικϊν του δομϊν και αυτϊν των αντικειμζνων μάκθςθσ. Πςο πιο 

ταιριαςτι είναι αυτι θ αντιςτοιχία τόςο πιο κοντά ςτθν αλικεια είναι το άτομο. Θ 

αξιολόγθςθ αυτισ τθσ αντιςτοιχίασ των δομϊν κεωρείται ότι είναι δυνατόν να 

πραγματοποιθκεί από εξωτερικοφσ παράγοντεσ με απόλυτα αντικειμενικό τρόπο 

και ανεξάρτθτα από το άτομο που μακαίνει. Ζτςι, θ γνϊςθ αποκτά ζναν απόλυτο 

χαρακτιρα και θ ζμφαςθ δίνεται ςτθν αξιολόγθςθ των αποτελεςμάτων και όχι ςτθ 

διαδικαςία τθσ μάκθςθσ και ςτθν εξζλιξθ του μακθτι, ενϊ εξωτερικά κίνθτρα και 

αμοιβζσ χρθςιμοποιοφνται για τθ βελτίωςθ τθσ επίδοςισ του. Επιπλζον, αγνοοφνται 

οι γνωςτικζσ λειτουργίεσ του νου και, ωσ εκ τοφτου, οι ιδιαιτερότθτεσ των ατόμων 

ςτθ μάκθςι τουσ, ενϊ δίνεται ζμφαςθ ςτισ λειτουργίεσ τθσ μνιμθσ με τθ χριςθ τθσ 

επανάλθψθσ για τθ διόρκωςθ των λακϊν των μακθτϊν. Θ γνϊςθ που αποκτιζται με 

τθ διαδικαςία που προαναφζρκθκε αποτελεί κυρίωσ πλθροφορικι γνϊςθ και όχι 

γνϊςθ που ςτθρίηεται ςτθν ανάπτυξθ τθσ κριτικισ ςκζψθσ με βάςθ τθν οποία είναι 
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δυνατόν να εξάγονται ςυμπεράςματα, να γίνεται ζλεγχοσ υποκζςεων, όπωσ επίςθσ 

διατφπωςθ γενικεφςεων και προβλζψεων. 

Το μεταδοτικό ςυμπεριφοριςτικό μοντζλο μάκθςθσ ιταν το μοντζλο το 

οποίο επθρζαςε τισ αρχικζσ (προσ το τζλοσ τθσ δεκαετίασ του 1960) προςπάκειεσ 

ςχεδιαςμοφ λογιςμικοφ για τθν εκπαίδευςθ (Κορδάκθ, 2001). O τφποσ του 

λογιςμικοφ που παραγόταν εκείνθ τθν εποχι ιταν παιχνίδια, προςομοιϊςεισ και 

διδακτικά υλικά, ενϊ το  εκπαιδευτικό αυτό λογιςμικό ζτρεχε μόνο ςε μεγάλουσ 

υπολογιςτζσ τφπου main frame (Plato programs) (Kaput, 1992). Τα διδακτικά υλικά, 

τα οποία μποροφν να κεωρθκοφν και ωσ προςομοιϊςεισ των βιβλίων, 

αποτελοφνταν κυρίωσ από ςειριακζσ παρουςιάςεισ των εννοιϊν που επιλζγονταν 

για διδαςκαλία. Θ αλλθλεπίδραςθ του μακθτι με το πρόγραμμα ιταν 

περιοριςμζνθ. Oυςιαςτικά, ο μακθτισ μποροφςε μόνο να προχωριςει μια ςελίδα 

μπροσ ι πίςω, ι να γυρίςει ςτον πίνακα περιεχομζνων του μακιματοσ και να λφςει 

αςκιςεισ όπωσ αυτζσ που περιζχονται ςτα ςχολικά βιβλία. Αυτά τα διδακτικά υλικά 

ςυνοδεφονταν ςυνικωσ από ζνα ςφςτθμα αξιολόγθςθσ τθσ απάντθςθσ το οποίο 

εκφραηόταν με ςχόλια επιβράβευςθσ προσ το μακθτι ι με κάποια παρότρυνςθ να 

ςυνεχίςει ςτθν περίπτωςθ που ζκανε λάκοσ. Λίγο αργότερα (ςτθ δεκαετία του 1970) 

ζγινε μια προςπάκεια αντικατάςταςθσ του δαςκάλου από τον υπολογιςτι. 

Καταςκευάςτθκαν τότε εκπαιδευτικά προγράμματα που προςπακοφςαν να 

προςομοιϊςουν τουσ παραδοςιακοφσ τρόπουσ διδαςκαλίασ (παρουςίαςθ κάποιασ 

φλθσ και εξζταςθ) και τα παραδοςιακά ςυςτιματα αναπαράςταςθσ (κείμενα, 

ςτατικζσ εικόνεσ, ςτατικζσ γραφικζσ παραςτάςεισ), δθλαδι τα ςυςτιματα που 

χρθςιμοποιοφςαν τα «αδρανι» μζςα, με κφριο εκπρόςωπο τουσ το περιβάλλον 

χαρτί-μολφβι (Kaput, 1992). O τρόποσ αλλθλεπίδραςθσ με αυτά τα προγράμματα 

προςπακοφςε να μιμθκεί τθν αλλθλεπίδραςθ μακθτι - δαςκάλου όπωσ αυτι είχε 

προβλεφκεί από το ςχεδιαςτι του λογιςμικοφ. Θ ποιότθτα των δραςτθριοτιτων 

που τα προγράμματα αυτά υποςτιριηαν ιταν τφπου εκγφμναςθσ και εξάςκθςθσ 

(drill and practice, Becker, 1990). Στθ διάρκεια τθσ δεκαετίασ του 1980 και μζχρι 

ςιμερα καταςκευάςτθκαν προγράμματα λογιςμικοφ που ειςιγαγαν νζεσ 

διαςτάςεισ ςτθν εκπαίδευςθ. Τζτοια προγράμματα ιταν περιβάλλοντα που 

ςτθρίηονταν ςε γλϊςςεσ προγραμματιςμοφ, όπωσ θ Logo, οι προςομοιϊςεισ και οι 
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μικρόκοςμοι με τθ χριςθ γλωςςϊν υψθλοφ επιπζδου και αντικειμενοςτραφοφσ 

προγραμματιςμοφ (high level, object-oriented programming languages).  

Σιμερα οι υπολογιςτζσ υπάρχουν ςχεδόν ςε κάκε ςπίτι, ζχουν ειςαχκεί ςτα 

ςχολεία και γενικά ζχουν οδθγιςει ςε μια νζα εκπαιδευτικι εποχι. Λδιαίτερα οι 

δυνατότθτεσ των μικρόκοςμων ανοίγουν ςτουσ μακθτζσ δυνατότθτεσ να 

εξερευνιςουν πραγματικά ςυςτιματα και να κάνουν ζλεγχο υποκζςεων με 

παραγωγικό ι επαγωγικό τρόπο. Χρθςιμοποιϊντασ τισ προςομοιϊςεισ και τθν 

αναγνϊριςθ πρότυπων ςε ςυνδυαςμό με το ςτοιχείο τθσ δυνατότθτασ 

αλλθλεπίδραςθσ βοθκοφν τα παιδιά να αναπτφξουν μοντζλα ανάλυςθσ ι 

πρόβλεψθσ που χαρακτθρίηονται από διανοθτικζσ εικόνεσ και δράςεισ όπωσ και 

λογικι ςκζψθ (Janvier, 1987c). 

 

2.1.2 Σύγχρονεσ θεωρύεσ μϊθηςησ και εκπαιδευτικό λογιςμικό 

Σε αντιδιαςτολι  με τισ παραδοςιακζσ δυτικζσ φιλοςοφίεσ που κεωροφςαν 

ανεξάρτθτο τον πραγματικό κόςμο από το άτομο που προςπακοφςε να τον 

γνωρίςει, αναπτφχκθκε θ επιςτθμολογικι κεϊρθςθ του εποικοδομιςμοφ 

(constructivism) για τθ γνϊςθ και τθ μάκθςθ (Von Glasersfeld, 1995).  O 

εποικοδομιςμόσ ςτθρίηεται ςτθ γενετικι επιςτθμολογία, όπωσ αυτι αναπτφχκθκε 

από τον J. Piaget. Από αυτι τθ κεϊρθςθ, θ γνϊςθ δε μελετάται ωσ κάτι απόλυτο και 

ανεξάρτθτο από το άτομο, αλλά ςυνδζεται με τθν ανάπτυξι του (Piaget, 1970). Θ 

γνϊςθ δεν αντιμετωπίηεται πια ωσ μια πακθτικι ςτάςθ μίμθςθσ των ςυμπεριφορϊν 

των ενθλίκων αλλά ωσ μια υποκειμενικι και καταςκευαςτικι δραςτθριότθτα του 

ατόμου προκειμζνου να προςαρμοςτεί ςτο ηωτικό του περιβάλλον, όπωσ και ςτο 

περιβάλλον των εννοιϊν μζςα ςτισ οποίεσ ηει (Von Glasersfeld, 1995). Επιπλζον, 

κοινωνικο-πολιτιςμικζσ κεωριςεισ για τθ γνϊςθ γίνονται αποδεκτζσ (Vygotsky, 

1978), οι οποίεσ δίνουν ζμφαςθ ςτο ρόλο των υλικϊν μζςων και ειδικότερα, των 

εργαλείων (Cobb, 1997), ςτο ρόλο τθσ δραςτθριότθτασ (Leont'ev, 1981, ό.π. ανάφ. 

ςτο Noss και Hoyles, 1996), ςτο ρόλο τθσ επικοινωνίασ με άλλα άτομα ι ομάδεσ 

(Vygotsky, 1978) και, γενικότερα, ςτο ρόλο του πλαιςίου των ςυμφραηομζνων με το 

οποίο αλλθλεπιδρά το άτομο (Lave, 1988, Kο rdaki και Potari, 1999). 
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Το λάκοσ, ςφμφωνα με τισ εποικοδομιςτικζσ κεωρίεσ μάκθςθσ, αποτελεί 

διαφορετικι αλλά ιςότιμθ άποψθ που ζχει νόθμα για εκείνον που τθν προτείνει και, 

επομζνωσ, πρζπει να αντιμετωπίηεται από τον εκπαιδευτικό ωσ ευκαιρία για 

μάκθςθ (Cobb, 1991). Από αυτι τθ κεϊρθςθ, θ μάκθςθ αντιμετωπίηεται ωσ 

δικαίωμα όλων των μακθτϊν και οι εκπαιδευτικοί ζχουν το κακικον να 

δθμιουργοφν περιβάλλοντα μάκθςθσ τα οποία να δίνουν ευκαιρίεσ ςτουσ μακθτζσ 

να εξελιχκοφν και να τροποποιιςουν τισ απόψεισ τουσ. Για το ςκοπό αυτόν, κρίνεται 

ςκόπιμθ θ ενεργθτικι εμπλοκι των μακθτϊν ςε δραςτθριότθτεσ που ςχετίηονται με 

προβλιματα τθσ κακθμερινισ ηωισ, τουσ δθμιουργοφν ιςχυρό εςωτερικό κίνθτρο 

και ανταποκρίνονται ςτο γνωςτικό τουσ επίπεδο (Von Glasersfeld, 1987). Επιπλζον, 

οι ανοικτζσ και διερευνθτικζσ δραςτθριότθτεσ οι οποίεσ δίνουν τθ δυνατότθτα 

πολλαπλϊν επιλφςεων ςτουσ μακθτζσ παρζχουν ςε αυτοφσ τθν ευκαιρία να 

εκφράςουν τισ ατομικζσ τουσ διαφορζσ ςτθ μάκθςθ (Magone, Cai, Silver και Wang, 

1994, Hadas και Arcavi, 1997). O ρόλοσ του κακθγθτι δεν είναι να επιβραβεφει τισ 

ςωςτζσ ι να διορκϊνει τισ λακεμζνεσ επιλφςεισ των μακθτϊν του. O εκπαιδευτικόσ 

πρζπει να αναγνωρίηει ότι τα παιδιά δεν αποτελοφν μικρογραφία των ενθλίκων, 

αλλά ςκζπτονται με διαφορετικό τρόπο από αυτοφσ και ότι τα μακθματικά του 

δαςκάλου είναι διαφορετικά από αυτά τα οποία ο κάκε μακθτισ καταςκευάηει 

(Steffe και Kieren, 1994, Confrey, 1995, Cobb και Steffe, 1983). Ωσ εκ τοφτου, ο 

εκπαιδευτικόσ πρζπει να διερευνά και να δθμιουργεί μοντζλα για τισ αφετθρίεσ ςτισ 

οποίεσ βρίςκονται oι μακθτζσ του και να βρίςκει τρόπουσ ϊςτε να τουσ δίνει 

ευκαιρίεσ να αυτοδιορκϊνονται και να καταςκευάηουν τθ γνϊςθ τουσ μζςα από τισ 

δικζσ τουσ γνωςτικζσ λειτουργίεσ, όπωσ επίςθσ να τουσ προςφζρει ευκαιρίεσ για 

μακθματικζσ γενικεφςεισ και επεκτάςεισ. Λδιαίτερα ςθμαντικόσ χαρακτθρίηεται ο 

ρόλοσ τθσ επικοινωνίασ και τθσ διαπραγμάτευςθσ των απόψεων των μελϊν μιασ 

ομάδασ ςτα πλαίςια τθσ προςπάκειασ ανακαταςκευισ ςθμαςιϊν των μακθματικϊν 

εννοιϊν (Bauersfeld, 1988). Επιπλζον, αναγνωρίηεται ο ρόλοσ του αναςτοχαςμοφ 

του μακθτι ςτισ ενζργειζσ του, όπωσ και τθσ γνωςτικισ ςφγκρουςθσ μεταξφ των 

ενεργειϊν του μακθτι και των αποτελεςμάτων τουσ ωσ εργαλείων για τθν 

τροποποίθςθ των απόψεϊν του (Piaget, 1970; Von Glasersfeld, 1987). Διακρίνεται, 

επίςθσ, ο ρόλοσ των υλικϊν μζςων και, ειδικότερα, του εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ 

πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων ωσ περιβαλλόντων τα οποία παρζχουν ευκαιρίεσ 
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ςτουσ μακθτζσ να εκφράςουν τισ ατομικζσ τουσ διαφορζσ ςτθ μάκθςθ (Dyfour-

Janvier, Bednarz και Belanger, 1987). Ειδικότερα, αναγνωρίηεται θ ςθμαςία των 

εικονικϊν αναπαραςτάςεων, με τθ χριςθ των οποίων οριςμζνεσ φορζσ είναι 

ευκολότερθ θ ζκφραςθ τθσ μακθματικισ γνϊςθσ των μακθτϊν (Sutherland, 1995).  

Ασ εξετάςουμε δφο ιδζεσ του Vygotsky : 

α) Κατϋ αρχιν ζχουμε τθν ιδζα του για τθ «ηϊνθ τθσ επικείμενθσ ανάπτυξθσ» (ZPD). 

Αυτι είναι θ απόςταςθ μεταξφ του φαινομζνου επιπζδου ανάπτυξθσ ενόσ παιδιοφ 

(όπωσ προςδιορίηεται μζςα από τθ λφςθ ενόσ προβλιματοσ) και του εν δυνάμει 

επιπζδου ανάπτυξθσ (όπωσ προςδιορίηεται μζςα από τθ λφςθ ενόσ προβλιματοσ 

κάτω από τθν κακοδιγθςθ ενόσ ενιλικα ι με τθ ςυνεργαςία πιο ικανϊν 

ςυμμακθτϊν του).  

Πταν ζνασ μακθτισ ςτθν προςπάκεια επίλυςθσ ενόσ προβλιματοσ ςυναντιςει 

ζνα εμπόδιο, τότε ο κακθγθτισ τον υποβοθκά ζμμεςα με μικρζσ ευκολότερεσ 

ερωτιςεισ, ϊςτε να τον οδθγιςει με κριτικό τρόπο ςκζψθσ ςτθ δυνατότθτα 

ξεπεράςματοσ του εμποδίου. Θ «ηϊνθ τθσ επικείμενθσ ανάπτυξθσ» είναι το κενό 

που πρζπει να γεφυρωκεί από τον κακθγθτι με κατάλλθλο τρόπο, κλιμακωτά.  

Ροια βοικεια μποροφν να προςφζρουν οι ΤΡΕ ςε αυτι τθν περίπτωςθ;  

Θ ομαδικι εργαςία 2 ι 3 ατόμων για τθν επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ μπροςτά 

ςε ζναν υπολογιςτι μπορεί να δθμιουργιςει ζνα περιβάλλον το οποίο κα μπορεί 

μπορεί να προςφζρει τθν κλιμακωτι ηεφξθ που απαιτείται. Αυτό εξαρτάται από τθ 

ςφνκεςθ τθσ ομάδασ των μακθτϊν, τον τφπο του λογιςμικοφ και τθν κατάλλθλθ 

προςαρμογι του ςεναρίου διδαςκαλίασ με τθν μεςολάβθςθ του κακθγθτι.  

β) Θ δεφτερθ ιδζα του Vygotsky αφορά το ηωτικό ρόλο με τον οποίο θ 

κουλτοφρα και το κοινωνικό περιβάλλον επιδροφν ςτθ μάκθςθ. Θ μάκθςθ είναι 

κοινωνικι αλλά και ατομικι δραςτθριότθτα και ζνα διαδραςτικό πρόγραμμα ςε 

υπολογιςτι που δίνει κίνθτρα και ενκαρρφνει τθ ςυνεργαςία και τθν ουςιαςτικι 

μάκθςθ ανάμεςα ςτισ ομάδεσ των παιδιϊν αποτελεί ςίγουρα ζνα πολφ πλοφςιο 

περιβάλλον. 

Στθ δεκαετία του 1980, όπωσ ιδθ αναφζρκθκε, ειςιχκθ θ ζννοια του 

μικρόκοςμου, θ οποία χρθςιμοποιικθκε αρχικά από τον Papert (1980), ο οποίοσ 
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υποςτιριξε ότι οι μικρόκοςμοι αποτελοφν «μικρά πεδία πιαηετιανϊν μακθματικϊν» 

(mini domains of Piazetian Mathematics). Σε αυτοφσ τουσ χϊρουσ είναι δυνατόσ ο 

αναςτοχαςμόσ και θ αφαίρεςθ, θ οποία οδθγεί ςτθν ανάπτυξθ νζων 

λογικομακθματικϊν δομϊν. O όροσ «πιαηετιανά μακθματικά» χρθςιμοποιικθκε 

προκειμζνου να δοκεί ζμφαςθ ςτον ενεργθτικό και καταςκευαςτικό χαρακτιρα των 

μακθματικϊν, ςε αντιπαράκεςθ με τα ςχολικά μακθματικά. Ζνασ μικρόκοςμοσ, 

βαςικά, αποτελεί ζναν εννοιολογικό χϊρο (Vergnaud, 1983, ό.π. Hilel, 1992) ο 

οποίοσ ςυνίςταται από τισ ακόλουκεσ αλλθλοςυςχετιηόμενεσ ουςιαςτικζσ 

δυνατότθτεσ: 

1) Ζνα ςφνολο από βαςικά αντικείμενα, ςτοιχειϊδεισ λειτουργίεσ που μποροφν 

να επιδράςουν ςε αυτά και κανόνεσ που εκφράηουν τουσ τρόπουσ με τουσ 

οποίουσ οι λειτουργίεσ επιδροφν ςε αυτά τα αντικείμενα. Το ςφνολο αυτό 

αποτελεί ςυνικθ δομι ενόσ τυπικοφ ςυςτιματοσ από μια μακθματικι 

οπτικι (Balacheff και Kaput, 1996). 

2) Ζνα φαινομενολογικό χϊρο ο οποίοσ ςυνδζει αντικείμενα και ενζργειεσ επί 

των εννοιολογικϊν αντικειμζνων με τα φαινόμενα ςτθν οκόνθ του 

υπολογιςτι. Αυτό το φαινομενολογικό πεδίο κακορίηει τον τφπο τθσ 

ανατροφοδότθςθσ που ο μικρόκοςμοσ παρζχει, ςε ςυνάρτθςθ με τισ 

ενζργειεσ και τισ αποφάςεισ του χριςτθ (Balacheff και Kaput, 1996). O 

εννοιολογικόσ χϊροσ, ςφμφωνα με τον Vergnaud (1983, ό.π. Hilel, 1992), 

αποτελείται «από ζνα εκτεταμζνο ςφνολο καταςτάςεων για το χειριςμό 

διαφορετικϊν διαςυνδεδεμζνων εννοιϊν, διαδικαςιϊν και 

αναπαραςτάςεων». 

Επιπλζον, ζνασ μικρόκοςμοσ παρζχει τθ δυνατότθτα ςφνδεςθσ των 

υπολογιςτικϊν αντικειμζνων με ςχζςεισ (Laborde, 1998,  Pufall, 1988). Θ 

δυνατότθτα δθμιουργίασ νζων λειτουργιϊν (μακροκαταςκευϊν) από το ςυνδυαςμό 

ιδθ υπαρχόντων ενυπάρχει επίςθσ ςτον οριςμό του μικρόκοςμου. Aπό αυτι τθν 

άποψθ, μπορεί κανείσ να υποςτθρίξει ότι ζνασ μικρόκοςμοσ αναπτφςςεται 

παράλλθλα με τθ γνϊςθ του μακθτι (Hoyles, 1993). Τα αντικείμενα των 

μικρόκοςμων κεωροφνται ωσ ενδιάμεςα αντικείμενα μεταξφ των ςυγκεκριμζνων, 

άμεςα διαχειρίςιμων και των αφθρθμζνων ςυμβολικϊν αντικειμζνων (Papert, 1980, 
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ό.π. Hoyles, 1993). Αυτά τα περιβάλλοντα μποροφν να ςυνδυάςουν τισ δυνατότθτεσ 

ανάπτυξθσ τθσ εμπειρικισ λογικισ ςκζψθσ και τθσ παραγωγικισ λογικισ και ωσ εκ 

τοφτου, αποτελοφν περιοχζσ που υπόςχονται πολλά για το μζλλον τθσ διδαςκαλίασ 

και τθσ μάκθςθσ (Balacheff και Kaput, 1996). Τα τελευταία χρόνια ζχουν 

καταςκευαςτεί αρκετοί μικρόκοςμοι για τθν εκμάκθςθ μακθματικϊν εννοιϊν. O 

μικρόκοςμοσ Cabri - geometry (Laborde, 2001) για παράδειγμα, αποτελεί ζνα 

παράδειγμα δυναμικοφ περιβάλλοντοσ  για τθ μάκθςθ γεωμετρικϊν εννοιϊν. 

Οι διάφορεσ (ςφγχρονεσ) εκπαιδευτικζσ εφαρμογζσ των υπολογιςτϊν 

βαςίηονται ρθτά ι άρρθτα ςε κεωρίεσ μάκθςθσ και ψυχοπαιδαγωγικζσ κεωρίεσ 

(Κόμθσ 2004). Μια  ςυνοπτικι ςφνδεςθ των διαφόρων τφπων λογιςμικοφ με τισ 

κεωρίεσ μάκθςθσ είναι θ παρακάτω (Κόμθσ, 2004):  
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Στα παραπάνω ςχιματα κατανζμονται οι τρεισ μορφζσ ψθφιακϊν τεχνολογιϊν 

ςε ςχζςθ με τισ τρεισ κεωρίεσ μάκθςθσ, οι Συμπεριφοριςτικζσ, Γνωςτικζσ και 

Κοινωνικοπολιτιςμικζσ. 

 

Συμπεριφοριςτικζσ μορφζσ 

Είναι θ φιλοςοφία που βρίςκεται πίςω από λογιςμικά κυρίωσ εξάςκθςθσ και 

πρακτικισ και γενικά πίςω από λογιςμικά που ρίχνουν το βάροσ περιςςότερο ςτθν 
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ατομικι εργαςία του μακθτι. Στα λογιςμικά αυτά χρθςιμοποιείται εκτενϊσ θ λογικι 

τθσ κετικισ ενίςχυςθσ (με ιχουσ, εικόνεσ κλπ.) και ακολουκείται ςυνικωσ γραμμικι 

πορεία, κατανεμθμζνθ ςε επάλλθλα ςτάδια κλιμακοφμενθσ δυςκολίασ. Ο κάκε 

μακθτισ μπορεί να ακολουκεί το δικό του ρυκμό, κάτι που είναι κετικό, αλλά δεν 

αξιοποιείται θ ςυνεργατικι μάκθςθ. Στα κετικά αυτϊν των λογιςμικϊν 

ςυγκαταλζγονται θ «νομιμοποίθςθ» του μακθτι να κάνει λάκοσ (δοκιμι και πλάνθ), 

θ άμεςθ αξιολόγθςθ τθσ πράξθσ, θ εξατομίκευςθ και επίτευξθ μικρϊν και 

ςταδιακϊν επιτυχιϊν που ενιςχφουν το αυτοςυναίςκθμα των λιγότερο 

«προχωρθμζνων» μακθτϊν. Οι δραςτθριότθτεσ εςτιάηουν ςε ερωτθματολόγια 

πολλαπλϊν επιλογϊν με ςυςτθματικι και άμεςθ διόρκωςθ των απαντιςεων. Ωσ 

παιδαγωγικοί ςτόχοι τίκενται θ ςυνεχισ και ςτακερι δραςτθριότθτα του 

μακθτευόμενου, θ παρατιρθςθ ςυγκεκριμζνων ςυμπεριφορϊν. 

Σοβαρό μειονζκτθμα αυτισ τθσ προςζγγιςθσ είναι ότι οι μακθτζσ εκίηονται 

ςτθν εξάρτθςθ από μια εξωτερικι πθγι ενίςχυςθσ και από εξωτερικό ζλεγχο των 

πράξεϊν τουσ με μικρι ανατροφοδότθςθ και δυνατότθτα για αυτοαξιολόγθςθ 

(άπτθσ & άπτθ, 2007). 

 

Γνωςτικζσ μορφζσ 

Τα τελευταία χρόνια οι κεωρίεσ που εντάςςονται ςτο επιςτθμονικό 

παράδειγμα του εποικοδομιςμοφ (γνωςτικζσ και κοινωνικοπολιτιςμικζσ) είναι αυτζσ 

που γίνονται ευρφτερα αποδεκτζσ ωσ υπόβακρο ανάπτυξθσ εκπαιδευτικοφ 

λογιςμικοφ. 

Ρρογράμματα προςομοιϊςεων και μοντελοποιιςεων, «καταςκευισ»  

μικρόκοςμων, επίλυςθσ προβλθμάτων, ανοιχτά περιβάλλοντα μάκθςθσ που 

επιτρζπουν είτε ςτον εκπαιδευτικό να παρζμβει και να τα προςαρμόςει είτε, το 

ςπουδαιότερο, ςτο μακθτι να παρζμβει ϊςτε να ελζγξει τθν πορεία τθσ 

μακθςιακισ διαδικαςίασ, προγράμματα που προςφζρουν πολλαπλζσ 

αναπαραςτάςεισ των εννοιϊν, προςφζρονται ωσ εργαλεία που βοθκοφν ςτθν 

ανάπτυξθ τθσ κριτικισ ςκζψθσ, τθν πρωτοβουλία, ευνοοφν τισ ςυνεργατικζσ μορφζσ 

μάκθςθσ και εν τζλει, εφόςον είναι ςυνεπι ςτθ κεωρθτικι τουσ κεμελίωςθ, 
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υποςτθρίηουν τθ ςταδιακι δόμθςθ τθσ γνϊςθσ ςε ατομικό αλλά και ομαδικό 

επίπεδο. 

Οι δραςτθριότθτεσ περιλαμβάνουν εξερεφνθςθ γεωμετρικϊν και 

εννοιολογικϊν μικρόκοςμων, προγραμματιςμό ςε ανοικτό και φιλικό περιβάλλον, 

ενϊ ωσ παιδαγωγικοί ςτόχοι τίκενται θ μάκθςθ ςε μικρζσ ομάδεσ, θ διαλογικι 

ςχζςθ δαςκάλου-μακθτι, θ διερεφνθςθ λογικομακθματικϊν εννοιϊν μζςω 

προγραμματιςτικϊν εφαρμογϊν, ο πειραματιςμόσ και θ επίλυςθ προβλιματοσ. 

Ο/θ εκπαιδευτικόσ, λειτουργϊντασ ωσ εμψυχωτισ και αρωγόσ ςτισ 

προςπάκειεσ των μακθτϊν, φροντίηει να δθμιουργεί το κατάλλθλο κλίμα, ςυντονίηει 

και βοθκά ςτθν οργάνωςθ των δραςτθριοτιτων.  

 

Κοινωνικοπολιτιςμικζσ μορφζσ 

Ππωσ είδαμε και ςτθν ανάπτυξθ των κεωριϊν, το επιπλζον ςτοιχείο ςτισ 

κοινωνικοπολιτιςμικζσ κεωρίεσ είναι το βάροσ που ρίχνουν ςτθν κοινωνικι 

αλλθλεπίδραςθ και ςτο ρόλο που παίηει το κοινωνικό και πολιτιςμικό περιβάλλον, 

όπωσ εκφράηονται μζςω των ςυμβολικϊν ςυςτθμάτων, ςτθ ςυγκρότθςθ τθσ 

γνϊςθσ. 

Αυτζσ οι κεωρίεσ βρίςκονται πίςω από περιβάλλοντα ςυνεργατικισ μάκθςθσ 

και εργαλεία ανοιχτά, τόςο ςτον τρόπο που κα τα αξιοποιιςει ο μακθτισ, όςο και 

ςτισ επιρροζσ του περιεχομζνου τουσ και τισ μορφζσ τθσ πραγματικότθτασ που 

προςφζρουν. 

Θ κεωρία του Vygotsky ειδικά, με τισ ζννοιεσ τθσ ηϊνθσ επικείμενθσ 

ανάπτυξθσ και του πλαιςίου ςτιριξθσ είναι βαςικι ςε λογιςμικά που χρθςιμοποιοφν 

ςταδιακι και κατανεμθμζνθ γνωςτικι ςτιριξθ ϊςτε πολλοί μακθτζσ να ανζλκουν 

από το ςτάδιο του «απλοφ εξερευνθτι τθσ αυκόρμθτθσ μάκθςθσ», με τθ βοικεια 

πιο ζμπειρων ατόμων, ςε ανϊτερα επίπεδα.  

Οι δραςτθριότθτεσ που προβάλλονται είναι αυτζσ τθσ αναηιτθςθσ-

πρόςβαςθσ ςε ευρφ φάςμα αρχείων για τθν καταςκευι project, θ επικοινωνία 

χρθςτϊν-θλεκτρονικό ταχυδρομείο και οι τθλεδιαςκζψεισ. Ωσ παιδαγωγικοί ςτόχοι 



73 

 

τίκενται θ αρτιότερθ οργάνωςθ τθσ διδαςκαλίασ, οι ςυλλογικζσ καταςτάςεισ 

μάκθςθσ και θ οικονομία χρόνου και πόρων. 

 

2.2   ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΙΚΟ ΛΟΓΙΜΙΚΟ 

2.2.1   Οριςμόσ του εκπαιδευτικού λογιςμικού 

Θ λζξθ εκπαίδευςθ ζχει τθ ρίηα τθσ ςτθ λζξθ παιδεία (Ρρζηασ, 2003). Αυτι 

είναι μια ευρεία ζννοια που περιλαμβάνει τόςο τθν παροχι ςτάςεων όςο και τθν 

ζννοια τθσ κατάρτιςθσ. Θ λζξθ Λογιςμικό αναφζρεται ςτα προγράμματα που 

μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςτουσ Θ/Υ. Κάνοντασ αναγωγι ςτθν ετυμολογία τθσ 

λζξθσ, μποροφμε να ποφμε πωσ τα προγράμματα αυτά οικοδομοφνται με κάποια 

«λογικι», με κάποια μζκοδο και ζχοντασ κάποιο ςκοπό, κάποιο ςτόχο. Άρα, 

εκπαιδευτικό λογιςμικό κεωρείται το λογιςμικό που περιζχει διδακτικοφσ ςτόχουσ, 

ολοκλθρωμζνα ςενάρια με παιδαγωγικι ςθμαςία και κυρίωσ επιφζρει 

ςυγκεκριμζνα διδακτικά και μακθςιακά αποτελζςματα (Τ.Α. Μικρόπουλοσ,2000). 

Ωσ εκπαιδευτικό λογιςμικό κεωροφμε λοιπόν το μζςο τθσ εκπαιδευτικισ 

διαδικαςίασ που αποςκοπεί ςτθ διευκόλυνςθ τθσ μάκθςθσ, χρθςιμοποιϊντασ ωσ 

κφριο εργαλείο τον υπολογιςτι. Θ διευκόλυνςθ τθσ μάκθςθσ μπορεί να επιτευχκεί 

είτε χρθςιμοποιϊντασ το εκπαιδευτικό λογιςμικό ωσ ςυμπλθρωματικό μζςο 

υποςτιριξθσ τθσ εκπαιδευτικισ διαδικαςίασ από τον εκπαιδευτικό, είτε ωσ 

υποςτθρικτικό μζςο αυτοδιδαςκαλίασ από τον μακθτι (Μ. Γρθγοριάδου, Σ. 

Μπακογιάννθσ 1991, όπ. ανάφ. ςτο Ρρζηασ, 2003). 

2.2.2   Εύδη εκπαιδευτικού λογιςμικού - Κατηγοριοπούηςη  

αναφορικϊ με το ςκοπό που δημιουργόθηκε το ΕΛ 

Οι τρόποι που χρθςιμοποιοφμε για να κατθγοριοποιιςουμε το ΕΛ 

εξαρτϊνται από το αν προςεγγίηουμε το ΕΛ από τθν τεχνοκρατικι ι από τθν 

παιδαγωγικι πλευρά, όπωσ και από το αν προςεγγίηουμε το ΕΛ από τθν πλευρά τθσ 

εκπαίδευςθσ ι τθσ κατάρτιςθσ. Τζλοσ εξαρτάται από τουσ διδακτικοφσ ςτόχουσ που 

ζχουμε βάλει και ποιοσ είναι ο ςκοπόσ που δθμιουργικθκε το ΕΛ. 
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Υπάρχουν τρεισ βαςικζσ κατθγορίεσ Εκπαιδευτικοφ Λογιςμικοφ γενικοφ, 

ειδικοφ ςκοποφ και λογιςμικό παρουςίαςθσ: 

 Γενικοφ ονομάηουμε αυτό που με τθ βοικειά του μποροφμε να διδάξουμε 

όλα τα μακιματα με διακεματικι προςζγγιςθ (π.χ. μικρόκοςμοι). Τότε ο  

υπολογιςτισ χρθςιμοποιείται ωσ εργαλείο ζρευνασ (Inquiry), Επικοινωνίασ 

(Communication), Καταςκευισ (Construction) και Ζκφραςθσ (Expression). 

Βαςικζσ υποκατθγορίεσ αυτισ ορίηονται οι εξισ (Ρζτρου, Φεςάκθσ, 

Καλαβάςθσ, Δθμθτρακοποφλου, 2000): 

a) Λογιςμικό προςποίθςθσ και δραματοποίθςθσ.  

b) Λογιςμικό καταςκευισ μοντζλων, προςομοιϊςεων, μικρόκοςμων. 

c) Λογιςμικό αλλθλεπίδραςθσ με νοιμονα καταςκευάςματα. 

 Ειδικοφ ςκοποφ όταν είναι εςτιαςμζνο ςε μια γνωςτικι περιοχι(π.χ. 

Geometres SketchPad) 

 Ο Υπολογιςτισ ςαν εργαλείο παραγωγισ και παρουςίαςθσ διδακτικοφ 

υλικοφ (π.χ. PowerPoint τθσ Microsoft) με : 

a) άμεςθ αλλθλεπίδραςθ Θ/Υ και χριςτθ 

b) μζςω τθλεεκπαίδευςθσ. 

2.2.3   Κατηγοριοπούηςη ΕΛ ςχετικό με την παιδαγωγικό 

μϋθοδο που ακολουθόθηκε 

Υπάρχουν δφο βαςικζσ κατθγορίεσ ΕΛ : τα Ανοικτά Ρεριβάλλοντα και τα 

Ρακζτα Κατάρτιςθσ(Εξάςκθςθσ). Ζχουμε ςυνοπτικά τισ ακόλουκεσ κατθγορίεσ και 

υποκατθγορίεσ (Δ. Αλιμιςθσ, 2000): 

Ωσ ανοικτά περιβάλλοντα  ονομάηουμε τα προγράμματα όπου μακθτζσ και 

εκπαιδευτικοί μποροφν να καταςκευάςουν ότι επικυμοφν. Αυτά τα λογιςμικά 

ςτθρίηονται ςτισ μετακεωρίεσ μάκθςθσ, όπωσ ςτον κονςτρουκτιβιςμό, ςτισ 

κοινωνικοπολιτικζσ κεωρίεσ και ςτθ κεωρία πολλαπλισ νοθμοςφνθσ. Υποκατθγορίεσ 

αυτισ τθσ γενικισ κατθγορίασ ΕΛ είναι (Ρρζηασ, 2003): 
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α.  Λογιςμικό ανακαλυπτικισ μάκθςθσ(discovery model): ο μακθτισ με τθν 

μελζτθ προςομοιϊςεων ανακαλφπτει το αντικείμενο μάκθςθσ. 

β. Διερευνθτικό λογιςμικό: μορφζσ αυτοφ του τφπου μάκθςθσ είναι θ 

διερευνθτικι μάκθςθ, θ ανάπτυξθ τεχνικϊν επίλυςθσ προβλθμάτων και 

θ μζκοδοσ project-based learning. 

γ. Λογιςμικό ςτο οποίο ο υπολογιςτισ χρθςιμοποιείται ςαν εργαλείο 

ανάπτυξθσ νοθτικϊν δεξιοτιτων (mindtool). 

δ. Λογιςμικό ςτο οποίο ο υπολογιςτισ χρθςιμοποιείται ςαν μζςο 

αναηιτθςθσ τθσ πλθροφορίασ και μζςο επικοινωνίασ (μθχανζσ 

αναηιτθςθσ, portals εκπαίδευςθσ). 

ε. Λογιςμικό προςομοίωςθσ  

ςτ. Γλϊςςα προγραμματιςμοφ (π.χ. LOGO). «Ρερικλείουν» ολόκλθρθ τθ 

κεωρία μάκθςθσ, κακϊσ χρθςιμοποιοφν  ανοικτό επεκτάςιμο 

περιβάλλον προγραμματιςμοφ και ανάπτυξθσ (Τ.Α. Μικρόπουλοσ 2000). 

η. Νοιμονα ςυςτιματα εκπαίδευςθσ ι διδαχισ (τα λογιςμικά αυτά 

«αποφαςίηουν» και «καταςκευάηουν» το διδακτικό υλικό, επιλζγουν τθν 

προςφορότερθ διδακτικι μζκοδο, ανταποκρίνονται κατάλλθλα ςε 

μακθςιακά προβλιματα. 

Αν κα ζπρεπε να ςτακοφμε ιδιαίτερα ςε μια από τισ παραπάνω κατθγορίεσ, 

αυτι ςίγουρα είναι το «διερευνθτικό λογιςμικό». Διερευνθτικό είναι το λογιςμικό 

που παρζχει δυνατότθτεσ για τθ δυναμικι ςφνδεςθ διαφορετικϊν 

αναπαραςτάςεων οντοτιτων και εννοιϊν του μελετϊμενου γνωςτικοφ χϊρου, τθν 

εξομοίωςθ φυςικϊν φαινομζνων, τθ διενζργεια πειραμάτων και ςυγκρίςεων μεταξφ 

διαφορετικϊν ςεναρίων με αλλαγι ςυνκθκϊν και παραμζτρων, τθν υποςτιριξθ 

ομαδικισ εργαςίασ και ανταλλαγισ δεδομζνων, εργαςιϊν και εμπειριϊν, τθν 

αποκικευςθ των ενεργειϊν του μακθτι για μετζπειτα ανάλυςθ, τθ χριςθ πλοφςιου 

εποπτικοφ υλικοφ (χάρτεσ, animations, γραφιματα, κ.λπ.)   (Koutlis, Kynigos, 2000) 
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2.2.4    Τα χρώματα ςτο ΕΛ 

Τα χρϊματα ςυμμετζχουν αποφαςιςτικά ςτθν ςυνολικι εικόνα παρουςίαςθσ 

του ΕΛ, γιατί εκτόσ από τθν καλαιςκθςία παίηουν ςπουδαίο ρόλο και ςτο 

εκπαιδευτικό αποτζλεςμα. Τα χρϊματα λοιπόν : 

 Βοθκοφν  ςτθν λιψθ αποφάςεων (Reising J. M. , and Aretz A. J. 1987). 

 Συμβάλλουν ςτθ μάκθςθ (Fischler Μ. and  Fircshein Ο. 1998,  Durrett H.L.  

and Stimmel D.T. 1987, Bertin J. 1983) . 

 Αποκαλφπτουν οργανϊςεισ και μορφζσ (F.L. Engel, 1980). 

 Ρροςκζτουν διαςτάςεισ. 

 Κάνουν τισ εικόνεσ πιο ρεαλιςτικζσ (R.D. Filley, 1982). 

 Επιδροφν ςτα ανκρϊπινα ςυναιςκιματα(Valdez, P. & Mehrabian, A. 

1994). 

Το μζγεκοσ τθσ επίδραςθσ των χρωμάτων αυξάνει με τθν ακόλουκθ 

χρωματικι κλίμακα: μπλε, πράςινο, κίτρινο, πορτοκαλί, κόκκινο. 

 

2.3    ΝΕΕ ΣΕΦΝΟΛΟΓΙΕ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ ΕΚΠΑΙΔΕΤΗ 

2.3.1   Η Εξϋλιξη τησ ΔτΜ με εργαλεύα Ψηφιακόσ Τεχνολογύασ 

Οι κεωρθτικζσ προςεγγίςεισ για τθ μακθςιακι διαδικαςία των μακθματικϊν 

ςε περιβάλλοντα βαςιςμζνα ςε εργαλεία ςφγχρονθσ τεχνολογίασ αρχίηουν με τθ 

κεϊρθςθ του Αμερικανοφ μακθματικοφ και παιδαγωγοφ από το Media Lab του ΜΛΤ, 

S. Papert (1980). Το βαςικό χαρακτθριςτικό τθσ κεϊρθςθσ του Papert είναι θ ςχζςθ 

τθσ με τθ κεωρία του J. Piaget και θ προςζγγιςθ που προςδίδεται ςτθν αξιοποίθςθ 

τθσ ςφγχρονθσ τεχνολογίασ, κακϊσ αντιμετωπίηεται ωσ πολιτιςμικό εργαλείο. Ο 

Papert ικελε να περιγράψει τθ μάκθςθ ωσ μια δραςτθριότθτα που πθγάηει από τθ 

διερευνθτικι και δθμιουργικι ανκρϊπινθ φφςθ. Ριο ςυγκεκριμζνα προςζγγιςε τθν 

εκμάκθςθ των μακθματικϊν ωσ μια διαδικαςία φυςιολογικισ εξζλιξθσ τθσ 

λογικομακθματικισ ςκζψθσ, παραλλθλίηοντάσ τθν με τθν εκμάκθςθ τθσ γλϊςςασ. 
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Τόνιςε ότι μακαίνουμε να μιλάμε και να ςκεφτόμαςτε λογικά πολφ πριν πάμε 

ςχολείο, ςε καταςτάςεισ, όπου θ μάκθςθ αυτι πραγματοποιείται κακϊσ  

αποκτοφμε ικανότθτεσ επιβίωςθσ και επικοινωνίασ ςτο κοινωνικό και φυςικό μασ 

περιβάλλον (Papert, 1980). 

Ο Piaget βλζπει τθν ανκρϊπινθ ςκζψθ να επθρεάηεται από τθν οργανικι 

φφςθ του ανκρϊπου και τον φυςικό και κοινωνικό του περίγυρο. Βλζπει ωσ 

ζμφυτεσ ανκρϊπινεσ τάςεισ τθν εξιςορρόπθςθ (equilibration), τθν αυτο-ρφκμιςθ 

(self-regulation) και τθν αυτοεξζταςθ / αναςτοχαςμό (reflection). Στο πλαίςιο αυτό 

κεωρεί ότι θ ανκρϊπινθ ςκζψθ αποτελεί μια περίπλοκθ δομι από γνωςτικά 

ςχιματα (cognitive schemes), δθλαδι δομικοφσ γνωςιακοφσ λίκουσ βαςιςμζνουσ 

ςτθν εμπειρία. Κάνει επίςθσ τθν πρϊτθ προςπάκεια περιγραφισ του τρόπου 

εξζλιξθσ ι ανάπτυξθσ τθσ δομισ αυτισ προτείνοντασ δφο τρόπουσ με τουσ οποίουσ 

αυτό ςυμβαίνει: τθν αφομοίωςθ (assimilation), όπου ζνα καινοφργιο γνωςτικό 

ςχιμα εντάςςεται ςτθν υπάρχουςα δομι και τθ ςυμμόρφωςθ (accommodation), 

όπου, επειδι το γνωςτικό ςχιμα δεν μπορεί να ενταχκεί ςτθν υπάρχουςα γνωςιακι 

δομι, προκαλείται από τον άνκρωπο κάποια δομικι αλλαγι ι αναπροςαρμογι τθσ 

δομισ αυτισ. (Κυνθγόσ, 2006) 

Ο Papert βαςίηεται ςτθ κεϊρθςθ αυτι κεωρϊντασ τθν ωσ τθ ςθμαντικότερθ 

ςυνειςφορά του Piaget. Μετά τθν ςυνεργαςία του με τον Piaget , ο Papert ιταν 

πεπειςμζνοσ ότι μποροφν να ςχεδιαςτοφν τεχνθτά περιβάλλοντα τα οποία να 

είναι πολφ πιο πλοφςια ςε δυνατότθτεσ, ϊςτε να δίνουν ςτο παιδί εμπειρίεσ 

δθμιουργίασ μακθματικϊν νοθμάτων (Papert, 1980).  

Θ προβλθματικι του Papert είναι ριηικά αντίκετθ με αυτιν που, 

προερχόμενθ από τθ γνωςτικι ψυχολογία, επικράτθςε τισ δεκαετίεσ του 70 και του 

80, ςφμφωνα με τθν οποία δόκθκε ζμφαςθ ςτθ μελζτθ των παρανοιςεων των 

μακθτϊν ςχετικά με τισ μακθματικζσ ζννοιεσ που εμφανίηονταν ςτα αναλυτικά 

προγράμματα εκείνθσ τθσ εποχισ.  

Θ δομικι (constructivist) κεϊρθςθ τθσ μάκθςθσ, προςεγγίηεται ωσ μια 

διαδικαςία που ςυμβαδίηει με τθν ανκρϊπινθ ζκφραςθ, δθλαδι ωσ κάτι που ο 

άνκρωποσ οικοδομεί. Αν προςεγγίςουμε με τον τρόπο αυτό τθν ερμθνεία του πϊσ 

μακαίνουμε μακθματικά, τότε πρζπει να εςτιάςουμε τθν προςοχι μασ ςτο ποια 

νοιματα δομεί το παιδί και όχι ςτο αν «καταλαβαίνει ι παρανοεί» νοιματα που 
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υπάρχουν. Αυτό ακριβϊσ κάνει ο Papert: ουςιαςτικά «αναποδογυρίηει» τθν 

προςζγγιςθ και μελετάει τα μακθματικά νοιματα που δομοφν τα παιδιά, δθλαδι τι 

καταλαβαίνουν (αντί για το τι παρανοοφν) και πϊσ θ κατανόθςθ αυτι αναπτφςςεται 

(αντί για το ποιεσ παρανοιςεισ «διορκϊνονται»). 

Θ κεϊρθςθ του Papert ζχει και ζνα δεφτερο ςκζλοσ, τθ φιλοςοφία του για 

τθ χριςθ τθσ ςφγχρονθσ τεχνολογίασ. Αυτι πθγάηει από τθ πρωτόγνωρθ τότε 

φιλοςοφία ςχεδιαςμοφ και χριςθσ μιασ γλϊςςασ προγραμματιςμοφ, που τότε ιταν 

το βαςικό εργαλείο ςτθν εξζλιξθ τθσ επιςτιμθσ τθσ τεχνθτισ νοθμοςφνθσ, τθν LiSP. 

Οι χριςτεσ τθσ LiSP, είχαν κζςει ωσ ςτόχο να αναπτφξουν προγράμματα που 

απαιτοφςαν ςφλλθψθ και λφςθ εξαιρετικά δφςκολων γι’ αυτοφσ προβλθμάτων. Για 

ζνα τζτοιο πρόγραμμα ςυνικωσ εργάηονταν αρκετοί επιςτιμονεσ. Ριο 

ςυγκεκριμζνα, χρθςιμοποιοφςαν τθ γλϊςςα προγραμματιςμοφ ωσ εργαλείο 

ςκζψεων, προτάςεων και δθμιουργίασ αλλεπάλλθλων υποπρογραμμάτων τα οποία 

άλλαηαν και διόρκωναν ςυνεχϊσ. 

Ο προγραμματιςμόσ δθλαδι ιταν αναπόςπαςτο εργαλείο ςκζψθσ και 

δθμιουργίασ και όχι απλϊσ ζνασ κϊδικασ καταχϊρθςθσ ζτοιμων αλγορίκμων ςτθν 

μθχανι. Ο Papert ςκζφτθκε ότι θ δραςτθριότθτα αυτϊν των επιςτθμόνων ιταν μια 

γνιςια δραςτθριότθτα μάκθςθσ. Γιατί να μθν υπάρχει μια γλϊςςα 

προγραμματιςμοφ κατάλλθλθ, ϊςτε να μποροφν ακόμα και μικρά παιδιά να 

εμπλακοφν ςε τζτοιου είδουσ δραςτθριότθτα (ςτο δικό τουσ επίπεδο ςκζψθσ); Ζτςι 

ςυνζλαβε τθν γλϊςςα Logo και τθν ανζπτυξε μαηί με τουσ ςυνεργάτεσ του ςτο 

Media Lab (Feurzig & Papert, 1971). 

Στο πλαίςιο αυτό ο προγραμματιςμόσ ωκεί τουσ μακθτζσ να αναπτφξουν 

διαιςκθτικζσ ιδζεσ και να τισ εκφράςουν με τθ χριςθ ςυμβόλων, να τισ 

«εκτελζςουν» ςτον Θ/Υ και να παρατθριςουν άμεςα το αποτζλεςμά τουσ 

ςυγκρίνοντάσ το με το αποτζλεςμα που επιδίωκαν πριν από τθν «εκτζλεςθ». Τουσ 

δίνει επίςθσ τθ δυνατότθτα να ομαδοποιιςουν ζνα ςφνολο ιδεϊν και μετά είτε να 

τισ χρθςιμοποιιςουν ωσ ζνα αντικείμενο, με οριςμζνθ ονομαςία, ςε ζνα υψθλότερο 

αφαιρετικό επίπεδο, είτε να ςτοχαςτοφν πάνω ςε μια ςυγκεκριμζνθ ιδζα που 

«ενυπάρχει»  ς’ αυτό το αντικείμενο. Ζτςι μποροφν να χρθςιμοποιιςουν μια ιδζα 

με εναλλακτικοφσ τρόπουσ: ωσ εργαλείο, αλλά και ωσ αντικείμενο πάνω ςτο οποίο 

μποροφν να ςτοχαςτοφν. Ο προγραμματιςμόσ για τθ ΔτΜ επομζνωσ προςεγγίηεται 
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ωσ μζςο ζκφραςθσ, διερεφνθςθσ, δόμθςθσ και αποκάλυψθσ ιδεϊν, ςτο πλαίςιο 

μικρϊν ομάδων εργαςίασ οι οποίεσ αςχολοφνται με κάποιο ςχζδιο εργαςίασ 

(project), και μπορεί να δθμιουργιςει ςθμαντικζσ ευκαιρίεσ για τθν κοινωνικι 

καταςκευι του νοιματοσ μζςα ςτθ ςχολικι τάξθ (Kynigos,1995). 

Στθν όλθ διαδικαςία, κομβικι είναι θ  φφςθ τθσ «μακθματικισ ζννοιασ». Εάν 

ακολουκιςουμε το παραδοςιακό για τθ δεκαετία του ‘80 μοντζλο των 

παρανοιςεων, τότε δεν χρειάηεται ςυηιτθςθ: οι μακθματικζσ ζννοιεσ είναι αυτζσ 

του αναλυτικοφ προγράμματοσ, οι οποίεσ ζχουν προκφψει από βαςικζσ υπαρκτζσ 

ζννοιεσ-οντότθτεσ τθσ μακθματικισ επιςτιμθσ. Εάν όμωσ χρθςιμοποιιςουμε το 

δομικό μοντζλο για τθ μάκθςθ, τότε πϊσ μποροφμε να προςδιορίςουμε τι ςθμαίνει 

«μακθματικι ζννοια»; Είναι οποιαδιποτε ζννοια δομεί ο μακθτισ; 

Ρϊσ μποροφμε να διακρίνουμε μια ζννοια, ζτςι ϊςτε να μποροφμε να 

ςυνεννοθκοφμε γι’ αυτιν; Φαίνεται πάντωσ ορκότερο να αντιμετωπίςουμε τισ 

ζννοιεσ ωσ καταςκευάςματα των μακθτϊν μζςα από τθ δράςθ τουσ ςε κοινωνικζσ 

ομάδεσ ςτο πλαίςιο τθσ μακθςιακισ κατάςταςθσ. 

Σ’ αυτό το ςθμείο είναι ιδιαίτερα διαφωτιςτικόσ ο τρόποσ που προςδιόριςε 

τθν μακθματικι ζννοια ο Γάλλοσ ψυχολόγοσ G. Vergnaud (1991). Υποςτιριξε ότι δεν 

ζχει νόθμα θ αντίλθψθ μιασ μακθματικισ ζννοιασ ςε απομόνωςθ. Νόθμα ζχει θ 

κεϊρθςι τθσ ςε ςχζςθ:  

α) με άλλεσ ζννοιεσ που ςυνδζονται ςτενά μ’ αυτιν,  

β) με μία ομάδα καταςτάςεων ςτισ οποίεσ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί και  

γ) με μία ομάδα διακζςιμων αναπαραςτάςεϊν τθσ.  

Για το λόγο αυτό, ο Vergnaud ονόμαςε τθν τριάδα αυτι νοθτικό πεδίο και 

υποςτιριξε ότι ςτθ διδακτικι των μακθματικϊν αυτόσ πρζπει να είναι ο τρόποσ 

αναφοράσ ςτισ μακθματικζσ ζννοιεσ.  

Μετά από χρόνια, οι Balacheff και Gaudin (2002), ςυμπλιρωςαν τθν 

πρόταςθ του Vergnaud, προςκζτοντασ μια τζταρτθ πτυχι ςτον οριςμό του νοθτικοφ 

πεδίου το οποίο  προςδιόριςαν ωσ εξισ: 

• P ζνα ςφνολο προβλθματικϊν καταςτάςεων / προβλθμάτων. 

• R ζνα ςφνολο πράξεων, ςχζςεων και αξιωμάτων. 

• L ζνα αναπαραςταςιακό ςφςτθμα. 

• Σ μία δομι ελζγχου. 
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Στθν πραγματικότθτα, οι Balacheff και Goldin επεκτείνουν τθν ζννοια του 

νοθτικοφ πεδίου του Vergnaud, θ οποία περιλαμβάνει τα πρϊτα τρία ςτοιχεία, 

προκειμζνου να εντάξουν ς’ αυτά ρθτά το Σ, το οποίο δθλϊνει αυτό που απαιτείται, 

προκειμζνου να γίνουν από τουσ μακθτζσ κρίςεισ, επιλογζσ, και να λθφκοφν 

αποφάςεισ κατά τθ διαδικαςία επίλυςθσ ενόσ προβλιματοσ. Οι Balacheff και Goldin 

ςυνδυάηουν το Σ με το κεωρθτικό δόμθμα των «κεωρθμάτων εν δράςει» (theorems 

in action) του Vergnaud, δθλαδι τα ςυμπεράςματα που παράγουν οι μακθτζσ, τα 

οποία αφοροφν ςτακερζσ μζςα ςε μία ομάδα αντικειμζνων ςχζςεων ι 

προβλθμάτων που ςυνδζονται μ’ αυτά. Θ ανοιχτι αυτι κεϊρθςθ ωσ προσ το τι 

μπορεί να χαρακτθριςτεί «νόθμα ςε χριςθ» (conception in use) διατυπϊκθκε 

αρχικά από το Vergnaud, από μία γνωςτικι οπτικι και επικεντρϊκθκε ςε 

μακθματικζσ ζννοιεσ περιςςότερο, παρά ςτισ γνϊςεισ των μακθτϊν (1991). Θ 

προςκικθ των Balacheff και Goldin μετατρζπει τον όρο ϊςτε να είναι κεντρικά 

χριςιμοσ για τθν περιγραφι τθσ μακθςιακισ διαδικαςίασ μεν αλλά ςε ςχζςθ με 

μακθματικζσ ζννοιεσ.(Κυνθγόσ, 2006) 

Ραρότι είναι ιδιαίτερα χριςιμα τα δομιματα αυτά για τθ μελζτθ τθσ 

εκμάκθςθσ των μακθματικϊν με τθ χριςθ εργαλείων ψθφιακισ τεχνολογίασ, ο 

Vergnaud δεν τα διατφπωςε με βάςθ το πλαίςιο αυτό, ενϊ και οι Balacheff και 

Goldin μόνο περιφερειακά το ζλαβαν υπόψθ ςτθν κεωρθτικι προςζγγιςθ που 

προαναφζραμε. Αντίκετα, θ Mariotti (2002) παρζχει ζνα χριςιμο πλαίςιο 

κατανόθςθσ τθσ δθμιουργίασ νοθμάτων, που πθγάηει από τισ ζρευνζσ τθσ ςε 

μακθςιακά περιβάλλοντα που αξιοποιοφν τα εργαλεία τθσ ψθφιακισ τεχνολογίασ. 

Με βάςθ τθν ζννοια τθσ κοινωνικισ διαμεςολάβθςθσ του νοιματοσ (Vygotsky, 

1978), θ Mariotti εντάςςει τθ δραςτθριότθτα αναπαράςταςθσ με ψθφιακά εργαλεία 

ςτο παραδοςιακό  ρεπερτόριο μζςων αναπαράςταςθσ τθσ ανκρϊπινθσ νόθςθσ, 

όπωσ αυτό τθσ γραπτισ και προφορικισ γλϊςςασ. Εκλαμβάνει ζτςι τθ μακθματικι 

δραςτθριότθτα με ψθφιακά εργαλεία ωσ κοινωνικι διαμεςολάβθςθ του 

μακθματικοφ νοιματοσ που μπορεί να επιτευχκεί εναλλακτικά με αυτά και με το 

γραπτό και προφορικό λόγο. (Κυνθγόσ, 2006) 

Για τα εργαλεία αυτά οι Hoyles και Noss χρθςιμοποιοφν τον όρο εκφραςτικά 

μζςα (expressive media, 2003). Βζβαια οι ςυγκεκριμζνοι ερευνθτζσ του προςδίδουν 

μια κάπωσ ιδιόμορφθ ςθμαςία ςε ςχζςθ με αυτι που είπαμε. Χρθςιμοποιοφν τον 
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όρο εκφραςτικά μζςα για να κάνουν τθ διάκριςθ μεταξφ των διερευνθτικϊν 

λογιςμικϊν για τα μακθματικά και των μικρόκοςμων, προκειμζνου να 

υπογραμμίςουν ότι ςτθν περίπτωςθ των «μικρόκοςμων» δίνεται ιδιαίτερθ ζμφαςθ 

ςτθ δραςτθριότθτα τθσ καταςκευισ (Kafai & Resnick, 1996) και ςτον 

προγραμματιςμό. 

Εφλογα κα αναρωτθκεί κανείσ αν κα ζπρεπε να είναι πρωταρχικόσ ςτόχοσ να 

παρακάμψουμε τθν ανάγκθ οι μακθτζσ να μακαίνουν τον τυπικό μακθματικό 

φορμαλιςμό για να εκφράςουν μακθματικά νοιματα; Γιατί να μθν αρκεί ο 

δυναμικόσ χειριςμόσ των αντίςτοιχων εργαλείων (π.χ. του Cabri ι του Geometry 

Sketchpad) για να αςκθκοφν ςτθ μακθματικι ςκζψθ; Θ άποψθ ότι θ εκμάκθςθ του 

τυπικοφ φορμαλιςμοφ όχι μόνο δεν εμποδίηει τθν ανάπτυξθ τθσ μακθματικισ 

ςκζψθσ αλλά με τα κατάλλθλα εργαλεία, δραςτθριότθτεσ και διδακτικι υποςτιριξθ, 

μπορεί να τθν ενιςχφςει, ζχει ςθμαντικά υπζρ αυτισ επιχειριματα. Κάκε φορά που 

επινοείται ζνασ νζοσ  τρόποσ αναπαράςταςθσ εννοιϊν δεν ςθμαίνει ότι οι 

διακζςιμεσ μζχρι τότε αναπαραςτάςεισ πρζπει άκριτα να εγκαταλειφκοφν. Πταν 

καταλαγιάςει το φαινόμενο του νεωτεριςμοφ, θ καινοφργια αναπαράςταςθ 

καταλαμβάνει μια κζςθ ανάμεςα ςτισ προθγοφμενεσ και παράλλθλα αυτζσ 

αναπροςδιορίηονται ϊςτε να λειτουργοφν ςυμπλθρωματικά με τισ καινοφργιεσ. 

Ο φορμαλιςμόσ κεωρείται ευρζωσ ωσ εμπόδιο ςτισ προςπάκειεσ των 

μακθτϊν να δθμιουργιςουν και να χρθςιμοποιιςουν μακθματικζσ ζννοιεσ, ενϊ οι 

μακθτζσ δεν βρίςκουν κάποιο νόθμα ςτθ χριςθ του μακθματικοφ φορμαλιςμοφ. 

Τον κεωροφν απλϊσ ωσ επιβεβλθμζνο κϊδικα για τθ διεξαγωγι τυπικϊν, 

ςυνθκιςμζνων δραςτθριοτιτων χωρίσ νόθμα (meaningless routines) (Dubinsky, 

2000). Αντίκετα, οι δυναμικζσ διεπιφάνειεσ που επιτρζπουν τον εικονοκεντρικό  

χειριςμό, δίνουν ςτουσ μακθτζσ τθ δυνατότθτα να ζχουν πρόςβαςθ ςε 

μακθματικζσ ιδζεσ παρακάμπτοντασ τθν τυπικι αναπαράςταςθ (Laborde, C.& 

Laborde, J. M., 1995  Laborde et al, 2006). Άραγε αυτό ςθμαίνει ότι ο φορμαλιςμόσ 

είναι χριςιμοσ μόνο ςε καταξιωμζνουσ μακθματικοφσ, οι οποίοι μποροφν, μζςω 

αυτοφ, να εκφράςουν αφθρθμζνεσ μακθματικζσ ζννοιεσ; Μία βαςικι παραδοχι ςτθ 

μελζτθ μασ είναι ότι, όπωσ θ ψθφιακι τεχνολογία παρζχει τα μζςα για να 

παρακαμφκεί ο φορμαλιςμόσ, ζτςι μπορεί και να ενιςχφςει ζναν εντελϊσ 
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διαφορετικό τρόπο χριςθσ του από τουσ μακθτζσ, δθλαδι θ ψθφιακι τεχνολογία 

παρζχει ςτουσ μακθτζσ τθ δυνατότθτα να εκφράςουν μακθματικά νοιματα 

χρθςιμοποιϊντασ ωσ μζςο τον τυπικό φορμαλιςμό (Kynigos, 2002). 

 

2.3.2  Η ειςαγωγό των Τεχνολογιών Πληροφορύασ και 

επικοινωνύασ ςτη μαθηματικό εκπαύδευςη 

Στισ χϊρεσ τθσ Ευρϊπθσ και κυρίωσ ςτθν Αγγλία και τθ Γαλλία υλοποιικθκαν 

προγράμματα ειςαγωγισ των Τεχνολογιϊν τθσ Ρλθροφορίασ και τθσ Επικοινωνίασ 

ςτθ διδαςκαλία των Μακθματικϊν αλλά και άλλων μακθμάτων, ςε ευρεία ζκταςθ, 

από τθ δεκαετία του ’80. 

Το λογιςμικό, που αρχικά χρθςιμοποιικθκε, το παριγαγαν οι ίδιοι οι 

εκπαιδευτικοί φορείσ των χωρϊν αυτϊν. Δεν ιταν όμωσ αρκετά ελκυςτικό ςτουσ 

μακθτζσ, κυρίωσ ωσ προσ τθ μορφι του (γραφικά κ.λ.π). Ζτςι αντικαταςτάκθκε από 

λογιςμικό που παριγαγαν Ρανεπιςτιμια, Ερευνθτικά Λνςτιτοφτα, Εταιρίεσ 

Ρλθροφορικισ αλλά και ανεξάρτθτοι καταςκευαςτζσ λογιςμικοφ, και το οποίο 

κυκλοφόρθςε και ςτο εμπόριο. 

Στθν Ελλάδα θ προςπάκεια ειςαγωγισ των Τεχνολογιϊν Ρλθροφορίασ και 

Επικοινωνίασ (ΤΡΕ) ςτθ διδαςκαλία των Μακθματικϊν αλλά και άλλων μακθμάτων 

άρχιςε να ςχεδιάηεται το 1996, από τθ Διεφκυνςθ Δευτεροβάκμιασ Εκπαίδευςθσ 

του ΥΡΕΡΚ, το Ραιδαγωγικό Λνςτιτοφτο (Ρ.Λ) και το Λνςτιτοφτο Τεχνολογίασ 

Υπολογιςτϊν (ΛΤΥ) το οποίο ανζλαβε και τθν τελικι ευκφνθ του εγχειριματοσ. 

Θ πρϊτθ πιλοτικι εφαρμογι άρχιςε το 1997 ςε 64 Γυμνάςια, ςτα πλαίςια 

του προγράμματοσ ΟΔΥΣΣΕΛΑ (ζργο Οδυςςζασ) και ςταδιακά επεκτάκθκε ςε 385 

ςχολεία, κυρίωσ τθσ δευτεροβάκμιασ εκπαίδευςθσ τα οποία εξοπλίςτθκαν με 

τελευταίασ τεχνολογίασ εργαςτιρια πλθροφορικισ. 

Για τθν επιμόρφωςθ των κακθγθτϊν των ςχολείων αυτϊν, ϊςτε να μποροφν 

να ανταποκρικοφν ςτισ απαιτιςεισ του νζου τρόπου διδαςκαλίασ, επελζγθςαν από 

το ΥΡΕΡΚ 125 εκπαιδευτικοί όλων των ειδικοτιτων και παρακολοφκθςαν ι 

παρακολουκοφν ειδικό πρόγραμμα εξειδίκευςθσ μεταπτυχιακοφ επιπζδου ςτα 

Ρανεπιςτιμια Ακθνϊν, Μακεδονίασ και Κεςςαλονίκθσ.   
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Στα πλαίςια των ενεργειϊν του προγράμματοσ ΟΔΥΣΣΕΛΑ ζχουν 

καταςκευαςτεί για χριςθ ςτθ μακθματικι εκπαίδευςθ τα λογιςμικά: E-SLAT/ 

Αβάκιο, ΓΑΛΑ, ΔΘΜΛΟΥΓΟΣ ΜΟΝΤΕΛΩΝ, ΔΛΑΣΤΘΜΛΚΟ ΣΧΟΛΕΛΟ, ΛΛΣ, ΚΟΣΜΟΣ, 

ΜΛΚΟΚΟΣΜΟΛ ΔΛΑΝΥΣΜΑΤΩΝ, ΡΩΤΕΑΣ, ΤΑΞΛΝΟΜΟΥΜΕ, ΧΕΛΩΝΟΚΟΣΜΟΛ, 

ΧΘ.ΡΟ.ΛΟ, ΣΤΑΤΛΣΤΛΚΘ, ΑΝΑΚΑΛΥΡΤΩ ΤΘ ΓΘ, και ζχουν μεταφραςτεί και 

προςαρμοςτεί ςτο Ελλθνικό εκπαιδευτικό ςφςτθμα  τα διεκνϊσ καταξιωμζνα 

εκπαιδευτικά λογιςμικά Micro Worlds Pro, The Geometer’s Scetchpad, Modellus, 

Cabri Geometry II, Function Probe, Tabletop JR & Tabletop, Eyewitness Virtual 

Reality Earth Quest. 

Θ επζκταςθ τθσ χριςθσ των Τεχνολογιϊν Ρλθροφορίασ και Επικοινωνίασ 

(ΤΡΕ) ςτθ διδαςκαλία των Μακθματικϊν ςε όλα τα ςχολεία δευτεροβάκμιασ 

εκπαίδευςθσ τθσ χϊρασ αναμζνεται με τθν ολοκλιρωςθ (2003) του προγράμματοσ 

«Κοινωνία τθσ Ρλθροφορίασ» ςτθ διάρκεια του οποίου (ςφμφωνα με το ςτόχο του 

ΥΡΕΡΚ) κα επιμορφωκοφν όλοι οι κακθγθτζσ μακθματικϊν (και των υπολοίπων 

ειδικοτιτων) ςτθ χριςθ, για εκπαιδευτικοφσ ςκοποφσ, τθσ πλθροφορικισ και των 

νζων τεχνολογιϊν επικοινωνίασ. 

 

2.3.3   Η ςκοπιμότητα τησ ϋνταξησ εργαλεύων ψηφιακόσ  

τεχνολογύασ ςτη μαθηματικό εκπαύδευςη 

Για εκατοντάδεσ χρόνια (ΥΡΕΡΚ, 2008), θ διδαςκαλία των μακθματικϊν ςτθ 

βαςικι παιδεία βαςίηονταν ςτα γνωςτά ςτατικά μζςα: πίνακασ/χαρτί, 

κιμωλία/ςτυλό και ςχολικό εγχειρίδιο. Θ πρϊτθ τεχνολογία, οι αρικμθτικοί 

υπολογιςτζσ, δθμιοφργθςαν τθν αίςκθςθ ότι κα  γίνουν απαραίτθτο εργαλείο για 

κάκε μακθτι και ότι κα υποκαταςτιςουν τθν ανάγκθ να κάνουμε πράξεισ με το 

χζρι. Ο  αντίλογοσ ιταν ιδθ ζτοιμοσ:  οι μακθτζσ πρζπει να ξζρουν τουσ κανόνεσ και 

τθ ςθμαςία  των πράξεων και ο μόνοσ τρόποσ να τισ καταλάβουν είναι να κάνουν 

πράξεισ οι ίδιοι.  

Στθν πραγματικότθτα  δεν υπιρξε πειςτικό επιχείρθμα ότι κα προςκζςουν 

κάτι ςτον τρόπο που οι μακθτζσ κατανοοφν κάποιεσ μακθματικζσ ζννοιεσ. 

Υπάρχουν  άραγε επιχειριματα για τθν χριςθ των ψθφιακϊν τεχνολογιϊν  
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αρκετά πειςτικά ϊςτε, τουλάχιςτον, να αξίηει θ επζνδυςθ κυρίωσ ςε χρόνο και 

προςπάκεια; Κεμελιϊδθσ αφετθριακι είναι  κζςθ είναι ότι θ ζνταξθ τθσ χριςθσ των 

ψθφιακϊν εργαλείων ςτο εκπαιδευτικό μασ ςφςτθμα ζχει νόθμα μόνο όταν 

ςτοχεφει ςε κάποια πρόςκετθ παιδαγωγικι αξία. Τα  τελευταία χρόνια, τα 

μακθματικά ςτο εκπαιδευτικό μασ ςφςτθμα ςυνεχίηουν να εκλαμβάνονται από τθν  

κοινωνία ωσ μια κεωρθτικι γνϊςθ που διδάςκεται κυρίωσ μετωπικά με άξονα τθν 

απομνθμόνευςθ των αφθρθμζνων οριςμϊν και κεωρθμάτων τθσ κεωρίασ και τθν 

εξάςκθςθ ςτθ λφςθ αςκιςεων με ςτόχο αποκλειςτικά τθν αντιμετϊπιςθ των 

εξετάςεων. Οι μακθτζσ δυςκολεφονται να κατανοιςουν τισ αφθρθμζνεσ 

μακθματικζσ ζννοιεσ και να διακρίνουν τθ χρθςιμότθτά τουσ, κακϊσ δεν υπάρχει 

κανζνασ τζτοιοσ προςανατολιςμόσ του Α.Ρ. και του ςχολικοφ εγχειριδίου προσ αυτι 

τθν κατεφκυνςθ ςυχνά.   

Αναπόφευκτα, χρθςιμοποιείται ο τυπικόσ μακθματικόσ  φορμαλιςμόσ και τα 

ςτατικά προ-τεχνολογικά μζςα ζκφραςθσ μακθματικϊν εννοιϊν με αποτζλεςμα να 

δθμιουργείται ζνα ςθμαντικό  εμπόδιο κατανόθςθσ των εννοιϊν ςτουσ μακθτζσ: το 

πϊσ και γιατί τθσ αναπαράςταςθσ των εννοιϊν. 

Λαμβάνοντασ υπόψθ  και το άγχοσ που δθμιουργείται από τθν ανάγκθ 

προετοιμαςίασ για τισ εξετάςεισ, καταλιγει κανείσ ςτο ςυμπζραςμα ότι πολφ λίγεσ 

ευκαιρίεσ δίνονται ςτο αντικείμενο αυτό ϊςτε να το αγαπιςουν και να το 

κατανοιςουν οι περιςςότεροι μακθτζσ μασ. 

Από τθ δεκαετία του ’90 (ΥΡΕΡΚ, 2008), και μετά θ επιςτθμονικι γνϊςθ ςτθ 

διδακτικι των μακθματικϊν δίνει ιδιαίτερθ ζμφαςθ ςτον τρόπο με τον οποίο οι 

μακθτζσ αναπτφςςουν ςυνειδθτι  μακθματικι ςκζψθ, λειτουργϊντασ ςε ζνα 

κοινωνικό περιβάλλον, δθλαδι ςε καταςτάςεισ επικοινωνίασ με τουσ ςυμμακθτζσ 

και τουσ εκπαιδευτικοφσ τουσ. Θ γενικότερθ παιδαγωγικι τάςθ που αρχίηει να 

επικρατεί είναι το να μελετιςουμε πϊσ μζςα από τθν εκπαίδευςθ μποροφμε να 

ενιςχφςουμε ςτουσ μακθτζσ ζναν επιςτθμονικό, μακθματικό τρόπο ςκζψθσ. 

Επομζνωσ ο ςτόχοσ  είναι  όχι μόνο θ κατανόθςθ εννοιϊν που αναφζρονται ρθτϊσ 

μζςα ςτο αναλυτικό πρόγραμμα του ςυγκεκριμζνου γνωςτικοφ αντικειμζνου, αλλά  

πολφ ευρφτερα, θ ενίςχυςθ τθσ λογικομακθματικισ πτυχισ τθσ ςκζψθσ και 

ζκφραςθσ των μακθτϊν ωσ αναπόςπαςτο μζροσ τθσ κουλτοφρασ και του πολιτιςμοφ 

μασ. Άρα  προβάλει ζντονα, όςον αφορά τθ διδακτικι των μακθματικϊν , θ ανάγκθ 
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δθμιουργίασ μακθςιακϊν περιβαλλόντων όπου κυριαρχοφν θ  δράςθ, ο διάλογοσ, 

το βίωμα, θ ζκφραςθ, θ αναπαράςταςθ, ο πειραματιςμόσ και θ ςυμμετοχι ςε 

πολλαπλζσ ςυλλογικότθτεσ. 

Ζτςι, οδθγοφμαςτε ςτθν μάκθςθ  των μακθματικϊν ωσ μια εμπειρικι, 

υποκετικοπαραγωγικι διαδικαςία, όπου ηθτοφμενο είναι θ δθμιουργία και θ 

ανάπτυξθ προςωπικϊν νοθμάτων από τουσ μακθτζσ μζςα από υποκζςεισ, εικαςίεσ, 

αποδείξεισ, αναςκευζσ, αντιπαραδείγματα, ςυνεχείσ τροποποιιςεισ και ελζγχουσ 

(Κυνθγόσ, 2007). 

Για τθν περίπτωςθ των μακθματικϊν (ΥΡΕΡΚ, 2008), θ ψθφιακι τεχνολογία 

μπορεί να αξιοποιθκεί ακριβϊσ ςε αυτό το πλαίςιο όταν χρθςιμοποιοφνται ειδικά 

ςχεδιαςμζνα ψθφιακά εκφραςτικά  εργαλεία ςε ςυνδυαςμό με εργαλεία 

υποςτιριξθσ ςυλλογικοφ διαλόγου και επιχειρθματολογίασ (Χρονάκθ, 2000, 

Ματςαγγοφρασ, 1987, Κουτςελίνθ & Κεοφιλίδθσ, 2002). Με τον όρο «εκφραςτικά 

εργαλεία» εννοοφμε εργαλεία λογιςμικοφ που είναι  ςχεδιαςμζνα ϊςτε οι μακθτζσ 

να μποροφν να καταςκευάηουν μοντζλα με μζςο τισ πολλαπλζσ και 

αλλθλεξαρτϊμενεσ μακθματικζσ αναπαραςτάςεισ, να πειραματίηονται με τθ 

ςυμπεριφορά τουσ και να τα αλλάηουν ςυχνά και με ευκολία, να χειρίηονται, να 

αναλφουν και να ςυςχετίηουν δεδομζνα. Τα εργαλεία αυτά επίςθσ υποςτθρίηουν τθ 

διαςφνδεςθ μεταξφ μακθματικϊν περιοχϊν που είναι κατακερματιςμζνεσ ςτο 

αναλυτικό πρόγραμμα, όπωσ θ άλγεβρα, θ ανάλυςθ, θ Ευκλείδεια, θ διαφορικι, θ 

διανυςματικι και θ αναλυτικι γεωμετρία και θ τριγωνομετρία ςτθν γεωμετρικι και 

τθν αλγεβρικι τθσ ζκφανςθ. Με τα εργαλεία αυτά οι μακθτζσ αποκτοφν εμπειρίεσ 

εμπλοκισ με τθ λογικομακθματικι ςκζψθ τισ οποίεσ είναι αδφνατο να ζχουν χωρίσ 

τα δυναμικά αυτά μζςα. Ο δυναμικόσ χειριςμόσ, θ παρατιρθςθ και οι 

αλλθλεξαρτϊμενεσ αναπαραςτάςεισ είναι οι ιδιότθτεσ των εργαλείων που 

ενδιαφζρουν τθ διδακτικι των μακθματικϊν (Κυνθγόσ, 2007). 

Βζβαια θ παραπάνω πραγματικότθτα δεν ςθμαίνει ότι θ προςζγγιςθ ςτθ 

διδακτικι των μακθματικϊν είναι τεχνοκεντρικι και επομζνωσ εργαλειοκεντρικι. 

Ρρζπει να δοκεί προςοχι ςτθν  διαδικαςία χριςθσ τθσ τεχνολογίασ αυτισ για τον 

εμπλουτιςμό τθσ κουλτοφρασ των μακθτϊν με περιςςότερθ και πιο ποιοτικι 

λογικομακθματικι ςκζψθ. 
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2.3.4  Ο ρόλοσ τησ τεχνολογύασ ςτη μϊθηςη των μαθηματικών 

Υποςτθρίηεται από πολλοφσ ερευνθτζσ ότι ο υπολογιςτισ μπορεί να παίξει 

ςθμαντικό και μοναδικό ρόλο ςτθ γνωςτικι ανάπτυξθ των μακθτϊν και οριςμζνα 

περιβάλλοντα εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ αλλά και προγράμματα γενικοφ ςκοποφ 

χαρακτθρίςτθκαν ωσ γνωςτικά περιβάλλοντα (Hillel, 1993; Dorfler, 1993; Laborde, 

1993). O υπολογιςτισ ςφμφωνα με τουσ Noss & Hoyles (1992), παίηει κεντρικό, 

κακολικό και διαπεραςτικό ρόλο ςτο πλαίςιο ςυμφραηομζνων ςτο οποίο 

ςυντελείται θ μάκθςθ, ςτο οποίο εντάςςονται επίςθσ, ο κακθγθτισ, οι μακθτζσ και 

θ αλλθλεπίδραςθ μεταξφ τουσ κακϊσ και οι δραςτθριότθτεσ τισ οποίεσ καλοφνται να 

φζρουν ςε πζρασ. Οι προςεγγίςεισ που δθμιοφργθςαν οι μακθτζσ ςτο περιβάλλον 

χαρτί-μολφβι και ςε περιβάλλον εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ για τουσ λόγουσ και τισ 

αναλογίεσ, ιταν ποιοτικά διαφορετικζσ (Hoyles & Noss, 1992a) ενϊ θ ίδια 

διαφοροποίθςθ παρατθρικθκε και ςτισ προςεγγίςεισ μακθτϊν ςε ζννοιεσ που 

αφοροφςαν ςτθ διατιρθςθ και ςτθ μζτρθςθ τθσ επιφάνειασ (Κορδάκθ, 1999; 

Kordaki & Potari, 2002; Kordaki, 2003). Υποςτθρίηεται ότι το περιβάλλον του 

υπολογιςτι με τθ μορφι εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ μπορεί να παίξει το ρόλο 

ςκαλωςιάσ (scaffolding) και να λειτουργιςει υποςτθρικτικά ςτθν ανάπτυξθ τθσ 

μακθματικισ δραςτθριότθτασ των μακθτϊν (Hoyles & Noss, 1992a; Κορδάκθ, 1999) 

κακϊσ και ωσ περιβάλλον αναδιοργάνωςθσ τθσ ςκζψθσ των παιδιϊν (Hillel, 1993; 

Κορδάκθ, 1999). Οι Borba & Confrey (1996) αναφζρκθκαν ςτο ρόλο του 

εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ ωσ μζςου διαμεςολάβθςθσ ςτισ ενζργειεσ του μακθτι 

αφ ενόσ και αφ ετζρου ωσ μζςου του οποίου οι δυνατότθτεσ δφνανται να 

διευρυνκοφν από τισ ενζργειεσ του μακθτι. Ο διαμεςολαβθτικόσ ρόλοσ του 

υπολογιςτι κακορίηεται μζςα από το διαμεςολαβθτικό ρόλο τθσ γλϊςςασ και των 

αναπαραςτάςεων που παρζχει ςτθ ςφνδεςθ τθσ δραςτθριότθτασ του ατόμου και 

τθσ μακθματικισ αφαίρεςθσ.  Θ τεχνολογία και ειδικότερα οι υπολογιςτζσ μποροφν 

να δϊςουν ςτουσ μακθτζσ τθν ευκαιρία για μακθματικοποίθςθ μζςα από τθν 

πραγματοποίθςθ ςυνδζςεων μεταξφ μθ τυποποιθμζνων και τυποποιθμζνων 

μακθματικϊν (Noss, 1988). Μπορεί επίςθσ να τουσ βοθκιςει να κάνουν γενικεφςεισ 

ςτθριγμζνοι ςε ειδικζσ περιπτϊςεισ (Hoyles & Noss, 1989). Από μια ευρφτερθ 
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ςκοπιά: «θ δφναμθ τθσ τεχνολογίασ θ οποία διαμορφϊνει τα Μακθματικά 

επθρεάηει επίςθσ ςε βάκοσ και τθ διδαςκαλία και τθ μάκθςι τουσ» (Kaput, 1992). 

Ριο ςυγκεκριμζνα οι τεχνολογίεσ τθσ Ρλθροφορίασ και τθσ Επικοινωνίασ 

δίνουν δυνατότθτεσ: 

α) προςομοίωςθσ πραγματικϊν καταςτάςεων. Με αυτό τον τρόπο δίνεται θ 

ευκαιρία ςτουσ μακθτζσ να προςεγγίςουν τα μακθματικά αφ ενόσ ωσ 

ανκρϊπινεσ δραςτθριότθτεσ (Bishop, 1988) και αφ ετζρου να 

κατανοιςουν τθ ςθμαςία τουσ ςε ζνα διεπιςτθμονικό πλαίςιο (Clements, 

1989) 

β) πειραματιςμοφ. Οι μακθτζσ ςε ειδικά ςχεδιαςμζνα περιβάλλοντα ζχουν 

τθν ευκαιρία να πραγματοποιιςουν μακθματικζσ διερευνιςεισ 

γ) εικονικισ ανατροφοδότθςθσ των ενεργειϊν του μακθτι. Με αυτό τον 

τρόπο του δίνεται θ δυνατότθτα για αναςτοχαςμό, διόρκωςθ και 

διατφπωςθ εικαςίασ. Θ διαδικαςία αυτι είναι δυνατό να ςυνεχιςτεί ζωσ 

ότου καταλιξει ςε βιϊςιμο αποτζλεςμα και είναι θ ίδια με αυτιν που 

ακολουκοφν οι μακθματικοί ςτθν παραγωγι νζασ μακθματικισ γνϊςθσ 

(Lakatos, 1976, o.π. Villareal, 1997). Οι εικόνεσ που δθμιουργοφνται από 

τουσ μακθτζσ ςε περιβάλλοντα εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ δεν είναι 

φτωχζσ αναπαραςτάςεισ αιςκθτθριακοφ επιπζδου διότι ζχουν μια δικιά 

τουσ εςωτερικι λογικι που εξαρτάται από τθ διαδικαςία θ οποία τισ 

παράγει και τισ εμφανίηει ςτθν οκόνθ του θλεκτρονικοφ υπολογιςτι 

(Dorfler, 1993). Οι εικόνεσ αυτζσ παίηουν ζνα διαμεςολαβθτικό ρόλο ο 

οποίοσ εξαρτάται από τθ ςυνειςφορά τθσ εννοιολογικισ και τθσ 

αιςκθτθριακισ διάςταςθσ και τθσ μεταξφ τουσ αλλθλεπίδραςθσ. Με αυτό 

τον τρόπο ζνα νζο είδοσ αιςκθτθριακισ αντίλθψθσ διαμορφϊνεται. 

Αυτοφ του είδουσ θ εικονικι ανατροφοδότθςθ δεν ζχει μόνο 

αιςκθτθριακά χαρακτθριςτικά αλλά περιζχει και πλθροφορία βοθκϊντασ 

ζτςι το μακθτι να ελζγξει τισ υποκζςεισ του. 

δ) υψθλισ αλλθλεπίδραςθσ. Τα δυναμικά αλλθλεπιδραςτικά θλεκτρονικά 

περιβάλλοντα ενεργοποιοφν νζουσ τρόπουσ ςκζψθσ, διότι οι ενζργειεσ 

του μακθτι βρίςκονται ςυνδεδεμζνεσ με τισ μακθματικζσ ςθμαςίεσ τουσ, 

ενϊ ςτα παραδοςιακά μζςα βρίςκονται ςε απόςταςθ. Ζτςι 
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ςθματοδοτείται μια αργι αλλά βακειά ιςτορικι εξζλιξθ θ οποία οδθγεί 

ςτο κατϊφλι μιασ νζασ ιςτορικισ εποχισ (Kaput, 1994) 

ε) δυναμικισ αναπαράςταςθσ μιασ μακθματικισ ζννοιασ από τθν άποψθ του 

ότι τα βαςικά χαρακτθριςτικά τθσ παραμζνουν ςτακερά και κρυμμζνα 

ςτθν εςωτερικι λογικι με τθν οποία θ ζννοια ζχει υλοποιθκεί ςτο 

λογιςμικό, ενϊ είναι δυνατό να εξεικονίηονται ςτθν οκόνθ του 

υπολογιςτι κλάςεισ ιςοδυναμίασ εξωτερικϊν αναπαραςτάςεων αυτισ τθσ 

ζννοιασ οι οποίεσ διατθροφν αυτι τθν εςωτερικι λογικι. 

ςτ) αναπαράςταςθσ μιασ μακθματικισ ζννοιασ ςε πολλαπλά 

αναπαραςταςιακά ςυςτιματα . Οι υπολογιςτζσ δίνουν ευκαιρίεσ 

αναπαράςταςθσ μιασ ζννοιασ ι/και μιασ ςχζςθσ ςε πολλαπλά 

αναπαραςταςιακά ςυςτιματα όπωσ πχ. εικόνεσ, διαγράμματα, πίνακεσ, 

αρικμθτικζσ αναπαραςτάςεισ, γραφικζσ παραςτάςεισ, αναπαραςτάςεισ 

ςε φυςικι γλϊςςα, ςε γλϊςςεσ προγραμματιςμοφ, ςε κινοφμενθ εικόνα, 

ςε προςομοίωςθ, τα οποία είναι δυνατό να επικοινωνοφν μεταξφ τουσ. Θ 

επιλογι των αναπαραςτάςεων που χρθςιμοποιοφνται ςτο ςχεδιαςμό και 

ςτθν υλοποίθςθ εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ παίηει ςθμαντικό ρόλο ςτθ 

διαφοροποίθςθ των ςτρατθγικϊν που αναπτφςςουν οι μακθτζσ για τα 

προβλιματα που τουσ τίκενται (Κορδάκθ 1999, Kordaki & Potari, 2002; 

Kordaki, 2003). Λδιαίτερθ ςθμαςία ζχουν οι δυναμικζσ αναπαραςτάςεισ 

ςτθν κατανόθςθ των γεωμετρικϊν εννοιϊν όπου το ςχιμα και θ ζννοια 

βρίςκονται ςε διαλεκτικι ςχζςθ και αλλθλεπίδραςθ (Mariotti, 1995). 

Επιπλζον, τα εικονικά ςυςτιματα μποροφν να χρθςιμοποιοφνται με 

ολιςτικό αλλά και διαιςκθτικό τρόπο όπωσ και τα προταςιακά ςυςτιματα, 

όμωσ ζνασ λόγοσ που τα παιδιά δυςκολεφονται ςτο ςχολείο είναι ότι δεν 

τουσ δίνεται θ ευκαιρία να εκφράηονται με εικονικό τρόπο (Sutherland, 

1995). 

η) άμμεςθσ διαχείριςθσ (direct manipulation) των ςχθμάτων ςτθν οκόνθ του 

υπολογιςτι. Tα γεωμετρικά ςχιματα ςτθν οκόνθ του υπολογιςτι 

μποροφν να μεταβάλλονται μζςω τθσ λειτουργίασ τθσ “άμμεςθσ 

διαχείριςθσ” ζτςι ϊςτε να διατθροφν τισ γεωμετρικζσ τουσ ιδιότθτεσ, ενϊ 

θ μορφι τουσ μεταβάλλεται. 
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θ) διάκεςθσ μιασ ποικιλίασ εργαλείων. Με αυτό τον τρόπο οι μακθτζσ ζχουν 

δυνατότθτεσ επιλογισ των εργαλείων που ταιριάηουν περιςςότερο ςτθ 

γνωςτικι τουσ ανάπτυξθ και να εκφράςουν τισ ατομικζσ ι/και 

ενδοατομικζσ τουσ διαφορζσ ςτθ μάκθςθ των μακθματικϊν (Kordaki, 

2003; Kordaki & Balomenou, 2006). 

κ) ςχεδίαςθσ. Θ ςχεδίαςθ με τθ βοικεια των εργαλείων που διακζτει το 

περιβάλον ενόσ μικρόκοςμου ι/και με τθ βοικεια των εντολϊν κάποιασ 

γλϊςςασ προγραμματιςμοφ αναγκάηει το μακθτι να ςχεδιάςει ζνα ςχιμα 

ςυνειδθτά και με βάςθ τισ ιδιότθτζσ του ακολουκϊντασ ζτςι τα βαςικά 

ςθμεία-ζννοιεσ μιασ γεωμετρικισ καταςκευισ (Laborde, 1992). 

ι) αυτόματθσ επίλυςθσ προβλιματοσ. Με αυτό τον τρόπο οι μακθτζσ 

μποροφν να ςυγκρίνουν τισ δικζσ τουσ ςτρατθγικζσ επίλυςθσ με τα 

αποτελζςματα που δίνει ο υπολογιςτισ και να προςπακοφν να 

αυτοδιορκϊνονται. 

κ) επζκταςθσ. Ρολλά περιβάλλοντα εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ διακζτουν 

δυνατότθτεσ επζκταςθσ μζςω τθσ καταςκευισ μακροεντολϊν ςφμφωνα 

με τισ ανάγκεσ του χριςτθ. Ζτςι, τα περιβάλλοντα αυτά εξελίςςονται 

παράλλθλα με τον μακθτι ι/και τον κακθγθτι. 

λ) καταγραφισ του ιςτορικοφ των ενεργειϊν του χριςτθ. Με αυτό τον τρόπο 

βρίςκεται ςτθ διάκεςθ του μακθτι, του κακθγθτι αλλά και του ερευνθτι 

ζνα πλοφςιο υλικό για παραπζρα μελζτθ και ζρευνα. 

μ) παρουςίαςθσ πλθροφορίασ με ποικίλουσ τρόπουσ. Μια ποικιλία υλικϊν 

μζςων μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςε ζνα μάκθμα για παρουςίαςθ 

πλθροφοριϊν όπωσ πχ. κείμενο, εικόνεσ, ιχοσ, κινοφμενεσ εικόνεσ κα. 

ν) επικοινωνίασ και μάκθςθσ ςτο χϊρο και ςτο χρόνο του μακθτι. Το 

διαδίκτυο επίςθσ αποτελεί ζνα άλλο ςθμαντικό εργαλείο, το οποίο μπορεί 

να παίξει καταλυτικό ρόλο ςτθ διδαςκαλία και ςτθ μάκθςθ των 

μακθματικϊν. Με τθ χριςθ του είναι δυνατό να ςχεδιαςτοφν εργαςίεσ 

(projects) με διερευνθτικό χαρακτιρα και διεπιςτθμονικό περιεχόμενο. 

Επιπλζον θ επικοινωνία μακθματικϊν ιδεϊν μζςω του διαδικτφου ι του 

θλεκτρονικοφ ταχυδρομείου δίνει τθν ευκαιρία ςτουσ κακθγθτζσ και 
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ςτουσ μακθτζσ να διευρφνουν τισ απόψεισ τουσ για μακθματικά κζματα ι 

διδακτικζσ προςεγγίςεισ ςτα μακθματικά. 

 

2.3.5  Εκπαιδευτικό λογιςμικό για τα μαθηματικϊ 

Ππωσ ιδθ αναφζρκθκε ο ρόλοσ τθσ υπολογιςτικισ τεχνολογίασ ςτθ 

διδαςκαλία των μακθματικϊν ζχει ωσ κφριο άξονα τθν προςζγγιςθ των 

υπολογιςτϊν ωσ αναπαραςταςιακϊν εργαλείων ζκφραςθσ μακθματικϊν εννοιϊν. Θ 

χριςθ των εργαλείων  αυτϊν είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνθ με  τθ διερεφνθςθ μζςα 

από το πείραμα, τθν ομαδικι εργαςία και επικοινωνία των μακθτϊν ςτα πλαίςια 

ςυνεργατικϊν δραςτθριοτιτων. 

Στοχεφει δθλαδι ςτθ δθμιουργία νζων ρόλων για τον εκπαιδευτικό και το 

μακθτι. Φυςικά θ τεχνολογία των υπολογιςτϊν που αφορά τθ μάκθςθ και τθ 

διδαςκαλία των μακθματικϊν ενιςχφει τισ  δυνατότθτεσ για μοντελοποίθςθ από 

μζρουσ των μακθτϊν, για χριςθ πολλαπλϊν και διαςυνδεόμενων 

αναπαραςτάςεων, για δυναμικό χειριςμό και κιναιςκθτικι διαχείριςθ των 

εικονιηόμενων ςτθ οκόνθ.  

Συμπεραςματικά, τα ψθφιακά εργαλεία είναι : 

 εργαλεία κυρίωσ για να κάνει μακθματικά με αυτά ο μακθτισ, 

 εργαλεία με τα οποία ο εκπαιδευτικόσ μπορεί να ςχεδιάςει 

δραςτθριότθτεσ για τουσ μακθτζσ του,  

 με τα εργαλεία ο μακθματικόσ μπορεί να αςχολθκεί επιςτθμονικά ο 

ίδιοσ με τα μακθματικά ςτο δικό του επίπεδο. 

Σε αυτό το πλαίςιο θ πρόςκετθ παιδαγωγικι αξία τθσ χριςθσ ενόσ 

λογιςμικοφ ςτθ διδαςκαλία των μακθματικϊν αναηθτείται ςτισ δομζσ και ςτισ 

ςχζςεισ που διζπουν τισ ενζργειεσ των μακθτϊν με ψθφιακά αντικείμενα που να 

είναι ςχεδιαςμζνα να επιδζχονται χειριςμό και να ευνοοφν ζνα πλικοσ 

αλλθλεπιδράςεων μεταξφ των υπολογιςτικϊν εργαλείων και όλων των 

εμπλεκομζνων ςτθ διδακτικι πράξθ. Τα μακθματικά που αναδεικνφονται ςτο 

πλαίςιο των αλλθλεπιδράςεων ςε τζτοια περιβάλλοντα μπορεί να περιγραφοφν ωσ 

μια δραςτθριότθτα διαςυνδζςεων μζςα από επαγωγικοφσ και παραγωγικοφσ 

ςυλλογιςμοφσ παρά ωσ μια άκαμπτθ ακολουκία υλοποίθςθσ διδακτικϊν οδθγιϊν. 
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Για τουσ παραπάνω λόγουσ ςτον επιςτθμονικό χϊρο τθσ διδακτικισ των 

μακθματικϊν ο όροσ  «εκπαιδευτικό λογιςμικό» ςυχνά αντικακίςταται από 

περιγραφζσ όπωσ «δυναμικά ψθφιακά μζςα», «δυναμικά υπολογιςτικά 

περιβάλλοντα», «αλλθλεπιδραςτικά μακθςιακά περιβάλλοντα». 

Το Εκπαιδευτικό Λογιςμικό (Ε.Λ.) κεωρείται μζροσ του πλαιςίου 

ςυμφραηομζνων (context) τθσ μάκθςθσ. Αυτό το πλαίςιο επίςθσ ςυμπεριλαμβάνει 

το μακθτι, το δάςκαλο, τθν αλλθλεπίδραςθ τουσ και τισ δραςτθριότθτεσ που 

λαμβάνουν χϊρα. Σθμαντικι είναι θ διερεφνθςθ τθσ επίδραςθσ του ΕΛ ςτθ 

διαδικαςία αλλά και τθσ αλλθλεπίδραςισ του με το μακθτι, δθλαδι αν και πόςο 

δίνει ςτο μακθτι τθ δυνατότθτα να εκφράςει και να δομιςει τισ ιδζεσ του. Φαίνεται 

ότι το ΕΛ επθρεάηει τισ προςεγγίςεισ των μακθτϊν ςτο αντικείμενο τθσ μάκθςθσ, 

αφοφ αυτζσ είναι διαφορετικζσ από τισ αντίςτοιχεσ που αναπτφςςουν ςτο πλαίςιο 

χαρτί-μολφβι. Το κζρδοσ είναι ςυγκζντρωςθ ςτα βαςικά ςθμεία των εννοιϊν, 

ξεκακάριςμα των αναλογικϊν ςχζςεων που εμπεριζχονται ςτο περιβάλλον και θ 

δυνατότθτα γενίκευςθσ μζςα από ειδικζσ περιπτϊςεισ. 

Το Ε.Λ. δίνει, μζςω των αλλθλεπιδραςτικϊν μζςων που διακζτει, τθν 

ευκολία του πειραματιςμοφ. Μζςα από προςεγγίςεισ διερευνθτικζσ, ο μακθτισ 

εμπλζκεται με πιο πραγματικά προβλιματα που υλοποιοφνται ςτθν οκόνθ του Θ/Υ. 

Ραρζχεται ζτςι θ δυνατότθτα γενίκευςθσ μζςα από ειδικζσ περιπτϊςεισ (π.χ. με τθ 

Logo ζχουν διερευνθκεί γενικεφςεισ με πειραματιςμό για τθν ζννοια του 

παραλλθλογράμμου) και ςφνδεςθσ επαγωγικισ ςκζψθσ με παραγωγικι ςκζψθ. 

Επίςθσ ζχουν παρατθρθκεί θ διευκόλυνςθ τθσ ποςοτικισ ςυςχζτιςθσ, τθσ επίλυςθσ 

προβλθμάτων, τθσ ζμφαςθσ εννοιϊν και γενικά των διερευνθτικϊν δραςτθριοτιτων 

πειραματιςμοφ. 

Ακολουκεί ζνασ ενδεικτικόσ κατάλογοσ λογιςμικϊν που ςχετίηονται άμεςα ι 

ζμμεςα με τα Μακθματικά: 

 

Cabri Geometry II Plus 

To Cabri ανικει ςτθ κατθγορία του λογιςμικοφ που προςφζρεται κυρίωσ για 

διερευνθτικι μάκθςθ και πειραματιςμό ςε ζνα μεγάλο μζροσ των Μακθματικϊν, 

των τελευταίων τάξεων του Δθμοτικοφ, κακϊσ και όλων των τάξεων του Γυμναςίου 

και του Λυκείου. Επιτρζπει ςτον χριςτθ, με εργαλεία τα βαςικά γεωμετρικά 
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ςχιματα τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ (ςθμείο, κφκλο, ευκ. τμιμα, θμιευκεία και 

ευκεία), τισ ςτοιχειϊδεισ καταςκευζσ και τουσ βαςικοφσ μεταςχθματιςμοφσ 

(μεταφορά, ςτροφι κτλ), να καταςκευάηει οποιοδιποτε γεωμετρικό ςχιμα, και να 

το επεξεργάηεται μετρϊντασ τα βαςικά μεγζκθ του (μικθ πλευρϊν και τθσ 

περιμζτρου του, το εμβαδόν του και μζτρα των γωνιϊν του). Ο δυναμικόσ τρόποσ 

επεξεργαςίασ του ςχιματοσ κακϊσ και επεξεργαςία των αρικμθτικϊν 

αποτελεςμάτων μζςω calculator που υπάρχει ενςωματωμζνοσ ςτο πρόγραμμα, 

επιτρζπει ςτον χριςτθ να πειραματίηεται με απλό τρόπο και να οικοδομεί τθν 

γνϊςθ. Θ χριςθ ςυντεταγμζνων και άλλων ςτοιχείων τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ 

(εξιςϊςεισ κτλ) διευρφνει ακόμα περιςςότερο τισ δυνατότθτεσ επεξεργαςίασ των 

γεωμετρικϊν ςχθμάτων. Τζλοσ θ δυνατότθτα καταςκευισ animations κάνει το 

πρόγραμμα ζνα ιδανικό εργαλείο για τθ διδαςκαλία γεωμετρικϊν εννοιϊν.  

Το πρόγραμμα μπορεί να ενταχκεί ςτο κφριο διδακτικό ζργο και τθν κακθμερινι 

πραγματικότθτα του ςχολείου και ανταποκρίνεται τόςο ςτισ ανάγκεσ των μακθτϊν, 

όςο και των εκπαιδευτικϊν. Συμπλθρϊνει τθ μακθςιακι και διδακτικι διαδικαςία. 

Ρροκαλεί και διατθρεί το ενδιαφζρον των μακθτϊν. Ενιςχφει τθ διερευνθτικι και 

ενεργθτικι μάκθςθ. Αξιοποιεί τθν προςομοίωςθ φαινομζνων. Ρροςφζρει τθν 

δυνατότθτα για πολλαπλι αναπαράςταςθ τθσ γνϊςθσ. Είναι απλό και φιλικό ςτθ 

χριςθ του από εκπαιδευτικοφσ και μακθτζσ που δεν ζχουν ιδιαίτερθ ειδίκευςθ ςε 

υπολογιςτζσ. 

Απευκφνεται κυρίωσ ςε Μακθματικοφσ και δευτερευόντωσ ςε Φυςικοφσ. 

 

Function Probe 

Το Function Probe απευκφνεται ςε μακθτζσ του Γυμναςίου και του Λυκείου 

για χριςθ του ςτθν μελζτθ και διερεφνθςθ ςυναρτθςιακϊν ςχζςεων. Είναι ζνα 

ευζλικτο και δυναμικό εργαλείο ςχεδιαςμζνο ϊςτε να μακαίνεται και να 

χρθςιμοποιείται εφκολα ακόμθ και από ζναν αρχάριο χριςτθ υπολογιςτι. Είναι ζνα 

κατάλλθλο εργαλείο που βοθκά τουσ μακθτζσ ςτθν προςπάκειά τουσ να λφςουν 

προβλιματα που εμπεριζχουν ςυναρτθςιακζσ ςχζςεισ. Είναι ςχεδιαςμζνο ϊςτε να 

είναι ςυμβατό με δράςεισ και αναπαραςτάςεισ που χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ ςε 

μια ποικιλία καταςτάςεων προβλθματιςμοφ τισ οποίεσ αντιμετωπίηουν ςτο μάκθμα 

των Μακθματικϊν.  
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Το Function Probe χρθςιμοποιείται μεταξφ άλλων ςτθν ςχεδίαςθ γραφικϊν 

παραςτάςεων, ςτθν επεξεργαςία και ανάλυςθ δεδομζνων, ςτθν δυναμικι 

περιγραφι διαδικαςιϊν όπωσ μεταςχθματιςμϊν και γραμμικϊν παλινδρομιςεων 

και ςτθν περιγραφι διαδικαςιϊν που αναπαριςτοφν μακθματικζσ αρχζσ. 

Ζτςι, το πρόγραμμα ςχεδιάςτθκε ϊςτε να: 

α) Ρροκαλεί τθ διερεφνθςθ των μακθματικϊν εννοιϊν με τρόπουσ 

αναγνωρίςιμουσ από τουσ μακθτζσ.  

β) Επιτρζπει ςτουσ μακθτζσ να ενεργοφν με τρόπουσ που αυτοί επιλζγουν. 

γ) Βοθκά τουσ μακθτζσ να βελτιϊνονται προοδευτικά (ςφμφωνα με τισ 

δυνατότθτζσ τουσ) ςτοχεφοντασ ςτθν κατανόθςθ μιασ χριςιμθσ 

μακθματικισ ζννοιασ. 

Το Function Probe απευκφνεται ςε μακθτζσ του Γυμναςίου και του Λυκείου 

για χριςθ του ςτθν μελζτθ και διερεφνθςθ ςυναρτθςιακϊν ςχζςεων. Είναι ζνα 

ευζλικτο και δυναμικό εργαλείο ςχεδιαςμζνο ϊςτε να μακαίνεται και να 

χρθςιμοποιείται εφκολα ακόμθ και από ζναν αρχάριο χριςτθ υπολογιςτι. Είναι ζνα 

κατάλλθλο εργαλείο που βοθκά τουσ μακθτζσ ςτθν προςπάκειά τουσ να λφςουν 

προβλιματα που εμπεριζχουν ςυναρτθςιακζσ ςχζςεισ. Είναι ςχεδιαςμζνο ϊςτε να 

είναι ςυμβατό με δράςεισ και αναπαραςτάςεισ που χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ ςε 

μια ποικιλία καταςτάςεων προβλθματιςμοφ τισ οποίεσ αντιμετωπίηουν ςτο μάκθμα 

των Μακθματικϊν. Το Function Probe χρθςιμοποιείται μεταξφ άλλων ςτθν ςχεδίαςθ 

γραφικϊν παραςτάςεων, ςτθν επεξεργαςία και ανάλυςθ δεδομζνων, ςτθν 

δυναμικι περιγραφι διαδικαςιϊν όπωσ μεταςχθματιςμϊν και γραμμικϊν 

παλινδρομιςεων και ςτθν περιγραφι διαδικαςιϊν που αναπαριςτοφν μακθματικζσ 

αρχζσ. Ζτςι, το πρόγραμμα ςχεδιάςτθκε ϊςτε να: 

α) Ρροκαλεί τθ διερεφνθςθ των μακθματικϊν εννοιϊν με τρόπουσ 

αναγνωρίςιμουσ από τουσ μακθτζσ. 

β) Επιτρζπει ςτουσ μακθτζσ να ενεργοφν με τρόπουσ που αυτοί επιλζγουν.  

γ) Βοθκά τουσ μακθτζσ να βελτιϊνονται προοδευτικά (ςφμφωνα με τισ 

δυνατότθτζσ τουσ) ςτοχεφοντασ ςτθν κατανόθςθ μιασ χριςιμθσ 

μακθματικισ ζννοιασ.  
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MicroWorlds Pro 

Το MicroWorlds Pro είναι περιβάλλον γενικισ χριςθσ που καλλιεργεί 

ςφνκετεσ δεξιότθτεσ και μακθςιακζσ τάςεισ και επιτρζπει τθ διερεφνθςθ - 

επανάλθψθ - αξιολόγθςθ δφςκολων εννοιϊν.  

Θ γλϊςςα προγραμματιςμοφ ςτθν οποία βαςίηεται το MicroWorlds Pro είναι 

θ Logo, μια γλϊςςα υψθλοφ επιπζδου που ςχεδιάςτθκε εξαρχισ για τθν 

εκπαίδευςθ. Τα χαρακτθριςτικά που τθ διακρίνουν και τθν καταξιϊνουν ωσ γλϊςςα 

με παιδαγωγικζσ προδιαγραφζσ είναι: 

α) Ρροςφζρεται για τθν αντιμετϊπιςθ ελκυςτικϊν και πλοφςιων ςε 

παιδαγωγικι αξία εφαρμογϊν ςε ποικίλα γνωςτικά πεδία 

β) Μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ςε πολλά επίπεδα προγραμματιςμοφ, από τισ 

πλζον εξειδικευμζνεσ τεχνικζσ μζχρι τον πειραματιςμό, με άμεςεσ απλζσ 

οδθγίεσ που δεν απαιτοφν κανενόσ είδουσ προπαιδεία ςτον 

προγραμματιςμό. 

γ) Θ εμβάκυνςθ ςτον προγραμματιςμό με τθ Logo αναπτφςςει ζνα ςτζρεο 

υπόβακρο πλθροφορικισ παιδείασ ςε ευρφ φάςμα εννοιϊν και τεχνικϊν 

(ανάπτυξθ και δόμθςθ προγράμματοσ, οργανωμζνθ διαχείριςθ τοπικϊν 

μεταβλθτϊν, δομζσ δεδομζνων-λίςτεσ, αναδρομι, παράλλθλθ 

επεξεργαςία κ.ά.) 

δ) Από τθ δομι τθσ είναι επεκτάςιμθ. Με απλζσ ζννοιεσ-διαδικαςίεσ μπορεί 

κανείσ να δομιςει άλλεσ πιο ςφνκετεσ με τρόπο επαγωγικό, ζτςι όπωσ 

δομείται θ ανκρϊπινθ νόθςθ. Το χαρακτθριςτικό αυτό τθν κακιςτά ζνα 

δυνατό εργαλείο ζκφραςθσ ιδεϊν που ευνοεί τθν καταςκευι τθσ γνϊςθσ. 

ε) Διακζτει ζνα δυναμικό γραφικό περιβάλλον για τθν μελζτθ αναδρομικϊν 

μακθματικϊν μοντζλων (φράκταλ κ.α.) και τθν προςομοίωςθ 

φαινομζνων. Θ γεωμετρία τθσ χελϊνασ αποτελεί βιωματικό εργαλείο 

διερεφνθςθσ και προςζγγιςθσ εννοιϊν ακόμθ και ςε πρϊιμεσ θλικίεσ. 
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ςτ) Θ ςπονδυλωτι δομι των προγραμμάτων τθσ επιτρζπει τθ ςυνεργαςία 

ανάμεςα ςε ομάδεσ μακθτϊν και τον καταμεριςμό εργαςίασ για τθν 

εκπόνθςθ ςυνδετικϊν εργαςιϊν.  

Το περιβάλλον του MicroWorlds Pro είναι μια από τισ πιο αξιόλογεσ 

εφαρμογζσ που βαςίηονται ςτθ γλϊςςα Logo. Είναι ζνα πλοφςιο πολυμεςικό 

περιβάλλον με ειδικά μελετθμζνο ςχεδιαςμό, που ευνοεί με πολλοφσ τρόπουσ τθν 

ανάπτυξθ ςυνκετικϊν εργαςιϊν ςτο πλαίςιο πολλϊν μακθμάτων (Μακθματικά, 

Φυςικι, Bιολογία, κ.ά.):  

α) Διακζτει δυνατότθτεσ δθμιουργίασ και αναπαραγωγισ πολυμεςικϊν 

ςεναρίων κακϊσ και κινοφμενων ςχεδίων 

β) Είναι προγραμματιςτικό και ςυνεπϊσ δεν περιορίηεται ςε οριςμζνα μόνο 

είδθ εφαρμογϊν 

γ) Το πλικοσ των χελωνϊν με τθν απεριόριςτθ γκάμα «κουςτουμιϊν» και τθ 

δυναμικι κίνθςθ προςφζρουν τθ δυνατότθτα και τισ ευκολίεσ 

προςομοίωςθσ ποικίλων φαινομζνων. 

δ) Θ διαχείριςθ προγραμματιηόμενων αντικειμζνων και θ κίνθςι τουσ ςε 

διάφορα επίπεδα διαςτρωμάτωςθσ πάνω ςτθν οκόνθ κακιςτοφν τθν 

προςομοίωςθ πιο ρεαλιςτικι. 

Το περιβάλλον μπορεί να αξιοποιθκεί από διάφορεσ βακμίδεσ τθσ 

εκπαίδευςθσ, μια που θ διαχείριςθ των προγραμματιηόμενων αντικειμζνων είναι 

δυνατό να γίνει και με οπτικό τρόπο, με τα προβλεπόμενα εργαλεία τα οποία 

μπορεί κανείσ να χειριςτεί με το ποντίκι. 

 

The Geometer's Sketchpad  

Το «The Geometer's Sketchpad» είναι ζνα ιςχυρό εργαλείο για τθ 

διδαςκαλία τθσ Γεωμετρίασ, τθσ Άλγεβρασ και τθσ Τριγωνομετρίασ. Ο ςχεδιαςμόσ 

και θ καταςκευι του ςτθρίχκθκαν ςε πολφχρονεσ ζρευνεσ ςτθν περιοχι τθσ 

διδακτικισ των μακθματικϊν. Είναι ζνα διεκνϊσ δοκιμαςμζνο εργαλείο μάκθςθσ 

για το οποίο υπάρχει πλοφςια βιβλιογραφία και τεκμθρίωςθ.  
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Το «The Geometer's Sketchpad» είναι ιδανικό για τθν οργάνωςθ 

δραςτθριοτιτων διερευνθτικισ μάκθςθσ ςτο ςχολικό εργαςτιριο και ςτο ςπίτι. 

Αξιοποιεί τισ δυνατότθτεσ των νζων τεχνολογιϊν λαμβάνοντασ υπόψθ τισ νζεσ 

τάςεισ για διερευνθτικι προςζγγιςθ ςτθ ςχεδίαςθ του λογιςμικοφ (με πολλαπλζσ 

αναπαραςτάςεισ, άμεςο χειριςμό κ.τ.λ.). Με τισ δυνατότθτεσ που διακζτει βοθκά 

ςτθν κατανόθςθ με ολοκλθρωμζνο τρόπο εννοιϊν και διαδικαςιϊν μζςα από τθν 

επίλυςθ προβλθμάτων και τον πειραματιςμό. 

Το «The Geometer's Sketchpad» είναι ζνα «ανοικτό» περιβάλλον 

διερευνθτικισ μάκθςθσ. Οι δυνατότθτζσ του είναι τόςο ευρείεσ που αν και αρχικά 

ςχεδιαςμζνο για τισ ανάγκεσ τθσ γυμναςιακισ εκπαίδευςθσ ςιμερα ςυνιςτάται από 

τθν Ρζμπτθ τάξθ του Δθμοτικοφ μζχρι τισ τελευταίεσ τάξεισ του Λυκείου. Οι 

δυνατότθτεσ αυτζσ το μετζτρεψαν ςε ζνα εκπαιδευτικό εργαλείο με απεριόριςτο 

αρικμό εφαρμογϊν. Αν και ςχεδιάςτθκε αρχικά για Γεωμετρία, ςιμερα οι μακθτζσ 

μποροφν να το χρθςιμοποιιςουν για να εξερευνιςουν τθν Άλγεβρα, τθν 

Τριγωνομετρία, τθν Τζχνθ, τθν Επιςτιμθ και πολλά άλλα. 

 

Modellus 

Το λογιςμικό Modellus, το οποίο ςχεδιάςτθκε από μία ομάδα επιςτθμόνων 

με τθν κακοδιγθςθ του κακθγθτι Vitor Duarte Teodoro από το Ρανεπιςτιμιο 

Lisbon τθσ Ρορτογαλίασ, είναι ζνα ιςχυρό εργαλείο, ιδιαίτερα χριςιμο για τθ 

διδαςκαλία των κετικϊν επιςτθμϊν. Kυρίωσ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για τθν 

υποςτιριξθ των Μακθματικϊν, τθσ Φυςικισ, τθσ Χθμείασ, των Οικονομικϊν και 

δευτερευόντωσ τθσ Βιολογίασ. Ανικει ςτθν κατθγορία του ανοικτοφ τφπου 

περιβάλλοντοσ-εργαλείο για modeling, πειραματιςμό και simulation, απαραίτθτο 

για τθν ανάπτυξθ μακθματικϊν μοντζλων και τθν επεξεργαςία τουσ μζςα από 

γραφικζσ παραςτάςεισ , πίνακεσ και animations. 

Στον πυρινα του προγράμματοσ υπάρχει μια περιοχι εργαςίασ (παράκυρο) 

ςτθν οποία ο μακθτισ μπορεί να γράψει το μακθματικό μοντζλο με μορφι 

εξιςϊςεων ι οριςμϊν μεγεκϊν. Στθ ςυνζχεια, το ςφςτθμα αναλαμβάνει να 
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πραγματοποιιςει τθν αναπαράςταςθ τθσ εξζλιξθσ του φαινομζνου που υπακοφει 

ςτο μακθματικό μοντζλο. 

To Modellus αξιοποιεί πολλζσ προθγοφμενεσ προςπάκειεσ που ζγιναν ςτθν 

κατεφκυνςθ τθσ δθμιουργίασ ενόσ λογιςμικοφ κατάλλθλου για μοντελοποιιςεισ ςε 

ποικίλεσ γνωςτικζσ περιοχζσ.  

 

EucliDraw 

Το EucliDraw, είναι ζνα πρόγραμμα για τον ςχεδιαςμό ςχθμάτων τθσ 

Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ του επιπζδου. Είναι το μοντζρνο ςχεδιαςτικό εργαλείο που 

προςομοιϊνει το φφλλο χαρτιοφ, τον κανόνα, τον διαβιτθ κακϊσ και δεκάδεσ 

άλλων ειδικϊν εργαλείων που επιτρζπουν τον ςχεδιαςμό ςυνκζτων ςχθμάτων με 

ταχφτθτα και ακρίβεια. Εκτόσ τθσ πλθκϊρασ των ζτοιμων προσ χριςθ εργαλείων, 

ενςωματϊνει ζνα ολοκλθρωμζνο περιβάλλον προγραμματιςμοφ, ςτο οποίο 

μπορείτε να γράψετε και να καταςκευάςετε πρόςκετα εργαλεία δικισ ςασ 

επινόθςθσ. Ζτςι μπορείτε να επεκτείνετε απεριόριςτα τισ δυνατότθτζσ του, μπορείτε 

να δθμιουργιςετε ςυλλογζσ ειδικϊν εργαλείων και μ' αυτζσ να καταςκευάςετε 

ςχιματα, ενδεχομζνωσ, άγνωςτα μζχρι ςιμερα.  

Το EucliDraw είναι αποτζλεςμα μακροχρόνιασ προςπάκειασ, που ξεκίνθςε 

πριν το 1990 ςτο Ρανεπιςτιμιο Κριτθσ και ςυνεχίηεται μζχρι ςιμερα. Μια  πρϊτθ 

ςτατικι μορφι του προγράμματοσ κυκλοφορεί ελεφκερα (freeware) ιδθ από το 

1998 ςτο διαδίκτυο, με το όνομα Isoptikon. Το κίνθτρο για τθν ανάπτυξθ του 

προγράμματοσ ιταν αφ' ενόσ θ φυςικι κλίςθ των δθμιουργϊν του προσ τθν 

Γεωμετρία, αφ' ετζρου θ επικυμία καταςκευισ ενόσ εργαλείου, το οποίο κα 

μποροφςε να παράγει ηωντανά ςχιματα. Απϊτεροσ ςτόχοσ: να αναηωπυρωκεί το 

ενδιαφζρον για τθν Γεωμετρία, ενόσ κατ' εξοχιν επιτεφγματοσ του Ελλθνικοφ 

πνεφματοσ και παράδοςθσ. Μιασ παράδοςθσ που περιφρονικθκε και 

παραγκωνίςτθκε από τα ςχολεία, χάριν άλλων πιο  μοντζρνων κλάδων των 

Μακθματικϊν. 
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Geogebra 

To πρόγραμμα GeogGebra είναι ζνα ελεφκερο λογιςμικό ανοικτοφ κϊδικα και 

ςυνδυάηει Άλγεβρα και Γεωμετρία. Απευκφνεται ςτουσ μακθτζσ και κακθγθτζσ 

όλων των βακμίδων τθσ εκπαίδευςθσ.Ρρόκειται για ζνα βραβευμζνο πρόγραμμα 

που αναπτφχκθκε από τον Αυςτριακό μακθματικό Markus Hohenwarter ωσ 

βοικθμα για τθν  διδαςκαλία των Μακθματικϊν ςτα ςχολεία. Ρρόςφατα  ζτυχε 

χορθγίασ από τθν Αυςτριακι Ακαδθμία Επιςτθμϊν, τθν Αυςτριακι κυβζρνθςθ και 

το Εκνικό Μδρυμα Επιςτθμϊν των ΘΡΑ για τθν περαιτζρω  ανάπτυξι του.  

Γφρω από τθν Geogebra ζχει δθμιουργθκεί μία μεγάλθ και δραςτιρια 

κοινότθτα μακθματικϊν από όλο τον κόςμο. 

Θ Geogebra ςυνδυάηει χαρακτθριςτικά προγραμμάτων δυναμικισ 

γεωμετρίασ (Geometer’s Sketchpad , Cabri, Cinderella, EucliDraw, WinGeom) και 

προγραμμάτων γραφικϊν παραςτάςεων (Graphmat, WinPlot). Ραρζχει τθ 

δυνατότθτα δθμιουργίασ δυναμικοφ φφλλου εργαςίασ ςε μορφι ιςτοςελίδασ 

(html). Δθμιουργεί γραφικά ςε γλϊςςα Postcript (eps) αλλά αν τα γραφικά του 

εξαχκοφν (με τθν εντολι Export) ςε μορφι png μποροφν να ειςαχκοφν ωσ εικόνεσ 

ςε ζγγραφα του Μicrosoft Word και άλλων εφαρμογϊν. Εξίςου καλά μποροφν να 

ειςαχκοφν με Αντιγραφι-Επικόλλθςθ. 

 

Graphmatica 

Ζνα δυνατό και εφκολο ςτθ χριςθ λογιςμικό για τθν Άλγεβρα και τθν 

Ανάλυςθ. Δεν ςχεδιάηει μόνο γραφικζσ παραςτάςεισ ςυναρτιςεων. Το Graphmatica 

κυμάται τισ τελευταίεσ 999 εξιςϊςεισ που ειςαγάγατε ι φορτϊςατε από ζνα αρχείο. 

Μπορείτε να αποκθκεφςετε τθν εργαςία ςασ για μεταγενζςτερθ χριςθ ι με 

οποιονδιποτε επεξεργαςτι κειμζνου, ενϊ υπάρχει πλιρθσ  βιβλιοκικθ 

μακθματικϊν ςυναρτιςεων. Μπορείτε να επιλζξετε μεταξφ των εξισ ειδϊν 

ςχεδίαςθσ: καρτεςιανι, πολικι, παραμετρικι, πεδίο ροισ και προςζγγιςθ αρχικισ 

τιμισ για μζχρι τζταρτου βακμοφ διαφορικζσ εξιςϊςεισ (κακϊσ και τζταρτου 

βακμοφ γραμμικά ςυςτιματα), τα οποία ανιχνεφονται αυτόματα ανάλογα με τισ 

μεταβλθτζσ που χρθςιμοποιείτε ςτθν εξίςωςι ςασ. Υποςτθρίηονται επίςθσ 

καρτεςιανζσ ανιςότθτεσ. Θ δυνατότθτα ςχεδίαςθσ δεδομζνων και προςαρμογισ 

καμπφλθσ διευκολφνει τθν ειςαγωγι πειραματικϊν δεδομζνων και τθν εφρεςθ τθσ 

http://www.math.fau.edu/~mhohen/
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εξίςωςθσ που τα περιγράφει καλφτερα. Οι επιλογζσ Ραφςθ και Ρίνακεσ Σθμείων ςασ 

επιτρζπουν να δείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων των γραφθμάτων ςασ όπωσ 

ακριβϊσ ζχουν ςχεδιαςτεί. Μπορείτε να χρθςιμοποιιςετε το ποντίκι για να 

επιλζξετε μια νζα κλίμακα ι να δείτε τισ ςυντεταγμζνεσ ενόσ ςθμείου, να επιλζξετε 

τθν αρχικι τιμι μιασ διαφορικισ εξίςωςθσ, ι ακόμα και να βρείτε τθν εφαπτομζνθ 

μιασ καμπφλθσ ι να ολοκλθρϊςετε μια ςυνάρτθςθ χωρίσ να πατιςετε οφτε ζνα 

πλικτρο. Υπάρχουν ιςχυρζσ δυνατότθτεσ αρικμθτικοφ λογιςμοφ. Μπορείτε να 

βρείτε τισ τομζσ καμπυλϊν, παραγϊγουσ, ολοκλθρϊματα, και ακρότατα για 

οποιαδιποτε καρτεςιανι εξίςωςθ.  

Mathematica 

Το Mathematica είναι ζνα μακθματικό πακζτο με πολλζσ δυνατότθτεσ ςε 

ςχεδόν όλουσ τουσ τομείσ των μακθματικϊν (Άλγεβρα, Κεωρία ςυνόλων, Ανάλυςθ, 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ, Στατιςτικι κ.α.). Θ υπολογιςτικι μθχανι του Mathematica 

είναι ο πυρινασ (kernel), ενϊ θ ςφνδεςθ μεταξφ του χριςτθ και του πυρινα γίνεται 

μζςω του front end (περιβάλλον εργαςίασ) και του Mathematica notebook. Μπορεί 

να απλοποιιςει εκφράςεισ, να υπολογίςει ακροίςματα και γινόμενα, να 

δθμιουργιςει γραφικζσ παραςτάςεισ ςε 3 διαςτάςεισ, όπωσ και να λφςει 

αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ. Μπορεί να υπολογίηει επίςθσ όρια ςυναρτιςεων, ακρότατα, 

παραγϊγουσ, ολοκλθρϊματα. 

 

Αβάκιο E-Slate   

Το Αβάκιο E-Slate διακζτει εργαλεία υψθλοφ επιπζδου για τθ ςφνκεςθ 

εκπαιδευτικϊν «Μικρόκοςμων» (εςτιαςμζνων εφαρμογϊν) για πειραματιςμό και 

διερεφνθςθ φαινομζνων, εννοιϊν, υποκζςεων και ςυςχετιςμϊν. Λδζεσ 

εκπαιδευτικϊν δραςτθριοτιτων μποροφν εφκολα να μετατραποφν ςε λογιςμικό, 

ςτθ μορφι Μικρόκοςμων που απαρτίηονται από αλλθλο-ςυνεργαηόμενεσ 

«Ψθφίδεσ». Οι Ψθφίδεσ παρζχονται ωσ μια βιβλιοκικθ προκαταςκευαςμζνων 

υπολογιςτικϊν αντικειμζνων (software components), ειδικά ςχεδιαςμζνων για 

εκπαιδευτικι χριςθ, τα οποία μποροφν πολφ εφκολα να ςυνδεκοφν μεταξφ τουσ. Θ 

διαςφνδεςθ και διαχείριςθ τόςο των ψθφίδων όςο και των εκπαιδευτικϊν 
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δραςτθριοτιτων (Μικρόκοςμων) μπορεί να προγραμματιςτεί μζςα από μια ειδικά 

ςχεδιαςμζνθ ςυμβολικι γλϊςςα βαςιςμζνθ ςτθ Logo. Μερικζσ από τισ δυνατότθτεσ 

του: δυναμικά ςυςχετιηόμενεσ πολλαπλζσ αναπαραςτάςεισ εννοιϊν,  καταςκευι και 

διαχείριςθ μοντζλων και προςομοιϊςεων, υψθλοφ επιπζδου διαδραςτικότθτα, 

δομιςιμθ και προςαρμόςιμθ λειτουργικότθτα, δομθμζνο και προςαρμόςιμο 

πολυμεςικό υλικό, προγραμματιηόμενα αντικείμενα και ςυμπεριφορζσ, διαςφνδεςθ 

με εργαςτθριακά όργανα μετριςεων. 

 

 

2.3.6   Χαρακτηριςτικϊ του εκπαιδευτικού λογιςμικού για την 

διδακτικό των μαθηματικών 

Λαμβάνοντασ υπόψθ τόςο θ φπαρξθ του διεκνϊσ πλοφςιου και 

αξιοποιιςιμου λογιςμικοφ γενικισ χριςθσ (όπωσ π.χ. το excel), όςο και τισ 

ιδιαίτερεσ δυνατότθτεσ ςχεδιαςμοφ και αξιοποίθςθσ τθσ ςφγχρονθσ υπολογιςτικισ 

τεχνολογίασ που αφορά τθ μάκθςθ και τθ διδαςκαλία των μακθματικϊν (Ψυχάρθσ, 

2005, Keisoglou & Kynigos, 2006, Kynigos & Gavrilis, 2006), τα κφρια χαρακτθριςτικά 

του εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ ςυνδζονται με  τισ τεχνολογικζσ όςο και  

παιδαγωγικζσ παραμζτρουσ που κα πρζπει να διακζτει ϊςτε να μπορεί να 

αξιοποιθκεί διδακτικά ςτο μάκθμα των μακθματικϊν. Τζτοιεσ παράμετροι αφοροφν 

δυνατότθτεσ όπωσ: 

 Η ζκφραςθ μακθματικϊν ιδεϊν και νοθμάτων, που ςχετίηεται με τθ μελζτθ 

μιασ γνωςτικισ περιοχισ των μακθματικϊν. Το λογιςμικό πρζπει να ςτοχεφει 

ςτθ δθμιουργία ευκαιριϊν εμπλοκισ των μακθτϊν ςε διαδικαςίεσ 

αυτενεργοφσ καταςκευισ μακθματικϊν νοθμάτων. 

 Η φπαρξθ πολλαπλϊν διαςυνδεόμενων αναπαραςτάςεων με δυνατότθτα 

δυναμικοφ χειριςμοφ. Χαρακτθριςτικά αναφζρουμε τθ δυνατότθτα φπαρξθσ  

γραφικϊν αναπαραςτάςεων, όπου οι αλλαγζσ ςτθ μια αναπαράςταςθ 

επιφζρουν αλλαγζσ και ςτισ υπόλοιπεσ που ςυνδζονται με αυτι. Οι 

προςφερόμενεσ αναπαραςτάςεισ μπορεί να αφοροφν διαφορετικζσ 
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γνωςτικζσ περιοχζσ των μακθματικϊν (όπωσ άλγεβρα-ανάλυςθ, γεωμετρία, 

ςτατιςτικι, πικανότθτεσ).  

 Διερεφνθςθ-πειραματιςμόσ. Το λογιςμικό πρζπει να αφινει περικϊρια 

ανάπτυξθσ εικαςιϊν και υποκζςεων για όςα ςυμβαίνουν ςτθ οκόνθ, 

ενιςχφοντασ παράλλθλα τισ προχποκζςεισ για αφαιρετικι ςκζψθ και 

αναςτοχαςμό. Ο μακθτισ πρζπει να μπορεί να πειραματιςτεί με 

διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ τθσ ίδιασ ζννοιασ αλλάηοντασ παραμζτρουσ, 

αποδομϊντασ και μεταςχθματίηοντασ μακθματικά αντικείμενα και 

καταςκευζσ, βαςιηόμενοσ κυρίωσ ςτθν ανατροφοδότθςθ του υπολογιςτι. Ο 

μακθτισ ζχει ζτςι τθ δυνατότθτα να ελζγχει τισ δράςεισ του και να 

επαναπροςδιορίηει τισ ςτρατθγικζσ του, να διερευνά δθλαδι τουσ τρόπουσ 

επίτευξθσ των ηθτοφμενων μιασ εκπαιδευτικισ δραςτθριότθτασ. 

 Υποςτιριξθ τθσ ςυνεργατικισ μάκθςθσ και τθσ επικοινωνίασ. Το λογιςμικό 

πρζπει να υποςτθρίηει τθ δυνατότθτα ςχεδιαςμοφ δραςτθριοτιτων που 

ενιςχφουν τθν επικοινωνιακι διάςταςθ τθσ μάκθςθσ των μακθματικϊν με 

άξονα τθ ςυνεργατικι μάκθςθ ανάμεςα και μεταξφ ομάδων μακθτϊν. 

 

 

2.4    ΔΙΔΑΚΑΛΙΑ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ ΜΕ ΦΡΗΗ  Η/Τ 

2.4.1   Βαςικϊ επιχειρόματα υπϋρ τησ χρόςησ ΝΤ ςτη 

μαθηματικό εκπαύδευςη 

Θ εμφάνιςθ τθσ τεχνολογίασ των υπολογιςτϊν και οι διαφαινόμενεσ 

προοπτικζσ και προκλιςεισ από τθ χριςθ τθσ ζχουν ταρακουνιςει τθν εκπαιδευτικι 

κοινότθτα θ οποία προςπακεί να δϊςει απαντιςεισ ςε κεμελιϊδθ ερωτιματα 

ςχετικά με το νζο τοπίο που διαμορφϊνεται ςτθν εκπαίδευςθ. Οι ζνκερμοι 

υποςτθρικτζσ τθσ εκτεταμζνθσ χριςθσ των υπολογιςτϊν ςτθν μακθματικι 

εκπαίδευςθ ζχουν αναπτφξει και οριςμζνα επιχειριματα που όπωσ κα δοφμε 

παρακάτω υποςτθρίηονται (εν μζρει) και από τθν παιδαγωγικι ζρευνα. 

Α)  Οι υπολογιςτζσ επιτρζπουν ςτουσ μακθτζσ να κατανοιςουν καλφτερα τισ 

μακθματικζσ ζννοιεσ. 
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Οι μακθτζσ ζχουν τθ δυνατότθτα να μάκουν περιςςότερα Μακθματικά, 

αλλά και να κατανοιςουν καλφτερα τισ ζννοιεσ των Μακθματικϊν με τθν 

κατάλλθλθ χριςθ τθσ τεχνολογίασ (Dunham & Dick 1994, Sheets 1993, 

Groves 1994).  

Υπάρχουν λογιςμικά (Function Probe, Sketchpad, Geogebra, Graph)  που 

δίνουν τθ δυνατότθτα ςτουσ μακθτζσ να αναλφςουν και να 

επεξεργαςτοφν δεδομζνα τα οποία υπειςζρχονται ωσ μεταβλθτζσ ι 

διατεταγμζνα ηεφγθ και κατόπιν παρουςιάηονται μζςω διαγραμμάτων, 

δίνοντασ ζτςι διαφορετικζσ αντιπροςωπεφςεισ τθσ ίδιασ ζννοιασ, ϊςτε να 

τθν αφομοιϊςουν ςε βάκοσ(Tall, 1996).   

Β) Οι υπολογιςτζσ διευκολφνουν τον πειραματιςμό, τθν εξερεφνθςθ 

προτφπων και κανονικοτιτων ϊςτε να οδθγθκοφν ςτθν διατφπωςθ 

εικαςιϊν τισ οποίεσ μετά ελζγχουν, οπότε είτε αναςκευάηουν είτε 

αποδεικνφουν παραγωγικά. Αυτι θ διαδικαςία βοθκά ςτθ μφθςθ ςτον 

γνιςιο μακθματικό τρόπο ςκζψθσ. 

Γ) Θ χριςθ των υπολογιςτϊν διευκολφνει τθν μελζτθ ρεαλιςτικϊν 

εφαρμογϊν. 

Τα αρικμθτικά δεδομζνα που προζρχονται από παρατθριςεισ 

πραγματικϊν φαινομζνων είναι ςυνικωσ άβολα αφοφ οι αρικμοί αυτοί 

είναι πολφ μεγάλοι και ποτζ ακζραιοι. Οι υπολογιςτζσ επιτρζπουν τθν 

διαχείριςθ αυτϊν των δεδομζνων προκειμζνου να εξαχκοφν 

ςυμπεράςματα που αποδεικνφουν τθν αξία των Μακθματικϊν για τθν 

μελζτθ του πραγματικοφ κόςμου. 

Δ) Θ χριςθ των υπολογιςτϊν δθμιουργεί κετικζσ ςτάςεισ απζναντι ςτα 

Μακθματικά. 

Οι προςπάκειεσ για μεταρρυκμίςεισ ςτθ μακθματικι εκπαίδευςθ 

βαςίηονται ςτθν πεποίκθςθ ότι όλοι οι μακθτζσ είναι ικανοί να μάκουν 

μακθματικά(NCTM, 1989). Άρα το πρόβλθμα τθσ παρακίνθςθσ του 

ενδιαφζροντοσ όλων των μακθτϊν για τα Μακθματικά αποκτά ιδιαίτερθ 

βαρφτθτα. Ο υπολογιςτισ δίνει ζναν εναλλακτικό τρόπο προςζγγιςθσ των 
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εννοιϊν για τον μακθτι, κάτι που ςε ςυνδυαςμό με το γεγονόσ τθσ 

ςτοιχειϊδουσ χριςθσ υπολογιςτϊν από τθν ςυντριπτικι πλειοψθφία των 

μακθτϊν, αυξάνει τθν πικανότθτα για επιτυχζςτερθ διδαςκαλία.  

Οι μακθτζσ που δεν μποροφν εφκολα να ςυγκεντρωκοφν, μποροφν ν’ 

αςχολθκοφν πιο πολφ μ’ ζνα κζμα ηθτοφμενο από υπολογιςτι. Πμωσ και 

αυτοί που ζχουν δυςκολίεσ οργάνωςθσ μπορεί να βρεκοφν κερδιςμζνοι 

από τουσ περιοριςμοφσ που επιβάλλονται ς’ ζνα υπολογιςτικό 

περιβάλλον. (Sheets, 1993).  

Ππωσ ςυχνά επιςθμαίνεται, θ εργαςία ςτον υπολογιςτι είναι αρκετά 

ελκυςτικι για το μακθτι (Meskill & Mossop, 1997). Το μακθςιακό 

περιβάλλον που μπορεί να δθμιουργθκεί π.χ. με τθν τεχνολογία των 

πολυμζςων μπορεί να καταςτιςει τθ διδαςκαλία ενδιαφζρουςα και 

ςυναρπαςτικι. Επίςθσ, ευνοείται θ διαφοροποίθςθ τθσ διδαςκαλίασ. Ο 

κακθγθτισ μπορεί να βοθκθκεί από ζναν ακόμθ υπομονετικό και ςχετικά 

ευφυι ςυνεργάτθ, όπωσ ο υπολογιςτισ, ο οποίοσ μπορεί να 

παρακολουκιςει τθν πορεία του διδαςκόμενου, να ανιχνεφςει τισ 

ιδιαιτερότθτεσ του, να προςαρμόςει τθ διδαςκαλία ςτο επίπεδό του και 

να τον ςυνδράμει ςτισ δυςκολίεσ του. 

Ε) Οριςμζνεσ ζννοιεσ από τθ φφςθ τουσ φαίνεται ότι δθμιουργοφν 

προβλιματα ςτθ διδαςκαλία και μάκθςθσ  τουσ κακϊσ είναι δφςκολο να 

οπτικοποιθκοφν με τα παραδοςιακά διδακτικά μζςα. Ενδεικτικά 

αναφζρουμε τουσ γεωμετρικοφσ μεταςχθματιςμοφσ, ζννοιεσ τθσ 

Ανάλυςθσ(όριο ςυνάρτθςθσ, αςφμπτωτεσ, οριςμόσ του οριςμζνου 

ολκλθρϊματοσ)γεωμετρικοί τόποι, ςτερεομετρία. Με τθν χριςθ όμωσ 

κατάλλθλου λογιςμικοφ (EucliDraw, Gabri  II , ι  3D) αναδεικνφονται  

ςθμαντικζσ πτυχζσ των παραπάνω εννοιϊν. 
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2.4.2    Προβληματιςμού ωσ προσ τη χρόςη ΝΤ ςτη  μαθηματικό 

εκπαύδευςη 

Οριςμζνοι μακθματικοί – παιδαγωγοί είναι διςτακτικοί και ςκεπτικοί 

ςχετικά με τουσ τρόπουσ χριςθσ τθσ τεχνολογίασ και κάποιοι από αυτοφσ πιςτεφουν 

ότι οι νζεσ τεχνολογίεσ δεν κα ζχουν μζλλον ςτθ μακθματικι εκπαίδευςθ. Τα 

επιχειριματα που προβάλλονται είναι ςυνικωσ τα εξισ: 

Α) Οι μακθτζσ πρζπει πρϊτα να κατανοιςουν τισ ζννοιεσ με τισ 

παραδοςιακζσ μεκόδουσ και κατόπιν να χρθςιμοποιιςουν τα 

υπολογιςτικά μζςα. 

Β) Το κόςτοσ των υπολογιςτϊν είναι πολφ μεγάλο και δεν είναι δυνατό όλα 

τα ςχολεία να εφοδιαςτοφν με ικανό αρικμό ϊςτε όλοι οι μακθτζσ να 

ζχουν πρόςβαςθ ςε αυτοφσ. 

Γ) Οι δάςκαλοι των μακθματικϊν, κυρίωσ οι παλιότεροι, αιςκάνονται 

αναςφάλεια με τθν χριςθ τθσ νζασ τεχνολογίασ επειδι δεν τθν κατζχουν. 

Αυτό ςε ςυνδυαςμό με το γεγονόσ τθσ απροκυμίασ τουσ να μάκουν κάτι 

καινοφργιο, τουσ κακιςτά αντιπάλουσ ςτθν νζα προςπάκεια.(«Τίποτα δεν 

είναι πιο δφςκολο για ζνα δάςκαλο από το να εγκαταλείψει τισ παλιζσ του 

ςυνικειεσ και προκαταλιψεισ», Μοντεςςόρι,1967).  Οφτωσ ι άλλωσ 

απαιτείται μεγάλοσ χρόνοσ για τθν επιμόρφωςι τουσ  προκειμζνου να 

πειςτοφν για τθν αξία των νζων διδακτικϊν μεκόδων. 

Δ) Θ εκτεταμζνθ χριςθ των υπολογιςτϊν ςτθ διδαςκαλία και μάκθςθ των 

μακθματικϊν κα ζχει ωσ ςυνζπεια τθν εξαςκζνθςθ τθσ πρακτικισ 

εξάςκθςθσ ςε κάποιεσ δεξιότθτεσ που αποτελοφν τθ βάςθ τθσ 

μακθματικισ δραςτθριότθτασ(βλ. αλγεβρικόσ λογιςμόσ). Αυτό κα  ζχει ωσ 

ςυνζπεια να υπονομευκεί θ  καλλιζργεια ικανότθτασ επίλυςθσ 

προβλθμάτων κακϊσ και θ μάκθςθ προχωρθμζνων μακθματικϊν. 

Ρολλοί εκπαιδευτικοί φοβοφνται ότι θ χριςθ τθσ τεχνολογίασ κα ζχει 

αρνθτικό αντίκτυπο κατά κάποιο τρόπο τθν κατανόθςθ των μακθτϊν τουσ και τθν 

εκμάκθςθ των μακθματικϊν (Schmidt, M.E., & Callahan, L.G. 1992). Ομοίωσ, πολλοί 

εκπαιδευτικοί φοβοφνται ότι οι μακθτζσ μποροφν να γίνουν υπερβολικά 
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εξαρτθμζνοι από τθν τεχνολογία με αποτζλεςμα τθν μείωςθ τθσ ικανότθτασ τουσ 

ςτθν  εκτζλεςθ μακθματικϊν χειριςμϊν. (Bitter, G.G., & Hatfield, M.M.1991 ; Milou, 

1999). 

Αν οι κακθγθτζσ αποφαςίςουν να ενςωματϊςουν τθν τεχνολογία ςτισ 

οδθγίεσ τουσ, κα πρζπει να είναι αρκετά πεπειςμζνοι για τθ χρθςιμότθτά του (Biter 

& Hatfield, 1991). Κάποιοι κακθγθτζσ επίςθσ αναφζρουν ότι οι μακθτζσ είναι πιο 

πρόκυμοι να κάνουν μακθματικά όταν πρόκειται για τθν τεχνολογία, όπωσ γραφικά 

υπολογιςτϊν (Milou, 1999). 

Σαφζςτατα κάποιεσ από τισ παραπάνω αντιρριςεισ ςυνιςτοφν ςοβαρό 

προβλθματιςμό, ενϊ άλλεσ πάλι κεωροφνται πλευρζσ τθσ γενικότερθσ αντίςταςθσ 

ςε κάκε τι νζο. 

 

 2.4.3   Προώποθϋςεισ χρόςησ των ΤΠΕ ςτη διδακτικό  

Σφμφωνα με τθ διεκνι ερευνθτικι εμπειρία (Hoyles and Noss, 1992b, 

Kynigos 1992), αλλά και με τισ ςφγχρονεσ φιλοςοφικζσ και παιδαγωγικζσ κζςεισ 

(Olson 1987, Noss 1988) οι Τεχνολογίεσ τθσ Ρλθροφορίασ και τθσ Επικοινωνίασ 

μποροφν να δϊςουν δυνατότθτεσ που ιταν ανφπαρκτεσ μζχρι τϊρα. Οι καταλυτικζσ 

αλλαγζσ ςτθν τεχνολογία και θ εμφάνιςθ των Θ/Υ επαναςτατικοποίθςαν όλεσ τισ 

περιοχζσ τθσ γνϊςθσ και τθσ επιςτιμθσ και ςυνζβαλαν αποφαςιςτικά ςτθν ποιοτικι 

μεταβολι τθσ κοινωνίασ, με τθ μετάβαςι τθσ από τθ βιομθχανικι κοινωνία ςτθν 

τεχνολογικι κοινωνία τθσ γνϊςθσ και τθσ πλθροφορίασ (Τουμάςθσ & Αρβανίτθσ, 

2003). Οι εφαρμογζσ των Νζων Τεχνολογιϊν τθσ πλθροφορίασ και τθσ επικοινωνίασ 

είναι δυνατό να ςυνειςφζρουν ςτθ βελτίωςθ και επαναπροςανατολιςμό τθσ 

διαδικαςίασ τθσ μάκθςθσ ςε μια κατεφκυνςθ που όπου θ μάκθςθ κα γίνει 

ενεργθτικι και οι μακθτζσ κα μακαίνουν να ςυνεργάηονται, να είναι μεκοδικοί, να 

παίρνουν πρωτοβουλίεσ, να κζτουν ςτόχουσ, να επιχειρθματολογοφν, να 

ςκζφτονται και να εκφράηονται ελεφκερα (Ραπαδόπουλοσ, 1999).  

Πμωσ παρά τθν, ςχεδόν κακολικι, ςυμφωνία για τα πολφ ςθμαντικά 

πλεονεκτιματα που είναι δυνατό να προςφζρει θ ζνταξθ των ΤΡΕ ςτθν εκπαίδευςθ, 

δεν πρζπει να παραγνωριςκεί το γεγονόσ ότι θ άκριτθ και δίχωσ όρουσ και 
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προχποκζςεισ χριςθ τουσ μπορεί να επιφζρει αρνθτικά αποτελζςματα ςτθν 

εκπαιδευτικι διαδικαςία.  

Οι άπτθσ και άπτθ (1996) επιςθμαίνουν ότι βαςικι προχπόκεςθ για να 

αποτελζςει ο υπολογιςτισ ζνα αποτελεςματικό γνωςτικό εργαλείο είναι θ 

λειτουργία του ςε ςχζςθ αφενόσ με το κεςμικό και πολιτιςτικό πλαίςιο του 

παιδαγωγικοφ περιβάλλοντοσ και αφετζρου με τθ «γλϊςςα» και τισ αρχζσ τθσ 

τεχνολογίασ. Ο Κυνθγόσ (1995) τονίηει ότι χρειάηεται μεγάλθ προςοχι ςτον τρόπο 

χριςθσ του Θ/Υ, γιατί υπάρχει ο κίνδυνοσ να ενταχκεί θ χριςθ του Θ/Υ ςτο 

παραδοςιακό μοντζλο διδαςκαλίασ που ωσ κυρίαρχεσ διαδικαςίεσ ζχει τθν 

μετάδοςθ πλθροφοριϊν από τον δάςκαλο-πομπό ςτον μακθτι δζκτθ κακϊσ και τθν 

κακοδθγθτικι διδαςκαλία με βάςθ αυςτθρά κακοριςμζνο γνωςτικό περιεχόμενο. 

Στθν ουςία ο κίνδυνοσ αυτόσ ζγκειται ςτθ χριςθ του υπολογιςτι ωσ μζςου για τθν 

επίτευξθ ικανοποιθτικισ κατάρτιςθσ και όχι ωσ εργαλείου διδακτικισ. Θ τεράςτια 

διαφορά μεταξφ των όρων κατάρτιςθ και διδακτικι ζχει επιςθμανκεί ιδιαίτερα από 

τον Von Glasersfeld (1991a) κατά τθν εξζταςθ τθσ μακθματικισ παιδείασ υπό το 

πρίςμα του ριηοςπαςτικοφ κονςτρουκτιβιςμοφ. 

Θ ςθμαντικότερθ ίςωσ  εκ των προχποκζςεων είναι θ εξισ: για τον 

ςχεδιαςμό και τθν υλοποίθςθ οποιαςδιποτε εφαρμογισ των ΤΡΕ ιςχφει ότι και για 

κάκε εκπαιδευτικισ εφαρμογι γενικότερα, δθλαδι ότι: «κατά πάγια πρακτικι θ 

υλοποίθςθ είναι το τελικό προϊόν μιασ παραγωγικισ διαδικαςίασ τθσ οποίασ 

προθγείται πάντα θ ανάλυςθ με ςκοπό τθν τεκμθρίωςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ 

(διδακτικισ) ανάγκθσ και τον ακριβι και ςαφι προςδιοριςμό τθσ λειτουργικότθτάσ 

τθσ, ωσ προσ το (παιδαγωγικό) ςτόχο που εξυπθρετεί θ δθμιουργία τθσ» (Καλλιγάσ, 

Φερεντίνοσ, Ρετρζςκου,2003). Επίςθσ, πρζπει να λθφκεί ςοβαρά υπόψθ ότι κατά 

κανόνα οι εφαρμογζσ υλοποιοφνται για τισ (εκπαιδευτικζσ ι γνωςτικζσ) ανάγκεσ των 

τελικϊν χρθςτϊν τουσ, που επί του προκειμζνου είναι οι διδαςκόμενοι και όχι οι 

διδάςκοντεσ. Επομζνωσ απαιτείται να προςδιοριςτεί κατ’ αρχιν θ αναγκαιότθτα 

δθμιουργίασ και εφαρμογισ τθσ ςυγκεκριμζνθσ εκπαιδευτικισ δραςτθριότθτασ που 

εξυπθρετεί και αναδεικνφει τον ςχεδιαςμό του μακθςιακοφ περιβάλλοντοσ που 

είναι ςυμβατόσ με τθν επιλεγμζνθ κεωρία μάκθςθσ. Στθ ςυνζχεια, θ αναγκαιότθτα 

τθσ ενδεχόμενθσ καταςκευισ εκπαιδευτικισ εφαρμογισ των ΤΡΕ ι και 
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οποιουδιποτε άλλου αναγκαίου εποπτικοφ μζςου, κα προκφψει με ςαφινεια από 

τθν ανάλυςθ των ςυγκεκριμζνων διδακτικϊν και παιδαγωγικϊν αναγκϊν με ςκοπό 

τθν ενίςχυςθ του ςυνολικοφ εκπαιδευτικοφ ςχεδιαςμοφ. Συνεπϊσ, οι αρχζσ 

(πρότυπα ι κριτιρια) που διζπουν τθ δθμιουργία, ενςωμάτωςθ και αξιολόγθςθ των 

εκπαιδευτικϊν εφαρμογϊν των ΤΡΕ ταυτίηονται με εκείνεσ που κατευκφνουν τον 

βαςικό ςχεδιαςμό του μακθςιακοφ περιβάλλοντοσ, οι οποίεσ είναι άμεςθ ςυνζπεια 

των αρχϊν που προςδιορίηουν τθ ςυγκεκριμζνθ κεωρία μάκθςθσ, που ζχει επιλεγεί 

για εφαρμογι ςτθν εκπαιδευτικι διαδικαςία.  

Εκτόσ των παραπάνω κρίνεται απαραίτθτο, προκειμζνου να καταςτεί 

αποτελεςματικι θ επιμόρφωςθ των εκπαιδευτικϊν ςτθν ανάπτυξθ εκπαιδευτικϊν 

δραςτθριοτιτων που αξιοποιοφν τισ ΤΡΕ ςτθ διδακτικι πράξθ, να προςδιοριςκεί με 

ςαφινεια τι ςθμαίνει «εργάηομαι πάνω ςε μια δραςτθριότθτα», γενικά και 

ανεξάρτθτα από τθν αναγκαιότθτα ι μθ τθσ χριςθσ εφαρμογϊν των ΤΡΕ. Θ 

δραςτθριότθτα είναι μια ζννοια κλειδί γφρω από τθν οποία διαρκρϊνονται ςχεδόν 

όλεσ οι ςφγχρονεσ διδακτικζσ προςεγγίςεισ, με προεξάρχουςα τθν κεωρία του 

κονςτρουκτιβιςμοφ, βαςικζσ αρχζσ τθσ οποίασ είναι αφενόσ ότι θ γνϊςθ 

οικοδομείται ενεργθτικά από το άτομο και δεν αποτελεί μια πακθτικι διαδικαςία 

απορρόφθςθσ πλθροφοριϊν από το περιβάλλον και αφετζρου ότι θ απόκτθςθ τθσ 

γνϊςθσ είναι μια διαδικαςία οργάνωςθσ των εμπειριϊν του ατόμου και όχι θ 

αποκάλυψθ ενόσ κόςμου που προχπάρχει ανεξάρτθτα από το άτομο (Von 

Glasersfeld, 1991b). Εργαςία πάνω ςε μια δραςτθριότθτα ςθμαίνει κυρίωσ 

«προςδιορίηω το πρόβλθμα, εικάηω για το αποτζλεςμα, πειραματίηομαι με τθ 

βοικεια παραδειγμάτων, ςυνκζτω ζνα ςυλλογιςμό, διατυπϊνω μια λφςθ, ελζγχω 

τα αποτελζςματα και αξιολογϊ τθν ορκότθτά τουσ ςε ςυνάρτθςθ με το αρχικό 

πρόβλθμα» (ΥΡΕΡΚ, 1997). Με τθν χριςθ των δραςτθριοτιτων (Κολζηα, 1997) 

επιδιϊκεται μια ςτροφι προσ μια διδαςκαλία διαρκρωμζνθ γφρο από ευρετικζσ 

διαδικαςίεσ, ςε άμεςθ ςυνάρτθςθ με τθν κακθμερινι ηωι. Ο Von Glasersfeld (1987) 

κεωρεί ότι θ δραςτθριότθτα προςφζρει ςτουσ μακθτζσ ζνα ιςχυρό εςωτερικό 

κίνθτρο προκειμζνου να εμπλακοφν ενεργθτικά ςτθ διαδικαςία καταςκευισ τθσ 

γνϊςθσ. Οι Κορδάκθ και Κόμθσ (2001) τονίηουν τθ μεγάλθ ςθμαςία τθσ ςυμμετοχισ 

των μακθτϊν ςε δραςτθριότθτεσ που ςχετίηονται με τθν κακθμερινι ηωι τουσ. 
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2.4.4    Πορύςματα τησ Παιδαγωγικόσ Έρευνασ ςχετικϊ με τη 

χρόςη τησ Υπολογιςτικόσ Τεχνολογύασ ςτη Μαθηματικό 

Εκπαύδευςη 

Τα τελευταία 20 χρόνια περίπου ζχει διεξαχκεί ςθμαντικι ζρευνα ςχετικά με 

τθ χριςθ των πάςθσ φφςεωσ Θ/Υ (τςζπθσ, PC) ςτθ μακθςιακι διαδικαςία, ικανι να 

βοθκιςει τον τρόπο με τον οποίο τα τεχνολογικά αυτά εργαλεία κα ενςωματωκοφν 

ςτθ διδαςκαλία. Οι ερευνθτζσ ζχουν επιςθμάνει ότι θ χριςθ των υπολογιςτϊν μζςα 

ςτθν τάξθ επθρεάηει όχι μόνο το μακθματικό περιεχόμενο του προγράμματοσ 

διδαςκαλίασ, αλλά και τισ μακθςιακζσ αλλθλεπιδράςεισ, τθν οργάνωςθ τθσ τάξθσ 

και τον τρόπο αξιολόγθςθσ τθσ προόδου των μακθτϊν. 

Θ ζρευνα ςχετικά με τθ χριςθ των υπολογιςτϊν ςτθ διδαςκαλία και μάκθςθ 

των μακθματικϊν ζχει καταλιξει ςτα εξισ γενικά ςυμπεράςματα (Shumway, 1988; 

NCTM, 1987;Hembree & Dessart, 1986; Becker, 1987; Capper & Copple, 1985; 

Leinhart et al., 1990; McCoy, 1991;Henderson & Landesman,1992; Funkhouser, 

1993; Kaput & Thompson, 1994; Dunham, 1999;Becker et al., 1999, οπ. ανάφ. ςτο 

Τουμάςθσ & Αρβανίτθσ, 2003: 56): 

 Ο υπολογιςτισ, ωσ εργαλείο μζςα ςτθν τάξθ, βοθκά τουσ μακθτζσ να 

κατανοιςουν καλφτερα αφθρθμζνεσ μακθματικζσ ζννοιεσ, προςφζροντασ 

τθ δυνατότθτα οπτικοποίθςθσ και ςυγκεκριμζνθσ επεξεργαςίασ τουσ. 

 Οι μακθτζσ που χρθςιμοποιοφν υπολογιςτζσ διαμορφϊνουν μια 

καλφτερθ ςτάςθ απζναντι ςτα Μακθματικά, ενϊ αυξάνεται θ 

αυτοπεποίκθςι τουσ για τισ μακθματικζσ τουσ ικανότθτεσ 

 Πταν ο υπολογιςτισ χρθςιμοποιείται ςτθν παραδοςιακι διδαςκαλία ωσ 

ςυμπλθρωματικό μζςο, επιτυγχάνεται μεγαλφτερθ αποτελεςματικότθτα 

από ότι όταν χρθςιμοποιείται ωσ θ μοναδικι βάςθ για διδαςκαλία 

 Θ διδαςκαλία που υποβοθκείται από τον υπολογιςτι (Computer Assisted 

Instruction, CAI) είναι πιο αποτελεςματικι όςον αφορά ςτθν άνοδο τθσ 

επίδοςθσ αδφνατων μακθτϊν και των πολφ καλϊν μακθτϊν παρά των 

μζτριων μακθτϊν. 
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 Θ διδαςκαλία με χριςθ Θ/Υ ςυμβάλλει ςτθν ενεργοποίθςθ και 

παρακίνθςθ όλων των μακθτϊν και ιδιαίτερα αυτϊν που δείχνουν μια 

πακθτικι ςτάςθ απζναντι ςτα Μακθματικά. 

Σε γενικζσ γραμμζσ μπορεί να ειπωκεί ότι θ ζρευνα ζχει να δϊςει 

ελπιδοφόρα ςθμάδια για το μζλλον τθσ υπολογιςτικισ τεχνολογίασ ςτθ μακθματικι 

εκπαίδευςθ. Υπάρχουν βζβαια και ζρευνεσ οι οποίεσ δείχνουν ότι θ χριςθ Θ/Υ δεν 

είχε ςθμαντικι επίδραςθ ςτθν επίδοςθ των μακθτϊν ι ςτθ βελτίωςθ τθσ 

κατανόθςθσ οριςμζνων μακθματικϊν εννοιϊν (Johnson et al, 1994; Ford & Klicka, 

1994). Σε άλλεσ ζρευνεσ πάλι δεν κατζςτθ δυνατό να βγουν ξεκάκαρα 

ςυμπεράςματα υπζρ τθσ κετικισ επίδραςθσ των υπολογιςτϊν ςτθ διδαςκαλία και 

μάκθςθ των Μακθματικϊν (Coffin,1987;  Ferrel,1985). 

Θ ζρευνα ςχετικά με τθ χριςθ τθσ τεχνολογίασ αποκαλφπτει τθν 

πολυπλοκότθτα τθσ αλλθλεπίδραςθσ τθσ τεχνολογίασ και τθσ διδαςκαλίασ ςτθν 

εκμάκθςθ των μακθματικϊν. Ζνα πράγμα παραμζνει ςτακερό. Είναι τελικά οι 

κακθγθτζσ μακθματικϊν και όχι τα τεχνολογικά εργαλεία που εξακολουκοφν να 

είναι το κλειδί για τθν επιτυχία τθσ διδαςκαλίασ των μακθματικϊν ςτο μακθςιακό 

περιβάλλον. Θ φφςθ των μακθματικϊν από τθ δικι τουσ οπτικι και θ ςυςχζτιςι 

τουσ  με τισ δυνατότθτεσ τθσ τεχνολογίασ, κακϊσ και θ εκπαίδευςθ που λαμβάνουν , 

κακορίηουν τθν αποτελεςματικότθτά τουσ ςτθν ενςωμάτωςθ τθσ τεχνολογίασ ςτα 

μακθματικά (ςτθ διδαςκαλία και ςτθ μάκθςθ). (Garofalo, Drier, Harper, 

Timmerman, & Shockey, 2000; Kaput, 1992; NCTM, 2002). 

Θ ζρευνα πάντωσ γφρω από τθ ςχολικι χριςθ τθσ πρόςφατθσ υπολογιςτικισ 

τεχνολογίασ ςτθ διδαςκαλία ςυγκεκριμζνων μακθματικϊν εννοιϊν ςυνεχίηεται και 

ολοζνα αυξάνεται. Είναι επιτακτικι ανάγκθ να μάκουμε ςτο  τι και ςτο πωσ 

μακαίνουμε και διδάςκουμε Μακθματικά ςε ζνα πλοφςιο τεχνολογικό περιβάλλον.   
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2.4.5   Η Αξιοπούηςη Των Προγραμμϊτων Προςομούωςησ  Java 

Applets  ςτη Διδαςκαλύα Των Μαθηματικών 

Θ Java είναι μια αντικειμενοςτραφισ γλϊςςα προγραμματιςμοφ2 και 

εκτελείται ςε ποικίλα λειτουργικά περιβάλλοντα (Windows, Macintosh, UNIX κλπ). 

Μικροεφαρμογζσ τθσ γλϊςςασ Java είναι τα Java Applets που εμφανίηονται ςε 

ιςτοςελίδεσ με τρόπο παρόμοιο με τισ εικόνεσ. Ρρόκειται για διαλογικζσ και 

ευζλικτεσ εφαρμογζσ ωσ προσ τθ λειτουργία τουσ που δθμιουργοφν προςομοιϊςεισ 

φυςικϊν καταςτάςεων και μακθματικϊν εννοιϊν. Μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν 

για τθ δθμιουργία κίνθςθσ, εφζ, εικόνων και διαδραςτικϊν (interactive) αςκιςεων 

(Μακράκθσ & Στεφάνου, 2001). Τα Java Applets είναι μικρά ςε μζγεκοσ αρχεία που 

μεταφζρονται εφκολα μζςω του διαδικτφου και μποροφν να τρζξουν με αςφάλεια 

ςε οποιοδιποτε υπολογιςτι, ενϊ είναι διακζςιμα ςε κάκε χρόνο και χϊρο 

(Γκοφτςιασ, Α., 2002).  

Τα Applets είναι προςομοιϊςεισ φαινομζνων, πειραματικϊν διατάξεων, 

μακθματικϊν μοντζλων και μακθματικϊν ςχζςεων, είναι κατά κάποιον τρόπο μικρά 

εικονικά εργαςτιρια που επιτρζπουν τθν αλλθλεπίδραςθ με τον χριςτθ. Ο χριςτθσ 

μπορεί μεταβάλλοντασ τισ παραμζτρουσ να δει άμεςα τα αποτελζςματα αυτισ τθσ 

παρζμβαςισ του. Θ ζνταξι τουσ ςτθν εκπαιδευτικι διαδικαςία εκτόσ από το ότι τθν 

εμπλουτίηει με ζνα νζο μζςο που είναι ενδιαφζρον και προςελκφει τουσ μακθτζσ, 

δίνει τθ δυνατότθτα να υλοποιθκεί διερευνθτικι μάκθςθ. Ζτςι οι μακθτζσ ζχουν 

ζνα εργαλείο πειραματιςμοφ και μάκθςθσ, χωρίσ περιοριςμοφσ χρόνου και τόπου, 

το οποίο ςυμβάλλει ςτθν κατανόθςθ εννοιϊν και φαινομζνων και ςτθ διατφπωςθ 

γόνιμων ερωτθμάτων. Οι εκπαιδευτικοί από τθν άλλθ αποκτοφν ρόλο ςυντονιςτι, 

κακοδθγθτι, οργανωτι και ιςότιμα ςυμμετζχοντα ςτθν διαδικαςία τθσ μάκθςθσ. 

(Χατηθβαςιλείου, Ταξίδθσ, Σαλονικιόσ, Μτςιου, 2005).   

Ωσ προγράμματα προςομοίωςθσ τα Java Applets, ταξινομοφνται και 

αποκτοφν παιδαγωγικι προοπτικι, ςφμφωνα με τθν ταξινόμθςθ των Μπακίρθ, Ρ., 

                                                     

2
 
Object Oriented - αποδίδεται ςτα ελλθνικά με τον όρο Αντικειμενοςτραφισ και είναι ζνα είδοσ προγραμματιςμοφ ςτο οποίο 

δεν ορίηουμε μόνο τουσ τφπουσ των δεδομζνων (data types) αλλά και τισ ιδιότθτεσ (properties) των αντικειμζνων (objects) 

κακϊσ και τισ μεκόδουσ (methods) που μποροφν να εφαρμοςκοφν ς' αυτά. Είναι χαρακτθριςτικό τθσ γλϊςςασ Java. 
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κα (Μπακίρθσ, Ρ., κα, 2004), ςτθν κατθγορία των ενεργϊν αναπαραςτάςεων 

(enactive representations), μια κατθγορία τθσ οποίασ τα εκπαιδευτικά μζςα 

αντιςτοιχοφν ςτθ φυςικι παρόρμθςθ των παιδιϊν για καταςκευι και 

αλλθλεπίδραςθ με ενεργζσ αναπαραςτάςεισ.  

Θ χριςθ ζτοιμων προςομοιϊςεων, με ςκοπό τθν διεφρυνςθ και τθν 

κατανόθςθ κάποιου κζματοσ, ζχει τθν εκπαιδευτικι τθσ αξία, δίνοντασ τθ 

δυνατότθτα κακοριςμοφ των παραμζτρων τθσ προςομοίωςθσ και τθσ ταυτόχρονθσ 

παρατιρθςθσ τθσ ςυμπεριφοράσ και τθσ μεταβολισ διαφόρων μεγεκϊν (Βίγκλασ & 

Σπυρόπουλοσ, 2003).  

Από τισ ζρευνεσ προκφπτει ότι τα Java Applets που βαςίηονται ςτα 

προγράμματα ςπουδϊν βελτιϊνουν τισ οπτικοακουςτικζσ ικανότθτεσ των μακθτϊν 

και ενιςχφουν τθ δυνατότθτα να δθμιουργθκοφν ςυνδζςεισ ανάμεςα ςε 

διαφορετικζσ μορφζσ αναπαραςτάςεων. Ζνασ αρχικόσ ςτόχοσ των Java Applets είναι 

θ δθμιουργία περιβάλλοντοσ μάκθςθσ, ςτο οποίο οι μακθτζσ να μποροφν να 

εξερευνιςουν τα δυναμικά ςχζδια των 2-D και 3-D αντικειμζνων, επιτρζποντασ να 

εκφράςουν τισ ιδζεσ τουσ με νζουσ τρόπουσ(Χατηθβαςιλείου, Ταξίδθσ, Σαλονικιόσ, 

Μτςιου, 2005). Οι τρόποι αυτοί  ζχουν επίπτωςθ ςτισ ιδθ υπάρχουςεσ ιδζεσ 

(Ρατςιομίτου, Στ., 2006). «Δεν ζχουμε πάντα τισ ιδζεσ και ζπειτα τισ εκφράηουμε ςτο 

μζςο. Ζχουμε τισ ιδζεσ με το μζςο» (DiSessa, 2000, ς.116).  

Τα Java Applets ζχουν επιτυχϊσ αναπτυχκεί ωσ διδακτικά εργαλεία ςε όλεσ 

τισ περιοχζσ μάκθςθσ, με ζμφαςθ ςτθν αλλθλεπίδραςθ, τα γραφικά και τθ 

διαςκζδαςθ ςθμειϊνει ο Kahn (1998) για τθ χριςθ αυτισ τθσ τεχνολογίασ . Σε 

άρκρο τουσ οι Gadanidis, G., Gadanidis, J., & Schindler, K., (2003), υποςτθρίηουν ότι 

τα Java Applets διευκολφνουν τθ διερεφνθςθ των μακθματικϊν ςχζςεων. Οι ίδιοι 

υποςτθρίηουν μάλιςτα ότι μποροφν να κεωρθκοφν ωσ παιδαγωγικά πρότυπα, 

ευζλικτα και φιλικά ςτθ χριςθ, που επιτρζπουν ςτουσ μακθτζσ να ςυμμετζχουν ςε 

ζρευνεσ για τισ μακθματικζσ ςχζςεισ χωρίσ να χρειάηεται να ξοδευτεί αρκετόσ, 

πολφτιμοσ, χρόνοσ για να μάκουν να χρθςιμοποιοφν το εργαλείο που δθμιουργεί τισ 

διάφορεσ μακθματικζσ αναπαραςτάςεισ, ζτςι οι μακθτζσ εμπλζκονται ςε μια 

ενεργθτικι μάκθςθ, θ οποία εμπεριζχει τθν καταςκευι νοθμάτων μζςα από τισ 

αναπαραςτάςεισ και τθν οπτικοποίθςθ των μακθματικϊν εννοιϊν.  
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Τα καλά ςχεδιαςμζνα προγράμματα προςομοίωςθσ Java Applets μποροφν να 

παρζχουν ςτουσ μακθτζσ ζνα κανάλι για να ςυηθτιςουν τισ μακθματικζσ ζννοιεσ 

μζςα ςε ζνα αλλθλεπιδραςτικό περιβάλλον μάκθςθσ.  

Ο όροσ αλλθλεπίδραςθ χρθςιμοποιείται ςυχνά για να περιγράψει μια 

διαδικαςία κατά τθν οποία το άτομο ζρχεται ςε επαφι με το περιβάλλον του. Θ 

φφςθ και θ ζκταςθ τθσ αλλθλεπίδραςθσ που κα χαρακτθριηόταν ωσ κατάλλθλθ για 

οποιοδιποτε μακθςιακό περιβάλλον ποικίλει, ςφμφωνα με τθ διδακτικι φιλοςοφία 

τθσ φφςθσ του γνωςτικοφ αντικειμζνου, τθν ωριμότθτα των μακθτϊν και το μζςο 

διδαςκαλίασ (Liaw & Huag, 2000, Trentin, 2000, Yacci, 2000, ςτο Μακράκθσ, & 

Στεφάνου, 2001).  

Θ αλλθλεπίδραςθ προςεγγίηεται ωσ μια από τισ πιο ςθμαντικζσ διαδικαςίεσ 

μάκθςθσ και ιδιαίτερα όταν βαςίηεται ςτισ αρχζσ τθσ ενεργθτικισ μάκθςθσ, τθσ 

οικοδόμθςθσ τθσ γνϊςθσ, τθσ ςτοχαςτικισ μάκθςθσ, τθσ αυκεντικισ και 

υποβοθκθτικισ μάκθςθσ (Μακράκθσ, 1998β, ςτο Τςεμαςφφρασ, επιμ.). Στο πλαίςιο 

αυτϊν, οι μακθτζσ δεν εκλαμβάνονται ωσ πακθτικοί δζκτεσ, αλλά ωσ αυτόνομα και 

υπεφκυνα άτομα τα οποία ςυμμετζχουν ενεργά ςτθ διαδικαςία τθσ μάκθςθσ, 

υποβοθκοφμενα από τισ δυνατότθτεσ τθσ αλλθλεπιδραςτικισ υπολογιςτικισ 

τεχνολογίασ. Θ ζννοια τθσ ενεργθτικισ μάκθςθσ προχποκζτει ότι ο μακθτισ κα 

αναπτφξει ζνα ιδιαίτερο είδοσ ψυχολογικισ ςχζςθσ με τθ διαδικαςία και το 

περιεχόμενο (Little, 1991). Θ διευκολυντικι ρυκμιςτικι παρζμβαςθ του 

εκπαιδευτικοφ ςυντελείται ςτο πλαίςιο μιασ ςυνεχοφσ υποςτιριξθσ των 

μακθςιακϊν επιδιϊξεων των μακθτϊν, με ταυτόχρονθ ςταδιακι απόςυρςθ του 

ελζγχου και τθσ υποςτιριξθσ από το ςφςτθμα και τον εκπαιδευτικό. Δθμιουργείται 

με άλλα λόγια μια ςκαλωςιά (scaffolding) θ οποία μπορεί να οδθγιςει ςτακερά τον 

μακθτι ςτθν αυτόνομθ μάκθςθ (Μακράκθσ, & Στεφάνου, 2001).  

Ραράλλθλα θ γραφιςτικι προςζγγιςθ ςτθν αλλθλεπίδραςθ, παίηει 

ςθμαντικό ρόλο ςτα μακθςιακά κίνθτρα και κατά ςυνζπεια ςτθν ζκβαςθ του 

μακθςιακοφ αποτελζςματοσ (Lohr, 2000). Οι μακθτζσ ςυχνά ζλκονται από τθν 

καινοτομία των αλλθλεπιδραςτικϊν πολυμζςων, αλλά εάν τα κίνθτρα δεν 

προεκτείνονται πζρα από το επίπεδο τθσ καινοτομίασ θ ενεργόσ εμπλοκι των 

μακθτϊν δεν παραμζνει για πολφ. Θ διάταξθ τθσ πλθροφορίασ ςτθν οκόνθ και ο 

τρόποσ παρουςίαςθσ επθρεάηουν ςθμαντικά τθν κατεφκυνςθ, τθ διάρκεια και το 
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βακμό προςοχισ του μακθτι. Στο πλαίςιο αυτό το χρϊμα, θ ταχφτθτα, θ κίνθςθ και 

ο ιχοσ, μποροφν να επθρεάςουν τθν αλλθλεπιδραςτικι διαδικαςία (Hannafin, & 

Hooper, 1989).  

Ο Lester υποςτθρίηει ότι: «ενϊ τα φυςικά αντικείμενα γίνονται περιςςότερο 

αφθρθμζνα όταν μοντελοποιοφνται ςε οκόνθ υπολογιςτι, τα μακθματικά 

αντικείμενα, τα οποία είναι από τθ φφςθ τουσ αφθρθμζνα, γίνονται περιςςότερο 

ςυγκεκριμζνα» (Lester, 2000, ς.2 ςτο Gadanidis et al 2003). Με το να οδθγιςουμε 

τουσ μακθτζσ να αναλφςουν τισ εφαρμογζσ με απλά ζωσ ςφνκετα μακθματικά 

μοντζλα, ωκοφνται να παίξουν ενεργά, μακαίνοντασ τισ ςθμαντικζσ ζννοιεσ και να 

αναπτφξουν δεξιότθτεσ, που ενςωματϊνονται μζςα ςτισ διάφορεσ δραςτθριότθτεσ 

των Java Applets (Ρατςιομίτου, Στ., 2006).  

 Πταν  οι μακθτζσ παίηουν με τα interactive applets μποροφν να ζχουν 

πρόςβαςθ ςε νζα επίπεδα γνϊςθσ των μακθματικϊν (Sinclair, 2005). Στοχεφουμε 

λοιπόν να εκμεταλλευτοφμε τθν ανάγκθ του παιδιοφ για παιχνίδι, επιτρζποντασ ς’ 

αυτά να ειςχωριςουν ςτον αφθρθμζνο και τυπικό τρόπο ςκζψθσ (Noss, 2005). Ζτςι 

οι μακθτζσ με τα Java Applets και μζςα από το παιχνίδι και τθν ανάπτυξθ 

ςτρατθγικϊν, ςυνδυάηουν τθ διαςκζδαςθ και τθν εκπαίδευςθ.  

Τα τελευταία χρόνια πολλά εκπαιδευτικά ιδρφματα ςτρζφουν τθν προςοχι 

τουσ ςτθν παραγωγι portals με μακθςιακά εργαλεία τα οποία επιτρζπουν ςτουσ 

εκπαιδευτικοφσ τθν on line χριςθ Applets και άλλων μακθματικϊν υλικϊν που 

παρζχουν μάκθςθ (Muirhead, 2003).  

Ππωσ ιδθ αναφζρκθκε οι υπολογιςτικζσ αναπαραςτάςεισ μποροφν να 

κάνουν τισ αφθρθμζνεσ μακθματικζσ ζννοιεσ χειροπιαςτζσ, αποκαλφπτοντασ τισ 

ιδιότθτεσ που ςχετίηονται με κακθμερινζσ καταςτάςεισ τισ οποίεσ αναπαριςτοφν 

(Vosniadou, 1996). Ειδικά για τισ μακθματικζσ προςομοιϊςεισ, όπωσ είναι τα Java 

Applets, τα μοντζλα γίνονται πιο απτά (Lester, 2000). 

Ο Connell (1998) ιςχυρίηεται ότι όταν θ τεχνολογία χρθςιμοποιείται 

ευκυγραμμιςμζνθ με τθν κονςτρουκτιβιςτικι φιλοςοφία υπάρχει καταφανισ 

βελτίωςθ ςτθ μακθματικι κατανόθςθ και επίδοςθ των μακθτϊν.  

Υπάρχουν ζρευνεσ που μαρτυροφν ότι «θ ςκζψθ μασ είναι βακιά 

καλουπωμζνθ ςε υλικζσ διατάξεισ και κοινωνικοτεχνικζσ ςυλλογζσ» (Levy, 1993, 
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ς.10 ςτο Gadanidis, G., et al, 2003, ς.324). Άρα είναι πικανό καλοςχεδιαςμζνα και 

εφχρθςτα Java Applets που επιτρζπουν τουσ μακθτζσ και τουσ δαςκάλουσ να 

χρθςιμοποιοφν και να εξερευνοφν τισ μακθματικζσ ςχζςεισ, να μποροφν να 

επθρεάςουν αυτό που ο Levy (1993) αναφζρει ωσ γνωςτικι οικολογία του 

μακθςιακοφ περιβάλλοντοσ, που ςθμαίνει ότι οι νζοι τρόποι αναπαράςταςθσ 

μποροφν να αλλάξουν τα μακθματικά που διδάχτθκαν.  

Τα Java Applets ωσ παιδαγωγικά μζςα επθρεάηουν τθ διδαςκαλία των 

μακθματικϊν, μεταφζροντασ τθν εςτίαςι τουσ από τισ ξεκομμζνεσ δεξιότθτεσ ςτθν 

περιοχι τθσ διερεφνθςθσ των ςχζςεων μεταξφ των μακθματικϊν εννοιϊν 

(Gadanidis, 2001).  

Από τθν πειραματικι διδαςκαλία με τθ χριςθ Java Applets του ιςτοχϊρου 

www.illuminations.nctm.org/mathlets, που διενιργθςε θ Ρατςιομίτου (2006), 

προζκυψε ότι οι μακθτζσ με τθν χριςθ προςομοιϊςεων java applets οδθγοφνται 

ςτο να αναλφςουν τισ εφαρμογζσ με απλά ι και ςφνκετα μακθματικά μοντζλα και 

ωκοφνται να «παίξουν» ενεργά μακαίνοντασ τισ ςθμαντικζσ ζννοιεσ και 

αναπτφςςοντασ τισ δεξιότθτεσ που ενςωματϊνονται μζςα ςτισ διάφορεσ 

δραςτθριότθτεσ χειριςμοφ. Τα προγράμματα αυτά υποςτιριξαν τθν ανάπτυξθ 

επικοινωνίασ, παρζχοντασ πολυάρικμεσ ευκαιρίεσ για ςυηθτιςεισ μεταξφ μακθτϊν 

και μεταξφ μακθτϊν και τθσ ερευνιτριασ, προςφζροντασ ζτςι ςτουσ μακθτζσ ζνα 

κανάλι για να ςυηθτιςουν τισ μακθματικζσ ζννοιεσ.  

Σε ςχζςθ με τα ηθτιματα ζνταξθσ των Java Applets ςτο ςχεδιαςμό των 

μακθμάτων των μακθματικϊν, διενιργθςαν ςχετικι ζρευνα οι Gadanidis, G., 

Gadanidis, J., & Schindler, K.,(2003) ςτο University of Western Ontario Canada, με 

ςτόχο τθν ανάδειξθ των παραγόντων εκείνων που επθρεάηουν τθν παιδαγωγικι 

ςκζψθ των εκπαιδευτικϊν όταν ςχεδιάηουν το μάκθμα των μακθματικϊν με τθ 

χριςθ Java Applets, τα οποία πικανόν να εμπλζκουν τουσ μακθτζσ ςτθν διερεφνθςθ 

των μακθματικϊν ςχζςεων. Από τθν ζρευνα αυτι προζκυψαν πζντε βαςικοί 

παράγοντεσ διαμεςολάβθςθσ ςτθν χριςθ των online Applets κατά τον ςχεδιαςμό 

του μακιματοσ των μακθματικϊν. Οι παράγοντεσ αυτοί είναι: οι παιδαγωγικζσ 

αντιλιψεισ των εκπαιδευτικϊν, οι απόψεισ ςχετικά με τον τρόπο διαχείριςθσ τθσ 

τάξθσ, θ εξοικείωςθ των εκπαιδευτικϊν με τθ χριςθ θλεκτρονικϊν υπολογιςτϊν, τα 



115 

 

μακθματικά κζματα και οι μακθματικζσ γνϊςεισ που προςωπικά διακζτει ο κάκε 

εκπαιδευτικόσ.  

Βαςικι κζςθ τθν οποία υποςτθρίηουν οι παραπάνω ερευνθτζσ είναι ότι 

ςφμφωνα με μια κονςτρουκτιβιςτικι κεϊρθςθ (Gadanidis, 1994), υπάρχουν 

τζςςερα επίπεδα μακθματικισ εμπλοκισ των μακθτϊν:  

1. Οι μακθτζσ ωσ πακθτικοί μακθτευόμενοι, εςτιάηουν ςτθν ανάκλθςθ 

μακθματικϊν γεγονότων και απλϊν δεξιοτιτων.  

2. Οι μακθτζσ ωσ πακθτικοί μακθτευόμενοι, εςτιάηουν ςτθν εφαρμογι 

μακθματικϊν κανόνων για να λφςουν κακθμερινά προβλιματα.  

3. Οι μακθτζσ ωσ ενεργοί μακθτευόμενοι, εςτιάηουν ςτισ μακθματικζσ 

ςχζςεισ, διερευνοφν τισ ςχζςεισ μζςω εννοιϊν και πολλαπλϊν 

αναπαραςτάςεων και δοκιμάηουν εικαςίεσ.  

4. Οι μακθτζσ ωσ ενεργοί μακθτευόμενοι, εςτιάηουν ςτισ επεκτάςεισ τθσ 

κατανόθςθσ των μακθτικϊν ςχζςεων ςε νζα πλαίςια ι ςε πιο 

γενικευμζνεσ καταςτάςεισ.  

Κακϊσ μετακινοφμαςτε από το επίπεδο 1 ςτο επίπεδο 4 θ μακθματικι 

επιτιδευςθ και θ εμπλοκι των μακθτϊν με τθ διερεφνθςθ των μακθματικϊν 

ςχζςεων αυξάνουν. Τα μακθματικά μετακινοφνται από τουσ νόμουσ και τουσ 

κανόνεσ ςτισ ςχζςεισ ανάμεςα ςε ζννοιεσ και ςτισ ςχζςεισ, ςτισ γενικεφςεισ, και 

επεκτάςεισ των μακθματικϊν ιδεϊν. Θ εμπλοκι των μακθτϊν μετακινείται από το 

να ακοφν το δάςκαλο ςτο να ανακαλφπτουν και να εφαρμόηουν ςτθν πράξθ τουσ 

κανόνεσ ςε μια ενεργθτικι διερεφνθςθ των μακθματικϊν ςχζςεων.  
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3
ο
  ΚΔΦΑΛΑΗΟ.    ΟΡΗΟ 

 

3.1   Η ιςτορικό εξϋλιξη τησ ϋννοιασ του ορύου 

 

3.1.1  Από το αξύωμα τησ ςυνϋχειασ του Ευδόξου ςτην  ϋννοια 

του ορύου  ακολουθύασ 

Θ εικόνα για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ που ζχουμε ςιμερα ιταν το 

αποτζλεςμα πολλαπλϊν  αναηθτιςεων και αντεγκλιςεων. Θ κρίςθ που προκάλεςε 

θ ανακάλυψθ των αρριτων ενςωματϊκθκε δθμιουργικά ςτο γνωςτικό ςϊμα των 

ερχόμενων γενεϊν ζνεκα των ιδιοφυϊν παρατθριςεων και απόψεων του μεγάλου 

Ζλλθνα μακθματικοφ Ευδόξου(408 – 355 π.Χ.) (Αυγερινόσ & Κιουλάφασ, 2003). 

 Θ Ρυκαγόρεια φιλοςοφία που κεωροφςε ότι το Σφμπαν ιταν δομθμζνο 

κατά ρθτό τρόπο, δζχτθκε πλιγμα με τθν ανακάλυψθ των αρριτων. Πλθ θ 

Ρυκαγόρεια κεωρία των αναλογιϊν και των ομοίων ςχθμάτων είχε μζχρι τότε 

ςτθριχκεί ςτθν υπόκεςθ ότι δφο τυχόντα ευκφγραμμα τμιματα ιταν πάντα 

ςφμμετρα μεγζκθ. Θ κρίςθ ξεπεράςτθκε το 370 π.χ. χάρθ ςτον οριςμό τθσ 

αναλογίασ μεταξφ μεγεκϊν που ζδωςε ο Εφδοξοσ, ο οποίοσ είναι τελείωσ 

ανεξάρτθτοσ αν τα κεωροφμενα μεγζκθ είναι ςφμμετρα ι όχι. Ο οριςμόσ αυτόσ 

είναι ο υπϋαρικμόν 5 ςτο πζμπτο βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδθ και αποτελεί 

κορυφαία ςτιγμι ςτα μακθματικά. Δοςμζνοσ με ςφγχρονο ςυμβολιςμό ζχει ωσ εξισ: 

Αν  α, β, γ, δ είναι τζςςερα τυχόντα μεγζκθ όπου  α, β είναι ομοειδι κακϊσ 

και τα γ, δ είναι επίςθσ ομοειδι, τότε ο λόγοσ  



 ιςοφται με τον λόγο 




 τότε και 

μόνον τότε όταν για μ , ν τυχόντεσ ακεραίουσ  και κετικοφσ είναι : 

    



  



 τότε και μόνο τότε όταν    



  



 

Ο  αμζςωσ προθγοφμενοσ οριςμόσ από τον παραπάνω, είναι ο Οριςμόσ 4 

ςτο V βιβλίο και ζχει βαρφνουςα ςθμαςία. Συγκεκριμζνα αναφζρει ότι  για μεγζκθ 
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ςυγκρίςιμα μεταξφ τουσ δεχόμαςτε ότι το κακζνα από αυτά μπορεί 

πολλαπλαςιαηόμενο να υπερβεί το άλλο. Θ ζννοια αυτοφ του οριςμοφ 

επαναλαμβάνεται με ςαφζςτερο τρόπο ςτο 8ο  κεϊρθμα του 5ου  βιβλίου που λζει 

τα εξισ : «Εάν δοκοφν δφο άνιςα μεγζκθ και θ διαφορά αυτϊν πολλαπλαςιαςτεί με 

ζνα κετικό αρικμό, τότε γίνεται μεγαλφτερθ από οποιοδιποτε μεγάλο μζγεκοσ». 

Το νόθμα αυτοφ του οριςμοφ 4 που αναφζρεται ωσ το αξίωμα τθσ ςυνζχειασ, 

το οποίο όμωσ ςφμφωνα με όςα αναφζρει ο Ε. Σταμάτθσ ςτθν ειςαγωγι του 1ου  

βιβλίου των Στοιχείων του Ευκλείδθ ςτθ ςελίδα 29, διατφπωςε για πρϊτθ φορά ο 

Αναξαγόρασ ςτο ςωηόμενο απόςπαςμα του ζργο «περί φφςεωσ» ωσ εξισ : 

«οφτε γαρ  του ςμικροφ ζςτι το γε ελάχιςτον, αλλ’ ζλαςςον αεί, (το γαρ εάν 

ουκ ζςτι μθ ουκ είναι), αλλά και του μεγάλου ζςτι μείηον», δθλαδι «κατά τθν 

κεϊρθςθ του μικροφ δεν μποροφμε να ιςχυριςτοφμε ότι υπάρχει μικρότατο, αλλά 

πάντοτε μικρότερο, διότι το υπάρχον δεν μπορεί να μθν υπάρχει οςοδιποτε μικρό 

και αν κεωρθκεί. Αλλά και του μεγάλου υπάρχει πάντοτε μεγαλφτερο.» 

Σιμερα το αξίωμα ςυνζχειασ φζρει το όνομα του Αρχιμιδθ και είναι γνωςτό 

ωσ Αρχιμιδεια ιδιότθτα των πραγματικϊν αρικμϊν, ο ίδιοσ  όμωσ ο Αρχιμιδθσ 

αναφζρει ότι ιταν ιδζα του Ευδόξου. Το αξίωμα ςυνζχειασ του Ευδόξου με 

ςφγχρονθ ορολογία γράφεται ωσ εξισ: 

Αν α, β είναι κετικοί (πραγματικοί) αρικμοί τότε υπάρχει φυςικόσ αρικμόσ ν 

τζτοιοσ ϊςτε  ν•α>β. 

Ροια ιταν άραγε θ ςκοπιμότθτα τθσ κζςπιςθσ αυτοφ του οριςμοφ; Ικελε να 

αποφφγει τα απειροςτά ι απλϊσ τον βόλευε ςτθν δόμθςθ τθσ κεωρίασ του; Το 

ςίγουρο πάντωσ είναι ότι θ άρνθςθ τθσ αλικειασ αυτισ τθσ πρόταςθσ μασ οδθγεί 

ςτο λανκαςμζνο ςυμπζραςμα ότι το ςφνολο των φυςικϊν αρικμϊν είναι φραγμζνο. 

Ασ δοφμε τϊρα τθν ιςχυρι ςχζςθ που ζχει το αξίωμα ςυνζχειασ του Ευδόξου 

με τον οριςμό του ορίου μιασ ακολουκίασ (Αυγερινόσ & Κιουλάφασ, 2003): 

 Από τθ ςχζςθ  να>β  ζχουμε ότι  *, ,R a R


 


    . Δθλαδι θ 

πρόταςθ του Ευδόξου διατυπϊνεται ωσ εξισ: για οποιονδιποτε μεγάλο 

πραγματικό αρικμό πάντα υπάρχει φυςικόσ μεγαλφτεροσ. 
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 Αν ορίςουμε τθν ακολουκία   α: ΝR , a   τότε κα λζμε ότι   

0 0lim 0 :v M


   


         

Οπότε οςοδιποτε μεγάλοσ κι αν είναι ο αρικμόσ Μ πάντα υπάρχει 

φυςικόσ αρικμόσ που είναι μεγαλφτεροσ του, δθλαδι ν>Μ από κάποιον  

0  και μετά. 

 Στθ ςχζςθ   να>β  αν αντικαταςτιςουμε το α με  ε  όπου  ε  αυκαίρετοσ 

πραγματικόσ μεγαλφτεροσ του μθδενόσ και το β=1 , τότε θ πρόταςθ του 

Ευδόξου γράφεται : 

0 1            δθλαδι  
1 1

 
 

    και αυτό για 

οποιονδιποτε κετικό πραγματικό αρικμό  ε  οςοδιποτε μικρό. Με άλλα 

λόγια το αξίωμα ςυνζχειασ του Ευδόξου μπορεί να διατυπωκεί ωσ εξισ: 

  Για οςοδιποτε μικρό κετικό πραγματικό αρικμό, υπάρχει 

μικρότεροσ κετικόσ ρθτόσ.   

 Εάν τϊρα κεωριςουμε τθν ακολουκία  
1

: ,R  


   τότε για το 

όριο τθσ ακολουκίασ  αν  κα γράφουμε : 

0 0

1
lim 0 0 :


     


          , δθλαδι από 

κάποιον φυςικό  ν0  και μετά υπάρχουν κετικοί ρθτοί που είναι μικρότεροι 

από οςοδιποτε μικρό κετικό πραγματικό αρικμό ε. 

 

3.1.2   Μϋθοδοσ τησ εξϊντληςησ – Όριο 

Το αξίωμα τθσ ςυνζχειασ του Ευδόξου αποτζλεςε τθν βάςθ για τθν ανάπτυξθ 

του “Ελλθνικοφ Ολοκλθρωτικοφ Λογιςμοφ”. Ο υπολογιςμόσ του εμβαδοφ 

καμπυλόγραμμων ςχθμάτων είχε προςελκφςει το ενδιαφζρον πολλϊν μακθματικϊν 

(Αυγερινόσ & Κιουλάφασ, 2003). 
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Ο ςοφιςτισ Αντιφϊν (425 π.χ.) υπιρξε ζνασ από τουσ παλαιότερουσ 

Ακθναίουσ μακθματικοφσ ο οποίοσ αςχολικθκε με το πρόβλθμα του υπολογιςμοφ 

του εμβαδοφ του κφκλου. Ο Αντιφϊν είχε τθν ιδζα ότι το εμβαδόν του κφκλου 

μπορεί να υπολογιςκεί με τθν εγγραφι ςτον κφκλο κανονικϊν πολυγϊνων, το 

πλικοσ των πλευρϊν των οποίων διαρκϊσ διπλαςιάηεται. 

Θ εγγραφι κανονικοφ πολυγϊνου ςτον κφκλο και ο επϋ άπειρον 

διπλαςιαςμόσ των πλευρϊν του υπιρξε βζβαια θ βαςικι ιδζα, αλλά πζραν τοφτου 

οι μακθματικοί τθσ εποχισ εκείνθσ δεν γνϊριηαν πϊσ να χειριςκοφν περαιτζρω το 

όλο κζμα διότι θ ζννοια του ορίου, τουσ ιταν άγνωςτθ. Ζτςι ο Αντιφϊν ιταν ο 

πρϊτοσ που ζπεςε ςτισ παγίδεσ των ορίων. 

Ο Εφδοξοσ διατφπωςε μια ζμμεςθ μζκοδο για τθν αυςτθρι απόδειξθ 

προτάςεων, που αναφζρονται ςε υπολογιςμοφσ εμβαδϊν ι όγκων. Θ μζκοδόσ του 

κακιερϊκθκε και χρθςιμοποιικθκε τόςο ςτθν Αρχαία Ελλάδα όςο και αργότερα 

όπωσ π.χ. ςτθν Αναγζννθςθ, από μεγάλουσ μακθματικοφσ. 

Θ μζκοδοσ αυτι είναι γνωςτι ςιμερα με τθ φράςθ «θ μζκοδοσ τθσ 

εξάντλθςθσ» με τον ςυγκεκριμζνο όρο να μθν χρθςιμοποιείται από τουσ αρχαίουσ 

ζλλθνεσ, αλλά εμφανίςτθκε για πρϊτθ φορά ςε κείμενο του Gregoire de Saint 

Vincent το 1647 ςφμφωνα με το Dirk J. Struik (1982). 

Θ μζκοδοσ του Ευδόξου περιλαμβάνεται ςτο βιβλίο  Χ των Στοιχείων του 

Ευκλείδθ (πρόταςθ 1) και ζχει ωσ ακολοφκωσ: 

Αν από το μεγαλφτερο, από δφο δοκζντα άνιςα μεγζκθ, αφαιρζςουμε ζνα 

τμιμα μεγαλφτερο από το μιςό του και ςτθ ςυνζχεια αφαιρζςουμε από το υπόλοιπο 

τμιμα μεγαλφτερο από το μιςό του και αυτό ςυνεχίηεται εςαεί, τότε κα προκφψει 

κάποτε ζνα μζγεκοσ μικρότερο από το μικρότερο από τα δφο αρχικϊσ δοκζντα 

μεγζκθ. 

Θ απόδειξθ τθσ μεκόδου ςτθρίηεται ςτο αξίωμα ςυνζχειασ και προκφπτει 

εφαρμόηοντασ τθν εισ άτοπο απαγωγι. Μεταβάλλοντασ τϊρα τισ λζξεισ αλλά 

κρατϊντασ το νόθμα τθσ μεκόδου ςτακερό, μποροφμε να τθν αποδϊςουμε ωσ εξισ 

(Αυγερινόσ & Κιουλάφασ, 2003): 
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Αν από ζνα μζγεκοσ αφαιρζςουμε ζνα τμιμα μεγαλφτερο ι ίςο του μιςοφ 

του και από το υπόλοιπο αφαιρζςουμε πάλι τμιμα μεγαλφτερο ι ίςο του μιςοφ του 

και αν ςυνεχίςουμε αυτι τθ διαδικαςία των αφαιρζςεων, τότε κα καταλιξουμε ςε 

μζγεκοσ μικρότερο από οποιοδιποτε προκακοριςμζνο μζγεκοσ του ίδιου είδουσ.  

Ζςτω λοιπόν ότι ζχουμε δφο άνιςα μεγζκθ α και  ε (ασ είναι α>ε) και από το 

α αφαιρείται μζγεκοσ μεγαλφτερο από το μιςό του, από το υπόλοιπο αφαιρείται 

μζγεκοσ μεγαλφτερο από το μιςό του και αυτι θ διαδικαςία επαναλαμβάνεται 

ςυνεχϊσ, τότε κα μείνει κάποιο μζγεκοσ που είναι μικρότερο από το ε. 

Συμβολίηοντασ με  α1 , α2 , ….. , αν  τα μεγζκθ που κάκε φορά αφαιροφνται 

κατά τθν παραπάνω διαδικαςία και κζςουμε  Sk = α1 + α2 + …. + ακ  με  κ = 1,2,…., ν  

τότε κατά τθν πρϊτθ αφαίρεςθ κα αφαιρεκεί μια ποςότθτα  S1 = α1  και μετά τθν ν – 

οςτι αφαίρεςθ κα ζχει αφαιρεκεί ςυνολικά ποςότθτα  Sν = α1 + α2 + …. + αν . 

Σφμφωνα με τθν αρχι τθσ εξάντλθςθσ κα υπάρχει κάποιο ν για το οποίο θ διαφορά  

α – Sv  κα γίνει μικρότερθ από το  ε  για οποιοδιποτε  ε , οςοδιποτε μικρό. Ζτςι για 

τθν ακολουκία  (Sv)  των μερικϊν ακροιςμάτων, θ μζκοδοσ τθσ εξάντλθςθσ με 

ςθμερινι ορολογία και ςυμβολιςμό διατυπϊνεται ωσ εξισ: 

«Για κάκε  ε>0 κα υπάρχει φυςικόσ αρικμόσ  n0 = n0(ε) ϊςτε για κάκε  n≥n0 

 |Sn – α| < ε ,  με άλλα λόγια  lim n
n

S a


   (Γιαννακοφλιασ, 2006. Θ Λςτορικι 

εξζλιξθ του Απειροςτικοφ Λογιςμοφ). 

Ασ πάρουμε για παράδειγμα ζνα ιςόπλευρο τρίγωνο πλευράσ α. Επειδι κάκε 

διάμεςοσ χωρίηει το τρίγωνο ςε δφο ιςεμβαδικά τρίγωνα, αν ακολουκϊντασ τθ 

μζκοδο του Ευδόξου αφαιροφμε κάκε φορά το ζνα από τα δφο ιςεμβαδικά τρίγωνα, 

κα υπάρξει κάποια ςτιγμι που το εμβαδόν  του εναπομείναντοσ τριγϊνου κα είναι 

μικρότερο από οποιοδιποτε προκακοριςμζνο πραγματικό αρικμό. 
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Το αρχικό εμβαδόν είναι 

2 3

4

a
E  οπότε το εμβαδόν Ε1 που αφαιροφμε κα 

είναι  

2 2

1 3

1 3 3

2 4 2

a a
E       και ομοίωσ  

2 2

2 1 34 5

1 3 3
,

2 2 2

a a
E E E    και 

ςυνεπϊσ μετά από ν επαναλιψεισ τθσ ίδιασ διαδικαςίασ ζχουμε ότι το εμβαδόν που 

αφαιροφμε κα είναι 

2

2

3

2
v v

a
E




.
 Ζτςι μετά από ν διαδοχικζσ αφαιρζςεισ, το 

εναπομείναν τρίγωνο κα ζχει εμβαδόν  

2 2 2 2

1 2 2

3 3 3 3
( ... ) ....

4 8 16 2
v v v

a a a a
E E E E



 
           

  .

 

Δθλαδι 
2

2

1 1 1 1
3 ....

4 8 16 2
 
 



  
      

  
 = …. = 

2

3

3

2


  

Συνεπϊσ το εμβαδόν εν μπορεί να γίνει μικρότερο από οποιοδιποτε 

προκακοριςμζνο μζγεκοσ  ε,  για κάκε φυςικό αρικμό  ν > ν0  με  ν0Ν.  

Ασ το δοφμε τϊρα ςτθ γενικι περίπτωςθ. Ζςτω  Κ ζνα δεδομζνο μζγεκοσ και  

ε  ζνα προκακοριςμζνο μζγεκοσ του ίδιου είδουσ και   λ  ζνασ πραγματικόσ αρικμόσ 

με  
1

1
2

  . Συμβολίηουμε με Κ1 το μζγεκοσ που προκφπτει μετά από τθν 

αφαίρεςθ τουλάχιςτον του μιςοφ του αρχικοφ , δθλαδι  Κ1 = Κ – λΚ = Κ(1-λ) 
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Ομοίωσ  Κ2 =Κ1 –λΚ1 =Κ(1-λ)2  ,  Κ3 =Κ(1-λ)3   και κατά ςυνζπεια  Κν=Κ(1-λ)ν 

Πμωσ     

   
1 1 1

1 0 1 0 1 0 1
2 2 2 2

 

 
   


             

. 

Άρα  ιςχφει για το εναπομείναν μζγεκοσ  ότι  0
2

 


  

.
 

Τότε όμωσ μποροφμε να βροφμε ζναν φυςικό αρικμό  ν0 τζτοιον ϊςτε  Κν < ε, 

 ν>ν0 . Δθλαδι  θ πρόταςθ τθσ «εξάντλθςθσ» είναι ιςοδφναμθ με τθν ςφγχρονθ 

πρόταςθ   lim lim 1 0



 


 
    

.
 

 

3.1.3  Η ϋννοια του Ορύου  ςε λανθϊνουςα μορφό ςτην Αρχαύα 

Ελλϊδα- Η διδακτικό του προςαρμογό  ςτο ςχολεύο 

Θ κατάκτθςθ τθσ ζννοιασ του Ορίου διινυςε ζνα ταξίδι τουλάχιςτον 23 

αιϊνων (6οσ π.χ και 17 μ.χ.) και μζςα από τισ γνωςιολογικζσ ςυγκροφςεισ 

ενςωματϊκθκε δθμιουργικά ςτο ςϊμα των ερχόμενων γενεϊν και απζκτθςε τθ 

ςθμερινι αυςτθρότθτα. 

Θ αρχικι δοξαςία των Ρυκαγορείων ότι το ςφμπαν μποροφςε να περιγραφεί 

πλιρωσ ςτα πλαίςια ρθτϊν ςχζςεων (Αναπολιτάνοσ,1985) τουσ οδιγθςε ςτθν 

ανακάλυψθ των αρριτων κακϊσ προςπακοφςαν να βρουν κοινό μζτρο μεταξφ τθσ 

διαγωνίου και τθσ πλευράσ τετραγϊνου. Ραράλλθλα όμωσ οδθγικθκαν και ςτθν 

εμφάνιςθ των εννοιϊν τθσ ακολουκίασ και του ορίου, χωρίσ όμωσ να το 

ςυνειδθτοποιιςουν. Στθ ςυνζχεια θ απάντθςθ τθσ ςχολισ των Ελεατϊν ςτθ 

πυκαγόρεια κζςθ ότι «κάκε γραμμι ςχθματίηεται από ςθμεία που δεν ζχουν 

διαςτάςεισ» δόκθκε με τα παράδοξα του Ηινωνα όπου και εκεί ςυναντάμε τθν 

ζννοια του Ορίου. (Αυγερινόσ & Κιουλάφασ, 2004) 

Οι Ρυκαγόρειοι είχαν ωσ βάςθ τθν κεϊρθςθ ότι δφο οποιαδιποτε 

ευκφγραμμα τμιματα ιταν ςφμμετρα, δθλαδι είχαν μια κοινι  μονάδα μζτρθςθσ. 
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Δθλαδι δοκζντων δφο ευκφγραμμων τμθμάτων ΑΒ και  ΜΝ  με ΑΒ>ΜΝ μποροφμε 

να βροφμε το κοινό τουσ μζτρο με τθν εξισ διαδικαςία: πάνω ςτο ΑΒ παίρνουμε 

ςθμεία Γ , Δ, Ε  τζτοια ϊςτε  ΑΓ=ΓΔ=ΔΕ=ΜΝ. 

 

 

 

 

 

Αν μικοσ ΕΒ=0, τότε το κοινό τουσ μζτρο είναι το ΜΝ. Διαφορετικά 

επαναλαμβάνουμε τθν ίδια διαδικαςία για τα τμιματα ΜΝ , ΕΒ. Αν είναι μικοσ ΘΝ 

0 επαναλαμβάνουμε τθν ίδια διαδικαςία για τα τμιματα ΕΒ , ΘΝ. Οι Ρυκαγόρειοι 

είχαν τθν αντίλθψθ ότι  μετά από ζναν αρικμό βθμάτων κα κατζλθγαν ςε ζνα 

ευκφγραμμο τμιμα ενδεχομζνωσ αρκετά μικρό, τζτοιο όμωσ ϊςτε το μικοσ του να 

είναι το κοινό μζτρο των δφο τμθμάτων ΑΒ , ΜΝ. 

Αν όμωσ θ παραπάνω μζκοδοσ εφαρμοςκεί για τθν διαγϊνιο και τθν πλευρά 

ενόσ πενταγϊνου ι για τθν διαγϊνιο και τθν πλευρά ενόσ τετραγϊνου, το μικοσ του 

εναπομείναντοσ τμιματοσ είναι πάντα διάφορο του μθδενόσ οςοδιποτε μεγάλοσ κι 

αν είναι ο αρικμόσ των βθμάτων. Θ διαπίςτωςθ αυτι ζγινε θ αιτία για τθν 

ανακάλυψθ των αρριτων. 

Θ διαδικαςία που ακολοφκθςαν οι Ρυκαγόρειοι για τον υπολογιςμό του 2  

περιλαμβάνεται ςε όςα αναφζρει ο Κζων ο Σμυρναίοσ (2οσ μ.Χ. αιϊνασ) και 

αργότερα ο Ρρόκλοσ (5οσ μ.Χ. αιϊνασ) για τουσ πλευρικοφσ και διαμετρικοφσ 

αρικμοφσ. H διαδικαςία είναι θ εξισ: 

Καταςκευάηουμε ςυνεχόμενα τετράγωνα ζτςι ϊςτε θ πλευρά του επομζνου 

να ιςοφται με το άκροιςμα τθσ πλευράσ και τθσ διαγωνίου του προθγουμζνου. Οι 

αρικμοί που παριςτάνουν τα μικθ των πλευρϊν ονομάηονται πλευρικοί αρικμοί ( ia

) και οι αρικμοί που παριςτάνουν τα μικθ των διαγωνίων ονομάηονται διαμετρικοί 

αρικμοί ( i ). Οι κφκλοι ςτο ςχιμα και τα διαφορετικά χρϊματα αποδεικνφουν ότι 

 

Α Β M N

M N
E B

E B
H N

ΓΓ Δ

Ε Ζ

Θ
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είναι δυνατι θ καταςκευι τθσ ακολουκίασ των αρχικϊν τετραγϊνων με αυτι τθν 

αρχικι ςυνκικθ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για τον προςδιοριςμό του μικουσ τθσ διαγωνίου ενόσ τετραγϊνου του 

παραπάνω ςχιματοσ ενεργοφμε ωσ εξισ: ζςτω ότι κζλουμε να υπολογίςουμε τθν 

διαγϊνιο  δ3 του τετραγϊνου  ΕΚΛΚ. Φζρνουμε τθν προζκταςθ τθσ ΒΗ που τζμνει τθν 

ΚΛ ςτο Μ. Το  ΒΕΛΜ είναι παραλλθλόγραμμο και ςυνεπϊσ  δ3 = ΕΛ = ΒΜ. Τα 

ορκογϊνια τρίγωνα ΗΚΜ , ΗΕΒ είναι όμοια οπότε  
2

2 2

2 1 1 1 1

x
x

 

    
  

 
. Πμωσ   

δ2
2 = 2(α1 + δ1)2  άρα  

2

1 1
1 1 2

1 1

2( )
2( ) 2x

 
  

 


   


  

Συνεπϊσ   δ3 = 2α2 + δ2 και γενικότερα   δν+1 = 2αν  + δν . 

Επειδι είναι δυνατι θ καταςκευι ενόσ αρχικοφ τετραγϊνου με α = δ = 1 

τετράγωνο με απειροςτό μζγεκοσ (Σταμάτθσ, 1975) μποροφμε να προςδιορίςουμε 

πλευρικοφσ και διαμετρικοφσ αρικμοφσ εφϋ όςον γνωρίηουμε ότι  αν+1 = αν + δν  και  

δν+1 = 2αν  + δν . 

 

α1

δ1

α2

δ2

α3

δ3

χ

δ1

α2 δ2Ν1 Ν

Μ

Θ

ΗΚ

E

ΕΖ

A B

Γ Γ
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ν αν δν λ2ν+1 = δ2ν+1/α2ν+1 λ2ν = δ2ν/α2ν 
1 1 1 1  

2 2 3  1,5 

3 5 7 1,4  
4 12 17  1,41666666666667 

5 29 41 1,41379310344828  

6 70 99  1,414285711428571 

7 169 239 1,41420118343195  
8 408 577  1,41421568627451 

9 985 1393 1,41421319796954  

10 2378 3363  1,4142211362489487 

11 5741 8119 1,41421355164605  
12 13860 19601  1,41421356421356 

13 33461 47321 1,41421356205732  

14 80782 114243  1,41421356242727 

15 195025 275807 1,41421356236380  
16 470832 665857  1,41421356237469 

17 1136689 1607521 1,41421356237282  

18 2744210 3880899  1,41421356237314 
 

Μποροφμε λοιπόν να ορίςουμε δφο ακολουκίεσ τθν   λ2ν+1  τθσ οποίασ οι 

όροι βαίνουν αυξανόμενοι και τθν λ2ν τθσ οποίασ οι όροι ςυνεχϊσ μικραίνουν. 

Συγκρίνοντασ τουσ όρουσ των ακολουκιϊν αυτϊν με τον αρικμό  2

=1,41421356237309.. ςυμπεραίνουμε ότι  

1 3 5 2 1 2 6 4 2.... 2 .....                   .   Ο αρικμόσ  2  είναι το 

κοινό όριο των δφο ακολουκιϊν κακϊσ το  ν  τείνει ςτο άπειρο κι αυτό γιατί από τα 

δεδομζνα του προθγοφμενου πίνακα ζχουμε : |λ2ν+1 - 2 | < 2,7 •10-13  και   

|λ2ν - 2 | < 0,5 •10-13   ν>9 

Δθλαδι   ε>0 ,  ν0  Ν :    ν > ν0  |λ2ν - 2 |< ε 

Ομοίωσ   ε>0 ,  ν1  Ν :    ν > ν1  |λ2ν+1 - 2 |< ε 

Δθλαδι  
2 1 2lim lim 2 

 
 

 
   (με ςφγχρονθ ορολογία) 
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3.1.4   Παρϊδοξα του Ζόνωνα – Όρια  

Θ γενικι αντίλθψθ των Ρυκαγορείων ότι κάκε μζγεκοσ μπορεί να 

ςχθματιςκεί από άπειρο πλικοσ άλλων μεγεκϊν, αντιμετϊπιςε ιςχυρι κριτικι από 

τον Ραρμενίδθ (515 – 440 π.Χ.) αρχθγό τθσ Ελεατικισ Σχολισ ο οποίοσ πίςτευε ότι 

κάκε μζγεκοσ είναι μια μοναδικι οντότθτα και δεν μπορεί να διαιρεκεί ςε άλλα 

μικρότερα μεγζκθ (C. Boyer – U. Merzbah, 1997). 

Ο Ηινων ο Ελεάτθσ (495 – 435) μακθτισ του Ραρμενίδθ διατφπωςε τθσ εξισ 

αντίρρθςθ ςτθν άποψθ των Ρυκαγορείων. Αν ζνα ευκφγραμμο τμιμα μπορεί να 

διαιρεκεί ςε άπειρο πλικοσ ςθμείων, τότε : 

Ι κάκε ςθμείο κα ζχει ςυγκεκριμζνο μικοσ οπότε το ευκφγραμμο τμιμα κα 

ζχει άπειρο μικοσ αφοφ κα ςχθματίηεται από άπειρα ςθμεία 

Ι κάκε ςθμείο δεν κα ζχει μικοσ οπότε το ευκφγραμμο τμιμα δεν κα ζχει 

μικοσ (Dirk J. Struik, 1982). 

Για να ενιςχφςει τθν άποψι του ότι κάκε ποςότθτα είναι αδιαίρετθ, ο Ηινων 

διατφπωςε προτάςεισ, παράδοξα που εκ πρϊτθσ όψεωσ φαίνονται παράλογεσ αλλά 

ςτθν πραγματικότθτα είναι κεμελιωμζνεσ ςε ςοβαρά επιχειριματα. Τα παράδοξα 

του Ηινωνα ζφταςαν ςε εμάσ από τον Αριςτοτζλθ («Φυςικά» τόμοσ VI, 294b)και 

είναι γνωςτά με τισ ονομαςίεσ Αχιλλζασ , Βζλοσ , Διχοτομίασ , Στάδιο. Ο Ηινωνασ 

κατόρκωςε με τα παράδοξά του να αγγίξει τθν ουςία του Απειροςτικοφ Λογιςμοφ, 

κακϊσ τα παράδοξά του αναφζρονται ςτισ ζννοιεσ του απείρου, του ορίου, τθσ 

ςυνζχειασ και τθσ παραγϊγου. 

Το παράδοξο τθσ Διχοτομίασ εμπεριζχει τθν ζννοια του ορίου με τθν 

αυςτθρι του φορμαλιςτικι μορφι, όπωσ τθ γνωρίηουμε ςιμερα. Μεταφράηοντασ 

τθν διχοτομία ςτθ ςφγχρονθ γλϊςςα, ζχουμε: 

Ζςτω ότι κα κατευκυνκοφμε από το Α ςτο Β βαδίηοντασ πάνω ςε μια ευκεία 

γραμμι που τα ςυνδζει. Για να φτάςουμε ςτο Β πρζπει πρϊτα να διαςχίςουμε το 

μιςό τθσ απόςταςθσ ΑΒ , το ΑΒ1. Για να φτάςουμε ςτο Β1 πρζπει να φτάςουμε ςτο 

Β2 , μζςον του ΑΒ1 . Αυτό ςυνεχίηεται ατζρμονα.  
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Αντιςτρζφοντασ τϊρα τθν πορεία αλλά κρατϊντασ το νόθμα τθσ πρόταςθσ 

μποροφμε να τθν αποδϊςουμε ωσ εξισ: είναι δυνατόν να φτάςουμε από το Α ςτο Β 

διανφοντασ κάκε φορά τθ μιςι από τθν απόςταςθ που απομζνει;  

 

 Ασ υποκζςουμε ότι  ΑΒ = α  και ότι με τθ φράςθ  «1ο βιμα» εννοοφμε τθν 

απόςταςθ ΑΒ1 ,  «κ – βιμα» τθν απόςταςθ  ΑΒ1 + Β1Β2 + ….+ΒΚ-1ΒΚ , τότε θ απόςταςθ 

που κα διανφςουμε μετά από  n – βιματα κα είναι 2
....

2 2 2n

a a a
    δθλαδι 

μπορεί να οριςκεί μια ςυνάρτθςθ f με πεδίο οριςμοφ το Ν* και ςφνολο τιμϊν το R, 

ζτςι ϊςτε  f(n) να είναι θ απόςταςθ που ζχει διανυκεί μετά από  n – βιματα . 

Ορίηουμε λοιπόν τθν  f:NR  με  

f(n) = 2 2

1
1

1 1 1 12
.... ... 1

12 2 2 2 2 2 2 2
1

2

n

n n n

a a a a
a a

 
 

                 
   

. 

Συνεπϊσ  ( )
2n

a
f n a   δθλαδι όςα βιματα και να κάνουμε πάντα κα 

υπάρχει κεωρθτικά ζςτω και μια μικρι , ελάχιςτθ απόςταςθ από το άκρο Β. Οπότε 

το ερϊτθμα που τίκεται είναι πόςο κοντά μποροφμε να φτάςουμε ςτο ςθμείο Β. 

Ρροσ τοφτο ασ πάρουμε ζνα ςθμείο Μ πολφ κοντά ςτο Β ζτςι ϊςτε θ 

απόςταςθ d(M , B) = ε > 0 όπου  ε   ζνασ οποιοςδιποτε μικρόσ κετικόσ αρικμόσ. 

 

 

Θ απόςταςθ  ΑΜ  κα είναι   d(A , M) = α – ε . Οπότε θ πρόταςθ «πόςο κοντά 

μποροφμε να φτάςουμε ςτο Β» μεταφράηεται ςτθν φπαρξθ ενόσ φυςικοφ αρικμοφ  

n  τζτοιου ϊςτε  f(n) > α – ε ,   ε > 0. Δθλαδι  

 
B2B1A BM
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ln ln

( ) 2 ln 2 ln
2 ln2

n n

n

a a a
f n a a n

 
  

 

 
            

 

οπότε  αν  0

ln ln

ln 2

a
n

 
  
 

 τότε    n N ,  n > n0  ζχουμε ότι  f(n) > α – ε . 

Συνεπϊσ για  κάκε  n > n0  οι τιμζσ  f(n)  άπειρεσ το πλικοσ βρίςκονται ςτο 

διάςτθμα  (α – ε , α) δθλαδι δεξιά του Μ και αριςτερά του Β. 

Συμπεραςματικά, για να απζχει το Μ απόςταςθ ε, οςοδιποτε μικρι από το 

Β, οφείλει το  n  να παίρνει πολφ μεγάλεσ τιμζσ. Κα λζγαμε λοιπόν ότι το  n  οφείλει 

να βρίςκεται ςτθν περιοχι του απείρου. 

Αναδιατυπϊνοντασ τα παραπάνω με  ςφγχρονο και  πρακτικό τρόπο,  

υποκζτουμε ότι d(A , B) =1000m  και ηθτάμε θ απόςταςθ από το τζλοσ τθσ 

διαδρομισ, δθλαδι το Β, να είναι μικρότερθ από  5mm. Τότε το n0  λόγω των 

παραπάνω κα είναι 
0

ln1000000 ln5
17

ln 2
n

 
  
 

 οπότε για  n = 18 ζχουμε : 

     
18

1
(18) 1000000 1 999996,185302734

2
f

 
   

 
> 1000000 – 5 =999995.  

Ο παρακάτω πίνακασ δείχνει τθν απόςταςθ ςε  mm που ζχουμε διανφςει και 

ςυγχρόνωσ  τθν απόςταςθ ςε mm που ζχουμε να διανφςουμε από τθ κζςθ που 

βριςκόμαςτε μζχρι το τζλοσ. 

Από τον παρακάτω πίνακα είναι φανερό ότι για  n = 30,  το  ε < 1 (μικρό). Για  

n = 30 δθλαδι, θ απόςταςι μασ από το Β είναι μικρότερθ από το  ζνα χιλιοςτό του 

χιλιοςτοφ του μζτρου. Από τα προθγοφμενα είναι φανερό ότι μποροφμε να 

πλθςιάςουμε ςτο Β όςο κοντά κζλουμε, όταν το n είναι ςτθν περιοχι του απείρου. 

 

n Απόςταςθ από τθν αρχι Α 
ςε mm 

Απόςταςθ από το τζλοσ Β  ςε mm 

1 500000 500000 

2 750000 250000 

3 875000 125000 
4 937500 62500 

5 968750 31250 

6 984375 15625 
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7 992187 7812,5 
8 996093,75 3906,25 

9 998046,875 1953,125 

10 999023,4375 976,5625 
11 999511,71875 488,28125 

12 999755,859375 244,140625 

13 999877,9296875 122,0703125 

14 999938,96484375 61,03515625 
15 999969,482421875 30,5175781250 

16 999984,7412109370 15,2587890625 

17 999992,3706054690 7,6293945313 

18 999996,1853027340 2,8146972656 
…. …………………………………………… ………………………………. 

30 999999,9990686770 0,0009313226 

 

Κάνοντασ χριςθ του Excel για τα δεδομζνα του προθγοφμενου πίνακα, το 

αποτζλεςμα υπογραμμίηεται ιςχυρότερα  από το παρακάτω γράφθμα. 

 

Εναλλακτικά, μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε το Modellus, όπου με το 

παράκυρο μεγζκυνςθσ τονίηουμε περιςςότερο τθν οριακι διαδικαςία. 
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3.1.5  Τα όρια  ςτη νεώτερη εποχό  

Τα όρια των ςυναρτιςεων ζχουν αναπτυχκεί κατά τθ διάρκεια πολλϊν 

αιϊνων για να φκάςουν  ςτο τρζχον επίπεδο τθσ αυςτθρότθτασ (Katz, 1998). Ρολλοί 

μακθματικοί είχαν αςχολθκεί με τθν ιδζα του ορίου για διάφορουσ λόγουσ.   

Για πολλοφσ αιϊνεσ, οι ςκζψεισ και ιδζεσ  γφρω από το όριο μπερδεφονταν 

με αςαφείσ και μερικζσ φορζσ φιλοςοφικζσ ιδζεσ του απείρου. Θ ιδζα του ορίου 
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επίςθσ ςυγχζονταν με  υποκειμενικζσ, αόριςτεσ, γεωμετρικζσ διαιςκιςεισ (The 

History of Limits, δικτυακόσ τόποσ: 

http://occawlonline.pearsoned.com/bookbind/pubboks/thomas_awl/chapte

r1/medialib/cu). 

O Cornu (1991) υποςτθρίηει ότι θ ιδζα ενόσ ορίου παρουςιάςτθκε όταν 

απαιτικθκε θ λφςθ τριϊν ειδϊν δυςκολιϊν: 

 Γεωμετρικά προβλιματα, όπωσ υπολογιςμοί εμβαδϊν περιοχϊν, 

«εξάντλθςθ» και μελζτθ τθσ φφςθσ των γεωμετρικϊν μθκϊν 

 Το πρόβλθμα του ακροίςματοσ  και  ςφγκλιςθσ μιασ ςειράσ 

 Τα προβλιματα  διαφοριςιμότθτασ (differenciation) που προζρχονται από 

τθ ςχζςθ ανάμεςα ςε δφο ποςότθτεσ που ςυγχρόνωσ τείνουν προσ το 

μθδζν. 

Θ ιςτορικι εξζλιξθ των ορίων  δείχνει κάποια κρίςιμα ςθμεία - για 

παράδειγμα, το κζμα τθσ αυςτθρότθτασ, τθν οποία οι μακθτζσ πρζπει να 

αντιμετωπίςουν κακϊσ μακαίνουν μακθματικά. Θ ςφγκριςθ του εννοιολογικοφ 

επιπζδου των μακθτϊν με τθν ιςτορικι εξζλιξθ των μακθματικϊν μπορεί να ζχει 

πολλζσ κεωρθτικζσ και μεκοδολογικζσ περιπλοκζσ, δεδομζνου ότι θ ιςτορία και θ 

ψυχολογία είναι δφο διαφορετικά πεδία (Furinghetti & Radford, 2002). Οι 

μακθματικζσ ζννοιεσ  ζχουν  αλλάξει με τα χρόνια, και αυτό ςθμαίνει διαφορετικά 

πράγματα ςε διαφορετικοφσ πολιτιςμοφσ (Grugnetti & Rogers, 2000), γεγονόσ που 

περιπλζκει περαιτζρω τισ ςυγκρίςεισ. Θ ςφγκριςθ μπορεί, παρά τισ πικανζσ 

επιπλοκζσ, να είναι χριςιμθ και κατατοπιςτικι - για παράδειγμα, ςτθν εξεφρεςθ 

μεκόδων κριτικισ μάκθςθσ. Θ γνϊςθ τθσ  ιςτορικισ εξζλιξθσ  μπορεί, επίςθσ, 

ςφμφωνα με τουσ  Bartolini Bussi και Sierpinska (2000), κακϊσ  και τουσ Grugnetti 

και Rogers (2000) να υποςτθρίξει, να εμπνεφςει τουσ μακθτζσ να μάκουν 

μακθματικά. 

Θ χριςθ των ορίων των ςυναρτιςεων δεν απαιτοφςε τθν γνϊςθ του 

αυςτθροφ  επίςθμου οριςμοφ , με τθ ςφγχρονθ ζννοια του όρου, από τθν αρχι τθσ 

δθμιουργίασ τουσ. Αρχικά, υπιρξε μια ζμμεςθ ειςαγωγι τουσ. Ζνα παράδειγμα από 

τον  4ο π.Χ. δόκθκε από τον Λπποκράτθ το Χίο, (αναφορά Εφδθμου) ο οποίοσ 
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απζδειξε ότι, αν  Α1 , Α2 , d1 , d2 , είναι τα εμβαδά  και οι διάμετροι  δφο κφκλων , 

τότε ιςχφει  
2

1 1
2

2 2

A d
A d

  (Edwards, 1979). Ράντωσ ςτο βιβλίο XII των Στοιχείων 

υπάρχει θ ςχετικι πρόταςθ θ οποία όμωσ αποδίδεται ςτον Εφδοξο. Θ απόδειξθ εκεί 

είναι με τθν μζκοδο τθσ εξάντλθςθσ. Σφμφωνα με τον Edwards, πικανϊσ  ςτθν 

οριακι διαδικαςία κατά τθν απόδειξθ του Λπποκράτθ, να υπειςζρχονται τα 

απειροςτά ςαν κάποιεσ ποςότθτεσ που μπορεί να  απορρίψει ωσ μθδζν, ακόμθ και 

αν δεν είχε ζνα αρκετά αυςτθρό πλαίςιο τθσ ζννοιασ του ορίου για να περιγράψει 

τα απειροςτά. Αυτό το είδοσ τθσ γεωμετρικισ χριςθσ των ορίων δεν προκαλεί 

προβλιματα με τθν ζμμεςθ ζννοια των ορίων.  Ο Αρχιμιδθσ εργάςτθκε με τα 

κεμζλια τθσ Ανάλυςθσ, αλλά δεν είχε κεςπίςει όρια λόγω του φόβου του για το 

άπειρο (Edwards, 1979). Αντ 'αυτοφ, χρθςιμοποίθςε μια μζκοδο παρόμοια με αυτι 

του Λπποκράτθ- για παράδειγμα, ςυμπλθρϊνοντασ μια ςφαίρα με επαρκι αρικμό  

πυραμίδων με φψοσ ίςο με τθν ακτίνα τθσ ςφαίρασ. (Thiele, 2003). Αυτόσ ο τρόποσ 

απόδειξθσ γεωμετρικϊν ιδιοτιτων ιταν θ αρχι των αδιαιρζτων.  

Τον 17ο αιϊνα, ο Cavalieri ιταν επίςθσ απρόκυμοσ  να χρθςιμοποιιςει τα 

όρια (Edwards, 1979). Νόμιηε ότι θ αυςτθρότθτα ιταν ζνα φιλοςοφικό ηιτθμα. Ο 

Cavalieri ειςιγαγε τθν ζννοια των αδιαιρζτων το 1635 (van Maanen, 2003), αλλά 

δεν εξιγθςε τι εννοοφςε με αυτά (Boyer, 1949). Συνικιηε να χρθςιμοποιεί 

απειροελάχιςτουσ  όγκουσ  ι εμβαδά  (και τα κάλεςε αδιαίρετα) για να δείξει ότι 

δφο γεωμετρικά αντικείμενα ζχουν το ίδιο μζγεκοσ. Ζκρυψε ςτθν ουςία τθν ζννοια 

του ορίου ςτουσ υπολογιςμοφσ του και δεν μπόρεςε να τθν αντιμετωπίςει  

(Edwards, 1979). 

Ο  Fermat, όπωσ ο Λπποκράτθσ, κεωρεί  τα απειροςτά  πολφ κοντά ςτο μθδζν 

ςτο ζργο του με τα προβλιματα μεγίςτου – ελαχίςτου. (Edwards, 1979). 

Δθμιοφργθςε για πρϊτθ φορά ψευδοιςότθτα όπου προςτίκεται ζνα e ζτςι ϊςτε f (x 

+ e) f (x). Στθ ςυνζχεια διαιρεί  με το e  και τελικά διαγράφει το  e. Χρθςιμοποιεί 

για παράδειγμα ,τθν ςυνάρτθςθ  f(x)=x(b-x) και από τθν  f (x + ε) f (x) καταλιγει ότι  

x=b/2. 
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O Fermat δίνει μερικζσ μόνο εξθγιςεισ για τθ λογικι αυτισ τθσ μεκόδου του, 

ζτςι ϊςτε οι ερευνθτζσ του ςιμερα να μθν  είναι βζβαιοι για τισ προκζςεισ του. Εδϊ 

λείπουν κάποιεσ εξθγιςεισ που κα μποροφςαν να είχαν εκφράςει κάτι άλλο, και 

αυτό είναι ζνα παράδειγμα των προβλθμάτων που περιγράφουν μια ιςτορικι 

εξζλιξθ. 

Ο όροσ όριο με τθ μοντζρνα ζννοια-εκδοχι είναι προϊόν του Διαφωτιςμοφ 

ςτθν Ευρϊπθ ςτα τζλθ του 18ου και ςτισ αρχζσ του 19ου αιϊνα. Αναπτφχκθκε ωσ 

μζςο για να μπει ο  Διαφορικόσ και Ολοκλθρωτικόσ Λογιςμόσ  ςε μια αυςτθρι βάςθ. 

Μζχρι ςιμερα, υπάρχουν μόνο ςπάνιεσ περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ θ ζννοια όριο 

χρθςιμοποιικθκε ςωςτά και αυςτθρά (χωρίσ παρζκκλιςθ). Ο ςφγχρονοσ οριςμόσ 

είναι  ο νεότεροσ από 150 χρόνων. Θ ζννοια του ορίου παραμζνει μια από τισ πιο 

ςπουδαίεσ (και μερικζσ φορζσ πιο δφςκολεσ) ζννοιεσ προσ κατανόθςθ  για τουσ 

μακθτζσ /φοιτθτζσ των μακθματικϊν . 

Αρχικά όταν οι Newton και Leibniz ανζπτυςςαν τθν Ανάλυςθ, θ δουλειά τουσ 

ςτθριηόταν ςτθν ιδζα αναλογιϊν (λόγων) και γινομζνων αυκαίρετα μικρϊν 

ποςοτιτων ι αρικμϊν. Ο Newton  τα ονόμαςε  fluxions (ροζσ) και ο Leibniz 

αναφζρεται ςε αυτά ωσ διαφορικά. Αυτζσ οι ιδζεσ χτίςτθκαν πάνω ςτθ δουλειά των 

Descartes ,Fermat και Wallis  οι οποίοι είχαν ςτισ εργαςίεσ τουσ  τθν ανάγκθ για 

κάποια ζννοια του «απείρωσ μικροφ». 

(The Platonic Realms, διακζςιμο ςτο δικτυακό τόπο: 

http://www.mathacademy.com/platonic_realms/encyclopedia/encyhome.html).  

H ρίηα αυτϊν των ηθτθμάτων κζτει το εξισ ερϊτθμα: «Ρόςο κοντά μποροφν 

να είναι δφο αρικμοί χωρίσ να είναι ο ίδιοσ αρικμόσ; ». Mία άλλθ ερϊτθςθ είναι: 

«Ρόςο μικρόσ μπορεί να είναι ζνασ αρικμόσ χωρίσ να είναι μθδζν;». H 

αποτελεςματικι απάντθςθ που δόκθκε από τον Newton και άλλουσ ιταν ότι 

υπάρχουν infinitesimals (υπερβολικά μικρζσ ποςότθτεσ). Αυτά κεωροφνται κετικζσ 

ποςότθτεσ μικρότερεσ από οποιονδιποτε  μθ μθδενικό πραγματικό αρικμό. 

Μια τζτοια ιδζα φαινόταν απαραίτθτθ , επειδι o διαφορικόσ λογιςμόσ 

(differential calculus) ςτθριηόταν ςθμαντικά ςτθ μελζτθ των αναλογίων (ratios), των 
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οποίων και τα δφο terms (μζρθ μιασ εξίςωςθσ) εξαφανίηονταν ςυγχρόνωσ προσ το 

μθδζν. 

Οι Leibniz και Newton είχαν αςχολθκεί  με τα κεμζλια τθσ Ανάλυςθσ με  

διαφορετικοφσ τρόπουσ κατά τθ διάρκεια 20 ετϊν περίπου από το 1660 

(Guicciardini, 2003). Και οι  δφο  χρθςιμοποίθςαν μια διαιςκθτικι, γεωμετρικι, 

ςυνεχι ανάπτυξθ των ορίων. Και οι δφο πίςτευαν ότι απειροςτά ςτθν 

πραγματικότθτα δεν υπάρχουν, αλλά τα χρθςιμοποιοφςαν ωσ ςφμβολα ςτισ 

αποδείξεισ. Κεωροφςαν ωσ απειροςτά τισ ποςότθτεσ που είχαν τθν ιδιότθτα  να 

τείνουν ςτο μθδζν. Ραρά αυτζσ τισ ομοιότθτεσ ςτθ δουλειά τουσ, υπιρχαν 

οριςμζνεσ διαφορζσ ςτισ προςεγγίςεισ τουσ για τα όρια. Ο Leibniz δεν είχε κανζνα 

πρόβλθμα να αποδεχκεί τα απειροςτά, ζςτω και αν αυτά δεν κεωροφνταν 

πραγματικά ότι υπάρχουν. Σκζφτθκε τα  Πρια  ωσ  κεμζλια τθσ Ανάλυςθσ και ζμεινε 

με τθν πεποίκθςθ ότι τα όρια κάνουν δυνατι τθν δθμιουργία τθσ κεωρθτικισ 

Ανάλυςθσ (Guicciardini, 2003). O Leibniz αντιλιφκθκε ότι ο κακοριςμόσ τθσ 

εφαπτομζνθσ ςε ζνα ςθμείο μιασ καμπφλθσ εξαρτάται από το λόγο των διαφορϊν 

τθσ ςυνάρτθςθσ και τθσ μεταβλθτισ, κακϊσ οι διαφορζσ αυτζσ γίνονται απείρωσ 

μικρζσ. Ορίηοντασ τθν εφαπτομζνθ ωσ τθν ευκεία που ςυνδζει δφο διαδοχικά 

ςθμεία τθσ καμπφλθσ τα οποία απζχουν μεταξφ τουσ απείρωσ μικρι ποςότθτα, με 

τθν ζννοια ότι θ διαφορά dx είναι απείρωσ μικρι. Ζτςι κεϊρθςε ωσ βαςικι ζννοια 

το διαφορικό, το οποίο όριςε ωσ εξισ: 

Το διαφορικό dy  τθσ τεταγμζνθσ  y  ενόσ ςθμείου  είναι μια ποςότθτα θ 

οποία ζχει λόγο προσ τθ διαφορά dx τθσ τετμθμζνθσ x  του , ίςο με το λόγο τθσ y 

προσ τθν υποεφαπτομζνθ τθσ καμπφλθσ ςτο , κάτι που με ςφγχρονο ςυμβολιςμό 

μεταφράηεται ωσ εξισ:   
 

0

( )
lim
dx

f x dx f xdy

dx dx

 
 . Εδϊ βζβαια υπάρχουν 

αντιφάςεισ: από τθ μια μεριά το 
dy

dx
 είναι ο λόγοσ των απειροςτϊν μεταβολϊν  dx 

και dy των μεταβλθτϊν x , y αντίςτοιχα, από τθν άλλθ το  
dy

dx
 αντιπροςωπεφει το 

όριο του λόγου  
y

x




 κακϊσ  Δx 0. 
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Ο Newton εργάςτθκε με τα όρια των λόγων γεωμετρικϊν μεγεκϊν. 

Δθμιοφργθςε  μια κεωρία  ςτθν  οποία προςπάκθςε να απορρίψει τα απειροςτά 

(Guicciardini, 2003). Διλωςε τον  εξισ οριςμό ςτο ζργο του  Principia : «Οι 

ποςότθτεσ και οι λόγοι των ποςοτιτων, οι οποίοι  ςε κάκε πεπεραςμζνο χρόνο 

ςυγκλίνουν ςυνεχϊσ ςτθν ιςότθτα, και πριν από τθ λιξθ αυτοφ του χρόνου, 

προςεγγίηουν πιο κοντά θ μία ςτθν άλλθ ϊςτε θ διαφορά τουσ να γίνεται 

οςοδιποτε μικρι, γίνονται τελικά ίςοι» ( Edwards, 1979, ς. 225).  

Ο Newton  χρθςιμοποιοφςε τα απειροςτά ςτθν Principia με ζναν τρόπο που 

ιταν παρεξθγθμζνοσ από άλλουσ μακθματικοφσ. Συνικιηε να χρθςιμοποιεί τισ 

λζξεισ πρωταρχικόσ και τελικόσ λόγοσ και εφιμερθ ποςότθτα ςτθν παρουςίαςι του, 

χωρίσ να κακορίηει  τι εννοοφςε με αυτοφσ, προκαλϊντασ ςφγχυςθ ςτουσ άλλουσ 

μακθματικοφσ (Boyer, 1949).  

Ριο ςυγκεκριμζνα κεωρεί ότι οι μεταβλθτζσ ποςότθτεσ γεννϊνται από 

ςυνεχι κίνθςθ ςθμείων, γραμμϊν και επιπζδων και όχι από ακροίςματα άπειρου 

πλικουσ απειροςτϊν ςθμείων. Ζτςι θ γραμμι γεννάται από μια ρζουςα ποςότθτα x 

τθν οποία ονόμαςε ρζον, ενϊ τθν ταχφτθτα με τθν οποία γεννάται αυτι θ γραμμι, 

τθν ονόμαςε ροι και τθ ςυμβόλιςε με x


.  Το απείρωσ μικρό μικοσ κατά το οποίο 

αυξάνεται ζνα ρζον ςε απείρωσ μικρό χρόνο το ονόμαςε ςτιγμι του ρζοντοσ και το 

ςυμβόλιςε με xo


.  Στθν προςπάκειά του όμωσ να υπολογίςει τθ ροι (παράγωγο) 

μιασ ςυνάρτθςθσ, αναγκαηόταν να εμφανίςει το ςφμβολο 
y o

xo




(δθλαδι το 

dy

dx
) . Εδϊ 

εμφανίςτθκε κριτικι όςον αφορά τθν εξάλειψθ των όρων που περιείχαν δυνάμεισ 

των  xo


 και y o


 με εκκζτθ μεγαλφτερο τθσ μονάδασ. Ο Newton διευκρινίηει : «οι 

ςτιγμζσ xo


 και  y o


 δεν πρζπει να κεωροφνται ποτζ μόνεσ αλλά ωσ πθλίκο 
y o

xo




». 

Ζτςι όμωσ δθμιουργικθκε μεγαλφτερθ ςφγχυςθ. Τι είναι τελικά ο λόγοσ  
y o

xo




;  Μια 

ενιαία οντότθτα ι πθλίκο δφο μεταβλθτϊν; Τϊρα πια αναγκάηεται να απαλλαγεί 

από τισ ςτιγμζσ και τα απειροςτά. Οι μακθματικζσ ποςότθτεσ (λζει) δεν κεωροφνται 
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ότι απαρτίηονται από ςτιγμζσ ι από πολφ μικρά μζρθ, αλλά περιγράφονται με 

ςυνεχι κίνθςθ. Για να υπολογίςει τϊρα τθ ροι μιασ ςυνάρτθςθσ π.χ. τθσ y = xn 

ςυμβόλιςε με  «o»  τθν αφξθςθ τθσ μεταβλθτισ x και κζτοντασ   x + o  ςτθ κζςθ του 

x, αναπτφςςει το διϊνυμο (x + o)n και ςτθ ςυνζχεια  

 
2

1 2 1...
2

n n n n nn n
x o x nox o ox o   
      

 
και διαιρϊντασ με  o , 

παίρνει 

2
1 2 1....

2

n
n n nή x n n

nx ox o
ή x

 

 

  
    . Στο ςθμείο αυτό 

λζει ότι αν το  «o» πλθςιάηει το μθδζν, τότε οι όροι που ζχουν ωσ παράγοντα το «o» 

εξαφανίηονται και επομζνωσ ο λόγοσ κα ιςοφται με  nxn-1 . Με ςφγχρονο 

ςυμβολιςμό  
1

0
lim n

x

y
nx

x



 





. Δθλαδι βρικε ουςιαςτικά το όριο του λόγου των 

διαφορϊν όταν θ αφξθςθ  «o» τθσ μεταβλθτισ πλθςιάηει ςτο μθδζν. Πμωσ δεν το 

ονομάηει όριο του λόγου αλλά «ζςχατο λόγο των μεταβολϊν». Και πάλι όμωσ 

υπιρχαν ενςτάςεισ: είναι μθδζν το «o»; Αν ναι, μποροφμε να διαιρζςουμε με αυτό; 

Αν δεν είναι μθδζν, τότε δεν κάνουμε λάκοσ όταν το απαλείφουμε; Ο Newton 

απαντά ότι οι ποςότθτεσ του προθγοφμενου παραδείγματοσ ιταν το όριο του λόγου 

των μθδενιηόμενων απειροςτϊν αυξιςεων. Ρεριγράφει δθλαδι τα όρια ωσ 

«ζςχατουσ λόγουσ», δθλαδι, ωσ τθν τιμι του λόγου αυτϊν των μθδενιηόμενων 

ποςοτιτων τθ ςτιγμι ακριβϊσ που αυτζσ μθδενίηονται, δθλαδι οι ζςχατοι λόγοι με 

τουσ οποίουσ μθδενίηονται οι ποςότθτεσ δεν είναι ςτθν πραγματικότθτα οι λόγοι 

των εςχάτων ποςοτιτων, αλλά όρια προσ τα οποία τείνουν ποςότθτεσ που 

μειϊνονται απεριόριςτα και προσ τα οποία προςεγγίηουν πλθςιζςτερα από 

οποιαδιποτε δοκείςα διαφορά, χωρίσ ποτζ να τα ξεπερνοφν, οφτε ςτθν 

πραγματικότθτα να τα φκάνουν, αφοφ οι ποςότθτεσ μειϊνονται επ’  άπειρον. Ζτςι 

φαίνεται ότι ο  Newton λζγοντασ όριο μάλλον εννοοφςε ζνα ςφνορο. 

Λίγα χρόνια αργότερα, οι James Jurin και Benjamin Robins ςυηιτθςαν για το 

αν οι μεταβλθτζσ φτάνουν ςτα όριά τουσ ι όχι (Boyer, 1949). Ο Jurin (1685-1750) 

πίςτευε ότι οριςμζνεσ μεταβλθτζσ  κα μποροφςαν να φκάςουν τα όριά τουσ  

λζγοντασ ότι «ο ζςχατοσ λόγοσ δφο ποςοτιτων είναι ο λόγοσ που επιτυγχάνεται τθ 

ςτιγμι που αυτζσ εξουδετερϊνονται» και κατθγόρθςε τον  Robins  ότι ζχει 
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παρεξθγιςει τισ κεωρίεσ του Newton. Στον οριςμό κατά Robins των ορίων, θ 

μεταβλθτι δεν φκάνει ςτα όρια τθσ. Για να τονίςει τον ςυλλογιςμό του, ο Robins 

χρθςιμοποίθςε ζνα κανονικό πολφγωνο εγγεγραμμζνο ςε κφκλο με τον κφκλο να 

είναι  τo όριό του. Υποςτιριξε ότι «δίνουμε τθν ονομαςία ζςχατο μζγεκοσ ςτο όριο 

το οποίο μια μεταβλθτι μπορεί να προςεγγίςει όςο πολφ εμείσ κζλουμε, αλλά με το 

οποίο ποτζ δεν μπορεί να γίνει απολφτωσ ίςθ». Αρικμθτικζσ και γεωμετρικζσ 

αντιλιψεισ των ορίων  αναμείχκθκαν και προκάλεςαν ςφγχυςθ.  

Ραρά τθν επιτυχία των μεκόδων των Newton και Leibniz και τον 

ενκουςιαςμό μακθματικϊν όπωσ ο Lagrange και ο Euler , θ ιδζα του infinitesimal  

ιταν όλο και πιο δφςκολο να ςτθριχτεί κατά το 18ο αιϊνα. Θ κφρια ζνςταςθ ιταν ότι 

είναι αδφνατο να φανταςτοφμε ζνα αντικείμενο απεριόριςτα μικρό με 

οποιονδιποτε χειροπιαςτό τρόπο. Χωρίσ μία γερι επιςτθμονικι βάςθ για 

infinitesimals, οι μακθματικοί δε μποροφςαν να είναι απόλυτα ςίγουροι για τισ 

μεκόδουσ τουσ. Mία τζτοια κεωρθτικι βάςθ δε φαινόταν , άμεςα ορατι παρά τουσ 

ςχεδόν δφο αιϊνεσ προςπάκειασ από τθ μακθματικι κοινότθτα τθσ Ευρϊπθσ.  

Στο ερϊτθμα «τι είναι απειροςτό;» ι «τι είναι ρυκμόσ μεταβολισ;» θ 

απάντθςθ που κα ζδιναν τόςο ο Leibniz όςο και ο Newton όπωσ είδαμε  είναι 

καταςκευαςτικι: αν κεωριςουμε το λόγο 
( ) ( )f x h f x

h

 
 τότε κακϊσ το h τείνει 

ςτο μθδζν ο λόγοσ αυτόσ γίνεται ζνασ «ultimate» λόγοσ, δθλαδι ζνα όριο που θ 

διαφορά του από τισ τιμζσ του λόγου να μπορεί να γίνει όςο κζλουμε μικρι *Boyer 

B.Carl+. Κατά τον  Newton «ultimate» λόγοι είναι όρια προσ τα οποία ςυγκλίνουν 

πάντα λόγοι ποςοτιτων που ελαττϊνονται απεριόριςτα και τα οποία (όρια) 

πλθςιάηουν όςο κζλουμε αλλά δεν τα ξεπερνοφν, οφτε ποτζ τα φκάνουν, ζωσ ότου 

οι ποςότθτεσ αυτζσ εξανεμιςκοφν. Ζνασ τζτοιοσ οριςμόσ δε κα μποροφςε να 

χρθςιμοποιθκεί ςτισ αποδείξεισ κεωρθμάτων ςχετικϊν με όρια. Ιταν αναγκαία θ 

επαναδιατφπωςι του με τθ βοικεια τθσ Άλγεβρασ ςτα αυςτθρά μακθματικά 

πλαίςια. 

Ζνασ νζοσ τρόποσ ςκζψθσ ςχετικά με τισ ratios (αναλογίεσ) εξαφανιηόμενων 

ποςοτιτων ειςάγεται από το Γάλλο μακθματικό D’Alembert, που ονομάςτθκε 

μζκοδοσ των ορίων. Ρροςπάκθςε να ορίςει ωσ κεντρικι ζννοια του διαφορικοφ 
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λογιςμοφ το όριο αντικακιςτϊντασ τθν χριςθ των απειροςτϊν (κάτι που τελικά δεν 

ζγινε αποδεκτό). Ριο ςυγκεκριμζνα είπε: «το απειροςτό δεν υπάρχει κακ’ αυτό. Ζνα 

μζγεκοσ είναι κάτι ι τίποτα. Αν είναι κάτι τότε δεν ζχει ακόμα μθδενιςτεί. Θ 

υπόκεςθ ότι υπάρχει μια ενδιάμεςθ κατάςταςθ αποτελεί χίμαιρα». Ροιον οριςμό 

όμωσ ζδωςε για το όριο; «ζνα μζγεκοσ είναι όριο κάποιου άλλου μεγζκουσ, όταν το 

δεφτερο πλθςιάηει το πρϊτο οςοδιποτε κοντά, δίχωσ ωςτόςο να μπορεί να το 

ξεπεράςει και με τζτοιο τρόπο ϊςτε θ διαφορά να γίνει μικρότερθ από κάκε 

δοςμζνθ ποςότθτα».  

Ππωσ βλζπουμε θ διατφπωςι του είναι ςχεδόν ίδια με αυτι που 

χρθςιμοποιείται ςιμερα, αν και (γενικά) βαςιηόταν ςθμαντικά ςε γεωμετρικζσ 

διαιςκιςεισ (ενςτικτϊδεισ γνϊςεισ).  Για παράδειγμα ,ο  D’Alembert κεϊρθςε τθν 

εφαπτομζνθ ςε μία καμπφλθ ωσ το όριο ςε secant (ευκείεσ) γραμμζσ κακϊσ τα 

ακραία ςθμεία των ευκειϊν γραμμϊν  ςυνζκλιναν ςτο ςθμείο επαφισ  και 

ταυτίηονταν με αυτό «μζςα ςτο όριο». Με αυτόν ακριβϊσ τον τρόπο  θ ζννοια τθσ 

παραγϊγου εξθγείται από τα μακιματα Ανάλυςθσ παγκοςμίωσ ςιμερα. Ωςτόςο, ωσ 

κακαρά γεωμετρικό επιχείρθμα , χωρίσ αρικμθτικι ι πρακτικι βάςθ, θ ςκζψθ να 

βάηουμε όρια ςε secant (ευκείεσ)  γραμμζσ,  βρίςκει διαχρονικζσ αντιρριςεισ όπωσ 

αυτζσ που εκκζτονται ςτα παράδοξα του Ηινωνα (The Platonic Realms).  

Ο D’ Alembert επζμεινε ότι μια ποςότθτα δεν κα μποροφςε ποτζ να 

ταυτιςτεί με το όριό τθσ: «Για να μιλιςει κανείσ ςωςτά, το όριο ποτζ δεν ςυμπίπτει 

ι ποτζ δεν ταυτίηεται με τθν ποςότθτα τθσ οποίασ είναι το όριο, αλλά πάντοτε 

προςεγγίηει και μπορεί να διαφζρει τόςο μικρι ποςότθτα, όςο κζλουμε.» 

Ο  Cauchy τόνιςε τθν αυςτθρότθτα ςτθν παρουςίαςθ τθσ Ανάλυςθσ, και  

ιταν ο πρϊτοσ  που παρουςίαςε ζναν αρκετά ςαφι οριςμό του ορίου 

προςπακϊντασ να απαλλάξει αυτι τθν ζννοια από κάκε γεωμετρικι 

αναπαράςταςθ: «Πταν διαδοχικά αποδιδόμενεσ τιμζσ μίασ μεταβλθτισ 

προςεγγίηουν  επ 'αόριςτον μια ςτακερι τιμι κατά τζτοιο τρόπο ϊςτε τελικά να 

διαφζρουν από αυτι  τόςο λίγο όςο κζλετε , τότε θ ςτακερι τιμι  ονομάηεται το 

όριο όλων των άλλων». (Belhoste, 1991, ςελ. 66) . 

Ο νζοσ οριςμόσ  επζτρεψε να ενιςχυκεί θ αυςτθρότθτα των απειροςτϊν 

(Edwards, 1979) και να αποφευχκεί  θ απείρωσ μικρι ποςότθτα ςτακερϊν αρικμϊν 
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που χρθςιμοποιοφνταν από μακθματικοφσ νωρίτερα, όπωσ Newton. Ο  Cauchy 

ορίηει απειροςτό να είναι μια μεταβλθτι με οριακι τιμι μθδζν.  Συγκεκριμζνα λζει 

ότι «μια μεταβλθτι ποςότθτα γίνεται απείρωσ μικρι όταν θ αρικμθτικά τθσ τιμι 

ελαττϊνεται ςυνεχϊσ κατά τζτοιο τρόπο ϊςτε να ζχει όριο το μθδζν». Το απειροςτό 

δεν είναι τίποτα άλλο παρά μια ποςότθτα θ οποία όμωσ πρζπει να κεωρείται ότι 

ζχει πάντοτε όριο το μθδζν. Στθν ςφνκεςθ  του Cauchy  ζλειπε ζνασ ςαφισ οριςμόσ  

τθσ ζννοιασ του αρικμοφ, ο οποίοσ κατζςτθςε τα ζργα του κάπωσ αςαφι, με τισ 

ζννοιεσ του αρικμοφ και του ορίου να περιορίηουν ανάλογα το ζνα το άλλο (Boyer, 

1949).  Ο  Cauchy  κεϊρθςε τθν ζννοια του ορίου τόςο βαςικι ϊςτε όριςε τουσ 

άρρθτουσ ωσ όρια ακολουκίασ ρθτϊν. Ζτςι όμωσ ζπεςε ςε ζνα κφκλο : θ ζννοια του 

ορίου ςτθρίηεται ςτθν ζννοια του πραγματικοφ αρικμοφ, που ςθμαίνει ότι θ ζννοια 

του αρικμοφ είναι προγενζςτερθ εκείνθσ του ορίου.  

Μζχρι τότε, θ ζννοια του ορίου  είχε αντιμετωπιςτεί ωσ μια διαδικαςία ςε 

ςυνεχι κίνθςθ. Αντίκετα ο Weierstrass αντιλαμβάνεται τα όρια ωσ ςτατικζσ 

οντότθτεσ, απαλλαγμζνεσ από τισ γεωμετρικζσ διαςτάςεισ και ςτθρίηεται 

αποκλειςτικά ςτουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ (Boyer, 1949). Ο οριςμόσ άρρθτων 

αρικμϊν  ιταν ανεξάρτθτοσ από τα όρια, ζτςι δεν ςτθρίχκθκε ςε κυκλικό 

ςυλλογιςμό, όπωσ ζκανε ο Cauchy . Ο οριςμόσ κατά Weierstrass είναι αυτόσ που 

χρθςιμοποιείται ςιμερα, και ζχει ωσ εξισ: «Α  ονομάηεται το όριο τθσ f (x), όταν 

xa, αν για κάκε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τζτοιο ϊςτε | f (x) - A | <ε  για κάκε x που 

ορίηεται ζτςι ϊςτε   0 <| x - a | <δ» .   

Συνοψίηοντασ  τθν ιςτορικι εξζλιξθ των ορίων, κα λζγαμε ότι ξεκίνθςε με μια 

άτυπθ γεωμετρικι προςζγγιςθ, κακϊσ οι  υπολογιςμοί ιταν πιο ςθμαντικοί από τθν 

αυςτθρότθτα. Θ ζλλειψθ αυςτθρότθτασ που προκαλεί αςάφειεσ ςτισ αντιλιψεισ 

των μακθματικϊν όςον αφορά τθν ζννοια, και το γεγονόσ ότι προχϊρθςαν  προσ τθ 

χριςθ των ορίων, τουσ αναγκάηει να ςυνεργαςτοφν περαιτζρω για να διευκετιςουν 

τισ εκκρεμότθτεσ  κακϊσ  οι  αντιλιψεισ περί του οριςμοφ δεν είχαν  διευκετθκεί 

πριν περάςουν αιϊνεσ.  

Ρολλοί άλλοι μακθματικοί ζχουν ςυμβάλει ςτθν ανάπτυξθ των ορίων μζςα 

από βιβλία, επιςτολζσ και άρκρα. Δεν μπορεί κανείσ να δει μια ιςτορικι επιςκόπθςθ 
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τθσ ζννοιασ ωσ γραμμικι εξζλιξθ, επειδι υπάρχουν πολλοί παράγοντεσ που 

προκαλοφν τθν ερμθνεία των  ιςτορικϊν  εγγράφων  με διαφορετικό τρόπο. Οι 

κοινωνικοπολιτιςμικζσ αντιλιψεισ τθσ ςφγχρονθσ εποχισ και των  αρχαίων  χρόνων  

επθρεάηουν  τον τρόπο που  αντιλαμβάνεται κάποιοσ τισ ζννοιεσ (Radford, 1997). Οι  

κοινωνικζσ  αλλαγζσ, και θ πολιτιςτικι προκατάλθψθ δθμιοφργθςαν διαφορζσ ςτα 

αποτελζςματα των ςυγκρίςεων, οι οποίεσ πρζπει να αναγνωρίηονται (Furinghetti & 

Radford, 2002; Radford, 2000).  

 

3.1.6  Επιςτημολογικϊ   εμπόδια ςτην ιςτορικό εξϋλιξη 

Είναι χριςιμο να μελετιςουμε τθν ιςτορία τθσ ζννοιασ του ορίου για να 

εντοπίςουμε περιόδουσ αργισ ανάπτυξθσ και δυςκολιϊν που προζκυψαν κατά τθν 

εξζλιξθ. Κάτι τζτοιο μπορεί να υποδθλϊνει τθν φπαρξθ εμποδίων. 

Ο Brousseau in Cornu (1991) ορίηει ωσ ζνα  επιςτθμολογικό  εμπόδιο τισ  

γνϊςεισ που λειτουργοφν ςε ζνα ςυγκεκριμζνο τομζα δράςθσ και εγκακίςτανται. 

Ζπειτα οι γνϊςεισ αυτζσ αποτυγχάνουν να λειτουργιςουν ικανοποιθτικά ςε 

διαφορετικό περιβάλλον όπου δυςλειτουργοφν και οδθγοφν ςε  αντικζςεισ. Είναι 

επομζνωσ απαραίτθτο να καταςτραφοφν οι αρχικζσ ανεπαρκείσ γνϊςεισ  και να 

αντικαταςτακοφν με μία νζα ζννοια που λειτουργεί ικανοποιθτικά ςτον καινοφριο 

τομζα.  

Επιςτθμολογικά εμπόδια υπάρχουν ςτθν ιςτορικι εξζλιξθ τθσ επιςτθμονικισ 

ςκζψθσ και τθσ εκπαιδευτικισ πρακτικισ .Ζχουν δφο βαςικά χαρακτθριςτικά : 

 Είναι αναπόφευκτο και ςπουδαίο μζροσ τθσ γνϊςθσ που κα αποκτθκεί. 

 Βρίςκονται, τουλάχιςτον εν μζρει, ςτθν ιςτορικι εξζλιξθ τθσ ζννοιασ 

(Cornu 1991) .     

Υπάρχουν τζςςερα ςθμαντικά επιςτθμολογικά εμπόδια ςτθν ιςτορία τθσ 

ζννοιασ του ορίου ςφμφωνα με τον Cornu αυτά είναι: 

 Θ αποτυχία να ςυνδυαςτεί θ γεωμετρία με αρικμοφσ. Θ µζκοδοσ τθσ 

εξάντλθςθσ είναι ουςιαςτικά µια γεωµετρικι µζκοδοσ που επιτρζπει τθν 

απόδειξθ αποτελεςµάτων χωρίσ να πρζπει να αντιµετωπιςτεί το 
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πρόβλθµα του απείρου. Εφαρµόηεται ςε γεωµετρικά µεγζκθ, όχι ςτουσ 

αρικµοφσ. Κάκε περίπτωςθ αντιµετωπίηεται µεµονωµζνα µε τθ χριςθ 

ενόσ ςυγκεκριµζνου επιχειριµατοσ προςαρµοςµζνου ςτο γεωµετρικό 

πλαίςιο. Δεν υπάρχει καµία µεταφορά από τα γεωµετρικά ςχιµατα ςε 

µια κακαρϊσ αρικµθτικι ερµθνεία, οπότε θ ζννοια του ορίου των 

αρικµϊν απουςιάηει. Θ γεωµετρικι ερµθνεία, και θ επιτυχία τθσ ςτθν 

επίλυςθ των ςυναφϊν προβλθµάτων, εποµζνωσ, φαίνεται ότι προκάλεςε 

ζνα εµπόδιο που απζτρεψε τθ µετάβαςθ ςτθν ζννοια του αρικµθτικοφ 

ορίου. 

 Θ ιδζα του απείρωσ μεγάλου και του απείρωσ μικροφ. Είδαμε ότι ςτθν  

ιςτορία τθσ ζννοιασ του ορίου διατυπϊκθκε θ υπόκεςθ τθσ φπαρξθσ  

απειροελάχιςτων ποςοτιτων. Ο Cauchy  επίςθσ όριςε το άπειρο ωσ «μια 

μεταβλθτι ποςότθτα τθσ οποίασ οι διαδοχικζσ τιμζσ μποροφν να γίνουν 

μεγαλφτερεσ από οποιονδιποτε δεδομζνο αρικμό οςοδιποτε μεγάλο». Θ 

ιδζα μιασ ενδιάμεςθσ κατάςταςθσ, μεταξφ εκείνου που είναι τίποτα και 

εκείνου που δεν είναι, ςυναντάται ςυχνά ςτουσ ςφγχρονουσ μακθτζσ.  

 Θ μεταφυςικι πλευρά τθσ ιδζασ του ορίου. Θ ζννοια του Ορίου ζχει 

άμεςθ ςχζςθ με το άπειρο και τα απειροςτά, επομζνωσ με τθν 

μεταφυςικι και τθν φιλοςοφία. Θ µεταφυςικι ςκοπιά τθσ ζννοιασ του 

ορίου αποτελεί ζνα από τα κφρια εµπόδια και για τουσ ςθµερινοφσ 

µακθτζσ. Αυτό το εµπόδιο κακιςτά τθν κατανόθςθ τθσ ζννoιασ του ορίου 

ιδιαίτερα δφςκολθ, ιδιαίτερα όταν ζνα όριο δεν µπορεί να υπολογιςτεί 

άµεςα µε τθ χριςθ γνωςτϊν µεκόδων άλγεβρασ και αρικµθτικισ.  

 Φτάνεται το όριο ι όχι; Ο D’ Alembert επζµεινε ότι µια ποςότθτα δεν 

πρζπει ποτζ να γίνει ίςθ µε το όριό τθσ. Αυτι θ διαφωνία παραµζνει 

ηωντανι και ςτουσ µακθτζσ, που ςυχνά αναρωτιοφνται: «Πταν το x τείνει 

ςτο µθδζν, τότε δεν είναι ίςο µε µθδζν»; 
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3.2   Η διδαςκαλύα τησ Ανϊλυςησ  

Θ μάκθςθ τθσ ανάλυςθσ υπιρξε αντικείμενο εκτεταμζνθσ ζρευνασ για 

μεγάλο χρονικό διάςτθμα. Ζνα από τα ςθμαντικά ςυμπεράςματα που εξιχκθςαν 

από αυτι τθν ζρευνα είναι ότι οι μακθτζσ γενικά αναπτφςςουν ςυνθκιςμζνεσ 

πρακτικζσ και αλγεβρικζσ δεξιότθτεσ επζμβαςθσ, παρά εννοιολογικι κατανόθςθ των 

κεωρθτικϊν εννοιϊν (Berry & Nyman, 2003; Evrynck, 1981; Sierpinska,1987; Robert, 

1982; Davis & Vinner, 1986). Οι Asiala, M., Cottrill, J., Dubinsky, E. & Schwingendorff, 

K.E. (1997) αναφζρουν ότι πολλοί ερευνθτζσ βρικαν ότι οι  μακθτζσ ζχουν μια 

αδφναμθ εικόνα τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ και τείνουν να βαςίηονται ςτθν ανάγκθ 

για αλγεβρικοφσ τφπουσ όταν αναπτφςςουν τθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ. 

Το αντικείμενο τθσ ανάλυςθσ είναι ιδιαίτερα αφθρθμζνο και απαιτεί υψθλό 

επίπεδο εννοιολογικισ κατανόθςθσ που δυςκολεφει τουσ μακθτζσ. Οι  Ferrini-

Mundy, J. & Graham, K.G. (1991) ιςχυρίηονται ότι θ κατανόθςθ βαςικϊν εννοιϊν τθσ 

ανάλυςθσ από τουσ μακθτζσ είναι εξαιρετικά «πρωτόγονθ» - «πρωταρχικι» :  «οι 

μακθτζσ δεν επιδεικνφουν καμία διαίςκθςθ ςχετικά με τισ ζννοιεσ και διαδικαςίεσ 

τθσ ανάλυςθσ. Επιμελϊσ μιμοφνται παραδείγματα και οι προςπάκειζσ τουσ να 

προςαρμόςουν προγενζςτερθ γνϊςθ ςε νεϊτερθ, ςυχνά καταλιγει ςε πολφ 

επίμονεσ και ανεπαρκείσ ζννοιεσ που οι μακθτζσ αρνοφνται πειςματικά να 

αλλάξουν». 

Για τθν διδαςκαλία τθσ ανάλυςθσ, ίςωσ είναι πιο πρακτικό να επικαλεςτοφμε 

τθ διαίςκθςθ κάποιου ςτο να αντιλαμβάνεται μακθματικζσ ζννοιεσ και ιδζεσ 

(τουλάχιςτον ςτθν αρχι), παρά να ζχουμε τθν απαίτθςθ να ζχει κλίςθ προσ τθν 

ικανότθτα αφθρθμζνθσ και αυςτθρισ μακθματικισ κατανόθςθσ. Σφμφωνα με τουσ 

Parameswaran(2006) & Koirala(1997): «ζνα ειςαγωγικό μάκθμα ςτθν ανάλυςθ κα 

πρζπει να είναι άτυπο, διαιςκθτικό και κεμελιωδϊσ βαςιςμζνο κυρίωσ ςε 

διαγράμματα και ςυναρτιςεισ. Οι τφποι και οι κανόνεσ δεν κα ζπρεπε να δίνονται  

ζτοιμοι, αλλά κα ζπρεπε να αναπτφςςονται διαιςκθτικά ςτθ βάςθ τθσ 

προγενζςτερθσ εναςχόλθςθσ των μακθτϊν με τα μακθματικά και γενικότερα τισ 

επιςτιμεσ». 
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3.3   Η ϋννοια του ορύου  - Θεωρητικό πλαύςιο  

Τα  Μακθματικά περιλαμβάνουν  ζννοιεσ όπωσ το όριο και το άπειρο, τα 

οποία μεταφζρουν  περίπλοκεσ – ςφνκετεσ  ζννοιεσ που μπορεί να ερμθνευκοφν 

κατά τρόπο αςυμβίβαςτο (Tall, 1992a).  

Θ ζννοια του ορίου είναι ο κεμζλιοσ λίκοσ αρκετϊν ςυνδεδεμζνων εννοιϊν 

όπωσ ςυνζχεια, παραγωγιςιμότθτα, ολοκλιρωςθ, ςφγκλιςθ ςειρϊν κ.λ.π.  Πμωσ οι 

μακθτζσ δεν αντιλαμβάνονται  επαρκϊσ αυτι τθν ζννοια, οπότε  ενδζχεται να ζχουν 

εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ όταν αςχολοφνται  με άλλεσ ζννοιεσ τθσ ανάλυςθσ  όπωσ 

είναι θ ςυνζχεια και θ παράγωγοσ.  Ο ακριβισ τυπικόσ οριςμόσ τθσ ζννοιασ  του 

ορίου είναι τόςο ςφνκετοσ και μθ διαιςκθτικόσ που αποτυγχάνει ςτο να 

παρουςιάςει εφκολα και άμεςα τισ απλζσ, διαιςκθτικζσ και φανερζσ ιδζεσ που 

οδιγθςαν  ςε αυτι τθ διατφπωςθ. «Ο  ε – δ  οριςμόσ του ορίου περιζχει γενικά και 

οντολογικά ςτοιχεία  και  ζχει ςχεδιαςτεί να επιλφει μακθματικζσ δυςκολίεσ και όχι  

νοθτικζσ». (Williams, 2001) 

Διάφοροι ερευνθτζσ ζχουν εντοπίςει μια  πολλαπλότθτα των δυςκολιϊν που 

ενδζχεται να παρακωλφουν τθν καταςκευι τθσ ζννοιασ  όριο, θ οποία περιλαμβάνει  

(α)  επιςτθμολογικζσ δυςκολίεσ (Brousseau, 1997;  Sierpinska, 1985),  

(β)  διδακτικζσ   δυςκολίεσ που προκφπτουν από τισ μεκόδουσ διδαςκαλίασ 

που δεν είναι αποτελεςματικζσ   (Brousseau, 1997; Artigue, 1998a), και  

(γ)  γνωςτικζσ δυςκολίεσ, λόγω των αφαιρετικϊν διαδικαςιϊν   που 

εμπεριζχονται ςτθν ζννοια του Ορίου  (Cornu, 1991; Dubinsky, 1991; 

Sfard, 1991 ).  

 Θ ιςτορία του ορίου ςυνάρτθςθσ  δείχνει ότι δεν είναι εμφανισ ο τρόποσ  με 

τον οποίο κα πρζπει να δθλϊνεται ο οριςμόσ του ορίου.  Ρολλοί μακθματικοί  που 

ζχουν εργαςτεί πάνω  ςτα όρια ςε διαφορετικζσ χρονικζσ ςτιγμζσ και με 

διαφορετικζσ προςεγγίςεισ για εκατοντάδεσ χρόνια, αντιμετϊπιςαν  εμπόδια.  Δεν 

υπιρξε κανζνασ  ςαφισ οριςμόσ των  Ορίων μζχρι τον  οριςμό του  Weierstrass  

(Juter, 2006):  Το όριο τθσ f (x), όταν χ τείνει ςτο  α  είναι  A, αν  για κάκε  ε > 0  

υπάρχει δ>0 τζτοιο ϊςτε  |f(x) – A| < δ ,   για  κάκε  x   του Ρ.Ο. τθσ f   με 0<|χ-a|<δ. 
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 Οι διαιςκθτικζσ  γνϊςεισ  που αποκτικθκαν ςτο ανεπίςθμο περιβάλλον και 

ςε πραγματικζσ ςυνκικεσ ηωισ ζχουν κεμελιϊδθ ςθμαςία για τθν απόκτθςθ και τθν 

κατανόθςθ μιασ μακθματικισ  ζννοιασ  (Fischbein, 1999).  Οι λζξεισ «τείνει προσ» 

και  «όριο» ζχουν νόθμα για τουσ μακθτζσ χωρίσ να ζχουν διδαχκεί τθν ζννοια του 

Ορίου. Οι μακθτζσ  εξακολουκοφν να βαςίηονται ςε αυτζσ τισ ζννοιεσ, ακόμθ και 

μετά τθν διατφπωςθ  του επίςθμου  οριςμόσ τθσ ζννοιασ αυτισ.  Οι μακθτζσ  

αναπτφςςουν  τισ εικόνεσ του ορίου  και  του απείρου , οι οποίεσ ςχετίηονται με  

παρανοιςεισ ςχετικά με τθ διαδικαςία του  «πλθςιάηει» ι «γίνεται μεγάλο» ι 

«πθγαίνει  για πάντα» (Cornu, 1991).  

Διάφοροι ερευνθτζσ ζχουν περιγράψει τισ πεποικιςεισ – αντιλιψεισ των 

μακθτϊν  ςχετικά με τθ διαδικαςία του ορίου ποικιλοτρόπωσ: το όριο ωσ κάτι 

ανζφικτο – απρόςιτο, το όριο ωσ ςτρογγυλοποίθςθ (Parameswaran,2006), το όριο 

ωσ φράγμα ( Williams, 1991; Nardi, 1996). Οι πιο κοινζσ αντιλιψεισ του Ορίου  που 

περιγράφονται ςτθν  βιβλιογραφία  (Williams, 1991; Cottrill, Dubinsky, Nichols, 

Schwingendorf,  Thomas & Vidakovic 1996;   Tall 1992b) ςυχνά περιγράφονται από 

τα  ακόλουκα κζματα:  

(α)  του αν μια ςυνάρτθςθ μπορεί να φτάςει το όριό τθσ,   

(β) κατά πόςον  το όριο αυτό είναι πραγματικά ζνα φράγμα ,  

 (γ)  του κατά πόςον το όριο είναι δυναμικι διαδικαςία ι ςτατικό 

αντικείμενο και    

(δ)  του κατά πόςον θ ζννοια του Ορίου  είναι εγγενϊσ ςυνδεδεμζνθ με τθν 

ζννοια τθσ  κίνθςθσ.  

Θ ζννοια του Ορίου ςυνάρτθςθσ  ςυνδζεται ςυχνά με ζννοιεσ ορίου 

ταχφτθτασ (ζνα κεωρθτικά  αδφνατο ςθμείο) «προςεγγίηει» και «τείνει να», με 

δυναμικζσ ιδζεσ «ςυνεπάγεται τθν κίνθςθ προσ ζνα αντικείμενο το οποίο μπορεί ι 

δεν μπορεί να φτάςει»  (Alcock & Simpson, 2004).  

Ο  τυπικόσ  οριςμόσ  του Ορίου  δεν  ςυγκλίνει-ςυνάδει  ςε γενικζσ γραμμζσ  

με  τθν δυναμικι - διαιςκθτικι  ιδζα του ορίου από πλευράσ των μακθτϊν , οπότε 

απαντοφν  διαφορετικά  όταν ρωτϊνται  για τον οριςμό του ορίου απϋ ότι ςε  ζνα 

ςυγκεκριμζνο  παράδειγμα.  Ο  Tall (1980) ανζφερε  ότι θ ζννοια του δυναμικοφ 
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απείρου  είναι  που εμπλζκεται  ςτθν ζννοια του ορίου εξαιτίασ των γλωςςικϊν  

αλλθγοριϊν που   ςυνδζονται με τθν ζννοια.  Ζνασ μακθτισ μπορεί να φανταςτεί 

κανείσ ότι  ζνα όριο  είναι μια  διαδικαςία που ποτζ δεν ολοκλθρϊνεται. 

Θ διδαςκαλία  και εκμάκθςθ των πολφπλοκων εννοιϊν  του ορίου κα πρζπει 

να ςχεδιαςτεί  και να εφαρμοςτεί με μεγάλθ προςοχι.  Θ λφςθ προβλιματοσ ωσ 

κεντρικι προςζγγιςθ  που βαςίηεται ςε  μια κονςτρουκτιβιςτικι προοπτικι  

φαίνεται να είναι ζνασ αποτελεςματικόσ τρόποσ για να διδαχκεί  θ  ιδζα  του  

Ορίου.  Οι εκπαιδευτικοί κα πρζπει να αντιλθφκοφν τον βακμό  τθσ  κατανόθςθσ  

από τουσ μακθτζσ  και τισ  πικανζσ παρανοιςεισ.  Οι γνϊςεισ αυτζσ μπορεί να είναι 

κακοριςτικισ  ςθμαςίασ ςε ςχζςθ με τθν ανάπτυξθ ειδικϊν μεκόδων διδαςκαλίασ 

για τθν αντιμετϊπιςθ  αυτϊν των παρανοιςεων  ϊςτε  να ενιςχυκεί θ εννοιολογικι 

κατανόθςθ.  Ζνα άλλο  ςθμαντικό κζμα προσ ςυηιτθςθ είναι θ άτυπθ ειςαγωγι τθσ 

ζννοιασ του  Ορίου.  Αν θ ιδζα ειςάγεται για  πρϊτθ φορά με  ανεπίςθμο τρόπο, 

τότε  θ εικόνα τθσ ζννοιασ  είναι χτιςμζνθ πολφ πριν δοκεί  οποιαδιποτε επίςθμθ 

οριςμόσ τθσ ζννοιασ (Williams, 2001). Θ Mamona-Downs (2001) προτείνει μια  

διδακτικι  ακολουκία για τθ διδαςκαλία τθσ ζννοιασ του ορίου μιασ ακολουκίασ.  Θ 

βαςικι ιδζα είναι  να επιτρζψουμε  ςτουσ μακθτζσ να ωριμάςουν οι  διαιςκιςεισ 

τουσ προκειμζνου να κατανοιςουν τον τυπικό  οριςμό.  Στρατθγικι τθσ είναι να 

εντοπίςει ζναν κεντρικό πυρινα του οριςμοφ  και  μετά χτίηει «τθν κατανόθςθ των 

ορίων από τουσ μακθτζσ  βιμα προσ βιμα , αρχισ γενομζνθσ από  τον κεντρικό 

πυρινα».  

 

 

 3.4   Η φύςη τησ ιδϋασ του ορύου και ο οριςμόσ του 

 

Ζνασ ανεπίςθμοσ οριςμόσ του ορίου  

Αν οι τιμζσ μιασ ςυνάρτθςθσ (function) f(x) προςεγγίηουν τθν τιμι L κακϊσ  

τα x  προςεγγίηουν  το  c,   λζμε ότι f  ζχει όριο L κακϊσ x  πλθςιάηει c  και γράφουμε  

lim ( )
x c

f x L
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O επίςθμοσ οριςμόσ  

Το όριο f(x) κακϊσ x   πλθςιάηει  c  είναι ο αρικμόσ  L αν ιςχφει το παρακάτω 

κριτιριο: Δεδομζνθσ μιασ οποιαςδιποτε ποςότθτασ – ακτίνασ  ε > 0  για το L ,  

υπάρχει μία ακτίνα δ > 0 για το c  τζτοια ϊςτε για όλα τα x με  0<|x-c|<δ   να  

ςυνεπάγεται  | f(x) –L| < ε. 

Ξεκινϊντασ από το προπτυχιακό επίπεδο και μετά, οι μακθματικοί οριςμοί 

γίνονται  ολοζνα και περιςςότερο αφθρθμζνοι και για τθν κατανόθςι τουσ είναι 

απαραίτθτθ θ απόκτθςθ μακθματικϊν ικανοτιτων. Αρκετζσ ζρευνεσ ζχουν εςτιάςει 

ςτον ρόλο των οριςμϊν ςτα Μακθματικά  (Mariotti & Fischbein, 1997; Pimm, 1993.) 

Θ ζρευνα αποκαλφπτει ότι οι μακθτζσ ζχουν δυςκολίεσ  ςτθν κατανόθςθ και χριςθ  

των μακθματικϊν οριςμϊν. (Zaslavsky & Shir, 2005; Vinner, 1991; Edwards and 

Ward, 2004.) 

Θ αρχικι κατανόθςθ που αναπτφςςεται μζςω τθσ διαιςκθτικισ προςζγγιςθσ 

είναι πολφ κρίςιμθ για τθν μετζπειτα εξζλιξθ. Συμφωνϊντασ με τον  Fischbein 

(1987), οι αρχικζσ διαιςκθτικζσ αναπαραςτάςεισ είναι με ιςχυρό τρόπο 

επιςυναπτόμενεσ ςτισ αντίςτοιχεσ ζννοιεσ και κακιςτοφν δφςκολθ τθν  απόδραςθ 

από τισ επιπτϊςεισ τουσ. Θ επιρροι τουσ  μπορεί να παραμείνει για  πολφ καιρό, 

ακόμα και  μετά τθν  απόκτθςθ   αφθρθμζνων  γνϊςεων  τθσ ζννοιασ. 

Κατά τθν άποψθ πολλϊν μακθτϊν – φοιτθτϊν ο ε-δ οριςμόσ  περιλαμβάνει 

ςυνκικεσ  με πολλζσ μεταβλθτζσ, και ωσ εκ τοφτου είναι δφςκολο να κατανοθκεί. 

Σπουδαςτζσ που δεν κατανοοφν  πλιρωσ τον οριςμό ζχουν περάςει δφςκολεσ  

καταςτάςεισ, κακϊσ αςχολοφνται με τθν εφαρμογι του (Bokhari & Yushau, 2006). 

Μια μικρι αλλαγι ςτθ διατφπωςθ του οριςμοφ φζρνει μια μεγάλθ μεταβολι του 

μακθματικοφ περιεχομζνου, το οποίο ςε γενικζσ γραμμζσ, παραμζνει αόρατο ςτα 

μάτια των μακθτϊν.  

Με λίγα λόγια, οι περιςςότεροι φοιτθτζσ δεν δείχνουν μόνο ανεπάρκεια 

ςτθν εφαρμογι του οριςμοφ, αλλά και αγνοοφν  τθ χριςθ του ςτθν τεχνικι των 

μακθμάτων, και ωσ εκ τοφτου παραλείπουν αυτά  ςτισ ςπουδζσ τουσ. 
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Ο ρόλοσ του οριςμοφ  είναι ωςτόςο αναπόφευκτοσ  ςτθν αιτιολόγθςθ 

ανυπαρξίασ οριςμζνων ορίων όπωσ π.χ. του 
0

1
limsin
x x

 
 
 

.  Αρκετά  βιβλία βαςικισ 

ανάλυςθσ  αναιροφν  τθν αναλυτικι αιτιολογία  επικυρϊνοντασ τον ιςχυριςμό από 

αρικμομθχανζσ ι CAS. 

Οι εκπαιδευτικοί παίρνουν  τθν απόφαςθ ανάλογα να παρουςιάςουν  ι να 

αποκλείςουν τον οριςμό από το πρόγραμμα διδαςκαλίασ τουσ , ενϊ οριςμζνοι  λζνε  

ςτουσ μακθτζσ τουσ να τον απομνθμονεφςουν. Ρολλοί εκπαιδευτικοί που δίνουν 

μικρι ζμφαςθ ςτθν εξιγθςθ του, αναηθτοφν  μια κατάλλθλθ  αφορμι – παράδειγμα 

για τθν άμεςθ εφαρμογι του,  πριν προχωριςουν ςτο επόμενο κζμα. Αυτόσ μπορεί 

να είναι ζνασ από τουσ λόγουσ που ο οριςμόσ δεν ζχει μια ενιαία κζςθ ςτα βαςικά 

βιβλία Ανάλυςθσ. 

Στο παρελκόν, ςχεδόν ςε κάκε κείμενο Ανάλυςθσ που χρθςιμοποιοφνταν , το 

κεφάλαιο για το όριο άρχιηε με τον  οριςμό του Ορίου. Τϊρα οι περιςςότεροι 

ςυγγραφείσ παρζχουν αρχικά μια διαιςκθτικι αντίλθψθ του ορίου, και μετά  

υπολογιςτικζσ μεκόδουσ που βαςίηονται κυρίωσ ςε τεχνικζσ αλγεβρικϊν. Υπάρχουν 

βιβλία ςχετικά με τθν Ανάλυςθ ςτα οποία ο οριςμόσ αυτόσ  ι  ζχει μετακινθκεί ςε 

ζνα παράρτθμα  ι ζχει αγνοθκεί . 

Τα προβλιματα με όρια βάςει του οριςμοφ απαιτοφν υπολογιςμό του δ που  

οδθγοφν ςε ςφνκετεσ ανιςότθτεσ όταν οι υπό εξζταςθ ςυναρτιςεισ είναι μθ 

γραμμικζσ. Για μερικζσ ςυναρτιςεισ ο υπολογιςμόσ του δ είναι αδφνατοσ εξαιτίασ 

τθσ χαοτικισ φφςθσ των ανιςοτιτων.  

Θ ιδζα του ορίου ςθμαίνει πρόοδο ςε ζνα υψθλότερο επίπεδο μακθματικισ 

ςκζψθσ το οποίο ο Tall (1992a) ονομάηει προχωρθμζνθ μακθματικι ςκζψθ. Αυτι θ 

πρόοδοσ εμπεριζχει μία δφςκολθ μετάβαςθ. Ξεκινά από το ςθμείο όπου οι ζννοιεσ 

ζχουν μια ενςτικτϊδθ βάςθ κεμελιωμζνεσ ςτθν εμπειρία και φτάνει ςε ζνα ςθμείο 

όπου οι ζννοιεσ προςδιορίηονται από επίςθμουσ οριςμοφσ και τισ ιδιότθτεσ τουσ και 

αναδομοφνται μζςα από λογικά ςυμπεράςματα. 

Στθ διάρκεια αυτισ τθσ μετάβαςθσ (και πολφ αργότερα), προθγοφμενεσ 

εμπειρίεσ και οι ιδιότθτεσ τουσ κακϊσ και το αναπτυςςόμενο ςϊμα επαγωγικϊν 
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γνϊςεων, υπάρχουν ςυγχρόνωσ  ςτο μυαλό των μακθτϊν - φοιτθτϊν. Αυτό 

προκαλεί μία μεγάλθ ποικιλία γνωςτικϊν ςυγκροφςεων που λειτουργοφν ωσ 

εμπόδιο ςτθ μάκθςθ. 

Αφθρθμζνεσ ζννοιεσ όπωσ τα όρια μποροφν να γίνουν αντιλθπτά 

λειτουργικά ωσ διαδικαςίεσ ι δομικά ωσ αντικείμενα. Ο δυαδικόσ χαρακτιρασ 

μακθματικϊν εννοιϊν που ζχουν διαδικαςτικι και δομικι πλευρά ερευνικθκε από 

πολλοφσ ερευνθτζσ. Θ Sfard (1991) χρθςιμοποίθςε το όρο reification (κεωρϊ κάτι 

αφθρθμζνο ωσ αλθκινό αντικείμενο) για να περιγράψει τθ ςταδιακι εξζλιξθ μιασ 

διαδικαςίασ ςε αντικείμενο. Ο Dubinsky (1991) διατφπωςε μια κεωρία για το πϊσ οι 

ζννοιεσ ξεκινάνε ςαν διαδικαςίεσ οι οποίεσ ςυνοψίηονται ωσ νοθτικά αντικείμενα 

που ςτθ ςυνζχεια είναι διακζςιμα για υψθλότερου επιπζδου αφθρθμζνθ ςκζψθ.  Oι 

Gray & Tall που αναφζρονται ςτουσ  Kindron & Zehavi (2002) διατφπωςαν τθν 

ζννοια prοcept, ζνα ςυνδυαςμό τθσ ζννοιασ και τθσ διαδικαςίασ, που ζρχεται ςτο 

μυαλό από ζνα ςφμβολο. Στθν περίπτωςθ του ορίου  το ίδιο ςφμβολο   lim n
n

a


   

μπορεί να  είναι απλά μια διαδικαςία , θ διαδικαςία τθσ τάςθσ προσ ζνα όριο. Αν 

κεωρθκεί ωσ μια νζα οντότθτα που είναι αποκομμζνθ από τθ διαδικαςία που τθ 

δθμιοφργθςε, τότε γίνεται ζνα αντικείμενο. Διαδικαςίεσ μποροφν τότε να 

εκτελεςτοφν ςε αυτό το αντικείμενο και να επιτευχκεί ζνα νζο είδοσ ςτατικισ 

κεωρίασ (Kindron & Zehavi 2002).                  

Οι Kidron & Zehavi (2002) χρθςιμοποιοφν τθν εξιγθςθ του Cornu  ότι ο 

οριςμόσ του ορίου διατυπϊνεται με βάςθ  μια ςυνοπτικι διαδικαςία «δϊςε μου 

ζνα ε >0 και κα βρω ζνα Ν τζτοιο ϊςτε ………», παρά μια ζννοια τθσ μορφισ 

«υπάρχει μια ςυνάρτθςθ Ν(ε)  τζτοια ϊςτε……..» όπωσ ςτθν περίπτωςθ του ορίου 

μιασ ακολουκίασ. 

Υπάρχει γενικι ςυμφωνία ότι διαδικαςτικζσ ι λειτουργικζσ αντιλιψεισ 

πρζπει να προθγοφνται τθσ ανάπτυξθσ δομικϊν εννοιϊν του αντικειμζνου (Cottrill 

et al 1996; Tall, 1992b; Sfard, 1991). Διάφοροι ςυγγραφείσ ζχουν τθν τάςθ να 

κάνουν διαχωριςμό ανάμεςα ςτισ δυναμικζσ ι λειτουργικζσ αντιλιψεισ του ορίου 

και ςτισ ςτατικζσ ι επίςθμεσ αντιλιψεισ. Το δεφτερο αναγνωρίηεται με τον επίςθμο 

οριςμό  ε – δ  (Cottril et al., 1996). Yπάρχουν ωςτόςο δφο διαφορετικζσ απόψεισ για 
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τθ ςχζςθ που ζχουν οι μακθτζσ με τθ διαδικαςτικι αντίλθψθ του ορίου, που επίςθσ 

ονομάηεται δυναμικι αντίλθψθ. Οριςμζνοι ςυγγραφείσ αναφζρουν ότι είναι εφκολο 

και φυςικό για τουσ φοιτθτζσ να αναπτφξουν μια δυναμικι αντίλθψθ (Tall, 1992a; 

Williams, 1991; Tall & Vinner, 1981). Σφμφωνα με αυτι τθν άποψθ θ κφρια δυςκολία 

για τουσ φοιτθτζσ είναι να περάςουν από  τθ δυναμικι αντίλθψθ ςτθν επίςθμθ 

κατανόθςθ των ορίων.  

Άλλοι ςυγγραφείσ πιςτεφουν ότι θ επίςθμθ κατανόθςθ πρζπει να χτιςτεί 

πάνω ςτθ δυναμικι αντίλθψθ των μακθτϊν. Σφμφωνα με αυτι τθν άποψθ θ  

δυςκολία αντιμετωπίηεται ςτθ δόμθςθ τθσ δυναμικισ ιδζασ και αυτι θ δυςκολία 

αποτελεί εμπόδιο ςτθν κατανόθςθ (Davis & Vinner, 1986; Cottrill et al., 1996). 

Διαπιςτϊνουμε λοιπόν ότι θ φφςθ τθσ ζννοιασ του ορίου είναι ςχετικά 

περίπλοκθ. Επιςτθμολογικά εμπόδια υπάρχουν εξαιτίασ τθσ ίδιασ τθσ φφςθσ τθσ 

ζννοιασ. Τα μοντζλα  κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ του ορίου που ζχουν οι μακθτζσ - 

φοιτθτζσ μπορεί να ζχουν ςυγκεκριμζνεσ εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ . 

 

3.5   Μοντϋλα ορύου -  Αυθόρμητεσ και εςφαλμϋνεσ αντιλόψεισ 

των ορύων 

Θ διδαςκαλία των περιςςότερων μακθματικϊν εννοιϊν δε ξεκινά ςε 

παρκζνο ζδαφοσ. Στθν περίπτωςθ των ορίων, ο μακθτισ ζχει ιδθ ζνα ςυγκεκριμζνο 

αρικμό ιδεϊν, εικόνων και γνϊςεων, από τθν κακθμερινι εμπειρία, πριν αρχίςει 

οποιαδιποτε διδαςκαλία πάνω ςε αυτό το κζμα. Ο Cornu(1991) περιγράφει τισ 

αντιλιψεισ μιασ ιδζασ που υπάρχουν πριν από τθν επίςθμθ διδαςκαλία ωσ 

αυκόρμθτεσ αντιλιψεισ. Στθ διάρκεια ενόσ μακιματοσ μακθματικϊν αυτζσ οι 

αυκόρμθτεσ ιδζεσ δεν εξαφανίηονται , αλλά αναμειγνφονται με τισ νεοαποκτθκείςεσ 

γνϊςεισ, τροποποιοφνται και προςαρμόηονται για να διαμορφϊςουν τισ 

προςωπικζσ ιδζεσ του μακθτι. 

Στθ περίπτωςθ των ορίων , οι λζξεισ τείνει προσ και όριο , ζχουν ςθμαςία για 

τουσ μακθτζσ πριν αρχίςει οποιοδιποτε μάκθμα. Οι μακθτζσ ςυνεχίηουν να 

ςτθρίηονται ςε αυτζσ τισ ζννοιεσ αφοφ τουσ δοκεί επίςθμοσ οριςμόσ. Ζρευνεσ ζχουν 

δείξει πολλζσ διαφορετικζσ ςθμαςίεσ  για τθν ζκφραςθ «τείνει προσ». Μερικζσ από 
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αυτζσ είναι «προςεγγίηει» (μζνοντασ ςτο τζλοσ μακριά από αυτό), «πλθςιάηει χωρίσ 

να το φτάνει», πλθςιάηει και…μόλισ που το φτάνει» (χωρίσ αποκλίςεισ). 

Θ ίδια θ λζξθ όριο μπορεί να ζχει διαφορετικζσ ςθμαςίεσ για διαφορετικοφσ 

ανκρϊπουσ ςε διαφορετικζσ ςτιγμζσ. Συχνότερα κεωρείται ζνα «αδιάβατο όριο». 

(Cornu 1991; Monaghan 1991). 

Oι Olivier (1989) και Bezuidenhout (1998) ςυμφωνοφν ότι ζνασ δάςκαλοσ 

των μακθματικϊν, δε μπορεί να μεταδϊςει ζτοιμεσ και άκικτεσ γνϊςεισ ςτουσ 

φοιτθτζσ/μακθτζσ. 

 Κεωροφν τα λάκθ και τισ εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ ωσ το φυςικό αποτζλεςμα 

τθσ προςπάκειασ του ανκρϊπου να χτίςει τισ γνϊςεισ του. Αυτζσ οι εςφαλμζνεσ 

αντιλιψεισ  είναι ζξυπνεσ ερμθνείεσ  - δομζσ  που βαςίηονται ςε ςωςτζσ ι θμιτελείσ 

(αλλά όχι λακεμζνεσ)  προθγοφμενεσ γνϊςεισ. Οι εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ επομζνωσ 

δε μποροφν να αποφευχκοφν. Μποροφν ωςτόςο να παρεμποδίςουν τθν ανάπτυξθ 

μιασ πιο εξεηθτθμζνθσ  - βακφτερθσ κατανόθςθσ κεμελιωδϊν μακθματικϊν εννοιϊν 

ςε μεγάλο βακμό. 

Τζτοια λάκθ και εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ δε κα ζπρεπε να αντιμετωπίηονται 

ωσ φοβερά πράγματα που πρζπει να «ξεριηωκοφν». Κάτι τζτοιο μπορεί να 

μπερδζψει το μακθτι και να κλονίςει τθν εμπιςτοςφνθ του/τθσ ςτισ προθγοφμενεσ 

γνϊςεισ του/τθσ. Αντ ‘αυτοφ, τα λάκθ κεωροφνται ωσ μζροσ τθσ διαδικαςίασ τθσ 

μάκθςθσ. 

Αυτό ςθμαίνει ότι οι κακθγθτζσ κα πρζπει να γνωρίηουν τισ πικανζσ 

εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ των μακθτϊν τουσ. Οι εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ κα πρζπει να 

λαμβάνονται υπόψθ όταν αναπτφςςονται οι διδακτικζσ ςτρατθγικζσ. Θ αναγνϊριςθ 

αυτϊν των αντιλιψεων μπορεί να δθμιουργιςει αξιόλογεσ ευκαιρίεσ για τθν 

ενίςχυςθ τθσ μάκθςθσ. 

Θ πρϊτθ ζρευνα του David Tall (1980) ξεκίνθςε με κζματα τθσ Ανάλυςθσ και 

των  Ορίων. Αυτό τον οδιγθςε ςτθν ανακάλυψθ διαφορϊν ανάμεςα ςτισ 

μακθματικζσ κεωρίεσ και τισ γνωςτικζσ πεποικιςεισ πολλϊν ανκρϊπων. Για 

παράδειγμα, θ ακολουκία  0.9 , 0.99 , …. 0.999999999   ….. ζχει μακθματικό όριο  

ίςο με 1. Γνωςτικά υπάρχει θ τάςθ να κεωρείται ότι θ ζννοια πλθςιάηει όλο και 
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περιςςότερο το 1  χωρίσ να το φτάνει ςτθν πραγματικότθτα (Limits, Infinitesimals 

and Infinities: http://www.warwick.ac.uk/staff/David.Tall/themes/limits-infinity.html)                        

Δίνει τθν παρακάτω αιτία για αυτι τθν τάςθ. Ο πρωτόγονοσ εγκζφαλοσ 

αντιλαμβάνεται τθν κίνθςθ. Για αυτό το λόγο θ πνευματικι ιδζα μιασ ακολουκίασ 

ςθμείων που τείνουν προσ ζνα όριο είναι πιο πικανό να επικεντρωκεί ςτα 

κινοφμενα ςθμεία παρά ςτο ςθμείο όριο . 

Θ ιδζα επομζνωσ του ορίου γίνεται πρϊτα αντιλθπτι ωσ  διαδικαςία και 

ζπειτα ωσ ζννοια. Στθν περίπτωςθ του ορίου, θ διαδικαςία τθσ τάςθσ προσ ζνα όριο  

είναι μία πικανι διαδικαςία που μπορεί να μθ φτάςει ποτζ το όριο τθσ (μπορεί να 

μθν ζχει καν μία ςαφι κακοριςμζνθ διεργαςία για να  εκτελζςει τθ διαδικαςία του 

ορίου). Κάτι τζτοιο προκαλεί γνωςτικι διαμάχθ ςε ςχζςθ με τισ γνωςτικζσ εικόνεσ οι 

οποίεσ ςυγκροφονται με τον επίςθμο οριςμό. 

Oι Tall και Vinner (1981) χρθςιμοποιοφν τον όρο εικόνα μιασ ζννοιασ για να 

περιγράψουν τθ ςυνολικι γνωςτικι δομι (ςτο μυαλό ενόσ ανκρϊπου) θ οποία 

ςυνδζεται με μία ςυγκεκριμζνθ μακθματικι ζννοια. Αυτι  περιλαμβάνει όλεσ τισ 

πνευματικζσ εικόνεσ και τισ ςχετικζσ ιδιότθτεσ και διαδικαςίεσ. Θ εικόνα μιασ 

ζννοιασ  χτίςτθκε με το χρόνο μζςα από όλων των ειδϊν τισ εμπειρίεσ και τισ 

αλλαγζσ κακϊσ ο άνκρωποσ ςυναντά νζα ερεκίςματα . Κάκε άτομο ζχει τθ δικι του 

μοναδικι εικόνα τθσ ζννοιασ μιασ μακθματικισ ιδζασ.  

O οριςμόσ μιασ ζννοιασ από τθν άλλθ πλευρά, είναι ζνα αρκετά διαφορετικό 

κζμα. Οι  Tall και Vinner (1981) κεωροφν ότι ο οριςμόσ μιασ ζννοιασ είναι ζνα ςχιμα 

λζξεων που κακορίηουν  αυτι τθν ζννοια . Ζνασ τζτοιοσ οριςμόσ μιασ ζννοιασ μπορεί 

να είναι επίςθμοσ – τυπικόσ και να δίνεται ςτουσ ανκρϊπουσ ωσ μζροσ μιασ 

μακθματικισ κεωρίασ . Μπορεί να είναι προςωπικόσ , δθμιοφργθμα ενόσ ατόμου 

για να περιγράψει (μερικϊσ)  τθ δικι του εικόνα μιασ ζννοιασ. Ζνασ προςωπικόσ 

οριςμόσ μιασ ζννοιασ  μπορεί να κεωρθκεί μζροσ τθσ εικόνασ τθσ ζννοιασ, αλλά ο 

επίςθμοσ οριςμόσ μιασ ζννοιασ είτε μπορεί να κεωρθκεί μζροσ τθσ εικόνασ τθσ 

ζννοιασ είτε όχι ( Tall, 1980). 

Στισ περιςςότερεσ χϊρεσ το όριο παρουςιάηεται με ζναν ανεπίςθμο τρόπο 

πρϊτα, με τον επίςθμο οριςμό να ακολουκεί πολφ αργότερα  και ίςωσ να μθ δίνεται 
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και κακόλου. Αυτό ςυνεπάγεται ότι θ εικόνα μιασ ζννοιασ διαμορφϊνεται πολφ πριν 

δοκεί οποιοςδιποτε επίςθμοσ οριςμόσ. Οι εικόνεσ  τθσ ζννοιασ του ορίου επομζνωσ 

είναι πικανό να περιζχουν παράγοντεσ που ςυγκροφονται με τον επίςθμο/οριςμό 

τθσ ζννοιασ ( Tall, 1980). 

Για παράδειγμα, αν θ αρχικι διδαςκαλία δίνει ζμφαςθ ςτθ διαδικαςία 

προςζγγιςθσ ενόσ ορίου, παρά ςτθν ζννοια του ίδιου του ορίου, τότε θ εικόνα τθσ 

ζννοιασ περιλαμβάνει πολλοφσ παράγοντεσ που ςυγκροφονται με τον επίςθμο 

οριςμό («πλθςιάηει αλλά δε μπορεί να φτάςει», «δε μπορεί να περάςει», «τείνει 

προσ»). Οι φοιτθτζσ αναπτφςςουν εικόνεσ ορίων οι οποίεσ ςχετίηονται με 

εςφαλμζνεσ αντιλιψεισ ςχετικά με τθ διαδικαςία  «πλθςιάηει» , «μεγαλϊνει» ι 

«ςυνεχίηεται για πάντα» (Cornu 1991). 

 

3.6    Σρεισ  Κόςμοι  Σων  Μαθηματικών  ςε  ςχϋςη  με την   

Ιςτορύα 

Ο Tall (2004) ειςιγαγε τρεισ κόςμουσ των μακθματικϊν για τθ διάκριςθ των 

διαφόρων τρόπων μακθματικισ ςκζψθσ με ςκοπό να «αποκτιςουν μια γενικι 

εικόνα του πλιρουσ φάςματοσ ςτθν γνωςτικι ανάπτυξθ των μακθματικϊν». Θ 

κεωρία των τριϊν κόςμων δίνει ζμφαςθ ςτθν καταςκευι των  νοθτικϊν 

αναπαραςτάςειων των εννοιϊν και ζχει προκφψει από τισ διάφορεσ κεωρίεσ για τθν 

ανάπτυξθ ιδεϊν, όπωσ θ εργαςία τθσ Sfard (1991) για τθν ενκυλάκωςθ των 

διαδικαςιϊν προσ τα αντικείμενα και τισ κεωρίεσ του Piaget περί αφαιρετικισ 

διδαδικαςίασ (Tall, 2004). Οι τρεισ κόςμοι είναι κάπωσ ιεραρχθμζνοι, με τθν ζννοια 

ότι υπάρχει μια εξζλιξθ από τθ ςτιγμι που μόλισ κάποιοσ αντιλθφκεί μια ζννοια ζωσ 

ότου μζςω ενεργειϊν φκάςει ςτθν  επίςθμθ κατανόθςθ τθσ ζννοιασ.  

Ο πρϊτοσ κόςμοσ καλείται εννοιολογικο-ενςϊματοσ (ενςαρκωμζνοσ) κόςμοσ 

και εδϊ τα άτομα  χρθςιμοποιοφν φυςικζσ  αντιλιψεισ τουσ για τον πραγματικό 

κόςμο, για να οικοδομιςουν μζςω βιωματικισ εμπειρίασ  τισ μακθματικζσ ζννοιεσ. 

Ο κόςμοσ αυτόσ επεκτείνεται και ςε αφαιρετικζσ νοθτικζσ διαδικαςίεσ, αλλά είναι 

πάντα ςυνδεδεμζνοσ με  τθν δράςθ των αιςκιςεων. Οι βιωματικζσ εμπειρίεσ των 

μακθτϊν μπορεί να κατθγοριοποιθκοφν ωσ αντικείμενα του πραγματικοφ κόςμου  
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και κάποιεσ από αυτζσ βοθκοφν ςτισ εξερευνιςεισ των μακθτϊν με βάςθ τθν 

διαιςκθτικι αντίλθψθ των ορίων των ςυναρτιςεων.  

 Ο δεφτεροσ κόςμοσ καλείται proceptual-ςυμβολικόσ κόςμοσ. Εδϊ τα άτομα 

ξεκινοφν με διαδικαςτικζσ ενζργειεσ πάνω ςτισ  νοθτικζσ  αντιλιψεισ από τον πρϊτο  

κόςμο, οι οποίεσ με τθ χριςθ ςυμβόλων γίνονται κλειςτζσ ωσ ζννοιεσ. Τα ςφμβολα 

αναπαριςτοφν διαδικαςίεσ και ζννοιεσ - για παράδειγμα, τθν καταμζτρθςθ και τον 

αρικμό ι τθν πρόςκεςθ και το ποςό. Τα ςφμβολα, με τισ διαδικαςίεσ και τισ ζννοιεσ 

μαηί, καλοφνται procepts (Gray & Tall, 1994) και χρθςιμοποιοφνται κατά διττό τρόπο 

ωσ διαδικαςίεσ  και ζννοιεσ, ανάλογα με το πλαίςιο. 

 Ο τρίτοσ κόςμοσ καλείται τυπικόσ-αξιωματικόσ κόςμοσ, και εδϊ οι ιδιότθτεσ 

εκφράηονται με  επίςθμουσ οριςμοφσ και αξιϊματα. Υπάρχει μια αλλαγι ςε ςχζςθ 

με τον  δεφτερο κόςμο, με ςυνδζςεισ μεταξφ των αντικειμζνων και των διαδικαςιϊν 

με τισ αξιωματικζσ κεωρίεσ που περιλαμβάνουν  τυπικζσ αποδείξεισ και αφαιρζςεισ. 

Θ αυςτθρότθτα που απαιτεί αυτόσ ο κόςμοσ αποτελεί και τθν ςυνιςτϊςα που 

δθμιουργεί μεγάλεσ δυςκολίεσ ςτουσ μακθτζσ.  

 Τα άτομα μετακινοφνται ανάμεςα ςτουσ κόςμουσ, με βάςθ τισ ανάγκεσ 

τουσ, τισ εμπειρίεσ των αλλαγϊν και τισ νοθτικζσ παραςτάςεισ των εννοιϊν οι 

οποίεσ διαμορφϊνονται και μεταβάλλονται. Οι ςπουδαςτζσ οι οποίοι αδυνατοφν να 

ενςωματϊςουν τισ διαδικαςίεσ ωσ αντικείμενα ι να κάνουν το βιμα από procepts 

ςε μια αυςτθρά τυπικι ζκκεςθ μποροφν να χρθςιμοποιιςουν μια ςυνθκιςμζνθ 

μάκθςθ ωσ υποκατάςτατο. Αυτι θ  μάκθςθ μπορεί να είναι επαρκισ για 

καταςτάςεισ ρουτίνασ, αλλά αν οι φοιτθτζσ δεν είναι ςε κζςθ να δθμιουργιςουν 

διαχειρίςιμεσ νοθτικζσ οντότθτεσ, κα αντιμετωπίςουν ακόμθ μεγαλφτερα 

προβλιματα ςτθν εκμάκθςθ νζων πραγμάτων. Θ μακθματικι ανάπτυξθ των 

μακθτϊν μπορεί να παρατθρθκεί ςτο πλαίςιο αυτϊν των τριϊν κόςμων, όπωσ θ 

ανάπτυξθ των μακθματικϊν εννοιϊν.  

Εάν λθφκεί υπόψθ θ εξζλιξθ των ορίων που ξεκίνθςε με γεωμετρικό -  

διαιςκθτικό τρόπο, και ςτθ ςυνζχεια, μζςω των ςυμβολικϊν  χειριςμϊν  ςε  

αυςτθρά τυπικζσ παραςτάςεισ, μπορεί κανείσ να δει ότι οι φάςεισ είναι αυτζσ των 

τριϊν κόςμων του Tall (2004). Στθν αρχι τθσ φπαρξθσ ορίων, είχαν ρεαλιςτικά 

χρθςιμοποιθκεί και δεν είχαν εξθγθκεί ρθτά. Οι μζκοδοι εξάντλθςθσ  των  
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Λπποκράτθ και  Αρχιμιδθ (Edwards, 1979), που άρχιςαν πριν  από τθν αυςτθρι 

κεμελίωςθ τθσ ζννοιασ, μπορεί να κεωρθκοφν ωσ διανοθτικά περάςματα ςτον 

πρϊτο κόςμο των μακθματικϊν, τον ενςϊματο κόςμο. Γεωμετρικζσ καταςτάςεισ 

οδιγθςαν ςτθν ανάγκθ για τα όρια, και εν ςυνεχεία άρχιςαν να λαμβάνουν μορφι. 

Αργότερα οι Fermat, Newton, και Leibniz, χρθςιμοποιοφςαν υπολογιςμοφσ με 

ςφμβολα (Edwards, 1979; Guicciardini, 2003), όταν εξζταηαν τα όρια. Δεν είχε ακόμθ 

γίνει χριςθ τθσ επίςθμθσ κεωρίασ των ορίων, αλλά γίνεται μια χειραγϊγθςθ των  

ορίων  με τθ βοικεια των ςυμβόλων και των λζξεων. Θ εξζλιξθ ςε αυτό το ςτάδιο 

είχε ειςζλκει ςτον  δεφτερο κόςμο των μακθματικϊν, τον  proceptual κόςμο. Θ 

φάςθ αυτισ τθσ  μεταβολισ μεταξφ των δφο πρϊτων κόςμων ςυνεχίςτθκε μζχρι που 

ιρκε ο Weierstrass με τθν κεωρία του για τα όρια (Boyer, 1949) και επζκτεινε τθν 

ανάπτυξθ των ορίων ςτον τυπικό  κόςμο των μακθματικϊν. Θ ςφγκριςθ τθσ ιςτορίασ 

και των τριϊν κόςμων είναι βζβαια ακατζργαςτθ, αλλά δίνει μια εικόνα τθσ 

ανάπτυξθσ, θ οποία μπορεί να αποδειχκεί  πολφτιμθ ςτθ διδαςκαλία των ορίων. 

Σε μια αρκετά φιλόδοξθ, ζρευνα που διεξιγαγε θ Juter (2006)  (Department 

of Mathematics Luleå University of Technology) προςπάκθςε να ςυγκρίνει τθν 

ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ των ορίων ςε πρωτοετείσ φοιτθτζσ, με τθν ιςτορικι εξζλιξθ 

τθσ ζννοιασ. Ο ςτόχοσ ιταν να διαπιςτωκεί αν οι μακθτζσ αντιλαμβάνονται τθν 

ζννοια, όπωσ οι μακθματικοί του παρελκόντοσ, δθλαδι αν ζχουν τισ ίδιεσ περίπου 

αντιλιψεισ κατά τθν χρονικι εξζλιξθ τθσ ζννοιασ.  

Υπιρχαν 112 φοιτθτζσ που ςυμμετείχαν ςτθ μελζτθ. Τα μακιματα  

Ανάλυςθσ δόκθκαν πάνω από 20 εβδομάδεσ. Οι φοιτθτζσ είχαν δφο διαλζξεισ και 

δφο ςυνεδρίεσ για τθν επίλυςθ ζργων, 3 θμζρεσ τθν εβδομάδα. Κάκε διάλεξθ και 

ςφνοδοσ διιρκεςε 45 λεπτά. Ζτςι, ο ςυνολικόσ χρόνοσ διδαςκαλίασ 180 περίπου 

ϊρεσ.  

Θ ζννοια των ορίων των ςυναρτιςεων παρουςιάςτθκε ςτο πρϊτο μάκθμα. 

Στθν πρϊτθ διάλεξθ ςχετικά με τα όρια, ο διδάςκων ακολοφκθςε το βιβλίο, 

παρουςιάηοντασ τον τυπικό  οριςμό  και κεωριματα με βάςθ τον οριςμό, αλλά και 

όρια ςυναρτιςεων όταν το χ τείνει ςτο άπειρο. Το βιβλίο είχε διαιςκθτικι 

προςζγγιςθ ςτισ πρϊτεσ  ςελίδεσ του, αλλά θ ζννοια  γίνεται αυςτθρά τυπικι μετά 
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από αυτό. Στθν φάςθ αυτι γενικά οι φοιτθτζσ ζδειξαν απροκυμία και είπαν πωσ 

ζχουν ςφγχυςθ όςον αφορά τισ απόλυτεσ τιμζσ. 

Στθν 2θ διάλεξθ παρουςιάςτθκαν μερικά τυπικά όρια κακϊσ και κάποιεσ 

αποδείξεισ (με ταχφτθτα που ςχολιάςτθκε αρνθτικά από τουσ φοιτθτζσ). Ο αρικμόσ 

e ειςιχκθ ωσ όριο ακολουκίασ.  Κατόπιν παρουςιάςτθκε θ ςυνζχεια (κάποια 

τμιματα παραλιφκθκαν). Ο διδάςκων ακολουκοφςε το βιβλίο για να βοθκιςει 

τουσ ςπουδαςτζσ να παρακολουκιςουν τον ςυλλογιςμό του. Ο διδάςκων ζλυςε 

μόνοσ του κάποια ζργα.  

Στθν τρίτθ διάλεξθ ο  κακθγθτισ ςυνζχιςε να αποδεικνφει  κεωριματα από 

τθν προθγοφμενθ διάλεξθ. Μερικά κεωριματα ζγιναν εφλογα μζςα από εικόνεσ.  

Στθν επίλυςθ ζργων υπιρχαν  κάποια ςτάδια και μερικά από τα ζργα 

επθρεάςτθκαν  από τισ εργαςίεσ των Szydlik (2000) and  Tall & Vinner (1981), όπωσ 

για παράδειγμα:  

Αποφαςίςτε και εξθγιςτε για το όριο 

3

3
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lim

1x

x

x




. Μπορεί θ ςυνάρτθςθ 
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 να επιτφχει τθν οριακι αυτι τιμι;  Γιατί;  

Ι  θ οριακι τιμι 
 2

0

cos
lim

10000x

x


 υπάρχει ι όχι;  

Υπιρξε και μια  ςειρά ςυνεντεφξεων, όπου ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να 

ςχολιάςουν κάποιεσ προτάςεισ,  πολφ παρόμοιεσ με αυτζσ που χρθςιμοποιοφν οι 

Williams  (1991) ςε μια μελζτθ ςχετικά με τα μοντζλα των μακθτϊν των ορίων. Οι 

δθλϊςεισ που οι μακθτζσ ςχολίαςαν είναι οι εξισ : 

1) Μια οριακι τιμι περιγράφει πωσ μια ςυνάρτθςθ κινείται όταν το χ τείνει 

ςε μια δεδομζνθ τιμι. 

2) Θ οριακι τιμι είναι ζνασ αρικμόσ πζραν του οποίου θ ςυνάρτθςθ δεν 

μπορεί να πάρει τιμζσ. 



156 

 

3) Θ οριακι τιμι είναι ζνασ αρικμόσ τζτοιοσ ϊςτε  οι τιμζσ  μιασ ςυνάρτθςθσ 

μπορεί να είναι όςο κοντά κζλουμε  ςτον αρικμό αυτό διά  μζςω 

κατάλλθλου περιοριςμοφ των  τιμϊν του χ. 

4) Θ οριακι τιμι είναι ζνασ αρικμόσ ι ζνα ςθμείο το οποίο θ ςυνάρτθςθ 

προςεγγίηει αλλά ποτζ δεν φτάνει. 

5) Θ οριακι τιμι είναι μια προςεγγιςτικι τιμι, θ οποία μπορεί να είναι τόςο 

ακριβισ όςο επικυμοφμε. 

6) Μία οριακι τιμι κακορίηεται από τθν ειςαγωγι  αρικμϊν  όλο και πιο 

κοντά ςυγκεκριμζνο αρικμό μζχρι θ οριακι τιμι να  επιτευχκεί.  

Ο λόγοσ για το ότι ηθτικθκε ο ςχολιαςμόσ αυτϊν των  δθλϊςεων   ιταν να 

γνωρίςουν οι μακθτζσ τισ αντιλιψεισ για τθν ικανότθτα των ςυναρτιςεων ςτθν  

επίτευξθ των οριακϊν τιμϊν αλλά και  άλλων χαρακτθριςτικϊν των ορίων. Οι 

μακθτζσ είχαν τισ δθλϊςεισ για να ζχουν κάτι που  να μπορεί  να ςυγκρικεί με τισ 

δικζσ τουσ ςκζψεισ. Υπιρχαν και κάποια ζργα που  ωσ ςτόχο είχαν να καταςτιςουν 

τουσ μακθτζσ ικανοφσ για να αποςαφθνίςουν  τον τυπικό οριςμό και να 

διευκρινιςκεί τι  λζει πραγματικά. Για παράδειγμα: 

Είναι το ίδιο πράγμα να πει  κάποιοσ «Για κάκε δ> 0 υπάρχει ζνα  ε> 0 ζτςι 

ϊςτε | f (x) - A | <ε  για κάκε x που ορίηεται ϊςτε  0 <| x - a | <δ»  με  το  να  πει   

«Για κάκε ε> 0 υπάρχει δ> 0 τζτοιο ϊςτε | f (x) - A | <ε για κάκε x που ορίηεται ζτςι  

ϊςτε  0 <| x - a | <δ»;   Ροια είναι θ διαφορά, αν υπάρχει; 

Φάνθκε ότι οι φοιτθτζσ αντιδροφν με  πολλοφσ διαφορετικοφσ τρόπουσ  ςτθ 

μάκθςθ των ορίων  των ςυναρτιςεων. Ρολλοί φοιτθτζσ άλλαξαν τισ απόψεισ τουσ 

μεταξφ των διαφόρων ςταδίων. Ρερίπου εμφανίηουν τισ ίδιεσ μεταβολζσ ςτθν 

εξζλιξθ τθσ  μακθςιακισ ανάπτυξθσ με  τθν ιςτορικι εξζλιξθ.  Οι εξελίξεισ των 

φοιτθτϊν φαίνεται να ζχουν ςχζςθ με τθν  ιςτορικι ανάπτυξθ των ορίων, θ οποία 

με τθ ςειρά τθσ είχε ςχζςθ με τθν κεωρία του Tall (2004) των 3 κόςμων  των 

μακθματικϊν .  

Ο μζςοσ μακθτισ βρίςκεται ςτον πρϊτο  κόςμο των μακθματικϊν ζχοντασ 

μια διαιςκθτικι αντίλθψθ τθσ  ζννοιασ του ορίου όταν αρχίηει τισ ςπουδζσ ςε 
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πανεπιςτθμιακό επίπεδο, διότι αυτό είναι το Α.Ρ.  διδαςκαλίασ ςτα λφκεια ςτθ 

Σουθδία. 

Οι  μακθτζσ με προβλιματα εξιγθςθσ ςτον οριςμό του ορίου  φαίνεται να 

ακολουκοφν  το ςτάδιο του Νεφτωνα και Leibniz δίνοντασ  μια αίςκθςθ για το τι 

κάνουν, αλλά ςτεροφνται τα μζςα για τθν αυςτθρι διατφπωςθ και εξιγθςθσ τθσ 

ζννοιασ των ορίων. Ωσ  εκ τοφτου, δεν αποδεικνφεται ότι οι φοιτθτζσ είχαν φτάςει 

ςτον 3ο κόςμο των μακθματικϊν του Tall (2004). Τζςςερισ μακθτζσ με τθν 

υψθλότερθ βακμολογία κα μποροφςαν  να εξθγιςουν  τουσ ρόλουσ των  

ποςοδεικτϊν, ςτον οριςμό με τθν τυπικι του μορφι, ζτςι ϊςτε να  μοιάηουν ότι  

ζχουν φτάςει ςτον τρίτο κόςμο. Αυτό ςθμαίνει ότι οι φοιτθτζσ δεν είναι ζτοιμοι να 

αφομοιϊςουν τθν πολυπλοκότθτα τθσ ζννοιασ ςτθν πρϊτθ πορεία τουσ. 

Θ ανάγκθ για αυςτθρότθτα που τζκθκε ξεκάκαρα από διαμάχεσ 

όπωσ του Jurin και διαφωνία Robins  ςχετικά με το αν τα όρια μπορεί να τα 

φτάςουμε  ι όχι (Boyer, 1949), φαίνεται να περνάει και ςιμερα ςτουσ μακθτζσ- 

ςπουδαςτζσ που ζχουν το ίδιο πρόβλθμα, ακόμθ κι αν να ζχουν πρόςβαςθ ςε 

ςαφείσ οριςμοφσ των ορίων. 

Θ αυςτθρότθτα του  οριςμοφ , ωσ εκ τοφτου δεν ενεργοποιεί  ςτουσ μακθτζσ 

εικόνεσ των εννοιϊν (Tall & Vinner, 1981).  Αν οι εικόνεσ τθσ ζννοιασ είναι πολφ 

φτωχζσ, δεν υπάρχει αρκετό πεδίο  για  εξερεφνθςθ. 

Είναι ςθμαντικό οι μακθτζσ να πάρουν παραδείγματα που δεν μποροφν να 

λφςουν  χωρίσ τθν ευκρίνεια ενόσ αυςτθροφ οριςμοφ, διαφορετικά δεν βλζπουν 

κανζνα λόγο  για να μάκουν ζνα αυςτθρό οριςμό. Άλλωςτε ςτθν βιβλιογραφία 

υπάρχουν αρκετά εφςτοχα παραδείγματα που τονίηουν τθν αναγκαιότθτα τθσ 

χριςθσ του ε – δ  οριςμοφ: 

Αποδείξτε ότι θ ςυνάρτθςθ    
1 ,
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0,

x ό
f x
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  δεν  είναι  ςυνεχισ  ςε  
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είναι ςυνεχισ μόνο ςε ζνα ςθμείο. 
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Είναι αλικεια όμωσ ότι ςτθν επίλυςθ προβλθμάτων με βάςθ ζναν οριςμό,  

μερικοί μακθτζσ, ςυχνά, δεν πθγαίνουν πίςω ςτο οριςμό  για τθν επίλυςθ των 

δυςκολιϊν τουσ, δεδομζνου ότι δεν κατανοοφν πλιρωσ τθ ςθμαςία και τθν 

ςυνάφεια των μακθματικϊν οριςμϊν. (Alcock and Simpson, 2002). 

Ρολλοί φοιτθτζσ ςτθ  μελζτθ τθσ Juter ιταν ςε κζςθ να λφςουν ςχετικά 

δφςκολα κακικοντα για τα όρια, ακόμθ και αν δεν  ιταν ςε κζςθ να εξθγιςουν τθν 

ζννοια του οριςμοφ. Ρολλοί από τουσ μακθτζσ χαμθλισ ι μζςθσ ςτάκμθσ δεν 

παρουςίαςαν  πρόοδο ςτθν εκμάκθςθ των ορίων, παρά τθν μεγάλθ  προςπάκεια 

του διδάςκοντα με  παραδείγματα, γραφικϊν και εξιγθςθ των αποδείξεων.  Τόςο 

ςτθ κεωρία όςο και ςτθν επίλυςθ  προβλθμάτων οι απαντιςεισ τουσ ιταν αςαφείσ. 

Ρολλοί φοιτθτζσ είχαν μια αλγεβρικι προςζγγιςθ για τα όρια, 

χρθςιμοποιϊντασ γνωςτζσ διαδικαςίεσ για τον υπολογιςμό τουσ , ακόμθ και αν θ 

επιλεγείςα διαδικαςία ιταν ακατάλλθλθ για το πρόβλθμα. Θ αςφάλεια των 

γνωςτϊν μεκόδων φαίνεται  να κυριαρχεί ενάντια ςτθν αβεβαιότθτα για τθ 

διερεφνθςθ νζων χαρακτθριςτικϊν τθσ ζννοιασ. 

Κακϊσ τα  Πρια για πρϊτθ φορά παρουςιάςτθκαν για τθν  αντιμετϊπιςθ και   

επίλυςθ  καταςτάςεων ιςτορικά, ενϊ  με τον καιρό, μζςω  εργαςιϊν πολλϊν 

μακθματικϊν θ κεωρία ζγινε ςαφισ,  μια ςθμαντικι ερϊτθςθ  που αναδφεται είναι  

πόςοσ  χρόνοσ  χρειάηεται, για να αφομοιϊςουν ςιμερα οι φοιτθτζσ τθν ζννοια. Το 

γεγονόσ ότι οι μακθτζσ ζχουν πρόςβαςθ ςτθ κεωρία μπορεί να τουσ δελεάςει για να 

μάκουν δφςκολα ςθμεία από ςυνικεια (Tall, 2004), κάτι που  ιταν αδφνατο για 

τουσ μακθματικοφσ του τότε, χωρίσ ικανότθτα επινόθςθσ. Οι εργαςίεσ των  Leibniz 

(Katz, 1998), Newton (Edwards, 1979) και Cauchy (Belhoste,1991) δείχνουν πόςο 

δφςκολο είναι να διαμορφϊςει κάποιοσ μια ςυνοπτικι περιγραφι για το τι είναι  

εφκολο οι φοιτθτζσ να κατανοιςουν. 

Θ ιςτορικι εξζλιξθ μζςα από τουσ τρεισ κόςμουσ των μακθματικϊν (Tall, 

2004) ςτθν ςυγκεκριμζνθ μελζτθ φαίνεται να ταιριάηει μόνο ςτθν πρόοδο του  

υψθλοφ  επιπζδου  μακθτϊν. 
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3.7   Σα όρια όπωσ διδϊςκονται ςτη  ςύγχρονη εποχό - Έρευνεσ 

Οι μακθτζσ  μακαίνουν με διαφορετικό τρόπο, και ωσ εκ τοφτου δεν υπάρχει  

μια διδακτικι ςτρατθγικι ανϊτερθ από όλεσ τισ άλλεσ. Διαφορετικζσ χϊρεσ, ςτθν 

δευτεροβάκμια και τριτοβάκμια εκπαίδευςθ χρθςιμοποιοφν διαφορετικζσ 

προςεγγίςεισ για να διδάξουν τα όρια. Σε τουλάχιςτον ζνα αυςτραλιανό 

πανεπιςτιμιο, οι φοιτθτζσ δεν διδάςκονται τον τυπικό οριςμό μζχρι το δεφτερο 

ζτοσ των μακθματικϊν (School of Mathematics, 2004). Κατά το πρϊτο ζτοσ τουσ, 

ειςάγονται διαιςκθτικά  ςτθν ζννοια, μζςω παραδειγμάτων, ςε αντίκεςθ με τουσ 

μακθτζσ ςτθ μελζτθ τθσ Juter, που διδάχκθκαν τον επίςθμο οριςμό του Weierstrass  

κατά το πρϊτο εξάμθνο τουσ. Υπάρχουν πλεονεκτιματα, κακϊσ και μειονεκτιματα 

με τουσ δφο τρόπουσ προςζγγιςθσ.  

Θ Sierpinska (1994) περιζγραψε ζνα μάκθμα από μια μελζτθ όπου ζνασ 

δάςκαλοσ ειςιγαγε τα Πρια ςε μια τάξθ. Ο δάςκαλοσ  χρθςιμοποίθςε τρεισ 

διαφορετικζσ μορφζσ εξθγιςεων : φυςικι γλϊςςα, γεωμετρικι αναπαράςταςθ και 

παραδείγματα. Ραρά τθ διαφορετικι- πολλαπλι παρουςίαςθ, δεν υπιρχαν πολλζσ 

αποδείξεισ για τθν κατανόθςθ των Ορίων από τουσ μακθτζσ - φοιτθτζσ. Πλα τα 

παραδείγματα που χρθςιμοποιικθκαν ςτο μάκθμα ιταν ςυγκλινουςϊν 

ακολουκιϊν, ζτςι ϊςτε οι φοιτθτζσ να μθν  ζχουν καμία ςχζςθ με τθν ικανότθτα  

ςφγκριςθσ  των  ςυγκλινουςϊν ακολουκιϊν. Θ Sierpinska υποςτιριξε ότι υπάρχουν 

αςάφειεσ όςον αφορά τθ χριςθ του όρου Πριο. Ο οριςμόσ μπορεί να διατυπωκεί 

με διάφορουσ τρόπουσ - παραδείγματοσ χάριν, με απόλυτεσ τιμζσ είτε ςε ςχζςθ με 

γειτονικζσ περιοχζσ - αλλά τα όρια  ςυχνά διδάςκονται  ςε γενικζσ γραμμζσ με ςτόχο 

τθ δθμιουργία παραςτάςεων  των μακθτϊν για τθν  ζννοια. 

Θ Sierpinska (1994) διερεφνθςε  επίςθσ τθ χριςθ μεταφορϊν  ςτθ 

μακθματικι εκπαίδευςθ των μακθτϊν. Λςχυρίςτθκε ότι θ κατανόθςθ, με βάςθ μια 

νζα μεταφορά προκαλεί αναδιοργάνωςθ ςτισ νοθτικζσ παραςτάςεισ,  

δθμιουργϊντασ ζναν  λόγο για τον ςχθματιςμό  τθσ ζννοιασ. Θ γλϊςςα των ορίων 

(π.χ., «τείνουν να») ζχει ίχνθ των μεταφορϊν  που χρθςιμοποίθςαν μακθματικοί, 

όπωσ ο Νεφτωνασ.  

Θ Στεργίου (2002) εξζταςε τισ προςπάκειεσ φοιτθτϊν το Μακθματικοφ 

Τμιματοσ να  προςεγγίςουν  τθν ζννοια τθσ  ταχφτθτασ ςφγκλιςθσ, θ  οποία μπορεί 
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να κεωρθκεί ωσ  μια ςφγχρονθ εκδοχι  ερμθνείασ των απειροςτϊν ποςοτιτων. Κι 

αυτό γιατί θ ταχφτθτα ςφγκλιςθσ τθσ ακολουκίασ ωσ κεωρθτικοφ μοντζλου είναι ζνα 

εφςτοχο παράδειγμα καταςκευισ εμπειρικϊν μοτίβων όπου μποροφμε να 

χρθςιμοποιιςουμε εξίςου καλά και τον υπολογιςτι. Το μοντζλο δίνει μια πρϊτθ 

(διαιςκθτικι) προςζγγιςθ τθσ διαδικαςίασ υπολογιςμοφ του ορίου χωρίσ να 

χρθςιμοποιεί τθν τυπικι μορφι τθσ ζννοιασ του ορίου ( ε και δ ). Είναι δυνατόν 

επίςθσ θ ςυνζχεια αυτισ τθσ προςζγγιςθσ να οδθγιςει ςτα απειροςτά μζςα από μια 

διαφορετικι  προοπτικι. 

Οι φοιτθτζσ είχαν προβλιματα ςτο να ξεχωρίςουν μια ςυγκλίνουςα 

ακολουκία από μια ςυνεχι ςυνάρτθςθ. Οι ερευνθτζσ υποςτιριξαν ότι τα 

προβλιματα των φοιτθτϊν ςτον  διαχωριςμό  των εννοιϊν κα μποροφςε να ιταν 

χειρότερα  αν θ διδαςκαλία των ορίων των ακολουκιϊν παραμερίηονταν πριν  τθ 

διδαςκαλία των ορίων των ςυναρτιςεων, κάτι που άλλωςτε ςυμβαίνει εδϊ και 

χρόνια ςτθν Δευτεροβάκμια Εκπαίδευςθ. 

Ο Todorov (2001) επζκρινε τθ μζκοδο τθσ διδαςκαλίασ των ορίων με 

υπολογιςτζσ και τον ε  - δ  οριςμό και υποςτιριξε  ότι θ κεωρία κα ιταν  πιο 

προςιτι ςτουσ μακθτζσ  εάν τθ διδάςκονταν ςε ςχζςθ με  τθν ζννοια των 

απειροςτϊν, ακολουκϊντασ δθλαδι τθν ιςτορικι εξζλιξθ. Ζνασ λόγοσ είναι ότι ο 

αρικμόσ των ποςοδεικτϊν ςτθ διατφπωςθ των  απειροςτϊν είναι μικρότεροσ  ςε 

ςχζςθ με τθν ε – δ  φόρμουλα. Οι ποςοδείκτεσ είναι προβλθματικοί για τουσ 

ςπουδαςτζσ για να τουσ κατανοιςουν (Cornu, 1991; Juter, 2003), αλλά ζνα 

υποκατάςτατο, δεν είναι απαραίτθτα πιο εφκολο για αυτοφσ. Ο ε-δ οριςμόσ, 

υποςτθρίηει ο Todorov, αποτελεί μια δυςάρεςτθ ζκπλθξθ για τουσ μακθτζσ κακϊσ 

περιζχει τουσ ποςοδείκτεσ  ,   με τον ςωςτό ςυνδυαςμό τουσ να τουσ δυςκολεφει 

πολφ. Ωσ αποτζλεςμα, ζνα μάκθμα ανάλυςθσ μοιάηει με  ςυλλογι από αςκιςεισ 

ςτθ μακθματικι λογικι αντί για μια αυςτθρι εκδοχι του διαφορικοφ λογιςμοφ. Το 

χάςμα μεταξφ του ςτοιχειϊδουσ λογιςμοφ και τθσ πραγματικισ ανάλυςθσ 

διευρφνεται  και μερικοί μακθτζσ δικαιολογθμζνα αναρωτιοφνται αν αυτά τα δφο 

ςκζλθ των μακθματικϊν  ζχουν κάτι κοινό. 
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Ο Todorov (2001) υποςτιριξε ότι ζνα άλλο πλεονζκτθμα τθσ 

απειροελάχιςτθσ  προςζγγιςθσ είναι ότι οι μακθτζσ δεν χρειάηεται να μαντζψουν  το 

όριο και ςτθ ςυνζχεια να αποδείξουν ότι αυτό είναι ζνα όριο, κάτι που πρζπει να 

γίνει όταν κάνουν  χριςθ του ε – δ οριςμοφ. Θ απόδειξθ τθσ φπαρξθσ και ο  

υπολογιςμόσ  του ορίου γίνονται ταυτόχρονα. Οι μακθτζσ περιςςότερο υπολογίηουν  

και λιγότερο αποδεικνφουν. Ραρακζτοντασ κάποιουσ οριςμοφσ, ςτθ ςυνζχεια 

προχωρά ςε ςυγκεκριμζνα παραδείγματα. 

Κάκε πραγματικόσ x 0, γράφεται   x = r + dx  για κάποιον r με  dx0  

St(r + dx) = r με  dx0 ,    st(1/dx) =  ,  dx0  και  dx>0 ι  <0 αντίςτοιχα 

Αν  st(f(r+dx))=st(f(r+dy))  για όλα τα  dx , dy , τότε    lim ( )
x r

f x st f r dx


   

  lim ( ) , 0, 0
x r

f x st f r dx dx dx


      

St(xy) = st(x)  st(y)  

St(xy) = st(x)  st(y)  

St(x/y) = st(x) / st(y)  
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όπου  dx είναι ζνα μθ μθδενικό infinitesimal, κετικό ι αρνθτικό αντίςτοιχα. 

Το βαςικό πλεονζκτθμα των τφπων       1&st f r dx st f
dx

  ςε ςχζςθ με 

τον ε-δ  οριςμό των ορίων  lim ( ) , lim ( )
xx r

f x f x
 

  είναι ότι ορίηουν ζναν αλγόρικμο 

υπολογιςμοφ του ορίου ςυναρτιςει των  f , r  χωρίσ τθν ςυμμετοχι ενόσ υποψιφιου 

L  για τθν τιμι του ορίου. 

Μια άλλθ μζκοδοσ είχε χρθςιμοποιθκεί ςε μια πειραματικι διδαςκαλία που 

είχε διεξαχκεί ςε μάκθμα αρικμθτικισ ανάλυςθσ ςε  πανεπιςτιμιο τθσ Αυςτραλίασ 

(Furina, 1994). Ρζντε φοιτθτζσ  ςυμμετείχαν ςε μια μελζτθ διάρκειασ 4 εβδομάδων 

ςτισ οποίεσ ζλυναν  προβλιματα ορίου αςχολοφμενοι 40 λεπτά μία φορά τθν 

εβδομάδα. Οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφςαν  λογιςτικά φφλλα (Excel) για τθν επίλυςθ 

των κακθκόντων τουσ ατομικά για 20 λεπτά, και ςτθ ςυνζχεια ςυηθτικθκαν τα ζργα 

τουσ από κοινοφ. Θ Furina κατζλθξε ςτο ςυμπζραςμα ότι υπάρχουν φοιτθτζσ οι 

οποίοι ζχουν μια παραμελθμζνθ άποψθ για το τι ςθμαίνει «τείνει ςτο μθδζν»  και 

ότι είχαν τθν αλγεβρικι προςζγγιςθ για τα όρια, αφινοντασ απζξω μια  

ανεπτυγμζνθ κατανόθςθ των ορίων, αλλά παρ’ όλα αυτά ιταν  ςε κζςθ να 

επιλφςουν  απαιτθτικζσ εργαςίεσ ςτα Πρια.   

Μια πρόςφατθ ζρευνα (Elia, Gagatsis, Panaura, Zachariades, Zoulinaki, 2009) 

με κζμα τισ αντιλιψεισ των μακθτϊν ςτο όριο και τθν ςυμπεριφορά τουσ ςτθν 

επίλυςθ ζργων που απαιτοφςαν πολλαπλζσ δεξιότθτεσ, αποκάλυψε ςθμαντικά 

ςυμπεράςματα. Στθν ζρευνα ςυμμετείχαν 222 μακθτζσ τθσ Γ ϋ Λυκείου οι οποίοι 



163 

 

είχαν ωσ μάκθμα βαρφτθτασ τα Μακθματικά και είχαν διδαχκεί μζχρι και 

Ολοκλθρωτικό Λογιςμό,  

Τα  αποτελζςματα ζδειξαν ότι οι μακθτζσ μποροφν να ζχουν καλζσ επιδόςεισ 

ςε μετατροπζσ από μια γεωμετρικι αναπαράςταςθ των ορίων ςε μια αλγεβρικι, 

που απαιτεί απλι αναγνϊριςθ. Το γεγονόσ ότι ςτο  ςχολείο θ ζννοια του ορίου μιασ 

ςυνάρτθςθσ με το x να  τείνει ςτο  x0 є R ειςάγεται οπτικά μζςω  παραδειγμάτων 

που περιλαμβάνουν δυναμικζσ προςεγγίςεισ και εφαρμογζσ ςε γεωμετρικά ι 

αρικμθτικά πλαίςια,  παρζχει μια εξιγθςθ για αυτό το πόριςμα.  Στισ ςχολικζσ 

μακθματικζσ δραςτθριότθτεσ, ςυνικωσ οι μακθτζσ παράγουν μια αλγεβρικι 

παράςταςθ που βαςίηεται ςε μια γραφικι παράςταςθ και δεν ςυνθκίηουν  ςτθν 

αντίςτροφθ μετατροπι, δθλαδι τθν καταςκευι ενόσ γραφιματοσ δοκείςθσ τθσ  

αλγεβρικισ παράςταςθσ. (Kaldrimidou & Ikonomou, 1998; Duval, 2002). 

Οι περιςςότεροι από τουσ μακθτζσ, δεν φάνθκε να κατανοοφν τθν ζννοια 

του ορίου  αρκετά καλά ϊςτε να είναι ςε κζςθ να τθν  εξθγιςουν.  Αυτι θ δυςκολία 

πθγάηει από τθν προςαρμογι τθσ διδαςκαλίασ ςτισ οδθγίεσ του Ρ.Λ. , οι οποίεσ  

εφαρμόηονται ςτθν πράξθ ςτο ςχολείο.  Σφμφωνα με αυτζσ θ διδαςκαλία των ορίων 

δεν είναι αυτοςκοπόσ, αλλά ςτοχεφει ςτθν  προετοιμαςία των μακθτϊν για τθν 

ειςαγωγι των εννοιϊν των παραγϊγων και των ολοκλθρωμάτων , γεγονόσ που 

ςυνεπάγεται τθν ζλλειψθ ςυςτθματικισ προςπάκειασ για τθν ανάπτυξθ τθσ  

εννοιολογικισ  κατανόθςθσ  των ορίων. Το περίεργο πάντωσ είναι πωσ οφτε ςτισ 

ζννοιεσ των παραγϊγων και ολοκλθρωμάτων αναδεικνφεται  ο ουςιϊδθσ ρόλοσ του 

Ορίου. Υπάρχουν πολλοί μακθτζσ άραγε, υποψιφιοι για ειςαγωγι ςτα Μακθματικά 

Τμιματα που γνωρίηουν ότι το οριςμζνο ολοκλιρωμα είναι όριο ακολουκίασ; Μια 

χρονιά δόκθκε (κατά τθ διάρκεια μακθμάτων) ςε μακθτζσ τθσ Κ. - Τ. Κατεφκυνςθσ ο 

υπολογιςμόσ του ορίου  
1

1
lim

pn

n
k

n

n n k


 
 

 
 όπου  p  N* - {1}.  Κανζνασ μακθτισ 

δεν ςκζφτθκε ότι αυτό το όριο ζχει ςχζςθ με οριςμζνο ολοκλιρωμα. 

[
 

1

0
1

1 0 1 1
lim ( ) , ( )

1 0 11

p

n

p
n

k

f x dx f x
n xk

n




 
 

    
 

  ] 
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Σθμαντικό εφρθμα ιταν ότι θ ςυντριπτικι πλειοψθφία των  μακθτϊν  που 

προςδιόριςε τθν ζννοια του ορίου ςωςτά (20,7%), απαντά  ςωςτά ςε  όλεσ ςχεδόν 

τισ  δραςτθριότθτεσ του ερωτθματολογίου. Σε γενικζσ γραμμζσ, οι μακθτζσ οι οποίοι 

είναι ικανοί  ςτο να  παρζχουν επαρκείσ εξθγιςεισ για τθν ζννοια του ορίου 

μποροφν να εφαρμόηουν τουσ αλγόρικμουσ  και τισ  διαδικαςίεσ ςε δραςτθριότθτεσ 

με διαφορετικζσ απαιτιςεισ.  

Μία από τισ κφριεσ αντιλιψεισ που εκφράηονται από τουσ μακθτζσ, που 

είχαν επίςθσ εντοπιςτεί ςε προθγοφμενεσ μελζτεσ (Cornu, 1983;, Davis & Vinner, 

1986;  Williams, 1991), ιταν το μοντζλο του ορίου ωσ ζνασ αρικμόσ που δεν 

μποροφμε  να  φκάςουμε.  Μια άλλθ ιδζα που κατζχεται από ζνα πλικοσ 

ςπουδαςτϊν, ιταν ότι «το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ  ςτο  x0  είναι θ αρικμθτικι τιμι 

που παίρνει θ ςυνάρτθςθ παίρνει για x = x0». Αυτό ςυμφωνεί με τθν διαπίςτωςθ 

των Davis  & Vinner (1986), ότι οι φοιτθτζσ διατθροφν τισ πρωτογενείσ  διαιςκιςεισ 

τουσ, ακόμθ και  αφοφ ζλαβαν  προςεκτικά ςχεδιαςμζνα φφλλα διδαςκαλίασ, με 

αποτζλεςμα να κεωροφν ςωςτι πάντα τθν ιςότθτα 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 . 

 Σε μια προςπάκεια να εξθγιςουν τθ ςχζςθ του x0 με το Ρ.Ο. τθσ 

ςυνάρτθςθσ  για να ζχει νόθμα θ αναηιτθςθ του ορίου τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο  χ0  , ζνα  

ςθμαντικό  ποςοςτό των μακθτϊν  διλωςε ότι το ςθμείο x0  πρζπει να ανικει  ςτο  

Ρ.Ο.  τθσ ςυνάρτθςθσ  και ότι ςε διαφορετικι περίπτωςθ το όριο δεν ζχει κανζνα 

νόθμα.  

 Μια ιδζα που παρατθρείται ςυχνά μεταξφ των μακθτϊν ιταν ότι  το Πριο 

μιασ   ςυνάρτθςθσ   f   δεν υπάρχει ςτο x0, μόνο όταν τα όρια από αριςτερά και 

δεξιά δεν είναι ίςα. Μια άλλθ αδυναμία που παρατθρικθκε αφορά τθ ανικανότθτα 

ςφλλθψθσ  τθσ  ιδζασ ότι υπάρχουν αρικμοί με δφο διαφορετικζσ παραςτάςεισ ςτο 

δεκαδικό ςφςτθμα, δθλαδι, 2 και 1.999 ... που είναι ίςεσ.  Σφμφωνα με 

προθγοφμενα πορίςματα ερευνϊν (Monaghan, 1991; Sierpinska, 1987; Tall & 

Vinner, 1981), προκφπτει ότι οριςμζνοι φοιτθτζσ δεν κεϊρθςαν  τον αρικμό 1.999 ... 

(ςε κάποιο από τα ζργα) ωσ πραγματικό αρικμό αλλά ωσ όρο τθσ  άπειρθσ  

ακολουκίασ   1.9,1.99,1.999 ....  
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 Θ επιτυχισ καταςκευι τθσ ζννοιασ του ορίου βρζκθκε ότι  διαδραματίηει 

ζναν κρίςιμο ρόλο ςτθν επιτυχία των μακθτϊν. Οι ομάδεσ των μακθτϊν που είχαν 

καταςκευάςει μια εννοιολογικι κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του ορίου 

(ςυμπεριλαμβανομζνθσ μιασ  επαρκοφσ ιδζασ  τθσ ςχζςθσ του x0  με το Ρ.Ο. τθσ 

ςυνάρτθςθσ  και τισ προχποκζςεισ υπό τισ οποίεσ το όριο μιασ ςυνάρτθςθσ  ςτο χ0  

δεν υπάρχει), ιταν αυτοί που είχαν μεγαλφτερθ πικανότθτα  να πραγματοποιιςουν 

ςωςτά τισ μετατροπζσ των Ορίων  από τθν  αλγεβρικι  ςτθ  γεωμετρικι 

αντιπροςϊπευςθ  και  αντιςτρόφωσ.   

Οι μακθτζσ  αντιμετϊπιηαν  με παρόμοιο και ςυνεπι τρόπο τθν καταςκευι 

ενόσ γραφιματοσ με   δεδομζνα τα  όρια  ςε αλγεβρικι μορφι,  αλλά θ επίδοςι 

τουσ ιταν εμφανϊσ διαφορετικι ςε άλλα ζργα που αφοροφςαν  ζνα διαφορετικό 

είδοσ  μετατροπισ.  Αυτοφ του είδουσ οι αςυνζπειεσ μποροφν να κεωρθκοφν ωσ 

ενδείξεισ μιασ ζλλειψθ ευελιξίασ μεταξφ των διαφορετικϊν τρόπων εκπροςϊπθςθσ, 

ι με άλλα λόγια  αποδεικνφουν τθν  φπαρξθ του κατακερματιςμοφ ςτθν «ςκζψθ των 

μακθτϊν (Elia et al., 2007). 

  Μια ενδιαφζρουςα ζρευνα  πραγματοποιικθκε από τον  R. Parameswaran 

(2006) ο οποίοσ προςπάκθςε  να κατανοιςει το πϊσ οι μακθτζσ αντιλαμβάνονται 

τθν ζννοια του ορίου, ειςάγοντασ ερωτιςεισ ςχετικά με το όριο  που 

περιλαμβάνουν υπερβολικά μικροφσ ι εξαιρετικά μεγάλουσ αρικμοφσ  για τισ τιμζσ  

χ  τθσ ςυνάρτθςθσ  f(x)  που εμπλζκεται. Ρροςπάκθςε να εξερευνιςει το κατά πόςο 

οι  πραγματικζσ εμπειρίεσ ηωισ και πρακτικζσ αυτισ τθσ  ςχολικισ τάξθσ ςτθν 

ςτρογγυλοποίθςθ  πραγματικϊν αρικμϊν ςε ζναν βολικό ρθτό,  επθρεάηουν τθν 

κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του ορίου. Τα ηθτιματα που αρχικά προζκυψαν και 

αφοροφςαν τθν κατανόθςθ εκ μζρουσ των μακθτϊν τθσ ζννοιασ του ορίου και τα 

οποία οδιγθςαν ςτθν μελζτθ του, ιταν τα ακόλουκα: 

a) Ροια είναι τα λάκθ, αν υπάρχουν, τα οποία ειςχωροφν και επθρεάηουν 

τθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ των ορίων, όταν «μικροί» αρικμοί  

χρθςιμοποιοφνται ωσ παράμετροι ςτον οριςμό τθσ ςυνάρτθςθσ, όταν οι 

μακθτζσ δεν ζχουν διδαχκεί  τον  ε – δ  οριςμό; 

b) Ρωσ τζτοιεσ λανκαςμζνεσ πρακτικζσ μποροφν να ξεπεραςτοφν όταν οι  

μακθτζσ εκτίκενται ςτον  ε – δ  οριςμό;  
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Ο ερευνθτισ προςπάκθςε να καταλάβει τισ νοερζσ καταςκευζσ που οι 

μακθτζσ δθμιουργοφν ςχετικά με τισ ζννοιεσ των απειροςτϊν και των ορίων, 

βαςιηόμενοσ  ςε δράςεισ ςτθ ςχολικι τάξθ τα οποία αποτελοφνταν από τεςτ και 

ςυνεντεφξεισ. 

Θ ουςία τθσ  ζρευνασ αποκαλφπτει τον ιςχυρό  βακμό τθσ ικανότθτασ των 

μακθτϊν να χτίηουν ςτισ προγενζςτερεσ εμπειρίεσ τουσ και ςτθ δυςκολία τουσ ςτο 

να αντιμετωπίςουν πικανϊσ τθν άπειρθ διαδικαςία. Αυτό που λίγεσ ζρευνεσ ζχουν 

λάβει υπόψθ τουσ είναι θ ολικι φφςθ των προγενζςτερων  εμπειριϊν των μακθτϊν 

με τθν αρικμθτικι, χρθςιμοποιϊντασ δεκαδικζσ αναπαραςτάςεισ και πεπεραςμζνεσ 

προςεγγίςεισ. Αυτι θ εμπειρία μπορεί να προκαλζςει επιςτθμολογικά εμπόδια, που 

ςχετίηονται με τθν ανάγκθ να απλοποιιςουμε τισ νζεσ ιδζεσ με τζτοιο τρόπο, ϊςτε 

να ταιριάηει ςτθν εμπειρία των μακθτϊν. Το να μειϊςουμε τα προβλιματα του 

ορίου παίρνοντασ απλζσ ςτρογγυλοποιιςεισ  πριν από το όριο, μπορεί να οδθγιςει 

ςε παρανοιςεισ, κάνοντασ ζτςι μεγαλφτερθ τθν γνωςτικι δυςκολία όςον αφορά τθν 

κατανόθςθ τθσ διαδικαςίασ του ορίου ωσ τυπικι ζννοια. 

Στο πρόγραμμα ςπουδϊν του κεντρικοφ ςυμβουλίου δευτεροβάκμιασ 

εκπαίδευςθσ ςτθν Λνδία, οι μακθτζσ εκτίκενται ςτθ μελζτθ του ορίου μιασ 

ςυνάρτθςθσ ςε  ςθμείο, όταν είναι ςτθν 12θ τάξθ. Διδάςκονται λεπτομερϊσ ςχετικά 

με τισ ςυναρτιςεισ και τισ γραφικζσ τουσ αναπαραςτάςεισ. Θ ζννοια του ορίου 

ειςάγεται με τθ βοικεια τθσ γραφικισ αναπαράςταςθσ μιασ ςυνάρτθςθσ. Συνικωσ 

θ ςυηιτθςθ περί ορίου περιορίηεται ςτθν τάξθ ςε κζματα που αφοροφν ρθτζσ και 

τριγωνομετρικζσ ςυναρτιςεισ, εκκετικζσ και λογαρικμικζσ ςυναρτιςεισ, ενϊ 

λαμβάνονται επίςθσ υπόψθ και ςυναρτιςεισ δφο ι και περιςςότερουσ κλάδουσ. Ο 

επίςθμοσ ε-δ οριςμόσ δεν δίδεται.  

Το δείγμα τθσ ζρευνασ αποτελοφνταν από δφο ομάδεσ μακθτϊν, όλοι εκ των 

οποίων ιταν ςτθ 12θ τάξθ. Οι μακθτζσ ιταν ετερογενείσ όςον αφορά ςτισ 

μακθματικζσ τουσ ικανότθτεσ. Θ πρϊτθ ομάδα μακθτϊν ανικε ςτο ίδιο ςχολείο ςτο 

οποίο ο ερευνθτισ  ιταν  δάςκαλοσ και θ άλλθ ομάδα αποτελοφνταν από μακθτζσ 

από διαφορετικά ςχολεία. Οι μακθτζσ διδάχκθκαν τθν ζννοια του ορίου με 

ανεπίςθμο τρόπο και με παραδείγματα τόςο από αλγεβρικζσ όςο και από γραφικζσ 

αναπαραςτάςεισ των ορίων. Οι βαςικζσ ιδιότθτεσ των ορίων εξθγικθκαν χωρίσ 
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αποδείξεισ. Ωςτόςο, οι αποδείξεισ κάποιων τυποποιθμζνων ορίων, όπωσ 

0 0

1
lim 1 , lim 1

x

x

e

x



 


   επεξεργάςτθκαν και βρζκθκαν εντόσ τθσ αίκουςασ. Το 

τεςτ περί ορίων διεξιχκθκε για τθν πρϊτθ ομάδα των μακθτϊν κατόπιν εντατικοφ 

διαδραςτικοφ μακθςιακοφ προγράμματοσ. Ο ςυνολικόσ αρικμόσ των μακθτϊν ςε 

αυτό το δείγμα ιταν εξιντα οκτϊ (68). Δζκα (10) μακθτζσ των οποίων οι απαντιςεισ 

ιταν αντιπροςωπευτικζσ των προςεγγίςεων που υιοκετικθκαν και οι οποίοι είχαν 

εκφραςτεί πιο ευκρινϊσ ςτο τεςτ τουσ, ςτθ ςυνζχεια υποβλικθκαν ςε ατομικι 

ςυνζντευξθ μία μζρα μετά τθ διεξαγωγι του τεςτ.  

Το δεφτερο δείγμα αποτελοφνταν από ζνδεκα (11) μακθτζσ, οι οποίοι είναι 

πρωτοετείσ φοιτθτζσ μακθματικϊν ςτο Μακθματικό Λνςτιτοφτο Chennai. Αυτοί οι 

μακθτζσ ειςιχκθςαν μετά από ζνα πολφ δφςκολο ςε εκνικό επίπεδο ειςαγωγικό 

διαγωνιςμό ςτα μακθματικά. Μερικοί από αυτοφσ ιταν παραλιπτεσ μεταλλείων 

ςτθ διεκνι μακθματικι Ολυμπιάδα. Οι ειςθγθτζσ προιλκαν από τα αρχαιότερα 

ερευνθτικά ινςτιτοφτα τθσ χϊρασ. Οι μακθτζσ παρακολουκοφςαν μία ςειρά 

μακθμάτων ςτθν Ανάλυςθ Λ, όταν διεξιχκθκε ο διαγωνιςμόσ. Αυτοί οι μακθτζσ 

είχαν εκτεκεί ςτον τυπικό οριςμό των ορίων. Ζξι (6) μακθτζσ πζραςαν από 

ςυνζντευξθ μία μζρα μετά το τεςτ. 

Τα ερωτιματα του test διατυπϊκθκαν ζτςι ϊςτε να εξερευνιςουν και να 

κατανοιςουν το πϊσ οι μακθτζσ αντιλαμβάνονται τθν ζννοια του ορίου βαςιςμζνοι 

ςτθν πραγματικι ηωι και τισ πρακτικζσ ςτρογγυλοποίθςθσ εντόσ τθσ ςχολικισ τάξθσ, 

όποτε αυτό είναι βολικό να γίνει. Οι παράμετροι, οι οποίεσ απαντϊνται ςτον 

οριςμό, ιταν ζτςι επιλεγμζνεσ που ιταν υπερβολικά μικρζσ, αλλά μποροφν να 

επθρεάςουν ςθμαντικά τθ φφςθ του ορίου.  

 

Λίς τα  Ε ρ ω τθ μά τω ν  

1. Ζςτω   

1000

1000

, 2
( )

1000 , 2

x x
f x

x





 
 

                

 

Υπολογίςτε  
10000 2

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
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Δείγμα I II 

Ροςοςτό  %  

ςωςτϊν απαντιςεων  

1ου ορίου 

27 45 

Ροςοςτό  %  

ςωςτϊν απαντιςεων  

2ου ορίου  

15 34 

 

Μερικζσ χαρακτθριςτικζσ απαντιςεισ:  

Μακθτισ 1: 1000

1000

12

2

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
 

 .  Ο  αρικμόσ   10002   είναι ζνασ 

υπερβολικά μεγάλοσ αρικμόσ  , δθλαδι  .  Οπότε          =     = 0, άρα   

0 0
lim ( ) lim ( ) 1000
x x

f x f x
 

   

Μακθτισ 2:   Αν   χ0  ,  f(x) = 1000  10002 0x x    

                   Αν 10002 , ( ) 1000x f x   

Οι απαντιςεισ γενικότερα αποκαλφπτουν ότι οι μακθτζσ παραπλανικθκαν ι 

μπερδεφτθκαν από τθν απότομθ αςυνζχεια ςτο 2 -1000. Μία πικανι εξιγθςθ κα 

μποροφςε να είναι ότι κακϊσ ο αρικμόσ 2 -1000 κεωρείται ωσ υπερβολικά μικρόσ ςε 

ςχζςθ με το μζγεκοσ των αντικειμζνων που ςυναντά κανείσ ςτθν πραγματικι ηωι, οι 

μακθτζσ ίςωσ να κεϊρθςαν ότι κακϊσ  x   0, αυτό κατά κάποιο τρόπο επθρεάηει 

τθν τιμι του ορίου ςτο x=0. 

H  ακόλουκθ είναι μία ενδεικτικι απάντθςθ ενόσ μακθτι, που αποτυγχάνει 

να λφςει το ερϊτθμα 1 χρθςιμοποιϊντασ τον τυπικό οριςμό, ενϊ κα ιταν εφκολο να 

το λφςει χρθςιμοποιϊντασ τθν ανεπίςθμθ ζννοια των ορίων. 

Μακθτισ 3:  
10002

lim ( ) 0
x

f x


  , αφοφ   
1000 10002 2x x     



169 

 

Γι’  αυτό  f(x) = x  και γι’  αυτό   |f(x) – 0|< ε (ε>0)   |χ – 0|< ε  άρα   -ε < χ < 

ε      
1000 1000 1000 1000 1000 10002 2 2 2 2 2x                      

.Οπότε 
( ) 0f x    όταν   10002x  . 

2. Βρείτε το  
 

100000
0

1
lim

0,1x x 
  εάν υπάρχει . 

 

 

 

Μακθτισ 4 :  
100000

1 1
lim

(0,1) 0 0x x


 
  (επειδι  100000,1   είναι ςχεδόν μθδζν) 

= 
 

 
=. 

Ζνασ μακθτισ γράφει   
10000

0,1 0 . Μία πικανι εξιγθςθ του για ποιό λόγο 

ο μακθτισ ςτρογγυλοποιεί τον αρικμό  100000,1   ςτο μθδζν, είναι ότι αποτυγχάνει να 

ςυνειδθτοποιιςει, ότι οι ςτακερζσ του προβλιματοσ δεν μποροφν να 

ςτρογγυλοποιθκοφν ςτθ διαδικαςία τθσ εφρεςθσ του απαιτοφμενου ορίου. Ο 

μακθτισ δθλ. ςτρογγυλοποιεί τθ ςυνάρτθςθ πριν εφαρμόςει το όριο. 

Ο ίδιοσ όμωσ μακθτισ (ςτθ ςυνζντευξθ) αποτυγχάνει να αναγνωρίςει τθν 

ίδια ςυνάρτθςθ όταν αυτι παρουςιάηεται με διαφορετικι μορφι χωρίσ να 

περιλαμβάνει μικροφσ αρικμοφσ.  

I : Ροιο είναι το όριο  
10000

100000

10
lim ;

10 1x x 
 

Μακθτισ 4: Νομίηω ότι το  όριο  είναι  1000010  

Μία πικανι εξιγθςθ για αυτό κα μποροφςε να είναι ότι ο αρικμόσ 1010000 

είναι ο ςυντελεςτισ τθσ μεταβλθτισ x και όχι θ ςτακερά τθσ ςυνάρτθςθσ. Μία άλλθ 

πικανι εξιγθςθ είναι επίςθσ ότι ο μακθτισ απλϊσ αντικατζςτθςε το x=0 ςτθ 

ςυνάρτθςθ για να υπολογίςει το όριο χωρίσ να ςτρογγυλοποιιςει τθ ςυνάρτθςθ, 

Δείγμα I IΛ 

Ροςοςτό  % ςωςτϊν απαντιςεων 30 56 



170 

 

κακϊσ ο αρικμόσ 1 ςτον παρονομαςτι δεν ιταν πολφ μικρι ποςότθτα για να 

αγνοθκεί. 

3. Υπολόγιςε το 
1

lim ( )
x

f x


  όπου   

  
1000

2004 2004 1000

1
, 0 1 (0,1)

( ) 1

10 (1 ) , 1 (0,1)

x
f x x

x x


  

 
   

 

 

 

 

 

Μακθτισ 5:  το   είναι πολφ μικρό, ιςοφται με το μθδζν.     

1

2004 2004

1

lim ( )

lim ( ) 2 (10)

x

x

f x

f x









 


 

Μακθτισ 6:  
1

1 1
lim

1 1 0x 



  (όπου  0≤χ<1)       2004 2004

1
lim ( ) 2 (10)
x

f x


   (όπου 

χ>1-0 ,   άρα χ>1) 

Μακθτισ 7:  
1

lim ( )
x

f x


   κα μποροφςε  να πάρει τισ τιμζσ ςφμφωνα με  1/(1-χ)  

όπου ςε αυτι τθν περίπτωςθ το όριο δεν υπάρχει κακϊσ   10001 (0,1)   τείνει  ςτο  1   

ι   αν το  χ  βρίςκεται ςτο άλλο διάςτθμα , τότε το όριο υπάρχει και ιςοφται με  

2004 20042 (10) . 

Το ότι, από τθ ςτιγμι που  1-(0,1)1000<1, είναι πικανό να βρει κανείσ μία 

περιοχι που γειτνιάηει με το 1 ςτα αριςτερά του 1, είναι θ απαιτοφμενθ διανοθτικι 

καταςκευι, θ οποία δεν εκτελζςτθκε από τουσ περιςςότερουσ μακθτζσ. Αυτό 

πικανόν υποδθλϊνει δυςκολίεσ που τζκθκαν από τθν παρουςία των «μικρϊν» 

αρικμϊν που εμπλζκονται ςτο πρόβλθμα. 

100000,1

Δείγμα I II 

Ροςοςτό  % ςωςτϊν απαντιςεων 20 34 
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Αυτό είναι ζνα άλλο παράδειγμα χρθςιμοποίθςθσ ςτρογγυλοποιιςεων από 

τουσ μακθτζσ, που προθγείται τθσ λιψθσ του ορίου, κακϊσ οι ςτρογγυλοποιιςεισ 

ιταν κοινι πρακτικι ςτθν προγενζςτερι τουσ  εμπειρία. 

4. Υπολόγιςε το  
0

lim ( )
x

g x


  όπου          

1000

1000 1000

, 0 2
( )

2 ,0 2

x x ή x
g x

x



 

  
 

   

 

 

 

 

Μακθτισ  8: 
0 0

lim ( ) 0 , lim ( ) 0
x x

g x g x
  

    διότι  όταν  είναι  10000 2x    ,  

1000
1( )
2

f x  =0.  To   10002   είναι πολφ μεγάλο και γιϋ αυτό  τείνει προσ το άπειρο. 

Οπότε  
1000

1 1
0

2
 


 . 

Θ παραπάνω απάντθςθ οδθγεί επίςθσ ςτο ςυμπζραςμα ότι ο μακθτισ 

προςεγγίηει τισ «μικρζσ» ποςότθτεσ ωσ μθδζν. Θ παρουςία μικρϊν αρικμϊν ςτθ 

ςυνάρτθςθ προκαλεί ςφγχυςθ, ςφγκρουςθ ι παρεμπόδιςθ ςτον υπολογιςμό του 

ορίου. 

Επιπρόςκετα ςτα παραπάνω,  το ακόλουκο ερϊτθμα ςυμπεριλιφκθκε ςτο 

τεςτ για τουσ μακθτζσ του Μακθματικοφ Λνςτιτοφτου Chennai.  

 

Δείγμα I II 

Ροςοςτό  % ςωςτϊν απαντιςεων 28 34 
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5. Ζςτω  f:RR θ ςυνάρτθςθ  τθσ οποίασ θ γραφικι παράςταςθ  δίνεται 

ςτο παραπάνω ςχιμα.  Κζτουμε   χ    . 

a) Ζςτω  ε=0,25. Βρεσ ζνα  δ  τζτοιο ϊςτε  
0 0( ) ( ) 0,25x x f x f x      

b) Βρεσ ζνα  ε>0 για το οποίο ΔΕΝ υπάρχει  δ  τζτοιο που  
0x x    να 

ςυνεπάγεται  
0( ) ( )f x f x    

c) Ζςτω  1 0,9x   και  ε=0,25. Βρεσ το μεγαλφτερο δυνατό  δ  τζτοιο ϊςτε 

1 1( ) ( ) 0,25x x f x f x    
   (Ροςοςτό ςωςτϊν απαντιςεων 87%).

 

Οι πιο πολλοί μακθτζσ του δείγματοσ II  ιταν ςε κζςθ να λφςoυν το ερϊτθμα 

5 χρθςιμοποιϊντασ τον ε-δ οριςμό δείχνοντασ  ότι καταλαβαίνουν τον τυπικό 

οριςμό των ορίων. Ωςτόςο φαίνεται να διευκρινίηουν μθχανικά τον οριςμό παρά να 

παίρνoυν  ςτοιχεία από τθ γραφικι αναπαράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ. 

Ζνασ πικανόσ λόγοσ για τθ μθ λιψθ υποδείξεων από τθ γραφικι 

αναπαράςταςθ είναι ότι μερικοί μακθτζσ πιςτεφουν ότι μία τζτοια απόδειξθ κα 

ιταν μθ αυςτθρι.  Μία τζτοια πεποίκθςθ κα μποροφςε να είχε καλλιεργθκεί από 

τθν ζμφαςθ των κακθγθτϊν του ε-δ οριςμοφ ωσ τθσ πιο αυςτθρισ, μακθματικά, 

εναλλακτικισ προςζγγιςθσ ςτθν ζννοια του ορίου ςε ςχζςθ με τθν διαιςκθτικι- 

γραφικι. Θ ακόλουκθ διλωςθ από τον  Nardi (1996) υποςτθρίηει μία τζτοια 

εξιγθςθ:  «θ δυςκολία των μακθτϊν ςτο να βρίςκουν όρια είτε μζςω του οριςμοφ ι 

μζςω τθσ άλγεβρασ των ορίων αποδόκθκε κυρίωσ ςτθν προοδευτικά αυξανόμενθ 
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δυςπιςτία προσ τθ ςχολικι μακθματικι γνϊςθ. Χρθςιμοποιϊντασ ανιςότθτεσ 

προκειμζνου να διαχειριςτοφν ποςότθτεσ, γραφικζσ ςυναρτιςεισ για να μαντζψουν 

όρια και να χρθςιμοποιιςουν τθν άλγεβρα των ορίων, είναι μακθματικζσ πρακτικζσ 

που οι μακθτζσ αμφιςβιτθςαν εξαιτίασ τθσ ακαμψίασ τουσ και για αυτό ιταν 

δφςκολθ θ αποδοχι τουσ». 

Θ ανάλυςθ των απαντιςεων των μακθτϊν καταδεικνφει ξεκάκαρα ότι οι πιο 

πολλοί μακθτζσ κεωροφν τον προςδιοριςμό των ορίων ωσ μία διαδικαςία 

ςτρογγυλοποίθςθσ, όταν πολφ μικρζσ ποςότθτεσ εμπλζκονται ςτον οριςμό τθσ 

ςυνάρτθςθσ ι ςτο ςθμείο του πεδίου οριςμοφ, όπου το όριο επρόκειτο να 

υπολογιςκεί. 

Το ότι οι μακθτζσ του 2ου δείγματοσ , οι οποίοι είχαν μάκει τον τυπικό 

οριςμό ε-δ, ζκαναν επίςθσ λάκθ με τουσ μακθτζσ του 1ου δείγματοσ δείχνει το πόςο 

βακειά εμποτιςμζνθ είναι αυτι θ ςυνικεια ςτο μυαλό των μακθτϊν.  

Με βάςθ τθν επιςτθμολογικι άποψθ του κονςτρουκτιβιςμοφ ςτθν 

μακθματικι εκπαίδευςθ (Von Glasersfeld 1983; 1987; 1991b), θ μάκθςθ των 

μακθματικϊν είναι μια εςωτερικι και προςωπικι διαδικαςία καταςκευισ όπου ο 

μακθτισ ψάχνει να δϊςει νόθμα ςτθν μακθματικι γνϊςθ. Αρνείται τθν φπαρξθ 

αντικειμενικότθτασ ςτισ μακθματικζσ δομζσ που είναι εξωτερικζσ του αρχάριου 

μακθτι και ιςχυρίηεται ότι θ απόκτθςθ μακθματικισ γνϊςθσ είναι μια δυναμικι 

διαδικαςία. Θ αποδοχι τζτοιασ γνϊςθσ ςτθρίηεται  ςτθ ςυνεχι αλλθλεπίδραςθ και 

διαπραγμάτευςθ εντόσ τθσ μακθτικισ κοινότθτασ. Ζτςι, θ κατανόθςθ των 

μακθματικϊν εννοιϊν και θ ανάπτυξθ εςωτερικϊν αναπαραςτάςεων μακθματικϊν 

δομϊν είναι τόςο κοινωνικοπολιτιςμικζσ, όςο και γνωςτικζσ δραςτθριότθτεσ. Γιϋ 

αυτό, οι εςωτερικζσ αναπαραςτάςεισ που ζχουν αποκτθκεί ζτςι, είναι ανοικτζσ ςτθν 

επίδραςθ του κοινωνικοπολιτιςμικοφ περιβάλλοντοσ του μακθτι (Cobb, Yackel & 

Wood, 1992). 

Τα παραπάνω είναι ςφμφωνα με τισ διαπιςτϊςεισ τθσ ζρευνασ ςχετικά με 

τθν επίδραςθ τθσ αρικμθτικισ  ςτρογγυλοποίθςθσ των μακθτϊν ςτθν κατανόθςθ 

τθσ ζννοιασ των ορίων. 
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Στθν διαδικαςία κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ του ορίου, κα περίμενε κάποιοσ ότι 

θ διαιςκθτικι κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του ορίου που οι μακθτζσ μακαίνουν μζςω 

μιασ άτυπθσ προςζγγιςθσ (όπωσ θ χριςθ γραφικϊν παραςτάςεων), κα βοθκιςει 

ςτο να αφομοιωκεί καλφτερα ο τυπικόσ οριςμόσ. Φαίνεται όμωσ ότι θ διαίςκθςθ 

που αποκτικθκε μζςω τθσ άτυπθσ προςζγγιςθσ, φαίνεται πωσ δεν 

χρθςιμοποιικθκε ςωςτά, αφότου οι μακθτζσ διδάχτθκαν τον τυπικό οριςμό. 

Θ υπόκεςθ ότι θ μάκθςθ του ε – δ  οριςμοφ κα βοθκοφςε τουσ μακθτζσ να 

μθν πζςουν ςτθν παγίδα τθσ αδιάκριτθσ χριςθσ τθσ αρικμθτικισ τθσ 

ςτρογγυλοποίθςθσ, αποδείχκθκε απλοϊκι. Ρράγματι, ςφμφωνα  με τον Williams 

(2001) «ο  ε – δ  οριςμόσ ζχει ςκοπό να ξεπεράςει μακθματικζσ δυςκολίεσ με τθν 

άτυπθ ζννοια του ορίου και όχι να βοθκιςει να επιλυκοφν γνωςτικά εμπόδια που 

αντιμετωπίηονται – βιϊνονται από τουσ μακθτζσ». Πταν ο μακθτισ ςυναντά μια 

κατάςταςθ που εμπλζκει πολφ μικροφσ αρικμοφσ,  πικανόν για πρϊτθ φορά, νιϊκει 

μια γνωςτικι παραφωνία. Κακϊσ όχι μόνο ανίκανοσ αλλά και αβζβαιοσ για το πϊσ 

πρζπει να προχωριςει, αυτό που ζρχεται να τον ςϊςει δεν είναι ο ε – δ  οριςμόσ 

αλλά οι δοκιμαςμζνεσ πρακτικζσ τθσ αρικμθτικισ τθσ ςτρογγυλοποίθςθσ  οι οποίεσ 

ςυμβάλουν ςτθν απλοποίθςθ τθσ προβλθματικισ κατάςταςθσ.  

 

3.8  Σελικϊ πωσ θα διδϊξουμε τα  Όρια ; 

 Ζνασ αρικμόσ ερευνθτϊν (Davis & Vinner, 1986; Sierpinska, 1987; Tall & 

Vinner, 1981 ) κεωρεί ότι θ προθγοφμενθ γνϊςθ των  άλλων  μακθματικϊν εννοιϊν 

που ςυνδζονται με τθν ζννοια του ορίου (όπωσ  πραγματικοί αρικμοί και 

ςυναρτιςεισ), μπορεί  να προκαλζςουν δυςκολίεσ ςτθν κεμελίωςθ  τθσ  ζννοιασ 

από τουσ μακθτζσ. Θ φορμαλιςτικι παρουςίαςθ  των ορίων ςτα ςχολικά εγχειρίδια 

φαίνεται να είναι μακριά από τα βιϊματα των μακθτϊν και τθν μζςθ μακθματικι 

τουσ ικανότθτα, αλλά και θ διαιςκθτικι παρουςίαςθ είναι μακριά από τθν εςτίαςθ 

ςε ηωτικά ςθμεία τθσ ζννοιασ. 

Εξακολουκεί να υπάρχει αςάφεια ςτθ διδαςκαλία των ορίων των 

ςυναρτιςεων  ςε διαφορετικζσ χϊρεσ. Διαφορετικζσ  μζκοδοι  διδαςκαλίασ και 

ςτρατθγικζσ εφαρμόηονται ανάλογα με τα  διάφορα προβλιματα.  
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Οι αυςτραλιανοί  φοιτθτζσ δεν διδάςκονται τον ε – δ   οριςμό  ζωσ το 

δεφτερο ζτοσ των μακθματικϊν. Μζχρι τότε είχαν εργαςτεί με τα όρια 

δθμιουργϊντασ μια διαιςκθτικι ζννοια του όρου. Ζνασ κίνδυνοσ είναι ότι οι   

κακθμερινζσ τουσ εμπειρίεσ κα διαταράξουν  τισ αντιλιψεισ τουσ για τα όρια. Οι 

εςφαλμζνεσ αναπαραςτάςεισ μποροφν να γίνουν ζντονεσ αν  εφαρμοςτοφν και 

μετά από λίγο καιρό πολφ δφςκολο να αλλάξει (Cornu, 1991). 

Το φαινομενικό πλεονζκτθμα τθσ αναμονισ όςον αφορά τθν ζλευςθ του  

τυπικοφ  οριςμοφ  είναι ότι οι ςπουδαςτζσ παίρνουν χρόνο για να ςυνθκίςουν  τθν 

ζννοια των ορίων, και  τα αποτελζςματα περιςςοτζρων ερευνϊν ςυμπεραίνουν ότι  

χρειάηεται. 

Ο κίνδυνοσ από τθ κζςπιςθ ορίων με άτυπο τρόπο  ίςωσ αξίηει να 

αντιμετωπιςτεί  για να καταςτεί θ μάκθςθ πιο εφκολθ για τουσ μακθτζσ. Το τίμθμα 

για αυτι τθν πιο ομαλι  ειςαγωγι είναι ότι οι εκπαιδευτικοί πρζπει να ζχουν 

μεγαλφτερθ επίγνωςθ των ειδϊν προβλθμάτων  που οι μακθτζσ μπορεί  να 

αντιμετωπίςουν αργότερα, όταν κα μάκουν  τον τυπικό  οριςμό, για παράδειγμα θ 

επίδραςθ των  κακθμερινϊν  αντιλιψεων και τθσ γλϊςςασ (Sierpinska, 1994).  

Τα ςυμπεράςματά των ερευνϊν  δίνουν  ςτοιχεία για  ανεπαρκείσ  ι ακόμα 

και για  ακατάλλθλεσ ςτρατθγικζσ διδαςκαλίασ που εφαρμόηονται για τθν ανάπτυξθ  

ςτθν κατανόθςθ των ορίων.  Θ ζννοια του ορίου είναι δφςκολθ και οι μακθτζσ  κα 

πρζπει να αντιμετωπίςουν  διαφορετικζσ καταςτάςεισ, δθλαδι, αςυνικιςτα 

προβλιματα, ζτςι ϊςτε οι ίδιοι να αναγκαςτοφν  να «ξεφφγουν» από  ςυμβατικζσ 

καταςτάςεισ, αλλά τθν ίδια ςτιγμι, να μποροφν να  κάνουν  και αλγεβρικοφσ  

υπολογιςμοφσ ςε πολλζσ αςκιςεισ.     

Οι  μακθτζσ - φοιτθτζσ πρζπει να αξιολογιςουν τισ αντιλιψεισ τουσ  κατά τθ 

διάρκεια τθσ  μακθματικισ τουσ εκπαίδευςθσ για τθν προςαρμογι των νοθτικϊν 

παραςτάςεων τουσ. Οι εκπαιδευτικοί μποροφν να τουσ βοθκιςουν με 

διερευνθτικζσ εργαςίεσ, οι οποίεσ κα εκκζτουν τθν ανάγκθ για αυςτθρότθτα, και κα  

βοθκοφν τουσ μακθτζσ να κατανοιςουν όλεσ τισ διαφορετικζσ πτυχζσ των ορίων 

των ςυναρτιςεων, βρίςκοντασ ςθμαντικά τμιματα τθσ ζννοιασ ςτισ εικόνεσ που 

ζχουν γιϋ αυτι.  
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f g 

3 

3 

f 
g 

 Το κφριο ηθτοφμενο είναι θ εξεφρεςθ αποτελεςματικϊν διδακτικϊν 

προςεγγίςεων, οι οποίεσ κα ςυνδυάηουν τθν  ικανότθτα αλγεβρικϊν υπολογιςμϊν 

και τθν εννοιολογικι κατανόθςθ του ορίου.  Ο ςχεδιαςμόσ και θ  εφαρμογι 

διδακτικϊν δραςτθριοτιτων που δεν περιορίηονται ςε ςτενά διδακτικά πλαίςια, κα 

μποροφςε να ςυμβάλει ςτθν ανάπτυξθ μιασ ςφαιρικισ και ςυνεκτικισ  κατανόθςθσ 

των ορίων και τθν επιτυχι επίλυςθ των προβλθμάτων. Ασ δοφμε για παράδειγμα 

πωσ ο ε – δ οριςμόσ του Ορίου ςυνάρτθςθσ κα μποροφςε να βοθκιςει ςτθν 

βακφτερθ κατανόθςθ τθσ ζννοιασ τθσ εφαπτομζνθσ γραφικισ παράςταςθσ: 

Ζςτω  f   παραγωγίςιμθ ςτο    x0   τότε  
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )
x x

f x f x
f x

x x





  άρα με 

βάςθ τον οριςμό      ε> 0 ,   δ>0  τζτοιο ϊςτε  για κάκε  x  με  0 < |x – x0| < δ να 

ιςχφει  0
0

0

( ) ( )
( )

f x f x
f x

x x



 


  ,    άρα   ι  0( ) ( ) | |f x h x x x      όπου   

0 0 0( ) ( ) ( )( )h x f x f x x x  
  (εφαπτομζνθ ευκεία) 

και  για   ε = ½    0

1
( ) ( )

2
f x h x x x       άρα  το   |f(x)-h(x)|   πάει  πιο 

γριγορα ςτο μθδζν ςε  ςχζςθ με το  |x-x0|  . 

Ζτςι για παράδειγμα  θ  f(x) = |x|  δεν  ζχει εφαπτομζνθ ςτο μθδζν διότι  το  

|f(x)-h(x)|=|x|   και το  |x-0|=|x| πάνε με τθν ίδια ταχφτθτα ςτο μθδζν , πράγμα 

που δεν ςυμβαίνει με τθν  f(x)=x2 , όπου  το  |f(x)-h(x)|    πάει με μεγαλφτερθ 

ταχφτθτα ςτο μθδζν  από ότι το  |x-x0| . 

Ζνα ενδεικτικό παράδειγμα που ςυνδυάηει γραφικό και εννοιολογικό 

πλαίςιο για τθν λφςθ του, κα μποροφςε να είναι το ακόλουκο: 

«ςτο   διπλανό  ςχιμα   υπάρχουν  οι  γραφικζσ  

παραςτάςεισ  των  ςυναρτιςεων  f  και  g , υπολογίςτε      

3

( )
lim

( )x

g x

f x
» . 
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Στθν ζρευνα των  Elia,  Gagatsis, Panaoura,Zachariades, Zoulinaki (2009) που 

αναφζρκθκε, το πρϊτο από τα ζργα που οι  μακθτζσ κλικθκαν να απαντιςουν, 

ιταν το ακόλουκο: 

Ζνα «περίεργο» φυτό  μεγαλϊνει ςε ζνα  κερμοκιπιο και παρατθροφμε τθν 

ανάπτυξθ του.  Ζχουμε τισ ακόλουκεσ παρατθριςεισ ςχετικά με το φψοσ του:  

 Σε 240 ϊρεσ το φψοσ του είναι 1,9 m  

 Σε 264 ϊρεσ το φψοσ του είναι 1,99 m.  

 Σε 288 ϊρεσ το φψοσ τθσ είναι 1,999 m.  

 Σε 312 ϊρεσ το φψοσ τθσ είναι 1,9999 m.  

 …………………………………………  

 α) Μιπωσ τα  διαδοχικά φψθ του φυτοφ ζχουν ζνα όριο;  (L1)  

 β) Εάν ναι, ποιο είναι αυτό το όριο;  (L2)  

 γ) Θ οροφι  του κερμοκθπίου απζχει  2 m πάνω από το ζδαφοσ.  Κα  φτάςει 

το  φυτό  το ανϊτατο όριο;  (L3)  

Θ ςυντριπτικι πλειοψθφία (86%) των μακθτϊν ανζφεραν ότι το φψοσ του 

φυτοφ ζχει ζνα όριο, το 66% βρικε το όριο, αν και δεν υπάρχει καμία ζνδειξθ ότι 

είχαν κατανοιςει τθν όλθ κατάςταςθ, και το 76% πρότεινε ότι το φυτό δεν κα 

μποροφςε ποτζ να φτάςει το ανϊτατο όριο.  Σε αυτι τθν περίπτωςθ, ο χρόνοσ 

λειτοφργθςε ωσ «παραςιτικι» μεταβλθτι, διότι κα πάρει άπειρο χρόνο για να 

φτάςει  το φυτό ςτο όριο.  

Το παραπάνω πρόβλθμα κα μποροφςε να τεκεί ςτα πλαίςια τθσ ειςαγωγισ 

των μακθτϊν ςτισ οριακζσ διαδικαςίεσ, χαρτογραφϊντασ παράλλθλα τισ 

διαιςκθτικζσ- γνωςτικζσ πεποικιςεισ τουσ. Επιπλζον αναδεικνφονται οι δεξιότθτζσ 

τουσ (ι  μθ) για τθν επίλυςθ μθ ςυνικων προβλθμάτων. 

Οι McGinn και Boote (2003) υπογραμμίηουν  τθ ςθμαςία που ζχει για τουσ 

μακθτζσ να εργαςτοφν με διαφορετικά είδθ δραςτθριοτιτων ςτθν πράξθ τόςο  ςε  

δεξιότθτεσ ρουτίνασ όςο και ςε ικανότθτεσ επίλυςθσ ςτα προβλθμάτων ςτα 
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μακθματικά, και υποςτιριξαν ότι θ Λςτορία των μακθματικϊν  προςφζρει μια ςειρά 

από διαφορετικά είδθ προβλθμάτων που είναι κατάλλθλα για τζτοια πρακτικι. 

Ζργα βαςιςμζνα ςτα αρχικά ιςτορικά κείμενα μπορεί να βοθκιςουν τουσ 

μακθτζσ να κατανοιςουν διαφορετικοφσ τρόπουσ αντίλθψθσ των ορίων και επίςθσ 

να κάνουν αυτοφσ να εξερευνιςουν τα όρια ςε διάφορεσ ιςτορικζσ καταςτάςεισ. 

Λςτορικά παραδείγματα ζχουν βοθκιςει τουσ μακθτζσ να μάκουν άλλεσ 

μακθματικζσ ζννοιεσ, όπωσ για παράδειγμα γραμμικι εξάρτθςθ και ανεξαρτθςία 

(Radford, 2000), γενικά άλγεβρα (Katz, Dorier, Bekken & Sierpinska, 2000). 

Για παράδειγμα, κα μποροφςε να δοκεί ςτουσ μακθτζσ το παρακάτω 

κείμενο: (ςχολικό βιβλίο Μακθματικϊν κατεφκυνςθσ Γϋ Λυκείου, ςελ. 207-208) 

«γνωρίηουμε ότι οι μακθματικοί του παρελκόντοσ είχαν αδυναμία ςτο να 

διαπραγματευκοφν με λογικι αυςτθρότθτα τον οριςμό του απείρωσ μικροφ και 

απείρωσ μεγάλου. Για να ξεπεράςουν αυτζσ τισ δυςκολίεσ ειςάγουν τθν ζννοια του 

ορίου. Ο D’ Alembert όριςε το 1765 αυτιν τθν ζννοια ςτθν «Εγκυκλοπαίδεια» του 

Diderot ωσ εξισ: Ζνα μζγεκοσ ονομάηεται όριο ενόσ άλλου όταν το δεφτερο μπορεί 

να προςεγγίηει το πρϊτο ςε μια απόςταςθ οςοδιποτε μικρι, αν και ζνα μζγεκοσ δεν 

μπορεί να ξεπερνά ποτζ το μζγεκοσ που προςεγγίηει, ζτςι ϊςτε θ διαφορά μιασ 

τζτοιασ ποςότθτασ από το όριο τθσ να είναι εντελϊσ αμελθτζα. 

a) Υπάρχει θ ζννοια τθσ κίνθςθσ ςτθν παραπάνω  διαδικαςία; 

b) Κεωρείτε ςωςτό τον παραπάνω οριςμό; Γιατί;  

c) Ρωσ βοθκάνε οι ακολουκίεσ  

   

          

2 10 ,
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n

n n

n ό
a

n ά

 



 
 

    ,

1,9999...9 , 300

2 , 300

n ά
n

n
t

n

 


 

      ςτο b);

 

d) Μπορείτε να υπολογίςετε το  lim
x

ax

x a 
 με βάςθ τον παραπάνω 

οριςμό; 

Θ Μ. Artigue (2003) ςθμειϊνει ότι ςε ερωτθματολόγια που δόκθκαν ςε 

πρωτοετείσ ςτα Γαλλικά Ρανεπιςτιμια ςτθν ερϊτθςθ τι πιςτεφουν για δφο 

αρικμοφσ α , β αν  για κάκε ε>0  ιςχφει  |α - β|<ε , θ άποψθ που κυριάρχθςε ιταν 
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για δφο αρικμοφσ που βρίςκονται απειροελάχιςτα κοντά με κάποια ζννοια τθσ 

διαδοχισ (αντί τθσ ςωςτισ απάντθςθσ α=β). Το ίδιο ερϊτθμα ζγινε και ςε φοιτθτζσ 

του Μακθματικοφ Τμιματοσ του Ρανεπιςτθμίου Ρατρϊν (Στεργίου, 2002). Μερικζσ 

χαρακτθριςτικζσ απαντιςεισ:  

Φοιτθτισ 1 (πτυχίο) 

Από  τθν ςχζςθ αυτι δεν μποροφμε  να ςυμπεράνουμε ότι α=b. Είναι  

0 ≤ |α – b | < ε . Για να  είναι α=b πρζπει το ε να  είναι ι να τείνει  ςτο μθδζν.  

Δθλαδι να ζχουμε τθν  μορφι 0 ≤ |α – b| <ε , οπότε α=b.  Επειδι  όμωσ το ε  είναι 

κετικόσ πραγματικόσ, μποροφμε να  βρίςκουμε πάντα ζναν ποιο  κοντά ςτο 0 αφοφ 

οι πραγματικοί  είναι άπειροι. 

 

Φοιτθτισ 2 

Ιςχφει ότι αφοφ |α-β|<ε  β-ε < α < β +ε 

Θ  παραπάνω ςχζςθ δθλϊνει ότι  το β  βρίςκεται κοντά  ςε μια “ ε ”  περιοχι 

του α για κάκε ε, ζτςι τα α ,β  κα  βρίςκονται «πολφ κοντά» αλλά  με τθν αυςτθρι 

ζννοια τθσ ιςότθτασ δεν μποροφμε να ιςχυριςτοφμε ότι  το α = β. 

 

Επιβεβαιϊνεται ζτςι  για  μια ακόμθ φορά ότι θ ζννοια  του απειροςτοφ 

ςυνεχίηει να είναι ηωντανι με διάφορουσ τρόπουσ ςτο νου των ςπουδαςτϊν. 

Αξιοςθμείωτο είναι πωσ θ ίδια ερϊτθςθ ιταν και κζμα του Ρανελλινιου 

Μακθματικοφ Διαγωνιςμοφ 1990. Κα μποροφςαμε ίςωσ να τροποποιιςουμε τθν 

ερϊτθςθ (για να γίνει πιο εφκολθ):  Υποκζςτε ότι  α  β. Αφοφ θ ανιςότθτα ιςχφει 

για κάκε ε>0, τι κα ςυμβεί αν κζςουμε  
| |

2

 



  ;  

Στθν  μελζτθ τθσ Furina (1994) οι φοιτθτζσ τθσ μελζτθσ  κεωροφν τα  

απειροςτά ωσ μθδζν, όπωσ ζκαναν οι Fermat (Edwards, 1979) και άλλοι 

μακθματικοί. 

Εάν τα όρια διδάςκονται μεταφορικά ι διαιςκθτικά (Sierpinska, 1994), 

μποροφν να κεωρθκοφν ωσ απειροςτά ςε περιπτϊςεισ όπωσ αυτζσ ςτθν μελζτθ τθσ  
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Στεργίου (2002). Τα απειροςτά είναι τότε παραδείγματα και δεν αποτελοφν κεμζλιο 

τθσ εργαςίασ με το όρια. 

Θ  μάκθςθ των  ορίων μπορεί να βοθκιςει τουσ μακθτζσ να κάνουν τθ 

μετάβαςθ ςτθν αφθρθμζνθ ςκζψθ. Θ αφθρθμζνθ ςκζψθ είναι ουςιαςτικισ 

ςθμαςίασ για τουσ μακθτζσ ςτο να κατανοιςουν πϊσ ο οριςμόσ μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για τθν επίλυςθ μθ ςυνθκιςμζνων προβλθμάτων. (Katz et. al., 

2000). 

Ρζρα από τα παραπάνω που αφοροφν τουσ τρόπουσ ςυμβατικισ 

διδαςκαλίασ τθσ ζννοιασ του ορίου, υπάρχει και θ ενναλακτικι προςζγγιςθ με τθν 

χριςθ νζων τεχνολογιϊν (ΤΡΕ), όπου μποροφμε να επιχειριςουμε τον φωτιςμό των 

ςθμείων που δθμιουργοφν πρόβλθμα κατανόθςθσ ςτουσ μακθτζσ, μζςω 

δυναμικϊν, πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων. 

 

 

3.9.  Διδακτικϋσ Προςεγγύςεισ ςτο Όριο  ςυνϊρτηςησ με  τη 

χρόςη μαθηματικού Λογιςμικού 

Ιδθ ζχει επιςθμανκεί ότι μια ςθμαντικι δυςκολία ςτθν κατανόθςθ τθσ 

ζννοιασ του ορίου  για τουσ μακθτζσ, είναι θ εςτίαςθ είτε ςτθν πτυχι τθσ ζννοιασ 

που ςχετίηεται με τθν διαδικαςία προςζγγιςθσ, είτε ςτθν πτυχι που ςχετίηεται με 

μια διακριτι τιμι, αυτι του ορίου. Οι μακθτζσ δυςκολεφονται να δουν τθν ζννοια 

ςτθ μακθματικι τθσ διάςταςθ, δθλαδι ότι και οι δφο αυτζσ πτυχζσ είναι άρρθκτα 

ςυνδεδεμζνεσ με τθν ζννοια του ορίου και μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν 

αντίςτοιχα για τθν επίλυςθ προβλθμάτων (Τrouche & Guin, 1996). Θ δυςκολία 

ζγκειται ςτθν επιςτθμολογικι αςυνζχεια – διάςταςθ μεταξφ των δφο αυτϊν πτυχϊν 

μεταξφ τουσ. Θ χριςθ λογιςμικϊν, όπωσ το Derive, επιτρζπει ςτουσ μακθτζσ να 

χειρίηονται παράλλθλα τισ δφο πτυχζσ με δυναμικό τρόπο. (Κυνθγόσ, 2007). Θ 

λειτουργικότθτα τθσ εςτίαςθσ («zooming») ςτα περιςςότερα λογιςμικά 

μακθματικϊν, όπωσ π.χ. ςτο Function Probe, Euclidraw, Modellus, επιτρζπουν ςτουσ 

μακθτζσ να παρατθριςουν τι γίνεται π.χ. ςτο ςθμείο όπου μια ευκεία εφάπτεται με 
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μια καμπφλθ και να εξθγιςουν ότι για απειροςτό διάςτθμα ζχουμε δφο παράλλθλεσ 

ευκείεσ (Milani & Baldino, 2002).  

Οι  Gray & Tall (1993) ανζφεραν  μια μεγάλθ ποικιλία από περιπτϊςεισ όπου 

ζνα ςφμβολο μπορεί να είναι διφοροφμενο και να αντιπροςωπεφει είτε μια 

διαδικαςία ι μια ζννοια. Το αποκαλοφν  procept. Τα ςφμβολα  lim ( ) , lim n
x a n

f x a
 

 

αντιπροςωπεφουν είτε τθν διαδικαςία του να παίρνει θ ςυνάρτθςθ τιμζσ  κοντά ςε 

μια ςυγκεκριμζνθ τιμι, ι τθν τιμι  του ίδιου του ορίου. Το όριο είναι ςυνεπϊσ, ζνα 

παράδειγμα ενόσ procept. 

Ο Tall (1993) υποςτθρίηει  ότι ο υπολογιςτισ ανακουφίηει τον μακθτι από τθν 

τυραννία  του να πρζπει να  ενςωματϊςει  τθ διαδικαςία πριν αποκτιςει αιςκθτικά  

τισ ιδιότθτεσ του μακθματικοφ αντικειμζνου. Χρθςιμοποιϊντασ το λογιςμικό το 

οποίο διεξάγει εςωτερικά τθ διαδικαςία, κακίςταται δυνατι ςτον μακθτι θ 

διερεφνθςθ  των  ιδιοτιτων  του αντικειμζνου που παράγονται πριν , κατά  ι μετά 

από τθ μελζτθ τθσ ίδιασ τθσ διαδικαςίασ. Αυτι θ νζα ευελιξία ςτο αναλυτικό 

πρόγραμμα που δίνει νζεσ δυνατότθτεσ για το επίπεδο καταςκευισ των εννοιϊν,  

ονομάηεται  αρχι τθσ επιλεκτικισ καταςκευισ.   

Με δεδομζνθ τθ ςωςτι  αντίλθψθ του μακθτι για τουσ  αρικμοφσ, ζνα 

περιβάλλον που κα μποροφςε να αποδειχκεί κατάλλθλο για τθ διερεφνθςθ τθσ 

ζννοιασ όριο είναι ζνα ςφςτθμα άλγεβρασ θλεκτρονικϊν υπολογιςτϊν (CAS), όπωσ  

Maple, Mathematica ι Derive. Αυτά επιτρζπουν χειραγϊγθςθ τθσ «ορκισ» 

απάντθςθσ ζτςι ϊςτε ρθτζσ εκφράςεισ που περιζχουν τουσ αρικμοφσ 2 , ,e  κ.λ.π.  

να μθν μποροφν οι μακθτζσ  να τισ  απλοποιιςουν  για να καταλιξουν ςε 

προςεγγιςτικζσ απαντιςεισ, εκτόσ κι αν υπάρχει ρθτι εντολι να το πράξουν. Πλα τα 

παραπάνω λογιςμικά  επιτρζπουν προγραμματιςμό ςε μεγαλφτερο ι μικρότερο 

βακμό. 

Ρ.χ. για τθν εφρεςθ του ορίου  
2 5

lim
3 4x

x

x




 ο μακθτισ  μπορεί  με μια τυπικι  

ακολουκία βαςικϊν  βθμάτων  να μετακινθκεί από τθν αρχικι ζκφραςθ ςτθν λιψθ  

τθσ τιμισ του ορίου με τθ μορφι 2/3. 
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Θ παραπάνω διαδικαςία είναι ανάλογθ με  τθν εφαρμογι μιασ ακολουκίασ 

πλικτρων για τθν εφρεςθ ενόσ αποτελζςματοσ ςτον υπολογιςτι τςζπθσ. 

Ωσ εκ τοφτου ςυμπεριφζρεται κατά τρόπο γνωςτό  ςτο μακθτι και, κατά μία 

ζννοια, λιγότερο "καλφπτεται από μυςτιριο» από ό, τι θ παραδοςιακι δυναμικι 

προςζγγιςθ για  το όριο. Υπό μια  άλλθ αίςκθςθ βζβαια, ωςτόςο, θ εςωτερικι 

διαδικαςία με τθν οποία ο υπολογιςτισ εκτελεί τθ διαδικαςία παραμζνει 

μυςτθριϊδθσ. Αλλά, ακριβϊσ όπωσ κάποιοσ που ξζρει τι είναι  τετραγωνικι ρίηα, 

αλλά δεν γνωρίηει τον αλγόρικμο για να τθν  υπολογίςει , μπορεί να δϊςει  μια 

ικανοποιθτικι προςζγγιςθ ςτο  2  με τθν μζκοδο των διαδοχικϊν προςεγγίςεων, 

ζτςι και  ο μακθτισ μπορεί να δϊςει κάποιο νόθμα για το αποτζλεςμα που βρίςκει 

με άλλα μζςα. Για παράδειγμα, υπολογίηοντασ τισ τιμζσ  τθσ παραπάνω ζκφραςθσ 

για μεγάλεσ τιμζσ του x, ι διαιρϊντασ αρικμθτι και παρονομαςτι με x και 

επιςθμαίνοντασ ότι, όταν το x παίρνει μεγάλεσ, τότε το 1 / x παίρνει μικρζσ τιμζσ. 

Κατά ςυνζπεια, επιλεκτικά ο μακθτισ μπορεί να επικεντρωκεί ςτθν παραγωγι του 

ορίου ωσ αντικείμενο (χρθςιμοποιϊντασ τον υπολογιςτι) ι ςτθν οριακι διαδικαςία 

(με χαρτί και μολφβι). Συνεπϊσ, ο μακθτισ μπορεί να δει τισ δφο ςυμπλθρωματικζσ 

πτυχζσ του ορίου procept ωσ ζννοια και διαδικαςία. 

Ουςιϊδθσ διδακτικι προςζγγιςθ ςτθν ζννοια του ορίου γίνεται με τθν 

βοικεια γεωμετρικϊν λογιςμικϊν, όπωσ είναι το Sketchpad, Gabri ι το Geogebra 

που είναι ςυνδυαςμόσ γεωμετρικοφ και αλγεβρικοφ λογιςμικοφ ι του Modellus  

που χρθςιμοποιείται για τθν προςομοίωςθ διαφόρων φαινομζνων ι και του Excel.   
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3.9.1  Τύποσ (Ι). Διαιςθητικό – Δυναμικό  Προςϋγγιςη 

 

Ο ςυνθκζςτεροσ και ςχετικά απλόσ διδακτικόσ τφποσ προςζγγιςθσ του 

Ορίου, είναι ζνασ ςυνδυαςμόσ  animation και φφλλου εργαςίασ. Στθν ουςία 

χρθςιμοποιείται θ δυνατότθτα κινοφμενου ςθμείου ςτθ γραφικι παράςταςθ και θ 

αλγεβρικι «μετάφραςθ» των μεταβολϊν που επζρχονται ςτο ςτατικό χαρτί.  

Στθν διεφκυνςθ http://www2.e-yliko.gr/htmls/analyk.aspx (Νικολαΐδθσ,2003) 

τίκενται αρχικά κάποιοι διδακτικοί ςτόχοι (Λογιςμικό Sketchpad):  

            Να κατανοιςουν οι μακθτζσ: 

  Τθν διαφορά μεταξφ των εννοιϊν χ=χ0 και χχ0, χχ0
+

 , χχ0
- . 

  Τθν ιςοδυναμία |χ-χ0|<ε  x0-ε<χ<x0+ε  για κάκε ε>0 

  Πταν χχ0 τότε μπορεί y=f(x)m ( ι όχι ) 

 Τθν ζννοια του ςυμβόλου: 
0

lim ( )
x x

f x


 

 Υπάρχει ςτο IR το 
0

lim ( )
x x

f x


=m αν και μόνο αν 

00 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x xx x x x

f x f x f x m
   

    

 Θ ανάπτυξθ τθσ παρατθρθτικότθτασ των μακθτϊν και εποπτικι 

προςζγγιςθ    (γεωμετρικά ) των μακθματικϊν εννοιϊν. 

 Θ εξοικείωςθ των μακθτϊν με τθ χριςθ των Θ/Υ και του Διαδικτφου για 

τθν αναηιτθςθ πλθροφοριϊν και θ αξιοποίθςι τουσ. 

 Οι μακθτζσ να πειραματιςτοφν. 

 Να αναπτφξουν πνεφμα ςυνεργαςίασ και διαλόγου. 
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ΔΑΣΤΘΛΟΤΘΤΑ 1 

Οι μακθτζσ (εργαηόμενοι ςε ομάδεσ)  ανοίγουν  το αρχείο  synart_1  και 

δουλεφουν παράλλθλα ςτο φφλλο εργαςίασ  

Το πεδίο οριςμοφ τθσ f είναι ……………………, το ςφνολο τιμϊν  τθσ f είναι ……………… 

Μετακινιςτε το χ  ϊςτε να προςεγγίηει το μθδζν ι εναλλακτικά πατιςτε το κουμπί 
«προςκικθ κίνθςθσ» παρατθρϊντασ τον  πίνακα τιμϊν. 

Πταν χ0+ τότε f(χ)………     (δεξιό πλευρικό όριο) 

Πταν χ0- τότε f(χ)……….     (αριςτερό πλευρικό όριο) 

Πταν χ1- τότε f(χ)……….     (αριςτερό πλευρικό όριο)   

Πταν χ1+ τότε f(χ)………..  (δεξιό πλευρικό όριο) 

      

 Συνθκζςτερα γράφουμε :  
0 0

lim ( ) ........... , lim ( ) .............
x x

f x f x
  

    και αν  τα 

δφο αυτά πλευρικά    όρια  είναι  ίςα  γράφουμε  
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x f x f x
   

    

 

 

 

 

 

 

 

ΔΑΣΤΘΛΟΤΘΤΑ 2 : 

 

 

ΔΑΣΤΘΛΟΤΘΤΑ 2 

Ανοίξτε το αρχείο «synart_2», ςτο οποίο υπάρχει θ ςυνάρτθςθ 

3

2

1 , 1 1
( )

2 8 5 , 1 3

x x
f x

x x x
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Μετακινιςτε το ςθμείο  Μ (τθν τετμθμζνθ του) προςεγγίηοντασ  τον αρικμό  

1 , όπωσ  ανάλογα και το ςθμείο Ν (τθν τετμθμζνθ του) και παρατθριςτε τον πίνακα 

τιμϊν.  

Πταν χ1-       τότε f(χ)……………….           δθλ.  limf(x)=……….. 

Πταν χ1+      τότε f(χ)……………….           δθλ.  limf(x)=……….. 

 

Αν  
_

0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x k f x m
 

      με   k m  λζμε  ότι  δεν υπάρχει  το  

0

lim ( )
x x

f x


. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στθν παραπάνω δραςτθριότθτα ξεκακαρίηεται για ποιο λόγο δεν υπάρχει το 

όριο όταν τα πλευρικά όρια είναι διαφορετικά. 

ΔΑΣΤΘΛΟΤΘΤΑ 3 

Ανοίγουμε τϊρα το αρχείο  synart_3 όπου  ζχουμε τθν ςυνάρτθςθ  

2

0

0

0

,

( ) ,

,

x k a x x

f x m x x

n
x x b

x


   


 

  


 

1. f(x0)=……. 
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2. 
0

lim ( ) .......
x x

f x


  

3. 
0

lim ( ) ........
x x

f x


  

4. Υπάρχει το 
0

lim ( )
x x

f x


  ;……………… με τι ιςοφται;……………. 

5. Μεταβάλλετε τισ παραμζτρουσ k , m , n ϊςτε να πετφχετε διαδοχικά: 

 
_

0

lim ( )
x x

f x m


  

 
0

lim ( )
x x

f x m


  

 Υπάρχει τϊρα το
0

lim ( )
x x

f x


   ;……………… με τι ιςοφται;……………. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ δραςτθριότθτα αποβλζπει ςτο να βοθκιςει τον μακθτι ςτθν άρςθ 

εςφαλμζνων αντιλιψεων όςον αφορά τθν ςχζςθ τθσ φπαρξθσ του ορίου με τθν τιμι 

τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο x0 . 
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Ρροςζγγιςθ τθσ ζννοιασ του Ορίου με το Modellus 

Οι Ξεναρίου & Κανελλοποφλου(2004) επιχειροφν να χρθςιμοποιιςουν ζνα  

λογιςμικό μοντελοποίθςθσ(Modellus), για να προςεγγίςουν τισ οριακζσ διαδικαςίεσ 

μζςω του γνωςτοφ παραδόξου του Αχιλλζα και τθσ χελϊνασ. 

 

 

Ο Ηινωνασ ιςχυρίηεται ότι ο Αχιλλζασ δεν μπορεί να φτάςει ποτζ μια χελϊνα 

που ζςτω προπορεφεται  μια απόςταςθ. 

 

 

 Ασ υποκζςουμε ότι θ χελϊνα προπορεφεται του  Αχιλλζα 100 m και ότι θ 

ταχφτθτα υA του Αχιλλζα είναι υΑ=10 m/sec και τθσ χελϊνασ, υx, είναι υx=1 m/sec. 

Τότε ο Αχιλλζασ ςε χρόνο t1=10 sec κα διανφςει τθν απόςταςθ (ΑΧ1)=100 m, τθν 

οποία τον προςπερνοφςε θ χελϊνα. Κατά τθ διάρκεια αυτοφ του χρόνου t1 θ 

χελϊνα κα διανφςει το διάςτθμα  Χ1Χ2 =10 m. Στθ ςυνζχεια για να διατρζξει αυτι 

τθν απόςταςθ ο Αχιλλζασ κα χρειαςτεί χρόνο t2 =1 sec. Κατά το χρόνο t2 θ χελϊνα 

κα διανφςει το διάςτθμα Χ2Χ3 =1 m και ο Αχιλλζασ κα το διατρζξει ςε χρόνο t3 

=1/10 sec. Θ κίνθςθ αυτι κα ςυνεχίηεται επ’ άπειρο. Ζτςι, κατζλθξε ο Ηινων, ότι ο 

Αχιλλζασ δε κα φτάςει ποτζ τθ χελϊνα. Δθλαδι ςυμπεραίνουμε  ότι «ο ταχφτεροσ 

ποτζ δεν κα προςπεράςει τον βραδφτερο». Πμωσ ςιμερα ξζρουμε ότι ο ςυνολικόσ 
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χρόνοσ που χρειάηεται ο Αχιλλζασ είναι ζνασ πεπεραςμζνοσ αρικμόσ και δίνεται απ’ 

τθ ςχζςθ   

2

1 1 10 100
10 1 .....

110 10 9
1

10

T       


 

Στο παραπάνω πρόβλθμα κεωροφμε τισ ςυναρτιςεισ  

100
1 10 , 10 , 100

9

nt x t y t       , z = y – x, ενϊ επιλζγοντασ  

προςζγγιςθ αρκετϊν δεκαδικϊν ψθφίων και με τθ βοικεια των πολλαπλϊν 

αναπαραςτάςεων που προςφζρει το λογιςμικό, μοντελοποιοφμε τισ κινιςεισ. Οι 

ζννοιεσ «ταχφτθτα», «διάςτθμα», «χρόνοσ», αναπαρίςτανται με τρεισ τρόπουσ: 

γράφθμα, παρουςίαςθ, πίνακασ τιμϊν. 

Οι διδακτικοί ςτόχοι που τίκενται είναι : 

• Να ζρκουν οι μακθτζσ ςε επαφι με τθν ζννοια του ορίου μζςω τθσ επ’ 

άπειρον μειοφμενθσ απόςταςθσ τθσ χελϊνασ και του Αχιλλζα. 

  

       • Να ενταχκοφν ςε διαδικαςίεσ προςωπικοφ αναςτοχαςμοφ, ςε ςχζςθ με τθν 

δυναμικι διάςταςθ τθσ μακθματικισ επιςτιμθσ, τθσ εξζλιξθ τθσ και των 

ςφγχρονων εναλλακτικϊν τρόπων χειριςμοφ των αρικμθτικϊν τεχνικϊν.  

 

Ο Ηάφειρασ (2004)  διαπραγματεφεται τθ δυναμικι των λογιςμικϊν των 

μακθματικϊν, ςτθ διδακτικι τουσ εφαρμογι ςτθν τάξθ, με κοινό ςθμείο αφετθρίασ 

τθν ζννοια του ορίου, (Αϋ& Γϋ Λυκείου) μζςα από μια δραςτθριότθτα με τρία 

βιματα ςτα οποία θ διδακτικι προςζγγιςι  γίνεται με χριςθ διαφόρων τρόπων  

και  λογιςμικϊν. 

Βιμα 1
ο 
: Το ΟΛΟ με τθν βοικεια του Geometry Sketchpad  

Εδϊ υπάρχει ενορατικι προςζγγιςθ τθσ ζννοιασ του ορίου ςτο +, μζςω μιασ 

γνωςτισ ςυνάρτθςθσ, τθσ  y = 1/x .     (αρχείο Sketchpad: B1-ORIA1) 
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Μετακινϊντασ το ςθμείο Δ (ι τθν πράςινθ ςφαίρα) ςυνεχϊσ δεξιότερα ο 

μακθτισ μπορεί να παρατθρεί και να καταγράφει ςε ζνα πίνακα τισ τιμζσ τετμθμζνθ 

του Δ και τεταγμζνθ του ςθμείου Κ. 

Ανοίγοντασ το αρχείο Sketchpad: Β1-ORIA2 ο μακθτισ μπορεί να μετακινιςει το 

ςθμείο Ε (ι τθν μωβ ςφαίρα). Σε κάκε μετακίνθςθ ςτο κετικό θμιάξονα yyϋ με 

κατεφκυνςθ προσ τθν αρχι των αξόνων (ε→0), το ςθμείο Ν μετακινείται ςε τιμζσ 

μεγαλφτερεσ ςτον κετικό θμιάξονα xxϋ και για κάκε τιμι τθσ τετμθμζνθσ Χο του Ν , 

υπάρχουν  x > Χο ϊςτε y<ε. Τισ παραπάνω παρατθριςεισ μπορεί να κάνει ο μακθτισ 

μζςα από ζναν πίνακα. 
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Τζλοσ ανοίγοντασ το αρχείο Β1-ΟΛΑ3, μπορεί (ο μακθτισ) μετακινϊντασ το 

ςθμείο Ε ι τθν μπλε ςφαίρα να δει ενορατικά, διαδοχικζσ κζςεισ του ςθμείου Ε 

(ε0) και του Ν (Χ0).

 

 

  

 



191 

 

Άρςθ παρανοιςεων οριςμοφ του ορίου 

Μια ςυνικθ λανκαςμζνθ διατφπωςθ του διαιςκθτικοφ οριςμοφ του ορίου 

που διατυπϊνουν οι μακθτζσ, είναι θ εξισ: « lim ( )
x a

f x c


  ςθμαίνει ότι όταν οι τιμζσ 

του χ πλθςιάηουν τον αρικμό α, τότε οι αντίςτοιχεσ τιμζσ f(x) πλθςιάηουν το c».  Για 

να άρουμε τθν ςυγκεκριμζνθ παρανόθςθ μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε το 

Geogerbra (ι άλλο κατάλλθλο λογιςμικό) δθμιουργϊντασ ζνα κινοφμενο ςθμείο 

ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ  1( )f x x
x

  όπου μετρϊντασ τισ 

ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου διαπιςτϊνουμε ότι το |x| μειϊνεται ενϊ το |f(x)| 

αυξομειϊνεται, ενϊ  
0

lim ( ) 0
x

f x


 . 
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3.9.2 Τύποσ (ΙΙ ).   Όρια με  πύνακεσ  τιμών  

 

Στθν διεφκυνςθ: 

http://www.dynamicgeometry.com/General_Resources/Classroom_Activities/KCPT/The_First_Week_of_Calculus.html,  

βρίςκουμε ςχζδια μακιματοσ για κάποιεσ ζννοιεσ τθσ Ανάλυςθσ, μεταξφ αυτϊν και 

του Ορίου (The Geometer's Sketchpad Resource Center). Οι οριςμοί τθσ 

παραγϊγου και ολοκλθρϊματοσ είναι άμεςα ςυνδεδεμζνοι με τθν ζννοια του 

ορίου. Στισ δραςτθριότθτεσ που ακολουκοφν διερευνείται θ μακθματικι ζννοια του 

ορίου ςε ςχζςθ με τθν τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ μζςα από ζναν πίνακα τιμϊν, 

επιλζγοντασ τιμζσ  κοντά και όλο πιο κοντά ςτθν  x-τιμι ςτθν οποία κζλουμε να 

βροφμε  το όριο. Αυτοφ του είδουσ θ προςζγγιςθ για τθν ζννοια του ορίου 

προτείνεται για τα αρχικά ςτάδια, ζχοντασ φυςικά τθν δυνατότθτα για ακρίβεια 

αρκετϊν δεκαδικϊν ψθφίων ςτο λογιςμικό που κα χρθςιμοποιθκεί. 

1. Ανοίξτε το LimitByTable.gsp αρχείο το οποίο  περιζχει τθ ςυνάρτθςθ  

20,4 10
( )

5

x
f x

x





 

2. Χρθςιμοποιιςτε τον  Sketchpad’s calculator για  να υπολογίςτε τθν τιμι f(5).  

  Ροιο είναι το αποτζλεςμα; Γιατί νομίηετε ότι ζχετε αυτό το αποτζλεςμα;  

 

3. Το αρχείο  περιζχει μια παράμετρο x. Κάντε διπλό κλικ ςε  αυτιν τθν παράμετρο 

για να αλλάξετε τθν τιμι  τθσ. Ρρϊτα να αλλάξετε  τθν τιμι με το  4 και καταγράψτε 

τθν αντίςτοιχθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ f (x). Επαναλάβατε για χ=5 , χ=6 

 f (4)=; ______ f (5 )=;_________ f (6 )= ;_________  

 

4. Αλλάξτε τθν τιμι τθσ παραμζτρου x ςε 4,5 και κάντε κλικ ςτο κουμπί Animate by 

0.1.  Τι ςυμβαίνει; Ροιεσ τιμζσ φαίνεται να παίρνει  το x;  Ρότε κα ςταματιςει;  

 

5. Μπορείτε να ςυλλζξετε τισ μεταβαλλόμενεσ τιμζσ του πίνακα ςτθ δεξιά πλευρά. 

Επιλζξτε τον πίνακα και κατόπιν επιλζξτε: «προςκικθ δεδομζνων πίνακα». Κάντε 

κλικ ςτο κουμπί για να προςκζςετε 10 καταχωριςεισ. 
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6. Για να είναι χριςιμθ θ ςυλλογι των τιμϊν του πίνακα, οι τιμζσ πρζπει να 

αλλάηουν. Κάντε κλικ ςτο κουμπί «Ρροςκικθ κίνθςθσ κατά 0,1»  για να αλλάξετε 

τθν παράμετρο και να προςκζςετε τισ τιμζσ ςτον πίνακα.  

 

7. Τι δείχνει τϊρα ο  πίνακασ  για το  f(5); Μπορείτε να δείτε ζνα pattern ςτισ  τιμζσ  

f(x) πριν και μετά το f(5); Αν ζχετε ακολουκιςει αυτό το pattern, ποια κα ιταν θ 

τιμι για το f(5); (Αυτι θ τιμι είναι το όριο τθσ f(x) όταν  το x προςεγγίηει το 5). 

 

Ρθγαίνοντασ όλο και πιο κοντά ςτο Πριο 

                      

8. Για να πάρει τιμζσ θ f(x) κοντά ςε αυτό το όριο, κα πρζπει να χρθςιμοποιιςετε τισ 

τιμζσ του x που είναι πιο κοντά ςτο 5. Κάντε διπλό κλικ ςτθν παράμετρο x και 

αλλάξτε τθν αξία του ςε 4,95. Στθ ςυνζχεια, προςκζςτε 10 επιπλζον καταχωριςεισ 

ςτον πίνακα και κάντε κλικ ςτο κουμπί  Animate By 0.01 για να προςκζςετε νζεσ  

καταχωριςεισ. 

 

9. Το pattern  εξακολουκεί να υποδθλϊνει  το ίδιο όριο με το x να προςεγγίηει το  5; 

Ρόςο κοντά είναι  ςτο όριο οι νζεσ προςεγγιςτικζσ τιμζσ; 
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10. Για να πάρει τισ τιμζσ ακόμα πιο κοντά ςτο όριο, αλλάξτε  το x ςε 4.995, και 

προςκζςτε 10 ακόμα καταχωριςεισ,  χρθςιμοποιϊντασ το κουμπί Animate By 0.001 

 

11. Το μοτίβο εξακολουκεί να υποδθλϊνει  το ίδιο όριο με το  x να προςεγγίηει το 5; 

Ρόςο κοντά είναι οι νζεσ αυτζσ τιμζσ ςτο όριο; Ζχουν 

πράγματι φκάςει ςτο όριο; 

Συμβουλευτείτε τον πίνακα  για να  απαντιςετε  ςτισ  

επόμενεσ ερωτιςεισ. 

 

12. Ρερίπου πόςο κοντά πρζπει να είναι το x ςτο  5, ζτςι 

ϊςτε θ τιμι τθσ f (x) να απζχει  0,01 από το όριο; 

 

13. Ρερίπου πόςο κοντά πρζπει να είναι το  x ςτο  5, ζτςι 

ϊςτε θ τιμι τθσ f (x) να απζχει  0,001 από το όριο; 

Ρεριςςότερθ εξερεφνθςθ  

Αλλάξτε τθν προθγοφμενθ ςυνάρτθςθ  με μία  από τισ παρακάτω, και  

ςυλλζξτε  παρόμοια δεδομζνα. Για κάκε ςυνάρτθςθ , περιγράψτε  τισ διαπιςτϊςεισ 

ςασ, πείτε αν όχι θ ςυνάρτθςθ  ζχει ζνα όριο  L και βρείτε  τιμι του L (αν είναι 

δυνατόν). 

1
5

( )
x

f x


     ςτο  x = 5    ,      
5

5
( ) 2

x

x
f x




      ςτο  x = 5 

Τα κουμπιά Animation ςε αυτό το αρχείο  ζχουν οριςτεί ζτςι ϊςτε το x να 

κινείται  και ςτισ δφο πλευρζσ τθσ τιμισ  5.  Μπορείτε να αλλάξετε τισ ιδιότθτεσ του 

κουμπιοφ  για να χρθςιμοποιιςετε ζναν διαφορετικό οριςμό. (Με δεξί κλικ ςτθν 

αριςτερι άκρθ του κουμπιοφ «animation», πιγαινε ςτο  μενοφ «Κίνθςθ» του 

παράκυρου διαλόγου «Λδιότθτεσ»). Τροποποίθςε τα κουμπιά για να διερευνιςεισ 

ζνα ι περιςςότερα από τα ακόλουκα όρια. 

2)(  xxf  at x = 2 ,   
1

1
2)(



x

xf  at x = 1  ,   15.0)(
3

3






x

x
xxf  at x = 3 

x f x 

4.95000 3.98000

4.96000 3.98400

4.97000 3.98800

4.98000 3.99200

4.99000 3.99600

5.00000 undefined

5.01000 4.00400

5.02000 4.00800

5.03000 4.01200

5.04000 4.01600

4.95000 3.98000
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)sin()( xxf   at x = 
4


   ,     )tan()( xxf   at x = 

2


 

Εναλλακτικά, θ διδακτικι προςζγγιςθ με πίνακεσ κα μποροφςε να γίνει και με Excel.  

Το Πριο με τθ βοικεια του Excel  

Εδϊ υπάρχει αρικμθτικι προςζγγιςθ τθσ ζννοιασ του ορίου ςτο +, μζςω 

τθσ ςυνάρτθςθσ  y=
1
/

x 
(αρχείο Excel: B2-ORIA), (Ηάφειρασ 2003). 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εδϊ μποροφμε να δϊςουμε μια τιμι του ε και να δοφμε τθν τιμι  x0 αλλά και τισ 

τιμζσ του  y  για ζνα πλικοσ τιμϊν του  x > x0 . 

 

Μια ολοκλθρωμζνθ διδακτικι προςζγγιςθ για τθν ζννοια του Ορίου ςτο  

μζςω του Excel, βρίςκουμε ςτο Ραιδαγωγικό Λνςτιτοφτο τθσ Κφπρου (Επιμορφωτικό 

Υποςτθρικτικό Υλικό για τθν ενςωμάτωςθ των ΤΡΕ ςτθν μακθςιακι διαδικαςία, 

2008). Επιχειρείται εποπτικι παρουςίαςθ τθσ ζννοιασ του ορίου ςυνάρτθςθσ ςτο 

άπειρο μζςω του πίνακα τιμϊν (αρικμθτικι προςζγγιςθ) και τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ (γεωμετρικι προςζγγιςθ). Το επιςυναπτόμενο αρχείο limit.xls  περιζχει 

5 Φφλλα, ενϊ ςτο ςενάριο επιςυνάπτεται και φφλλο εργαςίασ, το οποίο κακοδθγεί 

τουσ μακθτζσ ςτθ δραςτθριότθτα. Στθν  1θ δραςτθριότθτα οι μακθτζσ καλοφνται να 
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ανοίξουν  από το αρχείο limit.xls το Φφλλο 1 ςτο οποίο παρουςιάηονται δφο πίνακεσ 

τιμϊν και θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ F(x)= 10x / (2x+7). Οι δφο πίνακεσ 

(Ρίνακασ 1 και Ρίνακασ 2) παρουςιάηουν τισ τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ για πολφ μεγάλεσ 

τιμζσ του χ και πολφ μικρζσ τιμζσ αντίςτοιχα.  Βάςει αυτϊν των ςτοιχείων και με τθ 

βοικεια του διδάςκοντα οι μακθτζσ  κα μπορζςουν να γνωρίςουν τθν ζννοια του 

ορίου ςυνάρτθςθσ ςτο   και ςτο  , εποπτικά, αρικμθτικά και ςυμβολικά. Στθ 

γραφικι παράςταςθ μποροφν να δουν δυναμικά τθν κίνθςθ του ςθμείου τθσ 

καμπφλθσ κακϊσ το χ αυξάνεται όπωσ και τθν απόςταςθ του αντίςτοιχου ςθμείου 

τθσ καμπφλθσ από τθν οριηόντια αςφμπτωτο που μειϊνεται ςυνεχϊσ. Ζτςι κα 

μπορζςουν οι μακθτζσ να γνωρίςουν τθν ζννοια του ορίου και να καταλιξουν ςτθ 

διατφπωςθ του οριςμοφ του ορίου ςυνάρτθςθσ ςτο άπειρο, μζςα από τισ 

διαφορετικζσ προςεγγίςεισ του (αλγεβρικι και γεωμετρικι) .  

 Στθ ςυνζχεια αφοφ γίνει θ ανακεφαλαίωςθ τθσ νζασ ζννοιασ, κα πρζπει 

οι μακθτζσ να προχωριςουν ςτθ 2θ δραςτθριότθτα όπου  καλοφνται να 

ςυνεχίςουν να εργάηονται με το λογιςμικό για να βρουν  όρια ρθτϊν 

ςυναρτιςεων των οποίων ο πίνακασ πολφ Μεγάλων/Μικρϊν τιμϊν και θ 

γραφικι τουσ παράςταςθ, προκφπτουν δυναμικά από τθ μεταβολι των 

ςτακερϊν α και β όπου α είναι ο ςυντελεςτισ τθσ μεγαλφτερθσ δφναμθσ ςτον 

αρικμθτι και β ο ςυντελεςτισ τθσ μεγαλφτερθσ δφναμθσ ςτον παρονομαςτι. Οι 

μακθτζσ κα πρζπει να βρουν τα όρια αυτϊν των ςυναρτιςεων είτε μζςα από τον 

πίνακα τιμϊν ςυνάρτθςθσ για πολφ μεγάλεσ/μικρζσ τιμζσ του χ,  είτε μζςα από τθ 

γραφικι παράςταςθ. Στο λογιςμικό δίνονται οι απαντιςεισ των ορίων. Το μόνο 

που ζχουν να κάνουν οι μακθτζσ είναι να πατιςουν το ανάλογο κουμπί  

,  

για να μπορζςουν να ελζγξουν τθν απάντθςθσ τουσ. Τα παραδείγματα των ρθτϊν 

ςυναρτιςεων που δίνονται ςτα φφλλα του αρχείου limit.xls καλφπτουν όλεσ τισ 

περιπτϊςεισ. Δθλαδι:  Βακμόσ Αρικμθτι < Βακμόσ Ραρονομαςτι,  Βακμόσ 

Αρικμθτι  > Βακμόσ Ραρονομαςτι και Βακμόσ Αρικμθτι = Βακμόσ 

Ραρονομαςτι. Καλοφνται επίςθσ να υπολογίςουν και τα όρια 
x

1
lim
 

, 
x

1
lim
 

 , 

Εμυάνισε  την απάντηση
(Όριο σσνάρτησης)

Εμυάνισε  την απάντηση
(Όριο σσνάρτησης)
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όρια  που κα τουσ  χρθςιμεφςουν αργότερα όταν αςχολθκοφν με τισ Λδιότθτεσ 

Ορίων και ςτισ Επιτρεπτζσ / Μθ Επιτρεπτζσ πράξεισ του απείρου. Επίςθσ με το 

παράδειγμα τθσ ςυνάρτθςθσ y x   κα διαπιςτϊςουν ότι δεν ζχουν όλεσ οι 

ςυναρτιςεισ όριο ςτο  . Επίςθσ υπάρχουν και οδθγίεσ για τθν χριςθ του Excel. 
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Το Πριο με τθ βοικεια του  MicroworldPro  

Εδϊ υπάρχει πειραματικι προςζγγιςθ τθσ ζννοιασ του ορίου ςτο + με μια 

προςομοίωςθ  ενόσ πειράματοσ τφχθσ για ζνα πολφ μεγάλο αρικμό δοκιμϊν. Ζνα 

ηάρι ρίχνεται όςεσ φορζσ ηθτιςουμε από το πρόγραμμα και μποροφμε να ζχουμε τθ 

ςυχνότθτα (απόλυτθ και ςχετικι) εμφάνιςθσ ενόσ από τα ενδεχόμενα κακϊσ και το 

ςχετικό ραβδόγραμμα. Το πείραμα μπορεί να ςταματιςει οποιαδιποτε ςτιγμι 

καταγράφοντασ τον αρικμό των μζχρι τϊρα δοκιμϊν και να ςυνεχιςτεί αργότερα. 

 

 

Οη ζπρλόηεηεο θαη ν αξηζκόο επαλαιήςεσλ κπνξεί λα θαηαγξάθνληαη ζε έλα 

πίλαθα θαη λα ζπγθξίλνληαη κε ηηο ζεσξεηηθά αλακελόκελεο (1 πξνο 6 ή 16,666…% 

γηα θάζε ελδερόκελν). 
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Επιλζγοντασ μια επικυμθτι απόκλιςθ (ε) από το αναμενόμενο μποροφμε 

πειραματικά να βροφμε ζνα αρικμό επαναλιψεων (Χο) του πειράματοσ πζραν του 

οποίου οι ςυχνότθτεσ πλθςιάηουν τισ αναμενόμενεσ με απόκλιςθ μικρότερθ του ε.  

Στον παραπάνω πίνακα είναι καταγεγραμμζνα τα ςτοιχεία από μια εκτζλεςθ 

του πειράματοσ με ςθμεία διακοπισ εκτζλεςθσ 100, 1.000, 5.000, 10.000, 15.000 

δοκιμζσ που είναι και το άνω όριο δοκιμϊν που ζχει δοκεί κατά τθν δθμιουργία τθσ 

εφαρμογισ.  
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3.9.3. Τύποσ (III ). Όρια  με τον ε – δ  Οριςμό 

 

Ο επίςθμοσ οριςμόσ του ορίου ζχει ωσ εξισ: 

L είναι το όριο τθσ f(x) με το x να  προςεγγίηει το   c    εάν και μόνο εάν: 

Για κάκε ε> 0, δεν ζχει ςθμαςία πόςο μικρό, υπάρχει ζνασ κετικόσ αρικμόσ δ τζτοια 

ϊςτε, όταν το x είναι απζχει από το  δ λιγότερο από  c, τότε  f (x) απζχει από το L  

λιγότερο από  ε.  

Είναι γνωςτζσ ςε παγκόςμιο επίπεδο οι μεγάλεσ δυςκολίεσ που 

αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ-ςπουδαςτζσ οι οποίοι καλοφνται να οικειοποιθκοφν τον 

αυςτθρό  ε-δ οριςμό του Ορίου. «Ο  ε – δ  οριςμόσ του ορίου περιζχει γενικά και 

οντολογικά ςτοιχεία και  ζχει ςχεδιαςτεί να επιλφει μακθματικζσ δυςκολίεσ και όχι 

γνωςτικζσ» (Williams,2001). Οι παρακάτω εφαρμογζσ προςπακοφν να 

αποςαφθνίςουν τισ ζννοιεσ του ςθμείου ςυςςϊρευςθσ και τθσ πρόταςθσ  «Για κάκε  

ε>0 ,  δ>0 ……». 

Στθν διεφκυνςθ, http://demonstrations.wolfram.com/ 

ςυναντάμε το παρακάτω applet που ζχει ωσ ςτόχο να κατανοιςει ο μακθτισ τθν 

πολφ ςθμαντικι ζννοια του ςθμείου ςυςςϊρευςθσ. (Ζνασ αρικμόσ a κα ονομάηεται 

ςθμείο ςυςςϊρευςθσ για τθν ακολουκία  αn   αν  για κάκε  ε>0  υπάρχει  m ϊςτε  |a  

– αm| < ε , δθλαδι αν κάκε  ε-περιοχθ του  a  περιζχει όρουσ τθσ ακολουκίασ  αn . 

Στο παρακάτω ςχιμα υπάρχουν δφο ςθμεία ςυςςϊρευςθσ, τα 1 , -1. Μετακινϊντασ 

τον δρομζα  m,  βρίςκουμε ότι  για  κάκε  ε>0, μποροφμε να βροφμε όρουσ  αm  που 

να ανικουν ςτο διάςτθμα  (1-ε, 1). 
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Στθν διεφκυνςθ: 

http://www.dynamicgeometry.com/General_Resources/Classroom_Activities/KCPT/The_First_Week_of_Calculus.html,   

ζχουμε το ακόλουκο ςχζδιο μακιματοσ (με χριςθ του GSP): 

A: Ρρϊτθ Συνάρτθςθ 

1. Ανοίξτε το αρχείο LimitEpsilonDelta.gsp που περιζχει τθ ςυνάρτθςθ 

20,4 10
( )

5

x
f x

x





 

2. Κάντε διπλό κλικ ςτθν παράμετρο  c  και ρυκμίςτε τθν τιμι  του ςε 5. Σφρετε το 

ςθμείο x κατά μικοσ του άξονα, και παρατθριςτε τισ τιμζσ του x και τισ αντίςτοιχεσ 

τθσ ςυνάρτθςθσ. Χρθςιμοποιιςτε το κουμπί ενζργειασ Μετακίνθςθ x -> c για να 

μετακινιςετε το x ςτθν ακριβι τιμι του c. Τι ςυμβαίνει; Ροια είναι θ τιμι  f (c); 

 

3. Σφρετε x πζρα δϊκε κοντά ςτο c, και παρατθριςτε  τισ τιμζσ των x και f (x). 

Ροιό πιςτεφετε ότι είναι το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ όταν το x είναι κοντά ςτο c; 

 

4. Κάντε διπλό κλικ ςτθν παράμετρο L και αλλάξτε τθν αξία του ςϋ αυτό το όριο. 
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5. Κάντε κλικ κουμπί Show Epsilon . Αυτό το κουμπί εμφανίηεται ςτθν πράςινθ 

περιοχι πάνω και κάτω από τον αρικμό  L ςτον άξονα των y. Χρθςιμοποιιςτε τον 

μεταβολζα του  ε  για να αλλάξετε τθν τιμι του ε  και  παρατθριςτε τα 

αποτελζςματα. φκμιςε  τον μεταβολζα, ϊςτε το  ε να  είναι περίπου 0,25. 

Κινιςτε  x εμπρόσ και πίςω. Για ποιεσ τιμζσ του x  θ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ 

βρίςκεται εντόσ τθσ  ε – περιοχισ  του L; (Με άλλα λόγια, για ποιεσ τιμζσ του x το 

οριηόντιο κόκκινο τμιμα αγγίηει τθν  πράςινθ περιοχι  του άξονα των  y;) 

 

6. Κάντε κλικ ςτο κουμπί Show Delta. Σφρετε τον μεταβολζα   δ   εμπρόσ και πίςω, 

και παρατθριςτε  τισ ςυνζπειεσ για το οριηόντιο μπλε  τμιμα  του x-άξονα. 

Κάνε κλικ ςτο κουμπί Restrict x, και ςφρετε το x πζρα δϊκε. Ραρατθριςτε ότι 

θ τιμι του x περιορίηεται τϊρα ςτθν μπλε περιοχι. Θ δουλειά ςου είναι τϊρα να 

κακορίςεισ το  δ   ζτςι ϊςτε θ τιμι τθσ f (x) είναι πάντα μζςα ςτθν ε – περιοχι  του L. 

 

7. Σφρε τον μεταβολζα του  δ  μζχρι να  νομίςεισ ότι  πλθροφται θ προχπόκεςθ 

αυτι. Αυτζσ οι τιμζσ του x  κάνουν το μπλε τμιμα του άξονα x αρκετά μικρό  ϊςτε οι 

αντίςτοιχεσ τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ να είναι πάντα μζςα ςτο πράςινο τμιμα του 

άξονα y ;  Σφρε το x πζρα δϊκε για να ελζγξεισ  το αποτζλεςμά ςου. 

Ροιεσ τιμζσ του  δ  υποχρεϊνουν τισ τιμζσ f (x) να βρίςκονται  εντόσ τθσ  ε – 

περιοχισ  του L; 

 

8. Τϊρα δοκιμάςτε μια μικρότερθ τιμι του ε. Κζςτε   ε = 0,15, και  προςδιορίςτε  τισ 

τιμζσ του  δ  που υποχρεϊνουν  τισ τιμζσ  f (x) να κινοφνται ςτο ε - πλαίςιο του L. 

 Ροια τιμι του  δ απαιτείται τϊρα για να κρατιςει το  f (x) εντόσ τθσ  ε – 

περιοχισ  του L; 

 

Ριςτεφετε ότι πάντοτε μπορείτε να βρείτε μια κατάλλθλθ τιμι του δ, ακόμθ και αν 

το ε   είναι πολφ μικρό ; Αιτιολογείςτε  τθν απάντθςι ςασ. 
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Β: Δεφτερθ Συνάρτθςθ  

 

9. Μετάβαςθ ςτθ ςελίδα 2 του αρχείου. Σε αυτι τθ ςελίδα κα διερευνθκεί  το όριο  

μιασ διαφορετικισ ςυνάρτθςθσ. 

 

10. Κάντε κλικ ςτο κουμπί Show Epsilon, και βεβαιωκείτε ότι το ε  είναι κοντά ςτο 

1,0.  Επίςθσ, κάντε κλικ ςτο κουμπιά  Show Delta και  Show Segments. 

Μπορείτε να προςαρμόςετε το δ ϊςτε  να κρατθκοφν οι τιμζσ  f (x) εντόσ τθσ  

ε – περιοχισ  του L;  Ροιεσ τιμζσ  του  δ πρζπει να χρθςιμοποιείτε; 

 

11. Τϊρα να επιλζξετε  μια μικρότερθ τιμι του  ε, κζτοντασ ε = 0,50. Ρροςπακιςτε 

να ρυκμίςετε πάλι το δ ϊςτε  να κρατθκοφν πάλι οι τιμζσ  f (x) ςτο ε - πλαίςιο του  L. 

 

         Τι ςυμβαίνει όταν προςπακείτε να προςαρμόςετε το δ  ϊςτε  να βρίςκονται οι 

τιμζσ  f (x) εντόσ τθσ  ε – περιοχισ  του L; Βοθκά να χρθςιμοποιθκεί και μια 
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μικρότερθ τιμι  του δ; Μπορείτε να κάνετε αυτό το ζργο, επιλζγοντασ μια 

διαφορετικι τιμι του L; 

Γ: Άλλεσ ςυναρτιςεισ 

 

12. Μετάβαςθ ςτθ ςελίδα 3, που περιζχει τθ ςυνάρτθςθ 
3

1)(



x
xxf . Να ορίςετε 

τθν τιμι του c ςτο 3,0. Κζςτε  ε = 1,00. Ρειραματιςτείτε με διάφορεσ ρυκμίςεισ του  

L και του δ.  

 Υπάρχουν τιμζσ του L και δ που κρατοφν τα  f (x) εντόσ τθσ ε – περιοχισ  του 

L; Αν ναι, ποιεσ είναι αυτζσ; Αν όχι, γιατί όχι; 

Δοκιμάςτε τϊρα μερικζσ από τισ παρακάτω ςυναρτιςεισ. 

1

1
2)(



x

xf  at x = 1 and at x = 0 ,  15.0)(
3

3






x

x
xxf  at x = 0.5 and at x = 3 

)tan()( xxf   at x = 
4


 and at x = 

2
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Ο  ε-δ  οριςμόσ με  applets 

Στθν ιςτοςελίδα  http://www.plu.edu/~heathdj/java/   βρίςκονται  applets 

java με  πολλαπλά αντικείμενα τθσ Ανάλυςθσ και μεταξφ αυτϊν  για τον ε-δ οριςμό 

του ορίου. Συγκεκριμζνα, επιλζγουμε πρϊτα τον αρικμό  a  για τθν εφρεςθ του 

ορίου  lim ( )
x

f x


 και ςτθν ςυνζχεια τθν πικανι τιμι του L. Κζτοντασ  ε  οςοδιποτε 

μικρό, προςπακοφμε να βροφμε κατάλλθλο δ ϊςτε  θ  Cf  για τα x  τθσ δ- περιοχισ 

του a  να βρίςκονται ςτθν ε – ηϊνθ του L. 

 

Αντίςτοιχο αρχείο βρίςκουμε ςτθν παρακάτω διεφκυνςθ που 

καταςκευάςτθκε με τθν βοικεια του προγράμματοσ  LIVEMATH: 

http://users.ira.sch.gr/fergadioti/elm/index.php/katg1/57-orio/48-x0/665-x 

 Ππωσ και ςτο προθγοφμενο applet επιλζγουμε το  a  ςτο οποίο κζλουμε να βροφμε 

το όριο και κζτουμε μια τιμι για το υποτικζμενο όριο  L. Στθ ςυνζχεια για 

ςυγκεκριμζνεσ τιμζσ του  ε  προςπακοφμε να βροφμε κατάλλθλθ τιμι για το δ  ϊςτε  

για όλα τα χ  τθσ δ-περιοχισ του a  τα αντίςτοιχα f(x) να βρίςκονται εξολοκλιρου 

ςτθν ε-περιοχι του L. 
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ε-δ Οριςμόσ με το Geogebra 

Στο ζργο του ΥΡΕΡΚ-Ρ.Λ. «Μακθματικά με το Geogebra» (Αϋ- Γϋ Λυκείου, 

2008) βρίςκουμε ζτοιμα ςενάρια με χριςθ αρχείων.ggb και βιβλία μακθτι-

κακθγθτι. Εκεί βρίςκουμε το ςενάριο με το οποίο οι μακθτζσ επεξεργάηονται τθν 

ζννοια του ορίου ςε ζνα ςθμείο μιασ ςυνάρτθςθσ. Καλοφνται να διερευνιςουν το 

όριο μερικϊν τφπων ςυναρτιςεων με τθ βοικεια ενόσ ορκογωνίου του οποίου οι 

δυο διαςτάςεισ ορίηονται για πολφ μικρζσ τιμζσ των μεταβολζων δ και ε.  

Ριο ςυγκεκριμζνα: ςτθν επιφάνεια εργαςίασ του παρακάτω μικρόκοςμου 

ζχει ςχεδιαςτεί θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f(x) =κ*x^ν+λ κακϊσ και οι 

ευκείεσ ψ=L και x=χο . Ζνα ορκογϊνιο που δθμιουργείται από τισ ευκείεσ ψ=L-ε, 

ψ=L+ε, x=χο-δ και x=χο+δ μπορεί να κινείται ελεφκερα ςφροντασ το ςθμείο χο αλλά 

και να μεταβάλλονται οι διαςτάςεισ του μζςω των μεταβολζων των δ και ε. 

Μπορείτε για κάκε χο να ερευνιςετε για το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο ςθμείο αυτό;  

Διερευνιςεισ 

1. Επιλζξτε οι δείκτεσ των μεταβολζων να δείχνουν κ=1, λ=-2, ν=1. Επιλζξτε 

ακόμα το ςθμείο χ0 να είναι ςτθ κζςθ (1,0) και ο δείκτθσ του μεταβολζα ε να δείχνει 

0,3. Μπορείτε να ορίςετε κατάλλθλθ τιμι ςτον μεταβολζα δ, ϊςτε το ορκογϊνιο 
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που κα ορίςετε να δίνει μια ικανοποιθτικι προςζγγιςθ ςτο όριο τθσ ςυνάρτθςθσ 

ςτο χ0 ; Μπορείτε να επαναλάβετε τον οριςμό του δ, όταν μικραίνετε τθν τιμι του ε; 

2. Επιλζξτε κ=1, λ=-2, ν=1. Για  ε=0,03 ερευνιςτε τισ τιμζσ του δ που ορίηουν 

μια καλι προςζγγιςθ του ορίου τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο χ0 =2. Μπορείτε να εξθγιςετε 

αλγεβρικά αυτι τθν προςζγγιςθ του ορίου; 

3.Με τθν εντολι Redefine επανακακορίςτε τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ ςε  

f(x)=k(x-1)v + λ. Ερευνιςτε για το όριο ςε διάφορα ςθμεία τθσ καμπφλθσ. Τι 

ςυμβαίνει ςτο αριςτερό άκρο τθσ ςυνάρτθςθσ ςτα διάφορα ςθμεία τθσ καμπφλθσ; 

Μπορείτε να εξθγιςετε αλγεβρικά τθν προςζγγιςθ του ορίου με το ορκογϊνιο; 

4. Μπορείτε να υπολογίςετε το όριο τθσ  
2

3 5
( )

10 5

x
f x

x x




 
ςτο  χ0 =5 ; 

 

Επιςυνάπτονται αναλυτικζσ οδθγίεσ προσ τον διδάςκοντα όςον αφορά τθν 

αναμενόμενθ ςυμπεριφορά των μακθτϊν. 
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3.10   Η επύδραςη των ηλεκτρονικών υπολογιςτών ςτη 

διδαςκαλύα τησ ϋννοιασ του ορύου 

Θ μάκθςθ τθσ Ανάλυςθσ  αποτζλεςε αντικείμενο εκτεταμζνθσ ζρευνασ για 

μεγάλο χρονικό διάςτθμα. Ζνα από τα ςυμπεράςματα που προκφπτουν από τθν 

ζρευνα αυτι είναι ότι οι φοιτθτζσ ςε γενικζσ γραμμζσ  αναπτφςςουν τυπικζσ  

τεχνικζσ και όχι  εννοιολογικι κατανόθςθ των κεωρθτικϊν εννοιϊν. (Asiala, Cottrill, 

Dubinsky & Schwingendorf, 1997). Θ ζννοια όριο είναι πλοφςια ςε αφαιρετικζσ 

διαδικαςίεσ και απαιτεί υψθλό επίπεδο εννοιολογικισ κατανόθςθσ ςτο οποίο 

πολλοί μακθτζσ, δφςκολα  αντεπεξζρχονται. (Parameswaran, 2006). 

Θ αφθρθμζνθ φφςθ των ορίων παρουςιάηει ςθμαντικζσ δυςκολίεσ για τουσ 

περιςςότερουσ φοιτθτζσ και ζχουν μικρι επιτυχία ςτθν κατανόθςθ αυτισ τθσ 

ςθμαντικισ μακθματικισ ζννοιασ (Asiala, Cottrill, Dubinsky & Schwingendorf, 1997). 

Μεγάλο μζροσ τθσ ζρευνασ για τθν κατανόθςθ των μακθματικϊν εννοιϊν 

από τουσ  μακθτζσ ζδειξε ότι θ ζννοια των ορίων δεν κακορίηεται με ςαφινεια ςτο 

μυαλό τουσ (Davis & Vinner, 1986; Mamona Downs, 2001). Ο κφριοσ λόγοσ, 

ςφμφωνα με Fischbein, Jehiam, και Cohen (1995), είναι ότι τα ςχολικά μακθματικά  

δεν τονίηουν τθν ιδζα των μακθματικϊν ωσ ζνα ςυνεκτικό, οργανωμζνο ςτθ δομι 

του ςφνολο γνϊςεων. Κατά ςυνζπεια, λιγότερθ ζμφαςθ δίνεται ςτθ κεωρθτικι 

ςκζψθ θ οποία είναι αναγκαία για τθν ανάπτυξθ τθσ ζννοιασ των ορίων.   

Επειδι  λοιπόν θ πλζον βαςικι ζννοια τθσ Ανάλυςθσ είναι το Πριο 

ςυνάρτθςθσ, προςπακοφμε να διερευνιςουμε εάν οι νζεσ τεχνολογίεσ βοθκοφν 

ςτθν βακφτερθ  κατανόθςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ ζννοιασ. Στθν παράγραφο αυτι κα 

αναφερκοφμε ςε τρεισ ζρευνεσ που διαπραγματεφονται τθν διδαςκαλία του Ορίου 

ςυνάρτθςθσ με τθν βοικεια κατάλλθλου λογιςμικοφ (Sun & Monaghan, 1993· 

Büyükköroğlu, Düzce, Çetin, Mahir, Deniz & Üreyen, 2006· Yiasoumis, Mattheou & 

Christou, 2009): 
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1θ ζρευνα για τθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του ορίου με τθν χριςθ κατάλλθλου 

λογιςμικοφ 

Οι  Sun & Monaghan (1993, όπ. ανάφ. ςτο Monaghan, Sun & Tall, 1994) 

ερεφνθςαν  τισ  επιπτϊςεισ ςτθν διδαςκαλία τθσ ζννοιασ  του ορίου μζςω  τθσ 

χριςθσ λογιςμικοφ Derive  ςτα πρϊιμα ςτάδια. Το ςυγκεκριμζνο CAS επελζγθ διότι 

είναι ςχετικά απλό ςτθν χριςθ του. 

Το πείραμα είχε ωσ κίνθτρο τθν μελζτθ μιασ ομάδασ 9 ςπουδαςτϊν  ςε ζνα 

κολζγιο που είχαν κάνει εκτεταμζνθ χριςθ του ςυςτιματοσ πλθροφορικισ 

άλγεβρασ. 

Το 50% των μακθμάτων γίνονταν ςε αίκουςεσ όπου μποροφςαν να 

χρθςιμοποιιςουν το Derive και  τουσ δόκθκαν  palmtop υπολογιςτζσ  τουσ  οποίουσ  

κα μποροφςαν να χρθςιμοποιιςουν ανά πάςα ςτιγμι. Αυτι είναι θ  Derive ομάδα. 

Θ ομάδα ςφγκριςθσ αποτελοφνταν από 19 μακθτζσ από 3 διαφορετικά 

ςχολεία  με παρόμοια περιβάλλοντα με το ίδιο πρόγραμμα ςπουδϊν, αλλά οι 

οποίοι δεν είχαν ςυναντιςει  ζνα ςφςτθμα υπολογιςτϊν άλγεβρασ. Και οι δφο 

ομάδεσ είχαν διδαχκεί μζχρι και ολοκλθρωτικό λογιςμό μιασ μεταβλθτισ. 

Ζνα ερωτθματολόγιο ςχεδιάςτθκε για να αποςπάςει τισ αντιλιψεισ των 

μακθτϊν για το όριο. 

Q1 : Βρείτε τα επόμενα όρια (αν υπάρχουν). Εξθγιςτε τα αποτελζςματά ςασ. 

      
2 3

lim
2x

x

x




  και   

1
lim ( )
x

f x


  όπου  2

3 , 1

( ) 1
, 1

1

x

f x x
x

x




  




 

Οκτϊ από τουσ εννζα μακθτζσ τθσ ομάδασ  Derive χρθςιμοποίθςαν  Derive 

για να βρουν  το πρϊτο όριο και ιςχυρίςτθκαν ότι δεν γνϊριηαν  καμία άλλθ 

μζκοδο. Θ εξαίρεςθ ιταν ζνασ μακθτισ που «δεν του άρεςε» το ςφςτθμα 

πλθροφορικισ. Από τουσ  19 μθ Derive μακθτζσ οι 12 διαίρεςαν με το x και ςτθ 

ςυνζχεια χρθςιμοποίθςαν ότι το 1 / x προςεγγίηει το 0 όταν το  x προςεγγίηει το 

άπειρο. Τρεισ αντικατζςτθςαν με  αρικμοφσ και τζςςερισ δεν απάντθςαν. 
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 Το δεφτερο όριο με τθν αςυνζχεια είναι ςυγκριτικά πιο δφςκολο. Υπιρξε 

μεγαλφτερθ ποικιλία ςτισ απαντιςεισ. Ραρ 'όλα αυτά 6 από τουσ  9  Derive  

ςπουδαςτζσ απλά χρθςιμοποίθςαν Derive  για να βρουν  το όριο του  μεγαλφτερου  

μζρουσ τθσ ςυνάρτθςθσ και αγνόθςαν τθν αςυνζχεια. Από τουσ 19 μακθτζσ τθσ 

άλλθσ ομάδασ, 11 ζδωςαν διαφορετικζσ απαντιςεισ εξετάηοντασ  τθν αςυνζχεια, 6 

δεν απάντθςαν και μόνο 2 αγνόθςαν τθν αςυνζχεια. Το ςθμείο που  εςτιάηουμε 

εδϊ είναι ότι  χρθςιμοποίθςαν το Derive ωσ ζνα κουμπί, μια διαδικαςία θ οποία 

μπορεί να ςυγκαλφψει βακφτερθ εξζταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ.  

Q2: α) Μπορείτε να υπολογίςετε το άκροιςμα 0,1 +0,01+0,001 + ………. Γιατί; 

        Β) Μπορείτε να υπολογίςετε το άκροιςμα 0,9+0,09+0,009+………   Γιατί; 

Φαινομενικά ακϊεσ ερωτιςεισ με εφκολεσ απαντιςεισ, μπορεί να 

προκαλζςουν μεγάλα  εννοιολογικά προβλιματα ςε μακθτζσ  οι οποίοι δεν ζχουν 

εξαςκθκεί  ςτα κακαρά μακθματικά ςε οποιοδιποτε βάκοσ. (Monaghan ,1986). 

Τα 7 από τα  9 άτομα τθσ Derive ομάδασ ανζφεραν  ότι υπάρχει θ απάντθςθ 

0, 1 , με τον τφπο για το άκροιςμα μιασ γεωμετρικισ προόδου. Θ γενικι άποψθ τθσ 

μθ Derive  ομάδασ  ιταν ότι αυτι μπορεί να είναι μια απάντθςθ, αλλά υπιρχαν 

προβλιματα. Για παράδειγμα, ςχολίαςαν  ότι αυτό ιταν μόνο μια προςζγγιςθ ι ότι 

θ πραγματικι απάντθςθ τείνει ςε αυτό.  

Q3 : Εξθγιςτε το  όριο   
 

0

( )
lim
h

f x h f x

h

 
 

 Πλοι οι μακθτζσ τθσ ομάδασ ςφγκριςθσ  ζδωςαν  ικανοποιθτικζσ κεωρθτικζσ 

ερμθνείεσ, αλλά κανζνασ δεν ζδωςε  παραδείγματα. Κανζνασ  από τθν ομάδα Derive 

δεν ζδωςε κεωρθτικζσ ερμθνείεσ και μόνο δφο μακθτζσ ανζφεραν τισ λζξεισ  

«κλίςθ» ι «παράγωγοσ». Τζςςερισ μακθτζσ από τθν Derive ομάδα ζδωςαν 

παραδείγματα αντικακιςτϊντασ τθν f(x) με πολυϊνυμο  και εκτζλεςαν  ι 

περιζγραψαν  τθν  ακολουκία των βαςικϊν βθμάτων για τον υπολογιςμό του  ορίου 

με το λογιςμικό. 

Υπό μια οριςμζνθ οπτικι γωνία το CAS μπορεί να κάνει εφκολουσ 

οριςμζνουσ υπολογιςμοφσ, αλλά ςε άλλεσ κατευκφνςεισ, μπορεί να κάνει τα 

πράγματα πιο δφςκολα. Το  όριο είναι μια  βακιά ςφνκετθ  ζννοια. Δεν είναι 
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δυνατόν ζνα λογιςμικό να τθν  κάνει αμζςωσ  «εφκολθ», αλλά, χρθςιμοποιϊντασ 

ωςτόςο τθ διαδικαςία τθσ επιλεκτικισ καταςκευισ, επιτρζπουμε το ςχεδιαςμό 

διδακτικοφ υλικοφ που εκμεταλλεφεται τισ δυνατότθτεσ ποικίλων προςεγγίςεων, 

δίνοντασ ζτςι μια βελτιωμζνθ γνωςτικι βάςθ για μια  ευζλικτθ  proceptual 

κατανόθςθ του ορίου. Ο ςχεδιαςτισ των προγραμμάτων  ςπουδϊν, ι ο μακθτισ 

που κα διερευνιςει  τισ νζεσ ιδζεσ, μπορεί να επιλζξει ποιο μζροσ τθσ νζασ ζννοιασ 

πρζπει να καταςκευάςει ςτον δοςμζνο χρόνο – τθν διαδικαςία ι τισ προκφπτουςεσ 

ζννοιεσ και τισ μεταξφ τουσ ςχζςεισ. 

Είναι γνωςτό ότι μια αρικμομθχανι επιτρζπει ςτο παιδί να εκτελεί  

αρικμθτικζσ πράξεισ χωρίσ τθ διαδικαςία τθσ καταμζτρθςθσ  ι τθσ  χριςθσ  των 

τυποποιθμζνων αλγορίκμων. Συνεπϊσ, είναι δυνατό για το παιδί να 

επικεντρϊνεται  περιςςότερο ςτισ ιδιότθτεσ τθσ  αρικμθτικισ  από ό, τι  ςτθ 

διαδικαςία τθσ καταμζτρθςθσ τα πρϊτα χρόνια (Doig, 1993). Ομοίωσ, είναι δυνατό ο 

μακθτισ  να αναπτφξει μια  πιο ιςορροπθμζνθ άποψθ του ορίου διττά ωσ 

διαδικαςία και ωσ ζννοια  με τθ χριςθ του CAS το οποίο  παράγει ζνα ςυμβολικό 

όριο, ωσ «ςωςτι» αρικμθτικι ζκφραςθ. 

 

2θ ζρευνα  

 

Οι Büyükköroğlu, Düzce, Çetin, Mahir, Deniz & Üreyen (2006),  εξζταςαν  το 

αν θ χριςθ θλεκτρονικϊν υπολογιςτϊν μπορεί να ςυνειςφζρει ςτθ διδαςκαλία τθσ 

ζννοιασ του ορίου και μποροφν να ξεπεραςτοφν (πικανζσ) δυςκολίεσ με τθ βοικεια 

του Θ/Υ. Επιλζχκθκαν 52 πρωτοετείσ φοιτθτζσ του Μακθματικοφ Τμιματοσ από ζνα 

πανεπιςτιμιο τθσ Τουρκίασ. Εφαρμόςκθκε μία προ-εξζταςθ ςτουσ φοιτθτζσ και 

ςφμφωνα με τα αποτελζςματα χωρίςτθκαν  ςε δφο ομάδεσ, περίπου ίδιου 

επιπζδου. Οι ομάδεσ ονομάςτθκαν Α και Β.  

Θ ζννοια του ορίου διδάχκθκε χρθςιμοποιϊντασ κλαςςικζσ μεκόδουσ ςτθν 

ομάδα Α εντόσ τθσ  τάξθσ. Θ ζννοια διδάχκθκε ςτθν ομάδα Β ςε ζνα εργαςτιριο 

πλθροφορικισ με ατομικό Θ/Υ που ζχει ζνα πρόγραμμα που ετοιμάςτθκε από 
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ερευνθτζσ που χρθςιμοποιοφν ΜΑΤLAB. Κάκε μακθτισ ςε αυτι τθν ομάδα 

παρακολοφκθςε το μάκθμα διαδραςτικά από τον υπολογιςτι του. 

 

Το πρόγραμμα που ετοιμάςτθκε για τθν ομάδα Β. 

Βιμα 1ο:  

 

Σχιμα 1: Εφαρμογι τθσ άπλετ που χρθςιμοποιικθκε ςτο βιμα 1. 

Ζνασ από τουσ βαςικοφσ λόγουσ για τουσ οποίουσ θ ζννοια του ορίου δεν 

μπορεί να κατανοθκεί εφκολα είναι ότι οι μακθτζσ δεν μποροφν να καταλάβουν το 

τι ςθμαίνει «προςεγγίηω ζναν αρικμό». Ρράγματι, ο ςτόχοσ ςε αυτό το βιμα ιταν 

να δείξουν οι ερευνθτζσ τι ςθμαίνει το να «προςεγγίηεται ζνασ αρικμόσ». Θ 

θλεκτρονικι άπλετ που ετοιμάςτθκε ςε αυτό το ςτάδιο,  δείχνει τουσ ειςαγόμενουσ 

αρικμοφσ ςτθν  πραγματικι ευκεία. Αρχικά, ζνασ αρικμόσ που κζλαμε να 

προςεγγιςκεί, π.χ. α , κι ζνασ άλλοσ μεγαλφτεροσ του α αρικμόσ επιλζγονται και 

ειςάγονται από τουσ μακθτζσ και απεικονίηονται ςτθν  πραγματικι ευκεία. Ζπειτα 

ηθτείται από τουσ μακθτζσ να ειςάγουν ζναν αρικμό που να είναι μεγαλφτεροσ του 

α αλλά μικρότεροσ του προθγοφμενου. Αυτι θ διαδικαςία επαναλαμβάνεται πολλζσ 

φορζσ με ςκοπό να αναγκαςκοφν οι μακθτζσ να αντιλθφκοφν εάν ζνασ τζτοιοσ 

αρικμόσ μπορεί βρεκεί κάκε φορά. Αναλογικά, μια παρόμοια διαδικαςία 

εφαρμόςτθκε με τουσ αρικμοφσ που ιταν μικρότεροι του α. 
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Βιμα 2ο: 

Σε αυτό βιμα ζγινε μια προςπάκεια να διαπιςτωκεί το εάν οι μακθτζσ 

εξακριβϊνουν το που οι τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ 2( )f x x  πλθςιάηουν κακϊσ το x 

τείνει ςτο 2. Θ άπλετ που ετοιμάςτθκε για αυτό το λόγο αποτυπϊνει 

γραφικά/εντοπίηει με ςυντεταγμζνεσ το γράφθμα μιασ ςυνάρτθςθσ και καταγράφει 

τισ τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτον y-άξονα αντίςτοιχα με τισ ειςαγόμενεσ x τιμζσ. Στθν 

εργαςτθριακι εφαρμογι, οι μακθτζσ ειςιγαγαν αρικμοφσ κοντά ςτο 2 από το 

πλθκτρολόγιο ςτα απλετσ, και ςυνειδθτοποίθςαν ότι οι τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

προςεγγίηουν το 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 2: εφαρμογι του άπλετ που χρθςιμοποιικθκε ςτο βιμα 2. 

Στθ ςυνζχεια, ο οριςμόσ του ορίου μιασ ςυνάρτθςθσ ςε ζνα ςθμείο δόκθκε 

ωσ εξισ: «αν θ f(x) ορίηεται για όλα τα x κοντά ςτο α , εκτόσ από, πικανόν, ςτο ίδιο 

το α, κι αν μποροφμε να βεβαιωκοφμε ότι θ f(x) είναι τόςο κοντά όςο κζλουμε ςτο 
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L,  κεωρϊντασ ότι το x είναι όςο κοντά κζλουμε ςτο  α,  λζμε ότι θ ςυνάρτθςθ  f(x)  

πλθςιάηει το όριο  L  κακϊσ το x πλθςιάηει το α και γράφουμε  lim ( )
x a

f x L


  

Βιμα 3ο: 

Ο ςτόχοσ αυτοφ του βιματοσ είναι να διδάξει ότι το όριο μιασ ςυνάρτθςθσ 

ςε ζνα ςθμείο δεν είναι απαραίτθτο να είναι θ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ ςε εκείνο το 

ςθμείο. Το ίδιο άπλετ που χρθςιμοποιικθκε ςτο βιμα 2 εφαρμόςτθκε για να βρεκεί 

το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ. 

2 , 2
( )

3 , 2

x x
f x

x

 
 


     ςτο   χ = 2 . 

Σχιμα 3: Εφαρμογι τθσ απλετ που χρθςιμοποιικθκε ςτο βιμα 3. 
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Βιμα 4ο: 

Ρροκειμζνου να ςυηθτθκεί θ φπαρξθ του ορίου μιασ ςυνάρτθςθσ ςε ζνα 

ςθμείο, θ ςυνάρτθςθ πρζπει να οριςκεί για όλα τα ςθμεία αρκετά κοντά ςτο x = α. 

Για να δοκεί ζμφαςθ ςε αυτό, υπιρχε θ προςδοκία να μπορζςουν οι μακθτζσ να 

αποφαςίςουν εάν θ ςυνάρτθςθ    2:[0,2] 5 , ( )f R f x x     ζχει όριο ςτο 

ςθμείο x=5.  Στο θλεκτρονικό άπλετ που χρθςιμοποιικθκε ςε αυτό το βιμα, 

ςχεδιάςτθκε το γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ και ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να 

βάλουν μερικοφσ αρικμοφσ κοντά ςτο x =5 από το πλθκτρολόγιο. Πμωσ οι αρικμοί 

που ιταν μεγαλφτεροι του 2 δεν ζγιναν δεκτοί από το άπλετ. Και οι μακθτζσ 

ςυμπζραναν ότι δεν μποροφςαν να πλθςιάςουν το x =5 με αρικμοφσ από το πεδίο 

οριςμοφ και ωσ αποτζλεςμα δεν μποροφςαν να υπολογίςουν το όριο. 

Σχιμα 4: εφαρμογι του άπλετ που χρθςιμοποιικθκε ςτο βιμα 4 
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Βιμα 5ο: 

Σφμφωνα με ότι παρατθρικθκαν εντόσ τθσ  αίκουςασ, οι μακθτζσ φαίνεται 

να πιςτεφουν ότι «αν μια ςυνάρτθςθ ζχει ζνα όριο ςε ζνα ςθμείο τότε οι 

ςυναρτιςεισ πρζπει να ορίηονται ςε εκείνο το ςθμείο». Για να αλλάξουμε αυτι τθ 

λακεμζνθ αντίλθψθ, εξετάςτθκε το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ  

  2: \ 2 , ( )f R R f x x     όταν το  τείνει ςτο 2.   Διευκρινίςτθκε ότι μια 

ςυνάρτθςθ μπορεί να ζχει ζνα όριο ςτο ςθμείο όπου θ ςυνάρτθςθ δεν ορίηεται. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 5: εφαρμογι του άπλετ που χρθςιμοποιικθκε ςτο βιμα 5 

Βιμα 6  

Ωσ τελικό βιμα, εκτελζςτθκαν αςκιςεισ χρθςιμοποιϊντασ θλεκτρονικά 

άπλετσ για να δϊςουν ζμφαςθ τθν ζννοια του ορίου. 
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Άςκθςθ 1   :    
2

2

, 2
: , ( ) , lim ( ) ?

, 2 x

x x
f R R f x f x

x x 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        Σχιμα 6: εφαρμογι του άπλετ που χρθςιμοποιικθκε ςτθν άςκθςθ 1 

 

Άςκθςθ 2 :     
2

3

9
: 3 , ( ) , lim ( ) ?

3 x

x
f R R f x f x

x 


   


 

Άςκθςθ 3  :   
2

2

, 2
: , ( ) , lim ( ) ?

, 2 x

x x
f R R f x f x

x x 

 
  

 
 

Άςκθςθ  4  :      2 0

1
: ,0 0, , ( ) , lim ( ) ?

x
f R f x f x

x 
       

Άςκθςθ 5  :   
0

1
: 0 , ( ) , lim ( ) ?

x
f R R f x f x

x 
     

Άςκθςθ  6  :  
2

2

3 3 2
( ) , lim ( ) ?

1 x

x x
f x f x

x 

 
 


 

Σε κάκε άςκθςθ ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να χρθςιμοποιιςουν τα άπλετσ 

του υπολογιςτι τα οποία δείχνουν το γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ κακϊσ επίςθσ να 

υπολογίςουν το όριο ειςάγοντασ αρικμοφσ κοντά ςτα ςθμεία του ορίου. Οι μακθτζσ 

βρικαν τα όρια των ςυναρτιςεων ακολουκϊντασ τισ τιμζσ ςυνάρτθςθσ που 

αντιςτοιχοφςαν ςτουσ ειςαγόμενουσ αρικμοφσ ςτθν οκόνθ. 
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Τελικά, οι ιδιότθτεσ  του ορίου διδάχκθκαν ςτθν ομάδα Β με κλαςςικζσ 

μεκόδουσ όπωσ ςτθν ομάδα Α. Μετά από μια εξζταςθ που εφαρμόςτθκε και ςτισ 2 

ομάδεσ μετά από 2 εβδομάδεσ, κρίκθκε απαραίτθτο θ ζννοια του ορίου να 

διδαχκεί.  

Ερωτιςεισ τθσ εξζταςθσ που εφαρμόςτθκε: 
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Οι απαντιςεισ των μακθτϊν χωρίςτθκαν ςε 2 ομάδεσ, ωσ ςωςτζσ και λάκοσ. 

Μια απάντθςθ κεωροφνταν ςωςτι αν το ςωςτό αποτζλεςμα ςυνοδευόταν από 

ςωςτι εξιγθςθ, αλλιϊσ κεωροφνταν λάκοσ. Τα ςτοιχεία από τα αποτελζςματα τθσ 

εξζταςθσ ερμθνεφκθκαν με τθ χριςθ ςυχνότθτασ , ποςοςτιαίασ αναλογίασ και t-

τεςτ 

Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων από τα αποτελζςματα τθσ εξζταςθσ 

δίνονται ςτον πίνακα 1. 
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Από τον πίνακα  εξάγονται τα ακόλουκα ςυμπεράςματα: 

 Θ 1θ ερϊτθςθ ζχει 4 ηθτιματα, κακζνα εκ των οποίων ςχετίηεται με τθν 

εφρεςθ του ορίου μιασ ςυνάρτθςθσ με τθ χριςθ δοςμζνων γραφθμάτων. 

Ραρατθρείται από τον πίνακα 1, ότι θ ομάδα Β είναι πιο επιτυχισ. Μπορεί 

να πει κανείσ ότι θ διδαςκαλία τθσ ζννοιασ του ορίου χρθςιμοποιϊντασ Θ/Υ 

ζχει κετικι επίδραςθ ςτθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ. Ζνασ από τουσ λόγουσ 

αυτισ τθσ κετικισ επίδραςθσ μπορεί να είναι θ ςυνειςφορά του Θ/Υ ςτθν 

οπτικοποίθςθ. Οι μακθτζσ αντιλαμβάνονται τισ εξθγιςεισ ςτον Θ/Υ ωσ ζνα 

πραγματικό γεγονόσ ενϊ αντιλαμβάνονται τισ εξθγιςεισ εντόσ τθσ ςχολικισ 

τάξθσ ωσ ζνα τεχνθτό χαρακτθριςτικό. 

 Θ 2θ ερϊτθςθ αποτελείται επίςθσ από 4 ηθτιματα που ςχετίηονται με τθν 

ζρευνα τθσ ςχζςθσ μεταξφ ορίου ςυνάρτθςθσ ςε ζνα ςθμείο και ςυνζχειασ 

τθσ ςυνάρτθςθσ ςε εκείνο το ςθμείο. Μπορεί να δει κανείσ από τον πίνακα 1 

ότι οι μακθτζσ και ςτισ 2 ομάδεσ ζχουν παρόμοια ποςοςτά ςωςτϊν 

απαντιςεων ςε όλα τα ηθτιματα. Αν και ςτα πρϊτα 3 ηθτιματα  ζχουν 

χαμθλό ποςοςτό, ςτο τελευταίο ηιτθμα ζχουν υψθλό ποςοςτό ςωςτϊν 

απαντιςεων. Θ δυςκολία κατανόθςθσ τθσ ςχζςθσ μεταξφ ορίου και 
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ςυνζχειασ ςε ζνα ςθμείο είναι ζνα πρόβλθμα που ςυναντάται ςυχνά ςτα 

μακιματα ανάλυςθσ. Τα αποτελζςματα που αποκομίςτθκαν δείχνουν ότι τα 

άπλετσ δεν ζχουν αξιοςθμείωτθ επίδραςθ. 

 Θ 3θ ερϊτθςθ αφοροφςε ςτο «πλθςίαςμα»  τθσ τιμισ του ορίου μιασ 

ςυνάρτθςθσ ςε ζνα ςθμείο και των τιμϊν τθσ  ςυνάρτθςθσ ςε μια περιοχι 

γφρω από  εκείνο το ςθμείο. Θ 4θ ερϊτθςθ ζχει ςχζςθ με τθν επίδραςθ τθσ 

τιμισ ορίου ςτο άπειρο που μπορεί να κεωρθκεί ωσ μια κατά προςζγγιςθ 

τιμι μιασ ςυνάρτθςθσ ςε επαρκϊσ μεγάλουσ αρικμοφσ. Σε αυτζσ τισ 

ερωτιςεισ περίμενε κανείσ πωσ θ ομάδα Β κα ιταν πιο επιτυχισ από τθν 

ομάδα Α. Σφμφωνα με το αποτζλεςμα βάςει του πίνακα, θ ομάδα Β είναι πιο 

επιτυχισ κατά 9% και 4% ςτισ ερωτιςεισ 3 και 4 αντίςτοιχα. Γι’αυτό το λόγο, 

αυτζσ οι ερωτιςεισ δείχνουν ότι οι μακθτζσ και ςτισ 2 ομάδεσ δεν ζρχονται 

ςε επαφι με το όριο ςε ζνα ςθμείο, και τθ ςυμπεριφορά τθσ ςυνάρτθςθσ 

κοντά ςτο ςθμείο του ορίου. Είναι εμφανζσ ότι το πρόγραμμα του Θ/Υ δεν 

είχε ςθμαντικι ςυνειςφορά. Ρράγματι, οι μακθτζσ προςδίδουν μεγαλφτερθ 

ςθμαςία ςτθ λειτουργικι διαδικαςία παρά ςτα μζςα των εννοιϊν  και 

εννοιολογικϊν ςχζςεων. 

 Ο μζςοσ όροσ των ποςοςτϊν των ςωςτϊν απαντιςεων είναι  35,4AX   

ςτθν ομάδα Α και   46,4BX    ςτθν ομάδα Β. Ρροκειμζνου να εξακριβωκεί 

εάν υπιρχαν ςθμαντικζσ διαφορζσ μεταξφ των μζςων εκτελζςτθκαν τ-τεςτσ 

ςε επίπεδο ςθμαντικότθτασ  5% και μπορεί να δει κανείσ από το αποτζλεςμα 

ότι δεν υπάρχει ςθμαντικι διαφορά μεταξφ αυτϊν των 2 μζςων όρων. 

 

3θ ζρευνα  

Οι  Yiasoumis, Mattheou & Christou (2009) προςπάκθςαν να αναλφςουν  τθ 

ςυλλογιςτικι  μακθτϊν τθσ 11θσ τάξθσ και τθ γνϊςθ τουσ όςον αφορά τα Πρια μζςα 

από το μοντζλο Sierpinska τθσ κεωρθτικισ ςκζψθσ (Sierpinska,2002).  Το  

εννοιολογικό πλαίςιο που προτείνουν, βαςίηεται κυρίωσ ςτα χαρακτθριςτικά που 

περιγράφονται ςτο μοντζλο Sierpinska τθσ κεωρθτικισ ςκζψθσ (2002; 2005) και 
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αποτελεί μια προςπάκεια να ςυμπεριλάβει ολόκλθρο το φάςμα τθσ κατανόθςθσ 

των Ορίων από τουσ μακθτζσ. 

Θ Sierpinska (2005) παρζχει επεξθγιςεισ για τισ κατθγορίεσ  κεωρθτικισ 

ςκζψθσ. Οι ερευνθτζσ  τροποποίθςαν  τισ ιδζεσ Sierpinska κατά τζτοιο τρόπο ϊςτε 

να αντανακλά τισ προοπτικζσ που χρθςιμοποιοφν ςτισ δοκιμζσ κεωρθτικισ ςκζψθσ 

των μακθτϊν, κακϊσ εργάηονται πάνω ςε δραςτθριότθτεσ που αφοροφν τα όρια. 

Σφμφωνα με τθν Sierpinska (2005), αντανακλαςτικι ςκζψθ είναι ςκόπιμθ ςκζψθ 

που ςτοχεφει ςτθ διευκόλυνςθ τθσ περαιτζρω κατανόθςθσ  τθσ γνϊςθσ και ς’ αυτι 

τθν  περίπτωςθ τθσ γνϊςθσ των ορίων. 

Συςτθμικι ςκζψθ είναι θ ςκζψθ ςχετικά με τα ςυςτιματα των εννοιϊν. 

Αναφζρεται κυρίωσ ςτθν διερεφνθςθ των ςυςχετίςεων και αλλθλεπιδράςεων των 

μερϊν ενόσ ςυςτιματοσ Θ ζννοια των ορίων είναι εγκατεςτθμζνθ με βάςθ τον 

κακοριςμό των ιδιοτιτων. Πταν οι μακθτζσ καλοφνται να ςκεφτοφν τθν ζννοια των 

ορίων, ςπανίωσ ςκζφτονται  τισ ςυνκικεσ οριςμοφ που θ ζννοια πλθροί 

(Parameswaran, 2006). 

Συνικωσ ςκζφτονται  οριςμζνα παραδείγματα και αυτό, βζβαια, δεν μπορεί 

να τουσ οδθγιςει ςτθν παραγωγι  γενικεφςεων (Ferrini-Mundy, & Graham, 1991). 

Ζτςι, θ  μελζτθ τουσ επικεντρϊκθκε ςτον  άτυπο οριςμό τθσ ζννοιασ του ορίου ϊςτε 

να χαρτογραφθκεί θ κατανόθςθ των μακθτϊν ςϋαυτό  και ςτθ ςυνζχεια να 

διερευνθκεί  πϊσ οι μακθτζσ κατανοοφν τθ φφςθ του ορίου. 

Θ αναλυτικι ςκζψθ αναφζρεται ςτθν ανάπτυξθ εξειδικευμζνων ςυςτθμάτων  

αναπαράςταςθσ, όπωσ και ςυμβολιςμϊν με  εξειδικευμζνθ ορολογία. Τα  Πρια 

φαίνεται να εξελίςςονται παράλλθλα με τισ μεκόδουσ για  αναπαράςταςθ  των 

εννοιϊν και τον ςυμβολικό τουσ χειριςμό (Asiala et al., 1997). Στθν μελζτθ αυτι , 

διερευνικθκε κατά πόςο οι μακθτζσ μποροφν να αναγνωρίηουν πότε το όριο αυτό 

υπάρχει ςε ζνα ςυγκεκριμζνο ςθμείο,  ςε μια ςυγκεκριμζνθ αναπαράςταςθ και 

κατά πόςον κα μποροφςαν να υπολογίςουν τθν τιμι του. 

Επιπλζον, οι ερευνθτζσ εξζταςαν πϊσ  το Computer Algebra System (CAS), και 

ιδίωσ τα μακθματικά applets μποροφν να βοθκιςουν τουσ μακθτζσ να ζχουν 

καλφτερα αποτελζςματα ςτθν εκτζλεςθ των κακθκόντων  τουσ ςχετικά με το όριο 
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και  τθ βελτίωςθ των ικανοτιτων τουσ ςτθν αντανακλαςτικι, ςυςτθμικι και 

αναλυτικι ςκζψθ. 

Ζνασ αρικμόσ ερευνθτικϊν μελετϊν υποςτθρίηει ότι το CAS μπορεί να 

βοθκιςει τουσ μακθτζσ ςτθ διερεφνθςθ των προβλθμάτων και των εννοιϊν, μζςω 

διαφόρων μορφϊν αναπαραςτάςεων (Porzio, 1999; Kaput, 1996). Μζςω τθσ χριςθσ 

του CAS, οι εκπαιδευτικοί μποροφν να βοθκιςουν τουσ μακθτζσ να κατανοιςουν τα 

μακθματικά και να μάκουν ςτρατθγικζσ για τθν ανάπτυξθ αφθρθμζνων δομϊν  ςτθν 

άλγεβρα (Arnold, 2004). 

Επιπλζον,  το CAS παρακινεί τουσ μακθτζσ να επικεντρωκοφν  κυρίωσ ςτθν 

ερμθνεία και τθν αναπαράςταςθ των εννοιϊν παρά  ςτθν εκτζλεςθ των διαφόρων 

διαδικαςιϊν (Arnold, 2004; Pierce & Stacey, 2007). Θ χριςθ των υπολογιςτϊν, ςε 

ςυνδυαςμό με το ειδικό λογιςμικό το οποίο εκτελεί τθ διαδικαςία, βοθκά τουσ 

μακθτζσ να αποκτιςουν τισ ιδιότθτεσ του αντικειμζνου που ζχουν παραχκεί πριν, 

κατά ι μετά τθν μελζτθ τθσ  ίδιασ τθσ διαδικαςίασ, αντί να πρζπει να 

ενςωματϊςουν πρϊτα τθ διαδικαςία (Tall, 1993). 

Με βάςθ αυτά τα αποτελζςματα, μπορεί να υποκζςει κάποιοσ  ότι οι ειδικζσ 

βοθκθτικζσ εφαρμογζσ των μακθματικϊν ςε ζνα περιβάλλον CAS μπορεί να 

ςυμβάλουν ςτθν ανάπτυξθ τθσ κατανόθςθσ των μακθτϊν τθσ ζννοιασ του ορίου και 

τθσ προαγωγισ τθσ κεωρθτικισ ςκζψθσ τουσ. 

Οι ςυμμετζχοντεσ ιταν δφο  ομάδεσ μακθτϊν τθσ δευτεροβάκμιασ 

εκπαίδευςθσ από τρεισ  τάξεισ. Υπιρχε θ πειραματικι ομάδα (ομάδα 1), ενϊ οι 

άλλεσ  δφο κατθγορίεσ αποτζλεςαν τθν ομάδα ελζγχου (ομάδα 2). (15 , 37 

αντίςτοιχα). Πλοι οι μακθτζσ παρακολοφκθςαν τθν 11θ τάξθ του Λυκείου με 

μάκθμα βαρφτθτασ τα  μακθματικά. Θ πειραματικι ομάδα διδάχκθκε τθν ζννοια 

των ορίων με τθ χριςθ των μακθματικϊν applets και θ  ομάδα ελζγχου διδάχκθκε 

τισ ίδιεσ ζννοιεσ και το περιεχόμενο τουσ με τθν παραδοςιακι μορφι, δθλαδι, με 

τισ δραςτθριότθτεσ που υπαγορεφονται από τα ςχολικά εγχειρίδια. 

Μια διαδικαςία  Α  προ – test  εφαρμόςτθκε ςε όλουσ τουσ φοιτθτζσ λίγο πριν 

από τθν ζναρξθ τθσ διδαςκαλίασ ςχετικά με τα όρια. Αμζςωσ μετά το προ – test , 

οργανϊκθκε ζνα πρόγραμμα παρζμβαςθσ τριϊν περιόδων. Κάκε περίοδοσ 
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διιρκθςε  45 λεπτά. Ζπειτα τζκθκε το post – test , το οποίο  ιταν  ίδιο  με το  προ – 

test. 

Οι ςπουδαςτζσ που ανικουν ςτθν πειραματικι ομάδα ελζγχου εξζταςαν τθν 

ζννοια του ορίου με τθ χριςθ των μακθματικϊν applets.  Το παρακάτω applet είναι 

ζνα παράδειγμα αυτϊν που χρθςιμοποιικθκαν 

(http://www.calculusapplets.com/informallimits.html). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι μακθτζσ εργάηονταν ςτα applets με βάςθ κάποιεσ ερωτιςεισ: 

1. Στο πρϊτο γράφθμα είναι το όριο L = 0,5 όταν c = 1; Με άλλα λόγια, 

προςεγγίηει το f(x) το  0,5 όταν το  x προςεγγίηει το  1; Μετακινιςτε τον 

μεταβολζα του x ϊςτε το  x να πλθςιάηει  όλο και πιο κοντά ςτο 1.  

2. Επιλζξτε τθ δεφτερθ ςυνάρτθςθ. Αυτό είναι ακριβϊσ όπωσ τθν πρϊτθ 

περίπτωςθ, με τθ διαφορά πωσ  ζνα ςθμείο ζχει “αποχωριςτεί”  από 
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τθν καμπφλθ. Ραραμζνει  το όριο  L = 0,5 όταν  c = 1;  Μετακινιςτε τον 

μεταβολζα του  x , ϊςτε  το  x  να  πάει  όλο και πιο κοντά ςτο 1.  

3. Επιλζξτε τθν τρίτθ ςυνάρτθςθ. Αυτι μοιάηει με τισ  προθγοφμενεσ, 

όμωσ τϊρα υπάρχει ζνα ςθμείο που λείπει. Ραραμζνει  το όριο  L = 0,5 

όταν  c = 1;  

4. Επιλζξτε τθν τζταρτθ  (πιο ςφνκετθ τϊρα) ςυνάρτθςθ. Ροιο είναι το 

όριο όταν c = 0; Με άλλα λόγια, ποια τιμι προςεγγίηει θ  f(x) όταν το  x 

προςεγγίηει το μθδζν; Μετακινιςτε τον μεταβολζα του  x, ϊςτε  το  x να  

πάει  όλο και πιο κοντά ςτο 0. 

Στθ ςυνζχεια εξετάηονται οι ςυναρτιςεισ f(x)={x , x<1  &  x+1, x1}  (βιμα 5) και  

g(x)=0,1/(x-1)2 (βιμα 6) ενϊ τζλοσ  w(x) = sin(1/x)  (βιμα7). 

Το τεςτ περιελάμβανε 13 ερωτιςεισ οι οποίεσ αντικατοπτρίηουν το  μοντζλο 

Sierpinska τθσ κεωρθτικισ ςκζψθσ. Συγκεκριμζνα, τζςςερισ ερωτιςεισ ςτοχεφουν να 

διερευνιςουν τισ ικανότθτεσ των μακθτϊν ςτθ αντανακλαςτικι  ςκζψθ, τρεισ ςτθ 

ςυςτθμικι, και ζξι ςτθν αναλυτικι ςκζψθ.  

Τα ερωτιματα που αφοροφν τθν αντανακλαςτικι ςκζψθ ερευνοφν τισ 

ικανότθτεσ των μακθτϊν για τον προςδιοριςμό τθσ  εννοιολογικισ κατανόθςθσ των 

ορίων. Τα ερωτιματα που είχαν ωσ ςτόχο να ερευνιςουν  τισ ικανότθτεσ των 

μακθτϊν να λειτουργοφν τθν  ςυςτθμικι ςκζψθ , διερευνοφν  τθν ικανότθτά τουσ 

ςτον οριςμό  των  ορίων. Τζλοσ, τα ερωτιματα που τζκθκαν προκειμζνου να 

διερευνθκεί θ ικανότθτα των μακθτϊν να λειτουργεί ςτθν  αναλυτικι ςκζψθ, 

επικεντρϊκθκε ςε ςυμβολικζσ και γραφικζσ αναπαραςτάςεισ. Ραραδείγματα τθσ 

ανακλαςτικισ, ςυςτθμικισ και αναλυτικισ εργαςίασ παρουςιάηονται ςτον 

παρακάτω πίνακα. 
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Οι ςωςτζσ απαντιςεισ βακμολογοφνται  με 1, οι  εςφαλμζνεσ με 0. Εάν ζνασ 

μακθτισ ζδωςε μια εν μζρει ςωςτι απάντθςθ, αλλά λάκοσ αιτιολόγθςθ, πάλι 

παίρνει 0. Θ επιβεβαιωτικι ανάλυςθ παραγόντων (CFA), εφαρμόςτθκε, 

προκειμζνου να διερευνθκεί  κατά πόςον το μοντζλο τθσ κεωρθτικισ ςκζψθσ με τα 

περιεχόμενά του, προςαρμόηεται ςτα δεδομζνα τθσ ςυγκεκριμζνθσ ζρευνασ. Θ 

Ρολυμεταβλθτι  Ανάλυςθ Μεταβλθτότθτασ (MANOVA) χρθςιμοποιικθκε για τθ 

ςφγκριςθ των επιδόςεων τθσ πειραματικισ ομάδασ  και  τθσ ομάδασ ελζγχου. 

Το παρακάτω ςχιμα αναπαριςτά το μοντζλο (μοντζλο των επιδόςεων των 

μακθτϊν ςχετικά με τα κακικοντα που απευκφνονται) που περιγράφει καλφτερα το 

κεωρθτικό μοντζλο τθσ Sierpinska (2002). 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 Ρροκειμζνου να εκτιμθκεί αν οι μακθτζσ τθσ πειραματικισ ομάδασ είχαν 

καλφτερεσ επιδόςεισ από τουσ μακθτζσ  τθσ  ομάδασ  ελζγχου, πραγματοποιικθκε  

MANOVA με τισ επιδόςεισ των μακθτϊν ςε αντανακλαςτικά, ςυςτθμικά  και 

αναλυτικά κακικοντα ςτο πλαίςιο των  προ και μετά test εξαρτθμζνων μεταβλθτϊν. 

Οι μζςοι όροι  για τθν κάκε ομάδα φοιτθτϊν ςτο πλαίςιο τθσ προ και μετά τθ 

διδαςκαλία  δοκιμϊν,  ςε κάκε κατθγορία τθσ κεωρθτικισ ςκζψθσ,  φαίνονται  ςτον 

πίνακα. 
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Θ ανάλυςθ ζδειξε ςθμαντικι επίπτωςθ ςτθν  πειραματικι ομάδα ςτα 

αναλυτικά  κακικοντα  F(1,5)=4,42 ςε επίπεδο  ςθμαντικότθτασ p <0.05 , και μια μθ 

ςθμαντικι για τθν ομάδα ελζγχου ςτθν αντανακλαςτικι, ςυςτθμικι και αναλυτικι 

κεωρθτικι  ςκζψθ των μακθτϊν. Αυτό ςθμαίνει ότι οι μακθτζσ που διδάχκθκαν με 

τουσ υπολογιςτζσ τθν  ζννοια  όριο, απζκτθςαν μεγαλφτερθ ευχζρεια  ςτα  

αναλυτικά  κακικοντα των tests  από ό, τι οι μακθτζσ ςτθν ομάδα ελζγχου.  

Τα  αποτελζςματα τθσ ζρευνασ επιβεβαιϊνουν τισ προθγοφμενεσ μελζτεσ 

(Arnold, 2004; Pierce και Stacey, 2007) που παρείχαν αποδεικτικά ςτοιχεία για το 

ότι οι υπολογιςτζσ βοθκοφν ςτθν καλφτερθ κατανόθςθ των εννοιϊν τθσ Ανάλυςθσ, 

μζςα από τισ ευκαιρίεσ που προςφζρονται ςτθν αναπαράςταςθ  των εννοιϊν ςτισ 

διάφορεσ μορφζσ. 
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4
ο
 ΚΔΦΑΛΑΗΟ.      Ζ ΔΡΔΤΝΑ  

  

4.1  Ειςαγωγό  

Θ ζννοια του ορίου  αρχικά κακιερϊκθκε  ςτθν  τάξθ 11  (Βϋ Λυκείου) τθσ  

Δευτεροβάκμιασ Εκπαίδευςθσ , μζςω τθσ εξερεφνθςθσ του ακροίςματοσ των 

άπειρων  όρων απολφτωσ φκίνουςασ γεωμετρικισ προόδου με λόγο |λ|<1.  Στθν 

τάξθ 12 , οι μακθτζσ  που ζχουν τα μακθματικά ωσ ζνα μάκθμα βαρφτθτασ,  

διδάςκονται ςτοιχειϊδθ Ανάλυςθ, ςυμπεριλαμβανομζνων των Συναρτιςεων , Πριο, 

Συνζχεια, Ραραγϊγουσ , εφαρμογζσ των παραγϊγων ςε μονότονεσ ςυναρτιςεισ, 

ακρότατεσ τιμζσ , κυρτότθτα, ςθμεία καμπισ και μελζτθ ςυνάρτθςθσ κακϊσ και 

Οριςμζνα ,  Αόριςτα  Ολοκλιρωματα.  

 Θ ζννοια του Ορίου παρουςιάηεται μζςα από παραδείγματα, οριςμζνα εκ 

των οποίων είναι οπτικά - ενορατικά και χωρίσ αυςτθρι μακθματικι διατφπωςθ.  

Με βάςθ τισ οδθγίεσ του Ραιδαγωγικοφ Λνςτιτοφτου (2005), θ διδαςκαλία τθσ 

ζννοιασ τθσ  Ορίου  ςτοχεφει ςτθν ανάπτυξθ των εξισ δυνατοτιτων :  

(α) εφρεςθ του Ορίου μιασ ςυνάρτθςθσ όταν το  x  τείνει ςτο  x0   R   

(β) γνϊςθ των ιδιοτιτων των Ορίων και με τθ βοικειά τουσ, τον  υπολογιςμό  

των  Ορίων  απλϊν ςυναρτιςεων.  

 (γ) τον προςδιοριςμό τθσ φπαρξθσ τθσ άπειρων ορίων ςυναρτιςεων  

βαςιηόμενοι  ςε γραφιματα τουσ. 

(δ) υπολογιςμοφ  των  Ορίων  πολυωνυμικϊν ι ρθτϊν ςυναρτιςεων με το x 

να τείνει  +   ι  -   και  

 (ε) γνϊςθ των γραφικϊν παραςτάςεων των  εκκετικϊν  και λογαρικμικϊν 

ςυναρτιςεων και τα Ορίων  που ςυνδζονται με αυτζσ.  
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Το παράδοξο με τισ ςυνζπειεσ τθσ διδαςκαλίασ  ςτο παραπάνω πλαίςιο, 

είναι ότι υπάρχουν μακθτζσ με υψθλζσ επιδόςεισ ςτισ Ειςαγωγικζσ Εξετάςεισ ςτα 

Ρανεπιςτιμια, ςτο μάκθμα των μακθματικϊν, οι οποίοι μποροφν και υπολογίηουν 

δφςκολα όρια, ενϊ ςυγχρόνωσ «υπολογίηουν» ςχεδόν αμζςωσ  το όριο 
2

lim ( )
x

f x


  για 

τθν  ςυνάρτθςθ  

2 2 , 1
( )

5 , 2

x x
f x

x x

  
 


!!!   

Οι παραπάνω δυνατότθτεσ ςτισ οποίεσ ςτοχεφει, υποτίκεται, θ διδαςκαλία 

του Ορίου, αρκοφν άραγε για να αντιμετωπιςτοφν επιτυχϊσ από τουσ μακθτζσ, τα 

παρακάτω (ενδεικτικά) κζματα; 

1. Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ f:IR→IR, για τθν οποία ιςχφει 

2x 0

f(x) x
lim 2005.

x


  Να βρείτε το λIR ζτςι ϊςτε:    
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22x 0

x ι f(x)
lim 3

2x ( )f x





.                            

(Ρανελλινιεσ, Ιοφλιοσ 2005) 

2. Υπολογίςτε το  
 

 

2
lim

2 2

e










  (Ρανελλινιεσ, Μάϊοσ 2005) 

Θ εφρεςθ των παραπάνω ορίων ελζγχει τθν εννοιολογικι κατανόθςθ ι 

απαιτεί μόνο χριςθ αλγεβρικοφ λογιςμοφ;  

Μια άλλθ βαςικι επιςιμανςθ είναι πωσ θ πρϊτθ διδακτικι προςζγγιςθ 

επιχειρείται με παραδείγματα του τφπου 
2

2

4
lim

2x

x

x




, όπου βζβαια θ παρζμβαςθ 

εξαντλείται ςτθν αλγεβρικι απλοποίθςθ, αποςιωπϊντασ όμωσ δφο πολφ ςθμαντικά 

ςτοιχεία: το πρϊτο είναι θ παρατιρθςθ πωσ παρά το γεγονόσ πωσ και ο αρικμθτισ 

και ο παρονομαςτισ παίρνουν τιμζσ πολφ κοντά ςτο μθδζν (όταν το x παίρνει τιμζσ 

πολφ κοντά ςτο 2), εντοφτοισ το κλάςμα παίρνει τιμζσ πολφ κοντά ςτο 4, κάτι που οι 

μακθτζσ οφτε καν αντιλαμβάνονται, ενϊ το δεφτερο είναι πωσ κανζνασ μακθτισ δεν 

κατανοεί τι ςθμαίνει x2. Μια απλι ερϊτθςθ κα μποροφςε να ιταν θ εξισ: «πόςο 

κοντά ςτο 2 μπορεί να πάει το x;». 
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4.2 Τποθϋςεισ ϋρευνασ - τόχοι 

Από τουσ πιο ςθμαντικοφσ ςτόχουσ ςτθν διδακτικι των Μακθματικϊν είναι ο 

εντοπιςμόσ των εμποδίων που αναδεικνφονται κατά τθν διαδικαςία μάκθςθσ. Θ 

ουςιαςτικι κατανόθςθ προφανϊσ επιτυγχάνεται με τθν υπερπιδθςθ των εμποδίων 

κι αυτό είναι άμεςθ ςυνάρτθςθ τθσ διανοθτικισ ανάπτυξθσ του ατόμου, τθσ 

ιςτορικισ ανάπτυξθσ τθσ ζννοιασ που κα διδαχκεί, αλλά και του διδακτικοφ ςτυλ 

που κα επιλεγεί. 

Θ πιο βαςικι ζννοια πάνω ςτθν οποία κεμελιϊνεται το οικοδόμθμα τθσ 

Ανάλυςθσ είναι θ ζννοια του Ορίου. Οι Davis & Vinner(1986) ιςχυρίηονται ότι ςτθν 

περίπτωςθ του Ορίου θ εννοιακι εικόνα δεν ςυμφωνεί με τον εννοιακό οριςμό, ενϊ 

περιγράφουν πζντε ςθμαντικζσ αιτίεσ λανκαςμζνων αντιλιψεων για τθν ζννοια του 

Ορίου: 

 Τθν επίδραςθ τθσ γλϊςςασ 

 Τθν εςφαλμζνθ ερμθνεία των προςωπικϊν εμπειριϊν  

 Τθν επίδραςθ των ειδικϊν παραδειγμάτων  

 Το υποκειμενικό χτίςιμο των διαφόρων μακθματικϊν εννοιϊν  

 Τθ ςυνάκροιςθ μακθματικϊν παραςτάςεων από προθγοφμενθ μθ 

ςυνεκτικι γνϊςθ. 

Οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν τισ φράςεισ : «τείνει προσ» , «προςεγγίηει», «ζχει 

όριο (φράγμα)» και λιγότερο «ςυγκλίνει» για να αποδϊςουν τθν ζννοια του Ορίου. 

Οι μακθτζσ ερμθνεφουν το ςφμβολο lim ( )
x a

f x c


  ωσ μια δυναμικι διαδικαςία: 

«κακϊσ το x προςεγγίηει το α, τότε το f(x) πλθςιάηει το  c». Συχνά κεωροφν ότι  

f(x)c  ωσ ζνα μζροσ τθσ εςφαλμζνθσ εννοιακισ εικόνασ του Ορίου. 

Θ ζρευνα που πραγματοποιικθκε είχε ςαν βαςικό ςκοπό να χαρτογραφιςει 

τισ λανκαςμζνεσ αντιλιψεισ – πεποικιςεισ των μακθτϊν τθσ Γϋ Λυκείου πάνω ςτθν 

κεμελιϊδθ ζννοια του ορίου και κατά πόςο αυτζσ ςυμφωνοφν με τα ςυμπεράςματα 

των διεκνϊν ερευνϊν, αλλά και τθν  αντίδραςθ τουσ ςτθν διδαςκαλία του ε – δ 

οριςμοφ με τθν βοικεια τθσ τεχνολογίασ, υπό τθν ζννοια τθσ ςυνειςφοράσ τθσ ςτθν 

καλφτερθ εννοιολογικι κατανόθςθ. 
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Θ αρχικι υπόκεςθ ιταν  διττι : 

 θ ςχολικι διδαςκαλία τθσ ζννοιασ βαςίηεται πάνω ςε ζνα ςτρεβλό 

μοντζλο, χωρίσ επικζντρωςθ ςε κομβικά ςθμεία, με αποτζλεςμα θ 

πλειονότθτα των μακθτϊν που ειςάγονται ςτα Μακθματικά Τμιματα 

να αντιμετωπίηουν ςθμαντικζσ δυςκολίεσ. (Βαγενά, 2004) 

 θ τεχνολογία μπορεί να βοθκιςει ςτθν κατανόθςθ δφςκολων εννοιϊν 

τθσ Ανάλυςθσ, όπωσ π.χ. ο ε-δ οριςμόσ. 

 

ΕΕΥΝΗΤΙΚΟΙ ΣΤΟΧΟΙ : 

1. Θ διερεφνθςθ του βακμοφ κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ του Ορίου Συνάρτθςθσ 

ςε ςθμείο  χ0 R με βάςθ τισ ςχολικζσ γνϊςεισ. 

2. Θ ικανότθτα αμφίδρομθσ μετάβαςθσ από τθν αλγεβρικι ςτθν γεωμετρικι 

γλϊςςα. 

3. Ο ζλεγχοσ των πεποικιςεϊν τουσ ςε  ςτοιχειϊδθ ςθμεία τθσ ζννοιασ , 

όπωσ είναι τα πλευρικά όρια και τα ςθμεία ςυςςϊρευςθσ αλλά και πιο 

εξειδικευμζνα,  όπωσ θ ςφνδεςθ τθσ φπαρξθσ του Ορίου ςτο χ0   με  τθν μονοτονία 

και τα ακρότατα. 

4. Ο ενδεχόμενοσ επθρεαςμόσ των πεποικιςεων των 10 μακθτϊν που 

παρακολοφκθςαν το μάκθμα για τον ε – δ  Οριςμό, κάτι που ελζγχκθκε με 

πρόςκετο ερωτθματολόγιο (II). 

5.  Οι  απόψεισ των μακθτϊν για τθν βοικεια που μπορεί να προςφζρει ο 

υπολογιςτισ ςτθν κατανόθςθ μακθματικϊν εννοιϊν. 

 

4.3     Μεθοδολογύα  

Συμμετζχοντεσ:   Μακθτζσ  τθσ  Γϋ Λυκείου  τθσ  Κετικισ – Τεχνολογικισ 

Κατεφκυνςθσ , από  το 2ο , 3ο , 5ο   Λφκειο τθσ Καρδίτςασ  (30 άτομα)  ςτα οποία 

ςυμπεριλαμβάνονται  10  μακθτζσ του 5ου Λυκείου οι οποίοι ςυμμετείχαν και ςτθν 

διδαςκαλία του  ε – δ  Οριςμοφ του Ορίου με τθ χριςθ Λογιςμικοφ. 
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Ρωσ ζγινε θ διαδικαςία και θ Ανάλυςθ:  Σε ςυνεννόθςθ με τουσ 

ςυναδζλφουσ των παραπάνω ςχολείων επιλζχτθκαν οι κατά το δυνατόν καλφτεροι 

μακθτζσ τθσ Κετικισ – Τεχνολογικισ Κατεφκυνςθσ και ςτουσ οποίουσ δόκθκε το 

γενικό ερωτθματολόγιο Λ  για επεξεργαςία – ςυμπλιρωςθ κατά τθ διάρκεια μιασ 

διδακτικισ ϊρασ. Ραράλλθλα δόκθκε θ δυνατότθτα ςε κάποιουσ μακθτζσ να 

επεξεργαςτοφν τισ ερωτιςεισ ςε χρόνο εκτόσ ςχολείου. Στουσ 10 μακθτζσ που 

ςυμμετείχαν ςτο μάκθμα για τον ε – δ  Οριςμό του Ορίου, δόκθκε το αρχικό 

ερωτθματολόγιο Λ πριν τθν διεξαγωγι του μακιματοσ και κατόπιν κλικθκαν να 

ςυμπλθρϊςουν το ερωτθματολόγιο ΛΛ (Ραράρτθμα). 

 

Ρεριγραφι – Ανάλυςθ των ερωτιςεων 

Θ δομι των ερωτθμάτων ιταν ςε γενικζσ γραμμζσ θ εξισ : 

 Με το πρϊτο ερϊτθμα επιδιϊχτθκε να μπει ο μακθτισ ςτθ κζςθ του 

διδάςκοντα, ρόλοσ που απαιτεί όχι μόνο γνωςτικό υπόβακρο αλλά και 

βακφτερθ κατανόθςθ τθσ ζννοιασ. 

 Το δεφτερο ερϊτθμα, που αποδείχτθκε και το πιο εφκολο για τουσ μακθτζσ, 

ιλεγχε τθν προςζγγιςθ τθσ ζννοιασ του Ορίου μζςω γραφικϊν παραςτάςεων 

 Στο τρίτο ερϊτθμα κζλαμε να ελζγξουμε πωσ οι μακθτζσ ςυνδζουν το 

πρόςθμο των τιμϊν τθσ  Συνάρτθςθσ με  το  Πριο ςτο  χ0 R, αλλά και τθν 

δυνατότθτα αμφίδρομθσ ςφνδεςθσ γεωμετρικισ και αλγεβρικισ 

αναπαράςταςθσ. 

 Το τζταρτο ερϊτθμα επιχειροφςε να ελζγξει ςτο κατά πόςον οι μακθτζσ 

γνωρίηουν για τθν απαραίτθτθ προχπόκεςθ τθσ φπαρξθσ του Ορίου ςτο  χ0  

R, αλλά και να επιβεβαιϊςει τθν υπόκεςθ περί επιφανειακισ γνϊςθσ των 

ιδιοτιτων των Ορίων. 

 Στο πζμπτο ερϊτθμα διερευνικθκε θ ςφνδεςθ τθσ φπαρξθσ του Ορίου με τθν 

μονοτονία ςε διάςτθμα γφρω από το χ0 αλλά και με τθν φπαρξθ ακρότατου – 

φράγματοσ. 

 Τζλοσ ςτο 6ο ερϊτθμα ελζγχκθκε θ ςφνδεςθ τθσ φπαρξθσ του Ορίου με τθν 

φπαρξθ των πλευρικϊν ορίων. 
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Ανάλυςθ των απαντιςεων 

Κα ςχολιάςουμε  τισ απαντιςεισ των μακθτϊν ςτα ζργα του 

ερωτθματολογίου από τθν ποιοτικι τουσ κυρίωσ πλευρά. Οι  απαντιςεισ 

παρουςιάηουν ενδιαφζρον και είναι ενδεικτικζσ για τισ αντιλιψεισ που διατθροφν οι 

μακθτζσ για τθν ζννοια του ορίου, βάςει τθσ ςχολικισ διδαςκαλίασ που ςτθρίηεται 

ςτο αναλυτικό πρόγραμμα που αναφζρκθκε. 

 

Απαντιςεισ Ερϊτθςθσ  1 

Το 25% περίπου των μακθτϊν χρθςιμοποιοφν τισ λζξεισ «τείνει» , 

«πλθςιάηει» , «παίρνει τιμζσ πολφ κοντά» , χωρίσ βζβαια να αποςαφθνίηεται ο 

μακθματικόσ ρόλοσ αυτϊν  των  λζξεων για τθν δυναμικι διαδικαςία προςζγγιςθσ.  

Ζνα επίςθσ περίπου 25% των μακθτϊν δίνουν τελείωσ λανκαςμζνθ 

απάντθςθ, αφοφ κεωροφν ότι f(x) = 5  για τιμζσ του χ που «τείνουν» ςτο 2. 

Τρεισ μακθτζσ δεν δίνουν κανενόσ είδουσ εξιγθςθ, ενϊ ζνασ μακθτισ 

ςυγχζει τθν εφρεςθ του Ορίου με τον υπολογιςμό τθσ τιμισ f(x0), ευριματα  που 

ςίγουρα ςυνδζονται  με τον κακαρά αλγεβρικό υπολογιςμό ορίων χωρίσ καμία 

βαρφτθτα ςτθν εξιγθςθ τθσ δυναμικισ διαδικαςίασ. 

Ζνα  25% περίπου των μακθτϊν χρθςιμοποιεί γραφικι – γεωμετρικι 

προςζγγιςθ. 

 

Απαντιςεισ Ερϊτθςθσ  2 

Οι 7 από τουσ 30 μακθτζσ απαντοφν ςωςτά και εξθγοφν γιατί δεν υπάρχουν 

τα  
3

lim ( )
x

g x


, 
3

lim ( )
x

h x


, ενϊ 6 μακθτζσ δίνουν ςωςτζσ απαντιςεισ χωρίσ 

αιτιολόγθςθ. Είναι αξιοςθμείωτο ότι οι μιςοί περίπου μακθτζσ εμπλζκουν ςτισ 

απαντιςεισ τουσ τθν ζννοια τθσ ςυνζχειασ, κάτι που δείχνει τθν ιςχυρι ςφνδεςθ τθσ 

εξιγθςθσ τθσ κεμελιϊδουσ αυτισ ζννοιασ με τθν γραφικι απεικόνιςθ, με δραματικά 

αποτελζςματα όπωσ δείχνει θ ςφγχρονθ ζρευνα. 
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Εντφπωςθ δθμιουργεί το γεγονόσ ότι 6 μακθτζσ δίνουν μερικϊσ ι ολικϊσ 

λανκαςμζνεσ απαντιςεισ. 

 

Απαντιςεισ Ερϊτθςθσ  3 

Από τουσ 5  μακθτζσ που δίνουν ςωςτι απάντθςθ μόνο οι 2 χρθςιμοποιοφν 

και γραφικι αναπαράςταςθ. Τρεισ  μακθτζσ προςπακοφν να κάνουν (αποτυχθμζνα) 

τθν ςφνδεςθ «αν  f(x) > 0 ,  ιςχφει   
0

lim ( ) 0
x x

f x


 », ενϊ  χαρακτθριςτικό είναι ότι  4 

μακθτζσ κεωροφν ότι  χ0 = + .  Δφο μακθτζσ απαντοφν καταφατικά και δεν δίνουν 

κανενόσ είδουσ εξιγθςθ , ενϊ  ζνασ μακθτισ πιςτεφει ότι αυτό μπορεί να ςυμβαίνει 

μόνο ςε ςθμείο αςυνζχειασ. Σθμαντικό είναι ότι  7 μακθτζσ  δεν πρόςεξαν ότι  χ0Α. 

 

Απαντιςεισ Ερϊτθςθσ  4 

Στθν ερϊτθςθ αυτι απάντθςαν ςχεδόν όλοι οι μακθτζσ λάκοσ. Μερικζσ 

χαρακτθριςτικζσ απαντιςεισ: «Το όριο είναι απλισ μορφισ, άρα δεν χρειάηεται 

κανζνα από τα γνωςτά τεχνάςματα για τον υπολογιςμό του» ,  «Το όριο αυτό είναι 

απλό, άρα αντικακιςτοφμε και δεν χρειάηεται να κάνουμε ςυηυγι», «Αφοφ  f(x) , 

g(x)  ςυνεχείσ , κα ζχουμε…..» , «Το όριο αυτό είναι άκροιςμα δφο άλλων 

ςυναρτιςεων».  Πλεσ οι απαντιςεισ είχαν ωσ κατάλθξθ τθν λανκαςμζνθ ςχζςθ 

 
3 3 3

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) 8 3 11
x x x

f x g x f x g x
  

       τθν οποία ζγραψαν 13 μακθτζσ 

χωρίσ καμιά δικαιολόγθςθ. Μόνο  δφο μακθτζσ  ζδωςαν βαρφτθτα  ςτο αν  το  3  

είναι  ςθμείο ςυςςϊρευςθσ  του πεδίου οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ  f + g με τον ζναν 

από τουσ δφο να κάνει επιπόλαιο λάκοσ, με αποτζλεςμα θ ςωςτι απάντθςθ να 

είναι μοναδικι.  

Τα παραπάνω ευριματα δείχνουν τον ιςχυρό προςανατολιςμό των μακθτϊν 

προσ τον κακαρά αλγεβρικι υφι του Ορίου και τθν γνϊςθ διαφόρων τεχνικϊν, 

αγνοϊντασ  τθν δυναμικι διαδικαςία προςζγγιςθσ. Αυτό ζρχεται να ςυμφωνιςει με 

τθν ζρευνα των Elia, Gagatsis, Panaura, Zachariades, Zoulinaki (2009), όπου πολλοί 

μακθτζσ πιςτεφουν πωσ αρκεί το  χ0 να ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ, 
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για να ζχει νόθμα το 
0

lim ( )
x x

f x


. Λαμβάνοντασ υπόψθ το γεγονόσ ότι ανάμεςα ςτισ 

τετριμμζνεσ, λανκαςμζνεσ απαντιςεισ υπιρχαν και  απαντιςεισ  μακθτϊν που ιταν 

οι καλφτεροι (ςτα μακθματικά) των ςχολείων τουσ, καταλιγουμε αβίαςτα ςτο 

ςυμπζραςμα τθσ επιδερμικισ και ςτρεβλισ διδαςκαλίασ των μακθματικϊν εννοιϊν 

εναρμονιςμζνθσ με τθν χονδροειδι κεματολογία των πανελλθνίων 

εξετάςεων.(ενδεικτικι αναφορά παραπάνω)  

 

Απαντιςεισ  Ερωτιςεων  5 και 6 

Ερώτηςη  5  

α)   (16   Σ)        και        (14   Λ)       

β)     (7 Σ)          και         (23 Λ) 

γ)    (20 Σ)          και         (10 Λ) 

δ)     (12 Σ)         και         (18 Λ)     

Στθν ερϊτθςθ 5  ο ςυνικθσ ςυνδυαςμόσ απαντιςεων ιταν    α)  Σ ,     β)  Λ ,      

γ)  Σ ,      δ)  Λ   ζνδειξθ τθσ  ιςχυρισ ςφνδεςθσ τθσ φπαρξθσ ορίου με τθν φπαρξθ 

μονοτονίασ τθσ ςυνάρτθςθσ  ςε διάςτθμα γφρω από το χ0 , ενϊ θ ςφνδεςθ με τθν 

φπαρξθ φράγματοσ – ακροτάτου  ιταν ςαφϊσ πιο χαλαρι. 

Στθν ερϊτθςθ 6  το 80%  των μακθτϊν απάντθςε λανκαςμζνα, 

επθρεαςμζνοι προφανϊσ  από τθν  ιςοδυναμία 

 
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x l f x f x l
   

    ,  

και τον γενικότερο προςανατολιςμό του βιβλίου  ςε ςχιματα ςαν το παρακάτω 

 

  f (x 0) 

 (γ )  

 f ( x )  

 f ( x )  

 O   x 0  

  1  

  2  

  

 x   x   x  

 y  
4 1  

Ερώτηςη  6  

    (24  Σ)         και           (6 Λ)  
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Θ περίπτωςθ ςυναρτιςεων, όπου δεν υπάρχουν τα πλευρικά όρια όταν το x τείνει 

ςτο x0, όπωσ π.χ. τθσ ςυνάρτθςθσ  

f(x)=θμ(1/x)  για x≠0 και f(0)=0,  δεν 

αναφζρεται πουκενά.  

Ραρατθροφμε δθλαδι ότι για το πολφ 

γνωςτό ςτουσ μακθτζσ όριο 
0

1
lim
x

x
x




 
 

 

, δεν γίνεται αναφορά για το ότι  εδϊ 

ζχουμε το όριο γινομζνου δφο 

ςυναρτιςεων εκ των οποίων θ μία δεν ζχει όριο. Το παραπάνω αποτζλεςμα ζρχεται 

να ςυμφωνιςει με τθν ζρευνα των Elia, Gagatsis, Panaura, Zachariades, Zoulinaki 

(2009), όπου θ  ιδζα που παρατθρικθκε ςυχνά μεταξφ των μακθτϊν ιταν ότι  το 

Πριο μιασ   ςυνάρτθςθσ   f   δεν υπάρχει ςτο x0, μόνο όταν τα όρια από αριςτερά και 

δεξιά δεν είναι Μςα. 

 

4.4  Διδαςκαλύα ειςαγωγόσ ςτον ε-δ οριςμό μϋςω λογιςμικού 

Δυναμικόσ Γεωμετρύασ 

Θ  διδαςκαλία μζςω επίλυςθσ προβλιματοσ είναι το ςθμαντικότερο μζςο που 

μπορεί να υποςτθρίξει ςε ςχολικό επίπεδο τθ λειτουργικι, λογικι, αιςκθτικι αξία 

των μακθματικϊν. Ρροςεγγίηοντασ τα μακθματικά μζςω επίλυςθσ προβλιματοσ 

δθμιουργοφμε ζνα «πραγματικό» πλαίςιο, που δικαιϊνει τα μακθματικά ςτα μάτια 

του μακθτι. Θ ανάπτυξθ των δεξιοτιτων που απαιτοφνται για τθ λφςθ του, δίνουν 

κίνθτρο ςτο μακθτι για τθ μάκθςθ νζων εννοιϊν ι για τθν ενίςχυςθ ιδθ 

αποκτθμζνων δεξιοτιτων (Stanic & Kilpatrick, 1989; NCTM , 2000 ; Ρ.Λ., 2007). 

Επίςθσ ζχει υπογραμμιςτεί θ ςθμαςία τθσ επίλυςθσ προβλιματοσ ωσ  μζςο που 

μπορεί να ενιςχφςει τον λογικό ςυλλογιςμό (Polya, 1980), ενϊ αναδεικνφει και τθν 

αιςκθτικι αξία των μακθματικϊν υπό τθν ζννοια ότι ο μακθτισ δοκιμάηει μια ςειρά 

ςυναιςκθμάτων που ςυνδζονται με τα διάφορα ςτάδια επίλυςθσ. 

Θ προοπτικι αξιοποίθςθσ τθσ ψθφιακισ τεχνολογίασ για παιδαγωγικι 

καινοτομία προϊκθςε τθν αντικατάςταςθ του όρου «ςχζδιο μακιματοσ» με τον 
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όρο «εκπαιδευτικό ςενάριο». Μζςα από μια κοινωνιολογικι προςζγγιςθ, το 

ςενάριο χαρακτθρίηεται ωσ μια περίπλοκθ και πολυςχιδισ μορφι μεταμοντζρνου 

εγγραμματιςμοφ (Lankshear & Knobel, 2001).  Θ καταςκευι ςεναρίων είναι ζνασ 

τρόποσ να τεκοφν ςθμαντικζσ ερωτιςεισ τθσ μορφισ «τι κα γινόταν αν ….». 

Αποτελεί επομζνωσ ζνα μζςο που βοθκά ομάδεσ ανκρϊπων να αλλάξουν τον τρόπο 

που ςκζφτονται για ζνα πρόβλθμα, να ζρκουν ςε ςφγκρουςθ με υπάρχουςεσ 

παγιωμζνεσ νοοτροπίεσ και ζτςι, να μάκουν. (Κυνθγόσ, 2007). Θ παιδαγωγικι 

αφετθρία του ςχεδιαςμοφ ενόσ τζτοιου περιβάλλοντοσ είναι ςυνδεδεμζνθ με τθ 

δθμιουργία ευκαιριϊν εμπλοκισ των μακθτϊν ςε διαδικαςίεσ αυτενεργοφσ 

καταςκευισ μακθματικϊν νοθμάτων (Κυνθγόσ κ.α. , 2008). 

Κζλοντασ να υποςτθρίξουμε τθν παραπάνω διδακτικι προςζγγιςθ τυπικϊν 

μακθματικϊν εννοιϊν μζςω τθσ  τεχνολογίασ, κα μποροφςαμε να ςθμειϊςουμε 

πωσ θ ανάπτυξθ προκλθτικοφ περιβάλλοντοσ μζςα ςε ζνα πρόβλθμα προςελκφει το 

ενδιαφζρον του μακθτι και τον ωκεί να αναπτφξει ιδζεσ ϊςτε να καταςκευάςει τισ 

ζννοιεσ. Σφμφωνα με τον Goldenberg(1999), «κάκε δραςτθριότθτα πρζπει να 

βαςίηεται ςτθ γεωμετρία. Εργαλεία όπωσ το Geometer’s Sketchpad  ι το Gabri 

παρουςιάηουν γεωμετρικζσ δομζσ οι οποίεσ είναι ςυναρτιςεισ οριςμζνεσ με 

γεωμετρικοφσ παρά αλγεβρικοφσ κανόνεσ, μεταβάλλοντασ τθ κζςθ του 

αντικειμζνου(μεταβλθτι) και παρατθρϊντασ τθν επίδραςθ πάνω ςε αυτι. Ζτςι τα 

γεωμετρικά τεχνολογικά εργαλεία αποτελοφν μια εξαιρετική γζφυρα μεταξφ τησ 

Γεωμετρίασ και τησ Ανάλυςησ.»    

Με τθν τεχνολογικι υποςτιριξθ του zoom μποροφμε να διερευνιςουμε τθν 

δυνατότθτα ειςαγωγισ των μακθτϊν ςτισ βαςικζσ ιδζεσ των απειροελάχιςτων. 

Ουςιϊδεσ παραμζνει το ερϊτθμα «αν θ μετάβαςθ από τθν οπτικι ερμθνεία τθσ 

ζννοιασ του ορίου  ςτον επίςθμο και αυςτθρό ςυλλογιςμό, μπορεί να επιτευχκεί 

μόνο με τθν χριςθ των γραφικϊν παραςτάςεων.» (Kidron, Zelavi & Openhaim, 

2001). Θ διαδικαςία του animation παράγει τισ αλλαγζσ των τιμϊν των πινάκων, 

πράγμα που επιτρζπει ςτουσ μακθτζσ να δουν τθν δυναμικι διαδικαςία. 

Ερευνθτικά ςυμπεράςματα υποςτθρίηουν (Oliveiro, 1999) ότι θ παρουςίαςθ 

αποδείξεων μπορεί να αναπτυχκεί ωσ διαδικαςία μζςα ςε ζνα περιβάλλον 

δυναμικισ γεωμετρίασ και το περιβάλλον του λογιςμικοφ μπορεί να υποςτθρίξει τθν 
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διαχείριςθ τθσ ςχζςθσ μεταξφ εμπειρικοφ και κεωρθτικοφ τομζα των μακθματικϊν. 

«Θ διδακτικι, θ φλθ και θ τεχνολογία πρζπει να ζχουν νόθμα μαηί ωσ ςφνκεςθ» 

(Goldenberg, P.(1999)). 

Σφμφωνα με τθν Robutti (2002), πρζπει να επιλζξουμε το είδοσ τθσ τεχνολογίασ 

και τον τρόπο χριςθσ τθσ από τον δάςκαλο ϊςτε να μπορεί να μεταβιβάςει μια 

δεδομζνθ ζννοια με ζναν ιδιαίτερο τρόπο. Αυτό που προωκεί τθν αλλαγι είναι το 

διδακτικό πρόγραμμα ςτο οποίο θ τεχνολογία παρεμβάλλεται και ειδικότερα οι 

διδακτικζσ ακολουκίεσ που προγραμματίηονται ϊςτε οι ζννοιεσ τθσ Ανάλυςθσ να 

ειςαχκοφν με κατάλλθλθ χριςθ τθσ τεχνολογίασ. 

Ζχει παρατθρθκεί  ότι οριςμζνοι μακθτζσ αντιμετωπίηουν το  όριο μιασ 

ςυνάρτθςθσ ςε ζνα ςθμείο, ωσ διαδικαςία προςζγγιςθσ με βάςθ τθν αρχικι 

διαιςκθτικι ερμθνεία τθσ ζννοιασ των ορίων,  ακόμα και μετά τθν διδαςκαλία του ε 

– δ οριςμοφ. (Parameswaran, 2006). Επίςθσ, ο Meehan (2002) υποςτθρίηει  ότι 

μερικοί μακθτζσ δεν κατανοοφν  τθν διαφορά μεταξφ των οριςμϊν ςτθν κακθμερινι 

ηωι και των μακθματικϊν οριςμϊν. Στθν κακθμερινι ηωι ςπάνια χρθςιμοποιοφν  

τυπικοφσ οριςμοφσ για  να κατανοιςουν τον κόςμο γφρω τουσ, ενϊ ςτα μακθματικά 

οι διάφορεσ ζννοιεσ κακορίηονται  από τουσ οριςμοφσ και αυτι θ μακθματικι 

ςκζψθ  δεν εμφανίηεται ωσ μια φυςικι διαδικαςία. 

Ενεργϊντασ με βάςθ τα παραπάνω πλαίςια και μετά τισ απαντιςεισ ςτο 

ερωτθματολόγιο Λ, οργανϊκθκε ζνα μάκθμα πάνω ςτθν διδαςκαλία του ε-δ 

οριςμοφ με τθ χριςθ του λογιςμικοφ δυναμικισ Γεωμετρίασ Euclidraw, με βάςθ τθν 

δραςτθριότθτα 2.1 Δραςτθριότθτα: Ειςαγωγι ςτο όριο ςυνάρτθςθσ ςε ςθμείο, που 

περιλαμβάνεται ςτο ζργο Calgeo : «Διδαςκαλία τθσ Ανάλυςθσ με χριςθ Εργαλείων 

Δυναμικισ Γεωμετρίασ» (www.math.uoa.gr/calgeo). Θ δραςτθριότθτα περιείχε το 

κατάλλθλο αρχείο 2.1.1 activity.gr.euc με το αντίςτοιχο φφλλο εργαςίασ (2.1.1 

Φφλλο εργαςίασ (Ανάλυςθ), ειςαγωγι ςτο όριο ςυνάρτθςθσ ςε ςθμείο), με 

πρόβλθμα εκκίνθςθσ το εξισ  (Ραράρτθμα Λ):   

Μια κάμερα καταγράφει ζναν αγϊνα των 100m. Με ποιο τρόπο κα μποροφςαν 
τα δεδομζνα τθσ κάμερασ να μασ βοθκιςουν ςτον υπολογιςμό τθσ ταχφτθτασ ενόσ 
ακλθτι κατά τθ χρονικι ςτιγμι T=6sec; 
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Το μάκθμα είχε χρονικι διάρκεια  λίγο  περιςςότερο από μια διδακτικι ϊρα. Οι 

μακθτζσ βριςκόταν ο κακζνασ μπροςτά ςε ζναν υπολογιςτι ςτον οποίο είχε 

φορτωκεί το λογιςμικό και το ςχετικό αρχείο, ενϊ το φφλλο εργαςίασ κακοδθγοφςε 

τισ κινιςεισ τουσ  ςτο αρχείο εργαςίασ.  Θ όλθ διαδικαςία προζβλεπε μια ςειρά 

ενεργειϊν από μζρουσ των μακθτϊν, υπό τθν διακριτικι κακοδιγθςθ του 

διδάςκοντοσ μζςω ςυηιτθςθσ ςτουσ προβλθματιςμοφσ που προζκυπταν. Θ 

κατάλθξθ των ενεργειϊν κα ζπρεπε να ιταν θ διατφπωςθ του ε – δ  οριςμοφ. 

Ο βακμόσ ςυγκζντρωςθσ των μακθτϊν ςτθν εργαςία τουσ ιταν υψθλόσ και θ 

ςυνεργαςία τουσ με τον διδάςκοντα πολφ καλι. Ο νζοσ τρόποσ διδαςκαλίασ με τθ 

χριςθ του λογιςμικοφ ςε ςυνδυαςμό με το ότι ο ε – δ οριςμόσ του ορίου 

ςυνάρτθςθσ δεν τουσ είχε ξανά διδαχκεί, δθμιοφργθςαν ζνα πλαίςιο γνιςιασ 

αυτενζργειασ  των μακθτϊν. Θ δυναμικι οπτικοποίθςθ  αφξθςε τθν προςοχι των 

μακθτϊν  ςτθν μελζτθ τθσ ζννοιασ. Θ ςυμπεριφορά τουσ όςον αφορά τθν χριςθ του 

λογιςμικοφ ιταν καλι, κακϊσ αυτά που απαιτοφνταν να κάνουν ιταν εφκολα, ενϊ 

ςε κάποιεσ περιπτϊςεισ που χρειάςτθκαν πρόςκετεσ ρυκμίςεισ των μενοφ του 

προγράμματοσ (όπωσ  π.χ.  ςτθν αλλαγι τθσ ακρίβειασ των δεκαδικϊν ψθφίων ςτισ 

μετριςεισ και ςτθν ειςαγωγι αρικμϊν), ι ςτθν χριςθ του παράκυρου μεγζκυνςθσ, 

δεν υπιρξε εμπλοκι. 

Θ  μόνθ, μικρι αδυναμία τουσ φάνθκε ςτα βιματα Ε9 , Ε10 όπου υπιρξε 

εμπλοκι απολφτων τιμϊν και ουςιαςτικά είχαμε το πζραςμα από τθν διαιςκθτικι 

κατανόθςθ ςτθν αυςτθρι διατφπωςθ, θ οποία όμωσ επιλκε με ζναν μάλλον ομαλό 

τρόπο.  Χαρακτθριςτικό ιταν το αίςκθμα ευφορίασ που εξζφραςαν οι μακθτζσ, 

μζςω των ςχολίων που διατφπωςαν  με το τζλοσ του μακιματοσ, όταν ηθτικθκε 

από τον διδάςκοντα να δουν τον ε-δ οριςμό του βιβλίου (ςτον οποίο είχαν 

καταλιξει) : 

«τα καταφζραμε…..νομίηω πωσ κατάλαβα τον οριςμό» 

«πωσ είναι δυνατόν να βλζπαμε πόςα διαφορετικά πράγματα εμπεριζχει ο 

οριςμόσ χωρίσ το λογιςμικό;» 

«όταν είχα δει αρχικά τον οριςμό, μου φαίνονταν ιερογλυφικά. Τϊρα 

κατάλαβα τι ςθμαίνει». 
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Γενικά οι μακθτζσ  διλωςαν ενκουςιαςμζνοι με τον νζο τρόπο προςζγγιςθσ, 

διερωτϊμενοι μάλιςτα «γιατί δεν διδαςκόμαςτε με αυτόν τον τρόπο τισ ζννοιεσ των 

μακθματικϊν;». Θ επίδοςι τουσ όμωσ ςτο ερωτθματολόγιο ΛΛ δεν ιταν θ 

αναμενόμενθ. 

 

Ρεριγραφι τθσ δραςτθριότθτασ - Ρεριγραφι του αρχείου .euc – Συμπεριφορά 

των μακθτϊν κατά τθν διάρκεια του μακιματοσ 

 

Θ δραςτθριότθτα χρθςιμοποιεί ωσ αφετθρία προβλθματιςμοφ ζνα πρόβλθμα 

ςτιγμιαίασ ταχφτθτασ, όπου φυςικά υποκρφπτεται μια οριακι διαδικαςία. Οι 

μακθτζσ βζβαια ςτα πλαίςια τθσ κακθμερινισ τουσ εμπειρίασ είναι εξοικειωμζνοι 

με τθν ζννοια τθσ μζςθσ ταχφτθτασ. Ζτςι, δθμιουργικθκε ζνα ελκυςτικό περιβάλλον  

αυτενζργειασ των μακθτϊν. Θ χριςθ του λογιςμικοφ δυναμικισ γεωμετρίασ 

λειτοφργθςε με δφο τρόπουσ: παρζχοντασ αρχικά αρικμθτικά αποτελζςματα, ϊςτε 

οι μακθτζσ να εξοικονομιςουν χρόνο που κα χρειάηονταν για υπολογιςμοφσ, ενϊ 

ςτθ ςυνζχεια τα αρικμθτικά δεδομζνα αναπαρίςτανται γραφικά. Ο ςτόχοσ είναι οι 

μακθτζσ να μπορζςουν να οπτικοποιιςουν τθν ζννοια τθσ ςφγκλιςθσ και να 

πραγματοποιιςουν τθν ομαλι μετάβαςθ ςτον ε-δ οριςμό.  

Κομβικισ ςθμαςίασ για τθν επίτευξθ αυτοφ, είναι θ χριςθ των ηωνϊν του ε 

και του δ ςτο λογιςμικό δυναμικισ γεωμετρίασ, θ οποία δίνει ςτουσ μακθτζσ τθ 

δυνατότθτα να χειριςτοφν δυναμικά τισ κεμελιϊδεισ παραμζτρουσ του 

προβλιματοσ, προκειμζνου να κατανοιςουν τθ ςχζςθ του δ με το ε. Θ χριςθ τθσ 

κόκκινθσ και τθσ πράςινθσ περιοχισ αποτελεί  ζνα ιςχυρό εργαλείο που επιτρζπει 

τθν λεκτικι αναπαράςταςθ ςφνκετων εκφράςεων. Για παράδειγμα θ ζκφραςθ: 

«όλα τα ηεφγθ (x,f(x)) για τα οποία ( , )T Tx      και (( )) ,U Uf x     » 

μπορεί απλά να δοκεί ωσ: «το κομμάτι τθσ γραφικισ παράςταςθσ που βρίςκεται 

ςτθν πράςινθ περιοχι». Οι μακθτζσ ζπρεπε να εκτελζςουν τισ παρακάτω ενζργειεσ: 
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Ε1: Συμπλθρϊςτε τα κενά ςτον παρακάτω πίνακα. 

 

t ( ) ( )s T s t

T t




 

t ( ) ( )s T s t

T t




 

…….  ……..  

5,93  6,07  

5,95  6,03  

5,99  6,01  

5,995  6,005  

5,999  6,001  

5,9999  6,0001  

5,99999  6,00001  

 

Στο περιβάλλον του αρχείου 2.1.1.activity.gr.euc του EucliDraw ζχουμε τα δεδομζνα 
τθσ κάμερασ. Οι μακθτζσ άλλαηαν τισ τιμζσ του t που πλθςίαηαν το Τ=6 από 
μικρότερεσ και από μεγαλφτερεσ τιμζσ και παρατιρθςαν πωσ άλλαηαν και οι τιμζσ 
του s(t) που δίνουν τθν απόςταςθ που ζχει καλφψει ο ακλθτισ ζωσ τθ χρονικι 

ςτιγμι t. Στθ ςυνζχεια εμφάνιςαν τθ μζςθ ταχφτθτα 
( ) ( )s T s t

T t




(κίτρινο πλαίςιο). 

 

 

Ε1: Ροιον αρικμό πλθςιάηει θ μζςθ ταχφτθτα κακϊσ το t πλθςιάηει το T=6sec; 

Οι μακθτζσ παρατιρθςαν πωσ κακϊσ το t πλθςιάηει το T από δεξιά και από 
αριςτερά, θ μζςθ ταχφτθτα πλθςιάηει τα 10m/sec. Μζςω τθσ ερϊτθςθσ «πόςο 
κοντά  μπορεί να βρεκεί το t ςτο T» οι μακθτζσ (με τθν βοικεια του διδάςκοντοσ) 

άλλαξαν τθν ακρίβεια των μετριςεων (από το μενοφ «υκμίςεισ Ραράμετροι 

εργαλείωνΑρκμ_ΡρΒθμ) και διαπίςτωςαν πωσ προςεγγίηουμε το Τ (μζςω του t) 

όλο και πιο κοντά, χωρίσ όμωσ να μπορεί να γίνει  t = T. 
 

Ε2: Ροια είναι θ ταχφτθτα του ακλθτι τθ χρονικι ςτιγμι T=6sec; 

Οι μακθτζσ απάντθςαν ότι «πρζπει να είναι 10»,  «λογικά κα είναι 10». 

Κατόπιν εμφάνιςαν τθ ςυνάρτθςθ τθσ μζςθσ ταχφτθτασ U(t) όπωσ και το κινθτό 
ςθμείο (t, U(t)) ϊςτε να  επιβεβαιϊςουν γραφικά τθν απάντθςι τουσ. 

Στθ ςυνζχεια εμφάνιςαν τθν  ε-ηϊνθ, για τα ςθμεία τθσ οποίασ οι μακθτζσ (μετά 
από κατάλλθλθ ερϊτθςθ) παρατιρθςαν πωσ ζχουν τεταγμζνθ μεγαλφτερθ από L-ε 
και μικρότερθ από L+ε. 

Μετακίνθςαν το t ζτςι ϊςτε το ςθμείο (t,U(t)) να μπαινοβγαίνει  ςτθν ε-ηϊνθ, 
παρατθρϊντασ παράλλθλα  τισ τιμζσ τθσ μζςθσ ταχφτθτασ.  
 

Ε3: Για ποιεσ τιμζσ του t το ςθμείο (t, U(t)) ανικει ςτθν ε-ηϊνθ για ε=0,8; 
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Οι μακθτζσ εμφάνιςαν τθν δ-ηϊνθ, τα ςθμεία τθσ οποίασ ζχουν τετμθμζνθ 
μεγαλφτερθ του Τ-δ και μικρότερθ του Τ+δ. Οι μακθτζσ ρωτικθκαν να 
διευκρινίςουν τι παριςτάνουν τα ςθμεία τθσ πράςινθσ και κόκκινθσ ηϊνθσ. Οι 
απαντιςεισ δόκθκαν (ςχεδόν κακολικά επιτυχϊσ) μετά από πειραματιςμό 
μεταβολϊν των τιμϊν του t και κατϋ επζκταςθ του U(t). 
 

Ε4: Ρροςπακιςτε να βρείτε ζνα δ τζτοιο ϊςτε να μθν υπάρχουν ςθμεία τθσ 
γραφικισ παράςταςθσ ςτθν κόκκινθ περιοχι. 

Οι μακθτζσ διαπίςτωςαν (κατόπιν πειραματιςμοφ) πωσ υπάρχουν πολλζσ τζτοιεσ 
κατάλλθλεσ τιμζσ του δ.(για ε=0,8) 
 
 

Ε5: Μειϊςτε το ε ςε 0,5 και βρείτε κατάλλθλο δ ϊςτε τα ςθμεία   (t, U(t)) να μθν 
βρίςκονται ςτθν κόκκινθ περιοχι. 

Αντιμετωπίςτθκε ςωςτά από το ςφνολο των μακθτϊν με κάποια μικρι χρονικι 
διαφορά. 
 

Ε6: Εάν ε=0,05 μπορείτε να βρείτε δ με τθν παραπάνω ιδιότθτα; 

Εδϊ οι μακθτζσ κλικθκαν να εμφανίςουν το παράκυρο μεγζκυνςθσ κακϊσ θ ε- 
ηϊνθ ίςα που φαινόταν. Ζτςι βοθκικθκαν ϊςτε να δουν ςε μια μικρι περιοχι γφρω 
από το ςθμείο (T,L). Μπόρεςαν λοιπόν να βρουν και πάλι κατάλλθλο δ. 
 

Ε7: Εάν το ε μικρφνει κι άλλο κα μποροφμε πάντα να βροφμε δ με τθν παραπάνω 
ιδιότθτα; 

Το ςυγκεκριμζνο βιμα ιταν  ςθμαντικό για τθν επιτυχία του μακιματοσ και οι 
μακθτζσ επαναχρθςιμοποιϊντασ το παράκυρο μεγζκυνςθσ κατζλθξαν ςτο 
ςυμπζραςμα πωσ όςο και να μικρφνει το ε,  πάντοτε μποροφμε να βροφμε ζνα 
κατάλλθλο δ. Δθμιουργϊντασ το παράκυρο μεγζκυνςθσ, οι μεταβολζσ του δ ιταν 
ευκρινζςτερεσ όςον αφορά τθν μεταβολι τθσ κόκκινθσ ηϊνθσ. 
 

Ε8: Συμπλθρϊςτε τα κενά τθσ παρακάτω πρόταςθσ με τα κατάλλθλα χρϊματα ϊςτε 
να εκφράηει το ςυμπζραςμα τθσ Ε7. 

 “Για κάκε ε>0 μποροφμε να βροφμε δ>0 τζτοιο ϊςτε θ ςυνάρτθςθ να μθν βρίςκεται 
ςτθν …… ………. περιοχι.” 
Κάποιοι από τουσ μακθτζσ δεν ςυμπλιρωςαν αμζςωσ τθν κατάλλθλθ λζξθ. Ρικανόν 
κα τουσ δυςκόλευε περιςςότερο θ περίπτωςθ να ιταν θ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο Τ 
= 6 μζςα ςτθν κόκκινθ περιοχι, κάτι που δεν μποροφςε να υπάρχει εδϊ, λόγω τθσ 
φφςθσ του προβλιματοσ. 
 

Ε9: Συμπλθρϊςτε τα κενά ϊςτε θ παρακάτω πρόταςθ να αποδίδει το ςυμπζραςμα 
τθσ Ε7. 

Τα……….. μποροφν να είναι όςο κοντά κζλουμε ςτο …… αρκεί τα …. να είναι 
κατάλλθλα κοντά ςτο……… και διαφορετικά του ……. 

Εδϊ παρουςιάςτθκαν κάποιεσ δυςκολίεσ ςτθν επιτυχι ςυμπλιρωςθ των κενϊν, 
κακϊσ οι μακθτζσ ζπρεπε να χρθςιμοποιιςουν ςφμβολα για τθν περιγραφι των 
οπτικϊν τουσ ςυμπεραςμάτων και βζβαια να κατανοιςουν τον ρόλο των ε και δ.  Οι 
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μακθτζσ χρειάςτθκαν 2 – 3 λεπτά μζςα από κάποια ςυηιτθςθ με τον διδάςκοντα για 
να καταλιξουν ςτθν ςωςτι ςυμπλιρωςθ.  

 

Ε10: Ρροςπακιςτε να διατυπϊςετε το ςυμπζραςμα τθσ Ε7, χρθςιμοποιϊντασ 
μακθματικά ςφμβολα. 

Το τελευταίο βιμα ιταν το πιο κρίςιμο και βζβαια το πιο δφςκολο. Ο διδάςκων 
κεϊρθςε καλό να ρωτιςει πρϊτα τουσ μακθτζσ για τθν γεωμετρικι ερμθνεία τθσ 
απόλυτθσ τιμισ τθσ διαφοράσ δφο αρικμϊν, ϊςτε ςυγχρόνωσ να τουσ προδιακζςει 
για τισ απαντιςεισ. Ραρά τθν υπενκφμιςθ και τθν ςυηιτθςθ που ακολοφκθςε («για 
ποια  ε  βρίςκαμε κάκε φορά ζνα δ;» , «ςε ποια διαςτιματα ανικουν οι τιμζσ  t  και  
U(t);» ,  «μπορεί το  t  να πάρει τθν τιμι  Τ = 6;» , οι μακθτζσ γενικά δυςκολεφτθκαν  
ςτθν επιτυχι διατφπωςθ του φορμαλιςτικοφ οριςμοφ. Κυρίωσ θ δυςκολία 
εντοπίςτθκε ςτθν διατφπωςθ των ανιςοτικϊν ςχζςεων. *Για κάκε ε>0 υπάρχει δ>0 

τζτοιο ϊςτε εάν t  (t – T, t + T) με t T,  τότε U(t)  (L – ε, L+ε) ι ιςοδφναμα για 

κάκε ε>0 υπάρχει δ>0 τζτοιο ϊςτε εάν 0<|t – T|< δ   τότε|U(t) – L| < ε]. 
  Αυτό μάλλον επιβεβαιϊνει το ςυμπζραςμα τθσ ερευνθτικισ βιβλιογραφίασ περί 
των δυςκολιϊν κατανόθςθσ και ερμθνείασ των ςυμβόλων του οριςμοφ.  
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4.5    Απαντόςεισ ςτο ερωτηματολόγιο  II  

Μετά το μάκθμα ςτον ε-δ οριςμό με τθν βοικεια του λογιςμικοφ και του 

φφλλου εργαςίασ, δόκθκε ςτουσ μακθτζσ ζνα δεφτερο ερωτθματολόγιο(ΛΛ), ςτο 

οποίο ηθτικθκαν κάποια ςτοιχεία ςχετικά με το μάκθμα (παρατθριςεισ, δυςκολίεσ, 

κρίςεισ), απαντιςεισ ςε ζργα που εςτίαηαν ςτον ε-δ οριςμό αλλά και ςτθν 

εννοιολογικι κατανόθςθ. Επίςθσ οι μακθτζσ απάντθςαν ςε τρία  ίδια ζργα  του 

πρϊτου ερωτθματολογίου. Θ διάρκρωςθ των ερωτιςεων περιείχε τουσ παρακάτω 

άξονεσ πλθροφοριϊν: 

 

 

1οσ άξονασ : Βακμόσ αρεςκείασ για τα Μακθματικά (ερ. 2) 

Οι  μακθτζσ που ςυμμετείχαν ςτο μάκθμα με τθ βοικεια του υπολογιςτι ιταν 

και οι κεωρθτικά καλφτεροι ςτο ςχολείο τουσ ςε επίδοςθ ςτο μάκθμα των 

Μακθματικϊν, κάτι που επαλθκεφτθκε με τισ υψθλζσ βακμολογίεσ που αποκόμιςαν 
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ςτθν εξζταςθ τουσ ςτο μάκθμα Κατεφκυνςθσ ςτισ Ρανελλινιεσ εξετάςεισ. Ραρά το 

γεγονόσ όμωσ αυτό οι προτιμιςεισ τουσ για τον κακοριςμό του βακμοφ αρεςκείασ 

του μακιματοσ ιταν μοιραςμζνεσ ανάμεςα ςτο «μου αρζςουν πολφ τα 

Μακθματικά» και ςτο «μου αρζςουν λίγο τα Μακθματικά». Θ πρϊτθ απάντθςθ 

ςυνοδεφτθκε με τον χαρακτθριςμό «τα Μακθματικά είναι εφκολα», ενϊ θ δεφτερθ 

με το χαρακτθριςτικό «τα Μακθματικά είναι δφςκολα», κάτι που φαντάηει μάλλον 

λογικό. 

Το γεγονόσ πάντωσ πωσ μακθτζσ που δείχνουν πωσ το μάκθμα των 

Μακθματικϊν δεν τουσ ενκουςιάηει αλλά ςυγχρόνωσ ζχουν και πολφ καλζσ 

επιδόςεισ ςτισ ειςαγωγικζσ εξετάςεισ ςτθν τριτοβάκμια εκπαίδευςθ, κα πρζπει να 

προβλθματίςει για τθν ποιότθτα τθσ  Μακθματικισ Ραιδείασ που αρχίηει με τθν 

επαφι των παιδιϊν με προ-μακθματικζσ ζννοιεσ μζχρι και τισ ςπουδζσ τουσ ςτο 

Ρανεπιςτιμιο. Το παραπάνω ςυμπζραςμα κεωρεί ωσ φυςιολογικι τθν ιςότθτα  

(μου αρζςουν λίγο τα Μακθματικά = χαμθλι μακθματικι νοοτροπία και ςκζψθ), 

κάτι όμωσ που πρζπει να ερευνθκεί περαιτζρω. 

 

2οσ άξονασ : Εμπειρία ςτουσ υπολογιςτζσ (ερ. 4) 

Οι περιςςότεροι μακθτζσ απάντθςαν πωσ χρθςιμοποιοφν υπολογιςτι και ςτο 

ςπίτι και ςτο ςχολείο, ενϊ οι υπόλοιποι μόνο ςτο ςχολείο. Δεν υπιρξε κάποιοσ 

μακθτισ που ανζφερε ότι δεν χρθςιμοποιεί κακόλου υπολογιςτι. Στισ Θ.Ρ.Α  

υπιρξε μια μελζτθ ανάλυςθσ των εκπαιδευτικϊν πρακτικϊν, με ςκοπό τθν 

διερεφνθςθ φπαρξθσ δυνθτικϊν ςχζςεων μεταξφ χριςθσ υπολογιςτι(γενικά) και 

μακθματικϊν ικανοτιτων – γνϊςεων ςε 16-χρονουσ μακθτζσ.(E.C. Papanastasiou & 

R.E. Ferdig, 2006). Θ μελζτθ ζδωςε ιςχυρι ςθμαςία ςτα δεδομζνα που λαμβάνονται 

από τον διαγωνιςμό τθσ PISA (Program for International Student Assessment), 

ςφμφωνα με τθν οποία ορίηεται ωσ μακθματικι μόρφωςθ θ ικανότθτα να 

εντοπίηουν και να κατανοοφν οι μακθτζσ το ρόλο που παίηουν τα μακθματικά, αλλά 

και να παίρνουν ςωςτζσ αποφάςεισ, όπωσ και να ςυμμετζχουν ςε μακθματικζσ 

δραςτθριότθτεσ με τρόπουσ που κα βοθκιςουν το άτομο να καταςτεί ενεργόσ 

πολίτθσ με ςτοχαςμό. Θ μελζτθ ζδειξε  ότι οι δραςτθριότθτεσ του υπολογιςτι δεν 

είναι ςε όλα εξίςου επωφελισ για τθ βελτίωςθ τθσ μακθματικισ παιδείασ. Μακθτζσ 
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οι οποίοι ιταν εξοικειωμζνοι με λογιςμικά  γραφικϊν ςχεδίαςθσ ι  ηωγραφικι, 

είχαν τθν τάςθ να ζχουν χαμθλότερα επίπεδα των μακθματικϊν γνϊςεων, ενϊ θ 

χριςθ υπολογιςτι ςτο ςπίτι για θλεκτρονικζσ επικοινωνίεσ (π.χ., e-mail ι "chat 

rooms") ςχετίηονταν με υψθλότερα επίπεδα των μακθματικϊν γνϊςεων.  

Επιπλζον τα αποτελζςματα ζδειξαν ότι θ ςυχνι και χωρίσ επιτιρθςθ των 

εκπαιδευτικϊν, χριςθ του υπολογιςτι ςτο ςπίτι κα μποροφςε να οδθγιςει τουσ 

μακθτζσ να χρθςιμοποιοφν ςτρατθγικζσ για τθν επίλυςθ των προβλθμάτων τουσ ςε 

ςυχνότερθ βάςθ. Ζνα εκπλθκτικό αποτζλεςμα αυτισ τθσ μελζτθσ είναι ότι θ ςυχνι 

χριςθ του υπολογιςτι για τον προγραμματιςμό  ςυνδζεται με χαμθλότερα επίπεδα 

επίτευξθσ των μακθματικϊν. Δραςτθριότθτεσ προγραμματιςμοφ θλεκτρονικϊν 

υπολογιςτϊν ανικουν ςε ζνα υψθλότερο επίπεδο ςκζψθσ δεξιοτιτων, ςυνδζονται 

ςτενά με τισ δεξιότθτεσ που απαιτοφνται για τα κζματα των μακθματικϊν, ζτςι δεν 

είναι ςαφζσ γιατί αυτι θ αρνθτικι ςυςχζτιςθ υπάρχει με τον τρόπο αυτό. Μια 

πικανότθτα είναι ότι οι φοιτθτζσ που ενδιαφζρονται για τον προγραμματιςμό είναι 

τόςο επικεντρωμζνοι ςτον προγραμματιςμό των δραςτθριοτιτων, ϊςτε να μθν 

επιλζγουν να εςτιάςουν τόςο πολφ ςε άλλουσ κεματικοφσ τομείσ όπωσ τα 

μακθματικά. Ωςτόςο, αποφαςιςτικισ ςθμαςίασ αποτελζςματα για αυτιν τθν 

ακριβι ςχζςθ δεν μπορεί να επιτευχκεί χωρίσ μια πιο εμπεριςτατωμζνθ 

πειραματικι εξζταςθ τθσ ςχζςθσ αυτισ.  

Γίνεται λοιπόν ςαφζσ ότι θ «πακθτικι» ι μθχανικι χριςθ του υπολογιςτι από 

μόνθ τθσ δεν ςχετίηεται ςε μεγάλο βακμό με αυξθμζνθ ακαδθμαϊκι ανάπτυξθ, 

ειδικά ςτθ μακθματικι απόκτθςθ γνϊςεων. Τα διαφορετικά είδθ των 

δραςτθριοτιτων που εκτελοφνται ςτον υπολογιςτι  ςχετίηονται με διαφορετικά 

επίπεδα και είδθ ςκζψθσ, τα οποία με τθ ςειρά τουσ ςυνδζονται με πολφ 

διαφορετικοφσ τφπουσ αποτελεςμάτων. 

Ερευνθτικζσ μελζτεσ ζχουν εξετάςει πϊσ θ τεχνολογία μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για να μάκουν οι μακθτζσ μακθματικά ςε πολλαπλά εκπαιδευτικά 

επίπεδα (Dugdale, 2001; Lloyd & Wilson, 2001; Jiang & McClintock, 2000 ; Norman, 

1993) καταλιγοντασ με τθν υπόδειξθ ότι θ τεχνολογία δεν είναι οφτε καλι οφτε 

κακι, αλλά μπορεί να χρθςιμοποιθκεί με κετικό και αρνθτικό τρόπο ςε 

ςυγκεκριμζνεσ γνωςτικζσ περιοχζσ. Οι εκπαιδευτικοί που ενδιαφζρονται για τθν 
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τεχνολογία πρζπει να κατανοιςουν τισ ειδικζσ χριςεισ τθσ για τθν αφξθςθ τθσ 

μακθματικισ μόρφωςθσ. 

 

3οσ άξονασ : Απόψεισ για το μάκθμα  

Ο ςυγκεκριμζνοσ άξονασ περιλαμβάνει τουσ εξισ τομείσ : 

a) Γενικι αξιολόγθςθ του μακιματοσ από τουσ μακθτζσ. (ερ. 1) 

b) Ροια ιταν θ διαφορά του μακιματοσ για τα όρια που παρακολουκιςατε ςε 

ςχζςθ με τα άλλα μακιματα μακθματικϊν (ερ. 3) 

c) Τι ςασ άρεςε ςτο μάκθμα, τι δεν ςασ άρεςε (ερ. 5 και ερ. 6) 

d) Δυςκολίεσ που αντιμετωπίςατε (ερ. 7) 

e) Τι κα κζλατε να ιταν διαφορετικό ςτο μάκθμα (ερ. 8)  

 

Σαν γενικό ςχόλιο ςτισ ερωτιςεισ 5,6,7,8 κα λζγαμε ότι οι μακθτζσ εςτίαςαν τον 

ενκουςιαςμό τουσ όπωσ ιταν φυςικό ςτθν δυναμικι αναπαράςταςθ των υπό 

εξζταςθ εννοιϊν που εμπεριζχει ο ε-δ οριςμόσ, διατυπϊνοντασ τθν άποψθ ότι τουσ 

βοικθςε να εμβακφνουν ςτισ ζννοιεσ. Στα ςτοιχεία που δεν τουσ άρεςαν ςτο 

μάκθμα, λίγοι  μακθτζσ ςυμπεριζλαβαν τθν  κάπωσ γριγορθ ροι του μακιματοσ, 

ενϊ οι περιςςότεροι δεν ανζφεραν κάτι. Σε αυτά που τουσ δυςκόλεψαν κατά τθ 

διάρκεια του μακιματοσ, οι περιςςότεροι μακθτζσ ανζφεραν τθν ςφνδεςθ των ε και 

δ. Δεν πρότειναν να αλλάξει κάτι όςον αφορά τθν διεξαγωγι του μακιματοσ, αλλά 

τόνιςαν πωσ δεν ιταν εφκολο να απαντιςουν κακϊσ δεν είχαν κάποια άλλθ 

παρόμοια εμπειρία που κα λειτουργοφςε ωσ μζτρο ςφγκριςθσ.  

Συγκεκριμζνα τϊρα όςον αφορά το  a) οι περιςςότεροι μακθτζσ χαρακτιριςαν 

το μάκθμα ενδιαφζρον ι πολφ ενδιαφζρον και εφκολο. Δεν υπιρξε κάποιοσ 

μακθτισ που να το χαρακτιριςε δφςκολο. Εδϊ όμωσ πρζπει να αναφζρουμε τισ 

μικρζσ δυςκολίεσ που αντιμετϊπιςαν με τισ απόλυτεσ τιμζσ ςτο φφλλο εργαςίασ, 

κάτι που ςυμφωνεί και με τθν ζρευνα τθσ Juter(2006) ςτθν οποία αναφζρεται πωσ 

τισ ίδιεσ δυςκολίεσ είχαν και πρωτοετείσ φοιτθτζσ. 
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Στο b) οι απαντιςεισ ιταν αρκετά ενκαρρυντικζσ για τθν καινοτόμο διδακτικι 

προςζγγιςθ που επιχειρικθκε. Μερικζσ χαρακτθριςτικζσ απαντιςεισ: 

 «Το μάκθμα ιταν κατανοθτό» 

 «Τα οπτικά μζςα που χρθςιμοποιικθκαν και θ άμεςθ ςυμμετοχι μασ»  

 «Μζςω του υπολογιςτι κατανόθςα καλφτερα τον οριςμό του ορίου ςε 

ςχζςθ με τθν τυποποίθςθ που «προςφζρει» το ςχολικό βιβλίο» 

 «Το μάκθμα είχε πιο πολφ ενδιαφζρον γιατί περιείχε πράγματα που μασ 

βοθκοφν να κατανοιςουμε τθν ουςία των Μακθματικϊν»(ς.ς.  προφανϊσ 

εννοεί τθν οπτικοποίθςθ και το φφλλο εργαςίασ). 

 

Στο  c) οι απαντιςεισ εςτίαςαν ςτθν παραςτατικότθτα υπό τθν ζννοια «ότι 

λζγαμε το βλζπαμε και ςτθν πράξθ ςτον υπολογιςτι» (μακθτισ). Ραράλλθλα 

διατυπϊκθκε θ άποψθ ότι «ζγινε εμβάκυνςθ ςτθν προσ διαπραγμάτευςθ ζννοια», 

ι «θ χριςθ του υπολογιςτι για βακφτερθ κατανόθςθ». Το ςτοιχείο που δεν άρεςε 

ςε κάποιουσ μακθτζσ ιταν ότι θ «διαδικαςία ολοκλθρϊκθκε κάπωσ γριγορα». 

Στο d)  μερικζσ από τισ δυςκολίεσ που εντοπίςτθκαν ιταν οι εξισ: 

 «το μάκθμα αφοροφςε τα όρια τα οποία ζχουμε διδαχκεί αλλά όχι με αυτόν 

τον τρόπο» 

 «δυςκολεφτθκα λίγο ςτον ςυςχετιςμό των ε και δ» 

Κάποιοι μακθτζσ απάντθςαν ότι δεν αντιμετϊπιςαν  καμία δυςκολία.  

 

Στο  e) ςχεδόν όλοι οι μακθτζσ απάντθςαν ότι δεν κα άλλαηαν κάτι, 

παράλλθλα όμωσ παρατιρθςαν πωσ δεν είχαν μζτρο ςφγκριςθσ κακϊσ δεν είχαν 

ςτο παρελκόν παρόμοια εμπειρία αυτισ τθσ διδακτικισ προςζγγιςθσ. 

 

Ακολουκοφν κάποιεσ ενδεικτικζσ απαντιςεισ: 
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Μακθτισ 1 

 

Μακθτισ 2 
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4οσ άξονασ: Απαντιςεισ ςε ερωτιςεισ ςχετικζσ με το όριο  

Θ ερϊτθςθ 9 ιταν ςχεδόν ίδια με τθν ερϊτθςθ 1 του ερωτθματολογίου Λ, ςτθν 

οποία ηθτοφνταν από τουσ μακθτζσ να περιγράψουν τθν ζννοια του ορίου ςε 

κάποιον φίλο τουσ. Ο ςτόχοσ ιταν να διαπιςτωκεί αν υπιρξε εμπλουτιςμόσ του 

κεωρθτικοφ υπόβακρου των μακθτϊν για βακφτερθ ερμθνεία και επεξιγθςθ.Οι 

απαντιςεισ τουσ όμωσ γενικά δεν ιταν οι αναμενόμενεσ, υπό τθν ζννοια ότι δεν 

πραγματοποιικθκε κάποια ςθμαντικι μεταβολι. Από τισ «καλφτερεσ» απαντιςεισ: 

Μακθτισ 9 : «το  
0

lim ( )
x x

f x


 ςθμαίνει πωσ όταν το x  κοντεφει να πάρει τθν τιμι x0 

τότε θ f(x) πλθςιάηει ςε μια ςυγκεκριμζνθ τιμι» 

Μακθτισ 4: «Πριο ςυνάρτθςθσ ςε ςθμείο x0 R είναι ο αρικμόσ τον οποίο 

προςεγγίηουν όλεσ οι δυνατζσ τιμζσ που μπορεί να πάρει θ ςυνάρτθςθ κοντά ςτο x0  

εκτόσ από αυτό». 

Μακθτισ 7: «Μποροφμε να πλθςιάςουμε όςο κζλουμε ζναν αρικμό χωρίσ όμωσ 

να τον ςυμπεριλάβουμε». 

Ζγινε δθλαδι πάλι χριςθ των όρων «κοντεφει», «πλθςιάηει», που απαντάται 

και ςτθν ερευνθτικι βιβλιογραφία, χωρίσ κάποια βακφτερθ εξιγθςθ. 

Θ ερϊτθςθ 10 ηθτοφςε από τουσ μακθτζσ να δικαιολογιςουν το καλφτερο 

(κεωρθτικά) επίπεδο κατανόθςθσ τθσ ζννοιασ του ορίου με τθν χριςθ του 

υπολογιςτι. Οι απαντιςεισ που δόκθκαν  ιταν μεν καταφατικζσ για τθν βοικεια 

του λογιςμικοφ, αλλά κατά τα άλλα ιταν  γενικόλογεσ,  χωρίσ εςτίαςθ ςτο τι ιταν 

αυτό ακριβϊσ που τουσ ζκανε να κατανοιςουν καλφτερα  το όριο ςυνάρτθςθσ. 

Ζλειπε δθλαδι μια κακαρά μακθματικι αναφορά ςτισ ζννοιεσ που αναδείχκθκαν 

κατά τθ διάρκεια του μακιματοσ (ςθμείο ςυςςϊρευςθσ, ςχζςθ του ορκογωνίου με 

τθν γραφικι παράςταςθ, αλλθλοεξάρτθςθ και ρόλοσ των ε,δ) και θ οποία 

αναμενόταν να μεταβάλει τθν άποψθ των μακθτϊν  για τθν απαραίτθτθ 

προχπόκεςθ τθσ φπαρξθσ του ορίου. Θ μεταβολι αυτι  φάνθκε και ςτισ  απαντιςεισ 

των μακθτϊν ςτθν ερϊτθςθ 13 πωσ ιταν μικρι. Θ μόνθ κάπωσ ςχετικι απάντθςθ  

αναφζρονταν ςτο ότι «ιταν ορατι θ μεταβολι των τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ αν 

μεταβάλαμε τα διαςτιματα ςτουσ άξονεσ». 
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Θ ερϊτθςθ 11 του ερωτθματολογίου ΛΛ  προζτρεπε ουςιαςτικά τουσ μακθτζσ να 

ςυγκρίνουν  τον βακμό κατανόθςθσ του ε-δ οριςμοφ βάςει τθσ παρουςίαςθσ του 

βιβλίου και του μακιματοσ με τον υπολογιςτι και το φφλλο  εργαςίασ. Οι μακθτζσ 

τόνιςαν ιδιαίτερα τον ζντονο μακθματικό φορμαλιςμό που κυριαρχεί ςτθν 

διατφπωςθ του ε-δ οριςμοφ και που παρά τα ςχιματα που επιςυνάπτει το βιβλίο 

δεν γίνεται κατανοθτόσ. Οι περιςςότεροι  μακθτζσ  εξζφραςαν τθν άποψθ πωσ ο 

μακθτισ φτάνει μόνοσ του ςτον ε-δ οριςμό μζςω μιασ ςειράσ ενεργειϊν και αυτό 

είναι πολφ ςθμαντικό για τον ίδιο. Εςτίαςαν ιδιαίτερα  ςτθν δυναμικι μεταβολι των  

διαςτθμάτων  που ςχετίηονται με τα ε και δ κακϊσ  και  ςτθν ςφνδεςθ μεταξφ τουσ.  

Μάλιςτα ςυμφωνοφν πωσ αυτό είναι κάτι που μπορεί να καταφζρει ακόμα και ζνασ  

«ςχετικά μζτριοσ» μακθτισ. 

Θ ερϊτθςθ 12 είχε ωσ ςτόχο να ελζγξει τθν άμεςθ χριςθ του οριςμοφ που 

διδάχτθκε, για τθν δικαιολόγθςθ τθσ μθ φπαρξθσ  του ορίου κάποιασ ςυνάρτθςθσ. 

Πλοι οι μακθτζσ απάντθςαν ςωςτά, εφαρμόηοντασ με επιτυχία τον ε-δ οριςμό, 

ςχεδιάηοντασ παράλλθλα τισ  ε , δ  ηϊνεσ που τονίςτθκαν χρωματικά ςτο ςχετικό 

αρχείο.  Κάποιεσ ενδεικτικζσ απαντιςεισ: 
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Θ  ερϊτθςθ 13 «Τι κατά τθ γνϊμθ ςασ είναι τελείωσ απαραίτθτο να ςυμβαίνει 

για να ζχει νόθμα το ςφμβολο  
0

lim ( );
x x

f x


   (χ0  R)»  προςεγγίςτθκε ςωςτά από δφο 

μακθτζσ  που απάντθςαν ωσ εξισ:   

«Το  x  να είναι όςο κοντά κζλουμε ςτο  x0»  και  «Ρρζπει  το  x  να παίρνει 

τιμζσ κοντά  ςτο  x0 όςο  ορίηουμε εμείσ». Οι ςυγκεκριμζνοι μακθτζσ μετζβαλαν – 

βελτίωςαν  τισ απαντιςεισ τουσ ςε ςχζςθ με το ερωτθματολόγιο Λ. 

Θ ςυνθκζςτερθ απάντθςθ των υπολοίπων μακθτϊν  εςτιάςτθκε πωσ πρζπει «τα 

πλευρικά όρια να είναι ίςα». Ραρατθροφμε δθλαδι ότι  θ επίδραςθ του μακιματοσ 

όςον αφορά τθν  διαμόρφωςθ μιασ υγιοφσ εικόνασ του ορίου ιταν μάλλον μικρι. 

Οι ερωτιςεισ  14 , 15  του ερωτθματολογίου ΛΛ ιταν ίδιεσ με τισ ερωτιςεισ 5 , 6  

αντίςτοιχα του ερωτθματολογίου Λ. Ρροςτζκθκαν δφο ακόμα ερωτιςεισ οι 13 και 16 

που εςτίαηαν ςτθν  φπαρξθ αναγκαίασ ςυνκικθσ για να ζχει νόθμα θ αναηιτθςθ του 

ορίου. 

 Θ ερϊτθςθ 14 προςπακοφςε να εντοπίςει τισ πεποικιςεισ των μακθτϊν όςον 

αφορά τθν ςφνδεςθ τθσ φπαρξθσ του ορίου ςτο x0  με τθν φπαρξθ μονοτονίασ ςε 

περιοχι του x0 ι μόνο πλευρικά, όπωσ  και  τισ αντίςτοιχεσ για τθν φπαρξθ 

ακροτάτου. Οι μακθτζσ προφανϊσ απάντθςαν με βάςθ τθν διαίςκθςι τουσ, αλλά 

ίςωσ και επθρεαηόμενοι από τθν μορφι τθσ γραφικισ παράςταςθσ ςτο αρχείο του 

μακιματοσ, οπότε οι περιςςότεροι ιταν ςυνεπείσ, υπό τθν ζννοια ότι απάντθςαν 

καταφατικά ι αρνθτικά  και ςτα δφο αντίςτοιχα ερωτιματα (ερωτθματολόγια Λ, ΛΛ) 

για τθν μονοτονία ι τα ακρότατα (ςε περιοχι του χ0 ι μόνο πλευρικά). Το ότι θ 

φπαρξθ του ορίου ςυνεπάγεται και τθν φπαρξθ μονοτονίασ, που αναδείχκθκε μζςα 

από τισ απαντιςεισ των μακθτϊν, ςυμφωνεί και με τα ευριματα τθσ διεκνοφσ 

βιβλιογραφίασ. 

Ο διδάςκων κα μποροφςε να βοθκιςει τουσ μακθτζσ  να αποςαφθνίςουν 

τθν ςχζςθ μονοτονίασ και ορίου με μια πολφ γνωςτι τουσ ςυνάρτθςθ, τθν 

1
( )g x x

x


 
   

 
 τθν οποία οι μακθτζσ ζχουν ςυναντιςει πολλζσ φορζσ, αλλά 
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χωρίσ να γνωρίηουν κάποιεσ ςθμαντικζσ ιδιότθτζσ τθσ.  Για παράδειγμα,  κεωρϊντασ  

τισ ακολουκίεσ 
1 1

,
32 2

2 2

v vx y
v v  

 
 

 παρατθροφμε ότι  g(xv) = xv>0 ,  

g(yv) =  - yv <0 .  Ϊςτε για αρκετά μεγάλα ν  δεν υπάρχει  διάςτθμα  (-δ , δ)  ςτο οποίο 

θ  g(x)  να διατθρεί ςτακερό πρόςθμο. Επίςθσ παρατθροφμε ότι για  
1

2
vw

v
 > xv > 

yv  ιςχφει  ότι  g(wv) = 0 < g(xv)   και    g(xv) > g(yv)  δθλαδι θ  g  ζχει όριο ςτο μθδζν 

χωρίσ να είναι μονότονθ ςε κανζνα διάςτθμα γφρω από το μθδζν.  

 Στθν ερϊτθςθ 15) «Αν  ΔΕΝ  υπάρχει το όριο τθσ  f(x)   όταν  το  x  τείνει   ςτο   

x0 ,  τότε  αναγκαςτικά είναι  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

         (Σ)    (Λ)    »  μόνο ζνασ από 

τουσ μακθτζσ που είχαν ςωςτι προςζγγιςθ του ορίου απάντθςε  (Λ), ενϊ οι άλλοι 

απάντθςαν (Σ) ζχοντασ προφανϊσ ςτο μυαλό τουσ τισ ςχολικζσ τουσ εμπειρίεσ, αλλά 

όλοι φάνθκαν ςυνεπείσ ςε ςχζςθ με τθν αντίςτοιχθ απάντθςι τουσ ςτο 

ερωτθματολόγιο Λ. 

 Στθν ερϊτθςθ 16 «Κεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ     
2 2 , 1

( )
5 , 2

x x
f x

x

  
 



. Υπάρχει  

το   
2

lim ( );
x

f x


  εξθγιςτε» ,  οι μακθτζσ ιταν ςχεδόν ςυνεπείσ  ωσ προσ τισ 

απαντιςεισ τουσ αφοφ  οι δφο μακθτζσ που είχαν τθν ςωςτι προςζγγιςθ ςτθν 

ερϊτθςθ 13 απάντθςαν ότι δεν υπάρχει το  
2

lim ( )
x

f x


 διότι «θ f(x) για  χ2 δεν ζχει 

τφπο»  υπονοϊντασ μάλλον ότι θ f(x) δεν ορίηεται όςο κοντά κζλουμε ςτο 2, ενϊ οι 

υπόλοιποι μακθτζσ  ανζφεραν πωσ δεν υπάρχει το όριο διότι «υπάρχει μόνο το 

αριςτερό πλευρικό όριο, άρα δεν είναι ίςα τα πλευρικά» ι  ότι  «δεν υπάρχουν τα 

πλευρικά όρια ςτο 2». 
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4.6  υμπερϊςματα 

Ππωσ ιδθ αναφζρκθκε ζνασ από τουσ βαςικοφσ ςκοποφσ αυτισ τθσ ζρευνασ 

ιταν να διερευνιςει τισ αντιλιψεισ των μακθτϊν τθσ Κετικισ – Τεχνολογικισ 

κατεφκυνςθσ τθσ  Γϋ τάξθσ  του Γενικοφ Λυκείου πάνω ςτο όριο ςυνάρτθςθσ, τον 

βακμό ςτον οποίο γίνεται κατανοθτι αυτι θ ςυγκεκριμζνθ ζννοια από τουσ 

μακθτζσ και πωσ ςυςχετίηεται θ καταςκευι τθσ ζννοιασ με τισ ικανότθτεσ των 

μακθτϊν να χειρίηονται διαφορετικοφσ τρόπουσ αναπαράςταςθσ των ορίων. Θ 

πλειοψθφία των μακθτϊν δεν ιταν ςε κζςθ να εξθγιςει τι είναι όριο ςυνάρτθςθσ, 

υποδεικνφοντασ τθ δυςκολία που ςυναντοφν ςτο να κατανοιςουν τθν ζννοια. 

Γενικά κα λζγαμε ότι οι περιςςότερεσ αντιλιψεισ των μακθτϊν για το όριο που 

διαπιςτϊκθκαν ςτθν  ζρευνα μασ, ςυμφωνοφν με τισ ςχετικζσ αντιλιψεισ που ζχουν 

διατυπωκεί από προθγοφμενεσ ζρευνεσ πάνω ςτο ίδιο πεδίο. Μια από τισ 

αντιλιψεισ που εκφράςτθκε από τουσ μακθτζσ, ιταν ότι  «το όριο μιασ ςυνάρτθςθσ 

όταν το x τείνει ςτο x
o 
είναι θ αρικμθτικι τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ για x= x

o
». Oι Davis & 

Vinner(1986) διαπίςτωςαν ότι οι μακθτζσ διατθροφν τισ πρωταρχικζσ αντιλιψεισ 

τουσ και μετά από προςεκτικά ςχεδιαςμζνεσ διδαςκαλίεσ, με αποτζλεςμα να 

οδθγοφνται ςε παρανοιςεισ όπωσ f(x0) είναι το ίδιο με το limf(x) κακϊσ το x τείνει 

ςτο x0.  Μία από τισ «ιδιότθτεσ»  που δόκθκε από τθν πλειονότθτα των μακθτϊν 

αυτισ τθσ ζρευνασ ςτθν ζννοια του ορίου είναι ότι «το όριο μιασ ςυνάρτθςθσ είναι 

το μζγιςτο ι ελάχιςτο μιασ ςυνάρτθςθσ κακϊσ το x προςεγγίηει το x0». Θ άποψθ 

αυτι ζχει διαπιςτωκεί από τον Williams (1991), ο οποίοσ ερεφνθςε και περιζγραψε 

τθν φπαρξθ διαφόρων προτφπων ορίων που διατθροφν οι μακθτζσ. Ραρόμοια 

ευριματα  και ςτισ ερωτιςεισ για τθν μονοτονία φαίνεται να ςυμφωνοφν με τθν M. 

Artigue (1998b) θ οποία ςθμειϊνει ότι «οι διάφοροι ερευνθτζσ φαίνεται να 

ςυμφωνοφν, μεταξφ άλλων, πωσ το κοινό νόθμα τθσ λζξθσ "όριο"  προκαλεί ζντονεσ 

αντιλιψεισ τθσ ζννοιασ του ορίου ωσ ζνα φράγμα ι ωσ τον τελευταίο όρο μιασ 

διαδικαςίασ ι τείνει να περιορίςει τθ ςφγκλιςθ ςτθ μονότονθ ςφγκλιςθ». 

Θ επίδοςθ των μακθτϊν διζφερε όςον αφορά τθν κατεφκυνςθ τθσ 

μετατροπισ μεταξφ γεωμετρικϊν και ςυμβολικϊν αναπαραςτάςεων ςτο όριο. Οι 

μακθτζσ εκτζλεςαν καλφτερα τισ μετατροπζσ των ορίων από μια γραφικι ςε μια 

ςυμβολικι αναπαράςταςθ παρά αντίςτροφα, δθλαδι τθν καταςκευι γραφιματοσ 
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μιασ ςυνάρτθςθσ βαςιςμζνο ςε όριο που δινόταν ςε αλγεβρικι μορφι. Αυτι θ 

ανεπάρκεια πικανότατα είναι ςυνζπεια δφο διαφορετικϊν παραγόντων. Ο πρϊτοσ 

αφορά τα διαφορετικά επίπεδα τθσ γνωςτικισ πολυπλοκότθτασ των δφο τφπων τθσ 

μετατροπισ των ορίων. Θ μετατροπι ενόσ ορίου από μια γραφικι μορφι ςε μια 

αλγεβρικι, για παράδειγμα ο υπολογιςμόσ ενόσ ορίου με βάςθ τθ γραφικι 

παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ που δίνεται, μπορεί να κεωρθκεί ςαν μια κακαρι 

μετατροπι (Duval,2002) ςε αντίκεςθ με τθν αντίςτροφθ που απαιτεί μεγαλφτερθ 

επινοθτικότθτα και βακφτερθ κατανόθςθ. Ο δεφτεροσ παράγοντασ αφορά τον 

τρόπο διδαςκαλίασ των μακθματικϊν ςτο ελλθνικό ςχολείο που όςον αφορά τθν 

διαιςκθτικι προςζγγιςθ του ορίου περιλαμβάνει μονόπλευρεσ δραςτθριότθτεσ  

χριςθσ  γεωμετρικϊν και ςυμβολικϊν αναπαραςτάςεων. 

Δεν προξζνθςε ζκπλθξθ το γεγονόσ τθσ ςχεδόν κακολικισ αποτυχίασ ςτο ζργο 

4 του ερωτθματολογίου Λ, που απαιτοφςε τθν κατανόθςθ τθσ ουςιαςτικισ ιδιότθτασ 

του x0 (ςθμείο ςυςςϊρευςθσ). Θ διατφπωςθ τθσ ερϊτθςθσ δεν διζφερε από αυτι 

μιασ τυπικισ, αλγεβρικισ άςκθςθσ ςτα όρια (οι μακθτζσ αντιμετωπίηουν πολλζσ 

τζτοιεσ ςτθν εναςχόλθςθ τουσ με τα όρια). Το περιεχόμενο όμωσ ιταν τελείωσ 

διαφορετικό. Αναδείχκθκε ζτςι με τον πλζον εμφατικό τρόπο ότι με τισ ερωτιςεισ 

ςτα όρια δεν δίνεται βαρφτθτα ςτθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ  ενϊ  θ εφαρμογι τθσ 

ζννοιασ περιορίηεται ςυχνά ςε αςκιςεισ ρουτίνασ, κάτι που οδθγεί ςε μθχανικι και 

επιφανειακι μάκθςθ (Furinghetti & Paola, 1991). Ρικανότατα αυτό  δίνει μια 

εξιγθςθ για τθν περιοριςμζνθ απόδοςθ των μακθτϊν ςτο ςυγκεκριμζνο ζργο. 

Τα ευριματα, γενικά ενιςχφουν τθν αρχικι υπόκεςθ περί επιφανειακισ- 

ανεπαρκοφσ διδαςκαλίασ τθσ ζννοιασ του Ορίου ςτισ ςχολικζσ αίκουςεσ. Θ 

βαρφτθτα τθσ διδαςκαλίασ εκεί δίνεται ςε δφο τομείσ: τθν ειςαγωγικι – διαιςκθτικι 

μζςω γραφικϊν αναπαραςτάςεων διδαςκαλία και τθν εξάςκθςθ ςε τεχνικζσ 

εφρεςθσ ορίου ςυνάρτθςθσ. Και ςτουσ δφο τομείσ όμωσ θ διδαςκαλία αποτυγχάνει 

διότι ςτον μεν πρϊτο απουςιάηει ουςιαςτικά θ ζννοια τθσ κίνθςθσ που κα 

προςζδιδε τον δυναμικό – προςεγγιςτικό χαρακτιρα  τθσ ζννοιασ μζςω κατάλλθλου 

λογιςμικοφ, ςτον δε δεφτερο πρόκειται για μία κακαρά αλγεβρικι διαδικαςία 

(απλοποίθςθ τφπων, κριτιριο παρεμβολισ), απ’ όπου βζβαια απουςιάηει θ 

ουςιαςτικι απαίτθςθ του να είναι το  xο  ςθμείο ςυςςϊρευςθσ του πεδίου οριςμοφ. 
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Το γεγονόσ ότι οι περιςςότεροι μακθτζσ ςυνζχιςαν να κάνουν λάκθ ςε 

ερωτιςεισ του τφπου: υπάρχει  το 
2

lim ( )
x

f x


     τθσ  2 2 , 1
( )

5 , 2

x x
f x

x x

  
 



 ; μασ 

δίνει μια ζνδειξθ, ότι το πρόβλθμα τθσ κατανόθςθσ του Ορίου δεν λφνεται αν 

διδάξουμε ςτουσ μακθτζσ τον ακριβι οριςμό του, πόςο μάλλον χωρίσ τθν ζντονθ 

οπτικοποίθςθ (βλ. λογιςμικό). Αυτό ζρχεται να ςυμφωνιςει με το ςυμπζραςμα του 

Prameswaran(2007): «Ζχει παρατθρθκεί  ότι οριςμζνοι μακθτζσ αντιμετωπίηουν το  

όριο μιασ ςυνάρτθςθσ ςε ζνα ςθμείο, ωσ διαδικαςία προςζγγιςθσ  με βάςθ τθν 

αρχικι διαιςκθτικι ερμθνεία τθσ ζννοιασ των ορίων,  ακόμα και μετά τθν 

διδαςκαλία του ε – δ οριςμοφ». Ακόμα, ςυμφωνϊντασ με τον Cornu(1991), ζχουμε 

να παρατθριςουμε ότι, οι λζξεισ «όριο» και «τείνει να»,  προκαλοφν ςτουσ  μακθτζσ 

ςφνδεςθ  διαφορετικϊν  ςθμαςιϊν, που οδθγεί ςε παρανοιςεισ, ακόμθ και μετά τθ 

διδαςκαλία του  τυπικοφ οριςμοφ.   

Επίςθσ, θ άποψθ ότι ζνα μεγάλο μζροσ τθσ παραδοςιακισ διδαςκαλίασ πρζπει 

να αρχίηει με τθν απόκτθςθ δεξιοτιτων και μεκόδων εφρεςθσ του Ορίου με τθν 

ελπίδα – πίςτθ ότι θ ουςιαςτικι κατανόθςθ κα ζλκει αργότερα, κρίνεται ουτοπικι 

με βάςθ τθν παραπάνω ζρευνα κι αυτό γιατί οι μακθτζσ είχαν ιδθ διδαχκεί ςτο 

ςχολείο τθν ζννοια του Ορίου με τον ςυμβατικό τρόπο πριν ςυμμετάςχουν ςτο 

μάκθμα και  απαντιςουν ςτα ερωτθματολόγια. 

Στο κζμα λοιπόν τθσ κατανόθςθσ του ορίου φαίνεται να επικρατεί μια 

ομιχλϊδθσ κατάςταςθ με τισ απαντιςεισ των περιςςοτζρων να δθλϊνουν 

ςυγκεχυμζνεσ απόψεισ . Οι μακθτζσ δείχνουν μια ιςχυρι προςιλωςθ ςτον κακαρά 

αλγεβρικό χειριςμό τθσ ζννοιασ παραβλζποντασ ουςιϊδθ ηθτιματα. Αυτό όμωσ 

είναι και αναμενόμενο (ωσ ζνα βακμό) αν λάβουμε υπόψθ μασ  ότι θ ςχολικι 

διδαςκαλία περιχαρακωμζνθ ςτισ επίςθμεσ οδθγίεσ του Ραιδαγωγικοφ Λνςτιτοφτου 

δεν αναδεικνφει τισ πολλαπλζσ πτυχζσ τθσ ζννοιασ, με τθν γνωςτικι ςφγκρουςθ να 

απουςιάηει. Κατά τθ γνϊμθ μασ οι περιςςότερεσ παρανοιςεισ ξεκινάνε από το 

γεγονόσ  ότι δεν αποςαφθνίηεται τι ςθμαίνει  το ςφμβολο  x  x0 και πωσ είναι 

δυνατόν να ςυμβεί αυτό αφοφ δεν υπάρχει ςτα ςχολικά βιβλία θ ζννοια του 

ςθμείου ςυςςϊρευςθσ. (το  x0 είναι ς.ς. του Ρ.Ο. τθσ ςυνάρτθςθσ f, ζςτω Α, αν ςε 

κάκε διάςτθμα τθσ μορφισ (x0 - δ, x0 + δ)-{x0} να υπάρχουν ςτοιχεία του Α). 
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Χαρακτθριςτικό παράδειγμα είναι το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f(x) = x με 

x=1/v , Α = 
1 1 1 1

1, ,..., ,.... ..., ,..., ,1
2 2v v

   
     
   

 με το μθδζν να είναι ςθμείο 

ςυςςϊρευςθσ, ενϊ όλα τα άλλα είναι μεμονωμζνα ςθμεία. Επίςθσ 
0

lim ( ) 0
x

f x


 .  

Βζβαια δεν πρζπει να παραβλζψουμε ότι θ ζννοια του Ορίου από τθ φφςθ τθσ 

δθμιουργεί δυςκολίεσ, κάτι που αποδεικνφει θ ιςτορικι εξζλιξθ που παρατζκθκε ςε 

προθγοφμενο κεφάλαιο. 

Σφμφωνα με τον Skemp (1996) υπάρχουν δφο είδθ κατανόθςθσ ςτα 

Μακθματικά. Θ Εννοιολογικι (ςχεςιακι) κατανόθςθ (Relational Understanding) 

όπου ο μακθτισ καταλαβαίνει τι κάνει και γιατί το κάνει και θ Εργαλειακι 

Κατανόθςθ (Instrumental Understanding), όπου ο μακθτισ εφαρμόηει μθχανικά μια 

αλγορικμικι διαδικαςία. Για τον μακθτι, αλλά (δυςτυχϊσ) και για τον κακθγθτι 

είναι πιο εφκολθ θ δεφτερθ, κάτι που γίνεται με άλλοκι τθν μεγάλθ φλθ και το 

Εξεταςτικό. Συνζπεια αυτοφ είναι θ υποβάκμιςθ τθσ Εννοιολογικισ Κατανόθςθσ ςε 

δφςκολεσ ζννοιεσ  όπωσ αυτι του Ορίου,  να αποβαίνει ολζκρια  για τισ μετζπειτα 

ςπουδζσ των μακθτϊν ςτα Μακθματικά Τμιματα, αλλά και ςτθν δόμθςθ τθσ  

(ςτρεβλισ) μακθςιακισ νοοτροπίασ.  Χαρακτθριςτικζσ οι απαντιςεισ φοιτθτϊν του 

Μακθματικοφ Ακθνϊν ςτθν ερϊτθςθ «υπάρχει ςυνζχεια μεταξφ ςχολείου και 

πανεπιςτθμίου;» 

 «…τον οριςμό του ορίου τον κάναμε τελείωσ διαφορετικά ςτο Λφκειο απ’ ότι 

ςτο Ρανεπιςτιμιο. Το ςχολείο δεν με βοικθςε κακόλου. Είχα μια εικόνα  για 

τουσ οριςμοφσ του Ορίου και τθσ παραγϊγου και όταν ιρκα εδϊ, όλα ιταν 

διαφορετικά». 

 «…είναι μεγάλο το χάςμα, δεν υπάρχει καμία ςχεδόν ςχζςθ. Είναι τελείωσ 

άλλο το πνεφμα. Μςωσ κα ζπρεπε να υπάρχει κάτι ανάμεςα.  Πλοι οι φοιτθτζσ 

τθν «πατάνε» τα πρϊτα χρόνια, δεν μποροφν να προςαρμοςτοφν άνετα ςτο 

Ρανεπιςτιμιο.» (αναφ. από Διπλωματικι Εργαςία Δ. Βαγενά, 2004). 

Πλεσ οι ςφγχρονεσ γνωςτικζσ κεωρίεσ, είτε πρόκειται για τον 

κονςτρουκτιβιςμό του Piaget, είτε για τθν κοινωνικο-πολιτιςμικι του Vygotsky, 

πρεςβεφουν τθν ενεργό εμπλοκι του μακθτι με τισ υπό διαπραγμάτευςθ ζννοιεσ 



261 

 

(Κολζηα, 2000). Σϋαυτό το πλαίςιο, ο διδάςκων πρζπει να παρζχει ςτο μακθτι τα 

κατάλλθλα ερεκίςματα ϊςτε να επεκτείνει τθ γνϊςθ που κατζχει και να περάςει 

ςτο επόμενο αναπτυξιακό ςτάδιο (Μπαρκάτςασ,2003). Οι Νζεσ Τεχνολογίεσ 

προςφζρουν ςτουσ μακθτζσ τζτοια ερεκίςματα, αλλά από μόνεσ τουσ φυςικά δεν 

μποροφν να κάνουν καφματα. Ρρζπει να αξιοποιθκοφν οι δυνατότθτεσ τουσ για 

εναλλακτικζσ μορφζσ ζκφραςθσ, διερεφνθςθσ, προςζγγιςθσ και οικοδόμθςθσ τθσ 

γνϊςθσ (Hoyles, Noss & Adamson, 2002, όπ. ανάφ. ςτο Κουκίου, 2008). Αυτό μπορεί 

να επιτευχκεί με τθν δθμιουργία μοντζλων, τον πειραματιςμό, τθν διατφπωςθ 

εικαςιϊν και τθν αναπαράςταςθ ιδεϊν και εννοιϊν (diSessa2000, Hoyles & Noss, 

1992a, Γαβρίλθσ, 2004). 

Κατά τθν διδαςκαλία εννοιϊν με ςτατικά μζςα, ο μακθτισ ςυνικωσ 

καταφεφγει ςτθν αποςτικιςθ χωρίσ τθν επαρκι κατανόθςθ, διαμορφϊνοντασ 

λανκαςμζνεσ ι θμιτελείσ γνϊςεισ τθσ ζννοιασ. «Θ απομνθμόνευςθ δεν οδθγεί ςε 

γνωςτικζσ δομζσ και το αποτζλεςμα είναι να καταπιζηεται θ επικυμία των μακθτϊν 

να μακαίνουν κακϊσ μεγαλϊνουν. Ζτςι ο μακθτισ παφει να ζχει ενδιαφζρον για τα 

μακθματικά» (Dubinsky, 1999). Μζςω τθσ τεχνολογίασ προςπακοφμε ο μακθτισ να 

καταςκευάςει τισ ζννοιεσ μζςα από πειραματικζσ διαδικαςίεσ, να κατανοιςει πωσ 

τα μακθματικά είναι ζνα ανοικτό πεδίο διερεφνθςθσ, ζνα ηωντανό αντικείμενο, να 

τον βοθκιςουμε να ανακαλφψει γεγονότα και μεκόδουσ (Cooney, 1999). 

Αυτό που πρζπει να γίνει ςτθ χϊρα μασ είναι μια εκτεταμζνθ, οργανωμζνθ 

ζρευνα για τθν επίδραςθ των Νζων Τεχνολογιϊν ςτθν ποιοτικι αναβάκμιςθ τθσ 

διδαςκαλίασ τθσ ζννοιασ του ορίου ςτισ ςχολικζσ αίκουςεσ, παρόμοια με αυτζσ που 

αναφζρκθκαν ςτο κεφάλαιο 3. Κάτι τζτοιο κα μποροφςε να αρχίςει πιλοτικά από τα 

Ρειραματικά ςχολεία ςε ςυνεργαςία με κάποια Ρανεπιςτθμιακά Τμιματα. Βζβαια, 

είναι προφανζσ ότι αυτό προχποκζτει ουςιϊδθ αλλαγι του Αναλυτικοφ 

Ρρογράμματοσ, κάτι που ςχετίηεται άμεςα με τουσ γενικότερουσ ςκοποφσ τθσ 

Εκπαίδευςθσ.  
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑΣΑ 
 

Ραράρτθμα Λ.  Ερωτθματολόγιο Λ (όριο ςυνάρτθςθσ) 

Ραράρτθμα ΛΛ.  Φφλλο εργαςίασ ςτο ε-δ οριςμό  

Ραράρτθμα ΛΛΛ.  Ερωτθματολόγιο ΛΛ (μετά το μάκθμα ςτο ε-δ οριςμό) 
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Παρϊρτημα Ι.  Ερωτηματολόγιο Ι (όριο ςυνϊρτηςησ) 

ΕΩΤΘΜΑΤΟΛΟΓΛΟ ΣΤΟ ΟΛΟ ΣΥΝΑΤΘΣΘΣ 

ΤΑΞΘ: Γϋ ΛΥΚΕΛΟΥ  ΚΑΤΕΥΚΥΝΣΘ:   Κετικι               Τεχνολογικι       

               ΦΥΛΟ:        Aγόρι                               Κορίτςι    

ΣΧΟΛΕΛΟ:                                    
 
 

ΘΜΕΟΜΘΝΛΑ:  

 

1. Ρωσ κα περιγράφατε ςε ζναν ςυμμακθτι ςασ ότι 
2

lim ( ) 5
x

f x


   για να τον 

βοθκιςετε να καταλάβει; 

 

2. Τι ςυμπεραίνετε από τα παρακάτω ςχιματα για τα όρια των αντίςτοιχων 

ςυναρτιςεων όταν το χ τείνει ςτο 3; 

 

 

 



280 

 

3.  Ζςτω ςυνάρτθςθ  f:AR για τθν οποία ιςχφει  ότι  f(x) > 0 , xA.  Μπορεί 

να ιςχφει 
0

lim ( ) 0
x x

f x


  για κάποιο  x0 A;   Αν ναι, δϊςτε ζνα παράδειγμα.  

Αν όχι , εξθγιςτε. 

 

 

4.  Κεωροφμε τισ ςυναρτιςεισ  2( ) 3 8 , ( ) 7 12 3f x x g x x x       .  

Τι ςυμπεραίνετε για το   
3

lim ( ) ( ) ;
x

f x g x


  

 

5. Αν ιςχφει  
2

lim ( ) 5
x

f x


 , τότε : 

(α) υπάρχει πάντα  δ>0  ϊςτε  θ f  ςτο διάςτθμα  (2-δ , 2+δ) να είναι  

μονότονθ.                         (Σ)    (Λ) 

(β) υπάρχει πάντα δ>0 ϊςτε   f(x)≤5   για κάκε  χ(2-δ,2)  ι   f(x)≥5  για κάκε  

χ(2-δ,2)                          (Σ)    (Λ) 

(γ) υπάρχει πάντα  δ>0 ϊςτε  θ  f  ςτο  (2-δ,2)  ι  ςτο  (2,2+δ)  να είναι 

μονότονθ                          (Σ)    (Λ) 

(δ) υπάρχει πάντα  δ>0  ϊςτε να είναι  f(x)≤5   για κάκε  χ(2,2+δ)  ι   f(x)≥5  

για κάκε  χ(2,2+δ)         (Σ)    (Λ) 

 

6. Αν  ΔΕΝ  υπάρχει το όριο τθσ  f(x)   όταν  το  x  τείνει   ςτο   x0 ,  τότε  

αναγκαςτικά είναι  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

             (Σ)    (Λ) 
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Παρϊρτημα ΙΙ.  Φύλλο εργαςύασ ςτο ε-δ οριςμό  

 

Φύιιο εργαζίας (Αλάισζε) 

Εηζαγωγή ζηο όρηο ζσλάρηεζες ζε ζεκείο 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Μηα θάκερα θαηαγράθεη έλαλ αγώλα ηωλ 100m. Με ποηο ηρόπο ζα κπορούζαλ ηα 

δεδοκέλα ηες θάκερας λα κας βοεζήζοσλ ζηολ σποιογηζκό ηες ηατύηεηας ελός 

αζιεηή θαηά ηε τροληθή ζηηγκή T=6sec; 

Αλνίμηε ην αξρείν 2.1.1.activity.gr.euc ηνπ EucliDraw. Σην πεξηβάιινλ απηό 

κπνξνύκε λα έρνπκε ηα δεδνκέλα ηεο θάκεξαο. 

Όηαλ αιιάδνπκε ηηο ηηκέο ηνπ t αιιάδνπλ θαη νη ηηκέο ηνπ s(t) πνπ δίλνπλ ηελ 

απόζηαζε πνπ έρεη θαιύςεη ν αζιεηήο έσο ηε ρξνληθή ζηηγκή t. 

Τν t κπνξεί λα πιεζηάζεη ην T από κηθξόηεξεο θαη από κεγαιύηεξεο ηηκέο. Εκθαλίζηε 

ηε κέζε ηαρύηεηα. Τν θίηξηλν θνπηί παξηζηάλεη ηε κέζε ηαρύηεηα 
( ) ( )s T s t

T t




 ζην 

δηάζηεκα πνπ νξίδνπλ ηα t θαη T. 

 

Ε1: σκπιερώζηε ηα θελά ζηολ παραθάηω πίλαθα. 
 

t ( ) ( )s T s t

T t




 

t ( ) ( )s T s t

T t




 

4  8  

5  7  

5,5  6,5  

5,8  6,3  

5,9  6,1  

5,93  6,07  

5,95  6,03  

5,99  6,01  

5,995  6,005  

5,999  6,001  

5,9999  6,0001  

5,99999  6,00001  

 

 

 

Ε1: Ποηολ αρηζκό πιεζηάδεη ε κέζε ηατύηεηα θαζώς ηο t πιεζηάδεη ηο T=6sec; 
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Ε2: Ποηα είλαη ε ηατύηεηα ηοσ αζιεηή ηε τροληθή ζηηγκή T=6sec; 

Εκθαλίζηε ηε ζπλάξηεζε (γξ. παξ.) ηεο κέζεο ηαρύηεηαο U(t) ζην αξρείν ηνπ 

EucliDraw θαη επηβεβαηώζηε γξαθηθά ηελ απάληεζή ζαο. 

Εκθαλίζηε ηελ ε-δώλε ζην αξρείν ηνπ EucliDraw.  

Μεηαθηλήζηε ην t έηζη ώζηε ην ζεκείν (t,U(t)) λα βξεζεί ζηελ ε-δώλε θαη 

παξαηεξήζηε ηηο ηηκέο ηεο κέζεο ηαρύηεηαο.  
 

 

Ε3: Γηα ποηες ηηκές ηοσ t ηο ζεκείο (t, U(t)) αλήθεη ζηελ ε-δώλε γηα ε=0,8; 
 

 

 

 

Ε4: Προζπαζήζηε λα βρείηε έλα δ ηέηοηο ώζηε λα κελ σπάρτοσλ ζεκεία ηες 

γραθηθής παράζηαζες ζηελ θόθθηλε περηοτή. 
 

 

 

 

Ε5: Μεηώζηε ηο ε ζε 0,5 θαη βρείηε θαηάιιειο δ ώζηε ηα ζεκεία      (t, U(t)) λα 

κελ βρίζθοληαη ζηελ θόθθηλε περηοτή. 
 

 

 

 

Ε6: Εάλ ε=0,05 κπορείηε λα βρείηε δ κε ηελ παραπάλω ηδηόηεηα; 
 

 

 

 

Ε7: Εάλ ηο ε κηθρύλεη θη άιιο ζα κπορούκε πάληα λα βρούκε δ κε ηελ παραπάλω 

ηδηόηεηα; 
 

 

 

 

Ε8: σκπιερώζηε ηα θελά ηες παραθάηω πρόηαζες κε ηα θαηάιιεια τρώκαηα 

ώζηε λα εθθράδεη ηο ζσκπέραζκα ηες Ε7. 

 “Γηα θάζε ε>0 κπνξνύκε λα βξνύκε δ>0 ηέηνην ώζηε ε ζπλάξηεζε λα κελ βξίζθεηαη 

ζηελ ……θόθθηλε ………. πεξηνρή.” 
 

 

Ε9: σκπιερώζηε ηα θελά ώζηε ε παραθάηω πρόηαζε λα αποδίδεη ηο 

ζσκπέραζκα ηες Ε7. 

Τα ………U(t)……….. κπνξνύλ λα είλαη όζν θνληά ζέινπκε ζην ……L…… αξθεί ηα 

………t……. λα είλαη θαηάιιεια θνληά ζην ……T………… θαη δηαθνξεηηθά ηνπ 

……Τ……. 

 

 

Ε10: Προζπαζήζηε λα δηαησπώζεηε ηο ζσκπέραζκα ηες Ε7, τρεζηκοποηώληας 

καζεκαηηθά ζύκβοια. 
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Παρϊρτημα ΙΙΙ.  Ερωτηματολόγιο ΙΙ (μετϊ το μϊθημα ςτο ε-δ 

οριςμό) 

 

ΕΩΤΘΜΑΤΟΛΟΓΛΟ ΣΤΟ ΟΛΟ ΣΥΝΑΤΘΣΘΣ ΜΕΤΑ ΤΟ ΜΑΚΘΜΑ ΣΤΟΝ ε-δ 

ΟΛΣΜΟ 

ΤΑΞΘ: Γϋ ΛΥΚΕΛΟΥ  ΚΑΤΕΥΚΥΝΣΘ:   Κετικι               Τεχνολογικι       

ΟΝΟΜΑ:    

ΣΧΟΛΕΛΟ:                                    
 
 

ΘΜΕΟΜΘΝΛΑ:  

 

1. Αξιολογείςτε το μάκθμα διδαςκαλίασ του ορίου ςτο οποίο ςυμμετείχατε  

(Κυκλϊςτε μια επιλογι ςε κάθε ςτιλθ) 

Α. Ρολφ ενδιαφζρον 

Β. Ενδιαφζρον 

Γ. Δεν είχε ιδιαίτερο ενδιαφζρον 

Δ. Δεν ιταν κακόλου ενδιαφζρον 

Α. Ρολφ δφςκολο 

Β. Δφςκολο 

Γ. Εφκολο 

Δ. Ρολφ εφκολο 

 

 

2. Κυκλϊςτε ςε κάθε ςτιλθ τθν επιλογι που ςασ εκφράηει περιςςότερο 

Α. Μου αρζςουν πολφ τα Μακθματικά 

Β. Μου αρζςουν τα Μακθματικά 

Γ. Μου αρζςουν λίγο τα Μακθματικά 

Δ. Δεν μου αρζςουν τα Μακθματικά 

Α. Τα Μακθματικά είναι  πολφ δφςκολα 

Β. Τα Μακθματικά είναι  δφςκολα 

Γ. Τα Μακθματικά είναι  εφκολα 

Δ.Τα Μακθματικά είναι  πολφ εφκολα 

 

 

 

3. Ροια ιταν θ διαφορά του μακιματοσ για τα όρια που παρακολουκιςατε από τα 

άλλα μακιματα που μακθματικϊν ζχετε παρακολουκιςει; 
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4. Ροια είναι θ εμπειρία ςασ ςχετικά με τουσ υπολογιςτζσ; (Κυκλϊςτε τθν 

κατάλλθλθ επιλογι ) 

            Α. Χρθςιμοποιϊ υπολογιςτι ςτο ςπίτι και ςτο ςχολείο. 

Β. Χρθςιμοποιϊ υπολογιςτι μόνο ςτο ςχολείο. 

Γ. Β. Χρθςιμοποιϊ υπολογιςτι μόνο ςτο ςπίτι. 

Δ. Δεν χρθςιμοποιϊ κακόλου υπολογιςτι. 

 

 

5. Τι ςασ άρεςε περιςςότερο ςτο μάκθμα που παρακολουκιςατε; 

 

 

6. Τι δεν ςασ άρεςε ςτο μάκθμα που παρακολουκιςατε; 

 

 

7. Ροιεσ δυςκολίεσ αντιμετωπίςατε ςτο μάκθμα; 

 

 

8. Τι κα κζλατε να ιταν διαφορετικό ςτο μάκθμα και γιατί; 

 

 

9. Ρωσ κα περιγράφατε ςε ζναν φίλο ςασ τθν ζννοια του ορίου ςυνάρτθςθσ  ςε  

ςθμείο   χ0  R ; 

 

 

10. Κεωρείτε ότι   θ χριςθ του υπολογιςτι (κατάλλθλο λογιςμικό) ςασ βοικθςε να 

κατανοιςετε καλφτερα το όριο ςυνάρτθςθσ ςε ςθμείο  χ0  R; 

 

Ανάλογα με τθν απάντθςθ που κα δϊςετε, γράψτε δυο λόγια για τθ 

δικαιολόγθςθ  τθσ. 
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11. Στο ςχολικό βιβλίο αναφζρεται  ο      ε – δ  οριςμόσ του ορίου ςυνάρτθςθσ  :  

Ζςτω μια ςυνάρτθςθ  f  οριςμζνθ ςε ζνα ςφνολο τθσ μορφισ ),(),( 00 βxxα  . Κα 

λζμε ότι θ  f  ζχει ςτο 0x  όριο   όταν για κάκε 0ε  υπάρχει 0δ  τζτοιοσ, ϊςτε για 

κάκε ),(),( 00 βxxαx  ,  με  δxx  ||0 0 , να ιςχφει: εxf  |)(|   

 

α)Τι εντφπωςθ νομίηετε ότι κα ςχθμάτιηε ζνασ μακθτισ διαβάηοντασ τον 

οριςμό αυτό; 

 

β)Κεωρείτε ότι με τθν βοικεια του φφλλου εργαςίασ (που δόκθκε ςτο 

μάκθμα) και τθ χριςθ του υπολογιςτι, μπορεί κάποιοσ μακθτισ να φτάςει πιο 

ομαλά ςτον ε – δ  οριςμό; Δικαιολογιςτε ςφντομα. 

 

 

12.   Μπορείτε με βάςθ το παρακάτω ςχιμα και χρθςιμοποιϊντασ  τον    ε – δ  

οριςμό, να εξθγιςετε γιατί ΔΕΝ υπάρχει το   
0

lim ( )
x x

f x


; 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. Τι κατά τθ γνϊμθ ςασ είναι τελείωσ απαραίτθτο να ςυμβαίνει για να ζχει νόθμα 

το ςφμβολο   

0

lim ( );
x x

f x


      (χ0  R). 

l 

X

0 

f

(x) 

f

(x) 
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14. Αν ιςχφει  
2

lim ( ) 5
x

f x


 , τότε : 

(α) υπάρχει πάντα  δ>0  ϊςτε  θ f  ςτο διάςτθμα  (2-δ , 2+δ) να είναι  

μονότονθ.                 (Σ)    (Λ) 

(β) υπάρχει πάντα δ>0 ϊςτε   f(x)≤5   για κάκε  χ(2-δ, 2)  ι   f(x)≥5  για κάκε  

χ(2-δ,2)              (Σ)    (Λ) 

(γ) υπάρχει πάντα  δ>0 ϊςτε  θ  f  ςτο  (2-δ, 2)  ι  ςτο  (2, 2+δ)  να είναι 

μονότονθ                         (Σ)    (Λ) 

(δ) υπάρχει πάντα  δ>0  ϊςτε να είναι  f(x)≤5   για κάκε  χ(2, 2+δ)  ι   f(x)≥5  

για κάκε  χ(2, 2+δ)      (Σ)    (Λ) 

 

 

15.   Αν  ΔΕΝ  υπάρχει το όριο τθσ  f(x)   όταν  το  x  τείνει   ςτο   x0 ,  τότε  

αναγκαςτικά είναι  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

           (Σ)      (Λ)                                                                                                            

 

16. Κεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ     

2 2 , 1
( )

5 , 2

x x
f x

x x

  
 


   . Υπάρχει  το   

2
lim ( );
x

f x


  

Εξθγιςτε .                                                                                             

 

 

 

 

 

 

 

 


