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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 

      Η διπλωµατική αυτή εργασία υλοποιήθηκε στα πλαίσια της απόκτησης του Μεταπτυχιακού 
∆ιπλώµατος του Προγράµµατος Μεταπτυχιακών Σπουδών ΄΄∆ιδακτική και Μεθοδολογία των 
Μαθηµατικών΄΄ του Μαθηµατικού τµήµατος της σχολής θετικών επιστηµών του Ε.Κ.Π.Α. 
Στόχος της , η παρουσίαση των πολυωνυµικών εξισώσεων και των συστηµάτων αυτών καθώς 
επίσης και µια προσπάθεια παρουσίασης της διδασκαλίας τους µε τη βοήθεια σχεδίων 
µαθήµατος µέσω µαθηµατικών λογισµικών στο χώρο διδασκαλίας. 
 
      Η εργασία αποτελείται από πέντε µέρη:  
Στο πρώτο µέρος , παρουσιάζονται συνοπτικά η θεωρία πολυωνύµων και οι πολυωνυµικές 
εξισώσεις. Στο δεύτερο , δίνονται µε λεπτοµέρεια η λύση πολυωνυµικών εξισώσεων , το πλήθος 
και η ύπαρξη των ριζών τους. Στο τρίτο µέρος παρουσιάζονται τα συστήµατα γραµµικών 
εξισώσεων και οι δηµοφιλέστεροι µέθοδοι επίλυσής τους , ενώ στο τέταρτο κεφάλαιο τα µη 
γραµµικά συστήµατα.Το πέµπτο και τελευταίο µέρος περιέχει δυο σχέδια µαθήµατος για τη 
διδασκαλία επίλυσης µιας πολυωνυµικής εξίσωσης και ενός µη γραµµικού συστήµατος 
πολυωνυµικών εξισώσεων. Όλα τα µέρη συνοδεύονται από τα απαραίτητα θεωρήµατα , 
πορίσµατα , ορισµούς και ιστορικά σηµειώµατα. Παρότι στην παρούσα εργασία , όπως είναι 
φυσικό , δεν µπορούν να καλυφθούν όλα τα είδη και όλες οι περιπτώσεις των πολυωνυµικών 
εξισώσεων και των συστηµάτων τους , εντούτοις γίνεται µια προσπάθεια λεπτοµερούς 
παρουσίασής τους , στα πλαίσια της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης και πιο συγκεκριµένα στο 
Γενικό Λύκειο. 
 
      Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Καθηγητή του Μαθηµατικού Τµήµατος του Ε.Κ.Π.Α. , 
κ. Βάρσο ∆ηµήτριο και τον Αναπληρωτή Καθηγητή κ. Λάππα ∆ιονύσιο τόσο για την τιµή που 
µου έκαναν να συµµετάσχουν στην τριµελή επιτροπή , όσο και για τις συνεχείς προσπάθειες 
που καταβάλλουν τα τελευταία χρόνια προκειµένου η εκπαιδευτική διαδικασία του τµήµατος 
να παραµείνει σε υψηλό επίπεδο. Ευχαριστώ όµως ιδιαίτερα τον Καθηγητή κ. Ράπτη Ευάγγελο 
για την εµπιστοσύνη που µου έδειξε και για τον πολύτιµο χρόνο που µου διέθεσε. 
Τόσο το περιεχόµενο του µαθήµατος που διδάσκει όσο και οι συζητήσεις που είχαµε ήταν 
οδηγός στο παρόν εγχείρηµα. Η αφοσίωσή του στο εκπαιδευτικό έργο και η διαθεσιµότητά του 
απέναντι στους φοιτητές είναι αξιέπαινη. 
Ευχαριστώ επίσης τον καλό συνάδελφο και φίλο Νίκο Σιώµο για τη συνεργασία µας στο 
Γενικό Λύκειο Λαυρίου. Τέλος , θα ήθελα να ευχαριστήσω τον πατέρα µου Σπύρο Τσιγώνια  
συνάδελφο και δάσκαλο των Μαθηµατικών , για την πολύτιµη βοήθεια που µου προσέφερε , 
την υποστήριξή του και τις συµβουλές του. 
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ΜΕΡΟΣ 1 

 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ ΚΑΙ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

 
►ΓΕΝΙΚΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ ΚΑΙ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
Παρακάτω δίνουµε την έννοια ενός πολυωνύµου Ρ(x)  και της πολυωνυµικής εξίσωσης P(x) 0= ,  
όπως και ότι έχει σχέση µε τη θεωρία των πολυωνύµων και των πολυωνυµικών εξισώσεων. 
Καταγράφεται ό,τι ισχύει για τα πολυώνυµα τα οποία ισχύουν και για τις πολυωνυµικές εξισώσεις. 
 
Ορισµός: Ακέραιο πολυώνυµο (ή πιο απλά πολυώνυµο) µιας µεταβλητής , ονοµάζεται κάθε   
                 έκφραση  της µορφής ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + +  , όπου ο 1 να ,α ,...α ∈ℝ και ν∈ℕ . 

 
Ορισµός: Αν ένα πολυώνυµο Ρ(x)  το εξισώσουµε µε το 0 , έχουµε την πολυωνυµική εξίσωση   

                P(x) 0= , δηλαδή την ν ν 1
ν ν 1 1 ο
α x α x ... α x α 0−−−−

−−−−+ + + + =+ + + + =+ + + + =+ + + + =  , όπου ο 1 να ,α ,...α ∈ℝ  και ν∈ℕ . 

 
 
Παρατηρήσεις – Ορισµοί:  
 
1. Βαθµός ενός πολυωνύµου ή µιας πολυωνυµικής εξίσωσης , λέγεται ο µεγαλύτερος εκθέτης της  
    µεταβλητής x , της οποίας ο συντελεστής είναι µη µηδενικός. 
 
2. Όταν αναφερόµαστε στη ΄΄µεταβλητή x΄΄ του πολυωνύµου , εννοούµε ένα σύνολο που    
    αντιπροσωπεύει ένα οποιοδήποτε στοιχείο ενός συνόλου αριθµών , πράγµα διαφορετικό από  
    τον ΄΄άγνωστο x΄΄ µιας πολυωνυµικής εξίσωσης , όπου ο άγνωστος x έχει προσδιοριστέα τιµή. 
 
3. Για το πολυώνυµο ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + +  , έχουµε : 

 
    i) Αν ν = 0 , έχουµε το σταθερό πολυώνυµο οP(x) α= . 

       Επειδή o
ο οP(x) α α x= = ⋅ , το Ρ είναι βαθµού 0. 

 
    ii) Αν όλοι οι συντελεστές του πολυωνύµου είναι µηδέν , τότε το πολυώνυµο Ρ λέγεται  
         µηδενικό πολυώνυµο ή πολυώνυµο εκ ταυτότητος µηδέν και γράφεται P(x) 0≡  

         ∆ηλαδή ν ν 1 1 οP(x) 0 α α ... α α 0−≡ ⇔ = = = = = . 

         Για χάρη απλότητας , θα γράφουµε P(x) 0= για κάθε x.  
         Το µηδενικό πολυώνυµο δεν έχει βαθµό.  
          
    iii) Το σύνολο των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές , συµβολίζεται µε [ ]xℝ . 

 
    iv) Ένα πολυώνυµο λέγεται ανηγµένο , όταν έχουν γίνει όλες οι πράξεις και οι αναγωγές   
          οµοίων όρων. 
 
     v) Αν να 1=  , τότε το πολυώνυµο ονοµάζεται µονικό. 

 
4. ∆υο πολυώνυµα ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + + , µ µ 1

µ µ 1 1 οQ(x) β x β x ... β x β−
−= + + + +   

    θα λέγονται ίσα , αν ν µ=  και ν µ ν 1 µ 1 1 1 ο οα β ,α β ,...,α β ,α β− −= = = = . 
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►ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 
 
Α. ∆ακτύλιος πολυωνύµων [[[[ ]]]](((( ))))x , ,+ ⋅+ ⋅+ ⋅+ ⋅ℝℝℝℝ  

 
1.i) Το σύνολο [ ]xℝ  είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση , δηλαδή το άθροισµα δυο    

       πολυωνύµων του [ ]xℝ  , είναι πολυώνυµο του [ ]xℝ . 

    
   ii) Για την πρόσθεση πολυωνύµων ισχύει η µεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα. 
 
   iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο ως προς την πρόσθεση , το µηδενικό πολυώνυµο φ(x) 0= ,   
         αφού f (x) φ(x) f (x) 0 f (x)+ = + = . 
 
2.i) Το σύνολο [ ]xℝ  είναι κλειστό ως προς τον πολλαπλασιασµό , δηλαδή το γινόµενο δυο   

       πολυωνύµων του [ ]xℝ  , είναι πολυώνυµο του [ ]xℝ . 

 
   ii) Για τον πολλαπλασιασµό πολυωνύµων ισχύει η µεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα. 
 
   iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο ως προς τον πολλαπλασιασµό , το σταθερό πολυώνυµο φ(x) 1= ,   
          αφού f (x) φ(x) f (x) 1 f (x)⋅ = ⋅ = . 
 
3. Ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση. 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1: Αν [ ]f (x),g(x) x∈ℝ και g(x) 0≠ , τότε f (x) g(x) 0 f (x) 0⋅ = ⇔ = .                            

 
Απόδειξη: 

 
Έστω ν ν 1

ν ν 1 1 οf (x) α x α x ... α x α−
−= + + + +  και µ µ 1

µ µ 1 1 οg(x) β x β x ... β x β 0−
−= + + + + ≠ . 

( )⇒  Αν ήταν f (x) 0≠ , τότε να 0≠  και αφού g(x) 0≠  , θα είναι και µβ 0≠  εποµένως το γινόµενο  

         f (x) g(x)⋅  θα έχει όρο τον ν µ

ν µα β x + , µε ν µα ,β 0≠ .  

         Άρα f (x) g(x) 0⋅ ≠ , που είναι άτοπο , αφού f (x) g(x) 0⋅ = .∆ηλαδή f (x) 0= . 

( )⇐  Αν f (x) 0= , τότε θα είναι και f (x) g(x) 0⋅ = . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Αν [ ]f (x),g(x),h(x) x∈ℝ , και h(x) 0≠  , τότε f (x) h(x) g(x) h(x) f (x) g(x)⋅ = ⋅ ⇔ = . 

 
Απόδειξη: 

Έχουµε: [ ]
Θ.1

f (x) h(x) g(x) h(x) f (x) h(x) g(x) h(x) 0 h(x) f (x) g(x) 0⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ − ⋅ = ⇔ ⋅ − = ⇔  

f (x) g(x) 0− = f (x) g(x)⇔ = . 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ: Αν [ ]f (x),g(x) x∈ℝ  τότε f (x) g(x) 0 f (x) 0 ή g(x) 0⋅ = ⇔ = = . 

 
Ορισµός: Ο δακτύλιος πολυωνύµων και τα Θεωρήµατα 1 και 2 , χαρακτηρίζουν το σύνολο [ ]xℝ    

                 που ονοµάζουµε ΄΄ακέραια περιοχή΄΄. 
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Β. Στοιχεία ∆ιαιρετότητας 
      
     α. Τέλεια ∆ιαίρεση 
 
          Ορισµός: Ένα πολυώνυµο P(x)θα λέµε ότι διαιρείται ακριβώς από το πολυώνυµο  

                          φ(x) 0≠ ,  αν και µόνο αν υπάρχει πολυώνυµο [ ]π(x) x∈ℝ , ώστε P(x) φ(x) π(x)= ⋅ . 

                           ∆ηλαδή , [[[[ ]]]]φ(x) / Ρ(x) π(x) x : Ρ(x) φ(x) π(x)⇔ ∃ ∈ = ⋅⇔ ∃ ∈ = ⋅⇔ ∃ ∈ = ⋅⇔ ∃ ∈ = ⋅ℝℝℝℝ . 

 
 
     ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 
 
 
 1. Το µηδενικό πολυώνυµο διαιρείται ακριβώς από κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο ,  
             µε πηλίκο µηδέν. 
 
         2. Κάθε πολυώνυµο , διαιρείται ακριβώς από κάθε σταθερό , µη µηδενικό πολυώνυµο , αφού 

             ν ν 1 ν ν 1ν ν 1 ο1
ν ν 1 1 ο

π(x)

α α αα
α x α x ... α x α c x x ... x

c c c c
− −−

−
 + + + + = ⋅ + + + + 
 ���������������

, c 0≠ . 

  
 
        ΘΕΩΡΗΜΑ 1: Αν φ(x) / P(x) , τότε υπάρχει µοναδικό πολυώνυµο [ ]π(x) x∈ℝ ,  

              ώστε P(x) φ(x) π(x)= ⋅ . 
 

Απόδειξη: 
 
 Έστω ότι υπάρχει και δεύτερο πολυώνυµο [ ]π (́x) x∈ℝ , ώστε P(x) φ(x) π (́x) (1)= ⋅ . 

 Ισχύει φ(x) / P(x) P(x) φ(x) π(x) (2)⇒ = ⋅ . 

 Από τις (1),(2) είναι [ ]φ(x) π΄(x) φ(x) π(x) φ(x) π (́x) π(x) 0⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ − =  και αφούφ(x) 0≠ ,  

         θα είναι π (́x) π(x) 0 π (́x) π(x)− = ⇔ = , δηλαδή το π(x)  είναι µοναδικό. 
 
 
 ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Αν [ ]φ(x),P(x), t(x) x∈ℝ , τότε φ(x) / P(x) φ(x) / P(x) t(x)⇒ ⋅ . 

 
Απόδειξη: 

 
 Αφού φ(x) / P(x) P(x) φ(x) π(x) P(x) t(x) φ(x) π(x) t(x) P(x) t(x) φ(x) h(x)⇒ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅   
         όπου h(x) π(x) t(x)= ⋅ . Άρα φ(x) / P(x) t(x)⋅ . 
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 ΘΕΩΡΗΜΑ 3: Αν 1

2

φ(x) / P (x)

φ(x) / P (x)





, τότε : 1 2

1 2

i)φ(x) / P (x) P (x)

ii) φ(x) / P (x) P (x)

±

⋅
. 

 
Απόδειξη: 

 

 i) Αφού [ ]1 1 1
1 2 1 2

2 2 2

φ(x) / P (x) P (x) φ(x) π (x)
P (x) P (x) φ(x) π (x) π (x)

φ(x) / P (x) P (x) φ(x) π (x)

⇒ = ⋅ 
⇒ ± = ⋅ ±

⇒ = ⋅ 
,  

            που σηµαίνει ότι 1 2φ(x) / P (x) P (x)± . 

  

          ii) Όµοια , 1 1 1 2
1 2 1 2

2 2 2

φ(x) / P (x) P (x) φ(x) π (x)
P (x) P (x) φ (x) π (x) π (x)

φ(x) / P (x) P (x) φ(x) π (x)

⇒ = ⋅ 
⇒ ⋅ = ⋅ ⋅

⇒ = ⋅ 
,  

              που σηµαίνει ότι 1 2φ(x) / P (x) P (x)⋅  

 
 
   ΘΕΩΡΗΜΑ 4: Αν φ(x) / P(x), τότε νφ(x) / P (x), *ν∈ℕ . 
 

Απόδειξη: 
 
 Επαγωγή στο *ℕ : 
 i) Για ν 1= , φ(x) / P(x), που ισχύει. 

 ii) Για ν κ= , δεχόµαστε ότι ισχύει κφ(x) / P (x). 

 iii) Για ν κ 1= + , θα αποδείξουµε ότι κ 1φ(x) / P (x)+ . 

 Πράγµατι , κ 1 κφ(x) / P (x) φ(x) / P (x) P(x)+ ⇔ ⋅ , που ισχύει λόγω του Θ.3 ii). 

 Άρα νφ(x) / P (x), για κάθε *ν∈ℕ . 
 

 ΘΕΩΡΗΜΑ 5: Αν [ ]φ(x),P(x) x∈ℝ , τότε: 
φ(x) / P(x)

Ρ(x) c φ(x) , c
P(x) /φ(x)


⇒ = ⋅ ∈


ℝ . 

 
Απόδειξη: 

 
 Αφού 1φ(x) / P(x) P(x) φ(x) π (x) (1)⇒ = ⋅  και 2P(x) /φ(x) φ(x) P(x) π (x) (2)⇒ = ⋅  

 Η (1) λόγω της (2) , γράφεται 1 2P(x) P(x) π (x) π (x)= ⋅ ⋅  και επειδή P(x) 0≠ , θα είναι :  

            1 2π (x) π (x) 1⋅ = δηλαδή τα πολυώνυµα 1 2π (x),π (x)  πρέπει να είναι µηδενικού βαθµού ,  

δηλαδή να είναι σταθερά πολυώνυµα. Η (1) δίνει : 1Ρ(x) c φ(x)= ⋅  και η (2) δίνει 

2φ(x) c P(x)= ⋅ ⇔   
2

1
P(x) φ(x)

c
= . Άρα σε κάθε περίπτωση είναι Ρ(x) c φ(x)= ⋅ . 

 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  

Λόγω του παραπάνω θεωρήµατος , έχουµε:   
φ(x) / P(x)

Ρ(x) c φ(x)
P(x) /φ(x)


⇒ = ⋅


  

και άρα c φ(x) / P(x)⋅ . Οι διαιρέτες φ(x)  και c φ(x)⋅  µε c 0≠  είναι ισοδύναµοι.  
Από όλους τους ισοδύναµους διαιρέτες του P(x), αυτός που έχει συντελεστή του 
µεγιστοβάθµιου όρου τη µονάδα , λέγεται κύριος διαιρέτης. 
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β. Ατελής διαίρεση 
 
      Έχουµε την ταυτότητα της αλγοριθµικής διαίρεσης , που αποδεικνύεται στο παρακάτω :   
 
       ΘΕΩΡΗΜΑ: Αλγοριθµική ∆ιαίρεση 
          
       Για δυο πολυώνυµα [ ]f (x),φ(x) x∈ℝ  βαθµού ν , µ αντίστοιχα , υπάρχουν δυο µοναδικά   

       πολυώνυµα [ ]π(x),υ(x) x∈ℝ , για τα οποία είναι βαθµός υ(x) < βαθµός φ(x)ώστε    

       f (x) φ(x) π(x) υ(x)= ⋅ += ⋅ += ⋅ += ⋅ + . 
Απόδειξη: 

 

       Έστω τα πολυώνυµα :
ν ν 1

ν ν 1 1 ο ο

µ µ 1
µ µ 1 1 ο ο

f (x) α x α x ... α x α ,α 0

φ(x) β x β x ... β x β ,β 0

−
−

−
−

= + + + + ≠

= + + + + ≠
 

 
       i) ΥΠΑΡΞΗ: ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 
 
       α) Αν ν < µ τότε το θεώρηµα ισχύει και θα έχουµε π(x) 0= , υ(x) f (x)= . 
           ∆ηλαδή f (x) φ(x) 0 f (x)= ⋅ + . 
 
      β) Αν ν≥µ τότε διαιρώντας µε τον µεγιστοβάθµιο όρο ν

να x του f (x) µε τον µεγιστοβάθµιο όρο    

         µ

µβ x  του φ(x) , έχουµε το µονώνυµο ν µν
1

µ

α
x π (x)

β

− = . Πολλαπλασιάζουµε τον διαιρέτη    

         µε το 1π (x) .Τότε ν ν 1 ν 2 ν µν ν ν
1 ν µ 1 µ 2 ο

µ µ µ

α α α
φ(x) π (x) α x β x β x ... β x

β β β

− − −
− −⋅ = + + + + .  

        Τα πολυώνυµα f (x) και 1φ(x) π (x)⋅ έχουν  τον ίδιο µεγιστοβάθµιο όρο ν

να x , οπότε   

        ν 1 ν 2ν ν
1 ν 1 µ 1 ν 2 µ 2

µ µ

α α
f (x) φ(x) π (x) α β x α β x ...

β β

− −
− − − −

   
− ⋅ = − + − +      

   
. 

        Αν θέσουµε ν 1 ν 2ν ν
ν 1 µ 1 ν 2 µ 2 1

µ µ

α α
α β x α β x ... υ (x)

β β

− −
− − − −

   
− + − + =      

   
 , έχουµε τελικά ότι 

        1 1 1 1f (x) φ(x) π (x) υ (x) f (x) φ(x) π (x) υ (x)− ⋅ = ⇔ = ⋅ + , µε βαθµό 1υ (x) ν 1≤ − . 

• Αν ν 1 µ− < , ισχύει το θεώρηµα. 

• Αν ν 1 µ− ≥ , εργαζόµαστε όµοια για τα 1υ (x) ,φ(x) . 

         Εποµένως , 1 2 2υ (x) φ(x) π (x) υ (x)= ⋅ + , µε βαθµό 2υ (x) ≤βαθµό 1υ (x) . 

         Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο , παίρνουµε τις ισότητες: 

         

1 1

1 2 2

( )
2 2 3

κ κ 1 κ 1

κ 1

f (x) φ(x) π (x) υ (x)

υ (x) φ(x) π (x) υ (x)

υ (x) φ(x) π (x) υ (x)

............................................

υ (x) φ(x) π (x) υ (x)

µε βαθµό υ (x) βαθµόφ(x)

+

+ +

+

= ⋅ + 
= ⋅ + 
= ⋅ + 
⇒


= ⋅ +


< 

[ ]1 2 κ 1 κ 1f (x) φ(x) π (x) π (x) ... π (x) υ (x)+ += ⋅ + + + + . 

         Θέτουµε 1 2 κ 1π (x) π (x) ... π (x) π(x)++ + + =  και κ 1υ (x) υ(x)+ = . 

         Έτσι , f (x) φ(x) π(x) υ(x)= ⋅ +  µε βαθµό υ(x) <βαθµόφ(x) . 
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ii) ΜΟΝΑ∆ΙΚΟΤΗΤΑ:  
 
     Ισχύει f (x) φ(x) π(x) υ(x)= ⋅ + και έστω ότι  f (x) φ(x) π (́x) υ (́x)= ⋅ + . 

     Τότε φ(x) π(x) υ(x) φ(x) π (́x) υ (́x)⋅ + = ⋅ + ⇔ [ ]φ(x) π(x) π (́x) υ (́x) υ(x)⋅ − = − . 

     Η τελευταία ισότητα ισχύει όταν 
π(x) π΄(x) 0 π(x) π (́x)

υ(x) υ (́x) 0 υ(x) υ (́x)

− = = 
⇔ 

− = = 
,  

     που σηµαίνει ότι τα πολυώνυµα π(x),υ(x) , είναι µοναδικά. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 
 
 
1. Η εύρεση των π(x) και υ(x)  λέγεται αλγοριθµική ή Ευκλείδεια διαίρεση.  
 
2. Αν υ(x) 0= τότε προκύπτει η ταυτότητα της τέλειας διαίρεσης. 
 
3. Από τη σχέση f (x) φ(x) π(x) υ(x)= ⋅ +  έχουµε f (x) υ(x) φ(x) π(x)− = ⋅ , 
    που σηµαίνει ότι φ(x) / f (x) υ(x)− . 
 
4. Ο βαθµός του πηλίκου ισούται µε τη διαφορά των βαθµών του διαιρετέου και του διαιρέτη. 
 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ: Το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου P(x)µε το διώνυµο αx β+ µε α,β∈ℝ   

                        και α 0≠ , είναι 
β

υ f
α

 = − 
 

. 

 
Απόδειξη: 

 
Ισχύει ( )P(x) αx β π(x) υ(x)= + ⋅ + . Επειδή ο διαιρέτης είναι 1ου βαθµού , το υπόλοιπο θα είναι 

µηδενικού βαθµού , δηλαδή σταθερός αριθµός υ. Άρα ( )P(x) αx β π(x) υ= + ⋅ + .  

Για 
β

x
α

= −  , έχουµε : 
β β β β

P α β π υ 0 π υ υ
α α α α

        − = − + ⋅ − + = ⋅ − + =        
        

. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ: Το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου P(x)µε x α−  είναι υ Ρ(α)= . 
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►ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 
 
Ορισµός: Ρίζα µιας πολυωνυµικής εξίσωσης (ή ενός πολυωνύµου) , λέγεται κάθε αριθµός  

     που την επαληθεύει (ή το µηδενίζει). 
 
Ισχύουν : i) Αν ρ ρίζα του P(x), τότε P(ρ) 0= . 
     ii) Αν P(ρ) 0= , τότε ρ ρίζα του P(x). 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1: Ένα πολυώνυµο Ρ(x) έχει παράγοντα το x ρ− , αν και µόνο αν το ρ είναι ρίζα του. 
 

Απόδειξη: 
 
( )⇒ Αν x ρ−  παράγοντας του P(x)τότε θα έχουµε ( )P(x) x ρ π(x)= −  , οπότε για x ρ= , είναι  

        ( )P(ρ) ρ ρ π(ρ) 0= − =  , που σηµαίνει ότι το ρ είναι ρίζα του P(x). 

( )⇐ Αν ρ είναι ρίζα του P(x), τότε P(ρ) 0= οπότε η σχέση ( )P(x) x ρ π(x) υ= − + ,  

        αφού υ P(ρ) 0= = , δίνει ( )P(x) x ρ π(x)= − , που σηµαίνει ότι x ρ−  παράγοντας του P(x). 

 
 
 

ΟΙ ΡΙΖΕΣ ΕΝΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ Ρ(x)  
 

ΕΙΝΑΙ ΚΑΙ ΡΙΖΕΣ ΤΗΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ Ρ(x) = 0 
 
 
 
Για τις ρίζες µιας πολυωνυµικής εξίσωσης (ή ενός πολυωνύµου) , ισχύουν τα παρακάτω θεωρήµατα: 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Αν το πολυώνυµο P(x) διαιρείται µε τα διώνυµα 1 2 νx ρ , x ρ ,..., x ρ− − − ,  

όπου 1 2 ν 1ρ ρ ... ρ ρ≠ ≠ ≠ ≠ , τότε θα διαιρείται και µε το γινόµενό τους    

( ) ( ) ( )1 2 νx ρ x ρ ... x ρ− ⋅ − ⋅ ⋅ − . 

 
Απόδειξη: 

 
Ισχύουν 1 2 νP(ρ ) 0,P(ρ ) 0,...,P(ρ ) 0= = = . Είναι ( )1 1 1x ρ / P(x) P(x) x ρ π (x)− ⇒ = −  (1) 

Για 2x ρ=  η (1) δίνει ( ) ( )2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2P(ρ ) ρ ρ π (ρ ) 0 ρ ρ π (ρ ) π (ρ ) 0= − ⇔ = − ⇔ =  , οπότε 

( )2 1 1 2 2x ρ / π (x) π (x) x ρ π (x)− ⇒ = −  και έτσι η (1) , δίνει ( ) ( )1 2 2P(x) x ρ x ρ π (x)= − ⋅ − . 

Συνεχίζοντας έτσι για 3 νx ρ ,..., x ρ= = , τελικά παίρνουµε  

( ) ( ) ( )1 2 ν νP(x) x ρ x ρ ... x ρ π (x)= − ⋅ − ⋅ − ⋅ , που σηµαίνει ότι ( ) ( ) ( )1 2 νx ρ x ρ ... x ρ / P(x)− ⋅ − ⋅ ⋅ − . 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3: Αν το πολυώνυµο ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + +  έχει ρίζες τις 1 2 νρ ,ρ ,...,ρ ,  

                           τότε το P(x) γράφεται στη µορφή ( ) ( ) ( )ν 1 2 να x ρ x ρ ... x ρ− ⋅ − ⋅ ⋅ − . 

 
Απόδειξη: 

 
Αφού 1 2 νρ ,ρ ,...,ρ  ρίζες του P(x), αυτό θα έχει παράγοντες τους 1 2 νx ρ , x ρ ,..., x ρ− − −  και 

εποµένως θα διαιρείται µε το γινόµενό τους. Έτσι ( ) ( ) ( )1 2 νP(x) x ρ x ρ ... x ρ π(x)= − ⋅ − ⋅ ⋅ − . 

Στο 1ο µέλος ο συντελεστής του νx  είναι να  , οπότε στο 2ο µέλος ο συντελεστής του νx   

πρέπει να είναι σταθερός αριθµός και έτσι νπ(x) α=  , που σηµαίνει ότι 

( ) ( ) ( )ν 1 2 νP(x) α x ρ x ρ ... x ρ= − ⋅ − ⋅ ⋅ − . 

 
 
Ορισµός: Μια ρίζα ρ ενός πολυωνύµου P(x), λέγεται πολλαπλή τάξης κ ή  

                 βαθµού πολλαπλότητας τάξης κ , όταν ισχύει ( )κP(x) x ρ φ(x)= − ⋅ και φ(ρ) 0≠ , κ∈ℕ . 

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 4: Αν ρ είναι πολλαπλή ρίζα τάξης κ ενός πολυωνύµου P(x), τότε υπάρχει ένα   

                           πολυώνυµο φ(x) 0≠ , ώστε ( )κP(x) x ρ φ(x)= − , µε φ(ρ) 0≠ . 

 
Απόδειξη: 

 

Αφού ρ πολλαπλή ρίζα τάξης κ του P(x), δηλαδή ( )κx ρ / P(x)− , υπάρχει πολυώνυµο 

φ(x) 0≠ , ώστε ( )κP(x) x ρ φ(x)= −  (1). Θα αποδείξουµε τώρα ότι φ(ρ) 0≠ . Αν ήταν φ(ρ) 0= ,  

τότε ( )x ρ / φ(x)− ⇒ ( )φ(x) x ρ π(x)= − , οπότε η (1) δίνει ( ) ( )κ
P(x) x ρ x ρ π(x)= − ⋅ − ⇔  

( )κ 1
P(x) x ρ π(x)

+
= − , που σηµαίνει ότι ( )κ 1

x ρ / P(x)
+

− που είναι άτοπο. Άρα φ(ρ) 0≠ . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 5: Αν το πολυώνυµο P(x) διαιρείται µε x α−  , το πολυώνυµο 1P (x) διαιρείται µε  

  x α−  , το 2P (x) διαιρείται µε x α−  κ.λ.π το νP (x)διαιρείται µε x α−  , όπου τα   

  1 2 νΡ ,Ρ ,...,Ρ  είναι  αντίστοιχα τα πηλίκα των διαιρέσεων             

  ( ) ( ) ( )1 νΡ(x) : x α ,Ρ (x) : x α ,...,Ρ (x) : x α− − − , τότε το P(x) διαιρείται µε  

  ( )νx α− , *ν∈ℕ . 

Απόδειξη: 
 
Ισχύουν: 1 νΡ(α) 0,Ρ (α) 0,...,Ρ (α) 0= = =  , έτσι έχουµε: 

( )
( )
( )

( )

( )

1

1 2
( )

ν

2 3 ν

ν 1 ν

Ρ(x) x α Ρ (x)

Ρ (x) x α Ρ (x)

Ρ (x) x α Ρ (x) Ρ(x) x α P (x)

................................

Ρ (x) x α Ρ (x)−

= − 


= − 


= − ⇒ = − ⋅


= − 

i

, άρα το πολυώνυµο P(x) διαιρείται µε το ( )νx α− . 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 6: Αν το πολυώνυµο ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + +  µηδενίζεται για ν 1+  τιµές  

  διαφορετικές µεταξύ τους , τότε αυτό είναι το µηδενικό πολυώνυµο. 
 

Απόδειξη: 
 
Έστω 1 2 ν ν 1ρ ,ρ ,...,ρ ,ρ +  οι ν 1+  διαφορετικές µεταξύ τους τιµές που µηδενίζουν το P(x). 

Άρα ( ) ( ) ( )ν 1 2 νP(x) α x ρ x ρ ... x ρ= − ⋅ − ⋅ ⋅ −  και για ν 1x ρ +=  παίρνουµε: 

( ) ( ) ( )ν 1 ν ν 1 1 ν 1 2 ν 1 νP(ρ ) α ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ+ + + += − ⋅ − ⋅ ⋅ −  και αφού ν 1P(ρ ) 0+ =  και 1 2 ν 1ρ ρ ... ρ ρ≠ ≠ ≠ ≠  ,  

θα είναι να 0=  δηλαδή ν 1
ν 1 1 οP(x) α x ... α x α−
−= + + + . Εργαζόµενοι µε τον ίδιο τρόπο , φτάνουµε 

στο ν 1α 0− = και συνεχίζοντας έτσι , παίρνουµε ν ν 1 1 οα α ... α α 0−= = = = = , δηλαδή το P(x) είναι 

το µηδενικό πολυώνυµο. 
 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 1:  
 
Κάθε πολυώνυµο ν βαθµού , έχει ν το πολύ διαφορετικές (µιγαδικές) ρίζες. 
 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  
 
 
Κάθε πολυώνυµο ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + + βαθµού ν 1≥  , αναλύεται σε γινόµενο ν 

πρωτοβάθµιων παραγόντων , άρα έχει το πολύ ν διαφορετικές ρίζες. 
 
Έστω ότι το πολυώνυµο P(x) έχει ρίζες τις 1 2 ν κρ ,ρ ,...,ρ ,ρ , µε κ ν≤  και βαθµούς    

πολλαπλότητας 1 2 κµ ,µ ,...,µ  αντίστοιχα.  

Άρα ( ) ( ) ( )1 2 κµ µ µ

ν 1 2 κP(x) α x ρ x ρ ... x ρ= − ⋅ − ⋅ ⋅ − , µε 1 2 κµ µ ... µ ν+ + + = . 

Έτσι , κάθε πολυώνυµο P(x) βαθµού ν κ≥  έχει κ διαφορετικές ρίζες κ ν≤  µε βαθµούς 

πολλαπλότητας 1 2 κµ ,µ ,...,µ  αντίστοιχα , όπου 1 2 κµ µ ... µ ν+ + + = . 

 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 2: Αν το πολυώνυµο ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + +  µηδενίζεται για άπειρες  

                         τιµές του x , είναι το µηδενικό πολυώνυµο. 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 3: Αν δυο πολυώνυµα P(x),Q(x)βαθµού ν παίρνουν τις ίδιες τιµές για ν + 1  

 διαφορετικές τιµές του x , τότε τα πολυώνυµα είναι ίσα. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 7: Αν ένα πολυώνυµο P(x) έχει ρίζα την α β+  , θα έχει ρίζα και την α β− , β 0≠ . 

 
Απόδειξη: 

 

Έστω ένα πολυώνυµο 2ου βαθµού ( ) ( )φ(x) x α β x α β   = − + − −     (1) 

Το πολυώνυµο P(x) διαιρούµενο µε φ(x) , δίνει πηλίκο π(x)  και πρωτοβάθµιο υπόλοιπο γx δ+ . 
Άρα P(x) φ(x)π(x) γx δ= + +  (2). 

Η (1) δίνει ( ) ( )φ α β 0 , φ α β 0+ = − =  , ενώ η (2) για x α β= +  , γίνεται 

( ) ( ) ( ) ( )P α β φ α β π α β γ α β δ+ = + + + + +  και επειδή ( )Ρ α β 0+ = , έχουµε : 

( )
β 0αγ δ 0

0 0 γ α β δ αγ δ γ β 0 γ 0 , δ 0
γ β 0

≠+ =
= + + + ⇔ + + = ⇔ ⇒ = =

=
. 

Έτσι η (2) γίνεται : P(x) φ(x)π(x)= , η οποία µε τη σειρά της για x α β= − , δίνει : 

( ) ( ) ( ) ( )P α β φ α β π α β P α β 0− = − − ⇔ − = , αφού ( )φ α β 0− = .  

Άρα α β−  ρίζα του P(x). 

 
 

 
ΣΧΕΣΕΙΣ ΡΙΖΩΝ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ (Viete) 

 
 
Έστω 1 2 νρ ,ρ ,...,ρ  ρίζες του πολυωνύµου ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + + , µε  να 0≠ ,  

θα έχουµε : 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ν ν 1
ν ν 1 1 ο ν 1 2 ν

ν ν 1ν 1 ο1
1 2 ν

ν ν ν

α x α x ... α x α α x ρ x ρ ... x ρ

α αα
x x ... x x ρ x ρ ... x ρ

α α α

−
−

−−

+ + + + = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⇔

+ + + + = − ⋅ − ⋅ ⋅ −  

Από την ταυτότητα του Νεύτωνα στο 2ο µέλος , έχουµε : 

( ) ( ) ( )νν ν 1 ν ν 1 ν 2
ν ν 1 1 ο 1 2 ν 1 2 1 3 ν 1 ν 1 2 ν
α x α x ... α x α x ρ ρ ... ρ x ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ x ... 1 ρ ρ ... ρ− − −

− −+ + + + = − + + + + + + + − + − ⋅ ⋅

Έχουµε έτσι τους τύπους του Viete : 

ν 1
1 1 2 ν

ν

ν 2
2 1 2 1 3 1 ν 2 3 2 ν ν 1 ν

ν

α
S ρ ρ ... ρ .

α

α
S ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ ρ ρ ...ρ ρ ... ρ ρ .

α

−

−
−

= + + + = −

= + + + + + + + =
 

ν 3
3 1 2 3 1 2 4 1 2 ν ν 2 ν 1 ν

ν

α
S ρ ρ ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ ρ ... ρ ρ ρ .

α

−
− −= + + + + + = −  

 

( )ν ο
ν 1 2 ν

ν

.........................................................................................

α
S ρ ρ ... ρ 1 .

α
= ⋅ ⋅ = −  
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

 
Francois Viete ( 1540 – 1603 ) 

 
       
 Γεννήθηκε στη Γαλλία και σπούδασε νοµικά. Εργάστηκε ως δικηγόρος και µετά ως σύµβουλος 
της Βρεττάνης. Συνέβαλε σε µεγάλο βαθµό στη θεωρία των αλγεβρικών εξισώσεων µε µεθόδους 
και πορίσµατα µεγάλης αξίας. ∆εν απέκτησε ποτέ καθηγητική έδρα.  
       Στο έργο του , φαίνεται καθαρά η επίδραση του ∆ιόφαντου και του Cardano.  
Οι υπολογιστικές µέθοδοί του , αξιοποιήθηκαν και στην Αστρονοµία. Στο θέµα αυτό , αφιέρωσε 
µεγάλο µέρος των δυνάµεών του γιατί όπως υποστήριζε , η Αστρονοµία αποτελεί τη µέγιστη 
δόξα των Μαθηµατικών. 
     Η ενασχόλησή του µε την Τριγωνοµετρία και τις κυκλικές συναρτήσεις , τον οδήγησαν στο 
να ασχοληθεί µε τον τετραγωνισµό του κύκλου , όπως και µε τον υπολογισµό του π , όπου 
πέτυχε την αξιοσηµείωτη προσέγγισή του 3,1415926536.  
 
Έργα του Viete: 
 
� ΄΄Εισαγωγή στην αναλυτική επιστήµη΄΄ , όπου θέτει τα θεµέλια της Άλγεβρας. 
 
� ΄΄Πρότερα µορφολογικής Λογιστικής΄΄ , φυσική προέκταση του προηγούµενου έργου. 
 
� ΄΄Ζητητικά΄΄ , 5 βιβλία όπου αναφέρονται οι µέθοδοι του πρώτου του έργου. 
 
 
Μετά το θάνατο του Viete και µε βάση τις σηµειώσεις του , γράφτηκαν και τυπώθηκαν τα έργα : 
 
� ΄΄Περί αναγνωρίσεως των εξισώσεων΄΄. 
 
� ΄΄Περί µετασχηµατισµού των εξισώσεων΄΄. 
 
� ΄΄Μέθοδοι προσέγγισης των ριζών των αριθµητικών εξισώσεων οποιουδήποτε βαθµού΄΄. 
 
� ΄΄Γεωµετρικών κατασκευών κανονική απογραφή΄΄. 
 
� ΄΄Συµπλήρωµα Γεωµετρίας΄΄. 
 
 
 

ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ 
 

 D ’ ALEMBERT-GAUSS 
 
 

ΚΑΘΕ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΒΑΘΜΟΥ ν ΕΧΕΙ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ  
 

ΤΩΝ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ , ΜΙΑ ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ ΡΙΖΑ 
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ΣΧΟΛΙΑ: 
 
1. Στο παραπάνω θεώρηµα , είναι ν 1≥ . 
 
2. Όπως θα εξετάσουµε παρακάτω , σχετικά µε την ύπαρξη της λύσης µιας πολυωνυµικής  
     εξίσωσης  στο ℝ , ισχύουν :  
 
    ́ ΄ Κάθε πολυωνυµική εξίσωση περιττού βαθµού , έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ℝℝℝℝ ΄΄ 
 
    ́ ΄ Κάθε πολυωνυµική εξίσωση νιοστού βαθµού , έχει ν το πολύ ρίζες στοℝℝℝℝ ΄΄  
 
 

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
 

Jean Le Rond D’ Alembert ( 1717 – 1783 ) 
 
 
Γεννήθηκε στη Γαλλία και σπούδασε Νοµικά , όµως δεν ασχολήθηκε πότε µε τη δικηγορία. 
Ασχολήθηκε µε τις µελέτες του και έγινε µέλος της Ακαδηµίας Επιστηµών. Προσκλήθηκε στις 
αυλές της Ευρώπης , αλλά αρνήθηκε. 
 
Έργα του D’ Alembert: 
 
� ΄΄Πρόλογος΄΄ περίφηµο έργο που τον έκανε ευρέως γνωστό και µέλος της Γαλλικής Ακαδηµίας. 
 
� Εγγραφή µεγάλου αριθµού άρθρων στη διάσηµη ΄΄Μεθοδική Εγκυκλοπαίδεια΄΄. 
 
� ΄΄Πραγµατεία ∆υναµικής΄΄ , σύγγραµµα που τον έφερε στην κορυφή της δόξας. 
 
� Μεγάλη θεωρείται η προσφορά του για τη διατύπωση και απόδειξη της θεµελιώδους 
         πρότασης της θεωρίας των αλγεβρικών εξισώσεων. 
 
� Ασχολήθηκε πρώτος µε συστήµατα διαφορικών εξισώσεων και έδειξε ότι µπορούν  
         να ολοκληρωθούν ορισµένες συναρτησιακές εξισώσεις. 
 
� Στη θεωρία των παλλόµενων χορδών , έδωσε πλήρως ικανοποιητικό περιεχόµενο , 
         εκφράζοντάς την µε διαφορική εξίσωση µερικών παραγώγων. 
 
       Το ΘΕΩΡΗΜΑ D ́  ALEMBERT , λέγεται και θεµελιώδες θεώρηµα της άλγεβρας και 
διατυπώθηκε από τον D ΄ Allembert το 1764, χωρίς όµως αυστηρή απόδειξη. Η πρώτη αυστηρή 
απόδειξη έγινε από τους Gauss και  Cauchy. Το θεώρηµα αυτό , εξασφαλίζει την ύπαρξη ρίζας 
πολυωνυµικής εξίσωσης , δεν δίνει όµως µέθοδο εύρεσης της ρίζας. Οι µέθοδοι για την εύρεση 
των ριζών µιας πολυωνυµικής εξίσωσης , είναι η εύρεση γενικών τύπων µε τους οποίους οι ρίζες 
της εξίσωσης εκφράζονται από παραστάσεις των συντελεστών της εξίσωσης. Αποδεικνύεται ότι 
έχουµε τύπους για εξισώσεις 3ου και 4ου βαθµού ( Μέθοδος Cardano ). 
Ο Abel απέδειξε το 1824 ότι δεν είναι δυνατόν να βρεθούν γενικοί τύποι για εξίσωση βαθµού 
µεγαλύτερου του 4ου.  
       Tο 1831 ο Ιταλός µαθηµατικός και γιατρός Πάολο Ρουφίνι (Paolo Ruffini) απέδειξε 
οριστικά ότι µια γενική αλγεβρική εξίσωση τέταρτου βαθµού και πάνω, δεν ήταν επιλύσιµη 
µέσω ριζικών, δηλαδή µέσω της κατασκευής των τιµών των λύσεων, ξεκινώντας από τους 
συντελεστές και ύστερα από µια σειρά πράξεων, να φτάσει κανείς στην εξαγωγή της ρίζας.  
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Ο µεγάλος Γάλλος µαθηµατικός Εβαρίστ Γκαλουά διαισθάνθηκε ιδιοφυώς την οδό µέσω της 
οποίας µπορούσε να διευκρινιστεί το πρόβληµα της γενικής επιλυσιµότητας εξισώσεων 
και επίσης διατύπωσε ορθά τις τρεις θεµελιώδεις έννοιες της θεωρίας , δηλαδή : 
1. Της οµάδας µεταθέσεων (που σήµερα καλείται οµάδα του Γκαλουά). 
2. Της κανονικής υποοµάδας.  
3. Της επιλύσιµης οµάδας. 
Όµως αυτό δεν σηµαίνει πως ήταν σε θέση να τις διατυπώσει µε πλήρη και αυστηρό τρόπο.  
Η ολοκληρωµένη και τυπικώς ορθή ανασύνθεση της θεωρίας του Γκαλουά έγινε το 1862 από 
τον µαθηµατικό Ενρίκο Μπέτι (Enrico Betti).Μέχρι την εποχή εκείνη αιωρούνταν – θεµιτή   
µε τη στενή έννοια - η υποψία πως η θεωρία ήταν ασύστατη και αστήρικτη και ότι το πρόβληµα 
που αντιµετώπισε ο Γκαλουά ήταν άλυτο , ακριβώς όπως και το πρόβληµα του τετραγωνισµού 
του κύκλου.  
       Στην ίδια κατηγορία θα µπορούσε να ανήκει και το πρόβληµα για τη γενική επίλυση των 
αλγεβρικών εξισώσεων. Έθετε τέτοια προβλήµατα υπολογισµού - όσο αυξανόταν ο αριθµός των 
εξισώσεων - ώστε κανείς δεν µπορούσε να πει αν υπήρχε ένα θεωρητικό εµπόδιο που 
καθιστούσε κατ' αρχήν αδύνατο τον καθορισµό του εάν  και κάτω από ποιες συνθήκες είναι 
γενικώς επιλύσιµη µια εξίσωση. Σήµερα , ακριβώς χάρη στις εργασίες του Γκαλουά , ξέρουµε 
πως αυτό το εµπόδιο δεν υπάρχει , ότι η δυσκολία του προβλήµατος ήταν ουσιαστικά πρακτική 
και συνίστατο στους άπειρους και περίπλοκους υπολογισµούς που έπρεπε ν' αντιµετωπίσει 
κανείς , αν ακολουθούσε την παραδοσιακή προσέγγιση. Στη διάρκεια τριών περίπου αιώνων , 
πριν από την εποχή του Γκαλουά , οι µαθηµατικοί δεν είχαν κατορθώσει να σηµειώσουν καµιά 
πρόοδο σε αυτόν τον τοµέα. Ας έχουµε υπόψη µας ότι πρόκειται για εξισώσεις αλγεβρικές ,  
που πρέπει να επιλυθούν µε τις τέσσερις πράξεις της αριθµητικής (πρόσθεση , αφαίρεση , 
πολλαπλασιασµό και διαίρεση) , συν την εξαγωγή της ρίζας. Οι εξισώσεις πρώτου και δεύτερου 
βαθµού είχαν ήδη επιλυθεί από την εποχή των Βαβυλωνίων , που είχαν προσδιορίσει ότι για την 
πρωτοβάθµια εξίσωση αρκούν οι τέσσερις στοιχειώδεις πράξεις , ενώ η επίλυση της 
δευτεροβάθµιας εξίσωσης απαιτεί την εξαγωγή της τετραγωνικής ρίζας µιας συνάρτησης των 
συντελεστών της. Όλα έδειχναν πως η επίλυση µιας εξίσωσης νιοστού βαθµού δεν απαιτούσε 
πράξεις πιο περίπλοκες από την εξαγωγή νιοστών ριζών. 
       Κανένας όµως δεν µπόρεσε ποτέ να αποδείξει (όσο κι αν η απόδειξή του δεν είχε τύχει 
γενικής αποδοχής , µέχρι που την επιβεβαίωσε ο Άµπελ το 1824) ότι µια γενική αλγεβρική 
εξίσωση βαθµού ανώτερου του τέταρτου δεν επιλύεται µέσω ριζικών. Αυτό όµως δεν σήµαινε 
πως είχαν φτάσει σε ένα τελεσίδικο όριο. Πράγµατι , το θεώρηµα Ρουφίνι–Άµπελ ισχύει µόνο 
για τις γενικές αλγεβρικές εξισώσεις , όταν δηλαδή οι συντελεστές της εξίσωσης είναι γενικοί , 
αλλά δεν ισχύει για ειδικές εξισώσεις. Ήταν γνωστό πως υπάρχουν ειδικές περιπτώσεις 
εξισώσεων πέµπτου ή και ανώτερου βαθµού που λύνονται µέσω τεχνασµάτων τα οποία 
επιτρέπουν τον υποβιβασµό σε τέταρτο ή και ακόµα πιο κάτω. Με δυο λόγια , δεν υπήρχε ένα 
κριτήριο που θα επέτρεπε να γνωρίζουµε εκ των προτέρων αν µια εξίσωση πέµπτου ή και 
ανώτερου βαθµού µπορούσε ή όχι να λυθεί µέσω ριζικών. Μια αρκετά διαδεδοµένη άποψη 
οδηγούσε τον ενδιαφερόµενο να πιστέψει ότι κατά κανόνα ήταν αδύνατον , και πως οι 
σποραδικά εντοπισµένες λύσεις για εξισώσεις πέµπτου ή και εβδόµου βαθµού ήταν µάλλον 
ασήµαντες εξαιρέσεις. Το αποτέλεσµα που πέτυχαν οι Ρουφίνι και Αµπέλ , έµοιαζε να ενισχύει 
την πεποίθηση αυτή. 
 
Η σηµασία της θεωρίας του Γκαλουά έγκειται στο γεγονός ότι κατάφερε να εντοπίσει 
οριστικά κριτήρια για το αν οι λύσεις µιας δεδοµένης εξίσωσης µπορούσαν ή όχι να 
αναζητηθούν µέσω ριζικών. Κατάφερε δηλαδή να προσδιορίσει τις γενικές συνθήκες για 
την επιλυσιµότητα ή µη των εξισώσεων.  
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Για να φτάσει στο αποτέλεσµα αυτό , ο Γκαλουά ακολούθησε µια ιδιοφυή οδό:  

Αντί να επιχειρήσει να αντιµετωπίσει τη λύση των εξισώσεων του ενός ή του άλλου βαθµού , 
επινόησε µια γενική θεωρία οµάδων εξισώσεων βασισµένη σε πράξεις µετάθεσης µεταξύ των 
συντελεστών των ίδιων των εξισώσεων. Οµαδοποίησε όλες τις εξισώσεις που προκύπτουν 
από διαφορετικούς συνδυασµούς των ίδιων συντελεστών. Άλλωστε , η θεωρία προβλέπει –  
και επιτρέπει - την ανάλυση των υποοµάδων , που µπορούµε κατά κάποιον τρόπο να τη 
συγκρίνουµε µε τη διαδοχική «αποσύνθεση» µιας ρώσικης µπαµπούσκας : µέσα από τον 
προοδευτικό µηδενισµό των συντελεστών φτάνουµε σε µια ελάχιστη εξίσωση , που να είναι το 
πολύ τέταρτου βαθµού , δηλαδή ασφαλώς επιλύσιµη. Εντέλει , ξεκινώντας απ' αυτή την εξίσωση 
προσπαθούµε να κάνουµε αναγωγή στην κύρια οµάδα. Επιχειρούµε δηλαδή να αποδείξουµε πως η 
κύρια οµάδα µπορεί να σχηµατισθεί µε αφετηρία την εξίσωση αυτή. Αν πετύχει το εγχείρηµα , 
τότε η εξίσωση νιοστού βαθµού (όπου ν µεγαλύτερο του 4) είναι επιλύσιµη , δηλαδή ανάγεται σε 
εξισώσεις που µπορούν να λυθούν µέσω εξαγωγής ρίζας. Όταν όµως δεν είναι δυνατόν να 
αναχθούµε από την επιλύσιµη υποοµάδα στην κύρια οµάδα , η εξίσωση δεν είναι γενικά 
επιλύσιµη. Η ιδέα ήταν επαναστατική και δίχως άλλο , θα πρέπει να φάνηκε ενδιαφέρουσα µε την 
πρώτη µατιά ακόµα και στον Πουασόν , αλλά µέχρι να αποδειχτεί η θεωρία σε όλα της τα σηµεία , 
δεν επιτρεπόταν να την αποδεχτούν. Οφείλουµε να θυµίσουµε ότι , σε πρώτη φάση , τόσο ο Άµπελ 
όσο και ο Γκαλουά ήταν βέβαιοι πως είχαν αποδείξει τη γενική - µέσω ριζικών - επιλυσιµότητα 
των εξισώσεων πέµπτου βαθµού , που κατόπιν αποδείχθηκε αδύνατη.  
 
 
 
 
 
►ΟΜΟΓΕΝΗ ΚΑΙ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 3 ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
 
Ορισµός: Ακέραιο πολυώνυµο τριών µεταβλητών  x , y , z , λέγεται κάθε άθροισµα  ακέραιων  
                 µονωνύµων  των x , y , z (δυο τουλάχιστον ανόµοια) :   
                 (((( )))) ν ν ν1 1 1 2 2 2 κ λ µκ λ µ κ λ µ

1 2 νf x, y, z α x y z α x y z ... α x y z= + + += + + += + + += + + + ,  

                 όπου 1 2 να ,α ,...,α ∈ℝ και i i iκ ,λ ,µ ∈ℕ  , µε i 1,2,...,ν= . 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Όπως στα πολυώνυµα P(x) µιας µεταβλητής , έτσι και στα πολυώνυµα ( )f x, y, z   

                               τριων µεταβλητών ισχύουν: 

1. Αν  

( ) ( )

( )
( )

f x, y, z φ x, y, z 0

και f x, y,z 0

φ x, y, z 0

⋅ = 

⇒ =

≠ 

. 

2. Αν  

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

f x, y, z φ x, y, z g x, y,z φ x, y,z

και f x, y, z f x, y,z

φ x, y, z 0

⋅ = ⋅ 

⇒ =

≠ 

. 

 
 
∆ιαιρετότητα πολυωνύµων τριών µεταβλητών 
 
Ορισµός: Ένα πολυώνυµο ( )f x, y, z  διαιρείται µε το ( )φ x, y,z 0≠ , αν υπάρχει πολυώνυµο   

                 ( )π x, y,z τέτοιο ώστε ( ) ( ) ( )f x, y, z φ x, y,z π x, y,z= ⋅ . 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 1: Αν το πολυώνυµο ( )f x, y, z  διαιρείται µε x y− , τότε ( )f y, y,z 0=   

                           και αντίστροφα. 
 

Απόδειξη: 
 
( )⇒ Έστω ( )π x, y,z  το πηλίκο της διαίρεσης ( ) ( )f x, y,z : x y− .Τότε ( ) ( ) ( )f x, y, z x y π x, y, z= − ⋅ ,  

         οπότε για x y= , παίρνουµε: ( ) ( ) ( ) ( )f y, y,z y y π y, y, z f y, y,z 0= − ⋅ ⇔ = . 

 

( )⇐ Έστω ( )f y, y,z 0=  (1).  

         Για τη διαίρεση ( ) ( )f x, y,z : x y− θα έχουµε ένα πηλίκο ( )π y, y, z  και υπόλοιπο µηδενικού   

         βαθµού ως προς x , ( )υ y,z οπότε η ταυτότητα της διαίρεσης γράφεται: 

         ( ) ( ) ( ) ( )f x, y, z x y π x, y,z υ y,z= − ⋅ +  (2). 

         Για x y= η (2) γίνεται : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1)

f y, y,z y y π y, y, z υ y,z υ y,z 0= − ⋅ + ⇔ = . 

         Άρα η (2) δίνει ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x, y, z x y π x, y, z x y / f x, y, z= − ⋅ ⇒ − . 

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Αν το πολυώνυµο ( )f x, y, z  διαιρείται µε τα x y , y z , z x− − − ,  

                           τότε θα διαιρείται και µε το γινόµενό τους ( ) ( ) ( )x y y z z x− ⋅ − ⋅ − . 

 
Απόδειξη: 

 
Αφού ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y / f x, y,z f x, y,z x y π x, y,z− ⇒ = − (1) 

Για y z=  , η (1) γίνεται: ( ) ( ) ( )1f x, z, z x z π x,z, z= − ⋅  (2) 

Επειδή ( ) ( ) ( ) ( )
(2)

1y z / f x, y, z f x, z,z 0 π x,z,z 0− ⇒ = ⇒ = . Άρα ( ) ( )1y z / π x,z,z−  ,  

που σηµαίνει ότι ( ) ( ) ( )1 2π x,z,z y z π x, y,z= − ⋅  (3) , και έτσι η (1) λόγω της (3) δίνει 

( ) ( )( ) ( )2f x, y, z x y y z π x, y,z= − −  (4) 

Για z x= , η (4) γίνεται ( ) ( )( ) ( )2f x, y, x x y y x π x, y, x= − −  (5) 

Επειδή ( ) ( ) ( ) ( )
(5)

2z x / f x, y,z f x, y, x 0 π x, y, x 0− ⇒ = ⇒ = . 

Αφού ( ) ( ) ( )2 2π x, y, x 0 z x /π x, y, z= ⇔ − . 

Έτσι ( ) ( ) ( )2π x, y, z 0 z x /π x, y,z= ⇔ −  (6) 

Οπότε η (4) λόγω της (6) , δίνει ( ) ( )( )( ) ( )f x, y, z x y y z z x π x, y, z= − − − . 

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )x y y z z x / f x, y,z− − − . 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ: Αν το πολυώνυµο ( )f x, y, z  διαιρείται µε : 

           i) Τα x y, y z ,z x+ + + , τότε θα διαιρείται και µε το ( ) ( )( )x y y z z x+ + + . 

                      ii) Τα x, y, zτότε θα διαιρείται και µε το xyz . 
                      iii) Τα x y z , y z x , z x y+ − + − + − , τότε θα διαιρείται και µε το   

                          ( )( ) ( )x y z y z x z x y+ − + − + − . 
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Ορισµοί:  
 
1. Ένα πολυώνυµο P(x, y, z)ονοµάζεται οµογενές , αν όλοι οι όροι του έχουν τον ίδιο βαθµό  
    ως προς x , y , z. 
 
2. Ένα πολυώνυµο P(x, y, z)ονοµάζεται οµογενές βαθµού ν , αν ( ) ( )νP λx,λy,λz λ P x, y,z= ⋅   

     µε λ , z , y , z 0≠ και ν∈ℕ . 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1: Το γινόµενο δυο οµογενών πολυωνύµων , είναι οµογενές πολυώνυµο βαθµού   
                           ίσου µε το άθροισµα των βαθµών των πολυωνύµων. 
 

Απόδειξη: 
 
Έστω τα οµογενή πολυώνυµα f (x, y, z),φ(x, y,z)µε βαθµό οµοιογένειας ν , µ αντίστοιχα , τότε  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
ν

( )
ν µ

µ

f λx,λy,λz λ f x, y,z
f λx,λy,λz φ λx,λy,λz λ f x, y,z φ x, y,z

φ λx,λy,λz λ φ x, y,z
+

= ⋅ 
⇒ ⋅ = ⋅

= ⋅ 

i

 

∆ηλαδή το γινόµενο είναι οµογενές πολυώνυµο βαθµού ν + µ. 
 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Το γινόµενο ενός οµογενούς και ενός µη οµογενούς πολυωνύµου , είναι πολυώνυµο  

           µη οµογενές. 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Το πηλίκο της τέλειας διαίρεσης δυο οµογενών πολυωνύµων , είναι οµογενές  

   πολυώνυµο βαθµού ίσου µε τη διαφορά των βαθµών των πολυωνύµων. 
 

Απόδειξη: 
 
Έστω τα πολυώνυµα f (x, y, z),φ(x, y,z) µε βαθµούς οµοιογένειας ν , µ ( ν > µ ) αντίστοιχα. 

Είναι 
( ) ( )
( ) ( )

ν

µ

f λx,λy,λz λ f x, y,z

φ λx,λy,λz λ φ x, y,z

= ⋅ 


= ⋅ 
 και ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
f x, y, z

f x, y, z φ x, y,z π x, y, z π x, y, z
φ x, y,z

= ⋅ ⇔ =  (1) 

Επίσης , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

f λx,λy,λz
f λx,λy,λz φ λx,λy,λz π λx,λy,λz π λx,λy,λz

φ λx,λy,λz
= ⋅ ⇔ = ⇒  

( ) ( )
( )

ν µ
f x, y, z

π λx,λy,λz λ
φ x, y,z

−= ⋅  (2) 

Από τις (1) , (2) ( ) ( )ν µπ λx,λy,λz λ π x, y, z−= ⋅  δηλαδή το πηλίκο είναι οµογενές πολυώνυµο  

µε βαθµό ν – µ  
 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Το άθροισµα και η διαφορά δυο οµογενών πολυωνύµων , δεν είναι πάντα οµογενές  
                       πολυώνυµο.  
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Ορισµός 1 : Ένα πολυώνυµο f (x, y, z) λέγεται συµµετρικό , όταν µε οποιαδήποτε µετάθεση (1)  

                               
των µεταβλητών του , προκύπτει πολυώνυµο ίσο µε το αρχικό. 

 
 
Ορισµός 2: Ένα πολυώνυµο f (x, y, z) λέγεται κυκλικά συµµετρικό , όταν µε οποιαδήποτε    
                    κυκλική  µετάθεση (2)   

των µεταβλητών του , προκύπτει πολυώνυµο ίσο µε το αρχικό. 
 
Για παράδειγµα , τα πολυώνυµα ( )P x, y,z x y z= + + και ( )Q x, y,z xy xz yz= + +   

είναι συµµετρικά.  
 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 
 
1. Είναι φανερό ότι κάθε συµµετρικό πολυώνυµο , είναι και κυκλικά συµµετρικό.  
    Το αντίστροφο δεν ισχύει. 
 
2. Στην περίπτωση πολυωνύµων δυο µεταβλητών , οι δυο παραπάνω έννοιες , ταυτίζονται. 
 

 

(1) Μετάθεση ονοµάζουµε κάθε συνάρτηση p : →ℕ ℕ για την οποία ισχύει   

    
1 2 ... n

p(n)
p(1) p(2) ... p(n)

 
=  
 

. 

 

(2) Κυκλική µετάθεση , ονοµάζουµε κάθε µετάθεση της µορφής 
1 2 ... n 1 n

1 2 ... n 1

− 
 
 

. 

 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1: Το άθροισµα , η διαφορά και το γινόµενο δυο συµµετρικών πολυωνύµων ,  
                           είναι πάντα συµµετρικό πολυώνυµο. 
 

Απόδειξη: 
 
Έστω τα συµµετρικά πολυώνυµα ( ) ( )f x, y, z , φ x, y,z . 

Ισχύει ( ) ( ) ( )f x, y,z φ x, y, z t x, y, z+ =  (1) 

Για οποιαδήποτε µετάθεση των x , y , z  π.χ την 
x y z

y z x

 
 
 

, είναι ( ) ( ) ( )f y,z, x φ y,z, x t y, z, x+ =  (2) 

Όµως  f , φ συµµετρικά πολυώνυµα , δηλαδή ( ) ( )f x, y, z f y, z, x=  και ( ) ( )φ x, y,z φ y,z, x=  

οπότε από τις (1) και (2) παίρνουµε ( ) ( )t x, y,z t y, z, x=  , δηλαδή το άθροισµα t ,  

είναι συµµετρικό πολυώνυµο. Όµοια εργαζόµαστε και για τις άλλες δυο περιπτώσεις. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Το πηλίκο της τέλειας διαίρεσης δυο συµµετρικών πολυωνύµων µε ίδιες  
                           µεταβλητές ,  είναι συµµετρικό πολυώνυµο. 
 

Απόδειξη: 
 
Έστω τα συµµετρικά πολυώνυµα ( ) ( )f x, y, z , φ x, y,z 0≠  και το πηλίκο ( )π x, y,z της διαίρεσης  

( ) ( )f x, y, z :φ x, y, z .Τότε η ταυτότητά της , δίνει : ( ) ( ) ( )f x, y, z φ x, y,z π x, y,z= ⋅  (1) 

Για οποιαδήποτε µετάθεση των x , y , z  π.χ την 
x y z

y z x

 
 
 

, είναι ( ) ( ) ( )f y,z, x φ y,z, x π y,z, x= ⋅  (2) 

Όµως τα f , φ είναι συµµετρικά πολυώνυµα , δηλαδή ( ) ( )f x, y, z f y, z, x=  και 

( ) ( )φ x, y,z φ y,z, x=  οπότε από τις (1) και (2) παίρνουµε ( ) ( )π x, y,z π y,z, x= ,  

δηλαδή το πηλίκο π , είναι συµµετρικό πολυώνυµο. 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3: Αν το συµµετρικό πολυώνυµο ( )f x, y  διαιρείται µε το x y− , τότε θα διαιρείται  

                           και µε το ( )2
x y− . 

Απόδειξη: 
 
Αφού ( ) ( )x y / f x, y−  , θα είναι ( ) ( ) ( )f x, y x y π x, y= − ⋅  (1). 

Με εναλλαγή των γραµµάτων x , y έχουµε ( ) ( ) ( )f y, x y x π y, x= − ⋅  (2). 

Όµως f  συµµετρικό πολυώνυµο , δηλαδή ( ) ( )f x, y f y, x= , οπότε από τις (1) , (2) , έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x y 0

x y π x, y y x π y, x x y π x, y π y, x 0 π x, y π y, x
− ≠

− ⋅ = − ⋅ ⇔ − ⋅ + = ⇔ +    και για   

 x = y , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )π y, y π y, y 0 π y, y 0 x y /π x, y π x, y x y φ x, y+ = ⇔ = ⇒ − ⇒ = − ⋅ . 

Έτσι , η (1) γίνεται ( ) ( ) ( )2
f x, y x y φ x, y= − ⋅  που σηµαίνει ότι το ( )2

x y−  διαιρεί το 

πολυώνυµο ( )f x, y . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 4: Αν το συµµετρικό πολυώνυµο ( )f x, y, z  διαιρείται µε το ( )φ x, y,z 0≠  

  (όχι κατ’ ανάγκη συµµετρικό) , τότε θα διαιρείται και µε οποιοδήποτε πολυώνυµο   
   που προκύπτει από το ( )φ x, y,z , µε οποιαδήποτε µετάθεση των µεταβλητών του. 

 
Απόδειξη: 

 
Αφού ( ) ( )φ x, y, z / f x, y,z  , θα έχουµε ( ) ( ) ( )f x, y, z φ x, y,z π x, y,z= ⋅  (1) 

Μια τυχαία µετάθεση των x , y , z είναι η 
x y z

y x z

 
 
 

, οπότε έχουµε: 

( ) ( ) ( )f y, x, z φ y, x,z π y, x,z= ⋅  (2) 

Όµως f  συµµετρικό πολυώνυµο , δηλαδή ( ) ( )f x, y, z f y, x, z= , οπότε η (2) , γίνεται : 

( ) ( ) ( )f x, y, z φ y, x,z π y, x,z= ⋅ , απ’ όπου ( ) ( )φ y, x, z / f x, y,z . 

Όµοια δείχνουµε ότι το ( )f x, y, z  διαιρείται µε κάθε άλλο πολυώνυµο που προκύπτει από το 

( )φ x, y,z , µε οποιαδήποτε άλλη µετάθεση των x , y , z. 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 
 
1. Όλα τα παραπάνω που αναφέρονται στα συµµετρικά πολυώνυµα , ισχύουν και στα κυκλικά 
      συµµετρικά πολυώνυµα. 
 
2.   Ένα πολυώνυµο , µπορεί να είναι οµογενές χωρίς να είναι συγχρόνως και κυκλικά συµµετρικό    
       και αντίστροφα ένα πολυώνυµο , µπορεί να είναι κυκλικά συµµετρικό χωρίς να είναι  
       συγχρόνως οµογενές. Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις που ένα πολυώνυµο είναι οµογενές  
       και κυκλικά συµµετρικό που προκύπτει από ένα κυκλικά συµµετρικό πολυώνυµο αν   
       παραλειφθούν οι όροι που ΄΄καταστρέφουν΄΄ την οµογένεια. 
 
    Τα µοναδικά οµογενή και συµµετρικά κυκλικά πολυώνυµα , ανάλογα µε το βαθµό τους , είναι: 
 
     1ου βαθµού : (((( ))))α x y z+ ++ ++ ++ +  , µε α 0≠≠≠≠ .  

 
     2ου βαθµού : (((( )))) (((( ))))2 2 2α x y z β xy yz zx+ + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + + , µε α , β ≠ 0. 

 

     3ου βαθµού : (((( )))) (((( ))))3 3 3 2 2 2 2 2 2α x y z β x y x z y x y z z x z y γxyz+ + + + + + + + ++ + + + + + + + ++ + + + + + + + ++ + + + + + + + +  , µε α , β , γ ≠ 0. 
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ΜΕΡΟΣ 2 
 

ΛΥΣΗ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
 
►ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 1ου ΒΑΘΜΟΥ  αx + β = 0  
 
Έστω η εξίσωση αx β 0 , µεα ,β+ = ∈ℝ .∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 

• Αν α 0≠ , τότε 
β

αx β 0 x
α

+ = ⇔ = −  , δηλαδή η εξίσωση αx β 0+ = έχει µοναδική ρίζα , 

         την 
β

x
α

= − . 

• Αν α 0= , τότε αx β 0 0 x β+ = ⇔ ⋅ = −  (1) 
 
         i) Αν β 0≠ , τότε η εξίσωση είναι αδύνατη , δηλαδή δεν έχει ρίζα στο ℝ . 
 
         ii) Αν β 0= , τότε η (1) , δίνει 0 x 0⋅ = και η εξίσωση αληθεύει για κάθε x∈ℝ .  
             (Αόριστη ή ταυτότητα) 
 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι παραµετρικές πρωτοβάθµιες εξισώσεις , όπου 
διερευνούµε για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου την εξίσωση , µετατρέποντάς  την στη 
µορφή αx β= −  όπου τα α , β είναι σε µορφή γινοµένου. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Να διερευνηθεί , για τις διάφορες τιµές του λ∈ℝ  , η εξίσωση ( )2λ x 1 1 λx− + = . 

 
Λύση: 

 
Η εξίσωση γράφεται ( ) ( ) ( )λ λ 1 x λ 1 λ 1− = − +  (1) 

• Αν ( )λ λ 1 0 λ 0 και λ 1− ≠ ⇔ ≠ ≠  , τότε η (1) έχει µοναδική λύση , την 

         
( )( )

( )
λ 1 λ 1 λ 1

x x
λ λ 1 λ

− + +
= ⇔ =

−
. 

• Αν ( )λ λ 1 0 λ 0 ή λ 1− = ⇔ = =  

 
i) Αν λ 0=  η (1) δίνει 0x 1= −  που είναι αδύνατη. 
 

         ii)  Αν λ 1=  η (1) δίνει 0x 0=  που είναι αόριστη. 
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►ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ου ΒΑΘΜΟΥ   αx 2 + βx + γ = 0 , α ≠ 0 
 
Ορισµός: Κάθε εξίσωση της µορφής 2αx βx γ 0+ + =  µε α,β,γ∈ℝ  και α 0≠ ,  

     λέγεται εξίσωση 2ου βαθµού µε άγνωστο τον x. 
 
Ελλειπείς µορφές εξισώσεων 2ου βαθµού : 
 
1. 2αx 0 x 0= ⇔ = . (διπλή ρίζα) 
 

2. ( )2 β
αx βx 0 x αx β 0 x 0 ή x

α
+ = ⇔ + = ⇔ = = − . 

3. 2 2 γ
αx γ 0 x

α
+ = ⇔ = − .  

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 

• Αν ( )γ γ
0 0 α γ 0

α α
< ⇔ − > ⋅ <  , τότε η εξίσωση έχει δυο ρίζες αντίθετες : 1,2

γ
x

α
= ± − . 

• Αν ( )γ γ
0 0 α γ 0

α α
> ⇔ − < ⋅ >  , τότε η εξίσωση είναι αδύνατη στο ℝ . 

Πλήρης µορφή εξίσωσης 2ου βαθµού : 
2

2
1,2

β β 4αγ
αx βx γ 0 , α 0 x

2α

− ± −
+ + = ≠ ⇔ = . 

 
Η παράσταση 2β 4αγ−  συµβολίζεται µε ∆ και ονοµάζεται διακρίνουσα της εξίσωσης. 
 
Το πρόσηµο της διακρίνουσας ∆ , χαρακτηρίζει το είδος των ριζών της εξίσωσης. 
 
i) Αν ∆ < 0 , η εξίσωση δεν έχει ρίζες στο ℝ . 
 

ii) Αν ∆ = 0 , η εξίσωση έχει δυο ίσες ρίζες (µια διπλή ρίζα) στο ℝ , τις 1 2

β
x x

α
= = − . 

iii) Αν ∆ > 0 , η εξίσωση έχει δυο ρίζες άνισες στο ℝ , τις 1,2

β ∆
x

2α

− ±
= . 

Για το είδος των ριζών µιας εξίσωσης 2ου βαθµού 2αx βx γ 0 , α 0+ + = ≠ , ισχύουν οι παρακάτω 
προτάσεις: 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1: Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η εξίσωση να έχει δυο ρίζες ρητές ,  
                         είναι 2∆ λ , λ= ∈ℝ . 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2 : Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η εξίσωση να έχει δυο ρίζες άρρητες  
                          της µορφής κ λ± , είναι 2∆ 0 µε ∆ λ , λ> ≠ ∈ℝ . 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3 : Ικανή συνθήκη ώστε η εξίσωση να έχει δυο ρίζες πραγµατικές και άνισες , 
                          είναι α γ 0⋅ < . 
 
 Η συνθήκη δεν είναι αναγκαία , δηλαδή αν ∆ > 0 , δεν προκύπτει πάντα ότι α γ 0⋅ < . 

 Για παράδειγµα , η εξίσωση 2x 4x 3 0− + =  έχει ∆ 4 0= > , ενώ α γ 3 0⋅ = > . 
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Λύση Εξίσωσης 2ου βαθµού : 
 
Για να βρούµε τις λύσεις µιας εξίσωσης 2ου βαθµού 2αx βx γ 0 , α 0+ + = ≠  , κάνουµε πράξεις , 

ώστε να φτάσουµε στη µορφή 2αx βx γ 0 , α 0+ + = ≠  , βρίσκουµε τη διακρίνουσα ∆ και τις 
ρίζες. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1: Να λυθεί η εξίσωση ( )2x 3 1 x 3 0− + + = . 

 
Λύση: 

 

Είναι ( ) ( ) ( )
2 2 2

∆ 3 1 4 1 3 3 1 4 3 3 1 = − + − ⋅ ⋅ = + − = −  , οπότε 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

1,2

2

3 1 3 1
ρ 33 1 3 1 2

ρ
2 3 1 3 1

ρ 1
2

 + + −
 = =+ ± − 

= = 
+ − −

= =


. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2: Να λυθεί η εξίσωση 2 αβ α β
x x

4 2

−
− = . 

 
Λύση: 

( )2 2αβ α β
x x 4x 2 α β x αβ 0

4 2

−
− = ⇔ − − − = . 

Είναι ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

∆ 2 α β 4 4 αβ 4 α β 16αβ 4 α β= − − − ⋅ ⋅ − = − + = +   . 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1,2

2

α β α β α
ρ

2 α β 2 α β 4 2
ρ

8 α β α β β
ρ

4 2

− + +
= =− ± + 

= = 
− − + = = −

. 

 
 

Μεταβολές των συντελεστών και συνέπειες στις ρίζες : 
 

Έστω η εξίσωση 2αx βx γ 0 , α 0+ + = ≠  (1) µε ρίζες 1 2

β ∆ β ∆
ρ , ρ

2α 2α

− + − −
= = . 

 
1. Αν πολλαπλασιάσουµε τους συντελεστές της (1) µε λ 0≠ , έχουµε την εξίσωση :   
    2λαx λβx λγ 0+ + = , η οποία είναι ισοδύναµη µε την (1) , οπότε έχουν τις ίδιες ρίζες. 
 
2. Αν αλλάξουµε το πρόσηµο του β στην (1) , έχουµε την εξίσωση 2αx βx γ 0− + =  η οποία έχει    

    ρίζες  1 2 2 1

β ∆ β ∆
x ρ , x ρ

2α 2α

+ −
= = − = = −  δηλαδή : 

    οι ρίζες x 1 , x 2 είναι αντίθετες των ριζών ρ 1 , ρ 2 της (1). 
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3. Αν αλλάξουµε τα α , γ µεταξύ τους στην εξίσωση (1) , προκύπτει η 2γx βx α 0+ + = ,  

    η οποία έχει ρίζες 1 2

β ∆ β ∆
x , x

2γ 2γ

− + − −
= =  οπότε :   

    
( ) ( )22 2 2

1 2

β β 4αγβ ∆β ∆ β ∆ 4αγ
x ρ 1

2γ 2α 4αγ 4αγ 4αγ

− −− −− + − −
⋅ = ⋅ = = = =  και όµοια 2 1x ρ 1⋅ =  

     δηλαδή οι ρίζες x 1 , x 2 είναι αντίστροφες των ριζών ρ 1 , ρ 2 της (1). 
 
 
4. Αν αλλάξουµε τα α , γ µεταξύ τους και το πρόσηµο στην εξίσωση (1) , προκύπτει η εξίσωση   

   2γx βx α 0− + =  η οποία λόγω των 2. και 3. έχει ρίζες 1 2
2 1

1 1
x , x

ρ ρ
= − = −  

    δηλαδή οι ρίζες x 1 , x 2 είναι αντίθετα αντίστροφες των ριζών ρ 1 , ρ 2 της (1). 
 
 
5. Αν πολλαπλασιάσουµε το β µε λ 0≠  και το γ µε 2λ 0≠  στην εξίσωση (1) , προκύπτει η     

    εξίσωση 2 2αx λβx λ γ 0+ + =  που έχει ρίζες 
2 2 2 2

1,2 1,2

λβ λ β 4λ αγ β β 4αγ
x λ λ ρ

2α 2α

− ± − − ± −
= = ⋅ = ⋅  

    δηλαδή οι ρίζες x 1 , x 2 είναι πολλαπλάσιες κατά λ των ριζών ρ 1 , ρ 2 της (1). 
 
 
6. Αν πολλαπλασιάσουµε το β µε λ 0≠  και το α µε 2λ 0≠  στην εξίσωση (1) , προκύπτει η   

    εξίσωση 2 2λ αx λβx γ 0+ + =  που έχει ρίζες 
2 2 2 2

1,2 1,22

λβ λ β 4λ αγ β β 4αγ1 1
x ρ

2λ α λ 2α λ

− ± − − ± −
= = ⋅ = ⋅  

    δηλαδή οι ρίζες x 1 , x 2 είναι πολλαπλάσιες κατά 1/ λ των ριζών ρ 1 , ρ 2 της (1). 
 
 
7. Αν πολλαπλασιάσουµε το α µε λ 0≠  και διαιρέσουµε το γ µε λ 0≠  στην εξίσωση (1) ,  

    προκύπτει η εξίσωση 2 2 21
λαx βx γ 0 λ αx λβx γ 0

λ
+ + = ⇔ + + = , δηλαδή έχουµε την    

    περίπτωση 6. 
 
 
8. Αν διαιρέσουµε το α µε λ 0≠  και πολλαπλασιάσουµε το γ µε λ 0≠  στην εξίσωση (1) ,  

    προκύπτει η εξίσωση 2 2 21
αx βx λγ 0 αx λβx λ γ 0
λ

+ + = ⇔ + + = , δηλαδή έχουµε την  

    περίπτωση 5. 
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Πρόσηµο των ριζών : 
 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την εξίσωση 2ου βαθµού 2αx βx γ 0 , α 0+ + = ≠  (1) σε ότι αφορά  
το πρόσηµο των ριζών της. Συµπεράσµατα για την εξίσωση (1) , βγαίνουν από τις σχέσεις  
 

2∆ β 4αγ ,= − 1 2 1 2

β γ
S ρ ρ , P ρ ρ

α α
= + = − = ⋅ =        ( Τύποι Viete ) , χωρίς την επίλυση της 

εξίσωσης.  
 
Έτσι , έχουµε : 
 
1. ∆ > 0 1 2 1 2ρ ,ρ µε ρ ρ⇒ ∈ ≠ℝ  

 
• Ρ > 0 1 2ρ ,ρ⇒  ετερόσηµες. 
 

            S > 0 1 2ρ ,ρ 0⇒ >  

            S = 0      Αδύνατο      
 S < 0 1 2ρ ,ρ 0⇒ <  
 
• P = 0 1 2ρ 0 ή ρ 0⇒ = =  
 

S > 0 1 2ρ 0 , ρ 0⇒ = >  

S = 0      Αδύνατο 
S < 0 1 2ρ 0 , ρ 0⇒ < =  

 
• P < 0 1 2ρ ,ρ⇒  ετερόσηµες µε 1 2ρ 0 , ρ 0< >  
 

S > 0 2 1|ρ | |ρ |⇒ >  

S = 0 1 2ρ ,ρ⇒  αντίθετες. 

S < 0 1 2|ρ | |ρ |⇒ >  

 
2. ∆ = 0 1 2 1 2ρ ,ρ µε ρ ρ⇒ ∈ =ℝ  

 
S > 0 1 2ρ ρ 0⇒ = >  

S = 0 1 2ρ ρ 0⇒ = =  

S < 0 1 2ρ ρ 0⇒ = <  

 
3. ∆ < 0 Η εξίσωση δεν έχει πραγµατικές ρίζες. 
 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Για τις ασκήσεις σε διερευνητικές διαδικασίες , έχουµε δυο ζητήµατα : 
 
α) Αν ζητάµε το είδος των ριζών της εξίσωσης , υπολογίζουµε µόνο το πρόσηµο του ∆. 
 
β) Αν ζητάµε το πρόσηµο των ριζών της εξίσωσης , υπολογίζουµε τα πρόσηµα των ∆ , P , S. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1: Να βρεθεί το είδος των ριζών της εξίσωσης    
                               ( ) ( )2β γ α x 2γx α β γ 0− − + + − − =  µε α,β,γ και β γ α∈ − ≠ℝ . 

 
Λύση: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2∆ 2γ 4 β γ α α β γ 4γ 4 γ α β γ α β 4γ 4 γ α β = − − − − − − = − + − − − = − − − =          

    ( )2
4 α β 0= − ≥ . Άρα η εξίσωση έχει πραγµατικές ρίζες και ειδικότερα , 

 
i) Αν α β≠ ∆ 0⇒ >  οι ρίζες είναι άνισες. 
 

ii)  Αν α β= ∆ 0⇒ = οι ρίζες είναι ίσες µε 
( )

α β

1 2

2γ 2γ
ρ ρ 1

2 β γ α 2γ

=

= = = = −
− − −

. 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2: Να βρεθεί το πρόσηµο των ριζών της εξίσωσης ( )2 2 2 *x λ 1 x λ 0 , λ− + + = ∈ℝ . 

 
Λύση: 

 

Είναι ( ) ( )
2 22 2 2∆ λ 1 4λ λ 1 0 , P λ 0 και S λ 1 0= − + − = − ≥ = > = + >   . 

 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :  
 
• Αν λ 1≠ ± , ∆ 0 , P 0 , S 0> > >  οπότε η εξίσωση έχει δυο ρίζες πραγµατικές , άνισες ,  
         οµόσηµες και θετικές. 
 
• Αν λ 1= ± , ∆ 0 , P 0 , S 0= > >  οπότε η εξίσωση έχει δυο ρίζες πραγµατικές ,  
         ίσες και θετικές. 
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►ΕΙ∆ΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 2ου ΒΑΘΜΟΥ 

 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΟΥ ΑΝΑΓΟΝΤΑΙ ΣΕ ∆ΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΕΣ 

 
 
ΘΕΜΑ 1 : Αν η εξίσωση είναι κλασµατική , πρέπει πρώτα να βρούµε το σύνολο στο οποίο  
                  ορίζεται η εξίσωση , ώστε να έχουµε τους πιθανούς περιορισµούς. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λυθεί η εξίσωση 
2

2

3x 1 2 2x x 1

x 1 x x x

− + −
− =

− −
. 

 
Λύση: 

 

( )

2 2

2

3x 1 2 2x x 1 3x 1 2 2x x 1

x 1 x x x x 1 x x x 1

− + − − + −
− = ⇔ − =

− − − −
.  

Το Ε.Κ.Π της εξίσωσης είναι το ( )x x 1− και πρέπει ( )x x 1 0 x 0 και x 1− ≠ ⇔ ≠ ≠ . 

Κάνουµε απαλοιφή παρονοµαστών και έχουµε 

( ) ( ) 2 2x 3x 1 3 x 1 2x x 1 x 4x 3 0− − − = + − ⇔ − + = , µε ∆ = 4 οπότε 

1
1,2

2

ρ 3 (∆εκτή)4 2
ρ

ρ 1 (Απορρίπτεται)2

=±
= = 

=
 

 
 
ΘΕΜΑ 2 : Αν η εξίσωση έχει απόλυτες τιµές , προσδιορίζουµε το πρόσηµο των παραστάσεων  
                   που είναι στα απόλυτα , ώστε διακρίνοντας περιπτώσεις για τις τιµές του x ,  
                   να προκύπτει σε κάθε περίπτωση εξίσωση χωρίς απόλυτα. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λυθεί η εξίσωση 2 22x 3 1 2x x x 2 0− − + + + =   
 

Λύση: 
 

( )22 2 2 22x 3 1 2x x x 2 0 2x 3 1 x x 2 0 2x 3 |1 x | x 2 0− − + + + = ⇔ − − + + = ⇔ − − + + =  (1) 

 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 
• Αν 1 x 0 x 1− > ⇔ < , τότε η (1) γίνεται ( )2 22x 3 1 x x 2 0 2x 4x 1 0− − + + = ⇔ + − =  , 

απ’όπου 1,2

2 6
ρ 1. (∆εκτές)

4

− ±
= <  

 
• Αν 1 x 0 x 1− < ⇔ > , τότε η (1) γίνεται ( )2 22x 3 1 x x 2 0 2x 2x 5 0+ − + + = ⇔ − + =  ,  

         µε ∆ 36 0= − < , οπότε η εξίσωση δεν έχει πραγµατικές ρίζες. 
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►ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΒΑΘΜΟΥ ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟΥ ΤΟΥ 2ου 
 
Ανάλογα µε τη µορφή της εξίσωσης κάθε φορά διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις : 
 
Περίπτωση 1 : Εξισώσεις που λύνονται µε παραγοντοποίηση 

    Χρησιµοποιούµε την ιδιότητα : Α · Β · Γ · … = 0 ⇔ Α = 0 ή Β = 0 ή Γ = 0 … 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε την εξίσωση 3 2x 7x 14x 8 0− + − = . 
 

Λύση: 
 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

3 2 3 2

2

2

x 7x 14x 8 0 x 8 7x x 2 0 x 2 x 2x 4 7x x 2 0

x 2 0 x 2

x 2 x 5x 4 0 ή ή

x 1 ή x 4x 5x 4 0

− + − = ⇔ − − − = ⇔ − + + − − = ⇔

 − = =
 − − + = ⇔ ⇔ 
  = =− + = 

 

 
 
Περίπτωση 2 : Εξισώσεις που λύνονται µε Σχήµα Horner 
 
Από τη θεωρία πολυωνύµων , χρησιµοποιούµε το παρακάτω θεώρηµα (ρητών ριζών) : 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν η πολυωνυµική εξίσωση ν ν 1

ν ν 1 1 οα x α x ... α x α 0−
−+ + + + =  µε ακέραιους  

                συντελεστές  έχει λύση το ανάγωγο κλάσµα κ / λ , δηλαδή ( κ , λ ) = 1 , τότε : 
   Το κ είναι διαιρέτης του α ο και το λ είναι διαιρέτης του α ν. 
 

Απόδειξη: 

Αφού το 
κ

λ
 είναι λύση της εξίσωσης , θα έχουµε : 

ν ν 1
ν ν 1 ν 1 ν

ν ν 1 1 ο ν ν 1 1 ο

κ κ κ
α α ... α α 0 α κ α κ λ ... α κλ α λ 0 (1)
λ λ λ

−
− −

− −
   + + + + = ⇔ + + + + =   
   

 

Από την (1) , έχουµε ( )ν 1 ν 2 ν 1 ν

ν ν 1 1 οκ α κ α κ λ ... α λ α λ− − −
−+ + + = − και επειδή το κ διαιρεί το 1ο µέλος  

θα διαιρεί και το 2ο µέλος , δηλαδή ν

οκ / α λ−  και αφού ( κ , λ ) = 1 , θα έχουµε ότι οκ / α . 

Από την (1) , επίσης θα έχουµε ( )ν ν 1 ν 2 ν 1
ν ν 1 1 οα κ λ α κ ... α λ κ α λ− − −

−= − + + + και επειδή το λ διαιρεί  

το 2ο µέλος θα διαιρεί και το 1ο µέλος , δηλαδή ν

νλ / α κ  και αφού ( κ , λ ) = 1 , θα έχουµε ότι νλ / α . 

 
Για να λύσουµε µια πολυωνυµική εξίσωση µε το σχήµα Horner , κάνουµε τα εξής: 
 
• Βρίσκουµε τους διαιρέτες του σταθερού όρου οα . 

• Βρίσκουµε τους διαιρέτες του µεγιστοβάθµιου όρου να . 

• Σχηµατίζουµε όλα τα ανάγωγα κλάσµατα 
κ

λ
 που είναι πιθανές ρίζες της εξίσωσης. 

• Παραγοντοποιούµε µε το σχήµα Horner και λύνουµε την εξίσωση. 

*  Το σχήµα Horner , ουσιαστικά εκτελεί τη διαίρεση ( )P(x) : x ρ− . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε την εξίσωση 3 22x 13x 13x 10 0+ + − = .  (*)  
 

Λύση: 
 
Οι διαιρέτες του σταθερού όρου οα 10= −  είναι : 1 , 2 , 5 , 10± ± ± ±  

Οι διαιρέτες του µεγιστοβάθµιου όρου 3α 2= είναι : 1 , 2± ±  

Πιθανές ρίζες της εξίσωσης είναι τα ανάγωγα κλάσµατα 
1 5

1 , 2 , 5 , 10 , ,
2 2

± ± ± ± ± ± . 

Άρα η εξίσωση γίνεται : 
3 22x 13x 13x 10 0+ + − = ⇔  

( )21
x 2x 14x 20 0

2

1
x ή x 2 ή x 5

2

 − ⋅ + + = ⇔ 
 

= = − = −

 

 
 
Σχήµα Horner µε διαιρέτη τον x 2 – ρ   
 

Ας δούµε ένα παράδειγµα επίλυσης πολυωνυµικής εξίσωσης µέσω της διαίρεσης ( )2P(x) : x ρ− . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε την εξίσωση 5 4 3 22x 13x x 101x 91x 70 0+ − − − + = . 
 

Λύση: 
 

Ο ρ = 7 είναι ένας διαιρέτης του σταθερού όρου 70. 

Εκτελούµε τη διαίρεση ( ) ( )5 4 3 2 22x 13x x 101x 91x 70 : x 7+ − − − + −  χρησιµοποιώντας το 

σχήµα Horner (το 7 είναι ρίζα πολλαπλότητας 2 της εξίσωσης)  και έχουµε το παρακάτω σχήµα : 
 
2 13 1 101 91 70 7

14 91 91 70

2 13 13 10 0 0

− − −

−

−

 

 
 

Η ταυτότητα της διαίρεσης ( ) ( )5 4 3 2 22x 13x 10x 82x 168x 63 : x 7− + + − + −  είναι η  

( )( )5 4 3 2 2 3 22x 13x x 101x 91x 70 x 7 2x 13x 13x 10+ − − − + = − + + − , οπότε η αρχική µας 

εξίσωση , µετατρέπεται στην : ( )( )
2

2 3 2

3 2

x 7 0
x 7 2x 13x 13x 10 0

2x 13x 13x 10 0

 − =
− + + − = ⇔ 

+ + − =
 

η οποία δίνει τις λύσεις 
x 7

1
x ή x 2 ή x 5 λόγω της (*)

2

 = ±



= = − = −


 

 
 

2           13           13          –10 

              1             7             10 

2          14            20              0 

ρ = 1

2
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Σχήµα Horner µε διαιρέτη τον x 3 – ρ   
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε την εξίσωση 5 4 3 2x 5x 6x 4x 20x 24 0− + + − + = . 
 

Λύση: 
 

Ο ρ = – 4 είναι ένας διαιρέτης του σταθερού όρου 24. 

Εκτελούµε τη διαίρεση ( ) ( )5 4 3 2 3x 5x 6x 4x 20x 24 : x 4− + + − + + (το – 4 είναι ρίζα 

πολλαπλότητας 3 της εξίσωσης) χρησιµοποιώντας το σχήµα Horner και έχουµε το παρακάτω 
σχήµα: 
 
1 5 6 4 20 24 4

4 20 24

1 5 6 0 0 0

− − −

− −

−

 

 
 

Η ταυτότητα της διαίρεσης ( ) ( )5 4 3 2 3x 5x 6x 4x 20x 24 : x 4− + + − + +  είναι η  

( ) ( )5 4 3 2 3 2x 5x 6x 4x 20x 24 x 4 x 5x 6− + + − + = + ⋅ − + , οπότε η αρχική εξίσωση ,  

µετατρέπεται στην : 

( ) ( )
3 3

5 4 3 2 3 2

2

x 4 0 x 4
x 5x 6x 4x 20x 24 0 x 4 x 5x 6 0

x 2 ή x 3x 5x 6 0

 + = = − 
− + + − + = ⇔ + ⋅ − + = ⇔ ⇔ 

= =− + =  
 
 
Γενίκευση σχήµατος Horner 
 
 
Σχήµα Horner µε διαιρέτη τον x κ  – ρ   
 
Η τέλεια διαίρεση ( ) ( )ν ν 1 κ

ν ν 1 1 οα x α x ... α x α : x ρ−
−+ + + + − , έχει ταυτότητα την 

( ) ( )ν ν 1 κ ν κ ν κ 1
ν ν 1 1 ο ν κ ν κ 1 1 οα x α x ... α x α x ρ β x β x ... β x β− − − −

− − − −+ + + + = − ⋅ + + + + , όπου : 

 

ν κ 1 ν 2κ 1

ν 1 ν κ 1

ν ν κ

α β

κ σχέσεις
α β

α β

− + − +

− − −

−

= 




= 
= 

⋮
 , ( )

κ κ ο

κ 1 κ 1 1

ν κ ν κ ν 2κ

α ρβ β

α ρβ β
ν 2κ 1 σχέσεις

α ρβ β

+ +

− − −

= − + 
= − + 

− +

= − + 

⋮
 ,  

 

ο ο

1 1

κ 1 κ 1

α ρβ 0

α ρβ 0
κσχέσεις

α ρβ 0− −

+ = 
+ = 


+ = 

⋮
 , µε ν 2κ 1≥ − . 
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►ΕΙ∆ΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ : Πολυωνυµικές Εξισώσεις µε Άρρητες Ρίζες 
 
 
Αν κανένας από τους διαιρέτες µιας πολυωνυµικής εξίσωση δεν είναι ρίζα της τότε η εξίσωση 
αυτή , δεν έχει ρητή ρίζα. Όπως έχει αποδειχτεί στο Θεώρηµα  7 (Σελίδα 13) , αν η εξίσωση έχει 

ρίζα τον άρρητο α β+  , θα έχει  ως ρίζα και τον α β− .  

 
Στο παράδειγµα που ακολουθεί , γίνεται χρήση και του παραπάνω θεωρήµατος. 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Να λύσετε την εξίσωση 4 3 22x x x 2x 6 0+ − − − = . 
 

Λύση: 
 

Οι διαιρέτες του σταθερού όρου -6 , είναι : ±1 , ± 2 , ± 3 , ± 6 ενώ οι διαιρέτες του συντελεστή 
του µεγιστοβάθµιου όρου 2 είναι : ± 1 , ± 2. Έτσι , οι πιθανές ρίζες της εξίσωσης είναι όλα τα 

πηλίκα 
κ

λ
 , (όπου κ ο διαιρέτης του σταθερού όρου και  λ ο διαιρέτης του µεγιστοβάθµιου) ,  

δηλαδή οι αριθµοί : ± 1 , ± 2 , ± 3 , ± 6 , ± 
1

2
, ±

3

2
.  

Μετά από δοκιµές , διαπιστώνουµε ότι κανένας από τους αριθµούς αυτούς δεν είναι ρίζα της 
εξίσωσης. Άρα η εξίσωση 4 3 22x x x 2x 6 0+ − − − =  δεν έχει ρητές ρίζες. 
Παρατηρούµε ότι για x 2=  , έχουµε : 

( ) ( )4 3 2
2 2 2 2 2 2 6 2 4 2 2 2 2 2 6 0+ − − − = ⋅ + − − − = . 

Άρα η εξίσωση έχει ρίζα το 2 και λόγω του θεωρήµατος και το 2− . Έτσι , η εξίσωση έχει 

παράγοντα το ( )( ) 2x 2 x 2 x 2− + = − .  

Από το σχήµα Horner  , έχουµε:  
 
2 1 1 2 6 2

4 2 6

2 1 3 0 0

− − −

 

 

και έτσι , η εξίσωση γίνεται: ( ) ( )
2

2 2

2

x 2 0
x 2 2x x 3 0

2x x 3 0 (∆εν έχει ρίζεςστο )

 − =
− ⋅ + + = ⇔ 

+ + = ℝ
 

    x 2 ή x 2.⇔ = = −        
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Περίπτωση 3 : ∆ιώνυµες Εξισώσεις 
 
Ορισµός: Κάθε εξίσωση της µορφής κ µΑx Βx 0 µε Α,Β 0 και κ,µ+ = ≠ ∈ℕ  λέγεται  
                 διώνυµη εξίσωση. 
 
 

Η εξίσωση κ µΑx Βx 0+ =  
 

 

Έστω κ µ 0> ≥ .Τότε ( )κ µ µ κ µΑx Βx 0 x Αx Β 0−+ = ⇔ + = . 

Άρα 
µ

κ µκ µ

x 0 (µε βαθµό πολλαπλότητας µ )
x 0

Β
x (1)Ax Β 0

Α

−−

= = 
⇔ 

= −+ = 

 

Αν κ µ ν− =  και 
Β
α

Α
− =  η (1) γίνεται : νx α=  (2) 

 
Οι νιοστές ρίζες του α που είναι και ρίζες της εξίσωσης , υπολογίζονται από τον τύπο του  
De Moivre και είναι µιγαδικές και εποµένως δε θα µας απασχολήσουν. 
 

Έστω γ η πρωτεύουσα νιοστή ρίζα του |α |, δηλαδή ννγ |α | γ |α |= ⇔ =  (3) 

• Αν α 0>  τότε η (3) γίνεται νγ α=  και εποµένως η (2) γράφεται 
ν

ν ν x
x γ 1 (4)

γ

 
= ⇔ = 

 
 

• Αν α 0<  τότε η (3) γίνεται νγ α= −  και εποµένως η (2) γράφεται 

         
ν

ν ν x
x γ 1 (5)

γ

 
= − ⇔ = − 

 
 

Αν θέσουµε 
x

y
γ

= από τις (4) και (5) έχουµε τελικά ότι ν νy 1 , y 1= = −  που σηµαίνει ότι η λύση 

της εξίσωσης κ µΑx Βx 0+ =  ανάγεται τελικά στην επίλυση των εξισώσεων ν νy 1 , y 1= = − . 
 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω , αν θέλαµε να βρούµε τις τιµές του x , για τις οποίες είναι 

5 22x 3x 0+ =  , θα κάναµε τα εξής : 

( )
2

5 2 2 3

33 3

x 0x 0(διπλή ρίζα )
x 0

2x 3x 0 x 2x 3 0 3 3
x x2x 3 0

2 2

== =  
+ = ⇔ + = ⇔ ⇔ ⇔  

= − = −+ =   

 

(Οι άλλες δυο ρίζες της εξίσωσης είναι µιγαδικές) 
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Η εξίσωση x ν = α 

 
 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 
• Αν ν άρτιος , τότε:  
 
         Για α < 0 , η εξίσωση είναι αδύνατη. 
 

         Για α > 0 , η εξίσωση έχει δυο λύσεις , τις ν
1,2x α= ± . 

 

• Αν ν περιττός , τότε η εξίσωση έχει µια ακριβώς λύση , τη 
ν

ν

|α | , αν α 0
x

|α | , αν α 0

 >
= 

− <
 

 
 
 
Περίπτωση 4 : Εξισώσεις που αποτελούνται από αθροίσµατα άρτιων δυνάµεων 
 
 
Χρησιµοποιούµε την ιδιότητα : 
Αν α , β , … , γ άρτιοι και x∈ℝ , τότε α β γ

1 2 ν 1 2 νx x ... x 0 x 0και x 0 , ... , x 0+ + + = ⇔ = = = . 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε την εξίσωση ( )42 4 2x 2x x 8x 16− = − + −  

 
Λύση: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

4 4 4 22 4 2 2 4 2 2 2

2

2

x 2x x 8x 16 x 2x x 8x 16 0 x 2x x 4 0

x x 2 0x 2x 0 x 0ή x 2

και και και x 2.

x 2 ή x 2x 2 x 2 0x 4 0

− = − + − ⇔ − + − + = ⇔ − + − = ⇔

− = − = = =
 

⇔ ⇔ ⇔ =  
   = − =− + =− =  

 

 
 
 
Περίπτωση 5 : Εξισώσεις που λύνονται µε µετασχηµατισµούς 
 
α) ∆ιτετράγωνες Εξισώσεις :  
 
    Ορισµός: Κάθε εξίσωση της µορφής 2ν ναx βx γ 0 , α 0+ + = ≠ (1) ονοµάζεται διτετράγωνη  

                     και λύνεται µε τον µετασχηµατισµό νx ω=  , οπότε η εξίσωση ανάγεται στη  
                     δευτεροβάθµια εξίσωση 2αω βω γ 0+ + =  η οποία ονοµάζεται επιλύουσα της (1). 
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    ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε την εξίσωση 4 2x 5x 4 0− + = . 
 

Λύση: 
 
    Θέτουµε 2x ω 0= ≥  οπότε η εξίσωση γίνεται : 2ω 5ω 4 0 ω 1 ή ω 4− + = ⇔ = = . 

    Αν ω 1=  τότε 2x 1 x 1ή x 1= ⇔ = = − . 

    Αν ω 4=  τότε 2x 4 x 2 ή x 2= ⇔ = = − . 
    Η εξίσωση έχει 4 διακεκριµένες ρίζες τις  x 2 ή x 1 ή= − = − x 1 ή x 2= =  
 
 
β) Αντίστροφες Εξισώσεις : 
     
    Ορισµός: Αντίστροφη εξίσωση (ως προς x) , ονοµάζεται κάθε εξίσωση που αν έχει ρίζα το   

                    ρ 1,0,1≠ − , θα έχει ρίζα και τον αντίστροφο του ρ δηλαδή τον 
1

ρ
. 

     
    ΘΕΩΡΗΜΑ : Οι ρίζες της εξίσωσης 4 3 2αx βx γx βx α 0,α 0+ + + + = ≠  είναι αντίστροφες. 
 

Απόδειξη: 
 
    Αν η εξίσωση 4 3 2αx βx γx βx α 0+ + + + =  έχει ρίζα το ρ 0≠  , τότε 4 3 2αρ βρ γρ βρ α 0 (1)+ + + + =  

    Για 
1

x
ρ

=  , η εξίσωση δίνει 
4 3 2

1 1 1 1
α β γ β α 0
ρ ρ ρ ρ

       
+ + + + =       

       
 την οποία  

    πολλαπλασιάζουµε µε ρ 4 και παίρνουµε 2 3 4α βρ γρ βρ αρ 0+ + + + =  η οποία ισχύει λόγω της (1) 

    Άρα εκτός από τον ρ και ο 
1

ρ
 είναι ρίζα της εξίσωσης και η εξίσωση έχει ρίζες αντίστροφες.   

 
    
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :  
 
 
1. Το παραπάνω θεώρηµα πρακτικά σηµαίνει ότι αν θέσουµε σε µια αντίστροφη εξίσωση στη   

     θέση του x  το
1

x
 , η εξίσωση δε θα µεταβληθεί. 

 
2. Αποδεικνύεται ότι µια εξίσωση είναι αντίστροφη , αν και µόνο αν είναι ίσοι ή αντίθετοι οι  
    συντελεστές των όρων που ισαπέχουν απ’τα άκρα. Η επίλυση µιας αντίστροφης εξίσωσης ,    
    ανάγεται τις περισσότερες φορές σε εξίσωση 2ου βαθµού , όπως στο παράδειγµα που ακολουθεί :  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε την εξίσωση 4 3 22x 3x 10x 3x 2 0+ − + + = . 
 

Λύση: 
 

   ∆ιαιρούµε την εξίσωση µε 2x 0≠  και έχουµε : 2
2

3 2
2x 3x 10 0

x x
+ − + + = ⇔  

   2
2

1 1
2 x 3 x 10 0 (1)

x x
   + + + − =   
   

 

   Θέτουµε 
1

x ω
x

+ =  και λόγω της ταυτότητας ( )22 2α β α β 2αβ+ = + − γίνεται    

   
2

2 2
2

1 1 1
x x 2x ω 2

x x x
 + = + − = − 
 

οπότε τελικά η (1) γίνεται :   

   ( )2 2 7
2 ω 2 3ω 10 0 2ω 3ω 14 0 ω 2 ή ω

2
− + − = ⇔ + − = ⇔ = = −  

   ( )21
ω 2 x 2 x 2x 1 0 x 1 διπλή ρίζα

x
= ⇔ + = ⇔ − + = ⇔ = . 

   27 1 7 7 33
ω x 2x 7x 2 0 x

2 x 2 4

− ±
= − ⇔ + = − ⇔ + + = ⇔ = . 

    Εξίσωση έχει όντως αντίστροφες ρίζες , αφού : 

    1 2x x 1 1 1⋅ = ⋅ = και 
( )

22

1 2

7 337 33 7 33 49 33 16
x x 1

4 4 16 16 16

− −− + − − −
⋅ = ⋅ = = = = . 

 
 
 
 
► ΓΕΝΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 3ου – 4ου ΒΑΘΜΟΥ 
 

( Μέθοδος Cardano ) 
 

    α. Λύση Εξίσωσης 3ου Βαθµού  
 

Έστω η εξίσωση 3 2x αx βx γ 0 (1)+ + + =  

• Θέτουµε 
α

x y
3

= −  , οπότε η (1) , γράφεται : 
3 2

α α α
y α y β y γ 0

3 3 3
     − + − + − + =     
     

 ,  

 

     η οποία µετά από πράξεις , δίνει την  
2 3

3 α 2α αβ
y β y γ 0 (2)

3 27 3

   
+ − + + − + =   
   

 

 

• Θέτουµε  
2α

β κ
3

− =  και 
32α αβ

γ λ
27 3

− + =  και η (2) γράφεται   3y κy λ 0 (3)+ + =  

• Θέτουµε y z ω= +  οπότε η (3) , γίνεται ( ) ( )3
z ω κ z ω λ 0+ + + + =  , η οποία µετά από   

    πράξεις , δίνει την : 
 
      ( )( )3 3z ω λ 3zω κ z ω 0 (4)+ + + + + =  
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• Για να ισχύει η (4) , αρκεί 

3 3 3 3
3 3

3 3

z ω λ z ω λ
z ω λ 0

κ κ
3zω κ 0 zω z ω

3 3

 + = − + = −+ + =  
⇒ ⇒  

+ = = − = −   

 ,  

   που σηµαίνει ότι τα 3 3z , ω  θα είναι ρίζες της εξίσωσης 
3

2 κ
t λt 0 , t

27
+ − = ∈ℝ  , η οποία   

   έχει ρίζες 

3
2

2 3

1,2

4κ
λ λ

λ λ κ27t
2 2 4 27

− ± +
= = − ± + . 

   Εποµένως , 
2 3 2 3

3 3
λ λ κ λ λ κ

z z
2 4 27 2 4 27

= − + + ⇒ = − + + και 

         
2 3 2 3

3 3
λ λ κ λ λ κ

ω ω
2 4 27 2 4 27

= − − + ⇒ = − − +  

 

Λόγω του µετασχηµατισµού y z ω= +  , έχουµε   
2 3 2 3

3 3
λ λ κ λ λ κ

y
2 4 27 2 4 27

= − + + + − − + . 

 

Έτσι από τον αρχικό µετασχηµατισµό 
α

x y
3

= −  , παίρνουµε τελικά ότι : 

 

      
2 3 2 3

3 3
λ λ κ λ λ κ α

x
2 4 27 2 4 27 3

= − + + + − − + − .     ( Τύπος του Cardano ) 

 
 

 
ΠΡΟΣΟΧΗ : 
 
Κάθε µια από τις κυβικές ρίζες , έχει τρεις τιµές που βρίσκονται γράφοντας τους αριθµούς 
στην τριγωνοµετρική τους µορφή. Βρίσκουµε έτσι εννέα ζεύγη τιµών των z , ω από τις 
οποίες , απορρίπτουµε όσες δεν πληρούν τη σχέση 3zω κ 0+ = . 
Ενδιαφερόµαστε µόνο για τις πραγµατικές ρίζες. 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λυθεί η εξίσωση 3x 3x 8 0+ + = . 

 
Λύση: 

 
Στην εξίσωση 3x 3x 8 0+ + =  (1) , που είναι στη µορφή 3y κy λ 0 (3)+ + = της παραπάνω 

µεθόδου , θέτουµε x z ω= +  οπότε η (1) γράφεται ( ) ( )3
z ω 3 z ω 8 0+ + + + =  η οποία µετά 

από πράξεις , δίνει 

( ) ( ) ( )3 3z ω 8 3zω 3 z ω 0+ + + + ⋅ + =  και η οποία για να ισχύει , αρκεί : 

3 33 3 3 3

3 3

z ω 8z ω 8 0 z ω 8

3zω 3 0 zω 1 z ω 1

+ = − + + = + = − 
⇔ ⇔  

+ = = − = −   
 , άρα οι 3 3z ,ω  είναι ρίζες της εξίσωσης  
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2t 8t 1 0+ − =  , η οποία δίνει 1,2

8 68
t 4 17

8

− ±
= = − ± . 

Άρα 3 3z 4 17 z 4 17= − + ⇔ = − +  και 3 3ω 4 17 ω 4 17= − − ⇔ = − +  και επειδή 

x z ω= +  , έχουµε τελικά ότι 3 3x 4 17 4 17= − + − + ∈ℝ . 
 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :  
 
Επειδή η συγκεκριµένη αλγεβρική µέθοδος είναι αρκετά πολύπλοκη και η συγκεκριµένη 
αλγεβρική αναπαράσταση δύσκολη , µε τη χρήση κατάλληλου εκπαιδευτικού λογισµικού 
µαθηµατικών (για παράδειγµα του Geogebra) που θα παρουσιάσουµε στους µαθητές , θα 
έχουν την ευκαιρία να αντιληφθούν τη διαφορά αλγεβρικής και γραφικής επίλυσης και 
να κατανοήσουν την έννοια του άρρητου αριθµού ως λύση µιας πολυωνυµικής εξίσωσης . 
 
 

     

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Αν µε τη βοήθεια του Geogebra µεγεθύνουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
3f (x) x 3x 8= + + κατάλληλα ώστε να πετύχουµε την καλύτερη για εµάς προσέγγιση , βρίσκουµε ότι  

το σηµείο τοµής της γραφικής παράσταση της f µε τον άξονα xx΄ , δηλαδή η πραγµατική λύση της 
εξίσωσης 3x 3x 8 0+ + =  είναι η  τετµηµένη του , 1,512745327− . 

Έτσι , 3 3x 4 17 4 17 1,51= − + − + ≅ −  
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΄΄ Μεγέθυνση της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = x 3 + 3x + 8 ́΄ 

 

 
 
 

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
 
 

Gerolamo Cardano ( 1501 – 1576 ) 
 
       
Γεννήθηκε στην Ιταλία όπου έκανε τις βασικές του σπουδές και συνέχισε στο Πανεπιστήµιο 
της Πάντοβα ώστε να γίνει γιατρός. Αργότερα , του δόθηκε έδρα στην Ακαδηµία του 
Μιλάνου , όπου και έγραψε το έργο ΄΄Γεωµετρίας Εγκώµιον΄΄. Έπειτα από οικογενειακά 
προβλήµατα , πέτυχε να του δοθεί καθηγητική έδρα στο πανεπιστήµιο της Μπολόνια ,  
όπου έγινε και µόνιµος πολίτης.  
      Κατηγορήθηκε για ΄΄µαγεία΄΄ και φυλακίστηκε. Σύντοµα , ελευθερώθηκε µε την 
προϋπόθεση να µην ξαναδιδάξει. Έτσι , πήγε στη Ρώµη όπου απέκτησε µεγάλη φήµη  
ως γιατρός κερδίζοντας την εύνοια του Πάπα , επιχορηγούµενος µέχρι το θάνατό του. 

 
 

Έργα του Cardano: 
 
� ΄΄Περί των ιδιοτήτων των αριθµών΄΄ , µια σύντοµη µονογραφία που περιέχει τα βιβλία  
           7-9 του Ευκλείδη. 
 
� ΄΄Εφαρµογές της Αριθµητικής΄΄ , µια περιγραφή (όχι πάντα σωστή) της επιστήµης των 
         αριθµών. Αναφέρει τις πράξεις µεταξύ ακέραιων , κλασµάτων , ασύµµετρων αριθµών.  
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Μεταξύ των τεχνικών που προτείνει είναι αυτή που µετατρέπει τον πολλαπλασιασµό σε  

  αφαίρεση σύµφωνα µε τον τύπο :
2 2

α β α β
α β

2 2

+ −   ⋅ = −   
   

. 

� Αφιερώνει πολλές σελίδες στις εξισώσεις 1ου και 2ου βαθµού και ειδικά για τις τελευταίες 
         θεωρεί ξεχωριστές τις περιπτώσεις : 2x px q (1)= + , 2x px q (2)+ = , 2x q px (3)+ =    
         µε p , q > 0 , µη δεχόµενος τις µηδενικές ρίζες. 
 
� Αναφέρει και συστήµατα εξισώσεων , χωρίς απόδειξη των µεθόδων που χρησιµοποιεί. 
 
� Ασχολείται  µε απλές εφαρµογές συνδυαστικής και πιθανοτήτων. 

 
� Προς διευκόλυνση του υπολογισµού επιφανειών και όγκων , δίνει πίνακα χορδών και  
         αποστηµάτων µερικών κανονικών πολυγώνων , όπως και κάποιες ιδιότητές τους. 
 
� Γνωρίζει να µετασχηµατίζει τις εξισώσεις για την επίλυσή τους και µε τους αλγεβρικούς  
         αυτούς  χειρισµούς , βοηθήθηκε ο Ferrari για να µπορέσει να λύσει εξίσωση 4ου βαθµού. 

 
 

 
 
 
     β. Λύση Εξίσωσης 4ου Βαθµού  
 
Έστω η εξίσωση 4 3 2αx βx γx δx ε 0 (1)+ + + + =  
 

• Θέτουµε 
β

x y
4α

= −  , οπότε η (1) , γράφεται : 

       
4 3 2

β β β β
α y β y γ y δ y ε 0

4α 4α 4α 4α
       − + − + − + − + =       
       

 ,  η οποία µετά από πράξεις  

       και κατάλληλους µετασχηµατισµούς τελικά δίνει την 4 2y κy λy µ 0 (2)+ + + = . 
 
• Θέτουµε  y z ω φ= + +  , οπότε από την (2) προκύπτει σύστηµα ως προς 2 2 2z ,ω ,φ   
      που είναι : 

      

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

κ
z ω φ

2
κ µ

z ω ω φ φ z
16 4

λ
z ω φ

64


+ + = − 




+ + = − 



= 

.  

     Έτσι , τα 2 2 2z ,ω ,φ  είναι ρίζες της εξίσωσης  
2

3 2κ κ µ λ
t t t 0

2 16 4 64
 + + − − = 
 

 ,  

     οπότε αναγόµαστε σε εξίσωση 3ου βαθµού. 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

 
 

Lodovico Ferrari ( 1522 – 1565 ) 
 
       
Γεννήθηκε στην Ιταλία και πήγε στο Μιλάνο , όπου βρήκε προστασία από τον Cardano.  
Από ένα πρόβληµα που του προτάθηκε , οδηγήθηκε στην αναζήτηση των λύσεων 4ου βαθµού 
κάτι που του εξασφάλισε παγκόσµια φήµη. Πήρε καθηγητική έδρα στο Μιλάνο , όπου του 
ανατέθηκε το έργο της απογραφής του ∆ουκάτου της Μάντοβας. Έπειτα , πήγε στην 
Μπολόνια όπου έγινε διδάκτωρας της Φιλοσοφίας και αργότερα καθηγητής του τοπικού 
Πανεπιστηµίου. Όµως δεν πρόλαβε να διδάξει , αφού πέθανε καθώς όπως λένε οι φήµες 
δηλητηριάστηκε από την αδελφή του για λόγους κληρονοµιάς. 

 
Έργα του Ferrari: 
 
� ΄΄IV πρόκληση΄΄ , µια δηµοσίευση στην οποία αναφέρει στον Cardano ότι οι πρώτες  
         λύσεις µερικών προβληµάτων που µελετούσε , αν και αληθοφανείς , δεν είναι σωστές και  
         τα προβλήµατα όχι σωστά λυµένα. 
 
� ΄΄V πρόκληση΄΄ , που αποτελείται από 3 µέρη: Το πρώτο µέρος είναι εριστικό και αγενές   
         το δεύτερο περιέχει κριτική των λύσεων του Tartaglia από το δίδυµο  Cardano-Ferrari  
         ενώ το τρίτο µέρος περιέχει τη λύση προβληµάτων που τέθηκαν από τον Tartaglia. 
 
� ΄΄VI πρόκληση΄΄ συνεχίζεται η εριστική συµπεριφορά του. O Ferrari χαρακτηρίζει τον  
         Cardano ως πολύ σπουδαίο , αφού έχει λύσει την τριτοβάθµια εξίσωση. 
 
� Ασχολήθηκε και µε Γεωµετρικά προβλήµατα (κατασκευή διχοτόµου γωνίας) 
 
� Ασχολήθηκε και µε αριθµητικά προβλήµατα (προβλήµατα του Γερµανού Μαθηµατικού  

               Stiefen) 
 
 
 
 
►ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΠΟΥ ΑΝΑΓΟΝΤΑΙ ΣΕ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ  

( ΡΗΤΕΣ – ΑΡΡΗΤΕΣ ) 
 

Ορισµοί : 
 

1. Ρητή λέγεται κάθε εξίσωση της µορφής 
P(x)

R(x)
Q(x)

=  όπου P(x),Q(x),R(x) πολυώνυµα  

     και Q(x) 0≠ . 
 
2. Άρρητη λέγεται κάθε εξίσωση που έχει την µεταβλητή µέσα σε ριζικό. 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 

 
1. Στις ρητές εξισώσεις , κάνουµε απαλοιφή παρονοµαστών χρησιµοποιώντας το    
    Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο των παρονοµαστών παίρνοντας περιορισµούς. 
    (Είναι δυνατόν οι περιορισµοί αυτοί να µη γίνονται από την αρχή , αλλά σε ενδιάµεσα   
    βήµατα  της λύσης της εξίσωσης.) 
 
2. Στις άρρητες εξισώσεις , για να απαλλαγούµε από τα ριζικά χρησιµοποιούµε την ιδιότητα   

    2x | x |=  ή την ν νx | x |=  ή υψώνουµε και τα δυο µέλη της εξίσωσης στην κατάλληλη   
     δύναµη. 
 
3. Ορισµένες φορές , πριν τα βήµατα 2. ή 3. , κάνουµε κατάλληλους µετασχηµατισµούς. 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λυθεί η εξίσωση 
2

2 2 2

x 2x x

x x 2 x 1 x 3x 2

−
+ =

− − − − +
. (Ρητή Εξίσωση) 

 
Λύση: 

 

Η εξίσωση γράφεται : 
( )( ) ( )( ) ( )( )

2x 2x x

x 1 x 2 x 1 x 1 x 1 x 2

−
+ =

+ − − + − −
,  

µε  Ε.Κ.Π = ( ) ( ) ( )x 2 x 1 x 1 0− − + ≠ , απ’όπου x 1 , x 1 , x 2≠ − ≠ ≠ . 

Πολλαπλασιάζουµε όλους τους όρους της εξίσωσης µε το Ε.Κ.Π και έχουµε: 

( ) ( ) ( )2 3 2x x 1 2x x 2 x x 1 x 2x 3x 0− + − = − + ⇔ + − =  , που είναι εξίσωση πολυωνυµική. 

Εποµένως , ( )2

2

x 0
x x 2x 3 0

x 2x 3 0 x 1ή x 3

=
⋅ + − = ⇔ 

+ − = ⇔ = = −
. 

 
Οι x = 0 και x = – 3 είναι δεκτές , ενώ η x = 1 απορρίπτεται λόγω των περιορισµών.  

 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λυθεί η εξίσωση 2x x 2 x 2− − + = .      (Άρρητή Εξίσωση) 
 

Λύση: 
 

Η εξίσωση γράφεται : 2x x 2 2 x− − = −  και για να έχει αυτή νόηµα , πρέπει να ισχύουν : 

( ] [ )
( ]

2 x , 1 2,x x 2 0

2 x 0 x ,2

 ∈ −∞ − ∪ +∞ − − ≥ 
⇔ 

− ≥ ∈ −∞ 
 , δηλαδή η εξίσωση έχει νόηµα για κάθε 

( ] { }x , 1 2∈ −∞ − ∪ . Οπότε για κάθε ( ] { }x , 1 2∈ −∞ − ∪ , η εξίσωση γράφεται : 

( ) ( )
2

22 2 2x x 2 2 x x x 2 4 4x x 3x 6 x 2− − = − ⇔ − − = − + ⇔ = ⇔ =  , που είναι δεκτή. 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :  
 

Οι εξισώσεις x x 2= −  και ( )2
x x 2= −  δεν είναι ισοδύναµες , δηλαδή δεν έχουν το ίδιο 

σύνολο λύσεων. 
 
 

Πράγµατι , η εξίσωση x x 2= − έχει νόηµα για 
x 0

x 2
x 2 0

≥
⇔ ≥

− ≥
 και γίνεται ( )2

x x 2= −  

που δίνει δυο λύσεις , τις x 1, x 4= =  από τις οποίες , λόγω του περιορισµού , δεκτή είναι µόνο η 

x = 4 οπότε το σύνολο λύσεών της είναι το µονοσύνολο { }1S 4= , ενώ η εξίσωση ( )2
x x 2= −  

έχει σύνολο λύσεων το { }2S 1,4= . 

Η γραφική αναπαράσταση της παρατήρησης αυτής , απεικονίζεται στα ακόλουθα σχήµατα : 
 
 

 
 

y x 2= −  

y x=  

Τετµηµένη σηµείου τοµής : x = 4 
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Τετµηµένες σηµείων τοµής : x = 1 , x = 4 

2y (x 2)= −  

y x=  
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►ΥΠΑΡΞΗ ΡΙΖΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
 
ΓΕΝΙΚΑ : 
 
Από τη θεωρία πολυωνύµων , υπενθυµίζουµε τα παρακάτω που είναι απαραίτητα σε θέµατα 
πολυωνυµικών εξισώσεων. 
 
Ορισµός : Ονοµάζουµε ακέραιο πολυώνυµο του x , κάθε έκφραση της µορφής  
       ν ν 1

ν ν 1 1 ο
f (x) α x α x ... α x α−−−−

−−−−= + + + += + + + += + + + += + + + + , όπου ν ν 1 1 οα ,α ,...,α ,α− ∈ℝ  και ν∈ℕ . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1 : Κάθε ακέραιο πολυώνυµο νιοστού βαθµού έχει ν το πολύ διαφορετικές ρίζες. 

Απόδειξη: 
 
Κάθε πολυώνυµο ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + + βαθµού ν 1≥  αναλύεται σε γινόµενο ν 

πρωτοβάθµιων παραγόντων , άρα έχει το πολύ ν διαφορετικές (µιγαδικές) ρίζες. 
 Έστω ότι το πολυώνυµο P(x) έχει ρίζες τις 1 2 ν κρ ,ρ ,...,ρ ,ρ , µε κ ν≤  και βαθµούς  

πολλαπλότητας 1 2 κµ ,µ ,...,µ  αντίστοιχα. Άρα ( ) ( ) ( )1 2 κµ µ µ

ν 1 2 κP(x) α x ρ x ρ ... x ρ= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ,  

µε 1 2 κµ µ ... µ ν+ + + = . 

Έτσι , κάθε πολυώνυµο P(x) βαθµού ν κ≥  έχει κ διαφορετικές ρίζες κ ν≤  µε βαθµούς 

πολλαπλότητας 1 2 κµ ,µ ,...,µ  όπου 1 2 κµ µ ... µ ν+ + + = . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2 : Κάθε ακέραιο πολυώνυµο νιοστού βαθµού που έχει ν + 1 ρίζες ,  
                           είναι το µηδενικό πολυώνυµο. 

 Απόδειξη: 
 
Έστω 1 2 ν ν 1ρ ,ρ ,...,ρ ,ρ +  οι ν 1+  διαφορετικές µεταξύ τους τιµές που µηδενίζουν το πολυώνυµο 

ν ν 1
ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−

−= + + + + . 

Άρα ( ) ( ) ( )ν 1 2 νP(x) α x ρ x ρ ... x ρ= − ⋅ − ⋅ ⋅ −  και για ν 1x ρ +=  παίρνουµε: 

( ) ( ) ( )ν 1 ν ν 1 1 ν 1 2 ν 1 νP(ρ ) α ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ+ + + += − ⋅ − ⋅ ⋅ −  και αφού ν 1P(ρ ) 0+ =  και 1 2 ν 1ρ ρ ... ρ ρ≠ ≠ ≠ ≠  ,  

θα είναι να 0=  δηλαδή ν 1
ν 1 1 οP(x) α x ... α x α−
−= + + + . Εργαζόµενοι µε τον ίδιο τρόπο , φτάνουµε 

στο ν 1α 0− = και συνεχίζοντας έτσι , παίρνουµε ν ν 1 1 οα α ... α α 0−= = = = = ,  

δηλαδή το P(x) είναι το µηδενικό πολυώνυµο. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : 
 
Έστω το πολυώνυµο ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + + . 

Σε κάθε x∈ℝ  αντιστοιχούµε ένα µόνο y , τέτοιο ώστε ν ν 1
ν ν 1 1 οy α x α x ... α x α−

−= + + + + ,  

ορίζοντας έτσι την πολυωνυµική συνάρτηση ν ν 1
ν ν 1 1 οf (x) α x α x ... α x α−

−= + + + + . 

Αν εξισώσουµε ένα πολυώνυµο µε το µηδέν , έχουµε την πολυωνυµική εξίσωση 
ν ν 1

ν ν 1 1 οα x α x ... α x α 0−
−+ + + + = . 

 
               Οι ρίζες του πολυωνύµου  P(x) είναι ρίζες και της πολυωνυµικής συνάρτησης f(x)  
               και της πολυωνυµικής εξίσωσης f(x) = 0. 
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Περίπτωση (1) : Πολυωνυµικές εξισώσεις µε 1 ή 2 ή … τουλάχιστον ρίζες. 
 
Α. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο ανοιχτό διάστηµα (α,β) ,  
      κάνουµε τα εξής : 
 

���� Θεωρούµε το 1ο µέλος ως συνάρτηση f. 
 

���� Για τη συνάρτηση f , εξετάζουµε αν ισχύει το θεώρηµα Bolzano και συµπεραίνουµε για  
    την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας στο (α,β). 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ BΟLZANO :  
 
Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη στο [α,β]. Αν : 
• Η f είναι συνεχής στο [α,β]. 

• f (α) f (β) 0⋅ <  
 
Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ox (α,β)∈  ώστε of (x ) 0= , δηλαδή : 
 
Υπάρχει µια  τουλάχιστον  ρίζα  της εξίσωσης  f ( x ) = 0  στο διάστηµα  (α ,β).  
 
Για την απόδειξη του Θεωρήµατος , χρειαζόµαστε τα παρακάτω: 
 
Ορισµός 1 : Μια ακολουθία διαστηµάτων ( )ν να ,β , µε ν = 1 , 2 , … αποτελεί κιβωτισµό ,  

                     αν και µόνο αν ισχύει ν ν 1 ν 1 να α β β+ +≤ < ≤ , µε ν = 1 , 2 , … 

                     Είναι προφανές ότι ( ) ( )ν 1 ν 1 ν να ,β α ,β+ + ⊆  , µε ν = 1 , 2 , … 

 
Ορισµός 2 : Ένας κιβωτισµός των διαστηµάτων ( )ν να ,β , µε ν = 1 , 2 , …  

                     λέγεται  κιβωτισµός Cantor , αν ισχύει ν νβ α 0− → . 

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΙΒΩΤΙΣΜΟΥ ( CANTOR – DEDEKIND ) 
 
Αν ( )ν να ,β , µε ν = 1 , 2 , …  είναι ένας κιβωτισµός του Cantor , τότε υπάρχει ένα ακριβώς 

σηµείο ox ∈ℝ  ώστε ν o να x β≤ ≤  , µε ν = 1 , 2 , …   

 
Απόδειξη: 

 
Αφού ( )ν να ,β , µε ν = 1 , 2 , …  είναι ένας κιβωτισµός (του Cantor) , θα ισχύει : 

ν ν 1 ν 1 να α β β+ +≤ < ≤ που σηµαίνει ότι για τις ακολουθίες ( ) ( )ν να , β  θα ισχύει  ( )να ↑ , ( )νβ ↓ . 

Εποµένως , υπάρχουν τα όρια ν o
ν
lim α x
→+∞

= , ν o
ν
lim β x ΄
→+∞

= . 

Επειδή ( )ν ν ν ν ν ν o ox x x
β α 0 lim β α 0 lim β lim α x x ΄

→+∞ →+∞ →+∞
− → ⇔ − = ⇔ = ⇔ = . 

∆ηλαδή υπάρχει ένα ακριβώς ox ∈ℝ  ώστε ν o να x β≤ ≤  , µε ν = 1 , 2 , …   
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Απόδειξη του Θεωρήµατος Bolzano : 

 
Αφού ( ) ( )f α f β 0⋅ < , υποθέτουµε ότι ( ) ( )f α 0 f β< < . Θέτουµε ο οα α , β β= =  και έστω 

ο οα β

2

+
 το µέσο του διαστήµατος ( )ο οα ,β . 

Αν ο οα β
f 0

2

+ 
= 

 
 , τότε ισχύει το θεώρηµα. 

Αν ο οα β
f 0

2

+ 
≠ 

 
, διακρίνουµε τις περιπτώσεις : 

• ο οα β
f 0

2

+ 
< 

 
 , τότε θέτουµε ο ο

1

α β
α

2

+
= και ο 1β β= . 

• ο οα β
f 0

2

+ 
> 

 
 , τότε θέτουµε ο 1α α= και ο ο

1

α β
β

2

+
= . 

Έτσι από τα παραπάνω , έχουµε ( ) ( )
ο 1 1 ο

1 1

ο ο
1 1 1

α α β β

f α 0 f β

β α
β α

2


 ≤ < ≤


< <
 − − =


 και µε επαγωγή στο *ℕ , έχουµε γενικά ότι 

( ) ( )
ο ν ν ο

ν ν

ο ο
ν ν ν

α α β β

f α 0 f β

β α
β α

2


 ≤ < ≤


< <
 − − =


. Με αυτό τον τρόπο ορίζονται και τα σηµεία ν 1 ν 1α ,β+ +  ώστε να  ισχύουν : 

( ) ( )
ο ν 1 ν 1 ο

ν 1 ν 1

ο ο
ν 1 ν 1 ν 1

α α β β

f α 0 f β

β α
β α

2

+ +

+ +

+ + +


 ≤ < ≤


< <
 − − =


.  

Έτσι , οι οριζόµενες ακολουθίες ( ) ( )ν να , β  µε  ( )να ↑ , ( )νβ ↓  και ν = 1 , 2 , … ,  

αποτελούν ένα κιβωτισµό του Cantor. 
Άρα υπάρχει ox µε ν o να x β≤ ≤ µε ν = 1 , 2 , … και ν ν ox x

lim α lim β x
→+∞ →+∞

= = . 

Αφού η f είναι συνεχής , θα ισχύει ( ) ( ) ( )ν ν ox x
lim f α lim f β f x
→+∞ →+∞

= = . 

Όµως  
( ) ( )
( ) ( )

( )ν o

o

ν o

f α 0 f x 0
f x 0.

f β 0 f x 0

< ⇒ ≤ 
⇒ =

> ⇒ ≥ 
 

 
 
ΣΧΟΛΙΟ :  
 
Η παραπάνω απόδειξη , δίνει τον τρόπο προσέγγισης της ρίζας οπουδήποτε ανάµεσα στα α , β. 
Υπάρχουν στη βιβλιογραφία τουλάχιστον άλλοι δυο τρόποι µε τους οποίους προσεγγίζουµε τη 
µεγαλύτερη και τη µικρότερη ρίζα της εξίσωσης αντίστοιχα. 
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ BOLZANO 

 
 

 
 
 
        Αν για τη συνεχή συνάρτηση f στο [α,β] το γινόµενο των f(α) , f(β) είναι αρνητικό  
        ( δηλαδή οι τιµές f(α) , f(β) είναι αριθµοί ετερόσηµοι ) , τότε η γραφική παράσταση της f ,  
        τέµνει τον άξονα xx΄ σε ένα τουλάχιστον σηµείο (ρ,0) όπου ρ η ρίζα της εξίσωσης ( )f x 0=  
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       Να βρείτε τις πραγµατικές ρίζες της εξίσωσης 3x x 4 0− − = . 

 
 

Προσέγγιση της Ρίζας µε το Εκπαιδευτικό Λογισµικό GEOGEBRA 
 
 
Θεωρούµε την πραγµατική συνάρτηση f : →ℝ ℝ  µε τύπο 3f (x) x x 4 0= − + = . 
Θα βρούµε τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f µε τον άξονα xx΄. 
 
 

 
 
 
Η λύση της εξίσωσης είναι η x = – 1.79632 µε προσέγγιση 5 δ.ψ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 



 

- 51 - 

  
Προσέγγιση της Ρίζας µε το Εκπαιδευτικό Λογισµικό FUNCTION PROBE 

 
Βήµα 1ο : Παίρνουµε τιµές για το x από το –20 ως το 20 και παρατηρούµε ότι υπάρχει ρίζα   
                 στο διάστηµα ( )2, 1− − . 
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Βήµα 2ο : Παρεµβάλουµε τιµές στο διάστηµα ( )2, 1− −  µε βήµα 0.1 (προσέγγιση 1 δ.ψ) 

                   για να πάρουµε καλύτερη προσέγγιση της ρίζας και διαπιστώνουµε ότι η ρίζα   
                   βρίσκεται  στο διάστηµα ( )1.8, 1.7− −  

 

 
 
Συνεχίζοντας µε παρόµοιο τρόπο , καταλήγουµε τελικά ότι η ρίζα της εξίσωσης βρίσκεται 
στο διάστηµα ( )1.7964, 1.7963− −  
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Παρατήρηση :  

 
Το λογισµικό Function Probe µας δίνει µια πληρέστερη εικόνα για το πώς καταλήξαµε στη ρίζα 
σε αντίθεση µε το Geogebra µε το οποίο απλώς βρίσκουµε τη ρίζα. 
 

Προσέγγιση της Ρίζας µε το Live Math (1) 
 
      ∆ίνουµε την εξίσωση , πατάµε διπλό ΄΄κλικ΄΄ και παίρνουµε κατευθείαν το αποτέλεσµα. 
 
Επίλυση της εξίσωσης 
 

 
 
 

Προσέγγιση της Ρίζας µε το Live Math (2) 
 

Έλεγχος της ύπαρξης της ρίζας της εξίσωσης και προσδιορισµός της µε το Θ. Bolzano  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) ( )24 2 2 25x λ 4 x λ 2 x λ 0,λ 0+ − + − − = ≠   

                               έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα ( )0,1 . 

 
Λύση: 

 

Έστω η συνάρτηση ( ) ( ) ( )24 2 2 2f x 5x λ 4 x λ 2 x λ= + − + − − . 

• Η f είναι συνεχής στο [ ]0,1  ως πολυωνυµική. 

 

• 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
2

2

f 0 λ 0 λ 0
f 0 f 1 0

f 1 λ 4λ 5 0 ∆ 0

= − < ≠ 
⇒ ⋅ <

= − + > > 
. 

 
Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση 

( )f x 0= ⇔ ( ) ( )24 2 2 25x λ 4 x λ 2 x λ 0+ − + − − = , θα έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ( )0,1 . 

 
 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ : Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση έχει 2 , ή , 3 ή … τουλάχιστον ρίζες στο (α , β) 
  χωρίζουµε το διάστηµα αυτό σε 2 , ή , 3 ή , … υποδιαστήµατα  
                        (ανάλογα µε το πλήθος των ριζών που µας ζητείται) και εξετάζουµε αν ισχύει  
                        σ’ αυτά το θεώρηµα Bolzano. 

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3 2x αx β 0+ + = , µε β > 0 και α + β + 1 < 0 , 

             έχει δυο τουλάχιστον ρίζες στο ( )1,1− . 

Λύση: 
 
Θεωρούµε τη συνάρτηση 3 2f (x) x αx β= + + . 
 
• Η f είναι συνεχής στα [ ] [ ]1,0 , 0,1−  ως πολυωνυµική. 

 

• 

( )f ( 1) 1 α β 2 1 α β 0
f ( 1) f (0) 0

f (0) β 0
f (0) f (1) 0

f (1) 1 α β 0

− = − + + = − + + + < 
− ⋅ < 

= > ⇒ 
⋅ < = + + < 

 

 
Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0= ⇔ 3 2x αx β 0+ + = , θα έχει από µια 

τουλάχιστον ρίζα στα ( ) ( )1,0 , 0,1−  και εποµένως , δυο τουλάχιστον ρίζες στο ( )1,1− . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   
            ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 3 2 1 3 3 1 2α x λ x λ α x λ x λ α x λ x λ 0− − + − − + − − =   

            µε 1 2 3α ,α ,α 0>  και 1 2 3λ λ λ< <  , έχει τουλάχιστον δυο ρίζες στο ℝ . 

 
Λύση: 

 
Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 3 2 1 3 3 1 2f (x) α x λ x λ α x λ x λ α x λ x λ= − − + − − + − − . 

• Η f είναι συνεχής στα [ ] [ ]1 2 2 3λ ,λ , λ ,λ  ως πολυωνυµική. 

• 

( ) ( )
( )( )
( )( )

1 1 1 2 1 3

1 2
2 2 2 1 2 3

2 3

3 3 3 1 3 2

f (λ ) α λ λ λ λ
f (λ ) f (λ ) 0

f (λ ) α λ λ λ λ
f (λ ) f (λ ) 0

f (λ ) α λ λ λ λ

= − − 
⋅ < 

= − − ⇒ 
⋅ < = − − 

 

Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0=  θα έχει από µια τουλάχιστον ρίζα στα 

( ) ( )1 2 2 3λ ,λ , λ ,λ  και εποµένως , δυο τουλάχιστον ρίζες στο ℝ . 

 
 
 
Β. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο κλειστό διάστηµα [α,β] ,  
      τότε εµφανίζεται στο Θ. Bolzano το γινόµενο : f ( α ) · f ( β ) ≤ 0  
      Στην περίπτωση αυτή , διακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 

� Αν f (α) f (β) 0 f (α) 0 ή f (β) 0⋅ = ⇔ = = . Άρα x α ή x β= = , ρίζες της εξίσωσης f (x) 0= . 
 
� Αν f (α) f (β) 0⋅ <  , τότε ισχύει το Θ. Bolzano. 

 
Ανάλογα εργαζόµαστε και στα διαστήµατα [ α , β ) , (α , β ] 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )3x α 2 x= −  µε [ ]α 0,1∈  ,  

   έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο [0,1]. 
 

Λύση: 
 
Είναι ( )3 3x α 2 x x αx 2α 0= − ⇔ − − = . Θεωρούµε τη συνάρτηση 3f (x) x αx 2α= − −  , 0 α 1≤ ≤ . 

• Η f είναι συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυµική. 

• 
f (0) 2α 0

f (0) f (1) 0
f (1) 1 α 0

= − ≤ 
⇒ ⋅ ≤

= − ≥ 
 , αφού 0 α 1≤ ≤ . 

 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 
� Αν f (0) f (1) 0 f (0) 0 ή f (1) 0⋅ = ⇔ = = . Άρα x 0 ή x 1= = , ρίζες της εξίσωσης f (x) 0= . 
 
� Αν f (0) f (1) 0⋅ <  , ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0=  θα έχει µια 

         τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). Εποµένως σε κάθε περίπτωση , η εξίσωση ( )f x 0= ,  

         έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο [-1,1]. 
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Γ. Αν δεν δίνεται διάστηµα για την ύπαρξη της ρίζας , δηλαδή αν θέλουµε µια τουλάχιστον ρίζα  
     στο ℝ , τότε : 
 

� Υπολογίζουµε τα όρια της f στο ±∞  (ή στα άκρα ανοιχτού διαστήµατος). 
 

    Αν 
x
lim f (x)
→−∞

= −∞  , τότε υπάρχει α < 0 ώστε f (α) 0< . 

    Αν 
x
lim f (x)
→+∞

= +∞  , τότε υπάρχει β > 0 ώστε f (β) 0> . 

    Αν 
x
lim f (x)
→−∞

= +∞  , τότε υπάρχει α < 0 ώστε f (α) 0> . 

    Αν 
x
lim f (x)
→+∞

= −∞  , τότε υπάρχει β > 0 ώστε f (β) 0< . 

 
� Αν ο υπολογισµός των ορίων στο ±∞  δίνει το ίδιο αποτέλεσµα τότε ο µόνος τρόπος που  
         έχουµε είναι να  ́ ΄µαντέψουµε΄΄ µε δοκιµές ένα διάστηµα στο οποίο να εφαρµόζεται  
         το Θ. Bolzano. 

 
 

 
ΚΑΘΕ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΠΕΡΙΤΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ , 

 
ΕΧΕΙ ΜΙΑ ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ ΡΙΖΑ ΣΤΟ ℝℝℝℝ . 

 
Απόδειξη: 

 
Έστω η πολυωνυµική εξίσωση ν ν 1

ν ν 1 1 οα x α x ... α x α 0−
−+ + + + =   µε να 0≠  και ν περιττός. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ν ν 1
ν ν 1 1 οf (x) α x α x ... α x α−

−= + + + +  και διακρίνουµε τις 

περιπτώσεις  
 
i) Αν να 0>  , τότε :  

• ν

νx x
lim f (x) lim α x
→−∞ →−∞

= = −∞ , αφού ν περιττός. Άρα υπάρχει λ < 0 , ώστε f (λ) 0< . 

      ν

νx x
lim f (x) lim α x
→+∞ →+∞

= = +∞ , αφού ν περιττός. Άρα υπάρχει µ > 0 , ώστε f (µ) 0> . 

       Έτσι ισχύει f (λ) f (µ) 0⋅ < . 

•  Η f είναι συνεχής στο [λ,µ] ως πολυωνυµική. 
           
  Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (λ,µ)   

  άρα και στο ℝ . 
 

ii) Αν να 0<  , τότε :  

• ν

νx x
lim f (x) lim α x
→−∞ →−∞

= = +∞ , αφού ν περιττός. Άρα υπάρχει κ < 0 , ώστε f (κ) 0> . 

      ν

νx x
lim f (x) lim α x
→+∞ →+∞

= = −∞ , αφού ν περιττός. Άρα υπάρχει ρ > 0 , ώστε f (ρ) 0< . 

       Έτσι ισχύει f (κ) f (ρ) 0⋅ < . 

•  Η f είναι συνεχής στο [κ,ρ] ως πολυωνυµική. 
           

         Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (κ,ρ)  

   άρα και στο ℝ . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1: Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 5 4x 2x 100+ = ,  
                                έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ℝ . 
 

Λύση: 
 

Η συνάρτηση 5 4f (x) x 2x 100= + − είναι 5ου (άρα περιττού) βαθµού , οπότε σύµφωνα µε την 
παραπάνω πρόταση , θα έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ℝ . 
 
Εναλλακτικά , µπορούµε να ενεργήσουµε , ως εξής : 
 
• 5

x x
lim f (x) lim x
→−∞ →−∞

= = −∞  και άρα υπάρχει α < 0 , ώστε f (α) 0< . 

            5

x x
lim f (x) lim x
→+∞ →+∞

= = +∞  και άρα υπάρχει β > 0 , ώστε f (β) 0> . 

 
• Η f είναι συνεχής στο [α,β] ⊆ ℝ  ως πολυωνυµική. 
           
Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (α,β) 

άρα και στο ℝ . 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )( )8 2x 7 x 1 x x 1= ⋅ + − + , έχει µια τουλάχιστον  

                                  ρίζα στο ℝ . 
Λύση: 

 
Είναι : ( )( )8 2 8 3x 7 x 1 x x 1 x 7x 7 0= + − + ⇔ − − = .Θεωρούµε τη συνάρτηση 8 3f (x) x 7x 7= − − . 

Επειδή 
x x
lim f (x) lim f (x)
→−∞ →+∞

= = +∞ , δε µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θ. Bolzano. 

 

• Με δοκιµές , έχουµε τελικά ότι : 
f (0) 7 0

f (0) f (2) 0
f (2) 198 0

= − < 
⇒ ⋅ <

= > 
. 

 
• Η f είναι συνεχής στο [0,2] ⊆ ℝως πολυωνυµική. 
 
Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (0,2)  

άρα και στο ℝ . 
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Γ. Θεωρητικά Θέµατα : Εδώ , δίνεται η πολυωνυµική εξίσωση f (x) 0=  και όχι ο τύπος της.  
      Για τη συνάρτηση f , ισχύουν όλα τα προηγούµενα και για την εφαρµογή του Θ. Bolzano.  
      Επίσης , παίρνουµε σαν δεδοµένο ότι η πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής στο ℝ . 
 
 
      ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : ∆ίνεται η συνάρτηση f : →ℝ ℝ .Αν για την πολυωνυµική εξίσωση f (x) 0=   

    ισχύει f (α) f (β) 0+ = , να αποδείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει µια  
    τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]. 
 

Λύση: 
 

• Η f είναι συνεχής στο [α,β] ως πολυωνυµική. 
 

• [ ]2f (α) f (α)
f (α) f (β) f (α) 0

f (β) f (α) ,αφού f (α) f (β) 0

= 
⇒ ⋅ = − ≤

= − + = 
. 

 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :  
 
����  Αν f (α) f (β) 0 f (α) 0 ή f (β) 0⋅ = ⇔ = = . Άρα x = α ή x = β ρίζες της εξίσωσης f (x) 0= . 
 
����  Αν f (α) f (β) 0⋅ <  τότε ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση ( )f x 0=  έχει µια τουλάχιστον   

      ρίζα στο (α,β). Άρα σε κάθε περίπτωση η εξίσωση f (x) 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]. 
 
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Σταθερό σηµείο Banach  ( για πολυωνυµικές συναρτήσεις ) 
 
 
∆ίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση f : [0,1] (0,1)→ . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) x= ,  
έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 

Λύση: 
 
Έστω η συνάρτηση h(x) f (x) x= − . 

 
• Η h είναι συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυµική. 
 

• 
h(0) f (0) 0

h(0) h(1) 0
h(1) f (1) 1 0,αφού f (1) 1

= > 
⇒ ⋅ <

= − < < 
. 

 
Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση h(x) 0=  , δηλαδή η f (x) x= ,  
έχει µια τουλάχιστον  ρίζα ρ στο (0,1).  
 
ΣΧΟΛΙΟ : Η γενίκευση του σταθερού σηµείου Banach , δίνει το σταθερό σηµείο Brower : 
  
∆ίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση f : [α,β] (α,β)→ . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) x= ,  
έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (α,β). 
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 H ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ BANACH 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 : ∆ίνονται οι πολυωνυµικές συναρτήσεις ( )f : A ,0→ −∞  και ( )g : B 0,→ +∞  ,  

    µε f (1) 1= −  και g( 3) 3− = . ∆είξτε ότι η εξίσωση f (x) g(x) x 0+ + =  ,  
 έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (– 3,1). 
 

Λύση: 
Έστω η συνάρτηση h(x) f (x) g(x) x= + + . 
 
• Η h είναι συνεχής στο [–3,1] ως πολυωνυµική. (άθροισµα πολυωνυµικών συναρτήσεων) 
 
• h( 3) f ( 3) g( 3) 3 f ( 3) 3 3 f ( 3) 0 ,αφού f ( 3) ( ,0)− = − + − − = − + − = − < − ∈ −∞ . 
      h(1) f (1) g(1) 1 1 g(1) 1 g(1) 0 ,αφού g(1) (0, )= + + = − + + = > ∈ +∞ . 
 
Έτσι ισχύει h( 3) h(1) 0− ⋅ < . Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση h(x) 0=  , δηλαδή η 
εξίσωση f (x) g(x) x 0+ + = , έχει µια τουλάχιστον  ρίζα  στο (–3,1). 
 
 
 
 

   To ρ (0,1)∈  είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) x=  και καθορίζει το σηµείο Β (σηµείο Banach). 
    
   Είναι προφανές ότι f (0) 0>  , f (1) 1< . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 : ∆ίνεται η συνάρτηση ν ν 2 *f (x) x 4x 1 , µε ν−= − + ∈ℕ .  

 Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) f (x 1)= +  , έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 
 

Λύση: 
Είναι : f (0) 1= . 

           ν
ν ν 2 ν

f (1) 1 4 1 1 2.

2
f (2) 2 4 2 1 2 4 1 1.

4
−

= − ⋅ + = −

= − ⋅ + = − ⋅ + =
 

Έστω η συνάρτηση h(x) f (x) f (x 1)= − + . 
 
• Η h είναι συνεχής στο [0,1] ως διαφορά πολυωνυµικών συναρτήσεων. 
 

• 
h(0) f (0) f (1) 1 ( 2) 3 0

h(0) h(1) 0
h(1) f (1) f (2) 2 1 3 0

= − = − − = > 
⇒ ⋅ <

= − = − − = − < 
. 

 
Άρα ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση h(x) 0=  , δηλαδή η f (x) f (x 1)= + ,  
έχει µια τουλάχιστον  ρίζα  στο (0,1). 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 : ∆ίνονται οι πολυωνυµικές συναρτήσεις f , g για τις οποίες ισχύει   
                                 [ ]f g : α,β →	 ℝ . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )f g (x) x=	 ,  

                                 έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]. 
 

Λύση: 
 
Έστω η συνάρτηση ( ) [ ]h(x) f g (x) x , x α,β .= − ∈	  

 
• Η h είναι συνεχής στο [α,β] ως διαφορά πολυωνυµικών συναρτήσεων ( fog συνεχής ). 
 

• 
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

h(α) f g (α) α 0 , αφού f g (α) α,β
h(α) h(β) 0

h(β) f g (β) β 0 , αφού f g (β) α,β

= − ≥ ∈ 
⇒ ⋅ ≤

= − ≤ ∈ 

	 	

	 	
. 

 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 
� Αν h(α) h(β) 0 h(α) 0 ή h(β) 0⋅ = ⇔ = =  , τότε x = α ή x = β ρίζες της εξίσωσης h(x) 0.=  

 
� Αν h(α) h(β) 0⋅ < , τότε  ισχύει το θεώρηµα Bolzano και η εξίσωση h(x) 0=  ,  

         έχει µια τουλάχιστον  ρίζα  στο (α,β). 
 
   Άρα σε κάθε περίπτωση , η εξίσωση h(x) 0= , δηλαδή η ( )f g (x) x=	 ,  

έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]. 
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ΙΣΤΟΡΙΚΑ ΣΗΜΕΙΩΜΑΤΑ 

 
 

Bernard Bolzano ( 1791 – 1848 ) 
 
 
Γεννήθηκε στην Πράγα (από Ιταλούς γονείς) και µε προτροπή του πατέρα του έγινε ιερέας 
και σπούδασε Φιλοσοφία. Έγινε καθηγητής της επιστήµης των Θρησκευµάτων. 
 
Έργα του Bolzano: 
 
� ΄΄Γεωµετρία΄΄ , όπου γίνεται προσπάθεια να εξηγήσει πλήρως την Ευκλείδεια θεωρία  
         των παραλλήλων. 
 
� Έγραψε εργασίες όπου εξήγησε έννοιες και εφάρµοσε µεθόδους. Καθιέρωσε τις έννοιες  
         της συνεχούς συνάρτησης , της διαφόρισης δυναµοσειράς και έδωσε κριτήριο σύγκλισης  
         σειράς κατακτώντας την έννοια του ΄΄ανώτερου ορίου΄΄ 
 
� Έγραψε εργασία πάνω στην Ανάλυση , χωρίς γεωµετρική εποπτεία διατυπώνοντας  
         το γνωστό θεώρηµα Bolzano. 

 
� ΄΄Θεωρία των Συναρτήσεων΄΄ , όπου αναφέρεται σε συνεχή συνάρτηση που δεν έχει  
         εφαπτοµένη σε όλα τα σηµεία της. 

 
 
 

Georg Cantor (1845-1918) 
 

 
∆ανέζικης καταγωγής , γεννηµένος στην Πετρούπολη. Επιστρέφει µε την οικογένειά του 
στην Φρανκφούρτη όπου φοίτησε στο Γυµνάσιο. Γράφεται στο Πολυτεχνείο της Ζυρίχης  
και γίνεται µηχανικός. Γύρισε στο Βερολίνο και συνέχισε τις σπουδές του στα ΄΄καθαρά΄΄ 
Μαθηµατικά.Γίνεται καθηγητής στο Πανεπιστήµιο του Halle.  
 
Έργα του Cantor: 
 
� ∆ηµοσίευσε τις εργασίες του πάνω στη θεωρία αριθµών. 
 
� Έγραψε δυο σηµαντικά υποµνήµατα για τις τριγωνοµετρικές σειρές. Στο δεύτερο  

               αποδεικνύει , ότι είναι αδύνατον δυο τέτοιες σειρές να παριστάνουν την ίδια συνάρτηση. 
 

� ΄΄Τα στοιχεία της θεωρίας των συναρτήσεων΄΄ , ένα υπόµνηµα , στο οποίο αναπτύσσεται 
         η θεωρία των ασύµµετρων αριθµών που φέρει και το όνοµά του. 
 
� Εισάγει σε εργασία του την έννοια ΄΄∆ύναµη ενός συνόλου΄΄. 
 
� ΄΄Θεωρία Συνόλων΄΄ , βασικό κοµµάτι των νεότερων Μαθηµατικών. 
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 Richard Dedekind (1831 – 1916) 
 
 
Γεννήθηκε στη Γερµανία και σπούδασε στο Πανεπιστήµιο του Γκέτιγκεν. Έγινε τακτικός 
καθηγητής των Μαθηµατικών στο Πολυτεχνείο της Ζυρίχης. 
 
Έργα του Dedekind:  
 
� ΄΄Μαθήµατα θεωρίας Αριθµών΄΄ , όπου ενηµερώνει για τις µέχρι τότε γνώσεις σε αυτό  
         τον  κλάδο των Μαθηµατικών. 
 
� ΄΄Συνέχεια και Ασύµµετροι αριθµοί΄΄ , όπου εξηγεί τα θεµέλια της Ανάλυσης και  
         αναφέρεται ο περίφηµος ορισµός των ασύµµετρων αριθµών µέσω των τοµών  
         (Τοµές Dedekind) 
 
� ΄΄Τι είναι και τι νοµίζονται οι αριθµοί΄΄ , µια εργασία πάνω στη θεωρία αριθµών. 

 
 
 
 
Περίπτωση (2) : Πολυωνυµικές εξισώσεις µε 1 ή 2 ή … το πολύ ρίζες. 

 
 
Για να δείξουµε ότι µια πολυωνυµική εξίσωση έχει 1 ή 2 ή … το πολύ ρίζες σε ένα διάστηµα  
ή στο ℝ , υποθέτουµε ότι η εξίσωση έχει µια παραπάνω ρίζα και εφαρµόζοντας το Θ. Rolle  
στο διάστηµα που σχηµατίζουν οι ρίζες αυτές , καταλήγουµε σε άτοπο. 
Έτσι , συµπεραίνουµε ότι η πολυωνυµική εξίσωση f (x) 0= , έχει 1 ή 2 ή … το πολύ ρίζες. 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE :  
 
Αν για µια συνάρτηση f  ισχύουν : 
 
• Είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β]. 
 
• Είναι παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α,β). 
 
• f (α) f (β)= . 
 
Τότε , υπάρχει ένα τουλάχιστον ρ ( )α,β∈  ώστε ( )f ' ρ 0= , δηλαδή : 

 
Η εξίσωση f  ΄( x ) = 0 ,  έχει µια τουλάχιστον  ρίζα ρ  στο διάστηµα  (α,β). 
 
 
Για να αποδείξουµε το θεώρηµα Rolle , χρειαζόµαστε  δυο βασικά θεωρήµατα της πραγµατικής 
ανάλυσης : 
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1. Θεώρηµα Μέγιστης – Ελάχιστης Τιµής  
 
    Αν f µια οριζόµενη και συνεχής συνάρτηση στο [α,β] , τότε η f παίρνει ελάχιστη τιµή m και  
    µέγιστη τιµή M στο [α,β] , δηλαδή m f (x) M για κάθε x [α,β]≤ ≤ ∈ . 
 
 
2. Θεώρηµα Fermat 
 
    Έστω συνάρτηση f :[α,β] → ℝ . Αν η f έχει τοπικό ακρότατο στο ox (α,β)∈ και είναι   

    παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό , τότε ισχύει ( )of ' x 0= . 

 
Απόδειξη: 

 
   Έστω ότι η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο ox . Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε ( ) ( )o ox δ, x δ α,β− + ⊆    

   και  o of (x h) f (x )+ ≤ , για κάθε ( )h δ,δ∈ − . 

   � Αν 0 h δ< <  τότε 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )o o o o

o
h 0

f x h f x f x h f x
0 lim 0 f ' x 0 (1)

h h+→

+ − + −
≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ . 

 

  � Αν δ h 0− < <  τότε 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )o o o o

o
h 0

f x h f x f x h f x
0 lim 0 f ' x 0 (2)

h h−→

+ − + −
≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ . 

   Εποµένως από τις (1) , (2) έχουµε ( )of ' x 0= . 

 
 

Απόδειξη του Θεωρήµατος Rolle: 
 
� Αν η συνάρτηση f είναι σταθερή , τότε ( )f ' ρ 0=  για κάθε ε (α,β)∈ . 

 
� Αν η συνάρτηση f δεν είναι σταθερή , τότε αφού είναι συνεχής , από το θεώρηµα µέγιστης-   
     ελάχιστης τιµής , θα υπάρχουν ε µx , x [α,β]∈  ώστε ε µf (x ) f (x) f (x )≤ ≤ . 

     Τα ε µx , x  δε µπορούν να είναι ταυτόχρονα τα άκρα του [α,β] , γιατί τότε , αν για παράδειγµα  

     ήταν ε µx α , x β= = θα είχαµε ε µf (α) f (x ) f (x ) f (β)= < = , που είναι άτοπο , αφού f (α) f (β)= . 

     Άρα , ένα τουλάχιστον από τα ε µx , x , θα είναι εσωτερικό σηµείο του [α,β] , έστω το εx . 

     Επειδή η συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο στο εx (α,β)∈ , θα ισχύει το θεώρηµα του Fermat  

     σύµφωνα µε το οποίο ( )εf ' x 0= . Έτσι το εx  είναι το ζητούµενο σηµείο ρ ώστε  ( )f ' ρ 0= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

- 64 - 

 H ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ  ROLLE  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3 2 2x αx 2α x 100 0 ,α 0+ + − = ≠  ,  

         έχει µια το πολύ ρίζα στο ℝ . 
 

Λύση: 
 
Έστω η συνάρτηση 3 2 2f (x) x αx 2α x 100= + + − , µε α 0≠ . 

Υποθέτουµε ότι η f έχει δυο ρίζες 1 2ρ ,ρ ∈ℝ , µε 1 2ρ ρ< . 

 
• Η f είναι συνεχής στο [ ]1 2ρ ,ρ  ως πολυωνυµική. 

• Η f είναι παραγωγίσιµη στο ( )1 2ρ ,ρ  µε 2 2f ' (x) 3x 2αx 2α= + + . 

• 1 2f (ρ ) f (ρ ) 0= =  , αφού 1 2ρ ,ρ  ρίζες της f. 

Άρα ισχύει το Θ. Rolle και υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )1 2ξ ρ ,ρ∈  ώστε  f '(ξ) 0= . 

∆ηλαδή 2 23ξ 2αξ 2α 0+ + = , που είναι άτοπο γιατί 2 23ξ 2αξ 2α 0+ + > , εφόσον 2∆ 20α 0= − < . 

Άρα η εξίσωση 3 2 2x αx 2α x 100 0+ + − = , έχει µια το πολύ ρίζα στο ℝ . 
 

Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] , παραγωγίσιµη στο (α,β) και ισχύει f (α) f (β)= , υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ρ (α,β)∈  ώστε η εφαπτοµένη στη γραφική παράσταση της f στο σηµείο Μ ( )ρ, f (ρ)  

να είναι παράλληλη στον άξονα xx’ και στην ευθεία ΑΒ µε Α ( )α, f (α)  και Β ( )β, f (β) . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 3 2λ 1 x λx 1 0 ,µε 0 λ 1− − − = < < ,  

         έχει  το πολύ δυο θετικές ρίζες. 
 

Λύση: 
 
Έστω η συνάρτηση ( ) 3 2f (x) λ 1 x λx 1 0 ,µε 0 λ 1= − − − = < < . 

Υποθέτουµε ότι η f έχει τρεις ρίζες 1 2 3ρ ,ρ ,ρ ∈ℝ , µε 1 2 3ρ ρ ρ< < . 

 
• Η f είναι συνεχής στα [ ]1 2ρ ,ρ ,[ ]2 3ρ ,ρ ως πολυωνυµική. 

• Η f είναι παραγωγίσιµη στα ( )1 2ρ ,ρ ,( )2 3ρ ,ρ  µε ( ) 2f ' (x) 3 λ 1 x 2λx= − − . 

• 1 2 3f (ρ ) f (ρ ) f (ρ ) 0= = =  , αφού 1 2 3ρ ,ρ ,ρ  ρίζες της f. 

Άρα ισχύει το Θ. Rolle και υπάρχει από ένα τουλάχιστον ( )1 1 2ξ ρ ,ρ∈  και ( )2 2 3ξ ρ ,ρ∈  ώστε : 

1 2f ' (ξ ) 0 , f ' (ξ ) 0= =  (1). 

Για την ( ) 2f ' (x) 3 λ 1 x 2λx= − − , έχουµε : 

• Η f ΄ είναι συνεχής στο [ ]1 2ξ ,ξ ως πολυωνυµική. 

• Η f ΄ είναι παραγωγίσιµη στο ( )1 2ξ ,ξ  µε ( )f '' (x) 6 λ 1 x 2λ= − − . 

• 1 2f '(ξ ) f ' (ξ ) 0= =  λόγω της (1). 

Άρα ισχύει το Θ. Rolle και υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )1 2ξ ξ ,ξ∈  ώστε : 

f '' (ξ) 0= ⇔ ( )6 λ 1 x 2λ 0− − =  

που είναι άτοπο , αφού ( ) ( )1 2ξ ξ ,ξ 0, ξ 0∈ ⊆ +∞ ⇒ >  και επειδή 0 λ 1 λ 0 , λ 1 0< < ⇒ > − <  ,  

που σηµαίνει ότι ( )6 λ 1 x 2λ 0− − < .  

Άρα η εξίσωση f (x) 0= , έχει το πολύ δυο ρίζες στο ( )0,+∞ . 

 
 

ΙΣΤΟΡΙΚΑ ΣΗΜΕΙΩΜΑΤΑ 
 

 
Michel Rolle ( 1652 – 1719 ) 

 
 
Γεννήθηκε στη Γαλλία και χωρίς σπουδές , θεωρήθηκε ΄΄επιδέξιος χειριστής των αριθµών΄΄. 
Ανέλαβε κυβερνητικές θέσεις όµως σύντοµα έφυγε , για να αφοσιωθεί εξ’ολοκλήρου σε 
αλγεβρικές µελέτες και έγινε µέλος της Ακαδηµίας Επιστηµών. 
 
Έργα του Rolle: 
 
� ΄΄Άλγεβρα΄΄ , όπου αναφέρεται και αλγόριθµους λύσης πρωτοβάθµιας εξίσωσης µε δυο  
         αγνώστους. Το έργο συµπληρώθηκε µε ένα µικρότερο : ́ ΄Μέθοδος λύσης των  
         απροσδιόριστων αλγεβρικών εξισώσεων΄΄. Εδώ αναφέρεται και η λεγόµενη πρόταση Rolle : 
         ́΄Μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της εξίσωσης f ΄(x) = 0 , υπάρχει µια µόνο ρίζα της   
            εξίσωσης f(x) = 0 ́ ΄. 
 
� ΄΄∆ιευκρινήσεις επί της φύσης των ισοτήτων΄΄ που είναι κριτική στις ιδέες του Descartes. 
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 Pierre De Fermat (1601 – 1665) 
 
 
Γεννηµένος στη Γαλλία , σπουδάζει Νοµική και γίνεται σύµβουλος του κοινοβουλίου της 
Τουλούζης.Αναπτύσσει τη Μαθηµατική του σκέψη , από τη µελέτη των αρχαίων Ελληνικών 
Μαθηµατικών και του Viete. Γνωρίζουµε ελάχιστα από τη ζωή του. Όλα όσα αναφέρονται 
σχετικά µε το έργο του δεν είναι από τον ίδιο , αλλά από σηµειώσεις (ακόµα και στα περιθώρια 
των βιβλίων) από τις οποίες αρκετές έχουν χαθεί , όπως και οι επιστολές του. 
 
Έργα του Fermat: 
 
� Εργασίες στη Γεωµετρία : 
 

1) Πάνω στους ΄΄Επίπεδους τόπους΄΄ του Απολλώνιου. 
 
2) Πάνω στα ΄΄Πορίσµατα΄΄ του Ευκλείδη. 

 
3) Πάνω στις ΄΄Σφαιρικές επαφές΄΄. 

 
4) Πάνω στις ΄΄Κυκλικές επαφές΄΄ του Απολλώνιου. 

 
� Εργασίες στην Αναλυτική Γεωµετρία : 
 

1)   ́ ΄Εισαγωγή στους επίπεδους και στερεούς τόπους΄΄ που τον τοποθετεί σε θέµατα   
      συντεταγµένων , στο ίδιο επίπεδο µε τον Descartes. 
 
2) ΄΄Επί της λύσης Γεωµετρικών προβληµάτων , µέσω των απλούστερων δυνατών 
καµπύλων ΄΄µια διατριβή που συµπληρώνει την εργασία του Descartes. 

 
� Εργασίες στην Άλγεβρα : 
 

Συµπληρωµατικές παρατηρήσεις στις λύσεις διάφορων προβληµάτων του Viete. 
 
� Εργασίες στη θεωρία Αριθµών 
 

1) Σχολιασµός στα ΄΄Αριθµητικά΄΄ του ∆ιόφαντου. 
 
2) Η διάσηµη υπόθεση του Fermat δηλαδή ότι η εξίσωση ν ν νx y z+ =  µε ν > 2 είναι 

αδύνατη στο ℤ , που αποδείχτηκε τελικά από τον Sir Andrew John Wiles το 1993 , 
µέσω ανακοίνωσης σε µία σειρά διαλέξεων που παραδόθηκαν στο ινστιτούτο για την 
επιστήµη των µαθηµατικών "Ισαάκ Νεύτωνας" στις 21 , 22 και 23 Ιουνίου. 

 
3) Ανακάλυψε πολλές ιδιότητες των πρώτων αριθµών της µορφής 4ν + 1. 
 
4) Κατέληξε σε σπουδαία συµπεράσµατα , όπως : 
       Κάθε ακέραιος είναι ή τριγωνικός ή άθροισµα 2 ή 3 τριγωνικών αριθµών. 

                Κάθε ακέραιος είναι ή τετράγωνος ή άθροισµα 2 , 3 ή 4 τετραγωνικών αριθµών. 
                Κάθε ακέραιος είναι ή πενταγωνικός ή άθροισµα 2 , 3 , 4 ή 5 πενταγωνικών αριθµών. 
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5) Θεωρεί ότι οι αριθµοί της µορφής 
ν22 1+ είναι πρώτοι για ν = 1 , 2 , 3 , 4. Θεωρεί επίσης  

       (εσφαλµένα κατά τον Euler) ότι το ίδιο ισχύει και για ν = 5 , 6 αφού προκύπτουν   
       σύνθετοι αριθµοί. Εξετάζει επίσης και απροσδιόριστες εξισώσεις της µορφής   
       2 2αx 1 β+ =  µε α∈ℤ  και µη τετράγωνο.  
 
6) Εξέτασε τους τέλειους αριθµούς του Ευκλείδη , τα µαγικά τετράγωνα και τους µαγικούς  
       κύβους. 
 

� Εργασίες στον Απειροστικό Λογισµό : 
 

1) Ασχολήθηκε µε ζητήµατα µέγιστων και ελάχιστων. Σε σύγχρονη διατύπωση , 
εµφανίζεται ο κανόνας µε τον οποίο ΄΄Κάθε σηµείο µέγιστου ή ελάχιστου µιας 
συνάρτησης µιας  µεταβλητής , πρέπει να µηδενίζει την πρώτη παράγωγό της΄΄. 

 
2) Προσδιόρισε τα εφαπτόµενα επίπεδα καµπύλης µε τρόπο που δε διαφέρει από τα 

παραπάνω ζητήµατα. 
 
3) Ασχολήθηκε µε ζητήµατα ολοκληρωτικού λογισµού. Εργάστηκε πάνω στον τετραγωνισµό   
       της παραβολής ανώτερης τάξης , στον κυβισµό του στερεού εκ περιστροφής παραβολής  
       όπως και στις υπερβολές ανώτερης τάξης και τον προσδιορισµό των εµβαδών όλων των  
       υπερβολών. 
 
4) Αντιµετώπισε το πρόβληµα της ευθειοποίησης της παραβολής (τετραγωνισµός παραβολής)     
       εξαρτώµενο από ολοκλήρωµα εκφρασµένο µε λογάριθµους.  

 
 
 
 
 
Περίπτωση (3) : Πολυωνυµικές εξισώσεις µε 1 ή 2 ή … ακριβώς  ρίζες. 

( Μοναδικότητα Ρίζας ) 
 
Α. Για να δείξουµε ότι µια πολυωνυµική εξίσωση f (x) 0=  έχει 1 ή 2 ή … ακριβώς ρίζες σε   
      διάστηµα ή στο ℝ , κάνουµε τα εξής: 
 

� Εξετάζουµε αν η f έχει 1 ή 2 ή … τουλάχιστον ρίζες στο διάστηµα ή στο ℝ  µε το  
         Θ. Bolzano. 

 
      �     Θεωρούµε ότι η f έχει µια παραπάνω ρίζα και µε εφαρµογή του Θ. Rolle καταλήγουµε σε   
               άτοπο. Συµπεραίνουµε τελικά ότι η εξίσωση f (x) 0=  έχει 1 ή 2 ή … ακριβώς ρίζες.  
               (µοναδικές) 
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     ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : ∆είξτε ότι η εξίσωση 5 3x αx αx 1 0 ,µε α 0− − + = < ,  

           έχει µια ακριβώς ρίζα στο ℝ . 
 

Λύση: 
 
Έστω η συνάρτηση 5 3f (x) x αx αx 1 0 ,µε α 0= − − + = < . 

• 5

x x
lim f (x) lim x
→−∞ →−∞

= = −∞ , άρα υπάρχει κ < 0  ώστε f (κ) 0< . 

      5

x x
lim f (x) lim x
→+∞ →+∞

= = +∞ , άρα υπάρχει λ > 0  ώστε f (λ) 0> . 

       Έτσι ισχύει f (κ) f (λ) 0⋅ < . 

•  Η f είναι συνεχής στο [κ,λ] ⊆ ℝ  ως πολυωνυµική. 
 
Άρα ισχύει το Θ. Bolzano και η εξίσωση f (x) 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο [κ,λ] ,  
άρα και στο ℝ . 
 
Έστω ότι η f έχει δυο ρίζες 1 2ρ ,ρ ∈ℝ , µε 1 2ρ ρ< . 

• Η f είναι συνεχής στο 1 2[ρ ,ρ ]  ως πολυωνυµική. 

• Η f είναι παραγωγίσιµη στο 1 2(ρ ,ρ )  µε 4 2f '(x) 5x 3αx α= − − . 

• 1 2f (ρ ) f (ρ ) 0= =  , αφού 1 2ρ ,ρ  ρίζες της f. 

Άρα ισχύει το Θ.Rolle και υπάρχει ένα τουλάχιστον 1 2ξ (ρ ,ρ )∈  ώστε 
4 2f ' (ξ) 0 5ξ 3αξ α 0= ⇔ − − = , που είναι άτοπο , αφού 4 25ξ 3αξ α 0− − > , γιατί α < 0. 

Άρα η εξίσωση f (x) 0=  έχει ακριβώς µια ρίζα στο ℝ . 
 
 
ΣΧΟΛΙΟ: Το παραπάνω παράδειγµα , µπορεί να αντιµετωπιστεί και ως εξής : 

      
Η εξίσωση 5 3f (x) x αx αx 1 0= − − + = , έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ℝ  (ως πολυωνυµική 

περιττού βαθµού) και έχει θετική πρώτη παράγωγο ( 4 2f ' (x) 5x 3αx α 0= − − > , γιατί α < 0.)  
Έτσι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ  και η ρίζα αυτή θα είναι µοναδική , σύµφωνα µε την 
ακόλουθη πρόταση. 
 

 
      ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν µια συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη σε ένα διάστηµα Α ,  

      τότε η εξίσωση f (x) 0=  έχει το πολύ µια ρίζα στο διάστηµα αυτό. 
 

Απόδειξη: 
 
Έστω ότι η εξίσωση f (x) 0=  έχει δυο ρίζες 1 2ρ ,ρ Α∈  µε 1 2ρ ρ<  όπου 1 2f (ρ ) f (ρ ) 0= = . 

Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο Α τότε 1 2 1 2ρ ρ f (ρ ) f (ρ )< ⇒ <  αδύνατο. 

Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α τότε 1 2 1 2ρ ρ f (ρ ) f (ρ )< ⇒ > αδύνατο. 

Άρα η εξίσωση δεν µπορεί να έχει δυο ρίζες στο Α οπότε έχει το πολύ µια ρίζα στο Α. 
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Β. Αν δεν εφαρµόζεται το Θ. Bolzano για την εξίσωση f (x) 0=  σε κάποιο διάστηµα ,  
      τότε χρησιµοποιούµε το Θ. Rolle για την αρχική συνάρτηση (παράγουσα) F της f. 
 
      Με τον τρόπο αυτό συµπεραίνουµε ότι F '(x) 0 f (x) 0= ⇔ =  , δηλαδή ότι η εξίσωση f (x) 0=  
      έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα.  
 

      ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : ∆ίνεται η εξίσωση 2αx βx γ 0+ + = . Αν 
α β

γ 0
3 2
+ + =  και α β 0⋅ > ,  

 δείξτε ότι η εξίσωση έχει µια ακριβώς ρίζα στο (0,1). 
 

Λύση: 
 
      Έστω η συνάρτηση 2f (x) αx βx γ= + + . 
      Είναι f (0) γ , f (1) α β γ= = + + , οπότε f (0) f (1) γ (α β γ)⋅ = ⋅ + + . 
 
      ∆ε µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θ. Bolzano , αφού δε γνωρίζουµε το πρόσηµο του f (0) f (1)⋅ . 

 Η παράγουσα F της f , είναι : 3 2α β
F(x) x x γx

3 2
= + + . 

• Η F είναι συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυµική. 
• Η F είναι παραγωγίσιµη στο (0,1) µε 2F'(x) αx βx γ f (x)= + + = . 

• 
F(0) 0

F(0) F(1)
F(1) α β γ 0

= 
⇒ =

= + + = 
. 

 
Άρα ισχύει το Θ.Rolle και υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ (0,1)∈ ώστε  F '(x) 0 f (x) 0= ⇔ = , 
δηλαδή η εξίσωση f (x) 0= , έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 
 
 
Μοναδικότητα Ρίζας:  
 
Υποθέτουµε ότι η εξίσωση έχει δυο ρίζες 1 2ρ ,ρ ∈ℝ , µε 1 2ρ ρ< . 

 
• Η f είναι συνεχής στο 1 2[ρ ,ρ ]  ως πολυωνυµική. 

• Η f είναι παραγωγίσιµη στο 1 2(ρ ,ρ )  µε f '(x) 2αx β= + . 

• 1 2f (ρ ) f (ρ )=  , αφού 1 2ρ ,ρ  ρίζες της f. 

 
Άρα ισχύει το Θ.Rolle και υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ' (0,1)∈ ώστε  f ' (ξ ' ) 0 2αξ ' β 0= ⇔ + = ⇔  

β
ξ '

2α
= −  που είναι άτοπο , γιατί 

β
α β 0 0

2α
⋅ > ⇔ − < . Έτσι , ξ ' < 0 αδύνατο αφού ξ ' (0,1)∈ . 

 
      Άρα η εξίσωση f (x) 0=  έχει µια ακριβώς ρίζα στο (0,1). 

 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :  
 

Η µοναδικότητα ρίζας είναι προτιµότερο να αποδεικνύεται µε τη µονοτονία , 
 

παρά µε το Θ. Rolle και άτοπο. 
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Γ. Αν η πολυωνυµική εξίσωση δίνεται µε συγκεκριµένο τύπο , τότε εξασφαλίζουµε την ύπαρξη   
     µιας  τουλάχιστον ρίζας µε τους εξής τρόπους: 
 

� Με όλες τις περιπτώσεις του Θ. Bolzano. 
 
� Με τη χρήση της παράγουσας. 

 
� Με τον περιττό βαθµό. 

 
� Με τη διαπίστωση ότι  0 Є f ( A ). 

 
 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν f ( A ) είναι το Σύνολο Τιµών της συνάρτησης f  µε πεδίο ορισµού Α  
                       και ισχύει 0 Є f ( A ) , τότε η εξίσωση f (x) 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο Α. 
   
ΓΕΝΙΚΑ : Η εξίσωση f ( x ) = κ έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο Α , αν  κ Є f ( A ). 
 
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 4 2x 2x λ 0 , µε λ (0,1)− + = ∈  
       έχει µια ακριβώς ρίζα στο (0,1). 
 

Λύση: 
 

Έστω η συνάρτηση 4 2f (x) x 2x λ , 0 λ 1= − + < < . 
 
• Η f  είναι συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυµική. 
 

• 
f (0) λ 0,αφού0 λ 1

f (0) f (1) 0
f (1) λ 1 0,αφού0 λ 1

= > < < 
⇒ ⋅ <

= − < < < 
. 

Άρα ισχύει το Θ. Bolzano και η εξίσωση f (x) 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 

Είναι ( )4 2 3 2f (x) x 2x λ f ' (x) 4x 4x 4x x 1 4x(x 1)(x 1)= − + ⇒ = − = − = − + . 

         f ' (x) 0 x 1ή x 0 ή x 1= ⇔ = − = = . 
 
Κατασκευάζουµε τον πίνακα µεταβολών της συνάρτησης f , από τον οποίο έχουµε ότι η 
συνάρτηση  είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,1] , που σηµαίνει ότι η ρίζα της εξίσωσης 
f (x) 0=  στο (0,1) , είναι µοναδική. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x −∞    – 1           0         1      +∞  

  f ΄ – + – + 

f ց  ր  ց  ր  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3x 3x 1 0− + = , έχει µια µόνο ρίζα στο (-1,1). 

 
                        Λύση: 

 
Έστω η συνάρτηση 3f (x) x 3x 1= − + . 

2f ' (x) 3x 3 3(x 1)(x 1)= − = − + . 
f ' (x) 0 x 1 ή x 1= ⇔ = − = . 

      Από τον πίνακα µεταβολών της συνάρτησης f έχουµε       
      ότι η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο [-1,1].  
Το Σύνολο τιµών της f είναι το ( ) [ ]f A f (1), f ( 1) [ 1,3]= − = − , αφού f (1) 1 , f ( 1) 3= − − = . 

Επειδή 0 f (A)∈  η εξίσωση f (x) 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (-1,1)  
και αφού είναι γνησίως φθίνουσα στο [-1,1] ,  η ρίζα αυτή θα είναι µοναδική. 

 
 
 
Περίπτωση (4) : Το Πλήθος των ριζών πολυωνυµικής εξίσωσης και η εύρεσή τους. 
 

Κάθε πολυώνυµο νιοστού βαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές , 
έχει ν το πολύ πραγµατικές ρίζες 

 
Απόδειξη: 

 
Έστω ν ν 1

ν ν 1 1 οP(x) α x α x ... α x α−
−= + + + +  πολυώνυµο µε να 0≠  , ν 1≥  και iα , i 1,2,...,ν∈ =ℝ . 

Αν το P(x) είχε ν +1 πραγµατικές ρίζες , τότε : 
 
���� Το P '(x) θα είχε ν ρίζες (πρόταση3σελ.72) , µε ν 1 ν 2

ν ν 1 1P '(x) να x (ν 1)α x ... α− −
−= + − + + . 

���� Το P ''(x) θα είχε ν 1ρίζες (όµοια)− , µε ν 2 ν 3
ν ν 1 2P ''(x) ν(ν 1)α x (ν 1)(ν 2)α x ... α− −

−= − + − − + + . 
………………………………………………….. 
���� Το ( )(ν)P (x) θα είχε ν ν 1 1ρίζα (όµοια)− − = που είναι άτοπο , γιατί 

     ( ) ( )(ν) ν ν

ν νP (x) ν ν 1 ν 2 ... α x α ν! 0−= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ≠ . 

Εποµένως το P(x) έχει ν το πολύ πραγµατικές ρίζες. 
 
 
Για την πολυωνυµική εξίσωση  f ( x ) = 0  ισχύουν τα εξής : 
 
1. Μεταξύ δυο ριζών της εξίσωσης f (x) 0=  , υπάρχει µια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f ' (x) 0= . 
 

Απόδειξη: 
 
   Έστω ότι η f έχει δυο ρίζες 1 2ρ ,ρ ∈ℝ  µε 1 2ρ ρ< . 

 
• Η f είναι συνεχής στο 1 2[ρ ,ρ ]  ως πολυωνυµική. 

• Η f είναι παραγωγίσιµη στο 1 2(ρ ,ρ )ως πολυωνυµική. 

• 1 2f (ρ ) f (ρ ) 0= =  , αφού 1 2ρ ,ρ  ρίζες της f. 

   Άρα ισχύει το Θ. Rolle και υπάρχει ένα τουλάχιστον 1 2ρ (ρ ,ρ )∈  ώστε f '(ρ) 0= ,  

   δηλαδή η  εξίσωση  f ' (x) 0= έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο 1 2(ρ ,ρ ) . 

x −∞      – 1             1        +∞  

  f ΄ + – + 

f ր  ց  ր  
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2. Μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της εξίσωσης f ' (x) 0= , υπάρχει µια το πολύ ρίζα  
    της εξίσωσης f (x) 0= . 

Απόδειξη: 
 
   Έστω ότι η f '  έχει δυο διαδοχικές ρίζες τις 1 2ξ ,ξ ∈ℝ µε 1 2ξ ξ<  και έστω ότι η f έχει δυο ρίζες    

   1 2 1 2x , x (ξ ,ξ )∈ . 

 
• Η f είναι συνεχής στο 1 2[x , x ]  ως πολυωνυµική. 

• Η f είναι παραγωγίσιµη στο 1 2(x , x )ως πολυωνυµική. 

• 1 2f (x ) f (x ) 0= =  , αφού 1 2x , x  ρίζες της f. 

 
   Άρα ισχύει το Θ. Rolle και υπάρχει ένα τουλάχιστον 1 2ξ (x , x )∈  ώστε f '(ξ) 0= , δηλαδή η   

   εξίσωση f ' (x) 0= έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο 1 2 1 2(x , x ) (ξ ,ξ )⊆ που είναι άτοπο ,  

   γιατί 1 2ξ ,ξ  διαδοχικές ρίζες της f ' . 

 
 
3. Αν η εξίσωση f (x) 0=  έχει κ διαφορετικές ρίζες , τότε η εξίσωση f ' (x) 0=  έχει κ – 1    
    τουλάχιστον ρίζες. 

Απόδειξη: 
 
    Έστω 1 2 κx , x ,...x  οι κ διαφορετικές ρίζες της f µε 1 2 κx x ... x< < < . 

 
• Η f είναι συνεχής στα 1 2[x , x ] , 2 3[x , x ] ,…, κ 1 κ[x , x ]− ως πολυωνυµική. 

• Η f είναι παραγωγίσιµη στα 1 2(x , x ) , 2 3(x , x ) ,…, κ 1 κ(x , x )− ως πολυωνυµική. 

• 1 2 κf (x ) f (x ) ... f (x ) 0= = = =  , αφού 1 2 κx , x ,...x  ρίζες της f. 

 
   Άρα ισχύει το Θ. Rolle και υπάρχει από ένα τουλάχιστον 1 1 2ξ (x , x )∈ , 2 2 3ξ (x , x )∈ ,…, κ 1 κ 1 κξ (x , x )− −∈  

   ώστε 1f '(ξ ) 0= , 2f ' (ξ ) 0= ,…, κ 1f '(ξ ) 0− = , δηλαδή η εξίσωση f ' (x) 0=  έχει ρίζες τις   

   1 2 κ 1ξ ,ξ ,...,ξ − οπότε η εξίσωση f ' (x) 0=  έχει κ – 1 τουλάχιστον ρίζες. 

 
 
4. Αν η εξίσωση f ' (x) 0=  έχει κ διαφορετικές ρίζες , τότε η εξίσωση f (x) 0=  έχει κ + 1  
    το πολύ ρίζες. 

 
Απόδειξη: 

 
   Έστω 1 2 κx , x ,...x  οι κ διαφορετικές ρίζες της εξίσωσης f ' (x) 0= . Λόγω του 2. , έχουµε από µια    

   το πολύ ρίζες 1 2 κ 1ρ ,ρ ,...,ρ −  της εξίσωσης f (x) 0=  στα διαστήµατα   

  1 2(x , x ) , 2 3(x , x ) ,…, κ 1 κ(x x )− , δηλαδή έχουµε κ – 1 το πολύ ρίζες της εξίσωσης f (x) 0= . 

   Η εξίσωση f (x) 0=  µπορεί να έχει δυο ακόµα ρίζες , τις ο 1ρ x< και κ κρ x>  , που σηµαίνει ότι  

   το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f (x) 0=  είναι κ – 1 + 2 = κ + 1.  
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   ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : ∆ίνεται συνάρτηση f (x) (x 2)(x 1)(x 1)(x 2)= + + − − . 

          Να βρεθεί το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f ' (x) 0= . 
 

Λύση: 
 
Είναι 4 2f (x) (x 2)(x 1)(x 1)(x 2) f (x) x 5x 4= + + − − ⇒ = − + , µε 4 διαφορετικές ρίζες – 2 , – 1 , 1 , 2. 
Λόγω του 3. , η εξίσωση f ' (x) 0= , θα έχει 3 τουλάχιστον ρίζες. 

Επειδή η εξίσωση 3f ' (x) 4x 10x= −  είναι πολυωνυµική 3ου βαθµού , θα έχει 3 το πολύ ρίζες. 
Άρα η εξίσωση f ' (x) 0= , έχει ακριβώς 3 ρίζες. 

 
Γεωµετρική επίλυση µε τη χρήση του WolphramAlpha  
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Για τη διώνυµη εξίσωση   α·x κ + β·x µ = 0 , α , β ≠ 0 ισχύουν τα εξής : 

 
1. Κάθε διώνυµη εξίσωση περιττού βαθµού , έχει µια ακριβώς  µη µηδενική ρίζα στο *ℝ .  

 
Απόδειξη: 

 
    Έστω η διώνυµη εξίσωση περιττού βαθµού 2ν 1Ax Β 0+ + = , *ν∈ℕ . 
    Θεωρούµε τη συνάρτηση 2ν 1f (x) Ax Β , x 0+= + ≠ .  

    Η εξίσωση f (x) 0=  , ως πολυωνυµική περιττού βαθµού , θα έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο *ℝ . 

    Είναι ( ) ( )2ν 1 2νf ' (x) Ax Β ' 2ν 1 Ax 0+= + = + ⋅ >  , αφού x 0≠ . 

    Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήµατα ( ),0−∞ ,( )0,+∞  που σηµαίνει ότι η εξίσωση    

    f (x) 0=  έχει µια ακριβώς ρίζα στο *ℝ . 
 
 

2. Κάθε διώνυµη εξίσωση άρτιου βαθµού , έχει δυο το πολύ µη µηδενικές ρίζες στο *ℝ .  
 

Απόδειξη: 
 
    Έστω η διώνυµη εξίσωση άρτιου βαθµού 2νAx Β 0+ = , *ν∈ℕ . 
    Θεωρούµε τη συνάρτηση 2νf (x) Ax Β , x 0= + ≠ .  

    Είναι ( )2ν 2ν 1f ' (x) Ax Β ' 2ν Ax −= + = ⋅  , που είναι εξίσωση περιττού βαθµού , και λόγω του 1.  

    θα έχει µια ρίζα στο *ℝ . Εποµένως η εξίσωση f (x) 0=  , θα έχει το πολύ δυο ρίζες *ℝ . 
 
  
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : ∆είξτε ότι η εξίσωση 2ναx βx γ 0+ + = , *ν∈ℕ έχει δυο το πολύ ρίζες στο ℝ . 
 

Λύση: 
 
Θεωρούµε ότι η συνάρτηση 2νf (x) αx βx γ= + +  έχει τρεις ρίζες 1 2 3ρ ,ρ ,ρ ∈ℝ  µε 1 2 3ρ ρ ρ< < . 

 
• Η f είναι συνεχής στα 1 2 2 3[ρ ,ρ ],[ρ ,ρ ]  ως πολυωνυµική. 

 
• Η f είναι παραγωγίσιµη στα 1 2 2 3(ρ ,ρ ), (ρ ,ρ )  µε 2ν 1f ' (x) 2ναx β−= + . 

 
• 1 2 3f (ρ ) f (ρ ) f (ρ ) 0= = = , αφού 1 2 3ρ ,ρ ,ρ  ρίζες της f. 

 
Εποµένως , ισχύει το Θ. Rolle και υπάρχει από ένα τουλάχιστον 1 1 2 2 2 3ξ (ρ ,ρ ) , ξ (ρ ,ρ )∈ ∈  ώστε  

   1 2f ' (ξ ) 0 , f '(ξ ) 0= = , δηλαδή η εξίσωση f ' (x) 0= έχει δυο (τουλάχιστον) ρίζες που είναι άτοπο ,    

   εφόσον η εξίσωση αυτή είναι διωνυµική περιττού βαθµού και άρα σύµφωνα µε τα παραπάνω , 
θα έχει µια ακριβώς ρίζα. Έτσι , η εξίσωση f (x) 0=  έχει δυο το πολύ ρίζες στο ℝ . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να αποδείξετε ότι : 
 
1. Η εξίσωση 2νx αx β 0+ + = , *ν∈ℕ έχει δυο το πολύ ρίζες στο ℝ . 
 

Απόδειξη: 
       
      Έστω η συνάρτηση 2νf (x) x αx β= + + , µε 2ν 1f ' (x) 2ν x α−= ⋅ +  που είναι διώνυµη περιττού  
      βαθµού και άρα θα έχει µια ακριβώς ρίζα στοℝ . 
      Εποµένως , η εξίσωση 2νf (x) 0 x αx β 0= ⇔ + + = , θα έχει δυο το πολύ ρίζες στο ℝ . 
 
 
2. Η εξίσωση 2ν 1x αx β 0+ + + = , *ν∈ℕ έχει τρεις το πολύ ρίζες στο ℝ . 
 

Απόδειξη: 
       
      Έστω η συνάρτηση 2ν 1f (x) x αx β+= + + , µε ( ) 2νf ' (x) 2ν 1 x α= + ⋅ +  που είναι διώνυµη   

      άρτιου βαθµού και άρα θα έχει δυο το πολύ ρίζες στοℝ . 
      Εποµένως , η εξίσωση 2ν 1f (x) 0 x αx β 0+= ⇔ + + = , θα έχει τρεις το πολύ ρίζες στο ℝ . 

 
 
 
 

Εύρεση του πλήθους των ριζών µιας Πολυωνυµικής Εξίσωσης 
 
 
Για να βρούµε το πλήθος των ριζών µιας πολυωνυµικής εξίσωσης f (x) 0=  , κάνουµε τα εξής: 
 
����  Εξετάζουµε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και στον πίνακα µεταβολών στα   

      διαστήµατα  που προκύπτουν βρίσκουµε το σύνολο τιµών και ελέγχουµε αν 0∈f(A) . 

 
����  Αν υπάρχει ρίζα σε κάποιο από τα διαστήµατα , αυτή θα είναι µοναδική σ αυτό , λόγω  
      µονοτονίας. Έτσι έχουµε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  f (x) 0= . 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1: Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 3 2x 6x 12x 3 0− + − = . 
 

Λύση: 
 
Έστω η συνάρτηση 3 2f (x) x 6x 12x 3= − + − . 

Είναι 3 3

x x x x
lim f (x) lim x , lim f (x) lim x
→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

= = −∞ = = +∞ . 

( ) ( )23 2 2f ' (x) x 6x 12x 3 ' 3x 12x 12 3 x 2= − + − = − + = − . 

( )2
f ' (x) 0 3 x 2 0 x 2= ⇔ − = ⇔ =  (διπλή ρίζα)     

 
 
 
 

x −∞              2                +∞  

  f ΄ +  + 

f ր  ր  

   −∞             f (2) 3=              +∞  
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Από τον πίνακα µεταβολών έχουµε : 
 

• Για ( ]x ,2∈ −∞  η f είναι γνησίως αύξουσα και το σύνολο τιµών της το :  

      ( ]( ) ( ) ( ]
x

f , 2 lim f (x), f (2) ,3
→−∞

−∞ = = −∞ και αφού 0 f (A)∈ , και η f ր  , η εξίσωση f (x) 0=   

      θα έχει µια ακριβώς ρίζα στο ( ], 2−∞ . 

 

• Για ( )x 2,∈ +∞  η f είναι γνησίως αύξουσα και το σύνολο τιµών της το :  

     ( )( ) ( ) ( )
xx 2

f 2, lim f (x), lim f (x) 3,
+ →+∞→

+∞ = = +∞ και αφού 0 f (A)∉ , δεν έχει ρίζα στο ( )2,+∞ . 

     Άρα η εξίσωση f (x) 0=  , έχει µια µόνο ρίζα στο ℝ . 
 

        
 

 



 

- 77 - 

  
ΣΧΟΛΙΟ : Το παραπάνω παράδειγµα , αντιµετωπίζεται και ως εξής : 
         Η f είναι πολυωνυµική περιττού βαθµού οπότε θα έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ℝ   

        και αφού είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ , η ρίζα αυτή θα είναι µοναδική. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Πόσες πραγµατικές ρίζες έχει η εξίσωση 4 3 23x 8x 6x 24x 1 0+ − − + = ; 
 

Απάντηση: 
 
Έστω η συνάρτηση 4 3 2f (x) 3x 8x 6x 24x 1= + − − +  

Είναι 4 4

x x x x
lim f (x) lim 3x , lim f (x) lim 3x
→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

= = +∞ = = +∞  

( )4 3 2 3 2f ' (x) 3x 8x 6x 24x 1 ' 12x 24x 12x 24= + − − + = + − −
3 2f ' (x) 0 12x 24x 12x 24 0= ⇔ + − − =  και µετά από πράξεις 

παίρνουµε : x 2 , x 1 , x 1= − = − = . 
Παίρνουµε έτσι τον διπλανό πίνακα µεταβολών , από τον οποίο έχουµε : 
 

• Για ( ]x , 2∈ −∞ −  η f είναι γνησίως φθίνουσα µε σύνολο τιµών το :  

      ( ]( ) ) [ )
x

f , 2 f ( 2), lim f (x) 9,
→−∞

−∞ − = − = +∞


 και αφού 0 f (A)∉ , η εξίσωση δεν έχει ρίζα στο ( ], 2−∞ − . 

• Για ( ]x 2, 1∈ − −  η f είναι γνησίως αύξουσα µε σύνολο τιµών το :  

      ( ]( ) ( ( ]
x 2

f 2, 1 lim f (x), f ( 1) 9,14
+→−

− − = − =
 και αφού 0 f (A)∉ , η εξίσωση δεν έχει ρίζα στο ( ]2, 1− − . 

• Για ( ]x 1,1∈ −  η f είναι γνησίως φθίνουσα µε σύνολο τιµών το :  

      ( ]( ) ) [ )
x 1

f 1,1 f (1), lim f (x) 18,14
+→−

− = = −
 και αφού 0 f (A)∈ και η f είναι γνησίως φθίνουσα ,  

       η εξίσωση έχει µια ακριβώς ρίζα στο ( ]1,1− . 

• Για ( )x 1,∈ +∞  η f είναι γνησίως αύξουσα µε σύνολο τιµών το :  

      ( )( ) ( ) ( )
xx 1

f 1, lim f (x), lim f (x) 18,
+ →+∞→

+∞ = = − +∞  και αφού 0 f (A)∈ και η f είναι γνησίως αύξουσα ,  

       η εξίσωση έχει µια ακριβώς ρίζα στο ( )1,+∞ . 

Τελικά η εξίσωση f (x) 0=  , έχει δυο ακριβώς ρίζες στο ℝ . 
 

x −∞    – 2       – 1         1      +∞  

  f ΄ – + –  + 

f ց  ր  ց  ր  

   +∞      f ( 2) 9− =     f ( 1) 14− =     f (1) 18= −    +∞  
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Το πλήθος των πραγµατικών (και µιγαδικών) ριζών µιας πολυωνυµικής εξίσωσης , µπορεί να 
προσδιοριστεί µε τον εξής τρόπο : 
 
Μια πολυωνυµική εξίσωση , µπορεί να έχει τόσες πραγµατικές ρίζες , όσες και οι αλλαγές 
του προσήµου από + σε – ή από – σε + που περιέχει.  
(και αντίστοιχα τόσες µιγαδικές ρίζες , όσες φορές βρίσκονται σε διαδοχή δυο πρόσηµα +  
ή δυο πρόσηµα –) 
 
Έτσι , για την πολυωνυµική εξίσωση 4 3 23x 8x 6x 24x 1 0+ − − + =  του παραπάνω παραδείγµατος , 

έχουµε 2 αλλαγές προσήµου 
ηη

4 3 2

2 εναλλαγή1 εναλλαγή

3x 8x 6x 24x 1 0
 
 + − − + =
 
 

����������  που σηµαίνει ότι έχουµε 2 πραγµατικές 

ρίζες. 
 

ΒΙΟΓΡΑΦΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
 

Rene Descartes (1596 - 1650) 
 

      
      Ο Καρτέσιος γεννήθηκε το 1596, στην Λα Άι αν Τουραίν (La Haye en Touraine , σήµερα 
µετονοµασµένη σε Ντεκάρτ) της Γαλλίας. Πρόθεσή του ήταν να δει τον κόσµο και να 
ανακαλύψει την αλήθεια. Συναντά τον Ισαάκ Μπήκµαν (Isaac Beeckman) ,  ο οποίος έστρεψε το 
ενδιαφέρον του προς τα Μαθηµατικά και τη νέα (τότε) Φυσική. Στις 10 Νοεµβρίου 1619 , 
ταξιδεύοντας προς τη Γερµανία και σκεπτόµενος πώς θα χρησιµοποιήσει τα µαθηµατικά για να 
επιλύσει προβλήµατα της φυσικής , ο φιλόσοφος είχε ένα όραµα σε ένα όνειρο , µέσω του 
οποίου «ανακάλυψε τα θεµέλια µιας θαυµαστής επιστήµης». Σηµείο αναφοράς στη ζωή του 
νεαρού Καρτέσιου , το όραµα έγινε το θεµέλιο πάνω στο οποίο ανέπτυξε την αναλυτική 
Γεωµετρία. Αφιέρωσε το υπόλοιπο της ζωής του ερευνώντας τη σχέση µαθηµατικών και φύσης. 
Το 1622 επέστρεψε στη Γαλλία , και για τα επόµενα χρόνια µοίρασε τον χρόνο του ανάµεσα στο 
Παρίσι και άλλα σηµεία της Ευρώπης. Έφθασε στη Λα Αι το 1623 , για να πουλήσει όλη την 
περιουσία του και να επενδύσει τα χρήµατά του σε οµόλογα , που του εξασφάλισαν καλό 
εισόδηµα για το υπόλοιπο της ζωής του. Ο Καρτέσιος ήταν παρών στην πολιορκία της Λα Ροσέλ 
από τον Αρµάν Ζαν ντυ Πλεσί , Καρδινάλιο Ρισελιέ το 1627. Έφυγε για την Ολλανδία το 1628, 
όπου έζησε αλλάζοντας συχνά τόπο διαµονής έως το 1649. 
     Συνέχισε να εκδίδει έργα σχετικά µε τα µαθηµατικά και τη φιλοσοφία για το υπόλοιπο της 
ζωής του. Το 1643 , η Καρτεσιανή φιλοσοφία καταδικάστηκε στο πανεπιστήµιο της Ουτρέχτης 
και ο Καρτέσιος ξεκίνησε τη µακρά αλληλογραφία του µε την Ελισάβετ της Βοηµίας.  
Απεβίωσε στις 11 Φεβρουαρίου του 1650 στη Στοκχόλµη όπου είχε προσκληθεί ως διδάσκαλος 
της βασίλισσας Χριστίνας της Σουηδίας. Ως αιτία του θανάτου του φέρεται η πνευµονία , αν και 
επιστολές που ανακαλύφθηκαν πρόσφατα προς και από τον ιατρό Άικ Πάις (Eike Pies) 
υποδεικνύουν ότι ο Καρτέσιος πιθανώς δηλητηριάστηκε από τη χρήση αρσενικού. 
 
(Μαθηµατικά) Έργα του Καρτέσιου 
 
� Compendium Musicae (1618). Πραγµατεία επί της µουσικής θεωρίας και της αισθητικής  
          της µουσικής γραµµένη για τον πρώτο συνεργάτη του Ισαάκ Μπήκµαν (Isaac Beeckman). 
 
� La Géométrie (Γεωµετρία) (1637). Το µείζον έργο του Ντεκάρτ στα Μαθηµατικά. 

Ο ΄΄κανόνας των προσήµων΄΄ του Descartes για τον προσδιορισµό του 
πλήθους των πραγµατικών ριζών µιας πολυωνυµικής εξίσωσης: 
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ΜΕΡΟΣ 3 

 
   ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 
 
►Γενικά 
 

Ορισµοί : 
   
1.   Γραµµική εξίσωση   , λέγεται κάθε εξίσωση της µορφής  1 1 2 2 ν ν

α x α x ... α x β+ + + =+ + + =+ + + =+ + + = , 

 
    όπου 1 2 να ,α ,...,α ∈ℝ και β∈ℝ . 

 
   2.   Γραµµικό σύστηµα ( Ι )   , λέγεται κάθε σύστηµα της µορφής  

 

   

11 1 12 2 1µ µ 1

21 1 22 2 2µ µ 2 *

ν1 1 ν2 2 νµ µ ν

α x α x ... α x β

α x α x ... α x β
,ν,µ ( I )

...............................................

α x α x ... α x β

+ + + =


+ + + =
∈


 + + + =

ℕ  

   δηλαδή το σύστηµα του οποίου κάθε εξίσωση είναι γραµµική. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 
 
Α. Ανάλογα µε τις τιµές των ν , µ έχουµε κάθε φορά διαφορετική µορφή συστήµατος. 
 
Β. Αν S είναι το σύνολο λύσεων ενός γραµµικού συστήµατος , τότε: 
 

•    Αν S= ∅ , το σύστηµα ονοµάζεται Αδύνατο. 
 

• Αν S≠ ∅ , το σύστηµα ονοµάζεται Συµβιβαστό. 
 
Γ. ∆υο συστήµατα που έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων , λέγονται ισοδύναµα. 

 
 
3.   Πίνακα του γραµµικού συστήµατος ( Ι )  , ονοµάζουµε τον πίνακα  που έχει στοιχεία   
 
     τους συντελεστές των αγνώστων του συστήµατος , δηλαδή τον πίνακα :  

     

11 12 1µ

21 22 2µ

ν1 ν2 νµ

α α ... α

α α ... α
Α

.....................

α α ... α

 
 
 =  
 
  

. 
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 4.  Επαυξηµένο Πίνακα του γραµµικού συστήµατος ( Ι )   , ονοµάζουµε τον πίνακα που  
    
     σχηµατίζεται  από τον πίνακα του συστήµατος που έχει συµπληρωθεί µε τους σταθερούς όρους       

     δηλαδή τον πίνακα 

11 12 1µ 1

21 22 2µ 2

ν1 ν2 νµ ν

α α ... α β

α α ... α β

..................... ....

α α ... α β

 
 
 
 
 
  

. 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Το σύστηµα ( Ι ) µε τη βοήθεια των πινάκων γράφεται  Α Χ B⋅ =    , όπου : 
 
 

     

11 12 1µ

21 22 2µ

ν1 ν2 νµ

α α ... α

α α ... α
Α

.....................

α α ... α

 
 
 =  
 
  

, 

1

2

µ

x

x
Χ

....

x

 
 
 =
 
 
  

και

1

2

ν

β

β
Β

...

β

 
 
 =
 
 
 

 

 
 
 
►Λύση Συστήµατος  ( ν x ν ) µε Αντίστροφο Πίνακα  
 
 

Έστω το γραµµικό (νxν) σύστηµα 

11 1 12 2 1ν ν 1

21 1 22 2 2ν ν 2 *

ν1 1 ν2 2 νν ν ν

α x α x ... α x β

α x α x ... α x β
,ν

...............................................

α x α x ... α x β

+ + + =
 + + + =

∈

 + + + =

ℕ . 

 

Αν   

11 12 1ν

21 22 2ν

ν1 ν2 νν

α α ... α

α α ... α
Α

.....................

α α ... α

 
 
 =
 
 
 

, 

1

2

ν

x

x
Χ

....

x

 
 
 =
 
 
 

και

1

2

ν

β

β
Β

...

β

 
 
 =
 
 
 

, το σύστηµα γράφεται A X B⋅ = . ( Ι Ι ) 

 
Η λύση της εξίσωσης ( Ι Ι ) , δίνει και τη λύση του συστήµατος. 
 
 
Ένας τετραγωνικός πίνακας είναι αντιστρέψιµος , αν και µόνο αν , D( A ) ≠ 0 . 
( D(Α) είναι η ορίζουσα του πίνακα Α ) 
 
Αν ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος ( δηλαδή υπάρχει ο αντίστροφός του 1A −  ) , τότε 
έχουµε : 
 

1A X B X A B−⋅ = ⇔ = ⋅  , που είναι η ζητούµενη λύση. 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :  
 
Η επίλυση συστήµατος µε τη χρήση αντίστροφου πίνακα , δεν ενδείκνυται , γιατί :  
 
1. Είναι επίπονη διαδικασία , ακόµα και µε τη χρήση Η/Υ. 
 
2. Μπορούµε να διαπιστώσουµε µόνο αν το σύστηµα έχει  µια ή περισσότερες λύσεις  
    και όχι αν το σύστηµα είναι αδύνατο ή έχει άπειρες λύσεις.  
 
3. Πρακτικά καλύπτεται µόνο η περίπτωση ( 2 x 2 ) γραµµικού συστήµατος ,  
    γιατί η ύπαρξη και ο τύπος αντίστροφου πίνακα 3x3 και πάνω , είναι δύσκολο να υπολογιστεί. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε µε τη µέθοδο του αντίστροφου πίνακα το σύστηµα 
2x y 3

x 3y 2

− = 


+ = − 
. 

Λύση: 
 

Είναι 
2 1

A
1 3

− 
=  

 
, 

x
X

y

 
=  

 
 , 

3
B

2

 
=  − 

 , οπότε το σύστηµα γράφεται A X B⋅ = . 

Η ορίζουσα του Α , είναι ( )
2 1

D A 7 0
1 3

−
= = ≠ . 

 
Από τη θεωρία των πινάκων , είναι γνωστό ότι : 
 

 Αν 
α β

A
γ δ

 
=  

 
 µε ( )D A 0≠  , τότε 

( )
1 δ β1

A
γ αD A

− − 
= ⋅  − 

  

 

οπότε 1

3 1
3 11 7 7

Α
1 2 1 27

7 7

−

 
  

= ⋅ =   −   −
  

 και η A X B⋅ = , δίνει την : 

A X B⋅ = 1

3 1
3 1 x 1 x 17 7X A B

1 2 2 1 y 1 y 1

7 7

−

 
  =        

= ⋅ = ⋅ = ⇔ = ⇔         − − − = −         −
  

. 

Εποµένως το σύστηµα έχει µοναδική λύση , την ( ) ( )x, y 1, 1= − . 
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►Λύση Συστήµατος µε Επαυξηµένο πίνακα ( Μέθοδος Gauss – Jordan ) 

 
 
Μέθοδος : Χρήση πινάκων 
 
Σε ισοδύναµα γραµµικά συστήµατα , αντιστοιχούν ισοδύναµοι επαυξηµένοι πίνακες.  
 
Ο τρόπος επίλυσης γραµµικών συστηµάτων µε πίνακες , στηρίζεται στο γεγονός ότι , αν σε 
ένα πίνακα εκτελέσουµε πράξεις µεταξύ των γραµµών του (γραµµοπράξεις) και των στηλών 
του (στηλοπράξεις) , προκύπτει ισοδύναµος µε τον αρχικό πίνακας. 
 
 
α) Συστήµατα ( ν x ν ) 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : ∆ίνονται τα πολυώνυµα ( )f x, y, z 4x y 3z 2= − − + ,  

      ( )g x, y,z 2x 2y z 9= − − −  και ( )h x, y,z 2x y z 2= + − − .  

       Να λύσετε το σύστηµα 

( )
( )
( )

f x, y,z 0

g x, y,z 0

h x, y,z 0

= 


= 
= 

. 

 
Λύση: 

 

Το σύστηµα µετατρέπεται στο 

4x y 3z 2

2x 2y z 9

2x y z 2

− − = − 


− − = 
+ − = 

 µε επαυξηµένο πίνακα τον 

4 1 3 2

2 2 1 9

2 1 1 2

− − − 
 − 
 − 

. 

 
Πολλαπλασιάζουµε τη 2η και την 3η στήλη επί -2 και τις προσθέτουµε στην 1η στήλη , 
 

οπότε προκύπτει ο πίνακας 

4 1 3 2

0 5 1 20

0 3 1 6

− − − 
 − − − 
 − − − 

. Πολλαπλασιάζουµε τώρα την 2η στήλη επί 3  

και την  3η στήλη επί -5 και προσθέτουµε , οπότε παίρνουµε τον επαυξηµένο πίνακα  
 

4 1 3 2

0 5 1 20

0 0 2 30

− − − 
 − − − 
 − 

. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο , παίρνουµε τελικά 

1 0 0 10

0 1 0 7

0 0 1 15

− 
 
 
 − 

. 

 
΄Ετσι , ( ) ( )x, y,z 10,7, 15= − − .Το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι το 

( ){ }S 10,7, 15= − −  
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ  ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

 
Karl Friedrich Gauss ( 1777 – 1855 ) 

 
 
     Γεννήθηκε στη Γερµανία και από µικρός διακρίθηκε ιδιαίτερα στον Αριθµητικό Λογισµό.  
Με την προστασία του ∆ούκα του Ανόβερου , ο νεαρός Gauss σπούδασε και δηµοσίευσε 
εργασίες του. Ύστερα πήγε στο Γκέτιγκεν για σπουδές στα Μαθηµατικά. Μελέτησε τα 
έργα των Euler και Lagrange. Έγινε µέλος της Ακαδηµίας της Πετρούπολης.  
     Είχε επαφές µε αστρονόµους της εποχής και έλαβε την έδρα της Αστρονοµίας στο 
Γκέτιγκεν για κάποια χρόνια. Θεωρούσε τα Μαθηµατικά τη βασίλισσα των επιστηµών 
και την Αριθµητική τη βασίλισσα των Μαθηµατικών.Θεωρείται ο πιο παραγωγικός 
µαθηµατικός , καθώς και ένας από τους 3 µεγαλύτερους όλων των εποχών (µετά τον 
Αρχιµήδη και τον Νεύτωνα) 
 
Έργα του Gauss: 
 
� ∆ηµοσίευσε όταν συνέλαβε τη ΄΄Μέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων΄΄ για τον 
         προσδιορισµό σφαλµάτων. 
 
� ΄΄Αριθµητικές έρευνες΄΄ στις οποίες δεν αναφέρονται όλες οι ανακαλύψεις του στο 
         πεδίο της θεωρίας αριθµών , λόγω του µεγάλου του πλήθους. 
 
� ΄΄Θεωρία περί της κίνησης των ουρανίων σωµάτων΄΄ , στο οποίο µελετά τις τροχίες 
         των πλανητών. 
 
� ΄΄Ηµερολόγιο΄΄ , όπου καταχωρούνται εν συντοµία οι µεγαλύτερες ανακαλύψεις του. 
 
� Στην Αριθµητική :  

 
1) ΄΄Αριθµητική΄΄ σε 7 µέρη. 
Στα µέρη 1 – 4 αναφέρεται στην ήδη γνωστή θεωρία αριθµών και εισάγει την 
έννοια των ισοϋπόλοιπων αριθµών (modulo) 
Στα µέρη 5 – 6 εξετάζονται οι τετραγωνικές µορφές και η ανάλυση αριθµού σε 
πρώτους παράγοντες. 
Στο µέρος 7 αναφέρεται η λύση διώνυµων εξισώσεων. 
 

2) Έγραψε υπόµνηµα σχετικά µε τους µιγαδικούς αριθµούς. 
 
3) Έγραψε εργασία , χάρη στην οποία , το όνοµά του δίνεται συχνά στους 
λογάριθµους αθροίσµατος και διαφοράς. 

 
� Στην Άλγεβρα : 
 

1) Η διδακτορική του διατριβή , είναι µια προσπάθειά του να εκφράσει τη θεωρία 
των εξισώσεων. 

 
2) Έγραψε µελέτες για την απόδειξη του κανόνα των σηµείων του Descartes και 
επί της  αριθµητικής λύσης των τριώνυµων εξισώσεων. 
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� Στην Ανάλυση : 
 

1) ΄΄Γενικές διερευνήσεις επί απείρου σειράς΄΄ , όπου µελετά διάφορες 
συναρτήσεις. 

 
2) Έγραψε υπόµνηµα για την ολοκλήρωση ειδικών διαφορικών εξισώσεων 
δεύτερης τάξης. 

 
3) ΄΄Νέα Μέθοδος κατά προσέγγιση υπολογισµού ορισµένων ολοκληρωµάτων ΄΄ , 
όπου εµφανίζεται µια µέθοδος παρεµβολής. 

 
4) ΄΄Γενικές αρχές  της θεωρίας του σχήµατος σε κατάσταση ισορροπίας 
ρευστών΄΄ , µια µελέτη στο λογισµό των µεταβολών. 

 
� Στη Γεωµετρία : 
 

1) Έγραψε υπόµνηµα για τη θεωρία των παραλλήλων. 
 

2) ΄΄Γεωµετρία θέσης΄΄ όπου αναφέρεται η γεωµετρική αναπαράσταση των 
µιγαδικών αριθµών σε Ευκλείδεια µορφή. 

 
3) Έγραψε υπόµνηµα µε απόδειξη της ΄΄αλληλοτοµίας των τριών υψών 
τριγώνου΄΄. Έδωσε και µια νέα απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. 

 
4) Έγραψε εργασίες σχετικά µε : 
      α) Τρόπους εύρεσης των συντεταγµένων αξιόλογων σηµείων τριγώνου. 
      β) Προβλήµατα γεωδεσίας και Αστρονοµίας και µε τη σφαιρική τριγωνοµετρία. 
      γ) Το  εµβαδόν πολυγώνου από τις συντεταγµένες των κορυφών του. 
      δ) Τις κωνικές τοµές µε µεθόδους Αναλυτικής Γεωµετρίας. 
  

� Στην Απειροστική Γεωµετρία : 
 

1) Έγραψε υπόµνηµα που αποδεικνύει τη δυνατότητα αναγωγής κάθε γραµµικού   
στοιχείου κάθε επιφάνειας σε συγκεκριµένη µορφή µε αποτέλεσµα να 
εισάγονται στα µαθηµατικά οι καµπυλόγραµµες συντεταγµένες σε επιφάνεια. 
 

2) ΄΄Γενικές έρευνες στη θεωρία των επιφανειών΄΄ , όπου έχουµε εφαρµογές της  
      Ανάλυσης στη Γεωµετρία. 
 
3) Έγραψε υπόµνηµα , όπου παρουσίασε τη γενική περίπτωση των γεωδεσιακών   
      γραµµών σε καρτεσιανές και καµπυλόγραµµες συντεταγµένες. 
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ΟΜΟΓΕΝΕΣ ΣΥΣΤΗΜΑ ( ν x ν ) 
 
 
Οµογενές ονοµάζουµε το σύστηµα , που οι σταθεροί του όροι είναι ίσοι µε το 0. 
 
 
Το οµογενές σύστηµα , έχει πάντα λύση : Τη µηδενική λύση ή άπειρες λύσεις. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα : 

2x 3y 4z 0

4x 5y 6z 0

7x 8y 9z 0

+ + = 


+ + = 
+ + = 

. 

 
Λύση: 

 

Ο επαυξηµένος πίνακας του οµογενούς συστήµατος , είναι ο 

2 3 4 0

4 5 6 0

7 8 9 0

 
 
 
  

 , ο οποίος 

µετά από γραµµοπράξεις , δίνει τον 
2 3 4 0

2 3 4 0 1 0 1 0
0 1 2 0

0 1 2 0 0 1 2 0
0 0 0 0

 
−    

          

∼ ∼  , οπότε τελικά έχουµε 

x z 0 x z

y 2z 0 y 2z

− = = 
⇔ 

+ = = − 
. Έτσι , ( ) ( )x, y,z z , 2z ,z ,z= − ∈ℝ . 

Το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι το ( ){ }S z, 2z ,z ,z= − ∈ℝ . 

 
���� Για z 0=  , έχουµε τη µηδενική λύση ( ) ( )x, y,z 0,0,0= . 
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β) Συστήµατα ( ν x µ ) µε ν > µ 

      
 
    � Αν λύνοντας το σύστηµα έχουµε γραµµή της µορφής 0 0 ... 0 κ⋮  µε  κ ≠ 0 ,  
        τότε το σύστηµα είναι αδύνατο. 

 
    � Αν λύνοντας το σύστηµα έχουµε γραµµή της µορφής 0 0 ... 0 0⋮  τότε η γραµµή αυτή  
        παραλείπεται. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να λύσετε το σύστηµα 

2x 3y 5

4x 5y 6

6x 7y 12

+ = 


+ = 
+ = 

. 

 
Λύση: 

 

Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ο 

2 3 5

4 5 6

6 7 12

 
 
 
  

 και µετά από 

γραµµοπράξεις , µετατρέπεται στον 

2 3 5

0 1 4

0 0 6

 
 
 
  

 και λόγω της τελευταίας γραµµής ,  

το σύστηµα είναι αδύνατο. 
         
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να λύσετε το σύστηµα 

2x 13y 1

x y 3

x 2y 2

− + = − 


+ = 
− = 

. 

 
Λύση: 

 

Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ο 

2 13 1

1 1 3

1 2 2

− − 
 
 
 − 

 και µετά από 

γραµµοπράξεις µετατρέπεται στον 

2 13 1

0 3 1

0 0 0

− 
 
 
  

και λόγω της τελευταίας γραµµής που 

παραλείπεται , έχουµε : 

8
1 0

2 13 1 6 0 16 3
0 3 1 0 3 1 1

0 1
3

 
 −   
    

     
  

∼ ∼ . 

‘Ετσι , ( ) 8 1
x, y ,

3 3
 =  
 

.Το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι το 
8 1

S ,
3 3

  =   
  

. 
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γ) Συστήµατα ( ν x µ ) µε ν < µ 

 
 
Στην περίπτωση αυτή έχουµε άπειρες λύσεις , που δίνονται ως συνάρτηση ελεύθερων 
µεταβλητών. 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα : 

x y z ω 2φ 1

x y z 3ω φ 2

x 2y z φ 4

+ − + + = 


+ + + − = − 
− + + = 

. 

 
Λύση: 

 

Συµπληρώνουµε το σύστηµα  

x y z ω 2φ 1

x y z 3ω φ 2

x 2y z 0ω φ 4

+ − + + = 


+ + + − = − 
− + + + = 

 και παίρνουµε τον πίνακα 

 
1 1 1 1 2 1

2 1 1 3 1 2

1 2 1 0 1 4

− 
 − − 
 − 

, ο οποίος µετά από γραµµοπράξεις , δίνει τον 

 

            

6
1 0 0 1 1

7
5

0 1 0 1 2
7
4

0 0 1 2 2
7

 
 
 
 − −
 
 
 − −
  

, που σηµαίνει ότι  

6 6
x ω φ 1 x 1 ω φ

7 7
5 5

y ω φ 2 y 2 ω φ
7 7
4 4

z ω 2φ 2 z 2 ω 2φ
7 7

 + − = = − + 
 
 

+ − = − ⇔ = − − + 
 
 

+ − = − = − − +  

. 

 

‘Ετσι , ( ) 4 5 4
x, y,z,ω,φ 1 ω φ , 2 ω φ , 2 ω 2φ , ω , φ ,ω,φ

7 7 7
 = − + − − + − − + ∈ 
 

ℝ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι το 
4 5 4

S 1 ω φ , 2 ω φ , 2 ω 2φ , ω , φ ,ω,φ
7 7 7

  = − + − − + − − + ∈  
  

ℝ . 
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►Λύση Συστήµατος µε Ορίζουσες ( Μέθοδος Cramer ) 
 
α) Συστήµατα ( ν x ν ) 
 
Για να λύσουµε ένα σύστηµα ( ν x ν ) µε τη µέθοδο του Cramer , υπολογίζουµε τις 
ορίζουσες 

1 2 νx x xD,D ,D ,...,D και έχουµε τα εξής : 

 

• Αν D 0≠ , το σύστηµα έχει µοναδική λύση ( ) ν1 2 xx x
1 2 ν

DD D
x , x ,..., x , ,...,

D D D

 
=  
 

. 

• Αν D 0= , τότε : 
 

� Αν 
1 2 νx x xD 0, ή D 0,...,ήD 0≠ ≠ ≠ , το σύστηµα είναι αδύνατο. 

 
� Αν 

1 2 νx x xD D ... D 0= = = = , τότε : 

 
1. Αν µια τουλάχιστον ελάσσονα (*) ορίζουσα της D είναι ≠ 0 ,  
         τότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 
 
2. Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες της D είναι 0 , τότε : 
 

   i) Αν µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα µε σταθερούς όρους είναι ≠ 0 ,  
       τότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 
 
  ii) Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες µε σταθερούς όρους είναι 0 ,  
       τότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 

                        
                        (*)  

Ελάσσονα ορίζουσα του στοιχείου ijα  είναι η ορίζουσα που προκύπτει αν από  

                             την αρχική αφαιρέσουµε τη i γραµµή και τη j στήλη. 
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να λύσετε το σύστηµα : 

4x y 3z 2

2x 2y z 9

2x y z 2

− − = − 


+ − = 
+ − = 

. 

Λύση: 
 

Υπολογίζουµε τις ορίζουσες : 

4 1 3

D 2 2 1 ... 2

2 1 1

− −

= − = =

−

 , x

2 1 3

D 9 2 1 ... 20

2 1 1

− − −

= − = = −

−

, 

y

4 2 3

D 2 9 1 ... 14

2 2 1

− −

= − = =

−

, z

4 1 2

D 2 2 9 ... 30

2 1 2

− −

= = = − . 

Επειδή D 0≠  , το σύστηµα έχει µοναδική λύση , την  

( ) ( )yx z
DD D 20 14 30

x, y,z , , , 10,7, 15
D D D 2 2 2

  − − = = = − −   
  

. 
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    ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να λύσετε το σύστηµα : 

2x y z 1

x 2y z 6

x y 2z 2

− + + = 


− + = − 
+ − = 

. 

 
Λύση: 

 
Αν υπολογίσουµε τις ορίζουσες , θα έχουµε ότι xD 0 , D 9 0= = − ≠ .  

Άρα το σύστηµα είναι αδύνατο. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 : Να λύσετε το σύστηµα : 

x y 2z 2

2x y z 4

x 2y z 6

+ − = 


− − = − 
− + − = 

. 

Λύση: 
 

Αν υπολογίσουµε τις ορίζουσες , θα έχουµε ότι x y zD 0 , D 0 , D 0 , D 0= = = = .  

Θα εξετάσουµε τις ελάσσονες ορίζουσες της 

1 1 2

D 2 1 1

1 2 1

−

= − −

− −

 , την 1

1 1
D 3 0

2 1
= = − ≠

−
. 

 
Έτσι το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις , που βρίσκονται από το σύστηµα που 

αντιστοιχεί στην ελάσσονα ορίζουσα :

2
x z

x y 2z 2 3 ,z
2x y z 4 8

y z
3

= − + + − =  
⇔ ∈ 

− − = −  = +


ℝ . 

Το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις της µορφής  ( ) 2 8
x, y,z z , z , z , z

3 3
 = − + + ∈ 
 

ℝ . 

 
 

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
 

Gabriel Cramer ( 1704 – 1752 ) 
 

Γεννήθηκε στην Ελβετία , σπούδασε στο Πανεπιστήµιο της Γενεύης και πήρε την έδρα 
των Μαθηµατικών και Φιλοσοφίας του Πανεπιστηµίου. Ταξίδεψε σε Αγγλία , Ολλανδία 
και Γαλλία , όπου και τιµήθηκε από την Ακαδηµία των Παρισίων.  
 
Έργα του Cramer: 
 
� ΄΄Εισαγωγή στην Ανάλυση των Αλγεβρικών καµπύλων΄΄, όπου αποδεικνύει ότι η  
         Άλγεβρα µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην έρευνα επίπεδων καµπύλων. Εξηγεί πώς   
         βρίσκεται η εξίσωση µιας καµπύλης από (επαρκή) στοιχεία της. Έτσι , δίνει ένα  
         κανόνα (που φέρει το όνοµά του) για τη λύση ενός συστήµατος γραµµικών εξισώσεων. 
 
� Οι πληροφορίες για το έργο του , περιέχονται σε έναν ΄΄Άτλαντα΄΄ 33 πινάκων που 
         εκφράζουν όλο το έργο του , όπου εξηγούνται µε ακρίβεια οι ανωµαλίες των    
         καµπύλων. 
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 1η ΕΙ∆ΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ : ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ( 2 x 2 ) 
 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ( 2 x 2 ) 
 

Γραφική µέθοδος 
 

Έστω το γραµµικό σύστηµα 2x2 (δυο εξισώσεων µε δυο αγνώστους x , y)  

της µορφής  1 1 1

2 2 2

α x β y γ

α x β y γ

+ =


+ =
. 

Υποθέτουµε αρχικά ότι οι 1 2 1 2 1 2α ,α ,β ,β ,γ ,γ  δεν είναι όλοι ταυτόχρονα 0 γιατί τότε το 

σύστηµα θα ήταν το 
0x 0y 0

0x 0y 0

+ =


+ =
 (αόριστο µε άπειρες λύσεις) και οι εξισώσεις του δεν  

θα παρίσταναν ευθείες. 
 
Σε διαφορετική λοιπόν περίπτωση , οι δύο εξισώσεις του συστήµατος παριστάνουν ευθείες.  
 
Σχεδιάζουµε τις γραφικές παραστάσεις των ευθειών αυτών στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων.  
 
Υπάρχουν τρεις δυνατές περιπτώσεις : 
 
 
1. Αν οι ευθείες τέµνονται σε ένα σηµείο , τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση ,  
    τη δυάδα που δίνεται από τις συντεταγµένες του σηµείου τοµής.  

    Οι ευθείες τέµνονται όταν :  1 1

2 2

α β

α β
≠ . 
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2. Αν οι ευθείες είναι παράλληλες , τότε το σύστηµα είναι αδύνατο.  
    Οι ευθείες είναι παράλληλες όταν έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης (κλίση)  
    και δεν ταυτίζονται , δηλαδή όταν : 
 

 

 

3. Αν οι ευθείες ταυτίζονται , τότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.  
     Οι ευθείες ταυτίζονται όταν µπορούµε να κάνουµε πράξεις και να καταλήξουµε σε    
      ισοδύναµο σύστηµα που θα έχει : 

  

 

1 1 1

2 2 2

α β γ

α β γ
= ≠

γ γ

1 1 1

2 2 2

α β γ

α β γ
= =

γ γ
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Αλγεβρικές Μέθοδοι 

 
 
1. Μέθοδος Αντικατάστασης :  
 

Έστω το σύστηµα 1 1 1

2 2 2

α x β y γ (1)

α x β y γ (2)

+ =


+ =
. Λύνουµε µια από τις δυο εξισώσεις (π.χ την 1)  

ως προς έναν άγνωστο (π.χ ως προς y) και αντικαθιστούµε στην άλλη.  
Τότε αν 1β 0≠ , το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το : 

1 1
1 1

1
1

1 1
2 2 22 2 2

1

γ α x
yγ α x

y β
β

γ α x
α x β γα x β y γ

β

− =− = 
⇔ ⇔ 

−  + =+ = 

1 1

1
2 1 1 2

1 2 2 1

2 1 1 2

γ α x
y

β
, µεα β α β 0

β γ β γ
x
α β α β

− =
− ≠ ⇔

− =
 −

 

1 2 2 1

2 1 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2

β γ β γ
x
α β α β

, µεα β α β 0

α γ α γ
y
α β α β

− = −


− ≠
 −
 =

−

 

 
 

2. Μέθοδος Σύγκρισης :  
 
 
      Λύνουµε και τις δυο εξισώσεις ως προς τον ίδιο άγνωστο και εξισώνουµε τις  
      παραστάσεις. Λύνουµε την εξίσωση που προκύπτει. 

 
 
 

3. Μέθοδος Αντίθετων Συντελεστών :  
 
 
Η πιο διαδεδοµένη και ασφαλέστερη µέθοδος αλγεβρικής επίλυσης γραµµικών 
(2x2) συστηµάτων. Επιλέγουµε δυο αριθµούς ώστε πολλαπλασιάζοντας τις 
εξισώσεις να προκύψουν αντίθετοι συντελεστές σε έναν από τους αγνώστους.  
Έτσι , προσθέτοντας κατά µέλη , απαλείφουµε τον άγνωστο και µένει έτσι µια 
εξίσωση µε έναν άγνωστο την οποία λύνουµε. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να λύσετε το σύστηµα :
6x 2y 11

9x 3y 15

− = 


− = 
. 

Λύση: 
 

6x 2y 11 3 18x 6y 33 0x 0y 3

9x 3y 15 ( 2) 18x 6y 30 9x 3y 15

+− = ⋅ − = + =  
⇔ ⇒  

− = ⋅ − − + = − − =  
. Το σύστηµα είναι αδύνατο. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να λύσετε το σύστηµα : 
x 3y 9

2x 6y 18

− = 


− = 
. 

Λύση: 
 

x 3y 9 ( 2) 2x 6y 18 x 3y 9

2x 6y 18 1 2x 6y 18 0x 0y 0

+− = ⋅ − − + = − − =  
⇔ ⇒  

− = ⋅ − = + =  
. Το σύστηµα έχει άπειρες λυσεις. 

Η µορφή τους είναι η ( ) ( )x, y 3y 9, y , y= + ∈ℝ . 

 
4. Μέθοδος Οριζουσών : (Cramer)  

 

Για το γραµµικό σύστηµα 1 1 1

2 2 2

α x β y γ

α x β y γ

+ =


+ =
, ορίζουµε τις ορίζουσές του x yD,D ,D   

ως εξής:  

1 1
1 2 2 1

2 2

α β
D α β α β

α β
= = − , 1 1

x 1 2 2 1
2 2

γ β
D γ β γ β

γ β
= = − , 1 1

y 1 2 2 1
2 2

α γ
D α γ α γ

α γ
= = − . 

• Αν D 0≠ το σύστηµα έχει µοναδική λύση την ( ) yx
DD

x, y ,
D D

 
=  
 

. 

• Αν D 0= το σύστηµα ή θα είναι αδύνατο , ή θα έχει άπειρες λύσεις. 
Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να λύσουµε το σύστηµα για να διαπιστώσουµε 
τι από τα δυο συµβαίνει. 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα :
2x y 1

x y 2

− = 


+ = 
. 

Λύση: 
 

2 1
D 3

1 1

−
= = , x

1 1
D 3

2 1

−
= =  , y

2 1
D 3

1 2
= = . 

Αφού D 3 0= ≠  , το σύστηµα έχει µοναδική λύση , την ( ) ( )yx
DD

x, y , 1,1
D D

 
= = 
 

. 

 
ΜΙΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ CRAMER 

 
(*)  Αν για το γραµµικό (2x2) σύστηµα µε αγνώστους x , y ισχύει η σχέση     

     ( ) ( )2 2 2
x yD 1 D 3 D 0− + + + = , να βρείτε τους αγνώστους του συστήµατος. 

Λύση: 

       Η σχέση ( ) ( )2 2 2
x yD 1 D 3 D 0− + + + = είναι ισοδύναµη µε την x

y

D 1 0

D 3 0

D 0

− =


+ = ⇔
= 
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      x

y

D 1

D 3

D 0

=


= − 
= 

, απ’ όπου xD 3
x x 3

D 1

−
= = ⇔ = −  και yD 0

y y 0
D 1

= = ⇔ = . 

 
2η ΕΙ∆ΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ : ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ( ν x ν ) (Cramer)  
 

Μέθοδος του Bezout 
 
Η µέθοδος του Bezout , πετυχαίνει τη µείωση της τάξης των οριζουσών (στην περίπτωση 
νxν γραµµικού συστήµατος µε ν > 3) κατά 1. Για να είµαστε ακριβείς , η µέθοδος αυτή 
για ένα 4 x 4 γραµµικό σύστηµα , αποτελείται από τα εξής βήµατα : 
 
1. Πολλαπλασιάζουµε τις 3 πρώτες εξισώσεις µε  λ , µ , ν αντίστοιχα. 
 
2. Προσθέτουµε τις 3 εξισώσεις που προκύπτουν µαζί µε την 4η κατά µέλη. 
 
3. Μηδενίζουµε τους συντελεστές των αγνώστων , εκτός αυτού που θέλουµε να   
    υπολογίσουµε τον οποίο βρίσκουµε συναρτήσει των λ , µ , ν. 
 
4. Από το σύστηµα που προκύπτει , βρίσκουµε τα λ , µ , ν και άρα  τον αντίστοιχο άγνωστο.  
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα : 

x y z ω 1

2x 3y 4z 5ω 3

x y 2z 3ω 4

x 3y 2z 4ω 7

+ + + =
 + + + =


− + + =
 + − + =

. 

 
Λύση: 

 
Πολλαπλασιάζουµε τις 3 πρώτες εξισώσεις µε τους λ , µ , ν αντίστοιχα και το σύστηµα 
γίνεται: 
λx λy λz λω λ

2µx 3µy 4µz 5µω 3µ

νx νy 2νz 3νω 4ν

x 3y 2z 4ω 7

+ + + =
 + + + =


− + + =
 + − + =

 , όπου µε πρόσθεση κατά µέλη όλων των εξισώσεων , 

παίρνουµε : 

( ) ( ) ( ) ( )x λ 2µ ν 1 y λ 3µ ν 3 z λ 4µ 2ν 2 ω λ 5µ 3ν 4 λ 3µ 4ν 7+ + + + + − + + + + − + + + + = + + +  ( Ι ) 

Για να υπολογίσουµε τον x , θέτουµε : 

λ 3µ ν 3 0

λ 4µ 2ν 2 0

λ 5µ 3ν 4 0

+ − + = 


+ + − = 
+ + + = 

 , οπότε η ( Ι ) δίνει την  

λ 3µ 4ν 7
x (*)

λ 2µ ν 1

+ + +
=

+ + +
. 

Λύνουµε το σύστηµα  

λ 3µ ν 3 0

λ 4µ 2ν 2 0

λ 5µ 3ν 4 0

+ − + = 


+ + − = 
+ + + = 

 (3x3) µε τη βοήθεια των οριζουσών 



 

- 95 - 

 
1 3 1

D 1 4 2 ... 2

1 5 3

−

= = = −  , λ

3 3 1

D 2 4 2 ... 30

4 5 3

− −

= = = −

−

 , µ

1 3 1

D 1 2 2 ... 23

1 4 3

− −

= = =

−

 

 
 
 

και ν

1 3 3

D 1 4 2 ... 11

1 5 4

−

= = = −

−

. Άρα , ( ) µ νλ
D DD 23 11

λ,µ,ν , , 15, ,
D D D 2 2

   = = −   
  

. 

Η (*) , τώρα δίνει 
19

x
3

= − . 

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο , υπολογίζουµε και τους υπόλοιπους αγνώστους. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

 
Η Μέθοδος αυτή αναφέρεται για ιστορικούς κυρίως λόγους , αφού είµαστε 
αναγκασµένοι να υπολογίζουµε πολλές ορίζουσες , εκτελώντας κάθε φορά επίπονες 
πράξεις , οπότε η µέθοδος αυτή δε συνίσταται. 

 
 
 

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
 

Stefan Bezout ( 1731 – 1783 ) 
 
 
Γεννήθηκε στη Γαλλία και όπως όλοι οι Μαθηµατικοί της εποχής του , προσπάθησε να λύσει 
παραµετρικές εξισώσεις οποιουδήποτε βαθµού. ∆εχόµενος ότι κάθε διώνυµη εξίσωση έχει λύση , 
προσπάθησε να αναγάγει κάθε εξίσωση σε διώνυµη. 
 
Έργα του Bezout: 
 
� Σε υπόµνηµα κάνει αναφορά στις γενικές εξισώσεις. Πέτυχε το σκοπό του στην περίπτωση  
         εξίσωσης 4ου βαθµού , αλλά όταν εξέτασε την εξίσωση 5ου βαθµού , σταµάτησε µπροστά σε  
         δύσκολους υπολογισµούς. 
 
� Τελειοποίησε τον κανόνα του Cramer για την εύρεση των αγνώστων σε συστήµατα 
         γραµµικών εξισώσεων. 
 
� ΄΄Γενική θεωρία των Αλγεβρικών εξισώσεων΄΄. Με το έργο του αυτό , αποκτά εξέχουσα 
         θέση στη θεωρία των οριζουσών. 
 
� ∆υο σπουδαία συγγράµµατα : Ένα εξάτοµο για µελλοντικούς ναυτικούς και ένα τετράτοµο  
         για τους αξιωµατικούς του πυροβολικού. 
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β) Συστήµατα ( ν x µ ) , µε ν > µ 
 
 
Στην περίπτωση αυτή υπολογίζουµε την ορίζουσα ή τις ορίζουσες στις οποίες 
περιέχονται σταθεροί όροι. 
 

• Αν D 0≠  , το σύστηµα είναι αδύνατο. 
 

• Αν D 0=  , τότε : 
 

1. Αν µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι 0≠ , 
         το σύστηµα έχει µοναδική λύση. 
 
2.    Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων είναι 0 , τότε : 
 
         i.   Aν µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα µε σταθερούς όρους είναι 0≠ ,  
            το σύστηµα είναι αδύνατο. 
 
         ii. Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες µε σταθερούς όρους είναι 0 ,  
            το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 

 
 

          ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να λύσετε το (3x2) γραµµικό σύστηµα : 

x 2y 2

2x 13y 1

x y 3

− = 


− = 
+ = 

. 

Λύση: 

            Είναι : ( ) ( )
1 2 2

13 1 2 1 2 13
D 2 13 1 1 ( 2) 2 40 2 6 1 2 2 13

1 3 1 3 1 1
1 1 3

−
− −

= − = ⋅ − − ⋅ + ⋅ = − + ⋅ − + ⋅ +  

                            40 10 30 0= − + + = . 
            Εξετάζουµε τις ελάσσονες ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων :  
         
 

           
1 2

9 0
2 13

−
= − ≠

−
, οπότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση που προκύπτει από το αντίστοιχο   

            στην ελάσσονα ορίζουσα σύστηµα : 
x 2y 2

2x 13y 1

− = 


− = 
 , απ’ όπου ( ) 8 1

x, y ,
3 3

 =  
 

. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να λύσετε το (3x2) γραµµικό σύστηµα : 

x y 1

2x 2y 2

3x 3y 3

+ = 


+ = 
+ = 

. 

Λύση: 

Είναι 

1 1 1

D 2 2 2 0

3 3 3

= = . 

 
�    Οι ελάσσονες ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων είναι όλες 0. 
 
� Οι ελάσσονες ορίζουσες των σταθερών όρων του συστήµατος είναι επίσης όλες 0. 

 
Εποµένως το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις που η µορφή τους προκύπτει από µια απ΄τις 
εξισώσεις του συστήµατος :x y 1 y 1 x+ = ⇔ = − , οπότε ( ) ( )x, y x,1 x , x= − ∈ℝ . 

 
 
 
 
γ) Συστήµατα ( ν x µ ) , µε ν < µ 
 
 
Στην περίπτωση αυτή υπολογίζουµε τις ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων. 
 

• Αν µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα µε σταθερούς όρους είναι 0≠   
         το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 
 

• Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων είναι 0 , τότε : 
 

1. Αν µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι 0≠   
         το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 
 
2.    Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων είναι 0 , τότε : 
 
         i.   Aν µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα µε σταθερούς όρους είναι 0≠ ,  
            το σύστηµα είναι αδύνατο. 
 
         ii. Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες µε σταθερούς όρους είναι 0 ,  
            το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να λύσετε το (3x5) γραµµικό σύστηµα : 

x z 4ω 5φ 4

y 2ω φ 1

x 5z 12ω 17φ 4

− + + = 


− − = 
− + − − = − 

. 

 
Λύση: 

 

Συµπληρώνουµε το δοσµένο σύστηµα στο 

x 0y z 4ω 5φ 4

0x y 0z 2ω φ 1

x 0y 5z 12ω 17φ 4

+ − + + = 


+ + − − = 
− + + − − = − 

 

και υπολογίζουµε τις ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων : 

1

1 0 1

D 0 1 0 4 0

1 0 5

−

= = − ≠

−

, οπότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις που προκύπτουν από 

το σύστηµα που αντιστοιχεί στην ορίζουσα 1D : 

 
x 0y z 4 4ω 5φ x z 4 4ω 5φ

0x y 0z 1 2ω φ y 1 2ω φ

x 0y 5z 4 12ω 17φ x 5z 4 12ω 17φ

+ − = − − − = − − 
 

+ + = + + ⇔ = + + 
 − + + = − + + − + = − + + 

 και µετά από πράξεις , 

παίρνουµε: ( ) ( )x, y,z,ω,φ, 4 2ω 2φ , 1 2ω φ , 2ω 3φ , ω , φ= − − + + + , ω,φ∈ℝ . 

 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να λύσετε το (3x5) γραµµικό σύστηµα : 

2x y 2z 4φ 4

6x 3y 6z 3ω 12φ 12

4x 2y 4z 2ω 8φ 3

+ + + = 


+ + + + = 
+ + + + = − 

. 

Λύση: 
 
Υπολογίζουµε τις ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων οι οποίες µετά από πράξεις 

είναι όλες 0 : π.χ η 1

2 1 2
3 6 6 6 6 3

D 6 3 6 2 1 2 2 0 1 0 2 0 0
2 4 4 4 4 2

4 2 4

= = ⋅ − ⋅ + ⋅ = ⋅ − ⋅ + ⋅ =   

(παρατηρούµε ότι οι συντελεστές των αγνώστων είναι ανάλογοι). 
Υπολογίζουµε τις ελάσσονες ορίζουσες που περιέχουν σταθερούς όρους , όπως την : 
6 12

66 0
4 3

= − ≠
−

 και αφού υπάρχει 1 τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα µε σταθερούς 

όρους είναι 0≠ , το σύστηµα είναι αδύνατο. 
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δ) Συστήµατα ( ν x ν ) ΟΜΟΓΕΝΗ 

 
Προφανώς , όπως είδαµε και παραπάνω , για κάθε οµογενές ( ν x ν ) σύστηµα , ισχύει : 

1 2 νx x xD D ... D 0= = = = , οπότε το σύστηµα έχει πάντα τη µηδενική λύση:  

( ) ( )1 2 νx , x ,..., x 0,0,...,0= .  

 
 
Στην περίπτωση αυτή υπολογίζουµε ορίζουσα D του συστήµατος. 
 

• Αν D 0≠  , το σύστηµα έχει µόνο τη µηδενική λύση ( ) ( )1 2 νx , x ,..., x 0,0,...,0= . 

 

• Αν D 0=  , τότε : 
 

1. Αν µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα της D είναι 0≠   
         το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 
 
2.    Αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες των της D είναι 0 , τότε : 
 
         i.   Aν ένας τουλάχιστον συντελεστής των αγνώστων είναι 0≠ ,  
            το σύστηµα είναι έχει άπειρες λύσεις. 
 
         ii. Αν όλοι οι συντελεστές των αγνώστων είναι 0 , το σύστηµα είναι αόριστο. 

 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :  
 
 
Η διαφορά µεταξύ αόριστου συστήµατος και συστήµατος µε άπειρες λύσεις , είναι 
θεµελιώδης :  
 
���� Ένα σύστηµα (νxν) στο οποίο κάθε εξίσωσή του είναι της µορφής 
         1 2 ν0x 0x ... 0x 0+ + + = , είναι αόριστο , γιατί ισχύει για κάθε 1 2 νx , x ,..., x ∈ℝ . 

 
���� Ένα σύστηµα ( γραµµικό 2x2 για λόγους απλότητας ) στο οποίο µια απ΄τις εξισώσεις  
         είναι η 0x 0y 0+ = ή εµφανίζονται 2 ίδιες ή ισοδύναµες εξισώσεις , 

         έχει άπειρες λύσεις. Στην περίπτωση του 
3x 2y 0

9x 6y 0

+ =


+ =
 έχουµε την 3x 2y 0+ =   

         που έχει άπειρες λύσεις της µορφής ( ) 2
x, y y, y , y

3
 = − ∈ 
 

ℝ  όχι µε την  

         έννοια ότι ισχύει για οποιαδήποτε x, y∈ℝ , αλλά µόνο για τα σηµεία ( x , y )  

         του επιπέδου που βρίσκονται στην ευθεία  
3

y x
2

= − . 

 
 
 
 
 



 

- 100 - 

 

   ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να λύσετε το οµογενές (3x3) σύστηµα : 

2x y z 0

x 2y z 0

x y 2z 0

− + + = 


− + = 
+ − = 

. 

 
Λύση: 

Είναι : 

( )
2 1 1

2 1 1 1 1 2
D 1 2 1 2 1 1 2 3 1 3 1 3 6 3 3 0

1 2 1 2 1 1
1 1 2

−
− −

= − = − ⋅ − ⋅ + ⋅ = − ⋅ − ⋅ − + ⋅ = − + + =
− −

−

Υπολογίζουµε τις ελάσσονες ορίζουσες της D :
2 1

3 0
1 2

−
= ≠

−
. 

Επειδή υπάρχει ελάσσονα ορίζουσα της D που είναι 0≠ , το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις  
που προκύπτουν από το αντίστοιχο στην ελάσσονα ορίζουσα σύστηµα : 

2x y z x z

x 2y z y z

− + = − = 
⇔ 

− = − = 
. 

Οι άπειρες λύσεις του συστήµατος έχουν τη µορφή ( ) ( )x, y,z z,z,z , z= ∈ℝ . 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να λύσετε το οµογενές (3x3) σύστηµα : 

2x 2y 2z 0

x y z 0

3x 3y 3z 0

+ + = 


+ + = 
+ + = 

. 

Λύση: 
 
Υπολογίζουµε την ορίζουσα D του συστήµατος και βρίσκουµε µετά από πράξεις ότι D 0= . 
Επίσης , όλες οι ελάσσονες ορίζουσες της D είναι 0. 
Επειδή όλοι οι συντελεστές των αγνώστων του συστήµατος είναι 0≠ , το σύστηµα έχει 
άπειρες λύσεις που η µορφή τους  προκύπτει από µια εξίσωση του συστήµατος : 
x y z 0 z y z+ + = ⇔ = − − , οπότε oι άπειρες λύσεις του συστήµατος έχουν τη µορφή 

( ) ( )x, y,z y z, y,z , y, z= − − ∈ℝ . 

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 : Να λυθεί το (3x3) οµογενές σύστηµα , για το οποίο ισχύει:  
    x y zD D D D α , µε α 0+ + + = ≠ . 

 
Λύση: 

 
Εφόσον το σύστηµα είναι οµογενές , θα ισχύει : x y zD D D 0= = =  , που σηµαίνει ότι η  

δοσµένη σχέση γράφεται : D α 0= ≠ . Άρα το σύστηµα έχει µόνο τη µηδενική λύση: 

( ) ( )x, y,z 0,0,0= . 
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►Λύση Συστήµατος µε Παράµετρο 
 
Η επίλυση παραµετρικών γραµµικών συστηµάτων όλων των ειδών θα γίνει µε τη µέθοδο 
των οριζουσών : 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 :  

Να λυθεί για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου λ∈ℝ  , το (3x3) σύστηµα :
2

λx y z 1

x λy z λ

x y λz λ

+ + =


+ + = 
+ + = 

. 

Λύση: 
 

Θα υπολογίσουµε τις ορίζουσες x y zD,D ,D ,D : 

( ) ( ) ( )2

λ 1 1
λ 1 1 1 1 λ

D 1 λ 1 λ 1 1 λ λ 1 λ 1 1 λ
1 λ 1 λ 1 1

1 1 λ

= = ⋅ − ⋅ + ⋅ = − − − + − =  

    ( ) ( ) ( ) ( )2λ 1 λ λ 1 2 λ 1 λ λ 2= − + − = − + − =   ( ) ( )2
λ 1 λ 2− ⋅ + . 

Όµοια , ( ) ( )2

xD λ 1 λ 1= − + , ( )2

yD λ 1= − και ( )( )2

zD λ 1 λ 1= − + . 

 
����  Αν D 0≠ , δηλαδή για λ ≠ – 2 και λ ≠ 1 τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση , την  

      ( ) ( )2

yx z
D λ 1D D λ 1 1

x, y,z , , , ,
D D D λ 2 λ 2 λ 2

 +  +
= = −    + + +   

. 

����  Αν D 0=  , τότε λ = – 2  ή λ = 1 , οπότε : 
 

• Για λ = – 2 , έχουµε x y zD 9 0 , D 9 0 , D 9 0= ≠ = ≠ = ≠  άρα το σύστηµα είναι 

αδύνατο. 

• Για λ = 1 , έχουµε x y zD D D 0= = = και το σύστηµα γίνεται 

x y z 1

x y z 1

x y z 1

+ + = 


+ + = 
+ + = 

, δηλαδή 

        x y z 1 x 1 y z+ + = ⇔ = − − . Το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις της µορφής  

        ( ) ( )x, y,z 1 y z , y , z , y, z= − − ∈ℝ . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 :  
 
Να λυθεί για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου λ∈ℝ  , το (3x4) σύστηµα 

2

λx y z ω 1

x λy z ω λ

x y λz ω λ

+ + + =


+ + + = 
+ + + = 

. 

 
Λύση : 

 
Υπολογίζουµε τις ορίζουσες των συντελεστών των αγνώστων : 

1

λ 1 1

D 1 λ 1 ...

1 1 λ

= = =( ) ( )2
λ 1 λ 2− ⋅ + , ( )2

2

λ 1 1

D 1 λ 1 ... λ 1

1 1 1

= = = − , 

( )2

3

λ 1 1

D 1 1 1 ... λ 1

1 1 λ

= = = − − , ( )2

4

1 1 1

D λ 1 1 ... λ 1

1 λ 1

= = = − . 

 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 

• Αν λ 1≠ , υπάρχει ορίζουσα των συντελεστών που είναι ≠ 0 ( έστω η 2D ). Άρα το 

σύστηµα έχει άπειρες λύσεις που προκύπτουν από το αντίστοιχο στην ορίζουσα 
σύστηµα (3x3) : 

         
2

λx y ω 1 z

x λy ω λ z

x y ω λ λz

+ + = −


+ + = − 
+ + = − 

 και αφού 2D ≠ 0 , το σύστηµα θα έχει λύση την   

         ( ) ( )2x, y,z z λ 1 , z λ 1 , (λ 1) z(λ 2) , z= − − − − − + + ∈ℝ . 

 

• Αν λ = 1 , τότε 1 2 3 4D D D D 0= = = =  , το σύστηµα γίνεται 

x y z ω 1

x y z ω 1

x y z ω 1

+ + + = 


+ + + = 
+ + + = 

 

  οπότε έχει άπειρες λύσεις η µορφή των οποίων δίνεται από µια εξίσωσή του   
  x y z ω 1 x 1 y z ω+ + + = ⇔ = − − −  , έτσι ( ) ( )x, y,z 1 y z ω , y, z ,ω , y, z,ω= − − − ∈ℝ . 
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      ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 :  

 
Να λυθεί για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου λ∈ℝ  , το (3x3) οµογενές σύστηµα : 

x λy 2z 0

x 2y λz 0

λx 3y (λ 1)z 0

+ + = 


− + + = 
− + + = 

. 

Λύση: 
 

Υπολογίζουµε την ορίζουσα ( ) ( )2

1 λ 2

D 1 2 λ ... λ 2 λ λ 4

λ 3 λ 1

= − = + ⋅ − +

− +

. 

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 

• Αν D 0 λ 2≠ ⇔ ≠ − , αφού 2λ λ 4 0− + >  το σύστηµα , ως οµογενές , θα έχει µοναδική  
      λύση τη µηδενική :( ) ( )x, y,z 0,0,0= . 

• Αν D 0 λ 2= ⇔ = −  , το σύστηµα που για την τιµή αυτή γίνεται 

x 2y 2z 0

x 2y 2z 0

2x 3y z 0

− + = 


− + − = 
− − − = 

,  

      θα έχει και άλλες λύσεις (εκτός της µηδενικής). 
 

Μια από τις ελάσσονες ορίζουσες της 

1 2 2

D 1 2 2

2 3 1

−

= − −

− − −

 , π.χ η 
1 2

5 0
2 3

−
= ≠

− −
, οπότε 

αφού υπάρχει µη µηδενική ελάσσονα ορίζουσα της D το σύστηµα , θα έχει άπειρες λύσεις 
που προκύπτουν από το αντίστοιχο στην ελάσσονα ορίζουσα σύστηµα : 

8
x z

x 2y 2z 7
2x 3y z 3

y z
7

= − − = −  
⇔ 

− − =  =


. Άρα ( ) 8 3
x, y,z z , z , z ,z

7 7
 = − ∈ 
 

ℝ . 

 
 
 

Απαλείφουσα Γραµµικού ( ν x µ ) Συστήµατος µε ν  < µ  
 

 
Αν σε παραµετρικό γραµµικό σύστηµα (νxµ) µε ν < µ , ζητείται να βρεθεί η συνθήκη 
µεταξύ των παραµέτρων του συστήµατος ώστε αυτό να είναι συµβιβαστό , τότε : 
 
���� Υπολογίζουµε την ορίζουσα D του συστήµατος που περιέχει και τους σταθερούς όρους. 
 
���� Πρέπει D = 0 και ταυτόχρονα µια τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα να είναι 0≠ . 

 
���� Η σχέση που προκύπτει , δηλαδή µια παράσταση που περιέχει παραµέτρους του 

συστήµατος  ονοµάζεται απαλείφουσα του συστήµατος. 
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          Η απαλείφουσα του (3x2) γραµµικού συστήµατος 

αx βy 1

βx αy αβ

x y α β

+ = 


+ = 
+ = + 

, είναι η   

           2 2α β αβ 1 0+ + − = ,  αφού ( ) ( )2 2

α β 1

D β α αβ ... α β α β αβ 1 (1)

1 1 α β

= = = − ⋅ + + −

+

 και µια           

           τουλάχιστον ελάσσονα ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων , π.χ η 
α β

β α
 πρέπει    

           να  είναι µη µηδενική οπότε έχουµε : 2 2α β
0 α β 0 α β 0 και α β 0

β α
≠ ⇔ − ≠ ⇔ − ≠ + ≠ . 

  Έτσι , η σχέση (1) , δίνει 2 2α β αβ 1 0+ + − = . 
 
 
 

► Λύση Συστήµατος µε ειδικές τεχνικές 
 
 
Τα γραµµικά συστήµατα , λύνονται µε τις κλασσικές µεθόδους που αναλύσαµε , όµως για να 
έχουµε όσο το δυνατόν πιο σύντοµες λύσεις , όπου και όποτε χρειάζεται , χρησιµοποιούµε 
ειδικές τεχνικές όπως αυτές που αναφέρονται παρακάτω: 
 
 
α) Τεχνική Πρόσθεσης  
 
Όταν ο αριθµός των αγνώστων σε όλες τις εξισώσεις είναι ο ίδιος , χρησιµοποιούµε την 
τεχνική που περιγράφεται στο παρακάτω παράδειγµα : 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα 

( )
( )

( )
( )

2 x z ω 5

x 2 y ω 6

2 y ω z 0

y 2 z x 1

+ + = − 


+ + = 


+ + = 
+ + = − 

. 

 
Λύση : 

 

Ονοµάζουµε τις σχέσεις του συστήµατος και έχουµε : 

( )
( )

( )
( )

2 x z ω 5 (1)

x 2 y ω 6 (2)

2 y ω z 0 (3)

y 2 z x 1 (4)

+ + = − 


+ + = 


+ + = 
+ + = − 

. 

Προσθέτουµε τις σχέσεις κατά µέλη και παίρνουµε : 

( )
x z y ω (5)

5 x y z ω 0 x y z ω 0
y ω x z (6)

+ = − −
+ + + = ⇔ + + + = ⇔ 

+ = − −
. 
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Αντικαθιστούµε τις σχέσεις αυτές στο σύστηµα , το οποίο γίνεται : 

( )
( )

( )
( )

2 y ω ω 5

x 2 x z 6

2 x z z 0

y 2 y ω 1

− − + = − 


+ − − = 
⇔

− − + = 
+ − − = − 

ω 2y 5 (7)

x 2z 6 (8)

2x z 0 (9)

2ω y 1 (10)

+ = − 
+ = − 


+ = 
+ = − 

.  

 
Εποµένως , έχουµε δυο συστήµατα :  

( ) ( )1

ω 2y 5
Σ : ω, y 1,3

2ω y 1

+ =
⇔ = −

+ =
 και ( ) ( )2

x 2z 6
Σ : x, z 2, 4

2x z 0

+ = −
⇔ = −

+ =
 

 
 

 

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
 

Θυµαρίδας ο Πάριος ( ~ 500 π.χ ) 
 

 
       Καταγόµενος από αρκετά ευκατάστατη οικογένεια , ο Θυµαρίδας ο Πάριος , γιος του 
εφοπλιστή και εµπόρου Τίµαιου , διακρίθηκε από µικρός για την ευστροφία του και την 
αντίληψή του µε αποτέλεσµα τη συνεχή αλλαγή δασκάλων. Νεαρός , συνόδευσε τον πατέρα του 
στην κάτω Ιταλία και γνωρίζει τον Αλκίµαχο τον Πάριο , µαθητή του Πυθαγόρα , µυηµένο στον 
ανώτερο βαθµό της Πυθαγόρειας διδασκαλίας. Έτσι , ο Θυµαρίδας , ακολουθεί τον Αλκίµαχο 
στον Κρότωνα  , έδρα του Πυθαγόρειου Πανεπιστηµίου. 
       Η προσήλωσή του στα Πυθαγόρεια δόγµατα , τον οδηγεί στην υψηλότερη µύηση της 
Πυθαγόρειας φιλοσοφίας. Αµέσως µετά τη διάλυση από τον Κύλωνα του Πυθαγόρειου 
Πανεπιστηµίου και την εκδίωξη των Πυθαγορείων από τον Κρότωνα , ο Θυµαρίδας γυρίζει στην 
Πάρο. Στον τελευταίο , οφείλεται η µέθοδος υπολογισµού των ακέραιων αριθµών που 
παριστάνουν πλευρές ορθογωνίου τριγώνου , όπως δίνεται από τον τύπο 

2 22 2
2 α 1 α 1
α

2 2

   − +
+ =   
   

 , µε α περιττό. Ο Θυµαρίδας , παντρεύτηκε στην Αθήνα την Ασπασία 

και απέκτησε ένα γιο τον ∆είναρχο (επίσης Μαθηµατικό). Προσπάθησε να  ιδρύσει στην Αθήνα 
Νεοπυθαγόρεια σχολή όµως αντέδρασε η ∆ηµοκρατική Αθήνα. 
 
 
Το Θυµαρίδειο Επάνθηµα 
 
Ο τρόπος επίλυσης ορισµένων µορφών γραµµικών συστηµάτων αποδίδεται στον Θυµαρίδα µε 
τον τρόπο που ονοµάστηκε προς τιµήν του ΄΄Θυµαρίδειο Επάνθηµα΄΄. Σήµερα σώζονται 5 
Θυµαρίδεια συστήµατα , εκ των οποίων το βασικό δίνεται παρακάτω. 
Η σύγχρονη διατύπωση ενός συστήµατος που λύνεται µε τη µέθοδο του Θυµαρίδα  
(Θυµαρίδειο Επάνθηµα) είναι : 

 
 
 
 
 
 

1 2 ν 1

1 1

2 2

ν 1 ν 1

x x x ... x S (1)

x x S

x x S
(2)

.................

x x S

−

− −

+ + + + =

+ = 
+ = 


+ = 
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Προσθέτουµε τις σχέσεις (2) κατά µέλη , και παίρνουµε : 

( ) ( )1 2 ν 1 1 2 ν 1ν 1 x x x ... x S S ... S (3)− −− + + + + = + + +  

 
Η (1) , δίνει 1 2 ν 1x x ... x S x−+ + + = − , οπότε η (3) γίνεται ( ) 1 2 ν 1ν 1 x S x S S ... S−− + − = + + + ⇔  

 
 

                                                         
( )1 2 ν 1S S ... S S

x (4)
ν 2

−+ + + −
=

−
       Έφοδος ( Μέθοδος )  

 
 
Γνωρίζοντας το x από τη σχέση (4) , υπολογίζουµε τις 1 2 ν 1x , x ,..., x − . 

 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ : Να λύσετε το σύστηµα : 

x y z ω 10

x y 1

x z 2

x ω 3

+ + + = −
 + =


+ =
 + =

. 

 
Λύση: 

 

Το σύστηµα είναι : 

x y z ω 10 (1)

x y 1

x z 2 (2)

x ω 3

+ + + = −
 + =


+ =
 + =

. Προσθέτουµε τις (2) κατά µέλη και έχουµε : 

3x y z ω 8 (3)+ + + = .  
 
Η (1) δίνει την y z ω 10 x+ + = −  , οπότε η (3) γίνεται 3x 10 x 8 x 1+ − = ⇔ = −  
Για την τιµή αυτή του x , οι σχέσεις (2) , δίνουν : y 2 , z 3 ,ω 4= = = . 

Άρα , ( ) ( )x, y,z,ω 1,2,3,4= −  
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β) Τεχνική των ίσων κλασµάτων 

 
 
Εξισώνουµε όλα τα κλάσµατα µε έναν πραγµατικό αριθµό κ∈ℝ  και από το κάθε 
κλάσµα βρίσκουµε τους αγνώστους συναρτήσει του κ. Αντικαθιστούµε στη γραµµική 
εξίσωση από την οποία βρίσκουµε το κ και µετά τους αγνώστους. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα :
x 1 y 2 z 1

4 3 2
x y 2z 19

− + + = =

 + + =

. 

 
Λύση: 

Η 1η σχέση του συστήµατος , γίνεται : 
x 1

κ
4 x 4κ 1

x 1 y 2 z 1 y 2
κ κ y 3κ 2

4 3 2 3
z 2κ 1

z 1
κ

2

− =
= +

− + + + 
= = = ⇔ = ⇔ = − 

  = −+
=

. 

Αντικαθιστώντας αυτές τις σχέσεις στη 2η σχέση του συστήµατος , παίρνουµε την 
εξίσωση: 4κ 1 3κ 2 4κ 2 19 κ 2+ + − + − = ⇔ = .  

Εποµένως 

x 4κ 1 x 9

y 3κ 2 y 4

z 2κ 1 z 3

= + ⇒ =


= − ⇒ =
 = − ⇒ =

. 

Άρα η λύση του συστήµατος είναι ( ) ( )x, y,z 9,4,3= . 
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γ) Τεχνική αντικατάστασης ( βοηθητικού αγνώστου ) 

 
 
            Θέτουµε το άθροισµα των αγνώστων ίσο µε φ και αντικαθιστούµε στο σύστηµα. 
  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα : 

( )
( )
( )

x 2 y z 1

y 2 z x 1

2z x y 2

+ + =


+ + = −
 + + =

. 

 
Λύση: 

 

Θέτουµε x y z φ+ + =  (1)  απ’ όπου παίρνουµε 

y z φ x

z x φ y

x y φ z

+ = −


+ = −
 + = −

. 

Έτσι το σύστηµα γίνεται 

( )
( )
( )

x 2 φ x 1 x 1 2φ

y 2 φ y 1 y 1 2φ

z 2 φ2z φ z 2

+ − = = − +
 

+ − = − ⇔ = + 
  = −+ − = 

. (2) 

 
Εποµένως , η  (1) από τις παραπάνω σχέσεις , γίνεται : 
1 2φ 1 2φ 2 φ φ φ 1− + + + − = ⇔ = −  

Οι σχέσεις (2) , δίνουν : ( ) ( )
x 3

y 1 x, y, z 3, 1,3

z 3

= −


= − ⇔ = − −
 =
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ΜΕΡΟΣ 4 
 

ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 
 
► Σύστηµα δυο Εξισώσεων 2ου βαθµού µε έναν άγνωστο 
        
      Ένα τέτοιο σύστηµα , ανάγεται σε εξίσωση 2ου βαθµού , εποµένως θα έχει 2 το πολύ λύσεις. 
 
 

ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ 
 

Για τα πολυώνυµα 2
1 1 1 1f (x) α x β x γ= + + , 2

2 2 2 2f (x) α x β x γ= + +  θεωρούµε το σύστηµα 
2

1 1 1

2
2 2 2

α x β x γ 0

α x β x γ 0

+ + =+ + =+ + =+ + = 


+ + =+ + =+ + =+ + = 
. 

 

Ορισµός : Απαλείφουσα του συστήµατος 1

2

f (x) 0

f (x) 0

= 


= 
 των εξισώσεων 1 2f (x) 0, f (x) 0= = ,   

                  ονοµάζουµε την παράσταση   
                  

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
2

21 1 1 1 1 1
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 2 2 2 2

α γ α β β γ
R α γ α γ α β α β β γ β γ

γ γ α β β γ
= − ⋅ = − − − ⋅ −= − ⋅ = − − − ⋅ −= − ⋅ = − − − ⋅ −= − ⋅ = − − − ⋅ −  

 
 

Ιδιότητες της  απαλείφουσας R : 
 

 
1. Αν οι συντελεστές των εξισώσεων του συστήµατος είναι ανάλογοι , δηλαδή αν    
    1 2 1 2 1 2α λα , β λβ , γ λγ= = =  (1) , λ∈ℝ  τότε οι εξισώσεις 1 2f (x) 0, f (x) 0= =  έχουν τις  

     ίδιες  ακριβώς  λύσεις και  

     ( ) ( ) ( )
(1)

2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1R α γ α γ α β α β β γ β γ= − − − ⋅ − =  

         ( ) ( ) ( )2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2λα γ α λγ λα β α λβ λβ γ β λγ 0= − − − ⋅ − = .  

 

2. Το σύστηµα 
2

1 1 1

2
2 2 2

α x β x γ 0

α x β x γ 0

+ + = 


+ + = 
 έχει µια τουλάχιστον πραγµατική λύση ,  

    αν και µόνο αν R = 0. 
 

3. Το σύστηµα 
2

1 1 1

2
2 2 2

α x β x γ 0

α x β x γ 0

+ + = 


+ + = 
 έχει µια ακριβώς πραγµατική λύση 1 2 2 1

1 2 2 1

α γ α γ
τηνρ

α β α β

 −
= − 

,  

    αν και µόνο αν R = 0 και  α1·β2  – α2·β1 ≠ 0. 
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4. Τα τριώνυµα 2

1 1 1 1f (x) α x β x γ= + + , 2
2 2 2 2f (x) α x β x γ= + +  έχουν πραγµατικές και άνισες   

     ρίζες τις 1 2 1 2ρ ,ρ και x , x  αντίστοιχα ( µε 1 2 1 2ρ ρ , x x< <  ) , για τις οποίες µάλιστα ισχύει   

     µια εκ των 1 1 2 2x ρ x ρ< < < , 1 1 2 2ρ x ρ x< < < <  , αν R < 0. 

 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Αν στο σύστηµα 
2

1 1 1

2
2 2 2

α x β x γ 0

α x β x γ 0

+ + = 


+ + = 
 θέσουµε 2x y= , τότε αυτό  

  µετατρέπεται στο  1 1 1

2 2 2

α y β x γ 0

α y β x γ 0

+ + = 


+ + = 
, µε 1 2α α 0⋅ ≠ . 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Αν το σύστηµα 
2

2

αx βx γ 0

γx βx α 0

+ + = 


+ + = 
 µε α ,γ 0≠ έχει µοναδική λύση ,  

    να βρείτε τη λύση αυτή. 
 

Λύση: 
 

Χρήση απαλείφουσας:  
 
Αφού έχει λύση το σύστηµα , ισχύει : 

( ) ( )( ) ( )
( )

2 2 22 2 α γ β 0α γ αβ βγ αβ βγ 0
R 0

β α γ 0αβ βγ 0

  + − =− − − − = 
= ⇔ ⇔ 

− ≠− ≠ 
 

          
α γ β α γ β

ή
β 0και α γ β 0και α γ

+ = + = − 
⇔  

≠ ≠ ≠ ≠ 
. 

 
����   Αν α + γ = β µε β ≠ 0 και α ≠ γ τότε η µοναδική λύση , είναι : 

        
2 2α γ (α γ)(α γ) α γ β

ρ 1
αβ βγ β(α γ) β β

− + − +
= − = − = − = − = −

− −
.  

 
����   Αν α + γ = – β µε β ≠ 0 και α ≠ γ τότε η µοναδική λύση , είναι : 
 

             
2 2α γ (α γ)(α γ) α γ β

ρ 1
αβ βγ β(α γ) β β

− + − + −
= − = − = − = − =

− −
. 

 
Μια διαφορετική οπτική του θέµατος , είναι η εξής : 
 
Αφαιρούµε κατά µέλη τις εξισώσεις του συστήµατος (ή πιο απλά εξισώνουµε τα πρώτα µέλη) 
και προκύπτει η 2(α γ)x γ α 0− + − = ⇔ ( ) ( )2α γ x α γ− = − και για να έχει λύση το σύστηµα  

(άρα και η εξίσωση) , πρέπει α γ≠ , γιατί αν ήταν α = γ θα είχαµε την αόριστη εξίσωση 

0x 0= . Με αυτό τον περιορισµό λοιπόν , παίρνουµε τελικά ότι 2x 1= , απ’ όπου 
x 1 ή x 1= − = . 
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ΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ 

 
Για να λύσουµε γραφικά ένα σύστηµα δευτεροβάθµιων εξισώσεων µε έναν άγνωστο , 
χρησιµοποιούµε ένα κατάλληλο λογισµικό για να κάνουµε τις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων. Σαν παραλλαγή αυτού του τρόπου , µπορούµε εξισώνοντας τα αριστερά µέλη 
του συστήµατος να προκύψει µια εξίσωση 2ου βαθµού , οπότε κάνοντας τη γραφική της 
παράσταση , βρίσκουµε τα σηµεία τοµής της µε τον άξονα xx΄ και καταλήγουµε στη λύση 
του συστήµατος. 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : Να λύσετε το σύστηµα : 
2

2

3x 5x 6 0

2 x 0

 − − =


− =
. 

 
Λύση : 

 
Σχεδιάζουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 2f (x) 3x 5x 6= − − και 2g(x) x 2= − + . 

 

 
 
 

 
Το σύστηµα είναι αδύνατο γιατί οι C f , C g δεν τέµνονται στον άξονα xx΄. 
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Μπορούµε να εργαστούµε και ως εξής :  
 

2
2 2 2

2

3x 5x 6 0
3x 5x 6 2 x 4x 5x 8 0

2 x 0

 − − =
⇔ − − = − ⇔ − − =

− =
. 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 2h(x) 4x 5x 8= − −  φαίνεται στο παρακάτω καρτεσιανό 
σύστηµα αξόνων: 
 

 
 
 
Οι τετµηµένες των σηµείων τοµής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

2h(x) 4x 5x 8= − −  µε τον άξονα xx΄ είναι x 0,92ή x 2,18= − =  που όµως δεν επαληθεύουν και 
τις δυο εξισώσεις του συστήµατος. 
Το σύστηµα είναι αδύνατο. 
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► Σύστηµα µιας Εξίσωσης 1ου βαθµού ( ευθεία ) και µιας εξίσωσης  2ου βαθµού  
     µε δυο αγνώστους ( κωνική ) 
 

Σχετική Θέση Ευθείας και Κωνικής 
 
Έστω µια ευθεία ε µε εξίσωση y λx β= +  και µια κωνική τοµή C µε εξίσωση 

2 2Αx Βxy Γy ∆x Εy Η 0+ + + + + = . Η ευθεία ε και η κωνική C έχουν το πολύ δυο κοινά 

σηµεία , αφού το σύστηµα 
2 2

y λx β (1)

Αx Βxy Γy ∆x Εy Η 0 (2)

= +


+ + + + + =
 

έχει το πολύ δυο διακεκριµένες λύσεις. 
 
Για την επίλυση του συστήµατος θέτουµε στη (2) όπου y λx β= + , οπότε προκύπτει µια 
εξίσωση 2ου (ή και 1ου) 

βαθµού : 
 
���� Αν η εξίσωση αυτή έχει δυο ρίζες άνισες (2ου βαθµού µε ∆ = 0) ή µια απλή ρίζα  
         (αν είναι 1ου βαθµού) , τότε η ευθεία και η κωνική τέµνονται. 
 
���� Αν η εξίσωση έχει δυο ρίζες ίσες (1 διπλή) , δηλαδή αν είναι 2ου βαθµού µε διακρίνουσα 
         ∆ = 0 , τότε  ευθεία εφάπτεται της κωνικής. 
 
���� Αν η εξίσωση δεν έχει ρίζες , τότε η ευθεία και η κωνική δεν έχουν κοινά σηµεία. 
 
 
Τα συστήµατα αυτά , αλγεβρικά επιλύονται µε αντικατάσταση της γραµµικής στη µη 
γραµµική εξίσωση , καταλήγοντας σε δυο συστήµατα πρωτοβάθµιων εξισώσεων , σύµφωνα 
µε το παρακάτω θεώρηµα : 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ : Κάθε σύστηµα της µορφής 
2 2αx βxy γy δx εy η 0

κx λy µ

 + + + + + =


+ =
  

                        µε |κ | |λ | |µ | 0+ + ≠ και | κ | |λ | 0+ ≠ , διασπάται σε συστήµατα πρωτοβάθµιων   
                        εξισώσεων µε αγνώστους x , y. 

 
Απόδειξη: 

 

• Έστω λ 0≠ .Τότε η κx λy µ+ =  δίνει την 
µ κx

y (1)
λ

−
=  και η εξίσωση  

         2 2αx βxy γy δx εy η 0+ + + + + = λόγω της (1) , γίνεται :       

         
2

2 µ κx µ κx µ κx
αx βx γ δx ε η 0 (2)

λ λ λ

− − −     + + + + + =     
     

 

          Το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε τα συστήµατα 1x x

κx λy µ

=


+ =
και 2x x

κx λy µ

=


+ =
,  

          όπου 1 2x , x  ρίζες της (2). 

 

• Εργαζόµαστε µε τον ίδιο τρόπο , αν κ 0≠ . 
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 (*)  Το σύστηµα που θα µας απασχολήσει και στη διδακτική παρέµβαση , ανήκει στην   

      παραπάνω  κατηγορία και είναι της µορφής : 
2 2x y Αx Βy Γ 0

αx βy γ

+ + + + =


+ = 
 

       Αν β 0≠ , η γραµµική σχέση γίνεται :
γ αx

y
β

−
=  και η οποία αντικαθίσταται στην πρώτη   

       και δίνει 
2

2 γ αx γ αx
x Αx B Γ 0

β β

 − −
+ + + ⋅ + = 
 

.Μετά από πράξεις , έχουµε την εξίσωση 

   ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2α β x Αβ 2αγ Βαβ x Γβ Ββγ γ 0+ + − − + + + =  , που έχει διακρίνουσα την 

      ( ) ( )( )22 2 2 2 2∆ Αβ Βαβ 2αγ 4 α β Γβ Ββγ γ= − − − + + +  και αν ∆ > 0 , ρίζες τις 

       
( )

( )

2

1,2 2 2

Αβ Βαβ 2αγ ∆
x

2 α β

− − − ±
=

+
. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ : Να λύσετε το σύστηµα : 
2 2x xy y 3

x y 1

 + + =


+ =
. 

 
Λύση: 

 

( ) ( )22 2 2 2 22x xy y 3 x xy y 3 x x 2 0x x 1 x 1 x 3

x y 1 y 1 x y 1 xy 1 x

x 2 ή x 1 x 2 x 1
ή

y 1 x y 1 y 2

  + + = + + = − − =+ − + − =
⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

+ = = − = −= −  
= = − = = −  

⇔  
= − = − =  

 

Η λύση του συστήµατος είναι ( ) ( ) ( ) ( )x, y 2, 1 ή x, y 1,2= − = − . 

 
Γραφικά , το σύστηµα εκφράζει µια έλλειψη και µια ευθεία. Οι γραφικές τους παραστάσεις 
και τα σηµεία τοµής τους , δηλαδή η λύση του συστήµατος , δίνονται στο παρακάτω σχήµα: 
 

 

Τα σηµεία τοµής της έλλειψης και της ευθείας 
είναι τα ( )2, 1− και ( )1,2−  
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Το πρόβληµα της Βαβυλωνιακής Πινακίδας ( ~ 1800 π.χ ) 

 
 
Σε µια ορθογώνια πινακίδα , προσαρτάται η διαφορά του µήκους της από το πλάτος της. 
Το αποτέλεσµα είναι 183. Το µήκος και το πλάτος της είναι 27. 
Να βρεθούν οι διαστάσεις της επιφάνειας. 
 

Σε σύγχρονη γραφή , το παραπάνω πρόβληµα διατυπώνεται αλγεβρικά ως εξής :
xy x y 183

x y 27

+ − = 


+ = 
  

όπου x > 0 το µήκος και y >0 το πλάτος της επιφάνειας. 
 
 
Αλγεβρική επίλυση: 
 
xy x y 183

x y 27

+ − = 


+ = 
 Προσθέτουµε τις σχέσεις κατά µέλη και προσθέτουµε το 2 στη 2η εξίσωση :  

( ) ( ) 2x y 2 210 x 29 x 210xy 2x 210 x 15 ή x 14x 29x 210 0

x y 2 29 y 27 xy 27 xy 2 29 x y 27 x

+ = − = + = = =− + =  
⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒    

+ + = = −= −+ = − = −   
x 15

y 12

= 


= 
 ή 

x 14

y 13

= 


= 
. Άρα οι ζητούµενες διαστάσεις της επίπεδης επιφάνειας είναι ( ) ( )15,12 ή 14,13 . 

 
 
Γραφική επίλυση: Η ευθεία x y 27+ = και η υπερβολή xy x y 183+ − =  τέµνονται στα σηµεία    

                                ( ) ( )15,12 , 14,13 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

 
Οι κωνικές τοµές στην αρχαiα Ελλάδα 

 
 Ο κύκλος , η παραβολή, η έλλειψη και η υπερβολή λέγονται κωνικές τοµές, γιατί µπορούν να 
προκύψουν από την τοµή µιας ορθής κωνικής επιφάνειας µε ένα επίπεδο , το οποίο δε διέρχεται 
από την κορυφή της. Η σηµασία αυτών των καµπυλών φαίνεται ότι αρχικά σχετίζονταν µε 
ορισµένα προβλήµατα γεωµετρικών κατασκευών, όπως για παράδειγµα το περίφηµο πρόβληµα 
διπλασιασµού του κύβου. ∆ηλαδή , δοθέντος ενός κύβου, να κατασκευαστεί ένας άλλος µε 
διπλάσιο όγκο. Με αλγεβρικό συµβολισµό, αυτό σηµαίνει ότι αν α είναι η πλευρά του αρχικού 
κύβου , να κατασκευαστεί ένα ευθύγραµµο τµήµα x που Θα είναι η πλευρά του κύβου µε όγκο 

32α δηλαδή 3 3x 2α= .Ο Ιπποκράτης ο Χίος (~ 430 π.Χ.) ήταν ο πρώτος που ανήγαγε αυτό 

πρόβληµα στην κατασκευή δύο τµηµάτων x και y, τέτοιων ώστε 
α x y

x y 2α
= = .  

(κατασκευή δυο µέσων αναλόγων - από αυτές τις σχέσεις εύκολα προκύπτει 3 3x 2α= ). 
Μια από τις πολλές λύσεις που δόθηκαν κατά την αρχαιότητα είναι και του Μεναίχµου (~ 350 π.Χ.)  
µε τη βοήθεια των κωνικών τοµών. 

Η λύση του Μεναίχµου περιγράφεται µε σύγχρονο αλγεβρικό 
συµβολισµό,  ως εξής: 

Από τις 
α x y

x y 2α
= =  προκύπτει ότι 2y 2αx=  (1) και 2xy 2α= ή 

22α
y

x
=  (2) και εποµένως τα µήκη των τµηµάτων x , y µπορούν να 

θεωρηθούν ως οι συντεταγµένες του κοινού σηµείου Μ των 
καµπύλων µε εξισώσεις (1) και (2) , που είναι αντίστοιχα µια 
παραβολή και µια υπερβολή. 
Στη γεωµετρική κατασκευή τον Μεναίχµου , τα τµήµατα x , y 
κατασκευάζονται µε τη βοήθεια των προβολών του σηµείου τοµής 

των 2 καµπύλων πάνω στις ασύµπτωτες της υπερβολής  (η µια από τις οποίες είναι ταυτόχρονα 
και άξονας συµµετρίας της παραβολής) , αφού πρώτα κατασκευαστούν , σηµείο προς σηµείο ,  
οι καµπύλες σύµφωνα µε τα γεωµετρικά ισοδύναµα των (1) και (2). Το Μ π.χ. ως σηµείο της 
παραβολής , προσδιορίζεται έτσι ώστε το τετράγωνο πλευράς ΜΚ να είναι ισοδύναµο προς ένα 
ορθογώνιο µε πλευρές 2α και ΜΛ (δηλαδή 2y 2αx= ) , ενώ ως σηµείο της υπερβολής 
προσδιορίζεται έτσι ώστε το ορθογώνιο µε πλευρές ΜΛ και ΜΚ να είναι ισοδύναµο προς ένα 
ορθογώνιο µε πλευρές 2α και α (δηλ. 2xy 2α= ). 
Αυτή είναι η πρώτη γνωστή εµφάνιση των κωνικών τοµών στα αρχαία ελληνικά µαθηµατικά. 
Πρέπει όµως να τονιστεί ότι τόσο ο όρος «κωνική τοµή», όσο και οι ειδικότερες ονοµασίες 
«παραβολή», «έλλειψη» και «υπερβολή» είναι µεταγενέστερες του Μεναίχµου. 

 
Οι καµπύλες αυτές , γύρω στο 300 π.Χ. ταυτίστηκαν για πρώτη φορά µε τις τοµές που 
δηµιουργούνται στην επιφάνεια ενός κώνου από ένα επίπεδο κάθετο σε µια γενέτειρά του.  
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Ανάλογα µε τη γωνία της κορυφής του κώνου , οι καµπύλες αυτές ορίστηκαν ως «οξυγωνίου 
κώνου τοµή» (έλλειψη) , «ορθογωνίου κώνου τοµή» (παραβολή) και «αµβλυγωνίου κώνου 
τοµή» (υπερβολή).  Οι όροι αυτοί χρησιµοποιούνται από τον Αρχιµήδη (287-212 π.Χ.) στα έργα 
του «Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής» και «Περί κωνοειδών και σφαιροειδών». 
Οι νέοι ορισµοί  έδωσαν τη δυνατότητα  µιας θεωρητικής µελέτης των τριών καµπύλων ,  
µε αποκορύφωµα τα περίφηµα «Κωνικά» του Απολλώνιου (~ 250 π.Χ.).  
Το έργο αυτό ήταν χωρισµένο σε 8 βιβλία που περιείχαν µια άψογη γεωµετρική θεωρία των 
κωνικών τοµών και ένα ανεξάντλητο πλήθος νέων αποτελεσµάτων. Στα 7 πρώτα βιβλία που 
έχουν διασωθεί υπάρχουν 387 θεωρήµατα ενώ στο 8ο, κατά µαρτυρία τον Πρόκλου , υπήρχαν 
άλλα 100. Μια βασική καινοτοµία του Απολλώνιου υπήρξε ο ορισµός των τριών καµπύλων 
µέσω τριών διαφορετικών τοµών ενός µόνο κώνου καθώς και η εισαγωγή των όρων 
«παραβολή» , «έλλειψη» και «υπερβολή». 
Τα ονόµατα αυτά έχουν άµεση σχέση µε το  τρόπο ορισµού των κωνικών τοµών που εισήγαγε ο 
Απολλώνιος , σύµφωνα µε τον οποίο , σε κάθε τοµή του πλευρά την κάθετη κώνου από το 
επίπεδο αντιστοιχεί ένα σταθερό µήκος (παράµετρος). Ο Απολλώνιος έδειξε ότι για κάθε 
καµπύλη , τα γραµµοσκιασµένα εµβαδά σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα είναι ίσα µεταξύ 
τους. Το ένα από αυτά είναι το τετράγωνο µε πλευρά την κάθετη y από ένα σηµείο της 
καµπύλης προς τον άξονα συµµετρίας της  το άλλο είναι ένα ορθογώνιο , µε µια πλευρά την 
απόσταση x του ίχνους αυτής της κάθετης από την κορυφή της καµπύλης. Η σχέση της άλλης 
πλευράς του ορθογωνίου προς τη σταθερή παράµετρο της τοµής είναι αυτή που καθορίζει τη 
µορφή και το όνοµα της καµπύλης. Αν η άλλη πλευρά ισούται («παραβάλλεται») προς την 
παράµετρο, τότε η καµπύλη είναι µια παραβολή.  
Όταν η άλλη πλευρά είναι µικρότερη («ελλείπει») από την παράµετρο, η  καµπύλη είναι µια  
Έλλειψη , ενώ όταν είναι µεγαλύτερη («υπερβάλλει») , η καµπύλη  είναι µια υπερβολή.  

 
Η µελέτη των κωνικών τοµών στην αρχαία Ελλάδα, όπως κυρίως εµφανίζεται στα  «Κωνικά» , 
εντάσσεται µέσα στο γενικότερο πλαίσιο µελέτης των µαθηµατικών που  έδινε έµφαση στο 
θεωρητικό ενδιαφέρον και όχι στις πρακτικές εφαρµογές. Ο ίδιος ο  Απολλώνιος , στους 
προλόγους του 4ου και 5ου βιβλίου , επισηµαίνει ότι η αξία του  έργου του βρίσκεται στα 
θεωρήµατα αυτά καθεαυτά και τα κίνητρα που δίνουν για νέες  έρευνες. 
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Οι κωνικές τοµές στη νεότερη εποχή 
  
Η µελέτη των κωνικών τοµών συνεχίστηκε από τους Άραβες και ιδιαίτερα τους  Ευρωπαίους 
µαθηµατικούς της Αναγέννησης. Από καθαρά µαθηµατική άποψη , η  πλέον ουσιαστική εξέλιξη 
υπήρξε η εφαρµογή αλγεβρικών µεθόδων που οδήγησε  βαθµιαία στην αποδέσµευση αυτών των 
καµπύλων από τον κώνο και στον ορισµό τους ως γεωµετρικών τόπων σηµείων , οι συντεταγµένες 
των οποίων ως προς ένα σύστηµα  συντεταγµένων ικανοποιούν µια εξίσωση 2ου βαθµού µε 2 
µεταβλητές. Εκείνο όµως που χαρακτηρίζει ιδιαίτερα τη νεότερη εποχή είναι οι πολλές  εφαρµογές 
των κωνικών τοµών σε διάφορους κλάδους της επιστήµης , της τέχνης και  της τεχνολογίας. 
Στην αστρονοµία ο Kepler , µε το έργο του "Astronomia nονa" (1609) , έδωσε µια  απλή 
ερµηνεία της κίνησης των πλανητών , αντικαθιστώντας το πολύπλοκο σύστηµα  των κυκλικών 
κινήσεων µε ελλειπτικές τροχιές. Συγκεκριµένα, ο πρώτος νόµος του  Kepler αναφέρει ότι :  
«Οι τροχιές των πλανητών είναι ελλείψεις , στη µία εστία των  οποίων βρίσκεται ο ήλιος». 
Η έλλειψη χρησιµοποιήθηκε επίσης στη ζωγραφική για την προοπτική αναπαράσταση του 
κύκλου , γεγονός που οδήγησε στην επινόηση νέων µεθόδων κατασκευής  της από ζωγράφους 
της Αναγέννησης. Σηµαντικές επίσης υπήρξαν οι εφαρµογές των  κωνικών τοµών στον 
αρχιτεκτονικό σχεδιασµό µεγάλων έργων , όπως θόλους εκκλησιών , γέφυρες κ.λ.π. 
Ένας άλλος τοµέας τον οποίο χρησιµοποιήθηκε η θεωρία των κωνικών τοµών , ήταν η 
βαλλιστική και συγκεκριµένα το πρόβληµα καθορισµού της τροχιάς των βληµάτων. Με το 
πρόβληµα αυτό ασχολήθηκαν πολλοί επιστήµονες. Κατά το  16ο και 17ο αιώνα ο Γαλιλαίος , 
χρησιµοποιώντας ιδιότητες που είχαν αποδειχθεί από  τον Απολλώνιο στα «Κωνικά» απέδειξε 
θεωρητικά το 1937 ότι η τροχιά ενός βλήµατος είναι παραβολή. 

Μια άλλη ιδιότητα της παραβολής , γνωστή από  την αρχαιότητα ,  
έχει αξιοποιηθεί από τη σύγχρονη  τεχνολογία στην κατασκευή 
τηλεσκοπίων και φανών. Αν µια ευθεία δ , παράλληλη προς τον 
άξονα συµµετρίας της παραβολής , τέµνει την παραβολή στο Μ , 
τότε η κάθετη στην εφαπτοµένη της παραβολής στο Μ διχοτοµεί 
τη γωνία που σχηµατίζουν οι ευθείες δ  και ΜΕ (όπου Ε η εστία). 
Σύµφωνα µε την ιδιότητα  αυτή και το νόµο της ανάκλασης ,  
οι φωτεινές ακτίνες που προέρχονται από µια αποµακρυσµένη πηγή 
όπως π.χ. ένα αστέρι (και είναι εποµένως σχεδόν παράλληλες) ,  

µετά την ανάκλασή τους σε µια παραβολική επιφάνεια στραµµένη προς την πηγή ,  
θα συγκεντρωθούν γύρω από την εστία.  
Η συγκέντρωση αυτή έχει ως αποτέλεσµα τη σηµαντική ενίσχυση ασθενών φωτεινών σηµάτων. 
Αντίστροφα , η τοποθέτηση µιας φωτεινής πηγής στην εστία παραβολικής επιφάνειας έχει ως 
αποτέλεσµα τη δηµιουργία µιας δέσµης παράλληλων ακτίνων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

- 119 - 

  
► Σύστηµα  Εξισώσεων βαθµού ν µε 1 άγνωστο ( ν ≥≥≥≥ 2 )  
 
Εδώ τα συστήµατα λύνονται αλγεβρικά µε διάφορα τεχνάσµατα και µεθόδους , καθώς και 
γραφικά. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ :  
 
∆ίνονται τα πολυώνυµα : 7 6 5 4 3 2f (x) x 15x 82x 172x 56x 800x 1152x 512 0= − + − − + − + =   

και 3 2g(x) 3x 18x 9x 30 0= − + + = . Να λύσετε το σύστηµα : 
f (x) 0

g(x) 0

=


=
 

Λύση: 
 

1. Γραφική Μέθοδος  
 

 
 
Η µοναδική λύση του συστήµατος είναι η x = 2. 
 
Παρατήρηση :  
 
Η αναγκαία συνθήκη f (x) g(x) 0= = (απ’όπου προκύπτει η ρίζα x = 2) , προφανώς δεν είναι 
ισοδύναµη µε την f (x) g(x)=  (απ’όπου προκύπτουν οι τετµηµένες των άλλων δυο κοινών 
σηµείων των γραφικών παραστάσεων x 0,795και x 2,0081≈ ≈ − )  
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2. Αλγεβρική Μέθοδος  
 
Εκτελούµε τη διαίρεση f (x) : g(x) , όπου : 

7 6 5 4 3 2

3 2

f (x) x 15x 82x 172x 56x 800x 1152x 512 0

g(x) 3x 18x 9x 30 0

= − + − − + − + = 


= − + + = 
 και βρίσκουµε : 

4 3 21 25 5 71
π(x) x 3x x x

3 3 3 3
= − + − −  και 2υ(x) 139x 889x 1222= − + . 

∆ηλαδή , 7 6 5 4 3 2x 15x 82x 172x 56x 800x 1152x 512− + − − + − + =  

               ( ) ( )3 2 4 3 2 21 25 5 71
3x 18x 9x 30 x 3x x x 139x 889x 1222

3 3 3 3
 − + + ⋅ − + − − + − + 
 

 

Συνεχίζουµε , στηριζόµενοι στην εξής ιδέα : 
 
 

Αν ρ είναι η κοινή ρίζα των εξισώσεων f (x) 0 , g(x) 0= = του συστήµατος 
f (x) 0

(I)
g(x) 0

= 


= 
  

και εκτελέσουµε τη διαίρεση f (x) : g(x)  , παίρνουµε f (x) g(x) π(x) υ(x)= ⋅ + . 
• Αν f (ρ) g(ρ) 0= = , τότε  θα είναι και υ(ρ) 0=    
• Αν g(ρ) υ(ρ) 0= = , τότε θα είναι και f (ρ) 0=  

Εποµένως το σύστηµα (I) , είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα 
g(x) 0

υ(x) 0

= 


= 
.  

 
 
Με τον τρόπο αυτό , καταφέρνουµε να µειώσουµε το βαθµό µιας εξίσωσης του 
συστήµατος (Ι). 
 
 

Εποµένως το σύστηµα 
7 6 5 4 3 2

3 2

x 15x 82x 172x 56x 800x 1152x 512 0

3x 18x 9x 30 0

 − + − − + − + =


− + + =
  , 

είναι ισοδύναµο µε το  
3 2

2

3x 18x 9x 30 0

139x 889x 1222 0

 − + + =


− + =
 και λύνοντας τη δευτεροβάθµια εξίσωση 

2139x 889x 1222 0− + = , βρίσκουµε ότι x 2 ή x 4,396= =  , από τις οποίες µόνο η x = 2  

επαληθεύει την εξίσωση 3 23x 18x 9x 30 0− + + = και άρα είναι ρίζα της. 
 
Άρα η x = 2 , είναι η µοναδική λύση του συστήµατος. 
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 ►Σύστηµα ν Εξισώσεων βαθµού ν µε ν αγνώστους ( ν ≥≥≥≥ 2 )  
 
 
Όπως και στην προηγούµενη περίπτωση , έτσι και εδώ , τα συστήµατα λύνονται αλγεβρικά 
µε διάφορα τεχνάσµατα και µεθόδους , καθώς και γραφικά. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : ∆ίνονται τα πολυώνυµα 2f (x, y) y 2xy 5y= − +  και 2g(x, y) x 4x y 3= − − + .   

    Να λυθεί το σύστηµα : 
f (x, y) 0

g(x, y) 0

= 


= 
. 

 
Λύση: 

 

α) Έχουµε 
( )2

22 2

y y 2x 5 0 y 0 ή y 2x 5 0y 2xy 5y 0

x 4x y 3 0x 4x y 3 0 x 4x y 3 0

 ⋅ − + = = − + = − + =  
⇔ ⇔  

− − + =− − + = − − + =   
. 

Έτσι , έχουµε τα συστήµατα : ( ) ( )1 22 2

y 0 y 2x 5 0
Σ ή Σ

x 4x y 3 0 x 4x y 3 0

= − + = 
 

− − + = − − + = 
. 

( )1 2 2

y 0 y 0 y 0
Σ :

x 1 ή x 3x 4x y 3 0 x 4x 3 0

= = =  
⇔ ⇔  

= =− − + = − + =  
.  

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )x, y 1,0 ή x, y 3,0= =  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

y 2x 5 0 y 2x 5 y 2x 5 y 2x 5
Σ :

x 2 ή x 4x 4x y 3 0 x 4x 2x 5 3 0 x 6x 8 0

y 1 y 3
ή . Άρα x, y 2, 1 ή x, y 4,3 .

x 2 x 4

− + = = − = − = −   
⇔ ⇔ ⇔   

= =− − + = − − + + = − + =   
= − = 

⇔ = − = 
= = 

 
Τελικά το σύστηµα έχει 4 λύσεις , τις ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 , 4,3 , 1,0 , 3,0− . 

 
β) Σχεδιάζουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 2f (x, y) y 2xy 5y= − +  και     

    2g(x, y) x 4x y 3= − − + .  

          

Από τις γραφικές παραστάσεις προκύπτει ότι οι λύσεις του συστήµατος  
είναι οι ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 , 4,3 , 1,0 , 3,0−  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : Να λύσετε το σύστηµα : 
3 3x y 9

x y 3

 + =


+ =
. 

 
Λύση: 

 
1ος Τρόπος : Σχεδιάζουµε την καµπύλη 3 3x y 9+ =  και την ευθεία x y 3+ =  και βρίσκουµε τα  
                     σηµεία τοµής τους.  
 

            
 
 
 
 
2ος Τρόπος : Το σύστηµα γράφεται :    
 

                     
( ) ( )2 23 3 2 2x y x xy y 9x y 9 x xy y 3

( I ) ( I I )
x y 3 x y 3x y 3

 + ⋅ − + = + = − + =
⇔ ⇔  

+ = + =+ = 
 

Σχεδιάζουµε την έλλειψη 2 2x xy y 3− + =  και βρίσκουµε τα σηµεία τοµής της µε την ευθεία x y 3+ =  
 

          

Οι λύσεις του συστήµατος είναι οι ( ) ( ) ( ) ( )x, y 1,2 ή x, y 2,1= =   

Οι λύσεις του συστήµατος είναι τα ζεύγη ( ) ( ) ( ) ( )x, y 1,2 ή x, y 2,1= = .  
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 3ος Τρόπος : Αλγεβρικά , ένα τέχνασµα είναι το εξής :  

                   
( ) ( )33 3 xy 2x y 9 x y 3xy x y 9

x y 3x y 3 x y 3

 = + = + − + =
⇔ ⇔  

+ =+ = + =  
. 

 
     

 
 
 
  
            Έτσι  τα x , y που ικανοποιούν τις xy 2 και x y 3= + = , είναι λύσεις της εξίσωσης  

2ω 3ω 2 0− + =  , απ’ όπου ω = 1 ή ω = 2. 
 Εποµένως οι λύσεις του συστήµατος είναι ( ) ( ) ( ) ( )x, y 1,2 ή x, y 2,1= = . 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 : Να λύσετε το σύστηµα : 
2 2

2 2

x y x y 18

x y xy 12

 + + + =


+ + =
. 

 
Λύση: 

 
α) Αλγεβρική επίλυση 
 

   
( )

2 2 ( )

22 22 2

x y xy 6x y xy 6x y x y 18

x y xy 12 x y xy 12x y xy 12

− + − =+ − = + + + =  
⇔ ⇔  

+ + = + − =+ + =  
. 

 
      Θέτουµε  x y α , xy β+ = =  , οπότε το σύστηµα γράφεται : 
 

                 
( )22 2

β α 6α β 6 β α 6 β α 6

α 3 ή α 2α α 6 12α β 12 α α 6 0

= −− = = − = −  
⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

= =− − =− = − − =  
 

                 
α 3 α 2

ή
β 3 β 8

= = − 
 

= − = − 
. 

      Άρα έχουµε τα συστήµατα ( ) ( )1 2

x y 3 x y 2
Σ : και Σ :

xy 3 xy 8

+ = + = − 
 

= − = − 
. 

     ( )1

x y 3
Σ :

xy 3

+ =


= −
. Όπως προηγουµένως , τα x , y είναι ρίζες της εξίσωσης     

     2ω 3ω 3 0− − = ,  απ’ όπου  ω = – 0,79  ή ω = 3,79 , οπότε οι λύσεις του συστήµατος   
     είναι  ( ) ( ) ( ) ( )x, y 0.79,3.79 ή x, y 3.79, 0.79= − = − . 

 

     ( )2

x y 2
Σ :

xy 8

+ = −


= −
. Τα x , y είναι ρίζες της εξίσωσης 2ω 2ω 8 0+ − =  , απ’όπου  

      ω = 2 ή ω = – 4. Οπότε οι λύσεις του συστήµατος είναι οι  
      ( ) ( ) ( ) ( )x, y 2, 4 ή x, y 4,2= − = − . 

     Τελικά το σύστηµα έχει 4 διακεκριµένες λύσεις. 
 

 

Αν S , P το άθροισµα και το γινόµενο δυο αριθµών αντίστοιχα ( τύποι Viete )  
τότε οι αριθµοί αυτοί θα είναι ρίζες της εξίσωσης 2ω Sω P 0− + = .  
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β) Γραφική επίλυση :  
 
    Ο κύκλος C1 και η έλλειψη C2 , τέµνονται σε 4 σηµεία , τα οποία αποτελούν και τη λύση  
    του συστήµατος. 
  
 

 
       Η λύση του συστήµατος , είναι : 
       ( ) ( ) ( ) ( )x, y 2, 4 ή x, y 4,2= − = − ή ( ) ( ) ( ) ( )x, y 0.79,3.79 ή x, y 3.79, 0.79= − = −  

 
 

      ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 : Να βρείτε τα σηµεία τοµής του κύκλου C1 µε εξίσωση 
2 2x y 1+ =   

   και της υπερβολής C2 µε εξίσωση 
2 22x xy 4y 2+ − = . 

 
Λύση: 

α) Αλγεβρική επίλυση : 
 
    Εδώ , έχουµε τα οµογενή πολυώνυµα (µε βαθµό οµογένειας 2) :  
    2 2f (x, y) 2x xy 4y 2= + − −  και 2 2g(x, y) x y 1= + − , που αποτελούν το σύστηµα :   

   
2 2

2 2

2x xy 4y 2

x y 1

 + − =


+ =
.  Τότε ( )2 2 2 2 2 22x xy 4y 2 2x xy 4y 2 x y+ − = ⇔ + − = + ,  

    αφού 2 2x y 1+ = . ∆ιαιρούµε µε 2y 0≠  και έχουµε : 
2 2x x x

2 4 2 1
y y y

   
+ − = +   

     
 ,  

    στην οποία θέτουµε 
x
ω

y
= .  
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 Η νέα εξίσωση που προκύπτει , είναι η ( )2 22ω ω 4 2 ω 1+ − = +  , απ ’όπου έχουµε ω 6= .     

 Έτσι , έχουµε το σύστηµα :     

2 2 2
2 2

x
6 x 6y x 6y x 6y

y
y 0.164ή y 0.164x y 1 37y 1

x y 1

 = = = =  
⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

= = −+ = =   + =

 

            
x 0.984 x 0.984

ή
y 0.164 y 0.164

= = − 
 

= = − 
.  

             Εποµένως  , οι λύσεις του συστήµατος είναι :   
            ( ) ( ) ( ) ( )x, y 0.984,0.164ή x, y 0.984, 0.164= = − − . 

 
 
 

β) Γραφική Επίλυση 
 
 

             
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Οι λύσεις του συστήµατος είναι τα σηµεία τοµής του µοναδιαίου κύκλου και της υπερβολής  , 
δηλαδή τα : ( ) ( ) ( ) ( )x, y 0.984,0.164ή x, y 0.984, 0.164= = − − . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 : Να λύσετε το σύστηµα : 2 2 2 2

3 3 3 3

x y z α

x y z α

x y z α

+ + =


+ + =
 + + =

. 

 
Λύση: 

 

Το σύστηµα είναι το 2 2 2 2

3 3 3 3

x y z α (1)

x y z α (2)

x y z α (3)

+ + =


+ + =
 + + =

. 

Η εξίσωση (2) γίνεται : 

( ) ( ) ( )
(1)

2 2 2 2x y z 2 xy yz zx α α 2 xy yz zx α xy yz zx 0 (4)+ + − + + = ⇔ − + + = ⇔ + + =  

 Η (1) , δίνει : ( )3 3x y z α x y z α+ + = ⇔ + + = ⇔  

 ( ) ( ) ( )
(1)

3 3 3 2 2 2 3

(3)
x y z 3x y z 3y x z 3z x y 6xyz α+ + + + + + + + + = ⇔  

 ( ) ( ) ( )3 2 2 2 3α 3x α x 3y α y 3z α z 6xyz α+ − + − + − + = ⇔  

          ( ) ( )
(2)

2 2 2 3 3 3 3 3

(3)
3α x y z 3 x y z 6xyz 0 3α 3α 6xyz 0 xyz 0 (5)+ + − + + + = ⇔ − + = ⇔ =  

 Οι (1) , (4) , (5) αποτελούν το σύστηµα : 

x y z α

xy yz zx 0

xyz 0

+ + =


+ + =
 =

, δηλαδή τα x , y , z  

            είναι λύσεις της εξίσωσης : 3 2t αt 0t 0 0− + − =  ⇔ (τύποι Viete)  
( )3 2 2t αt 0 t t α 0 t 0 (διπλή ρίζα) ή t α− = ⇔ − = ⇔ = = . 

Έτσι , οι λύσεις του συστήµατος είναι :( ) ( ) ( )0,0,α ή 0,α,0 ή α,0,0 . 

 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 : Να λύσετε το σύστηµα : 

xy yz 5

yz zx 9

zx xy 8

+ =


+ =
 + =

. 

 
Λύση: 

Έχουµε το σύστηµα 

xy yz 5 (1)

yz zx 9 (2)

zx xy 8 (3)

+ =


+ =
 + =

. Προσθέτουµε τις εξισώσεις κατά µέλη και έχουµε : 

 
2xy 2yz 2zx 22 xy yz zx 11 (4)+ + = ⇔ + + = . 
 
(4) (1) zx 6

(4) (2) xy 2

(4) (3) yz 3

− ⇒ =

− ⇒ =

− ⇒ =

. Έτσι , έχουµε το σύστηµα : 

xy 2 (5)

yz 3 (6)

zx 6 (7)

=


=
 =

. 
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Πολλαπλασιάζουµε τις (5) , (6) , (7) , οπότε έχουµε : 2 2 2x y z 36 xyz 6 ή xyz 6= ⇔ = = − . 
 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 

• Αν xyz 6 (8)=  , τότε :    

(8) : (5) z 3

(8) : (6) x 2

(8) : (7) y 1

⇒ =

⇒ =

⇒ =

.  

          Άρα ( ) ( )x, y,z 2,1,3= . 

• Αν xyz 6 (9)= −  , τότε : 

(9) : (5) z 3

(9) : (6) x 2

(9) : (7) y 1

⇒ = −

⇒ = −

⇒ = −

.  

         Άρα ( ) ( )x, y,z 2, 1, 3= − − − . 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 : Να λύσετε το σύστηµα : 

xω x ω 23

xz x z 41

ωz ω z 27

+ + =


+ + =
 + + =

. 

 
Λύση: 

 

( )( )
( )( )
( ) ( )

3

2

x 1 ω 1 24 2 3 (1)xω x ω 23 xω x ω 1 24

xz x z 41 xz x z 1 42 x 1 z 1 42 2 3 7 (2)

ωz ω z 27 ωz ω z 1 28 ω 1 z 1 28 2 7 (3)

 + + = = ⋅+ + = + + + = 
 

+ + = ⇔ + + + = ⇔ + + = = ⋅ ⋅  
  + + = + + + = + + = = ⋅  

. 

 
Πολλαπλασιάζουµε τις (1) , (2) , (3) κατά µέλη και έχουµε : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 6 2 2 3x 1 z 1 ω 1 2 3 7 x 1 z 1 ω 1 2 3 7+ + + = ⋅ ⋅ ⇔ + + + = ± ⋅ ⋅ . 

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
 
• Αν ( ) ( ) ( ) 3x 1 z 1 ω 1 2 3 7+ + + = ⋅ ⋅  (4) , τότε : 

        

(4) : (1) z 1 7 z 6

(4) : (2) ω 1 4 ω 3

(4) : (3) x 1 6 x 5

⇒ + = ⇔ =

⇒ + = ⇔ =

⇒ + = ⇔ =

.  

         Άρα ( ) ( )x, y,z 5,3,6= . 

 
• Αν ( ) ( ) ( ) 3x 1 z 1 ω 1 2 3 7+ + + =− ⋅ ⋅  (5) , τότε : 

        

(5) : (1) z 1 7 z 8

(5) : (2) ω 1 4 ω 5

(5) : (3) x 1 6 x 7

⇒ + = − ⇔ = −

⇒ + = − ⇔ = −

⇒ + = − ⇔ = −

. 

         Άρα ( ) ( )x, y,z 7, 5, 8= − − − . 
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ΜΕΡΟΣ 5 
 

∆Ι∆ΑΚΤΙΚΕΣ ΠΑΡΕΜΒΑΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΤΑΞΗ ΜΕ ΧΡΗΣΗ  
ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΩΝ ΛΟΓΙΣΜΙΚΩΝ 

 
 
 

1o ΣΕΝΑΡΙΟ 
 

ΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ  
 
 

Λογισµικό: «Function Probe» 
 

Χρόνος Υλοποίησης: 2 διδακτικές ώρες 
 

 
1.  Ταυτότητα του Σεναρίου 
 

Συγγραφέας :    Αντώνης Τσιγώνιας  
 
Tίτλος : «Γραφική Επίλυση Πολυωνυµικής εξίσωσης». 
 
Λογισµικό : Function Probe 
 
Γνωστική περιοχή : Άλγεβρα Β΄Λυκείου. 
 
 
 

     Θέµα : Γραφική Επίλυση Πολυωνυµικής εξίσωσης µε το εκπαιδευτικό λογισµικό  
                  Function Probe.  
 

 
      Το συγκεκριµένο σενάριο σχετίζεται µε τη γραφική επίλυση µιας πολυωνυµικής εξίσωσης µε 
τη χρήση του βασικού θεωρήµατος συνεχών συναρτήσεων (χωρίς να αναφέρεται ο Bolzano και η 
συνέχεια συνάρτησης)  που εµπλέκει τα πρόσηµα των τιµών της συνάρτησης σε συγκεκριµένα 
σηµεία της , για την εύρεση ριζών , διαπραγµατεύοντας µε αυτό τον τρόπο την έννοια της 
πολυωνυµικης συνάρτησης , του πίνακα τιµών της και της γραφικής της παράστασης , δηλαδή της 
διαφορετικές της αναπαραστάσεις (αλγεβρικής και γεωµετρικής)  , µε τη βοήθεια ενός 
κατάλληλου εκπαιδευτικού λογισµικού.  
      Οι µαθητές θα βρίσκουν διαδοχικά διάφορες τιµές y της συνάρτησης y = f(x) για τυχαίες 
τιµές του x και χρησιµοποιώντας το θεώρηµα , θα βρίσκουν το διάστηµα ή τα διαστήµατα στο 
οποίο ή στα οποία τα πρόσηµα των τιµών της f στις τετµηµένες των σηµείων , είναι αντίθετα.  
Στα διαστήµατα αυτά , σύµφωνα µε το θεώρηµα αυτό , επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής (δε 
θα απασχολήσει αυτή τη στιγµή τους µαθητές αυτή η έννοια) , υπάρχει ρίζα της εξίσωσης  
(το σηµείο τοµής της γραφικής παράστασης της f µε τον άξονα xx΄) την οποία σε κάθε βήµα 
θα υπολογίζουν µε µεγαλύτερη προσέγγιση. 
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Τεχνολογικά εργαλεία : 
 
Tο σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί µε τη χρήση του λογισµικού Function Probe.  
Το λογισµικό αυτό , είναι σε θέση  να υλοποιήσει µε µοναδικό τρόπο όλους εκείνους τους 
σκοπούς και στόχους , ωθώντας τους µαθητές στον πειραµατισµό , στην ανακάλυψη και στη 
διερεύνηση ιδιοτήτων και σχέσεων  της γραφικής και της αλγεβρικής αναπαράστασης. 

 
 
 

 
2. Το Σκεπτικό του Σεναρίου 

 
Βασική ιδέα: 
 
       Η βασική ιδέα της δραστηριότητας στηρίζεται στη σύνδεση  µιας πολυωνυµικής 
εξίσωσης µε τον πίνακα τιµών της και µε τη γεωµετρική της αναπαράσταση.   
Το λογισµικό παρέχει την δυναµική ευχέρεια των συνδεδεµένων παραστάσεων µε τις οποίες 
προβάλλονται συγχρόνως τόσο η γεωµετρική λύση , όσο και η εφαρµογή του θεωρήµατος 
του Bolzano , µε την οποία οι µαθητές θα µπορέσουν να βρούν τη ρίζα µε προσέγγιση , 
οποιασδήποτε πολυωνυµικής εξίσωσης.  
      Η δραστηριότητα υλοποιείται ως εξής : Οι µαθητές χρησιµοποιώντας το λογισµικό ,  
θα σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση της πολυωνυµικής εξίσωσης που θα τους δοθεί και θα 
εφαρµόσουν το θεώρηµα Bolzano ́΄ανακαλύπτοντας΄΄ τα σηµεία του άξονα xx΄ στα οποία οι 
τιµές τις συνάρτησης f είναι ετερόσηµες. 
      Με τη βοήθεια της δραστηριότητας , οι µαθητές αναµένεται να κατανοήσουν τη σχέση 
µεταξύ της αλγεβρικής και τις γεωµετρικής αναπαράστασης µιας συνάρτησης , µε τη 
σύνδεση της συγκεκριµένης αλγεβρικής µεθόδου και της αναπαράστασης των 
µαθηµατικών αντικειµένων – εννοιών στο επίπεδο. 
 
 
Προστιθέµενη αξία : 
 
       Η διδακτική αξιοποίηση τεχνολογικών εργαλείων είναι σίγουρο ότι µπορεί να δώσει 
νέες ευκαιρίες για δηµιουργία µαθησιακού περιβάλλοντος που βελτιώνει τις παραδοσιακές 
διδακτικές προσεγγίσεις , αλλά κυρίως µπορεί να εισάγει νέες µορφές και ευκαιρίες 
µάθησης. To συγκεκριµένο εκπαιδευτικό σενάριο , στόχο έχει να δώσει νέα οπτική στο 
παραδοσιακό πλαίσιο διδασκαλίας των Μαθηµατικών και φιλοδοξεί να συµβάλει στη 
βελτίωση της στάσης των µαθητών απέναντι στα Μαθηµατικά και στη διαδικασία 
προσέγγισής τους , καθώς στις παραδοσιακές διδασκαλίες , τα µαθηµατικά αντικείµενα , 
αναπαρίστανται µε στατικό τρόπο σε χαρτί , στον πίνακα ή σε διαφάνειες.  
       Ο µαθητής µε τη χρήση του κατάλληλου εκπαιδευτικού λογισµικού , αναµένεται να 
συνειδητοποιήσει ότι τα Μαθηµατικά αποτελούν αντικείµενο διερεύνησης και να 
καταλήξει στα δικά του συµπεράσµατα τα οποία πρέπει να έχουν κοινωνική αποδοχή  
(στο πλαίσιο της τάξης) και επιστηµονική τεκµηρίωση. Επίσης ο διδάσκοντας , θα πρέπει  
να ωθήσει τους µαθητές να διατυπώσουν , να αναπτύξουν διάφορες  εικασίες και να τις 
ελέγξουν. 
        Η οµαδοσυνεργατική διδασκαλία που θα επιχειρηθεί εδώ , αναµένεται να συµβάλει 
στην αλλαγή της στάσης των µαθητών απέναντι στη µάθηση. Ο εκπαιδευτικός που θα 
επιλέξει να διδάξει βασικές έννοιες των Μαθηµατικών στο πλαίσιο αυτού του σεναρίου , 
απαιτείται , από παραδοσιακός καθηγητής µετωπικών διδασκαλιών , να γίνει συνεργάτης 
των µαθητών του καθοδηγητής της έρευνας και της επιστηµονικής εγκυρότητας των 
συµπερασµάτων τους αλλά και ερευνητής ο ίδιος. 
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        Για την εφαρµογή µεθόδων διδασκαλίας µε την βοήθεια της Ψηφιακής Τεχνολογίας 
απαιτείται απ’ όλη τη σχολική κοινότητα , µια ευρύτερη αποδοχή της αλλαγής των ρόλων 
των µαθητών και των εκπαιδευτικών , ώστε οι µαθητές να ενθαρρύνονται σε κάθε 
προσπάθεια χρήσης των τεχνολογικών µέσων στη µάθηση και στη διδασκαλία. 
 
 
 

 
 
3. Πλαίσιο Εφαρµογής του Σεναρίου 
 

Σε ποιους απευθύνεται : 
 
Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Β΄Λυκείου. 
 
Χρόνος υλοποίησης : 
 
Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες.  
 
Χώρος υλοποίησης : 
 
To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί στο εργαστήριο υπολογιστών. Η εφαρµογή – διερεύνηση 
σύµφωνα µε το φύλλο εργασίας και µε τη βοήθεια του λογισµικού Function Probe , απαιτεί 
εργαστήριο µε 12 τουλάχιστον θέσεις, ώστε να µπορούν οι µαθητές να εργαστούν σε οµάδες  
2 ή 3 ατόµων. 
 
Προαπαιτούµενες γνώσεις : 

 
� Βασικές  έννοιες για το καρτεσιανό επίπεδο. 
      (συντεταγµένες , σηµεία τοµής µε τους άξονες κ.α) 
 
� Βασικές έννοιες πολυωνύµων και πολυωνυµικών εξισώσεων , πολυωνυµικών συναρτήσεων.  

            (πίνακες τιµών , γραφικές αναπαραστάσεις κ.α)  
 
� Η γνώση του θεωρήµατος του σχολικού βιβλίου στη σελίδα 77 και η γεωµετρική του  
      ερµηνεία. 

 
� Βασικές γνώσεις του λογισµικού Function Probe. 

 
 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 
 
� Τετράδιο για να καταγράφουν οι µαθητές τα συµπεράσµατά τους. 
 
� Το σχολικό βιβλίο για να παρακολουθούν και παράλληλα να ανατρέχουν σε αυτό για τις 

            ήδη διδαγµένες έννοιες. 
 
� Φύλλα εργασίας τα οποία θα δοθούν από τον εκπαιδευτικό για όλες τις δραστηριότητες µε 
      στόχο την καθοδήγηση των µαθητών στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων. 
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Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης: 

 
Οµαδοσυνεργατική διδασκαλία : Οι µαθητές θα εργαστούν σε οµάδες ανά δύο  
(κατά προτίµηση όχι του ιδίου γνωστικού επιπέδου) και καθοδηγούµενοι από το φύλλο 
εργασίας , θα κατασκευάσουν και θα διερευνήσουν  συγκεκριµένα µαθηµατικά αντικείµενα  , 
απαντώντας σε συγκεκριµένες ερωτήσεις. Επιπλέον , θα είναι σε θέση να θέτουν ελεύθερα τα 
δικά τους ερωτήµατα σχετικά µε το θέµα και να απαντούν σε αυτά , υπό την επίβλεψη του 
εκπαιδευτικού , ο οποίος θα ελέγχει τα συµπεράσµατα των µαθητών του , θα συνεργάζεται 
µαζί τους , θα τους καθοδηγεί ώστε να αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους  
και θα τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την διερεύνηση. 

 
4. Στόχοι: 
 

Με βάση το Γνωστικό αντικείµενο : 
 
1. Να επανεξετάσουν τα βασικά  σχετικά µε την έννοια της γραφικής αναπαράστασης µιας 
πολυωνυµικής συνάρτησης , εφόσον διαθέτουν όλες τις κατάλληλες γνώσεις των εννοιών 
που υπάρχουν εδώ. (όπως σηµεία τοµής µε τους άξονες , κ.α) 

 
      2.   Να διαπιστώσουν ότι οι λύσεις της εξίσωσης f (x) 0=  , δεν είναι τίποτε άλλο , παρά τα  
            σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης της f και του άξονα xx΄. 
 

2. Να διερευνήσουν , πότε µια πολυωνυµική εξίσωση (σύµφωνα µε τη γραφική της  
      αναπαράσταση) έχει λύση , πόσες λύσεις έχει και πότε είναι αδύνατη. 

 
3. Να διαπιστώσουν ότι ο πίνακας τιµών , είναι µια διαφορετική αναπαράσταση συνάρτησης.   
   
4. Να έχουν την ευχέρεια να εφαρµόσουν το θεώρηµα και να βρίσκουν µε προσέγγιση  
      τη ρίζα µιας πολυωνυµικής εξίσωσης σε κάποιο διάστηµα.  
       
 
Με βάση την Παιδαγωγική πλευρά : 
 
1.  Να επιτευχθεί η προσωπική εµπλοκή του µαθητή σε δραστηριότητες που περιλαµβάνουν τη  
     χρήση της τεχνολογίας. 
 
2.  Να προσδιοριστούν οι  ρόλοι για τους συµµετέχοντες και τα διαθέσιµα εργαλεία. 
 
3.  Να µάθουν να πειραµατίζονται µε τις µαθηµατικές έννοιες διατυπώνοντας ερωτήµατα και   
     κάνοντας διάφορες εικασίες. 
 
4.  Να εξασκηθούν στην οργάνωση των δεδοµένων τους από τη διερεύνηση ώστε να   
     διευκολυνθούν στην εξαγωγή συµπερασµάτων. 
 
5.  Να µάθουν να συνεργάζονται µε τα άλλα µέλη της οµάδας , να συζητούν τις παρατηρήσεις  
     τους , να οργανώνουν τα συµπεράσµατά τους , να διατυπώνουν κανόνες , να καταχωρούν  
     τα δεδοµένα  τους , να κατασκευάζουν σχέσεις που συνδέουν µεγέθη και να παρουσιάζουν  
     την  εργασία τους  στις άλλες οµάδες. 
 
6.  Να µάθουν να επικοινωνούν εποικοδοµητικά µε τα άλλα µέλη της οµάδας , µε όλους τους   
     συµµαθητές τους και µε τον εκπαιδευτικό. 
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Από την πλευρά της τεχνολογίας : 
 
Να µάθουν να κατασκευάζουν γραφικές παραστάσεις και σχήµατα σε δυναµικά λογισµικά  
ώστε να µπορούν να πειραµατιστούν πάνω σε αυτά. 

 
 
 
 
5. Ανάλυση του Σεναρίου 
 
 

Ροή εφαρµογής δραστηριοτήτων :  
 
Στους µαθητές θα δοθεί προς επίλυση µια πολυωνυµική εξίσωση 4ου βαθµού. Οι µαθητές , 
αρχικά θα σχεδιάσουν τη γραφική της παράσταση και διαπιστώσουν το πλήθος των ριζών 
της. Έπειτα , θα εκτιµήσουν µέσω της οπτικοποίησης , τα διαστήµατα στα οποία βρίσκονται 
οι ζητούµενες ρίζες της εξίσωσης. Θα κατασκευάσουν τον πίνακα τιµών της συνάρτησης και 
θα εφαρµόσουν σταδιακά το θεώρηµα για την εύρεση των ριζών µε προσέγγιση , 
επιµερίζοντας τα διαστήµατα αυτά σε επιµέρους υποδιαστήµατα , εισάγωντας ενδιάµεσα 
κατάλληλα άκρα.  
Όλα τα παραπάνω θα υλοποιηθούν µε τη βοήθεια των οδηγιών φύλλου εργασίας και θα 
διερευνώνται τα αποτελέσµατα. Ο διδάσκοντας , θα αναµείνει , η µαθητική κοινότητα που 
λειτουργεί σε οµαδοσυνεργατικό περιβάλλον , να σχηµατίσει άποψη σχετικά µε την 
αντιστοιχία των δυο αναπαραστάσεων. 
Συγκεκριµένα οι µαθητές προβλέπεται να προβούν στις εξής ενέργειες :  
 
1.    Να σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση τεταρτοβάθµιας πολυωνυµικής συνάρτησης f. 
 
2.    Να διαπιστώσουν οπτικά το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = 0. 
 
3.    Να κατασκευάσουν τον πίνακα τιµών της συνάρτησης και να τον χρησιµοποιήσουν για  
       την εύρεση κατάλληλων διαστηµάτων , µέσα στα οποία βρίσκονται οι ζητούµενες ρίζες  
       της εξίσωσης. 
 
4. Να ΄΄γεµίσουν΄΄ σταδιακά τα διαστήµατα στα οποία διαπίστωσαν την ύπαρξη ρίζας µε  
       κατάλληλους αριθµούς , για να κατασκευαστούν έτσι νέα διαστήµατα και άρα τη ρίζα  
       µε την επιθυµητή προσέγγιση. 
 
5. Να διατυπώσουν τα συµπεράσµατά τους ως προς την ακρίβεια των υπολογισµών ,  
       την εφαρµογή του θεωρήµατος καθώς και την πρακτική διαφορά των δυο αναπαραστάσεων. 

 
 
 
6. Επέκταση Σεναρίου 
 
 
     Άλγεβρα : Επίλυση όλων των πολυωνυµικών εξισώσεων ή εξισώσεων που ανάγονται  
                       σε πολυωνυµικές. 
 
     Γεωµετρία : Σχετικές θέσεις ευθείας και κωνικής τοµής ή δυο κωνικών. 
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ΦΥΛΛΟ  ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

ΓΡΑΦΙΚΉ ΚΑΙ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ  
4ΟΥ ΒΑΘΜΟΥ  

 
(Περιβάλλον FUNCTION PROBE) 

 
∆ιάρκεια : 2 ∆ιδακτικές ώρες 

 
 

Α. ∆ίνεται η εξίσωση 4 23x 20x 20x 10 0− + − = .  
     Χρησιµοποιώντας το λογισµικό Function Probe , να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της    
     συνάρτησης  4 2f (x) 3x 20x 20x 10= − + − . 
 

Κατασκευή: 
 

 
 
 
Β. Να καταγράψετε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = 0 και να εκτιµήσετε τα διαστήµατα  
     στα οποία βρίσκονται οι ρίζες αυτές. 

Απάντηση: 
 
…………………………………………………………………………………………………….. 
 
…………………………………………………………………………………………………….. 
   
…………………………………………………………………………………………………….. 
   
………..…………………………………………………………………………………………… 
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Γ. Να κατασκευάσετε τον πίνακα τιµών της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = 0. 
     Προτιµήστε τις τιµές 4 x 4− ≤ ≤ . 

 
Απάντηση: 

  

 
 

 
∆. Με βάση τον παραπάνω πίνακα , τη στήλη των y και το θεώρηµα του σχολικού σας βιβλίου  
     στη σελίδα 77 , να ΄΄γεµίσετε΄΄ τα διαστήµατα µε κατάλληλες τιµές , χρησιµοποιώντας την  
     εντολή ΄΄γέµισµα΄΄ , προσθέτοντας κάθε φορά 1 δεκαδικό ψηφίο , ώστε να προσδιορίσετε τις  
     ρίζες µε προσέγγιση 3 δεκαδικών ψηφίων. Καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας. 
 

Απάντηση: 
 

 ………………………………………………………………………….……………………… 
 
………………………………………………………………………………………………….. 
     
………………………………………………………………...…………….………………….. 
 
……………………………………………………………………..…….…………………….. 
 
 ………………………………………………………………………………..……………….. 
  
 …………………………………………………………………………………..…………….. 
 
……………………………………………………………………………….………..……….. 
 
………………………………………………………………………………………………….. 
 
 ……………………………………………………………………………...………………….. 
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Ε.  
i) Ποια κατά τη γνώµη σας από τις δυο παραπάνω αναπαραστάσεις βοηθάει στο να βρεθεί η ρίζα  
   µιας οποιασδήποτε πολυωνυµικής εξίσωσης µε µεγαλύτερη ακρίβεια ;  
   Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
ii) Οι αναπαραστάσεις αυτές , µπορούν να δράσουν από µόνες τους στη συγκεκριµένη δραστηριότητα ; 
    Αν είναι αλληλένδετες , θεωρείτε ότι µπορούν να φέρουν καλύτερα  αποτελέσµατα και µε ποιο        
    τρόπο ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  
 

Απάντηση: 
 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
    
……………………………………………………………………………………………………… 
   
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
        
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
   
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
     
………………………………………………………………………………………………………   
           
…………………………………………………………..………………………………………….. 
 
………………………………………………………………………………………………………   
           
…………………………………………………………..………………………………………….. 
 
………………………………………………………………………………………………………   
           
…………………………………………………………..………………………………………….. 
 
………………………………………………………………………………………………………   
           
…………………………………………………………..………………………………………….. 
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΄΄Κατασκευή των διαστηµάτων και εύρεση των ριζών µε προσέγγιση 3 δ.ψ΄΄  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 

 

2 
 

 

Ενέργειες που αναµένεται να κάνουν οι µαθητές κατά τη διάρκεια της παρέµβασης µε το λογισµικό. 
 

΄΄Γραφική παράσταση της συνάρτησης και εύρεση του πλήθους των ριζών΄΄ 
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7. Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή 
 
 
Η δραστηριότητα εκπονήθηκε στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας ,  
σε τµήµα της Β΄ Λυκείου του ΓΕΛ Λαυρίου. Αρχικά οι 22 µαθητές που συµµετείχαν , 
(11 οµάδες των 2 ατόµων) έµαθαν να κατασκευάζουν γραφικές παραστάσεις και  
πειραµατίστηκαν µε δυναµικό τρόπο πάνω σε αυτές. Επανεξέτασαν τα βασικά  σχετικά  
µε την έννοια της γραφικής αναπαράστασης µιας πολυωνυµικής συνάρτησης και διαπίστωσαν  
ότι οι λύσεις της εξίσωσης f (x) 0=  είναι οι τετµηµένες των σηµείων τοµής της γραφικής 
παράστασης της f και του άξονα xx΄. Μετά το τέλος και της 2ης ώρας , διαπίστωσαν αν και πότε 
µια πολυωνυµική εξίσωση έχει λύσεις (και πόσες) , σύµφωνα µε τη γραφική της παράσταση , 
βρίσκοντάς την µε προσέγγιση σε ένα διάστηµα. Οι µαθητές , αφού διαπραγµατεύτηκαν  
τις µαθηµατικές έννοιες διατυπώνοντας ερωτήµατα , έκαναν διάφορες εικασίες , συνεργάστηκαν  
µε επιτυχία µε τα άλλα µέλη της οµάδας , συζήτησαν τις παρατηρήσεις τους , κατέγραψαν τα 
δεδοµένα τους και παρουσίασαν τα εξαγόµενα και στις υπόλοιπες οµάδες. 

 

3 
 

 

4 
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2ο ΣΕΝΑΡΙΟ 

 
ΣΧΕΤΙΚΗ ΘΕΣΗ ΚΥΚΛΟΥ ΚΑΙ ΕΥΘΕΙΑΣ 

 
ΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ  

 
 

Λογισµικό: «Geogebra» 
 

Χρόνος Υλοποίησης: 2 διδακτικές ώρες 
 
 

 
1.  Ταυτότητα του Σεναρίου 
 

Συγγραφέας :    Αντώνης Τσιγώνιας  
 
Tίτλος : «Σχετική Θέση κύκλου και ευθείας – Γραφική επίλυση µη γραµµικού συστήµατος». 
 
Λογισµικό : Geogebra 
 
Γνωστική περιοχή : Μαθηµατικά Κατεύθυνσης Β΄Λυκείου. 
 

      Θέµα : Σχετική Θέση κύκλου και ευθείας – Γραφική επίλυση µη γραµµικού συστήµατος  
 
Το θέµα περιλαµβάνει την γραφική επίλυση ενός µη γραµµικού συστήµατος µε ταυτόχρονη 
διαπραγµάτευση της έννοιας της σχετικής θέσης κύκλου και ευθείας , της γραφικής της 
αναπαράστασης και των σχετικών µε αυτή εννοιών σε ένα καινούργιο περιβάλλον 
δυναµικής µεταβολής. Οι µαθητές θα διερευνήσουν τις σχετικές θέσεις που µπορεί να 
έχουν ένας κύκλος και µια ευθεία στο καρτεσιανό επίπεδο και αναµένεται  η δραστηριότητα 
αυτή , να γίνει η αφετηρία µιας διερεύνησης που θα οδηγήσει στη γραφική επίλυση του 
συστήµατος.  
Οι µαθητές θα διερευνήσουν τις αριθµητικές τιµές που παίρνουν διάφορα µεγέθη που 
προσδιορίζουν τον κύκλο , την ευθεία και τη µεταξύ τους γραφική και αλγεβρική σχέση ,  
το συσχετισµό τους µε τις συντεταγµένες του σηµείου τοµής καθώς και την περιγραφή των 
περιπτώσεων περί της ύπαρξης ή όχι λύσεων. Επιπλέον οι µαθητές θα προχωρήσουν στην 
αλγεβρική επίλυση του συστήµατος , πραγµατοποιώντας την ισχυρή διασύνδεση των 
σχετικών αναπαραστάσεων.  
 
 
Τεχνολογικά εργαλεία : 
 
To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί µε τη χρήση του λογισµικού GeoGebra. Το προτεινόµενο 
λογισµικό µπορεί να υλοποιήσει µε δυναµικό τρόπο µαθηµατικά αντικείµενα και να ωθήσει 
τους µαθητές στον πειραµατισµό, στην ανακάλυψη και στη διερεύνηση ιδιοτήτων και 
σχέσεων µεταξύ γεωµετρικών σχηµάτων. 
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2. Το Σκεπτικό του Σεναρίου 

 
Βασική ιδέα: 
 
       Η βασική ιδέα της δραστηριότητας στηρίζεται στη σύνδεση ενός µη γραµµικού 
συστήµατος µε τη γεωµετρική του αναπαράσταση. Το λογισµικό παρέχει την ευχέρεια των 
πολλαπλών δυναµικά συνδεδεµένων παραστάσεων µε τις οποίες προβάλλονται συγχρόνως 
τόσο η γεωµετρική λύση , όσο και η αλγεβρική µε τη µέθοδο της αντικατάστασης , που είναι 
και η ενδεδειγµένη µέθοδος επίλυσης µη γραµµικών συστηµάτων. 
       Η δραστηριότητα αποτελεί έναν πυρήνα πάνω στον οποίο ο διδάσκων µπορεί να 
αναπτύξει τη διδασκαλία των µη γραµµικών συστηµάτων. Συγκεκριµένα µπορεί να 
χρησιµοποιήσει ως εφαρµογή την δραστηριότητα µετά το τέλος της διδασκαλίας , µπορεί 
όµως να τη χρησιµοποιήσει και ως εισαγωγική δραστηριότητα. Στη συνέχεια , οι µαθητές θα 
διερευνήσουν όλες τις δυνατές περιπτώσεις , προκειµένου να επιλύσουν ένα µη γραµµικό 
σύστηµα µε τη µέθοδο της αντικατάστασης. 
      Οι µαθητές θα διερευνήσουν τις ιδιότητες της γραφικής παράστασης της εξίσωσης του 
κύκλου 2 2C : x y Αx Βy Γ 0+ + + + =  και της γραµµικής εξίσωσης ε: αx + βx = γ και θα 
ασχοληθούν µε τη γραφική λύση ενός συστήµατος που αποτελείται από δυο εξισώσεις :  
µια µη γραµµική και µια γραµµική , όταν οι συντελεστές τους µεταβάλλονται δυναµικά.  
Εδώ γίνεται η σύνδεση της συγκεκριµένης  αλγεβρικής µεθόδου µε την αναπαράσταση 
των µαθηµατικών αντικειµένων – εννοιών στο επίπεδο. 
 
 
Προστιθέµενη αξία : 
 
       Η διδακτική αξιοποίηση τεχνολογικών εργαλείων δίνει νέες ευκαιρίες για δηµιουργία 
µαθησιακών περιβαλλόντων τα οποία βελτιώνουν τις παραδοσιακές διδακτικές 
προσεγγίσεις , αλλά κυρίως εισάγουν νέες µορφές και ευκαιρίες µάθησης. 
To προτεινόµενο εκπαιδευτικό σενάριο αποτελεί καινοτοµία στο παραδοσιακό πλαίσιο 
της διδασκαλίας των Μαθηµατικών και φιλοδοξεί να συµβάλει στη βελτίωση της 
στάσης των µαθητών απέναντι στα Μαθηµατικά και στη διαδικασία προσέγγισής τους.  
Η εισαγωγή της τεχνολογίας στην µαθησιακή διαδικασία µετασχηµατίζει τις 
διδακτικές πρακτικές και τα ίδια τα µαθηµατικά ως αντικείµενο διερεύνησης  
(όπως δηλαδή πρέπει να είναι) και όχι ως στείρα γνώση , αφού στις παραδοσιακές 
διδασκαλίες , τα µαθηµατικά αντικείµενα αναπαρίστανται µε στατικό τρόπο σε χαρτί, 
στον πίνακα , ή σε διαφάνειες. Αντίθετα , κατασκευάζοντας ένα µαθηµατικό αντικείµενο 
στην οθόνη του υπολογιστή , το σύρσιµο του αντικειµένου , είτε απευθείας , είτε µέσω ενός 
µεταβολέα , δηµιουργεί ένα φαινόµενο το οποίο εξελίσσεται δυναµικά , µε βάση την κίνηση 
του αντικειµένου. Έτσι , ο µαθητής αντιλαµβάνεται τα µαθηµατικά αντικείµενα µε δυναµικό 
τρόπο δηλαδή ως γεννήτορες µαθηµατικών φαινόµενων , µέσα στα οποία µπορεί να 
αναζητήσει σχέσεις µεγεθών. Με τη χρήση του δυναµικού λογισµικού γίνεται πολύ γρήγορα 
η διερεύνηση για την ύπαρξη ή όχι λύσης αλλά και ο προσδιορισµός των λύσεων. 
      Η χρήση των τεχνολογικών εργαλείων αναµένεται να βοηθήσει τους µαθητές να 
συνειδητοποιήσουν ότι τα Μαθηµατικά όντως αποτελούν αντικείµενο διερεύνησης και να 
καταλήξουν στα δικά τους συµπεράσµατα τα οποία πρέπει να έχουν κοινωνική αποδοχή  
(στο πλαίσιο της τάξης) και επιστηµονική τεκµηρίωση. Επιπλέον , η δυνατότητα κίνησης 
των αντικειµένων θα δώσει την ευκαιρία στον διδάσκοντα να σχεδιάσει ανοικτές 
καταστάσεις προβλήµατος οι οποίες επιτρέπουν την διατύπωση εικασιών και τον έλεγχό 
τους. Η εργασία των µαθητών σε οµάδες και η συνεργασία µεταξύ των µαθητών της κάθε 
οµάδας αναµένεται να συµβάλει στην αλλαγή της στάσης τους απέναντι στη µάθηση.  
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Ο εκπαιδευτικός που θα επιλέξει να διδάξει βασικές έννοιες των Μαθηµατικών στο πλαίσιο 
αυτού του σεναρίου , απαιτείται από παραδοσιακός καθηγητής µετωπικών διδασκαλιών να 
γίνει συνεργάτης των µαθητών του, καθοδηγητής της έρευνας και της επιστηµονικής 
εγκυρότητας των συµπερασµάτων τους αλλά και ερευνητής ο ίδιος. 
 
       Για την εφαρµογή µεθόδων διδασκαλίας µε την βοήθεια της Ψηφιακής Τεχνολογίας 
απαιτείται απ’ όλη τη σχολική κοινότητα µια ευρύτερη αποδοχή της αλλαγής των ρόλων των 
µαθητών και των εκπαιδευτικών , ώστε οι µαθητές να ενθαρρύνονται σε κάθε προσπάθεια 
χρήσης των τεχνολογικών µέσων στη µάθηση και στη διδασκαλία. 

 
 
 
 

3. Πλαίσιο Εφαρµογής του Σεναρίου 
 
 

Σε ποιους απευθύνεται : 
 
Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Θετικής και Τεχνολογικής κατεύθυνσης της 
Β΄Λυκείου. 
 
Χρόνος υλοποίησης : 
 
Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες.  
 
Χώρος υλοποίησης : 
 
To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί στο εργαστήριο υπολογιστών. Η παρέµβαση αυτή και η 
διερεύνηση των µαθητών µε τα φύλλα εργασίας και µε τη βοήθεια του λογισµικού Geogebra , 
απαιτεί εργαστήριο µε 12 τουλάχιστον θέσεις , ώστε να µπορούν οι µαθητές να εργαστούν 
σε οµάδες 2 ή 3 ατόµων. 
 
(Η επιλογή του προτζέκτορα από τον διδάσκοντα µπορεί στην αρχή να είναι ενθαρρυντική 
αλλά µάλλον µακροπρόθεσµα , θα ακύρωνε µεγάλο µέρος της προστιθέµενης αξίας) 
 
 
Προαπαιτούµενες γνώσεις : 

 
� Βασικές  έννοιες για το καρτεσιανό επίπεδο. 
 
� Η εξίσωση 2 2x y Αx Βy Γ 0+ + + + = , παριστάνει ( υπό προϋποθέσεις ) κύκλο. 
 
� Η εξίσωση αx βy γ+ = , παριστάνει ( υπό προϋποθέσεις ) ευθεία. 

 
� Η µέθοδος της αντικατάστασης.  
 
� Οι απαιτούµενες λειτουργίες και οι βασικές εντολές του λογισµικού Geogebra. 
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Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 
 
� Οι µαθητές έχουν τετράδιο για να καταγράφουν τα συµπεράσµατά τους. 
 
� Το σχολικό βιβλίο για να παρακολουθούν και παράλληλα να ανατρέχουν σε αυτό για τις 

            ήδη διδαγµένες έννοιες. 
 
� Φύλλα εργασίας τα οποία θα δοθούν από τον εκπαιδευτικό για όλες τις δραστηριότητες µε 
      στόχο την καθοδήγηση των µαθητών στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων. 

 
 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης: 
 

Οµαδοσυνεργατική διδασκαλία : Οι µαθητές θα εργαστούν σε οµάδες ανά δύο  
(κατά προτίµηση όχι του ιδίου γνωστικού επιπέδου) και καθοδηγούµενοι από το φύλλο 
εργασίας , θα κατασκευάσουν και διερευνήσουν συγκεκριµένα µαθηµατικά αντικείµενα , 
απαντώντας σε συγκεκριµένες ερωτήσεις. Επιπλέον , θα µπορούν να θέτουν ελεύθερα τα 
δικά τους ερωτήµατα σχετικά µε το θέµα και να απαντούν σε αυτά , υπό την επίβλεψη του 
εκπαιδευτικού ο οποίος θα ελέγχει τα συµπεράσµατα των µαθητών του , θα συνεργάζεται 
µαζί τους , θα τους καθοδηγεί ώστε να αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και 
θα τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την διερεύνηση. 

 
 
4. Στόχοι: 
 
 

Με βάση το Γνωστικό αντικείµενο : 
 
 
1.    Να επανεξετάσουν τα βασικά  σχετικά µε την έννοια του κύκλου και της ευθείας , καθώς  
       και την αναπαράστασή τους στο καρτεσιανό επίπεδο , εφόσον διαθέτουν όλες τις  
       κατάλληλες αναπαραστάσεις των µεγεθών που σχετίζονται µε αυτά. (σηµεία τοµής µε  
       τους άξονες , ειδικές περιπτώσεις κλπ) 
 
2. Να πειραµατιστούν µε όλους τους µεταβολείς (δροµείς). Είναι σηµαντικό να    

            καταγράψουν την συµπεριφορά του κύκλου και της ευθείας όταν αλλάζουν οι συντελεστές   
            των αγνώστων. 

 
3.   Να πειραµατιστούν µε τους µεταβολείς (δροµείς) του κύκλου και της ευθείας και να   
      διατυπώσουν εικασίες για τη µεταξύ τους θέση στο καρτεσιανό επίπεδο. 
 
4.   Να διαπιστώσουν ότι µια συγκεκριµένη εξίσωση είναι ένα «στιγµιότυπο» της αντίστοιχης   
      σχέσης (για τον κύκλο) ή συνάρτησης (για την ευθεία) και να  εµπεδώσουν ότι  
      οι εξισώσεις προκύπτουν από σχέσεις µεταξύ µεταβλητών (ή συναρτήσεις). 

 
5.   Να διερευνήσουν µε την ήδη αποκτηθείσα  εµπειρία , πότε έχει νόηµα το σύστηµα ,  
      πότε έχει λύση ή πότε είναι αδύνατο. 
 
6.   Να συνδέσουν τα διάφορα µεγέθη που προκύπτουν από την αλγεβρική επίλυση µε τα  

            συµπεράσµατα του 5. και να διερευνήσουν το ρόλο τους , σε σχέση µε την ύπαρξη και το   
      είδος των λύσεων ενός µη γραµµικού παραµετρικού συστήµατος. 
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Με βάση την Παιδαγωγική πλευρά : 
 
 
1.  Να επιτευχθεί η προσωπική εµπλοκή του µαθητή σε δραστηριότητες που περιλαµβάνουν τη  
     χρήση της τεχνολογίας. 
 
2.  Να προσδιοριστούν οι  ρόλοι για τους συµµετέχοντες και τα διαθέσιµα εργαλεία. 
 
3.  Να µάθουν να πειραµατίζονται µε τις µαθηµατικές έννοιες διατυπώνοντας ερωτήµατα και   
     κάνοντας διάφορες εικασίες. 
 
4.  Να εξασκηθούν στην οργάνωση των δεδοµένων τους από τη διερεύνηση ώστε να   
     διευκολυνθούν στην εξαγωγή συµπερασµάτων. 
 
5. Να µάθουν να συνεργάζονται µε τα άλλα µέλη της οµάδας , να συζητούν τις παρατηρήσεις  
      τους , να οργανώνουν τα συµπεράσµατά τους , να διατυπώνουν κανόνες , να καταχωρούν    
      τα δεδοµένα  τους , να κατασκευάζουν σχέσεις που συνδέουν µεγέθη και να παρουσιάζουν   
      την εργασία τους  στις άλλες οµάδες. 
 
6.  Να µάθουν να επικοινωνούν εποικοδοµητικά µε τα άλλα µέλη της οµάδας , µε όλους τους   
     συµµαθητές τους και µε τον εκπαιδευτικό. 
 
 
 
Από την πλευρά της τεχνολογίας : 
 
 
Να µάθουν να κατασκευάζουν δυναµικά λογισµικά ώστε να µπορούν να πειραµατιστούν πάνω   
σε αυτά. 

 
 
 
5. Ανάλυση του Σεναρίου 
 
 

Ροή εφαρµογής δραστηριοτήτων :  
 
Η δραστηριότητα υλοποιείται ως εξής : Οι µαθητές θα διερευνήσουν τις ιδιότητες της 
γραφικής παράστασης της εξίσωσης του κύκλου 2 2C : x y Αx Βy Γ 0+ + + + =  και της 
γραµµικής εξίσωσης ε : αx + βx = γ και θα ασχοληθούν µε τη γραφική λύση ενός 
συστήµατος που αποτελείται από δυο εξισώσεις : µια µη γραµµική και µια γραµµική , όταν 
οι συντελεστές τους µεταβάλλονται δυναµικά. Εδώ γίνεται η σύνδεση της συγκεκριµένης  
αλγεβρικής µεθόδου µε την αναπαράσταση των µαθηµατικών αντικειµένων – εννοιών 
στο επίπεδο. 
Με τη βοήθεια των οδηγιών του φύλλου εργασίας οι µαθητές θα εισάγουν τα ελεύθερα 
αντικείµενα , τον κύκλο C και την ευθεία  ε και θα διερευνήσουν τα αποτελέσµατα . 
Ο διδάσκων αναµένει τη µαθητική κοινότητα που λειτουργεί σε οµαδοσυνεργατικό 
περιβάλλον να σχηµατίσει άποψη σχετικά µε την αντιστοιχία των δυο αναπαραστάσεων. 
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Συγκεκριµένα οι µαθητές προβλέπεται να προβούν στις εξής ενέργειες : 
 
1.    Να κατασκευάσουν ένα κύκλο  και µια ευθεία που περνά από δύο σηµεία. 
 
2.    Να εισάγουν τα ελεύθερα αντικείµενα Α , Β , Γ , α , β , γ ( δροµείς – µεταβολείς ). 
 
3.    Να εισάγουν την εξίσωση του κύκλου 2 2x y Αx Βy Γ 0+ + + + =  και της ευθείας αx + βy = γ. 
 
4.    Να διερευνήσουν τί ιδιότητες έχουν ο κύκλος και η ευθεία και τις σχετικές θέσεις που  
       µπορούν να πάρουν µεταξύ τους στο επίπεδο όταν µεταβάλλονται τα ελεύθερα αντικείµενα. 
 
5.    Να επιλύσουν αλγεβρικά ένα σύστηµα και να αντιληφθούν  µε τι αντιστοιχεί στο επίπεδο. 
 
6. Να επιλύσουν αλγεβρικά µε τη βοήθεια της µεθόδου της αντικατάστασης το παραπάνω 
σύστηµα . 

 
7.    Να εισάγουν διάφορα βοηθητικά αντικείµενα , όπως τη διακρίνουσα    

       ( ) ( )( )22 2 2 2 2∆ Αβ Βαβ 2αγ 4 α β Γβ Ββγ γ= − − − + + + της δευτεροβάθµιας εξίσωσης    

       ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2α β x Αβ Βαβ 2αγ x Γβ Ββγ γ 0+ + − − + + + = . 

 
8.    Nα υπολογίσουν  τις ρίζες της εξίσωσης (στην περίπτωση που ορίζεται σύστηµα και µε ∆>0).  
 
9.    Να εξετάσουν όλες τις ειδικές περιπτώσεις. 
 
10. Να πειραµατιστούν µε τα αντίστοιχα εργαλεία , παρατηρώντας ταυτόχρονα και το παράθυρο  
       της Άλγεβρας και το παράθυρο της Γεωµετρίας , να διαπιστώσουν ποια  αντικείµενα που  
       σχεδίασαν είναι εξαρτηµένα και ποια ανεξάρτητα και να καταγράψουν τις παρατηρήσεις τους. 
 
11. Τέλος , οι µαθητές καλούνται να διατυπώσουν τα συµπεράσµατά τους για τις σχέσεις  
       µεταξύ των  λύσεων του συστήµατος και των συντεταγµένων του σηµείου τοµής  
       του κύκλου και της ευθείας. 
 
 

 
6. Επέκταση Σεναρίου 

 
 
Άλγεβρα : Επίλυση διαφόρων ειδών µη γραµµικών Συστηµάτων. 
 
Γεωµετρία : Σχετικές θέσεις : ευθείας και κωνικής και µεταξύ δυο κωνικών στο επίπεδο. 
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ΦΥΛΛΟ  ΕΡΓΑΣΙΑΣ  

 
ΓΡΑΦΙΚΉ ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ  

 
ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ΕΥΘΕΙΑΣ ΚΑΙ ΚΥΚΛΟΥ   

 
 

(Περιβάλλον GEOGEBRA) 
 

∆ιάρκεια : 2 ∆ιδακτικές ώρες 
 
Α. Εισάγετε τα ελεύθερα αντικείµενα  Α , Β , Γ καθώς και το εξαρτηµένο αντικείµενο    
    2 2x y Αx Βy Γ 0+ + + + = .Τι παριστάνει η καµπύλη που εµφανίζεται ; Ποια τα χαρακτηριστικά της; 
 

Απάντηση: 
 

 
……………………………………………………………………………………………………… 
  
……………………………………………………………………………………………………… 
     
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
     
……………………………………………………………………………………………………… 
 
 
Β. Εισάγετε τα ελεύθερα αντικείµενα α , β , γ καθώς και το εξαρτηµένο αντικείµενο αx βy γ+ = .       
     Τι παρατηρείτε ;    

Απάντηση: 
 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
   
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
     
……………………………………………………………………………………………………… 
 
Γ. Μεταβάλλετε τις τιµές των ελεύθερων αντικειµένων Α , Β , Γ , α , β , γ. Τι παρατηρείτε ; 
 

Απάντηση: 
     
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
     
……………………………………………………………………………………………………… 
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∆. Τί ιδιότητες έχουν ο κύκλος και η ευθεία και τι θέσεις µπορούν να πάρουν µεταξύ τους στο    
     επίπεδο ; 

Απάντηση: 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
     
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
      
……………………………………………………………………………………………………… 
 
 

Ε. ∆ίνεται το σύστηµα :
2 2x y 2x 4y 4

x y 2

+ − + =


+ = 
.  

    i) Με τη βοήθεια των παραπάνω διαδικασιών , πως νοµίζετε ότι είναι δυνατόν να λυθεί ;    
 
    ii) Ποια είναι η λύση του συστήµατος ;  
 
    iii) Με τι αντιστοιχεί η λύση στο καρτεσιανό επίπεδο ;  
 

Απάντηση: 
 

……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
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Ζ. Με τη βοήθεια της µεθόδου της αντικατάστασης να επιλύσετε αλγεβρικά το παραπάνω   
    σύστηµα.  
 

Λύση: 
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Η. Στη γραµµή εισαγωγής συναρτήσεων εισάγετε τα βοηθητικά αντικείµενα : 

     ( ) ( )( )22 2 2 2 2∆ Αβ Βαβ 2αγ 4 α β Γβ Ββγ γ= − − − + + +  και 2 2Α Β 4Γ+ − . 

     Υπολογίστε  τις παραστάσεις αυτές µε βάση τις δεδοµένες τιµές των ελεύθερων αντικειµένων.    
      Τι παρατηρείτε ; 

Απάντηση: 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
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Θ. Να λύσετε µε την ίδια µέθοδο τα συστήµατα : 
 

     
2 2

2 2 2 2 2 2

2y 3x 8  x 2y 5 2x y 0x y 5
 ,  , ,

2x 3y 1 x y 2x 3y 22 x y 2x 1 x y x 0.5y 0

= − + = + =   + =
   

+ = + + − = + + = + + + =   
     

     Έχουν όλα τα συστήµατα λύση ; 
Λύση: 

 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
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……………………………………………………………………………………………………… 

 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
 
……………………………………………………………………………………………………… 
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΄΄Εύρεση σχετικής θέσης ευθείας και κύκλου΄΄ 

Ενέργειες που αναµένεται να κάνουν οι µαθητές κατά τη διάρκεια της παρέµβασης µε το λογισµικό. 
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΄΄Επίλυση µη γραµµικού συστήµατος΄΄ 
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7. Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή 

 
 
Η δραστηριότητα εκπονήθηκε στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας ,  
στο τµήµα Θετικής Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου του ΓΕΛ Λαυρίου.  
Αρχικά οι 16 µαθητές που συµµετείχαν , (8 οµάδες των 2 ατόµων) σχεδίασαν τις γραφικές 
παραστάσεις των ζητούµενων γραµµών σε δυναµικό περιβάλλον και επανεξέτασαν τα βασικά  
σχετικά µε την έννοια του κύκλου και της ευθείας , καθώς και την αναπαράστασή τους στο 
καρτεσιανό επίπεδο. Χρησιµοποιώντας τους δροµείς , κατέγραψαν την συµπεριφορά του κύκλου 
και της ευθείας και τις µεταξύ τους θέσεις στο επίπεδο καθώς άλλαζαν οι συντελεστές των 
αγνώστων. Μετά το τέλος και της 2ης ώρας , διαπίστωσαν τη σύνδεση µεταξύ των δυο 
αναπαραστάσεων (γραφική και αλγεβρική) και διερεύνησαν πότε έχει νόηµα το σύστηµα ,  
πότε και αν έχει λύση και πόσες είναι αυτές. Με τον τρόπο αυτό , τους δόθηκε η ευκαιρία να 
διατυπώσουν ερωτήµατα και να κάνουν διάφορες εικασίες. Τέλος , συνεργάστηκαν άψογα µε τα 
άλλα µέλη της οµάδας , συζήτησαν  τις παρατηρήσεις τους , καταχώρησαν τα δεδοµένα  τους  
και τα παρουσίασαν και στις υπόλοιπες οµάδες. 
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Ευρετήριο όρων και ονοµάτων 
 
 

B 
 

                               Bezout Stefan 95 
Bolzano Bernard 61 

 
 
 

                                       C 
 

                              Cantor Georg 61 
       Cardano Gerolamo 40-41 

                              Cramer Gabriel 89 
 
 
 

                                       D 
 

     D́  Alembert Jean Le Rond  14,15,16,17 
Dedekind Richard 62 

                              Descartes Rene 78 
 
 
 

                                       F 
 

Fermat Pierre 66,67 
Ferrari Lodovico 42 

 
 
 

                                      G 
 

  Galois Evariste 15,16,17 
        Gauss Karl Friedrich 83,84 

 
 
 

                                      R 
 

Rolle Michel 65 
 
 
 

                                      V 
 

Viete Francois 14 
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Ευρετήριο όρων και ονοµάτων 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Κ 
 
Κυκλική Μετάθεση 20 
Κωνικές Τοµές 116-118 

 
 

Μ 
 
Μετάθεση 20 
Μέθοδος : Αντίθετων συντελεστών 92 
                   Αντικατάστασης 92 
                   Οριζουσών (Cramer) 93 
                   Σύγκρισης 92     
                   Bezout 94 
 
 
Π 

 
Πίνακας Γραµµικού Συστήµατος 79 
Πίνακας Επαυξηµένος  
Γραµµικού Συστήµατος 80,82 
Πολυώνυµο Ακέραιο 4,17,46 
Πολυώνυµο Μηδενικό 4,46 
Πολυώνυµο Οµογενές 19 
Πολυώνυµο Σταθερό 4 
Πολυώνυµο Μονικό 4 
Πολυώνυµο Συµµετρικό 20,22 
Πολυωνυµική Εξίσωση 4,46,71,78 
Πολυωνυµική Συνάρτηση 46 
 
 
 
Ρ 
 
Ρίζα Πολυωνυµικής Εξίσωσης 10,46,75 
Ρίζα Πολυωνύµου 10,46 
 
 
 
Σ 

 
Σηµείο Banach 58,69 
Σύνολο λύσεων 79 
Σύστηµα : Αδύνατο 79,86,88,93,96,97,99 
                   Άπειρων Λύσεων 87,88,93,96,97,99   
                   Οµογενές 85,99 
                   Οριζουσών 88 
                    Παραµετρικό 101 
                    Συµβιβαστό 79,103 
Σχήµα Horner 30,31,32 
  
 

A 
 
Αντίστροφος πίνακας 80 
Ακέραια περιοχή 6 
Απαλείφουσα Συστήµατος 103,109 
 
 
 
B 
 
Βαθµός Πολλαπλότητας 11 
Βαθµός Πολυωνύµου 4 
 
 
Γ 
 
Γραµµική Εξίσωση 79 
Γραµµικό Σύστηµα 79 
 
 
∆ 
 
∆ακτύλιος Πολυωνύµων 5 
 
 
Ε 
 
Ελάσσονα ορίζουσα 88 
Εξίσωση : 1ου βαθµού 23 
        2ου βαθµού 24 
                   3ου βαθµού 37-40 
                   4ου βαθµού 41  
                   Αντίστροφη 36 
        Άρρητη 42,43 
                   ∆ιτετράγωνη 35 
                   ∆ιώνυµη 34,74 
        Ρητή 42,43 
  
Θ 
 

  Θεώρηµα : Bolzano 47,49  
                      Fermat 63 
                      Rolle 62,64 
                      Μέγιστης-Ελάχιστης τιµής 63                
  Θυµαρίδας ο Πάριος 105 
  Θυµαρίδειο Επάνθηµα 105 
 
 
Ι 
  
Ίσα Πολυώνυµα 4 
 Ισοδύναµα Συστήµατα 79 
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     ΄΄ΜΕΓΑΛΗ ΑΛΓΕΒΡΑ Β΄΄  
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ΜΑΝΤΑ Ι.   ΄΄ΑΛΓΕΒΡΑ Ι΄΄  

ΕΚ∆. ΠΟΤΑΜΙΤΗΣ – ΛΑΜΠΡΟΠΟΥΛΟΣ ΑΘΗΝΑ 1971 
 
     ΄΄1000 ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ΄΄  

ΕΚ∆. ΜΑΝΤΑ ΑΘΗΝΑ 1971 
 
ΜΑΓΕΙΡΑ Π.   ΄΄ΑΛΓΕΒΡΑ Ι΄΄  

ΕΚ∆. ΠΟΤΑΜΙΤΗΣ-ΛΑΜΠΡΟΠΟΥΛΟΣ ΑΘΗΝΑ 1970 
 

΄΄ΑΛΓΕΒΡΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ Ι Ι΄΄  
ΕΚ∆. ΠΟΤΑΜΙΤΗΣ – ΛΑΜΠΡΟΠΟΥΛΟΣ ΑΘΗΝΑ 1978 

 
 
ΤΣΙΓΩΝΙΑ Σ.   ΄΄ΠΙΝΑΚΕΣ – ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ – ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ΄΄  

ΕΚ∆. Ε.Ο.Σ.Κ ΑΘΗΝΑ 1985 
 
ΡΕΜΠΑΠΗ Χ. – ΤΣΙΓΩΝΙΑ Σ. 1.́ ΄ΑΝΑΛΥΣΗ 1΄΄  ΕΚ∆. Ε.Ο.Σ.Κ 1994 
 

2.́ ΄ΑΝΑΛΥΣΗ 2΄΄  ΕΚ∆. Ε.Ο.Σ.Κ 1994 
 
ΝΤΖΙΩΡΑ Η.   ΄΄ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι΄΄ ΕΚ∆. Ο.Ε.∆.Β ΑΘΗΝΑ 1974 
 

    ΄΄ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ ΘΕΤΙΚΗΣ  
ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ΄΄  
ΕΚ∆. ΟΕ∆Β ΑΘΗΝΑ 2002 

 
΄΄ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Β ΛΥΚΕΙΟΥ ΘΕΤΙΚΗΣ  
ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ΄΄  
ΕΚ∆. ΟΕ∆Β ΑΘΗΝΑ 2010 

 
     ΄΄ΑΛΓΕΒΡΑ Β ΛΥΚΕΙΟΥ΄΄ ΕΚ∆. ΟΕ∆Β 2008 
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ΚΑΠΠΟΥ ∆.   ΄΄ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ΄΄ ΕΚ∆. ΕΥΡΩΠΗ ΑΘΗΝΑ 1962 
 
     ΄΄ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ΄΄  

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΣΥΓΓΡΑΦΕΑ ΑΘΗΝΑ 1967 
 
ΛΑΚΚΗ Κ.   ΄΄ΜΑΘΗΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ΄΄ ΕΚ∆. Α.Π.Θ. 1976 
 
∆ΕΛΟΥΚΑ Σ.   ΄΄ΜΗΤΡΩΑ΄΄ ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΣΥΓΓΡΑΦΕΑ ΑΘΗΝΑ 1966 
 
ΦΟΥΣΙΑΝΗ Χ.   ΄΄ΑΝΩΤΕΡΑ ΑΛΓΕΒΡΑ΄΄  

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΣΥΓΓΡΑΦΕΑ ΑΘΗΝΑ 1966 
 
SPIVAK M.   ΄΄∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ – ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ΄΄ 
     ΕΚ∆. Π.Ε.Κ , 2004 
 
BIRKHOFF – MAC LANE ΄΄ΝΕΟΤΕΡΗ ΑΛΓΕΒΡΑ΄΄ ΕΚ∆. ΚΑΡΑΒΙΑ ΑΘΗΝΑ 1971 
 
FRALEIGH J.B   ΄΄ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ΄΄ ΕΚ∆. ΠΕΚ 1999 
 
VAN DER WAERDEN  ΄΄Η ΑΦΥΠΝΙΣΗ ΤΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ΄΄ ΕΚ∆. ΠΕΚ 2003 
 
LORIA G.    ΄΄ΙΣΤΟΡΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ΄΄ ΤΟΜΟΙ 1 , 2 , 3 
     ΕΚ∆. Ε.Μ.Ε 1972 
 
ΡΑΠΤΗΣ Ε.   ΄΄ΑΛΓΕΒΡΑ ΓΙΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ΄΄  
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