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Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η 

 

Η συνισταµένη σχεδόν όλων των α̟αντήσεων α̟ό όσες έχουν δοθεί, στο 

ερώτηµα τι είναι τα Μαθηµατικά συγκλίνει στο ότι είναι η µελέτη των 

µετρικών σχέσεων και των ιδιοτήτων ̟ου τις διέ̟ουν. Τα τελευταία χρόνια 

αυτές οι σχέσεις εξετάζονται ως δοµικά συστήµατα. ∆ηλαδή ε̟ιχειρείται η 

οµαδο̟οίηση τους σε συνεκτικές ενότητες σχέσεων. Με τον τρό̟ο αυτόν 

ε̟ιτυγχάνεται η κατανόηση της ̟ραγµατικότητας, όχι α̟λώς µέσω της 

γενίκευσης εµ̟ειρικών αντικειµένων, αλλά έχοντας ως βάσεις θεωρητικές 

έννοιες ̟ου εκφράζουν σχέσεις δεδοµένων. Είναι αυτό ακριβώς ̟ου 

α̟οκαλούµε θεωρητική ̟ροσέγγιση. 

Οι ακέραιοι αριθµοί, ό̟ως και το υ̟οσύνολό τους οι φυσικοί, είναι οι 

αριθµοί ̟ου α̟οτελούν τη βάση ̟ολυάριθµων καθηµερινών εφαρµογών και 

συγχρόνως δίνουν λύσεις σε ̟λήθος ̟ροβληµάτων ̟ου ̟ροκύ̟τουν σε 

̟ολλούς και διαφορετικούς ε̟ιστηµονικούς τοµείς. Ανα̟όφευκτα λοι̟όν 

α̟αρτίζουν και τα θεµέλια του αριθµητικού µας συστήµατος. Α̟οτέλεσµα 

αυτού είναι η διδασκαλία τους σε όλες τις τάξεις της δευτεροβάθµιας 

εκ̟αίδευσης να είναι ̟ρωτεύουσας βαρύτητας. Ο δε Μαθηµατικός ̟ου 

ε̟ωµίζεται το φορτίο της διδασκαλίας τους θα ̟ρέ̟ει να έχει την κατάλληλη 

µαθηµατική υ̟οδοµή, σε σχέση µε το συγκεκριµένο αντικείµενο. ∆ηλαδή ένα 

κράµα ευρύτερων Μαθηµατικών γνώσεων και ενδιαφερόντων. Με 

α̟οτέλεσµα να είναι σε θέση να ̟αρέχει την α̟αιτούµενη δυνατότητα 

καλλιέργειας των µαθητών του στον θεωρητικό τρό̟ο σκέψης, ̟ου 

υ̟ερβαίνει τον α̟λοϊκό εµ̟ειρισµό της καθηµερινής ζωής. 

Σύγχρονες µελέτες ̟ου σχετίζονται µε την βελτίωση στην α̟όκτηση 

Μαθηµατικών γνώσεων έχουν ε̟ισηµάνει την σηµασία της εννοιολογικής 

κατανόησης τους. Η ο̟οία δεν είναι εφικτό να ανα̟τυχθεί α̟λώς µε την 

µηχανιστική εξάσκηση στους διαδικαστικούς χειρισµούς των Μαθηµατικών. 
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Συνε̟ώς η γενίκευση του συνόλου των ακεραίων µε υ̟ερσύνολα ̟ου έχουν 

την δυναµική να διατηρούν τις ιδιότητες των και να τις ε̟εκτείνουν δεν είναι 

α̟λά χρήσιµη αλλά α̟αραίτητη. Η ̟λήρης κατανόηση της δοµής ενός α̟ό 

αυτά τα υ̟ερσύνολα, θα διαλευκάνουν ̟ολλές ̟τυχές του αρχικού συνόλου. 

Κατά αυτόν τον τρό̟ο οι ακέραιοι αριθµοί δεν θα είναι ̟λέον τί̟οτα άλλο 

̟αρά µια τετριµµένη ̟ερί̟τωση. Ένα τέτοιο υ̟ερσύνολο ̟ου ̟ερικλείει όλα 

τα ̟ροαναφερθέντα χαρακτηριστικά και είναι αρκετά εύχρηστο α̟οτελούν οι 

ακέραιοι Gauss. Το αντι̟ροσω̟ευτικότερο α̟ό όσα θα µ̟ορούσαµε να 

ε̟ιλέξουµε. 

Στον αντί̟οδα όλων των ̟αρα̟άνω, το ίδιο ακριβώς σύνολο α̟οτελεί 

και την ̟ιο ̟ροσιτή ε̟ιλογή ̟ύλης εισόδου για µια ̟ιο ενδελεχή 

̟ερι̟λάνηση και στον κόσµο των µιγαδικών αριθµών. Οι αριθµοί αυτοί ̟ου 

διδάσκονται στην τελευταία τάξη του Λυκείου, α̟οτέλεσαν για τους 

Μαθηµατικούς ένα ιδιαίτερα δυσερµήνευτο ̟εδίο. Α̟ό την φάση της 

αµφισβήτησής τους (Gardano) µέχρι την φάση της αυστηρής εισαγωγής τους 

και ̟λέον της α̟οδοχής τους (Hamilton, Cauchy, Gauss, Riemann). 

Η µοντελο̟οίησή τους µε την βοήθεια του διατεταγµένου ζεύγους 

̟ραγµατικών αριθµών, α̟οτέλεσε εννοιολογικό ̟ρόβληµα ̟ου σχετίζεται µε 

την ̟ληρότητα των ̟ραγµατικών. Η εξίσωση  x2 + 1 = 0  ̟ου ζητούµε λύσεις 

είναι µιας µεταβλητής, ενώ οι µιγαδικοί ̟ου ̟ροκύ̟τουν είναι διδιάστατοι. Η 

̟ροσέγγιση τέτοιου είδους ̟ροβληµάτων µ̟ορεί να ε̟ιτευχθεί αρχίζοντας µε 

την κατανόηση δοµών ̟ιο ̟ροσιτών, ό̟ως οι αντίστοιχοι ακέραιοι ̟ου 

̟εριέχονται µέσα σε αυτό. Ε̟ίσης και οι ε̟έκταση ορισµένων ιδιοτήτων 

καθώς και οι διαφορο̟οιήσεις στην άλγεβρά τους, είναι δυνατόν να γίνουν 

̟ιο σαφείς µέσω της εµ̟έδωσης των αρχικών ιδιοτήτων σε ε̟ιµέρους 

υ̟οσύνολα τους. 

Στην ̟αρουσίαση ̟ου ακολουθεί σχετικά µε τους ακεραίους Gauss έχει 

δοθεί βαρύτητα στην ανάλυση και ε̟εξεργασία του συνόλου των αριθµών 

αυτών καθώς και στην διαµέρισή τους σε υ̟οσύνολα µε ευδιάκριτα 

χαρακτηριστικά. Στόχος της είναι η ε̟ίτευξη της αυστηρότητας και της 

βεβαιότητας ̟ου α̟αιτεί η µαθηµατική ε̟ιστήµη ως a priori. Για τον λόγο 
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αυτόν ακολουθείται η α̟οδεικτική ̟ορεία θεµελίωσης συµ̟ερασµάτων. Η 

εργασία έχει χωρισθεί σε δύο ενότητες µε σκο̟ό την καλύτερη οµαδο̟οίηση  

και ανάλυση των ̟αρεχόµενων γνώσεων. Σε αρκετά σηµεία της υ̟άρχουν 

αναφορές και α̟οδείξεις ̟ροα̟αιτουµένων γνώσεων α̟ό τον χώρο της 

Άλγεβρας. Ό̟ως ε̟ίσης και ανάλογες ιστορικές αναφορές σχετικά µε τα 

αναφερόµενα µαθηµατικά αντικείµενα και την ̟ροέλευσή τους. 

Το ̟ρώτο µέρος αρχίζει µε την θεµελίωσή του συνόλου αυτού και τις 

εσωτερικές ιδιότητες ̟ου το διέ̟ουν. Καθώς ε̟ίσης µε τον ορισµό όσο και τον 

̟ροσδιορισµό των ̟ρώτων ακεραίων Gauss. Προσδίδεται µεγάλη σηµασία 

στην µοναδική ̟αραγοντο̟οίηση κάθε ακεραίου σε ̟ρώτους και τα 

̟λεονεκτήµατα ̟ου ̟αρουσιάζει η συγκεκριµένη ιδιότητα. Ακολούθως 

εµφανίζεται η α̟εικόνισή τους, µέσω της οµαδο̟οίησής ̟ου γίνεται σε 

ισοϋ̟όλοι̟ους. Ιδιαίτερη αναφορά υ̟άρχει στην βοήθεια ̟ου µας ̟αρέχουν 

στην ε̟ίλυση κλασικών ̟ροβληµάτων της Θεωρίας Αριθµών καθώς και σε 

̟λήθος άλλων εκκρεµών ζητηµάτων. Με τον τρό̟ο αυτό είναι φανερή η 

χρήση τους και οι έξυ̟νες λύσεις ̟ου µ̟ορούν να ̟ροσφέρουν σε τοµείς ̟ου 

η α̟ουσία τους θα τους έκανε ιδιαίτερα δύσκολους. Ε̟ίσης εκτίθενται σε 

̟ροβλήµατα ̟ου ̟αραµένουν ακόµη άλυτα στα Μαθηµατικά και σε εικασίες 

̟ου έχουν διατυ̟ωθεί σχετικά µε τους ̟ραγµατικούς ακεραίους. 

Το δεύτερο µέρος α̟οτελεί µια ̟ιο εξειδικευµένη ανάλυση του 

συγκεκριµένου συνόλου. Αρχικά ̟αρουσιάζονται α̟οδεικτικά ̟ιο ειδικές 

̟ροτάσεις της Άλγεβρας ̟ου θεωρούνται όµως υ̟οχρεωτικές για την 

̟εραιτέρω µελέτη. Αφού γίνει η ̟λήρης ̟αρουσίαση της ̟ράξης της διαίρεσης 

των ακεραίων Gauss, ακολουθεί η δηµιουργία ιδεωδών τους και των 

οµοµορφισµών ̟ου τα συνοδεύουν. Στη συνέχεια εµφανίζονται οι δακτύλιοι 

̟ηλίκα ̟ου ̟ροέρχονται α̟ό τα ιδεώδη, µε τις αντίστοιχες ιδιότητες τους. Στο 

τέλος συντίθεται, α̟ό τα ̟ροαναφερόµενα, το αρχικό σύνολο ώστε να γίνει 

̟ιο σαφής η δοµή του. 

Ως γνωστών ο χαρακτήρας της Μαθηµατικής ε̟ιστήµης διακρίνεται α̟ό 

µια ατέρµονη ̟ροσ̟άθεια να ε̟ιτύχει το αδιάψευστο και αλάνθαστο, 

εγγενών (σύµφωνα µε τον Πλάτωνα) ή κατασκευαστικών (κατά Αριστοτέλη) 
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γνώσεων. Ό̟ως και να είναι ωθούµενος της ̟ροσ̟άθειας αυτής µου δίνεται η 

ευκαιρία να κλείσω την εισαγωγή  της ̟αρούσας εργασίας χρησιµο̟οιώντας 

µια  φράση α̟ό τον David Tall.  Η ο̟οία ̟ιστεύω ότι για τους ε̟ιστήµονες 

όσο και για τους µη ειδικούς ̟ου ασχολούνται µε τα Μαθηµατικά θεωρείται 

αξίωµα: «Τα µαθηµατικά δεν είναι άθληµα για θεατές». 
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Η αίσθηση για τις αφηρηµένες επιστήµες γενικά και 

ιδιαίτερα για τα µυστήρια των αριθµών, είναι κάτι το 

εξαιρετικά σπάνιο. Ο µέσος άνθρωπος δεν εκπλήσσεται 

µπροστά τους, η γοητεία αυτής της ανώτερης επιστήµης 

αποκαλύπτεται µόνο σε όσους έχουν το κουράγιο να 

προχωρήσουν βαθειά µέσα της. 

CARL FRIEDRICH GAUSS 

 

1.0  Εισαγωγικές Έννοιες της Άλγεβρας 

Το ̟εριβάλλον µέσα στο ο̟οίο θα ανα̟τύξουµε τις έννοιες ̟ου θα µας 

α̟ασχολήσουν στην συγκεκριµένη εργασία, µας το ̟αρέχει η Άλγεβρα µε την 

δυναµική ̟ου την χαρακτηρίζει λόγω της σηµειολογικής αρχιτεκτονικής της. 

Συνε̟ώς µια ̟ρώτη ξενάγηση στις βασικές ορολογίες και στους συµβολισµούς 

της, είναι α̟αραίτητη για την ευκολότερη και ̟ιο ολοκληρωµένη κατανόηση 

των ε̟όµενων βηµάτων µας. 

Ένας κανόνας µέσω του ο̟οίου κάθε διατεταγµένο ζεύγος  (α, β)  δύο 

στοιχείων ενός συνόλου  Σ  αντιστοιχεί σε µοναδικό στοιχείο του  Σ  

ονοµάζεται διµελής ̟ράξη ή α̟λά ̟ράξη. Η α̟αίτηση σχετικά µε το 

α̟οτέλεσµα να ανήκει ̟άλι στο ίδιο σύνολο είναι γνωστή ως κλειστότητα. 

Κά̟οιο σύνολο  Σ  µαζί µε κά̟οιες διµελείς ̟ράξεις µεταξύ των στοιχείων του 

συνόλου αυτού, α̟οτελούν µια δοµή. Η κατάταξη των δοµών ̟ου θα 

ακολουθήσουµε είναι α̟ό τις ̟ιο γενικές και συγχρόνως ̟ιο α̟λές σε ̟ιο 

ειδικές και ανα̟όφευκτα ̟ιο ̟ερί̟λοκες. Η αρχή γίνεται µε τον ορισµό της 

οµάδας. 

Οµάδα  <G, ∗>  ονοµάζεται η δοµή ̟ου α̟οτελείται α̟ό ένα µη κενό 

σύνολο  G  και µια διµελή ̟ράξη  ∗  στο  G  ̟ου έχει τις εξής ιδιότητες: 

� Προσεταιριστική: για κάθε  x, y, z ∈ G  να ισχύει: 

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z. 

ΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟ    1111    ΑΚΕΡΑΙΟΙ  GAUSS 
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� Ύ̟αρξη ουδετέρου στοιχείου: για κάθε  x ∈ G  υ̟άρχει µοναδικό  e ∈ G  

ώστε να ισχύει: 

e ∗ x = x ∗ e = x. 

� Ύ̟αρξη αντίστροφου στοιχείου: για κάθε  x ∈ G  υ̟άρχει µοναδικό  x’  ∈ G  

ώστε να ισχύει: 

x ∗ x’ = x’ ∗ x = e. 

Αν ε̟ι̟λέον η ̟ράξη  ∗  είναι αντιµεταθετική, δηλαδή για κάθε  x, y ∈ G  να 

ισχύει: 

x ∗ y = y ∗ x 

τότε η οµάδα καλείται αβελιανή ή αντιµεταθετική. 

Συνήθως στις οµάδες την ̟ράξη ̟ου ε̟ισυνά̟τουµε την ονοµάζουµε 

̟ρόσθεση µε σύµβολο το  +  και ως ουδέτερο στοιχείο χρησιµο̟οιούµε το 

µηδενικό  0,  ενώ ως αντίστροφο του στοιχείου  x  θα είναι ο αντίθετος του  -x. 

∆ακτύλιος  <D, +, ⋅>  ονοµάζεται µια δοµή ̟ου α̟οτελείται α̟ό ένα µη 

κενό σύνολο  D  και α̟ό δύο διµελείς ̟ράξεις, την ̟ρόσθεση  +  και τον 

̟ολλα̟λασιασµό  ⋅  στο  D,  έτσι ώστε: 

� Η δοµή  <D, +>  να είναι αβελιανή οµάδα. 

� Ο ̟ολλα̟λασιασµός να υ̟ακούει στην ̟ροσεταιριστική ιδιότητα, δηλαδή 

για κάθε  x, y, z ∈  D  να ισχύει: 

x⋅(y⋅z) = (x⋅y)⋅z. 

� Ο ̟ολλα̟λασιασµός να είναι ε̟ιµεριστικός ως ̟ρος την ̟ρόσθεση, δηλαδή 

για κάθε  x, y, z ∈ D  να ισχύει: 

x⋅(y + z) = (x⋅y) + (x⋅z)  και  (x + y)⋅z = (x⋅z) + (y⋅z). 

Σε κάθε δακτύλιο εύκολα α̟οδεικνύεται ότι ισχύουν οι εξής σχέσεις: 

x⋅0 = 0⋅x =0  και  x⋅(-y) = (-x)⋅y = -(x⋅y). 

Κάθε µη κενό σύνολο  Η  ̟ου είναι υ̟οσύνολο ενός δακτυλίου  D  και 

είναι ε̟ίσης δακτύλιος µε τις ίδιες ̟ράξεις ̟ου υ̟άρχουν στον  D,  

ονοµάζεται υ̟οδακτύλιος. 

Αν σε έναν δακτύλιο  <D, +, ⋅>  ο ̟ολλα̟λασιασµός υ̟ακούει στην 

αντιµεταθετική ιδιότητα, δηλαδή για κάθε  x, y ∈ D  να ισχύει: 

x⋅y = y⋅x 
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τότε ονοµάζεται αντιµεταθετικός δακτύλιος. 

Αν τώρα σε έναν δακτύλιο  <D, +, ⋅>  υ̟άρχει και το ουδέτερο στοιχείο 

ως ̟ρος τον ̟ολλα̟λασιασµό, δηλαδή για κάθε  x∈ D  να υ̟άρχει µοναδικό  

e  ώστε να ισχύει: 

x⋅e = e⋅x = x 

τότε ονοµάζεται δακτύλιος µε µονάδα. Το στοιχείο αυτό καλείται µοναδιαίο 

και το συµβολίζουµε µε  1. 

Σε έναν δακτύλιο  <D, +, ⋅>  µε µοναδιαίο, κάθε στοιχείο  x ∈ D  για το 

ο̟οίο υ̟άρχει µοναδικό  x-1 ∈ D  ώστε: 

x⋅x-1 = x-1⋅x = 1 

θα ονοµάζεται αντιστρέψιµο. 

Ακέραια Περιοχή  <D, +, ⋅>  λέγεται ένας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε 

µοναδιαίο στον ο̟οίο δεν υ̟άρχουν διαιρέτες του µηδενός, δηλαδή αν δύο 

στοιχεία  x, y ∈ D  ώστε: 

x⋅y = 0  τότε  x =0  ή  y = 0. 

Τέλος µια ακέραια ̟εριοχή  <D, +, ⋅>  στην ο̟οία η δοµή  <D\{0}, ⋅>  

είναι οµάδα, καλείται σώµα. 

 

1.1  Θεµελίωση 

Α̟ό το σύνολο των ̟ραγµατικών αριθµών έχουµε την δυνατότητα να 

ε̟ιλέξουµε ένα υ̟οσύνολο, τους ακέραιους, ̟ου α̟οτελεί ακέραια ̟εριοχή µε 

̟ολλές και ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Παρόλα αυτά όταν ο ̟ρίγκι̟ας των 

Μαθηµατικών Carl Friedrich Gauss στα  1829  ̟ροσ̟αθούσε να διατυ̟ώσει 

τον νόµο της διτετραγωνικής αντιστροφής, δεν του ήταν κατάλληλο. Ο̟ότε µε 

αντίστοιχη διαδικασία α̟ό τους µιγαδικούς εφεύρε ένα εξίσου σηµαντικό 

σύνολο το  ℤ[i].  Φυσιολογικά λοι̟όν τα στοιχεία του συνόλου αυτού 

ονοµάστηκαν ακέραιοι Gauss (Gaussian integers). Η µελέτη της άλγεβρας 

τους θα µας βοηθήσει να το ερευνήσουµε µε µεγαλύτερη λε̟τοµέρεια, ώστε να 

̟ροσεγγίσουµε ̟ιο αναλυτικά, το ίδιο το  ℤ  ̟ου άλλωστε ό̟ως θα δούµε 

α̟οτελεί υ̟οσύνολο του. ∆ίνοντας µας έτσι την ευκαιρία να εµ̟λουτίσουµε 
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τα ήδη υ̟άρχοντα µέσα, µε στόχο να διευρύνουµε και να ενο̟οιούµε τις ιδέες 

̟ου ̟εριέχονται και στα δύο σύνολα. 

Ορισµός  1.1:  Ως σύνολο των ακεραίων Gauss ορίζεται το: 

ℤ[i] = {α + βi / α, β ∈∈∈∈ ℤ  και  i2 = -1}. 

Αν  ζ = α + βi  είναι στοιχείο του συνόλου  ℤ[i]  τότε τον ̟ραγµατικό ακέραιο  

α2 + β2  τον ονοµάζουµε στάθµη (norm) του  ζ  και τον συµβολίζουµε µε  Ν(ζ). 

Η σηµαντικότητα της στάθµης γίνεται φανερή ήδη α̟ό τις ̟αρακάτω 

ιδιότητες, οι ο̟οίες ισχύουν για κάθε  ζ, ξ ∈ ℤ[i]: 

(I) Ν(ζ) ≥ 0. 

(II) Ν(ζ) = 0 ⇔ ζ = 0 

(III) Ν(ζ⋅ξ) = Ν(ζ)⋅Ν(ξ). 

Θέτοντας  ζ = α + βi  και  ξ = γ + δi  οι ̟αρα̟άνω είναι άµεσα α̟οδείξιµες. 

Θεώρηµα  1.1:  Η  ℤ[i]  α̟οτελεί ακέραια ̟εριοχή. 

Α̟όδειξη:  Ε̟ισυνά̟τουµε στο σύνολο  ℤ[i]  τις ήδη γνωστές α̟ό τους 

µιγαδικούς αριθµούς ̟ράξεις: 

� Πρόσθεση: για κάθε  ζ, ξ ∈ ℤ[i]  τότε  (ζ, ξ) → ζ + ξ. 

� Πολλα̟λασιασµός: για κάθε  ζ, ξ ∈ ℤ[i]  τότε  (ζ, ξ) → ζ⋅ξ. 

Ακολουθώντας τα ̟αρακάτω τρία βήµατα θα έχουµε: 

(1) Η  <ℤ[i], +>  θα δείξουµε ότι είναι αβελιανή οµάδα, αφού για κάθε  ζ, ξ, φ 

∈ ℤ[i]  µε  ζ = α + βi,  ξ = γ + δi  και  φ = ε + ηi,  ισχύουν: 

- ζ + ξ = (α + γ) + (β + δ)i ∈ ℤ[i],  δηλαδή η ̟ράξη είναι εσωτερική. 

- Για το στοιχείο  e = x + yi ∈ ℤ[i]  αν  ζ + e = ζ ⇔ α + x + (β + y)i = α + 

βi.  Άρα  α + x = α  και  β + y = β,  ο̟ότε  x = y = 0.  Ε̟οµένως υ̟άρχει 

ουδέτερο στοιχείο, το µηδενικό  0 = 0 + 0i. 

- Για το στοιχείο  ζ΄ = x + yi ∈ ℤ[i]  αν  ζ + ζ΄ = 0 ⇔ α + x + (β + y)i = 0 + 

0i.  Άρα  α + x = 0  και  β + y = 0,  ε̟ιλύοντας  x =  -α  και  y = -β.  

Συνε̟ώς υ̟άρχει ο αντίθετος του  ζ  ̟ου είναι ο  -ζ = -α – βi. 



 19 

- ζ + (ξ + φ) = (α + βi) + [(γ + ε) + (δ + η)i] = (α + γ + ε) + (β + δ + η)i = 

[(α + γ) + (β + δ)i] + (ε + ηi) = (ζ + ξ) + φ.  ∆ηλαδή η ̟ράξη είναι 

̟ροσεταιριστική. 

- ζ + ξ = (α + γ) + (β + δ)i = (γ + α) + (δ + β)i = ξ + ζ.  Άρα η ̟ράξη είναι 

αντιµεταθετική. 

(2) Ο  <ℤ[i], +, ⋅>  θα δείξουµε ότι είναι αντιµεταθετικός δακτύλιος έχοντας 

και µοναδιαίο, αφού για κάθε  ζ, ξ, φ ∈ ℤ[i]  µε  ζ = α + βi,  ξ = γ + δi  και  

φ = ε + ηi,  ισχύουν: 

- ζ⋅ξ = (αγ - βδ) + (βγ + αδ)i ∈ ℤ[i].  Άρα η ̟ράξη  (⋅)  είναι εσωτερική. 

- ζ⋅(ξ⋅φ) = (α + βi)⋅[(γε – δη) + (γη + δε)i] = (αγε – αδη – βγη – βδε) + 

(αγη + αδε + βγε + βδη)i = [(αγ - βδ) + (βγ + αδ)i]⋅(ε + ηi) = (ζ⋅ξ)⋅φ.  

∆ηλαδή η  (⋅)  είναι ̟ροσεταιριστική. 

- ζ⋅(ξ + φ) = (α + βi)⋅[(γ + ε) + (δ + η)i] = (αγ + αε – βδ – βη) + (αδ + αη + 

βγ + βε)i = (αγ – βδ) + (αε – βη) + (αδ + βγ)i + (αη + βε)i = ζ⋅ξ + ζ⋅φ.  

Ο̟ότε ο ̟ολλα̟λασιασµός είναι ε̟ιµεριστική ως ̟ρος την ̟ρόσθεση. 

- ζ⋅ξ = (αγ - βδ) + (βγ + αδ)i = (γα – δβ) + (γβ + δα)i = ξ⋅ζ.  ∆ηλαδή η  (⋅)  

είναι αντιµεταθετική. 

- Για το στοιχείο  e = x + yi ∈ ℤ[i]  και τον  ζ ≠ 0,  αν ισχύει ότι  ζ⋅e = ζ ⇔ 

(αx - βy) + (αy + βx)i = α + βi.  Άρα  αx – βy = α  και  αy + βx = β,  ̟ου 

ε̟ιλύοντας το σύστηµα έχουµε µοναδικές λύσεις τις  x = 1  και  y = 0.  

∆ηλαδή υ̟άρχει µοναδιαίο στοιχείο ως ̟ρος τον ̟ολλα̟λασιασµό και 

αυτό είναι το  1 = 1 + 0i. 

(3) Αρκεί ̟λέον να δείξουµε ότι ο  ℤ[i]  δεν ̟εριέχει διαιρέτες του µηδενικού. 

Θεωρώντας τους  ζ, ξ ∈ ℤ[i],  µε  ζ⋅ξ = 0,  α̟ό τις ιδιότητες της στάθµης 

τους είναι:  Ν(ζ)Ν(ξ) = Ν(ζ⋅ξ) = 0 ⇔ Ν(ζ) = 0  ή  Ν(ξ) = 0 ⇔ ζ = 0  ή  ξ = 0.  

Αλλιώς, αφού το  ℤ[i]  είναι υ̟οσύνολο των µιγαδικών, ό̟ου γνωρίζουµε 

ότι ισχύει η σχέση  x⋅y = 0 ⇔ x = 0  ή  y = 0,  θα την ε̟αληθεύει. 

Συνε̟ώς ο  ℤ[i]  είναι ακέραια ̟εριοχή.                                                         ♦ 
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1.2  Παραγοντο̟οίηση σε Πρώτους Gauss 

Μια σηµαντική διαδικασία στους ̟ραγµατικούς ακέραιους είναι η 

̟αραγοντο̟οίησή τους σε µη αναλύσιµους ̟ερεταίρω ακέραιους, στους 

̟ρώτους. Όµως µ̟ορούµε να ̟αρατηρήσουµε ότι κάθε ̟ρώτος ̟ραγµατικός 

ακέραιος δεν είναι υ̟οχρεωτικά και µη αναλύσιµος σε γινόµενο ̟αραγόντων 

και στο  ℤ[i].  Για ̟αράδειγµα οι αριθµοί: 

2 = (1 + i)(1 –i)  ή  5 = (2 + i)(2 – i). 

Συνε̟ώς διαγράφεται µια καλή ευκαιρία να διερευνήσουµε την ανάλυση των 

ακεραίων Gauss σε ̟αράγοντες. Μια ανάλυση η ο̟οία είναι άραγε εφικτή για 

όλους και αν είναι, τότε µε ̟όσους διαφορετικούς τρό̟ους µ̟ορεί να 

ε̟ιτευχθεί; 

Αρχικά η ̟ροσοχή µας εστιάζεται στους αριθµούς  {1, -1, i, -i}  οι ο̟οίοι 

̟ροφανώς α̟οτελούν ̟αράγοντες κάθε στοιχείου του  ℤ[i].  Οι αριθµοί αυτοί 

είναι οι µοναδικοί στο σύνολο αυτό ̟ου έχουν στάθµη ίση µε  1.  Γιατί αν 

θεωρήσουµε τον ακέραιο Gauss  ζ = α + βi  µε  Ν(ζ) = 1,  τότε  α2 + β2 = 1  όµως 

τα  α, β ∈ ℤ  ο̟ότε: 

α = ± 1  και  β = 0  είτε  α= 0  και  β ± 1. 

∆ηλαδή  ζ = 1  ή  ζ = -1  ή  ζ= i  ή  ζ = - i. 

Μ̟ορούµε λοι̟όν τους αριθµούς αυτούς να τους το̟οθετήσουµε στην ίδια 

κατηγορία µε τους αριθµούς  1  και  -1  του συνόλου  ℤ,  και να τους 

ονοµάσουµε αντιστρέψιµους. 

Αναλυτικότερα λοι̟όν σχετικά µε την στάθµη κάθε ακεραίου Gauss  ζ  θα 

µ̟ορούσαµε να ̟ούµε ότι ισχύει: 

Ν(ζ) ∈ ℕ 







= 0, αν ζ = 0.

= 1, αν ζ = 1, - 1, i, - i.

> 1, στις υ̟όλοι̟ες ̟ερι̟τώσεις.

 

Ε̟ιχειρώντας στην ̟αρούσα φάση την ανάλυση ενός ακέραιου Gauss σε 

̟λήθος µη αντιστρέψιµων ̟αραγόντων, αναρωτηθήκαµε ̟ριν αν αυτή 

̟ερατώνεται σε ̟ε̟ερασµένα βήµατα. Αν ̟αρατηρήσουµε όµως ότι κάθε 

̟αραγοντο̟οίηση µ̟ορεί να µας δώσει και ισότητα στις στάθµες των δύο 
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µελών τότε, λόγω της ̟ολλα̟λασιαστικής τους ιδιότητας  (III),  η στάθµη του 

αρχικού ακεραίου είναι ίση µε το γινόµενο α̟ό τις στάθµες των ̟αραγόντων 

του. Αλλά η στάθµη του αρχικού ακεραίου καθώς και των ̟αραγόντων ̟ου 

̟ροκύ̟τουν είναι φυσικοί αριθµοί. Α̟ό την αρχή της καθόδου, το ̟ρώτο 

συµ̟έρασµα ̟ου συνάγεται είναι ότι το ̟λήθος των ̟αραγόντων θα είναι 

̟ερατούµενο. Άρα για κάθε ακέραιο  α + βi  η ανάλυση του θα έχει µια µορφή 

ό̟ως η ακόλουθη: 

α + βi = (α1 + β1i)⋅(α2 + β2i)⋅ . . . ⋅(αν + βνi). 

Προφανώς η στάθµη καθενός ̟αράγοντα  (ακ + βκi)  µε  κ = 1, 2, . . ., ν  θα 

είναι αυστηρά µικρότερη α̟ό την στάθµη του αρχικού ακεραίου. 

Όταν οι ̟αράγοντες αυτοί δεν αναλύονται ̟ερεταίρω και έχουν την 

µικρότερη µη µοναδιαία στάθµη καλούνται ̟ρώτοι Gauss (Gaussian prime). 

Με άλλα λόγια ο ακέραιος Gauss  g  είναι ένας ̟ρώτος Gauss: 

i. Αν έχει στάθµη µεγαλύτερη της µονάδας. 

ii. Αν ο  α ∈ ℤ[i]  είναι ̟αράγοντας του, τότε θα ισχύει  Ν(α) = 1  ή  g = α⋅κ,  

µε  Ν(κ) = 1. 

Τονίζουµε στο σηµείο αυτό ότι οι αντιστρέψιµοι, ̟αρότι δεν αναλύονται 

̟εραιτέρω, δεν θεωρούνται ̟ρώτοι. 

Ε̟ίσης λόγω της ̟ολλα̟λασιαστικής ιδιότητας της στάθµης, 

συµ̟εραίνουµε ότι κάθε ακέραιος Gauss µε στάθµη ίση µε έναν ̟ρώτο φυσικό 

θα είναι ̟ρώτος ακέραιος Gauss. Αυτό ισχύει γιατί στην ̟ερί̟τωση ̟ου θα 

ήταν δυνατή η ̟αραγοντο̟οιήσή του σε τουλάχιστον δύο ̟αράγοντες, θα 

είχαµε την στάθµη του ίση µε το γινόµενο α̟ό τις στάθµες των ε̟ιµέρους 

̟αραγόντων. O̟ότε ένας τουλάχιστον α̟ό αυτούς θα είχε στάθµη ίση µε  1,  

δηλαδή ό̟ως έχουµε α̟οδείξει θα ήταν αντιστρέψιµος. Το αντίστροφο 

φυσικά δεν ισχύει. Αναλυτικότερη µελέτη των ̟ρώτων Gauss θα γίνει σε 

ε̟όµενη ̟αράγραφο. 

Μια ενδιαφέρουσα οµάδα ακέραιων Gauss είναι αυτοί ̟ου έχουν ως 

̟αράγοντα τον ̟ρώτο  1 + i  και α̟οκαλούνται άρτιοι. Ό̟ως θα δείξουµε 

στην ακόλουθη ̟ρόταση αυτοί οι αριθµοί είναι και οι µόνοι οι ο̟οίοι έχουν 

στάθµη άρτιο αριθµό. 
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Θεώρηµα  1.2:  Ένας ακέραιος Gauss έχει στάθµη άρτιο αριθµό αν και 

µόνο αν είναι ̟ολλα̟λάσιος του  1 + i. 

Α̟όδειξη:  Ε̟ειδή   Ν(1 + i) = 2,  τότε κάθε ̟ολλα̟λάσιος του  1 + i  θα 

έχει στάθµη ̟ολλα̟λάσια του  2,  δηλαδή άρτια. Αντίστροφα, θεωρούµε τον 

ακέραιο Gauss  α + βi  µε  Ν(α + βi) = α2 + β2  να είναι άρτιος. Τότε οι  α  και  

β  θα είναι και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο ̟εριττοί. Ο̟ότε και στις δύο 

̟ερι̟τώσεις το  α ± β  θα είναι άρτιος. 

Αν γράψουµε τον  α + βi = (1 + i)(γ + δi),  αρκεί να δείξουµε ότι  γ, δ ∈ ℤ.  

Ε̟ειδή ισχύει:  α + βi = (γ - δ) + (γ + δ)i,  θα είναι  α = γ – δ  και  β = γ + δ  ̟ου 

δίνει  γ = 
α +β

2
  και  δ = 

α - β

2
.  Άρα  γ, δ ∈ ℤ.                                                      ♦ 

Πρέ̟ει εδώ να σηµειώσουµε ότι και ο  1 – i  έχει στάθµη  2,  όµως ̟ροκύ̟τει 

α̟ό το γινόµενο  -i(1+ i).  Ε̟ίσης α̟ό την α̟όδειξη ̟ου είδαµε µ̟ορούµε να 

συµ̟εράνουµε ̟ως ένα εύκολο κριτήριο για να αναγνωρίσουµε αν ο  α + βi  

α̟οτελεί άρτιο είναι αν το  2  διαιρεί το  α + β,  ή µε άλλα λόγια αν οι  α, β  

είναι και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο ̟εριττοί ακέραιοι. 

Το ̟ρωτεύον ερώτηµα ̟ου έχουµε θέσει α̟ό την αρχή και συνεχίζει να 

̟αραµένει ακόµη ανα̟άντητο είναι αν η ανάλυση κάθε ακεραίου Gauss σε 

̟ρώτους Gauss γίνεται κατά µοναδικό τρό̟ο. ∆ηλαδή αν το σύνολο  ℤ[i]  

α̟οτελεί µια ̟εριοχή µοναδικής ̟αραγοντο̟οίησης (unique factorization 

domain). Στο σηµείο αυτό όµως θα ̟ρέ̟ει για µια ακόµη φορά να 

ανατρέξουµε σε ορισµούς και ̟ροτάσεις της Άλγεβρας ̟ου θα µας βοηθήσουν 

να δοµήσουµε την έννοια µιας τέτοιας ̟εριοχής. 

 

1.3  Περιοχές Μοναδικής Παραγοντο̟οίησης 

Αν θεωρήσουµε κά̟οια τυχαία ακέραια ̟εριοχή  D  η ο̟οία έχει ως 

µηδενικό στοιχείο το  0,  µοναδιαίο στοιχείο το  1  και τα  α, β ∈ D,  τότε: 

Ορισµός  1.2:  Παράγοντας του  α  είναι το  β ≠ 0  (ή το  β  διαιρεί το α) 

αν υ̟άρχει  γ ∈ D  τέτοιο ώστε:  α = βγ  και συµβολίζουµε  β/α. 
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Ορισµός  1.3:  Μοναδιαίος (αντιστρέψιµος) Παράγοντας είναι κάθε 

στοιχείο  e ∈ D  ώστε  e/1,  δηλαδή έχει ̟ολλα̟λασιαστικό αντίστροφο. 

Ορισµός  1.4:  Ισοδύναµοι Παράγοντες ονοµάζονται τα στοιχεία  α, β  

αν  α = βe,  ό̟ου  e  κά̟οιος µοναδιαίος (αντιστρέψιµος) ̟αράγοντας. 

Ορισµός  1.5:  Ανάγωγο Στοιχείο είναι κάθε στοιχείο  p ∈ D  ώστε  p ≠ 0,  

p ≠ 1  και κάθε ̟αραγοντο̟οίηση του µέσα στην  D,  της µορφής  p = αβ  να 

δίνει  α = e  ή  β = e. 

Ορισµός  1.6:  Περιοχή Μοναδικής Παραγοντο̟οίησης είναι η ακέραια 

̟εριοχή  D  στην ο̟οία για κάθε µη µηδενικό και µη µοναδιαίο στοιχείο της  

α  ισχύουν τα εξής: 

� Το  α  να είναι ίσο µε ένα γινόµενο ανάγωγων στοιχείων  p1, p2, . . . , pn. 

� Αν το  α   ε̟ίσης ισούται µε το γινόµενο κά̟οιων άλλων ανάγωγων 

στοιχείων  q1, q2, . . ., qm,  τότε ̟ρέ̟ει  n = m  και κάθε  pi  να είναι 

ισοδύναµο µε ένα  qj. 

Συνε̟ώς µε την ̟ροϋ̟όθεση ότι δύο ισοδύναµα στοιχεία ταυτίζονται, η 

̟αραγοντο̟οίηση κάθε στοιχείου της  D  σε ανάγωγους ̟αράγοντες είναι 

µοναδική. 

Σύµφωνα λοι̟όν µε τους ̟αρα̟άνω ορισµούς στην ακέραια ̟εριοχή  ℤ  

οι µοναδιαίοι ̟αράγοντες είναι  {-1, 1}  και δύο ο̟οιοιδή̟οτε αντίθετοι 

̟ραγµατικοί ακέραιοι είναι ισοδύναµοι ̟αράγοντες. Συνε̟ώς η ανάλυση 

ενός ̟ραγµατικού ακέραιου θεωρείται µονοσήµαντη αν κά̟οιοι α̟ό τους 

̟αράγοντες του είναι αντίθετοι, δηλαδή: 

36 = 2⋅2⋅3⋅3 = ⋅2⋅(-2)⋅(- 3)⋅3. 

Αλλά και η µεταβολή του ̟ρόσηµου σε κά̟οιους ̟αράγοντες λόγω της 

̟αρουσίας του  -1  δεν αλλοιώνει την µοναδικότητα της ̟αραγοντο̟οίησης 

αυτής, δηλαδή: 

36 = 2⋅2⋅3⋅3 = (-1) ⋅(-2)⋅(-2)⋅(- 3)⋅3. 

Αυτό α̟οτελεί άλλωστε και το θεµελιώδες θεώρηµα της Αριθµητικής ̟ου 

διατυ̟ώνεται ως εξής: 

«Κάθε µη µηδενικός και µη µοναδιαίος ̟ραγµατικός ακέραιος µ̟ορεί να 

̟αραγοντο̟οιηθεί µε µοναδικό τρό̟ο σε γινόµενο ̟ρώτων ̟αραγόντων µε 
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την ε̟ιφύλαξη της µη συµµετοχής των µονάδων». Συνε̟ώς η ακέραια 

̟εριοχή  ℤ  είναι µια ̟εριοχή µοναδική ̟αραγοντο̟οίησης. Ο βασικός ρόλος 

του θεωρήµατος αυτού για την θεωρία αριθµών είναι εµφανής α̟ό τον 

χαρακτηρισµό του ως θεµελιώδες. 

Ορισµός  1.7:  Ευκλείδεια Περιοχή (Euclidean domain) ορίζεται µια 

ακέραια ̟εριοχή  D  εφοδιασµένη µε µια α̟εικόνιση  φ: D\{0} → ℕ*  η ο̟οία 

ικανο̟οιεί τις ̟αρακάτω ιδιότητες: 

i. Για κάθε µη µηδενικά στοιχεία  α, β ∈ D,  ισχύει:  φ(α) ≤ φ(αβ). 

ii. Για κάθε  στοιχεία α, β ∈ D,  µε  β ≠ 0,  να υ̟άρχουν  κ, υ ∈ D  τέτοια ώστε  

α = βκ + υ  ό̟ου  υ = 0  είτε  φ(υ) < φ(β). 

Η συνάρτηση  φ  ονοµάζεται Ευκλείδεια συνάρτηση (ή εκτίµηση) του  D  και 

είναι φανερό ότι σε µια Ευκλείδεια ̟εριοχή µ̟ορεί να υ̟άρχουν ̟ολλές 

Ευκλείδειες συναρτήσεις. 

Θεώρηµα  1.3:  Κάθε Ευκλείδεια Περιοχή είναι ̟εριοχή µοναδικής 

̟αραγοντο̟οίησης. 

Η α̟όδειξη του θεωρήµατος αυτού (Βάρσος – ∆εριζιώτης – Εµµανουήλ – 

Μαλιάκας - Ταλέλη, «Μια εισαγωγή στην Άλγεβρα» σελ. 217 – 219) έχει 

̟αραλειφθεί στην ̟αρούσα εργασία αφού χρησιµο̟οιούµε µέσα ̟ου 

ξεφεύγουν α̟ό το αντικείµενο ̟αρουσίασης της. 

Θεώρηµα  1.4:  Σε κάθε Ευκλείδεια Περιοχή  E  µε Ευκλείδεια συνάρτηση  

φ,  αν  α ∈ E  µε  α ≠ 0  τότε το  φ(1)  είναι το ελάχιστο α̟ό όλα τα  φ(α)  και το  

α  είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν  φ(α) = φ(1). 

Α̟όδειξη:  Αφού  α ∈ E  µε  α ≠ 0  τότε: 

φ(1) ≤ φ(1α) = φ(α). 

Αν θεωρήσουµε ότι το αντίστροφο του  α  είναι το  α-1  τότε ισχύει: 

φ(α) ≤ φ(αα-1) = φ(1) ⇒ φ(α) = φ(1). 

Αντίστροφα αφού  φ(α) = φ(1)  υ̟άρχουν  κ, υ ∈ E  ώστε: 

1 = ακ + υ  µε  υ = 0  είτε  φ(υ) < φ(κ). 

Αν  υ ≠ 0,  τότε  1/υ  και  φ(1) < φ(υ),  ̟ράγµα άτο̟ο.  Άρα καταλήγουµε στο  

υ = 0  και  ακ = 1,  δηλαδή  κ = α-1.                                                                           ♦ 
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Η σηµασία του ̟αρα̟άνω θεωρήµατος είναι ̟ροφανής για την ύ̟αρξη 

καθώς και για την εύρεση των αντίστροφων στοιχείων σε µια Ευκλείδεια 

Περιοχή. Στην συνέχεια θα ασχοληθούµε µε τους κοινούς διαιρέτες δύο 

στοιχείων µιας τέτοιας ̟εριοχής και ειδικά µε τον µεγαλύτερο α̟ό αυτούς. 

Ορισµός  1.8:  Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (µ.κ.δ.)  δύο στοιχείων  α, β 

µιας ̟εριοχής µοναδικής ̟αραγοντο̟οίησης  D  είναι το στοιχείο  δ ∈ D  ̟ου 

̟ληρεί τις εξής ̟ροϋ̟οθέσεις: 

� δ/α  και  δ/β. 

� Αν  γ ∈ D  µε  γ/α  και  γ/β  τότε  γ/δ. 

Άµεσο λοι̟όν είναι και το ε̟όµενο θεώρηµα ύ̟αρξης – εύρεσης του 

µ.κ.δ. δύο στοιχείων µιας Ευκλείδειας Περιοχής. 

Θεώρηµα  1.5:  Σε κάθε Ευκλείδεια Περιοχή  E  µε Ευκλείδεια συνάρτηση  

φ,  αν  α, β ∈ E  µε  α, β ≠ 0  τότε υ̟άρχει  δ∈ E  ̟ου είναι  µ.κ.δ.(α, β) = δ  

καθώς ε̟ίσης υ̟άρχουν στοιχεία  ν, λ ∈ E  τέτοια ώστε  δ = να + λβ. 

Α̟όδειξη:  Σύµφωνα µε τον ορισµό της Ευκλείδειας Περιοχής υ̟άρχουν  

κ1, υ1 ∈ Ε  τέτοια ώστε:  α = βκ1 + υ1  µε  υ1 = 0  είτε  φ(υ1) < φ(β).  Στην 

̟ερί̟τωση ̟ου  υ1 = 0  το  β = δ  και ισχύει  β = 0α + 1β. 

Όταν  υ1 ≠ 0,  αν ένας κοινός διαιρέτης των α, β  είναι ο  δ1 ∈ Ε  θα έχουµε: 

δ1/α  και  δ1/β  άρα  δ1/(α – βκ1) ⇒ δ1/υ1. 

∆ηλαδή οι κοινοί διαιρέτες των  α, β  διαιρούν και το  υ1.  Συνεχίζοντας 

υ̟άρχουν  κ2, υ2 ∈ Ε  τέτοια ώστε:  β = υ1κ2 + υ2  µε  υ2 = 0  είτε  φ(υ2) < φ(υ1).  

Στην ̟ερί̟τωση ̟ου  υ2 ≠ 0  α̟οδεικνύεται αντίστοιχα ότι οι όλοι οι κοινοί 

διαιρέτες των  α, β, υ1  είναι και διαιρέτες του  υ2. 

Ε̟αναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία θα δηµιουργηθεί µια σειρά 

στοιχείων του  Ε  τα  υ1, υ2, υ3, . . .,  για τα ο̟οία ισχύουν  φ(υi) < φ(υi – 1)  και  

φ(υi) ∈ ℕ*  για κάθε  i,  ο̟ότε η σειρά αυτή θα είναι ̟ερατούµενη. Αν το 

τελευταίο µη µηδενικό στοιχείο είναι το  υn  τότε τα  υn -1  και  υn  θα έχουν 

τους ίδιους διαιρέτες µε όλα τα ̟ροηγούµενα  υi  συνε̟ώς και µε τα  α, β.  

Όµως υ̟άρχει µη µηδενικό  κn + 1 ∈ Ε  ώστε  υn - 1 = κn + 1⋅ υn,  άρα ο  µ.κ.δ.  των  

υn - 1  και  υn   ε̟οµένως και των  α, β  θα είναι ο  υn.  ∆ηλαδή  δ = υn. 
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Αντικαθιστώντας τώρα το  υn -1  στην σχέση:  δ = υn = υn - 1 - υn -  2⋅κn  α̟ό 

την αµέσως ̟ροηγούµενη  υn - 1 = υn - 2 - υn -  3⋅κn – 1  και ακολουθώντας την ίδια 

ακριβώς διαδικασία µε αντίστροφη ̟ορεία, καταλήγουµε στην εύρεση των 

δύο στοιχείων  ν, λ ∈ Ε  ώστε  δ = να + λβ.                                                             ♦ 

 

1.4  Μοναδική Παραγοντο̟οίηση  στο  ℤ[i]. 

Ε̟ανερχόµαστε τώρα στο σύνολο  ℤ[i]  µε σκο̟ό να α̟οδείξουµε ότι η 

̟αραγοντο̟οίηση των στοιχείων του σε ̟ρώτους Gauss γίνεται µε µοναδικό 

τρό̟ο καθώς και τα βασικά συµ̟εράσµατα ̟ου ̟ροκύ̟τουν α̟ό την 

ανάλυση αυτή. Σύµφωνα λοι̟όν µε τον ορισµό της στάθµης, αν θεωρήσουµε 

την συνάρτηση  φ  έτσι ώστε  φ(α) = Ν(α)  για κάθε  α ∈ ℤ[i]  και  α ≠ 0,  τότε η  

φ: ℤ[i]\{0} → ℕ*,  ο̟ότε έχουµε µια α̟εικόνιση ικανή να µας βοηθήσει να 

δείξουµε ότι το  ℤ[i]  είναι Ευκλείδεια Περιοχή. 

Θεώρηµα  1.6:  Το σύνολο  ℤ[i]  είναι Ευκλείδεια Περιοχή µε Ευκλείδεια 

συνάρτηση την  φ. 

Α̟όδειξη:  Για τα µη µηδενικά  α, β ∈ ℤ[i]  ισχύει: 

φ(α) = Ν(α) ≥ 1  και  φ(β) = Ν(β) ≥ 1.  Άρα: 

φ(α) ≤ φ(α)φ(β) = Ν(α)Ν(β) = Ν(αβ) = φ(αβ). 

Ε̟οµένως έχει α̟οδειχθεί η ̟ρώτη ̟ροϋ̟όθεση του ορισµού  1.7. 

Τώρα θα ̟ρέ̟ει να α̟οδείξουµε τον αλγόριθµο της διαίρεσης στο  ℤ[i]: 

«Για δύο ακεραίους Gauss  α, β,  µε  β ≠ 0  υ̟άρχουν  κ, υ ∈ ℤ[i],  τέτοιοι ώστε: 

α = κβ + υ  και  φ(υ) = Ν(υ) < φ(β) = Ν(β)». 

Θεωρούµε ότι  
α

β
 = λ1 + λ2i ∈ ℂ,  ̟ροφανώς  λ1, λ2 ∈ ℚ.  Έστω ότι οι  κ1, κ2 ∈ ℤ  

είναι οι ̟λησιέστεροι ακέραιοι στους ρητούς αριθµούς  λ1  και  λ2  αντίστοιχα. 

Αν δεχθούµε ως  κ = κ1 + κ2i  τότε  κ ∈ ℤ[i]  και υ̟άρχει αριθµός  υ = α – κβ  ο 

ο̟οίος είναι ακέραιος Gauss. Αρκεί να δείξουµε:  φ(υ) = Ν(υ) < φ(β) = Ν(β). 
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Ε̟ειδή   
υ

β
 = 

α

β
 - κ  τότε έχουµε: 

Ν(
υ

β
) = Ν(

α

β
- κ) = Ν(λ1 - κ1 + λ2i - κ2i) = 

(λ1 - κ1)2 + (λ2 - κ2)2 ≤ (
1

2
)2 + (

1

2
)2 ≤ 

1

2
 < 1. 

∆ηλαδή  Ν(υ) < Ν(β).                     ♦ 

Σύµφωνα λοι̟όν µε το θεώρηµα ̟ου µόλις α̟οδείχθηκε, αρχικά 

συµ̟εραίνουµε ότι: 

«Κάθε ακέραιος Gauss ̟αραγοντο̟οιείται κατά  

µοναδικό τρό̟ο σε γινόµενο ̟ρώτων Gauss». 

Αυτή η ̟ρόταση α̟οτελεί το θεώρηµα µοναδικής ̟αραγοντο̟οίησης σε 

̟ρώτους του Gauss (unique prime factorization theorem). Βέβαια ̟ρέ̟ει να 

εστιάσουµε στο γεγονός ότι έχουµε α̟οβάλλει α̟ό την ̟αραγοντο̟οίηση 

τους αντιστρέψιµους. Αυτό είναι α̟αραίτητο µια και οι ̟ρώτοι ̟αράγοντες 

µεταβάλλονται σε ισοδύναµους α̟ό τον ̟ολλα̟λασιασµό τους µε τους 

αντιστρέψιµους, ο̟ότε το α̟οτέλεσµα α̟λώς θα εµφανιζόταν ως 

διαφορετικό, χωρίς όµως στην ουσία να είναι. Για ̟αράδειγµα: 

3 – i = (1 – 2i)(1 + i) = -i(2 + i)(1 + i). 

Ένα δεύτερο συµ̟έρασµα ̟ου ̟ροκύ̟τει είναι ότι οι µοναδικοί 

αντιστρέψιµοι ακέραιοι στο  ℤ[i]  είναι αυτοί ̟ου ήδη έχουµε δει. Αυτό είναι 

άµεσα ̟ροερχόµενο α̟ό το θεώρηµα  1.4,  αφού µόνο αυτοί έχουν στάθµη ίση 

µε  1. 

Ε̟ίσης µε τον αλγόριθµο της διαίρεσης στο  ℤ[i]  είδαµε ̟ως µ̟ορούµε να 

εκφράσουµε έναν ακέραιο Gauss µε την βοήθεια ενός άλλου. Μ̟ορούµε όµως 

να συµ̟εράνουµε ̟ότε ο δεύτερος δεν είναι ̟αράγοντας του ̟ρώτου; 

Πόρισµα  1.1:  Αν για τους µη µηδενικούς ακέραιους Gauss  α, β, κ, υ  

ισχύει ότι:  α = βκ + υ  και  0 < Ν(υ) < Ν(β)  τότε ο  β  δεν είναι ̟αράγοντας 

του  α. 

Α̟όδειξη:  Αν ο  β  είναι ̟αράγοντας του  α,  τότε θα υ̟άρχει  λ ∈ ℤ[i]  

ώστε  α = λβ.  Ε̟οµένως θα έχουµε: 
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λβ = κβ + υ  ή  (λ – κ)β = υ. 

Α̟ό ̟ολλα̟λασιαστική ιδιότητα της στάθµης ισχύει ότι: 

Ν(κ – λ)Ν(β) = Ν(υ) < Ν(β) 

ή  Ν(κ – λ) < 1,  άτο̟ο. 

Ε̟οµένως  ο  β  δεν είναι ̟αράγοντας του  α.                                                        ♦ 

Όµως χάριν του θεωρήµατος  1.6  έχουµε και την ύ̟αρξη – εύρεση του 

µ.κ.δ. δύο ακεραίων Gauss. Και στο σύνολο αυτό ακολουθούµε ̟αρόµοια 

̟ορεία, διαδοχικών διαιρέσεων, ό̟ως στους ̟ραγµατικούς ακέραιους 

(Ευκλείδειος αλγόριθµος). Σύµφωνα λοι̟όν µε τον αλγόριθµο της διαίρεσης 

στο  ℤ[i]  οι διαδοχικές διαιρέσεις ̟ου θα ̟ροκύψουν, αν ξεκινούσαµε µε δύο 

συγκεκριµένους ακεραίους Gauss, θα έδιναν υ̟όλοι̟α µε γνήσια φθίνουσα 

τιµή της στάθµης τους. Ο̟ότε µετά α̟ό κά̟οιες ε̟αναλήψεις η διαδικασία 

αυτή θα τελείωνε, µια και οι στάθµες των υ̟ολοί̟ων είναι φυσικός αριθµός. 

Έτσι σύµφωνα µε το θεώρηµα  1.5  θα είχαµε υ̟ολογίσει τον µ.κ.δ.  των δύο 

αρχικών ακεραίων. Αυτός ό̟ως έχουµε δείξει θα είναι το τελευταίο µη 

µηδενικό υ̟όλοι̟ο. 

Πόρισµα  1.2:  Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (µ.κ.δ.) δύο µη µηδενικών 

στοιχείων του  ℤ[i]  είναι ο κοινός τους διαιρέτης µε την µεγαλύτερη στάθµη 

̟ου ̟ροκύ̟τει α̟ό τον Ευκλείδειο αλγόριθµο. Κάθε άλλος κοινός διαιρέτης 

µε την ίδια στάθµη είναι ̟ολλα̟λάσιος του µ.κ.δ µε κά̟οιον αντιστρέψιµο. 

Α̟όδειξη:  Έστω οι µη µηδενικοί  ζ, ξ ∈ ℤ[i]  και  µ.κ.δ(ζ, ξ) = δ  και  δ΄  

ένας άλλος κοινός διαιρέτης των  ζ  και  ξ  µε  Ν(δ΄) = Ν(δ).  Α̟ό τον ορισµό 

του µ.κ.δ. έχουµε  δ΄/δ  άρα  δ = δ΄⋅κ,  µε  κ ∈ ℤ[i],  τότε: 

Ν(δ) = Ν(δ΄)Ν(κ) ⇔ Ν(κ) = 1. 

Ε̟οµένως ο  κ  είναι αντιστρέψιµος.                                                                       ♦ 

Βάση λοι̟όν των ̟αρα̟άνω συµ̟εραίνουµε ότι και για τους ακέραιους 

Gauss ισχύει το αντίστοιχο του θεωρήµατος του Bezout στους ̟ραγµατικούς 

ακέραιους. ∆ηλαδή αν για τους µη µηδενικούς  ζ, ξ ∈ ℤ[i],  ο µ.κ.δ.(ζ, ξ) =δ,  

τότε µ̟ορούµε να υ̟ολογίσουµε  λ, µ ∈ ℤ[i]  ώστε να ισχύει:  δ = λζ + µξ. 
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Κλείνοντας την συγκεκριµένη ενότητα θα ε̟ισηµάνουµε ότι τα σύνολα 

στα ο̟οία ισχύει η µοναδική ̟αραγοντο̟οίηση α̟οτελούσαν για ̟ολλά 

χρόνια ̟εδίο έρευνας των Μαθηµατικών. Παρότι η ιδιότητα αυτή, για το 

σύνολο των φυσικών αριθµών, ήταν γνωστή ήδη α̟ό τους Αρχαίους Έλληνες. 

Είναι άλλωστε γνωστό ότι στην Πρόταση  ΙΧ. 14  των Στοιχείων, ο Ευκλείδης 

α̟οδείκνυε ότι: 

«Εάν ελάχιστος αριθµός υ̟ό ̟ρώτων αριθµών 

µετρήται, υ̟’ ουδενός άλλου ̟ρώτου αριθµού 

µετρηθήσεται ̟αρέξ των εξ αρχής µετρούντων». 

Η µοναδικά ̟ερατή διαδικασία ̟αραγοντικής ανάλυσης ενός αριθµού 

δεν είναι αυτονόητη όµως και σε άλλα σύνολα. Ο Euler στην α̟όδειξή ̟ου 

έδωσε σχετικά µε το τελευταίο θεώρηµα του Fermat για την ̟ερί̟τωση ̟ου το  

n = 3  χρησιµο̟οίησε την µοναδικότητα ̟αραγοντο̟οίησης σε κά̟οιο 

σύνολο αριθµών, δίχως όµως να της δώσει την α̟αιτούµενη ̟ροσοχή. Ε̟ίσης 

ο Gabriel Lame στην α̟όδειξη ̟ου ̟αρουσίασε το  1847  στην Ακαδηµία του 

Παρισιού ̟άνω στο ίδιο θεώρηµα υ̟έθεσε ότι κά̟οια σύνολα µιγαδικών ήταν 

εφοδιασµένα µε την ιδιότητα αυτή, αλλά χωρίς δυστυχώς να ισχύει κάτι 

τέτοιο. Αυτό το µοιραίο λάθος ε̟ισήµανε τότε ο Joseph Liouville και η 

α̟όδειξή του α̟ορρίφθηκε. Υ̟άρχουν ιστορικοί ̟ου α̟οδίδουν το 

συγκεκριµένο λάθος και στην ̟ερίφηµη «α̟όδειξη» του θεωρήµατος αυτού 

α̟ό τον ίδιο τον Fermat. 

Αυτοί όµως ̟ου συνέβαλαν σηµαντικά ̟ρος την κατεύθυνση θεµελίωσης 

των συνόλων µοναδικής ̟αραγοντο̟οίησης ήταν ο Ernst Kummer (1810 – 

1893) µια και εισήγαγε για ̟ρώτη φορά την θεωρία των «κυρίων ιδεωδών». 

Ακολούθησαν οι Richard Dedeckind (1831 – 1916) και Emanuel Lasker (1868 – 

1941) οι ο̟οίοι τα όρισαν µε τον σηµερινό α̟οδεικτικό τους τρό̟ο. Αργότερα 

η Emmy Noether (1882 – 1935)  ενο̟οίησε όλες αυτές τις έννοιες, θέτοντας τις 

βάσεις της αντιµεταθετικής Άλγεβρας. 

Πάντως χάριν της ̟ληρότητας της ̟αρουσίασης µας σχετικά µε την 

µοναδικότητα ανάλυσης σε γινόµενο ̟αραγόντων, οφείλουµε να αναφέρουµε 

ένα ̟αράδειγµα ακέραιας ̟εριοχής η ο̟οία να µην α̟οτελεί ̟εριοχή 
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µοναδικής ̟αραγοντο̟οίησης. Το χαρακτηριστικότερο δείγµα µιας τέτοιας 

̟εριοχής είναι ο γνωστός ως δακτύλιος του Dedekind, δηλαδή το σύνολο: 

ℤ[ -5 ] = {α + β -5 /α, β ∈ ℤ}. 

Ορίζουµε ως συνάρτηση την  φ: ℤ[ -5 ] → ℕ*  ό̟ου  φ(α + β -5 ) = α2 + 5β2. 

Προφανώς ισχύει ότι  φ(x⋅y) = φ(x)⋅φ(y)  για κάθε  x, y ∈ ℤ[ -5 ].  Ας 

υ̟οθέσουµε τώρα ότι το  e ∈ ℤ[ -5 ]  είναι αντιστρέψιµο, τότε α̟ό την σχέση  

e⋅e΄ = 1  έχουµε  φ(e⋅e΄) = φ(e)⋅φ(e΄) = φ(1) = 1  και ε̟ειδή  φ(e)⋅φ(e΄) ∈ ℕ*  τότε  

φ(e) = 1.  Έστω  e = u + v -5 ,  µε  u, v ∈ ℤ  ο̟ότε ισχύει ότι  u2 + 5v2 = 1.  Οι 

µοναδικές λύσεις της ∆ιοφαντικής είναι  (u, v) = (±1, 0).  Άρα τα µόνα 

αντιστρέψιµα στοιχεία του  ℤ[ -5 ]  είναι τα  1  και  -1. 

Είναι ε̟ίσης φανερό ότι στον  ℤ[ -5 ]  ισχύει ότι: 

6 = 2⋅3 = (1 + -5 )(1 - -5 ). 

Τα στοιχεία  {2, 3, 1 + -5 , 1 - -5 }  φυσικά δεν είναι αντιστρέψιµα και ούτε 

ισοδύναµα ανά δύο. Ό̟ως τώρα θα δείξουµε κάθε ένα α̟ό αυτά, είναι 

ανάγωγο. Για  x, y ∈ ℤ[ -5 ]  αν ισχύει  2 = x⋅y  τότε  φ(2) = φ(x⋅y)  ή  4 = 

φ(x)⋅φ(y).  Αφού όµως  φ(x), φ(y) ∈ ℕ*  τότε  φ(x) = 1 ή 2 ή 4.  Η ̟ερί̟τωση  

φ(x) = 1  α̟ορρί̟τεται γιατί τότε  x = ±1,  ό̟ως ε̟ίσης και η ̟ερί̟τωση  φ(x) = 

4  α̟ορρί̟τεται γιατί δίνει καταλήγει σε  y = ±1.  Άρα α̟οµένει µόνο το  φ(x) 

= 2,  αν τώρα  x = u + v -5 ,  µε  u, v ∈ ℤ  τότε ισχύει ότι  u2 + 5v2 = 2.  Η 

εξίσωση ̟ου ̟ροέκυψε όµως είναι αδύνατη, ο̟ότε το  2  είναι ανάγωγο. Με 

̟αρόµοιο τρό̟ο δείχνουµε ότι και τα υ̟όλοι̟α στοιχεία είναι ανάγωγα στο  

ℤ[ -5 ]. 

Σε αντίθεση όµως µε το ̟ροηγούµενο σύνολο, στο  ℤ[ -2 ] = {α + 

β -2 /α, β ∈ ℤ}  α̟οδεικνύεται ότι ισχύει η µοναδική ανάλυση. Μια 

διαφορετική ̟ροσέγγιση των συνόλων αυτών, αλλά µε σκο̟ό την ιδιότητα 

της µοναδικής ̟αραγοντο̟οίησης, θα γίνει και στο ε̟όµενο κεφάλαιο. 
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1.5  Προσδιορισµός των Πρώτων Gauss 

Έχοντας την εµ̟ειρία α̟ό την έλξη ̟ου έχουν ̟ροκαλέσει οι ̟ρώτοι 

̟ραγµατικοί αριθµοί στις Μαθηµατικές κοινότητες όλων των ε̟οχών 

µ̟ορούµε να κατανοήσουµε την δυναµική ̟ου ̟αρουσιάζουν και οι ̟ρώτοι 

του συνόλου  ℤ[i].  Ήδη αναφερθήκαµε σε κά̟οιες αρχικές έννοιες ̟ου τους 

αφορούν ό̟ως, ότι οι αντιστρέψιµοι δεν θεωρούνται ̟ρώτοι και ότι για κάθε  

ζ ∈ ℤ[i]  µε  Ν(ζ)  ̟ραγµατικό ̟ρώτο, τότε ο  ζ  είναι ̟ρώτος Gauss. Ε̟ίσης 

έχουµε ε̟ισηµάνει ότι κά̟οιοι ̟ραγµατικοί ̟ρώτοι σταµατούν να είναι 

̟ρώτοι στο  ℤ[i].  Ο̟ότε αρχικά είναι αυτονόητη η α̟ορία µας ̟ου σχετίζεται 

µε το ̟λήθος αυτών των αριθµών µέσα στο σύνολο. 

Θεώρηµα  1.7:  Υ̟άρχουν ά̟ειροι ̟ρώτοι ακέραιοι Gauss. 

Α̟όδειξη:  Ας υ̟οθέσουµε ότι οι ̟ρώτοι Gauss είναι ̟ε̟ερασµένου 

̟λήθους, δηλαδή µ̟ορούµε να θεωρήσουµε τους:  g1, g2, . . ., gn.  Η ύ̟αρξη 

τουλάχιστον ενός α̟ό αυτούς, ̟ου µας είναι α̟αραίτητη, καλύ̟τεται α̟ό τον  

1 + i  ο ο̟οίος είναι ̟ρώτος Gauss, αφού  Ν(1 + i) = 2,  ο̟ότε αν ο  1 + i  είχε 

̟αράγοντα τότε η στάθµη του θα έ̟ρε̟ε να διαιρεί τον ̟ρώτο ακέραιο  2,  

̟ράγµα αδύνατο. 

Τότε ο αριθµός  G = g1⋅ g2⋅ . . . ⋅gn + 1  θα είναι ε̟ίσης ακέραιος Gauss, 

φυσικά διάφορος α̟ό κάθε έναν α̟ό τους  gi  µε  i = 1, 2, . . ., n.  Ε̟ίσης δεν θα 

έχει ̟αράγοντα κανέναν α̟ό τους  gi.  Το τελευταίο ισχύει α̟ό την Πόρισµα  

1.1  ε̟ειδή  G = gi⋅k + 1,  ό̟ου  k  είναι το γινόµενο των αρχικών ̟ρώτων και  

Ν(gi) > N(1) = 1.  Συνε̟ώς θα είναι και αυτός ̟ρώτος Gauss.                            ♦ 

Η α̟όδειξη ̟ου ̟αρουσιάσαµε στο θεώρηµα  1.7  είναι αντίστοιχη της 

α̟όδειξης του Ευκλείδη στην ̟ρόταση  ΙΧ. 20,  η ο̟οία αναφέρει ότι: 

«Οι ̟ρώτοι αριθµοί ̟λείους εισί του ̟ροτεθέντος ̟λήθους ̟ρώτων αριθµών». 

Μια α̟όδειξη ̟ρο είκοσι δύο και ̟λέον αιώνων ̟ου α̟οτελεί υ̟όδειγµα 

κοµψότητας και αρτιότητας.  

Ένα ακόµη σηµαντικό θεώρηµα ̟ου σχετίζεται µε τους ̟ρώτους είναι και 

η ιδιότητα των ̟ρώτων διαιρετών του Gauss (Gaussian prime divisor 

property). 
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Θεώρηµα  1.8:  Αν ένας ̟ρώτος Gauss διαιρεί ένα γινόµενο ακεραίων 

αριθµών Gauss τότε θα διαιρεί και έναν τουλάχιστον α̟ό τους ̟αράγοντες 

του γινοµένου. 

Α̟όδειξη:  Υ̟οθέτουµε ότι  α, β, g ∈ ℤ[i]  µε  g  να είναι ̟ρώτος, ώστε:  

g/αβ ⇔ αβ = κg,  κ ∈ ℤ[i]  και  g  δεν διαιρεί τον  α.  Υ̟άρχουν τότε  λ, µ ∈ 

ℤ[i]  ώστε:  1 = λα + µg.  Πολλα̟λασιάζοντας την ισότητα µε τον  β  έχουµε: 

β = λαβ + µgβ = λκg + µgβ = g(λκ + µβ). 

Όµως ο αριθµός  λκ + µβ ∈ ℤ[i],  ε̟οµένως  g/β. 

Με ε̟αγωγή µ̟ορούµε να δείξουµε ότι ισχύει και για ̟ερισσότερους των δύο 

̟αραγόντων.                                                                                                               ♦ 

Τώρα είµαστε στην θέση να ταξινοµήσουµε τους ̟ρώτους Gauss, µια 

κατηγοριο̟οίηση η ο̟οία κάθε άλλο ̟αρά εύκολη εµφανίζεται. Φυσικά ένα 

µέρος του ̟ροβλήµατος µας θα είναι να ελέγξουµε και ̟οιοι ̟ραγµατικοί 

̟ρώτοι είναι ε̟ίσης ̟ρώτοι Gauss. Αρχικά όµως θα ̟ρέ̟ει να α̟οδείξουµε 

µια σειρά ̟ροτάσεων της θεωρίας αριθµών, ̟ου θα µας βοηθήσουν στην 

α̟όδειξη του βασικού µας θεωρήµατος ταξινόµησης τους. 

Λήµµα  1.1:  Αν δύο ο̟οιοιδή̟οτε ̟ραγµατικοί ακέραιοι του συνόλου  Α 

= {α1, α2, . . ., αm}  διαιρούµενοι µε τον ακέραιο  m  δίνουν διαφορετικό 

υ̟όλοι̟ο, τότε το ίδιο θα συµβαίνει και για κάθε ζευγάρι ακέραιων του 

συνόλου  Β = {αα1, αα2, . . ., ααm},  µε την ̟ροϋ̟όθεση ότι  µ.κ.δ.(α, m) = 1. 

Α̟όδειξη:  Οι διαιρέσεις δύο ακεραίων  αi, αj ∈ Α  θα δίνουν ̟ροφανώς 

κά̟οια διαφορετικά υ̟όλοι̟α  υ1, υ2 ∈ {0, 1, 2, . . ., m -1}.  Αν θεωρήσουµε ότι 

οι διαιρέσεις των  ααi, ααj ∈ Β  δια  m  δίνουν το ίδιο υ̟όλοι̟ο, τότε ισχύει  

m/(ααi - ααj) ⇔ m/α(αi - αj).  Ε̟ειδή όµως  µ.κ.δ.(α, m) = 1,  τότε  m/(αi - αj),  

δηλαδή  υ1 = υ2,  άτο̟ο.                                                                                             ♦ 

Θεώρηµα  1.9:  (Wilson). Αν ο  p  είναι ̟ρώτος τότε  p/[(p -1)! + 1]. 

Α̟όδειξη:  Στην ̟ερί̟τωση ̟ου  p = 2  ή  p = 3  το συµ̟έρασµα είναι 

̟ροφανές, ε̟οµένως θα α̟οδείξουµε για  p > 3.  Θεωρούµε το σύνολο  Α = {1, 

2, . . ., p -1}  και έναν ακέραιο  α ∈ Α,  ο̟ότε  µ.κ.δ.(α, p) = 1.  Α̟ό Λήµµα  1.1  
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για κάθε  β, γ ∈ Α  µε  β ≠ γ  οι  αβ, αγ  διαιρούµενοι µε τον  p  θα δίνουν 

διαφορετικό υ̟όλοι̟ο µέσα στο  Α.  Συνε̟ώς η εξίσωση  p/(αx – 1)  δέχεται 

µοναδική λύση ως ̟ρος  x  στο σύνολο  Α.  Για την ̟ερί̟τωση ̟ου  x = α  θα 

έχουµε ότι: 

p/(α2 – 1) ⇔ p/(α – 1)(α + 1) ⇔ p/(α - 1)  είτε  p/(α + 1). 

Αν ο  p  διαιρούσε και τα δύο τότε θα διαιρούσε και την διαφορά τους δηλαδή  

p/2,  αδύνατο. Ε̟ειδή  α∈ Α  η ̟αρα̟άνω σχέση δίνει  α = 1  είτε  α = p – 1. 

Συµ̟εραίνουµε λοι̟όν ότι τα υ̟όλοι̟α στοιχεία  {2, 3, . . ., p -2}  

µ̟ορούν να χωριστούν σε ζεύγη ̟ου το γινόµενο των µελών κάθε ζεύγους 

διαιρούµενο µε τον  p  να δίνει υ̟όλοι̟ο  1.  Ο̟ότε και το γινόµενο τους 

διαιρούµενο µε τον  p  θα δίνει υ̟όλοι̟ο  1.  Άρα υ̟άρχει  κ ∈ ℤ  ώστε: 

(2⋅3⋅4⋅ . . . ⋅ p - 2) – 1 = κp ⇔ (p – 1)! – p + 1 = κp 

⇔ p/[(p – 1)! + 1]                                              ♦ 

Λήµµα  1.2:  Αν για τους ̟ρώτους αριθµούς  p ∈ ℤ  και  g ∈ ℤ[i]  ισχύει 

ότι  g/p,  τότε  Ν(g) = p  είτε  Ν(g) = p2. 

Α̟όδειξη:  Αφού  g/p  θα ισχύει ότι  g = p⋅f,  µε  f ∈ ℤ[i].  Βάση της 

̟ολλα̟λασιαστικής ιδιότητας της στάθµης έχουµε: 

Ν(p) = Ν(g)Ν(f) ⇒ p2 = Ν(g)Ν(f). 

Αλλά ε̟ειδή ο  p  είναι ̟ραγµατικός ̟ρώτος α̟ό την µοναδικότητα της 

̟αραγοντο̟οίησης στο  ℤ  θα έχουµε:  Ν(g) = p  είτε  Ν(g) = p2. 

Θεώρηµα  1.10:  (δύο τετραγώνων του Fermat). Κάθε φυσικός ̟ρώτος 

της µορφής  p = 4n + 1,  µ̟ορεί να γραφεί ως άθροισµα δύο τετραγώνων 

φυσικών αριθµών µε µοναδικό τρό̟ο. 

Α̟όδειξη:  Χρησιµο̟οιώντας το θεώρηµα  1.9  έχουµε ότι: 

p/[(4n)! + 1] ⇔ p/[(2n)!⋅(2n + 1)⋅ . . . ⋅(4n – 1)⋅4n + 1]. 

Ε̟ειδή όµως τα ζεύγη των αριθµών  (m, m – p)  δίνουν το ίδιο υ̟όλοι̟ο αν 

διαιρεθούν µε τον  p,  τότε µ̟ορούµε την ̟αρα̟άνω σχέση να την γράψουµε: 

p/[(2n)!⋅(-2n)⋅ . . . ⋅(-2)⋅(-1) + 1] ⇔ p/{[(2n)!]2(-1)2n + 1} ⇔ 

p/{[(2n)!]2 + 1} ⇔ p/(k2 + 1)  µε  k = (2n)!. 
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Όµως ο αριθµός  k2 + 1 = (k + i)(k – i),  χωρίς ο  p  να διαιρεί κανέναν α̟ό 

τους δύο ̟αράγοντες αφού  (
k i

±
p p

) ∉ ℤ[i].  Άρα ο  p  δεν είναι ̟ρώτος Gauss. 

Θεωρούµε ότι ο  p  έχει ως γνήσιο διαιρέτη τον ̟ρώτο Gauss  g = α + βi,  α̟ό 

το Λήµµα  1.2  θα είναι  Ν(g) = p  είτε  N(g) = p2  και ε̟ειδή  N(g)  είναι 

̟ραγµατικός ̟ρώτος τότε  Ν(g) = α2 + β2 = p. 

Αντίστροφα αν  p = α2 + β2,  µε  α, β  φυσικοί ακέραιοι, βάση της µοναδικής 

̟αραγοντο̟οίησης του στο  ℤ[i],  αναλύεται ως  p = (α + βi)(α – βi),  µε κάθε 

̟αράγοντα του να είναι ̟ρώτος Gauss αφού η στάθµη τους είναι ̟ρώτος 

αριθµός. Συνε̟ώς οι φυσικοί ακέραιοι  α, β  θα είναι οι µοναδικοί ̟ου το 

άθροισµα των τετραγώνων τους να ισούται µε τον  p.                                         ♦ 

Η ̟ρώτη α̟όδειξη, του θεωρήµατος ̟ου ̟ροηγήθηκε και θεωρείτε α̟ό τα 

ωραιότερα της Αριθµητικής, δόθηκε α̟ό τον Fermat µε µια ιδιοφυή όσο και 

ε̟ί̟ονη µέθοδο ̟ου ονοµάζεται «ά̟ειρη κάθοδος». Ακολούθησε ο Euler το  

1749  µετά α̟ό αγώνα ε̟τά χρόνων το α̟έδειξε µε αρκετά ̟ερί̟λοκο τρό̟ο. 

Αργότερα το α̟έδειξαν ο Lagrange, ο Gauss και ο Dedekind. 

Το σηµαντικό αυτό θεώρηµα καταδεικνύει ̟οιοι ̟ραγµατικοί ̟ρώτοι 

γράφονται µοναδικά ως άθροισµα δύο τετραγώνων. Εκτός α̟ό αυτούς, ως 

γνωστών, ̟ρώτοι είναι  ο  2  και όσοι είναι της µορφής  4n + 3.  Άρα µ̟ορούµε 

τώρα να ̟αρουσιάσουµε το κεντρικό θεώρηµα κατάταξης των ̟ρώτων Gauss. 

Θεώρηµα  1.11:  (ταξινόµηση των ̟ρώτων Gauss). Οι ̟ρώτοι ακέραιοι 

του Gauss χωρίζονται στις εξής κλάσεις: 

� Οι φυσικοί ̟ρώτοι της µορφής  4n + 3,  και οι ισοδύναµοί τους στο  ℤ[i]. 

� Ο  ακέραιος  1 + i  και οι ισοδύναµοί του  1 – i, -1 + i, -1 – i. 

� Οι ακέραιοι και οι ισοδύναµοί τους  α + βi, α – βi,  α, β ∈ ℤ  αν ο  α2 + β2  

είναι φυσικός ̟ρώτος της µορφής  4n + 1. 

Α̟όδειξη:  Αρχικά ̟ρέ̟ει να τονίσουµε το ̟ροφανές ότι δεν υ̟άρχουν 

άλλοι ̟ραγµατικοί ̟ρώτοι, εκτός των κατηγοριών ̟ου έχουµε να εξετάσουµε. 

Ε̟ίσης θα δείξουµε ότι κάθε ̟ρώτος Gauss  g  διαιρεί ̟άντα έναν µοναδικό 

̟ραγµατικό ̟ρώτο. Αυτό ισχύει γιατί  g⋅g  = Ν(g) ⇒ g/N(g),  µε  Ν(g)  
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̟ραγµατικό ̟ρώτο. Αν τώρα  g/p  και  g/q,  ό̟ου  p, q  ̟ραγµατικοί ̟ρώτοι 

και ε̟ειδή υ̟άρχουν  κ, λ ∈ ℤ  ώστε:  κp + λq = 1  το  g/1,  αδύνατο. 

Ε̟οµένως όλοι οι ̟ρώτοι Gauss καλύ̟τονται α̟ό τις ̟ροαναφερθείσες τάξεις. 

� Αν θεωρήσουµε ότι ένας ̟ρώτος Gauss  g = x = yi  διαιρεί τον ̟ραγµατικό 

̟ρώτο  p = 4n + 3,  τότε α̟ό Λήµµα  1.2  έχουµε ότι  Ν(g) = p  ή  Ν(g) = p2.  

Ας δεχθούµε ότι  Ν(g) = p ⇔ x2 + y2 = 4n + 3,  ο̟ότε ένας α̟ό τους  x, y  θα 

είναι ̟εριττός και ένας άρτιος, έστω  x = 2α  και  y = 2β + 1,  α, β ∈ ℕ,  τότε: 

4n + 3 = 4α2 + (2β + 1)2 = 4(α2 + β2 + β) + 1 = 4m + 1,  άτο̟ο. 

Ο̟ότε  Ν(g) = p2 = Ν(p)  και ε̟ειδή  g/p  τότε  p = g⋅f,  f ∈ ℤ[i].  Ε̟οµένως 

και  Ν(p) = N(g)Ν(f) ⇒ Ν(f) = 1,  δηλαδή  ο  f  είναι µοναδιαίος ανάγωγος 

̟ράγµα ̟ου σηµαίνει ότι ο  g = p  η ο  g  ισοδύναµος του  p. 

� Ο µόνος ̟ραγµατικός ̟ρώτος ̟ου είναι άρτιος είναι ο  2.  Αλλά ισχύει ότι:  

2 = (1 + i)(1 – i),  µε  Ν(1 + i) = N(1 – i) = 2.  Ο̟ότε αφού η στάθµη τους 

είναι ̟ρώτος ακέραιος, τότε αυτοί και οι ισοδύναµοί τους  -1 + i  και  -1 – i  

θα είναι ̟ρώτοι Gauss. 

� Α̟ό το θεώρηµα  1.10  έχουµε συµ̟εράνει ότι οι ̟ραγµατικοί ακέραιοι της 

µορφής  4n + 1  δεν είναι ̟ρώτοι Gauss, αφού µ̟ορούν να γραφούν µε τον 

τρό̟ο  p = α2 + β2.  Όµως οι ̟αράγοντες τους  α + βi  και  α – βi,  είναι 

̟ρώτοι Gauss. Προφανώς το ίδιο θα συµβαίνει και για τους ισοδύναµους 

τους αφού είναι ακέραιοι Gauss της ίδιας κατηγορίας.                                  ♦ 

Για να ολοκληρώσουµε τα συµ̟εράσµατα ̟ου συνάγονται α̟ό το 

θεώρηµα, ̟ρέ̟ει να σηµειώσουµε ότι αν ο ̟ρώτος Gauss  α + βi  ̟εριέχεται σε 

ο̟οιαδή̟οτε α̟ό τις ̟ροηγούµενες κλάσεις, τότε ο συζυγής του  α – βi  θα 

είναι και αυτός ̟άντα ̟ρώτος. Ε̟οµένως και οι ισοδύναµοι ̟αράγοντες του 

συζυγή θα είναι ̟ρώτοι Gauss, δηλαδή και ο  β + αi  αφού  (α - βi)⋅i = β + αi. 

Στο τέλος της εργασίας σε ειδικούς ̟ίνακες γίνεται ̟αρουσίαση όλων των 

̟ρώτων Gauss µε στάθµη µικρότερη ή ίση του  1000.  Ό̟ως ε̟ίσης και η 

γραφική ̟αράστασή τους στο µιγαδικό ε̟ί̟εδο. Ακόµη υ̟άρχει ̟ίνακας ̟ου 

̟εριέχει όλους τους ακέραιους Gauss µε στάθµη µικρότερη ίση του  200  και 

την µοναδική τους ανάλυση σε γινόµενο ̟ρώτων ̟αραγόντων. 



 36 

1.6  Σχετικά Πρώτοι Ακέραιοι Gauss. 

Ορισµός  1.9:  ∆ύο ακέραιοι Gauss ̟ου έχουν ως µ.κ.δ. αντιστρέψιµο, 

ονοµάζονται σχετικά ̟ρώτοι. 

Στην ̟ερί̟τωση ̟ου δύο ακέραιοι Gauss έχουν στάθµες σχετικά ̟ρώτους 

̟ραγµατικούς ακέραιους, τότε είναι οι ίδιοι σχετικά ̟ρώτοι στο  ℤ[i].  Αυτό 

είναι φανερό γιατί αν είχαν έναν κοινό διαιρέτη µη αντιστρέψιµο, τότε η 

στάθµη αυτού θα έ̟ρε̟ε να διαιρεί τις στάθµες των δύο αρχικών ακεραίων 

Gauss. Πράγµα άτο̟ο, αφού ό̟ως εί̟αµε αυτές οι δύο είναι σχετικά ̟ρώτοι 

̟ραγµατικοί ακέραιοι. Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει. Για ̟αράδειγµα ας 

ε̟ιλέξουµε τους αριθµούς  1 + 2i,  1 + 3i  οι ο̟οίοι είναι σχετικά ̟ρώτοι, όµως 

οι στάθµες τους ̟ου είναι  5, 10  αντίστοιχα δεν είναι σχετικά ̟ρώτοι 

̟ραγµατικοί ακέραιοι. 

Θεώρηµα 1.12:  ∆ύο ακέραιοι Gauss  α, β  είναι σχετικά ̟ρώτοι αν και 

µόνο αν ισχύει  ακ + βλ = 1,  για κ, λ ∈ ℤ[i]. 

Α̟όδειξη:  Αν οι  α, β  είναι σχετικά ̟ρώτοι τότε α̟ό την ε̟έκταση του 

θεωρήµατος του Bezout στους ακέραιους Gauss υ̟άρχουν οι  κ, λ ∈ ℤ[i]  ώστε  

ακ + βλ = 1.  Αντίστροφα αν ισχύει  ακ + λβ = 1  τότε κάθε κοινός διαιρέτης 

των  α, β  θα διαιρεί το  1,  οι διαιρέτες του  1  όµως είναι µόνο οι 

αντιστρέψιµοι. Ό̟οτε µόνο αυτοί θα διαιρούν και τα  α, β.  ∆ηλαδή οι  α, β  

είναι σχετικά ̟ρώτοι.                                                                                                 ♦ 

Πόρισµα  1.3.  Αν  α, β, γ  είναι ακέραιοι Gauss µε  α/βγ  και  α, β  είναι 

σχετικά ̟ρώτοι τότε  α/γ. 

Α̟όδειξη:  Αφού  α/βγ  τότε υ̟άρχει  x ∈ ℤ[i]  ώστε  βγ =αx.  Ε̟ίσης α̟ό 

θεώρηµα  1.12  ισχύει ότι  ακ + βλ = 1,  για κ, λ ∈ ℤ[i].  Πολλα̟λασιάζοντας 

την τελευταία σχέση µε  γ  είναι: 

γ = γακ + γβλ = αγκ + αxλ = α(γκ + xλ). 

Ε̟ειδή  γκ + xλ ∈ ℤ[i]  τότε  α/γ.                                                                             ♦ 

Πόρισµα  1.4.  Αν  α, β, γ  είναι ακέραιοι Gauss µε  α/γ, β/γ  και  α, β  

είναι σχετικά ̟ρώτοι τότε  αβ/γ. 
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Α̟όδειξη:  Υ̟άρχουν  x, y ∈ ℤ[i]  ώστε  γ =αx  και  γ = βy.  Ε̟ίσης α̟ό 

θεώρηµα  1.12  ισχύει ότι  ακ + βλ = 1,  για  κ, λ ∈ ℤ[i].  Πολλα̟λασιάζοντας 

την τελευταία σχέση µε  γ  είναι: 

γ = γακ + γβλ = βyακ + αxβλ = αβ(yκ + xλ). 

Αφού  yκ + xλ ∈ ℤ[i]  τότε  αβ/γ.                                                                             ♦ 

Πόρισµα  1.5.  Αν  α, β, γ  είναι ακέραιοι Gauss τότε οι  αβ  και  γ  είναι 

σχετικά ̟ρώτοι αν και µόνο αν ο καθένας α̟ό τους  α, β  είναι σχετικά 

̟ρώτος µε τον  γ. 

Α̟όδειξη:  Υ̟άρχουν λοι̟όν  κ, λ ∈ ℤ[i]  ώστε  αβκ + γλ = 1.  Η σχέση 

ισοδύναµα γράφεται  α(βκ) + γλ = 1  και  β(ακ) + γλ = 1.  Αφού  βκ, ακ  ∈ ℤ[i],  

α̟ό θεώρηµα  1.12  καθένα α̟ό τα  α, β είναι σχετικά ̟ρώτος µε τον  γ.          ♦ 

Αν ̟άρουµε τώρα την ̟ερί̟τωση ̟ου έχουµε δύο σχετικά ̟ρώτους 

ακεραίους Gauss και το γινόµενο τους είναι τέλειο τετράγωνο, µ̟ορούµε να 

συµ̟εράνουµε ότι ο καθένας α̟ό αυτούς είναι τέλειο τετράγωνο; Βέβαια δεν 

̟ρέ̟ει να ξεχνάµε ότι στο σύνολο  ℤ  κάτι τέτοιο δεν ισχύει ̟άντα, ό̟ως για 

̟αράδειγµα το  36 = (-4)(-9),  ̟ου φυσικά οι  -4  και  -9  δεν είναι τέλεια 

τετράγωνα. Στο  ℤ[i]  υ̟άρχουν αντιστρέψιµοι ̟ου είναι τέλεια τετράγωνα 

ό̟ως οι  1 = 12 = (-1)2  και  -1 = i2 = (-i)2,  οι ο̟οίοι ̟ροφανώς µ̟ορούν να 

εκφραστούν µέσα σε κάθε τετραγωνικό ̟αράγοντα, αλλά υ̟άρχουν ε̟ίσης 

και οι  i, -i  ̟ου δεν γράφονται ως τετράγωνα. Ο̟ότε οι σχετικά ̟ρώτοι 

ακέραιοι Gauss των ο̟οίων το γινόµενο είναι τέλειο τετράγωνο ο καθένας θα 

είναι τέλειο τετράγωνο ή θα είναι ένα γινόµενο τέλειων τετραγώνων ε̟ί   i. 

Κάτι αντίστοιχο όµως δεν µ̟ορούµε να ̟ούµε ότι συµβαίνει και στην 

̟ερί̟τωση ̟ου το γινόµενό τους είναι κύβος. Οι αντιστρέψιµοι είναι όλοι 

κύβοι αφού ισχύουν: 

1 = 13, -1 = (-1)3, i = (-i)3, -i = i3. 

Ο̟ότε αυτοί µ̟ορούν να ενσωµατωθούν µέσα σε έναν κύβο. Συνε̟ώς αν το 

γινόµενο δύο σχετικά ̟ρώτων ακέραιων Gauss είναι ένας κύβος τότε κάθε 

ένας α̟ό αυτούς θα είναι κύβος. 
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Όσον αφορά το ̟λήθος των σχετικά ̟ρώτων ακεραίων Gauss, έχει 

υ̟ολογισθεί ότι η ̟ιθανότητα στην τυχαία ε̟ιλογή δύο στοιχείων του 

συνόλου  α, β  να είναι µεταξύ τους ̟ρώτοι είναι: 

Ρ = 
2

6

̟ G
 = 0,6637… 

Στον τύ̟ο µε  G  συµβολίζεται η σταθερά Catalan. Έχει ̟άρει το όνοµα της 

α̟ό τον Μαθηµατικό Eugene Charles Catalan (1814 – 1894) και συνήθως 

εµφανίζεται σε εκτιµήσεις συναρτήσεων συνδυαστικής, ή σε ορισµένα 

ολοκληρώµατα. Η σταθερά αυτή είναι ίση µε: 

G = β(2) = 
∞

∑
n

2
n=0

(-1)

(2n + 1)
 = 0,9159…, 

ό̟ου  β(2)  είναι η τιµή της βήτα συνάρτησης του Dirichlet  β(s) = 
∞

∑
n

s
n=0

(-1)

(2n + 1)
. 

 

1.7  Ισοϋ̟όλοι̟οι στο ℤ[i] 

Ας ε̟ανέλθουµε τώρα στον ̟ολλα̟λασιασµό µεταξύ δύο ακεραίων 

Gauss, αλλά εστιάζοντας τον α̟ό µια διαφορετική ο̟τική γωνία. Έναν 

εναλλακτικό τρό̟ο ̟αρουσίασης του, ο ο̟οίος θα βοηθήσει αρχικά ώστε να 

έχουµε την δυνατότητα και µιας α̟εικόνισης του στο ε̟ί̟εδο. Για τα στοιχεία  

α, β, γ, δ ∈ ℤ  ισχύει ότι: 

(α + βi)(γ + δi) = (α + βi)γ + (α + βi)δi = γ(α + βi) + δ(-β + αi). 

Παρατηρούµε λοι̟όν ότι το γινόµενο των δύο ̟αρα̟άνω µιγαδικών 

γράφεται ως ακέραιος γραµµικός συνδυασµός των  α + βi  και  -β + αi. 
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Η γραφική α̟εικόνιση αυτών των δύο αριθµών στο  ℝ2  α̟εικονίζεται 

στο σχήµα  1.1  µε την βοήθεια των διανυσµάτων  (α, β)  και  (-β, α).  Ο 

̟ολλα̟λασιασµός τους λοι̟όν ως ακέραιος γραµµικός συνδυασµός των 

διανυσµάτων του σχήµατος  1.1,  διαµορφώνει στο ε̟ί̟εδο ένα διχτυωτό 

̟λέγµα τετραγώνων, ό̟ως στο σχήµα  1.2.  Κάθε κορυφή των τετραγώνων 

αυτών αντιστοιχεί σε ένα ̟ολλα̟λάσιο του  α + βi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν ξεκινήσουµε α̟ό µια συγκεκριµένη κορυφή και κινηθούµε ̟ρος τις 

δι̟λανές της, ουσιαστικά ̟ροσθέτουµε στον αριθµό ̟ου αντι̟ροσω̟εύει έναν 

α̟ό τους ακεραίους  α + βi, -(α + βi), i(α + βi), -i(α + βi). 

Ε̟ιλέγοντας τώρα δύο ακέραιους Gauss ̟ου α̟εικονίζονται σε δύο 

σηµεία  Α  και  Β  στο εσωτερικό διαφορετικών τετραγώνων, ώστε οι θέσεις 

τους όµως να είναι σχετικά ίδιες εντός κάθε τετράγωνου στο ο̟οίο ανήκουν, 

θα µ̟ορούσε να υ̟άρχει κά̟οια σχέση ̟ου να τους συνδέει; Ό̟ως έχουµε 

ήδη δει για τις κορυφές των τετραγώνων, έτσι και για τα σηµεία αυτά, αν 

ανήκουν σε δι̟λανά τετράγωνα ̟ερνάµε α̟ό το ένα στο άλλο ̟ροσθέτοντας 

στους ακέραιους στους ο̟οίους αντιστοιχούν έναν α̟ό τους ακόλουθους 

αριθµούς  α + βi, -(α + βi), i(α + βi), -i(α + βi). 
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Ε̟οµένως κινούµενοι τώρα α̟ό το σηµείο  Α  ̟ρος το  Β,  µέσω των 

σηµείων ̟ου βρίσκονται σε αντίστοιχες θέσεις αλλά σε δι̟λανά τετράγωνα, 

ό̟ως φαίνεται στο σχήµα  1.3,  τότε ουσιαστικά έχουµε µια µεταφορά του 

αρχικού ακεραίου µε την ̟ροσθήκη άλλου ακέραιου Gauss ̟ολλα̟λάσιου 

του  α + βi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε̟ειδή όµως ο αρχικός ακέραιος δεν είναι ̟ολλα̟λάσιος του  α + βi,  α̟ό τον 

αλγόριθµο της διαίρεσης γνωρίζουµε ότι αν διαιρεθεί µε αυτόν θα δίνει 

κά̟οιο υ̟όλοι̟ο. Ακριβώς το ίδιο υ̟όλοι̟ο θα ̟άρουµε αν διαιρέσουµε και 

τον δεύτερο ακέραιο µε τον  α + βi,  αφού ουσιαστικά είναι το άθροισµα του 

̟ρώτου µε ένα ακέραιο ̟ολλα̟λάσιο του  α + βi.  ∆ηλαδή οι δύο αυτοί 

ακέραιοι Gauss συνδέονται µε µια σχέση ισοϋ̟όλοι̟ου ως ̟ρος τον  α + βi. 

Ορισµός  1.10:  ∆ύο ακέραιοι Gauss  α, β  ονοµάζονται ισοϋ̟όλοι̟οι ως 

̟ρος έναν τρίτο  γ  αν  γ/(α – β)  και τους συµβολίζουµε  α ≡ β(modγ). 

Η σχέση ισοϋ̟όλοι̟ων είναι µια σχέση ισοδυναµίας, αφού για κάθε  α, β, 

γ, υ ∈ ℤ[i]  ισχύουν οι τρεις γνωστές ̟ροϋ̟οθέσεις: 

� α ≡ α(modυ),  ανακλαστικότητα. 

� α ≡ β(modυ) ⇒ β ≡ α(modυ),  συµµετρικότητα. 

� α ≡ β(modυ)  και  β ≡ γ(modυ) ⇒ α ≡ γ(modυ),  µεταβατικότητα. 
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Ε̟ίσης µε την βοήθεια του ορισµού ̟ου δόθηκε είναι άµεσα α̟οδείξιµο 

ότι ισχύει η ακόλουθη συνε̟αγωγή: 

α ≡ β(modυ)  και  γ ≡ δ(modυ) ⇒ 

α ± γ ≡ (β ± δ)(modυ)  και  α⋅γ ≡ (β⋅δ)(modυ). 

Η ο̟οία ε̟εκτείνεται και για ̟ερισσότερες των δύο ισοδυναµιών. 

Η θεµελίωση της έννοιας καθώς και οι ιδιότητες των ισοϋ̟όλοι̟ων ή 

ισότιµων αριθµών είναι µια ακόµη σηµαντική ̟ροσφορά του Gauss. 

Πρωτοεµφανίστηκε το  1801  στο ̟ερίφηµο έργο του Disquitiones 

Arithmeticae και α̟οτελούν α̟ό τότε ένα ̟ολύτιµο εργαλείο στην Θεωρία 

Αριθµών αλλά και στην Άλγεβρα. 

Θεώρηµα  1.13.  Αν οι αριθµοί  α, β, γ ∈ ℤ,  ισχύει ότι  α ≡ β(modγ)  στο  

ℤ  αν και µόνο αν  α ≡ β(modγ)  στο  ℤ[i]. 

Α̟όδειξη:  Το ισοδύναµο της ̟ρότασης είναι: 

γ/(α – β)  στο  ℤ ⇔ γ/(α – β)  στο  ℤ[i]. 

Αυτό ισχύει αφού αν ο  c ∈ ℤ  και  c/(x + yi)  ισοδύναµα  c/x  και  c/y.          ♦ 

Παρατηρούµε λοι̟όν ότι είναι αλληλένδετα συνδεδεµένοι οι 

ισοϋ̟όλοι̟οι ακέραιοι στα δύο αυτά σύνολα. Όµως γνωρίζουµε ότι για τους 

ισοϋ̟όλοι̟ους ̟ραγµατικούς ακέραιους ισχύουν κά̟οιες σηµαντικές 

̟ροτάσεις ό̟ως οι ̟αρακάτω: 

(I) «Αν  p  ̟ρώτος και  (α, p) = 1  τότε  αp – 1 ≡ 1(modp)». 

(II) «Αν  p  ̟ρώτος τότε για κάθε ακέραιο  α  ισχύει  αp ≡ α(modp)». 

Αυτές είναι γνωστές ως το µικρό θεώρηµα του Fermat, ̟ου διατυ̟ώθηκαν 

α̟ό τον ίδιο, χωρίς να δώσει α̟όδειξη. Η ̟ρώτη α̟όδειξη τους εµφανίστηκε 

α̟ό τον Leibniz, αν και φαίνεται ότι υ̟ήρχε και µια ακόµη γνωστή ̟ριν α̟ό 

το  1963.  Ας εξετάσουµε όµως και την αντίστοιχη ̟ρόταση στο  ℤ[i]  ̟ου είναι 

το θεώρηµα ̟ου ακολουθεί. 

Θεώρηµα  1.14:  Αν  g  είναι ̟ρώτος Gauss και  α ∈ ℤ[i]  σχετικά ̟ρώτος 

του  g,  τότε:  αΝ(g) – 1 ≡ 1(modg). 
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Α̟όδειξη:  Θεωρούµε τον µοναδικό ̟ραγµατικό ̟ρώτο  p,  για τον 

ο̟οίον ισχύει  g/p,  αντίστοιχα µε την α̟όδειξη του θεωρήµατος  1.11,  θα 

έχουµε τις εξής ̟ερι̟τώσεις: 

� Αν  p = 4n + 3,  τότε  Ν(g) = p2.  Πρέ̟ει να δείξουµε ότι   1−2pα  ≡ 1(modg).  

Αλλά είναι το ίδιο να α̟οδείξουµε ότι   
2pα  ≡ α(modp),  γιατί: 

g/p  και  p/(
2pα  - α) ⇒  g/α( 1−2pα  - 1), 

ε̟ειδή  g/α  άρα   g/( 1−2pα  - 1). 

Αν λοι̟όν  α = x + yi  τότε: 

αp ≡ (x + yi)p(modp) ⇔ αp ≡ (xp + ypip)(modp). 

Αυτό ισχύει γιατί α̟ό το διώνυµο του Νεύτωνα  (x + yi)p = 
 
 
 

∑
p

p-kk

k=0

p
x (yi)

k
  

µε τον  p  να διαιρεί όλους τους διωνυµικούς συντελεστές εκτός α̟ό τον 

̟ρώτο και τον τελευταίο. Ε̟ίσης ισχύουν  ip = i4n + 3 = -i  ό̟ως και α̟ό την 

σχέση  (ΙΙ)  στους ̟ραγµατικούς ακέραιους  xp ≡ x(modp),  yp = y (modp).  

Ο̟ότε έχουµε: 

αp ≡ (x - yi)(modp) ⇔ αp ≡ α (modp) 

υψώνοντας στη  p:  
2pα  ≡ α p(modp). 

Αντίστοιχα όµως ισχύει η σχέση για τον συζυγή   α p ≡ α(modp).  Άρα 

2pα  ≡ α p(modp) ≡ α(modp). 

� Αν  p = 2,  τότε  g = 1 ± i  ή  g = -1 ± i,  µε  Ν(g) = 2.  Ο̟ότε ̟ρέ̟ει να 

δειχθεί ότι  αΝ(g) – 1 = α ≡ 1(modg) ⇔ g/(α – 1).  Όµως οι  g/α,  ο̟ότε α̟ό 

τον αλγόριθµο της διαίρεσης έχουµε: 

α = κg + υ,  κ, υ ∈ ℤ[i]  µε  0 < Ν(υ) <Ν(g) = 2.  (*) 

Ε̟οµένως  Ν(υ) = 1,  δηλαδή  υ = ±1  ή  υ = ±i ⇔ υ – 1 =  0  ή  -2  ή  -1 ± i.  

Άρα  g/(υ – 1),  µε α̟οτέλεσµα η  (*)  να δίνει:  α - 1 = κg + (υ – 1) = λg ⇔ 

g/(α – 1). 

� Αν  p = 4n + 1,  τότε  Ν(g) = p.  Πρέ̟ει να δείξουµε ότι  αp - 1 ≡ 1(modg).  

Ε̟ειδή  g/p  και οι  α, g  σχετικά ̟ρώτοι, ισοδύναµα ̟ρέ̟ει να δείξουµε 

ότι  αp ≡ α(modp).  Αν  α = x + yi  τότε, ό̟ως στην ̟ρώτη ̟ερί̟τωση: 
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αp ≡ (x + yi)p(modp) ⇔ αp ≡ (xp + ypip)(modp). 

Αλλά  ip = i4n + 1 = i,  δηλαδή ισχύει  αp ≡ α(modp).                                         ♦ 

Α̟ό την ε̟έκταση του µικρού θεωρήµατος του Fermat βγάζουµε και το 

συµ̟έρασµα ότι η εξίσωση  αx ≡ β(modg),  µε τους ακέραιους Gauss  α, g  

σχετικά ̟ρώτους, έχει ως λύση την  x ≡ αΝ(g) – 1β(modg). 

 

1.8  Α̟ό τον ∆ιόφαντο έως τον Euler 

Μια α̟ό τις ̟ιο σύγχρονες Μαθηµατικές τεχνικές α̟οτελεί η συστέγαση 

κοινών εννοιών σε όσο είναι δυνατόν ̟ιο ευρεία σύνολα. Με τον τρό̟ο αυτό 

α̟οκτούµε νέες δοµές µε ̟ιο ̟λούσια εργαλεία ̟ου µας βοηθούν στην 

εξερεύνηση και στην ε̟ίλυση ̟αλαιότερων και νεότερων ̟ροβληµάτων. Αυτό 

έγινε ήδη εµφανές στην α̟όδειξη ̟ου δώσαµε στο θεώρηµα των δύο 

τετραγώνων του Fermat. Με την ίδια φιλοσοφία θα αντιµετω̟ίσουµε και τις 

ε̟όµενες ̟ροκλήσεις. 

Ο ∆ιόφαντος, ο ̟ατέρας της Άλγεβρας ό̟ως έχει χαρακτηριστεί, στο έργο 

του «Αριθµητικά» και ειδικότερα το ̟ρόβληµα  19  του Βιβλίου  ΙΙΙ  αναφέρει: 

«Ευρείν τέσσαρας αριθµούς ό̟ως ο α̟ό του 

 συγκειµένο εκ των τεσσάρων τετράγωνος, εάν 

τε ̟ροσλάβη έκαστον τε λείψη ̟οιή τετράγωνον». 

Η α̟όδειξη ̟ου είχε δοθεί α̟ό τον ίδιο, χρησιµο̟οιώντας ορθογώνια 

τρίγωνα, υ̟άκουε στις µεθόδους της ε̟οχής του. Όµως αν εστιάσουµε στο 

συµ̟έρασµα ̟ου ̟ροκύ̟τει α̟ό το ̟ρόβληµα αυτό καταλήγουµε στην 

γνωστή ταυτότητα: 

(α2 + β2)(γ2 + δ2) = (αγ – βδ)2 + (βγ + αδ)2,  µε  α, β, γ, δ ∈ ℤ. 

Η ο̟οία µε την βοήθεια της µοναδικής ̟αραγοντο̟οίησης στο  ℤ[i]  είναι: 

α2 + β2 = (α + βi)(α – βi) 

γ2 + δ2 = (γ + δi)(γ – δi) 

Πολλα̟λασιάζοντας κατά µέλη και λόγω της αντιµεταθετικής έχουµε: 

(α2 + β2)(γ2 + δ2) = (α + βi) (γ + δi)(α – βi) (γ – δi) 

= [(αγ – βδ) + (βγ + αδ)i][ (αγ – βδ) - (βγ + αδ)i] 
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= (αγ – βδ)2 + (βγ + αδ)2. 

Ουσιαστικά βέβαια έχουµε α̟οδείξει την ̟ολλα̟λασιαστική ιδιότητα της 

στάθµης, µια και η ταυτότητα δεν είναι τί̟οτα άλλο ̟αρά 

Ν(α + βi)Ν(γ + δi) = Ν((α + βi)(γ + δi)). 

Η ιδιότητα αυτή του ∆ιόφαντου άνοιξε τον δρόµο για νέες αναζητήσεις 

και ̟ροβληµατισµούς. Γνωρίζουµε λοι̟όν ότι ο ̟ολλα̟λασιασµός των 

αθροισµάτων δύο τετραγώνων δίνει ως γινόµενο άθροισµα δύο τετραγώνων. 

Τώρα είναι φυσικό να αναρωτηθούµε αν οι διαιρέτες ενός αθροίσµατος δύο 

τετραγώνων είναι και αυτοί αντίστοιχης µορφής. Στην ̟ερί̟τωση βέβαια ̟ου 

ε̟ιλέξουµε ως διαιρετέο έναν αριθµό  α2 + β2  και υ̟άρχει κοινός διαιρέτης 

των  α, β ∈ ℤ  έστω το  δ,  τότε ̟ροφανώς µ̟ορούµε διαλέξουµε ως διαιρέτη το 

τετριµµένο άθροισµα τετραγώνων  02 + δ2.  Αν όµως ο  µ.κ.δ.(α, β) = 1  είναι 

εφικτό οι διαιρέτες του  α2 + β2  να γράφονται ως άθροισµα δύο τετραγώνων; 

Ο Euler το  1747  διατύ̟ωσε το σχετικό θεώρηµα ̟ου ακολουθεί. Η 

α̟όδειξη, ̟ου θα ̟αρουσιάσουµε, ̟αρέχει ακόµη ένα τεκµήριο σχετικό µε την 

θέση ̟ου ̟ροαναφέραµε για την χρησιµότητα των ακεραίων Gauss. Ένα 

σύνολο εµ̟λουτισµένο µε εργαλεία ̟ου µας ̟αρέχουν καλύτερη κατανόηση 

και ευκολότερη ̟ροσέγγιση στα χαρακτηριστικά των ̟ραγµατικών ακεραίων. 

Θεώρηµα  1.15:  (διαιρέτες αθροίσµατος δύο τετραγώνων). Για τους 

ακεραίους  α, β  µε  µ.κ.δ.(α, β) = 1  κάθε διαιρέτης του  α2 + β2   είναι της 

µορφής  γ2 + δ2,  µε  µ.κ.δ.(γ, δ) = 1. 

Α̟όδειξη:  Γνωρίζουµε ότι ισχύει  α2 + β2 = (α + βi)(α – βi).  Α̟ό την 

ιδιότητα των ̟ρώτων διαιρετών στο  ℤ[i],  κάθε ̟ρώτος Gauss  g  ̟ου διαιρεί 

το  α2 + β2  θα είναι διαιρέτης του  α + βi  είτε του  α – βi.  Ο  g  α̟οκλείεται να 

είναι ̟ραγµατικός ακέραιος, γιατί θα έ̟ρε̟ε το  
βα

± i
g g

 ∈ ℤ[i].  Το ο̟οίο δεν 

µ̟ορεί να ισχύει αφού  µ.κ.δ.(α, β) = 1. 

Α̟ό την µοναδικότητα ̟αραγοντο̟οίησης στο  ℤ[i]  κάθε ̟ραγµατικός 

ακέραιος διαιρέτης του  α2 + β2  θα γράφεται ως γινόµενο κά̟οιων α̟ό τους  

g  ̟ρώτους διαιρέτες Gauss καθώς και των συζυγών τους. Ο̟ότε α̟ό τα 
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ζευγάρια αυτά αν συµβολίσουµε µε  γ + δi  τους διαιρέτες του  α + βi,  τότε 

αντίστοιχα οι ακέραιοι  γ – δi  θα είναι οι διαιρέτες του  α – βi.  Συνε̟ώς ο 

̟ραγµατικός ακέραιος διαιρέτης του  α2 + β2  θα έχει την ακόλουθη µορφή:   

(γ + δi)(γ – δi) = γ2 + δ2. 

Ε̟ίσης αν ο  µ.κ.δ.(γ, δ) = κ ∈ ℤ,  τότε  κ/(γ + δi)  δηλαδή  κ/(α + βi)  ο̟ότε 

κ/α  και  κ/β.  Όµως  µ.κ.δ(α, β) = 1,  συνε̟ώς  κ = 1.                                          ♦ 

Μια ακόµη εφαρµογή των ακεραίων Gauss, σε α̟όδειξη ενός κλασικού 

̟ροβλήµατος φυσικών αριθµών, σχετίζεται µε την εύρεση των Πυθαγόρειων 

τριάδων. Ο Πρόκλος στο έργο του «Σχόλια στο Πρώτο Βιβλίο των Στοιχείων 

του Ευκλείδη» αναφέρει δύο µεθόδους εύρεσής των, η µια α̟οδίδεται στους 

Πυθαγόρειους και η άλλη στον Πλάτωνα, χωρίς όµως να είναι σε θέση να τις 

υ̟ολογίσουν όλες. Η φόρµα ̟ου τις ̟αράγει συναντάτε ̟ρώτη φορά στην 

α̟όδειξη της Πρόταση  Χ.29  των Στοιχείων:  

«Ευρείν δύο ρητάς δυνάµει συµµέτρους, 

ώστε την µείζονα της ελάσσονος µείζον 

δύνασθαι τω α̟ό συµµέτρου εαυτή µήκει». 

Την ίδια µορφή µε του Ευκλείδη χρησιµο̟οίησε αργότερα και ο ∆ιόφαντος 

στο Πρόβληµα  ΙΙ. 8  των Αριθµητικών: 

«Τον ε̟ιταχθέντα τετράγωνον διελείν εις δύο τετράγωνους». 

Στο ̟εριθώριο της ε̟ίλυσης αυτού του ̟ροβλήµατος σε ένα αντίτυ̟ο του 

Bachet έγραψε ο Fermat το  1637  την ̟ερίφηµη φράση του: «Είναι αδύνατον 

µια κυβική δύναµη να γραφεί ως άθροισµα δύο κυβικών δυνάµεων ή µια 

τέταρτη δύναµη να γραφεί ως άθροισµα δύο τέταρτων δυνάµεων και γενικά 

ο̟οιαδή̟οτε δύναµη µεγαλύτερη του τετραγώνου είναι αδύνατον να γραφεί 

ως άθροισµα δύο ίδιων δυνάµεων. Έχω ανακαλύψει µια ̟ραγµατικά υ̟έροχη 

α̟όδειξη, ̟ου αυτό το ̟εριθώριο είναι ̟ολύ στενό για να την χωρέσει». Αυτό 

̟ου χαρακτηρίστηκε αργότερα ως το τελευταίο θεώρηµα του Fermat και έµελε 

να στοιχειώσει ̟ολλές γενιές µαθηµατικών ̟ριν α̟οδειχθεί α̟ό τον Andrew 

Wiles τον Ιούνιο του  1993. 

Το ζητούµενο λοι̟όν του ̟ροβλήµατος είναι η εύρεση των ακέραιων 

λύσεων της εξίσωσης  α2 + β2 = γ2.  Εστιάζοντας την αναζήτηση µας σε 
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φυσικούς ακέραιους οι ο̟οίοι δεν έχουν κοινό διαιρέτη µεταξύ τους, ̟ου θα 

τις α̟οκαλούµε αρχικές. Υ̟ολογίζοντας αυτές τις τριάδες αριθµών και 

̟ολλα̟λασιάζοντας µε ο̟οιοδή̟οτε ακέραιο, θα έχουµε νέες Πυθαγόρειες 

τριάδες. Αν βέβαια δύο α̟ό τους  α, β, γ  έχουν έναν κοινό διαιρέτη, τότε 

̟ροφανώς και ο τρίτος θα έχει τον ίδιο κοινό διαιρέτη. Ε̟οµένως είναι 

αρκετό οι δύο α̟ό αυτούς, έστω οι  α  και  β,  να είναι σχετικά ̟ρώτοι. Ε̟ίσης 

οι  α, β  δεν θα µ̟ορούσαν να είναι και οι δύο ̟εριττοί. Αν συµβεί κάτι τέτοιο 

τότε  α2 = 8κ + 1  και  β2 = 8λ + 1,  µε  κ, λ ∈ ℤ,  ο̟ότε το  γ2 = 8µ + 2,  µ ∈ ℤ.  

Αυτό είναι αδύνατο γιατί δεν υ̟άρχουν τετράγωνα ακεραίων τέτοιας 

µορφής.  Ε̟οµένως ό ένας α̟ό αυτούς θα είναι ̟εριττός και ο άλλος άρτιος, 

ο̟ότε και το  γ  θα είναι ̟εριττός. 

Θεώρηµα  1.16:  Κάθε αρχική Πυθαγόρεια τριάδα  (α, β, γ),  µε τον  α  

̟εριττό, έχει την µορφή: 

α = m2 – n2,  β = 2mn,  γ = m2 + n2,  ό̟ου  m > n > 0, 

σχετικά ̟ρώτοι, χωρίς να µ̟ορεί να είναι και οι δύο ̟εριττοί ή και οι δύο 

άρτιοι. Ε̟ίσης κάθε διαφορετική ε̟ιλογή του ζεύγους  (m, n)  δίνει ̟άντα µια 

αρχική Πυθαγόρεια τριάδα. 

Α̟όδειξη:  Η εξίσωση µ̟ορεί να γραφεί και ως εξής: 

α2 + β2 = (α + βi)(α – βi) = γ2. 

Αν δεχθούµε ̟ως υ̟άρχει κά̟οιος ακέραιος Gauss  δ  ̟ου να είναι κοινός 

διαιρέτης των  α + βi,  α – βi,  τότε ο  δ  θα διαιρεί το άθροισµα τους και την 

διαφορά τους.  Άρα  δ/2α  και  δ/2β,  ό̟ως ε̟ίσης: 

δ2/γ2 ⇒ Ν(δ2)/Ν(γ2) ⇒ Ν(δ2)/γ4, 

µε  γ4  ̟εριττό. Συµ̟εραίνουµε λοι̟όν ότι το  δ/2,  ο̟ότε  δ/α  και  δ/β.  

Ε̟ειδή  µ.κ.δ.(α, β) = 1  τότε θα υ̟άρχουν ακέραιοι  κ, λ  ώστε  κα + λβ = 1.  

Α̟ό θεώρηµα  1.12  οι  α, β  είναι σχετικά ̟ρώτοι στο  ℤ[i],  ε̟οµένως ο  δ  

είναι αντιστρέψιµος. Πράγµα ̟ου σηµαίνει ότι οι  α + βi,  α – βi  είναι σχετικά 

̟ρώτοι. Αφού λοι̟όν το γινόµενο δύο σχετικά ̟ρώτων γράφεται ως τέλειο 

τετράγωνο, ό̟ως  έχουµε ήδη αναφέρει στην ̟αράγραφο  1.6,  καθένας α̟ό 

αυτούς ή θα είναι τέλειο τετράγωνο ή θα είναι γινόµενο τετράγωνου ε̟ί  i. 
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∆ηλαδή γνωρίζουµε ̟λέον ότι υ̟άρχουν ̟ραγµατικοί ακέραιοι  m, n  

τέτοιοι ώστε: 

α + βi = (m + ni)2  ή  α + βi = i(m + ni)2 ⇒ 

α + βi = (m2 – n2) + 2mni  ή  α + βi = - 2mn + (m2 – n2)i. 

Ε̟ειδή όµως ε̟ιλέξαµε τον  α  ̟εριττό και τον  β  άρτιο, τότε: 

α = m2 – n2,  β = 2mn  και 

γ2 = α2 + β2 = (m2 – n2)2 + 4 m2n2 = (m2 + n2)2 

αφού  γ > 0  τότε  γ = m2 + n2. 

Α̟ό την ε̟ιλογή του  β > 0  έχουµε ότι τα  m, n  ̟ρέ̟ει να είναι οµόσηµοι, 

ο̟ότε χωρίς βλάβη της γενικότητας ε̟ιλέγουµε να είναι και οι δύο θετικοί. 

Ακόµη ε̟ειδή  α > 0  τότε  m > n.  Ε̟ίσης το  α  είναι ̟εριττός, συνε̟ώς ένας 

α̟ό τους  m, n  θα είναι άρτιος και ο άλλος ̟εριττός. Αν τώρα oι  m, n  είχαν 

κά̟οιον κοινό διαιρέτη τότε και οι  α, β  δεν θα ήταν σχετικά ̟ρώτοι, ο̟ότε 

µ.κ.δ.(m, n) = 1. 

Αντίστροφα τώρα θα δείξουµε ότι κάθε τριάδα  (m2 – n2, 2mn, m2 + n2)  

µε  m > n,  θετικούς και σχετικά ̟ρώτους ακεραίους, α̟οτελούν ̟άντα αρχική 

Πυθαγόρεια τριάδα. Ε̟ειδή ισχύει ότι: 

(m2 – n2)2 + (2mn)2 = (m2 + n2)2, 

ας υ̟οθέσουµε ότι η τριάδα αυτή δεν είναι αρχική. Τότε υ̟άρχει κά̟οιος 

̟ρώτος  p ≠ 2  ̟ου διαιρεί και τους τρεις. Α̟ό την σχέση: 

p/2mn  έχουµε  p/m  ή  p/n. 

Έστω δεχόµαστε ότι ισχύει το ̟ρώτο, όµως: 

p/(m2 – n2) ⇒ p/n2 ⇒ p/n. 

Αντίστοιχα αν ε̟ιλέγαµε  p/n  θα καταλήγαµε ότι  p/m.  Αυτό είναι αδύνατο 

µια και  µ.κ.δ.(m, n) = 1. 

Άρα η τριάδα ̟ου ε̟ιλέξαµε είναι αρχική και οι ̟αράµετροι  m, n  

ουσιαστικά είναι το ̟ραγµατικό και φανταστικό µέρος των τετραγωνικών 

ριζών του  α + βi.  Όµως υ̟άρχουν µόνο δύο τέτοιες ρίζες ̟ου διαφέρουν 

κατά το ̟ρόσηµο, ο̟ότε η ε̟ιλογή της θετικότητας των ̟αραµέτρων µας 

̟αρέχει συγχρόνως και την ύ̟αρξη της µοναδικότητας για κάθε αρχική 

Πυθαγόρεια τριάδα.                                                                                                   ♦ 
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Μ̟ορούµε λοι̟όν βάση του ̟αρα̟άνω να υ̟ολογίσουµε αρχικές 

Πυθαγόρειες τριάδες και µε τον εξής α̟λό τρό̟ο. Ε̟ιλέγουµε έναν µη 

µηδενικό ακέραιο Gauss  α  έτσι ώστε το ̟ραγµατικό και  το φανταστικό 

µέρος του να είναι ̟ραγµατικοί ακέραιοι σχετικά ̟ρώτοι. Αν το τετράγωνό 

του γράφεται στην µορφή: 

α2 = x + yi,  τότε η τριάδα  (|x|, |y|, N(α)), 

θα α̟οτελεί µια αρχική Πυθαγόρεια τριάδα. 

Η εφαρµογή ̟ου ακολουθεί και α̟οδεικνύεται µε την χρήση των 

ακεραίων Gauss αφορά µια ακόµη γνωστή ∆ιοφαντική εξίσωση, µε ε̟εκτάσεις 

στην Αναλυτική Γεωµετρία. 

Θεώρηµα  1.17:  Η εξίσωση  x3 – y2 = 1,   έχει µοναδική ακέραια λύση την  

(x, y) = (1, 0). 

Α̟όδειξη:  Η εξίσωση γράφεται:  x3 = y2 + 1 = (y + i)(y – i).  Αν υ̟άρχει  

δ ∈ ℤ[i]  κοινός διαιρέτης των  y + i, y – i  τότε διαιρεί και τη διαφορά τους, 

δηλαδή  δ/2i ⇒ δ/ (1 + i)2.  Α̟ό την µοναδική ̟αραγοντο̟οίηση στο  ℤ[i]  ο  

δ  θα  είναι αντιστρέψιµος ή ίσος µε  1 + i  ή  (1 + i)2.  Αν θεωρήσουµε ότι δεν 

είναι αντιστρέψιµος τότε ισχύει: 

(1 + i)/x3 ⇒ N(1 + i)/N(x3) ⇒ 2/x6. 

Ο̟ότε ο  x  είναι άρτιος και ε̟ειδή  x3 = y2 + 1  τότε  y2 = 8κ – 1,  µε  κ ∈ ℤ,  

̟ράγµα αδύνατο αφού κανένα τετράγωνο ακεραίου δεν έχει αυτή την µορφή. 

Συνε̟ώς ο  δ  είναι αντιστρέψιµος και οι  y + i, y – i  σχετικά ̟ρώτοι. 

Το γινόµενο των δύο αυτών σχετικά ̟ρώτων ακεραίων Gauss µας δίνει έναν 

κύβο. Ε̟οµένως ο καθένας α̟ό αυτούς θα είναι κύβος ή θα είναι κύβος ε̟ί 

κά̟οιον αντιστρέψιµο. Όµως κάθε αντιστρέψιµος είναι και ο ίδιος κύβος 

ό̟ως έχουµε δει στην ̟αράγραφο  1.6,  ο̟ότε κάθε ένας α̟ό τους  y + i, y – i  

είναι κύβος. Υ̟άρχουν λοι̟όν ̟ραγµατικοί ακέραιοι  m, n  ώστε: 

y + i = (m + ni)3 = m(m2 – 3n2) +n(3m2 – n2)i. 

Α̟ό την εξίσωση  n(3m2 – n2) = 1,  έχουµε  n = ±1.  Αν  n = 1  τότε  3m2 – 1 = 1 

⇒ 3m2 = 2,  αδύνατη στους ακεραίους. Αν  n = -1  τότε  3m2 – 1 = -1 ⇒ m = 0. 

Ο̟ότε  y = 0  και  x3 = 0 + 1 ⇒ x = 1.                                                                        ♦ 
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Με την χρήση των ακεραίων Gauss το  1850  ο V. A. Lebesgue α̟έδειξε 

ότι η εξίσωση  y2 = xn – 1  µε  n ≥ 2  δεν έχει µη µηδενικές λύσεις. Ε̟ίσης µε 

αντίστοιχους τρό̟ους µ̟ορούµε να λύσουµε και τις ακόλουθες ∆ιοφαντικές 

εξισώσεις, µε τις ο̟οίες ασχολήθηκε και ο Fermat: 

� 2x3 = y2 + 1,  οι ρίζες της είναι  (x, y) = (1, ±1). 

� x3 = y2 + 4,  οι ρίζες της είναι  (x, y) = (2, ±2)  ή  (5, ±11). 

Ό̟ως ήταν αναµενόµενο κατά την ε̟ίλυση ̟ροβληµάτων σαν αυτά ̟ου 

είδαµε, ̟ροέκυψαν και άλλα ̟ου αφορούν τους ίδιους τους ακεραίους Gauss. 

Χαρακτηριστικό είναι το ακόλουθο. 

Θεώρηµα  1.18:  Αν ο µη µηδενικός  z   είναι ακέραιος Gauss τότε 

υ̟άρχει φυσικός αριθµός  ν ≠ 0  ώστε  zν ∈ Z  αν και µόνο αν  Im(z) = 0  ή  

Re(z) = 0  ή  Im(z) = ± Re(z). 

Α̟όδειξη:  Στην ̟ερί̟τωση ̟ου ο  z  είναι ανάγωγος, έχουµε:  (±1)ν ∈ Z  

για κάθε  ν ∈ N*  και  (±i)ν ∈ Z  για κάθε  ν = 4κ,  µε  κ ∈ N*.  Στην ̟ερί̟τωση 

̟ου ο  z  δεν είναι ̟ρώτος, α̟ό την µοναδική ̟αραγοντο̟οίηση θα υ̟άρχουν 

̟ρώτοι  g1, g2, . . ., gλ  ώστε  z = g1⋅g2⋅ . . .⋅ gλ.  Ο̟ότε αρκεί να δείξουµε ότι  giκi 

∈ Z  µε  κi ∈ N* ,  για κάθε  i = 1, 2, …, λ  και έτσι το  ν = κ1⋅κ2⋅ . . . ⋅κλ. 

Εύκολα λοι̟όν η γενική ̟ερί̟τωση εξειδικεύεται µόνο αν ο  z  είναι 

̟ρώτος Gauss. Θεωρούµε  τώρα ότι ο  zν = m ∈ Z,  ̟ροφανώς  z/m  και 

ε̟οµένως για τον συζυγή του ισχύει ότι  z /m  = m,  αφού  m ∈ Z.  ∆ηλαδή  

νz /z   και ε̟ειδή ο  z   είναι ̟ρώτος τότε  z /z .  Αυτό σηµαίνει ότι  z = z ,  

δηλαδή  Im(z) = 0  ή  ότι οι  z  και z   είναι ισοδύναµοι.  Στην ̟ερί̟τωση αυτή 

αν  z = - z ,  τότε  Re(z) = 0,  ενώ αν  z = ±i z ,  τότε  Im(z) = ± Re(z). 

Για την α̟όδειξη του αντίστροφου έχουµε:  Αν  Im(z) = 0,  τότε  zν ∈ Z  

για κάθε  ν ∈ N*.  Αν  Re(z) = 0,  τότε  zν ∈ Z  για  ν = 2κ  µε  κ ∈ N*.  Αν  Im(z) 

= ± Re(z),  τότε  zν ∈ Z  για  ν = 4κ  µε  κ ∈ N*. 
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1.9  Άλυτα Προβλήµατα και Εικασίες 

Πέραν όµως των ̟ροβληµάτων ̟ου έχουν λυθεί µε την βοήθεια των 

ακεραίων του Gauss, µέσα στο σύνολο αυτό έχουν διαµορφωθεί ή καλύτερα 

µετεξελιχθεί και ̟ροβλήµατα ̟ου ακόµη δεν έχουν α̟οδειχθεί. Γνωστές 

εικασίες της θεωρίας αριθµών έχουν διατυ̟ωθεί και για τους αριθµούς ̟ου 

µελετάµε. Μια ̟αράλληλη ̟αράθεση αυτών των υ̟οθέσεων µε τις αντίστοιχες 

για τους ̟ραγµατικούς ακέραιους θα ̟αρουσιάσουµε στην συνέχεια. 

Πρωτίστως θα εστιάσουµε σε σύνολα ̟ρώτων Gauss ̟ου ̟αρουσιάζουν 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Οι ορισµοί αυτών των αριθµών, ̟ου θα δοθούν άµεσα, 

είναι ε̟ιλεγµένοι λόγω του ότι χαρακτηρίζονται ως οι ̟ιο ̟εριοριστικοί α̟ό 

όσους έχουν δοθεί. 

Ορισµός  1.11:  ∆ύο ̟ρώτοι Gauss ονοµάζονται δίδυµοι (twin) αν η 

διαφορά τους είναι ίση µε  (1 + i)e,  ό̟ου  Ν(e) = 1. 

Στους ̟ραγµατικούς ̟ρώτους οι δίδυµοι γνωρίζουµε ότι έχουν διαφορά 

ίση µε  ± 2  και ε̟ίσης ο µικρότερος ̟εριττός α̟ό αυτούς ̟ου δεν είναι 

δίδυµος είναι ο  23.  Ε̟ίσης στους ακέραιους Gauss οι µόνοι άρτιοι ̟ρώτοι 

είναι οι  (± 1 ± i).  Ακόµη ̟αρατηρούµε µια έλλειψη δίδυµων µέχρι τους 

αριθµούς  17 ± 12i,  των ο̟οίων το µέτρο τους (η τετραγωνική ρίζα της 

στάθµης τους) είναι ̟ερί̟ου  20,8  αρκετά κοντά στον  23.  Αλλά και στο  ℤ[i]  

ο  23  είναι δίδυµος µε τον  24 + i.  Υ̟άρχει λοι̟όν µια ενδεχόµενη σύνδεση 

των δίδυµων στα δύο αυτά συστήµατα. 

Ορισµός  1.12:  Τρεις ̟ρώτοι Gauss  g1, g2, g3  ονοµάζονται τρίδυµοι 

(triplet) αν  g1 - g2 = g2 - g3 = (1 + i)e,  ό̟ου  Ν(e) = 1. 

Στους ̟ραγµατικούς ̟ρώτους είναι γνωστό ότι οι µοναδικοί τρίδυµοι 

είναι οι ακέραιοι  3, 5, 7.  Μια τέτοια τριάδα αριθµών αντίστοιχα στο  ℤ[i]  

είναι οι  20 + 3i, 21 + 4i, 22 + 5i.  Ε̟ίσης ένας εναλλακτικός, αλλά λιγότερο 

̟εριοριστικός, ορισµός ̟ου θα µ̟ορούσαµε να δώσουµε για τους τρίδυµους 

θα ήταν να ίσχυε η ισότητα των στάθµεων τους, δηλαδή  Ν(g1 - g2) = Ν(g2 - g3) 

= Ν(1 + i).  Βάση αυτού του ορισµού τρίδυµοι θα είναι και οι ̟ρώτοι  10 + i, 

11, 10 – i,  ό̟ως και οι  19 + 10i, 20 + 11i, 21 + 10i. 
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Ορισµός  1.13:  Τέσσερεις ̟ρώτοι Gauss  g1, g2, g3, g4  ονοµάζονται 

τετράδυµοι (quadruplet) αν  g1 - g2 = g2 - g3 = g3 – g4 = (1 + i)e,  µε  Ν(e) = 1. 

Τέτοιες τετράδες ̟ρώτων Gauss είναι οι  31 + 26i, 32 + 27i, 33 + 28i, 34 + 

29i  καθώς και οι  16 + 19i, 17 + 18i, 18 + 17i, 19 + 16i.  Αντίστοιχα µε τους 

τρίδυµους µ̟ορούµε και εδώ να δώσουµε λιγότερο ̟εριοριστικό ορισµό, αν 

θέσουµε ως ̟ροϋ̟όθεση την ισότητα των στάθµεων τους, δηλαδή  Ν(g1 - g2) = 

Ν(g2 - g3) = Ν(g3 – g4) = Ν(1 + i).  Στην ̟ερί̟τωση αυτή δεχόµαστε ως 

τετράδυµους και τους  25 + 112i, 26 + 11i, 27 + 10i, 25 + 9i  ή και τους  24 + 5i, 

25 + 4i, 26 + 5i, 25 + 6i.  Ε̟ίσης ένας ακόµη ορισµός ̟ου δίνει ̟ολύ 

µεγαλύτερη ελευθερία και ε̟ιτρέ̟ει τετράδες ό̟ως οι  43 + 10i, 44 + 9i, 45 + 8i, 

43 + 8i  να χαρακτηριστούν τετράδυµοι είναι αν ίσχυε:  Ν(gi – gk)= Ν(1 + i)  

για  i ≠ k.  Κάτι τέτοιο βέβαια α̟έχει αρκετά α̟ό την χρηστική οριοθέτηση 

τέτοιων συνόλων ακεραίων Gauss, ο̟ότε δεν θα ε̟εκταθούµε σε µορφές 

αυτού του είδους. 

Ορισµός  1.14:  Πέντε ̟ρώτοι Gauss  g1, g2, g3, g4, g5  ονοµάζονται 

̟εντάδυµοι (quintuplet) αν  g1 - g2 = g2 - g3 = g3 – g4 = g4 – g5 = (1 + i)e,  µε  

Ν(e) = 1. 

Και σε αυτούς τους αριθµούς θα ε̟ιµείνουµε στον ̟ιο ̟εριοριστικό 

ορισµό και όχι σε αντίστοιχους ό̟ως είδαµε ̟αρα̟άνω. Έτσι λοι̟όν ισχύει 

και το θεώρηµα ̟ου ακολουθεί. 

Θεώρηµα  1.19:  Υ̟άρχουν ̟ε̟ερασµένες ̟εντάδες ̟ρώτων Gauss ̟ου 

είναι ̟εντάδυµοι και α̟οτελούνται α̟ό τους αριθµούς:  ± 5 ± 2i,  ± 4 ± i,  ± 3,  

± 2 ± i,  ± 1 ± 2i,  ± 3i,  ± 1 ± 4i,  ± 2 ± 5i. 

Α̟όδειξη:  Σύµφωνα µε τον ειδικό αλγόριθµο (J. H. Jordan and C. J. 

Potratz: Residue System in the Gaussian Integers, Mathematics Magazine 

τεύχος 38 του 1965 σελ. 1 – 12) για κάθε ακέραιο Gauss  α   ̟ου διαιρείται µε 

τον  2 + i  υ̟άρχουν  κ, υ ∈ ℤ[i]  ώστε  α = (2 + i)κ + υ  µε  Ν(υ) ≤ 1,  δηλαδή  υ 

= 0  ή  υ = ± 1  ή  υ = ± i.  Αν θεωρήσουµε τώρα ότι  g1 = (2 + i)κ + υ  µε  Ν(υ) ≤ 

1  και ας ε̟ιλέξουµε το  e  του ορισµού ίσο µε  -1,  τότε: 

� Για  β = 0  το  g1 = (2 + i)κ. 

� Για  β = 1  το  g2 = (2 + i)(κ + 1). 
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� Για  β = -i  το  g3 = (2 + i)(κ + 1). 

� Για  β = i  το  g4 = (2 + i)(κ + 2 i). 

� Για  β = -1  το  g5 = (2 + i)(κ + 2 + i). 

Παρατηρούµε λοι̟όν ότι σε κάθε ̟ερί̟τωση ένας α̟ό τους  gi  έχει 

̟αράγοντα τον  2 + i  δηλαδή δεν είναι ̟ρώτος, εκτός της ̟ερί̟τωσης ̟ου  gi  

= (2 + i)κ  µε  Ν(κ) = 1.  Αυτό λοι̟όν συµβαίνει όταν οι ε̟ιλεγµένοι αριθµοί 

είναι αυτοί τοι θεωρήµατος. Ανάλογα α̟οτελέσµατα ̟ροκύ̟τουν και για τις 

ε̟ιλογές των  e = 1  ή  e = ± i.                                                                                    ♦ 

Σύµφωνα λοι̟όν µε τους ορισµούς ̟ου ε̟ιλέχθηκαν, σχετικά µε τα 

σύνολα των αριθµών ̟ου ̟ροαναφέραµε, ̟ροκύ̟τουν οι εξής εικασίες: 

Εικασία  (1):  Υ̟άρχουν ά̟ειρα ζεύγη δίδυµων ̟ρώτων Gauss. 

Εικασία  (2):  Υ̟άρχουν ά̟ειρες τριάδες τρίδυµων ̟ρώτων Gauss. 

Εικασία  (3):  Υ̟άρχουν ά̟ειρες τετράδες  τετράδυµων ̟ρώτων Gauss. 

Οι τρεις υ̟οθέσεις ̟ου διατυ̟ώθηκαν µ̟ορούν σίγουρα να ελεγχθούν 

αυτόνοµα. Όµως είναι εµφανής και η σχέση ̟ου τις συνδέει. Αν για 

̟αράδειγµα δειχθεί ότι η εικασία  (1)  δεν ισχύει, αυτόµατα δεν ισχύουν και οι 

άλλες δύο. Ε̟ίσης αν δειχθεί ότι η εικασία  (3)  ισχύει τότε συµβαίνει το ίδιο 

και για την  (2)  και  (1). 

Η εικασία  (1)  είναι µια ε̟έκταση στο  ℤ[i]  του γνωστού άλυτου 

̟ροβλήµατος των δίδυµων ̟ραγµατικών ̟ρώτων ακεραίων. Σύµφωνα µε το 

ο̟οίο ζητείται να α̟οδειχθεί ότι υ̟άρχουν ά̟ειροι ̟ρώτοι ακέραιοι  p  ώστε 

και ο  p + 2  να είναι και αυτός ̟ρώτος. Το ̟ρόβληµα αυτό διατυ̟ώθηκε στην 

γενική του µορφή το  1849  α̟ό τον de Polignac ̟ου είκαζε ότι: «Για κάθε µη 

µηδενικό φυσικό αριθµό  ν  υ̟άρχουν ά̟ειρα ζεύγη ̟ρώτων  p, p’  ώστε  p – 

p’ = 2ν».  Φυσικά για  ν = 1  ̟ροκύ̟τει η εικασία των δίδυµων ̟ραγµατικών 

̟ρώτων. Η ̟ιο ̟ρόσφατη ̟ροσ̟άθεια ε̟ίλυσης του αιτήµατος των δίδυµων 

έχει γίνει α̟ό τον καθηγητή του ̟ανε̟ιστηµίου του Vanderbilt τον Richard 

Arenstorf στις  26/3/2004,  αλλά ε̟ειδή ̟ροέκυψαν λάθη στην ε̟ίλυση, 

α̟οσύρθηκε για να διορθωθεί. 

Ένα ε̟ίσης ̟ολύ γνωστό άλυτο ̟ρόβληµα, αγα̟ηµένο ̟ολλών 

λογοτεχνών, ̟ου έχει σχέση µε τους ̟ραγµατικούς ακέραιους είναι και η 



 53 

εικασία του Goldbach. Ο Πρώσος µαθηµατικός Christian Goldbach (1690 – 

1764) σε µια ε̟ιστολή ̟ου έστειλε στις  7/6/1742  στον Euler διατύ̟ωνε την 

εικασία ̟ως: «Κάθε άρτιος ακέραιος αριθµός µεγαλύτερος του  2  γράφεται ως 

άθροισµα δύο ̟ρώτων». Μιας εικασίας ̟ου φυσικά ακόµη ̟αραµένει 

ανα̟όδεικτη ̟αρόλες τις ̟ροσ̟άθειες ̟ου κατά καιρούς ε̟ιχειρήθηκαν. 

Μάλιστα ο εκδοτικός οίκος Faber and Faber είχε ̟ροσφέρει έ̟αθλο  1.000.000  

δολαρίων σε ό̟οιον το α̟οδείκνυε α̟ό τις  10/3/2000  έως τις  20/3/2002.  

Σήµερα µε την βοήθεια των υ̟ολογιστών έχει ε̟αληθευτεί για αριθµούς έως 

τον  1014.  Αλλά ό̟ως θα δούµε υ̟άρχουν ̟ολλές δυνατότητες γενίκευσης της 

εικασίας αυτής και στο σύνολο των ακέραιων Gauss. 

Εικασία  (4):  Για κάθε άρτιο ακέραιο Gauss  α  υ̟άρχουν ̟ρώτοι Gauss  

p  και  q  τέτοιοι ώστε  p + q = α. 

Η διατύ̟ωση αυτή δεν είναι τί̟οτα άλλο ̟αρά µια α̟λή µεταφορά της 

εικασίας του Goldbach στο σύνολο  ℤ[i].  Όµως ̟ερισσότερο ̟ροσεγγίζει την 

ακόλουθη ̟ρόταση: «Κάθε άρτιος ακέραιος είναι άθροισµα ή διαφορά δύο 

θετικών ̟ρώτων». ∆εδοµένου ότι η θετικότητα είναι χωρίς νόηµα στους 

ακέραιους Gauss, θα µ̟ορούσαµε να θέσουµε ως ̟ροϋ̟όθεση οι  p  και  q  να 

ανήκουν στο ίδιο ηµιε̟ί̟εδο ή ότι οι στάθµες τους να είναι µικρότερες ή ίσες 

α̟ό την στάθµη του  α,  τότε έχουµε την εξής διατύ̟ωση: 

Εικασία  (5):  Για κάθε άρτιο ακέραιο Gauss  α,  µε  Ν(α) > 2,  υ̟άρχουν 

̟ρώτοι Gauss  p  και  q  τέτοιοι ώστε  p + q = α  και κάθε µια α̟ό τις γωνίες  

ΡΟΑ  και  ΑΟQ  να είναι µικρότερες των  45°,  ό̟ου  Ρ, Q  οι εικόνες των  p, q  

αντίστοιχα,  Ο  η αρχή των αξόνων και  Α  εικόνα του  α. 

Είναι φανερό ότι η εικασία  (5)  ̟εριέχει την  (4)  για κάθε µια α̟ό τις 

̟ροϋ̟οθέσεις ̟ου τέθηκαν. Ε̟ίσης έχει ελεγχθεί για τους άρτιους αριθµούς 

στο  ℤ[i].  Ακόµη ισχυρότερους όρους µ̟ορούµε να θέσουµε µειώνοντας την 

γωνία. Συγχρόνως ̟ρέ̟ει όµως να αυξηθεί η στάθµη του άρτιου για να 

α̟οφύγουµε κά̟οιες εξαιρέσεις, ο̟ότε καταλήγουµε στην ακόλουθη: 

Εικασία  (6):  Αν  α  είναι άρτιος ακέραιος Gauss µε στάθµη µεγαλύτερη 

του  10,  τότε υ̟άρχουν ̟ρώτοι  p  και  q  ώστε  α = p + q  και κάθε µια α̟ό τις 
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γωνίες  ΡΟΑ  και  ΑΟQ  να είναι µικρότερες των  30°,  ό̟ου  Ρ, Q  οι εικόνες 

των  p, q  αντίστοιχα,  Ο  η αρχή των αξόνων και  Α  εικόνα του  α. 

Μια ̟ρόταση ̟ου ε̟ίσης έχει ελεγχθεί για τους άρτιους ακέραιους στο  

ℤ[i].  Τονίζουµε ακόµη ότι οι  1 + 3i, 3 + i, 2  και οι ισοδύναµοί τους έχουν 

ανάγκη γωνίας  45°.  Για γωνία  0°  ή  4°  δεν είναι δυνατόν να υ̟άρχουν 

αριθµοί τέτοιοι ώστε να είναι άθροισµα δύο ̟ρώτων Gauss. Πιθανόν όµως 

τέτοιες ̟ροτάσεις θα µ̟ορούσαµε να έχουµε για κατάλληλη µείωση της 

γωνίας µε αντίστοιχη κάθε φορά ̟εριοριστική ε̟ιλογή της στάθµης του 

άρτιου. Παρατηρούµε λοι̟όν ότι γενικεύοντας κά̟οιες φηµισµένες εικασίες 

στους ̟ραγµατικούς ακέραιους, οδηγούµαστε σε ένα ̟λήθος άλλων εικασιών 

στο σύνολο των ακεραίων Gauss. 

Έχοντας τεκµηριώσει µια ̟ρώτη ψηλάφηση του συνόλου των ακεραίων 

Gauss ̟αρατηρούµε ότι η Αριθµητική τους διαφορο̟οιείται σηµαντικά α̟ό 

την Άλγεβρα των µιγαδικών αριθµών, ̟αρότι α̟οτελούν υ̟οκλάση τους. 

Χωρίς λοι̟όν να α̟οτελούν µια τετριµµένη λε̟τοµέρεια ̟αρουσιάζουν µια 

δυναµική χρηστική ακόµη και σε ̟εδία ̟ου φαινοµενικά είναι ξένα ̟ρος 

αυτούς. Άλλωστε αυτός είναι ο λόγος ̟ου τους έκανε ένα αξιο̟ρόσεχτο 

̟ολυεργαλείο σε ̟ολλούς τοµείς των Μαθηµατικών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟ    2222 ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΣΤΟ  ℤ[i] 

 

«Τα ίδια λάθη µπορούν κάλλιστα να επαναληφθούν. Πρόσφατα 

κατάφερε να δοθεί λύση σε ένα θεώρηµα που επί αιώνες δεν 

κατάφερναν να λύσουν. Μπορεί να µην το έλυναν, ανακάλυπταν 

όµως πράγµατα τα οποία τους κατηύθυναν κάπου και µάθαιναν από 

αυτά. Τελικώς, έτσι κατάφεραν να βρουν την απόδειξη και να τη 

δηµοσιεύσουν. Βασίστηκαν στη δουλειά και στα λάθη άλλων 

επιστηµόνων, που είχαν προηγηθεί. Στην έρευνα αλλά και στη ζωή 

µπορεί άλλος να ανακαλύψει την πόρτα και άλλος το κλειδί». 

JOHN FORBES NASH 

 

2.1  Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων 

Κατά την διάρκεια της ̟αρουσίασης σχετικά µε την µοναδική ανάλυση 

σε ̟ρώτους, µέσα στο σύνολο των ακεραίων Gauss, αναφερθήκαµε και στον 

αλγόριθµό της διαίρεσης. Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε ̟ιο αναλυτικά 

µε την ̟ράξη της διαίρεσης στο  ℤ[i]  καθώς και µε την µελέτη των ε̟ιµέρους 

δακτυλίων ̟ου εµφανίζονται µέσα στο σύνολο αυτό. Η ̟ροσέγγιση όλων 

αυτών, ό̟ως άλλωστε έχουµε κάνει και έως τώρα, θα γίνει µε την βοήθεια των 

αλγεβρικών δοµών ̟ου α̟αιτούνται και των α̟εικονίσεων ̟ου τις συνδέουν. 

Σε ̟ρώτη φάση θα ορίσουµε τα συγκεκριµένα αλγεβρικά µέσα, ό̟ως ε̟ίσης 

θα α̟οδείξουµε και µια σειρά θεωρηµάτων ̟ου τα διέ̟ουν και α̟αιτούνται 

για την τεκµηριωµένη ̟αρουσίαση τους. Τα ̟αραδείγµατα ̟ου θα 

χρησιµο̟οιηθούν για την καλύτερη κατανόηση των ̟ροτάσεων θα είναι 

ε̟ιλεγµένα α̟ό τα ίδια ̟άντα γνωστά µας χρηστικά σύνολα. 

Ορισµός  2.1:  Σε δύο δακτυλίους  <D, ⊕, ⊗>  και  <D΄, +, ×>  κάθε 

α̟εικόνιση  φ: D → D΄  µε τις ιδιότητες: 

φ(α ⊕ β) = φ(α) + φ(β)  και 

φ(α ⊗ β) = φ(α) × φ(β). 

για όλα τα στοιχεία  α, β ∈ D,  ονοµάζεται οµοµορφισµός. 
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Η ορολογία των οµοµορφισµών εξειδικεύεται ως ακολούθως. Ένας 

οµοµορφισµός ̟ου είναι ε̟ί στον  D΄  λέγεται ε̟ιµορφισµός, ενώ στην 

̟ερί̟τωση ̟ου είναι  1-1  ονοµάζεται µονοµορφισµός. Όταν είναι  1-1  και 

συγχρόνως ε̟ί καλείται ισοµορφισµός. Σε έναν ισοµορφισµό οι δακτύλιοι  D  

και  D΄  λέγονται ισόµορφοι και συµβολίζονται  D ≅ D΄. 

Σύµφωνα λοι̟όν µε τον ορισµό ̟ου δόθηκε µ̟ορούµε να συµ̟εράνουµε 

ότι ο οµοµορφισµός των δακτυλίων είναι µια α̟εικόνιση ̟ου διατηρεί τη 

δοµή. Αυτό είναι εµφανές α̟ό την συσχέτιση ̟ου υ̟άρχει στην ̟ροσθετική 

καθώς και στην ̟ολλα̟λασιαστική ιδιότητά τους. Ακόµη για έναν 

ισοµορφισµό  D ≅ D΄  ̟αρατηρούµε ότι ισχύουν οι εξής σχέσεις: 

� D ≅ D,  µέσω της ταυτοτικής α̟εικόνισης. 

� Αν  D ≅ D΄  τότε  D΄ ≅ D,  µέσω της αντίστροφης α̟εικόνισης. 

� Αν  D ≅ D΄  και  D΄ ≅ D΄΄  τότε  D ≅ D΄΄,  ε̟ειδή η σύνθεση ισοµορφισµών 

είναι ισοµορφισµός. 

Ε̟οµένως ο ισοµορφισµός έχει όλες τις ιδιότητες µιας σχέσης ισοδυναµίας 

στην «κλάση» όλων των δακτυλίων. ∆εν χρησιµο̟οιούµε την έκφραση «στο 

σύνολο των δακτυλίων» ε̟ειδή αυτό δεν είναι ε̟ιτρε̟τό στην συνολοθεωρία 

̟ου ανα̟τύσσεται στο αξιωµατικό σύστηµα των Zermelo – Fraenkel. 

Ορισµός  2.2:  Για κάθε οµοµορφισµό  φ  ενός δακτυλίου  D  σε έναν 

δακτύλιο  D΄,  το σύνολο  φ(D) = {φ(α)/α ∈ D} = {α΄ ∈ D΄/υ̟άρχει  α ∈ D  

ώστε  α΄ = φ(α)}  καλείται εικόνα του οµοµορφισµού  φ  και συµβολίζεται µε  

Imφ. 

Ως ̟αράδειγµα οµοµορφισµού θα χρησιµο̟οιήσουµε µια α̟εικόνιση 

̟ου συνδέει τον δακτύλιο των ̟ραγµατικών ακεραίων  ℤ  µε τον δακτύλιο  

ℤn.  Ο τελευταίος α̟οτελείται α̟ό το σύνολο 

ℤn = {0, 1, 2, . . ., n-1}, 

̟ου ̟εριέχει όλα τα δυνατά υ̟όλοι̟α κάθε ακεραίου, κατά την διαίρεσή του 

µε κά̟οιον ακέραιο  n > 1.  Κάθε στοιχείο  x ∈ ℤn  είναι ο αντι̟ρόσω̟ος µιας 

κλάσης ισοδυναµίας (δηλαδή κανονικά θα έ̟ρε̟ε να γράφεται ως  [x]) όλων 

των ακεραίων  m  ̟ου αν διαιρεθούν µε τον  n  θα δώσουν ως υ̟όλοι̟ο τον  
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x.  Οι ακέραιοι αυτοί καλούνται ισοϋ̟όλοι̟οι του  x  κατά  modulo n  και 

ό̟ως άλλωστε έχουµε δει στο θεώρηµα  1.13  θα συµβολίζουµε  m ≡ x(modn)  

αν και µόνο αν  n/(m – x).  Ε̟ίσης ως ̟ράξεις της δοµής αυτής 

χρησιµο̟οιούµε αφενός την ̟ρόσθεση:  α + β = υ̟όλοι̟ο της διαίρεσης του  α 

+ β  µε τον  n  και αφετέρου τον ̟ολλα̟λασιασµό:  α⋅β = υ̟όλοι̟ο της 

διαίρεσης του  α⋅β  µε τον  n,  για κάθε στοιχείο  α, β ∈ ℤn.  Εύκολα τώρα 

µ̟ορούµε να δια̟ιστώσουµε ότι η δοµή  <ℤn, +, ⋅>  α̟οτελεί έναν δακτύλιο µε 

µηδενικό στοιχείο το  0,  αντίθετο για κάθε  x ∈ ℤn  το  n – x ∈ ℤn  και 

αντιστρέψιµο στοιχείο το  1 ∈ ℤn. 

Αν λοι̟όν ορίσουµε την α̟εικόνιση  f: ℤ → ℤn  µε  f(m) = υ,  ό̟ου  υ  το 

υ̟όλοι̟ο ̟ου δίνει ο αλγόριθµος της διαίρεσης του  m ∈ ℤ  µε το  n,  τότε για 

κάθε ακέραιο  α, β  α̟ό τον αλγόριθµο της διαίρεσης έχουµε: 

� α = κn + υ1  και  β = λn + υ2,  µε  0 ≤ υi < n  για  i = 1, 2.  Προσθέτοντας: 

α + β = (κ + λ)n + υ1 + υ2. 

Αν  υ1 + υ2 = µn + υ3,  µε  0 ≤ υ3 < n,  τότε: 

α + β = (κ + λ + µ)n + υ3. 

Α̟ό τα ̟αρα̟άνω βλέ̟ουµε ότι  f(α) + f(β) = υ1 + υ2 = υ3 = f(α + β). 

� Αντίστοιχα τώρα αν ̟ολλα̟λασιάσουµε αντί να ̟ροσθέσουµε τις δύο 

αρχικές ισότητες είναι: 

αβ = (κλ + κυ2 + λυ1)n + υ1υ2. 

Αν  υ1υ2 = µ΄n + υ3΄,  µε  0 ≤ υ3΄ < n,  τότε: 

αβ = (κλ + κυ2 + λυ1 + µ΄)n + υ3΄. 

Ο̟ότε  f(α)f(β) = υ1υ2 = υ3΄ = f(α + β). 

Συνε̟ώς η α̟εικόνιση  f  α̟οτελεί  έναν οµοµορφισµό των δακτυλίων  ℤ  και  

ℤn.  Ας κρατήσουµε όµως α̟ό το ̟αράδειγµα αυτό και κάτι άλλο ̟ου είναι 

ιδιαίτερα σηµαντικό. Ο οµοµορφισµός αυτός συνέδεσε δύο δακτυλίους α̟ό 

τους ο̟οίους ο µεν ̟ρώτος έχει µη ̟ε̟ερασµένου ̟λήθους στοιχείων ενώ ο 

δεύτερος έχει  ̟ε̟ερασµένου ̟λήθους, ο̟ότε είναι ̟ιο εύκολα ̟ροσβάσιµος. 
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Θεώρηµα  2.1:  Σε έναν οµοµορφισµό δακτυλίων  φ: D → D΄  ισχύουν οι 

̟αρακάτω ιδιότητες: 

(1) Αν το µηδενικό του  D  είναι  0  και  0΄ το µηδενικό του  D΄  τότε  φ(0) = 0΄. 

(2) Αν  α ∈ D  µε αντίθετο το  -α,  τότε  φ(-α) = -φ(α). 

(3) Αν  1, 1΄  αντιστρέψιµα του  D, D΄  αντίστοιχα και  φ(1) ≠ 0΄  τότε  φ(1) = 1΄. 

(4) Αν ο  Η  είναι υ̟οδακτύλιος του  D  τότε ο  φ(Η)  είναι υ̟οδακτύλιος του  

D΄.  ∆ηλαδή οι υ̟οδακτύλιοι αντιστοιχούν σε υ̟οδακτυλίους. 

Α̟όδειξη:  Οι δακτύλιοι  D, D΄  είναι εφοδιασµένοι µε τις ̟ράξεις ̟ου 

έχουµε εµφανίσει στον ορισµό του οµοµορφισµού. 

(1) φ(0) = φ(0 ⊕ 0) = φ(0) + φ(0).  Α̟λο̟οιώντας µεταξύ του ̟ρώτου και του 

τελευταίου µέλους έχουµε  φ(0) = 0΄. 

(2) Α̟ό το ̟ροηγούµενο είναι  0΄ = φ(0) = φ(α ⊕ (-α)) = φ(α) + φ(-α).  Α̟ό το 

µονοσήµαντο του αντίθετου είναι  φ(-α) = -φ(α). 

(3) Για  α ∈ D  είναι:  φ(α) = φ(1 ⊗ α) = φ(α ⊗ 1) = φ(1) × φ(α) = φ(α) × φ(1).  

Αν  φ(1) ≠ 0΄  τότε  φ(1) = 1΄. 

(4) Έστω  φ(α)  και φ(β)  είναι δύο στοιχεία του  φ(Η),  τότε ισχύει  φ(α) + φ(β) 

= φ(α ⊕ β) ∈ φ(Η)  και  φ(α) × φ(β) = φ(α ⊗ β) ∈ φ(Η).  Άρα το  φ(Η)  είναι 

κλειστό και ως ̟ρος τις δύο ̟ράξεις. Ε̟ίσης λόγω των  (1), (2)  και  (3)  ο  

φ(Η)  είναι υ̟οδακτύλιος του  D΄.                                                                      ♦ 

Με αντίστοιχο τρό̟ο ό̟ως της ιδιότητας  (4)  µ̟ορούµε να δείξουµε ότι 

αν ο  Η΄  είναι υ̟οδακτύλιος του  D΄  τότε η αντίστροφη εικόνα του  φ-1(Η΄)  

θα είναι υ̟οδακτύλιος του  D.  Η έννοια της αντίστροφης εικόνας ενός 

οµοµορφισµού ορίζεται αντίστοιχα µε τον ορισµό ̟ου δόθηκε για την εικόνα, 

κάνοντας χρήση της αντίστροφης α̟εικόνισης, ̟ου την συµβολίζουµε µε  φ-1. 

Ε̟ίσης άµεσα α̟ό την ιδιότητα  (4)  συµ̟εραίνουµε ότι η εικόνα  Imφ  ενός 

οµοµορφισµού  φ: D → D’  είναι υ̟οδακτύλιος του  D. 

Ορισµός  2.3:  Έστω η  φ: D → D΄  είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Ο 

υ̟οδακτύλιος  φ-1({0΄}) = {α ∈ D/φ(α) = 0΄},  δηλαδή όλα τα στοιχεία του  D  

̟ου α̟εικονίζονται µέσω της  φ  στο µηδενικό στοιχείο  0΄  του  D΄,  

ονοµάζεται ̟υρήνας (Kernel) του  φ  και συµβολίζεται µε  Ker(φ). 
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Ε̟ειδή µέσω ενός οµοµορφισµού δυο δακτυλίων µ̟ορούµε να 

α̟εικονίσουµε ̟ολλά διαφορετικά στοιχεία του ̟ρώτου στο µηδενικό του 

δεύτερου, τότε το ̟λήθος των στοιχείων του ̟υρήνα µας δίνει το ̟οσοστό της 

συγκέντρωσης των στοιχείων του αρχικού δακτυλίου τα ο̟οία α̟εικονίζονται 

στο µηδενικό του δεύτερου δακτυλίου. Ας ε̟ανέλθουµε όµως στο ̟αράδειγµα 

̟ου δώσαµε στην αρχή του κεφαλαίου. Είναι εύκολο να δούµε ότι ο 

οµοµοφρισµός  f: ℤ → ℤn  έχει ως ̟υρήνα τον: 

Ker(f) = f-1(0) = {. . ., -3n, -2n, -n, 0, n, 2n, 3n, . . .} = nℤ. 

Έχουµε κατά αυτόν τον τρό̟ο µια εικόνα της συγκέντρωσης των στοιχείων 

του  ℤ  στο µηδενικό του  ℤn. 

Ορισµός  2.4:  Θεωρούµε έναν δακτύλιο  <D, +, ⋅>  και τον υ̟οδακτύλιό 

του  Η,  αν  x ∈ D  τότε το σύνολο: 

x + H = {x + h/h ∈ H} 

λέγεται σύµ̟λοκο (coset) του υ̟οδακτυλίου  Η  µε αντι̟ρόσω̟ο το  x  και 

είναι υ̟οσύνολο του  D.  Ε̟ειδή ε̟ίσης η οµάδα  (D, +)  είναι αβελιανή ισχύει 

ότι  x + H = Η + x.  Το σύνολο ̟ου ̟εριέχει όλα τα σύµ̟λοκα της  Η  το 

συµβολίζουµε  D/H = {x + H/x ∈∈∈∈ D}. 

Σύµφωνα µε τον ̟αρα̟άνω ορισµό σε έναν οµοµορφισµό  φ: D → D΄  

αν ε̟ιλέξουµε ως  Η = Ker(φ)  και  x ∈ D  τότε  φ-1{φ(x)} = {α ∈ D/φ(α) = φ(x)} 

= x ⊕ H.  Συνε̟ώς µ̟ορούµε να συµ̟εράνουµε ότι: 

� Το µέγεθος του ̟υρήνα του οµοµορφισµού  Ker(φ) στην ̟ραγµατικότητα 

µετράει το ̟οσοστό της συγκέντρωσης, µέσω της  φ,  σε κάθε στοιχείο της 

εικόνας  Imφ  της  D΄. 

� Ο  φ  είναι µονοµορφισµός αν και µόνο αν ο Ker(φ) ̟εριέχει µόνο το 

µηδενικό στοιχείο του  D. 

Θεώρηµα  2.2:  Έστω δακτύλιος  <D, +, ⋅>  µε υ̟οδακτύλιο του τον  Η,  

για τα  x, y ∈ D  ισχύει ότι  x + H = y + H  αν και µόνο αν  x – y ∈ H. 

Α̟όδειξη:  Αφού ισχύει  x + H = y + H  και ε̟ειδή  x + 0 = x ∈ x + H,  

τότε το  x ∈ y + H.  ∆ηλαδή: 

x = y + h  µε  h ∈ H.  Άρα  x – y = h ∈ H. 
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Αντίστροφα ε̟ειδή  x – y ∈ H  το  x – y = h ∈ H.  Αν θεωρήσουµε ότι για ένα  

ω ∈ x + H  είναι  ω = x + h1,  µε  h1 ∈ Η  δηλαδή: 

ω = y + h + h1  ή  ω ∈ y + H. 

Άρα  x + Η ⊆ y + Η.  Αντίστοιχα α̟οδεικνύουµε ότι  y + Η ⊆ x + Η.  Ο̟ότε 

α̟ό τα ̟αρα̟άνω ισχύει ότι  x + Η = y + Η.                                                         ♦ 

Θεώρηµα  2.3:  Έστω δακτύλιος  <D, +, ⋅>  µε υ̟οδακτύλιο του τον  Η,  

για τα  x, y ∈ D  είναι  x + H = y + H  είτε  (x + H) ∩ (y + H) = ∅. 

Α̟όδειξη:  Ας υ̟οθέσουµε αρχικά ότι  (x + Η) ∩ (y + Η) ≠ ∅,  τότε θα 

υ̟άρχει ένα στοιχείο  ω ∈ (x + H) ∩ (y + H)  και ε̟οµένως: 

ω = x + h1 = y + h2,  µε  h1, h2 ∈ H, 

δηλαδή  x – y = h2 – h1 ∈ H. 

Ο̟ότε α̟ό θεώρηµα  2.2  έχουµε  x + Η = y + Η.  Στην άλλη ̟ερί̟τωση ισχύει 

ότι  (x + H) ∩ (y + H) = ∅.                                                                                         ♦ 

Η γραφική ερµηνεία ̟ου θα µ̟ορούσαµε να δώσουµε για την µορφή 

του συµ̟λόκου  x + H  είναι ως την ̟αράλληλη µεταφορά του αρχικού 

δακτυλίου κατά  x. 

 

2.2  ∆ακτύλιοι Πηλίκα 

Στο τέλος της ̟ροηγούµενης ̟αραγράφου είχαµε ορίσει ένα σύνολο ̟ου 

̟εριέχει όλα τα σύµ̟λοκα ενός υ̟οδακτυλίου ο ο̟οίος ̟ροέρχεται α̟ό έναν 

αρχικό δακτύλιο. Στην ̟αράγραφο αυτή θα ξεκινήσουµε ε̟ιχειρώντας να 

δηµιουργήσουµε µια δοµή για το σύνολο αυτό και να την συσχετίσουµε µε 

τον αρχικό δακτύλιο. 

Θεώρηµα  2.4:  Έστω ένας δακτύλιος  D  και ο υ̟οδακτύλιος του  Η,  

τότε η ̟ράξη του ̟ολλα̟λασιασµού των συµ̟λόκων είναι καλά ορισµένη 

µέσω της ισότητας: 

(x + Η) ⊗ (y + Η) = (xy) + Η, 

αν και µόνο αν για κάθε  x, y ∈ D  και  h ∈ H  τα  xh, hy ∈ Η. 

Α̟όδειξη:  Για να δείξουµε ότι ο ̟ολλα̟λασιασµός είναι καλά 

ορισµένος θα χρησιµο̟οιήσουµε αντι̟ροσώ̟ους. Αν λοι̟όν ε̟ιλέξουµε τα 

στοιχεία  h1, h2 ̟ου ̟εριέχονται στον υ̟οδακτύλιο  H,  τότε το  x + h1  είναι ο 
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αντι̟ρόσω̟ος του συµ̟λόκου  x + H  ενώ αντίστοιχα το  y + h2  θα είναι του  

y + H,  µε  x, y ∈ D.  Ε̟οµένως ισχύει ότι: 

(x + h1) ⊗ (y + h2) = xy + xh2 + h1y + h1h2. 

Όµως το  (xh2 + h1y + h1h2) ∈ Η  ο̟ότε  (x + h1) ⊗ (y + h2) ∈ (xy) + H. 

Αντίστροφα αν δεχθούµε ότι ο ̟ολλα̟λασιασµός είναι καλά ορισµένος και 

ε̟ιλέξουµε ένα στοιχείο  x ∈ (x + H)  και  h ∈ H  τότε α̟ό το γινόµενο: 

(x + Η) ⊕ Η = x0 + H = H,  ισχύει ότι  xh ∈ H. 

Αντίστοιχα µε τη βοήθεια του γινοµένου  Η ⊕ (y + Η) = Η  και  h ∈ H,  

δείχνουµε ότι το  hy ∈ Η.                                                                                          ♦ 

Θεώρηµα  2.5:  Θεωρούµε έναν δακτύλιο  D  και  Η  έναν υ̟οδακτύλιο 

του  D,  ώστε για κάθε  x, y ∈ D,  h ∈ H  τα  xh, hy ∈ Η.  Στο σύνολο των 

σύµ̟λοκων  D/H  ορίζουµε τις εξής ̟ράξεις: 

Πρόσθεση:  (x + Η) ⊕ (y + Η) = (x + y) + Η. 

Πολλα̟λασιασµό:  (x + Η) ⊗ (y + Η) = (xy) + Η. 

Το  D/H  α̟οτελεί δακτύλιο. 

Α̟όδειξη:  Αρχικά θα ασχοληθούµε µε την ̟ράξη της ̟ρόσθεσης, η 

ο̟οία έχει δοθεί µε ε̟ιλογή στοιχείων. Συνε̟ώς το ̟ρωτεύον ̟ου ̟ρέ̟ει να 

δείξουµε είναι η ανεξαρτησία της ̟ράξης αυτής α̟ό τις συγκεκριµένες 

ε̟ιλογές, δηλαδή αν είναι καλά ορισµένη. 

Έστω ότι ισχύουν: 

(x + Η) ⊕ (y + Η) = (x + y) + Η  και  (x΄ + Η) ⊕ (y΄ + Η) = (x΄ + y΄) + Η. 

Αρκεί όταν ισχύει  x + Η = x’ + Η  και  y + A = y’ + Η  να α̟οδείξουµε ότι: 

(x + y) + Η = (x΄ + y΄) + Η. 

Α̟ό το ευθύ και το αντίστροφο του θεωρήµατος  2.2  έχουµε ότι  x – x’ ∈ Η  

και  y – y’ ∈ Η  και ε̟ειδή ο  Η  είναι υ̟οδακτύλιος του  D  συµ̟εραίνουµε 

̟ως τα στοιχεία  (x + y), (–x’ –y’) ∈ Η.  Ε̟οµένως: 

(x + y) - (x΄ + y΄) ∈ Η  ή  (x + y) + Η = (x΄ + y΄) + Η. 

Η ̟ροσεταιριστικότητα και η αντιµεταθετικότητα ̟ου διέ̟ουν την 

̟ράξη της ̟ρόσθεσης ̟ροκύ̟τουν άµεσα α̟ό τις αντίστοιχες ιδιότητες του 

δακτυλίου  D,  ως εξής: 
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� (x + H) ⊕ [(y + H) ⊕ (z + H)] = (x + H) ⊕ [(y + z) + H)] = (x + y + z) + H = 

[(x + y) + z] + H = [(x + y) + H] ⊕ (z + H) = [(x + H) ⊕ (y + H)] ⊕ (z + H). 

� (x + H) ⊕ (y + H) = (x + y) + H = (y + x) + H = (y + H) ⊕ (x + H). 

Όσον αφορά τώρα το µηδενικό στοιχείο, είναι το  (0 + Η),  αφού 

(x + H) ⊕ (0 + H) = (x + 0) + H = x + H. 

Ό̟ως ε̟ίσης για την ύ̟αρξη του αντίθετου στοιχείου του  (x + H)  έχουµε το  

(-x + Η),  µια και ισχύει: 

(x + H) ⊕ (-x + H) = (x - x) + H = 0 + H. 

Για τον ̟ολλα̟λασιασµό έχουµε ήδη α̟οδείξει ότι είναι καλά ορισµένος στο 

θεώρηµα  2.4, ο̟ότε α̟οµένει να δούµε αν ισχύουν οι ε̟όµενες ιδιότητες. 

Για την ̟ροσεταιριστική ιδιότητα του ̟ολλα̟λασιασµού, ό̟ως και για 

τον ε̟ιµεριστικό νόµο θα δειχθούν άµεσα: 

� (x + H) ⊗ [(y + H) ⊗ (z + H)] = (x + H) ⊗ [(yz) + H)] = (xyz) + H = (x y)z + 

H = [(xy) + H] ⊗ (z + H) = [(x + H) ⊗ (y + H)] ⊗ (z + H). 

� (x + H) ⊗ [(y + H) ⊕ (z + H)] = (x + H) ⊗ [(y + z) + H)] = x(y + z) + Η = (xy 

+ xz) + H = [(xy) + H] ⊕ [(xz) + H] = [(x + H)⊗(y + H)] ⊕ [(x + H)⊗(z + H)]. 

Συνε̟ώς το  D/H = {x + H/x ∈ D}  εφοδιασµένο µε τις ̟ράξεις  ⊕, ⊗  

α̟οτελεί έναν δακτύλιο.                                                                                            ♦ 

Στα δύο θεωρήµατα ̟ου ̟ροηγήθηκαν ̟αρατηρούµε ότι για να 

οροθετηθεί σωστά η ̟ράξη του ̟ολλα̟λασιασµού, ο̟ότε κατ’ ε̟έκταση και η 

θεµελίωση του δακτύλιου  D/H  α̟αιτήθηκαν οι ̟ροϋ̟οθέσεις  xH ⊆ H  και  

Ηy ⊆ H  για κάθε  x, y ∈ D,  ό̟ου  xH = {xh/h ∈ H}  και  Hy = {hy/h ∈ H}.  Οι 

υ̟οδοµές ̟ου ̟ληρούν αυτές ακριβώς τις συνθήκες είναι αξιοσηµείωτες, 

γιαυτό και θα τις διαχωρίσουµε. Τις συµβολίζουµε µε  Ι  και θα οριστούν 

αµέσως ̟αρακάτω. 

Ορισµός  2.5:  Κάθε υ̟οδακτύλιος  Ι  ενός δακτυλίου  D  ̟ου έχει την 

ιδιότητα: 

xΙ ⊆ Ι  και  Ιy ⊆ Ι  για κάθε  x, y ∈ D, 

ονοµάζεται ιδεώδες (ideal) του  D. 

Σύµφωνα µε τον ορισµό των ιδεωδών ενός δακτυλίου µ̟ορούµε να 

κάνουµε τις ακόλουθες τρεις ̟αρατηρήσεις. 
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� Σε κάθε δακτύλιο  D  υ̟άρχουν ̟άντα τουλάχιστον δύο ιδεώδη. Το µη 

γνήσιο  Ι = D  και το τετριµµένο  Ι = 0.  Κάθε άλλο ιδεώδες  Ι ≠ D  και  Ι ≠ 0  

θα το α̟οκαλούµε γνήσιο και µη τετριµµένο. 

� Αν τα  Ι  και  J  είναι ιδεώδη ενός δακτυλίου  D,  τότε είναι ε̟ίσης ιδεώδη 

του και τα  Ι ∩ J,  I + J  και  I⋅J.  Μάλιστα ισχύουν µεταξύ τους και οι 

σχέσεις:  I ⊆ I + J,  J ⊆ I + J  και  I⋅J ⊆ Ι ∩ J. 

� Τέλος αν ο  φ: D → D΄  είναι ένας οµοµορφισµός των δύο δακτυλίων, τότε 

ο ̟υρήνας του Ker(φ) α̟οτελεί ιδεώδες του  D. 

Αν και ο ̟ρώτος ̟ου χρησιµο̟οίησε τον όρο δακτύλιος ήταν ο Hilbert 

το 1897  στο «Zahlbericht», ο όρος ιδεώδες ̟ροϋ̟ήρχε. Ο Kummer το  1847  

είχε εισαγάγει την έννοια του «ιδεώδους µιγαδικού αριθµού» µε σκο̟ό να 

δείξει την µοναδικότητα ̟αραγοντο̟οίησης σε κά̟οιους δακτυλίους 

αλγεβρικών ακεραίων. Α̟ό αυτό ̟ροέκυψε και η έννοια του «ιδεώδους 

αριθµού», ̟ου α̟έχει αρκετά α̟ό το νόηµα του «αριθµού», το ο̟οίο 

χρησιµο̟οίησε ο Dedekind µε σκο̟ό να ορίσει τις έννοιες του ̟ρώτου 

ιδεώδους και το γινόµενο ιδεωδών. Α̟οδεικνύοντας κατά αυτόν τον τρό̟ο 

ουσιαστικά και τον ορισµό ̟ου δώσαµε ̟ροηγουµένως. 

Ορισµός  2.6:  Θεωρούµε ένα ιδεώδες  Ι  ενός δακτυλίου  D.  Τα 

σύµ̟λοκα του  Ι  σχηµατίζουν έναν δακτύλιο  D/I  (α̟ό θεώρηµα  2.5)  µε 

̟ράξεις τις: 

Πρόσθεση:  (x + Ι) + (y + Ι) = (x + y) + Ι. 

Πολλα̟λασιασµό:  (x + Ι)⋅(y + Ι) = (xy) + Ι. 

Ο δακτύλιος αυτός ονοµάζεται δακτύλιος ̟ηλίκο του  D  ̟ρος  Ι (quotient 

ring)  ή δακτύλιος ̟ηλίκο του  D modulo I. 

Άµεσα συµ̟εράσµατα ̟ου συνάγονται είναι ότι αν ο  D  έχει µοναδιαίο 

στοιχείο τότε και ο  D/I  θα έχει. Ό̟ως ε̟ίσης αν ο  D  είναι αντιµεταθετικός 

το ίδιο θα συµβαίνει και για τον  D/I. Στην ̟ερί̟τωση τώρα του µη γνήσιου 

ιδεώδους  Ι = D,  ο δακτύλιος ̟ηλίκο ̟ου ̟ροκύ̟τει είναι ο  D/D  και ̟εριέχει 

ένα µόνο στοιχείο, το µηδενικό. Ε̟ίσης στην ̟ερί̟τωση του τετριµµένου 

ιδεώδους  Ι = 0,  ο δακτύλιος ̟ηλίκο είναι ο  D/{0}  ̟ου είναι ισόµορφος µε 

τον  D.  ∆ύο ̟ερι̟τώσεις οι ο̟οίες γενικά δεν ̟αρουσιάζουν ιδιαίτερο 
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ενδιαφέρον. Αντίθετα όµως οι α̟εικονίσεις ̟ου θα οριστούν µε τα ε̟όµενα 

θεωρήµατα είναι εξαιρετικά σηµαντικές. Ό̟ως θα δούµε αναλύουν έναν 

οµοµορφισµό ̟ου συνδέει δύο δακτυλίους µε την βοήθεια ενός ̟ολύ 

σηµαντικού δακτυλίου ̟ηλίκου. 

Θεώρηµα  2.6:  Για το ιδεώδες  Ι  του δακτυλίου  D  η α̟εικόνιση: 

ψ: D → D/I,  ώστε  ψ(x) = x + I,  µε  x ∈ D, 

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων µε  Ker(ψ) = Ι. 

Α̟όδειξη:  Έστω τα στοιχεία  x, y  του  D,  τότε λόγω της α̟εικόνισης θα 

είναι: 

ψ(x + y) = (x + y) + I = (x + I) + (y + I) = ψ(x) + ψ(y). 

Και  ψ(x⋅y) = (x⋅y) + I = (x + I)⋅(y + I) = ψ(x)⋅ψ(y). 

Ο  ψ είναι λοι̟όν οµοµορφισµός και µάλιστα αφού ισχύει ότι:  x + I = I  αν 

και µόνο αν  x ∈ I,  τότε για τον ̟υρήνα του θα έχουµε: 

Ker(ψ) = {x ∈ D/ψ(x) = x + Ι} = Ι.                  ♦ 

Το θεώρηµα ̟ου ακολουθεί είναι το σηµαντικότερο στην θεωρία των 

οµοµορφισµών και α̟οτελεί και κριτήριο ελέγχου των ισοµορφισµών. 

Θεώρηµα  2.7:  (Θεµελιώδες θεώρηµα οµοµορφισµών).  Θεωρούµε έναν 

οµοµορφισµό δακτυλίων  φ: D → D΄  µε ̟υρήνα το  Ker(φ) = Ι  και εικόνα του 

τον δακτύλιο  φ(D). 

� Η α̟εικόνιση  γ: D/I → φ(D)  ̟ου ορίζεται α̟ό την σχέση  γ(x + I) = φ(x)  

είναι ισοµορφισµός. 

� Ε̟ίσης αν η  ψ: D → D/I,  έτσι ώστε  ψ(x) = x + I,   είναι οµοµορφισµός, τότε 

για κάθε  x ∈ D  ισχύει ότι:  φ(x) = γ(ψ(x)). 

Α̟όδειξη:  Ως γνωστών, αφού η  φ: D → D΄  είναι ένας οµοµορφισµός 

δακτυλίων, ο  Ι  θα είναι ιδεώδες του  D  και ε̟οµένως θα ορίζεται ο δακτύλιος 

̟ηλίκο  D/I. 

� Για  x, y ∈ I,  µε  x + I = y + I,  α̟ό θεώρηµα  2.2  x – y ∈ I.  ∆ηλαδή είναι  

φ(x – y) = φ(x) – φ(y) = 0  ή  φ(x) = φ(y).  Ο̟ότε η  γ  είναι καλά ορισµένη. 

Έστω  x + Ι, y + Ι  ∈ D/Ι,  τότε: 

γ[(x + h) + (y + h)] = γ[(x + y) + h] = φ(x + y) = 

= φ(x) + φ(y) = γ(x + h) + γ(y + h). 
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Ό̟ως ε̟ίσης και 

γ[(x + h)⋅(y + h)] = γ[(x⋅y) + h] = φ(x⋅y) = φ(x)⋅φ(y) = γ(x + h)⋅γ(y + h). 

Ε̟οµένως η  γ  είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. 

Αν τώρα  γ(x + Ι) = γ(y + Ι)  τότε  φ(x) = φ(y)  δηλαδή τα  (x + Ι), (y + Ι)  είναι 

το ίδιο σύµ̟λοκο. Άρα η  γ  είναι  «1-1».  Έστω τέλος ότι  ω ∈ φ(D),  δηλαδή  

ω = φ(x),  για κά̟οιο  x ∈ D  και  γ(x + I) = φ(x) = ω.  Η  γ  είναι και ε̟ί. 

Συνε̟ώς η α̟εικόνιση  γ: D/I → φ(D)  ώστε  γ(x + I) = φ(x)  είναι 

ισοµορφισµός δακτυλίων. 

� Η α̟όδειξη του δεύτερου µέρους του θεωρήµατος είναι άµεση συνέ̟εια των 

θεωρηµάτων  2.6  και  2.7.                                                                                      ♦ 

Σύµφωνα λοι̟όν µε το θεώρηµα ̟ου είδαµε, σε κάθε οµοµορφισµό  φ  

α̟ό ένα δακτύλιο  D  στον  φ(D)  µε ̟υρήνα τον Ker(φ) µ̟ορούµε να 

ορίσουµε έναν δακτύλιο ̟ηλίκο  D/Ker(φ).  Ε̟ίσης για κάθε δακτύλιο ̟ηλίκο  

D/Ker(φ)  έχουµε την δυνατότητα να ορίσουµε έναν νέο οµοµορφισµό α̟ό 

τον  D  στον  D/Ker(φ).  Τέλος υ̟άρχει ένας ισοµορφισµός ̟ου συνδέει τον  

D/Ker(φ)  µε τον  φ(D)  ο ο̟οίος ονοµάζεται κανονικός. Οι δύο τελευταίες 

α̟εικονίσεις ορίζονται µοναδικά και είναι ιδιαίτερα βασικές. ∆ιαγραµµατικά  

µ̟ορούµε να συνοψίσουµε όλες αυτές τις σχέσεις µε το σχήµα  2.1. 

 

 

 

 

 

Μια άµεση συνέ̟εια των ̟αρα̟άνω  είναι το τρίτο θεώρηµα των 

ισοµορφισµών ̟ου αναφέρει ότι αν τα  Ι ⊆ J  είναι ιδεώδη του  D  τότε το  J/I  

είναι ιδεώδες του  D/I  και µάλιστα υ̟άρχει ισοµορφισµός: 

(D/I)/(J/I) ≅ D/J. 

Αυτό ισχύει γιατί και η  φ: D/I → D/J  µε  φ(x + I) = x + J  είναι ε̟ιµορφισµός 

µε  Ker(φ) = {α + Ι/α ∈ J} = J/I. 

Ε̟ιστρέφοντας στο ̟αράδειγµα µας, έχουµε ήδη δει ότι για τον 

οµοµορφισµό  f: ℤ → ℤn  ισχύει ότι  Ker(f) = nℤ = {kn/k ∈ ℤ},  ο ο̟οίος είναι 
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υ̟οδακτύλιος του  ℤ.  Το σύνολο των συµ̟λόκων του  nℤ  είναι ένα σύνολο 

̟ου θα ̟εριέχει όλες τις κλάσεις υ̟ολοί̟ων modulo n, δηλαδή το 

ℤ/nℤ = {nℤ, 1 + nℤ, 2 + nℤ, . . ., (n – 1) + nℤ}. 

Ε̟ίσης γνωρίζουµε ότι ο  nℤ  είναι αντιµεταθετικός δακτύλιος και ̟ροφανώς 

για κάθε  x, y ∈ ℤ  θα ισχύει ότι  x⋅nℤ ⊆ nℤ  και  nℤ⋅y ⊆ nℤ,  δηλαδή ο  nℤ  

είναι ένα ιδεώδες του  ℤ.  Συνε̟ώς ορίζεται ένας δακτύλιος ̟ηλίκο α̟ό το 

σύνολο  ℤ/nℤ  ε̟ισυνά̟τοντας τις ̟ράξεις της ̟ρόσθεσης και του 

̟ολλα̟λασιασµού, ό̟ως τις έχουµε ήδη ορίσει. 

Η α̟εικόνιση  q: ℤ → ℤ/nℤ,  µε  q(m) = m + nℤ  σύµφωνα µε το θεώρηµα  

2.6  είναι οµοµορφισµός δακτυλίων και είναι µοναδικά ορισµένη. Ε̟ίσης η 

α̟εικόνιση  g: ℤ/nℤ → ℤn  µε  g(m + ℤn) = f(m) = το υ̟όλοι̟ο της διαίρεσης 

του  m  δια  n  (δηλαδή αντιστοιχεί σε κάθε σύµ̟λοκο του  nℤ  το µικρότερο 

µη αρνητικό στοιχείο του), είναι ο κανονικός ισοµορφισµός ̟ου έχουµε ήδη 

αναφέρει. ∆ηλαδή το θεώρηµα  2.7  µας εξασφαλίζει ότι ο δακτύλιος  ℤ/nℤ  

είναι ισόµορφος του δακτυλίου  ℤn.  Παρατηρούµε λοι̟όν ότι αυτό µας 

ε̟ιτρέ̟ει να χρησιµο̟οιούµε τον δακτύλιο  ℤn  στην θέση του  ℤ/nℤ,  

δίνοντας µας έτσι την ευχέρεια να κινούµαστε µέσα σε έναν ̟ιο χρηστικό 

δακτύλιο, µε ̟ε̟ερασµένο ̟λήθος στοιχείων. 

 

2.3  Ιδιότητες Ιδεωδών 

Η µελέτη των δακτυλίων ̟ηλίκων ̟αρουσιάζει ̟άντα ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον, αφού συνήθως έχουν «καλύτερη» δοµή α̟ό αυτή του αρχικού 

δακτυλίου. Πολλές φορές ο δακτύλιος ̟ηλίκο έχει και ε̟ι̟λέον ιδιότητες σε 

σχέση µε τον δακτύλιο α̟ό τον ο̟οίον έχει ̟ροέλθει. Αυτό όµως εξαρτάται σε 

µεγάλο βαθµό α̟ό την µορφή ̟ου έχει το ιδεώδες ̟ου χρησιµο̟οιούµε για 

την κατασκευή του. Ακολούθως θα εξετάσουµε κά̟οιες χαρακτηριστικές 

̟ερι̟τώσεις τέτοιων ιδεωδών αφού ̟ρώτα τα ορίσουµε. Καθώς ε̟ίσης και των 
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αντίστοιχων δακτυλίων ̟ηλίκων ̟ου ̟αράγονται α̟ό αυτά, α̟οδεικνύοντας 

συγχρόνως τα θεωρήµατα ̟ου τα συνδέουν. 

Ορισµός  2.7:  Ένα γνήσιο ιδεώδες  Ι  ενός δακτυλίου  D  ονοµάζεται 

̟ρώτο ιδεώδες (prime ideal) αν για κάθε  α, β ∈ D  ̟ου ισχύει  α⋅β ∈ Ι  τότε 

έχουµε  α ∈ Ι  ή  β ∈ Ι. 

Το θεώρηµα ̟ου ακολουθεί εκτός α̟ό κριτήριο α̟όδειξης ενός ιδεώδους 

ότι είναι ̟ρώτο α̟οτελεί και βασικό εργαλείο ελέγχου ώστε ένας δακτύλιος 

̟ηλίκο είναι ακέραια ̟εριοχή. 

Θεώρηµα  2.8:  Έστω  D  ένας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο 

και  Ι  ένα γνήσιο ιδεώδες του. Το  Ι  είναι ̟ρώτο ιδεώδες του  D  αν και µόνο 

αν ο δακτύλιος ̟ηλίκο  D/I  είναι ακέραια ̟εριοχή. 

Α̟όδειξη:  Αν το  Ι  είναι ένα ̟ρώτο ιδεώδες του  D  και  x, y ∈ D  ώστε  

(x + I)(y + I) = 0D/I  τότε  xy + I = I,  δηλαδή  xy ∈ I  άρα  x ∈ I  ή  y ∈ I.  

Συνε̟ώς  x + I = 0D/I  ή  y + I = 0D/I. 

Αντίστροφα όταν ο  D/I  είναι ακέραια ̟εριοχή τότε  D/I  ≠ 0  δηλαδή 

το  Ι ≠ D.  Αν τα  x, y ∈ D  µε  xy ∈ I  ώστε  xy + I = 0D/I  τότε έχουµε: 

(x + I)(y + I) = 0D/I  δηλαδή  x + I = 0D/I  ή  y + I = 0D/I. 

Άρα  x ∈ I  ή  y ∈ I.                                                                                                     ♦ 

Ορισµός  2.8:  Ένα γνήσιο ιδεώδες  Ι  ενός δακτυλίου  D  ονοµάζεται 

µέγιστο (maximal) αν δεν υ̟άρχει γνήσιο ιδεώδες ̟ου να το ̟εριέχει και να 

είναι διαφορετικό του  Ι.  ∆ηλαδή το  Ι ≠ D  είναι µέγιστο, αν για το ιδεώδες  J  

µε  I ⊆ J  τότε  J = Ι  ή  J = D. 

Λήµµα  2.1:  Αν το ιδεώδες  Ι  ενός δακτυλίου µε µοναδιαίο  D  ̟εριέχει 

αντιστρέψιµο στοιχείο, τότε  Ι = D.  Ο̟ότε ένα σώµα δεν ̟εριέχει γνήσια µη 

τετριµµένα ιδεώδη. 

Α̟όδειξη:  Έστω το αντιστρέψιµο στοιχείο του  D  α ∈ Ι.  Ε̟ειδή για κάθε  

x ∈ D  ισχύει  xI ⊆ I  ε̟ιλέγουµε  x = α-1 ∈ D,  ο̟ότε και  1 = α-1α ∈ Ι.  Όµως 

ε̟ειδή  dΙ ⊆ I,  για κάθε  d ∈ D  έχουµε ότι  d1 = d ∈ I  για κάθε  d ∈ D.  

Συνε̟ώς  Ι = D.                                                                                                            ♦ 

Αφού κάθε µη µηδενικό στοιχείο ενός σώµατος είναι αντιστρέψιµο τότε 

τα µοναδικά ιδεώδη ̟ου ̟εριέχει θα είναι το µη γνήσιο και το τετριµµένο. Το 
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θεώρηµα ̟ου ακολουθεί είναι αντίστοιχο του θεωρήµατος  2.8  και είναι ένα 

α̟ό τα ̟ιο σηµαντικά θεωρήµατα κυρίως στην θεωρία σωµάτων. 

Θεώρηµα  2.9:  Έστω  D  ένας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο 

και  Ι  ένα γνήσιο ιδεώδες του. Το  Ι  είναι µέγιστο ιδεώδες του  D  αν και µόνο 

αν ο δακτύλιος ̟ηλίκο  D/I  είναι σώµα. 

Α̟όδειξη:  Αν το  Ι  είναι ένα µέγιστο ιδεώδες του  D  και ε̟ειδή ο  D/I  

είναι δακτύλιος ̟ρέ̟ει να δείξουµε την ύ̟αρξη αντίστροφου για το στοιχείο  

(x + I) ∈ D/I,  υ̟οθέτοντας ότι  x + I ≠ 0D/I  άρα και  x ∉ I.  Όµως ε̟ειδή το  Ι  

είναι µέγιστο, τότε  I ⊆ Dx + I  = D.  Συνε̟ώς  1 ∈ Dx + I  και για κά̟οια 

στοιχεία  d ∈ D  και  y ∈ I  θα είναι:  1= dx + y.  Ισχύει λοι̟όν ότι: 

(d + I)(x + I) = dx + I = (1 – x) + I = 1 + I. 

Άρα το αντίστροφο του  x + I  υ̟άρχει και είναι το  d + I. 

Αντίστροφα αν το  D/I  είναι σώµα τότε  D/I ≠ 0  δηλαδή  Ι ≠ D.  Έστω 

ένα ιδεώδες  Ι΄  ώστε  Ι ⊆ Ι΄ ⊆ D,  θα δείξουµε ότι  Ι΄ = D  ο̟ότε το  Ι  θα είναι 

µέγιστο.  Αν  Ι ≠ Ι΄  τότε υ̟άρχει κά̟οιο  x΄ ∈ Ι΄  και  x΄ ∉ Ι  ο̟ότε: 

x΄ + Ι ≠ 0D/I  και  (x΄ + Ι)(d + I) = 1 + Ι,  µε  d ∈ D. 

Άρα  x’d – 1 ∈ I  τότε  1 ∈ Ι΄ δηλαδή  Ι = D,  συνέ̟εια του Λήµµατος  2.1.        ♦ 

Α̟ό τα ̟αρα̟άνω θεωρήµατα µ̟ορούµε να συµ̟εράνουµε ότι αν 

έχουµε ένα αντιµεταθετικό δακτύλιο  D  και ένα µέγιστο ιδεώδες του  Ι,  τότε ο 

δακτύλιος ̟ηλίκο αφού είναι σώµα θα είναι και ακέραια ̟εριοχή. Ε̟οµένως 

το  Ι  θα είναι και ̟ρώτο ιδεώδες. 

Συνοψίζοντας λοι̟όν αυτά ̟ου έχουµε α̟οδείξει έως τώρα µ̟ορούµε να 

έχουµε την ακόλουθη κωδικο̟οίηση συµ̟ερασµάτων. Θεωρούµε έναν 

αντιµεταθετικό δακτύλιο  D  και τον οµοµορφισµό  φ: D → φ(D).  Α̟ό το 

θεώρηµα  2.7  γνωρίζουµε ότι  D/Ker(φ) ≅ φ(D),  ο̟ότε θα ισχύει: 

• Αν  φ(D)  είναι σώµα τότε  Ker(φ)  είναι µέγιστο ιδεώδες του  D. 

• Αν  φ(D)  είναι ακέραια ̟εριοχή τότε  Ker(φ)  είναι ̟ρώτο ιδεώδες του  D. 

Ε̟ανερχόµαστε τώρα στο ̟αράδειγµα ̟ου έχουµε δώσει α̟ό την αρχή 

του κεφαλαίου, για να δούµε τι γίνεται όταν ο  n  είναι ̟ρώτος ακέραιος. 

Θεωρούµε λοι̟όν κά̟οιον ̟ρώτο ακέραιο αριθµό  p,  τότε ο  ℤp  εκτός α̟ό 
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αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο ̟ου ̟ροφανώς είναι, δεν µ̟ορεί να 

έχει διαιρέτες του  0.  Γιατί αν οι ακέραιοι  m, k ∈ ℤp  και  km = 0  τότε αφού  

m  ̟ρώτος µε τον  p,  τότε  p/k  δηλαδή  k = 0.  Αντίστοιχα α̟οδεικνύεται ότι  

m = 0.  Συνε̟ώς ο  ℤp  είναι ακέραια ̟εριοχή και αφού έχει ̟ε̟ερασµένο 

̟λήθος στοιχείων τότε θα είναι σώµα (α̟οτελεί ένα α̟ό τα ̟ιο σηµαντικά 

σώµατα και ονοµάζεται ̟ρώτο). 

Έχουµε όµως ̟ροηγουµένως α̟οδείξει ότι  ℤp ≅ ℤ/pℤ,  ο̟ότε έ̟εται ότι 

και ο δακτύλιος ̟ηλίκο  ℤ/pℤ  είναι σώµα. Ε̟οµένως α̟ό το θεώρηµα  2.9  

συµ̟εραίνουµε ότι το ιδεώδες  pℤ  του αντιµεταθετικού δακτυλίου  ℤ  θα 

είναι µέγιστο. 

Ορισµός  2.9:  Έστω ο  D  είναι ένας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε 

µοναδιαίο στοιχείο και  α ∈ D,  τότε το ιδεώδες όλων των ̟ολλα̟λασίων του  

α  δηλαδή το  {xα/x ∈ D}  είναι το κύριο ιδεώδες ̟ου ̟αράγεται α̟ό το  α 

(principal ideal is generated by  α) και το συµβολίζοµαι  <α>.  Ένα ιδεώδες  Ι  

του  D  ονοµάζεται κύριο αν  Ι = <α>  για κά̟οιο  α ∈ D. 

∆ηλαδή στο ̟αράδειγµα µας το ιδεώδες  nℤ,  α̟ό τον τρό̟ο ̟ου έχει 

οριστεί, είναι κύριο ιδεώδες του  ℤ  το ο̟οίο ̟αράγεται α̟ό τον  n ∈ ℤ,  ο̟ότε  

συµβολίζεται και  nℤ = <n>. 

Στην ̟ερί̟τωση ̟ου ο  D  είναι ακέραια ̟εριοχή και κάθε ιδεώδες του 

είναι κύριο τότε καλούµε τον  D  ̟εριοχή κύριων ιδεωδών. Στην ̟αράγραφο  

1.3  µε τον ορισµό  1.7  είχαµε δώσει την έννοια της Ευκλείδειας ̟εριοχής µε 

στόχο την µοναδικότητα ανάλυσης των ακεραίων Gauss. Με το ε̟όµενο 

θεώρηµα θα ̟ροσεγγίσουµε αυτή την έννοια α̟ό µια άλλη οδό. 

Θεώρηµα  2.10:  Κάθε Ευκλείδεια ̟εριοχή  D  είναι και ̟εριοχή κυρίων 

ιδεωδών. 

Α̟όδειξη:  Θεωρούµε ότι η  D  έχει ως Ευκλείδεια συνάρτηση την  φ: 

D\{0} → ℕ*  και  Ι  ένα ιδεώδες της. Αν  Ι = {0}  τότε  Ι = <0>,  δηλαδή κύριο. 

Αν  Ι ≠ {0},  τότε υ̟άρχει κά̟οιο µη µηδενικό  β ∈ Ι,  ώστε το  φ(β) < φ(x),  για 
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κάθε  x ∈ I.  Έστω λοι̟όν  α ∈ I  και ε̟ειδή ισχύει ο αλγόριθµος της διαίρεσης, 

θα υ̟άρχουν  κ, υ ∈ D  τέτοια ώστε: 

α = βκ + υ,  µε  υ = 0  είτε  φ(υ) < φ(β). 

Όµως  υ = α – βκ  µε  α, β ∈ I  συνε̟ώς και  υ ∈ I.  ∆ηλαδή η σχέση  φ(υ) < φ(β)  

αδύνατη. Ε̟οµένως  υ = 0  και  α= κβ  για κάθε  α ∈ I.  Συνε̟ώς το  Ι = <β>,  

είναι κύριο ιδεώδες.                                                                                                    ♦ 

 

2.4  Η ∆ιαίρεση στους Ακεραίους Gauss 

Μετά την γοητευτική ̟ερι̟λάνηση µας στα εύφορα ̟εδία της Άλγεβρας, 

θα σταµατήσουµε για ̟εραιτέρω ανάλυση στην ακέραια ̟εριοχή του  ℤ[i].  

Στο ̟ρώτο κεφάλαιο στην ̟ροσ̟άθεια µας να διερευνήσουµε αυτούς τους 

αριθµούς και την ̟αραγοντο̟οίησή τους α̟οδείξαµε κά̟οιες βασικές 

̟ροτάσεις ̟ου αφορούν την διαιρετότητα µέσα στο σύνολο τους. Οι 

̟ροτάσεις αυτές είναι χρήσιµες και α̟αραίτητες για την µελέτη της ̟ράξης 

της διαίρεσης των ακεραίων Gauss, ο̟ότε θα τις υ̟ενθυµισθούν στα ε̟όµενα 

βήµατά µας. 

Έστω λοι̟όν οι µη µηδενικοί  α, β, γ, δ ∈ ℤ  και οι ̟ροερχόµενοι α̟ό 

αυτούς ακέραιοι Gauss  α + βi  και  γ + δi.  Η διαίρεση των δύο αυτών 

µιγαδικών αριθµών, ό̟ως γνωρίζουµε θα είναι: 

2 2 2 2 2 2

(α +βi)(γ - δi) αγ +βδ βγ - αδα +βi
  =    =   + i

γ +δi γ + δ γ +δ γ +δ
. 

Το α̟οτέλεσµα της για να ανήκει στο  ℤ[i]  θα ̟ρέ̟ει ̟ροφανώς το 

̟ραγµατικό και το φανταστικό του µέρος να είναι ακέραιοι. Κάτι τέτοιο δεν 

είναι ̟άντα εφικτό.  Ο̟ότε σαν ̟ρώτο µας βήµα θα είναι να ελέγξουµε τις 

̟ροϋ̟οθέσεις ̟ου θα ̟ρέ̟ει να ̟ληρούν δύο ακέραιοι Gauss ώστε να 

διαιρούνται µέσα στο  ℤ[i]. 

Θεώρηµα  2.11:  Ένας ακέραιος Gauss  α = x + yi,  µε  x, y ∈ Z  διαιρείται 

α̟ό έναν ̟ραγµατικό µη µηδενικό ακέραιο  β  αν και µόνο αν τα ̟ηλίκα   

των διαιρέσεων  β/x  και  β/y  ανήκουν στο  ℤ. 
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Α̟όδειξη:  Α̟ό το ορισµό  1.2  για να ισχύει  β/α  στο  ℤ[i]  ̟ρέ̟ει και 

αρκεί  x + yi = β(κ + λi),  µε  κ, λ ∈ ℤ.  Ε̟οµένως ισχύει ότι  x = βκ  και  y = βλ  

ή  β/x  και  β/y  ανήκουν στο  ℤ.                                                                             ♦ 

Θεώρηµα  2.12:  Για δύο µη µηδενικούς ακέραιους Gauss  α, β  αν  β/α  

τότε  Ν(β)/Ν(α)  ανήκει στο  ℤ. 

Α̟όδειξη:  Αφού υ̟άρχει κά̟οιος ακέραιος Gauss  γ  έτσι ώστε  α = βγ,  

τότε θα ισχύει και η αντίστοιχη ισότητα των στάθµεων τους, δηλαδή  Ν(α) = 

Ν(βγ) = Ν(β)Ν(γ).  Ε̟οµένως  Ν(β)/Ν(α)  ανήκει στο  ℤ.                                   ♦ 

Το θεώρηµα αυτό µ̟ορεί να µας δώσει ένα κριτήριο για το ̟ότε ένας 

ακέραιος Gauss δεν διαιρεί κά̟οιον άλλον, µεταφέροντας το ̟ρόβληµα σε 

ένα α̟λό ̟λέον θέµα διαιρετότητας ̟ραγµατικών ακεραίων. Ε̟ίσης φυσικά 

το αντίστροφο δεν ισχύει, γιατί αν ̟άµε στην διαίρεση ̟ου δείξαµε αρχικά 

και δεχθούµε ότι ισχύει  Ν(γ + δi)/Ν(α + βi)  ο̟ότε και  (γ2 + δ2)/(α2 + β2)  

τότε δεν σηµαίνει α̟αραίτητα ότι ισχύουν συγχρόνως  (γ2 + δ2)/(αγ + βδ)  και  

(γ2 + δ2)/(βγ – αδ).  Ε̟οµένως στην ̟ερί̟τωση ̟ου γνωρίζουµε ότι οι στάθµες 

δύο ακεραίων Gauss διαιρεί η µια την άλλη, η µόνη µέθοδος για να ελέγξουµε 

αν διαιρούνται και οι ίδιοι οι ακέραιοι Gauss δεν είναι άλλη ̟αρά η εκτέλεση 

της διαίρεσης. 

Γενικά λοι̟όν µ̟ορούµε να ̟ούµε ότι η διαίρεση µεταξύ δύο στοιχείων 

του  ℤ[i]  θα γίνεται σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ̟ου α̟οδείξαµε στο θεώρηµα  

1.6  και αναφέρει ότι: 

«Για δύο ακεραίους Gauss  α, β,  µε  β ≠ 0  υ̟άρχουν  κ, υ ∈ ℤ[i], 

τέτοιοι ώστε  α = κβ + υ  και  Ν(υ) < Ν(β)». 

Ο µεν  κ  θα ονοµάζεται ̟ηλίκο και ο  υ  υ̟όλοι̟ο της διαίρεσης. Ό̟ως ήδη 

έχουµε δει στην α̟όδειξη του συγκεκριµένου θεωρήµατος η ε̟ιλογή του  κ  

και ε̟οµένως και του  υ  µ̟ορεί να µην είναι µονοσήµαντη. Αυτό βέβαια δεν 

σηµαίνει ότι ̟εριορίζεται η χρησιµότητά του αλγόριθµου, αρκεί βέβαια για 

ο̟οιαδή̟οτε ε̟ιλογή και να κάνουµε να ισχύει ο ̟εριορισµός ̟ου 

̟ροϋ̟οθέτετε  για τη στάθµη του υ̟όλοι̟ου. 
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Εκτός α̟ό την αλγεβρική α̟όδειξη του αλγόριθµου ̟ου έχουµε 

αναφέρει, µια γραφική ̟ροσέγγιση της είναι αυτή ̟ου ̟αρουσιάζεται 

̟αρακάτω. Στην ̟αράγραφο  1.7  έχουµε ήδη δει ότι οι ̟ολλα̟λάσιοι ενός 

ακεραίου Gauss  β,  για τους ο̟οίους ̟ροφανώς ισχύει ότι: 

βℤ[i] = {βκ/κ ∈ ℤ[i]} ⊆ ℤ[i], 

α̟οτελούν κορυφές τετραγώνων σε ένα διχτυωτό ̟λέγµα ό̟ως του σχήµατος  

1.2.  Μέσα α̟ό αυτό το υ̟οσύνολο µ̟ορούµε να ε̟ιλέξουµε τον ακέραιο 

Gauss  κβ  ̟ου α̟οτελεί την ̟λησιέστερη κορυφή του τετράγωνου εντός ή 

̟άνω στο ο̟οίο ανήκει ο  α.  Το µήκος της ̟λευράς όλων  των τετραγώνων θα 

είναι ίσο µε  N(β)   και η α̟όσταση α̟ό τις εικόνες των  α  και  κβ  θα είναι 

ίση µε  d = |α – κβ|.  Ό̟ως φαίνεται και στο σχήµα  2.2  η  d  είναι η 

υ̟οτείνουσα ενός ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες ̟λευρές µικρότερες ή ίσες 

του   
1

2
N(β) .  Όµως λόγω της τριγωνικής ανισότητας γνωρίζουµε ότι ισχύει  

d < N(β) ,  ο̟ότε ε̟ιλέγουµε ως υ̟όλοι̟ο το αριθµό  υ = α – βκ,  ̟ου 

̟ροφανώς ανήκει στο  ℤ[i].  Ε̟οµένως η σχέση ε̟αληθεύεται ό̟ως ακριβώς 

α̟αιτείται, δηλαδή  α = βκ + υ  µε  Ν(υ) < Ν(β). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε̟ειδή όµως η ε̟ιλογή του υ̟ολοί̟ου δεν είναι µονοσήµαντη µ̟ορούµε 

για τη στάθµη του υ̟ολοί̟ου να ε̟ιτύχουµε και ακόµη ̟ιο ̟εριοριστική 

ανισότητα. Αν εφαρµόσουµε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο ορθογώνιο 

τρίγωνο ̟ου αναφέραµε ̟ιο ̟άνω βλέ̟ουµε ότι: 
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Ν(υ) = d2 ≤ 
 
  
 

2

N(β)

2
 + 
 
  
 

2

N(β)

2
 = 

1

2
Ν(β). 

∆ηλαδή η ε̟ιλογή του υ̟ολοί̟ου  υ  ουσιαστικά δύναται να είναι τέτοια ώστε 

να έχουµε:  Ν(υ) ≤ 
1

2
Ν(β). 

Ας δούµε και στην ̟ράξη µια τέτοια διαίρεση. Θεωρούµε τους ακεραίους  

Gauss  α = 41 + 24i  και  β = 11 – 2i,  µε  Ν(β) = 125,  τότε η διαίρεση τους δίνει: 

α

β
 = 

403

125
 + 

346

125
i. 

Αν εκτελέσουµε τις ε̟ιµέρους διαιρέσεις ̟ου ̟ροκύ̟τουν έχουµε  403:125 = 

3,224…  και  346:125 = 2,768….  Ο ̟λησιέστερος ακέραιος και για στους δύο 

είναι ο  3.  Ε̟οµένως ε̟ιλέγουµε ως ̟ηλίκο τον ακέραιο  κ = 3 + 3i.  Τότε το 

υ̟όλοι̟ο θα είναι  υ = α – κβ = (41 + 24i) – (11 – 2i)( 3 + 3i) = 2 – 3i,  για το 

ο̟οίο ισχύει ότι  Ν(υ) = 13 < 
1

2
Ν(β). 

 

2.5  Ιδεώδη του   ℤ[i]. 

Στην ̟ροηγούµενη ̟αράγραφο αναφερθήκαµε στο διχτυωτό ̟λέγµα 

των τετραγώνων, ̟ου σχηµατίζεται στο µιγαδικό ε̟ί̟εδο, α̟ό τα 

̟ολλα̟λάσια ενός ακεραίου Gauss. Οι κορυφές όλων αυτών των τετραγώνων, 

ό̟ως εί̟αµε, δηµιουργούν ένα σύνολο, το ο̟οίο είναι υ̟οσύνολο των 

ακεραίων Gauss και το συµβολίζουµε: 

αℤ[i] = {ακ/κ ∈∈∈∈ ℤ[i]},  για κά̟οιο  α ∈ ℤ[i]. 

Στην συνέχεια θα εστιάσουµε την ̟ροσοχή µας στη δοµή των συνόλων ̟ου 

µόλις ̟εριγράψαµε. Αρχικά α̟οδεικνύεται άµεσα ότι είναι υ̟οδακτύλιοι του  

ℤ[i],  µε τις ίδιες ̟ράξεις ̟ου έχουµε ε̟ισυνάψει στον δακτύλιο και µάλιστα 

ε̟ειδή ε̟ι̟λέον ισχύει ότι: 

κ(αℤ[i]) = (κα) ℤ[i] ⊆ αℤ[i]  και 

(αℤ[i])λ = (αλ) ℤ[i] ⊆ αℤ[i]  για κάθε  κ, λ ∈ ℤ[i]. 
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Άρα α̟οτελούν ιδεώδη του  ℤ[i]. 

Για την ακέραια ̟εριοχή  ℤ[i]  έχουµε ήδη δείξει, στο θεώρηµα  1.6,  ότι 

είναι Ευκλείδεια Περιοχή µε Ευκλείδεια συνάρτηση την  Ν: ℤ[i]\{0} → ℕ*  

ό̟ου  Ν(α)  η στάθµη του  α ∈ ℤ[i].  Ε̟ίσης στο θεώρηµα  2.10  είδαµε ̟ως 

κάθε Ευκλείδεια Περιοχή είναι και ̟εριοχή κύριων ιδεωδών. Συνε̟ώς κάθε 

ιδεώδες του  ℤ[i]  είναι κύριο και θα ̟αράγεται α̟ό κά̟οιο στοιχείο του. Για 

να ̟ροσεγγίσουµε το στοιχείο αυτό ας ̟αρατηρήσουµε ̟ρώτα ότι και στο 

σύνολο των ̟ραγµατικών ακεραίων όλα τα ιδεώδη είναι κύρια, αφού 

γνωρίζουµε ότι  nℤ = <n>,  για κά̟οιο  n ∈ ℤ,  το ο̟οίο όµως θα ̟ρέ̟ει να 

έχει την µικρότερη α̟όλυτη τιµή µέσα στο σύνολο  nℤ.  Η λογική αίσθηση µας 

τώρα είναι ότι κάθε ιδεώδες  αℤ[i],  µε  α ∈ ℤ[i],  στο σύνολο των ακεραίων 

Gauss, θα ̟αράγεται α̟ό κά̟οιο στοιχείο του, το ο̟οίο θα ̟ρέ̟ει να έχει την 

ελάχιστη στάθµη. Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να θυµηθούµε ότι αν δύο 

ακέραιοι Gauss  α, β  έχουν την ίδια στάθµη τότε αυτοί είναι ισοδύναµοι, 

δηλαδή  α = ± β  ή  α= ± iβ. 

Θεώρηµα  2.13:  Κάθε ιδεώδες του  ℤ[i]  είναι κύριο και ̟ροέρχεται α̟ό 

ένα εκ των στοιχείων του, αυτό µε την µικρότερη στάθµη. 

Α̟όδειξη:  Ας ̟άρουµε λοι̟όν ένα γνήσιο και µη τετριµµένο ιδεώδες  Ι  

του  ℤ[i].  Το σύνολο  {Ν(α)/α ∈ Ι\0}  είναι ένα µη κενό υ̟οσύνολο του  ℕ*,  

ο̟ότε θα έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω το  n.  Αν θεωρήσουµε ως  α ∈ Ι  το ένα 

α̟ό τα τέσσερα στοιχεία για το ο̟οίο ισχύει  Ν(α) = n  τότε: 

<α> = {ακ/κ ∈ ℤ[i]} ⊆ Ι. 

Ε̟ίσης για κάθε  z ∈ Ι  α̟ό τον αλγόριθµο της διαίρεσης είναι: 

z = λα + υ,  µε  λ, υ ∈ ℤ[i]  και  Ν(υ) < Ν(α). 

Αλλά το  Ν(α) = n,  ο̟ότε αφού το  υ  είναι ένα στοιχείο του  Ι  µε στάθµη 

µικρότερη του  n,  τότε  Ν(υ) = 0,  δηλαδή  υ = 0  και ε̟οµένως  z ∈ <α>.         ♦ 
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Συµ̟εραίνουµε λοι̟όν ότι για τους ̟ραγµατικούς ακεραίους  α, β  το 

ιδεώδες  (α + βi)ℤ[i]  είναι κύριο και ισούται µε  <α + βi>  αν και µόνο αν η  

Ν(α + βi)  είναι η ελάχιστη στάθµη α̟ό όλες τις άλλες µέσα στο σύνολο αυτό. 

Ε̟ίσης ισχύει ότι τα ιδεώδη  <α + βi>, <-α - βi>, <-β +αi>  και  <β - αi>,  του  

ℤ[i]  ταυτίζονται. 

Η σύνδεση ̟ου υ̟άρχει µεταξύ των ιδεωδών ενός δακτυλίου και της 

µοναδικότητας ανάλυσης των στοιχείων του σε ̟ρώτους έχει γίνει φανερή 

̟λέον. Θα ε̟ιχειρήσουµε τώρα µια γεωµετρική ̟ροσέγγιση, ώστε να γίνει ̟ιο 

εµφανής η διαφορά ̟ου υ̟άρχει µεταξύ των δακτυλίων στους ο̟οίους δεν 

ισχύει η µοναδικότητα α̟ό εκείνους στους ο̟οίους ισχύει. Ένας δακτύλιος 

̟ου γνωρίζουµε ότι δεν υφίσταται η συγκεκριµένη ιδιότητα είναι ο  ℤ[ -5 ]  

σε αντίθεση βέβαια µε τον  ℤ[i]  ή και µε τον  ℤ[ -2 ].  Ε̟ειδή όµως όλα τα 

̟αρα̟άνω σύνολα, ό̟ως και οι υ̟οοµάδες τους είναι αβελιανές ως ̟ρος την 

̟ρόσθεση, δηµιουργούν διχτυωτά ̟λέγµατα αντίστοιχα µε εκείνο ̟ου έχουµε 

δει στο σχήµα  1.2. 

Όλα τα ιδεώδη του  ℤ[i]  (ό̟ως ε̟ίσης και του  ℤ[ -2 ])  είναι κύρια, ενώ 

αντίθετα δεν συµβαίνει το ίδιο και για τον  ℤ[ -5 ].  ∆ηλαδή υ̟άρχουν 

ιδεώδη ̟ου δεν έχουν την ίδια µορφή µε τον αρχικό δακτύλιο. Αυτό 

ουσιαστικά συνιστά την α̟οτυχία της µοναδικότητας στην ̟αραγοντο̟οίηση 

σε ̟ρώτους. 
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Η µορφή τέτοιων ιδεωδών εµφανίζεται στο σχήµα  2.3  ό̟ου 

σηµειώνονται τα αθροίσµατα των ̟ολλα̟λασίων του  2  και του  1 + -5 .  Το 

διχτυωτό ̟λέγµα ̟ου ̟ροκύ̟τει δεν είναι τετραγωνικό, εκτιµώντας ότι το 

ίδιο θα συµβαίνει και για τον αρχικό δακτύλιο. Μέσω λοι̟όν αυτής της 

εξήγησης έχουµε ενδείξεις της συναρ̟αστικής δοµής ̟ου εµφανίζεται ̟ίσω 

α̟ό την µοναδική ανάλυση των τετραγωνικών ακεραίων. Πάντως και στις 

δύο ̟ερι̟τώσεις τα ̟άντα εξαρτώνται α̟ό την µορφή ̟ου έχει το ̟λέγµα και 

αυτή η µορφή είναι ακόµη ̟ιο εντυ̟ωσιακή στο µη-Ευκλείδειο χώρο. 

Α̟οτελούν δηλαδή οδούς ̟ου µας οδηγούν σε µη-Ευκλείδειες γεωµετρίες.  

 

2.6  ∆ακτύλιοι Πηλίκα ̟άνω στο  ℤ[i]. 

Για κάθε ιδεώδες  Ι = <α + βi>  µε  α, β ∈ ℤ  µ̟ορούµε να ορίσουµε τα 

̟ροσθετικά σύµ̟λοκά του  x + Ι,  µε  x ∈ ℤ[i]  καθώς ε̟ίσης και το σύνολο των 

συµ̟λόκων  ℤ[i]/Ι = {x + I/x ∈ ℤ[i]}.  Σύµφωνα µε το θεώρηµα  2.5  το σύνολο 

αυτό α̟οτελεί έναν δακτύλιο µε τις εξής ̟ράξεις: 

Πρόσθεση:  (x + Ι) + (y + Ι) = (x + y) + Ι. 

Πολλα̟λασιασµό:  (x + Ι)⋅(y + Ι) = (xy) + Ι. 

Οι δακτύλιοι αυτοί ως γνωστών είναι οι δακτύλιοι ̟ηλίκα ̟ου ορίζονται 

̟άνω στο σύνολο  ℤ[i].  Στην συνέχεια θα ε̟ιχειρήσουµε να συνδέσουµε, µε 

την βοήθεια οµοµορφισµών, αυτούς τους γενικούς δακτυλίους µε ̟ιο ειδικούς 

και συγκεκριµένους, ό̟ως είναι οι δακτύλιοι  ℤn  ή  ℤn[i].  Οι τελευταίοι 

̟ροέρχονται α̟ό το σύνολο 

ℤn[i] = {α + βi/α, β ∈∈∈∈ ℤn} 

και α̟οτελούν αντιµεταθετικούς δακτυλίους µε ̟ράξεις την ̟ρόσθεση και τον 

̟ολλα̟λασιασµό. 

Αρχικά ας αναφέρουµε κά̟οιους ισοµορφισµούς ̟ου ισχύουν για τους 

δακτυλίους ̟ηλίκα στο  ℤ[i]  και οι ο̟οίοι είναι ̟ροφανείς σύµφωνα µε όσα 

έχουµε έως τώρα δει. 
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� ℤ[i]/<α + βi> ≅ ℤ[i]/<-α - βi> ≅ ℤ[i]/<-β + αi> ≅ ℤ[i]/<β - αi>. 

� ℤ[i]/<0> ≅ ℤ[i]  και  ℤ[i]/<1> ≅ {0}. 

Στη συνέχεια θα δούµε ορισµένα θεωρήµατα ̟ου σχετίζονται µε τους 

ισοµορφισµούς των δακτυλίων ̟ηλίκων οι ο̟οίοι σχηµατίζονται α̟ό ιδεώδη 

̟ου ̟ροέρχονται α̟ό φυσικούς ακέραιους. Σκο̟ός µας είναι να εξετάσουµε 

την δοµή αυτών των δακτυλίων µε όσο καλύτερο και ευκρινέστερο τρό̟ο 

γίνεται. 

Θεώρηµα  2.14:  Για κάθε ̟ραγµατικό ακέραιο  n > 1,  ισχύει ότι: 

ℤ[i]/<n> ≅ ℤn[i]. 

Α̟όδειξη:  Θεωρούµε την α̟εικόνιση  φ: ℤ[i] → ℤn[i]  έτσι ώστε: 

φ(x + yi) = [x]n + [y]ni,  ό̟ου  [x]n, [y]n, 

αντι̟ροσω̟εύουν τις κλάσεις ισοδυναµίας των ισοϋ̟όλοι̟ων modulo n,  για 

τα  x, y  αντίστοιχα.  Αρκεί τώρα να δείξουµε ότι η  φ  είναι ένας 

ε̟ιµορφισµός δακτυλίων. Ε̟ειδή: 

φ(n) = [n]n = [0]n = 0  το  n ∈ Ker(φ)  δηλαδή  <n> ⊆ Ker(φ). 

Αν τώρα έχουµε  φ(x + yi) = 0  τότε  x ≡ 0(modn)  και  y ≡ 0(modn).  Ο̟ότε 

υ̟άρχουν ̟ραγµατικοί ακέραιοι  κ, λ  ώστε  x = nκ  και  y = nλ.  Έτσι έχουµε: 

x + yi = nκ + nλi = n(κ + λi) ∈ <n>. 

Συνε̟ώς  Ker(φ) = <n>,  ̟ου µας δίνει ότι  ℤ[i]/<n> ≅ ℤn[i].                              ♦ 

Οι δακτύλιοι  ℤn[i]  έχουν µεν ̟ε̟ερασµένο ̟λήθος στοιχείων, ο̟ότε 

είναι ευκολότεροι στην µελέτη τους, αλλά θα ήταν σίγουρα καλύτερο να 

γνωρίζαµε αν έχουν και ε̟ι̟λέον ιδιότητες, δηλαδή αν και ̟ότε α̟οτελούν 

σώµατα. Κάτι τέτοιο θα µας διευκόλυνε γιατί θα ίσχυε το ίδιο και για τους 

ισόµορφους τους δακτυλίους ̟ηλίκο  ℤ[i]/<n>.  Ο̟ότε θα µ̟ορούσαµε να 

συµ̟εράνουµε, σύµφωνα µε το θεώρηµα  2.9,  αν και ̟ότε τα ιδεώδη  <n>  

είναι µέγιστα. Ας δούµε ̟ρώτα δύο ̟αραδείγµατα µε δακτύλιους ̟ηλίκα οι 

ο̟οίοι ̟ροέρχονται α̟ό ιδεώδη ̟ου ̟αράγονται α̟ό ̟εριττούς ̟ρώτους 

̟ραγµατικούς ακέραιους. 
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Έστω το ιδεώδες  <3>,  τότε ισχύει ότι  ℤ[i]/<3> ≅ ℤ3[i].  Όµως το 

τελευταίο έχει  9  στοιχεία. Αυτό συµβαίνει γιατί τα ̟ραγµατικά και τα 

φανταστικά µέρη των ακεραίων οι ο̟οίοι ανήκουν στο  ℤ3[i]  µ̟ορούν να 

ε̟ιλεγούν α̟ό  3  δυνατές τιµές το κάθε ένα.  Τόσες ακριβώς όσες είναι τα 

υ̟όλοι̟α των διαιρέσεων ενός ακεραίου δια του  3.  Ο̟ότε το ̟λήθος των 

στοιχείων του συνόλου αυτού θα είναι  3⋅3 = 9.  Ε̟ίσης ε̟ειδή µια ακέραια 

̟εριοχή µε ̟ε̟ερασµένο ̟λήθος στοιχείων είναι σώµα, τότε αρκεί να δείξουµε 

ότι ο  ℤ[i]/<3>  είναι ακέραια ̟εριοχή ή λόγω του θεωρήµατος  2.8  να 

δείξουµε ότι το ιδεώδες  <3>  είναι ̟ρώτο. 

∆εχόµαστε λοι̟όν ότι για τους ακεραίους  α + βi  και  γ + δi  ισχύει: 

(α + βi)(γ + δi) ∈ <3>  τότε  3/(αγ – βδ)  και  3/(αδ + βγ), 

δηλαδή  3/[(α + β)γ + (α – β)δ]. 

Αν υ̟οθέσουµε ότι  3/(α + βi)  τότε το  3  δεν θα διαιρεί τουλάχιστον έναν 

α̟ό τους ̟ραγµατικούς  α, β.  Χωρίς βλάβη της γενικότητας δεχόµαστε ότι  

3/α  και  3/β,  τότε  3/βδ  και  3/βγ  και ε̟ειδή ο  3  είναι ̟ρώτος ακέραιος θα 

έχουµε  3/γ  και  3/δ.  Ε̟ίσης αν  3/α  και  3/β,  τότε θα διαιρεί έναν µόνο 

α̟ό τους  α + β, α – β,  έστω ότι  3/(α + β)  και  3/(α - β),  τότε  3/(α – β)δ  

δηλαδή  3/δ  και ε̟οµένως  3/αγ,  ο̟ότε  3/γ.  Συνε̟ώς το ιδεώδες  <3>  είναι 

̟ρώτο στο  ℤ[i].  Α̟οδείχθηκε λοι̟όν ότι ο  ℤ[i]/<3>  είναι ένα σώµα µε  9  

στοιχεία. 

Γενίκευση όµως του ̟αρα̟άνω δεν είναι εφικτή, αφού δεν µ̟ορούµε να 

κάνουµε το ίδιο και για το ιδεώδες  <5>.  Αν εξετάσουµε τα στοιχεία: 

2 + i ∉ <5>  και  2 - i ∉ <5>,  έχουµε ότι: 

(2 + i)(2 - i) = 5 ∈ <5>. 

Ο̟ότε ̟ροφανώς το  ℤ[i]/<5>  δεν είναι σώµα και ε̟οµένως το  <5>  δεν είναι 

µέγιστο ιδεώδες. Η διαφορά των δύο αυτών ιδεωδών µ̟ορεί να βρεθεί αν 

θυµηθούµε την ταξινόµηση των ̟ρώτων Gauss και δούµε ότι οι δύο 

̟αρα̟άνω ακέραιοι είναι µεν ̟ρώτοι στο  ℤ,  αλλά δεν συµβαίνει το ίδιο και 

για το  ℤ[i]. 
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Θεώρηµα  2.15:  Για κάθε ̟ραγµατικό ακέραιο  n > 1,  το  ℤn[i]  είναι 

σώµα αν και µόνο αν ο  n  είναι ̟ρώτος της µορφής   4κ + 3,  µε  κ ∈ ℤ. 

Α̟όδειξη:  Αρχικά δεχόµαστε ότι το  ℤn[i]  είναι σώµα. Ό̟ως έχουµε 

αναφέρει και στο ̟αράδειγµα της ̟αραγράφου  2.3  αντίστοιχα για το  ℤn,  ο 

̟ραγµατικός ακέραιος  n  ̟ρέ̟ει να είναι ̟ρώτος. Ε̟ι̟λέον ο  n  δεν µ̟ορεί 

να είναι ίσος µε  2  γιατί  2 =(1 + i)(1 – i),  ο̟ότε θα είχαµε διαιρέτες του 

µηδενός. Ε̟οµένως ο  n  είναι ̟εριττός ̟ρώτος. Θεωρούµε τώρα τον 

οµοµορφισµό δακτυλίων  φ: ℤn[x] → ℤn[i]  µε  φ(x) = i,  ε̟ειδή ο  n  είναι 

̟ρώτος τότε ο ̟υρήνας του  Ker(φ) = <x2 + 1>.  Σύµφωνα µε το θεώρηµα  2.7  

έχουµε ότι  ℤn[i] ≅ ℤn[x]/<x2 + 1>  το ο̟οίο θα είναι σώµα και ε̟οµένως ο  n  

δεν θα διαιρεί το  (x2 + 1).  Αυτό όµως είναι αντίστοιχο µε το ότι δεν 

υ̟άρχουν λύσεις της εξίσωσης  x2 + 1 = κn,  κ ∈ ℤ.  Ό̟ως έχουµε αναφέρει στο 

θεώρηµα  1.10  των δύο τετραγώνων του Fermat η εξίσωση αυτή έχει λύση 

µόνο αν ο  n  είναι ̟ρώτος και έχει µορφή  4m + 1,  m ∈ ℤ.  Άρα καταλήγουµε 

στο ότι ο  n  είναι ̟ραγµατικός ̟ρώτος έτσι ώστε  n = 4m + 3,  µε  m ∈ ℤ. 

Στην ̟ερί̟τωση τώρα ̟ου ο  n  είναι ̟ραγµατικός ̟ρώτος και της 

µορφής  n = 4m + 3,  µε  m ∈ ℤ,  εξετάζοντας τον οµοµορφισµό  φ  

συµ̟εραίνουµε ότι το  x2 + 1  δεν είναι αναλύσιµο και ο ̟υρήνας  <x2 + 1>  θα 

είναι µέγιστο ιδεώδες. Ε̟οµένως το  ℤn[i]   α̟οτελεί σώµα.                                ♦ 

Στο σηµείο αυτό θα ε̟εκταθούµε σε δακτυλίους ̟ηλίκα µε ̟ιο γενική 

µορφή, ό̟ως οι  ℤ[i]/<α + βi>,  µε τον ̟εριορισµό όµως οι ακέραιοι  α, β  να 

είναι σχετικά ̟ρώτοι.  Οι ισοµορφισµοί ̟ου θα ̟αρουσιαστούν είναι 

ιδιαίτερα ενδιαφέροντες και µας ̟αρέχουν σηµαντικές ̟ληροφορίες για το 

̟λήθος των στοιχείων τους καθώς και για την ανάλυσή τους σε α̟λούστερους. 

Θεώρηµα  2.16:  Αν οι  α, β είναι σχετικά ̟ρώτοι ̟ραγµατικοί ακέραιοι, 

τότε ισχύει ότι: 

ℤ[i]/<α + βi> ≅ ℤΝ(α + βi). 
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Α̟όδειξη:  Σύµφωνα µε όσα αναφέραµε στο τέλος της ̟αραγράφου  2.5  

µ̟ορούµε χωρίς βλάβη της γενικότητας του θεωρήµατος να υ̟οθέσουµε ότι οι  

α, β  είναι θετικοί. Ε̟ίσης ̟ροφανώς ο  β  θα είναι και σχετικά ̟ρώτος µε τον  

Ν(α +βi) = α2 + β2,  ο̟ότε στον  ℤΝ(α + βi)  θα ανήκει και ο αντίστροφος του 

δηλαδή ο  β-1  (φυσικά εννοούµε το αντίστροφο στοιχείο των ισοϋ̟όλοι̟ων 

της κλάσης του  β  ως ̟ρος  α2 + β2).  Ε̟ίσης ισχύει ότι: 

(αβ-1)2 + 1 = (β-1)2(α2 + β2). 

Ο̟ότε συµ̟εραίνουµε ότι ο  (α2 + β2)/[(αβ-1)2 + 1]. 

Ορίζουµε λοι̟όν την α̟εικόνιση  φ: ℤ[i] → ℤΝ(α + βi)  ώστε: 

φ(x + yi) = [x – (αβ-1)y], 

ισοϋ̟όλοι̟οι του  (α2 + β2).  H  φ  είναι ̟ροφανώς ε̟ί, ο̟ότε θα δείξουµε ότι 

διατηρεί τις ̟ράξεις της ̟ρόσθεσης και του ̟ολλα̟λασιασµού. Ας ̟άρουµε  

α= x + yi  και  β = w + zi,  τότε: 

� φ(α) + φ(β) = [x - (αβ-1)y] + [w - (αβ-1)z] ≡ (x + w) - (αβ-1)(y + z) = φ((x + w) 

+ (y + z)i) = φ((x + yi) + (w + zi)) = φ(α + β). 

� φ(α)⋅φ(β) = [x - (αβ-1)y]⋅[w - (αβ-1)z] ≡ (xw) + (αβ-1)2(yz) – αβ-1(xz + yw) ≡ 

(xw – yz) - αβ-1(xz + yw) = φ((xw – yz) + (xz + yw)i) = φ((x + yi)⋅(w + zi)) = 

φ(α⋅β). 

Στη συνέχεια ε̟ειδή  φ(α + βi) = α – (αβ-1)β = 0,  έχουµε ότι: 

<α + βi> ⊆ Ker(φ). 

Α̟ό την άλλη όµως αν υ̟οθέσουµε ότι το  γ + δi  είναι κά̟οιο στοιχείο του 

̟υρήνα  Ker(φ)  για το ο̟οίο ισχύει  γ + δi = (α + βi)(x + yi),  µε τους  x, y ∈ ℤ, 

τότε αφού είναι  0 = φ(γ + δi) = γ – (αβ-1)δ = βγ – αδ,  συµ̟εραίνουµε ότι  (α2 + 

β2)/(βγ – αδ),  ̟ράγµα ̟ου σηµαίνει ότι ο  y  είναι ακέραιος. Ε̟ίσης αν 

̟ολλα̟λασιάσουµε την ισότητα µε  αβ  γίνεται:  0 = αβ2γ – α2βδ  ̟ου 

καταλήγει  0 = αγ – (αβ-1)2βδ.  Όµως γνωρίζουµε ότι  (α2 + β2)/[(αβ-1)2 + 1],  

ο̟ότε α̟ό τις δύο τελευταίες σχέσεις θα έχουµε  (α2 + β2)/(αγ + βδ),  δηλαδή ο  

x  είναι ε̟ίσης ακέραιος. Συνε̟ώς  Ker(φ) ⊆ <α + βi>,  βάση του ο̟οίου 

έχουµε  Ker(φ) = <α + βi>.  Άρα α̟οδείχθηκε ότι  ℤ[i]/<α + βi> ≅ ℤΝ(α + βi).    ♦ 
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Σύµφωνα λοι̟όν µε όσα ήδη δείξαµε, αρχικά α̟ό το θεώρηµα  2.14,  

µ̟ορούµε να συµ̟εράνουµε ότι ο δακτύλιος ̟ηλίκο  ℤ[i]/<n>,  µε  n > 1  

̟ραγµατικό ακέραιο, έχει το ίδιο ̟λήθος στοιχείων µε τον δακτύλιο  ℤn[i]  

δηλαδή  n2.  Αυτό ισχύει, αφού για κάθε στοιχείο του  ℤn[i]  έχουµε  n  

ε̟ιλογές για το ̟ραγµατικό και άλλες τόσες για το φανταστικό του µέρος, 

ο̟ότε οι συνδυασµοί τους είναι  n⋅n = n2.  Ε̟ίσης α̟ό το θεώρηµα  2.16  ο 

δακτύλιος ̟ηλίκο  ℤ[i]/<α + βi>  µε  µ.κ.δ(α, β) = 1,  θα έχει το ίδιο ̟λήθος 

στοιχείων µε τον δακτύλιο  ℤΝ(α + βi),  δηλαδή  Ν(α + βi) = α2 + β2.  Για 

̟αράδειγµα για τον αριθµό  2 + 5i  ισχύει  µ.κ.δ(2, 5) = 1,  ο̟ότε ο δακτύλιος 

̟ηλίκο  ℤ[i]/<2 + 5i>  είναι ισόµορφος µε τον  ℤ29  ̟ου έχει  29  στοιχεία. 

Πριν ̟εράσουµε στο ε̟όµενο γενικό θεώρηµα σχετικά µε τα στοιχεία 

ενός ̟αραγοντικού δακτυλίου ̟άνω στο  ℤ[i],  ̟ρέ̟ει να τονίσουµε µια άµεση 

συνέ̟εια α̟ό την διαίρεση µεταξύ των ακεραίων Gauss ό̟ως την είδαµε στην 

̟αράγραφο  2.4.  Ας υ̟οθέσουµε ότι οι  α, β  είναι σχετικά ̟ρώτοι 

̟ραγµατικοί ακέραιοι, τότε ο ακέραιος Gauss  γ + δi,  θα ανήκει στο ιδεώδες  

<κα + κβi>,  για  κ ∈ ℤ  αν και µόνο αν ο  κ(α2 + β2)  διαιρεί το  (αγ + βδ)  και 

το  (αδ – βγ).  Ακόµη θα ̟ρέ̟ει να θυµίσουµε ότι στην ̟αράγραφο  1.7  

έχουµε αναφερθεί και ορίσει την έννοια των ισοϋ̟όλοι̟ων στο σύνολο  ℤ[i]. 

Θεώρηµα  2.17:  Αν οι  α, β, κ  είναι θετικοί ̟ραγµατικοί ακέραιοι και οι  

α, β  είναι σχετικά ̟ρώτοι, τότε οι κλάσεις ισοϋ̟όλοι̟ων του  ℤ[i]/<α + βi>  

είναι  {[x + yi]/0 ≤ x < κ(α2 + β2)  και  0 ≤ y < κ}. 

Α̟όδειξη:  Πριν ξεκινήσουµε την α̟όδειξη του θεωρήµατος καλό είναι 

να διευκρινίσουµε ότι µε την ορολογία κλάση  [x + yi]  εννοούµε τον αριθµό  

x + yi  ̟ου αντι̟ροσω̟εύει όλους τους ακεραίους Gauss οι ο̟οίοι είναι 

ισοϋ̟όλοι̟οι κατά modulo (ακ + βκi).  Το ̟ρώτο βήµα είναι να δείξουµε ότι 

οι κλάσεις αυτές είναι διακριτές. Αν θεωρήσουµε λοι̟όν ότι υ̟άρχουν 

[x1 + y1i] = [x2 + y2i]  µε  0 ≤ x1, x2 < κ(α2 + β2)  και  0 ≤ y1, y2 < κ, 
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τότε θα ισχύει ότι: 

(x2 – x1) + (y2 – y1)i ∈ <ακ + βκi>. 

Ο̟ότε σύµφωνα µε ότι ̟ροεί̟αµε έχουµε  κ(α2 + β2)/[α(x2 – x1) + β(y2 – y1)]  

και  κ(α2 + β2)/[α(y2 – y1) - β(x2 – x1)]  ή ε̟ίσης: 

κ(α2 + β2)/{β[α(x2 – x1) + β(y2 – y1)] + α[α(y2 – y1) - β(x2 – x1)]}. 

Α̟ό το ο̟οίο συµ̟εραίνουµε ότι ο  κ/(y2 – y1).  Ε̟ειδή όµως και οι δύο είναι 

µη µηδενικοί και µικρότεροι του  κ,  τότε  y1 = y2.  Ε̟ίσης α̟ό τις σχέσεις: 

κ(α2 + β2)/α(x2 – x1)  και  κ(α2 + β2)/β(x2 – x1) 

και ε̟ειδή οι  α, β  είναι σχετικά ̟ρώτοι θα ισχύει ότι  κ(α2 + β2)/(x2 – x1)  το 

ο̟οίο ό̟ως και ̟ριν µας οδηγεί στο συµ̟έρασµα  x1 = x2.  Συνε̟ώς οι κλάσεις 

είναι διακριτές. 

Το ε̟όµενο βήµα είναι να δείξουµε ότι κάθε στοιχείο  x + yi  αντιστοιχεί 

σε κά̟οια α̟ό τις κλάσεις ισοδυναµίας. Αφού οι ακέραιοι  α, β  είναι σχετικά 

̟ρώτοι, θα υ̟άρχουν ακέραιοι  γ, δ  ώστε:  αγ + βδ =1  ή  ακγ + βκδ = κ.  

Παρατηρούµε ότι ισχύει: 

κi – (δ + γi)(ακ + βκi) = 

κi – (ακ + βκi)γi – (ακ + βκi)δ = 

(βκγ – ακδ) + (κ – ακγ – βκδ)i = 

(βκγ – ακδ) + (κ – κ)i = m ∈ ℤ. 

∆ηλαδή ο µιγαδικός ακέραιος  κi  είναι ισοϋ̟όλοι̟ος ενός ̟ραγµατικού 

ακεραίου  m  ως ̟ρος  modulo (ακ + βκi)  µέσα στο  ℤ[i].  Α̟ό αυτό µ̟ορούµε 

να συµ̟εράνουµε ότι η  [x + yi]  συµ̟ί̟τει µε κά̟οια  [x’ + y’i]  για κά̟οιο  y’  

̟ου ικανο̟οιεί την συνθήκη  0 ≤ y’ < κ.  Τέλος για τον ̟ραγµατικό αριθµό  

κ(α2 + β2)  είναι φανερό ότι ̟εριέχεται στο ιδεώδες  <ακ + βκi>  και ε̟οµένως 

έχουµε ότι  [x + yi] = [x’’ + y’’i]  µε  0 ≤ x’’ < κ(α2 + β2)  και  0 ≤ y’’ < κ.             ♦ 

Είδαµε λοι̟όν την ανάλυση της δοµής ενός ̟αραγοντικού δακτυλίου, ο 

ο̟οίος ̟ροέρχεται α̟ό ένα ̟ολλα̟λάσιο ενός κύριου ιδεώδους. Στην 

συνέχεια θα ε̟ιχειρήσουµε να βρούµε κά̟οιες σχέσεις ̟ου συνδέουν το 

̟λήθος των στοιχείων δύο κύριων ιδεωδών τα ο̟οία ̟αράγονται α̟ό 

στοιχεία του  ℤ[i]  ̟ου δεν είναι ̟ρώτα µεταξύ τους. 
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Στην ̟ρώτη ̟ερί̟τωση θα ασχοληθούµε µε τα ιδεώδη  <α>  και  <β>   

του  ℤ[i]  ̟ου ̟αράγονται α̟ό δύο µη µηδενικούς ακεραίους Gauss  α, β  

τέτοιοι ώστε ο  β  να διαιρεί τον  α,  ̟ροφανώς τότε ισχύει ότι  <α> ⊆ <β>.  

Σύµφωνα µε το τρίτο θεώρηµα των ισοµορφισµών ο δακτύλιος  <β>/<α>  

ό̟ως ε̟ίσης και το  <β>  θα είναι ιδεώδες του  ℤ[i]/<α>  και µάλιστα υ̟άρχει 

ισοµορφισµός: 

(ℤ[i]/<α>)/(<β>/<α>) ≅ ℤ[i]/<β>. 

Όµως α̟ό το θεώρηµα  2.6  γνωρίζουµε ότι  ℤ[i]/<α> ≅ ℤΝ(α)  ̟ου σηµαίνει ότι 

ο δακτύλιος ̟ηλίκο έχει  Ν(α)  ̟λήθος στοιχεία και  ℤ[i]/<β> ≅ ℤΝ(β)  δηλαδή 

ο  ℤ[i]/<β>  έχει  Ν(β)  στοιχεία. Ε̟οµένως το ιδεώδες  <β>  θα έχει   
Ν(α)

Ν(β)
  

̟λήθος στοιχείων. 

Στην ε̟όµενη ̟ερί̟τωση ας ε̟ιλέξουµε ως  β  έναν ακέραιο Gauss ο 

ο̟οίος δεν διαιρεί τον  α ∈ ℤ[i]  και έστω ο  µ.κ.δ.(α, β) = δ ∈ ℤ[i]  (η ύ̟αρξη – 

εύρεσή του  δ   έχει αναλυθεί στο ̟όρισµα  1.2).  Τότε το ιδεώδες  <β>  

̟αράγεται α̟ό τον  δ  και ό̟ως είδαµε και ̟αρα̟άνω θα έχουµε αφενός µεν 

ότι  <β> ⊆ ℤ[i]/<α>  και αφετέρου ότι το ̟λήθος των στοιχείων του  <β>  

είναι ίσο µε   
Ν(α)

Ν(δ)
. 

 

2.7  Η  ∆οµή του ∆ακτυλίου  ℤ[i]/<α + βi>. 

Στην γενική ̟ερί̟τωση, όταν δηλαδή έχουµε έναν τυχαίο ακέραιο Gauss  

α + βi  και θέλουµε να αναλύσουµε την δοµή του δακτυλίου ̟ηλίκου του  

ℤ[i]/<α + βi>  θα ̟ρέ̟ει, ό̟ως και ̟ροηγουµένως, να ελέγξουµε αν υ̟άρχουν 

ισοµορφισµοί και τι είδους είναι αυτοί. Μ̟ορούµε άραγε να έχουµε 

αντίστοιχους ισοµορφισµούς ό̟ως και στους ̟ραγµατικούς ακεραίους; Για 

τους τελευταίους γνωρίζουµε, ως άµεση συνέ̟εια του Κινέζικου θεωρήµατος 

υ̟ολοί̟ων, ότι για κάθε ακέραιο  n  ο ο̟οίος είναι δυνατόν να αναλυθεί 
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σύµφωνα µε την µορφή  n = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1 2 m

k k k1 2 mp p p ,  µε  pi  να είναι ̟ρώτοι, υφίσταται 

ο ισοµορφισµός:  ℤn ≅ ...× × ×Z Z Zk k km1 2 pp p m1 2

.  Ό̟ως βέβαια ήδη είναι γνωστό ο  

ℤ/<n> ≅ ℤn  ο̟ότε άµεσα καταλήγουµε στην σχέση: 

ℤ/<n> ≅  ...× × ×Z Z Zk k km1 2 pp p m1 2

. 

Στο σηµείο αυτό, λόγω της αναφοράς µας στο Κινέζικο Θεώρηµα 

υ̟ολοί̟ων (Chinese remainder theorem) θα ήταν χρήσιµο να υ̟ενθυµίσουµε 

την διατύ̟ωση του. ∆εδοµένου λοι̟όν ενός δακτυλίου  D  και των ιδεωδών 

του  I  και  J  ισχύουν οι εξής σχέσεις: 

� Υ̟άρχει η α̟εικόνιση  φ: D/I ∩ J → D/I × J  ώστε  d + Ι ∩ J → (d + I, d + J)  

µε  d ∈ D  και είναι µονοµορφισµός δακτυλίων. 

� Αν ε̟ίσης ισχύει ότι  Ι + J = D,  τότε η α̟εικόνιση  φ: D/I ∩ J → D/I × J  

είναι ισοµορφισµός. 

� Στην ̟ερί̟τωση ̟ου  D = ℤ  και  Ι = <n>, J= <m>  µε  n, m  σχετικά 

̟ρώτους ακεραίους, τότε  ℤnm ≅ ℤn × ℤm. 

Η τελευταία σχέση µε ε̟αγωγή µ̟ορεί να γίνει ως εξής:  Έστω  n1, n2, . . ., nk ∈ 

ℕ  µε  µ.κ.δ.(ni, nj) = 1  για κάθε φυσικό αριθµό  i ≠ j.  Αν  Ν = n1⋅n2⋅ . . .⋅nk  τότε  

ℤΝ ≅ Zn1
×Zn2

× . . .× Znk
. 

Ας ξεκινήσουµε λοι̟όν µε την ανάλυση ενός ακεραίου Gauss  α + βi  σε 

γινόµενο ̟ρώτων ̟αραγόντων. Σύµφωνα µε την µοναδικότητα της ανάλυσης 

αυτής και α̟ό το θεώρηµα  1.11  ̟ου ταξινοµεί τους ̟ρώτους Gauss θα 

έχουµε: 

α + βi = ir⋅  ∏
κ j
jz ⋅  ′∏

λ j
jz ⋅ p  ∏

µ j
j ⋅(1 + i)ν. 

ό̟ου οι  z = x + yi,  z’ = y + xi  µε  Ν(z) = N(z’) = 4n + 1,  n ∈ ℕ,  οι  pj  ̟ρώτοι 

̟ραγµατικοί ακέραιοι της µορφής  4n + 3,  n ∈ ℕ  και οι  r, κj, λj, µj, ν  µη 

αρνητικοί ̟ραγµατικοί ακέραιοι ώστε  κj ≤ λj.  Συµβολίζουµε στην συνέχεια 
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ως  t =  ∏
κ j

jN(z ) ,  t’ = '  ∏
λ j

jN(z )   και  q = p  ∏
µ j
j ,  άρα ̟αρατηρούµε ότι 

ισχύει  t, t’, q ∈ ℕ  και  t/t’. 

Βάση της ̟ροηγούµενης ̟αραγοντο̟οίησης µ̟ορούµε να ̟εράσουµε 

στη ισότητα των στάθµεων τους. Ο̟ότε λόγω της ̟ολλα̟λασιαστικής 

ιδιότητας της στάθµης θα είναι: 

Ν(α + βi) = α2 + β2 = t⋅t’⋅q2⋅2ν. 

Είµαστε λοι̟όν έτοιµοι να α̟οδείξουµε το ε̟όµενο κεντρικό θεώρηµα 

σχετικά µε τους δακτυλίους ̟ηλίκο στον  ℤ[i]. 

Θεώρηµα  2.18:  ∆ιατηρώντας τους συµβολισµούς ̟ου χρησιµο̟οιήσαµε 

στην εισαγωγή του θεωρήµατος, για τους ̟ραγµατικούς ακεραίους  α, β  ̟ου 

δεν είναι και οι δύο µηδέν, και θεωρώντας τον δακτύλιο  Gν = ℤ[i]/<(1 + i)ν>  

έχουµε τις εξής ̟ερι̟τώσεις: 

� ℤ[i]/<α + βi> ≅ ℤt × ℤt’ × ℤq[i] × Z ν/22
[i],  όταν το  ν  είναι άρτιος. 

� ℤ[i]/<α + βi> ≅ ℤt × ℤt’ × ℤq[i] × Gν,  όταν το  ν  είναι ̟εριττός. 

Α̟όδειξη:  Λόγω της ̟αραγοντο̟οίησης του µιγαδικού  α + βi  ισχύει: 

<α + βi> = <  ∏
κ j
jz ⋅  ′∏

λ j
jz ⋅ p  ∏

µ j
j ⋅(1 + i)ν>. 

Α̟ό το θεώρηµα  1.12  γνωρίζουµε ότι για δύο σχετικά ̟ρώτους ακεραίους 

Gauss  γ, δ  µ̟ορούµε να βρούµε  ω, φ ∈ ℤ[i]  ώστε  ωγ + φδ = 1.  Ε̟οµένως 

έχουµε ότι  <γ> + <δ> = ℤ[i].  Ε̟ίσης είναι γνωστό ότι  <γ> ∩ <δ> = <γδ>.  

Εφαρµόζοντας τώρα την γενίκευση του Κινέζικου θεωρήµατος υ̟ολοί̟ων, 

̟ου έχουµε ̟ροαναφέρει συµ̟εραίνουµε ότι: 

ℤ[i]/<γδ> ≅ ℤ[i]/<γ> × ℤ[i]/<δ>. 

Συνε̟ώς α̟ό τις ̟αρα̟άνω σχέσεις έχουµε: 

ℤ[i]/<α + βi>  ≅ ℤ[i]/<  ∏
κ j
jz > × ℤ[i]/<  ′∏

λ j
jz >  

× ℤ[i]/< p  ∏
µ j
j > × ℤ[i]/< (1 + i)ν>. 
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Για να δείξουµε ότι η σχέση ̟ου µόλις αναφέραµε καταλήγει στο 

ζητούµενο α̟οτέλεσµα, ας συµβολίσουµε το   ∏
κ j
jz  = x + yi.  Ε̟ειδή όµως το  

2 = i3(1 + i)2  τότε το  2  δεν διαιρεί το  x + yi.  Ε̟ίσης κάθε ̟ραγµατικός 

̟ρώτος  p = 2n + 3  είναι και ̟ρώτος στο σύνολο  ℤ[i]  άρα και ο  p  δεν 

µ̟ορεί να διαιρεί τον  x + yi.  Ακόµη για κάθε ̟ραγµατικό ̟ρώτο  p’ = 2n + 1  

γνωρίζουµε ότι ισχύει  p’ = zj⋅z’j,  για κά̟οιο  j ∈ ℕ,  ο̟ότε ούτε ο  p’  θα 

διαιρεί τον  x + yi.  Ε̟οµένως µ̟ορούµε να συµ̟εράνουµε ότι τα  x, y  είναι 

σχετικά ̟ρώτοι ̟ραγµατικοί ακέραιοι. Σύµφωνα τώρα µε το θεώρηµα  2.16  

έχουµε: 

ℤ[i]/<  ∏
κ j
jz > ≅ ℤ[i]/<x + yi> ≅ ℤN(x + yi) ≅ ℤt. 

Με αντίστοιχο τρό̟ο καταλήγουµε ότι ε̟ίσης ισχύει: 

ℤ[i]/<  ′∏
λ j

jz > ≅ ℤt’. 

Ε̟ίσης α̟ό το θεώρηµα  2.14  έχουµε: 

ℤ[i]/< p  ∏
µ j
j > ≅ ℤq[i]. 

Τέλος όσον αφορά τον δακτύλιο  Gν = ℤ[i]/<(1 + i)ν>  και ειδικά για το 

ιδεώδες του µ̟ορούµε να δούµε ότι αν ο  ν  είναι άρτιος γίνεται: 

<(1 + i)ν> = <(2i)ν/2> = <2ν/2>. 

Ο̟ότε ο  Gν = ℤ[i]/<(1 + i)ν> = ℤ[i]/<2ν/2>,  το ο̟οίο ̟άλι α̟ό το θεώρηµα  

2.14  δίνει: 

Gν = ℤ[i]/<2ν/2> ≅ Z ν/22
[i]. 

Άρα αν το  ν  είναι άρτιος ισχύει ότι: 

ℤ[i]/<α + βi> ≅ ℤt × ℤt’ × ℤq[i] × Z ν/22
[i]. 

Στην ̟ερί̟τωση τώρα ̟ου ο  ν > 1  είναι ̟εριττός δεν µ̟ορεί να υ̟άρξει 

αντίστοιχη α̟λή µορφή του  Gν,  δηλαδή έχουµε: 

ℤ[i]/<α + βi> ≅ ℤt × ℤt’ × ℤq[i] × Gν.          ♦ 
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Στην συνέχεια ας δούµε ορισµένα ̟αραδείγµατα ισοµορφισµών 

δακτυλίων ̟ηλίκων. Σύµφωνα µε την µοναδική ̟αραγοντο̟οίηση σε 

̟ρώτους Gauss του ακεραίου  6 + 14i   έχουµε: 

6 + 14i = i3(5 + 2i)(1 + i)3, 

ο̟ότε α̟ό το θεώρηµα  2.18  ισχύει ότι: 

ℤ[i]/<6 + 14i> ≅ ℤ29 × G3. 

Κατά τον ίδιο τρό̟ο αν ε̟ιλέξουµε τον ακέραιο  3 + 9i  η ανάλυση του σε 

̟ρώτους είναι: 

3 + 9i = (2 + i)3(1 + i). 

Εφαρµόζοντας τώρα το θεώρηµα  2.18  έχουµε τους εξής ισοµορφισµούς:   

ℤ[i]/<3 + 9i> ≅ ℤ5 × ℤ3[i] × ℤ2 ≅ ℤ10 × ℤ3[i]. 

Στην ̟ερί̟τωση ε̟ίσης του ̟ραγµατικού ακεραίου  156,  α̟ό την 

̟αραγοντο̟οίηση του έχουµε:  156 = i(3 + 2i)(2 + 3i)3(1 + i)4.  Ο̟ότε για τον 

αντίστοιχο δακτύλιο ̟ηλίκο του θα ισχύει: 

ℤ[i]/<156> ≅ ℤ13 × ℤ13 × ℤ3[i] × ℤ4[i]. 

Τέλος για τον ̟ραγµατικό ̟ρώτο  11  γνωρίζουµε ότι: 

ℤ[i]/<11> ≅ ℤ11[i], 

̟ου λόγω του θεωρήµατος  2.15  α̟οτελεί σώµα. Όµως για τον ε̟ίσης 

̟ραγµατικό ̟ρώτο  13  ε̟ειδή ισχύει ότι: 

13 = i3(3 + 2i)(2 + 3i), 

 τότε α̟ό τον συνδυασµό των θεωρηµάτων  2.16  και  2.18  θα είναι: 

ℤ[i]/<13> ≅ ℤ13[i] ≅ ℤ13 × ℤ13, 

ο ο̟οίος ̟ροφανώς έχει διαιρέτες του µηδενός. 

Φυσικά υ̟άρχουν και άλλοι δακτύλιοι µε τις ανάλογες ιδιότητες. Ο̟ότε 

η χρηστικότητα των θεωρηµάτων ̟ου α̟οδείξαµε ε̟εκτείνεται και ̟έραν της 

συγκεκριµένης ακέραιας ̟εριοχής. Ένα ̟αράδειγµα τέτοιου δακτυλίου είναι 

οι ακέραιοι Eisenstein. Το σύνολο τους συµβολίζεται µε  ℤ[ω]  και ̟εριέχει 

τους µιγαδικούς της µορφής  z = α + βω,  ό̟ου οι  α, β  είναι ̟ραγµατικοί 
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ακέραιοι, ενώ ο  ω = 
1

2
(-1 + i 3 ) = e2̟i/3,  δηλαδή είναι η µία α̟ό τις δύο µη 

̟ραγµατικές κυβικές ρίζες της µονάδας. Οι εικόνες των αριθµών αυτών στο 

µιγαδικό ε̟ί̟εδο δηµιουργούν ένα δικτυωτό τριγωνικό ̟λέγµα, σε αντίθεση 

µε το τετραγωνικό ̟λέγµα ̟ου ό̟ως έχουµε δει δηµιουργούν οι εικόνες των 

ακεραίων Gauss. 

Ολοκληρώνοντας λοι̟όν την ̟αρουσίαση των ε̟ιµέρους δακτυλίων 

̟άνω στο  ℤ[i]  καθώς και την ανάλυση της δοµής τους ̟ιστεύουµε να έχουµε 

ε̟ιτύχει τον στόχο µας. Ο ο̟οίος δεν ήταν άλλος ̟αρά µια ̟ροσιτή 

̟ροσέγγιση του ε̟ιµερισµού αυτού του συνόλου, ώστε να γίνει ̟ερισσότερο 

κατανοητή η γενική του σύνθεση. Ενός συνόλου µε ιδιότητες και 

χαρακτηριστικά αξιοσηµείωτα, ̟ου ό̟ως µας δόθηκε ̟ολλές φορές η ευκαιρία 

να δούµε, αφενός µεν διευρύνει το σύνολο των ̟ραγµατικών ακεραίων, 

αφετέρου ̟εριορίζει το αντίστοιχο των µιγαδικών. ∆ιατηρώντας όµως σε κάθε 

̟ερί̟τωση µια λε̟τή ισορρο̟ία, µεταξύ αυτών των δύο συνόλων, είτε 

ε̟εκτείνοντας τα διακριτικά γνωρίσµατα του ενός, είτε ̟εριοριορίζοντας τα 

αντίστοιχα του δευτέρου. 
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Πίνακας ̟ρώτων ακεραίων Gauss 

µε στάθµη µικρότερη του  1000. 
 
 

Στάθµη Ακέραιος Στάθµη Ακέραιος Στάθµη Ακέραιος 

2 1+i 149 
7+10i 
10+7i 

361 19 

5 
1+2i 
2+i 

157 
6+11i 
11+6i 

373 
7+18i 
18+7i 

9 3 173 
2+13i 
13+2i 

389 
10+17i 
17+10i 

13 
2+3i 
3+2i 

181 
9+10i 
10+9i 

397 
6+19i 
19+6i 

17 
1+4i 
4+i 

193 
7+12i 
12+7i 

401 
1+20i 
20+i 

29 
2+5i 
5+2i 

197 
1+14i 
14+i 

409 
3+20i 
20+3i 

37 
1+6i 
6+i 

229 
2+15i 
15+2i 

421 
14+15i 
15+14i 

41 
4+5i 
5+4i 

233 
8+13i 
13+8i 

433 
12+17i 
17+12i 

49 7 241 
4+15i 
15+4i 

449 
7+20i 
20+7i 

53 
2+7i 
7+2i 

257 
1+16i 
16+i 

457 
4+21i 
21+4i 

61 
5+6i 
6+5i 

269 
10+13i 
13+10i 

461 
10+19i 
19+10i 

73 
3+8i 
8+3i 

277 
9+14i 
14+9i 

593 
8+23i 
23+8i 

89 
5+8i 
8+5i 

281 
5+16i 
16+5i 

601 
5+24i 
24+5i 

97 
4+9i 
9+4i 

293 
2+17i 
17+2i 

613 
17+18i 
18+17i 

101 
1+10i 
10+i 

313 
12+13i 
13+12i 

617 
16+19i 
19+16i 

109 
3+10i 
10+3i 

317 
11+14i 
14+11i 

641 
4+25i 
25+4i 

113 
7+8i 
8+7i 

337 
9+16i 
16+9i 

653 
13+22i 
22+13i 

121 11 349 
5+18i 
18+5i 

661 
6+25i 
25+6i 

137 
4+11i 
11+4i 

353 
8+17i 
17+8i 

673 
12+23i 
23+12i 
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Στάθµη Ακέραιος Στάθµη Ακέραιος Στάθµη Ακέραιος 

677 
1+26i 
26+i 

797 
11+26i 
26+11i 

929 
20+23i 
23+20i 

701 
5+26i 
26+5i 

809 
5+28i 
28+5i 

937 
19+24i 
24+19i 

709 
15+22i 
22+15i 

821 
14+25i 
25+14i 

941 
10+29i 
29+10i 

733 
2+27i 
27+2i 

829 
10+27i 
27+10i 

953 
13+28i 
28+13i 

757 
9+26i 
26+9i 

853 
18+23i 
23+18i 

961 31 

761 
19+20i 
20+19i 

857 
4+29i 
29+4i 

977 
4+31i 
31+4i 

769 
12+25i 
25+12i 

877 
6+29i 
29+6i 

997 
6+31i 
31+6i 

773 
17+22i 
22+17i 

881 
16+25i 
25+16i 
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Πίνακας ̟αραγοντο̟οίησης σε ̟ρώτους των ακεραίων Gauss 

̟ου έχουν στάθµη µικρότερη ίση του  200. 
 
 

Στάθµη Ακέραιος Παράγοντες Στάθµη Ακέραιος Παράγοντες 

4 2 -i(1+i)2 64 8 i(1+i)6 

8 2+2i -i(1+i)3 65 

1+8i 
4+7i 
7+4i 
8+i 

i(2+i)(3-2i) 
(2+i)(3+2i) 
i(2-i)(3-2i) 
(2-i)(3+2i) 

10 
1+3i 
3+i 

(1+i)(2+i) 
(1+i)(2-i) 

68 
2+8i 
8+2i 

(1+i)2(4-i) 
-i(1+i)2(4+i) 

16 4 -(1+i)4 72 6+6i -i(1+i)33 

18 3+3i (1+i)·3 74 
5+7i 
7+5i 

(1+i)(6+i) 
(1+i)(6-i) 

20 
2+4i 
4+2i 

(1+i)2(2-i) 
-i·(1+i)2(2+i) 

80 
4+8i 
8+4i 

-i(1+i)4(2-i) 
-(1+i)4(2+i) 

25 
3+4i 
4+3i 

5 

(2+i)2 
i(2-i)2 

(2+i)(2-i) 
81 9 32 

26 
1+5i 
5+i 

(1+i)(3+2i) 
(1+i)(3-2i) 

82 
1+9i 
9+i 

(1+i)(5+4i) 
(1+i)(5-4i) 

32 4+4i -(1+i)5 85 

2+9i 
6+7i 
7+6i 
9+2i 

i(2-i)(4+i) 
i(2-i)(4-i) 
(2+i)(4+i) 
(2+i)(4-i) 

34 
3+5i 
5+3i 

(1+i)(4+i) 
(1+i)(4-i) 

90 
3+9i 
9+3i 

(1+i)(2+i)3 
(1+i)(2-i)3 

36 6 -i(1+i)23 98 7+7i (1+i)7 

40 
2+6i 
6+2i 

-i(1+i)3(2+i) 
-i(1+i)3(2-i) 

100 
6+8i 
8+6i 
10 

-i(1+i)2(2+i)2 
(1+i)2(2-i)2 

-i(1+i)2(2+i)(2-i) 

45 
3+6i 
6+3i 

i(2-i)·3 
(2+i)·3 

104 
2+10i 
10+2i 

-i(1+i)3(3+2i) 
-i(1+i)3(3-2i) 

50 
1+7i 
5+5i 
7+i 

i(1+i)(2-i)2 
(1+i)(2+i)(2-i) 
-i(1+i)(2+i)2 

106 
5+9i 
9+5i 

(1+i)(7+2i) 
(1+i)(7-2i) 

52 
4+6i 
6+4i 

(1+i)2(3-2i) 
-i(1+i)2(3+2i) 

116 
4+10i 
10+4i 

(1+i)2(5-2i) 
-i(1+i)2(5+2i) 

58 
3+7i 
7+3i 

(1+i)(5+2i) 
(1+i)(5-2i) 

117 
6+9i 
9+6i 

i3(3-2i) 
3(3+2i) 
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Στάθµη Ακέραιος Παράγοντες Στάθµη Ακέραιος Παράγοντες 

122 
1+11i 
11+i 

(1+i)(6+5i) 
(1+i)(6-5i) 

162 9+9i (1+i)32 

125 

2+11i 
5+10i 
10+5i 
11+2i 

(2+i)3 
i(2+i)(2-i)2 
(2+i)2(2-i) 

i(2-i)3 

164 
8+10i 
10+8i 

(1+i)2(5-4i) 
-i(1+i)2(5+4i) 

128 8+8i i(1+i)7 169 
5+12i 
12+5i 

13 

(3+2i)2 
i(3-2i)2 

(3+2i)(3-2i) 

130 

3+11i 
7+9i 
9+7i 

11+3i 

i(1+i)(2-i)(3-2i) 
(1+i)(2-i)(3+2i) 
(1+i)(2+i)(3-2i) 

-i(1+i)(2+i)(3+2i) 

170 

1+13i 
7+11i 
11+7i 
13+i 

(1+i)(2+i)(4+i) 
(1+i)(2+i)(4-i) 
(1+i)(2-i)(4+i) 
(1+i)(2-i)(4-i) 

136 
6+10i 
10+6i 

-i(1+i)3(4+i) 
-i(1+i)3(4-i) 

178 
3+13i 
13+3i 

(1+i)(8+5i) 
(1+i)(8-5i) 

144 12 -(1+i)43 180 
6+12i 
12+6i 

(1+i)2(2-i)3 
-i(1+i)2(2+i)3 

145 

1+12i 
8+9i 
9+8i 
12+i 

i(2-i)(5+2i) 
(2+i)(5+2i) 
i(2-i)(5-2i) 
(2+i)(5-2i) 

185 

4+13i 
8+11i 
11+8i 
13+4i 

i(2-i)(6+i) 
i(2-i)(6-i) 
(2+i)(6+i) 
(2+i)(6-i) 

146 
5+11i 
11+5i 

(1+i)(8+3i) 
(1+i)(8-3i) 

194 
5+13i 
13+5i 

(1+i)(9+4i) 
(1+i)(9-4i) 

148 
2+12i 
12+2i 

(1+i)2(6-i) 
-i(1+i)2(6+i) 

196 14 -i(1+i)27 

153 
3+12i 
12+3i 

i3(4-i) 
3(4+i) 

200 
2+14i 

10+10i 
14+2i 

(1+i)3(2-i)2 
-i(1+i)3(2+i)(2-i) 

-(1+i)3(2+i)2 

160 
4+12i 
12+4i 

-(1+i)5(2+i) 
-(1+i)5(2-i) 
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