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Το αντικείμενο τθσ ζρευνασ είναι θ διερεφνθςθ των διαδικαςιϊν καταςκευισ 

νοθμάτων για τθ μακθματικι γενίκευςθ, με κφριουσ άξονεσ τθν αναγνϊριςθ, 

τθν ζκφραςθ και τθν αιτιολόγθςθ από μακθτζσ Αϋ Γυμναςίου. Οι μακθτζσ  

εργάςτθκαν ομαδοςυνεργατικά και χρθςιμοποίθςαν το υπολογιςτικό 

περιβάλλον MiGen, το οποίο ςχεδιάςτθκε ςτο London Knowledge Lab 

(Institute of Education, University of London) και υποςτθρίηει διερευνθτικι 

μάκθςθ τθσ μακθματικισ γενίκευςθσ. Ζμφαςθ δόκθκε ςτθ διερεφνθςθ των 

τφπων γενίκευςθσ (αλγεβρικό, αρικμθτικό, επαγωγικό) που χρθςιμοποιοφν οι 

μακθτζσ και ςτισ ςτρατθγικζσ που αναπτφςςουν κατά τθν επίλυςθ ενόσ 

προβλιματοσ μοτίβων. Επίςθσ αντικείμενο μελζτθσ αποτζλεςαν οι ςυνδζςεισ 

μεταξφ μοντζλων, μοτίβων και δομϊν (εικονικϊν αναπαραςτάςεων) με τισ 

αρικμθτικζσ, εικονικζσ και ςυμβολικζσ αναπαραςτάςεισ. Ριο ςυγκεκριμζνα, θ 

ςφνδεςθ τθσ εικονικισ με τθν αντίςτοιχθ ςυμβολικι αναπαράςταςθ, δθλαδι 

θ ςφνδεςθ των εικονικϊν μεταβλθτϊν με μια αλγεβρικι ζκφραςθ.  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 1: ΘΕΩΡΗΣΙΚΟ ΠΛΑΙ΢ΙΟ 

I. Μοτίβα και Μαθηματικά 
 

Ειςαγωγι 

Οι ςτόχοι ςτθ διδαςκαλία των Μακθματικϊν εξαρτϊνται από τον τρόπο που 

αντιλαμβανόμαςτε και κατανοοφμε τα μακθματικά. Γενικά υπάρχουν δφο απόψεισ για 

αυτό. Θ πρϊτθ κεωρεί τθν μακθματικι γνϊςθ ωσ το ςϊμα των δεδομζνων και των 

διαδικαςιϊν και κάποιοσ γνωρίηει μακθματικά όταν μπορεί να τα χειρίηεται. Θ δεφτερθ 

αντιλαμβάνεται τα μακθματικά ωσ τθν επιςτιμθ των μοτίβων και τθσ τάξθσ, μια περιγραφι 

που διατυπϊνεται και ςτο κείμενο του NCTM Everybody Counts (MSEB, 1989, SHOENFELD, 

1992). Σφμφωνα με τον Schoenfeld θ πρϊτθ άποψθ υποβιβάηει τθ ςθμαςία των 

Μακθματικϊν, κακϊσ ζνα πρόγραμμα ςπουδϊν το οποίο ςτθρίηεται ςτθν εκμάκθςθ 

διαδικαςιϊν και μακθματικϊν δεδομζνων, δεν ζχει λόγο φπαρξθσ. Ακόμθ ο ίδιοσ κεωρεί 

πωσ τα Μακθματικά δεν είναι μία εγγενισ κοινωνικι δραςτθριότθτα αλλά ζνα αποτζλεςμα 

εμπειριϊν, το οποίο μάλιςτα προκφπτει από τθν εναςχόλθςθ τθσ κοινότθτασ των 

μακθματικϊν με τθν επιςτιμθ των μοτίβων, δθλαδι με το να τα παρατθρεί, να τα μελετά 

και να πειραματίηεται, με απϊτερο ςκοπό να κακορίςει τισ αρχζσ και τθν φφςθσ τουσ. 

Ο φορτωμζνοσ με πλθροφορία κόςμοσ ςτον οποίο ηοφμε γίνεται περιςςότερο κατανοθτόσ 

όταν, χρθςιμοποιϊντασ τα Μακθματικά, αποκαλφπτουμε τα κρυμμζνα μοτίβα. Τα 

μακθματικά είναι μια επιςτιμθ αντικειμζνων που χαρακτθρίηονται από μοτίβα 

κανονικότθτασ και μια λογικι τάξθ. Με το να βρίςκεισ και να διερευνάσ αυτζσ τισ 

κανονικότθτεσ ι τθν τάξθ και να τα κατανοείσ, επιτυγχάνεται αυτό που λζμε “κάνω 

Μακθματικά”. Αυτι θ διαδικαςία δεν ςχετίηεται μόνο ςε ακριβείσ υπολογιςμοφσ, αλλά 

περιλαμβάνει παρατιρθςθ μοτίβων, δοκιμι υποκζςεων και εκτίμθςθ αποτελεςμάτων. Ο 

Devlin Keith (1994) ςτο βιβλίο του “Mathematics: The science of Patterns” υποςτθρίηει ότι 

τα Μακθματικά είναι θ επιςτιμθ των μοτίβων και κεωρεί ότι υπάρχουν 6 κατθγορίεσ: 

αρικμθτικά μοτίβα, γεωμετρικά μοτίβα, μοτίβα δικαιολόγθςθσ και επικοινωνίασ, μοτίβα 

κίνθςθσ και αλλαγισ, μοτίβα ςυμμετρίασ και κανονικότθτασ και μοτίβα κζςθσ. 

Ο πυρινασ λοιπόν τθσ κατανόθςθσ εννοιϊν και τθσ απόκτθςθσ γνϊςεων ςτα Μακθματικά 

αλλά και ςε πολλά άλλα επιςτθμονικά πεδία, όπωσ τθν οικονομία και τισ κοινωνικζσ 

επιςτιμεσ, αποτελείται από τθν μελζτθ των μοτίβων ι όπωσ αναφζρονται ςτθν διεκνι 

βιβλιογραφία, patterns. Σφμφωνα με το λεξικό “Oxford English Dictionary”, pattern 
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ςθμαίνει πρότυπο, υπόδειγμα, τφποσ, μοντζλο, ςχζδιο, αχνάρι, δείγμα (υφάςματοσ κλπ), 

(νομιςμ.) δείγμα που ζχει κοπεί προκειμζνου να υποβλθκεί προσ ζγκριςθ, (διακοςμθτικό) 

ςχζδιο, παράςταςθ, μοτίβο, ςχιμα, διάταξθ. Μπορεί να είναι ζνα επαναλαμβανόμενο 

διακοςμθτικό ςχζδιο, μια κανονικότθτα ι μια ακολουκία. Ακόμθ ςφμφωνα με τθν 

θλεκτρονικι εγκυκλοπαίδεια Wikipedia, ζνα pattern εκτόσ από  “Ρρότυπο”, είναι μια 

διακριτι κανονικότθτα ςτον κόςμο ι ςε ανκρωπογενείσ ςχεδιαςμό. Για παράδειγμα τζτοια, 

είναι τα ςτοιχεία από ζνα μοτίβο που επαναλαμβάνεται με ζναν προβλζψιμο τρόπο. 

Ζνασ ικανοποιθτικόσ οριςμόσ αναφζρεται και από τισ Τηεκάκθ και Κουλζλθ (2007, ςελ. 269) 

λζγοντασ χαρακτθριςτικά ότι: “Στο χϊρο των Μακθματικϊν, μοτίβο αποτελεί ζνα ςφνολο 

από μορφικά, γεωμετρικά, ι μετρικά χαρακτθριςτικά τα οποία παραμζνουν ςτακερά μζςα 

ςε ομάδεσ αρικμϊν, ςχθμάτων, μεγεκϊν ι άλλων μακθματικϊν καταςτάςεων”. 

Οι λόγοι όμωσ για τουσ οποίουσ θ μελζτθ των μοτίβων αποτελεί πυρινα κατανόθςθσ 

εννοιϊν και απόκτθςθσ γνϊςεων είναι οι ακόλουκοι: 

- Ρροςφζρουν μια καλι εικόνα για τισ εμπειρίεσ, τισ γνϊςεισ και τισ ιδζεσ όςων τα 

ζχουν χρθςιμοποιιςει 

- Μποροφν να ξαναχρθςιμοποιθκοφν αφοφ αποτελοφν μια διαδικαςία θ οποία 

μπορεί να εφαρμοςτεί ςε διαφορετικά προβλιματα 

- Ρροςφζρουν ζνα κοινό λεξιλόγιο λφςεων με το οποίο μπορεί να εκφραςτεί μια 

μεγάλθ ποικιλία λφςεων 

 

Αφθρθμζνα μοτίβα ςτθν επιςτιμθ, τα μακθματικά, ι τθ γλϊςςα μποροφν να 

παρατθρθκοφν μόνο μζςα από ανάλυςθ. Ωςτόςο άμεςα οπτικά μοτίβα που είναι ευρζωσ 

διαδεδομζνα ςτθ φφςθ και ςτθν τζχνθ μποροφν να παρατθρθκοφν με οποιαδιποτε από τισ 

πζντε αιςκιςεισ. Τα φυςικά μοτίβα περιλαμβάνουν ςπείρεσ, μαιάνδρουσ, κφματα, 

πλακοςτρϊςεισ και ςυμμετρίεσ περιςτροφισ και αντανάκλαςθσ, παρουςιάηοντασ με αυτόν 

τον τρόπο μια βαςικι μακθματικι δομι.  

Στισ επιςτιμεσ, οι κεωρίεσ εξθγοφν και προβλζπουν κανονικότθτεσ ςτον κόςμο. Στθν τζχνθ 

και τθν αρχιτεκτονικι, διακοςμιςεισ ι οπτικά μοτίβα μποροφν να ςυνδυαςκοφν και να 

επαναλθφκοφν, ζτςι ϊςτε να μορφοποιιςουν μοτίβα. Ακόμθ ςτθν επιςτιμθ των 

υπολογιςτϊν, ζνα μοτίβο ςχεδίαςθσ λογιςμικοφ είναι μια γνωςτι λφςθ ςε προβλιματα 

προγραμματιςμοφ. Ζτςι κακϊσ το αποτζλεςμα κάκε ςυνάρτθςθσ είναι ζνα μακθματικό 

μοτίβο, τα μακθματικά μποροφν να κεωρθκοφν ωσ θ αναηιτθςθ κανονικότθτασ. 
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Δεν υπάρχει καμία επιςτθμονικι περιοχι ςτθν οποία θ μελζτθ των μοτίβων είναι τόςο 

κεμελιϊδθσ, όπωσ είναι ςτα Μακθματικά. Τα μοτίβα οποιαςδιποτε μορφισ προκφπτουν 

είτε από τθν παρατιρθςθ του φυςικοφ κόςμου, είτε από τισ δραςτθριότθτεσ του 

ανκρϊπινου νου. Διερευνϊντασ τα μοτίβα οι μακθματικοί κάνουν υποκζςεισ, δοκιμζσ, 

ελζγχουν, εκφράηουν περιφραςτικά και γενικεφουν. Μζςα από αυτι τθν διαδικαςία 

ανακαλφπτουν τα χαρακτθριςτικά των μοτίβων, ζννοιεσ και ςχζςεισ, δθμιουργοφν μια 

γλϊςςα για να αναφερκοφν ςτο μοτίβο, ενοποιοφν και κάνουν διακρίςεισ μεταξφ του 

μοτίβου που μελετοφν και μοτίβων που ζχουν μελετιςει ςτο παρελκόν. Τζλοσ, όταν 

μελετοφν τισ ςχζςεισ μεταξφ των μεταβλθτϊν ςε ζνα μοτίβο, καταλιγουν ςε μακθματικζσ 

ςχζςεισ και ςυναρτιςεισ. 

 

Τα μοτίβα κατατάςςονται ςε δφο μεγάλεσ κατθγορίεσ, τα επαναλαμβανόμενα και τα 

αναπτυςςόμενα (Van de Walle, 1994). Επαναλαμβανόμενα μοτίβα είναι μοτίβα με ζνα 

αναγνωρίςιμο, επαναλαμβανόμενο ςτοιχείο το οποίο αποτελεί τθν μονάδα επανάλθψθσ. Θ 

αναγνϊριςθ και θ επζκταςθ των απλϊν αυτϊν επαναλαμβανόμενων μοτίβων βοθκοφν ςτθν 

ανάπτυξθ τθσ αλγεβρικισ ςκζψθσ. Σφμφωνα με το βιβλίο τθσ ΣΤ’ τάξθσ του Δθμοτικοφ, το 

ςτοιχείο που επαναλαμβάνεται και δθμιουργεί ζνα ςχζδιο ονομάηεται γεωμετρικό μοτίβο.  

Για να δθμιουργιςουμε ι να επεκτείνουμε ζνα ςχζδιο με επαναλαμβανόμενα μζρθ, αρκεί 

να γνωρίηουμε το μοτίβο και τον τρόπο με τον οποίο αυτό επαναλαμβάνεται (ςελ 128).  

Αναπτυςςόμενα μοτίβα δεν είναι άλλα από τισ γνωςτζσ μασ ακολουκίεσ. Θ πλειοψθφία των 

ακολουκιϊν που υπάρχουν ςτα ςχολικά εγχειρίδια όλων των χωρϊν είναι γραμμικζσ, όπου 

θ διαφορά μεταξφ δφο διαδοχικϊν όρων είναι ςτακερι (αρικμθτικι πρόοδοσ). Ονομάηονται 

γραμμικζσ γιατί ο γενικόσ όροσ τουσ μπορεί να εκφραςκεί ωσ αn+b, όπου ο αρικμόσ n 

εκφράηει τθ κζςθ του όρου ςτθν ακολουκία. Ακόμθ υπάρχουν και τετραγωνικζσ 

ακολουκίεσ, όπου τϊρα θ ςτακερι διαφορά βρίςκεται μεταξφ των όρων τθσ ακολουκίασ 

των διαφορϊν (γεωμετρικζσ πρόοδοι). Αυτζσ ονομάηονται δευτεροβάκμιεσ και ο γενικόσ 

τουσ όροσ εκφράηεται ωσ αn2 +bn+c. 

Σε μια ςειρά αρικμϊν που υπάρχει μια ςχζςθ ςτακερι και επαναλαμβανόμενθ ανάμεςα 

ςτουσ αρικμοφσ, ο κανόνασ που ορίηει τθ ςχζςθ αυτι και μασ δείχνει πωσ δθμιουργικθκε θ 

ςειρά των αρικμϊν λζγεται αρικμθτικό μοτίβο (π.χ. 5, 10, 15, 20, 25, … ,α, α+5) (ςελ 130). 

Ζνα ςχζδιο που ακολουκεί ταυτόχρονα γεωμετρικό και αρικμθτικό μοτίβο λζγεται ςφνκετο 

μοτίβο. Σε ζνα τζτοιο ςχζδιο, ενϊ διακρίνουμε εφκολα το γεωμετρικό μοτίβο, για να 

διακρίνουμε το αρικμθτικό χρειάηεται να καταγράψουμε τα δεδομζνα ςε ζναν πίνακα (ςελ 
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132). Καταλιγοντασ τα μοτίβα, όπωσ αναφζρονται ςτο βιβλίο του εκπαιδευτικοφ τθσ ΣΤϋ 

Τάξθσ, ςελ 124, είναι περιςςότερο μια διαδικαςία ανακάλυψθσ παρά μια μακθματικι 

ζννοια που κα διδαχκεί το παιδί. Είναι ο δρόμοσ που κα οδθγιςει τθ ςκζψθ του ςτθν 

Άλγεβρα. 

a. Γενίκευςη 

 

Ππωσ ςθμειϊνει ο Kaput (1998), είναι δφςκολο να βροφμε μια περιοχι των μακθματικϊν, θ 

οποία να μθν ςυνεπάγεται τθ γενίκευςθ και τθν τυποποίθςθ με κάποιο ουςιϊδθ τρόπο. Θ 

γενίκευςθ ζχει να κάνει με παρατιρθςθ μοτίβων και κοινϊν ιδιοτιτων ςε διάφορεσ 

καταςτάςεισ (Mason, 1999, p.9). Ο Dreyfus, χαρακτθρίηει τθν γενίκευςθ ςαν κάτι που 

“προκφπτει και επάγεται από ςτοιχεία, αναγνωρίηοντασ ομοιότθτεσ” (1991, p.35). 

Από τθ ςτιγμι που οι ζννοιεσ δεν προζρχονται από λογικοφσ κανόνεσ, όπωσ προτείνει ο 

ορκολογιςμόσ, οφτε από εξωτερικζσ εμπειρίεσ, όπωσ προτείνει ο εμπειριςμόσ, θ πθγι όλων 

των εννοιϊν βρίςκεται ςτισ γενικεφςεισ (Vygotsky, 1986). Αν δεν μποροφςαμε να κάνουμε 

γενικεφςεισ, ο κόςμοσ μασ κα περιοριηόταν ςτα ςτοιχεία α, β και γ και ςτο επιχείρθμα ότι  

α ≠ β ≠ γ. Θ γνωςτικι πράξθ τθσ γενίκευςθσ με τθν οποία ιςχυριηόμαςτε ότι δφο αντικείμενα 

είναι ανάλογα, εμπεριζχει τθν επιλογι κάποιων ςτοιχείων και τθν απόρριψθ κάποιων 

άλλων χωρίσ να ςυμπίπτει πλιρωσ το αποτζλεςμα τθσ γενίκευςθσ με κανζνα από τα 

παραδείγματά τθσ. Το κρίςιμο ςθμείο όςον αφορά τθν γενίκευςθ είναι να εξετάςουμε τον 

τρόπο με τον οποίο παρατθροφμε το ίδιο και το διαφορετικό. Θ ικανότθτά μασ να 

παρατθροφμε διαφορζσ ςε πράγματα είναι όντωσ ζνα από τα βαςικά ςτοιχεία τθσ ςκζψθσ. 

Χωρίσ αυτι κα ιμαςταν ανίκανοι να βάλουμε ςε τάξθ τα ερεκίςματα που δεχόμαςτε από το 

εξωτερικό μασ περιβάλλον, και ο κόςμοσ γφρο μασ κα περιοριηόταν ςε μια ακακόριςτα 

εικονικι, χειροπιαςτι και ακουςτικι μάηα.  

Αναγνωρίηοντασ τθν ςπουδαιότθτα τθσ γενίκευςθσ ςτθν μακθματικι δραςτθριότθτα πολλοί 

ερευνθτζσ ζχουν αςχολθκεί εκτενϊσ με τθν μελζτθ τθσ ωσ ζννοια. Ο Davidov (1972/1990) 

δθλϊνει ότι ζνασ από τουσ κυριότερουσ ςκοποφσ των ςχολικϊν οδθγιϊν είναι να εξελιχκεί θ 

ικανότθτα των μακθτϊν να γενικεφουν, κακϊσ εςτιάηοντασ ςτθν γενίκευςθ κεωρείται ότι 

μακαίνεισ μακθματικά. Ο Mason (1996) υποςτθρίηει ότι “Θ γενίκευςθ είναι θ καρδιά των 

μακθματικϊν και αν οι κακθγθτζσ δεν βάηουν τουσ μακθτζσ να δουλεφουν πάνω ςτθν 

ζκφραςθ των γενικεφςεϊν τουσ, τότε δεν υπάρχει μακθματικι ςκζψθ.” Επιπλζον θ 

μακθματικι γενίκευςθ είναι πρόκλθςθ για πολλοφσ μακθτζσ (e.g. Bills, Ainley & Wilson, 
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2006; Lee, 1996, Stacey & Mc Gregor, 2001; Becker & Rivera, 2005). Σφμφωνα με τον Dorfler 

(1991), θ γενίκευςθ είναι “ζνα αντικείμενο και ζνασ τρόποσ ςκζψθσ και επικοινωνίασ”(p.63).  

Επιπλζον οι ερευνθτζσ αναγνωρίηουν διαφορετικά είδθ γενίκευςθσ. Ο Dorfler τθν 

διαχωρίηει μεταξφ εμπειρικισ και κεωρθτικισ γενίκευςθσ. Θ εμπειρικι γενίκευςθ βαςίηεται 

ςτθν αναγνϊριςθ κοινϊν χαρακτθριςτικϊν ι κοινϊν ιδιοτιτων από αντικείμενα και 

κριτικάρεται για τθν ζλλειψθ ςυγκεκριμζνου ςτόχου ϊςτε να απαγκιςτρωκείσ από 

ςυγκεκριμζνα παραδείγματα. Θ κεωρθτικι γενίκευςθ, ςε αντίκεςθ, είναι ςκόπιμθ και 

επεκτείνεται. Οι Harel και Tall (1991), με τθν ζκφραςθ “εφαρμόηοντασ ζνα δοςμζνο 

επιχείρθμα ςε ζνα ευρφτερο πλαίςιο” περιγράφουν τον όρο γενίκευςθ (p.38). Με τθ ςειρά 

τουσ διακρίνουν τρία διαφορετικά είδθ γενίκευςθσ: τθν (1) επεκτατικι (expansive) , όπου θ 

εφαρμόςιμθ εμβζλεια ενόσ υπαρκτοφ ςχιματοσ επεκτείνεται, χωρίσ να ανακαταςκευαςτεί 

το ςχιμα, τθν (2) ανοικοδομθτικι (reconstructive), όπου το υπαρκτό ςχιμα 

ανακαταςκευάηεται ζτςι ϊςτε να διευρυνκεί θ εφαρμόςιμθ περιοχι και τθν (3) διαηευκτικι 

(disjunctive), όπου ζνα καινοφριο ςχιμα καταςκευάηεται όταν κινοφμαςτε ςε ζνα καινοφριο 

περιεχόμενο. 

Τζλοσ ςφμφωνα με τον Radford (2008), θ αλγεβρικι γενίκευςθ ενόσ μοτίβου είναι θ 

ικανότθτα των μακθτϊν να αναγνωρίηουν μια ομοιότθτα που παρατθρείται ςε κάποια 

ςτοιχεία μιασ ακολουκίασ και να τθν επεκτείνουν ι να τθν γενικεφουν ςε όλουσ τουσ 

επακόλουκουσ όρουσ τθσ, κακϊσ επίςθσ και να είναι ικανοί να τθν χρθςιμοποιιςουν για να 

προςφζρουν μία άμεςθ ζκφραςθ οποιουδιποτε όρου τθσ. Επεκτείνοντασ τα λόγια του 

κεωροφμε ότι οι μακθτζσ πρζπει να επιδεικνφουν και ζνα είδοσ εξιγθςθσ για το ότι οι 

αλγεβρικζσ τουσ γενικεφςεισ είναι ζγκυρεσ (Knuth 2002, p. 488) αλλά κα αναφερκοφμε 

εκτενζςτερα ςτθν κεωρία του Radford και ςτθ ςυνζχεια. Θ μακθματικι γενίκευςθ ζχει 

άμεςθ ςχζςθ με τθν άλγεβρα, κακϊσ θ άλγεβρα είναι κατά κάποιον τρόπο θ γλϊςςα με τθν 

οποία μποροφμε να γενικεφςουμε ποςότθτεσ (Gutierrez et al, 2008). 
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b. Ϊλγεβρα 

 

Θ Άλγεβρα είναι ο δρόμοσ για τα ανϊτερα μακθματικά, αλλά ταυτόχρονα αποτελεί και 

εμπόδιο για πολλοφσ μακθτζσ (Kaput, 1995) οι οποίοι ςυχνά τθν αντιμετωπίηουν ωσ ζνα 

φορμαλιςτικό απομονωμζνο ςφςτθμα, όπου κυριαρχεί ο χειριςμόσ ςυμβόλων και κανόνων. 

Αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα να μθν είναι ικανοί να χρθςιμοποιιςουν τισ γνϊςεισ τθσ 

Άλγεβρασ ςε άλλα πεδία εντόσ και εκτόσ των μακθματικϊν (Kieran, 1991, Linchevski & 

Herscovics, 1994). Για να πετφχουν λοιπόν οι μακθτζσ ςτθν Άλγεβρα θ κατανόθςθ τθσ 

ζννοιασ τθσ μεταβλθτισ είναι κεμελιϊδθσ και περιςςότερο περίπλοκθ από όςο νομίηουμε, 

κακϊσ αποτελεί ςυχνά εμπόδιο ςτθν ανάπτυξθ τθσ αλγεβρικισ ςκζψθσ των μακθτϊν 

(NCTM 1989). Για αυτό και τα προγράμματα ςπουδϊν προτείνουν ςυγκεκριμζνεσ 

δραςτθριότθτεσ, ςτισ οποίεσ οι μακθτζσ ερευνοφν μοτίβα με ςχιματα και αρικμοφσ, 

διατυπϊνουν λεκτικοφσ κανόνεσ για να περιγράψουν αυτά τα ςχιματα και ςτθ ςυνζχεια 

αναηθτοφν τρόπουσ να γενικεφςουν τθν κατάςταςθ που διερεφνθςαν (Morelli 1992, NCTM 

1989).  

Οι ερευνθτζσ ανζκακεν υποςτιριηαν τθν άρρθκτθ ςχζςθ τθσ Άλγεβρασ με τα μοτίβα και τθν 

γενίκευςθ. Ο Lee (1996) υποςτθρίηει ότι “Θ άλγεβρα και όλα τα μακθματικά ζχουν να 

κάνουν με μοτίβα”. Κατά τον Usiskin (1988) Άλγεβρα κεωρείται θ αρικμθτικι ςε μορφι 

γενίκευςθσ, θ μελζτθ των διαδικαςιϊν για τθν επίλυςθ προβλιματοσ, θ μελζτθ των 

ςχζςεων μεταξφ των ποςοτιτων και θ μελζτθ των δομϊν. Το 1997 ο ίδιοσ απαντάει ςτο 

ερϊτθμα “τι είναι ςχολικι Άλγεβρα” και χαρακτθριςτικά λζει ότι είναι μια γλϊςςα που 

περιζχει 5 ςθμαντικζσ πλευρζσ: (1) αγνϊςτουσ, (2) τφπουσ, (3) γενικευμζνα μοτίβα, (4) 

ςφμβολα κράτθςθσ κζςθσ, και (5) ςχζςεισ. Σχολιάηει επίςθσ ότι “οποτεδιποτε γίνεται 

αντικείμενο ςυηιτθςθσ οποιαδιποτε από αυτζσ τισ ιδζεσ, από το νθπιαγωγείο και μετά, 

δίνεται θ ευκαιρία να ειςαχκεί θ γλϊςςα τθσ Άλγεβρασ”. Ομοίωσ ο Kaput (1998, Blanton & 

Kaput 2005) βλζπει τθν Άλγεβρα ωσ γενίκευςθ και τυποποίθςθ μοτίβων. 

Ο όροσ Άλγεβρα περιλαμβάνει δφο ζννοιεσ, τθν αλγεβρικι ςκζψθ και τον αλγεβρικό 

ςυμβολιςμό. Ωςτόςο κάποιοι ερευνθτζσ κεωροφν τον αλγεβρικό ςυμβολιςμό ωσ εξάρτθμα 

τθσ αλγεβρικισ ςκζψθσ, ενϊ άλλοι τον κεωροφν ςαν ζνα αποτζλεςμά του. Οι κφριοι λόγοι 

που υπάρχει διαχωριςμόσ ανάμεςα ςε αλγεβρικι ςκζψθ και ςυμβολιςμό είναι πρϊτον 

επειδι μπορεί κάποιοσ να ςκζφτεται αλγεβρικά αλλά να είναι απρόςεκτοσ όςον αφορά τον 

χειριςμό των ςυμβόλων και δεφτερον επειδι γίνεται μια προςπάκεια για οριςμό μιασ 

πρϊιμθσ άλγεβρασ, θ οποία εςτιάηει περιςςότερο ςτισ δομζσ παρά ςτουσ υπολογιςμοφσ. 
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Επιπλζον πολλοί υποςτθρίηουν ότι θ αλγεβρικι ςκζψθ ζχει άμεςθ ςχζςθ με τθν γενίκευςθ. 

Ωςτόςο θ Kieran (1989) κεωρεί ότι “θ γενίκευςθ δεν είναι ιςοδφναμθ με τθν αλγεβρικι 

ςκζψθ και δεν απαιτεί καν άλγεβρα” και “για να δϊςουμε νόθμα ςτθν αλγεβρικι ςκζψθ 

δεν χρειάηεται να δοφμε κατ’ ανάγκθν το γενικό μζςα από το ειδικό, αλλά απλά να είμαςτε 

ικανοί να το εκφράςουμε αλγεβρικά”. Κατά τθν άποψι τθσ λοιπόν το να ςκζφτεςαι 

αλγεβρικά είναι κάτι παραπάνω από το να ςκζφτεςαι γενικά. Από τθν άλλθ πλευρά, για τον 

Kaput και τθν Blanton (2001), το να γενικεφεισ και να τυποποιείσ μοτίβα είναι μία από τισ 

πολφπλοκεσ μορφζσ τθσ αλγεβρικισ ςκζψθσ. Βλζπουν τθν γενίκευςθ και τθν ζκφραςθ τθσ 

γενίκευςθσ με οποιονδιποτε τρόπο ωσ τθ βάςθ όλων των εργαςιϊν που κάνουμε. Τζλοσ ο 

Kaput αναφζρεται ςτθν προςπάκεια των μακθτϊν να γενικεφςουν δεδομζνα και 

μακθματικζσ ςχζςεισ με τθν χριςθ εικαςιϊν, επιχειρθματολογίασ και ζκφραςισ τθσ με 

αλγεβρικοφσ τφπουσ. 

Θ αλγεβρικι γενίκευςθ ενόσ μοτίβου ζχει διάφορα επίπεδα. Αρχικά ςτθρίηεται ςτθν 

ικανότθτα του να μπορεί ο μακθτισ να ςυλλάβει μια τοπικι ομοιότθτα ςε κάποιουσ όρουσ 

του μοτίβου (p1, p2, p3, …, pκ). Στθ ςυνζχεια επεκτείνοντασ ι γενικεφοντασ αυτιν τθν 

ομοιότθτα ςε όλουσ τουσ επακόλουκουσ όρουσ τθσ ακολουκίασ (pκ+1, pκ+2, pκ+3, … )  να είναι 

ικανόσ να χρθςιμοποιιςει αυτιν τθν ομοιότθτα για να καταςκευάςει μια ςυγκεκριμζνθ 

ζκφραςθ θ οποία κα του δίνει οποιονδιποτε όρο τθσ ακολουκίασ και πζρα από το πεδίο 

τθσ αντίλθψισ του. 

Θ άλγεβρα υποκετικά ξεκινάει με τθν πρϊτθ χριςθ ςθμειογραφίασ από τουσ μακθτζσ. 

Μζςα από τθν προςπάκειά τουσ να γενικεφςουν μοτίβα οι μακθτζσ άτυπα χρθςιμοποιοφν 

ζναν δικό τουσ ςυμβολιςμό. Ζτςι αναγνωρίηεται θ ςπουδαιότθτα των μοτίβων ςτθν 

ειςαγωγι τθσ άλγεβρασ και θ κεντρικι ιδζα είναι ότι θ εμπειρία με αρικμθτικι εξερεφνθςθ 

μοτίβων, μπορεί να προετοιμάςει τον δρόμο για τθν αλγεβρικι ςκζψθ. Άλλωςτε ο Mason 

(1996) περιγράφει τουσ πρόποδεσ τθσ διαδρομισ προσ τθν Άλγεβρα με τθν ζκφραςθ 

“εκφράηοντασ γενίκευςθ” και όπωσ είναι γνωςτό θ χριςθ των μοτίβων ςαν πρόποδεσ για 

ζκφραςθ γενίκευςθσ είναι διάςθμθ εδϊ και πολλζσ δεκαετίεσ ςτα ςχολικά μακθματικά τθσ 

Αγγλίασ (Orton and Orton, 1999). Επιπλζον “Θ κατανόθςθ των μοτίβων, των ςχζςεων και 

των λειτουργιϊν” είναι ζνα ςυνεχζσ κζμα τθσ άλγεβρασ για τα ςχολικά μακθματικά (NCTM, 

2000) ςε όλα τα ζτθ φοίτθςθσ. 

Ριο ςυγκεκριμζνα, παραδοςιακά οι μεταβλθτζσ ςτο ςχολείο ειςάγονται ςαν άγνωςτοι ςε 

εξιςϊςεισ πράγμα που δεν βοθκάει ιδιαίτερα τουσ μακθτζσ. Για αυτό οι English και Warren 

(1998) προτείνουν θ ειςαγωγι τθσ μεταβλθτισ να γίνεται με τθν προςζγγιςθ των μοτίβων, 
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μια προςζγγιςθ θ οποία προςφζρει ςτουσ μακθτζσ τθσ ευκαιρία να παρατθριςουν και να 

εκφράςουν με λόγια τισ γενικεφςεισ τουσ και να τισ γράψουν ςυμβολικά. Επιπλζον ζνα άλλο 

πλεονζκτθμα αυτισ τθσ προςζγγιςθσ είναι ότι επειδι οι δραςτθριότθτεσ με μοτίβα 

προςφζρουν μια χριςιμθ βάςθ για εργαςία με ςφμβολα, δεν υπάρχει και θ ανάγκθ για 

κζςπιςθ τθσ ζννοιασ τθσ μεταβλθτισ. Ζνα άλλο παράδειγμα που δείχνει τθν χρθςιμότθτα 

των μοτίβων ςτθν κατανόθςθ τθσ Άλγεβρασ είναι ότι τα επαναλαμβανόμενα μοτίβα 

βοθκοφν τουσ μακθτζσ να αντιλθφκοφν τθν πολλαπλαςιαςτικι δομι των φυςικϊν αρικμϊν 

εξαςφαλίηοντασ ζτςι μια πφλθ για τθν ειςαγωγι ςτισ ζννοιεσ τθσ Κεωρίασ Αρικμϊν. Ακόμθ 

ςτα Αναλυτικά προγράμματα τθσ Αγγλίασ προτείνεται ότι θ εναςχόλθςθ με 

επαναλαμβανόμενα μοτίβα βοθκάει ςτο να εκτιμιςουμε και να αναγνωρίςουμε τθν 

δφναμθ τθσ γενίκευςθσ (Threlfall 1999). 

Ραρατθρϊντασ λοιπόν ο μακθτισ ζνα επαναλαμβανόμενο μοτίβο, αρχικά κα πρζπει να 

ανακαλφψει τον πυρινα του, δθλαδι το μικρότερο επαναλαμβανόμενο τμιμα του, άρα 

τελικά τον τρόπο με τον οποίο επαναλαμβάνεται. Στθ ςυνζχεια κα πρζπει να μπορεί να 

προβλζψει ποιο ςτοιχείο βρίςκεται ςε ςυγκεκριμζνθ κζςθ, όπωσ ςτθν 5θ ι ςτθν 10θ και 

μετά να μπορεί να βρίςκει και μεγαλφτερουσ όρουσ, όπωσ το 100ο ι το 500ο ςτοιχείο, ζτςι 

ϊςτε να αναγκαςτεί να ανακαλφψει ζναν κανόνα με τον οποίο κα προςδιορίηει 

οποιοδιποτε ςτοιχείο του επαναλαμβανόμενου μοτίβου. Πλθ αυτι θ εργαςία με τα 

αναπτυςςόμενα μοτίβα, αρικμθτικά ι ςφνκετα, οδθγοφν άμεςα ςτθν ζννοια τθσ 

ςυνάρτθςθσ από πολφ μικρζσ θλικίεσ. 

Καταλιγοντασ με τθ ςυνειςφορά των μοτίβων, δεν πρζπει να παραβλζψουμε να 

αναφζρουμε ότι θ καρδιά του επαγωγικοφ τρόπου εξαγωγισ ςυμπεραςμάτων είναι θ 

ανακάλυψθ τθσ δομισ ενόσ μοτίβου, και το πζραςμα ςτθ γενίκευςθ μζςα από αυτι τθν 

ανακάλυψθ προκφπτει με φυςικό και αναγκαίο τρόπο. Θ επαγωγι είναι μια ευρζωσ 

διαδεδομζνθ μζκοδοσ εξαγωγισ ςυμπεραςμάτων ςε όλεσ τισ επιςτιμεσ και είναι θ 

διαδικαςία τθσ ανακάλυψθσ γενικϊν κανόνων μζςω τθσ παρατιρθςθσ και του ςυνδυαςμοφ 

ειδικϊν περιπτϊςεων. Τζλοσ, αυτόσ ο τρόποσ εξαγωγισ ςυμπεραςμάτων είναι και ο πιο 

κοντινόσ ςτθν λογικι των μακθτϊν ςε αντίκεςθ με τον παραγωγικό, ο οποίοσ ςυνικωσ 

απαιτεί από τα παιδιά να κάνουν άλματα για τα οποία δεν είναι ακόμα ϊριμα. 

Τζλοσ ζνα αρικμθτικό μοτίβο όπωσ είναι το 2, 4, 6 βοθκά τουσ μικροφσ μακθτζσ να 

αναπτφξουν μια φυςικι ςτρατθγικι για να κατανοιςουν τθν πρόςκεςθ και ςτθ ςυνζχεια 

κακϊσ το παιδί μεγαλϊνει θ εναςχόλθςι του με τα μοτίβα τον βοθκάει να περάςει από τα 
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ακροίςματα ςτα γινόμενα και ςε ακόμα μεγαλφτερθ θλικία να κατανοιςει τθ διαδικαςία 

τθσ αναδρομισ. 

c. Δυςκολίεσ μαθητών 

 

Ραρόλο που θ ζννοια τθσ γενίκευςθσ είναι κεντρικισ ςθμαςίασ για τα μακθματικά και τθν 

επιςτιμθ, μία από τισ ςθμαντικότερεσ δυςκολίεσ των μακθτϊν είναι να αναγνωρίηουν και 

να εκφράηουν γενικευμζνα μοτίβα (Gutierrez et al, 2008). Θ γενίκευςθ μοτίβου που 

ςτθρίηεται ςτθν παρατιρθςθ των πρϊτων τριϊν ι τεςςάρων όρων του μπορεί να είναι 

προβλθματικι. Για παράδειγμα, διαφορετικοί τρόποι επζκταςθσ μιασ ακολουκίασ μπορεί 

να επθρεάςουν το περιεχόμενο των αντίςτοιχων αλγεβρικϊν γενικεφςεων και μάλιςτα οι 

μακθτζσ που δεν ζχουν εμπειρίεσ ςτο ςυμβολικό ςφςτθμα τθσ Άλγεβρασ, αναμζνεται να 

εκφράςουν τισ γενικεφςεισ τουσ με λζξεισ. 

Ο Stacey (1989), παρατιρθςε ότι θ πλειοψθφία των μακθτϊν θλικίασ μεταξφ 9-13 όταν 

προςπάκθςαν να γενικεφςουν ζνα γραμμικό μοτίβο, χρθςιμοποίθςαν λάκοσ αναλογικζσ 

μεκόδουσ, δθλαδι κακόριςαν το νιοςτό ςτοιχείο ςαν ζνα νιοςτό πολλαπλάςιο τθσ 

διαφοράσ μεταξφ των όρων τθσ ακολουκίασ. Αναμενόμενο όταν ςε ζρευνα των Zazkis και 

Liljedahl (2002), υποψιφιοι δάςκαλοι ζκαναν ακριβϊσ το ίδιο αγνοϊντασ μια πικανι 

αφξθςθ των πολλαπλαςίων. Ραρόμοια αποτελζςματα βρικαν και οι Orton και Orton (1999) 

κακϊσ παρατιρθςαν τθν τάςθ των μακθτϊν να χρθςιμοποιοφν τισ διαφορζσ μεταξφ των 

ςυνεχόμενων ςτοιχείων ςαν μζκοδο και εςτίαηαν ςε αναδρομικι προςζγγιςθ, θ οποία 

ςυχνά τουσ εμπόδιηε να δουν τθν γενικότερθ δομι των ςτοιχείων. 

Στθ ςυνζχεια οι Rivera & Becker (2005), κατθγοριοποίθςαν τισ μεκόδουσ των μακθτϊν ςτθν 

γενίκευςθ μοτίβων ςε εικονικζσ, αρικμθτικζσ και πρακτικζσ, βαςιςμζνεσ ςτθν ομοιότθτα 

που αναγνϊριηαν ςτα αντικείμενα. Ραρατιρθςαν ότι οι μακθτζσ οι οποίοι αποτφγχαναν να 

γενικεφςουν, ξεκινοφςαν παρακολουκϊντασ αρικμθτικά μοτίβα, αλλά χωρίσ να 

αναγνωρίηουν τθν ςφνδεςι τουσ με διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ. Ο Lannin (2005) 

κατζλθξε ςτο ότι οι μακθτζσ που χρθςιμοποιοφν γεωμετρικά ςχιματα, τα οποία ςυνδζουν 

τον κανόνα με τθν εικονικι αναπαράςταςθ, ιταν περιςςότερο επιτυχισ ςτθν γενίκευςθ από 

άλλουσ των οποίων τα ςχιματα ιταν κυρίωσ αρικμθτικά ι εκείνα που χρθςιμοποιοφςαν 

ςτρατθγικζσ βαςιςμζνεσ ςε μαντεψιζσ.  

Ζχει παρατθρθκεί ότι μακθτζσ που μποροφν να δουλεφουν αποτελεςματικά με 

ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ, ζχουν δυςκολία ςτο να εκφράςουν γενίκευςθ. Ο Lee (1996) 
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όπωσ επίςθσ και οι Zazkis και Liljedahl παρατιρθςαν ότι υπάρχει ζνα κενό μεταξφ του 

αναγνωρίηω και του μπορϊ να εκφράςω αλγεβρικά ζνα μοτίβο, δθλαδι ενϊ οι μακθτζσ δεν 

δυςκολεφονταν να το περιγράψουν προφορικά δεν ιταν ικανοί να προςφζρουν μία 

αλγεβρικι περιγραφι για αυτό. Άπαξ και αντιλαμβανόντουςαν ζνα μοτίβο με ζναν 

ςυγκεκριμζνο τρόπο, ιταν δφςκολο να εγκαταλείψουν τθν αρχικι τουσ ςφλλθψθ (Lee, 1996; 

English and Warren, 1998). Για το ίδιο κενό μιλάει και ο Mason (1996) ο οποίοσ 

ςυμπλθρϊνει ότι μαηί με τθν βιαςφνθ των μακθτϊν να χρθςιμοποιοφν “μεμονωμζνα 

ςφμβολα τα οποία αποτελοφν ειςαγωγι τθσ ςχολικισ άλγεβρασ για εκατοντάδεσ χρόνια” 

(Mason, 1996, p.75), δθμιουργείται ςτουσ μακθτζσ το ςυναίςκθμα τθσ ανεπάρκειασ ςτο να 

ςυναντιςουν τισ προςδοκίεσ τουσ. Για παράδειγμα, τα αρικμθτικά μοτίβα φαίνονται ςυχνά 

δφςκολα ςτουσ μακθτζσ, όχι λόγω τθσ δυςκολίασ ςτθν ςφλλθψθ τθσ ομοιότθτασ, αλλά 

επειδι οι μακθτζσ τείνουν να αποτυγχάνουν να τθν χρθςιμοποιιςουν για να 

καταςκευάςουν ζναν κανόνα που μποροφν να κατανοιςουν. Αποτελζςματα ερευνϊν 

δείχνουν ότι μόνο τα τρία τζταρτα μακθτϊν Γυμναςίου είχαν τθν ικανότθτα να 

αντιμετωπίςουν επιτυχϊσ ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ γραμμικϊν μοτίβων ςε εικονικι 

μορφι και μορφι πίνακα, και λιγότερο από το ζνα πζμπτο να χρθςιμοποιιςουν άλγεβρα 

για να εκφράςουν γενικεφςεισ με ζνα ρθτό τφπο (Becker and Rivera 2004). Ομοίωσ ςε 

ζρευνα του Lee (1996) παραπάνω από το 50% 113 μακθτϊν, ιταν ανίκανο να δϊςει 

κατάλλθλεσ ςυμβολικζσ εκφράςεισ. 

Ππωσ αναφζρκθκε ςε προθγοφμενθ παράγραφο, τα μοτίβα είναι ζνασ προκάλαμοσ για τθν 

ειςαγωγι ςτθν άλγεβρα. Ωςτόςο θ χριςθ μοτίβων από μόνθ τθσ δεν εξαςφαλίηει τθν 

επιτυχία γενίκευςθσ, κακϊσ είναι γεγονόσ ότι οι μακθτζσ ςτθν προςπάκειά τουσ να 

καταςκευάςουν ζναν γενικό κανόνα ςυχνά διολιςκαίνουν ςε αφελείσ επαγωγζσ, αντί ςε 

αλγεβρικζσ γενικεφςεισ (Mac Gregor and Stancey, 1993; Castro Martinez, 1995). Άλλωςτε 

είναι γνωςτι θ δυςκολία των μακθτϊν όςον αφορά τθν χριςθ των γραμμάτων και τθν 

απόδοςθ νοθμάτων ςε αυτά, αφοφ αρχικά αγωνίηονται να ςυλλάβουν ότι το γράμμα 

αντιπροςωπεφει οποιαδιποτε τιμι (Duke & Graham, 2007). Ρωσ όμωσ κα ειςαχκεί θ 

μεταβλθτι, ϊςτε να γίνει ομαλι μετάβαςθ από τθν αρικμθτικι ςτθν άλγεβρα, από τθ 

ςτιγμι που ακόμα και όταν εκφράηεται γενίκευςθ από τουσ μακθτζσ, αυτό γίνεται ςε 

φυςικι γλϊςςα; Ζρευνεσ ζχουν δείξει ότι θ ςωςτι ςχεδίαςθ των δραςτθριοτιτων, που 

ενιςχφει τισ ςυνδζςεισ αρικμθτικισ, εικονικισ και ςυμβολικισ αναπαράςταςθσ, ζχει τθ 

δυναμικι να βοθκιςει τουσ μακθτζσ να γράψουν τισ εκφράςεισ τουσ ςτθ γενικι ςυμβολικι 

τουσ μορφι παρά να δϊςουν μία λεκτικι περιγραφι (Pearce et. al., 2008). 
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II. Σα μοτίβα ςτο ελληνικό ςχολείο 

 

Ρίςω από τισ μεταρρυκμίςεισ ςτο περιεχόμενο τθσ Μακθματικισ εκπαίδευςθσ, όπωσ 

υποςτθρίηει ο Schoenfeld (2004), κρφβονται πεποικιςεισ τθσ επιςτθμονικισ κοινότθτασ ωσ 

προσ το “Τι είναι Μακθματικά”. Ριο ςυγκεκριμζνα το Ρρόγραμμα ςπουδϊν των 

Μακθματικϊν τθσ δεκαετίασ του 50’ και του 60’ ζδινε ζμφαςθ ςτθ διδαςκαλία 

αφθρθμζνων μακθματικϊν εννοιϊν ςτθριηόμενθ ςτθν ψυχολογικι κεωρία gestalt. Στθ 

ςυνζχεια τα μακθματικά τθσ δεκαετίασ του ’70 ζδιναν ζμφαςθ ςτισ βαςικζσ ικανότθτεσ, 

όπωσ τθν αναγνϊριςθ, τθ γραφι και τθν αρικμθτικι (Ε. Κολζηα, 2006, ςελ 136-138). Τθν 

ίδια εποχι ο Piajet και άλλοι ψυχολόγοι με τα ζργα τουσ ζςτρεψαν τθν προςοχι των 

εκπαιδευτικϊν από τθν φλθ των μακθματικϊν, ςτον τρόπο με τον οποίο τα παιδιά μποροφν 

να μάκουν καλφτερα μακθματικά και ζτςι τθ δεκαετία του ’80 θ επίλυςθ προβλιματοσ κατά 

Polya ζπαιξε κεντρικό ρόλο. Στο τζλοσ τθσ δεκαετίασ του ’80 θ μακθματικι εκπαιδευτικι 

κοινότθτα ακολοφκθςε μια θμι-εμπειρικι αντίλθψθ των Μακθματικϊν και μία από τισ 

ςτρατθγικζσ που προτείνει ο Polya για τθ λφςθ προβλιματοσ ςτο βιβλίο του “How to solve 

it”, ιταν “να ψάξουμε να βροφμε, μιπωσ υπάρχει ζνα μοτίβο ι μια γενίκευςθ”. 

Από τα μζςα τθσ δεκαετίασ του ’80 ξεκίνθςαν να ςθμειϊνονται αλλαγζσ ςτθν εκπαίδευςθ 

των Μακθματικϊν και το 1989, το NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) 

δθμοςίευςε το Ρρόγραμμα Σπουδϊν για τα Σχολικά Μακθματικά (Curriculum and 

Evaluation Standards for School Mathematics) του οποίου οι κεματικζσ ενότθτεσ ιταν 5: 

Αρικμοί και Ρράξεισ, Γεωμετρία, Μζτρθςθ και Ανάλυςθ Δεδομζνων και Ρικανότθτεσ. Ο 

βαςικόσ ςτόχοσ για τθ μακθματικι εκπαίδευςθ ιταν, από το προ-νιπιο μζχρι και το τζλοσ 

τθσ δευτεροβάκμιασ εκπαίδευςθσ, θ μελζτθ των μοτίβων, των ςυναρτιςεων και τθσ 

Άλγεβρασ. Ακόμθ το 2000 το NCTM δθμοςίευςε και ζνα νζο ανακεωρθμζνο κείμενο των 

Standards, το Principles and Standards for School Mathematics προςκζτοντασ και τθν 

αναπαράςταςθ (Van de Walle, 2001). Ζτςι λοιπόν, θ ζκδοςθ αυτι υπιρξε ορόςθμο για τα 

ςχολικά μακθματικά, κακϊσ δθμιοφργθςε ζνα μεταρρυκμιςτικό κίνθμα ςτθ μακθματικι 

εκπαίδευςθ και από τότε ςτα Αναλυτικά προγράμματα Σπουδϊν των Μακθματικϊν όλων 

των βακμίδων, ενςωματϊκθκε θ μελζτθ των μοτίβων, ϊςτε  θ δεκαετία του ’90 να 

χαρακτθρίηεται από πολλοφσ ωσ θ δεκαετία των μοτίβων (Κολζηα, 2006). Από τότε μζχρι 

ςιμερα ςτα περιοδικά για εκπαιδευτικοφσ δθμοςιεφονται πολφ ςυχνά άρκρα με διάφορεσ 

προτάςεισ διδαςκαλίασ τουσ. 

Πςον αφορά τθ χϊρα μασ, ςτο νζο πρόγραμμα ςπουδϊν που ςχεδιάςτθκε το 2011 και τϊρα 

δοκιμάηεται πιλοτικά ςε ςυγκεκριμζνα ςχολεία τθσ χϊρασ κεςπίηετε πλζον και επίςθμα ςε 
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όλουσ τουσ Κφκλουσ Σπουδϊν (Δθμοτικό, Γυμνάςιο, Λφκειο) θ τροχιά “μοτίβο, κανονικότθτα 

και ςυνάρτθςθ” κεωρϊντασ ζτςι τα μοτίβα, ωσ προάγγελουσ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ. 

Ριο ςυγκεκριμζνα, το Ραιδαγωγικό Λνςτιτοφτο ςτον “Οδθγό για τον εκπαιδευτικό – 

Εργαλεία Διδακτικϊν Ρροςεγγίςεων” ςτο πλαίςιο υλοποίθςθσ τθσ πράξθσ “Νζο Σχολείο 

(Σχολείο 21ου αιϊνα) λζει αναλυτικά: 

“Θ ςυγκεκριμζνθ ενότθτα περιλαμβάνει 2 υπο-τροχιζσ, μία για το μοτίβο και μία για τισ 

ςυναρτιςεισ. Οι ςθμαντικότεροι ςτακμοί ανάπτυξθσ είναι οι εξισ: 

 Αναγνϊριςθ, ςυμπλιρωςθ, περιγραφι τθσ κανονικότθτασ και τθσ διαδικαςίασ 

παραγωγισ τθσ, καταςκευι κανονικοτιτων διαφόρων τφπων 

 Αναπαράςταςθ κανονικοτιτων με διαφορετικοφσ τρόπουσ και μετάβαςθ από μια 

αναπαράςταςθ ςε μια άλλθ 

 Εφρεςθ και ςυμβολικι διατφπωςθ του γενικοφ όρου τθσ κανονικότθτασ 

 Μοντελοποίθςθ και μελζτθ καταςτάςεων μζςω κανονικοτιτων 

Θ ανάπτυξθ τθσ υπο-τροχιάσ ςε κάκε ζναν από τουσ 3 Κφκλουσ διακρίνεται από τα 

παρακάτω χαρακτθριςτικά: 

 Α’ κφκλοσ (Νθπιαγωγείο) : Βαςικόσ προςανατολιςμόσ τθσ ςχετικισ εργαςίασ ςτθν 

τάξθ είναι θ μφθςθ των μακθτϊν ςτθν διερεφνθςθ ςχζςεων και δομϊν. Ρροσ αυτι 

τθν κατεφκυνςθ, όςον αφορά τα μοτίβα, οι ςχετικζσ δραςτθριότθτεσ ενκαρρφνουν 

τουσ μακθτζσ να αναγνωρίηουν, να ςυμπλθρϊνουν, να περιγράφουν και να 

καταςκευάηουν απλζσ γεωμετρικζσ, αρικμθτικζσ και άλλεσ κανονικότθτεσ, πρϊτα 

επαναλαμβανόμενεσ και κατόπιν αυξανόμενεσ ι μειοφμενεσ. 

 Β’ κφκλοσ (Δθμοτικό) : Στθ μελζτθ των κανονικοτιτων επαναλαμβάνονται όςα και 

ςτον προθγοφμενο κφκλο, αλλά ςε ανϊτερο επίπεδο, κακϊσ οι αρικμθτικζσ και 

γεωμετρικζσ κανονικότθτεσ είναι πιο ςφνκετεσ, ενϊ προςτίκενται και αναδρομικζσ. 

Επιπλζον, θ ςχετικι εργαςία των μακθτϊν περιλαμβάνει γενίκευςθ τθσ 

κανονικότθτασ, αναπαράςταςι τθσ με διαφορετικά μζςα (εικονικά, λεκτικά, 

αρικμθτικά), ςφγκριςθ κανονικοτιτων, λεκτικι διατφπωςθ του κανόνα του μοτίβου, 

εφρεςθ του επόμενου, αλλά και ενόσ απομακρυςμζνου όρου και τζλοσ, ςυμβολικι 

διατφπωςθ του γενικοφ όρου ςτισ αρικμθτικζσ κανονικότθτεσ, χρθςιμοποιϊντασ 

μεταβλθτζσ. 

 Γ’ κφκλοσ (Γυμνάςιο) : Θ ανάπτυξθ τθσ υπο-τροχιάσ αυτισ ολοκλθρϊνεται με τουσ 

μακθτζσ να διερευνοφν αρικμθτικζσ κανονικότθτεσ, να διατυπϊνουν το γενικό όρο 

λεκτικά και ςυμβολικά και να τισ αναπαριςτοφν εικονικά, αρικμθτικά με πίνακεσ ι 
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γεωμετρικά ςε ςφςτθμα θμι-αξόνων.” (Οδθγόσ για τον εκπαιδευτικό, 2011. ςελ 19 - 

21) 

III. Ψηφιακά εργαλεία και διδακτική των μαθηματικών 

 

Αρχικά τα τεχνολογικά εμπλουτιςμζνα μακθςιακά μοντζλα, αναπτφχκθκαν ιςτορικά γφρω 

από τθν μεταφορά των πλθροφοριϊν, μζςα από τθν απόκτθςθ τθσ πακθτικισ, αδρανοφσ 

γνϊςθσ, και με τθν υπόκεςθ ότι διαβάηοντασ, παρακολουκϊντασ βίντεο ι ελζγχοντασ ζνα 

κουμπί ςυνκζτεται θ ενεργι γνϊςθ (Young, 2003). Αυτό είχε ωσ αποτζλεςμα αυτά τα 

μοντζλα να αποτφχουν να αναγνωρίςουν τθν ανάγκθ για εφαρμογι ςτθν πράξθ ϊςτε να 

χρθςιμοποιιςουν αποτελεςματικά τθν γνϊςθ (Jonassen, 1994). Ρωσ ενςωματϊκθκαν όμωσ 

τα ψθφιακά εργαλεία ςτθν διδακτικι των μακθματικϊν, εφόςον αναπτφχκθκαν ςε λάκοσ 

βάςθ; Πλα ξεκίνθςαν από τθν κεωρία του Piaget (Constructivism), θ οποία κεωρεί ότι θ 

γνϊςθ χτίηεται από τα παιδιά όταν αλλθλεπιδροφν με το περιβάλλον τουσ και ερμθνεφουν 

τα εξωτερικά ερεκίςματα μζςα από το πρίςμα των δικϊν τουσ εμπειριϊν οικοδομϊντασ 

ζτςι τα δικά τουσ γνωςτικά εργαλεία. Ρροςζφερε ζνα ςτζρεο πλαίςιο, για να κατανοιςουμε 

τουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ οι μακθτζσ ςκζφτονται ςτα διάφορα επίπεδα τθσ εξζλιξισ 

τουσ, πάνω ςτο οποίο ζρχεται να αναπτφξει ο Papert, τθν δικι του κεωρία 

(Constructionism), θ οποία με τθ ςειρά τθσ κα εςτιάςει ςτο πωσ θ εναςχόλθςθ με τα 

τεχνουργιματα ενιςχφει και διευκολφνει τθν καταςκευι τθσ γνϊςθσ, τονίηοντασ ζτςι τθν 

ςπουδαιότθτα των εργαλείων. Θ κεωρία του Piaget τείνει να παραβλζπει τον ρόλο του 

πλαιςίου, των μζςων και τθσ προςωπικότθτασ του κακενόσ ςτθν μακθςιακι διαδικαςία, 

κάνοντασ ζτςι τθν κεωρία του Papert περιςςότερο πλαιςιοκετθμζνθ, πραγματολογικι και 

ωφζλιμθ. Ζτςι λοιπόν, εςτιάηοντασ ςτα ψθφιακά μζςα και δείχνοντασ πωσ 

μεταςχθματίηεται θ γνϊςθ όταν εκφράηεται και ενεργεί μζςα ςε ψθφιακά εργαλεία, ο 

Papert ενςωματϊνει τθν μακθςιακι διαδικαςία ςτο ψθφιακό πλαίςιο προςφζροντασ μασ 

τον μικρόκοςμο τθσ Logo. 

Μια ζρευνα ςτθν βιβλιογραφία για τθν εφαρμογι τθσ τεχνολογίασ ςτθν τάξθ αποκαλφπτει 

ότι θ ςφνδεςθ μεταξφ τεχνολογίασ και κονςτρουκτιβιςμοφ ςτθρίηεται ςτο να κεωριςεισ τα 

τεχνολογικά μζςα ωσ γνωςτικά εργαλεία τα οποία είναι ικανά να ενιςχφςουν ανϊτερθσ 

τάξθσ γνωςτικζσ δεξιότθτεσ, όταν οι μακθτζσ  εκπαιδεφονται από τουσ κακθγθτζσ να 

λαμβάνουν νζουσ ρόλουσ μζςα από τα τεχνολογικά εμπλουτιςμζνα περιβάλλοντα 

(Nanjappa & Grant, 2003). 
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Τα εμπειρικά ςτοιχεία από επόμενεσ ζρευνεσ μασ δείχνουν ότι θ εκπαιδευτικι διαδικαςία 

είναι περιςςότερο επιτυχθμζνθ όταν εμπλουτίηονται οι ζννοιεσ μζςω των υπολογιςτικϊν 

περιβαλλόντων (Dubinsky and Tall, 1991, p.243). Θ χριςθ των ψθφιακϊν τεχνολογιϊν, 

αλλάηει τθν διδαςκαλία και τθν μάκθςθ των μακθματικϊν ςτα διαφορετικά επίπεδα των 

εκπαιδευτικϊν ςυςτθμάτων και οδθγεί ςε νζεσ διδακτικζσ δυνατότθτεσ, αλλά επίςθσ και 

ςτθν ανάδυςθ νζων προκλιςεων (Borba & Villarreal, 2005; Drijvers, Doorman, Boon, Reed & 

Gravemeijer, 2010; Guin, Ruthven, & Trouche, 2005; Kaput & Balacheff, 1996). Το ηθτοφμενο 

από τα λογιςμικά και τα υπολογιςτικά εργαλεία είναι να είναι πάνω από όλα παιδαγωγικά 

όργανα για μάκθςθ μακθματικϊν εννοιϊν οι οποίεσ είχαν οριςτεί πριν αυτά τα εργαλεία 

δθμιουργθκοφν. 

Θ χρθςιμότθτα τθσ τεχνολογίασ ςτθν διδαςκαλία των Μακθματικϊν ζχει να κάνει με το ότι 

θ μάκθςθ δεν αποτελεί μια διαδικαςία με τθν οποία ενςωματϊνεται μια προκακοριςμζνθ 

γνϊςθ, αλλά μια ανακαταςκευι των Μακθματικϊν από το άτομο. Θ αλλθλεπίδραςθ 

ανάμεςα ςτο μακθτι και τον υπολογιςτι κεωρείται ότι επθρεάηει άμεςα αυτιν τθν 

ανακαταςκευι, κακϊσ οι υπολογιςτζσ ωσ γνωςτικά εργαλεία ζχουν ςπουδαία δυναμικι 

(Jonassen, 1993) και ζχουν επιπλζον τθν δυνατότθτα να ενιςχφςουν τα επιτεφγματα των 

μακθτϊν μόνο εάν χρθςιμοποιθκοφν κατάλλθλα (Cognition and Technology Group at 

Vanderbilt, 1997; Bransford, Brown & Cocking, 2000). Ακόμθ, τα ψθφιακά εργαλεία 

προςφζρουν ανάδραςθ ςτισ ενζργειεσ των μακθτϊν και επιτρζπουν ζτςι τθν ανάπτυξθ 

ςτρατθγικϊν οι οποίεσ δεν είναι δυνατόν να αναπτυχκοφν με μολφβι και χαρτί. 

Τα Μακθματικά είναι ζνα ανκρϊπινο δθμιοφργθμα λογικισ το οποίο αποτελείται από 

εικαςίεσ, υποκζςεισ, απορρίψεισ και επαλθκεφςεισ. Είναι μια επιςτιμθ που ενζχει λάκθ και 

που θ εξζλιξι τθσ ςυνίςταται ςτθ ςυνεχι αμφιςβιτθςθ και ςτον επαναπροςδιοριςμό των 

αξιωματικϊν ςυςτθμάτων. Θ μάκθςθ των μακθματικϊν ζχει τθν ίδια φφςθ με τθ 

διαδικαςία ςτθν οποία εμπλζκονται οι μακθματικοί επιςτιμονεσ. Συνίςταται δθλαδι ςτθν 

εμπειρικι διαδικαςία, όπου ηθτοφμενο είναι θ δθμιουργία και θ ανάπτυξθ προςωπικϊν 

νοθμάτων από τουσ μακθτζσ μζςα από εικαςίεσ, αποδείξεισ, αντιπαραδείγματα, ςυνεχείσ 

τροποποιιςεισ και ελζγχουσ (Davis & Hersh, 1981). Σε όλα τα παραπάνω λοιπόν που 

αναφζρκθκαν, καταλυτικό ρόλο παίηει θ τεχνολογία αφοφ διευκολφνει και πυροδοτεί 

τζτοιου είδουσ διαδικαςίεσ τθσ ανκρϊπινθσ φφςθσ. 

Σε αυτό ςυμφωνεί και ο Papert ο οποίοσ χαρακτθριςτικά αναφζρει ότι ο δυναμικόσ 

χαρακτιρασ τθσ τεχνολογίασ ενκαρρφνει τουσ μακθτζσ να ςκζφτονται μαηί με το εργαλείο 

αλλάηοντασ ξανά και ξανά τισ καταςκευζσ τουσ ςαν να μαςτορεφουν πάνω ςτα νοθτικά τουσ 
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δθμιουργιματα. Με βάςθ τθν προςζγγιςθ αυτι, θ τεχνολογία μπορεί να παίξει το ρόλο του 

καταλφτθ για τθ δθμιουργία εκπαιδευτικϊν περιβαλλόντων, όπου ο μακθτισ κα ζχει το 

ρόλο του μικροφ επιςτιμονα (Papert 1975). Ωςτόςο, οποιοδιποτε λογιςμικό, είτε είναι 

ςχεδιαςμζνο για τθ μάκθςθ των μακθματικϊν είτε όχι, αναπόφευκτα κα χρθςιμοποιθκεί 

από το μακθτι με ιδιόμορφο και διαφορετικό τρόπο από αυτόν που φαντάςτθκε ο 

καταςκευαςτισ του (Artigue, 2002). 

Τα τελευταία χρόνια, θ τεχνολογία και τα ψθφιακά περιβάλλοντα ζχουν κάνει αιςκθτι τθν 

παρουςία τουσ ςτθν διδαςκαλία των μακθματικϊν και ζχουν ειςχωριςει για τα καλά ςτθν 

κακθμερινότθτα τθσ ςφγχρονθσ τάξθσ. Τα εκπαιδευτικά λογιςμικά παρζχουν τθ δυνατότθτα 

για πολλαπλι αναπαράςταςθ των εννοιϊν και όπωσ επιςθμαίνει και ο Tall (1991), υπάρχει 

μεγάλθ απόςταςθ μεταξφ τθσ προςωπικισ αντίλθψθσ για μια εικόνα ζννοιασ που 

διαμορφϊνουν οι μακθτζσ και του αντικειμενικοφ οριςμοφ τθσ ζννοιασ. Αυτι θ απόςταςθ 

μπορεί να μειωκεί χρθςιμοποιϊντασ το κατάλλθλο λογιςμικό και αναπαριςτϊντασ μια 

ζννοια με διάφορουσ και ποικίλουσ τρόπουσ. 

Θ καινοτόμα χριςθ των υπολογιςτϊν ςτθν τάξθ οδθγεί ςε ςθμαντικζσ αλλαγζσ των 

παραδοςιακϊν ρόλων όςων εμπλζκονται ςτθν διδαςκαλία και μακθςιακι διαδικαςία. 

Μζςα από ζνα ςυνεργατικό μακθςιακό περιβάλλον οι μακθτζσ δεν είναι πλζον απλοί 

δζκτεσ γνϊςθσ, αλλά ενεργοί καταςκευαςτζσ τθσ δικιάσ τουσ γνϊςθσ, δουλεφοντασ ο 

κακζνασ ςε μικρζσ ομάδεσ ι ατομικά. Οι κακθγθτζσ δεν είναι πλζον οι μοναδικοί πομποί 

πλθροφοριϊν και γνϊςεων, αλλά επινοθτζσ και ςχεδιαςτζσ μακθςιακϊν δραςτθριοτιτων 

κακϊσ και κακοδθγθτζσ τθσ μακθςιακισ διαδικαςίασ. Τζλοσ εξαιτίασ των ιδιαίτερων 

διαδραςτικϊν χαρακτθριςτικϊν τουσ οι υπολογιςτζσ κεωροφνται ιςχυρά γνωςτικά εργαλεία 

(Papert, 1980; Jonassen, 1993; Duffy, Cunningham, 1996), και μποροφν να προωκοφν 

λειτουργικι και ενεργι μάκθςθ. Επιπλζον μποροφν να εφαρμόηουν ςτρατθγικζσ οι οποίεσ 

κα ιταν δφςκολο να πραγματοποιθκοφν ςε άλλα μζςα (Driscoll, 1994). 

Θ παροφςα εργαςία, ςτθρίηεται ςε ζρευνεσ που αξιοποίθςαν υπολογιςτικά περιβάλλοντα 

για να οργανϊςουν ςφνκετεσ ςυλλογικζσ δραςτθριότθτεσ με βάςθ τισ καταςκευζσ, δθλαδι 

αντικείμενα με προςωπικό χαρακτιρα για αυτοφσ που τα καταςκεφαςαν (Constructionism, 

Harel & Papert, 1991, Kafai & Resnick, 1996) και για αυτό χρθςιμοποίθςε ζνα είδοσ 

εκπαιδευτικοφ λογιςμικοφ που ανικει ςτθν κατθγορία των Constructionism λογιςμικϊν. Ριο 

ςυγκεκριμζνα οι μακθτζσ δεν λειτοφργθςαν απλά ωσ παρατθρθτζσ ζτοιμων μοτίβων, αλλά 

προχϊρθςαν ςτθν διαδικαςία καταςκευισ και διόρκωςθσ μοτίβων με επιςτζγαςμα τθν 

παραγωγι αλγεβρικϊν τφπων. 
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IV. ΑΝΣΙΚΕΙΜΕΝΙΚΟΠΟΙΗ΢Η 

 

Ειςαγωγι 

Στθν παράγραφο αυτι κα παρουςιάςουμε τα κφρια ςθμεία τθσ κεωρίασ που ανζπτυξε ο 

Radford για τθν αντικειμενικοποίθςθ. Ππωσ ζχει δείξει θ επιςτθμολογικι ανάλυςθ, θ 

άλγεβρα ποτζ δεν είχε να κάνει με τθν μαντεψιά και θ άφιξθ του αλγεβρικοφ ςυμβολιςμοφ 

είχε ωσ αποτζλεςμα τθν εςτίαςθ ςτθν δομι. Θ ικανότθτά μασ να γενικεφουμε και να 

παρατθροφμε διαφορζσ και ομοιότθτεσ ςε πράγματα είναι από τα βαςικότερα 

χαρακτθριςτικά μασ. Πταν μεταφερόμαςτε λοιπόν πζρα από το βαςίλειο των 

ςυγκεκριμζνων παρατθρϊντασ κάποια ομοιότθτα και δοκιμάηουμε να τθσ δϊςουμε νόθμα 

αναφερόμαςτε ςτθν διαδικαςία τθν οποία ονομάηουμε αντικειμενικοποίθςθ. Θ όλθ ιδζα 

τθσ αντικειμενικοποίθςθσ, ενςωματϊνεται ςε μία κεωρία ςχετικά με τθν οποία οι ζννοιεσ ι 

τα αντικείμενα τθσ γνϊςθσ αποτελοφνται από επίπεδα γενίκευςθσ. Με άλλα λόγια θ γνϊςθ 

μασ για τα ςυγκεκριμζνα εννοιολογικά αντικείμενα πορεφεται παράλλθλα με τα επίπεδα 

γενίκευςθσ ςτα οποία μποροφμε να κατατάςςουμε τα αντικείμενα αυτά. Θ γενίκευςθ 

ωςτόςο τίκεται ςε λειτουργία και γίνεται αντιλθπτι μζςα από τα ςθμεία (χειρονομίεσ, 

λζξεισ, ςφμβολα) και αντικειμενικοποιείται όταν μπαίνει ςτον κόςμο των αναπαραςτάςεων, 

δθλαδι εμφανίηεται μζςα από μια ςθμειωτικι διαδικαςία. 

Με τον όρο ςθμειωτικι διαδικαςία, εννοοφμε τουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ οι μακθτζσ 

κατανοοφν, παράγουν και χρθςιμοποιοφν τα ςθμεία. Ενϊ ςτισ περιςςότερεσ περιπτϊςεισ 

εμφανίηονται ςαν βοθκθτικά αντικείμενα τθσ ςκζψθσ, θ προςζγγιςθ του Vygotsky τουσ 

αποδίδει ζναν πιο ςυγκροτθμζνο επιςτθμολογικό ρόλο, αντιμετωπίηοντασ τα ωσ εξωτερικά 

φιλοςοφικά εργαλεία, τα οποία ολοκλθρϊνονται με τθν εννοιολογικι επεξεργαςία του 

ατόμου. Τα ςθμεία ζτςι χάνουν τθν αναπαραςταςιακι και βοθκθτικι τουσ υπόςταςθ με τθν 

οποία ιταν προικιςμζνα ςτισ κλαςςικζσ γνωςτικζσ κεωρίεσ. Για παράδειγμα, παραδοςιακά, 

τα γράμματα και τα ςθμεία για πράξεισ όπωσ τα +, -, x, :, κεωροφνταν ωσ τα αλγεβρικά 

ςθμεία τθσ ςχολικισ άλγεβρασ, ενϊ από ςθμειωτικι οπτικι, λζξεισ και χειρονομίεσ μποροφν 

εξίςου να αποτελζςουν από μόνα τουσ αλγεβρικά ςθμεία, γνιςια όςο και τα γράμματα. 

Στο πεδίο τθσ διδακτικισ των μακθματικϊν κατά τισ δεκαετίεσ 80’ και 90’ γενικι τάςθ ιταν 

να ςυςχετίηεται θ ςχολικι άλγεβρα με τθν αλγεβρικι ςκζψθ και με τθν χριςθ γραμμάτων. 

Επικρατοφςε δθλαδι θ άποψθ ότι είναι αδφνατο να αςχολθκεί κάποιοσ με τθν αφθρθμζνθ 

άλγεβρα χωρίσ κάποιο είδοσ χριςθσ ςθμείων. Αυτό όμωσ βζβαια δεν ιςχφει κακϊσ όπωσ 

ζχει πει και ο Josh Mason “ο χειριςμόσ των ςυμβόλων είναι μόνο ζνα μικρό κομμάτι από το 
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τι είναι πραγματικά θ άλγεβρα”(1990). Το ίδιο ιςχυρίηεται και ο Radford (Radford, 2006a), 

δίνοντασ τα παραδείγματα των κινζηων μακθματικϊν οι οποίοι ςκζφτονται με αλγεβρικοφσ 

τρόπουσ χωρίσ τθν χριςθ γραμμάτων (Martzloff, 1997) και του Ευκλείδθ ο οποίοσ 

χρθςιμοποιοφςε τα γράμματα χωρίσ να ςκζφτεται αλγεβρικά (Unguru, 1975). Κεωρθτικά 

υπάρχει μια εννοιολογικι ηϊνθ, όπου οι μακθτζσ μποροφν να ξεκινιςουν να ςκζφτονται 

αλγεβρικά, χωρίσ να γνωρίηουν ακόμα τα αλφαρικμθτικά ςθμεία. 

Στα διάφορα προγράμματα ςπουδϊν, κφριοσ ςτόχοσ είναι οι μακθτζσ να αναπτφξουν 

αλγεβρικζσ ιδζεσ και να δϊςουν νόθμα ςτα ςφμβολα. Για παράδειγμα ςτο Ontario του 

Καναδά ειςάγεται ςτουσ μακθτζσ ζνα είδοσ μεταβατικισ γλϊςςασ πριν τθν παραδοςιακι 

αλφαρικμθτικι αλγεβρικι γλϊςςα και τουσ ηθτείται να βρουν τιμζσ του ςυμβόλου “*” ςε 

εξιςϊςεισ τθσ μορφισ : * + * + 5 = 15. Αυτι θ μεταβατικι γλϊςςα βαςίηεται ςε 

ςυγκεκριμζνεσ αντιλιψεισ για το τι αναπαριςτά ζνα ςφμβολο και ςτον τρόπο με τον οποίο 

οι μακθτζσ επεξεργάηονται το νόθμα του ςυμβόλου. Θ Sfard (2000) ςθμειϊνει ότι τα 

ςφμβολα ζχουν τθ δφναμθ να μετατρζπουν τα απτά αντικείμενα ςε κεωρθτικά όντα. Αυτά 

τα φιλοςοφικά πλάςματα λοιπόν ςυνκζτουν ζναν κόςμο ιδεϊν και φιλοςοφιϊν ο οποίοσ 

είναι τόςο ακριβισ και αλθκινόσ όςο ο φυςικόσ κόςμοσ (Leslie White, 1942).  

Θ κατανόθςθ τθσ ςυντακτικισ δομισ τθσ αλγεβρικισ γλϊςςασ και τθσ ζννοιασ των 

ςυμβόλων είναι μια μακρά και επίπονθ διαδικαςία για τουσ μακθτζσ, οι οποίοι αρχικά 

τείνουν να καταφεφγουν ςε περιςςότερο βιωματικζσ εκδοχζσ των ςυμβόλων παρά δομικζσ. 

Για παράδειγμα οι Mac Gregor και Stacey, (1997), παρατιρθςαν ότι οι αρχάριοι μακθτζσ 

δανείηονται ζννοιεσ από άλλα πεδία, όχι αναγκαςτικά μακθματικά, και τισ μεταφζρουν ςτο 

πεδίο τθσ άλγεβρασ. Ζτςι ζνα ενδιαφζρον ερϊτθμα που χρειάηεται απάντθςθ είναι το πωσ 

αυτζσ οι όχι αλγεβρικζσ ζννοιεσ προοδευτικά μεταςχθματίηονται από τουσ μακθτζσ ςε 

παραδοςιακζσ αλγεβρικζσ ζννοιεσ του προγράμματοσ ςπουδϊν. 

Σι είναι αντικειμενικοποίθςθ 

Για τουσ αρχάριουσ μακθτζσ, το να παρατθριςουν τα βαςικά κοινά χαρακτθριςτικά των 

όρων του μοτίβου, δεν είναι κάτι που ςυμβαίνει ξαφνικά. Αντίκετα, είναι μια ςταδιακι 

διαδικαςία διάκριςθσ μεταξφ του ίδιου και του διαφορετικοφ. Θ διαδικαςία παρατιρθςθσ 

εξελίςςεται ςε διαδικαςία διαμεςολαβοφμενθ από τα ςθμεία κατά τθν οποία το 

αντικείμενο που προορίηεται να φανεί αναδφεται προοδευτικά. Αυτι θ διαδικαςία τθσ 

παρατιρθςθσ, ορίηεται ωσ διαδικαςία αντικειμενικοποίθςθσ. 
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Ασ δοφμε όμωσ πιο αναλυτικά τθν λζξθ objectification από τθν οποία απορρζει ο όροσ 

αντικειμενικοποίθςθ. Θ αγγλικι λζξθ objectification ζχει ωσ πρόγονό τθσ τθν λζξθ object, 

δθλαδι αντικείμενο, θ οποία ζχει ρίηα το λατινικό ριμα objectare το οποίο με τθ ςειρά του 

ςθμαίνει εκκζτω. Το δεφτερο ςυνκετικό “ification” προζρχεται από το ριμα facere το οποίο 

ςθμαίνει “να κάνω”. Ζτςι λοιπόν από τθν ετοιμολογία τθσ, θ λζξθ objectification είναι 

ςχετικι με ενζργειεσ που κάνουν κάτι φανερό. Ωςτόςο μακθτζσ και κακθγθτζσ για να 

κάνουν κάτι φανερό καταφεφγουν ςε ςφμβολα και τεχνουργιματα διαφορετικϊν ειδϊν, 

όπωσ είναι τα μακθματικά ςφμβολα, τα γραφιματα, οι λζξεισ, τα ςθμεία, οι χειρονομίεσ 

κτλ. Πλα αυτά χρθςιμοποιοφνται για να μεταςχθματιςτεί θ γνϊςθ ςε αντικείμενο και 

ονομάηονται ςθμειωτικοί τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ (Radford, 2002c, 2003). 

Δφο διαφορετικζσ διαδικαςίεσ αντικειμενικοποίθςθσ, παίηουν κρίςιμο ρόλο ςτθν εξζλιξθ 

τθσ μακθματικισ εμπειρίασ των μακθτϊν: εικονικότθτα (iconicity) και ςυςτολι 

(contraction). Εικονικότθτα είναι θ διαδικαςία με τθν οποία οι μακθτζσ ςχεδιάηουν πάνω ςε 

προθγοφμενεσ εμπειρίεσ, για να δϊςουν κατεφκυνςθ ςτισ ενζργειζσ τουσ ςε μια νζα 

κατάςταςθ που καλοφνται να αντιμετωπίςουν, κάτι που κάνει πικανι τθν ανάδυςθ τθσ 

δεφτερθσ διαδικαςίασ αντικειμενικοποίθςθσ, τθσ ςυςτολισ. Στθν διαδικαςία τθσ ςυςτολισ 

υπογραμμίηονται τα κεντρικά ςτοιχεία που ςυνκζτουν τθν μακθματικι εμπειρία, πράγμα 

που τθν κακιςτά μια αναγκαία κατάςταςθ επίτευξθσ τθσ γνϊςθσ. Ζτςι εξθγείται γιατί γενικά 

θ αντικειμενικοποίθςθ εμπεριζχει το “να ξεχνάσ”. Το κεντρικό πρόβλθμα άλλωςτε που 

τοποκετείται με τθν αλγεβρικι γενίκευςθ, είναι ότι επιβάλλεται θ οικονομία ςυγκεκριμζνων 

ενεργειϊν, θ οποία όμωσ δθμιουργεί ζνα κενό μεταξφ τθσ πραγματικισ κατάςταςθσ και τθσ 

καινοφριασ, όπου τα ςθμεία και οι αρικμοί αποκτοφν μία όχι ςυναφι ςχζςθ. 

΢θμειωτικοί τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ 

Ζνασ πολφ απλόσ τρόποσ αντικειμενικοποίθςθσ γίνεται κατανοθτόσ με το παρακάτω 

παράδειγμα του Radford: 

“Ασ φανταςτοφμε ότι ςτεκόμαςτε μπροςτά από ζναν τοίχο καλυμμζνο με ράφια γεμάτα 

βιβλία, χωρίσ να ζχουμε κάποια ςυγκεκριμζνθ τάςθ να τα παρατθριςουμε. Τα βιβλία 

μοιάηουν ίδια. Ασ υποκζςουμε ότι ενϊ κοιτάμε τα βιβλία με αυτόν τον αδιάφορο τρόπο, 

ξαφνικά κυμόμαςτε ότι κζλουμε να τςεκάρουμε κάτι ςτθν ποιθτικι του Αριςτοτζλθ. Θ 

εικόνα ενόσ κόκκινου βιβλίου μασ ζρχεται ςτο μυαλό. Σκανάροντασ τα ράφια, θ προςοχι 

μασ εςτιάηεται ςε κάποια κόκκινα βιβλία και ςχεδόν αγνοοφμε τα υπόλοιπα. ‘Ζχοντασ 

υπόψθ ότι κα το χρειαςτοφμε και αργότερα, το μαρκάρουμε ι του βάηουμε ζνα ςθμείο να 
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ξεχωρίηει, ζτςι ϊςτε τθν επόμενθ φορά που κα μποφμε ςτο δωμάτιο, το ςθμάδι να ςθμαίνει 

κάτι ςαν “εδϊ είναι το βιβλίο”. (Radford, 2003. p.39) 

Αυτό το ςθμάδι ι ςθμείο είναι ζνασ τρόποσ αντικειμενικοποίθςθσ, αφοφ είναι θ ενζργεια με 

τθν οποία γίνεται ορατό κάτι ςε κοινι κζα. Εννοείται πωσ υπάρχουν και άλλεσ μορφζσ 

αντικειμενικοποίθςθσ, όπωσ το να βάλουμε το βιβλίο πάνω ςτο τραπζηι, αλλά δυςτυχϊσ 

αυτι θ διαδικαςία δεν πρόκειται να δουλζψει όταν εμπλακοφμε με μακθματικά 

αντικείμενα. Σε αυτό το ςθμείο θ ζννοια τθσ αναπαράςταςθσ κα φανεί χριςιμθ, κακϊσ 

ερευνθτζσ όπωσ οι Kant και Husserl κεωροφν πωσ είναι ο μόνοσ τρόποσ για να γίνει αιςκθτό 

ζνα γνωςτικό αντικείμενο. Ωςτόςο ο Duval κάνει μια διάκριςθ ανάμεςα ςε ςθμειωτικζσ και 

μθ ςθμειωτικζσ αναπαραςτάςεισ, λζγοντασ πωσ κεμελιϊδθ ρόλο ςτθν αντικειμενικοποίθςθ 

μποροφν να παίξουν οι ςθμειωτικζσ αναπαραςτάςεισ που παράγονται από ςθμεία και 

κανόνεσ. Θ αντικειμενικοποίθςθ των μακθματικϊν αντικειμζνων, ζχει άμεςθ ςχζςθ με τισ 

ενζργειεσ που κάνει το άτομο για να επιτφχει τουσ ςτόχουσ του. Τζτοιεσ ενζργειεσ, όπωσ 

είναι για παράδειγμα θ ςφνδεςθ εργαλείων, ςθμείων και γλωςςικϊν μθχανιςμϊν, 

ονομάηονται κατά τον Radford ςθμειωτικοί τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ. 

Οι ςθμειωτικοί τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ ζχουν μια κοινωνικι φφςθ και πολλοί από 

αυτοφσ ζχουν παραχκεί ιςτορικά από τουσ ανκρϊπουσ για κάποιο λόγο. Αυτόσ δεν είναι 

άλλοσ από τθν ανάγκθ μασ να ανακαλφπτουμε ξανά και ξανά τα ίδια πράγματα, όπωσ για 

παράδειγμα τον χάρακα μζτρθςθσ. Το παράδειγμα του βιβλίου ςτο ράφι, μασ δείχνει πϊσ ο 

τρόποσ που γινόμαςτε γνϊςτεσ πραγμάτων, ςχετίηεται με τισ προκζςεισ και επιδιϊξεισ μασ. 

Από επιςτθμονικισ πλευράσ, οι ςθμειωτικοί τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ είναι ιδθ 

φιλοςοφικά προικιςμζνοι με ςυγκεκριμζνουσ τρόπουσ χριςθσ, ωςτόςο, από παιδαγωγικισ 

πλευράσ, θ χριςθ τουσ δεν είναι αναγκαία ςαφισ για τουσ μακθτζσ. 

Σφποι Γενίκευςθσ 

Στθ κεωρία τθσ αντικειμενικοποίθςθσ ο Radford διακρίνει ςτισ ενζργειεσ των μακθτϊν δφο 

είδθ προ ςυμβολικισ γενίκευςθσ. Ο πρϊτοσ ονομάηεται πραγματολογικόσ (factual) και 

αποτελείται από γενικεφςεισ αρικμθτικϊν ενεργειϊν ςτθν μορφι αρικμθτικοφ λειτουργικοφ 

ςχιματοσ. Αυτό το λειτουργικό ςχιμα, παραμζνει οριοκετθμζνο ςτο χειροπιαςτό επίπεδο 

και κζτει τουσ μακθτζσ ικανοφσ να αντιμετωπίςουν επιτυχϊσ  κάκε ςυγκεκριμζνθ 

περίπτωςθ. Το δεφτερο είδοσ γενίκευςθσ, είναι του πλαιςίου (contextual) ι αλλιϊσ 

γενίκευςθ από τα ςυμφραηόμενα (Radford, 2003). Λζγεται ζτςι, επειδι αναφζρεται ςε 

αφθρθμζνα αντικείμενα, όπωσ είναι θ “επόμενθ φιγοφρα”. Σε αντίκεςθ με τον 
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πραγματολογικό, δεν γενικεφει μόνο αρικμθτικζσ ενζργειεσ, αλλά και αντικείμενα 

ενεργειϊν. Αςχολείται με γενικά αντικείμενα, τα οποία δεν μποροφν να γίνουν αντιλθπτά 

από τισ αιςκιςεισ και αντικειμενικοποιοφνται μζςα από τον λόγο. Τζλοσ το τρίτο είδοσ 

γενίκευςθσ είναι το ςυμβολικό (Symbolic). Το πζραςμα από τθν προ ςυμβολικι ςτθν 

ςυμβολικι γενίκευςθ, απαιτεί ζνα ςυγκεκριμζνο είδοσ ριξθσ με τισ φαινομενικζσ 

χειρονομίεσ και τουσ γλωςςικοφσ όρουσ κλειδιά, που είναι βαςιςμζνοι ςτα ςυμφραηόμενα, 

υποςτθρίηοντασ τισ προ ςυμβολικζσ γενικεφςεισ. 

Ζχουμε λοιπόν τρία είδθ τφπων γενίκευςθσ τα οποία αναγνωρίηονται και χαρακτθρίηονται 

από ςθμειωτικοφσ τρόπουσ αντικειμενικοποίθςθσ κατά Radford: 

1) Ρραγματολογικι γενίκευςθ (Factual) 

2) Γενίκευςθ πλαιςίου (Contextual) 

3) Συμβολικι γενίκευςθ (Symbolic) 

Θ πραγματολογικι γενίκευςθ, προςφζρει το ακατζργαςτο υλικό το οποίο οι μακθτζσ κα 

μετατρζψουν αργότερα ςε υψθλότερεσ μορφζσ αλγεβρικισ γενίκευςθσ. Δεν πρζπει να 

υποτιμάται θ ςτοιχειϊδθσ φφςθ τθσ κακϊσ ςε ζρευνεσ, ζχει αποδειχκεί θ ςθμαςία των 

λζξεων και χειρονομιϊν και τα αποτελζςματά τουσ. Οι χειρονομίεσ βοθκοφν τουσ μακθτζσ 

ςτθν οπτικοποίθςθ. Πχι μόνο υλοποιοφν ςκοποφσ αλλά αποτελοφν τα ςτοιχεία κλειδιά τθσ 

διαδικαςίασ τθσ αντικειμενικοποίθςθσ τθσ γνϊςθσ (Radford, 2005b). Θ ςθμαντικι διαφορά 

τθσ πραγματολογικισ γενίκευςθσ από τα άλλα δφο είδθ είναι ότι θ ακακοριςτία παραμζνει 

ανϊνυμθ, ενϊ ςτα άλλα αποκτά όνομα και γίνεται γλωςςολογικά ρθτι. Κφριο 

χαρακτθριςτικό που ξεχωρίηει τθν ςυμβολικι γενίκευςθ είναι ότι τα γενικά αντικείμενα και 

οι λειτουργίεσ τουσ, εκφράηονται ςτο αλφαρικμθτικό ςθμειωτικό ςφςτθμα τθσ άλγεβρασ.  

Μία χειρονομία, είναι ακριβϊσ το εναρκτιριο οπτικό ςθμείο ςτο οποίο περιζχεται θ 

μελλοντικι γραφι του μακθτι. Θ χειρονομία είναι θ γραφι ςτον αζρα και το γραμμζνο 

ςθμείο είναι πολφ ςυχνά θ “μετάφραςθ” τθσ. Κάποιοι τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ 

μποροφν να είναι αρκετά δυνατοί να αποκαλφψουν τισ προκζςεισ των ατόμων και να 

ςυντελζςουν ςτθν επιτυχι κατάκτθςθ κάποιων ςυγκεκριμζνων ςτόχων, ωςτόςο 

ταυτόχρονα να είναι ανεπαρκισ ςε κάποιεσ πιο περίπλοκεσ καταςτάςεισ όπου απαιτείται 

περιςςότερθ ακρίβεια. Τζτοιοι τρόποι ανικουν ςτο είδοσ τθσ πραγματολογικισ γενίκευςθσ. 

Στο επόμενο επίπεδο γενίκευςθσ, αυτό του πλαιςίου, οι μακθτζσ μεταφζρουν και 

εκφράηουν όλεσ τισ πραγματολογικζσ γενικεφςεισ τουσ ςε αντίςτοιχεσ αφθρθμζνεσ και όχι 
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απτζσ, οι οποίεσ τϊρα είναι ανεξάρτθτεσ από τθν κατάςταςθ που προςπακοφν να 

γενικεφςουν.  Κατορκϊνουν να αντικειμενικοποιιςουν ζνα λειτουργικό ςχιμα το οποίο 

αναφζρεται ςε όλα όςα ζχει περιγράψει θ πραγματολογικι γενίκευςθ αλλά ςε ζνα 

περιςςότερο αφθρθμζνο επίπεδο. Πλα αυτά τα όχι ςυμβολικά βαςιςμζνα αλλά αφθρθμζνα 

αντικείμενα, αποτελοφν τθν γενίκευςθ πλαιςίου. Αυτό το επίπεδο γενίκευςθσ διαφζρει από 

το ςυμβολικό ςε δφο ςθμεία. Ρρϊτον οι αλγεβρικζσ γενικεφςεισ περιλαμβάνουν 

αντικείμενα τα οποία δεν ζχουν προςωρινά χαρακτθριςτικά και δεφτερον το άτομο δεν ζχει 

πρόςβαςθ ςε ζνα ςθμείο αναφοράσ για να μπορζςει να δει τα αντικείμενα. 

Θ ζκφραςθ γενίκευςθσ δια μζςου αλφαρικμθτικϊν ςυμβόλων ονομάηεται ςυμβολικι 

γενίκευςθ και οι ςθμειωτικοί τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ ςτθν ςυμβολικι γενίκευςθ 

ςχετίηονται με τον αλγεβρικό ςυμβολιςμό. Ππωσ υποςτθρίηει και ο Duval παρόλο που θ 

φυςικι γλϊςςα προςφζρει πλοφςιεσ εκφράςεισ για να περιγράψεισ τα αντικείμενα, ο 

αλγεβρικόσ ςυμβολιςμόσ απαιτεί μια ςυςτολι των λζξεων ςε ζνα μικρό αρικμό ςθμείων 

κατάλλθλα εναρμονιςμζνων να περιγράψουν τα μακθματικά αντικείμενα. Οι μακθτζσ, 

τείνουν να παράγουν ςθμεία με ζναν τρόπο που προδίδει τθν ροι των προθγοφμενων 

αρικμθτικϊν ενεργειϊν τουσ. Οι παρενκζςεισ για παράδειγμα βοθκοφν τουσ μακθτζσ να 

ςθμαδζψουν τον ρυκμό και τθν κίνθςθ των ενεργειϊν. Ο ςφνδεςμοσ που ςυνδζει το 

αλγεβρικό ςφμβολο με τισ ενζργειεσ των μακθτϊν είναι ςτθν ουςία ο ςθμειωτικόσ τρόποσ 

αντικειμενικοποίθςθσ που διζπει τθν παραγωγι ςθμείων από τουσ μακθτζσ και είναι αυτόσ 

που κάνει τα ςφμβολα να ζχουν νόθμα. Ο Radford προςπάκθςε να κατθγοριοποιιςει τα 

νοιματα που κρφβονται πίςω από τουσ ςθμειωτικοφσ τρόπουσ αντικειμενικοποίθςθσ ςτο 

επίπεδο τθσ ςυμβολικισ γενίκευςθσ οργανϊνοντασ τρεισ κφριεσ ςτρατθγικζσ τισ οποίεσ 

χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ για να προςφζρουν μια ςυμβολικι αναπαράςταςθ ενόσ 

μοτίβου.  

΢τρατθγικζσ γενίκευςθσ 

Υπάρχουν λοιπόν τρεισ ςθμαντικζσ ςτρατθγικζσ κατά Radford οι οποίεσ ακολουκοφνται από 

τουσ μακθτζσ όταν προςπακοφν να εκπονιςουν μία αλγεβρικι ςυμβολικι ζκφραςθ για τον 

γενικό όρο ενόσ μοτίβου. Είναι ςθμαντικό να ςθμειωκεί ότι οι μακθτζσ δεν διατθροφν 

αναγκαςτικά τθν ίδια ςτρατθγικι και  οι λόγοι που οδθγοφν ςε αλλαγι ςτρατθγικισ, ζχουν 

ςυχνά ςχζςθ με τθν αλλθλεπίδραςθ μεταξφ μακθτϊν και κακθγθτι. 
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΢τρατθγικι 1:  

Στθν πρϊτθ ςτρατθγικι θ ςυμβολικι ζκφραςθ του μοτίβου λαμβάνεται υπόψθ ςαν ζνασ 

διαδικαςτικόσ μθχανιςμόσ ςτον οποίο τα γράμματα αποτελοφν ζνα αντικείμενο το οποίο κα 

αντικαταςτακεί με αρικμοφσ. Θ ευρετικι διαδικαςία που χρθςιμοποιείται εδϊ είναι ζνα 

είδοσ δοκιμισ και λάκουσ, μζκοδοσ τθσ οποίασ θ επιτυχία εξαρτάται από τθν 

πολυπλοκότθτα του μοτίβου. Για παράδειγμα αν οι μακθτζσ βρουν τον τφπο 3x+2 και τουσ 

ηθτθκεί να εξθγιςουν γιατί πρόςκεςαν το 1 ςτο 3x κα απαντιςουν με το επιχείρθμα 

“Επειδι δουλεφει” και κα προςπακιςουν να το δείξουν με αρικμθτικά παραδείγματα. Το 

ςθμείο εδϊ είναι ςτθν ουςία ο αρικμόσ τθσ φιγοφρασ και θ ςχζςθ μεταξφ του ειδικοφ και 

του γενικοφ πλαιςιϊνεται από τθν λειτουργικι αντίλθψθ τθσ ςυμβολικισ ζκφραςθσ. Αυτό 

ζχει ωσ αποτζλεςμα το ειδικό να δίνει λίγεσ πλθροφορίεσ ςτθν δομι τθσ αλγεβρικισ 

ςυμβολικισ ζκφραςθσ και ςτον γενικό όρο του μοτίβου. Ζτςι το ειδικό εξυπθρετεί μόνο να 

εξετάςεισ τθν εγκυρότθτα του τφπου και το γενικό αντίςτοιχα τθν οικονομία των 

ςυγκεκριμζνων παραδειγμάτων. 

΢τρατθγικι 2: 

Θ δεφτερθ ςτρατθγικι αποτελείται από γενικζσ εκφράςεισ οι οποίεσ βαςίηονται ςε 

αρικμθτικά γεγονότα τα οποία ςυμβαίνουν μεταξφ κάποιων όρων του μοτίβου. Για 

παράδειγμα ζνα μοτίβο που αυξάνεται κάκε φορά κατά δφο, εκφράηεται με ςφγχρονουσ 

ςυμβολιςμοφσ μζςω του τφπου αν+1 = 2 + αν  , ι x+2, ι  1+2, 2+3, 3+4. Σε αυτά τα 

παραδείγματα οι μακθτζσ δεν εκφράηουν το μοτίβο με μία γενικι προφορικι μορφι και τα 

ςφμβολα ζχουν διαφορετικι ςθμειωτικι λειτουργία. Για τθν ςχζςθ ειδικοφ και γενικοφ 

βλζπουμε ζμμεςα ότι το ςθμείο x γίνεται αντιλθπτό ωσ κάτι που δείχνει τον αρικμό των 

ςτοιχείων ςτο εκάςτοτε ςτιγμιότυπο του μοτίβου και το ςυγκεκριμζνο προςφζρει ζνα 

δυνατό εργαλείο ςτθν ευρετικι διαδικαςία το οποίο είναι ανϊτερο από το απλό 

τςεκάριςμα εγκυρότθτασ ςτθν πρϊτθ ςτρατθγικι. 

΢τρατθγικι 3 

Θ τρίτθ ςτρατθγικι βαςίηεται ςτθν μορφι των φιγοφρων του μοτίβου. Θ κφρια ιδζα είναι θ 

μζτρθςθ των βαςικϊν ςτοιχείων ςε κάκε ζνα από τα δομικά ςτοιχεία του μοτίβου κακϊσ τα 

ςφμβολα χρθςιμοποιοφνται ςε ςτενι ςχζςθ με τθν μορφι και τα κομμάτια τθσ φιγοφρασ 

του μοτίβου. Θ δομι του ςυμβολιςμοφ του γενικοφ όρου αντικατοπτρίηεται ςτθν δομι των 

αρικμθτικϊν ενεργειϊν των μακθτϊν και το ςυγκεκριμζνο μεταφζρεται ςτο γενικό. Ακόμα 

και το ςυντακτικό τθσ ζκφραςθσ υπαγορεφεται από τθν ςειρά των ενεργειϊν και αυτόσ 
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είναι και ο λόγοσ που οι μακθτζσ επιμζνουν να χρθςιμοποιοφν παρενκζςεισ και εκεί που 

δεν χρειάηονται. Συνεπϊσ το ςυγκεκριμζνο δεν κα χρθςιμοποιθκεί ςε αυτι τθν ςτρατθγικι 

για να τςεκαριςτεί θ εγκυρότθτα του τφπου. Ραραδείγματα τζτοιασ ςτρατθγικισ είναι οι 

τφποι ν+(ν+1), ι (ν+1)+2 = α, όπου θ ςυμβολικι ζκφραςθ μπορεί να κεωρθκεί ςαν μια 

εικόνα των ςυγκεκριμζνων αρικμθτικϊν δεδομζνων, κακϊσ οι ςυμβολικζσ εκφράςεισ 

αναπαράγουν το ςχιμα των ςτοιχείων του μοτίβου. 

Συμπεραςματικά λοιπόν, ςε όλεσ αυτζσ τισ ςτρατθγικζσ, οι μακθτζσ τείνουν να 

χρθςιμοποιιςουν ςφμβολα ενόσ ςυγκεκριμζνου είδουσ, δθλαδι δεικτικά ςφμβολα. Ραρόλα 

αυτά, το νόθμα των ςυμβόλων μπορεί να είναι διαφορετικό, όπωσ φαίνεται ςε 

παραδείγματα ερευνϊν, όπου μακθτζσ αδυνατοφςαν να προςκζςουν “n+n” κακϊσ τα 

δεικτικά αυτά ςφμβολα, ενϊ είναι ίδια φαινομενικά, ουςιαςτικά αναφζρονται ςε 

διαφορετικά αντικείμενα τα οποία είναι αδφνατο να ςυγχωνευτοφν ςε μία ενιαία 

ςυμβολικι ζκφραςθ. Πςον αφορά τα μοτίβα, το ηιτθμα τθσ επιτυχία ςτθν άλγεβρα 

ςχετίηεται με τθν δυνατότθτα να παρζχεισ τα δεικτικά ςφμβολα με μθ-δεικτικά νοιματα. 

Είναι τυχαία όμωσ θ επιλογι τθσ ςτρατθγικισ από τουσ μακθτζσ ι εν μζρει επθρεάηεται από 

κάποιουσ παράγοντεσ; Κατά τουσ Rivera και Becker (Rivera & Becker, 2005) οι μακθτζσ 

χωρίηονται ςε αρικμθτικοφσ και οπτικοφσ γενικευτζσ. Οι αρικμθτικοί γενικευτζσ αρζςκονται 

ςτο να χειρίηονται αρικμοφσ με μεκόδουσ δοκιμισ και λάκουσ και άλλεσ αρικμθτικζσ 

τεχνικζσ για μοτίβα, χωρίσ να δίνουν νόθμα ςτο τι αναπαριςτοφν οι ςυντελεςτζσ και οι 

ςτακερζσ ςτο γραμμικό μοτίβο. Βλζπουν τισ μεταβλθτζσ ωσ γεννιτορεσ για γραμμικζσ 

ακολουκίεσ αρικμϊν. Αντίκετα, οι οπτικοί γενικευτζσ αντλοφν νοιματα από εικόνεσ και 

διαγράμματα και τείνουν να γίνονται ζμπειροι ςε αρικμθτικζσ ςτρατθγικζσ (Rivera & 

Becker, 2008). Αυτοί που χρθςιμοποιοφν κυρίωσ οπτικζσ ςτρατθγικζσ εντοπίηουν τισ ςχζςεισ 

ανάμεςα ςτισ εικόνεσ και οι μεταβλθτζσ πλζον δεν αποτελοφν μόνο ςφμβολο κζςθσ αλλά 

ςφμβολο δομισ. Τζλοσ, παρόμοια αποτελζςματα μασ δίνει και θ κεωρία του Howard 

Gardner (1993) για τθν πολλαπλι νοθμοςφνθ, θ οποία μασ λζει ότι κάποια άτομα μποροφν 

να αναγνωρίηουν ςχζςεισ ςε μοτίβα χωρικά ι εικονικά, ενϊ άλλοι τισ ανακαλφπτουν λογικά 

και μακθματικά. 

Αφελισ επαγωγι 

Πταν ςυμπεραίνουμε κάτι για ζνα φαινόμενο του οποίου τθν ολότθτα δεν μποροφμε ποτζ 

να γνωρίηουμε, προχωράμε δια μζςου δφο ςυμπλθρωματικϊν επιπζδων τα οποία ο Pierce 

(1958) αποδίδει ςαν απαγωγικό και επαγωγικό ςυλλογιςμό. Ζτςι θ γενίκευςθ μοτίβου 
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περιλαμβάνει τον ςυντονιςμό δφο ενεργειϊν, αυτι τθσ απαγωγισ-επαγωγισ αντικειμζνων 

και αυτι τθσ  αιτιολόγθςθσ με ςυμβολικι ζκφραςθ. Ριο αναλυτικά, κατά τον απαγωγικό 

ςυλλογιςμό ςχθματίηεται μια υπόκεςθ για το φαινόμενο, που εκτυλίςςεται μπροςτά μασ, 

και με ςκοπό να βροφμε ζναν τφπο, επαλθκεφουμε και εξετάηουμε τθν απαγόμενθ υπόκεςθ 

πολλζσ φορζσ για να δοφμε πότε βγάηει νόθμα. Ακολουκϊντασ τον Pierce, θ απαγωγι 

χρθςιμοποιείται μόνο ςε ςχζςθ με τθν επαγωγι και χρειάηεται να δϊςουμε προςοχι ςτο 

πωσ χρθςιμοποιοφνται ςυνδυαςτικά για τθν οικοδόμθςθ και αιτιολόγθςθ μιασ 

ολοκλθρωμζνθσ αλγεβρικισ ζκφραςθσ (Rivera, 2008).  

Πταν οι μακθτζσ τϊρα προςπακοφν να εξθγιςουν ζνα δοςμζνο μοτίβο βαςιςμζνοι ςτα 

διακζςιμα παραδείγματα, τότε βριςκόμαςτε ςτθν απαγωγικι φάςθ και όταν τα 

χρθςιμοποιοφν για να το επεκτείνουν, ςτθν επαγωγικι φάςθ, ζχοντασ ωσ αποτζλεςμα είτε 

τθν εφρεςθ ενόσ κανόνα είτε τθν ανάπτυξθ άλλθσ επαγωγισ. Πταν ο κανόνασ 

επιβεβαιϊνεται τότε αναδφεται μια γενίκευςθ. Πταν όμωσ δεν επιβεβαιϊνεται και θ 

αιτιολόγθςθ μζνει ςτο επίπεδο των αλλεπάλλθλων απαγωγϊν και επαγωγϊν και τθσ 

μαντεψιάσ, τότε αντί για γενίκευςθ ζχουμε αφελι επαγωγι. Για αυτό είναι ςθμαντικό να 

διαχωρίςουμε τθν γενίκευςθ από τθν επαγωγι, κακϊσ όπωσ δεν είναι όλοι οι ςυμβολιςμοί 

αλγεβρικοί, ζτςι και οι δραςτθριότθτεσ με μοτίβα δεν οδθγοφν απαραίτθτα ςε αλγεβρικι 

ςκζψθ. Ριο ςυγκεκριμζνα αυτι είναι θ περίπτωςθ τθσ αφελοφσ επαγωγισ θ οποία μπορεί 

μεν να εκφραςτεί με ςφμβολα όπωσ 3x+2, αλλά δεν αποτελεί αλγεβρικι γενίκευςθ. 

Με τον ίδιο τρόπο εργάηονται και οι μακθματικοί, όταν κζλουν να αναπτφξουν ζνα μοντζλο 

για ζνα φαινόμενο. Αρχικά κάνουν υποκζςεισ (απαγωγζσ) βαςιςμζνοι ςτο τι γνωρίηουν για 

το φαινόμενο μζχρι εκείνθ τθ ςτιγμι, μετά το εξετάηουν επανειλθμμζνα (επαγωγι) και 

τζλοσ αποδεικνφουν τθν υπόκεςι τουσ χρθςιμοποιϊντασ αυςτθρζσ επαγωγικζσ τεχνικζσ. 

Βζβαια θ αιτιολόγθςθ μακθτϊν Γυμναςίου είναι ανάλογθ με το επίπεδο των μακθματικϊν 

τουσ εμπειριϊν. Ο εγκλωβιςμόσ ςτον κφκλο τθσ αφελοφσ επαγωγισ, που δεν καταλιγει ςε 

κάποιον αποδεδειγμζνο κανόνα περιγράφεται γραφικά ςτθν παρακάτω εικόνα. 

                Εικ.1  
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Ωςτόςο χρθςιμοποιϊντασ ζνα λογιςμικό είναι αναγκαίο να αναφερκοφμε ςε κεωρθτικά 

πλαίςια και δομιματα που ςχετίηονται με τθ μάκθςθ των μακθματικϊν μζςω χριςθ 

εργαλείων. Τζτοιεσ ζννοιεσ είναι όπωσ οι Instrumental genesis και θ Situated abstraction. 

V. Θεωρία καταςκευήσ εργαλείου (Instrumental Genesis) 

 

Ζνα ψθφιακό τεχνοφργθμα (artifact), μετά από χρόνο και προςπάκεια του χριςτθ, μπορεί 

να μετατραπεί ςε ζνα χριςιμο εργαλείο (instrument) μζςα από μια μακθςιακι διαδικαςία 

θ οποία ονομάηεται καταςκευι εργαλείου (instrumental genesis) (Verillon & Rabardel, 1995; 

Guin & Trouche, 1999). Κατά τθν διάρκεια αυτισ τθσ διαδικαςίασ ο χριςτθσ αναπτφςςει 

ςχιματα χριςθσ τα οποία αποτελοφνται από τεχνικό και διανοθτικό μζροσ (Guin & Trouche, 

1999; Drijvers & Gravemeijer, 2005). Μεγάλο ενδιαφζρον ζχει και θ ςυςτθματικι οργάνωςθ 

των τεχνουργθμάτων από τον κακθγθτι ζτςι ϊςτε να διευκολφνει τθν καταςκευι του 

εργαλείου από τουσ μακθτζσ, κάτι που καλείται ενορχιςτρωςθ εργαλείου (Drijversetal, 

2010). Στθν παροφςα ερευνθτικι εργαςία το ςφςτθμα MiGen είναι το φυςικό μζροσ όλθσ 

αυτισ τθσ διαδικαςίασ. Πταν το εργαλείο διαμορφϊνει τισ ενζργειεσ των χρθςτϊν τότε 

αναφερόμαςτε ςτθν διαδικαςία δθμιουργίασ εργαλείου (instrumentation). Από τθν άλλθ, οι 

χριςτεσ καταςκευάηουν τα δικά τουσ ςχιματα χριςθσ κατά τθν διάρκεια χριςθσ του 

εργαλείου και μορφοποιοφν με τθν ςειρά τουσ τόςο το εργαλείο όςο και τα αντικείμενα 

που διερευνοφν. Αυτι θ διαδικαςία αναφζρεται ςτθν βιβλιογραφία ωσ αλλοίωςθ 

καταςκευάςματοσ (instrumentalization) (Trouche, 2004). Αυτι θ κεωρία καταςκευισ 

εργαλείου χτίηει ζνα κεωρθτικό πλαίςιο το οποίο μελετά τα ψθφιακά τεχνουργιματα ςαν 

ςυνδετικό κρίκο μεταξφ χριςτθ και ςτόχου (Rabardel & Bourmaud, 2003). Ο ςτόχοσ δθλαδι 

του μακθτι, που κακοδθγείται από τθν δραςτθριότθτα που με προςοχι ζχει φτιάξει ο 

κακθγθτισ, αλλάηει μορφι κατά τθν χριςθ του εργαλείου και ταυτόχρονα ο ίδιοσ ο ςτόχοσ 

μεταςχθματίηει το εργαλείο (Rabardel & Bourmaud, 2003, page 673). 

Διαφορά μεταξφ artifact και instrument: Ενϊ μζχρι πριν τθν ανάπτυξθ αυτισ τθσ κεωρίασ 

καταςκευισ εργαλείου, για μασ το ψθφιακό εργαλείο αναφερόταν ςτο ίδιο γνωςτικό 

όργανο πριν και μετά τθν χριςθ του, οι Verillon και Rabardel (1995) κάνουν διάκριςθ 

μεταξφ ενόσ τεχνουργιματοσ και ενόσ εργαλείου ωσ μια ψυχολογικι καταςκευι. Ριο 

ςυγκεκριμζνα υποςτθρίηουν ότι το εργαλείο δεν υπάρχει από μόνο του πριν τθν χριςθ, 

αλλά μεταλλάςςεται ςε εργαλείο όταν ο χριςτθσ είναι ικανόσ να το εκμεταλλευτεί προσ 

όφελόσ του. Θ καταςκευι του εργαλείου είναι μια περίπλοκθ και χρονοβόρα διαδικαςία, θ 

οποία ςχετίηεται άμεςα με τα χαρακτθριςτικά του κάκε τεχνουργιματοσ, δθλαδι τισ 
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δυνατότθτεσ, τουσ περιοριςμοφσ του, αλλά ςυνάμα και με τισ ενζργειεσ και γνϊςεισ του 

εκάςτοτε χριςτθ. 

Ανακεφαλαιϊνοντασ, θ κεωρία καταςκευισ εργαλείου είναι ςυνδυαςμόσ δφο διαδικαςιϊν: 

- Διαδικαςία αλλοίωςθσ καταςκευάςματοσ με κατεφκυνςθ προσ το τεχνοφργθμα 

(instrumentalization) 

- Διαδικαςία δθμιουργίασ εργαλείου με κατεφκυνςθ προσ τον χριςτθ 

(instrumentation) 
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VI. Πλαιςιοθετημένη αφαίρεςη (Situated abstraction) 

 

Πταν οι μακθτζσ αλλθλεπιδροφν με ζναν μικρόκοςμο οικοδομοφν κάποια μακθματικά 

νοιματα. Οι μικρόκοςμοι ςχεδιάςτθκαν για να ενιςχφςουν αυτά τα νοιματα μζςα από 

διαδικαςίεσ καταςκευισ και ανάδραςθσ. Οι μακθτζσ με τθ ςειρά τουσ ανάλογα με τθ 

ςυμπεριφορά του μικρόκοςμου κάνουν διάκριςθ ςτισ μακθματικζσ ζννοιεσ και 

χρθςιμοποιοφν τθν τεχνολογία για να προχωριςουν ςε γενικεφςεισ τισ οποίεσ ςτθ ςυνζχεια 

κα ςυνδζςουν με διαφορετικά πλαίςια και αναπαραςτάςεισ ζξω από τθν τεχνολογία που 

χρθςιμοποιικθκε. Αν και τα νοιματα που ςυμπεραίνουν οι μακθτζσ κατά τθν διάρκεια τθσ 

καταςκευισ του εργαλείου παίηουν κρίςιμο ρόλο ςτθν αλλθλεπίδραςθ του μακθτι με το 

εργαλείο, θ αφθρθμζνθ τουσ φφςθ κάνει ακόμα πιο ςθμαντικοφσ τουσ τρόπουσ με τουσ 

οποίουσ θ μακθματικι γνϊςθ εξελίςςεται. Οι Noss και Hoyles ειςιγαγαν τθν ζννοια τθσ 

πλαιςιοκετθμζνθσ αφαίρεςθσ λαμβάνοντασ υπόψθ τισ οικοδομιςεισ των μακθτϊν όταν 

αυτοί αλλθλεπιδροφν με ζναν μικρόκοςμο και τθν ορίηουν ωσ τισ αναλλοίωτεσ που 

μορφοποιοφνται από ςυγκεκριμζνεσ καταςτάςεισ τισ οποίεσ οι μακθτζσ καταςκευάηουν 

(Hoyles & Noss,1987). Αυτό είναι που λζμε πλαιςιοκετθμζνθ αφαίρεςθ, αποδεικνφοντασ 

ότι υπάρχει τρόποσ να περιγράψουμε μια δραςτθριότθτα από μακθματικι ςκοπιά, χωρίσ να 

χαρτογραφείται κατά ανάγκθν από τυπικι μακθματικι γλϊςςα. Θ ζννοια είναι άρρθκτα 

ςυνδεδεμζνθ με τα υπολογιςτικά περιβάλλοντα, ενϊ θ διαδικαςία καταςκευισ εργαλείου 

τείνει να παράγει ατομικι κατανόθςθ και τρόπουσ εργαςίασ οι οποίοι αποκλίνουν από τα 

παραδοςιακά μακθματικά. 

Θ αφαίρεςθ είναι ζνα βαςικό μζλθμα τθσ μακθματικισ εκπαίδευςθσ, το οποίο ζχει 

ςυηθτθκεί από πολλοφσ ερευνθτζσ ςε πολλά πλαίςια. Το κζμα είναι ότι θ διαδικαςία τθσ 

αφαίρεςθσ των μακθματικϊν ιδιοτιτων και αναλλοίωτων είναι βαςικι. Αναγκαία 

μορφοποιείται από τα εργαλεία που χρθςιμοποιοφνται, τθν ςχζςθ μεταξφ εργαλείου και 

χριςτθ και από το κατά πόςο οι χριςτεσ κρίνουν ότι είναι εκφραςτζσ των μακθματικϊν 

τουσ νοθμάτων, εφόςον βζβαια αυτά τα νοιματα κρίνονται ότι είναι μακθματικά. Ζνα από 

τα πιο αξιοςθμείωτα χαρακτθριςτικά των ψθφιακϊν τεχνολογιϊν, είναι ότι προςφζρουν 

ζνα πρωτοφανι ςυμβολικό τρόπο ζκφραςθσ μακθματικισ αφαίρεςθσ ςαν μια διαδικαςία, 

θ οποία όμωσ παραμζνει ςτο περικϊριο εξαιτίασ των προβλθμάτων που αντιμετωπίηει μια 

τάξθ Μακθματικϊν. 

Από κοινοφ οι Van Oers και Noss & Hoyles, αντιτίκενται ςτθν άποψθ ότι θ αφαίρεςθ είναι 

μία άνοδοσ από το ςυγκεκριμζνο ςτο αφθρθμζνο. Θ αφαίρεςθ είναι μια διαδικαςία με τθν 
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οποία δίνεισ νόθμα ςε ςυγκεκριμζνεσ καταςτάςεισ, με το να ανακαλφπτεισ νζα νοιματα για 

να εγκακιδρφςεισ εςωτερικζσ ςυνδζςεισ μεταξφ διαφορετικϊν ςτοιχείων του όλου. Οι Noss 

& Hoyles (1996) κεωροφν ότι “οι πλαιςιοκετθμζνεσ αφαιρζςεισ είναι οι τρόποι των 

μακθτϊν για να υπερβοφν μία φτωχά πλαιςιοκετθμζνθ μακθματικι πραγματικότθτα” 

(p.119) “και ςθμειϊνουν ότι όλεσ οι αφαιρζςεισ είναι πλαιςιοκετθμζνεσ” (p.122). Ακόμθ οι 

αφαιρζςεισ αυτζσ παίρνουν μορφι τόςο από μακθματικζσ κοινότθτεσ πρακτικισ, όςο και 

από τθν τεχνολογία. Οι πλαιςιοκετθμζνεσ αφαιρζςεισ βοθκοφν ςτθν κατανόθςθ του πωσ οι 

μακθτζσ φτιάχνουν νοιματα, κάνουν ςυνδζςεισ και εγκακιδρφουν ςχζςεισ και δομζσ ςε 

εκπαιδευτικζσ καταςτάςεισ. 

Το πιο πρόςφατο παράδειγμα προςπάκειασ εξιγθςθσ τθσ πλαιςιοκετθμζνθσ αφαίρεςθσ ςε 

εκμάκθςθ μακθματικϊν μζςω υπολογιςτι, είναι το RBC μοντζλο (αναγνϊριςθ, καταςκευι-

με, καταςκευι) που πρϊτο-προτάκθκε από τουσ Hershkowitz, Schwarz και Dreyfus (2001). 

Είναι μια κεωρία που περιγράφει τθν καταςκευι τθσ μακθματικισ γνϊςθσ ωσ αφαιρετικι 

διαδικαςία. Ραρόλο που το τελικό προϊόν μιασ αφαιρετικισ διαδικαςίασ μπορεί να είναι 

μία ζννοια (Dreyfus και Tsamir, 2004), δε κα περιορίςουμε τισ αφαιρζςεισ μόνο ςτισ 

ζννοιεσ. Κα κεωριςουμε ότι το καταςκευαςμζνο τεχνοφργθμα μαηί με μια ςτρατθγικι 

χριςθσ του, είναι από μόνο του μία αφαίρεςθ. Το AiC ζχει πολλζσ ομοιότθτεσ με τθν 

πλαιςιοκετθμζνθ αφαίρεςθ των Noss και Hoyles (1996a) (Monaghan and Ozmantar 2006b) 

και τθν οπτικι του Mason (1989) για τθν αφαίρεςθ (Dreyfus and Monaghan 2009). 

Ο Schwarz et al. (2009) προςφζρει μια ςυνολικι ανακεϊρθςθ του μοντζλου AiC του 

Hershkowitz, το οποίο κα χρθςιμοποιθκεί ςτθν ζρευνά μασ για να μετριςουμε κατά 

κάποιον τρόπο τθν πλαιςιοκετθμζνθ αφαίρεςθ των μακθτϊν. Θ αφαίρεςθ ςφμφωνα με το 

AiC είναι μια κάκετθ αναδιοργάνωςθ (Freudental, 1991) τθσ προθγοφμενθσ 

καταςκευαςμζνθσ γνϊςθσ μζςα από τρεισ επιςτθμονικζσ ενζργειεσ. Αυτι τθσ αναγνώριςησ 

που ζχει να κάνει με τα ςυνικθ οικεία μακθματικά (Recognizing), τθσ καταςκευήσ με το 

εργαλείο  οικείων μακθματικϊν (building-with) και τθσ οικοδόμηςησ νζων μακθματικϊν 

(Constructing). 

Το μοντζλο του AiC ζρχεται ςε ςυμφωνία με τθ κεωρία των Noss και Hoyles (1996a) οι 

οποίοι υποςτθρίηουν ότι “τα μακθματικά είναι κάτι παραπάνω από ενζργεια με 

αντικείμενα, είναι ενζργεια με ςχζςεισ” (p. 124). Τα τρία επίπεδα αφαίρεςθσ του AiC 

μποροφν να περιγραφοφν και ωσ: θ ανάγκθ για νζα μακθματικά, θ καταςκευι για νζα 

μακθματικά, θ παγιοποίθςθ των νζων μακθματικϊν, που κα μποροφςε να είναι θ χριςθ 

τουσ ςε επόμενθ μακθματικι δραςτθριότθτα. Θ ςτακεροποίθςθ του AiC ωςτόςο δεν είναι 
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μθχανιςτικισ φφςεωσ όπωσ είναι για παράδειγμα οι πίνακεσ πολλαπλαςιαςμοφ που 

μακαίνουν απζξω οι μακθτζσ ςτο Δθμοτικό μετά από επαναλαμβανόμενθ απαγγελία 

(Monaghan and Ozmantar 2006a). Θ ςτακεροποίθςθ εδϊ ζχει να κάνει με το ότι οι μακθτζσ 

χρθςιμοποιοφν τθν γνϊςθ που ζχουν καταςκευάςει ιδθ μόνοι τουσ και τθν γνωρίηουν 

καλά. Συνοψίηοντασ λοιπόν, οι Hershkowitz et. al., βλζπουν τθν γζννθςθ μιασ αφαίρεςθσ ωσ 

το πζραςμα από τρία ςτάδια: αναγνϊριςθ, καταςκευι-με και οικοδόμθςθ. Θ αναγνϊριςθ 

αναφζρεται ςτο να ςυνειδθτοποιιςεισ μια μακθματικι δομι, θ οικοδόμθςθ-με αναφζρεται 

ςε ςφνκεςθ μακθματικϊν ςτοιχείων για να πετφχεισ ζναν ςτόχο, για παράδειγμα το να 

δικαιολογιςεισ μία υπόκεςθ και τζλοσ οι οικοδομθτικζσ ενζργειεσ ςχετίηονται με τθν 

αναδιοργάνωςθ των προθγοφμενων δομϊν, οι οποίεσ επιφζρουν τθν ανάδυςθ μιασ νζασ 

δομισ. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2 : ΤΠΟΛΟΓΙ΢ΣΙΚΟ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ ΚΑΙ ΥΑ΢ΕΙ΢ 

I. MiGen 
 

Ειςαγωγι 

Ππωσ εκτενϊσ παρουςιάςτθκε ςτο πρϊτο κεφάλαιο τθσ εργαςίασ, θ ανάγκθ για 

αναγνϊριςθ, ζκφραςθ και αιτιολόγθςθ γενίκευςθσ βρίςκεται ςτον πυρινα τθσ μακθματικισ 

ςκζψθσ και επιςτθμονικισ ζρευνασ. Ωςτόςο αρκετζσ ζρευνεσ πάνω ςτθν διδακτικι των 

μακθματικϊν ζχουν δείξει ότι όλθ αυτι θ διαδικαςία είναι πολφπλοκθ και προβλθματικι 

για τουσ μακθτζσ (Pearce, Mavrikis, Geraniou & Gutierrez, 2008). Αυτό οφείλεται ςτο ότι θ 

γενίκευςθ ςτθν άλγεβρα του παραδοςιακοφ μακθματικοφ προγράμματοσ ςπουδϊν είναι 

τόςο υπονοοφμενθ όπου οι διδάςκοντεσ δεν επιςθμαίνουν τισ ςτρατθγικζσ με τισ οποίεσ 

ζχουν ολοκλθρϊςει τισ ςκζψεισ τουσ με αποτζλεςμα να μθν φαίνεται θ ροι τθσ ςκζψθσ και 

του ςυλλογιςμοφ που απαιτείται για να εκφράςεισ γενίκευςθ. Αυτό προκαλεί προβλιματα 

ςτουσ μακθτζσ οι οποίοι με αυτόν τον τρόπο αντιλαμβάνονται τθν άλγεβρα ςαν ζνα 

καταλθκτικό ςθμείο παρά ζνα εργαλείο για επίλυςθ προβλιματοσ (Gutierrez, Mavrikis & 

Pearce, 2008). 

Για αυτό και τα κλαςςικά μακθςιακά περιβάλλοντα δεν μποροφν να υπερβοφν τισ 

δυςκολίεσ τθσ γενίκευςθσ που ςυναντοφν οι μακθτζσ πριν ακόμα εξοικειωκοφν με τθν 

γλϊςςα τθσ άλγεβρασ. Ππωσ προτείνουν οι ερευνθτζσ, Pearce, Mavrikis, Geraniou και 

Gutierrez, μια λφςθ κα ιταν θ προςζγγιςθ τθσ μοντελοποίθςθσ, κακϊσ εκτόσ από το να 

ενκαρρφνει τουσ μακθτζσ να δουν το γενικό μζςα από το ειδικό καταςκευάηοντασ και 

ανακαλφπτοντασ, τουσ κάνει να αιςκάνονται ότι ζχουν τον ζλεγχο τθσ όλθσ αφθρθμζνθσ 

διαδικαςίασ τθσ γενίκευςθσ, το οποίο ζχει μεγάλθ αξία για αυτοφσ. Μια τζτοια προςζγγιςθ 

λοιπόν κα ιταν να μποροφςαν οι μακθτζσ να παράγουν γενικεφςεισ μοτίβων ςε ζνα 

λογιςμικό και αυτό γιατί όταν ο μακθτισ καταςκευάηει μοτίβα ςε ζνα πρόγραμμα, ζμμεςα 

χρθςιμοποιεί τθν δφναμθ τθσ άλγεβρασ. Επιπροςκζτωσ, αποτζλεςμα αυτοφ του 

εγχειριματοσ κα είναι ότι οι μακθτζσ να μεταβοφν ομαλά ςτθν διδακτικι τθσ άλγεβρασ και 

διαιςκθτικά κα αντιλθφκοφν τθν χρθςιμότθτα και τθν δφναμι τθσ ωσ εργαλείο (Pearce, 

Mavrikis, Geraniou & Gutierrez, 2008). 
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΢κοπόσ λογιςμικοφ και ιδιότθτεσ  

Σφμφωνα με τουσ ςχεδιαςτζσ Hoyles και Noss, το MiGen είναι ζνα περιβάλλον που ςτοχεφει 

ςτο:  

 Να ενκαρρφνει τθν δομθμζνθ αλγεβρικι ςκζψθ ςε μακθτζσ 11-14 χρονϊν  

 Να προωκιςει τθ μάκθςθ τθσ μακθματικισ γενίκευςθσ ενκαρρφνοντασ τουσ 

μακθτζσ να ςυνδζςουν τισ ενζργειζσ τουσ με τθν ανάγκθ να εκφράςουν γενίκευςθ 

 Να γίνουν άμεςεσ και ξεκάκαρεσ οι ςχζςεισ μεταξφ των ςχθμάτων 

Το MiGen είναι ζνα εκπαιδευτικό λογιςμικό το οποίο εκτόσ από τον μικρόκοςμο eXpresser 

περιζχει και διάφορα άλλα εργαλεία, όπωσ το Intelligent Support, τα Teacher Assistance 

Tools και το Discussion Tool. Στθν παροφςα εργαςία ςχεδιάςτθκαν δραςτθριότθτεσ με 

μοτίβα οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν ςτον μικρόκοςμο eXpresser. Ο μακθματικόσ αυτόσ 

μικρόκοςμοσ υποςτθρίηει μακθτζσ που εργάηονται ςτο πλαίςιο δραςτθριοτιτων 

μακθματικισ γενίκευςθσ. Επιτρζπει να ορίςουν εκφράςεισ χρθςιμοποιϊντασ ςχιματα από 

ζγχρωμα τετράγωνα και αφινει τον μακθτευόμενο να δθμιουργιςει ςτακερζσ, μεταβλθτζσ 

και ςφνκετεσ εκφράςεισ οι οποίεσ περιζχουν τισ πράξεισ τθσ πρόςκεςθσ, τθσ αφαίρεςθσ, του 

πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ διαίρεςθσ (Pearce & Poulovassilis, 2009). 

Ρροθγοφμενεσ ζρευνεσ ζχουν δείξει ότι οι μακθτζσ ξεκινοφν να βλζπουν τισ μεταβλθτζσ ςαν 

ςτατικά αντικείμενα χωρίσ γενικό νόθμα. Στθ ςυνζχεια ςαν ςυγκεκριμζνουσ αρικμοφσ μετά 

ςαν γενικευμζνουσ και τζλοσ ςαν γενικζσ οντότθτεσ (Pearce, et al., 2008). Τθν ίδια πορεία 

ςκζψθσ ακολουκεί και το λογιςμικό. Ακόμθ ζχει αποδειχτεί δφςκολο για τουσ μακθτζσ να 

χρθςιμοποιείσ γράμματα για να υποδθλϊςεισ μεταβλθτζσ και ζτςι το λογιςμικό 

χρθςιμοποιεί εικονικζσ μεταβλθτζσ, οι οποίεσ είναι ςτθν ουςία θ εικονογραφθμζνθ 

αναπαράςταςθ τθσ ζννοιασ τθσ μεταβλθτισ (Geraniou, Mavrikis, Hoyles & Noss, 2009). 

Σφμφωνα με τουσ Gutierrez, Mavrikis και Pearce, ο μικρόκοςμοσ προςφζρει μια ςειρά από 

λειτουργίεσ οι οποίεσ εμπεριζχουν μακθματικό περιεχόμενο. Θ πιο τυπικι δραςτθριότθτα 

γενίκευςθσ για μακθτζσ θλικίασ 11-14 που προςφζρει είναι το λεγόμενο “Pond tilling” το 

οποίο ζχει να κάνει με τθν πλακόςτρωςθ μιασ επιφάνειασ. Για παράδειγμα δοκείςθσ μίασ 

ορκογϊνιασ λιμνοφλασ (pond) με ςυγκεκριμζνο ακζραιο μικοσ και πλάτοσ, θ 

δραςτθριότθτα προκαλεί τον μακθτι να κακορίςει πόςα πλακάκια απαιτοφνται για να 

καλφψουν τθν λιμνοφλα. Αν και απλι, αυτι θ δραςτθριότθτα είναι εκπλθκτικά πλοφςια ςε 

μια ποικιλία από διαφορετικζσ λφςεισ, όπου θ κακεμία αντιςτοιχεί ςε διαφορετικι γενικι 
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αλγεβρικι ζκφραςθ. Ζχοντασ καταςκευάςει μία από αυτζσ τισ πικανζσ λφςεισ, ο χριςτθσ 

μπορεί να αλλάξει τισ τιμζσ των μεταβλθτϊν, να παρατθριςει τα αποτελζςματά και να 

νομιμοποιιςει τθν εγκυρότθτα των λφςεϊν του μζςα από τισ διάφορεσ ειδικζσ περιπτϊςεισ. 

Ο ςκοπόσ αυτισ τθσ δραςτθριότθτασ επιτρζπει ςτον μακθτι να αναγνωρίςει πωσ 

διαφορετικζσ λφςεισ ςτο ίδιο πρόβλθμα οδθγοφν ςε διαφορετικζσ, αλλά ιςοδφναμεσ, 

εκφράςεισ. Υπάρχει ζτςι ζνα κίνθτρο ϊςτε να αναπτυχτοφν διαιςκθτικά κάποιοι βαςικοί 

κανόνεσ τθσ άλγεβρασ όπωσ είναι θ αντιμετακετικότθτα και θ προςεταιριςτικότθτα 

(Gutierrez, Mavrikis & Pearce, 2008). 

Ζνα πλεονζκτθμα του λογιςμικοφ είναι ότι δίνεται θ ευκαιρία να αναγνωρίςεισ μόνοσ ςου 

τα λάκθ ςου και να μάκεισ από αυτά. Ζτςι επιςθμαίνοντασ πικανά λάκθ, το ςφςτθμα 

προςφζρει ςτουσ μακθτζσ ανάδραςθ και βοθκάει να αναγνωρίςουν ότι θ καταςκευι τουσ 

δεν είναι εντελϊσ ςωςτι. Επιπλζον μασ δείχνει ότι υπάρχει μία γκρίηα περιοχι μεταξφ του 

“ςαφϊσ ςωςτοφ” και του “ςαφϊσ λάκοσ”  που δεν μπορεί εφκολα να αξιολογθκεί ςε 

τζτοιου είδουσ λογιςμικά. Ο χριςτθσ ακόμθ μπορεί να επιλζξει ποια κομμάτια του 

γραφιματοσ  κζλει  να φαίνονται κάκε ςτιγμι ςτθν οκόνθ, πράγμα που του παρζχει τθν 

πολυτζλεια να ζχει πλιρθ ζλεγχο πάνω ςτον βακμό ανεξαρτθςίασ του γραφιματοσ. Ρρζπει 

επίςθσ να ςθμειωκεί ότι οι εικονικζσ μεταβλθτζσ ςυνδζονται εικονικά με τα ςχιματα από 

τα οποία γεννικθκαν με ζναν τρόπο γεμάτο νόθμα. (π.χ. οι μεταβλθτζσ για το πλάτοσ 

ςυνδζονται με μία από τισ οριηόντιεσ γραμμζσ του ορκογωνίου παραλλθλογράμμου). 

                                                                                 Εικ.3 

Από παιδαγωγικι ςκοπιά θ ςπουδαιότθτα τθσ χριςθσ ςχθμάτων είναι ότι δίνεται ςτουσ 

μακθτζσ θ δυνατότθτα επιχειρθματολογίασ μζςα από τισ καταςκευζσ τουσ. Αυτά τα 

ςχιματα μποροφν να χρθςιμεφςουν ςαν ςκαλοπάτια ςτθν ςκζψθ των μακθτϊν πριν 

αποκτιςουν τθν γενικι λφςθ, αλλά επίςθσ και ωσ αιτιολογιςεισ για τισ ενζργειζσ τουσ. 

Τζτοιεσ ενζργειεσ μποροφν να κεωρθκοφν και ωσ μια πρϊτθ προςζγγιςθ τθσ αυςτθρισ 

απόδειξθσ. Ζνα άλλο ςθμαντικό ςθμείο είναι ότι το λογιςμικό βοθκάει τουσ μακθτζσ να 

μεταβοφν από τουσ αρικμοφσ ςτισ γενικζσ ςχζςεισ, χρθςιμοποιϊντασ εικονικζσ μεταβλθτζσ, 

με αποτζλεςμα να ενιςχφονται οι ςχζςεισ μεταξφ τουσ. Ριο ςυγκεκριμζνα θ μετάβαςθ από 
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το ειδικό ςτο γενικό γίνεται καταςκευάηοντασ εικονικά μοτίβα από πλακάκια και 

βρίςκοντασ ςτθ ςυνζχεια κανόνεσ για να περιγράψεισ τα μοντζλα που ζφτιαξεσ (Gutierrez, 

Pearce, Geraniou, & Mavrikis, 2008). 

eXpresser 

Ασ δοφμε όμωσ λίγο πιο αναλυτικά πωσ λειτουργεί ο μικρόκοςμοσ eXpresser. Το πρόγραμμα 

προςφζρει ςτθν εργαλειοκικθ του τζςςερα διαφορετικοφ χρϊματοσ τετράγωνα, κόκκινο, 

λαχανί, μπλε και κίτρινο. Δίπλα περιζχει ζνα “γεννιτορα” αρικμϊν όπου ο χριςτθσ μπορεί 

να ςυμπλθρϊςει ακζραιουσ αρικμοφσ και να τουσ μεταφζρει. Ακόμθ ζχει ζνα κουμπί PLAY 

και δυνατότθτεσ μεγζκυνςθσ και ςμίκρυνςθσ. 

 Εικ.4 

Στόχοσ είναι όλα τα τετράγωνα του μοτίβου που κα βρίςκονται ςτθν οκόνθ να 

χρωματίηονται κάκε ςτιγμι. Για να χρωματιςτοφν κα πρζπει να φτιαχτεί ζνασ κανόνασ που 

ορίηει τον ακριβι αρικμό των πλακιδίων ςε όλεσ τισ περιπτϊςεισ.  

Εικ.5 

Ο μικρόκοςμοσ αποτελείται από δφο μεγάλα παράκυρα τα οποία ονομάηονται “My world” 

(δεξιό μζροσ) και “General world” (αριςτερό μζροσ). Ο χριςτθσ μπορεί να φτιάξει τισ 

καταςκευζσ του ςτον “My world”, ο οποίοσ κα είναι ςαν τον άςπρο καμβά τθσ ηωγραφικισ 

και ο “General world” κα αποτελεί τον κακρζφτθ του. Αυτό ςθμαίνει ότι κα κακρεφτίηει 
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ακριβϊσ ότι ζχει καταςκευαςτεί ςτον “My world” χωρίσ ο χριςτθσ να μπορεί να επζμβει ςε 

αυτόν (Geraniou, Mavrikis, Hoyles & Noss, 2009) 

Ανοίγοντασ λοιπόν τον eXpresser προςφζρεται ζνασ κενόσ καμβάσ (My world) ςτον οποίο ο 

χριςτθσ μπορεί να μεταφζρει όςα τετράγωνα διαφορετικοφ χρϊματοσ κζλει, ανάλογα με 

το τι μοτίβο κζλει να φτιάξει. Αν το δομικό ςτοιχείο του μοτίβου που κα επαναλαμβάνεται 

κα περιζχει περιςςότερα από ζνα τετράγωνα τότε ο χριςτθσ κα πρζπει να τα επιλζξει με το 

ποντίκι και με δεξί κλικ να πατιςει “Make a building block”. Αφοφ ζχει ορίςει με αυτόν τον 

τρόπο το δομικό ςτοιχείο του μοτίβου, πάλι με δεξί κλικ κα πρζπει να επιλζξει “Make a 

pattern”.                      Εικ.6                                                              Εικ.7 

Στθ ςυνζχεια κα εμφανιςτεί ζνα παράκυρο ςτο οποίο κα πρζπει να ςυμπλθρωκεί θ 

διεφκυνςθ τθσ κίνθςθσ που κα ακολουκιςει το δομικό ςτοιχείο. Το παράκυρο περιζχει 3 

κενά, ζνα για οριηόντια διεφκυνςθ, ζνα για κάκετθ και άλλο ζνα για τον αρικμό των 

δομικϊν ςτοιχείων που κζλουμε να εμφανιςτεί ςτθν οκόνθ. Ο χριςτθσ παρατθρϊντασ τα 

αποτελζςματα των ενεργειϊν του ςτθν οκόνθ του προγράμματοσ κα ςυμπλθρϊςει 

ανάλογα τα κενά. Στθν περίπτωςθ για παράδειγμα που κζλει να κατευκφνεται το μοτίβο 

οριηόντια, κα πρζπει να ςυμπλθρϊςει το πρϊτο βελάκι με κετικοφσ είτε αρνθτικοφσ 

αρικμοφσ ανάλογα με τθν διεφκυνςθ που επικυμεί και αντίςτοιχα ςτθν κάκετθ 
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κατεφκυνςθ. Σχετικά εφκολα γίνεται κατανοθτό αν δεν κζλουμε να κινείται το μοτίβο 

ςυμπλθρϊνουμε 0, ενϊ 1 για μία κζςθ δεξιά (ι κάτω) και -1 για μία κζςθ αριςτερά (ι 

πάνω).  

Αν ο χριςτθσ ςυμπλθρϊςει λάκοσ τα βελάκια με αποτζλεςμα να επικαλφπτονται τα 

τετράγωνα τότε κα εμφανιςτεί ςτθν οκόνθ κάτι παρόμοιο με τθν παρακάτω εικόνα.   

 

Πταν θ καταςκευι του χριςτθ δεν είναι ςωςτι και τα μζλθ του μοτίβου επικαλφπτονται 

τότε προκαλείται αυτό που αναφζρεται ςτθν βιβλιογραφία ωσ “messing up”. Τότε ο 

χριςτθσ για να το υπερβεί πρζπει να καταςκευάςει ζνα αδιαπζραςτο μοτίβο του οποίου τα 

μζλθ δεν κα επικαλφπτονται ςε οποιοδιποτε επίπεδο. Το messing-up είναι μια μζκοδοσ 

που ακολοφκθςαν οι ςχεδιαςτζσ του λογιςμικοφ για να “αναγκάςουν” τον χριςτθ να 

αρχίςει να ςκζφτεται γενικά και όχι ειδικά με απϊτερο ςκοπό να καταλιξει ςε ζναν γενικό 

κανόνα (Noss, Hoyles, Mavrikis, Geraniou, Gutierrez & Pearce, 2009). 

Στθ ςυνζχεια λοιπόν, εμφανίηεται ζνα δεφτερο παράκυρο ςτο οποίο πρζπει ο χριςτθσ να 

ςυμπλθρϊςει κατάλλθλα δφο κενά ζτςι ϊςτε να χρωματίηεται πάντα το μοτίβο του. Μια 

καλι πρακτικι είναι να μετριςει πόςα τετράγωνα ζχει το δομικό του ςτοιχείο και να 

ςυμπλθρϊςει ανάλογα. Στθν περίπτωςθ βζβαια που δεν ςυμπλθρωκεί ο ςωςτόσ αρικμόσ 

χρϊματοσ τότε τα τετράγωνα ςτθν οκόνθ παραμζνουν γκρι. 
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Αφοφ ςυμπλθρωκοφν όλα, μποροφμε να πατιςουμε το κουμπί PLAY. Τότε το πρόγραμμα 

κα εμφανίςει το μινυμα “There are not unlock numbers” και αυτό επειδι δεν ζχουμε 

ξεκλειδϊςει κανζναν αρικμό και ζτςι το πρόγραμμα δεν βρίςκει κανζνα μεταβλθτό 

ςτοιχείο. Πταν ο χριςτθσ ξεκλειδϊςει ζναν αρικμό δθμιουργεί μία μεταβλθτι θ οποία 

αλλάηει τυχαία ςτον “General world”. Θ ιδζα των locked και unlocked αρικμϊν ειςιχκθκε 

για να επιτρζψει ςτον χριςτθ να κακορίςει πότε ζνασ αρικμόσ πρζπει να μζνει ίδιοσ και 

πότε να αλλάηει. Στον “My world” ο χριςτθσ μπορεί να επεξεργαςτεί τον unlocked αρικμό 

ενϊ ςτον “General world” το λογιςμικό επιλζγει τυχαία τθν τιμι του. Επίςθσ το μοτίβο και 

ςτα δφο παράκυρα χρωματίηεται μόνο όταν ο χριςτθσ εκφράςει ςωςτά τουσ γενικοφσ 

κανόνεσ. 

Αν κζλουμε λοιπόν να κινείται το μοτίβο μασ κα πρζπει να ξεκλειδϊςουμε τον αρικμό που 

βρίςκεται δίπλα από το δομικό μασ ςτοιχείο. Ωςτόςο ενϊ τϊρα το μοτίβο κινείται δεν 

χρωματίηεται. 

 

Αυτό που κα πρζπει να κάνει ο χριςτθσ για να χρωματιςτεί με επιτυχία το μοτίβο του, είναι 

να τραβιξει τον ίδιο ροη αρικμό και να τον πολλαπλαςιάςει με τουσ αρικμοφσ που 
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βρίςκονται ςτα χρϊματα. Είναι ςθμαντικό να είναι ο ίδιοσ ροη αρικμόσ γιατί το πρόγραμμα 

αν ξεκλειδϊςεισ διαφορετικοφσ γκρι αρικμοφσ τουσ κεωρεί ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ. 

Ραρόμοιο λάκοσ είναι να δθμιουργιςεισ καινοφριο αρικμό και να τον ξεκλειδϊςεισ, κάτι 

που προκαλεί το ίδιο αποτζλεςμα, δθλαδι να μθν χρωματιςτοφν τα τετράγωνα αλλά να 

παραμείνουν γκρι. 

Αν λοιπόν ςυμπλθρωκοφν ςωςτά οι αρικμοί τότε το μοτίβο κα χρωματιςτεί ςτο παράκυρο 

του “My world”, αλλά όχι ακόμα ςτου “General world”. Για να γίνει αυτό κα πρζπει ο 

χριςτθσ να μεταφζρει τισ ςχζςεισ που ορίηουν τα χρϊματα ςτο πλαίςιο “Model rule” και να 

προςκζςει κατάλλθλα.                                    Εικ.15 

 

Αν όλα ςυμπλθρωκοφν ςωςτά τότε κα χρωματιςτεί το μοτίβο και ςτον “General world”. 

 

Τα μοτίβα παρουςιάηονται κινοφμενα, αλλάηοντασ ςε ςτακερά χρονικά διαςτιματα, και 

δείχνοντασ ζνα διαφορετικό παράδειγμα του μοτίβου κάκε φορά. Αυτό κακιςτά δφςκολο 

ςτουσ μακθτζσ να μετριςουν τον αρικμό των πλακιδίων, ενϊ τουσ αφινει να δουν τα 

μεταβλθτά και μθ μεταβλθτά κομμάτια του μοτίβου. 

Οι μακθτζσ κατανοοφν τθν ςπουδαία διαφορά ανάμεςα ςτθν αναπαράςταςθ του μοτίβου 

ςτο πρόγραμμα και ςτο χαρτί. Επιπλζον ςτισ δυναμικζσ δυνατότθτεσ τθσ τεχνολογίασ που 

προςφζρονται ςε ςφγκριςθ με τθν παραδοςιακι αναπαράςταςθ ςτο χαρτί, τα παιδιά 

δείχνουν να αποκτοφν μία πιο γενικι εικόνα μετά από τθν αλλθλεπίδραςι τουσ με το 
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λογιςμικό. Μάλιςτα εκφράηουν τθν ζννοια τθσ μεταβλθτισ με δικά τουσ λόγια λζγοντασ 

χαρακτθριςτικά “δεν παραμζνει το ίδιο”. 

Το πιο κρίςιμο βιμα για τουσ μακθτζσ είναι να διακρίνουν τι μζνει ςτακερό και τι αλλάηει 

ανάμεςα ςτα διαφορετικά παραδείγματα ενόσ μοτίβου. Οι μακθτζσ τείνουν να εργάηονται 

με ζνα ςυγκεκριμζνο παράδειγμα και προςπακοφν να βρουν λφςθ για ζναν άπειρο αρικμό 

από περιπτϊςεισ. Για αυτό το λόγο το πρόγραμμα ςχεδιάςτθκε με δφο ξεχωριςτά, 

ςυνδεδεμζνα παράκυρα όπωσ περιγράφτθκαν προθγουμζνωσ (My world – General world). 

Αν οι μακθτζσ φτιάξουν δφο ι περιςςότερα υπο-μοτίβα για να φτιάξουν το μοτίβο τουσ , κα 

πρζπει να ζχουν εκφράςει τισ κατάλλθλεσ ςχζςεισ ανάμεςα ςτουσ unlocked αρικμοφσ, ζτςι 

ϊςτε οι καταςκευζσ τουσ να μθν χαλάςουν ςτον “General world” (Pearce, Mavrikis, 

Geraniou & Gutierrez, 2008). 

Σκοπόσ είναι οι αλλθλεπιδράςεισ των μακθτϊν με το ςφςτθμα παρά τα αποτελζςματα από 

τθν επίλυςι των προβλθμάτων. Θ προςζγγιςθ του λογιςμικοφ επιτρζπει αναγνϊριςθ 

ςτρατθγικϊν που ακολουκοφνται από τουσ μακθτζσ ενϊ επιλφουν μία δραςτθριότθτα, 

κάνοντασ ικανι τθν πικανότθτα τθσ εξατομικευμζνθσ ανάδραςθσ ι άλλεσ ςειρζσ από 

ενζργειεσ, εντοπίηοντασ ζναν ςυμμακθτι που ακολοφκθςε τθν ίδια ςτρατθγικι και κα 

μποροφςε να βοθκιςει. 

Πςον αφορά τϊρα τθν κεωρία “καταςκευισ εργαλείου”, ςε αυτό το ςθμείο όπου ζχουμε 

περιγράψει με λεπτομζρεια το λογιςμικό, μποροφμε επίςθσ να αναφζρουμε και το πϊσ 

ςχετίηεται με τισ ζννοιεσ “Διαδικαςία δθμιουργίασ εργαλείου” και “Διαδικαςία αλλείωςθσ 

καταςκευάςματοσ” 

Διαδικαςία δθμιουργίασ εργαλείου: Στισ ςθμειϊςεισ των Noss και Hoyles (1996, p.58): “θ 

δθμιουργία εργαλείου είναι ακριβϊσ εκείνθ θ διαδικαςία με τθν οποία το τεχνοφργθμα 

εκτυπϊνει τθν ςφραγίδα του πάνω ςτο χριςτθ, δθλαδι του επιτρζπει να εξελίξει μια 

δραςτθριότθτα μζςα από τουσ περιοριςμοφσ του.” 

Υπάρχουν τρία είδθ από περιοριςμοφσ: 

 Εςωτερικοί περιοριςμοί άρρθκτα ςυνδεδεμζνοι με το hardware και ζχει να κάνει 

με το τι μπορεί να κάνει το τεχνοφργθμα από τθ φφςθ του. Για παράδειγμα ςτον 

eXpresser μποροφμε να φτιάξουμε μόνο γραμμικά μοτίβα (πολυωνυμικά) και όχι 

αναδρομικά, χρθςιμοποιϊντασ τετράγωνα, κακϊσ επίςθσ αρικμοφσ μποροφμε να 

δθμιουργιςουμε μόνο μζςο του γεννιτορα. 
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 Περιοριςμοί εντολών ςυνδεδεμζνοι με το ςυντακτικό των διάφορων εντολϊν. Οι 

προςφερόμενεσ εντολζσ του eXpresser είναι: Τετράγωνα μόνο τεςςάρων 

χρωμάτων, Copy, Delete, Make a building block, Undo building block, Make a 

pattern, Undo pattern, Play, Stop. Ο γεννιτορασ αρικμϊν δζχεται μόνο ακεραίουσ. 

 Πωσ οργανώνονται οι διακζςιμεσ εντολζσ 

o Αρχικά φτιάχνεισ το building block, και όταν πατάσ τθν εντολι make a 

pattern ανοίγει ζνα παράκυρο ςτο οποίο πρζπει να ςυμπλθρϊςεισ 3 κενά 

με ακζραιουσ αρικμοφσ: (1) Ζναν αρικμό για τθν οριηόντια μετακίνθςθ (2) 

Ζναν αρικμό για τθν κατακόρυφθ μετακίνθςθ (3) Ζναν αρικμό για το πόςα 

δομικά ςτοιχεία κα εμφανίςει  

o Μόνο αν τα ζχεισ ςυμπλθρϊςει αυτά ςου ανοίγει το επόμενο παράκυρο 

ςτο οποίο πρζπει να χρωματίςεισ τα τετράγωνα. 

o Τα χρωματίηει μόνο αν ζχεισ εκφράςει ςωςτά τον κατάλλθλο αρικμό των 

τετραγϊνων ςφμφωνα με τον κανόνα του μοτίβου. 

o Αν δεν ζχει ξεκλειδωκεί κανζνασ αρικμόσ, τότε αν πατιςεισ το play κα 

εμφανιςτεί μινυμα “There are no unlocked numbers”. 

o Για να χρωματιςτεί και το μοτίβο ςτον general world πρζπει να 

ςυμπλθρωκεί το Model rule με το ςφνολο των χρωματιςμζνων τετραγϊνων. 

Ωςτόςο πζρα από τουσ περιοριςμοφσ του λογιςμικοφ ο Trouche (in Guin et. al, 2004) μιλάει 

για τθν διαφοροποίθςθ ςτθν ςυμπεριφορά των μακθτϊν μζςα ςτο ίδιο περιβάλλον. Ζχει 

παρατθρθκεί ότι, όςο πιο περίπλοκο το περιβάλλον, τόςο μεγαλφτερθ κα είναι και θ 

διαφοροποίθςθ ςτθν διαδικαςία καταςκευισ του εργαλείου.  

Διαδικαςία αλλοίωςθσ καταςκευάςματοσ: Αυτι θ διαδικαςία ζχει κατεφκυνςθ προσ το 

τεχνοφργθμα και μπορεί να περάςει μζςα από πολλά ςτάδια. Ζνα ςτάδιο ανακάλυψθσ, ζνα 

ςτάδιο εξατομίκευςθσ όπου ο κακζνασ εφαρμόηει το τεχνοφργθμα ςτα δικά του μζτρα και 

ζνα ςτάδιο μεταςχθματιςμοφ του τεχνουργιματοσ ακόμα και ςε κατευκφνςεισ που δεν είχε 

φανταςτεί ο καταςκευαςτισ. Για παράδειγμα ο χριςτθσ μπορεί να φτιάξει ςτον eXpresser 

μοτίβα ζτςι ϊςτε να εμφανίηονται ςε μορφι αναδρομισ, παρόλο που δεν ζχει 

καταςκευαςτεί με αυτιν τθν δυνατότθτα, με αποτζλεςμα ο αρικμόσ του προγράμματοσ να 

μθν αντιςτοιχεί ςτο επίπεδο του μοτίβου. 
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  Εικ.2 

Ζτςι λοιπόν, αυτζσ οι δφο διαδικαςίεσ, ςτενά ςυνδεδεμζνεσ αποτελοφν τθν κεωρία 

καταςκευισ εργαλείου. Ρολλζσ φορζσ δεν είναι ξεκάκαροσ ο διαχωριςμόσ τουσ με 

αποτζλεςμα να μθν μπορεί εφκολα κάποιοσ να αποφανκεί με βεβαιότθτα πωσ για 

παράδειγμα “εδϊ ζχουμε τθν αλλοίωςθ του εργαλείου και εδϊ ζχουμε καταςκευι του 

εργαλείου”. Καταλιγοντασ, το βζβαιο κα είναι πωσ το αποτζλεςμα αυτισ τθσ καταςκευισ, 

κα είναι ζνα εργαλείο αποτελοφμενο από ζνα κομμάτι του τροποποιθμζνου 

τεχνουργιματοσ και από ζνα ψυχολογικό εξάρτθμα καταςκευαςμζνο από το χριςτθ.  

Επίλογοσ 

Θ ζκφραςθ  γενίκευςθσ, θ αναγνϊριςθ και θ ανάλυςθ μοτίβων είναι ζνα από τα μόνιμα 

προβλιματα των μακθτϊν. Το λογιςμικό αυτό ζχει ςχεδιαςτεί για να υποςτθρίξει χριςτεσ 

ςτθν επίλυςθ προβλθμάτων ςε δραςτθριότθτεσ μακθματικισ γενίκευςθσ. Με άλλα λόγια 

ςκοπόσ είναι να βελτιϊςει τισ ικανότθτεσ τθσ μακθματικισ γενίκευςθσ ςε παιδιά 11-14 

χρονϊν, πράγμα που αποτελεί μία πραγματικι ανάγκθ τθσ διδακτικισ των Μακθματικϊν 

ςτθν δευτεροβάκμια εκπαίδευςθ. Τα περιςςότερα προγράμματα τθσ κατθγορίασ αυτισ 

απευκφνονται ςε μακθτζσ μεγαλφτερθσ θλικίασ και απαιτοφν από αυτοφσ να ζχουν μια 

ξεκάκαρθ αίςκθςθ τθσ ζννοιασ τθσ μεταβλθτισ. 

Σφμφωνα με τουσ καταςκευαςτζσ ο eXpresser ςκοπεφει να διευκολφνει τθν αντιςτοιχία 

μεταξφ των μοτίβων και των εικονικϊν αναπαραςτάςεων που οι μακθτζσ καταςκευάηουν, 

από τθν μία, και τισ αρικμθτικζσ και ςυμβολικζσ αναπαραςτάςεισ από τθν άλλθ. Δια μζςου 

τθσ χριςθσ των εικονικϊν αναπαραςτάςεων ο eXpresser ενκαρρφνει τθν δομθμζνθ 

αλγεβρικι ςκζψθ, ςυνδζοντασ τθν οπτικι με τθν αλγεβρικι αναπαράςταςθ. Τζλοσ ο 

eXpresser λόγο τθσ φφςθ του ωσ Constructionist λογιςμικό προςφζρει ευκαιρίεσ για 

ποικίλεσ ποιοτικζσ ζρευνεσ πάνω ςε διάφορεσ πτυχζσ τθσ Μακθματικισ εκπαίδευςθσ (Noss, 

Hoyles, Mavrikis, Geraniou, Gutierrez & Pearce, 2009). 
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II. ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΕ΢ – ΥΑ΢ΕΙ΢ 

ΥΑ΢Η Α’ (Γνωριμία – Εξοικείωςη – Παρατήρηςη μοτίβων) 

 

Στθν πρϊτθ φάςθ των δραςτθριοτιτων που ςχεδιάςτθκαν ςε αυτι τθν ζρευνα ο 

μικρόκοςμοσ eXpresser αξιοποιείται ωσ εργαλείο προβολισ ζτοιμων μοτίβων και οι 

μακθτζσ καλοφνται να απαντιςουν ςε διάφορα ερωτιματα. Ριο ςυγκεκριμζνα, θ φάςθ 

αυτι ξεκινάει με ζνα απλό και γνωςτό μοτίβο, τον μαίανδρο. Αυτό γίνεται για να ζρκουν οι 

μακθτζσ ςε επαφι με ζνα γνϊριμο μοτίβο το οποίο κα τουσ ειςάγει ςτθν δραςτθριότθτα. 

Αυτόσ είναι και ο λόγοσ που τα ερωτιματα ηθτάνε απλά να παρατθριςουν και να 

περιγράψουν.  

 

Στθ φάςθ αυτι τθσ εξοικείωςθσ με το λογιςμικό δείχνουμε ςτουσ μακθτζσ το αντίςτοιχο 

βίντεο του προγράμματοσ που υπάρχει ςτο YouTube και δίνει κάποιεσ πολφ βαςικζσ 

οδθγίεσ για τον τρόπο που δουλεφει. Στθ ςυνζχεια περνάμε ςε πιο ουςιϊδεισ 

δραςτθριότθτεσ όπωσ είναι οι 2,3 και 4. Και ςτισ τρείσ ηθτείται ςαν τελικόσ ςτόχοσ από τουσ 

μακθτζσ να βρουν τον μακθματικό τφπο που εκφράηει τα μοτίβα ζτςι ϊςτε να επιτφχουν 

γενίκευςθ. Ριο αναλυτικά ςτθν δραςτθριότθτα 2 και 3 προβάλλονται γραμμικά μοτίβα 1ου 

βακμοφ τθσ μορφισ ax και ax+b. Συγκεκριμζνα εμφανίηονται με τθ ςειρά τα μοτίβα με 

αλγεβρικζσ εκφράςεισ: 2n, 4n, 5n, 8n, 2n+1, 2n+3, 2n+4.  

 

Σε όλεσ τισ δραςτθριότθτεσ οι μακθτζσ κα πρζπει να απαντιςουν ςτθν ερϊτθςθ “Τι 

παρατθρείσ” και αυτό γιατί ςκοπόσ μασ είναι να εξετάςουμε τισ διαδικαςίεσ τθσ 

αντικειμενικοποίθςθσ των μακθτϊν και μια αντικειμενικοποιθμζνθ διαδικαςία βαςίηεται 

ςτθν εικονικότθτα, δθλαδι ςτον τρόπο να παρατθροφμε όμοια ςτοιχεία. Ακόμθ, ςτόχοσ 

αυτισ τθσ δραςτθριότθτασ είναι να ερευνιςουμε τον τρόπο με τον οποίο οι μακθτζσ 

χρθςιμοποιοφν τα ςθμεία, πωσ τα εμπλουτίηουν με νόθμα ςτθν πρϊτθ τουσ ςυνάντθςθ με 

τθν αλγεβρικι γενίκευςθ των μοτίβων, και να προςφζρουμε μία ζκκεςθ για τθν 

αναδυόμενθ αλγεβρικι ςκζψθ των μακθτϊν. Αυτό επιτυγχάνεται τόςο μζςω διαλόγου με 

τουσ μακθτζσ αλλά και από τισ γραπτζσ τουσ απαντιςεισ. Τα ερωτιματα: Τι μζνει ίδιο και τι 

αλλάηει ςτο μοτίβο; Εμφανίηεται κάτι ςτακερό; Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με φυςικι 

γλϊςςα. Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με ζνα μινυμα. Εςτίαςε ςτθν πρϊτθ ςειρά. 

Ρεριζγραψε τθν. Βλζπεισ καμία ςχζςθ μεταξφ των μερϊν των ςειρϊν; Βλζπεισ κάποια 

ςυμμετρία; Βλζπεισ κάτι να επαναλαμβάνεται; Εμφανίηεται κάτι ςτακερό; Ρεριζγραψε τι 

κάνει το μοτίβο με φυςικι γλϊςςα, επιλζχτθκαν γιατί το κρίςιμο ςθμείο όςον αφορά τθν 



49 
 

γενίκευςθ είναι να λάβουμε υπόψθ μασ τον τρόπο με τον οποίο παρατθροφμε το ίδιο και το 

διαφορετικό. Άλλωςτε θ αλγεβρικι ςκζψθ δεν ζχει να κάνει μόνο με τθν χριςθ γραμμάτων 

αλλά και με τθν ςκζψθ με οριςμζνουσ χαρακτθριςτικοφσ τρόπουσ. 

 

 Ζνασ άλλοσ ςτόχοσ μασ είναι να ερευνιςουμε μζχρι ποια επίπεδα γενίκευςθσ φτάνουν οι 

μακθτζσ ςε αυτι τθν θλικία, για αυτό επιλζχτθκαν οι επόμενεσ ερωτιςεισ:  

 Για Factual γενίκευςθ: Ρόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 5; Ρόςα τετράγωνα κα 

ζχει ςτο νοφμερο 10; Ρόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 25; Ρόςα τετράγωνα κα 

ζχει ςτο νοφμερο 100;  

 Για Contextual γενίκευςθ: Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με φυςικι γλϊςςα. 

Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με ζνα μινυμα  

 Για Symbolic γενίκευςθ: Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με αλγεβρικό τφπο. 

 

Επίςθσ με αυτζσ τισ ερωτιςεισ διερευνοφμε και τον διαχωριςμόσ μεταξφ αλγεβρικισ και 

αρικμθτικισ γενίκευςθσ και κάποιεσ ςτοιχειϊδθ αρχάριεσ μορφζσ τθσ επαγωγισ ςτισ οποίεσ 

οι μακθτζσ ςυχνά καταφεφγουν για να λφςουν προβλιματα με μοτίβα. Ωςτόςο, ηθτϊντασ 

από τουσ μακθτζσ να εξθγιςουν ςε κάποιον “πωσ κάνεισ τον υπολογιςμό για κάκε όρο τθσ 

ακολουκίασ” ειςάγουμε δφο καινοφρια ςτοιχεία. Από τθ μία, ειςάγουμε τθν ςυνάντθςθ με 

ζνα γενικό τρόπο και από τθν άλλθ, δίνεται θ δυνατότθτα ςτουσ μακθτζσ να αςχολθκοφν με 

ζναν ςυγκεκριμζνο αλλά απροςδιόριςτο αρικμό, απαιτϊντασ ζνα ανϊτερο επίπεδο 

αφαιρετικισ ςκζψθσ (Radford, 2003a), το επίπεδο των μεταβλθτϊν (Bardini, Radford, & 

Sabena, 2005). Για αυτό το λόγο ζχουμε και τθν ερϊτθςθ “Τι αντιπροςωπεφει ο αρικμόσ 

unlock” με τθν οποία κζλουμε οι μακθτζσ να ςυνδζςουν πικανϊσ τον αρικμό του eXpresser 

με τθν ζννοια τθσ μεταβλθτισ. Τζλοσ ηθτείται από τουσ μακθτζσ να γράψουν ζνα μινυμα 

για να εξθγιςουν πωσ βρικαν τον αρικμό των τετραγϊνων. Το επίπεδο τθσ γενίκευςθσ εδϊ 

είναι μεγαλφτερο και το πρόβλθμα επικεντρϊνεται ςτο πωσ κα εκφραςτεί ο μακθτισ με 

λζξεισ για κάτι γενικό που παρόλα αυτά είναι εφκολο να δειχτεί μζςω αρικμϊν και 

χειρονομιϊν. Υπάρχει, ςτθν πραγματικότθτα, ζνα προφανζσ κενό μεταξφ του δείχνω και 

λζω το οποίο κα ερευνθκεί.  

 

Ρολλά από τα παραπάνω ερωτιματα επαναλαμβάνονται ςτισ επόμενεσ δραςτθριότθτεσ και 

προφανϊσ χρθςιμοποιοφνται για τον ίδιο ςκοπό ςε διαφορετικό όμωσ πλαίςιο κάκε φορά. 

Πςον αφορά τϊρα τθν δραςτθριότθτα 4 προβάλλονται τα ίδια μοτίβα ςε διαφορετικζσ 

αναπαραςτάςεισ τουσ. Ο λόγοσ που τθν επζλεξα αυτι τθν δραςτθριότθτα είναι ϊςτε οι 
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μακθτζσ να εκτεκοφν ςε διαφορετικζσ εικονικζσ αναπαραςτάςεισ των ίδιων μοτίβων και να 

ερευνθκεί αν αντιλαμβάνονται τθν ςφνδεςθ μεταξφ τουσ και αν δείχνουν προτίμθςθ ςε 

κάποια με το να τθν κεωροφν πιο βοθκθτικι ςτο να ανακαλφψουν τον αλγεβρικό τφπο. 

Επθρεάηει λοιπόν ο τρόποσ αναπαράςταςθσ τουσ τρόπουσ γενίκευςθσ ναι ι όχι; Ο 

αλγεβρικόσ τφποσ των μοτίβων που παρουςιάηονται με τθ ςειρά είναι: το 2n ςε δφο 

διαφορετικζσ μορφζσ, το 2n-1 ςε τρείσ διαφορετικζσ μορφζσ και το 3n+1 ςε δφο 

διαφορετικζσ μορφζσ. 

 

 

Υάςη Β’ (Καταςκευή μοτίβου με βάςη την εικόνα) 

 

Σε αυτι τθ φάςθ το λογιςμικό παίηει πιο διαδραςτικό ρόλο. Χρθςιμοποιείται για το ςκοπό 

που καταςκευάςτθκε. Οι μακθτζσ δεν παρατθροφν απλά μοτίβα, αλλά καλοφνται να 

καταςκευάςουν δικά του ι δοςμζνα με διάφορουσ τρόπουσ. Ερευνάται θ ςχζςθ μεταξφ των 

ενεργειϊν των μακθτϊν, τθσ οπτικοποίθςθσ και τουσ τρόπουσ με τουσ οποίουσ αυτι 

ςχθματίηεται. Ριο ςυγκεκριμζνα, αρχικά ηθτείται να φτιάξουν ζνα δικό τουσ μοτίβο, 

επθρεαςμζνοι από τα όςα ζχουν δει ςτθν προθγοφμενθ φάςθ. Στθ ςυνζχεια δίνονται 

ζτοιμα μοτίβα ςε εικόνεσ και καλοφνται οι μακθτζσ να τα καταςκευάςουν οι ίδιοι ςτο 

λογιςμικό. Στόχοσ είναι θ ςφνδεςθ αναπαραςτάςεων και να ερευνθκεί θ ευελιξία τουσ ςτο 

να μεταβαίνουν από μια ςτατικι εικόνα ςε μία αναπτυςςόμενθ, ςτον αλγεβρικό τφπο και 

ςτθν προφορικι περιγραφι ενόσ κανόνα. Ριο αναλυτικά ςτθ δραςτθριότθτα 1 το μοτίβο 

δεν είναι ξεκάκαρο όπωσ πριν. Δίνονται μόνο τα 2 πρϊτα ςτάδια του μοτίβου και οι 

μακθτζσ καλοφνται να βρουν πικανοφσ τρόπουσ ςυνζχιςισ του. Δφο από αυτοφσ τουσ 

τρόπουσ μπορεί να είναι ςτισ παρακάτω φωτογραφίεσ. 
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Στισ παραπάνω ερμθνείεσ παρατθροφμε βζβαια ότι ενϊ μζχρι τϊρα τα μοτίβα 

επαναλαμβάνονται προσ μία κατεφκυνςθ, ςτθν δεφτερθ εικόνα το μοτίβο αναπτφςςεται 

προσ δφο κατευκφνςεισ. Εδϊ είναι ενδιαφζρον, να δοφμε αν οι μακθτζσ κα το ερμθνεφςουν 

ωσ δφο διαφορετικζσ μεταβλθτζσ, δφο διαφορετικά μοτίβα, ι κα μπορζςουν να κάνουν 

απλοποίθςθ του τφπου και να τον εκφράςουν όπωσ ςτθν πρϊτθ εικόνα με τον τφπο 2n+1. 

Αναμζνουμε να δοφμε και εκφράςεισ όπωσ n+m+1 ι n+n+1 για παράδειγμα.  

 

Από τθν εμπειρία μασ, οι πολλαπλζσ απαγωγζσ μποροφν να οδθγιςουν ςε πολλαπλζσ 

γενικεφςεισ του ίδιου μοτίβου. Τρεισ ερωτιςεισ που βοθκοφν ςτθν πικανι εξζλιξθ και 

άρκρωςθ απαγωγικϊν δομϊν για οποιαδιποτε δοςμζνα μοτίβα: (1) Ρωσ κα μποροφςεσ να 

ςυνεχίςεισ το μοτίβο; Γιατί το επεκτείνεισ με αυτόν τον τρόπο; (2) Τι μζνει ίδιο και τι αλλάηει 

ςτο μοτίβο; (3) Υπάρχει άλλοσ τρόποσ να επεκτείνεισ το μοτίβο; Ρωσ;  

“Θ ερϊτθςθ (1) προςφζρει τθν αναγκαία αρχικι απαγωγικι ςκζψθ, θ ερϊτθςθ (2) εςτιάηει 

ςε μία άμεςθ ζκφραςθ μιασ δομισ, θ ερϊτθςθ (3) προορίηεται να φζρει ςτθν επιφάνεια 

άλλουσ εφλογουσ και πικανοφσ ιςοδφναμουσ απαγωγικοφσ ιςχυριςμοφσ” (Rivera, 2009, p. 

218). 

 

Στθ ςυνζχεια ςτθν δραςτθριότθτα 3 το μοτίβο είναι πιο ςφνκετο κακϊσ ζχουμε πάλι δφο 

διαφορετικά μοτίβα. Το μοτίβο των κόκκινων και το μοτίβο των κίτρινων τετραγϊνων. Εδϊ 

ςτοχεφουμε οι μακθτζσ να δουν και τουσ τζςςερεισ διαφορετικοφσ τρόπουσ ζκφραςθσ του 

μοτίβου και ςυν τθσ άλλθσ να αναγνωρίςουν τθν ιςοδυναμία τουσ. Επιπλζον καλοφνται να 

το καταςκευάςουν και ςτο λογιςμικό. 

Υάςη Γ’ (Καταςκευή μοτίβου με βάςη αλγεβρικό τύπο) 

 

Σε αυτι τθ φάςθ όπωσ και πριν ηθτείται ςτθν ουςία να καταςκευάςουν οι μακθτζσ μοτίβα 

ςτο λογιςμικό αλλά αυτι τθ φορά όχι από δοςμζνθ εικόνα αλλά από δοςμζνο αλγεβρικό 
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τφπο. Στα πρϊτα τρία ερωτιματα ηθτείται να καταςκευάςουν το μοτίβο με αλγεβρικό τφπο 

n, ομοίωσ και για το 3n και ςτθ ςυνζχεια για το πιο πολφπλοκο 7n+2. Τζλοσ ςτο ερϊτθμα 4 

κζλουμε να δοφμε αν μποροφν να ςυνδζςουν αναπαραςτάςεισ και αν μποροφν να ελζγξουν 

ότι θ δοςμζνθ εικόνα είναι ι όχι ιςοδφναμθ με το δικό τουσ μοτίβο του αλγεβρικοφ τφπου 

7n+2. 

 

Υάςη Δ’ (Messing-up) 

 

Σε αυτι τθ φάςθ οι μακθτζσ καλοφνται να διορκϊςουν μοτίβα ςτο λογιςμικό. Αλλιϊσ ςτθ 

βιβλιογραφία αυτό αναφζρεται και ωσ “messing-up” (Geraniou, Mavrikis, Hoyles & Noss, 

2009), όπου πρόκλθςθ για τουσ μακθτζσ είναι να καταςκευάςουν μία λφςθ που κα είναι 

αδιαπζραςτθ ςτο να αλλοιωκεί. Το λογιςμικό δίνει ζτςι τθν ευκαιρία ςτουσ μακθτζσ να 

οικοδομιςουν το ειδικό ι το γενικό μζςο τθσ χριςθσ εικονικϊν μεταβλθτϊν και να 

αναγνωρίςουν ότι υπάρχει ζνα πλεονζκτθμα ςτο να χρθςιμοποιείσ εικονικζσ μεταβλθτζσ. 

Ακόμθ μια άλλθ προςφορά του “messing-up” είναι να ςυνειδθτοποιιςουν οι μακθτζσ αν το 

μοντζλο τουσ είναι γενικό ι όχι και αν δουλεφει μόνο για ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ και 

όχι κακολικά. 

 

Πςον αφορά τισ δραςτθριότθτεσ ςε αυτι τθ φάςθ, ςτθν πρϊτθ δραςτθριότθτα δίνεται ζνα 

ζτοιμο αρχείο, ςτο οποίο το μοτίβο δεν αναπτφςςεται με τον ςυνθκιςμζνο τρόπο. Για αυτό 

αναμζνουμε οι μακθτζσ να το κεωριςουν λάκοσ και να προςπακιςουν να το μετατρζψουν 

ςε μία εικόνα πιο “ςυνεκτικι”, ςτθν οποία τα μπλε τετράγωνα κα περικλείονται πάντα από 

πράςινα τετράγωνα ςε κάκε επίπεδο του μοτίβου. Αν οι μακθτζσ δεν το διορκϊςουν ο 

τφποσ του μοτίβου κα είναι n+12, ενϊ αν το διορκϊςουν κα είναι 3n+6. 
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Εικ.24 

Οι ερωτιςεισ 5 και 6 τθσ δραςτθριότθτασ απαιτοφν μια ςυναρτθςιακι οπτικι γωνία του 

προβλιματοσ κακϊσ οι μακθτζσ μπορεί εφκολα να απαντιςουν χρθςιμοποιϊντασ τον 

αλγεβρικό του τφπο ςαν τφπο ςυνάρτθςθσ των τετραγϊνων που κινοφνται. Στθ ςυνζχεια 

ςτθν επόμενθ δραςτθριότθτα αν οι μακθτζσ αλλάξουν το μοτίβο ζτςι ϊςτε το ζνα ςπίτι να 

ενϊνεται με το επόμενο όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα τότε κα επικαλφπτονται τετράγωνα. Το 

λογιςμικό ςε αυτι τθν περίπτωςθ εμφανίηει τθν ζνδειξθ X πάνω ςτα επικαλυπτόμενα 

τετράγωνα και υποδεικνφει ζτςι ότι το μοτίβο είναι λάκοσ και πρζπει να διορκωκεί. Οι 

μακθτζσ λοιπόν ςε αυτό το ςθμείο ανακαταςκευάηουν το μοτίβο ζτςι ϊςτε να ζχει τθν 

επικυμθτι εικόνα. Τζλοσ οι μακθτζσ αναμζνεται να διακρίνουν ότι ενϊ το αρχικό μοτίβο 

είχε τφπο 15n το καινοφριο κα ζχει 14n+1. 

 

 

 

Εικ.25 

 

 

Εικ.26 
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Υάςη Ε’ (Μοτίβα 2ου βαθμού) 

 

Στθν τελευταία φάςθ τθσ δραςτθριότθτασ οι μακθτζσ αςχολοφνται με γραμμικά μοτίβα 

δευτζρου βακμοφ. Αυτά τα μοτίβα είναι αρκετά πιο δφςκολα κακϊσ, ςε αντίκεςθ με τα 

πρϊτου βακμοφ που απαιτοφν ακροιςτικι αφαιρετικι ςκζψθ, απαιτοφν πολλαπλαςιαςτικι 

αφαιρετικι ςκζψθ.  

 

 

Εικ.27 

Σχεδιάηοντασ πάνω ςτθν εννοιολόγθςθ του Piaget (1987), οι Clark και Kami (1996) 

δθμοςιεφουν τθν ίδια οπτικι ότι ο πολλαπλαςιαςμόσ είναι μια λειτουργία θ οποία απαιτεί 

υψθλισ τάξθσ πολλαπλαςιαςτικι ςκζψθ τθν οποία οι μακθτζσ καταςκευάηουν από τθν 

ικανότθτά τουσ να ςκζφτονται ακροιςτικά. Σθμειϊνουν ότι ενϊ θ πρόςκεςθ είναι ζμφυτθ 

ςτθν καταςκευι των αρικμϊν, θ οποία επιτυγχάνεται με επαναλθπτικι πρόςκεςθ τθσ 

μονάδασ, ο πολλαπλαςιαςμόσ είναι μία περιςςότερο πολφπλοκθ πράξθ θ οποία 

καταςκευάηεται από τθν πρόςκεςθ ςε ζνα υψθλότερο επίπεδο αφαιρετικισ ςκζψθσ. Ζνα 

ακροιςτικό ςχιμα ζχει ανάγκθ μόνο ζνα επίπεδο αφαιρετικότθτασ και μία ςχζςθ ζνταξθ 

διάταξθσ. Στθν περίπτωςθ του πολλαπλαςιαςτικοφ ςχιματοσ, υπάρχει θ ανάγκθ να 

κακιερϊςεισ ταυτόχρονα τα ακόλουκα επίπεδα αφαιρετικότθτασ και ςχζςθσ διάταξθσ: 

πολλά ςε ζνα αντιςτοίχθςθ, και τουλάχιςτον δφο επίπεδα από ςχζςεισ. 

 

Αναλυτικά λοιπόν, ςτθν πρϊτθ δραςτθριότθτα οι μακθτζσ αντιμετωπίηουν το πρόβλθμα τθσ 

λίμνθσ και του φράκτθ που κα πρζπει να τθν περικλείει. Εδϊ οι μακθτζσ εκτόσ από το να 

βρουν τον γενικό τφπο, κα πρζπει να δϊςουν ςτο λογιςμικό το ςωςτό αρικμό των 

τετραγϊνων που κα χρωματίηονται ζτςι ϊςτε να χρωματιςτεί κατάλλθλα το μοτίβο ςτον 

“General world” του eXpresser. 
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                                                                               Εικ.28 

Ρικανζσ λφςεισ αν x θ διάςταςθ τθσ κίτρινθσ λίμνθσ.   

 4x+4  

 2x+2(x+2)  

 2(x+1)+2(x+1)  

 2(x+2)+2x  

Τζλοσ ςτθν δραςτθριότθτα 3 οι μακθτζσ καλοφνται να καταςκευάςουν ςτον eXpresser μια 

ςκακιζρα μεγζκουσ nxn. Ρροαιρετικά κα μποροφςαμε ςτο τζλοσ τθσ ζρευνασ να τουσ 

ρωτιςουμε αν μποροφν να βρουν τον τφπο ενόσ απλοφ μοτίβου 3ου βακμοφ όπωσ είναι 

αυτό ςτθν τελευταία εικόνα που παρακζτω. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3: ΕΡΕΤΝΑ 

I. Ειςαγωγή 

 

Αυτι θ μελζτθ ςυντάχκθκε για τθν χριςθ του λογιςμικοφ eXpresser ωσ μζςο για καταςκευι 

γραμμικϊν μοτίβων και ερμθνεία τθσ μακθματικισ τουσ υπόςταςθσ. Ρροθγοφμενεσ ζρευνεσ 

ζχουν εςτιάςει ςε μακθτζσ Β’ και Γ’ Γυμναςίου, για αυτό και επζλεξα να διερευνιςω το 

αντίκτυπο του eXpresser ςε μακθτζσ Α’ Γυμναςίου. Θ απόφαςθ για τθν πραγματοποίθςθ 

τθσ ζρευνασ με μακθτζσ θλικίασ 13 χρονϊν επθρεάςτθκε μερικϊσ από αυτά τα δεδομζνα. 

Εφόςον οι μακθτζσ βρίςκονται ςτθν θλικία των 12-13 ζχουν ζνα επιπρόςκετο πλεονζκτθμα. 

Δεν ζχουν διδαχτεί ςτο ςχολείο ακόμα οφτε ςυναρτιςεισ οφτε αλγεβρικζσ παραςτάςεισ 

παρά ζχουν κάνει μόνο μία ειςαγωγι ςε εξιςϊςεισ πρϊτου βακμοφ και ζχουν δουλζψει 

πάνω ςτα ανάλογα ποςά. Αυτό ςθμαίνει ότι δεν ζχουν τθν κατάλλθλθ μακθματικι 

ωριμότθτα για να τα χρθςιμοποιιςουν με ευχζρεια και αυτό μασ επιτρζπει να 

διερευνιςουμε τθν διαιςκθτικι άποψθ τουσ πάνω ςτα γραμμικά μοτίβα και ςτο πωσ τα 

αντιλαμβάνονται.  

II. Ερευνητικόσ ΢τόχοσ 

 

Στόχοσ τθσ παροφςασ εργαςίασ είναι θ διερεφνθςθ των διαδικαςιϊν καταςκευισ νοθμάτων 

μακθματικισ γενίκευςθσ, με κφριουσ άξονεσ τθν αναγνϊριςθ, τθν ζκφραςθ και τθν 

αιτιολόγθςθ από μακθτζσ Αϋ Γυμναςίου, όταν εργάηονται ςε δραςτθριότθτεσ ςχεδιαςμζνεσ 

για τον μικρόκοςμο eXpresser, ο οποίοσ παρζχει εικονικζσ αναπαραςτάςεισ. Ειδικότερα μασ 

ενδιαφζρει θ εξζλιξθ των ςτρατθγικϊν γενίκευςθσ και ο ρόλοσ που παίηουν τα υπολογιςτικά 

εργαλεία ςτθν εξζλιξθ αυτι. 

III. Ερευνητικά ερωτήματα 

 

1. Με ποιουσ τρόπουσ οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν τα ςφμβολα και καταςκευάηουν 

νοιματα για τθν γενίκευςθ όταν επιχειροφν να εκφράςουν με αλγεβρικό τρόπο τθ 

γενίκευςθ δοςμζνων μοτίβων που αναπαράγονται ςτο λογιςμικό eXpresser 

 

2. Αν και με ποιουσ τρόπουσ θ χριςθ του λογιςμικοφ eXpresser επθρεάηει τισ 

ςτρατθγικζσ των μακθτϊν και τθν καταςκευι νοθμάτων για τθν γενίκευςθ όταν οι 

μακθτζσ επιχειροφν να καταςκευάςουν ι να διορκϊςουν μοτίβα ςτον eXpresser 
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IV. Δείγμα 

 

Επιλζχκθκαν 6 παιδιά, τα οποία μόλισ είχαν τελειϊςει τθν Α’ Γυμναςίου. Θ ζρευνα 

πραγματοποιικθκε μζςα Αυγοφςτου, και οι μακθτζσ αποτζλεςαν μζλθ τριμελϊν ομάδων 

από 2 διαφορετικά Γυμνάςια τθσ Κζρκυρασ. Θ πρϊτθ ομάδα ιταν από το 2ο Ρειραματικό 

Γυμνάςιο Κζρκυρασ με μεγάλθ εμπειρία ςε δραςτθριότθτεσ και αναπαραςτάςεισ ςτα 

μακθματικά, με αποτζλεςμα το μακθματικό τουσ επίπεδο να βρίςκεται πάνω από τον μζςο 

όρο. Σε πολλζσ ζρευνεσ ζχει φανεί ότι όταν θ μακθματικι ικανότθτα των παιδιϊν βρίςκεται 

ςε υψθλό επίπεδο, είναι περιςςότερο πικανό να μποροφν να αςχολθκοφν με αποδεικτικζσ 

διαδικαςίεσ και επιπλζον επιτρζπουν τθν ουςιαςτικότερθ ςυλλογι δεδομζνων (Jones, 2000; 

Marrades and Gutierrez, 2000). Θ δεφτερθ ομάδα παιδιϊν ιταν από το 7ο Γυμνάςιο 

Κζρκυρασ το οποίο επίςθσ κεωρείται πειραματικό, προςφζροντασ ςτουσ μακθτζσ 

κολεγιακζσ εγκαταςτάςεισ και εξοπλιςμό, όπωσ διαδραςτικοφσ πίνακεσ, αίκουςα 

θλεκτρονικϊν υπολογιςτϊν, αίκουςα Μακθματικϊν με ειδικά εργαλεία και προτηζκτορεσ. 

Ωςτόςο το επίπεδο των παιδιϊν από πλευράσ μακθματικϊν ικανοτιτων βριςκόταν ςτο 

μζςο όρο και όχι ςε υψθλό. Ραρόλα αυτά τα παιδιά κατάφεραν να ανταπεξζλκουν ςτισ 

δραςτθριότθτεσ απλά με μεγαλφτερθ δυςκολία.  

V. Μέθοδοσ 

 

Θ παροφςα εργαςία αποτελεί ζναν πειραματικό ςχεδιαςμό, ςτον οποίο διερευνάται με 

ποιουσ τρόπουσ οι μακθτζσ δίνουν νόθμα ςτισ γενικεφςεισ τουσ μζςα από τθν εναςχόλθςι 

τουσ με μοτίβα ςε ζνα υπολογιςτικό περιβάλλον όπωσ ο eXpresser. Στο επίπεδο 

ςχεδιαςμοφ, θ ζρευνα ζχει κοινά ςτοιχεία με τθν ζρευνα ςχεδιαςμοφ (Cobb et. al, 2003) 

κακϊσ ζχει ζντονο το ςτοιχείο τθσ παρζμβαςθσ ςτθν μακθςιακι διαδικαςία με χριςθ 

καινοτομικϊν εργαλείων και πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων. Ωςτόςο δεν πραγματοποιείται 

ςε πραγματικζσ ςχολικζσ ςυνκικεσ κακϊσ θ επιδίωξι μασ ιταν να μελετιςουμε ςε βάκοσ 

τθν εξζλιξθ των ςτρατθγικϊν των μακθτϊν μακριά από τισ δυςκολίεσ και το “κόρυβο” τθσ 

ςχολικισ τάξθσ. Το αντικείμενο των φφλλων εργαςίασ δεν το ζχουν ξαναδεί οι μακθτζσ και 

ζτςι με αυτόν τον τρόπο επιχειρϊ να διερευνιςω καινοφρια ςτοιχεία μάκθςθσ. Ριο 

ςυγκεκριμζνα θ εργαςία αντιςτοιχεί ςε μία μελζτθ περίπτωςθσ (Case study, Robert K Yin, 

2009) μιασ ομάδασ μακθτϊν θλικίασ 12-13 χρονϊν, τα οποία ζχουν το κοινό χαρακτθριςτικό 

ότι, ζχοντασ αποφοιτιςει από τθν Α’ Γυμναςίου, δεν είναι για αυτά τετριμμζνθ θ εφρεςθ 

του γενικοφ αλγεβρικοφ τφπου ενόσ μοτίβου, με αποτζλεςμα να βαςιςτοφν ςτθν διαίςκθςι 



58 
 

τουσ. Επιλζχτθκε θ μελζτθ περίπτωςθσ με ςκοπό να μπορζςουμε να δοφμε αναλυτικά και 

ςε βάκοσ κάποια πράγματα, όπωσ απαιτεί θ ςθμειωτικι ανάλυςθ. 

Ριο αναλυτικά, τα δεδομζνα προζρχονται από μία ακολουκία 3 δίωρων ςυναντιςεων με 

τθν κάκε ομάδα, ςτισ οποίεσ οι μακθτζσ διερεφνθςαν μία ςειρά από δραςτθριότθτεσ οι 

οποίεσ ηθτοφςαν αναγνϊριςθ, τυποποίθςθ-γενίκευςθ και καταςκευι γραμμικϊν μοτίβων 

χρθςιμοποιϊντασ το (constructionist) λογιςμικό eXpresser. Οι δραςτθριότθτεσ ιταν 

βαςιςμζνεσ ςε 3 ενότθτεσ ζτςι ϊςτε να χωριςτοφν ςε 3 ςυναντιςεισ. Θ πρϊτθ ενότθτα ιταν 

θ εξοικείωςθ και παρατιρθςθ μοτίβων 1ου βακμοφ, θ δεφτερθ γενίκευςθ και καταςκευι 

μοτίβων 1ου βακμοφ και θ τρίτθ γενίκευςθ και καταςκευι μοτίβων 2ου βακμοφ. Ο ςτόχοσ 

ιταν να αναπτυχκοφν με κλιμακοφμενθ δυςκολία και για αυτό αρχικά εκκζτουν τουσ 

μακθτζσ ςε απλά μοτίβα τθσ μορφισ ax που απαιτεί απλό αναλογικό ςυλλογιςμό, ςυνεχίηει 

με μοτίβα αφφινικισ μορφισ ax+b, b≠0, τα οποία απαιτοφν πιο περίπλοκο ςυλλογιςμό και 

καταλιγουν ςε μοτίβα δευτζρου βακμοφ, τα οποία εμπεριζχουν μία ζννοια με τθν οποία 

δεν ζχουν ζρκει ςε επαφι παρά μόνο μζςα από τισ δυνάμεισ. Κάκε δραςτθριότθτα 

διαπραγματευόταν ζνα ςυγκεκριμζνο μοτίβο, το οποίο είτε δίνονταν ζτοιμο ςτο πρόγραμμα 

είτε ζπρεπε να το φτιάξουν-διορκϊςουν οι ίδιοι ςτον υπολογιςτι.  

Ωσ ερευνθτισ ςε όλθ τθν διαδικαςία επιτζλεςα ρόλο διευκολυντι, βοθκοφ και 

ςυνοδοιπόρου επεμβαίνοντασ μόνο όπου κρινόταν χριςιμο για τθν ομαλι εξζλιξθ των 

παρεμβάςεων. Ριο ςυγκεκριμζνα, υποςτιριηα τουσ μακθτζσ να κζςουν και να εργαςτοφν 

πάνω ςε άμεςουσ ςτόχουσ κάνοντασ ερωτιςεισ του τφπου, “Τι προςπακείσ να κάνεισ, τι 

ηθτάει θ ερϊτθςθ”, κακϊσ τζτοιεσ ερωτιςεισ ακόμα και αν δεν απαντθκοφν μποροφν να 

κατευκφνουν τουσ μακθτζσ πάλι πίςω ςτουσ ςτόχουσ τουσ. Κατεφκυνα τθν προςοχι τουσ με 

ερωτιςεισ “πρόςεξε τι ζγινε όταν άλλαξεσ αυτό” και ενκάρρυνα τισ διαφορετικζσ λφςεισ 

ενκαρρφνοντασ ζτςι τθν αυτονομία των μακθτϊν. Υπενκφμιηα τισ ενζργειζσ τουσ, τισ 

ςτρατθγικζσ τουσ και προωκοφςα κίνθτρα. Τζλοσ υποςτιριηα τθν ςυνεργαςία και 

διευκόλυνα τθν ςυηιτθςθ με ερωτιςεισ οι οποίεσ βοθκοφςαν τουσ μακθτζσ να προκαλοφν 

ο ζνασ τον άλλον. 

VI. Δεδομένα  

 

Οι μακθτζσ, εκτόσ από τθν εναςχόλθςι τουσ με το λογιςμικό, είχαν ο κακζνασ από ζνα δικό 

του φφλλο εργαςίασ με όλεσ τισ δραςτθριότθτεσ, ςτο οποίο μποροφςαν να κρατιςουν 

ςθμειϊςεισ. Τα δεδομζνα που ςυλλζχτθκαν αποτελοφνται από ςθμειϊςεισ των μακθτϊν, 

θχογραφιςεισ και βιντεοςκοπιςεισ κατά τθν διάρκεια των ςυνεντεφξεων. Ψθφιακό 
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φωνθτικό μαγνθτόφωνο και ψθφιακι κάμερα χρθςιμοποιικθκαν ζτςι ϊςτε οποιαδιποτε 

αλλθλεπίδραςθ μακθτι/ερευνθτι να καταγραφεί. Τόςο θ κάμερα όςο και το μαγνθτόφωνο 

ιταν ςτθμζνα ςε ζνα ςυγκεκριμζνο ςθμείο με ςκοπό τθν καλφτερθ ποιότθτα ςυλλογισ των 

δεδομζνων. Μετά τισ ςυνεντεφξεισ πραγματοποιοφνταν ςφντομεσ ςθμειϊςεισ πάνω ςτα 

ςθμαντικότερα ςυμβάντα ζτςι ϊςτε θ επόμενθ ςυνάντθςθ να προγραμματιςτεί από τον 

ερευνθτι με τισ καλφτερεσ δυνατζσ προδιαγραφζσ και επικυμθτά αποτελζςματα που 

απαιτοφςε το κζμα τθσ ςυγκεκριμζνθσ ζρευνασ. 

VII.   Ανάλυςη δεδομένων 

 

Πςον αφορά τθν ανάλυςθ των δεδομζνων ςτθριχτικαμε ςτθν κεωρία των κρίςιμων 

ςυμβάντων (Maher, 2002; Maher & Martino, 1996a, 1996b, 2000). Τα κρίςιμα ςυμβάντα 

παρουςιάηονται μζςα από επειςόδια, δθλαδι αποςπάςματα διαλόγων τα οποία αφοροφν 

τισ ςτρατθγικζσ των μακθτϊν για τθν γενίκευςθ. Ζνα ςυμβάν καλείται κρίςιμο όταν 

παρουςιάηει ζνα ςπουδαίο εννοιολογικό άλμα από προθγοφμενθ κατανόθςθ (Kiczek, 2000; 

Maher, 2002, Maher & Martino, 1996a; Maher, Pantozzi, Martino, Steencken, & Deming, 

1996; Steencken, 2001) ι όπωσ λζει και ο Bruner ζνα ενδιαφζρον διαιςκθτικό λάκοσ άλμα. 

Κρίςιμα ςυμβάντα μποροφν επίςθσ να αποτελζςουν επειςόδια τα οποία επικυρϊνουν ι 

ακυρϊνουν τισ υποκζςεισ τθσ ζρευνασ. Ακόμθ ζνα ςυμβάν είναι κρίςιμο όταν δίνει ςτοιχεία 

ςχετικά με τα ερευνθτικά μασ ερωτιματα (A. B. Powell, J. Francisco, C. A. Maher, 2003). Με 

βάςθ λοιπόν αυτόν τον οριςμό επιλζχτθκαν τα κρίςιμα ςυμβάντα τθσ παροφςασ ζρευνασ τα 

οποία βζβαια προςπακοφν να απαντιςουν ταυτόχρονα και ςτα ερευνθτικά ερωτιματα 

αποτελϊντασ αντιπροςωπευτικά και ολοκλθρωμζνα επειςόδια. 

Το αρχικό ςτάδιο τθσ ανάλυςθσ των δεδομζνων αποτζλεςε θ μεταγραφι-

απομαγνθτοφϊνθςθ των οπτικοακουςτικϊν δεδομζνων. Σε πρϊτθ φάςθ 

απομαγνθτοφωνικθκαν τα δεδομζνα του φωνθτικοφ μαγνθτόφωνου, ϊςτε να 

καταγραφοφν με λεπτομζρεια οι διάλογοι, και ςε δεφτερθ φάςθ προχωριςαμε ςτθν 

μεταγραφι των οπτικϊν δεδομζνων τθσ κάμερασ, ϊςτε να ςθμειωκοφν οι διάφορεσ 

κινιςεισ, εκφράςεισ και αντιδράςεισ των μακθτϊν, εξυπθρετϊντασ ζτςι τθν ςθμειωτικι 

ανάλυςθ ςτθν ςυνζχεια. Χρθςιμοποιϊντασ ςθμειϊςεισ ςε τομείσ, τα δεδομζνα αναλφκθκαν 

ςε ςθμαντικά γεγονότα ι “επειςόδια” (Blissetal, 1996). Επζλεξα τα κρίςιμα ςυμβάντα με 

βάςθ τα επειςόδια τα οποία αποτζλεςαν αποςπάςματα διαλόγων και πράξεων των 

μακθτϊν γφρω από κάποια ςυγκεκριμζνα κζματα άμεςα ςυςχετιςμζνα με τα ερευνθτικά 

ερωτιματα. Ακόμθ τα επειςόδια που επιλζχτθκαν είναι χαρακτθριςτικά του τρόπου 
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αλλθλεπίδραςθσ των μακθτϊν με τα διακζςιμα υπολογιςτικά εργαλεία και αποτυπϊνουν 

ξεκάκαρα πτυχζσ του τρόπου με τον οποίο οι μακθτζσ καταςκεφαςαν νοιματα ςχετικά με 

τα μοτίβα των δραςτθριοτιτων. Αυτά τα επειςόδια ζχουν μια εςωτερικι ςυνοχι και είναι 

ολοκλθρωμζνεσ ςυνομιλίεσ που αφινουν τον ερευνθτι να διακόψει ςτιγμιαία, για ςκοποφσ 

τθσ ανάλυςθσ, τθν ροι τθσ ςυνζντευξθσ. Θ τελικι ανάλυςθ ιταν βαςιςμζνθ ςε grounded 

προςζγγιςθ χρθςιμοποιϊντασ αφθγθματικζσ τεχνικζσ (Kvale, 1996) οι οποίεσ κινοφνται 

πίςω, μπροςτά και μεταξφ του κεωρθτικοφ πλαιςίου που αναπτφχκθκε από τθν 

αναςκόπθςθ τθσ βιβλιογραφίασ, τθν εργαςία των μακθτϊν και τα αντιγραμμζνα επειςόδια. 

Κάκε βιμα ςε αυτι τθν διαδικαςία διευκολφνει τθν μετάβαςθ από τουσ ςυναιςκθματικά 

εμπλεκόμενουσ ςυμμετζχοντεσ προσ τον αντικειμενικό παρατθρθτι. Χρθςιμοποιϊντασ τισ 

ζννοιεσ instrumental genesis και situated abstraction για να φτάςουμε ςε μία  “πλοφςια και 

ηωντανι περιγραφι των γεγονότων”(Hitchcock and Hughes, 1995), αυτι θ εργαςία ελπίηει 

να δϊςει ζμφαςθ ςτισ πολφπλοκεσ κοινωνικζσ αλλθλεπιδράςεισ και να δει αν οι τεχνικζσ για 

τθν προϊκθςθ τθσ μακθματικισ ςκζψθσ μποροφν να φανοφν. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 4:  ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ 

 

I. ΢θμειωτικι ανάλυςθ ςτρατθγικών γενίκευςθσ, όταν ο eXpresser αναπαράγει 

ζτοιμα μοτίβα δοςμζνα από τον ερευνθτι 

Το πρϊτο κομμάτι τθσ ανάλυςθσ κα επικεντρωκεί ςτθν ςθμειωτικι ανάλυςθ των 

ςυνεντεφξεων με ςκοπό να απαντιςουμε ςτο πρϊτο ερευνθτικό ερϊτθμα και να βροφμε 

αποτελζςματα όςον αφορά τα επίπεδα γενίκευςθσ και τισ ςτρατθγικζσ που ανζπτυξαν οι 

μακθτζσ ςτθν προςπάκειά τουσ να γενικεφςουν γραμμικά μοτίβα πρϊτου βακμοφ απλισ 

μορφισ ax, αφφινικισ μορφισ ax+b και δευτζρου βακμοφ, όταν το λογιςμικό 

χρθςιμοποιείται απλά ςαν αναπαραγωγικό μζςο. Αρχικά κα ξεκινιςουμε τθν ανάλυςι μασ 

με το γραμμικό μοτίβο πρϊτου βακμοφ 2x ζτςι ϊςτε να ειςάγουμε τον αναγνϊςτθ, με ζνα 

απλό και ευκολονόθτο παράδειγμα, ςτισ παρακάτω κωδικοποιθμζνεσ ζννοιεσ. 

Επαγωγή Γενίκευςη 

Αφελής 

Επαγωγή 

(ΑΕ) 

Factual 

(F) 

Contextual 

(C) 

Symbolic 

(S) 

 Αρικμθτικι 

απαγωγι 

(ΑΑ) 

Γεωμετρικι 

απαγωγι 

(ΓΑ) 

  

 

΢τρατηγικέσ Γενίκευςησ 

Στρατηγική 1 

(Σ1) 

Στρατθγικι 2 

(Σ2) 

Στρατθγικι 3 

(Σ3) 

 

Θ ομάδα 1 των επειςοδίων αποτελείται από τουσ Λωάννα, Αλεξάνδρα και Κωνςταντίνο, 

μακθτζσ του 2ου Γυμνάςιου Κζρκυρασ,  ενϊ θ ομάδα 2 από τουσ Βαςίλθ, Νικόλα και Λουΐηα, 

μακθτζσ του 7ου Γυμναςίου Κζρκυρασ. Δουλεφοντασ λοιπόν ςε ομάδεσ των 3 ατόμων, οι 

μακθτζσ ζπρεπε να διεκπεραιϊςουν: 

 Μια αρικμθτικι διερεφνθςθ μετρϊντασ μοτίβα και απαντϊντασ ςε ερωτιςεισ για 

ειδικζσ φιγοφρεσ, όπωσ για τθν 5, 10, 25, 100 

 Τθν ζκφραςθ γενίκευςθσ ςε φυςικι γλϊςςα και ςε μινυμα 

 Τθν χριςθ ςυγκεκριμζνου αλγεβρικοφ ςυμβολιςμοφ για να εκφράςουν γενίκευςθ 
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4.Ι.1.Επειςόδιο 1: Γενίκευςθ γραμμικοφ μοτίβου 1ου βακμοφ 2x 

Αρχικά, οι μακθτζσ τθσ ομάδασ 2, ανοίγουν το μοτίβο 2x και το 

παρατθροφν. Ωςτόςο δεν μποροφν να κάνουν κανζνα βιμα 

γενίκευςθσ, γιατί επικεντρϊνονται ςτο τι εμφανίηεται ςτθν οκόνθ 

κάκε χρονικι ςτιγμι, χωρίσ να προςπακοφν να γενικεφςουν τθν 

διαδικαςία με τθν οποία εμφανίηονται και εξαφανίηονται τα ςχιματα ςτθν οκόνθ. Για αυτό 

ο ερευνθτισ επεμβαίνει και με τθν ερϊτθςθ “Τι μζνει ίδιο και τι αλλάηει” επικεντρϊνει τθν 

προςοχι τουσ ςτα βαςικά χαρακτθριςτικά του μοτίβου. Τότε οι μακθτζσ αμζςωσ 

αντιλαμβάνονται ότι ςτακερό μζνει το ςχιμα του μοτίβου, δθλαδι τα δφο μπλε τετράγωνα 

ενωμζνα, τα οποία επαναλαμβάνονται τυχαία ςτθν οκόνθ. Στθ ςυνζχεια ο ερευνθτισ 

ρωτάει πόςα τετράγωνα κα ζχει ςτα επίπεδα 5, 10, 25, 100 και οι μακθτζσ, αφοφ ζχουν 

αναγνωρίςει τθν διαδικαςία αναπαραγωγισ του μοτίβου, απαντάνε με επιτυχία τα 

αποτελζςματα και παρόμοια περιγράφουν με τθν ίδια ευκολία το μοτίβο ςε φυςικι 

γλϊςςα. Τζλοσ ςτθν ερϊτθςθ που ηθτοφςε τον μακθματικό τφπο του μοτίβου ο Βαςίλθσ 

απαντάει 2x και ο Νικόλασ ςυμπλθρϊνει 2x = 10, κακϊσ παρατθρεί ότι ο ροη αρικμόσ που 

αλλάηει ςτθν οκόνθ του λογιςμικοφ φτάνει μζχρι τον αρικμό 10. Ζτςι και οι τρείσ μακθτζσ 

επθρεαςμζνοι, τόςο από τθν παρατιρθςθ του Νικόλα, όςο και από τισ ςχολικζσ γνϊςεισ 

τουσ, από τισ εξιςϊςεισ πρϊτου βακμοφ που διδάχτθκαν ςτθν Α’ Γυμναςίου, καταλιγουν 

ςτο ότι ο μακθματικόσ τφποσ του μοτίβου κα είναι ο 2x = 10. 

Κωδικ

οποίθ

ςθ 

Απόςπαςμα από απομαγνθτοφϊνθςθ 

Ομάδασ 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   F/ΓΑ 

F/ΓΑ 

 

Β: Από 3 που είναι τα ςχιματα ςτθν αρχι γίνονται 6 και μετά 

9, μετά μειϊνεται ζνα και γίνεται 8, και μετά μειϊνεται και 

μζνουν τα 3 και μετά το ίδιο, επαναλαμβάνεται 

Λ: Εγϊ παρατθρϊ ότι από το 9 πάει ςτα 10, από τα 10 πάει 

ςτο 4 και μετά ςτο 3 

Κ: Εςφ Νικόλα; 

Ν: Εγϊ παρατιρθςα τϊρα ότι από το 1 πάει ςτο 2, μετά ςτο 4, μετά πιγε ςτο 6, ςτο 

8 μετά ςτο 9 και μετά ςτο 10 

Κ: Τι μζνει ίδιο και τι αλλάηει ςτο μοτίβο;  

Λ: δφο τετραγωνάκια ενωμζνα είναι 

Λ,Β: πάντα μζνει το πρϊτο ίδιο ενϊ όλα τα άλλα αφαιροφνται και… 

Κ: Ωραία, λζει ςτθν επόμενθ ερϊτθςθ, πόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 5; 
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   F/ΑΑ 

 

C 

 

F 

F 

F 

F 

 

 

C 

 

C 

 

C 

 

 

 

 

    S/Σ1 

S/Σ3 

Λ,Ν: 10 

Κ: Γιατί 10; 

Ν: Γιατί είναι 2 τετραγωνάκια και πολλαπλαςιάηονται με τον αρικμό αυτό μαηί 

Κ: Ωραία γράψτε το, ςτο νοφμερο 10; 

Λ: 20, αφοφ πολλαπλαςιάηονται τα τετραγωνάκια 

Ν: ςτο από κάτω 50 

Β: 50 

Λ: μετά 200 

Κ: Στθν επόμενθ ερϊτθςθ λζει να περιγράψετε το μοτίβο με δικά ςασ λόγια. Αν εγϊ 

δεν βλζπω τι δείχνει θ οκόνθ, μπορεί ζνασ-ζνασ να μου περιγράψει τι βλζπει; 

Λ: δφο ενωμζνα κουτάκια που εναλλάξ αλλάηουν τθν ςειρά του ςχιματοσ και 

κάποιεσ φορζσ μπορεί να εξαφανιςτοφν και να ξανά επανζλκουν ςτθν εικόνα 

Ν: ζχω καταλάβει ότι τα 2 πρϊτα τετραγωνάκια μζνουν ςτακερά ενϊ τα υπόλοιπα 

αφαιροφνται, εξαφανίηονται, αλλά μετά ζρχονται πάλι ςτθν οκόνθ 

Β: ότι είναι δφο τετραγωνάκια ψθλά και από κάτω υπάρχουν κάποια ακόμα και θ 

εικόνα είναι κάτι ςαν ςκαλίτςα και αυτι θ ςκαλίτςα μία αφαιρείται, μία 

πολλαπλαςιάηεται μία διαιρείται ι προςτίκενται κάποια άλλα 

Κ: Στθν προτελευταία ερϊτθςθ λζει περιγράψτε τι κάνει το μοτίβο με μακθματικό 

τφπο 

Β: 2 επί χ 

Ν: Εγϊ ςαν εξίςωςθ νομίηω… 2 επί χ ίςον 10, γιατί πάει μζχρι τον αρικμό 10 

 

Αντίκετα οι μακθτζσ τθσ 1θσ ομάδασ αντιλαμβάνονται αμζςωσ τθν διαδικαςία παραγωγισ 

του μοτίβου και με περιςςότερεσ χειρονομίεσ τθν περιγράφουν. Ριο ςυγκεκριμζνα θ 

Αλεξάνδρα αρχικά δείχνει ςτθν οκόνθ τα δφο τετράγωνα που επαναλαμβάνονται πλάγια 

και μετά ςτισ ερωτιςεισ που ηθτάνε τον αρικμό των τετραγϊνων ςτα επίπεδα 5, 10, 25, 100 

και οι τρεισ μακθτζσ ο ζνασ μετά τον άλλον απαντάνε επιτυχϊσ τα αποτελζςματα. Ο 

Κωνςταντίνοσ ςτθν επόμενθ ερϊτθςθ περιγράφει αρκετά περιεκτικά τθν διαδικαςία 

αναπαραγωγισ του μοτίβου ςε φυςικι γλϊςςα χρθςιμοποιϊντασ τθν λζξθ “αυξομειϊνεται” 

τθν οποία υιοκετοφν και τα άλλα δφο κορίτςια. Τζλοσ ςτθν ερϊτθςθ περί μακθματικοφ 

τφπου θ Αλεξάνδρα δίνει τα ςυγκεκριμζνα αρικμθτικά παραδείγματα 5 επί 2, 10 επί 2, 25 

επί 2, 50 επί 2 και θ Λωάννα δίνει τον ακριβι μακθματικό τφπο 2x, ςυμπλθρϊνοντασ και 

γενικεφοντασ τθν αρικμθτικι παρατιρθςθ τθσ Αλεξάνδρασ.  
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Κωδικ

οποίθ

ςθ 

Απόςπαςμα απομαγνθτοφϊνθςθσ 

Ομάδασ 1 

 

F/ΓΑ 

 

 

 

F 

 

F/ΓΑ 

F/ΑΑ 

 

F 

F 

F 

 

 

 

C 

 

 

 

C 

 

 

C 

 

 

C 

 

C 

 

S/Σ1 

Κ: Ρόςα κουτάκια λεσ; 

Α: Ανά δφο δθλαδι ασ ποφμε, τα ηευγάρια /εδϊ κάνει μια κίνθςθ ςαν να πατάει με 

τον δείκτθ ζνα κουμπί 2 φορζσ 

Κ: οπότε ςτθν ερϊτθςθ πόςα τετράγωνα κα ζχει το νοφμερο 5; 

Α: 5  

Λ: τετράγωνα 10 

Κ: 10 λεσ, γιατί λεσ 10; 

Λ: γιατί είναι ηευγάρια 

Α: κα είναι 2 – 4 – 6 

Κ: ςτθν επόμενθ; 

Λ: πόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 10..20 ! 

Κων: και το επόμενο 50 

Λ: 200 (ςτο 100) 

Κ: άρα τϊρα ζνασ-ζνασ πωσ κα περιγράφατε με δικά ςασ λόγια τι κάνει το μοτίβο 

Κων: κάτι κουτάκια τα οποία αυξομειϊνονται 

Λ: ζνα μοτίβο με κουτάκια διαγϊνια που αυξάνονται και μειϊνονται 

Α: Ηευγάρια κουτιϊν τα οποία αυξάνονται προσ τθν δεξιά πλευρά και αφαιροφνται 

βζβαια /χρθςιμοποιεί  τα χζρια τθσ για να δείξει τθν κίνθςθ 

Κ: Από κάτω θ ερϊτθςθ μασ ηθτάει να το περιγράψουμε με ζνα μινυμα όποτε εςφ 

μασ είπεσ Κωνςταντίνε ότι αυξομειϊνονται.  

Κων: Αυξομειϊνεται πλάγια 

Α: Τι είναι αυτό το αυξομειϊνονται; 

Κων: Αυξάνονται και μειϊνονται ! 

Λ: Ζνα μοτίβο με κουτάκια που αυξομειϊνεται 

Κων: Αυξομειϊνεται ε; (ειρωνικά) 

Κ: εςφ Αλεξάνδρα; 

Α: Λοιπόν, ζνα μοτίβο που μεγαλϊνει και μικραίνει 

Κ: Ρεριγράψτε τι κάνει το μοτίβο με μακθματικό τφπο 

Α: Α! 5 επί 2, 10 επί 2, 25 επί 2, 100 επί 2 

Κ: Άρα μιπωσ μπορείσ να φανταςτείσ πωσ κα είναι αυτόσ ο τφποσ ο μακθματικόσ; 

Λ: x επί 2 
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Και ςτισ δφο ομάδεσ λοιπόν αρχικά οι μακθτζσ όταν παρατθροφν το μοτίβο δεν μποροφν να 

κάνουν καμία απόπειρα γενίκευςθσ κακϊσ επικεντρϊνονται ςτθν ςυνεχι κίνθςθ του και 

απλά περιγράφουν τα τετράγωνα που εμφανίηονται ςτθν οκόνθ. Οι μθχανιςμοί 

αντικειμενικοποίθςθσ ξεκινοφν μετά από παρζμβαςθ του ερευνθτι με τθν ερϊτθςθ: Κ: Τι 

μζνει ίδιο και τι αλλάηει ςτο μοτίβο; 

Με αυτι τθν παρζμβαςθ ο ερευνθτισ κατευκφνει τθν προςοχι των μακθτϊν προσ το 

ειςαγωγικό πρόβλθμα, δθλαδι ςτθν γενίκευςθ του μοτίβου. Αυτι είναι μια 

αντικειμενικοποιθμζνθ διαδικαςία που βαςίηεται ςτθν εικονικότθτα, δθλαδι ςτον τρόπο να 

παρατθροφμε τα όμοια ςτοιχεία ςε μια διαδικαςία. Ζτςι λοιπόν, όπωσ βλζπουμε ςτουσ 

διαλόγουσ, μετά τθν ερϊτθςθ του ερευνθτι οι μακθτζσ αρχίςουν να κάνουν γενικεφςεισ. 

Αρχικά ςε επίπεδο πραγματολογικό (Factual - F) προςπακϊντασ να απαντιςουν ςε 

ερωτιματα όπωσ πόςα τετράγωνα κα ζχει ςε ςυγκεκριμζνουσ αρικμοφσ και μετά ςε 

επίπεδο πλαιςίου (Contextual - C), όπου χωρίσ να αναφζρονται ςε κάτι που βλζπουν ςτθν 

οκόνθ περιγράφουν με λζξεισ τθν διαδικαςία με τθν οποία αναπτφςςεται το μοτίβο. 

Οι μακθτζσ δεν μετράνε ακριβϊσ τα τετράγωνα, αλλά μιλάνε μεταφορικά για το γενικό δια 

μζςου του ειδικοφ και χρθςιμοποιοφν δεικτικζσ και γενικευμζνεσ λειτουργίεσ τθσ γλϊςςασ. 

Με τον όρο δεικτικζσ εννοοφμε τουσ γλωςςικοφσ όρουσ (το πρϊτο, αυτό) που αναφζρονται 

ςτα μζλθ των μοτίβων. Επιτυγχάνουν να αντικειμενικοποιιςουν τθν αρικμθτικι ςχζςθ 

μεταξφ των αρικμϊν των τετραγϊνων ςτα οριηόντια και κάκετα μζλθ ςε ςυγκεκριμζνα 

επίπεδα του μοτίβου. Επίςθσ το ςχετίηουν με μία μθ ςυγκεκριμζνθ μορφι, λζγοντασ με 

γενικοφσ όρουσ ότι ζχει ςχζςθ τθν ακολουκία 2 - 4 - 6. 

Με τον όρο γενικευμζνθ λειτουργία κα εννοοφμε τουσ γλωςςικοφσ μθχανιςμοφσ που 

εκφράηουν μία ενζργεια τθσ οποίασ θ ιδιαιτερότθτα είναι ότι γίνεται κατά επανάλθψθ ςτθ 

ςκζψθ. Για παράδειγμα ο μακθτισ με τθ λζξθ “πάντα” εξαςφαλίηει τθν γενικευμζνθ 

λειτουργία μζςα από τον επαναλθπτικό τθσ χαρακτιρα. Επίςθσ θ λζξθ “Αυξομειϊνεται” που 

καταςκεφαςε ο Κωνςταντίνοσ, ςτθν προςπάκειά του να κάνει μια ςυνοπτικι περιγραφι, 

είναι μια γενικευμζνθ λειτουργία και υποδθλϊνει τθν ςυνεχόμενθ αφξθςθ και μείωςθ του 

μοτίβου και εμπεριζχει τθν ζννοια τθσ κίνθςθσ. Μζςα από τουσ διαλόγουσ παρατθροφμε ότι 

ενϊ πρϊτοσ ο Κωνςταντίνοσ τθν χρθςιμοποιεί ςτισ περιγραφζσ του ςτθν ςυνζχεια και τα 

κορίτςια υιοκετοφν τθν ίδια λζξθ και ςυνεχίηουν να το κάνουν μζχρι τθ λιξθ των 

ςυνεντεφξεων. Αυτό το ςυμβάν αποτελεί ολοκλιρωςθ τθσ δικισ τουσ ομιλίασ με τα λόγια 

του Κωνςταντίνου και τουσ επιτρζπει να μιλιςουν και να ςκεφτοφν μζςα από τθν λζξθ του. 

Δεν είναι ακριβϊσ αντιγραφι, αλλά αφομοίωςθ τθσ λζξθσ με όρουσ τθσ δικισ τουσ 
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πραγματικισ ανάγκθσ και ςυγκεκριμζνθσ εκφραςτικισ πρόκεςθσ. Για παράδειγμα θ λζξθ 

“αυξομειϊνεται” τθσ Λωάννασ τθν ζκανε μία υβριδικι καταςκευι ςυμπλθρϊνοντασ τθν λζξθ 

του Κωνςταντίνου και προςδίδοντάσ τθσ νζο νόθμα. Ζτςι οι μακθτζσ μιλοφν για τθν 

αυξομείωςθ του μοτίβου. Είναι ςθμαντικό να παρατθριςουμε εδϊ ότι το ενδιαφζρον μασ 

δεν βρίςκεται ςτο να βροφμε τι είναι ςωςτό και τι λάκοσ. Ρροςπακοφμε να καταλάβουμε 

τθν αςυνάρτθτθ καταςκευι νοθμάτων και κινιςεων που οδθγοφν ςε κάποιεσ κατανοιςεισ. 

Ακόμθ όλοι οι μακθτζσ ζχουν καταφζρει με ςχετικι ευκολία να φτάςουν ςτο επίπεδο τθσ 

γενίκευςθσ πλαιςίου και το μόνο που μζνει είναι να μετατρζψουν τισ λεκτικζσ τουσ 

περιγραφζσ ςε ςφμβολα ι αλλιϊσ ςε αλγεβρικά ςθμεία. Ζχοντασ ςε αυτι τθν θλικία μεγάλθ 

ευχζρεια με τθν ζννοια των αναλόγων ποςϊν δεν αργοφν να αποφανκοφν ότι ο αλγεβρικόσ 

τφποσ κα είναι ο 2x. 

Α: Α! 5 επί 2, 10 επί 2, 25 επί 2, 100 επί 2 

Κ: Άρα μιπωσ μπορείσ να φανταςτείσ πωσ κα είναι αυτόσ ο τφποσ ο μακθματικόσ; 

Λ: x επί 2 

Ωςτόςο ςτθν ομάδα 2 οι μακθτζσ μετά από ςυηιτθςθ κατζλθξαν ότι ο τφποσ κα είναι 2x = 

10 κάτι που εξθγεί λεπτομερϊσ ο Νικόλασ λζγοντασ: 

Ν: Εγϊ ςαν εξίςωςθ νομίηω… 2 επί χ ίςον 10, γιατί πάει μζχρι τον αρικμό 10 

Οι μακθτζσ ςε αυτιν τθν θλικία δεν ζχουν μάκει τισ αλγεβρικζσ παραςτάςεισ και ζχουν 

εμπειρίεσ μόνο από αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ. Για αυτό λογικό επακόλουκο είναι ο Βαςίλθσ να 

ςυνδζςει τθν διαδικαςία 2x με εξίςωςθ. Μάλιςτα επειδι ζχουν ςυνθκίςει να βρίςκουν ζνα 

αποτζλεςμα ςτα Μακθματικά, ςπεφδουν να ςυνδζςουν το ότι ο αρικμόσ των εικόνων 

φτάνει μζχρι το 10, με το δεφτερο μζλοσ τθσ εξίςωςθσ. 

Τζλοσ όςον αφορά τισ ςτρατθγικζσ ενϊ ςτθν ομάδα 1 ο τφποσ προζκυψε από δοκιμζσ 

αρικμϊν και υπάγεται ζτςι ςτθν ςτρατθγικι 1 (Σ1), ο τφποσ του Νικόλα από τθν ομάδα 2 

είναι αποτζλεςμα τθσ τρίτθσ ςτρατθγικισ (Σ3) κακϊσ ο τφποσ ζχει ςχζςθ με τθν μορφι του 

μοτίβου και το x δεν αντιμετωπίηεται ςαν τόποσ εκχϊρθςθσ αρικμϊν. Αυτό φαίνεται και 

από τθν γενίκευςι πλαιςίου του, όπου το 2 αναφζρεται ςτα 2 τετραγωνάκια και το x ςτον 

αρικμό του λογιςμικοφ που αλλάηει και εμφανίηει ανάλογο πλικοσ τετραγϊνων. Στον 

αρικμό του λογιςμικοφ αναφζρεται με τθν δεικτικι αντωνυμία αυτό. 

Ν: Γιατί είναι 2 τετραγωνάκια και πολλαπλαςιάηονται με τον αρικμό αυτό μαηί 

Ν: Εγϊ ςαν εξίςωςθ νομίηω… 2 επί χ ίςον 10, γιατί πάει μζχρι τον αρικμό 10 
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4.Ι.2.Επειςόδιο 2: Γενίκευςθ γραμμικοφ μοτίβου 2x+1 

4.Ι.2.1.Πρώτθ ομάδα 

Οι μακθτζσ τθσ ομάδασ 1 ανοίγουν το μοτίβο 2x+1 και προςπακοφν από τθν αρχι να βρουν 

τον γενικό μακθματικό τφπο αλλά όχι με ιδιαίτερθ επιτυχία. Ενϊ θ δραςτθριότθτα ζχει 

διαβακμιςμζνεσ ερωτιςεισ οι οποίεσ κα τουσ βοθκοφςαν να περάςουν από όλα τα επίπεδα 

γενίκευςθσ με απϊτερο ςκοπό τθν εφρεςθ ςυμβολικοφ τφπου, ςπεφδουν να τον 

ανακαλφψουν αμζςωσ παρακάμπτοντάσ τα, με αποτζλεςμα να υποπζςουν ςε αφελισ 

επαγωγζσ. 

Κωδικ

οποίθ

ςθ 

Απόςπαςμα απομαγνθτοφϊνθςθσ 

Ομάδασ 1 

Σ1/AE 

Σ1/AE 

F 

 

ΓΑ/F 

 

 

Σ1/AE 

 

 

AE 

Σ3/AE 

 

Λ: x επί 1, όχι x+1 επί 3, επί 2… όχι με μπζρδεψεσ !  

Κων: x επί 3 

Λ: όχι, γιατί αρχίηει με 3 και μετά βάηει 2… νομίηω / δείχνει ςτθν 

οκόνθ για να του το εξθγιςει 

Κων: Είναι 3 και μετά ςχθματίηονται πάλι 3/ δείχνει 

όποιεσ τριάδεσ τον βολεφουν για να ιςχυριςτεί το 

επιχείρθμα του για το χ επί 3 

Α: x επί 2 

Κ: κεσ να βάλεισ δικό ςου αρικμό μζςα ςτο κουτάκι; 

Λ: βάλε 2  

Λ: είδεσ;  Είναι x όχι… ζνα λεπτό… εμμμμ,  x επί 3 ςυν 1; Πχι… x+1 επί 3; Πχι  

Α: x επί 2 ςυν 1  

Λ: μπερδεφτθκα το x ποιο είναι; *γζλια+ 

 

Οι μακθτζσ δεν καταφζρνουν να βρουν τον μακθματικό τφπο και ζτςι αρχίηουν και 

δοκιμάηουν αρικμοφσ ςτο πρόγραμμα αλλάηοντάσ τουσ από το πλθκτρολόγιο. Θ Αλεξάνδρα 

ζχει αρχίςει να γενικεφει ςε πραγματολογικό επίπεδο δείχνοντασ πάνω ςτθν οκόνθ αυτά 

που παρατθρεί, ενϊ θ Λωάννα δοκιμάηοντασ αρικμοφσ κάνει εικαςίεσ και αναγνωρίηει τθν 

ακολουκία των αρικμϊν που βρίςκεται πίςω από το μοτίβο. Ο Κωνςταντίνοσ ςυνεχίηει να 

κάνει αφελισ επαγωγζσ προςπακϊντασ να μαντζψει τον τφπο. 
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F 

 

 

 

Σ3/AE 

 

 

F 

 

 

 

 

C 

 

 

 

Σ1/AE 

 

Σ1/AE 

 Σ2/AE 

Κ: για να δοφμε πωσ το ςκζφτθκεσ εςφ Αλεξάνδρα;  Ασ ξεκινιςουμε από ςζνα 

Α: ωραία ςκζφτθκα ότι 2 τα πρϊτα (ανοίγει 2 δάχτυλα και τα δείχνει ςτθν οκόνθ), 

το ζνα το πάνω και το άλλο το κάτω (κάνει μια κίνθςθ ςτον αζρα με τον δείκτθ ςαν 

να δείχνει κάτι πάνω και κάτι κάτω), ςυν το ζνα γιατί το ζνα το κάτω το δεφτερο 

(το δείχνει ςτθν οκόνθ) αποτελεί και μζροσ του επόμενου ςκζφτθκα 

Κων: Μιπωσ είναι x+1 επί 2 ; x+1 ςτθν παρζνκεςθ επί 2  

Λ: βάλε 1 

Κ: τι ςκεφτικατε και το γράψατε 

Λ: το 1 είναι το 3 και μετά προςκζτει 2… Τρομερό ! 

Κ: όταν είναι 1 λεσ πόςα είναι τα κουτάκια; 

Λ: 3 ! 

Κ: Άμα πατιςουμε 2 πόςο κα είναι; 

Λ: 5 

Κων: Άμα πατιςουμε 2 κα είναι ςυν 2… οπότε ουςιαςτικά αυτι είναι θ βάςθ και 

αυτά είναι τα υπόλοιπα; / δείχνει τθν βάςθ και μετά κάνει για τα υπόλοιπα μια 

κίνθςθ που υποδθλϊνει επανάλθψθ 

Κ: λοιπόν, να τα πάρουμε με τθ ςειρά; 

Λ: x επί 2… όχι… ναι x επί 2… όχι 

Κων: ναι και το 1; 

Λ: ωραία ! 1 ςυν x επί 2 !  

Κων: x+1 

 
Ο Κωνςταντίνοσ προχωράει ςε ζνα αρχικό επίπεδο γενίκευςθσ προςπακϊντασ να 

περιγράψει τθν διαδικαςία μζςα από χειρονομίεσ και με βάςθ αυτό που βλζπει ςτθν οκόνθ  

αλλά όχι ςε τόςο προχωρθμζνο ϊςτε να είναι ικανόσ να βρει τον μακθματικό τφπο. Αυτόσ 

και θ Λωάννα με ςτρατθγικζσ δοκιμισ και λάκουσ προςπακοφν να μαντζψουν τον τφπο 

κάνοντασ αφελισ επαγωγζσ, πράγμα που αποκαλφπτεται όταν τθσ ηθτάω να αιτιολογιςει 

τα ευριματα τθσ και παραδζχεται ότι δεν ζχει ιδζα πωσ κατζλθξε ςε αυτά. 

        F 

 

 

 

       AE 

Α: 2 ςυν 1 γιατί το 1 αποτελεί και αυτοφ νου, αυτό ικελα να πω/ τθσ το δείχνει 

ςτθν οκόνθ για να τθσ το εξθγιςει καλφτερα 

Λ: με μπζρδεψεσ, καλφτερα το είχα καταλάβει εγϊ 

Κ: κεσ να εξθγιςεισ εςφ Λωάννα ςτθν Αλεξάνδρα τι ζχεισ καταλάβει εςφ; 

Λ: Αν είχα καταλάβει και εγϊ τι είχα καταλάβει *γζλια+ εεεεε όχι κάτςε κα το 

βροφμε 
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Ο ερευνθτισ αφοφ βλζπει ότι οι μακθτζσ ζχουν κολλιςει τουσ προκαλεί να προςζξουν τθν 

ακολουκία αρικμϊν που κρφβεται πίςω από το μοτίβο. Λωάννα και Αλεξάνδρα δοκιμάηουν 

αρικμοφσ ςτο λογιςμικό και όταν ο Κωνςταντίνοσ αναφωνεί ότι είναι οι αρικμοί 3, 5, 7, 9, θ 

Αλεξάνδρα αντιλαμβάνεται τθν βαςικι χαρακτθριςτικι ιδιότθτα που ςυνδζει τον ζναν όρο 

τθσ ακολουκίασ με τον άλλον, τονίηοντασ ότι προςκζτει πάντα 2. Θ Λωάννα κάνει 

δοκιμαςτικοφσ υπολογιςμοφσ ςτο πρόχειρό τθσ και ςτθριηόμενθ ςτισ επιτυχείσ δοκιμζσ 

υποςτθρίηει ότι ο τφποσ κα πρζπει να είναι ο 2x+1. Το ίδιο κάνει και θ Αλεξάνδρα θ οποία 

όμωσ βγάηει ζναν περίεργο τφπο τθσ μορφισ x = 2 + 3 = 5. 

 

 

F 

C 

 

 

Σ2 

 

 

Σ1 

Κ: για να δοφμε λίγο, ποιοι αρικμοί πιςτεφετε ότι 

φτιάχνονται;  

Κων: 3, 5, 7, 9 

Α: Ααααα προςκζτει πάντα 2 νομίηω 

Λ: ζνα λεπτό 

Α: Να ρωτιςω κάτι. Γίνεται να ςκεφτοφμε το χ , το χ είναι το 

3, ςυν 2 και βγαίνει το 5; 

Κ: τι ζχεισ γράψει εδϊ; Χ = 1+2 λεσ 

Α: ναι αλλά δεν ξζρω αν είναι ςωςτό 

Λ: Μου βγαίνει  το χ επί 2 ςτθν παρζνκεςθ ςυν 1 !  

  

Στθ ςυνζχεια ο ερευνθτισ ηθτάει από τουσ μακθτζσ να περιγράψουν το μοτίβο που βλζπουν 

ςε φυςικι γλϊςςα και ςε ζνα μινυμα. Θ Αλεξάνδρα προςζχει ότι θ μία ςειρά ζχει ζνα 

παραπάνω τετράγωνο από τθν άλλθ, κάτι που φαίνεται κακαρά και ςτισ ςθμειϊςεισ τθσ 

όταν γράφει διαδοχικά, 1+2, 2+3, 3+4. Θ Λωάννα τότε βαφτίηει το μοτίβο με τθ λζξθ ηικ ηακ 

και μετά ο Κωνςταντίνοσ ςτθν προςπάκειά του να το περιγράψει ηωγραφίηει ενωμζνα 

τρίγωνα και χρθςιμοποιεί τθν λζξθ ηικ ηακ τθσ Λωάννασ κάνοντασ ταυτόχρονα κινιςεισ με το 

χζρι του που υποδθλϊνουν μία ανάλογθ κίνθςθ. Ομοίωσ και θ Αλεξάνδρα. 

 

C 

 

ΓΑ/F 

 

F/ΓΑ 

F/ΓΑ 

Κ: Βλζπεισ τθν πρϊτθ ςειρά, υπάρχει καμία ςχζςθ με τθν από κάτω; 

Α: Πτι είναι ζνα παραπάνω ουςιαςτικά ςτθν κάτω  

Λ: ότι είναι ηικ ηακ; 

Κων, Α: Ηικ ηακ 

Λ: αν τα ενϊςουμε ηικ ηακ βγαίνει 

Κων: τρίγωνο 

Α: τρίγωνο; 
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C 

Κ:Ωραία προςπακιςτε να το περιγράψετε με φυςικι 

γλϊςςα 

Α: Εμμ λοιπόν βλζπουμε δφο ςειρζσ από κίτρινα 

τετράγωνα, όπου αρχίηει, πάει ασ ποφμε ηικ ηακ, δθλαδι το 

ζνα μετά πάει πάνω μετά πάει κάτω, πάνω και μετά πάει 

πάλι κάτω 

 

Βλζπουμε λοιπόν πωσ όλοι ςιγά ςιγά ζχουν κατακτιςει ζνα επίπεδο πλαιςίου ςτθν 

γενίκευςι τουσ και μποροφν πλζον με απλά και δικά τουσ λόγια να περιγράψουν τθν 

διαδικαςία. Στθ ςυνζχεια προχωράμε ςτο να βροφμε τον αλγεβρικό τφπο και θ Αλεξάνδρα 

με τον Κωνςταντίνο κάνουν κάποιεσ λάκοσ επαγωγζσ και ζτςι ο τφποσ τουσ δεν είναι 

ςωςτόσ. Ωςτόςο αυτζσ οι επαγωγζσ είναι πιο κοντά ςτον ςτόχο από πριν κακϊσ είναι 

βαςιςμζνεσ ςτθν δομι του μοτίβου. Από τθν άλλθ θ Λωάννα βρίςκει ζναν ςωςτό τφπο και 

για να διερευνθκεί ο τρόποσ που τον βρικε ηθτείται να τον αιτιολογιςει. Ζνα πολφ 

ενδιαφζρον ςθμείο εδϊ είναι ο τρόποσ με τον οποίο αιτιολογεί γιατί χρθςιμοποιεί το 

ςφμβολο τθσ παρζνκεςθσ. Γνωρίηει ότι θ παρζνκεςθ προςδίδει προτεραιότθτα και ζτςι 

χωρίσ να ζχει διδαχτεί τθν προτεραιότθτα των πράξεων, για να εξαςφαλίςει ότι ο 

πολλαπλαςιαςμόσ κα γίνει πρϊτοσ τθν χρθςιμοποιεί. 

 

 

Σ1/AE 

 

 

 

 

 

 

 

Σ1/S 

 

Κ: ωραία όπωσ είπατε και πριν κα προςτίκενται κάκε φορά 2, και ακόμα πιο πριν 

που λζγαμε ποιοσ κα είναι ο τφποσ λζγατε ότι κα είναι χ ίςον.. 

Α: βρικα κάτι… κα μποροφςαμε να ποφμε χ = 1 επί χ, 

όπου ο χ είναι ζνασ από αυτοφσ τουσ αρικμοφσ +2. 

Δθλαδι για να βροφμε το χ που είναι το 2 κα ποφμε 1 επί 

3 ςυν 2. Ασ ποφμε αν πάρω το 2 κα ποφμε 1 επί 3 ςυν 

δφο που βγαίνει 5. 

Κ: Για πεσ εςφ Λωάννα 

Λ: χ επί 2 ςτθν παρζνκεςθ ςυν 1 

Κ: Άρα για αιτιολόγθςζ το  

Λ: Γιατί ςε εξιςϊςεισ πρϊτα γίνεται πρόςκεςθ παρά μόνον όταν είναι μζςα ςε 

παρζνκεςθ. Γίνεται πρϊτα θ παρζνκεςθ. Οπότε κα γίνει πρϊτα το χ επί 2, δθλαδι 

άμα είναι το χ, 6 κα είναι 12 +1, 13 
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Ενδιαφζρουςα είναι και θ άποψθ του Κωνςταντίνου ο οποίοσ όταν εξθγεί γιατί 

χρθςιμοποιεί κάκε ςφμβολο φαίνεται πόςο ζχει ςτθρίξει τισ επιλογζσ του πάνω ςτθν δομι 

και ςτο ςχιμα του μοτίβου. 

 

 Σ3/ΑΕ 

Κ: να ςε ρωτιςω γιατί ζλεγεσ χ+1 επί 2 ςτθν αρχι; Ρωσ το ςκζφτθκεσ; 

Κων: Εμμμ δθλαδι ςκζφτθκα άμα είναι 2 ςυν 1, αυτά τα δφο τα βαςικά και είναι 

και ζνα τρίτο επί 2 μετά, δθλαδι άμα είναι 2 κα είναι 2 + 1 τρία επί 2 , 6 άλλα δεν 

βγαίνει. Δεν βγαίνει το επόμενο 

Κ: δθλαδι το επί 2 είναι επειδι προςτίκενται κάκε φορά 2; 

Κων: Ναι 

Κ: περίμενε και το χ+1 γιατί; 

Κων: γιατί άμα είναι το βαςικό τα πρϊτα 2 ςυν ζνα το τρίτο. 

Από τθν εξιγθςθ του Κωνςταντίνου καταλαβαίνουμε ότι κεωρεί ωσ x όςα είναι ςτθν πάνω 

γραμμι αφοφ ςυμφωνοφν και με τον ροη αρικμό, προςκζτει ζνα επειδι θ από κάτω γραμμι 

ζχει όντωσ ζνα παραπάνω και τα πολλαπλαςιάηει επί 2 επειδι είναι 2 οι γραμμζσ. Αλλά ενϊ 

θ ςκζψθ του είναι ςωςτι κάνει λάκοσ τισ πράξεισ με τα ςφμβολα και ζτςι βγαίνει λάκοσ και 

ο τφποσ. Με λίγα λόγια ζχει κατακτιςει τθν γενίκευςθ πλαιςίου και ενϊ είναι ικανόσ πλζον 

να προχωριςει ςτο επόμενο επίπεδο τθσ ςυμβολικισ γενίκευςθσ, εμποδίηεται από τθν 

απειρία του ςτον χειριςμό των αλγεβρικϊν ςυμβόλων. Μια άλλθ ςκζψθ του ιταν ότι 

πολλαπλαςιάηουμε επί 2 επειδι προςτίκεται πάντα 2 και ςυν 1 επειδι το πρϊτο κουτάκι 

είναι θ βάςθ πάνω ςτθν οποία προςτίκενται τα επόμενα ηευγάρια από κουτάκια. Μετά από 

τθν ςυηιτθςθ και αφοφ δοκιμάςαμε το νοφμερο 0 ςτο λογιςμικό και ζμεινε μόνο το πρϊτο 

τετράγωνο ςτθν οκόνθ, αλλάηει τθν άποψι του και κεωρεί ωσ ςτακερό το πρϊτο 

τετράγωνο και όχι τα 2 τετράγωνα που προςτίκενται. Στθ ςυνζχεια ςυμφωνεί και θ Λωάννα 

ελζγχοντασ το 0 ςτον τφπο τθσ. Γενικά μζχρι ςτιγμισ για να αποδείξει ότι ιςχφει θ γενίκευςι 

τθσ ελζγχει απλά αν τα ςυγκεκριμζνα παραδείγματα επαλθκεφουν τον τφπο. 

 Κ: άμα βάλω εδϊ μθδζν; 

Κων: Γιαυτό! Μιπωσ αυτό… οπότε χ+1 που είναι το βαςικό επί 2 επειδι 

πολλαπλαςιάηεται. Αυτό που είπε θ Λωάννα βαςικά είναι, χ+1 επί 2 

Λ: Ναι 0 + 1 ίςον 1 

Κ: Άρα βγαίνει και ςτο μθδζν 

Κων: Άρα αν ςασ ρωτοφςα τι είναι ςτακερό ςτο μοτίβο ςασ και τι αλλάηει; 

Λ: Το 1 

Κ: Το 1 λεσ κα είναι το ςτακερό 

Κων: Θ βάςθ 
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Αφοφ οι μακθτζσ κατζλθξαν ςτον μακθματικό τφπο τθσ Λωάννασ θ ςυνζντευξθ ςυνεχίηεται 

με τθν προβολι πάλθ του 2x+1 αλλά με διαφορετικι αναπαράςταςθ αυτι τθ φορά. Αμζςωσ 

αναγνωρίηουν τθν διαδικαςία και αντιλαμβάνονται ότι αντί για ηυγοφσ ζχουμε μονοφσ. 

Ωςτόςο δυςκολεφονται να βρουν τον τφπο ι μάλλον κεωροφν ότι είναι απλά ο χ+2 μόνο και 

μόνο επειδι προςκζτει 2 και αυτό επειδι κεωροφν ότι το προςκζτει πάντα ςτον άγνωςτο 

αρικμό χ. Ακολοφκωσ τα κορίτςια βρίςκοντασ αντιπαράδειγμα τθν τιμι 4 αμφιςβθτοφν τον 

τφπο χ+2. Θ Λωάννα τότε ξεκινάει να κάνει δοκιμζσ με αρικμοφσ. Ο τρόποσ αναπαράςταςθσ 

ζχει αλλάξει και αυτό ζχει αποδιοργανϊςει τα παιδιά τα οποία ςφμφωνα με τα 

προθγοφμενα είχαν καταςτρϊςει ςτρατθγικζσ τισ οποίεσ τϊρα δεν μποροφν να 

χρθςιμοποιιςουν, όπωσ για παράδειγμα να δοκιμάςουν το 0 για να αναγνωρίςουν τθν 

βάςθ. Ο Κωνςταντίνοσ αναγνωρίηει πωσ θ ακολουκία του μοτίβου είναι θ ίδια με του 

προθγοφμενου μοτίβου και ζτςι δίνει τον ίδιο τφπο με πριν, αλλά δείχνοντασ τϊρα τισ δφο 

ςτιλεσ του μοτίβου κατακόρυφα όταν λζει ότι πολλαπλαςιάηουμε με 2. Από τθν άλλθ θ 

Λωάννα βρίςκει ζναν καινοφριο τφπο ο οποίοσ ζχει ξεκάκαρα ςφμφωνθ δομι με το ςχιμα 

και κα μποροφςε το x να αντιπροςωπεφει τθν μία ςτιλθ και το x+1 τθν άλλθ. Ωςτόςο θ 

επιχειρθματολογία τθσ περιορίηεται ακόμα ςε ςυγκεκριμζνα παραδείγματα πράγμα που 

τθν κατατάςςει ςτθν ςτρατθγικι Σ1. 

 

F 

 

F 

 

Σ2/AE 

 Σ3/AE 

 

Σ1/S 

 

   Σ1/C 

ΑΕ 

Κ: Για να δοφμε το επόμενο μοτίβο 

Λ, Α: πάντα 2 προςκζτει. Ράντα! 

Κ: Αλλά τι αρικμοφσ ζχει εδϊ; 

Α: 3… 1, 3, 5 

Κ: άρα αν ςασ ηθτοφςα τφπο για να βρείτε ποιοι είναι οι αρικμοί; 

Κων: χ+2 

Κων: Το βαςικό είναι το 1 και μετά 2, 4, 6, 8, 10. Αλλά 

δεν μπορϊ να το εκφράςω… χ+1 επί 2; Ι χ+2 επί 1; 

Λ: Το βρικα χ+(χ+1)  

Κ: άρα τι βγάηεισ λοιπόν; 

Λ: ότι το χ αν είναι το 2, 2 + (2+1) = 2+3 = 5 

Κων: ςτθν αρχι  είναι χ+1 επί 2. Βγαίνει αλλά το δεφτερο δεν βγαίνει 

Τζλοσ δείχνεται ςτουσ μακθτζσ και μία τρίτθ αναπαράςταςθ του μοτίβου 2x+1, θ οποία 

είναι παρόμοια με τθν πρϊτθ αλλά ζχει μια ςθμαντικι διαφορά που κα παίξει μεγάλο ρόλο 

ςτθν ςυμβολικι γενίκευςθ τθσ Αλεξάνδρασ. Χρθςιμοποιεί 2 διαφορετικά χρϊματα με τα 

οποία τονίηεται θ δομι του μοτίβου και ζτςι θ Αλεξάνδρα επθρεαςμζνθ από τον τφπο τθσ 
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Λωάννασ x+(x+1) κάνει μια άμεςθ αντιςτοίχιςθ ςτα ςφμβολα και ςτα χρωματιςμζνα 

τετράγωνα λζγοντασ χαρακτθριςτικά ότι το ζνα x είναι τα κόκκινα τετράγωνα ενϊ το (x+1) 

τα κίτρινα. Θ Λωάννα από τθν άλλθ, επειδι το μοτίβο λειτουργεί με βάςθ τθν ςτρατθγικι 

που είχαν ανακαλφψει οι μακθτζσ δοκιμάηοντασ τον αρικμό 0 για να βρουν το ςτακερό 

ςτοιχείο και τθν επαναλαμβανόμενθ μονάδα, επανζρχεται ςτον αρχικό τθσ τφπο 2x+1, 

οποίοσ επαλθκεφει τισ δοκιμζσ τθσ. 

 

 

 

Σ1/S 

 

 

 

Σ1 

 

 

Σ1/S 

 

 

 

 

Σ3/C 

 

 

 

Σ3/C 

 

F 

 

 

  

Κ: Να δοφμε τϊρα το επόμενο μοτίβο; Να πάμε ςτο 

μοτίβο 10 

Λ: Για πάτα λίγο ςτοπ. Βάλε το 0. Δεν είναι το ίδιο με 

αυτό; Το ίδιο είναι. Χ επί 2 + 1 

Α: Υπάρχει κάποιοσ λόγοσ που είναι άλλο χρϊμα; 

Κ: Δεν ξζρω εςζνα ςε βοθκάει ι ςε μπερδεφει; 

Α: Δεν ξζρω μιπωσ είναι κάποιοσ άλλοσ τφποσ 

Λ: Εμζνα το ίδιο μου φαίνεται. Το χ επί 2 ςυν 1 

Κ: Το χ + (χ+1); Κα ςε βοθκοφςε λεσ; 

Α: Αααα 

Λ: χ+(χ+1), για χ=2 , 2+ 2+1 = 2+3=5… Εεεε ΝΑΛ ! Βγαίνει. 

Βάλε λίγο το 2. Βγαίνει! 

Κων: Είναι όπωσ το πρϊτο. Αυτό που πολλαπλαςιάηεται επί 2. Απλϊσ είναι 

ανάποδα 

Λ: Βγαίνει και με τουσ δφο τρόπουσ. 

Α: μιπωσ το ζνα χ είναι το πάνω και το άλλο χ είναι το κάτω; 

Κ: ποιο χ λεσ να είναι το πάνω και ποιο το κάτω; Είναι διαφορετικά χ; 

Α: Αυτό που είπε θ Λωάννα το χ+(χ+1) 

Κ: δθλαδι αυτό το χ+1 ποιο από τα δφο να είναι; Το κίτρινο ι το κόκκινο; 

Α: Το κίτρινο 

Κ: Και το πρϊτο χ να είναι το κόκκινο; 

Α: Ναι. Βάλε το 2 αν μπορείσ. Λοιπόν το πρϊτο χ είναι το 

κόκκινο. 2 + και κα κάνω 2 τα κίτρινα ςυν 1 

Λ: Α ναι 2 +1 και βγαίνει το 5… 

Α: Λοιπόν θ Λωάννα ζχει πει ότι ο τφποσ είναι χ+(χ+1). Λζγαμε ότι το χ το πρϊτο 

είναι τα κόκκινα, 2 δθλαδι. 2+ το χ το πάνω …. 
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Θ Αλεξάνδρα όταν λζει το χ δείχνει το πρϊτο χ ςτο χαρτί του Κωνςταντίνου και μετά δείχνει 

ςτθν οκόνθ τι είναι ακριβϊσ το χ αυτό, δθλαδι τα κόκκινα. Πταν λζει 2 δείχνει 2 δάχτυλα. 

Το ίδιο για τα κίτρινα. Ωςτόςο για να το εξθγιςει ςτθν Λωάννα χρθςιμοποιεί ζνα 

ςυγκεκριμζνο παράδειγμα για να αντιςτοιχίςει τουσ αρικμοφσ ςτα αντίςτοιχα τετράγωνα. 

Ππωσ βλζπουμε τα διαφορετικά χρϊματα παίηουν κακοριςτικό ρόλο ςτθν αναγνϊριςθ τθσ 

μορφισ του μοτίβου και ςτθ ςφνδεςθ του με τθ δομι του μακθματικοφ του τφπου 

4.Ι.2.2.Δεφτερθ ομάδα 

Στθ δεφτερθ ομάδα, οι μακθτζσ είχαν περίπου τισ ίδιεσ αντιδράςεισ γφρω από το μοτίβο 

2x+1,  για αυτό κα αναφζρουμε κάποιεσ ατάκεσ που αξίηουν να ςχολιαςτοφν περεταίρω. 

Ριο ςυγκεκριμζνα, ενδιαφζρον ζχει ότι ο Βαςίλθσ ζκανε τισ ίδιεσ αφελισ επαγωγζσ με τον 

Κωνςταντίνο, όταν πρωτοείδε το μοτίβο. Για τθν ακρίβεια παρατιρθςε και αυτόσ ζνα είδοσ 

αφαιρετικοφ τριγϊνου το οποίο ηωγράφιςε ςτο χαρτί του. Στθ ςυνζχεια τθσ ςυηιτθςθσ 

ακοφγοντασ και τισ απόψεισ των άλλων κατζλθξε ότι ςτο μοτίβο προςτίκενται κάκε φορά 

δφο τετράγωνα. Στθ ςυνζχεια ο ερευνθτισ αναφερόμενοσ ςε ςυγκεκριμζνα παραδείγματα 

του μοτίβου ςε ςυγκεκριμζνα επίπεδα επικεντρϊνεται ςτθν άποψθ τθσ Λουΐηασ, θ οποία 

δείχνει να ζχει καταλάβει τθν διαδικαςία ανάπτυξθσ του μοτίβου. 

Κωδικ

οποίθ

ςθ 

Απόςπαςμα απομαγνθτοφϊνθςθσ 

Ομάδασ 2 

ΓΑ 

 

 

C 

 

 

 

C 

 

C 

 

Β: αυτό, αυτό… και γίνεται πάλι το ίδιο, 

τρίγωνο τρίγωνο… δθλαδι αυτό πρϊτο, 

μετά πάλι ζτςι, ζτςι 

Β: Δφο κουτάκια κάκε φορά… είναι το ίδιο 

που είχα πει και πριν εδϊ, κάπωσ ζτςι 

Κ: κατάλαβα, Λουΐηα τι λεσ; Τϊρα βλζπουμε το 2, άμα βάλουμε το 3 τι κα γίνει 

πιςτεφεισ; 

Λ: κα προςτεκοφν άλλα δφο 

Κ: άμα βάλουμε το 4; 

Λ: κα ζρκουν ακόμα άλλα δφο και μασ ξεγελάει γιατί νομίηεται ότι είναι τρία μαηί 

γιατί μετά αυτό που είναι και για τα δφο ςχιματα νομίηεται ότι είναι ζνα, ενϊ αν 

βγάλουμε αυτό το κουτάκι κα μείνουνε 2, 2, 2, 2, ενϊ είναι αυτά εδϊ ςτθ μζςθ και 

τα κάνουνε να είναι 3 μαηί 
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Θ Λουΐηα λοιπόν, όπωσ φαίνεται από τον διάλογο, ζχει αποκρυπτογραφιςει το μοτίβο και 

είναι ςε κζςθ να εξθγιςει ςτουσ άλλουσ δφο ότι πάντα προςκζτει δφο τετράγωνα. Μάλιςτα 

για να τουσ πείςει εξθγεί ότι το πρϊτο κουτάκι είναι ανεξάρτθτο από τα άλλα δφο 

κρφβοντασ το με το δάχτυλό τθσ, ζτςι ϊςτε να φανεί ότι τα δφο τετράγωνα που 

προςτίκενται δεν επθρεάηονται από αυτό που λείπει από το οπτικό τουσ πεδίο. Ωςτόςο, 

ενϊ ζχει φτάςει ςτο δεφτερο επίπεδο γενίκευςθσ, ζχοντασ τθν ικανότθτα να γενικεφςει 

χωρίσ να αναφζρεται ςε ςυγκεκριμζνα παραδείγματα, αδυνατεί να προχωριςει ςτο 

επόμενο ςτάδιο που είναι το ςυμβολικό. Ο Βαςίλθσ από τθν άλλθ επθρεαςμζνοσ από τθν 

αρχικι του αφελι επαγωγι, κεωρεί ότι ο τφποσ κα είναι 3x = 2, όπου το 3x αναφζρεται ςτισ 

τριάδεσ τετραγϊνων που είχε κυκλϊςει ςτο ςχζδιό του και το 2 ςτα 2 τετράγωνα που 

προςτίκενται κάκε φορά. Ο Νικόλασ κάνοντασ μια πιο ξεκάκαρθ γενίκευςθ πλαιςίου 

ζρχεται πιο κοντά ςτον μακθματικό τφπο λζγοντασ ότι αφοφ προςτίκενται ςυνζχεια 2 

τετράγωνα ο τφποσ κα είναι (2 + 1)x, όπου το 2 αναφζρεται ςτα 2 τετράγωνα, το 1 ςτο 

ςτακερό αρχικό τετράγωνο και το x ςτθν επαναλαμβανόμενθ διαδικαςία.  

 

 

 

Σ3/AE 

 

 

 

C 

 

Σ3/AE 

 

          F 

Κ: Άρα αν προςπακοφςαμε πάλι να βροφμε ζναν μακθματικό τφπο πωσ πιςτεφετε 

ότι κα ιταν αυτόσ; 

Λ: Δεν ξζρω 

Β: 3 επί χ ίςον 2…όχι... Εμ … ςκζφτθκα ότι το 3 είναι αυτό εδϊ το μοτίβο και το χ 

είναι τα υπόλοιπα που δεν ξζρουμε και προςπακϊ να βρω πόςα είναι τα 

υπόλοιπα κουτάκια… Δεν κα τα κάνω επί 3 επειδι δεν γίνεται επί 3 ! κα πρζπει να 

βάλω τα άλλα δφο 

Ν: Α το κατάλαβα αυτό! Αρχικά είναι ζνα κουτάκι και μετά προςτίκενται άλλα δφο, 

για αυτό μασ μπερδεφει, δθλαδι ςυνζχεια προςτίκενται ςυνζχεια δφο 

Ν: Εγϊ ζχω καταλάβει κάτι άλλο… ότι μπορεί να γίνει ο μακθματικόσ τφποσ 2 ςυν 1 

επί χ ίςον 10 

Κ: Λουΐηα ςτο 1 λεσ κα είναι 2 επί 1 + 1, ςτο 2; 

Λ: 2 φορζσ το 2, 4 +1, 5, άρα προςκζτει κάκε φορά 1 

 

Σε γενικζσ γραμμζσ αυτι θ ομάδα καταφζρνει να φτάςει μζχρι το επίπεδο γενίκευςθσ 

πλαιςίου, δθλαδι το δεφτερο, ενϊ το τρίτο επίπεδο προςεγγίςτθκε μόνο με αφελισ 

επαγωγζσ, πράγμα που δεν μπορεί να λθφκεί ωσ επιτυχζσ. Αυτό όμωσ δεν ςυνζβθ ςτθν 

επόμενθ αναπαράςταςθ του 2x+1, όπου Νικόλασ αφοφ καταφζρνει μια πολφ επιτυχι 

γενίκευςθ πλαιςίου, με ευκολία τθν μεταφράηει μετά ςε ςυμβολικι ζκφραςθ. Ριο 
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αναλυτικά από τον διάλογο με τον ερευνθτι φαίνεται ότι ζχει καταλάβει πλιρωσ πωσ 

αναπτφςςεται το μοτίβο και μπορεί να το εκφράςει λεπτομερϊσ ςε φυςικι γλϊςςα. 

Ωςτόςο το ίδιο πράγμα που λζει περιγραφικά δεν μπορεί να το εκφράςει ςυμβολικά. Στο 2χ 

για το 2,4,6.. δεν βρίςκει καμία δυςκολία. Στο 2χ + 1 για το 1,3,5.. δεν μπορεί να κάνει το 

άλμα να προςκζςει ςτο 2χ το 1 παρόλο που λεκτικά λζει ακριβϊσ το ίδιο πράγμα. «Αν 

αφαιρζςουμε αυτό το κουτάκι κα ζμεναν τα 2,4,6». Στθ ςυνζχεια όμωσ με αυξθμζνου 

ελζγχου ερωτιςεισ ο ερευνθτισ τον βοθκάει να κατακτιςει τθν ςυμβολικι γενίκευςθ, τθν 

οποία βζβαια πάλι ο Νικόλασ προςπακεί να εκφράςει με τον ιδιαίτερο τρόπο τθσ εξίςωςθσ 

που δίνει ζνα αποτζλεςμα. 

         F 

 

F 

 

 

 

 

Σ2/F 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σ1/S 

Ν: 2,4,6… 

Κ: και για να ολοκλθρωκεί θ εικόνα; 

Ν: προςκζτει ζνα κουτάκι 

Κ: αυτό είναι ςτακερό το κουτάκι; 

Ν,Β: Ναι 

Ν: είναι 2χ απλά το ζνα κουτάκι μζνει ςτακερό 

Κ: άρα δεν κα είναι 2χ ςυν κάτι; Συν πόςο; 

Ν: 2χ ςυν 2…ςυν 2 ςυν 2… απλά το πρϊτο κουτάκι μζνει ςτακερό ενϊ προςκζτει 

άλλα 2, αυτό μασ μπερδεφει… για πάτα play… Να βλζπετε; Εδϊ πζρα είναι ςυν 2 

ςυν 2 ςυν 2 ςυν 2, απλά αυτό το κουτάκι μασ το δείχνει ςαν να προςκζτει και 

αυτό, ςαν να το βάηει από πάνω για να μασ μπερδζψει περίπου… αυτά αν τα 

αφαιρζςουμε είναι ςαν να προςκζτει και αυτό ςε όλα… τα οποία αν τα 

αφαιροφςαμε κα ζμεναν τα 2,4,6,8 

Κ: άρα πόςα του προςκζτει; 

Ν: 1 

Κ: άρα ςτο 2χ; 

Ν: 2χ ςυν 1 ίςον … δεν ξζρουμε 

 

Τζλοσ ςτθν τρίτθ και τελευταία αναπαράςταςθ του 2x+1, ενϊ θ Λουΐηα μζχρι ςτιγμισ ιταν θ 

πιο αδφνατθ, καταφζρνει να επιτφχει μια ςπουδαία γενίκευςθ πλαιςίου, κάτι που 

αδυνατοφςε μζχρι πριν. Ριο ςυγκεκριμζνα, είναι ςε κζςθ πλζον να υπολογίηει πόςα 

τετράγωνα κα ζχει το μοτίβο και ςε επίπεδα πολφ μεγάλα όπου κα ιταν χρονοβόρο να 

υπολογίςεισ μετρϊντασ ζνα ζνα τα τετράγωνα, όπωσ είναι το επίπεδο 100. 
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Σ1/F 

 

C 

 

C 

 

C 

 

C 

 

Κ: πόςο κα ζχει ςτο νοφμερο 5; 

Λ: Εγϊ βρικα τι είναι, ασ ποφμε αν λζμε 5 επί 2 ςυν 1 ίςον 11/κοιτάηει τθν οκόνθ 

Κ:Στο νοφμερο 10 τι ζκανεσ; /Εδϊ χωρίσ να κοιτάηει τον υπολογιςτι θ Λουΐηα 

Λ: 5 επί 2 ςυν 1 

Κ: Άρα ςτο 10; 

Λ: 10 επί 2 ςυν 1 

Κ: Ε και ςτο 100 ρε παιδιά; 

Λ: 100 επί 2 ςυν 1. 201!!! 201 !!! 

Κ: Άρα μπορείτε να βρείτε κάποιον μακθματικό τφπο ; 

Λ: Ναι, ςτο ςυγκεκριμζνο; 100 επί 2 ςυν 1 ίςον 201 

 

4.Ι.2.3. Πραγματολογικι γενίκευςθ (Factual) 

Ασ δοφμε κάποια χαρακτθριςτικά παραδείγματα διαλόγων που προδίδουν τισ 

πραγματολογικζσ γενικεφςεισ των μακθτϊν αναλφοντασ ςυγκεκριμζνα “ςθμεία”. Στθν 

προςπάκειά τουσ να περιγράψουν τθν διαδικαςία με τθν οποία βλζπουν να αναπτφςςεται 

το μοτίβο οι μακθτζσ λζνε εκφράςεισ όπωσ: 

Λ, Α: πάντα 2 προςκζτει. Ράντα! 

Β: Δφο κουτάκια κάκε φορά 

Αυτά μασ δείχνουν ότι ζχουν αντιλθφκεί ζναν ακροιςτικό κανόνα που ςυνδζει τον κάκε όρο 

με τον επόμενό του, ο οποίοσ με ςυμβολικι περιγραφι μπορεί να παραςτακεί ωσ αν+1 = αν + 

2. Τζτοιεσ παρατθριςεισ πραγματολογικισ γενίκευςθσ μποροφμε να ιςχυριςτοφμε ότι 

επθρζαςαν τον ςυμβολικό τφπο του Κωνςταντίνου x+2, ο οποίοσ παραπζμπει ςτον αν+1 = αν 

+ 2 . Άλλοι προτίμθςαν να βρουν ζναν πιο εφκολο τρόπο χρθςιμοποιϊντασ αρικμοφσ: 

Α: Κοίτα ! Είναι 1+2, 2+3, 3+4 … 

Ππωσ βλζπουμε δεν ζκατςαν να μετριςουν τον αρικμό των τετραγϊνων φιγοφρα παρά 

φιγοφρα για να βρουν τον ςυνολικό αρικμό ςτθ φιγοφρα 100 για παράδειγμα, παρά 

προτίμθςαν μια διαδικαςία γενίκευςθσ θ οποία παραπζμπει ςτθν πραγματολογικι 

γενίκευςθ. Μία τζτοια γενίκευςθ εφαρμόηεται ςε αντικείμενα ςτο ίδιο απτό επίπεδο. Σε 

αυτό το παράδειγμα το επίπεδο αυτό είναι το αρικμθτικό. Θ πραγματολογικι  γενίκευςθ 

εδϊ είναι μία γενίκευςθ ενεργειϊν ςτθν μορφι ενόσ λειτουργικοφ ςχιματοσ. Αυτό το 

λειτουργικό ςχιμα παραμζνει οριοκετθμζνο ςτο απτό επίπεδο. Επιπροςκζτωσ αυτό το 
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ςχιμα κζτει τουσ μακθτζσ ικανοφσ να αντιμετωπίςουν αποτελεςματικά εικονικά κάκε 

ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ επιτυχϊσ. Οι ςθμειωτικοί τρόποι αντικειμενικοποίθςθσ που 

χρθςιμοποιοφνται από τουσ μακθτζσ ςε αυτό τον τφπο γενίκευςθσ είναι οι εξισ: 

4.Ι.2.3.1. Η φράςθ ”Ο επόμενοσ όροσ”  

Αρχικά γίνεται προςπάκεια από τθν Αλεξάνδρα θ οποία φτιάχνει ζνα αφθρθμζνο ςχιμα  

λζγοντασ “θ επόμενθ φιγοφρα κα ζχει δφο παραπάνω τετράγωνα”. Για να βεβαιωκεί ότι οι 

ςυμμακθτζσ τθσ κατανόθςαν αυτό που είπε το εικονογράφθςε με τθν βοικεια 

χειροπιαςτϊν ενεργειϊν. 

Α: ωραία ςκζφτθκα ότι 2 τα πρϊτα (ανοίγει 2 δάχτυλα και τα δείχνει ςτθν οκόνθ), το ζνα το 

πάνω και το άλλο το κάτω (κάνει μια κίνθςθ ςτον αζρα με τον δείκτθ ςαν να δείχνει κάτι 

πάνω και κάτι κάτω), ςυν το ζνα γιατί το ζνα το κάτω το δεφτερο (το δείχνει ςτθν οκόνθ) 

αποτελεί και μζροσ του επόμενου ςκζφτθκα 

Για να δϊςει ζμφαςθ μάλιςτα ςτισ ενζργειεσ τισ δεν υπολόγιηε το αποτζλεςμα και 

πρόςφερε μία ζκφραςθ ςε κακθμερινι γλϊςςα του γενικευμζνου ςχιματοσ. 

Α: Εμμ λοιπόν βλζπουμε δφο ςειρζσ από κίτρινα τετράγωνα , όπου αρχίηει, πάει ασ ποφμε 

ηικηακ, δθλαδι το ζνα μετά πάει πάνω μετά πάει κάτω, πάνω και μετά πάει πάλι κάτω.  

Χρθςιμοποιεί τα χζρια τθσ για να δείξει το πάνω κάτω. Ο χωροταξικόσ προςδιοριςτικόσ 

κζςθσ όροσ “επόμενοσ” είναι ζνασ κεντρικόσ ςθμειωτικόσ τρόποσ αντικειμενικοποίθςθσ 

ςτθν πραγματολογικι γενίκευςθ τθσ μακιτριασ. Οι μακθτζσ κάνουν μια χωροταξικι 

περιγραφι τθσ μθ ςυγκεκριμζνθσ φιγοφρασ με αποτζλεςμα να μθν υπάρχουν άμεςεσ 

λειτουργίεσ με τον άγνωςτο αρικμό. Σε ζναν αλγεβρικό τφπο όμωσ δεν υπάρχουν όροι ςαν 

το “πάνω” και “κάτω”. Για τουσ μακθτζσ το τι κα βάλουν ςτον υπολογιςτι είναι 

ςυγκεκριμζνοι αρικμοί, παρόλα αυτά ο υπολογιςτισ βοθκάει τουσ μακθτζσ να κάνουν 

αντικείμενο τθν αναλυτικι διάςταςθ θ οποία προφανϊσ λείπει ςτο επόμενο επίπεδο τθσ 

γενίκευςθσ. 

4.Ι.2.3.2. Σο επίρρθμα “πάντα” 

Θ πραγματολογικι γενίκευςθ τθσ Αλεξάνδρασ δθλϊκθκε με τθν φράςθ “Ααααα προςκζτει 

πάντα 2”. Θ γενικι λεκτικι-προφορικι τυποποίθςθ ακολουκείται ζτςι από 

εικονογραφθμζνεσ χειροπιαςτζσ ενζργειεσ και ςυμπλθρϊνεται από το επίρρθμα “πάντα”. Ο 

Radford (2006b) λζει χαρακτθριςτικά ότι “επιρριματα όπωσ το πάντα υποςτθρίηουν τισ 

παραγωγικζσ λειτουργίεσ τθσ γλϊςςασ”, δθλαδι λειτουργίεσ οι οποίεσ κάνουν πικανό το να 
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περιγράψεισ διαδικαςίεσ και ενζργειεσ, οι οποίεσ μποροφν δυναμικά να διεκπεραιωκοφν με 

ζναν επαναλθπτικό και εικονικό τρόπο. 

4.Ι.2.3.3. Ρυκμόσ και Κίνθςθ 

Κων: Λοιπόν είναι 3,5,7,9,11 … 

Κων: Το βαςικό είναι το 1 και μετά 2, 4, 6, 8, 10. Αλλά δεν μπορϊ να το εκφράςω… χ+1 επί 

2; Ι χ+2 επί 1; 

Ο Κωνςταντίνοσ όταν λζει τα 2,4,6, 8, 10 κάνει ταυτόχρονα κατακόρυφθ κίνθςθ με το ςτυλό 

δείχνοντασ τισ ςτιλεσ μία μία. Ο μακθτισ τυποποίθςε τθν κοινι αφξθςθ των δφο 

τετραγϊνων μεταξφ των φιγοφρων. Ωςτόςο δεν πρόςφερε μία άμεςθ ζκφραςθ για 

οποιαδιποτε δοςμζνθ φιγοφρα. Αυτό είναι ςυνεπϊσ ζνα παράδειγμα μιασ αρικμθτικισ 

γενίκευςθσ που δεν καταφζρνει να αποκτιςει ζναν αλγεβρικό χαρακτιρα. Στα λόγια του 

Κωνςταντίνου δεν βρίςκουμε επιρριματα όπωσ το “πάντα” και χωροταξικοφσ γλωςςικοφσ 

όρουσ όπωσ το “επόμενοσ”, αλλά αυτό δεν ςθμαίνει πωσ υπολείπονται πραγματολογικισ 

γενίκευςθσ. Το αφθρθμζνο ςχιμα δεν φτάνει ςε προφορικι περιγραφι και για αυτό δεν κα 

μποροφςε να κεωρθκεί γενίκευςθ πλαιςίου. Για να αποκτιςει γενικευμζνο αποτζλεςμα, ο 

μακθτισ βαςίηεται  ςτον ρυκμό του λόγου,  ςτθν κίνθςθ κατά τθν διάρκεια των 

αρικμθτικϊν ενεργειϊν, και ςτθν φαινομενικι αντιςτοιχία μεταξφ προφορικϊν λζξεων και 

γραφόμενων ςθμείων. Ο ρυκμόσ και θ κίνθςθ εδϊ παίηει το ρόλο του επιρριματοσ “πάντα”. 

Ο ρυκμόσ και θ κίνθςθ απελευκερϊνει τουσ μακθτζσ από άλλουσ άμεςουσ ςθμειωτικοφσ 

γλωςςικοφσ τρόπουσ αντικειμενικοποίθςθσ. Ρολλζσ ζρευνεσ λζνε πωσ με το να κάνεισ 

χειρονομίεσ ενϊ μιλάσ εξυπθρετεί το να δϊςει ζμφαςθ και να ςυμπλθρϊςει τισ 

πλθροφορίεσ τισ οποίεσ τα άτομα μεταφζρουν με τθν αλλθλεπίδραςι τουσ. Ακόμθ το να 

κάνεισ χειρονομίεσ φαίνεται επίςθσ να είναι κάτι που αποκαλφπτει γνωςτικζσ 

αναπαραςτάςεισ. 

4.Ι.2.3.4. Νοιματα ςτθν πραγματολογικι γενίκευςθ 

Θ καταςκευι τθσ γνϊςθσ από τουσ μακθτζσ ςε αυτό το επίπεδο γενίκευςθσ ζχει ςτθριχτεί 

ςε ζνα είδοσ κοινωνικισ κατανόθςθσ βαςιςμζνθσ ςε ζμμεςεσ κοινζσ κατανοιςεισ, οι οποίεσ 

κα ιταν αδφνατεσ ςε μία αλλθλεπίδραςθ όπου τα άτομα δεν κα ιταν αντικριςτά. Οι 

μακθτζσ ςτθρίηονται ςτθν πραγματοποιιςιμθ δυνατότθτα του  “βλζπω” για αυτό λζνε 

“Κοίτα!” για να ςτθρίξουν τθν επιχειρθματολογία τουσ. Φυςικά κάποιοι τρόποι 

αντικειμενικοποίθςθσ μποροφν να είναι αρκετά δυνατοί να αποκαλφψουν τισ προκζςεισ 

των ατόμων και να ςυντελζςουν ςτθν επιτυχι αντιμετϊπιςθ και κατάκτθςθ κάποιων 
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ςυγκεκριμζνων ςτόχων. Ραρόλα αυτά αυτοί οι τρόποι μπορεί να είναι ανεπαρκισ ςε 

κάποιεσ πιο περίπλοκεσ καταςτάςεισ όπου απαιτείται περιςςότερθ ακρίβεια. Ραρατθροφμε 

τον κρίςιμο ρόλο των χειρονομιϊν και των αναπαραςτάςεων ςτθν ικανότθτα των παιδιϊν 

να αντικειμενικοποιοφν. Για παράδειγμα το ίδιο παιδί, θ Αλεξάνδρα, ερμινευςε το ζνα 

μοτίβο ωσ 2x+1 ενϊ το άλλο ωσ x+(x+1) με ςτιλεσ. Ραρόλο που θ διαδικαςία του μοτίβου 

ιταν θ ίδια, επειδι άλλαξε ο τρόποσ αναπαράςταςθσ, άλλαξε και θ ςυμβολικι μορφι που 

αποδόκθκε. Ακόμθ ο ρυκμόσ τθσ φωνισ δθμιουργεί τθν προςδοκία για επικείμενο γεγονόσ 

και ςυνκζτει ζναν κρίςιμο ςθμειωτικό τρόπο για αντικειμενικοποίθςθ ζτςι ϊςτε να γίνει 

φανερό το ςυναίςκθμα τθσ διαταγισ που περνάει δια μζςου ςυγκεκριμζνων φιγοφρων. 

Α: Εμμ λοιπόν βλζπουμε δφο ςειρζσ από κίτρινα τετράγωνα , όπου αρχίηει, πάει ασ ποφμε 

ηικ ηακ, δθλαδι το ζνα μετά πάει πάνω μετά πάει κάτω, πάνω και μετά πάει πάλι κάτω. Κα 

είναι 3, 5, 7, 9..  

Θ Αλεξάνδρα χρθςιμοποιεί και τα χζρια τθσ για να δείξει το πάνω κάτω με ρυκμό. Θ 

γενίκευςθ τθσ Αλεξάνδρασ πλαιςιϊκθκε με λζξεισ χειρονομίεσ και ρυκμό. Θ γενίκευςι τθσ 

οδιγθςε ςε ζνα ςχιμα μζςα από το οποίο οι μακθτζσ ιταν ικανοί να ορίςουν άμεςα τον 

αρικμό των τετραγϊνων ςε οποιαδιποτε φιγοφρα. 

4.Ι.2.4. Γενίκευςθ πλαιςίου (Contextual) 

Στθ ςυνζχεια των ςυνεντεφξεων, όπωσ φάνθκε και από τα επιλεγμζνα επειςόδια, ηθτικθκε 

από τουσ μακθτζσ να γράψουν ζνα μινυμα για να εξθγιςουν πωσ βρικαν τον αρικμό των 

τετραγϊνων. Αυτό το ερϊτθμα αποςκοποφςε ςτο να οδθγιςει τουσ μακθτζσ ςε ζνα 

ανϊτερο επίπεδο γενίκευςθσ, αυτό του πλαιςίου. Ρολλζσ φορζσ όμωσ ενϊ είναι εφκολο να 

δείξεισ κάτι γενικό μζςω αρικμϊν και χειρονομιϊν, υπάρχει πρόβλθμα ςτο να το εκφράςεισ 

με λζξεισ και αυτό γιατί το επίπεδο γενίκευςθσ είναι μεγαλφτερο. Στθν πραγματικότθτα, ζνα 

προφανζσ το κενό μεταξφ του δείχνω και λζω. Για παράδειγμα θ ζκφραςθ “προςκζτεισ τθν 

φιγοφρα και τθν επόμενθ φιγοφρα” είναι ςαν μια ενζργεια που βρίςκεται ςε εκκρεμότθτα. 

Ασ δοφμε όμωσ ςυγκεκριμζνα παραδείγματα μακθτϊν που δθλϊνουν τθν προςπάκειά τουσ 

να κατακτιςουν αυτό το νζο δυςκολότερο επίπεδο γενίκευςθσ: 

Ν: Α το κατάλαβα αυτό! Αρχικά είναι ζνα κουτάκι και μετά προςτίκενται άλλα δφο, για αυτό 

μασ μπερδεφει, δθλαδι ςυνζχεια προςτίκενται ςυνζχεια δφο 

Αυτι θ γενίκευςθ τοποκετείται ςε ζνα βακφτερο επίπεδο γενίκευςθσ, ςτο οποίο ο ρυκμόσ 

και οι φαινομενικζσ χειρονομίεσ δεν ςυμπεριλαμβάνονται. Για αυτό μπορεί να ονομαςτεί 
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και ςαν γενίκευςθ από τα ςυμφραηόμενα (Radford, 2003). Λζγεται ζτςι επειδι αναφζρεται 

ςτα ενςαρκωμζνα αντικείμενα, όπωσ με το “επόμενθ φιγοφρα”. 

Κ: πόςο κα ζχει ςτο νοφμερο 5; 

Λ: Εγϊ βρικα τι είναι, ασ ποφμε αν λζμε 5 επί 2 ςυν 1 ίςον 11 

Κ:Στο νοφμερο 10 τι ζκανεσ; Εδϊ χωρίσ να κοιτάηει τον υπολογιςτι θ Λουΐηα 

Λ: 5 επί 2 ςυν 1 

Κ: Άρα ςτο 10; 

Λ: 10 επί 2 ςυν 1 

Κ: Ε και ςτο 100 ρε παιδιά; 

Λ: 100 επί 2 ςυν 1. 201!!! 201 !!! 

Κ: Άρα μπορείτε να βρείτε κάποιον μακθματικό τφπο ; 

Λ: Ναι, ςτο ςυγκεκριμζνο; 100 επί 2 ςυν 1 ίςον 201 

Σε αυτό το ςθμείο θ μακιτρια κατάφερε να γενικεφςει τθν διαδικαςία και να βρει ςε κάκε 

αρικμό πόςα τετράγωνα κα ζχει, αλλά μακθματικό τφπο βζβαια αδυνατεί να βρει. Ωςτόςο 

υπάρχει κάτι αλγεβρικό ςε αυτζσ τισ απαντιςεισ. Οι μακθτζσ επιτυγχάνουν μία γενίκευςθ, θ 

οποία βαςίηεται ςε ζναν κανόνα ι ζναν τφπο, ο οποίοσ φαίνεται εν δράςθ, χωρίσ να 

χρθςιμοποιεί αφθρθμζνα ςφμβολα όπωσ είναι ο άγνωςτοσ x. Ο τφποσ χτίηεται ςε μια 

ςιωπθρι μεταβλθτι (ο αρικμόσ τθσ φιγοφρασ) που παρουςιάηεται μόνο ςε κάποια 

ςυγκεκριμζνα παραδείγματα (π.χ. 5, 10, 100). Αυτι θ μεταβλθτι δεν φτάνει το επίπεδο του 

ςυμβολιςμοφ. Θ μεταβλθτι παραμζνει ζμμεςθ, ι ακόμα πιο ςυγκεκριμζνα, διαιςκθτικι. 

Μζςα από τθν ζρευνα φάνθκε πωσ θ εμπλοκι των μακθτϊν με τθν μεταβλθτι δεν ιταν 

μόνο γλωςςικι. Το ςϊμα ζπαιξε επίςθσ ζναν ςθμαντικό ρόλο, και μάλιςτα από διαιςκθτικι 

μορφι θ μεταβλθτι ζχει γίνει τϊρα αντικείμενο με ζναν άμεςο τρόπο και ζχει ειςαχκεί ςτο 

βαςίλειο του λόγου των μακθτϊν. 

Λ: Λοιπόν κα κάνουμε 5x2+1, 10x2+1, 100x2+1. 

Εδϊ λοιπόν θ μακιτρια αντί να πάρει τον αρικμό και τον επόμενο αρικμό, υπολογίηει τον 

ίδιο αρικμό δφο φορζσ και προςκζτει 1. Θ Λουΐηα περιλαμβάνει υπολογιςμοφσ με μόλισ 

ζναν αδιευκρίνιςτο αρικμό βαςιςμζνθ ςτον ρυκμό και ςτθν κίνθςθ, δθλαδι ςτουσ 
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ςθμειωτικοφσ τρόπουσ αντικειμενικοποίθςθσ που είναι ενδεδειγμζνεσ ςτο πραγματολογικό 

επίπεδο γενίκευςθσ, όμωσ τϊρα με ζναν διαφορετικό τρόπο ο οποίοσ τυποποιεί ζνα νζο 

είδοσ γενίκευςθσ, αυτό του πλαιςίου. Θ νζα γενίκευςθ εμφανίηεται ςαν τθν περίλθψθ των 

χειροπιαςτϊν ενεργειϊν ςτθ μορφι ενόσ λειτουργικοφ ςχιματοσ. Το ςχιμα δεν λειτουργεί 

ςτο επίπεδο χειροπιαςτϊν αρικμϊν, όπωσ ςτθν πραγματολογικι γενίκευςθ. Αντί να γίνεται 

νφξθ ςε ςυγκεκριμζνεσ φιγοφρεσ, οι μακθτζσ τϊρα μιλάνε για “τθν φιγοφρα” και “τθν 

επόμενθ φιγοφρα” αφινοντάσ τουσ να κατακτιςουν ζνα καινοφριο επίπεδο γενίκευςθσ. Θ 

νζα γενίκευςθ εμπεριζχει μία ςφνοψθ από ενζργειεσ και μία ςφνοψθ από ςυγκεκριμζνεσ 

φιγοφρεσ. 

Χρθςιμοποιϊντασ ζναν άλλο γλωςςικό όρο, “θ επόμενθ φιγοφρα”, “θ βάςθ” οι μακθτζσ 

εςτιάηουν τθν προςοχι τουσ ςε ζνα χαρακτθριςτικό τθσ ακολουκίασ των φιγοφρων. 

Αγνοοφν το γεωμετρικό ςχιμα, χρϊμα και οφτω κακεξισ και ςτοχεφουν ςε ζνα 

χαρακτθριςτικό τθσ ακολουκίασ που μοιάηει ςχετικό.  

Από τθν άλλθ οι γενικοί και τοπικοί όροι, επιτρζπουν ςτουσ μακθτζσ να αναφζρονται ςε 

αντικείμενα με τον ίδιο τρόπο όπωσ με τουσ δεικτικοφσ όρουσ “αυτό και εκείνο”, όπωσ 

κάνουμε και ςτθν κακθμερινι γλϊςςα. Οι δεικτικοί όροι αναφζρονται ςε κάτι που είναι 

εικονικά επιτευκτό ενϊ οι γενικοί και τοπικοί όροι αναφζρονται ςε κάτι που δεν μπορεί να 

πάρει υλικι υπόςταςθ. Οι γλωςςικοί αυτοί όροι είναι ικανοί να κάνουν κάτι ορατό και 

αφινουν το άτομο να πάει παραπζρα από αυτό που μασ προςφζρεται εικονικά και 

δθμιουργεί εννοιολογικοφσ κόςμουσ. Σε γενικζσ γραμμζσ χωρίσ να χρθςιμοποιείσ γράμματα 

αλλά και χωρίσ πραγματολογικζσ γενικεφςεισ, οι μακθτζσ κατορκϊνουν ςτθν 

αντικειμενικοποίθςθ ζνα λειτουργικό ςχιμα το οποίο λειτουργεί αφαιρετικά, ςε 

αντικείμενα και κάνει ςυγκεκριμζνεσ προςωρινά πλαιςιοκετθμζνεσ μακθματικζσ 

λειτουργίεσ, κάνοντασ ζτςι πιο ςίγουρθ τθν επίτευξθ ενόσ νζου επιπζδου γενίκευςθσ. 

4.Ι.2.5. ΢υμβολικι γενίκευςθ (symbolic) 

Ρζρα από τα δφο προθγοφμενα επίπεδα γενίκευςθσ το τελευταίο και δυςκολότερο επίπεδο 

είναι αυτό τθσ ςυμβολικισ γενίκευςθσ το οποίο χαρακτθρίηεται από τθν χριςθ 

αλφαρικμθτικοφ ςυμβολιςμοφ. Ασ εξετάςουμε λοιπόν και εδϊ κάποια χαρακτθριςτικά 

παραδείγματα και ασ δοφμε πωσ λειτουργοφν τα ςθμεία ςε αυτό το επίπεδο για να 

μποροφμε να αποφανκοφμε αν είναι όντωσ ι όχι γενίκευςθ ι αφελισ επαγωγι όπωσ 

προαναφζραμε πιο πάνω ςτθν ανάλυςι μασ. 

Λ: χ επί 2 ςτθν παρζνκεςθ ςυν 1 
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Οι μακθτζσ τυποποιϊντασ μία κοινι ιδιότθτα θ οποία ςθμειϊκθκε από χζρια ςτο κενό, 

ρυκμό, ουςιαςτικά, επιρριματα και δεικτικζσ αντωνυμίεσ, ζφτιαξαν ζναν τφπο ο οποίοσ 

κατζκτθςε μία υπερβολικά ςυνοπτικι ζκφραςθ. Ο χϊροσ που κατακτιζται με κάκε ζνα από 

τα 5 ςθμεία (x, ., 2, +, 1) ιταν προοδευτικά προετοιμαςμζνοσ από τθν προθγοφμενθ 

ςυντονιςμζνθ μακθματικι εμπειρία των μακθτϊν. Ζτςι το ςυμβολικό γράμμα x είναι μία 

ςθμειωτικι ςυςτολι του αρικμοφ τθσ φιγοφρασ. Ολόκλθροσ ο τφποσ είναι θ 

κρυςταλοποίθςθ μιασ ςθμειωτικισ διαδικαςίασ προικιςμζνθ με τθν πλαιςιοκετθμζνθ τθσ 

ιςτορία. Είναι μια ιςτορία ςτθν οποία κάκε ςθμείο απζκτθςε μια ςυγκεκριμζνθ ζκφραςθ: 

2x+1. Στον τφπο τα ςθμεία παίηουν ρόλο αφιγθςθσ τθσ ιςτορίασ και ο τφποσ δεν ζχει 

αποκτιςει ακόμα τθν αυτονομία ενόσ αμερόλθπτου ςυμβολικοφ τεχνουργιματοσ. Τα 

γράμματα από τα οποία αποτελείται ο τφποσ παίηουν τον ρόλο δεικτϊν δείχνοντασ λζξεισ 

των προθγοφμενων επίπεδων γενίκευςθσ των μακθτϊν. 

Κων: Το βαςικό είναι το 1 και μετά 2, 4, 6, 8, 10. Αλλά δεν μπορϊ να το εκφράςω… χ+1 επί 

2; Ι χ+2 επί 1; 

Ραρόλθ τθν ανακρίβεια του αλγεβρικοφ ςυντακτικοφ, ο τφποσ δεν ιταν γραμμζνοσ τυχαία 

και τα ςθμεία ζχουν νόθμα. Ο τφποσ ακολοφκθςε ζνα ςυντακτικό βαςιςμζνο ςτο κριτιριο 

τοποκζτθςθσ κατά ςειρά των ςθμείων. Είναι μία πρόταςθ δομθμζνθ με τζτοιο τρόπο 

αφθγθματικό όπου τα ςθμεία γίνονται κρυπτογραφθμζνα ςαν όροι κλειδιά. Ομοίωσ και ςτα 

λεγόμενα τθσ Λωάννασ: 

Λ: χ επί 2 ςτθν παρζνκεςθ ςυν 1, γιατί ςε εξιςϊςεισ πρϊτα γίνεται πρόςκεςθ παρά μόνον 

όταν είναι μζςα ςε παρζνκεςθ. Γίνεται πρϊτα θ παρζνκεςθ. Οπότε κα γίνει πρϊτα το χ επί 

2, δθλαδι άμα είναι το χ, 6 κα είναι 12 +1, 13 

Εδϊ λοιπόν θ Λωάννα κζλοντασ να εξαςφαλίςει τθν προτεραιότθτα του πολλαπλαςιαςμοφ 

χρθςιμοποιεί το ςθμείο τθσ παρζνκεςθσ. 

Α: Αυτό που είπε θ Λωάννα το χ+(χ+1) 

Κ: δθλαδι αυτό το χ+1 ποιο από τα δφο να είναι; Το κίτρινο ι το κόκκινο; 

Α: Το κίτρινο 

Κ: Και το πρϊτο χ να είναι το κόκκινο; 
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Α: Ναι. Βάλε το 2 αν μπορείσ. Λοιπόν το πρϊτο χ είναι το 

κόκκινο. 2 + και κα κάνω 2 τα κίτρινα ςυν 1 

Λ: Α ναι 2 +1 και βγαίνει το 5…  

Α: Λοιπόν θ Λωάννα ζχει πει ότι ο τφποσ είναι χ+(χ+1). Λζγαμε ότι το χ το πρϊτο είναι τα 

κόκκινα, 2 δθλαδι. 2+ το χ το πάνω …. 

Ο υπολογιςμόσ τθσ μακιτριασ αντανακλά μία αντίλθψθ τθσ φιγοφρασ ςαν να αποτελείται 

από δφο οριηόντιεσ γραμμζσ. Το πρϊτο x του τφπου x+(x+1) ορίηει τον αρικμό των κόκκινων 

τετραγϊνων κάκε φιγοφρασ ενϊ το x+1 τα κίτρινα τετράγωνα. Ραρόλο που μία τζτοια 

αντίλθψθ τθσ φιγοφρασ μπορεί να φαίνεται φυςικι για μασ αυτό δεν ιςχφει για τουσ 

μικροφσ μακθτζσ. Αυτό φαίνεται και από το ότι θ μακιτρια το αντιλιφκθκε ςτο τζλοσ τθσ 

ςυνζντευξθσ. Οι μακθτζσ βάηουν παρενκζςεισ για να διαχωρίςουν προςεκτικά τισ ςειρζσ. 

Αυτό γίνεται επειδι, ο τφποσ είναι μία εικόνα, ζνα είδοσ γεωμετρικισ περιγραφισ τθσ 

φιγοφρασ. Με άλλα λόγια, ο τφποσ δεν είναι ζνα αφθρθμζνο ςυμβολικό υπολογιςτικό 

τεχνοφργθμα αλλά περιςςότερο μία ιςτορία θ οποία αφθγείται με υψθλά πυκνό τρόπο τισ 

μακθματικζσ εμπειρίεσ των μακθτϊν. Ο τφποσ είναι μία αφιγθςθ. 

Λ: χ+(χ+1) 

Ο τφποσ τθσ Λωάννασ δεν παράχκθκε από ευρετικι διαδικαςία δοκιμισ και λάκουσ. Ιταν 

αποτζλεςμα μιασ αλγεβρικισ γενικευμζνθσ διαδικαςίασ όπου γενικζσ λειτουργικζσ ςχζςεισ 

πρϊτα αναγνωρίηονται και μετά απλοποιοφνται. Οι μακθτζσ ειςάγονται ςε μια νζα μορφι 

αλγεβρικισ κατανόθςθσ και μετακινοφνται ςε μία βακιά περιοχι αναδυόμενθσ αλγεβρικισ 

ςκζψθσ. Μετακινοφνται από μία αναφορικι κατανόθςθ των ςθμείων ςε μια μορφολογικι. 

Είναι ξεκάκαρο ότι ο ςυμβολικόσ τφποσ δεν είναι πια απλά εικονικόσ. Θ εικονικότθτα 

υπάρχει ακόμα, αλλά ζχει υποχωριςει για να φτιαχτεί χϊροσ για περιςςότερο ςυνοπτικι 

και αφθρθμζνθ μορφι νοιματοσ. Φυςικά οι μακθτζσ ζχουν ακόμα να υποβλθκοφν ςε 

ςυμπλθρωματικι χρονοβόρα διαδικαςία αντικειμενικοποίθςθσ για να αποκτιςουν 

ευχζρεια με τουσ μοντζρνουσ τφπουσ τθσ ςυμβολικισ αλγεβρικισ ςκζψθσ αλλά μποροφμε 

να παραδεχτοφμε ότι είναι ςε κζςθ να μεταβοφν ςε αυτό το επίπεδο γενίκευςθσ ακόμα και 

αν δεν το επεξεργάηονται με ευελιξία. 
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4.Ι.2.6. Η παρζμβαςθ του ερευνθτι 

Στθν προθγοφμενθ παράγραφο τθσ ςυμβολικισ γενίκευςθσ διακρίναμε ότι υπάρχει 

διαφορά ςτθν ςτρατθγικι καταςκευισ των τφπων 2x+1 και x+(x+1) για αυτό αξίηει να το 

αναλφςουμε λίγο παραπάνω. Ενϊ λοιπόν ο πρϊτοσ παράχκθκε από ςτρατθγικι δοκιμισ και 

λάκουσ, ο δεφτεροσ ιταν αποτζλεςμα δομικισ παρατιρθςθσ του μοτίβου. Για αυτό το λόγο 

ρϊτθςα τθν Λωάννα αν ζχουν κάποια ςχζςθ αυτοί οι δφο τφποι. 

Κ: Αλλά εδϊ μου βρικεσ άλλο τφπο Λωάννα. χ+(χ+1). Είναι διαφορετικόσ από τον 2χ+1; 

Λ: Ε 2χ+1 … Ναι… Είναι λίγο διαφορετικόσ 

Θ Λωάννα δεν είναι ικανι να αναγνωρίςει τθν ομοιότθτα μεταξφ αυτισ τθσ ζκφραςθσ 2x+1 

με τθν ζκφραςθ x+(x+1) και για αυτό παραμζνουν διαφορετικζσ για αυτιν. Κεωρϊ πωσ οι 

μακθτζσ βλζπουν αυτζσ τισ δφο εκφράςεισ διαφορετικζσ επειδι αυτζσ οι εκφράςεισ 

αντικειμενικοποιοφν δφο διαφορετικά ςφνολα ενεργειϊν. Οι ςθμειωτικοί τρόποι 

αντικειμενικοποίθςθσ ςτθριηόμενεσ ςτισ αλγεβρικζσ εκφράςεισ παραμζνουν ςχετικζσ ςτον 

ακολουκιακό κανόνα των αρικμθτικϊν ενεργειϊν. Ο τφποσ του ςθμείου τον οποίο οι 

μακθτζσ χρθςιμοποιοφν για να καταςκευάςουν τον πρϊτο τουσ αλγεβρικό ςυμβολιςμό, 

ξεκάκαρα δείχνει ότι το ςθμείο x εμφανίηεται ςαν ζνασ ςυςχετιςμόσ του γενικοφ γλωςςικοφ 

όρου “θ φιγοφρα” ενςωματωμζνθ ςε ζνα προθγοφμενο επίπεδο ςυηιτθςθσ. Θ ςχζςθ 

μεταξφ των νοθμάτων των ςθμείων και των ενεργειϊν των οποίων τα ςθμεία 

ςυμβολοποιοφνται εμποδίηει τουσ μακθτζσ από το να δουν τισ αλγεβρικζσ εκφράςεισ 2x+1 

και x+(x+1) ότι φζρουν μία ομοιότθτα. Ζχουν δθλαδι διαφορετικι ζννοια και αυτό που 

προτείνει θ οντογενετικι τθσ αλγεβρικισ γλϊςςασ είναι ότι θ διαδικαςία καταςκευισ 

νοθμάτων ςυνοδεφεται και από παραγωγι ςθμείων. Θ δυςκολία ενδείκνυται ςτο ότι τα 

δεικτικά ςθμεία δεν μποροφν να προςτεκοφν και αυτό γιατί όςο αυτά δείχνονται από τα 

αντικείμενά τουσ, δεν μπορεί κάποιοσ να τα ςυλλζξει και να τα ενϊςει ςε ζναν μόνο 

καινοφριο ςυμβολιςμό. 

4.Ι.2.7. Γενίκευςθ ι αφελισ επαγωγι; 

Ππωσ είδαμε οι δφο αλγεβρικοί τφποι δεν μποροφν να εξιςωκοφν από τουσ μακθτζσ και 

αυτό πθγάηει από τισ διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ από τισ οποίεσ προιλκαν, οι οποίεσ 

αντιςτοιχοφν ςε δφο κφριεσ κατθγορίεσ. Θ πρϊτθ, θ ευρετικι μζκοδοσ βαςίηεται ςτθν 

δοκιμι και ςτο λάκοσ όπου ο μακθτισ προτείνει απλοφσ κανόνεσ όπωσ «δφο φορζσ το ζνα», 

«δφο φορζσ το δφο», ι «δφο φορζσ το τρία» και εξετάηει τθν εγκυρότθτα τουσ ςε διάφορεσ 

περιπτϊςεισ. Ο ςυμβολιςμόσ του κανόνα μπορεί να ποικίλει. Ζνασ που δόκθκε ιταν ο 
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(2x)+1. Πταν ο μακθτισ ερωτικθκε να εξθγιςει πωσ βρικε τον κανόνα είπε “Τον βρικα 

τυχαία”, “Αν είχα καταλάβει και εγϊ τι είχα καταλάβει”, “Δεν ξζρω”. Στθν δεφτερθ 

ςτρατθγικι, οι μακθτζσ ζψαξαν για ομοιότθτα ςτισ δοςμζνεσ τουσ φιγοφρεσ. Για 

παράδειγμα, “προςκζτει πάντα 2”, “Θ πάνω γραμμι πάντα ζχει ζνα παραπάνω από τθν 

κάτω”, και ο κανόνασ ιταν x + (x+1). Ραρόλο που και οι δφο διαδικαςίεσ οδθγοφν ςτθν 

χριςθ ςυμβολιςμοφ, οι ευρετικζσ είναι διαφορετικζσ. Θ δεφτερθ ςτθρίηεται ςτθν 

παρατιρθςθ ςυγκεκριμζνων κοινϊν χαρακτθριςτικϊν των δοςμζνων φιγοφρων και ςτθν 

γενίκευςθ τουσ ςτισ επόμενεσ φιγοφρεσ τθσ ακολουκίασ. Σε αντίκεςθ, θ πρϊτθ ςτθρίηεται 

ςε ζναν κανόνα που τυποποιείται μαντεφοντασ. Είναι ζνα είδοσ επαγωγισ, ζνα είδοσ που 

κα τον χαρακτιριηα αφελι για να τον διαχωρίςω από άλλουσ πιο φιλοςοφικοφσ τφπουσ 

επαγωγισ. Θ ςφγκριςθ των δφο ςτρατθγικϊν δίνει ζμφαςθ ςτθν διάκριςθ μεταξφ επαγωγισ 

και γενίκευςθσ. Τθν ίδια ςτιγμι προτείνει ζνα από τα χαρακτθριςτικά που μπορεί να 

ςυνκζτουν τθν καρδιά τθσ γενίκευςθσ μοτίβων, δθλαδι τθν ικανότθτα να παρατθρείσ κάτι 

γενικό από το ειδικό. 

Στθν προςπάκειά τουσ λοιπόν να καταςκευάςουν οι μακθτζσ ςτρατθγικζσ και να 

αποκωδικοποιιςουν και να αποδομιςουν τα μοτίβα ζδιναν προςοχι ςτα διάφορα 

χαρακτθριςτικά τουσ. Υπάρχουν όμωσ διαφορζσ ακόμα και ςτθν ίδια ςτρατθγικι. Θ Λωάννα 

για παράδειγμα δίνει ζμφαςθ ςτα δφο τετράγωνα που προςτίκενται κάκε φορά, ο τρόποσ 

που εκφράηει όμωσ  το ςτακερό και το μεταβλθτό μζροσ είναι διαφορετικόσ από του 

Κωνςταντίνου. Ενϊ ο Κωνςταντίνοσ χρθςιμοποιεί τθν λζξθ βάςθ για να εκφράςει τα 

τετράγωνα που δεν κινοφνται και με τθν λζξθ ςτακερό αποκαλεί τα τετράγωνα που 

προςτίκενται κάκε φορά, θ Λωάννα αντικζτωσ χρθςιμοποιεί τθν λζξθ βάςθ για να εκφράςει 

τα τετράγωνα που απαρτίηουν το μεταβλθτό μζροσ ενϊ τθν λζξθ ςτακερό για το ςτακερό 

μζροσ του μοτίβου. Επίςθσ είναι διαφορετικόσ και ο τρόποσ που αντιλαμβάνονται τθν 

διαδικαςία ανάπτυξθσ των μοτίβων. Δθλαδι, ενϊ ο Κωνςταντίνοσ βλζπει ότι οι φιγοφρεσ 

απαρτίηονται από δφο οριηόντιεσ γραμμζσ από κίτρινα τετράγωνα και εκφράηονται γενικά 

με ςυμβολικι μορφι “(x+1)2” , θ Λωάννα και θ Αλεξάνδρα βλζπουν τισ φιγοφρεσ ςαν μια 

αναδρομικι καταςκευι με πρόςκεςθ δφο κφκλων διαγϊνια οργανωμζνα και δυναμικά 

εκφραςμζνα μζςα από χειρονομίεσ και λζξεισ. 

Εκτόσ όμωσ από αυτι τθν ςτρατθγικι, ζχουμε και τθν αφελι επαγωγι θ οποία εμποδίηει 

τθν ορκι ςυμβολικι γενίκευςθ για αυτό αξίηει να δοφμε μερικά παραδείγματα παραπάνω: 

Λ: x επί 1, όχι x+1 επί 3, επί 2… όχι με μπζρδεψεσ! Είναι x όχι… ζνα λεπτό… εμμμμ,  x επί 3 

ςυν 1; Πχι… x+1 επί 3; Πχι  
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Κων: Μιπωσ είναι x+1 επί 2 ; x+1 ςτθν παρζνκεςθ επί 2  

Λ: x επί 2… όχι… ναι x επί 2… όχι 

Κων: ναι και το 1; 

Λ: ωραία ! 1 ςυν x επί 2 !  

Κων: x+1 

Κ: Κεσ να εξθγιςεισ Λωάννα πωσ το βρικεσ; 

Λ: Αν είχα καταλάβει και εγϊ. *Γζλια+ 

Αυτι θ διαδικαςία δεν βαςίηεται ςε αναλυτικό τρόπο ςκζψθσ ακακόριςτων ποςοτιτων  που 

είναι το κφριο χαρακτθριςτικό τθσ αλγεβρικισ ςκζψθσ. Αυτι θ διαδικαςία δεν φτάνει καν 

τθν φιλοςοφία των προ-αλγεβρικϊν αρικμθτικϊν μεκόδων αλλά είναι περιςςότερο ζνα 

είδοσ αρικμθτικισ αφελοφσ επαγωγισ. Ρολλζσ φορζσ ζχει παρατθρθκεί ότι για να 

ανταπεξζλκουν μακθτζσ ςε τζτοια προβλιματα μοτίβων, καταφεφγουν ςε μεκόδουσ 

βαςιςμζνεσ ςτο να μαντζψουν τον κανόνα. Δθλαδι “ςτον αρικμό προςκζτουμε το 2” άρα 

x+2, το οποίο δουλεφει για τον πρϊτο όρο, αλλά αν παρατθριςεισ δεν δουλεφει για τον 

δεφτερο. 

Κων: ςτθν αρχι  είναι x+1 επί 2. Βγαίνει αλλά το δεφτερο δεν βγαίνει 

Τότε το μετατρζπουν ςε 2x+2, και τότε ςε 2x+1. Ραρόλο που ο τελευταίοσ τφποσ οδθγεί ςτα 

απαιτοφμενα αποτελζςματα όταν το x αντικαταςτάκθκε από 1, 2, και 3, οι μακθτζσ 

κατζλθξαν ότι ο τφποσ που ζψαχναν ιταν όντωσ ο 2x+1. Θ ερϊτθςθ είναι: Είναι αυτό μία 

διαδικαςία αλγεβρικισ γενίκευςθσ μοτίβων; 

Αν ανατρζξουμε ςτον οριςμό μασ κα δοφμε ότι οι μακθτζσ ζκαναν 3 ςυνεχόμενεσ 

απαγωγζσ. Καμία από αυτζσ τισ 3 απαγωγζσ δεν ιταν αποτζλεςμα που προζκυψαν 

ςυνάγοντασ μια ομοιότθτα μεταξφ των πρϊτων τριϊν φιγοφρων. Τισ απαγωγζσ απλά τθσ 

μάντεψαν. Υπό ςτενότερθ επικεϊρθςθ, αυτό αποδεικνφει ότι οι απαγωγζσ δεν οδθγοφν ςε 

τφπο που προζκυψε από γενίκευςθ, αλλά ο τφποσ 

κατακτικθκε από επαγωγι, δθλαδι μία διαδικαςία 

που ςτθρίηεται ςε πικανι αιτιολογία.  

Β: αυτό, αυτό… και γίνεται πάλι το ίδιο, τρίγωνο 
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τρίγωνο… δθλαδι αυτό πρϊτο, μετά πάλι ζτςι, ζτςι 

Κων: x επί 3. Είναι 3 και μετά ςχθματίηονται πάλι 3 (δείχνει όποιεσ τριάδεσ τον βολεφουν για 

να ιςχυριςτεί το επιχείρθμα του για το x επί 3) 

Ο μακθτισ εκμεταλλεφεται το γεωμετρικό ςχιμα του μοτίβου για να διαμορφϊςει το είδοσ 

τθσ ακολουκίασ και να παρζχει μία γενίκευςθ από τα ςυμφραηόμενα, θ ενςαρκωμζνθ 

διάςταςθ θ οποία υπάρχει ςε μία πλαιςιοκετθμζνθ περιγραφι ενεργειϊν. Οι περιςςότεροι 

μακθτζσ κατζφυγαν ςε αφελι επαγωγι. Με το να κυκλϊςει o μακθτισ ςυγκεκριμζνα 

τετράγωνα, δόκθκε ζμφαςθ ςε μία ομοιότθτα. Μετζτρεψε τθν απαγωγι ςε υπόκεςθ και 

ςυνζδεςε τθν επαναλθπτικι πρόςκεςθ με τθν πολλαπλαςιαςτικι ζννοια των υπολογιςμϊν 

ςτθν οποία θ γενίκευςθ ζχει βαςιςτεί. 

Συνοψίηοντασ, οι ςτρατθγικζσ των μακθτϊν, είτε είναι αφελισ επαγωγζσ είτε αλγεβρικζσ 

γενικεφςεισ, οδθγοφν τουσ μακθτζσ ςε αλγεβρικοφσ τφπουσ ςωςτοφσ ι όχι. Ο κάκε τφποσ 

όμωσ ςφμφωνα με τον Radford (2006) βαςίηεται ςε 3 μεγάλεσ κατθγορίεσ ςτρατθγικϊν οι 

οποίεσ αποτελοφν το εργοςτάςιο μακθματικϊν τφπων και είναι οι ακόλουκοι: 

ΣΤ΢ΑΤΘΓΛΚΘ 1 : Λ: Μου βγαίνει  το χ επί 2 ςτθν παρζνκεςθ ςυν 1 ! 

 

Τα ςθμεία όπωσ βλζπουμε από τισ ςθμειϊςεισ τθσ μακιτριασ γίνονται αντιλθπτά ςαν κάτι 

που κα αντικαταςτακεί με αρικμοφσ και το ςθμείο είναι ςαν κάτι που δείχνει τον αρικμό 

τθσ φιγοφρασ. Θ μακιτρια γράφει 2x+1, γιατί; Ο λόγοσ είναι ότι το ςθμείο x ςτθν ζκφραςθ 

αυτι είναι ζνασ δείκτθσ. Δθλαδι το x δείχνει τθν προφορικι ζκφραςθ “ο αρικμόσ τθσ 

φιγοφρασ 2 φορζσ ςυν 1”. Θ ςχζςθ μεταξφ του ειδικοφ και του γενικοφ πλαιςιϊνεται από 

τθν λειτουργικι αντίλθψθ τθσ ςυμβολικισ ζκφραςθσ. Ραραδείγματα που μπορεί να 
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οδθγιςουν ςε κατάλλθλεσ γενικεφςεισ μποροφν να οδθγιςουν και ςε μθ γενικεφςεισ όμωσ. 

Για παράδειγμα ο Κωνςταντίνοσ ςυμπζρανε με δοκιμι παραδειγμάτων ότι ο τφποσ κα είναι 

x+2 ενϊ κα ζπρεπε να είναι 2x+1. Θ γενίκευςθ του Κωνςταντίνου βαςίηεται ςε αρικμοφσ 

που ταιριάηουν παρά ςε λογικισ προζλευςθσ κεϊρθςθ όπου οι αρικμοί προζρχονται. 

ΣΤ΢ΑΤΘΓΛΚΘ 2 : Κων: 3, 5, 7, 9, άρα x+2 

Εδϊ τα ςθμεία ζχουν μία διαφορετικι ςθμειωτικι λειτουργία. Ζχουν να εκφράςουν 

αρικμθτικζσ κανονικότθτεσ περιλαμβάνοντασ δφο ι περιςςότερουσ όρουσ οι οποίοι ζχουν 

ανάγκθ από ςθμειωτικι άρκρωςθ. Σε ζμμεςο επίπεδο, το ςθμείο x γίνεται αντιλθπτό ωσ 

κάτι που δείχνει τον αρικμό των τετραγϊνων ςτθν φιγοφρα θ οποία παραμζνει μθ 

κακοριςμζνθ. Για πολλοφσ μακθτζσ όλοι οι άγνωςτοι ςυμβολίηονται με το γράμμα x. 

Ωςτόςο και ςε όλα τα παραδείγματα αυτισ τθσ ςτρατθγικισ ο τφποσ δθλϊνει τθν ςχζςθ που 

ζχουν αναγνωρίςει οι μακθτζσ ςτο μοτίβο και ςυνδζει τουσ όρουσ μεταξφ τουσ. Δθλαδι ότι 

ο ζνασ όροσ από τον άλλον απζχει 2 τετράγωνα.  

ΣΤ΢ΑΤΘΓΛΚΘ 3 :  :  Α: x = 1+2 = 3 

 

 

 

Α: Λοιπόν θ Λωάννα ζχει πει ότι ο τφποσ είναι χ+(χ+1). Λζγαμε ότι το χ το πρϊτο είναι τα 

κόκκινα, 2 δθλαδι. 2+ το χ το πάνω …. 

Σε αυτι τθν ςτρατθγικι τα ςφμβολα χρθςιμοποιοφνται ςε πιο ςτενι ςχζςθ με τθν μορφι 

και τα μζρθ των φιγοφρων του μοτίβου. Θ ςχζςθ γενικό-ειδικό είναι κρίςιμθ ςτον ρόλο του 

μοντζλου, όπου το ςυγκεκριμζνο κα παίξει ζναν κεντρικό ρόλο ςτθν καταςκευι τθσ 

ςυμβολικισ αλγεβρικισ ζκφραςθσ. Θ δομι του ςυμβολιςμοφ του γενικοφ όρου του μοτίβου 

αντανακλά τθν δομι των αρικμθτικϊν ενεργειϊν των μακθτϊν. Και το ςυγκεκριμζνο ςυχνά 

λαμβάνεται ςαν μια μεταφορά για το γενικό. Το ςυντακτικό τθσ ζκφραςθσ είναι 

υπαγορευμζνο από τουσ κανόνεσ των ενεργειϊν. Αυτόσ είναι και ο λόγοσ για τον οποίο οι 

μακθτζσ λζνε ότι οι παρενκζςεισ πρζπει να γραφτοφν ςτον τφπο. 

Κων: Μιπωσ είναι x+1 επί 2; x+1 ςτθν παρζνκεςθ επί 2  

Ν: Εγϊ ςαν εξίςωςθ νομίηω… 2χ = 10, γιατί πάει μζχρι τον αρικμό 10 
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Το ςθμείο x είναι και ζνασ δείκτθσ και το ςθμείο 10 απευκφνεται ςτο αποτζλεςμα. 

Ολόκλθρθ θ ςυμβολικι ζκφραςθ μπορεί να κεωρθκεί ςαν ζνα εικονίδιο και οι ςυμβολικζσ 

εκφράςεισ αναπαράγουν τθν μορφι των φιγοφρων των μοτίβων. Μεταξφ αυτϊν που με 

ςυνζπεια γενίκευςαν οπτικά, θ καταςκευι και θ αιτιολόγθςθ μιασ άμεςθσ ζκφραςθσ 

φάνθκαν ςαν αμοιβαία ςχζςθ. Για παράδειγμα θ οπτικι αντίλθψθ τθσ Λωάννασ τθσ γενικισ 

δομισ του μοτίβου με τα τετράγωνα ωσ “διπλαςιαςμόσ τθσ γραμμισ και μείωςθ ενόσ” ιταν 

ο τρόποσ τθσ για να αιτιολογιςει τον τφπο 2x – 1. 

4.Ι.2.8. Πωσ αποδεικνφουν τισ γενικεφςεισ τουσ 

Κάποιοι μακθτζσ κα αποδείξουν τισ γενικεφςεισ τουσ οπτικά (Αλεξάνδρα, Κωνςταντίνοσ), 

ενϊ άλλοι κα το κάνουν αρικμθτικά (Λωάννα). Οι Οπτικοί γενικευτζσ, αντιλαμβάνονται 

νοιματα από εικόνεσ και διαγράμματα, ενϊ οι αρικμθτικοί γενικευτζσ αντλοφν άνεςθ με το 

να χειρίηονται αρικμοφσ με ςτρατθγικι δοκιμισ και λάκουσ και άλλεσ αρικμθτικζσ τεχνικζσ 

για μοτίβα, όπωσ ζκανε θ Λωάννα (Becker and Rivera 2005). Επίςθσ ζχει παρατθρθκεί ςε 

ζρευνεσ ότι οι οπτικοί γενικευτζσ ζχουν το πλεονζκτθμα να τείνουν να γίνονται ζμπειροι 

ςτο να χρθςιμοποιοφν και μία αρικμθτικι ςτρατθγικι (Rivera and Becker 2008).Τζλοσ μζςα 

από τισ δραςτθριότθτεσ καταςκευισ ζγιναν ξεκάκαρεσ οι ςτρατθγικζσ του κάκε μακθτι. 

Κ: Ρωσ βρικεσ τον τφπο 2x+1; 

Κων: Εγϊ ζτςι όπωσ το ζκανα είναι λίγο μπερδευτικό αλλά τζλοσ πάντων. Αυτι είναι θ βάςθ 

1+ χ επί δφο, δθλαδι αυξάνονται κάκε φορά από δφο. Δθλαδι 1 επί 2 αφοφ κα ζχει 

αυξθκεί μία φορά, 2 επί 2 , 4… εμμ… οπότε 2 πάλι… 4, ζχει αυξθκεί 2 φορζσ, οπότε 1 + χ επί 

2… 

Λ: μζτρθςα τα κουτάκια και ζκανα δοκιμι με αρικμοφσ 

Α: Εγϊ τα κουτάκια κοίταξα και με βάςθ αυτά ζβαλα αρικμοφσ 

Με λίγα λόγια ο Κωνςταντίνοσ επιτυγχάνει τθν γενίκευςθ με μακθματικό τφπο ςυνδζοντασ 

τθ μορφι του μοτίβου με τα ςφμβολα, θ Αλεξάνδρα πετυχαίνει γενίκευςθ ςυνδζοντασ το 

ςχιμα με τον τφπο αλλά κάνοντάσ ξεχωριςτά αρικμθτικά παραδείγματα για κάκε ςτάδιο 

χωρίσ να χρθςιμοποιεί το ςφμβολο x και τζλοσ θ Λωάννα βρίςκει τον ςυμβολικό τφπο 

κάνοντασ δοκιμζσ με πολλοφσ αρικμοφσ και γενικεφοντασ τα με το ςφμβολο x. 
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4.Ι.2.9. Σι κατάφεραν οι μακθτζσ και τι όχι 

Κωνςταντίνοσ: Ο Κωνςταντίνοσ κατάφερε ςε όλα τα μοτίβα να φτάςει μζχρι το επίπεδο τθσ 

γενίκευςθσ πλαιςίου με επιτυχία. Στο δυςκολότερο ςτάδιο τθσ γενίκευςθσ που είναι το 

ςυμβολικό ςτα περιςςότερα μοτίβα δεν ζβριςκε ςωςτό αποτζλεςμα γιατί χρθςιμοποιοφςε 

τα ςφμβολα με δικό του τρόπο. Αυτό ςθμαίνει είτε ότι χρθςιμοποιοφςε αφελισ επαγωγι 

είτε χρθςιμοποιοφςε τα ςφμβολα με διαφορετικό τρόπο. Για παράδειγμα ζτεινε πολφ ςυχνά 

να κάνει χριςθ του ςυμβόλου x για να αναφερκεί ςε ολόκλθρθ τθν επαναλαμβανόμενθ 

μονάδα του εκάςτοτε μοτίβου. Ριο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα είναι του μοτίβου μορφισ 

2x+1 το οποίο μετζφραηε ςε x+1. Πςον αφορά τισ ςτρατθγικζσ για καταςκευι αλγεβρικοφ 

τφπου χρθςιμοποιοφςε τθν Σ2 και τθν Σ3. 

Αλεξάνδρα: Θ Αλεξάνδρα ςε όλα τα μοτίβα λειτουργοφςε με ςυγκεκριμζνουσ αρικμοφσ και 

παραδείγματα, φτάνοντασ και αυτι μζχρι τθν γενίκευςθ πλαιςίου. Στθν προςπάκεια τθσ να 

μεταβεί ςε ςυμβολικι γενίκευςθ ανζπτυξε ζναν δικό τθσ τρόπο ζκφραςθσ ο οποίοσ κφμιηε 

πρωτόγονο τφπο ςυνάρτθςθσ, x = 2x+1. Αν το μοτίβο είχε διαφορετικά χρϊματα ζτςι ϊςτε 

να ξεχωρίηουν εμφανϊσ τα δομικά του ςτοιχεία ζφτανε ςε ςυμβολικι γενίκευςθ, αλλά και 

πάλι όχι ολοκλθρωμζνα. Αναφορικά ςτισ ςτρατθγικζσ χρθςιμοποιοφςε και τισ 3 ανάλογα. 

Τθν Σ1 αρχικά, τθν Σ2 αργότερα και τθν Σ3 ςτο τζλοσ. 

Λωάννα: Θ Λωάννα ζφταςε με επιτυχία ςε όλα τα μοτίβα ςτο ςυμβολικό ςτάδιο τθσ 

γενίκευςθσ. Μάλιςτα ςε διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ του ίδιου μοτίβου ζβριςκε 

περιςςότερουσ μακθματικοφσ τφπουσ από ζναν, τουσ οποίουσ όμωσ αδυνατοφςε να 

ςυνδζςει μεταξφ τουσ. Ππωσ για παράδειγμα με τουσ τφπουσ 2x-1, x+x-1, 1+x+x-2 όπου δεν 

μποροφςε να αντιλθφκεί τθν ιςοδυναμία. Από ςτρατθγικζσ χρθςιμοποιοφςε κυρίωσ τθν 

ςτρατθγικι Σ1 και προσ το τζλοσ τθν Σ3. 

Λουΐηα: Θ Λουΐηα ςε όλα τα μοτίβα ζφταςε μζχρι τθν πραγματολογικι γενίκευςθ και ςε 

μερικζσ περιπτϊςεισ ανάλογα με τθν μορφι τθσ αναπαράςταςθσ μποροφςε να φτάςει 

μζχρι και τθν γενίκευςθ πλαιςίου με επιτυχία. Τθν ςυμβολικι γενίκευςθ κατάφερε να 

επιτφχει μόνο ςτα μοτίβα τθσ μορφισ ax. Από ςτρατθγικζσ χρθςιμοποίθςε τθν ςτρατθγικι 

Σ3. 

Βαςίλθσ/Νικόλασ: Και τα δφο αγόρια κατάφεραν να φτάςουν μζχρι και τθν γενίκευςθ 

πλαιςίου ςε όλα τα μοτίβα. Πςον αφορά τθν ςυμβολικι με επιτυχία καταςκευάηουν 

αλγεβρικό τφπο ςε μοτίβα μορφισ ax, ωςτόςο ςε μοτίβα τθσ μορφισ ax+b μόνο μζςα από 
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τθν βοικεια του λογιςμικοφ είτε ανάλογα τθν αναπαράςταςθ του μοτίβου και τθν 

χρωματικι του υπόςταςθ. Από ςτρατθγικζσ χρθςιμοποίθςαν τθν ςτρατθγικι Σ3. 

II. Ο eXpresser επθρεάηει τισ ςτρατθγικζσ των μακθτών όταν καταςκευάηουν ι 

διορκώνουν μοτίβα ςτο λογιςμικό 

Στθν ςυνζχεια τθσ ανάλυςθσ οι μακθτζσ πλζον μακαίνουν εκ των ζςω το λογιςμικό είτε 

καταςκευάηοντασ δικά τουσ μοτίβα, είτε διορκϊνοντασ ιδθ ζτοιμα. Ρροςπακϊντασ να 

διερευνιςουμε αν επθρεάςτθκαν οι ςτρατθγικζσ των μακθτϊν, κάνουμε μία εμπειρικι  

ανάλυςθ τθσ εμπλοκισ τουσ με το λογιςμικό και τθσ αλλθλεπίδραςισ τουσ με αυτό κακϊσ 

και των μακθματικϊν αφαιρζςεων που ανακάλυψαν, μζςα από πλαίςιο του μοντζλου του 

Hershkowitz et.al. Ακόμθ θ ανάλυςθ εςτιάηει ςε δφο όψεισ τθσ δθμιουργίασ ενόσ εργαλείου 

από τουσ μακθτζσ. Τον βακμό ςτον οποίο το λογιςμικό ζχει ιδιοποιθκεί για να εκπλθρϊςει 

τισ ανάγκεσ των μακθτϊν, και τθν χριςθ του λογιςμικοφ από τουσ μακθτζσ για 

επιςτθμονικι διαμεςολάβθςθ προσ μακθματικζσ ζννοιεσ (Guin et al., 2005). Ζχουμε λοιπόν 

δφο υποκζςεισ, πρϊτθ υπόκεςθ ότι θ φφςθ του eXpresser ςαν μικρόκοςμοσ κα υποςτθρίξει 

το ότι οι μακθτζσ το χρθςιμοποιοφν για επιςτθμονικζσ διαμεςολαβιςεισ και θ δεφτερθ 

υπόκεςθ είναι ότι με το να αςχολείςαι με αορίςτου χρόνου δραςτθριότθτεσ μζςα από ζνα 

επιςτθμονικό πλαίςιο επιτρζπεισ ςτον eXpresser να ενεργεί ςαν ζνα διαμεςολαβθτικό 

εργαλείο προσ άλλα αντικείμενα και όχι μόνο προσ το να λφςεισ ςυγκεκριμζνεσ αςκιςεισ. 

Ραρουςιάηονται επιλεγμζνα αποτελζςματα από τα τρία ςτάδια ανάλυςθσ δεδομζνων και 

μια περιγραφι από μια ςτρατθγικι τεχνουργιματοσ που δθμιοφργθςαν τα παιδιά για να 

ελζγχουν-αναλφουν-αποδομοφν-καταςκευάηουν μοτίβα. Θ περιγραφι τθσ ςτρατθγικισ 

είναι κεντρικι ςτο επιχείρθμά μασ ότι τα παιδιά καταςκεφαςαν μία αφαίρεςθ μζςα από τθ 

χριςθ του eXpresser. Τα αποτελζςματα τθσ ανάλυςθσ δεδομζνων είναι ςθμαντικά ζτςι 

ϊςτε  να κατανοιςουμε γιατί και πωσ θ ςτρατθγικι αυτι τεχνουργιματοσ δθμιουργείται. 

Το πρϊτο επίπεδο ανάλυςθσ αναφζρεται ςε περίλθψθ και εγκακιδρφει ότι πολλά 

μακθματικά αναδεικνφονται από αυτι τθν διαδικαςία και εμπλοκι με το πρόγραμμα. 

4.ΙΙ.1. Σο πρώτο επίπεδο ανάλυςθσ παρουςιάηει κάποιεσ κατθγορίεσ οι οποίεσ εικονίηονται 

ςτον πίνακα. Κατθγορίεσ με ςυνεπι εμφανι μακθματικό περιεχόμενο, δθλαδι 

υπολογιςμοί, ςυμμετρία, μακθματικοί όροι κτλ. 
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Κατθγορία Περιγραφι ενζργειασ Παράδειγμα 

1.Τπολογιςμοί 

 

Ρροςκζςεισ, αφαιρζςεισ, 
πολλαπλαςιαςμοι, 
διαιρζςεισ, 
υπολογιςμοί(προφορικά ι 
με χειρονομίεσ) 

Συνολικά κα ζχει ςτο 
επίπεδο… 54, γιατί αν 
προςκζςουμε και 2 μασ 
κάνει 56 και 10, 66 

2.΢υμμετρία Διαςφάλίηουν τθν 
ςυμμετρία: αναφζρονται ςε 
“μεςαίο”, “ίδιο”, “αντίκετο” 

Τϊρα κζλουμε να βάηει ζνα 
από κάτω και ζνα από πάνω 
για να είναι το ίδιο 

3.Ορκότθτα Ψάχνουν παρατθριςιμα 
χαρακτθριςτικά 

κεϊκό… οι ςκεπζσ είναι 
ςωςτζσ, άρα τϊρα κα πρζπει 
να φτιάξουμε αυτά 
 

4.΢φνδεςθ με 
κακθμερινότθτα 

Συνδζουν τα ςχιματα των 
μοτίβων με κακθμερινζσ 
ζννοιεσ 

Είναι ςαν μια πολυκατοικία 
με παράκυρα 
Μου κυμίηει λίγο φαρμακείο 

5.Προβλθματιςμοί Ρροβλθματίηονται φωναχτά 
με τον εαυτό τουσ 

Ωχ εδϊ το ροη είναι 
παραπάνω, γιατί; 
 

6.Προθγοφμενεσ 

ςτρατθγικζσ 

Αναφζρονται ςε 
προθγοφμενεσ ςτρατθγικζσ, 
ςχεδιαςμοφσ 

Ναι άλλα τϊρα κα πρζπει να 
βάλουμε τον ίδιο αρικμό και 
ςτισ ςκεποφλεσ, όπωσ πριν 
 

7.Εμφάνιςθ Μελετοφν τον τρόπο που 
μοιάηουν οι καταςκευζσ 
τουσ  

Εμζνα μου φαίνεται πιο 
ςωςτό 
 

8.Μακθματικοί όροι Χρθςιμοποιοφν μακθματικι 
γλϊςςα 

Ι 21 επί χ, ι 3 + 18 επί χ 
 

9.Λάκθ και ανάδραςθ Αντιδροφν ςτθν ανάδραςθ 
του λογιςμικοφ 

Ωχχχ γιατίιιιιιιιιιι… Α ζβαλα 
επί 1 και όχι επί 2 

10.΢χεδιαςμόσ Σχεδιάηουν τθν επόμενθ 
κίνθςθ, ςχζδιο, υπολογιςμό 

12 κζλω να μου χρωματίςει 
κα πάρουμε το ζνα από εδϊ 
και κα ενϊνουμε το κενό 
εδϊ και κα το πάει δφο πιο 
εδϊ 

11.Δυςκολίεσ Συναντοφν δυςκολίεσ μζςα 
από τθν χριςθ του 
λογιςμικοφ 

Μα δεν ζχει βελάκι για να 
πάει προσ τα πάνω. Να 
γυρίςουμε το μθχάνθμα 
ανάποδα; 

12.Χειρονομίεσ Χρθςιμοποιοφν χζρια και 
ποντίκι για να δείξουν κάτι 

Ράρε αυτό το ροηε και βάλτο 
εδϊ 
 

13.Μεταβλθτι/ςτακερά Διαχωρίηουν μεταβλθτό/ 
ςτακερό μζροσ μζςω των 
χρωμάτων 

Μπορϊ να κάνω τθ βάςθ με 
διαφορετικό χρϊμα; 
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Τα παραδείγματα, εκτόσ από αυτά για τουσ μακθματικοφσ όρουσ, δείχνουν ότι οι ενζργειεσ 

των παιδιϊν αναδφκθκαν μζςα από τθν εναςχόλθςι τουσ με το πρόγραμμα. Για 

παράδειγμα ότι θ τεχνολογία ιταν ζνα ουςιϊδεσ μζροσ τθσ δραςτθριότθτάσ τουσ και ότι θ 

ςκζψθ και θ εναςχόλθςθ με το πρόγραμμα είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνα. 

4.ΙΙ.2. Σο δεφτερο επίπεδο ανάλυςθσ περιζχει κάποια ςθμαντικά επειςόδια για τισ 

αφαιρζςεισ που ζκαναν οι μακθτζσ όταν επενζβαιναν πάνω ςτα μοτίβα του προγράμματοσ. 

Αρχικά επιλζχτθκαν επειςόδια ςτα οποία διαφαίνεται μία μεκοδολογία που ακολουκοφν οι 

μακθτζσ για να λφςουν τα προβλιματα. Για τθν ακρίβεια ςτθν πρϊτθ φάςθ τθσ ςυνζντευξθσ 

χρθςιμοποιοφςαν το εργαλείο μαηί με μια ςτρατθγικι για να βρίςκουν τουσ μακθματικοφσ 

τφπουσ. Το εργαλείο μαηί με τθν ςτρατθγικι είναι αυτό που αναφζρεται ςτθν βιβλιογραφία 

ωσ ςτρατθγικι τεχνουργιματοσ (Avraamidou, Monaghan, Walker, 2012).  

Οι μακθτζσ ανζπτυξαν μια ςυγκεκριμζνθ ςτρατθγικι με τθν οποία αναγνϊριηαν το ςτακερό 

και το μεταβλθτό μζροσ του κινοφμενου μοτίβου. Θ πρϊτθ επιτυχισ αφαίρεςθ των 

μακθτϊν ζγινε ςτισ δραςτθριότθτεσ γραμμικϊν μοτίβων πρϊτθσ τάξθσ ax και ιταν το να 

ςυνδζςουν τον ροη αρικμό που άλλαηε κατά τθν διάρκεια τθσ κίνθςθσ με το ςχιμα του 

μοτίβου και το πϊσ το επθρεάηει.  

Κ: Τι πιςτεφεται ότι αντιπροςωπεφει ο ροη αρικμόσ; 

Λ: Δείχνει πόςο πολλαπλαςιάηεται 

Α: πόςα ηευγαράκια είναι 

Λ: πόςα αυξάνονται και μειϊνονται 

Κων: πόςα ςχιματα κα υπάρχουνε; 

Α: πόςα κομμάτια του μοτίβου 

Κ: Τι όνομα κα του δίνατε; 

Β: Αλλαγι αρικμϊν 

Λ: ςχιμα αρικμϊν 

Ν: Σφνολο των αρικμϊν 

Στθ ςυνζχεια ςτα γραμμικά μοτίβα αφφινικισ μορφισ ax+b ζχοντασ αντιλθφκεί ότι 

αποτελοφνται από ζνα ςτακερό και ζνα μεταβλθτό μζροσ, καταλιγουν να αποκαλοφν ωσ 

ςτακερό το ςτακερό μζλοσ και ωσ “βάςθ” τθν επαναλαμβανόμενθ μονάδα του μοτίβου θ 

οποία εμφανίηεται όςεσ φορζσ τθσ υπαγορεφει ο “ροη αρικμόσ”. 
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Αυτι είναι και θ πρϊτθ φάςθ του μοντζλου του Hershkowitz θ λεγόμενθ αναγνϊριςθ. 

Αρχικά οι μακθτζσ δοκιμάηουν διάφορουσ φυςικοφσ αρικμοφσ ςτο πρόγραμμα χωρίσ να 

ζχουν οικοδομιςει κάποια ςυγκεκριμζνθ διαδικαςία εκχϊρθςθσ. Ζτςι με ςτρατθγικι 

δοκιμισ και λάκουσ προςπακοφν να βρουν τον αλγεβρικό τφπο. Ωςτόςο όταν δοκιμάηουν 

τον αρικμό 0 ξαφνικά γενάτε μια ςτρατθγικι με τθν οποία κα βρίςκουν από δω και πζρα 

ξεκάκαρα το ςτακερό και το μεταβλθτό μζροσ. Εδϊ βριςκόμαςτε ςτο δεφτερο επίπεδο του 

μοντζλου, το “building-with”. 

Λ: ςτο 0 μζνει μόνο ζνα κουτάκι 

Ν: Α το κατάλαβα αυτό! Αρχικά είναι ζνα κουτάκι και μετά προςτίκενται άλλα δφο, για αυτό 
μασ μπερδεφει, δθλαδι ςυνζχεια προςτίκενται ςυνζχεια δφο 

Το τρίτο επίπεδο του μοντζλου Hershkowitz, αυτό τθσ ςτακεροποίθςθσ τθσ γνϊςθσ είναι 

όταν πλζον οι μακθτζσ κυμοφνται τθν ςτρατθγικι τουσ και τθν εφαρμόηουν ςε όλα τα 

υπόλοιπα μοτίβα αντίςτοιχα. 

Κων: είναι διαφορετικι θ βάςθ απλϊσ. Άμα βροφμε τθ βάςθ το ζχουμε βρει… 

Κ: πωσ κα βροφμε τθ βάςθ; 

Α: Για βάλε το 0 / Θ Αλεξάνδρα κυμάται ότι για να βροφμε τθ βάςθ βάηουμε το 0 

Κ: 3 άρα ςυν 3 

Λ: άρα 2x+3 

Κ: Ρωσ το ςκζφτεςαι και το βρίςκεισ κάκε φορά Λωάννα; 

Λ: Εεεε ςκζφτομαι κάκε φορά πόςα προςκζτουνε, και ςε αυτό που προςκζτουνε το βάηω 
ςτο x ασ ποφμε επί, το βάηω ςτο επί μετά 

Κ: Και πωσ βρικεσ το ςυν 3; 

Λ: Το ςυν τρία αυτά που περιςςεφουν από το πρϊτο, από το επί 1, αλλά επίςθσ μπορϊ να το 
βρω και αν κάνω επί 0. 

Τθν ίδια ςτρατθγικι μασ περιγράφει και θ Αλεξάνδρα ςτθν περίπτωςθ του μοτίβου 3x+1 

 

Α: Ω κεζ μου… πάτα 1. Το μθδζν είναι το κόκκινο λογικά. Το 0 μζνει ςτακερό πάλι… ίδιο 
πρζπει να είναι 

Κων: +3 ςυνζχεια… οπότε είναι 1+3 επί χ;  
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Σε αυτό το επειςόδιο βλζπουμε πόςο κακοριςτικό ρόλο παίηουν τα διαφορετικά χρϊματα 

ςτθν κατανόθςθ και ςτθν αναγνϊριςθ τθσ δομισ του μοτίβου. Επίςθσ θ Αλεξάνδρα 

ςυμπλθρϊνει τθν ςτρατθγικι δθλϊνοντασ εμμζςωσ ότι με τον αρικμό 0 βρίςκουμε το 

ςτακερό μζλοσ και με τον αρικμό 1 το μεταβλθτό μζλοσ το οποίο κα ζρκει και κα πζςει 

πάνω ςτο ςτακερό. Ακόμθ χαρακτθριςτικό κομμάτι “δθμιουργίασ εργαλείου” 

(instrumentation) ςε αυτό το ςθμείο τθσ ανάλυςθσ είναι όταν οι μακθτζσ βάηουν τυχαίουσ 

αρικμοφσ ςτο λογιςμικό και αυτό με τθν ςειρά του τουσ δίνει πλθροφορίεσ, ενϊ “αλλείωςθ 

καταςκευάςματοσ” (instrumentalization) όταν οι μακθτζσ πλζον βάηουν ςυγκεκριμζνουσ 

αρικμοφσ όπωσ το 0 και το 1 για τουσ ακριβείσ ςκοποφσ τουσ. 

4.ΙΙ.3. Σο Σρίτο επίπεδο ανάλυςθσ αναδεικνφεται από τισ ερωτιςεισ, του πωσ ξεκίνθςαν τα 

εμπόδια και πωσ κατζλθξαν. Κάκε ςτόχοσ ζχει ζνα εναρκτιριο ςθμείο με το οποίο ξεκινάει, 

μια διαδικαςία με τθν οποία τα οι μακθτζσ προςπάκθςαν να ολοκλθρϊςουν τον ςτόχο και 

ζνα τζλοσ το οποίο δθλϊνει τθν ολοκλιρωςθ του ςτόχου. Θ πλαιςιοκετθμζνθ αφαίρεςθ, 

όπωσ αναφζρκθκε και ςτο κεωρθτικό πλαίςιο, κζτει τρία ςτάδια: (1) ανάγκθ για νζα 

μακθματικά (recognizing), (2) καταςκευι νζων μακθματικϊν (building-with), (3) 

ςτακεροποίθςθ των νζων μακθματικϊν (consolidation). 

4.ΙΙ.3.1. Επειςόδιο 1 

Στθν δεφτερθ φάςθ των δραςτθριοτιτων όπου ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ είτε να 

καταςκευάςουν ςτο λογιςμικό δικά τουσ μοτίβα, είτε να διορκϊςουν ζτοιμα μοτίβα, 

παρατθρικθκαν πολλζσ πλαιςιοκετθμζνεσ αφαιρζςεισ και μακθματικζσ ςυνδζςεισ οι 

οποίεσ τουσ βοικθςαν να αναγνωρίςουν τθν δομι ενόσ μοτίβου τόςο ωσ μορφι όςο και ωσ 

διαδικαςία. Αρχικά όλοι οι μακθτζσ όταν ζπρεπε να καταςκευάςουν το εκάςτοτε μοτίβο 

ςτον υπολογιςτι, μετζφεραν πολλά τετράγωνα ςτθν οκόνθ αναπαράγοντασ το ςτατικό 

ςχιμα που είχαν φτιάξει ςτο ςχεδιάγραμμά τουσ. Ωςτόςο ζχοντασ αναγνωρίςει ότι κα 

αποτελοφνται από ςτακερό και μεταβλθτό μζροσ αποφαςίηουν να βάλουν για το κάκε 

“δομικό ςτοιχείο” όπωσ αποκαλοφν χαρακτθριςτικά, με διαφορετικό χρϊμα για να 

ξεχωρίηουν άμεςα. 

Λ: Μπορϊ να κάνω το δικό μου; Μπορϊ να κάνω τθ βάςθ με διαφορετικό χρϊμα; 

Αφοφ τα ζχει τοποκετιςει όλα ςτθν οκόνθ θ Αλεξάνδρα κάνει μια εφςτοχθ ερϊτθςθ 

Α: Δεν γίνεται να ζχουμε το ροη κουτάκι δίπλα; (Αναγνϊριςθ) 
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Θ Αλεξάνδρα ζχει κατανοιςει από τισ εμπειρίεσ τθσ πωσ για να κινείται το μοτίβο χρειάηεται 

να υπάρχει εκείνο το ροη κουτάκι που βλζπανε ςτα προθγοφμενα ζτοιμα μοτίβα. Δεν ξζρει 

βζβαια ακόμα πωσ προκφπτει αυτόσ ο αρικμόσ άρα βριςκόμαςτε ςτο πρϊτο επίπεδο, αυτό 

τθσ αναγνϊριςθσ, όπου οι μακθτζσ βρίςκονται μπροςτά ςτθν ανάγκθ του να δϊςουν κίνθςθ 

ςτο μοτίβο, και τθν ζχουν ςυνδζςει με τον ροη αρικμό. Σε αυτό το επειςόδιο πολλζσ 

ανακαλφψεισ τουσ ανικουν ςε αυτό το πρϊτο επίπεδο. Τζτοιεσ είναι όπωσ όταν οι μακθτζσ 

προςπακοφν να ςυμπλθρϊςουν με αρικμοφσ τισ ιδιότθτεσ των μοτίβων. 

Τα παιδιά αντιλαμβάνονται αμζςωσ πωσ τα βελάκια αντιςτοιχοφν ςτθν διεφκυνςθ που κα 

ακολουκιςει το μοτίβο όταν κινθκεί και ζτςι όταν κζλουν να μθν κινείται και κατ’ επζκταςθ 

να φτιάξουν το ςτακερό “δομικό ςτοιχείο” 

ςυμπλθρϊνουν με 0 και 0 αντίςτοιχα. 

 

Κ: Κεσ να μετακινείται προσ τα δεξιά; 

Λ: όχι 

Κ: Άρα; 

Λ: 0 (Αναγνϊριςθ) 

Στθν περίπτωςθ όμωσ που κζλουν να κατευκυνκεί προσ μια κατεφκυνςθ που δεν 

προςφζρει άμεςα το πρόγραμμα τα παιδιά βρίςκουν εμπόδιο. 

Κ: προσ τα πάνω πωσ κα μποροφςε να πθγαίνει; 

Α: μα δεν ζχει βελάκι 

Κων: Να γυρίςουμε το μθχάνθμα ανάποδα; 

Κ: Εδϊ ζχει μόνο προσ τα δεξιά και προσ τα 

κάτω, αλλά υπάρχει τρόποσ να το κάνεισ να 

πθγαίνει προσ τα πάνω. Ζχει να κάνει μόνο με 

τον αρικμό που κα του βάλεισ 

Κων: Να βάλεισ μείον (Αναγνϊριςθ) 

Α: ΑΑΑαααααα (building-with) 

Κων: κα είναι το 1 αλλά κα πθγαίνει ανάποδα γι αυτό (building-with) 
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Στθ ςυνζχεια όταν πρζπει να χρωματίςουν το μοτίβο βάηοντασ τυχαία το 1 βλζπουν ότι τα 

τετράγωνα παραμζνουν γκρι και ζτςι το πρόγραμμα τουσ βοθκάει να αναγνωρίςουν ότι 

κάτι λάκοσ ζχουν κάνει. (instrumentation) 

Αφοφ κατανοοφν ότι αυτό αντιςτοιχεί ςτον αρικμό των τετραγϊνων που βρίςκονται ςτθν 

οκόνθ και πρζπει να χρωματίςουν βάηουν 2 (instrumentalization). Το αποτζλεςμα είναι να 

χρωματιςτοφν και να φτάςουν ςτο δεφτερο επίπεδο του building-with. 

Μθ ζχοντασ ξεκλειδϊςει κανζναν αρικμό ςπεφδουν να πατιςουν το play και τότε το 

πρόγραμμα τουσ εμφανίηει ζνα μινυμα λζγοντασ “There aren’t unlock numbers” 

(Αναγνϊριςθ) και ζτςι αποφαςίηουν να ξεκλειδϊςουν τον αρικμό που βρίςκεται δίπλα από 

το δομικό ςτοιχείο. 

Κων: Δεν ζχει χρϊμα όμωσ 

Το μοτίβο μασ κινείται ςωςτά αλλά δεν είναι ακόμα χρωματιςμζνα τα κουτάκια. Ο 

Κωνςταντίνοσ αντιλαμβάνεται ότι κάτι πάει ςτραβά και λζει ότι δεν ζχουν χρϊμα παρόλο 

που κινοφνται 

Κ: Ναι γιατί για δεσ εδϊ, μζνει πάντα 2 ζτςι όπωσ το ζχεισ βάλει. 

Θ Λωάννα κάνει το ςωςτό αρικμό unlock και μετά για να χρωματίηεται ςωςτά πάλι ςζρνει 
τον ίδιο unlock αρικμό ςωςτά προσ τα κάτω  

Α: βάλε add! 

Κ: τϊρα κα ςου χρωματίηει 6+2, 8 δθλαδι 

Λ: 12 κζλω να μου χρωματίςει 

Κ: Άρα κα γίνει 6 +2 ι αλλιϊσ; 

Κων,Λ: 6+6 

Κων: 2 φορζσ το 6; 

Λ: Α όχι, 10+2… ωωωωωωω δεν βγαίνει… 6 + 6 ! 

Κ: Το 6+6 πωσ αλλιϊσ μποροφμε να το εκφράςουμε; 

Λ: Α 2 επί 6 

Κ: Ζχουν καμία ςχζςθ αυτά εδϊ που αλλάηουνε με τον τφπο ςου; Με τον τφπο του 
Κωνςταντίνου; Γράφει χ επί 2 +1. 

Λ: Εδϊ προςκζτουμε κάκε φορά όςο είναι, 2 επί χ, ε και μετά προςκζτουμε και το 1 το 
κόκκινο το οποίο εδϊ πζρα δεν κινείται 

Κ: Το χ δθλαδι ποιο είναι βρε Λωάννα; 
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Λ: Το χ είναι αυτό που αλλάηει (δείχνει τον ροη αρικμό) 

Οι μακθτζσ ςε αυτό το επειςόδιο ανακαλφπτουν ότι αν δεν υπάρχει ροη αρικμόσ τότε το 

μοτίβο δεν κινείται, αν δεν ςυμπλθρϊςουν με ςωςτοφσ αρικμοφσ τισ ιδιότθτεσ το μοτίβο 

δεν χρωματίηεται αλλά παραμζνει γκρι και επίςθσ για να χρωματίηονται κάκε φορά κα 

πρζπει να πολλαπλαςιάηουν τον αρικμό των χρωμάτων με τον αρικμό του δομικοφ 

ςτοιχείου. Ωςτόςο το δφςκολο κομμάτι όλθσ τθσ καταςκευισ είναι να μεταφζρεισ τον ίδιο 

ροη αρικμό από το δομικό ςτοιχείο ςτα χρϊματα, κάτι που το κάνει θ Λωάννα αμζςωσ αλλά 

οι υπόλοιποι δεν πρζπει να το κατάλαβαν κάτι που κα φανεί παρακάτω. Τζλοσ πολφ 

ςθμαντικι αφαίρεςθ γίνεται όταν θ Λωάννα ςυνδζει πλζον και επίςθμα τον άγνωςτο x των 

αλγεβρικϊν τφπων τουσ με τον ροη αρικμό, κάτι που μζχρι πριν είχε γίνει με περιφραςτικό 

τρόπο και όχι τόςο προφανι. Στθ ςυνζχεια το ίδιο μοτίβο προςπακεί να καταςκευάςει και θ 

Αλεξάνδρα θ οποία όμωσ παρά τθν επιτυχι καταςκευι τθσ Λωάννασ κα ςυναντιςει κάποια 

εμπόδια. Είμαςτε πάλι ςτο ςθμείο όπου πρζπει να χρωματιςτοφν ςωςτά τα τετράγωνα. 

Κ: Με τι αρικμό πρζπει να πολλαπλαςιάςεισ τα χρϊματα; 

A: 5 

Κ: Ροιο 5; 

Α: το ίδιο (Αναγνϊριςθ) 

Θ Αλεξάνδρα καταλαβαίνει ότι πρζπει να μπει ο ίδιοσ αρικμόσ πάνω και κάτω αλλά βάηει 
καινοφριο 5άρι και το ξεκλειδϊνει πράγμα που κα μασ οδθγιςει ςε λάκοσ αφοφ κα ζπρεπε 
να βάλει το ίδιο ροη κουτί 

Κ: άρα πρζπει να βάλεισ και εκεί το ίδιο 

Λ: μπορείσ να βάλεισ το ροηζ (building-with) 

Κ: Ωραία για να πατιςουμε το play να δοφμε τι κα γίνει *τα δφο διαφορετικά ροη αλλάηουν 
διαφορετικά+ 

Λ: Ωχ εδϊ είναι παραπάνω (Αναγνϊριςθ/ instrumentation) 

Θ Λωάννα παρατθρεί πωσ αλλάηουν διαφορετικά πράγμα που δεν κζλουμε 

Κ: Γιατί; 

Λ: Γιατί ζπρεπε να βάλεισ τον ίδιο αρικμό (Consolidation) 

Και καταλαβαίνει πωσ ζπρεπε να βάλει το ίδιο ροη κουτί και όχι καινοφριο. Ρολφ ςθμαντικό 
νοθτικό άλμα. Αυτό το ςθμείο είναι που δυςκολεφει περιςςότερο τα παιδιά. 

Κ: Ράτα και ςτα δφο τισ ιδιότθτεσ να δοφμε ζχουν κάποια διαφορά; 

Λ: μεγάλθ, ζχουν διαφορετικά ροη 
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Ππωσ βλζπουμε δεν υπάρχει αμφιβολία πωσ θ Λωάννα ζχει καταλάβει πλιρωσ το πρόβλθμα 

Α: Να βάλουμε 4 εδϊ *αλλάηει απλά το ροη με το πλθκτρολόγιο+ (Αναγνϊριςθ) 

Λ: Γιατί δεν παίρνεισ απλά αυτό και να το βάλεισ εδϊ;(building-with) 

Θ Λωάννα με το δάχτυλό τθσ δείχνει τον ροη αρικμό ςτθν οκόνθ και δείχνει με το χζρι τθσ 
που πρζπει να πάει ακριβϊσ. 

Θ Λωάννα καταλαβαίνει ότι δεν αρκεί να το αλλάξουμε με το πλθκτρολόγιο αλλά πρζπει να 
μεταφζρουμε το ςωςτό ροη ςτθν ςωςτι κζςθ και να γίνει replace. 

Λ: Ράρε αυτό και βάλτο εδϊ  

Εδϊ θ Λωάννα δίνει τθν ακριβι εντολι ςτθν Αλεξάνδρα που χειρίηεται το ποντίκι δείχνοντάσ 
τθσ με το δάχτυλο τι και πωσ πάνω ςτθν οκόνθ 

Κ: Ωραία για κλείςτα να δοφμε τϊρα τι γίνεται. Το άλλο κεσ να κινείται; 

Αφοφ τελειϊςαμε με τα μεταβλθτά μζρθ πάμε τϊρα να φτιάξουμε και το ςτακερό το οποίο 
τα παιδιά καταλαβαίνουν ότι δεν πρζπει να κινείται και ζτςι χωρίσ δυςκολία λζνε ότι κα 
βάλουν 0 ςτα βελάκια. 

Κων: όχι, άρα 0 (Consolidation) 

Στο επειςόδιο παρατθροφμε ότι το κάκε παιδί ζχει φτάςει ςε διαφορετικό επίπεδο 

πλαιςιοκετθμζνθσ αφαίρεςθσ. Θ Αλεξάνδρα δεν ζχει κατανοιςει ακόμα το πρόβλθμα ενϊ θ 

Λωάννα βλζποντασ ότι οι μεταβλθτζσ αλλάηουν διαφορετικά βρίςκεται ςτο πρϊτο επίπεδο 

αφαίρεςθσ και μζςα από τα λάκθ τθσ Αλεξάνδρασ φτάνει ςτο δεφτερο επίπεδο αφαίρεςθσ 

building-with, υποδεικνφοντασ τθσ να μεταφζρει τον ίδιο αρικμό και ςτα χρϊματα. Τζλοσ ο 

Κωνςταντίνοσ από τα προθγοφμενα ζχει κατανοιςει πωσ για να μθν κινείται κάτι πρζπει να 

ζχει ςτα βελάκια μθδενικά, δεν το ανακαλφπτει τϊρα οφτε το καταςκευάηει και 

καταλαβαίνουμε ότι βρίςκεται ςτο τρίτο επίπεδο αφαίρεςθσ. 

4.ΙΙ.3.2. Επειςόδιο 2 

Στθ ςυνζχεια περιγράφουμε τθν εναςχόλθςθ των παιδιϊν ςτθν προςπάκειά τουσ να 

φτιάξουν “ςωςτά ςχιματα” και να επιδιορκϊςουν κάποια ζτοιμα μοτίβα. Αυτό είναι μια 

μικρι αλλά ςθμαντικι επζκταςθ τθσ γνϊςθσ κακϊσ τα παιδιά ζχουν να κάνουν με 

τετράγωνα και όχι αρικμοφσ. Οι μακθτζσ ςε αυτό το επειςόδιο ζρχονται αντιμζτωποι με ζνα 

καινοφριο εμπόδιο. Αυτό τθσ επικάλυψθσ τετραγϊνων μζςα από τθν προςπάκεια να 

διορκϊςουν το μοτίβο με τα ςπιτάκια. 

Αρχικά τουσ δίνεται το ακόλουκο μοτίβο 



101 
 

Εικ.53 

      C 
 
 

      C 
 
 

S/Σ3 
S/Σ3 

Ν: το ίδιο είναι αλλά ςφνολο ζχει 9 κουτάκια πράςινα και 6 κόκκινα κουτάκια, είναι 
15 ςφνολο κουτάκια 
Κ: 9 λεσ και τα 6 
Β: 15 πράςινα και κόκκινα 
Κ: άρα αν ςασ ηθτιςω ζναν τφπο μακθματικό; Για να μου βρίςκετε πάντα ςε όλεσ τισ 
περιπτϊςεισ; 
Ν: είναι 9  ςυν 6 , 15 επί χ, γιατί πολλαπλαςιάηεται 
Β: 15 επί χ 

 

Και τουσ ηθτείται να το μετατρζψουν ςτο μοτίβο τθσ παρακάτω εικόνασ 

Εικ.54 

Τα παιδιά εξοικειωμζνοι πλζον μετά τισ καταςκευζσ μοτίβων ςτθν προθγοφμενθ φάςθ 

αναγνωρίηουν πωσ θ λφςθ του προβλιματοσ είναι να αφιςουν το πρϊτο κόκκινο 

τετράγωνο ςτακερό και να ορίςουν ωσ επαναλαμβανόμενθ μονάδα το ςχιμα  

 

                                                                                                             Εικ.55 

Με χαρακτθριςτικι άνεςθ απομονϊνουν τα πράςινα τετράγωνα ζτςι ϊςτε να φτιάξουν τισ 

ςκεπζσ και κάνοντασ τισ κατάλλθλεσ αλλαγζσ φτιάχνουν ζνα ςτακερό κόκκινο τετράγωνο 

ςυμπλθρϊνοντασ ςτα βελάκια 0 και 0και 1 ςτα χρϊματα (consolidation). Ομοίωσ και για το 

υπόλοιπο κομμάτι τθσ ςκεπισ. 
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Πταν όμωσ ζρχεται θ ϊρα να ενϊςουν και τα πράςινα τετράγωνα βλζπουν το εξισ 

Λ: ωχ όχι! Γιατί; (Αναγνϊριςθ) 

 

 

 

Εικ.56                            Εικ.57 

Θ Λωάννα ενϊ διόρκωςε πολφ ςωςτά τθν ςκεπι δεν διόρκωςε και το υπόλοιπο ςϊμα του 
μοτίβου με αποτζλεςμα να πζφτουν τα υπόλοιπα μζρθ πάνω ςτισ ςκεπζσ 

Α: ΛΛΛΛΛΛ καταπλθκτικό 

Λ: κεϊκό… οι ςκεπζσ είναι ςωςτζσ, άρα τϊρα κα πρζπει να φτιάξουμε αυτά 

Θ Λωάννα μόνθ τθσ καταλαβαίνει τι λάκοσ ζχει ςυμβεί και ςπεφδει να διορκϊςει και τα 
υπόλοιπα. Ωςτόςο δεν βάηει τον ςωςτό αρικμό ςτο βελάκι που δείχνει δεξιά με 
αποτζλεςμα να επικαλφπτονται τα πράςινα τετράγωνα μεταξφ τουσ. Ακόμθ δεν είναι 
ςίγουρθ ςτο τι να βάλει και για κάποιο λόγο επιλζγει είτε 1 είτε 2. Αρχικά βάηει 1 δεν τθσ 
βγαίνει και ζτςι προφανϊσ για αυτιν κα είναι το 2. 

Λ: Γιατί μου το κάνει αυτό; 

   Εικ.58 

Βλζπει ότι οφτε το 2 βοθκάει 

Κ: Γιατί δεν το μετακινείσ ςωςτά… πόςο κζλει για να πάει αυτό από εδϊ εδϊ; 

Πταν τθσ λζω από εδϊ-εδϊ δείχνω ταυτόχρονα τθν αρχικι και τθν τελικι κζςθ που κζλει να 
μετακινθκεί το ζνα από τα 9 πράςινα κουτάκια 

Λ: ΑΑαααα 1,2,3,4 !(Αναγνϊριςθ+building-with) 

Εικ.59 

Λ: Ναι άλλα τϊρα κα πρζπει να βάλουμε τον ίδιο αρικμό και ςτισ ςκεποφλεσ (consolidation) 

Βλζποντάσ αυτό θ Λωάννα αμζςωσ καταλαβαίνει ότι αυτό που φταίει είναι ότι ςτισ ιδιότθτεσ 
τθσ ςκεπισ και του ςϊματοσ δεν ζχει τον ίδιο ροη αρικμό και ςπεφδει να το φτιάξει. Ραίρνει 
λοιπόν τον ροη αρικμό που είχε φτιάξει ςτα κόκκινα και τον κάνει replace ςτο ζνα μζροσ 
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που βλζπει τον άλλον ροη και μετά για τον από κάτω ξαναπαίρνει τον ροη από το παράκυρο 
με τα κόκκινα και όχι αυτόν που ζβαλε μόλισ από πάνω. 

Κ: Άρα άνοιξε και τισ ιδιότθτεσ των ςκεπϊν… καταλαβαίνετε γιατί το κάνει θ Λωάννα αυτό; 

Α: Ναι… τα καταφζραμεεεεεε !!! 

Λ: και κζλουμε να φτιάξουμε και αυτό; 

Θ Λωάννα κυμάται ότι ςτο προθγοφμενο φτιάξαμε το model numberκαι ζτςι ρωτάει αν 
χρειάηεται να το ςυμπλθρϊςει και ςε αυτό το μοτίβο. Ζχει αντιλθφκεί τι πρζπει να κάνει 
από τθν προθγοφμενθ δραςτθριότθτα και ζτςι το κάνει με ευκολία 

Κ: αυτά εκεί ωραία… όχι εκεί, εκεί… άςτο… τϊρα τι κα το κάνεισ; 

Α,Λ: add (Consolidation) 

Θ Αλεξάνδρα αμζςωσ λζει ότι πρζπει να κάνουν πρόςκεςθ 

Α: ΝΑΤΟΟΟΟΟΟ !!!! (είδε τον τφπο ςτο πρόγραμμα) 

Θ Λωάννα πολφ ςωςτά μεταφζρει τα χρϊματα ζνα-ζνα από τισ ιδιότθτεσ ςτο κενό του model 
number και κυμάται να μεταφζρει και το ςτακερό 1 κόκκινο κουτάκι και ζτςι χρωματίηεται 
το μοτίβο και ςτον General World. Με το που γίνεται αυτό εμφανίηεται κάτω από το 
παράκυρο του General World ο τφποσ του μοτίβου και τον παρατθρεί θ Αλεξάνδρα και 
αμζςωσ αντιδρά δείχνοντασ τον με ενκουςιαςμό 

Κ: Ροιοσ είναι ο τφποσ λοιπόν; 

Λ, Κων: (μαηί διαβάηουν τον τφπο αλλά με τουσ ροη αρικμοφσ): 1+ 3 x 5 + 9 x 3 

 

Λωάννα και Κωνςταντίνοσ διαβάηουν τον τφπο από το πρόγραμμα διαβάηοντασ αρικμοφσ 
ςτα ροη κουτιά 

Α: Δεν είναι αυτόσ ο τφποσ! Με το χ δεν πρζπει; 

Θ Αλεξάνδρα πιςτεφει ότι ζνασ μακθματικόσ τφποσ πρζπει να ζχει τθν μεταβλθτι χ και γι 
αυτό διορκϊνει τα παιδιά λζγοντασ ότι πρζπει να το διαβάςουν με χ 

Κ: Για πεσ Αλεξάνδρα τον τφπο 
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Α,Λ: 1 + 9 επί χ… 

Λ: 1 ςυν χ επί 5 ςυν 9 επί χ ! 

Θ Λωάννα επιβάλλεται με τθν φωνι τθσ και λζει τον τφπο πάλι διαβάηοντασ από τθν οκόνθ 
αλλά τϊρα ςτθν κζςθ του ροη λζει χ αντί για τον αρικμό που βλζπει 

Ν: 9 είναι τα πράςινα και 4 είναι αυτά ςυν αυτό, γιατί είναι αυτό ςυν αυτό, δθλαδι μασ 

κάνει 5, τα κουτάκια αυτά 

Τα παιδιά είναι ςε κζςθ να αναγνωρίςουν και να ςυνδζουν τα μζλθ του μοτίβου με τα 

ςφμβολα του αντίςτοιχου μακθματικοφ τφπου 

Ν: 14 είναι αυτά που επαναλαμβάνονται απλά μζνει ζνα εκτόσ 

Ν: κα ιτανε 14 επί χ 

Σε αυτό το επειςόδιο εκτόσ από τα κζματα καταςκευισ/διόρκωςθσ τα παιδιά ζπρεπε να 

καταςκευάςουν και τον γενικό τφπο του μοτίβου ςτο πρόγραμμα, δθλαδι να 

ςυμπλθρϊςουν ςωςτά το model rule. Αυτό το κομμάτι δεν είχε κάποια δυςκολία κακϊσ 

μετζφεραν όλουσ τουσ αρικμοφσ των χρωμάτων ςτο κατάλλθλο πλαίςιο κάνοντασ και τθν 

κατάλλθλθ πράξθ, δθλαδι τθν πρόςκεςθ. Ωςτόςο το καινοφριο που προζκυψε από αυτιν 

τθν διαδικαςία ιταν ότι τα παιδιά αναγνϊριςαν τον αλγεβρικό τφπο ςτο πρόγραμμα και 

ζκαναν τθν άμεςθ ςφνδεςθ των ςθμείων με τα δομικά ςτοιχεία του μοτίβου. Αυτό φαίνεται 

πολφ ξεκάκαρα ςτα λόγια των παιδιϊν ςτθν δραςτθριότθτα Footpath όπου κατά τθν 

διάρκεια τθσ καταςκευισ είχαν κάνει ιδθ τθν ςφνδεςθ. 

Εικ.61 

 

S/Σ3 

 

Σ3 

Κ: κεσ να μασ πεισ γιατί ζβαλεσ 3 + 6 επί χ; 

Κων: 3 που είναι θ βάςθ, 6 που είναι αυτό που μετακινείται, επί 1, 2, πόςεσ φορζσ 

κα το βάλουμε 

Α: εμζνα μου βγαίνει μια χαρά, 9 + 5 + 1 
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Θ Αλεξάνδρα ζχει πάρει ωσ ςτακερό τα 9 κουτάκια ζτςι κεϊρθςε πωσ το μοτίβο κουνιζται 

από αυτά και πζρα 

  Εικ.63 

Α: το 9 μζνει ςτακερό αυτό*δείχνει ςτθν οκόνθ+, ςυν 5 *κοιτάηει πρϊτα ςτο χαρτί τθσ+ τα 

άλλα κόκκινα, δθλαδι αυτά*δείχνει με το ςτυλό πάνω ςτθν οκόνθ ποια κόκκινα εννοεί+, ςυν 

ζνα το κίτρινο*δείχνει και το κίτρινο+… και ανάλογα…*και ξανά επιςτρζφει το βλζμμα τθσ 

ςτο χαρτί που ζχει ςθκϊςει ψθλά για να βλζπω και εγϊ+ 

III. ΢υζήτηςη – ΢υμπεράςματα 

 

Ππωσ και ςτισ μελζτεσ του Radford ζτςι και ςτθν παροφςα εργαςία διακρίκθκαν τρία 

επίπεδα γενίκευςθσ τα οποία χαρακτθρίηονται από ςθμειωτικοφσ τρόπουσ 

αντικειμενικοποίθςθσ: Το πραγματολογικό, του πλαιςίου και το ςυμβολικό. Στθν 

πραγματολογικι γενίκευςθ, θ οποία όπωσ είδαμε ιταν αρκετά ζντονθ ςε αυτι τθν θλικία, θ 

ακακοριςτία παραμζνει ανϊνυμθ, ενϊ ςτου πλαιςίου και ςτου ςυμβολικοφ επιπζδου 

γενίκευςθσ γίνεται γλωςςικά ρθτι και κατθγορθματικι ϊςτε να ζχει όνομα. Θ 

πραγματολογικι γενίκευςθ προςφζρει το ακατζργαςτο υλικό το οποίο οι μακθτζσ κα 

μετατρζψουν αργότερα ςε υψθλότερεσ μορφζσ αλγεβρικισ γενίκευςθσ. Είδαμε από τα 

επειςόδια τθν τρομερι γνωςτικι ςθμαςία των λζξεων και των χειρονομιϊν ςτθν 

πραγματολογικι γενίκευςθ κακϊσ και τα ςπουδαία αντικειμενικοποιθμζνα αποτελζςματά 

τθσ, όπου χωρίσ αυτά οι μακθτζσ κα ιταν αδφνατο να μεταβοφν ςτα επόμενα επίπεδα 

γενίκευςθσ χωρίσ να υποπζςουν πρϊτα ςε αφελείσ γενικεφςεισ. Αυτό γιατί οι χειρονομίεσ 

βοθκοφν τουσ μακθτζσ να οπτικοποιιςουν και να ςυμπλθρϊςουν το κενό που 

δθμιουργικθκε από μία άμεςθ αντίλθψθ και, όπωσ ιςχυρίηεται και ο Radford, οι 

χειρονομίεσ όχι απλά υλοποιοφν ςκοποφσ ι πλθροφορίεσ αλλά είναι ςτοιχεία κλειδιά για 

τθν αντικειμενικοποίθςθ τθσ γνϊςθσ (Radford, 2005b). Ριο ςυγκεκριμζνα,  όλα τα παιδιά 

που πιραν μζροσ ςτθν ζρευνα μασ, κατάφεραν να φτάςουν με επιτυχία ςε όλα τα επίπεδα 
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γενίκευςθσ όταν είχαν να αντιμετωπίςουν μοτίβα τθσ μορφισ ax. Συνάντθςαν ωςτόςο 

δυςκολίεσ ςε μοτίβα μορφισ ax+b, b≠0. Ριο αναλυτικά ακολοφκθςαν τθν τεχνικι 

ςυγκεκριμζνων αρικμθτικϊν παραδειγμάτων με ςτόχο να εκπονιςουν τον αλγεβρικό τουσ 

τφπο, αλλά με επιτυχία ζφταναν μζχρι και τθν γενίκευςθ πλαιςίου. Ωςτόςο μερικοί μακθτζσ 

ςε εναλλακτικζσ αναπαραςτάςεισ του ίδιου μοτίβου αντιδροφςαν διαφορετικά, με 

αποτζλεςμα πολλζσ φορζσ να επιτυγχάνουν ακόμα και τθν ςυμβολικι γενίκευςθ του 

μοτίβου. 

Πςον αφορά τον τρόπο με τον οποίο αποδείκνυαν τισ γενικεφςεισ τουσ, κάποιοι μακθτζσ το 

ζκαναν οπτικά, ενϊ άλλοι αρικμθτικά. Σφμφωνα με ζρευνεσ των Becker και Rivera οι 

οπτικοί γενικευτζσ, αντιλαμβάνονται τα νοιματα από εικόνεσ ενϊ οι αρικμθτικοί γενικευτζσ 

αντλοφν ικανοποίθςθ με το να χειρίηονται αρικμοφσ ςε ςτρατθγικζσ δοκιμισ και λάκουσ και 

άλλεσ αρικμθτικζσ τεχνικζσ για μοτίβα (Becker and Rivera, 2005). Επίςθσ οι οπτικοί 

γενικευτζσ τείνουν να γίνονται ζμπειροι ςτο να χρθςιμοποιοφν μία αρικμθτικι ςτρατθγικι 

(Rivera and Becker, 2008). Ζρευνεσ του Lannin (2005) κατζλθξαν ςτο ςυμπζραςμα ότι 

μακθτζσ όπωσ ςτθν ζρευνά μασ Αλεξάνδρα και Κωνςταντίνοσ, οι οποίοι χρθςιμοποιοφν 

γεωμετρικά ςχιματα, τα οποία ςυνδζουν τον κανόνα με τθν εικονικι αναπαράςταςθ, ιταν 

περιςςότερο επιτυχείσ ςτθν γενίκευςθ από άλλουσ, όπωσ θ Λωάννα, των οποίων τα ςχιματα 

ιταν κυρίωσ αρικμθτικά ι χρθςιμοποιοφςαν ςτρατθγικζσ “μαντεφω και τςεκάρω”. Ακόμθ 

ζχει παρατθρθκεί ότι μακθτζσ, όπωσ Λουΐηα και Αλεξάνδρα, που είναι άνετοι ςτο να 

δουλεφουν με ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ, ζχουν δυςκολία ςτο να εκφράςουν γενίκευςθ. 

Οι μακθτζσ οι οποίοι είναι κυρίωσ αρικμθτικοί γενικευτζσ, χρθςιμοποιοφν ςυχνά τισ 

ςτρατθγικζσ δοκιμισ και λάκουσ για να φτιάξουν τφπουσ ι εν μζρει ςωςτζσ επαναλθπτικζσ 

ςχζςεισ, χωρίσ να αντιλαμβάνονται γιατί οι ςυντελεςτζσ και οι ςτακερζσ ςτο γραμμικό 

μοτίβο αναπαριςτοφν κάτι. Βλζπουν τισ μεταβλθτζσ ςαν απλζσ κρατιςεισ κζςεων και ςαν 

γεννιτορεσ για γραμμικζσ ακολουκίεσ αρικμϊν. Αυτοί που γενικεφουν με βάςθ το ςχιμα, 

χρθςιμοποιοφν οπτικζσ ςτρατθγικζσ ςτισ οποίεσ εςτιάηουν κυρίωσ ςτισ αμετάβλθτεσ ςχζςεισ 

μεταξφ των δομϊν των μοτίβων. Αυτοί που αποτυγχάνουν να γενικεφςουν, τείνουν να 

ξεκινοφν με αρικμθτικζσ ςτρατθγικζσ, αλλά επειδι δεν ζχουν ευελιξία ςτο να δοκιμάςουν 

να κατανοιςουν τθν εικόνα του γραμμικοφ μοτίβου, κολλάνε και δεν μποροφν να ςκεφτοφν 

εναλλακτικζσ μεκόδουσ γενίκευςθσ πζρα από αυτό που μποροφν να χειριςτοφν αρικμθτικά. 

Για αυτό το λόγο οι κακθγθτζσ πρζπει να δίνουν ςτουσ μακθτζσ δραςτθριότθτεσ οι οποίεσ 

τονίηουν τθν οπτικι κατανόθςθ μιασ γενίκευςθσ και όχι τθν αρικμθτικι. Ρρζπει να δίνεται 

ζμφαςθ ςτισ πολλαπλζσ αναπαραςτάςεισ των μοτίβων, δθλαδι τισ λεκτικζσ, τισ ςυμβολικζσ 

και τισ γραφικζσ, κακϊσ με αυτόν τον τρόπο οι μακθτζσ ξεκακαρίηουν τισ διάφορεσ 
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μακθματικζσ ζννοιεσ και τισ ςυνδζουν μεταξφ τουσ ςε διαφορετικά πλαίςια. Ακόμθ οι 

πολλαπλζσ αναπαραςτάςεισ των μοτίβων βοθκοφν τουσ μακθτζσ ςτθν γενίκευςθ, δθλαδι 

να ςυνδζςουν τισ ςυγκεκριμζνεσ δραςτθριότθτεσ με τισ αντίςτοιχεσ αφθρθμζνεσ ζννοιεσ 

(Ferrini-Mundy, Lappan & Phillips, 1997). Ωςτόςο όπωσ είδαμε μζςα από τθν ζρευνα ακόμα 

και μακθτζσ που δοφλευαν κυρίωσ με αρικμθτικζσ ςτρατθγικζσ, μετά τθν ζμπρακτθ 

εναςχόλθςι τουσ με το λογιςμικό eXpresser από μόνοι τουσ κατζλθγαν να χρθςιμοποιοφν 

ςτρατθγικζσ βαςιςμζνεσ ςτθν δομι και ςτθν εικόνα του μοτίβου για να φτιάξουν μια 

αλγεβρικι ζκφραςθ. Αυτό μπορεί από μόνο του να προτείνει το λογιςμικό ςαν κατάλλθλο 

ςτο να αναπτφξουν οι μακθτζσ μια δυναμικι οπτικι, ικανοί να ταλαντεφονται μεταξφ δφο 

μοντζλων, δίνοντασ τουσ τθν δυνατότθτα να εξελίξουν μεγαλφτερθ ευελιξία, ςθμειωτικι 

ευχζρεια και αναπαραςταςιακι ικανότθτα. 

Στθν φάςθ τθσ καταςκευισ μοτίβων ςτο πρόγραμμα, θ μία ομάδα όταν χρειάηονταν να 

ςυμπλθρϊςει αρικμοφσ τουσ ζβαηε ςτθν τφχθ. Ζτςι με πολλζσ δοκιμζσ προςπακοφςε 

ανάλογα με τα αποτελζςματα που κα ζβγαιναν ςτθν οκόνθ να προςαρμόςει τα νοφμερα. 

Λειτουργοφςε με ςτρατθγικι δοκιμισ και λάκουσ και ζκανε αλλαγζσ μζχρι να πετφχει το 

επικυμθτό αποτζλεςμα. Σε αντίκεςθ, θ άλλθ ομάδα παιδιϊν αναγνϊριηε τισ λειτουργίεσ του 

προγράμματοσ ςχετικά γριγορα με αποτζλεςμα να κάνει περιςςότερο ςυνειδθτζσ κινιςεισ. 

Πςον αφορά τισ ςτρατθγικζσ τουσ ςτο ςυμβολικό επίπεδο γενίκευςθσ, ενϊ ςε αρχικό ςτάδιο 

οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν και τισ τρείσ ςτρατθγικζσ κατά Radford (Σ1, Σ2, Σ3), μετά τθν 

εναςχόλθςι τουσ με το πρόγραμμα κατζλθγαν να χρθςιμοποιοφν όλοι τθν τρίτθ ςτρατθγικι 

(Σ3), όπου θ δομι του ςυμβολιςμοφ του γενικοφ όρου του μοτίβου αντανακλά τθν δομι 

των αρικμθτικϊν ενεργειϊν των μακθτϊν. Ζτςι μποροφμε να υποκζςουμε ότι ο 

μικρόκοςμοσ eXpresser επθρεάηει ςε μεγάλο βακμό τισ ςτρατθγικζσ των μακθτϊν όταν 

προςπακοφν να καταςκευάςουν τον αλγεβρικό τφπο ενόσ μοτίβου και μάλιςτα τουσ 

“κακοδθγεί” υποςυνείδθτα να χρθςιμοποιιςουν τθν τρίτθ ςτρατθγικι κατά Radford Σ3. 

Καταλιγουμε ζτςι ςτο γενικό ςυμπζραςμα ότι τα παιδιά θλικίασ 13 ετϊν μποροφν να 

επιτφχουν πραγματολογικι γενίκευςθ ςτθν περίπτωςθ των γραμμικϊν μοτίβων και με τθν 

βοικεια του eXpresser να κατακτιςουν τθν δομι του ςχιματοσ και με επιτυχία να φτάςουν 

μζχρι και τθν γενίκευςθ πλαιςίου. Ωςτόςο δεν βρίςκονται ςτθν κατάλλθλθ θλικιακι 

ωριμότθτα για να φτάςουν όλα ςτο τρίτο επίπεδο γενίκευςθσ, δθλαδι το ςυμβολικό. 

Άλλωςτε ςφμφωνα με ζρευνεσ των Rivera και Becker, μόνο τα τρία τζταρτα από μακθτζσ 8ου 

ζτουσ μποροφςαν να αντιμετωπίςουν επιτυχϊσ ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ γραμμικϊν 

μοτίβων ςε εικονικι μορφι και λιγότερο από το ζνα πζμπτο μποροφςαν να 
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χρθςιμοποιιςουν άλγεβρα για να εκφράςουν ςωςτζσ ςχζςεισ ι να γενικεφςουν ζνα ρθτό 

και κλειςτό τφπο (Becker and Rivera, 2004).  

Από τθν άλλθ, ζνασ από τουσ κίνδυνουσ του να χρθςιμοποιείσ μοτίβα ςαν γζφυρα για τθν 

άλγεβρα είναι όντωσ το γεγονόσ ότι οι μακθτζσ ςυχνά καταφεφγουν ςε ςτρατθγικζσ δοκιμισ 

και λάκουσ ι αφελείσ επαγωγζσ από το να καταφεφγουν ςε αλγεβρικζσ γενικεφςεισ (Mac 

Gregor and Stancey, 1993; Castro Martinez, 1995). Σε όλεσ αυτζσ τισ ςτρατθγικζσ, οι μακθτζσ 

ζτειναν να χρθςιμοποιιςουν δεικτικά ςφμβολα. Ραρόλα αυτά, το νόθμα των ςυμβόλων 

ιταν διαφορετικό κακϊσ κουβαλοφςαν και διαφορετικά δεικτικά νοιματα. Είδαμε για 

παράδειγμα, πόςο απίκανο ιταν για κάποιουσ μακθτζσ, να προςκζςουν επιτυχϊσ τα “x+x”. 

Θ δυςκολία ζγκειται ςτο ότι τα δεικτικά ςφμβολα δεν μποροφν να προςτεκοφν και όςο αυτά 

επιςθμαίνουν τα αντικείμενά τουσ, δεν μπορεί κάποιοσ να τα ςυλλζξει και να τα 

ςυγχωνζψει ςε μια ενιαία καινοφρια ςυμβολικι ζκφραςθ. Ωσ εκ τοφτου λοιπόν θ επιτυχία 

ςτθν άλγεβρα ςχετίηεται με τθ δυνατότθτα να χρθςιμοποιείσ τα δεικτικά ςφμβολα με μθ-

δεικτικά νοιματα. Είναι αλικεια ότι όςοι ζχουν μεγάλθ εμπειρία με τα αντικείμενα τθσ 

Άλγεβρασ μποροφν να χρθςιμοποιοφν τα δεικτικά ςθμεία και χωρίσ δεικτικι ςθμαςία, ςε 

αντίκεςθ με τουσ αρχάριουσ μακθτζσ. Αυτό φαίνεται από τθν αποτυχία τθσ Λωάννασ να 

προςκζςει τα x ςτον τφπο που ζφτιαξε x+(x+1) και επίςθσ δεν αδυνατοφςε να δει τθν 

ιςοδυναμία του 2x+1 με το x+x+1. 

Σε άλλεσ ζρευνεσ ζχει φανεί ότι για τουσ αρχάριουσ μακθτζσ, το να παρατθριςουν τα 

βαςικά κοινά χαρακτθριςτικά των όρων του μοτίβου δεν είναι κάτι που ςυμβαίνει ξαφνικά 

αλλά μια ςταδιακι διαδικαςία βαςιςμζνθ ςτθ διάκριςθ μεταξφ του ίδιου και του 

διαφορετικοφ. Τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ ρίχνουν φωσ ςτα ςφμβολα και τισ ερμθνείεσ 

τουσ ζτςι όπωσ τα χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ ςτισ μακθματικζσ εκφράςεισ γενίκευςθσ, αλλά 

και ςτθν κοινωνικι φφςθ τθσ αναδυόμενθσ αλγεβρικισ ςκζψθσ. Αρχικά τα ςφμβολα των 

μακθτϊν επιτελοφςαν ζναν ρόλο διαδικαςτικό, δεν αναφζρονταν ςε μζλθ του μοτίβου 

αλλά ςε διαδικαςίεσ και πράξεισ μεταξφ αρικμϊν που ςτθρίηονταν ςε μια ςτρατθγικι 

δοκιμισ και λάκουσ, με αποτζλεςμα μζςα από μία μαντεψιά να κατζλθγαν ςτον ηθτοφμενο 

τφπο. Ωςτόςο ςτθ ςυνζχεια μζςα από τθν εναςχόλθςθ με τον eXpresser είδαμε τα ςφμβολα 

των μακθτϊν να παίρνουν διαφορετικι υπόςταςθ. Ρλζον το κάκε ςφμβολο 

χρθςιμοποιοφνταν για ςυγκεκριμζνο ςκοπό και αναφερόνταν ςε ςυγκεκριμζνεσ δομζσ του 

μοτίβου. Ακόμα και θ ςειρά με τθν οποία τα ζκεταν ςτον ςυμβολικό τουσ τφπο είχε άμεςθ 

ςχζςθ με το ςχιμα που αναπαράγονταν ςτθν οκόνθ του υπολογιςτι. Για παράδειγμα ςε 

ζνα μοτίβο όπου τα τρία πρϊτα τετράγωνα ζμεναν ςτακερά και ςτθ ςυνζχεια το λογιςμικό 
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πρόςκετε κάκε φορά ζξι τετράγωνα ο Κωνςταντίνοσ το μετζφραςε ωσ 3 + 6x όπου 

βλζπουμε ότι όπωσ και ςτο πρόγραμμα πρϊτα ζγραψε τον αρικμό τρία που αντιςτοιχεί ςτα 

τρία πρϊτα ςτακερά τετράγωνα και μετά ζγραψε το 6x το οποίο αντιςτοιχεί ςτισ επιπλζον 

εξάδεσ από τετράγωνα. Θ κατανόθςθ τθσ ςυντακτικισ δομισ τθσ αλγεβρικισ γλϊςςασ και θ 

ζννοια των ςυμβόλων, είναι παρόλα αυτά, μία μακρά διαδικαςία. Οι μακθτζσ ςτο ξεκίνθμα 

τείνουν να καταφεφγουν ςε άλλεσ βιωματικζσ εκδοχζσ περιςςότερο οικείεσ ςε αυτοφσ. Θ 

γενίκευςθ, όπωσ ζχουμε δει ςτουσ διαλόγουσ των μακθτϊν, υποβάλλεται ςε μια διαδικαςία 

από διαδοχικζσ αλλαγζσ και βελτιϊςεισ. Ενϊ το τι κα πεισ, φαίνεται λίγο ι πολφ να είναι 

ςυμφωνθμζνο, το πϊσ κα το πεισ είναι ακόμα υπό καταςκευι. 

Οι δραςτθριότθτεσ των μακθτϊν κατά τθν διάρκεια τθσ ζρευνασ ιταν γεμάτεσ από 

ενζργειεσ οι οποίεσ αναπαριςτοφςαν κάτι ακόμα, δθλαδι αυτό που παραδοςιακά ςθμαίνει 

“μακθματικι αφαίρεςθ”. Σε αυτιν τθν αφθρθμζνθ διαδικαςία διατθρικθκε μια δυνατι 

ςφνδεςθ ανάμεςα ςτισ εικόνεσ και ςτα ςφμβολα. Ριο ςυγκεκριμζνα, όταν άρχιςαν να 

αλλθλεπιδροφν με το πρόγραμμα πιο ενεργά, ανζπτυξαν μια ςτρατθγικι θ οποία από μόνθ 

τθσ αποτελεί μια αφαιρετικι διαδικαςία. Αυτι θ αφαίρεςθ γεννικθκε όταν οι μακθτζσ 

δοκίμαςαν τον αρικμό μθδζν. Αντιλιφκθκαν ότι κζτοντασ μθδζν αποκαλφπτεται το 

ςτακερό μζροσ και ςτθ ςυνζχεια κζτοντασ ςτο πρόγραμμα τον αρικμό ζνα ανακάλυπταν το 

κομμάτι το οποίο επαναλαμβάνονταν τυχαία. Για παράδειγμα ζνα μοτίβο το οποίο 

αποτελείται από ζνα κίτρινο τετράγωνο και τριάδεσ από κόκκινα τετράγωνα τα οποία 

επαναλαμβάνονται, μποροφςε να γραφτεί ωσ 1 + 3x. Αυτό γιατί με τον αρικμό μθδζν ζμενε 

ςτθν οκόνθ μόνο το ζνα αρχικό κίτρινο τετράγωνο και με τον αρικμό ζνα εμφανιηόταν θ 

πρϊτθ τριάδα από κόκκινα τετράγωνα. Ζτςι λοιπόν οι μακθτζσ ζγραφαν ςτον τφπο τουσ για 

το κίτρινο τετράγωνο τον αρικμό 1 και για τισ τριάδεσ κόκκινων τετραγϊνων 3 επί τον 

άγνωςτο x. Μζςω αυτισ τθσ ςτρατθγικισ κατάφερναν και αποδομοφςαν όλα τα μοτίβα και 

με ευκολία καταςκεφαηαν τον μακθματικό τφπο. Αυτι θ αφαιρετικι διαδικαςία πζραςε από 

όλα τα ςτάδια του μοντζλου του AiC, δθλαδι το ςτάδιο τθσ αναγνϊριςθσ, τθσ καταςκευισ 

και τθσ παγίωςθσ, ωςτόςο ο κάκε μακθτισ ακολουκοφςε τθν δικι του πορεία μζςα από τα 

τρία αυτά επίπεδα αφαίρεςθσ. Δθλαδι, ενϊ ο ζνασ μακθτισ δοφλευε ςτο λογιςμικό ο 

μακθτισ που απλά παρακολουκοφςε ζκανε ταυτόχρονα μακθματικζσ αφαιρζςεισ με 

αποτζλεςμα να προχωράει ςτο πρϊτο επίπεδο αφαίρεςθσ πρϊτοσ. Ζτςι πολλζσ φορζσ όταν 

ζνασ μακθτισ ιταν ςτο δεφτερο επίπεδο αφαίρεςθσ ζνασ άλλοσ είχε φτάςει ιδθ ςτο τρίτο 

επίπεδο. Ππωσ φαίνεται λοιπόν και από τα δεδομζνα οι ενζργειεσ αναγνϊριςθσ, 

οικοδόμθςθσ και καταςκευισ των μακθτϊν είναι όλεσ μεςολαβθμζνεσ από τα γνωςτικά 

εργαλεία που είχαν ςτθν διάκεςι τουσ. Αυτά τα εργαλεία δεν μποροφν να διαχωριςτοφν 
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από τισ καταςκευζσ και τισ πλαιςιοκετθμζνεσ αφαιρζςεισ των μακθτϊν και δεν κα 

αναμζναμε να κάνουν τισ ίδιεσ παρατθριςεισ και ςυνδζςεισ χωρίσ αυτά τα εργαλεία. Ππωσ 

και τα εργαλεία με τθ ςειρά τουσ δεν μποροφν να διαχωριςτοφν από τουσ ανκρϊπουσ που 

τα χρθςιμοποιοφν, υπάρχει μία αμείωτθ ζνταςθ μεταξφ του ατόμου και του εργαλείου 

(Wertsch, 1998, p. 30) 

Στισ δραςτθριότθτεσ ςτισ οποίεσ οι μακθτζσ ζπρεπε να καταςκευάςουν δικά τουσ μοτίβα, 

ζδραςαν αρκετά εξερευνθτικά, δθλαδι άλλαηαν χρϊμα ςτα τετράγωνα, μετακινοφςαν 

τετράγωνα για αιςκθτικοφσ λόγουσ κτλ. Αυτό μπορεί να φαίνεται ωσ χάςιμο χρόνου και ωσ 

παραδείγματα από λάκοσ επιλογζσ ςτο λογιςμικό, ωςτόςο αυτζσ οι ενζργειεσ δίνουν 

επιπλζον εμπειρίεσ για να οικειοποιθκοφν ζνα εργαλείο για τισ δικζσ τουσ ανάγκεσ. Τζτοιεσ 

εμπειρίεσ μποροφν να κεωρθκοφν ωσ διαδικαςίεσ “αλλοίωςθσ καταςκευάςματοσ” 

(instrumentalization) που μπορεί να δϊςει αξία ςτουσ μακθτζσ αργότερα, αφοφ αυτό 

υποδεικνφει ότι τα μακθματικά εργαλεία είναι αορίςτου χρόνου και μποροφν να 

χρθςιμοποιθκοφν ςε διάφορεσ καταςτάςεισ ςτο ςχολείο και ςτθ ηωι. Εςτιάηοντασ ςτθν 

κεωρία καταςκευισ του εργαλείου, δφο φάςεισ διακρίναμε. Θ πρϊτθ είναι θ φάςθ τθσ 

ανακάλυψθσ των διάφορων εντολϊν, τα αποτελζςματά τουσ και θ οργάνωςι τουσ. Αυτι θ 

φάςθ κυρίωσ χαρακτθρίςτθκε από ιςχυρι εξάρτθςθ από τον υπολογιςτι όπου οι μακθτζσ 

ςυχνά αγνόθςαν άλλεσ πθγζσ πλθροφοριϊν, όπωσ οι κεωρθτικζσ γνϊςεισ ι θ εργαςία ςε 

μολφβι και χαρτί. Οι παρατθριςεισ τουσ αποκάλυψαν ζνα πρϊτο επίπεδο δθμιουργίασ 

εργαλείου με μεγάλθ ποικιλία από ςτρατθγικζσ και τεχνικζσ. Αμζςωσ μόλισ οι εντολζσ 

αποκτοφςαν μακθματικό νόθμα, οι μακθτζσ εςτίαηαν τισ ενζργειζσ τουσ ςε ζνα 

περιοριςμζνο αρικμό από αυτζσ. Αυτι θ δεφτερθ φάςθ είναι μία φάςθ οργάνωςθσ θ οποία 

χαρακτθρίηεται από μία ςυμπεριφορά “κλαδζματοσ” προσ τισ πρϊτεσ ςτρατθγικζσ και 

τεχνικζσ. Είναι επίςθσ μία φάςθ ςτθν οποία οι μακθτζσ ξεκινοφν να οργανϊνουν τισ 

ενζργειζσ τουσ με λιγότερεσ εντολζσ και ευςυνείδθτα να τισ ςυνδυάηουν, τθν μία με τθν 

άλλθ και με τα άλλα εργαλεία πλθροφοριϊν.  

Θ διαδικαςία καταςκευισ εργαλείου, δεν οδθγεί αναγκαία ςε περιςςότερθ μακθματικι 

δραςτθριότθτα. Από τθ μία, μπορεί να καλφπτει ελλείψεισ μακθματικισ γνϊςθσ των 

μακθτϊν, όπωσ το να βρίςκουν ποιοσ αλγεβρικόσ τφποσ περιγράφει μια εικόνα ενόσ 

μοτίβου, και από τθν άλλθ, μπορεί να αποκαλφπτει τζτοιεσ ελλείψεισ, όπωσ το να μθν 

μπορεί ο μακθτισ να αντιλθφκεί τι εικόνα ζχει το μοτίβο του απλοφ τφπου x. Σε κάκε 

περίπτωςθ, θ διαδικαςία καταςκευισ εργαλείου είναι περίπλοκθ και αργι ακόμα και για 

τουσ καλφτερουσ μακθτζσ οι οποίοι ζχουν αποκτιςει μία ςχζςθ με τον υπολογιςτι. Αυτι θ 
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διαδικαςία ζχει μια ςθμαντικι επιρροι όχι μόνο ςτον τρόπο που εργάηονται οι μακθτζσ, 

αλλά και ςτον τρόπο που καταςκευάηουν τθν γνϊςθ, εξαιτίασ των ςυνδζςεων μεταξφ 

χειρονομίασ και ςκζψθσ (Noss and Hoyles, 1996).  

Κάποια μακθματικά που προζκυψαν από τθν εναςχόλθςθ των παιδιϊν με το πρόγραμμα 

ιταν εμφανι (Noss and Hoyles, 1996b), π.χ. θ κατθγορία “υπολογιςμοί”. Αυτό είναι άξιο 

προςοχισ και δείχνει ότι ο eXpresser μπορεί να προςφζρει ζδαφοσ για ςχολικά 

μακθματικά. Ωςτόςο πολλά μακθματικά ιταν αυτό που αναφζρουν οι Noss & Hoyles 

“αόρατα” και υπονοοφμενα, χρθςιμοποιθμζνα μζςα από τθν εναςχόλθςθ με το πρόγραμμα 

το οποίο οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν με τον δικό τουσ τρόπο. Ρρζπει να ςθμειωκεί ακόμθ ότι 

θ εναςχόλθςθ με το πρόγραμμα ζγινε ςτο ςπίτι του ερευνθτι και όχι ςτο ςχολείο. 

Συγκρίνουμε αυτό με μια ζρευνα του Monaghan (2007) ςτθν οποία μακθτζσ εργάςτθκαν ςε 

μια δραςτθριότθτα που κακοριηόταν από τθν ςυνοδεία του ερευνθτι και 

πραγματοποιικθκε ςτθν τάξθ. Ο Monaghan υποςτθρίηει ότι ζχει ςθμαςία που οι μακθτζσ 

δοφλεψαν μζςα ςτθν τάξθ των μακθματικϊν, αφοφ διλωςαν ότι ανζμεναν να κάνουν 

ςχολικά μακθματικά ςε μία τζτοια τάξθ. 

Ωςτόςο, ενϊ οι περιςςότεροι μακθτζσ είναι ικανοί να αναγνωρίηουν μία μεγάλθ ποικιλία 

από μοτίβα, (Stacey, 1989) πολλά από αυτά δεν είναι προφανι, πράγμα που κακιςτά 

δφςκολθ τθν αλγεβρικι αναπαράςταςθ τουσ με ευκφ τρόπο και κατ’ επζκταςθ τθν 

γενίκευςι τουσ (Lee & Wheeler, 1987). Αυτό ίςωσ οφείλεται ςτο ότι θ αλγεβρικι 

τυποποίθςθ, ςυχνά δε ςυνδζεται με τθν ενζργεια θ οποία προθγείται και θ Άλγεβρα 

αντιμετωπίηεται ςαν ζνα αποτζλεςμα, μία λφςθ προβλιματοσ, παρά ςαν ζνα εργαλείο για 

επίλυςθ προβλιματοσ. Από ερευνθτικι πλευρά υπάρχει λοιπόν ανάγκθ για διερεφνθςθ των 

ςτρατθγικϊν των μακθτϊν πράγμα δφςκολο μζςα από δραςτθριότθτεσ που γίνονται ςε 

μολφβι και χαρτί. Αυτό γιατί προςφζρουν λίγουσ τρόπουσ για να αποκτιςεισ εικόνα για τισ 

ςτρατθγικζσ των μακθτϊν αλλά και για τα νοιματα που καταςκευάηουν. Αντικζτωσ ςε 

υπολογιςτικά περιβάλλοντα, είναι μερικζσ φορζσ πικανό να οικοδομιςεισ πλοφςιεσ 

περιγραφζσ για τθν ςκζψθ των μακθτϊν, με το να μελετάσ τι καταςκευάηεται και πωσ. Για 

αυτό και θ εργαςία χρθςιμοποίθςε ζνα αυτό-εκφραςτικό υπολογιςτικό περιβάλλον, ςτο 

οποίο ο μόνοσ τρόποσ να χειριςτείσ και να ανακαταςκευάςεισ αντικείμενα είναι να 

εκφράςεισ ρθτά τισ ςχζςεισ μεταξφ τουσ. Τζτοια περιβάλλοντα παρζχουν κόςμουσ όπου 

εςτιάηεισ ςτθ γλϊςςα και ςτοχεφει ςτο να κάνει τθν άλγεβρα να αποκτιςει νόθμα. Σε 

αντίκεςθ με το μολφβι και χαρτί λοιπόν, είναι πιο φυςικό να προςεγγίςεισ ζνα μοτίβο με 

βάςθ τθν εικονικι του δομι μζςα από το λογιςμικό eXpresser και να εκμεταλλευτείσ τθν 
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επαναλαμβανόμενθ δομι του προγραμματιςτικοφ περιβάλλοντοσ. Είναι πολφ ςθμαντικό ότι 

οι δραςτθριότθτεσ ςε ζνα τζτοιο περιβάλλον δεν είναι τετριμμζνεσ και ο ςφνδεςμοσ μεταξφ 

εικονικοφ και ςυμβολικοφ, ειδικοφ και γενικοφ δεν είναι άμεςοσ ακόμα και για ζμπειρουσ 

μακθτζσ. 

Μζςα από τθν ανάλυςθ των δεδομζνων γεννικθκαν κάποια ερωτιματα, όπωσ: τι 

κεωροφμε Μακθματικά, αν θ Άλγεβρα είναι θ γλϊςςα τθσ γενίκευςθσ, ποιεσ είναι οι 

ςτρατθγικζσ των μακθτϊν ςτθν προςπάκειά τουσ να εκπονιςουν γενίκευςθ μοτίβων, αν 

ζνα υπολογιςτικό περιβάλλον μπορεί να επθρεάςει τισ ςτρατθγικζσ τουσ, αν προκφπτουν 

μακθματικζσ αφαιρζςεισ μζςα από τθν εμπλοκι τουσ, τθν φφςθ τθσ αφαίρεςθσ. Ακόμθ από 

τθν παρουςίαςθ αναδφκθκαν και κζματα ςχετικά με τθν μάκθςθ, τισ αιςκιςεισ και τθν 

επιρροι τθσ τεχνολογίασ ςτθν δραςτθριότθτα των παιδιϊν. Μπορεί θ ζρευνά μασ να ζχει 

περιοριςμοφσ από τθ φφςθ τθσ, από τθν ςτιγμι που αποτελεί μια μελζτθ περίπτωςθσ και 

ζτςι τα ευριματα τθσ να μθν μποροφν να γενικευτοφν, ωςτόςο πιςτεφω ότι κα άξιηε θ 

εφαρμογι τθσ ςτο πλαίςιο μιασ ςχολικισ τάξθσ και θ ςυηιτθςθ των αποτελεςμάτων τθσ υπό 

το πρίςμα τθσ ςχετικισ βιβλιογραφίασ. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

Υύλλο εργαςίασ 1 
1. Ανοίξτε το αρχείο “Μαίανδροσ” . 

i) Ραρατθρείτε κάποιο μοτίβο;  

ii) Επαναλαμβάνεται κάποιο ςτοιχείο ςτθν εικόνα που βλζπετε;  

iii) Ρεριγράψτε τι αντιλαμβάνεςτε όταν κινείτε θ εικόνα.  

iv) Αιτιολογιςτε 

 

2. Ανοίξτε τα αρχεία “μοτίβο 1”, “μοτίβο 2”, “μοτίβο 3”, “μοτίβο 4” . 

Σε κάκε ζνα από τα αρχεία που ανοίξατε απαντιςτε ςτισ ακόλουκεσ ερωτιςεισ: 

i) Τι παρατθρείσ; 

ii) Τι μζνει ίδιο και τι αλλάηει ςτο μοτίβο; 

iii) Εμφανίηεται κάτι ςτακερό; 

iv) Ρόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 5; 

v) Ρόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 10; 

vi) Ρόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 25; 

vii) Ρόςα τετράγωνα κα ζχει ςτο νοφμερο 100; 

viii) Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με φυςικι γλϊςςα 

ix) Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με ζνα μινυμα 

x) Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με μακθματικό τφπο 

xi) Τι αντιπροςωπεφει ο αρικμόσ ςε πλαίςιο “unlock”; 
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3. Άνοιξε το αρχείο “μοτίβο 5”, “μοτίβο 6”, “μοτίβο 7”. 

i) Εςτίαςε ςτθν πρϊτθ ςειρά. Ρεριζγραψε τθν. Βλζπεισ καμία ςχζςθ μεταξφ των 

μερϊν των ςειρϊν; 

ii) Βλζπεισ κάποια ςυμμετρία; 

iii) Βλζπεισ κάτι να επαναλαμβάνεται; 

iv) Εμφανίηεται κάτι ςτακερό; 

v) Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με φυςικι γλϊςςα 

vi) Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με ζνα μινυμα 

vii) Ρεριζγραψε τι κάνει το μοτίβο με μακθματικό τφπο 

viii) Ρωσ κα μποροφςε να είναι θ ν-οςτι ςειρά; 

 

4. Άνοιξε τα αρχεία: “μοτίβο 2”, “μοτίβο 8”, “μοτίβο 9”, “μοτίβο 10”, “μοτίβο 11”, “μοτίβο 

12”, “μοτίβο 13” 

i) Ραρατθρείτε κάποια ομοιότθτα ςτα μοτίβα 2 και 8; 

ii) Τι διαφορζσ ζχουν τα μοτίβα 9, 10, και 11 και τι ομοιότθτεσ; 

iii) Τι διαφορζσ ζχουν τα μοτίβα 12 και 13 και τι ομοιότθτεσ; 

Διάλεξε ένα από τα μοτίβα 9-10-11 ή από τα 12-13 και απάντηςε ςτισ παρακάτω 

ερωτήςεισ: 

iv) Βρεσ τον αρικμό των τετραγϊνων που απαιτείτε για να φτιάξεισ τα νοφμερα 5, 

12, 25, 50  

v) Εξιγθςε πωσ κα βρίςκουμε τον αρικμό των τετραγϊνων για να φτιάξουμε 

οποιαδιποτε φιγοφρα 

vi) Γράψε ζναν μακθματικό τφπο, ο οποίοσ κα υπολογίηει τον αρικμό των 

τετραγϊνων που απαιτοφνται για να φτιάξεισ τθν φιγοφρα n. 

vii) Τι διαφορζσ ζχουν αυτζσ οι αναπαραςτάςεισ μεταξφ τουσ; Ροια αναπαράςταςθ 

από τισ δφο κα προτιμοφςατε; 
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Υύλλο εργαςίασ 2 

1. Σασ δίνω τα δφο πρϊτα ςτάδια του μοτίβου 

 

i. Ρωσ κα μποροφςεσ να ςυνεχίςεισ το μοτίβο; 

ii. Γιατί το επεκτείνεισ με αυτόν τον τρόπο; 

iii. Συνζχιςε το μοτίβο μζχρι το βιμα 5 

iv. Τι μζνει ίδιο και τι αλλάηει ςτο μοτίβο; 

v. Υπάρχει άλλοσ τρόποσ να επεκτείνεισ το μοτίβο; Ρωσ; 

vi. Μπορείσ να το καταςκευάςεισ ςτον eXpresser; 

vii. Βρεσ ζναν μακθματικό τφπο που να περιγράφει το μοτίβο με δφο διαφορετικοφσ 

τρόπουσ. Αιτιολόγθςε κάκε τφπο. 

viii. Ρωσ ξζρεισ ςίγουρα ότι το μοτίβο κα ςυνεχίςει  με αυτόν τον τρόπο και όχι αλλιϊσ; 

ix. Βρεσ ζναν άλλο τρόπο να το ςυνεχίςεισ και βρεσ ζναν διαφορετικό τφπο για αυτό το 

μοτίβο.    
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2. Σασ δίνεται θ παρακάτω εικόνα: 

 

i) Ρωσ κα μποροφςεσ να ςυνζχιηεσ το μοτίβο; Γιατί το επεκτείνεισ με αυτόν τον 

τρόπο; 

ii) Τι μζνει ίδιο και τι αλλάηει ςτο μοτίβο; 

iii) Υπάρχει άλλοσ τρόποσ να επεκτείνεισ το μοτίβο; Ρωσ; 

iv) Βρεσ ζναν τρόπο να μετριςεισ τον αρικμό των κόκκινων τετραγϊνων και 

χρθςιμοποίθςε τθν μζκοδο ςου για να γενικεφςεισ το μοτίβο και για τον αρικμό 

των κίτρινων τετραγϊνων ςτο n-οςτό μοτίβο. 

v) Τϊρα βρεσ ζναν άλλον τρόπο να μετριςεισ τον αρικμό των κόκκινων 

τετραγϊνων. Χρθςιμοποίθςε αυτι τθν νζα μζκοδο για να γενικεφςεισ ζνα 

μοτίβο για τον αρικμό και των κίτρινων  τετραγϊνων ςτο n-οςτο μοτίβο. 

vi) Είναι αυτζσ οι εκφράςεισ ιςοδφναμεσ; Γιατί ι γιατί όχι; 

vii) Υπάρχει τρίτοσ τρόποσ να μετριςεισ τον αρικμό των κόκκινων τετραγϊνων; 

Χρθςιμοποίθςε αυτι τθν νζα μζκοδο για να γενικεφςεισ ζνα μοτίβο και για τον 

αρικμϊν των κίτρινων  τετραγϊνων ςτο n-οςτό μοτίβο. Ξανά, τςζκαρε αν οι 

εκφράςεισ ςου είναι ιςοδφναμεσ. 

viii) Από τθν εμπειρία μασ, οι μακθτζσ ζχουν μετριςει οπτικά τον αρικμό των 

κόκκινων  τετραγϊνων για το n-οςτό μοτίβο με τουλάχιςτον 4 διαφορετικοφσ 

τρόπουσ. Μπορείσ να βρεισ παραπάνω από τζςςερεισ; Ναι ι όχι; Αν ναι δείξε 

μασ. 

ix) Ρόςουσ πικανοφσ τρόπουσ μπορείσ να βρεισ για να το καταςκευάςεισ ςτον 

eXpresser; 
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Υύλλο εργαςίασ 3 

1. Φτιάξε ςτον eXpresser ζνα μοτίβο το οποίο κα περιγράφει τον μακθματικό τφπο 

n. 

2. Φτιάξε ςτον eXpresser ζνα μοτίβο το οποίο κα περιγράφει τον μακθματικό τφπο 

3n. 

3. Φτιάξε ςτον eXpresser ζνα μοτίβο το οποίο κα περιγράφει τον μακθματικό τφπο (7n+2). 

 

4. Κα μποροφςε το παραπάνω μοτίβο να είναι το 7n+2; Αιτιολογιςτε. 
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Υύλλο εργαςίασ 4 

 

1. Ανοίξτε το αρχείο “test” 

 

1) Ριςτεφετε ότι το μοτίβο είναι ςωςτό; Αιτιολογιςτε. 

2) Αν όχι, πωσ κα μποροφςε να διορκωκεί; 

3) Διόρκωςζ το, περιζγραψε το και ηωγράφιςζ το ςε ζνα χαρτί 

4) Βρεσ ζναν μακθματικό τφπο για τον ςυνολικό αρικμό των μπλε και πράςινων 

τετραγϊνων ςε κάκε επίπεδο. Εξιγθςε τον τφπο. 

5) Ρόςα πράςινα τετράγωνα υπάρχουν ςτο επίπεδο 11; Ρωσ το ξζρεισ; 

6) Ροιο επίπεδο περιζχει ςυνολικά 66 τετράγωνα και ποιο  56; Εξιγθςε. 

7) Βρεσ ζναν μακθματικό τφπο που να περιγράφει το μοτίβο με δφο διαφορετικοφσ 

τρόπουσ. Αιτιολόγθςε κάκε τφπο. 
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2. Άνοιξε το αρχείο “Σπιτάκια”. 

 

 

a) Ρεριζγραψε το μοτίβο. Βρεσ τον μακθματικό τφπο που το εκφράηει. 

b) Άλλαξε το ζτςι ϊςτε να δείχνει όπωσ ςτθν παρακάτω εικόνα: 

 

c) Ρροςπάκθςε να το καταςκευάςεισ ζτςι ϊςτε να μθν γίνονται επικαλφψεισ. 

d) Τι αλλαγζσ ζκανεσ ςτο μοτίβο για να πάρει αυτι τθν μορφι; Ο μακθματικόσ τφποσ 

του καινοφριου μοτίβου είναι διαφορετικόσ ι ίδιοσ με του προθγοφμενου; 

Αιτιολόγθςε. 
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Υύλλο εργαςίασ 5 

1. Ανοίξτε το αρχείο “Λίμνθ”. 

 

 

i. Ρόςα κίτρινα τετράγωνα ζχει θ λίμνθ ςτα επίπεδα 3, 4, 10; Ρόςα ζχει γενικά; 

ii. Ρόςα τετράγωνα ζχει ο φράκτθσ τθσ λίμνθσ ςτα αντίςτοιχα επίπεδα; Ρόςα κα 

ζχει γενικά; 

iii. Βρεσ ζναν μακθματικό τφπο που να εκφράηει τα ςυνολικά τετράγωνα του 

μοτίβου ςτο n-οςτό επίπεδο. 

iv. Συμπλθρϊςτε τον τφπο που χρειάηεται για να χρωματιςτεί θ λίμνθ ςτον General 

world κατάλλθλα. 

2. Σκακιζρα 

a) Ρροςπάκθςε να καταςκευάςεισ ςτον eXpresser μία ςκακιζρα από μπλε και κίτρινα 

τετράγωνα απεριόριςτων τετραγϊνων. Δθλαδι όχι κατά ανάγκθν 8x8 ςκακιζρα. 

b) Με τθν βοικεια τθσ καταςκευισ ςου μπορείσ να ορίςεισ ζναν μακθματικό τφπο για 

τα ςυνολικά τετράγωνα τθσ ςκακιζρασ; 
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(Ρροαιρετικά) 

3. Ανοίξτε το αρχείο “προαιρετικό” 

Ροιοσ μπορεί να είναι ο μακθματικόσ τφποσ του μοτίβου;  
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