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1.  ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
   Είναι επιστηµονικά αποδεκτό ότι η έννοια του ορίου αποτελεί µία από τις πιο                               
δύσκολες έννοιες στην Ανάλυση. Ένας από τους λόγους είναι ότι η έννοια αυτή 
προϋποθέτει τη γνώση προαπαιτούµενων εννοιών, µεταξύ των οποίων µια από τις πιο 
σηµαντικές είναι εκείνη του πραγµατικού αριθµού. Επειδή συνήθως οι µαθητές δεν έχουν 
διδαχθεί την αυστηρή θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών, οι διαισθητικές τους 
πεποιθήσεις είναι ευρύτατες στο θέµα αυτό (Ε.Fischbein, 1999). 
   Κάποιοι ερευνητές  (Tall, Sullivan ) έχουν σχολιάσει τις διδακτικές επιπτώσεις της µη 
εισαγωγής µη-τυπικών µοντέλων. Από την άλλη πλευρά, εγχειρίδια όπως του Gardiner  
είναι διαθέσιµα για να βοηθήσουν τους µαθητές να αποκτήσουν µια αυστηρότερη εικόνα 
των πραγµατικών πριν ξεκινήσουν τα συµβατικά µαθήµατα  Πραγµατικής Ανάλυσης. Η 
πεποίθηση ότι τα απειροστά υπάρχουν, θα έδειχνε πολύ σηµαντική στο πώς νοούνται τα 
όρια, αλλά µια πρόσφατη εργασία (Szydlik, 2000) ισχυρίζεται ότι διαθέτει κάποια 
στοιχεία ενάντια σ� αυτό. 
      Μια άλλη προαπαιτούµενη έννοια είναι εκείνη της συνάρτησης. Οι ακολουθίες 
θεωρούνται σπάνια από τους µαθητές ως συναρτήσεις στο !  (Mamona, 2001) και 
συνεπώς τείνουν να θεωρούνται ως διαδικασίες µάλλον, παρά ως µαθηµατικά 
αντικείµενα. Επίσης, η συνέχεια των πραγµατικών συναρτήσεων τείνει να 
αντιµετωπίζεται γεωµετρικά, θεωρώντας ότι η γραφική παράσταση είναι µια καµπύλη 
που «δεν κόβεται» (Cottrill et al., 1996).  
     Οι διατυπώσεις των τυπικών ορισµών του ορίου προϋποθέτουν επίσης κάποιες 
υπάρχουσες δεξιότητες. Μία είναι ο επιτυχής χειρισµός των ποσοδεικτών, οι οποίοι 
ταλαιπωρούν πολλούς µαθητές (Dubinsky et al., 1988). Επίσης η εφαρµογή και η 
έλλειψη επαρκούς κατανόησης των απολύτων τιµών και ανισοτήτων προξενούν 
προβλήµατα σε πολλούς µαθητές (βλ. πάλι Cottrill et al., 1996). 
     Η έννοια του ορίου µιας συνάρτησης παρέχει ένα ελκυστικό πλαίσιο για τη µελέτη 
των µαθηµατικών πεποιθήσεων και διαισθήσεων. Η έννοια αυτή είναι ιδιαίτερα 
σηµαντική από µαθηµατική άποψη. Αποτελεί την θεµελιώδη έννοια του Απειροστικού 
Λογισµού και είναι δύσκολη στην κατάκτησή της από τους µαθητές (Davis & Vinner, 
1986, Sierpinska, 1987, Tall & Vinner, 1981). Οι µαθητές εξακολουθούν να διατηρούν 
ατελείς και εναλλακτικές αντιλήψεις για το όριο ακόµη κι έπειτα από προσεγµένη 
διδασκαλία σχεδιασµένη για να τις εξαλείψει (Davis & Vinner, 1986, Williams, 1991). 
Για τους λόγους που αναφέρθηκαν παραπάνω, το πεδίο αυτό έχει αποσπάσει ουσιαστική 
προσοχή από ερευνητές της διδακτικής.   Πολλά µοντέλα του ορίου (τα οποία ο Cornu, 
1991, αποκάλεσε αυθόρµητα µοντέλα των µαθητών) έχουν καταγραφεί: το όριο είναι 
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άφθαστο (Tall & Schwarzenberger, 1978), το όριο ως κίνηση (Tall & Vinner, 1981), και 
το όριο ως ένα φράγµα που δε µπορεί να ξεπεραστεί (Cornu, 1991). Από τα µοντέλα 
αυτά, το όριο ως άφθαστο και ως φράγµα είναι και τα δύο ασυνεπή µε τον τυπικό ορισµό 
και εποµένως αποτελούν πραγµατικά παρανοήσεις. Η αντίληψη του ορίου ως κίνηση αν 
και είναι  ένα λογικό και συχνά χρήσιµο µοντέλο του ορίου, δεν είναι ακριβής και µπορεί 
να επηρεάσει την κατανόηση του τυπικού ορισµού από τους φοιτητές. Οι οριακές 
διαδικασίες δεν είναι πάντα διαισθητικές, και εποµένως ένα τυπικό πλαίσιο παρέχει ένα 
ισχυρό εργαλείο για τη σκέψη και τον υπολογισµό ορισµένων ορίων. Η Sierpinska και ο 
Williams (1991) έχουν και οι δύο προτείνει ότι οι πεποιθήσεις των µαθητών για τα 
µαθηµατικά µπορούν να εµποδίσουν την κατανόηση του πεδίου αυτού. 
    Βάσει εµπειρικών δεδοµένων, η Sierpinska (1987) πρότεινε ότι τα κύρια 
επιστηµολογικά εµπόδια που σχετίζονται µε τα όρια αφορούν τις έννοιες των 
πραγµατικών αριθµών, του απείρου και της συνάρτησης. Αυτό είναι αναµενόµενο, αφού 
τα αξιώµατα του Απειροστικού Λογισµού είναι παραδοχές σχετικά µε τους πραγµατικούς 
αριθµούς, οι οριακές διαδικασίες αντιµετωπίζονται συχνά ως άπειρες διαδικασίες, και οι 
συναρτήσεις είναι τα κύρια αντικείµενα ενδιαφέροντος. 
 
   Στους Davis και Vinner (1986), ένα τεστ αποκάλυψε ένα κατάλογο συνήθων 
παρανοήσεων στην έννοια του ορίου τις οποίες συνοψίζουµε παρακάτω: 
 
1. Μια ακολουθία «δεν πρέπει να φθάνει το όριό της». 
2. Εξυπακουόµενη µονοτονία της (αν). 
3. Σύγχυση του ορίου µε φράγµα. 
4. Υπόθεση ότι η ακολουθία έχει έναν «τελευταίο όρο». 
5. Υπόθεση ότι µε κάποιον τρόπο µπορείς να «περάσεις από απείρως πολλούς  

όρους» της ακολουθίας. 
6. Σύγχυση του 0( )f x  µε το 

0

lim ( )
x x

f x
→

. 

7. Υπόθεση ότι οι ακολουθίες πρέπει να έχουν κάποιο προφανή, συνεπή τύπο. 
8. Παραµέληση του σηµαντικού ρόλου της σειράς µε την οποία εµφανίζονται το ε  

και το Ν, όπως διαβάζουµε τον ορισµό από τα αριστερά. 
9. Σύγχυση µεταξύ του γεγονότος ότι το ν δε φθάνει το άπειρο και του ερωτήµατος  

του αν το αν µπορεί πιθανώς να «φθάσει» το όριο L. 
 
   Ο ακόλουθος χαρακτηρισµός, που παρατίθεται από τον Williams (1991), συνοψίζει µε 
χρήσιµο τρόπο τις διαφορετικές διαισθητικές προσεγγίσεις ή περιγραφές που δίνονται 
από µαθητές για τα όρια συναρτήσεων: 
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Τύπος 
Προσέγγισης 

«Συνήθης» Άτυπη ∆ιατύπωση 

∆υναµική � 
Θεωρητική 

Ένα όριο περιγράφει πώς µια συνάρτηση κινείται, καθώς το x 
κινείται προς ένα ορισµένο σηµείο 

Σύνορο Ένα όριο είναι ένας αριθµός ή σηµείο πέρα από το οποίο µια 
συνάρτηση δε µπορεί να πάει 

Τυπική Ένα όριο είναι ένας αριθµός, στον οποίο οι y-τιµές µιας 
συνάρτησης µπορούν να γίνουν αυθαίρετα κοντινές µέσω του 
περιορισµού των x-τιµών 

Άφθαστο Ένα όριο είναι ένας αριθµός ή σηµείο το οποίο η συνάρτηση 
πλησιάζει αλλά ποτέ δε φθάνει 

Προσέγγιση Ένα όριο είναι µια προσέγγιση η οποία µπορεί να γίνει 
οσοδήποτε ακριβής επιθυµούµε 

∆υναµική - 
Πρακτική 

Ένα όριο προσδιορίζεται µε τοποθέτηση αριθµών ολοένα πιο 
κοντά σε ένα δεδοµένο αριθµό µέχρι να φθάσουµε το όριο. 

 
    Παρ� όλο που µερικές εργασίες αναφέρονται στις πολλές προσεγγίσεις  στις οποίες οι 

µαθητές είναι προετοιµασµένοι να αποδεχθούν, οι περισσότερες εργασίες προτείνουν ότι 

οι ισχυρότερες εικόνες είναι οι δυναµικές. Λόγου χάρη, στους Tall και Vinner (1981) τα 

δυναµικά επιχειρήµατα τέθηκαν εναντίον εκείνων που βασίζονταν στον τυπικό ορισµό. 

Τέτοιες θεωρήσεις µπορούν  «να οδηγήσουν στην πιθανότητα ώστε η υπόθεση ( )f x c≠  

(το όριο της f στο x0) να είναι ένα δυνητικός παράγοντας σύγκρουσης». Εδώ, απλοϊκές 

διαισθήσεις βασιζόµενες στην κίνηση προς το σηµείο όπου το όριο πρέπει να ληφθεί, 

διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο. Ειδικότερα αυτή η περίπτωση συχνά µοιάζει να 

διαχωρίζει γνωσιακά τη σχέση που αναπαρίσταται από µια συνάρτηση, έτσι ώστε 

κάποιος να φαντάζεται δύο ξεχωριστές διαδικασίες, µία κατά µήκος του x-άξονα και µία 

στην καµπύλη του γραφήµατος, οι οποίες κατόπιν πρέπει να συντονιστούν .    

  
    Η ποικιλία των αντιλήψεων,  η απαραίτητη κατανόηση προαπαιτούµενων εννοιών 

(όπως των  πραγµατικών αριθµών, του απείρου και της συνάρτησης) και τα γνωστικά 

εµπόδια καθιστούν τη διδασκαλία της έννοιας του ορίου εξαιρετικά δύσκολη. 

Πολυάριθµες προσπάθειες έχουν καταβληθεί, αλλά το πρόβληµα παραµένει άλυτο! Κατά 

την εξέταση αυτών των προσπαθειών, µπορούµε να εστιάσουµε σε ορισµένα θεµελιώδη 

σηµεία και να θέσουµε ουσιαστικά ερωτήµατα . 
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   Κατ' αρχήν, υπερβολικά πολλοί καθηγητές φαίνονται να θεωρούν επαρκές το να 

παρουσιάσουν µε σαφήνεια την έννοια του ορίου για να γίνει αυτή κατανοητή από τους 

µαθητές. Είναι πολύ σηµαντικότερο οι µαθητές να αποκτήσουν επίγνωση της 

πολυπλοκότητας της έννοιας και να αναστοχαστούν στις δικές τους ιδέες και τα 

επιστηµολογικά εµπόδια . Η µέχρι τώρα έρευνα παρουσιάζει σαφώς ότι οι  αντιλήψεις 

των µαθητώv ποικίλουν ιδιαίτερα, ότι διαπράττουν θεµελιώδη λάθη και ότι δεν 

υπερνικούν απαραιτήτως τα επιστηµολογικά εµπόδια. Είναι απαραίτητο να υπάρξει 

εκπαίδευση των καθηγητών ώστε να βοηθηθούν στο να αποκτήσουν επίγνωση των 

σχετικών προβληµάτων. Είναι εξίσου σηµαντικό για τους µαθητές να αντιληφθούν 

πλήρως τις ουσιαστικές δυσκολίες. Έχουν πραγµατοποιηθεί πειράµατα στα οποία, πριν 

ξεκινήσει το µάθηµα για την έννoια  του ορίου, δόθηκαν  στους µαθητές κατάλληλες 

δραστηριότητες για  να τους βοηθήσουν να  αντιληφθούν τις δικές τους αυθόρµητες 

ιδέες, εικόνες, διαισθήσεις και εµπειρίες που κατείχαν πριν και που θα έπαιζαν 

απαραιτήτως ρόλο κατά τη διαδικασία µάθησης. Ειδικότερα, ενηµερώθηκαν για  τα 

διαφορετικά νοήµατα των λέξεων που επρόκειτο να χρησιµοποιήσουν. Αυτή 

αποδείχθηκε πολύτιµη τεχνική και τους επέτρεψε να δοµήσουν πάνω στη δική τους 

γνώση και κατανόηση.  (Cornu, Robert). 

     Ένα περαιτέρω πρόβληµα είναι εκείνο του πλαισίου στο οποίο πραγµατοποιείται η 

µάθηση. Μια αποτελεσµατική µάθηση πρέπει να πραγµατoπoιείται  σ�ένα  πλαίσιο 

επίλυσης προβλήµατος. Η έννoια του ορίου πρέπει να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση 

συγκεκριµένων προβληµάτων. Είναι εποµένως απαραίτητο να παρουσιαστούν 

καταστάσεις στις οποίες ο µαθητής µπορεί να δει ότι το όριο αποτελεί χρήσιµο εργαλείο. 

Καταστάσεις στις οποίες το όριο παρουσιάζεται ως µέρος της απάντησης σε ερωτήµατα 

που ίδιος ο µαθητής έχει θέσει στον εαυτό του. Αυτό συχνά λείπει από τη σύγχρονη 

διδασκαλία. ∆ίνεται ένας ορισµός της έννoιας του ορίου, ακολουθούµενος από µια 

αλυσίδα  προβληµάτων και ασκήσεων, συνήθως βασισµένων αποκλειστικά στο χειρισµό 

της άλγεβρας της έννοιας του ορίου όπως π.χ. το όριο ενός αθροίσµατος, της σύνθεσης 

δύο συναρτήσεων κ.α.  

    Είναι σηµαντικό  να εξετάσουµε τον τρόπο µε τον οποίο παρουσιάζεται η έννοια του 

ορίου. ∆εν αρκεί να γίνει µόνο ένας σωστός από µαθηµατική άποψη σχεδιασµός της 

διδασκαλίας, αλλά να ελεγχθεί και η γνωστική καταλληλότητα των στόχων του 
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αναλυτικού προγράµµατος και των προβληµάτων που πρέπει να λυθούν. Έχει πλέον 

εδραιωθεί το γεγονός ότι κατά τη µετάβαση στην ανώτερη µαθηµατική σκέψη µια 

καθαρά λογική ακολουθία θεµάτων, στην οποία οι µαθηµατικές έννοιες εισάγονται µέσω 

ορισµών και λογικών συλλογισµών, είναι µάλλον ανεπαρκής. 

      Ο Tall (1986), θεώρησε ότι τα στοιχεία από έρευνες πάνω στις δυσκολίες των 

µαθητών µε την έννοια ταυ ορίου κατέστησαν εντελώς ακατάλληλη την προσέγγισή της 

είτε µέσω του τυπικού ορισµού ή ακόµα και (στην περίπτωση της παραγώγου) µέσω της 

γεωµετρικής εµπειρίας µιας τέµνουσας «που τείνει σε µια εφαπτοµένη». 

      Υπέθεσε ότι η διαδικασία του ορίου πρέπει να χρησιµοποιηθεί σιωπηρά στον 

απειροστικό λογισµό  ως τµήµα µιας διαδικασίας µεγέθυνσης για να «δούµε» την κλίση 

µιας καµπύλης και να αποκτήσουµε εµπειρία της έννοιας  εν δράσει πριν η έννοια 

καταστεί το επίκεντρο τυπικής µελέτης. Με αυτή την έννοια ακολουθεί παρόµοια πορεία 

µε εκείνη της Dοuady  στη διαλεκτική της µέθοδο «εργαλείου-αντικειµένου», στην οποία 

η έννοια αρχικά χρησιµοποιείται σιωπηρά και µη τυπικά ως εργαλείο για την απόκτηση 

των κατάλληλων γνωστικών εµπειριών πριν καταστεί το κέντρο της προσοχής ως 

µαθηµατικό αντικείµενο. 

     Σύµφωνα µε έρευνες, ο  Η/Υ µπορεί θαυµάσια να διαδραµατίσει σηµαντικό ρόλο 

στην παροχή ενός περιβάλλοντος στο οποίο ο  µαθητής µπορεί να αποκτήσει κατάλληλες 

εµπειρίες ώστε  να κατασκευάσει την έννοια του ορίου. Εντούτοις, τέτοιες προσεγγίσεις 

είναι πολύ πιθανό να  περιέχουν δικά τους ιδιαίτερα επιστηµολογικά εµπόδια (Tall & 

Winkelmann 1988) και είναι απαραίτητο να αναλογιστούµε σοβαρά τις εµπειρίες των 

µαθητών στο νέο περιβάλλον για να δούµε ακριβώς τι µαθαίνεται και µε ποια µορφή 

συγκρατείται η γνώση στο νου. Η αλληλεπίδραση µε τον Η/Υ µπορεί να περιλαµβάνει 

τον προγραµµατισµό, ώστε ο µαθητής να κατασκευάσει διαδικασίες Η/Υ οι οποίες, µέσω 

του αναστοχασµού, µπορούν να επιτρέψουν την απόκτηση και την τέλεια κατανόηση 

των αντίστοιχων µαθηµατικών κατασκευών. Μπορεί να περιλαµβάνει έτοιµο λογισµικό, 

ώστε να επιτραπεί στο µαθητή να αποκτήσει την εµπειρία προσεκτικά επιλεγµένων 

περιβαλλόντων που µοντελοποιούν την ιδέα του ορίου. Είναι εξίσου δυνατό να 

φανταστούµε ένα είδος «εργαλειοθήκης» Η/Υ για τη µάθηση της έννοιας ορίου: ένα 

περιβάλλον Η/Υ που θα επιτρέψει στους µαθητές να χειριστούν αντικείµενα και να 

κατασκευάσουν τη γνώση: να αναγνωρίσουν και να κατασκευάσουν ακολουθίες, να 
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δράσουν πάνω σ' αυτές, κατασκευάζοντας νέες ακολουθίες, µετασχηµατίζοντάς τις και 

κάνοντας πράξεις µε αυτές, µελετώντας τη συµπεριφορά τους και τη φύση της σύγκλισής 

τους. 

      Ποικίλες άλλες προσεγγίσεις είναι δυνατές. Σ' ένα πλαίσιο όπως αυτό της µελέτης 

των ορίων είναι ζωτικής σηµασίας ο σχεδιασµός του λογισµικού εντός των πλαισίων 

µιας διδακτικής στρατηγικής βασισµένης στην προσεκτική ανάλυση της έννοιας που 

πρέπει να κατανοηθεί. Οι αυθόρµητες αντιλήψεις, οι εικόνες των εννοιών, τα εµπόδια, η 

αναστοχαστική αφαίρεση, αποτελούν όλα εννοιολογικά εργαλεία που µπορούν να 

βοηθήσουν στο σχεδιασµό τέτοιων παιδαγωγικών στρατηγικών. 

  

      Στην εργασία αυτή ξεκινάµε µε µια ιστορική αναδροµή στην έννοια του ορίου,  

τονίζοντας  τις δυσκολίες στην  εξέλιξή της, ώστε να δικαιολογήσουµε τις παρανοήσεις 

των µαθητών και φοιτητών στην κατανόηση της έννοιας. 

    Στην συνέχεια επιδιώκουµε να παραθέσουµε τις δυσκολίες και τα εµπόδια που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές και φοιτητές αφού  διδαχτούν την έννοια του ορίου. Γίνεται 

προσπάθεια να αναζητήσουµε τις αιτίες αυτής της δυσκολίας και πώς αυτή εκφράζεται, 

καθώς και να ερµηνεύσουµε τις διαισθήσεις τους και τις προϋπάρχουσες αντιλήψεις τους 

γύρω από την έννοια.  Γι� αυτό το λόγο παρουσιάζουµε ένα µεγάλο αριθµό ερευνών, που 

έχουν γίνει από αξιόλογους επιστήµονες της ∆ιδακτικής  σε παγκόσµιο επίπεδο µέχρι τις 

µέρες µας. Γνωρίζοντας την υπάρχουσα κατάσταση, είµαστε σε θέση ως  καθηγητές των 

Μαθηµατικών,  κατά τη διδασκαλία να δίνουµε έµφαση στις έννοιες και όχι στις 

διαδικασίες και στις πολύπλοκες ασκήσεις. 

    Τέλος, επιχειρούµε µια προσωπική έρευνα σε µαθητές Γ�Λυκείου, µε στόχο να 

ελέγξουµε ποια είναι η ελληνική πραγµατικότητα .Το δείγµα µας είναι 95 µαθητές, 

αρκετά  µικρό για να εξάγουµε γενικά συµπεράσµατα. Μπορούµε όµως να δούµε µια 

τάση στο κατά πόσο οι µαθητές είναι σε θέση να ανταποκριθούν σε βασικά ερωτήµατα 

σχετικά µε την έννοια του ορίου, καθώς και αν µπορούν να βρουν κάποια όρια, είτε µε 

αλγεβρικές  µεθόδους, είτε από µια γραφική παράσταση. 
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2. ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΕΞΕΛΙΞΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 
 

2.1. Η ΑΞΙΑ ΜΙΑΣ ΙΣΤΟΡΙΚΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ 

Σύµφωνα µε όλες τις σχετικές µελέτες, οι µαθητές έχουν πολύ σηµαντικές 

δυσκολίες στην κατανόηση της έννοιας του ορίου. Αυτό δε θα πρέπει να µας προξενεί 

ιδιαίτερη έκπληξη, µια και η «τελική» µορφή της, όπως παρουσιάζεται στα σύγχρονα 

διδακτικά εγχειρίδια, είναι αποτέλεσµα µιας µακρόχρονης διεργασίας, διάρκειας πάνω 

από δύο χιλιετίες. Στο χρονικό αυτό διάστηµα παράλληλα µε τις γόνιµες ιδέες υπήρξαν 

λάθη και οπισθοδροµήσεις (ακόµη και από µεγάλους µαθηµατικούς), που τονίζουν πόσο 

«βαθιά» και σύνθετη είναι η έννοια του ορίου στα Μαθηµατικά. Είναι λοιπόν αναγκαίο 

για το σχεδιασµό της διδασκαλίας της θεµελιώδους αυτής έννοιας να επισηµανθούν τα 

βασικά εµπόδια που προέκυψαν στην εξέλιξή της, καθώς και ο τρόπος αντιµετώπισής 

τους, ώστε να µελετηθεί η πιθανή σχέση τους µε τις δυσκολίες που έχουν οι σηµερινοί 

µαθητές. Επιπλέον, η προσέγγιση αυτή µπορεί να είναι ελκυστικότερη και για τους 

µαθητές, αφού θα γίνουν κοινωνοί της πορείας προς τη σηµερινή µορφή της έννοιας του 

ορίου, και όχι παθητικοί δέκτες µιας «έτοιµης» γνώσης, αποκοµµένης από την εµπειρική 

πραγµατικότητα. 

Όπως επισηµαίνει ο Cornu (1991), η εισαγωγή της έννοιας του ορίου αποσκοπούσε 

κυρίως στην επίλυση τριών τύπων προβληµάτων:                                                                                              

• Γεωµετρικά προβλήµατα (υπολογισµοί εµβαδών και µηκών µε τη µέθοδο της 

«εξάντλησης»), 

• υπολογισµοί απείρων αθροισµάτων (σύγκλιση σειρών), 

• προβλήµατα παραγώγισης (όπου εµφανίζεται το πηλίκο δύο ποσοτήτων που τείνουν 

στο µηδέν). 

Στη σύντοµη ιστορική αναδροµή που ακολουθεί, θα παρουσιάσουµε την εξέλιξη 

της έννοιας του ορίου µέσα από την προσπάθεια επίλυσης των παραπάνω προβληµάτων. 

 

2.2. ΤΟ ΟΡΙΟ ΣΤΗΝ ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑ 

Παρά τα εξαιρετικά τους επιτεύγµατα, οι αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί δεν 

ασχολήθηκαν ουσιαστικά µε την αυστηρή έννοια του ορίου. Μία εξήγηση που µπορεί να 

δοθεί είναι ότι αυτή συνδέεται µε τις έννοιες του απείρου και του απειροστού, για τις 
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οποίες είχαν δυσκολίες βαθιάς φιλοσοφικής υφής (ας θυµηθούµε το «παράδοξο» του 

Ζήνωνα και την προσπάθεια των Πυθαγορείων να αποφύγουν απείρως 

επαναλαµβανόµενες διαδικασίες στην προσέγγιση της 2 ).  

Στην προσπάθειά τους να παρακάµψουν την έννοια του απείρου οι  αρχαίοι 

Έλληνες επινόησαν µεθόδους εξαιρετικής ευφυΐας, ανάµεσα στις οποίες ξεχωριστή θέση 

κατέχει η περίφηµη «µέθοδος της εξάντλησης» του Ευδόξου.  Όπως επισηµαίνει ο Cajori 

(1923), η µέθοδος χρησιµοποιεί όλα τα «εργαλεία» της µοντέρνας θεωρίας του ορίου. Η 

ιδέα του υπολογισµού του εµβαδού ενός κυκλικού δίσκου µε χρήση εγγεγραµµένων 

κανονικών πολυγώνων µε όλο και µεγαλύτερο πλήθος πλευρών (που αποδίδεται στον 

Αντιφώντα) αποτέλεσε τη βάση της µεθόδου της εξάντλησης, που διατυπώθηκε πρώτα 

από τον Εύδοξο και στη συνέχεια εφαρµόστηκε αριστοτεχνικά από τον Ευκλείδη και τον 

Αρχιµήδη. Η διατύπωσή της στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη (Χ, 1) έχει ως εξής: 

«∆ύο µεγεθών ανίσων εκκειµένων, εάν από του µείζονος αφαιρεθή µείζον ή το ήµισυ 

και του καταλειποµένου µείζον ή το ήµισυ, και τούτο αεί γίγνηται, λειφθήσεταί τι µέγεθος, ό 

έσται έλασσον του εκκειµένου ελάσσονος µεγέθους».  

 Η αρχή της εξάντλησης µπορεί να αποδοθεί σε σύγχρονη µαθηµατική γλώσσα ως 

εξής: Έστω δύο άνισα µεγέθη α  και ε , µε α ε> . Αν από το α  αφαιρεθεί µέγεθος 

µεγαλύτερο από το µισό του, από το υπόλοιπο αφαιρεθεί µέγεθος µεγαλύτερο από το 

µισό του και αυτή η διαδικασία επαναλαµβάνεται επ� άπειρον, τότε θα µείνει κάποιο 

µέγεθος µικρότερο του ε . Με άλλα λόγια, αν κα  είναι το αφαιρούµενο µέγεθος στο κ  

βήµα της παραπάνω διαδικασίας και θέσουµε 
1

i
i

κ

κσ α
=

=∑  για 1, 2,...κ = , τότε κσ  είναι 

το συνολικά αφαιρούµενο µέγεθος µέχρι και το κ βήµα και η αρχή της εξάντλησης λέει 

ότι υπάρχει θετικός ακέραιος ν  τέτοιος, ώστε να σ ε− < . Αυτό όµως σηµαίνει (µε 

σύγχρονο συµβολισµό) ότι lim
v νσ α
→∞

=  ή, ισοδύναµα, ότι  

1
ν

ν
α α

∞

=
=∑ . 

Θα πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι οι αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί που 

χρησιµοποίησαν τη µέθοδο της εξάντλησης δεν θεωρούσαν ότι η παραπάνω διαδικασία 

επαναλαµβανόταν για άπειρο αριθµό βηµάτων, ώστε να «εξαντληθεί» πλήρως το αρχικό 
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µέγεθος. Αντίθετα, θεωρούσαν ότι πάντοτε υπήρχε µια υπολειπόµενη ποσότητα, η οποία 

όµως µπορούσε να γίνει οσοδήποτε µικρή θέλουµε (Boyer, 1939). Ως παράδειγµα 

εφαρµογής της µεθόδου της εξάντλησης, αναφέρουµε την ακόλουθη Πρόταση από τα 

Στοιχεία του Ευκλείδη (Βιβλίο ΧΙΙ, 2):  

«Ο λόγος των εµβαδών δύο κυκλικών δίσκων είναι ίσος µε το λόγο των τετραγώνων 

των αντιστοίχων διαµέτρων τους».  

Η απόδειξη γίνεται εγγράφοντας στον κύκλο κανονικά πολύγωνα µε 2ν  πλευρές, 

2,3,...ν = . Σύµφωνα µε την αρχή της εξάντλησης, µετά από έναν πεπερασµένο αριθµό 

βηµάτων η διαφορά του εµβαδού του εγγεγραµµένου κανονικού πολυγώνου από το 

εµβαδόν του κυκλικού δίσκου θα γίνει µικρότερη από µια (οσοδήποτε µικρή) 

προκαθορισµένη τιµή. Αυτή είναι ακριβώς η διαδικασία µε την οποία αντιστοιχίζουµε σε 

µια ακολουθία (των εµβαδών των κανονικών πολυγώνων) το όριό της (το εµβαδόν του 

κυκλικού δίσκου). Είναι αξιοσηµείωτο, όµως, ότι ο Ευκλείδης δεν επιχειρεί το 

«πέρασµα» στο όριο για να ολοκληρώσει την απόδειξη, αλλά χρησιµοποιεί µια «έµµεση» 

απόδειξη µε απαγωγή σε άτοπο. Φαίνεται, λοιπόν, ότι οι αρχαίοι Έλληνες διέθεταν τα 

εργαλεία της θεωρίας των ορίων αλλά για φιλοσοφικούς πιθανότατα λόγους απέφυγαν να 

τα χρησιµοποιήσουν µε (τον κατ� εµάς) άµεσο τρόπο.  

 

2.3. Η ΓΕΝΝΗΣΗ ΤΟΥ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ ΚΑΙ ΤΟ ΟΡΙΟ: 

       16ος - 17ος ΑΙΩΝΑΣ 

 Μέχρι το 16ο αιώνα οι αντιλήψεις και οι µέθοδοι των αρχαίων Ελλήνων σχετικά 

µε τις οριακές διαδικασίες κυριαρχούσαν και εφαρµόζονταν χωρίς ουσιαστικές 

διαφοροποιήσεις. Η πρώτη προσπάθεια να αποσαφηνιστεί κάπως η έννοια του ορίου 

γίνεται το 16ο αιώνα από τον Ιταλό Luca Valerio και τον Φλαµανδό Simm Stevin, οι 

οποίοι αποφεύγουν τη χρήση της µεθόδου της εξάντλησης σε συνδυασµό µε απαγωγή σε 

άτοπο.  

Ο 17ος αιώνας φέρνει πληθώρα νέων ιδεών και ανακαλύψεων στον Απειροστικό 

Λογισµό. Τα νέα προβλήµατα από τη Μηχανική και την Αστρονοµία (π.χ. εύρεση της 

εφαπτοµένης µιας καµπύλης, υπολογισµός µεγίστων και ελαχίστων τιµών) απαιτούν νέες 

µεθόδους, οι οποίες δε θα αργήσουν να εµφανιστούν. Όσο αφορά την έννοια του ορίου, 

το 1656 ο Wallis εκδίδει το έργο «Arithmetica Infinitorum», στο οποίο γίνεται χρήση 
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κάποιας έννοιας ορίου. Ο Ιταλός Piero Megnoli στο έργο του «Geometrica Speciosa» 

(1659) βελτιώνει τη µέθοδο του Luca Valerio για τον υπολογισµό εµβαδών κάτω από 

συγκεκριµένες καµπύλες. Σηµαντική επίδραση στη γενικότερη ανάπτυξη του 

Απειροστικού Λογισµού έχει το σύγγραµµα «Geometria Indivisibilibus�» (1635) του 

Bonaventura Cavalieri, στο οποίο κεντρική έννοια είναι το αδιαίρετο. Σχεδόν 

ταυτόχρονα (1634), ο Pierre de Fermat χρησιµοποιεί την ίδια έννοια, ενώ το 1638 

διατυπώνει µία γενική µέθοδο για τον προσδιορισµό µεγίστων και ελαχίστων τιµών. Στη 

µέθοδο του Fermat, η βασική ιδέα είναι η εισαγωγή µιας απειροστής αύξησης ε  της 

µεταβλητής και η απαίτηση να «εξαφανίζεται», µετά από πράξεις. Ο Isaac Barrow (1650) 

έχει την ίδια ιδέα, που µοιάζει µε τη σύγχρονη, αλλά την τοποθετεί σε γεωµετρικό 

πλαίσιο. 

∆ιακρίνονται δύο τάσεις στους ερευνητές της εποχής αυτής: η γεωµετρική 

(Cavalieri, Toricelli, Barrow) και η αλγεβρική (Fermat, Descartes, Wallis). Η πρόοδος 

στην επίλυση πρακτικών προβληµάτων (υπολογισµοί εµβαδών και όγκων, 

προσδιορισµός εφαπτοµένης δοθείσας καµπύλης) είναι αξιοσηµείωτη.  Εντούτοις, λείπει 

το θεωρητικό υπόβαθρο: µόλις στα 1670 ο Barrow δίνει για πρώτη φορά τη γεωµετρική 

απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού, δίχως όµως να 

αντιληφθεί ότι το πρόβληµα της εφαπτοµένης και αυτό του εµβαδού συνδέονται µέσω 

µιας αντίστροφης διαδικασίας. 

Η θεµελίωση ενός λειτουργικού Απειροστικού Λογισµού θα επιτευχθεί στο 

τελευταίο τέταρτο του 17ου αιώνα από τον Isaac Newton και τον Gottfried Wilhelm 

Leibniz, οι οποίοι, εργαζόµενοι ανεξάρτητα, επινόησαν ταυτόχρονα το ∆ιαφορικό και 

τον Ολοκληρωτικό Λογισµό. Κεντρική θέση στις εργασίες τους έχουν η παράγωγος και 

το ολοκλήρωµα. Για τον Newton, η παράγωγος είναι ένας ρυθµός µεταβολής («fluxion» - 

«ροή») και το ολοκλήρωµα («fluent» - «ρέον») µια αντίστροφη έννοια. Η πρωτοτυπία 

του Newton έγκειται στο γεγονός ότι για πρώτη φορά υπολόγισε το εµβαδόν µιας 

επιφάνειας από το λόγο µεταβολής σε ένα µόνο σηµείο, δηλαδή µε αντιδιαφόριση. 

Για τον Leibniz, η παράγωγος είναι ένα «πηλίκο απειροστών διαφορών» και το 

ολοκλήρωµα ένα «άθροισµα απειροστών». Και οι δύο χρησιµοποιούν απειροστά, δηλαδή 

απειροελάχιστα µικρές ποσότητες, οι οποίες µπορούν να παραλειφθούν όταν είναι 

«συγκριτικά µικρές». Είναι αξιοπερίεργο το ότι αυτή η µάλλον ασαφής διαδικασία 
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υιοθετήθηκε τόσο από τον Newton όσο και από τον Leibniz, παραβλέποντας τις θεωρίες 

του ορίου στη γεωµετρία (Stevin, L. Valerio,�) και στην άλγεβρα (Wallis). Όπως 

αναφέρει ο Cajori (1923) κάποτε ο Leibniz, προσπαθώντας να απαντήσει σε έναν 

επικριτή των µεθόδων του, προσέγγισε πολύ την έννοια του ορίου � ακόµα και γι� αυτόν 

το όριο αποτελούσε την καλύτερη άµυνα! Εντούτοις, ποτέ δε θεµελίωσε τον 

Απειροστικό Λογισµό στην έννοια του ορίου. 

 

2.4. ΤΑ ΑΠΕΙΡΟΣΤΑ � ΣΥΓΧΥΣΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΜΑΧΗ 

 

Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, τόσο ο Newton όσο και ο Leibniz θεµελίωσαν 

τον Απειροστικό Λογισµό τους στην έννοια του απειροστού. Η επιτυχία των µεθόδων 

τους ως προς τα αποτελέσµατα υπήρξε αδιαµφισβήτητη: αποκαλύφθηκε ο δρόµος για 

την εκτέλεση πάρα πολλών υπολογισµών χωρίς να είναι εκ των προτέρων γνωστό το 

αποτέλεσµα, όπως απαιτούσε η µέθοδος της εξάντλησης. Ο ενθουσιασµός του 

µαρκησίου de l� Hospital στον πρόλογο του συγγράµµατός του �Analyse des Infiniment 

Pettis�  (Ανάλυση των απειροστών) του 1696 είναι έκδηλος:  

«Η έκταση του Απειροστικού Λογισµού είναι απέραντη. Είναι εξίσου εύκολος τόσο 

για τις µηχανικές καµπύλες όσο και για τις γεωµετρικές.�Επεκτείνεται σε οσεσδήποτε 

µεταβλητές επιθυµεί κανείς. Οι συγκρίσεις όλων των ειδών των απειροστών είναι εξίσου 

εύκολες. Επιπλέον µια απειρία εκπληκτικών ανακαλύψεων προέκυψε απ� αυτόν». 

Εντούτοις, οι µέθοδοι των Newton και Leibniz που βασίζονται στη χρήση 

απειροστών µεγεθών δέχονται σκληρή κριτική ως προς τη σαφήνεια και την 

αυστηρότητά τους. Για παράδειγµα, προκειµένου να υπολογίσει ο Newton τη «ροή»  

(παράγωγο) της συνάρτησης y xν=  (όπου ν  θετικός ακέραιος), συµβολίζει µε ο  την 

απειροελάχιστη µεταβολή (λ.χ. αύξηση) της µεταβλητής x , θέτει ox + στη θέση του x , 

και υπολογίζει τη διαφορά ( )ox xν ν+ −  χρησιµοποιώντας τον τύπο του διωνύµου που 

φέρει το όνοµά του: 

( ) ( )

( )

1 2 2 ν

1 2 ν-1

1
o ο ο o

2
1

ο+ο ο o
2

x x x x x x

x x

ν ν ν ν ν ν

ν ν

ν ν
ν

ν ν
ν

− −

− −

−
+ − = + ⋅ ⋅ + ⋅ + + − =

− 
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 

 

L

L
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Στη συνέχεια, διαιρώντας και τα δύο µέλη µε  ο  βρίσκει ότι 

( )1 2 ν-11µεταβολή του  + ο o
µεταβολή του 2

x x x
x

ν
ν νν ν

ν − −−
= ⋅ ⋅ + +L  

Τώρα, σύµφωνα µε τον Newton, οι όροι που περιέχουν ως παράγοντα τοο  στο δεξί 

µέλος της παραπάνω έκφρασης µπορούν να παραλειφθούν, αφού το ο  είναι 

απειροελάχιστα µικρό. Έτσι, καταλήγει ότι  

1µεταβολή του  
µεταβολή του 

x x
x

ν
νν −= ⋅  

Η διαδικασία είναι εντελώς όµοια µε αυτήν που ακολουθούµε σήµερα για να 

βρούµε την παράγωγο της συνάρτησης y xν= , µε τη διαφορά ότι λείπει η θεώρηση του 

ορίου του λόγου µεταβολής. Ο Newton ονοµάζει το αποτέλεσµα της παραπάνω 

διαδικασίας «έσχατο λόγο» (ultimate ratio) των µεταβολών αντί για όριο του λόγου 

διαφορών. Αυτή η έννοια δεν ήταν απολύτως σαφής και αποτέλεσε αντικείµενο δριµείας 

κριτικής, µεταξύ άλλων από τον επίσκοπο George Berkeley: 

«Τι είναι ακριβώς το ο ; Είναι µηδέν, ή όχι; Αν είναι µηδέν, πώς επιτρέπεται να 

διαιρέσουµε µε αυτό; Αν δεν είναι µηδέν, πώς επιτρέπεται να το παραλείψουµε;  

Αυτός ο συλλογισµός δε φαίνεται ούτε σωστός ούτε τίµιος. Όταν κάποιος λέει ότι οι 

αυξήσεις είναι πλέον µηδενικές ή ότι δεν υπάρχουν άλλες αυξήσεις, η προηγούµενη 

υπόθεση που έλεγε ότι οι αυξήσεις ήταν κάτι ή ότι υπήρχαν αυξήσεις χάνεται, ενώ µια 

συνέπεια αυτής της υπόθεσης διατηρείται ακόµα. Αυτό είναι ένας λανθασµένος 

συλλογισµός». 

Στη συνέχεια, ο Berkeley δίνει το «τελειωτικό χτύπηµα» στους Μαθηµατικούς: 

«Οι επιστήµονες επιτίθενται στη θρησκεία, βρίσκοντάς την παράλογη. Ας 

βελτιώσουν, λοιπόν, τον τρόπο µε τον οποίο οι ίδιοι σκέπτονται. Μια ποσότητα είτε είναι 

µηδέν είτε δεν είναι � δεν υπάρχει τίποτα ενδιάµεσο.  

Οι µαθηµατικοί µου φαίνονται άνθρωποι συνηθισµένοι να υπολογίζουν αντί να 

σκέπτονται». 

Στη διάρκεια του 18ου αιώνα, πολλοί µαθηµατικοί επιχείρησαν να αντικρούσουν 

την κριτική του Berkeley, δίχως όµως ικανοποιητικό αποτέλεσµα. Η κατάσταση 

περιγράφεται από τον D�Alembert στο σπουδαίο άρθρο του �Différentiel� στην 

Encyclopédie του Diderot (1754) ως εξής: 
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«Το ζήτηµα δεν είναι το πώς κάποιος αναφέρεται στις απειροελάχιστες ποσότητες 

στο ∆ιαφορικό Λογισµό. Υπάρχει όµως ζήτηµα για τα όρια πεπερασµένων ποσοτήτων. 

Κατά συνέπεια, η µεταφυσική του απείρου και κάποιων απειροελάχιστων ποσοτήτων που 

γίνονται µεγαλύτερες ή µικρότερες από άλλες είναι συνολικά άχρηστη. Ο όρος απειροστό 

χρησιµοποιείται µόνο για συντόµευση των εκφράσεων. ∆ε θα λέγαµε εποµένως, όπως 

κάνουν πολλοί γεωµέτρες, ότι µια ποσότητα είναι απείρως µικρή ούτε προτού αυτή 

εξαφανιστεί ούτε αφότου εξαφανίζεται, αλλά την ίδια τη στιγµή κατά την οποία 

εξαφανίζεται. Γιατί αυτό δε θα αποτελούσε ένα λανθασµένο ορισµό, εκατό φορές πιο 

δυσνόητο από αυτό που κάποιος επιθυµεί να ορίσει;» 

 

2.5. 18ος ΑΙΩΝΑΣ: ΠΡΟΣΠΑΘΕΙΕΣ ΓΙΑ ΜΙΑ ΑΥΣΤΗΡΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ  

    ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ  

Η σύγχυση και η διαµάχη για τη φύση και το ρόλο των απειροστών µεγεθών 

γέννησε έναν πλούσιο προβληµατισµό γύρω από την ακριβή έννοια του ορίου. Κατ� 

αρχάς, έγινε αντιληπτό ότι οι υπολογιστικές � γεωµετρικές θεωρήσεις των Newton και 

Leibniz έδιναν µεν τα σωστά αποτελέσµατα, αδυνατούσαν όµως να αποτελέσουν 

αυστηρό θεωρητικό υπόβαθρο για τον Απειροστικό Λογισµό. Για παράδειγµα, ο Newton 

εννοούσε ως «όριο» ένα «αξεπέραστο σύνορο», πράγµα που δεν επαρκούσε για την 

απόδειξη γενικών θεωρηµάτων σχετικών µε τα όρια.  

Στη διάρκεια του 18ου αιώνα παρατηρείται µια προσπάθεια για διατύπωση του 

ορισµού του ορίου µε χρήση του αλγεβρικού λογισµού και συγκεκριµένα των 

ανισοτήτων. Στo άρθρο του στην Encyclopédie (1754) , ο D�Alembert επιχειρεί για 

πρώτη φορά τη θεµελίωση του Λογισµού του Leibniz στην έννοια του ορίου. ∆ιατυπώνει 

τα θεωρήµατα της µοναδικότητας του ορίου και του ότι το όριο του γινοµένου ισούται µε 

το γινόµενο των ορίων. ∆ίνει έµφαση στο όριο του πηλίκου αντί για το πηλίκο δύο ορίων 

ίσων µε µηδέν και αποβάλει την έννοια του απειροστού από τη θεµελίωση του 

Απειροστικού Λογισµού: 

«Νιώθει κανείς ότι η υπόθεση ύπαρξης άπειρα µικρών ποσοτήτων γίνεται εδώ µόνο 

για διόρθωση και απλοποίηση του συλλογισµού, ότι στην ουσία ο διαφορικός λογισµός δεν 

απαιτεί την ύπαρξη αυτών των ποσοτήτων και ότι ο λογισµός αυτός συνίσταται µόνο στον 

αλγεβρικό προσδιορισµό του ορίου ενός πηλίκου». 
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Σύµφωνα µε τον D�Alembert: 

«Ένα µέγεθος καλείται όριο ενός άλλου µεγέθους όταν το δεύτερο µπορεί να 

προσεγγίσει το πρώτο πλησιέστερα από ένα οσοδήποτε µικρό δοσµένο µέγεθος, χωρίς 

ωστόσο το προσεγγίζον µέγεθος να υπερβεί το µέγεθος που προσεγγίζεται». 

Από την παραπάνω διατύπωση και τις επεξηγήσεις που την ακολουθούν γίνεται 

σαφές ότι, κατά τον D�Alembert, µια ποσότητα δεν µπορεί να γίνει µεγαλύτερη ή ίση 

από το όριό της. Επίσης, ο χειρισµός της «απροσδιόριστης µορφής» 0/0 από δεν είναι 

ικανοποιητικός, µια και χρησιµοποιεί ξανά το «δεκανίκι» των απειροστών! Γενικά στο 

έργο του D�Alembert και των συγχρόνων του παρατηρείται µια πληθώρα νέων 

συµπερασµάτων και εξαγοµένων, που όµως συνάγονται µε ελλιπή, ασαφή και πολλές 

φορές τελείως λανθασµένη επιχειρηµατολογία. Η ελευθεριότητα στη χρήση άπειρων 

διαδικασιών φαίνεται και από την αποδιδόµενη στον  D�Alembert παρότρυνση: 

«τραβήξτε µπροστά και η πίστη θα σας έρθει». 

O Joseph Louis Lagrange είναι ο άλλος πρωταγωνιστής στην προσπάθεια µιας 

αυστηρής θεµελίωσης του Απειροστικού Λογισµού. Το 1772 επιχειρεί να θεµελιώσει το 

Λογισµό χρησιµοποιώντας άλγεβρα και το θεώρηµα του Taylor. Προφανώς δεν ήταν 

ικανοποιηµένος από την προσπάθειά του αυτή, µια και ως Πρόεδρος της Ακαδηµίας του 

Βερολίνου το 1784 θέσπισε βραβείο για µια ικανοποιητική και αυστηρή παρουσίαση του 

Απειροστικού Λογισµού.  

Το βραβείο δόθηκε δυο χρόνια αργότερα στον S.A.J. Lhuilier, ο οποίος επιχείρησε 

τη θεµελίωση σε µια παραλλαγή της µεθόδου της εξάντλησης των αρχαίων Ελλήνων.  

Με τον ορισµό του ορίου κατά τον Lhuilier, η µεταβλητή ποσότητα είναι πάντοτε 

µεγαλύτερη ή πάντοτε µικρότερη από το όριό της (δεν µπορεί δηλαδή να ταλαντώνεται 

άλλοτε πάνω και άλλοτε κάτω από το όριό της). Το ερώτηµα αν η µεταβλητή ποσότητα 

µπορεί ή όχι να γίνει ίση µε το όριό της δεν απασχολεί τον  Lhuilier. Παρ� όλα αυτά, 

αποδεικνύει µια σειρά θεωρηµάτων πάνω στα όρια µε µια προσοχή πρωτόγνωρη για την 

εποχή του, αν και κάποιες αποδείξεις του µε χρήση άπειρων σειρών είναι ανεπαρκείς. 

Επιπλέον, δεν χρησιµοποιεί απειροστά και εισάγει την παράγωγο αλγεβρικά, θεωρώντας 

την ως όριο µιας µεταβλητής ποσότητας (του λόγου µεταβολής) και όχι ως πηλίκο δύο 

µηδενικών ορίων, όπως ο D�Alembert. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η µονογραφία του 

Lhuilier δεν έτυχε της πρέπουσας υποδοχής από τους µαθηµατικούς της εποχής. 
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Το 1797 έχουµε τρεις σηµαντικές δηµοσιεύσεις πάνω στο Λογισµό από τον 

Lagrange (Théorie des fonctions), τον Lazare Carnot και τον S.F.Lacroix αντίστοιχα. Ο 

Lagrange απορρίπτει τόσο την έννοια του ορίου όσο και αυτήν του απειροστού, επιχειρεί 

να αποδείξει αλγεβρικά το θεώρηµα του Taylor και να θεµελιώσει πάνω του το Λογισµό. 

Για τον Lagrange η έννοια � πράξη «µετάβαση στο όριο» είναι εντελώς ξένη προς το 

πνεύµα της Μαθηµατικής Ανάλυσης και γι� αυτό τα όρια πρέπει να αποβληθούν εντελώς 

(Ο Cauchy επεσήµανε το 1821 ότι το σκεπτικό του Lagrange δεν µπορεί να υλοποιηθεί, 

αφού η άλγεβρα των πεπερασµένων ποσοτήτων δεν επεκτείνεται αυτόµατα στις άπειρες 

διαδικασίες). Ο Carnot υιοθετεί έναν πολεµικό τόνο για την έννοια του ορίου και το έργο 

του, αν και δηµοφιλές στην εποχή του,  δεν συνεισφέρει στη βαθύτερη κατανόηση του 

Λογισµού. 

Πιο φιλικός στην έννοια του ορίου είναι ο Lacroix, ο οποίος υποστηρίζει ότι «αυτή 

καλύτερα συµφιλιώνει τη συντοµία µε την αυστηρότητα στους συλλογισµούς». Παρά το ότι 

το έργο του υπήρξε εξαιρετικά δηµοφιλές στη Γαλλία για πάνω από 75 χρόνια, ο Lacroix 

δεν απέφυγε κάποια από τα λάθη των προγενεστέρων του. Για παράδειγµα, εισάγοντας 

την έννοια της παραγώγου δεν αποφεύγει την παγίδα του πηλίκου δύο µηδενικών ορίων. 

Επιπλέον, η έµφαση που δίνει στο «µυστηριώδες» σύµβολο 0/0 δίνει τροφή στην κριτική 

για τη µη επαρκή θεµελίωση του Λογισµού.  

 

2.6. 19ος ΑΙΩΝΑΣ: ΑΥΣΤΗΡΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ  

       ΟΡΙΟΥ 

Με την έναρξη του 19ου αιώνα οι συνθήκες για µια αυστηρή θεµελίωση της έννοιας 

του ορίου,  απαλλαγµένη από τις ασάφειες των απειροστών, είχαν πια ωριµάσει. Οι 

βασικότεροι λόγοι που συνετέλεσαν σ� αυτό ήταν οι ακόλουθοι: 

1. Η γενική απαίτηση για αυστηρότητα στη διατύπωση των µαθηµατικών 

εννοιών και προτάσεων. 

2. Η ανάπτυξη της άλγεβρας των ανισοτήτων και η συνειδητοποίηση ότι 

µπορεί να αποτελέσει το στέρεο θεµέλιο του Λογισµού. 

3. Η σωρευµένη εµπειρία στη χρήση και η καλύτερη κατανόηση των βασικών 

εννοιών της Ανάλυσης (σύγκλιση, συνέχεια, παράγωγος, ολοκλήρωµα). 
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4. Η γενίκευση της διδασκαλίας των Ανώτερων Μαθηµατικών στις 

πανεπιστηµιακές σχολές, που άρχισαν να ιδρύονται µε γοργούς ρυθµούς 

στην Ευρώπη. Πολλά βασικά ερωτήµατα τέθηκαν και απαντήθηκαν κατά 

τη διάρκεια παραδόσεων από µεγάλους µαθηµατικούς στις σχολές αυτές. 

Για παράδειγµα, ο Cauchy θεµελίωσε την Ανάλυση στο περίφηµο 

σύγγραµµά του Cours d� Analyse (1821), που χρησιµοποίησε ως διδακτικό 

εγχειρίδιο για τις διαλέξεις του στην Ecole Polytechnique του Παρισιού. Ο 

Dedekind ξεκίνησε να ασχολείται µε το πρόβληµα της συνέχειας 

διδάσκοντας στη Ζυρίχη. Τέλος, ο Weierstrass εισήγαγε τα «θεµέλιά» του 

για τη Ανάλυση στις διαλέξεις του στο Πανεπιστήµιο του Βερολίνου. 

Ο Augustin Louis Cauchy τοποθετεί την έννοια του ορίου στη βάση της 

θεµελίωσης του απειροστικού Λογισµού. Στην αρχή του Cours d� Analyse δίνει 

περιφραστικά τον ορισµό του ορίου, απαλλάσσοντάς τον από κάθε «γεωµετρική» ή 

«φυσική» επίδραση και τονίζοντας την καθαρά αριθµητική του φύση: 

«Όταν οι διαδοχικές τιµές µιας µεταβλητής πλησιάζουν απεριόριστα µια σταθερή 

τιµή, έτσι ώστε τελικά να διαφέρουν από αυτή όσο λίγο θέλουµε, τότε η σταθερή αυτή τιµή 

λέγεται όριο όλων των άλλων». 

Ο Cauchy εξηγεί την έννοια του απειροστού ως εξής: 

«Λέµε ότι µια µεταβλητή ποσότητα γίνεται απείρως µικρή όταν η αριθµητική της 

τιµή µειώνεται διαρκώς ώστε να συγκλίνει στο όριο µηδέν». 

Με αυτό τον τρόπο δίνει τέλος στη µυστηριώδη και µεταφυσική χρήση των 

απειροστών, που προβληµάτισε έντονα τους µαθηµατικούς µετά τους Newton και 

Leibniz. 

Για να αποσαφηνίσει την έννοια του ορίου, θεωρεί έναν άρρητο αριθµό ως το 

όριο µιας ακολουθίας ρητών αριθµών (π.χ. των δεκαδικών του προσεγγίσεων). Επιπλέον, 

ορίζει ως άπειρο τη µεταβλητή εκείνη ποσότητα, της οποίας οι τιµές µπορούν να γίνουν 

µεγαλύτερες από κάθε, οσοδήποτε µεγάλο, αριθµό.  

Η συνεισφορά του Cauchy στη θεωρία της σύγκλισης είναι καθοριστική. 

Αναδιατυπώνοντας τον ορισµό του MacLaurin ότι το άθροισµα µιας άπειρης σειράς είναι 

το όριο των µερικών αθροισµάτων της, ο Cauchy λέει ότι: 
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«Για δοσµένο 0ε > , υπάρχει θετικός ακέραιος ν  τέτοιος, ώστε κάθε µερικό 

άθροισµα της σειράς µε περισσότερους από ν  όρους να διαφέρει από το άθροισµα της 

σειράς λιγότερο από ε ». 

Έτσι δηµιουργεί, αξιοποιώντας και τις προηγηθείσες εργασίες των D�Alembert 

και Lagrange, την πρώτη αυστηρή θεωρία της σύγκλισης. Ακόµη, ο Cauchy δίνει τον 

εξής ορισµό της συνέχειας: 

«Μια συνάρτηση f  λέγεται συνεχής αν µια απείρως µικρή µεταβολή h  της 

µεταβλητής x  προκαλεί µια απείρως µικρή µεταβολή ( ) ( )f x h f x+ −  της τιµής της». 

Με άλλα λόγια, η συνάρτηση f  λέγεται συνεχής όταν για κάθε σηµείο a  του 

πεδίου ορισµού της ισχύει ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

= . Με τον τρόπο αυτό, ο Cauchy 

µαθηµατικοποίησε για πρώτη φορά την έννοια της συνέχειας, δείχνοντας την άµεση 

σύνδεσή της µε την έννοια του ορίου. 

Παρά την αδιαµφισβήτητη συµβολή του Cauchy στην αυστηρή θεµελίωση των 

κυρίων εννοιών του Απειροστικού Λογισµού, οι περιφραστικοί ορισµοί του περιείχαν 

κάποιες ασάφειες. Για παράδειγµα, θα µπορούσε κάποιος να ισχυριστεί ότι εκφράσεις 

όπως «πλησιάζει απεριόριστα» ή «όσο λίγο θέλουµε» παραπέµπουν για άλλη µια φορά 

στα ανεπιθύµητα απειροστά (αν και στον προσδιορισµό ορίων ο Cauchy είναι απολύτως 

σαφής και αποφεύγει τελείως τα απειροστά, χρησιµοποιώντας ανισοτικές σχέσεις). Ένα 

σοβαρότερο πρόβληµα ήταν η απουσία µιας αυστηρής θεµελίωσης  της αρχικής έννοιας 

του αριθµού, η οποία επιτεύχθηκε µετά το 1870 χάρη στις συντονισµένες προσπάθειες 

των Méray, Weierstrass, Dedekind και άλλων. 

Αν ο Cauchy ήταν εκείνος που έδωσε την απαραίτητη ώθηση στον Απειροστικό 

Λογισµό, ορίζοντας σωστά τις βασικές του έννοιες µε κέντρο την έννοια του ορίου, 

εκείνος που είπε την τελευταία λέξη στην αυστηρή θεµελίωση του Λογισµού ήταν ο Karl 

Weierstrass. Με στόχο την αποκάθαρση των Μαθηµατικών από τις ασάφειες του 

παρελθόντος και µε έµφαση στην ακρίβεια και αυστηρότητα της διατύπωσης, ο 

Weierstrass δόµησε την Ανάλυση πάνω σε µια καθαρά τυπική αριθµητική βάση, εντελώς 

απαλλαγµένη από τη γεωµετρική εποπτεία.  
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Ο σύγχρονος ορισµός του ορίου συνάρτησης, που δόθηκε πρώτα από τον 

Weierstrass και στην τελική του «στατική» µορφή από το µαθητή του Heine, είναι ο 

ακόλουθος: 

«Ο πραγµατικός αριθµός l  είναι όριο της συνάρτησης f  στο 0x  αν, δοθέντος ενός 

οσοδήποτε µικρού θετικού αριθµού ε , µπορεί να βρεθεί ένας άλλος θετικός αριθµός δ  (εν 

γένει εξαρτώµενος από το ε  και το 0x ) τέτοιος, ώστε για όλες τις τιµές του x  που 

διαφέρουν από το 0x  λιγότερο απόδ  (µε την εξαίρεση του 0x ), οι τιµές ( )f x  της 

συνάρτησης να διαφέρουν από το  l  λιγότερο από ε ». 

Συµβολικά  γράφουµε                ( )
0

lim
x x

f x
→

= l  

Επιπλέον, ο Weierstrass τόνισε ότι για να έχει έννοια ο παραπάνω ορισµός θα 

πρέπει το 0x  να είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού της συνάρτησης f . Έτσι 

έδωσε µεγάλη ώθηση όχι µόνο στη θεµελίωση του συνόλου R  των πραγµατικών 

αριθµών αλλά και στη µελέτη των τοπολογικών ιδιοτήτων του. Τέλος, διαµόρφωσε την 

έννοια της συνάρτησης στην τελική της µορφή και διέλυσε την ψευδαίσθηση ότι κάθε 

συνεχής καµπύλη πρέπει να έχει «σχεδόν παντού» εφαπτοµένη, κατασκευάζοντας το 

περίφηµο παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης που δεν είναι πουθενά παραγωγίσιµη. 

Με τον Weierstrass οι θεµελιώδεις έννοιες της Ανάλυσης αποκτούν την τελική 

µορφή τους: η επίµονη ιδέα του απειροστού φάνηκε να ανήκει στο παρελθόν.  Η ιστορία, 

όµως,  δεν τελειώνει εδώ:  τη δεκαετία του 1960 ο λογικολόγος Abraham Robinson 

αναζωογόνησε τα απειροστά µε τη θεωρία της Μη Κανονικής Ανάλυσης (Non-standard 

Analysis) και έδειξε ότι µπορούν να αποτελέσουν ένα στέρεο θεµέλιο για τον 

Απειροστικό Λογισµό. Η προσέγγιση του Robinson, χρησιµοποιώντας την τυπική 

λογική, αποφεύγει εντελώς τις αντιρρήσεις που προέβαλε ο Berkeley, αν δηλαδή τα 

απειροστά υπάρχουν µε κάποιον αντικειµενικό τρόπο. Οι µέθοδοι απόδειξης µε 

απειροστά, που υπήρξαν γόνιµες πριν ακόµη από την εποχή του Αρχιµήδη, επανέρχονται 

στο οπλοστάσιο των µαθηµατικών και είναι εξίσου νόµιµες όσο και οποιεσδήποτε άλλες 

στην Ανάλυση.   
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3. ∆ΥΣΚΟΛΙΕΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 

3.1   ΓΕΝΙΚΑ 

 

      Η µαθηµατική έννοια του ορίου είναι µια ιδιαίτερα δύσκολη έννoια, χαρακτηριστική 

του είδους σκέψης που απαιτείται στα ανώτερα µαθηµατικά. Κατέχει κεντρική θέση που 

διεισδύει σε ολόκληρη τη µαθηµατική ανάλυση, ως θεµέλιο της θεωρίας προσέγγισης, 

της συνέχειας, του διαφορικού και του ολοκληρωτικού λογισµού. 

    Μια από τις µεγαλύτερες δυσκολίες στη διδασκαλία και τη µάθηση της έννοιας του 

ορίου βρίσκεται όχι µόνο στην αφθονία και την πολυπλοκότητά της, αλλά και στο βαθµό 

στον οποίο οι γνωστικές πτυχές δεν µπορούν να παραχθούν καθαρά από το µαθηµατικό 

ορισµό. Η διάκριση µεταξύ του ορισµού και της ίδιας της έννoιας (που εξετάζεται 

λεπτοµερώς από τον Vinner  (1991) είναι πολύ σηµαντική από διδακτική σκοπιά. Η 

αποµνηµόνευση του ορισµού του ορίου και η κατανόηση της θεµελιώδους έννoιας είναι 

δύο τελείως διαφορετικά θέµατα. Ένα τµήµα αποτελεί η ιδέα της προσέγγισης, που 

συναντάται συνήθως για πρώτη φορά µέσω µιας δυναµικής έννoιας του ορίου, και ο 

τρόπος µε τον οποίο η έννοια του ορίου εφαρµόζεται  για την επίλυση πραγµατικών 

προβληµάτων που δε βασίζονται στον ορισµό αλλά σε πολλές διαφορετικές ιδιότητες της 

διαισθητικής έννοιας. Ξεκινώντας οι µαθητές από µια τέτοια άποψη συχνά πιστεύουν ότι 

«κατανοούν» τον ορισµό του ορίου χωρίς να πραγµατικά να κατανοούν όλες τις 

συνέπειες της τυπικής έννοιας. Οι µαθητές είναι συχνά ικανοί να ολοκληρώσουν πολλές 

από τις ασκήσεις που τους ζητείται να λύσουν χωρίς να είναι υποχρεωµένοι να 

κατανοήσουν καθόλου το φορµαλισµό του ορισµού. Εν τω µεταξύ, οι ποσοδείκτες «για 

κάθε», «υπάρχει τουλάχιστον ένα» καθώς  και ο συνδυασµός τους, που υπάρχει  στον 

έψιλον - δέλτα ορισµό, έχουν τις δικές τους σηµασίες στην καθηµερινή γλώσσα που είναι 

διαφορετικές από εκείνες που συναντώνται στον ορισµό του ορίου. Από αυτή την 

αφετηρία ανακύπτουν εννοιολογικά εµπόδια που µπορούν να προκαλέσουν σοβαρές 

δυσκολίες. 

       Τα πιο πολλά βιβλία Μαθηµατικών  αφιερώνουν ένα κεφάλαιο στη γενική έννοια 

του ορίου (συµπεριλαµβανοµένου ενός τυπικού ορισµού), µια πρόταση για τη 

µοναδικότητά του, και θεωρήµατα για τις αριθµητικές πράξεις που εφαρµόζονται στα 
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όρια. Οι ασκήσεις, εντούτοις, δεν επικεντρώνονται  στην έννοια του ορίου,  αλλά σε 

ανισότητες, στη έννoια της απόλυτης τιµής, στην ιδέα µιας ικανής συνθήκης και 

προπάντων στις πράξεις: το όριο αθροίσµατος, γινοµένου, κλπ. Αυτές οι ασκήσεις 

σχετίζονται πολύ περισσότερο µε την άλγεβρα και τις διαδικασίες τυπικής διαφόρισης 

και ολοκλήρωσης παρά µε την ανάλυση. Με δεδοµένη µια τέτοια τάση στην 

αποδιδόµενη έµφαση, δεν αποτελεί έκπληξη το γεγονός ότι οι µαθητές αποκτούν 

υπονοούµενες πεποιθήσεις για τον τρόπο µε τον οποίο αναµένονται να δράσουν. 

     Οι διάφορες έρευνες που έχουν διεξαχθεί παρουσιάζουν σαφέστατα ότι η πλειοψηφία 

των  µαθητών δεν κατανοεί πλήρως την έννοια του ορίου, ακόµη και σε ανώτερο στάδιο 

των σπουδών τους. Αυτό δεν τους αποτρέπει από το να λύνουν ασκήσεις, να επιλύουν 

προβλήµατα και να  επιτυγχάνουν στις εξετάσεις τους! 

      Ο ανθρώπινος νους δεν είναι µια αµιγώς λογική οντότητα. Ο σύνθετος τρόπος µε τον 

οποίο λειτουργεί συχνά διαφέρει από τη λογική των µαθηµατικών. ∆εν είναι πάντοτε η 

καθαρή λογική εκείνη που µας παρέχει την ενόραση, ούτε είναι η τύχη εκείνη που µας 

αναγκάζει να κάνουµε λάθη. Για να αντιληφθούµε πώς εµφανίζονται αυτές οι 

διαδικασίες, τόσο επιτυχηµένα όσο και εσφαλµένα, πρέπει να διατυπώσουµε µια 

διάκριση µεταξύ των µαθηµατικών εννοιών όπως ορίζονται τυπικά και των γνωσιακών 

διεργασιών µέσω των οποίων αυτές συλλαµβάνονται. 

      Πολλές έννοιες που πρόθυµα χρησιµοποιούµε δεν είναι καθόλου τυπικά ορισµένες. 

Τις µαθαίνουµε µέσω της εµπειρίας και της χρήσης τους σε κατάλληλα πλαίσια. 

Αργότερα οι εν λόγω έννοιες µπορούν να εκλεπτυνθούν ως προς το νόηµά τους και να 

ερµηνευθούν µε αυξανόµενη πολυπλοκότητα µε ή δίχως την πολυτέλεια ενός ακριβούς 

ορισµού. Συνήθως σ� αυτή τη διεργασία αποδίδεται στην έννοια ένα σύµβολο ή ένα 

όνοµα το οποίο της δίνει τη δυνατότητα να µεταφερθεί µέσω της επικοινωνίας και 

συµβάλλει στο νοητικό της χειρισµό. Αλλά η πλήρης γνωσιακή δοµή που χρωµατίζει το 

νόηµα της έννοιας είναι πολύ ανώτερη από την απλή ανάκληση ενός απλού συµβόλου. 

Είναι κάτι πολύ περισσότερο από οποιαδήποτε νοητική απεικόνιση, είτε εικονιστική ή 

συµβολική ή άλλη. Κατά τις νοητικές διεργασίες της ανάκλησης και του χειρισµού µιας 

έννοιας, πολλές συσχετιζόµενες διεργασίες ενεργοποιούνται, τόσο ενσυνείδητα όσο και 

ασυνείδητα και επηρεάζουν το νόηµα και τον τρόπο χρήσης. 
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     Ο D.Tall και ο S. Vinner (1981) χρησιµοποίησαν στις έρευνές τους τον όρο  

εννοιοεικόνα για να περιγράψουν την πλήρη γνωσιακή δοµή που συσχετίζεται µε την 

έννοια, η οποία περιλαµβάνει όλες τις νοητικές απεικονίσεις και τις σχετικές ιδιότητες 

και διεργασίες. ∆οµείται µε την πάροδο του χρόνου µέσω εµπειριών κάθε είδους, και 

µεταβάλλεται καθώς ο άνθρωπος συναντά νέα ερεθίσµατα και ωριµάζει.    

    Επίσης  ονόµασαν το τµήµα της εννοιοεικόνας που ενεργοποιείται σε µια ορισµένη 

στιγµή, προκαλούµενη εννοιοεικόνα. Σε διαφορετικές στιγµές µπορεί να προκληθούν 

φαινοµενικά συγκρουόµενες εικόνες. Μόνο όταν προκαλούνται συγκρουόµενες πτυχές 

ταυτόχρονα µπορεί να υπάρχει κάποια πραγµατική έννοια σύγκρουσης ή σύγχυσης. Τα 

παιδιά που κάνουν µαθηµατικά χρησιµοποιούν συχνά διαφορετικές διαδικασίες ανάλογα 

µε το πλαίσιο, διαπράττοντας διαφορετικά σφάλµατα ανάλογα µε το συγκεκριµένο 

πρόβληµα που εξετάζουν. 

    Έτσι σύµφωνα µε τους παραπάνω ερευνητές ο ορισµός µιας έννοιας (αν η έννοια 

διαθέτει έναν ορισµό) αποτελεί ένα πολύ διαφορετικό ζήτηµα. Θα θεωρήσουµε ότι ο 

ορισµός της έννοιας είναι ένα σχήµα λέξεων που χρησιµοποιείται για να προσδιορίσει 

εκείνη την έννοια. Μπορεί να τον µάθει ένας άνθρωπος µηχανικά ή µε απόδοση 

βαθύτερου νοήµατος, να τον µάθει και να τον συσχετίσει σε µεγαλύτερο ή µικρότερο 

βαθµό µε την έννοια στο σύνολό της. Μπορεί επίσης να είναι µια προσωπική 

ανακατασκευή ενός ορισµού από το µαθητή. Τότε αποτελεί το σχήµα λέξεων που ο 

µαθητής χρησιµοποιεί για τη δική του εξήγηση της δικής του (προκαλούµενης) εικόνας 

της έννοιας. Είτε ο ορισµός της έννοιας του δίνεται είτε κατασκευάζεται από τον ίδιο, ο 

ίδιος µπορεί να τον µεταβάλλει χρονικά. Κατ� αυτό τον τρόπο ένας προσωπικός ορισµός 

της έννοιας µπορεί να διαφέρει από έναν τυπικό ορισµό της έννοιας, καθώς ο τελευταίος 

είναι ένας ορισµός της έννοιας που είναι γενικά αποδεκτός από τη µαθηµατική 

κοινότητα.  

     Για κάθε άνθρωπο ένας ορισµός της έννοιας παράγει τη δική του εικόνα της έννοιας 

(ο οποίος θα µπορούσε να ονοµαστεί «εικόνα του ορισµού της έννοιας»). Αυτό, φυσικά, 

είναι τµήµα της  εννοιοεικόνας. Σε ορισµένους ανθρώπους µπορεί να είναι κενό, ή κατ� 

ουσίαν ανύπαρκτο. Σε άλλους µπορεί να συσχετίζεται, ή να µη συσχετίζεται, κατά 

συνεπή τρόπο µε άλλα τµήµατα της εννοιοεικόνας . 
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     Ένας δάσκαλος µπορεί να δώσει τον τυπικό ορισµό και να εργαστεί µε τη γενική 

έννοια για λίγο πριν να περάσει µεγάλες περιόδους στις οποίες όλα τα παραδείγµατα 

δίνονται µέσω τύπων. Σε µια τέτοια περίπτωση η εικόνα της έννοιας µπορεί να εξελιχθεί 

σε µια πιο περιορισµένη έννοια, που περιλαµβάνει µόνο τύπους, ενώ ο ορισµός της 

έννοιας είναι κατά µέγα µέρος ανενεργός στη γνωσιακή δοµή. Αρχικά ο µαθητής στη 

θέση αυτή µπορεί να λειτουργήσει πολύ ευχαρίστως µε την περιορισµένη του έννοια που 

είναι επαρκής στο περιορισµένο του πλαίσιο. Μπορεί ακόµη να έχει διδαχθεί να απαντά 

µε τον σωστό τυπικό ορισµό ενώ διαθέτει µια ακατάλληλη εικόνα της έννοιας. 

     Οι εικόνες των εννοιών του ορίου και της συνέχειας είναι πολύ πιθανό να περιέχουν 

παράγοντες που συγκρούονται µε τον τυπικό ορισµό της έννοιας. Κάποιοι από αυτούς 

είναι περίπλοκοι και µπορεί να µην παρατηρηθούν καν συνειδητά από το άτοµο, αλλά 

µπορούν να προκαλέσουν σύγκρουση κατά τη µελέτη της τυπικής θεωρίας. Η τελευταία 

ασχολείται µόνο µε εκείνο το τµήµα της εικόνας του ορισµού της έννοιας το οποίο είναι 

γενικά κοινώς αναγνωρισµένο από τους µαθηµατικούς. Λόγου χάρη, ο λεκτικός ορισµός 

ενός ορίου «sn → s» ο οποίος λέει «µπορούµε να κάνουµε το sn να βρίσκεται όσο κοντά 

στο s θέλουµε, αρκεί να πάρουµε το n αρκετά µεγάλο» περιλαµβάνει σε πολλούς 

ανθρώπους την ιδέα ότι το sn δε µπορεί να ισούται µε το s (βλ. Schwarzenberger & Tall, 

1978). Σε έναν τέτοιο άνθρωπο, αυτή η ιδέα αποτελεί µέρος της δικής του εικόνας του 

ορισµού της έννοιας, αλλά δεν είναι αναγνωρισµένη από τους µαθηµατικούς ως µέρος 

της τυπικής θεωρίας.  

    Οι  D.Tall και ο S.Vinner (1981) ονόµασαν ένα τµήµα της εικόνας της έννοιας ή του 

ορισµού της έννοιας που µπορεί να συγκρούεται µε ένα άλλο τµήµα της εικόνας της 

έννοιας ή του ορισµού της έννοιας, δυνητικό παράγοντα σύγκρουσης. Τέτοιοι παράγοντες 

δε χρειάζεται ποτέ να προκληθούν σε περιστάσεις που προκαλούν πραγµατική γνωσιακή 

σύγκρουση, αλλά αν προκληθούν, οι εν λόγω παράγοντες θα ονοµαστούν τότε 

παράγοντες γνωσιακής σύγκρουσης.  

    Σε ορισµένες περιστάσεις οι παράγοντες γνωσιακής σύγκρουσης µπορούν να 

προκληθούν υποσυνείδητα και η σύγκρουση να εµφανίζεται µόνο µέσα από µια αδρή 

αίσθηση ανησυχίας. Προτείνουµε ότι αυτή είναι η υποκείµενη αιτία για τέτοια 

αισθήµατα στην επίλυση προβληµάτων ή την έρευνα όταν το άτοµο αισθάνεται ότι κάτι 

δεν είναι σωστό. Μπορεί να περάσει πολύς χρόνος µέχρι να γίνει (αν ποτέ γίνει) 
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συνειδητά κατανοητός ο λόγος της σύγκρουσης. Οι ιδέες που οι ερευνητές  έχουν 

περιγράψει ως εδώ, εµφανίζονται σαφώς στις διάφορες έννοιες του ορίου και της 

συνέχειας. 

 

Πώς επιτυγχάνεται η κατανόηση µιας έννοιας; 
 

     Όταν γίνεται αναφορά σε µια διαδικασία ή ένα αντικείµενο, σχηµατίζεται γι� αυτό µια 

νοητική αναπαράσταση (Dreyfus, 1991). Κάποιοι µαθητές προτιµούν να σκέπτονται και 

να περιλαµβάνουν εικόνες στις νοητικές τους αναπαραστάσεις, ενώ άλλοι έχουν 

σύµβολα ή παραδείγµατα για να είναι σε θέση να σκεφτούν τις έννοιες. Μια έννοια 

µπορεί να αναπαρασταθεί µε περισσότερους από έναν τρόπους, ενώ µπορεί ακόµη να 

υπάρχουν συγκρουόµενες αναπαραστάσεις οι οποίες προκαλούνται σε διαφορετικές 

στιγµές ανάλογα µε το πλαίσιο. Αν οι αναπαραστάσεις δεν συγκρούονται, τότε µπορούν 

να συγχωνευθούν σε µία όταν το άτοµο είναι σε θέση να διαπιστώσει τις συνδέσεις. Ένας 

συντονισµός ή µια σύνθεση µπορεί να είναι το αποτέλεσµα. Αν είναι ασυνεπείς τότε 

µπορεί να προκύψει σύγκρουση. Όσο περισσότερες συνδέσεις υπάρχουν µεταξύ των 

νοητικών αναπαραστάσεων, τόσο καλύτερα κατανοεί το άτοµο την έννοια. Τότε µπορεί 

να µεταβεί από τη µία στην άλλη, ανάλογα µε τις απαιτήσεις του έργου. 

   Ο Piaget (Tall, 1991) ονόµασε τη διαδικασία της πρόσληψης νέων δεδοµένων 

αφοµοίωση και την αναδιάταξη παλαιών δεδοµένων ώστε να ενσωµατωθούν στα νέα, 

προσαρµογή. Αυτές οι δύο έννοιες είναι συµπληρωµατικές. Αν η προσαρµογή δεν έχει 

εκτελεστεί ικανοποιητικά, µπορεί να συµβαίνει νέα δεδοµένα να βρίσκονται σε 

σύγκρουση µε παλαιά, αλλά και οι δύο αναπαραστάσεις εξακολουθούν να είναι 

παρούσες την ίδια στιγµή.  

    Η γνώση µιας έννοιας είναι, σύµφωνα µε τον Dubinsky (1991), η τάση του ατόµου να 

φέρνει στο νου του ένα σχήµα ώστε να είναι σε θέση να χειριστεί, να οργανώσει ή να 

κατανοήσει µια προβληµατική κατάσταση. Μπορεί να είναι δύσκολο να κρατηθεί η 

µαθηµατική γνώση χωριστά από τη µαθηµατική κατασκευή. Σε µια προσπάθεια να 

κάνουµε κάτι τέτοιο, µπορούµε να παρατηρήσουµε άτοµα που λύνουν προβλήµατα. 

Αυτό δε θα αποκαλύψει σαφώς τα αντικείµενα, τις διαδικασίες και τα σχήµατα, αλλά 

µπορεί να δείξει πώς δηµιουργείται η γνώση. Ένα άτοµο µπορεί να ανταποκρίνεται σε 
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κάποιο είδος προβληµάτων µε παρόµοιο τρόπο, κάθε φορά που τα συναντά. Αυτό µπορεί 

να εκφραστεί µε σχήµατα. Αν το άτοµο επιτύχει, τα προβλήµατα έχουν αφοµοιωθεί στο 

σχήµα. Αν όχι, τότε το υπάρχον σχήµα µπορεί να έχει προσαρµοστεί ώστε να 

αντιµετωπίσει τη νέα κατάσταση. Μπορεί επίσης να µην έχει συµβεί τίποτε.  

    Ένα µέρος της µάθησης, σύµφωνα µε τον Dubinsky (1991), εφαρµόζει την 

αναστοχαστική αφαίρεση σε υπάρχοντα σχήµατα για να δηµιουργήσει νέα που παρέχουν 

µια κατανόηση των υπό εξέταση εννοιών. Σηµαίνει αυτό ότι η µάθηση δε µπορεί να 

λάβει χώρα µέχρις ότου σχηµατιστούν τουλάχιστον πολύ απλουστευτικά σχήµατα; 

∆ιαφορετικά το αποτέλεσµα µπορεί να είναι ότι οι µαθητές γνωρίζουν µόνο πώς να 

εκτελούν έργα ρουτίνας και αγνοούν το πραγµατικό εύρος µιας έννοιας. Μπορούν επίσης 

να δηµιουργήσουν σχήµατα τα οποία είναι ασυνεπή και εσφαλµένα. Περίοδοι σύγχυσης 

είναι απαραίτητες όταν πρέπει η νέα γνώση να συναρµοστεί µε την υπάρχουσα και τούτο 

αποτελεί τµήµα της µαθησιακής διαδικασίας (Cornu, 1991). Η σύγχυση είναι εκείνη που 

δηµιουργεί ανάγκη για τάξη και οι µαθητές αρχίζουν να προσαρµόζουν τα σχήµατά τους.  

    Οι James Hiebert και Thomas P. Carpenter (1992) ορίζουν την κατανόηση µιας 

µαθηµατικής έννοιας ως κάτι που το άτοµο έχει επιτύχει, όταν µπορεί να χειριστεί την 

έννοια ως τµήµα ενός νοητικού δικτύου. Ο βαθµός κατανόησης αποφασίζεται µέσω της 

ισχύος των συνδέσεων στο δίκτυο και του πλήθους των συνδέσεων. 

    Ο Vinner (1991) αναφέρει ότι η κατανόηση µιας έννοιας δεν είναι το ίδιο µε το να 

είναι κανείς σε θέση να σχηµατίσει τυπικά τον ορισµό της, αλλά αν ένα άτοµο διαθέτει 

µια εικόνα της έννοιας τότε µπορεί να κατανοήσει την  έννοια. 
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3.2 ΟΙ ΠΕΠΟΙΘΗΣΕΙΣ/ΑΝΤΙΛΗΨΕΙΣ ΦΟΙΤΗΤΩΝ-ΜΑΘΗΤΩΝ ΩΣ ΑΙΤΙΕΣ 

ΜΗ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ  ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 

        Για τις περισσότερες µαθηµατικές έννοιες η διδασκαλία δεν ξεκινά σε παρθένο 

έδαφος. Στην περίπτωση των ορίων, πριν από οποιαδήποτε διδασκαλία γι' αυτό το θέµα ο 

µαθητής έχει ήδη ορισµένες ιδέες, διαισθήσεις, εικόνες, γνώσεις, που προέρχονται από 

την καθηµερινή εµπειρία, όπως οι κοινές σηµασίες των όρων που χρησιµοποιούνται. Οι 

αντιλήψεις αυτές περιγράφονται ως  ιδέες, που εµφανίζονται πριν από την τυπική 

διδασκαλία, ως αυθόρµητες αντιλήψεις (Spontaneous Conceptions, Cornu 1981, 1983). 

Όταν ένας µαθητής συµµετέχει σ' ένα µάθηµα µαθηµατικών, αντίθετα µε αυτό που 

µπορεί να φαντάζονται οι περισσότεροι καθηγητές, αυτές οι ιδέες δεν εξαφανίζονται 

Αυτές οι αυθόρµητες ιδέες αναµιγνύoνται µε την νεοαποκτηθείσα γνώση, 

τροποποιούνται και προσαρµόζονται για να σχηµατίσουν τις προσωπικές αντιλήψεις των 

µαθητών. Ξέρουµε ότι προκειµένου να επιλυθεί ένα πρόβληµα, γενικά δε στηριζόµαστε 

µόνο στην επαρκή επιστηµονική θεωρία, αλλά και στο φυσιολογικό ή αυθόρµητο 

συλλογισµό, ο οποίος είναι θεµελιωµένος στις αυθόρµητες αυτές ιδέες. Τούτο το 

φαινόµενο είναι γνωστό στην εµπειρική και θεωρητική ανάπτυξη των επιστηµονικών 

εννoιών από την εποχή του Bachelard στη δεκαετία του 1930, αλλά µόνο τον τελευταίο 

καιρό έχει πλήρως συνειδητοποιηθεί ότι ακριβώς οι ίδιες δυνάµεις δρουν και στην 

προφανή λογική των µαθηµατικών. 

    Σύµφωνα µε την Jennifer Earles Szydlik (2000)  οι πεποιθήσεις των φοιτητών για το 

περιεχόµενο που λογικά αποτελεί τη βάση της έννοιας του ορίου (πεποιθήσεις για τους 

πραγµατικούς αριθµούς, το άπειρο, και τις συναρτήσεις) αποκαλούνται µε τον όρο 

πεποιθήσεις περιεχοµένου (content beliefs), ενώ οι πεποιθήσεις σχετικά µε το πώς η 

µαθηµατική αλήθεια και εγκυρότητα εδραιώνονται, αποκαλούνται πηγές βεβαιότητας 

(sources of conviction) (Frid, 1994). 

   Ο Cobb (1986) όρισε τις πεποιθήσεις ως τις προσωπικές υποθέσεις ενός ατόµου 

σχετικά µε τη φύση της πραγµατικότητας. Αυτές οι υποθέσεις αποτελούν τη βάση της 

προσανατολισµένης σε στόχους δραστηριότητας. Οι πεποιθήσεις είναι διακεκριµένες από 
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τις στάσεις ή τα συναισθήµατα ως προς το ότι έχουν την ελάχιστη συναισθηµατική 

εµπλοκή και είναι οι πιο σταθερές στο χρόνο (McLeod, 1992). Οι πεποιθήσεις ενός 

ατόµου για τη φύση των µαθηµατικών, περιλαµβάνουν υποθέσεις που αφορούν τα 

αποδεκτά αποδεικτικά στοιχεία και τα µέσα για την απόδοση εγκυρότητας. 

   Τα   αντιπαραδείγµατα δεν πείθουν τους φοιτητές να µεταβάλουν τα ασυνεπή ή ατελή 

µοντέλα τους για το όριο (Sierpinska, 1987, Williams, 1991). Μάλιστα, πολλοί φοιτητές 

µπορεί να µη βασίζονται στη συνέπεια, τη λογική, ή ακόµη και τα εµπειρικά δεδοµένα 

για την εγκυρότητα στα µαθηµατικά, αλλά να βασίζονται αντιθέτως στην αυθεντία ενός 

διδάσκοντος ή ενός εγχειριδίου (Carpenter, Lindquist, Matthews & Silver, 1983, Frid & 

Olson, 1993, Schoenfeld, 1989). Οι εκκλήσεις στην αυθεντία για τον προσδιορισµό της 

µαθηµατικής αλήθειας αποκαλούνται µε τον όρο εξωτερικές πηγές βεβαιότητας, και οι 

εκκλήσεις σε εµπειρικά δεδοµένα, στη διαίσθηση, τη λογική, ή τη συνέπεια ονοµάζονται 

εσωτερικές πηγές βεβαιότητας (Frid, 1994). 

    Ο Schoenfeld (1988) έχει παρατηρήσει ότι η φαινοµενικά επιτυχής διδασκαλία των 

µαθηµατικών (όπως αποδεικνύεται από υψηλούς βαθµούς φοιτητών σε τυποποιηµένες 

εξετάσεις) µπορεί να καλλιεργήσει αντιλήψεις σχετικά µε τη φύση των Μαθηµατικών 

αντίθετες µε εκείνες που έχουν οι µαθηµατικοί. Ο ίδιος πρότεινε ότι, λόγου χάρη, η 

εστίαση της τάξης στην ακρίβεια και το ύφος µπορεί να δηµιουργεί στους φοιτητές την 

αντίληψη ότι τα µαθηµατικά επιχειρήµατα είναι άσχετα κατά την ανακάλυψη 

γεωµετρικών κατασκευών από αυτούς. Η έµφαση στις διαδικασίες µπορεί να διδάξει 

στους φοιτητές ότι «η κατανόηση δεν είναι απαραίτητη κατά την επίλυση µαθηµατικών 

προβληµάτων � απλά ακολουθούµε τη διαδικασία, είτε έχει νόηµα είτε όχι». 

    Με άλλα λόγια, οι φοιτητές µπορεί να φθάσουν να πιστέψουν ότι το να πεισθούν από 

τη λογική ή τη συνέπεια στα Μαθηµατικά δεν είναι σηµαντικό, αλλά το να 

αποµνηµονεύουν και να υπακούουν στους κανόνες που τίθενται από το βιβλίο, το 

διδάσκοντα  και τη µαθηµατική κοινότητα είναι σηµαντικά! 

   Οι πεποιθήσεις των µαθητών για τις συναρτήσεις µπορούν επίσης να δηµιουργήσουν 

φραγµούς στην κατανόηση του ορίου. Ο Williams (1991) πρότεινε ότι οι µαθητές µπορεί 

να µην καταφέρουν να αναγνωρίσουν µη οικείες συναρτήσεις ως γνήσιες συναρτήσεις 

και έτσι να αρνηθούν να τις δεχθούν ως αντιπαραδείγµατα στις παρανοήσεις τους για το 

όριο. Κάποιοι µαθητές αποδίδουν στις συναρτήσεις χαρακτηριστικά όπως η 
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αντιστρεψιµότητα και η συνέχεια. Μερικοί µπορεί να δέχονται µια συνάρτηση µόνο αν 

αυτή εκφράζεται µέσω ενός αλγεβρικού τύπου. Οι µαθητές µπορεί επίσης να 

παρουσιάσουν «σηµειακές» κατανοήσεις των συναρτήσεων.    

   Ο Monk (1994) ισχυρίστηκε ότι η διαχρονική κατανόηση της συνάρτησης από τους 

φοιτητές σχετίζεται µε την κατανόηση εννοιών του απειροστικού λογισµού. Οι µαθητές 

πρέπει να κατανοήσουν πώς µια µεταβολή σε µια µεταβλητή οδηγεί σε µεταβολή µιας 

άλλης. Αυτά τα προϊόντα διανοητικής σύνθεσης θεωρούνται ότι αποτελούν τη βάση της 

έννοιας του ορίου.  

Ο  S.Williams (2001) εξέτασε κυρίως άτυπες αντιλήψεις των σπουδαστών για το 

όριο, από απαντήσεις που προκλήθηκαν από την παρουσίαση κατάλληλων παρα-

δειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων. Σε µια προσπάθεια να εξερευνήσει λεπτοµερέστερα   

αυτό που ο Cornu κάλεσε «αυθόρµητα πρότυπα των σπουδαστών για το όριο» και να 

µελετήσει τα µέσα µε τα οποία αυτά τα πρότυπα µπορούν να αλλάξουν και να γίνουν 

αυστηρότερα, αρχικά ερεύνησε διάφορες απόψεις φοιτητών για το όριο. Παρουσίασε 

περιγραφές και παραδείγµατα ορίων που ήταν σε σύγκρουση µε τις  απόψεις τους. Αυτή 

η µελέτη είχε σαν επιδίωξη: 

           (α) να περιγράψει την ύπαρξη διαφόρων προτύπων ορίου. 

           (β) να χρησιµοποιηθούν κατάλληλα παραδείγµατα που θα ενθάρρυναν µια αλλαγή 

στην κατανόηση του ορίου από τους µαθητές προς την κατεύθυνση του τυπικού ορισµού. 

     (γ) να τεκµηριώσει τους παράγοντες που έχουν επιπτώσεις σε µια τέτοια αλλαγή. 

 Ο Williams έδωσε ένα συνοπτικό ερωτηµατολόγιο σχετικά µε τα όρια σε 341 φοιτη-

τές που παρακολούθησαν µαθήµατα Απειροστικού Λογισµού στο πανεπιστήµιο. Οι 

σπουδαστές κλήθηκαν να χαρακτηρίσουν κάθε µια από έξι προτάσεις που τους δόθηκαν 

για τα όρια ως αληθή ή ψευδή, να διαλέξουν µία πρόταση που θεωρούσαν ότι περιγράφει 

καλύτερα το όριο και να γράψουν µερικές δικές τους προτάσεις που εξηγούν τι 

σκέφτονται ότι είναι ένα όριο. Ο Williams , από τα αποτελέσµατα αυτού του ερωτηµα-

τολογίου, επέλεξε δέκα θέµατα τα οποία παρουσίαζαν µε σαφήνεια κάποιες από τις συ-

νηθισµένες άτυπες απόψεις για το όριο. Μεταξύ αυτών περιέχονται αντιλήψεις που 

περιλαµβάνουν τη δυνατότητα µια συνάρτηση να φθάσει το όριο της, δυναµικές ή µε 

προσανατολισµένη κίνηση απόψεις για το όριο, έννοιες του ορίου ως φράγµα αλλά και 

πιο στατικές απόψεις. Παραθέτουµε  τα πρότυπα αυτά που περιγράφουν ένα µεγάλο 
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µέρος των αντιλήψεων των µαθητών για το όριο µιας συνάρτησης και τον τυπικό ορι-

σµό της (Wίllίams, 2001) . 
 

1) Ένα όριο είναι ένα είδος εκτίµησης µιας δεδοµένης τιµής που η συνάρτηση επι-

τυγχάνει µε ένα δεδοµένο σφάλµα. Μπορεί να πάρει κανείς (για x→s) ολοένα καλύτερες 

εκτιµήσεις περιορίζοντας το x κοντά στο s και µικραίνοντας το αποδεκτό σφάλµα, αλλά 

η συνάρτηση δε φθάνει ποτέ στο όριό της. 

 Ένα όριο είναι στην πραγµατικότητα µια προσέγγιση και όχι ένα ακριβές αριθµητικό 

 αποτέλεσµα. Παίρνοντας τιµές κοντά στο s, µπορείτε να πλησιάσετε το όριο αλλά όχι να 

πάτε πέρα από αυτό. 

2) Ένα όριο είναι ένας αριθµός ή ένα σηµείο κοντά στο οποίο η συνάρτηση παίρνει 

τιµές αλλά ποτέ ακριβώς ίσες µε αυτό. Εάν βρείτε το όριο της f(x) καθώς x→s, µπορείτε 

να κάνετε τη συνάρτηση να πάει όσο κοντά θέλετε στο όριο, αλλά δεν θα γίνει ποτέ 

πραγµατικά ίση µε αυτό, ακριβώς όπως το x ποτέ πραγµατικά δεν γίνεται ίσο µε s. 

Όταν παίρνετε ένα όριο, δεν ενδιαφέρει εάν το x γίνει  ίσο µε s, απλώς ότι είναι κοντά 

στο s. Οµοίως και µε την f(x). ∆εν υπάρχει ζήτηµα εάν η f(x)  είναι µεγαλύτερη ή 

µικρότερη από το όριο, αλλά µόνο ότι είναι κοντά σε αυτό. Εάν η f(x) κάποτε γίνει ίση 

µε το όριο, τότε δεν έχετε πραγµατικά ένα όριο. 

3) Το όριο είναι το µέγιστο (ή ελάχιστο) µιας συνάρτησης καθώς το x πλησιάζει 

κάποιο αριθµό. Καθώς πλησιάζει αυτόν τον αριθµό, οι τιµές της συνάρτησης φράσσονται 

από την αριθµητική τιµή του ορίου. 

Παραδείγµατος χάριν, όπως όταν αυξάνεται µια συνάρτηση πολύ γρήγορα φθάνοντας 

στο επίπεδο µιας οριζόντιας ασύµπτωτης, το όριο είναι η τιµή που δείχνει αυτή η 

οριζόντια ευθεία. 

Έτσι ένα όριο είναι ένα σηµείο ή ένας αριθµός µετά από τον οποίο οι τιµές της συ-

νάρτησης δεν µπορούν να πάνε. Στην πραγµατικότητα, οι τιµές της ποτέ δεν φθάνουν 

στο όριο, αλλά µπορούν να πλησιάζουν κοντά. 

     4)  Μια συνάρτηση f έχει ένα όριο L καθώς x →s, εάν οι αριθµητικές τιµές της για x 

κοντά στο s είναι κοντά στο L. Συγκεκριµένα, για οποιοδήποτε πολύ µικρό διάστηµα 

γύρω από το L, µπορείτε να  βρείτε ένα διάστηµα γύρω από το s έτσι ώστε όλες οι τιµές 

του x στο διάστηµα γύρω  από το s αντιστοιχούν σε τιµές της συνάρτησης κάπου στο 

διάστηµα γύρω από το L. 



 34

     5) Ένα όριο έχει την έννοια ότι όταν το x κινείται όλο και πιο κοντά προς κάποιο  

αριθµό s, οι τιµές f(x) κινούνται πιο κοντά προς το όριο. 

6) Όταν µια συνάρτηση κινείται προς έναν ορισµένο αριθµό και πηγαίνει όλο και πιο 
κοντά του, εκείνος ο αριθµός είναι το όριο της. 
Έτσι, ένα όριο είναι ένας αριθµός ή ένα σηµείο προς το οποίο µια συνάρτηση πηγαί-

νει, αλλά δεν το ξεπερνά. Είναι σαν να διασχίσετε την µισή απόσταση από ένα τοίχο, 

κατόπιν την µισή από την υπολειπόµενη και ούτω καθ'εξής. Συνεχίζετε να πλησιάζετε 

πιο κοντά και ο τοίχος είναι όπως το όριο. Τελικά, το να φθάσετε στο όριο, είναι ακριβώς 

σαν να φθάσετε στον τοίχο. 

 7)  Αυτό που είναι σηµαντικό για τα όρια είναι η ιδέα της «εγγύτητας». Όταν λέτε το 

όριο καθώς το x προσεγγίζει το s, σηµαίνει ότι εάν το x είναι κοντά στο s, τότε η f(x) 

είναι κοντά στο όριο. Αυτό είναι που ο ορισµός προσπαθεί να πει. Η ιδέα του ορισµού 

είναι να αποδείξει ότι µπορείτε να πάτε τόσο κοντά όσο θέλετε. Λέει ότι µπορεί να κάνει 

το f(x) να πάει τόσο κοντά όσο θέλει στο όριο µε την επιλογή x  αρκετά κοντά στο s και 

το αποδεικνύει λέγοντας  πόσο κοντά το x πρέπει να είναι  στο s όποτε να πείτε πόσο 

κοντά θέλετε το f(x) να είναι στο όριο. Αυτή είναι περίπου όλη η ουσία του ε-δ ορισµού. 

8) ∆εν µπορείτε να υπολογίσετε ένα όριο µόνο µε το να επιλέγετε σηµεία κοντά σε 

ένα αριθµό, επειδή µπορείτε µόνο να πάρετε έναν πεπερασµένο πλήθος σηµείων και  

αυτό δεν είναι αρκετό να σας πει τι ακριβώς κάνει η συνάρτηση πραγµατικά. Μπορεί να 

βρείτε κάτι διαφορετικό όταν φτάσετε πιο κοντά από το προηγούµενο σηµείο. Πρέπει 

πραγµατικά να αποδείξετε ότι µπορείτε να πηγαίνετε τόσο κοντά όσο θέλετε στον αριθµό 

και ταυτόχρονα η συνάρτηση θα εξακολουθεί να είναι ακόµα κοντά στο όριο. Αυτό 

εξηγεί γιατί χρειάζεστε τα θεωρήµατα ορίου. 

Ο S.Williams κατόπιν επιλέγοντας κάποιους µαθητές µέσω συνεντεύξεων τους ζήτη-

σε να εξηγήσουν τις απόψεις τους για το όριο σε σχέση µε τις προτάσεις που παρου-

σιάστηκαν από τον ερευνητή οι οποίες συχνά ήταν και αλληλοσυγκρουόµενες. Επίσης 

τους παρουσίασε περιπτώσεις ορίων που ερχόντουσαν σε αντίθεση µε τις απόψεις τους 

παρέχοντας τους κίνητρα για να τις αλλάξουν, εξηγώντας όµως ταυτόχρονα το γιατί. Από 

αυτές τις συνεντεύξεις, ο S.Williams (1991) έβγαλε διάφορα συµπεράσµατα για τις 

απόψεις των µαθητών σχετικά µε τα όρια. Μεταξύ άλλων παρατηρεί  ότι: 

      Οι µαθητές συχνά θεωρούν την ευκολία και την πρακτικότητα ενός προτύπου για το 

όριο σηµαντικότερη από τη µαθηµατική τυπικότητα. Αυτό σηµαίνει ότι επιλέγουν τα 
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πρότυπα του ορίου που τους επιτρέπουν να αντιµετωπίσουν τα τυποποιηµένα είδη 

ασκήσεων που βλέπουν στα τεστ. Τέτοια πρότυπα τείνουν να θεωρηθούν ικανοποιητικά 

για τους σκοπούς των περισσότερων  µαθητών.  

Τα στοιχεία αυτής της µελέτης επίσης επιβεβαιώνουν και τη διαδικαστική, δυναµική 

άποψη των σπουδαστών για το όριο, όπως π.χ. να υπολογίζουν τιµές της συνάρτησης σε 

διαδοχικά σηµεία καθώς αυτά πλησιάζουν όλο και πιo κοντά σε ένα σηµείο που µας 

ενδιαφέρει. Επί πλέον φάνηκε να υπάρχουν πολυάριθµες ιδιοσυγκρασιακές παραλλαγές 

σε αυτό το θέµα, µερικές από τις οποίες είναι εξαιρετικά δύσκολο να εκτοπιστούν. 

Λαµβάνοντας υπόψη τη σύνθετη φύση µιας γνωστικής αλλαγής, δεν αποτελεί έκπληξη 

ότι οι µαθητές απέτυχαν και σε αυτήν την ερευνητική προσπάθεια τελικά να υιοθετήσουν 

 µια πιο τυπική άποψη του ορίου. Τα στοιχεία της µελέτης δείχνουν ότι οι απόψεις των 

σπουδαστών για την µαθηµατική αλήθεια, η αξία που δίνουν στην πρακτικότητα  και την 

απλότητα στα πρότυπα του ορίου, οι καθηµερινές απαιτήσεις της τάξης στον 

Απειροστικό Λογισµό, η προηγούµενη εµπειρία τους µε γραφικές παραστάσεις 

συναρτήσεων και η πίστη τους για την a priori ύπαρξη τους, συνδυαζόµενα κάνουν  

δύσκολο για αυτούς να εκτιµήσουν την ανάγκη για έναν τυπικό ορισµό του ορίου και 

παρεµποδίζουν την εννοιολογική αλλαγή. Το τελικό συµπέρασµα για τους σπουδαστές 

σε αυτήν την µελέτη είναι η διαπίστωση µιας έλλειψης εκτίµησης για τη τυπική σκέψη, η 

οποία τους αφαίρεσε αποτελεσµατικά οποιοδήποτε κίνητρο να µάθουν αυτό που είναι 

τελικά ένας τυπικός ορισµός του ορίου.  

   Ο Williams σηµειώνει: 

 «Όλα αυτά προτείνουν ότι η βελτίωση της κατανόησης των ορίων από τους σπουδαστές 

από µια τυπική άποψη, απαιτεί µια προσεκτική διδασκαλία η οποία παίρνει υπόψη της 

την πλούσια ποικιλία από τα πρότυπα ορίου που οι σπουδαστές φέρνουν στην τάξη όπως 

και τα είδη της γνώσης που εκτιµούν. Υπό κάποια έννοια, η προγενέστερη γνώση τους 

περί γραφικών παραστάσεων και συναρτήσεων πρέπει να αφαιρεθεί για να φανούν 

βασικές υποθέσεις που οι τυπικοί ορισµοί προσπαθούν να εξετάσουν.» 
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3.2.1  ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΟΡΙΩΝ 

                                

 

     Η  Aline Robert (1982) έχει µελετήσει τα διαφορετικά πρότυπα που οι µαθητές 

µπορούν   να έχουν για την έννοια του ορίου µιας ακολουθίας. Παρά το γεγονός ότι 

στους µαθητές έχει δοθεί  ένας τυπικός ορισµός της έννοιας, όταν τους ζητείται να την 

περιγράψουν, ενεργούν σα να µη τους είχε δοθεί και έχουν την τάση να δηµιουργούν 

αντιλήψεις που σχετίζονται µε διάφορες  πτυχές της πρότερης εµπειρίας τους. 

    Μερικοί µαθητές πρότειναν στοιχειώδη µοντέλα,   όπως: 

                         σταθερή: «Οι τελικοί όροι έχουν πάντα την ίδια τιµή», 

                        φράγµα: "Οι τιµές δεν µπορούν να περάσουν το Ι» 

Επιπλέον υπήρξαν και άλλα µοντέλα που προέκυψαν από την τυπική διδασκαλία:   

 

 Μοvοτονικά και δυναµικά-µονοτονικά µοντέλα 

 

   «µια συγκλίνουσα ακολουθία είναι µια αύξουσα ακολουθία άνω φραγµένη (ή φθίνουσα 

κάτω φραγµένη» 

  «µια συγκλίνουσα ακολουθία είναι µια αύξουσα (ή φθίνουσα) ακολουθία που πλησιάζει 

ένα όριο». 

 

 ∆υναµικά µοντέλα: 

 

   «η un τείνει στο Ι» 

   «η un πλησιάζει το Ι» 

   «η απόσταση της un  από το Ι γίνεται µικρή» 

   «οι τιµές πλησιάζουν έναν αριθµό όλο και περισσότερο». 

 

 Στατικά µοντέλα: 

 

   «τα  un βρίσκονται σ' ένα διάστηµα κοντά στο Ι» 

   «τα un  είναι συγκεντρωµένα γύρω από το Ι » 
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   «τα στοιχεία της ακολουθίας καταλήγουν να βρίσκονται σε µια γειτονιά γύρω  

από το Ι». 

 

Μικτά µοντέλα: 

   «ένα µίγµα των ανωτέρω ». 

 

 

       Η Robert βρήκε ότι τα µοντέλα αυτά επηρεάζουν τον τρόπο µε τον οποίο οι φοιτητές 

του πανεπιστηµίου έλυναν τα προβλήµατα. Σαφώς δεν υπάρχει µια µοναδική έννοια του 

ορίου στο νου των µαθητών. Είναι εµφανές ότι οι φοιτητές διαθέτουν ποικίλες εικόνες 

της έννοιας. 

       Επιπλέον, είναι επίσης προφανές ότι η αρχική διδασκαλία τείνει να δίνει έµφαση στη 

διαδικασία προσέγγισης, παρά στην ίδια την έννοια του ορίου. Το σύνολο των εικόνων 

της έννοιας  που συνδέονται µ� αυτή τη διαδικασία, περιέχει πολλούς παράγοντες που 

συγκρούονται µε τον τυπικό ορισµό («πλησιάζει αλλά δε µπορεί να φθάσει», «δε µπορεί 

να το περάσει», «τείνει», κ .λ π.). Κατά συνέπεια οι µαθητές αναπτύσσουν εικόνες των 

ορίων  και του απείρου που σχετίζονται µε παρανοήσεις που αφορούν τη διαδικασία «της 

προσέγγισης» ή   «της αύξησης» ή «της επ' άπειρον συνέχισης». 

     Σε µια εθνογραφική µελέτη για τις αντιλήψεις των µαθητών σχετικά µε τα όρια και το 

άπειρο, η Sierpinska (1987) ανέλυσε τις εικόνες έννοιας 31 δεκαεξάχρονων µαθητών 

µαθηµατικών και φυσικής πριν διδαχθούν απειροστικό λογισµό. Έπειτα τους ταξινόµησε 

σε οµάδες στις οποίες έδωσε ξεχωριστές ονοµασίες: 

 

    Ο Michael και ο Christopher είναι ασυνείδητοι απειριστές (τουλάχιστον στην αρχή): 

λένε "άπειρο", αλλά θεωρούν "πολύ µεγάλο".  Και για τους δύo το όριο πρέπει να είναι η 

τελευταία τιµή του τελευταίου όρου... για τον Michael η τελευταία τιµή αυτή είναι είτε 

συν άπειρο (ένας πολύ µεγάλος θετικός αριθµός) είτε πλην άπειρο. ∆εν είναι έτσι για τον 

Christopher που είναι πιο δεκτικός στις δυναµικές µεταβολές των τιµών των όρων. Η 

τελευταία τιµή δεν τείνει πάντα στο άπειρο, µπορεί να τείνει σε κάποιο µικρό και γνωστό 

αριθµό. 
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    Ο George είναι συνειδητός απειριστής: Το άπειρο είναι κάτι µεταφυσικό, δύσκολο να 

γίνει κατανοητό µε ακριβείς ορισµούς. Αν τα µαθηµατικά πρέπει να είναι µια ακριβής 

επιστήµη τότε πρέπει να αποφεύγουµε να µιλάµε για το άπειρο και να µιλάµε µόνο για 

πεπερασµένους αριθµούς. Στη διατύπωση γενικών νόµων µπορούµε να χρησιµοποιούµε 

γράµµατα για να συµβολίζουµε συγκεκριµένους αλλά αυθαίρετους πεπερασµένους 

αριθµούς. Στην περιγραφή της συµπεριφοράς των ακολουθιών το σηµαντικότερο πράγµα 

είναι να χαρακτηριστεί ο νιοστός όρος µε τη γραφή του γενικού τύπου. Τότε για ένα 

δεδοµένο ν µπορεί κανείς να υπολογίσει την ακριβή τιµή του όρου ή να δώσει µια 

προσέγγιση αυτής της τιµής. 

 

    Ο Paul και ο Robert είναι κινητικοί απειριστές: γι' αυτούς η ιδέα του απείρου 

συνδέεται µε την ιδέα του χρόνου. Ο Paul είναι δυνητιστής: Για  να σκεφτούµε κάποια 

ολότητα, ένα σύνολο ή µια ακολουθία πρέπει να διατρέξουµε νοητά κάθε στοιχείο του. 

Είναι αδύνατον να σκεφτούµε µ' αυτό τον τρόπο για ένα άπειρο πλήθος στοιχείων. Η 

κατασκευή ενός άπειρου συνόλου ή µιας ακολουθίας δεν µπορεί ποτέ να ολοκληρωθεί. 

Το άπειρο υπάρχει µόνο δυνητικά. Ο Robert είναι δυνητικός πραγµατιστής: είναι δυνατό 

[γι' αυτόν] να γίνει νοητικά ένα «άλµα στο άπειρο»: το άπειρο µπορεί εν δυνάµει να 

πραγµατοποιηθεί τελικά. Και για τους δυο, τον Paul και τον Robert, το σηµαντικό είναι 

να δούµε πώς οι όροι της ακολουθίας µεταβάλλονται, αν υπάρχει µια τάση να 

προσεγγίσουν κάποια σταθερή τιµή. Για τον Paul, ακόµη κι αν οι όροι της ακολουθίας 

πλησιάζουν ο ένας τον άλλο ολοένα περισσότερο ώστε να διαφέρουν λιγότερο από 

οποιαδήποτε δεδοµένο αριθµό δεν θα φθάσουν ποτέ αυτή την τιµή. Ο Robert σκέφτεται 

θεωρητικά ότι οι όροι θα φθάσουν τελικά αυτή την τιµή στο άπειρο. 

     Με αυτό το τρόπο η Sierpinska εκθέτει τις διαχρονικές συγκρούσεις για τα όρια και 

το άπειρο που υπήρχαν ανέκαθεν και που συνεχίζουν να υπάρχουν στους µαθητές µας 

σήµερα. 

    Άλλες διαδικασίες του ορίου, όπως η έννοια της συνέχειας και της ολοκλήρωσης, αν 

και επιφανειακά δείχνουν πολύ διαφορετικές, από γνωστική άποψη παρουσιάζουν 

παρόµοιες δυσκολίες. Λόγου χάρη, η συνέχεια πάσχει από το γεγονός ότι υφίσταται µια 

αυθόρµητη αντίληψη που προκαλείται από τη χρήση της καθηµερινής γλώσσας σε 

φράσεις όπως «έβρεχε συνεχώς όλη µέρα» (δηλαδή, δεν υπήρξε διακοπή στη 
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βροχόπτωση) ή «η σιδηροδροµική γραµµή είναι συνεχώς ενωµένη» (δεν υπάρχουν κενά 

στις ράγες). Αυτή η άποψη ενισχύεται συχνά από τις προσπάθειες του δασκάλου να 

δώσει µια απλή ενόραση στην έννoια της συνέχειας λέγοντας ότι η γραφική παράσταση 

«είναι µονοκόµµατη» ή «σχεδιάζεται χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι από το χαρτί», 

συγχέοντας µ' αυτό τον τρόπο τις µαθηµατικές έννοιες της συνέχειας . 

 

3.2.2 Ο ΡΟΛΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΗΘΟΥΣ ΓΛΩΣΣΑΣ ΣΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΩΝ    

            ΟΡΙΩΝ 

 

Οι λέξεις και οι φράσεις που οι µαθηµατικοί θεωρούν συνώνυµες µπορούν να έχουν 

πολύ διαφορετικές σηµασίες για τους φοιτητές. Ο Monaghan (1991) µελέτησε 

συστηµατικά  τα αποτελέσµατα της γλώσσας που χρησιµοποιείται στη διδασκαλία για 

την εκµάθηση των ορίων. Παρατήρησε ότι στις λέξεις που λαµβάνονται από τη φυσική 

γλώσσα και έχουν γνωστές καθηµερινές έννοιες, δίνονται λεπτά διαφορετικά νοήµατα 

καθώς τις χρησιµοποιούµε σε µαθηµατικό επίπεδο. Αυτό µπορεί να δηµιουργήσει 

σύγχυση  στους φοιτητές. 

 Ο J.Monaghan ασχολήθηκε συγκεκριµένα µε τις έµφυτες ασάφειες στις τέσσερις  λέξεις: 

τείνει, προσεγγίζει, συγκλίvει, και όριο σε γραφικό αλλά και αριθµητικό πλαίσιο. Αυτές 

οι φράσεις χρησιµοποιούνται στα µαθήµατα Απειροστικού Λογισµού και οι µαθηµατικές 

σηµασίες τους θεωρούνται ισοδύναµες από τους διδάσκοντες. 

Αν και για ένα  µαθηµατικό προτάσεις όπως «Η καµπύλη τείνει στο  0», «η καµπύλη 

προσεγγίζει το 0», «η καµπύλη συγκλίνει στο 0»  και «η καµπύλη έχει το 0 ως όριο», όλες 

σηµαίνουν το ίδιο πράγµα, οι µαθητές συµφώνησαν συχνά µε τη µία, αλλά διαφώνησαν 

µε την άλλη , αναφερόµενοι στην ίδια καµπύλη ή ακολουθία. 

     Με βάση και τις προτάσεις που γράφτηκαν µε τους τέσσερις όρους στηριγµένες την 

καθηµερινή εµπειρία των µαθητών προέκυψαν τα εξής συµπεράσµατα: 

 

ΟΡΙΟ: Το όριο θεωρήθηκε συχνά ως φράγµα εφικτό να το φτάσεις ή και όχι. Μερικά 

παραδείγµατα περιέλαβαν τα νόµιµα όρια, όπως τα όρια ταχύτητας. Είναι δυνατό  να 

ξεπεραστεί ένα όριο ταχύτητας, αν και απαγορεύεται. Μετά από το όριο ταχύτητας εµ-

φανίστηκαν τα φυσικά όρια και διανοητικά όρια. Τα φυσικά όρια είναι σύνορα που είναι  
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τεχνικά ιδιαίτερα απίθανο να ξεπεραστούν, όπως το ύψος που κάποιος µπορεί να 

υπερπηδήσει. Τέτοια όρια δεν αφορούν µόνο τους ανθρώπους. Τα αεροπλάνα έχουν ένα 

όριο (ανώτατο όριο), το ραντάρ έχει ένα όριο ανίχνευσης κτλ. Αυτά τα όρια υπονοούν 

ένα  φράγµα. Μπορούν να αντιπροσωπεύσουν την πιο ακραία πραγµατοποίηση ή το ση-

µείο ακριβώς µετά από το εφικτό.  

 

 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΖΕΙ: Το προσεγγίζει έγινε αντιληπτό µε ένα δυναµικότερο τρόπο. Περιέλαβε 

αντικείµενα που κινούνται προς άλλα αντικείµενα, µερικές φορές µε την ιδέα  θα 

µπορούσαµε να φθάσουµε τελικά το αντικείµενο που προσεγγίζεται («Το τραίνο 

προσέγγισε τον σταθµό») και µερικές φορές µε την θεώρηση ότι το κινούµενο αντικείµενο   

δεν θα φθάσει το αντικείµενο που προσεγγίζεται, ούτε καν ιδιαίτερα κοντά.  

 

ΤΕΙΝΕΙ: Στις απαντήσεις σχεδόν όλα τα παραδείγµατα για το τείνει περιελάµβαναν 

προσωπικές προτιµήσεις. Π.χ «τείνει να πιει πολύ», «ο καιρός στις διακοπές τείνει να 

είναι κακός». Στα µαθηµατικά παραδείγµατα, οι σπουδαστές χρησιµοποίησαν το τείνει µε 

την ίδια έννοια µε το προσεγγίζει. Και τα δύο θεωρούνται δυναµικά ότι προκαλούν 

µετακίνηση και γενικά αναφέρονται στην κίνηση ενός αντικειµένου που συνήθως δεν 

φθάνει στο σηµείο που πλησιάζει. 

 

ΣΥΓΚΛΙΝΕΙ : Το «συγκλίνει» θεωρήθηκε επίσης δυναµικά, αλλά συνήθως περιέλαβε 

δύο συνεχή αντικείµενα, όπως «οι δρόµοι µας συγκλίνουν» ή «οι ακτίνες φωτός 

συγκλίνουν». Άλλες αναφορές περιέλαβαν διακριτά αντικείµενα που ίσως έρθουν σε 

επαφή όπως «ο ποδοσφαιριστής συγκλίνει στη µπάλα» Ένας σπουδαστής είπε ότι δύο  

ακολουθίες θα µπορούσαν ίσως να συγκλίνουν η µία στην άλλη, όπως οι ακτίνες φωτός, 

αλλά δεν έχει ιδιαίτερο νόηµα να µιλήσει κάποιος για σύγκλιση µίας αριθµητικής 

ακολουθίας σε µια άλλη ακολουθία. Στις γραφικές παραστάσεις (συνεχείς καµπύλες) 

κάτι τέτοιο έχει περισσότερο νόηµα. Όµως λέγοντας π.χ. ότι η ψ=1/χ συγκλίνει στο 0 

όταν το χ τείνει στο άπειρο, µπορούµε να σκεφτούµε το 0 ως την ευθεία ψ = 0 και όχι ως 

έναν αριθµό. Επίσης ο όρος «συγκλίνω» συχνότερα λαµβανόταν ως φτάνω ή αγγίζω, 

παρά φτάνω πιο κοντά χωρίς να αγγίξω, όπως υπονοούσαν λέγοντας τείνει και προ-
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σεγγίζει. 

 

Όσον αφορά τις διαφορές-οµοιότητες των αντιλήψεων και την πιθανή σύγχυση που 

προκαλούν αυτές οι φράσεις όταν χρησιµοποιούνται, µπορούν να σηµειωθούν τα εξής: 

    Το πρώτο πράγµα που παρατηρείται είναι ότι τα τρία ρήµατα τείνει, προσεγγίζει και 

συγκλίνει δηµιουργούν µια διαφορετική αίσθηση από το ουσιαστικό όριο. Αυτό δεν προ-

καλεί έκπληξη δεδοµένου ότι τα ρήµατα είναι «λέξεις δράσης». Η δράση σε αυτό το 

µαθηµατικό πλαίσιο είναι ότι «φτάνουµε ή πλησιάζουµε σε ένα όριο», κάτι που οδηγεί 

σε µια δυναµική ερµηνεία. Από τα τρία ρήµατα, εντούτοις, το συγκλίνει φαίνεται 

διαφορετικό, επειδή οι εικόνες που προκαλεί δεν ισχύουν πάντα σε µαθηµατικά πλαίσια. 

Τείνει και προσεγγίζει πολύ συχνά θεωρήθηκαν ως ίδιο πράγµα. Αντιπροσωπεύουν µια 

µετακίνηση προς ένα τέρµα, χωρίς πάντα να φθάνουµε εκεί. Η ασάφεια των ρηµάτων 

(ειδικά τείνει και προσεγγίζει) προκύπτει από το ότι τα ρήµατα αντιπροσωπεύουν τη 

µετακίνηση προς το τέρµα ενώ το όριο είναι το τέρµα. 

 

Η οµοιότητα στις σηµασίες των φράσεων προκαλεί αφ' εαυτής σύγχυση. Για παρά-

δειγµα ο όρος συγκλίνει µπορεί να σηµαίνει πολλά διαφορετικά πράγµατα και ανάλογα 

µε ποια σηµασία χρησιµοποιείται η απάντηση σε µία ερώτηση µπορεί να διαφέρει. Ο 

όρος «τείνει» προκαλεί και αυτός κάποια σύγχυση, αλλά φαίνεται να είναι παρόµοιος µε 

το «έχει σαν όριο». Ο Monaghan θεωρεί ότι από µαθηµατική άποψη οι συνώνυµοι όροι 

οδηγούν σε διαφορετικά συµπεράσµατα και απαντήσεις µε την ερµηνεία τους στην 

φυσική γλώσσα και έτσι προκαλούν διαφορετικές νοητικές αναπαραστάσεις για την ίδια 

µαθηµατική έννοια.  

   Ο Monaghan καταλήγει στο συµπέρασµα ότι :  

 

        «Οι φοιτητές πρέπει να οδηγηθούν να ερευνήσουν και να συζητήσουν τις 

αντιλήψεις τους µε στόχο να συνειδητοποιήσουν πώς οι καθηµερινές έννοιες των 

µαθηµατικών φράσεων µπορούν να  τους οδηγήσουν σε εσφαλµένες ερµηνείες».  
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       Σύµφωνα µε τον Cornu (1991) οι έρευνες έχουν δείξει πολλές διαφορετικές 

σηµασίες για την έκφραση «τείνει προς»: 

 

 

→ πλησιάζει (µένοντας τελικά µακριά του) - [to approach]  

 

→ πλησιάζει ... χωρίς να το φθάνει - [to approach... without reaching it]  

 

→ πλησιάζει ... µέχρι σχεδόν να το φθάσει - [to approach... just reaching it]  

 

→ µοιάζει (χωρίς οποιαδήποτε παραλλαγή, όπως «αυτό το µπλε τείνει προς το βιολετί»)-  

     [to resemble]  

 

   Ο Cornu (1991) επισηµαίνει ότι η ίδια η λέξη όριο µπορεί να έχει διαφορετική σηµασία 

για διαφορετικούς ανθρώπους σε διαφορετικές στιγµές. Συχνότερα θεωρείται ως ένα 

«αξεπέραστο όριο», αλλά µπορεί επίσης να είναι: 

     ► ένα αξεπέραστο όριο το οποίο µπορούµε να φθάσουµε � [an impassible limit 

which is reachable], 

     ►ένα αξεπέραστο όριο το οποίο είναι αδύνατο, αξεπέραστο � [an impassible limit 

which is   impossible tο reach],  

     ►ένα σηµείο το οποίο πλησιάζουµε, χωρίς να το φθάνουµε � [a point which one 

approaches, without   reaching it],  

     ► ένα σηµείο το οποίο πλησιάζουµε και το φθάνουµε � [a point which one 

approaches and  reaches], 

     ►ένα ανώτερο (ή κατώτερο) όριο, 

     ► ένα µέγιστο ή ένα ελάχιστο, 

     ► ένα διάστηµα, 

     ►αυτό που έπεται «αµέσως µετά από» εκείνο ως το οποίο µπορούµε να φθάσουµε, 

     ►ένας περιορισµός, µια απαγόρευση, ένας κανόνας,  

     ►  το τέλος, το τέρµα. 
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Η Lucia Grugnetti και η Angela Rizza (2002) ερεύνησαν τις σηµασίες που 

δίνονται στις λέξεις «όριο» και «άπειρο» και το πώς πιθανόν αυτές οι σηµασίες έρχονται 

σε µια αντιπαράθεση επηρεάζοντας η µία την άλλη. Συνοπτικά τα αποτελέσµατα 

απαντήσεων ενός δείγµατος µαθητών για το τι σηµαίνει η λέξη όριο ήταν τα εξής: 

 

1. Η ιδέα ενός εµποδίου, φράγµατος, κανόνα περιορισµού.       44% 

2. Η ιδέα ενός συνόρου, κλεισίµατος. 30% 

3. Η ιδέα ενός άκρου - ακραίου σηµείου. 19% 

4. Άλλες έννοιες - σηµασίες (και µαθηµατικές).                          3% 

5. Καµία απάντηση.                                                                      4% 

 

Η ισχυρή ιδέα ενός ορίου ως εµπόδιο-φράγµα αντιπροσωπεύει µε τη σειρά της ένα 

εµπόδιο στη διαδικασία κατανόησης της έννοιας του ορίου. Είναι ένα εµπόδιο που 

µπορεί να προκαλέσει τουλάχιστον δύο τύπους δυσκολιών: 

 α) ∆υσκολία στη σύνδεση του ορίου µε την ιδέα µιας διαδικασίας συνεχούς επανά-

ληψης (και ως εκ τούτου και µε µια διαδικασία που συνεχίζεται επ' άπειρον). 

      β) ∆υσκολία στην αποδοχή της δυνατότητας ενός «άπειρου» ορίου. 

 Η παρουσία ενός είδους αντίθεσης µεταξύ της ιδέας του ορίου και του απείρου εµ-

φανίστηκε µε µεγάλη συχνότητα στην απάντηση της ερώτησης «εξηγείστε τι σηµαίνει για 

σας η λέξη άπειρο». 

    Η συνήθης απάντηση είναι: «Το άπειρο είναι κάτι που δεν έχει κανένα όριο». Φαίνεται 
πώς ένα µεγάλο ποσοστό των µαθητών συνδέει τον όρο «όριο» µε µια ιδέα του 

«πεπερασµένου» στο χρόνο και στο χώρο, κάτι που τους οδηγεί να θεωρήσουν το όριο 

ως αντίθετο του άπειρου. Άρα έχουµε την εµφάνιση αντιλήψεων  όπως: 
«Μια διαδικασία που έχει κάποιο όριο πρέπει να είναι πεπερασµένη». 

«Όριο και άπειρο είναι δύο ασυµβίβαστες έννοιες και άρα το όριο για παράδειγµα µιας συνάρτησης 

δεν µπορεί να απειρίζεται». 

Όπως υπογραµµίζουν οι  Letizia και Marchini (1997), είναι απαραίτητο να ληφθούν 

πληροφορίες για τα προβλήµατα που ορισµένοι όροι µπορούν να προκαλέσουν στο 

µυαλό των µαθητών, ώστε να είναι δυνατόν να επιτευχθεί µια σύνδεση µε  την εµπειρική 

κατανόηση του υποβάθρου τους. Αυτό µπορεί να βοηθήσει να αποφευχθεί η δηµιουργία 
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εκείνου του τύπου εµποδίου που αφορά την αδυναµία επικοινωνίας µεταξύ του 

δασκάλου και του µαθητή για το ίδιο το θέµα και είναι ένα από το χειρότερα του είδους 

του.           

     Στην περίπτωση της έννοιας του ορίου, παρατηρούµε ότι οι λέξεις «τείνει» και «όριο» 

έχουν µια σηµασία για τους µαθητές πριν αρχίσουν οποιαδήποτε µαθήµατα 

(Schwarzenberger & Τall, 1978) και  οι µαθητές συνεχίζουν να βασίζονται σ' αυτές τις 

σηµασίες και αφότου τους έχει δοθεί ένας τυπικός ορισµός. Από τον ένα µαθητή στον 

άλλο η σηµασία που αποδίδεται στις λέξεις ποικίλλει. Για ένα µαθητή µια λέξη µπορεί να 

έχει διάφορες σηµασίες, ανάλογα µε τις περιστάσεις. Οι αυθόρµητες ιδέες παραµένουν 

για ένα µεγάλο χρονικό διάστηµα. Οι έρευνες δείχνουν ότι µπορούν να παραµείνουν και 

σε µαθητές σε πολύ πιο προχωρηµένο στάδιο µάθησης. Εν όψει της ποικιλίας 

αυθόρµητων εννοιών και της αυξανόµενης συνειδητοποίησης του φορµαλισµού από τον 

µαθητή συµβαίνει συχνά να υπάρχουν ταυτόχρονα στο µυαλό ενός ατόµου αντιφατικές 

ιδέες, που οδηγούν σε µια καθολική εννοιοεικόνα που περιέχει πιθανούς 

συγκρουόµενους παράγοντες µε την έννoια των Tall & Vinner. 

 

3.3  ΓΝΩΣΤΙΚΑ ΚΑΙ ΕΠΙΣΤΗΜΟΛΟΓΙΚΑ ΕΜΠΟ∆ΙΑ 

 

   Η έννοια του γνωστικού εµποδίου έχει ενδιαφέρον να µελετηθεί, ώστε να βοηθήσει να 

προσδιοριστούν οι δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές κατά τη µαθησιακή διαδικασία, 

και να καθοριστούν καταλληλότερες στρατηγικές για τη διδασκαλία. Μπορούµε να 

διακρίνουµε  τρεις διαφορετικούς τύπους εµποδίων: τα γεvετικά και ψυχολογικά εµπόδια 

που εµφανίζονται ως αποτέλεσµα της προσωπικής ανάπτυξης του µαθητή, τα διδακτικά  

εµπόδια που εµφανίζονται εξαιτίας του δασκάλου και της φύσης της διδασκαλίας και τα 

επιστηµολογικά εµπόδια που εµφανίζονται λόγω της φύσης των ίδιων των µαθηµατικών 

εννοιών. Κατά το σχεδιασµό της διδασκαλίας µιας µαθηµατικής έννoιας έχει ύψιστη 

σηµασία ο προσδιορισµός των πιθανών εµποδίων, ιδιαίτερα των επιστηµολογικών 

εµποδίων. 
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       Ο όρος του εµποδίου εισήχθη από τον Gaston Bachelard (1938), ο οποίος λέει : 

 

«Πρέπει να θέσουµε το πρόβληµα της επιστηµονικής γνώσης από την άποψη των 

εµποδίων. ∆εν αρκεί µόνο να λαµβάνουµε υπόψη τα εξωτερικά εµπόδια, όπως η 

πολυπλοκότητα και η προσωρινότητα των επιστηµονικών φαινοµένων, ούτε να θρηνούµε 

την αδυναµία των ανθρώπινων αισθήσεων και του πνεύµατος. Είναι µέρος της δράσης της 

απόκτησης της ίδιας της γνώσης, το να γνωρίσουµε βαθιά, εκείνο που εµφανίζεται, ως 

αναπόφευκτο αποτέλεσµα της λειτουργικής ανάγκης, να καθυστερεί την ταχύτητα της 

µάθησης και να  προκαλεί γνωστικές δυσκολίες. Εδώ µπορούµε να βρούµε τις αιτίες της 

στασιµότητας ,ακόµη και της οπισθοδρόµησης και ίσως να αντιληφθούµε τους λόγους της 

αδράνειας, τους οποίους ονοµάζουµε επιστηµολογικά εµπόδια». 

 

Συνεχίζει λέγοντας: 

«Αντιµετωπίζουµε νέα γνώση που έρχεται σε αντίθεση µε την προϋπάρχουσα γνώση και 

έτσι πρέπει να καταστρέψουµε τις προϋπάρχουσες λανθασµένες ιδέες». 

 

    Έδειξε λοιπόν ότι τα επιστηµολογικά εµπόδια εµφανίζονται στην ιστορική ανάπτυξη 

της επιστηµονικής σκέψης και στην εκπαιδευτική πρακτική. Γι' αυτόν, τα 

επιστηµολογικά εµπόδια έχουν δύο ουσιαστικά χαρακτηριστικά: 

 

• Αποτελούν αναπόφευκτα και ουσιαστικά συστατικά της αποκτώµενης γνώσης,  

• Βρίσκονται, τουλάχιστον εν µέρει, στην ιστορική ανάπτυξη της έννοιας. 

 

     Πολλοί άλλοι συγγραφείς έχουν ενδιαφερθεί επίσης  για τα επιστηµολογικά εµπόδια. 

Ο Guy Brousseau (1983) ορίζει το επιστηµολογικό εµπόδιο ως τη γνώση που λειτουργεί 

καλά για µια oρισµέvη περιοχή δραστηριότητας και εποµένως εδραιώνεται, αλλά 

κατόπιν αποτυγχάνει να λειτουργήσει ικανοποιητικά σ' ένα άλλο πλαίσιο και οδηγεί στις 

αντιφάσεις. Εποµένως καθίσταται αναγκαίο να καταστραφεί η αρχική ανεπαρκής και 

λανθασµένα σχηµατισµένη γνώση και να αντικατασταθεί µε τη νέα έννoια που 

λειτουργεί ικανοποιητικά στο νέο πεδίο. Η απόρριψη και η διευκρίνιση ενός τέτοιου 

εµποδίου αποτελεί ουσιαστικό µέρος της ίδιας της γνώσης. Ο µετασχηµατισµός δεν 
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µπορεί να γίνει χωρίς την αποσταθεροποίηση των αρχικών ιδεών, µε την τοποθέτηση 

τους σ' ένα νέο πλαίσιο όπου φαίνεται σαφώς ότι αποτυγχάνουν. Αυτό εποµένως απαιτεί 

µια µεγάλη προσπάθεια γνωστικής ανακατασκευής. 

     

  Σύµφωνα µε τον Cornu (1991), στην ιστορία της έννοιας ορίου εµφανίζονται   τέσσερα 

σηµαντικά επιστηµολογικά εµπόδια: 

 

1) Η αποτυχία σύνδεσης της γεωµετρίας µε τους αριθµούς. 

 

    Πρέπει να αναρωτηθούµε γιατί η έννοια του ορίου δεν  αποσαφηνίστηκε την περίοδο 

400-300 π.Χ., όταν οι αρχαίοι Έλληνες εκδήλωσαν ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά. Το 

πρόβληµα του υπολογισµού του εµβαδού ενός κύκλου, λόγου χάρη, παρείχε µια ευκαιρία 

για την ανάπτυξη εργαλείων που µοιάζουν εξαιρετικά µε την έννοια του ορίου. Ο 

Ιπποκράτης ο Χίος (430 π.Χ.) θέλησε να αποδείξει ότι ο λόγος των εµβαδών δύο κύκλων 

είναι ίσος µε τον λόγο των τετραγώνων των διαµέτρων τους. Ενέγραψε κανονικά 

πολύγωνα στους κύκλους και αυξάνοντας συνεχώς το πλήθος των πλευρών, προσέγγισε 

τα εµβαδά των δύο κύκλων. Σε κάθε βήµα ο λόγος των εµβαδών των εγγεγραµµένων 

πολυγώνων είναι ίσος µε το λόγο των τετραγώνων των διαµέτρων και από αυτό 

προέκυψε ότι «οριακά» αυτό θα ίσχυε επίσης για τα εµβαδά των κύκλων. 

    Αυτή η µετάβαση προς το όριο, που εξηγείται πολύ λιτά, θα καθορίζονταν ένα έτος 

αργότερα, µέσω της µεθόδου της εξάντλησης, που πιστώνεται στον Εύδοξο τον Κνίδιο 

(408-255 π.Χ.). Η µέθοδος βασίζεται στην αρχή του Ευδόξου (Στοιχεία Ευκλείδη, Βιβλίο 

Χ, Πρόταση Ι) που αναφέρει: 

 

 ∆οθέντων δύο άνισων µεγεθών, εάν από το µεγαλύτερο αφαιρεθεί µέρος µεγαλύτερο 

από το µισό του, κατόπιν από το υπόλοιπο αφαιρεθεί µέρος µεγαλύτερο από το µισό του, 

και η διαδικασία επαναλαµβάνεται συνεχώς, τότε θα µείνει κάποια στιγµή κάποιο 

µέγεθος το οποίο θα είναι µικρότερο του δοθέντος µικρότερου µεγέθους. 

 

     Με άλλα λόγια, µε τη διαδοχική διχοτόµηση µπορούµε να επιτύχουµε ένα µέγεθος 

τόσο µικρό όσο επιθυµούµε. Από αυτό έπεται η µέθοδος της εξάντλησης που µας 
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επιτρέπει να πούµε ότι για οποιοδήποτε 0ε >  υπάρχει ένα κανονικό πολύγωνο που 

εγγράφεται σε κύκλο και του οποίου το εµβαδόν διαφέρει από το εµβαδόν του κύκλου 

λιγότερο από ε . Αν ο λόγος των εµβαδών δύο κύκλων είναι 1

2
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    Απορρίπτουµε τις δύο πρώτες µε τη µέθοδο της εξάντλησης και ως εκ τούτου 

συνάγουµε την αλήθεια της επιθυµητής ισότητας. 

    Παρά το γεγονός ότι η µέθοδος της εξάντλησης φαίνεται εξαιρετικά κοντά στην έννοια  

του  ορίου, δεν µπορούµε να δηλώσουµε υπεύθυνα ότι οι Έλληνες κατείχαν τη σύγχρονη 

έννοια του ορίου. Η µέθοδος της εξάντλησης είναι κατ' ουσία µια γεωµετρική µέθοδος 

που επιτρέπει την απόδειξη αποτελεσµάτων χωρίς να πρέπει να αντιµετωπιστεί το 

πρόβληµα του απείρου. Εφαρµόζεται σε γεωµετρικά µεγέθη, όχι στους αριθµούς. Κάθε 

περίπτωση αντιµετωπίζεται µεµονωµένα µε τη χρήση ενός συγκεκριµένου επιχειρήµατος 

προσαρµοσµένου στο γεωµετρικό πλαίσιο. ∆εν υπάρχει καµία µεταφορά από τα 

γεωµετρικά σχήµατα σε µια καθαρώς αριθµητική ερµηνεία, οπότε η έννοια του ορίου 

των αριθµών απουσιάζει. Η γεωµετρική ερµηνεία, και η επιτυχία της στην επίλυση των 

συναφών προβληµάτων, εποµένως, φαίνεται ότι προκάλεσε ένα εµπόδιο που απέτρεψε 

τη µετάβαση στην έννοια του αριθµητικού ορίου. 

 

    Ένα δεύτερο επιστηµολογικό εµπόδιο που αναφέρει ο Β.Cornu (1991) είναι: 

 

2) Η έννοια του απείρως µεγάλου και του απείρως µικρού. 

 

    Σε όλη την ιστορία της έννοιας του ορίου συναντάµε την υπόθεση της ύπαρξης 

απειροελάχιστων ποσοτήτων. Είναι πιθανό να έχουµε ποσότητες που να είναι τόσο 

µικρές ώστε να είναι σχεδόν µηδενικές, κι όµως να έχουν ένα συγκεκριµένο 

«προσδιορίσιµο» µέγεθος; Τι συµβαίνει τη στιγµή που µια από αυτές τις ποσότητες 
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µηδενίζεται; Τέτοια φιλοσοφικά προβλήµατα έστρεψαν την προσοχή πολυάριθµων 

µαθηµατικών που, όπως ο Newton, µίλησαν για την «ψυχή των εκλιπόντων ποσοτήτων» 

τη στιγµή που αυτές εξαφανίζονται για να του επιτρέψουν να υπολογίσει τον «έσχατο 

λόγο» τους. Ο Euler χρησιµοποίησε ελεύθερα την έννοια του απείρως µικρού ως µια 

ποσότητα που µπορεί, όταν απαιτείται, να θεωρηθεί ίση µε µηδέν. Ο D' Alembert 

εναντιώθηκε στη χρήση των απείρως µικρών ποσοτήτων και επιδίωξε να τις 

αποµακρύνει από το διαφορικό λογισµό. Έδωσε το επιχείρηµα ότι µια ποσότητα είναι 

είτε κάτι ή τίποτε. Αν είναι κάτι τότε δε µπορεί να γίνει µηδέν και αν είναι τίποτε τότε 

είναι ήδη µηδέν.  

  Ο Cauchy χρησιµοποίησε επίσης τη έννοια του απείρως µικρού. Στο Cours d' αnαlyse 

de Ι' Ecole Polytechnique (1821), εξήγησε την ιδέα του απειροστού ως εξής: 

 «Λέµε ότι µια µεταβλητή ποσότητα γίνεται απείρως µικρή όταν η αριθµητική της τιµή 

µειώνεται διαρκώς κατά τέτοιο τρόπο ώστε να συγκλίνει στο όριο µηδέν». (Boyer, 1939). 

    Η ιδέα µιας ενδιάµεσης κατάστασης µεταξύ εκείνου που είναι τίποτε και εκείνου που 

δεν είναι, συναντάται συχνά στους σύγχρονους µαθητές. Θεωρoύν συχνά ότι το σύµβολο 

ε αναπαριστά έναν  αριθµό που δεν είναι µηδέν αλλά ταυτόχρονα είναι µικρότερος από 

οποιονδήποτε θετικό πραγµατικό αριθµό. Με τον ίδιο τρόπο κάποιοι µπορεί να 

πιστεύουν ότι το 0,999... είναι ο τελευταίος αριθµός πριν από το l, αλλά που δεν είναι 

ίσος µε ένα.  

 

    Ένα τρίτο επιστηµολογικό εµπόδιο που οφείλεται στην ιστορία της έννοιας του ορίου 

είναι κατά τον Β. Cornu (1991) : 

 

3)  Η µεταφυσική άποψη της έννοιας του ορίου. 

 

    Η έννoια του ορίου είναι δύσκολο να εισαχθεί στα µαθηµατικά επειδή φαίνεται πιο 

συναφής µε τη µεταφυσική ή τη φιλοσοφία. Οι µαθηµατικοί συχνά επιφυλάσσονται να 

µιλήσουν για τέτοιες έννοιες, από τον καιρό των αρχαίων Ελλήνων µέχρι τον D'Alembert 

που έγραψε ότι «κάποιος µπορεί να τα καταφέρει εύκολα στο ∆ιαφορικό Λογισµό χωρίς 

όλα τα υπόλοιπα µεταφυσικά του άπειρου». Ο Lagrange εξέφρασε παρόµοιο τρόµο για 

τις µεταφυσικές πτυχές. Αν και στις αρχές της σταδιοδροµίας του πίστευε ότι θα 
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µπορούσε να καταστήσει αυστηρή τη χρήση των απειροελάχιστων, αργότερα θεώρησε 

ότι τα απειροστά του Leibniz δεν έχουν καµία ικανοποιητική µεταφυσική βάση και 

προσπάθησε να θέσει εκ νέου τα θεµέλια του Απειροστικού Λογισµού χρησιµοποιώντας 

την άλγεβρα των άπειρων σειρών. Απέτυχε, όµως, γιατί η άλγεβρα της εποχής του, όπως 

του παραδόθηκε από τον L.Euler, ήταν θεµελιωµένη σε µια λανθασµένη άποψη του 

απείρου.  Έτσι, µε οποιονδήποτε τρόπο κι αν στράφηκαν οι µαθηµατικοί στην ιστορική 

εξέλιξη του θέµατος, ήρθαν αντιµέτωποι µε βαθιές θεωρητικές δυσκολίες. 

     Η µεταφυσική σκοπιά της έννοιας του ορίου αποτελεί ένα από τα κύρια εµπόδια και 

για τους σηµερινούς µαθητές. Αυτό το εµπόδιο καθιστά την κατανόηση της έννoιας του 

ορίου ιδιαίτερα δύσκολη, ιδιαίτερα όταν ένα όριο δεν µπορεί να υπολογιστεί άµεσα µε τη 

χρήση γνωστών µεθόδων άλγεβρας και αριθµητικής.     

   Τέλος, σύµφωνα πάντα µε τον Β. Cornu (1991), ένα τέταρτο επιστηµολογικό εµπόδιο   

που συναντάµε στην ιστορία της έννοιας του ορίου είναι το παρακάτω: 

  

4) Επιτυγχάνεται το όριο ή όχι; 

   Αυτό είναι µια αντιπαράθεση που διήρκεσε σε όλη την ιστορία της έννοιας. Λόγου 

χάρη, ο Robins  (1697-1751) ισχυρίστηκε ότι το όριο δεν µπορεί ποτέ να επιτευχθεί, 

ακριβώς όπως τα κανονικά πολύγωνα που εγγράφονται στο κύκλο δε µπορούν ποτέ να 

είναι ίσα µε αυτόν. Υποστήριξε ότι: «∆ίνουµε την ονοµασία έσχατο µέγεθος στο όριο το 

οποίο µια µεταβλητή µπορεί να προσεγγίσει όσο πολύ εµείς θέλουµε, αλλά µε το οποίο 

ποτέ δεν µπορεί να γίνει απολύτως ίση». 

    Από την άλλη πλευρά, ο Jurin (1685-1750), είπε ότι «ο έσχατος λόγος δύο ποσοτήτων 

είναι ο λόγος που επιτυγχάνεται τη στιγµή που αυτές εξουδετερώνονται», «το ζήτηµα δεν 

είναι αν  η αύξηση είναι µηδενική, αλλά το ότι εξαφανίζεται, ή ότι είναι στο σηµείο της 

εξαφάνισης», «υπάρχει ένας έσχατος λόγος των αυξήσεων που εξαφανίζονται», «µια 

αύξηση που γεννάται είναι µια αύξηση που αρχίζει να υπάρχει από το τίποτε, ή που 

αρχίζει να παράγεται, αλλά που πρέπει να φθάσει ένα µέγεθος το οποίο µπορεί να 

αποδοθεί σε µια τόσο µικρή ποσότητα». 

      Ο D' Alembert επέµεινε ότι µια ποσότητα δεν πρέπει ποτέ να γίνει ίση µε το όριό της: 

«Για να µιλήσουµε σωστά, το όριο δεν συµπίπτει ποτέ, ή δεν γίνεται ποτέ ίσο µε την 

ποσότητα της οποίας είναι το όριο, αλλά πλησιάζει πάντα και µπορεί να διαφέρει κατά 
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µια ποσότητα τόσο µικρή όσο κάποιος επιθυµεί». Αυτή η διαφωνία παραµένει ζωντανή 

και στους µαθητές µας, που συχνά αναρωτιούνται: «Όταν το x τείνει στο µηδέν, τότε δεν 

είναι ίσο µε µηδέν;» 

      Ο ακόλουθος διάλογος µεταξύ των µαθητών παρουσιάζει σαφώς το επιστηµολογικό 

εµπόδιο: 

- Όσο περισσότερο αυξάνει το n, τόσο περισσότερο το 1/n προσεγγίζει το µηδέν.  

- Οσοδήποτε θέλουµε; 

- Όχι, επειδή κάποτε θα συναντηθούν! 

   Υπάρχουν βεβαίως πολλά άλλα εµπόδια στην έννoια του ορίου εκτός από αυτά τα 

τέσσερα. Τα λάθη που διαπράττουν οι µαθητές είναι πολύτιµες ενδείξεις για τον 

εντοπισµό των εµποδίων. Εποµένως, η κατασκευή παιδαγωγικών στρατηγικών για τη 

διδασκαλία των µαθητών πρέπει να λάβει υπόψη τέτοια εµπόδια. Το ζήτηµα δεν είναι να 

τα αποφύγουµε αλλά, αντίθετα να οδηγήσουµε το µαθητή  να τα συναντήσει και για να 

τα υπερπηδήσει, αντιµετωπίζοντας τα εµπόδια ως συστατικά των αναθεωρηµένων 

µαθηµατικών εννοιών που πρόκειται να αποκτηθούν. 

  Η Artique (1998) αναφέρει σχετικά µε τα επιστηµολογικά εµπόδια ότι µπορούµε να 

µελετήσουµε τις δυσκολίες που προκύπτουν από συναφείς και µόνο τοπικά επαρκείς 

γνώσεις που εµφανίζονται κατά την ιστορική εξέλιξη των εννοιών και κατά την 

τρέχουσα διδασκαλία, ακόµη και αν δεν έχουν την ίδια µορφή λόγω φανερών πολιτι-

σµικών διαφορών. 

 Όσον αφορά την έννοια του ορίου η Artique (1998) σηµειώνει ότι οι διάφοροι ερευ-

νητές φαίνεται να συµφωνούν στα παρακάτω επιστηµολογικά εµπόδια: 

• Στο κοινό νόηµα της λέξης «όριο» το οποίο προκαλεί έντονες αντιλήψεις 

της έννοιας του (ορίου) ως ένα φράγµα ή ως τον τελευταίο όρο µιας 

διαδικασίας ή τείνει να περιορίσει τη σύγκλιση στη µονότονη σύγκλιση. 

• Στην υπεργενίκευση των ιδιοτήτων των πεπερασµένων διαδικασιών στις 

άπειρες διαδικασίες σύµφωνα µε την αρχή του συνεχούς, όπως δόθηκε από 

τον Leibniz. 

• Στη δύναµη της Γεωµετρίας των µορφών η οποία εµποδίζει τον ακριβή 

καθορισµό των αντικειµένων που εµπλέκονται στη διαδικασία του ορίου. 

Αυτό κάνει δύσκολο το αδιόρατο παιχνίδι µεταξύ του ρόλου των αριθ-
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µητικών και γεωµετρικών πλαισίων στη διαδικασία εύρεσης του ορίου. 

 

   Όπως έχει δειχτεί από πολλούς ερευνητές όλα αυτά τα εµπόδια, που µπορούν να  α-

νιχνευτούν κατά την ιστορική ανάπτυξη της έννοιας, κατά κάποιο τρόπο εµπόδισαν, 

αλλά και ταυτόχρονα υπήρξαν αναγκαίο και ουσιαστικό συστατικό στοιχείο της ανά-

πτυξής της. Μέσα από µια διαλεκτική σύνθεση οδήγησαν και πιθανόν θα οδηγήσουν και 

στο µέλλον σε νέες µορφές αντιλήψεων και προσεγγίσεών της. 

   Μια πρώτη οργανωµένη προσπάθεια παρουσίασης των βασικών επιστηµολογικών 

εµποδίων που σχετίζονται µε την έννοια του ορίου έχουµε από την Sierpinska (1987). 

Παρουσιάζει τις εξής περιπτώσεις επιστηµολογικών εµποδίων µέσα στα οποία 

σηµαντικό ρόλο παίζουν και οι αντιλήψεις των µαθητών σχετικά µε το άπειρο, την 

έννοια της συνάρτησης και του πραγµατικού αριθµού: 

 

 1) Το «Ευρετικού χαρακτήρα εµπόδιο», το οποίο χαρακτηρίζεται από µία έλλειψη 

αυστηρότητας. Σύµφωνα µε αυτό, η κίνηση προς το όριο είναι µια µέθοδος ευρετικού 

χαρακτήρα και δεν σχετίζεται µε κάποια µαθηµατική πράξη ή διαδικασία. Η µέθοδος 

αυτή οδηγεί σε αποτέλεσµα µε την χρήση µιας συµπερασµατολογίας που στηρίζεται 

σ�ένα είδος ατελούς επαγωγής και στην εποπτεία. Ανάλογα µε την εποπτεία που χρησι-

µοποιούµε διακρίνουµε δύο κατηγορίες στο εµπόδιο αυτό: 

1α) Το «Στατικό ευρετικό εµπόδιο» στο οποίο η εύρεση του ορίου στηρίζεται σε µια 

εποπτεία ξένη προς την ιδέα της κίνησης. Συγκεκριµένα «η εύρεση του ορίου είναι η  

εύρεση κάποιου αντικειµένου για το οποίο µόνο προσεγγίσεις είναι δυνατό να γνωρί-

ζουµε». Έτσι µπορούµε να παρατηρήσουµε την ύπαρξη µιας αντίληψης, ότι η διαδικασία 

υπολογισµού του ορίου κάπου σταµατά (σε µια ικανοποιητική προσέγγιση), ενώ είναι 

εµφανής η απουσία της έννοιας του απείρου. 

Επίσης όταν είναι παρούσα η έννοια της συνάρτησης στη διαδικασία αυτή, η εστίαση 

επικεντρώνεται κυρίως στο σύνολο τιµών της συνάρτησης, µια και το όριο θεωρείται   

συνήθως µια τιµή της που προσεγγίζει ικανοποιητικά τον στόχο της εύρεσης του. 

 1β) Το «Κινητικό ευρετικό εµπόδιο» στο οποίο η εποπτεία συνδέεται µε την ιδέα  της 

κίνησης. Έτσι «η εύρεση του ορίου συνδέεται µε την εύρεση κάποιου αντικειµένου 

καθώς κινούµαστε συνεχώς και προσεγγίζουµε το άπειρο». Εδώ αντίθετα µε την περί-
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πτωση (1α) είναι εµφανής η παρουσία της έννοιας του δυνητικού (εν δυνάµει) απείρου, 

ενώ συχνά η διαδικασία συνδέεται µε την έννοια του χρόνου ως µεταβλητής ή και η  

κίνηση ταυτίζεται µε το υποκείµενο που εκτελεί τη διαδικασία. 

 Και στις δύο περιπτώσεις (1α) και (1β) µπορούµε να διακρίνουµε µια θεώρηση των 

µαθηµατικών µε βάση µια εµπειρική - υπολογιστική λογική. Επίσης και τα δύο είδη 

ευρετικών εµποδίων παρουσιάζονται και σε αριθµητικά και σε γεωµετρικά πλαίσια 

ανάλογα µε το είδος της προσέγγισης που ακολουθείται. Ειδικά στην περίπτωση του 

γεωµετρικού πλαισίου παρατηρείται µία έλλειψη οµοιόµορφης αντίληψης καθώς και 

προβλήµατα κατανόησης σχετικά µε την έννοια των πραγµατικών αριθµών. 

 

 

2 ) Το εµπόδιο που σχετίζεται µε την αυστηρότητα. Αυτό σχετίζεται µε αντιλήψεις που 

χαρακτηρίζονται είτε από υπερβολική αυστηρότητα, είτε από αυστηρότητα που είναι 

στραµµένη σε λάθος κατεύθυνση. 

 Έτσι έχουµε τις εξής περιπτώσεις: 

2α) Το «εµπόδιο τύπου Ευδόξου», σύµφωνα µε το οποίο κυριαρχεί η αντίληψη ότι η 

κίνηση προς το όριο είναι µια αυστηρή µέθοδος απόδειξης συγκεκριµένων σχέσεων 

µεταξύ ποσοτήτων. Μια τέτοια αντίληψη µπορεί να δηµιουργηθεί καθώς κάποιος 

δουλεύει µέσω του ε-δ τυπικού ορισµού χρησιµοποιώντας και αποδεικνύοντας σχέσεις 

µεταξύ µεταβλητών και αριθµητικών παραστάσεων. 

2β) Το «εµπόδιο τύπου Fermαt», σύµφωνα µε το οποίο η κίνηση προς το όριο είναι 

µια αυστηρή µαθηµατική διαδικασία, που έχει σαν βασικά χαρακτηριστικά της την 

συσχέτιση αριθµών µε µεταβλητές και την παράλειψη των αριθµητικών τιµών που θεω-

ρούνται αµελητέες αφ' εαυτές ή σε σχέση µε κάποιες άλλες. 

 

Στους παραπάνω τύπους (2α) και (2β) επιστηµολογικών εµποδίων κυριαρχεί µια φορ-

µαλιστική αντίληψη για τα µαθηµατικά και παρατηρείται µια ευρεία χρήση τυπικών 

συµβολικών χειρισµών. Απουσιάζει επίσης κάθε µεταφυσική χρήση της έννοιας του 

απείρου. Τα µαθηµατικά σχετίζονται άµεσα µε την διατύπωση και απόδειξη θεωρηµά-

των. Ειδικά στην περίπτωση του εµποδίου τύπου Fermat αναγόµαστε σχεδόν πάντα στην 

αναλυτική έκφραση µιας συνάρτησης 
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3.4  ΟΙ ∆ΥΣΚΟΛΙΕΣ ΣΤΟΝ ΟΡΙΣΜΟ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΜΙΑΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ 

       ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

 

    Η Joanna Mamona-Downs (2001) πρότεινε να σκεφτούµε απευθείας τη διατύπωση του 

ορισµού του ορίου ακολουθίας  για να αποκτήσουµε µια νοητική εικόνα η οποία να είναι 

συνεπής µε τον ορισµό. ∆ύο παράγοντες εµπλέκονται εδώ. Ο ένας είναι το να 

προσδιορίσουµε έναν κεντρικό πυρήνα του ορισµού και κατόπιν να δοµήσουµε τον 

ορισµό σταδιακά από αυτόν. Ο δεύτερος είναι να υποστηρίξουµε την υπάρχουσα 

διαίσθηση για την έννοια, ώστε να πάρουµε µια «ερµηνεία» του ορισµού που είναι 

γνωσιακά προσβάσιµη. 

 

 

3.4.1 Η διατύπωση του ορισµού του ορίου µιας ακολουθίας πραγµατικών µε ένα 

επεξηγηµατικό γράφηµα  

     Έστω ( )na µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών (µε δείκτες n ∈ ! ). 

 Η ακολουθία ( )na  έχει όριο L ∈ !  αν και µόνο αν          

  0,  τέτοιο ώστε , nN n N a Lε ε∀ > ∃ ∈ ∀ > − <!  

∆ίνεται το παρακάτω επεξηγηµατικό γράφηµα: 
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    Το επεξηγηµατικό γράφηµα  µπορεί να νοηθεί είτε ως ένα βοήθηµα στην κατανόηση 

του ορισµού ή ως ένα βοήθηµα για τη µνήµη στη µορφή µιας νοητικής εικόνας από την 

οποία µπορεί να ανακατασκευαστεί ο ορισµός. 

    Πιθανώς κάθε µαθητής που συναντά για πρώτη φορά τον ορισµό του ορίου (µιας 

ακολουθίας) θα θέλει να αναφερθεί σε κάποιο επεξηγηµατικό γράφηµα. Παρά το ότι η 

τυπική έκφραση που περιλαµβάνεται στον ορισµό µπορεί να αντιµετωπιστεί 

συλλογιστικά στις γραµµές που µόλις έχουµε περιγράψει, πρέπει να λεχθεί ότι είναι πολύ 

απίθανο ένας µαθητής να µπορεί να πραγµατοποιήσει αυτούς τους συλλογισµούς χωρίς 

κάποια βοήθεια. Το γεωµετρικό πλαίσιο του επεξηγηµατικού γραφήµατος, παρ� όλο που 

µπορεί να είναι µόνο ενδεικτικό µάλλον, παρά να δίνει κάποια προοπτική, παρέχει ένα 

πολύ πιο φιλικό περιβάλλον σε σύγκριση µε την τροµακτική στην όψη τυπική διατύπωση 

µε ανισότητες και ποσοδείκτες που παρέχει ο ορισµός. 

    Ειδικότερα, όπως τονίζει η J.Mamona-Downs (2001) η χρήση του γραφήµατος 

ενδυναµώνει το αίσθηµα ότι η ακολουθία ( na ) είναι µια συνάρτηση και η διάταξή της 

(που επάγεται από τη διάταξη των θετικών ακεραίων) υποδηλώνεται σαφώς από την 

εξέταση του γραφήµατος από τα αριστερά προς τα δεξιά. Η παράµετρος ε φαίνεται να 

έχει µια πιο σαφή εµφάνιση στη µορφή των δύο περιοριστικών ευθειών γύρω από την 

ευθεία y=L. Τέλος, το γράφηµα παρέχει ένα καλό µέσο για να µεταβάλλουµε το ε όπως 

νοµίζουµε ότι είναι πιο βολικό, οπότε η δυνητική δυσκολία σχετικά µε τον όρο 

« 0ε∀ > » µπορεί να δείξει λιγότερο προβληµατική. 

     Ωστόσο το γράφηµα πρέπει να κατανοηθεί σωστά, ειδικά καθώς από τη φύση του 

είναι κάτι στατικό, ενώ είναι σαφές ότι θέλουµε να υποδηλώνει κάτι δυναµικό. Συνεπώς 

θα πρέπει να κατανοηθεί ότι τα σηµεία που παριστάνουν τα στοιχεία της ( na ) και η 

ευθεία y=L πρέπει να θεωρηθούν ως σταθερά χαρακτηριστικά, ενώ οι δύο οριζόντιες 

περιοριστικές ευθείες και η ευθεία x=N είναι µεταβλητά χαρακτηριστικά. 

    Σύµφωνα µε την J.Mamona-Downs, ένας σωστός  τρόπος  είναι  να σκεφθούµε την 

κατάσταση ως  εξής: 

     Αν η ακολουθία έχει όριο το L, τότε φανταζόµαστε ότι κάνουµε την περιοριστική 

λωρίδα γύρω από την ευθεία y=L προοδευτικά στενότερη (µειώνοντας το ε). Σε 

ανταπόκριση αναµένουµε ότι η κατακόρυφη ευθεία που περιγράφεται από την x=N θα 

µετακινηθεί προς τα δεξιά (δηλαδή το Ν µεγαλώνει) ώστε να «αποµακρύνει» 
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οποιαδήποτε σηµεία τα οποία ξαφνικά πέφτουν έξω από τη λωρίδα καθώς αυτή στενεύει. 

Αν η ακολουθία δεν έχει όριο το L τότε καθώς στενεύουµε την περιοριστική λωρίδα, σε 

κάποιο στάδιο θα φθάσουµε στην περίπτωση όπου, οσοδήποτε µακριά και αν 

µετακινήσουµε την ευθεία x=N προς τα δεξιά, θα εξακολουθούν να υπάρχουν όροι της 

ακολουθίας που βρίσκονται πιο πέρα προς τα δεξιά (δηλαδή, τα na  µε n>N) εκτός των 

φραγµάτων. Η τελευταία έκφραση σε σχέση µε το επεξηγηµατικό γράφηµα αποτελεί µια 

καλή βάση για να σχηµατίσουµε την άρνηση της διατύπωσης του ορισµού, η οποία θα 

είναι πολύ πιο δύσκολη στην επίτευξή της από τους µαθητές χωρίς αυτή την 

συλλογιστική πορεία µέσω του γραφήµατος. 

    Η έρευνα (ειδικότερα της Pinto, 1996) προτείνει ότι κάποιοι µαθητές νοητικά 

διατηρούν το περιεχόµενο του ορισµού µέσω γραφηµάτων, ενώ άλλοι απλώς 

αποµνηµονεύουν την τυπική διατύπωση. Αυτό ωστόσο δεν µας πληροφορεί σχετικά µε 

την επιρροή των γραφηµάτων όταν οι µαθητές αρχίζουν να ασχολούνται µε το νόηµα του 

ορισµού. 

     Το επεξηγηµατικό γράφηµα µπορεί βεβαίως να θεωρείται ως µια «πιστή 

αναπαράσταση» στο ότι ολόκληρο το περιεχόµενο του ορισµού έχει πλήρως µεταφερθεί 

και ενσωµατωθεί στο γεωµετρικό πλαίσιο. Ωστόσο, από γνωσιακή σκοπιά δεν πρέπει να 

υποθέσουµε αµέσως ότι η προκύπτουσα νοητική εικόνα θα είναι πάντοτε περισσότερο 

αποτελεσµατική από εκείνες που εξάγονται από τον ορισµό πιο άµεσα. 

      Ένα παράδειγµα µπορεί να βρεθεί σε µια έρευνα των Pinto και Tall (2001), όπου 

ένας συγκεκριµένος µαθητής αδυνατούσε να ταιριάσει την οριακή συµπεριφορά µιας 

σταθερής ακολουθίας µέσα στο πλαίσιο του επεξηγηµατικού γραφήµατος, ενώ µπορούσε 

να την προσαρµόσει στον ορισµό. Αυτή η συµπεριφορά είναι κατανοητή καθώς η 

γραφική εικόνα του ορίου υποστηρίζει γνωσιακά µια δυναµική άποψη προσέγγισης του 

ορίου, ενώ η σταθερή ακολουθία δεν αντιστοιχεί σ� αυτή την εικόνα. Τούτο σηµαίνει ότι 

η αυθαίρετη επιλογή µιας τιµής για το Ν οποιαδήποτε τιµή κι αν πάρει το ε είναι 

ευκολότερα αποδεκτή από τον ορισµό, παρ� όλο που η ίδια πληροφορία, φυσικά, θα 

µπορούσε να προκύψει µέσα στο πλαίσιο του γραφήµατος. 
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      3.4.2 Μια συζήτηση για την κατανόηση  του ορισµού του ορίου ακολουθίας  

 

     Ένα πρώτο µάθηµα στον Απειροστικό Λογισµό, όπως συχνά παρουσιάζεται τα 

τελευταία χρόνια στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση σε πολλές χώρες, µπορεί να διδαχθεί 

ωφέλιµα στο άτυπο επίπεδo. Αυτά τα µαθήµατα όµως συνήθως εστιάζουν σε 

διαδικαστικές µεθόδους και δίνουν µικρή βαρύτητα στη σηµασία της  κατανόησης των 

ορισµών και της θεωρίας που αποτελούν τη βάση των µεθόδων. Ωστόσο, αν θέλουµε οι 

µαθητές να γίνουν πιο ευέλικτοι στην επίλυση προβληµάτων, πρέπει να έχουν µια σαφή 

και συνεπή ιδέα για τις εµπλεκόµενες έννοιες. Πιθανώς για πρώτη φορά στη µαθηµατική 

τους εµπειρία, υπάρχει ανάγκη να εργαστούν µε πλήρως τυπικούς ορισµούς για να 

εκκαθαρίσουν την οµίχλη που δηµιουργείται από τις αβεβαιότητες και τις διαισθητικές 

πεποιθήσεις. Οι ορισµοί δεν είναι, ωστόσο, απαραίτητα σχεδιασµένοι για να 

αντικαταστήσουν την αρχική διαίσθηση. Μάλλον δίνουν έναν τρόπο πρόσβασης και 

µάλιστα ενίσχυσης της διαίσθησης. Εποµένως οι ορισµοί των ορίων πρέπει να 

κατανοηθούν, αλλά πώς; 

     Σύµφωνα µε όσα υποστηρίζει η J.Mamona-Downs (2001), όταν ο µαθητής βλέπει τις 

λίγες πρώτες φορές τον ορισµό ενός ορίου, προσπαθεί ταυτόχρονα να κατανοήσει το 

συµβολισµό και πώς αυτό το νόηµα ταιριάζει µε οποιεσδήποτε προϋπάρχουσες άτυπες 

εικόνες που µπορεί να έχει. Ο συµβολισµός είναι σχεδόν σίγουρο ότι θα φανεί παράξενος 

και αποθαρρυντικός. Αν και κάποιοι ελάχιστοι µαθητές φαίνονται να διαθέτουν µια 

φυσική δεξιότητα να είναι σε θέση να αφοµοιώνουν τέτοιες διατυπώσεις όπως δίνονται 

στον ορισµό σε αξιοσηµείωτα µικρό χρόνο, οι περισσότεροι µαθητές χρειάζονται 

σηµαντικό χρόνο για να νοιώσουν άνετα µε τον ορισµό ενώ αρκετοί τροµοκρατούνται 

και ποτέ δεν τον κατανοούν πλήρως. Αν τελικά ο ορισµός κατανοηθεί γίνεται συνήθως 

εύκολα αποδεκτός ως ένας κατάλληλος τρόπος για την περιγραφή µιας οριακής 

διαδικασίας. Μ� αυτό, φυσικά, δε µπορούµε να πούµε ότι αναµένουµε ότι οι µαθητές θα 

είναι σε θέση να κατασκευάσουν τον ορισµό (σε περισσότερο ανεπίσηµους όρους) µόνοι 

τους. Καθόλου µάλιστα! 
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       Ας ρίξουµε τώρα µια κοντινότερη µατιά στη διατύπωση του ορισµού του ορίου µιας 

ακολουθίας, και ας προσπαθήσουµε να προσδιορίσουµε  δυσκολίες που ένας µαθητής θα 

µπορούσε να συναντήσει.  

       Προσδιορίζουµε την  συνιστώσα του δεξιού µέλους της διατύπωσης του ορισµού ως 

na L ε− < . Όλες οι άλλες πληροφορίες απλώς αναλύουν αυτή την ανισότητα. Συνεπώς 

υπάρχει ένα ερώτηµα σχετικά µε το αν κάποιος θα πρέπει να διαβάσει την έκφραση από 

τα αριστερά ή από τα δεξιά. Η συνήθης πρακτική ανάγνωσης (τουλάχιστον στην 

Ευρώπη) θα ενθάρρυνε την εσωτερίκευση της έκφρασης από τα αριστερά προς τα δεξιά. 

Οµοίως οι µαθηµατικοί διατηρούν αυτή την πρακτική ανάγνωσης από τα αριστερά προς 

τα δεξιά αλλά νοερά αναστέλλουν τις πληροφορίες µέχρι να φθάσουν στον πυρήνα του 

ορισµού. Αυτό το κοινό χαρακτηριστικό στους τυπικούς ορισµούς όπου κατά µια έννοια 

κάτι προσδιορίζεται πριν µάθουµε τι ακριβώς είναι αυτό το κάτι ή τι συµβολίζει, µπορεί 

να είναι δύσκολο για έναν µαθητή. 

 

 

 

 

 

    Αλλά  πώς πρέπει να κατανοήσουν οι µαθητές  την ανισότητα na L ε− < ; 

  

   Σύµφωνα πάντα µε την Mamona-Downs (2001) συσχετίζουµε απλώς τρεις 

πραγµατικούς αριθµούς που δίνονται από τα τρία σύµβολα , ,na L ε  (υποθέτοντας 

προσωρινά ότι το n είναι σταθερό). Ακόµη και σ� αυτό το επίπεδο δε µπορούµε να 

υποθέσουµε ότι όλοι οι µαθητές θα αισθάνονταν άνετα µε µια έκφραση η οποία είναι και 

ανισότητα και περιέχει απόλυτες τιµές. Αυτό, όµως, θα µπορούσε να θεωρηθεί ως 

αποτυχία της διδασκαλίας σε προηγούµενα χρόνια. Πρόκειται ίσως για έλλειψη 

κατανόησης τόσο της έννοιας του αριθµού όσο και της έννοιας του συµβόλου αν οι 

µαθητές σ� αυτό το στάδιο που µας απασχολεί δε µπορούν άµεσα να ερµηνεύσουν τη 

διατύπωση σε κάτι πιο διαισθητικό όπως «η απόσταση του na  από το L είναι µικρότερη 

από ε». Μάλιστα µπορεί να είναι πιο ευχάριστο γι� αυτούς να αντικαταστήσουν τη 
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φράση na L ε− <  µε την ( ),na L Lε ε∈ − + , παρ� όλο που η τελευταία είναι 

περισσότερο συνολοθεωρητική. (Από την άλλη πλευρά, η ανισοτική µορφή έχει ένα 

πλεονέκτηµα έναντι της µορφής µε το διάστηµα, ως προς το ότι αντικατοπτρίζει 

καλύτερα την ιδέα της απόστασης η οποία είναι σηµαντική στην επέκταση της θεωρίας 

σε µετρικούς χώρους.) 

     Είναι τώρα σηµαντικό για το µαθητή να προβλέψει το χαρακτήρα των συµβόλων 

, ,na L ε . Το L παριστάνει την προτεθείσα τιµή του ορίου, οπότε σίγουρα έχει το 

χαρακτήρα σταθεράς. Το σύµβολο na  (όπου τώρα επιτρέπεται να µεταβάλλεται το n) 

παριστάνει έναν όρο της ακολουθίας που διερευνούµε. Θέλουµε να ελέγξουµε αν το na  

πλησιάζει το L καθώς µεγαλώνει το n, οπότε είναι φυσικό να θέλουµε να θεωρήσουµε το 

na  ως µεταβλητή. Τέλος το ε είναι πρωτίστως ένα επινόηµα για τη µέτρηση της 

εγγύτητας των όρων της ακολουθίας ( na ) στο L. Σαφώς µέσα στη δοµή της ανισότητας 

το ε έχει το ρόλο σταθεράς αλλά πρέπει επίσης να φέρει το δυναµικό της µεταβολής. 

∆ιαφορετικά δε µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε για να εξετάσουµε τη συµπεριφορά 

της ακολουθίας καθώς αυτή έρχεται αυθαίρετα κοντά στο όριό της. Εποµένως, µπορούµε 

να πούµε ότι το ε έχει χαρακτήρα παρόµοιο µε µιας παραµέτρου. 

     Επίσης είναι σηµαντικό οι µαθητές να καταλάβουν  το ρόλο της ανισότητας στον 

ορισµό. ∆εν είναι µια αληθής πρόταση, αλλά η βάση µιας διαδικασίας ορισµού. Αυτό το 

ζήτηµα έχει να κάνει περισσότερο µε µια γενική κατανόηση των ορισµών παρά µε το 

συγκεκριµένο θέµα µας, αλλά η πολυπλοκότητα του δεξιού µέλους της διατύπωσης του 

ορισµού µας µπορεί να αποκρύψει το πώς η φράση «αν και µόνο αν» ταιριάζει εκεί. 

(Υπάρχει ένας παραλληλισµός εδώ µε το κοινό φαινόµενο των µαθητών που υποθέτουν 

ως δεδοµένη µια πρόταση ενώ αποδεικνύουν την ίδια εκείνη πρόταση.) 

    Το υπόλοιπο µέρος του δεξιού µέλους της έκφρασης του ορισµού απλώς προσδιορίζει 

ποιους όρους της ( na ) θα πρέπει να θεωρήσουµε όταν εστιάζουµε στην ανισότητα. 

Τούτο καθιστά ακριβή την αποφαντική διαδικασία που βασίζεται στην ανισότητα. 

    Τώρα το na  (ως µεταβλητή) θα µεταβάλλεται ενώ το ε (η παράµετρος) είναι σταθερό. 

Συνεπώς πρέπει να θεωρήσουµε τις συνθήκες πρώτα για το na και έπειτα για το ε. Αυτό 

αντικατοπτρίζεται από τον προσδιοριστικό όρο για το na  που προηγείται αµέσως πριν 
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την ανισότητα. Αυτός ο όρος εισάγει ένα νέο σύµβολο Ν, το οποίο πάντοτε συµβολίζει 

κάποιο θετικό ακέραιο. Η εµφάνιση του συµβόλου Ν προκαλεί πιθανώς σύγχυση σε 

πολλούς µαθητές, και κάνει τον ορισµό να µοιάζει περισσότερο δύσκολος στην 

κατανόησή του από ό,τι πραγµατικά είναι. Υπάρχουν δύο λόγοι για τους οποίους οι 

µαθητές µπορεί να νοιώθουν άβολα µε το Ν. Ο πρώτος είναι ότι καθώς το Ν δεν 

εισάγεται ρητά στο εστιακό χαρακτηριστικό, δηλαδή, την ανισότητα, προκαλούµε µια 

ανεξάρτητη δευτερεύουσα εστία (µέσα στην περιγραφή των προσδιορισµών της πρώτης 

εστίας) να εξηγήσει το ρόλο του Ν. Οι µαθητές πρέπει να συντονίσουν τις δύο εστίες. Ο 

δεύτερος λόγος για τον οποίο οι µαθητές µπορεί να ενοχληθούν από το Ν είναι ότι 

µπορεί να αναζητήσουν µια σαφή ένδειξη του πώς πρέπει να βρεθεί η τιµή του Ν. Η 

προηγούµενη εµπειρία των µαθητών στα µαθηµατικά είναι πολύ πιθανό να είναι κυρίως 

αλγοριθµικής φύσεως. Τότε είναι δύσκολο γι� αυτούς στο στάδιο αυτό να διακρίνουν 

µεταξύ ενός κανόνα για µια διαδικασία και ενός ορισµού.  

    Είναι ενδιαφέρον εδώ ότι κάποια λεκτική απόδοση µπορεί να βοηθήσει την 

κατάσταση. Το Ν απλώς συµβολίζει µια θέση στην ακολουθία και ως τέτοιο το Ν δεν 

είναι απαραίτητο να αναφερθεί ρητά στην οµιλία. Θεωρήστε την ακόλουθη άτυπη 

περιγραφή: «δοθέντος του ε, υπάρχει µια ορισµένη θέση πέρα από την οποία όλοι οι 

περαιτέρω όροι της ακολουθίας βρίσκονται σε απόσταση µικρότερη του ε από το L». 

Τέτοιες λεκτικές αποδόσεις δε θα πρέπει να αντικαθιστούν τον ορισµό, αλλά µπορούν να 

βοηθήσουν εξαιρετικά στο να τονιστεί η σχετική σηµασία των ποικίλων διαφορετικών 

«παικτών» που εµπλέκονται. Συγκεκριµένα τείνουν να τονίζουν το περισσότερο 

εννοιολογικό περιεχόµενο του ορισµού µάλλον, παρά το πρακτικό περιεχόµενο. 

      Από όλα τα σύµβολα που εισέρχονται στη διατύπωση του ορισµού, το ε είναι το µόνο 

το οποίο δεν έχει απτή σύνδεση µε την ακολουθία. Καθώς το όριο της ακολουθίας 

σίγουρα εξαρτάται µόνο από τις ιδιότητες της ίδιας της ακολουθίας, ποιος είναι ο ρόλος 

αυτής της «ξένης» παραµέτρου στον ορισµό; Λοιπόν, θα ασχοληθούµε µε αυτό το 

ερώτηµα αργότερα, όταν θα συζητήσουµε το γιατί ο ορισµός έχει τη µορφή που έχει. 

Ωστόσο τώρα θα ασχοληθούµε µε ένα δεύτερο ερώτηµα: Με δεδοµένο ότι η µορφή του 

ορισµού είναι αποδεκτή, πώς πρέπει να ερµηνεύσουµε το ρόλο του ε; 

 Στην πραγµατικότητα ο ρόλος που παίζει το ε έχει ήδη συζητηθεί µερικώς. Μας 

παρέχει έναν τρόπο για να αναλύσουµε ποιοι όροι της ακολουθίας ( na ) βρίσκονται εντός 
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µιας προδιαγεγραµµένης απόστασης από το προταθέν όριο L. Η µεταβλητότητα του ε 

χρειάζεται για να επιτρέψει να γίνει αυτή η ανάλυση για αυθαίρετα µικρές αποστάσεις. 

Ωστόσο, το ε δε φαίνεται να αντιστοιχεί σε ο,τιδήποτε συγκεκριµένο. Είναι απλώς ένας 

αριθµός ο οποίος µπορεί να µεταβληθεί ενώ βρίσκεται ανεξάρτητος µέσα στη 

διατύπωση. Τούτο µπορεί να είναι δύσκολο να το αποδεχθούµε.. Εκείνο που θα 

µπορούσαµε να αναµένουµε είναι, µιλώντας µη αυστηρά, ο ορισµός να οδηγεί µε κάποιο 

τρόπο στο να µειώνεται το ε σε τιµή και µε τέτοιο τρόπο ώστε το ε να γίνεται αυθαίρετα 

µικρό. Αυτός είναι ο τρόπος για να ελέγξουµε αν τελικά όλοι οι όροι της ακολουθίας θα 

έρθουν αυθαίρετα κοντά στο L.  

       Η διατύπωση του ορισµού µε τον όρο « 0ε∀ > » µπορεί να ληφθεί ώστε να είναι 

συµβατή µε τα διαισθητικά µας αισθήµατα για το πώς πρέπει να χρησιµοποιηθεί το ε. 

Αλλά αυτή η συµφιλίωση χρειάζεται συλλογισµό πάνω στη µορφή του ορισµού. Αυτό 

δείχνει πώς οι ορισµοί δε θα πρέπει να θεωρούνται ως απλώς τυπικές διατυπώσεις αλλά 

βάσεις στις οποίες µπορεί να δοµηθεί η διαίσθηση. ∆είχνει επίσης πως ότι φαίνεται να 

έχει έναν πολύ στατικό χαρακτήρα (δηλαδή, ο ορισµός) µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

νοητικά ώστε να παραγάγει ένα πολύ πιο δυναµικό διαισθητικό νόηµα. Ένας λόγος για 

να µην επιχειρήσουµε να εισάγουµε αυτό το περισσότερο διαισθητικό νόηµα άµεσα στον 

ορισµό είναι ότι σίγουρα αυτό θα έκανε τη διατύπωση πολύ πιο άκοµψη. Ένας άλλος 

λόγος, ίσως, είναι ότι δε θα έπρεπε να εισαγάγουµε ρητά στον ορισµό µια δευτερεύουσα 

άπειρη διαδικασία στο ε όταν το όλο θέµα του ορισµού είναι να αποσαφηνίσουµε τι 

εννοούµε µε το όριο της αρχικής ακολουθίας ( na ). Θα υπήρχε ο πειρασµός να δεχθούµε 

διαισθητικές προκαταλήψεις στο πώς το ε θα έπρεπε να συµπεριφέρεται στο όριο που µε 

τη σειρά του θα επηρέαζε επιβλαβώς την κατανόηση του ορισµού από τους µαθητές. 

Τέλος σε εφαρµογές του ορισµού είναι οπωσδήποτε βολικό να µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε άµεσα οποιαδήποτε συγκεκριµένη τιµή του ε σε µια απόδειξη.  

 Η κατανόηση της φράσης «για κάθε ε>0» σίγουρα εισάγει µεταγνωσιακές πτυχές 

(βλ. Schoenfeld, 1992, για µια έκθεση στη µεταγνώση), καθώς και γνωσιακές, διότι εδώ 

υπεισέρχονται και άλλοι παράγοντες πέρα από τους απλώς εννοιολογικούς. Τελικά 

πολλοί µαθητές  µαθαίνουν λειτουργικούς τρόπους για το πώς θα πρέπει να χειρίζονται 

το ε σε διάφορους τύπους περιστάσεων, αλλά αυτό φαίνεται να γίνεται ανεξάρτητα από 

µια εκτίµηση του ρόλου της φράσης. Ισχυριζόµαστε ότι πρέπει να γίνει µια προσπάθεια 
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να εξηγηθεί το σκεπτικό της φράσης σε διδακτικό πλαίσιο, καθώς διαφορετικά ο ορισµός 

δεν µπορεί να καταστεί µια κύρια έκφραση της έννοιας του ορίου σε γνωσιακούς όρους. 

   Τέλος, υπάρχει ένα κάπως διαφορετικό χαρακτηριστικό του ορισµού το οποίο θα 

µπορούσε επίσης τελικά να επιφέρει κάποια σύγχυση. Είναι φυσικό να πιστέψουµε ότι 

καθώς µειώνουµε το ε, το Ν θα πρέπει είτε να παραµείνει ως έχει ή να αυξηθεί. Ωστόσο 

δεν υπάρχει τίποτε στον ορισµό που να ενισχύει αυτή τη συνθήκη. Γνωσιακά η έλξη 

είναι να πάρουµε τη µικρότερη δυνατή τιµή για το Ν. Μεταγνωσιακά, ο ορισµός είναι 

σχεδιασµένος ώστε να µην εµµένει σ� αυτό διότι διαφορετικά η εφαρµογή του ορισµού 

θα περιοριστεί σοβαρά.  

 

3.4.3    Εναλλακτική προσέγγιση για τη διδασκαλία του ορίου ακολουθίας 

 

   Όπως αναφέρουν οι  D. Tall και S.Vinner (1981) οι ακολουθίες µπορούν να εισαχθούν 

µερικές φορές χωρίς τυπικό ορισµό. Λόγου χάρη, το Βιβλίο 1 του SMP, στο κεφάλαιο 2 

(σελ. 31) γράφει: 

   

Υποθέστε ότι θέλετε να βρείτε την τιµή του 27. Πώς θα το κάνατε αυτό; Πιθανώς θα 

απαριθµούσατε την ακολουθία των αριθµών 

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. 

Και ίσως θα µετρούσατε επίσης  

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 

µε τα δάκτυλά σας ταυτοχρόνως, κάτι που θα σας βοηθούσε να θυµάστε τη θέση του κάθε 

αριθµού στην ακολουθία. Οπότε όταν θα είχατε µετρήσει n δάκτυλα θα είχατε υπολογίσει 

τον αριθµό 2n. 

 

      Κατόπιν συνεχίζει και εξηγεί πώς µπορεί να συνεχιστεί η διαδικασία µε έναν 

υπολογιστή, περνώντας µέσα από επαγωγικούς ορισµούς, απόδειξη µε επαγωγή και 

πολλά άλλα ενδιάµεσα θέµατα πριν ορίσει την έννοια της συνάρτησης στο κεφάλαιο 4. 

Μετά από µια σύντοµη συνολοθεωρητική συζήτηση που υπενθυµίζει προηγούµενες 

γνώσεις για τις σχέσεις, ορίζεται η έννοια της συνάρτησης (SMP, Βιβλίο 1, κεφάλαιο 4, 

σελ. 83): 
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Θα παρατηρηθεί ότι η σχέση Μ={είναι ο σύζυγός της} έχει µια ιδιαίτερη ιδιότητα, 

τουλάχιστον στις Χριστιανικές χώρες: ότι κάθε έγγαµος άνδρας έχει ακριβώς µία σύζυγο. 

Τούτο σηµαίνει ότι κάθε µέλος του συνόλου Μ συσχετίζεται µε ένα και µόνο ένα µέλος 

του άλλου συνόλου. Οι σχέσεις που έχουν αυτή την ιδιότητα εµφανίζονται πολύ συχνά και 

διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στα µαθηµατικά. Είναι γνωστές ως «συναρτήσεις». 

 

  Μετά  υπενθυµίζεται η έννοια της ακολουθίας και επανερµηνεύεται ως µέρος της 

έννοιας της συνάρτησης (SMP, Βιβλίο 1, κεφάλαιο 4, σελ. 95): 

 

Κάποιες φορές έχουµε συναντήσει αλληλουχίες αριθµών όπως η 

1 2 30, , ,
2 3 4

� 

και έχουµε χρησιµοποιήσει τη λέξη «ακολουθία» για να τις περιγράψουµε. Οι 

διακεκριµένοι αριθµοί ονοµάζονται «όροι» της ακολουθίας: οπότε ο πρώτος όρος είναι το 

0, ο δεύτερος όρος είναι το ½, κ.ο.κ. Βλέπουµε αµέσως ότι µε αυτή την ακολουθία 

συσχετίζεται µια αντιστοίχιση, που περιγράφεται από τον πίνακα: 

 

 

Θέση του όρου  Τιµή του όρου 

1 → 0 

2 → 1/2 

3 → 2/3 

4 → 3/4 

 

  Εποµένως είναι δυνατό να οριστεί µια ακολουθία ως µια συνάρτηση που έχει ως πεδίο 

ορισµού το σύνολο !  των φυσικών αριθµών {1,2,3,4,�}. Η εικόνα f(n) του αριθµού n 

περιγράφεται ως ο n-οστός όρος της ακολουθίας. 

   Στη συνέχεια χρησιµοποιούνται ποικίλες επαναληπτικές διαδικασίες για την 

προσέγγιση ορισµένων αριθµών, λόγου χάρη η τεχνική Newton � Raphson για τη ρίζα 
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µιας εξίσωσης ή η βήµα-προς-βήµα µέθοδοι για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων. 

Μόνο στο τελευταίο κεφάλαιο του τέταρτου και τελευταίου βιβλίου του προγράµµατος 

συζητείται µε κάποια τυπική µορφή η έννοια της σύγκλισης µιας ακολουθίας. Πρώτα 

υπάρχει µια συζήτηση µε τη διαδικασία «πρόκλησης και απάντησης» στην ειδική 

περίπτωση (SMP, Βιβλίο 4, κεφάλαιο 43, σελ. 1309): 

 

1/2, 1/4, 1/8, �, (1/2)i , � 

 

    Κανένας όρος αυτής της ακολουθίας δεν είναι µηδέν, αλλά αν προγραµµατίζαµε 

έναν υπολογιστή να τους υπολογίσει, οι όροι σύντοµα θα τυπώνονταν ως µηδενικά, 

αφού θα ήταν µικρότεροι από το µικρότερο αριθµό που θα µπορούσε να χειριστεί η 

µηχανή. Περαιτέρω, τούτο θα ήταν αληθές οσαδήποτε δεκαδικά ψηφία και αν 

µπορούσε να τυπώσει το µηχάνηµα. Προκαλούµενοι να παραγάγουµε έναν αριθµό 

Ν ο οποίος θα µας έδινε τη δυνατότητα να πούµε «όλοι οι όροι από το Ν-οστό και 

µετά θα είναι µηδενικοί ως τα πρώτα 50 δεκαδικά τους ψηφία», µπορούµε σίγουρα 

να βρούµε έναν τέτοιο αριθµό. Και τούτο µπορούµε να το κάνουµε, όποιον αριθµό 

και αν µας δώσουν στη θέση του 50. Παρατηρήστε δύο πράγµατα: δεν είµαστε 

υποχρεωµένοι να παραγάγουµε τον ελάχιστο τέτοιο αριθµό Ν, αλλά µόνο ένα 

βολικό Ν. ∆ευτερευόντως, δε µπορούµε να βρούµε έναν µοναδικό αριθµό Ν άπαξ 

και δια παντός, ο οποίος θα µας απαλλάξει από την πρόκληση οποιοσδήποτε 

αριθµός κι αν τεθεί στη θέση του 50. Η απάντησή µας εξαρτάται από την πρόκληση 

που αντιµετωπίζουµε.  

    Τυπικά, µπορούµε να εκφράσουµε την κατάσταση ως εξής: ∆οθέντος οποιουδήποτε αριθµού 

p, µπορεί να βρεθεί ένας αριθµός Ν τέτοιος ώστε: 

 

p
i

−< 110
2
1

 για όλα τα i>N. 

Όταν αυτό αληθεύει, λέµε ότι το όριο του 1/2i είναι µηδέν, ή ότι το 1/2i  συγκλίνει στο 

µηδέν καθώς το i αυξάνει απεριόριστα. Αυτό γράφεται  
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0
2
1lim =

∞→ ii
. 

∆εν υπάρχει, φυσικά, κανένα ιδιαίτερο πλεονέκτηµα στη δεκαδική αναπαράσταση. Από 

µαθηµατική σκοπιά το µόνο που είναι απαραίτητο είναι να πούµε ότι 

Για κάθε θετικό αριθµό k, υπάρχει ένας αριθµός Ν τέτοιος ώστε ki <
2
1

 για όλα τα i>N. 

 

   Περαιτέρω δίνονται παραδείγµατα (στα οποία οι συναρτήσεις δίνονται όλες κοµψά 

µέσω τύπων) τόσο συγκλινουσών όσο και αποκλινουσών ακολουθιών, ώσπου µετά από 

περίπου πέντε σελίδες συζήτησης φθάνουµε (SMP, Βιβλίο 4, κεφάλαιο 43, σελ. 1312) 

στον ορισµό: 

 

Ορισµός: Αν για κάθε θετικό αριθµό k υπάρχει ένας αριθµός Ν τέτοιος ώστε  

i>N⇒|f(i)-c|<k, 

       η ακολουθία { f(i)} έχει όριο c, και γράφουµε  

f(i)→c καθώς i→∞, ή cif
i

=
∞→

)(lim . 

 

    Με άλλα λόγια, εφαρµόζουµε µια «σπειροειδή» παρουσίαση του ορισµού. Η έννοια 

εισάγεται πρώτα µε συγκεκριµένα παραδείγµατα. Κατόπιν προσεγγίζεται σε αυξανόµενα 

επίπεδα πολυπλοκότητας, µέχρι να επιτευχθεί ένας τυπικός ορισµός στο τέλος του 

µαθήµατος.  

   Μπορεί δικαιολογηµένα να αναρωτηθεί κανείς ποια εικόνα της έννοιας παράγεται 

µέσω αυτών των τακτικών και αν ο τυπικός ορισµός της έννοιας ενσωµατώνεται 

λεπτοµερώς σ� αυτή την εικόνα. Επ� αυτού του θέµατος προς το παρόν έχουµε  µόνο 

στοιχεία που συνελέγησαν από µαθητές που πέρασαν σε ένα  πανεπιστήµιο έχοντας 

παρακολουθήσει µια ποικιλία διαφορετικών µαθηµάτων «ανώτερου επιπέδου» στα 

τελευταία δύο χρόνια του σχολείου.  

    Σε ένα ερωτηµατολόγιο για τα µαθηµατικά που δόθηκε από τους D. Tall και S. Vinner 

(1981)  σε µαθητές που πέρασαν σε µαθηµατική σχολή του πανεπιστηµίου, οι µαθητές 

ρωτήθηκαν αν είχαν συναντήσει την έννοια του ορίου µιας ακολουθίας s1, s2, �, sn,� 
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στο σχολείο, είτε µε έναν ακριβή ορισµό, άτυπα ή καθόλου. Κατόπιν ζητήθηκε από 

όλους να βρουν τα όρια ορισµένων ακολουθιών, συµπεριλαµβανοµένου και του 

 

9 9 9lim 1 ...
10 100 10nn→∞

 + + + + 
 

. 

 

    Αφού τους ζητήθηκε να γράψουν τον ορισµό ενός ορίου (αν γνώριζαν κάποιον), τους 

ζητήθηκε να πουν αν το 
.
9,0  (η κουκίδα συµβολίζει επαναλαµβανόµενα εννιάρια) ήταν 

ίσο µε 1, ή µόλις µικρότερο, δίνοντας αιτιολόγηση της απάντησής τους. Οι λεπτοµέρειες 

των απαντήσεών τους συζητούνται από τον David Tall.  Ένα πλήθος απαντήσεων 

περιείχε δυνητικές συγκρούσεις. Ένας µαθηµατικός ίσως θα θεωρούσε ότι ο υπολογισµός 

του παραπάνω ορίου ήταν ένα παρόµοιο πρόβληµα µε το ερώτηµα για το 
.
9,0 . 

Αντιθέτως,  14 από τους  36 µαθητές ισχυρίστηκαν ότι : 

 

9 9 9lim 1 ...
10 100 10nn→∞

 + + + + 
 

=2 ,        αλλά ότι 
.
9,0 <1. 

 

     Οι απαντήσεις στο τελευταίο τµήµα συχνά δίνονταν µε όρους «απειροστών»: 

 

 «Είναι µόλις µικρότερο από ένα, επειδή η διαφορά µεταξύ αυτού και του ένα 

είναι απείρως µικρή.»  

 

 «Μόλις µικρότερο από ένα, επειδή ακόµη και στο άπειρο ο αριθµός, αν και είναι 

πολύ κοντά στο ένα, ουσιαστικά δεν είναι ένα.» 

 

   Σαφώς οι δύο ερωτήσεις προκάλεσαν διαφορετικά µέρη της εικόνας της έννοιας της 

διαδικασίας του ορίου. Σε ένα επόµενο τεστ,  στους ίδιους µαθητές ζητήθηκε να γράψουν 

τους παρακάτω δεκαδικούς ως κλάσµατα: 

 

           0.25,    0.05,    0.3,      
. .

0.3 0.333...,  0.9 0.999...= = . 
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   ∆εκατρείς από τους δεκατέσσερις µαθητές που προηγουµένως έλεγαν ότι 
.
9,0 <1 τώρα 

έλεγαν ότι 
.
9,0 =1. Πολλοί βίωναν τώρα µια πραγµατική γνωσιακή σύγκρουση, που 

φαίνεται στις απαντήσεις για τους δύο τελευταίους δεκαδικούς: 

 

 Α)  
. 10.3

3
=  

      
. . 10.9 3 0.3 3

3
= × = × =ανοησία. 

 Β ) 0.333�= 1
3

 όχι κλάσµα  

 C)  
. 10.3

3
=  

      
.
9,0 =1 ή  

 

 D ) 
. 10.3

3
=  

      
.

0.9 =0.999  

 E ) 
. 10.3

3
=  

      
.
9,0 ≈1 

 

    Άλλοι δυνητικοί παράγοντες γνωσιακής σύγκρουσης που εµφανίστηκαν, συζητούνται 

(αν και δε χρησιµοποιείται αυτή η ορολογία) από τους Schwarzenberger & Tall (1978) 

και Tall (1977b). Ένας µε µεγάλη σηµασία είναι ότι οι µαθητές συχνά σχηµατίζουν µια 

εικόνα της έννοιας του « ns s→ » για να εννοήσουν ότι το ns  πλησιάζει το s, αλλά στην 

πραγµατικότητα ποτέ δεν το φθάνει, όπως το θέτει ένας µαθητής: 

 

 «Το ns s→  σηµαίνει ότι το ns  πλησιάζει το s καθώς µεγαλώνει το n, αλλά δε 

φθάνει πραγµατικά το s µέχρι το άπειρο.» 
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    Έτσι το «µηδέν κόµµα εννέα επαναλαµβανόµενο» δεν είναι ίσο µε τη µονάδα, διότι η 

διαδικασία της προσέγγισης στη µονάδα συνεχίζεται επ� άπειρον χωρίς ποτέ να 

ολοκληρώνεται.  

    Ο σχηµατισµός της εικόνας της έννοιας δε βοηθείται όταν τα περισσότερα 

παραδείγµατα ορίου αποτελούνται από ακολουθίες που δίνονται από κανονικούς τύπους 

που ποτέ δε γίνονται πραγµατικά ίσοι µε το όριο. Αν ένας µαθητής έχει µια εικόνα της 

έννοιας που δεν επιτρέπει στο ns  να ισούται µε το s (επειδή διαρκώς «πλησιάζει το s 

καθώς το n αυξάνει) τότε εικάζουµε ότι αυτός δε µπορεί να αφοµοιώσει ένα 

κατασκευασµένο παράδειγµα όταν του παρουσιαστεί. 

      Όταν σε µια οµάδα τεσσάρων τέτοιων µαθητών δόθηκε το παράδειγµα 

 

0,    περιττός
1 ,   άρτιος

2
n

n
s

n
n


= 


 

 

αυτοί επέµειναν ότι δεν επρόκειτο για µία ακολουθία, αλλά για δύο. Οι άρτιοι όροι 

έτειναν στο µηδέν και οι περιττοί ήταν ίσοι µε µηδέν. Οπότε δεν επρόκειτο για ένα 

αυθεντικό παράδειγµα ακολουθίας της οποίας κάποιοι όροι ισούνται µε το όριο! Όταν σε 

ένα µαθητή δίνεται ένας τυπικός ορισµός της έννοιας, η εικόνα του ορισµού της έννοιας 

που αυτός ο ορισµός σχηµατίζει στη γνωσιακή δοµή του µαθητή µπορεί να είναι πολύ 

ασθενική. Έχουµε παρατηρήσει, λόγου χάρη, ότι οι µαθητές έχουν µεγάλες αρχικές 

δυσκολίες µε τη χρήση των ποσοδεικτών «όλοι» και «κάποιοι» και οι συνήθεις ορισµοί 

των ορίων και της συνέχειας µπορούν όλοι να παρουσιάσουν προβλήµατα για το µαθητή. 

Η εικόνα της έννοιάς του καθιστά προφανές γι� αυτόν ότι αν το ns  πλησιάζει το s τότε το 

1/ ns  πλησιάζει το 1/s (αρκεί το τελευταίο να µην είναι µηδέν). Αλλά µια ασθενική 

κατανόηση του ορισµού της έννοιας µπορεί να κάνει την τυπική απόδειξη αυτού του 

αποτελέσµατος πολύ δύσκολη για το µαθητή. Τούτο είναι ένα συνηθισµένο φαινόµενο 

που εµφανίζεται µε µια ισχυρή εικόνα έννοιας και µια ασθενική εικόνα του ορισµού της 

έννοιας που διαποτίζει ολόκληρη την πανεπιστηµιακή µελέτη της ανάλυσης, ειδικά όταν 

υπάρχουν δυνητικοί παράγοντες σύγκρουσης µεταξύ των δύο.  
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3.4.4 Όρια συναρτήσεων 

 

    Όρια συναρτήσεων της µορφής lim ( )
x a

f x c
→

=  προσεγγίζονται επίσης  µε διαισθητικό 

τρόπο, µε µια άτυπη επεξήγηση, και κατόπιν σε κάποιο επόµενο στάδιο µπορεί να δοθεί 

ένας τυπικός ορισµός. Συχνά η οριακή διαδικασία εισάγεται αρχικά όταν συζητείται η 

διαφόριση, περίπτωση στην οποία η εικόνα της έννοιας ενός ορίου µπορεί να 

περιλαµβάνει τη νοητική εικόνα µιας χορδής που τείνει σε µια εφαπτοµένη. Άλλες 

προσεγγίσεις της διαφόρισης µπορεί να καλλιεργούν την εικόνα της έννοιας µέσω του 

παράγοντα µεγέθυνσης ή της στιγµιαίας ταχύτητας. Όπως µε το όριο µιας ακολουθίας, το 

όριο µιας συνάρτησης συχνά θεωρείται ως µια δυναµική διαδικασία, όπου το x 

προσεγγίζει το α, κάνοντας το f(x) να πλησιάζει το c. Και πάλι οι µαθητές µπορεί να 

θεωρήσουν την ανισότητα ( )f x c≠ ως µέρος της δικής τους εικόνας της έννοιας. Από 

την άλλη µεριά ο τυπικός ορισµός της έννοιας µπορεί να δίνεται σε ανακριβή µορφή. Στο 

κείµενο του βιβλίου 4 του SMP, συζητείται το παράδειγµα του 

  
2

1

1lim 2
1x

x
x→

− =
−

 

 

όπου η συνάρτηση ( ) ( )2( ) 1 1f x x x= − −  δεν ορίζεται για x=1. Γίνεται ο υπαινιγµός ότι 

δε θεωρούµε την περίπτωση x=1, οπότε συνάγεται ότι (SMP, Βιβλίο 4, Κεφάλαιο 43, 

σελ. 1325): 

 

Για κάθε θετικό αριθµό h, υπάρχει ένας αριθµός k, τέτοιος ώστε 

1 ( ) 2x k f x h− < ⇒ − <  

 

Από αυτό ο τυπικός ορισµός του ορίου είναι (SMP, Βιβλίο 4, Κεφάλαιο 43, σελ. 1325): 

 

Ορισµός. Αν για κάθε θετικό αριθµό h υπάρχει ένας αριθµός k, τέτοιος ώστε 

( )x a k f x c h− < ⇒ − < , 
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τότε γράφουµε 

( )f x c→ καθώς x a→ , ή lim ( )
x a

f x c
→

= . 

 

Σαφώς ο ορισµός θα έπρεπε τουλάχιστον να προσδιορίζει ότι x≠α, ώστε να γράφει: 

 

 ∆οθέντος ενός h>0, υπάρχει k>0 τέτοιο ώστε 

0 ( )x a k f x c h< − < ⇒ − < . 

 

Σιωπηρά αυτό µπορεί να αποτελεί τµήµα της εικόνας της έννοιας. Θα εικάζαµε ότι η 

διαισθητική προσέγγιση που προηγείται του ορισµού (αν αυτός δίνεται ποτέ) είναι συχνά 

τόσο ισχυρή ώστε το αίσθηµα των µαθητών είναι δυναµικό: 

 

καθώς το x πλησιάζει το α, το f(x) πλησιάζει το c 

µε ένα σίγουρο αίσθηµα κίνησης.  

 Σε πρωτοετείς φοιτητές δόθηκε ένα ερωτηµατολόγιο στο οποίο τους ζητούνταν 

να εξηγήσουν τι σηµαίνει η έκφραση 
3

1

1lim 3
1x

x
x→

− =
−

. 

Στην επόµενη σελίδα του ερωτηµατολογίου τους ζητούνταν να γράψουν έναν ορισµό του 

lim ( )
x a

f x c
→

= , αν γνώριζαν κάποιον. 

 Εβδοµήντα φοιτητές απάντησαν (όλοι τους είχαν βαθµό «Α» ή «Β» στα 

µαθηµατικά). Εκείνοι που απάντησαν στη δεύτερη ερώτηση, τον ορισµό της έννοιας για 

το « lim ( )
x a

f x c
→

= » µπορούν να ταξινοµηθούν ως εξής: 

 

 σωστά λάθος

τυπικός 4 14 

δυναµικός 27 4 

 

     Μόνο τέσσερις έδωσαν έναν σωστό τυπικό ορισµό, από τους οποίους ένας ήταν 

τοπολογικός  και τρεις ήταν της µορφής που δόθηκε παραπάνω.  
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     Οι δεκατέσσερις λανθασµένες προσπάθειες για τυπικό ορισµό, περιλάµβαναν επτά 

που είχαν σχέση  µε άλλες έννοιες  όπως: 

 

 Καθώς το x a→ , ( )c f x cε ε− ≤ ≤ +  για όλα τα 0n n>  

ή 

 ( ) ( 1)f n f n ε− + <  για κάθε n µεγαλύτερο από δοθέν Ν0 

 

και επτά ήταν ηµιτελείς ή ανακριβείς, όπως 

 

 ( )f x c ε− <  για όλες τις θετικές τιµές του ε µε x αρκετά κοντά στο α. 

 

Από τις ηµιτελείς, δύο παρέλειπαν τη συνθήκη x≠α. 

Οι δυναµικές απαντήσεις περιλάµβαναν τυπικές απαντήσεις όπως 

  

η τιµή  που το f(x) πλησιάζει καθώς οι τιµές του x λαµβάνονται πλησιέστερα 

στο α είναι c 

ή 

καθώς το x τείνει προς το α, η τιµή του f(x) τείνει προς το c. 

 

Λανθασµένες δυναµικές απαντήσεις περιλάµβαναν: 

    Καθώς το x έρχεται ολοένα κοντύτερα στο α, η τιµή της συνάρτησης ισούται µε c,ή 

εκδοχές ανάµεικτες µε άλλες οριακές διαδικασίες: 

 

( ) ( )lim ( )
x a

f x f af x c
x a→

−= =
−

. 

 

Το προηγούµενο ερώτηµα που απαιτούσε την εξήγηση του  
3

1

1lim 3
1x

x
x→

− =
−
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αποκάλυψε ότι οι περισσότεροι φοιτητές µπορούσαν να κάνουν µια προσπάθεια µε ένα 

παράδειγµα παρά το ότι δε µπορούσαν να δώσουν ένα ορισµό της έννοιας. Εκείνοι που 

δεν έδωσαν ένα ορισµό της έννοιας απάντησαν στο παράδειγµα αυτό ως εξής: 

 

 σωστά λάθος

χρησιµοποίησαν δυναµική ιδέα 11 1 

Άλλη 6 3 

 

  Εκείνοι που χρησιµοποίησαν µια δυναµική ιδέα ουσιαστικά είπαν ότι το ( ) ( )3 1 1x x− −  

πλησιάζει το 3 καθώς το x πλησιάζει το 1, ενώ κάποιοι από αυτούς διαίρεσαν το ( )3 1x −  

δια του x-1 και υπολόγισαν το όριο ως ( )2

1
lim 1 3
x

x x
→

+ + = . Οι άλλες προσεγγίσεις 

περιλάµβαναν ιδέες της συνέχειας («συµπλήρωση του σηµείου που λείπει από το 

γράφηµα») και τον κανόνα του L� Hôpital,  

 
3 2

1 1

1 3lim lim 3
1 1x x

x x
x→ →

− = =
−

. 

 

    Ενδιαφέρον είχε το πότε εκείνοι που έδωσαν έναν ορισµό της έννοιας χρησιµοποίησαν 

πραγµατικά αυτό τον ορισµό στο παράδειγµα. Τρεις από τους τέσσερις που έδωσαν ένα 

σωστό τυπικό ορισµό εφάρµοσαν την ίδια µέθοδο στο παράδειγµα, και ο τέταρτος 

χρησιµοποίησε µια δυναµική µέθοδο. Εν τω µεταξύ από τους 14 που έδωσαν 

λανθασµένους τυπικούς ορισµούς 10 έδωσαν δυναµικούς (από τους οποίους 2 ήταν και 

πάλι εσφαλµένοι) και 4 χρησιµοποίησαν τον λανθασµένο τυπικό ορισµό. Όλοι οι 

φοιτητές που έδωσαν δυναµικό ορισµό χρησιµοποίησαν τη δυναµική µέθοδο µε 

διαφορετικά επίπεδα ακρίβειας. Συνολικά 54 από τους 70 χρησιµοποίησαν µια δυναµική 

προσέγγιση στο παράδειγµα. 

 Πολλοί από αυτούς χρησιµοποίησαν τις λέξεις «πλησιάζει», «έρχεται 

πλησιέστερα στο», «τείνει στο», που οδηγούν στο ενδεχόµενο ότι η υπόθεση ότι 

( )f x c≠  είναι ένα δυνητικός παράγοντας σύγκρουσης.  
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4.Η ΕΡΕΥΝΑ 

 

4.1 Στόχος και µεθοδολογία της έρευνας 

    Οι στόχοι της παρούσας έρευνας είναι: 

• Να αποτυπώσει κάποιες ενδεικτικές αντιλήψεις που έχουν οι µαθητές της Γ΄Λυκείου 

για την έννοια του ορίου. 

• Να επισηµάνει κάποιες από τις δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές, τόσο στην 

κατανόηση της έννοιας του ορίου, όσο και στον υπολογισµό ορίων µε ποικίλες 

µεθόδους (αλγεβρικά, γραφικά, µε πίναικα τιµών).  

    Η έρευνα έγινε σε 94 µαθητές Γ�Λυκείου, από τους οποίους 50 είναι αγόρια και  44 

είναι κορίτσια. Τα  ερωτηµατολόγια δόθηκαν  σε 19 µαθητές Θετικής κατεύθυνσης 

(20%) και σε 75 µαθητές Τεχνολογικής (80%). Οι µαθητές προέρχονταν από δηµόσια 

Ενιαία Λύκεια της Ρόδου. Τα ερωτηµατολόγια δόθηκαν προς το τέλος των µαθηµάτων 

της σχολικής χρονιάς (Απρίλιος 2005) και αποτελούνται από 9 ερωτήσεις µε πολλά 

υποερωτήµατα. Υπάρχουν ερωτήσεις ανοιχτού τύπου, σωστού - λάθους, συµπλήρωσης 

κενού και σύντοµης απάντησης (επισυνάπτεται στο παράρτηµα). Για την ανάλυση των 

αποτελεσµάτων του ερωτηµατολογίου και τη στατιστική τους επεξεργασία 

χρησιµοποιήσαµε το στατιστικό πακέτο SPSS, από το οποίο παρουσιάζουµε µόνο τις 

πληροφορίες που αφορούν τα ποσοστά επιτυχίας των διαφόρων ερωτήσεων, και τη 

µέθοδο του Gras (συνεπαγωγικό διάγραµµα και διάγραµµα οµοιότητας). 

 

4.2 Αποτελέσµατα της έρευνας  

 

Για το ερώτηµα 1 

 

   Στο ερώτηµα  «τι σηµαίνει για σας όριο συνάρτησης» οι µαθητές κατά 26% έχουν 

σωστή αντίληψη της έννοιας και προτιµούν τη δυναµική ερµηνεία, ενώ το 74% ή έχουν 

εντελώς λάθος αντίληψη (37%) ή δεν απαντούν καθόλου (37%). Τα παραπάνω 

αποτελέσµατα ήταν αναµενόµενα, όπως επιβεβαιώνει και η διεθνής βιβλιογραφία . 

    Χαρακτηριστικό είναι ότι στο ερώτηµα αυτό οι µαθητές προσπάθησαν να δώσουν 

κάποιον ορισµό. Ακόµη και οι µαθητές που φαίνεται ότι αντιλαµβάνονται σωστά την 
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έννοια έχουν την σύγχυση ότι το όριο φτάνει πολύ κοντά στο l , χωρίς ποτέ να ισούται µε 

αυτό. Πάντως οι περισσότεροι επιχειρούν να επεξηγήσουν την έννοια χρησιµοποιώντας 

τις λέξεις πλησιάζει πολύ κοντά , προσεγγίζει, τείνει, περιοχή του 0x  κ.τ.λ. Μερικοί δε 

εµπλέκουν και την έννοια της συνέχειας. Άλλοι λένε ότι το όριο είναι µια τιµή που 

µπορεί να πάρει η συνάρτηση. Κάποιοι  είπαν ότι το όριο είναι η µέγιστη ή η ελάχιστη 

τιµή που µπορεί να πάρει η συνάρτηση. Ένας  από τους µαθητές έγραψε ότι το όριο είναι 

κάτι το αόριστο!!! Ένα αγόρι θετικής κατεύθυνσης έγραψε ότι γι�αυτόν το όριο είναι µια 

χρήσιµη µέθοδος µε την οποία  είµαστε ικανοί να βρούµε τις τιµές του x  για τις οποίες 

δεν ορίζεται η συνάρτηση. 

 

Για τα ερωτήµατα 2α και 2β 

 

     Το 97% των µαθητών, ενώ συµπλήρωσαν σωστά τον πίνακα τιµών της συνάρτησης 
2

2( )
1

xf x
x

=
+

, εντούτοις µόνο το 42% ήταν σε θέση να παρατηρήσει από τον πίνακα 

τιµών  ότι οι τιµές της τείνουν στο 1. Κάποιοι δε από αυτούς υπολόγισαν το όριο της 

συνάρτησης στο+∞  και το βρήκαν 1.  Το 21% είδε ότι οι τιµές αυξάνουν ή είπε ότι 

πρόκειται για µια αύξουσα συνάρτηση. Εντύπωση κάνει που το 37% των µαθητών  

(παρόλο που τελειώνουν το Λύκειο ) είτε  µπερδεύτηκαν στη διάταξη των πραγµατικών 

αριθµών λέγοντας  ότι οι τιµές της συνάρτησης µικραίνουν και χαρακτήρισαν την 

συνάρτηση ως φθίνουσα, είτε δεν απάντησαν καθόλου.  

 

Για το 30 ερώτηµα 
  

  α)  Μόνο  το 36% των µαθητών γνωρίζει ότι είναι λάθος ότι   lim ( )
x

f x l
→+∞

=  σηµαίνει ότι  

καθώς το x  µεγαλώνει τo ( )f x  πλησιάζει στο l , αλλά δεν το ��φθάνει�� ποτέ. ∆ηλαδή 

οι µαθητές δεν έχουν λάβει υπόψη τους π.χ. ότι µπορεί η συνάρτηση να είναι η σταθερή, 

οπότε  η   ( )f x =  l .                                                     
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  β) Ενώ  στο ερώτηµα αν όριο µιας συνάρτησης είναι η µέγιστη ή η ελάχιστη τιµή που 

µπορεί να πάρει η συνάρτηση, 70 µαθητές (ποσοστό 74%) έχουν συνειδητοποιήσει ότι το 

όριο και τα ακρότατα της συνάρτησης είναι γενικά ανεξάρτητα.                                                                        

 

  γ) ∆υστυχώς το 59% των µαθητών υποστηρίζουν ότι: Αν µια συνάρτηση f έχει όριο στο 

σηµείο 0x  έναν πραγµατικό αριθµό  l , τότε  αναγκαστικά το 0x  πρέπει να ανήκει στο 

πεδίο ορισµού της συνάρτησης. Φαίνεται καθαρά ότι οι περισσότεροι µαθητές   δεν  

γνωρίζουν ότι το 0x   µπορεί είτε να ανήκει είτε όχι στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης. 

 

Για το 40 ερώτηµα 

 

  Σε αυτό το ερώτηµα δόθηκαν στους µαθητές κάποια όρια µε τα αποτελέσµατα και τους 

καλέσαµε µε την βοήθεια της γραφικής παράστασης να πουν αν καθένα είναι σωστό ή 

λάθος . 

  Και στα τέσσερα όρια τους δόθηκαν λάθος αποτελέσµατα. Τα ποσοστά αυτών που 

βρήκαν ότι οι απαντήσεις είναι λάθος δίνονται στον επόµενο πίνακα : 

 

 

 

ΟΡΙΑ ΠΟΣΟΣΤΑ 

ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ 

1
lim ( ) 1
x

f x
+→

=             Σ         Λ 

 

73% 

3
lim ( ) 4
x

f x
→

=            Σ         Λ 

 

55% 

1
lim ( ) 2
x

f x
→

=            Σ         Λ 

  

52% 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞        Σ         Λ 

 

62% 
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     Όπως φαίνεται, οι µαθητές είχαν την µεγαλύτερη επιτυχία στο πρώτο όριο και την 

µεγαλύτερη αστοχία στο τρίτο. Αυτό είναι παράξενο, αφού δείχνουν οι µαθητές να 

γνωρίζουν (73%) ότι το δεξί πλευρικό όριο στο ένα  δεν είναι 1,  εντούτοις 20 από 

αυτούς ισχυρίζονται ότι το όριο στο 1 είναι 2 (52%)! 

     Η αλήθεια είναι ότι δεν µπορούµε να βγάλουµε ασφαλή συµπεράσµατα για τον τρόπο 

σκέψης τους. ∆εν ξέρουµε αν αυτό συµβαίνει από άγνοια ή από αµέλεια .Όσο για το όριο 

στο 3, σχεδόν οι µισοί το µπερδεύουν µε την τιµή της συνάρτησης στο 3. Επίσης το 62% 

ξέρει ότι το όριο στο +∞  δεν είναι +∞ . Βλέπουµε ότι τα παιδιά ενώ υπολογίζουν σωστά 

κατά 95% την τιµή της συνάρτησης στο -2, δεν τα καταφέρνουν εξίσου στις τιµές στο 1 

και στο 2. 

 

Για το 50 ερώτηµα 

 

    Ο υπολογισµός των ορίων από την γραφική παράσταση φαίνεται ότι δυσκολεύει τους 

µαθητές, µε εξαίρεση τον υπολογισµό του ορίου lim ( )
x

f x
→+∞

 που  το ποσοστό επιτυχίας 

των σωστών απαντήσεων ήταν  80%. 

   Για το 
2

lim ( )
x

f x
→

 µόνο 31% των µαθητών είδαν ότι δεν υπάρχει, δικαιολογώντας ότι τα 

πλευρικά όρια είναι διαφορετικά . 



 76

   Για το 
5

lim ( )
x

f x
→

 περίπου οι µισοί µαθητές (52%) βρήκαν ότι ισούται µε 3, ενώ κάποιοι 

από τους υπόλοιπους θεώρησαν ότι το όριο δεν υπάρχει, αφού δεν ορίζεται η συνάρτηση 

στο 5. 

   Μεγάλη είναι η αποτυχία για τον υπολογισµό του ορίου lim ( )
x

f x
→−∞

 της τάξης του 59%. 

Τα περισσότερα παιδιά είπαν ότι το όριο αυτό είναι  −∞ , αντί 0 !   

 

 

 
Για το 60 ερώτηµα 

    Το 63% των µαθητών υπολόγισε σωστά το όριο 
3

1

1lim
1x

x
x→

−
−

, ενώ µόλις το 5% µπόρεσε 

να αιτιολογήσει, έστω µερικώς, τις ενέργειες που κάνει. Οι µαθητές αυτοί 

παραγοντοποίησαν τον αριθµητή και απλοποίησαν το κλάσµα, χωρίς όµως κανένας να 

εξηγεί γιατί, ενώ το πεδίο ορισµού της προκύπτουσας συνάρτησης αλλάζει, το όριο 

παραµένει το ίδιο. Χαρακτηριστικό είναι επίσης  ότι αρκετοί µαθητές της  Γ΄ Λυκείου 

δεν µπόρεσαν  να εφαρµόσουν την  ταυτότητα της διαφοράς  κύβων! 

  

  Το όριο 
3 3

2

1
lim

1x

x x x
x→−∞

− − −
−

 φάνηκε να δυσκολεύει πολύ τους µαθητές, αφού µόλις το 

31% µπόρεσε να το υπολογίσει, εκ των οποίων το 29% δικαιολόγησε αναλυτικά πώς 

απαλλάχτηκε ο τύπος από την απόλυτη τιµή και πώς απλοποιήθηκε το κλάσµα. Το 

αποτέλεσµα αυτό ήταν αναµενόµενο, αφού η έννοια της απόλυτης τιµής µπερδεύει τους 

µαθητές από την Α΄Λυκείου. Κάποιοι µαθητές σηµείωσαν ότι δε γίνεται να απαλλαχτούν 

από την απόλυτη τιµή γιατί δεν παραγοντοποιείται το πολυώνυµο τρίτου βαθµού! ∆εν 
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µπόρεσαν να σκεφτούν ότι σηµασία έχει  η εύρεση του προσήµου του πολυωνύµου σε 

µια  περιοχή του  πλην απείρου. 

 

   Το όριο   
2

1

2 3 3
lim

1x

x x x
x→

+ − − +
−

 το υπολόγισαν ακόµη λιγότεροι µαθητές (26%). 

Φυσικά το πρόβληµά τους ήταν να απαλλαχτούν από την απόλυτη τιµή, οπότε ήρθαν 

αντιµέτωποι µε το πρόσηµο του τριωνύµου (ουσιαστικά ύλη Α΄ Λυκείου).Φαίνεται ότι 

περίπου ένας στους τρεις δεν είναι σε θέση να βρει το πρόσηµο του τριωνύµου γύρω  

από το 1! Επίσης κάποιοι από τους µαθητές που βρήκαν τα πλευρικά όρια δεξιά και 

αριστερά από το 1 διαφορετικά, δεν σκέφτηκαν να πουν ότι δεν υπάρχει αυτό το όριο.  

 

  Για το 70 ερώτηµα 

   Το  83% των µαθητών  υπολόγισε σωστά το όριο 
3

0
lim
x

x
x→

, ενώ για το όριο 
2

1

1lim
1x

x
x→−

−
+
το 

αντίστοιχο ποσοστό ήταν 86%.Παρατηρούµε όµως ότι µόνο το 51% µπόρεσε να βρει το 

21

1lim
( 1)x x→ −

 και το 50% να  αποδείξει ότι το 
0

lim
x

x x
x→

+
 δεν υπάρχει. Εδώ παρατηρούµε 

ότι οι µαθητές µπόρεσαν να εκτελέσουν τις «προφανείς» απλοποιήσεις, αλλά 

δυσκολεύτηκαν περισσότερο όταν βρέθηκαν αντιµέτωποι µε ένα άπειρο όριο ή µε ένα 

όριο που δεν υπάρχει. 

 

  Για το 80 πρόβληµα 

 

  Παρατηρούµε ότι το 71%  των µαθητών απαντούν διαισθητικά ότι τα τρίγωνα που 

µπορούµε να σχηµατίσουµε είναι άπειρα και το 55% απαντά ότι το άθροισµα των 

περιµέτρων τους είναι πεπερασµένος αριθµός .Μόνο όµως το 4% είναι σε θέση να 

δικαιολογήσει  την απάντησή του. ∆ηλαδή από τους 97 µαθητές µόνο πέντε µπόρεσαν να 

προσεγγίσουν µια απάντηση, εκ των  οποίων µόνο ένας έκανε µαθηµατική απόδειξη µε  

άθροισµα άπειρων όρων γεωµετρικής προόδου! 

  Σε αυτή την απάντηση φαίνεται καθαρά η αντίληψη  πολλών µαθητών, ότι αφού τα 

τρίγωνα που προσθέτουµε είναι άπειρα, τότε και το άθροισµα των περιµέτρων τους θα 
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είναι άπειρο. ∆ηλαδή δυσκολεύονται να κατανοήσουν ότι µια άπειρη διαδικασία µπορεί 

να δώσει πεπερασµένο αποτέλεσµα. 

 

  Για το 90 ερώτηµα 

  

  Τα µεγαλύτερα ποσοστά επιτυχίας φαίνεται να πέτυχαν οι µαθητές σ�αυτή την 

ερώτηση. Τα αποτελέσµατα επιτυχίας φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

ΟΡΙΟ ΠΟΣΟΣΤΟ 

ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ 

 i) 
0

lim ( )
x

f x
→

=   83% 

ii)
0

lim ( )
x

g x
→

=  84% 

iii)
0

lim ( )
x

q x
→

=  56% 

iv)
1

lim ( )
x

h x
→

=  82% 

v)
1

lim ( )
x

xφ
→−

=  71% 

vi)
1

lim ( )
x

k x
→

=  75% 
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   ∆ιαπιστώνουµε ότι οι µαθητές δυσκολεύτηκαν στην εύρεση του  ορίου  iii) που τα 

πλευρικά όρια βγαίνουν  διαφορετικά, όπου µόνο το 56% είπε ότι δεν υπάρχει. Ενώ το 

όριο iv) το βρήκαν το 82% των µαθητών παρόλο που το βρίσκουν µε τον ίδιο τρόπο µε 

το προηγούµενο όριο. Αυτό ίσως να  οφείλεται στην µορφή της γραφικής παράστασης.               

Μεγάλο είναι το ποσοστό επιτυχίας στον υπολογισµό του i), ii) και  iv) που και οι τρεις 

γραφικές παραστάσεις είναι παρόµοιες. Αξιοπερίεργο  πάντως είναι που το v) το βρήκε 

το 71% των µαθητών, αν και η γραφική παράσταση έχει την ίδια µορφή µε τις 

προηγούµενες. 

 

   Εδώ θα πρέπει να σηµειωθεί  ότι κάποια κοινά όρια ζητούνται στην 7η ερώτηση να 

υπολογιστούν αλγεβρικά και όχι γραφικά. Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται τα 

συγκριτικά αποτελέσµατα επιτυχίας: 

 

 

     Παρατηρούµε ότι για τον υπολογισµό του πρώτου και τελευταίου ορίου οι µαθητές 

είχαν περίπου τα ίδια ποσοστά επιτυχίας . Η µεγάλη διαφορά στα αποτελέσµατα 

ΟΡΙΟ ΠΟΣΟΣΤΟ 

ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ 

7ης ΕΡΩΤΗΣΗΣ 

ΑΛΓΕΒΡΙΚΑ 

ΠΟΣΟΣΤΟ 

ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ 

9ης ΕΡΩΤΗΣΗΣ 

ΓΡΑΦΙΚΑ 

α) 
3

0
lim
x

x
x→

=  
83% 84% 

β) 
2

1

1lim
1x

x
x→−

− =
+

 
86% 71% 

γ) 21

1lim
( 1)x x→

=
−

 
51% 82% 

δ)
0

lim
x

x x
x→

+
=  

50% 56% 
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εµφανίζεται στο όριο  21

1lim
( 1)x x→ −

 όπου κατά την αλγεβρική επίλυση  τα παιδιά έφεραν 

ποσοστό επιτυχίας 51%, ενώ τα κατάφεραν πολύ καλύτερα κατά ποσοστό 82% 

βλέποντας την γραφική παράσταση. Όσο για τον υπολογισµό του ορίου 
2

1

1lim
1x

x
x→−

−
+

, 86% 

των µαθητών το υπολόγισε αλγεβρικά, ενώ κατά παράξενο τρόπο µόνο το 71% το 

υπολόγισε γραφικά. Οπότε σύµφωνα µε τα παραπάνω αποτελέσµατα δεν µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι ο ένας ή  ο άλλος τρόπος  αναπαράστασης βοηθάει περισσότερο τους 

µαθητές . 
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4.3  Στατιστική επεξεργασία αποτελεσµάτων µε τη µέθοδο Gras 

 

Η συνεπαγωγική στατιστική µέθοδος του Gras είναι κατά την άποψή µας µια πολύ 

σηµαντική µέθοδος που δίνει,  ανάµεσα σε άλλα, δύο σηµαντικά διαγράµµατα: 

 

• Το διάγραµµα οµοιότητας, το οποίο παρουσιάζει τις διάφορες µεταβλητές σε 

σχέση µε τα ερωτήµατα σε οµάδες. Κάθε οµάδα περιέχει µεταβλητές τις οποίες 

οι µαθητές αντιµετωπίζουν µε όµοιο τρόπο, δηλαδή πετυχαίνουν ή αποτυγχάνουν 

σε αυτές ταυτόχρονα. Αυτή η οµαδοποίηση µπορεί να οφείλεται στον 

εννοιολογικό χαρακτήρα της κάθε οµάδας µεταβλητών. 

• Το συνεπαγωγικό διάγραµµα, το οποίο συνδέει διάφορες µεταβλητές µε βέλη, 

π.χ. Va→Vb σηµαίνει ότι όσοι πετύχουν τη Va θα πετύχουν σίγουρα και τη Vb, 

ενώ σε κάποια µορφή του προγράµµατος που εµπλέκει έννοια �εντροπίας�, ισχύει 

και η αντιθετοαντίστροφη της συνεπαγωγής, δηλαδή όσοι αποτύχουν στο Vb, θα 

αποτύχουν και στο Va. Τέτοιου είδους συνεπαγωγικές σχέσεις είναι πολύ 

σηµαντικές για την διδασκαλία των µαθηµατικών, γιατί είµαστε σε θέση ως 

διδάσκοντες να γνωρίζουµε σε ποιες ασκήσεις θα πρέπει να δώσουµε έµφαση  

κατά τη διδασκαλία µας . 
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Ορισµός Μεταβλητών 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ   

Te ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ 

Th ΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ 

D1 ΕΡΩΤΗΣΗ 1 � DEFINITION - ΣΩΣΤΗ ΑΝΤΙΛΗΨΗ 

D2 ΕΡΩΤΗΣΗ 1 � DEFINITION - ΛΑΘΟΣ ΑΝΤΙΛΗΨΗ 

D3 ΕΡΩΤΗΣΗ 1 � DEFINITION - ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΑ 

Ta ΕΡΩΤΗΣΗ 2α � TABLE - ΠΙΝΑΚΑΣ 

Int1 ΕΡΩΤΗΣΗ 2β -  INTUITION - ΟΡΘΗ ∆ΙΑΙΣΘΗΣΗ  
(ΤΕΙΝΕΙ ΣΤΟ 1)  

Int2 ΕΡΩΤΗΣΗ 2β -  INTUITION - ΣΩΣΤΗ ΑΝΤΙΛΗΨΗ  
(ΕΙΝΑΙ ΑΥΞΟΥΣΑ) 

Int3 ΕΡΩΤΗΣΗ 2β -  INTUITION - ΛΑΘΟΣ ΑΝΤΙΛΗΨΗ / ∆ΕΝ 
ΑΠΑΝΤΑ 

Co1- Co3 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 3α, 3β, 3γ � COGNITIONS -  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
ΣΩΣΤΟΥ-ΛΑΘΟΥΣ 

V4 ga1 - V4 ga4 ΑΣΚΗΣΕΙΣ 4α, 4β, 4γ, 4δ -  GRAPHIC ALGEBRA- 
ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΩΣΤΟΥ/ΛΑΘΟΥΣ 

V4 val 1 -V4val3 ΑΣΚΗΣΕΙΣ 4ε, 4στ, 4ζ -  VALUE � ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  
ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ 

V5 ga1   - V5ga4 ΑΣΚΗΣΕΙΣ 5α, 5β, 5γ, 5δ - GRAPHIC ALGEBRA- 
ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ 

V6c a1  -  V6 a2 ΑΣΚΗΣΗ 6α -  CALCULATION � ΣΩΣΤΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ 
/ ΣΩΣΤΗ ∆ΙΚΑΙΟΛΟΓΗΣΗ 

V6c b1 -  V6c b2 ΑΣΚΗΣΗ 6β -  CALCULATION � ΣΩΣΤΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ 
/ ΣΩΣΤΗ ∆ΙΚΑΙΟΛΟΓΗΣΗ 

V6c c1  - V6c c2 ΑΣΚΗΣΗ 6γ -  CALCULATION � ΣΩΣΤΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ 
/ ΣΩΣΤΗ ∆ΙΚΑΙΟΛΟΓΗΣΗ 

V7 c1  -  V7 c4 ΑΣΚΗΣΕΙΣ 7α, 7β, 7γ , 7δ � CALCULATION - ΣΩΣΤΟΣ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ 

Pa ΠΡΟΒΛΗΜΑ 8α - PROBLEM 

Pb ΠΡΟΒΛΗΜΑ 8β - PROBLEM  

Ex pb ΠΡΟΒΛΗΜΑ 8β - EXPLANATION PROBLEM - ΣΩΣΤΗ 
∆ΙΚΑΙΟΛΟΓΗΣΗ 

V9 ga1  - V9 ga6      ΑΣΚΗΣΕΙΣ 9α, 9β, 9γ, 9δ, 9ε, 9στ -  GRAPHIC ALGEBRA- 
ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ 
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∆ιάγραµµα Οµοιότητας 

D1 V6ca1 V6cb1 V6cb2 V6cc1 V6cc2 V7c4
Ex pb V4g

a3

V9ga3

V4 va
l2
V4 va

l3
V5g

a2

V5ga4

V5g
a3

V7c
3
V9g

a5

D2 V6ca2 Co3
V4g

a4

Ta V4 va
l1
V4g

a2

V5ga1

D3 In
t3

Co1
V9ga4

In
t1

Similarity : C:\Documents and Settings\gagatsis\Desktop\aggeliki\ÁÐÏÔÅËÅÓÌÁÔÁ ÅÑÙÔÇÌÁÔÏËÏÃÉÏÕ.csv  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα προκύπτουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 

 

  Παρατηρούµε ότι µια πρώτη οµάδα αποτελούν τα:  

Ερώτηση 1 � Σωστή Αντίληψη (D1), 

Άσκηση 6α � Σωστός Υπολογισµός  (V6ca1), 

Άσκηση 6β - Σωστός Υπολογισµός (V6cb1), 

Άσκηση 6β � Σωστή ∆ικαιολόγηση (V6cb2), 

Άσκηση 6γ - Σωστός Υπολογισµός (V6cc1) και 

Άσκηση 6γ - Σωστή ∆ικαιολόγηση (V6cc2). 

   ∆ηλαδή οι µαθητές αντιµετώπισαν µε τον ίδιο τρόπο την σωστή αντίληψη της έννοιας 

του ορίου, µε την αλγεβρική επίλυση αυτών των ορίων και τη δικαιόλογησή τους .Αυτό 

σηµαίνει ότι όσοι µαθητές φαίνεται να κατανοούν την έννοια του ορίου είναι σε  θέση να 

υπολογίζουν  αλγεβρικά τα πιο δύσκολα όρια του ερωτηµατολογίου (µε απόλυτες τιµές � 

ερώτηση 6) και να δίνουν µια πλήρη δικαιολόγηση. Επίσης από την επεξεργασία των 

αποτελεσµάτων βρήκαµε  ότι τα έργα 

Άσκηση 6β - Σωστός Υπολογισµός (V6cb1) και 

Άσκηση 6β � Σωστή ∆ικαιολόγηση (V6cb2) 

καθώς και τα έργα 
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Άσκηση 6γ - Σωστός Υπολογισµός (V6cc1) και 

Άσκηση 6γ - Σωστή ∆ικαιολόγηση (V6cc2) 

έχουν δείκτη οµοιότητας 1. 

Επίσης, τα έργα 

Άσκηση 5β � Ερώτηση συµπλήρωσης Κενού (V5ga2) και 

Άσκηση 5δ � Ερώτηση συµπλήρωσης Κενού (V5ga4) 

έχουν δείκτη οµοιότητας  0.997972, ενώ τα έργα  

{Άσκηση 6γ - Σωστός Υπολογισµός (V6cc1) 

Άσκηση 6γ - Σωστή ∆ικαιολόγηση(V6cc2) }και 

{Άσκηση 7δ � Σωστός υπολογισµός } 

 έχουν δείκτη οµοιότητας  0.990647 . 

 

  Μια δεύτερη οµάδα που παρατηρούµε είναι: 

Ερώτηση 1 (D3), Ερώτηση 2β (Int3), Ερώτηση 3α (Co1), Άσκηση 9δ (V9ga4) και 

Ερώτηση 2β (Ιnt1). 

∆ηλαδή  οι µαθητές που δεν είχαν καµία άποψη για την έννοια του ορίου, φάνηκε να µην 

ξέρουν να απαντούν στις ερωτήσεις σωστού � λάθους που είχαν σχέση µε την 

κατανόηση της έννοιας καθώς και να µην διαισθάνονται από την συµπλήρωση του 

πίνακα τιµών ότι η συνάρτηση τείνει στο ένα. 

 

   Μια τρίτη οµάδα που παρουσιάζεται αποτελείται από τις ασκήσεις : 

Άσκηση 4στ (V4val2), Άσκηση 4ζ (V4val3), Άσκηση 5β (V5ga2), Άσκηση 5δ (V5ga4), 

Άσκηση 5γ (V5ga3), Άσκηση 7γ (V7c3) και Άσκηση 9ε (V9ga5).  

∆ιαπιστώνουµε ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν µε παρόµοιο τρόπο τις τιµές της 

συνάρτησης από την γραφική παράσταση καθώς και τον υπολογισµό κάποιων ορίων από 

αυτήν.  
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   Στη συνέχεια παρουσιάζουµε το συνεπαγωγικό διάγραµµα, από το οποίο παίρνουµε 

κάποιες αξιόλογες πληροφορίες. 

 

V9ga2 

V9ga1 

V7c2 

V4val1V7c1 V4val2 

V9ga5 

V9ga6 

V4ga1

V5ga1

Co2 V4ga2

V7c3 

V6ca1 V7c4 

V4val3

V5ga3

D2D1 

V5ga4

V6cb1 

V6cc2 V6bb2

V6cc1

V5ga2
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Παρατηρούµε ότι σχηµατίζονται πέντε οµάδες µεταβλητών, το οποίο σηµαίνει ότι 

κάποιες ερωτήσεις σχετίζονται µεταξύ τους περισσότερο µε κάποιες άλλες. ∆ηλαδή αν 

ένας µαθητής πετύχει ένα δύσκολο ερώτηµα, τότε είναι σίγουρο ότι µπορεί να πετύχει 

και κάποιο άλλο πιο εύκολο που ανήκει στην ίδια οµάδα .  

 

Ένα άλλο αξιόλογο χαρακτηριστικό που προκύπτει από το συνεπαγωγικό διάγραµµα 

είναι ότι όποιος µαθητής µπόρεσε  να πετύχει το έργο V9ga6 ( δηλ. το όριο vi από το 

ερώτηµα 9 ) , τότε σίγουρα πέτυχε και το έργο V9ga5 (δηλ. το όριο v από το ερώτηµα 9). 

Προφανώς αυτό ήταν αναµενόµενο γιατί και οι δύο γραφικές παραστάσεις έχουν την 

ίδια µορφή.  

 

  Επίσης όσοι µαθητές πέτυχαν την Άσκηση 7α (V7c1) , πέτυχαν οπωσδήποτε και την 

Άσκηση 7β (V7c2). ∆ηλαδή η επιτυχία υπολογισµού του ορίου 
3

0
lim
x

x
x→
 συνεπάγεται την 

επιτυχία υπολογισµού του ορίου 
2

1

1lim
1x

x
x→−

−
+

.Αυτό είναι απόλυτα λογικό γιατί αυτά είναι 

τα πιο εύκολα υπολογιστικά όρια που διδάσκονται οι µαθητές και επιπλέον 

αντιµετωπίζονται και τα δύο µε παραγοντοποίηση και µετά απλοποίηση .  

 

  Επιπλέον παρατηρούµε ότι όσοι µαθητές έλυσαν την Άσκηση 6β  (V6cb1) µπόρεσαν να 

βρουν τις  τιµές  της συνάρτησης από την γραφική παράσταση ( V4val1, V4val3 ) και 

τέλος να υπολογίσουν την Άσκηση 5α  (V5ga1).∆ηλαδή όποιος µαθητής  µπόρεσε να 

υπολογίσει το όριο 
3 3

2

1
lim

1x

x x x
x→−∞

− − −
−

 βρήκε και τις  τιµές  της συνάρτησης στο 4ο 

ερώτηµα από την γραφική παράσταση και ακόµη ήταν σε θέση να υπολογίσει το όριο 

lim ( )
x

f x
→+∞

 στο 5ο ερώτηµα . 

 

 Τέλος παρατηρούµε ότι κάποιες µεταβλητές δεν εµφανίστηκαν στο συνεπαγωγικό 

διάγραµµα, όπως οι Pa , Pb και Expb. Αυτό σηµαίνει ότι  η επιτυχής λύση του 

προβλήµατος 8 είναι ανεξάρτητη από τον υπολογισµό κάποιων ορίων είτε αλγεβρικά, 

είτε γραφικά και από την κατανόηση ή µη της έννοιας του ορίου.  
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5. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

  
  Στην µελέτη αυτή προσπαθήσαµε να καταγράψουµε τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές της Γ� Λυκείου στην κατανόηση της έννοιας του ορίου και 

γενικότερα να παρατηρήσουµε πώς αντιλαµβάνονται την έννοια . 

 Η αλήθεια είναι ότι το δείγµα µας είναι σχετικά µικρό (94 µαθητές) για να 

µπορέσουµε να εξάγουµε ασφαλή συµπεράσµατα. Εντούτοις µπορούµε να δούµε την 

τάση που υπάρχει.  

Τα περισσότερα αποτελέσµατα στα οποία καταλήξαµε και εµείς συµφωνούν µε την 

παγκόσµια βιβλιογραφία. Συγκεκριµένα έχουµε να σηµειώσουµε τα ακόλουθα : 

 

• Όσον αφορά  την κατανόηση της έννοιας του ορίου, ένα πολύ µικρό ποσοστό 

είναι σε θέση να την καταλάβει. Οι περισσότεροι είτε δεν έχουν καθόλου 

άποψη, πράγµα που δηλώνει τουλάχιστον σύγχυση, είτε δηλώνουν λαθεµένες 

αντιλήψεις. Μια χαρακτηριστική λαθεµένη αντίληψη είναι ότι το όριο 

πλησιάζει πάρα πολύ την τιµή του, αλλά δεν την φτάνει .Μια άλλη παρανόηση 

είναι ότι πολλοί µαθητές ισχυρίζονται ότι η αναζήτηση του ορίου γίνεται µόνο 

σε σηµεία του πεδίου ορισµού της συνάρτησης. Κάποιοι άλλοι  πιστεύουν ότι 

το όριο αποτελεί τη µέγιστη ή την ελάχιστη τιµή της συνάρτησης . 

 

• Όσον αφορά την εύρεση ορίου µέσω γραφικής παράστασης, διαπιστώσαµε ότι 

οι περισσότεροι µαθητές δυσκολεύονται στα σηµεία που αλλάζει τύπο η 

συνάρτηση. Αυτό µάλλον συµβαίνει γιατί δεν έχουν καθαρά στο µυαλό τους ότι 

για να υπάρχει το όριο σ� ένα σηµείο, πρέπει να υπάρχουν τα πλευρικά όρια και 

να είναι ίσα µεταξύ τους. Επίσης µπερδεύουν το όριο, µε την τιµή του σε ένα 

σηµείο. Όταν όµως τους ζητήσαµε να υπολογίσουν γραφικά όρια συναρτήσεων 

που αποτελούνται µόνο από ένα κλάδο τα ποσοστά επιτυχίας είναι µεγάλα . 
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• Ο αλγεβρικός  υπολογισµός  ορίων δεν φαίνεται να δυσκολεύει περισσότερο 

τους µαθητές σε σχέση µε τον υπολογισµό από την γραφική παράσταση. 

Κάποια κλασσικά όρια τα αντιµετωπίζουν µε µεγάλη επιτυχία, ενώ στα όρια µε 

απόλυτες τιµές σηµειώνουν µεγάλη αποτυχία . 

 

• Τέλος αξίζει να σηµειώσουµε ότι οι  περισσότεροι µαθητές, ενώ διαισθάνονται 

ότι µια διαδικασία µπορεί να είναι άπειρη, εντούτοις αδυνατούν να πιστέψουν 

ότι το αποτέλεσµα του αθροίσµατος  άπειρων µεγεθών µπορεί να είναι 

πεπερασµένο! 

 

   Συµπερασµατικά θα λέγαµε ότι  για τις παραπάνω δυσκολίες δεν ευθύνονται κατά 

πρώτο λόγο οι µαθητές. Οι παρανοήσεις οφείλονται καταρχήν στην ίδια την έννοια του 

ορίου που από την φύση της παρουσιάζει δυσκολίες. Εξάλλου αυτό επιβεβαιώνεται και 

από την ιστορική αναδροµή της έννοιας, όπου για πολλά χρόνια υπήρχαν διαµάχες 

ανάµεσα σε µεγάλους επιστήµονες. Ίσως και ένας άλλος λόγος  να είναι και ο τρόπος 

διδασκαλίας από εµάς τους καθηγητές . 

   Γνωρίζοντας λοιπόν τα σηµεία στα οποία συναντούν τις δυσκολίες οι µαθητές, θα 

πρέπει κατά την διδασκαλία µας να εστιάζουµε σ� αυτά, φέρνοντας  τους µαθητές 

µπροστά σε γνωστική σύγκρουση, ώστε να ανακαλύπτουν µόνοι τους το σωστό δρόµο. 

Αυτό  µπορούµε ίσως να το πετύχουµε επιλέγοντας τα κατάλληλα παραδείγµατα. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ 
 

ΕΠΩΝΥΜΟ: ONOMA: 
ΤΑΞΗ:  Γ� ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ: 
ΦΥΛΟ: ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 

 
1.  Τι σηµαίνει για σας η έννοια όριο συνάρτησης ; 
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������     
������������������������������������
������������������������������������
2α) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιµών της συνάρτησης µε τύπο : 

2

2( )
1

xf x
x

=
+

             

 
 
      x  
 

 
  1 

 
  2 

 
10 

 
  100      

 
1000 

 
  ( )f x     

     

                                                              
2β)Τι παρατηρείτε για τις τιµές της συνάρτησης , καθώς ο  x  γίνεται όλο και 
µεγαλύτερος;                
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������ 
 
3.  Είναι σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις : 
 
α) Το  lim ( )

x
f x l

→+∞
=  σηµαίνει ότι  καθώς το x  µεγαλώνει τo ( )f x  πλησιάζει στο l , 

αλλά δεν το ��φθάνει�� ποτέ.                                                                Σ           Λ                    
 
β) Το όριο µιας συνάρτησης είναι η µέγιστη ή η ελάχιστη τιµή που µπορεί να 
πάρει η συνάρτηση.                                                                            Σ           Λ   
 
γ) Αν µια συνάρτηση f έχει όριο στο σηµείο χ0  έναν πραγµατικό αριθµό  l , τότε  
αναγκαστικά το χ0  πρέπει να ανήκει στο πεδίο ορισµού της.             Σ           Λ   
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4.  ∆ίνεται η συνάρτηση f που είναι ορισµένη στο [ -2, +∞ ) και έχει γραφική 
παράσταση που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Να εξετάσετε ποιοι από τους 
επόµενους ισχυρισµούς είναι αληθείς 
4α)  

1
lim ( ) 1
x

f x
+→

=        Σ              Λ                            4β) 
3

lim ( ) 4
x

f x
→

=            Σ         Λ 

4γ)  
1

lim ( ) 2
x

f x
→

=        Σ             Λ                             4δ)   lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞      Σ         Λ  

 

                           
 Στη συνέχεια συµπληρώστε τα κενά:4ε)  f (-2)=�� 4στ) f(1) =�..   4ζ) f(2) =�..       
 
 5.  Να συµπληρώσετε τα κενά:                             
                                                                           
   α) lim ( ) ....

x
f x

→+∞
=       β) 

2
lim ( ) ....
x

f x
→

=           γ) 
5

lim ( ) ....
x

f x
→

=            δ) lim ( ) ....
x

f x
→−∞

=          

 

 
6.  Να υπολογίσετε (αν υπάρχουν)  τα παρακάτω όρια, αιτιολογώντας κάθε 
ισότητα που βρίσκετε κατά τον υπολογισµό:  

α)
3

1

1lim
1x

x
x→

− =
−

�����������������������������. 

�����....���������������������������..��
������..���������������������������.��
������������������������������������
������������������������������������ 
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β)
3 3

2

1
lim

1x

x x x
x→−∞

− − −
=

−
�����������������������....  

.................................................................................................................................

.................................................................................................................................

.................................................................................................................................

................................................................................................................................. 

γ)
2

1

2 3 3
lim

1x

x x x
x→

+ − − +
=

−
 ���������������������� 

��.. 
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������
������������������������������������ 
 
7.    Να υπολογίσετε (αν υπάρχουν)  τα όρια: 

α) 
3

0
lim
x

x
x→

=  

 

β) 
2

1

1lim
1x

x
x→−

− =
+

 

 

γ) 21

1lim
( 1)x x→

=
−

 

 
 

δ) 
0

lim
x

x x
x→

+
=  

 
 
 8.  ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρά α=1m. Ενώνουµε τα µέσα των 
πλευρών του και του τριγώνου που προκύπτει, ενώνουµε πάλι τα µέσα 

των πλευρών του κ.ο.κ.               
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     α) Πόσα τέτοια τρίγωνα µπορούµε να κατασκευάσουµε;             
       ���������������������������������� 
 
β) Το άθροισµα  των περιµέτρων όλων αυτών των τριγώνων είναι: 
         
         1) άπειρο             2) πεπερασµένος αριθµός  
 
∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.  
����������������������������������
����������������������������������
���������������������������������� 

 
9. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια (αν υπάρχουν) από τις γραφικές τους 
παραστάσεις: 
 

i)  
0

lim ( )
x

f x
→

=                            ii)  
0

lim ( )
x

g x
→

=                               iii)   
0

lim ( )
x

q x
→

=  

 
 
 
iv)   

1
lim ( )
x

h x
→

=                         v)    
1

lim ( )
x

xφ
→−

=                             vi)  
1

lim ( )
x

k x
→

=  
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