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ΠΡΟΛΟΓΟΣ  

 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία επιχειρείται µια προσέγγιση του 

θέµατος «Ανάλυση – Σύνθεση» µέσα από: i) ιστορικά παραδείγµατα από 

τη Γεωµετρία, ii) ανακατασκευές (της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης),  

iii) προεκτάσεις στη Φιλοσοφία της Λογικής.  

Η εργασία αποτελείται από τέσσερα κεφάλαια.  
 

Στο Κεφάλαιο 1 αρχικά εντοπίζονται και καταγράφονται µέσα από 

κείµενα του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη η χρήση των εννοιών ανάλυσης 

και σύνθεσης. Στην παρουσίαση αυτών προηγείται ο Πλάτωνας, αν και ο 

όρος «ανάλυση» παρουσιάζεται πρώτη φορά στον Αριστοτέλη.  

Στη συνέχεια ανιχνεύονται διάφορες «µορφές» της µεθόδου στη µαθη-

µατική πρακτική. 

Πρόδροµα φαινόµενα της ανάλυσης, όπως η χρήση της αναγωγής στην 

επίλυση προβληµάτων, εµφανίζονται στα Μαθηµατικά (στην προσπάθεια 

επίλυσης γεωµετρικών προβληµάτων) πριν τον Ευκλείδη. Αναπτύσσονται 

επίσης κάποια παραδείγµατα από την περίοδο αυτή.  

Στο έργο του Ευκλείδη δεν υπάρχει ρητά καταγεγραµµένη η µέθοδος 

της ανάλυσης – σύνθεσης. Βρίσκονται όµως εκ παρεµβολής (όπως έχει α-

ποδειχθεί) πέντε εναλλακτικές αποδείξεις των Προτάσεων 1 έως 5 του Βι-

βλίου ΧΙΙΙ, καθώς και ένας ορισµός της µεθόδου, επίσης εκ παρεµβολής, 

σε σχόλια του ίδιου Βιβλίου. Με αφορµή τα παραπάνω, καθώς και κά-

ποιες αναφορές του Πάππου (στον περίφηµο ορισµό ανάλυσης – σύνθε-

σης) για τη διασύνδεση της µεθόδου µε το γενικότερο έργο του, κρίθηκε 

σκόπιµο να γίνει αναφορά στο έργο του Ευκλείδη.  
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Τέλος, το Κεφάλαιο 1 κλείνει µε παρουσίαση και σχολιασµό: i) προ-

βληµάτων από το έργο του Αρχιµήδη, όπου συναντούµε πρώιµα στοιχεία 

αναλυτικής – συνθετικής αντιµετώπισης αυτών, ii) προβληµάτων του Α-

πολλωνίου, όπου εντοπίζονται κάποιες περιπτώσεις «αναλυτικής – συν-

θετικής» διαδικασίας και iii) ενός επίσης ορισµού της µεθόδου που εντο-

πίζεται στο έργο του Ήρωνα, καθώς και ενός προβλήµατος που αντιµετω-

πίζεται µε «διαχωρισµό και σύνθεση».  
 

Στο Κεφάλαιο 2 διερευνάται η µέθοδος της ανάλυσης – σύνθεσης όπως 

αυτή εµφανίζεται στο έργο του Πάππου Συναγωγή (τέλη 3ου αι. µ.Χ.). 

Αυτός ο ορισµός της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης προκάλεσε και προ-

καλεί συζητήσεις (σχετικά µε την ερµηνεία του).  

i) Από κάποιους σχολιαστές υποστηρίζεται η άποψη ότι µέσω του ορι-

σµού απαιτείται η πλήρης αντιστρεψιµότητα των βηµάτων στο στάδιο της 

ανάλυσης, έτσι ώστε να ακολουθείται στο στάδιο της σύνθεσης η ακριβώς 

αντίστροφη πορεία. 

ii) Από κάποιους άλλους υποστηρίζεται η άποψη ότι η ανάλυση είναι 

µια πορεία προς κατάλληλες προκείµενες προτάσεις, οι οποίες δεν είναι 

κατ’ ανάγκην αντιστρέψιµες.  

iii) Μια τρίτη προσέγγιση στο θέµα προσπαθεί να συµβιβάσει τις δύο 

αυτές απόψεις.  

Ο συνδυασµός, όµως, του ορισµού µε το µαθηµατικό έργο κυρίως του 

Πάππου, αλλά και του Αρχιµήδη, καθώς και των εµβόλιµων αποδείξεων 

των Προτάσεων 1 έως 5 του Βιβλίου ΧΙΙΙ των Στοιχείων του Ευκλείδη, 

γίνεται αφορµή για δύο εναλλακτικές προσεγγίσεις του θέµατος. Η πρώτη 

ανήκει στον Mahoney (1968) και η δεύτερη στους Hintikka & Remes 

(1974).  
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Οι Hintikka & Remes επιχειρούν µια ερµηνεία και ανακατασκευή της 

µεθόδου στο πλαίσιο της φιλοσοφίας της λογικής. Αναδεικνύουν σαν κυ-

ρίαρχο στοιχείο από ευρετικής πλευράς τον «κατασκευαστικό χαρακτή-

ρα» της µεθόδου (constructional sense).  

Το Κεφάλαιο 2 αυτής της εργασίας κλείνει µε την ανάπτυξη δύο σηµεί-

ων αιχµής, τα οποία αναδεικνύονται από τους Hintikka & Remes. Τα ση-

µεία αυτά είναι τα εξής: α) η µεγάλη σηµασία της εύρεσης των κατάλλη-

λων βοηθητικών κατασκευών στο στάδιο της ανάλυσης και β) ο ιδιαίτε-

ρος ρόλος που έχουν στη µέθοδο τα δύο στάδια της ανάλυσης.  

Οι απόψεις των Hintikka & Remes αναπτύσσονται µέσα στο ευρύτερο 

πλαίσιο των ιδεών του Kant για τον κατασκευαστικό χαρακτήρα των 

Μαθηµατικών.  
 

Η διασύνδεση αυτή υπήρξε η αφορµή για την ανάπτυξη του Κεφαλαίου 

3, όπου γίνονται νύξεις (εν συντοµία) για τις απόψεις του Kant για τα 

Μαθηµατικά γενικά και την ανάλυση – σύνθεση ειδικότερα.  
 

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται: i) η µετεξέλιξη της µεθόδου ανάλυσης 

– σύνθεσης από τον Polya προς την κατεύθυνση της πλήρους αξιοποίησης 

των ευρετικών χαρακτηριστικών αυτής στη διδασκαλία των Μαθηµατι-

κών και ii) µια ανακατασκευή της µεθόδου από τον Lakatos, ο οποίος, 

επηρεασµένος από τους Polya, Popper και Hegel, δίνει µια εντελώς δική 

του άποψη για τη µέθοδο και πώς αυτή µπορεί να εφαρµοστεί, κυρίως µέ-

σα από το έργο του Proofs and Refutations.  

Στο τέλος του Κεφαλαίου επιχειρείται µια σύγκριση και ταξινόµηση 

των απόψεων των Lakatos και Hintikka & Remes.  
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Στην παρούσα εργασία δεν γίνεται αναφορά στην επίδραση της µεθόδου 

ανάλυσης – σύνθεσης στο έργο του Viète. Ο Klein (1992, 157) αναφέρει 

χαρακτηριστικά ότι: «Το σηµείο εκκίνησης για την “ανανέωση” του Vieta είναι 

το εξής: συνδέει αυτά τα οποία παρουσιάστηκαν από τον Πάππο µόνο σε σχέση 

µε τα γεωµετρικά θεωρήµατα και προβλήµατα (όπως αυτά που βρέθηκαν στους 

Ευκλείδη, Απολλώνιο και Αρισταίο) µε τη διαδικασία των Αριθµητικών του 

∆ιόφαντου. Στη βάση του τρόπου, τον οποίο παραθέτει ο Πάππος, ο Vieta ονο-

µάζει αυτή τη διαδικασία “ανάλυση”, “αναλυτική τέχνη” (ars analytice)».   

Ο προσανατολισµός της εργασίας αυτής σε θέµατα γεωµετρικά απέ-

κλεισε την αναφορά και ενασχόληση µε τον Viète. Για τον ίδιο λόγο δεν 

έγινε αναφορά και σχολιασµός της επίδρασης της µεθόδου ανάλυσης – 

σύνθεσης στο έργο του Newton. Για τη σχέση του έργου του Newton µε τη 

µέθοδο, οι Hintikka & Remes (1974, 114) αναφέρουν χαρακτηριστικά ότι 

«αξίζει µιας ιδιαίτερης µνείας». Έγιναν νύξεις για τη σχέση της µεθόδου 

µε το έργο του Γαλιλαίου (Εισαγωγή Κεφαλαίου 3). 
 

Στο Παράρτηµα, τέλος, παρατίθεται ένα πρόβληµα το οποίο λύθηκε 

από τον Descartes, και παρατίθενται κάποιες αναφορές για τη σχέση της 

µεθόδου µε το έργο του.  

Η επιλογή του παραδείγµατος από τον Descartes είχε σαν σκοπό τη συ-

µπλήρωση της (από πλευράς µαθηµατικής πρακτικής) «τριλογίας». Η 

«τριλογία» αυτή έχει σαν πρώτο µέρος την διαπραγµάτευση µαθηµατικών 

προβληµάτων µε «πρώιµες» µεθόδους ανάλυσης – σύνθεσης (Αρχιµήδης – 

Απολλώνιος – Ήρωνας), σαν δεύτερο µέρος τη µέθοδο του Πάππου και 

σαν τρίτο µέρος τη µέθοδο του Descartes.  
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1  

 

 

Α Π Ο  Τ Ο Ν  Π Λ Α Τ Ω Ν Α   

Ε Ω Σ  Τ Ο Ν  Π Α Π Π Ο  

 

 

1.1. Εισαγωγή  
 

 

ΧΟΡΟΣ:  Ἀλλ’ οὔτοι τόν γ’ ἐξ Αΐδα  

παγκοίνου λίµνας πατέρ’ ἄν-  

στάσεις οὔτε γόοις οὔτε λιταῖσιν·  

ἀλλ’ ἀπὸ τῶν µετρίων ἐπ’ ἀµήχανον  

ἄλγος ἀεὶ στενάχουσα διόλλυσαι  

ἐν οἷς ἀνάλυσίς ἐστιν οὐδεµια κακῶν·  

τι µοι τῶν δυσφόρων ἐφίῃ:  

(ΣΟΦΟΚΛΗ Ηλέκτρα, στιχ. 140, 497-406 π.Χ.) 

 

Η χρήση των όρων «ανάλυσις» και «σύνθεσις», συναντιέται ποικιλό-

τροπα στην ελληνική φιλολογία και λογοτεχνία, όπως στο παραπάνω 

χορικό από την Ηλέκτρα του Σοφοκλή. Σύµφωνα µε τον Πρόκλο, ο 

Πλάτωνας εισήγαγε την µέθοδο της ανάλυσης, ενώ στη συνέχεια τη δί-

δαξε στον Λεωδάµαντα, ο οποίος χάρη σ’ αυτήν λέγεται ότι έγινε 

«πολλῶν κατὰ γεωµετρίαν εὑρετής» (Πρόκλος, 211, 19-23). 

Παρακάτω θα διανυθεί µια ιστορική διαδροµή, µέσα από την οποία 

θα παρακολουθήσουµε την πορεία των εννοιών «ανάλυση» και «σύν-

θεση», καθώς και της εφαρµογής της αναλυτικο-συνθετικής µεθόδου 

στην επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων. Θα ξεκινήσουµε από τον 

Πλάτωνα ακολουθώντας την παράδοση. 
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Στη συνέχεια, θα παρατεθούν κάποιες από τις απόψεις του Αριστο-

τέλη για τη µέθοδο ανάλυσης – σύνθεσης και θα γίνει µια προσπάθεια 

ανίχνευσης άτυπων µορφών της στα Μαθηµατικά πριν τον Ευκλείδη.  

Στο έργο του Ευκλείδη παρουσιάζονται µόνο «συνθετικές» αποδεί-

ξεις και δεν συναντάται πουθενά η χρήση της µεθόδου της ανάλυσης, 

όπως την εννοούµε σήµερα.  

Όµως, επειδή υπάρχουν: α) ένας ορισµός της αναλυτικο-συνθετικής 

µεθόδου εκ παρεµβολής στο Βιβλίο ΧΙΙΙ των Στοιχείων και β) εναλλα-

κτικές αποδείξεις των πέντε πρώτων Προτάσεων του Βιβλίου ΧΙΙΙ, επί-

σης είναι σκόπιµο να γίνει αναφορά και σ’ αυτά.  

Απαρχές (;) αναλυτικο-συνθετικής αντιµετώπισης προβληµάτων ε-

ντοπίζονται στο έργο του Αρχιµήδη. Επίσης, στον Απολλώνιο και τον 

Ήρωνα ανιχνεύονται αντίστοιχα περιπτώσεις «αναλυτικής – συνθετι-

κής» προσέγγισης και «διαχωρισµού και σύνθεσης» αντίστοιχα.  
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1.2. Πλάτωνας (427-348 π.Χ.) 
 

 

Ο όρος «ανάλυσις» δεν βρίσκεται σε κανένα από τα έργα του Πλά-

τωνα. Αντιθέτως, στο διάλογο Κρατύλος (431b), συζητώντας για τη 

δοµή της γλώσσας, αναφέρει: «…εἰ δὲ ῥήµατα καὶ ὀνόµατα ἔστιν οὕτω τιθέ-

ναι, ἀνάγκη καὶ λόγους· λόγοι γάρ που, ὡς ἐγᾦµαι, ἡ τούτων σύνθεσίς ἐστιν· ἡ 

πῶς λέγεις, ὦ Κρατύλε;» δηλαδή ότι πρόταση είναι σύνθεση ονοµάτων 

και ρηµάτων. Το ίδιο ισχυρίζεται στον Σοφιστή (263d): «Περὶ δή σου λε-

γόµενα, <λεγόµενα> µέντοι θάτερα ὡς τὰ αυτὰ καὶ µὴ ὄντα ὡς ὄντα, παντάπα-

σιν [ὡς] ἔοικεν ἡ τοιαύτη σύνθεσις ἔκ τε ῥηµάτων γιγνοµένη καὶ ὀνοµάτων 

ὄντως τε καὶ ἀληθῶς γίγνεσθαι λόγος ψευδής». Επίσης, στο διάλογο Φαί-

δων (92e-93a), αναφερόµενος στην αρµονία και στην ταύτισή της ή όχι 

µε την ψυχή, θεωρεί την αρµονία σαν σύνθεση: «…ἀνάγκη οὖν µοι, ὡς 

ἔοικε, διὰ ταῦτα µήτε ἐµαυτοῦ µήτε ἄλλου ἀποδέχεσθαι λέγοντος ὡς ψυχή 

ἐστιν ἁρµονία» και «…Τι δὲ, ἦ δ’ ὅς, ὦ Σιµµία, τῇδε; δοκεῖ σοι ἁρµονία ὡς 

ἄλλῃ τινί συνθέσει προσήκειν ἄλλως πως ἔχειν ἤ ὡς ἂν ἐκείνα ἔχῃ ἐξ ὧν ἂν 

συγκέπται;…» Στις παραπάνω αναφορές µε τον όρο «σύνθεση» φαίνεται 

να εννοείται µια διαδικασία τοποθέτησης µαζί ή µε κάποια σειρά δια-

φόρων αντικειµένων.  

Παραπέρα παρατηρούµε στο διάλογο Φαίδρος, και συγκεκριµένα 

στο χωρίο 265c-266c, ότι χρησιµοποιούνται από τον Πλάτωνα οι όροι 

«διαιρέσεων» και «συναγωγών» µε σκοπό να ορίσει τη διαλεκτική.  

Εξηγεί ότι µε τον όρο «διαίρεση» εννοεί το να µπορεί να κατατέµνει 

κάποιος τη γενική έννοια σε διάφορα µέρη όπως από τη φύση της απο-

τελείται [ΣΩ: «Τὸ πάλιν κατ’ εἴδη δύνασθαι διατεµνεῖν κατ’ ἄρθρα ἧ πέφυ-

κεν…» (265e1)], ενώ τον όρο «συναγωγή» τον χρησιµοποιεί µε την έν-

νοια του να συνοψίσει και να αναγάγει αυτά που διασκορπίστηκαν 

εδώ κι εκεί σε µια ιδέα [ΣΩ: «Εἰς µίαν τε ἰδέαν συνορῶντα ἄγειν τα  
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πολλαχῆ διεσπαρµένα…» (265d4)]. Μπορούµε, λοιπόν, να πούµε ότι ο ό-

ρος «συναγωγή» χρησιµοποιείται για να θέσει ένα σύνολο από διά-

σπαρτες ιδέες κάτω από µια ανώτερη ιδέα, ενώ η σύνθεση, όπως ανέ-

φερα προηγουµένως, σαν µια διαδικασία τοποθέτησης µαζί, µέσα σε 

κάποιο σύστηµα κάποιων αντικειµένων. Η έννοια της διαίρεσης, σύµ-

φωνα µε τα παραπάνω, φαίνεται να γίνεται καθαρή µέσω της λέξης 

«συναγωγή».  

Ο Cornford (1932), διατυπώνοντας τις απόψεις του για τη διάκριση 

µεταξύ διάνοιας και νόησης στο έργο του Πλάτωνα, αναφέρει ότι: «Εί-

ναι κάπως πιθανό να δεχθούµε την άποψη ότι ο Πλάτων “ανακάλυψε” την µέ-

θοδο της Ανάλυσης, µε την ίδια έννοια που ο Αριστοτέλης ανακάλυψε τον 

συλλογισµό· δηλαδή ήταν ο πρώτος που συλλογίστηκε για την ιδέα που περιέ-

χεται σ’ αυτή τη διαδικασία και την περιέγραψε σε αντίθεση µε τη διαδικασία 

της Σύνθεσης» (Cornford, 1932, 47).  

Ο Gulley (1958, 7) υποστηρίζει ότι: «Άλλη ένδειξη υποδεικνύει, παρ’ όλα 

αυτά, ότι η µέθοδος δεν ήταν αποτέλεσµα µιας φιλοσοφικής διατύπωσης. Η 

ένδειξη αυτή υποδεικνύει µάλλον ότι το έργο του Πλάτωνα και του Αριστοτέ-

λη οδηγεί σε µια πιο ακριβή διατύπωση της µεθόδου της γεωµετρικής ανάλυ-

σης η οποία είχε ήδη εφαρµοστεί και ήδη διατυπωθεί…» και συνεχίζει, ανα-

φερόµενος στον διάλογο Μένων του Πλάτωνα (χωρίο 86e-87a):1 «Έτσι, 

όταν ο Πλάτωνας εισάγει στον διάλογο Μένων την µέθοδο της ανάλυσης εξ 

υποθέσεως, παροµοιάζει αυτή µε τη µέθοδο της ανάλυσης στη γεωµετρία, την 

οποία, όπως λέει, οι γεωµέτρες συχνά χρησιµοποιούν, και την οποία παρου-

σιάζει σαν τη µέθοδο του να αναλύεις προηγούµενες προϋποθέσεις δυνατότη-

τας επίλυσης ενός προβλήµατος».  

                                                           
1  Γνωστό απόσπασµα στο οποίο γίνεται επαλήθευση της θεωρίας της ανάµνησης µέσω «πειράµατος». 

Το «πείραµα» αυτό έχει σαν πρόβληµα την κατασκευή τετραγώνου µε διπλάσιο εµβαδόν από δοθέν 
τετράγωνο. 
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Τέλος, ο T.L. Heath (1981, 290-292) στην παράγραφο µε τίτλο «∆υο 

νοητικές µέθοδοι» (The two intellectual methods), αναφερόµενος στον 

Πρόκλο και συγκεκριµένα στα χωρία 211.18-212.1 (απόδοση από τη 

µεριά του Πρόκλου της εισαγωγής της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης), 

λέει τα εξής: «Από την άλλη πλευρά, η γλώσσα που χρησιµοποιεί ο Πρόκλος 

υποδηλώνει ότι αυτό που είχε στο µυαλό του ήταν η φιλοσοφική µέθοδος η 

οποία περιγράφεται στην Πολιτεία (511Β), η οποία φυσικά καθόλου δεν α-

ναφέρεται στη µαθηµατική ανάλυση, άρα µπορεί να οφείλεται σε παρανόηση 

η ιδέα ότι ο Πλάτων ανακάλυψε τη µέθοδο της ανάλυσης».  

Απ’ όλα τα παραπάνω, φαίνεται ότι παραλλαγές της ανάλυσης πι-

θανώς να προϋπήρχαν του Πλάτωνα. Σύµφωνα µε τον Cornford (1932, 

47-48), ο Πλάτωνας έλαβε υπ’ όψιν του κάποια χαρακτηριστικά των 

παραλλαγών αυτής, για την ανάπτυξη της διαλεκτικής του.  
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1.3. Αριστοτέλης (384-323 π.Χ.) 
 

 

Η δηµιουργική συνεισφορά του Αριστοτέλη πάνω στη λογική είχε 

σαν κύριο άξονα την διερεύνηση των παραγωγικών συµπερασµάτων 

και τη µελέτη της δοµής της αποδεικτικής διαδικασίας. Στο έργο του µε 

τίτλο Όργανον συγκεντρώθηκαν οι µελέτες του για τη λογική. Ο ίδιος 

δεν τις είχε κατατάξει σε καµία οργανική ενότητα, δεν έχουν καµία 

χρονολογική σειρά ούτε επιστηµολογική συνοχή. Υπό τον γενικό τίτλο 

Όργανον βρίσκονται τα εξής έργα: α) Κατηγορίαι, β) Περί Ερµηνείας, 

γ) Αναλυτικά Πρότερα, δ) Αναλυτικά Ύστερα, ε) Τοπικά, ζ) Περί Σο-

φιστικών Ελέγχων.2  

Σκοπός της παραγράφου αυτής είναι ο εντοπισµός σηµείων από το 

έργο του τα οποία έχουν άµεση ή έµµεση αναφορά στην ανάλυση – 

σύνθεση.  

 

1.3.1.  Σχετικά µε την ερµηνεία του τίτλου  

Αναλυτικά Πρότερα – Αναλυτικά Ύστερα 
 

Σε µια προσπάθεια ερµηνείας της χρήσης της λέξης «αναλυτικά» στα 

έργα του, Αναλυτικά Πρότερα, Αναλυτικά Ύστερα, ο σχολιαστής του 

Αριστοτέλη Αµµώνιος αναφέρεται σ’ αυτά στο έργο του Σχόλια εις το 

υπό Αριστοτέλους Αναλυτικά Πρότερα, Βιβλίο Ι. Συγκεκριµένα, στην 

παράγραφο 5 (σειρά 5 και µετά), ο Αµµώνιος αναφέρει ότι το περιεχό-

µενο των Αναλυτικών Πρότερων είναι ο συλλογισµός, ενώ των Αναλυ-

τικών Υστέρων είναι ο αποδεικτικός συλλογισµός. Στην προσπάθειά 

του αυτή παραθέτει διάφορα είδη ανάλυσης και σύνθεσης, όπως:  

α) φυσιολόγων, β) φιλοσόφων, γ) την ερωτική ανάλυση που αναφέρει 

ο Πλάτων στο Συµπόσιο, δ) τη γεωµετρική ανάλυση η οποία,  σύµφωνα  

                                                           
2  Εισαγωγή στο Αναλυτικά Πρότερα, Α, Β, εκδόσεις Κάκτος, σελ. 32.   
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µε την άποψη του Γεµίνου («ἀνάλυσίς ἐστιν ἀποδείξεως εὕρεσις…»), ε) των 

αστρονόµων, ζ) την ανάλυση και σύνθεση που χρησιµοποιούµε στους 

συλλογισµούς. Ασχολείται εκτενώς µε την ανάλυση και σύνθεση των 

συλλογισµών γιατί εκεί προσπαθεί να βασίσει την εξήγησή του για την 

επιλογή του Αριστοτέλη να ονοµάσει τα έργα του Αναλυτικά και όχι 

Συνθετικά ή Ευρετικά. Γι’ αυτό θέτει και ένα ερώτηµα: «τίς ἡ ἀπο-

κλήρωσις;» και παραπέµπει αµέσως την απάντηση: «…ὁ γὰρ εἰδὼς ἐπιστη-

µονικῶς ἀναλύσαι καὶ συνθεῖναι οἶδεν, οὐ πάντως δὲ ὁ εἰδὼς συνθεῖναι καὶ 

ἀναλύσαι…». Προσδίδει δε ποιοτικά χαρακτηριστικά στη µέθοδο της 

ανάλυσης όπως «τιµιώτερα», «επιστηµονικώτερα», «περιληπτικώτερα» και 

«τελειώτερα», τα οποία συνοψίζουν, κατά την άποψή του, την υπεροχή 

της ανάλυσης απέναντι στη σύνθεση. 

Ένας άλλος σχολιαστής, ο Ιωάννης Φιλόπονος, στο έργο του Σχόλια 

εις τα Αναλυτικά Πρότερα του Αριστοτέλη (σελ. 5, σειρά 15-37), ανα-

φέρεται και αυτός στην επιλογή του τίτλου των Αναλυτικών. Θεωρεί 

δε και αυτός ότι η ανάλυση των συλλογισµών είναι «κυριοτέρα και τε-

λειοτέρα», διότι «πᾶς γὰρ συλλογισµός ἐξ ἀναλύσεως εὑρίσκεται», επίσης 

δε «ἄλλως τε ὁ εἰδὼς τὴν ἀνάλυσιν οἶδε καὶ τὴν σύνθεσιν· ἃ γὰρ ἀνέλυσε, 

ταῦτα συνθεῖναι οὐ δυσχερές· οὐκέτι δὲ καὶ τοὐναντίον·…».  

Ο Πρόκλος (42, 12 κ.ε.) κατατάσσει την ανάλυση σαν µία από τις 

τέσσερις διαιρέσεις της διαλεκτικής.  

Ο Αµµώνιος (Εισαγωγή στον Πορφύριο, 34, 17-30) κάνει διάκριση 

µεταξύ της διαλεκτικής του Αριστοτέλη και του Πλάτωνα, αναφέρεται 

δε συγχρόνως και αυτός στα τέσσερα µέρη της διαλεκτικής, όπως ο 

Πρόκλος. Στο δε έργο του (Σχόλια εις το υπό Αριστοτέλους Αναλυτι-

κά Πρότερα, Βιβλίο Ι, 7, 26 κ.ε.), αφού επαναλαµβάνει τον παραπάνω 

χωρισµό της διαλεκτικής, προχωράει παραπέρα σε ανάλυση των µεθό-

δων αυτών φέρνοντας σε αντίθεση αυτές µε την αναλυτική. Μάλιστα 

δε, θεωρεί ότι η ανάλυση δεν αντίκειται µόνο στη σύνθεση αλλά και 
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στη διαιρετικήν, την οριστικήν και την αποδεικτικήν, προσδίδοντας  

σ’ αυτήν ένα χαρακτήρα ο οποίος ξεφεύγει από τα στενά πλαίσια της 

γεωµετρίας.  

Ο Ευστράτιος (Εις Αναλυτικά Ύστερα, ΙΙ, 5, 5) χαρακτηρίζει την 

αναλυτική σαν µια µέθοδο µέσω της οποίας γίνεται κάθε διδασκαλία 

και επιστηµονική µάθηση· οι άλλες τρεις είναι αυτές που προαναφέρ-

θηκαν.  

Ο ∆αυίδ (Εισαγωγή στον Πορφύριο, 88, 6) επίσης κάνει τον ίδιο 

διαχωρισµό της διαλεκτικής.  

Ο Albinus (∆ιδασκαλικός, V, κεφ. 5, § 1, 1 κ.ε.) χωρίζει τη διαλεκτική 

σε πέντε µέρη: το διαιρετικόν, το οριστικόν, το αναλυτικόν, το επαγω-

γικόν και το συλλογιστικόν.  

 

1.3.2.  Βασικά χωρία για την ανάλυση από το έργο του Αριστοτέλη 
 

Α.  Πρώτα θα αναφερθούµε στο έργο του Αριστοτέλη Αναλυτικά 

Ύστερα, στο κεφάλαιο Ι, 32 (88b 15-20): «…ἀλλά µὴν οὐδὲ τὸ ἐξ’ ἁπάντων 

δείκνυσθαι ὁτιοῦν,… οὔτ’ ἐν τῇ ἀναλύσει δυνατόν·… ἕτερον δὲ συµπέρασµα 

προσληφθείσης γίνεται προτάσεως ἀµέσου». Στην παράγραφο αυτή ο Αρι-

στοτέλης επιχειρηµατολογεί και συνδέει την άποψή του, ότι δεν µπορεί 

να αποδειχθεί οτιδήποτε µε βάση οποιαδήποτε αρχή, και χρησιµοποιεί 

σαν παράδειγµα τις περιπτώσεις των µαθηµατικών και της ανάλυσης. 

Η αναφορά αυτή συνδέει τον όρο «ανάλυση» µε τον αποδεικτικό συλ-

λογισµό, σύµφωνα µε το σκοπό βεβαίως του έργου του Αναλυτικά  

Ύστερα.3  

                                                           
3  «Οι λογικές έρευνες των προηγουµένων βιβλίων του Οργάνου είχαν προπαρασκευαστικό χαρα-

κτήρα, µε σκοπό να αποκαλύψουν τη µέθοδο της επιστήµης. Με αυτό πλέον το πρόβληµα ασχολεί-
ται ο Αριστοτέλης στο έργο του Αναλυτικά Ύστερα, το οποίο και αποτελεί την επιστηµολογική 
του µεθοδολογία». Αριστοτέλης, Άπαντα, Όργανον, Αναλυτικά Ύστερα Α, Β, Εισαγωγή, σελ. 31. 
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Στο κεφάλαιο Ι, 12 (78a 6-8): «…ἐνίοτε µὲν οὖν οὐκ ἐνδέχεται συλλογί-

σασθαι ἐκ τῶν εἰληµµένων, ὁτὲ δ’ ἐνδέχεται, ἀλλ’ οὐκ ὁρᾶται. Εἰ δ’ ἧν 

ἀδύνατον ἐκ ψεύδους ἀληθὲς δεῖξαι, ῥᾴδιον ἂν ἧν τὸ ἀναλύειν· ἀντέστρεφε 

γὰρ ἂν ἐξ’ ἀνάγκης…». Στο απόσπασµα αυτό φαίνεται ότι ο όρος «ανά-

λυση» συνδέεται µε την παραγωγή συλλογισµών από προκείµενες, µά-

λιστα δε τονίζεται µε το «ἀντέστρεφε» η δυνατότητα της αντίστροφης 

πορείας της αναλυτικής διαδικασίας. Ενυπάρχει δε η έννοια της «απα-

γωγής σε άτοπο».  

Από τα δύο παραπάνω αποσπάσµατα µπορούµε να διαπιστώσουµε 

ότι ανακύπτει ένα ερώτηµα, το οποίο συνδέεται µε την άποψη του  

Αριστοτέλη περί λογικού και αναλυτικού επιχειρήµατος (Αναλυτικά 

Ύστερα, Α 22, 84a 7-25). Γιατί µπορούµε να συσχετίσουµε την αποδει-

κτική επιστήµη (παραγωγικός τρόπος σκέψης) µε την ανάλυση, ενώ η 

ανάλυση, σύµφωνα µε το δεύτερο απόσπασµα του ίδιου έργου (Αναλυ-

τικά Ύστερα, Α 12, 78a 6-8) έχει χαρακτήρα παλινδροµικό; Πώς αυτές 

οι δύο απόψεις µπορούν να έχουν κάποια σχέση µεταξύ τους;  
 

Β.  Συνεχίζοντας τη µικρή περιήγηση στο έργο του Αριστοτέλη,  

ερευνώντας σχετικά εδάφια µε αναφορές στην ανάλυση, σταµατάµε 

στο έργο του Ηθικά Νικοµάχεια και ιδιαιτέρως στο κεφάλαιο Γ΄ και 

στις παραγράφους 1, 2, 3 (1111a 21 - 1113a 14), όπου ο Αριστοτέλης 

συζητά για το ακούσιο και το εκούσιο, και την προαίρεση. Προσπαθεί 

να διακρίνει τις διαφορές ανάµεσα στο εκούσιο και την προαίρεση. 

Θεωρεί την προαίρεση συγγενέστατη προς την αρετή, και ότι αποτελεί 

καλύτερο κριτήριο για το χαρακτήρα του ανθρώπου. Επισηµαίνει ότι, 

ενώ η προαίρεση φαίνεται να συµπίπτει µε το εκούσιο, δεν είναι το ίδιο 

πράγµα, γιατί το εκούσιο έχει πιο ευρύ περιεχόµενο. Προχωρώντας ξε-

καθαρίζει ότι η προαίρεση δεν ταυτίζεται µε την επιθυµία, το θυµό, τη 

βούληση και τη γνώµη. Θεωρεί ότι υπάρχει µια συνάφεια µεταξύ προ-

αιρέσεως και βούλησης. Κατά τον Αριστοτέλη, η βούληση συνδέεται 
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περισσότερο µε το σκοπό, ενώ η προαίρεση µε τα µέσα µε τα οποία θα 

πετύχουµε το σκοπό (π.χ. θέλουµε να είµαστε υγιείς αλλά στην προαί-

ρεσή µας έγκειται να καθορίσουµε τα µέσα µε τα οποία θα πετύχουµε 

το σκοπό αυτό). Οι διαφορές µεταξύ προαίρεσης και γνώµης είναι κυ-

ρίως ότι η γνώµη σχετίζεται µε τα πάντα ενώ η προαίρεση µε όσα εξαρ-

τώνται από εµάς, και ότι η γνώµη διακρίνεται µε βάση το ψέµα και την 

αλήθεια, ενώ η προαίρεση µε βάση το καλό και το κακό. ∆ιερωτάται δε 

µήπως η προαίρεση είναι κάτι το προαποφασισµένο (προβεβουλευµέ-

νον), γιατί η προαίρεση προϋποθέτει λογική και διανοητική διεργασία.  

Το θέµα τώρα µετατοπίζεται στο χώρο της έννοιας «βούλησις». Ξεκι-

νώντας τη συζήτηση, αναφέρεται στα πράγµατα για τα οποία δεν µπο-

ρεί να αποφασίσει κανείς: α) για τα αιώνια (π.χ. σχέση διαµέτρου – 

πλευράς τετραγώνου)· συµπεριλαµβάνει και αυτά µε τα οποία ασχο-

λούνται τα µαθηµατικά, β) για τις κινήσεις οι οποίες γίνονται πάντα µε 

τον ίδιο τρόπο (π.χ. ηλιοστάσια, ανατολή – δύση ηλίου), γ) για εκείνα 

που γίνονται µε διάφορους τρόπους (π.χ. βροχές – ξηρασίες), δ) τα τυ-

χαία (ανακάλυψη θησαυρών). Καταλήγει δε στο εξής συµπέρασµα: 

«βουλευόµεθα δ’ οὐ περὶ τῶν τελῶν ἀλλὰ περὶ τῶν πρὸς τὰ τέλη» (δεν σκε-

φτόµαστε και αποφασίζουµε όµως για τους σκοπούς στους οποίους 

αποβλέπουµε, αλλά για τα µέσα που θα µας οδηγήσουν στην επίτευξή 

τους· π.χ. ο γιατρός δεν σκέφτεται αν θα θεραπεύσει τον ασθενή). Άρα, 

αφού τεθεί ο σκοπός, εξετάζουµε µε ποιο τρόπο θα επιτευχθεί. Αν µπο-

ρεί ο σκοπός να επιτευχθεί µε πολλούς τρόπους, τότε σκέπτονται µε 

ποιον θα επιτευχθεί καλύτερα.  

Συνεχίζει δε ως εξής (Ηθικά Νικοµάχεια, 1112b 18-25): «… δι’ ἐνὸς δ’ 

ἐπιτελουµένου πῶς διὰ τούτου ἔσται κἀκεῖνο διὰ τίνος, ἕως ἂν ἔλθωσιν ἐπὶ τὸ 

πρῶτον αἴτιον, ὁ ἐν τῇ εὑρέσει ἔσχατον ἐστιν ὀ γὰρ βουλευόµενος ἔοικε ζητεῖν  
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καὶ ἀναλύειν τὸν εἰρηµένον τρόπον ὥσπερ διάγραµµα4 (φαίνεται δ’ ἡ µὲν ζή-

τησις οὐ πᾶσα εἶναι βούλευσις, οἷον αἱ µαθηµατικαί, ἡ δὲ βούλευσις πᾶσα 

ζήτησις), καὶ τὸ ἔσχατον ἐν τῇ ἀναλύσει πρῶτον εἶναι ἐν τῇ γενέσει κἂν µὲν 

ἀδυνάτῳ ἐντύχωσιν ἀφίστανται».  

Εδώ ο Αριστοτέλης φαίνεται να θεωρεί την ανάλυση σαν τον τρόπο 

µε τον οποίο διαβουλευόµαστε (σκεπτόµαστε και αποφασίζουµε), σαν 

ένα τρόπο σκέψης. Αµέσως µετά, προσπαθεί να κάνει και διάκριση α-

νάµεσα στην ανάλυση και τη διαβούλευση, προσπαθώντας να µην τις 

ταυτίσει ακριβώς, λέγοντας ότι «…(φαίνεται δ’ ἡ µὲν ζήτησις οὐ πᾶσα εἶναι 

βούλευσις, οἷον αἱ µαθηµατικαί, ἡ δὲ βούλευσις πᾶσα ζήτησις)», δηλαδή ότι 

κάθε έρευνα δεν αποτελεί διαβούλευση, όπως για παράδειγµα οι µαθη-

µατικές έρευνες, ενώ κάθε διαβούλευση έχει χαρακτήρα έρευνας, και 

συνεχίζει: «…καὶ τὸ ἔσχατον ἐν τῇ ἀναλύσει πρῶτον εἶναι ἐν τῇ γενέσει…».  

Εδώ µπορούµε να ισχυριστούµε ότι, ο συσχετισµός της έννοιας της 

ανάλυσης µε την έννοια της διαβούλευσης γίνεται χρησιµοποιώντας την 

«ανάλυση» γεωµετρικών θεωρηµάτων στα απλούστερα γεωµετρικά α-

ντικείµενα από τα οποία αποτελούνται (άλλα θεωρήµατα ή προτάσεις 

ή αρχικές έννοιες) και η ανασύσταση αυτού ξεκινώντας από το τελευ-

ταίο βήµα, το οποίο είναι πρώτο στη διαδικασία της γένεσης. Η διαδι-

κασία αυτή είναι σαφώς µια µαθηµατική έρευνα, ενώ οι µαθηµατικές 

έρευνες, σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, δεν είναι διαβουλεύσεις. Προ-

σπαθώντας να διερευνήσουµε το εδάφιο αυτό, µπορούµε να δούµε µια 

διαδικασία παλινδροµικής αναγωγής µέσα στην έννοια της ανάλυσης, 

δηλαδή σχηµατικά θα µπορούσαµε να έχουµε:  

                                                           
4  Με τη λέξη «διάγραµµα» ο Αριστοτέλης εννοεί θεώρηµα της γεωµετρίας ή γεωµετρική απόδειξη ή 

γεωµετρική πρόταση. Συγκεκριµένα, µε την έννοια της γεωµετρικής πρότασης τη λέξη «διάγραµµα» 
τη συναντάµε στο Μετά τα Φυσικά Β 998a 26, ∆ 1014a 36, ενώ στο Θ 1051a 23 ενέχει και την έν-
νοια της σχηµατικής παράστασης των γεωµετρικών αποδείξεων. Παραπέρα, ο σχολιαστής του Αρι-
στοτέλη Ασκληπιός ο Φιλόσοφος, στο έργο του Σχόλια στα βιβλία Α-Ζ των Μεταφυσικών του Α-
ριστοτέλη, και συγκεκριµένα στη σελίδα 174, 9-10, αναφέρει ρητά ότι τα διαγράµµατα είναι θεω-
ρήµατα («…καὶ πάλιν τῶν διαγραµµάτων, τουτέστι τῶν θεωρηµάτων τῶν ἐν γεωµετρίᾳ»). Επίσης, ο 
ίδιος, στο ίδιο έργο (307, 24). Ο Αµµώνιος, στο έργο του Σχόλια στο βιβλίο του Αριστοτέλη περί 
ερµηνείας (7, 21-22), αναφέρεται µε τον ίδιο τρόπο, καθώς και ο Ιωάννης ο Φιλόπονος, στο έργο 
του De aeternitate mundi (188, 13-15).   
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ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

σχήµα 1.1 

 

όπου Μ1 το µέσο µε το οποίο επιτυγχάνεται ο σκοπός, Μ2 το µέσο το 

οποίο µας βοηθάει στην επίτευξη του Μ1, Μ3 οµοίως κλπ., έως το Μn 

(«…ἕως ἂν ἔλθωσιν ἐπὶ τὸ πρῶτον αἴτιον…»), που είναι το τελευταίο στην 

ερευνητική διαδικασία, και αντίστροφα, το Μn είναι το πρώτο στη 

διαδικασία της γένεσης. Άρα, µπορούµε να δούµε την έννοια της ανά-

λυσης στο σηµείο αυτό, σαν την αναγωγή από τον τεθέντα σκοπό 

(«…θέµενοι τὸ τέλος…»), δηλαδή την απόδειξη ενός γεωµετρικού θεωρή-

µατος («διάγραµµα»), µέσω άλλων, απλούστερων γεωµετρικών προτά-

σεων, να καταλήγει σε κάποια γεωµετρική πρόταση η οποία, αν ισχύει, 

θα είναι η αρχή της γένεσης, αλλά και σαν αναγωγή, κάποιου αποφα-

σισµένου σκοπού [όπως π.χ. ο γιατρός δεν σκέφτεται αν θα θεραπεύσει 

τον ασθενή του (Ηθικά Νικοµάχεια, Γ΄, 1112b 13 κ.ε.)], στην έρευνα 

των προσφορότερων µέσων για την επίτευξη αυτού, έτσι ώστε µέσω 

αυτής της διαδικασίας, να βρεθεί η κατάλληλη αλυσίδα των µέσων, δια 

των οποίων µπορούµε να ξεκινήσουµε την επίτευξη του σκοπού µας. Η 

δεύτερη αυτή άποψη για την ανάλυση βρίσκεται πιο κοντά στην έν-

νοια της διαβούλευσης, σύµφωνα µε τα λεγόµενα του Αριστοτέλη γι’ 

αυτήν, παρά η πρώτη.5  

Επίσης, η διαβούλευση κατά τον Αριστοτέλη δεν αφορά πράγµατα 

αιώνια  (Ηθικά Νικοµάχεια, Γ΄, 1112a 21, 22)·  ίσως  είναι  περισσότερο  

                                                           
5  Έχει ενδιαφέρον να παρατεθεί το ανώνυµο σχόλιο για το εδάφιο αυτό: «δείξας δὲ ὅτι τὸ βουλεύε-

σθαι ἀπὸ τοῦ τέλους ἐστὶν οὗ τυχεῖν βουλόµεθα, ἄνοδος ἐπὶ τὴν ἀρχὴν ὅθεν ἀρχόµεθα τοῦ πράσ-
σειν ταῦτα, δι’ ὧν ἡγούµεθα τεύξεσθαι τοῦ προκειµένου, ζητήσει φησὶ καὶ ἀναλύσει τῇ ἐπὶ τῶν 
διαγραµµάτων ἐοικέναι τὸ βουλεύεσθαι. τοῦτο δὲ εἶπεν, ἐπεὶ οἱ γεωµέτραι τὸν τρόπον τοῦτον τὴν 
ἀνάλυσιν ἐπὶ τῶν διαγραµµάτων ποιοῦνται. λαβόντες γὰρ τὸ συµπέρασµα τῆς δείξεως, πρῶτον µὲν 
τὰ προσεχῆ τούτων δι’ ὧν ἐδείχθη τοῦτο λαµβάνουσιν, εἶτα πάλιν τὰ τούτοις δι’ ὧν ταῦτα, καὶ 
οὕτως ἀεὶ ποιοῦντες καὶ λαµβάνοντες τὰ τῶν δεικτικῶν δεικτικὰ ἀνίασιν ἐπὶ τὴν ἀρχὴν, ἀφ’ ἧς 
πάλιν ἡ σύνθεσις αὐτοῖς διὰ τῶν κατ’ ἀνάλυσιν εἰληµµένων θεωρηµάτων γίνεται» (Anonymi in 
Aristotelis Ethica Nicomachea, 151, γραµµές 23-32: In Ethica Nicomachea II-V comentaria).  

M1 M2 M3 ... Mn
M1 M2 M3 ... Mn
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θέµα άποψης (γνώµης) και λιγότερο γνώσης. Από αυτή την οπτική γω-

νία η ανάλυση, στο µέτρο που ταυτίζεται µε τη διαβούλευση, δεν είναι 

αναγκαίο συστατικό µιας αυστηρής παραγωγικής µαθηµατικής απόδει-

ξης, ίσως έχει χαρακτήρα ευρετικό.  

Συνοψίζοντας τα παραπάνω, µπορούµε να αποδώσουµε στην έννοια 

της ανάλυσης χαρακτηριστικά όπως αυτό τη συλλογιστικής διαδικασί-

ας καθώς και της παλινδροµικής αναγωγής. Τα αποτελέσµατα, όµως, 

αυτών δεν είναι πάντοτε αληθή, µπορεί να είναι και ψευδή.  

Ο όρος «ανάλυση» συναντιέται και σε άλλα αποσπάσµατα έργων 

του Αριστοτέλη, όπως θα αναφερθούν παρακάτω.  

 

1.3.3.  Η χρήση του όρου «σύνθεση» στον Αριστοτέλη 
 

Στο έργο του Αριστοτέλη Πολιτικά (1294a 30 - 1294b 1), γίνεται α-

ναφορά στη διαίρεση και σύνθεση. Με τη λέξη «διαίρεση» αναφέρεται 

στη διαφορετικότητα των πολιτευµάτων δηµοκρατίας και ολιγαρχίας, 

ενώ µε τη λέξη «σύνθεση» στη συνένωση αυτών σ’ ένα νέο τύπο πολι-

τεύµατος. Οµοίως, στο Μετά τα Φυσικά (1027b 19, 1027b 26), φέρνει σε 

αντίθεση τις έννοιες «σύνθεση» και «διαίρεση», αναφερόµενος στο υ-

ποκείµενο και το κατηγόρηµα. Παραπέρα, αναφερόµενος στις διαφορές 

µεταξύ υποκειµένων, σχετίζει αυτές µε τον τρόπο µε τον οποίο έχουν 

συντεθεί (ό.π., 1042b 12-18). Σε όλα τα παραπάνω η έννοια της σύνθε-

σης δεν χρησιµοποιείται καθόλου σε σχέση µε την ανάλυση. Η σύνθεση 

εκφράζει τον τρόπο µε τον οποίο παράγονται υποκείµενα ή αντικείµε-

να ή τύποι (πολίτευµα).  

Υπάρχουν και άλλες αναφορές στην έννοια της σύνθεσης στο έργο 

του Αριστοτέλη Μετά τα Φυσικά (1043a 13, 1092d 26, 1045b 12, 1113b 

22, 1114b 37) Σε καµία, όµως, από αυτές δεν υπάρχει συσχετισµός των 

εννοιών σύνθεσης και ανάλυσης. Μια ενδιαφέρουσα διατύπωση, όπου 



Κεφάλαιο 1  Από τον Πλάτωνα έως τον Πάππο 
 

 -14-

εµφανίζεται η σαφής ορολογία ανάλυσης και σύνθεσης («ἀναλύσατο 

ἐνίοτε συνθεῖναι πάλιν ἀδυνατοῦµεν») συναντάµε στο έργο του Σοφιστι-

κοί έλεγχοι και συγκεκριµένα στην παράγραφο 175a 17-30, στην οποία 

ο Αριστοτέλης διατυπώνει τις σκέψεις του πάνω στη διαφορά του να 

είµαστε ικανοί να δούµε και να (ανα)λύσουµε το λανθασµένο επιχείρη-

µα και στην ικανότητά µας να απαντάµε γρήγορα σε µια συζήτηση γι’ 

αυτό. Υπάρχουν δε πράγµατα τα οποία, ενώ τα γνωρίζουµε, σε άλλες 

συνθήκες τα αγνοούµε, και ότι η ταχύτητα και η βραδύτητα εξαρτάται 

από την εκπαίδευση. Καταλήγει δε ότι το ίδιο συµβαίνει και µε τα δια-

γράµµατα (γεωµετρικά θεωρήµατα, όπως προαναφέραµε). Εδώ η χρήση 

της λέξης «συνθεῖναι» µπορεί να σηµαίνει τη διαδικασία που ακολου-

θούµε, αφού πρώτα µέσω της ανάλυσης έχουµε βρει το σηµείο από το 

οποίο θα ξεκινήσουµε για τη λύση του προβλήµατος.  

Ας σηµειωθεί ότι, οι Hintikka & Remes (1974, 87) θεωρούν ότι η συ-

γκεκριµένη παράγραφος αναφέρεται σαφώς στη γεωµετρική ανάλυση, 

και µάλιστα ότι η ανάλυση και η σύνθεση ήταν συµπληρωµατικές µέ-

θοδοι, επιπλέον δε, δύο µέρη µιας µεθόδου της ανάλυσης και της σύν-

θεσης.  

 



Κεφάλαιο 1  Από τον Πλάτωνα έως τον Πάππο 
 

 -15-

1.4. Πρόδροµα φαινόµενα «ανάλυσης – σύνθεσης» 

στα Μαθηµατικά πριν τον Ευκλείδη  
 

1.4.1.  Εισαγωγή 
 

Σηµαντικά βήµατα της Μαθηµατικής Επιστήµης µετά τη γέννησή της 

συνδέθηκαν µε τις προσπάθειες που έγιναν για την επίλυση των τριών 

περίφηµων άλυτων προβληµάτων της αρχαιότητας.  

Τα προβλήµατα αυτά είχαν ήδη τεθεί από τον 5ο π.Χ. αιώνα, και εί-

ναι γνωστά ως:  

1) Ο τετραγωνισµός του κύκλου 

2) Ο διπλασιασµός του κύβου 

3) Η τριχοτόµηση της γωνίας. 

Ο Knorr (1993, 66-76, 86-88), παραθέτει µια ενδιαφέρουσα άποψη 

για την ανάπτυξη της ανάλυσης στα προ-ευκλείδεια Μαθηµατικά και 

την επίδραση και διασύνδεσή της µε τα παραπάνω προβλήµατα και τη 

φιλοσοφία της εποχής εκείνης. Ξεκινάει από τις προσπάθειες επίλυσης 

του προβλήµατος του διπλασιασµού του κύβου από τους Αρχύτα και 

Μέναιχµο. Για µεν τον Αρχύτα αναφέρει ότι η λύση του εισήγαγε µια 

σειρά από ειδικές καµπύλες σαν τοµή στερεών, για δε τον Μέναιχµο, 

ότι εισήγαγε κατασκευές κατά σηµείο.6 Η αναφορά του Ευτόκιου 

(σχολιαστή των έργων του Αρχιµήδη) στη λύση του Μέναιχµου µας δί-

νει επιπλέον δύο µεθόδους αντιµετώπισης προβληµάτων από τους Πυ-

θαγορείους. Η µία είναι η χρήση των δευτεροβάθµιων σχέσεων των 

γραµµών, η οποία συνδέεται µε την προ-ευκλείδεια τεχνική της χρήσης 

εµβαδών για την επίλυση προβληµάτων. Η άλλη είναι η υιοθέτηση της 

µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης, η οποία, στα χέρια του Απολλώνιου και 

των σύγχρονων µαθηµατικών, θα γίνει ένα χρήσιµο εργαλείο για τη 

λύση προβληµάτων.  

                                                           
6  Για µια λεπτοµερειακή παρουσίαση του θέµατος, δες Μπρίκας (1970).  
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1.4.2.  Το πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου  

(και διαδικασίες αναγωγής) 
 

Η αντιµετώπιση του προβλήµατος από τον Ιπποκράτη τον Χίο (470 

π.Χ.), σύµφωνα µε τον Knorr (1993, 23), «έβαλε το πρόβληµα σε µια διαδι-

κασία η οποία επέτρεπε την εφαρµογή ενός εξ ολοκλήρου νέου πεδίου γεωµε-

τρικής τεχνικής, αυτό της θεωρίας αναλογιών. Γενικώς, η διαδικασία της ανα-

γωγής (reduction) του ενός προβλήµατος στο άλλο, από το οποίο θα προκύψει 

η λύση για το αρχικό, είναι µια δυναµική τεχνική της επίλυσης προβλήµατος, 

ένας πρόδροµος της καρποφόρας µεθόδου της γεωµετρικής “ανάλυσης”».  

Στον τρόπο αντιµετώπισης από τον Ιπποκράτη τον Χίο αναφέρεται 

ο Ευτόκιος (6ος µ.Χ. αι.) (88, 36 κ.ε.), σχολιαστής των έργων του Αρχι-

µήδη. Αναφερόµενος στην προσπάθεια του Ερατοσθένη (3ος π.Χ. αι.) 

για την επίλυση του προβλήµατος, προϋποθέτει το περιεχόµενο µιας 

επιστολής αυτού προς τον βασιλέα της Αιγύπτου Πτολεµαίο τον Γ΄. 

Στην επιστολή ο Ερατοσθένης εκθέτει την ιστορία του προβλήµατος. 

Ξεκινάει από τον βασιλιά Μίνωα, ο οποίος ζήτησε να κατασκευαστεί 

τάφος σε µορφή κύβου για το γιο του Γλαύκο, αλλά µόλις τον είδε πα-

ρατήρησε ότι ήταν µικρός και διαµορφώθηκε ζητώντας να διπλασια-

στεί, αλλά να κρατήσει τη µορφή του. Κατά άλλους δε, ένας χρησµός 

επέβαλε στους κατοίκους της ∆ήλου να διπλασιάσουν κυβικό βωµό του 

Απόλλωνα που υπήρχε στο νησί τους. Συνεχίζοντας δε ο Ευτόκιος πε-

ριγράφει τον τρόπο µε τον οποίο ο Ιπποκράτης ο Χίος αντιµετώπισε το 

πρόβληµα: «…πάντων δὲ διαπορούντων ἐπὶ πολὺν χρόνον πρῶτος Ἱππο-

κράτης ὁ Χίος ἐπενόησεν, ὅτι, ἐὰν εὑρεθῇ δύο εὐθειῶν γραµµῶν, ὧν ἡ µείζων 

τῆς ἐλάσσονος ἔστι διπλασία, δύο µέσας ἀνάλογον λαβεῖν ἐν συνεχεῖ ἀνα-

λογία, διπλασιασθήσεται ὁ κύβος, ὥστε τὸ ἀπόρηµα αὐτῷ εἰς ἕτερον οὐκ 

ἔλασσον ἀπόρηµα κατέστρεφεν…».  

Πράγµατι, για να βρεθεί πλευρά x κύβου διπλασίου όγκου από κύβο 

πλευράς α, πρέπει να λυθεί η εξίσωση x3 = 2α3 η οποία, σύµφωνα µε τον 
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Ιπποκράτη, είναι ισοδύναµη µε τις 
yα x=  = 

x y 2α
, όπου η απαλοιφή του 

y από τις σχέσεις αy = x2 και y2 = 2αx µας δίνει την x3 = 2α3.  7  

Ο δε Πρόκλος (213, 6 κ.ε.) αναφέρει ότι ο Ιπποκράτης ο Χίος είναι ο 

πρώτος που εφάρµοσε την αναγωγή (απαγωγήν) στην επίλυση δύσκο-

λων προβληµάτων. Η προσπάθεια επίλυσης του προβλήµατος αυτού µε 

την αναγωγή του σε άλλο πρόβληµα ήταν η βάση πάνω στην οποία στη-

ρίχθηκε ο Αρχύτας (430-365 π.Χ.), ο οποίος έδωσε την αρχαιοτέρα λύση.  

 

1.4.3.  Σχέση «διορισµού» και «εξ υποθέσεως µεθόδου» 
 

Α. Ένα χωρίο από το διάλογο Μένων του Πλάτωνα (Μένων, 86e 4 – 

87b 2), γίνεται αφορµή για µια σειρά από νεώτερους σχολιαστές να 

διερευνήσουν τη σχέση του «διορισµού»8 και της µεθόδου «εξ υποθέσε-

ως», που αναπτύσσεται σ’ αυτό το διάλογο. Ο Knorr (1993, 71) θεωρεί 

ότι σ’ αυτό το διάλογο «εισάγεται µια µέθοδος δικαιολογήσεως (reasoning) 

“εξ υποθέσεως”, η οποία, παρά το όνοµά της, είναι εντελώς η ίδια (identical) 

µε αυτή τη αναγωγής, όπως χρησιµοποιήθηκε για παράδειγµα από τον Ιππο-

κράτη, στην προσπάθειά του για το διπλασιασµό του κύβου».  
 

Β. Θα παρατεθεί το συγκεκριµένο απόσπασµα από το χωρίο, καθώς 

και κάποια σχόλια. Ο διάλογος έχει σαν στόχο τους τρόπους µε τους 

οποίους µπορεί κάποιος να αναζητήσει την αρετή. Ο Σωκράτης, απα-

ντώντας στην ερώτηση του Μένωνα, για τους τρόπους µε τους οποίους 

µπορεί να αναζητήσει κάποιος την αρετή, θεωρεί ότι πρώτα «πρέπει να 

αναζητήσουµε τι πράγµα είναι ταύτη». Στην πορεία, όµως, της απάντη-

σής του, αναρωτιέται αν η αρετή µπορεί να διδαχθεί εξ υποθέσεως και 

συνεχίζει (86e 4 - 87b 2):  

                                                           
7  Περισσότερες λεπτοµέρειες, Μπρίκας (1970, 78-79).   
8  Με την έννοια µε την οποία παρουσιάστηκε εκ των υστέρων, σαν ένα µέρος της τυπικής διαίρεσης 

µιας πρότασης στα Στοιχεία. Περισσότερες λεπτοµέρειες, Heath (1956, Ι, 129-132).  
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«…λέγω δὲ τὸ ἐξ ὑποθέσεως ὧδε, ὥσπερ οἱ γεωµέτραι πολλάκις σκοποῦνται, 

ἐπειδάν τις ἔρηται αὐτούς, οἷόν περὶ χωρίου, εἰ οἷόν τε ἐς τόνδε τὸν κύκλον 

τόδε τὸ χωρίον τρίγωνον ἐνταθῆναι, εἴποι ἄν τις ὅτι οὕπω οἶδα εἰ ἔστιν τοῦτο 

τοιοῦτον, ἀλλ’ ὥσπερ µέν τινα ὑπόθεσιν προὔργον οἶµαι ἔχειν πρὸς τὸ πρᾶγµα 

τοιάνδε· εἰ µέν ἐστιν τοῦτο τὸ χωρίον τοιοῦτον οἷον παρὰ τὴν δοθεῖσαν αὐτοῦ 

γραµµὴν παρατείναντα ἐλλείπειν τοιούτῳ χωρίῳ οἷον ἂν αὐτὸ τὸ παρατεταµέ-

νον ᾗ, ἄλλο τι συµβαίνειν µοι δοκεῖ, καὶ ἄλλο αὖ εἰ ἀδύνατόν ἐστιν ταῦτα 

παθεῖν, ὑποθέµενος οὗν ἐθέλω εἰπεῖν σοι τὸ συµβαῖνον περὶ τῆς ἐντάσεως 

αὐτοῦ εἰς τὸν κύκλον, εἴτε ἀδύνατον εἴτε µή».  

Ο Heath (1981, Ι, 289-303), αναλύοντας το σχετικό απόσπασµα, ανα-

φέρει ότι «το κριτήριο το οποίο ο Σωκράτης διέκρινε είναι ένας πραγµατικός 

διορισµός ή προσδιορισµός των συνθηκών ή των ορίων επιλυσιµότητας του 

προβλήµατος, είτε του ίδιου είτε σε µια άλλη µορφή στην οποία ανάγεται», και 

συνεχίζει µε την παρατήρηση ότι «η ιδέα ενός τυπικού διορισµού, ο οποίος 

καθορίζει τα όρια της δυνατότητας επίλυσης ενός προβλήµατος, ήταν γνωστή 

πριν την εποχή του Πλάτωνα, και µάλλον ο Πρόκλος έχει λάθος όταν αποδίδει 

στον Λέοντα, µαθητή του Νεοκλείδη, την επινόηση διορισµών».  

Ο Mahoney (1968-69, 335), αναφερόµενος στο ίδιο χωρίο, επικε-

ντρώνεται όχι στο διορισµό, του οποίου την ύπαρξη αποδέχεται, αλλά 

στην ανάλυση του προβλήµατος η οποία οδηγεί στον διορισµό. 

O Knorr (1993) σχολιάζει και αναλύει το σχετικό απόσπασµα στην 

ίδια κατεύθυνση µε τον Mahoney (1968, 335). ∆ηλαδή, ότι η ανάλυση 

ενός προβλήµατος αποκαλύπτει τον κατάλληλο τύπο του διορισµού 

(του προβλήµατος), αν και η διάρθρωση του διορισµού είναι εντελώς 

διαφορετική από την ανάλυση ή την αναγωγή που χρησιµοποιούµε για 

να λύσουµε το αντίστοιχο πρόβληµα.  

Η σύνδεση ανάλυσης και διορισµού γίνεται από τους Knorr και 

Mahoney µε τον ίδιο περίπου τρόπο.  
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Γ.  Θα παρατεθεί τώρα µια ανακατασκευή µιας υποτιθέµενης πορεί-

ας ανάλυσης για το συγκεκριµένο χωρίο από τον Knorr (1993, 72-73).9 

Το πρόβληµα διατυπώνεται ως εξής: «∆οθέντος τετραγώνου, να εγ-

γραφεί τρίγωνο σε κύκλο ισοδύναµο µε τρίγωνο».  
 

«Έστω ότι έχουµε εγγράψει στον κύκλο ένα ισοσκελές τρίγωνο (η 

θεώρηση του τριγώνου ως ισοσκελούς δεν βλάπτει την γενικότητα του 

προβλήµατος).  

Α - Χ

Χ

Α
 

σχήµα 1.2 
 

Έστω Α η διάµετρος του δοθέντος κύκλου και Χ το ύψος και Υ το 

µισό της βάσης του ισοσκελούς τριγώνου. Θεωρούµε τετράγωνο πλευ-

ράς Β («τὸ χωρίον τοῦτον»). Άρα, σύµφωνα µε το πρόβληµα, το εµβαδόν 

του τριγώνου θα είναι ίσο µε το εµβαδόν του τετραγώνου, δηλαδή  

ΧΥ = Β2. Το Υ είναι µέσο ανάλογο των Χ, Α - Χ δηλαδή Χ Υ = 
Υ Α - Χ

, 

άρα µ’ αυτό τον τρόπο το πρόβληµα ανάγεται σ’ αυτό το οποίο αναφέ-

ρει (σύµφωνα µε τον Knorr) ο Πλάτωνας µε τη φράση «οἷον παρὰ τὴν 

δοθεῖσαν αὐτοῦ γραµµὴν παρατείναντα ἐλλείπειν τοιούτῳ χωρίῳ οἷον ἂν αὐτὸ 

τὸ παρατεταµένον ᾗ,…». Το τετράγωνο µε πλευρά Β έχει παραβληθεί (πα-

                                                           
9  Έχουν γίνει και άλλες, δες Heath (1981, Ι, 289-303).  
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ρατείναντα) µε τη διάµετρο Α του κύκλου («δοθεῖσαν αὐτοῦ γραµµὴν») µε 

τέτοιο τρόπο ώστε το ορθογώνιο µε πλευρές Υ, Α - Χ («ἐλλείπειν 

τοιούτῳ χωρίῳ») να είναι όµοιο µε το ορθογώνιο µε πλευρές Χ, Υ («οἷον 

ἂν αὐτὸ τὸ παρατεταµένον ᾗ»). Τώρα µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τα  

Χ, Υ είναι συντεταγµένες υπερβολής, η οποία έχει ασύµπτωτες τη διά-

µετρο του κύκλου και την εφαπτοµένη στο ένα άκρο της διαµέτρου, 

και η υπερβολή αυτή περνάει από σηµεία, των οποίων οι συντεταγµέ-

νες (Χ, Υ) επαληθεύουν τη σχέση ΧΥ = Β2. Βέβαια το πρόβληµα εδώ έ-

χει λύση στην περίπτωση που η υπερβολή και ο κύκλος έχουν ένα ή δύο 

κοινά σηµεία. Προφανώς το εµβαδόν του τετραγώνου θα πρέπει να εί-

ναι µικρότερο ή ίσο του εµβαδού ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραµµένου 

σε κύκλο, στην προκειµένη περίπτωση 
2

2 3Α 3Β
16

≥ , όπου Α η διάµε-

τρος του κύκλου.  

Από τις σχέσεις ΧΥ = Β2 και Χ Υ = 
Υ Α - Χ

 έχουµε:  

ΧΥ = Β2 και Χ (Α - Χ) = Υ2  ⇔  ΧΥ = Β2  και  ΑΧ - Χ = Υ2  ⇔ ΧΥ = Β2   

και Χ2 + Υ2 - ΑΧ = 0  η λύση του συστήµατος των δύο  

ΧΥ = Β2, Υ2 = ΑΧ - Χ  ⇔  ΧΥ = Β2, 2Υ = ΑΧ - Χ   

και  2 2Χ ΑΧ - Χ  = Β  ⇔ Χ2 (ΑΧ - Χ2) = Β4,   

άρα το πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση δύο µέσων αναλόγων, το οποίο 

αντιµετωπίσθηκε αργότερα από τον Μέναιχµο µέσω των κωνικών τοµών».  

Η χρησιµοποίηση του συγκεκριµένου παραδείγµατος, για το οποίο 

οι Heath, Mahoney, Knorr συµφωνούν ότι αποτελεί την πιο ξεκάθαρη 

αναφορά στον «διορισµό», αλλά υπονοεί και την αναγωγική διαδικα-

σία επίλυσης προβληµάτων, αποτελεί µια ένδειξη για µια ιδιαίτερη 

πλευρά της ανάλυσης, δηλαδή αυτή της αναγωγής, η οποία ενισχύει τον 

ευρετικό της χαρακτήρα, πριν την αξιωµατικοποίηση της Γεωµετρίας.  



Κεφάλαιο 1  Από τον Πλάτωνα έως τον Πάππο 
 

 -21-

1.4.4.  «∆ιορισµός» και αντιστροφή προτάσεων 
 

Ο «διορισµός» (διερεύνηση της δυνατότητας λύσης ενός προβλήµα-

τος) και η σχέση του µε την αντιστροφή προτάσεων φαίνεται ότι απα-

σχόλησαν τους µαθηµατικούς πριν τον Ευκλείδη.  

Ο Knorr (1993, 75) εστιάζει την προσοχή του σ’ ένα χωρίο του Πρό-

κλου (253-254), το οποίο χαρακτηριστικά αναφέρει ότι οι µαθηµατικοί 

περί τον Μέναιχµο και Αµφίνοµο είχαν στο νου τους ότι όλες οι προ-

τάσεις δεν αντιστρέφονταν.  

Από το χωρίο αυτό, καθώς και από ένα άλλο από τον Αριστοτέλη 

(Αναλυτικά Ύστερα, Α 78a 7-13), προχωρεί προς την εξαγωγή κάποιων 

συµπερασµάτων σχετικά µε τον «διορισµό» και τη σχέση του µε τη µέ-

θοδο της ανάλυσης – σύνθεσης, τα οποία διατυπώνει ως εξής: «Είδαµε 

λοιπόν ότι η µέθοδος του Μέναιχµου για τη λύση του διπλασιασµού του κύ-

βου σηµατοδοτεί ένα ενδιαφέρον πεδίο της προ-Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Εί-

ναι ένα από τα διάφορα γνωστά παραδείγµατα τα οποία εµπλέκουν την τε-

χνική της εφαρµογής των εµβαδών, ενός εύστροφου εργαλείου για την ανάλυ-

ση των προβληµάτων. Πράγµατι, το πεδίο της ανάλυσης, έχει αναπτυχθεί αρ-

κετά γύρω στα µέσα του 4ου π.Χ. αιώνα, όπου κάποιες ειδικές χρήσεις της λο-

γικής δοµής της ανάλυσης αρχίζουν να τραβούν το ενδιαφέρον των φιλοσό-

φων. Για παράδειγµα, ο “διορισµός” εκφράζει τις συνθήκες για τη δυνατότητα 

λύσης η οποία απορρέει από τη θεώρηση των συνθηκών που επιτρέπουν τα 

βήµατα της ανάλυσης να αντιστρέφονται και έτσι να παράγεται η τυπική σύν-

θεση» (Knorr, 1993, 75-76).  

Στο σηµείο αυτό ο Knorr φαίνεται να προσδίδει στον «διορισµό» τη 

δυνατότητα να ελέγχει την αντιστροφή των βηµάτων της ανάλυσης.  
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1.5. Συµπεράσµατα 
 

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι διαµορφώνεται, µέσα στο πλαίσιο 

που αναφέρθηκε στις προηγούµενες παραγράφους, µάλλον µια πορεία 

µεθοδολογίας προς την αξιωµατικοποίηση της Γεωµετρίας.  

Η πορεία αυτή θα µπορούσε να περιγραφεί ως εξής:  

1) Προσπάθειες επίλυσης προβληµάτων αναδεικνύουν µεθόδους ό-

πως η αναγωγή. Η µέθοδος αυτή ίσως µπορεί να χαρακτηριστεί σαν 

«πρόγονος» της ανάλυσης.  

2) Η αναγωγή, στη συνέχεια, φαίνεται να οδηγεί στη διερεύνηση 

συνθηκών επιλυσιµότητας ενός προβλήµατος, δηλαδή στην εµφάνιση 

κάποιας µορφής «διορισµού».  

3) Ο «διορισµός», µαζί µε ερωτήµατα που αναδεικνύονται σχετικά µε 

τη δυνατότητα αντιστροφής προτάσεων, φαίνεται να βάζει τις βάσεις 

για τη σύνθεση, δηλαδή για µια παραγωγική αντιµετώπιση των θεµά-

των. Ο Lakatos (1997, 75), καθώς και οι Lakkof – Núnèz (2000, 109), επι-

σηµαίνουν και τον ιδιαίτερο ρόλο του Αριστοτέλη για το σηµείο αυτό.  

Μπορούµε να ενισχύσουµε τα παραπάνω συµπεράσµατα µε τις από-

ψεις του Lakatos για τον ιδιαίτερο ρόλο της ανάλυσης στην προ-

Ευκλείδεια περίοδο ανάπτυξης των Μαθηµατικών. Συγκεκριµένα, στο 

Lakatos (1976, 9, σηµ. 1), αναφέρεται: «Το ότι οι εικασίες (ή τα θεωρήµα-

τα) προηγούνται των αποδείξεων στην ευρετική διαδοχή ήταν κοινός τόπος 

για τους αρχαίους µαθηµατικούς. Αυτό ήταν επακόλουθο της ευρετικής προ-

τεραιότητας της ανάλυσης σε σχέση µε τη σύνθεση».  

Στο δε Lakatos (1997, 100), αναφέρει µε αρκετή σαφήνεια ότι: «Κατά 

την άποψή µου, οι πιο ενδιαφέρουσες αναλύσεις της Ελληνικής Γεωµετρίας 

ήταν προ-Ευκλείδειες και ο ρόλος τους ήταν να γεννήσουν το Ευκλείδειο α-

ξιωµατικό σύστηµα».10 

                                                           
10  Περισσότερα για τον Lakatos, δες Κεφάλαιο 4.  
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1.6. Ευκλείδης  
 

 

1.6.1.  Εισαγωγή 
 

Ο τόπος και ο χρόνος της γέννησής του παραµένουν άγνωστα. Έζησε 

στην Αλεξάνδρεια και οι µαρτυρίες αναφέρουν ότι είχε τη διεύθυνση 

Σχολής η οποία άκµασε την περίοδο 315-275 π.Χ. (Σταµάτης, 1975, τ. Ι, 

Εισαγωγή). Ο Πρόκλος (68) αναφέρει ότι ήταν µαθητής στην Ακαδηµία 

του Πλάτωνα και νεώτερος του Θεαίτητου, του Ευδόξου και άλλων 

σπουδαίων µαθηµατικών της εποχής εκείνης, και ότι ο σκοπός για τον 

οποίο συνάθροισε και διέταξε τα Στοιχεία ήταν η κατασκευή πλατω-

νικών σχηµάτων. Ο χρόνος συγγραφής των Στοιχείων τοποθετείται πε-

ρίπου στο 300 π.Χ. Όπως έχει αναφερθεί, η εποχή πριν τη συγγραφή 

των Στοιχείων ήταν γεµάτη από πρόδροµα φαινόµενα ανάλυσης – 

σύνθεσης (αναγωγή) και πλούσια σε προβληµατισµό για την ανάπτυξη 

του παραγωγικού τρόπου σκέψης, ο οποίος είχε τη βάση του στην 

Πλατωνική και Αριστοτελική φιλοσοφία (κυρίως στον Αριστοτέλη), ο 

δε Ευκλείδης µε τα Στοιχεία ουσιαστικά την εγκαθίδρυσε.(*)  

Ο Σταµάτης (1975, τ. Ι, 21) αναφέρει τέσσερις µεθόδους απόδειξης 

[συνθετική – αναλυτική – απαγωγή σε άτοπο – πλήρης επαγωγή]. Από 

αυτές, η αναλυτική δεν εµφανίζεται πουθενά, παρά µόνο εκ παρεµβο-

λής, στο τέλος του Βιβλίου ΧΙΙΙ, το οποίο ασχολείται µε τα πέντε κανο-

νικά πολύεδρα (τετράεδρον, οκτάεδρον, εικοσάεδρον, κύβος και δωδε-

κάεδρον) και την εγγραφή τους σε σφαίρα.  

Συγκεκριµένα, εµφανίζεται εµβόλιµα στο τέλος του Βιβλίου ΧΙΙΙ ο 

εξής ορισµός (Σταµάτης, 1957, 203):  

«Τί ἐστιν ἀνάλυσις καὶ τί ἐστι σύνθεσις. Ἀνάλυσις µὲν οὖν ἐστι λῆψις τοῦ ζη-

τουµένου ὡς ὁµολογουµένου διὰ τῶν ἀκολούθων ἐπί τι ἀληθές ὁµολογούµενον. 

                                                           
(*)  Συζήτηση µε τον Μ. Μυτιληναίο.  
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Σύνθεσις δὲ λῆψις τοῦ ὁµολογουµένου διὰ τῶν ἀκολούθων ἐπί τι ἀληθές 

ὁµολογούµενον». 

Στη συνέχεια παρατίθενται οι αποδείξεις µε τη χρήση ανάλυσης – 

σύνθεσης των 5 πρώτων προτάσεων του Βιβλίου ΧΙΙΙ.  

Από αυτές θα παρατεθεί η 1η Πρόταση, από τις πέντε, από το Πα-

ράρτηµα Ι του Βιβλίου ΧΙΙΙ των Στοιχείων (Σταµάτης, 1957, 203 κ.ε.).  

 

1.6.2.  Μια άλλη απόδειξη της Πρότασης ΧΙΙΙ.1 των Στοιχείων 
 

«Ἐὰν εὐθεῖα γραµµὴ ἄκρον καὶ µέσον λόγον τµηθῇ, τὸ µεῖζον τµῆµα 

προσλαβὸν τὴν ἡµίσειαν τῆς ὅλης πενταπλάσιον δύναται τοῦ ἀπὸ τῆς ἡµι-

σείας τετραγώνου».  

δηλαδή: 

∆Ε∆ΟΜΕΝΑ:  (∆1): Ευθεία ΑΒ, Γ σηµείο της ευθείας ΑΒ τέτοιο ώστε 

ΑΒ⋅ΒΓ = ΑΓ2 µε 1ΑΓ >  ΑΒ
2

 

(∆2): ∆ σηµείο της προέκτασης της ΑΒ τέτοιο ώστε 

1Α∆ =  ΑΒ
2

 

 

ΖΗΤΟΥΜΕΝΟ:  (Ζ1): (ΓΑ + Α∆)2 = 5Α∆2  ή  Γ∆2 = 5Α∆2 

σχήµα 1.3 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ:  Επειδή:  

1. Γ∆2 = 5Α∆2   

και:  

α) Γ∆2 = ΓΑ2 + Α∆2 + 2ΓΑ⋅Α∆ (Πρόταση ΙΙ, 4 Στοιχείων) 

άρα: 

∆ Α Γ Β∆ Α Γ Β
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2. ΓΑ2 + Α∆2 + 2ΓΑ⋅Α∆ = 5Α∆2 

δι’ αφαιρέσεως έχω: 

3. ΓΑ2 + 2ΓΑ⋅Α∆ = 4Α∆2 

αλλά:  

β) 2ΓΑ⋅Α∆ = ΒΑ⋅ΑΓ  γιατί  ΒΑ = 2Α∆ 

και:  

γ) ΑΓ2 = ΑΒ⋅ΒΓ 

άρα: 

4. ΒΑ⋅ΑΓ + ΑΒ⋅ΒΓ = 4Α∆2 

αλλά:  

δ) ΒΑ⋅ΑΓ + ΑΒ⋅ΒΓ = ΑΒ2 (Πρόταση ΙΙ, 2 Στοιχείων) 

άρα: 

5. ΑΒ2 = 4Α∆2  ισχύει, διότι  ΑΒ = 2Α∆ 
 

 

ΣΥΝΘΕΣΗ:  Επειδή:  

5. ΑΒ2 = 4Α∆2   

και:  

δ) BA2 = ΒΑ⋅ΑΓ + ΑΒ⋅ΒΓ (Πρόταση ΙΙ, 2 Στοιχείων) 

άρα: 

4. ΒΑ2 + ΒΑ⋅ΑΓ + ΑΒ⋅ΒΓ = 4A∆2 

αλλά: 

β) ΒΑ⋅ΑΓ = 2Α∆⋅ΑΓ  

και:  

γ) ΑΒ⋅ΒΓ = ΑΓ2 

ώστε: 

3. ΑΓ2 + 2∆Α⋅ΑΓ = 4Α∆2 
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ώστε:  

2. ∆Α2 + ΑΓ2 + 2∆Α⋅ΓΑ = 5Α∆2 

α) ∆Α2 + ΑΓ2 + 2∆Α⋅ΓΑ = Γ∆2 (Πρόταση ΙΙ, 4 Στοιχείων) 

άρα: 

1. Γ∆2 = 5Α∆2   
 

Θα προσπαθήσουµε τώρα να κάνουµε µερικές παρατηρήσεις στην 

πρόταση αυτή.  

ΑΝΑΛΥΣΗ:  Αν (∆1) και (Ζ1) τότε (∆2) 

ΣΥΝΘΕΣΗ:  Αν (∆1) και (∆2) τότε (Ζ1) 

Σύµφωνα µε τον Καρασµάνη (1991, 183), ο οποίος αναλύει τη 2η 

πρόταση από τις πέντε (που έχει την ίδια δοµή µ’ αυτή που παρουσιά-

στηκε), δεν έχουµε ανάλυση και σύνθεση, αλλά περίπτωση «συνθετικής 

απόδειξης δύο αντίστροφων προτάσεων». Στηρίζει δε την επιχειρηµα-

τολογία του στον Πρόκλο. Συγκεκριµένα ο Πρόκλος:  

1) Κάνει σαφή διάκριση της ανάλυσης και της σύνθεσης από την α-

ντιστροφή (σελ. 69)  

2) ∆ιακρίνει τρία είδη αντιστροφής «…ἄξιον δὲ ἐπισηµήνασθαι ὅτι 

τριττῆς οὔσης τῆς τῶν θεωρηµάτων ἀντιστροφῆς – ἢ γὰρ ὅλον ἀντιστρέφει 

πρὸς ὅλον, ὡς τὸ ὁκτωκαιδέκατον καὶ ἑννεακαιδέκατον εἴποµεν, ἢ ὅλον πρὸς 

τὸ µέρος, ὡς τὸ ἕκτον καὶ πέµπτον, ἢ µέρος πρὸς µέρος, ὡς τὸ ὅγδοον καὶ τέ-

ταρτον» (σελ. 409). 

3) Περιγράφει µε σαφή τρόπο την αντιστροφή η οποία υπάρχει µε-

ταξύ των προτάσεων Ι, 4 και Ι, 8 των Στοιχείων, όπου έχουµε αντι-

στροφή «µέρος πρὸς µέρος» που ταιριάζει απόλυτα µε τις δύο προηγού-

µενες προτάσεις του Βιβλίου ΧΙΙΙ (Πρόκλος, 252-253, 292-295).  

Ο Καρασµάνης (1991, 183) είναι σαφής και κατηγορηµατικός, ότι η 

αντιµετώπιση των εµβόλιµων αυτών προτάσεων, σαν δείγµατα της µε-
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θόδου ανάλυσης – σύνθεσης (όπως θα αναπτυχθεί παρακάτω), είναι 

λάθος από τους µελετητές.  

Ένας άλλος σχολιαστής, ο Robinson (1936, 471), αναφέρει κι αυτός 

την ίδια πρόταση (ΧΙΙΙ.1), την οποία θεωρεί σαν χαρακτηριστικό πα-

ράδειγµα ανάλυσης και σύνθεσης. Χαρακτηρίζει δε τις ενδιάµεσες προ-

τάσεις, που αναφέρονται µε τα γράµµατα α, β, γ, δ όχι σαν συνδέσεις 

στην αλυσίδα των (1), (2), (3), (4), (5), αλλά κυρίως σαν καρφιά τα ο-

ποία συγκρατούν τις συνδέσεις, τονίζοντας ιδιαιτέρως την παραγωγική 

διαδικασία και της ανάλυσης και της σύνθεσης. Σε αντίθεση µε τον 

Mahoney (1968-69, 326), ο οποίος θεωρεί την (δ) πρόταση στο ΧΙΙΙ.1 

στη διαδικασία ανάλυσης «ευρετικού χαρακτήρα» βήµα, ο Robinson τα 

ενδιάµεσα βήµατα (α), (β), (γ), (δ) τα θεωρεί σαν «παλιά και σταθερά, 

στοιχεία της σκέψης µας».  

Το προηγούµενο παράδειγµα, αλλά και οι υπόλοιπες εµβόλιµες απο-

δείξεις του Βιβλίου ΧΙΙΙ, µπορούµε να πούµε ότι δεν είναι τα χαρακτη-

ριστικότερα παραδείγµατα εφαρµογής της µεθόδου ανάλυσης – σύνθε-

σης. Εδώ η εφαρµογή της µεθόδου έρχεται σε αντίθεση µε τις απόψεις 

του Πρόκλου γι’ αυτήν, όπως π.χ.: 1) µέθοδος εύρεσης ληµµάτων (Πρό-

κλος, 211)· 2) µέθοδος αντιµετώπισης δύσκολων θεωρηµάτων και προ-

βληµάτων (Πρόκλος, 242, 246). 

 

1.6.3.  Μια εναλλακτική διαπραγµάτευση  

της πρότασης ΧΙΙΙ.15 των Στοιχείων  
 

Α.  Εισαγωγή  

Η πρόταση ΧΙΙΙ.15 αφορά την κατασκευή κύβου και την εγγραφή 

αυτού σε σφαίρα, καθώς και τη σχέση της πλευράς του κύβου µε τη 

διάµετρο της σφαίρας.  
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Η πρόταση αυτή εντάσσεται στην οµάδα προτάσεων 13-17, η οποία 

αποτελεί το κυρίως θέµα του Βιβλίου ΧΙΙΙ, σαν επιστέγασµα του όλου 

έργου των Στοιχείων.  

Ο van der Waerden (2000, 201-201), αναφερόµενος στο Βιβλίο ΧΙΙΙ 

των Στοιχείων, υποστηρίζει ότι συγγραφέας αυτού ήταν ο Θεαίτητος. 

Η άποψη αυτή στηρίζεται από τον ίδιο µε δύο, κυρίως, επιχειρήµατα:  

i) Από ένα ανώνυµο σχόλιο, το οποίο υπάρχει στο Βιβλίο ΧΙΙΙ, και 

το οποίο χαρακτηριστικά κλείνει µε τη φράση: «Το βιβλίο εξάλλου, φέρει 

το όνοµα του Ευκλείδη διότι αυτός το συµπεριέλαβε στα Στοιχεία». 

ii) Ο τρόπος αντιµετώπισης των θεµάτων του, έχει πολλές οµοιότητες 

µε το Βιβλίο Χ. Όπως και το Βιβλίο Χ, έτσι και το ΧΙΙΙ, χρησιµοποιεί 

µεθόδους γεωµετρικής άλγεβρας.  

Η αρχική διαπραγµάτευση του θέµατος γίνεται µε τον σαφή παρα-

γωγικό τρόπο, τον οποίο συναντάµε στα Στοιχεία. Η αλλαγή όµως του 

νοµιµοποιητικού πλαισίου, η οποία έγινε µε τη διατύπωση από τη µε-

ριά του Πάππου του ορισµού της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης, έδωσε 

µια εναλλακτική διαπραγµάτευση αυτού από τον ίδιο.(*) 
 

 

Β.  ∆ιατύπωση της πρότασης11 

«Κύβον συστήσασθαι καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν, ᾗ καὶ τὴν πυραµίδα, καὶ 

δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάµετρος δυνάµει τριπλασίων ἐστὶ τῆς τοῦ κύβου 

πλευρᾶς».  

Να κατασκευασθεί κύβος και να περιληφθεί από σφαίρα, όπως και η 

πυραµίδα, και να δειχθεί, ότι το τετράγωνο της διαµέτρου της σφαίρας 

είναι τριπλάσιο του τετραγώνου της πλευράς του κύβου.  

                                                           
(*)  Συζήτηση µε ∆. Λάππα.  
11  Τα στοιχεία που θα χρησιµοποιηθούν για την απόδοση αυτής της παραγράφου, προέρχονται από 

την έκδοση Ευκλείδη «Στοιχεία», τόµος ΙΙΙ, Αθήνα, 2001.  
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Ο Πάππος επαναδιατύπωσε την πρόταση στο έργο του Συναγωγή 

(Βιβλίο ΙΙΙ) και την διαπραγµατεύτηκε ως εξής:  

«µθ. Εἰς τὴν δοθεῖσαν σφαίραν κύβον ἐγγράψαι».  

 

ΑΝΑΛΥΣΗ  12 

ΙΙ (α)  Κύρια ανάλυση  

«’Εγγεγράφθω», δηλαδή έστω ότι το πρόβληµα έχει λυθεί και 

έστω ότι οι κορυφές του κύβου Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, Η, Θ σηµεία 

της επιφάνειας της σφαίρας.  

  σχήµα 1.4 
 

Α1. Φέρω δύο παράλληλα επίπεδα, τα ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ αντί-

στοιχα [1η βοηθητική κατασκευή] 

Α2.  Τα επίπεδα αυτά ορίζουν µε τη σφαίρα δύο κύκλους ίσους 

και παράλληλους, διότι τα εγγεγραµµένα σε αυτούς τετρά-

γωνα είναι ίσα και παράλληλα  

Α3. Φέρω την ΓΕ (διάµετρος της σφαίρας [2η βοηθητική κατα-

σκευή] 

Α4. Φέρω και τις ΕΘ, ΕΗ [3η βοηθητική κατασκευή]  

                                                           
12  Η παρουσίαση αυτού του προβλήµατος γίνεται µε τον ίδιο τρόπο, όπως και τα παραδείγµατα από 

τον Πάππο στο Κεφάλαιο 2.   
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Α5. Έχουµε ότι ΕΗ2 = 2ΕΘ2 = 2ΗΓ2 

Α6. Επίσης ΓĤE  = 1L 

Α7. Επίσης ΕΓ
2 = ΕΗ2 + ΗΓ2 

Α8. Άρα [από (Α5), (Α6) και (Α7)] έχω ΕΓ2 = ΕΗ2 + 
2

EH2

 = 
2

3
 ΓΗ2 

(όπου ΕΓ = δ και ΕΗ = δ1). 
 

ΙΙ (β)      (Resolution) 13 

Α9.  ΓΕ δοθέν άρα ΓΕ2 δοθέν  

Α10.  Οπότε ΕΗ2 δοθέν δηλαδή ΕΗ δοθέν  

Α11.  Άρα οι κύκλοι ΕΖΘΗ και ΑΒΓ∆, τα εγγεγραµµένα τετρά-

γωνα, καθώς και οι κορυφές Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, Η, Θ του τε-

τραγώνου, είναι δοθέντα. 

 

ΣΥΝΘΕΣΗ  

ΙΙΙ (α)  Κατασκευή 

Σ1.  Φέρω δύο παράλληλες κυκλικές τοµές µε ίσες διαµέτρους, 

έστω δ1, έτσι ώστε δ
2 = 

2

3
 δ1

2, όπου δ διάµετρος σφαίρας 

Σ2.  Εγγράφω τετράγωνο σε µία από τις δύο, έστω ΑΒΓ∆ 

Σ3.  Φέρω στον άλλο κύκλο χορδή ΖΗ = ΙΙ ΒΓ 

Σ4.  Γράφω στον κύκλο αυτό τετράγωνο ΕΖΗΘ, οπότε έχουµε 

τον εγγεγραµµένο κύβο ΑΒΓ∆ΕΖΗΘ. 
 

ΙΙΙ (β)  Απόδειξη 

Η απόδειξη παραλείπεται σαν αυτοτελές στάδιο. Αντ’ αυτής, ο 

Πάππος κλείνει την πρόταση (µθ.) ως εξής: «δειχθήσεται γὰρ 

ἀκολούθως τῇ ἀναλύσει τετράγωνον τὸ ΒΖΗΓ καὶ τὰ λοιπά, καὶ συ-

ναποδέδεικται ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάµετρος δυνάµει τριπλασίων τῆς 

                                                           
13  Ο όρος χρησιµοποιήθηκε από τον Hankel (Hintikka & Remes, 1974, 25).  



Κεφάλαιο 1  Από τον Πλάτωνα έως τον Πάππο 
 

 -31-

τοῦ κύβου πλευράς, καὶ ὅτι οἱ αὐτοὶ κύκλοι τὰς τῆς πυραµίδος καὶ 

τὰς τοῦ κύβου περιέχουσι γωνίας· καὶ γὰρ ἐπ’ ἐκείνης ἡ διάµετρος 

τῆς σφαίρας ἡµιολία ἧν δυνάµει τῆς διαµέτρου τῶν κύκλων ἑκατέρου».  

 

Γ.  Παρατηρήσεις 

1) Ο τρόπος µε τον οποίο αναπτύσσεται η ανάλυση είναι κλασικός 

για τα προβλήµατα κατασκευών. ∆ηλαδή, χωρίζεται σε δύο µέρη:  

α) το πρώτο µέρος, που καλείται κύρια ανάλυση και β) το δεύτερο µέ-

ρος, που αποδίδεται ως resolution.14 

2) Στο στάδιο της ανάλυσης δοκιµάζονται οι βοηθητικές κατασκευές, 

οι οποίες ακολούθως, στο στάδιο της σύνθεσης, εκτελούνται (στο συ-

γκεκριµένο παράδειγµα συνοπτικότερα) και οδηγούν στη λύση του 

προβλήµατος.  

3) Αν προσπαθούσαµε να ανασκευάσουµε µια απόδειξη, θα ήταν η 

εξής:  

Σ5. Από (Σ1) έχω δ2 = 
2

3
 δ1

2, δηλαδή ΕΗ2 + 
2

EH2

 = 
2

3
 ΓΗ2 (Α8) 

Σ6.  Από (Σ4) έχω ότι ΕΖΗΘ τετράγωνο, άρα ΕΗ2 = 2ΕΘ2  

Σ7.  Από (Σ4) και (Σ5) θα έχω ΕΗ2 = 3ΕΘ2 

δηλαδή, «το τετράγωνο της διαµέτρου της σφαίρας είναι τριπλάσιο του 

τετραγώνου της πλευράς του κύβου».  

Η ανασκευή αυτή απαίτησε την αλήθεια του ισχυρισµού ότι ΕΖΗΘ 

τετράγωνο.  

 

1.6.4.  ∆εδοµένα – Πορίσµατα 
 

Σε δύο άλλα έργα του Ευκλείδη επικεντρώνονται διάφοροι ιστορι-

κοί σχολιαστές και φιλόσοφοι, στα ∆εδοµένα και στα Πορίσµατα, για 

                                                           
14  Περισσότερες λεπτοµέρειες στο Κεφάλαιο 2.  
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τα οποία θεωρούν ότι το περιεχόµενό τους έχει σχέση µε την αναλυτική 

διαδικασία.  

Από αυτά, τα ∆εδοµένα έχουν σωθεί σε όλη τους την έκταση, τα δε 

Πορίσµατα ανασυγκροτήθηκαν µε κάποια επιτυχία από περισωθέντα 

αποσπάσµατα και υποµνήσεις από άλλους συγγραφείς.  

Η πραγµατεία ∆εδοµένα περιέχει 94 προτάσεις και 15 ορισµούς και 

θεωρείται έργο συµπληρωµατικό των Στοιχείων. Στο έργο Πορίσµατα 

υπάρχουν προτάσεις οι οποίες αφορούν γεωµετρικούς τόπους και µπο-

ρούν να θεωρηθούν σαν µείξεις προβληµάτων και θεωρηµάτων, συνε-

πώς η λέξη «πόρισµα» δεν έχει την ίδια έννοια όπως στα Στοιχεία 

(Σταµάτης, 1975, 24).  

Ο Heath (1981, Ι, 422) επισηµαίνει ότι «είναι φανερό ότι η συστηµατική 

συλλογή των ∆εδοµένων από τον Ευκλείδη, θα διευκόλυνε πολύ και θα συντό-

µευε τη διαδικασία της ανάλυσης· αυτό, χωρίς αµφιβολία, είναι σηµαντικό για 

να συµπεριληφθούν στο Treasury of Analysis».  

Για το έργο του Πορίσµατα έχουµε τη µαρτυρία του Πάππου (Συνα-

γωγή, Βιβλίο VII, Jones, 97), ο οποίος, αφού αναλύει και δίνει τον ορι-

σµό του πορίσµατος, θεωρεί ότι: «τούτου δὲ τοῦ γένους τῶν πορισµάτων 

εἶδός ἐστιν οἱ τόποι, καὶ πλεονάζουσιν ἐν τῷ Ἀναλυοµένῳ…». Ο Πρόκλος δί-

νει δύο διαφορετικούς ορισµούς για το πόρισµα. Ο πρώτος (σελ. 212) 

αφορά τα πορίσµατα που συναντά κανείς στα Στοιχεία, ενώ ο δεύτε-

ρος (σελ. 301-302), αφορά τα χαρακτηριστικά των πορισµάτων στο 

οµώνυµο έργο του Ευκλείδη. Αυτός ο δεύτερος ορισµός, σύµφωνα µε 

τον Heath (1981, Ι, 434), ταιριάζει αρκετά µε την περιγραφή του Πάπ-

που, θεωρεί δε αυτές τις δύο πηγές (δηλαδή Πρόκλο – Πάππο) τις µόνες 

θετικά αξιόπιστες για αυτό το έργο του Ευκλείδη. Για το έργο αυτό 

αναπτύχθηκαν πάρα πολλές εικασίες (Heath, 1981, τ. Ι, 435-438) και 

προσπάθησαν να γίνουν κάποιες πιστευτές ανακατασκευές του περιε-

χοµένου του.  
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Για τον Knorr (1993, 110), το έργο του Ευκλείδη ∆εδοµένα πιστο-

ποιεί το προχωρηµένο επίπεδο των ερευνών γύρω από την ανάλυση 

στην εποχή του. Η άποψη αυτή αναφέρεται στο πλαίσιο της µελέτης 

του και ανασκευής ενός προβλήµατος που εµφανίζεται στα Μετεωρο-

λογικά του Αριστοτέλη, και το οποίο το διασυνδέει µε το έργο του Ευ-

κλείδη ∆εδοµένα. Επίσης, επισηµαίνει ότι η µελέτη του Ευκλείδη για τις 

κωνικές τοµές, τα έργα του Πορίσµατα, Επίπεδοι Τόποι, καθώς και τα 

∆εδοµένα και τα Στοιχεία, έχουν µια ειδική χρησιµότητα για την ανα-

λυτική έρευνα των γεωµετρικών προβληµάτων, και ότι η µελέτη των 

προβληµάτων γεωµετρικών τόπων φαίνεται ότι είχε ένα ιδιαίτερο εν-

διαφέρον την εποχή εκείνη. Για το έργο του Ευκλείδη Πορίσµατα, το 

οποίο θεωρεί ότι συνδέεται µε το έργο του Επίπεδοι Τόποι, θεωρεί ότι 

«είναι το πιο αινιγµατικό από τα χαµένα έργα αυτού» (Knorr, 1993, 112-38). 

Ο Mahoney (1968-69, 341-42) αναφέρει ότι ο Ευκλείδης στα ∆εδοµέ-

να επαναλαµβάνει την ουσία των Στοιχείων µε µια δοµή πρόσφορη για 

ανάλυση, την κάνουν δε συστηµατική. Επικαλείται τη µαρτυρία του 

Μαρίνου, σχολιαστή του Ευκλείδη για τα ∆εδοµένα, για να τονίσει τη 

µεγάλη σηµασία του έργου αυτού για την ανάλυση. Το έργο του Ευ-

κλείδη Πορίσµατα το διασυνδέει µε την έννοια της ανάλυσης και της 

επιλυσιµότητας.  

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι, η αναλυτική διαδικασία δεν είναι 

εµφανής σε κανένα έργο του Ευκλείδη από αυτά που έχουµε στα χέρια 

µας. Ίσως ο Ευκλείδης ταξινόµησε, διαχειρίστηκε και εµπλούτισε τα 

Στοιχεία, µε σκοπό να αποτελέσουν ένα βιβλίο για διδασκαλία, γι’ αυ-

τό δεν παρέθεσε ό,τι είχε προηγηθεί αυτών, τα οποία διαµορφώθηκαν 

µέσα σε ένα πεδίο αναλυτικών ερευνών.  
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1.7. Προς τη διαµόρφωση  

νέου νοµιµοποιητικού πλαισίου 
 

 

 

 

 

Το έργο του Ευκλείδη κληροδοτήθηκε στις επόµενες γενιές µαθηµα-

τικών, οι οποίοι µε τη σειρά τους άρχισαν να βάζουν την προσωπική 

τους σφραγίδα στην εξέλιξη της Μαθηµατικής Επιστήµης.  

∆ύο εξέχοντες εκπρόσωποι αυτών είναι ο Αρχιµήδης και ο Απολλώ-

νιος. Στο έργο τους βρίσκονται θέµατα, των οποίων η διαπραγµάτευση 

έχει δοµικές οµοιότητες µε τον τρόπο που εφάρµοσε ο Πάππος τη µέθο-

δο της ανάλυσης – σύνθεσης.  

Μπορούµε να πούµε ότι παρατηρείται µια πορεία προς τη διαµόρ-

φωση ενός άλλου νοµιµοποιητικού πλαισίου, το οποίο θα επιτρέπει τη 

διαπραγµάτευση θεµάτων Γεωµετρίας εκτός του αυστηρού παραγωγι-

κού πλαισίου της Ευκλείδειας Γεωµετρίας.  
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1.8. Αρχιµήδης (287-212 π.Χ.) 
 

 

1.8.1.  Εισαγωγή 
 

Γεννήθηκε στις Συρακούσες της Σικελίας και πέθανε εκεί, κατά την 

άλωση της πόλης από τους Ρωµαίους. Ο ∆ιόδωρος µνηµονεύει την πα-

ραµονή του Αρχιµήδη στην Αλεξάνδρεια, όπου γνωρίσθηκε µε εξαιρε-

τικούς µαθηµατικούς της εποχής εκείνης, όπως τον Κόνωνα τον Σαµίο 

(πιθανό διάδοχο του Ευκλείδη στη διεύθυνση της Σχολής του), τον ∆ο-

σίθεο και τον Ερατοσθένη τον Κυρηναίο. Από τα συγγράµµατα του 

Αρχιµήδη σώθηκαν περίπου τα µισά (Σταµάτης, 1970, Εισαγωγή, τ. Α΄, 

µέρος Α΄).  

Από αυτά το Περί σφαίρας και κυλίνδρου Α΄, Β΄, ιδιαίτερα το δεύ-

τερο βιβλίο, περιέχει εννέα προβλήµατα που λύνονται µε τη βοήθεια θε-

ωρηµάτων του πρώτου βιβλίου και αντιµετωπίζονται µε τη «µέθοδο της 

ανάλυσης και της σύνθεσης».  

Στη συνέχεια παρατίθενται οι προτάσεις γ΄ και δ΄ από το έργο αυτό.  

 

1.8.2.  Απαρχές (;) «αναλυτικής – συνθετικής» αντιµετώπισης 
 

Α. Πρόταση γ΄: «Τρίτον ἦν πρόβληµα τόδε· τὴν δοθεῖσαν σφαῖραν ἐπιπέδῳ 

τεµεῖν, ὅπως αἱ τῶν τµηµάτων ἐπιφάνειαι πρὸς ἀλλήλας λόγον ἔχωσιν τὸν 

αὐτὸν τῷ δοθέντι» (τρίτο πρόβληµα ήταν το εξής· η δοθείσα σφαίρα να 

τµηθεί δι’ επιπέδου, όπως οι επιφάνειες των τµηµάτων έχουν τον ίδιο 

λόγο προς τον δοθέντα) (Σταµάτης, 1970, τ. Α΄, µέρος Β΄, 176).15  

                                                           
15  ∆ες υποσηµείωση 12. 
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[ΑΝΑΛΥΣΗ]   «γεγονέτω…» 

Η

Ζ

Κ
Θ

∆

Β

Γ Ε

Α

 

σχήµα 1.5 

 

Έστω ότι έγινε η ζητούµενη κατασκευή, και έστω ΑΒ∆Ε µέγιστος 

κύκλος της σφαίρας, και έστω ΑΒ διάµετρος αυτού.   

Α1.  Ας αχθεί το επί την ΑΒ κάθετο επίπεδο στο σηµείο Γ [1η βοηθη-

τική κατασκευή] 

α)  Σχηµατίζει µε το επίπεδο ΑΒ∆Ε τοµή ∆Ε 

Α2.  Φέρω Α∆, ∆Β  [2η βοηθητική κατασκευή] 

Α3.  Επειδή (∆ΑΕ)

(∆ΒΕ)

Ε

Ε
, ο δοθείς λόγος 

β)  αλλά Ε(∆ΑΕ) = Ε1, Ε1 εµβαδόν κύκλου ακτίνας Α∆ (Περί 

σφαίρας και κυλίνδρου, Α΄, πρόταση 43) και Ε(∆ΒΕ) = Ε2, Ε2 

εµβαδόν κύκλου ακτίνας ∆Β (Περί σφαίρας και κυλίνδρου, 

Α΄, πρόταση 42) 

Α4.  
(∆ΑΕ) 1

(∆ΒΕ) 2

Ε Ε
 = 

Ε Ε
 

γ)  Επειδή 
2

1
2

2

Ε Α∆ = 
Ε ∆Β

 (Πρόταση ΧΙΙ.2, Στοιχείων) 
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Α5.  άρα 
2

(∆ΑΕ)

2
(∆ΒΕ)

Ε Α∆ = 
Ε ∆Β

 

δ)  Όµως 
2

2

Α∆ ΑΓ = 
ΓΒ∆Β

 (Πυθαγόρειο θεώρηµα) 

Α6.  δηλαδή (∆ΑΕ)

(∆ΒΕ)

Ε ΑΓ = 
Ε ΓΒ

 οπότε ΑΓ
ΓΒ

 δοθείς, άρα το σηµείο Γ είναι 

δοθέν. 

Α7.  ∆Ε ⊥ ΑΓ  οπότε και το επίπεδο το οποίο διέρχεται από την ∆Ε 

δοθέν ως προς τη θέση. 

 

[ΣΥΝΘΕΣΗ ]  «συντεθήσεται δὴ οὕτως…» 

Έστω σφαίρα της οποίας µέγιστος κύκλος είναι ο ΑΒ∆Ε µε διάµετρο 

ΑΒ, ο δοθείς λόγος Ζ
Η

.  

Σ1.  Τέµνω την ΑΒ κατά σηµείο Γ τέτοιο ώστε ΑΓ Ζ = 
ΒΓ Η

 [1η βοηθη-

τική κατασκευή] 

Α1.  Φέρνω επίπεδο κάθετο στην ΑΒ στο σηµείο Γ 

α)  Ονοµάζω ∆Ε την κοινή ευθεία της τοµής 

Α2.  Φέρνω Α∆, ∆Β βοηθητικές ευθείες  [2η βοηθητική κατασκευή] 

Σ2.  Θεωρώ δυο κύκλος Κ, Θ, τον µεν Κ µε ακτίνα ίση µε Β∆, τον δε 

Θ µε ακτίνα ίση µε Α∆ 

β)  Ε(∆ΑΕ) = Ε1 = εµβαδόν κύκλου Θ (Περί σφαίρας και κυλίν-

δρου, Α΄, πρόταση 43)  

Ε(∆ΒΕ) = Ε2 = εµβαδόν κύκλου Κ (Περί σφαίρας και κυλίν-

δρου, Α΄, πρόταση 42) 

Σ3.  Η γωνία Α∆Β ορθή (Πρόταση ΙΙΙ.3, Στοιχείων) και Γ∆ ⊥ ΑΒ 
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δ)  
2

2

ΑΓ Α∆ = 
ΓΒ ∆Β

  

γ)  
2

1
2

2

ΕΑ∆  = 
Ε∆Β

 (Πρόταση ΙΙΙ, 2 Στοιχείων) 

Σ4.  άρα από (β), (γ), (δ), (Σ1) έχω ότι (∆ΑΕ)

(∆ΒΕ)

Ε Ζ= 
Ε Η

  

 

 

 

Μπορούµε να κάνουµε µερικές παρατηρήσεις σε σχέση µε τις αποδεί-

ξεις των προτάσεων που βρέθηκαν εµβόλιµες στο Βιβλίο ΧΙΙΙ των Στοι-

χείων: 

1) ∆εν µπορούµε, ενώ η ανάλυση ακολουθεί την πορεία 

Α1 → Α2 → Α3 → Α4 → Α5 → Α6 → Α7 

 

να θεωρήσουµε ότι η σύνθεση ακολουθεί µια αντίστροφη πορεία, αν 

όχι ακριβώς, έστω κατά ένα µέρος. Η σύνθεση εµφανίζει την εξής εικό-

να:  

Σ1   →   Α1   →   Α2   →   Σ2   →   Σ3   →   Σ4 

 

 

2) Χρησιµοποιούµε βοηθητικές κατασκευές τις Α1, Α2 οι οποίες εµ-

φανίζονται και στην ανάλυση και στη σύνθεση (η φύση των προτάσε-

ων των Στοιχείων δεν το απαιτούσε).  

3) Η σύνθεση περιλαµβάνει µια γεωµετρική κατασκευή και απόδειξη. 

Στις προτάσεις από τα Στοιχεία που παρατέθηκαν υπήρξε µια σαφής 

παραγωγική διαδικασία.  

4) Εµφάνιση των εκφράσεων: α) «τὴν δοθεῖσαν σφαῖραν», β) «τῷ δοθέ-

ντι», γ) «λόγος ἄρα τῆς ΑΓ πρὸς ΓΕ δοθείς», δ) «δοθὲν ἐστι τὸ Γ σηµείον»,  

ε) «ὁ δὲ δοθείς λόγος ὁ τῆς Ζ πρὸς Η» (Σταµάτης, 1970, τ. Α΄, 177-79),  

α β γ δ

α β δ γ 
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από τις οποίες οι τέσσερις πρώτες κατά το στάδιο της ανάλυσης, η δε 

πέµπτη κατά το στάδιο της σύνθεσης.  

Στις προτάσεις των Στοιχείων δεν υπήρχαν αντίστοιχες εκφράσεις ή 

έστω παρόµοιες. Αυτές είναι εκφράσεις που χρησιµοποιεί ο Ευκλείδης 

στο έργο του ∆εδοµένα.  

 

Β.  Πρόταση δ΄: «Τὴν δοθεῖσαν σφαῖραν τεµεῖν, ὥστε τὰ τµήµατα τῆς 

σφαῖρας πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχειν τὸν αὐτὸν τῷ δοθέντι» (η δοθείσα σφαίρα 

να τµηθεί ώστε τα τµήµατα της σφαίρας να έχουν λόγο µεταξύ τους αυ-

τόν προς δοθέντα)16 (Σταµάτης, 1970, 178).  
 

[ΑΝΑΛΥΣΗ] 

      σχήµα 1.6 

 

Έστω η δοθείσα σφαίρα ΑΒΓ∆, η οποία πρέπει να τµηθεί από ένα 

επίπεδο έτσι ώστε τα τµήµατα της σφαίρας να έχουν µεταξύ τους λό-

γο γνωστό (δοθέντα).  

Α1.  Θεωρώ επίπεδο το οποίο διέρχεται από την ΑΓ 

Α2.  Άρα Α∆Γ

ΑΒΓ

V
V

 γνωστός (δοθείς) 

                                                           
16  Ο Mahoney (1968-69, 337-40) θεωρεί ότι η πρόταση αυτή είναι ιδανικό παράδειγµα χρήσης της α-

νάλυσης από τον Αρχιµήδη.  
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Α3.  Θεωρώ επίπεδο το οποίο διέρχεται από το κέντρο Κ της σφαί-

ρας και τέµνει αυτήν κατά µέγιστο κύκλο ΑΒΓ∆ (∆Β διάµετρος 

κύκλου). 

Α4.  Στην προέκταση της ∆Β θεωρώ σηµείο Ρ τέτοιο ώστε 

Κ∆ + ∆Χ ΡΧ = 
∆Χ ΧΒ

 και σηµείο Λ τέτοιο ώστε ΚΒ + ΒΧ ΛΧ = 
ΒΧ Χ∆

  

[1η βοηθητική κατασκευή] 

Α5.  Φέρω ΑΛ, ΛΓ, ΑΡ, ΡΓ  [2η βοηθητική κατασκευή] 

Α6.  Άρα VΛΑΓ = VΑ∆Γ  και  VΡΑΓ = VΑΒΓ 

(Περί σφαίρας και κυλίνδρου, Β΄, πρόταση 2) 

Α7.  Άρα ΛΑΓ Α∆Γ

ΡΑΓ ΑΒΓ

V V
 = 

V V
 = γνωστός (δοθείς) 

Α8.  Επειδή οι κώνοι θα έχουν την ίδια βάση, θα έχω  

ΛΑΓ

ΡΑΓ

V ΛΧ = 
V ΡΧ

 = γνωστός (δοθείς) 

Α9.  Από τις σχέσεις (Α4) έχω:  

Κ∆ + ∆Χ - ∆Χ ΡΧ - ΧΒ = 
∆Χ ΧΒ

  άρα  Κ∆ ΡΒ = 
∆Χ ΧΒ

  αλλά και Κ∆ = ΚΒ, 

οπότε  ΚΒ ∆Χ = 
ΒΡ ΧΒ

    (i) 

Επίσης, ΚΒ + ΒΧ - ΒΧ ΛΧ - Χ∆ = 
ΒΧ Χ∆

  άρα  ΚΒ Λ∆ = 
ΒΧ Χ∆

  αλλά και 

Κ∆ = ΚΒ, οπότε   Κ∆ Λ∆ = 
ΒΧ Χ∆

  και εναλλάξ  Λ∆ Χ∆ = 
Κ∆ ΧΒ

   (ii) 

άρα από  (i), (ii)  
Λ∆ ΚΒ Χ∆ =  = 
Κ∆ ΒΡ ΧΒ

  (iii) 

α)  Επειδή ΡΒ Κ∆ = 
ΚΒ Λ∆

 (Πόρισµα Πρότασης V.7, Στοιχείων)  

δια συνθέσεως έχω: 
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Α10.  
ΡΚ Κ∆ = 
ΒΚ Λ∆

  άρα  ΡΒ + ΒΚ Κ∆ + Λ∆ = 
ΒΚ Λ∆

  άρα  ΡΚ ΚΛ = 
ΒΚ Λ∆

 

επειδή  ΒΚ = Κ∆  θα έχω  ΡΚ ΚΛ = 
Κ∆ Λ∆

  (Πρόταση V.18, Στοιχείων) 

Α11.  Από ΡΚ ΚΛ = 
Κ∆ Λ∆

  έχω   Κ∆ ΡΚ = 
Λ∆ ΚΛ

  άρα  Κ∆ + Λ∆ ΡΚ + ΚΛ = 
Λ∆ ΚΛ

 

οπότε  ΚΛ ΡΛ = 
Λ∆ ΚΛ

 οπότε ΡΛ⋅Λ∆ = ΚΛ2  (Πρόταση VΙ.17, Στοιχείων)   

Α12.  Άρα  
2

2

ΡΛ ΚΛ = 
Λ∆ Λ∆

  

Α13.  Από (Α9) έχω  Λ∆ Χ∆ = 
Κ∆ ΧΒ

  αλλά από (α) έχω  Κ∆ ΧΒ = 
Λ∆ Χ∆

  

και δια συνθέσεως (Πρόταση V.18, Στοιχείων) 

∆Κ + Λ∆ ΧΒ + Χ∆ = 
Λ∆ Χ∆

  άρα  
2 2

2 2

ΚΛ Β∆ = 
Λ∆ ∆Χ

 

Α14.  Θεωρώ στην προέκταση της ∆Β προς το Β σηµείο Ζ έτσι ώστε  

ΒΚ = ΒΖ  [3η βοηθητική κατασκευή] 

Η επιλογή του σηµείου Ζ έγινε για να µπορέσει να εκφράσει  

το άθροισµα ΚΒ + ΒΧ σε µια ευθεία. 

β)  Το σηµείο Ζ θα πέσει εκτός του Ρ γιατί από τη σχέση (Α9 iii) 

δηλαδή  Λ∆ ΚΒ Χ∆ =  = 
Κ∆ ΒΡ ΧΒ

 είναι ∆Χ > ΒΧ, άρα και ΚΒ > ΒΡ, 

δηλαδή από (Α14) ΒΖ > ΒΡ, άρα  

Α15.  Από την (Α4) 
ΚΒ + ΒΧ ΛΧ = 

ΒΧ Λ∆
 και την (Α14)  ΒΚ = ΒΖ,  έχω 

ΒΖ + ΒΧ ΛΧ = 
ΒΧ Λ∆

  άρα  ΧΖ ΛΧ = 
ΒΧ Λ∆

  και  ΖΧ ΛΧ = 
ΖΧ - ΒΧ ΛΧ - Λ∆

 

δηλαδή  ΖΧ ΛΧ = 
ΒΖ Λ∆

  άρα ο λόγος  ΖΧ ΛΧ = 
ΖΒ Λ∆

  γνωστός (δοθείς) 

εκ του ΚΒ + ΒΧ ΛΧ = 
ΒΧ Χ∆

,  δηλαδή γνωστός από τη βοηθητική 

κατασκευή 
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Α16.  Από (Α8) έχω  ΛΑΓ

ΡΑΓ

V ΛΧ = 
V ΡΧ

  ή  ΡΑΓ

ΛΑΓ

V ΡΧ = 
V ΛΧ

  δηλαδή 

ΛΧ
+

=
+ XΛ  PX

  
V

 V V

ΛΑΓ

ΛΑΓΡΑΓ   οπότε  στερεου ροµβου ΑΛΓΡ

ΛΑΓ

V ΡΛ = 
V ΛΧ

   

άρα λόγω της (Α7) ο λόγος  ΡΛ
ΛΧ

 = γνωστός (δοθείς)  

γ)  ΡΛ ΡΛ ∆Λ =  = 
ΛΧ Λ∆ ΛΧ

  

Α17.  Από (Α12) και (Α13) και (Α15) και (γ) έχω 
2

2

ΡΛ Β∆ ΖΒ = 
ΛΧ ΖΧ∆Χ

⋅  

Α18.  Θεωρώ πάνω στην ΒΖ σηµείο Θ έτσι ώστε ο λόγος ΒΖ
ΖΘ

  

να είναι ίσος µε ΡΛ
ΛΧ

  [4η βοηθητική κατασκευή] 

ΒΖ ΡΛ = 
ΖΘ ΛΧ

 = γνωστός (δοθείς) 

Α19.  Από (Α17) και (Α18) έχω  
2

2

ΒΖ Β∆ ΒΖ = 
ΖΘ ΖΘ∆Χ

⋅   άρα  

δ)  ΒΖ ΒΖ ΖΧ =  = 
ΖΘ ΖΧ ΖΘ

 άρα  

Α20.  Από (Α19) και (δ) έχω  
2

2

Β∆ ΖΧ = 
ΖΘ∆Χ

   

Από (Α18) έχω την ΖΘ γνωστή (δοθείσα).  

Επίσης Β∆2 δοθέν, Ζ∆ δοθείσα.  

 

Άρα από την (Α20) αναδεικνύεται το εξής πρόβληµα:  
 

∆οθείσα ευθεία Ζ∆ να τµηθεί κατά το σηµείο Χ µε λόγο 
2

2

ΧΖ Β∆ = 
ΖΘ ∆Χ

. 
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Αυτό το πρόβληµα, σύµφωνα µε τον Αρχιµήδη, υπόκειται σε περιο-

ρισµό (διορισµό), αν όµως ληφθεί υπ’ όψιν ότι ∆Β = 2ΒΖ και ΖΒ > ΖΘ, 

τότε δεν υπάρχει περιορισµός. Οπότε, το πρόβληµα αυτό θα ήταν το 

εξής:  

∆οθεισών δύο ευθειών Β∆, ΒΖ όπου Β∆ = 2ΒΖ και θεωρώντας σηµείο 

Θ επί της ΒΖ να τµηθεί η Β∆ σε σηµείο Χ ώστε να είναι 
2

2

Β∆ ΧΖ = 
ΖΘ∆Χ

. 

Η λύση του προβλήµατος αυτού θα γινόταν από τον Αρχιµήδη µε 

ανάλυση και σύνθεση στο τέλος, η οποία δεν διασώθηκε.  
 

[ΣΥΝΘΕΣΗ ]   

Λ ∆

Γ

Κ Χ

Α

ΖΒ
Θ

Π

Σ
 

σχήµα 1.7 
 

 

Έστω ο δοθείς λόγος Π
Σ

 όπου Π > Σ και ας δοθεί σφαίρα (δεδόσθω) και  

Α3.  Θεωρώ επίπεδο το οποίο διέρχεται από το κέντρο Κ της σφαί-

ρας και τέµνει αυτήν κατά µέγιστο κύκλο ΑΒΓ∆ (∆Β διάµετρος 

κύκλου). 

Α14.  Στην προέκταση της Β∆ προς το Β θεωρώ Ζ έτσι ώστε ΒΚ = ΒΖ   
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Α18.  Τέµνω την ΒΖ κατά σηµείο Θ έτσι ώστε  ΘΖ Π= 
ΘΒ Σ

  

Α20.  Ας τµηθεί η Β∆ κατά το σηµείο Χ : 
2

2

ΧΖ Β∆ = 
ΘΖ ∆Χ

   

Από (Α18) έχω την ΖΘ γνωστή (δοθείσα).  

Επίσης Β∆2 δοθέν, Ζ∆ δοθείσα.  

Σ1.  Φέρω επίπεδο κάθετο στην Β∆ στο σηµείο Χ, το επίπεδο αυτό θα 

χωρίσει τη σφαίρα έτσι ώστε ο λόγος των όγκων να είναι ίσος µε 

Π
Σ

, δηλαδή Α∆Γ

ΑΒΓ

V Π= 
V Σ

, όπου ΑΓ η τοµή αυτού µε το ΑΒΓ∆. 

Α4.  Θεωρώ στην προέκταση της ∆Β θεωρώ σηµείο Λ τέτοιο ώστε 

ΚΒ + ΒΧ ΛΧ = 
ΒΧ ∆Χ

 και σηµείο Ρ τέτοιο ώστε Κ∆ + ∆Χ ΡΧ = 
∆Χ ΧΒ

  

[1η βοηθητική κατασκευή] 

Α5.  Φέρω ΑΛ, ΛΓ, ΑΡ, ΡΓ  [2η βοηθητική κατασκευή] άρα θα έχω 

Α11.  ΡΛ⋅Λ∆ = ΚΛ2   και  

Α12.  
2

2

ΡΛ ΚΛ = 
Λ∆ Λ∆

  

 Από  (Α11), (Α13), (Α12)  έχω: 

Σ2.  
Λ∆

ΡΛ
  

∆Χ

Β∆
2

2

=   και 

Α20.  
2

2

Β∆ ΖΧ = 
ΖΘ∆Χ

 

Σ3.  Από (Σ2) και (Α20) έχω: ΡΛ ΖΧ = 
Λ∆ ΖΘ

 

Σ4.  Επειδή από (Α4) έχω:  ΚΒ + ΒΧ ΛΧ = 
ΒΧ Χ∆

  και (Α14)  ΚΒ = ΒΖ  

θα έχω  ΚΒ + ΒΧ = ΒΖ + ΒΧ = ΖΧ 

άρα ΖΧ ΛΧ = 
ΒΧ Χ∆

  και  
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Σ4.  
ΖΧ ΛΧ = 

ΖΧ - ΒΧ ΛΧ - Χ∆
 ή  ΖΧ ΛΧ = 

ΒΖ Λ∆
  ή  Λ∆ ΒΖ = 

ΛΧ ΒΖ
  

Σ6.  Πολλαπλασιασµός κατά µέλη των σχέσεων από (Σ3) και (Σ5): 

ΡΛ ΖΧ = 
Λ∆ ΖΘ

  και  Λ∆ ΒΖ = 
ΛΧ ΒΧ

   

(τεταραγµένη αναλογία, Ορισµός 18, Βιβλίο V Στοιχείων) 

έχω  ΡΛ ΒΖ = 
ΛΧ ΖΘ

  

Σ7.  
ΡΛ ΒΖ = 

ΡΛ - ΛΧ ΒΖ - ΖΘ
  ή  ΡΛ ΒΖ = 

ΧΡ ΘΒ
  ή  ΡΛ ΧΡ = 

ΒΖ ΘΒ
  

Σ8.  Από (Σ6) έχω  ΡΛ ΛΧ = 
ΒΖ ΖΘ

  και από (Σ7)  
ΡΛ ΧΡ = 
ΒΖ ΘΒ

  άρα  

ΛΧ ΧΡ = 
ΖΘ ΘΒ

  ή  ΛΧ ΖΘ = 
ΧΡ ΘΒ

  άρα  

Σ9.  Από (Α18), (Σ8) και ΛΧ, ΧΡ τα ύψη των κώνων θα έχω 

σφ.τµ. Α∆ΓΑΓΛ

ΑΡΧ σφ.τµ. ΑΒΓ

VV Π =  = 
V V Σ

  

 

Μπορούµε και σ’ αυτό το παράδειγµα να κάνουµε ορισµένες παρα-

τηρήσεις:  

1) Η ανάλυση ακολουθεί την πορεία: 

Α1 → Α2 → Α3 → Α4 → Α5 → Α6 → Α7 →  
 

Α8 → Α9 → Α10 → Α11 → Α12 → Α13 →  
 

Α14 → Α15 → Α16 →  

 

  Α17 και Α18 → Α19 → Α20 

 

Α4 
α

δ

Α4

β

Α8

Α7

Α12 Α13 Α15 Α17 Α18

Α9
α
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ενώ η σύνθεση:  

Α3   →   Α14   →   Α18   →   Α20   →   Σ1   →    

 

Α4   →   Α5   →   Σ2   →   Α20   →   Σ3   →    

 

Σ4   →   Σ5   →   Σ6   →   Σ7   →   Σ8   →  Σ9 

 

 

Σε καµία περίπτωση δεν έχουµε αντίστροφη πορεία όπως είχαµε στα 

παραδείγµατα από τα Στοιχεία.  

2) Χρησιµοποιούνται και εδώ βοηθητικές κατασκευές και στην ανά-

λυση και τη σύνθεση.  

3) Η ανάλυση έχει αναγωγική χροιά.  

4) Το στάδιο της σύνθεσης περιλαµβάνει δύο µέρη, το µέρος της κα-

τασκευής και το µέρος της απόδειξης [κατασκευή: από (Α3) έως και (Σ1) 

– απόδειξη: από (Α4) έως το τέλος].  

5) Η ανάλυση χωρίζεται σε δύο µέρη:  

i)  από (Α1) έως και (Α6) 

ii)  από (Α7) έως και (Α6) 

Η σύζευξη των δύο µερών µας δίνει την πρόταση (Α20), δηλαδή το 

πρόβληµα το οποίο πρέπει να λυθεί για να γίνει δυνατή η κατασκευή.  
 

 

Γ.  Ο Mahoney (1968-69, 327) θεωρεί ότι το επίπεδο της ανάλυσης 

στα έργα των µαθηµατικών µετά τον Ευκλείδη ήταν πολύ προχωρηµέ-

νο, µε κυρίαρχο στοιχείο τα εκλεπτυσµένα χαρακτηριστικά αυτής. Θε-

ωρεί δε σαν πολύ ενδιαφέρον κατόρθωµα, τη χρήση ανεπισήµως, µε 

πολύ λεπτό αλλά οξύ τρόπο, της άλγεβρας των µηκών των γραµµών 

στην ανάλυση. Χαρακτηριστικό παράδειγµα θεωρεί την παραπάνω 

πρόταση του Αρχιµήδη.   

Α4 Σ3 Σ5

Α11 Α13 Α12

Α19 Σ7 
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Σχετικά µε την απαιτούµενη κατασκευή της πρότασης (Α20), υπάρχει 

η µαρτυρία του Ευτοκίου, στην οποία θα αναφερθούµε µε συντοµία.  

Ο Ευτόκιος, στο έργο του Σχόλια στον Αρχιµήδη, και συγκεκριµένα 

από τη σελίδα 130 (γραµµή 16 και µετά), αναφέρει ότι βρήκε ένα παλιό 

βιβλίο µέσα στο οποίο βρέθηκε ένα κείµενο, το οποίο ήταν γραµµένο 

στη ∆ωρική διάλεκτο, και χρησιµοποιούσε επίσης όρους όπως «ὀρθο-

γώνιου κώνου τοµῆς» για την παραβολή και «ἀµβλυγώνιου κώνου τοµῆς» 

για την υπερβολή. Από αυτά τα στοιχεία ο Ευτόκιος έβγαλε το συµπέ-

ρασµα ότι επρόκειτο για έργο του Αρχιµήδη. Το έργο αυτό το 

ανασκεύασε για να γίνει κατανοητό, και το παρουσίασε στα σχόλιά 

του. Παράλληλα, παραθέτει και τις προσπάθειες του ∆ιονυσοδώρου 

και του ∆ιοκλή να επιλύσουν το πρόβληµα που έθεσε ο Αρχιµήδης µε 

την πρόταση (Α20).  

Λεπτοµέρειες ανάλυσης όλων των παραπάνω έχει ο Heath (2002, 66), 

ο Mahoney και ο Knorr. Οι Mahoney (1968-69, 339-40) και Knorr (1993, 

172-74) θεωρούν ότι η αντιµετώπιση από τον Αρχιµήδη της πρότασης 

(Α20), που του αποδίδεται από τον Ευτόκιο, είναι ένα χαρακτηριστικό 

παράδειγµα της δύναµης της ανάλυσης σαν µεθόδου, η οποία θέτει νέα 

προβλήµατα προς λύση, η αντιµετώπιση των οποίων ανοίγει νέους 

δρόµους. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα χρησιµοποιείται η τοµή παραβο-

λής και υπερβολής για τη λύση τους, εντάσσεται δε µ’ αυτό τον τρόπο 

στο γενικότερο πλαίσιο των προβληµάτων των τοµών.  

Επίσης ο Mahoney (1968-69, 339-40) θεωρεί επιπρόσθετο ότι η πο-

ρεία της επίλυσης αυτής της πρότασης απαιτεί ιδιαίτερη ικανότητα µέ-

χρι το τελικό στάδιο της ανάλυσης. Ο Αρχιµήδης, χρειάστηκε να ανα-

τρέξει σε δύο πεδία για να φτάσει στην (Α20). Το ένα ήταν το πεδίο 

των γενικών λύσεων του προβλήµατος (τοµές κωνικών επιφανειών) και 

το δεύτερο ήταν το πεδίο όπου υπήρχαν οι τεχνικές εκείνες µε τις οποί-

ες κάποιος µπορεί να εκµεταλλεύεται το δεδοµένο ενός προβλήµατος 
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πιο αποτελεσµατικά. Οι τεχνικές αυτές βοηθούν στον προσδιορισµό 

του είδους του αγνώστου (αναγωγή του προβλήµατος από τη σφαίρα, 

σε τοµή ευθύγραµµου τµήµατος). Καταλήγει δε ότι τέτοια κείµενα δί-

νουν µεγάλη βοήθεια στην ανάλυση.  

Ένα ενδιαφέρον σχόλιο για τον τρόπο µε τον οποίο χρησιµοποιεί τη 

µέθοδο της ανάλυσης ο Αρχιµήδης, στο έργο του Περί σφαίρας και κυ-

λίνδρου, καταθέτει ο Lakatos (1975, 75, σηµ. 2).  

Θεωρεί ότι τα προβλήµατα τα οποία αντιµετωπίζει ο Αρχιµήδης µε 

τη µέθοδο αυτή, προσοµοιάζουν πολύ µ’ αυτό που ο ίδιος ονοµάζει  

«αποδεικτική διαδικασία» (proof procedure). Συγκεκριµένα, αναφέρει 

τα εξής: «Άλλο ένα παράδειγµα ευρετικής βρίσκεται στο έργο του Αρχιµήδη 

Περί σφαίρας και κυλίνδρου, όπου εκεί εµφανίζει και την ανάλυση και τη 

σύνθεση µαζί, όταν λύνει τα προβλήµατα», και συνεχίζει σχολιάζοντας: «Το 

περίεργο σηµείο στην ανάλυση του Αρχιµήδη είναι ότι εάν µεταφράσουµε τα 

προβλήµατα σε εικασίες, τότε η µέθοδός του µοιάζει πολύ σαν αποδεικτική 

διαδικασία». Μάλιστα δε, προχωρώντας παραπέρα, στο στοιχείο του 

διορισµού, τον οποίο συναντάµε στην ανάλυση του Αρχιµήδη (π.χ. Πε-

ρί σφαίρας και κυλίνδρου, Β΄, δ πρόβληµα), επισηµαίνει ότι: «Η ανάλυ-

ση που χρησιµοποιεί ο Αρχιµήδης συνήθως σταµατά στον “διορισµό”, ο οποί-

ος φαίνεται ότι αντιστοιχεί σ’ ένα λήµµα το οποίο µετατρέπεται σε συνθήκη», 

και στη συνέχεια επικαλείται τον Heath (1956, 1, 142), για να διευκρι-

νίσει τη σχέση του διορισµού και της ανάλυσης.  

Σύµφωνα, λοιπόν, και µε τον Heath: «Σε περιπτώσεις όπου ο διορισµός 

είναι αναγκαίος, π.χ. όταν η λύση είναι δυνατή µόνο κάτω από κάποιες προϋ-

ποθέσεις, η ανάλυση διευκολύνει αυτές τις προϋποθέσεις να εξακριβωθούν».17  

                                                           
17  Περισσότερες λεπτοµέρειες για την άποψη του Lakatos για τη µέθοδο ανάλυσης – σύνθεσης στο 

Κεφάλαιο 4.  
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1.9. Απολλώνιος ο Περγαίος  
 

 

1.9.1.  Εισαγωγή 
 

Ο Heath (1981, ΙΙ, 126) αναφέρει για τον Απολλώνιο ότι γεννήθηκε 

στην Πέργα της Παµφυλίας και σπούδασε στην Αλεξάνδρεια κοντά 

στους διαδόχους του Ευκλείδη. Πιθανότατα γεννήθηκε γύρω στο 262 

π.Χ.  

Τα έργα του Απολλώνιου που διασώθηκαν είναι:  

1) Κωνικά: ∆ιασώθηκαν τα επτά από τα οκτώ βιβλία. Τα τέσσερα 

πρώτα στο πρωτότυπο και τα υπόλοιπα τρία σε αραβική µετάφραση, 

τα οποία µεταφράστηκαν στη συνέχεια στα λατινικά.  

2) Λόγου Αποτοµής: Έχει διασωθεί στα αραβικά και εκδόθηκε σε 

λατινική µετάφραση από τον Edmud Halley το 1706.  

Τα υπόλοιπα µνηµονεύονται και σχολιάζονται εκτενώς από τον 

Πάππο18 και είναι τα: Περί χωρίου αποτοµής, Περί διωρισµένης τοµής, 

Περί επαφών, Επίπεδοι τόποι και Νεύσεις, και από τον Υψικλή, στον 

πρόλογο του λεγόµενου XIV βιβλίου του Ευκλείδη, αναφέρεται το έργο 

Περί συγκρίσεως του δωδεκάεδρου µε το εικοσάεδρον.  

∆ιάφοροι σχολιαστές, όπως π.χ. ο Μαρίνος, αναφέρονται και σε άλ-

λα έργα του Απολλώνιου. Ο Πρόκλος αναφέρει ένα έργο µε τίτλο Περί 

ατάκτων αλόγων. 

Το έργο του Κωνικά αναγνωρίσθηκε στην αυθεντική πραγµατεία 

για αυτό το αντικείµενο, και µεταγενέστεροι συγγραφείς αναφέρονταν 

σ’ αυτό όταν παρέθεταν προτάσεις σχετικά µε τις κωνικές τοµές.  

                                                           
18  Ο Knorr (1993, 329) θεωρεί ότι τα αναλυτικά έργα του Απολλώνιου (Κωνικές τοµές κλπ.), τα οποία 

µνηµονεύονται από τον Πάππο (δες Κεφάλαιο 2), είναι αντιπροσωπευτικά του υψηλού σηµείου 
ανάπτυξης της κλασικής παράδοσης και ότι οι µετέπειτα εκδόσεις τους, ακόµα και υπό µορφήν 
σχολίων, συνεχίζουν να προκαλούν τους γεωµέτρες µέχρι σήµερα. 
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Ο Knorr (1993, 313), αναφερόµενος στη σχέση του Απολλώνιου και 

του Ευκλείδη, θεωρεί ότι µε το έργο του Κωνικά συστηµατοποίησε ένα 

µεγάλο µέρος από τις προηγούµενες γνώσεις, εισάγοντας νέα υλικά, 

όπου οι προηγούµενες µελέτες ήταν ατελείς και εφάρµοσε αυτές για την 

έρευνα σε νέες περιοχές.  

Ο τρόπος παρουσίασης της θεωρίας στο έργο του Κωνικά είναι ο 

συνθετικός, εκτός από µερικές εξαιρέσεις στο δεύτερο βιβλίο, όπου δί-

νεται η ανάλυση (Heath, 1981, ΙΙ, 293, 313). 

 

1.9.2.  Περιπτώσεις «αναλυτικής – συνθετικής» διαδικασίας 
 

Θα παρατεθούν δύο περιπτώσεις επίλυσης προβληµάτων µέσω «ανα-

λυτικής – συνθετικής» διαδικασίας. Η πρώτη είναι η πρόταση ΙΙ.49 των 

Κωνικών και η δεύτερη είναι από το έργο του Περί λόγου αποτοµής.  
 

 

Α. ΠΡΟΤΑΣΗ ΙΙ.49: «Κώνου τοµῆς δοθείσης καὶ σηµεῖου µὴ ἐντὸς τῆς 

τοµῆς ἀγαγεῖν ἀπὸ τοῦ σηµεῖου εὐθεῖαν καθ’ ἧν ἐπιψαύουσαν τῆς τοµῆς» 

(Σταµάτης, 1976, τ. Β΄, 89).19  
 

 

ΕΚΘΕΣΗ: «Ἔστω ἡ δοθεῖσα κώνου τοµὴ πρότερον παραβολὴ ἧς ἄξων ὁ 

Β∆ δεῖ ἀπὸ τοῦ δοθέντος σηµείου, ὁ µή ἐστιν ἐντὸς τῆς τοµῆς, ἀγαγεῖν εὐθείαν, 

ὡς πρόκειται. Τὸ δὴ δοθὲν σηµεῖον ἤτοι ἐπὶ τῆς γραµµῆς ἐστιν ἡ ἐπὶ τοῦ 

ἄξονος ἢ ἐν τῷ λοιπῷ ἐκτὸς τόπῳ».  

 

                                                           
19  ∆ες υποσηµείωση 12. 



Κεφάλαιο 1  Από τον Πλάτωνα έως τον Πάππο 
 

 -51-

[ΑΝΑΛΥΣΗ] 

σχήµα 1.8 

Ε ∆Β

Α

   
 

Έστω Α το σηµείο το οποίο βρίσκεται πάνω στην παραβολή.  

Α1.  Έστω ότι φέρουµε την εφαπτοµένη στο Α, την ΑΕ  

(όπου ΑΕ το σηµείο τοµής αυτής και του άξονα της παραβολής) 

Α2.  Φέρνω Α∆ ⊥ Β∆  [1η βοηθητική κατασκευή] 

Α3.  Η Α∆ γνωστή (ἔσται δὴ θέσει) δηλαδή εφόσον έχει δοθεί το Α 

και ο άξονας της παραβολής, η Α∆ θεωρείται γνωστή ως προς 

θέση (Ευκλείδης, ∆εδοµένα, 30) 

Α4.  ΒΕ = Β∆ (Πρόταση 1, 35 Κωνικών) 

Α5.  Από (Α3) και Β∆ δοθείσα άρα ΒΕ δοθείσα 

Α6.  Οπότε, επειδή Β δοθέν άρα και Ε δοθέν (Ευκλείδης, ∆εδοµένα, 27) 

Α7.  Αλλά και Α δοθέν, άρα και ΑΕ γνωστή  
 

[ΣΥΝΘΕΣΗ ]   «συντεθήσετω δὴ οὕτως» 

Έστω Α σηµείο της παραβολής.  

Α2.  Φέρνω Α∆ ⊥ Β∆   

Α3.  Θεωρώ επί της προέκτασης της Β∆ σηµείο Ε τέτοιο ώστε Β∆ = ΒΕ 

Α4.  Φέρνω την ΑΕ η οποία εφάπτεται της παραβολής στο Α  

(Πρόταση 1, 35 Κωνικών)  
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∆εν θα παρουσιαστούν και οι άλλες περιπτώσεις σχετικά µε τη θέση 

του σηµείου από το οποίο ή προς το οποίο θα φέρουµε εφαπτοµένη, 

όπως απαιτεί η Πρόταση, γιατί έχουν ακριβώς την ίδια δοµή που είδα-

µε στο µέρος της Πρότασης ΙΙ.49, που ήδη παρουσιάστηκε.  
 

Β.  Το πρόβληµα που ακολουθεί αναφέρεται στον Heath (1981, ΙΙ, 

175). Σύµφωνα µε αυτόν, το έργο πραγµατεύεται το γενικό πρόβληµα: 

«∆ίνονται δυο ευθείες γραµµές, παράλληλες ή τεµνόµενες και ένα σταθερό ση-

µείο σε καθεµιά από τις γραµµές, να φέρεται από ένα (given) δεδοµένο ή δοθέν 

σηµείο µια ευθεία γραµµή η οποία θα αποκόπτει τµήµατα από κάθε ευθεία 

(µετρηµένα από τα σταθερά σηµεία) τα οποία θα έχουν (given) δοσµένο ή δο-

θέντα λόγο το ένα προς το άλλο».  

Συνεχίζει δε ο Heath, παραθέτοντας την αντιµετώπιση του προβλή-

µατος αυτού στη γενική του περίπτωση, όπως παρουσιάζεται στο 2ο 

βιβλίο του έργου του Απολλωνίου, Περί λόγου αποτοµής.  
 

ΕΚΘΕΣΗ: Έστω Α, Β σταθερά σηµεία πάνω στις (given) δεδοµένες ή 

δοθείσες ευθείες ΑΓ, ΒΚ και έστω Ο το (given) δεδοµένο ή δοθέν ση-

µείο. Ζητείται να φέρουµε από το Ο µια ευθεία γραµµή, η οποία να τέ-

µνει τις δεδοµένες ή δοθείσες (given) ευθείες σε σηµεία Μ, Ν αντίστοι-

χα, τέτοια ώστε τα ΑΜ, ΒΝ να έχουν (given) δεδοµένο ή δοθέντα λόγο.  
 

ΑΝΑΛΥΣΗ  

σχήµα 1.9          

∆ Α Β΄Μ

Ο

Γ

Ν΄

Κ

Ν

Β  
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[Μην έχοντας το πρωτότυπο κείµενο, θα γίνει προσπάθεια σκιαγράφησης των 

βηµάτων της ανάλυσης σύµφωνα µε την παρουσίαση του Heath (1981, ΙΙ, 175)].  
 

Έστω ότι το πρόβληµα έχει λυθεί και:  

Α1.  Ο ΜΝ τέµνει τις ΒΚ και ΑΓ έτσι ώστε ο Β Ν
ΑΜ
′ ′

 = λ  

είναι δοθείς ή δοσµένος (given) λόγος όπου 

α) Β΄ σηµείο τοµής της ΟΒ και ΑΓ  [1η βοηθητική κατασκευή] 

β) Β΄Ν΄ // ΒΝ  [2η βοηθητική κατασκευή] 

Α2.  Φέρω ΟΓ // ΒΝ ή Β΄Ν΄ 

Α3.  Θεωρώ επί της ΑΜ σηµείο ∆ τέτοιο ώστε  ΟΓ Β Ν = 
Α∆ ΑΜ

′ ′
 = λ 

Α4.  Άρα  ΑΜ ΒΝ = 
Α∆ ΟΓ

′ ′
 

γ) Αλλά  Β Ν ΒΜ = 
ΟΓ ΓΜ
′ ′ ′

 

Α5.  Εποµένως  Μ∆ Β Γ = 
Α∆ ΓΜ

′
 

Α6.  Άρα  ΓΜ⋅Μ∆ = Α∆⋅Β΄Γ 

οπότε το πρόβληµα ανάγεται, σύµφωνα µε τον Heath, στην παραβο-

λή στο Γ∆ ενός ορθογωνίου (ΓΜ⋅Μ∆) ισοδύναµο σε δοθέν ή δοσµένο 

(Α∆⋅Β΄Γ) µικρότερο κατά ένα τετράγωνο.  
 

Η συνθετική διαδικασία δεν παρατίθεται από τον Heath αλλά βρί-

σκουµε µια διερεύνηση για τις πιθανές λύσεις.  
 

 

 

Γ.  Και στα δύο προβλήµατα τα οποία παραθέσαµε από το έργο του 

Απολλώνιου, µπορούµε να πούµε ότι:  

1) Εµφανίζονται βοηθητικές κατασκευές, ιδιαίτερα στο δεύτερο.  

2) Η πορεία (στο πρώτο πρόβληµα) είναι:  

Α1 → Α2 → Α3 → Α4 → Α5 → Α6 → Α7 
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ενώ στη σύνθεση περιορίζεται στο:   

Α2 → Α3 → Α4 

δηλαδή δεν έχει καν αντιστροφή. 
 

Ο Van der Waarden (2001, 301 κ.ε.), σχολιάζοντας τις προτάσεις Ι.52 

– Ι.53 των Κωνικών, παραθέτει κατά την άποψή του την ανάλυση των 

προτάσεων αυτών, η οποία ταιριάζει στην αντίστοιχη σύνθεση που δί-

νει ο Απολλώνιος στο πρωτότυπο κείµενο.  

Οµοίως, ο Knorr (1993, 315), παραθέτει ένα σχέδιο ανάλυσης για την 

πρόταση V.62 των Κωνικών. Τα παραπάνω δύο παραδείγµατα παρου-

σιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον για περαιτέρω µελέτη των έργων του 

Απολλώνιου:  

«Αν και τα Κωνικά (ειδικότερα τα 4 πρώτα βιβλία) εκθέτουν µε συστηµα-

τικό και αυστηρό τρόπο τη θεωρία των κωνικών τοµών συγκρινόµενα µε τα 

Στοιχεία του Ευκλείδη, κάποιος θα όφειλε να ψάξει το µέτρο της προσπάθειας 

του Απολλώνιου στη γεωµετρία δια µέσου αυτών των ερευνών της λύσης προ-

βληµάτων. Από αυτή τη σκοπιά, ο Απολλώνιος και ο Ευκλείδης θέτουν ανά-

λογα προβλήµατα για την ιστορική έρευνα: και στις δύο περιπτώσεις, οι αρχι-

κές προσπάθειές τους βρίσκονται µέσα στην περιοχή της αναλυτικής µελέτης 

των προβληµάτων, ενώ τα τελικά έργα τους συνίστανται µόνο από συνθετικές 

πραγµατείες οι οποίες είναι υποδεέστερες των αρχικών µελετών» (Knorr, 

1993, 293).  
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1.10. Στην εποχή του Πάππου  
 

 

 

 

 

Η ανάπτυξη της Ελληνικής Γεωµετρίας µετά τον Απολλώνιο δεν είχε 

τη δυναµική που συναντάει κανείς στη µέχρι και τον Απολλώνιο επο-

χή.  

Σ’ αυτούς που προσπαθούν για την παραπέρα ανάπτυξη αυτής, συ-

µπεριλαµβάνεται και ο Ήρων ο Αλεξανδρεύς. Στο έργο του βρίσκεται 

ένας ορισµός της ανάλυσης – σύνθεσης. Επίσης, διαπραγµατεύεται κά-

ποια θέµατα µε µια µέθοδο, η οποία έχει οµοιότητες µε την µετέπειτα 

µέθοδο του Πάππου. 
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1.11. Ήρων ο Αλεξανδρεύς  
 

 

1.11.1.  Εισαγωγή 
 

Ο Heath (1982, ΙΙ, 306), µετά από ενδελεχή µελέτη και ανάλυση διά-

φορων ιστορικών πηγών, καταλήγει στο συµπέρασµα ότι ο Ήρων έζησε 

στον 3ο µ.Χ. αι., ίσως λίγο πριν τον Πάππο, και είναι γνωστός ως ο Αλε-

ξανδρεύς ή ο µηχανικός. Χαρακτηρίζει δε τον Ήρωνα ως εγκυκλοπαιδι-

κό συγγραφέα έργων µε µαθηµατικό και φυσικό περιεχόµενο, επισηµαί-

νει δε ότι ο Ήρων διεκδικεί ελάχιστα ή και καθόλου την αυθεντικότητα 

των έργων του, συχνά παραθέτει τις πηγές για αυτά, αλλά, σύµφωνα µε 

την ελληνική πρακτική, ακόµη συχνότερα παραλείπει να το κάνει, χωρίς 

όµως να έχει την παραµικρή πρόθεση να παραπλανήσει.  

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, στον Ήρωνα αποδίδονται οι ορισµοί και 

οι εναλλακτικές αποδείξεις των Προτάσεων 1 - 5 του Βιβλίου ΧΙΙΙ των 

Στοιχείων.20 Στο Υπόµνηµα στα Στοιχεία του Ευκλείδη (από το οποίο 

στα ελληνικά σώζονται πολύ λίγα αποσπάσµατα στον Πρόκλο, αλλά 

έχει διατηρηθεί ένας µεγάλος αριθµός στο υπόµνηµα του an-Nairītzī 

στα αραβικά), δίνει έναν ορισµό της ανάλυσης και σύνθεσης σχολιάζο-

ντας το δεύτερο βιβλίο των Στοιχείων τον οποίο παραθέτω στα αγγλι-

κά, όπως τον αποδίδει ο Knorr (1993, 354):  

«Now analysis is, when any question has been proposed, that we first 

set it in the order of the thing sought, which has been found [!] and we 

will then reduce (it to something) whose proof has already preceded. 

Then therefore it is manifest, we say that the thing sought has now been 

found according to analysis. But synthesis is, that we begin from a thing 

know, when we will compose, until the thing sought is found. Thus, the 

thing sought will then be manifest according to synthesis».  

                                                           
20  ∆ες § 1.6. 
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Μια προσπάθεια απόδοσης στα ελληνικά είναι η εξής:  

«Τώρα ανάλυση είναι, όταν κάποιο θέµα έχει προταθεί, να θέσουµε 

πρώτα στη σειρά το ζητούµενο το οποίο θεωρούµε ως υπάρχον, και θα 

αναγάγουµε (αυτό σε κάτι) του οποίου η απόδειξη έχει ήδη προηγηθεί. 

Κατόπιν τούτου είναι φανερό, να λέµε ότι το ζητούµενο έχει βρεθεί 

σύµφωνα µε την ανάλυση. Αλλά, σύνθεση είναι, ότι ξεκινά από κάτι 

που γνωρίζουµε και µετά θα (συνθέτουµε) µέχρι να βρεθεί το ζητούµε-

νο. Έτσι το ζητούµενο κατόπιν, θα είναι φανερό σύµφωνα µε τη σύν-

θεση».  

Ο Knorr στην απόδοση έχει χρησιµοποιήσει τη λατινική µετάφραση 

του Gerard, για τον οποίο χαρακτηριστικά σηµειώνει «ότι έχει κάνει µια 

γενναία προσπάθεια να αποδώσει ένα δύσκολο χωρίο» (1993, 376, σχολ. 

83). Στο ίδιο δε σχόλιο, δίνει το αραβικό σχόλιο σε αγγλική µετάφραση 

και το αντιπαραθέτει µε την αντίστοιχη µετάφραση από τα αραβικά 

στα αγγλικά που δίνουν οι Hintikka & Remes (1974, 92-93).  

Οι Hintikka & Remes (1974, 92-94), αναφερόµενοι στο έργο του 

Ήρωνα, το οποίο έχει αναλυτική µορφή, επικαλούνται τον Heath, ο 

οποίος αναφέρει ότι ο Ήρωνας ήταν ο πρώτος που χρησιµοποίησε αλ-

γεβρικές µεθόδους για να αποδείξει τις προτάσεις του Βιβλίου ΙΙ των 

Στοιχείων. Συνεχίζοντας ο Heath (1956, Ι, 373) τα σχόλιά του για τον 

Ήρωνα, (τα οποία βασίζει στον an-Nairītzī), λέει ότι διακρίνει (ο Ή-

ρωνας) δύο είδη µεθόδων απόδειξης: µια µέσω διαχωρισµού (dissolutio) 

σε κοµµάτια από τα οποία αποτελούνται (εννοεί τα γεωµετρικά αντι-

κείµενα) και η άλλη µέσω σύνθεσης (compositio), από τα οποία φαίνε-

ται να εννοεί «σχίζω» ή διαχωρίζω σε ορθογώνια ή τετράγωνα, συν-

δυάζοντας αυτά µεταξύ τους. Αλλά στις αποδείξεις του συνδυάζει µε-

ρικές φορές και τα δύο είδη (διαχωρισµού και σύνθεσης).  
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Οι Hintikka & Remes (1974, 92-94) θεωρούν ότι η µέθοδος αυτή είναι 

ένα «ηµιαλγεβρικό είδος της συνήθους θεωρηµατικής ανάλυσης».21  

Εδώ θα παρατεθεί ένα πρόβληµα το οποίο ο Ήρωνας αντιµετωπίζει 

µε τη µέθοδο του «διαχωρισµού και σύνθεσης».  

Το πρόβληµα ανήκει στο έργο του Μετρικά, Βιβλίο Ι, κεφάλαιο 11, 

και το οποίο αφορά τον υπολογισµό εµβαδού τραπεζίου. 

 

1.11.2.  «∆ιαχωρισµός και σύνθεση» 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ (Βιβλίο 1, κεφάλαιο 11): 

«Ἔστω τραπέζιον ἰσοσκελές τὸ ΑΒΓ∆ ἴσην ἔχον τὴν ΑΒ τῇ Γ∆, καὶ ἑκατέρα 

αὐτῶν ἔστω µονάδων ιγ, ἡ δὲ Α∆ µονάδων $, ἡ δὲ ΒΓ µονάδων ι$· εὑρεῖν 

αὐτοῦ τὸ ἐµβαδὸν καὶ τὴν κάθετον».  

 

ΑΝΑΛΥΣΗ  

 

∆Α

Λ

Μ

Θ

ΓΖ

Κ

Η

Β ΝΕ  

σχήµα 1.10 

                                                           
21  Το είδος αυτό της ανάλυσης θα αναπτυχθεί στο Κεφάλαιο 2.  
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Α1.  Φέρω ΑΕ // Γ∆ (ἤχθουν τῇ Γ∆ παράλληλος ἡ ΑΕ)  

[1η βοηθητική κατασκευή]  

Φέρω ΑΖ ⊥ ΒΓ  [2η βοηθητική κατασκευή] 

Α2.  Άρα ΑΕΓΖ παραλληλόγραµµο 

α)  Α∆ = ΕΓ = 6, Γ∆ = ΑΕ = 13, οπότε 

β) ΒΕ = 10  

γ)  ΑΒΕ ισοσκελές τρίγωνο, µε γνωστή (δοθείσα) πλευρά, οπότε 

Α3.  ΑΖ δοθείσα  ΑΖ = 12  (ὡς προδέδεικται) (Πρόταση 3 Μετρικών) 

Α4.  Έστω Η, Θ τα µέσα των ΑΒ, Γ∆ αντίστοιχα  

Α5.  Φέρω ΚΗΛ ⊥ ΒΓ και ΜΘΝ ⊥ ΒΓ 

Α6.  Τρίγωνο ΑΗΚ ίσο µε ΗΒΛ και ΜΘ∆ µε ΘΝΓ 

Α7.  Άρα το εµβαδόν του εξαπλεύρου ΑΗΛΝΘ∆ είναι ίσο µε το εµ-

βαδόν ΚΛΜΝ το οποίο είναι ίσο µε το εµβαδόν του τραπεζίου 

ΑΒΓ∆ 

ε)  Επειδή  ΑΚ = ΒΛ  και  ∆Μ = ΓΝ  άρα  ΑΚ + ∆Μ = ΒΛ + ΓΝ 

Α8.  Προσθέτω και στα δύο µέλη το Α∆ + ΛΝ 

Α9.  ΑΚ + ∆Μ + Α∆ + ΛΝ = ΒΛ + ΓΝ + Α∆ + ΛΝ 

ζ)  Είναι ΚΜ = ΛΝ (επειδή ΚΛΜΝ παραλληλόγραµµο) 

Α10.  Άρα 2ΚΜ = Α∆ + ΒΓ 

Α11.  Οπότε 2ΚΜ = 22 µονάδες  ή  ΚΜ = 11 µονάδες 

η)  ΚΛ = ΑΖ = 12 µονάδες 

θ)  γωνία Α = γωνία Ζ  

Α12.  Οπότε ΕΚΛΜΝ = ΚΜ⋅ΑΖ = 11⋅12 = 132 µονάδες 

Α13.  ΕΑΒΓ∆ = ΕΛΚΜΝ = 132 µονάδες 
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ΣΥΝΘΕΣΗ    

Σ1.  Αφαιρώ από το 16 το 6 

(ΒΕ = ΒΓ - Α∆ = 16 - 6 = 10)  [δηλαδή σχέση (β)] 

Σ2.  10 : 2 = 5  

(ΒΕ = 10, άρα θα έχω 2ΒΖ = 10, δηλαδή ΒΖ = 5) [δηλαδή σχέση (γ)] 

Σ3.  5⋅5 = 25   (ΒΖ2 = 25) 

Σ4.  13⋅13 = 169   (ΑΒ2 = 169) 

Σ5.  169 - 25 = 144   (ΑΒ2 - ΒΖ2 = 144) 

Σ6.  Άρα ΑΖ2 = 144, δηλαδή ΑΖ = 12 µονάδες 

(ΑΒ2 - ΒΖ2 = ΑΖ2 – Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΑΒΖ) 

Σ7.  16 + 6 = 22   (από Α10:  Α∆ + ΒΓ = 22)  και 

Σ8.  22 : 2 = 11   (από Α11:  ΚΜ = 22 : 2 = 11)  

Σ9.  11⋅12 = 132 µονάδες  (από Α12:  ΚΜ⋅ΑΖ = 132)  

 

 

Μερικές παρατηρήσεις σχετικά µε τη δοµή της ανάλυσης και της σύν-

θεσης στο πρόβληµα αυτό.  

 

Στο στάδιο  της ανάλυσης :   

1) Μετασχηµατίζει (µέσω βοηθητικών κατασκευών) το αρχικό σχήµα 

σε ισοδύναµο (π.χ. το τραπέζιο σε ορθογώνιο).  

2) Για το µετασχηµατισµό αυτό χρησιµοποιεί τα δοθέντα, δηλαδή τα 

µήκη των πλευρών του τραπεζίου.  

3) Καταλήγει δε στον υπολογισµό του ζητούµενου εµβαδού µέσω του 

εµβαδού του ισοδύναµου.  
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Στο στάδιο  της σύνθεσης :   

Χρησιµοποιεί τα αριθµητικά δεδοµένα εκµεταλλευόµενος τις σχέσεις 

οι οποίες έχουν προκύψει στο στάδιο της ανάλυσης, π.χ. στο (Σ1) των 

(β) και στο (Σ2) των (γ), επίσης δε στο (Σ7), (Σ8), (Σ9) τα (Α10), (Α11), 

(Α12) αντίστοιχα, για να καταλήξει στον αριθµητικό υπολογισµό του 

ζητούµενου.  

Σύµφωνα µε τον Knorr (1993, 377, σχολ. 87), µε τον ίδιο τρόπο αντι-

µετωπίζει και άλλα προβλήµατα των Μετρικών (Βιβλία Ι και ΙΙ), θεω-

ρεί δε ότι η µορφή αυτή είναι µια προσαρµογή από τη χρήση της ανά-

λυσης σε προβλήµατα προχωρηµένης γεωµετρίας, σηµειώνει δε ότι ο 

Πάππος είχε γνώση αυτού του τύπου ανάλυσης.  

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2  

 

 

Π Α Π Π Ο Σ :   

Α Ν Α Λ Υ Σ Η  –  Σ Υ Ν Θ Ε Σ Η  

 

 

2.1. Εισαγωγή  
 

2.1.1.  Το γενικότερο επιστηµονικό και κοινωνικο-οικονοµικό  

περιβάλλον στη µετά τον Απολλώνιο εποχή 
 

«Είδαµε ότι ο Χρυσός Αιώνας της Ελληνικής Γεωµετρίας τελείωσε µε την 

εποχή του Απολλώνιου του Περγαίου». Με τη φράση αυτή ο Heath (1981, 

ΙΙ, 355) ξεκινάει το κεφάλαιο ΧΙΧ (Πάππος ο Αλεξανδρεύς). Ο Loria 

(1971, 95) αναφερόµενος στην µετά τον Απολλώνιο εποχή τη χαρακτη-

ρίζει ως το «Φθινόπωρο της Ελληνικής Γεωµετρίας» (κεφ. IV), o δε van der 

Waerden (1994, 310) θεωρεί ότι µετά τον Απολλώνιο αρχίζει «Η παρακ-

µή των Ελληνικών Μαθηµατικών» (τίτλος του VII κεφ.).  

O van der Waerden (1994, 310) παραθέτει τις αιτίες της παρακµής και 

τις διακρίνει σε δύο κατηγορίες. Πρώτη κατηγορία είναι οι εξωγενείς 

αιτίες, στις οποίες συµπεριλαµβάνει τις πολιτικές και οικονοµικές συν-

θήκες. Οι συνθήκες αυτές έπαιξαν ένα πολύ σηµαντικό ρόλο, γιατί ενώ 

η επιστήµη την εποχή εκείνη προϋπέθετε βιβλιοθήκες και βασιλικές χο-

ρηγίες, άρχισε το ενδιαφέρον των βασιλέων γι’ αυτού του είδους τις 

χορηγίες να εξασθενεί. Οι διαρκείς πόλεµοι της εποχής εκείνης, η ρω-

µαϊκή ηγεµονία η οποία είχε σαν αποκλειστικό σκοπό την διαχείριση 

µιας αχανούς αυτοκρατορίας, άρα συνακόλουθα το µη ενδιαφέρον για 

τα µαθηµατικά, καθώς και η καταστροφή ενός µεγάλου µέρους της πε-
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ρίφηµης βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας έθεσαν τέλος στην ευηµερία των 

Ελληνιστικών κρατών.  

Αυτά κατά τον van der Waerden αποτελούν σηµαντικά γεγονότα τα 

οποία οδηγούν σε επιστηµονική στασιµότητα αλλά όχι σε οπισθοδρό-

µηση και πραγµατική παρακµή. Γιατί, ενώ αναπτύχθηκαν επιµέρους 

τοµείς της επιστήµης, όπως η αστρονοµία (Ίππαρχος – Πτολεµαίος), 

στα Μαθηµατικά υπήρξε µια µακροχρόνια παρακµή, της οποίας οι αι-

τίες δεν οφείλονται µόνο σε εξωγενείς παράγοντες (τους οποίους ανα-

φέραµε σύµφωνα µε τον Van der Waerden) αλλά και σε ενδογενείς αιτί-

ες «τις οποίες αποκάλυψε µε πολύ µεγάλη σαφήνεια ο Zeuthen στο έργο του 

Die Lihre von den Kegelschnitter im Altertum», όπως χαρακτηριστικά ανα-

φέρει ο van der Waerden (1994, 311). Σαν τέτοιες αιτίες αναφέρει λοι-

πόν: 

α) τις δυσχέρειες της γεωµετρικής άλγεβρας και  

β) τις δυσχέρειες της γραπτής παράδοσης.  

Η άποψη αυτή συνοψίζεται ως εξής: για µεν τη Γεωµετρική Άλγεβρα, 

η οποία υπήρξε κατά βάση η άλγεβρα των Αρχαίων Ελλήνων Μαθηµα-

τικών, στο ότι ήταν άλγεβρα που χρησιµοποιούσε θεωρία ευθυγράµ-

µων τµηµάτων και χωρίων, όχι αριθµών. Το στοιχείο αυτό ήταν αποτέ-

λεσµα µιας επιµονής για λογική συνέπεια, στο πλαίσιο στο οποίο ανα-

πτυσσόταν η Μαθηµατική Επιστήµη, αλλά ταυτόχρονα έθετε όρια στην 

ανάπτυξη της Ελληνικής Άλγεβρας. Για παράδειγµα, ενώ οι εξισώσεις 

1ου, 2ου βαθµού διατυπώνοντας σαφώς στο πλαίσιο της γεωµετρικής 

άλγεβρας, οι εξισώσεις 3ου, 4ου βαθµού χρειάζονταν τις αναλογίες (Ιπ-

ποκράτης ο Χίος, αναγωγή της x3 = V σε a : x = x : y = y = b). Άρα, για 

να προχωρήσει παραπέρα κάποιος µαθηµατικός χρειαζόταν πολύ µε-

γάλη πείρα και ικανότητα στο χειρισµό αυτής της δύσχρηστης µεθόδου. 

Για δε τις δυσχέρειες της γραπτής παράδοσης, σύµφωνα µε τον van der 

Waerden (1994, 311), συνοπτικά µπορούµε να αναφέρουµε τα παρακά-
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τω. Στα έργα του Απολλώνιου αντί για ένα αλγεβρικό τύπο βρίσκουµε 

µια µακροσκελή πρόταση, άρα για να καταλάβει κανείς τον τρόπο µε 

τον οποίο σκέπτεται ο Απολλώνιος πρέπει να µεταγράψει τις προτά-

σεις σε µοντέρνους συνοπτικούς τύπους. Αφού λοιπόν οι αρχαίοι δεν 

είχαν τέτοιο τρόπο, χρησιµοποιούσαν την προφορική παράδοση. Στην 

προφορική παράδοση µπορεί να τονιστούν τα ουσιώδη και να γίνουν 

οι κατάλληλες επισηµάνσεις για τον τρόπο που βρέθηκε η απόδειξη. Οι 

αποδείξεις κατά τον συνήθη τρόπο παρουσίασης την εποχή εκείνη εί-

χαν µια λογικά στερεά δοµή, αλλά δεν παρουσίαζαν την έµπνευση. 

Όσο λοιπόν η µια γενιά µετέφερε στην άλλη τη µέθοδο µέσω προφορι-

κής παράδοσης, όλα οδηγούσαν στην άνθηση της επιστήµης. Όταν ό-

µως αυτό διακόπηκε, λόγω εξωτερικών αιτιών, έµεναν µόνο τα βιβλία 

στις βιβλιοθήκες, άρα η αφοµοίωση των έργων των µεγάλων µαθηµατι-

κών έγινε εξαιρετικά δύσκολη.  

 

2.1.2.  Μαθητές και επίγονοι των µεγάλων Ελλήνων Μαθηµατικών 

(Loria, 1971, 95 κ.ε.), (Van der Waerden, 1994, 314 κ.ε.)  
 

Κυριότεροι από αυτούς αναφέρονται οι:  

α) Ερατοσθένης ο Κυρηναίος (276 ή 275 π.Χ.): Φίλος του Αρχιµήδη 

κατά την διαµονή του τελευταίου στην Αλεξάνδρεια [Έργα του: Προσ-

διορισµός του µήκους γήινου ισηµερινού, µεσολάβος (όργανο για τον 

διπλασιασµό του κύβου), κόσκινο του Ερατοσθένη (µέθοδος για την 

εύρεση πρώτων αριθµών)].  

β) Υψικλής: Άκµασε στην Αλεξάνδρεια µεταξύ 150-120 π.Χ. (του 

αποδίδεται το Βιβλίο VIX των Στοιχείων). 

γ) ∆ιοκλής (2ος αι. π.Χ.): Με χρήση κωνικών τοµών έλυσε το πρόβλη-

µα του Αρχιµήδη σχετικά µε τη διαίρεση σφαίρας σε δύο σφαιρικά 

τµήµατα, των οποίων οι όγκοι έχουν δεδοµένο λόγο, και το πρόβληµα 
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του διπλασιασµού του κύβου µέσω µιας καµπύλης, η οποία ονοµάζεται 

«κισσοειδής».  

δ) Νικοµήδης: Έζησε περίπου την περίοδο 250-150 π.Χ. και επινόησε 

την κογχοειδή, αξιοσηµείωτη καµπύλη τετάρτου βαθµού (χρησιµοποιή-

θηκε ως λύση του διπλασιασµού του κύβου και της τριχοτόµησης της 

γωνίας).  

ε) Ζηνόδωρος: Πιθανόν σύγχρονος του Απολλωνίου, στον οποίο 

αποδίδεται το βιβλίο Περί ισοµετρικών σχηµάτων. 

στ) Ήρων ο Αλεξανδρεύς (έχουµε αναφερθεί στην § 1.11).  

η) ∆ιόφαντος ο Αλεξανδρεύς: Έζησε περίπου το 150 µ.Χ. και κατά 

άλλους το 361-363 µ.Χ. Η επιρροή του έργου του Αριθµητικά στην εξέ-

λιξη της νεώτερης επιστήµης ήταν µεγάλη.  

 

2.1.3.  Εµφάνιση του Πάππου 
 

Ο Πάππος έζησε στα τέλη του 3ου µ.Χ. αι. (Heath, 1981, II, 356). Σύµ-

φωνα µε τον van der Waerden (1994, 313): 1) παρ’ όλο που είχε στη διά-

θεσή του τη µεγάλη βιβλιοθήκη της Αλεξάνδρειας και ενώ ήταν προικι-

σµένος, εργατικός και ενθουσιώδης έχοντας να µελετήσει γραπτά, αντι-

µετώπισε πολύ µεγάλες δυσκολίες, 2) το πρόβληµα αυτό το αντιµετώ-

πισε γράφοντας εκτενή σχόλια στα διάφορα έργα που µελέτησε (π.χ. 

σχόλιο στη Μεγίστη του Πτολεµαίου και στο δέκατο βιβλίο του Ευ-

κλείδη). Κάθε φορά που ο Πάππος συναντούσε µια δύσκολη ή ηµιτελή 

απόδειξη συνέτασσε ένα επεξηγηµατικό «λήµµα».   

Ο Πάππος έγραψε αρκετά σχόλια, από τα οποία έχουν διασωθεί ε-

λάχιστα αποσπάσµατα στα ελληνικά ή τα αραβικά. Το κύριο έργο του 

είναι η Συναγωγή (Heath, 1981, II, 375 κ.ε.) για το οποίο ο Heath τονί-

ζει ότι γράφτηκε µε σκοπό την αναβίωση της κλασικής Ελληνικής Γεω-

µετρίας. Θεωρεί δε ότι είναι ένα εγχειρίδιο παρά µια εγκυκλοπαίδεια 
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(βλέπε «Ήρων ο Αλεξανδρεύς»), και είχε προορισµό να διαβαστεί µαζί 

µε τα πρωτότυπα έργα, παρά να τα αντικαταστήσει. Για το έργο του 

αυτό κατά τον Heath (1981, 357) ξεχωρίζει σαν τέλειος και εύστροφος 

µαθηµατικός, άξιος εκπρόσωπος της κλασικής Ελληνικής Γεωµετρίας. 

 

2.1.4.  Συνοπτική περιγραφή του περιεχοµένου της Συναγωγής 
 

Το έργο αποτελείται από οκτώ βιβλία. Το Βιβλίο Ι δεν υπάρχει, κα-

θώς και οι 13 από τις 26 προτάσεις του Βιβλίου ΙΙ. Οι υπόλοιπες 13 

προτάσεις του Βιβλίου ΙΙ αφορούν το έργο του Απολλώνιου σχετικά µε 

πολύ µεγάλους αριθµούς εκφρασµένους σε διαδοχικές δυνάµεις του 

10.000.  

Το Βιβλίο ΙΙΙ αποτελείται από τέσσερις ενότητες. Η ενότητα (1) απο-

τελείται µε το πρόβληµα «δύο µέσων αναλόγων, σε συνεχή αναλογία, 

µεταξύ δύο ευθυγράµµων τµηµάτων», και περιέχει µερικές γενικές πα-

ρατηρήσεις µεταξύ θεωρηµάτων και προβληµάτων. Η ενότητα (2) α-

σχολείται µε τη θεωρία των διαφόρων ειδών «µέσων». Η ενότητα (3) µε 

τα «Τα Παράδοξα του Ερικύνου» και η ενότητα (4) µας δίνει µια νέα 

κατασκευή των πέντε κανονικών στερεών των εγγεγραµµένων σε δεδο-

µένη σφαίρα.  

Το Βιβλίο IV περιέχει µια ενδιαφέρουσα γενίκευση του Πυθαγόρειου 

Θεωρήµατος στην ενότητα (1). Η ενότητα (2) αφορά κύκλους εγγε-

γραµµένους στον «άρβηλο» (µαχαίρι υποδηµατοποιού) του Αρχιµήδη. 

Στις ενότητες (3) και (4) παρουσιάζει µεθόδους τετραγωνισµού του κυ-

κλικού δίσκου και τριχοτόµησης (ή διαίρεσης σε οποιονδήποτε λόγο) 

τυχαίας δοσµένης γωνίας, και στην ενότητα (5) ορίζει ένα τύπο «έλικος 

επί σφαίρας» και υπολογίζει το εµβαδόν που περικλείεται από την έλι-

κα και ένα κυκλικό τόξο, χρησιµοποιώντας µια µέθοδο που οφείλεται 

στον Αρχιµήδη.  
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Το Βιβλίο V ξεκινάει µε ένα πρόλογο για την οξυδέρκεια των µελισ-

σών, το οποίο παραθέτει αυτούσιο ο Heath (1981, τ. Β΄, 389-390), θεω-

ρώντας το πολύ ελκυστικό. Το κύριο περιεχόµενο του βιβλίου είναι τα 

ισοπεριµετρικά σχήµατα, και βασίζεται στο έργο του Ζηνόδωρου.  

Το Βιβλίο VI είναι αστρονοµικού χαρακτήρα, µε ενδιαφέρον χαρα-

κτηριστικό, κατά τον van der Waerden (2000, 338), τον προσδιορισµό 

του κέντρου έλλειψης, η οποία είναι απεικόνιση υπό προοπτική ενός 

κύκλου.  

Το Βιβλίο VII έχει πολύ µεγάλη ιστορική σηµασία γιατί περιέχει την 

επισκόπηση ενός µεγάλου πλήθους έργων που έχουν σχεδόν όλα χαθεί, 

µε θέµα τη γεωµετρική ανάλυση και τους γεωµετρικούς τόπους (για το 

βιβλίο αυτό θα υπάρχει παρακάτω εκτενέστερη αναφορά).  

Τέλος, το Βιβλίο VIII αναφέρεται στο µεγαλύτερο µέρος του στη µη-

χανική.  

 

2.1.5.  Το περιεχόµενο και ο χαρακτήρας του Βιβλίου VII 
 

Ο τίτλος του βιβλίου αυτού: ΠΑΠΠΟΥ ΑΛΕΞΑΝ∆ΡΕΩΣ ΣΥΝΑΓΩΓΗΣ 

Ζ ΠΕΡΙΕΧΕΙ ∆Ε ΛΗΜΜΑΤΑ ΤΟΥ ΑΝΑΛΥΟΜΕΝΟΥ προσδιορίζει και 

το περιεχόµενο του βιβλίου αυτού.  

Ξεκινάει αναφερόµενος στους Ευκλείδη, Απολλώνιο και Αρισταίο 

ως θεµελιωτές και κυρίους εκπροσώπους έργων τα οποία έχουν σχέση 

µε τον Αναλυόµενο, και χαρακτηρίζει τα έργα τους ως ικανά να δώ-

σουν «δύναµιν εὑρετικὴν τῶν προτεινοµένων αὐτοῖς προβληµάτων». Συνοψί-

ζοντας δίνει ένα ορισµό της ανάλυσης και της σύνθεσης, ο οποίος σύµ-

φωνα µε τον Heath (1981, ΙΙ, 401) είναι ο πιο επεξεργασµένος και ισχυ-

ρός ελληνικός λόγος για το συγκεκριµένο θέµα.  
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Παραθέτει δε και ένα κατάλογο από έργα των Ευκλείδη, Απολλωνί-

ου, Αρισταίου και Ερατοσθένη τα οποία έχουν σχέση µε το περιεχόµε-

νο του Βιβλίου VII και συνθέτουν τον Αναλυόµενο.  

Ο κατάλογος των πραγµατειών ακολουθείται από µια σύντοµη περι-

γραφή των περιεχοµένων τους, και καταλήγει µε µια όχι σαφή διατύ-

πωση αλλά χωρίς αµφιβολία για το νόηµά της ως εξής (Heath, 1981, II, 

403): «ὁ µὲν τῶν τελείων ἀµφοιστικῶν λόγος συνῆπται ἔκ τε τῶν ἀµφοισµά-

των ἄξοσιν, ἀµφοιστικῶν γωνιῶν», το οποίο, σύµφωνα µε τον Heath 

(1981, II, 403-404) είναι ουσιαστικά το περίφηµο θεώρηµα του P. Guldin 

(1577-1643). Μετά τις πραγµατείες ο Πάππος δίνει συλλογές ληµµάτων 

για κάθε πραγµατεία χωριστά, το ύφος των οποίων, παρ’ όλη τη συνο-

πτικότητά του, είναι αξιοθαύµαστο, ως προς την πληρότητα των εν-

νοιών.1  

 

                                                           
1  Μια εκτενέστερη περιγραφή σχετικά µε το σκοπό και το σχέδιο συγγραφής του Βιβλίου VII, δες 

Jones, 1986, 70-71. 
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2.2. Σχολιασµός του ορισµού της ανάλυσης –  

σύνθεσης κατά Πάππο (Συναγωγή, Βιβλίο επτά) 

 

2.2.1.  Ορισµός: Κείµενο και Μεταφράσεις 
 

Ο ορισµός αυτός που έδωσε ο Πάππος, µπορούµε να πούµε ότι συ-

µπυκνώνει ολόκληρη την παράδοση των αρχαίων φιλοσόφων και µα-

θηµατικών για την ανάλυση και τη σύνθεση.  

Τα έργα των Πλάτωνα και Αριστοτέλη που αφορούσαν το θέµα της 

ανάλυσης και της σύνθεσης2 έγιναν αντικείµενο µελέτης και επεξεργα-

σίας από αρχαίους σχολιαστές, οι οποίοι ανάλογα µε τα ενδιαφέροντά 

τους τόνισαν και ανέδειξαν τα ερωτήµατα τα οποία προέκυψαν. Για 

παράδειγµα, ο Knorr (1993, 367) αναφέρει χαρακτηριστικά ότι, για 

τους σχολιαστές του Αριστοτέλη, όπως επίσης για τον Νεοπλατωνιστή 

Πρόκλο, το κύριο ενδιαφέρον τους ήταν η ανάδειξη των φιλοσοφικών 

ερωτηµάτων, τα οποία απέρρεαν από τη µέθοδο αυτή. Παρατηρείται δε 

σύµφωνα µε τον Knorr (1993, 368) εµµονή στην ενασχόληση µόνο µε 

τον ορισµό της ανάλυσης και της σύνθεσης, και όχι µε το ευρύτερο έρ-

γο της ανάλυσης των προβληµάτων.  

Ανεξάρτητα όµως από ποια πλευρά και µε ποιο τρόπο εστιάζει κα-

νείς, είτε στον ορισµό είτε σε ολόκληρο το µαθηµατικό έργο (όπου 

χρησιµοποιείται η µέθοδος), οι Hintikka & Remes (1974) αφιερώνουν 

όλο το 1ο Κεφάλαιο της Μονογραφίας τους για να αναπτύξουν την  

«ιστορική σηµασία της ιδέας της γεωµετρικής ανάλυσης».  

Ο πιο επεξεργασµένος και ισχυρός ελληνικός λόγος για το θέµα της 

ανάλυσης και της σύνθεσης (Heath, 1981, ΙΙ, 401) παρατίθεται αµέσως 

παρακάτω.  

                                                           
2  ∆ες Κεφάλαιο 1.  
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2.2.2.  Παρατηρήσεις στον ορισµό 
 

1η) Υπάρχουν δύο διαφορετικές περιγραφές για την ανάλυση. Η 

πρώτη βρίσκεται στα εδάφια (α) (634, 11-13), (γ) (634, 26 – 636, 5),  

(δ) (636, 7 – 636, 11), η δε δεύτερη στο εδάφιο (β) (634, 13-18).  

Σχετικά µε τα παραπάνω, υπάρχουν σαφείς αναφορές των Gulley 

(1958, 1), Κωβαίος (1955, 101-102), Mahoney (1968, 320-25), Hintikka & 

Remes (1974, 10-14), Καρασµάνης (1992, 176), Knorr (1993, 354-55).  

2η) Εµφανίζονται δύο είδη ανάλυσης: η θεωρηµατική (γ) και η προ-

βληµατική (δ).  

3η) Η σύνθεση εµφανίζεται µε την ίδια περιγραφή και στις δύο οµά-

δες εδαφίων από την 1η παρατήρηση.  

 

2.2.3.  ∆ύο διαφορετικές ερµηνείες της µεθόδου µε βάση τον ορισµό 
 

Παρατήρηση 1η, 3η: Οι περιγραφές (α), (γ), (δ) της ανάλυσης συ-

µπίπτουν µε τον ορισµό της ανάλυσης ο οποίος βρέθηκε στα σχόλια του 

Βιβλίου ΧΙΙΙ των Στοιχείων.5 Συσχετιζόµενος δε µε τον ορισµό του 

Ήρωνα,6 δείχνει ότι πράγµατι υπάρχει µια συµπύκνωση των απόψεων 

όλων των ασχοληθέντων πριν από αυτόν για το συγκεκριµένο θέµα.  

Οι παραπάνω περιγραφές στηρίζουν τη λεγόµενη «κλασική ερµηνεία 

της ανάλυσης και σύνθεσης» (Καρασµάνης, 1992, 177). Σύµφωνα µε αυ-

τή την ερµηνεία, η ανάλυση οριζόταν σαν κίνηση από το ζητούµενο µέ-

σω συνεχών συνεπαγωγών, µέχρι να φτάσουµε σε κάτι το οποίο ισχύει 

ανεξάρτητα από αυτό. Ενώ η σύνθεση ακολουθεί την αντίστροφη πο-

ρεία. ∆ηλαδή, αν παραστήσουµε µε Π την πρόταση την οποία θέλουµε 

να αποδείξουµε, και µε Π1 τις ενδιάµεσες προτάσεις οι οποίες παράγο-

νται από την Π, καταλήγουµε σε µια πρόταση η οποία είναι γνωστή, 

                                                           
5  ∆ες Κεφάλαιο 1, «Ευκλείδης».  
6  ∆ες Κεφάλαιο 1, «Ήρων».  
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ανεξάρτητα από την Π, έστω Κ. Η σύνθεση ξεκινάει από την πρόταση 

Κ και µε παραγωγικό τρόπο καταλήγει µέσω των Π1 στην Π.  

∆ηλαδή, φαίνεται να έχουµε το παρακάτω σχήµα:  

Π  →  Π1  →  Π2  →  ... →  Πn  →  Κ (Ανάλυση) 

Κ  →  Πn  →  Πn-1  →  ... →  Π1  →  Π (Σύνθεση)7 

Παρόµοιες απόψεις έχει εκφράσει ο Heath (1956, I, 139-140), ο οποί-

ος επισηµαίνει παράλληλα ότι πρέπει να προσέχουµε και να εξασφαλί-

ζουµε την ισοδυναµία των ενδιάµεσων βηµάτων, καθώς και ο Robinson 

(1936, 464-73).  

Η λειτουργία της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης εδώ φαίνεται να 

απαιτεί την ισοδυναµία των προτάσεων.8 Στο πλαίσιο αυτό και η απα-

γωγή σε άτοπο θεωρείται ειδική περίπτωση της ανάλυσης (Mahoney, 

1968, 321, Καρασµάνης, 1992, 177).  

Η δεύτερη περιγραφή του Πάππου για την ανάλυση η οποία βρίσκε-

ται στο εδάφιο (β) δίνει την αφορµή για µια διαφορετική ερµηνεία της 

µεθόδου. ∆ηλαδή υποθέτουµε το ζητούµενο σαν γεγονός, ερευνούµε 

από πού προκύπτει αυτό και κατόπιν ποιο είναι το προηγούµενο εκεί-

νου, µέχρις ότου καταλήξουµε προχωρώντας αντίστροφα (ἀναποδίζο-

ντες) σε κάτι το οποίο ήδη γνωρίζουµε ή προς κάποια αποδεκτή αρχή.  

Με αφορµή αυτό το χωρίο, ο Cornford (1932, 46-47) προτείνει την 

ερµηνεία της µεθόδου σαν µια µάλλον διαισθητική διαδικασία (όχι πα-

ραγωγική) µε την οποία βρίσκουµε προκείµενες προτάσεις. Ενώ η σύν-

θεση λειτουργεί σαν την διαδικασία απόδειξης του ζητουµένου. Η ερ-

µηνεία αυτή δέχθηκε την σφοδρή κριτική του Robinson (1936, 464-73) 

ο οποίος συντάσσεται σαφώς µε την κλασική ερµηνεία.  

 

                                                           
7  Η ερµηνεία αυτή συµπίπτει µε την ερµηνεία του ορισµού ανάλυσης – σύνθεσης στα σχόλια του Βι-

βλίου ΧΙΙΙ των Στοιχείων (δες Κεφάλαιο 1, «Ευκλείδης»).  
8  Οι εµβόλιµες αποδείξεις των προτάσεων 1-5 του Βιβλίου ΧΙΙΙ ενισχύουν την άποψη αυτή.  
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2.2.4.  Μια τρίτη προσέγγιση στο θέµα 
 

Οι δύο αυτές διαφορετικές ερµηνείες, οι οποίες σαφώς πηγάζουν από 

το κείµενο του Πάππου, έγιναν αντικείµενο µελέτης από τον Gulley 

(1958, 1-14). Ο Gulley επικαλείται, για την επεξεργασία αυτής της δια-

φοροποίησης,9 τις «εξωτερικές αποδείξεις» οι οποίες υπάρχουν και 

βοηθούν την κατανόηση του ορισµού. Σύµφωνα µε αυτές, επιχειρηµα-

τολογεί προς την κατεύθυνση της άποψης ότι και «οι δύο µέθοδοι τις 

οποίες περιγράφει ο ορισµός αναγνωρίζονταν από τους Έλληνες σαν 

µορφές γεωµετρικής ανάλυσης» (Gulley, 1958, 4).  

Ο Gulley προσπάθησε να συµβιβάσει αυτές τις δύο διαφορετικές ερ-

µηνείες της ανάλυσης, όχι τόσο επιτυχηµένα, κατά τους Hintikka & 

Remes (1974, 12-13), οι οποίοι θεωρούν ότι ο Gulley στην προσπάθεια 

αυτή ολισθαίνει στο να κατηγορεί τον Πάππο για ασυνέπεια σχετικά 

µε τον ορισµό του. Επισηµαίνουν δε ότι οι «εξωτερικές αποδείξεις» που 

χρησιµοποιεί ο Gulley για τη στήριξη της άποψής του δεν φθάνουν για 

µια διαφορετική ερµηνεία της ανάλυσης. ∆ηλαδή µια ερµηνεία η οποία 

δεν θα συντάσσεται σαφώς είτε µε τη µία είτε µε την άλλη πλευρά που 

ήδη αναφέραµε. Παρ’ όλα αυτά, θεωρούν ότι ο Gulley έχει κάνει το 

πρώτο βήµα προς αυτή την κατεύθυνση.  

 

2.2.5.  Ο ορισµός του Πάππου από µια άλλη οπτική 
 

Ο Berggren (1984, 396) αναφερόµενος στη Μέθοδο της Ανάλυσης ξε-

κινάει την περιγραφή του ως εξής: «The basic paper here is [Mahoney, 

1968]…». Η αναφορά στον Mahoney δεν γίνεται µόνο µε αφορµή τον 

Berggren, αλλά και από το γεγονός ότι ο Mahoney έδωσε τη συγκεκρι-

µένη εποχή (1968) το στίγµα µιας πραγµατικά «άλλης οπτικής» στο θέ-

µα της γεωµετρικής ανάλυσης.  

                                                           
9  ∆ηλαδή της εµφάνισης της ανάλυσης σαν «πορεία προς τα κάτω» [παραγωγική διαδικασία, εδάφια 

(α), (γ), (δ)] και σαν «πορεία προς τα πάνω» [εδάφιο (β)].  
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Συγκεκριµένα, η µετάφραση και επεξεργασία του ορισµού του Πάπ-

που στηρίχθηκε από τη µεριά του στο κείµενο του Hultsch και στις µετα-

φράσεις των Heath και Thomas (Mahoney, 1968-69, 322, παραποµπή 13).  

Αναγνωρίζει µεν την ύπαρξη δύο διαφορετικών ορισµών της µεθό-

δου ανάλυσης – σύνθεσης (σελ. 323), παρακάµπτει όµως αυτή τη δια-

φοροποίηση επιχειρηµατολογώντας για τη µη γνησιότητα του χωρίου 

(β) (µε επέκταση έως τη γραµµή 23, δηλαδή 634, 13-23), θεωρώντας αυ-

τό παρεµβολή εκ των υστέρων.  

Η παρεµβολή αυτή έγινε κατά τον Mahoney (1968-69, 325) από άλ-

λους συγγραφείς. Το κίνητρο για µια τέτοια παρεµβολή στο χειρόγρα-

φο ή στα αντίγραφα των χειρογράφων του Πάππου ήταν (σύµφωνα µε 

τον Mahoney) η ανάγκη να δικαιολογήσουν την έννοια της λέξης «σύν-

θεση». Η λέξη «σύνθεση» στο κείµενο αναφέρεται µόνο στην 634, 13. 

Παρατηρεί δε, ότι ο Πάππος στη συνέχεια, ενώ αναφέρεται στα είδη 

της ανάλυσης (θεωρηµατικό, προβληµατικό) δεν αντιπαραθέτει την 

ανάλυση µε τη σύνθεση, αλλά την ανάλυση µε την απόδειξη.  

Άρα, αφού κατά την άποψή του, το χωρίο (β) δεν ανήκει στον Πάπ-

πο, στη µετάφρασή του το τοποθετεί σε παρένθεση, και το παρακά-

µπτει στη µελέτη του. 

Στην ερµηνεία της µεθόδου βρίσκεται κοντά στην άποψη του Heath 

(1956), Robinson (1936), τις οποίες όµως, καθώς και αυτές του Gulley 

(1958), Cornford (1932) δεν τις θεωρεί επαρκείς, σχετικά µε το στόχο 

της µεθόδου και προτείνει µια επανεξέταση του θέµατος µε αυτή την 

εργασία (Mahoney, 1968-69, 318-20). Η επανεξέταση αυτή ξεκινάει από 

τη διαφορετική διαπραγµάτευση του ορισµού, και καταλήγει στην ά-

ποψη ότι η ανάλυση δεν είναι τελικά παρά ένα χρήσιµο εργαλείο για 

την λύση προβληµάτων. 

Η διαδροµή που ακολουθεί, από την αρχική διαπραγµάτευση του 

ορισµού µέχρι τη διαπίστωση ότι η ανάλυση είναι ένα χρήσιµο εργα-
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λείο για λύση προβληµάτων ή αποδείξεις θεωρηµάτων, περνάει µέσα 

από επιµέρους θέµατα, όπως:  

i) Το πρόβληµα της αντιστρεψιµότητας (Mahoney, 1968-69, 326-27), 

όπου διατυπώνει την άποψη ότι ο ορισµός του Πάππου (αυτόν που 

αποδέχεται ο ίδιος σαν γνήσιο) απαιτεί την πλήρη αντιστρεψιµότητα 

των ενδιάµεσων βηµάτων. Αναγνωρίζει όµως επίσης ότι «η γεωµετρική 

ανάλυση δεν είναι τελικά ελεύθερη από το πιο γενικό πρόβληµα της 

αντιστρεψιµότητας» και, µε βάση τον προβληµατισµό αυτό, εισάγει το 

δεύτερο θέµα, την έννοια του διορισµού.  

ii) H έννοια του διορισµού10 συνδέεται, σύµφωνα µε τον Mahoney 

(1968-69, 327-29), µε το πρόβληµα της αντιστρεψιµότητας. Εκφράζει 

όµως την άποψη ότι «ενώ η συζήτηση του Πάππου (εννοεί τον ορισµό του 

Πάππου) µας προµηθεύει µια λύση για το πρόβληµα της αντιστρεψιµότητας, 

δεν απευθύνεται κυρίως σ’ αυτό το πρόβληµα».  

Η τελευταία αυτή φράση του, είναι ο συνδετικός κρίκος για την εισα-

γωγή του τρίτου θέµατος, τη διάκριση µεταξύ θεωρηµατικής και προ-

βληµατικής ανάλυσης, η οποία εντοπίζεται στον ορισµό του Πάππου.  

iii) «Θεωρηµατική ανάλυση απέναντι στην προβληµατική ανάλυση». Με 

τον τίτλο αυτό ο Mahoney (1968, 329-330) κλείνει το πρώτο µέρος της 

εργασίας του. Θα αναφερθούν στο σηµείο αυτό οι βασικοί άξονες της 

παραγράφου αυτής.11  

α) Η εµβόλιµη απόδειξη της Πρότασης 1 του Βιβλίου ΧΙΙΙ των Στοι-

χείων (βλέπε § 1.6.2) θεωρείται από τον Mahoney (1968, 329) σαν ένα 

«εξαιρετικό παράδειγµα θεωρηµατικής ανάλυσης». Οπότε, µπορούµε να συ-

µπεράνουµε ότι στη θεωρηµατική ανάλυση απαιτείται πλήρης αντι-

στρεψιµότητα των ενδιάµεσων βηµάτων.  

                                                           
10  Σχετικά µε τον διορισµό υπάρχουν αναφορές στις §§ 1.4.3, 1.4.4 και 2.4.2 Γ, σηµείωση 76. 
11  Οι απόψεις αυτές του Mahoney έχουν αναφερθεί και σχολιαστεί και σε άλλα σηµεία αυτής της ερ-

γασίας.  
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β) «Η προβληµατική ανάλυση αναζητά απαντήσεις, όχι αποδείξεις, 

άρα το πρόβληµα της αντιστρεψιµότητας είναι δευτερεύον» (Mahoney, 

1968-69, 330).  

γ) «Επιπλέον, αν και η θεωρηµατική ανάλυση µπορεί να περιγραφεί 

µε λογικούς ή επιστηµολογικούς όρους σαν µέθοδος, η προβληµατική 

όχι» (Mahoney, 1968-69, 330).  

δ) Η προβληµατική ανάλυση «δεν είναι µια µέθοδος, αλλά ένα σώµα 

από τεχνικές, οι οποίες είναι περισσότερο υπαινικτικές, παραδίνουν 

ακριβείς οδηγίες, και έχει βρεθεί από τους µαθηµατικούς ότι είναι ι-

διαίτερα χρήσιµες στο να βρίσκουν απαντήσεις σε προβλήµατα Μαθη-

µατικών».  

Από τον τίτλο του δεύτερου µέρους της εργασίας του (δηλ. «ΙΙ. Λύνο-

ντας προβλήµατα µε την Ανάλυση»), καθώς και µε το επιµέρους περιεχό-

µενο αυτής («Ανάλυση µέσω Αναγωγής», «Χρήση Προχωρηµένης Ανάλυσης: 

Αρχιµήδης», «Ανάλυση: Το Κουτί των Εργαλείων των Μαθηµατικών»), µπο-

ρούµε να συµπεράνουµε ότι ο Mahoney επιµένει κυρίως ότι η χρήση της 

ανάλυσης γίνεται για την ανάπτυξη τεχνικών επίλυσης προβληµάτων. 

 

2.2.6.  Η γεωµετρική ανάλυση – σύνθεση  

µε τη µατιά της φιλοσοφίας της λογικής12 

Οι Hintikka & Remes (1974) µε την εργασία τους, άλλαξαν την πο-

ρεία της έρευνας για τη γεωµετρική ανάλυση και σύνθεση, τοποθετώ-

ντας την στο πλαίσιο της φιλοσοφίας της λογικής.  

Α.  Για τον ορισµό της ανάλυσης – σύνθεσης του Πάππου, η άποψή 

τους είναι ότι δεν υπάρχει πραγµατικό πρόβληµα ασυµβατότητας των 

δύο περιγραφών [δες (α), (γ), (δ) και (β)]. Επισηµαίνουν δε ότι οι πα-

ρατηρήσεις, οι οποίες στηρίζουν την παρουσίαση της ανάλυσης σαν µια 

                                                           
12  Υπάρχουν και άλλες εργασίες σχετικά µε τη µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης και τη φιλοσοφία της 

λογικής στο Otte-Panza (1997).  
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«πορεία προς τα κάτω» (downward movement), µπορούν πράγµατι να εί-

ναι συµβατές µε τις παρατηρήσεις, οι οποίες στηρίζουν την παρουσίαση 

της ανάλυσης σαν µια «πορεία προς τα πάνω» (upward movement)13 

(Hintikka & Remes, 1974, 13).  

Στην προσπάθειά τους αυτή ξεκινούν µε τη διαφορετική ερµηνεία 

και απόδοση του όρου «ἀκολούθων» ο οποίος εµφανίζεται στις περι-

γραφές της ανάλυσης στα χωρία (α), (γ), (δ). Οι υποστηρικτές της «κλα-

σικής ερµηνείας της µεθόδου» µεταφράζουν τον όρο αυτό ως «succes-

sive consequences».14 Αντίθετα, ο Cornford (1932, 46),15 ως υποστηρι-

κτής του διαισθητικού χαρακτήρα της ανάλυσης, τον αποδίδει ως «the 

succession of sequent steps» [χωρίο (α)] και ως «sequent steps» [χωρία 

(γ), (δ)].  

Ο Mahoney (1968-69, 382) αποδίδει τον όρο µε τη φράση «the things 

which follow in order» υπονοώντας σαφώς τον παραγωγικό χαρακτήρα 

της ανάλυσης.16  17  

Οι Hintikka & Remes µεταφράζουν τον όρο ως «concomitants» θεω-

ρώντας ότι ο όρος «ἀκολούθων» δεν σηµαίνει λογικές συνεπαγωγές 

(logical consequences). Ο Hintikka (1973Α, 43) επιχειρηµατολογεί για 

το νόηµα της λέξης «ἀκολουθεῖν» επικαλούµενος τη χρήση της στο έργο 

του Αριστοτέλη Περί ερµηνείας.18 19 Αντίθετα, ο όρος µε τον οποίο ο 

                                                           
13  Η πορεία προς τα κάτω αφορά τα χωρία (α), (γ), (δ) και η πορεία προς τα πάνω (προς τις αρχές) το 

χωρίο (β).  
14  Βλέπε § 2.2.1, µετάφραση Heath.  
15  ό.π.  
16  ό.π. 
17  Στην απόδοση των όρων συµφωνεί και ο Knorr (1993, 354-358).  
18  Σύµφωνα µε την επιχειρηµατολογία αυτή, η οποία αναπτύσσεται από τον Hintikka (1973Α, 43-51), 

το νόηµα της λέξης αποδίδεται µε τις φράσεις «to follow» ή «going together with», δηλαδή «έπεται» 
ή «πάει µαζί µε». Το ακριβές νόηµα της λέξης πρέπει να συνάγεται κάθε φορά από τα συµφραζόµε-
να, γενικότερα δε µέσα στο χωρίο ή εδάφιο στο οποίο συναντάται. Επίσης θεωρεί ότι δεν µπορεί η 
λέξη «ἀκολουθεῖν» να είναι ο τεχνικός όρος για τις λογικές συνεπαγωγές. Αντίθετα, για τον όρο 
«συµβαίνειν» είναι σαφής ότι ο τεχνικός όρος µε τον οποίο ο Αριστοτέλης εννοεί «λογικές συνεπα-
γωγές» (Hintikka, 1973Α, 42).  

19  Σύµφωνα µε τους Lidell-Scott το ρήµα «ἀκολουθεῖν» έχει την έννοια µεταξύ των άλλων και του 
«γίνοµαι συµπέρασµα τινός». Οµοίως στο Μέγα Λεξικό της Ελληνικής Γλώσσας του ∆. ∆ηµητρά-
κου, βρίσκουµε την ερµηνεία του ως «έποµαι σαν αποτέλεσµα ή ως συµπέρασµα» ή «επακολουθώ». 
Και στα δύο λεξικά όµως δεν αποδίδουν στον όρο «λογική συνεπαγωγή». Αντίθετα, το ρήµα «συµ-
βαίνω» σύµφωνα µε τους Lidell-Scott, µεταξύ των άλλων χρησιµοποιείται «επί λογικής ακολουθί-
ας». Την ίδια ερµηνεία δίνει και ο ∆. ∆ηµητράκος. 



Κεφάλαιο 2  Πάππος: Ανάλυση – Σύνθεση 
 

 -82-

Αριστοτέλης, σύµφωνα µε τον Hintikka (1973Α, 42), αποδίδει το νόηµα 

των «λογικών συνεπαγωγών» είναι το «συµβαίνειν».20  

 

Β. Σύµφωνα µε το παραπάνω πλαίσιο, οι Hintikka & Remes (1974, 

14-17), παρατηρούν ότι η χρήση του όρου «ἀκολουθεῖν» γίνεται πάντα21 

όταν ο Πάππος αναφέρεται στη µετάβαση από το ζητούµενο προς τις 

άγνωστες προκείµενες προτάσεις. Αντίθετα, ποτέ22 δεν το χρησιµοποιεί 

για να εκφράσει την αντίστροφη µετάβαση από τις προκείµενες προτά-

σεις προς το ζητούµενο. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιεί όρους όπως 

«συµβαίνειν» (634, 14), «ἑπόµενα» (634, 20), «ἀπόδειξις» (636, 5 & 12).  

 

Γ. Κάνουν ένα βήµα παραπέρα, στην προσπάθειά τους να ερµηνεύ-

σουν τον όρο «ἀκόλουθον», ερευνώντας τις χρήσεις αυτού στη Συναγω-

γή (εκτός από τον ίδιο τον ορισµό). Ίσως το πιο ενδιαφέρον από τα 

χωρία αυτά είναι, η εισαγωγή του Γ΄ βιβλίου της Συναγωγής, όπου ο 

Πάππος κάνει τη διάκριση µεταξύ προβληµάτων και θεωρηµάτων.  

Παρατίθεται το σχετικό απόσπασµα:  

«…ὁ µὲν οὖν τὸ θεώρηµα προτείνων συνιδὼν ὁντινοῦν τρόπον τὸ ἀκόλουθον 

τούτῳ ἀξιοῖ ζητεῖν καὶ οὐκ ἂν ἄλλως ὑγιῶς προτείνοι…» (Πάππος, Συναγω-

γή, Βιβλίο ΙΙΙ, § 30, 9-11).  

Οι Hintikka & Remes (1974, 15) θεωρούν ότι ο όρος «ἀκόλουθον» στο 

σηµείο αυτό δεν σηµαίνει «λογικές συνεπαγωγές», ακόµη και αν  

«εκτείνουµε την φαντασία µας». Η ερµηνεία που δίνουν στον όρο αυτό 

είναι «συνακόλουθο» ή «τι πάει µαζί». Επικαλούνται δε δύο χωρία από 

τον Αριστοτέλη (Φυσικά, ΙΙ, 9, 200a 18-19 και Αναλυτικά Ύστερα, ΙΙ,  

 

                                                           
20  Για το «συµβαίνειν» έχει την ίδια άποψη και ο Καρασµάνης (1992, 186). 
21  Η υπογράµµιση δική τους.  
22  Η υπογράµµιση δική τους.  
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10, 94a 28-35).23 Ισχυρίζονται δε ότι ο Πάππος µε τον όρο «ἀκόλουθον» 

στο παραπάνω χωρίο, δεν εννοεί ότι συνεπάγεται λογικά από το θεώ-

ρηµα, αλλά ότι συνυπάρχει στο ίδιο το θεώρηµα, το οποίο µπορεί να 

είναι αξίωµα ή ορισµός. Το αξίωµα ή ο ορισµός µπορεί να µην διακρί-

νεται καθαρά, αλλά βρίσκονται µέσα στο θεώρηµα. Για να προλάβουν 

δε και τον αντίλογο δηλαδή ότι «πολλά ενδιαφέροντα θεωρήµατα δεν υπο-

νοούν κανένα αξίωµα ή µέρος αξιώµατος» και ότι «η εύρεση ενός αξιώµατος 

το οποίο υπονοείται από το θεώρηµα, από µόνη της δεν µπορεί να αποδείξει 

το θεώρηµα» επικαλούνται τη φράση του Πάππου «…οὐκ ἂν ἄλλως ὑγιῶς 

προτείνοι…».  
 

∆. Επικαλούνται µια σειρά από άλλα σχετικά χωρία του Πάππου 

(Hintikka & Remes, 1974, 15-16) όπου η χρήση του όρου, κατά την  

άποψή τους, παρουσιάζει µια χαλαρότητα. Ενώ όταν θέλει να αποδώ-

σει ιδιαίτερα µια παραγωγική σύνθεση προτάσεων χρησιµοποιεί το 

«οὐχ ἕπεται». 
 

Ε. Η περιγραφή του Πάππου για τη θεωρηµατική ανάλυση δίνει δε 

και επιπρόσθετα στοιχεία για τη στήριξη της άποψής τους. Συγκεκρι-

µένα στο κείµενο του ορισµού (636, 2-3) «…εἶτα διὰ τῶν ἑξῆς ἀκολούθων 

ὡς ἀληθῶν καὶ ὡς ἔστιν καθ’ ὑπόθεσιν προελθόντες». Η απαίτηση να είναι 

                                                           
23  Συγκεκριµένα το χωρίο από τα Φυσικά, αναφέρει τα εξής: «…ἔστι δὲ τὸ ἀναγκαῖον ἔν τε τοῖς  

µαθήµασι καὶ ἐν τοῖς κατὰ φύσιν γιγνοµένοις τρόπον τινὰ παραπλησίως· ἐπεὶ γὰρ τὸ εὐθὺ τοδί 
ἐστιν, ἀνάγκη τὸ τρίγωνον δύο ὀρθαῖς ἴσας ἔχειν· ἀλλ’ οὐκ ἐπεὶ τοῦτο, ἐκεῖνο· ἀλλ’ εἴ γε τοῦτο µὴ 
ἔστιν οὐδὲ τὸ εὐθὺ ἔστιν…». Το δε χωρίο από τα Αναλυτικά Ύστερα: «…διὰ τὶ ὀρθὴ ἡ ἐν ἡµικυκλίῳ; 
τίνος ὄντος ὀρθή; ἔστω δὴ ὀρθὴ ἐφ’ ἧς Α ἡµίσεια δυοῖν ὀρθαῖν ἐφ’ ἧς Β, ἡ ἐν ἡµικυκλίῳ ἐφ’ ἧς Γ. 
τοῦ δὴ τὸ Α τὴν ὀρθὴν ὑπάρχειν τῷ Γ τῇ ἐν τῷ ἡµικυκλίῳ αἴτιον τὸ Β. αὔτη µὲν γὰρ τῇ Α ἴση, ἡ δὲ 
τὸ Γ τῇ Β. δύο γὰρ ὀρθῶν ἡµίσεια. τοῦ Β οὖν ὄντος ἡµίσεος δύο ὀρθῶν τὸ Α τῷ Γ ὑπάρχει (τοῦτο δ’ 
ἦν τὸ ἐν ἡµικυκλίῳ ὀρθὴν εἶναι) τοῦτο δὲ ταὐτόν ἐστι τῷ τὶ ᾖν εἶναι, τῷ τοῦτο σηµαίνειν τὸν  
λόγον, ἀλλὰ µὴν καὶ τὸ τὶ ἦν εἶναι αἴτιον δέδεικται τὸ µέσον <ὄν>». Στο δεύτερο χωρίο ο  
Αριστοτέλης θέτει το ερώτηµα «γιατί είναι ορθή η γωνία που βαίνει σε ηµικύκλιο», «ποιου  
πράγµατος δοθέντος είναι αυτή ορθή» και δίνει την παρακάτω «έκθεση» του ερωτήµατος: Έστω Α : 
ορθή γωνία, Β : µισό δύο ορθών γωνιών, Γ : ορθή γωνία στο ηµικύκλιο. Προχωράει στην απόδειξη 
ως εξής: Το Α ανήκει στο Γ επειδή αίτιο είναι το Β γιατί το Β είναι ίσο µε το Α και το Γ. ∆ηλαδή, αν 
δοθεί το Β (το οποίο σηµαίνει τον ορισµό του Α σε κάποιο µέτρο) ακολουθεί ότι το Α ανήκει στο Γ. 
Εποµένως, το ότι πράγµατι, του τάδε πράγµατος δοθέντος ακολουθεί κατ’ ανάγκη το δείνα, δεν 
αληθεύει, ότι λαµβάνεται ως δεδοµένη µόνο µια προκείµενη, απαιτούνται τουλάχιστον δύο γι’ αυτό, 
και αυτό συµβαίνει όταν οι δύο αυτές προκείµενες έχουν µέσο όρο. Η χρήση του παραδείγµατος 
αυτού έρχεται σαν εξήγηση της σχέσης µεταξύ προκείµενων και συµπεράσµατος, σύµφωνα µε τον 
Ross (2001, 80).  
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τα «ἀκόλουθα» αληθή δεν θα ήταν αναγκαία, αν υπήρχαν λογικές 

συνεπαγωγές.  

 

ΣΤ. Η χρήση του όρου «ἀκολουθεῖν» ευρέως µε την ερµηνεία της «λο-

γικής συνεπαγωγής» οφείλεται σύµφωνα τους Hintikka & Remes (1974, 

16, 20-21) στους Στωϊκούς φιλοσόφους. Οι Στωϊκοί µε τη σειρά τους 

έχουν επηρεάσει και τον Πρόκλο. Μάλιστα δε επισηµαίνουν χαρακτη-

ριστικά ότι η «περιγραφή του Πρόκλου για την ανάλυση είναι ένα µίγµα από 

στοιχεία, τα οποία έχουν µικρή σχέση µε τη µαθηµατική πρακτική».  

 

2.2.7.  Θεωρηµατική και προβληµατική ανάλυση 
 

Α.  Γενικά περί θεωρηµάτων και προβληµάτων 

Ο Πρόκλος (77) αναφέρει τις διαφορές µεταξύ προβληµάτων και θε-

ωρηµάτων. Τα προβλήµατα ασχολούνται µε τις «γενέσεις των σχηµάτων» 

και ό,τι άλλο µπορεί να γίνει µε τα σχήµατα: τοµές, αφαιρέσεις ή προ-

σθέσεις· γενικώς µε όλες τις αλλαγές που µπορούν να γίνουν σ’ αυτά. 

Τα θεωρήµατα ασχολούνται µε την απόδειξη των ιδιοτήτων οι οποίες 

ενυπάρχουν σε κάθε σχήµα.  

Ο Knorr (1993, 349-54), αναφερόµενος στη διάκριση µεταξύ προβλη-

µάτων και θεωρηµάτων, αναπτύσσει ενδιαφέρουσες απόψεις στις οποί-

ες θα αναφερθούµε εν συντοµία παρακάτω.  

1) Αρχικά, ένα σηµείο διάκρισης που απασχόλησε τους αρχαίους 

σχολιαστές, είναι ότι το θεώρηµα αναφέρεται σε µια γενική κλάση ο-

ντοτήτων (π.χ. κάποιο τρίγωνο), ενώ το πρόβληµα καταλήγει συνήθως 

στην παραγωγή ενός µόνο σχήµατος. Θεωρεί δε ότι η διάκριση µεταξύ 

προβληµάτων και θεωρηµάτων είναι σε πολύ µεγάλο βαθµό τεχνητή.  

2) Θεωρεί ότι: α) Ένα πρόβληµα µπορεί να έχει το ρόλο θεωρήµατος 

και αντίστροφα. Το πρώτο µπορεί να γίνει ενσωµατώνοντας στην πρό-
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ταση του θεωρήµατος όλα τα στοιχεία που χρειάζονται για την κατα-

σκευή που ζητάει το πρόβληµα. Το δεύτερο, όταν επαναδιατυπώσουµε 

το θεώρηµα, µε τρόπο ώστε να ζητάει µια κατασκευή ή να ανακαλύ-

ψουµε κάποια ιδιότητα δοθέντος σχήµατος. β) Η διάκριση, κατά τον 

Πάππο (Συναγωγή, Εισαγωγή, Κεφάλαιο Γ΄), µεταξύ θεωρηµάτων και 

προβληµάτων, δεν προσφέρει τίποτα καινούργιο σ’ αυτά τα οποία έχει 

αναφέρει ο Πρόκλος.  

3) Για τον Knorr, το ουσιώδες µέρος των έργων του Ευκλείδη και 

του Απολλώνιου ήταν η λύση προβληµάτων. Η επίτευξη αυτού του 

σκοπού απαιτούσε τη στήριξη από µια οργανωµένη δοµή θεωρηµάτων.  

4) Η έµφαση, η οποία δίνεται από διάφορους συγγραφείς (τους ο-

ποίους επικαλείται και ο Πρόκλος), για το σηµαντικό ρόλο των θεωρη-

µάτων έναντι των προβληµάτων, έχει τη βάση της στη φιλοσοφία του 

Πλάτωνα. Η άποψη που εκφράζει ο Πλάτωνας για το µάθηµα της γεω-

µετρίας, ότι «καλλιεργείται για να γνωρίσουµε το παντοτινό ον» (Πλάτων, 

Πολιτεία, 527b, 5-6)24 είναι σαφώς αντίθετη µε την κατασκευαστική 

υφή των προβληµάτων. ∆εν µπορούν τα γεωµετρικά αντικείµενα τα 

οποία είναι αιώνια και αναλλοίωτες αλήθειες να κατασκευάζονται. Ο 

Πρόκλος, σαν Νεοπλατωνιστής, έχει επηρεαστεί θετικά από την άποψη 

αυτή. Αντίθετα, υπάρχουν µαθηµατικοί όπως ο Μέναιχµος, ο οποίος 

θεωρεί όλες τις προτάσεις προβλήµατα. Ο επηρεασµός του Πρόκλου 

από τον Πλάτωνα, δεν του επιτρέπει να διακρίνει την επιστηµολογική 

βάση της άποψης του Μέναιχµου η οποία έρχεται σε αντίθεση µε την 

οντολογική θέση των Πλατωνιστών.  
 

                                                           
24  «…οἱ δ’ αὖ γεωµέτραι καὶ οἱ ἀστρονόµοι καὶ οἱ λογιστικοὶ – θηρευτικοὶ γὰρ εἰσὶ καὶ οὖτοι· οὐ γὰρ 

ποιοῦσι τὰ διαγράµµατα ἕκαστοι τούτων, ἀλλὰ τὰ ὄντα ἀνευρίσκουσιν…» (Πλάτων, Ευθύδηµος, 
290c, 1).  
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Β.  Η διάκριση µεταξύ θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης 

Η διάκριση από τον Πάππο της µεθόδου της ανάλυσης σε θεωρηµα-

τική και προβληµατική ορθώνει, σύµφωνα µε τους Hintikka & Remes 

(1974, 17), ένα σοβαρό εµπόδιο για µια πιο απλή ερµηνεία της µεθόδου.  
 

Β1. Εκτός από τους Hintikka & Remes, την άποψή του για την διά-

κριση αυτή έχει καταθέσει και ο Mahoney (1968-69, 329), η οποία συ-

νοπτικά µπορεί να αποδοθεί ως εξής:  

α) Για µεν τη θεωρηµατική ανάλυση, θεωρεί ότι η εµβόλιµη απόδειξη 

της πρότασης 1 του Βιβλίου ΧΙΙΙ των Στοιχείων (περισσότερες λεπτο-

µέρειες, δες Κεφάλαιο 1, «Ευκλείδης») είναι «ένα εξαιρετικό παράδειγµα 

θεωρηµατικής ανάλυσης»,25 ως επίσης ότι για την εφαρµογή της απαιτεί-

ται (η ύπαρξη) ενός θεωρήµατος το οποίο χρειάζεται να αποδειχθεί.  

β) Η εµφάνιση των θεωρηµάτων όµως στα Μαθηµατικά συντελείται 

µέσα από τη διαδικασία λύσης προβληµάτων. Η επεξεργασία των λύ-

σεων αυτών αναδεικνύει την αναγκαιότητα για κάποια τεχνική ανά-

λυσης. Αυτή καλείται από τον Πάππο προβληµατική ανάλυση.  

Επιπλέον, για τον Mahoney (1968-69, 330), «η προβληµατική ανάλυση 

αναζητά απαντήσεις, όχι αποδείξεις… Επιπλέον, αν και η θεωρηµατική ανά-

λυση µπορεί να περιγράφει µε λογικούς ή επιστηµολογικούς όρους σαν µέθο-

δος, η προβληµατική δεν µπορεί».  

Η τελευταία αυτή φράση του, µαζί µε την άποψή του για τη µη δυ-

νατότητα διατύπωσης του διορισµού26 µε τυπικούς όρους (Mahoney, 

320), δέχεται την αυστηρή κριτική των Hintikka & Remes, οι οποίοι 

αναφέρουν ότι η προσπάθεια του Mahoney (1968-69, 329-30) «να αφο-

µοιώσει τη διαφορά µεταξύ θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης σαν 

µια διαφορά µεταξύ απόδειξης θεωρήµατος και λύσης προβλήµατος ως παρα-

                                                           
25  Σηµειωτέον ότι ο Knorr (1993, 358) έχει για την ίδια πρόταση την άποψη ότι: «Ξεκάθαρα, η παρου-

σίαση της ανάλυσης εδώ είναι εντελώς τεχνητή».  
26  Για τον διορισµό και τη σχέση του µε την ανάλυση, περισσότερες λεπτοµέρειες δες § 2.4.2, Γ.  
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πλανητικής και βλαβερής» και συνεχίζουν: «Λογικά, επιστηµολογικά και ευ-

ρετικά κανένα είδος ανάλυσης δεν είναι καλύτερο ή χειρότερο από το άλλο» 

(Hintikka & Remes, 1974, 47).   
 

Β2. Για τους Hintikka & Remes, η διάκριση µεταξύ θεωρηµατικής και 

προβληµατικής ανάλυσης συνοψίζεται ως εξής: «Μεθοδολογικά και επι-

στηµολογικά, τα δύο είδη της ανάλυσης είναι ίσης αξίας, όπως υπάρχουν στην 

περιγραφή του Πάππου. Στη θεωρηµατική ανάλυση ζητάµε να βρούµε την α-

πόδειξη ενός διατυπωµένου µε εικασία θεωρήµατος, ενώ στην προβληµατική 

ζητάµε να βρούµε τρόπο για να πραγµατοποιήσουµε µια εικασία κατασκευής. 

Ούτε η µία ούτε η άλλη (δεν) είναι µέθοδοι ανακάλυψης νέων θεωρηµάτων ή 

κατασκευών» (Hintikka & Remes, 1974, 47). Η άποψη αυτή έρχεται σαν 

συµπέρασµα µετά τη διαπραγµάτευση του θέµατος των βοηθητικών 

κατασκευών που θα δούµε παρακάτω λεπτοµερώς (§ 2.4.1).  

Οι Hintikka & Remes (1974, 47) προσπαθούν να «φωτίσουν» το θέµα 

από τη σκοπιά της Φιλοσοφίας της Λογικής. Αναγνωρίζουν µεν την 

προσπάθεια του Mahoney να τονίσει τον ευρετικό χαρακτήρα της µε-

θόδου ανάλυσης – σύνθεσης, αλλά θεωρούν ότι ο δρόµος τον οποίο 

διάλεξε (αντίθεση µεταξύ θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης) 

δεν είναι ο κατάλληλος. Γι’ αυτούς, ο δρόµος περνάει µέσα από την 

κατανόηση της δοµής της µεθόδου, όπως αυτή παρουσιάζεται στην 

πράξη (δηλαδή στη λύση προβληµάτων και στην απόδειξη 

θεωρηµάτων).  
 

Β3. Η διάκριση µεταξύ θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης 

από τον Πάππο έγινε αντικείµενο σχολιασµού και από τον Knorr 

(1993, 358-60). Η άποψή του τοποθετείται µέσα στο πλαίσιο της γενι-

κότερης άποψής του για τα θεωρήµατα και προβλήµατα (δες § 2.2.7, Α). 

Σύµφωνα µε την άποψή του, ο ορισµός της θεωρηµατικής ανάλυσης και 

σύνθεσης πλεονάζει, επίσης δε είναι και τεχνητός.27  

                                                           
27  Επισηµαίνει ότι ακόµη και οι γραµµές 15-16 της σελίδας 636, οι οποίες αναφέρονται στον «διορι-

σµό», είναι ξένες µε το υπόλοιπο κείµενο του Πάππου, έτσι ώστε από πολλούς σύγχρονους σχολια-
στές να παραλείπονται (δες επίσης Hintikka & Remes, 1974, 10).  
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Για να τεκµηριώσει τον ισχυρισµό του ο Knorr, για την τεχνητή υφή 

του ορισµού της θεωρηµατικής ανάλυσης αναφέρει ότι: «Αυτό που οι 

σχολιαστές δεν λαµβάνουν υπόψη τους, είναι ότι τέτοιου είδους θεωρήµατα28 

εµφανίζονται µέσα στο πλαίσιο άλλων θεωρηµάτων ή προβληµάτων, τα οποία 

δεν αποκαλύπτουν µόνο το ζητούµενο προς απόδειξη –το οποίο δεν είναι κυ-

ρίως θέµα εικασίας– αλλά επίσης δείχνουν τα στοιχεία της επιθυµητής απόδει-

ξης» (Knorr, 1993, 358).  

Επικαλείται επίσης τη φράση µε την οποία κλείνει ο Πάππος την 

αναφορά του στη θεωρηµατική ανάλυση: «…ἐὰν δὲ ψεύδει ὁµολογουµένῳ 

ἐντύχωµεν, ψεῦδος ἔσται καὶ τὸ ζητούµενον…». Αυτή η φράση παραπέµπει 

σύµφωνα µε τον Knorr (1993, 359) στη µέθοδο της «απαγωγής σε άτο-

πο».29 Στη συνέχεια δε, διατυπώνει την άποψη ότι, η σύνδεση της µεθό-

δου αυτής µε τη µέθοδο της αναγωγής30 (απαγωγής) ήταν κάτι το οποίο 

έτυχε της προσοχής του Πρόκλου (212). ∆ηλαδή, σε µια σειρά από θε-

ωρήµατα από µόνη της, η ανάλυση είναι και η απόδειξη.  

Οι δύο παραπάνω παρατηρήσεις του Knorr, συνθέτουν το γενικό 

πλαίσιο το οποίο δίνει απάντηση για την παράθεση από τη µεριά του 

Πάππου, ενός τέτοιου «τεχνητού ορισµού». Σύµφωνα µε τον Knorr 

(1993, 360) «η επίδραση της αίγλης της οντολογίας του Πλάτωνα που οδήγησε 

νεώτερους σχολιαστές αλλά και τον Πάππο τον ίδιο να πάρουν θέση µε έµµεσο 

ή άµεσο τρόπο υπέρ της υπεροχής των θεωρηµάτων απέναντι στα προβλήµατα».  

Η προσπάθεια αυτή δροµολογήθηκε µέσα από τη συµπλήρωση των 

κλασικών έργων µε µια σειρά από µικρότερης αξίας λήµµατα.  

Η µέθοδος της ανάλυσης (παρά την «τεχνική» χρησιµοποίησή της 

στην απόδειξη θεωρηµάτων) διαγράφτηκε από κάποιους σχολιαστές 

παλαιότερων έργων, και παρουσιάστηκε µόνο µια τυπική απόδειξη 

των αποτελεσµάτων.  

                                                           
28  Εννοεί την εµβόλιµη απόδειξη της πρότασης ΧΙΙΙ.1 των Στοιχείων (δες Κεφάλαιο 1, «Ευκλείδης»).  
29  Ήδη γνωστή από την εποχή του Αριστοτέλη (δες Κεφάλαιο 1, «Αριστοτέλης»).  
30  Πρόβληµα διπλασιασµού του κύβου από τον Ιπποκράτη τον Χίο.  
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2.3. Παραδείγµατα  

θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης  
 

 

2.3.1.  Εισαγωγή 
 

Στη συνέχεια θα παρατεθούν δύο παραδείγµατα από το έργο του 

Πάππου, ένα θεωρηµατικής και ένα προβληµατικής ανάλυσης, όπως 

αποδίδονται από τους Hintikka & Remes (1974, 2231 και 1976). Πριν 

όµως, θα συνοψίσουµε ένα κατ’ αρχήν πλαίσιο ερµηνείας της µεθόδου 

µέσα στο οποίο κινούνται οι Hintikka & Remes (1974).  
 

 

Α.  ∆ιαφοροποίηση σε σχέση µε την ερµηνεία της λέξης «ἀκόλουθα» 

Οι Hintikka & Remes (1974) διαφοροποιούνται στον ορισµό του 

Πάππου ως προς την ερµηνεία της λέξης «ἀκόλουθα», κυρίως από τον 

Robinson (1936, 464-473) και από τον Heath (1956, Ι, 134-140). Για τους 

Hintikka & Remes η λέξη «ἀκόλουθα» σηµαίνει «συνακόλουθα» ή «τι 

πάει µαζί».  

Οι Robinson και Heath ερµηνεύουν τον όρο ως «λογικές συνεπαγω-

γές». την άποψη αυτή φαίνεται να συµµερίζεται και ο Lakatos.32 

Περισσότερες λεπτοµέρειες για τη διαφοροποίηση αυτή έχουν 

παρατεθεί στην § 2.2.6.  
 

 

Β.  Προβληµατισµός για την ευρετική χρησιµότητα της µεθόδου 

Οι Hintikka & Remes (1974) αναγνωρίζουν την προσπάθεια του 

Mahoney (1968-69) να αναδείξει την ευρετική χρησιµότητα της µεθό-

δου, διαφοροποιούνται όµως ως προς τον τρόπο.  

                                                           
31  Το ίδιο παράδειγµα θεωρηµατικής ανάλυσης σχολιάζεται και από τον Καρασµάνη (1992, 173). Ε-

πισηµαίνεται δε από τον Knorr (1993, 358) ως παράδειγµα, όπου τα βήµατα προς ανεύρεση του ζη-
τούµενου είναι πολύ λίγο φανερά, σε σύγκριση µε τις εµβόλιµες αποδείξεις των Προτάσεων 1-5 του 
ΧΙΙΙ Βιβλίου. 

32  ∆ες § 4.2.2. 
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Για τον µεν Mahoney, ο τρόπος αυτός περνάει µέσα από τη διάκριση 

θεωρηµατικής – προβληµατικής ανάλυσης,33 η οποία µε τη σειρά της 

αναδεικνύει την ευρετική χρησιµότητα της µεθόδου. Η οποία (ευρετική 

χρησιµότητα) συνίσταται στην ανάπτυξη µέσω της ανάλυσης µιας σει-

ράς τεχνικών για τη λύση προβληµάτων.34  

Για δε τους Hintikka & Remes (1974, 47) (όπως αναλυτικά θα δούµε 

στις επόµενες παραγράφους), ο τρόπος αυτός περνάει µέσα από την 

«κατανόηση των δοµικών λόγων (structural reasons) της καρποφόρας αναλυ-

τικής διαδικασίας και επίσης της εκτίµησης της βαθιάς σύνδεσης, η οποία υ-

πάρχει µεταξύ της φύσης της αναλυτικής µεθόδου (ειδικά για το ρόλο των 

βοηθητικών κατασκευών) και του µη τετριµµένου χαρακτήρα της λογικής και 

µαθηµατικής αλήθειας γενικότερα».  

 

 

Γ.  ∆ύο περιγραφές της ανάλυσης, όπως εκφράζονται στον ορισµό 

Σχετικά µε το θέµα αυτό εµφανίζονται τρεις κατηγορίες σχολιαστών.  

α) Στην  1η κατηγορία  υπάρχουν σχολιαστές που αναγνωρίζουν 

στην περιγραφή της ανάλυσης αυτή που εντοπίζεται στα εδάφια (634, 

11-13) (α), (634, 26 – 636, 5) (γ), (636, 7 – 636, 11) (δ) (δες § 2.2.1, ορι-

σµός Πάππου). Σ’ αυτούς συµπεριλαµβάνεται ο Heath (1956, 137-140) 

και ο Robinson (1936) και κατ’ επέκταση όσοι υιοθετούν τις απόψεις 

αυτών για τον τρόπο παρουσίασης του θέµατος, όπως π.χ. ο Lakatos 

(1976, 9, σηµ. 1).  

β) Στη 2η κατηγορία  ανήκει ο Cornford (1932). Για τον Cornford, 

αποδεκτή περιγραφή της µεθόδου είναι αυτή η οποία παρατίθεται στο 

χωρίο (634, 13-18) (β) (δες § 2.2.2).  

                                                           
33  ∆ες § 2.2.7. 
34  Σηµειώνει χαρακτηριστικά ο Mahoney (1968-69, 327) στην παρουσίαση της πρότασης XIII.1 των 

Στοιχείων, ότι: «Το ενδιαφέρον της ευρετικής πλευράς της ανάλυσης, βρίσκεται στο ότι δείχνει στον 
µαθηµατικό πώς να χωρίσει την ποσότητα ΑΒ2 έτσι ώστε να φτάσει στο επιθυµητό αποτέλεσµα. 
Έτσι, µεταξύ άλλων δυνατοτήτων ΑΒ2 = ΑΒ⋅ΑΓ + ΑΒ⋅ΒΓ, η αντικατάσταση από ισοδύναµες ποσό-
τητες για τους δύο όρους της αριστερής πλευράς και του 4Α∆2 µε το ΑΒ2 οδηγεί αµέσως στο επιθυ-
µητό θεώρηµα». Περισσότερες λεπτοµέρειες, δες § 1.6.2. 
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γ) Στην  3η  κατηγορία , ανήκουν όσοι αναγνωρίζουν δύο διαφορε-

τικές περιγραφές της µεθόδου στον ορισµό του Πάππου (δες § 2.2.1). 

Από αυτούς που ανήκουν στην τρίτη κατηγορία, οι κυριότεροι εκπρό-

σωποι είναι i) Hintikka & Remes, ii) Mahoney, iii) Gulley, iv) Knorr.  

Ο Mahoney διαφοροποιείται απέναντι στους άλλους τρεις µε το να 

θεωρεί ότι η περιγραφή στο εδάφιο (β) (634, 13-18) είναι αποτέλεσµα 

παραχάραξης του κειµένου και ως εκ τούτου να µην ασχολείται µε αυ-

τό (Mahoney, 325).  

O Knorr (1993, 354-355) αντιµετωπίζει τον ορισµό της ανάλυσης – 

σύνθεσης του Πάππου σε σχέση µε τον ορισµό που βρέθηκε εµβόλιµα 

στα Στοιχεία και τον ορισµό του Ήρωνα (δες § 1.6.1 και 1.11.1 αντί-

στοιχα) και µπορούµε να ισχυριστούµε ότι θεωρεί τις δύο περιγραφές 

ταυτόσηµες.  

Ο Gulley (1958, 1) θεωρεί ότι οι δύο περιγραφές είναι συµβατές. Οι 

Hintikka & Remes (1974, 12-13), τέλος, θεωρούν ότι ο Gulley βρίσκεται 

προς τη σωστή κατεύθυνση της συµβατότητας των δύο περιγραφών, 

αλλά διαπραγµατεύεται το θέµα ανεπαρκώς. Οι ίδιοι θεωρούν ότι οι 

δύο περιγραφές είναι απολύτως συµβατές.  
 

 

∆.   

Μπορούµε να συνοψίσουµε τα παραπάνω υπό µορφή πίνακα ως ε-

ξής:  



  

   

Α
΄ 

Β
΄ 

Γ
΄ 

Ε
Ρ
Μ
Η
Ν
Ε
ΙΑ

 Τ
Η
Σ

 Λ
Ε
Ξ
Η
Σ

 

«ἀ
κό
λο
υ
θα

» 

Ε
Υ
Ρ
Ε
Τ
ΙΚ

Η
  

Χ
Ρ
Η
Σ
ΙΜ

Ο
Π
Ο
ΙΗ

Σ
Η

 Μ
Ε
Θ
Ο
∆
Ο
Υ

 

Ο
Μ
Α
∆
Ο
Π
Ο
ΙΗ

Σ
Η

 Τ
Ω
Ν

 Σ
Χ
Ο
Λ
ΙΑ

Σ
Τ
Ω
Ν

 

Μ
Ε

 Β
Α
Σ
Η

 Τ
ΙΣ

 Π
Ε
Ρ
ΙΓ
Ρ
Α
Φ
Ε
Σ

 Τ
Η
Σ

 Α
Ν
Α
Λ
Υ
Σ
Η
Σ

 

Σ
Τ
Ο
Ν

 Ο
Ρ
ΙΣ
Μ
Ο

 Τ
Ο
Υ

 Π
Α
Π
Π
Ο
Υ

 

(1
) 

(2
) 

(1
) 

(2
) 

(1
) 

(2
) 

(3
) 

H
in

ti
kk

a 
&

 

R
em

es
 

R
ob

in
so

n
 /

 

H
ea

th
 

H
in

ti
kk

a 
&

 

R
em

es
 

M
ah

on
ey

 
1η

 κ
α
τη
γο
ρί
α

 
2η

 κ
α
τη
γο
ρί
α

 
3η

 κ
α
τη
γο
ρί
α

 

 σ
υν

ακ
όλ

ου
θα

 

 τ
ι π

άε
ι µ

αζ
ί 

  λ
ογ

ικ
ές

  

συ
νε
πα

-

γω
γέ
ς 

 ε
ύρ

εσ
η 

 

βο
ηθ

ητ
ικ
ώ
ν 

κα
τα

σκ
ευ

ώ
ν

 ε
ύρ

εσ
η 
τε
χν

ικ
ώ
ν 

 

γι
α 
λύ

ση
  

πρ
οβ

λη
µά

τω
ν 

H
ea

th
   

R
ob

in
so

n
   

L
ak

at
os

 

C
or

n
fo

rd
 

H
in

ti
kk

a 
&

 

R
em

es
 

M
ah

on
ey

 

K
n

or
r 

G
u

ll
ey

 

  



Κεφάλαιο 2  Πάππος: Ανάλυση – Σύνθεση 
 

 -93-

Ε.  Πλαίσιο απόψεων των Hintikka & Remes 

i) Μένουν στην κατεύθυνση διαµόρφωσης άποψης για την ισοδύναµη 

αξία θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης (θα το δούµε εκτενέ-

στερα παρακάτω), εντός ενός πλαισίου λογικής περιγραφής της δοµής 

προβληµάτων και θεωρηµάτων. ∆ίνουν δε χαρακτηριστικά την «πλατ-

φόρµα» ανάπτυξης της άποψής τους ως εξής: «Νοµίζουµε ότι η “επίσηµη” 

περιγραφή του Πάππου της ανάλυσης και σύνθεσης την οποία έχουµε συζητή-

σει, αντανακλά περισσότερο την επίγνωσή του, εντός ενός πέρα για πέρα λογι-

κού περιβάλλοντος, όπου η ανάλυση βασικά σηµαίνει πηγαίνω προς τα πάνω, 

παρά αυτό που πρακτικά κάνουν οι γεωµέτρες, οι οποίοι έχουν ισχυρή ροπή 

στο να δίνουν έµφαση στην παραγωγική διαδικασία (προς τα κάτω κίνηση) και 

στο πρόβληµα της αντιστρεψιµότητας» (Hintikka & Remes, 1974, 18).  

Με βάση τα παραδείγµατα από τον Αρχιµήδη και Απολλώνιο (Κε-

φάλαιο 1), θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι δεν υφίσταται πλήρως 

αντιστροφή προτάσεων αλλά µάλλον γίνεται µια προσπάθεια για εύ-

ρεση κατάλληλων προκείµενων. 

Οι Hintikka & Remes (1974, 18) επεκτείνουν περισσότερο την παρα-

πάνω «πλατφόρµα», εκφράζοντας την άποψη ότι: «Μάλλον η αντιστρε-

ψιµότητα αναµενόταν για το στάδιο της ανάλυσης, και όφειλε να αποδειχθεί 

στο στάδιο της σύνθεσης. Αυτό επίσης δείχνεται από το γεγονός ότι η ανάλυ-

ση και σύνθεση εκλαµβάνονταν σταθερά από τους Έλληνες σαν δύο µέρη µιας 

µοναδικής µεθόδου και όχι σαν δύο χωριστές µέθοδοι».  

ii) Επιπλέον θεωρούν ότι οι ασχολούµενοι µε ερµηνεία της ανάλυσης 

– σύνθεσης δεν έχουν καταλάβει ακριβώς τι αναλύουν οι Αρχαίοι Έλ-

ληνες γεωµέτρες (Hintikka & Remes, 1974, 31). Παραθέτουν την άποψη 

ότι οι περισσότεροι από αυτούς έχουν επηρεασθεί από τη χρήση του 

όρου «ανάλυση» στον Αριστοτέλη. Όπως έχει ήδη αναφερθεί,35 υπάρχει 

µια στενή σχέση της µεθόδου της ανάλυσης και του αποδεικτικού συλ-

                                                           
35  ∆ες Κεφάλαιο 1, «Αριστοτέλης».  
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λογισµού.36 Αυτά τα συγκεκριµένα σηµεία σύµφωνα µε τους Hintikka 

& Remes (1974, 31-32) είναι αυτά που οδηγούν στην άποψη ότι όλο το 

θέµα της ανάλυσης εξαντλείται στην εύρεση των κατάλληλων παραγω-

γικών βηµάτων (κλασική ερµηνεία της ανάλυσης). Η δε επιρροή του 

Αριστοτέλη µεγιστοποιήθηκε από το γεγονός ότι ο ίδιος δεν φρόντισε 

να ξεκαθαρίσει το θέµα αυτό, παρ’ ότι ήταν σαφώς γνώστης της γεωµε-

τρικής σηµασίας της ανάλυσης.37 Οι Hintikka & Remes (1974, 31-32) ο-

νοµάζουν την άποψη αυτή «προτασιακή ερµηνεία» της ανάλυσης ή «ανά-

λυση των αποδείξεων». Οι ίδιοι θα αντιπαραθέσουν τη δική τους άποψη 

την οποία θα την ονοµάσουν «ανάλυση των σχηµάτων» ή «instantial» 

ερµηνεία.  

iii) Μπορούµε συνοπτικά να αποδώσουµε το περιεχόµενο αυτής της 

άποψης των Hintikka & Remes (1974, 32) ως εξής: «Αυτός που χρησιµο-

ποιεί την ανάλυση για την απόδειξη θεωρηµάτων αναλύει ουσιαστικά τα γεω-

µετρικά σχήµατα. ∆ηλαδή αναλύει τα σύνθετα γεωµετρικά αντικείµενα – τις 

αλληλοσυσχετίσεις τους και τις αλληλεξαρτήσεις τους οι οποίες εµπλέκονται 

στη διαδικασία της απόδειξης. Σε καµία περίπτωση δεν αναλύει τα παραγω-

γικά βήµατα τα οποία µας οδηγούν στην απόδειξη. Στη δε προβληµατική ανά-

λυση, αναδεικνύει τα διάφορα βήµατα που θα µας οδηγήσουν στην επιθυµητή 

κατασκευή.  

Τα βήµατα της ανάλυσης δεν οδηγούν από τη µια πρόταση στην άλλη αλλά 

από κάποια γεωµετρικά αντικείµενα σε άλλα γεωµετρικά αντικείµενα. Στην 

πορεία αυτή ο ρόλος των βοηθητικών κατασκευών είναι καθοριστικός».  

Η διατύπωση των συγκεκριµένων παραδειγµάτων έχει γίνει µε τέ-

τοιο τρόπο ώστε να βοηθάει στην κατανόηση της ερµηνείας αυτής.38  

 

                                                           
36  Επίσης Αναλυτικά Πρότερα, Α, 47a, 25-5. 
37  ∆ες Κεφάλαιο 1, «Αριστοτέλης».  
38  Το παράδειγµα της θεωρηµατικής ανάλυσης έχει επεξεργαστεί σχεδόν µε τον ίδιο τρόπο περίπου 

και ο Καρασµάνης (1992, 79-80).  
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2.3.2.  Ανάπτυξη των παραδειγµάτων 
 

Α.   Βιβλίο IV, Πρόταση 4 39 40 (Συναγωγή) 

δ. «Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, οὗ κέντρον ἔστω τὸ Ε, διάµετρος δὲ ἡ ΒΓ, καὶ 

ἐφαπτοµένη ἡ Α∆ συµπίπτουσα τῇ ΒΓ κατὰ τὸ ∆, καὶ διήχθω ἡ ∆Ζ, καὶ 

ἐπιζευχθεῖσα ἡ ΑΕ ἐκβεβλήσθω ἐπὶ τὸ Η, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΚΗ, ΗΛΘ·  

ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ ΕΚ τῇ ΕΛ.»  
 

Ι (α)  Έστω ΑΒΓ ένας κύκλος µε κέντρο Ε. Έστω η διάµετρος ΒΓ και 

Α∆ εφαπτοµένη (Α σηµείο επαφής) που τέµνει την προέκταση 

της ΒΓ στο ∆. Ενώνουµε το ∆ µε το Ζ (τυχαίο σηµείο στην πε-

ριφέρεια). Φέρνουµε την (διάµετρο) ΑΕΗ. Ενώνουµε το Η µε τα 

Ζ, Θ (όπου Θ σηµείο τοµής ∆Ζ µε τον κύκλο). Οι ΖΗ και ΗΘ 

τέµνουν τη διάµετρο ΒΓ στα Κ, Λ.  

Ι (β)  Ζητούµε ΕΚ = ΕΛ.  

 

σχήµα 2.1 

                                                           
39  Η πρόταση αυτή ανήκει στην πρώτη ενότητα του IV Βιβλίου που έχει σαν βασικό θέµα την επέκτα-

ση του θεωρήµατος του Πυθαγόρα. Σύµφωνα µε τον Heath (1981, II, 371), η πρόταση 4 καθώς και η 
πρόταση 12 είναι αξιοσηµείωτες σαν χαρακτηριστικές περιπτώσεις θεωρηµατικής ανάλυσης.  

40  Η επεξεργασία της παρουσίασης βασίστηκε στους Hintikka & Remes (1974, 24-25).  
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ΑΝΑΛΥΣΗ  

ΙΙ (α) Κύρια ανάλυση (analysis proper)41 

«γεγονέτω» (δηλ. έστω ΚΕ = ΕΛ) 

Α1. Φέρω ΘΞΜ // ΚΛ [1η βοηθητική κατασκευή] 

Α2.  Άρα ΜΞ = ΞΘ (αυτό ισχύει λόγω της παραλληλίας και εκ 

του ότι έχουµε δεχθεί ότι ΕΚ = ΕΛ) (Πρόταση VI.4 Στοι-

χείων) 

Α3. Φέρω ΕΝ ⊥ ΖΘ [2η βοηθητική κατασκευή] 

Α4.  ΖΝ = ΝΘ (Πρόταση ΙΙΙ.3 Στοιχείων) 

Α5. Φέρω ΝΞ [3η βοηθητική κατασκευή η οποία δεν υπάρχει 

στο κείµενο του Πάππου] 

Α6. ΝΞ // ΖΜ [επειδή ΜΞ = ΞΘ (Α2) και ΖΝ = ΝΘ (Α4) σύµφω-

να µε αντίστροφη Πρόταση VI.2 Στοιχείων] 

Α7. Ενώνω Θ µε Α [4η βοηθητική κατασκευή, η οποία δεν υ-

πάρχει στο κείµενο του Πάππου] 

Α8. Άρα Θ N̂Ξ = Ν ẐΜ = Θ ÂΞ (Θ N̂Ξ = Ν ẐΜ από Πρόταση 

Ι.29 Στοιχείων και Ν ẐΜ = Θ ÂΞ από Πρόταση ΙΙΙ.21 Στοι-

χείων) 

Α9. Άρα τα σηµεία Α, Ν, Ξ, Θ ανήκουν σε κύκλο.42  

Α10.  Οπότε Α N̂Θ = ΑΞ̂Θ = ΑΕ̂Λ (Α N̂Θ = ΑΞ̂Θ από Πρόταση 

ΙΙΙ.21 Στοιχείων, ΑΞ̂Θ = ΑΕ̂Λ από Πρόταση Ι.29 Στοιχεί-

ων).  

Α11. Άρα τα σηµεία Α, Ν, Ε, ∆ ανήκουν σε κύκλο.43  

                                                           
41  Ο όρος «analysis proper» χρησιµοποιείται από τους Hintikka & Remes (1974, 24). 
42  Το βήµα αυτό οι Hintikka & Remes (1974, 25) ανέφεραν ότι προκύπτει από την αντίστροφη της 

πρότασης ΙΙΙ.21 των Στοιχείων. Ο Heath (1956, τόµος 2, σελ. 50) παραθέτει την αντίστροφη πρότα-
ση, την οποία αποδεικνύει χρησιµοποιώντας απαγωγή σε άτοπο.  

43  ό.π. 
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ΙΙ (β)    (Resolution)44 

«ἔστιν δε»  

Α12. Οι γωνίες Ε Â∆ και Ε N̂∆ είναι ορθές.  
 

 

ΣΥΝΘΕΣΗ 

ΙΙΙ (α) Κατασκευή 

Η κατασκευή λείπει, φαίνεται όµως χρησιµοποιεί την ίδια που 

υπάρχει στην ανάλυση. 
 

ΙΙΙ (β) Απόδειξη 

Σ1. Οι γωνίες ΕΑ∆ και ΕΝ∆ είναι ορθές άρα ίσες οπότε τα Α, 

Ν, Ε, ∆ ανήκουν σε κύκλο (Α11, Α12) (επαναλαµβάνει το 

Α11, Α12 της ανάλυσης). 

Σ2. Άρα Α N̂∆ = ΑΕ̂∆ (Α10) 

Σ3. ΑΕ̂∆ = ΑΞ̂Θ επειδή Ε∆ // ΖΘ (Α10) 

Σ4. Οπότε τα σηµεία Α, Ν, Ξ, Θ είναι σε κύκλο (Α9) 

Σ5. Άρα Θ ÂΞ = Θ N̂Ξ (Α8) 

Σ6. Αλλά Θ ÂΞ = Θ ẐΜ από αρχική κατασκευή 

Σ7. Οπότε Θ N̂Ξ = Θ ẐΜ δηλαδή 

Σ8. ΝΞ // ΖΜ (Α6) 

Σ9. Αφού ΖΝ = ΝΘ (Α4) 

Σ10. Άρα ΜΞ = ΞΘ (Α2) 

Σ11. Αφού 
ΛΕ

ΘΞ
  

ΕΚ

ΞΜ
  

ΗΕ

ΞΗ
==  επειδή ΜΞΘ // ΚΛ από 1η βοηθητική 

κατασκευή οπότε από 
ΛΕ

ΘΞ
  

ΕΚ

ΞΜ
=  και εναλλάξ 

ΛΕ

ΕΚ
  

ΘΞ

ΞΜ
=  

άρα από (Σ10) ΕΚ = ΛΕ.  

                                                           
44  Όρος που χρησιµοποιεί ο Hankel. ∆ες Hintikka & Remes (1974, 25).  
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Β.  Σχόλια στα βήµατα της ανάλυσης 

Στη δοµή της συγκεκριµένης ανάλυσης του Πάππου σύµφωνα µε 

τους Hintikka & Remes (1974, 27) µπορούµε να κάνουµε τις εξής παρα-

τηρήσεις:  

1η) Στις τέσσερις βοηθητικές κατασκευές οι οποίες γίνονται στα βή-

µατα (Α1), (Α3), (Α5), (Α7) το ζητούµενο (ΚΕ = ΕΛ) δεν χρησιµοποιεί-

ται. Επίσης δεν χρησιµοποιείται στο (Α4) η οποία προκύπτει µέσω πα-

ραγωγικής διαδικασίας.  

2η) Γίνεται µερική χρήση του ζητούµενου στο (Α6) βήµα.  

3η) Η εισαγωγή ενός νέου γεωµετρικού αντικειµένου στο βήµα (Α9) 

γίνεται µε τη χρήση του ζητούµενου.  

4η) Το βήµα (Α12) (στο στάδιο του Resolution) φαίνεται σαν να µην 

έχει σχέση µε τα προηγούµενα βήµατα για δύο λόγους: α) Η χρήση της 

έκφρασης ἔστιν δέ δηµιουργεί πρόβληµα στο να θεωρηθεί η (Α12) ως 

επαγόµενη από την Α11. β) Οι γωνίες ΕΑ∆ και ΕΝ∆ είναι ορθές από 

κατασκευής (αρχική και βοηθητική).  
 

 

Γ.  Βιβλίο VΙΙ, Πρόβληµα 105 45  

«θέσει δοθέντος κύκλου τοῦ ΑΒΓ καὶ δύο δοθέντων τῶν ∆, Ε, ἀπὸ τῶν 

κλᾶν46 εὐθεῖαν τὴν ∆ΒΕ, καί, ἐκβλησθείσης, ποιεῖν παράλληλον47 τὴν ΑΓ, τῇ 

∆Ε».48 

                                                           
45  Το παράδειγµα αυτό αναφέρει και ο Heath (1956, 141-42).  
46  Ο όρος «κλᾶν» ο οποίος χρησιµοποιείται από τον Πάππο, µεταφράζεται ως «να φέρω µια ευθεία 

γραµµή η οποία διέρχεται από δύο σηµεία και η οποία σχηµατίζει γωνία µε ένα τρίτο σηµείο µιας 
καµπύλης». ∆εν χρειάζεται να χρησιµοποιηθεί ο όρος «δοθείσα ευθεία», αφού έχει δοθεί η κατα-
σκευή (κλᾶν) αυτή της ευθείας.  

47  Οι όροι «ἐκβλησθείσης», «ποιεῖν παράλληλον» παραπέµπουν στο 5ο αίτηµα του Ευκλείδη.   
48  Λήµµα στην πραγµατεία Περί επαφών του Απολλωνίου. Περισσότερες λεπτοµέρειες για το λήµµα 

αυτό δες «Pappus of Alexandria» (Jones, 1986, 534-35).  
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Ι (α)  ∆οθέντος ενός κύκλου ΑΒΓ και δύο σηµείων ∆, Ε εκτός αυτού,  

Ι (β)  να κατασκευασθούν δύο ευθείες από τα ∆, Ε οι οποίες να τέ-

µνονται σε σηµείο Β του κύκλου έτσι ώστε η ΑΓ να είναι πα-

ράλληλη στην ∆Ε.  

 

σχήµα 2.2 

ΑΝΑΛΥΣΗ    

«γεγονέτω· καὶ ἤχθω ἐφαπτοµένη ἡ ΖΑ»  

∆ηλαδή έστω ότι έγινε η κατασκευή, να φέρω από σηµείο Ζ της 

∆Ε εφαπτοµένη του κύκλου στο Α, που τέµνει την ∆Ε στο Ζ. 

ΙΙ (α) Κύρια ανάλυση (analysis proper ή transformation)49 

Α1. Επειδή ΑΓ // ∆Ε (το ζητούµενο το θεωρώ ως γνωστό) 

Α2. ˆ ˆΓ = Γ∆Ε  (Πρόταση Ι, 29 Στοιχείων) 

Α3. ˆ ˆΓ = ΖΑΕ  (Πρόταση ΙΙΙ, 32 Στοιχείων) 

Α4. Άρα ˆ ˆΖΑΕ = Γ∆Ε  (κοινή έννοια α΄ Στοιχείων) 

Α5. Άρα τα σηµεία Ζ, Α, Β, ∆ ανήκουν σε κύκλο 

Α6. Οπότε ΑΕ⋅ΕΒ = ΖΕ⋅Ε∆ 

                                                           
49  Transformation: όρος που χρησιµοποιεί ο Hankel (Heath, 1, 1956, 141).  
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ΙΙ (β)    (Resolution) 

Α7. Αλλά το ΑΕ⋅ΕΒ δοθέν, γιατί είναι ίσο µε το τετράγωνο 

του µήκους της εφαπτοµένης από το Ε 

Α8. Άρα ΖΕ⋅Ε∆ είναι δοθέν 

Α9. Αφού Ε∆ είναι δοθείσα τότε ΖΕ δοθείσα κατά µήκος (∆ε-

δοµένα, 57) 

Α10.  Αλλά ΖΕ είναι δοθείσα και κατά θέση, άρα Ζ δεδοµένο 

σηµείο (∆εδοµένα, 27) 

Α11.  Η ΖΑ είναι εφαπτοµένη από δεδοµένο σηµείο Ζ προς δε-

δοµένο ως προς θέση κύκλο ΑΒΓ 

Α12.  Οπότε η ΖΑ είναι δεδοµένη ως προς θέση και ως προς µέ-

γεθος (∆εδοµένα, 90) 

Α13.  Αφού το Ζ είναι δεδοµένο, θα είναι δεδοµένο και το Α αλ-

λά και το Ε είναι δεδοµένο, άρα 

Α14.  Η ΑΕ δοθείσα ως προς θέση (∆εδοµένα, 26) και ο κύκλος 

είναι δεδοµένος ως προς θέση, άρα 

Α15.  Το σηµείο Β είναι επίσης δοθέν (∆εδοµένα, 25) είναι και τα 

∆, Ε δοθέντα, οπότε 

Α16.  Τα ∆Β, ΒΕ είναι δοθέντα ως προς θέση. 

  σχήµα 2.3 
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ΣΥΝΘΕΣΗ  

ΙΙΙ (α) Κατασκευή 

Σ1. Έστω ο δοθείς κύκλος ΑΒΓ και τα δοθέντα σηµεία ∆, Ε 

Σ2. Φέρω την ευθεία ΕΒΑ. Τότε ΕΒ⋅ΕΑ ίσο µε το τετράγωνο 

της εφαπτοµένης από το Ε (Πρόταση ΙΙΙ.37 Στοιχείων) 

Σ3. Θεωρώ σηµείο Ζ στην προέκταση της ∆Ε έτσι ώστε Ζ∆⋅ΖΕ 

ίσο µε το τετράγωνο της εφαπτοµένης από το Ε 

Σ4. Από (Σ2) και (Σ3) έχω: ΕΒ⋅ΕΑ = Ζ∆⋅ΖΕ – προσδιορίζω έτσι 

το Ζ 

Σ5. Από Ζ φέρω ευθεία ΖΑ εφαπτοµένη του κύκλου στο Α 

Σ6. Φέρω την ΑΕ, η οποία τέµνει τον κύκλο στο Β 

Σ7. Ενώνω την ∆Β και προεκτείνω, τέµνει τον κύκλο στο Γ 

Σ8. Φέρω την ΑΓ και ισχυρίζοµαι ότι 

Σ9. ΑΓ // ∆Ε 

 

ΙΙΙ (β) Απόδειξη  

Σ10.  Ε∆⋅∆Ζ = ΕΒ⋅ΒΑ (όπως Α6) 

Σ11.  Α, Β, ∆, Ζ οµοκυκλικά (όπως Α5), άρα 

Σ12.  ˆ ˆΖΑΕ = Γ∆Ε  (όπως Α4) 

Σ13.  ˆ ˆΖΑΕ = ΑΓΒ  (όπως Α3) 

Σ14.  οπότε ˆ ˆΒ∆Ε = ΑΓΒ  (όπως Α2), άρα (Πρόταση Ι, 28 Στοιχείων) 

Σ15.  ΑΓ // ∆Ε (όπως Α1) 
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2.3.3.  Σχόλια στη δοµή των δύο παραδειγµάτων  

θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης 
 

Η γενικότερη δοµή αυτών συνίσταται από τρία µέρη: α) Πρόταση,  

β) Ανάλυση, γ) Σύνθεση (αναλυτικό σύστηµα απόδειξης κατά τους 

Hintikka & Remes, 1974, 27).  

α) Η πρόταση αποτελείται από δύο µέρη: Ι (α), Ι (β). Στο πρώτο µέ-

ρος [Ι (α)] παρατίθενται τα δεδοµένα και στο δεύτερο µέρος [Ι (β)] το 

ζητούµενο. Τα δεδοµένα [Ι (α)] στα συγκεκριµένα παραδείγµατα (και 

γενικότερα στα έργα του Πάππου) δίνονται υπό τη µορφή έκθεσης 

(Hintikka & Remes, 1974, 27). Τα ζητούµενα [Ι (β)] αποδίδονται και µε 

τον όρο «διορισµός» (Πρόκλος, 203).50  

β) Η ανάλυση και στα δύο παραδείγµατα αποτελείται από δύο µέρη. 

Στην περίπτωση της θεωρηµατικής ανάλυσης, το δεύτερο µέρος παρου-

σιάζεται πολύ συνεπτυγµένο σε σχέση µε την προβληµατική. Οι 

Hintikka & Remes (1974, 28) παρατηρούν τη διαφορά αυτή και συνο-

δεύουν την παρατήρησή τους µε διάφορα σχόλια. Μένουν όµως στην 

αρχική τους άποψη, ότι ουσιαστικά τα δύο είδη ανάλυσης (θεωρηµατι-

κή – προβληµατική) έχουν την ίδια δοµή.51  

γ) Η σύνθεση και στις δύο περιπτώσεις αποτελείται από δύο µέρη. 

Βέβαια, σε θεωρηµατικές αναλύσεις, όπως παρατηρούν οι Hintikka & 

Remes (1974, 28) και Καρασµάνης (1992, 180) το µέρος της κατασκευής 

παραλείπεται.  

                                                           
50  Πρόκλος, 203, 1 – 204, 13 – 204, 23 – 205, 8, αναφορά για τον τυπικό χωρισµό των προτάσεων, 

δηλαδή i) πρόταση, ii) έκθεση, iii) διορισµός, iv) κατασκευή, v) απόδειξη, vi) συµπέρασµα.  
51  Ο Καρασµάνης (1992, 189) αντιπαρατίθεται στο σηµείο αυτό µε τους Hintikka & Remes, και επιση-

µαίνει ότι στηρίζουν την άποψή τους αυτή σε λάθος ταύτιση από τη µεριά τους των γεωµετρικών 
τόπων µε τα θεωρήµατα. Για το σηµείο αυτό µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι: Πραγµατικά οι Hin-
tikka & Remes (1974, 59-60) αναφέρονται και συσχετίζουν το δεύτερο µέρος της ανάλυσης (resolu-
tion) µε θέµατα τόπων (λήµµατα στους επίπεδους τόπους του Ευκλείδη). Αλλά η δοµική οµοιότητα 
των δύο ειδών της ανάλυσης, καθώς και η µεθοδολογική και επιστηµολογική ισοτιµία των δύο ει-
δών της ανάλυσης στην πράξη δεν οφείλεται κατά τους Hintikka & Remes µόνο σ’ αυτό. Στηρίζεται 
κυρίως στην κατανόηση του ιδιαίτερου ρόλου του σε σχέση µε τις βοηθητικές κατασκευές (δες 
2.4.3).  
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Υποστηρίζεται από τους Hintikka & Remes (1974, 43)52 ότι η πιθα-

νότητα εξάρτησης των κατασκευών και των άλλων βηµάτων στη δια-

δικασία της ανάλυσης από το ζητούµενο οδήγησε τον Πάππο να δώσει 

τη δοµή που περιγράψαµε.  

 

2.3.4.  Συνοπτικά συµπεράσµατα 
 

Συνοψίζοντας τα όσα παρετέθησαν στις §§ 2.3.2 και 2.3.3 θα προ-

σπαθήσουµε να δώσουµε το γενικό πλαίσιο µέσα στο οποίο θα ανα-

πτυχθεί παραπέρα η εργασία αυτή.  

1ον) Οι παρατηρήσεις της 2.2.8 µας ανοίγουν το δρόµο για την πα-

ραπέρα µελέτη του ρόλου των βοηθητικών κατασκευών στην απόδειξη 

θεωρηµάτων ή στη λύση προβληµάτων.  

2ον) Θα πρέπει επίσης να διερευνηθεί ο ιδιαίτερος ρόλος που έχουν 

τα δύο µέρη της ανάλυσης [ΙΙ (α), ΙΙ (β)] 53 στην επίλυση προβληµάτων ή 

απόδειξη θεωρηµάτων.  

3ον) Επίσης, θα πρέπει να διερευνηθούν τα χαρακτηριστικά της ευ-

ρετικής δυνατότητας της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης.  

 

                                                           
52  ∆ες παράγραφο για βοηθητικές κατασκευές.  
53  ΙΙ (α) κύρια ανάλυση, ΙΙ (β) Resolution κατά τους Hintikka & Remes (1974).  
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2.4. Τα βασικά συµπεράσµατα,  

ως ένα πλαίσιο συζήτησης  

 

 

2.4.1.  Οι βοηθητικές κατασκευές  

και ο ρόλος τους στη µέθοδο ανάλυσης – σύνθεσης 
 

 

 

Α. Ο Πρόκλος (78-81) αναφερόµενος στη διάκριση µεταξύ προβλη-

µάτων και θεωρηµάτων αναγνωρίζει την ύπαρξη βοηθητικών κατα-

σκευών στη γεωµετρία.54 Βέβαια, όπως έχουµε ήδη αναφέρει (Κεφάλαιο 

1, «Αρχιµήδης», «Απολλώνιος», «Ήρωνας»), οι βοηθητικές κατασκευές 

ήταν κάτι πολύ συνηθισµένο στους Αρχαίους Γεωµέτρες για τη λύση 

προβληµάτων, µε τη µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης.  

Το ερώτηµα όµως ποιες και πόσες βοηθητικές κατασκευές πρέπει να 

κάνω για να οδηγηθώ στη λύση του προβλήµατος ή την απόδειξη του 

θεωρήµατος παραµένει ανοιχτό. Αφορά ίσως τη δηµιουργικότητα του 

µαθηµατικού, δεν παράγεται µηχανικά.  

Ο Αριστοτέλης (Μετά τα Φυσικά, Θ 1051a 21-31) αναφέρει ότι: 

«εὑρίσκεται δὲ καὶ τὰ διαγράµµατα ἐνεργείᾳ· διαιροῦντες γὰρ εὑρίσκουσιν, εἰ 

δ’ ἦν διῃρηµένα, φανερὰ ἂν ἦν· νῦν δ’ ἐνυπάρχει δυνάµει». [Άλλωστε και τα 

διαγράµµατα (γεωµετρικές προτάσεις, θεωρήµατα,) ευρίσκονται µε την 

ανάλωση κάποιας ενέργειας· διότι ευρίσκονται διαιρώντας. Αν ήταν 

αυτά ήδη διαιρεµένα, θα ήταν προφανή, ενώ ως έχουν τώρα ενυπάρ-

χουν µέσα στο σχήµα δυνάµει].55  56 

                                                           
54  Γραµµή 11-12 και 23-38. 
55  Μτφ. εκδόσεις Κάκτος, 1993. 
56  Η άποψη αυτή του Αριστοτέλη, συµπληρώνεται από δύο παραδείγµατα µε τα οποία προσπαθεί να 

την εξηγήσει. Το ένα αφορά το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου («γιατί οι γωνίες ενός τριγώ-
νου ισούνται µε δύο ορθές;»)· το άλλο την εγγεγραµµένη σε ηµικύκλιο γωνία («γιατί η εγγεγραµµέ-
νη σε ηµικύκλιο γωνία είναι ορθή;»).  
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Στο πρώτο παράδειγµα, η απάντηση που δίνεται θα µπορούσε σχηµατικά να παρασταθεί ως εξής: 

 

 
 
Η δε δικαιολόγησή του θα µπορούσε να αποδοθεί ως εξής:  
 

Φέρω την ΓΧ // ΑΒ δηλαδή κάνω µια βοηθητική κατασκευή, έχοντας υπόψη µου την πρόταση (Π1) 
ότι: (Π1): «Οι παραπληρωµατικές γωνίες των οποίων οι κορυφές συµπίπτουν είναι ίσες µε δύο ορ-
θές». Υπάρχει, δηλαδή, µια πρότερη γνώση, η οποία λειτουργεί σαν ενδιάµεσο βήµα προς την τελι-
κή απάντηση του ερωτήµατος. Εδώ λοιπόν ενεργούµε (φέρουµε την κατάλληλη βοηθητική κατα-
σκευή) επί του διαγράµµατος (σχήµατος) και µεταβάλλουµε το υπάρχον σχήµα από τη µια αρχική 
σχηµατική παράσταση (τρίγωνο ΑΒΓ) προς µια τελική σχηµατική παράσταση. Για να µπορέσουµε 
όµως να φέρουµε την βοηθητική κατασκευή, χρησιµοποιούµε µια a priori γνώση της Π1, η οποία 
υπάρχει εν δυνάµει, µέσα στην αρχική σχηµατική παράσταση.  
Το δε δεύτερο ερώτηµα αντιµετωπίζεται µε τον ίδιο τρόπο. Κλείνει δε την παράγραφο αυτή ως εξής: 
«Είναι, συνεπώς, φανερό ότι τα δυνάµει διαγράµµατα ευρίσκονται µε το να προσάγονται στην ε-
νέργεια· ο λόγος είναι ότι η νόηση είναι ενέργεια· άρα, από την ενέργεια εκπορεύεται η δύναµη, 
και γι’ αυτό οι άνθρωποι γνωρίζουν µε τις σχηµατικές παραστάσεις (µολονότι ως προς τη γένεση 
είναι µεταγενέστερη η µεµονωµένη ενέργεια από την αντίστοιχη δύναµη)». ∆ηλαδή ότι:  
Η δυνατότητα (δύναµη) της απάντησης της ερώτησης προϋποθέτει την ενέργεια της νόησης (δηλαδή 
την πρόταση Π1), αλλά προηγείται χρονικά της ενέργειας του σχήµατος (δηλαδή διαδικασίας µετα-
σχηµατισµού µέσω βοηθητικής κατασκευής προς τον τελικό σκοπό, ο οποίος θα είναι η απάντηση 
στο ερώτηµα που τέθηκε).  
 

Σχηµατικά θα µπορούσαµε να έχουµε το εξής: 
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Ο Heath (1998, 216-17), σχολιάζοντας το παραπάνω χωρίο σ’ όλη 

του την έκταση, τοποθετείται σαφώς µε την άποψη ότι µε τον όρο «δια-

γράµµατα» ο Αριστοτέλης εννοεί γεωµετρικές προτάσεις και όχι µόνο 

διαγράµµατα (σχήµατα) ή κατασκευές.  

Με την άποψη αυτή συντάσσεται και ο Hintikka (1973, 203). ∆ίνει 

όµως περισσότερο βάρος στην ερµηνεία της λέξης ως κατασκευές, και 

πιο συγκεκριµένα σαν εκείνες τις κατασκευές (βοηθητικές) που θα οδη-

γήσουν στην απόδειξη της πρότασης.57 ∆ικαιολογεί δε την άποψή του 

αυτή (για την απόδοση της λέξης διαγράµµατα = κατασκευές) µε τη 

φράση του Αριστοτέλη «διαιροῦντες γὰρ εὑρίσκουσιν, εἰ δ’ ἦν διῃρηµένα, 

φανερὰ ἂν ἦν· νῦν δ’ ἐνυπάρχει δυνάµει». Ο Heath (1998, 216-217), όµως, 

ενώ στην ουσία αποδίδει στον όρο «διαιροῦντες» την έννοια των βοηθη-

τικών κατασκευών, αποκλείει την περίπτωση ο όρος αυτός να έχει σχέ-

ση µε τη µαθηµατική ανάλυση. Αντίθετα, οι Hintikka & Remes, όπως 

έχουµε ήδη αναφέρει, συνδέουν άµεσα τις βοηθητικές κατασκευές µε τη 

µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης – σύνθεσης.58  
 

Β.  Ο ρόλος των βοηθητικών κατασκευών στη µέθοδο της ανάλυσης – 

σύνθεσης αναδεικνύεται από τους Hintikka & Remes (1974, Κεφ. 5) ως 

ιδιαίτερα σηµαντικός.  

Συγκεκριµένα, στο παράδειγµα θεωρηµατικής ανάλυσης, το οποίο 

αναπτύχθηκε στην § 2.3.2, σηµειώνονται στα βήµατα της ανάλυσης, οι 

απαιτούµενες βοηθητικές κατασκευές για την απόδειξη της πρότασης. 

                                                           
57  Η πρόταση που αναφέρει στο συγκεκριµένο χωρίο ο Αριστοτέλης είναι «ότι το άθροισµα γωνιών 

τριγώνου είναι ίσο µε δύο ορθές» (Στοιχεία, Ι. 32).  
58  Ο Ross (2001, 250-254), σχολιάζοντας τα γραφόµενα του Αριστοτέλη περί δύναµης και ενέργειας, 

σηµειώνει τα εξής: «Η δύναµη προϋποθέτει την ενέργεια και απορρέει από την ενέργεια. Έτσι έχω 
τη δυνατότητα να γνωρίσω αυτό που ακόµη δεν το γνωρίζω, ακριβώς επειδή υπάρχει κάτι που ήδη 
το γνωρίζω· κάθε γνώση προέρχεται από προϋπάρχουσα γνώση» (Ross, 2001, 252). Θα µπορούσαµε 
να ερµηνεύσουµε την άποψη αυτή του Ross ως µια περιγραφή της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης, 
µέσω της οποίας έχω τη δυνατότητα να γνωρίσω αυτό που ακόµη δεν γνωρίζω. Η δυνατότητα, ό-
µως, αυτή προϋποθέτει µια προϋπάρχουσα γνώση (αρχές) και προχωρεί προς τον τελικό σκοπό µε 
τη χρήση των κατάλληλων βοηθητικών κατασκευών. Η άποψη των Hintikka & Remes στο σηµείο 
αυτό φαίνεται να υπερέχει του Heath.  
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Οι Hintikka & Remes (1974, 42-43) διαχωρίζουν δύο είδη βοηθητικών 

κατασκευών σ’ αυτό το παράδειγµα:  

1ον) Βοηθητικές κατασκευές οι οποίες εξαρτώνται από το ζητούµενο 

προς απόδειξη, και οι οποίες εισάγουν νέα γεωµετρικά αντικείµενα στη 

διαδικασία της ανάλυσης (εκτός από τα γεωµετρικά αντικείµενα τα 

οποία ενυπάρχουν στα δεδοµένα του θεωρήµατος). Συγκεκριµένα, στο 

βήµα (Α9) της κύριας ανάλυσης στην § 2.3.2 Α, εισάγεται ένα νέο γεω-

µετρικό αντικείµενο, ο κύκλος, ο οποίος διέρχεται από τα σηµεία Α, Ν, 

Ξ, Θ. Η κατάληξη του Πάππου όµως στο βήµα αυτό περνάει µέσα από 

τα βήµατα (Α1), (Α2), (Α6), (Α8). Το συµπέρασµα που προκύπτει στο 

βήµα (Α2) είναι σύζευξη δύο άλλων στοιχείων: α) της 1ης βοηθητικής 

κατασκευής (Α1) και β) του γεγονότος ότι έχουµε δεχτεί το ζητούµενο 

(ΕΚ = ΕΛ) ως αληθές.  

2ον) Βοηθητικές κατασκευές οι οποίες δεν εξαρτώνται από το ζητού-

µενο, και οι οποίες εισάγουν νέα γεωµετρικά αντικείµενα. ∆ηλαδή, η 2η 

βοηθητική κατασκευή (Α3) εισάγει την ορθή γωνία ΕΝ∆. Από τα δεδο-

µένα έχουµε την εισαγωγή του γεωµετρικού αντικειµένου γωνία ΕΑ∆, 

η οποία είναι και αυτή ορθή. Η σχέση των γωνιών αυτών (ισότητα)  

εγκαθίσταται στο συγκεκριµένο στάδιο της ανάλυσης (περισσότερα 

στην επόµενη παράγραφο).  

Οι βοηθητικές κατασκευές στην προβληµατική ανάλυση είναι ένα 

θέµα που συναντάται πολύ συχνά στον Πάππο, κατά τους Hintikka & 

Remes (1974, 42-43), καθώς και η εξάρτησή τους από το ζητούµενο.  

Ο Καρασµάνης (1992, 188-89) κάνει σαφή διάκριση µεταξύ γεωµε-

τρικών κατασκευών οι οποίες στηρίζονται στο δεδοµένο σχήµα και 

αφορούν την θεωρηµατική ανάλυση αφ’ ενός και κατασκευών οι οποί-

ες στηρίζονται στο σχήµα του ζητουµένου και αφορούν την προβληµα-

τική ανάλυση αφ’ ετέρου.  
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Γ.  Η επιλογή των κατάλληλων βοηθητικών κατασκευών χαρακτηρί-

ζεται από τους Hintikka & Remes (1974, 44) σαν το πιο ενδιαφέρον 

ουσιώδες χαρακτηριστικό της ευρετικής κατάστασης που συναντά ό-

ποιος εφαρµόζει τη µέθοδο της ανάλυσης.  

Οι Hintikka & Remes προχωρούν παραπέρα, συνδυάζοντας τα δύο 

προαναφερόµενα είδη βοηθητικών κατασκευών µε τη δοµή ενός ανα-

λυτικού συστήµατος απόδειξης (analytical proof system).  

1ον) Θεωρούν ότι η εξάρτηση των βοηθητικών κατασκευών από το 

ζητούµενο [βήµα (Α2), § 2.3.2] όπως επίσης τα παραγωγικά βήµατα 

[(Α4), (Α6), (Α8), (Α9), (Α10)] στα οποία εµπλέκεται το ζητούµενο, δη-

µιουργεί στη σύνθεση του θεωρήµατος το στάδιο της απόδειξης. Παρα-

τηρούµε ότι στην § 2.3.2 τα βήµατα (Α2), (Α4), (Α6), (Α8), (Α9), (Α10) εί-

ναι στην απόδειξη αντιστρέψιµα. Το ίδιο µπορούµε να παρατηρήσουµε 

και στο παράδειγµα της προβληµατικής ανάλυσης.  

Στο ένα στάδιο, λοιπόν, της σύνθεσης γίνεται η δικαιολόγηση της 

αντιστρεψιµότητας.  

2ον) Το άλλο στάδιο της σύνθεσης, δηλαδή η κατασκευή, χρησιµο-

ποιείται κατά τους Hintikka & Remes (1974, 43) για να λάβει υπόστα-

ση το βήµα (Α12) (δες § 2.3.2), δηλαδή η κατασκευή η οποία είχε ανα-

φερθεί στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης (resolution). Η συγκεκριµένη 

κατασκευή δεν εξαρτάται από το ζητούµενο. Εξαρτάται µόνο από τα 

δεδοµένα και πιθανά αξιώµατα.  

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι στο στάδιο της ανάλυσης αλληλο-

συνδέονται µεταξύ τους κατασκευές και παραγωγικά βήµατα. Όλα αυ-

τά βασίζονται στα δεδοµένα, το ζητούµενο και αξιώµατα ή θεωρήµατα 

και προβλήµατα που έχουν ήδη λυθεί.  

Επιπλέον, η παρουσίαση των δεδοµένων και του ζητουµένου και στα 

δύο παραδείγµατα (§ 2.3.2) δεν γίνεται υπό τη µορφή της πρότασης 
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(Στοιχεία) αλλά υπό τη µορφή της έκθεσης.59 ∆ηλαδή, έχουµε µια µετα-

φορά από το γενικό τρόπο µε τον οποίο παρουσιάζεται ένα πρόβληµα 

ή θεώρηµα,60 σε µια «συγκεκριµένη» περίπτωση αυτού.61  

Με βάση τα παραπάνω, οι Hintikka & Remes (1974, 44) εστιάζουν 

την προσοχή τους στο σηµείο, ότι στην περίπτωση του Πάππου δεν έ-

χουµε γενικά µια ανάλυση σχήµατος. Έχουµε ανάλυση –χρησιµοποιώ-

ντας τις κατάλληλες βοηθητικές κατασκευές– ενός συγκεκριµένου σχή-

µατος.62 

Η απόδειξη ενός θεωρήµατος απαιτεί παραπέρα τον συνδυασµό των 

στοιχείων που εµφανίζονται στα δεδοµένα µαζί µε κατάλληλα προηγού-

µενα θεωρήµατα (ή αξιώµατα ή κοινές έννοιες). Η επιλογή, λοιπόν, των 

κατάλληλων προτάσεων είναι ένα δύσκολο θέµα γενικότερα. Στο σηµείο 

αυτό οι κατάλληλες βοηθητικές κατασκευές έχουν σηµαίνοντα ευρετικό 

ρόλο.63 ∆ηλαδή, µπορούµε να πούµε ότι οι βοηθητικές κατασκευές ανοί-

γουν το δρόµο για την εύρεση των κατάλληλων θεωρηµάτων και προ-

τάσεων (ληµµάτων), µέσα στο πλαίσιο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας.  

Εδώ εκφράζει αντίθεση ο Lakatos (1997, 100) σχετικά µε αυτό το εί-

δος ευρετικής αξίας της ανάλυσης. Η ευρετική αξία της ανάλυσης κατά 

τον Lakatos συνίσταται στο ρόλο που έπαιξε η Ελληνική Γεωµετρία 

πριν τον Ευκλείδη για τη γέννηση του Ευκλείδειου αξιωµατικού συ-

στήµατος.  

                                                           
59  § 2.3.3, παρατήρηση (α), Heath (1956, 1, 129).  
60  ∆ίνεται κύκλος, δίνεται τρίγωνο κλπ.  
61  Έστω κύκλος ΑΒΓ κλπ.  
62  Στο σηµείο αυτό µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι η άποψη αυτή των Hintikka & Remes είναι στο 

πλαίσιο της άποψης του Kant για τη φύση της µαθηµατικής γνώσης. Συγκεκριµένα, στο έργο του 
Κριτική του Καθαρού Λόγου (µτφ. ∆ηµητρακόπουλος, 362, Α713 = Β741), ο Kant αναφερόµενος 
στη διάκριση µεταξύ φιλοσοφικής και µαθηµατικής γνώσης, αναφέρει ότι: «Η κατασκευή µιας έν-
νοιας σηµαίνει ότι εκθέτουµε, a priori, την εποπτεία η οποία αντιστοιχεί στην έννοια αυτή. Έτσι, 
κατασκευάζω ένα τρίγωνο, αφού µπορώ να εκθέσω (παραστήσω) το ανταποκρινόµενο σ’ αυτή την 
έννοια αντικείµενο. Η έκθεση αυτή, γίνεται µε δύο τρόπους, είτε µέσω της καθαρής εποπτείας (φα-
ντασία) είτε µέσω εµπειρικής εποπτείας (σχεδιασµός στο χαρτί). Όµως, και στις δύο περιπτώσεις 
αυτές, η διαδικασία είναι a priori, δηλαδή χωρίς να έχω δανεισθεί το πρότυπο αυτό από οποιαδή-
ποτε εµπειρία». 

63  ∆ες παράδειγµα § 2.2.3, βήµατα (Α2), (Α3). 
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Για τον Lakatos (1997, 100), οι πιο ενδιαφέρουσες αναλύσεις της Ελ-

ληνικής Γεωµετρίας ήταν αυτές οι οποίες έγιναν πριν τον Ευκλείδη, και 

ο ρόλος τους ήταν να βοηθήσουν στη γέννηση του Ευκλείδειου αξιω-

µατικού συστήµατος. Επίσης, το µεγαλύτερο µέρος της Ευκλείδειας Γε-

ωµετρίας υπήρξε πριν τα αξιώµατα, αιτήµατα, ορισµούς και κοινές έν-

νοιες, που συναντάµε στα Στοιχεία, όπως η θεωρία αριθµών υπήρχε 

πριν τα αξιώµατα του Peano, όπως ο απειροστικός λογισµός υπήρχε 

πριν τους ορισµού του Dedekind και άλλων, όπως η θεωρία πιθανοτή-

των πριν τον Kolmogorov.  
 

 

∆. Οι Hintikka & Remes (1974, 44-46) τοποθετούν τη «δράση» των 

βοηθητικών κατασκευών πριν ακόµη από το στάδιο της κύριας ανάλυ-

σης. ∆ιατυπώνουν µε αυτό τον τρόπο µια «ακραία» άποψη για την α-

νάλυση – σύνθεση την οποία ονοµάζουν «κατασκευαστική έννοια της 

ανάλυσης και σύνθεσης».64  

Οπότε, σύµφωνα µε την άποψη αυτή, η διαφορά µεταξύ ανάλυσης 

και σύνθεσης δεν συνίσταται στη διαφορά κατεύθυνσης (κλασική ερ-

µηνεία της ανάλυσης), αλλά στο ότι στην ανάλυση δεν γίνονται κατα-

σκευές, ενώ στην ουσία η σύνθεση χρησιµοποιείται στο να γίνονται οι 

κατασκευές.  

Συνεπώς, αναδεικνύεται το ερώτηµα τι ακριβώς χαρακτήρα έχει αυ-

τό που γίνεται στην ανάλυση (δηλαδή οι βοηθητικές κατασκευές και 

στα δύο παραδείγµατα, πραγµατοποιούνται ή όχι στο στάδιο αυτό).  

Επικαλούνται τέσσερα διαφορετικά χωρία από τον ορισµό του 

Πάππου τα οποία µπορούν να δώσουν απάντηση στα ερωτήµατα αυτά. 

Συγκεκριµένα, τα αποσπάσµατα 636, 5-6 και 636, 12-13, όπου ο Πάπ-

πος σαφώς αναφέρει ότι «η απόδειξη θα είναι αντίστροφη της ανάλυσης» 

και όχι η σύνθεση. Παρατηρώντας τα δύο παραδείγµατα προβληµατι-

                                                           
64  Θα γίνει αναφορά για το πλαίσιο διατύπωσης της άποψης αυτής στην § 3.4. 
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κής και θεωρηµατικής ανάλυσης βλέπουµε ότι καµία κατασκευή δεν 

πραγµατοποιείται στο στάδιο της απόδειξης. Γίνεται ό,τι ακριβώς πε-

ριγράφεται µε τον όρο «απόδειξη»65 από τον Πρόκλο (Hintikka & 

Remes, 1974, 44-46).  

Ένα άλλο απόσπασµα που αφορά αυτό το θέµα είναι το 636, 1-2, 

όπου στη θεωρηµατική ανάλυση «το ζητούµενο υποθέτουµε ότι είναι γεγο-

νός και αληθές». Η ερµηνεία στο σηµείο αυτό των Hintikka & Remes 

(1974, 45) είναι ρηξικέλευθη. Θεωρούν ότι µε τη φράση «ὡς ὃν καὶ ὡς 

ἀληθὲς» ο Πάππος εννοεί ότι: Απαιτούµε, και να είναι αληθείς όλες οι 

υποθέσεις καθώς και να υπάρχουν όλα τα αντικείµενα τα οποία δηλώ-

νονται στην πρόταση του θεωρήµατος αλλά και να υπάρχουν αρκετές 

από τις ζητούµενες βοηθητικές κατασκευές οι οποίες θα µας βοηθήσουν 

να αποδείξουµε το θεώρηµα.66 Καταλήγουν δε ότι, το γεγονός ότι κά-

ποιες βοηθητικές κατασκευές που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση, ε-

ξαρτώµενες ευκαιριακά, από την υποτιθέµενη αλήθεια του ζητουµένου 

συµπεράσµατος [π.χ. (Α2), § 2.3.2 Α], δεν διαψεύδει την παραπάνω ερ-

µηνεία.  

Θέτουν ως πλαίσιο ερµηνείας την άποψη του Kant (Κριτική του  

Καθαρού Λόγου, 169-71, µτφ. Γιανναράς), σύµφωνα µε την οποία οι 

µαθηµατικές θεµελιώδεις αρχές δεν αποτελούν µέρος του συστήµατος 

«Αναλυτικής των θεµελιωδών αρχών». Επειδή, όµως, αυτές αποτελούν 

συνθετικές a priori κρίσεις, η δυνατότητά67 τους θα βρει εδώ αναγκα-

στικά τη θέση της,68 όχι βέβαια τόσο για την απόδειξη της ορθότητάς 

τους που δεν την έχουν ανάγκη αλλά για να καταστεί κατανοητή69 και 

                                                           
65  Heath (1956, 129), Πρόκλος (Σχόλια Ευκλείδη, 203). Περισσότερες λεπτοµέρειες στην § 3.4. 
66  Στο σηµείο αυτό οι Hintikka–Remes φαίνεται ενστερνίζονται την άποψη του Kant, για τον a priori 

χαρακτήρα της µαθηµατικής γνώσης (Kant, Κριτική του Καθαρού Λόγου, Α713 = Β741, µτφ. ∆ηµη-
τρακόπουλος).  

67  «ὡς ὃν καὶ ὡς ἀληθὲς». 
68  Εννοεί στο στάδιο της ανάλυσης που περιγράψαµε πιο πάνω.  
69  «η δυνατότητά τους».  
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να αποδειχθεί µε παραγωγή, η δυνατότητα τέτοιου είδους εναργών  

a priori γνώσεων.  

Σύµφωνα µε το πλαίσιο αυτό, οι Hintikka & Remes (1974, 45-47) 

αποφαίνονται τελικώς ότι οι βοηθητικές κατασκευές τυπικά ανήκουν 

στο στάδιο της ανάλυσης. Ο χαρακτήρας τον οποίο έχουν στο στάδιο 

αυτό είναι καθαρά δοκιµαστικός.  

Οι βοηθητικές κατασκευές πραγµατώνονται στο στάδιο της σύνθε-

σης. Η επίκληση, από τη µεριά τους, του χωρίου «καταλήγουµε στο τέλος 

στην κατασκευή του ζητουµένου· και αυτό ονοµάζεται σύνθεση» (ορισµός 

Πάππου, 634, 22), χρησιµοποιείται για την ενίσχυση της άποψής τους.  

Θεωρούν δε το παραπάνω συµπέρασµα σαν το «λεπτό χαρακτηρι-

στικό της αναλυτικής µεθόδου»,70 σύµφωνα µε το οποίο οι βοηθητικές 

κατασκευές διασυνδέονται µε τα δεδοµένα και τα προηγούµενα θεω-

ρήµατα, µε υποθετική χροιά στο στάδιο της ανάλυσης, ενώ στο στάδιο 

της σύνθεσης πραγµατώνονται και ουσιαστικά αποκαλύπτεται η κα-

θοριστική διασύνδεσή τους µε την απόδειξη του θεωρήµατος.  

Οπότε, ο σκοπός είτε της θεωρηµατικής ανάλυσης είτε της προβλη-

µατικής, παραµένει ο ίδιος. «Στη µεν θεωρηµατική ζητάµε να βρούµε την 

απόδειξη ενός διατυπωµένου ως εικασία θεωρήµατος, ενώ στην προβληµατική 

ζητάµε να βρούµε τρόπο για να πραγµατοποιήσουµε µια εικασία κατασκευής» 

(Hintikka & Remes, 1974, 47).71   

                                                           
70  Με τον όρο «αναλυτική µέθοδος» οι Hintikka & Remes υπονοούν τη διαδικασία η οποία περιγρά-

φεται από τον Kant (Κριτική του Καθαρού Λόγου, Β, ΙΙ, 32 και Α, Ι, 82).  
71  Ο Lakatos (1997, 96), κινούµενος µέσα σ’ ένα διαφορετικό πλαίσιο, αντιπαρατίθεται στην άποψη 

των Hintikka & Remes ως εξής: «Είναι ενδιαφέρον να δει κανείς, ότι στην ανάλυση την οποία εγώ 
περιέγραψα, δεν υπάρχει ίχνος είτε από ένα αξιωµατικό σύστηµα ή ακόµη από ένα ειδικό σώµα 
γνώσεων, ή από ένα σύνολο ληµµάτων τα οποία είναι αληθή. Ξεκινάµε από µια πρωτόλεια (naive) 
εικασία και οφείλουµε να επινοήσουµε τα κατάλληλα λήµµατα, και ακόµη το σκελετό του τρόπου 
µε τον οποίο συλλαµβάνουµε την έννοια µέσα στον οποίο τα λήµµατα µπορούν να σχηµατιστούν.  
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2.4.2.  Ο ρόλος των δύο σταδίων της ανάλυσης 
 

Σύµφωνα µε το πλαίσιο που τέθηκε στην § 2.4, θα εξεταστεί παραπέ-

ρα ο ιδιαίτερος ρόλος των δύο σταδίων της ανάλυσης. Το µεν πρώτο 

στάδιο (κύρια ανάλυση) έχει επαρκώς επεξεργαστεί όσον αφορά το 

ρόλο του σε σχέση µε τις βοηθητικές κατασκευές. Τα ιδιαίτερα χαρα-

κτηριστικά του δεύτερου µέρους της ανάλυσης (resolution), έχουν επι-

σηµανθεί, όπως έχουµε αναφέρει, από τον Hankel και οι Hintikka & 

Remes (1974, 49-67) κάνουν µια εκτενή αναφορά σ’ αυτό.72  

Η αναφορά τους ξεκινάει µε τη διατύπωση ότι το δεύτερο µέρος της 

ανάλυσης (resolution) «εξυπηρετεί στο να εγκαθίσταται η ανεξαρτησία των 

κατασκευών, οι οποίες χρειάζονται στο να λύσουµε ένα πρόβληµα ή να απο-

δείξουµε ένα θεώρηµα, από το ζητούµενο» Hintikka & Remes (1974, 49).73  

Η τεκµηρίωση της παραπάνω διαπίστωσής τους γίνεται µέσα από 

µια ενδελεχή µελέτη διαφόρων θεµάτων που βοηθούν στη σχηµατοποί-

ηση της φύσης του resolution.74 Παρατίθεται στη συνέχεια µια σύντοµη 

περιγραφή της πορείας αυτής.  
 

Α.  Ο όρος «δοθέν», ο οποίος χρησιµοποιείται στον ορισµό της ανά-

λυσης – σύνθεσης από τον Πάππο (636, 11), είναι το σηµείο αφετηρίας 

για τους Hintikka & Remes (1974, 49) στη διερεύνηση του δεύτερου µέ-

ρους της ανάλυσης (resolution). Είναι ο όρος που σηµατοδοτεί τον χω-

ρισµό του πρώτου µέρους της προβληµατικής ανάλυσης από το δεύτερο 

(resolution). Ο όρος «δοθέν» ή «δεδοµένο» επισηµαίνουν ότι έχει δύο 

χρήσεις:  

α) Η πρώτη προέρχεται κατευθείαν από τη χρήση του όρου στο έργο 

του Ευκλείδη ∆εδοµένα75 και είναι εµφανής στο παράδειγµα προβλη-

µατικής ανάλυσης που έχουµε παραθέσει και  

                                                           
72  Έχει επισηµανθεί η διαφορά στην έκταση και το περιεχόµενο του δεύτερου µέρους της ανάλυσης 

(resolution) στα δύο είδη της ανάλυσης, θεωρηµατικής και προβληµατικής (δες § 2.3.3 Β). 
73  Παρόµοιες παρατηρήσεις µε τους Hintikka & Remes συναντάµε στο Καρασµάνης (1992, 189).   
74  Οµοιότητες – διαφορές των δύο περιπτώσεων, θεωρηµατικής – προβληµατικής ανάλυσης, δες § 2.3.3. 
75  Στα ∆εδοµένα ένα γεωµετρικό ή µαθηµατικό αντικείµενο (εµβαδόν, γραµµή, γωνία, σηµείο, κύκλος 

κ.ά.) είναι δεδοµένο µε τρεις τρόπους: «κατά µέγεθος», «κατά είδος», «κατά θέση». Άρα, µε τον όρο 
«δοθέν» δεν εννοούµε θεώρηµα ή αξίωµα (Hintikka & Remes, 1974, 50).  
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β) Η δεύτερη χρήση του όρου «δοθέν» ή «δεδοµένο» ή «δίδωµι» έχει 

διττή σηµασία. Από τη µια αποδίδεται, µε τον όρο αυτό, ότι είναι «δο-

θέν» ή «δεδοµένο» από την υπόθεση, και από την άλλη ότι είναι «δοθέν» 

ή «δεδοµένο» κατά τη διαδικασία της ανάλυσης.76 
 

Β. Παρατηρώντας το παράδειγµα προβληµατικής ανάλυσης (§ 2.3.2) 

βλέπουµε ότι:  

α) Στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης (resolution) δείχνεται ότι οι κα-

τασκευές στην κύρια ανάλυση είναι ανεξάρτητες από το ζητούµενο. Σί-

γουρα δε, δεν αποδεικνύεται ότι αυτές οι κατασκευές µπορούν να λύ-

σουν το πρόβληµα.  

β) Επίσης, στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης δεν επιχειρείται να απο-

δειχθεί η αντιστρεψιµότητα των παραγωγικών βηµάτων του πρώτου 

µέρους της ανάλυσης (κύρια ανάλυση). Αντίθετα, δεχόµαστε, χωρίς κα-

µία τροποποίηση, τις ιδιότητες εκείνες, οι οποίες εισάγονται από τα 

γεωµετρικά αντικείµενα στο στάδιο της κύριας ανάλυσης.  

γ) Ότι τα υποθετικά αντικείµενα, τα οποία έχουν υποθετικές ιδιότη-

τες, µπορούµε να τα κατασκευάσουµε βασιζόµενοι µόνο στα δεδοµένα.  
 

Γ. Η σύνδεση του δεύτερου µέρους της ανάλυσης (resolution) µε τον 

διορισµό,77 διερευνάται επίσης από τους Hintikka & Remes (1974, 57- 

 

 

                                                           
76  Θα χρησιµοποιηθούν όπου χρειαστεί τα παραδείγµατα της § 2.3.3 καθώς και αυτά του Αρχιµήδη 

και του Απολλωνίου (Κεφάλαιο 1).  
77  ∆ιορισµός. Ο διορισµός αποτελεί ένα από τα µέρη της τυπικής διάρθρωσης µιας πρότασης σύµφωνα 

µε τον Πρόκλο (203-204). Η διάρθρωση έχει ως εξής: πρόταση, έκθεση, διορισµός, κατασκευή, από-
δειξη, συµπέρασµα.  
∆ιακρίνονται δύο είδη της έννοιας του διορισµού, σύµφωνα πάντα µε τον Πρόκλο: 
i)  Ο διορισµός, ο οποίος ακολουθεί στη σειρά την έκθεση, και µας εφιστά την προσοχή στο τι α-

κριβώς πρέπει να γίνει: «∆εῖ δὴ ἐπὶ τῆς ἐκτεθεῖσης πεπερασµένης εὐθείας τρίγωνον ἰσόπλευρον 
συστήσασθαι· τρόπον τινὰ προσεχείας ἐστιν αἴτιος ὁ διορισµός» (Πρόκλος, 208) (δες Πρόταση 
Ι.1 Στοιχείων) και  

ii)  Ο διορισµός, ο οποίος χρησιµοποιείται για να οριοθετήσει τις δυνατές λύσεις ενός προβλήµατος: 
«καὶ τοῦτο µάλιστα ἐν τοῖς διορισµοῖς ἐξετάζουσα, εἰ ἀδύνατον τὸ διὰ τοῦτο ζητούµενον ἢ δυ-
νατὸν καὶ µέχρι τινος ἐγχωρεῖ καὶ ποσαχῶς» (Πρόκλος, 202). Αυτού του είδους ο διορισµός 
ακολουθεί αµέσως την πρόταση.  

Ο Heath (1956, 130-31) θεωρεί ότι ο διορισµός µε τη δεύτερη χρήση του, είναι αυτός που συναντιέ-
ται κυρίως στα έργα των Ευκλείδη, Αρχιµήδη, Απολλωνίου και Πάππου. Για τον τελευταίο επικα-
λείται τον Tannery.  
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59). Ξεκινούν µε το ερώτηµα: «το δεύτερο µέρος της ανάλυσης (resolution) 

µπορεί να µας δείξει αν το πρόβληµα είναι αδύνατο;» ∆ηλαδή, το δεύτερο 

µέρος της ανάλυσης έχει χροιά διορισµού; Καταλήγουν δε στο συµπέ-

ρασµα ότι από µόνο του είναι ανίκανο να µας δείξει ότι ένα πρόβληµα 

είναι αδύνατο. Η επιχειρηµατολογία τους στηρίζεται στην ειδική µορ-

φή που έχει αυτό (ιδιαίτερα στην προβληµατική ανάλυση). [Όπως µπο-

ρεί κάποιος να δει στα παραδείγµατα του Πάππου αλλά και των Αρχι-

µήδη – Απολλωνίου, γίνεται χρήση των εκφράσεων «καὶ δοθεῖσα ἡ…, 

δοθεῖσα ἄρα καί…» (δηλαδή αν αυτό είναι δεδοµένο τότε και αυτό είναι 

δεδοµένο)].78 ∆ηλαδή, ότι κυρίως βασίζεται σε προτάσεις των ∆εδοµέ-

νων.  

Η άποψη ότι, όταν υπάρχει «διορισµός» και απόδειξή του στο στά-

διο της ανάλυσης, τότε είναι περιττή η σύνθεση (σ’ ένα σύστηµα ανα-

λυτικής απόδειξης), κριτικάρεται από τους Hintikka & Remes (1974, 

58). Θεωρούν ότι µέσω του «διορισµού», όπως αυτός εµφανίζεται στο 

έργο του Πάππου, µόνο αναγκαίες και όχι ικανές συνθήκες επιλυσιµό-

τητας µπορεί να δώσει πριν από τη σύνθεση.  

Ο Heath (2002, 68) αναγνωρίζει ότι ο διορισµός προσφέρει µόνο α-

ναγκαίες συνθήκες επιλυσιµότητας, άποψη που συµµερίζεται µεταξύ 

άλλων και ο Knorr (1993, 354).  
 

∆. Στη συνέχεια τους απασχολεί το θέµα της διαφοράς µεταξύ του 

δεύτερου µέρους της ανάλυσης (resolution) στη θεωρηµατική και προ-

βληµατική περίπτωση.  

Κάποια σηµεία έχουν ήδη επισηµανθεί εν συντοµία. Εδώ θα προ-

σπαθήσουµε να δώσουµε µε περισσότερες λεπτοµέρειες την άποψη των 

Hintikka & Remes (1974, 59-62). Παρ’ όλη τη δοµική οµοιότητα την 

οποία παρουσιάζουν στον ορισµό τα δύο είδη ανάλυσης,79 εντοπίζο-

                                                           
78  ∆εδοµένο µε την έννοια του µαθηµατικού αντικειµένου.  
79  Άποψη µε την οποία συµφωνεί ο Καρασµάνης (1992, 187).  
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νται µερικά χαρακτηριστικά σηµεία διαφορών. Παρατηρώντας τα πα-

ραδείγµατα στην § 2.3.2 αµέσως κάποιος εντοπίζει τη διαφορά στο µέ-

γεθος και στην ορολογία.  

Στην περίπτωση της προβληµατικής ανάλυσης, χρησιµοποιούνται οι 

όροι «δοθέν», «δεδοµένο», ενώ στη θεωρηµατική εισάγεται µε την έκ-

φραση «ἔστιν δέ». Όµως, και στις δύο περιπτώσεις, ξεκινάει από τα δε-

δοµένα της πρότασης, προσπαθώντας να βρει επιχειρήµατα ανεξάρτη-

τα από το ζητούµενο.  

Στην προβληµατική ανάλυση (έχουµε αναφερθεί ξανά σ’ αυτό) το 

δεύτερο µέρος χρησιµοποιείται για να δείξει ότι οι κατασκευές είναι 

ανεξάρτητες από το ζητούµενο.  

Στη θεωρηµατική ανάλυση, ξεκινώντας από τα δεδοµένα, προχωράει 

στην πρόβλεψη του πρώτου βήµατος της σύνθεσης, για να υποδείξει ότι 

το πρώτο βήµα αυτό µπορεί να αποδειχθεί. Το πρώτο βήµα της σύνθεσης 

είναι εντελώς διαφορετικό από τα επόµενα, δεν έχει καµία σχέση µε την 

αντιστροφή κάποιων βηµάτων της ανάλυσης (δες παράδειγµα, § 2.3.2).  
 

Ε. Υπάρχει µια σαφής διάκριση του ζητουµένου στη θεωρηµατική 

και προβληµατική ανάλυση. Στη µεν πρώτη, το ζητούµενο είναι µια 

σχέση µεταξύ γεωµετρικών αντικειµένων, ενώ στη δεύτερη είναι ένα 

γεωµετρικό αντικείµενο.  

Οι βοηθητικές κατασκευές οι οποίες χρησιµοποιούνται στην προβλη-

µατική ανάλυση (στο στάδιο της κύριας ανάλυσης) εξαρτώνται κυρίως 

από αυτό το γεωµετρικό αντικείµενο (ζητούµενο). Αν παρατηρήσουµε 

το παράδειγµα θεωρηµατικής ανάλυσης και συγκεκριµένα τα βήµατα 

[(Α9), (Α11), § 2.3.2], θα δούµε ότι µόνο αυτές οι δυο κατασκευές κύ-

κλων εξαρτώνται από το ζητούµενο.  

Είναι γνωστό όµως, ότι από τρία σηµεία διέρχεται πάντα ένας κύ-

κλος, µε τρία από τα Α, Ν, Ξ, Θ ή µε τρία από τα Α, Ν, Ε, ∆ µπορώ να 
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κατασκευάσω ένα κύκλο, παραµένει όµως το ερώτηµα αν ο κύκλος αυ-

τός θα περάσει από τέταρτο. Το ερώτηµα όµως αυτό θα απαντηθεί στο 

στάδιο της σύνθεσης και συγκεκριµένα στην απόδειξη, όπου αυτό θα 

συµβεί ανεξάρτητα από το ζητούµενο.  

Άρα, το τελευταίο βήµα της θεωρηµατικής ανάλυσης [(Α12), § 2.3.2] 

λειτουργεί ως τελικό σηµείο. Από το σηµείο αυτό και µετά αρχίζει το 

στάδιο της σύνθεσης. 

Μεταξύ του τελευταίου βήµατος της ανάλυσης και του πρώτου βή-

µατος της απόδειξης υπάρχει µια διασύνδεση η οποία επιτρέπει τη δια-

τήρηση µιας ισοδυναµίας σχετικά µε το «τι µπορεί να εγκατασταθεί µε 

το δεύτερο µέρος της ανάλυσης (resolution)» και µε «τι εγκαθίσταται 

στην απόδειξη».  
 

 

 

 

ΣΤ. Η διασύνδεση του δεύτερου µέρους της ανάλυσης (resolution) µε 

τη σειρά των βοηθητικών κατασκευών απέναντι στα παραγωγικά βή-

µατα της ανάλυσης είναι θέµα που επίσης διαπραγµατεύονται οι 

Hintikka & Remes (1974, 63-65). Στη θεωρηµατική ανάλυση, όπως έχει 

αναφερθεί, το βήµα του δεύτερου µέρους (resolution), είναι το πρώτο 

βήµα της σύνθεσης (απόδειξης). Ίσως δε, µε µια πρώτη µατιά θα µπο-

ρούσε κάποιος να αποφανθεί ότι χρησιµοποιείται στο να αντιστρέφει 

τα βήµατα της κύριας ανάλυσης (δες § 2.3.2, παράδειγµα Α). Κατά τους 

Hintikka & Remes όµως ουσιαστικά αλλάζει τη σχετική σειρά µεταξύ 

των βηµάτων των γεωµετρικών κατασκευών και των παραγωγικών 

βηµάτων.  

Η αλλαγή αυτή µεταξύ βηµάτων υπαρξιακού χαρακτήρα –γεωµετρι-

κών κατασκευών– και παραγωγικών βηµάτων είναι ουσιώδης από την 

άποψη της σύγχρονης θεωρίας αποδείξεων.  

Οι παραπάνω διαπιστώσεις των Hintikka & Remes εντάσσονται µέ-

σα στον προβληµατισµό τους σχετικά µε τη θέση των γεωµετρικών κα-
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τασκευών στη διαδικασία µιας επιτυχούς ανάλυσης. Έχουν διατυπώσει 

την άποψη ότι µια ανάλυση είναι επιτυχής, όταν όλες οι κατασκευές 

έχουν γίνει πριν από αυτή ή κατά τη διαδικασία αυτής.  

Ο Ευκλείδης στις προτάσεις των Στοιχείων ξεχωρίζει τις βοηθητικές 

κατασκευές από την κύρια απόδειξη. Παρατηρούµε όµως ότι δεν υφί-

σταται τέτοιος διαχωρισµός στην κύρια ανάλυση (δηλαδή, δεν βρίσκο-

νται ξεχωριστά οι κατασκευές από τα παραγωγικά βήµατα).  

Οι βοηθητικές κατασκευές ήταν ένα θέµα το οποίο απασχόλησε τους 

Αρχαίους Έλληνες µαθηµατικούς. Επιπλέον, η αναγκαιότητα αυτών 

στην απόδειξη θεωρηµάτων, ήταν σηµείο το οποίο τους δηµιουργούσε 

σύγχυση.  

Σύµφωνα µε τον Πρόκλο (203-204), τα µέρη ενός θεωρήµατος ή προ-

βλήµατος, όπως η έκθεση, ο διορισµός και η κατασκευή, µπορούν να 

παραλειφθούν αν δεν χρειάζονται. Στα περισσότερα θεωρήµατα δεν 

υπάρχει κατασκευή, γιατί η έκθεση περιέχει ακριβώς αυτά που χρειά-

ζονται για την απόδειξη, οπότε δεν χρειάζεται άλλη προσθήκη (δηλαδή 

βοηθητική κατασκευή). Αντιµετωπίζει δε το θέµα αυτό σαν µια εξαίρε-

ση. Για τους Hintikka & Remes (1974, 65) η αµηχανία απέναντι στις 

βοηθητικές κατασκευές και τη σύνδεσή τους µε αναλυτικά επιχειρήµα-

τα οδήγησε τον Ήρωνα να χρησιµοποιήσει ηµι-αλγεβρικές µεθόδους. 

Φαίνεται ότι υπήρχε µια γενικότερη ανησυχία για την ένταξη κατα-

σκευών στις αποδείξεις θεωρηµάτων µέσω ανάλυσης.  
 

Ζ. Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω, οι Hintikka & Remes (1974, 66) 

καταλήγουν σε µερικά συµπεράσµατα.  

Για το πέρασµα από το στάδιο της ανάλυσης στο στάδιο της σύνθε-

σης, δύο διαφορετικά πράγµατα πρέπει να συµβαίνουν:  

α) Να αντιστρέφονται τα παραγωγικά βήµατα.  

β) Η ανεξαρτησία των βοηθητικών κατασκευών από το ζητούµενο.  
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∆ιατυπώνουν την εικασία δε, ότι στο (β) ουσιαστικά οφείλεται η 

παρουσία του δεύτερου µέρους της ανάλυσης (resolution) σ’ ένα ανα-

λυτικό σύστηµα απόδειξης. Επίσης, το γεγονός ότι στην κύρια ανάλυση 

έχουµε µια σειρά από βήµατα «προς τα κάτω» (downward movement), 

δηλαδή προς κάποια πρόταση η οποία είναι αληθής, οδήγησε τους γε-

ωµέτρες στην απόφαση να χρησιµοποιήσουν τα «δοθέντα» και από τα 

δύο µέρη της πρότασης (δεδοµένα και ζητούµενο), σαν προϋποθέσεις 

για λογικά συµπεράσµατα.  

Στο στάδιο του δεύτερου µέρους της ανάλυσης80 (resolution) διαφαί-

νεται καθαρά ότι οι βοηθητικές κατασκευές οι οποίες γίνονται στο 

πρώτο µέρος της ανάλυσης ξεκινούν από τα δεδοµένα και όχι από το 

ζητούµενο. Επίσης, το ζητούµενο (είτε στη θεωρηµατική είτε στην προ-

βληµατική ανάλυση) στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης (resolution) χρη-

σιµοποιείται σαν να έχει ήδη συµπερασθεί και όχι σαν προϋπόθεση. 

Αυτή η παρατήρηση όµως καθιστά τα όρια µεταξύ του δεύτερου µέ-

ρους της ανάλυσης και της σύνθεσης δυσδιάκριτα.  

Με βάση το πλαίσιο το οποίο έχει τεθεί από τους Hintikka & Remes 

για το χαρακτήρα της ανάλυσης (σαν ανάλυση των σχηµάτων και όχι 

σαν ανάλυση επιχειρηµάτων), «το δεύτερο µέρος της ανάλυσης (resolution) 

είναι το «κατ’ εξοχήν»81 αναλυτικό µέρος ενός συστήµατος απόδειξης. Γιατί 

καµία κατασκευή δεν γίνεται σ’ αυτό αλλά µόνο οι αλληλεξαρτήσεις των γεω-

µετρικών αντικειµένων του αρχικού σχήµατος µελετώνται» (Hintikka & 

Remes, 1974, 67).  

 

                                                           
80  Προβληµατική ανάλυση.  
81  Η υπογράµµιση δική τους.  
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2.5. Συµπεράσµατα  

 

Η διαδροµή την οποία ακολουθήσαµε πάνω στις απόψεις των 

Hintikka & Remes (1974) για τη µέθοδο ανάλυσης – σύνθεσης συνοψί-

ζεται στο παρακάτω απόσπασµα από τον Hintikka (1973, 203-204). Η 

άποψη που εκφράζεται σ’ αυτό αποτέλεσε τη βάση για τη µελέτη της 

µεθόδου:  

«Σύµφωνα µ’ αυτή την ερµηνεία, µια µέθοδος ή µια διαδικασία είναι ανα-

λυτική εάν σ’ αυτή δεν εισάγεται κανένα νέο γεωµετρικό αντικείµενο δηλαδή 

δεν πραγµατοποιούµε καµία κατασκευή. Μια διαδικασία είναι συνθετική εάν 

τέτοιες κατασκευές γίνονται, όπως π.χ. νέα γεωµετρικά αντικείµενα εισάγο-

νται µέσω των διαφόρων βηµάτων των επιχειρηµάτων. Αυτή η διάκριση ται-

ριάζει, τόσο στα προβλήµατα όσο και στα θεωρήµατα, ακριβώς το ίδιο. Η 

διάκριση λοιπόν µεταξύ προβληµατικής και θεωρηµατικής ανάλυσης εκλείπει. 

Στα δύο είδη ανάλυσης το πρωτεύον είναι η µελέτη των αλληλοσυσχετίσεων 

των διαφόρων µερών του συστήµατος».  

Μπορεί κάποιος να αναγνωρίσει γιατί οι Hintikka & Remes (1974) 

δίνουν πολύ µεγάλη σηµασία στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης 

(resolution). Γιατί χαρακτηρίζεται σαν το «κατ’ εξοχήν» αναλυτικό µέ-

ρος ενός συστήµατος απόδειξης. Όπως επίσης µπορεί κανείς να παρα-

τηρήσει τον σηµαίνοντα ρόλο των βοηθητικών κατασκευών.  

Το πλαίσιο, λοιπόν, ερµηνείας που θέτουν είναι εντελώς διαφορετι-

κό από τη λεγόµενη κλασική ερµηνεία της ανάλυσης (directional sense) 

όπως και τις ιδιαίτερες ερµηνείες, οι οποίες δόθηκαν από τους Mahoney 

(1968), Gulley (1958) και Cornford (1932).  

Επιγραµµατικά, στις παραπάνω ερµηνείες αντιπαραθέτουν την «κα-

τασκευαστική ερµηνεία της ανάλυσης».  

Την κατασκευαστική ερµηνεία της ανάλυσης την επεξεργάζονται µε 

εργαλεία του κατηγορηµατικού λογισµού. Ο κατηγορηµατικός λογι-
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σµός, σαν µια επέκταση του προτασιακού λογισµού, είναι πιο πλούσια 

γλώσσα από την πλευρά των εργαλείων χειρισµού που έχουµε. Επίσης, 

βασικό συστατικό της λειτουργίας του είναι ότι για την ανάλυση ενός 

συλλογισµού ξεκινάµε από την εσωτερική δοµή των προτάσεων. Ενώ, 

αντίθετα, στον προτασιακό λογισµό θεωρούµε τις προτάσεις αναλλοί-

ωτους, βασικούς δοµικούς λίθους (Μυτιληναίος).  

Όλη η προσπάθεια των Hintikka & Remes (1974) γίνεται µε τη χρήση 

µεθόδων κατηγορηµατικού λογισµού προσπαθώντας να διεισδύσουν 

στη δοµή µιας γεωµετρικής πρότασης. Η προσπάθεια αυτή φέρνει στην 

επιφάνεια την αναγκαιότητα των βοηθητικών γεωµετρικών κατασκευ-

ών. Οι γεωµετρικές κατασκευές µε τη σειρά τους αναδεικνύουν την ύ-

παρξη των αντίστοιχων γεωµετρικών αντικειµένων. Η δε ύπαρξη των 

γεωµετρικών αντικειµένων ερµηνεύεται µε όρους κατηγορηµατικού λο-

γισµού µε το λογικό σύµβολο του υπαρξιακού ποσοδείκτη (∃).  

Επίσης, έχει επισηµανθεί ότι ενώ τα θεωρήµατα εκφράζουν γενικό-

τητες, η απόδειξή τους δε γίνεται π.χ. «για κάποιο τρίγωνο», αλλά για 

το «τρίγωνο ΑΒΓ».82  

Έχουµε εδώ απόδειξη µιας γενικής ιδιότητας, µέσω ενός συγκεκριµέ-

νου, αλλά αυθαίρετου, εκπροσώπου αυτής. ∆ηλαδή, έχουµε µια ανα-

παράσταση µιας αφηρηµένης ιδέας ή όρου µέσω ενός συγκεκριµένου 

εκπροσώπου του (instantiation).  

Η εισαγωγή νέων γεωµετρικών αντικειµένων (βοηθητικών κατα-

σκευών) καθώς και η αναπαράσταση µιας αφηρηµένης ιδέας µέσω συ-

γκεκριµένου εκπροσώπου της, συντίθενται σε δύο θεωρήµατα του κα-

τηγορηµατικού λογισµού. Συγκεκριµένα, το «Θεώρηµα Γενίκευσης Στα-

θερών» και στο πόρισµα αυτού «Θεώρηµα Υπαρξιακής Σταθεροποίη-

                                                           
82  Η έκφραση «για κάποιο τρίγωνο» αντιστοιχεί στο µέρος «πρότασις», σύµφωνα µε τον Ευκλείδειο 

τυπικό διαχωρισµό µιας πρότασης, ενώ η έκφραση «το τρίγωνο ΑΒΓ» αντιστοιχεί στο µέρος «ἔκθε-
σις».  
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σης». Τα δύο αυτά θεωρήµατα αναπτύσσονται στο πλαίσιο της συντα-

κτικής προσέγγισης του κατηγορηµατικού λογισµού.  

«Η έννοια της “έκθεσης”, όπως αυτή εµφανίζεται στα Στοιχεία αποτέλεσε: 

α) την βάση στην οποία στηρίχθηκε ο Κant για να αναπτύξει τη γενική έννοια 

της κατασκευής, στην εισαγωγή µιας νέας “εποπτείας”, όπως επίσης β) την ι-

δέα για τη διατύπωση του κανόνα της υπαρξιακής παραδειγµατο-ποίησης.83 

Το ενδιαφέρον αυτής της “κατασκευαστικής διαδικασίας”, της οποίας ο κανό-

νας της υπαρξιακής παραδειγµατο-ποίησης είναι ένα απλό παράδειγµα στη 

σύγχρονη θεωρία κατηγορηµατικού λογισµού, είναι ένας φόρος τιµής στην 

οξύνοια αυτών των νεώτερων φιλοσόφων των µαθηµατικών, οι οποίοι θεώρη-

σαν τις κατασκευές (το “µηχανικό” τµήµα µιας Ευκλείδειας πρότασης) σαν 

την ουσία των γεωµετρικών αποδείξεων» (Hintikka, 1973, 216-17).  

Μ’ αυτά τα λόγια του Hintikka, πιστεύουµε ότι αποδεικνύεται όλο 

το πλαίσιο µέσα στο οποίο κινήθηκαν κατά την ανάπτυξη του θέµατος 

οι Hintikka & Remes (1974, 1976). Παράλληλα, όµως, υποδεικνύεται 

και το φιλοσοφικό υπόβαθρο αυτής της διαπραγµάτευσης, το οποίο θα 

σκιαγραφηθεί στο επόµενο κεφάλαιο.  

 

                                                           
83  «The rule of existential instantiations», πρωτότυπο κείµενο Hintikka (1973, 216-17).  
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3.1. Εισαγωγή  
 

Το έργο του Πάππου, όπως και τα έργα άλλων ελλήνων φιλοσόφων 

και µαθηµατικών, έγιναν αντικείµενο µελέτης και σχολιασµού τον 12ο - 

13ο αιώνα.  

O Robert Grosseteste (Crombie, 1992, 24-30) εφάρµοσε τη µεθοδική 

διαδικασία «resolutio et composito» (ανάλυση και σύνθεση) για να 

φτάσει στην αιτιακή αρχή.  

∆ηλαδή, µε την ανάλυση έδειχνε τον τρόπο µε τον οποίο ξεχωρίζου-

µε και ταξινοµούµε, στηριζόµενοι στις οµοιότητες και τις διαφορές, τις 

αρχές ή τα στοιχεία που συνιστούν ένα φαινόµενο. Ενώ µε τη σύνθεση 

αναδιέτασσε τις προτάσεις έτσι ώστε το ειδικότερο να φαίνεται ότι 

απορρέει παραγωγικά από το γενικότερο. Άρα, η σχέση γενικού προς 

ειδικό, είναι σχέση αιτίου και αποτελέσµατος, οπότε η διάταξη των 

προτάσεων ήταν µε αιτιακή σειρά.  

Ο R. Grosseteste στο έργο του, ένωσε την πειραµατική και την ορθο-

λογιστική παράδοση του 12ου αιώνα και πρότεινε µια συστηµατική 

θεωρία για την πειραµατική επιστήµη (Crombie, 1992, 24-30).   

Η επιβολή πειραµατικών και µαθηµατικών µεθόδων σε όλους τους 

τοµείς της Φυσικής οφείλεται στο Γαλιλαίο. Σύµφωνα µε τον Crombie 

(1992, 138-167) ο Γαλιλαίος χρησιµοποίησε τη µέθοδο της ανάλυσης 

και σύνθεσης (η οποία υπήρχε στο πλαίσιο της επιστηµονικής λογικής 
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στο τέλος του Μεσαίωνα), για να δείξει πώς φτάνουµε σε γενικές θεω-

ρίες µε την ανάλυση της εµπειρίας, πώς αλλάζουµε τις συνθήκες και 

αποµονώνουµε τα αίτια και πώς επαληθεύουµε ή διαψεύδουµε θεωρίες 

µε το πείραµα.  

Με την ανάλυση µιας συγκεκριµένης φυσικής κατάστασης, προχωρεί 

στη µελέτη των ουσιαστικών σχέσεων οι οποίες περιέχονται σε κάποιο 

αποτέλεσµα. Στη συνέχεια γενικεύει διατυπώνοντας µια υποθετική πα-

ραδοχή, από την οποία παραγωγικά εξηγεί τις συνέπειες που αφορούν 

πιο σύνθετες καταστάσεις. Τη διαδικασία αυτή την ονοµάζει σύνθεση. 

Στο τέλος δε, κάνει µια πειραµατική ανάλυση παραδειγµάτων του απο-

τελέσµατος, µε την οποία ελέγχει την υπόθεσή του, µέσω της σύγκρισης 

των παραγωγικών συνεπειών και της παρατήρησης.1  

Ο Cassiser (1944, 292-97) υποστηρίζει ότι η µέθοδος της ανάλυσης – 

σύνθεσης που χρησιµοποίησε ο Γαλιλαίος έλκει την καταγωγή της:  

α) από την «υποθετική» µέθοδο του Πλάτωνα (διάλογος Μένων, 86e), 

β) από τον ορισµό που έχει παρεµβληθεί στο Βιβλίο ΧΙΙΙ των Στοιχείων 

του Ευκλείδη και γ) από τον ορισµό του Πάππου.  

Όσον αφορά όµως στη χρήση της από τον Γαλιλαίο, τονίζει ότι: «Έ-

δωσε στην ελληνική κλασική µέθοδο της “προβληµατικής2 ανάλυσης” ένα νέο 

πλάτος και ένα νέο βάθος» (Cassiser, 1944, 297).  

Οι Hintikka & Remes (1974, ΙΧ) και ο Guerlac (1973, 383), στηριζό-

µενοι σ’ ένα χωρίο από το έργο του Γαλιλαίου ∆ιάλογοι στα δύο µεγά-

λα παγκόσµια συστήµατα, περιγράφουν τη µέθοδο ανάλυσης – σύνθε-

σης, που εµφανίζεται σ’ αυτό ως εξής:  

α) Στο στάδιο της ανάλυσης: i) κάνει δοκιµές και πειράµατα, τα ο-

ποία οδηγούν µε κάποιο βαθµό βεβαιότητας στο συµπέρασµα και  

                                                           
1  Για ένα σχετικό παράδειγµα, δες Crombie (147).  
2  O όρος «προβληµατική ανάλυση», ο οποίος χρησιµοποιείται από τον Cassiser (1944), µάλιστα µε 

εισαγωγικά στο πρωτότυπο κείµενό του, πουθενά δεν διευκρινίζεται ότι πρόκειται για την προβλη-
µατική περίπτωση της µεθόδου, έτσι όπως ορίζεται από τον Πάππο. Μπορούµε, λοιπόν, να συµπε-
ράνουµε ότι αφορά τη µέθοδο ανάλυσης – σύνθεσης στη γενική της διατύπωση.  
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ii) αυτό το συµπέρασµα µπορεί στη συνέχεια να αποδειχθεί, είτε διότι 

όπως στη µαθηµατική ανάλυση, οδηγεί σε κάτι το οποίο είναι γνωστό 

από προηγούµενα, είτε γιατί µπορεί να ελεγχθεί πειραµατικά.  

β) Ο Γαλιλαίος δηλώνει καθαρά, σύµφωνα µε τον Cassiser (1944, 

297), ότι η αναλυτική µέθοδος είναι η µέθοδος της ανακάλυψης, ενώ η 

συνθετική µέθοδος είναι η µέθοδος της οριστικής απόδειξης και τυπικής 

παράστασης αυτής (της απόδειξης).  

Μπορούµε να διατυπώσουµε συνοπτικά κάποια συµπεράσµατα για 

τη µέθοδο, όπως τη χρησιµοποιεί ο Γαλιλαίος:  

  Ο Γαλιλαίος προσαρµόζει τη µέθοδο στη µελέτη φυσικών φαινο-

µένων, µε τη βοήθεια του πειράµατος και της παρατήρησης.  

  Στο στάδιο της σύνθεσης γίνεται η οριστική απόδειξη και τυπική 

παρουσίασή της. Η παρουσίασή της ακολουθεί, σύµφωνα µε τους Hin-

tikka & Remes (1974, 109), την τυπική φόρµα που χρησιµοποιείται σε 

προβλήµατα Γεωµετρίας. ∆ιακρίνουν δε κάποια Αριστοτελική επιρροή 

στη διατύπωση των συµπερασµάτων, τα οποία αναφέρουν ότι ο Γαλι-

λαίος τα θεωρεί «αληθή και αναγκαία, και ότι δεν έχουν σχέση µε την αν-

θρώπινη επιθυµία». Επίσης, διατυπώνουν την άποψη ότι ο Γαλιλαίος 

«φαίνεται να σκέφτεται ότι τα πραγµατικά συµπεράσµατα µπορούν να απο-

δειχθούν µόνο µε τη λογική» (Hintikka & Remes, 1974, 116, σηµ. 21).  

Ο Hintikka (1973, 204-205) επικαλείται τον Cassirer για να διατυ-

πώσει την άποψη ότι «…µια από τις βασικές µεθοδολογικές ιδέες του Galileo 

και του Newton, στηριζόταν στην άποψη ότι υπάρχει µια αναλογία µεταξύ της 

πειραµατικής “ανάλυσης” ενός δοθέντος φυσικού σχήµατος και της “προβλη-

µατικής” ανάλυσης (αλληλοσυσχετίσεων των διαφορετικών µερών του πειρά-

µατος)»3. Η κλασική ερµηνεία της ανάλυσης όµως δεν έπαψε να βρίσκε-

ται έξω από το προσκήνιο της εποχής εκείνης.  

                                                           
3  Περισσότερες λεπτοµέρειες για τη σχέση του Newton µε τη µέθοδο, στο Guerlac (1973), καθώς και 

Newton (1952).  
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3.2. Η διάκριση µεταξύ  

αναλυτικών και συνθετικών κρίσεων  

και η κατασκευαστική έννοια  

της ανάλυσης – σύνθεσης  
 

Μέσα σ’ αυτό το ιστορικό περιβάλλον, όπου συνυπήρχαν και οι δύο 

ερµηνείες για την έννοια της ανάλυσης – σύνθεσης: α) κλασική (dire-

ctional), β) προβληµατική (Hintikka, 1973, 205),4 κατατίθεται η άποψη 

του Kant περί αναλυτικών και συνθετικών κρίσεων.5  

Ο Hintikka (1973, 206) υποστηρίζει ότι υπάρχουν δύο διακριτά ση-

µεία στο έργο του Kant, µε τα οποία διαφαίνεται ότι: «η διάκρισή του 

(Kant) µεταξύ ανάλυσης και σύνθεσης έχει σαν µοντέλο την ιδέα της προβλη-

µατικής ανάλυσης και όχι την κλασική ερµηνεία (directional)».  

Ένα σηµείο µπορεί να εντοπιστεί στα Προλεγόµενα (§ 5) και έχει 

τίτλο «Πώς είναι δυνατή µια γνώση προερχόµενη από καθαρή λογική». Σ’ 

αυτή την παράγραφο σκιαγραφείται η απάντηση από τον Kant ενός 

θεµελιώδους ερωτήµατος της Μεταφυσικής: «Πώς είναι δυνατές οι συν-

θετικές προτάσεις “a priori”».  

Η µέθοδος µε την οποία παραθέτει το έργο του αυτό είναι η αναλυ-

τική (Kant, 1982, 32). Σύµφωνα µ’ αυτή θα προσπαθήσει να απαντήσει 

στο προηγούµενο ερώτηµα. Την περιγράφει ως εξής:  

«Μια και η µέθοδος που ακολουθούµε εδώ είναι αναλυτική, θα ξεκινήσουµε 

από το ότι τέτοια συνθετική, αλλά καθαρά λογική γνώση είναι πραγµατική· 

τότε όµως πρέπει να διερευνήσουµε το θεµέλιο αυτής της δυνατότητας και να 

                                                           
4  Ο όρος «προβληµατική» είναι ταυτόσηµος µε την «κατασκευαστική ερµηνεία της ανάλυσης», δηλα-

δή την αλληλοσυσχέτιση των διαφόρων µερών ενός σχήµατος. ∆ες §§ 2.4.3, 3.1, Hintikka (1973, 203-
205). Έτσι θα εννοείται από εδώ και πέρα όπου αναφέρεται.  

5  Στα έργα του Προλεγόµενα και Κριτική του Καθαρού Λόγου. Τα σηµεία τα οποία θα παρατεθούν 
από τα έργα αυτά του Kant είναι από µετάφραση. Για τα µεν Προλεγόµενα θα χρησιµοποιηθεί η 
µετάφραση των εκδόσεων ∆Ω∆ΩΝΗ (Γ. Τζαβάρα)· για δε την Κριτική του Καθαρού Λόγου η µετά-
φραση των εκδόσεων ΠΑΠΑΖΗΣΗ (Α. Γιανναρά) και του Μ. ∆ηµητρακόπουλου. Για τα σηµεία 
από το έργο Κριτική του Καθαρού Λόγου θα γίνεται ξεχωριστή αναφορά στην αντίστοιχη έκδοση.  
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αναρωτηθούµε: πώς είναι δυνατή αυτή η γνώση; ώστε µε βάση τις αρχές της 

δυνατότητάς τους να µπορέσουµε να καθορίσουµε τις συνθήκες κάτω από τις 

οποίες χρησιµοποιούνται, την έκταση και τα όρια αυτής της χρησιµοποίησης» 

(Kant, 1982, 50).  

Μπορούµε να πούµε ότι η περιγραφή του αυτή έχει σαν βάση της το 

µοντέλο της «προβληµατικής» ανάλυσης. ∆ηλαδή:  

i) Τη φράση «θα ξεκινήσουµε από το ότι… πραγµατική» θα µπορού-

σαµε να την αντιστοιχίσουµε στις περιγραφές που συναντάµε στον ο-

ρισµό του Πάππου, 636, 1-3, 636, 9-10, καθώς και 634, 13-14 (δες § 

2.2.1).  

ii) Τη φράση «τότε όµως… δυνατότητας» µπορούµε να την αντιστοι-

χίσουµε στην 634, 14-17. 

iii) Η φράση, τέλος, «και να αναρωτηθούµε… αυτής της χρησιµοποί-

ησης» µπορούµε να πούµε ότι αναδεικνύει ό,τι έχουµε δει να εφαρµόζε-

ται στα παραδείγµατα θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης (δες 

§ 2.3.1).  

Για παράδειγµα: α) τις «αρχές της δυνατότητας» µπορούµε να τις ερ-

µηνεύσουµε ως τα αξιώµατα και τις ήδη γνωστές προτάσεις που χρησι-

µοποιούµε· β) τη φράση «µπορούµε να καθορίσουµε τις συνθήκες κάτω 

από τις οποίες… χρησιµοποίησης», µπορούµε να την ερµηνεύσουµε ως 

τη διαδικασία µέσω της οποίας αλληλοσυσχετίζουµε τα διάφορα µέρη 

του σχήµατος, µε σκοπό την εξαγωγή των συµπερασµάτων που χρεια-

ζόµαστε. 

O Hintikka (1973, 206) ισχυρίζεται ότι ο Kant διαφοροποιεί τη διά-

κριση µεταξύ αναλυτικών και συνθετικών προτάσεων από τη διάκριση 

µεταξύ αναλυτικής και συνθετικής µεθόδου. Στην αναφορά του για την 

αναλυτική και συνθετική µέθοδο (τις οποίες περιγράφει µε την κλασική 

έννοια) προτείνει την αντικατάσταση του όρου «αναλυτική» µε τον 
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όρο αναδροµική (regresiv) και του όρου «συνθετική» µε τον όρο προο-

δευτική (progresiv) (Kant, 1982, 51, σηµ. 49).6  

Ένα άλλο σηµείο εντοπίζεται στην ∆ιατριβή του. Εκεί, σύµφωνα µε 

τον Hintikka (1973, 206), διακρίνει δύο είδη σύνθεσης: 1) σύνθεση µε 

την έννοια της πορείας από µια αρχή προς την λογική συνεπαγωγή αυ-

τής (ποιοτική σύνθεση κατά τον Kant)· 2) σύνθεση µε την έννοια της 

πορείας από τα µέρη σε µια ολότητα (ποσοτική σύνθεση κατά τον 

Kant). Αντίστοιχα δε, και η ανάλυση έχει δύο είδη: 1) µετάβαση από 

κάτι το οποίο λογικά συνεπάγεται προς τις αρχές του (ποιοτική ανά-

λυση) και 2) µετάβαση από µια ολότητα προς τα µέρη από τα οποία 

αποτελείται.  

Στην § 2 από τα Προλεγόµενα (38) διατυπώνει το αξίωµα ότι: «όλες 

οι µαθηµατικές κρίσεις είναι συνθετικές». Χρησιµοποιώντας σαν παρά-

δειγµα την πρόταση «7 + 5 = 12» και το αξίωµα της Γεωµετρίας ότι «α-

νάµεσα σε δύο σηµεία η ευθεία γραµµή είναι η συντοµότερη», καταλήγει στο 

συµπέρασµα: «Αυτό που διαχωρίζει ουσιαστικά την καθαρή µαθηµατική 

γνώση από όλες τις άλλες γνώσεις a priori, είναι ότι αυτή οφείλει να προχωρεί 

όχι βάσει εννοιών, αλλά πάντα µόνο µε την κατασκευή εννοιών».  

∆ηλαδή, ότι η µαθηµατική γνώση πρέπει να υπερβεί την έννοια (η 

οποία υπάρχει στις προτάσεις της)7 και να φτάσει σ’ εκείνο που περι-

                                                           
6  Ο Kant (1982, 51, σηµ. 49) αναφέρει χαρακτηριστικά τα εξής: «Είναι αδύνατο ν’ αποτραπεί, το να 

φαίνονται µε τη βαθµιαία πρόοδο της γνώσης ανεπαρκείς και ακατάλληλες µερικές εκφράσεις, ου 
έχουν ήδη γίνει κλασικές και διατηρούνται από την παιδική ηλικία της επιστήµης· µια νεώτερη και 
ταιριαστότερη εκδοχή διατρέχει µάλιστα τον κίνδυνο να έρθει σε σύγχυση µε τα παλιά. Η αναλυτι-
κή µέθοδος, κατά το µέτρο που αντιτίθεται στη συνθετική, είναι κάτι εντελώς διαφορετικό από ένα 
σύνολο αναλυτικών προτάσεων· σηµαίνει µόνο ότι γίνεται ξεκίνηµα απ’ αυτό που αναζητάται, σα 
να πρόκειται για κάτι δεδοµένο, και πραγµατώνεται µια ανοδική πορεία προς τις συνθήκες, κάτω 
από τις οποίες αυτό είναι δυνατό. Μέσα σ’ αυτή τη µέθοδο γίνεται συχνά χρήση και συνθετικών 
προτάσεων, όπως για παράδειγµα γίνεται στη µαθηµατική ανάλυση, και θα µπορούσε να ονοµάζε-
ται καλύτερα αναδροµική [regressiv] µέθοδος, για να διακρίνεται από τη συνθετική ή προοδευτική 
[progressiv]. Ο όρος “Αναλυτική” παρουσιάζεται επιπλέον ως ένα κύριο τµήµα της Λογικής, και τό-
τε πρόκειται για τη Λογική της αλήθειας σε αντίθεση προς τη ∆ιαλεκτική [η οποία ορίζεται από τον 
Καντ ως Λογική της επίφασης, µια και είναι από παράδοση σφραγισµένη µε σοφιστικά τεχνάσµατα 
και οφθαλµαπάτες], χωρίς να παίρνεται υπόψη εάν οι γνώσεις που ανήκουν σ’ αυτήν είναι αναλυ-
τικές ή συνθετικές».  

7  Π.χ. στην περίπτωση του γεωµετρικού αξιώµατος, η έννοια συντοµότερη είναι κάτι καινούργιο το 
οποίο προστίθεται στην έννοια της ευθείας. 
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λαµβάνει η αντίστοιχη προς αυτήν την έννοια «εποπτεία», οι προτάσεις 

της ποτέ δεν µπορούν να προκύψουν µε την ανάλυση των εννοιών, άρα 

είναι όλες συνθετικές (Kant, 1982, 41).  

Στην Κριτική του Καθαρού Λόγου (Α713 = Β741), διακρίνοντας τη 

φιλοσοφική γνώση από τη µαθηµατική, αναφέρει ότι «η φιλοσοφική 

γνώση είναι η γνώση του λόγου εξ εννοιών, περισσότερο λογική, η δε 

µαθηµατική [η] εκ της κατασκευής των εννοιών. Κατασκευάζειν µε µία 

έννοια σηµαίνει: εκθέτειν [παριστάνειν] a priori την αντιστοιχούσα εις 

την έννοια αυτή εποπτεία».8  

Ο Hintikka (1973, 207) παραθέτει µέρος από τα παραπάνω αποσπά-

σµατα και ερµηνεύει την έννοια intuition = εποπτεία9 (µη εµπειρική ε-

ποπτεία) σαν την αναπαράσταση ενός µοναδικού αντικειµένου.  

Η συνθετικότητα των µαθηµατικών εννοιών κατά τον Hintikka 

(1973, 207) οφείλεται στο ότι εισάγονται µοναδικά αντικείµενα, τα ο-

ποία αντιπροσωπεύουν γενικότερους όρους [π.χ. έστω (οποιοδήποτε) 

τρίγωνο ΑΒΓ, αντί κάποιο τρίγωνο]. Με τον ίδιο τρόπο γεωµετρικά α-

ντικείµενα εισάγονται µέσω των γεωµετρικών κατασκευών σ’ ένα σχήµα 

(π.χ. δες § 2.3.2, παρ. Α, Β), µέσω των οποίων διευκρινίζουµε τις αλλη-

λοσυσχετίσεις των γεωµετρικών εννοιών, οι οποίες περιέχονται στην 

απόδειξη.  

Σ’ ένα άλλο σηµείο στα Προλεγόµενα (§ 2, 40) αναγνωρίζει την ύ-

παρξη αξιωµάτων τα οποία είναι αναλυτικές προτάσεις. Αναφέρει δε 

σαν τέτοια το «α = α» (το όλο είναι ίσο µε τον εαυτό του) ή «α + β > α» 

(το όλο είναι µεγαλύτερο από ένας µέρος του). Σηµειώνει δε ότι: «Ακό-

µα όµως κι αυτά τα αξιώµατα, µολονότι ισχύουν δυνάµει καθαρών εννοιών, 

γίνονται δεκτά στη µαθηµατική επιστήµη µόνο επειδή µπορούν να παρουσια-

στούν µέσα στην εποπτεία».  

                                                           
8  Κριτική του Καθαρού Λόγου, 362, µτφ. ∆ηµητρακόπουλου.  
9  Για την απόδοση αυτή από τον Hintikka, δες Hintikka (1973, 139, σηµ. 30).  
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Αναλυτικό επιχείρηµα κατά τον Kant, σύµφωνα µε την ερµηνεία που 

δίνει ο Hintikka (1973, 208), είναι αυτό που δεν απαιτεί τη χρήση των 

κατασκευών.10  

Η παραδοσιακή έννοια της προβληµατικής ανάλυσης και σύνθεσης, 

υποστηρίζει ο Hintikka (1973, 206), ήταν η βάση την οποία χρησιµο-

ποίησε και διεύρυνε ο Kant, για να τη χρησιµοποιήσει στη διατύπωση 

της διάκρισης αναλυτικών και συνθετικών κρίσεων. ∆ηλαδή ο Kant 

χρησιµοποίησε τη µέθοδο µε την «κατασκευαστική» της έννοια (con-

structional sense) και όχι την κλασική (directional).  

Η κατασκευαστική έννοια της ανάλυσης – σύνθεσης, σύµφωνα µε 

τους Hintikka & Remes (1974), συνίσταται στο ότι, κυρίαρχο στοιχείο 

είναι η εύρεση των κατάλληλων βοηθητικών κατασκευών κατά το στά-

διο της ανάλυσης, οι οποίες έχουν δοκιµαστικό – υποθετικό χαρακτή-

ρα. Η πραγµάτωση, όµως, των κατασκευών αυτών γίνεται στο στάδιο 

της σύνθεσης. Στο στάδιο αυτό έχουµε την εισαγωγή νέων γεωµετρικών 

αντικειµένων, τα οποία προσδίδουν στο αρχικό θεώρηµα ή πρόβληµα 

τα στοιχεία εκείνα, που οδηγούν στην τελική απόδειξη της ισχύος του 

θεωρήµατος ή την απάντηση στο πρόβληµα (δες § 2.4.3).  

Ο δε Kant (1982, § 2, 35-36), δίνοντας τη διαφορά µεταξύ αναλυτι-

κών και συνθετικών κρίσεων, σηµειώνει τα εξής: «Η µεταφυσική γνώση 

δεν πρέπει να περιέχει άλλο από κρίσεις a priori· αυτό απαιτεί ο ιδιότυπος χα-

ρακτήρας των πηγών της. Αλλά, οποιαδήποτε πηγή και αν έχουν οι κρίσεις, 

οποιαδήποτε λογική µορφή και αν έχουν, υπάρχει εντούτοις η όλη διαφορά 

τους ως προς το περιεχόµενο ή είναι απλώς εξηγητικές και, συνεπώς, δεν προ-

σθέτουν τίποτα στο περιεχόµενο της γνώσης ή είναι επεκτατικές και, συνεπώς, 

διευρύνουν τη δεδοµένη γνώση· οι πρώτες µπορούν να ονοµαστούν αναλυτι-

κές, οι δεύτερες συνθετικές».  

                                                           
10  ∆ες § 2.3.2, Α, Β,  «∆εύτερο µέρος της ανάλυσης» (resolution). Επίσης § 2.4.2.  



Κεφάλαιο 3  Ο Kant και η µέθοδος της ανάλυσης - σύνθεσης 
 

 -131-

Παρακάτω, δε, συνεχίζει ως εξής: «Όταν λέω: “όλα τα σώµατα είναι ε-

κτεταµένα” δεν διευρύνω ούτε κατ’ ελάχιστον την έννοια του σώµατος παρά 

µόνο την αναλύω, γιατί η έκταση νοείται ήδη µέσα στην έννοια του σώµατος, 

έστω κι αν δεν λέγεται ρητά, προτού διατυπωθεί η κρίση. Αντίθετα, η πρότα-

ση “µερικά σώµατα είναι βαριά” περιέχει µέσα στο κατηγορούµενο κάτι που 

δεν νοείται πράγµατι µέσα στη γενική έννοια του σώµατος· αυτή η πρόταση 

συνεπώς επεκτείνει τη γνώση µου, µια και προσθέτει κάτι καινούργιο στην 

έννοιά µου». 
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3.3. Ενδεικτικές αναφορές στη Γεωµετρία  

στο έργο του Kant 
 

 

Η αντίθεση µεταξύ φιλοσοφικής µεθόδου και µαθηµατικής µεθόδου 

στη διαδικασία της αποδεικτικής βεβαιότητας αναδεικνύεται από τον 

Kant µε το παράδειγµα του αθροίσµατος των γωνιών ενός τριγώνου 

(Κριτική του Καθαρού Λόγου, Α716 = Β 744).11 Σύµφωνα µε αυτό:  

1) Ο µεν φιλόσοφος έχοντας την έννοια ενός σχήµατος, το οποίο πε-

ρικλείεται µέσα σε τρεις ευθείες γραµµές, καθώς και την έννοια των γω-

νιών του τριγώνου, αναλύει και καθιστά σαφή την έννοια της ευθείας 

γραµµής ή της γωνίας ή του αριθµού τρία, αλλά δεν καταλήγει σε άλλες 

ιδιότητες οι οποίες δεν υπάρχουν καθόλου µέσα σ’ αυτές τις έννοιες. 

∆ηλαδή, δεν µπορεί να χρησιµοποιήσει καµία κατασκευαστική διαδι-

κασία.  

2) Η αντιµετώπιση από την πλευρά του γεωµέτρη όµως είναι εντελώς 

διαφορετική. Ξεκινάει σχεδιάζοντας ένα τρίγωνο («ἔκθεσις»).12 Φέρνει 

τις απαραίτητες βοηθητικές κατασκευές και «κατά τον τρόπο αυτό, αυτός 

άγεται δια µιας σειράς από συλλογισµούς, οδηγούµενος πάντα από την επο-

πτεία, σε µια εντελώς σαφή (προφανή) και ταυτόχρονα καθολική λύση της 

ερωτήσεως».  

Το παράδειγµα αυτό, σύµφωνα µε τον Hintikka (1973, 209) είναι χα-

ρακτηριστικό της αντίληψης του Kant για τον συνθετικό χαρακτήρα 

της «έκθεσης» µιας Ευκλείδειας πρότασης. Η εισαγωγή του σχήµατος 

στο στάδιο της «έκθεσης» συµπληρώνεται από τις βοηθητικές κατα-

σκευές οι οποίες εισάγονται στο στάδιο της ανάλυσης. Σ’ ένα άλλο δε 

σηµείο,  ο  Kant  (Κριτική  του Καθαρού Λόγου, Bxii),13  αναφερόµενος  

                                                           
11  Μτφ.: ∆ηµητρακόπουλος.  
12  Στοιχεία του Ευκλείδη.  
13  Μτφ.: Γιανναράς. 
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στον Θαλή,14 λέει ότι: «Στο νου εκείνου που πρώτος απέδειξε το ισοσκελές 

τρίγωνο (είτε λεγόταν Θαλής, ή όποιος και αν ήταν) έλαµψε ένα φως· γιατί 

βρήκε ότι δεν χρειαζόταν να παρακολουθεί βήµα προς βήµα αυτό που έβλεπε 

στο σχήµα ή στην ψιλή έννοια του σχήµατος κι έτσι να αποτυπώνει τρόπον 

τινά τις ιδιότητές του, αλλά να παραγάγει σύµφωνα µε την a priori ιδέα που 

σχηµάτισε ο ίδιος γι’ αυτό και την παράσταση που του έδωσε µέσω εννοιών 

(εκ κατασκευής)· βρήκε ακόµα ότι, για να έχει βέβαιη a priori γνώση από κάτι 

δεν ήταν ανάγκη να προσθέτει στο πράγµα τίποτε άλλο παρά αυτό που συνα-

γόταν αναγκαία από εκείνο που είχε θέσει ο ίδιος εκεί µέσα, σύµφωνα µε την 

έννοια του πράγµατος». Με την έκφραση «στο νου εκείνου… έλαµψε ένα 

φως», ο Kant περιγράφει µε εξαιρετική ακρίβεια τη λειτουργία της δη-

µιουργικότητας του νου.  

Η παρακάτω περιγραφή του ίδιου, για το δρόµο που ακολούθησαν 

τα Μαθηµατικά µέχρι την καθιέρωσή τους ως επιστήµης, ενισχύει ακό-

µη περισσότερο την παραπάνω διατυπωθείσα άποψη [«…έµειναν για πο-

λύ καιρό (κυρίως στους Αιγυπτίους) στο στάδιο των ψηλαφηµάτων και ότι η 

αλλαγή που ακολούθησε πρέπει να αποδοθεί σε µια επανάσταση, που την έ-

φερε η ευτυχισµένη επίνοια ενός µόνο ανθρώπου στη διάρκεια µιας δοκιµής» 

(Kant, Κριτική του Καθαρού Λόγου, Bxi)].15 

Το ενδιαφέρον του Hintikka για την περιγραφή αυτή του Kant ε-

στιάζεται στην πρόταση: «…βρήκε ακόµα ότι, για να έχει βέβαιη a priori 

γνώση από κάτι, δεν ήταν ανάγκη να προσθέτει στο πράγµα τίποτε άλλο, πα-

ρά αυτό που συναγόταν αναγκαία από εκείνο που είχε θέσει ο ίδιος εκεί µέσα, 

σύµφωνα µε την έννοια του πράγµατος», το οποίο το ερµηνεύει ως εξής:  

«ότι δεν χρησιµοποιούµε καµιά άλλη ιδιότητα εκτός από αυτές που έχει το 

σχήµα δυνάµει, µε τον τρόπο που κατασκευάστηκε µέσω των αιτηµάτων. Είναι 

η χρήση των κατασκευών (εισαγωγή νέων γεωµετρικών αντικειµένων) αυτή 

                                                           
14  Πρόταση Ι5 Στοιχείων και Πρόκλος (250, 20).   
15  Μτφ.: Γιανναράς. 
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καθεαυτή και όχι η χρήση τους επικουρικά µε τη φαντασία, που κάνει ένα ε-

πιχείρηµα στα µάτια του Kant συνθετικό» (Hinikka, 1973, 210). Η εισαγω-

γή αυτών των γεωµετρικών αντικειµένων γίνεται µε τη χρήση των Ευ-

κλείδειων αιτηµάτων, τα οποία έχουν και κατασκευαστική χροιά.16 Με 

την παράθεση των δύο αυτών χωρίων από τον Kant και τον αντίστοιχο 

σχολιασµό τους, ο Hintikka (1973, 208-10) θεωρεί σαφώς ότι η ερµη-

νεία του Russel (κυρίως) για το εποπτικό και συνθετικό στοιχείο ενός 

γεωµετρικού επιχειρήµατος (του Kant) είναι λανθασµένη.17  

 

                                                           
16  Η κατασκευαστική χροιά των αιτηµάτων αναδεικνύεται µέσα από τη διάκριση που κάνει ο Γέµινος 

για τα αιτήµατα και τα αξιώµατα (Heath, 1956, 1, 122-25). Οι σχετικές όµως αναφορές και στον 
Πρόκλο (178, 12 – 179, 8 – 180, 8-21 – 181, 4-1 – 181, 16-23 – 182, 6-14) δεν διευκρινίζουν ακριβώς 
το χαρακτήρα αυτό. Ο Heath (1956, 1, 125), προσπαθώντας να ερµηνεύσει τις διαφορές αυτές µετα-
ξύ αξιωµάτων και αιτηµάτων, προσδίδοντας στο καθένα τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του, κατα-
λήγει στο συµπέρασµα ότι τα αιτήµατα αποτελούν ένα ελάχιστο αριθµό βασικών γνώσεων τα ο-
ποία δεχόµαστε ως αληθή, δηλαδή ότι µπορούµε π.χ. να κατασκευάσουµε µια ευθεία ή ένα κύκλο. 
Παραµένει όµως ανοικτό το θέµα για το 5ο αίτηµα, καθώς και για το 4ο.  

17  Η ερµηνεία του Russel εστιάζεται στο ότι ένα τέτοιο επιχείρηµα δεν ανήκει στο αξιωµατικό και 
παραγωγικό σύστηµα απόδειξης, αλλά στη γεωµετρική µας φαντασία. Για περισσότερες λεπτοµέ-
ρειες, δες Hintikka (1973, 210, σηµ. 28).  
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3.4. Σχηµατοποίηση των εννοιών στον Kant 

 

Σχήµα µιας έννοιας είναι η παράσταση µιας γενικής λειτουργίας της 

φαντασίας. Η λειτουργία αυτή της φαντασίας προµηθεύει σε κάθε έν-

νοια την εικόνα της (Κριτική του Καθαρού Λόγου, Α140, Β180).18 Σύµ-

φωνα µε τον ορισµό αυτό, κατά τον Kant δεν υπάρχει καµία εικόνα 

τριγώνου που ν’ ανταποκρίνεται εντελώς στην έννοια του τριγώνου. Η 

εικόνα του τριγώνου δεν θα µπορούσε ποτέ να έχει την καθολικότητα 

της έννοιας τρίγωνο (δηλαδή ορθογώνια, σκαληνά κλπ.). Το σχήµα του 

τριγώνου υπάρχει µόνο στη σφαίρα του νοητού (Κριτική του Καθαρού 

Λόγου, Α140, Β180).19  

Η σχηµατοποίηση εννοιών κατά τον Kant είναι µια λειτουργία στην 

οποία συνεργάζονται η εποπτεία και η έννοια για την παραγωγή µιας 

αντικειµενικής γνώσης.  

Παρατηρούµε ότι η διαδικασία αυτή γίνεται στο στάδιο της «έκθε-

σης». Η αισθητοποίηση της αφηρηµένης έννοιας γίνεται µέσω της κατα-

σκευής του σχήµατος.20 

Όσον αφορά τη χρήση του όρου «έκθεση», στον Kant έχουµε µια ρη-

τή διατύπωσή του στην Κριτική του Καθαρού Λόγου (Β38):21 «Με τη 

λέξη έκθεση (expositio) εννοώ τη σαφή (αλλά όχι λεπτοµερειακή) παράσταση, 

εκείνου που ανήκει σε µιαν έννοια· η έκθεση όµως είναι µεταφυσική, όταν πε-

ριέχει αυτό που παριστάνει η έννοια ως δεδοµένο a priori».  

Μπορούµε να πούµε ότι, οι Hintikka & Remes (1974, 44), βασιζόµε-

νοι στο πλαίσιο αυτό της αντίληψης του Kant για τη σχηµατοποίηση 

των εννοιών µέσω των κατασκευών και παράσταση αυτών στο στάδιο 

της έκθεσης, διατυπώνουν την άποψη: «Αυτές οι κατασκευές (εννοούν τις 

                                                           
18  Μτφ.: Γιανναράς.  
19  ό.π. 
20  ∆οµή Ευκλείδειας πρότασης.  
21  ό.π., (16), (17).  
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βοηθητικές κατασκευές) µπορούν να θεωρηθούν σε κάθε περίπτωση σαν να 

πραγµατοποιούνται πριν το στάδιο της κύριας ανάλυσης». Η διαπίστωση 

αυτή τους οδηγεί να δώσουν έµφαση στην «κατασκευαστική έννοια» 

της µεθόδου ανάλυσης και σύνθεσης σε αντίθεση µε την κλασική ερµη-

νεία αυτής.  

Η εποπτεία, όµως, η οποία χρησιµοποιείται για τη σχηµατοποίηση 

της έννοιας του Kant, σύµφωνα µε τον Hintikka (1973, 219-20) είναι η 

διαδικασία αναπαράστασης ενός µοναδικού αντικειµένου (συγκεκρι-

µένου αλλά αυθαίρετου).22  

Η προσπάθεια του Kant να συνδέσει την a priori εποπτεία και την 

αισθητικότητα, είναι κατά τον Hintikka (1973, 220) χωρίς βάση. Προ-

τείνει µια διαφορετική αντιµετώπιση του θέµατος αυτού µέσα στο 

πλαίσιο του κατηγορηµατικού λογισµού (Hintikka, 1973, Κεφ. V) και 

καταλήγει µε τη φράση: «Η εισαγωγή µιας εποπτικής παρουσίασης ενός α-

ντικειµένου θα γίνεται µόνο µε την εφαρµογή του κανόνα της υπαρξιακής πα-

ραδειγµατοποίησης».  

 

                                                           
22  Η έκφραση στο πρωτότυπο κείµενο έχει ως εξής: «…Kant’s definition of an intuition as a representa-

tive of an individual». 
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3.5.  Συµπέρασµα  

 

 

Η φράση του Hintikka, µε την οποία έκλεισε η προηγούµενη παρά-

γραφος, δίνει και το στίγµα της µελέτης του θέµατος ανάλυσης – σύνθε-

σης από τη µεριά των Hintikka & Remes (1974). Έτσι, ο κατηγορηµα-

τικός λογισµός καθίσταται βασικό εργαλείο επεξεργασίας και µελέτης 

αυτού του θέµατος.  

Η ένταξη της προσέγγισης αυτής εντός του Ευκλείδειου αξιωµατικού 

– παραγωγικού συστήµατος µπορούµε να πούµε ότι δεν µειώνει καθό-

λου την αξία της, σε σχέση µε τον ευρετικό χαρακτήρα της µεθόδου 

ανάλυσης – σύνθεσης, όπως αυτός αναδείχθηκε από τους Hintikka & 

Remes (1974), και κυρίως µε την εισαγωγή των κατάλληλων βοηθητι-

κών κατασκευών για την απόδειξη του θεωρήµατος ή τη λύση του προ-

βλήµατος.  

Η αντιµετώπιση θεµάτων σχολικής Γεωµετρίας απαιτεί πολλές φορές 

από τη µεριά των µαθητών τη χρήση βοηθητικών κατασκευών. Όµως, ο 

τρόπος µε τον οποίο διδάσκεται η Γεωµετρία (δηλαδή µε µια αυστηρή 

παραγωγική µορφή), δεν βοηθάει τους µαθητές να χειριστούν το θέµα 

αυτό (δηλαδή την εισαγωγή κατάλληλων βοηθητικών κατασκευών). Οι 

µαθητές, ερχόµενοι αντιµέτωποι µε την απόδειξη ενός θεωρήµατος ή τη 

λύση µιας άσκησης, βρίσκονται τουλάχιστον σε φανερή αµηχανία για 

το πρώτο βήµα. «Απελπισµένα» προσπαθούν να συνδέσουν σκόρπιες 

γνώσεις και θεωρίες για να τα επεξεργαστούν και, φυσικά, συχνά κα-

ταλήγουν σε αδιέξοδο, εγκαταλείπουν την προσπάθεια, αποµακρύνο-

νται από το αντικείµενο. Μπορούµε να πούµε ότι η προσέγγιση θεµά-

των Γεωµετρίας µε την αναλυτικο-συνθετική µέθοδο θα βοηθούσε ση-
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µαντικά στο να οδηγηθεί η σκέψη των παιδιών στην ευκολότερη αντι-

µετώπισή τους.23  

Σηµαντική επίσης είναι και η εικασία του Lakatos (1997, 100) για 

τον (ευρετικά) «συναρπαστικό» ρόλο της µεθόδου ανάλυσης – σύνθε-

σης στη γέννηση του Ευκλείδειου αξιωµατικού συστήµατος, η οποία θα 

αναπτυχθεί µαζί µε τη θέση του Polya στο επόµενο κεφάλαιο.  

 

 

                                                           
23  Για παράδειγµα, συναντάµε σε διάφορα βιβλία το εξής πρόβληµα:  

«∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΜ η διάµεσος αυτού. Να δείξετε ότι: ΑΜ < 
2

ΑΓ  ΑΒ +
».  

Αφού φτιαχτεί το σχετικό σχήµα,  
η συνήθης λύση που προτείνεται είναι η εξής:  
Προεκτείνω την ΑΜ κατά ίσο τµήµα Μ∆ και ενώνω το ∆Γ.  
Η προέκταση αυτή στα µάτια του µέσου µαθητή φαντάζει εξωπραγµα-
τική. Ένα µεγάλο «γιατί» πλανιέται µέσα στην τάξη.  

Αν, αντ’ αυτού, ξεκινήσουµε τη διαδικασία ως εξής:  

i) Έστω ότι ισχύει ΑΜ < 
2

ΑΓ  ΑΒ +
,  δηλαδή  ii) 2ΑΜ < ΑΒ + ΑΓ 

Στο σηµείο αυτό παρουσιάζεται µια πρώτη ένδειξη για την προέκταση της διαµέσου κατά ίσο τµή-
µα, κι έτσι ανοίγει ο δρόµος για µια πιο εύκολη αντιµετώπιση του θέµατος.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4  

 

 

Η  Μ Ε Θ Ο ∆ Ο Σ   

Τ Η Σ  Α Ν Α Λ Υ Σ Η Σ  –  Σ Υ Ν Θ Ε Σ Η Σ   

Κ Α Ι  Ο Ι  Α Π Ο Ψ Ε Ι Σ   

Τ Ω Ν  P O L Y A  K A I  L Α K A T O S  

 

 

4.1. G. Polya (1888-1987) 

 

4.1.1.  Γενικά – Εισαγωγή  
 

Ο Polya, στον πρόλογο της πρώτης έκδοσης του How to Solve It 

(1973), αναφερόµενος στο σκοπό και το περιεχόµενο του βιβλίου του, 

λέει χαρακτηριστικά: «Οι παρακάτω σελίδες είναι γραµµένες κάπως συνε-

πτυγµένα, αλλά τόσο απλά όσο γίνεται, και βασίζονται σε µια µακριά (χρονι-

κά) και σοβαρή µελέτη των µεθόδων λύσης. Το είδος αυτής της µελέτης ονοµά-

ζεται ευρετική από κάποιους συγγραφείς, δεν είναι στη µόδα στις µέρες µας 

αλλά έχει ένα µεγάλο παρελθόν και, ίσως, κάποιο µέλλον» (Stanford 

University, August, I, 1944).  

To µεγάλο παρελθόν στο οποίο αναφέρεται ο Polya ξεκινάει από την 

προ-Ευκλείδεια περίοδο ανάπτυξης των µαθηµατικών και φθάνει σί-

γουρα µέχρι την ανάπτυξη της σύγχρονης επιστήµης. Για τον Polya, ο 

αυστηρά παραγωγικός τρόπος παρουσίασης των Μαθηµατικών1 είναι 

η µια όψη αυτών. Η άλλη όψη είναι αυτή της «πειραµατικής» επαγωγι-

                                                           
1  Ευκλείδειος τρόπος.  
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κής επιστήµης, της οποίας η πιο ενδιαφέρουσα πλευρά είναι αυτή των 

Μαθηµατικών «ἐν τῷ γεννᾶσθαι».  

Η πλευρά αυτή των Μαθηµατικών αποτελεί και το πλαίσιο µέσα στο 

οποίο αναπτύσσονται οι απόψεις του2 για την µέθοδο της ανάλυσης 

και σύνθεσης, όπως αυτή «επισηµοποιήθηκε» µε τον ορισµό του Πάπ-

που αλλά και µετεξελίχθηκε από τους θεµελιωτές της σύγχρονης επι-

στήµης.3  

 

4.1.2.  Σχολιασµός της απόδοσης του ορισµού του Πάππου  

από τον Polya (1973, 141-143) 4 
 

Τονίζεται ιδιαίτερα από τον Polya (1973, 141), ότι αυτό που παρα-

θέτει δεν είναι µια κατά γράµµα µετάφραση, αλλά µια ελεύθερη από-

δοση.  
 

Α. 

The so-called Heuristic is, to put it 

shortly, a special body of doctrine for 

the use οf those who, after having 

studied the ordinary Elements, are 

desirous of acquiring the ability to 

solve mathematical problems, and it 

is useful for this alone. It is the work 

of three men, Euclid, the author of 

the Elements, Apollonius of Perga, 

and Aristaeus the elder. It teaches the 

procedures of analysis and synthesis. 

Αυτό που oνοµάζουµε ευρετική εί-

ναι, µε λίγα λόγια, ο κορµός ενός 

δόγµατος για χρήση εκείνων, που 

έχοντας µελετήσει τα κοινά Στοι-

χεία, επιθυµούν ν' αποκτήσουν την 

ικανότητα να λύνουν µαθηµατικά 

προβλήµατα και τούτο είναι χρήσι-

µο µόνο γι' αυτό το σκοπό. Αυτή εί-

ναι µια εργασία τριών ανθρώπων: 

Του Ευκλείδη, του συγγραφέα των 

Στοιχείων, του Απολλώνιου του 

                                                           
2  Το πλαίσιο αυτό αναπτύσσει διεξοδικά ο Polya στα έργα του How to Solve It, Mathematical Dis-

covery και Mathematics and Plausible Reasoning I, II.  
3  Γαλιλαίος, Καρτέσιος, Νεύτωνας.  
4  Ο ορισµός του Πάππου, µετάφραση αυτού, καθώς και οι αγγλικές µεταφράσεις των Hintikka & 

Remes και Heath υπάρχουν στην § 2.2.1 αυτής της εργασίας.  
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Περγαίου και του Αριστέως του 

πρεσβύτερου. ∆ιδάσκει τις µεθόδους 

της ανάλυσης και σύνθεσης.  

 

In analysis, we start from what is 

required, we take it for granted, and 

we draw consequences on it, and 

consequences from the conse-

quences, till we reach a point that 

we can use as starting point in syn-

thesis. For in analysis we assume 

what is required to be done as al-

ready done (what is sought as al-

ready found, what we have to prove 

as true). We inquire from what an-

tecedent the desired result could be 

derived; then we inquire again what 

could be the antecedent of that an-

tecedent, and so on, until passing 

from antecedent to antecedent, we 

come eventually upon something 

already known or admittedly true. 

This procedure we call analysis, or 

solution backwards, or regressive 

reasoning. 

Στην ανάλυση αρχίζουµε από το ζη-

τούµενο, το δεχόµαστε σαν βέβαιο, 

βγάζουµε απ' αυτό συµπεράσµατα 

και απ' αυτά ακολούθως άλλα συ-

µπεράσµατα, ώσπου να φτάσουµε σ' 

ένα σηµείο που µπορούµε να το χρη-

σιµοποιήσουµε σαν σηµείο ξεκινήµα-

τος για τη σύνθεση. Στην ανάλυση 

υποθέτουµε ότι αυτό που ζητείται να 

γίνει έχει ήδη γίνει (ότι αυτό που 

πρέπει να βρούµε έχει βρεθεί, ή ότι 

αυτό που πρέπει ν' αποδείξουµε είναι 

αληθές). Επιδιώκουµε να βρούµε 

προηγούµενο σηµείο απ' το οποίο θα 

µπορούσε να παραχθεί το ζητούµενο 

αποτέλεσµα· έπειτα εξετάζουµε ποιο 

θα µπορούσε να είναι το προηγούµε-

νο αυτού του προηγούµενου σηµείου 

κτλ., ώσπου πηγαίνοντας από προη-

γούµενο σε προηγούµενο, να φτά-

σουµε ίσως σε κάτι που είναι ήδη 

γνωστό ή πραγµατικά αληθές. Τη µέ-

θοδο αυτή την ονοµάζουµε ανάλυση 

ή παλινδροµικό συλλογισµό.  

 

But in synthesis, reversing the proc-

ess, we start from the point which 

we reached last of all in the analy-

Στη σύνθεση, αντιστρέφοντας την 

πορεία, αρχίζουµε απ' το σηµείο στο 

οποίο φτάσαµε τελικά µε την ανάλυ-
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sis, from the thing already known or 

admittedly true. We derive from it 

what preceded it in the analysis, 

and go on making derivations until, 

retracing our steps, we finally suc-

ceed in arriving at what is required. 

This procedure we call synthesis, or 

constructive solution, or progressive 

reasoning. 

ση, δηλαδή από το ήδη γνωστό ή 

πραγµατικά αληθές. Απ' αυτό συνά-

γουµε εκείνο που είχε προηγηθεί στην 

ανάλυση και συνεχίζουµε την οπι-

σθοδρόµηση, ωσότου πετύχουµε τελι-

κά να φτάσουµε στο ζητούµενο. Αυτή 

τη µέθοδο την ονοµάζουµε σύνθεση ή 

συµπερασµατική λύση ή προοδευτικό 

συλλογισµό.  

 
 

Now analysis is of two kinds; the one 

is the analysis: of the “problems to 

prove” and aims at establishing true, 

theorems; the other is the analysis of 

the “problems to find” and aims at 

finding the unknown. 

Υπάρχουν δύο είδη ανάλυσης· το ένα 

είναι η ανάλυση των «προβληµάτων 

απόδειξης» και αποβλέπει στην από-

δειξη της αλήθειας των θεωρηµάτων· 

το άλλο είναι η ανάλυση των «προ-

βληµάτων εύρεσης» και αποβλέπει 

στην εύρεση του ζητουµένου.  

 
 

If we have a “problem to prove” we 

are required to prove or disprove a 

clearly stated theorem Α. We do not 

know yet whether Α is true or false; 

but we derive from Α another theo-

rem Β, from Β another C, and so 

on, until we come upon a last theo-

rem L about which we have definite 

knowledge. Ιf L is true, Α will be 

also true, provided that all our deri-

vations are convertible. From L we 

prove the theorem K which preceded 

L in the analysis and, proceeding in 

the same way, we retrace our steps; 

Όταν έχουµε ένα «πρόβληµα απόδει-

ξης» καλούµαστε ν' αποδείξουµε ή ν' 

απορρίψουµε ένα σαφώς διατυπωµέ-

νο θεώρηµα Α. ∆ε γνωρίζουµε ακόµη 

αν το Α είναι αληθές ή όχι· συνάγου-

µε όµως από το Α ένα άλλο θεώρηµα 

Β, από το Β ένα άλλο C κτλ., ωσότου 

φτάσουµε σ' ένα τελευταίο θεώρηµα 

L για το οποίο έχουµε συγκεκριµένη 

γνώση. Αν το L είναι αληθές, θα είναι 

και το Α αληθές, µε τον όρο ότι όλα 

τα θεωρήµατά µας αληθεύουν και α-

ντίστροφα. Από το L αποδεικνύουµε 

το θεώρηµα Κ που ήταν προηγούµενο 
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from C we prove Β, from Β we prove 

Α, and so we attain our aim. If, 

however, L is false, we have proved 

A false.  

του L στην ανάλυση και συνεχίζοντας 

µ' αυτό τον τρόπο ανατρέχουµε προς 

τα πίσω· από το C αποδεικνύουµε το 

Β, από το Β αποδεικνύουµε το Α κι 

έτσι πετυχαίνουµε το σκοπό µας. Αν 

όµως το L είναι ψευδές, έχουµε απο-

δείξει ότι και το Α είναι ψευδές.  

 
If we have a “problem to find” we are 

required to find a certain unknown x 

satisfying a clearly stated condition. 

We do not know yet whether a thing 

satisfying such a condition is possible 

or not; but assuming that there is an 

x satisfying the condition imposed we 

derive from it another unknown y 

which has to satisfy a related con-

dition; then we link y to still another 

unknown, and so on, until we come 

upon a last unknown z which we can 

find by some known, method. Ιf there 

is actually a z satisfying the condition 

imposed upon it, there will be also an 

x satisfying the original condition, 

provided that all our derivations are 

convertible. We first find z; then, 

knowing z, we find the unknown that 

preceded z in the analysis; proceeding 

in the same way, we retrace our steps, 

and finally, knowing y, we obtain x, 

and so we attain our aim. If, how-

ever, there is nothing that would sat-

Όταν έχουµε ένα «πρόβληµα εύρεσης» 

καλούµαστε να βρούµε  έναν ορισµέ-

νο άγνωστο χ, που να ικανοποιεί µια 

σαφώς διατυπωµένη συνθήκη. ∆ε 

γνωρίζουµε ακόµη αν µπορεί ή όχι να 

βρεθεί κάτι που να ικανοποιεί τέτοια 

συνθήκη· υποθέτοντας όµως πως υ-

πάρχει κάποιο χ, που ικανοποιεί τη 

συνθήκη, συνάγουµε απ' αυτό έναν 

άλλο άγνωστο ψ, που πρέπει να ικα-

νοποιεί µια σχετική συνθήκη· κατόπιν 

συνδέουµε το ψ µε έναν άλλο άγνω-

στο και συνεχίζουµε ώσπου να φτά-

σουµε σ' έναν τελευταίο άγνωστο z, 

τον οποίο µπορούµε να βρούµε µε 

κάποια γνωστή µέθοδο. Αν υπάρχει 

πραγµατικά ένα z, το οποίο ικανο-

ποιεί τη συνθήκη που τέθηκε σ' αυτό, 

τότε θα υπάρχει και ένα χ, που ικα-

νοποιεί την αρχική συνθήκη, µε τον 

όρο ότι όλα τα βήµατά µας µπορούν 

ν' αντιστραφούν. Βρίσκουµε λοιπόν 

πρώτα το z· κατόπιν, γνωρίζοντας το 
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isfy the condition imposed upon z, 

the problem concerning x has no so-

lution. 

z, βρίσκουµε τον άγνωστο που είχε 

προηγηθεί στην ανάλυση· συνεχίζο-

ντας µε τον ίδιο τρόπο, ανατρέχουµε 

προς τα πίσω και τελικά, γνωρίζο-

ντας το ψ, βρίσκουµε το χ κι έτσι πε-

τυχαίνουµε το σκοπό µας. Αν όµως 

δεν υπάρχει τίποτε που να ικανοποιεί 

τη συνθήκη η οποία τέθηκε στο z, τό-

τε το πρόβληµα που αναφέρεται στο 

χ δεν έχει λύση.  

Β. Πριν προχωρήσουµε στα σηµεία που ο Polya επεξηγεί και σχολιά-

ζει, θα γίνουν µερικές παρατηρήσεις για το ίδιο το κείµενο.  

i) Προτιµά να αποδώσει τον ἀναλυόµενο µε τον όρο Art of Solving 

Problem ή, ακόµη καλύτερα, Ευρετική.5 Σίγουρα οι επιλογές αυτών των 

τίτλων ταιριάζουν απόλυτα (ιδιαίτερα η δεύτερη) µε την άποψη του 

Polya για τα Μαθηµατικά σαν µιας «πειραµατικής», επαγωγικής επι-

στήµης. Ο σκοπός της ευρετικής για τον Polya (1973, 112) είναι η µελέτη 

των µεθόδων και των κανόνων για την εφεύρεση και την επινόηση. 

Θεωρεί δε ότι ίχνη αυτής της ευρετικής υπάρχουν στους σχολιαστές του 

Ευκλείδη, όπως ο Πάππος. Συγγενικά µε τον όρο ευρετική, κατά τον 

Polya, ο Lakatos (1996, 19) χρησιµοποιεί τον όρο µεθοδολογία.  

ii) Η απόδοση του επίµαχου όρου ἀκολούθων ως consequenses6 δίνει 

αρχικά την εντύπωση ότι ο Polya συντάσσεται µε τους υποστηρικτές 

«της κλασικής ερµηνείας της ανάλυσης».7  

                                                           
5  Τις διαφορετικές αυτές αποδόσεις του Polya εντάσσει στην επιχειρηµατολογία του ο Szabo (Hin-

tikka & Remes, 1974, 121-22), µε σκοπό να στηρίξει την άποψή του, ότι είναι εντελώς διαφορετική 
η έννοια της ανάλυσης στους Αρχαίους Έλληνες και τους σύγχρονους µαθηµατικούς. Οι Hintikka & 
Remes (1974, 132-33) εµφανίζονται προβληµατισµένοι µε τον τρόπο που προσπαθεί ο Szabo να υ-
ποστηρίξει ότι η σύγχρονη έννοια της ανάλυσης διαφέρει πολύ από αυτό που ο Πάππος ονόµασε 
ανάλυση. Παρατηρούν ότι ο Szabo στην προσπάθειά του αυτή εµπλέκει κάποιους «…χαριτωµένους 
αναζωογονητές του Πάππου…» (όπως ο G. Polya), οι οποίοι έχουν επηρεαστεί από αυτό που σήµε-
ρον µε αδέξιο τρόπο ονοµάζουµε ανάλυση (δηλαδή την ανώτερη ή απειροστατική ανάλυση) και 
αποφεύγουν να αποδώσουν στη µέθοδο του Πάππου αυτή την ονοµασία». Η συνήθης απόδοση του 
όρου ἀναλυόµενος είναι Treasury of Analysis (δες § 2.2.1).  

6  ∆ες σχετικά § 2.2.6. 
7  ∆ες σχετικά § 2.2.3. 
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iii) Παρουσιάζει ενδιαφέρον: α) η χρήση των εκφράσεων «λύνοντας 

προς τα πίσω» (= solution backwards) ή «παλινδροµικός συλλογισµός»  

(= regressive reasoning) σαν ισοδυνάµων της διαδικασίας της ανάλυσης·8 

β) η χρήση των εκφράσεων «κατασκευαστική λύση» (constructive solu-

tion) ή «προοδευτικός συλλογισµός» (= progressive reasoning) σαν ισο-

δυνάµων της διαδικασίας της σύνθεσης.9 10 

 

4.1.3.  Χαρακτηριστικά σηµεία της απόδοσης του ορισµού  

του Πάππου από τον Polya. Παρατηρήσεις και σχόλια  
 

Polya Παρατηρήσεις 

1ον)  Εισάγει τη χρήση συµβόλων όπως 

Α, Β, x, y για να περιγράψει τη θε-

ωρηµατική και προβληµατική ανά-

λυση.11 

1ον)  Ο Πάππος δεν χρησιµο-

ποιεί καθόλου σύµβολα, 

όπως είναι φυσικό.  

 

Σχόλιο: Μπορούµε να πούµε ότι ο Polya χρησιµοποιεί τα σύµβολα 

αυτά στην παράφρασή του, θέλοντας να τονίσει τη συνέχεια της µεθό-

δου ανάλυσης - σύνθεσης12 από τον Πάππο στους Descartes και Leibnitz 

(Polya, 1973, 112-13).  
 

2ον)  Χρησιµοποιεί τον όρο «µαθηµατικά 

προβλήµατα». Θεωρεί επίσης ότι οι 

διαδικασίες οι οποίες περιγράφο-

νται από τον Πάππο επεκτείνονται 

και σε µη µαθηµατικά προβλήµατα.  

2ον)  Χρησιµοποιεί τον όρο 

«προβλήµατα», υπονο-

ώντας κατ’ αρχήν γεω-

µετρικά προβλήµατα.13  

 

                                                           
8  Όπως ο ίδιος αποδίδει το εδάφιο (β) του ορισµού του Πάππου. ∆ες επίσης § 2.2.2. 
9  ∆ες § 2.2.1, ορισµό Πάππου 634, 18-23. 
10  Οι όροι regressive και progressive για το ίδιο θέµα έχουν χρησιµοποιηθεί από τον Kant, δες § 3.2, µε 

διαφορετική όµως σηµασία όσον αφορά τουλάχιστον τον όρο regressive. O Kant αποδίδει τον όρο 
µε την έννοια της αναδροµικότητας, ενώ ο Polya µε την έννοια της παλινδροµικότητας, όπως θα 
δούµε παρακάτω.  

11  ∆ες § 2.2.1. 
12  Ιδιαίτερα του ευρετικού της χαρακτήρα. 
13  ∆ες § 2.2.1, ορισµός 634, 7. 
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3ον) Το µη µαθηµατικό πρόβληµα που χρησιµοποιεί είναι το παρακάτω: 

 

Polya Παρατηρήσεις 

i)  Ένας πρωτόγονος άνθρωπος πρέ-

πει να διασχίσει ένα συγκεκριµένο 

ποτάµι, η στάθµη του οποίου δεν 

του επιτρέπει να το κάνει περπα-

τώντας. Η γύρω περιοχή είναι γε-

µάτη από όρθια δέντρα. 

i)  Σύµφωνα µε τον ορισµό του 

Πάππου, βρισκόµαστε στο 

στάδιο της διατύπωσης του 

προβλήµατος µε συγκεκρι-

µένους όρους (δηλαδή στην 

έκθεση).  

 
ii)  Ανακαλεί στη µνή-

µη του ότι έχει δια-

σχίσει άλλα ποτά-

µια, χρησιµοποιώ-

ντας ένα πεσµένο 

δέντρο. 

ii)  Προσπαθεί να βρει τρόπους διαµόρφωσης 

του σχήµατος, χρησιµοποιώντας προη-

γούµενη εµπειρία από άλλα προβλήµατα 

ή θεωρήµατα. Η διαµόρφωση του σχήµα-

τος γίνεται µέσω της κατάλληλης βοηθη-

τικής κατασκευής.  

 
iii)  Στην προσπάθειά του 

να βρει τρόπο να το-

ποθετήσει ένα δέντρο 

στο ποτάµι, µπορεί 

να γίνει ο εφευρέτης 

(inventor) των τσε-

κουριών και της γέ-

φυρας.14  

iii)  H κατάλληλη βοηθητική κατασκευή οδη-

γεί στην εύρεση και χρησιµοποίηση των 

κατάλληλων ληµµάτων ή βοηθητικών 

προτάσεων για τη λύση του προβλήµατος. 

Τα λήµµατα και οι βοηθητικές προτάσεις 

ενυπάρχουν µέσα στο Ευκλείδειο αξιωµα-

τικό σύστηµα. Σε καµιά περίπτωση ο 

Πάππος δεν εννοεί (µε τον ορισµό του) 

εφεύρεση, αλλά ανακάλυψη αυτών εντός 

του Ευκλείδειου αξιωµατικού συστήµα-

τος.15  
 

 

 

                                                           
14  Θα µπορούσαµε να πούµε ότι: Στο σηµείο αυτό ο Polya υπονοεί ότι η κατάλληλη βοηθητική κατα-

σκευή, µπορεί να οδηγήσει στην «εφεύρεση» κάποιου νέου λήµµατος, το οποίο αφού επαληθευθεί, 
εντάσσεται στο αξιωµατικό σύστηµα της Γεωµετρίας. Γίνεται σαφές ότι στο σηµείο αυτό αποκλίνει 
αρκετά από τον ορισµό του Πάππου. Η ιδέα αυτή του Polya αποτελεί τη βάση της άποψης του 
Lakatos (1997, 96) για την ανάλυση (θα υπάρξει ιδιαίτερη αναφορά για τις απόψεις του Lakatos).  

15  Άποψη η οποία υποστηρίζεται από τον Lakatos (1997, 100) καθώς και από τους Hintikka & Remes 
(δες Κεφάλαιο 2 της παρούσας).  
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iv)  Οπότε η τελευταία σκέψη της ανάλυσης 

(η χρησιµοποίηση αντικειµένου για το 

κόψιµο του δέντρου και η δηµιουργία 

γέφυρας) αποτελεί το πρώτο βήµα το 

οποίο πραγµατώνεται στη σύνθεση. Το 

τελικό βήµα της σύνθεσης είναι το να 

διασχίσει το ποτάµι (δηλαδή το πρώτο 

βήµα της σκέψης του στη διαδικασία της 

ανάλυσης).  

iv)  Ταύτιση του Polya µε 

τον ορισµό του Πάπ-

που, όσον αφορά το 

στάδιο της σύνθεσης. 

 

Σχόλιο: Η χρήση του συγκεκριµένου µη µαθηµατικού προβλήµατος 

αναδεικνύει την προσπάθεια του Polya να αποδώσει στον ορισµό της 

ανάλυσης – σύνθεσης του Πάππου χαρακτηριστικά που συντελούν 

στην γένεση µαθηµατικών ληµµάτων και προτάσεων [δες παραπάνω, 

περίπτωση (iii)]. Είναι ενδιαφέρουσα η επιµονή του Polya για τη χρήση 

των όρων «εφεύρεση» ή «επινόηση», σαν κυρίαρχο χαρακτηριστικό της 

ανάλυσης, όπως επίσης και του όρου «εκτελώ».  

 

4.1.4.  Η µέθοδος της ανάλυσης – σύνθεσης και το γεωµετρικό σχήµα 
 

Α. Ο Polya θεωρεί σηµαντικότατο το ρόλο του σχήµατος στην επίλυ-

ση προβληµάτων και ιδιαίτερα γεωµετρικών προβληµάτων. Επισηµαί-

νει, επίσης, ότι η µέθοδος, σύµφωνα µε την οποία ξεκινάµε τη λύση ενός 

προβλήµατος γεωµετρικής κατασκευής, σχεδιάζοντας το τελικό σχήµα, 

υποθέτοντας ότι το πρόβληµα έχει λυθεί, οφείλεται στους Έλληνες γε-

ωµέτρες (Polya, 1973, 105).  

Θεωρεί ότι η φράση «ἐν µὲν γὰρ τῇ ἀναλύσει τὸ ζητούµενον ὡς γεγονὸς 

ὑποθέµενοι…» (διότι µεν στην ανάλυση υποθέτοντας το ζητούµενο ως 

γεγονός), είναι η βάση για τον παραπάνω ισχυρισµό του (Polya, 1973, 

146). Εξηγεί δε ότι αυτό µπορεί να µετασχηµατιστεί ως εξής: «Σχεδίασε 

ένα υποθετικό σχήµα για το οποίο υποτίθεται ότι η συνθήκη του προ-
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βλήµατος16 έχει ικανοποιηθεί εξ ολοκλήρου». Μπορεί επίσης να επεκτα-

θεί σε όλα τα «προβλήµατα εύρεσης»17 µέσω µιας γενικότερης διατύπω-

σης, όπως: «Εξέτασε την υποθετική κατάσταση στην οποία υποτίθεται ότι η 

συνθήκη του προβλήµατος έχει πλήρως ικανοποιηθεί» (Polya, 1973, 105).  

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι εδώ υπάρχει σαφής διασύνδεση 

από τη µεριά του Polya της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης του Πάππου 

µε τα προβλήµατα γεωµετρικών κατασκευών. Με τον τρόπο αυτό βρί-

σκεται µέσα στο πλαίσιο της νεώτερης αντίληψης για τη µέθοδο αυτή, η 

οποία σε επίπεδο διδακτικής πρακτικής18 έχει συρρικνωθεί στην αντι-

µετώπιση µόνο προβληµάτων γεωµετρικών κατασκευών. Ο ίδιος ο 

Polya (1981, 6) αναλύοντας την παράγραφο 1.4 µε τίτλο «Ας θεωρή-

σουµε ότι το πρόβληµα έχει λυθεί» χρησιµοποιεί σαν παράδειγµα ένα 

θέµα γεωµετρικής κατασκευής.19  

Βέβαια, ο Polya συσχετίζει τη φράση20 «ἐν µὲν γὰρ τῇ ἀναλύσει τὸ ζη-

τούµενον ὡς γεγονὸς ὑποθέµενοι…» του Πάππου και µε τα «προβλήµατα 

προς απόδειξη». Αφιερώνει όµως σε αυτή τη συσχέτιση σηµαντικά λι-

γότερο χώρο στο κείµενό του (Polya, 1973, 146-47) και δεν διευκρινίζει 

περισσότερο τι εννοεί λέγοντας ότι: «Οι άνθρωποι µε κάποια διανοητικά 

χαρακτηριστικά ή κάποια φιλοσοφία µπορεί να υπαναχωρήσουν µπρος στη 

διαδικασία εξαγωγής συµπερασµάτων από ένα αναπόδεικτο θεώρηµα· αλλά 

τέτοιοι άνθρωποι δεν µπορούν να αρχίσουν µια ανάλυση».  

                                                           
16  Η συνθήκη του προβλήµατος σηµαίνει το ζητούµενο του προβλήµατος.  
17  Με τον όρο «προβλήµατα εύρεσης» ο Polya εννοεί τα προβλήµατα των Μαθηµατικών που σκοπός 

τους είναι να βρεθεί κάποιο αντικείµενο, το ζητούµενο. Τα προβλήµατα εύρεσης µπορεί να είναι 
θεωρητικά ή πρακτικά, συγκεκριµένα ή αφηρηµένα, σοβαρά ή απλοί γρίφοι. Στον όρο αυτό περι-
κλείει µια µεγάλη γκάµα, η οποία ξεκινάει από προβλήµατα µυστηρίου και καταλήγει στα προβλή-
µατα γεωµετρικών κατασκευών, καθώς και σε απλά προβλήµατα άλγεβρας, στα οποία ζητείται να 
βρεθεί ένας άγνωστος. Τον όρο «προβλήµατα εύρεσης» χρησιµοποιεί στην παράφρασή του για τον 
ορισµό του Πάππου αντί του όρου «προβληµατική ανάλυση» που υπάρχει στο αρχικό κείµενο». 
Αντίθετα, µε τον όρο «προβλήµατα προς απόδειξη», εννοεί τα προβλήµατα των οποίων σκοπός εί-
ναι να διατυπωθεί σαφώς ότι ένας ισχυρισµός είναι αληθής ή ψευδής. Ο όρος αυτός χρησιµοποιεί-
ται αντί του «θεωρηµατική ανάλυση» (για περισσότερες λεπτοµέρειες, δες Polya, 1973, 154-56). 

18  Εννοούµε ότι η µέθοδος αυτή στο πλαίσιο της διδακτικής πράξης, η οποία καθοδηγείται από το 
επίσηµο αναλυτικό πρόγραµµα µέσω των επίσηµων διδακτικών βιβλίων, από το 1950 και µέχρι σή-
µερα έχει συρρικνωθεί στην αντιµετώπιση µόνο τέτοιων θεµάτων γεωµετρίας.  

19  Η διατύπωση του προβλήµατος έχει ως εξής: «∆οθέντων τριών σηµείων Α, Β, Γ, να φέρετε µια ευ-
θεία η οποία τέµνει την ΑΓ στο Χ και την ΒΓ στο Υ έτσι ώστε Α·Χ = Χ·Υ = Υ·Β».  

20  Κατά την άποψή του (Polya, 1973, 146). 
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Β. Το στοιχείο των βοηθητικών κατασκευών δεν αντιµετωπίζεται 

από τον Polya. Αντίθετα, όπως έχουµε δει, ο ρόλος των βοηθητικών κα-

τασκευών21 είναι πολύ σηµαντικός στη µέθοδο της ανάλυσης για τους 

Hintikka & Remes. Οι απόψεις του για αυτές αναπτύσσονται σε µια 

παράγραφο µε τον γενικότερο τίτλο «Βοηθητικά στοιχεία» (Polya, 

1973, 46). Σ’ αυτή την παράγραφο εντάσσει τις βοηθητικές κατασκευές 

ευθειών σαν ειδικότερη περίπτωση. Τα άλλα βοηθητικά στοιχεία είναι: 

i) ο βοηθητικός άγνωστος (όταν λύνουµε ένα πρόβληµα άλγεβρας, π.χ. 

λύση διτετραγώνου εξίσωσης), ii) ένα βοηθητικό θεώρηµα.  

Όµως, η εισαγωγή του βοηθητικού στοιχείου (φυσικά και η βοηθητι-

κή κατασκευή) είναι ένα «εξέχον» βήµα (= conspicuous step) στην αντι-

µετώπιση προβληµάτων (και των δύο ειδών) (Polya, 1973, 50).  

 

4.1.5.  Ο ρόλος του βοηθητικού προβλήµατος  

στη µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης  

Α.  Γενικά 

Η εύρεση του κατάλληλου βοηθητικού προβλήµατος αναφέρεται ως 

µια σηµαντική νοητική λειτουργία. Επίσης, η εκµάθηση ή η διδασκαλία 

εύρεσης των κατάλληλων βοηθητικών προβληµάτων είναι µια πολύ ση-

µαντική δραστηριότητα (Polya, 1973, 51). Στο πλαίσιο αυτό, το να έ-

χουµε πάντα στο νου µας το ζητούµενο22 (δηλαδή ενός προβλήµατος ή 

θεωρήµατος) αποτελεί ένα σηµαντικό βήµα, µέσω του οποίου µπορούµε 

                                                           
21  ∆ες § 2.4.1. 
22  Ο Polya (1973, 123-29) αναφέρεται διεξοδικά στη διαδικασία αυτή. Η αναφορά αυτή του Polya 

σχολιάζεται και από τους Hintikka & Remes (1974, 40, παρατ. 7) στο κεφάλαιο που αναφέρεται 
στη «Λογική της αναλυτικής µεθόδου». Το συµπέρασµα το οποίο έχει σχέση µε το «Αναλογιστείτε 
το ζητούµενο» του Polya διατυπώνεται καθαρά από τους Hintikka & Remes ως εξής: «Έτσι φτά-
νουµε στο ενδιαφέρον συµπέρασµα ότι, από αυστηρά αντικειµενική σκοπιά, κανένα από τα δύο 
χαρακτηριστικά, τα οποία συνήθως σκεφτόµαστε ως σήµατα κατατεθέντα της αναλυτικής µεθόδου 
δεν ακουµπούν την ουσία της χρησιµότητάς τους. Αυτά τα χαρακτηριστικά είναι: α) η κατεύθυνση 
(αρχίζουµε από το ζητούµενο) και β) ο δοκιµαστικός χαρακτήρας, ο οποίος καθιστά αναγκαία την 
αξιοποίηση της σύνθεσης σαν συµπλήρωµα της ανάλυσης. Σε κάποιο βαθµό, το προηγούµενο χαρα-
κτηριστικό (α) είναι σηµαντικό, είναι σηµαντικό µόνο σαν συνέπεια της αρχής της γενικής ευρετι-
κής ιδέας του να έχεις το µέγιστο της πληροφορίας προς διαχείριση στο σχήµα».   
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να βοηθηθούµε µε τη χρησιµοποίηση ενός κατάλληλου βοηθητικού 

προβλήµατος.  
 

Β.  Ισοδυναµία ενδιάµεσων βοηθητικών προβληµάτων 

Οι περιγραφές της θεωρηµατικής και προβληµατικής ανάλυσης στον 

ορισµό του Πάππου έχουν αποδοθεί από τον Polya µ’ ένα εντελώς δικό 

του τρόπο.23 Όπως ο ίδιος αναγνωρίζει (Polya, 1973, 147), έχει εισαγά-

γει στην παράφρασή του τη φράση «µε τον όρο ότι όλα τα βήµατά µας 

είναι αντιστρέψιµα», η οποία δεν υπάρχει στο αυθεντικό κείµενο.  

Όπως ήδη έχουµε δει, η αντιστρεψιµότητα των βηµάτων της ανάλυ-

σης, είναι ένα θέµα το οποίο έχει απασχολήσει πολλούς µελετητές και 

σχολιαστές.24  

Ο Polya, χρησιµοποιώντας την παραπάνω παρεµβολή, τοποθετείται 

σαφώς µε την άποψη αυτών οι οποίοι απαιτούν την ισοδυναµία των 

ενδιάµεσων προτάσεων (κλασική ερµηνεία της ανάλυσης). Μάλιστα δε, 

θεωρεί τις ενδιάµεσες προτάσεις σαν ισοδύναµα βοηθητικά προβλήµα-

τα.  
 

Γ.  Παραδείγµατα 

i) Ένα παράδειγµα βοηθητικού προβλήµατος είναι η λύση της διτε-

τράγωνης εξίσωσης µέσω της αναγωγής της σε εξίσωση δευτέρου 

βαθµού. ∆ηλαδή:  

 Να λυθεί η εξίσωση x4 - 5x2 + 6 = 0 (α) 

Χρησιµοποιώντας τον κατάλληλο µετασχηµατισµό, δηλαδή  

x2 = y  (β) ανάγεται η (α) στην y2 - 5y + 6 = 0, της οποίας η λύση 

αντιµετωπίζεται κατά τα γνωστά. Στη συνέχεια, µέσω της σχέσης 

(β), βρίσκονται οι τιµές του x.  

                                                           
23  Κάποιες πρώτες παρατηρήσεις υπάρχουν στην § 4.1.2. 
24  ∆ες § 2.2.3. 
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 ii)  Ένα άλλο παράδειγµα είναι η εύρεση του µήκους της διαγωνίου 

ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου όταν γνωρίζουµε τα µήκη 

των τριών διαστάσεών του. ∆ηλαδή:  

 Να βρεθεί το µήκος της διαγωνίου ΒΕ ενός ορθογωνίου πα-

ραλληλεπιπέδου ΑΒΓ∆ΕΖΗΘ όταν γνωρίζουµε ότι ΒΗ = a,  

ΘΗ = b, HZ = c.  

Η λύση του παραπάνω προβλήµα-

τος στερεοµετρίας ανάγεται µέσω 

της βοηθητικής κατασκευής ΕΗ σε 

πρόβληµα επιπεδοµετρίας, όπως 

εύκολα µπορούµε να δούµε. 
σχήµα 4.1

Συµπερασµατικά, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι κυρίαρχο χα-

ρακτηριστικό της επιλογής των δύο παραπάνω προβληµάτων εί-

ναι η αναγωγή τους25 σε άλλα, τα οποία o Polya ονοµάζει βοηθη-

τικά προβλήµατα.  
 

∆. Ο ορισµός κατά Polya (1973, 53) των ισοδύναµων προβληµάτων 

είναι ο εξής: «∆ύο προβλήµατα ονοµάζονται ισοδύναµα αν η λύση του 

ενός περιέχει τη λύση του άλλου και αντιστρόφως». ∆ηλαδή, για τον 

Polya, η λύση µιας διτετράγωνης εξίσωσης µέσω της αναγωγής της σε 

µια δευτεροβάθµια είναι ισοδύναµα προβλήµατα.  

Ένα άλλο παράδειγµα που χρησιµοποιεί (Polya, 1973, 53) για τα  

ισοδύναµα προβλήµατα είναι το εξής:  

Έχουµε δύο θεωρήµατα, α) Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο, κάθε γωνία 

είναι ίση µε 60°. 

β) Σε κάθε ισογώνιο τρίγωνο, κάθε γωνία 

είναι ίση µε 60°.  

                                                           
25  Έχει αναπτυχθεί διεξοδικά στο Κεφάλαιο 1 αυτής της εργασίας ο αναγωγικός χαρακτήρας της α-

νάλυσης. Συγκεκριµένα, στην παράγραφο που αφορά τον Αριστοτέλη καθώς και στην § 1.4.  
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Σχολιάζει δε την επίλυση αυτού ως εξής:  

Η επίλυση του (β) προβλήµατος παρουσιάζει κάποια πλεονεκτήµατα 

σε σχέση µε την επίλυση του (α). Στο (β) πρόβληµα έχουµε να αντιµε-

τωπίσουµε µια περισσότερο οµογενοποιηµένη κατάσταση µεταξύ δεδο-

µένου και ζητούµενου, επειδή και τα δύο αναφέρονται σε γωνίες. Αντί-

θετα, στο (α) πρόβληµα η κατάσταση µεταξύ τους είναι περισσότερο 

ετερογενής, γιατί το µεν δεδοµένο αναφέρεται σε πλευρές, το δε ζητού-

µενο σε γωνίες.  

Οπότε, µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η επίλυση του (α) προβλήµα-

τος γίνεται ευκολότερη µέσω της αναγωγής του στο (β) πρόβληµα, αρ-

κεί βέβαια να αναγνωριστεί η ισοδυναµία των εννοιών, ισόπλευρο και 

ισογώνιο τρίγωνο.  

Παρατηρούµε ότι, ο Polya µε τα παραδείγµατα αυτά προσδίδει στην 

ανάλυση ένα σαφή χαρακτήρα παλινδροµικής αναγωγής, ο οποίος 

ταυτίζεται µε αυτόν που κυρίως αναδεικνύει ο Αριστοτέλης στα Ηθικά 

Νικοµάχεια (1112b, 18-25)26 27 και δευτερευόντως στα Αναλυτικά Ύστε-

ρα (Κεφ. Ι, 32, ∆ 88b, 15-20, Κεφ. 4, 12, 78a, 6-8).  

H µεθοδολογία αυτή, δηλαδή της παλινδροµικής αναγωγής, αναδει-

κνύεται σαφώς από τον Αριστοτέλη µέσα στο πλαίσιο της ανάλυσης.  

Αντίθετα, ο Polya (1973, 147) αναγνωρίζει ότι ο «επίσηµος» ορισµός 

του Πάππου δεν εµπεριέχει τέτοια στοιχεία. Χρησιµοποιεί δε γι’ αυτό 

το λόγο τη δική του παρεµβολή, όπως έχει αναφερθεί.  
 

Ε.  Παρατηρήσεις 

Στο σηµείο αυτό θα συνοψίσουµε τις δύο απόψεις σχετικά µε τον ορι-

σµό του Πάππου για την ανάλυση – σύνθεση και το απόσπασµα του  

Αριστοτέλη από τα Ηθικά Νικοµάχεια (1112b, 18-25): 

                                                           
26  Υπάρχει διεξοδική αναφορά στο Κεφάλαιο 1, στην παράγραφο για τον Αριστοτέλη (§ 1.3.2 Β). 
27  Το σηµείο αυτό επισηµαίνεται επίσης από τον Panza (Otte-Panza, 1997, 379 και 411, § 13).  
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α) Η πρώτη εκφράζεται από τον Knorr (1993, 356-57), ο οποίος  

υποστηρίζει ότι η άποψη του Πάππου για την ανάλυση (εκφρασµένη 

µέσα από τον ορισµό) έχει επηρεαστεί από τη φιλοσοφία.28 Προχωράει 

όµως παραπέρα, διατυπώνοντας την άποψη ότι η προσπάθεια του 

Πάππου να κατασκευάσει µια τεχνική αποδείξεων σαν ένα τύπο της 

ανάλυσης, βασίζεται σε διάφορα χωρία της φιλοσοφίας µε κυριότερο 

αυτό του Αριστοτέλη από τα Ηθικά Νικοµάχεια. ∆ηλαδή, ότι ο ορι-

σµός του Πάππου έχει πολλές οµοιότητες µε αυτό το χωρίο.  

β) Η δεύτερη εκφράζεται από τους Hintikka & Remes (1974, 70-71,  

85-86), οι οποίοι θεωρούν ότι ο ορισµός του Πάππου για την ανάλυση 

– σύνθεση παρουσιάζει ενδιαφέρουσες οµοιότητες µε το χωρίο του  

Αριστοτέλη. Όµως, στην αναζήτηση της σχέσης µεταξύ ορολογίας και 

πρακτικής, πρέπει να αποκλείσουµε τον επηρεασµό του Πάππου από 

τον Αριστοτέλη. Η άποψη του Αριστοτέλη είναι στο πλαίσιο της λεγό-

µενης «κλασικής ερµηνείας της ανάλυσης» ή «προτασιακή ερµηνεία».29 

γ) Ο Polya, τώρα, i) ενώ αναγνωρίζει ότι δεν υπάρχει σχέση του ορι-

σµού του Πάππου µε αυτό που ο ίδιος ονοµάζει «ισοδύναµα προβλή-

µατα» ή αλλιώς ισοδύναµες προτάσεις, και κάνει µια παρεµβολή, δεί-

χνει να συµµερίζεται την άποψη των Hintikka & Remes για την πρα-

κτική του Πάππου· ii) από την άλλη, προσδίδει εµµέσως στην ανάλυση 

τον σαφή χαρακτήρα της παλινδροµικής αναγωγής, ο οποίος ταυτίζε-

ται κυρίως µε την συνισταµένη της άποψης του Αριστοτέλη για την 

ανάλυση, όπως έχει ήδη αναφερθεί στην παρούσα παράγραφο.  

δ) Αυτό που, κατά την άποψή µας, οδηγεί τον Polya στον συγκερα-

σµό αυτών των απόψεων, µέσω µιας αναδιοργάνωσης αυτών, είτε µέσω 

φραστικών αλλαγών ή παρεµβολών στην παράφραση του ορισµού του 

                                                           
28  Άποψη η οποία είναι γενικά αποδεκτή.  
29  ∆ες § 2.3.1 για περισσότερες λεπτοµέρειες.  
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Πάππου, είναι η προσπάθειά του να αντλήσει απ’ όλο αυτό το υλικό το 

µέγιστο των εργαλείων του για την επίλυση προβληµάτων.  

Πραγµατικά, το παράδειγµα υπολογισµού του µήκους της διαγωνίου 

ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου αντιµετωπίζεται µε αναγωγή σε πρό-

βληµα επιπεδοµετρίας. Σε καµία περίπτωση το βοηθητικό πρόβληµα 

και το αρχικό πρόβληµα δεν είναι ισοδύναµα. Το αρχικό πρόβληµα 

εδώ «µετασχηµατίζεται», δηλαδή πραγµατοποιείται το πρώτο στάδιο 

της ανάλυσης, όπως το έχουµε δει στις §§ 2.3.2 και 2.3.3.30 

ε) Η διαδικασία αυτή, µε την οποία µεταφερόµαστε από το αρχικό 

πρόβληµα σε ισοδύναµο βοηθητικό πρόβληµα, ονοµάζεται από τον 

Polya (1973, 54) «αντιστρέψιµη αναγωγή» ή «δίπλευρη αναγωγή» ή «ι-

σοδύναµη αναγωγή».  

Ο Polya (1973, 54) δίνει ιδιαίτερη σηµασία στη δυνατότητα να µετα-

σχηµατίζουµε το αρχικό πρόβληµα σε ισοδύναµο βοηθητικό (αντιστρέ-

ψιµη αναγωγή), χαρακτηρίζοντάς την ενδιαφέρουσα και επιθυµητή. 

Σηµειώνει όµως και τη χρησιµότητα και της αναγωγής µέσω µη αντι-

στρέψιµων βοηθητικών προτάσεων [βλέπε Γ (ii)].31  

 

4.1.6.  Θεωρηµατική και προβληµατική ανάλυση 
 

Η διάκριση αυτή έχει γίνει αντικείµενο ενδελεχούς µελέτης από διά-

φορους µελετητές, όπως ήδη έχει αναφερθεί στο Κεφάλαιο 2 (§ 2.2.7).  

Έχει ήδη γίνει µια πρώτη παρατήρηση, για την παράφραση του 

Polya, στα συγκεκριµένα χωριά (δες § 4.1.1 Β). Μερικές ακόµα παρατη-

ρήσεις και σχόλια θα αναπτυχθούν στην παράγραφο αυτή.  

                                                           
30  Οι Hintikka & Remes (1974, 24) αναφέρουν το πρώτο στάδιο της ανάλυσης ως «κύρια ανάλυση». 

Σηµειώνουν, όµως, ότι από τον Hankel χρησιµοποιείται για το στάδιο αυτό ο όρος «transformation 
analysis» (Heath, 1956, 1, 141), δηλαδή «µετασχηµατική ανάλυση».  

31  Περισσότερα για τα βοηθητικά προβλήµατα στο Polya (1981, ΙΙ, 36-53).  
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1ον) Η φράση του Πάππου «…τὸ ζητούµενο ὡς ὃν ὑποθέµενοι καὶ ὡς 

ἀληθές,…» αποδίδεται από τον Polya ως εξής: «…ζητάµε να αποδείξουµε 

ή να απορρίψουµε ένα σαφώς διατυπωµένο θεώρηµα Α. ∆εν γνωρίζου-

µε ακόµη αν το Α είναι αληθές ή ψευδές…».  

Ο Polya (1973, 147) παραδέχεται ότι χρησιµοποιεί εντελώς διαφορε-

τικές λέξεις από αυτές του πρωτότυπου κειµένου. Ισχυρίζεται όµως ότι 

δεν υπάρχει καµία αλλαγή στην έννοια ή, ακόµα περισσότερο, καµία 

πρόθεση αλλαγής της έννοιας.  

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι η διατύπωση, η οποία χρησιµοποιεί-

ται, φανερώνει µια προσπάθεια απόδοσης του σχετικού εδαφίου µε ό-

ρους προτασιακού λογισµού στο σηµασιολογικό επίπεδο. ∆ηλαδή, να 

αποδώσουµε σε µια πρόταση την αντίστοιχη αληθοτιµή (Α ή Ψ). Αυτό 

ενισχύεται µε την άποψη που διατυπώνει γενικά για τα προβλήµατα 

προς απόδειξη (Polya, 1973, 154-57), όπου τονίζει ιδιαίτερα τη χρήση 

των όρων if και then στις διατυπώσεις των προβληµάτων προς απόδειξη.  

Στο σηµείο αυτό, µπορούµε να πούµε ότι, αναδεικνύεται µια αδυνα-

µία προσέγγισης του αρχικού κειµένου του Πάππου, ελλείψει γνώσης 

της γλώσσας.32 Φωτίζεται, όµως, και µια άλλη γωνιά του πλαισίου, ε-

ντός του οποίου αναπτύσσει ο Polya τις απόψεις του γι’ αυτά. Η άµεση 

αποδοχή από τη µεριά του της «κλασικής ερµηνείας της ανάλυσης» ή 

«προτασιακή ερµηνεία της ανάλυσης».33 

2ον) Ο τρόπος µε τον οποίο αποδίδεται ο ορισµός της προβληµατικής 

ανάλυσης θεωρείται από τον ίδιο ότι ερµηνεύεται πιο συγκεκριµένα  

(= concretely) από το πρωτότυπο. Η άποψή του για το πρωτότυπο είναι 

ότι «φαίνεται να σκοπεύει στην περιγραφή µιας πιο γενικής µεθόδου στην κα-

τασκευή µιας σειράς από ισοδύναµα βοηθητικά προβλήµατα» (Polya, 1973, 

147).  

                                                           
32  ∆ες την εντελώς διαφορετική ερµηνεία των Hintikka & Remes για το σηµείο αυτό (§ 2.4.1 ∆).  
33  ∆ες § 2.3.1.  
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Επανέρχεται, µε αυτό τον τρόπο, στο ίδιο πλαίσιο ερµηνείας το ο-

ποίο έχει θέσει και για την θεωρηµατική ανάλυση, δηλαδή στην «προ-

τασιακή ερµηνεία της ανάλυσης».  

Ενδιαφέρον παρουσιάζει το παράδειγµα, το οποίο αναφέρει στο 

λήµµα «Σειρές από ισοδύναµα βοηθητικά προβλήµατα» (Polya, 1973, 

54). Το συγκεκριµένο παράδειγµα αφορά την πλήρη παράθεση της λύ-

σης της x4 - 13x2 + 36 = 0 µε τη µορφή ισοδύναµων προτάσεων ως εξής:   

(Α)  x4 - 13x2 + 36 = 0 

(Β)  (2x2)2 - (2x2) 13 + 144 = 0 

(Γ)  (2x2)2 - (2x2) 13 + 169 = 0 

(∆)  (2x2 - 13)2 = 25 

(Ε)  2x2 - 13 = ± 5 

(Ζ)  x2 = 
2

5  13 ±
 

(Η)  x = 2
5  13±±   

(Θ)  x = 3   ή   x = - 3   ή   x = 2   ή   x = - 2  
 

Παρατηρήσεις:  Επισηµαίνεται από τον Polya (1973, 55-56) η προ-

σοχή µας:  1)  στην απόλυτη αντιστρεψιµότητα των βηµάτων, ιδιαίτερα  

                        σε προβλήµατα γεωµετρικών κατασκευών, και  

2) στο ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα οι ισοδύναµες  

 συνθήκες ικανοποιούνται από τον ίδιο άγνωστο.  
 

Συµπέρασµα: Μπορούµε να πούµε ότι, ο Polya φαίνεται να «προ-

σαρµόζει» τον αρχικό ορισµό του Πάππου, καθώς και τα παραδείγµα-

τα που χρησιµοποιεί, στην κατεύθυνση της «προτασιακής ερµηνείας της 

ανάλυσης».  
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4.1.7.  Αντίστροφη Εργασία 
 

Α. Με τον τίτλο αυτό ο Polya συµπληρώνει τη δική του άποψη για τη 

µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης του Πάππου. Όσα αναφέρθηκαν στις 

προηγούµενες παραγράφους έχουν σαν σηµείο εκκίνησης τον ορισµό 

της ανάλυσης – σύνθεσης του Πάππου, και αποτελούν, όπως έχουµε 

δει, προεκτάσεις, παραφράσεις αυτού.  

Η περιγραφή της αντίστροφης εργασίας από τον Polya (1973, 225-32) 

διαπνέεται από µια αντιµετώπιση στο επίπεδο της ψυχολογίας. ∆ηλαδή, 

βρίσκεται σε ένα εντελώς διαφορετικό πλαίσιο από εκείνο µε το οποίο 

χειρίστηκε τον ορισµό του Πάππου και τις προεκτάσεις αυτού.  

Συγκεκριµένα, σχολιάζοντας ένα παράδειγµα µαθηµατικής χροιάς 

(µε βασικό χαρακτηριστικό της δοµής του το «trials and errors»), ανα-

φέρει τα εξής: «Υπάρχει κάτι στη µέθοδο το οποίο δεν είναι επιφανειακό. 

Υπάρχει κάποια ψυχολογική δυσκολία στο να στραφούµε αντίθετα, να απο-

µακρυνθούµε από το στόχο, να εργαστούµε αντίστροφα, στο να µην ακολου-

θήσουµε το δρόµο εκείνο που θα µας πάει κατευθείαν στο ζητούµενο αποτέλε-

σµα. Όταν ανακαλύψουµε τη σειρά των κατάλληλων λειτουργιών (διαδικα-

σιών), πρέπει το µυαλό µας να προχωρήσει µε µια σειρά η οποία είναι ακρι-

βώς αντίθετη από την πραγµατική εκτέλεση. Υπάρχει ένα είδος ψυχολογικής 

αντίδρασης σ’ αυτή την αντίστροφη διαδικασία, η οποία µπορεί να εµποδίσει 

ένα όχι τόσο ικανό µαθητή, στο να καταλάβει τη µέθοδο, αν δεν παρουσιαστεί 

σωστά» (Polya, 1973, 230). ∆εν δίνει, όµως, περισσότερες λεπτοµέρειες 

για το τι εννοεί µε τους όρους «ψυχολογική δυσκολία» ή «ψυχολογική 

αντίδραση», καθώς και σε ποιο χώρο της ψυχολογίας αναφέρεται.  
 

Β. Αντίθετα, στο Polya (1981, ΙΙ, 1-35) έχει µια αρκετά εκτεταµένη 

αναφορά στην «αντίστροφη εργασία». Πιο συγκεκριµένα (σελ. 22-24), 

αναφερόµενος στην «αντίστροφη εργασία», την οποία θεωρεί ταυτό-

σηµη µε αυτό που οι Αρχαίοι Έλληνες Γεωµέτρες ονοµάζουν «ανάλυ-
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ση»,34 την ονοµάζει «µοντέλο της αντίστροφης εργασίας» (pattern of 

working backwards) και το θεωρεί σαν «µοντέλο σχεδιασµού» (pattern 

of planning).35 

 

4.1.8.  Συµπεράσµατα 
 

Θα µπορούσαµε να διατυπώσουµε τα εξής συµπεράσµατα:  

1. Η θέση του Polya για τη µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης, όπως 

εκφράστηκε από τον ορισµό του Πάππου, «χρωµατίζεται» από 

το γενικότερο πιστεύω του για την τέχνη της ανακάλυψης και 

της επινόησης.  

2. Η προσέγγιση του θέµατος ανάλυσης – σύνθεσης από τη µεριά 

του έχει σαν βασικό άξονα τη συγκέντρωση του µέγιστου των 

πληροφοριών, οι οποίες χρειάζονται για τη λύση του προβλήµα-

τος ή την απόδειξη του θεωρήµατος.  

3. Συντάσσεται µε την πλευρά αυτών που υποστηρίζουν «την κλα-

σική ερµηνεία της ανάλυσης» ή «προτασιακή ερµηνεία αυτής». 

Αφήνει, όµως, ένα παράθυρο και στην άλλη πλευρά, όχι όπως 

εκφράζεται αυστηρά από τους Hintikka & Remes,36 αλλά πλη-

σιάζει την ερµηνεία τους όταν προσπαθεί να χρησιµοποιήσει όλο 

το δυναµικό που έχει στο οπλοστάσιό του για τη λύση του προ-

βλήµατος ή την απόδειξη του θεωρήµατος.  

4. «Η αξιοσηµείωτη επιτυχία της ευρετικής του Polya, για την οποία θεω-

ρούν ότι είναι απόγονος της αρχαίας µεθόδου της ανάλυσης, οφείλεται 

περισσότερο στις δικές του εκπληκτικές παιδαγωγικές ικανότητες, παρά 

σε κάποια λογική (rational) ανάλυση της λογικής (logic) της αναλυτικής 

µεθόδου» (Hintikka & Remes, 1974, 134).  

                                                           
34  ∆εν είναι σαφές ποιους ακριβώς εννοεί. 
35  Ένα πλήρως αναπτυγµένο παράδειγµα υπάρχει στο Polya (1981, ΙΙ, 13-19).  
36  ∆ες Κεφάλαιο 2.  
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4.2. Lakatos (1922-1973)  37 

 

4.2.1.  Εισαγωγή  
 

A. H εµφάνιση του έργου Proofs and Refutations του Lakatos έδωσε 

µια ριζοσπαστικά διαφορετική εναλλακτική άποψη στην κατεύθυνση 

της θεµελίωσης των Μαθηµατικών.  

To έργο του Lakatos στηρίχθηκε στις νέες τάσεις της φιλοσοφίας της 

επιστήµης. Ο K. Popper και το έργο του επηρέασαν σηµαντικά τις από-

ψεις του Lakatos για τη φιλοσοφία της επιστήµης. Κατά τον Popper οι 

επιστηµονικές θεωρίες δεν προκύπτουν επαγωγικά από τα γεγονότα,38 

αλλά µάλλον επινοούνται ως υποθέσεις, εικασίες, ακολουθεί κατόπιν η 

πειραµατική δοκιµασία, κατά την οποία η επιστηµονική θεωρία µπορεί 

και να ανατραπεί. Μια θεωρία, κατά τον Popper, ποτέ δεν αποδεικνύε-

ται, µπορεί να επιβιώνει µετά από δοκιµασίες αποκτώντας ένα βαθµό 

αξιοπιστίας. Η επιρροή του Popper στο έργο του Lakatos Proofs and 

Refutations αναγνωρίζεται και από τον ίδιο (Lakatos, 1997, 70, § 2).39  

Εκτός από τον Popper, στο Lakatos (1997, 70, § 2) εµφανίζονται τα 

ονόµατα του Polya και του Hegel. Ο πρώτος υπήρξε µαζί µε τον Popper 

και πνευµατικός πατέρας του Proofs and Refutations. Από τον Polya 

«δανείστηκε» και χρησιµοποίησε σαν βάση τις απόψεις του για την ευ-

ρετική, τις οποίες συµπλήρωσε και επεξέτεινε. Ο δεύτερος κληροδότησε 

στον Lakatos την διαλεκτική χροιά του έργου, η οποία, αποδίδει ιδιαί-

τερη σηµασία στην ιστορική εξέλιξη των θεωριών.  

                                                           
37  Για την ανάπτυξη αυτής της παραγράφου έχουν χρησιµοποιηθεί και τα Davis P.J. – Hersh R. (1980) 

και Lakatos (1978, µτφρ. 1986, µετάφραση – εισαγωγή: Μεταξόπουλος).  
38  ∆ηλαδή δηµιουργία γενικών νόµων από τα πειράµατα και τις παρατηρήσεις.  
39  Στο Lakatos (1997, 176-81) µετατοπίζει τις απόψεις του από αυτές του Popper σχετικά µε τις µεµο-

νωµένες θεωρίες, προς την κατεύθυνση της σειράς θεωριών. Η µετατόπιση αυτή οφείλεται στη δια-
µόρφωση διαφορετικής βάσης για τη διαµόρφωση κριτηρίων «αποδοχής – απόρριψης» µιας θεωρί-
ας. Η βάση του Lakatos είναι κατ’ εξοχήν ιστορική, έτσι ώστε ο εµπειρικός χαρακτήρας της επιστή-
µης να διασυνδέεται ισχυρά µε την ικανότητά της να αναπτύσσεται. Αντίθετα, η άποψη του Popper 
βασίζεται στη νεοθετικιστική κληρονοµιά για τη λογική σχέση θεωρίας – εµπειρικής βάσης.  
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Μέσα στο πλαίσιο αυτό θα γίνει προσπάθεια ανάπτυξης των θέσεων 

του Lakatos για τη µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης, οι οποίες κυρίως 

εκφράστηκαν στο Lakatos (1997, 70-101) αλλά και στο Lakatos (1976). 
 

Β. Οι απόψεις του Lakatos στο Lakatos (1997) αναπτύσσονται σε 

δύο µέρη. Το µεν πρώτο µέρος, σύµφωνα µε τους εκδότες (Worrall, 

Currie) είναι το τελικό κεφάλαιο του διδακτορικού του40 το δε δεύτερο 

είναι η απάντηση του στους Hintikka & Remes (1974). Η συγκόλληση 

των δύο µερών έγινε από τους εκδότες, µε κάποιες παρεµβολές όπως οι 

ίδιοι διευκρινίζουν (Lakatos, 1997, 70).  

Στο πρώτο µέρος του Lakatos (1997) αναπτύσσεται η µέθοδος της α-

νάλυσης – σύνθεσης ως ένα µοντέλο της Ευκλείδειας ευρετικής και α-

σκείται κριτική σ’ αυτή. Ειδικότερα, υπάρχουν δύο παράγραφοι που 

αφορούν αυτή καθ’ εαυτή τη µέθοδο (η οποία περιγράφεται από τον ο-

ρισµό του Πάππου), και στη συνέχεια διαπραγµατεύεται τη διασύνδεση 

της µεθόδου µε τη νεώτερη επιστήµη µέσω της επίδρασης που άσκησε 

στις απόψεις του Descartes (κυρίως) και στους Newton και Galileo.  

Στο δεύτερο µέρος του Lakatos (1997) (απάντηση στους Hintikka & 

Remes), µε τίτλο «Ανάλυση – Σύνθεση: Πώς οι αποτυχηµένες προσπάθειες 

για ανακατασκευές µπορεί να γίνουν, από ευρετικής απόψεως, σηµεία εκκί-

νησης για προγράµµατα έρευνας». Μέσα από µια ενδιαφέρουσα διαδροµή 

δύο παραδειγµάτων41 και σχολιασµού της ανάλυσης – σύνθεσης του 

Πάππου σε σχέση µε την Ευκλείδεια Γεωµετρία καταλήγει στο ερώτη-

µα: «Γιατί αναφάνηκε η αναγκαιότητα σχεδιασµού ενός αξιωµατικού συστή-

µατος, και ποιος ήταν ο ευρετικός ρόλος τον οποίο έπαιξε ένα τέτοιο σύστηµα 

στην παραπέρα ανάπτυξη της γνώσης;» (Lakatos, 1997).  

                                                           
40  Στον πρόλογο των εκδοτών (Worrall, Zahar) του Lakatos (1976) αναφέρεται ότι η έκδοση αυτού 

αποτελεί µια αναθεωρηµένη και επαυξηµένη παραλλαγή του διδακτορικού του Lakatos (το οποίο 
στο συγκεκριµένο βιβλίο αντιστοιχεί στο Κεφάλαιο 1), γι’ αυτό δεν υπάρχει πλήρης ταύτιση του 
πρώτου µέρους του Lakatos (1997) µε το τελικό κεφάλαιο του Lakatos (1976).  

41  Χρησιµοποιεί το βασικό πρόβληµα πάνω στο οποίο βασίζεται το Proofs and Refutations, δηλαδή 
την ιστορία του τύπου των Euler – Descartes: K - A + E = 2 (Κ = αριθµός κορυφών, Α = αριθµός ακ-
µών, Ε = αριθµός εδρών σ’ ένα πολύεδρο) καθώς και την απόδειξη των Euler και Cauchy. Για δεύτε-
ρο παράδειγµα χρησιµοποιεί τη µελέτη από τον Newton των τριών νόµων του Kepler για την κίνη-
ση των πλανητών.  
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Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν οι απόψεις του Lakatos, οι οποίες 

συνδέονται άµεσα µε τη µέθοδο της ανάλυσης - σύνθεσης και τα Αρ-

χαία Ελληνικά Μαθηµατικά.  

 

4.2.2.  Η ερµηνεία του Lakatos για τον ορισµό του Πάππου 

Ο Lakatos παραθέτει τη µετάφραση του Heath για τον ορισµό του 

Πάππου.42 Θεωρεί ότι ο ορισµός που έχει παρεµβληθεί στο Βιβλίο ΧΙΙΙ 

των Στοιχείων είναι αποτέλεσµα παραχάραξης του κειµένου. Παρ’ όλα 

αυτά, πιστεύει ότι τα παραδείγµατα43 που ακολουθούν, αποδίδουν 

σωστά και καθαρά τη µέθοδο. ∆ηλαδή, φαίνεται να συντάσσεται µε 

τους υποστηρικτές της «κλασικής ερµηνείας της ανάλυσης»,44 γεγονός 

που ενισχύεται επίσης µε το σχόλιό του για την ερµηνεία του Robinson 

(1936). Για το θέµα αυτό, βλέπε στο Lakatos (1976, 9, σηµ. 1).  

 

4.2.3.  Σχόλια στην απόδοση του «Κανόνα Ανάλυσης και Σύνθεσης»  

(Lakatos, 1997, 72) 

Α.  Εισαγωγή  

Πριν γίνει ανάπτυξη των ιδιαίτερων θέσεων του Lakatos για την ανά-

λυση και σύνθεση, θα παρατεθεί από το Lakatos (1976, 127) το µοντέλο 

της µαθηµατικής ανακάλυψης ή των άτυπων µαθηµατικών θεωριών.  

Μέσα σε λίγες γραµµές ουσιαστικά συνοψίζει το µεθοδολογικό πλαί-

σιο, εντός του οποίου αναπτύσσεται η παράγραφος αυτή.  

Το µοντέλο έχει ως εξής:  

1) ∆ιατύπωση αρχικής έννοιας.  

2) Απόδειξη (ένα σχηµατικό νοητικό πείραµα, αποσυνθέτει την αρ-

χική εικασία σε υποεικασίες ή λήµµατα).  

                                                           
42  ∆ες § 2.2.1.  
43  ∆ες Κεφάλαιο 1, «Ευκλείδης».  
44  ∆ες § 2.2.1.  
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3) Αναδύονται «καθολικά» αντιπαραδείγµατα (αντιπαραδείγµατα 

που αφορούν την αρχική εικασία.  

4) Επανεξετάζεται η απόδειξη: εντοπίζονται τα «ένοχα λήµµατα» για 

τα οποία το καθολικό αντιπαράδειγµα είναι και «τοπικό» σχετικά µ’ 

αυτά. Το ένοχο λήµµα ίσως ήταν «κρυµµένο λήµµα» ή είχε διατυπωθεί 

κακώς. Στη συνέχεια, διατυπώνεται σαφέστερα, και ενσωµατώνεται 

στην αρχική εικασία ως προϋπόθεση. Το θεώρηµα –η βελτιωµένη εικα-

σία– υπερέχει της αρχικής εικασίας, µε κύριο νέο χαρακτηριστικό τη 

νέα εξ αποδείξεως έννοια.  
 

 

Β.  Απόδοση του «Κανόνα Ανάλυσης και Σύνθεσης» από τον Lakatos  
 

Κείµενο Lakatos Μετάφραση 

α)  

Draw conclusions from your 

conjecture, one after the other, 

assuming that it is true. 

Εξάγεις συµπεράσµατα από την ει-

κασία σου, το ένα κατόπιν του άλ-

λου υποθέτοντας ότι είναι αληθινά.

β)  

If you reach a false conclusion, 

then your conjecture was false.  

If you reach an indubitably true 

conclusion, your conjecture may 

have been true.  

Αν φθάσεις σ’ ένα λάθος συµπέρα-

σµα, τότε η εικασία ήταν λάθος.  

Αν φθάσεις σ’ ένα αναµφίβολα α-

ληθινό συµπέρασµα, η εικασία 

µπορεί να είναι αλήθεια.  

γ)  

In this case reverse the proc-

ess, work backwards and try to 

deduce your original conjecture 

via the reverse route from the 

indubitable truth to the dubita-

ble conjecture.  
 

If you succeed you have proved 

your conjecture.  

Σ’ αυτή την περίπτωση αντιστρέφεις 

τη διαδικασία εργαζόµενος προς τα 

πίσω, και προσπαθείς να παράγεις 

την αρχική σου εικασία µέσω του 

αντίστροφου δρόµου από την αναµ-

φίβολη αλήθεια στην αµφίβολη ει-

κασία.  

Αν επιτύχεις τότε έχεις αποδείξει 

την εικασία σου.  
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Τα µέρη (α), (β) καλούνται από τον Lakatos ανάλυση, το δε (γ) σύν-

θεση.  
 

Γ. Για να καταλήξει σ’ αυτόν τον κανόνα χρησιµοποιεί στο Lakatos 

(1997, 70-71) µια εισαγωγή στο θέµα υπό τη µορφή διαλόγου (όπως σε 

ολόκληρο το Proofs and Refutations).  

Κατά τη διεξαγωγή του διαλόγου αυτού µεταξύ των µαθητών Ψ 

(Psi), A (Alpha), Γ (Γάµµα) και του ∆ασκάλου, διατυπώνεται ένα διά-

γραµµα45 µε το οποίο αναπαριστάται η ανάλυση και η σύνθεση.  
 

Ανάλυση:  Ρ  →  Ρ1  →  P2  →  Ρ3  

  ↑  ↑ 

   Q1  Q2  

Σύνθεση:  Ρ3 →  Ρ2  →  P1  →  Ρ  

  ↑  ↑ 

  Q΄3  Q΄2  σχήµα 4.2 
 

όπου  (Ρ):  Κ - Α + Ε = 2,46 για όλα τα πολύεδρα 

 (Q1)  (λήµµα): όλα τα πολύεδρα είναι απλά47 

 (P1):  Κ - Α + Ε = 1, για όλα τα επίπεδα πολυγωνικά δίκτυα 

 (Q2)  (λήµµα): όλες οι έδρες είναι απλά συνδεδεµένες48 

 (P2):  Κ - Α + Ε = 1, για όλα τα τριγωνικά δίκτυα 

  (P3):  Κ - Α + Ε = 1 ισχύει στο τρίγωνο 
 

                                                           
45  Το διάγραµµα αυτό έχει πολλές οµοιότητες µε το διάγραµµα που παρουσιάζει ο Robinson (1936, 471).  
46  Κ-κορυφές, Α-ακµές, Ε-έδρες όπου σύµφωνα µε τον Euler ισχύει Κ + Ε - Α = 2 για όλα τα κανονικά 

πολύεδρα. Περισσότερες λεπτοµέρειες για την ιστορία αυτής της σχέσης, δες Lakatos (1976, 6, § 2).  
47  Απλό πολύεδρο ονοµάζεται κάθε πολύεδρο, το οποίο µετά την αφαίρεση µιας έδρας µπορεί να α-

πλωθεί στο επίπεδο (Lakatos, 1976, 34).  
48  Απλά συνδεδεµένες ονοµάζονται οι έδρες οι οποίες διαχωρίζονται από µια διαγώνιο ακµή σε δύο 

έδρες (Lakatos, 1976, 36). 
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Ουσιαστικά ο Lakatos στο διάγραµµα που αφορά την ανάλυση ανα-

πτύσσει την αποδεικτική ιδέα του Cauchy για τη σχέση που παρατήρη-

σε ο Euler (Lakatos, 1976, 7, 75 και Lakatos, 1997, 93-94), και την απο-

καλεί νοητικό πείραµα.49  
 

∆.  Επεξεργασία του παραπάνω παραδείγµατος σύµφωνα  

µε την τελευταία εργασία του Lakatos (Lakatos, 1997, 93-103) 
 

Κυρίως Βήµα  (1): Θεωρούµε ένα πολύεδρο (κύβος) κενό και κατα-

σκευασµένο από λεπτό ελαστικό. Στο συγκεκριµένο πολύεδρο ι-

σχύει (Ρ): Κ - Α + Ε = 2 (αρχική εικασία).  

1ο Ενδιάµεσο Βήµα :  Θεωρούµε ότι το πολύεδρο είναι απλό, δη-

λαδή δεχόµαστε ότι ισχύει το λήµµα Q1, αποκόπτουµε τη µια επι-

φάνεια του ελαστικού κύβου και απλώνουµε το υπόλοιπο, χωρίς 

να καταστραφεί, σε ένα επίπεδο (σχήµα 4.3).  

Κυρίως  Βήµα  (2): Για αυτό το επίπεδο πολυγωνικό δίκτυο, θα  

ισχύει: (Ρ1): Κ - Α + Ε = 1 αν και µόνο αν ισχύει η (Ρ).  

2ο Ενδιάµεσο Βήµα :  ∆εχόµαστε την ισχύ του Q2.  

Κυρίως  Βήµα  (3): ∆ηµιουργούµε τριγωνικά δίκτυα, φέρνοντας τη 

διαγώνιο σε κάθε πολύγωνο το οποίο σχηµατίζεται (πιθανώς κα-

µπύλες διαγώνιους σε πιθανά καµπυλόγραµµα πολύγωνα), άρα η 

πρόταση (Ρ2): Κ - Α + Ε = 1 ισχύει (σχήµα 4.4).  

3ο Ενδιάµεσο Βήµα :50 Στη συνέχεια αποκόπτουµε τα τρίγωνα 

ένα-ένα. Η διαδικασία αποκοπής γίνεται µε δύο τρόπους:  

                                                           
49  Με τον όρο «νοητικό πείραµα» εννοεί την διαδικασία του δείκνυµι κατά τους Αρχαίους Έλληνες, 

και η οποία σύµφωνα µε τον Lakatos κυριαρχούσε στα Μαθηµατικά πριν τον Ευκλείδη, δες Lakatos 
(1976, 9, § 1).  

50  Το τρίτο ενδιάµεσο βήµα δεν παρατίθεται στο Lakatos (1976, 7, 75) ούτε στο Lakatos (1997, 70-71), 
όπου συζητούνται και παρατίθενται άλλα βήµατα (κύρια και ενδιάµεσα). Βρίσκεται όµως στο 
Lakatos (1997, 93), δηλαδή στο δεύτερο µέρος της εργασίας του Lakatos για την ανάλυση - σύνθεση 
(απάντηση στους Hintikka & Remes).  
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i)  Αφαιρούµε µια ακµή, άρα ουσιαστικά αφαιρείται µια έδρα 

και µια ακµή (σχήµα 4.5) ή  

ii)  Αφαιρούµε δύο ακµές και µια κορυφή, άρα ουσιαστικά αφαι-

ρείται µια έδρα, δύο ακµές, µια κορυφή (σχήµα 4.6).   

Κυρίως  Βήµα  (4): Στο τέλος της διαδικασίας αποκοπής αποµένει 

ένα τρίγωνο για το οποίο ισχύει η πρόταση (Ρ3): Κ - Α + Ε = 1.  
 

Τη διαδικασία αυτή µπορούµε να την παρακολουθήσουµε στα πα-

ρακάτω σχήµατα (αναπαραγωγή από το Proofs and Refutations).  

 

 

4.2.4.  Ανάδειξη των ευρετικών χαρακτηριστικών  

της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης κατά Lakatos 
 

Α.  Εισαγωγή 

Ο δύο προηγούµενες περιγραφές για την απόδειξη της εικασίας του 

Euler «σε κάθε πολύεδρο ισχύει η σχέση Κ - Α + Ε = 2» µπορούν να συ-

µπυκνωθούν σύµφωνα µε το Lakatos (1997, 94-95) στο εξής σχήµα:  
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  Q1   Q2   Q3  

 ↓ ↓ ↓ 

E (P)      E΄ (Τρ)  

σχήµα 4.7 

όπου: – Ε (Ρ) είναι η πρόταση: «Όλα τα πολύεδρα (Ρ) είναι Euler-ιανά»  

(δηλαδή ισχύει η σχέση Κ - Α + Ε = 2, Ρ είναι µια ελεύθερη 

µεταβλητή η οποία παίρνει τιµές από το σύνολο των πολυέ-

δρων) 

–  Q1, Q2, Q3  είναι τα ενδιάµεσα βήµατα (λήµµατα) που ανα-

φέρθηκαν στην § 4.2.3 Γ 51 

–  Ε΄ (Τρ) είναι η πρόταση: «Όλα τα τρίγωνα (Τρ) είναι ηµι-

Euler-ιανά» (δηλαδή ισχύει η σχέση Κ - Α + Ε = 1)  
 

 

Β.  Το πρόβληµα της αντιστρεψιµότητας των βηµάτων  

Β1. Ο έλεγχος της ισχύος των ενδιάµεσων βηµάτων και στα δύο σχή-

µατα 4.2 και 4.7 είναι ένα θέµα προς συζήτηση. Συγκεκριµένα:  

1) Το λήµµα Q1, σύµφωνα µε την διαπραγµάτευση του θέµατος στα 

Lakatos (1997) και Lakatos (1976) είναι ψευδές, δηλαδή δεν είναι 

όλα τα πολύεδρα απλά.  

2) Το λήµµα Q2, οµοίως είναι ψευδές, δεν είναι δυνατόν όλων των 

πολύεδρων οι έδρες να είναι συνδεδεµένες απλά.  

3) ∆εν είµαστε σίγουροι ότι, αποκόπτοντας διαδοχικά τα τρίγωνα, 

θα καταλήξουµε να έχουµε ένα µόνο τρίγωνο.52 

H µέθοδος όµως ενσωµάτωσης των ληµµάτων, η οποία προτείνεται 

στο Lakatos (1976, 33-34), διατηρεί τη γενικότητα της απόδειξης αλλά 

ανάγει την περιοχή εγκυρότητας κύριας εικασίας ακριβώς στην περιο-

χή του ένοχου λήµµατος.  

                                                           
51  Για το τρίτο ενδιάµεσο βήµα, δηλαδή το Q3, δες σηµείωση 50, κεφάλαιο 4.  
52  Η οδηγία αυτή του Cauchy δεν µπορεί να εκτελεστεί για κάθε πολύεδρο, γιατί υπάρχουν πολύεδρα 

µη οµοιοµορφικά µε τη σφαίρα (Lakatos, 1976, 12).  



Κεφάλαιο 4  Η µέθοδος της ανάλυσης – σύνθεσης 
και οι απόψεις των Polya και Lakatos 

 

 -167-

Για παράδειγµα:  

α) Το λήµµα Q1: «Όλα τα πολύεδρα είναι απλά (δηλαδή τα πολύεδρα που 

αν τους αφαιρέσεις µια έδρα µπορούν να απλωθούν στο επίπεδο), τροποποιεί 

την αρχική εικασία (Ρ) ως εξής: Υπάρχουν απλά πολύεδρα για τα οποία ισχύ-

ει η αρχική εικασία Κ - Α + Ε = 2» (Lakatos, 1976, 34).  

Παρατήρηση: Η πρόταση αυτή θα µπορούσε να αποδοθεί ως εξής:  

∃ y (y απλό πολύεδρο, έτσι ώστε η Κ - Α + Ε = 2 ισχύει γι’ αυτό).  

∆ηλαδή:   i)  η χρήση του υπαρξιακού ποσοδείκτη ανάγει την περιο-

χή εγκυρότητας της εικασίας ακριβώς στην περιοχή του 

λάθος λήµµατος. Ένας άτυπος «κατηγορηµατικός λογι-

σµός» αναδύεται πίσω από τις απόψεις του Lakatos·* 

 ii)  το ότι το λήµµα Q1 δεν έχει καθολική ισχύ λειτουργεί 

προς την κατεύθυνση της βελτίωσης της αρχικής εικασίας.  

β) Το λήµµα Q2: Όλες οι έδρες είναι απλά συνδεδεµένες, µπορεί να 

ερµηνευτεί ως εξής: «Για όλα τα x, αν το x είναι διαγώνιος, τότε το x απο-

καλύπτει την έδρα σε δύο έδρες, και υπάρχει τουλάχιστον ένα x το οποίο εί-

ναι διαγώνιος» (Lakatos, 1976, 45) και έτσι τροποποιεί την αρχική εικα-

σία ως εξής: «Ρ: Για κάθε απλό πολύεδρο µε απλά συνδεδεµένες έδρες  

ισχύει Κ - Α + Ε = 2» (Lakatos, 1976, 36).  
 

Β2. Έχοντας τα παραπάνω υπόψη ας προχωρήσουµε στον έλεγχο της 

αντιστρεψιµότητας των βηµάτων στο σχήµα 4.2 της § 4.2.3.  

Οι Worral-Currie (εκδότες) επισηµαίνουν στο Lakatos (1997, 71 σηµ.) 

ότι µπορούµε να έχουµε (Ρ και Q1) → Ρ1 αλλά η αντίστροφη πορεία, 

σύµφωνα µε την οποία θα πρέπει να ισχύει (Ρ1 και Q1) → Ρ, δεν είναι 

καθόλου τετριµµένη. Για παράδειγµα, αν Ρ είναι µια ψευδής εικασία 

και Ρ1, Q1 αληθείς. Το σηµείο αφήνεται από τον ίδιο αρχικά χωρίς σχό-

λιο στο Lakatos (1997, 71). Οι Worral-Currie ισχυρίζονται ότι ο Lakatos 

                                                           
*  Συζήτηση µε τον Π. Σπύρου. 
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δεν ενδιαφέρεται για την ισχύ της ακριβώς αντίστροφης διαδικασίας 

[δηλαδή (Ρ1 και Q1) → Ρ], αλλά περισσότερο ενδιαφέρεται για τη βελ-

τίωση της αρχικής εικασίας Ρ, έτσι ώστε να αποκτήσει µια γενικότερη 

εγκυρότητα.  

∆ηλαδή, σύµφωνα µε τους Worral-Currie (και όπως προκύπτει και 

από την § Β1), τα λήµµατα Q1, Q2 ουσιαστικά µετατρέπονται σε κατη-

γορήµατα (δηλαδή αποδίδουν συγκεκριµένες ιδιότητες) έτσι ώστε επι-

λέγονται από όλα τα πολύεδρα εκείνα για τα οποία ισχύει η βελτιωµέ-

νη (µέσω της ενσωµάτωσης των ληµµάτων = µέσω των αποδείξεων και 

ανασκευών) απόδειξη (Lakatos, 1997, 71, σηµείωση των Worral-Currie).  

Η όλη παραπάνω διαδικασία µπορεί να διατυπωθεί σύµφωνα µε 

τους Worral-Currie (Lakatos, 1997, σηµείωση) µε την εξής πρόταση:  

«∃ x (αν x είναι ένα απλό πολύεδρο και οι έδρες του είναι απλά συνδεδεµέ-

νες, τότε ισχύει η Κ - Α + Ε = 2)».  
 

Β3. Συµπέρασµα: Η αντιστρεψιµότητα των βηµάτων της ανάλυσης 

οφείλεται πλέον στη δυνατότητα χρησιµοποίησης των επαναδιατυπω-

µένων ληµµάτων. Τα λήµµατα αυτά αποτελούν πλέον ισχυρές 

προϋποθέσεις οι οποίες µας επιτρέπουν να εργαστούµε προς τα πίσω 

(Lakatos, 1997, 95). ∆ηλαδή, σχηµατικά, θα µπορούσαµε να έχουµε:  

 

  Q΄3   Q΄2   Q΄1  

 ↓ ↓ ↓ 

E΄ (Τρ)      E (Ρ)  

σχήµα 4.8 

όπου Q΄3, Q΄2, Q΄1 τα επαναδιατυπωµένα λήµµατα.  

Η χρήση διαφορετικών ληµµάτων επισηµαίνεται επίσης στο Lakatos 

(1976, 75).  
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Μέσα σ’ αυτό το πλαίσιο «η σύνθεση είναι µια διαδικασία ρουτίνας για 

έναν µαθητή σχολείου» (Lakatos, 1997, 95). 

 

Γ.  Ευρετικά χαρακτηριστικά 
 

Τα ευρετικά χαρακτηριστικά της ανάλυσης σύµφωνα µε τον Lakatos 

(Lakatos, 1997· Lakatos, 1976) θα µπορούσαν να αποδοθούν συνοπτικά 

όπως παρακάτω.  

α) Η ανάλυση αναδεικνύει τα κρυµµένα λήµµατα, τα οποία είναι 

απαραίτητα για τη σύνθεση. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, τα Q1, Q2, 

Q3 καθώς και οι ανασκευές αυτών Q΄1, Q΄2, Q΄3.  

β) Στη διαδικασία της ανάλυσης, υπάρχει πρόσφορο έδαφος για την 

εισαγωγή δηµιουργικών καινοτοµιών. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, 

δηµιουργική καινοτοµία ήταν η ιδέα ότι τα πολύεδρα είναι κλειστά, 

µπορούν να διαιρεθούν σε τρίγωνα, έχουν ελαστικές επιφάνειες.  

γ) Η εφαρµογή της ανάλυσης σε ένα συγκεκριµένο πολύεδρο οδήγη-

σε στο να διατυπωθούν υπαινικτικά καθολικά λήµµατα αλλά χωρίς να 

είναι ρητά διατυπωµένα.  

Τελικά, όµως, µέσω της διαδικασίας ανάλυσης – σύνθεσης, διατυπώ-

θηκε ένα θεώρηµα το οποίο γεννήθηκε µέσα από µια αποδεικτική δια-

δικασία (proof generated theorem). Στο θεώρηµα αυτό έχουν ενσωµα-

τωθεί οι προϋποθέσεις εκείνες που εκφέρονται από τα λήµµατα. Έχου-

µε µια βελτίωση της αρχικής εικασίας. ∆ηλαδή, στο συγκεκριµένο πα-

ράδειγµα, δεν αποδείχθηκε ότι η σχέση Κ - Α + Ε = 2 ισχύει για όλα τα 

πολύεδρα (αν και ήταν ο αρχικός µας στόχος). «Μέσω µιας ευφάνταστης 

– κριτικής διαδικασίας ανάλυσης – σύνθεσης φθάσαµε στην πρόταση: Για όλα 

τα Cauchy πολύεδρα ισχύει ο τύπος Κ - Α + Ε = 2» (Lakatos, 1997, 95).  
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∆.  Επίδραση της ευρετικής διαδικασίας στην µαθηµατική ανακάλυψη 
 

∆1. Η µαθηµατική ανακάλυψη σύµφωνα µε τον Lakatos (1997, 95-96) 

διαρθρώνεται σε δύο στάδια:  

α) Το πρώτο στάδιο, το οποίο ονοµάζεται «στάδιο των αφελών δο-

κιµών και λαθών». Οι διεργασίες σ’ αυτό το στάδιο, σύµφωνα µε τον 

Lakatos (1997, 96), ακολουθούν την εξής σειρά:  

i)  ∆οκιµές λύσης προβληµάτων (δοκιµές και λάθη)  

ii)  ∆ιατύπωση µιας αφελούς εικασίας (π.χ. ότι Κ - Α + Ε = 2).   

Για τον Lakatos (1997, 96) η διατύπωση µιας εικασίας προηγείται της 

απόδειξης. Αναφέρει δε χαρακτηριστικά γι’ αυτό «συνήθως αποδεικνύο-

νται (οι εικασίες) πριν διαρθρωθεί ένα αξιωµατικό σύστηµα εντός του οποίου 

µπορεί να γίνει η απόδειξή τους µε τυπικό τρόπο».  

β) Το δεύτερο στάδιο ονοµάζεται «στάδιο της αποδεικτικής διαδι-

κασίας» (Lakatos, 1997, 96). Οι διεργασίες οι οποίες συντελούνται στο 

στάδιο αυτό είναι οι εξής:  

i)  Η εικασία, η οποία έχει διατυπωθεί στο πρώτο στάδιο, υπόκειται 

σε µια εκλεπτυσµένη ανακατασκευή. Ξεκινάει η διαδικασία ανάλυσης – 

σύνθεσης.  

ii)  Γένεση του νέου αποδεικτικής καταγωγής θεωρήµατος.  

iii) Αρχή ενός πλούσιου ερευνητικού προγράµµατος.  

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι το νέο θεώρηµα, καθώς και το ερευ-

νητικό πρόγραµµα, είναι οι άµεσες συνέπειες της επίδρασης της ανάλυ-

σης – σύνθεσης στη µαθηµατική ανακάλυψη.  
 

 

 

 

∆2. Συνεχίζει ο Lakatos (1997, 96) περιγράφοντας παραπέρα τη δη-

µιουργία αυτού του ερευνητικού προγράµµατος ως εξής: «Κατά τη διάρ-

κεια της ανάπτυξης του ερευνητικού προγράµµατος, η αφελής εικασία εξαφα-

νίζεται και το αποδεικτικής καταγωγής θεώρηµα γίνεται ακόµη πιο σύνθετο. 
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Στο επίκεντρο αυτού του δεύτερου σταδίου βρίσκεται πλέον ένα σώµα από 

εντελώς νέα ανακαλυφθέντα λήµµατα, αλλά στη συνέχεια, προοδευτικά αυξα-

νόµενα, αρθρώνονται σε βοηθητικές υποθέσεις».  

 

4.2.5.  Η µέθοδος της ανάλυσης – σύνθεσης του Πάππου  

και οι απόψεις του Lakatos γι’ αυτήν 
 

Οι απόψεις του Lakatos αναπτύσσονται µε βάση τη θέση του για την 

Ευκλείδεια Γεωµετρία στο πλαίσιο της επιστηµολογίας.  

Στο Lakatos (1997, 28), αναφερόµενος στις ηµι-εµπειρικές θεωρίες 

και τις αντιθέσεις τους στις Ευκλείδειες θεωρίες, αναφέρει χαρακτηρι-

στικά: «Η κλασική επιστηµολογία έχει για διακόσια χρόνια βασίσει το ιδανι-

κό µοντέλο της θεωρίας της, είτε επιστηµονικό είτε µαθηµατικό, στην αντίλη-

ψή της για την Ευκλείδεια Γεωµετρία. Η ιδανική θεωρία είναι ένα παραγωγι-

κό σύστηµα µε µια αναµφισβήτητη διάχυση αλήθειας από την κορυφή (µια πε-

περασµένη σύζευξη αξιωµάτων), έτσι ώστε αυτή η αλήθεια να διαχέεται από 

την κορυφή, διαµέσου των ασφαλών καναλιών, διατήρησης της αλήθειας των 

έγκυρων συµπερασµάτων, πληµµυρίζοντας ολόκληρο το σύστηµα».  

Σύµφωνα µε τον Lakatos (1997, 74-75), η ανάπτυξη του Ευκλείδειου 

παραγωγικού συστήµατος έγινε σε ένα περιβάλλον άµεσα επηρεαζόµε-

νο από τις αρχές του Αριστοτέλη για την αποδεικτική µέθοδο. Οι ου-

σιοκρατικές (essentialism)53 απόψεις του Αριστοτέλη, σύµφωνα µε τις 

οποίες οι γνήσιες αποδείξεις πρέπει να είναι οριστικές και βέβαιες, ε-

πηρέασαν σε σηµαντικό βαθµό τη δοµή ανάπτυξης της Ευκλείδειας Γε-

ωµετρίας.  

                                                           
53  Οι απόψεις αυτές περιγράφονται στο έργο του Αναλυτικά Ύστερα Α, κεφ. 6. Επιπλέον αναφορά 

γίνεται από τους Lakoff-Nùnez (2000, 107-120). Οι Lakoff-Nùnez συνδέουν τη θεωρία για τις ουσίες 
µε την κλασική θεωρία των κατηγοριών του Αριστοτέλη. (Σύµφωνα µε τον Ross (2000, 41), η πρώτη 
κατηγορία είναι η ουσία). Οι κατηγορίες προσδιορίζονται από ένα σύνολο ικανών και αναγκαίων 
συνθηκών, δηλαδή ένα κατάλογο από συµφυείς ιδιότητες τις οποίες έχει κάθε µέλος.  
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Παρ’ όλο το αυστηρό παραγωγικό πλαίσιο ανάπτυξης της Ευκλεί-

δειας Γεωµετρίας, υπάρχει χώρος για µια ευρετική, η οποία όµως ου-

σιαστικά απορρέει από αυτό (Lakatos, 1976, 72).  

Ο Lakatos (1997, 72) υποστηρίζει ότι: «Η Ευκλείδεια ευρετική αποχωρί-

ζει τη διαδικασία της εύρεσης της αλήθειας από τη διαδικασία της απόδειξης 

αυτής». Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι: Η εύρεση της αλήθειας έχει το 

στοιχείο του µαντέµατος των αναγκαίων αξιωµάτων ή των κατάλλη-

λων προτάσεων (που έχουν ήδη αποδειχθεί) και µέσω των οποίων µπο-

ρούµε να αρχίσουµε τη διαδικασία της απόδειξης (παραγωγικά). Όλες 

δε οι αποδείξεις εθεωρούντο οριστικές και βέβαιες.54  55 

Ο Lakatos (1972, 72) ισχυρίζεται ότι: «Αλλά οι Έλληνες δεν βρήκαν µια 

διαδικασία απόφανσης για την Γεωµετρία τους αν και βέβαια ονειρεύτηκαν 

κάποια. Παρ’ όλα αυτά βρήκαν µια συµβιβαστική λύση: µια ευρετική διαδικα-

σία, η οποία δεν παράγει πάντα το επιθυµητό αποτέλεσµα, αλλά η οποία είναι 

ακόµη ένας κανόνας ευρετικής, ένα σταθερό µοντέλο της λογικής της ανακά-

λυψης. Αυτή η ευρετική µέθοδος ήταν η µέθοδος της ανάλυσης και σύνθεσης».  

 

Α.  Ο ορισµός του Πάππου και τρεις παρατηρήσεις του Lakatos 
 

Στη µέθοδο, όπως παρουσιάζεται από τον ορισµό του Πάππου,  

εντοπίζονται από τον Lakatos τρεις βασικοί περιορισµοί στην ευρύτη-

τα χρήσης της µεθόδου (Lakatos, 1997, 74):  

α) Κάθε λάθος εικασία µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι πράγµατι λά-

θος,56 αλλά δεν έχει περιθώρια βελτίωσης.57  

                                                           
54  Το κλείσιµο των θεωρηµάτων µε τη φράση «ὅπερ ἔδει δεῖξαι» έχει αυτή τη συµβολική αναφορά.  
55  Ο διαχωρισµός αυτός αναπτύσσεται από τον Lakatos στο Lakatos (1976, 137-138) σύµφωνα µε τους 

Worral-Currie (Lakatos, 1997, 72).  
56  Μπορούµε να εντοπίσουµε αυτόν τον ισχυρισµό του Lakatos στον ορισµό του Πάππου (δες § 2.2.1, 

συγκεκριµένα 636, 7-8).  
57  Η µέθοδος των αποδείξεων και ανασκευών βελτιώνει την εικασία κατά τον Lakatos (δες §§ 4.2.3 και 

4.2.4).  
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β) Η µέθοδος προτείνει, για την εύρεση της απόδειξης µιας πρότασης, 

τη χρησιµοποίηση ενός µοναδικού αξιώµατος58 ή µιας µοναδικής πρό-

τασης (που έχει ήδη αποδειχθεί).  

γ) Στο πλαίσιο της µεθόδου, η απόλυτη αντιστρεψιµότητα των προ-

τάσεων. ∆ηλαδή, αν από µια πρόταση C συµπεράνουµε τη βασική πρό-

ταση Ρ59 και από την Ρ την C, τότε η Ρ είναι αναγκαία και ικανή συν-

θήκη για την C και αντίστροφα.  

Αυτό όµως δεν µπορεί να συµβεί σε κάθε περίπτωση. Ο Robinson 

(1936, 465, σηµείωση) παρατηρεί ότι έχει εντοπίσει δύο πιθανά σηµεία, 

τα οποία αναφέρονται στο πρόβληµα µιας ανεπιτυχούς ανάλυσης, που 

έχει σαν αποτέλεσµα να µην µπορεί να γίνει σύνθεση. Υπάρχει, επίσης, 

µια αναφορά του Hankel για το θέµα αυτό, η οποία παρατίθεται στο 

Lakatos (1976, 74), καθώς και από τον Heath (1956, 1, 139).60  

Άρα, η µέθοδος αυτή έχει όρια. ∆εν µπορεί να έχει εφαρµογή σε µια 

οποιαδήποτε διαδικασία απόδειξης αν δεν υπάρχουν οι αναγκαίες και 

οι ικανές συνθήκες.  

Η «αµήχανη σιωπή» των Ελλήνων γι’ αυτό εξηγείται µερικώς, όπως 

χαρακτηριστικά αναφέρει ο Lakatos (1997, 75), από την επίδραση της 

Αριστοτελικής ουσιοκρατίας,61 η οποία συνδέεται πολύ στενά µε τη 

µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης και έτσι απαιτείται να επινοούνται 

ακριβώς τέτοιες αποδείξεις. 

 

                                                           
58  Η έννοια του µοναδικού αξιώµατος ή της µοναδικής πρότασης έχει τη βάση της, σύµφωνα µε τον 

Lakatos, στην αρχαία άτυπη λογική. Ο Πλάτωνας θεωρούσε ότι «ένα µόνο αξίωµα θα επαρκούσε 
για τη δηµιουργία ενός πλήρους συστήµατος». Μια υπόθεση µπορεί να ήταν αφ’ εαυτής γόνιµη, α-
διαφορώντας στη µεθοδολογία του για τις προκείµενες αυτής (Lakatos, 1976, 81, σηµείωση 2).  

59  Βασική πρόταση: Ευκλείδεια αξιώµατα ή πρόταση της οποίας η απόδειξη έχει γίνει ή πρόταση την 
οποία έχουµε δεχθεί ως προϋπόθεση.  

60  Παρατίθεται το σχετικό απόσπασµα του Heath που εντάσσεται στα σχόλιά του για τη µέθοδο της 
ανάλυσης – σύνθεσης, που απορρέει από τον ορισµό του Πάππου: «Είναι γεγονός ότι, ένας µεγάλος 
αριθµός θεωρηµάτων στη στοιχειώδη γεωµετρία, είναι χωρίς προϋποθέσεις αντιστρέψιµα, έτσι ώ-
στε πρακτικά η δυσκολία της εξασφάλισης, ότι τα διαδοχικά βήµατα πρέπει να είναι αντιστρέψι-
µα δεν είναι τόσο µεγάλη, όσο µπορούµε να υποθέσουµε, Αλλά χρειάζεται πάντα προσοχή. Για 
παράδειγµα, ο Hankel λέει, ότι µια πρόταση µπορεί να µην είναι χωρίς προϋποθέσεις αντιστρέψι-
µη, σύµφωνα µε τη διατύπωση που παρατίθεται γενικά».  

61  ∆ες § 4.2.5 Α.  
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Β.   Η επίδραση της µεθόδου ανάλυσης – σύνθεσης  

στη διαµόρφωση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 
 

Σύµφωνα µε τον Lakatos (1997, 99), οι Αρχαίοι Έλληνες κληρονόµη-

σαν από τους Αιγυπτίους και τους Βαβυλώνιους ένα σηµαντικό σώµα 

εµπειρικών γνώσεων πάνω στο οποίο στηρίχθηκαν και ανέπτυξαν τη 

δική τους Γεωµετρία. Οι εµπειρικές γνώσεις αυτές ήταν περισσότερο ή 

λιγότερο αφελείς εικασίες, αλλά σε µεγάλο σχετικό βαθµό αληθείς ως 

προς το περιεχόµενό τους. Ακολουθεί (πάντα σύµφωνα µε τον Lakatos) 

µια περίοδος ελέγχων και νοητικών πειραµάτων.62 Στη διάρκεια αυτής 

της περιόδου δεν υπάρχει κανένα ασφαλές αξιωµατικό σύστηµα.  

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι, στην προευκλείδεια αυτή περίοδο 

των Μαθηµατικών, οι προσπάθειες επίλυσης προβληµάτων (µεταξύ των 

οποίων και τα τρία περίφηµα άλυτα προβλήµατα της Αρχαιότητας) 

οδήγησαν στην εµφάνιση µεθόδων όπως η αναγωγή (που χρησιµοποιεί 

ο Ιπποκράτης ο Χίος για το πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου) 

σε πρόδροµα φαινόµενα ανάλυσης – σύνθεσης.  

Ίσως στο διάστηµα αυτό να δοκιµάζονται διάφορες λύσεις για τα 

προβλήµατα που παρουσιάζονταν. Οι µέθοδοι µε τις οποίες γινόταν η 

διαπραγµάτευση αυτών των προβληµάτων µπορεί να ήταν πρόδροµα 

φαινόµενα της ανάλυσης – σύνθεσης. Ίσως από τη διαπραγµάτευση αυ-

τή ξεχώριζαν διάφορα λήµµατα, τα οποία µπορεί να απετέλεσαν τη 

βάση για τον «σκληρό πυρήνα ερευνητικού προγράµµατος» κατά Laka-

tos63 και, µέσω της επίδρασης του Αριστοτέλη, να είχαµε τη γέννηση 

του Ευκλείδειου αξιωµατικού συστήµατος. Για τον Lakatos (1997, 100) 

ο «επαναστατικός ρόλος» της ανάλυσης φαίνεται να σταµατάει εδώ, 

πριν τη γέννηση του Ευκλείδειου αξιωµατικού συστήµατος. 

                                                           
62  Νοητικό πείραµα: Η διαδικασία εκείνη κατά την οποία αναλύεται η αρχική εικασία σε υποεικασίες 

ή λήµµατα (Lakatos, 1976, 9).  
63  Σκληρός πυρήνας ερευνητικού προγράµµατος, δες Lakatos (1978, 143, µτφρ. Αιµ. Μεταξόπουλος).  
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Από αυτό το σηµείο και µετά, υποστηρίζει ο Lakatos (1997, 100), η 

µέθοδος της ανάλυσης έχασε την αρχική της αξία, δηλαδή την ανακά-

λυψη νέων ληµµάτων. Μετατρέπεται πλέον σε ένα ευρετικό τέχνασµα, 

µέσω του οποίου, σχεδόν αποδεδειγµένα, τα µικρότερης αξίας αληθή 

λήµµατα «ανακαλύπτονται» για να χρησιµοποιηθούν στη σύνθεση. Σαν 

µέθοδος πλέον υπόκεινται σε περιορισµούς, όπως είδαµε στην § 4.2.5 Β.  

Μπορούµε λοιπόν να ισχυριστούµε ότι, ουσιαστικά πλέον βοηθάει 

στην αντιµετώπιση δύσκολων προβληµάτων, ενεργοποιώντας τη φα-

ντασία και την εφευρετικότητα, έτσι ώστε να παραχθούν έγκυρες απο-

δείξεις στο πλαίσιο του Ευκλείδειου παραγωγικού συστήµατος. 

 

4.2.6.  Συµπεράσµατα – συγκρίσεις  
 

Συνοπτικά θα µπορούσαµε να αναφέρουµε τα εξής:  
 

α) Στις απόψεις του Lakatos για τη µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης 

υπάρχει ισχυρή παρουσία της ιστορικής εξέλιξης των ιδεών.   
 

β) Η βασική του θέση για την ευρετική αξία της µεθόδου συνοψίζε-

ται ως εξής: «Κατά την άποψή µου, η πιο ενδιαφέρουσα διαδικασία ανάλυ-

σης της Ελληνικής Γεωµετρίας ήταν πριν τον Ευκλείδη, και ο ρόλος της ήταν 

να γεννήσει το Ευκλείδειο αξιωµατικό σύστηµα» (Lakatos, 1997, 100).  

∆ηλαδή, για τον Lakatos η ευρετική αξία της µεθόδου συνίστατο 

στην ανακάλυψη εκείνων των προτάσεων, οι οποίες αργότερα απετέ-

λεσαν τον κορµό του Ευκλείδειου αξιωµατικού συστήµατος.  
 

γ) Οι Lakatos και Hintikka & Remes αντιµετωπίζουν το ίδιο θέµα, 

αλλά αναδεικνύουν διαφορετικές περιόδους ανάπτυξής του.  
 

Σχετικά µε το ρόλο της µεθόδου, θα µπορούσαµε σχηµατικά να έ-

χουµε το εξής:   
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 Lakatos Hintikka & Remes 

πεδίο  

εφαρµογής  

της µεθόδου 

Γεωµετρία  

πριν τον Ευκλείδη 

Ευκλείδεια  

Γεωµετρία 

µε κατεύθυνση 

από ευρετικής 

πλευράς 

Στην ανακάλυψη των 

κατάλληλων προτάσεων 

που απετέλεσαν τη βά-

ση του Ευκλείδειου α-

ξιωµατικού συστήµατος 

Στην ανακάλυψη των κατάλλη-

λων βοηθητικών κατασκευών, οι 

οποίες βοηθούν στην απόδειξη 

θεωρηµάτων ή κατασκευών γε-

ωµετρικών αντικειµένων 
 

 

∆ηλαδή, µπορεί να διατυπωθεί η άποψη ότι δύσκολα οι Hintikka & 

Remes (1974) θα τοποθετούσαν στο πεδίο της έρευνάς τους και τις  

απόψεις του Lakatos, οι οποίες αναπτύχθηκαν στο Proofs and Refuta-

tions.  
 

δ) Οι δύο µελέτες βρίσκονται σε δύο διαφορετικές κατευθύνσεις. Αυ-

τό αναγνωρίζεται και από τον Lakatos (1997, 93).  

Οι Hintikka & Remes έχουν γράψει και µια άλλη εργασία, η οποία 

έχει σχέση µε τη µέθοδο της ανάλυσης, µε τίτλο «Αρχαία Γεωµετρική 

Ανάλυση και Σύγχρονη Λογική».64  

Σε σηµείωση, µετά το τέλος της εργασίας (σελ. 275), αναφέρονται 

στο σκοπό αυτής σε σχέση µε την ιστορική µονογραφία τους The 

Method of Analysis και αναφέρουν χαρακτηριστικά ότι «σε αυτήν την 

εργασία εξετάζουµε το βαθύτερο λογικό και συστηµατικό υπόβαθρο».  

Παραπέρα δε, αναφέρονται στις διαφορές τους µε τον Lakatos για το 

θέµα αυτό ως εξής: «…τον έχουν οδηγήσει στο να δώσει έµφαση εντελώς δια-

φορετική από µας, δηλαδή, µια δυνατά θετική έµφαση στις ιδιαιτερότητες της 

(έννοιας) της κατεύθυνσης της µεθόδου (directional peculiarities) και µια δυ-

νατά αρνητική έµφαση στο ρόλο της λογικής στην περίφηµη µέθοδο. Ενώ συµ-

                                                           
64  Η εργασία δηµοσιεύθηκε στο Essays in the Memory of Imre Lakatos (1976, 251-275).  
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φωνούµε µε τον Imre επί της ουσίας στην ευρετική φύση της αναλυτικής µεθό-

δου, παρ’ όλα αυτά θεωρούµε ότι µια αληθινή κατανόηση της µεθόδου, η ο-

ποία περιλαµβάνει τους λόγους για την ευρετική της αξία, µπορεί να προσεγ-

γιστεί µέσα από µια προσεκτική ανάλυση της λογικής της. Η ευρετική δεν α-

ποκλείει τη λογική εδώ, αλλά µάλλον την προϋποθέτει».  
 

Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι:  

ε) Οι ανασκευές που επιχειρούνται από τους Lakatos και Hintikka & 

Remes αντίστοιχα έχουν το ίδιο σηµείο εκκίνησης, τον ορισµό του 

Πάππου, αλλά ακολουθούν διαφορετικές κατευθύνσεις.  

Συγκεκριµένα, ο Lakatos, σύµφωνα µε τους Worral-Zahar (Lakatos, 

1976, ix), κινείται στην κατεύθυνση της ανάπτυξης µιας µεθόδου απο-

δεικτικής ανάλυσης (proof-analysis) µε έντονα τα χαρακτηριστικά µιας 

γενετικής πορείας µέσα σ’ ένα περιβάλλον άτυπων, σχεδόν εµπειρικών 

Μαθηµατικών.  

Ενώ, οι Hintikka & Remes κινούνται προς την κατεύθυνση µιας «λο-

γικής ανακατασκευής» (rational reconstruction) (Lakatos, 1997, 100) της 

µεθόδου. Όπως οι ίδιοι επισηµαίνουν στο Hintikka & Remes (1976, 

253), «επιχειρούν µια σύγκριση της γεωµετρικής µεθόδου µε κάποιες σχετικά 

νέες τεχνικές στη συµβολική λογική, οι οποίες ονοµάζονται φυσικές παραγω-

γικές µέθοδοι. Στην πράξη, κάτι περισσότερο από µια απλή σύγκριση περιέχε-

ται εδώ, διότι η θέση που έχει τεθεί είναι ότι η µέθοδος της ανάλυσης είναι 

σχεδόν µια ειδική περίπτωση αυτών των φυσικών παραγωγικών µεθόδων».  
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4.3.  Προβληµατισµοί  

για τον τρόπο διδασκαλίας της Γεωµετρίας  
 

Οι δύο διαφορετικές προσεγγίσεις στο θέµα της ανάλυσης – σύνθε-

σης, όπως αυτές των Hintikka & Remes και Lakatos (δες § 4.2.6 γ), ίσως 

µπορούν να αποτελέσουν τη βάση για µια διαφορετική από διδακτικής 

σκοπιάς προσέγγιση της διδασκαλίας της Γεωµετρίας.  
 

Συγκεκριµένα, η διδασκαλία κάποιων θεµάτων Γεωµετρίας θα µπο-

ρούσε να κινηθεί πάνω στους εξής άξονες:  
 

α)  Γυµνάσιο 

 Παρουσίαση των θεµάτων µε ιστορικο-γενετικό τρόπο. ∆ηλαδή 

να ξεκινάει µε τη διατύπωση «αφελών» εικασιών µέσω κάποιων 

προβληµάτων προς µια άτυπη δικαιολόγηση της ισχύος ή όχι αυ-

τών. 

 Η µέθοδος προσέγγισης των θεµάτων αυτών να έχει στοιχεία  

αναλυτικού χαρακτήρα, δηλαδή να βασίζεται κυρίως στον τρόπο 

µε τον οποίο ο Polya αναπτύσσει την ευρετική του.65 
 

β)  Λύκειο 

 Ενσωµάτωση της αναλυτικο-συνθετικής µεθόδου:  

i)  στις αποδείξεις θεωρηµάτων,  

ii)  στις λύσεις των ασκήσεων – εφαρµογών,  

iii)  ιδιαίτερα δε σε θέµατα γεωµετρικών τόπων και κατασκευ-

ών, στα οποία απαιτείται η ευθεία και αντίστροφη απόδει-

ξή τους µε διορισµό (διερεύνηση).   
 

 

 

                                                           
65  Ο Piaget (1966, 160) υποστηρίζει ότι τα παιδιά της ηλικίας 12-15 χαρακτηρίζονται από µια αυθόρ-

µητη λειτουργία του νου, η οποία έχει τα χαρακτηριστικά της παλινδροµικής ανάλυσης. Συγκεκρι-
µένα αναφέρει: «Η πορεία της σκέψης σε ένα “αφελές” επίπεδο (εννοεί παιδιά 12-15 χρόνων), είναι 
αυτή της παλινδροµικής ανάλυσης (regressive analysis), προσπαθώντας να προσδιορίσουν τις αρχι-
κές συνθήκες της απόδειξης…».  
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∆εν υπάρχει άµεση σχέση της µεθόδου µε τη διαδικασία αυτή, 

αλλά ενέχονται στοιχεία αναλυτικο-συνθετικής σκέψης, τα οποία 

µπορούν να αναδειχθούν µε συστηµατική προσπάθεια.  
 

 

 

Με στόχο:  

Την ανάπτυξη και καλλιέργεια  

των νοητικών λειτουργιών αναλυτικο-συνθετικής υφής.  



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  

 

 

«Στη µεθοδολογία του Descartes, το πρόβληµα  

είναι συνδεδεµένο µε τη σιωπηλή αποδοχή του,  

ότι η διαδικασία της ανάλυσης την οποία περι-

γράφει φέρνει πάντοτε αποτέλεσµα»  

(Hintikka & Remes, 1974, 113-14) 

 

 

 

Ένα κλασικό πρόβληµα του Πάππου  

και η λύση του από τον Descartes 

 

Η παράθεση του προβλήµατος αυτού έρχεται σαν επιστέγασµα του 

τρόπου προσέγγισης και επίλυσης προβληµάτων από τον Πάππο στον 

Descartes.1 

Η µέθοδος του Descartes έχει µια ιδιαίτερη εµβέλεια. Στο συγκεκρι-

µένο παράδειγµα οδηγεί στην πλήρη εξίσωση 2ου βαθµού µε δύο µετα-

βλητές, η µελέτη της οποίας δίνει τις ειδικές καµπύλες.  

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ  (Πάππος, Συναγωγή, Βιβλίο VII) 

 

«∆ιότι εάν δοθούν τρεις ευθείες κατά την θέση και από κάποιου σηµείου 

(του ιδίου), φέρουµε ευθείες και στις τρεις, µε δεδοµένη γωνία και είναι δο-

θείς ο λόγος του ορθογωνίου που έχει πλευρές τις δύο ευθείες προς το τετρά-

γωνο της άλλης, το σηµείο θα εφάπτεται κατά την θέση στερεού τόπου, δηλα-

δή µιας από τις τρεις κωνικές γραµµές. Και αν σε τέσσερις ευθείες δεδοµένες 

                                                           
1  Σύµφωνα µε τον Πάππο (Συναγωγή, Βιβλίο VII): «Ο Απολλώνιος µεν αυτά γράφει. Τον γεωµετρικό 

τόπο για τον οποίον λέγει στο τρίτο βιβλίο, σε τρεις και τέσσερις γραµµές, ότι δεν τελείωσε από 
τον Ευκλείδη ούτε αυτός µπόρεσε να τελειώσει ούτε κανένας άλλος…». Το χωρίο αυτό από τον 
Πάππο απετέλεσε την αφορµή για την ενασχόλησή του µε το πρόβληµα, όπως αναφέρει ο Descartes 
(1954, 17-25).  
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κατά θέση φέρουµε ευθείες υπό δεδοµένες γωνίες και ο λόγος του ορθογωνίου 

που έχει πλευρές τις δύο που φέραµε προς το ορθογώνιο που έχει πλευρές τις 

άλλες δύο είναι δοθείς, οµοίως το σηµείο θα εφάπτεται κατά την θέση δεδοµέ-

νης τοµής κώνου».  
 

Η απόδοση της διαπραγµάτευσης του Descartes του συγκεκριµένου 

προβλήµατος είναι από τον van der Waerden (1985, 74-75).  
 

 Ο Descartes παρατηρεί ότι: Στην περίπτωση των τριών ή τεσσά-

ρων γραµµών τα ζητούµενα σηµεία ανήκουν σε κάποια από τις κωνικές 

τοµές ή σε ορισµένες περιπτώσεις σε κύκλο ή ευθεία γραµµή.  

 
 

 Έστω ΑΒ, AD, EF και GH ευθείες γραµµές δοθείσες κατά θέση.  
 

 Ζητείται να βρεθεί ένα σηµείο C έτσι ώστε 

τα ευθύγραµµα τµήµατα CB, CD, CF και CH  

να ικανοποιούν τη σχέση  

CB⋅CD = a CF⋅CH        (1)  

(δηλαδή: ο λόγος του ορθογωνίου που έχει πλευρές τις δύο που φέραµε, 

προς το ορθογώνιο που έχει πλευρές τις άλλες δύο είναι δοθείς)  
 

 Έστω ότι η συνθήκη ικανοποιείται, και έστω ότι τα τµήµατα ΑΒ  

και ΒC τα ονοµάζω x και y αντίστοιχα.  
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 Άρα, κάθε σηµείο C προσδιορίζεται από δύο συντεταγµένες  

x και y, η δε γωνία ABC είναι δοθείσα.  

(Παρατήρηση Van der Waerden: Είναι παράξενο ότι οι ορθογώνιες  

συντεταγµένες ονοµάζονται «καρτεσιανές συντεταγµένες». Ο ίδιος  

ο Descartes δεν υποστηρίζει ότι η ΑΒC είναι ορθή γωνία)  
 

 Στη συνέχεια δείχνει ότι τα τµήµατα CB, CD, CF και CH είναι 

γραµµικές συναρτήσεις των x και y. Άρα, η σχέση (1) είναι µια 

εξίσωση 1ου βαθµού ως προς x και y.  
 

 Για κάθε υποτιθέµενη τιµή του y (ή x) η αντίστοιχη τιµή του x (ή y) 

µπορεί να κατασκευαστεί λύνοντας µια εξίσωση 2ου βαθµού.  

Άρα, η ζητούµενη καµπύλη µπορεί να σχεδιαστεί, σύµφωνα µε  

τον Descartes.  

Στο δεύτερο βιβλίο της Γεωµετρίας του, ο Descartes προχωρεί  

στη διερεύνηση της φύσης της καµπύλης αυτής.  

Για τις σηµειώσεις αυτές ο van der Waerden παρατηρεί ότι είναι 

µάλλον αδέξιες.  
 

 Ανάγει την εξίσωση η οποία προκύπτει από τη σχέση (1)  

στη µορφή:  

y2 = 2my - 
z

2n  xy + 
cgzz - pz
bcfgxx - bcfglx

3
    (2) 

 

 Στη συνέχεια, µε απλοποίηση τη φέρνει στη µορφή:  

y = m - 
2
n  x + xx 

m
p

  ox  mm ++     (3) 

 

 Αντικαθιστώντας µε y΄ το y - m + 
2
n  x, µετασχηµατίζεται  

η (3) ως εξής:  

y΄ = xx 
m
p

  ox  mm ++       (4) 
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 Κατόπιν δείχνει, χρησιµοποιώντας κάποια θεωρήµατα από τα 

Κωνικά του Απολλώνιου, ότι η καµπύλη είναι µια κωνική τοµή  

ή ευθεία γραµµή.  
 

 

Ο van der Waerden συµπεραίνει ότι: «Η µέθοδος του Descartes µπορεί να 

εφαρµοστεί σε κάθε καµπύλη, η οποία προσδιορίζεται από µια δευτεροβάθµια 

εξίσωση. Το τελικό αποτέλεσµα είναι το ίδιο µε του Fermat. Κάθε δευτερο-

βάθµια εξίσωση ως προς x και y προσδιορίζει µια κωνική τοµή ή σε ειδικές 

περιπτώσεις µια ευθεία γραµµή».  
 

Άρα, το µόνο πρόβληµα που µένει προς επίλυση είναι η ταξινόµηση 

αυτών των αλγεβρικών εξισώσεων, έτσι ώστε να οδηγήσουν σε συγκε-

κριµένους γεωµετρικούς τόπους.  
 

 

 

Σηµείωση:  
 

 

i) Η µέθοδος του Descartes και η σχέση της µε τη µέθοδο της ανάλυ-

σης – σύνθεσης, όπως διατυπώθηκε από τον Πάππο και εφαρµόστηκε 

στη λύση προβληµάτων ή αποδείξεις θεωρηµάτων, έχει γίνει αντικείµε-

νο έρευνας και µελέτης.  

Ενδεικτικά αναφέρονται: Lakatos (1997, 75-88), Hintikka & Remes 

(1974, 1, 105-114), Israel στο Οtte-Panza (eds.) (2001, 3), Guerlac στο 

Wiener (ed.) (1973, 379).  
 

ii) Οι Lakatos (1997, 83) και Hintikka & Remes (1974, 1) αναγνωρί-

ζουν ότι η µέθοδος της γεωµετρικής ανάλυσης επέδρασε στο έργο του 

Descartes. Και οι δύο χρησιµοποιούν την έκφραση «σηµείο εκκίνησης» 

τη µέθοδο του Πάππου για το φιλοσοφικό και µαθηµατικό έργο του 

Descartes.  
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iii) Το ότι η µέθοδος του Πάππου, όµως, δεν µεταφέρθηκε αυτούσια 

στο έργο του Descartes, επισηµαίνεται από τον ίδιο στο έργο του Περί 

µεθόδου.2 Οι Lakatos (1997, 85) και Hintikka & Remes (1974, 113-114) 

διατυπώνουν και αυτοί ερωτήµατα σχετικά µε το θέµα αυτό. Είναι χα-

ρακτηριστικό το απόσπασµα από τους Hintikka & Remes στην αρχή 

του Παραρτήµατος, το οποίο µπορούµε να πούµε ότι οριοθετεί χαρα-

κτηριστικά τις διαφορές των δύο µεθόδων. Στην περίπτωση του Des-

cartes η ανάλυση είναι ουσιαστικά και απόδειξη, κάτι το οποίο δεν 

συµβαίνει στον Πάππο.  

 

  

                                                           
2  Όλο το έργο σε αγγλική µετάφραση βρίσκεται στην Online Literature Library: 

http://www.literature.org./authors/descartes_rene/reason_discourse/chapter_oz.html.  
Η δε παραπάνω επισήµανση βρίσκεται στο Κεφάλαιο 2, σελίδα 6.  
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