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Εισαγωγή 

 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να διερευνήσει την επίλυση και 

κατηγοριοποίηση αριθµητικών και αλγεβρικών εξισώσεων και ανισώσεων µε χρήση 

αριθµητικών και αλγεβρικών στρατηγικών από µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου. Οι εξισώσεις 

και ανισώσεις αποτελούν ιδιαίτερα σηµαντικό µέρος των µαθηµατικών, διδάσκονται στη 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση όλων των χωρών παγκοσµίως και η διεθνής βιβλιογραφία έχει 

καταγράψει µεγάλες δυσκολίες των µαθητών στην επίλυσή τους. Προηγούµενες έρευνες 

που επικεντρώθηκαν στη µελέτη των δυσκολιών και των λαθών που εµφανίζουν οι 

µαθητές στην επίλυση εξισώσεων επισήµαναν µεταξύ άλλων τη δυσκολία των µαθητών να 

ερµηνεύσουν τα γράµµατα ως γενικευµένους αριθµούς και να επιλύουν εξισώσεις µε 

µεταβλητή και στα δύο µέλη. Οι λιγοστές έρευνες που είχαν ως αντικείµενο την επίλυση 

ανισώσεων επισήµαναν την τάση των µαθητών να τις επιλύουν και να ερµηνεύουν τις 

λύσεις τους µε τις ίδιες µεθόδους που επιλύουν εξισώσεις. Οι παλιότερες έρευνες έχουν 

αποδώσει τις δυσκολίες αυτές των µαθητών γενικότερα σε επιδράσεις της προϋπάρχουσας 

γνώσης των µαθητών από το πλαίσιο της αριθµητικής. Στην παρούσα µελέτη υιοθετούµε 

το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής (Vosniadou, Vamvakoussi, & Skopeliti, 

2008) για να εξηγήσουµε την δυσκολία των µαθητών να επιλύσουν εξισώσεις και 

ανισώσεις. 

  Πιο συγκεκριµένα, παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα µιας εµπειρικής έρευνας στην 

οποία συµµετείχαν 81 µαθητές της Γ’ Γυµνασίου, το κεντρικό ερώτηµα της οποίας ήταν 

εάν οι προϋπάρχουσες γνώσεις των µαθητών από την αριθµητική και ειδικότερα οι 

αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης εξισώσεων δηµιουργούν εµπόδια στην επίλυση εξισώσεων 

και ανισώσεων.  

Με βάση τα παραπάνω, υποθέτουµε ότι η αρχική γνώση των µαθητών για την 

επίλυση εξισώσεων, όπως αυτή έχει οργανωθεί στα πλαίσια της αριθµητικής, θα στεκόταν 

εµπόδιο στη επίλυση εξισώσεων στα πλαίσια της άλγεβρας αλλά και ανισώσεων. 

Επιπρόσθετα, αναµένεται να παρατηρηθούν δυσκολίες από την πλευρά των µαθητών κατά 

την κατηγοριοποίηση εξισώσεων και ανισώσεων. Αναµένεται επίσης να παρουσιαστεί 

συσχέτιση της επίδοσης των µαθητών στην κατηγοριοποίηση µε την επίδοσή τους κατά 

την επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων.   
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Θεωρώντας αριθµητικές τις εξισώσεις και ανισώσεις µε µεταβλητή στο ένα µέλος 

και ως αλγεβρικές αυτές µε µεταβλητή και στα δύο µέλη, από τα αποτελέσµατα φαίνεται 

ότι οι µαθητές είχαν καλύτερη επίδοση στην επίλυση αριθµητικών εξισώσεων και 

ανισώσεων, παρά σε αλγεβρικές εξισώσεις και ανισώσεις. Η ανάλυση των λαθών δείχνει 

ότι τα περισσότερα οφείλονταν σε αριθµητικές µεθόδους επίλυσης, όπως η αντικατάσταση 

της µεταβλητής από ακεραίους ή από την αντιµετώπιση των εξισώσεων ως ανισώσεις. 

Επιπρόσθετα, οι µαθητές έτειναν να κατηγοριοποιούν εξισώσεις και ανισώσεις 

στηριζόµενοι σε αριθµητικές στρατηγικές ή µε κριτήριο την οµοιότητα ως προς την µορφή 

µεταξύ των διαφόρων εξισώσεων ή ανισώσεων. Μάλιστα, όσοι κατηγοριοποιούσαν µε 

κριτήριο την οµοιότητα ως προς την µορφή ή την χρήση αριθµητικών στρατηγικών 

χρησιµοποιούσαν αριθµητικές µεθόδους επίλυσης όταν επίλυαν εξισώσεις και ανισώσεις. 

Οι τελευταίοι είχαν χαµηλότερη επίδοση στις ερωτήσεις επίλυσης από τους µαθητές που 

βασίζονταν συστηµατικά σε αλγεβρικές στρατηγικές για να απαντήσουν στις ερωτήσεις 

επίλυσης και κατηγοριοποίησης. 
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Κεφάλαιο 1 

 

ΠΕΡΑΣΜΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΣΤΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ 

  

  
 1.1  Το πέρασµα από την αριθµητική στην άλγεβρα – Επισκόπηση της βιβλιογραφίας 

 

     Η αριθµητική και η άλγεβρα µοιάζουν µε δύο κόσµους διαφορετικούς (Van 

Ameron,2003). Η σχολική προσέγγιση των δύο αυτών µαθηµάτων οδήγησε σε µια 

πρακτική διδασκαλίας καταρχήν της αριθµητικής και ακολούθως της άλγεβρας, 

δηµιουργώντας την εντύπωση πως πρόκειται για δύο διαφορετικά µαθήµατα (Κυλάφης, 

2010). Eξάλλου, οι Lee και Wheeler (1989) έχουν δείξει ότι οι µαθητές λειτουργούν σαν η 

αριθµητική και η άλγεβρα να είναι δύο κοντινά συστήµατα. Ίσως αυτό να οφείλεται όπως 

αναφέρει και ο Κυλάφης (2010) στην για πολλά χρόνια ερευνητική προσέγγιση των 

µαθηµάτων στα αναπτυξιακά στάδια του Piaget, η οποία οδήγησε στην 

«κατηγοριοποίηση» των µαθηµατικών σε «αριθµητική», «προ-άλγεβρα» και «τυπική 

άλγεβρα».  

           Είναι αδιαµφισβήτητο γεγονός ότι η άλγεβρα είναι ένα θεµελιακό κοµµάτι της 

µαθηµατικής γνώσης και για αυτόν το λόγο οι µαθητές πρέπει να το κατανοήσουν. Στην 

Ελλάδα, η εισαγωγή στην συµβολική Άλγεβρα πραγµατοποιείται στο τέλος της 

πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης και κατά την είσοδο των παιδιών στο Γυµνάσιο (Αλιµπινίσης, 

Αντύπας, Ευσταθόπουλος, Κλαουδάτος, & Παπασταυρίδης, 1987· Αλιµπινίσης και 

συνεργάτες, 1989a·Αλιµπινίσης και συνεργάτες, 1989b). Ωστόσο, όπως αναφέρει και ο 

Χρήστου (2009) έρευνες που έχουν διεξαχθεί τόσο στην Βρετανία (Hart 1981), όσο και 

στις ΗΠΑ (Carpenter, Corbitt, Kepner, Lindquist, & Reys, 1981) δείχνουν ότι οι µαθητές 

δυσκολεύονται στην κατανόηση ακόµα και των πιο βασικών εννοιών της άλγεβρας 

(Kieran, 2006). Για αυτόν το λόγο και η άλγεβρα έχει προβληµατίσει τους επιστήµονες της 

µαθηµατικής εκπαίδευσης (Booth, 1984· Filloy & Rojano, 1989· Resnick, 1987· Sfard & 

Linchevski, 1994· Bednarz & Janvier, 1996· Chiappini & Lemut, 1991·Kirshner, 

McDonald, Awtry, & Gray, 1991· Lewis & Mayer, 1987). 
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     Παλιότερες έρευνες καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι οι δυσκολίες των µαθητών να 

κατανοήσουν την δοµή της άλγεβρας οφείλεται στην τάση τους να µετατρέπουν 

µαθηµατικές εκφράσεις σε εξισώσεις ώστε να καταλήγουν πάντα σε κάποιο αριθµητικό 

αποτέλεσµα, να δυσκολεύονται να κατανοήσουν και κατά συνέπεια να παρερµηνεύουν τα 

σύµβολα και τα γράµµατα που χρησιµοποιούνται, να µην εφαρµόζουν αλγεβρικές 

ιδιότητες όταν λύνουν εξισώσεις και στην µη χρήση της άλγεβρας ως εργαλείο για 

απόδειξη µαθηµατικών σχέσεων (Κieran, 1992).   

 

1.1.2  Μαθηµατικά  σύµβολα  

Υπάρχουν πολλά σύµβολα που χρησιµοποιούνται στη αριθµητική και στην 

άλγεβρα, όπως είναι για παράδειγµα το σύµβολο της ισότητας “ = ”. Ο τρόπος που 

ερµηνεύονται αυτά τα σύµβολα µεταξύ της αριθµητικής και της άλγεβρας διαφέρει σε 

αρκετά σηµεία. Σύµφωνα µε την βιβλιογραφία, το σύµβολο της ισότητας είναι δυνατό να 

ερµηνευτεί ως ‘’ το ζητούµενο αποτέλεσµα’’, ως ισοδυναµία ή ως προσδιορισµός για µια 

έννοια (Kieran, 1992·Cortes, Vergnaud & Kavafian, 1990). 

     Για πολλούς µαθητές το σύµβολο της ισότητας έχει την σηµασία του ‘’ υπολόγισε 

το αποτέλεσµα’’ των όρων που βρίσκονται συνήθως αριστερά του συµβόλου. Αυτή η 

ερµηνεία για το σύµβολο της ισότητας δίνεται από τους µαθητές κυρίως λόγω της 

αντίληψης που είναι κυρίαρχη στο ∆ηµοτικό όπου διδάσκονται την αριθµητική. Στην 

αριθµητική το σύµβολο της ισότητας ερµηνεύεται συχνά µε αυτό τον τρόπο καθώς πολλές 

φορές ζητείται από τους µαθητές να υπολογίσουν το αποτέλεσµα διαφόρων πράξεων όπως 

για παράδειγµα 4+3= αλλά και να λύσουν απλές εξισώσεις της µορφής x+3=9 (Κieran, 

1992). Επίσης, αυτή η αντίληψη πολλών µαθητών του δηµοτικού ενισχύεται και από την 

καθηµερινή τους εµπειρία µε την χρήση υπολογιστών τσέπης. Το αποτέλεσµα των 

πράξεων που εκτελούν σε τέτοιους υπολογιστές προκύπτει πατώντας πλήκτρο µε το 

σύµβολο της ισότητας. έτσι οι µαθητές αυτοί έχουν δυσκολίες να χειριστούν σχέσεις όπως 

7+3=6+4 ή 3x+5=x+17 όπου το ‘=’ έχει τη σηµασία της ισοδυναµίας. 

     Οι µαθητές επηρεαζόµενοι από την προηγούµενη γνώση τους στην αριθµητική 

ερµηνεύουν το σύµβολο της ισότητας ως εντολή για υπολογισµό αποτελέσµατος και µετά 

κατά την εισαγωγή τους στην άλγεβρα δυσκολεύονται να κατανοήσουν ότι το σύµβολο 

αυτό αποτελεί µια έκφραση ισοδυναµίας (Κieran, 1992). Πιο συγκεκριµένα  στις εξισώσεις 
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το σύµβολο της ισότητας εκφράζει την ισοδυναµία µεταξύ των όρων που υπάρχουν 

αριστερά και δεξιά από αυτό, για µια κατάλληλη τιµή της µεταβλητής ή των µεταβλητών 

που περιέχονται στην εξίσωση. Για παράδειγµα, στην εξίσωση 2x+3=x+5, το αριστερά 

µέλος είναι ισοδύναµο µε το δεξιά όταν η µεταβλητή πάρει την τιµή 2.  

     Τέλος, κυρίως στην άλγεβρα το σύµβολο της ισότητας σε αρκετές περιπτώσεις 

χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό ή τον ορισµό µιας έκφρασης. Για  παράδειγµα στην 

συνάρτηση f(x)= 853 2 +− xx , το σύµβολο της ισότητας προσδιορίζει την αναλυτική 

έκφραση της συνάρτησης f(x) (Λεµονίδης, 1996). 

     Ο τρόπος ερµηνείας των κοινών συµβόλων της αριθµητικής και της άλγεβρας έχει 

ιδιαίτερη σηµασία κυρίως για τον σηµαντικό ρόλο που αυτά παίζουν στην κατανόηση της 

άλγεβρας αλλά και στην κατάλληλη αντιµετώπισή τους από τους µαθητές ώστε να είναι σε 

θέση να επιλύουν αλγεβρικά προβλήµατα. Όπως έχουν δείξει παλιότερες έρευνες η 

λανθασµένη ή ελλιπής ερµηνεία των συµβόλων είναι δυνατό να αποτελέσει εµπόδιο στην 

επιτυχή αντιµετώπιση µαθηµατικών θεµάτων, όπως για παράδειγµα η µη επιτυχής επίλυση 

εξισώσεων από µαθητές Γυµνασίου που ορισµένες φορές οφείλεται στην ισχυρή αντίληψη 

τους ότι το σύµβολο της ισότητας είναι µια εντολή υπολογισµού ενός αποτελέσµατος 

(Λεµονίδης, 1996). 

 

1.1.3  Τα γράµµατα  

   Όπως αναφέραµε και παραπάνω, τα γράµµατα ως αναπαράσταση τιµών στην 

άλγεβρα δυσκολεύουν ιδιαίτερα τους µαθητές. Στην αριθµητική η µόνη χρήση γραµµάτων 

που γίνεται είναι ως συντοµογραφίες µονάδων αντικειµένων, για παράδειγµα 8µ. Ενώ, 

λοιπόν, στην αριθµητική το 8µ µπορεί να σηµαίνει 8 µέτρα, στην άλγεβρα µπορεί να 

σηµαίνει και 8 φορές τον αριθµό των µέτρων. Αυτή η κατάσταση είναι που δηµιουργεί 

στους µαθητές το λεγόµενο κατά τον Booth (1984) «πρόβληµα της έλλειψης αριθµητικής 

αναφοράς» στην ερµηνεία της σηµασίας των γραµµάτων στην άλγεβρα.  
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1.1.4  Μεταβλητή 

     Μια από τις πιο σηµαντικές έννοιες στην άλγεβρα είναι η έννοια της µεταβλητής. Η 

διδασκαλία της µεταβλητής ξεκινά στις τελευταίες τάξεις του δηµοτικού και 

κατασκευάζεται σαν έννοια για τους µαθητές µέχρι το Λύκειο. Η χρήση της µεταβλητής 

στην αριθµητική διαφέρει σε σχέση µε την άλγεβρα. Η διαφορετική χρήση της µεταβλητής 

δηµιουργεί στους µαθητές αντίστοιχες αντιλήψεις για την θεώρησή της. Στην αριθµητική η 

κύρια χρήση της µεταβλητής είναι ως άγνωστος αριθµός σε απλής µορφής εξισώσεων 

όπως είναι η 3+x =5. Τέτοιου είδους µαθηµατικά προβλήµατα οδηγούν τους µαθητές να 

σχηµατίσουν την αντίληψη ότι η µεταβλητή εκφράζει ένα άγνωστο αλλά συγκεκριµένο 

αριθµό. Μεταβλητές επίσης χρησιµοποιούνται σε τύπους που διδάσκονται οι µαθητές στα 

µαθηµατικά ή στην φυσική, όπως για παράδειγµα ο τύπος του εµβαδού ενός τριγώνου που 

είναι Ε=
2

1
βυ. Σε τέτοιες περιπτώσεις η µεταβλητή εκφράζει κάποιο συγκεκριµένο φυσικό 

µέγεθος, αλλά οι µαθητές θεωρούν ότι συµβολίζει ένα συγκεκριµένο µέγεθος η τιµή του 

οποίου µπορεί να είναι οποιαδήποτε. Τέλος, οι µεταβλητές εµφανίζονται και σε 

γενικευµένους κανόνες της αριθµητικής ή αλγεβρικές σχέσεις, όπως είναι η ταυτότητα 

( ) 222 2 βββα ++=+ aa . Σε αυτές τις περιπτώσεις η µεταβλητή µπορεί να πάρει 

οποιαδήποτε τιµή από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών.  

    Όπως αναφέρει και ο Λεµονίδης (1996) η χρήση της µεταβλητής µε διάφορους τρόπους 

στα πλαίσια της αριθµητικής και της άλγεβρας ωθεί τους µαθητές να σχηµατίζουν 

διαφορετικές αντιλήψεις για τον τρόπο µε τον οποίο οφείλουν να ερµηνεύουν την 

µεταβλητή. Οι αντιλήψεις αυτές συνυπάρχουν ταυτόχρονα ή ανεξάρτητα η µια από την 

άλλη µέσα σε αντιφατικά συµπλέγµατα (Ε.∆εµίρη, Α.Μαρκέτος και Γ.Μπάρµπας,1994). 

Εξάλλου, σύµφωνα µε τον Χρήστου (2009) «η αρχική γνώση των µαθητών για τους 

αριθµούς, όπως αυτή έχει οργανωθεί στα πλαίσια της αριθµητικής, µε την ιδιαίτερη θέση που 

επιφυλάσσει για τον φυσικό αριθµό, στέκεται εµπόδιο στη κατανόηση της έννοιας της 

µεταβλητής ως σύµβολο πραγµατικών αριθµών. κάποιοι µαθητές κατανοούν τις µεταβλητές 

στα πλαίσια του εναλλακτικού τους πλαισίου για τους αριθµούς, που είναι οργανωµένο γύρω 

από το φυσικό αριθµό. Στην περίπτωση αυτή ερµηνεύουν τις µεταβλητές ως σύµβολα 

φυσικών αριθµών, αποδίδοντάς τους ιδιότητες των φυσικών αριθµών, και αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα συγκεκριµένα λάθη και παρερµηνείες σε διάφορα αλγεβρικά πλαίσια, όπως στην 
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κατανόηση των τιµών που µπορούν να πάρουν οι αλγεβρικές παραστάσεις που περιέχουν 

µεταβλητές». 

    Το πέρασµα από τον υπολογισµό µε απλές αριθµητικές πράξεις αριθµών στον χειρισµό 

της µεταβλητής έχει ήδη περιγραφεί ως ‘’ εννοιολογικό κενό’’ (Herscovics & Linchevski, 

1994) ή ‘’cut-point’’ (Filloy & Rojano, 1989) µεταξύ αριθµητικής και άλγεβρας. Οι 

Herscovics και Linchevski (1994) υποστήριξαν ότι οι µαθητές χρησιµοποιούν απλές 

διαδικασίες µέτρησης ή την αντίστροφη πράξη για να παράγουν ένα αποτέλεσµα σε 

προβλήµατα που περιέχουν ένα άγνωστο, όπως 4+x=7. Οι Filloy και Rojano (1989) 

υποστήριξαν ότι η αριθµητική σκέψη εξελίσσεται πολύ αργά από συγκεκριµένες 

διαδικασίες σε περισσότερη αφηρηµένη, αλγεβρική σκέψη και µίλησαν για την ύπαρξη 

ενός cut-point που χωρίζει ένα είδος σκέψης από άλλο (Κυλάφης, 2010). Yποστηρίζουν ότι 

η επίλυση µιας εξίσωσης µε την µεταβλητή να παρουσιάζεται µόνο µια φορά δεν αποτελεί 

αλγεβρική διαδικασία, από την στιγµή που κάθε στάδιο επίλυσης περιέχει µόνο 

υπολογισµούς µε γνωστούς αριθµούς. Για αυτούς, η πραγµατική αλγεβρική διαδικασία 

επίλυσης µε χρήση του αγνώστου είναι απαραίτητη στις εξισώσεις που η µεταβλητή 

παρουσιάζεται και στα δύο µέλη. Ερµηνεύουν την µεγάλη δυσκολία που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές στην επίλυση εξισώσεων µε µεταβλητή και στα δύο µέλη όπως την αx + β = γx +δ 

µε αυτή την διαφορετική εννοιολογική απαίτηση. 

Mια δεύτερη ασυνέχεια κατά το πέρασµα από την αριθµητικό τρόπο σκέψης στον 

αλγεβρικό τρόπο σκέψης έχει υπάρξει θέµα µεγάλου θεωρητικού διαλόγου. Στο πλαίσιο 

της γενικευµένης αριθµητικής έχει γίνει διάκριση µεταξύ δύο τρόπων ερµηνείας µιας 

αλγεβρικής έκφρασης ή εξίσωσης. Ο πρώτος τρόπος ερµηνείας είναι ο ‘’ διαδικαστικός’’ 

που έχει περιγραφεί από την Kieran (1992) και είναι ισοδύναµος µε τον ‘’ λειτουργικό’’ 

που έχει περιγραφεί από την Sfard (1991). O δεύτερος τρόπος ερµηνείας µιας αλγεβρικής 

σχέσης είναι ο ‘’ κατασκευαστικός’’ που έχει περιγραφεί από την Kieran (1992) και την 

Sfard (1987) και είναι ισοδύναµος µε τον ‘’conceptual’’ (Hiebert & Lefevre, 1986). Για 

παράδειγµα η µαθηµατική έκφραση x+5 µπορεί να ερµηνευτεί ως µια διαδικασία 

πρόσθεσης του x στον αριθµό 5, αλλά µπορεί επίσης να ερµηνευτεί ως ένα αντικείµενο σε 

µια µαθηµατική κατασκευή όπως για παράδειγµα το γινόµενο (x+5)(ψ+8). Οι 

εναλλακτικές ερµηνείες αναφέρονται ως ``διαδικασία και αντικείµενο'' (Sfard, 1991), ή 

``διαδικασία και παραγόµενο'' (Tall & Thomas, 1991) ή ``διαδικασία και σκέψη'' (Gray & 

Tall, 1991). Την δυσκολία αυτή της διάκρισης µεταξύ διαδικασίας και αντικειµένου στο 

πλαίσιο της άλγεβρας οι Matz και Davis την ονοµάζουν «process-product dilemma».  
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1.1.5  ∆υσκολίες στις εξισώσεις 

Μία από τις βασικότερες έννοιες της Άλγεβρας είναι εκείνη της εξίσωσης. Από τις 

πολλές δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές κατά την µετάβασή τους από την αριθµητική 

στην άλγεβρα κάποιες αφορούν την επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων (Kieran, 1985·  

Filloy & Rojano, 1989). Από τις δυσκολίες αυτές άλλες ξεπερνιούνται µε την πάροδο του 

χρόνου και άλλες παραµένουν. 

    Οι εξισώσεις αποτελούν µέρος του προγράµµατος σπουδών της δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης όλων των χωρών παγκοσµίως. Σύµφωνα µε τον Schmidt και συνεργάτες του 

(2001), κανένα άλλο αντικείµενο των µαθηµατικών δεν διδάσκεται τόσο όσο οι εξισώσεις 

στο επίπεδο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. 

Στο ελληνικό εκπαιδευτικό σύστηµα οι εξισώσεις εισάγονται ήδη από το ∆ηµοτικό, 

θίγονται ακροθιγώς στην Α΄ Γυµνασίου και διδάσκονται αναλυτικά από την Β΄ Γυµνασίου 

µέχρι την Γ΄ Λυκείου µε διαρκώς αυξανόµενο βάθος και δυσκολία. 

Οι µαθητές αντιµετωπίζουν δυσκολίες όταν έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή µε 

την τυπική επίλυση µιας εξίσωσης (Kieran 1992). Πρόσφατα έχουν διατυπωθεί νέες ιδέες 

για να διευκολύνουν αυτή την πρώτη επαφή µε τις εξισώσεις, για παράδειγµα  µέσω των 

συναρτήσεων (Farmaki, Klaoudatos & Verikios, 2005) ή άλλων εναλλακτικών 

προσεγγίσεων (Pirie & Martin, 1997). Είναι αµφίβολο όµως κατά πόσο οι µαθητές 

κατανοούν την έννοια των συµβόλων, των εκφράσεων, των διαδικασιών αλλά τελικά και 

την ίδια την έννοια της εξίσωσης. Οι περισσότεροι δάσκαλοι και ερευνητές γνωρίζουν ότι 

η παρουσίαση της άλγεβρας αποκλειστικά ως µελέτης παραστάσεων και εξισώσεων 

µπορεί να θέσει σοβαρά εµπόδια στην πραγµατική µάθηση γιατί οδηγεί σε επιφανειακή 

διαδικαστική κατανόηση και όχι σε ουσιαστική εννοιολογική κατανόηση (Kieran 1992).  

Ένα πρώτο επίπεδο δυσκολίας που συναντούν οι µαθητές είναι να µεταφράσουν 

ένα πρόβληµα από την καθοµιλουµένη στην αλγεβρική γλώσσα. Ένα δεύτερο επίπεδο 

είναι να επιλύσουν τυπικά την εξίσωση που ενδεχοµένως προέκυψε από την µετάφραση 

του προβλήµατος. Τέλος ένα τρίτο επίπεδο είναι να δώσουν µια φυσική ερµηνεία στην 

απάντηση που βρήκαν, δηλαδή να επανέλθουν στο πραγµατικό πρόβληµα. Στο δεύτερο 

στάδιο οι δυσκολίες προέρχονται κυρίως από το πλήθος των γραµµάτων (αγνώστων ή 

παραµέτρων) που περιέχει  η εξίσωση και από την πολυπλοκότητα των εµφανιζοµένων 

παραστάσεων, όπως είναι οι παρενθέσεις και ύπαρξη ρητών αριθµών. Η σύγχυση 

επιτείνεται από το γεγονός ότι οι µαθητές συναντούν συχνά παραστάσεις που δεν είναι 
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εξισώσεις παρόλο που έχουν πολλά επιφανειακά κοινά γνωρίσµατα, όπως για παράδειγµα 

παραστάσεις που πρέπει να απλοποιηθούν ή να παραγοντοποιηθούν.  

Οι µαθητές του Γυµνασίου συχνά αντιµετωπίζουν τις εξισώσεις ως αλγόριθµους 

υπολογισµού, αντίληψη που έχουν σχηµατίσει από επίλυση ασκήσεων διαφόρων ειδών στα 

µαθηµατικά και στις φυσικές επιστήµες. Γνωρίζουν να εκτελούν αυτούς τους αλγόριθµους 

αντικαθιστώντας τιµές στις µεταβλητές και έχουν την τάση να νιώθουν ότι εκτελούν 

υπολογισµούς για εύρεση του επιθυµητού αποτελέσµατος (Stacey & MacGregor, 2000). 

Στην ίδια έρευνα φάνηκε ότι οι µαθητές έχουν σχηµατίσει τρεις κεντρικές αντιλήψεις για 

το τι είναι µια εξίσωση.  Κάποιοι από αυτούς θεωρούν τις εξισώσεις ως ένα αλγόριθµο 

µέσω του οποίου καταλήγουν στο ζητούµενο αποτέλεσµα, άλλοι πιστεύουν ότι οι 

εξισώσεις είναι ένας τρόπος περιγραφής πράξεων που οδηγούν σε κάποιο αποτέλεσµα, ενώ 

υπάρχουν και κάποιοι µαθητές που έχουν την αντίληψη ότι η εξίσωση αποτελεί µια 

περιγραφή βασικών σχέσεων. Eπίσης, πολλοί µαθητές εφαρµόζουν ‘’ τυφλά’’ τον κανόνα 

‘’ αλλάζω µέλος-αλλάζω πρόσηµο’’ όταν επιλύουν εξισώσεις, χωρίς να θεωρούν την 

εξίσωση που επιλύουν ένα µαθηµατικό αντικείµενο (Κieran, 1988, 1989, 1992). Ο Greeno 

(1982) αναφέρει ότι σε πολλές περιπτώσεις οι µαθητές δεν φαίνεται να γνωρίζουν ότι αν η 

λύση της εξίσωσης αντικατασταθεί στην θέση της µεταβλητής θα προκύψουν ισοδύναµες 

τιµές για τα δύο µέλη της εξίσωσης.   

 

 1.1.5  ∆υσκολίες στις ανισώσεις 

 

Παρά το γεγονός ότι λίγες έρευνες στην διδακτική των µαθηµατικών αφορούν τις 

ανισώσεις, οι έννοιες που έχουν σχέση µε αυτές είναι σηµαντικές όχι µόνο στο χώρο των 

µαθηµατικών αλλά και στην καθηµερινή ζωή κάθε ανθρώπου. Ενώ, το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών χαρακτηρίζεται από σηµαντικές ιδιότητες διάταξης και παρά το 

γεγονός ότι οι ανισώσεις διδάσκονται στις περισσότερες χώρες παγκοσµίως στις πρώτες 

τάξεις της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, η προσοχή που δίνεται και ο βαθµός κατανόησής 

τους από τους µαθητές είναι µικρός. Εξάλλου, η σύνδεση των ανισώσεων µε καταστάσεις 

της καθηµερινής ζωής µε στόχο την καλύτερη κατανόησή τους εκ µέρους των µαθητών 

συµβαίνει µόνο στις τελευταίες τάξεις της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης όταν µελετώνται 

οι µέγιστες ή ελάχιστες τιµές συναρτήσεων (Ανδρεαδάκης, Κατσαργύρης, Μέτης, 

Μπρουχούτας, Παπασταυρίδης & Πολύζος, 2008).  
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Σύµφωνα µε την ίδια µελέτη του Schmidt και των συνεργατών του που αναφέρθηκε 

προηγουµένως οι ανισώσεις δεν συµπεριλήφθησαν στα σηµαντικότερα θέµατα που 

διδάσκονται στα σχολεία σε διάφορες χώρες αλλά εντάσσονται σε ενότητες όπως είναι οι 

εξισώσεις ή οι πραγµατικοί αριθµοί. Επίσης, παρά το γεγονός ότι πολλές µελέτες έχουν ως 

αντικείµενο τον τρόπο διδασκαλίας και µάθησης της έννοιας των εξισώσεων (Kieran, 

1992· Kieran & Chalouh, 1993· Wagner & Parker, 1993), ελάχιστες είναι αυτές που έχουν 

ως αντικείµενο τις ανισώσεις. Για παράδειγµα οι Filloy και Sutherland (1996) στο 

κεφάλαιο της άλγεβρας του International Handbook of Mathematics Education δεν γίνεται 

καµία αναφορά στις ανισώσεις πρώτου βαθµού. (Vaiyavutjamai & Clements, 2006). 

Πρόσφατα έχουν γίνει αρκετές προσπάθειες διερεύνησης του τρόπου µε τον οποίο οι 

µαθητές αντιµετωπίζουν τις ανισώσεις (Tsamir & Almog, 2001· Tsamir & Bazzini, 2001·  

Arampatzis, Skiadaresis & Christou, 2007). H Tsamir και οι συνεργάτες της, στις 

προαναφερθείσες µελέτες αναφέρουν ότι οι µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης 

χρησιµοποιούν διαισθητικά ως πρότυπο ένα αλγοριθµικό µοντέλο που στηρίζεται στις 

εξισώσεις για να επιλύουν ανισώσεις και όταν ερωτώνται για ποιο λόγο το κάνουν αυτό, οι 

µαθητές αναφέρονται σε ένα ‘’ µοντέλο ισορροπίας’’ το οποίο θεωρούν ότι τους επιτρέπει 

να κάνουν τις ίδιες ενέργειες στα δύο µέλη µιας εξίσωσης ή µιας ανίσωσης. Εξάλλου, 

πολλοί ερευνητές συµφωνούν στο ότι όταν οι µαθητές επιλύουν µια ανίσωση την 

αντιµετωπίζουν σαν εξίσωση και πολλές φορές παρά το γεγονός ότι την επιλύουν σωστά 

αγνοούν ότι έχει άπειρο πλήθος λύσεων. Μάλιστα, πολλοί από τους µαθητές φαίνεται να 

αγνοούν τρόπους επαλήθευσης των λύσεων µιας ανίσωσης (Linchevski & Sfard, 1991·  

Tsamir & Almog, 2001· Tsamir &  Bazzini, 2001· Vaiyavutjamai & Clements, 2006).    

 

1.2  Εξισώσεις: Θέµατα ορισµού και στρατηγικές επίλυσης 

Μια εξίσωση είναι µια µαθηµατική δήλωση που βεβαιώνει την ισότητα δύο 

εκφράσεων και πιο συγκεκριµένα κάθε ισότητα  p(x1,x 2 ,…x n )=0, όπου το p(x1,x 2 ,…x k ) 

είναι πολυώνυµο ν βαθµού µε κ µεταβλητές, όπως για παράδειγµα το 

p(x)= 4 23 5 7x x x− + +  (κ=1,ν=4) ή το p(x1, 2 3,x x )= 6 3 15
2 1 3 3 13 5 1x x x x x− + −   (κ=3,ν=16). 

Τα αρχικά γράµµατα της αλφαβήτου όπως τα α, β, γ χρησιµοποιούνται για να 

δηλώσουµε τις σταθερές που περιλαµβάνονται στην εξίσωση, ενώ τα γράµµατα από το 

τέλος του λατινικού αλφάβητου, όπως το x, y, z χρησιµοποιούνται συνήθως για να 
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δηλώσουµε τις µεταβλητές της εξίσωσης, µια σύµβαση που υιοθετήθηκε πρώτη φορά από 

τον Καρτέσιο. Τέλος, το σύµβολο της ισότητας εκφράζει ισοδυναµία µεταξύ των 

εκφράσεων που βρίσκονται εκατέρωθεν αυτού. 

Μια χρήση των εξισώσεων είναι στις µαθηµατικές ταυτότητες, σχέσεις οι οποίες 

ισχύουν ανεξάρτητα από τις τιµές που είναι δυνατό να λάβουν οι µεταβλητές που 

περιλαµβάνονται σε αυτές. Για παράδειγµα, για οποιαδήποτε τιµή της µεταβλητής x ισχύει 

ότι 2 22 1 ( 1)x x x− + = − . Εντούτοις, κάποιες εξισώσεις είναι δυνατό να επαληθεύονται 

µόνο για συγκεκριµένες τιµές των µεταβλητών από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. 

Σε αυτήν την περίπτωση, οι εξισώσεις πρέπει να λυθούν έτσι ώστε να βρεθούν οι 

πραγµατικοί αριθµοί οι οποίοι επαληθεύουν την ισότητα και αποτελούν τις λύσεις της 

εξίσωσης. Για παράδειγµα η εξίσωση 2 4x x− =0, επαληθεύεται µόνο για τις τιµές 0 και 4.  

 

1.2.1   Εξισώσεις πρώτου βαθµού 

Εξισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής θεωρούµε τις ισότητες της µορφής 

αx=β όπου α και β πραγµατικοί αριθµοί. Στα σχολικά µαθηµατικά, εξισώσεις πρώτου 

βαθµού µιας µεταβλητής πολλές φορές απαντούν και στις µορφές αx+β=γ,  αx+β=γx  και  

αx+β=γx+δ µε α, β, γ, δ πραγµατικούς αριθµούς. Η λύση τους ανάγεται στην επίλυση της 

βασικής µορφής εξισώσεων πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής, της αx=β. Η µεταβλητή x 

λαµβάνεται ως το σύµβολο του γενικευµένου αριθµού, που δεν έχει µια συγκεκριµένη 

αξία, αλλά παίρνει τιµές από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ή των ακέραιων 

αριθµών. Βέβαια, η εξίσωση αx=β παρουσιάζεται µε διαφορετικό τρόπο στην 

πρωτοβάθµια εκπαίδευση (και συγκεκριµένα στις τελευταίες τάξεις του δηµοτικού στο 

πλαίσιο της αριθµητικής) από ότι στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση (όπου η αx=β 

παρουσιάζεται στο πλαίσιο της άλγεβρας).   

Στο πλαίσιο της αριθµητικής, οι τιµές των α και β στην εξίσωση αx=β είναι πάντα 

ακέραιοι αριθµοί και µάλιστα τις περισσότερες φορές και θετικοί, δηλαδή φυσικοί αριθµοί. 

Ειδικότερα, το α είναι πάντα διάφορο του 0 και συνήθως ο αριθµός 1, ενώ ο αριθµός β 

βρίσκεται τις περισσότερες φορές στο ίδιο µέλος µε αυτό στο οποίο βρίσκεται η 

µεταβλητή. Έτσι, τις περισσότερες φορές στην αριθµητική ως εξίσωση πρώτου βαθµού 

µιας µεταβλητής θεωρείται η εξίσωση της µορφής x+β=0 ή x+β=γ. Στην αριθµητική ο 

λύτης της αx=β αναζητά ακέραιες λύσεις που είναι δυνατό να πάρει η µεταβλητή x και για 

αυτό το λόγο το α δεν παίρνει ποτέ την τιµή 0, καθώς τότε η εξίσωση θα έχει λύση το 
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σύνολο των πραγµατικών αριθµών ή το κενό σύνολο. Εξάλλου, για τον ίδιο λόγο, η 

εξίσωση 2x+7=0 δεν αληθεύει στην αριθµητική, καθώς ο αριθµός -7/2 δεν είναι ακέραιος. 

Επιπρόσθετα, στις εξισώσεις που συνήθως διαπραγµατεύονται οι µαθητές, η µεταβλητή x 

εµφανίζεται µια ή πιο σπάνια δύο φορές, πάντοτε όµως στο ένα µόνο µέλος της ισότητας. 

Οι εξισώσεις x= 310⋅ , x+3=9 και 2+x+3=8 αποτελούν αντιπροσωπευτικά παραδείγµατα 

εξισώσεων που απαντούν στην αριθµητική.  

Στην άλγεβρα που διδάσκεται στις σχολικές τάξεις οι τιµές που παίρνουν οι α και β 

στην εξίσωση αx=β είναι από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, ενώ η µεταβλητή x 

εµφανίζεται συχνά παραπάνω από µια φορά - και όχι µόνο στο ένα µέλος της ισότητας 

αλλά και στα δύο. Σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει στην αριθµητική, το ζητούµενο εδώ για 

την εξίσωση αx=β είναι οι πραγµατικές τιµές που µπορεί να πάρει η µεταβλητή x και 

λύνεται ως εξής: Αν α=0 και β=0 η µεταβλητή x είναι δυνατό να λάβει τιµές από όλο το 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών ενώ αν α=0 και β≠ 0 τότε η εξίσωση χαρακτηρίζεται ως 

αδύνατη και δεν υπάρχει κάποιος πραγµατικός αριθµός που να την επαληθεύει. Τέλος, αν 

α ≠ 0 τότε η εξίσωση έχει µοναδική λύση τον πραγµατικό αριθµό –β/α. Εξάλλου, σε 

αντίθεση µε την αριθµητική, η εξίσωση 2x+7=0 έχει λύση όταν επιλύεται στο πλαίσιο της 

άλγεβρας καθώς ο πραγµατικός αριθµός -7/2 την επαληθεύει.  

 

1.2.2    Στρατηγικές επίλυσης εξισώσεων 

Πολλές έρευνες που έγιναν στο παρελθόν είχαν ως αντικείµενο µελέτης τους 

τρόπους µε τους οποίους οι µαθητές επιλύουν εξισώσεις πρώτου βαθµού. Το συµπέρασµα 

που προκύπτει είναι ότι οι µαθητές από την ηλικία των 10 έως και 14 ετών συχνά επιλύουν 

τις εξισώσεις µε µεθόδους που δε διδάσκονται στο σχολείο (Kieran, 1992). Εξάλλου, από 

την παραπάνω περιγραφή των εξισώσεων πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής που 

διαπραγµατεύονται στην αριθµητική, καθίσταται σαφές ότι πρόκειται για µαθηµατικά 

προβλήµατα τα οποία είναι πιθανό να λυθούν και µε χρήση άτυπων µεθόδων εκτέλεσης 

µαθηµατικών υπολογισµών που υποστηρίζονται από την ανθρώπινη καθηµερινή λογική 

και έχουν ελάχιστη σχέση µε τις διαδικασίες επίλυσης που διδάσκονται στο σχολείο. 

  Πιο συγκεκριµένα, οι στρατηγικές επίλυσης εξισώσεων στις οποίες καταφεύγουν 

ως επί το πλείστον οι µαθητές επηρεαζόµενοι σε µεγάλο βαθµό από την καθηµερινή τους 

εµπειρία ή την πρώιµη αριθµητική γνώση τους είναι οι εξής (Kieran, 1992):  
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Πίνακας 1 

Αριθµητικές στρατηγικές επίλυσης εξισώσεων 

 Στρατηγική επίλυσης Εξίσωση Παρουσίαση σκέψης-τρόπου επίλυσης 

α) χρήση γνωστών πράξεων x+4=10 Γνωρίζω ότι 6+4=10,    άρα x=6 

β) τεχνικές µέτρησης x+4=10 Μετρώ από το 4 µέχρι το 10, οπότε x=6 

γ) cover-up 2x+10=7x 
Επειδή 7x=2x+5x, συµπεραίνω ότι 10=5x, 

εποµένως x=2  

δ) «δουλεύω προς τα πίσω» 2x+4=10 

Το «αποτέλεσµα» δεξιά είναι το 10, οπότε 

αν µειωθεί κατά 4 προκύπτει 6, το οποίο µε 

την σειρά του προκύπτει αν 

πολλαπλασιαστεί µε 2 ο αριθµός x=3 

ε) 
δοκιµές αριθµών 

και επαλήθευση 
2x+4=10 

Αντικαθιστώ την µεταβλητή µε διάφορες 

τιµές µέχρι να διαπιστώσω ότι η x=3 

επαληθεύει την εξίσωση 

 

Εξάλλου, στις τελευταίες τάξεις του δηµοτικού, στο πλαίσιο της αριθµητικής οι 

µαθητές διδάσκονται να λύνουν τις εξισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής 

χρησιµοποιώντας τις στρατηγικές (γ), (δ) και (ε) [Πίνακας 1] προκειµένου να 

λειτουργήσουν αυτές ως ένας «ενισχυτής των διεργασιών της σκέψης» των µαθηµατικών 

και της λογικής (Βruner, 1972). Η αποκλειστική, όµως, χρήση αυτών των µεθόδων για 

επίλυση εξισώσεων δεν βοηθά τον µαθητή να γενικεύει τα συµπεράσµατά του (Petitto, 

1979) αλλά και να συνειδητοποιεί τον ρόλο του συµβόλου της ισότητας ως προς την 

ισοδυναµία. Έρευνες έχουν δείξει ότι οι µαθητές στην ηλικία των δέκα έως δώδεκα ετών 

που χρησιµοποιούν τρόπους επίλυσης εξισώσεων, όπως αυτούς που παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 1, συνεχίζουν και τα επόµενα χρόνια να θεωρούν το σύµβολο της ισότητας ως µια 

εντολή υπολογισµού την ίδια στιγµή που αντιµετωπίζουν τις εξισώσεις ως µια διαδικασία 

µε φορά κίνησης από αριστερά προς τα δεξιά. Η πλειοψηφία των µαθητών συνήθως 

χρησιµοποιεί την στρατηγική της δοκιµής πραγµατικών αριθµών και της επαλήθευσης της 

εξίσωσης από αυτούς, ενώ έρευνα της Kieran (1988) έδειξε ότι οι µαθητές που 
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χρησιµοποιούν αυτό τον τρόπο επίλυσης είναι πιο πιθανό µελλοντικά να κατανοήσουν τον 

ρόλο της ισοδυναµίας του συµβόλου της ισότητας και την ισορροπία που υπάρχει σε κάθε 

εξίσωση ανάµεσα στα δύο µέλη της. 

  Στις πρώτες τάξεις του γυµνασίου, οι µαθητές διδάσκονται τις πρώτες έννοιες της 

άλγεβρας και διαπραγµατεύονται για πρώτη φορά εξισώσεις µε µεταβλητή και στα δύο 

µέλη της σχέσης ή µε λύσεις και µη ακέραιους αριθµούς. Γι’ αυτό τον λόγο, διδάσκονται 

και καινούριες στρατηγικές επίλυσης εξισώσεων κατάλληλες για την επίλυση αυτών που 

συναντούν πλέον στο πλαίσιο της άλγεβρας (Πίνακας 2).    

 

Πίνακας 2 

Αλγεβρικές στρατηγικές επίλυσης εξισώσεων 

 Στρατηγική επίλυσης Εξίσωση Τρόπος σκέψης – επίλυσης 

α) 

 
κάνω την ίδια πράξη 
και στα δύο µέλη 

 

3x+4=10 
Αφαιρώ το 4 και στα δύο µέλη, 

οπότε προκύπτει 3x=6.  
∆ιαιρώ µε 3 και τα δύο µέλη, άρα x=2 

β) αλλαγή µέλους-αλλαγή 
πρόσηµου 

3x+4=10-3x 

«Μαζεύω» τις µεταβλητές αριστερά και 
τους αριθµούς δεξιά, αλλάζοντας πρόσηµο 
σε όποιον όρο της εξίσωσης αλλάξω µέλος. 
Προκύπτει 6x=6, οπότε διαιρώντας µε 6 

έχω την λύση x=1 
 

Οι περισσότεροι καθηγητές θεωρούν αυτούς τους δύο τρόπους επίλυσης εξισώσεων 

παραπλήσιους και ότι ο τρόπος «αλλαγή µέλους-αλλαγή πρόσηµου» οδηγεί συντοµότερα 

στην εύρεση της λύσης. Στην πραγµατικότητα, όµως, οι δύο τρόποι επίλυσης γίνονται 

αντιληπτοί διαφορετικά από µαθητές οι οποίοι διαπραγµατεύονται για πρώτη φορά 

αλγεβρικές εξισώσεις (Kieran 1988,1989). Οι µαθητές που εφαρµόζουν την µέθοδο 

επίλυσης «κάνω την ίδια πράξη και στα δύο µέλη της εξίσωσης» συνειδητοποιούν πιο 

εύκολα την συµµετρία µιας εξίσωσης, κάτι το οποίο δεν ισχύει για αυτούς που επιλέγουν 

ως τρόπο λύσης αλγεβρικών εξισώσεων την «αλλαγή µέλους-αλλαγή πρόσηµου». Έχει 

φανεί ότι οι µαθητές που αλλάζουν µέλος στους όρους της εξίσωσης, αλλάζοντας 

συγχρόνως το πρόσηµό τους, δεν αντιµετωπίζουν συνήθως την εξίσωση ως ένα 

µαθηµατικό αντικείµενο, παρά εφαρµόζουν τυφλά την µέθοδο την οποία έχουν διδαχτεί 

(Kieran, 1992).  
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1.3  Ανισώσεις 

 

Ως ανισώσεις στην διεθνή βιβλιογραφία αναφέρονται οι ανισοτικές σχέσεις της 

µορφής α<β. Σε καθηµερινές καταστάσεις συναντούµε πιο συχνά τέτοιες ανισοτικές 

σχέσεις όπου α και β είναι πραγµατικοί αριθµοί και οι οποίες υποδηλώνουν ότι ο αριθµός β 

είναι µεγαλύτερος από τον α, όπως για παράδειγµα 3<7 ή 10
5

3
< . Στην σχολική 

βιβλιογραφία συνήθως ως ανισώσεις αναφέρονται οι ανισοτικές σχέσεις της µορφής 

p(x1,x 2 ,…x n )<0, όπου το p(x1,x 2 ,…x k ) είναι πολυώνυµο ν βαθµού µε κ µεταβλητές. 

 

1.3.1   Ανισώσεις πρώτου βαθµού 

Στα σχολικά µαθηµατικά ανισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής θεωρούµε τις 

ισότητες της µορφής αx<β όπου α και β πραγµατικοί αριθµοί. Οι ανισώσεις πρώτου 

βαθµού µιας µεταβλητής πολλές φορές απαντούν και στις µορφές αx+β<γ,  αx+β<γx  και  

αx+β<γx+δ µε α, β, γ, δ πραγµατικούς αριθµούς. Η λύση τους ανάγεται στην επίλυση της 

βασικής µορφής εξισώσεων πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής, της αx<β. Η µεταβλητή x 

λαµβάνεται ως το σύµβολο του γενικευµένου αριθµού, που δεν έχει µια συγκεκριµένη 

αξία, αλλά παίρνει τιµές από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ή των ακέραιων 

αριθµών. Η ανίσωση αx<β διδάσκεται για πρώτη φορά στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

στα πλαίσια της άλγεβρας.   

Στο πλαίσιο της αριθµητικής, οι µαθητές διδάσκονται ανισοτικές σχέσεις της 

µορφής α<β, µε α,β πραγµατικούς αριθµούς µε µοναδικό σκοπό την σύγκριση αριθµών. 

Αντίθετα µε ότι συµβαίνει µε τις εξισώσεις στο δηµοτικό δεν διδάσκονται ανισώσεις που 

να περιέχουν µεταβλητή. Αντίθετα, στην δεύτερη και τρίτη τάξη του Γυµνασίου στα 

πλαίσια της άλγεβρας οι µαθητές διδάσκονται την επίλυση ανισώσεων µιας µεταβλητής 

πρώτου βαθµού. Το ζητούµενο για την ανίσωση αx<β είναι οι πραγµατικές τιµές που 

µπορεί να πάρει η µεταβλητή x και λύνεται ως εξής: Αν α≠ 0 τότε η εξίσωση έχει ως λύση 

το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε άκρα τον αριθµό β/α και το ∞+  ή το ∞−  

ανάλογα µε την φορά της ανισότητας. Εξάλλου, σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει στις 

εξισώσεις, η διαίρεση µιας ανίσωσης κατά µέλη µε αρνητικό αριθµό συνοδεύεται και από 

αλλαγή της φοράς της ανισότητας. Αν α=0 και β≠ 0 τότε προκύπτει η έκφραση 0x<β η 

οποία αν β>0 επαληθεύεται για κάθε πραγµατικό αριθµό ενώ αν β<0 δεν υπάρχουν λύσεις 
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για την ανίσωση. Τέλος αν α=0 και β=0 τότε η εξίσωση χαρακτηρίζεται ως αδύνατη και 

δεν υπάρχει κάποιος πραγµατικός αριθµός που να την επαληθεύει.  

 

1.3.2    Στρατηγικές επίλυσης ανισώσεων 

 

Οι λιγοστές έρευνες που έχουν γίνει όσον αφορά τον τρόπο µε τον οποίο επιλύουν 

οι µαθητές ανισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής έχουν δείξει ότι χρησιµοποιούν 

ακριβώς τις ίδιες αριθµητικές και αλγεβρικές µεθόδους που χρησιµοποιούν και για την 

επίλυση εξισώσεων [Πίνακες 1 και 2] γεγονός που όπως θα αναφέρουµε και παρακάτω 

τους ωθεί σε λανθασµένες απαντήσεις. 

 

 

1.4     Αριθµητικές και αλγεβρικές  εξισώσεις και ανισώσεις 

Στην παρούσα µελέτη ονοµάζουµε «αριθµητικές» τις εξισώσεις και ανισώσεις 

πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής στις οποίες η µεταβλητή παρουσιάζεται µόνο στο ένα 

µέλος της ισότητας ή της ανισοτικής σχέσης αντίστοιχα. «Αλγεβρικές» ονοµάζουµε τις 

εξισώσεις και ανισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής στις οποίες η µεταβλητή 

παρουσιάζεται και στα δύο µέλη της ισότητας ή της ανισοτικής σχέσης αντίστοιχα (Filloy 

& Rojano, 1989). Επίσης, «αλγεβρικές» θεωρούµε και τις εξισώσεις και ανισώσεις εκείνες 

οι οποίες ενώ έχουν µεταβλητή στο ένα µέλος περιέχουν και τουλάχιστον δύο 

κλασµατικούς αριθµούς µε διαφορετικούς µεταξύ τους παρανοµαστές.  

 

1.4.1. Αριθµητικός - αλγεβρικός τρόπος επίλυσης εξισώσεων και ανισώσεων 

Ονοµάζουµε τους πέντε τρόπους επίλυσης εξισώσεων πρώτου βαθµού µιας 

µεταβλητής του Πίνακα 1 ‘’αριθµητικούς’’ ενώ τους δύο τρόπους επίλυσης εξισώσεων του 

Πίνακα 2 ως ‘’ αλγεβρικούς’’.  

Θεωρούµε ότι οι αριθµητικοί τρόποι επίλυσης, µε αντιπροσωπευτικότερο αυτόν της 

δοκιµής και επαλήθευσης πραγµατικών αριθµών [Πίνακας 1], δίνουν στους µαθητές τη 

δυνατότητα να επιλύουν χωρίς ιδιαίτερες δυσκολίες αριθµητικές εξισώσεις. Αντιθέτως, 

θεωρούµε ότι οι αλγεβρικοί τρόποι επίλυσης [Πίνακας 2] ενδείκνυνται για την επίλυση 

αλγεβρικών εξισώσεων µε µεταβλητή και στα δύο µέλη της ισότητας ή µε συντελεστές 

ρητούς αριθµούς, ενώ ωθούν τους µαθητές να µην στηρίζονται µονάχα στη διαίσθησή 
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τους, αλλά και να αντιµετωπίζουν την εξίσωση ως ένα µαθηµατικό αντικείµενο παρά ως 

µια  διαδικασία εκτέλεσης πράξεων. 

 

 

1.5    Τo πρόβληµα της εννοιολογικής αλλαγής 

Ο Thomas Kuhn (1970) ήταν αυτός που καθιέρωσε τον όρο «εννοιολογική 

αλλαγή». Όπως αναφέρει η Βοσνιάδου (2007), µε τον όρο αυτό ήθελε να δηλώσει ότι στις 

επιστηµονικές θεωρίες το νόηµα των εννοιών µπορεί να µεταβάλλεται, όποτε αλλάζει και η 

θεωρία. Η λογική του στηρίζεται στο γεγονός ότι υπάρχουν θεωρητικά πλαίσια µέσα στα 

οποία εντάσσονται έννοιες και διαµέσου των οποίων λαµβάνουν το νόηµά τους οι έννοιες 

αυτές.  

Υπάρχουν διάφορες απόψεις για το πώς επιτυγχάνεται η εννοιολογική αλλαγή (Chi, 

1992). Στην παρούσα µελέτη θα ασχοληθούµε µε µια συγκεκριµένη προσέγγιση της 

εννοιολογικής αλλαγής των Βοσνιάδου, Βαµβακούσση & Σκοπελίτη (2008), σύµφωνα µε 

την οποία κάθε φορά που αλλάζει το θεωρητικό πλαίσιο, αλλάζει και το νόηµα των 

εννοιών που εντάσσονται σε αυτό και βρίσκεται σε σχέση αλληλεξάρτησης µε αυτό.  

Σύµφωνα µε τον κονστρουκτιβισµό, προκειµένου να κατανοήσει µια νέα έννοια, ο 

µαθητής χρησιµοποιεί τις προϋπάρχουσες γνώσεις του. Μέσω αυτής της δράσης του 

µαθητή, επιτυγχάνεται η µάθηση και κατανόηση της νέας έννοιας. Οι αρχικές γνώσεις 

αποτελούν την βάση πάνω στην οποία ερµηνεύεται κάθε νέα πληροφορία που 

αφοµοιώνεται στην προϋπάρχουσα γνωστική δοµή (Vosniadou, 1999· 2001). Σύµφωνα µε 

τον Χρήστου (2009), όταν συγκρούεται η νέα πληροφορία µε την αρχική θεωρία των 

µαθητών, για να επέλθει µάθηση απαιτείται αναδιοργάνωση του ισχύοντος εννοιολογικού 

πλαισίου, που χαρακτηρίζεται ως αλλαγή θεωρίας. Η διαδικασία αυτή, που περιγράφεται 

ως εννοιολογική αλλαγή, είναι µια αργή διαδικασία που απαιτεί αλλαγές σε µια σειρά από 

έννοιες και σχέσεις µεταξύ τους, που συγκροτούν το ισχύον εννοιολογικό πλαίσιο (Smith, 

Solomon & Carey, 2005· Vosniadou, 1999· Vosniadou & συνεργάτες, 2007· Vosniadou & 

συνεργάτες, 2008).   

  Όπως στη φυσική, έτσι και στα µαθηµατικά οι µαθητές διδάσκονται µη 

διαισθητικές έννοιες που συχνά έρχονται σε σύγκρουση µε έννοιες που είχαν διδαχθεί 

συστηµατικά στο σχολείο νωρίτερα ή µε απόψεις που έχουν σχηµατίσει από τις εµπειρίες 

της καθηµερινής τους ζωής (π.χ. άρρητοι µετά από τους πραγµατικούς). Όπως αναφέρει ο 
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Χρήστου (2009), χαρακτηριστικό παράδειγµα από το πεδίο των µαθηµατικών αποτελεί η 

θεώρηση των ρητών αριθµών από τους µαθητές ως φυσικών. Οι µαθητές µικρότερης 

ηλικίας διδάσκονται στις πρώτες τάξεις του δηµοτικού στο πλαίσιο της αριθµητικής µόνο 

τους φυσικούς αριθµούς. Συνεπώς, η έννοια του φυσικού αριθµού όπως έχει γίνει 

κατανοητή στους µαθητές από τις καθηµερινές εµπειρίες τους επιβεβαιώνεται από την 

διδασκαλία στο σχολείο. Στην ηλικία περίπου των οκτώ ετών, οι περισσότεροι µαθητές 

έχουν σχηµατίσει µια ισχυρή άποψη για την έννοια του αριθµού, που βασίζεται στην 

µέτρηση και εµπεριέχει όλα τα βασικά χαρακτηριστικά του φυσικού αριθµού. Αυτή η 

θεώρηση του αριθµού ως φυσικού αριθµού λειτουργεί αργότερα ως εµπόδιο στην 

κατανόηση της µαθηµατικής έννοιας του ρητού αριθµού από τους µαθητές, το οποίο για να 

ξεπεραστεί απαιτεί µια ανακατασκευή της αρχικής θεώρησης της έννοιας του αριθµού 

(Χρήστου, 2009).  

Eξάλλου, όπως αναφέρουν οι Βοσνιάδου & συνεργάτες (2007), το γεγονός ότι οι 

µαθηµατικές έννοιες περιλαµβάνονται τόσο σε συστήµατα καθηµερινών εµπειριών όσο και 

σε επιστηµονικά συστήµατα δηµιουργεί την µεγάλη αυτή σύγχυση και δυσκολία στους 

µαθητές. Οι µαθητές δεν έχουν αντιληφθεί ότι τα µαθηµατικά λειτουργούν µε διαφορετικά 

επεξηγηµατικά πλαίσια στην καθηµερινότητα και στον χώρο της επιστήµης. Έτσι 

οδηγούνται σε λανθασµένες µεθόδους, µιας και εντάσσουν τις υπάρχουσες γνωστές σε 

αυτούς µαθηµατικές γνωστικές πληροφορίες των προσωπικών τους εµπειριών στους 

σύνθετους επιστηµονικούς µηχανισµούς. 

Κατά συνέπεια, αυτό που γίνεται αντιληπτό µέσα από όλη αυτήν την προσέγγιση 

τόσο της έννοιας της  «εννοιολογικής αλλαγής», όσο και των δυσκολιών που υπάρχουν 

στην κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών σε επιστηµονικό επίπεδο είναι ότι τα 

µαθηµατικά µπορούν να αποτελέσουν είδη µάθησης µε εννοιολογική αλλαγή. Aυτό είναι 

δυνατό επιτευχθεί µέσα από την συστηµατική διδασκαλία (Ιnagaki & Hatano, 2002). Από 

τη στιγµή που κατά την διδασκαλία των µαθηµατικών η εισαγωγή µιας γνώσης είναι 

δυνατό να συγκρούεται µε τις υπάρχουσες µαθηµατικές γνώσεις όπως αυτές 

διαµορφώθηκαν είτε µέσα από την εµπειρία είτε µέσα από την διδασκαλία της 

αριθµητικής, τότε εκείνο που πρέπει να γίνει είναι να διαταραχθεί η συνοχή της 

προϋπάρχουσας γνώσης, ώστε να καλλιεργηθεί πρόσφορο έδαφος για να αναπτυχθεί η νέα 

γνώση. 
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Στην παρούσα µελέτη, θα χρησιµοποιήσουµε την θεωρία πλαισίου για την 

εννοιολογική αλλαγή για να προβλέψουµε και να εξηγήσουµε τις δυσκολίες που έχουν οι 

µαθητές όταν επιλύουν ή κατηγοριοποιούν εξισώσεις και ανισώσεις. 

 

 

1.6     Σκοποί και υποθέσεις της παρούσης έρευνας 

Προηγούµενες έρευνες έχουν δείξει ότι οι µαθητές επιλύουν εξισώσεις 

στηριζόµενοι στην πρώιµη αριθµητική γνώση που µπορεί να έχουν αποκτήσει από το 

σχολείο ή από την καθηµερινή τους εµπειρία (Κieran, 1992· Herscovics & Linchevski, 

1994· Sfard, 1991· Wagner & Parker, 1993). Όταν, όµως, οι µαθητές καλούνται να 

επιλύσουν εξισώσεις στο πλαίσιο της άλγεβρας συναντούν εµπόδια που οφείλονται στην 

θεώρηση του αριθµού ως φυσικού (Vamvakoussi & Vosniadou, 2004· 2007· Χρήστου, 

2009), στην ύπαρξη µεταβλητών και στα δύο µέλη της εξίσωσης (Filloy & Rojano, 1989), 

ή στην ερµηνεία που αποδίδουν στα σύµβολα (Kieran, 1992· Λεµονίδης, 1996). Ενώ οι 

γνώσεις αυτές επαρκούν για την επίλυση αριθµητικών εξισώσεων, έρχονται σε σύγκρουση 

µε µεθόδους επίλυσης εξισώσεων που διδάσκονται στα πλαίσια της άλγεβρας (Kieran, 

1992· Λεµονίδης, 1996). Μελετώντας λοιπόν την βιβλιογραφία, διαπιστώνουµε ότι πολλοί 

ερευνητές έχουν ισχυριστεί στο παρελθόν ότι οι προϋπάρχουσες γνώσεις των µαθητών 

γύρω από την αριθµητική επηρεάζουν την κατανόηση νέων εννοιών και την επιτυχή 

αντιµετώπιση µαθηµατικών προβληµάτων στα πλαίσια της άλγεβρας. 

Λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, εστιάσαµε στις µεθόδους επίλυσης που 

χρησιµοποιούν οι µαθητές για την αντιµετώπιση εξισώσεων και ανισώσεων και 

σχεδιάσαµε µια µελέτη για να ελέγξουµε πιο συστηµατικά αν οι µαθητές στηρίζονται στις 

αριθµητικές τους γνώσεις για να επιλύουν εξισώσεις. Με βάση το θεωρητικό πλαίσιο της 

εννοιολογικής αλλαγής, υποθέσαµε ότι οι µαθητές θα µπορούν να επιλύουν εξισώσεις οι 

οποίες αντιµετωπίζονται εύκολα µε αριθµητικές µεθόδους. Θα συναντούν όµως εµπόδια 

στην επίλυση εξισώσεων για την επίλυση των οποίων απαιτείται εφαρµογή αλγεβρικών 

ιδιοτήτων. Σε τέτοιου είδους εξισώσεις, όπως αναφέραµε και προηγουµένως η µεταβλητή 

εµφανίζεται και στα δύο µέλη της σχέσης, οπότε για την επίλυσή τους δεν επαρκεί η 

εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων, όπως είναι η µέθοδος της αντικατάστασης. Έτσι, 

θεωρήσαµε ότι η πρώιµη αριθµητική γνώση των µαθητών θα γεννά εµπόδια κατά την 
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επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων και ανισώσεων, καθώς αυτές δύσκολα λύνονται µε 

αριθµητικές µεθόδους στις οποίες καταφεύγουν συνήθως οι µαθητές.   

Παρά το γεγονός ότι κατά το παρελθόν πολλοί ερευνητές έχουν ασχοληθεί µε την 

κατανόηση και τις µεθόδους επίλυσης των εξισώσεων πρώτου βαθµού από τους µαθητές 

(Kieran, 1992· Kieran &Chalouh, 1993· Wagner & Parker, 1993) αλλά και τον τρόπο 

διδασκαλίας τους και εναλλακτικών προτάσεων για αυτή (Farmaki, Klaoudatos & 

Verikios, 2005· Pirie & Martin, 1997), λίγες έρευνες έχουν πραγµατοποιηθεί µε 

αντικείµενο την κατανόηση των ανισώσεων πρώτου βαθµού από τους µαθητές (Bazzini & 

Tsamir, 2004· Tsamir & Almog, 2001· Vaiyavutjamai & Clements, 2006· Arampatzis, 

Skiadaresis & Christou, 2007). Σύµφωνα µε αυτές οι µαθητές χρησιµοποιούν ένα 

αλγοριθµικό µοντέλο επίλυσης ανισώσεων που στηρίζεται στην επίλυση εξισώσεων 

(Bazzini & Tsamir, 2004· Tsamir & Almog, 2001), ενώ συναντούν δυσκολίες στην 

επίλυση ανισώσεων και στο να περιγράψουν το σύνολο λύσεων τους (Vaiyavutjamai & 

Clements, 2006· Arampatzis, Skiadaresis & Christou, 2007).  

Mε βάση τα παραπάνω, προχωρώντας στο σχεδιασµό της έρευνας θελήσαµε να 

ελέγξουµε αν όντως οι µαθητές βασίζονται στις προηγούµενες γνώσεις τους γύρω από την 

επίλυση εξισώσεων για την επίλυση ανισώσεων. Υποθέσαµε ότι οι µαθητές θα επιλύουν µε 

επιτυχία εξισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής, αλλά θα δυσκολεύονται να 

επιλύσουν αντίστοιχης µορφής ανισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής, καθώς θα 

χρησιµοποιούν τις ίδιες µεθόδους µε τις οποίες επιλύουν εξισώσεις.  

Επίσης, επιχειρώντας ένα περαιτέρω βήµα και κατ’ αντιστοιχία µε την υπόθεσή µας 

ότι οι µαθητές στηρίζονται στις γνώσεις τους γύρω από την επίλυση εξισώσεων στο 

πλαίσιο της αριθµητικής για να επιλύουν αλγεβρικές εξισώσεις, υποθέσαµε ότι οι µαθητές 

θα συναντούν µεγαλύτερα εµπόδια κατά την επίλυση αλγεβρικών παρά αριθµητικών 

ανισώσεων. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, αναµέναµε ότι το προϋπάρχον εννοιολογικό 

πλαίσιο για την επίλυση εξισώσεων, που είναι οργανωµένο στα πλαίσια της αριθµητικής, 

θα εµπόδιζε τους µαθητές να επιλύουν ανισώσεις που απαιτούν εφαρµογή αλγεβρικών 

ιδιοτήτων παρά αριθµητικών. 

Η εννοιολογική αλλαγή είναι µια δύσκολη διαδικασία που δε γίνεται από τη µια 

στιγµή στην άλλη, αλλά απαιτεί χρόνο και συντελείται σταδιακά (Stafylidou & Vosniadou, 

2004· Vamvakoussi & Vosniadou, 2007· Vlassis, 2004· Vosniadou και συνεργάτες, 2008). 

Σύµφωνα µε τις Chi (1992) και Βοσνιάδου και συνεργάτες (2008), µέσα από αλλαγές στην 

κατηγοριοποίηση επιτελούνται και οντολογικές αλλαγές, κατά συνέπεια η εννοιολογική 
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αλλαγή χαρακτηρίζεται από αλλαγές σε κατηγοριοποιήσεις. Χαρακτηριστικά 

παραδείγµατα αποτελούν οι έννοιες της δύναµης και του αριθµού. Υπάρχουν άνθρωποι 

που ισχυρίζονται ότι η δύναµη είναι το χαρακτηριστικό ενός αντικειµένου, ενώ εκείνοι που 

έχουν κατανοήσει από την επιστηµονική σκοπιά την έννοια ισχυρίζονται ότι είναι 

αλληλεπίδραση µεταξύ δύο σωµάτων. Εξάλλου, όπως προαναφέραµε πολλοί είναι αυτοί 

που θεωρούν και αντιµετωπίζουν τον αριθµό µόνο ως φυσικό αριθµό, σε αντίθεση µε 

άλλους που θεωρούν ότι ένας αριθµός µπορεί να λάβει τιµές από όλο το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών.  

Mε βάση τα παραπάνω, θεωρήσαµε ότι ο τρόπος κατηγοριοποίησης των εξισώσεων 

και ανισώσεων που επιλέγει κάθε µαθητής φανερώνει το αν βασίζεται στην πρώιµη 

αριθµητική του γνώση ή σε εφαρµογή αλγεβρικών ιδιοτήτων. Τέλος, υποθέσαµε ότι ο 

τρόπος που οι µαθητές κατηγοριοποιούν τις εξισώσεις και ανισώσεις θα σχετίζεται µε τις 

µεθόδους που χρησιµοποιούν και για την επίλυση αυτών. Πιο συγκεκριµένα, αναµέναµε 

ότι οι µαθητές που βασίζονται στην πρώιµη αριθµητική τους γνώση για την επίλυση 

εξισώσεων και ανισώσεων, θα έκαναν το ίδιο για να κατηγοριοποιήσουν ισοδύναµες 

εξισώσεις και ανισώσεις, ανεξαρτήτως του εάν αυτές είναι αριθµητικές ή αλγεβρικές. 

Αντιστοίχως, αναµέναµε σύµφωνα µε την υπόθεση µας οι µαθητές που επιλύουν εξισώσεις 

και ανισώσεις στηριζόµενοι σε αλγεβρικές µεθόδους να βασίζονται σε αυτές και για την 

κατηγοριοποίηση εξισώσεων και ανισώσεων. 
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                                               Κεφάλαιο 2 

 

Mεθοδολογία 

 

2.1   Συµµετέχοντες 

Στην έρευνα συµµετείχαν 81 Έλληνες µαθητές και µαθήτριες από έξι δηµόσια 

σχολεία της Αθήνας. Οι µαθητές παρακολουθούσαν την Γ’ Γυµνασίου, ήταν µέσης ηλικίας 

14,3 ετών και είχαν διδαχθεί τον τρόπο επίλυσης αλγεβρικών εξισώσεων και αριθµητικών 

ή αλγεβρικών ανισώσεων για πρώτη φορά στη Β’ Γυµνασίου. Η επιλογή µαθητών της Γ’ 

Γυµνασίου έγινε επειδή το βασικό αντικείµενο διαπραγµάτευσης στο µάθηµα των 

µαθηµατικών σε αυτήν την τάξη είναι η επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων. Το δείγµα 

αποτελούταν από 38 κορίτσια και 43 αγόρια. 

2.2   Υλικά 

Σχεδιάσαµε τρία ερωτηµατολόγια: το ερωτηµατολόγιο επίλυσης εξισώσεων ΕΡ/Αα, 

το ερωτηµατολόγιο επίλυσης ανισώσεων ΕΡ/Αβ και το ερωτηµατολόγιο κατηγοριοποίησης 

εξισώσεων και ανισώσεων ΕΡ/Β.  

 
Ερωτηµατολόγια επίλυσης 
 

Στο ερωτηµατολόγιο επίλυσης εξισώσεων ΕΡ/Αα [Πίνακας 3], ζητήσαµε από τους 

µαθητές να λύσουν δεκατέσσερις εξισώσεις από τις οποίες οι οκτώ ήταν αριθµητικές και οι 

έξι αλγεβρικές. Όπως αναφέραµε και παραπάνω, οι αριθµητικές εξισώσεις είχαν 

µεταβλητές µόνο στο πρώτο µέλος της σχέσης και µπορούσαν να λυθούν εύκολα µε 

αριθµητικές µεθόδους, ιδιαίτερα µε την µέθοδο της αντικατάστασης της µεταβλητής µε 

ακέραιους αριθµούς [Πίνακας 1]. Πιο συγκεκριµένα, οι δύο πρώτες εξισώσεις ήταν 

χαρακτηριστικής ευκολίας, ενώ στις δύο επόµενες εµφανιζόταν η µεταβλητή δύο φορές 

στην µια πλευρά της εξίσωσης. Η πέµπτη εξίσωση είχε ως λύση τον πραγµατικό αριθµό 0, 

ενώ στην έκτη εξίσωση ο συντελεστής της µεταβλητής ήταν αρνητικός αριθµός. Τέλος, οι 

δύο τελευταίες αριθµητικές εξισώσεις περιείχαν και κλασµατικούς αριθµούς. Η επιλογή 

αυτών των οκτώ αριθµητικών εξισώσεων [Πίνακας 3] έγινε µε σκοπό να περιέχονται στο 

ερωτηµατολόγιο όλες οι συνήθεις περιπτώσεις αριθµητικών εξισώσεων που συναντούν οι 
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µαθητές στις τελευταίες τάξεις του ∆ηµοτικού και στις τάξεις του Γυµνασίου και να 

µπορέσουµε να διαπιστώσουµε αν όντως οι µαθητές τις επιλύουν µε µεγάλη επιτυχία. 

 
Πίνακας 3 

Ερωτηµατολόγιο επίλυσης εξισώσεων (ΕΡ/Αα)               

Για ποιες τιμές του x ισχύουν οι παρακάτω ισότητες; 

Ε1          5x=10                   

Ε2          4=2x                   

Ε3          4x+2+3x=9                   

Ε4        - 8x-2x-3=7                   

Ε5         2x+4+2x=4                   

Ε6       4+3x-5x=-10                  

Ε7        3
5

x
=                    

Ε8        
11

0
2 2

x
− =                    

Ε9        5x+2=-6-3x                   

Ε10      x+2=2x+1                   

Ε11    -5x-7=-5x+10                   

Ε12     x+4=2x+4                   

Ε13    
3

5 9

x
=                      

Ε14     
10

0
2 3

x
− =                    

 

Το κύριο χαρακτηριστικό των έξι αλγεβρικών εξισώσεων ήταν ότι υπήρχαν 

µεταβλητές και στα δύο µέλη της σχέσης. Επιπλέον, κάποιες από αυτές είτε δεν είχαν ως 

λύση κάποιο πραγµατικό αριθµό είτε είχαν το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Κοινό 

χαρακτηριστικό των αλγεβρικών εξισώσεων ήταν ότι η αντικατάσταση της µεταβλητής µε 

ακέραιο αριθµό δεν οδηγούσε άµεσα και απρόσκοπτα στην εύρεση λύσης [Πίνακας 5]. Οι 

δύο πρώτες αλγεβρικές εξισώσεις [εξισώσεις 9 & 10, Πίνακες 3 & 5] ήταν εξισώσεις µε 

την µεταβλητή να εµφανίζεται και στα δύο µέλη και είχαν ως λύση ακέραιο αριθµό. Οι δύο 
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επόµενες εξισώσεις είχαν ως λύση το κενό σύνολο (η πρώτη) και το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών (η δεύτερη - εξισώσεις 11 & 12, Πίνακες 3 & 5). 

Πίνακας 4 
Ερωτηµατολόγιο επίλυσης ανισώσεων   (ΕΡ/Αβ) 

Για ποιες τιμές του x ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες; 

 

Τέλος, η πέµπτη και έκτη αλγεβρική εξίσωση του ΕΡ/Αα (εξισώσεις 13 & 14, Πίνακες 3 & 

5) περιείχαν κλασµατικούς αριθµούς µε διαφορετικό παρανοµαστή και στα δύο µέλη. Η 

επιλογή των συγκεκριµένων εξισώσεων έγινε µε σκοπό να ελέγξουµε τον τρόπο που 

επιλύουν οι µαθητές αλγεβρικές εξισώσεις µε τον άγνωστο και στα δύο µέλη που έχουν 

λύση ένα µοναδικό πραγµατικό αριθµό ή το κενό σύνολο ή το σύνολο των πραγµατικών 

αριθµών. 

Οι οκτώ αριθµητικές ανισώσεις του ΕΡ/Αβ [Πίνακας 4] είχαν µεταβλητή µόνο στο 

πρώτο µέλος της σχέσης. Οι δύο πρώτες αριθµητικές ανισώσεις ήταν χαρακτηριστικής 

ευκολίας, ενώ στις δύο επόµενες η µεταβλητή εµφανιζόταν δύο φορές στο ένα µέλος, όπως 

Αν1        6x<18                     

Αν2       12>4x                     

Αν3     x+2+3x<9                     

Αν4     5x-3x+2<-8                     

Αν5     2x+7+2x<7                     

Αν6    -8x-2x-3<7                     

Αν7      4
7

x
<                       

Αν8      
7

0
2 2

x
− <                      

Αν9      4x+2<7+3x                     

Αν10   5x+4<12-3x                     

Αν11   -8x+4>-8x+2                     

Αν12    2x+5<2x+5                     

Αν13    
4

7 3

x
<                      

Αν14    
18

0
2 4

x
− <                      
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συνέβαινε αντίστοιχα και στις τέσσερις πρώτες αριθµητικές εξισώσεις (Πίνακες 4 & 6). Η 

πέµπτη ανίσωση είχε ως λύση το σύνολο των αρνητικών πραγµατικών αριθµών, ενώ στην 

έκτη ανίσωση ο συντελεστής της µεταβλητής ήταν αρνητικός αριθµός.  

 

Πίνακας 5                                                                                                                            
Είδη εξισώσεων που περιελήφθησαν στο ΕΡ/Αα 

 Εξίσωση από ΕΡ/Αα Μορφή εξίσωσης  

 Ε1 & Ε2 αx=β 

Αριθµητικές Ε3 & Ε4 αx+βx+γ=δ 

 Ε5 µε λύση x=0 

 Ε6 -αx=β 

 Ε7 & Ε8  

   
 Ε1 & Ε2 αx+γ=βx+δ 

Αλγεβρικές Ε3 0x=α 

 Ε4 0x=0 

 Ε5 & Ε6  

 

Η µορφή της πέµπτης και έκτης ανίσωσης στην οποία κατέληγε κάποιος αν εφάρµοζε 

αλγεβρικές ιδιότητες ήταν σε πλήρη αντιστοιχία µε τις αριθµητικές εξισώσεις 5 και 6 του 

ΕΡ/Αα [Πίνακες 5 & 6]. Τέλος, οι δύο τελευταίες αριθµητικές ανισώσεις περιείχαν και 

κλασµατικούς αριθµούς [ανισώσεις 7 & 8, Πίνακες 4 & 6]. 

Οι έξι αλγεβρικές ανισώσεις είχαν µεταβλητές και στα δύο µέλη της σχέσης. 

Επιπρόσθετα, κάποιες από αυτές δεν είχαν ως λύση κάποιο πραγµατικό αριθµό ή είχαν το 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Κοινό χαρακτηριστικό των αλγεβρικών ανισώσεων 

ήταν ότι η αντικατάσταση της µεταβλητής µε ακέραιο αριθµό δεν οδηγούσε άµεσα και 

απρόσκοπτα στην εύρεση λύσης [Πίνακας 6]. Οι δύο πρώτες αλγεβρικές ανισώσεις 

(ανισώσεις 9 & 10, Πίνακες 4 & 6) ήταν ανισώσεις µε την µεταβλητή να εµφανίζεται και 

στα δύο µέλη και είχαν ως λύση ένα διάστηµα πραγµατικών αριθµών, της µορφής [α, ∞+ ). 

Οι δύο επόµενες ανισώσεις είχαν ως λύση το σύνολο των πραγµατικών αριθµών η πρώτη, 

ενώ η δεύτερη δεν είχε καµία λύση (ανισώσεις 11 & 12, Πίνακες 4 & 6). Τέλος, η πέµπτη 

και έκτη αλγεβρική ανίσωση του ΕΡ/Αβ (ανισώσεις 13 & 14, Πίνακες 4 & 6) περιείχαν και 

ρητούς αριθµούς. 

0
a x γ

β β
− =

0
ax γ

β δ
− =
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Πίνακας 6                                                                                                                               

Είδη ανισώσεων που περιλήφθησαν στο ΕΡ/Αβ 

 Ανίσωση από ΕΡ/Αβ Μορφή ανίσωσης  

 Αν1 & Αν 2 αx<β 

Αριθµητικές Αν 3 & Αν 4 αx+βx+γ<δ 
 Αν 5 x<0 
 Αν 6 -αx<β 

 Αν7 & Αν8  

   
 Αν1  &  Αν2 αx+γ<βx+δ 

Αλγεβρικές Αν 3 0x<α 

 Αν 4 0x<0 
 Αν 5  &  Αν 6  

    

Η επιλογή των συγκεκριµένων ανισώσεων έγινε µε σκοπό να ελέγξουµε τον τρόπο 

που επιλύουν οι µαθητές ανισώσεις µε τον άγνωστο και στα δύο µέλη που έχουν λύση ένα 

υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών ή το ίδιο το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ή το 

κενό σύνολο.                                                                                                         

Οι οκτώ αριθµητικές και έξι αλγεβρικές ανισώσεις που επιλέχθηκαν για το 

σχεδιασµό του ΕΡ/Αβ ήταν σε πλήρη αντιστοιχία µε τις οκτώ αριθµητικές και έξι 

αλγεβρικές εξισώσεις που είχαν επιλεχθεί για το ΕΡ/Αα, όσο αφορά την αρχική µορφή της 

σχέσης αλλά και την τελική µορφή που πιθανόν να κατέληγε κάποιος για να επιλύσει την 

δοσµένη εξίσωση ή ανίσωση [Πίνακες 5 & 6]. Για παράδειγµα στην πέµπτη αριθµητική 

εξίσωση [Πίνακας 3 & 5] η λύση είναι x=0, ενώ στην πέµπτη αριθµητική ανίσωση 

[Πίνακες 4 & 6] η λύση είναι όλοι οι αρνητικοί αριθµοί καθώς x<0. Ενώ δηλαδή 

φαινοµενικά έχουν παραπλήσιες λύσεις, ουσιαστικά η εξίσωση έχει λύση ένα µοναδικό 

πραγµατικό αριθµό, ενώ η ανίσωση έχει όλο το σύνολο των αρνητικών αριθµών. Ο 

σχεδιασµός των ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ έγινε µε τον τρόπο που περιγράφηκε προηγουµένως 

γιατί σκοπός µας ήταν να ελέγξουµε, εκτός από τα ποσοστά επιτυχίας των µαθητών στην 

επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων, αν ένα ποσοστό λανθασµένων απαντήσεων τους στην 

επίλυση ανισώσεων οφείλεται στο γεγονός ότι αντιµετωπίζουν τις ανισώσεις ως εξισώσεις.     

0
ax γ

β β
− <

0
ax γ

β δ
− <
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Σε κάθε µία από τις δοσµένες σχέσεις το ερώτηµα ήταν: «Για ποιες τιµές της 

µεταβλητής x ισχύει η παρακάτω ισότητα/ανισότητα;» [Πίνακες 3 και 4]. Στα ΕΡ/Αα και 

ΕΡ/Αβ, οι µαθητές µπορούσαν να λύσουν µε οποιοδήποτε τρόπο τις εξισώσεις και τις 

ανισώσεις και τους ζητήθηκε να τον καταγράψουν. Στις περιπτώσεις που η απάντηση των 

µαθητών κρίθηκε ελλιπής οι ερευνητές τούς ζητούσαν να τις συµπληρώσουν.  

    

Ερωτηµατολόγιο κατηγοριοποίησης 

Το ερωτηµατολόγιο της κατηγοριοποίησης εξισώσεων και ανισώσεων ΕΡ/Β 

[Πίνακας 7] περιείχε δύο εξισώσεις (την αριθµητική εξ/Α: 3x=9, την αλγεβρική εξ/Β: 

10x+2=5x+7) και µία αριθµητική ανίσωση (αν/Α: 2x<6). Κάθε µία από αυτές συνοδευόταν 

αντίστοιχα από τις εξής οδηγίες: «Σηµείωσε ποιές από τις παρακάτω εξισώσεις (ανισώσεις) 

εκφράζουν την ίδια µαθηµατική σχέση µε την εξίσωση (ανίσωση)…» [Πίνακας 7].  

 

Πίνακας 7 

Ερωτηµατολόγιο κατηγοριοποίησης εξισώσεων & ανισώσεων (ΕΡ/Β) 

Σηµείωσε ποιές από τις παρακάτω εξισώσεις εκφράζουν την ίδια µαθηµατική σχέση µε την 
εξίσωση 3x=9 (χωρίς να λυθούν οι εξισώσεις). 

Α)    x=3                    Β)    x= 9-3                      Γ)     6x=18                ∆)     7x=8 
E)    x=9/3               ΣΤ)   x=9+3                      Η)     x/2=9/2             Θ)     9=5+3x 
I)      9+8=3x+8         K)   3x-10=9-10              Λ)     3x-6=3              Μ)     3x-1=9-1 
 

Σηµείωσε ποιες από τις παρακάτω ανισώσεις εκφράζουν την ίδια µαθηµατική σχέση µε 
την ανίσωση 2x<6 (χωρίς να λυθούν οι ανισώσεις) . 

Α)    x<3                    B)    x>3+6                      Γ)     4x-1<12-1                ∆)     5x<6 
E)    2x+5<6+5        ΣΤ)   6>2x                        Η)    2x-8<6-2                  Θ)   2x>-6-2 
I)       6x<18               K)    2x+10<16                Λ)     2x/7<6/7                  Μ)  6+5>2x+5 
 
Σηµείωσε ποιες από τις παρακάτω εξισώσεις εκφράζουν την ίδια µαθηµατική σχέση µε την 
εξίσωση 10x+2=5x+7(χωρίς να λυθούν οι εξισώσεις). 
 
Α)    x=1                    B)    5x+7=10x+2               Γ)     10x=5x              ∆)     10x+10=5x+15 
E)    5x=5                  ΣΤ)   10x-1=5x+4              Η)     13x+2=8x+7     Θ)     11x+6=9x+7 
I)    10x+7+5x=5x+7      K)   20x+4=11x+14      Λ)     5=10x               Μ)     10x+2=5x 
 
 
 
Σε κάθε περίπτωση, οι µαθητές είχαν να επιλέξουν µεταξύ δώδεκα εξισώσεων ή 

ανισώσεων. Από τις εναλλακτικές εξισώσεις ή ανισώσεις, µονάχα οι τέσσερις δεν ήταν 
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ισοδύναµες µε τις εξ/Α ή αν/Α, ενώ στην περίπτωση της εξ/Β δεν ήταν ισοδύναµες οι έξι 

από τις δώδεκα εξισώσεις [Πίνακας 8]. 

Πίνακας  8                                                                                                                               
Είδη εξισώσεων και ανισώσεων που περιελήφθησαν στο ΕΡ/Β 

Ερώτηση 
κατηγοριοποίησης 

Moρφή εξίσωσης/ανίσωσης Πλήθος Εξίσωση/Ανίσωση 

 αx=β ισοδύναµες 4 Α,Γ,Ε,Η 
3x=9 (εξ/Α) αx=β όχι  ισοδύναµες 1 ∆ 

 αx+β=γ+δ  ισοδύναµες 4 Ι,Κ,Μ,Λ 

 αx+β=γ+δ όχι ισοδύναµες 3 Β,ΣΤ,Θ 

    
 αx<β ισοδύναµες 4 Α,ΣΤ,Ι,Λ 

2x<6  (αν/Α) αx<β όχι ισοδύναµες 1 ∆ 
 αx+β<γ+δ ισοδύναµες 4 Ε,Κ,Μ,Γ 
 αx+β<γ+δ όχι ισοδύναµες 3 Θ,Η,Β 
     αx=β ισοδύναµες 2 Α,Ε 

10x+2=5x+7 (εξ/Β) αx=β όχι ισοδύναµες 2 Γ,Λ 
 αx+β=γx+δ ισοδύναµες 4 Β,∆,ΣΤ,Η 

 αx+β=γx+δ όχι ισοδύναµες 4 Θ,Ι,Κ,Μ 
 

2.3   ∆ιαδικασία 

Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε µε τη µορφή προσωπικής συνέντευξης και έλαβε 

µέρος στον τόπο κατοικίας του κάθε µαθητή. Στο πρώτο µέρος της συνέντευξης, ο µαθητής 

απαντούσε γραπτώς στα ερωτηµατολόγια µε τις εξισώσεις και τις ανισώσεις, αρχικά στο 

ΕΡ/Αα και ακολούθως στο ΕΡ/Αβ. Έπειτα, οι ερευνητές ζητούσαν από τους µαθητές να 

δώσουν συµπληρωµατικές απαντήσεις σε επιµέρους επιλύσεις εξισώσεων ή ανισώσεων 

που είχαν καταγράψει. Το πρώτο µέρος της συνέντευξης διαρκούσε κατά µέσο όρο 20 µε 

30 λεπτά. Στο δεύτερο µέρος της συνέντευξης και εφόσον ο µαθητής είχε ήδη απαντήσει 

στα ερωτηµατολόγια ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ συµπλήρωνε το ερωτηµατολόγιο (ΕΡ/Β). Στους 

µαθητές ζητήθηκε να δώσουν τις απαντήσεις τους χωρίς να επιλύσουν γραπτώς την κάθε 

µία από τις δώδεκα εξισώσεις ή ανισώσεις οι οποίες δόθηκαν µαζί µε κάθε µία από τις 

εξ/Α, εξ/Β και την αν/Α. Εφόσον ο κάθε µαθητής ολοκλήρωνε τις απαντήσεις του και στις 

τρείς ερωτήσεις του ΕΡ/Β, καλούταν να απαντήσει την εξής ερώτηση: «Με ποιά κριτήρια 

κατέληξες στις απαντήσεις της κάθε ερώτησης;». Η συµπλήρωση του ΕΡ/Β διαρκούσε 

κατά µέσο όρο 10 µε 15 λεπτά.  
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Κεφάλαιο 3 

 

Αποτελέσµατα 

 

3.1   Επίδοση των µαθητών στις  εξισώσεις και  ανισώσεις του ΕΡ/Αα  & ΕΡ/Αβ 

Για να εξετάσουµε τις επιδόσεις των µαθητών στα δύο ερωτηµατολόγια ΕΡ/Aα και 

ΕΡ/Αβ, βαθµολογήσαµε τις λανθασµένες απαντήσεις µε 0, ενώ τις ορθές απαντήσεις µε 1 

και υπολογίσαµε το βαθµό επίδοσης κάθε µαθητή στο σύνολο των δεκατεσσάρων 

ερωτήσεων του κάθε ερωτηµατολογίου. Έπειτα, επειδή το πλήθος των αριθµητικών 

θεµάτων που υπήρχαν συνολικά στα ερωτηµατολόγια ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ ήταν δεκαέξι ενώ 

το συνολικό πλήθος των αλγεβρικών θεµάτων αντίστοιχα ήταν µόλις δώδεκα, υπολογίσαµε 

την µέση επίδοση κάθε µαθητή διαιρώντας την συνολική του επίδοση µε το πλήθος των 

ερωτήσεων σε κάθε περίπτωση. Έτσι, στον Πίνακα 9 παρουσιάζονται οι µέσοι όροι 

επίδοσης των µαθητών στις οκτώ αριθµητικές εξισώσεις, στις οκτώ αριθµητικές ανισώσεις, 

στις έξι αλγεβρικές εξισώσεις και στις έξι αλγεβρικές ανισώσεις. 

Η µέση επίδοση των µαθητών στις αριθµητικές εξισώσεις ήταν 0,89, S.D.=0,15, η 

υψηλότερη από κάθε άλλη περίπτωση [Πίνακας 9]. Επίσης, οι µαθητές έλυσαν µε 

µεγαλύτερη επιτυχία τις αριθµητικές ανισώσεις (µέσος όρος επίδοσης 0,65, S.D.= 0,33) σε 

σύγκριση µε τις αλγεβρικές εξισώσεις (µέσος όρος επίδοσης 0,75, S.D.= 0,23), ενώ ο 

µικρότερος µέσος όρος επίδοσης µετρήθηκε στην περίπτωση των αλγεβρικών ανισώσεων 

και ήταν 0,47, S.D=0,27. 

Για να αξιολογηθούν οι διαφορές µεταξύ της επίδοσης των µαθητών στις 

αριθµητικές και αλγεβρικές εξισώσεις και ανισώσεις έγινε ανάλυση διακύµανσης µονής 

κατεύθυνσης επαναλαµβανόµενων µετρήσεων, [διαµέσου των υποκειµένων (αριθµητικές 

εξισώσεις*αλγεβρικές εξισώσεις*αριθµητικές ανισώσεις*αλγεβρικές ανισώσεις)]. Η 

ανάλυση έδειξε ότι συνολικά υπάρχει διαφορά µεταξύ των αριθµητικών εξισώσεων, 

αλγεβρικών εξισώσεων, αριθµητικών ανισώσεων και αλγεβρικών ανισώσεων 

[F(3,80)=77,926, p<.001]. Οι κύριες επιδράσεις έδειξαν πιο αναλυτικά ότι µεταξύ των 

αριθµητικών εξισώσεων και των αλγεβρικών εξισώσεων υπήρχαν στατιστικά σηµαντικές 

διαφορές υπέρ των πρώτων [F(3,80)=62,52, p<.001]. Επίσης, στατιστικά σηµαντικές 

διαφορές υπήρχαν και υπέρ των αριθµητικών ανισώσεων σε σχέση µε τις αλγεβρικές 
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ανισώσεις [F(3,80)=134,727, p<.001]. Τέλος, οι διαφορές που υπήρχαν υπέρ των 

αριθµητικών ανισώσεων σε σχέση µε τις αλγεβρικές εξισώσεις δεν ήταν εξίσου σηµαντικές 

[F(3,80)=8,401, p<.005] (Πίνακας 9).   

 

  Πίνακας 9                                                                                                                               

Ανάλυση διακύµανσης µονής κατεύθυνσης επαναλαµβανόµενων µετρήσεων 

Ν=81 
Ορθή απάντηση:1   
Λανθασµένη 
απάντηση:0 

 

Πλήθος 
ερωτήσεων 

Μέση 
επίδοση 

Τυπική 
απόκλιση 

Μέγιστη 
επίδοση 

Αριθµητικές εξισώσεις  8 0,89 0,15 1 
Αλγεβρικές εξισώσεις  6 0,65 0,33 1 
Αριθµητικές ανισώσεις  8 0,75 0,23 1 

Αλγεβρικές ανισώσεις  6 0,47 0,27 1 

∆ιαφορά µεταξύ υποκειµένων: [F(3,80)=77,926, p<.001] 

 

Επίσης, έγινε και ανάλυση διακύµανσης διπλής κατεύθυνσης [µεταξύ των 

υποκειµένων (αριθµητική*άλγεβρα)*(εξισώσεις*ανισώσεις)]. Όπως φαίνεται και στον 

Πίνακα 10, η µέση επίδοση των µαθητών στις αριθµητικές εξισώσεις και ανισώσεις ήταν 

0,78, ενώ στις αλγεβρικές εξισώσεις και ανισώσεις ήταν 0,61 µε την διαφορά να είναι 

στατιστικά σηµαντική [Πίνακας 10, Γράφηµα 1].  

 
Πίνακας 10 

Αποτελέσµατα ανάλυσης διακύµανσης διπλής κατεύθυνσης 

Υποκείµενα 
Μέση 

επίδοση 
Υποκείµενα ∆ιαφορά  

Αριθµητικές                       

εξισώσεις & ανισώσεις 
0,78 

Αριθµητική*Άλγεβρα [F(2,80)=32,504,p<.001] 
Αλγεβρικές                         

εξισώσεις & ανισώσεις 
0,61 

Εξισώσεις 0,82 
Εξισώσεις*Ανισώσεις [F(2,80)=79,345,p<.001] 

Ανισώσεις 0,57 

 
(Αριθµητική_Άλγεβρα)*

(Εξισώσεις_Ανισώσεις) 
[F(2,80)=0,322,p<.571] 
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Επίσης, η µέση επίδοση στις εξισώσεις ήταν 0,82 ενώ στις ανισώσεις ήταν 0,57, διαφορά 

στατιστικά σηµαντική [Πίνακας 10, Γράφηµα 2]. Και στις δύο περιπτώσεις όµως δεν 

υπήρξαν στατιστικά σηµαντικές αλληλεπιδράσεις [Πίνακας 10]. 

 

Γράφηµα 1 

∆ιαφορά µέσης επίδοσης µεταξύ αριθµητικών & αλγεβρικών 

εξισώσεων/ανισώσεων

 

                                         Αριθµητική (1,00)                                      Άλγεβρα (2,00) 
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Γράφηµα 2 

∆ιαφορά µέσης επίδοσης µεταξύ εξισώσεων & ανισώσεων 

                                                    

 

                                 Εξισώσεις (1,00)                            Ανισώσεις (2,00) 
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Στο παρακάτω γράφηµα 3, απεικονίζεται η διαφορά επίδοσης µεταξύ αριθµητικών (1,00) 

και αλγεβρικών ερωτηµάτων (2,00) αλλά και µεταξύ εξισώσεων (ευθεία γραµµή) και 

ανισώσεων (διακεκοµµένη γραµµή). 

 

  Γράφηµα 3 

∆ιαφορά µέσης επίδοσης µεταξύ (αριθµητικής*άλγεβρας)*(εξισώσεων*ανισώσεων) 

 

 

3.2   Μελέτη λαθών σε εξισώσεις και ανισώσεις 

Σε επόµενη ανάλυση, εστιάσαµε στην µελέτη των λαθών που έκαναν οι µαθητές 

κατά την επίλυση των εξισώσεων και ανισώσεων των ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ. Για τις 

απαντήσεις στις οκτώ αριθµητικές από τις συνολικά δεκατέσσερις εξισώσεις του ΕΡ/Αα, 

επιλέξαµε την εξής κατηγοριοποίηση: α) ορθή απάντηση  β) λανθασµένη απάντηση 

διαφόρων ειδών [Πίνακας 11]. Η κατηγοριοποίηση αυτή έγινε µόνο για τις οκτώ 
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αριθµητικές εξισώσεις, γιατί σύµφωνα µε την υπόθεσή µας αναµέναµε οι µαθητές να τις 

επιλύσουν µε επιτυχία, είτε χρησιµοποιήσουν αριθµητικές µεθόδους είτε όχι.  

 

Πίνακας 11                                                                                                                         

Είδη λαθών στις απαντήσεις του ΕΡ/Αα 

Αριθµητικές 

εξισώσεις 
Εξίσωση Ορθές     

απαντήσεις 

Λανθασµένες απαντήσεις 

Σύνολο Λανθασµένες 
απαντήσεις 
διαφόρων 
ειδών 

Λανθασµένες 
απαντήσεις 
σύµφωνα µε 
υπόθεση 

Εξίσωση 1 5x=10 98,8% 1,2% * 100% 

Εξίσωση 2 4=2x 96,3% 3,7% * 100% 

Εξίσωση 3 4x+2+3x=9 90,1% 9,9% * 100% 

Εξίσωση 4 -8x-2x-3=7 90,1% 9,9% * 100% 

Εξίσωση 5 2x+4+2x=4 88,9% 11,1% * 100% 

Εξίσωση 6 4+3x-5x=-10 91,4% 8,6% * 100% 

Εξίσωση 7 3
5

x
=  91,4% 8,6% * 100% 

Εξίσωση 8 
11

0
2 2

x
− =  70,4% 29,6% * 100% 

Αλγεβρικές 
εξισώσεις 

     

Εξίσωση 9 5x+2=-6-3x 84% 4,9% 11,1% 100% 

Εξίσωση 10 x+2=2x+1 76,5% 2,5% 22,2% 100% 

Εξίσωση 11 -5x-7=-5x+10 65,4% 7,4% 27,2% 100% 

Εξίσωση 12 2x+4=2x+4 49,4% 6,2% 44,4% 100% 

Εξίσωση 13 
3

5 9

x
=  70,4% - 29,6% 100% 

Εξίσωση 14 
10

0
2 3

x
− =  49,4% 4,9% 45,7% 100% 

∗   Είχαµε υποθέσει ότι οι µαθητές θα επιλύουν σωστά τις αριθµητικές εξισώσεις 
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Στις έξι αλγεβρικές εξισώσεις και όλες τις ανισώσεις οµαδοποιήσαµε τις 

απαντήσεις των µαθητών σε τρείς κατηγορίες. Στην κατηγορία ‘Ορθές απαντήσεις’ , 

τοποθετήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που είχαν επιλύσει σωστά την εξίσωση ή την 

ανίσωση ανεξάρτητα από την µέθοδο που χρησιµοποίησαν. Στην κατηγορία ‘Λανθασµένες 

απαντήσεις’, τοποθετήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που ήταν ηµιτελείς ή δεν 

κατέληγαν σε σωστό αποτέλεσµα για την µεταβλητή.  

 

Πίνακας 12                         

 Είδη λαθών στις απαντήσεις του ΕΡ/Αβ 

Αριθµητικές 

ανισώσεις 
Ανίσωση 

Ορθές     
απαντήσεις 

Λανθασµένες απαντήσεις 

Σύνολο Λανθασµένες 
απαντήσεις 
διαφόρων 
ειδών 

Λανθασµένες 
απαντήσεις 
σύµφωνα µε 
υπόθεση 

Ανίσωση 1 6x<18 95,1% 4,9% - 100% 

Ανίσωση 2 12>4x 82,7% 17,3% - 100% 

Ανίσωση 3 4x+2+3x<9 85,2% 2,5% 12,3% 100% 

Ανίσωση 4 5x-3x+2<-8 81,5% 8,6% 9,9% 100% 

Ανίσωση 5 2x+7+2x<7 75,3% 12,3% 12,3% 100% 

Ανίσωση 6 -8x-2x-3<7 37% - 63% 100% 

Ανίσωση 7 4
7

x
<  79% - 21% 100% 

Ανίσωση 8 7
0

2 2

x
− <  64,2% 4,9% 30,9% 100% 

Αλγεβρικές 
ανισώσεις 

     

Ανίσωση 9 4x+2<7+3x 76,5% 1,2% 22,2% 100% 

Ανίσωση 10 5x+4<12-3x 63% 9,9% 27,2% 100% 

Ανίσωση 11 -8x+4>-8x+2 28,4% 6,2% 64,2% 100% 

Ανίσωση 12 2x+5<2x+5 23,5% - 76,5% 100% 

Ανίσωση 13 4

7 3

x
<  53,1% 3,7% 43,2% 100% 

Ανίσωση 14 18
0

2 4

x
− <  43,2% 12,3% 44,4% 100% 
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Για τις ανάγκες µιας πιο λεπτοµερούς παρουσίασης του εύρους των απαντήσεων 

τέτοιου είδους, η κατηγορία αυτή χωρίστηκε σε δύο επιµέρους υποκατηγορίες. Στην 

υποκατηγορία ‘Λανθασµένες απαντήσεις διαφόρων ειδών’, τοποθετήσαµε τις απαντήσεις 

των µαθητών οι οποίες ήταν λανθασµένες εξαιτίας λανθασµένων πράξεων ή ήταν 

ηµιτελείς. Στην υποκατηγορία ‘Λανθασµένες απαντήσεις σύµφωνα µε την υπόθεση’, 

τοποθετήσαµε τις απαντήσεις των µαθητών οι οποίες κατέληγαν σε λανθασµένο 

αποτέλεσµα για την µεταβλητή, σύµφωνα µε τις υποθέσεις µας. Πιο συγκεκριµένα, σε 

αυτή την κατηγορία όσον αφορά τις αλγεβρικές εξισώσεις τοποθετήθηκαν οι απαντήσεις 

των µαθητών στις οποίες παρουσιάστηκαν λανθασµένες αριθµητικές στρατηγικές 

επίλυσης, όπως είναι η αντικατάσταση συγκεκριµένων ακεραίων αριθµών στην µεταβλητή 

που δεν επαλήθευαν την σχέση [Πίνακας 12].  

Για τις ανισώσεις, στην ίδια υποκατηγορία τοποθετήθηκαν λανθασµένες 

απαντήσεις που προήλθαν από χρήση αριθµητικών µεθόδων επίλυσης ή και από την 

αντιµετώπιση µιας ανίσωσης από ορισµένους µαθητές ως εξίσωσης [Πίνακας 12]. Σε 

τέτοιου είδους επίλυση οφείλονταν και λάθη όπως είναι η µη αλλαγή της φοράς µιας 

ανίσωσης όταν έχει προηγηθεί διαίρεση µε αρνητικό αριθµό ή ο χαρακτηρισµός µιας 

ανίσωσης της µορφής 0x<β ως αδύνατη ανεξάρτητα από την τιµή του πραγµατικού 

αριθµού β, που ισχύει µόνο για εξισώσεις της µορφής 0x=β.  

 
Σχολιασµός απαντήσεων στα ΕΡ/Αα & ΕΡ/Αβ 

Οι απαντήσεις και το είδος των λαθών των µαθητών όσον αφορά τις δεκατέσσερις 

εξισώσεις του ΕΡ/Αα παρουσιάζονται στον Πίνακα 11 και τις δεκατέσσερις ανισώσεις του 

ΕΡ/Αβ στον Πίνακα 12. Όπως φαίνεται στον Πίνακα 11, οι µαθητές στην συντριπτική τους 

πλειοψηφία έλυσαν µε επιτυχία τις αριθµητικές εξισώσεις. Μόνο την αριθµητική εξίσωση 

(8) δεν κατάφερε να επιλύσει σωστά αρκετά µεγάλο ποσοστό µαθητών που ισοδυναµούσε 

µε περίπου το ένα τρίτο του δείγµατος της έρευνας. Από τις απαντήσεις των µαθητών στις 

διευκρινιστικές ερωτήσεις των ερευνητών που ακολούθησαν την συµπλήρωση των ΕΡ/Αα 

και ΕΡ/Αβ, φάνηκε ότι δυσκολεύτηκαν σε σχέση µε τις υπόλοιπες αριθµητικές εξισώσεις 

εξαιτίας των κλασµατικών αριθµών που περιείχε η συγκεκριµένη εξίσωση.                                          

Στην περίπτωση των αλγεβρικών εξισώσεων, αρκετά µεγάλο ποσοστό των 

µαθητών χρησιµοποίησε αποκλειστικά αριθµητικές στρατηγικές επίλυσης που δεν τους 

βοήθησαν να δώσουν την σωστή λύση για την κάθε εξίσωση [Πίνακας 11]. Τα µεγαλύτερα 

ποσοστά λανθασµένων απαντήσεων σύµφωνα µε την υπόθεση παρατηρήθηκαν στις 
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αλγεβρικές εξισώσεις (12) και (14). Η πρώτη είχε ως σύνολο λύσεων το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών, ενώ η δεύτερη περιείχε δύο ρητούς αριθµούς στο ίδιο µέλος της 

εξίσωσης, γεγονός που δυσκόλεψε τους µαθητές που δεν έκαναν χρήση αλγεβρικών 

ιδιοτήτων.  

Στις αριθµητικές ανισώσεις, όπως φαίνεται και στον Πίνακα 12, οι περισσότεροι 

µαθητές έλυσαν µε επιτυχία τις περισσότερες από αυτές, µε τα ποσοστά όµως να είναι 

µειωµένα σε σχέση µε αυτά των επιτυχών απαντήσεων στις αριθµητικές εξισώσεις. 

Περίπου τα δύο τρίτα του δείγµατος έδωσαν λανθασµένη απάντηση στην ανίσωση (6), 

γεγονός που αναµέναµε, καθώς ο συντελεστής της µεταβλητής στην συγκεκριµένη 

ανίσωση είναι αρνητικός αριθµός, γεγονός που δηµιουργεί προβλήµατα στους διάφορους 

τρόπους επίλυσης που επιλέγουν οι µαθητές. Επίσης, το 24,3% των µαθητών έλυσε µε 

αριθµητικές µεθόδους ή αντιµετώπισε την ανίσωση (8) ως εξίσωση, γεγονός που τους 

οδήγησε σε λανθασµένο αποτέλεσµα. 

Στις αλγεβρικές ανισώσεις του ΕΡ/Αβ παρατηρήθηκαν τα µεγαλύτερα ποσοστά 

λανθασµένων απαντήσεων από όλες τις άλλες περιπτώσεις εξισώσεων ή ανισώσεων. Σε 

κάθε µία από τις έξι αλγεβρικές ανισώσεις ποσοστό µεγαλύτερο του 20% των µαθητών δεν 

κατάφερε να επιλύσει σωστά [Πίνακας 10]. Πιο συγκεκριµένα, στις ανισώσεις (13) και 

(14) που είχαν ρητούς αριθµούς και στα δύο µέλη, ποσοστό 43,2% και 44,4% αντίστοιχα 

των µαθητών επίλυσαν µε αριθµητικές στρατηγικές ή τις αντιµετώπισαν ως εξισώσεις. Τα 

µεγαλύτερα ποσοστά λανθασµένων απαντήσεων σύµφωνα µε την υπόθεση 

παρατηρήθηκαν στις ανισώσεις (11) και (12), οι οποίες είχαν ως λύση το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών και το κενό σύνολο αντίστοιχα. 

Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα για τα  λάθη σε εξισώσεις και ανισώσεις 

Προκειµένου να έχουµε µια συνολική εικόνα των απαντήσεων των µαθητών, 

καταγράψαµε το συνολικό πλήθος των λαθών που έγιναν κατά την επίλυση των 

αριθµητικών και αλγεβρικών εξισώσεων και ανισώσεων των ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ [Πίνακας 

13]. Πιο συγκεκριµένα, στις οκτώ αριθµητικές εξισώσεις και οκτώ αριθµητικές ανισώσεις, 

οι απαντήσεις που αναµέναµε από τους 81 µαθητές που συµµετείχαν στην έρευνα ήταν 

συνολικά 648 για κάθε περίπτωση. Από αυτές, στον Πίνακα 12 φαίνεται πόσες ήταν ορθές 

και πόσες λανθασµένες που οφείλονταν σε αριθµητικές στρατηγικές επίλυσης για τις 

εξισώσεις και λανθασµένες που οφείλονταν σε αριθµητικές στρατηγικές επίλυσης ή 

αντιµετώπισης των ανισώσεων ως εξισώσεις. Αντίστοιχα, στις περιπτώσεις των έξι 
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αλγεβρικών εξισώσεων και έξι αλγεβρικών ανισώσεων αναµέναµε σε κάθε περίπτωση 

συνολικά 486 απαντήσεις από τους 81 µαθητές. Τα ποσοστά των απαντήσεων στις 

αλγεβρικές εξισώσεις και ανισώσεις που τοποθετήθηκαν στις παραπάνω κατηγορίες 

φαίνονται στον Πίνακα 13 που ακολουθεί. 

 

Πίνακας 13                                                                                                               

Συγκεντρωτικές απαντήσεις στα ΕΡ/Αα & ΕΡ/Αβ ανά κατηγορία 

 

Ν=81 

Απαντήσεις 

Ποσοστό επί 
των 

συνολικών 
απαντήσεων 

Ορθές 
απαντήσεις 

Λανθασµένες απαντήσεις που 
ήταν συνεπείς 

σε χρήση 
αριθµητικών 
µεθόδων 
επίλυσης 

σε 
αντιµετώπιση 
ανίσωσης ως 
εξίσωση 

πλήθος 
απαντήσεων  πλήθος απαντήσεων  

Αριθµητικές 
εξισώσεις 

583/648 - - 90% 

Αλγεβρικές 
εξισώσεις  

319/486 146/486   - 95,67% 

Αριθµητικές 
ανισώσεις  

486/648 30/648 91/648 93,6% 

Αλγεβρικές 
ανισώσεις  

234/486 135/486 90/486 94,44% 

 

Στις αριθµητικές εξισώσεις από τις συνολικά 648 απαντήσεις που δόθηκαν οι 583 

(90%) από αυτές ήταν ορθές, κάτι που αναµέναµε σύµφωνα µε την υπόθεσή µας. Επίσης, 

σε σύνολο 486 απαντήσεων που δόθηκαν στην επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων, οι 146 

(30,05%) από αυτές ήταν λανθασµένες που οφείλονταν σε αριθµητικές στρατηγικές 

επίλυσης, ενώ οι 319 (65,63%) ήταν ορθές. Στις αριθµητικές ανισώσεις, οι λανθασµένες 

απαντήσεις που οφείλονταν σε αριθµητικές στρατηγικές ήταν 30 σε σύνολο 648, ενώ 91 

ήταν οι απαντήσεις στις οποίες η λύση που παρουσιάστηκε οφείλεται σε θεώρηση των 

ανισώσεων ως εξισώσεις. Τέλος, στις αλγεβρικές ανισώσεις σε σύνολο 486 απαντήσεων οι 
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225 (46,3%) ήταν λανθασµένες, όπως και αναµέναµε. Από αυτές, οι 135 οφείλονταν σε 

αριθµητικές στρατηγικές επίλυσης, ενώ οι υπόλοιπες 90 οδήγησαν σε λανθασµένη επίλυση 

καθώς οι ανισώσεις επιλύθηκαν ως εξισώσεις [Πίνακας 13]. Παρατηρούµε ότι το ποσοστό 

των λανθασµένων απαντήσεων επί του συνόλου αυτών που λάβαµε είναι µεγαλύτερο στις 

αλγεβρικές εξισώσεις σε σύγκριση µε τις αριθµητικές ανισώσεις. Το µεγαλύτερο ποσοστό 

λανθασµένων απαντήσεων παρατηρείται στην επίλυση αλγεβρικών ανισώσεων. 

Από τα παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι τα συγκεντρωτικά αποτελέσµατα του 

Πίνακα 13 ενισχύουν τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από την µελέτη του Πίνακα 9. 

Πιο συγκεκριµένα, όπως η µέση επίδοση στις αριθµητικές εξισώσεις είναι καλύτερη από 

κάθε άλλη περίπτωση [Πίνακας 9], έτσι και το ποσοστό των λανθασµένων απαντήσεων για 

τις συγκεκριµένες εξισώσεις είναι 10%, µικρότερο από το αντίστοιχο των αλγεβρικών 

εξισώσεων, αριθµητικών ανισώσεων ή αλγεβρικών ανισώσεων [Πίνακας 13]. Επίσης, η 

δεύτερη καλύτερη µέση επίδοση, όπως φαίνεται και στον Πίνακα 9, ήταν στις αριθµητικές 

ανισώσεις, στις οποίες εξάλλου είχαµε και το δεύτερο µικρότερο ποσοστό λανθασµένων 

απαντήσεων [Πίνακας 13]. Από αυτές τις λανθασµένες απαντήσεις, αξιοσηµείωτο είναι το 

γεγονός ότι οι περισσότερες από αυτές οφείλονταν σε θεώρηση των ανισώσεων ως 

εξισώσεις παρά στην επίλυση µε χρήση αριθµητικών µεθόδων. Εξάλλου, η επίδοση στις 

αλγεβρικές εξισώσεις ήταν χαµηλότερη από αυτή των αριθµητικών εξισώσεων ή 

ανισώσεων, διάταξη η οποία διατηρείται και αν συγκρίνουµε τα ποσοστά των 

λανθασµένων απαντήσεων στις αριθµητικές εξισώσεις, αριθµητικές ανισώσεις και 

αλγεβρικές εξισώσεις [Πίνακας 13]. Τέλος, στις αλγεβρικές ανισώσεις παρατηρείται η 

µικρότερη µέση επίδοση αλλά και το µικρότερο ποσοστό ορθών απαντήσεων [Πίνακας 9 

& 13] από τις τέσσερις κατηγορίες εξισώσεων ή ανισώσεων. Σε αντίθεση µε ότι συνέβη 

στις αριθµητικές ανισώσεις, στις αλγεβρικές το µεγαλύτερο ποσοστό λαθών έγιναν 

εξαιτίας των αριθµητικών µεθόδων επίλυσης που χρησιµοποίησαν οι µαθητές παρά στην 

αντιµετώπιση των ανισώσεων ως εξισώσεις.   
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3.3     Οµαδοποίηση απαντήσεων στο ερωτηµατολόγιο κατηγοριοποίησης ΕΡ/β  

Οι απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις του ερωτηµατολογίου 

κατηγοριοποίησης εξισώσεων και ανισώσεων, ΕΡ/Β [Πίνακας 7] που αφορούσαν τις εξ/Α 

(3x=9), αν/Α (2x<6) και την εξ/Β (10x+2-5x+7) ταξινοµήθηκαν σε τέσσερις κατηγορίες. 

Σύµφωνα µε τις απαντήσεις τους στις εξ/Α και αν/Α οι µαθητές οµαδοποιήθηκαν ως εξής: 

(0) Καµία απάντηση: όσοι µαθητές δεν επέλεξαν καµία από τις δοσµένες εξισώσεις ή 

ανισώσεις, (1) Οµοιότητα ως προς την µορφή: Όσοι επέλεξαν εξισώσεις/ανισώσεις 

Πίνακας 14                                                                                                                 
Οµαδοποίηση απαντήσεων στο ΕΡ/Β για την εξ/Α 

εξ/Α (3x=9) 

Κριτήριο                                 
Απάντηση στην ερώτηση 
επιλογής ισοδύναµων 
εξισώσεων µε την 3x=9  

Κριτήριο               
Απάντηση στην 

ερώτηση για τρόπο 
κατηγοριοποίησης 

 

 

Παράδειγµα 

Σε όλες τις περιπτώσεις 
επιτρέψαµε να έχει επιλεγεί 
µέχρι µια µη ισοδύναµη 

εξίσωση 

Καµία απάντηση (0) Επιλογή καµίας εξίσωσης   

Oµοιότητα ως προς 

την µορφή (1) 

Επιλογή  

• Έστω µιας εξίσωσης από τις 
τέσσερις ισοδύναµες 
εξισώσεις της ίδιας µορφής  

 

Μορφή  

ή 

Ίδιοι αριθµοί  

 

3x=9 ισοδύναµη 
µε την 7x=8                

ή                 
3x=9 ισοδύναµη 
µε την x=9-3 

Oµοιότητα ως προς 

την µορφή & 

αριθµητικές 

στρατηγικές (2) 

Επιλογή  

• έστω µιας από τις τέσσερις 
ισοδύναµες εξισώσεις της 
ίδιας µορφής  

• και έστω µιας από τις 
τέσσερις ισοδύναµες 
εξισώσεις µε µεταβλητή και 
στα δύο µέλη 

Μορφή 

& 

χρήση αριθµητικών             
στρατηγικών επίλυσης 

3x=9 ισοδύναµη 
µε την 7x=8      

ή                       
η λύση της 3x=9 
επαληθεύει την 

3x-6=3 

αριθµητικές 

στρατηγικές (3) 

Επιλογή  

• τουλάχιστον πέντε από τις 
οκτώ ισοδύναµες εξισώσεις  

 

χρήση αριθµητικών             
στρατηγικών επίλυσης 

η λύση της 3x=9 
επαληθεύει την 

3x-6=3 

αλγεβρικές 

στρατηγικές (4) 

Επιλογή  

• τουλάχιστον πέντε από τις 
οκτώ ισοδύναµες εξισώσεις  

 

χρήση αλγεβρικών             
στρατηγικών επίλυσης 

∆ιαίρεση κατά 
µέλη της 9x=18 

µε 3 και 
προκύπτει η 

3x=9. 
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µε κριτήριο την µορφή ή τους συντελεστές των µεταβλητών και επέλεξαν τουλάχιστον µία 

από τις τέσσερις ισοδύναµες εξισώσεις/ανισώσεις της ίδιας µορφής, (2) Οµοιότητα ως 

προς την µορφή  ή αριθµητικές στρατηγικές: Όσοι µαθητές επέλεξαν µε κριτήριο την 

µορφή ή ακολουθώντας αριθµητικές στρατηγικές επιλογής ισοδύναµων εξισώσεων ή 

ανισώσεων. Έτσι, σε αυτή την οµάδα κατηγοριοποιήθηκαν οι µαθητές που επέλεξαν 

τουλάχιστον µια από τις τέσσερις ισοδύναµες εξισώσεις/ανισώσεις της ίδιας µορφής και 

τουλάχιστον µία από τις τέσσερις ισοδύναµες εξισώσεις/ανισώσεις που διέφεραν ως προς 

την µορφή. Η επόµενη κατηγορία ήταν (3) Αριθµητικές στρατηγικές: όσοι µαθητές 

επέλεξαν τουλάχιστον πέντε από τις συνολικά οκτώ ισοδύναµες εξισώσεις ή ανισώσεις 

ακολουθώντας αριθµητικές στρατηγικές και τέλος η κατηγορία (4) Αλγεβρικές 

στρατηγικές: όσοι µαθητές επέλεξαν τουλάχιστον πέντε από τις συνολικά οκτώ ισοδύναµες 

εξισώσεις ή ανισώσεις ακολουθώντας αλγεβρικές στρατηγικές. Σε όλες τις περιπτώσεις 

των απαντήσεων κατά την οµαδοποίηση τους επιτρέψαµε να έχει δοθεί µέχρι µία 

λανθασµένη επιλογή εξίσωσης ή ανίσωσης [Πίνακας 14 & 15].  Για την ταξινόµηση των 

αποτελεσµάτων εκτός από τις γραπτές απαντήσεις των µαθητών στο ερωτηµατολόγιο 

λάβαµε υπόψη και τις συµπληρωµατικές απαντήσεις που πήραµε στην ερώτηση που 

αφορούσε τον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές απάντησαν στις ερωτήσεις του ΕΡ/Β. 

Σύµφωνα µε τις απαντήσεις τους για την εξ/Β οι µαθητές κατηγοριοποιήθηκαν ως 

εξής: (0) Καµία απάντηση: όσοι µαθητές δεν επέλεξαν καµία από τις δοσµένες εξισώσεις, 

(1) Οµοιότητα ως προς την µορφή: Όσοι επέλεξαν εξισώσεις µε κριτήριο την µορφή ή τους 

συντελεστές των µεταβλητών και επέλεξαν τουλάχιστον µία από τις τέσσερις ισοδύναµες 

εξισώσεις της ίδιας µορφής, (2) Οµοιότητα ως προς την µορφή  ή αριθµητικές 

στρατηγικές:  Όσοι µαθητές επέλεξαν µε κριτήριο την µορφή ή ακολουθώντας αριθµητικές 

στρατηγικές επιλογής εξισώσεων ισοδύναµων µε την εξ/Β. Έτσι, σε αυτή την οµάδα 

κατηγοριοποιήθηκαν οι µαθητές που επέλεξαν τουλάχιστον τέσσερις από τις έξι 

ισοδύναµες εξισώσεις της ίδιας ή και διαφορετικής µορφής, (3) Αριθµητικές στρατηγικές:  

όσοι µαθητές επέλεξαν τουλάχιστον τέσσερις από τις έξι ισοδύναµες εξισώσεις 

χρησιµοποιώντας αριθµητικές στρατηγικές, (4) Αλγεβρικές στρατηγικές: όσοι µαθητές 

επέλεξαν τουλάχιστον δύο από τις έξι ισοδύναµες εξισώσεις ακολουθώντας αλγεβρικές 

στρατηγικές [Πίνακας 16]. Κατά την οµαδοποίηση των περιπτώσεων των απαντήσεων, 

επιτρέψαµε να έχει δοθεί µέχρι και µία λανθασµένη επιλογή εξίσωσης ή ανίσωσης. 

 



47 

 

Πίνακας 15                                                                                                          
Οµαδοποίηση απαντήσεων στο ΕΡ/Β για την αν/Α 

αν/Α (2x<6) 

Κριτήριο               
Απάντηση στην ερώτηση 

για τρόπο 
κατηγοριοποίησης 

Κριτήριο                                 
Απάντηση στην 
ερώτηση επιλογής 

ισοδύναµων 
ανισώσεων µε την 

2x<6 

 

 

    Παράδειγµα 

Σε όλες τις περιπτώσεις 
επιτρέψαµε να έχει επιλεγεί 
µέχρι µια µη ισοδύναµη 

ανίσωση 

Καµία απάντηση 
(0) 

Επιλογή καµίας ανίσωσης  
 

oµοιότητα ως 

προς την µορφή 

(1) 

Επιλογή  

• Έστω µιας ανίσωσης 
από τις τέσσερις 
ισοδύναµες ανισώσεις 
της ίδιας µορφής  

 

Μορφή  

ή 

Ίδιοι αριθµοί  

 

 

2x<6 ισοδύναµη µε 
την 6x<18                    

ή                            
2x<6 ισοδύναµη µε 

την 2x>-6-3 

oµοιότητα ως 

προς την µορφή & 

αριθµητικές 

στρατηγικές (2) 

Επιλογή  

• έστω µιας από τις 
τέσσερις ισοδύναµες 
ανισώσεις της ίδιας 
µορφής  

• και έστω µιας από τις 
τέσσερις ισοδύναµες 
ανισώσεις µε 
µεταβλητή και στα δύο 
µέλη 

Μορφή 

& 

χρήση αριθµητικών             
στρατηγικών επίλυσης 

 

2x<6 ισοδύναµη µε 
την 6x<18 

ή 

οι λύσεις της 2x<6,  
επαληθεύουν µια άλλη 

ανίσωση 

αριθµητικές 

στρατηγικές (3) 

Επιλογή  

• τουλάχιστον πέντε από 
τις οκτώ ισοδύναµες 
ανισώσεις  

 

χρήση αριθµητικών             
στρατηγικών επίλυσης 

 

οι λύσεις της 2x<6,  
επαληθεύουν µια άλλη 

ανίσωση 

αλγεβρικές 

στρατηγικές (4) 

Επιλογή  

• τουλάχιστον πέντε από 
τις οκτώ ισοδύναµες 
ανισώσεις  

χρήση αλγεβρικών             
στρατηγικών επίλυσης 

Πολλαπλασιασµός 
κατά µέλη της x<3 µε 

2 και προκύπτει η 
2x<6. 
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Πίνακας 16                                                                                                          
Οµαδοποίηση απαντήσεων στο ΕΡ/Β για την εξ/Β 

εξ/Β (10x+2=5x+7) 

Κριτήριο               
Απάντηση στην 

ερώτηση για τρόπο 
κατηγοριοποίησης 

Κριτήριο                                 
Απάντηση στην 
ερώτηση επιλογής 

ισοδύναµων 
εξισώσεων µε την 

10x+2=5x+7 

 

 

Παράδειγµα 

Σε όλες τις περιπτώσεις 
επιτρέψαµε να έχει 
επιλεγεί µέχρι µια µη 
ισοδύναµη εξίσωση 

Καµία απάντηση 
(0) 

Επιλογή καµίας εξίσωσης  
 

oµοιότητα ως 

προς την µορφή 

(1) 

Επιλογή  

• έστω µιας εξίσωσης 
από τις τέσσερις 
ισοδύναµες 
εξισώσεις της ίδια 
µορφής 

 

Μορφή 

Ή 

Ίδιοι αριθµοί 

 

10x+2=5x+7 
ισοδύναµη µε την 
13x+2=8x+7 

           ή 

10x+2=5x+7 
ισοδύναµη µε την 
10x+7+5x=5x+7 

oµοιότητα ως 

προς την µορφή 

& αριθµητικές 

στρατηγικές (2) 

Επιλογή  

• τουλάχιστον 
τεσσάρων από τις 
έξι ισοδύναµες 
εξισώσεις  

 

Μορφή 

& 

χρήση αριθµητικών             

στρατηγικών επίλυσης 

10x+2=5x+7 
ισοδύναµη µε την 
13x+2=8x+7 

ή 

οι λύσεις της 
10x+2=5x+7, 
επαληθεύουν την x=1 

αριθµητικές 

στρατηγικές (3) 

Επιλογή  

• τουλάχιστον 
τεσσάρων από τις 
έξι ισοδύναµες 
εξισώσεις  

 

χρήση αριθµητικών             
στρατηγικών επίλυσης 

 

οι λύσεις της 
10x+2=5x+7, 
επαληθεύουν την x=1 

αλγεβρικές 

στρατηγικές (4) 

Επιλογή  

• τουλάχιστον δύο 
από τις έξι 
ισοδύναµες 
εξισώσεις  

 

χρήση αλγεβρικών             
στρατηγικών επίλυσης 

 

H 10x+2=5x+7 
ισοδύναµη µε την 5x=5 
αν αφαιρέσουµε και 
από τα 2 µέλη το 2 και 
το 5x. 
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Είδη απαντήσεων που αναµέναµε στις ερωτήσεις κατηγοριοποίησης του ΕΡ/Β 

Σύµφωνα µε την υπόθεσή µας, αναµέναµε οι µαθητές να χρησιµοποιήσουν κυρίως 

αριθµητικές στρατηγικές κατηγοριοποίησης των εξισώσεων και της ανίσωσης του ΕΡ/Β. 

Ιδιαίτερα στις ερωτήσεις της αριθµητικής εξίσωσης εξ/Α και ανίσωσης αν/Α αναµέναµε οι 

µαθητές να χρησιµοποιούν αριθµητικές στρατηγικές κατηγοριοποίησης και να επιλέγουν 

µε επιτυχία τις ισοδύναµες εξισώσεις ή ανισώσεις αντίστοιχα. Στην ερώτηση της 

αλγεβρικής εξίσωσης εξ/Β, αναµέναµε οι µαθητές να µην απαντήσουν µε επιτυχία, καθώς 

οι 12 προς επιλογή εξισώσεις ήταν αλγεβρικές και, κατά συνέπεια, δεν είναι εύκολο να 

διαπιστωθεί ποιες εξισώσεις είναι ισοδύναµες στην δοσµένη 10x+2=5x+7 µε χρήση 

αριθµητικών στρατηγικών. Όπως προαναφέρθηκε, δεν επιτρέψαµε στους µαθητές να 

επιλύσουν τις 12 εξισώσεις και ανισώσεις της κάθε ερώτησης, µε σκοπό να διαπιστώσουµε 

πόσοι από αυτούς, εφόσον δεν µπορούσαν να χρησιµοποιήσουν τετριµµένες µεθόδους 

επίλυσης, θα εφαρµόσουν αλγεβρικές ιδιότητες ώστε να καταλήξουν στην απάντησή τους. 

Για παράδειγµα, κάποιοι µαθητές ήταν πιθανόν να επιλύσουν την εξίσωση 10x+10=5x+15, 

αποµονώνοντας τις µεταβλητές στο δεξί µέλος και τους αριθµούς στο αριστερό και έπειτα 

να διαιρέσουν µε τον συντελεστή της µεταβλητής καταλήγοντας στην απάντηση x=1. 

Έπειτα, εφαρµόζοντας την ίδια µέθοδο επίλυσης και για την δοσµένη 10x+2=5x+7, να 

απαντούσαν ότι αυτές οι δύο εξισώσεις είναι ισοδύναµες. Με το να µην επιτρέψουµε όµως 

την επίλυση των εξισώσεων, θεωρήσαµε ότι οι µαθητές που χρησιµοποιούν αλγεβρικές 

στρατηγικές θα επέλεγαν να αφαιρέσουν και από τα δύο µέλη της εξίσωσης  

10x+10=5x+15 τον αριθµό 8 και να διαπιστώσουν ότι προκύπτει η εξίσωση 10x+2=5x+7 

που είχε δοθεί. 

Εξάλλου, στις περιπτώσεις των εξ/Α και αν/Α σε ορισµένες περιπτώσεις ήταν 

εύκολο να διαπιστώσει κάποιος αν µια εξίσωση ή ανίσωση είναι ισοδύναµη µε την 

δοσµένη εξίσωση ή ανίσωση αντίστοιχα. Για παράδειγµα, στην πρώτη ερώτηση του ΕΡ/Β 

[Πίνακας 7], αναµέναµε ότι η πλειοψηφία των µαθητών θα επέλεγε την εξίσωση x=3 ως 

ισοδύναµη της δοσµένης 3x=9, καθώς θα διαπίστωνε µε σχετική ευκολία ότι όντως ο 

πραγµατικός αριθµός 3 επαληθεύει την δεύτερη εξίσωση. Αν αυτή η στρατηγική 

υιοθετούνταν από ορισµένους µαθητές και για την επιλογή ή όχι των υπολοίπων 

εξισώσεων, θα µας οδηγούσε στο συµπέρασµα ότι πιθανότατα οι µαθητές αυτοί 

στηρίζονται σε αριθµητικές στρατηγικές για την κατηγοριοποίηση των εξισώσεων.  
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Μετά την συµπλήρωση του ΕΡ/Β από τους µαθητές, οι ερευνητές τους έκαναν 

διευκρινιστικές ερωτήσεις για να διαπιστώσουν µε ποιες στρατηγικές κατέληξαν στις 

απαντήσεις τους σε κάθε µία από τις τρεις ερωτήσεις του ερωτηµατολογίου. Ανάλογα µε 

την απάντηση που είχε δώσει ο κάθε µαθητής, του ζητούσαν να αιτιολογήσει και τον 

τρόπο µε τον οποίο κατέληξε σε αυτή.  

Στον Πίνακα 17, παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών στις 

εξ/Α, αν/Α και εξ/Β του ΕΡ/Β οµαδοποιηµένες κατά τον τρόπο που περιγράψαµε 

παραπάνω και φαίνεται στους Πίνακες 14,15 και 16.  

 

Πίνακας 17                                                                                                

Ποσοστά απαντήσεων µαθητών στο ΕΡ/Β 

 Κατηγορία 

Ν=81 
Καµία 

απάντηση 
(0) 

Οµοιότητα 
ως προς 
την µορφή          

(1) 

Οµοιότητα 
ως προς την 

µορφή          
& 

αριθµητικές

στρατηγικές 
(2) 

Αριθµητικές 
στρατηγικές 

(3) 

Αλγεβρικές 
στρατηγικές 

(4) 

εξ/Α       

(3x=9) 
2,5% 11,1% 24,7% 44,4% 17,3% 

αν/Α       

(2x<6) 
4,9% 25,9% 28,4% 23,5% 17,3% 

εξ/Β 

(10x+2=5x+7) 
7,4% 42% 21% 12,3% 17,3% 

 

Αποτελέσµατα απαντήσεων στο ΕΡ/Β 

Όπως αναµέναµε και όντως φαίνεται και στον Πίνακα 17, ο κύριος τρόπος 

κατηγοριοποίησης των ισοδύναµων εξισώσεων που επέλεξαν οι µαθητές στην περίπτωση 

της αριθµητικής εξ/Α είναι η εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων (44,4%). Τις περισσότερες 

φορές, κατέφυγαν στην αντικατάσταση της µεταβλητής µιας εξίσωσης από τις δοσµένες µε 

τον αριθµό 3, που είχαν διαπιστώσει µε ευκολία ότι αποτελεί την λύση της 3x=9 (εξ/A). 
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Ένα µικρό ποσοστό (17,3%) των µαθητών διαπίστωσε ότι τουλάχιστον πέντε από τις 

δώδεκα εξισώσεις ήταν ισοδύναµες µε την εξ/Α εφαρµόζοντας αποκλειστικά αλγεβρικές 

ιδιότητες. Αυτό που δεν αναµέναµε ήταν ότι υπήρχαν αρκετοί µαθητές που απάντησαν 

στην πρώτη ερώτηση του ΕΡ/Α µε απλοϊκά κριτήρια όπως είναι η µορφή των εξισώσεων ή 

την ύπαρξη ιδίων πραγµατικών αριθµών µε αυτούς που υπήρχαν στην εξ/Α, γεγονός που 

συµπεράναµε αφού µας ανέφεραν τις στρατηγικές που χρησιµοποίησαν στις 

διευκρινιστικές ερωτήσεις που ακολούθησαν µετά την συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου 

Β. Πιο συγκεκριµένα, ποσοστό 11,1% των µαθητών φάνηκε να δίνουν τις απαντήσεις τους 

στηριζόµενοι σε αυτές τις απλοϊκές στρατηγικές που µόλις αναφέραµε. Οι µαθητές αυτοί 

επέλεξαν ως ισοδύναµες µε την 3x=9 (εξ/A) κάποιες από τις εξισώσεις x=9-3, 7x=8 και 

6x=18. Επιπρόσθετα, υπήρχε και ένα αρκετά υψηλό ποσοστό µαθητών (24,7%) που 

επέλεξαν τις ισοδύναµες προς την εξ/Α σε κάποιες περιπτώσεις µε κριτήριο την απλή 

οµοιότητα ως προς την µορφή των εξισώσεων, ενώ σε κάποιες άλλες χρησιµοποιώντας 

αριθµητικές στρατηγικές [Πίνακας 17].  

Από τα αποτελέσµατα των απαντήσεων για την αριθµητική αν/Α παρατηρούµε ότι 

και σε αυτή την περίπτωση, παρά το γεγονός ότι δεν το αναµέναµε, πολλοί µαθητές 

(25,9%) κατηγοριοποίησαν τις ανισώσεις χρησιµοποιώντας ως κριτήριο το αν υπάρχει 

απλή οµοιότητα στην µορφή µεταξύ τους. Σχεδόν το ίδιο ποσοστό µαθητών (28,4%) είχε 

ως κριτήριο για την επιλογή των ισοδύναµων ανισώσεων επίσης την οµοιότητα ως προς 

την µορφή τους, αλλά και το αν αυτές επαληθεύονται από µια λύση από τις άπειρες που 

είχαν βρει επιλύοντας την αν/Α. Εξάλλου, αποκλειστικά αριθµητικές µεθόδους 

επαλήθευσης των ανισώσεων χρησιµοποίησε το 23,5% των µαθητών. Αξιοσηµείωτο είναι 

το γεγονός ότι οι ίδιοι µαθητές (17,3%) που κατηγοριοποίησαν την εξ/Α µε αλγεβρικές 

µεθόδους, έκαναν το ίδιο και µε την αν/Α, έχοντας την ίδια επιτυχία στις απαντήσεις τους  

[Πίνακας 17]. 

Οι µαθητές που κατηγοριοποίησαν την αλγεβρική εξ/Β µε απλοϊκούς τρόπους 

έχοντας ως κύριο κριτήριο την απλή οµοιότητα της µορφής των εξισώσεων ήταν σε αυτή 

την ερώτηση οι περισσότεροι (42%). Θεωρούσαν για παράδειγµα ισοδύναµη της εξίσωσης 

10x+2-5x+7 την εξίσωση 11x+6=9x+7. Το 21% των µαθητών χρησιµοποίησε ως κριτήριο 

την απλή οµοιότητα ως προς την µορφή των εξισώσεων αλλά και την αντικατάσταση της 

µεταβλητής αυτών µε την λύση της εξίσωσης εξ/Β, ενώ εφαρµογή µόνο αριθµητικών 

µεθόδων φάνηκε να κάνει µόνο το 12,3% των µαθητών. Τέλος, παρά το γεγονός ότι η εξ/Β 

ήταν αλγεβρική, πάλι οι ίδιοι µαθητές (17,3%) οι οποίοι είχαν απαντήσει στις ερωτήσεις 
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για τις αριθµητικές εξ/Α και αν/Α εφαρµόζοντας αλγεβρικές µεθόδους, ενήργησαν µε τον 

ίδιο τρόπο επιλέγοντας τουλάχιστον δύο ισοδύναµες εξισώσεις προς την εξ/Β  [Πίνακας 

17]. 

Σχολιασµός απαντήσεων στο ΕΡ/Β 

Συµπερασµατικά, παρατηρούµε ότι µεταξύ των εξ/Α και αν/Α υπάρχει µεγάλη 

διαφορά στα ποσοστά των µαθητών που κατηγοριοποίησαν τις δοσµένες εξισώσεις ή 

ανισώσεις µε κριτήριο την οµοιότητα ως προς την µορφή ή τον αριθµητικό τρόπο. Έτσι, 

συµπεραίνουµε ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν επιπλέον δυσκολίες στο να 

κατηγοριοποιήσουν µια αριθµητική ανίσωση πρώτου βαθµού σε σχέση µε µια αριθµητική 

εξίσωση πρώτου βαθµού. Πιο συγκεκριµένα, όπως παρατηρούµε στον πίνακα 17, ενώ στην 

εξ/Α µόνο το 11,1% των µαθητών επέλεξε ισοδύναµες εξισώσεις µε κριτήριο την 

οµοιότητα ως προς την µορφή, στην αν/Α το αντίστοιχο ποσοστό των µαθητών αυξάνεται 

στο 25,9%. Επίσης, ενώ το ποσοστό των µαθητών που φαίνεται να κατηγοριοποιούν µε 

αριθµητικές µεθόδους την εξ/Α είναι 44,4%, αυτοί που κάνουν το ίδιο για την 

κατηγοριοποίηση της αν/Α είναι µόλις 23,5%. Η διαφορά µεταξύ των ποσοστών των 

µαθητών αυτών πιθανότατα οφείλεται στο γεγονός ότι οι µαθητές δυσκολεύονται όταν 

επιλύουν την αν/Α να επιλέξουν µια κατάλληλη τιµή από τις άπειρες λύσεις της που είναι 

το σύνολο (3,+οο), έτσι ώστε να ελέγξουν αν αυτή η τιµή επαληθεύει τις υπόλοιπες 

ανισώσεις, ενέργεια άλλωστε που δεν οδηγεί απαραίτητα σε ασφαλή συµπεράσµατα. Έτσι, 

πολλοί από αυτούς καταφεύγουν στο να διαπιστώσουν πρώτα αν είναι όµοιες ως προς την 

µορφή οι ανισώσεις, για να τις χαρακτηρίσουν ισοδύναµες προς την αν/Α. Αντίθετα, από 

την επίλυση της εξ/Α προκύπτει διακριτή ακέραια λύση (x=3) η οποία αν αντικατασταθεί 

στην θέση της µεταβλητής των υπολοίπων εξισώσεων του ερωτήµατος οδηγεί σε ασφαλή 

συµπεράσµατα για το ποιές από αυτές είναι ισοδύναµες µε την εξ/Α. 

Ακόµα περισσότεροι µαθητές 42% επιλέγουν ισοδύναµες εξισώσεις προς την εξ/Β 

µε απλοϊκά κριτήρια, ενώ αυτοί που εφαρµόζουν αριθµητικές µεθόδους είναι σε αυτή την 

περίπτωση το 12,3% του δείγµατος. Παρατηρούµε έτσι αυξηµένα ποσοστά µαθητών που 

ανήκουν στις κατηγορίες ‘οµοιότητα ως προς την µορφή’ και ‘αριθµητικές στρατηγικές’ 

όσον αφορά την εξ/Β σε σχέση µε αυτά των µαθητών που έχουν οµαδοποιηθεί στις ίδιες 

κατηγορίες όσον αφορά τις εξ/Α και αν/Α. Αυτές οι διαφορές πιθανότατα οφείλονται στο 

γεγονός ότι στην εξ/Β υπάρχει µεταβλητή και στα δύο µέλη, άρα είναι ακόµα δυσκολότερο 

να κατηγοριοποιηθεί από κάποιο µαθητή, ειδικά από αυτούς που από την συνέντευξη 
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προέκυψε ότι καταφεύγουν συνήθως στην µέθοδο της αντικατάστασης της µεταβλητής µε 

πραγµατικούς αριθµούς. 

Επίσης, πολύ σηµαντικό εύρηµα είναι το γεγονός ότι ακριβώς οι ίδιοι µαθητές 

(17,3%) επιλέγουν αποκλειστικά µε αλγεβρικές στρατηγικές ισοδύναµες εξισώσεις ή 

ανισώσεις προς τις εξ/Α, εξ/Β ή αν/Α αντίστοιχα - και µάλιστα µε ιδιαίτερη επιτυχία. Τα 

αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι µαθητές αυτοί χρησιµοποιούσαν αλγεβρικές µεθόδους 

συστηµατικά για να απαντούν στις ερωτήσεις του ΕΡ/Β. Χαρακτηριστικό είναι ότι οι 

µαθητές αυτοί, αφού ρωτήθηκαν από τους ερευνητές το πώς έκριναν ότι η εξίσωση x=3 

είναι ισοδύναµη µε την 3x=9, απάντησαν ότι η απόφασή τους προέκυψε αφού 

πολλαπλασίασαν και τα δύο µέλη της x=3 µε τον κατάλληλο πραγµατικό αριθµό 3, σε 

αντίθεση µε πολλούς από τους υπόλοιπους µαθητές του δείγµατος οι οποίοι ισχυρίστηκαν 

ότι «φαίνεται ότι και οι δύο εξισώσεις έχουν την ίδια λύση’’ ή ‘’ ότι η τιµή 3 για το x 

επαληθεύει την 3x=9». Η απάντηση αυτή των µαθητών που κατηγοριοποιήθηκαν στην 

κατηγορία «αλγεβρικές στρατηγικές» σύµφωνα µε τις απαντήσεις τους και στις τρείς 

ερωτήσεις του ΕΡ/Β, µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι γνώριζαν πολύ καλά να εφαρµόζουν 

αλγεβρικές ιδιότητες και αντιµετώπιζαν κάθε εξίσωση και ανίσωση αλγεβρικά. 

Επιπρόσθετα, από το ποσοστό των µαθητών που ανήκουν στη κατηγορία «αλγεβρικές 

στρατηγικές» συµπεραίνουµε ότι οι υπόλοιποι µαθητές (86,7%) δεν κατηγοριοποίησαν τις 

εξ/Α, αν/Α και εξ/Β χρησιµοποιώντας αλγεβρικές µεθόδους, αλλά κατέφυγαν εξ 

ολοκλήρου σε άλλους τρόπους που στηρίζονται στην µορφή των δοσµένων εξισώσεων και 

ανισώσεων ή στην αριθµητική.  

Επίσης, από τον Πίνακα 17 φαίνεται ότι τα ποσοστά των µαθητών που σύµφωνα µε 

τις τρείς απαντήσεις τους στο ΕΡ/Α οµαδοποιήθηκαν στην κατηγορία «οµοιότητα ως προς 

την µορφή και αριθµητικές στρατηγικές» είναι περίπου ίσα. Αυτό µας οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι ένα ποσοστό των µαθητών άνω του 20%  σε κάθε περίπτωση στηρίζεται 

και στην πρώιµη αριθµητική του γνώση, αλλά και σε απλοϊκά κριτήρια για να 

κατηγοριοποιεί µε επιτυχία εξισώσεις ή ανισώσεις.  
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Τρόπος κατηγοριοποίησης στο ΕΡ/Β και επίδοση στα ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ   
 

Για να ελέγξουµε την κύρια υπόθεσή µας ότι ο τρόπος που οι µαθητές 

αναγνωρίζουν τις ισοδύναµες εξισώσεις και ανισώσεις στο ερωτηµατολόγιο της 

κατηγοριοποίησης  σχετίζεται µε την συνολική επίδοση τους στην επίλυση εξισώσεων και 

ανισώσεων, οµαδοποιήσαµε τους µαθητές ανάλογα µε τις απαντήσεις τους και στις τρείς 

ερωτήσεις κατηγοριοποίησης.  

 
 

Πίνακας 18                                                                                                         
Κατηγοριοποίηση απαντήσεων στο ΕΡ/Β 

 

Κατηγορία                                                 
Κριτήριο 

Οι µαθητές που και στις 3 ερωτήσεις του ΕΡ/Β: 

oµοιότητα ως προς την µορφή (1) κατηγοριοποίησαν µε βάση απλοϊκές στρατηγικές 

oµοιότητα ως προς την µορφή & 

αριθµητικές στρατηγικές (2) 

κατηγοριοποίησαν µε βάση απλοϊκές & 
αριθµητικές στρατηγικές 

αριθµητικές στρατηγικές (3) κατηγοριοποίησαν µε βάση αριθµητικές 
στρατηγικές 

αλγεβρικές στρατηγικές (4) κατηγοριοποίησαν µε βάση αλγεβρικές στρατηγικές 

 

Οι µαθητές οµαδοποιήθηκαν στις εξής κατηγορίες: (1)  Οµοιότητα ως προς την 

µορφή: Όσοι επέλεξαν ισοδύναµες εξισώσεις ή ανισώσεις µε µοναδικό κριτήριο την µορφή 

ή τους συντελεστές των µεταβλητών σε όλες τις ερωτήσεις του ΕΡ/Β, (2) Oµοιότητα ως 

προς την µορφή & αριθµητικές στρατηγικές: Όσοι µαθητές που φάνηκε να έδωσαν σε όλες 

τις περιπτώσεις τις απαντήσεις τους µε κριτήριο την µορφή ή µε χρήση αριθµητικών 

στρατηγικών, (3) Αριθµητικές στρατηγικές: όσοι µαθητές επέλεξαν συστηµατικά σε κάθε 

ερώτηση τις ισοδύναµες εξισώσεις ή ανισώσεις µε αριθµητικά κριτήρια και (4) Αλγεβρικές 

στρατηγικές: όσοι µαθητές επέλεξαν σε όλες τις ερωτήσεις του ΕΡ/Β τις ισοδύναµες 

εξισώσεις ή ανισώσεις εφαρµόζοντας αλγεβρικές στρατηγικές [Πίνακας 18]. 

  Για τους µαθητές της κάθε οµάδας από αυτές που προαναφέραµε, µετρήσαµε την 

µέση επίδοση τους στα ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ [Πίνακας 19]. Η µέση επίδοση των µαθητών στα 

ερωτηµατολόγια ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ επίλυσης εξισώσεων και ανισώσεων που 
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κατηγοριοποίησαν µε βάση την οµοιότητα ως προς την µορφή ήταν µόλις 11,182, ενώ 

αυτών που κατηγοριοποίησαν µε βάση την οµοιότητα ως προς την µορφή αλλά και 

αριθµητικές στρατηγικές ήταν 19,653. Οι µαθητές που κατηγοριοποίησαν στηριζόµενοι 

αποκλειστικά σε αριθµητικές στρατηγικές είχαν µέση επίδοση 24,143, ενώ, τέλος, οι 

µαθητές που κατηγοριοποίησαν χρησιµοποιώντας συστηµατικά αλγεβρικές στρατηγικές 

είχαν την υψηλότερη µέση επίδοση 26,071 σε σύνολο 28 ερωτήσεων επίλυσης. Όπως 

φαίνεται στον Πίνακα 19, η µέση επίδοση αυξάνει όταν µετακινούµαστε από την πρώτη 

έως την τέταρτη κατηγορία µαθητών. 

  Όσον αφορά την συνολική επίδοση των µαθητών στα ερωτηµατολόγια επίλυσης 

εξισώσεων και ανισώσεων, τους οµαδοποιήσαµε σε τρείς κατηγορίες: 

 

Πίνακας 19                                                                                                                 
Επίδοση στα ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ ανά κατηγορία µαθητών σύµφωνα µε τις απαντήσεις τους 

στο ΕΡ/Β 

Κατηγοριοποίηση απαντήσεων 

στο ΕΡ/Β που δόθηκαν µε 

βάση : 

N (%) 
Μέση επίδοση 

ΕΡ/Αα & ΕΡ/Αβ 

oµοιότητα ως προς την µορφή 

(1) 

11 13,58 11,182 

oµοιότητα ως προς την µορφή 

& αριθµητικές στρατηγικές 

(2) 

49 60,49 19,653 

αριθµητικές στρατηγικές (3) 7 8,64 24,143 

αλγεβρικές στρατηγικές (4) 14 17,28 26,071 

 
                                       
 (1) «Συστηµατική κατηγοριοποίηση µε βάση οµοιότητα µορφής & αριθµητικές µεθόδους 

επίλυσης»: όσοι µαθητές επίλυσαν τις 28 εξισώσεις και ανισώσεις χρησιµοποιώντας µόνο 

απλοϊκές ή και αριθµητικές µεθόδους επίλυσης, (2) «Συστηµατική κατηγοριοποίηση µε 

χρήση αριθµητικών µεθόδων επίλυσης»: όσοι µαθητές χρησιµοποίησαν αποκλειστικά 

αριθµητικές µεθόδους για την επίλυση τουλάχιστον για τις 25 από το σύνολο των 28 

εξισώσεων και ανισώσεων, (3) «Συστηµατική κατηγοριοποίηση µε χρήση αλγεβρικών 
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µεθόδων επίλυσης»: όσοι µαθητές έκαναν συστηµατικά χρήση αλγεβρικών µεθόδων για 

την επίλυση τουλάχιστον από τις 25 εξισώσεις και ανισώσεις [Πίνακας 20]. 

 

Πίνακας 20                                                                                                          
Κατηγοριοποίηση απαντήσεων στα ΕΡ/Αα & ΕΡ/Αβ  

 

Κατηγορία                               Κριτήριο 

Συστηµατική χρήση απλοϊκών & 

αριθµητικών µεθόδων επίλυσης 

Όσοι χρησιµοποίησαν για τις ερωτήσεις των 

ΕΡ/Αα & ΕΡ/Αβ απλοϊκές & αριθµητικές 

στρατηγικές επίλυσης 

Συστηµατική χρήση αριθµητικών 

µεθόδων επίλυσης 

Όσοι χρησιµοποίησαν για τουλάχιστον 25 

ερωτήσεις των ΕΡ/Αα & ΕΡ/Αβ αποκλειστικά 

αριθµητικές στρατηγικές επίλυσης 

Συστηµατική χρήση αλγεβρικών 

µεθόδων επίλυσης 

Όσοι χρησιµοποίησαν για τουλάχιστον 25 

ερωτήσεις των ΕΡ/Αα & ΕΡ/Αβ αποκλειστικά 

αλγεβρικές στρατηγικές επίλυσης 
 

 Για να ελέγξουµε αν υπάρχει συσχέτιση µεταξύ του τρόπου κατηγοριοποίησης στο 

ΕΡ/Β και της συνολικής επίδοσης των µαθητών στα ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ, κάναµε µια 

ποιοτική ανάλυση. Σχετικά µε τον τρόπο κατηγοριοποίησης, οι µαθητές οµαδοποιήθηκαν 

µε τον ίδιο τρόπο που φαίνεται στον παραπάνω Πίνακα 19, ενώ για την συνολική επίδοση 

των µαθητών στα ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ τους οµαδοποιήσαµε σύµφωνα µε τα κριτήρια που 

προαναφέραµε [Πίνακας 20]. 

Έπειτα, κάναµε µια ανάλυση συσχέτισης (Spearman Correlation), η οποία έδωσε 

στατιστικά σηµαντικά αποτελέσµατα [ 81;001.;806,9 =<= Nprs ]. Στα επιµέρους 

αποτελέσµατα της ανάλυσης, στατιστικά σηµαντικά ήταν τα εξής ευρήµατα: H 

πλειονότητα των µαθητών απάντησε στα ερωτήµατα κατηγοριοποίησης χρησιµοποιώντας 

απλοϊκές και αριθµητικές στρατηγικές. Από τους συνολικά 49 που κατηγοριοποίησαν µε 

αυτές τις στρατηγικές, οι 36 έκαναν το ίδιο και όταν έλυσαν τις εξισώσεις και ανισώσεις 

των ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ. Κανείς από αυτούς δεν χρησιµοποίησε αλγεβρικές µεθόδους για να 

απαντήσει στις ερωτήσεις επίλυσης. Εξάλλου, 11 µαθητές απάντησαν στις ερωτήσεις 

κατηγοριοποίησης µε χρήση απλοϊκών στρατηγικών και οι 10 από αυτούς χρησιµοποίησαν 

τις ίδιες στρατηγικές και για να απαντήσουν στα ερωτηµατολόγια επίλυσης. Επίσης, 7 από 
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τους 81 µαθητές στηρίχτηκαν αποκλειστικά σε αριθµητικές µεθόδους για να απαντήσουν 

σε όλα τα ερωτηµατολόγια που τους δόθηκαν. Τέλος, από τους 14 µαθητές που 

αναφέρθηκε και προηγουµένως ότι χρησιµοποίησαν συστηµατικά αλγεβρικές στρατηγικές 

για να απαντήσουν στις ερωτήσεις κατηγοριοποίησης, οι 13 από αυτούς χρησιµοποίησαν 

τις ίδιες στρατηγικές και για την επίλυση τουλάχιστον 25 εξισώσεων και ανισώσεων. Όλα 

τα παραπάνω ευρήµατα ήταν στατιστικώς σηµαντικά. [Πίνακας 21]. 

 
Πίνακας 21 

Συσχέτιση τρόπου επίλυσης και κατηγοριοποίησης  
  

Spearman Correlation 
[ 81;001.;806,9 =<= Nprs ] 

Οµαδοποίηση µαθητών που 

επίλυαν συστηµατικά µε χρήση 
 

 

Σύνολο απλοϊκών & αριθµητικών 

µεθόδων επίλυσης 

αριθµητικών 

µεθόδων 

επίλυσης 

αλγεβρικών 

µεθόδων 

επίλυσης 

Οµαδοποίηση 

µαθητών που 

κατηγοριοποιούσαν 

συστηµατικά µε 

βάση 

Οµοιότητα 

ως προς την 

µορφή 

10 1 0 11 

οµοιότητα ως 
προς την µορφή       
& αριθµητικές 
στρατηγικές 

36 13 0 49 

αριθµητικές 
στρατηγικές 0 7 0 7 

αλγεβρικές 
στρατηγικές 0 1 13 14 

 Σύνολο 46 22 13 81 
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Κεφάλαιο  4 
 
 
 

 
4.1  Συζήτηση 
 

 

Σύµφωνα µε τον κονστρουκτιβισµό, η µάθηση αποτελεί το αποτέλεσµα της 

ενεργούς δράσης ενός µαθητή να κατανοήσει µια νέα πληροφορία κάνοντας χρήση των 

προηγούµενων γνώσεών του. Στην κατανόηση των νέων εννοιών που διδάσκονται στις 

σχολικές τάξεις, σηµαντικό ρόλο παίζει η φύση της προϋπάρχουσας γνώσης των µαθητών 

καθώς και οι µηχανισµοί µάθησης. Οι έννοιες που διδάσκονται στις σχολικές τάξεις είναι 

δυνατό να κατανοηθούν σύµφωνα µε δύο µηχανισµούς µάθησης. Σύµφωνα µε τον πρώτο, 

ένας µαθητής είναι δυνατό να έχει κατακτήσει µόνο ένα µέρος της πρώιµης γνώσης 

σχετικά µε τις έννοιες που πρόκειται να διδαχτεί, αλλά να συµπληρώνει µέσω της 

διδασκαλίας τα κενά γνώσης που έχει (Carey, 2001). Σε µια δεύτερη περίπτωση, ένας 

µαθητής είναι πιθανό να έχει επίκτητες γνώσεις είτε από το σχολείο, είτε από την 

καθηµερινή του εµπειρία, οι οποίες έρχονται σε σύγκρουση µε τις έννοιες που διδάσκεται 

(Vosniadou και συνεργάτες, 2004).  

Το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής (Vosniadou και συνεργάτες, 

2008· Vosniadou & Verschaffel, 2004)  υποστηρίζει ότι η προϋπάρχουσα γνώση των 

µαθητών θα µπορούσε, υπό ορισµένες προϋποθέσεις, να σταθεί εµπόδιο στην κατανόηση 

µιας νέας έννοιας (Vosniadou και συνεργάτες, 2008). Όπως αναφέρει και ο Χρήστου 

(2009), το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής δέχεται ότι η προϋπάρχουσα 

γνώση των µαθητών είναι συχνά οργανωµένη σε έναν πλέγµα εννοιών και σχέσεων µεταξύ 

τους που έχουν τη µορφή θεωρίας (Carey, 1985· Vosniadou και συνεργάτες, 2007· 

Vosniadou και συνεργάτες, 2008). Στην περίπτωση των µαθηµατικών, η προϋπάρχουσα 

γνώση των µαθητών είναι οργανωµένη γύρω από τον φυσικό αριθµό (Gallistel & Gelman, 

1992· Gelman, 2000· Ni & Zhou, 2005· Stafylidou & Vosniadou, 2004· Vamvakoussi & 

Vosniadou, 2004· Vamvakoussi & Vosniadou, 2007· Χρήστου 2009), ενώ και ο τρόπος 

που διδάσκονται τα µαθηµατικά στην πρωτοβάθµια και δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

ενθαρρύνει τους µαθητές στο να βασίζονται στις προηγούµενες γνώσεις τους για να 

κατανοήσουν µια νέα έννοια. Εποµένως, η µαθηµατική γνώση που αποκτούν οι µαθητές 
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στο δηµοτικό είναι δυνατό να σταθεί εµπόδιο στις νέες µαθηµατικές έννοιες που 

µαθαίνουν αργότερα. Εξάλλου, όταν µια νέα πληροφορία που προέρχεται από την 

συστηµατική διδασκαλία έρθει σε σύγκρουση µε τις αρχικές πεποιθήσεις των µαθητών για 

µια έννοια, τότε συµβαίνουν τα συνθετικά λάθη που υποδηλώνουν την ύπαρξη συνθετικών 

µοντέλων. 

Η πρώτη υπόθεση που εξετάστηκε στην παρούσα µελέτη και η οποία προέκυπτε 

από το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής ήταν ότι η προϋπάρχουσα γνώση 

των µαθητών επίλυσης αριθµητικών εξισώσεων πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής θα 

µπορούσε να σταθεί εµπόδιο στην επιτυχή επίλυση αντίστοιχου βαθµού και µεταβλητής 

αλγεβρικών εξισώσεων. Εξάλλου, σύµφωνα µε παλαιότερες έρευνες, οι µαθητές επιλύουν 

εξισώσεις στηριζόµενοι στην πρώιµη αριθµητική γνώση που µπορεί να έχουν αποκτήσει 

από το σχολείο ή από την καθηµερινή τους εµπειρία (Κieran, 1992· Herscovics & 

Linchevski, 1994), ενώ τις περισσότερες φορές η επίδοση των µαθητών στην επίλυση  

εξισώσεων είναι καλύτερη από την επίδοση που έχουν στην επίλυση ανισώσεων (Kieran, 

1985· Filloy & Rojano, 1989). 

Η υπόθεση αυτή υποστηρίχθηκε από τα αποτελέσµατα της εµπειρικής µελέτης που 

αναλυτικά παρουσιάστηκε στα προηγούµενα κεφάλαια και που έδειξε µια ξεκάθαρη 

δυσκολία των µαθητών να επιλύουν αλγεβρικές εξισώσεις µε την ίδια επιτυχία που 

επιλύουν αριθµητικές εξισώσεις. Πιο συγκεκριµένα, οι µαθητές είχαν καλύτερη επίδοση 

στις αριθµητικές εξισώσεις σε σχέση µε τις αλγεβρικές εξισώσεις µε την διαφορά στην 

επίδοση να είναι στατιστικά σηµαντική [ΕΡ/Αα, ΕΡ/Αβ, Πίνακας 10, Αποτελέσµατα].  

Εξάλλου, για να ελέγξουµε εάν η δυσκολία που αντιµετωπίζουν οι µαθητές κατά 

την επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων οφείλεται στην προϋπάρχουσα γνώση επίλυσης 

αριθµητικών εξισώσεων προχωρήσαµε σε ανάλυση του είδους των λαθών που έκαναν οι 

µαθητές κατά την επίλυση. Από τα αποτελέσµατα επιβεβαιώθηκε η υπόθεσή µας, καθώς τα 

συνολικά ποσοστά των λανθασµένων απαντήσεων είναι περισσότερα στις αλγεβρικές 

εξισώσεις σε σχέση µε τις αντίστοιχες αριθµητικές. Πιο συγκεκριµένα, οι λανθασµένες 

απαντήσεις στις αριθµητικές εξισώσεις (5), (7) και (8) ήταν πολύ λιγότερες από τις 

λανθασµένες απαντήσεις που λάβαµε στις αλγεβρικές εξισώσεις (12), (13) και (14) 

αντίστοιχα. Οι διαφορές αυτές επιβεβαιώνουν ότι οι µαθητές συναντούσαν περισσότερα 

εµπόδια στην επίλυση αλγεβρικών παρά αριθµητικών εξισώσεων. Χαρακτηριστικό 

παράδειγµα αποτελεί η διαφορά µεταξύ των ορθών απαντήσεων στις εξισώσεις (7) και 

(13). Ενώ οι µαθητές επέλυαν και στις δύο περιπτώσεις µε την αριθµητική µέθοδο της 
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αντικατάστασης της µεταβλητής από διάφορους ακέραιους αριθµούς, στην εξίσωση (7) 

απάντησε µε επιτυχία το 91,4 % από αυτούς, ενώ µόλις το 70,4% έκανε το ίδιο στην 

εξίσωση (13). Οι περισσότεροι από τους µαθητές που απάντησαν λανθασµένα στην 

εξίσωση (13) δυσκολεύτηκαν να επιλύσουν εξαιτίας της αριθµητικής µεθόδου επίλυσης 

που επέλεξαν [Πίνακες 13 & 14].   

Επίσης, είχαµε υποθέσει ότι οι µαθητές επιλύουν µε µεγαλύτερη επιτυχία τις 

εξισώσεις από τις ανισώσεις. Αυτό, εξάλλου, είχαν διαπιστώσει και στις έρευνές τους οι  

Bazzini και Tsamir (2004),  Tsamir και Almog (2001) και οι Arampatzis, Skiadaresis και 

Christou (2007) για συγκεκριµένα είδη ανισώσεων.  

Τα αποτελέσµατα από τις απαντήσεις στα ερωτηµατολόγια επίλυσης εξισώσεων 

και ανισώσεων έδειξαν ότι οι µαθητές είχαν καλύτερη µέση επίδοση στις οκτώ αριθµητικές 

εξισώσεις παρά στις οκτώ αριθµητικές ανισώσεις [ΕΡ/Αα, ΕΡ/Αβ, Πίνακας 9, 

Aποτελέσµατα]. Εξάλλου, καλύτερη µέση επίδοση είχαν και στις έξι αλγεβρικές εξισώσεις 

σε σχέση µε τις αντίστοιχες αλγεβρικές ανισώσεις [ΕΡ/Αα,ΕΡ/Αβ, Πίνακας 9, 

Αποτελέσµατα]. Τα αποτελέσµατα αυτά επιβεβαιώνουν την υπόθεσή µας ότι οι εξισώσεις 

επιλύονται µε µεγαλύτερη επιτυχία από τις ανισώσεις ανεξάρτητα αν αυτές είναι 

αριθµητικές ή αλγεβρικές. 

Η ανάλυση των ειδών των λαθών στις εξισώσεις και ανισώσεις επιβεβαιώνει την 

υπόθεσή µας: ότι δηλαδή η καλύτερη επίδοση των µαθητών στην επίλυση εξισώσεων σε 

σχέση µε την επίλυση ανισώσεων οφείλεται στην προϋπάρχουσα γνώση επίλυσης 

αριθµητικών εξισώσεων. Πιο συγκεκριµένα, η µεγαλύτερη διαφορά παρατηρήθηκε µεταξύ 

της εξίσωσης (6) του ΕΡ/Αα και της παρόµοιας µορφής ανίσωσης (6) του ΕΡ/Αβ [Πίνακες 

5 & 6], όπου τα ποσοστά των ορθών απαντήσεων ήταν 91,4% και 37% αντίστοιχα 

[Πίνακες 11 & 12, Αποτελέσµατα]. Λαµβάνοντας υπόψη τις απαντήσεις των µαθητών στις 

διευκρινιστικές ερωτήσεις που ακολούθησαν την επίλυση των ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ, 

καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι η διαφορά στην επίδοση µεταξύ της εξίσωσης (6) και 

ανίσωσης (6) οφείλεται στο γεγονός ότι η πλειοψηφία των µαθητών δεν άλλαξε την φορά 

της ανίσωσης όταν κατέληξε στην ανισότητα -10x<10 και διαίρεσε µε τον αρνητικό 

αριθµό -10. Αυτή η λανθασµένη κίνηση που έγινε από πολλούς µαθητές φανερώνει ότι 

επηρεάζονται από τον τρόπο λύσης των εξισώσεων, στην συγκεκριµένη περίπτωση της 

εξίσωσης (6), στην διαδικασία λύσης της οποίας δεν απαιτείται κάποια αλλαγή την στιγµή 

που κάποιος διαιρεί µε αρνητικό αριθµό και τα δύο µέλη της σχέσης. Επίσης, µεγάλη 

διαφορά παρατηρήθηκε και µεταξύ των ορθών απαντήσεων στην εξίσωση (11) και την 
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αντίστοιχη ανίσωση (11). Τα ποσοστά των ορθών απαντήσεων για την εξίσωση (11) ήταν 

65,4%, ενώ για την ανίσωση (11) µόλις 28,4% [Πίνακες 11 & 12, Αποτελέσµατα]. Οι 

απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις των ερευνητών που ακολούθησαν την 

συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου έδειξαν ότι τα αυξηµένα ποσοστά λανθασµένων 

απαντήσεων στην εξίσωση (11) οφείλονταν στο γεγονός ότι οι περισσότεροι µαθητές, 

επιλύοντας την εξίσωση (11), κατέληγαν στην ισότητα -7=10, την οποία εύκολα 

χαρακτήριζαν αδύνατη. Όταν επίλυαν την ανίσωση (11) κατέληγαν στην ανισοτική σχέση 

4>2 την οποία κατά αντιστοιχία µε την εξίσωση (11) χαρακτήριζαν αδύνατη, γεγονός που 

δεν ίσχυε στην συγκεκριµένη περίπτωση, καθώς είναι σαφές ότι ο πραγµατικός αριθµός 

είναι µεγαλύτερος του 2 για κάθε τιµή της µεταβλητής.   

Επίσης, είχαµε υποθέσει ότι λόγω της πρώιµης αριθµητικής γνώσης των µαθητών 

θα µπορούν να επιλύουν µε σχετική επιτυχία αριθµητικές ανισώσεις, αλλά θα συναντούν 

εµπόδια κατά την επίλυση αντίστοιχης µορφής αλγεβρικών ανισώσεων. Τα αποτελέσµατα 

της εµπειρικής µελέτης που περιγράφηκε προηγουµένως υποστηρίζουν αυτή την υπόθεση 

σε µεγάλο βαθµό. 

Οι µαθητές είχαν καλύτερη επίδοση στις αριθµητικές ανισώσεις του ΕΡ/Αα σε 

σχέση µε την επίδοσή τους στις αλγεβρικές ανισώσεις του ΕΡ/Αβ µε την διαφορά στην 

επίδοση να είναι στατιστικά σηµαντική [ΕΡ/Αα, ΕΡ/Αβ, Πίνακας 9, Αποτελέσµατα]. 

Εξάλλου, όπως και στις εξισώσεις, για να ελέγξουµε τους λόγους για τους οποίους οι 

αριθµητικές ανισώσεις επιλύονται µε µεγαλύτερη επιτυχία από τις αλγεβρικές ανισώσεις, 

προχωρήσαµε σε ανάλυση του είδους των λαθών που έκαναν οι µαθητές κατά την επίλυση. 

Από τα αποτελέσµατα από την κατηγοριοποίηση των ειδών των λαθών που έκαναν οι 

µαθητές ενισχύθηκε η  υπόθεσή µας, καθώς η πλειοψηφία των λαθών των µαθητών στις 

αριθµητικές ανισώσεις οφείλονται στην αντιµετώπισή τους από τους µαθητές ως 

εξισώσεις. Αντίθετα, τα αυξηµένα ποσοστά λανθασµένων απαντήσεων στις αλγεβρικές 

ανισώσεις φάνηκε ότι οφείλονται και στην αντιµετώπιση των συγκεκριµένων ανισώσεων 

από τους µαθητές ως εξισώσεις αλλά και από αριθµητικές µεθόδους επίλυσης τις οποίες 

χρησιµοποίησαν οι µαθητές [Πίνακας 13, Αποτελέσµατα]. 

Αντίστοιχα αποτελέσµατα προέκυψαν και όσον αφορά τις λανθασµένες απαντήσεις 

στο ερωτηµατολόγιο των ανισώσεων. Πιο συγκεκριµένα, οι λανθασµένες απαντήσεις στις 

αριθµητικές ανισώσεις (5), (7) και (8) ήταν πολύ λιγότερες από τις λανθασµένες 

απαντήσεις που λάβαµε στις αλγεβρικές ανισώσεις (12), (13) και (14) αντίστοιχα. Όπως 

συνέβαινε και στις εξισώσεις, οι διαφορές αυτές επιβεβαιώνουν ότι οι µαθητές 
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συναντούσαν περισσότερα εµπόδια στην επίλυση αλγεβρικών παρά αριθµητικών 

ανισώσεων. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η διαφορά µεταξύ των ορθών 

απαντήσεων στις ανισώσεις (5) και (12). Ενώ οι µαθητές επέλυσαν και στις δύο 

περιπτώσεις µε την αριθµητική µέθοδο της αντικατάστασης της µεταβλητής από 

διάφορους αριθµούς, το 75,3 % από αυτούς απάντησε µε επιτυχία στην ανίσωση (5), ενώ 

µόλις το 23,5% έκανε το ίδιο στην ανίσωση (12). Οι µαθητές που απάντησαν λανθασµένα 

στην ανίσωση (12) δυσκολεύτηκαν να επιλύσουν εξαιτίας αριθµητικών µεθόδων επίλυσης 

που εφάρµοσαν ή επειδή µετά την διαδικασία επίλυσης που ακολούθησαν κατέληξαν στην 

ανισοτική σχέση 0x<0 δίνοντας λανθασµένα ως λύση της ανίσωσης το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών. Σε αυτή την περίπτωση, οι µαθητές που έδωσαν ως απάντηση το 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών, πιθανότατα βασίστηκαν στις γνώσεις τους για την 

επίλυση εξισώσεων σύµφωνα µε τις οποίες η εξίσωση 0x=0 έχει όντως ως σύνολο λύσεων 

τους πραγµατικούς αριθµούς. Αντίστοιχα ευρήµατα µε ανισώσεις µε σύνολο λύσεων το 

κενό ή τους πραγµατικούς αριθµούς είχαν προκύψει και σε παλιότερη έρευνα των 

Αραµπατζή, Σκιαδαρέση και Χρήστου (2007). Από τις διευκρινιστικές απαντήσεις των 

µαθητών, φάνηκε ότι οι περισσότεροι δεν κατάφεραν µε την αριθµητική µέθοδο της 

αντικατάστασης της µεταβλητής που επέλεξαν να καταλήξουν σε κάποιο συγκεκριµένο 

συµπέρασµα [Πίνακες 11 & 12, Αποτελέσµατα]. 

Τέλος, υποθέσαµε ότι οι µαθητές θα χαρακτηρίζουν τις εξισώσεις ή ανισώσεις ως 

ισοδύναµες χρησιµοποιώντας αριθµητικές µεθόδους, όπως είναι η αντικατάσταση της 

µεταβλητής µε ακέραιους αριθµούς ή αλγεβρικές µεθόδους, όπως είναι η εφαρµογή 

αλγεβρικών ιδιοτήτων. Εξάλλου, οι αλλαγές στην κατηγοριοποίηση έχουν συνδεθεί µε την 

εννοιολογική αλλαγή (Chi, 1992· Vosniadou, Vamvakoussi, & Skopeliti, 2008). Έτσι, 

θεωρήσαµε ότι ο τρόπος κατηγοριοποίησης των εξισώσεων και ανισώσεων που επιλέγει 

κάθε µαθητής, όταν δεν έχει δυνατότητα να εφαρµόσει αλγοριθµικές διαδικασίες επίλυσης, 

πιθανότατα φανερώνει το αν βασίζεται στην πρώιµη αριθµητική του γνώση ή σε εφαρµογή 

αλγεβρικών ιδιοτήτων.  

Για να ελέγξουµε τα παραπάνω, δόθηκε ένα ερωτηµατολόγιο κατηγοριοποίησης 

εξισώσεων και ανισώσεων. Όπως αναµέναµε, η µειοψηφία των µαθητών χρησιµοποιεί 

αλγεβρικές µεθόδους για την κατηγοριοποίηση εξισώσεων και ανισώσεων. Μάλιστα, όπως 

φάνηκε και από τα αποτελέσµατα αυτοί οι µαθητές, χρησιµοποιούν συστηµατικά 

αλγεβρικές µεθόδους για την κατηγοριοποίηση αλγεβρικών αλλά και αριθµητικών 

εξισώσεων και ανισώσεων. Σηµαντικό στοιχείο για τους συγκεκριµένους 14 µαθητές 
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αποτελεί το γεγονός ότι δεν επηρεάστηκε η µέθοδος που χρησιµοποίησαν σε κάθε 

περίπτωση από την δυσκολία του κάθε ερωτήµατος. Στην περίπτωση της αν/Α η δυσκολία 

προέκυπτε από το γεγονός ότι οι προς κατηγοριοποίηση σχέσεις ήταν ανισώσεις, ενώ στην 

εξ/Β οι προς κατηγοριοποίηση εξισώσεις ήταν αλγεβρικές µε µεταβλητές και 

πραγµατικούς αριθµούς και στα δύο µέλη. Εντούτοις, οι µαθητές που χρησιµοποίησαν 

αλγεβρικές µεθόδους απάντησαν µε χαρακτηριστική ευκολία και στις τρεις ερωτήσεις του 

ΕΡ/Β. Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι ορισµένοι από αυτούς τους µαθητές όταν τους 

ζητήθηκε να εξηγήσουν γιατί θεωρούν την x=3 ισοδύναµη µε την 3x=9, απάντησαν µε 

σιγουριά ότι η δεύτερη εξίσωση προκύπτει από την πρώτη αν πολλαπλασιάσουµε και τα 

δύο µέλη µε τον αριθµό 3. Η απάντηση αυτή των µαθητών δείχνει ότι ενώ ήταν εύκολο να 

αντικαταστήσουν στην εξίσωση 3x=9 τον αριθµό 3 που είχαν άµεσα από την εξίσωση x=3 

και να διαπιστώσουν εύκολα ότι την επαληθεύει, προτίµησαν να εφαρµόσουν την 

αλγεβρική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού και των δύο µελών µιας εξίσωσης µε τον ίδιο 

αριθµό για να δώσουν την απάντησή τους.     

Στα επιµέρους αποτελέσµατα για τις ερωτήσεις κατηγοριοποίησης του ΕΡ/Β, 

παρατηρούµε ότι στην αριθµητική εξίσωση εξ/Α ποσοστό 44,4% των µαθητών 

χρησιµοποιεί αποκλειστικά αριθµητικές στρατηγικές, κάτι που θεωρείται αναµενόµενο, 

καθώς η εξ/Α είναι µια αριθµητική εξίσωση και επιλύεται εύκολα µε την επιλογή τέτοιων 

µεθόδων επίλυσης. Στα αποτελέσµατα για τις απαντήσεις στην αριθµητική ανίσωση αν/Α, 

παρατηρείται µια µείωση κατά το ήµισυ του ποσοστού των µαθητών που χρησιµοποιούν 

µόνο αριθµητικές µεθόδους, ενώ ελάχιστοι µαθητές φαίνεται να βασίζονται σε αριθµητικές 

µεθόδους για να κατηγοριοποιήσουν την αλγεβρική εξίσωση εξ/Β.  

Τα αποτελέσµατα από τις απαντήσεις στο τρίτο ερωτηµατολόγιο υποστηρίζουν την 

υπόθεσή µας ότι οι µαθητές βασίζονται σε αριθµητικές ή αλγεβρικές στρατηγικές για να 

κατηγοριοποιήσουν εξισώσεις και ανισώσεις. Μάλιστα φάνηκε ότι ορισµένοι µαθητές  

χρησιµοποιούν συστηµατικά αλγεβρικές µεθόδους για να κατηγοριοποιούν, ενώ το 

ποσοστό των µαθητών που φαίνεται να βασίζονται σε αποκλειστικά αριθµητικές µεθόδους 

µειώνεται όταν η προς κατηγοριοποίηση σχέση είναι ανίσωση ή αλγεβρική εξίσωση.  

Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι υπήρχε και µια οµάδα µαθητών οι οποίοι βασίζονται 

συστηµατικά στην οµοιότητα ως προς την µορφή των δοσµένων εξισώσεων ή ανισώσεων 

για να τις κατηγοριοποιήσουν, γεγονός που δεν αναµέναµε. Επίσης, αρκετά µεγάλο 

ποσοστό µαθητών φάνηκε να κατηγοριοποιεί τις εξισώσεις ή ανισώσεις που τους δόθηκαν 

στηριζόµενοι στην οµοιότητα ως προς την µορφή αλλά και σε αριθµητικές µεθόδους. Τα 
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ποσοστά των µαθητών που φάνηκε να κατηγοριοποιούν µε τους δύο προαναφερθέντες 

τρόπους αυξάνονταν καθώς παρατηρούµε τα αποτελέσµατα των απαντήσεων και 

µετακινούµαστε από την αριθµητική εξίσωση, στην αριθµητική ανίσωση και τέλος στην 

αλγεβρική εξίσωση.   

Τα αποτελέσµατα αυτά κάνουν φανερή µια δυσκολία των µαθητών να 

χρησιµοποιούν αριθµητικές στρατηγικές στην κατηγοριοποίηση των ανισώσεων. Τέλος, 

όπως υποδεικνύουν τα αποτελέσµατα για τις απαντήσεις στην εξ/Β, οι µαθητές φάνηκε να 

κατηγοριοποιούν τις δοσµένες εξισώσεις βασιζόµενοι κυρίως αποκλειστικά στην 

οµοιότητα ως προς την µορφή ή και σε αριθµητικές στρατηγικές. Οι µαθητές 

δυσκολεύονται ιδιαίτερα να εφαρµόσουν αλγεβρικές αλλά και αριθµητικές στρατηγικές σε 

αλγεβρικές εξισώσεις µε µεταβλητές και στα δύο µέλη όπως είναι η εξ/Β [Πίνακας 17, 

Αποτελέσµατα].   

Οµαδοποιήσαµε τους µαθητές σύµφωνα µε τις στρατηγικές στις οποίες φάνηκε να 

βασίζονται για να κατηγοριοποιήσουν και υπολογίσαµε την µέση επίδοση των µαθητών  

στην επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι η συνολική µέση 

επίδοση στα ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ επιτυγχάνεται από τους µαθητές που στηρίζονται σε 

αλγεβρικές στρατηγικές, ενώ η χαµηλότερη µέση επίδοση από αυτούς που 

κατηγοριοποιούν βασιζόµενοι στην οµοιότητα ως προς την µορφή [Πίνακας 19, 

Αποτελέσµατα]. Η σύγκριση των µέσων επιδόσεων της κάθε κατηγορίας κάνει φανερό ότι 

όσο πιο απλοϊκές στρατηγικές κατηγοριοποίησης εξισώσεων και ανισώσεων φαίνεται να 

χρησιµοποιούν οι µαθητές, τόσο µικρότερη επίδοση είχαν στις ερωτήσεις επίλυσης των 

ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ. Αντίθετα οι µαθητές που συστηµατικά βασίστηκαν σε αλγεβρικές 

στρατηγικές για να απαντήσουν στις ερωτήσεις κατηγοριοποίησης είχαν και υψηλή µέση 

επίδοση που ήταν 26,071 σε σύνολο 28 ερωτήσεων επίλυσης.    

Για να ελέγξουµε αν υπάρχει συσχέτιση µεταξύ του τρόπου κατηγοριοποίησης στο 

ΕΡ/Β και της συνολικής επίδοσης των µαθητών στα ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ, κάναµε µια 

ποιοτική ανάλυση. Πιο συγκεκριµένα, οµαδοποιήσαµε τους µαθητές σύµφωνα µε τις 

απαντήσεις τους στις ερωτήσεις κατηγοριοποίησης του ΕΡ/Β αλλά και στις ερωτήσεις 

επίλυσης των ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ.  

H ανάλυση συσχέτισης έδωσε στατιστικά σηµαντικά αποτελέσµατα. Πιο 

συγκεκριµένα, οι 10 από τους 11 µαθητές που κατηγοριοποίησαν µε απλοϊκές στρατηγικές 

επέλυσαν τις εξισώσεις και ανισώσεις των ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ µε κριτήριο την απλή 

οµοιότητα ως προς την µορφή ή χρησιµοποιώντας αριθµητικές µεθόδους. Από τους 49 
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µαθητές που χρησιµοποίησαν απλοϊκές ή αριθµητικές στρατηγικές στην κατηγοριοποίηση, 

οι 36 χρησιµοποίησαν και στην επίλυση απλοϊκές ή αριθµητικές στρατηγικές, ενώ κανείς 

από αυτούς δεν χρησιµοποίησε αλγεβρικές µεθόδους. Επίσης, υπήρξαν 7 µαθητές που 

χρησιµοποίησαν συστηµατικά αριθµητικές µεθόδους όταν τους ζητήθηκε να 

κατηγοριοποιήσουν αλλά και να επιλύσουν εξισώσεις και ανισώσεις. Τέλος, όπως 

αναφέρθηκε και προηγουµένως υπήρξαν 14 µαθητές που απάντησαν και στις 3 ερωτήσεις 

κατηγοριοποίησης, χρησιµοποιώντας αποκλειστικά αλγεβρικές µεθόδους. Από αυτούς, οι 

13 χρησιµοποίησαν αλγεβρικές µεθόδους και για να απαντήσουν στα ερωτηµατολόγια 

επίλυσης ΕΡ/Αα και ΕΡ/Αβ [Πίνακας 21]. 

Τα παραπάνω αποτελέσµατα της ανάλυσης συσχέτισης υποστηρίζουν έντονα την 

υπόθεσή µας ότι ο τρόπος που οι περισσότεροι µαθητές φαίνεται να κατηγοριοποιούν 

εξισώσεις και ανισώσεις σχετίζεται σε µεγάλο βαθµό µε τον τρόπο που επιλύουν τέτοιες 

σχέσεις.  

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία µελετήσαµε την επίδοση των µαθητών όταν 

επιλύουν και κατηγοριοποιούν εξισώσεις και ανισώσεις πρώτου βαθµού µιας µεταβλητής, 

αλλά και τις στρατηγικές που ακολουθούν για να δώσουν τις απαντήσεις τους. Με βάση το 

θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής, υποθέσαµε ότι το αρχικό πλαίσιο των 

µαθητών για την επίλυση εξισώσεων, που είναι οργανωµένο γύρω από την επίλυση 

αριθµητικών εξισώσεων, θα µπορούσε να σταθεί εµπόδιο στην επίλυση αλγεβρικών 

εξισώσεων και αριθµητικών και αλγεβρικών ανισώσεων. Επίσης, υποθέσαµε ότι, λόγω της 

προηγούµενης γνώσης γύρω από την επίλυση εξισώσεων, οι µαθητές θα είχαν την τάση να 

κατηγοριοποιούν εξισώσεις και ανισώσεις στηριζόµενοι σε αριθµητικές στρατηγικές. 

Εξάλλου, αναµέναµε ο τρόπος που οι µαθητές κατηγοριοποιούν εξισώσεις και ανισώσεις 

να σχετίζεται µε την επίδοσή τους στην επίλυση τέτοιων σχέσεων.  

Οι υποθέσεις µας υποστηρίχθηκαν από τα αποτελέσµατα της εµπειρικής µελέτης 

που πραγµατοποιήσαµε σε 81 µαθητές της Γ’ Γυµνασίου. Από τα αποτελέσµατα φάνηκε 

ότι οι µαθητές έχουν την  τάση να διαπραγµατεύονται τις αριθµητικές και αλγεβρικές 

εξισώσεις και ανισώσεις στηριζόµενοι στις στρατηγικές που διδάσκονται να 

χρησιµοποιούν από τις τελευταίες τάξεις του δηµοτικού για να επιλύουν αριθµητικές 

εξισώσεις. Τα αποτελέσµατα αυτά ενισχύθηκαν και από το γεγονός ότι ακόµα και στο 

ερωτηµατολόγιο κατηγοριοποίησης εξισώσεων και ανισώσεων οι µαθητές έτειναν να 

απαντούν βασιζόµενοι κυρίως σε στρατηγικές που είχαν σχέση µε αριθµητικές µεθόδους ή 
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την οµοιότητα ως προς την µορφή  ανεξάρτητα µε το αν έπρεπε να κατηγοριοποιήσουν 

αριθµητικές ή αλγεβρικές εξισώσεις. 

Εξάλλου, σηµαντικό ήταν το εύρηµα ότι µόνο µια µικρή µειοψηφία των µαθητών 

χρησιµοποίησε συστηµατικά αλγεβρικές µεθόδους για να επιλύσει ή να κατηγοριοποιήσει 

τις εξισώσεις και τις ανισώσεις που περιλαµβάνονταν στα τρία ερωτηµατολόγια της 

έρευνας. Επιπρόσθετα, από τα επιµέρους αποτελέσµατα στις 3 ερωτήσεις του 

ερωτηµατολογίου της κατηγοριοποίησης, συµπεραίνουµε ότι πολλοί  µαθητές δείχνουν να 

καταφεύγουν σε απλοϊκές στρατηγικές όταν πρέπει να κατηγοριοποιήσουν µια αλγεβρική 

εξίσωση ή µια ανίσωση.  

Επίσης, η οµαδοποίηση των µαθητών σε κατηγορίες σύµφωνα µε την απάντησή 

τους στις ερωτήσεις κατηγοριοποίησης και η σύγκριση των µέσων επιδόσεων των 

µαθητών της κάθε κατηγορίας στα ερωτήµατα επίλυσης, έκανε φανερό οι µαθητές που 

κατηγοριοποίησαν στηριζόµενοι σε απλοϊκές ή αριθµητικές στρατηγικές είχαν µικρότερη 

µέση επίδοση από αυτούς που χρησιµοποίησαν αποκλειστικά αριθµητικές στρατηγικές, οι 

οποίοι µε την σειρά τους είχαν χαµηλότερη µέση επίδοση από αυτούς που έκαναν χρήση 

αποκλειστικά αλγεβρικών στρατηγικών. 

Τα αποτελέσµατα της έρευνας αυτής έρχονται να υποστηρίξουν τις προβλέψεις που 

προέκυψαν από το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής για τον τρόπο µε τον 

οποίο οι µαθητές επιλύουν και κατηγοριοποιούν εξισώσεις και ανισώσεις, υπό την 

επίδραση του αρχικού τους επεξηγηµατικού πλαισίου για την επίλυση εξισώσεων που είναι 

οργανωµένο γύρω από την αριθµητική. 

 

4.2  Εφαρµογές στην εκπαίδευση 
 

Ο τρόπος µε τον οποίο οργανώνεται και συστηµατοποιείται η εκµάθηση των 

µαθηµατικών στα σχολεία, στηρίζεται στην ύπαρξη της προηγούµενης γνωστικής δοµής – 

διαισθητικής γνώσης των µαθητών και χρησιµοποιώντας αυτή ως «βάση», την εµπλουτίζει  

µε νέες µαθηµατικές γνώσεις. Χαρακτηριστικό παράδειγµα η διδασκαλία του φυσικού 

αριθµού, όπου µε την χρήση των αρχικών διαισθητικών αντιλήψεων των µαθητών για την 

έννοια του αριθµού επιτυγχάνεται η εκµάθηση και της έννοιας τους ως µαθηµατικής 

έννοιας πλέον.  

Στα µαθηµατικά όµως και στις φυσικές επιστήµες λόγω του τρόπου διδασκαλίας 

ορισµένες φορές δεν αντιµετωπίζεται µε επιτυχία το πρόβληµα της εννοιολογικής αλλαγής 
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(Vosniadou, 2007a· Vosniadou και συνεργάτες, 2005), καθώς συχνά η µάθηση µιας 

έννοιας δεν υποστηρίζεται από τα προϋπάρχοντα εννοιολογικά πλαίσια των µαθητών 

(Resnick, 2006), µε αποτέλεσµα η παραπάνω προσέγγιση να µην επιφέρει τα επιθυµητά 

αποτελέσµατα.  

Στα πλαίσια της παρούσας µελέτης παρουσιάσαµε µια σειρά από εµπειρικά 

δεδοµένα που υποστηρίζουν ότι η επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων αποτελεί ένα 

πρόβληµα εννοιολογικής αλλαγής και ως τέτοιο πρέπει να προσεγγιστεί. Φάνηκε λοιπόν 

ότι, για να αναθεωρήσουν οι µαθητές τις πεποιθήσεις τους για την επίλυση εξισώσεων και 

ανισώσεων, πρέπει να αναδιοργανώσουν το αρχικό εννοιολογικό τους πλαίσιο για την 

επίλυση εξισώσεων που είναι οργανωµένο γύρω από την αριθµητική, µέσα από τη 

διαδικασία της εννοιολογικής αλλαγής. Η αναδιοργάνωση αυτή είναι δυνατό να συµβεί 

µέσα από την ίδια τη συστηµατική διδασκαλία της άλγεβρας στο σχολείο. Στις τελευταίες 

τάξεις του ∆ηµοτικού οι µαθητές µαθαίνουν να επιλύουν εξισώσεις απλής µορφής όπως η 

x+6=9, ενώ όταν οι µαθητές εισάγονται στην άλγεβρα, ακόµα κι εκεί πολλές εξισώσεις 

είναι δυνατό να λυθούν µε χρήση αριθµητικών µεθόδων (Βλάµος, ∆ρούτσας, Πρέσβης & 

Ρεκούµης, 2007β), επιβεβαιώνοντας τις λανθασµένες πεποιθήσεις των µαθητών ότι οι 

εξισώσεις επιλύονται µε χρήση κυρίως αριθµητικών µεθόδων. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα 

τέτοιες πεποιθήσεις να ισχυροποιούνται και να  αλλάζουν δύσκολα. Προηγούµενες 

µελέτες, όπως αναφέρει και ο Χρήστου (2009) έχουν δείξει ότι το να αλλάξουν οι µαθητές 

αρχικές λανθασµένες πεποιθήσεις τους, που υποστηρίζονται από τα εναλλακτικά τους 

ερµηνευτικά πλαίσια, δεν είναι εύκολη υπόθεση αλλά απαιτεί διαρκή προσπάθεια και πολύ 

χρόνο (Vosniadou & Brewer, 1994· Vosniadou & Vamvakoussi, 2006· Vosniadou και 

συνεργάτες, 2008). 

Ο σχεδιασµός των διδακτικών στρατηγικών που γίνονται προς αυτή την 

κατεύθυνση θα πρέπει να βασίζεται στα συµπεράσµατα των µελετών που έχουν γίνει στο 

παρελθόν και αφορούν τα λάθη, τις παρερµηνείες των µαθητών, καθώς και τις προτάσεις 

που προτείνουν για την οργάνωση της εκπαιδευτικής διαδικασίας που θα τις υποστηρίξουν. 

Σε παλιότερες έρευνες έχουν διατυπωθεί νέες ιδέες για να διευκολύνουν την πρώτη επαφή 

των µαθητών µε την Άλγεβρα, για παράδειγµα  µέσω των συναρτήσεων (Farmaki, 

Klaoudatos & Verikios, 2005) ή άλλων εναλλακτικών προσεγγίσεων (Pirie & Martin 

1997).   

Στα πλαίσια πιο άµεσα εφαρµόσιµων προτάσεων θα µπορούσαν τα αναλυτικά 

προγράµµατα να ενσωµατώσουν τα παραπάνω ευρήµατα, προσφέροντας στους µαθητές 
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ευκαιρίες να διορθώσουν τις λανθάνουσες πεποιθήσεις τους που αφορούν τις εξισώσεις και 

ανισώσεις. Για παράδειγµα πρέπει να γίνει ξεκάθαρο σε όλους τους µαθητές ότι οι 

εξισώσεις έχουν µεν πολλά κοινά χαρακτηριστικά µε τις ανισώσεις, όπως η γενικότερη 

διαδικασία που ακολουθείται για την επίλυση τους, υπάρχουν όµως και σηµαντικές 

διαφορές µεταξύ τους. Θα πρέπει να δίνονται κατάλληλα παραδείγµατα στους µαθητές 

µέσα από την επίλυση των οποίων να συνειδητοποιούν αυτές τις διαφορές. Εξάλλου, κατά 

την διδασκαλία των ανισώσεων καλό θα ήταν να επιλύονται παραδείγµατα φαινοµενικά 

‘’ ίδιων’’ εξισώσεων και ανισώσεων όπως για παράδειγµα οι  -3x+9=0 και η -3x+9>0, αλλά 

και οι 2x+5=2x+5 και 2x+5>2x+5     

Επίσης, σηµαντικό είναι οι καθηγητές της ∆ευτεροβάθµιας εκπαίδευσης που 

διδάσκουν στις τάξεις του Γυµνασίου να είναι ενηµερωµένοι για τα λάθη και τις 

παρερµηνείες των µαθητών όσο αφορά την αντιµετώπιση εξισώσεων και ανισώσεων, έτσι 

ώστε να επισηµαίνουν τους τρόπους αποφυγής τους κατά την παρουσίαση κατάλληλα 

σχεδιασµένων ασκήσεων. Με βάση τα παραπάνω, τα συµπεράσµατα από την παρούσα 

µελέτη θα µπορούσαν να φανούν χρήσιµα στους καθηγητές µαθηµατικών καθώς 

γνωρίζοντας τις αριθµητικές µεθόδους επίλυσης που χρησιµοποιούν συχνά οι µαθητές, θα 

µπορούσαν να προσαρµόσουν την διδασκαλία τους µε τέτοιο τρόπο ώστε να βοηθήσουν 

τους µαθητές να συνειδητοποιήσουν ότι συχνά η χρήση αυτών των µεθόδων επίλυσης 

αποδεικνύεται ακατάλληλη για αντιµετώπιση µαθηµατικών προβληµάτων στα πλαίσια της 

άλγεβρας. 

Εξάλλου, η παντελής έλλειψη ασκήσεων κατηγοριοποίησης από την σχολική 

βιβλιογραφία θα έπρεπε να επανεξεταστεί. Τα αποτελέσµατα της έρευνας έδειξαν ότι 

υπάρχει σχέση του τρόπου που κατηγοριοποιούν οι µαθητές εξισώσεις και ανισώσεις µε τις 

µεθόδους που χρησιµοποιούν οι µαθητές αλλά και της επίδοσής τους στην επίλυση 

εξισώσεων και ανισώσεων. Έτσι, πιστεύουµε ότι η παρουσίαση θεµάτων 

κατηγοριοποίησης στις σχολικές τάξεις θα  λειτουργήσει υποστηρικτικά στο να διευρύνουν 

τους εννοιολογικούς τους ορίζοντες των µαθητών, για τους τρόπους µε τους οποίους 

µπορούν να αντιµετωπίζουν εξισώσεις και ανισώσεις και θα αποτελέσει και ένα καινούριο 

είδος ασκήσεων που ίσως κινητοποιήσει ορισµένους µαθητές που θα διαπιστώσουν ότι δεν 

έχουν να επιλύσουν ‘’ αλγοριθµικά’’ ακόµα µια εξίσωση ή ανίσωση και να καταλήξουν, 

όπως αυτοί πιστεύουν σε ένα ‘’ υπολογισµό’’ της τιµής για την µεταβλητή x (Cortes, 

Vergnaud & Kavafian, 1990). 
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Εξάλλου, θεωρούµε ότι από τα αποτελέσµατα της παρούσας έρευνας γίνεται σαφής 

η χρησιµότητα των ασκήσεων κατηγοριοποίησης ως εργαλείο για πρόβλεψη 

αποτελεσµάτων από µέρους των καθηγητών. Πιο συγκεκριµένα, θεωρούµε ότι οι 

καθηγητές κρίνοντας την επίδοση των µαθητών σε ασκήσεις κατηγοριοποίησης είναι 

δυνατό να προβλέψουν τους τρόπους µε τους οποίους πιθανότατα οι µαθητές επιλύουν 

εξισώσεις και ανισώσεις. Έτσι, µε την χρήση ασκήσεων κατηγοριοποίησης θα µπορούν να 

κρίνουν ποιοι µαθητές χρειάζονται και σε ποιο βαθµό να εξοικειωθούν µε τους 

αλγεβρικούς τρόπους επίλυσης εξισώσεων και ανισώσεων αλλά και πόσο έµφαση 

χρειάζεται να δώσουν στην διδασκαλία τους ώστε να γίνει σαφής στους µαθητές ο 

διαχωρισµός εξισώσεων και ανισώσεων.  

Τέλος, θα πρέπει να τονίσουµε ότι πέρα από την έρευνα για το τι γνωρίζουν και 

αντιλαµβάνονται οι µαθητές µέσα από την καθηµερινότητα και τις προσωπικές τους 

εµπειρίες, ιδιαίτερα σηµαντική είναι και η προσέγγιση και  η µελέτη των γνώσεων που 

έχουν οι καθηγητές για όλες αυτές τις εµπειρικές αντιλήψεις των µαθητών, για το πώς αυτή 

η γνώση τους µπορεί να επηρεάζει τον τρόπο µε τον οποίο µεταλαµπαδεύουν σε αυτούς 

µια νέα  µαθηµατική έννοια και κυρίως πώς αντιµετωπίζουν τα λάθη των µαθητών. 

Μελέτες έχουν δείξει ότι όλη αυτή η στάση των εκπαιδευτικών µπορεί να είναι καταλυτική 

για τις επιδόσεις των µαθητών (Nathan & Koellner, 2007· Resnick, 2006). Για το λόγο 

αυτό είναι πάρα πολύ σηµαντικό να µελετήσουµε τους τρόπους µε τους οποίους 

αντιλαµβάνονται οι δάσκαλοι και καθηγητές ότι µπορούν αν βοηθήσουν τους µαθητές να 

διορθώσουν τυχόν παρερµηνείες και λανθασµένες εντυπώσεις που έχουν δηµιουργήσει 

µέσα από την καθηµερινότητα τους. Μια τέτοια προσέγγιση θα ήταν χρήσιµη, καθώς θα 

βοηθούσε στην αποτελεσµατικότερη εκµάθηση και στην αποφυγή τυχόν νέων 

προκαταλήψεων και εµποδίων στον τρόπο αντίληψης των µαθηµατικών εννοιών. ∆ηλαδή, 

οι εκπαιδευτικοί θα πρέπει να είναι σε θέση να αντιλαµβάνονται ποτέ µια µαθηµατική 

έννοια µπορεί να γίνει κατανοητή µε χρήση απλών µηχανισµών µάθησης, µιας και η 

προηγούµενη γνώση θα λειτουργεί υποστηρικτικά και πότε απαιτείται αναδιοργάνωση της 

προϋπάρχουσας γνωστικής δοµής. Και για να το πετύχουν αυτό, θα πρέπει να είναι 

ενήµεροι για τον τρόπο που αντιµετωπίζουν τις έννοιες οι µαθητές. Για αυτό και θα πρέπει 

οι εκπαιδευτικοί να είναι γνώστες των προβληµάτων της εννοιολογικής αλλαγής 

προκειµένου να αποφευχθούν δυσκολίες στον τρόπο διδασκαλίας. 
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