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ΕΙΑΓΨΓΗ 

Στθ παροφςα εργαςία κα αςχολθκοφμε με τθν εξζλιξθ τθσ λογιςτικισ από τα 

αρχαία χρόνια μζχρι τθν εδραίωςθ τθσ ςτθν Δφςθ μζςα από τα βιβλία του Λταλοφ 

μακθματικοφ Leonardo Pisano,  γνωςτότερου ωσ Fibonacci. Κα αναφερκοφμε 

εκτενϊσ ςτισ κεμελιϊδεισ πράξεισ (πρόςκεςθ, αφαίρεςθ, πολλαπλαςιαςμόσ, 

διαίρεςθ, και εξαγωγι τετραγωνικισ ρίηασ) .  Κα μιλιςουμε για τα αρικμθτικά 

ςυςτιματα και τουσ τρόπουσ υπολογιςμοφ  αρχαίων πολιτιςμϊν όπωσ Αιγφπτιων, 

Βαβυλωνίων, Κινζηων κακϊσ και των Ελλινων και των ωμαίων και κα καταλιξουμε 

ςτθν λογιςτικι τζχνθ των Αράβων  και των Λνδϊν και ςτθν άμεςθ ςφνδεςι τουσ με 

τα ζργα του Fibonacci. Κα αναφερκοφμε ςτα λογιςτικά  προβλιματα και τισ 

μεκοδολογίεσ , που υπάρχουν ςτα ζργα του, κυρίωσ ςτο Liber abbaci , και κα 

αναηθτιςουμε  ςε αρχαία κείμενα τισ ρίηεσ αυτϊν. 

 

 ΣΟ ΑΝΣΙΚΕΙΜΕΝΟ ΣΗ ΛΟΓΙΣΙΚΗ  

Λογιςτικι είναι θ επιςτιμθ που αςχολείται  με τον τρόπο που γίνονται οι 

υπολογιςμοί. Σε αντίκεςθ με τθν αρικμθτικι , θ λογιςτικι  είναι άμεςα 

ςυνδεδεμζνθ με τισ πρακτικζσ εφαρμογζσ.  

Ο Γζμινοσ (Ρρόκλοσ, «Υπόμνθμα εισ το πρϊτο του Ευκλείδου Στοιχείον») 

δίνει ςτουσ αρικμοφσ ονόματα τα οποία προζρχονται από μετροφμενα αντικείμενα, 

όπωσ μθλίτθσ (από το  μ  λον, δθλαδι το πρόβατο ι τον καρπό τθσ μθλιάσ), ι 

φιαλίτθσ (από τθν φιάλθ). Ο ςχολιαςτισ ςτο Χαρμίδθ αναφζρετε ςε αυτά με 

περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ: «Θ λογιςτικι είναι θ επιςτιμθ που πραγματεφεται τα 

αρικμθμζνα αντικείμενα και όχι τουσ αρικμοφσ. Δεν εξετάηει τον αρικμό ωσ προσ 

τθν ουςία του, αλλά κεωρεί το 1 ωσ μονάδα και το αρικμθμζνο αντικείμενο ωσ 

αρικμό, π.χ. κεωρεί το 3 ωσ τριάδα, το 10 ωσ δεκάδα και εφαρμόηει τα κεωριματα 

τθσ αρικμθτικισ ςε τζτοιεσ ειδικζσ περιπτϊςεισ. Ζτςι, είναι θ λογιςτικι που ερευνά 

από τθν μία αυτό που ο Αρχιμιδθσ ονόμαςε βοεικό πρόβλθμα, και από τθν άλλθ 

τουσ  μθλίτεσ και τουσ φιαλίτεσ αρικμοφσ». 
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Στθν Βυηαντινι εποχι επίςθσ, ζβλεπαν τθν λογιςτικι ςαν τθν επιςτιμθ των 

υπολογιςμϊν. Τθν εποχι των  Ραλαιολόγων ζχουν ςωκεί θ πραγματεία "περί 

χρυςοποιΐασ" τοφ Νικολάου Βλεμμφδθ, και θ "ερμθνεία τθσ επιςτιμθσ τθσ 

χρυςοχοΐασ" ενόσ μοναχοφ Κοςμά. Πςο καλά οι χρυςοτζχνεσ  γνϊριηαν ότι δεν 

υπιρχε μζκοδοσ μετατροπισ αγενοφσ μετάλλου ςε χρυςό, άλλο τόςο γνϊριηαν 

μεκόδουσ επαργφρωςθσ και επιχρφςωςθσ, με  τισ οποίεσ ζδιναν όψθ αργυροφ ι 

χρυςοφ ςε άλλα μζταλλα ι ςε κράματά τουσ.  Επειδι δε τα κράματα των μετάλλων 

χρθςιμοποιοφνται τόςο ςτθν αργυροχρυςοχοΐα όςο και τθ νομιςματοκοπία, είναι 

αναγκαία θ γνϊςθ τρόπων υπολογιςμοφ των αναλογιϊν, υπό τισ οποίεσ ευρίςκονται 

τα μζταλλα ςε κράματα. Τζτοιου είδουσ υπολογιςμοί και όςοι άλλοι ςχετίηονταν με  

τθ ςθμερινι πρακτικι αρικμθτικι περιλαμβάνονταν ςτθν καλουμζνθ "λογιςτικι".  

Στθν ςθμερινι εποχι , θ Λογιςτικι ζχει χαρακτθριςτεί ωσ  θ  «γλϊςςα του  

εμπορίου». Θ ςφνδεςθ τθσ λογιςτικισ με το εμπόριο φαίνεται και ςτα μεςαιωνικά 

χρόνια, όταν  ο Fibonacci το 1202 δθμοςίευςε το βιβλίο   liber abaci ( βιβλίο των 

υπολογιςμϊν ι  βιβλίο του άβακα)  γεμάτο με τισ μακθματικζσ γνϊςεισ που είχε 

περιςυλλζξει ςτα ταξίδια του. Το βιβλίο αυτό,  το προόριηε για εμπόρουσ, για αυτό 

εξθγεί λεπτομερειακά τισ ζννοιεσ ϊςτε να μπορζςουν να τισ καταλάβουν με 

ςυνοδεία παραδειγμάτων από τθν κακθμερινι ηωι του εμπορίου, τθν τιμι των 

αγακϊν, τον υπολογιςμό των κερδϊν και τθν μετατροπι ςε ξζνο νόμιςμα. 

Στθν αρχαία Αίγυπτο βλζπουμε πωσ μζκοδοι υπολογιςμοφ (κυρίωσ λογιςμόσ 

με κλάςματα)  που αναφζρονται ςτο  φθμιςμζνο Ράπυρο του Rind εφαρμόηονται ςε 

κείμενα οικονομικοφ ενδιαφζροντοσ, όπωσ  ο πάπυροσ του Καχοφν και ο πάπυροσ 

«Αναςτάςθ Λ». Στον τελευταίο, ζνασ ςτρατιωτικόσ γραφζασ  χλευάηετε από τον 

ςυγγραφζα λζγοντάσ του: “ςου ανακζτουν να ςκάψεισ μια δεξαμενι. Ζρχεςαι να με 

ρωτιςεισ για τα ςιτθρζςια των ςτρατιωτικϊν, και μου λεσ «λογάριαςε τα».  Θ 

λογιςτικι δθλαδι  χρθςιμοποιείτε για να λφςει ποικίλα πρακτικά προβλιματα του 

κράτουσ.  

Ραρόλο τθν διάκριςθ τθσ λογιςτικισ, τθσ επιςτιμθσ των πρακτικϊν  

υπολογιςμϊν  των εμπόρων και των λογιςτϊν, και τθσ αρικμθτικισ, τθν επιςτιμθσ 



8 
 

των ιδιοτιτων των αρικμϊν, κατά τθν περίοδο τθσ αναγζννθςθσ οι 2 αυτοί τομείσ 

ςυγχωνεφονται.  

 

ΥΙΛΟΟΥΙΚΕ ΑΠΟΧΕΙ ΓΙΑ ΣΗΝ ΛΟΓΙΣΙΚΗ 

Ο Πλάτωνασ διαχωρίηει τθν λογιςτικι από τθν αρικμθτικι ( λογιςμόν και 

αρικμόν).  Θ αρικμθτικι για τον Ρλάτωνα ζχει τθν ςθμαςία τθσ κεωρίασ αρικμϊν, 

ενϊ θ λογιςτικι είναι θ  “τζχνθ των υπολογιςμϊν”.  Θ διάκριςθ αυτι είναι 

κεμελιϊδθσ ςτα ελλθνικά μακθματικά, και όπωσ αναφζρει ο Ρλάτωνασ ςε διάφορα 

ζργα του (Γοργίασ , Κεαίτθτοσ ), είναι κακιερωμζνθ ςτθν εποχι του. Στθν Ρολιτεία 

(Ρολιτεία, vii. 525 B,C) αναφζρει επίςθσ ότι όςοι πρόκειται να κυβερνιςουν τθν 

πόλθ πρζπει να κατανοιςουν τθν λογιςτικι όχι με τθν ευρεία ζννοια τθσ 

χρθςιμοποίθςθσ τθσ ςτισ εμπορικζσ ςυναλλαγζσ, άλλα μόνο χάρθ τθσ γνϊςθσ, ζωσ 

ότου είναι ςε κζςθ να ςυλλάβουν τθν ζννοια του αρικμοφ κακαυτι, μζςω τθσ 

ςκζψθσ και μόνο.   Θ τζχνθ του υπολογιςμοφ απλϊσ προπαραςκευάηει για τθν 

αλθκινι επιςτιμθ. 

 Αναφζρεται ακόμα ο Ρλάτωνασ ςτουσ “φφςει λογιςτικοφσ”, δθλαδι ςε 

όςουσ διακζτουν φυςικό χάριςμα για υπολογιςμοφσ, και επιςθμαίνει ότι ζχουν 

ταλζντο και ςε μάκθςθ κάκε είδουσ, ενϊ ακόμθ και οι βραδφνοεσ αν αςκθκοφν 

ςτουσ υπολογιςμοφσ οξφνουν το πνεφμα τουσ.  

Επίςθσ, ο Αρχύτασ αναφζρει τθν λογιςτικι με τθν ίδια ζννοια. Θ τζχνθ του 

υπολογιςμοφ, γράφει, φαίνεται ότι υπερτερεί αρκετά ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ τζχνεσ 

ωσ προσ τθν ςοφία ι τθν φιλοςοφία, μάλιςτα μοιάηει να αποςαφθνίηει τα 

αντικείμενα με τα οποία αςχολείται  καλφτερα από τθν Γεωμετρία. Επίςθσ ςυχνά 

επιτυγχάνει εκεί που θ γεωμετρία αποτυγχάνει.  

Ο Γζμινοσ (Ρρόκλοσ, «Υπόμνθμα εισ το πρϊτο του Ευκλείδου Στοιχείων»)   

αναφζρει ότι θ  λογιςτικι δεν εξετάηει τισ ιδιότθτεσ των αρικμϊν άλλα τθν ςχζςθ 

τουσ με τα αιςκθτά αντικείμενα. 
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 Ο ςχολιαςτήσ ςτον Χαρμίδη αναφζρει ότι θ λογιςτικι είναι θ επιςτιμθ που 

πραγματεφεται τα αρικμθμζνα αντικείμενα και όχι τουσ αρικμοφσ.   Επίςθσ 

αναφορικά με άλλα είδθ θ λογιςτικι ερευνά τουσ αρικμοφσ αιςκθτϊν ςωμάτων 

αντιμετωπίηοντασ τα ωσ ιδεατά. Αναφζρει επίςθσ για τθν λογιςτικι ότι “αντικείμενο 

μελζτθσ τθσ είναι οτιδιποτε είναι αρικμθμζνο. Οι κλάδοι τθσ περιλαμβάνουν τισ 

λεγόμενεσ ελλθνικζσ και αιγυπτιακζσ μεκόδουσ για πολλαπλαςιαςμοφσ και 

διαιρζςεισ, τισ προςκζςεισ και τισ αναλφςεισ κλαςμάτων, κακϊσ και μεκόδουσ 

εξερεφνθςθσ τθσ κεωρίασ των τρίγωνων και πολυγϊνων αρικμϊν αναφορικά με το 

αντικείμενο μελζτθσ ειδικϊν προβλθμάτων.”   

Στον Γοργία του Ρλάτωνα, ο Σωκράτησ αποςαφθνίηει το αντικείμενο τθσ 

λογιςτικισ1 : 

«Ποια τζχνθ είναι αυτι που ονομάηεται λογιςτικι; Πρζπει να πω ότι είναι 

επίςθσ μία από αυτζσ που επθρεάηονται ολικά από τθν ομιλία. Και αν με ρωτιςεισ 

ξανά: με τι αςχολείται; Πρζπει να πω, με όλο τον ςεβαςμό,  ότι θ αρικμθτικι και θ 

λογιςτικι αςχολοφνται με το ίδιο αντικείμενο, τουσ περιττοφσ και τουσ άρτιουσ, 

αλλά διαφζρουν ςτο ότι θ λογιςτικι εξετάηει τισ αρικμθτικζσ τιμζσ των περιττϊν και 

άρτιων αρικμϊν, όχι μονοφσ τουσ αλλά και τθν ςχζςθ μεταξφ τουσ.». Αντίκετα θ 

αρικμθτικι εξετάηει το πλικοσ των μονάδων των περιττϊν και άρτιων αρικμϊν.  

 

 

 

 

 

 

                                                           
1
 Ρλάτωνασ , Γοργίασ 451-c 
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ΘΕΜΕΛΙΨΔΕΙ ΠΡΑΞΕΙ  

Ο D.E.Smith ςτο “History Of Mathematics” αναφζρει ότι αυτό που τα αρχαία 

χρόνια ονομαηόταν λογιςτικι είναι οι τζςςερεισ κεμελιϊδεισ πράξεισ τθσ 

αρικμθτικισ (πρόςκεςθ, αφαίρεςθ πολλαπλαςιαςμόσ και διαίρεςθ) . Ο αρικμόσ 

όμωσ τον πράξεων μπορεί να ποικίλει. Στο  Crafte of Nombrynge (1300) αρικμοφνται 

επτά κεμελιϊδθσ πράξεισ.  

1. Ρρόςκεςθ 

2.  Αφαίρεςθ  

3.  Διπλαςιαςμόσ (duplacion)  

4.  Υποδιπλαςιαςμόσ (dimydicion)  

5. Ρολλαπλαςιαςμόσ 

6. Διαίρεςθ   

7. Εξαγωγι ρίηασ  

Ο Sacrobosco (1250) και ο  Michael Scott αναφζρουν εννζα πράξεισ: 

1. Αρίκμθςθ (numeration)  

2. Ρρόςκεςθ 

3.  Αφαίρεςθ  

4.  Διπλαςιαςμόσ (duplacion)  

5. Μεςολάβθςθ (mediation) ι διχοτόμθςθ(halving)  

6. Ρολλαπλαςιαςμόσ 

7. Διαίρεςθ   

8. Ρρόοδο (progression) 

9. Εξαγωγι ρίηασ . 

Οι περιςςότεροι μεςαιωνικοί ςυγγραφείσ χρθςιμοποιοφν τισ εννζα αυτζσ 

πράξεισ. Το 1494 ο Pacioli μείωςε τον αρικμό ςε επτά φςτερα οι πράξεισ μειϊκθκαν 

ςε ζξι , ςε πζντε και μζχρι το 16ο αιϊνα οι περιςςότεροι ςυγγραφείσ 

χρθςιμοποιοφςαν  τζςςερεισ   πράξεισ. Συνικωσ ςαν πζμπτθ πράξθ οι ςυγγραφείσ 

κεωροφςαν τθν αρίκμθςθ (numeration) , που περιελάμβανε και τον ςυμβολιςμό 

(notation), δθλαδι τθν γραφι των αρικμϊν. Ζνασ από τουσ πρϊτουσ που μείωςε τισ 
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πράξεισ ςε τζςςερεισ ιταν ο Gemma Frisius το 1540. Γφρω ςτο 1500 ο Elia Misrachi 

μείωςε ακόμα περιςςότερο των αρικμό των κεμελιωδϊν  πράξεων, ςε τρείσ. 

Κεωροφςε τον πολλαπλαςιαςμό ςαν μια ειδικι μορφι πρόςκεςθσ.   

 Οι βαςικοί λόγοι που ο διπλαςιαςμόσ και θ διχοτόμθςθ (υποδιπλαςιαςμόσ) 

βρίςκονταν ςτισ κεμελιϊδθσ πράξεισ μζχρι τον 16ο αιϊνα είναι  δφο. Αρχικά Οι 

Αιγφπτιοι πολλαπλαςίαηαν ςυχνά με το ςυνεχι διπλαςιαςμό. Οι αιγυπτιακοί 

πάπυροι είχαν πίνακεσ διπλαςιαςμοφ και υποδιπλαςιαςμοφ. Ο δεφτεροσ λόγοσ 

είναι ότι ςτον άβακα τζτοιοι υπολογιςμοί είναι εφκολοι. Πςο ο άβακασ ιταν ςε 

λειτουργία, οι πράξεισ αυτζσ εξακολουκοφςαν να χρθςιμοποιοφνται. Στα πρϊτα 

τυπωμζνα Γερμανικά βιβλία τθσ εποχισ, ςε ςχζςθ με τα βιβλία άλλων χωρϊν τθσ 

Ευρϊπθσ,  ςυνεχίςτθκε  και θ χριςθ του διπλαςιαςμοφ και του υποδιπλαςιαςμοφ 

για τον λόγο ότι ςε εκείνθ τθν μεριά τθσ Ευρϊπθσ  χρθςιμοποιοφςαν περιςςότερο 

του άβακα . Επίςθσ και ςτα αραβικά κείμενα χρθςιμοποιοφνται αρκετά πράγμα που 

επθρζαςε και τουσ ευρωπαίουσ  μεταφραςτζσ.  

 Θ ςειρά με τθν οποία δίνονται οι πράξεισ δεν είναι πάντα θ ίδια. Θ ςειρά που 

ο  Fibonacci χρθςιμοποιεί ςτο liber abaci  είναι:  

 Ρολλαπλαςιαςμόσ 

 Διαίρεςθ 

 Ρρόςκεςθ 

 αφαίρεςθ  

 και εξαγωγι ρίηασ.  
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ΤΣΗΜΑΣΑ ΑΡΙΘΜΗΗ  

ΣΟ ΒΑΒΤΛΨΝΙΑΚΟ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΤΣΗΜΑ 

 

 Οι βαβυλϊνιοι χρθςιμοποιοφςαν μια απλι ςφθνοειδισ γραφι που τθν 

παρζλαβαν από τουσ προγενζςτερουσ τουσ Σουμζριουσ. Τα  πρϊτα τουσ κείμενα 

ιταν πάνω ςε δζρμα. Αργότερα άρχιςαν να γράφουν πάνω ςε πλάκεσ αργίλου 

χρθςιμοποιϊντασ μια απλι ςφινα. Τισ πλάκεσ αυτζσ τισ ζψθναν ςτον ιλιο ι ςε 

κλίβανο ϊςτε να αντζχουν ςτον χρόνο. 

 Στον Σουμεροβαβυλονιακό ςυμβολιςμό οι αρικμοί μζχρι το 60 γράφονταν με τον 

ςυνικθ δεκαδικό ςυμβολιςμό. Θ απλι κατακόρυφθ ςφινα είχε τθν τιμι 1, ενϊ θ 

ςφινα με δφο άκρα τθν τιμι 10.  

 

Ζτςι το ςφμβολο  παριςτάνει τον αρικμό 25. Στθν παρακάτω εικόνα 

φαίνονται οι βαβυλωνιακοί αρικμοφ από το 1 ζωσ το 50.   
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 Το ςφμβολο για το 1 όμωσ δεν αντιπροςϊπευε μόνο το 1, αλλά και το 60 και 

κάκε πολλαπλάςιο και υποπολλαπλάςιο του 60.  Δθλαδι με το  ςυμβολιηόταν 

και το 60, το 3600, το 12.960.000 και γενικά όλοι οι αρικμοί τθσ μορφισ  60ν .  Με 

τθν ςειρά του το ςφμβολο για το 10, αντιπροςϊπευε όλα τα 10 ∙ 60ν ,  δθλαδι      

= 600, 36.000… .  

Στθν πράξθ θ μθ φπαρξθ διαφορετικϊν ςυμβόλων για το 1 και το 60 δεν 

αποτελεί ςοβαρι ζλλειψθ, επειδι θ τάξθ μεγζκουσ ιταν ςυνικωσ γνωςτι από τα 

ςυμφραηόμενα. Σε κεωρθτικά όμωσ προβλιματα θ ζλλειψθ αυτι μπορεί να ζχει 

δυςάρεςτεσ ςυνζπειζσ.   

Θ τιμι ενόσ ςυμβόλου ςτο βαβυλωνιακό ςφςτθμα εξαρτάτε από τθν κζςθ 

του ςυμβόλου μζςα ςτο αρικμό. Ζτςι ςτο ςφμβολο  οι κατακόρυφεσ 

ςφινεσ που βρίςκονται ςτθν αρχι ζχουν τιμι εξθκονταπλάςια τισ τιμισ κακεμίασ 

από τισ υπόλοιπεσ.   Δθλαδι =2 ∙ 60 + 15=135.  
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Οι βαβυλϊνιοι επίςθσ είχαν και ςφμβολο για τθν αφαίρεςθ.   Το ςφμβολο 

που χρθςιμοποιοφςαν ιταν αποτελοφμενο από μια κάκετθ και μια οριηόντια ςφινα 

και είχε τθν μορφι    .  Το ονόμαηαν λάλ θ λά.  

 Ζτςι το αρικμό 19 που τον κεωροφςαν ζναν πολφ άτυχο αρικμό τον 

ςυνικιηαν να το γράφουν ωσ 20-1. Δθλαδι:  

αντί για . 

Θ 19θ μζρα του ςελθνιακοφ μινα ιταν θ 49θ μζρα από τθν αρχι του 

προθγοφμενοφ μινα και ιταν μια μζρα που θ βαβυλϊνιοι τθν απζφευγαν.  

Το γεγονόσ ότι οι βαβυλϊνιοι χρθςιμοποιοφςαν το εξθκονταδικό ςφςτθμα  

μπορεί να είναι τυχαίο γεγονόσ μπορεί και όχι. Ο Thureau- Dangin κεωρεί ότι θ 

καταγωγι του εξθκονταδικοφ ςυςτιματοσ πρζπει να αναηθτθκεί ςτθν μετρολογία. 

Ο Neugebauder, εικάηει ότι ρόλο ςτθν επιλογι του 60 ζπαιξε μια παλιά εξομάλυνςθ 

των μονάδων μζτρθςθσ, ςφμφωνα με τθν οποία ζπρεπε το ιμιςυ και  το ζνα τρίτο 

τθσ μεγαλφτερθσ μονάδασ να είναι απλά πολλαπλάςια τθσ μικρότερθσ.  

Τα περιςςότερα αρχαία κείμενα (περί το 2000 Ρ.Χ  ), από τα οποία 

ςυνάγεται  και το αρικμθτικό ςφςτθμα των Σουμερίων- Βαβυλωνίων , είναι πίνακεσ 

αντιςτρόφων (1/χ) και πίνακεσ πολλαπλαςιαςμοφ. Ζτςι μποροφςαν να κάνουν 

πολλαπλαςιαςμοφσ τθσ μορφισ  a∙b  αλλά και πολλαπλαςιαςμοφσ  τθσ μορφισ a∙b-1 

δθλαδι διαιρζςεισ a:b, επειδι υπιρχαν και ςυνδυαςμζνοι πίνακεσ  αντιςτρόφων 

και πολλαπλαςιαςμοφ. Από του πίνακεσ πολλαπλαςιαςμοφ μποροφςαν επίςθσ να 

προκφψουν και πίνακεσ τετραγϊνων και τετραγωνικϊν ριηϊν αλλά και κυβικϊν 

ριηϊν. Χρθςιμοποιϊντασ αυτοφσ τουσ πίνακεσ οι Βαβυλϊνιοι κατάφερναν να 

επιλφουν δευτεροβάκμιεσ και  κυβικζσ εξιςϊςεισ.  

Οι Βαβυλϊνιοι είχαν αναπτφξει τθν λογιςτικι τζχνθ.  Εκμεταλλευόμενοι τα 

πλεονεκτιματα του κεςιακοφ ςυμβολιςμοφ και τουσ υπολογιςτικοφσ πίνακεσ, 

παρζκαμπταν κάκε κατατριβι με κλάςματα και οι τζςςερεισ πράξεισ των ρθτϊν 

αρικμϊν μποροφςαν να εκτελοφνται γριγορα χωρίσ περεταίρω ςκζψθ.    
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ΣΟ ΚΙΝΕΖΙΚΟ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΗΣΗΜΑ  

Θ επόμενθ εικόνα δείχνει τα ςφμβολα που αντιπροςϊπευαν τουσ αρικμοφσ 

από το 1 μζχρι το 10 ςτο κινεηικό αρικμθτικό ςφςτθμα.  

 

 

 

Ζτςι ο αρικμόσ 789 για παράδειγμα γράφετε: 

 

Το δεφτερο ςφμβολο αντιπροςωπεφει τισ εκατοντάδεσ και το τζταρτο τισ δεκάδεσ. 

 

Ο παρακάτω πίνακασ δείχνει αναλυτικότερα το κινεηικό ςφςτθμα. 
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一 (yī) 
Ζνα 
 

二 (èr) 
δύν 

 三 (sān) 
Τξία                       

 四 (sì)  
 

 
ηέζζεξα  

 

 五 (wŭ)  
 

 
πέληε  

 

 六 (liù)  
 

 
έμη   

 

 七 (qī)  
 

 
επηά 

 

 八 (bā)  
 

 
νθηώ   

 

 九 (jiŭ)  
 

 
ελλέα   

 

 十 (shí)  
 

 
δέθα  

 

 十一 (shí yī)  
 

 
έλδεθα   

 

 十二 (shí èr)  
 

 
δώδεθα  

 

 十三 (shí sān)  
 

 
δέθα ηξία  

 

 二十 (èr shí)  
 

 
είθνζη   

 

 三十 (sān shí)  
 

 
ηξηάληα   

 

 四十 (sì shí)  
 

 
ζαξάληα   

 

 五十 (wŭ shí)  
 

 
πελήληα   

 

 六十 (liù shí)  
 

 
εμήληα   

 

 七十 (qī shí)  
 

 
εβδνκήληα  

 

 八十 (bā shí)  
 

 
νγδόληα   

 

 九十 (jiŭ shí)  
 

 
ελελήληα   

 

 百 (băi)  
 

 
εθαηό   

 

 千 (qiān)  
 

 
ρίιηα   
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Οι κινζηοι ζμποροι είχαν ζνα λίγο διαφορετικό ςφςτθμα. Στο ςφςτθμα αυτό οι 

αρικμοί από το 1 μζχρι το 10 είχαν τθν παρακάτω μορφι. 

 

 

Είχαν ακόμθ ειδικά ςφμβολα για το 100, το 1.000 και το 10.000 και 

χρθςιμοποιοφςαν το κφκλο για να παραςτιςουν το μθδζν.  Από τα αρχαία κινεηικά 

νομίςματα, και τουσ αρικμοφσ που βλζπουμε πάνω ςε αυτά, διαπιςτϊνουμε 

κάποιεσ μικρζσ  διαφοροποιιςεισ τον ςυμβόλων αυτϊν από εποχι ςε εποχι. Ζνα 

παράδειγμα είναι ο αρικμόσ  5, που ςτον δεφτερο προ Χριςτοφ αιϊνα, 

ςυμβολιηόταν με το ςφμβολο .  

Οι κινζηοι εκτόσ απϋ αυτό το ςυμβολικό ςφςτθμα χρθςιμοποιοφςαν ζνα ακόμα 

βαςιηόμενο ςε ράβδουσ. Αυτό το ςυμβολικό ςφςτθμα ξεκίνθςε ςτθν εποχι του 

βαςιλιά  Wu-ts'ao και κράτθςε μζχρι και το 19ο αιϊνα. Οι αρικμοί από το 1 μζχρι το 

9 παριςτάνονταν ωσ εξισ. 

 

Ενϊ οι δεκάδεσ παριςτάνονταν:  

 

Ραράδειγμα = 1.405.536 

 

 百萬 (băi wàn)  
 

 
εθαηνκκύξην   

 

 十億 (shí yì)  
 

 
δηζεθαηνκκύξην   
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ΣΟ ΤΣΗΜΑ ΑΡΙΘΜΗΗ ΣΨΝ ΜΑΓΙΑ 

Οι Μάγια είχαν αναπτφξει ζνα 

ςφςτθμα αρίκμθςθσ πολφ πριν 

ανακαλυφτεί θ Αμερικι από τουσ 

Ευρωπαίουσ. Τα ςφμβολα που 

χρθςιμοποιοφςαν οι Μάγια για να 

ςυμβολίςουν τουσ αρικμοφσ ιταν 

τελείεσ ( )και παφλεσ ( ).  

Κάκε τελεία είχε αξία 1 ενϊ κάκε παφλα 5. Ζτςι οι αρικμοί από το 1 μζχρι και το 19 

ζχουν τθν ακόλουκθ μορφι.  

 

Τα ςφμβολα αυτά, και ειδικά το ςφμβολο για το μθδζν, είχαν πολλζσ παραλλαγζσ. 

Ο τρόποσ που ζγραφαν το 20 είναι ο τρόποσ που εμείσ ςυμβολίηουμε το 10. Δθλαδι 

χρθςιμοποιϊντασ τα ςφμβολα για το 1 και για το 0. Για τουσ μάγια δθλαδι το 

ςφμβολο  ιταν το 20.   
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Μζχρι το 17∙20 χρθςιμοποιοφςαν αυτόν το ςυμβολιςμό.  Δθλαδι το 300 το 

ςυμβόλιηαν ,δθλαδι 15∙20=300.  

Στθν ςυνζχεια το 360  το ςυμβόλιηαν με το ςφμβολο του μθδενόσ δφο φορζσ. 

Δθλαδι =360. Αυτόσ ο ςυμβολιςμόσ ζφτανε μζχρι το 19∙360=6.840 , και 

από το 7.200 και ζπειτα άλλαηε ξανά.  

Δεν υπάρχει κανζνα ςτοιχείο που να δείχνει πωσ ζκαναν υπολογιςμοφσ με 

αυτά τα ςφμβολα, αλλά τα χρθςιμοποιοφςαν μόνο για θμερομθνίεσ. Θ χριςθ όμωσ 

τελειϊν και ράβδων για τθν παράςταςθ των αρικμϊν κα μποροφςε να μασ 

παραπζμψει ςε ζνα είδοσ άβακα.   
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ΣΟ ΑΙΓΤΠΣΙΑΚΟ ΤΣΗΜΑ ΑΡΙΘΜΗΗ 

Οι πρϊτεσ αιγυπτιακζσ γραφζσ ιταν πάνω ςε πζτρα, ςε κεραμικζσ πλάκεσ 

αλλά κι ςε πάπυρο. Τα πρϊτα ςφμβολα που χρθςιμοποίθςαν ιταν τα ιερογλυφικά, 

τα οποία ςυνικωσ διαβάηονταν από τα δεξιά προσ τα αριςτερά αλλά κάποιεσ φορζσ 

και από τα αριςτερά ςτα δεξιά.  

 

 

Θ διπλανι εικόνα  είναι από ζναν 

τοίχο ςτον ναό  του Λοφξορ. Τα 

ιερογλυφικά εδϊ διαβάηονται από τα 

αριςτερά ςτα δεξιά.  

 

 

 

Το αρικμθτικό ςφςτθμα των Αιγυπτίων είναι απλό και πρωτόγονο δεκαδικό 

ςφςτθμα και είχε τθν παρακάτω μορφι: 

Τοποκετϊντασ τα ςφμβολα αυτά ςε μια γραμμι μπορεί να παραςτακεί κάκε 

αρικμόσ.  

Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται και τα ςφμβολα για το 1000.000 και το 

1.000.000: 
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Εκτόσ όμωσ από τα ιερογλυφικά που τα χρθςιμοποιοφςαν ςυνικωσ για 

γράψιμο πάνω ςε πζτρα είχαν άλλα δφο  ςυςτιματα αρίκμθςθσ τα λεγόμενα 

«ιερατικά» και τα «δθμοτικά» , τα οποία τα χρθςιμοποιοφςαν για γράψιμο πάνω ςε 

πάπυρο.  Τα ιερατικά είχαν τθν παρακάτω μορφι.   
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ΣΟ ΤΣΗΜΑ ΑΡΙΘΜΗΗ ΣΨΝ ΕΛΛΗΝΨΝ 

 Οι Ζλλθνεσ αρχικά όπωσ και άλλοι λαοί τθσ μεςογείου χρθςιμοποίθςαν τισ 

κάκετεσ ράβδουσ για να παραςτιςουν τουσ αρικμοφσ. Οι κάκετεσ αυτζσ ράβδοι 

λογικά αντιπροςϊπευαν τα δάκτυλα.  

Στθν απϊτερθ αρχαιότθτα χρθςιμοποίθςαν ζναν ςυμβολιςμό που ζμοιαηε 

με τα γνωςτά ρωμαϊκά ψθφία. Αυτά τα ψθφία περιγράφθκαν πλιρωσ από τον 

Θριδανό τον 2ο π.Χ. αιϊνα. Τϊρα είναι γνωςτά ωσ «Αττικοί αρικμοί», γιατί είναι οι 

μόνοι αρικμοί που ζχουν βρεκεί ςε αττικζσ επιγραφζσ προχριςτιανικά. Τα ςφμβολα 

αυτά είχαν τθσ εξισ μορφι: 

 

Το ςφμβολο είναι μια παλιά μορφι του αρχικοφ γράμματοσ τθσ λζξθσ 

πζντε.  

Πμοια τα ςφμβολα  , ,  και  είναι αρχικά των 

ελλθνικϊν λζξεων δζκα, εκατό, χίλιοι και μφριοι. Το  αντιπροςωπεφει το 

γράμμα Θ από τθν λζξθ «Θεκατον»  που ςτθν αττικι διάλεκτο αντί για το Θ 

χρθςιμοποιοφςαν   ‘   .  

Για το δζκα χρθςιμοποιοφςαν κάποιεσ φορζσ τον κφκλο ι ζναν κφκλο με τελεία ςτθν 

μζςθ ( ). 
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Ραρακάτω φαίνονται κάποιοι αρικμοί γραμμζνοι ςε αυτό το ςφςτθμα αρίκμθςθσ.  

 

Αργότερα ειςιχκθ ζνασ πιο ςφντομοσ αλφαβθτικόσ ςυμβολιςμόσ, γνωςτό ωσ Λωνικό 

ςφςτθμα.  Το αρχαιότερο ςφςτθμα είχε τθν εξισ μορφι.  

 

Το ςφμβολο για τον αρικμό 6 είχε τθν μορφι  ι τισ μορφζσ  ι  και είναι 

γνωςτό ωσ δίγαμμα. Άλλεσ φορζσ ςυμβολίηετε με το τελικό ςίγμα σ , γνωςτό ωσ 

Βαυ. Το αρικμθτικό αυτό ςφςτθμα το ςυναντάμε ςυνικωσ ςτθν παρακάτω μορφι. 

 

Το ςφμβολο για το 90, είναι το φοινικικό γράμμα Κόππα, και το ςφμβολο για το 900 

το φοινικικό γράμμα Σαμπί.  

Για να ςυμβολίςουν τισ χιλιάδεσ ζβαηαν ζναν τόνο κάτω αριςτερά. Ρ.Χ:  

,α=1.000 ,β=2.000 
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Για να διακρίνουν τα νοφμερα από τουσ αρικμοφσ ζβαηαν πάνω από τον αρικμό μια 

παφλα ι ζναν τόνο ςτο τζλοσ. Ρ.Χ: 

   

Για να παριςτάνουν αρικμοφσ πζραν τθσ «μυριάδασ»(10.000) χρθςιμοποιοφςαν το 

ςφμβολο Μ , ωσ εξισ  

 

Ζνασ άλλοσ τρόποσ παράςταςθσ των μυριάδων ιταν με δφο τελείεσ πάνω από τον 

αντίςτοιχο αρικμό. Ρ.Χ 
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ΣΟ ΕΒΡΑΙΚΟ ΤΣΗΜΑ ΑΡΙΘΜΗΗ 

 Οι Εβραίοι χρθςιμοποιοφςαν παρόμοιο αρικμθτικό ςφςτθμα με αυτό των 

Ελλινων. Δθλαδι χρθςιμοποιοφςαν το πρϊτο γράμμα από τθν ονομαςία του 

αρικμοφ για να τον ςυμβολίςουν.  

 

 

 

Για να εκφράςουν τουσ αρικμοφσ τοποκετοφςαν τα ςφμβολα το ζνα δίπλα 

ςτο άλλο, και διαβάηονταν από τα δεξιά προσ τα αριςτερά. Ρ.Χ =41.   

Για τον αρικμό 15 υπιρχε μια ιδιαιτερότθτα,  το ςυμβόλιηαν  (9+6), αντί 

για   (10+5) γιατί το ςφμβολο  ιταν τα δυο πρϊτα γράμματα τθσ λζξθσ  

Γιεχωβάσ (Jhvh), το όνομα δθλαδι του κεοφ.  
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ΣΟ ΤΣΗΜΑ ΑΡΙΘΜΗΗ ΣΨΝ ΑΡΜΕΝΙΨΝ  

Το Αρμενικό ςφςτθμα αρίκμθςθσ είναι ζνα ιςτορικό αρικμθτικό ςφςτθμα 

που δθμιουργικθκε χρθςιμοποιϊντασ τα κεφαλαία γράμματα του Αρμενικοφ 

αλφαβιτου. Δεν υπιρχε ςφμβολο για το μθδζν ςτο παλιό ςφςτθμα, και οι 

αρικμθτικζσ αξίεσ των γραμμάτων προςτίκενται για να εξαχκεί ο τελικόσ αρικμόσ. 

Οι αρχζσ που διζπουν αυτό το ςφςτθμα είναι οι ίδιεσ με του ελλθνικοφ ςυςτιματοσ 

αρίκμθςθσ και του Εβραϊκοφ ςυςτιματοσ αρίκμθςθσ 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αρμενικοί αριθμοί Τιμή  

 Ա 
1 

Բ 
2 

Գ 
3 

Դ 
4 

Ե 
5 

Զ 
6 

Է 
7 

Ը 
8 

Թ 
9 

Ժ 
10 

Ի 
20 

Լ 
30 

Խ 
40 

Ծ 
50 

Կ 
60 

Հ 
70 

Ձ 
80 

Ղ 
90 

Ճ 
100 

Մ 
200 

Յ 
300 

Ն 
400 

Շ 
500 

Ո 
600 

Չ 
700 

Պ 
800 

Ջ 
900 

Ռ 
1000 

Ս 
2000 

 

Վ 
3000 

Տ 
4000 

Ր 
5000 

Ց 
6000 

Ւ 
7000 

Փ 
8000 

Ք 
9000 
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Οι αρικμοί ςτο Αρμενικό αρικμθτικό ςφςτθμα προκφπτουν με απλι πρόςκεςθ των 

αξιϊν των ψθφίων. Οι αρικμοί γράφονται από αριςτερά προσ τα δεξιά (όπωσ και οι 

λζξεισ τθσ Αρμενικισ γλϊςςασ). Αν και θ ςειρά με τθν οποία γράφονται δεν παίηει 

ρόλο ςτο αποτζλεςμα, κακϊσ αυτό προκφπτει με πρόςκεςθ, τα ψθφία κατά 

ςφμβαςθ γράφονται με φκίνουςα αρικμθτικι αξία. 

Ραράδειγμα : 

 ՌՋՀԵ = 1000 + 900 + 70 + 5 = 1975  

 ՍՄԻԲ = 2000 + 200 + 20 + 2 = 2222  
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ΣΟ ΡΨΜΑΙΚΟ ΤΣΗΜΑ ΑΡΙΘΜΗΗ 

 Το ςφςτθμα αρίκμθςθσ των ρωμαίων περιελάμβανε τα παρακάτω ςφμβολα: 

 

Συνδυάηοντασ τα παραπάνω ςφμβολα μποροφςαν να παραςτιςουν κάκε αρικμό  

όπωσ φαίνεται ςτον επόμενο πίνακα.  

 

Υπάρχουν πολλζσ κεωρίεσ ςχετικά με τθν επιλογι των ςυγκεκριμζνων 

ςυμβόλων για τθν παράςταςθ των αρικμϊν. Το I ίςωσ προζρχεται από το πρϊτο 

γράμμα τθσ ελλθνικισ λζξθσ   ʹία  που ςτα αρχαία ελλθνικά ςιμαινε μονάδα.   Το  C 

και το  M προζρχονται από τα αρχικά των λζξεων centum (εκατό) και mille (χίλια). 

Το ςφμβολο Χ (δζκα) προζρχεται από το v (πζντε) και από το ν ανεςτραμμζνο 
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,δθλαδι Λ. Μία άλλθ κεωρία για το Χ (δζκα) είναι ότι μπορεί να προιλκε από το 

πζραςμα με μια διαγϊνια γραμμι από  δζκα μονάδεσ, δθλαδι , που 

ςυντομογραφικά γράφετε .  Το ςφμβολο αυτό για το δζκα εμφανίηετε ςε 

διάφορα μνθμεία.  

Το ςφμβολο D για το 500 προζρχεται ίςωσ από μιςό του ςυμβόλου  

που και αυτό παρίςτανε το χίλια, δθλαδι .  Μία άλλθ κεωρία είναι ότι 

προζρχεται από το αρχικό τθσ λζξθσ demi-mille.  Το L το ςυναντάμε ςτισ 

παλαιότερεσ επιγραφζσ  και ωσ ↓ ι   και ςτον μεςαίωνα ςυναντάτε και με το μικρό 

γράμμα l.  

Για το χίλια επίςθσ ζχουν χρθςιμοποιθκεί και πολλά άλλα ςφμβολα όπωσ   

 

Ζνα ακόμα ςθμαντικό ςτοιχείο είναι πωσ το τελευταίο I  ςε ζναν αρικμό το άλλαηαν 

με το γράμμα j.  Ραράδειγμα  Mcccclxxxxiiij=1494. 

Για να παραςτιςουν τουσ μεγάλουσ αρικμοφσ οι ςτο ρωμαϊκό ςφςτθμα ζβαηαν μια 

παφλα πάνω από τον αρικμό που ςιμαινε πωσ πολλαπλαςιαηόταν με το 1.000. 

Ραράδειγμα: 
__

2.000   ι  
___

1.000.000  . 

Ρρόδρομοσ του ρωμαϊκοφ ςυςτιματοσ αρίκμθςθσ είναι αυτό των Ετροφςκων, το οποίο είχε 

τθν παρακάτω μορφι:  
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ΣΑ ΙΝΔΙΚΑ ΧΗΥΙΑ ΚΑΙ ΣΟ «ΣΑΞΙΔΙ» ΣΟΤ  ΣΗΝ ΔΤΗ 

Θ ιςτορία των ινδικϊν ψθφίων ξεκινάει από τθν εποχι του Βουδιςτι βαςιλιά Αςόκα 

τον 3ο π.Χ αιϊνα. Τα αρχικά ψθφία είχαν πολλζσ παραλλαγζσ, και διζφεραν από 

περιοχι ςε περιοχι τθσ  Λνδίασ.  Δφο αρχικζσ μορφζσ γραφισ ιταν θ Χαρόςτι και θ 

Βραχμί.  

Τα Χαρότςι είχαν τθν παρακάτω μορφι: 

 

Ρεριςςότερο ςθμαντικά είναι τα ςφμβολα Βραχμί: 

 

Τα ςφμβολα  αυτά είναι πρόδρομοι των ςυμβολϊν που χρθςιμοποιοφμε 

ςιμερα. Θ αρχικι τουσ μορφι ιταν κάπωσ διαφοροποιθμζνθ αλλά τα ςφμβολα που 

φαίνονται ςτθν παραπάνω εικόνα είναι όπωσ παρουςιάηονται  ςε επιγραφι που 

βρζκθκε ςε μια ςπθλιά ςτο Ναςίκ τθσ Λνδίασ.  Δεν υπάρχει βζβαια ακόμα ςφμβολο 

για το μθδζν, οφτε είναι κεςιακό ςφςτθμα αλλά οι ομοιότθτεσ με τα αραβικά 

ςφμβολα που χρθςιμοποιοφμε είναι προφανείσ ειδικά ςτουσ αρικμοφσ 6, 7 και 9. 

Τισ οριηόντιεσ γραμμζσ με τισ οποίεσ παρουςιάηονται οι αρικμοί από το 1 

μζχρι το 3 είναι ίςωσ μια επιρροι του κινεηικοφ ςυςτιματοσ  αρίκμθςθσ, γιατί ςε 

αυτό  ζχουμε ξαναςυναντιςει τζτοια ςφμβολα. Μζςα ςτθν ποικιλία βζβαια των 

μορφϊν των Λνδικϊν ψθφίων ςυναντάμε και αναπαράςταςθ των αρικμϊν από το 1 

μζχρι το 3 και με κάκετεσ γραμμζσ. Οι αιγφπτιοι και άλλοι λαοί τθσ μεςογείου 

υιοκζτθςαν τισ κάκετεσ γραμμζσ.   
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Τα ινδικά ψθφία άρχιςαν να γίνονται ευρζωσ γνωςτά και άρχιςαν ζνα ταξίδι 

προσ τθν δφςθ. Αρχικά ο Σφριοσ επίςκοποσ Σεβιροσ Σεμπόχτ εξζφραςε ζναν μεγάλο 

καυμαςμό για τα αρικμθτικό ςφςτθμα των ινδϊν. Ζτςι τα ινδικά ψθφία ζγιναν 

γνωςτά ςτα μοναςτθριακά ςχολεία τθσ Μεςοποταμίασ. Στθν ςυνεχεία  τα ινδικά 

ψθφία ζγιναν γνωςτά ςτθν Βαγδάτθ, όταν ζνασ Λνδόσ  ζφερε ςτον χαλίφθ Αλ-

Μαμοφν τθν αςτρονομικι πραγματεία Σιδχάντα,  που μεταφράςτθκε αμζςωσ ςτα 

Αραβικά το 773 μ.Χ.  Λίγα χρόνια μετά , το 825 ο Αλ–Χουαρίημι ζγραψε ζνα βιβλίο 

για τον ινδικό λογιςμό και μζςο αυτοφ τα ινδικά ψθφία ζγιναν γνωςτά όχι μόνο 

ςτον Αραβικό κόςμο αλλά πζραςαν και ςτθν Ευρϊπθ μζςα από τθν μετάφραςθ του 

Αδελάρδο από το Bath, το 1120 ςτο βιβλίο με τίτλο Liber Algorismi de numero 

Indorum. Τα ψθφία όμωσ αυτά  δεν χρθςιμοποιικθκαν από όλουσ τουσ άραβεσ. Ο 

Αλ–Χουαρίημι γνϊριηε δφο μορφζσ ψθφίων που προιλκαν από τισ διάφορεσ μορφζσ 

των ινδικϊν ψθφίων. Τα δυτικο-αραβικά και τα ανατολικο-αραβικά.  Τα δυτικο-

αραβικά ψθφία είναι γνωςτά και με το όνομα γκομπάρ. Οι εμπορικζσ ςυναλλαγζσ 

ανάμεςα ςε Βαγδάτθ και Αλεξάνδρεια βοικθςαν ϊςτε τα ινδο-αραβικά ψθφία να 

περάςουν προσ τθν δφςθ.  

Τα ψθφία γκομπάρ είχαν τθν ακόλουκθ μορφι: 

 

Θ πρϊτθ εμφάνιςθ των 9 ψθφίων γκομπάρ ςτθν Ευρϊπθ ζγινε από τον  

Ηερμπζρ, ο μετζπειτα Ράπασ Σιλβζςτροσ Βϋ.  Στθν Βαρκελϊνθ διάβαςε για τα ψθφία 

αυτά και δθμιοφργθςε ζναν άβακα που αντί για ψιφουσ χρθςιμοποίθςε άπικεσ.  Οι 

άπικεσ ιταν διςκία που πάνω είχαν χαραγμζνα τα ςφμβολα γκομπάρ.  

Το παλαιότερο Ευρωπαϊκό χειρόγραφο  είναι ζνα ιςπανικό χειρόγραφο που 

περιζχει του παρακάτω αρικμοφσ  
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 Μςωσ ο Ηεμπζρ να είχε διαβάςει αυτό το χειρόγραφο ςτθν  μονι τθσ  Santa Maria de 

Ripoll.  Το 1143 εμφανίηονται τα ινδικά ψθφία και ςτθν Γερμανία ςε ζνα 

απόςπαςμα από το βιβλίο των αλγορίκμων.   

 Θ τελικι επικράτθςθ των ινδοαραβικϊν ψθφίων ζγινε το 1202,μζςα από το 

liber Αbaci του Λεονάρντο Ριηάνο, γνωςτοφ ωσ Fibonacci. Ιταν ζνα βιβλίο που 

προοριηόταν για τουσ εμπόρουσ, και γνϊριςε μεγάλθ επιτυχία όταν ζγιναν 

αντιλθπτά τα μεγάλα πλεονεκτιματα των νζων ψθφίων.  

 Στο liber Αbaci γράφει: 

«Τα εννζα ινδικά ψθφία είναι:   

9   8   7   6   5   4   3   2   1 

Με τα εννζα αυτά ψθφία  και με το ψθφίο 0, που οι άραβεσ το αποκαλοφν  zephyr, 

μποροφν να γραφτοφν όλοι οι αρικμοί, όπωσ καταδεικνφετε παρακάτω…» 
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ΜΕΓΑΛΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

Ζνα γνϊριςμα τθσ αρχαίασ αρικμθτικισ είναι θ ςπανιότθτα εμφάνιςθσ πολφ 

μεγάλων αρικμϊν. Λίγεσ εξαιρζςεισ είναι  ο ψαμμίτθσ 1 του Αρχιμιδθ, κάποιεσ 

βαβυλωνιακζσ επιγραφζσ και κάποιεσ Λνδικζσ παραδϊςεισ για τισ αρικμθτικζσ 

ικανότθτεσ του Βοφδα.   

Το εκατομμύριο: Θ λζξθ εκατομμφριο(million) χρθςιμοποιικθκε μετά το 13ο 

αιϊνα και ο πρϊτοσ μακθματικόσ που τθν χρθςιμοποίθςε ιταν ο Μάξιμοσ 

Ρλανοφδθσ  περίπου το 1340. Θ λζξθ million  προζρχεται από τθν ζκφραςθ 

(mille+on) δθλαδι great thousand, όπωσ το salon (sale+on ) από τθν ζκφραςθ great 

hall.  

To διςεκατομμύριο: Θ λζξθ billion μζχρι τον πρϊτο παγκόςμιο πόλεμο 

μποροφςε να χρθςιμοποιθκεί για κάκε αρικμό μεγαλφτερο από εκατομμφριο. Στισ 

Θνωμζνεσ Ρολιτείεσ το χρθςιμοποιοφςαν ςαν
910  , ςτθν Αγγλία ςαν  

1210 .  Ρρϊτθ 

φορά που χρθςιμοποιικθκε θ λζξθ billion ιταν το 1484 από τον Chuquet και 

αναφερόταν ςτο 
1210 .  

Για τθν γραφι των μεγάλων αρικμϊν, για τον διαχωριςμό δθλαδι τριάδων 

ψθφίων,  χρθςιμοποιικθκαν διάφορεσ μζκοδοι. Επθρεαςμζνοι από τουσ 

«ςταυροφσ» που τοποκετοφνταν ςτισ γραμμζσ των χιλιάδων και των εκατομμυρίων 

                                                           

1
 Ο Ψαμμίτης δηλαδή "Άμμος Καηαμέηπηρ" ή πεπιθπαζηικά "Αςηόρ πος μεηπάει ηοςρ κόκκοςρ 

ηηρ άμμος", είναι ένα από ηα σαπακηηπιζηικόηεπα έπγα ηος Απσιμήδη και αποηελεί ςπό μια 

έννοια ηην ππώηη επεξηγημαηική επγαζία. Σηο έπγο αςηό, ο Απσιμήδηρ επισειπεί να αναηπέτει 

ηην ηόηε κοινή πεποίθηζη όηι ο απιθμόρ ηυν κόκκυν ηηρ άμμος είναι ςπεπβολικά μεγάλορ για 

να καηαμεηπηθεί. 

Πποκειμένος να ηο επιηύσει, έππεπε ππώηα να επινοήζει ένα ζύζηημα ονομαζίαρ μεγάλυν 

απιθμών, ώζηε να οπίζει ένα άνυ όπιο· ξεκίνηζε λοιπόν από ηον μεγαλύηεπο απιθμό εκείνηρ 

ηηρ εποσήρ, ηην μςπιάδα μςπιάδυν. Η μςπιάρ ιζούηαι με 10.000, ζςνεπώρ η μςπιάρ μςπιάδυν 

ιζούηαι με 10.000Χ10.000=100.000.000, εκαηό εκαηομμύπια. 

Το ζύζηημα μέηπηζηρ ηος Απσιμήδη θηάνει μέσπι ηο ηο οποίο είναι μία μςπιάδα 

μςπιάδυν ειρ ηην μςπιοζηή μςπιάδα και όλο ειρ ηην μςπιοζηή μςπιάδα. Έναρ άλλορ ηπόπορ να 

πεπιγπαθεί αςηόρ ο απιθμόρ είναι μια μονάδα ακολοςθούμενη από 80 ηεηπακιζεκαηομμςπια 

μηδενικά. 

 

http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%86%CE%BD%CF%89_%CF%8C%CF%81%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9C%CF%85%CF%81%CE%B9%CE%AC%CE%B4%CE%B1&action=edit&redlink=1
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ςτον άβακα, οι μεςαιωνικοί ςυγγραφείσ χρθςιμοποιοφςαν ςθμάδια πάνω από το 

ψθφίο των χιλιάδων  και πζρα από αυτό ςθμάδια κάκε τρία ψθφία.  Στο παρακάτω 

διάγραμμα φαίνονται κάποιοι τρόποι γραφισ μεγάλων αρικμϊν.  

 

Οι τριάδεσ αυτζσ ζχουν ονομαςτεί με διάφορουσ ονομαςίεσ όπωσ περίοδοι1, 

περιοχζσ (Santa-cruz), ι τριάδεσ. Ο Recorde (1542) ζδωςε τον εξισ κανόνα για τθν 

γραφι των μεγάλων αρικμϊν: 

 “πρϊτα βάηουμε ζνα «ςθμάδι» (pricke) πάνω ςτο τζταρτο ψθφίο, και μετά 

πάνω από το Vij. Και αν ζχουμε παραπάνω ψθφία βάηουμε ςθμάδια πάνω από τα x, 

xiij, xvj, όπωσ και πάνω από το τζταρτο, αφινοντασ κάκε φορά δφο ψθφία μεταξφ 

των ςθμαδιϊν. Και αυτά τα κομμάτια μεταξφ των ςθμαδιϊν τα ονομάηουμε 

τριάδεσ.”  

Ο Fibonacci (1202) χρθςιμοποίθςε ζναν διαφορετικό τρόπο: Κάκε τρία 

ψθφία από το ψθφίο των χιλιάδων και πζρα τα ομαδοποιεί με ζνα τόξο από πάνω 

ωσ εξισ  

.  

 

 

 

                                                           
1 "Haec prima est periodus,", Ramus (1569) 
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Η ΙΣΟΡΙΑ ΣΟΤ ΑΒΑΚΑ 

Αν λάβουμε υπόψθ τα αρικμθτικά ςυςτιματα των αρχαίων πολιτιςμϊν 

ςυναντάμε μεγάλθ δυςκολία ςτθν εκτζλεςθ πράξεων. Αυτό μασ κάνει να 

πιςτεφουμε πωσ υπιρχε ζνασ μθχανικόσ τρόποσ υπολογιςμϊν.   Θ πεποίκθςθ μασ 

ιςχυροποιείτε ακόμα περιςςότερο, αν παρατθριςουμε επίςθσ  το ότι τα υλικά 

γραψίματοσ άργθςαν να ανακαλυφκοφν ( ο πάπυροσ ιρκε ςτθν Ελλάδα τον 7ο  Ρ.Χ 

αιϊνα.) και οι πλάκεσ αργφρου δεν ιταν κατάλλθλεσ για υπολογιςμοφσ.  Ο 

μθχανικόσ αυτόσ τρόποσ υπολογιςμϊν πραγματοποιείτε  με τον άβακα.  

Θ προζλευςθ τθσ λζξθσ άβακασ είναι θ αρχαιοελλθνικι λζξθ «άβαξ», που με 

τθν ςειρά τθσ  προζρχεται από τθν Σθμιτικι  λζξθ (abq) που ςτα εβραϊκά 

ςθμαίνει ςκόνθ. Μία άλλθ ενδιαφζρουςα ετοιμολογία τθσ λζξθσ άβαξ δίνετε  από 

τον Th. Martin (Les Signes Num) , από ζναν λεξικογράφο του 5ου αιϊνα και από άλλα 

κείμενα. Θ ετοιμολογία αυτι αναφζρει ότι θ λζξθ άβαξ προζρχεται από το «α + 

βάςισ» , δθλαδι αυτό που δεν ζχει βάςθ, διότι θ πρϊτθ μορφι άβακα ιταν μια 

πλάκα χωρίσ πόδια. Ακόμα μια ετοιμολογία δίνετε από τον R. Soreau και αναφζρει 

ότι άβαξ ςθμαίνει αϋ, βϋ, + αξία, δθλαδι 1 , 2 ,+αξία.  

Στα πρϊτα χρόνια ο άβακασ ιταν μια πλάκα ςκεπαςμζνθ από ςκόνθ. Ράνω 

ςτθν ςκόνθ ςχθμάτιηαν τα ςθμάδια με το χζρι θ με γραφίδα. Ιταν ζνασ πρόδρομοσ  

του ςθμερινοφ χαρτιοφ. Αυτι θ μορφι άβακα ιταν γνωςτι τόςο ςτουσ Ζλλθνεσ και 

τουσ ωμαίουσ όςο και ςτουσ Λνδοφσ οι οποίοι όμωσ δεν τον χρθςιμοποιοφςα πολφ.  

Στθν ςυνζχεια ο άβακασ ςκόνθσ ζδωςε τθν κζςθ του ςε ζναν πίνακα με γραμμζσ 

πάνω ςτθσ οποίεσ μποροφςαν να κινοφνται μικροί δίςκοι. Αυτι ιταν μια 

διαδεδομζνθ μορφι άβακα που μζχρι τον 17ο αιϊνα τον χρθςιμοποιοφςαν και ςτθν 

Ευρϊπθ. Μια Τρίτθ μορφι άβακα διζφερε από τθν προθγοφμενθ ςτο ότι αντί για 

γραμμζσ υπιρχαν αυλάκια πάνω ςτα οποία κινοφνταν ςφαίρεσ.  

Στουσ Αιγφπτιουσ ιταν γνωςτόσ ο άβακασ και αυτό το καταλαβαίνουμε από 

μια φράςθ του Θρόδοτου που ζλεγε: «γράψτε τουσ χαρακτιρεσ  και υπολογίςτε 

τουσ με χαλίκια, φζρνοντασ  τα από τα δεξιά προσ τα αριςτερά, ενϊ οι ζλλθνεσ τα 

φζρνουν από τα αριςτερά προσ τα δεξιά». Ακόμα ζχουν βρεκεί ςτισ αρχαιολογικζσ 



36 
 

αναςκαφζσ πολλοί δίςκοι ςε διάφορα μεγζκθ που μποροφςαν να χρθςιμοποιθκοφν 

ςαν μετρθτζσ.  

Κάποιεσ γραφζσ τοποκετοφν τισ αρχζσ του άβακα ςτθν Μζςθ Ανατολι. Ο 

Λάμβλιχοσ αναφζρει πωσ ο Ρυκαγόρασ ειςιγαγε τον άβακα ςτθν Ελλάδα και κάνει 

υπαινιγμοφσ πωσ τισ γνϊςεισ για τον άβακα τισ πιρε από τουσ βαβυλωνίουσ.  

Ο Ελλθνικόσ άβακασ 

Ζνασ πρϊτοσ ελλθνικόσ άβακασ βρζκθκε ςτθν Σαλαμίνα το 1846, και 

χρονολογείται γφρω ςτο 300 π.χ. Υπολογίηεται ότι είναι ο αρχαιότεροσ που βρζκθκε 

μζχρι ςιμερα. Αρχικά κεωρικθκε ότι ιταν ζνα επιτραπζηιο παιχνίδι.  

Είναι καταςκευαςμζνοσ πάνω ςε μια πλάκα, με 

διαςτάςεισ 149 εκ. μικοσ, 75 εκ. πλάτοσ και 4,5 εκ. πάχοσ. 

Θ πλάκα περιζχει λευκι άμμο και ανακαλφφκθκε 

ςπαςμζνθ   ςε δφο τμιματα από ζνα μεγάλο διαχωριςτικό 

που υπάρχει ςτθ μζςθ. Το επάνω τμιμα απαρτίηεται από 

5 παράλλθλεσ γραμμζσ, εξίςου χωριςμζνεσ από μια 

κάκετθ γραμμι, και ζνα θμικφκλιο ςτο ςθμείο τομισ τθσ 

κατϊτερθσ παράλλθλθσ γραμμισ με τθν κάκετθ. Στο 

δεφτερο τμιμα υπάρχει άλλθ μια ομάδα από 11 

παράλλθλεσ γραμμζσ, που επίςθσ τζμνονται ςε δφο 

τμιματα από μια γραμμι αλλά το θμικφκλιο βρίςκεται 

αυτι τθ φορά ςτθν κορυφι τθσ τομισ. Θ τρίτθ, θ ζκτθ και 

ζνατθ από αυτζσ τισ γραμμζσ ςθμειϊνονται με ζνα ςταυρό 

ςτο ςθμείο τομισ με τθν κάκετθ γραμμι.  

Ραρακάτω εξθγοφνται τα ςφμβολα  που υπάρχουν ςτισ τρείσ μεριζσ : 
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Χρθςιμοποιικθκε για 

εμπορικοφσ ςκοπουσ  και πικανϊσ 

να ιταν κάποιου εμπόρου που το 

χρθςιμοποιοφςε για να κάνει 

υπολογιςμοφσ ςτο ςπίτι του.   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Ρωμαϊκόσ άβακασ 

Ο ρωμαϊκόσ άβακασ που παρουςιάηεται ςτθν παρακάτω εικόνα αποτελείται 

από οκτϊ μακριά αυλάκια που περιζχουν μζχρι πζντε χάντρεσ το κάκε ζνα και οκτϊ 

πιο μικρά αυλάκια που ζχουν είτε μια είτε καμία χάντρα.  

 

 

 

 

 



38 
 

 

Το χαρακτθριςτικό αυλάκι Λ δείχνει τισ μονάδεσ, το Χ τισ δεκάδεσ κλπ. μζχρι 

τα εκατομμφρια. Οι χάντρεσ ςτα πιο  μικρά αυλάκια δείχνουν πζντε πεντάδεσ 

μονάδεσ, πζντε δεκάδεσ, κ.τ.λ., ουςιαςτικά ςε ζνα κωδικοποιθμζνο πενταδικό 

ςφςτθμα, προφανϊσ ςχετικό με τουσ ρωμαϊκοφσ τρόπουσ μετριςεων των αρικμϊν. 

Τα μικρά αυλάκια ςτα δεξιά μπορεί να είχαν χρθςιμοποιθκεί για τον υπολογιςμό 

των ρωμαϊκϊν ουγγιϊν. Οι υπολογιςμοί γίνονται με τθ βοικεια των χαντρϊν που 

πικανϊσ κα γλιςτροφςαν πάνω-κάτω ςτα αυλάκια για να δείξουν τθν αξία κάκε 

ςτιλθσ. 

Ρολλοί ςυγγράφεισ δίνουν πλθροφορίεσ για  τθν χριςθ του άβακα από τουσ 

ρωμαίουσ. Ο Οράτιοσ μιλάει για  ζναν μακθτι που κουβαλάει τθν τςάντα του και 

μια πλάκα κρεμαςμζνθ ςτο αριςτερό του χζρι. Ο Κικζρων αναφζρετε ςτον άβακα 

όταν μιλάει για χάλκινα κομμάτια, διότι από χαλκό ζφτιαχναν τα κομμάτια του 

άβακα. Θ ονομαςία που ζδιναν ςτον άβακα ςτα λατινικά ιταν : abaculi ι calculi. 

Οι αρχικοί άβακεσ ιταν από πζτρα. Εδϊ βρίςκετε και θ ρίηα τθσ λζξθσ 

calculus(υπολογιςμόσ). Calculus ςτα λατινικά ςθμαίνει χαλίκι, είναι υποκοριςτικό 

του clax που είναι ζνα μεγάλο κομμάτι αςβεςτόλικου. Δθλαδι οι ρωμαίοι 

χρθςιμοποιοφςαν κυριολεκτικά τα χαλίκια για υπολογιςμοφσ.   

 

Ο κινζηικοσ άβακασ  

 

Θ προζλευςθ του κινεηικοφ άβακα είναι  πικανϊσ από τθν κεντρικι θ δυτικι 

Αςία. Οι κινζηοι είχαν εμπορικζσ ςυναλλαγζσ με Ρζρςεσ και Άραβεσ άρα εφκολα μια 

υπολογιςτικι ςυςκευι όπωσ ο άβακασ κα ζβριςκε τον δρόμο του προσ τθν Κίνα. Θ 

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/af/Abacus_6.png
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ονομαςία του άβακα ςτθν κίνα είναι ςουαν - παν (suan-pan).  Ρριν από το ςουαν 

παν, μετρικζσ ράβδοι, εγκοπζσ ςτα κόκαλα, ελεφαντόδοντο  και άλλοι ςυμβολικοί 

μζκοδοι χρθςιμοποιικθκαν αναμφιςβιτθτα ωσ εργαλείο για τθν μζτρθςθ και τον 

υπολογιςμό.  Οι ράβδοι αυτοί είχαν περίπου 18 ίντςεσ μικοσ και ζχουμε αναφορζσ 

ότι τισ χρθςιμοποιοφςαν από το 542 Ρ.Χ.  

Ο άβακασ των Κινζηων, ςουαν παν, είναι ςε γενικζσ γραμμζσ παρόμοιοσ με 

τον ρωμαϊκό, εν τοφτοισ ζχει μια διαφορετικι καταςκευι, και είχε ωσ ςκοπό τθ 

χριςθ και του δεκαδικοφ και του δεκαεξαδικοφ ςυςτιματοσ αρίκμθςθσ. 

Ο κινεηικόσ άβακασ ζχει περίπου 20 εκ. μικοσ και διαφοροποιείτε ςτο 

πλάτοσ ανάλογα με τθν εφαρμογι. Ζχει ςυνικωσ περιςςότερεσ από επτά ράβδουσ. 

Υπάρχουν δφο χάντρεσ ςε κάκε ράβδο ςτθν ανϊτερθ πτζρυγα και πζντε χάντρεσ ςε 

κάκε ράβδο ςτο κατϊτατο ςθμείο. Οι χάντρεσ ςυνικωσ είναι ςφαιρικζσ, 

αποτελοφνται από ςκλθρό ξφλο και υπολογίηονται ςφμφωνα με τθν κζςθ τουσ πάνω 

ςτθν ράβδο. Ο άβακασ μπορεί να επανζλκει ςτθν αρχικι του κατάςταςθ άμεςα με 

ζνα τράνταγμα κατά μικοσ του οριηόντιου άξονα, ϊςτε να απομακρφνει όλεσ τισ 

χάντρεσ από τθν ακτίνα ςτο κζντρο. 

Οι κινεηικοί άβακεσ μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν και για άλλεσ λειτουργίεσ 

εκτόσ από τον υπολογιςμό. Αντίκετα από τον απλό πίνακα που χρθςιμοποιείται ςτα 

δθμοτικά ςχολεία, πολφ αποδοτικζσ τεχνικζσ ζχουν αναπτυχκεί για 

επαγγελματικοφσ άβακεσ ϊςτε να κάνουν πρόςκεςθ, αφαίρεςθ, πολλαπλαςιαςμό, 

διαίρεςθ και υπολογιςμό τετραγωνικισ και κυβικισ ρίηασ με πολφ μεγάλθ ταχφτθτα. 

Θ αρικμθτικι χαντρϊν είναι θ τεχνικι υπολογιςμοφ που χρθςιμοποιοφν οι 

διάφοροι τφποι αβάκων, και πιο ςυγκεκριμζνα ο κινεηικόσ άβακασ. Θ ομοιότθτα του 

ρωμαϊκοφ και του κινεηικοφ άβακα δίνει τθν εντφπωςθ ότι κάποιοσ κα μποροφςε να 

ζχει αντιγράψει τον άλλο, δεδομζνου ότι υπάρχουν κάποια ςτοιχεία εμπορικισ 

ςχζςθσ μεταξφ τθσ ωμαϊκισ αυτοκρατορίασ και τθσ Κίνασ. Εντοφτοισ, καμία άμεςθ 

ςφνδεςθ δεν μπορεί να αποδειχκεί, και θ ομοιότθτα των αβάκων μπορεί να είναι 

ςυμπτωματικι, μιασ και οι δφο προκφπτουν τελικά από τον υπολογιςμό με πζντε 

δάχτυλα ανά χζρι. Το ρωμαϊκό πρότυπο (όπωσ τα πιο ςφγχρονα ιαπωνικά) ζχει 
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τζςςερισ ςυν μια χάντρα ανά δεκαδικι κζςθ, ενϊ ο τυποποιθμζνοσ κινεηικόσ 

άβακασ ζχει πζντε ςυν δφο, επιτρζποντασ τθν χριςθ μεγαλφτερθσ ακρίβειασ 

αρικμθτικϊν αλγορίκμων, και δίνοντασ επίςθσ τθ δυνατότθτα χριςθσ του 

δεκαεξαδικοφ ςυςτιματοσ αρίκμθςθσ. 

Αντί να μετακινοφνται πάνω ςε καλϊδια όπωσ ςτα κινεηικά και ιαπωνικά 

πρότυπα, οι χάντρεσ των ρωμαϊκϊν αβάκων κινοφνταν μζςα ςε αυλάκια, πικανϊσ 

κακιςτϊντασ τουσ αρικμθτικοφσ υπολογιςμοφσ πολφ πιο αργοφσ. Ενδεχομζνωσ ο 

ρωμαϊκόσ άβακασ χρθςιμοποιικθκε πρϊτιςτα για τον απλό υπολογιςμό. Σε ζναν 

διαγωνιςμό μεταξφ του κινεηικοφ άβακα και του θλεκτρικοφ υπολογιςτι ςτισ 12 

Νοεμβρίου, 1946, ο άβακασ κζρδιςε ςτα 4 από τα 5 τεςτ που ζγιναν. 

 

Ο ιαπωνικόσ άβακασ  

Οι πρϊτεσ υπολογιςτικζσ μθχανζσ των Λαπϊνων ιταν ράβδοι μπαμποφ 

(chikusaku) που χρθςιμοποιικθκαν τθν εποχι του αυτοκράτορα Suiko (593-628). 

Ιταν ςτρογγυλά ραβδάκια μικουσ 12 εκατοςτϊν και διαμζτρου 2 χιλιοςτϊν. 

Αργότερα αντικαταςτάκθκαν από πριςματικά ραβδάκια γιατί τα chikusaku 

κυλοφςαν πολφ εφκολα.  

  Ο ιαπωνικόσ άβακασ, ι αλλιϊσ Soroban, πικανϊσ  ζτςι διάβαηαν οι ιάπωνεσ 

το κινεηικό suan-pan, είναι μια τροποποίθςθ του κινεηικοφ άβακα, και ζχει περίπου 

8 εκ. μικοσ. Οι χάντρεσ ςε ζναν soroban διαμορφϊνονται ςυνικωσ ωσ διπλόσ κϊνοσ 

για να διευκολφνουν τθν μετακίνθςθ. Οι παραδοςιακζσ κινεηικζσ μονάδεσ μζτρθςθσ 

του βάρουσ χρθςιμοποιοφςαν ζνα δεκαεξαδικό ςφςτθμα που απαιτοφςε δφο 

χάντρεσ ςτθν ανϊτερθ πτζρυγα. Θ πρϊτθ ιαπωνικι τροποποίθςθ απζβαλε μια 

χάντρα από τθν πτζρυγα αυτι και αργότερα άλλθ μια χάντρα από τθ χαμθλότερθ 

πτζρυγα του κινεηικοφ άβακα, καταςκευάηοντασ ζτςι τον ιαπωνικό άβακα κακαρά 

για το δεκαδικό ςφςτθμα. Οι Λάπωνεσ απζβαλαν επίςθσ τθ χριςθ του Qiuchu 

(κινεηικόσ πίνακασ διαιρζςεων). Εντοφτοισ, ο κινεηικόσ πίνακασ διαιρζςεων 

χρθςιμοποιοφνταν ακόμα όταν υπιρχαν 5 ι λιγότερεσ χάντρεσ. Ζτςι τθ δεκαετία του 
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'20 ιρκε ςτο προςκινιο θ χριςθ του πίνακα πολλαπλαςιαςμοφ παρά του πίνακα 

διαίρεςθσ, και τελικά επικράτθςε. Οι ράβδοι (αρικμόσ ψθφίων) ςυνικωσ 

αυξάνονται ςε 21, 23, 27 ι ακόμα και 31, επιτρζποντασ κατά ςυνζπεια τον 

υπολογιςμό αρικμϊν με περιςςότερα ψθφία ι παραςτάςεισ πολλϊν διαφορετικϊν 

αρικμϊν ςυγχρόνωσ. 

 

 

 

Το Soroban διδάςκεται ςτα ςχολεία πρωτοβάκμιασ εκπαίδευςθσ ωσ μζροσ 

των μακθματικϊν επειδι το δεκαδικό αρικμθτικό ςφςτθμα μπορεί να καταδειχκεί 

οπτικά. Πταν διδάςκεται το soroban, ζνα τραγοφδι-οδθγία εκφωνείται από το 

δάςκαλο. Ραρά τθν εμφάνιςθ των φορθτϊν υπολογιςτϊν, αρκετοί γονείσ ςτζλνουν 

τα παιδιά τουσ ςε ιδιωτικοφσ δαςκάλουσ για να μάκουν να χρθςιμοποιοφν το 

soroban επειδι θ άνετθ χριςθ του μπορεί να εξελιχκεί εφκολα ςε διανοθτικι 

αρικμθτικι προθγμζνου επίπεδου. 

 

Ο άβακας στην Κορέα 

Οι ράβδοι μπαμποφ ωσ υπολογιςτικζσ μθχανζσ πζραςαν από τθν κίνα ςτθν 

Λαπωνία μζςο τθσ Κορζασ. Στθν Κορζα ςυνζχιςαν να τα χρθςιμοποιοφν για μεγάλο 

διάςτθμα, ακόμα και όταν οι άλλεσ χϊρεσ εγκατζλειψαν τζτοιεσ μεκόδουσ. Οι 

εμπορικι τάξθ όμωσ υιοκζτθςε αργότερα το Κινεηικό suan-pan, αλλά μετά τθν 

Λαπωνικι κατάκτθςθ άρχιςε να χρθςιμοποιείτε το  soroban. Αυτοί όμωσ που 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%81%CF%87%CE%B5%CE%AF%CE%BF:Soroban.JPG
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εκπαιδευτικαν ςτα τοπικά ςχολειά ςυνζχιςαν να κάνουν υπολογιςμοφσ με τισ 

ράβδουσ. Οι ράβδοι αυτοί ςτθν Κορζα ονομάηονταν Ka-tji san και ιταν φτιαγμζνοι 

από κόκαλο. Για να κάνουν τουσ υπολογιςμοφσ χρθςιμοποιοφςαν περίπου 150 

τζτοια ραβδάκια πάνω ςε ζνα τραπζηι υπολογιςμοφ. Με τα ραβδάκια μποροφςαν 

να παραςτιςουν τουσ πρϊτουσ 12 αρικμοφσ ωσ εξισ: 

 

Οι κορεάτεσ χρθςιμοποιοφςαν για τον ίδιο ςκοπό εκτόσ από τα ραβδάκια, 

νομίςματα θ μικρζσ πζτρεσ.   

  

Ο άβακασ ςτισ μουςουλμανικζσ χώρεσ 

 Στισ μουςουλμανικζσ χϊρεσ χρθςιμοποιοφςαν άβακεσ που ιταν 

διαφορετικοί τόςο από τουσ άβακεσ τθσ ανατολισ όςο και από τον ρωμαϊκό άβακα. 

Συνικωσ είχαν δζκα χάντρεσ ςε κάκε καλϊδιο. Οι ρίηεσ του μουςουλμανικοφ άβακα 

πικανϊν να είναι οι πρϊτεσ υπολογιςτικζσ μθχανζσ των Αράβων ι των Ρερςϊν.  Οι 

Τοφρκοι ονόμαηαν το άβακα coulba, ενϊ οι αρμζνιοι choreb.  Ριο ςυνθκιςμζνθ 

μορφι άβακα όμωσ κατά των μεςαίωνα για τουσ Σαρακθνοφσ ιταν ο άβακασ 

ςκόνθσ. Αυτό φαίνεται και από το κείμενο του μαυριτανοφ ςυγγραφζα  al-Qalasadi, 

που γράφει « ζνασ άντρασ από τθν Ινδία πιρε ςκόνθ και τθν ψζκαςε ςε ζνα τραπζηι, 

και ςθμείωςε πάνω ςε αυτι πολλαπλαςιαςμοφσ, διαιρζςεισ ι άλλεσ πράξεισ, και 

αυτι είναι θ προζλευςθ του όρου gobar (ςκόνθ)» . 

 

Ο Ρώςικοσ άβακασ 

Από τισ μουςουλμανικζσ χϊρεσ ο άβακασ πζραςε και ςτθν ωςία.  Ο ρωςικόσ 

άβακασ, ι αλλιϊσ schoty, κυμίηει περιςςότερο τον Τουρκικό  coulba  και τον 

Αρμζνικο choreb παρά τον κινεηικό άβακα.  Συνικωσ αποτελείται από μια ενιαία 

πτζρυγα, με δζκα χάντρεσ ςε κάκε καλϊδιο, εκτόσ από ζνα καλϊδιο που ζχει 
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τζςςερισ χάντρεσ. Το ςυγκεκριμζνο χρθςιμεφει για τον υπολογιςμό των ρουβλιϊν, 

και ςυνικωσ είναι το πλθςιζςτερο ςτον χριςτθ. Ο ρωςικόσ άβακασ χρθςιμοποιείται 

κάκετα, με τισ χάντρεσ ςτα καλϊδια να μετακινοφνται από τα δεξιά ςτα αριςτερά, 

αντίκετα με τον τρόπο που διαβάηεται ζνα βιβλίο. Τα καλϊδια λυγίηουν ςτο κζντρο 

τουσ προσ τα πάνω, προκειμζνου να κρατάνε τισ χάντρεσ με αςφάλεια ςε κάκε 

πλευρά. Κακαρίηεται όταν κινοφνται όλεσ οι χάντρεσ προσ τα δεξιά, ενϊ κατά τθ 

διάρκεια του χειριςμοφ, οι χάντρεσ κινοφνται προσ το αριςτερά. Για ευκολία, οι 2 

μζςεσ χάντρεσ ςε κάκε καλϊδιο (θ 5θ και 6θ χάντρα) ςυνικωσ ζχουν διαφορετικό 

χρϊμα από τισ άλλεσ 8 χάντρεσ. Επιπλζον, θ αριςτερι χάντρα του καλωδίου που 

μετράει τισ χιλιάδεσ και τα εκατομμφρια μπορεί να ζχει διαφορετικό χρϊμα. 

Σιμερα ο ρωςικόσ άβακασ είναι ακόμα ςε λειτουργία ςτα καταςτιματα και τισ 

αγορζσ ςε όλθ τθν πρϊθν Σοβιετικι Ζνωςθ, αν και δεν διδάςκεται πλζον ςτα 

περιςςότερα ςχολεία. 

Ο άβακασ ςτθν Ευρώπθ  

Στθν δυτικι Ευρϊπθ κατά των μεςαίωνα είχαν διάφορεσ ονομαςίεσ για τον 

άβακα. Ο Βοικιοσ τον αναφζρει ωσ Ρυκαγόρεια πλάκα. Άλλεσ ονομαςίεσ είναι 

γεωμετρικι πλάκα ι πλάκα του άβακα ι Ρυκαγόρειο τόξο. Θ κοινι όμωσ ονομαςία 

είναι άβακασ (abax ι abacus) και όςοι αςχολοφνταν με τθν αρικμθτικι περίπου τον 

11ο αιϊνα είναι γνωςτοί ωσ αβακιςτζσ.  

 Θ πρϊτθ μορφι άβακα και ςτθν Ευρϊπθ είναι ο άβακασ 

ςκόνθσ. Ο Ραπίασ1 ςε λεξικό που ζγραψε το 1053 αναφζρει τον 

άβακα ςαν μια πλάκα καλυμμζνθ με πράςινθ ςκόνθ. Ο Remigius2, 

                                                           
1 Papias (περίπου 1040-1060) ιταν λατινικόσ λεξικογράφοσ από τθν Ιταλία. Αν και 

αναφζρεται ςυχνά ωσ Papias Lombard, μικρι είναι γνωςτι για τθ ηωι του, και δεν ξζρουμε 

αν κατάγετε  πραγματικά από τθ Λομβαρδία 

 
2 Το Remigius (Remi) του Οξζρ (περίπου 841 - 908) ιταν Βενεδικτίνοσ μοναχόσ και  δάςκαλοσ 

τθσ λατινικισ γραμματικισ, και παραγωγικόσ ςυντάκτθσ ςχολίων ςτα κλαςςικά ελλθνικά και 

λατινικά κείμενα.  
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ςτο ζργο του Capella’s Arithmetic, αναφζρει και αυτόσ τον άβακα ςαν μια πλάκα 

καλυμμζνθ από μπλε κα πράςινθ ςκόνθ.  

 Τουσ άβακεσ ςκόνθσ τουσ διαδζχτθκαν οι πλάκεσ κεριοφ. Αυτζσ ιταν ξφλινεσ 

οι κοκάλινεσ πλάκεσ καλυμμζνεσ με ζνα ςτρϊμα κεριοφ πάνω ςτο οποίο χάραηαν τα 

διάφορα ςχιματα με ςιδερζνια “ςτυλό”. Για το ςβιςιμο υπιρχε ζνα εξάρτθμα ςαν 

τα ςθμερινά κουτάλια. Ρολλζσ φορζσ ιταν χωριςμζνα ςε κομμάτια , ςαν ςελίδεσ 

βιβλίου, όπωσ ςτισ εικόνεσ, ϊςτε το ζνα κομμάτι να ςκεπάηει το άλλο και να μθν 

χαλάνε οι γραφζσ.   

 

 

 

 

 

 

 

Ο άβακασ του Ζερμπζρ  

Ο ηερμπζρ , που αργότερα ζγινε Ράπασ, Ράπασ 

Σιλβζςτροσ Βϋ, γεννικθκε ςτο 940 ςτθν Auvergne. 

Ππωσ ζχουμε αναφζρει και πιο πάνω, ςτθν Λςπανία 

γνϊριςε τα Λνδικά ψθφία Γκομπάρ και επινόθςε 

ζναν νζο τφπο άβακα βαςιςμζνο ςε αυτά α ψθφία. 

Ο άβακασ αυτόσ ονομαηόταν και άβακασ τόξου.  

Ζγραψε μάλιςτα κι ζνα μικρό βιβλίο για τθν 

ψθφοφορία με άβακα.  

Αντί για ψιφουσ χρθςιμοποιοφςε άπικεσ, διςκία δικισ του επινοιςεωσ που πάνω 

ιταν χαραγμζνα τα Λνδικά ψθφία Γκομπάρ.    
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Τοποκετϊντασ τισ άπικεσ πάνω ςτον άβακα που ιταν χωριςμζνοσ ςε ςτιλεσ 

μποροφςε να δθμιουργιςει οποιονδιποτε αρικμό όπωσ φαίνετε ςτθν παραπάνω 

εικόνα. Τισ κζςεισ που ζπρεπε να τοποκετιςει το μθδζν τισ άφθνε κενζσ. Τα τόξα 

που τοποκετοφνταν πάνω από κάκε τρείσ ςτιλεσ χϊριηαν δθλαδι τισ τριάδεσ 

ζδωςαν το όνομα άβακασ τόξου ςτθν ςυγκεκριμζνθ μορφι άβακα.  

Μια τελευταία αλλά πολφ διαδεδομζνθ μορφι άβακα ςτθν Ευρϊπθ είναι ο 

Άβακασ Γραμμών.  Ο άβακασ αυτόσ ιταν απλζσ οριηόντιεσ γραμμζσ πάνω ςτισ 

οποίεσ τοποκετοφςαν κουκίδεσ. Οι γραμμζσ ζδειχναν τθν αξία τθσ κάκε κουκίδασ. 

Κάκε γραμμι είχε δεκαπλάςια αξία από τθν προθγοφμενθ.  Το διάςτθμα ανάμεςα 

ςε δφο γραμμζσ είχε τθν μιςι αξία από τθν αξία τθσ επομζνθσ γραμμισ. Σχθματικά:  
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Ππωσ βλζπουμε και ςτο ςχιμα τθν γραμμι των χιλιάδων  άλλα και αυτι των 

εκατομμυρίων τθν ςθμείωναν με ζνα μικρό ςταυρό ϊςτε να μποροφν να διαβάηουν 

πιο γριγορα τουσ αρικμοφσ. Τα παρακάτω ςχιματα δείχνουν  μια πρόςκεςθ και μια 

αφαίρεςθ ςε ζναν τζτοιο είδοσ άβακα.  

 

 

 Οι χϊρεσ που χρθςιμοποιοφςαν τον άβακα αυτισ τθσ μορφισ κατά τον 15ο 

αιϊνα ιταν κυρίωσ χϊρεσ τθσ βόρειασ Ευρϊπθσ που το εμπόριο τουσ επθρεαηόταν 

περιςςότερο από τθν Γερμανία. Τζτοιεσ χϊρεσ ιταν θ Ολλανδία, θ Ρολωνία, 

Αυςτρία και λιγότερο θ Αγγλία και θ  Γαλλία.  Οι άλλεσ χϊρεσ που το εμπόριο τουσ 

επθρεαηόταν κυρίωσ από τθν Λταλία  δεν τον χρθςιμοποιοφςαν τόςο.  
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ΠΡΟΘΕΗ 

Η ονομαςία τθσ πρόςκεςθσ  

Θ πράξθ  τθσ πρόςκεςθσ είχε κατά καιροφσ διάφορεσ ονομαςίεσ. Ο 

Ευκλείδθσ και ο Διόφαντοσ χρθςιμοποιοφν τθν λζξθ “προςτίκενται ” για τθν 

πρόςκεςθ αρικμϊν ενϊ ο Ιρωνασ και ο Ράπποσ τθν λζξθ “ ςυντίκενται ”.  Θ αγγλικι 

ονομαςία τθσ πρόςκεςθσ που ζχει επικρατιςει είναι addition. Στο παρελκόν 

διάφορεσ όμωσ άλλεσ ονομαςίεσ ζχουν δοκεί ςτθν πράξθ αυτι. Ο B. Boncompagni1 

αναφζρει ότι ζνασ ςυγγραφζασ του 13ου αιϊνα χρθςιμοποιεί τθν φράςθ “Agregare 

est quoslibet duos numeros uel plures in unum colligere"  για τθν πρόςκεςθ δφο 

αρικμων. Δθλαδι χρθςιμοποιι για τθν λζξθ aggregation αντί για addition. Ο 

Fibonacci χρθςιμοποίθςε   τισ λζξεισ "composition",  "collection" αλλά και τθν λζξθ 

"addition" (ςτα λατινικά compositio, collectio, και  additio) για να εκφράςει τθν 

πρόςκεςθ. Άλλεσ λζξεισ που εμφανίηονταν ςε διάφορα κείμενα είναι assemble, join 

(Treviso arithmetic, 1478), summation (Rudolff's arithmetic 1526).  

                                                           
1 Ο πρίγκθπασ Baldassarre Boncompagni (1821-1894) ιταν μια από τισ θγετικζσ 

προςωπικότθτεσ ςτθν ιςτορία των μακθματικϊν ςτο δεφτερο μιςό του 19ου αιϊνα. 

Αρχίηοντασ ςτο 1840 δθμοςίευςε περιςςότερα από 200 άρκρα και βιβλία ςτθν ιςτορία των 

μακθματικϊν και τθσ φυςικισ, μεταξφ τουσ θ ογκϊδθσ ζκδοςθ των εργαςιϊν του Leonardo 

Fibonacci (1857-1862). Το Boncompagni ξόδεψε ζνα μεγάλο ποςό από τα χριματά του για 

να επιτρζψει ςτουσ ιςτορικοφσ τθσ επιςτιμθσ να κάνουν ζρευνα ςτισ βιβλιοκικεσ και για να 

προετοιμάςει τισ εκδόςεισ των μακθματικϊν κειμζνων. Ρλιρωςε πολλά χριματα για να 

πάρει τα αντίγραφα από πολλά ςθμαντικά χειρόγραφα από πολλζσ βιβλιοκικεσ και 

ανζκεςε ςε καλλιτζχνεσ να φτιάξουν αντίγραφα που να ζμοιαηαν με τα πρωτότυπα. 

Χοριγθςε ελεφκερα ςε άλλουσ μελετθτζσ το προνόμιο τθσ χρθςιμοποίθςθσ των 

εγκαταςτάςεϊν του. Από 1868 ζωσ 1887 δθμόςιευςε το επιςτθμονικό περιοδικό του, 

Bullettino Di Bibliografia  Di Storia delle Scienze Matematiche  Fisiche (που αναφζρεται 

ςυνικωσ ωσ Bullettino Boncompagni). Οι 20 τόμοι που δθμοςιεφκθκαν περιζχουν πολλά 

άρκρα ςχετικά με τθν ιςτορία των μακθματικϊν και τθσ που είναι χριςιμα ακόμα ςιμερα, 

αν και ο  Boncompagni  αφξθςε το μικοσ των πρωτότυπων άρκρων με τεράςτιεσ 

ςθμειϊςεισ ζτςι ϊςτε πολλά άρκρα είναι δφςκολο να διαβαςτοφν. Το Boncompagni ιταν 

επίςθσ γνωςτόσ για τθ βιβλιοκικθ του, τθν οποία διεφρυνε κακ' όλθ τθ διάρκεια τθσ ηωισ 

του. Πταν πζκανε θ βιβλιοκικθ του περιείχε περίπου 650 χειρόγραφα και 20.000 τυπωμζνα 

βιβλία . Ο πυρινασ τθσ ςυλλογισ του ιταν οι εργαςίεσ για τα μακθματικά και τισ 

μακθματικζσ επιςτιμεσ. Τα χειρόγραφα ςτθ βιβλιοκικθ του αποτζλεςαν τθ μεγαλφτερθ 

ιδιωτικι ςυλλογι επιςτθμονικϊν βιβλίων  ςτο 19ο  αιϊνα. Το 1862 Enrico Narducci 

δθμοςίευςε ζναν κατάλογο των χειρογράφων Boncompagni, που περιείχε  368 χειρόγραφα. 
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 Στο  Margarita phylosophica (1503) θ λζξθ προςκετζοσ 

δεν αναφερόταν ςε όλουσ τουσ όρουσ τθσ  πρόςκεςθσ. Ο 

πρϊτοσ όροσ μιασ πρόςκεςθσ δεν ανικε ςτουσ προςκετζουσ 

όπωσ φαίνετε και ςτο παρακάτω ςχιμα από το Margarita 

phylosophica1.  

  

Η διαδικαςία τθσ πρόςκεςθσ : 

 Στισ αρικμθτικζσ πράξεισ οι Αρχαίοι  Ζλλθνεσ γάφοντασ τουσ αρικμοφσ 

ξεχϊριηαν τισ διάφορεσ δυνάμεισ του 10 με ζναν τρόπο πρακτικά αντίςτοιχό του 

ςθμερινοφ αρικμθτικοφ μασ ςυςτιματοσ, δθλαδι οι εκατοντάδεσ,οι χιλίαδεσ….κα 

αναγράφονταν ςε ξεχωριςτζσ ςτιλεσ . Ζτςι το νοθματικό μζροσ τθσ εργαςίασ ιταν 

για τουσ αρχαίουσ Ζλλθνεσ το ίδιο όπωσ και για μασ. Ραράδειγμα  

 

Οι μζκοδοσ των Λνδϊν για τθν πρόςκεςθ τουσ φαίνετε ςτο κείμενο Lilavati (~1150) 

του ινδοφ μακθματικοφ  Bhaskara.  Lilavati είναι το όνομα τθσ κόρθσ του Bhaskara 

και ςτο ομϊνυμο βιβλίο διαβάηουμε: «Lilavati, εσθσές κορίηζι, εάν 

καηαλαβαίνεις  ηην πρόζθεζη και ηην αθαίρεζη, πες μοσ  ηο άθροιζμα 

                                                           
1 Margarita phylosophica : (το φιλοςοφικό μαργαριτάρι) είναι μια εγκυκλοπαίδεια που  
χρθςιμοποιικθκε ευρζωσ ωσ πανεπιςτθμιακό εγχειρίδιο ςτισ αρχζσ του δζκατου ζκτου 
αιϊνα, ιδιαίτερα ςτθ Γερμανία. Μασ δίνει μια άποψθ των πανεπιςτθμιακϊν προγραμμάτων  
ςπουδϊν και τθσ κατάςταςθσ  τθσ εκμάκθςθσ και τθσ  επιςτθμονικισ  γνϊςθσ  ςτο τζλοσ του 
μεςαίωνα και ςτθν ζναρξθ του δζκατου ζκτου αιϊνα. Ο ςυντάκτθσ του, Gregor Reisch 
(1467-1525), ιταν καρκουςιανόσ μοναχόσ και φίλοσ με πολλοφσ  ανκρωπιςτζσ τθσ εποχισ 
ςυμπεριλαμβανομζνου, του Erasmus, του Beatus και του Rheananus . Ιταν επίςθσ και 
ςφμβουλοσ ςτον αυτοκράτορα Maximilian I. Εκπαιδεφτθκε ςτο πανεπιςτιμιο του Freiburg 
όπου ζλαβε το βακμό «magister»  το 1489 και δίδαξε επίςθσ εκεί. Θ Margarita phylosophica  
αρχίηει ωσ εγχειρίδιο για τουσ ςπουδαςτζσ του ςτο Freiburg.  
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ηοσ  2, 5, 32, 193, 18, 10, και 100, καθώς επίζης και [ηο σπόλοιπο] όηαν 

εκείνοι όηαν αθαιρούνηαι από 10000.»  

Σε ςχόλια ςε αυτιν τθν εργαςία, άγνωςτθσ θμερομθνίασ, για τθν λφςθ δίνεται θ 

ακόλουκθ μζκοδοσ : 

Άθροιζμα ηων μονάδων : 2, 5, 2, 3, 8, 0, 0  = 20 

Άθροιζμα ηων δεκάδων  : 3, 9, 1, 1, 0  =      14 

Άθροιζμα ηων εκαηονηάδων : 1, 0, 0, 1  =      2 

Άθροιζμα ηων αθροιζμάηων   =      360 

  

 Σε αντίκεςθ με τουσ Λνδοφσ οι Άραβεσ ςυνικιηαν να γράφουν το αποτζλεςμα 

μια πρόςκεςθσ ςτο πάνω μζροσ από τουσ προςκετζουσ .  

 Μια άλλθ μζκοδοσ πρόςκεςθσ που δίνετε από τον Gemma Frisius1. Στθν 

μζκοδο αυτι το άκροιςμα κάκε ςτιλθσ γράφετε ςε ξεχωριςτι γραμμι μια κζςθ πιο 

μπροςτά και ςτο τζλοσ προςτίκενται ξανά οι νζεσ ςτιλεσ που δθμιουργοφνται, όπωσ 

παρουςιάηετε ςτο παρακάτω παράδειγμα 

. 

9279

389

479

27

22

9

9

10147

 

                                                           
1 Gemma Frisius (9 Δεκεμβρίοσ 1508 -25 Μαΐοσ 1555), γεννήθηκε ζηο   Dokkum, 

Friesland (ςθμερινι  Ολλανδία) ήηαν μαθημαηικός, ταρηογράθος, θιλόζοθος, και 

καηαζκεσαζηής οργάνων. Δημιούργηζε ηις σδρόγειες  ζθαίρες, βεληίωζε ηα 

μαθημαηικά όργανα ηης καθημερινόηηηας  και εθάρμοζε ηα μαθημαηικά ζηην έρεσνα 

και ηη νασζιπλοΐα.  
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ΑΥΑΙΡΕΗ  

Λςτορικά ο  τρόποσ με τον οποίο γίνετε θ αφαίρεςθ ζχει διάφορεσ μορφζσ.  

Ζνασ πρϊτοσ τρόποσ για να γίνει αφαίρεςθ ςτθρίηετε ςτθν ιδιότθτα  

α - β = α + (10 – β) – 10. 

Ραράδειγμα: αν κζλουμε να κάνουμε τθν πράξθ 12 – 4 , κάνουμε πρϊτα τθν 

πρόςκεςθ 12 + 6, που το 6 είναι θ διαφορά του 4 από το 10,  και μετά αφαιροφμε το 

10.   

Τον τρόπο αυτόν τον χρθςιμοποιεί ο Bhaskara ςτο  Lilavati κακϊσ επίςθσ και ο  

Μάξιμοσ  Ρλανοφδθσ ( 1340) και ο Baker (1568).  Θ ίδια μζκοδοσ εμφανίηετε και 

ςτθν αρικμθτικι του Treviso (1478).  

 

Για τουσ Αρχαίουσ Ζλλθνεσ θ αφαίρεςθ, όπωσ αναφζραμε και για τθν 

πρόςκεςθ, γίνετε αντίςτοιχα με τον ςθμερινό τρόπο, υιοκετϊντασ το δεκαδικό 

ςφςτθμα χρθςιμοποιϊντασ  το δικό τουσ ςφςτθμα αρίκμθςθσ.  

 

Θ μζκοδοσ που χρθςιμοποιοφμε ςιμερα τθν χρθςιμοποίθςε και ο Fibonacci 

ςτο Liber abbaci το 1202  κακϊσ και ο Borghi 1484. Πταν ικελαν να αφαιρζςουν ζνα 

μεγαλφτερο ψθφίο ενόσ αρικμοφ από ζνα μικρότερο πρόςκεταν 10 ςτο μικρότερο. 

Ραράδειγμα από τθν τυπωμζνθ αρικμθτικι του Borghi: 

 

6354

2978

3376

    ςτθν διπλανι πράξθ ζγραφε:  8 από 14, 6,  

            8 από 15,  7, 

           10 από 13, 3, 

                3 από 6,   3. 

Δθλαδι προςκζτουν μια μονάδα ςε κάκε ψθφίο του αφαιρετζου αν ζχουν 

δανειςτεί πριν μια δεκάδα ϊςτε να κάνουν τθν αφαίρεςθ.  
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Μια λίγο διαφορετικι μζκοδοσ χρθςιμοποιείτε από τον Rabbi ben Ezra. .Θ διαφορά 

είναι ςτο γεγονόσ ότι αντί να προςκζτουν τθν μονάδα ςτα ψθφία του αφαιρετζου 

αφαιροφν τθν μονάδα από τα ψθφία του μειωτζου. Τθν μζκοδο αυτι τθν 

ςυναντάμε και  ςε ζργα του  al-Khowarizmi . Ραράδειγμα: 

 

54

28

26

  για τθν διπλανι πράξθ ζγραφε:    8 από 14, 6 

      2 από 4,    2. 

Μια τελευταία μζκοδοσ είναι θ Αυςτριακι μζκοδοσ. Θ μζκοδοσ αυτι 

εμφανίηετε ςτθν αυςτριακι αρικμθτικι του  Mocnik. Τθν χρθςιμοποίθςε επίςθσ ο 

Buteo (1559). 

Στθν μζκοδο αυτι αν κεσ να αφαιρζςεισ το  89 από 236,  λεσ: 

236

89

147

                   9 και 7 , 16,    

   9 και 4 , 13, 

    1 και 2,   3. 
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ΠΟΛΛΑΠΛΑΙΑΜΟ 

Οι αιγφπτιοι για να κάνουν πολλαπλαςιαςμοφσ χρθςιμοποιοφςαν  διαδοχικοφσ 

διπλαςιαςμοφσ . Για παράδειγμα αν ικελαν να κάνουν τθν πράξθ 1517 ζκανα το 

εξισ : 

1 17

2 34

4 68

8 136

16 272

1 17

15 255  

Θ μζκοδοσ αυτι χρθςιμοποιικθκε πικανόν και από άλλουσ αρχαίουσ λαοφσ. 

Τθν ςυναντάμε μζχρι αι ςτθν αναγζννθςθ από τον  μοναχό και μακθματικό Stifel 

ςτο Arithmetica integra (1544). Ο Stifel πραγματοποιεί τον πολλαπλαςιαςμό 31  42 

με ςυνεχείσ διπλαςιαςμοφσ ωσ εξισ.  

1 42

2 84

4 168

8 336

16 672

31 1302  

Μια πιο ςφγχρονθ μζκοδοσ πολλαπλαςιαςμοφ που ςτθρίηετε ςε 

διπλαςιαςμοφσ και υποδιπλαςιαςμοφσ είναι θ ωςικι μζκοδοσ πολλαπλαςιαςμοφ 

(ι Αικιοπικι μζκοδοσ) Θ μζκοδοσ αυτι ζχει τα ίδια χαρακτθριςτικά με τθν 

Αιγυπτιακι μζκοδο, και ουςιαςτικά ζλκει τθν καταγωγι τθσ από τθν Αίγυπτο και 

αυτι. Λζγεται  επίςθσ  και Αιγυπτιακι μζκοδοσ.  Το όνομά τθσ, « Αγροτικόσ  ϊςικοσ 

ι Αικιοπικόσ Ρολλαπλαςιαςμόσ»,  ζλαβε από το γεγονόσ, ότι ςτθν ωςία και ςτθν 

Αικιοπία χρθςιμοποιικθκε μζχρι και κατά τουσ νεϊτερουσ χρόνουσ. Στθν Ευρϊπθ θ 

μζκοδοσ αυτι  χρθςιμοποιικθκε κατά τον Μεςαίωνα.  
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Το πλεονζκτθμα τθσ μεκόδου αυτισ, όπωσ και τθσ Αιγυπτιακισ, είναι ότι, κατά βάςθ 

για τθν εκτζλεςι τθσ απαιτείται θ γνϊςθ μόνον  τοφ διπλαςιαςμοφ, τοφ 

υποδιπλαςιαςμοφ, και τθσ πρόςκεςθσ, κακϊσ και ο διαχωριςμόσ των ακεραίων ςε 

περιττοφσ και άρτιουσ, ενϊ δεν απαιτείται να γνωρίηει κάποιοσ τθν «Ρροπαίδεια» 

τοφ πολλαπλαςιαςμοφ. Γι’ αυτό και ιςαν ιδανικζσ για τουσ υπολογιςμοφσ  με τον 

άβακα  

Παράδειγμα τζτοια μεκόδου:  

Ασ υποκζςουμε ότι κζλουμε να βροφμε το γινόμενο των αρικμϊν  35 και 12. 

Βιμα 1ο  

Tουσ δφο αρικμοφσ, 35  και  12 , τουσ τοποκετοφμε  τον ζνα δίπλα ςτον άλλον: 

Βιμα 2ο  

1) Στθν αριςτερι ςτιλθ, επειδι ο  αρικμόσ (35) είναι περιττόσ, τον μειϊνουμε κατά 

μία μονάδα (34), ϊςτε να λάβουμε  άρτιο αρικμό, και  το 34 το υποδιπλαςιάηουμε 

(διαιροφμε διά 2) και γράφουμε το πθλίκο 17 κάτω από τον 35.  

 Τον αρικμό τθσ δεξιάσ ςτιλθσ (12) τον διπλαςιάηουμε και το αποτζλεςμα 24 το 

κζτουμε κάτω από  το 12.  

2)  Στθν αριςτερι ςτιλθ, επειδι ο  αρικμόσ (17) είναι περιττόσ, τον μειϊνουμε κατά 

μία μονάδα (16), ϊςτε να λάβουμε άρτιο αρικμό, και  το 16 το υποδιπλαςιάηουμε 

(διαιροφμε διά 2) και γράφουμε το πθλίκο 8 κάτω από τον 17. 

 Τον αρικμό τθσ δεξιάσ ςτιλθσ (24) τον διπλαςιάηουμε και το αποτζλεςμα 48 το 

κζτουμε κάτω από το 182. 

3) Στθν αριςτερι ςτιλθ, επειδι ο  αρικμόσ (8) είναι άρτιοσ, τον υποδιπλαςιάηουμε 

(διαιροφμε διά 2) και γράφουμε το πθλίκο 4 κάτω από τον 8. 

 Τον αρικμό τισ δεξιάσ ςτιλθσ (48) τον διπλαςιάηουμε και το απότζλεςμα 96 το 

κζτουμε κάτω από το 364. 
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Θ επαναλθπτικι αυτι διαδικαςία ςυνεχίηεται μζχρι που να προκφψει ςτθν αριςτερι 

ςτιλθ  ο αρικμόσ 1(θ μονάδα) 

35 12

17 24

8 48

4 96

2 192

1 384  

Βιμα 3ο  

1) Από τον πίνακα  των αρικμϊν, με τισ δφο ςτιλεσ,  που ζχει δθμιουργθκεί, 

αγνοοφμε ( ι διαγράφουμε ) τισ γραμμζσ εκείνεσ, που ζχουν άρτιο τον αριςτερό 

αρικμό.  

     Εδϊ, δθλαδι, αγνοοφμε  

- τθν γραμμι με τουσ αρικμοφσ 8 και 48 

- τθν γραμμι με τουσ αρικμοφσ  4 και 96 

- και τθν γραμμι με τουσ αρικμοφσ  2 και 192 

2) Από κάκε γραμμι, τθσ οποίασ ο αριςτερόσ αρικμόσ είναι περιττόσ, μεταφζρουμε 

δεξιά τον δεφτερο (δεξιό) αρικμό. 

    Εδϊ, δθλαδι, μεταφζρουμε δεξιά:  

-  τον αρικμό  12 τθσ πρϊτθσ γραμμισ 

-  τον αρικμό 24 τθσ δεφτερθσ γραμμισ  

-  και τον αρικμό 384 τθσ τελευταίασ γραμμισ. 

   Και τοφτο επειδι μόνο των γραμμϊν αυτϊν οι αριςτερά αρικμοί είναι περιττοί! 

Άρα:   3512 = 12 + 24 + 384 = 420 
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Εξιγθςθ και αιτιολόγθςθ τθσ μεκόδου 

Γενικϊσ: Σε ζνα γινόμενο Χ.Ψ,  μποροφμε να γράφουμε : Χ.Ψ=(X/2).(2.Ψ), οπότε :   

1)  Εάν ο Χ είναι άρτιοσ, τότε γράφουμε 
 2

2

x
x y y

 
   

  και οι αρικμοί  2

x

 και 2 y   

είναι ακζραιοι.  

 Εάν και ο   2

x

  είναι άρτιοσ, τότε ο  4

x

   είναι ακζραιοσ, και επομζνωσ κα ζχουμε 

     2 2 2 4
2 4 4

x x x
x y y y y

     
           

       

 

 2) Εάν, όμωσ ο Χ είναι περιττόσ, τότε ο (Χ-1) κά είναι άρτιοσ. 

       Οπότε, μποροφμε να γράφουμε    1 1 1x y x y x y y        
 

       Αφινουμε το y και εργαηόμαςτε με το γινόμενο (x-1)y 

        

Στο γινόμενο(x-1) y,  ο (x-1) είναι άρτιοσ, οπότε ο (x-1)/2 είναι ακζραιοσ. Τϊρα, 

ιςχφει:    

 

 
 1

1 2
2

x
x y y

 
    

   , και οι αρικμοί  (Χ-1)/2  και 2 y είναι ακζραιοι.  

          -  Εάν, τϊρα, ο αρικμόσ (Χ-1)/2 είναι άρτιοσ, τότε ο αρικμόσ (Χ-1)/4 είναι 

ακζραιοσ και επομζνωσ ζχουμε:  

       

   1 1
2 4

2 4

x x
y y

    
     

               

  με (Χ-1)/4 ακζραιο.       

          -  Εάν, όμωσ, ο αρικμόσ (Χ-1)/2 είναι περιττόσ, τότε ο αρικμόσ *(Χ-1)/2]-1 είναι 

άρτιοσ, οπότε:   
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1 1 1

2 1 1 2 1 2 2
2 2 2

x x x
y y y y

           
             

         ,           

με *(Χ-1)/2]-1 άρτιο αρικμό.       

Ζτςι, προχωρϊντασ, ολοκλθρϊνουμε τθν επαναλθπτικι αυτιν διαδικαςία, όπωσ ςτο 

παράδειγμά μασ 

Η μέθοδος δικησωηού πλέγμαηος 

Θ μζκοδοσ δικτυωτοφ πλζγματοσ για τον  πολλαπλαςιαςμοφ φαίνετε ότι 

δθμιουργικθκε από τουσ ινδοφσ μακθματικοφσ.  Άλλεσ ονομαςίεσ που ζχουν δοκεί 

ςε αυτιν είναι κφτταρο και gelosie (από το όνομα ενόσ τφπου παρακυρόφυλλου). 

Αυτι θ μζκοδοσ ιταν γνωςτι τουλάχιςτον από 1010 όταν τθν κατζδειξε ο Ρζρςθσ  

μελετθτισ Karaji  ςτο Kafi fil Hisab (βιβλίο των ικανοποιιςεων). Αργότερα τθν 

ςυναντάμε ςτο πρϊτο τυπωμζνο βιβλίο αρικμθτικισ, που τυπϊνεται ςτο Treviso 

(Λταλία) το 1478. Εκεί παρουςιάηετε επίςθσ και μια παραλλαγι κακϊσ επίςθσ και 

μερικζσ παραλλαγζσ του αλγορίκμου πολλαπλαςιαςμοφ που χρθςιμοποιοφμε  

ςιμερα. Ο πολλαπλαςιαςμόσ δικτυωτοφ πλζγματοσ και οι παραλλαγζσ του αλλά και 

ο αλγόρικμοσ του ςθμερινοφ τρόπου πολλαπλαςιαςμοφ ειςιχκθςαν ςτθν Ευρϊπθ 

από Fibonacci.  Στον πολλαπλαςιαςμό δικτυωτοφ πλζγματοσ, τα μερικά 

αποτελζςματα  ςχεδιάηονται ςε ζνα δικτυωτό πλζγμα και θ πρόςκεςθ κατά μικοσ 

των διαγϊνιϊν δίνει τθν απάντθςθ ςτον πολλαπλαςιαςμό.  

Θ μζκοδοσ δικτυωτοφ πλζγματοσ πολλαπλαςιαςμοφ εμφανίηεται ςτα ακόλουκα 

παραδείγματα: 

Ραράδειγμα 1 

Ζςτω ότι κζλουμε να υπολογίςουμε το γινόμενο 2857.  

Βιμα 1ο  

Δθμιουργοφμε ζναν πίνακα με τόςεσ ςτιλεσ όςα τα ψθφία του προτοφ αρικμοφ και 

τόςεσ γραμμζσ όςα τα ψθφία του δεφτερου. Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα ζναν 

πίνακα 22.  
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Βιμα 2ο  

Χωρίηουμε κάκε κελί του πίνακα με τθν μία διαγϊνιο του (από τθν πάνω αριςτερι 

ςτθν κάτω δεξιά γωνία).  

 

Βιμα 3ο  

Σε κάκε κελί τοποκετοφμε το γινόμενο των αρικμϊν που χαρακτθρίηουν τθν ςτιλθ 

και τθν γραμμι του αντίςτοιχου κελίου. Το ψθφίο των δεκάδων από αυτό το 

γινόμενο τοποκετείτε ςτο πάνω αριςτερά τρίγωνο που ζχει δθμιουργθκεί από τθν 

διαγϊνιο, ενϊ το ψθφίο των μονάδων ςτο κάτω δεξιά. Στο παράδειγμα: ςτο πρϊτο 

κελί του πίνακα τοποκετείτε ο αρικμόσ 10, που είναι το γινόμενο του 2 με το 5. Στο 

δεφτερο κελί τθσ πρϊτθσ ςτιλθσ το 14 που είναι το γινόμενο του 2 με το 7… 

 

Βιμα 4ο  

Ακροίηουμε ςτθν ςυνζχεια τα ψθφία κάκε διαγωνίου και τοποκετοφμε το άκροιςμα 

ςτο τζλοσ κάκε διαγωνίου. Το αποτζλεςμα είναι ο αρικμόσ που προκφπτει αν 

διαβάςουμε αυτά τα ακροίςματα από τθν πάνω αριςτερι γωνία του πίνακα μζχρι 

τθν κάτω δεξιά.  



58 
 

άρα 2857=1596. 

Ραράδειγμα 2 

Κζλουμε να υπολογίςουμε το γινόμενο 18349. Κάνουμε και εδϊ ακριβόσ τθν ίδια 

διαδικαςία όπωσ ςτο προθγοφμενο παράδειγμα. Εδϊ όμωσ ζχουμε πίνακα 23.  

 

Παρατήρηςη  

Στθν τρίτθ διαγϊνια ςτιλθ το άκροιςμα ξεπερνάει το 10, για αυτό χρθςιμοποιοφμε 

ζνα κρατοφμενο όπωσ  και ςτθν ςφγχρονθ μζκοδο πολλαπλαςιαςμοφ και το 

προςκζτουμε ςτο άκροιςμα τθν επόμενθσ διαγϊνιασ ςτιλθσ.  

 

 

Θ διπλανι εικόνα είναι από ζνα 

χειρόγραφο  που γράφτθκε ςτθ 

Φλωρεντία γφρω ςτο 1430 από 

άγνωςτο ςυγγραφζα, και 

παρουςιάηει τθν μζκοδο αυτι.   
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             Μια άλλθ μζκοδοσ πιο οικεία και ςε εμάσ  χρθςιμοποιικθκε από τον ινδό 

μακθματικό Brahmagupta κατά τθ διάρκεια του ενδζκατου αιϊνα. Θ μζκοδοσ 

αναφζρεται ωσ gomutrika, το οποίο ςθμαίνει " τροχιά τθσ ουράσ μιασ  αγελάδασ ". 

Ο Brahmagupta ζγραψε ζνασ από τουσ παράγοντεσ του γινομζνου κάκετα και δίπλα 

ςε κάκε ψθφίο του, επαναλάμβανε τον δεφτερο παράγοντα μια κζςθ πιο δεξιά για 

κάκε γραμμι που κατζβαινε.  

Στθν ςυνζχεια πολλαπλαςίαηε το ψθφίο από τον παράγοντα που είναι κάκετα  με 

τον αρικμό που βριςκόταν δίπλα του και τοποκετοφςε το γινόμενο από κάτω. Θ 

διαδικαςία αυτι γινόταν για κάκε μία γραμμι και ςτθν ςυνζχεια πρόςκετε τα 

γινόμενα.  

Ραρακάτω βλζπουμε τον πολλαπλαςιαςμό 315   452 με αυτιν τθν μζκοδο.  

 

 

Ζνασ άλλοσ τφποσ πολλαπλαςιαςμοφ που χρθςιμοποιικθκε παλαιοτζρα  

παρουςιάηεται ςτο πρϊτο αρικμθτικό βιβλίο που δθμοςιεφεται ςτθ Βόρεια 

Αμερικι, το «Sumario compendioso de las quentas de plata y oro que in los reynos 

del Piru son necessarias a los mercaderes y todo genero de tratantes Los algunas 

reglas tocantes al Arithmetica» . Θ μετάφραςθ του παραπάνω τίτλου είναι: 

«Ρεριεκτικι περίλθψθ του υπολογιςμοφ του αςθμιοφ και του χρυςοφ, ο οποίοσ, ςτα 

βαςίλεια του Ρεροφ, είναι απαραίτθτοσ για όλα τα είδθ εμπόρων». Ο ςυντάκτθσ 

ιταν ο Brother Juan Diez, ζνασ ιερζασ που ζφκαςε ςτο Μεξικό με τον Cortez το 1519 

αλλά το βιβλίο του δεν δθμοςιεφκθκε μζχρι 1556.  Ραρακάτω αναλφουμε τθν 

μζκοδο που χρθςιμοποίθςε ο Diez μζςα από ζνα παράδειγμα.  

Ζςτω ότι κζλουμε να υπολογίςουμε το  γινόμενο 875978 .  
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Βιμα 1ο  

Αρχικά πολλαπλαςιάηουμε τα ψθφία των εκατοντάδων. Δθλαδι το 8 από το 875 με 

το 9 από το 978, και γράφουμε το αποτζλεςμα ( 89=72 ) από κάτω αρχίηοντασ από 

τα αριςτερά. 

875 978

72



 

Βιμα 2ο  

Στθν ςυνζχεια πολλαπλαςιάηουμε το ψθφίο των εκατοντάδων από το πρϊτο αρικμό 

με το ψθφίο των δεκάδων του δεφτερου. Δθλαδι το 8 από το 875  με το 7 από το 

978 και τοποκετοφμε το αποτζλεςμα, το 56, ςτθν γραμμι κάτω από το 72 αλλά μια 

ςτιλθ δεξιότερα. Επειδι όμωσ πάνω από το 6 δεν υπάρχει κάποιο ψθφίο το 6 

ανεβαίνει ςτθν πάνω γραμμι, δίπλα δθλαδι ςτο 72.  

875 978

72

56



             

875 978

726

5



 

Βιμα 3ο  

Στθν ςυνζχεια πολλαπλαςιάηουμε το ψθφίο των εκατοντάδων από το πρϊτο αρικμό 

με το ψθφίο των μονάδων του δεφτερου. Δθλαδι το 8 από το 875  με το 8 από το 

978 και τοποκετοφμε το αποτζλεςμα, το 64, ςτθν γραμμι κάτω από το 5 αλλά μια 

ςτιλθ δεξιότερα. Επειδι όμωσ πάνω από το 64  δεν υπάρχου  ψθφία το 6 ανεβαίνει 

ςτθν πάνω γραμμι, δίπλα δθλαδι ςτο 5, και το 4 ανεβαίνει ακόμα μία γραμμι πιο 

πάνω δθλαδι δίπλα ςτο 726.  

875 978

726

5

64



                       

875 978

726

564



                  

875 978

7264

56
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Βιμα 4ο  

Αφοφ πολλαπλαςιάςαμε το πρϊτο ψθφίο του πρϊτου αρικμοφ με όλα τα ψθφία 

του δεφτερου αρικμοφ, κα επαναλάβουμε τθν ίδια διαδικαςία με το ψθφίο των 

δεκάδων του πρϊτου αρικμοφ. Αρχικά δθλαδι κα πολλαπλαςιάςουμε το 7 από το 

875 με το 9 από το 978. Το αποτζλεςμα, 63, κα το τοποκετιςουμε ςτθν γραμμι 

κάτω από ότι είχαμε γράψει μζχρι τϊρα, δθλαδι κάτω από το 56, αρχίηοντασ όμωσ 

από τθν δεφτερθ ςτιλθ. Εδϊ κανζνα ψθφίο του 63 δε ανεβαίνει προσ τα πάνω διότι 

οι παραπάνω γραμμζσ είναι κλαθμζνεσ.  

875 978

7264

56

63



 

Ακολουκοφμε τθν ίδια διαδικαςία όπωσ και ςτα προγουμενά βιματα. Πταν 

αρχίςουμε να πολλαπλαςιάηουμε το ψθφίο των μονάδων του πρϊτου αρικμοφ με 

τα ψθφία του δεφτερου αρικμοφ, αρχίηουμε να τοποκετοφμε τα γινόμενα από τθν 

τρίτθ ςτιλθ. Καταλιγουμε ζτςι ςτο παρακάτω 

αποτζλεςμα: 

875 978

726460

5695

6354

45

43

855750



 

Βιμα 5ο  

Αν προςκζςουμε κάκε ςτιλθ, από τα δεξιά προσ τα αριςτερά, μεταφζροντασ 

κανονικά τα κρατοφμενα ζχουμε το αποτζλεςμα που ψάχναμε.  
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Βεβαίωσ μια από τισ πρϊτεσ μεκόδουσ πολλαπλαςιαςμοφ ςίγουρα περιζλαβε τθ 
χριςθ των χεριϊν.  

 

Θ εικόνα ςτα δεξιά είναι  από το Summa Arithmetica του 
Pacioli (1532) και παρουςιάηει τθ μζκοδο αρίκμθςθσ με τα 
δάκτυλα. Στθν εικόνα βλζπουμε ότι τουσ αρικμοφσ μζχρι 
το100 τουσ ςχθμάτιηαν με το αριςτερό χζρι, ενϊ τουσ 
μεγαλφτερουσ με το δεξί.  

 

Χαρακτθριςτικό είναι ζνα απόςπαςμα του ρωμαίου ποιθτι 
Decimus Iunius Iuvenalis που αναφζρετε ςτον Νζςτορα, 
τον γθραιότερο  από τουσ Ζλλθνεσ βαςιλιάδεσ που 
πολζμθςαν ςτθν Τροία : « ευτυχισ είναι αυτόσ που πολλζσ 
φορζσ ξεγζλαςε τον κάνατο και μπορεί να υπολογίηει τϊρα 
τθν θλικία του με το δεξί χζρι»   

 

Ο υπολογιςμόσ με τα δάκτυλα  δεν είναι το ίδιο με τον πολλαπλαςιαςμό με κάποια 
μζκοδο, αλλά είναι εξίςου ςθμαντικόσ. Ππωσ είχε γράψει και ο Leonardo τθσ Ρίηασ, 
" ο πολλαπλαςιαςμόσ με τα δάχτυλα πρζπει να χρθςιμοποιείτε  ςυνεχϊσ, ζτςι ϊςτε 
το μυαλό όπωσ τα χζρια να γίνεται πιο ζμπειρο ςτθν πρόςκεςθ και τον 
πολλαπλαςιαςμό των διάφορων αρικμϊν.  

Κα περιγράψουμε τϊρα μια «περίεργθ» μζκοδοσ πολλαπλαςιαςμοφ των αρικμϊν 
από το ζξι ωσ το εννζα που ςτθρίηετε ςτα δάκτυλα. Ζςτω ότι κζλουμε να 
πολλαπλαςιάςουμε το 7 με το 8. Στο ζνα χζρι ςθκϊνουμε τόςα δάχτυλα όςα μζνουν 
από το 7 για να φτάςουμε ςτο 10 δθλαδι τρία. Στο άλλο χζρι ςθκϊνουμε 2, γιατί 2 
χρειάηονται για να φτάςουμε από το 8 ςτο δζκα. Άρα ςτο ζνα χζρι ζμειναν κάτω 3 
δάκτυλα και ςτο άλλο 2.  Αν προςκζςουμε αυτοφσ τουσ δυο αρικμοφσ των 
δακτφλων που είναι κάτω ζχουμε το ψθφίο των δεκάδων του γινομζνου, ενϊ αν 
τουσ πολλαπλαςιάςουμε  ζχουμε το ψθφίο τον μονάδων του γινομζνου. Στο 
ςυγκριμζνο παράδειγμα  

2+3=5 και 23=6 

Άρα το αποτζλεςμα είναι 56. 

Ζνα δεφτερο παράδειγμα πολλαπλαςιαςμοφ με τα δάχτυλα είναι οι 

πολλαπλαςιαςμοφ του εννζα με αρικμοφσ μικρότερουσ του.  Αν για παράδειγμα 

κζλουμε να  υπολογίςουμε το γινόμενο του 9 με το 4, ανοίγουμε και τα δζκα 

δάκτυλα και αρχίηουμε να αρικμοφμε από τα αριςτερά προσ τα δεξιά. Πταν 

φτάςουμε ςτο 4 δάκτυλο το κατεβάηουμε κάτω. Τα 3 δάχτυλα που μζνουν ςτθν 
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αριςτερι μεριά είναι το ψθφίο των δεκάδων, ενϊ τα 6 που μζνουν ςτθν δεξιά μεριά 

του κατεβαςμζνου δακτφλου είναι το ψθφίο των μονάδων(94=36).  

Αριςτερό χζρι                    Δεξί χζρι 

 

 

 

 

 

Θ μζκοδοσ αυτι μπορεί να μασ δϊςει και πολλαπλαςιαςμοφσ του εννζα με 

αρικμοφσ μζχρι το 20, αλλά με μια τροποποίθςθ. Αν κζλουμε να 

πολλαπλαςιάςουμε ασ ποφμε το 9 με το 14, αρικμοφμε πάλι με τα δάκτυλα όπωσ 

πριν  αλλά ςτον αρικμό των δακτφλων που μζνει αριςτερά του κατεβαςμζνου και 

εκφράηει τισ δεκάδεσ, προςκζτουμε το 9. Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα, ςτο 3 που 

είναι ο αρικμόσ των δακτφλων που μζνει αριςτερά προςκζτουμε το 9, δθλαδι 12. 

Άρα το αποτζλεςμα είναι 12 δεκάδεσ και 6 μονάδεσ (που μζνουν δεξιά του 

κατεβαςμζνου δακτφλου), δθλαδι 126. 

Το 1494 ο  Luca Pacioli παρουςιάηει 8 μεκόδουσ πολλαπλαςιαςμοφ. Οι λίςτα 

με αυτζσ τισ μεκόδουσ ζχει ξεκινιςει από τον  Bhaskara που ςτο Lilavati 

παρουςιάηει  πζντε μεκόδουσ πολλαπλαςιαςμοφ, και αργότερα οι ςχολιαςτζσ του 

πρόςκεςαν άλλεσ δυο.  Ο Frank Swetz ςτο «καπιταλιςμόσ και αρικμθτικι» 

παρουςιάηει τισ μεκόδουσ του Pacioli όπωσ φαίνετε ςτθν παρακάτω εικόνα που 

είναι ςελίδα από το βιβλίο του.  
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1) Θ μζκοδοσ πολλαπλαςιαςμοφ που ο Pacioli αποκλεί «Bericocoli Multiplicatio 

vel scachieri» είναι παρόμοια με τθν δικι μασ κοινι μζκοδο. 

  

Θ εικόνα είναι από μία πραγματεία του και δείχνει τθν μζκοδο αυτι. 
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Λζει ότι οι Βενετοί κάλεςαν αυτι τθνμζκοδο "per scachieri" λόγω τθσ 

ομοιότθτάσ τθσ  με μια ςκακιζρα, ενϊ οι φλωρεντινοί  τθν κάλεςαν  "per 

bericuocolo" επειδι ζμοιαηε με κάποια  κζικ που είχαν αυτό το όνομα και 

πωλοφνταν ςτισ εκκζςεισ τθσ Τοςκάνθσ.  Στθ Βερόνα ονομάςτικε "per organetto, "  

λόγω τθσ ομοιότθτασ τθσ  με ζνα μουςικό όργανο. Ακόμα το όνομα  " a scaletta" 

χρθςιμοποιικθκε μερικζσ φορζσ λόγω του ότι μοιάηει με μικρι ςκάλα, όπωσ 

βλζπουμε ςτθν προθγοφμενθ εικόνα. Αυτι θ μζκοδοσ δεν βρίςκεται άμεςα ςτο 

Lilavati, αλλά δίνονται δφο παρόμοιεσ μζκοδοι με αυτι. Οι δφο αυτζσ μζκοδοί που 

υπάρχουν ςτο Lilavati διαφζρουν ςτο γεγονόσ ότι ςτθν μία ο πολλαπλαςιαςμόσ 

αρχίηει από τα αριςτερά ενϊ ςτθν άλλθ από τα δεξιά.  

 

 

2)  Θ δεφτερι  μζκοδο πολλαπλαςιαςμοφ που κακορίηεται από το Pacioli, εξ αιτίασ 

τθσ μορφισ τθσ, ιταν γνωςτι ωσ " το κάςτρο " ι, ςτθ Φλωρεντία, " το μικρό 

κάςτρο." Θ μζκοδοσ αυτι ιταν μια ςχολικι μζκοδοσ που τθν είχαν φτιάξει 

δάςκαλοι ςτθν Λταλία.  Θ ςθμαςία του ονόματοσ γίνεται κατανοθτι καλφτερα από 

το  παράδειγμα που είναι παρμζνο από τον Pacioli 
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Στθν πρϊτθ γραμμι κάτω από τθν οριηόντια ευκεία βάηουμε το αποτζλεςμα του 

γινομζνου του πρϊτου ψθφίου του πρϊτου από τουσ δυο αρικμοφσ με τον άλλο. 

Στθν δεφτερθ γραμμι το αποτζλεςμα του γινομζνου του δεφτερου ψθφίου του 

πρϊτου  από τουσ δυο αρικμοφσ με τον άλλο, αρχίηοντασ να γράφουμε τον αρικμό 

από τθν δεφτερθ ςτιλθ. Συνεχίηουμε για όλα τα ψθφία του πρϊτου αρικμοφ. Τζλοσ 

τοποκετοφμε μθδενικά όπου οι ςτιλεσ είναι κενζσ και προςκζτουμε αυτά τα μερικά 

γινόμενα ϊςτε να ζχουμε το τελικό αποτζλεςμα. Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα 

98766789=67048164. 

 

3) Θ τρίτθ μζκοδοσ που δίνεται από τον Pacioli είναι γνωςτι ωσ ςχζδιο ςτθλϊν ι 

ταμπλετϊν. Με  αυτι τθν μζκοδο ο υπολογιςμόσ γίνετε ςε  επιμελθμζνουσ πίνακεσ, 

πάντα ςτισ ςτιλεσ, όπωσ εκείνοι που χρθςιμοποιοφνται από τουσ βαβυλϊνιουσ.  

 

4) Θ τζταρτθ μζκοδοσ του Pacioli είναι παρόμοια με τθν μζκοδο τθσ ςκακιζρασ, με 

τθν διαφορά ότι τα μερικά γινόμενα μετατοπίηονται ελαφρϊσ όπωσ φαίνετε ςτθν 

παρακάτω  εικόνα από τθν αρικμθτικι του Treviso (1478)  

 

 

 

5) Θ μζκοδοσ  Crocetta είναι υποψιφια για τθν προζλευςθ του Χ ωσ ςφμβολο για 

τον πολλαπλαςιαςμό. Θ μζκοδοσ αυτι δόκθκε αρχικά ςτο Lilavati αλλά εξθγικθκε 

από τον Ganea το 1535) ςε ςχόλια ςτο ζργο του Bhaskara. Ραράδειγμα τθσ μεκόδου 
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αυτισ: αν κζλουμε να υπολογίςουμε το γινόμενο του 34 με το 62 τοποκετοφμε τουσ 

αρικμοφσ τον ζνα κάτω από  άλλον όπωσ ςτο ςχιμα.  

Για να βροφμε το γινόμενο κάνουμε πρϊτα τον πολλαπλαςιαςμό τον αρικμϊν ςτθν 

τελευταία ςτιλθ και τοποκετοφμε τον αρικμό από κάτω ςαν τελευταίο ψθφίο του 

αποτελζςματοσ. Στο παράδειγμα 24=8. Στθν ςυνζχεια κάνουμε «χιαςτί» τουσ 

πολλαπλαςιαςμοφσ και  προςκζτουμε τα γινόμενα. Στο παράδειγμα 32+64=30. 

Γράφουμε από κάτω το 0 και κρατάμε το 3. Στο τζλοσ υπολογίηουμε  το γινόμενο 

του 3 με το 6, και προςκζτουμε αι τα κρατοφμενα, 36 + 3=21.   

 

 

 

 

 
Θ μζκοδοσ επεκτείνετε και για αρικμοφσ με περιςςότερα από 2 ψθφία. Ραρακάτω 

είναι ζνα παράδειγμα από  τθν αρικμθτικι του Pagani το 1591. 

 

Για να κατανοιςουμε καλφτερα όμωσ τθν μζκοδο είναι πιο χαρακτθριςτικό το 

παρακάτω ςχιμα 

 

Για να υπολογίςουμε το γινόμενο 987678 αρχίηουμε από τα δεξιά και 

πολλαπλαςιάηουμε τα ψθφία που βρίςκονται ςτθν άκρθ των ακμϊν που 



68 
 

δθμιουργοφν κάκε ζναν από τουσ κόμβουσ που είναι ςθμειωμζνοι.  Στθν ςυνζχειά 

προςκζτουμε τα μερικά γινόμενα και από κάτω γράφουμε το αποτζλεςμα 

αρχίηοντασ από τα δεξιά, κρατϊντασ κανονικά τα κρατοφμενα για το επόμενο 

μερικό άκροιςμα γινομζνων.   

Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα: 

 Για τον πρϊτο κόμβο ζχουμε :  68=48, γράφουμε το 8 κρατάμε 4. 

Για τον δεφτερο κόμβο ζχουμε: 78+67=56+42=98+4(κρατοφμενο από πριν) 

=102 γράφουμε το 2 κρατάμε το 10. 

Για τον τρίτο κόμβο ζχουμε: 60+77+88=0+49+64=113+10(κρατοφμενο 

από πριν)= 123 γράφουμε το 3 κρατάμε το 12. 

Για τον τζταρτο κόμβο ζχουμε: 60+70+87+98= 0+0+56+72= 128+12 

(κρατοφμενο από πριν)= 140 γράφουμε το 0 

κρατάμε το 14. 

Για τον πζμπτο κόμβο ζχουμε: 70+80+97= 0+0+63= 63+14 (κρατοφμενο 

από πριν)= 77 γράφουμε το 7 κρατάμε το 7. 

Για τον ζκτο και ζβδομο κόμβο τα μερικά ακροίςματα είναι μθδζν. Άρα γράφουμε  

και το 7 που είχαμε κρατιςει από πριν και ζχουμε το αποτζλεςμα.  

 

6)   Θ μζκοδοσ gelosie ζχει περιγραφεί παραπάνω αναλυτικά 

 

7)   Θ μζκοδοσ per repiego,δθλαδι θ μζκοδοσ τθσ ςφνκεςθσ  είναι μία από τθσ 

μεκόδουσ που πζραςαν  από τουσ Λνδοφσ  ςτουσ Λταλοφσ μζςα από αραβικζσ πθγζσ.  

Στθν μζκοδο αυτι ςπάμε ζναν από τουσ πολλαπλαςιαςτζσ ςε δφο παράγοντεσ. Αν 

κζλουμε για παράδειγμα να πολλαπλαςιάηουμε με το 72, πολλαπλαςιάηουμε 

πρϊτα με το 9 και ζπειτα  με το 8.  
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8)  Θ μζκοδοσ scapezza, είναι μία μζκοδοσ  πολλαπλαςιαςμοφ με τα μζρθ, όχι οι 

παράγοντεσ, του πολλαπλαςιαςτι όπωσ ςτθν per repirgo. Ζχει τισ ρίηεσ τθσ ςτον 

Bhaskara, και θ ονομαςία τθσ ιταν khanda gunamn 

O Tartaglia (1556) δίνει μία απεικόνιςθ: 

26   67 = (3 + 4 + 5 + 6 + 8)   67 =201 + 268 + 335 + 402 + 536 = 1742 
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ΔΙΑΙΡΕΗ 

Θ διαίρεςθ είναι γενικά θ  τζταρτθ  από τισ κεμελιϊδεισ πράξεισ, «The 

quarto atto» όπωσ αναφζρετε ςτθν αρικμθτικι του Τreviso(1478) .  Στθν αγγλικι 

γλϊςςα, για τθν διαίρεςθ ζχει επικρατιςει θ ονομαςία «division». Εκτόσ όμωσ από 

το division για τθν διαίρεςθ  ζχει χρθςιμοποιθκεί και θ λζξθ «partition». Ανάμεςα ςε 

αυτοφσ που ζχουν χρθςιμοποιιςει το division  είναι και ο Fibonacci, ςτο Liber Abaci 

to 1202. Θ ονομαςία αυτι ζχει τθν βάςθ τθσ ςτον Ευκλείδθ που χρθςιμοποιοφςε 

τθν λζξθ  «μετρεĩν» τόςο για να περιγράψει τθν μζτρθςθ όςο και τθν διαίρεςθ. Θ 

λζξθ partition χρθςιμοποιικθκε από πολλοφσ ςυγγραφείσ όπωσ ο  Huswirt (1501), ο 

Ghaligai (1521),ο  Stifel(1544), ο Scheubel (1545),ο Cataldi (1602),ο Ortega (1512), ο 

Savonne (1563), και ο Santa-Cruz (1594). Θ λζξθ αυτι ζχει τισ ρίηεσ τθσ ςτο Ιρωνα, 

τον Ράππο και τον Διόφαντο που για τθν διαίρεςθ χρθςιμοποιοφςαν τθν ζκφραςθ 

«μερίηειν».  

Θ διαίρεςθ κεωρείτο πάντα μια δφςκολθ διαδικαςία. Χαρακτθριςτικά ο Pacioli 

(1494) λζει «αν κάποιοσ ξζρει να διαιρεί καλά όλα τα υπόλοιπα είναι εφκολα». Τισ 

δυςκολίεσ τθσ διαιρζςεισ τισ αναγνωρίηει και ο Hylles 1600 ο οποίοσ αναφζρει «Θ 

διαίρεςθ εκτιμάτε ότι είναι μία από τισ πράξεισ που κζλουν πολφ χρόνο».  

    Ρικανϊσ θ παλαιότερθ μορφι διαίρεςθσ είναι αυτι που χρθςιμοποιείται 

από τουσ Αιγυπτίουσ και βαςιηόταν ςτισ διαδικαςίεσ του διπλαςιαςμοφ  και του 

υποδιπλαςιαςμοφ. Αν για παράδειγμα κζλουμε να διαιρζςουμε το 19 με το 8 

εργαηόμαςτε όπωσ παρακάτω: 

1 8 

2 16 

1/2 4 

1/4 2 

1/8 1 

  

Επειδι τϊρα 19= 16 + 2 +1 , θ διαίρεςθ του με το 8 είναι το άκροιςμα του 

2+1/4+1/8, που βρίςκονται αντίςτοιχα δίπλα ςτα 16, 2 και 1 του παραπάνω πίνακα.  

Άρα   
19 1 1

2
8 4 8
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Για τουσ αρχαίου ζλλθνεσ θ διαίρεςθ εξαρτιόταν από τισ πράξεισ του 

πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ αφαίρεςθ και διαλεγόταν με τρόπο παρόμοιο με τον 

ςθμερινό.  Ζςτω ότι ικελαν να διαιρζςουν το 1.825.201 ( ,


 ) με το 

1.351(,ατνα). Οι όροι που περιζχουν τισ διαδοχικζσ δυνάμεισ του 10 διατθροφνται 

νοερά ωσ κρατοφμενα, και το πρϊτο ερϊτθμα είναι πόςεσ φορζσ χωρά  το χίλια ςτο 

ζνα εκατομμφριο, λαμβάνοντασ υπόψθ ότι το χίλια ςυνοδεφετε από το 351 και ότι 

του ενόσ εκατομμυρίου ζπονται 825 χιλιάδεσ. Θ απάντθςθ είναι χίλια (,α) και όταν 

αυτόσ ο αρικμόσ πολλαπλαςιαςτεί υπό τον διαιρζτθ ,ατνα  δίνει ,


  το οποίο 

αφαιροφμενο από το ,


 , δίνει ,


 .  Αυτό το υπόλοιπό ,


 =474.201 

πρζπει τϊρα να διαιρεκεί με το ,ατνα και διαπιςτϊνουμε ότι χωρά τ = 300 και όχι 

υ=400 φορζσ. Ρολλαπλαςιάηουμε το  ,ατνα επί του τ =300, και λαμβάνουμε ,




=405300, ο οποίοσ αφαιροφμενοσ από το ,


 δίνει 


 ,θ α= 68.901.  Ο 

αρικμόσ αυτόσ πρζπει να διαιρεκεί με το ,ατνα και το πθλίκο είναι ν=50. 

Ρολλαπλαςιάηουμε το  ,ατνα επί τουν, ζχουμε ,


 =67.550 ο οποίοσ 

αφαιροφμενοσ από τον 


 ,θ α δίνει ,ατνα=1.351. Επομζνωσ το τελευταίο 

πθλίκο είναι α=1, ενϊ το ςυνολικό πθλίκο είναι ,ατνα=1.351.  

Μια άλλθ μζκοδοσ για εξθκονταδικά κλάςματα  περιγράφετε από τον Κεϊνα το 390 

μ.χ. Θ μζκοδοσ του κζωνα μοιάηει με τθν προθγοφμενθ , διαρκεί όμωσ περιςςότερο 

και είναι επιπλζον δυςκολότερο να προβλζψουμε ποίοσ είναι ο κατάλλθλοσ 

δοκιμαςτικόσ αρικμόσ για το πθλίκο.   

Θ απλοφςτερθ μζκοδοσ για τθν διαίρεςθ είναι θ αναγνϊριςθ του πθλίκου μια 

διαίρεςθσ μζςα από τισ ςτιλεσ ζνα πίνακα πολλαπλαςιαςμοφ.   Μια άλλθ μζκοδοσ 

δίνετε από τον Gebret το 980 μ.χ. που όμωσ δεν είμαςτε ςίγουροι ότι  είναι 

πραγματικά δικι του. Ριο πολφ θ μζκοδοσ αυτι χρθςιμοποιικθκε από τουσ 

διαδόχουσ του Gebret.   Ζνα παράδειγμα τθν  διαίρεςθσ του 900 με το 8 , με αυτιν 

τθν μζκοδο παρουςιάηετε παρακάτω:  
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επεηδή 8=10-2

1 1
(10 2) 900 (90 18 3 1 112 )

2 2

900 180

180

180 36

36

30 6

6 6 12

10 2

4 1
2 2 4,

8 2

     







 



  

 

 
Το ίδιο παράδειγμα παρουςιάηετε και ςε ζνα χειρόγραφο του 12ου  ςτο Ραρίςι. Το 

χειρόγραφό αυτό χρθςιμοποιεί τόςο αραβικά όςο και ρωμαϊκά ςφμβολα, 

ςυνθκιςμζνοσ φαινόμενο για αυτιν τθν περίοδο. Το προθγοφμενο παράδειγμα ςτο 

χειρόγραφο παρουςιάηετε όπωσ ςτθν παρακάτω εικόνα: 

 

 

Θ μζκοδοσ αυτι αποδίδετε ςτο Gebret και από τον Abelard από το Bath. 

 Μία άλλθ μζκοδοσ διαίρεςθσ που ιταν ευρζωσ γνωςτι ςτο τζλοσ του μεςαίωνα 

είναι γνωςτι με το όνομα  «per repiego». Στθν μζκοδο αυτι δεν διαιροφμε το 
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διαιρετζο κατευκείαν με τον διαιρζτθ αλλά με παράγοντεσ του διαιρζτθ. Για 

παράδειγμα 218:42=218:6:7 

Μια άλλθ μζκοδοσ είναι γνωςτι ωσ μζκοδοσ αν τμιματα. Στθν μζκοδο αυτι αν 

διαιρζτθσ είναι μεγαλφτεροσ του δζκα τότε χωρίηετε ςε δφο μζρθ όπωσ ςτο 

παρακάτω παράδειγμα:  ζςτω ότι κζλουμε να διαιρζςουμε το 87.234 με το 20, 

χωρίηουμε το 87.234 με μια κάκετθ ωσ εξισ 8723\4 και διαιροφμε το 8723 με το 2 

και μετά το 4 με το 20.  

Μια ακόμα μζκοδοσ πολφ ςυνθκιςμζνθ πριν το 1600, είναι γνωςτι ωσ galea, 

batello, ι γρατςουνιά και είναι ινδικισ προζλευςθσ. Ραράδειγμα μια τζτοιασ 

διαίρεςθσ από τθν αρικμθτικισ του Treviso παρουςιάηετε παρακάτω. Αν κζλουμε 

να διαιρζςουμε το 65.284 με το 594 εργαηόμαςτε όπωσ παρακάτω ακλουκϊντασ τα 

επτά βιματα.  

Βιμα 1ο   βιμα 2ο   βιμα 3ο   βιμα 4ο  

 

65284
1

594
            

1

65284 1

594

 



  

16

65284 1

594



 



  

5

16
1

65284

594

 

 



 

 

Βιμα  5ο  βιμα   6ο  βιμα 7ο 

5

168

65284 1

5944

59

 

 



  

5

168

65284
10

59444

599

5

 

 





  

15

533

16878

65284 109

59444

599

5





   

  

  

 



 

Από το ςχιμα αυτό ζχουμε ότι 65284:594=109 και υπόλοιπο 538.  
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Ο  Fibonacci  χρθςιμοποιεί τθν μζκοδο αυτι για να πραγματοποιιςει τθν διαίρεςθ 

του  18.456 με το 17, τθν διαίρεςθ 18.456 με το 19, και τθν διαίρεςθ του 13.976 με 

το 23. 

Θ ονομαςία Galeo και batello χρθςιμοποιείτε 

γιατί το ςχιμα που προκφπτει από τθν μζκοδο 

αυτι μοιάηει με καράβι, όπωσ φαίνετε και ςτθν 

διπλανι εικόνα.  

Αυτι θ μζκοδοσ διαίρεςθσ χρθςιμοποιικθκε 

από του άραβεσ από τθν εποχι του al-

Khowarizmi με κάποιεσ βζβαια αλλαγζσ.  

 

Τον 15ο αιϊνα εμφανίςτθκε μια  μζκοδοσ παρόμοια με  αυτι που χρθςιμοποιοφμε 

ςιμερα, με τθν ονομαςία Dand (από το δίνω).Ριρε το όνομά τθσ από το γεγονόσ 

του ότι τα μερικά γινόμενα αφαιροφνται από τον αρικμό που διαιροφμε και 

«δίνουν» το επόμενο υπόλοιπο.  

Μια ακόμα  μζκοδο για διαίρεςθ χρθςιμοποιεί ο Fibonacci  ςτο Liber Abaci και τθν 

ονομάηει «μζκοδοσ του κεφαλιοφ κι του χεριοφ» . Ο Fibonacci  εξθγεί τθν μζκοδο 

αυτι μζςα από ζνα παράδειγμα. Με το ίδιο αυτό παράδειγμα κα εξθγθκεί θ 

μζκοδοσ του και παρακάτω.  

 Ζςτω ότι κζλουμε να διαιρζςουμε το 7.543 με το 6. Κρατάμε το 7.543 Στο 

χζρι και αρχικά διαιροφμε το 7 από το 7.543 με το 6, που ζχουν πθλίκο 1 και 

υπόλοιπο 1. Σβινουμε το 7 από το χζρι και ςτθν κζςθ του βάηουμε το 1(του 

πθλίκου), και ςτο κεφάλι μασ κρατάμε το 1(του υπολοίπου). Το 1 που ζχουμε 

κρατιςει ςτο κεφάλι μασ μαηί με το 5 από τον διαιρετζο μασ δίνει 15 που το 

διαιροφμε με το 6, και ζχουμε πθλίκο 2 και υπόλοιπο 3.  Σβινουμε το 5 από το χζρι 

κα ςτθν κζςθ του βάηουμε το 2, και ςτο κεφάλι μασ κρατάμε το 3, που είναι το 

υπόλοιπο που βρικαμε πριν. Το 3 που ζχουμε ςτο κεφάλι μασ μαηί με το 4 από τον 

διαιρετζο μασ δίνει 34 που το διαιροφμε  με το 6, και ζχουμε πθλίκο 5 και υπόλοιπο 

4. Σβινουμε το 4 από το χζρι κα ςτθν κζςθ του βάηουμε το 5 (το πθλίκο που 
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βρικαμε) και ςτο κεφάλι μασ κρατάμε το 4 (το υπόλοιπο). Το 4 που ζχουμε ςτο 

κεφάλι  μαηί με το 3 του διαιρετζου μασ δίνουν 43, που το διαιροφμε με το 6 και 

ζχουμε πθλίκο 7 και υπόλοιπο 1. Σβινουμε το 3 από το χζρι μασ και ςτθν κζςθ του 

βάηουμε το 7 και ςτο κεφάλι μασ κρατάμε το 1. Άρα το τελικό αποτζλεςμα είναι 

1257 που είναι γραμμζνο ςτο χζρι μασ και 1/6 που είναι το υπόλοιπο που ζχουμε 

ςτο κεφάλι μασ.  

Ο Fibonacci ςτθν μζκοδο αυτι γράφει το πθλίκο ςτο χζρι και κρατάει το υπόλοιπο 

ςτο «κεφάλι».  Θ γνωςτι μασ ταυτότθτα τθσ διαίρεςθσ  Δ= δ   π + υ μετατρζπετε 

μζςα από αυτιν τθν μζκοδο  ςε    Δ=δ   «χζρι» + «κεφάλι».  

Μια ακόμα μζκοδο που χρθςιμοποιεί ο fibonacci: 
 

 
 
Αν κζλει κανείσ να διαιρζςει το 365 με το 2 γράφει ςτον πίνακα το 2 

ςε ζνα μζροσ του πίνακα και τραβάσ μια γραμμι από πάνω και ζνα άλλο 2 κάτω 
από 
το 5 και ξεκινάσ διαιρϊντασ το 3 με το 2, λζγοντασ το 1/2 του 3 είναι 1 και 
περιςςεφει 
1.  

Μετά γράφεισ το 1 κάτω από το 3 και το 1 που περιςςεφει το γράφεισ από 
πάνω, 
όπωσ φαίνεται ςτον πρϊτθ εικόνα. 
  Και το υπόλοιπο 1 ηευγαρϊνει με το 6 κάνοντασ το 16. Ραίρνεισ το 1/2 του 
16 που είναι το 8. Βάηεισ το 8 κάτω από το 6 και το 1 κάτω από το 3 όπωσ φαίνεται 
ςτθν δεφτερθ εικόνα. Και κακϊσ δεν υπάρχει υπόλοιπο ςτθν διαίρεςθ με του 16, 
διαιρείσ το 5 με το 2. Το πθλίκο είναι 2 και το υπόλοιπο 1. 

Γράφεισ το 2 κάτω από το 5 και το 1 πάνω από το 2 το οποίο κα κάνουμε 
παρανομαςτι και ζτςι κα ζχουμε το 1/2 του όλου και πριν από το 1/2 γράφεισ το 
πθλίκο 182 τθσ διαίρεςθσ όπωσ φαίνεται ςτθν τρίτθ εικόνα. (Κάνει και τθν 
επαλικευςθ με πολλαπλαςιαςμό του 182 1/2 επί 2). 
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ΕΞΑΓΨΓΗ ΣΕΣΡΑΓΨΝΙΚΗ ΡΙΖΑ  

Υπάρχουν αποδείξεισ ότι οι Βαβυλϊνιοι μποροφςαν να υπολογίςουν τθν 

τετραγωνικι ρίηα κάποιων αρικμϊν από το 2.000 π.Χ. Στθν βαβυλωνιακι ςυλλογι 

του Yαle υπάρχουν διάφορα πλακίδια( με το κωδικό όνομα YBC7289) που δείχνουν 

ότι οι Βαβυλϊνιοι είχαν υπολογίςει τθν ρίηα του δφο με προςζγγιςθ πζντε 

δεκαδικϊν ψθφίων.  Θ μζκοδοσ που χρθςιμοποίθςαν οι Βαβυλϊνιοι μοιάηει να 

είναι θ ίδια με τθν μζκοδο που ςιμερα ονομάηουμε μζκοδοσ του Newton.  

 

Θ μζκοδοσ αυτι είναι μια επαναλαμβανόμενθ διαδικαςία, με τθν οποία 

προςεγγίηουμε με κάκε επανάλθψθ τθν ηθτοφμενθ ρίηα. Ραράδειγμα αυτισ τθσ 

μεκόδου: 

Ζςτω ότι κζλουμε να υπολογίςουμε τθν ρίηα του 250.  

Βιμα 1ο  

Αρχικά «μαντεφουμε» ζνα αρικμό που πιςτεφουμε πωσ είναι θ ρίηα του 250.  Ζςτω 

10.  

Βιμα 2ο  

Διαιροφμε τον αρικμό που ψάχνουμε τθν ρίηα του με τον παραπάνω αρικμό, 

δθλαδι 250:10=25. 

Βιμα 3ο  
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Βρίςκουμε τον μζςο όρο των αρικμϊν των 2 προθγοφμενων βθμάτων. 

10 25
17,5

2


  

Βιμα 4ο  

Επαναλαμβάνουμε τθν ίδια διαδικαςία από το βιμα 1 αλλά με νζο αρικμό που 

προζκυψε,  το 17,5. 

Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται οι τρείσ πρϊτεσ επαναλιψεισ – προςεγγίςεισ τισ 

ρίηασ του 250.   

10 250:10=25 10 25
17,5

2


  

17,5 

17,5 250:17,5=14,285 17,5 14,285
15,89

2


  

15,89 

15,89 250/15,89=15,73 15,89 15,73
15,81

2


  

15,81 

 

Δθλαδι    250 15,81 . 

Για τθν εξαγωγι τθσ τετραγωνικισ ρίηασ οι Ζλλθνεσ χρθςιμοποιοφςαν ζνα 

διαφορετικό τρόπο. Αρχικά χϊριηαν τον αρικμό του οποίου επικυμοφςαν να 

υπολογίςουν τθν τετραγωνικι ρίηα ςε ξεχωριςτζσ δυνάμεισ του δζκα, δθλαδι ςε 

μονάδεσ δεκάδεσ , εκατοντάδεσ κ.τ.λ. ςτθν ςυνζχεια ο πρϊτοσ όροσ τθσ 

τετραγωνικισ ρίηασ κα είναι κάποιοσ αρικμόσ δεκάδων ι εκατοντάδων ι  

χιλιάδων…, και κα πρζπει να προςδιοριςτεί μζςα από διάφορεσ δοκιμζσ. Ζςτω ότι Α 

παριςτάνει τον αρικμό του οποίου πρζπει να προςδιοριςτεί θ ρίηα, ενϊ ο α 

παριςτάνει τον πρϊτο όρο τθσ ρίηασ και ο χ τον επόμενο όρο, τότε είναι απαραίτθτο 

να χρθςιμοποιθκεί θ ταυτότθτα  
2 2 22a x a ax x     (πρόταςθ ΛΛ.4 των Στοιχείων). 

Από τθν προθγοφμενθ ταυτότθτα πρζπει να υπολογίςουμε το χ, ζτςι ϊςτε ο 

αρικμόσ 22ax x  να είναι μικρότεροσ του 2A a .  Δθλαδι πρζπει να διαιρζςουμε 

το 2A a  με το 2α  , λαμβάνοντασ υπόψθ ότι όχι μόνο ο 2αχ που είναι το πθλίκο 
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αλλά και ο (2αχ+χ)χ πρζπει να είναι μικρότεροσ του 2A a . Ζτςι με κάποιεσ 

δοκιμζσ μποροφμε να βροφμε  τθν μεγαλφτερθ δυνατι τιμι του χ που ικανοποιεί 

τθν παραπάνω ςυνκικθ.  Ζςτω ότι θ τιμι αυτι είναι β. Τότε ο αρικμόσ 22 

κα πρζπει να αφαιρεκεί από το πρϊτο υπόλοιπο 2A a , ενϊ από το δεφτερο 

υπόλοιπό που κα προκφψει κα πρζπει να βρεκεί με τον ίδιο τρόπο ο τρίτοσ όροσ τθσ 

τετραγωνικισ ρίηασ. Και  διαδικαςία αυτι μπορεί να ςυνεχιςτεί!  

Αυτι ιταν θ ουςιαςτικι διαδικαςία που εφαρμοηόταν για τθν εξαγωγι τθσ 

τετραγωνικισ ρίηασ, όπωσ περιγράφει ο Κζων ο Αλεξανδρεφσ ςτο υπόμνθμά του 

περί τθσ Σφνταξθσ του Ρτολεμαίου. Εκεί ηθτάτε θ τετραγωνικι ρίηα του 144, και 

υπολογίηετε με τθν παραπάνω μζκοδο. Ο μεγαλφτεροσ δυνατόσ αρικμόσ( δφναμθ 

του 10) που περιζχετε ςτθν τετραγωνικι ρίηα είναι το 10.  Ο 210  αφαιρείτε από το 

144 και αφινει υπόλοιπο 44,ο οποίοσ πρζπει να περιζχει όχι μόνο το διπλάςιο του 

γινομζνου του 10 με τον επόμενο όρο αλλά και το τετράγωνο του επόμενου όρου. 

Τϊρα 2 φορζσ το 10 ιςοφται με 20 κι θ διαίρεςθ του 44 με το 20 δίνει 2 ςαν τον 

επόμενο όρο τθσ ρίηασ. Ζτςι ζχουμε ακριβόσ το ηθτοφμενο, αφοφ 22 20 2 44   .  

Ο κζων παρουςιάηει και τθν κατά προςζγγιςθ ρίηα του 4.500 από τον Ρτολεμαίο ο 

με τθν ίδια διαδικαςία χρθςιμοποιϊντασ όμωσ το εξθκονταδικό ςφςτθμα 

κλαςμάτων.  

Πςο για τθν εξαγωγι κυβικισ ρίηασ οι Ζλλθνεσ κα μποροφςαν να χρθςιμοποιιςουν 

τθν ευκλείδεια  ςχζςθ   
3 3 2 2 33 3            με τον ίδιο τρόπο που 

χρθςιμοποιοφν τθν  
2 2 22a x a ax x     για τθν εξαγωγι τθσ τετραγωνικισ ρίηασ.  Ο 

Ιρωνασ μασ δίνει μια προςζγγιςθ τθσ κυβικισ ρίηασ του 100 ( 3 9
100 4

14
 ) και αυτό 

μασ κάνει να πιςτεφουμε ότι οι ζλλθνεσ είχαν κάποιον τρόπο να υπολογίηουν 

κυβικζσ ρίηεσ. Δεν υπάρχει όμωσ ςτα ςωηόμενα ελλθνικά κείμενα κάποια περιγραφι 

μεκόδου εξαγωγισ κυβικισ ρίηασ.  

Μία από τισ πιο ενδιαφζρουςεσ μεκόδουσ εξαγωγισ τετραγωνικισ ρίηασ κατά το 

μεςαίωνα είναι αυτι που δίνετε από τον Μάξιμο Ρλανοφδθ, 1340 περίπου. Για να 

υπολογίςει τθν ρίηα του 235 εργάςτθκε ωσ εξισ.   
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Αρχικά ψάχνουμε ζναν αρικμό το τετράγωνο του οποίου είναι πλθςιζςτερο ςτο 

πρϊτο ψθφίο του 235, δθλαδι ςτο 2. Ο αρικμόσ αυτόσ είναι ςίγουρα μικρότεροσ θ 

ίςοσ με το 2. Ο αρικμόσ αυτόσ είναι το 1, διότι 21 1  που βρίςκετε πιο κοντά ςτο 2 

από ότι το 22 4 . Γράφουμε το 1 κάτω από το 2.  

Στθν ςυνζχεια βρίςκουμε το τετράγωνο του 1, δθλαδι 1, και το αφαιροφμε από το 

2. Το αποτζλεςμα αυτισ τθσ αφαίρεςθσ είναι πάλι 1 και το γράφουμε πάνω από τον 

αρικμό ανάμεςα ςτο 2 και το 3.  Διπλαςιάηουμε τϊρα το 1 και γράφουμε το 

αποτζλεςμα , δθλαδι 2, κάτω από το 3 αλλά αφινοντασ μια γραμμι, αυτιν τθν 

οποία ζχουμε τοποκετιςει το 1.  

Τϊρα ψάχνουμε ζναν αρικμό που αν πολλαπλαςιαςτεί με το 2 (αυτό τθσ τελευταίασ 

γραμμισ) μασ δίνει αρικμό μικρότερο από τι 13 (που ςχθματίηετε από το 1 που 

βρίςετε ςτθν πρϊτθ γραμμι με το 3 του αρικμοφ του οποίου ψάχνουμε τθν ρίηα) , 

ενϊ το τετράγωνό του μασ δίνει αρικμό μικρότερο από το υπόλοιπο του αρικμοφ 

του οποίου ψάχνουμε τθν ρίηα, δθλαδι το 35. Ο αρικμόσ αυτόσ δεν είναι το 6, διότι 

αν και 2 6 12 13   , το τετράγωνο του 6 δθλαδι το 36 είναι μεγαλφτερο του 35. 

Άρα ο αρικμόσ που ψάχνουμε είναι ο 5, αφοφ 22 5 10 13 θαη 5 25 35     . 

Γράφουμε το 5 δίπλα ςτο 1 ςτθν Τρίτθ γραμμι.  Το 10 που βρικαμε από πάνω 

αφινει διαφορά 3 από το 13, και το 3 αυτό το γράφουμε πάνω από το 235 ανάμεςα 

ςτα ψθφία 3 και 5. Στθν ςυνζχεια κάνουμε τθν αφαίρεςθ του 25 που βρικαμε πριν 

με το 35, θ οποία ζχει διαφορά 10, το 10 αυτό το γράφουμε ςτθν 3 γραμμι , αλλά 

ςτο τζλοσ τθσ. Στθν ςυνζχει πολλαπλαςιάηουμε το 5 με το 2 και γράφουμε το 

αποτζλεςμα, 10, ςτθν τελευταία γραμμι.   

Το επόμενο βιμα είναι να ςυνδυάςουμε το 2 και το 10 τθσ τελευταίασ γραμμισ. Το 

2 βρίςκετε κάτω από τισ δεκάδεσ και το κεωροφμε ςαν 20, που προςτίκεται  με το 

10 μασ δίνει αποτζλεςμα 30. Ραίρνουμε το μιςό αυτοφ που είναι το 15. 

Μζςα από τθν διαδικαςία αυτι υπολογίηουμε πωσ 
10 1

235 15 15
30 3

    .  
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Ο Pacioli το 1494 δίνει μια μζκοδο για τθν εξαγωγι τετραγωνικισ ρίηασ παρόμοια 

με τθν μζκοδο «galeο» που αναφζραμε πιο πριν για τθν διαίρεςθ. Με τθν μζκοδο 

αυτι υπολογίηει τθν τετραγωνικι ρίηα του 99.980.001 με τον εξισ τρόπο:  

00

018

1270

20880

0996980

18778980

99980001| 9999

9898989

11999

1

 

Θ μζκοδοσ «galeo» ςταδιακά από τον 16ο αιϊνα άρχιςε να αλλάηειi, και να 

προςαρμόηετε ςτθν ςθμερινι μζκοδο εφρεςθσ τετραγωνικϊν ριηϊν. Ζνα 

αποφαςιςτικό βιμα προσ τθν ςθμερινι μζκοδο παρουςιάηει ο Cataneo (1546), 

μζκοδο που πιρε από τον ινδό μακθματικό Aryabhata. 

54756 | 234

4

14

12

27

9

185

184

16

16

0

 

Το γνωςτό μασ ςφμβολο για τθν τετραγωνικι ρίηα ( )το χρθςιμοποίθςε πρϊτοσ ο 

Christoph Rudolff to 1525. 
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FIBONACCI 

 

" … εξετάηοντασ τθν πρωτοτυπία και τθ δφναμθ των μεκόδων 
του, και τθ ςθμαςία των αποτελεςμάτων του, δικαιολογείτε  

εφκολα θ ταξινόμθςθ του Leonardo τθσ Πίηασ ωσ μζγιςτθ 
μεγαλοφυΐα ςτον τομζα τθσ κεωρίασ αρικμϊν, που 

εμφανίςτθκε μεταξφ του Διόφαντου *4οσ  αιϊνασ Μ.Χ.+ και του 
Fermat" *17οσ  αιϊνασ+”     R.B.McClenon 

 

 

Γφρο ςτον 12ο αιϊνα  θ Ρίηα ιταν μια ςχεδόν ανεξάρτθτθ από τθν ρωμαϊκι 

αυτοκρατορία πόλθ. Ιταν εμπορικό κζντρο και είχε αποκτιςει δφναμθ και 

αυτονομία και κατάφερε να αναπτφξει και κζντρο για ανϊτερθ εκπαίδευςθ. Ο 

πλθκυςμόσ τθσ τότε ιταν περίπου 10.000, ανάμεςα τουσ και ο Leonardo Pisano. 

 Σε αυτιν λοιπόν τθν περιοχι γεννικθκε το 1175 Leonardo Pisano 

γνωςτότεροσ ωσ Fibonacci, αλλά δε είναι γνωςτι θ ακριβισ θμερομθνία. Ιταν γιόσ 

του Guilielmo μζλουσ τθν οικογζνειασ τον Bonacci (Fibonacci που ςθμαίνει γιόσ του 

Bonacci). Ο Guilielmo είχε διπλωματικό πόςτο εκπροςωποφςε  τουσ εμπόρουσ από 

τθν Ρίηα, ςε μία πόλθ τθσ βόρειασ Αφρικισ, τθν  Bugia, που ςιμερα ονομάηετε 

Bejaia. Θ Bejaia ιταν και είναι λιμάνι τθσ Αλγερίασ ςτισ εκβολζσ του ποταμοφ 

Γουάντι Σουμάμ κοντά ςτο όροσ Γκουράια και ςτον κόλπο Καρμπόν .  

Ο ίδιοσ χρθςιμοποιοφςε μερικζσ φορζσ το όνομα Μπίγκολο που μπορεί να 

ςθμαίνει πολφ για το τίποτα ι ταξιδιϊτθσ.  

Ππωσ ο ίδιοσ διλωςε: «Μπορεί ζνασ επαρχιϊτθσ να εκφράςει με αυτό το 

επίκετο (Μπίγκολο)  τθν  περιφρόνθςθ για ζνα άνδρα που αςχολείται με ερωτιςεισ 

που δεν ζχουν καμιά πρακτικι αξία ι  να εκφράςει,  όπωσ θ λζξθ αυτι ςθμαίνει 

ςτθν διάλεκτο τθσ Τοςκάνθσ, ζνα πολυταξιδεμζνο άνδρα. Ποίοσ πραγματικά είμαι;» 

Ο Fibonacci διδάχτθκε τα μακθματικά ςτθν Bugia, αλλά ταξίδεψε μαηί με τον 

πατζρα του και ςε άλλεσ χϊρεσ, όπου ζμακε και από αυτζσ. Ανάμεςα ςε αυτζσ θ 

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Fibonacci.html
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Αίγυπτοσ, θ Ελλάδα και θ Συρία. Εκεί γνϊριςε τα τεράςτια προνόμια των Αραβικϊν 

αρικμθτικϊν  ςυςτθμάτων . 

Πλθ αυτιν τθν γνϊςθ για τθν ηωι του τθν παίρνουμε από τθν ειςαγωγι του 

ςτθν δεφτερθ ζκδοςθ του Liber abaci  το 1228.  

« ….μετά τον διοριςμό του πατζρα μου από τθν πατρίδα ςτο τελωνείο  ςτθν 

Bugia για τουσ εμπόρουσ που ζφκαναν εκεί, πιρε τθν απόφαςθ, λαμβάνοντασ 

υπόψθ τθν μελλοντικι χρθςιμότθτα  και τθν ευκολία,  να με φζρει εκεί ςτθν παιδικι 

μου θλικία και να αφιερωκεί και να με  κακοδθγιςει  ςτθν εκμάκθςθ τθσ τζχνθσ των 

υπολογιςμϊν για μερικζσ μζρεσ. Εκεί, γνϊριςα τθν τζχνθ των εννζα ινδικϊν ψθφίων  

και μζςα από τθν διδαςκαλία κατάλαβα πωσ θ τζχνθ αυτι μελετικθκε ςτισ 

διάφορεσ μορφζσ τθσ ςτθν Αίγυπτο, τθ Συρία, τθν Ελλάδα, τθ Σικελία και τθν 

Προβθγκία και χρθςιμοποιικθκαν οι μζκοδοι τθσ για τισ επιχειριςεισ.» 

Ο Fibonacci τελείωςε τα ταξίδια του το 1200 και τότε επζςτρεψε ςτθν Ρίηα. 

Εκεί ζγραψε μερικά ςθμαντικά κείμενα αναβιϊνοντασ τισ αρχαίεσ μεκόδουσ 

βάηοντασ όμωσ και ςπουδαίεσ δικζσ του ςυνειςφορζσ. Ζηθςε πριν τθν ανακάλυψθ 

τθσ τυπογραφίασ και ζτςι τα κείμενα του ιταν γραμμζνα ςτο χζρι. Ο μόνοσ τρόποσ 

για να ζχεισ ζνα κείμενο του Fibonacci ιταν να υπάρχει ζνα ακόμα χειρόγραφο 

αντίγραφο, πράγμα πολφ δφςκολο. Ζτςι είμαςτε τυχεροί που ζχουν ςωκεί  τα 

παρακάτω χειρόγραφα: Liber abaci (1202), Practica geometriae (1220), Flos (1225), 

και  Liber quadratorum. Άλλα βιβλία του πάλι χάκθκαν όπωσ το βιβλίο για εμπορικι 

αρικμθτικι Di minor guisa και τα ςχόλια του ςτο 10ο βιβλίο των Στοιχείων του 

Ευκλείδθ που περιείχαν μια αρικμθτικι επεξεργαςία των άρρθτων αρικμϊν που ο 

Ευκλείδθσ είχε πλθςιάςει από γεωμετρικι άποψθ. Μετά από 1228 υπάρχει μόνο 

ζνα γνωςτό ζγγραφο που αναφζρεται ςτον Fibonacci. Αυτό είναι ζνα διάταγμα από 

τθ Δθμοκρατία τθσ Ρίηασ το 1240 ςτθν οποία ζνασ μιςκόσ απονζμεται ςτον ¨ 

«… τον διακριτικό και διαβαςμζνο κφριο Leonardo Bigollo….» 

"…the discreet and learned man, Master Leonardo Bigollo…" 
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 Αυτόσ ο μιςκόσ (20 pounds Ρίηασ) δόκθκε ςε Fibonacci ωσ αναγνϊριςθ για 

τισ υπθρεςίεσ που είχε δϊςει ςτθν πόλθ, ςε κζματα λογιςτικισ και διδαςκαλίασ των 

πολιτϊν.  

Κανζνασ δεν ξζρει τίποτα άλλο για τθν ηωι αυτοφ του ανκρϊπου. Δεν 

ξζρουμε αν παντρεφτθκε, οφτε τθν οικονομικι του κατάςταςθ οφτε τισ πολιτικζσ του 

απόψεισ. Δεν ξζρουμε ακόμα πότε ακριβϊσ πζκανε οφτε κάτω από ποίεσ ςυνκικεσ. 

Δεν ξζρουμε ακόμα αν ςτθρίχτθκε για τισ εργαςίεσ του ςτα ,τϊρα χαμζνα, βιβλία 

του Διόφαντου.  

Τισ δεκαετείσ όμωσ που ακολοφκθςαν τον κάνατο του  θ Ρίηα άρχιςε να 

καταρρζει. Θ Ρίηα νικικθκε καταςτροφικά από τθ Γζνοβα ςτθν ναυτικι μάχθ ςτθν  

Meloria (5 και 6 Αυγοφςτου 1284) και θ πτϊςθ τθσ εγγενοφσ πόλθσ είχε αρχίςει 

αμετάκλθτα. 

Θ φιμθ του Fibonacci  ωσ μακθματικοφ ιταν τόςο μεγάλθ που προςζλκυςε 

τθν προςοχι του ιεροφ αυτοκράτορα, Φρειδερίκοσ Β', τον οποίο οι ςφγχρονοί του 

κάλεςαν Stuper Mundi ("  καφμα  του κόςμου ").  Ο Φρειδερίκοσ Β'ςτζφκθκε 

αυτοκράτορασ τθσ αγίασ ρωμαϊκισ αυτοκρατορίασ τον Νοζμβριο του 1220.  Ο 

Φρειδερίκοσ Β' ιταν ςφμμαχοσ τθσ Ρολιτείασ τθσ Ρίηα ςτον πόλεμο τθσ κατα τθσ 

Γζνοβασ και ενιςχφκθκε τόςο πολφ θ επιρροι του ςτθν Λταλία που ίδρυςε το 

Ρανεπιςτιμιο τθσ Νάπολθσ το 1224 για να αντλεί επιςτιμονεσ και ανκρϊπινο 

δυναμικό. Γνϊριςε το ζργο του Φιμπνάτςι μζςω των λογίων τθσ αυλισ του και ζνασ 

απο αυτοφσ ο Δομίνικοσ Λςπανόσ, φιλόςοφοσ τθσ αυλισ, του ςυνζςτθςε να 

ςυναντιςει τον Φιμπονάτςι ςτθν επίςκεψθ του ςτθν αυλι τθσ  Ρίηα το 1225.  Ο 

Λϊαννθσ του Ραλζρμο, ζνα άλλο μζλοσ τθσ αυλισ του Φρειδερίκου Β', ο οποίοσ 

παρουςίαςε ςτον Fibonacci  ζναν αρικμό προβλθμάτων-προκλιςεων τρία εκ’ των 

οποίων όντωσ ζλυςε ςτο Βιβλίο FLOS.  

Βιβλιογραφία  

 Liber Abaci (1202) (το βιβλίο του άβακοσ), ζνα βιβλίο υπολογιςμϊν.  

 Practica Geometriae (1220), ςυλλογι πάνω ςτθν γεωμετρία και ςτθν 

τριγωνομετρία.  

http://www.livepedia.gr/index.php?title=%CE%94%CE%BF%CE%BC%CE%AF%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%BF%CF%82_%CE%99%CF%83%CF%80%CE%B1%CE%BD%CF%8C%CF%82&action=edit
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 Flos (1225), λφςεισ προβλθμάτων που ετζκθςαν απο τον Λωάννθ του 

Ραλζρμο  

 Liber quadratorum, ("Το βιβλίο των τετραγϊνων") πάνω ςτισ Διοφαντικζσ 

εξιςϊςεισ.  

 Epistola ad magister Theodorum  

 Di minor guisa (μακθματικά για εμπόρουσ, αγνοείται).  

 Σχόλια πάνω ςτο τόμο Χ των Στοιχείων του Ευκλείδθ (επίςθσ αγνοείται).  

 

ΕΠΙΡΡΟΕ ΔΙΟΥΑΝΣΟΤ ΚΑΙ ΑΡΑΒΨΝ ΣΑ ΕΡΓΑ ΣΟΤ 
FIBANACCI 

 

Τθν μεγαλφτερθ επιρροι ςτα ζργα του Fibonacci άςκθςαν οι Άραβεσ, ζνα 

μεγάλο μζροσ ςτο Practica Geometriae ςχετικά με το πεντάγωνο και το δεκάγωνο  

είναι παρμζνα από τον Abu Kamil. Τα ζργα το όμωσ φαίνετε να είναι επθρεαςμζνα 

και από τον Διόφαντο.  Ρρϊτθ φορά που ςυναντάμε ςτθν Ευρϊπθ  προβλιματα 

παρόμοια με αυτά του Διόφαντου είναι ςτον Fibonacci.  Το αν ιταν γνωςτά τα ζργα 

του Διόφαντου ςτον Fibonacci, είτε ςτθν αρχικι μορφι τουσ είτε ςτα αραβικά δεν 

μασ είναι γνωςτό, ωςτόςο ςτο Liber abaci υπάρχουν προβλιματα όμοια με αυτά 

των «Αρικμθτικϊν» του Διόφαντου.  Ο τρόποσ που λφνει τα προβλιματα αυτά μασ 

δείχνουν μάλλον πϊσ δεν γνϊριηε τα Αρικμθτικά. Ο Fibonacci χρθςιμοποιεί τεχνικζσ 

πλθςιζςτερεσ ςε αυτζσ του Ευκλείδθ.  

Το Liber quadratorum   το ζγραψε φςτερα από τθν επίςκεψι του ςτθν αυλι 

του αυτοκράτορα  Φρειδερίκου Βϋ. Κατά τθν επίςκεψι του αυτι ο Johannes του 

Ραλζρμο του ζδωςε μια λίςτα μακθματικϊν προβλθμάτων που τον καλοφςε να τα 

λφςει. Ζνα από τα προβλιματα  αυτά ιταν να λφςει τθν εξίςωςθ 3 22 10 20x x x  

.  Στο Flos απζδειξε πωσ ι λφςθ τθσ εξίςωςθσ αυτισ δεν καταςκευάηετε  με κανόνα 

και διαβιτθ.  

Το πρϊτο από τα κεωριματα ςτο Liber quadratorum   είναι παρόμοιο με 

προβλιματα του Διόφαντου. Σε αυτό ηθτοφνται δφο τετράγωνα το άκροιςμα των 

οποίον είναι τετράγωνο. Θ λφςθ του Fibonacci είναι θ εξισ: 

http://www.livepedia.gr/index.php/%CE%95%CF%85%CE%BA%CE%BB%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B7%CF%82
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2 2 2

1 3 5 7 9 1 3 5 7 9

16 9 25

4 3 5

        

 

 

 

Στο τρίτο κεϊρθμα του Liber quadratorum  αποδεικνφει τθν γνωςτι 

πυκαγόρεια ιδιότθτα:  

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2

m n m n
m n

    
     

   
.  

Στο 5ο κεϊρθμα του ίδιου βιβλίου φαίνετε κακαρά θ επιρροι από τον 

Διόφαντο. Το κεϊρθμα αυτό αναφζρει: «Αν 2 2 2a b c  , να βρεκοφν δφο αρικμοί χ 

και y ϊςτε 2 2 2x y c  ». Με άλλα λόγια να βρεκεί ζνα διαφορετικό ορκογϊνιο 

τρίγωνο με ίδια όμωσ υποτείνουςα. Για να το λφςει αυτό ο Fibonacci  υποκζτει ότι 

2 2 2a b c   και 2 2 2m n p   και για να υπολογίςει τουσ αρικμοφσ χ και y εργάηεται 

όπωσ παρακάτω.  

2 2 2

2 2

2 2

2

1

m n p

m n

p p

m c n c
c

p p

  

   
     

   

    
    

   

 

Και το αρικμθτικό παράδειγμα που δίνει είναι: 

Ζςτω 2 2 2 2 2 25 12 13  θαη 8 15 17    τότε 

2 2

2

2 2

2

2 2

2

8 15
13 13 13

17 17

104 195
13

17 17

2 8
6 11 13

17 17

   
       

   

   
     

   

   
    

   

 

Άρα οι αρικμοί χ και y  είναι χ= 
2

6
17

 και   y=
8

11
17

. 
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Το κεϊρθμα αυτό ακολουκεί ζνα πρόβλθμα: « Να βρεκοφν 2 αρικμοί χ και y τζτοια 

ϊςτε : 2 2 2 2a b x y   ». Το πρόβλθμα αυτό είναι γνωςτό ωσ κεϊρθμα Lagrange. 

Για να το λφςει χρθςιμοποιεί μια ιδιότθτα που ζχει αποδείξει πιο πριν: 

2 2 2 2 2 2

2 2

(a  + b )(c  + d ) = (ac + bd)  + (ad - bc)

                              = (ad + bc)  + (ac - bd)
 

Μετά βρίςκει 2 αρικμοφσ   c  και  d  τζτοιοι ϊςτε 2 2 2c  + d  = k  και μετά 

γράφει το γινόμενο 2 2 2 2(a  + b )(c  + d ) ςαν άκροιςμα 2 τετραγϊνων από τθν 

προθγοφμενθ ιδιότθτα, δθλαδι : 

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

(a  + b )(c  + d ) 

a  + b

p q

p q

k k

  

 
 

Άρα οι ηθτοφμενοι αρικμοί είναι χ=
p

k
 και  y=

q

k
. 

Άλλα κεωριματα του Liber quadratorum που δείχνουν να είναι επθρεαςμζνα από 

τον Διόφαντο είναι το κεϊρθμα 16 και το κεϊρθμα 20.   

Στο κεϊρθμα 16 καλείτε να λφςει το ςφςτθμα 
2 2

2 2

5

5

x a

x b

  


  
. 

Στο κεϊρθμα 20 καλείτε να λφςει το ςφςτθμα 

2 2

2 2 2

2 2 2 2

                   

  

x y z x a

x y z x y b

x y z x y z c

   


     


      

    ι ιςοδφναμα 

2 2

2 2 2

2 2 2

                   

                        

x y z x a

a y b

b z c
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Η ΜΕΘΟΔΟ  «elchataym»  

 Το “Nine Chapters on the arts of mathematics”  είναι θ παλαιότερθ 

και με τθν μεγαλφτερθ επίδραςθ  εργαςία ςτθν ιςτορία των κινεηικϊν μακθματικϊν. 

Είναι μια ςυλλογι 246 προβλθμάτων που αναφζρονται ςτθ γεωργία, τθν 

επιχειρθςιακι διαδικαςία, τθν εφαρμοςμζνθ μθχανικι, τθν ζρευνα, τθ λφςθ των 

εξιςϊςεων, και τισ ιδιότθτεσ των ορκογωνίων τριγϊνων. Οι κανόνεσ τθσ λφςθσ 

δίνονται ςυςτθματικά, αλλά δεν υπάρχει καμία απόδειξθ όπωσ αυτζσ που 

ςυναντάμε ςτα ελλθνικά μακθματικά. Ππωσ επιςιμανε ο Dauben1 το “Nine 

Chapters on the arts of mathematics” μπορεί να κεωρθκεί ωσ το Κινζηικό  

αντίςτοιχο των ςτοιχείων  του Ευκλείδθ , που εξουςίαςε τα δυτικά μακθματικά με 

τον ίδιο τρόπο, το“Nine Chapters on the arts of mathematics”  κεωρικθκε ωσ 

δθμιουργικι εργαςία των αρχαίων κινεηικϊν μακθματικϊν για ςχεδόν δφο χιλιετίεσ. 

Ο ςυντάκτθσ και ο χρόνοσ που γράφτθκε δεν είναι γνωςτόσ. Μια παράδοςθ λζει ότι 

το τελείωςαν κατά τθ διάρκεια τθσ περιόδου του «κίτρινου αυτοκράτορα» (Di 

Huang), τον 2ο  αιϊνα Ρ.Χ.  Αλλά είναι το αναγνωριςμζνο γεγονόσ ότι δθμοςιεφκθκε 

πριν από 213 Ρ.Χ., όταν ο αυτοκράτορασ , Qin Shi Huang , 221 -207 Ρ.Χ., διζταξε να 

κάψουν κάποια βιβλία. Το πρωτότυπο  Nine Chapters δεν ςϊηετε  και ίςωσ κάθκε 

εκείνθ τθν εποχι. Θ ςυντθρθμζνθ ζκδοςθ διαςϊκθκε από άγνωςτουσ ςυγγραφείσ. 

Ρολλά κείμενα από το Nine Chapters χρθςιμοποιικθκαν πριν το 213 Ρ.Χ. ςτθν 

μθχανικι. Ραράδειγμα είναι το κεϊρθμα Gou-Gu , γνωςτό ςε εμάσ ωσ πυκαγόρειο 

κεϊρθμα, το οποίο βρίςκετε ςτο ζνατο κεφάλαιο του Nine Chapters, χωρίσ βζβαια 

απόδειξθ, το χρθςιμοποιοφςαν οι Κινζηοι μθχανικοί πρίν το 1100 Ρ.Χ. 

Το κεφάλαιο 7  του Nine Chapters είναι το Ying Buzu Shu (μζκοδοσ 

πλεονάςματοσ και ζλλειψθσ ), θ οποία είναι θ παλαιότερθ μζκοδοσ για τισ 

πραγματικζσ ρίηεσ μιασ εξίςωςθσ. Το πρϊτο παράδειγμα ςε αυτό το κεφάλαιο είναι 

το εξισ: 

“ Υπάρχει ζνα αντικείμενο άγνωςτθσ αξίασ και ζνασ άγνωςτοσ αρικμόσ 

ατόμων που κζλουν  να αγοράςουν μαηί το ςυγκριμζνο αντικείμενο. Αν ο κακζνασ 

                                                           
1Dauben J W. Ancient Chinese mathematics : the Jiu zhang Suanshn vs Euclid' s 
Elements knowledge 
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δϊςει 8 χρθματικζσ μονάδεσ, τότε περιςςεφουν 3, ενϊ αν  ο κακζνασ δϊςει από 7, 

τότε ζχουμε ζλλειψθ 4 χρθματικϊν μονάδων. Ροια είναι θ τιμι του αντικειμζνου και 

ο αρικμόσ των ανκρϊπων;” 

Θ λφςθ δίνετε ςτο παρακάτω ςχιμα χρθςιμοποιϊντασ κινεηικά ςφμβολα: 

 

1. Γράφουμε ςτθν πρϊτθ γραμμι τα χριματα που δίνει ο κακζνασ . 

2. Στθν δεφτερθ γραμμι γραφοφμε τισ ελλείψεισ ι τα πλεονάςματα . 

3. Στθν Τρίτθ γραμμι γράφουμε τουσ διαςταυρωκζντεσ   πολλαπλαςιαςμοφσ 

και το άκροιςμα των αποτελεςμάτων. (32+21=53) 

4. Βρίςκουμε τθν απόλυτθ διαφορά τθσ ζλλειψθσ και του πλεονάςματοσ. (Ρ.χ. 

4-3=1) 

5. Θ τελικι τιμι του αντικειμζνου βρίςκετε αν διαιρζςουμε  το άκροιςμα του 

βιματοσ 3 με τθν διαφορά του βιματοσ 4. (53/1=53) 

 

Η κέζνδνο απηή ήηαλ πνιύ δηαδεδνκέλε ζηελ κέζε αλαηνιή. Ο Al-Khowarizmi ήηαλ 

γλώζηεο ηνπ Nine Chapters θαη άιιωλ θηλέδηθωλ θεηκέλωλ. Η παξαπάλω κέζνδνο 

είλαη γλωζηή ζηελ κέζε αλαηνιή ωο Khitai Method . Η ιέμε Khitai ζεκαίλεη Κίλα  

θαη αιιηώο γξάθεηε Khatai, Chatayn, Chataain. Σην HISTORIA MATHEMATICA 3 

(1976), 291-296, ν STANISLAW GLUSHKOV αλαθέξεη πωο ε ιέμε elchataym έρεη 

αξαβηθή πξνέιεπζε θαη ζεκαίλεη «δύν ιάζε»   

alkhat'ayni=«δύν ιάζε» 
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ΟΙ ΠΡΟΕΓΚΙΣΙΚΕ ΜΕΘΟΔΟΙ ΣΑ ΕΡΓΑ ΣΟΤ 

  Μια από τισ πιο γνωςτζσ προςεγγίςεισ που ζδωςε ο  Fibonacci, είναι μια 

πολφ ακριβισ προςζγγιςθ τθσ άρρθτθσ ρίηασ τθσ εξίςωςθσ  3 22 10 20x x x   . Δεν 

είναι όμωσ γνωςτόσ ο τρόποσ με τον οποίο βρίςκει τθν προςζγγιςθ αυτι. Ππωσ και 

ςε πολλά ζργα τθσ Ελλθνικισ περιόδου, δίνονται προςεγγιςτικζσ τιμζσ άρρθτων 

αρικμϊν χωρίσ όμωσ να μασ φανερϊνουν οι ςυγγραφείσ τθν μζκοδο υπολογιςμοφ. 

Ζνα κλαςικό παράδειγμα βρίςκετε ςτθν  τρίτθ πρόταςθ ςτο ζργο του Αρχιμιδθ 

«Κφκλου Μζτρθςισ». Εκεί ο Αρχιμιδθσ κζτει με λακωνικό φφοσ μια προςζγγιςθ του  

3 , χωρίσ να παρουςιάηει όμωσ καμία μεκοδολογία για τον υπολογιςμό τθσ 

προςζγγιςθσ αυτισ. Στθν αρχι τθσ τρίτθσ πρόταςθσ ο Αρχιμιδθσ χρθςιμοποιεί τον 

λόγο 
3

1

EZ

Z



και ςτθν μζςθ τθσ απόδειξθσ του τον  λόγο




 που ζχει τθν ίδια 

τιμι. Στθν πρϊτθ περίπτωςθ κζτει τον λόγο αυτό ίςο με  
265

153
, ενϊ ςτθν δεφτερθ 

του δίνει τθν προςεγγιςτικι τιμι  
1351

780
. Με ποίον τρόπο όμωσ ζφταςε ο Αρχιμιδθσ 

ςε αυτά τα κλάςματα; Το ερϊτθμα αυτό απαςχόλθςε επί μακρόν τουσ ιςτορικοφσ 

τθσ επιςτιμθσ και ζχουν δοκεί ποικίλεσ απαντιςεισ (Th. Heath, Sigmund Gunther, 

J.E. Hofmann, kurt Vogel, C.Muller).   

 Οι προςεγγιςτικζσ μζκοδοι όπωσ και οι μζκοδοι υπολογιςμοφ παίηουν 

γενικά ζνα βοθκθτικό ρόλο γι’ αυτό και θ ςυμπερίλθψθ τουσ ςε κεωρθτικά 

μακθματικά ζργα ίςωσ δεν κρίνετε απαραίτθτθ από τουσ ςυγγραφείσ. Κα ζπρεπε 

όμωσ να εμφανίηονται οι προςεγγιςτικζσ μζκοδοι ϊςτε τα ελζγχετε θ αξιοπιςτία. 

Από τα ζργα του Ρτολεμαίου άρχιςαν να εμφανίηονται κάποιεσ μζκοδοι. Συνεχίηει 

όμωσ θ παράδοςθ που κζλει να μθν περιλαμβάνονται οι υπολογιςτικζσ μζκοδοι ςε 

διάφορα ζργα.  Αυτι θ παράδοςθ είναι που ζκανε τον Leonardo τθσ Ρίηασ να 

περάςει ςιωπθλά τθσ δικζσ του προςεγγιςτικζσ μεκόδουσ για τισ ρίηεσ κυβικϊν 

εξιςϊςεων.  

Ο Fibonacci ςτα ζργα του χρθςιμοποιεί προςεγγίςεισ ςε επτά περιπτϊςεισ: 
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Περίπτωςθ 1 : 

 Στο Liber abaci ςτο κεφάλαιο 12 ζνα από τα προβλιματα του Fibonacci  είναι 

να λφςει τθν εξίςωςθ 21
3 4

 
  . 

 Κζτει 12y  , και που ικανοποιεί τθν εξίςωςθ 7
3 4

y y
  . 

 Και θ λφςθ 36 για τθν αρχικι εξίςωςθ προκφπτει από τθν αναλογία 
7 11

21 
 . 

Γενικά θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ   μπορεί να υπολογιςτεί από τθν αναλογία 

y y

 
  για αυκαίρετο y.  

 Περίπτωςθ 2:  

Στο Liber abaci το κεφάλαιο 13 αναφζρετε ςτθν μζκοδο elchataym. Αυτι θ μζκοδοσ 

είναι θ μζκοδοσ των δφο λανκαςμζνων τιμϊν. Αν κζλουμε να υπολογίςομε τθν 

λφςθ τθσ εξίςωςθσ  f x c , και a και  b είναι δφο «λανκαςμζνεσ λφςεισ» τότε θ 

προςεγγιςτικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ  δίνετε από τον τφπο  

     
   

a f b c b c f a
y

f b f a

  



. 

Επίςθσ θ τιμι του y  δίνετε και από τθν αναλογία 
 

   

c f ay a

b a f b f a




 
. 

Με τθν μζκοδο αυτι ο Fibonacci υπολογίηει τισ λφςεισ  των εξιςϊςεων : 

  

   
2 2 2 2

( ) 2 2 2 12 12 , 12

50 , 30 40

f x x c

f x x x c



   

    

 

Θ πρϊτθ εξίςωςθ είναι από το πρόβλθμα με   ζνα άντρα που ζκανα ταξίδια για 

δουλείεσ ςτθν Λοφκα τθσ Τοςκάνθσ ενϊ το δεφτερο είναι από ζνα πρόβλθμα με 2 

πουλιά.   
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Πρόβλθμα 1.  

Ζνα άντρασ από τθν Ρίηα πιγε για δουλείεσ ςτθν Λοφκα μζςο τθσ 

Φλωρεντίασ και επζςτρεψε πάλι ςτθν Ρίηα. Σε κάκε πόλθ διπλαςίαηε τα χριματα 

του αλλά ξόδευε και  12 δθνάρια και ςτο τζλοσ δεν του ζμειναν κακόλου χριματα.  

Με πόςα χριματα ξεκίνθςε; 

Πρόβλθμα 2.  

 Δφο πουλιά βρίςκονται ςτθν κορφι δφο πφργων φψουσ 30 και 40 μζτρων 

αντίςτοιχα. Θ απόςταςθ των δφο πφργων είναι 50 μζτρα. Κάπου ανάμεςα βρίςκετε 

ζνα ςιντριβάνι. Τα δφο πουλιά ξεκινοφν ταυτόχρονα από του δφο πφργουσ και 

διανφοντασ ευκείεσ τροχιζσ, με τθν ίδια ταχφτθτα φτάνουν ςτθν ίδια ςτιγμι ςτο 

ςιντριβάνι. Να βρεκεί θ κζςθ που βρίςκετε το ςιντριβάνι.  

 

Περίπτωςθ 3:  

το κεφάλαιο 14 του Liber abaci ο Fibonacci  παρουςιάηει μια μζκοδο προςζγγιςθσ 

τθσ κυβικισ ρίηασ του 47 ( Fibonacci’s Liber abbaci –book of calculation, L.E SIGLER, 

ςελίδα 522)  . Αν και ςτο κείμενο ο Fibonacci χρθςιμοποιεί μόνο λόγια εδϊ κα 

χρθςιμοποιιςουμε ςφμβολα για να παρουςιάςουμε τον τρόπο του.  

Αναηθτά τθν 3 47 .  

Αρχικά παρατθρεί ότι 
3 33 27 27 20 47 64 4       

Άρα θ 3 47 είναι το 3 αλλά περιςςεφουν και 20.  

Τϊρα 
 64 27

20
2


 , άρα κα δοκιμάςει το 

1
3

2
 . 

3 21 1 3 3 7
3 27 3 3 42

2 8 2 4 8

 
         

 
, και 

7 1
47 42 4

8 8

 
    
 

 

Άρα θ 3 47 είναι 
1

3
2

  αλλά περιςςεφουν 
1

4
8

 . 
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Αλλά 
1

3 3 4 42
2

 
    
 

, και το 

1
4

18

42 10



 .  

Άρα 3 1 1 3
47 3 3

2 10 5
     . 

Χρθςιμοποιεί πάλι εδϊ τθν μζκοδο elchataym για να λφςει τθν εξίςωςθ  

  3 47f x x c   με τον εξισ τρόπο: 

1

a x

b a



 
 άρα 

 

3 3

1 3 1 1

y a c a

a a

 


 
. Και επαναλαμβάνει αυτιν τθν μζκοδο μζχρι να ζχει 

τθν προςζγγιςθ που κζλει. 

 

Περίπτωςθ 4:  

Στο Practica geometriae ο Fibonacci  παρουςιάηει μια προςζγγιςθ του  π. 
  
Θ προςζγγιςθ αυτι δίνετε φςτερα από τον υπολογιςμό τθσ πλευράσ ενόσ κανονικοφ 

πολυγϊνου με 96 πλευρζσ. Θ προςζγγιςθ αυτι  ζχει αρκετά μεγάλθ ακρίβεια και 

είναι  

4320

1375
 

. 

Περίπτωςθ 5:   

 Στο Epistola Leonardi ad magistrum Theodorum υπάρχει το εξισ πρόβλθμα. 

Να εγγράψεισ κανονικό πεντάγωνο ςε ιςοςκελζσ τρίγωνο με βάςθ 12 και τισ ίςεσ 

πλευρζσ 10, ζτςι ϊςτε οι κορφζσ του πενταγϊνου να βρίςκονται θ μία ςτθν κορφι  

του τριγϊνου, οι άλλεσ δφο ςτθν βάςθ και οι υπόλοιπζσ 2 να ακουμπάνε ςτισ ίςεσ 

πλευρζσ.  

Ο Fibonacci  ξεκινά με άγνωςτθ τθν πλευρά του πενταγϊνου και φςτερα από 

κάποιεσ πράξεισ (απλζσ αναλογίεσ και πυκαγόρειο κεϊρθμα) καταλιγει ςτθν 

εξίςωςθ : 27 64
64

20 5
x x  . Εκεί γράφει ότι θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ αυτισ ξεφεφγει 
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από τουσ κανόνεσ τισ άλγεβρασ. Με αυτό ίςωσ εννοεί πωσ θ λφςθ  16
3 11 8

7
x    

περιζχει ρίηα τθν ρίηα του 11 που και αυτιν τθν υπολογίηει με ιδιαίτερθ ακρίβεια.   

Θ  κετικι λφςθ τθσ προθγοφμενθσ εξίςωςθσ  όμωσ που δίνει ο Fibonacci είναι ςτο 

εξθκονταδικό ςφςτθμα αλλά και αυτι είναι με μεγάλθ ακρίβεια. Θ λφςθ αυτι είναι  

4,27,24,40,50x   και όλα τα ψθφία ςτο εξθκονταδικό ςφςτθμα είναι ςωςτά.  Δεν 

αναφζρει όμωσ τίποτα για τθν μζκοδο που χρθςιμοποιεί.  

 

Περίπτωςθ 6:   

 Στο Flos ο Fibonacci λφνει τθν εξίςωςθ 3 22 10 20x x x   . Θ εξίςωςθ αυτι 

προζρχεται από τον μακθματικό διαγωνιςμό του αυτοκράτορα Frederick II. Θ λφςθ 

που δίνει είναι ςτο εξθκονταδικό ςφςτθμα και ιςοφται με  1,22,7,42,33,4,40x  , 

πάλι όμωσ είναι άγνωςτο το πϊσ κατάφερε να φτάςει ςτο αποτζλεςμα αυτό.  

Μζςα από αυτζσ τισ περιπτϊςεισ καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα  πωσ θ μζκοδοσ 

που χρθςιμοποιοφςε ο Fibonacci για να προςεγγίςει διάφορεσ ρίηεσ ιταν ςυνεχισ 

επαναλιψεισ τθσ μεκόδου elchataym. Σε όλεσ τισ παραπάνω περιπτϊςεισ οι 

προςεγγίςεισ που ζδωςε αν και χρονοβόρεσ μποροφν να επιτευχκοφν με τθν 

μζκοδο αυτι και με μια οριςμζνθ επιδεξιότθτα ςτον χειριςμό των εξθκονταδικϊν 

κλαςμάτων. 
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“ΤΠΟΛΟΓΙΜΟΙ-ΑΦΑ” Ε ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ ΣΟΤ LIBER ABACI  

Ο  Πάπυροσ του Rind (εικόνα από το βρετανικό μουςείο) 

Στο τζλοσ του 12ου κεφαλαίου Liber abaci ο Fibonacci δίνει ζνα ενδιαφζρον 

πρόβλθμα. Το πρόβλθμα αυτό αναφζρετε ςε επτά θλικιωμζνουσ άντρεσ που 

πθγαίνουν ςτθν ϊμθ. Το πρόβλθμα αυτό όμωσ είναι ζνα πρόβλθμα με ιςτορία 

3000 ετϊν. Το ςυναντάμε για  πρϊτθ φορά ςτο πάπυρο του Rhind (περίπου 1800 

π.Χ.) και εντάςςετε ςτα προβλιματα «υπολογιςμϊν-αχά».  

Θ Αιγυπτιακι λζξθ «αχά» ι «χά» ςθμαίνει ποςότθτα, ςορόσ. Οι υπολογιςμοί-

αχά αντιςτοιχοφν, όπωσ κα λζγαμε ςιμερα, ςε γραμμικζσ εξιςϊςεισ με ζναν 

άγνωςτο. Ο πάπυροσ του Rhind είναι γεμάτοσ με τζτοιου είδουσ υπολογιςμοφσ. Οι 

υπολογιςμοί-αχά αποτελοφν τθν κορωνίδα τθσ Αιγυπτιακισ υπολογιςτικισ τζχνθσ. 

Δεν εδράηονται ςε πρακτικά προβλιματα και αυτό φανερϊνει τα κακαρά 

κεωρθτικά  ενδιαφζροντα των Αιγυπτίων μακθματικϊν. Επινοικθκαν προφανϊσ, 

από ανκρϊπουσ που αρζςκονταν ςε κακαροφσ υπολογιςμοφσ και ικελαν να 

εκπαιδεφςουν τουσ μακθτζσ τουσ ςε πρακτικά δφςκολα προβλιματα. Θ μζκοδοσ με 

τθν οποία ζλυναν ςυνικωσ τζτοια προβλιματα ιταν θ μζκοδοσ τθσ ψευδοφσ 

παραδοχισ.  

Ζνα τζτοιο πρόβλθμα ςτο πάπυρο του Rhind είναι το πρόβλθμα 79. Στο 

οποίο είναι το εξισ: 

Πρόβλθμα 79 (παπυροσ του Rhind) 

«Υπάρχουν επτά ςπίτια, ςε κάκε ςπίτι υπάρχουν επτά γάτεσ, κάκε γάτα ζχει 

φάει επτά ποντίκια, κάκε ποντίκι ζχει φάει επτά ςπόρουσ κρικαριοφ, κάκε ςπόροσ 

κα παριγαγε επτά «hekat». Ροιο είναι το άκροιςμα από όλα τα πράγματα που 

απαρικμιςαμε;» 
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Ραρατθροφμε πωσ θ ερϊτθςθ δεν είναι θ προφανισ, ο αρικμόσ των hekat, αλλά το 

άκροιςμα όλων των αντικειμζνων. 

Λφςθ:        

Αντικείμενα ποςότθτα   

πίτια 7   

Γάτεσ 49   

Ποντίκια 343 1 2.801 

πόροι 2.401 2 5.602 

Hekat 16.807 4 11.204 

φνολο 19.607 φνολο 19.607 

 

Οι δφο πρϊτεσ ςτιλεσ λφνουν εφκολα το πρόβλθμα. Θ λφςθ είναι το άκροιςμα τθσ 

γεωμετρικισ προόδου  με πρϊτο όρο το επτά και λόγο επτά.  

Δθλαδι:  
2 3 4 57 7 7 7 7

7 49 343 2.401 16.807 19.607

    

    
 

Τι είναι όμωσ οι 2 άλλεσ ςτιλεσ που εμφανίηονται ςτο πάπυρο;  Για ζναν 

αρχαιολόγο κα ιταν δφςκολο αυτό το ερϊτθμα; Αν όμωσ γνωρίηουμε τθν μζκοδο 

του αιγυπτιακοφ πολλαπλαςιαςμοφ, που ζχουμε αναφζρει παραπάνω ςτθν 

παροφςα εργαςία,  το ερϊτθμα εφκολα απαντάτε. Οι δφο τελευταίεσ ςτιλεσ 

παρουςιάηουν τον πολλαπλαςιαςμό του 7 μ το 2.801 με τθν αιγυπτιακι μζκοδο.  

Δθλαδι:   

 

7 2801 (1 2 4) 2801

             =2801+5602+11204

             =19.607

    

 

Αν λάβουμε υπόψθ μασ κα τον γνωςτό μασ τφπο για τον υπολογιςμό του 

ακροίςματοσ των n πρϊτων όρων τθσ γεωμετρικισ προόδου  2 3, , ,....., ,.....nr r r r : 

1

1

1

nn
k

k

r
r r

r
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που για  το  ςυγκριμζνο παράδειγμα ζχουμε 7r  : 

55

1

7 1 16807 1
7 7 7

1 6

16806
         7 =  7 19607

6

k

k r

 
   



   


 

Ραρατθροφμε  πωσ το τελευταίο βιμα είναι ο πολλαπλαςιαςμόσ που 

παρουςιάηετε ςτισ δυο τελευταίεσ ςτιλεσ του 79ου προβλιματοσ από τον πάπυρο 

του Rhind. Κα μποροφςαμε να ποφμε πωσ ςτον παραπάνω πίνακα παρουςιάηετε 

για πρϊτθ φορά ο τφποσ υπολογιςμοφ ακροίςματοσ γεωμετρικισ προόδου.   

 Το παραπάνω πρόβλθμα όμωσ το ςυναντάμε μερικϊσ διαφοροποιθμζνο ςτο 

Liber abaci.  

Πρόβλθμα 12 κεφαλαίου ςτο Liber abaci. 

« Επτά θλικιωμζνοι άντρεσ πάνε ςτθν ϊμθ. Κάκε άντρασ ζχει επτά μουλάρια, κάκε 

μουλάρι ζχει επτά ςάκουσ, μζςα ςε κάκε ςάκο υπάρχουν επτά καρβζλια ψωμί, για 

κάκε καρβζλι ψωμί υπάρχουν επτά μαχαίρια, και κάκε μαχαίρι υπάρχουν επτά 

κικεσ. Ρόςο είναι το άκροιςμα όλων των παραπάνω.» 

Αντικείμενα Ποςότθτα 

Άντρεσ 7 

Μουλάρια 49 

άκοι 343 

Καρβζλια 2.401 

Μαχαίρια 16.807 

Θικεσ 117.649 

φνολο 137.256 

 

 Ο πρϊτοσ τρόπουσ που χρθςιμοποιεί ο Fibonacci για να λφςει τα 

ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα είναι ο τρόποσ που φαίνετε και ςτον πίνακα. Συνεχείσ 

πολλαπλαςιαςμοί με το  επτά και θ πρόςκεςθ των γινομζνων το τζλοσ. Δίνει όμωσ 

και ζναν δεφτερο τρόπο. 
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Αρχικά αναρωτάτε  πόςα αντικείμενα ζχει μαηί του ςτον δρόμο για τθν ϊμθ 

ο κάκε άντρασ. Και λζει: βάηουμε όλα τα επτά ςε ζνα κλάςμα και ςτο τζλοσ βάηουμε 

το 1 για τον ζνα άντρα που ζχει αυτά τα αντικείμενα και ςτο τζλοσ το 7 για κάκε 

ζναν από του επτά άντρεσ. Δθλαδι   
1 1 1 1 1

7 1
7 7 7 7 7

, και πολλαπλαςιάηουμε το 1 με το 

πρϊτο επτά κα προςκζτουμε το 1 που ζχει από πάνω του, και ζχουμε 8. Στθν 

ςυνζχεια  πολλαπλαςιάηουμε το 8 με το δεφτερο επτά και ςτθν ςυνζχεια 

προςκζτουμε το ζνα που ζχει από πάνω του και ζχουμε 57. Συνεχίηουμε τθν ίδια 

διαδικαςία για όλα τα επτά και ςτο τζλοσ ζχουμε 19.608 που είναι τα αντικείμενα 

που ζχει ο κάκε άντρασ μαηί του, και πολλαπλαςιάηουμε με το επτά που είναι ο 

αρικμόσ των αντρϊν και ζχουμε πάλι το 137.256. 

Ραρατθροφμε πωσ και ςε αυτό το πρόβλθμα χρθςιμοποιείτε ο αρικμόσ επτά 

ςαν όροσ τθσ γεωμετρικισ προόδου και το ερϊτθμα είναι πάλι το άκροιςμα όλων 

τον αντικειμζνων και όχι το προφανζσ ερϊτθμα του αρικμοφ των κθκϊν. Μποροφμε 

λοιπόν να ιςχυριςτοφμε πωσ ο Fibonacci ιταν γνϊςτθσ των προβλθμάτων του 

παπφρου του Rhind.  

 Το παραπάνω αιγυπτιακό πρόβλθμα  που ςυναντιςαμε για δεφτερθ φορά 

το 1202 ςτο Liber abaci κυκλοφορεί ςαν πρόβλθμα και ςιμερα και μάλιςτα ςε 

μορφι ποιιματοσ με ομοιοκαταλθξία ςτα αγγλικά:   

As I was going to St Ives 

I met a man with seven wives 

Each wife had seven sacks 

Each sack had seven cats 

Each cat had seven kits 

Kits, cats, sacks, wives 

How many were going to St Ives? 
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ΜΕΣΑΣΡΟΠΕ ΚΛΑΜΑΣΨΝ  ΣΟ LIBER ABACI.  

 Στο Liber abaci ςυναντάμε  μεκόδουσ μετατροπισ των κοινϊν κλαςμάτων ςε 

κλάςματα με αρικμθτι τθν μονάδα (κλαςματικζσ μονάδεσ). Τα κλάςματα αυτά τα 

χρθςιμοποιοφνταν αρκετά από τουσ Αιγφπτιουσ.  Γενικά οι Αιγφπτιοι είχαν  μια 

περιοριςμζνθ λίςτα φυςικϊν κλαςμάτων, τα οποία χρθςιμοποιοφνταν ςτθν 

κακθμερινι ηωι και τα οποία δθλϊνονταν με ειδικά ονόματα. Στθν αρχαία Αίγυπτο 

είχαν ειδικζσ λζξεισ  το 
1

2 , το
1

3 , το 
1

4 , τα 
2

3  και τα 
3

4 , ςτα οποία ακόμθ 

μποροφν να ςυνυπολογιςτοφν και τα 
1

6  και 
1

8 .  Αργότερα το 
3

4  

αντικαταςτάκθκε και αυτό από κλαςματικζσ μονάδεσ:
3 1 1

4 2 4
 

.    Το μόνο 

κλάςμα που δεν χρειαηόταν αναγωγι ιταν το 
2

3  γιατί είχε από μόνο του τθν δικι 

του ςθμαςία και ονομαςία, «τα δφο μζρθ». Το ςυμπλιρωμα που απαιτθτζ για να 

παραχκεί από τα 2 μζρθ το όλο ιταν το τρίτο μζροσ.  

Ρριν προχωριςουμε ςτθν ανάλυςθ των μεκόδων του Fibonacci κα αναφερκοφμε 

ςτα “composed” κλάςματα. 

Το  

1 3 5

2 4 6   αποτελεί ζνα τζτοιο κλάςμα και ιςχφει ότι: 

1 3 5 5 3 1

2 4 6 6 4 6 2 4 6
  

    

Ζχει ενδιαφζρον το ςχετικό ςχόλιο του μεταφραςτι: 

« Αυτά τα composed κλάςματα, τα οποία ζχουν Αραβικι καταγωγι, 

χρθςιμοποιοφνται ςυςτθματικά από τον Fibonacci  και χρθςιμοποιοφνται ςε 

ςυνδυαςμό με το κεμελιϊδεσ κεϊρθμα τθσ Αρικμθτικισ που υποδεικνφει τθν 

ανάλυςθ των αρικμϊν ςε γινόμενο πρϊτων αρικμϊν (ι άλλων χριςιμων 

παραγόντων).» 

 

Αυτοφ του είδουσ τα κλάςματα δεν χρθςιμοποιοφνται ςιμερα. 

Τα δεκαδικά κλάςματα είναι μια ειδικι περίπτωςθ τζτοιων κλαςμάτων. Για 
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παράδειγμα:       
6 1 4 1

3,1416 3
10 10 10 10

 .  

 

Συνεπϊσ κάποιοσ κα μποροφςε να υποκζςει ότι ο Fibonacci  γνϊριηε τα δεκαδικά 

κλάςματα ι τουλάχιςτον ιταν κοντά ςε αυτό. Γιατί δεν χρθςιμοποίθςε περιςςότερο 

τα δεκαδικά κλάςματα; Απλά γιατί οι κλαςματικζσ μονάδεσ μζτρθςθσ ςπάνια 

χρθςιμοποιοφνταν ςτον κόςμο που ηοφςε. Για παράδειγμα το νόμιςμα τθσ Ρίηασ δεν 

είχε δεκαδικζσ υποδιαιρζςεισ. 2 pounds , 7soldi, 3 denari γράφονταν    

3 7
2

12 20

pounds. 

 

 Ωςτόςο όταν τα δεκαδικά κλάςματα ιταν απαραίτθτα, τα χρθςιμοποιοφςε.  

Με βάςθ αυτά τα παραδείγματα είναι δφςκολο να αρνθκοφμε ότι ο 

Fibonacci χρθςιμοποίθςε δεκαδικά κλάςματα. Ο ςυμβολιςμόσ των composed 

κλαςμάτων, κατά ςυνζπεια καλφπτει μεγάλθ γενικότθτα που ο Fibonacci  

χρθςιμοποίθςε για να αντιμετωπίςει τα διαφορετικά ιδθ μζτρθςθσ. 

Ραρακάτω παρουςιάηονται οι επτά μζκοδοι του Liber abaci  

1θ μζκοδο του Fibonacci : 

 Θ πρϊτθ μζκοδοσ  περιζχει τρείσ εκδοχζσ.  

Θ πρϊτθ εκδοχι είναι θ απλι μετατροπι κλαςμάτων ςε μοναδιαία κλάςματα : 

1 1 1

2 3 6
   ι 

1 1 1

18 27 54
   

Θ δεφτερθ εκδοχι χρθςιμοποιεί τθν Ελλθνικι θ Αραβικι ςθμειογραφία ςυμφϊνα με 

τθν οποία 
1 1 0

18 2 9
 . ο Fibonacci εμφανίηει ακριβόσ το ίδιο κλάςμα ςτθν μορφι 

1 5 0

18 10 9
 . 
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Γενικά ο Fibonacci χρθςιμοποιεί ιςοδφναμα κλάςματα, όπωσ 
5

10
 αντί για 

1

2
 

ανάλογα με το πρόβλθμα που ζχει να λφςει ϊςτε να διευκολφνετε ςτουσ 

υπολογιςμοφσ. Αυτι θ διαδικαςία ζχει τισ ρίηεσ τθσ ςτθν αποχι του Ahmes, όπου 

χρθςιμοποιοφςαν το κλάςμα 
64

64
 για να δθλϊςουν τθν μονάδα hekat.  

Θ τρίτθ εκδοχι είναι θ πιο περίπλοκθ. Εδϊ χρθςιμοποιείτε πάλι ο ελλθνικόσ ι 

αραβικόσ  ςυμβολιςμόσ. Μοιάηει πολφ με τθν παραπάνω εκδοχι αλλά θ διαφορά 

τθσ είναι ότι αλλάηει τθν κζςθ των παρανομαςτϊν, δθλαδι 
1 5 0 5 0

18 10 9 9 10
 

 

Θ μζκοδοσ αυτι ζχει τισ ρίηεσ τθσ ςτθν εποχι του Αχμζσ . Στον πάπυρο του Rhind 

χρθςιμοποιείτε για να μετατρζψει το  2/101. Χρθςιμοποιείτε επίςθσ τρείσ φορζσ και 

ςτο «Αιγυπτιακό μακθματικό δερμάτινο ρολό» , γνωςτό ωσ “EMLR”, Egyptian 

mathematical leather roll. 
 

2θ μζκοδο του Fibonacci : 

Πταν θ παρανομαςτισ δεν διαιρείτε με τον αρικμθτι ο Fibonacci χϊριηε τον 

αρικμθτι ςε άκροιςμα άλλων αρικμϊν. Αυτι είναι μια μεςαιωνικι μζκοδοσ 

παρόμοια με αυτζσ που χρθςιμοποιοφςαν οι Αιγφπτιοι.  Ραραδείγματα: 

1) 
5 3 2 1 1

6 6 2 3


    

2) 
7 4 2 1 1 1 1

8 8 2 4 8

 
     

3) 
3 3 0

40 4 10
  

Ο Fibonacci χρθςιμοποίθςε τισ μεκόδουσ αυτζσ για να λφςει διάφορα προβλιματα 

χρθςιμοποιϊντασ πίνακεσ που ζδιναν τα αποτελζςματα πράξεων που είχαν ςαν 

παράγοντεσ τα παραπάνω κλάςματα.   

3θ μζκοδο του Fibonacci : 
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Είναι μια κοπτικι μζκοδοσ και παρουςιάηετε από το David fowler  ςτο Θistoria 

Μathematica του 1982. 

Ραραδείγματα τθσ μεκόδου αυτισ: 

1) 
2 1 1

11 6 11
  

2) 
3 1 1 1 1

11 4 11 11 4
   

3) 
6 1 1

11 22 2
  

4) 
8 2 6

11 11 11
   

Τθσ μετατροπζσ αυτζσ των κλαςμάτων τισ κάνει πάλι γιατί κζλει να χρθςιμοποιιςει πίνακεσ 

πράξεων όπωσ και ςτθν περίπτωςθ 2.  

4θ μζκοδο του Fibonacci : 

Θ μζκοδοσ αυτι χρθςιμοποιικθκε και ςτον πάπυρο του Rhind και είναι γνωςτι με 

τθν ονομαςία «μζκοδοσ του Αχμζσ 2/ρ». H ίδια αυτι μζκοδοσ ανακαλφφκθκε ξανά 

από τον F. Hultsch το 1895 και είναι γνωςτι ωσ  Hultsch-Bruins method. ο Fibonacci 

χρθςιμοποιεί αυτιν τθν μζκοδο όταν κζλει να λφςει προβλιματα με κλάςματα ςτα 

όποια ο παρανομαςτισ είναι μεγάλοσ αρικμόσ. Τζτοια κλάςματα είναι τα 

19 5 7 6 7
, , ,  , 

53 11 11 19 29
 και ο Fibonacci τα μετατρζπει ωσ εξισ: 

 
19 1 3 1 1 1

53 3 3 53 159 53


  


(κάτι το οποίο ζχει βρεκεί και ςε αιγυπτιακά κείμενα) 

 

 
5 1 3 1 1 1

11 3 3 11 11 33


  


 

 

 

 
7 1 2 1 1 1

11 2 2 11 22 11


  


 

 

http://planetmath.org/encyclopedia/HultschBruinsMethodEgyptianfractions2.html
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6 1 4 1 1 1

19 4 4 19 19 76


  


 

 
7 1 5 1 1 1

29 5 5 29 29 145


   


 

 

5θ μζκοδο του Fibonacci :  

Θ κατθγορία αυτι μετατροπϊν κλαςμάτων που ζκανε ο Fibonacci  αναφζρει ο 

Sigler ,μεταφραςτισ του Liber abaci, ότι δεν ζχουν  κάποια ιςτορικι βάςθ θ κάποια 

κεωρθτικι βάςθ αλλά χρθςιμοποιοφνται για να λφςουν πρακτικά προβλιματα 

 
9 1 1 0 1 1 1

26 3 3 26 3 78 3
    

 
11 1 1 1

29 78 3 3
  

 
11 0 1 1

62 62 31 7
  

 

6θ μζκοδο του Fibonacci :  

 
17 3 14 1 1

27 27 27 2 54
     

 

 
20 18 960 954 20 18 1 0

53 48 18 53 53 48 8 53


   


 

 

7θ μζκοδο του Fibonacci :  

 
4 1 3 1 0 1 1 1

9 13 13 49 319 637 167 319 13
  


 

 

 
4 1 7 1 0 1

49 14 14 49 2 49 14
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Οι παραπάνω αυτζσ μζκοδοι που χρθςιμοποίθςε ο Fibonacci για να μετατρζψει τα 

ςφνκετα κλάςματα ςε Αιγυπτιακζσ ςειρζσ κλαςμάτων ςυνοψίηουν  τουλάχιςτον 

δζκα μεςαιωνικζσ και παλαιότερεσ μεκόδουσ. Με τισ μεκόδουσ αυτζσ κλείνει το 7ο 

κεφάλαιο του liber abaci και ςε αυτζσ χρθςιμοποιοφνται  όλεσ οι προθγοφμενεσ 

γνϊςεισ που ζχει αναφζρει ςτα προθγοφμενα κεφάλαια. Αυτζσ οι μζκοδοι 

φανερϊνουν ότι ο Leonardo τθσ Ρίηασ ςτο Liber abaci  αναλφει τισ πτυχζσ μιασ τθσ 

Αιγυπτιακισ αρικμθτικισ. Το 1202 δθλαδι αναλφονται κάποιεσ μζκοδοι από τα 

αρχαία Αιγυπτιακά κείμενα δίνοντασ ςθμαντικζσ πλθροφορίεσ για τθν 

αποκωδικοποίθςθ του EMLR, του πάπυρου του Rhind  κακϊσ και άλλων 

αιγυπτιακϊν κειμζνων.  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ ΣΟΤ LIBER ABACI  

 Προβλημα 1: 

Ένα άντρασ αγόραςε 30 πουλιά από  3 διαφορετικά  ειδή , πέρδικεσ, περιςτέρια 

και ςπουργίτια  και έδωςε 30 δηνάρια. Κάθε πέρδικα κόςτιζε 3 δηνάρια, κάθε 

περιςτέρι 2 και κάθε 2 ςπουργίτια 1 δηνάριο. Πόςα πουλιά από κάθε είδοσ  

αγόραςε;  

 Λύςη  

Αφού τα 2 ςπουργίτια  κοςτίζουν 1 δηνάριο κάθε ςπουργίτι θα κοςτίζει ½ του 

δηναρίου.  

Αρχικά διαιροφμε τα 30 δθνάρια με τα 30 πουλιά που αγόραςε και το πθλίκο είναι 

1.  

Θ μζκοδοσ που ακολουκεί ο Fibonacci  τθν ονομάηει «μζκοδο των κραμάτων» . 

Για να εξθγιςει αυτιν τθν μζκοδο λζει : Ζχουμε δθλαδι πουλιά που κοςτίηουν ½ 

δθνάρια και πουλιά που κοςτίηουν  2 δθνάρια και πουλιά που κοςτίηουν 3 δθνάρια, 

και επικυμοφμε να φτιάξουμε ζνα «κράμα»  που κοςτίηει 1 δθνάριο.  

Αρχικά φτιάχνουμε το πρϊτο  κράμα από ςπουργίτια  και πζρδικεσ ϊςτε τα 5 

πουλιά να κοςτίηουν 5 δθνάρια.  Δθλαδι αυτό κα αποτελείτε από 4 ςπουργίτια και 

1 πζρδικα.  

Άρα Κράμα 1ο :  
1

4 ζπνπξγίηηα + 1 πέξδηθα 4 1 3 5 δελάξηα γηα 5 πνπιία.
2

      

Στθν ςυνεχεία φτιάχνουμε ζνα δεφτερο κράμα  από ςπουργίτια και περιςτζρια ϊςτε 

τα 3 πουλιά να κοςτίηουν 3 δθνάρια. Αυτό κα αποτελείτε από  2 ςπουργίτια και 1 

περιςτζρι.  
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Άρα κράμα 2ο:  
1

2 ζπνπξγίηηα + 1 πεξηζηέξη 2 1 2 3 δελάξηα γηα 3 πνπιία.
2

      

Στθν ςυνζχεια για να φτιάξουμε το κράμα των 30 πουλιϊν παίρνουμε πρϊτο κράμα 

3 φορζσ ϊςτε να ζχουμε 15 πουλιά και το δεφτερο κράμα 5 φορζσ ϊςτε να ζχουμε 

τα υπόλοιπα 15 πουλιά.  

Άρα το κράμα που ψάχνουμε είναι: 

   3 4 ζπνπξγίηηα + 1 πέξδηθα 5 2 ζπνπξγίηηα + 1 πεξηζηέξη

12 ζπνπξγίηηα +3 πέξδηθεο +10 ζπνπξγίηηα +5 πεξηζηέξηα =

22 ζπνπξγίηηα +3 πέξδηθεο +5 πξηζηέξηα 

ζύλνιν 30 πνπιία 

θαη 

 22 ζπνπξγίηηα +3 πέξδηθεο +

   

1
5 πξηζηέξηα 22 3 3 5 2 30 δελάξηα γηα 30 πνπιία.

2
      

 

 

Πρόβλημα 2 : 

Να βρεισ 2 αρικμοφσ τζτοιουσ  ϊςτε τα  
2

7
του ενόσ να είναι ίςα με τα του 

3

8
 άλλου.  

Λύςη  

Το πρόβλθμα αυτό είναι ουςιαςτικά μία  Διοφαντικι εξίςωςθ. Δθλαδι: 

2 3

7 8
x y  

Ο Fibonacci για να λφςει το πρόβλθμα εργάηεται ωσ εξισ. Κάνει αρχικά τον 

«χιαςτί» πολλαπλαςιαςμό 3 7 21   και 2 8 16   και  διαπιςτϊνει ότι 

2 3
21 16 6

7 8
    . Άρα οι αρικμοί που ψάχνει είναι το 21 και το 16.  

Στθν ςυνζχεια του προβλιματοσ χρθςιμοποιεί το αποτζλεςμα του για να 

κάνει μια ενδιαφζρων παρατιρθςθ, ότι δθλαδι τα 
2

7
 των 

3

8
 ενόσ αρικμοφ είναι ίςο 
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με τα 
3

8
 των 

2

7
του αρικμοφ αυτοφ. Ρολλαπλαςιάηει του παρανομαςτζσ των 

κλαςμάτων (8 7 56  ) και παρατθρεί ότι : 

   Και            

3 3 2 3 2
6 16 56 56

8 8 7 8 7 3 2 2 3
56 56

8 7 7 82 2 3 2 3
6 21 56 56

7 7 8 7 8

 
         

  
    

             

 

 

Πρόβλημα 3  

 Ζνα λιοντάρι ζπεςε ςε ζνα λάκκο που είχε βάκοσ 50 παλάμεσ. Κάκε μζρα 

αναρριχάται 1/7 τθσ παλάμθσ και το πζφτει το 1/9 τθσ παλάμθσ. Σε πόςεσ μζρεσ κα βγει 

από τον λάκκο.  

Λύςη 

 Ζςτω ότι κα βγει ςε 63 μζρεσ που είναι το ελάχιςτο κοινό πολλαπλάςιο του 7 

και του 9.  

Σε 63 μζρεσ όμωσ κα ζχει ανζβει 
1

63 9
7
  , και κα ζχει κατζβει 

1
63 7

9
  .  

 Άρα κάκε 63  μζρεσ κα ανεβαίνει 2 παλάμεσ.  

Άρα για να ανζβει τισ 50 παλάμεσ του λάκκου κα χρειαςτεί 
50 63

1575
2


 . 

Παρατιρθςθ :  

Δεν εξθγεί ακριβϊσ ο Fibonacci τθν κίνθςθ του λιονταριοφ. Αν το λιοντάρι αρχικά 

κάκε μζρα πρϊτα ανεβαίνει το 1/7 τθσ παλάμθσ κα ςτθν ςυνζχεια κατζρχεται κατά 

το 1/9 τθσ παλάμθσ τότε κα χρειαςτεί 1574 μζρεσ και όχι 1575!!! 

Κάκε μζρα το λιοντάρι ςφμφωνα με τον παραπάνω ςυλλογιςμό κα ανεβαίνει κατά 

2/63 τθσ παλάμθσ. Άρα ςτισ 1573 μζρεσ κα ζχει ανζβει   
2

1573
63
 . Τθν 1574θ μζρα 

κα ανζβει αρχικά το 1/7 τθσ παλάμθσ. Άρα : 
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   γηα ηελ    γηα ηηο 
1574 κέξα1753 κέξεο

2 1 1573 2 9
1573 50,079365079 παιάκεο 50 παιάκεο

63 7 63

 
     

Άρα κα ανζβει και κα φφγει από τον λάκκο τθν 1.574θ μζρα χωρίσ να χρειαςτεί να 

κατζβει το 1/9 τθσ παλάμθσ αφοφ δεν κα βρίςκετε ςτον λάκκο.  

 

Πρόβλημα 4  

Κάποιοσ τοποκζτθςε ςε μια περιφραγμζνθ περιοχι ζνα ηευγάρι κουνελιϊν. 

Ρόςα κουνζλια κα παραχκοφν ςε ζνα ζτοσ από αυτό το ηευγάρι αν γνωρίηουμε ότι 

το κάκε μινα κάκε ηευγάρι γεννά  ζνα νζο ηευγάρι που από το δεφτερο μινα γίνετε 

παραγωγικό; 

Λύςη 

 Στθν αρχι κα υπάρχει 1 ηευγάρι. 

 Τον πρϊτο μινα αυτό το ηευγάρι κα γεννιςει ακόμα ζνα που αυτό κα γίνει 

παραγωγικό τον τρίτο μινα. Άρα τον πρϊτο μινα κα ζχουμε 2 ηευγάρια. 

 Τον δεφτερο μινα το πρϊτο ηευγάρι κα γεννιςει ζνα ακόμα ηευγάρι που κα 

γίνει παραγωγικό από τον τζταρτο μινα.  Άρα κα ζχουμε 3 ηευγάρια τα 2 

παραγωγικά. 

 Τον τρίτο μινα τα 2 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 2 που κα 

γίνουν παραγωγικά τον πζμπτο μινα. Άρα κα ζχουμε 5 ηευγάρια τα 3 παραγωγικά . 

Τον τζταρτο μινα τα 3 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 3 που 

κα γίνουν παραγωγικά τον ζκτο μινα. Άρα κα ζχουμε 8 ηευγάρια τα 5 παραγωγικά . 

Τον πζμπτο μινα τα 5 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 5 που 

κα γίνουν παραγωγικά τον ζβδομο μινα. Άρα κα ζχουμε 13 ηευγάρια τα 8 

παραγωγικά . 

Τον ζκτο μινα τα 8 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 8 που κα 

γίνουν παραγωγικά τον όγδοο μινα. Άρα κα ζχουμε 21 ηευγάρια τα 13 παραγωγικά. 
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Τον ζβδομο μινα τα 13 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 13 

που κα γίνουν παραγωγικά τον ζνατο μινα. Άρα κα ζχουμε 34 ηευγάρια τα 21 

παραγωγικά . 

Τον όγδοο μινα τα 21 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 21 που 

κα γίνουν παραγωγικά τον δζκατο μινα. Άρα κα ζχουμε 55 ηευγάρια τα 34 

παραγωγικά. 

Τον ζνατο μινα τα 34 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 34 που 

κα γίνουν παραγωγικά τον εντζκατο μινα. Άρα κα ζχουμε 89 ηευγάρια τα 55 

παραγωγικά . 

Τον δζκατο μινα τα 55 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 55 

που κα γίνουν παραγωγικά τον δωδζκατο μινα. Άρα κα ζχουμε 144 ηευγάρια τα 89 

παραγωγικά . 

Τον εντζκατο μινα τα 89 παραγωγικά ηευγάρια κα ζχουν γεννιςει άλλα 89 

που κα γίνουν παραγωγικά τον δζκατο τρίτο μινα. Άρα κα ζχουμε 233 ηευγάρια τα 

144 παραγωγικά . 

Τον δωδζκατο, και τελευταίο για το ζτοσ, μινα τα 144 παραγωγικά ηευγάρια 

κα ζχουν γεννιςει άλλα 144 που κα γίνουν παραγωγικά τον δζκατο τζταρτο  μινα. 

Άρα κα ζχουμε 377. 

Στθν ςυνζχεια ο Fibonacci παρατθρεί ότι τα ηευγάρια κουνελιϊν κάκε μινα 

μποροφμε να τα υπολογίςουμε προςκζτοντασ τα ηευγάρια κουνελιϊν των δφο 

προθγοφμενϊν μθνϊν.  Άρα για τον τελευταίο μινα κα μποροφςαμε να 

προςκζςουμε τα ηευγάρια κουνελιϊν του δζκατου και του εντζκατου μινα.  

Το πρόβλθμα αυτό είναι από τα γνωςτότερα του Libber abaci. Μζςα από το 

πρόβλθμα αυτό καταλιγουμε ςτθν ακολουκία Fibonacci, ςτθν ακολουκία δθλαδι 

με αναδρομικό τφπο  1 2 1 2,  κέ 1.v v va a a        Ο πρϊτοσ όροσ παραλείπετε 

ςτο ςυγκριμζνο πρόβλθμα, επειδι το πρϊτο ηευγάρι ιταν παραγωγικό από τθν 

αρχι. Αν και το πρϊτο ηευγάρι γινόταν παραγωγικό από τον δεφτερο μινα  τότε θ 

ακολουκία  του προβλιματοσ κα είχε τθν κλαςικι τθσ  μορφι: 
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1, 1, 2 ,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 

Ο Γάλοσ μακθματικόσ Edouard Lucas (1842 - 1891) ζδωςε ςτθν ακολουκία αυτι το 

όνομα του Fibonacci και ανακάλυψε και πολλζσ ακόμα ιδιότθτεσ των αρικμϊν 

αυτϊν.  

 

Πρόβλημα 5 

Δφο μυρμιγκια βρίςκονται ςε απόςταςθ 100  ςταδίων και κινοφνται προσ 

τθν ίδια κατεφκυνςθ. Το πρϊτο διανφει 1/3 του ςταδίου κακθμερινά και επιςτρζφει 

1/4. Το δεφτερο  διανφει 1/5 του ςταδίου κακθμερινά και επιςτρζφει 1/6. Σε πόςεσ 

μζρεσ κα ςυναντθκοφν.  

 

Λύςη  

 

Ζςτω ότι κα ςυναντθκοφν ςε 60 μζρεσ.  

Το πρϊτο μυρμιγκι     κα ζχει διανφςει  
1

60 20
3
   ςτάδια.  

    Και κα ζχει επιςτρζψει 
1

60 15
4
   ςτάδια. 

Άρα ςυνολικά κα ζχει διανφςει 20-15=5 ςτάδια ςτισ 60 μζρεσ.  

Το δεφτερο μυρμιγκι    κα ζχει διανφςει  
1

60 12
5
   ςτάδια.  

    Και κα ζχει επιςτρζψει 
1

60 10
6
   ςτάδια. 

Άρα ςυνολικά κα ζχει διανφςει 12-10=2 ςτάδια ςτισ 60 μζρεσ. 

Άρα ςε 60 μζρεσ κα ζχουν πλθςιάςει τα δφο μυρμιγκια κατά 5 - 2 = 3 ςτάδια. 
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Τα 3 αυτά ςτάδια πρζπει να γίνουν 100. Άρα πολλαπλαςιάηουμε το 1/3 του 60 με το 100 και 

ζχουμε : 

1
60 100 20 100 2000

3

 
     

 
. 

Άρα τα μυρμιγκια κα ςυναντθκοφν ςε 2.000 μζρεσ.  

 

Πρόβλημα 6 

Δφο πλοία βρίςκονται ςε κάποια απόςταςθ μεταξφ τουσ. Το πρϊτο πλοίο για 

να διανφςει αυτι τθν απόςταςθ χρειάηεται 5 μζρεσ. Το δεφτερο πλοίο για τθν ίδια 

απόςταςθ χρειάηεται 7 μζρεσ. Ρόςεσ μζρεσ κα χρειαςτοφν τα δφο πλοία γα να 

ςυναντθκοφν αν ξεκινιςουν το ταξίδι τθν ίδια ςτιγμι.  

Λύςη  

Ρολλαπλαςιάηουμε το 5 με το 7 και ζχουμε 35.   

Το 35 είναι οι μζρεσ που χρειάηεται το πρϊτο πλοίο για να κάνει επτά φορζσ τθν 

διαδρομι και το δεφτερο πλοίο να κάνει 5 φορζσ τθν ίδια διαδρομι.  

Ρροςκζτουμε το 5 με το 7 και ζχουμε 12.  

Άρα τα δφο πλοία μαηί κα ζχουν κάνει το ταξίδι 12 φορζσ ςε 35 μζρεσ.  

Ρολλαπλαςιάηουμε το 1 με το 35 και διαιροφμε με 12, και το πθλίκο είναι 
11

2
12

, άρα 

ςε τόςεσ μζρεσ κα ςυναντθκοφν.  

Και αν κζλαμε να μάκουμε που κα ςυναντθκοφν κα διαιροφςαμε το 5 και το 7 με το 

12. Άρα το κα ςυναντθκοφν ςτα 7/12 τθσ ςυνολικισ διαδρομισ από το πρϊτο πλοίο 

και ςτα 5/12 τθσ ςυνολικισ διαδρομισ από το δεφτερο.  
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Πρόβλημα 7 

 Ζνασ βαςιλιάσ ζςτειλε 30 άντρεσ  να φυτζψουν δζντρα ςε ζνα χωράφι και 

αυτοί φφτεψαν 1000 δζντρα ςε 9 μζρεσ. Ρόςεσ μζρεσ χρειάηονται 36 άντρεσ για να 

φυτζψουν 4400 δζντρα.  

 Λύςη  

Για να λφςει το πρόβλθμα αυτό ο Fibonacci φτιάχνει το εξισ διάγραμμα.  

 

Χωρίηει το διάγραμμα ςε τρείσ ςτιλεσ,  μζρεσ,  δζντρα και άντρεσ.  

Και τοποκετεί ςε αυτζσ τισ ςτιλεσ τουσ αρικμοφσ  που ζχει από τα δεδομζνα του 

προβλιματοσ.  Δθλαδι 9 μζρεσ 1000 δζντρα κα 30 άντρεσ.  

Στθν από κάτω γραμμι τοποκετεί τα ηθτοφμενα δθλαδι 36 άντρεσ  και 4.400 δζντρα 

και ψάχνει τον αρικμό των θμερϊν.  

Ρολλαπλαςιάηει ςτθν ςυνζχεια το 30 με το 4.400 και το 9 και διαιρεί το αποτζλεςμα 

με το 36 και το 1.000 και το αποτζλεςμα είναι ο αρικμόσ των θμερϊν που 

χρειάηονται οι 36 άντρεσ να φυτζψουν τα 4400 δζντρα.  

30 4400 9
33 κέξεο 

36 1000
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Εάμ έχω παραλείψει τίποτα λίγο ή  πολύ 

σημαμτικό ή απαραίτητο, ικετεύω τημ αμοχή σας, 

δεδομέμου ότι δεμ υπάρχει καμέμας που είμαι 

αθώος και εμτελώς προμοητικός σε όλα τα 

πράγματα. 

(Leonardo Pisano, 1228, Liber abaci.) 


