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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
   Η παρούσα εργασία που εκπονήθηκε στα πλαίσια των υποχρεώσεων 
µου εντός του µεταπτυχιακού προγράµµατος, δηµιουργήθηκε µε βάση το 
κείµενο του Jaakko Hintikka, στην παράγραφο «The Game of Logic» του 
βιβλίου του «The Principles of Mathematics Revisited». Το θέµα που 
παρουσιάζει, ο σπουδαίος αυτός φιλόσοφος εκεί, είναι το πως 
εκµεταλλεύτηκε την ιδέα του Wuttgenstein για τα περίφηµα «γλωσσικά 
παιχνίδια» µέσα στο χώρο της λογικής και των τυπικών γλωσσών. 
   Κατά τη διάρκεια της εργασίας, η ροή άλλαξε κάποιες φορές. Αυτό 
ήταν άµεση συνέπεια των αναρίθµητων πληροφοριών που υπάρχουν  
αναζητώντας στοιχεία και πληροφορίες για τα επιµέρους ζητήµατα που 
συνθέτουν το όλο θέµα. Είναι ένα ζήτηµα που πραγµατεύεται βασικά και 
θεµελιώδη θέµατα στο χώρο της Λογικής µε επέκταση στη Γλωσσολογία, 
αλλά και στα Μαθηµατικά. Θα µπορούσε κανείς να πει πως τα θέµατα 
αυτά θα µπορούσαν να επεκταθούν ακόµη και σε λιγότερο θεωρητικά 
πλαίσια, όπως σε ζητήµατα τυπικών γλωσσών (όπως µια γλώσσα 
προγραµµατισµού, για παράδειγµα).  
   Πολλές φορές, ο πειρασµός του να αναπτυχθεί κανείς προς τη µια ή την 
άλλη κατεύθυνση υπήρξε µεγάλος. Έπρεπε, λοιπόν, να θεσπιστεί κάποιος 
κανόνας για την αντιµετώπιση του θέµατος και την κατεύθυνση την 
οποία θα έπρεπε να ακολουθηθεί.  
   Έτσι, η εργασία αυτή, πήρε την τελική της µορφή που έχει να κάνει µε 
την παρουσίαση της συγκεκριµένης παραγράφου (αν και αναπόφευκτα, 
σε αρκετά σηµεία γίνεται αναφορά και σε άλλα σηµεία του βιβλίου 
αυτού αλλά και άλλων του βιβλίων). Αυτό συνέβη πιο πολύ µε την 
έννοια, του ότι η παράγραφος αυτή αποτέλεσε την αφορµή για την 
παρουσίαση των ζητηµάτων αυτών, ξεκινώντας από τα πιο βασικά 
σηµεία των αναφορών του. Οι ορισµοί εννοιών και αντικειµένων της 
λογικής είναι κάτι πολύ βασικό εντός της εργασίας για να µπορέσει να 
γίνει κατανοητό το νοήµα του έργου του Hintikka εδώ.  
   Επίσης, η εργασία αυτή κάνει µια απόπειρα, να αναδείξει ή καλύτερα 
να προτείνει τη χρησιµότητα των θεωριών αυτών στη διδακτική των 
µαθηµατικών κάτω από κατάλληλους χειρισµούς της γλώσσας. 
   Όπως και να έχει, θέλω να τονίσω, πως το κείµενο του Hintikka έπαιξε 
ρόλο καθοδηγητικό για τη δοµή της εργασίας αλλά δεν ακολουθείται 
αυστηρά και δεν αναφέρεται εξ ολοκλήρου σε αυτό αλλά πιο πολύ στα 
θέµατα που αναφέρονται µέσα σε αυτό. Ο σκοπός δεν είναι να 
αποδειχθούν οι θεωρίες που ο Hintikka αναπτύσσει εδώ αλλά να 
παρουσιαστούν. 
Έτσι, η εργασία δοµείται µέσω τεσσάρων βασικών κεφαλαίων : 
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• Στο 1ο κεφάλαιο, παρουσιάζονται κάποια εισαγωγικά ζητήµατα 
από το χώρο της επιστηµολογίας γενικότερα. Βασικότερος 
σκοπός όµως είναι να παρουσιαστούν τα γλωσσικά παιχνίδια. 
Εδώ, θα δούµε από που δηµιουργείται η ανάγκη για την 
αναζήτηση τους, καθώς και τι είναι αυτό που ο Wittgenstein 
ονόµασε «γλωσσικά παιχνίδια» 

• Στο 2ο κεφάλαιο γίνεται µια αναζήτηση για το αν τα µαθηµατικά 
αποτελούν  γλώσσα ή ποία είναι η γλώσσα από την οποία 
διέπονται. Και επειδή η Λογική εδώ είναι παρούσα, 
παρουσιάζουµε τις βασικές γλώσσες µέσα στη Λογική καθώς 
µας είναι χρήσιµες για να κατανοήσουµε τον τρόπο που ο 
Hintikka δουλεύει τα γλωσσικά παιχνίδια στα πλαίσια των 
λογικών γλωσσών που τα ονοµάζει GTS 

• Στο 3ο κεφάλαιο, γίνεται αναφορά στην εποπτεία και στην 
τυπική απόδειξη και βασικό σηµείο εδώ είναι πως η θεωρία του 
Hintikka για τα GTS θα µπορούσε να επηρεάσει τα θέµατα αυτά 
αλλά και τη διαφοροποίηση τους 

• Τέλος, στο 4ο κεφάλαιο συζητάµε ζητήµατα σύνταξης και 
σηµασιολογίας, τις διαφορές τους και φυσικά, για ακόµη µια 
φορά το πως η θεωρία του άρθρου που µελετάµε µπορεί να τα 
επηρεάσει  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο  
 
ΤΙ ΕΙΝΑΙ ΤΑ ΓΛΩΣΣΙΚΑ ΠΑΙΧΝΙ∆ΙΑ; 
 
 
1.1. Ανάγκη για να διαχωρίσουµε την αλήθεια από το ψεύδος 
 
   Στις επιστήµες της Φιλοσοφίας, της Λογικής και των Μαθηµατικών 
αλλά και στην ανθρώπινη σκέψη, υπάρχει πάντα ένα βασικό ερώτηµα : 
όταν κάποιος λέει την αλήθεια τι είναι αυτό που κάνει τη δήλωση του 
αληθή; ή όταν ψεύδεται, τι είναι αντίστοιχα εκείνο που κάνει τη δήλωση 
του ψευδή; Για πολλούς επιστήµονες αυτό είναι ένα θέµα που δε 
χρειάζεται καν να συζητηθεί, γιατί ενώ µπορεί η έννοια της αλήθειας να 
εµφανίζεται σε πολλούς ορισµούς της γνώσης, θεωρούν ότι προέρχεται 
από τη µεταφυσική παρά από την επιστηµολογία, αν αναρωτηθούµε τι 
είναι παρά του τι ξέρουµε. Αν πάλι θελήσουµε να δούµε τι γενικά έχει 
ειπωθεί, για παράδειγµα, αναφέρει ο M.V.Quine )1( πως συνήθως 
νοµίζουµε ότι είναι η σχέση ανάµεσα σε δύο παράγοντες: του νοήµατος 
και της πραγµατικότητας. Ένας Άγγλος εκφέρει την πρόταση «The snow 
is white». Η πρόταση είναι αληθής γιατί το νόηµα της είναι πως το χιόνι 
είναι λευκό και στην πραγµατικότητα το χιόνι είναι λευκό. Αν το νόηµα 
της λέξης white ήταν διαφορετικό, αν σήµαινε, για παράδειγµα, κόκκινο 
τότε η δήλωση θα ήταν ψευδής. Ή αν το χιόνι δεν ήταν λευκό, αλλά 
µπλε, πάλι η πρόταση δε θα ήταν αληθής. Αφού, λοιπόν, το νόηµα της 
πρότασης και η πραγµατικότητα ταυτίζονται, σηµαίνει πως ο Άγγλος λέει 
την αλήθεια. Όπως αναφέρεται και στο Φιλοσοφικό Λεξικό του 
Cambridge, στο λήµµα για την αλήθεια[truth] : 
 
         «Τέτοιες τετριµµένες παρατηρήσεις  οδήγησαν στην ίσως πιο φυσική 
και ευρέως αποδεκτή θεώρηση για την αλήθεια, τη θεωρία της 
αντιστοιχίας, σύµφωνα µε την οποία µια πεποίθηση (δήλωση, πρόταση, 
προτασιακό περιεχόµενο κ.λ.π.) είναι αληθής, δεδοµένου ότι υπάρχει ένα 
γεγονός που αντιστοιχεί σε αυτήν. Αυτή η αριστοτελική θέση καθ’ εαυτήν 
δεν έχει εξαιρέσεις.» 
 
   Η παραπάνω προσέγγιση, βέβαια, µπορεί να θεωρηθεί εντελώς 
απλοϊκή, καθώς βασίζεται σε µια αντιστοίχιση µεταξύ της λέξης white 
και της φύσης του χιονιού. ∆εν είναι τιποτα άλλο από µια αντιστοίχιση 
ανάµεσα σε δύο φευγαλέα πράγµατα, τα οποία επιπλέον µπορούν να 
επαληθευτούν µέσω της αντίληψης και της διαίσθησης µας αλλά και του 
νοήµατος που εµείς έχουµε δώσει σε ένα συγκεκριµένο συνδυασµό 
γραµµάτων της αγγλικής γλώσσας. Στην ίδια παράγραφο, για το λήµµα 
της αλήθειας το Φιλοσοφικό Λεξικό του Cambridge, συνεχίζει πως : 
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   «Ωστόσο, αν πρόκειται να παράσχουµε µια ολοκληρωµένη θεωρία 
αληθείας – και αν πρόκειται να συνιστά κάτι παραπάνω από απλώς ένα 
εικονικό τρόπο αποδοχής όλων των περιπτώσεων του τύπου «η πεποίθηση 
ότι p είναι αληθής, εάν και µόνο εάν p» - , τότε θα πρέπει να συµπληρωθεί 
µε θεωρήσεις του τι είναι τα γεγονότα, και τι σηµαίνει για µια πεποίθηση 
να αντιστοιχεί σε ένα γεγονός. Αυτά είναι προβλήµατα στα οποία έχει 
σκοντάψει η θεωρία αληθείας ως αντιστοιχίας.» 
 
   ∆ηλαδή, µπορεί να ξεπεράσουµε το ερώτηµα «τι είναι αληθινό;» αλλά 
εµφανίζεται το ερώτηµα «τι είναι γεγονός;». 
   Είναι, επίσης, κατανοητό, πως υπό εντελώς διαφορετικές συνθήκες, µια 
τέτοια προσέγγιση (αντιστοιχία) δε θα µπορούσε να προσφέρει κάποια 
απάντηση. Για παράδειγµα στην ελληνική φράση «το σύµπαν είναι 
άπειρο», η παραπάνω προσέγγιση δηµιουργεί προβλήµατα. Αρχικά, η 
λέξη «άπειρο» δεν είναι το ίδιο καλά ορισµένη όπως η αγγλική λέξη 
white. Ή ίσως θα µπορούσαµε να πούµε, πως θα µπορούσαν να δοθούν 
διαφορετικές ιδιότητες στη λέξη αυτή από διαφορετικούς ανθρώπους. 
Επιπλέον, ακόµη και αν η λέξη αυτή είναι πλήρως κατανοητή µε τον ίδιο 
τρόπο από κάθε νου (αυτό µάλιστα αποτελεί και ένα από τα τρία 
προβλήµατα που ο Saeed )2( θεωρεί πως υπάρχει όταν προσπαθούµε να 
ερµηνεύσουµε µια πρόταση ερµηνεύοντας µια - µια λέξη ξεχωριστά 
προσπαθώντας µάλιστα να τις αντιστοιχίσουµε σε κάτι συγκεκριµένο), 
κανείς δε µπορεί µετά βεβαιότητος να αποφανθεί ότι το σύµπαν όντως 
είναι άπειρο όπως στην περίπτωση του λευκού χιονιού (για να µη 
σχολιάσουµε πως και η λέξη «σύµπαν» έχει επίσης πρόβληµα ορισµού). 
   Πέρα από την προσέγγιση της αντιστοιχίας για την αλήθεια υπάρχουν 
σαφώς και άλλες αντιλήψεις. Όπως η αντίληψη για την αλήθεια – συνοχή, 
η αντίληψη της επαληθευσιοκρατίας και η πραγµατιστική αντίληψη. 
   Γενικά, όµως, όταν θέλουµε να δούµε αν κάτι είναι αληθές ή όχι µέσα 
σε ένα συγκεκριµένο πεδίο έρευνας, πρέπει απλά να δούµε µέσα σε αυτό 
το πεδίο αν οι προτάσεις που ελέγχουµε κατέχουν αυτή την ιδιότητα, της 
αλήθειας. Το κεντρικό φιλοσοφικό ενδιαφέρον σχετικά µε την αλήθεια 
είναι η ανακάλυψη της φύσης αυτής της ιδιότητας. Έτσι, 
καταλαβαίνουµε πως το φιλοσοφικό ερώτηµα «τι είναι αληθές;», 
µετατοπίζεται στο ερώτηµα «τι είναι η αλήθεια;».    
   Η ερώτηση «τι είναι η αλήθεια;», λοιπόν, έχει απασχολήσει πολλούς 
επιστήµονες στο χώρο της επιστηµολογίας και όχι µόνο. Η Linda Martin 
Alcoff )3( αναφέρει :  
 
   ««Τι είναι η αλήθεια;» ρωτάµε µερικές φορές - αλλά η ερώτηση τείνει να 
είναι ρητορική - εκφράζοντας την (µε κάποιο τρόπο) ηττοπαθή ιδέα ότι µια 
καλή απάντηση, αν υπάρχει τέτοια, θα είναι τόσο µηδαµινή, τόσο βαθειά 
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και τόσο δύσκολη να βρεθεί, που θα είναι χάσιµο χρόνου να ψάξουµε για 
µια τέτοια. Πόσο τροµακτικό είναι το βάθος και η δυσκολία αυτής της 
έννοιας είναι απόλυτα κατανοητό. Γιατί από τη µια πλευρά η έννοια της 
αλήθειας διεισδύει σε φιλοσοφικές θεωρίες για τους κανόνες της σκέψης 
και της πράξης – π.χ. η αλήθεια είναι ο στόχος της επιστήµης, αληθινές 
πεποιθήσεις διευκολύνουν την επιτυχηµένη συµπεριφορά κ.λ.π. Έτσι, η 
βαθιά γνώση στην υποβόσκουσα αίσθηση των αληθινών υποσχέσεων, 
βοηθώντας µας να εκτιµήσουµε και να εξηγήσουµε τέτοιες αρχές, για να 
ρίξουµε άπλετο φως σε σχεδόν όλο το εννοιολογικό σκηνικό. Από την άλλη 
πλευρά, αν ψάξουµε τόσο βαθιά στην φύση της αλήθειας, έχουµε έρθει 
αντιµέτωποι µε τα όρια της ανάλυσης. Και τότε, θα είναι κοινώς αποδεκτό 
ότι µετά βίας έχει επιτευχθεί κάποια πρόοδος στην βαθιά γνώση που 
χρειαζόµαστε. Η κοινή αντίληψη του ορισµού της αλήθειας ότι είναι ένα 
είδος «ανταπόκρισης µε τα γεγονότα» δεν έχει δουλευτεί από κανέναν 
πάρα πολύ.  Ακόµη και οι υποστηρικτές της θα παραδέχονταν ότι 
παραµένει κάτι παραπάνω από ένα ασαφές, καθοδηγούµενο ένστικτο.» 
 
   Αν συνεχίσουµε να ψάχνουµε, θα ανακαλύψουµε πως πολλές θέσεις  
και προσεγγίσεις )4( έχουν αναπτυχθεί για το τι είναι αλήθεια εν γένει, αν 
και όπως ήδη αναφέραµε, η Linda Martin Alcoff  ισχυρίζεται πως ακόµη 
και αν φαίνεται παράξενο, για πολλούς επιστήµονες η αλήθεια δεν 
τίθεται καν ως θέµα συζήτησης. Μπαίνοντας όµως στη διαδικασία να 
προσεγγίσουµε αυτό το θέµα, βλέπουµε πως από την άλλη πλευρά, 
πολλές προσπάθειες έχουν γίνει για να µπορούµε να καταλαβαίνουµε 
ποιά είναι η τιµή αληθείας µιας πρότασης. Ακόµη περισσότερες 
προσπάθειες έχουν γίνει ανά τους αιώνες για την εύρεση µιας ασφαλούς 
µεθόδου προσέγγισης (όσο περισσότερο γίνεται) της αλήθειας 
γενικότερα. Αναρωτιέται λοιπόν κανείς, αν τα µαθηµατικά µπορούν να 
µπουν µέσα σε αυτό το παιχνίδι, αν µπορούν να αποτελέσουν εργαλείο 
απόδειξης της αλήθειας ή του ψεύδους και ποία ενδεχοµένως να είναι η 
σχέση τους µε τα παραπάνω, αν δηλαδή οι λέξεις (των φυσικών 
γλωσσών) που χρησιµοποιούνται στα µαθηµατικά µπορούν να 
επηρεάζουν τόσο πολύ την πραγµατικότητα που περιγράφεται µέσα από 
αυτά. 
   Για τα µαθηµατικά, ως εργαλείο πρόσεγγισης της αλήθειας θα 
µπορούσε κανείς, πολύ πολύ συνοπτικά, να πει πως ο Θαλής ο Μιλήσιος 
ήταν ο πρώτος που (ασυνείδητα ή συνειδητά) µε την αναπάντεχη σκέψη 
του για τη γενική απόδειξη, τα έθεσε ως ένα από τα πιο σηµαντικά 
εργαλεία για να αποφανθούµε αν κάτι είναι αληθές ή όχι (τουλάχιστον 
όσον αφορά σε θεωρήµατα ή σε µαθηµατικές οντότητες γενικότερα). 
Πολλούς αιώνες αργότερα, ο Κοπέρνικος ισχυρίστηκε πως η θεωρία του 
είναι αληθής αφού επιβεβαιώνοταν από τους µαθηµατικούς 
υπολογισµούς του και κάπως έτσι περάσαµε στην εποχή της 
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µαθιµατικοποίησης της φύσης µε απώτερο σκοπό βέβαια να την 
κατανοήσουµε, δηλαδή να δούµε την αλήθεια της. Και ακόµη και 
σήµερα όταν θέλουµε να µιλήσουµε για τη βεβαιότητα ενός γεγονότος 
χρησιµοποιούµε τη φράση «είναι µαθηµατικώς βέβαιο πως θα συµβεί 
αυτό...». Τα µαθηµατικά λοιπόν, αναδεικνύονται σε βασικό εργαλείο 
προσπάθειας απόδειξης της αλήθειας και αυτό κυρίως γιατί τα 
µαθηµατικά δεν είναι διαψεύσιµα. 
   Όµως, τα µαθηµατικά είναι απλά ένα εργαλείο; Θα µπορούσε να 
θεωρηθεί µια µορφή γλώσσας διαφορετικού τύπου βέβαια από µια 
φυσική γλώσσα όπως η ελληνική; Και όπως ήδη αναφέρθηκε οι φυσικές 
γλώσσες επηρεάζουν ή όχι τα µαθηµατικά, συνδέονται µαζί τους ή ακόµη 
έχουν τη δύναµη οι λέξεις όταν τεθούν και διατυπωθούν σε ένα 
διαφορετικό διανοητικό πλαίσιο να επηρεάσουν τη µαθηµατική 
διαδικασία; Και πέρα από τις φυσικές γλώσσες, υπάρχουν άλλοι τρόποι 
που µπορούν να διευκολύνουν τη διαδικασία αυτή; Έχουµε συνηθίσει να 
απαντάµε εύκολα στα πρώτα ερωτήµατα : τα µαθηµατικά µπορούν να 
θεωρηθούν εργαλείο. Έκτος από τη χρήση τους στην προσπάθεια µας να 
προσεγγίσουµε κάτι αληθινό, είναι χρήσιµο εργαλείο στα χέρια ενός 
φυσικού ή ενός βιολόγου αλλά και άλλων επιστηµόνων. Μπορoύµε, 
όµως, έτσι απλά να αποφανθούµε ότι είναι γλώσσα ή είναι αρκετά πιο 
πολύπλοκο θέµα; Και τα υπόλοιπα ερωτήµατα;  Στην παρούσα εργασία, 
θα προσπαθήσουµε να συζητήσουµε και να µελετήσουµε αυτά τα 
ζητήµατα αλλά και τις προεκτάσεις των σκέψεών µας σε πιο πρακτικά 
θέµατα όπως η καθηµερινή διδασκαλία και πως µπορεί να επηρεαστεί 
από τα διαφορετικά γλωσσικά πλαίσια των διαφόρων ειδών γλωσσών. 
Ήδη αναφέρθηκε παραπάνω, πως η λέξη «άπειρο» µπορεί να γίνει 
κατανοητή µε διαφορετικό τρόπο από διαφορετικό νου. Αυτό, ίσως 
οφείλεται στο διαφορετικό τρόπο που ο κάθε νους ενδεχοµένως πρωτο-
συνάντησε τη λέξη αυτή καθώς και το διαφορετικό γλωσσικό πλαίσιο 
που τέθηκε για να του την ορίσουν. 
   Γιατί, όµως, η αλήθεια να είναι τόσο σηµαντική; Μόνο και µόνο για το 
τι είναι αληθές ή υπάρχει και κάτι παραπάνω; Όπως αναφέρει και ο 
Jaakko Hintikka : 
 
«Η έννοια του νοήµατος µιας πρότασης είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε την 
έννοια της αλήθειας. Όπως θα µπορούσε κανείς να πει, µια φράση 
σηµαίνει ό,τι σηµαίνει δείχνοντάς µας αυτό που ο κόσµος είναι όταν η 
πρόταση είναι αληθής. Έτσι, η έννοια της αλήθειας είναι το άλφα και το 
ωµέγα (το βασικό συστατικό) του νοήµατος µιας πρότασης εν γένει» 
 
   Τον προηγούµενο αιώνα, αναπτύχθηκαν δύο )5( πάρα πολύ βασικές 
προσεγγίσεις της αλήθειας στον κόσµο των µαθηµατικών αλλά και της 
λογικής : αρχικά, είναι ο τρόπος που ο Alfred Tarski µας παρέδωσε αλλά 
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και από την άλλη πλευρά, η ιντουισιονιστική - κονστρουκτιβιστική 
θεώρηση για το πως κρίνουµε κάτι αληθές ή όχι. Αναφερόµαστε σε αυτές 
καθώς είναι πολύ σηµαντικές, έχουν επηρεάσει αρκετά τους χώρους 
αυτούς και θα µπορούσε να σχολιάσει κανείς πως βρίσκονται σε 
αντιδιαµετρικά σηµεία γιατί είναι δυό θέσεις αντίθετες µεταξύ τους σε 
πολλά βασικά ζητήµατα. Επιπλέον, είναι τα δύο σηµεία στα οποία ο 
Jaakko Hintikka πατάει για την ανάπτυξη της θεωρίας του.  
   Θα αναφερθούµε σε κάθε µια από αυτές ξεχωριστά αµέσως παρακάτω. 
 
 
   1.2. Η προσέγγιση της αλήθειας από τον Tarski 
 
   O Alfred Tarski (1901-1983) παρουσίασε µια θεωρία η οποία δείχνει 
πως µπορεί να συσχετίζονται τα αντικείµενα της λογικής µε αντικείµενα 
του πραγµατικού κόσµου. Το επόµενο βήµα ήταν να προσδιορισθούν τα 
όρια του τι µπορεί να γίνει µε τη λογική και µε τον υπολογισµό. 
   Τα γραπτά του σχετικά µε τις έννοιες της αλήθειας και της λογικής 
συνεπαγωγής συγκαταλέγονται ανάµεσα στα έργα µε τη µεγαλύτερη 
επιρροή που ασκήθηκε στη λογική και στη φιλοσοφία τον 20ο αιώνα. Οι 
µέθοδοι του Tarski για τον ορισµό της ικανοποίησης και της αλήθειας 
καθώς και το πρωτοποριακό του έργο για την ανάπτυξη γενικών 
µοντέλων θεωρητικών τεχνικών, έχουν πλήρως απορροφηθεί από τον 
τρόπο που αντιµετωπίζουµε το θέµα αυτό σήµερα. Όλο αυτό το υλικό 
έχει γίνει µέρος της δοµής της σύγχρονης λογικής και µπορεί να το βρει 
κανείς σχεδόν σε όλα τα εγχειρίδια και βιβλία που ασχολούνται µε αυτά 
τα ζητήµατα. Στη φιλοσοφία, η επιρροή αυτή είναι εξίσου διάχυτη και 
καταφέρνει να εξαπλωθεί, όχι µόνο στη λογική και στη γλώσσα αλλά και 
σε περιοχές που είναι προφανώς λιγότερο συνδεδεµένες µε αυτά, όπως η 
επιστηµολογία καθώς επίσης και η φιλοσοφία των επιστηµών. 
   Τα κέρδη που αποκοµίζει κανείς από αυτή τη µέθοδο είναι πολλά, 
καθώς µπορεί κανείς να εξάγει λογικά συµπεράσµατα µέσω µιας καθαρά 
τυπικής γλώσσας. Οι τύποι του Tarski λειτουργούν σαν µια µηχανή στην 
οποία εισάγονται τα πρώτα υλικά (οι προτάσεις) και εξάγονται στο τέλος  
τα αποτελέσµατα (τα συµπεράσµατα) . Μια διαδικασία που µας βοηθά να 
γλυτώσουµε χρόνο αλλά και να αποφύγουµε λάθη κατά την προσπάθεια 
µας να δώσουµε τιµή αληθείας σε µια πρόταση. 
   Από µια άλλη πλεύρα όµως, θα µπορούσε κανείς να θεωρήσει πως η 
καθιερωµένη σηµασιολογία που βασίζεται στον Tarski προσεγγίζει την 
αλήθεια µε τρόπο τέτοιο ώστε δεν απαιτείται απλά η βεβαιωσιµότητα για 
αυτήν. Απαιτούνται καταστάσεις πραγµάτων για να καταστήσουν µια 
πρόταση αληθή. ∆ηλαδή η αλήθεια µιας πρότασης ή όχι, δεν καθορίζεται 
από τον ανθρώπινο νου αλλά από καταστάσεις του κόσµου ανεξάρτητες 
από αυτόν. Έτσι, οι γνωστικές µας δυνατότητες δε µπορούν να 
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επηρεάσουν τις τιµές αληθείας. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι υπάρχουν 
αλήθειες που ίσως ποτέ δε γίνουν γνώσιµες σε εµάς. Επιπλέον, στη 
σηµασιολογία του Tarski διαχωρίζεται το συντακτικό πλαίσιο από το 
σηµασιολογικό και ακόµη και η έννοια της απόδειξης διαχωρίζεται από 
την έννοια της αλήθειας ώστε να µην συγχέονται. 
   Φυσικά, ακριβώς επειδή οι επιρροές που έχουν ασκήσει αυτές οι ιδέες 
είναι τεράστιες αλλά εφαρµόζονται και σε πολλά πεδία, δε θα 
ασχοληθούµε πολύ αναλυτικά µε αυτό, αλλά θα κάνουµε µία γενική 
αναφορά στην προσέγγιση του Tarski. Στο βιβλίο του Pascal Engel µε 
τίτλο «η αλήθεια (Στοχασµοί πάνω σε µερικές προφανείς αλήθειες)» 
αναφέρονται τα εξής : 
   «Η ίδια η απόδειξη (καθώς και τα αξιώµατα και τα θεωρήµατα) ανήκει 
σε µια διαφορετική γλώσσα, τη µεταγλώσσα* . Ο Τάρσκι αποδίδει µεγάλη 
σηµασία σε αυτή τη διάκριση µεταξύ γλώσσας – αντικείµενο και 
µεταγλώσσας, επειδή ενδιαφέρεται αν αποφύγει τα σηµασιολογικά 
παράδοξα, όπως αυτό του Ψευδοµένου: οι γλώσσες του Τάρσκι δεν 
επιτρέπουν σε σηµασιολογικά κατηγορήµατα, όπως «είναι αληθές», να 
εφαρµόζονται στο εσωτερικό µιας δεδοµένης γλώσσας, στις προτάσεις της 
ίδιας της  γλώσσας, αλλά µόνο στις προτάσεις µιας άλλης γλώσσας, που 
αποτελεί µεταγλώσσα για αυτή τη γλώσσα. Αυτός ο περιορισµός αρκεί  για 
να αποκλείσει την εφαρµογή αυτών των ορισµών στις φυσικές γλώσσες, οι 
οποίες περιέχουν οι ίδιες τα σηµασιολογικά τους κατηγορήµατα. Είναι 
όµως σε κάποιο βαθµό δυνατό να εφαρµοστεί η ταρσκιανή αντίληψη σε 
µια εξήγηση του «είναι αληθές» σε µια φυσική γλώσσα. Η κεντρική ιδέα 
είναι πως η σχέση «είναι αληθές εάνν» χαρακτηρίζεται πλήρως, για την 
εξεταζόµενη γλώσσα, από την αξιωµατική θεωρία που επιτρέπει τη 
συναγωγή θεωρηµάτων της µορφής (Τ) για όλες τις προτάσεις της 
γλώσσας. Η θεωρία δεν απαιτεί κάποια προηγούµενη κατανόηση της 
έννοιας της αλήθειας. Για αυτό το λόγο, δε χρησιµοποιεί τη λέξη «αληθές», 
αλλά παράγει προτάσεις (που αποκαλούνται συχνά «προτάσεις Τ») της 
µορφής  
   (Τ) η «Σ» είναι Τ εανν π 
Όπου το «Τ» είναι ένα µη προσδιορισµένο κατηγόρηµα που παίζει το ρόλο 
του κατηγορήµατος αληθείας. Τα αξιώµατα συνδέουν καθένα από τους 
πρωτογενείς όρους της γλώσσας – αντικείµενο µε ένα σύνολο πραγµάτων 
µέσα στον κόσµο, για παράδειγµα το «Σωκράτης» µε το Σωκράτη και το 
«είναι σοφός» µε τα σοφά άτοµα. Περιλαµβάνουν επίσης προτάσεις που  
βασίζονται στη δοµή της γλώσσας – αντικείµενο για να καταστήσουν  
δυνατή την παραγωγή προτάσεων – Τ. Η σχέση σύνδεσης είναι αυτό που ο 
Τάρσκι αποκαλεί ικανοποίηση και αποκτά περιπλοκότητα µε τη δοµή των 
προτάσεων. 
 
*µεταγλώσσα : αναφέρεται αναλυτικά σε σχόλιο παρακάτω 
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     Πως άραγε αυτά τα φαινοµενικά καθαρά τεχνικά αποτελέσµατα που 
περιορίζονται σε ειδικές γλώσσες µπορούν να φωτίσουν το φιλοσοφικό 
πρόβληµα της αλήθειας; Οι γνώµες σε αυτό το σηµείο διίστανται. Ο ίδιος ο 
Τάρσκι φαινόταν να πιστεύει ότι οι ορισµοί του επιτρέπουν να 
καθορίσουµε τη χρήση της λέξης «αληθές» σε ό,τι αφορά µόνο γλώσσες 
καλά σχηµατισµένες από επιστηµονική άποψη, παραµένοντας ουδέτεροι ως 
προς τη φιλοσοφική ή µεταφυσική σηµασία της έννοιας της αλήθειας, και 
πράγµατι πολλοί λογικοί θετικιστές καλωσόρισαν τις αναλύσεις του στο 
µέτρο που επέτρεπαν µια τέτοια απόρριψη των µεταφυσικών 
προβληµάτων. Άλλοι, όπως ο Πόππερ, υποστήριξαν αντίθετα ότι η 
σηµασιολογική αντίληψη είναι µια αντίληψη αντιστοιχίας, η οποία 
επιτρέπει τη σύνδεση των προτάσεων µε τα πράγµατα του κόσµου. Άλλοι 
πάλι, όπως είδαµε παραπάνω, υποστηρίζουν ότι ο Τάρσκι συµβάλλει στην 
ενίσχυση της συσταλτικής προσέγγισης. 
   Είναι γεγονός ότι αν η ανάλυση του Τάρσκι υποτίθεται πως ορίζει την 
ίδια την αλήθεια, χωρίς να εξηγεί το νόηµα της έννοιας, µοιάζει 
περισσότερο µε µια άρνηση ορισµού. Αυτό που λέει, είναι όλο και όλο πως 
η αλήθεα αποτελεί ιδιότητα που χαρακτηρίζει την έκφραση «το γατί είναι 
πάνω στο χαλί», εάν και µόνο εάν, το γατί είναι πάνω στο χαλί, και ούτω 
καθεξής για όλες τις προτάσεις της γλώσσας. Η αλήθεια θα µπορούσε να 
χαρακτηρίζεται από ένα µακρύ κατάλογο εκφράσεων αυτού του τύπου, εάν 
η γλώσσα – αντικείµενο είναι περιορισµένη. Ωστόσο, αυτή η ανάλυση δε 
µας λέει τίποτα για την αλήθεια εν γένει, και υπό αυτή την έννοια δύσκολα 
µπορεί να αποτελεί θεωρία µε τη φιλοσοφική σηµασία του όρου. Μια 
ταρσκιανή «θεωρία» της αλήθειας είναι σχετική ως προς τις προτάσεις 
µιας συγκεκριµένης γλώσσας, και µας επιτρέπει να παράγουµε προτάσεις – 
Τ για όλες τις προτάσεις της τελευταίας : είναι τα αξιώµατα ικανοποίησης 
για τη γλώσσα Γ 0  που καθορίζουν την αλήθεια για τη Γ 0 , τα αξιώµατα για 
τη Γ1 που καθορίζουν την αλήθεια για τη Γ1, κ.λ.π. Αυτό όµως δε µας λέει 
εκείνο που είναι η αλήθεια για κάθε γλώσσα. Ο Τάρκσι µας διαβεβαιώνει 
πως κάτι τέτοιο είναι αδύνατο να επιτευχθεί : θα έπρεπε να υπάρχει µια 
ανάλυση της αλήθειας για όλες τις γλώσσες, συµπεριλαµβανοµένης της 
γλώσσας µέσα στην οποία θα διατυπωνόταν η ανάλυση σύµφωνα µε την 
αντίληψη του. Μια τέτοια γλώσσα όµως θα ήταν µια γλώσσα στην οποία 
θα εξαφανιζόταν η διάκριση ανάµεσα σε γλώσσα – αντικείµενο και 
µεταγλώσσα. Για να προσπαθήσουµε να αποφύγουµε αυτή τη σχετικότητα 
της αλήθειας ως προς µια γλώσσα, θα µπορούσαµε να πούµε ότι η σχέση 
της ικανοποίησης συνδέει εν γένει ένα κατηγόρηµα µε τα πράγµατα στα 
οποία εφαρµόζεται αυτό το κατηγόρηµα, ονόµατα µε τα πράγµατα στα 
οποία αναφέρονται, κ.λ.π. Αλλά αυτό θα ισοδυναµούσε µε το να πούµε ότι 
η αλήθεια είναι µια ιδιότητα που έχει µια πρόταση, εάν τα πράγµατα είναι 
όπως η πρόταση λέει πως είναι, και να εισάγουµε έτσι την εφαρµογή της 
ποσοτικοποίησης σε Προτάσεις. 
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   Ορισµένοι φιλόσοφοι, όπως ο Ντέιβιντσον, προσπάθησαν βέβαια να 
χρησιµοποιήσουν την προσέγγιση του Τάρσκι στην ανάλυση των φυσικών 
γλωσσών, υποθέτωντας πως κατανοοούµε υπόρρητα το κατηγόρηµα της 
αλήθειας, και πως η δοµή που προσδιορίζεται µε αυτό τον τρόπο θα 
επέτρεπε να εξηγήσουµε, σε συγκεκριµένες συνθήκες, το νόηµα των 
προτάσεων µε αναφορά στις συνθήκες αληθείας τους. Όµως, ακόµα και αν 
υποθέσουµε ότι ένα τέτοιο εγχείρηµα µπορεί να πετύχει, το γεγονός αυτό δε 
θα µας επέτρεπε να προχωρήσουµε πέρα από την κοινότοπη παραδοχή πως 
µια πρόταση είναι αληθής εάν, και µόνο έαν, ένας οµιλητής την 
αναγνωρίζει ως αληθή και εάν τα πράγµατα είναι όπως η πρόταση λέει 
πως είναι. Κάτι τέτοιο θα διέψευδε κάθε ελπίδα να ορίσουµε την αλήθεια 
ως µια ουσιώδη σχέση αντιστοιχίας ή αντιπαραβολής µε την 
πραγµατικότητα. Υπό αυτή την έννοια, η σηµασιολογική αντίληψη του 
Τάρσκι επιβεβαιώνει τη συσταλτική διάγνωση.». 
    Να σχολιάσουµε επιπλέον, πως παρά το γεγονός της µεγάλης 
προσοχής που τυγχάνει αυτό το έργο, τα τελευταία 70 χρόνια, 
διαδίδονται γύρω από αυτό – κυρίως από τη µεριά της φιλοσοφικής 
λογοτεχνίας - πολλές παρανοήσεις εννοιολογικού και ιστορικού ακόµη 
περιεχοµένου. 
   Είδαµε παραπάνω, πως οι ορισµοί αληθείας του Tarski και η 
προσπάθεια του να τους συνδέσει µε το πεδίο της σηµασιολογίας έχουν 
δεχθεί µεγάλη κριτική. Ένας βασικός λόγος ύπαρξης αυτής της κριτικής 
είναι τα αυστηρά όρια που το αδύναµο αποτέλεσµα επιβάλλει στους 
τύπους - ορισµούς αληθείας.  
   Ο Hintikka αναφέρεται στους τύπους αυτούς, λέγοντας τα εξής : 
 
   «Μερικοί από τους λόγους για τους οποίους αποτυγχάνουν οι τύποι 
Tarski των ορισµών αληθείας (...) µπορούν να σηµειωθούν εδώ. Ένας από 
αυτούς είναι λόγω του γεγονότος ότι οι  τύποι ορισµού αληθείας του Tarski 
ξεκινούν από τις συνθήκες αλήθειας των απλούστερων (ατοµικών) 
προτάσεων και δουλεύουν το έργο τους αναδροµικά στις πολύπλοκες. Αυτό 
προϋποθέτει  ότι πάντα υπάρχουν καθορισµένα σηµεία εκκίνησης για την 
εν λόγω διαδικασία, µε άλλα λόγια, ότι οι φόρµουλες της γλώσσας κάποιου 
είναι καλά δοµηµένες όπως θα έλεγαν και οι αµετάπιστοι θεωρητικοί. 
Ωστόσο, είναι δυνατή η εισαγωγή, η χρήση, και η µελέτη γλωσσών οι 
οποίες δεν πληρούν την απαίτηση αυτή. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα 
είναι το παιχνίδι ποσοτικοποιητής των γλωσσών και, γενικότερα, οι άπειρα 
βαθιά γλώσσες οι οποίες πρωτοεισήχθησαν στους Hintikka και Rantala 
(1976). Για αυτές τις γλώσσες, είναι αδύνατο να δοθούν ορισµοί αληθείας 
τύπου Tarski.» )6(   
 
   Επίσης, η υπερβολική αφαιρετικότητα που χαρακτηρίζουν τους 
ορισµούς αυτούς δίνει αφορµές για αµφιβολίες. Το γεγονός ότι στη 



 17 

σηµασιολογία του, υπάρχει διαχωρισµός των γνωστικών ικανοτήτων µας, 
της διαισθησής µας από την ερµηνεία της αλήθειας σε σχέση µε τον 
πραγµατικό κόσµο προκαλεί αντιρρήσεις. Βασικοί υπέρµαχοι όλων 
αυτών των τελευταίων απόψεων είναι φυσικά, οι αυτό-αποκαλούµενοι 
ιντουισιονιστές και κονστρουκτιβιστές. 
 
 
1.3. Προσέγγιση από ιντουισιονιστές και κονστρουκτιβιστές 
 
   Από άλλη οπτική γωνία αντιµετωπίζουν το θέµα οι λεγόµενοι 
ιντουισιονιστές, όπως και οι κονστρουκτιβιστές. Ως σχολή φιλοσοφίας 
των µαθηµατικών εµφανίζεται στις αρχές του 20ου αιώνα και ιδρυτής της 
είναι ο Ολλανδός µαθηµατικός L.EJ.Brouwer )7( . 
   Στην ιντουισιονιστική προσέγγιση το αληθές είναι το αποδείξιµο µέσω 
ιντουισιονιστικά αποδεκτών και πεπερασµένων αλγορίθµων. Για αυτούς 
δεν υπάρχει έννοια αλήθειας ορισµένη σε κάποιο άλλο επίπεδο, σε 
κάποιο µεταγλωσσικό )8( επίπεδο ανεξάρτητα από οποιαδήποτε έννοια 
απόδειξης. Η αλήθεια ερµηνεύεται µέσα από µια προσέγγιση 
βεβαιωσιµότητας (αυτό που ονοµάζεται εγγυηµένη βεβαιωσιµότητα). 
Έτσι, αυτό που ενδιαφέρει είναι αν µια πρόταση µπορεί να 
(επι)βεβαιώνεται, κάτι που στην περίπτωση του ιντουισιονισµού, έχει 
κατασκευαστικό χαρακτήρα (να υπάρχει δηλαδή ένας κατασκευαστικός 
αλγόριθµος που να βεβαιώνει µια πρόταση). Εφόσον η πρόταση ανήκει 
στις φυσικές επιστήµες, η βεβαιωσιµότητα µπορεί να επιτευχθεί µέσω 
της επαλήθευσης (επαληθευσιοκρατία). Εφόσον όµως, η πρόταση ανήκει 
στα µαθηµατικά τότε η βεβαιωσιµότητα µπορεί να επιτευχθεί µέσω της 
µαθηµατικής απόδειξης. Ο ιντουισιονισµός θέλει η απόδειξη να είναι 
κατασκευαστικός αλγόριθµος και η διαίσθηση παίζει βασικό ρόλο. Η 
τιµή αληθείας εδώ δεν είναι ανεξάρτητη από το γνωστικό υποκείµενο. 
Κατά συνέπεια δεν υπάρχουν αλήθειες µη γνώσιµες. 
   Επίσης, σε αντίθεση µε τον Tarski, εδώ οι έννοιες της απόδειξης και 
της αλήθειας, όχι απλά δε διαχωρίζονται αλλά συµπορεύονται η µια µέσα 
στην άλλη. Όπως επισηµαίνει και ο ∆.Αναπολιτάνος, η απόρριψη όλων 
των συστηµάτων σήµανσης σηµαίνει ταύτιση της έννοιας της αλήθειας  
µε την έννοια της αποδειξιµότητας. Υπαρκτό για αυτούς σηµαίνει 
κατασκευαστικά υπαρκτό. Η µη αποδοχή της αρχής της απόκλισης του 
τρίτου )9( έχει σαν συνέπεια τη µη αποδοχή όλων των αποδείξεων που  
χρησιµοποιούν απαγωγή σε άτοπο και, εποµένως, κάθε θεώρηµα 
ύπαρξης που στην απόδειξή του χρησιµοποιείται κάτι τέτοιο δεν είναι  
θεώρηµα, εκτός αν υποκατασταθεί η αποδειξή του µε µια απόδειξη 
καθαρά κατασκευαστική. 



 18 

   Γενικότερα, µια  πολύ βασική θέση των ιντουισιονιστών είναι πως η 
µαθηµατική δραστηριότητα είναι ανεξάρτητη από συγκεκριµένα 
γλωσσικά συστήµατα και από την τυπική λογική που αυτά συνεπάγονται.  
Γι’ αυτούς, η θεµελιώδης µαθηµατική δραστηριότητα είναι προγλωσσική 
και προλογική, δηλαδή δεν υπάρχει κάποιο λογικό υπόβαθρο, 
χρησιµοποιώντας κάποιο συγκεκριµένο σύστηµα σήµανσης στο οποίο 
αυτή να βασίζεται. 
   Αναφερθήκαµε σε προηγούµενη παράγραφο στη φράση «το σύµπαν 
είναι άπειρο» στην προσπάθεια µας να αναζητήσουµε την αλήθεια της ή 
το ψέµα της. Στην περίπτωση αυτή, η εµπειρία µας, η αντίληψη και η 
διαίσθηση µας µάλλον δε µπορούν να µας βοηθήσουν. Αυτό είναι και το 
µεγάλο µειονέκτηµα των ιντουισιονιστικών µεθόδων. Πως σε ό,τιδήποτε 
ξεφεύγει της ανθρώπινης εµπειρίας, ό,τιδήποτε δε µπορεί ο άνθρωπος να 
«αγγίξει», γίνεται αυτόµατα ένα πεδίο δύσκολα αποδείξιµο και µη 
επαληθεύσιµο.  
   Ίσως τελικά, ο καλύτερος τρόπος προσέγγισης της αλήθειας να είναι 
µια διαδικασία που να έχει στοιχεία και από τις δύο αυτές θεωρίες, να 
είναι ένας συνδυασµός και των δύο αυτών προσεγγίσεων, όπου η 
διαίσθηση και αντίληψη του ανθρώπινου νου, να χρησιµοποιεί τυπικές 
διαδικασίες ως εργαλείο. 
 
 
1.4. Πρόταση Hintikka µε αφορµή τoν Wittgenstein 
  
   Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, οι τύποι του Tarski δέχονται κριτική για 
την υπερβολική αφαιρετικότητα τους. Αυτό είναι κατανοητό καθώς 
χαρακτηρίζονται από µια ορισµένη αφηρηµένη σχέση µεταξύ προτάσεων 
και γεγονότων. Μέσω των τύπων του Tarski δηλαδή, µπορούµε να  
καθορίσουµε µια τυπική γλώσσα, αλλά ακόµη και µέσα σε αυτή 
παραµένει ως θέµα το αν µπορέσουµε να αποφανθούµε αν µια πρόταση 
της είναι αληθής ή ψευδής. Και αυτό συµβαίνει, γιατί τελικά, αυτές οι 
προτάσεις δεν είναι τίποτα άλλο από αφηρηµένες σχέσεις που 
παραµένουν ανεξάρτητες από τις δραστηριότητες και τα γεγονότα, µε την 
έννοια του ποία πρόταση θεωρείται αληθής ή ψευδής µέσα σε µια 
οποιαδήποτε γλώσσα, είτε είναι φυσική είτε είναι τυπική (ακόµη και 
µεταφρασµένη).  
   Εν ολίγοις, το να δηµιουργήσουµε µια τυπική γλώσσα δεν αλλάζει το 
γεγονός ότι και αυτή είναι µια γλώσσα. Και όπως σε µια φυσική γλώσσα 
δεν έχει οριστεί πλήρως τι είναι αληθές και τι είναι ψευδές, έτσι και σε 
αυτή τη νέα τυπική γλώσσα το θέµα αυτό παραµένει. Άρα, ουσιαστικά, 
προσπαθώντας να ξεφύγουµε από ένα πρόβληµα, κάνουµε βήµατα προς 
µια κατεύθυνση το οποίο πρόβληµα παραµένει. Γιατί απλά µετατίθεται 
σε ένα άλλο επίπεδο ή σε µια διαφορετικού τύπου γλώσσα. Αυτή είναι η 
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µόνη ουσιαστική διαφορά. Καταλαβαίνουµε λοιπόν, πως είτε διαισθητικά 
και κατασκευαστικά προσπαθήσουµε να ανιχνεύσουµε την ορθότητα 
µιας πρότασης, είτε τυπικά, το πρόβληµα είναι περίπου το ίδιο. 
   Είναι πασίγνωστο στους χώρους της φιλοσοφίας, πως ο Ludwig 
Wittgenstein )10( , επεσήµανε κάποια στιγµή πως κάθε έκφραση ανήκει σε 
κάποιο γλωσσικό πλαίσιο, το οποίο είναι αυτό που δίνει στην έκφραση το 
συγκεκριµένο νόηµα της. Το πλαίσιο αυτό, το ονοµάζει «γλωσσικό 
παιχνίδι» και θα αναφερθούµε σε αυτό αναλυτικότερα στην επόµενη 
παράγραφο. Θα έλεγε κανείς, πως ακόµη και ο ίδιος ο Wittgenstein 
καθώς και οι αυτό-αποκαλούµενοι οπαδοί του, δεν έδωσαν τόσο µεγάλη 
βαρύτητα σε αυτή την ιδέα. Ουσιαστικά, µια τέτοια άποψη οδηγεί στο 
συµπέρασµα, πως αφού το νόηµα µιας έκφρασης καθορίζεται µέσω του 
πλαισίου στο οποίο ανήκει (και των κανόνων που έχουν τεθεί σε αυτό), 
άρα και η αλήθεια ή το ψεύδος που καθορίζεται µέσα στα όρια µιας 
γλώσσας ορίζονται κυρίως από τους πρωταρχικούς κανόνες που τέθηκαν 
για να καθοριστεί η γλώσσα αυτή. ∆ηλαδή, η αλήθεια µιας πρότασης 
καθορίζεται από το νόηµα της κάθε «λέξης» που παίρνει από τους 
κανόνες που χτίστηκαν µέσα στο πλαίσιο που αυτή υπάρχει. 
   Η ιδέα αυτή, ξεκίνησε από το Wittgenstein. Αυτός, όµως που 
κατανόησε τη δύναµη της και την ανέπτυξε είναι ο Jaakko Hintikka, στο 
έργο του «Principles of Mathematics Revisited» και πιο συγκεκριµένα 
στην παράγραφο του βιβλίου αυτού, µε τον τίτλο «The Game of Logic». 
 
 
1.5. Γλωσσικά παιχνίδια   
 
   Όµως, τι είναι αυτό που ονοµάζεται γλωσσικό παιχνίδι; Πως ορίζεται 
από τον ίδιο το Wittgenstein; Ή πως γίνεται κατανοητό από τους 
υπόλοιπους ερευνητές; 
   Θα παρουσιάσουµε λοιπόν, µερικές από τις αναφορές σε αυτό το θέµα, 
ώστε να καταφέρουµε να το κατανοήσουµε. 
   Στο «Λεξικό της Φιλοσοφίας» του Θεοδόση Πελεγρίνη )11(  αναφέρονται 
τα παρακάτω: 
 
   «Η έκφραση "γλωσσικό παιχνίδι" είναι συνυφασµένη µε τη θεωρία του 
νοήµατος της γλώσσας κατά τη χρήση της, την οποία ο Βιντγκενστάιν 
εισηγήθηκε κατά την όψιµη φάση της φιλοσοφικής δραστηριότητάς του. Με 
τον όρο "γλωσσικά παιχνίδια" δηλώνονται τα διάφορα πεδία, στα οποία, 
χωρίζεται η γλώσσα. Τέτοια γλωσσικά πεδία είναι, π.χ., η γλώσσα που 
µεταχειρίζονται οι Χριστιανοί, η γλώσσα των επιστηµόνων, η γλώσσα που 
χρησιµοποιούµε στην καθηµερινή επικοινωνίας µας ή η φιλοσοφική 
γλώσσα. 
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   Ο παραλληλισµός των γλωσσικών πεδίων προς τα γλωσσικά παιχνίδια 
οφείλεται στο γεγονός ότι, όπως σε κάθε παιχνίδι υπάρχουν κανόνες στους 
οποίους οφείλουν να υπακούουν οι παίκτες - δεν µπορεί, π.χ., να παίζει 
κανείς ποδόσφαιρο χρησιµοποιώντας τους κανόνες του µπάσκετ, ή να 
παίζει σκάκι επικαλούµενος τους κανόνες που ισχύουν στο τάβλι -, κατά 
τρόπο ανάλογο σε κάθε γλωσσικό πεδίο υπάρχουν κανόνες που καθορίζουν 
το νόηµα των χρησιµοποιούµενων λέξεων, τους οποίους οφείλουν να 
σέβονται οι χειριστές των, αν δεν θέλουν να είναι ασυνάρτητοι. 
 
   Οι λέξεις µοιάζουν µε τα πιόνια στο σκάκι ή, κατά την έκφραση του ίδιου 
του Βιντεγκνστάιν, "το νόηµα ενός πιονιού είναι ο ρόλος του στο παιχνίδι".       
Όπως το κάθε πιόνι, έτσι και η κάθε λέξη υπόκειται σε ορισµένους κανόνες 
λειτουργίας.  
 
   Γι' αυτό συµβαίνει η ίδια λέξη που χρησιµοποιείται σε δύο διαφορετικά 
γλωσσικά πεδία, σε δύο γλωσσικά παιχνίδια όπου ισχύουν διαφορετικοί 
κανόνες, να έχει διαφορετικό νόηµα - όπως, π.χ., στην περίπτωση της 
λέξης "πατέρας", που χρησιµοποιείται στη καθηµερινή επικοινωνία µας 
µεν για να δηλωθεί ο άρρην γεννήτωρ, στην Αγία Γραφή δε για να δηλωθεί 
ο Θεός. Στην πρώτη περίπτωση η λέξη "πατέρας" σηµαίνει ένα 
συγκεκριµένο ον µε ορισµένα χαρακτηριστικά που προσδιορίζουν το σώµα 
του και τα µέρη του, ενώ στη δεύτερη περίπτωση ένα άυλο ον, το οποίο ως 
τέτοιο στερείται οιωνδήποτε χαρακτηριστικών που αναφέρονται στο σώµα. 
 
   Η σύγχυση των γλωσσικών παιχνιδιών - για την ακρίβεια, η σύγχυση των 
κανόνων που ισχύουν σε διαφορετικά παιχνίδια - είναι, κατά τον 
Βίντγκενστάιν, η αιτία για τη δηµιουργία σοβαρών φιλοσοφικών λαθών και 
αδιεξόδων.» 
 
   Στο βιβλίο «Wittgenstein» του A.Grayling )12( , αναφέρεται το εξής:  
 
   «Ο θεωρητικός άξονας της παραδοχής ενός κοινού λόγου ο οποίος 
διαποτίζει πλήρως την υποκειµενική συνείδηση καθώς και η οριοθέτηση 
του νοήµατος κατέχει κεντρική θέση και στο ώριµο έργο του Wittgenstein 
στις Φιλοσοφικές Έρευνες. Αντίθετα όµως από το πρώιµο έργο του τώρα 
αλλάζει οπτική και αποφαίνεται ότι: «Το νόηµα µιας έκφρασης είναι η 
χρήση της» (Wittgenstein: 1977,9). Αυτή είναι η προτροπή για να 
επισκοπήσουµε τη χρήση ενός σηµείου µέσα στον ευρύτερο γλωσσικό 
µηχανισµό. Η χρήση της έκφρασης παράγεται µέσα σε συγκεκριµένα κάθε 
φορά πλαίσια επικοινωνιακής πρακτικής τα οποία µεταβάλλονται ανάλογα 
µε τους υπαρκτικούς προσανατολισµούς των µετεχόντων. Πρόκειται για τις 
«µορφές ζωής» οι οποίες σύµφωνα µε τη θεωρία του Wittgenstein έχουν 
πολλαπλές ερµηνείες. Είτε ταυτίζονται µε το χαρακτηριστικό τρόπο µε τον 
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οποίο κάποιοι χειρίζονται µια γλώσσα, είτε µε συγκεκριµένα στοιχεία της 
συµπεριφοράς µας, είτε σηµατοδοτούν ένα πολιτικό µόρφωµα και ένα 
τρόπο ζωής ιστορικά προσδιορισµένο. Οι µορφές ζωής επιβάλλουν στα 
µέλη τους µια γενική εικόνα του κόσµου, η οποία αντικατοπτρίζεται και 
εκδηλώνεται στο επίπεδο της γλώσσας. Εκείνο που δικαιολογεί λοιπόν τις 
διάφορες χρήσεις της γλώσσας είναι η κοινή µορφή ζωής που 
µοιραζόµαστε και που βρίσκεται πίσω από αυτές τις χρήσεις. 
   Εποµένως, είναι φανερό ότι µια πρόταση κατανοείται µε πολλαπλούς 
τρόπους τόσους όσες µπορεί να είναι οι χρήσεις της. Κάθε φορά που µια 
λέξη ή πρόταση εκφέρεται δηµόσια στην καθηµερινή ζωή, το νόηµά της 
µεταβάλλεται. Αυτή τη διαδικασία παραγωγής κάτι νέου ο Wittgenstein την 
ονοµάζει «γλωσσικό παιχνίδι». Τα γλωσσικά παιχνίδια µπορεί να 
περιλαµβάνουν προτάσεις, θεωρίες, κανόνες, νόµους, χειρονοµίες, 
βλέµµατα, µορφασµούς κλπ. Καταργούν λοιπόν την αυτονοµία και την 
αποµόνωση της γλώσσας και την τοποθετούν στη ζωή. Τα γλωσσικά 
παιχνίδια αποτελούν τους αναρίθµητους διαφορετικούς τρόπους µε τους 
οποίους µεταχειριζόµαστε τις λέξεις. Το να καταλαβαίνουµε λοιπόν µια 
οποιαδήποτε πρόταση σηµαίνει ότι καταλαβαίνουµε το γλωσσικό παιχνίδι 
στο οποίο ανήκει.» 
 
   Συνεχίζοντας, µπορούµε να βρούµε και άλλες αναφορές. Για 
παράδειγµα, ο Αλέξιος Καρπούζος )13( στο βιβλίο του «Οι γλώσσες του 
κόσµου, οι κόσµοι της γλώσσας» : 
 
   «Το νόηµα δεν έγκειται στη δηλωτική σχέση µεταξύ λέξεων και 
πραγµάτων ή στην απεικονιστική σχέση µεταξύ προτάσεων και γεγονότων 
µάλλον )14( , το νόηµα µιας έκφρασης είναι η χρήση της µέσα στην 
πολλαπλότητα των πρακτικών εφαρµογών που συνιστούν τη γλώσσα. 
Επιπλέον, η γλώσσα δεν είναι κάτι πλήρες και αυτόνοµο που µπορεί να 
ερευνηθεί ανεξάρτητα από άλλα στοιχεία, διότι συνυφαίνεται µε όλες τις 
δραστηριότητες και τη συµπεριφορά του ανθρώπου. Κατά συνέπεια, οι 
πολλοί διαφορετικοί τρόποι που µεταχειριζόµαστε τη γλώσσα αντλούν 
περιεχόµενο και νόηµα από τις πρακτικές υποθέσεις µας, από τη δουλειά  
µας, από τις σχέσεις που έχουµε ο ένας µε τον άλλο και µε τον κόσµο στον 
οποίο ζούµε-η γλώσσα, εν ολίγοις, είναι µέρος µίας περιεκτικής «µορφής 
ζωής».» 
 
   Στο ίδιο βιβλίο, ο Αλέξιος Καρπούζος, λίγο παρακάτω προσθέτει: 
 
   «Στις «Έρευνες», ο όρος «γλωσσικά παιχνίδια»  λαµβάνει ευρύτερο 
νόηµα. Σηµαίνει οποιαδήποτε από τις πολλές και ποικίλες δραστηριότητες 
της χρήσης της γλώσσας στις οποίες καταγινόµαστε: «...η έκφραση 
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γλωσσικό παιχνίδι έχει προορισµό να τονίσει ότι το  να µιλάµε µια 
γλώσσα είναι µέρος µιας δραστηριότητας ή µια µορφής ζωής.». 
Ο Wittgenstein κάνει λόγο για την «πολλαπλότητα των γλωσσικών  
παιχνιδιών» και σηµειώνει κριτικά και αλλά και αυτοκριτικά: «Είναι 
ενδιαφέρον να συγκρίνει κανείς την πολλαπλότητα των εργαλείων της 
γλώσσας και των τρόπων χρήσης τους, την πολλαπλότητα των ειδών 
λέξεων και των προτάσεων, µε αυτά που είπαν σχετικά µε τη δοµή της 
γλώσσας εκείνοι που ασχολούνται µε τη Λογική (ακόµη και ο συγγραφέας 
του Tractatus Logico-Philososphicus). Ο παραλληλισµός που πρέπει να 
γίνει, είναι µεταξύ της µεγάλης ποικιλίας των γλωσσικών παιχνιδιών  και 
της εσφαλµένης αποψης των «λογοκρατών» καθώς και του συγγραφέα του 
Tractatus ότι η γλώσσα έχει µια και µοναδική λογική δοµή. 
   Ο Wittgenstein χρησιµοποιώντας τον όρο παιχνίδι, δεν υπονοεί ότι οι 
διαφορετικές γλωσσικές δραστηριότητες της αναφοράς, της περιγραφής, 
της ερώτησης κ.α. είναι, κατά κάποιο τρόπο, επιπόλαιες ή ασήµαντες. 
Μάλλον το αντίθετο.»  
 
   Ο ίδιος ο Wittgenstein δίνει κάποια παραδείγµατα για να µας βοηθήσει 
να καταλάβουµε πως ορίζει τα «γλωσσικά παιχνίδια» :  
 
   «Ας φανταστούµε δυο ανθρώπους, ένα χτίστη και το βοηθό του, που κατά 
τη διάρκεια της δουλειάς τους χρησιµοποιούν µια πολύ απλή και 
πρωτόγονη γλώσσα. Η γλώσσα τους περιλαµβάνει µόνο τις λέξεις 
«τούβλο», «κολόνα», «πλάκα» και «δοκάρι» που αντιστοιχούν στα 
οικοδοµικά υλικά που χρησιµοποιούν. Κατά τη διάρκεια του χτισίµατος, ο 
χτίστης δίνει µονολεκτικές εντολές στο βοηθό του όπως «τούβλο», και ο 
βοηθός αντιδρά δίνοντάς του το υλικό που ονοµάζει αυτή η λέξη.» 
 
   Ή ένα άλλο παράδειγµα που δίνει είναι: 
 
   «Το παιδί πηγαίνει στο µανάβη και του δίνει το σηµείωµα που του έδωσε 
η µητέρα του. Ο µανάβης διαβάζει στο σηµείωµα την πρόταση «πέντε 
µήλα». Ο µανάβης έχει µάθει να χρησιµοποιεί τη λέξη «πέντε» (και γενικά 
της λέξεις που αντιστοιχούν σε αριθµούς) ως εξής: Λέει απ’ έξω την 
ακολουθία µε τα αριθµητικά που έχει αποστηθίσει από πριν (ένα δύο τρία 
….) και για κάθε λέξη παίρνει ένα µήλο και το βάζει στην τσάντα του 
παιδιού. Όταν φτάσει στο «πέντε» σταµατά.» 
 
   Στο πρώτο παράδειγµα, βλέπουµε πως η λέξη «τούβλο» ή οποιαδήποτε 
από τις άλλες σηµαίνει πως ο βοηθός πρέπει να πάρει ένα από τα 
αντικείµενα του σορού που αυτός έχει αντιστοιχίσει µε τη λέξη αυτή και 
να το δώσει στο χτίστη, Στο δεύτερο παράδειγµα, φαίνεται πως η χρήση 
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της λέξης «πέντε» καθορίζεται µόνο από τον τρόπο που τη χρησιµοποίει 
ο µανάβης. 
 
   Το Φιλοσοφικό Λεξικό του Cambridge, στο λήµµα του «Βιττγκενστάιν, 
Λούντβιχ (Wittgenstein, Ludwig)», στη σελίδα 204, αναφέρει σχετικά : 
 
   «Στρέφοντας την προσοχή του στη γλώσσα, συµπέρανε πως σχεδόν όσα 
είχε γράψει στο Tractatus )15( ήταν εσφαλµένα. Υπήρχαν, πραγµατικά, 
πολλές διαφορετικές γλώσσες µε πολλές διαφορετικές δοµές που 
ικανοποιούσαν πολλές διαφορετικές ειδικές ανάγκες. Η γλώσσα δεν ήταν 
αρθρωµένη σε µια λογική δοµή, αλλά απαρτιζόταν, στην ουσία από µια 
πολυµορφία απλοϊκότερων υποδοµών ή γλωσσικών παιγνίων. Οι 
προτάσεις δεν εκλαµβάνονται ως λογικές εξεικονίσεις των γεγονότων και 
τα απλά συστατικά των προτάσεων δεν λειτουργούσαν ως ονόµατα απλών 
αντικειµένων.» 
 
   Τι µπορούµε να καταλάβουµε τελικά για τα γλωσσικά παιχνίδια; Αυτό 
που προκύπτει από τα παραπάνω αλλά και από άλλες πηγές που 
αναφέρονται σε αυτό το θέµα, είναι πως όταν εκφέρουµε µια πρόταση, το 
νοηµά της µπορεί να διαφοροποιείται, ανάλογα µε το πλαίσιο στο οποίο 
την έχουµε υποβάλει. Αυτή η σκέψη ξεπερνά τα όρια µιας φυσικής 
γλώσσας. Θα µπορούσε να έχει να κάνει και µε µια τυπική γλώσσα ή µε 
µια γλώσσα που εκφράζεται µέσω µορφασµών, για παράδειγµα. Αυτό 
που έχει σηµασία λοιπόν, για να κατανοήσουµε εµείς το νόηµα µιας 
έκφρασης είναι να είµαστε γνώστες των κανόνων του γλωσσικού 
πλαισίου στο οποίο διατυπώνεται. 
   Είναι ένα ζήτηµα πάρα πολύ σοβαρό για τη διαδικασία της διδασκαλίας 
(όχι µόνο των µαθηµατικών), καθώς το βασικό ζητούµενο από ένα 
δάσκαλο είναι το πως αυτό που εκφράζει θα γίνει κατανοητό. Κυρίως 
στη διδασκαλία των µαθηµατικών, ποίο είναι το γλωσσικό πλαίσιο που 
µπορεί να θέσει, µε ποιόν τρόπο θα το κάνει και ποία είναι η γλώσσα που 
καλύτερα µπορεί να γίνει αυτό; Καταλαβαίνουµε πως κυρίως το 
τελευταίο ερώτηµα είναι κάτι πολύ σηµαντικό, καθώς στο χώρο των 
µαθηµατικών µπορούν να χρησιµοποιηθούν και αυστηρα τυπικές 
γλώσσες αλλά και οι φυσικές. Και όπως ήδη ερωτήθηκε και σε 
προηγούµενη παράγραφο, πως µπορούν οι λέξεις µιας φυσικής γλώσσας 
να επηρεάσουν το νόηµα της µαθηµατικής «αλήθειας» που πρέπει να 
µεταφερθεί;  
   Το πιο σηµαντικό όµως, είναι πως ο Hintikka εκµεταλλεύεται αυτή την 
ιδέα για τις τυπικές και λογικές γλώσσες; Κατασκευάζει, λοιπον, τα 
λεγόµενα και ως Σηµασιολογικά – Θεωρητικά Παιχνίδια (Game-
Theoretical Semantics))16( , για τα οποία θα συζητήσουµε παρακάτω και 
θα αναφέρονται εκεί ως GTS. 
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ΣΧΟΛΙΑ: 
 
      

(1) O Quine γεννήθηκε το 1908 στο Οχάιο των Η.Π.Α. και πέθανε το 
2000 στο Κέιµπριτζ της Μασαχουσέτης όπου και έζησε τα 
τελευταία πενήντα χρόνια. Εκεί, στο Πανεπιστήµιο του Χάρβαρντ 
έκανε και τις µεταπτυχιακές του σπουδές και δίδαξε. Η Λογική 
αποτέλεσε το µόνιµο ερευνητικό του ενδιαφέρον. Εκτός από τη 
διατριβή του µε θέµα στη Λογική, έχει γράψει άρθρα και βιβλία 
λογικής, που αποτελούν από τα πιο σηµαντικά έργα στην 
αγγλόφωνη βιβλιογραφία σε αυτό τον κλάδο. 

(2) John I. Saeed : Βραβευµένος Βρετανός γλωσσολόγος 
(3) Στο βιβλίο της «Epistemology : The Big Questions». Η Linda 

Martin Alcoff ανήκει στο πανεπιστήµιο City της Νέας Υόρκης και  
στο κολλέγιο Hunter από το 2009, όπου ειδικεύεται σε θέµατα 
επιστηµολογίας και φιλοσοφίας και διδάσκει εκεί. 

(4) δεν είναι οι µόνες προσπάθειες προσέγγισης, απλά σχετίζονται µε 
αυτά που ο Hintikka  είχε κατά νου και για αυτό αναφερόµαστε σε 
αυτές. 

(5) Οµοίως µε το (4) 
(6) Στην παράγραφο «The Game of Logic» του βιβλίου «The 

Principles of Mathematics Revisited». 
(7) O Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 – 1966), γνωστός ως 

L.E.J.Brouwer ή ως Bertus, ήταν Ολλανδός µαθηµατικός και 
φιλόσοφος, απόφοιτος του Πανεπιστηµίου του Άµστερνταµ, που 
ασχολήθηκε µε την τοπολογία, τη θεωρία συνόλων, τη θεωρία 
µέτρου και τη µιγαδική ανάλυση. Είναι ο ιδρυτής της µαθηµατικής 
φιλοσοφίας του ιντουισιονισµού. 

(8) Μεταγλώσσα  στη γλωσσολογία, ονοµάζεται ένα σύνολο από 
λέξεις, φράσεις, όρους, σηµεία και σύµβολα, που 
χρησιµοποιούνται για να µιλήσει κάποιος, να περιγράψει ή να 
αναλύσει την ίδια τη γλώσσα (την «πραγµατική» γλώσσα που 
χρησιµοποιούµε για να µιλήσουµε για τον κόσµο µας). Έτσι, µια 
µεταγλώσσα µπορεί να θεωρηθεί ως µια γλώσσα για µια άλλη 
γλώσσα. Μια τέτοια γλώσσα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 
διατυπωθούν κανόνες, νόµοι, θεωρίες ή σχέσεις που αφορούν στην 
πραγµατική γλώσσα. Στις επιστήµες,γενικότερα,ως µεταγλώσσα 
θεωρείται η εκάστοτε ορολογία που χρησιµοποιείται για την κάθε 
επιστήµη. 

(9) Η αρχή απόκλισης του τρίτου είναι µία από τις βασικές αρχές της 
τυπικής λογικής που διατυπώθηκε από τον Αριστοτέλη και 
αναφέρει πως ανάµεσα σε δυο κρίσεις ή συλλογισµούς που η µια 
επιβεβαιώνει κάτι και η άλλη το αρνείται, ορθή είναι µόνο η µία / 



 25 

ο ένας και επιπλέον κάθε τρίτη κρίση ή συλλογισµός αποκλείεται. 
Είναι αυτό που πολύ απλοικά θα λέγαµε «ισχύει ή το α ή το β και 
αποκλείεται να υπάρχει γ» 

   (10) O Ludwig Josef Johan Wittgenstein (1889 – 1951) ήταν ένας 
           Βρετανό – Αυστριακός φιλόσοφος που εργάστηκε στον τοµέα της 
           Λογικής, της φιλοσοφίας των Μαθηµατικών και τη Φιλοσοφία της   
           Γλώσσας. Καθηγητής Φιλοσοφίας στο Πανεπιστήµιο του 
           Κέιµπριτζ από το 1939 εως το 1947. Θεωρείται µία από τις πιο  
           Σηµαντικές µορφές στο χώρο της Φιλοσοφίας του 20ου αιώνα. 
   (11) Ο Θεοδόσης Πελεγρίνης είναι καθηγητής της Φιλοσοφίας του  
           Πανεπιστηµίου Αθηνών, απόφοιτος της Φιλοσοφικής Σχολής του  
           Πανεπιστηµίου Αθηνών και διδάκτωρ Φιλοσοφίας του  
           Πανεπιστηµίου του Έξετερ της Αγγλίας. Τιµήθηκε µε το Κρατικό 
           Βραβείο ∆οκιµίου το 2007. 
   (12) Ο Anthony Clifford Grayling, γεννήθηκε το 1949 και είναι Άγγλος 
           φιλόσοφος. Μέχρι το 2011 ήταν καθηγητής Φιλοσοφίας του  
           Πανεπιστηµίου του Λονδίνου, αλλά από το 2011 και µετά  
           δηµιούργησε δικό του Κολλέγιο. 
    (13) Ο Αλέξης Καρπούζος είναι έλληνας συγγραφέας που γεννήθηκε  
           Και εργάζεται στην Αθήνα. ∆ιδάχθηκε γενική φιλοσοφία, ιστορία   
           των ιδεών, θεωρητική γλωσσολογία και θεωρία της λογοτεχνίας. 
           Έχει διατελέσει µαθητής του Καστοριάδη. 
   (14) Θυµίζει τις εκφράσεις «The snow is white» και «Το σύµπαν είναι  
           άπειρο» και τα προβλήµατα που εκεί προέκυψαν. Και οι δύο είναι 
           απλοικές εκφράσεις. Στην πρώτη η αντιστοίχιση είναι εφικτή, στη 
           δεύτερη, όµως όχι! 
   (15) Tractatus Logico-Philosophicus η  µοναδική εργασία του  
           Wittgenstein κατά τη διάρκεια της ζωής του (σε µορφή βιβλίου), 
           αποτέλεσε ένα πολύ φιλόφοξο έργο, ήταν µία προσπάθεια  
           να βρεθεί η σχέση της γλώσσας µε την πραγµατικότητα και έτσι 
           να οριστούν τα όρια της επιστήµης. Αναγνωρίζεται ως ένα από τα 
           πλέον σηµαντικά  φιλοσοφικά έργα του 20ου αιώνα. 
   (16) Η έκφραση Game – Theoretical Semantics ίσως να µεταφράζεται  
          πιο κατάλληλα ως Παιγνίο – Θεωρητική Σηµασιολογία. Εντός του 
          κειµένου θα αναφερόµαστε στα GTS. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο  
 
ΠΩΣ ΜΠΟΡΟΥΜΕ ΝΑ ΚΑΤΑΝΟΗΣΟΥΜΕ ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΜΕΣΩ ΤΩΝ ΓΛΩΣΣΙΚΩΝ ΠΑΙΧΝΙ∆ΙΩΝ 
 
 
2.1. Είναι τελικά τα µαθηµατικά µια γλώσσα; 
 
   Ένα από τα ερωτήµατα που τέθηκαν είναι, αν τα µαθηµατικά 
αποτελούν από µόνα τους µια γλώσσα. Αν τεθεί, λοιπόν, το ερώτηµα 
«είναι τα µαθηµατικά µια γλώσσα;» σε ένα ευρύτερο κοινό, τότε η 
στερεοτυπική απάντηση που συνήθως παίρνουµε είναι πως τα 
µαθηµατικά είναι, βεβαίως, µια γλώσσα. Σε αυτό έχουν συµβάλλει 
σίγουρα θέσεις πολλών επιστηµόνων, που προκύπτουν από ρήσεις, όπως 
η παρακάτω: «το βιβλίο της φύσης είναι γραµµένο στη γλώσσα των 
µαθηµατικών» όπως είπε ο Γαλιλαίος. Ή πως «η γλώσσα του σύµπαντος 
είναι τα µαθηµατικά» όπως ισχυρίστηκε ο Carl Sagan. Αυτού του είδους 
οι απόψεις, στην προσπάθεια τους για εκλαίκευση της επιστήµης 
δηµιουργούν λανθασµένες εντυπώσεις πολλές φορές. Και οι δύο 
προηγούµενες φράσεις βέβαια, που αποτελούν τυχαία παραδείγµατα 
φυσικά, προέρχονται όµως από ανθρώπους που αγαπούσαν ιδιαίτερα τη 
φυσική και όπως προείπαµε, η φυσική χρησιµοποιεί ως εργαλείο τα 
µαθηµατικά και εκφράζει  µέσω αυτών κάποιες από τις αλήθειες της. 
Είναι πολύ εύκολο έτσι να δηµιουργηθεί η εντύπωση πως τα ίδια τα 
µαθηµατικά αποτελούν µια γλώσσα (την οποία η φυσική χρησιµοποίει). 
Ακόµη και  οι αναγεννησιακοί νεοπλατωνιστές θεώρησαν ως δεδοµένο 
πως τα µαθηµατικά αποτελούν γλώσσα, θέση που από πολλούς θεωρείται 
δεδοµένη ακόµη και σήµερα. Φυσικά, υπάρχουν και οι απόψεις που 
αποκλίνουν από αυτή την αντίληψη. Η πιο γνωστή θέση που αντίκειται 
στο ότι τα µαθηµατικά θα πρέπει να θεωρούνται γλώσσα, ανήκει στους 
ιντουισιονιστές που θεωρούν πως τα µαθηµατικά είναι µια εξω-γλωσσική 
διαδικασία.  
   Σύµφωνα µε µια µη εργαλειοκρατική προσέγγιση, τα µαθηµατικά 
έχουν τη δική τους γλώσσα αλλά τα ίδια δεν αποτελούν απλώς γλώσσα. 
Κάτι τέτοιο βέβαια, µπορεί πολύ εύκολα να προκαλέσει σύγχιση. Άλλο η 
γλώσσα των µαθηµατικών (όπως αναφέρθηκε και από το Γαλιλαίο 
άλλωστε) και άλλο τα µαθηµατικά ως γλώσσα από µόνα τους. Μια 
γλώσσα µιλά και περιγράφει τον κόσµο γύρω της. Η γλώσσα των 
µαθηµατικών µιλά για τον κόσµο µέσα στον οποίο βρίσκεται, δηλαδή για 
τα µαθηµατικά αντικείµενα. Έτσι, τα µαθηµατικά χρησιµοποιούν το δικό 
τους κώδικα για να µεταφέρουν τις ιδέες τους, τα δικά τους περιεχόµενα. 
Ακόµη και οι διαφορετικοί κλάδοι των µαθηµατικών, πολλές φορές 
χρησιµοποιούν διαφορετικά σύµβολα. Από εκεί και έπειτα, οποιοσδήποτε 
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κώδικας ή µέθοδος µπορεί να µεταφέρει τις µαθηµατικές ιδέες, µπορεί να 
θεωρηθεί ως µια µαθηµατική γλώσσα.  
 
 
2.2. Φιλοσοφικές τάσεις πάνω στα Μαθηµατικά 
 
   Αναρωτιέται, λοιπόν κανείς, για το τι µπορεί να αποτελέσει µια 
γλώσσα στα οποία οι µαθηµατικές ιδέες αναπτύσσονται και διαδίδονται. 
Οι διάφορες φιλοσοφικές τάσεις πάνω στα µαθηµατικά έχουν παίξει το 
δικό τους ρόλο σε αυτό και έχουν δηµιουργήσει τους δικούς τους 
κανόνες. 
   Ο φορµαλισµός, που έχει ως κύριο εκφραστή το Hilbert, θεωρεί ότι τα 
µαθηµατικά δεν αντιστοιχούν στον κόσµο της εµπειρίας και αρνείται 
όλους τους µηχανισµούς της αναπαράστασης προκειµένου να διασώσουν 
την συνέπεια τους. Οι φορµαλιστές τύπου Thomae )1( (φορµαλισµός 
παιγνίων) θεωρούν ότι τα µαθηµατικά είναι γλωσσικοί χαρακτήρες χωρίς 
νόηµα και εµφανίζουν τα τυπικά συστήµατα και το παιχνίδι των 
συµβόλων και των ορισµών ως το µοντέλο των κανόνων που διέπουν τη 
βεβαιότητα. Ο Hilbert καταφέρνει επιτέλους, να βρει λύση σε ένα θέµα 
που είχε απασχολήσει πολύ έντονα τους αναλυτικούς φιλόσοφους )2( τον 
20ο αιώνα : τη δυνατότητα του µαθηµατικού που µελετά τη Γεωµετρία 
ώστε να ξεφύγει από το διαισθητικό στοιχείο που του προσφέρει η 
εποπτεία και να µπορεί να το διατυπώσει σε µια µαθηµατικά αυστηρή 
γλώσσα. Έτσι, τα αξιωµατικά συστήµατα έγιναν συστήµατα πολύ καλά 
οργανωµένων και συντακτικά ορισµένων συµβόλων, αλλά δυστυχώς, 
χωρίς κανένα νόηµα. Στη Γεωµετρία, για παράδειγµα, χωρίς την 
εποπτεία, µέσα από τέτοια συστήµατα πως µπορούµε να µιλάµε για 
σηµεία, ευθείες και επίπεδα; ή στην Αριθµητική, µε το αξιωµατικό 
σύστηµα του Peano πως είµαστε σίγουροι πως µιλάει για τους γνωστούς 
µας αριθµούς;  
   Σε αυτά τα προβλήµατα ερµηνείας που εµφανίστηκαν έρχεται, λοιπόν, 
να δώσει λύση η Συνολοθεωρία. Ο λογικισµός αποτελεί την πρώτη 
ολοκληρωµένη προσπάθεια θεµελίωσης των µαθηµατικών στη λογική. 
Βασικός εκπρόσωπος ο Frege και συνέχισαν το έργο του, οι Russell και 
Whitehead. Ο σκοπός του λογικισµού ήταν να αποδειχτεί ότι τα κλασικά 
µαθηµατικά είναι µέρος της λογικής. Το γενικό σχέδιο ήταν να 
διατυπωθεί ένας ορισµός της έννοιας του αριθµού και έπειτα να 
χρησιµοποιηθεί αυτό ως βάση για να συναχθούν οι µαθηµατικές αλήθειες 
από τα καθαρώς λογικά αξιώµατα. ∆ηλαδή, η βασική στρατηγική του 
Frege ήταν να θεωρήσει την Αριθµητική ως κλάδο της λογικής. Όµως, 
και εδώ άρχισαν να εµφανίζονται παράδοξα, όπως, για παράδειγµα το 
παράδοξο του Russell στο οποίο ενεπλάκη ο Frege. Και µάλιστα 
λύνοντας το ένα, εµφανίζοταν κάποιο άλλο. Ο απλούστερος τρόπος 



 28 

επίλυσης αυτού του προβλήµατος θα ήταν να εγκαταλειφθεί ο λογικισµός 
και να γυρίσουµε στην προσέγγιση του φορµαλισµού. Όµως, το 
Θέωρηµα της Μη Πληρότητας του Gödel έρχεται το 1930 να αποδείξει 
πως τα συνεπή τυπικά συστήµατα ακόµα και στο βασικό επίπεδο της 
αριθµητικής στερούνται πληρότητας. Σύµφωνα µε το θέωρηµα αυτό να 
πούµε (µε λίγα λόγια) πως ένα αξιωµατικό σύστηµα που έχει ως βάση 
του την αριθµητική δε µπορεί να είναι ταυτόχρονα συνεπές και πλήρες. 
Ένα σύστηµα θεωρείται συνεπές όταν δεν υπάρχει κάποιος τύπος µέσα 
σε ένα µοντέλο του που να ισχύει ταυτόχρονα και αυτός και η αντίφαση 
του. Ένα σύστηµα τώρα, ονοµάζεται πλήρες αν για κάθε τύπο του 
µοντέλου ισχύει είτε αυτό ή η αντιφασή του. Στο βιβλίο «Εισαγωγή στη 
Φιλοσοφία των Μαθηµατικών» ο κύριος ∆. Αναπολιτάνος αναφέρει 
σχετικά : 
   «Η φιλοσοφική σηµασία του Θεωρήµατος Πληρότητας είναι µεγάλη. 
Σαν τεχνικό αποτέλεσµα ανήκει κατ’ αρχήν στην περιοχή των 
µεταµαθηµατικών και αναφέρεται στη δυνατότητα διασύνδεσης της 
συντακτικής και της ερµηνευτικής πλευράς µιας πρωτοβάθµιας γλώσσας. 
Ανήκει στην περιοχή των µεταµαθηµατικών, γιατί δεν είναι ένα θεώρηµα 
που αποδείχτηκε στα πλαίσια µιας συγκεκριµένης µαθηµατικής θεωρίας 
και που εποµένως θα µπορούσε έτσι να αναφέρεται στα µαθηµατικά 
αντικείµενα και τις σχέσεις που υπάρχουν σύµφωνα µε τη συγκεκριµένη 
θεωρία. Ακόµη, ανήκει στην περιοχή των µεταµαθηµατικών, γιατί είναι 
µια πρόταση που έχει σαν αντικέιµενο της όχι το εσωτερικό µιας 
συγκεκριµένης θεωρίας, αλλά τις σχέσεις και διασυνδέσεις των 
µαθηµατικών θεωριών, όταν καθ’ εαυτές θεωρηθούν αντικέιµενα 
σπουδής. Από  µια άποψη η πρόταση αυτή είναι το πρώτο σηµαντικό 
θεώρηµα µιας περιοχής της µαθηµατικής λογικής. Ανήκει, δηλαδή, στην 
περιοχή των µεταθεωρηµάτων µε την έννοια πως, όπως ήδη είπαµε, 
αναφέρεται στα δοµικά χαρακτηριστικά όχι του εσωτερικού µιας θεωρίας 
αλλά ενός σύµπαντος που τα αντικείµενα του είναι όλες οι πρωτοβάθµιες 
µαθηµατικές θεωρίες και τα δυνατά µοντέλα τους. ∆ιευκρινιστικά θα 
πρέπει να τονιστεί πως οι γλώσσες και αντίστοιχα οι θεωρίες στις οποίες 
αναφέρεται, ονοµάζονται πρωτοβάθµιες, γιατί, αφ’ ενός, οι µεταβλητές 
έχουν σαν πεδίο τιµών τους µαθηµατικά αντικείµενα και όχι κλάση 
τέτοιων αντικειµένων, και αφ’ ετέρου, οι ποσοδείκτες ∀και ∃  µπορούν 
να βρουν µόνον πάνω σε τέτοιες µεταβλητές. Γλώσσες στις οποίες 
υπάρχουν ποσοδείκτες αντίστοιχοι των ∀και ∃ , που δρουν πάνω σε 
κλάσεις µαθηµατικών αντικειµένων (δηλαδή πάνω σε µεταβλητά 
κατηγορήµατα), λέγονται δευτεροβάθµιες. Για τις γλώσσες αυτές δεν 
υπάρχει γενικό µεταθεώρηµα, αντίστοιχο του θεωρήµατος πληρότητας 
και για αυτό είναι λιγότερο εύχρηστες από τις πρωτοβάθµιες.» 
 
και συµπληρώνει λίγο παρακάτω : 
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   «Η φιλοσοφική σηµασία του θεωρήµατος αυτού είναι, όπως ήδη 
είπαµε, ιδιαίτερα µεγάλη. Κωδικοποίει ουσιαστικά κάτι που, ενώ ήταν 
ήδη κατοχυρωµένο στα πλαίσια της υπάρχουσας µαθηµατικής πρακτικής, 
δεν είχε γίνει απόλυτα αντιληπτό από τη µαθηµατική κοινότητα. Πιο 
συγκεκριµένα το θεώρηµα πληρότητας µας βεβαιώνει, πως στα πλαίσια 
µιας πρωτοβάθµιας γλώσσας οι διαδικασίες επαληθευσιµότητας και 
αποδειξιµότητας είναι ισοδύναµες.». 
   Ο ιντουισιονισµός από την άλλη αντιτίθεται στο λογικισµό και θεωρεί 
πως σε σχέση µε τα µαθηµατικά η γλώσσα έρχεται σε δέυτερη µοίρα, 
ενώ πρωτεύοντα, φυσικά, ρόλο παίζει η εποπτεία. Οι ιντουισιονιστές 
βλέπουν τα µαθηµατικά ως µια προγλωσσική και προλογική διαδικασία, 
ακριβώς γιατί η φύση της µαθηµατικής δραστηριότητας δεν εξαρτάται 
από κάποιο λογικό υπόβαθρο που συνδέεται µε συγκεκριµένο τρόπο 
σήµανσης, ούτε ανάγεται σε ένα τέτοιο. Σύµφωνα µε το Brouwer, η 
προτεραιότητα της µαθηµατικής διαδικασίας σε σχέση µε τη γλώσσα και 
τη λογική οφείλεται στην ενόραση. Καταλήγουµε, λοιπόν, πως ο 
ιντουισιονισµός θεωρεί πως αν θέλουµε να µάθουµε µαθηµατικές 
έννοιες, η διαδικασία αυτή είναι ανεξάρτητη από οποιαδήποτε γλώσσα 
(εννοώντας ως γλώσσα οποιοδήποτε οργανωµένο σύστηµα σήµανσης). 
   Στα πλαίσια, του πλατωνισµού, η γλώσσα που χρησιµοποίειται σαφώς 
περιέχει µια χροιά λογικής. Οι παραγωγικές µέθοδοι αυτής κάνουν 
δυνατή τη διατήρηση της µαθηµατικής αλήθειας, ενώ η µαθηµατική 
γνώση επεκτείνεται µε την ανακάλυψη νέων αποτελεσµάτων τα οποία 
στερούνται αναφοράς στον φυσικό κόσµο. Για αιώνες το µοντέλο του 
προγράµµατος αυτού ήταν η γεωµετρία των "Στοιχείων" του Ευκλείδη. 
Ωστόσο, αυτή η απόλυτη θέση κλονίστηκε από τα µέσα του 19ου αιώνα 
όταν οι Lobachevsky - Bolyai και Riemann αρνούµενοι το 5ο αίτηµα του 
Ευκλείδη δηµιούργησαν νεες γεωµετρίες , κάτω από την απόλυτη θέαση 
του Πλατωνισµού, εντός του Ευκλειδίου συστήµατος. 
   Συνοψίζοντας, βλέπουµε πως ο ιντουισιονισµός δεν κάνει καµία 
προσπάθεια να «καταλάβει» κάτω από ποιούς γλωσσικούς κανόνες θα 
γραφτούν τα µαθηµατικά, καθώς τα θεωρεί ανεξάρτητα και ο 
φορµαλισµός µε τη λογική παρά την προσπάθεια δηµιουργίας ενός 
γλωσσικού µοντέλου στο οποίο τα µαθηµατικά θα εµφανίζονται 
αντιµετωπίζουν σοβαρά προβλήµατα.  
   Φυσικά, καταλαβαίνουµε πως η καθαρότητα του µαθηµατικού λόγου 
δε µπορεί παρά να είναι ζήτηµα τυπικής γλώσσας και λογικής. Όµως, η 
κατηγορηµατική λογική των Frege και Russell, για παράδειγµα, µπορεί 
να είναι αρκετή φιλοσοφικά; για τον Quine επειδή η λογική αυτή είναι 
πλήρης, είναι αδιαπραγµάτευτη. Ξαναγυρνούµε όµως, πάλι στα ίδια, 
καθώς για τις εκφραστικές απαιτήσεις των µαθηµατικών χρειαζόµαστε τη 
Συνολοθεωρία που µε το Θεώρηµα της Μη Πληρότητας καθώς και µε το 
«αδύναµο αποτέλεσµα» του Tarski, ακυρώνεται όλη αυτή η προσπάθεια. 
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   Ο Hintikka, λοιπόν, δεν ιεραρχεί τις προτεραιότητες όπως ο Quine. 
Θεωρεί πως η σύνταξη τυπικών γλωσσών ή της κατηγορηµατικής 
λογικής των Frege και Russell περιορίζει τις εκφραστικές δυνατότητες 
των µαθηµατικών. Τις επιπλέον εκφραστικές δυνατότητες που λείπουν 
από τη λογική τις βρίσκουµε στη Συνολοθεωρία και για αυτό 
καταφέυγουµε εκεί. Όπως αναφέρεται και στο έργο «Ο Μαθηµατικός 
ξέρει γιατί µιλάει» του Μιχάλη Μυτιληναίου και του Ευάγγελου 
Γερονικόλα : 
 
   «...η προσέγγιση του Hintikka µας υποχρεώνει να επανεξετάσουµε τη 
σηµασία της λογικής. Λογική και µαθηµατικά διαφέρουν. Ενώ στα 
µαθηµατικά ο κάθε κλάδος έχει το δικό του µοντελοθεωρητικό 
αντικέιµενο µελέτης, στη λογική τα αξιώµατα δε µιλούν για κάτι. Για το 
θεµελιακό της ρόλο η λογική θα πρέπει να ξεπηδά µέσα από την ίδια την 
πρακτική των µαθηµατικών. Άλλωστε, για τους µαθηµατικούς η λογική 
είναι πρώτιστα εργαλείο (το χρησιµοποιούν επιτυχώς και πολύ πριν 
τυποποιηθεί η πρωτοβάθµια λογική), και σαν κάθε εργαλείο θα πρέπει να 
είναι κατασκευασµένο σύµφωνα µε τις απαιτήσεις της δουλειάς για την 
οποία είναι προορισµένο.» 
 
   Έτσι, ο Hintikka µπαίνει στη διαδικασία να βελτιώσει τη γλώσσα της 
λογικής η οποία στηρίζει και τις φυσικές γλώσσες. Εφευρίσκει µια νέα 
βασική πρώτης τάξης λογική και τη χρησιµοποιεί για να περιπλανηθεί 
στα θεµέλια των µαθηµατικών. Την ονοµάζει λογική φιλική της 
ανεξαρτησίας (independence friendly logic ή αλλιώς IF logic) και τη 
θεωρεί πιο κατάλληλο θεµελιακό εργαλείο για τα µαθηµατικά. Ό,τι 
αποδεικνύεται στη λογική Frege-Russell αποδεικνύεται και στην IF 
λογική. Και επειδή αυτή η τελευταία δε µπορεί να αξιωµατικοποιηθεί 
(παρά του ότι έχει περισσότερες εκφραστικές δυνατότητες) δεν ειναι 
πλήρης. Η µη πληρότητα µεταφέρεται έτσι στα µαθηµατικά. Στο πλαίσιο 
της IF όµως, µετατοπίζεται το βάρος της µη πληρότητας από τα 
µαθηµατικά στη λογική.  
   Ο Hintikka διακρίνει τρεις λειτουργίες της λογικής : η λογική ως µέσο 
έκφρασης (µαθηµατικών) προτάσεων, η λογική ως µελέτη της λογικής 
συνέπειας και η λογική ως µέσο για την αξιωµατική θεωρία συνόλων. Ο 
Hintikka βλέπει την πρώτη λειτουργία ως ένα από τα πιο σηµαντικά 
πράγµατα στα θεµέλια των µαθηµατικών. 
   Σε συνδυασµό µε τη νέα λογική του Hintikka δίνει τη δυνατότητα 
στους λογικούς να εκφράσουν σε επίπεδο πρώτης τάξης λογικής, έννοιες 
όπως το άπειρο και την αλήθεια στην ίδια γλώσσα.  
   Γενικά και πιο απλά, καταλαβαίνουµε πως για το Hintikka οι κανόνες 
της λογικής δε µπορούν να αποτελούν και κανόνες κάποιας µαθηµατικής 
γλώσσας. Όµως, οι κανόνες της λογικής µπορούν να επηρεάσουν τους 
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κανόνες µιας φυσικής γλώσσας. Ίσως λοιπόν, η πιο κατάλληλη 
µαθηµατική γλώσσα να είναι έκεινη στην οποία τυπικά και λογικά 
συστήµατα συνδέονται µε τον καλύτερο τρόπο µε κάποια φυσική 
γλώσσα. 
 
 
2.3. Σύνδεση τυπικών και φυσικών γλωσσών 
 
   Σε αυτό το σηµείο, λοιπόν, θα ενδιαφερθούµε για το αν µια τυπική 
γλώσσα και µια φυσική µπορούν να συνδυαστούν κατάλληλα, µε τρόπο 
τέτοιο ώστε να δηµιουργείται µια µαθηµατική γλώσσα. Και µάλιστα, η 
γλώσσα αυτή να µεταφέρει τις µαθηµατικές θεωρίες και ιδέες έτσι ώστε 
αυτές να γίνονται πιο προσιτές. Αυτό που πρέπει όµως πρωταρχικά να 
εντοπίσουµε είναι αν µια γλώσσα τυπική ή λογική συνδέεται κάπως µε 
µια φυσική γλώσσα. Αν υπάρχει κάτι κοινό ανάµεσα τους. Στο άρθρο 
«Μια γλώσσα εκφώνησης των µαθηµατικών τύπων» του Α.Γαγάτση, 
αναφέρεται το εξής : 
 
   «Υπάρχουν πολλές οµοιότητες ανάµεσα στα σχολικά βιβλία που είναι 
γραµµένα σε κοινά ελληνικά και στα βιβλία των µαθηµατικών. Αυτές οι 
οµοιότητες οφείλονται στο γεγονός ότι η λογικό-µαθηµατική γλώσσα από 
τη µια πλευρά και η φυσική γλώσσα από την άλλη πλευρά είναι δυικές 
εκδηλώσεις )3( της νόησης. Ο όρος της δυικότητας παραπέµπει σε δύο είδη 
γεγονότων : 
α) λογική γλώσσα και φυσική γλώσσα είναι αχώριστα συνδεδεµένες, η µια 
δε µπορεί να θεωρηθεί χωρίς την άλλη, 
β) είναι παρόλα αυτά ειδικές η µια σε σχέση µε την άλλη, πράγµα που 
σηµαίνει ότι δε θα µπορούσαµε να ανάγουµε τη λογική στη γλώσσα ούτε τη 
γλώσσα στη λογική.» 
 
   Αυτό που αναφέρεται παραπάνω δεν αποτελεί έκπληξη καθώς µια 
οποιαδήποτε έκφραση µιας φυσικής γλώσσας, των ελληνικών για 
παράδειγµα, διέπεται από κάποιους λογικούς κανόνες, όσον αφορά στη 
σύνταξή της τουλάχιστον. Για το νόηµα µιας έκφρασής µιας φυσικής 
γλώσσας, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω δε θα µπορούσαµε να 
µιλήσουµε µε βάση τη λογική. Εκεί µάλλον χρειάζεται κάτι άλλο για να 
δοµηθεί ένα συγκεκριµένο νόηµα, το οποίο θα το συζητήσουµε 
παρακάτω. Βέβαια, ο Richard Montague)4( , για παράδειγµα, έχει 
προσπαθήσει να δείξει ότι τα αγγλικά (η επιλογή της φυσικής γλώσσας 
είναι µάλλον τυχαία) είναι τα ίδια µια τυπική γλώσσα, της οποίας οι 
κανόνες γραµµατικής και η ερµηνεία µοιάζουν – αν και είναι πολύ 
περισσότερο πολύπλοκοι – µε την κατηγορηµατική λογική. 
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   Από την άλλη, η λογική χρειάζεται εκφράσεις και λέξεις από τη φυσική 
γλώσσα για να αποκτήσει νόηµα. Στο Φιλοσοφικο Λεξικό του 
Cambridge, στο λήµµα «τυπική λογική(formal logic)» αναφέρεται 
σχετικά το εξής : 
 
   «Η επιστήµη του ορθού συλλογισµού που πηγαίνει πίσω στα Αναλυτικά 
Πρότερα του Αριστοτέλη, που βασίζονται στα δεδοµένα ότι η εγκυρότητα 
ενός επιχειρήµατος είναι συνάρτηση της δοµής ή της λογικής µορφής του. 
Η σύγχρονη δοµή της τυπικής λογικής είναι η συµβολική (µαθηµατική) 
λογική. Αυτή είναι η µελέτη των έγκυρων συµπερασµάτων σε τεχνητές 
γλώσσες διατυπωµένες µε ακρίβεια, η γραµµατική δοµή των προτάσεων – 
ή των καλοσχηµατισµένων τύπων – των οποίων έχει στόχο να καθρεφτίσει 
τους λογικούς τύπους των αντιστοίχων τους στις φυσικές γλώσσες, ή να 
αποτελέσει µια αυστηρή τυποποίηση τους. Αυτές οι τυπικές γλώσσες 
µπορούν έτσι να θεωρηθούν (µαθηµατικά) µοντέλα θραυσµάτων φυσικής 
γλώσσας. Όπως όλα τα µοντέλα, γενικά, αυτά τα µοντέλα είναι 
εξειδανικεύσεις που αποκλείουν, χαρακτηριστικά, φαινόµενα όπως είναι η 
ασάφεια, η αµφισηµία και ο (γραµµατικός) χρόνος. Αλλά η ιδέα που 
βρίσκεται στη βάση της συµβολικής λογικής είναι ότι στο βαθµό που 
αναπαριστούν ορισµένα δοµικά χαρακτηριστικά των επιχειρηµάτων στις 
φυσικές γλώσσες, η µελέτη των έγκυρων συναγωγών στις τυπικές γλώσσες 
µπορεί να µας δώσει πληροφορίες για τη λειτουργία αυτών των 
επιχειρηµάτων.» 
 
   Φυσικά, όπως επίσης αναφέρεται η µια γλώσσα δε µετατρέπεται στη 
µορφή της άλλης. ∆ε µπορούµε, ας πούµε, να επικοινωνήσουµε για τις 
καθηµερινές µας ανάγκες µέσω της λογικής γλώσσας, αλλά ούτε να 
περιγράψουµε εύκολα κάποιους από τους τύπους της λογικής (ή ακόµη 
και πολλούς από τους µαθηµατικούς τύπους) µέσω µόνο της ελληνικής 
γλώσσας.  
   Καταλαβαίνουµε πως υπάρχει αλληλεπίδραση και σύνδεση εδώ. Οι 
τυπικές και οι φυσικές γλώσσες σαφώς και συνδέονται. Όµως όπως 
είπαµε, η λογική µπορεί να θεωρηθεί σα βασικό συστατικό στη σύνταξη 
µιας γλώσσας αλλά για το νόηµα της ίσως χρειάζεται κάτι περισσότερο. 
Αυτό το οποίο θα ολοκληρώσει µια πρόταση ώστε να βγάζει κανείς 
νόηµα από αυτή, είναι τα γλωσσικά παιχνίδια, ή αλλιώς οι δοµές και τα 
πλαίσια µέσα στα οποία οι λέξεις πέρνουν το νόηµα της )5( . 
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2.4. Σηµασιολογικά γλωσσικά παιχνίδια (Θεωρητικό-σηµασιολογικά 
παιχνίδια - GTS) 
 
   Με βάση όσα από τα παραπάνω είπαµε, θα τολµήσουµε να δούµε πως 
η θεωρία του Hintikka µπορεί να επηρεάσει τα µαθηµατικά και κυρίως τη 
διαδικασία που διεξάγεται κατά τη µεταφορά των ιδεών τους. Όπως 
αναφέρθηκε  παραπάνω, στο συγκεκριµένο άρθρο (The Game of Logic) o 
Hintikka προσπαθεί να καταδείξει το ρόλο των γλωσσικών παιχνιδιών ως 
ένα ακρογωνίαιο λίθο µίας λογικό-σηµασιολογικής )6( θεωρίας. 
   Στην παράγραφο 1.5 αναφέρεται αναλυτικά για το τι ορίζουµε ως 
«γλωσσικά παιχνίδια», όµως εκεί η έννοια αυτή έχει να κάνει κυρίως µε 
το πλαίσιο των φυσικών γλωσσών και όχι τόσο µέσα από µια τυπική ή 
λογική γλώσσα. Τι είναι όµως αυτό που ο Hintikka λέει για αυτά στο 
«The Game of Logic» ; 
   Ο Hintikka, ουσιαστικά µιλάει για το Game Theoretical Semantics 
(GTS) , αυτό που εµείς θα µπορούσαµε να ονοµάσουµε ως Θεωρητικό-
Σηµασιολογικό παιχνίδι. Η προσέγγιση µέσω τέτοιων παιχνιδιών στη 
σηµασιολογία θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί σε ένα ευρύτερο φάσµα 
λογικών συστηµάτων. Χρησιµοποιούνται ήδη από τις αρχές του 1960 για 
την ανάλυση των φυσικών γλωσσών αλλά και των δοµών του διαλόγου. 
Σε ένα λιγότερο επίσηµο επίπεδο, η ερµηνεία των λογικών τύπων σαν 
παιχνίδια ερώτησης-απάντησης έχει µακρά ιστορία. Ένα πολύ γνωστό 
παράδειγµα από τα µαθηµατικά είναι η εξήγηση της έννοιας της 
συνέχειας µίας συνάρτησης f  στο x 0  (‘εάν µου πείτε πόσο κοντά θέλετε 
το )(yf στο (f x )0 , τότε µπορώ να σας πω πόσο κοντά πρέπει το y  να 
είναι στο x 0 ’). Όµως, ο Hintikka τολµά να τα δει µέσα και στον κόσµο 
της λογικής. Εξάλλου, για αυτόν ο συνδυασµός των θεωρητικών 
παιχνιδιών και της λογικής είναι πολύ φυσικός αλλά ακόµη και 
αναπόφευκτός.  
   Σε αυτή την παράγραφο του βιβλίου του, µε παραδείγµατα κυρίως 
(παρά µε επιχειρήµατα, όπως και ο ίδιος αναφέρει) προσπαθεί να τονίσει 
τη σηµασία αυτών των σηµασιολογικών παιχνιδιών. Εµείς εδώ δε θα 
αναφερθούµε αναλυτικά στα παραδείγµατα που δίνει αλλά πιο πολύ θα 
αναλύσουµε τα συµπεράσµατα και τις θέσεις του µετά από αυτά.  
   Για αρχή όµως, θα αναφερθούµε σε κάποια θέµατα της λογικής τα 
οποία πρέπει να γνωρίζουµε. Είναι η βάση πάνω στην οποία πατάει η 
θεωρία του Hintikka. 
   Ένα βασικό σηµείο που πρέπει να σταθούµε είναι η χρησιµότητα, 
γενικά, της λογικής. Αναφερθήκαµε πριν, πολύ επιφανειακά, στο ότι η 
µαθηµατική γλώσσα πρέπει να έχει χαρακτήρα τυπικής ή λογικής 
γλώσσας. Αυτό γίνεται γιατί η φυσική γλώσσα από µόνη της είναι 
ακατάλληλη σε πολλές από τις εφαρµογές των µαθηµατικών. Για 



 34 

παράδειγµα, στα υπολογιστικά συστήµατα τα µαθηµατικά εκφρασµένα 
σε µια φυσική γλώσσα θα ήταν αδύνατο να λειτουργήσουν. Και όχι µόνο 
σε αυτή την περίπτωση. Τα µαθηµατικά στρέφονται στη λογική για να 
δοµήσουν τη γλώσσα τους γιατί η λογική αντίθετα µε τις φυσικές 
γλώσσες προσφέρει αυστηρότητα, σαφήνεια, ακρίβεια, απλότητα στη 
σύνταξη της γλώσσας, αλλά επίσης, προσφέρει και τη δυνατότητα 
παραγωγής νέας γνώσης από την ήδη υπάρχουσα. Η λογική εξάλλου, 
δίνει τη δυνατότητα στον ανθρώπινο νου για να αποσαφηνίζει, να 
τυποποίει και να τακτοποίει την ίδια του τη σκέψη και επιπλέον αποτελεί 
µια εύχρηστη µεθοδολογία για την αναπαράσταση και επίλυση 
προβληµάτων. Υπάρχουν δύο βασικά είδη τυπικής λογικής. Ο 
Προτασιακός Λογισµός και ο Κατηγορηµατικός Λογισµός. 
 
 
2.4.α. Προτασιακός Λογισµός ή Προτασιακή Λογική 
 
   Ο Προτασιακός Λογισµός (prepositional logic) είναι ένας φορµαλισµός 
κάποιων απλών µορφών συλλογιστικής. Αποτελεί το απλούστερο λογικό 
σύστηµα. Στο σύστηµα αυτό κάθε ισχυρισµός αποτελείται από προτάσεις 
που µπορούν να είναι είτε αληθείς (true) είτε ψευδείς (false) αλλά όχι και 
τα δύο. Οι προτάσεις συνήθως συµβολίζονται από λατινικούς 
χαρακτήρες P, Q, R κ.λ.π. και ονοµάζονται άτοµα (atoms) ή ατοµικοί 
τύποι (atomic formulas).  
   Η σύνταξη (syntax) και η σηµασιολογία (semantic) είναι δύο πράγµατα 
πολύ σηµαντικά για κάθε τυπική γλώσσα που σχηµατίζεται. Η σύνταξη 
καθορίζει τις επιτρεπτές ακολουθίες συµβόλων (που θεωρούνται καλά 
σχηµατισµένες) και η σηµασιολογία καθορίζει τις µεταξύ τους σχέσεις. Η 
σύνταξη προϋποθέτει τον καθορισµό του αλφάβητου της γλώσσας, 
δηλαδή του συνόλου των συµβόλων µε τα οποία µπορούν να 
κατασκευαστούν καλά σχηµατισµένες ακολουθίες (λέξεις). Το αλφάβητο 
της προτασιακής λογικής αποτελείται από τα επόµενα σύµβολα: 
 
•  Άτοµα , π.χ., P, Q ή P1, P2  κ.λ.π. 
•  ∆ύο σύµβολα στίξης «(» και «)» 
•  Πέντε λογικόυς συνδέσµους που φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 
 
                                
                    Σύµβολο                Ονοµασία/Νόηµα 
                        ∧              Σύζευξη/λογικό «και» 
                        ∨               ∆ιάζευξη/λογικό «ή» 
                        ¬               Άρνηση/λογικό «όχι» 
                        →        Συνεπαγωγή/λογικό «εάν...τότε» 
                        ↔   Ισοδυναµία/λογικό «εάν και µόνο αν» 
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   Οι σύνθετες προτάσεις που προκύπτουν ονοµάζονται ορθα δοµηµένοι 
τύποι. Ένας τύπος ορίζεται όπως παρακάτω : 
 
•  κάθε άτοµο είναι τύπος (η απλούστερη µορφή) 
•  αν Φ  είναι τύπος, τότε και ο Φ¬  είναι τύπος (προφέρεται ως «όχι Φ») 
•  αν Φ  και Ψ είναι τύποι, τότε και οι επόµενοι είναι (σύνθετοι) τύποι : 
        ο ( Ψ∧Φ )   (προφέρεται ως «Φ και Ψ») 
        ο ( )Ψ∨Φ    (προφέρεται ως «Φ ή Ψ») 
        ο ( )Ψ→Φ  (προφέρεται ως «Φ συνεπάγεται Ψ» ή «αν Φ, τότε Ψ») 
        ο ( Ψ↔Φ ) (προφέρεται ως «Φ ισοδύναµο Ψ» ή «Φ αν και µόνο Ψ») 
 
•  οι τύποι σχηµατίζονται από τους παραπάνω κανόνες και µόνο αυτούς 
 
   Η λογική τιµή αυτών των τύπων υπολογίζεται χρησιµοποιώντας 
πίνακες αληθείας. Η σηµασιολογία της προτασιακής λογικής αντιστοιχεί 
µια τιµή αληθείας («αληθές» Α ή «ψευδές» Ψ) σ' έναν τύπο, βασισµένη 
σε µια ερµηνεία της γλώσσας. Μια ερµηνεία (interpretation) αντιστοιχεί 
τιµές αληθείας στα άτοµα (στον πίνακα 1)  και επεκτείνεται σε σύνθετους 
τύπους µε χρήση ενός πίνακα αληθείας για να µεταχειριστεί τους 
συνδέσµους. Για παράδειγµα, ο πίνακας αληθείας του τύπου 

)( QPP ∨→ (στον πίνακα 2) : 
 
     Φ        Ψ     Φ¬    Ψ∧Φ    Ψ∨Φ   Ψ→Φ   Ψ↔Φ  
     Α      Α      Ψ      Α      Α      Α      Α 
     Α      Ψ      Ψ      Ψ      Α      Ψ      Ψ 
     Ψ      Α      Α      Ψ      Α      Α      Ψ 
     Ψ      Ψ      Α      Ψ      Ψ      Α      Α 
                                                  (πίνακας 1) 
 
 
             P              Q          QP∨      )( QPP ∨→  
             Α             Α            Α           Α 
             Α             Ψ            Α           Α 
             Ψ             Α            Α           Α 
             Ψ             Ψ            Ψ           Α 
                                                  (πίνακας 2) 
 
   Να αναφερθούµε εδώ, σε κάποιους ορισµούς : αν ένας τύπος R είναι 
αληθής κάτω από οποιεσδήποτε αποτιµήσεις, ονοµάζεται τότε 
ταυτολογία  (tautology) ή έγκυρος (valid) και συµβολίζεται µε =  R. 

Τέτοια περίπτωση αποτελεί ο τύπος του πίνακα 2. Αντίθετα αν ένας 
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τύπος είναι ψευδής κάτω από οποιεσδήποτε αποτιµήσεις, ονοµάζεται 
αντινοµία (contradiction). Aν ένας τύπος R είναι αληθής κάτω από µία 
ερµηνεία Μ, θα λέµε ότι ο τύπος  R   ικανοποιείται από τη Μ ή ότι η Μ 
είναι ένα µοντέλο (model) του R. ∆ύο τύποι R και G θα είναι ισοδύναµοι 
(equivalent) αν και µόνο αν οι πίνακες αληθείας τους συµπίπτουν κάτω 
από οποιαδήποτε ερµηνεία και συµβολίζουµε µε R↔G. 
   Τέλος, για να ολοκληρώσουµε τη σύντοµη αναφορά µας στην 
προτασιακή λογική, να αναφερθούµε στα παρακάτω σηµαντικά 
αξιώµατα: 
 
1. =φ ¬¬↔ φ                                                     νόµος της διπλής άρνησης 

2. = (¬φ ¬∨ ψ) ¬↔ (φ∧ψ)                                De Morgan 

3. = (¬φ ¬∧ ψ) ¬↔ (φ∨ψ)                                De Morgan 

4. = ((φ∨ψ)∧ χ)↔ (φ∧ χ)∨ (ψ∧ χ)                      επιµερισµός της σύζευξης 

5. =  ((φ∧ψ)∨ χ)↔ (φ∨ χ)∧ (ψ∨ χ)                     επιµερισµός της διάζευξης 

6. = (φ→ψ)↔ (¬φ∨ψ) 

7. = (φ↔ψ)↔ ((φ→ψ)∧ (φ→ψ)) 

 
   Μετά τη βασική και συνοπτική παρουσία του προτασιακού λογισµού, 
θα περάσουµε τώρα στον κατηγορηµατικό λογισµό. 
 
 
2.4.β. Κατηγορηµατικός Λογισµός ή Λογική Πρώτης Τάξης 
 
   Αυτή η περίπτωση µας ενδιαφέρει περισσότερο στα πλαίσια της 
παρούσης εργασίας. Γενικότερα, να πούµε πως υπάρχουν προτάσεις που 
δε µπορούν να εκφραστούν στην προτασιακή λογική. Η λογική πρώτης 
τάξης ή, όπως αλλιώς λέγεται, η κατηγορηµατική λογική (predicate 
logic), επεκτείνει την προτασιακή λογική εισάγοντας επιπρόσθετα 
στοιχεία του λεξιλογίου όπως τους όρους (terms), 
τα κατηγορήµατα (predicates) και τους ποσοδείκτες (quantifiers). Είναι 
πολυπλοκότερη από την προτασιακή λογική και µπορεί να θεωρηθεί ως 
µια γενίκευση αυτής. Το σύνολο των συµβόλων της λογικής πρώτης 
τάξης (το αλφάβητο πρώτης τάξης), ορίζεται παρακάτω : 
 

•  Σταθερές:  a, b, c, a1, a2, κ.λ.π. 

•  Μεταβλητές: ,21,,,, χχωψχ  κ.λ.π. 
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•  Σύµβολα συναρτήσεων:  f, g, κ.λ.π. Σε κάθε σύµβολο συνάρτησης 
αντιστοιχεί ένας αριθµός που ονοµάζεται τάξη (arity). Η τάξη ισούται 
µε το πλήθος των ορισµάτων (arguments) ή, αλλιώς, παραµέτρων 
(parameters), της συνάρτησης. 'Ετσι, έχουµε µοναδιαίες (unary) 
συναρτήσεις (µε ένα όρισµα), δυαδικές (binary) συναρτήσεις (µε δύο 
ορίσµατα) και, γενικά, κ-αδικές συναρτήσεις (µε κ στο πλήθος 
ορίσµατα). 

•  Σύµβολα κατηγορηµάτων: P, Q, κ.λ.π. Χρησιµοποιούνται για να 
δηλώνουν ιδιότητες σχέσεων. Κάθε σύµβολο κατηγορήµατος έχει µια 
συγκεκριµένη τάξη. 

•  Συνδέσµους:  (άρνηση),  (σύζευξη),  (διάζευξη), 
 (συνεπαγωγή) και  (ισοδυναµία). 

•  ∆ύο ποσοδείκτες:  (υπαρκτικός ποσοδείκτης) και  (καθολικός 
ποσοδείκτης). 

•  Τρία σύµβολα στίξης: «(», «)» και «,» 

Οι όροι (terms) ορίζονται ως εξής : 

•  Μια σταθερά είναι όρος. 

•  Μια µεταβλητή είναι όρος. 

•  Αν f είναι µια n-αδική συνάρτηση και ntt ,...,1  είναι n στο πλήθος όροι, 
τότε ),...,( 1 nttf  είναι όρος 

•  Οι όροι κατασκευάζονται µε τους τρεις παραπάνω κανόνες και µόνον 
αυτούς 

   Θα ονοµάζουµε καλά σχηµατισµένους τύπους ή απλά τύπους, τις 
«οντότητες» που κατασκευάζονται από τους επόµενους κανόνες: 

•  Αν P είναι ένα κ-δικό κατηγόρηµα κtt ,...,1  και είναι κ στο πλήθος 
όροι, τότε P( κtt ,...,1 ) είναι ένας ατοµικός τύπος (atomic formula) ή, 
απλά άτοµο (atom) ή θετικό λεκτικό στοιχείο (positive literal). 

•  Αν φ είναι τύπος, τότε και ο ψ είναι τύπος. 

•  Αν  φ,ψ είναι τύποι, τότε και οι (φ∧ψ), (φ∨ψ), (φ→ψ),  
(φ↔ψ) είναι τύποι. 
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•  Αν φ είναι τύπος και x µεταβλητή, τότε και οι (∃  x)φ, (∀x)φ είναι 
τύποι. 

•  Οι τύποι κατασκευάζονται µε τους τέσσερις παραπάνω κανόνες και 
µόνον αυτούς 

   Το σύνολο όλων των καλά σχηµατισµένων τύπων που µπορούν να 
κατασκευαστούν από τα σύµβολα του αλφάβητου πρώτης τάξης, 
ονοµάζεται γλώσσα πρώτης τάξης. 

Στους τύπους (∃  x)φ  και (∀x)φ το φ ονοµάζεται εµβέλεια (scope) των 
ποσοδεικτών  και . Για παράδειγµα, η εµβέλεια του ποσοδείκτη  στον 
τύπο ( x∃ )(( y∀ )P( ), yx ∧Q(x )) είναι ο τύπος ( y∀ )P( ), yx ∧Q(x ), ενώ η 
εµβέλεια του  είναι ο τύπος P(x, y). 

   Μια εµφάνιση (occurrence) κάποιας µεταβλητής αµέσως µετά τον 
ποσοδείκτη και µέσα στην εµβέλειά του, ονοµάζεται δεσµευµένη (bound), 
ενώ η εµφάνισή της έξω από την εµβέλεια οποιουδήποτε ποσοδείκτη, 
ονοµάζεται ελεύθερη (free). Για παράδειγµα, η εµφάνιση της x στον 
τύπο ( x∀ )P( ), yx  είναι δεσµευµένη, ενώ η εµφάνιση της y στον ίδιο τύπο, 
είναι ελεύθερη. 'Ενας τύπος που στερείται ελεύθερων µεταβλητών θα 
ονοµάζεται κλειστός τύπος (closed formula). Βασικός όρος (ground term) 
(ή τύπος), είναι ένας όρος (ή τύπος) που δεν περιέχει καµία µεταβλητή. 
Για παράδειγµα, ο όρος f(a, b) και ο τύπος Q(a, g(b, c)) είναι βασικοί, 
ενώ ο όρος f(a, x) αλλά και ο τύπος ( y∀ )Q( y,α )∧R( x ) δεν είναι. 

   Όλα τα παραπάνω αποτελούν τη σύνοψη και τις βασικές αρχές της 
λογικής πρώτης τάξης. Ο λόγος ο οποίος την αναφέρουµε είναι πως ο 
Hintikka αναφέρθηκε στη θεωρία του σε γλωσσικά παιχνίδια που έχουν 
να κάνουν µε τη γλώσσα πρώτης τάξης, κάτι που θα δούµε αµέσως 
παρακάτω. 

  

2.4.γ. O Hintikka και τα GTS 

   Στο άρθρο «Investigating the basic notions of Hintikka's Independence 
Friendly Logic» της Francien Dechesne)7(  γίνεται µια συνοπτική 
παρουσίαση του πως ο Hintikka ορίζει τα GTS στο βιβλίο του «The 
Principles of mathematics revisited» και µέσω αυτού )8( θα τα 
παρουσιάσουµε και εµείς εδώ. Να αναφέρουµε πως όταν θα 
προσπαθούµε να περιγράψουµε τα GTS θα χρησιµοποιηθεί η εξής 
σηµειογραφία : έαν φ είναι ένας πρώτης τάξης τύπος και Μ ένα µοντέλο 
κατάλληλο για τη γλώσσα του φ , τότε : 
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- το FV(φ)  υποδηλώνει το σύνολο των ελεύθερων µεταβλητών που 
υπάρχουν στο φ 

- το υ είναι µια εκτίµηση στο Μ εάν το υ είναι µια µερική συνάρτηση από 
το σύνολο των µεταβλητών στο Dom(M). Για κάθε εκτίµηση υ στο Μ 
και α  ∈ Dom(M) , ορίζουµε µια εκτίµηση στο Μ 

         

Εάν το υ είναι µια εκτίµηση στο Μ και το FV(φ) ⊂Dom(υ), λέµε ότι το υ 
είναι µια εκτίµηση για το φ στο Μ. Χρησιµοποιούµε το συµβολισµό 
υ M
φ για να δηλώσουµε µια εκτίµηση του φ στο Μ. Όµως, αν είναι 

ξεκάθαρο από τα συµφραζόµενα σε ποίο µοντέλο επιλέγουµε τις τιµές 
για τις ελεύθερες µεταβλητές, προτιµούµε να γράφουµε υ φ  παρά το υ M

φ . 

   Έτσι λοιπόν, δοσµένου ενός τύπου πρώτης τάξης φ, ενός κατάλληλου 
µοντέλου Μ, µιας εκτίµησης υ φ  για το φ στο Μ και k ∈{0,1}, συνδέουµε 

ένα σηµασιολογικό παιχνίδι, 2 παικτών µε τους παίκτες 0P  και 1P . 
Έχουµε το MG (φ,υ φ ,k ). 

   Το παιχνίδι παίζεται µε τους παρακάτω κανόνες: 

 κανόνας αν φ είναι τύπος του   κίνηση επιλογή του    από παίκτη         επόµενο στάδιο 

    (∀ )       x∀ ][ψ             ∈α Dom(M)                     kP−1         )],/[,( kxGM αυψ φ  

    (∃ )       ][ψx∃               ∈α Dom(M)                kP          )],/[,( kxGM αυψ φ  

    (∧ )      21 ψψ ∧                ∈i {1,2}                 kP−1              ),,( kG iM φυψ  

    (∨ )      21 ψψ ∨                ∈i {1,2}                 kP              ),,( kG iM φυψ  

    (¬ )        ψ¬                (καµία κίνηση)                   -                   )1,,( kGM −φυψ  

   (Για)  Ατοµικούς τύπους       (καµία κίνηση)                   -                (τέλος παιχνιδιού) 

                                                                                ο kP  κερδίζει εάν (Μ,υ φ ) =φ 

                                                                                   διαφορετικά κερδίζει ο kP−1  

Εάν φ είναι είναι µια πρόταση (και έτσι FV(φ) = ∅ ) συντοµεύουµε το 
MG (φ,∅ ,1) σε MG (φ) και το ονοµάζουµε : το σηµασιολογικό παιχνίδι 

του φ στο Μ. 

   Για να εξηγήσουµε όµως τι ακριβώς σηµαίνουν όλα αυτά: στο 
MG (φ,υ k,φ ) η παράµετρος k  καθορίζει τους ρόλους των παικτών (µε 
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σεβασµό στο φ) : ο kP  έχει το ρόλο του «επαληθευτή» µε σεβασµό στο φ, 
δηλαδή αυτό σηµαίνει ότι παίζει για να µας δείξει πως (Μ,υ φ ) =φ, ενώ ο 

kP−1  έχει το ρόλο του «ψεύτη» µε σεβασµό στο  φ, δηλαδή παίζει για να 
µας δείξει πως (Μ,υ φ ) ≠φ. Ο παίκτης στο ρόλο του «επαληθευτή» κάνει 

τις κινήσεις που συνδέονται µε το ∃  ή το ∨  , ενώ ο παίκτης στο ρόλο του 
«ψεύτη» κάνει τις κινήσεις µε το ∀  ή το ∧  .  

   Θα συνηθίσουµε να συζητάµε το σηµασιολογικό παιχνίδι MG (φ) 
= MG (φ,∅ ,1) για κάποια συγκεκριµένη πρώτης τάξης πρόταση φ και το 
κατάλληλο µοντέλο Μ. Σε αυτή την περίπτωση, ο παίκτης 1P  καλείται ο 
«επαληθευτής» και ο παίκτης 0P  ο «ψεύτης». Μετά από κάθε στάδιο του 
παιχνιδιού MG (φ) για µια δοσµένη πρόταση φ και ένα κατάλληλο 
µοντέλο Μ, αυτό το παιχνίδι συνεχίζει σαν ένα παιχνίδι MG ( ),, kψυψ  για 

κάποιον υπότυπο ψ  του φ και εκτίµηση υψ για ψ  στο Μ. Εάν το ψ  είναι 

ατοµικό, το παιχνίδι τελειώνει και ο νικητής καθορίζεται επί τη βάσει της 
τιµής αληθείας του ψ  µαζί µε την εκτίµηση υψ . Εάν κατά τη διάρκεια 

του παιχνιδιού, το σύµβολο της άρνησης (¬ ) εντοπίζεται, κανένας από 
τους παίκτες δεν κάνει κίνηση. Αντί αυτού, οι ρόλοι των παικτών 
αλλάζουν µε σεβασµό στον υπότυπο του φ πίσω από το σύµβολο της 
άρνησης. Να σηµειωθεί πως δύο διαδοχικές αλλαγές των ρόλων δεν 
επηρεάζουν την πορεία του παιχνιδιού : ένα παιχνίδι της µορφής 

MG (¬¬φ,υ k,φ ) συνεχίζει ως MG (¬φ,υ φ ,1-k ) που µε τη σειρά του 

συνεχίζεται ως MG (φ,υ φ ,1-(1-k )) = MG (φ,υ φ ,k ). Συµπεραίνουµε λοιπόν, 

πως στα GTS, όπως και στην κλασσική λογική και αντίθετα από την 
ιντουισιονιστική λογική, η διπλή άρνηση ακυρώνεται. Όπως έχει 
αναφέρει ξανά ο Hintikka, για τον τρόπο αντιµετώπισης της άρνησης : 
«Η άρνηση µπορεί να αντιµετωπιστεί µε το να σπρώχνουµε τα σύµβολα της 
άρνησης ενός τύπου όσο πιο µέσα µπορούν να πάνε.». Με άλλα λόγια, 
πριν την εκκίνηση ενός σηµασιολογικού παιχνιδιού για τον τύπο φ, θα 
έπρεπε να ξαναγράψουµε τον τύπο σε µια κανονική µορφή άρνησης, π,χ. 
µε τα σύµβολα της άρνησης ως πρόθεµα σε ατοµικούς τύπους µόνο. 
Αυτό µας οδηγεί στην ερώτηση εάν τα παιχνίδια για το φ και για την 
κανονική µορφή άρνησης ανταποκρίνονται κατά µια έννοια. Στην 
καθιερωµένη σηµασιολογία της πρώτης τάξης λογικής, οι τύποι του  De 
Morgan µας επιτρέπουν να µεταφράζουµε έναν αυθαίρετο τύπο σε ένα 
ισοδύναµο τύπο κανονικής µορφής άρνησης.  

 

                                  ][][ ψψ ¬∃≡¬∀ xx  
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                                  ][][ ψψ ¬∀≡¬∃ xx  

                             2121 )( ψψψψ ¬∨¬≡∧¬  

                             ¬≡∨¬ )( 21 ψψ 21 ψψ ¬∧  

Φαίνεται έτσι πως οι νόµοι αυτοί διατηρούνται στα GTS επειδή οι 
αλλαγές των ποσοδεικτών και των συνδέσµων αναταποκρίνονται 
ακριβώς στις αλλαγές των ρόλων των παικτών. Για να το δούµε αυτό, ας 
συγκρίνουµε για παράδειγµα το (MG ][ψx¬ ,υ,k ) µε το (MG ][ ψ¬∃x ,υ, k ), 
όπου το υ είναι κάποια καθορισµένη εκτίµηση στο Μ µε πεδίο ορισµού 
που περιέχει το FV(φ) / { x } και k ∈{0,1} 

  (MG ][ψx¬ ,υ,k )        ⇒                                                         

  (MG )1,],[ kx −∀ υψ { kk PP =−− )1(1  επιλέγει ∈a Dom(M)}     ⇒  

  (MG )1],/[, kax −υψ  

και  

  (MG ][ ψ¬∃x ,υ, k ) { kP  επιλέγει ∈a Dom(M)}     ⇒  

  (MG )],/[, kaxυψ¬    ⇒  

  (MG )1],/[, kax −υψ  

   Τα πρώτα δύο στάδια και των δύο παιχνιδιών είναι παρόµοια : ένα 
στοιχείο του πεδίου ορισµού επιλέγεται από τον παίκτη kP  και οι ρόλοι 
των παικτών ανταλλάσονται. Μετά από αυτό, τα παιχνίδια συνεχίζουν µε 
τον ακριβώς ίδιο τρόπο. Το παράδειγµα αυτό παρουσιάζει πως µε το να 
γράψει κανείς έναν πρώτης τάξης τύπο σε κανονική µορφή άρνησης 
συνάδει µε τον ορισµό του κανόνα της άρνησης µε την αλλαγή των 
ρόλων των παιχτών. Εν γνώσει µας βέβαια, το γεγονός πως ο εδώ 
«ορισµός» των σηµασιολογικών παιχνιδιών, δεν ορίζει την έννοια των 
σηµασιολογικών παιχνιδιών ως µαθηµατικό αντικείµενο. Είναι 
περισσότερο µια περιγραφή και περισσότερο εξαρτάται από τη 
διαίσθηση του τι αποτελεί ένα παιχνίδι γενικότερα : παίκτες, κανόνες, 
κινήσεις, συνθήκες νίκης κ.λ.π. Το προαπαιτούµενο για τη χρήση των 
GTS στα θεµέλια των µαθηµατικών είναι να επιλεγεί µια τυποποίηση της 
έννοιας του «παιχνιδιού», στην οπόια το πλαίσιο της έννοιας του 
«σηµασιολογικού» παιχνιδιού να µπορεί να διατυπωθεί. Η έλλειψη ενός 
επίσηµου πλαισίου δείχνει πως υπάρχει ένα συγκεκριµένο µεγάλο 
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µειονέκτηµα στην προσπάθεια να ορίσει µια συγκεκριµένη στρατηγική. 
Όπως είδαµε, τα σηµασιολογικά παιχνίδια για διαφορετικούς τύπους 
όπως ][ψx¬∀  και ][ ψ¬∃x  είναι παρόµοια. Έχουµε την τάση να µιλάµε για 
αυτά τα παιχνίδια σα να είναι «το ίδιο παιχνίδι». Θα µπορούσαµε να 
προσπαθήσουµε να τυποποιήσουµε αυτή τη διαισθητική αντίληψη, 
ορίζοντας µια ισοδύναµη σχέση στην κλάση των σηµασιολογικών 
παιχνιδιών. 

 

2.4.δ. Στρατηγικές 

   Όλα τα παραπάνω, βέβαια, χρειάζονται έναν τρόπο χειρισµού,  µια 
στρατηγική που δεν είναι τίποτα άλλο από µια µέθοδο να προσεγγίσει 
ένα στόχο. Όπως λέει και ο Hintikka : «Αντιλαµβάνοµαι πως η στρατηγική 
για έναν παίκτη είναι ένας κανόνας που καθορίζει ποία κίνηση πρέπει ο 
παίκτης να κάνει σε οποιαδήποτε πιθανή κατάσταση που µπορεί να 
προκύψει στην πορεία του παιχνιδιού.». Τι είναι όµως µια στρατηγική;  

   Έστω φ µιας πρώτης τάξης πρόταση και Μ ένα µοντέλο κατάλληλο για 
τη γλώσσα του φ. Έστω µια ‘συνάρτηση στρατηγικής για κίνηση’ του 
παίκτη kP  στο παιχνίδι MG (φ) στη συνάρτηση f , που έχουν ως 
επιχείρηµα τις τιµές των µεταβλητών του φ, που είχαν πριν επιλεχθεί από 
τον kP−1 . Εάν η κίνηση προκαλείται από ένα σύνδεσµό (∧  ή ∨ ), η f  
κυµαίνεται στο {1,2}. Αλλιώς, αν η κίνηση προκαλείται από τον 
ποσοδείκτη η f  κυµαίνεται στο Dom(M). H στρατηγική για τον παίκτη 

kP  στο MG (φ) είναι ένα πεπερασµένο σύνολο στρατηγικών-συναρτήσεων 
για το kP , µε µια προκαθορισµένη «ένα προς ένα» σύνδεση των κινήσεων 
που ο kP  έχει πιθανώς να κάνει µέσα στο MG (φ). Μια στρατηγική 
ονοµάζεται στρατηγική νίκης για έναν παίκτη kP  στο MG (φ), εάν ο kP  
κερδίσει κάθε γύρο στο MG (φ) κάνοντας τις επερχόµενες κινήσεις όπως 
έχουν προκαθοριστεί από τη συνδεδεµένη στρατηγική-συνάρτηση µέσα 
στη στρατηγική. Η έννοια µιας στρατηγικής νίκης είναι η βάση για τον 
ορισµό της αλήθειας στα σηµασιολογικό - θεωρητικά παιχνίδια. 

   Και πως ορίζεται η αλήθεια και το ψέµα στα GTS ; Έστω φ µιας 
πρώτης τάξης πρόταση και Μ ένα µοντέλο κατάλληλο για τη γλώσσα του 
φ, τότε : 

- το φ είναι αληθές στο Μ αν και µόνο αν υπάρχει εκεί µια στρατηγική 
νίκης για τον «επαληθευτή» στο MG (φ), 
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- το φ είναι ψευδές στο Μ αν και µόνο αν υπάρχει µια στρατηγική νίκης 
εκεί για τον «ψεύτη» στο MG (φ) 

   Συνδυάζοντας αυτούς τους ορισµούς µε τον ορισµό της στρατηγικής, 
µπορούµε να δούµε πως η συνθήκη αληθείας (και ψεύδους) για µια 
πρόταση είναι µια δήλωση που περιέχει υπαρκτικούς ποσοδείκτες πάνω 
στις συναρτήσεις. Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε πως γενικά, η µη-
ύπαρξη µιας στρατηγικής νίκης για έναν παίκτη σε ένα παιχνίδι δύο 
παικτών, δε σηµαίνει αυτόµατα την ύπαρξη στρατηγικής νίκης για τον 
άλλο παίκτη. Ο ίδιος ο Hintikka γράφει στο «The game of Logic» πως ο 
µια στρατηγική νίκης για έναν παίκτη είναι αυτή που έχει ως αποτέλεσµα 
παίκτης να κερδίσει χωρίς να έχει σηµασία ποία στρατηγική  επέλεξε ο 
άλλος ή οι άλλοι παίκτες. Επίσης, στην ίδια παράγραφο αναφέρει : 

   «Η έννοια της αλήθειας είναι εδώ απλώς επικουρική, όπως φαίνεται. Με 
άλλα λόγια, τα πρώτης τάξεως σηµασιολογικά παιχνίδια φαίνεται να είναι 
γλωσσικά παιχνίδια για ποσοδείκτες, και όχι για  την έννοια της αλήθειας. 
Αυτό είναι προφανώς σύµφωνο µε τη φύση αυτών των παιχνιδιών σαν 
παιχνίδια της αναζήτησης και ανεύρεσης». 

   Οι ποσοδείκτες, λοιπόν, παίζουν κεντρικό ρόλο στη θεωρία του. 

 

2.5. Πέρι ποσοδεικτών 

   Η αρχική ανάγκη που εκφράστηκε στην παράγραφο 1.1. φαίνεται εδώ 
να προσεγγίζει έναν τρόπο να ικανοποιηθεί. Το θέµα της αλήθειας και 
του ψεύδους βέβαια, όπως ήδη είπαµε είναι ένα ζήτηµα που ενδεχοµένως 
να µην αντιµετωπίζεται. Όµως, µέσω της ιδέας του Hintikka µοιάζει πως 
πηγαίνει προς τη σωστή κατεύθυνση. Στο παιχνίδι βέβαια, έχουν µπει για 
τα καλά οι ποσοδείκτες και ίσως ακριβώς αυτό να είναι και το σηµείο 
σύνδεσης αυτής της θεωρίας µε τα µαθηµατικά. Όπως αναφέρει ο 
Hintikka, στην παράγραφο που µελετάµε : 

   «Αυτό το είδος ορισµού αλήθειας δεν περιορίζεται στις επίσηµες (αλλά 
ερµηνεύεται) πρώτης τάξης γλώσσες, αλλά µπορεί να επεκταθεί και σε 
διάφορες άλλες λογικές γλώσσες. Μπορεί επίσης να επεκταθεί και σε 
φυσικές γλώσσες.». 

Όπως ήδη έχουµε πει τα µαθηµατικά χρησιµοποιούν τυπικές γλώσσες 
που βασίζονται στη λογική. Η θεωρία του Hintikka, λοιπόν, σίγουρα 
επηρεάζει τα χώρο των µαθηµατικών. Το γιατί θα το δούµε παρακάτω.       
Αρχικά, να δούµε αν τα µαθηµατικά διέπονται από τους ποσοδείκτες, 
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καθώς είναι ένα πολύ βασικό σηµείο στη θεωρία του Hintikka. Οι 
ποσοδείκτες είναι ένα από τα βασικά συστατικά της µαθηµατικής 
πραγµατικότητας και όχι µόνο αυτό αλλά µπορεί κανείς να πει ότι 
διέπουν το σύνολο των κλάδων των µαθηµατικών. Τα βασικά αξιώµατα 
της Γεωµετρίας, ας πούµε, βασίζονται σε µεγάλο βαθµό στο πως 
αντιλαµβανόµαστε τους ποσοδείκτες. Και όχι µόνο. Η κατασκεύη του 
συνόλου των φυσικών αριθµών καθώς και οποιαδήποτε εργασία γίνεται 
µέσα εκεί, απαιτεί ποσοδείκτες. Το ίδιο γίνεται και για το σύνολο των 
πραγµατικών αριθµών αλλά και στο πεδίο του Απειροστικού Λογισµού 
και επίσης στην κατανόηση εννοιών όπως το άπειρο, στην κατανόηση 
διαδικασιών όπως είναι η µαθηµατική επαγωγή κ.λ.π. ∆εν αποτελεί 
λοιπόν, έκπληξη πως για αυτό τα µαθηµατικά θεωρούνται εργαλείο που 
προσπαθεί να προσεγγίσει την αλήθεια. Επίσης, για όποιον βρίσκεται 
κοντά στη µαθηµατική εκπαίδευση ξέρει πολύ καλά πως η αποσαφήνιση 
των ποσοδεικτών στο µυαλό των µαθητών τους προσφέρει µεγαλύτερη 
άνεση στην κατανόηση εννοιών. 

   Στη διπλωµατική εργασία του συνάδελφου Αθανάσιου Πασπαλιάρη, µε 
τίτλο «Ποσοδείκτες και µαθηµατική κατανόηση στη ∆ευτεροβάθµια 
Εκπαίδευση» αναφέρεται το εξής πολύ ενδιαφέρον σηµείο : 

   «Εξάλλου, είναι δεδοµένο πως και στις πιο «αθώες» ερωτήσεις, που 
συχνά διατυπώνονται και ως «κλειστού τύπου», βρίσκεται κρυµµένος 
κάποιος καθολικός ποσοδείκτης, µε την έννοια ότι η ζητούµενη αληθοτιµή 
των προτάσεων αφορά το τυχόν στοιχείο ενός υπό συζήτηση συνόλου, και 
όχι κάποιο συγκεκριµένο. Ακόµη όµως και αυτή η, απόλυτα θεµελιώδης 
για την επικοινωνία µας, σύµβαση, που τις περισσότερες φορές απλά 
υπονοείται δεν είναι πάντοτε ξεκάθαρη στο συλλογισµό των µαθητών, 
ιδιαίτερα όταν πρόκειται για µικρότερες τάξεις. Για παράδειγµα, στην 
ερώτηση  

  «Εάν οι διαγώνιοι ενός τετραπλεύρου είναι κάθετοι, τότε το τετράπλευρο 
αυτό είναι ρόµβος.» 

Αν και θεωρούµε το νόηµα της τελείως σαφές, ο J.Houdebin αναφέρει ότι 
δεκατριάχρονοι µαθητές, κατά  την εργασία τους σε µικρές οµάδες, 
δήλωναν ότι αυτή η πρόταση είναι ταυτόχρονα αληθής και ψευδής, αφού 
διέθεταν παραδείγµατα και για τις δύο αυτές περιπτώσεις, αρνούµενοι να 
δεχθούν την άποψη του δασκάλου τους ότι είναι ψευδής! Είναι σαφές ότι ο 
δάσκαλος και οι εν λόγω µαθητές αντιλαµβάνονται τελείως διαφορετικά το 
«λογικό status» του προαναφερθέντος τετραπλεύρου : ο µεν ένας το θεωρεί 
ως δεσµευµένη µεταβλητή στην εµβέλεια ενός «υπαινισσόµενου» 
καθολικού ποσοδείκτη, οι δε άλλοι το θεωρούν ως ελεύθερη µεταβλητή, 
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γεγονός που επιτρέπει, όποτε αυτή «αντικαθίσταται» από ένα ρόµβο, η 
πρόταση που προκύπτει να είναι αληθής, ενώ όποτε «αντικαθίσταται» από 
ένα τετράπλευρο που δεν είναι ρόµβος, η αντίστοιχη πρόταση να είναι 
ψευδής.» 

   Βλέπουµε λοιπόν, πως οι ποσοδείκτες βρίσκονται µέσα σε όλο το 
φάσµα των µαθηµατικών αλλά επιπλέον εµπλέκονται και µε τη 
µαθηµατική γλώσσα που µεταφέρει τις µαθηµατικές έννοιες. Το πιο 
φοβερό είναι πως οι ποσοδείκτες εµφανίζονται τόσο στις τυπικές, λογικές 
γλώσσες, όσο όµως και στις φυσικές γλώσσες. Άρα, η θεωρία του 
Hintikka που βασίζει την αλήθεια (ή το ψεύδος) σε έναν κατάλληλο 
χειρισµό των πoσοδεικτών και πως εµείς αντιλαµβανόµαστε αυτό, 
σίγουρα βρίσκει άµεση εφαρµογή στα µαθηµατικά. Το όλο θέµα λοιπόν, 
είναι ποία στρατηγική θα επιλέξει κανείς όταν θέλει να εκφράσει κάτι 
στη µαθηµατική γλώσσα ή ακόµη και σε µια φυσική γλώσσα όταν θέλει 
να µιλήσει για µαθηµατικά. Αυτό που ο Hintikka ονοµάζει στρατηγική, 
αν το δούµε µε µια ευρύτερη έννοια, είναι το διαφορετικό πλαίσιο στο 
οποίο θέτουµε µια πρόταση και τις λέξεις που την απαρτίζουν.  
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ΣΧΟΛΙΑ: 
 

(1) Carl Johannes Thomae (1840-1921) Γερµανός µαθηµατικός 
(2) Αναλυτική φιλοσοφία : Σύµφωνα µε το Φιλοσοφικό Λεξικό του 

Cambridge, όταν λέµε αναλυτική φιλοσοφία, είναι ένας όρος-  
οµπρέλα που χρησιµοποιείται σήµερα για να καλύψει µία ποικίλη 
συλλογή φιλοσοφικών τεχνικών και τάσεων. Η αναλυτική 
φιλοσοφία µερικές φορές ονοµάζεται «φιλοσοφία της Οξφόρδης» 
ή «γλωσσική φιλοσοφία», αλλά αυτές οι ταµπέλες είναι 
τουλάχιστον αποπροσανατολιστικές. Ό,τι άλλο και να είναι, η 
αναλυτική φιλοσοφία εµφανώς δεν είναι σχολή, θεωρία ή σώµα 
αποδεκτών προτάσεων. Οι αναλυτικοί φιλόσοφοι τείνουν σε 
µεγάλο βαθµό, αν και όχι αποκλειστικά, να είναι αγγλόφωνοι 
πανεπιστηµιακοί, των οποίων τα γραπτά απευθύνονται, συνολικά, 
σε άλλους αγγλόφωνους φιλοσόφους. Είναι οι πνευµατικοί 
διάδοχοι του Russell, του Moore και του Wittgenstein, φιλόσοφων 
που συνειδητά επεδίωξαν τη «φιλοσοφική ανάλυση» στις αρχές 
του 20ου αιώνα. 

(3) Grize J.B. , Langues logico-mathematiques et langues  naturelles ,              
Revue franchise de pedagogue, 1973, No 23. 

(4) Richard Montague (1930 – 1971) Αµερικανός µαθηµατικός και 
φιλόσοφος. 

(5) Βλέπουµε λήµµα του φιλοσοφικού Λεξικού του Cambridge, στην 
παράγραφο 1.5. 

(6) Σηµασιολογία : Η σηµασιολογία ορίζεται κατά κανόνα ως η      
επιστηµονική µελέτη της γλωσσικής σηµασίας. ∆ιάφορες όψεις 
του συνολικού φαινοµένου (γλωσσική) σηµασία έχουν αποτελέσει 
µέχρι σήµερα αντικείµενο αυτής της µελέτης. Θα το δούµε όµως 
αυτό το θέµα παρακάτω πιο αναλυτικά, στην παράγραφο 1.5. 

(7) Francien Dechesne, ∆ιδάκτορας του Πανεπιστηµίου του Tilburg,   
µεταδιδακτορική ερευνήτρια του Πολυτεχνείου του Eindhoven. 

(8) Στο άρθρο της Francien Dechesne (Νοέµβριος 2001)  µπορεί 
κανείς   να βρει µία από τις καλύτερες αναλύσεις στο άρθρο του 
Hintikka. Κάποια από τα κοµµάτια του άρθρου της 
χρησιµοποιήθηκαν εδώ αυτούσια. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο  
 
ΕΠΟΠΤΕΙΑ - ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
 
    Ένα από τα πιο σοβαρά θέµατα που απασχολούν όλους εκείνους που 
ασχολούνται µε τα µαθηµατικά και ιδιαίτερα µε τη διδασκαλία τους, 
είναι η διάκριση εποπτείας - τυπικής απόδειξης. Είναι ένα ζήτηµα το 
οποίο διέπει σε καθηµερινή βάση τη µαθηµατική διδασκαλία και ο 
δάσκαλος έρχεται πολλές φορές αντιµέτωπος µε αυτό, κυρίως ως προς 
τον τρόπο που πρέπει να µεταδώσει µια έννοια στους µαθητές του. Σε 
αυτό το κεφάλαιο, θα προσπαθήσουµε να δούµε τι προσφέρει η εποπτεία, 
τι η τυπική απόδειξη και πως η θεωρία του Hintikka πάνω στα γλωσσικά 
παιχνίδια θα µπορούσε να φανεί χρήσιµη εδώ, αλλά κυρίως τι είναι αυτό 
που προτείνει. Θα ξεκινήσουµε αναλύοντας κάθε µια από τις περιπτώσεις 
αυτές. 
 
 
3.1. Εποπτεία 
 
   Θέλοντας να µιλήσουµε για την εποπτεία, θα ξεκινήσουµε 
αναζητώντας κάποιον ορισµό, κάτι που θα µπορούσε κάποιος να 
συναντήσει σε κάποιο λεξικό. Πώς ορίζεται, δηλαδή, η λέξη «εποπτεία»; 
   Σε ένα απλό λεξικό τσέπης, στο λήµµα εποπτεία, αναφέρεται : 
«έλεγχος, επιτήρηση». Λεξικό της νεοελληνικλης γλώσσας του 
διαδικτύου αναφέρεται στα εξής :  
     
   «1. επίσηµη παρακολούθηση, έλεγχος µε σκοπό τη διαπίστωση εάν 
κάποιος ή εάν κάτι είναι ή λειτουργεί όπως πρέπει. 2 α. Η παρακολούθηση 
και γνώση ενός αντικειµένου. β. (ψυχ.) Η γνώση που προέρχεται από τις 
αισθήσεις  µας, καθώς και η  άρτια και καθαρή παράσταση.» 
     
   Στο Λεξικό της Νέας - ελληνικής γλώσσας του Γ.Μπαµπινιώτη, στο 
λήµµα «εποπτεία» υπάρχουν επτά διαφορετικές έννοιες που αποδίδονται 
στη λέξη αυτή. Είναι µια λέξη που µπορεί να χρησιµοποιηθεί από 
διαφορετικούς τοµείς της καθηµερινότητας µας, αλλά φυσικά το 
χρησιµοποιεί και η φιλοσοφία µε άµεση εφαρµογή στον τοµέα των 
µαθηµατικών. Το κοινό σε όλες τις περιπτώσεις είναι η έννοια του 
ελέγχου, είτε πρόκειται για τον έλεγχο στα οικονοµικά µιας εταιρείας, 
είτε για τον έλεγχο µιας µαθηµατικής έννοιας. Η ετυµολογία της λέξης 
άλλωστε, προέρχεται από το «επί» και το «όψοµαι» του ρήµατος «ορώ» 
που σηµάινει βλέπω. Με µια πολύ ελεύθερη µετάφραση, µε τον όρο 
εποπτεία, µιλάµε για κάτι που κοιτάµε από πάνω και έξω από αυτό.  
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   Για να δούµε όµως τι λέει το λεξικό του Γ.Μπαµπινιώτη. 
Παρουσιάζουµε αυτούσιο το κοµµάτι µέσα από αυτό και µετά θα 
επικεντρωθούµε στην ερµηνεία που µας ενδιαφέρει : 
 

 
 
   Στο λήµµα εποπτεία λοιπόν, αναφέρονται  µεταξύ άλλων και κάποια 
από τα παρακάτω, µεταξύ των οποίων και το πως η ψυχολογία και η 
φιλοσοφία ερµηνεύουν τον όρο  :  
 
   «...3. η συνολική αντίληψη, το να µπορεί να δει κανείς ένα θέµα από 
πολλές οπτικές γωνίες, να το αντιλαµβάνεται συνολικά : χρειάζοµαι 
περισσότερα στοιχεία για να έχω ~ του ζητήµατος. ΣΥΝ.αντίληψη (...) 6. 
ΨΥΧΟΛ. η ακριβής και έντονη παράσταση (βλ. λ. παράσταση) 7. 
ΦΙΛΟΣ.(α) η άµεση αντίληψη των φυσικών ή ψυχικών φαινοµένων µέσω 
των αισθήσεων ή της συνείδησης, (β) η άµεση συνειδητοποίηση σχέσεων 
(σαν να «φωτίζεται» ξαφνικά το πνεύµα) η οποία προκύπτει ως 
αποτέλεσµα προγενέστερης µακροχρόνιας αλλά ασύνειδης διανοητικής 
αναζήτησης (λ.χ. το «εύρηκα» του Αρχιµήδη). ΣΥΝ.ενόραση» 
 
   Εν συντοµία, να πούµε πως και σε άλλα έγκυρα λεξικά έχουµε τα εξής: 
στο λεξικό του Μ.Τριανταφυλλίδη, η λέξη εποπτεία ερµηνεύεται ως «η 
γνώση που προέρχεται από τις αισθήσεις καθώς και η άρτια και καθαρή 
παράσταση». Στο λεξικό Τεγόπουλος-Φυτράκης αναφέρεται ως «η 
αντίληψη µε τις αισθήσεις». 
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   Στο Φιλοσοφικό Λεξικό του Cambridge πάλι, στο λήµµα εποπτεία 
υπάρχει παραποµπή στο λήµµα Κάντ και στο λήµµα Χούσσερλ. Αυτό 
φυσικά δε γίνεται τυχαία καθώς ο Κάντ είναι εκείνος που πρώτος έθεσε 
τη λέξη εποπτεία ως όρο της φιλοσοφίας και ο Χούσσερλ έχει συµβάλλει 
σηµαντικά σε αυτόν. Εκεί, λοιπόν, αναφέρονται µεταξύ άλλων και τα 
εξής : 
 
   «Η εποπτεία είναι ένας τεχνικός όρος του Καντ, που σηµαίνει τις 
παραστάσεις εκείνες οι οποίες έχουν µια αδιαµεσολάβητη σχέση µε το 
αντικείµενό τους. Οι ανθρώπινες εποπτείες λέγονται, επίσης, «αισθητικές» 
ή «αισθητές» ή «παθητικές», και έχουν ένα ενικό και όχι ένα γενικό 
αντικείµενο. Αυτά είναι λιγότερο βασικά στοιχεία της εποπτείας, εφόσον ο 
Καντ τονίζει τη δυνατότητα µιας (µη ανθρώπινης) µη αισθητικής ή 
«νοητικής» εποπτείας, και εννοεί πως η ενικότητα της αναφοράς µπορεί να 
επιτευχθεί απο µη εποπτικά µέσα (όπως, για παράδειγµα στον ορισµό του 
Θεού). Ο αδιαµεσολάβητος χαρακτήρας της εποπτείας έχει καίρια 
σηµασία, διότι αυτό τη διαχωρίζει από τις έννοιες, που είναι κατά την 
ουσία τους παραστάσεις παραστάσεων, κανόνες, δηλαδή, που εκφράζουν τι 
είναι κοινό σε ένα σύνολο παραστάσεων.» 
 
   Γενικά, γνωρίζουµε πως η εποπτεία όπως ορίζεται µέσω του Καντ 
αποτελεί µια προσπάθεια του να συνδυάσει τον ορθολογισµό )1( και τον 
εµπειρισµό )2( όπως εκφράζοταν εκείνη την περίοδο. Αυτό το εξέφραζε 
µέσω της άποψης του για τα µαθηµατικά, για τα οποία υποστήριζε τον a 
priori )3( χαρακτήρα τους αλλά επίσης, θεωρούσε και πολύ σπουδαία την 
εφαρµογή των µαθηµατικών στο φυσικό κόσµο, δηλαδή έδινε εµπειρική 
υπόσταση στη χρησιµότητα τους. Ο Ν.Αυγελής, σε άρθρο του )4( σχετικό 
µε το θέµα, γράφει : 
 
   «Η καντιανή φιλοσοφία αποτελεί τον τρίτο δρόµο µεταξύ δογµατισµού 
και σκεπτικισµού, µια πηγαία σύνθεση εµπειρισµού και ορθολογισµού: η 
αισθητικότητα δίχως τον νου είναι τυφλή, ο νους δίχως την αισθητικότητα 
είναι κενός. Κοντά στην αισθητικότητα ως ξεχωριστή πηγή γνώσης έχουµε 
τον νου ως αυτόνοµο γνωστικό όργανο που παράγει έννοιες δυνάµει των 
οποίων είναι δυνατή η εµπειρική γνώση. Η γνώση µας αρχίζει κατά τον 
Καντ από την εµπειρία. Από την άποψη δηλαδή του χρόνου δεν έχουµε 
καµιά γνώση που να προηγείται της εµπειρίας. Αυτό ωστόσο δεν σηµαίνει 
ότι απλώς η γνώση πηγάζει από την εµπειρία. Εποπτεία και έννοιες 
απαρτίζουν τα στοιχεία της ανθρώπινης γνώσης, «έννοιες χωρίς 
περιεχόµενο είναι κενές, εποπτείες χωρίς έννοιες είναι τυφλές».» 
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   Η λέξη που χρησιµοποιείται στα αγγλικά για την εποπτεία είναι το 
«intuition» πράγµα που πολλές φορές δηµιουργεί παρεξηγήσεις καθώς 
στα ελληνικά η λέξη αυτή µεταφράζεται και ως «διαίσθηση». Η 
διαίσθηση δε θα έπρεπε να θεωρείται συνώνυµη της εποπτείας. Σύµφωνα 
µε πολλά από τα λεξικά που αναφέραµε, η λέξη «διαίσθηση» αναφέρεται 
γενικά, ως η κατανόηση και η αντίληψη των πραγµάτων µε το 
υποσυνείδητο, χωρίς την ύπαρξη της λογικής ή τη χρησιµοποίηση των 
αισθήσεων. Ο Webster )5( δίνει τον εξής ορισµό : «∆ιαίσθηση είναι η 
άµεση αντίληψη ή γνώση». Αυτόµατα αυτό, διαφοροποιεί τη λέξη 
«διαίσθηση» από την «εποπτεία». Όταν λέµε άµεση αντίληψη ή γνώση 
αυτό σηµαίνει γνώση που αποκτάται χωρίς έλεγχο, χωρίς απόδειξη. Η 
εποπτεία όµως απαιτεί την εµπειρία, περιέχοντας επιπλέον και 
ορθολογικά στοιχεία. Η διαίσθηση είναι έρµαιο µιας εσωτερικής 
ψυχολογικής διάθεσης, όταν η εποπτεία έχει να κάνει µε εξωτερικά 
ερεθίσµατα. Η διαίσθηση δε χρειάζεται τις αισθήσεις, ενώ η εποπτεία 
βασίζεται σε αυτές. Για όλα λοιπόν, τα παραπάνω όταν θα µιλάµε για 
εποπτεία, δε θα εννοούµε τη διαίσθηση. 
   Να αναφέρουµε, τέλος, πως ο ίδιος ο Καντ, τη λέξη «εποπτεία» την 
όρισε ως «anschauung», λέξη γερµανική φυσικά, που µεταφράζεται στην 
καθοµιλουµένη ως «άποψη» ή «θέα». 
   Η εποπτεία, όµως, πως συνδέεται µε τον κόσµο των µαθηµατικών; Στο 
Φιλοσοφικό Λεξικό του Cambridge, ξανά, αναφέρεται το εξής : 
 
   «Ο Καντ ισχυρίζεται πως τα µαθηµατικά, καθώς και οι µεταφυσικές 
εκθέσεις των εννοιών του χώρου και του χρόνου µπορούν να αποκαλύψουν 
ορισµένες προφανείς συνθετικές )6( a priori προτάσεις, όπως, για 
παράδειγµα, ότι υπάρχει ένας άπειρος χώρος. Θέτοντας το ερώτηµα τι θα 
µπορούσε να στηρίζει την πεποίθηση ότι τέτοιου είδους προτάσεις είναι 
βέβαιες, ο Καντ κατέληξε στην κοπερνίκεια επανάσταση του. Αυτή 
συνίσταται στο να εξετάζουµε όχι το πως οι παραστάσεις µπορούν να 
συµφωνούν κατ’αναγκαιότητα µε τα αντικείµενα ως τέτοια, αλλά µάλλον 
πως τα αντικείµενα µπορούν να συµφωνούν κατ’αναγκαιότητα µε τις 
παραστάσεις µας. Μέσα από µια «προκοπερνίκεια» οπτική, τα αντικείµενα 
εξετάζονται απλώς καθ’ εαυτά, δηλαδή ως «πράγµατα καθ’ εαυτά» (Dinge 
an sich), εντελώς αποκοµµένα από µια εγγενή γνωστική σχέση µε τις 
αναπαραστάσεις µας, και έτσι είναι µυστηριώδες το πως θα µπορούσαµε 
να τα προσδιορίσουµε κατά τρόπο  a priori. Αν, όµως, ξεκινήσουµε από τις 
δικές µας ικανότητες αναπαράστασης, τότε θα µπορούσαµε να βρούµε σε 
αυτές κάτι που καθορίζει το πως πρέπει να είναι τα αντικείµενα – 
τουλάχιστον όταν λογίζονται απλώς ως φαινόµενα,, δηλαδή ως 
αντικείµενα της εµπειρίας και όχι ως νοούµενα, ήτοι ως πράγµατα καθ’ 
εαυτά τα οποία αρνητικά ορίζονται ως άγνωστα και επέκεινα της 
εµπειρίας, ή θετικά ως γνώσιµα κατά έναν απόλυτο µη αισθητό τρόπο – 
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τρόπο, που όπως τονίζει ο Καντ, είναι θεωρητικά αδύνατος για αισθητικά 
όντα σαν εµάς.» 
 
   Στην Κριτική του Καθαρού Λόγου, ο Καντ συσχετίζει την 
υπερβατολογική του φιλοσοφία µε την επανάσταση του Κοπέρνικου 
στην αστρονοµία. Ο Κοπέρνικος άλλαξε τη µεχρί τότε αντίληψη πως η 
Γη είναι ακίνητη και περιστρέφεται ο Ήλιος γύρω της µε την αντίθετη 
κατάσταση. Ο Ήλιος είναι ακίνητος και περιστρέφεται γύρω του η Γη. 
Ανάλογα και ο Καντ έκανε το λόγο ακίνητο και τα πράγµατα να 
περιστρέφονται γύρω από αυτόν. Αντίθετα µε τη δογµατική µεταφυσική, 
που πρέσβευε ότι τα αντικείµενα είναι σταθερά και οι έννοιες έρχονται 
να τα ορίσουν, θέτει το εντελώς αντίθετο ζήτηµα: οι έννοιες είναι 
σταθερές και έρχονται τα αντικείµενα να τις περιγράψουν. Έτσι, η 
µεταφυσική αντικαθίσταται από την υπερβατολογική φιλοσοφία, η οποία 
έξετάζει τις αρχές της προεµπειρικής γνώσης. Οι αρχές αυτές είναι ο 
χώρος και ο χρόνος ως δοµές της εποπτείας. 
   Για να προχωρήσουµε όµως, πιο αναλυτικά στο πως η εποπτεία µετέχει 
µέσα στα µαθηµατικά να αναφερθούµε πρώτα σε κάτι πολύ βασικό. Ο 
Καντ δηµιούργησε δύο κλάσεις για την κρίση. Την αναλυτική και τη 
συνθετική. Αναλυτική ονοµάζεται η κρίση, όταν σε µια απόφανση, το 
κατηγόρηµα ανήκει εννοιολογικά στο υποκείµενο, αναλύοντας 
ουσιαστικά αυτό το υποκείµενο. Στη συνθετική κρίση το κατηγόρηµα 
µιας απόφανσης δεν αναλύει την έννοια του υποκειµένου αλλά προσθέτει 
σε αυτό. Για παράδειγµα, η φράση «τα µαθηµατικά είναι επιστήµη» είναι 
µια αναλυτική απόφανση καθώς το κατηγόρηµα «επιστήµη» περιέχεται 
εννοιολογικά στο υποκείµενο «µαθηµατικά», ενώ η απόφανση «το 
τετράγωνο της υποτείνουσας ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε το 
άθροισµα των τετραγώνων των δύο κάθετων πλευρών» είναι µια 
συνθετική απόφανση. Τα παραπάνω τα αναφέραµε γιατί σύµφωνα µε τη 
φιλοσοφία του Καντ, οι αλήθειες στα µαθηµατικά (γεωµετρία και 
αριθµητική) είναι συνθετικές a priori και βασίζονται στην εποπτεία. 
Όπως είπαµε και πριν, οι αρχές της γνώσης στην εποπτεία καθορίζονται 
από το χώρο και το χρόνο και ως εκ τούτου, τα µαθηµατικά δε θα 
µπορούσαν να είναι τίποτα άλλο από συνθετικές προτάσεις καθώς 
κατασκευάζονται από την αντίληψη µας στις δοµές του χώρου και του 
χρόνου. Πριν προχωρήσουµε να αναφερθούµε και σε αυτό που 
ονοµάζεται «καθαρή εποπτεία» καθώς και στην «αισθητηριακή 
εποπτεία» και τη διαφορά τους. 
   Κατά τον Καντ, η γνώση είναι πρωτίστως εµπειρική. Όλη η γνώση 
συνίσταται από ένα πλήθος µη οργανωµένων αντιλήψεων. Υπάρχουν οι 
αντιλήψεις που προέρχονται από το εσωτερικό του υποκειµένου και 
αυτές που προκύπτουν από εξωτερικά ερεθίσµατα. Αυτές οι αντιλήψεις 
είναι ουσιαστικά αυτά τα αντικείµενα που ονοµάζονται εποπτείες. Για να 
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αξιοποιηθούν αυτές οι αντιλήψεις ο µόνος τρόπος είναι να οργανωθούν. 
Και οργανώνονται µέσα σε συγκεκριµένα πλαίσια, που δεν είναι άλλα 
από τα πλαίσια (ο Καντ τα ονοµάζει µορφές) που καθορίζουν τις 
αισθήσεις του υποκειµένου, το χώρο και το χρόνο, όπως ήδη έχουµε 
αναφέρει. Οι καταστάσεις της συνείδησής του διαδέχονται η µια την 
άλλη, συντελούνται δηλαδή στον χρόνο, ενώ οι αντιλήψεις του 
ταξινοµούνται στον χώρο. Και επειδή οι δύο αυτές µορφές, συντελούν 
στο να οργανωθούν οι αντιλήψεις του, καταλαβαίνουµε πως οι µορφές 
αυτές βρίσκονται έξω από την εµπειρία και προηγούνται αυτής. Και αυτό 
γιατί είναι τα συστατικά εκείνα που δηµιουργούν την ίδια την εµπειρία. 
Για αυτό και ονοµάζονται από τον Καντ ως a priori µορφές της 
εµπειρίας.  
   Και ποία είναι η διαφορά της «καθαρής» από την «αισθητηριακή» 
εποπτεία; Στην «αισθητηριακή» εποπτεία, η αντίληψη βασίζεται καθαρα 
σε εξωτερικές «εικόνες», σε αυτό που βλέπει κανείς, που ακούει, που 
αγγίζει. Στην «καθαρή» εποπτεία, η αντίληψη βασίζεται σε εσωτερικές 
«λογικές» διεργασίες που από παλιότερη εµπειρία έχουν αποδειχθεί. Θα 
δώσουµε δύο πραδείγµατα παρακάτω για να γίνει πιο κατανοήτη η 
διαφορά των δύο αυτών εννοιών. Στο σχήµα (α), ρωτήθηκε κάποιος ποίο 
από τα ευθύγραµµα τµήµατα έχει µεγαλύτερο µήκος. Χρησιµοποιώντας 
κανείς την «αισθητηριακή» εποπτεία µπορεί να απαντήσει άµεσα πως το 
δεύτερο ευθύγραµµο τµήµα έχει το µεγαλύτερο µήκος. Αυτό βέβαια, 
µπορεί να είναι αλήθεια, µπορεί και όχι. Στο σχήµα (β) ακολουθείται µια 
διαδικασία που παρουσιάζει µια ψευδή πρόταση ότι το άθροισµα δύο 
πλευρών ενός ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσο µε την τρίτη πλευρά. Αυτό 
φυσικά, δε συµβαίνει αλλά κάποιος βασιζόµενος στην «καθαρή» 
εποπτεία, θεωρεί τα αρχικά βήµατα λογικά χωρίς να µπορεί να αποδείξει 
πως κατέληξε σε κάτι που τόσο από τη θεωρία όσο και από την εµπειρία 
του ξανά, γνωρίζει πως δεν είναι αληθές.  
 

                                                                   
                                                Σχήµα (α) 
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                                                    Σχήµα (β) 
 
   Στο δεύτερο σχήµα, το πρόβληµα έγκειται στο ότι ενώ η εµπειρία µας 
λέει πως οι δύο πλευρές του µικρότερου πάντα εσωτερικού ισόπλευρου 
τριγώνου (που έχει πλευρά µισή µε το εξωτερικό του) είναι ίσο µε την 
πλευρά του εξωτερικού, αυτή η καθαρή εποπτεία (που δεν προέρχεται 
από κάποια αίσθηση µας αλλά από εσωτερική ενσωµατωµένη γνώση που 
προέρχεται από τις γενικότερες γεωµετρικές µας γνώσεις) µας οδηγεί σε 
λάθος συµπέρασµα για τον απλούστατο λόγο του ότι αυτή η διαδικασία 
συµβαίνει επ’ άπειρον και όσον αφορά στο άπειρο, τα πράγµατα 
δυσκολεύουν. Η εποπτεία βασίζεται στην εµπειρία και ως εκ τούτου, σε 
καταστάσεις που η εµπειρία µας δεν έχει πρόσβαση, δηµιουργεί 
λανθασµένες εντυπώσεις και ψευδή συµπεράσµατα.  
   Από την άλλη βέβαια, υπάρχουν περιπτώσεις που η εποπτεία µπορεί 
κάλλιστα να µας βοηθήσει να κατανοήσουµε µαθηµατικά (και όχι µόνο) 
αντικείµενα πολύ πιο εύκολα. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτού, 
είναι τα όσα συµβαίνουν στην προσπάθεια διδασκαλίας του Θεωρήµατος 
του Bolzano. Η απόδειξη, η αυστηρά διατυπωµένη απόδειξη θεωρείται 
αρκετά δύσκολη ως προς την κατανόηση της ακόµη και από µαθητές της 
Γ’ Λυκείου (ίσως για αυτό το λόγο έχει αφαιρεθεί η απόδειξη της από τα 
σχολικά εγχειρίδια), όταν την ίδια ώρα η εποπτική προσέγγιση, θα 
µπορούσε να γίνει κατανοητή ακόµη και από µαθητές του ∆ηµοτικού. Το 
παρακάτω σχήµα αποτελεί µια εποπτική αναπαράσταση του Θεωρήµατος 
µέσω της γραφικής παράστασης συνάρτησης. Ένα από τα βασικά 
στοιχεία του θεωρήµατος, η συνέχεια, γίνεται εύκολα αντιληπτό 
εποπτικά, µε την έννοια της συνεχούς γραµµής. Και το άλλο βασικό 
στοιχείο, η αρνητική τιµή και η θετική τιµή που παίρνει η συνάρτηση 
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επίσης, µπορούν πολύ εύκολα να κατανοηθούν µέσω του σχήµατος µε 
την έννοια ότι ένα σηµείο της γραφικής παράστασης θα βρίσκεται πάνω 
από τον άξονα x’x και ένα κάτω από αυτόν. Και µε το γεγονός ότι η 
γραµµή που τα συνδέει δε διακόπτεται, εύκολα µπορεί κανείς να 
εµπεδώσει πως η γραµµή αυτή αναγκαστικά θα τέµνει τον άξονα x’x σε 
ένα τουλάχιστον σηµείο. Η αµεσότητα αυτή καθώς και η ευκολία είναι 
πράγµατα που δεν υπάρχουν στην τυπική απόδειξη του θεωρήµατος. 
 

                               
 
   
Τα θετικά και τα αρνητικά της εποπτείας όµως θα συζητηθούν παρακάτω 
ξανά, στην παράγραφο 3.3. 
 
 
3.2. Τυπική απόδειξη 
 
   Αφού µιλήσαµε για την εποπτεία, ας πούµε δύο λόγια για την τυπική 
απόδειξη και πως αυτή λειτουργεί. Αρχικά, ας πούµε δύο πράγµατα για 
την ιστορία της απόδειξης.  
   Κατά την αρχαιότητα και πάνω από 2.600 χρόνια πριν, τα µαθηµατικά 
ήταν απλά ένα ευρετικό και φαινοµενολογικό αντικείµενο. Πέρα από την 
πρακτική τους χρησιµότητα για την τοπογράφηση της γης, για το εµπόριο 
και για τις διάφορες µετρήσεις γενικότερα, δε φαίνοταν να χρειάζεται 
κάτι παραπάνω, όπως η αυστηρότητα των µαθηµατικών (όπως την 
καταλαβαίνουµε σήµερα) και η απόδειξη πολύ περισσότερο. Όπως, ήδη, 
έχουµε αναφέρει, ο Θαλής ο Μιλήσιος, απαίτησε από τα µαθηµατικά να 
είναι πιο αυστηρά, τον 6ο αιώνα. Αυτό, µάλλον, συνέβη γιατί τα 
µαθηµατικά έγιναν πιο αφηρηµένα, άρχισαν να γίνονται µαθηµατικά για 
τα µαθηµατικά και σε τέτοιες καταστάσεις γίνεται πολύ φανερό το πόσο 
χρήσιµη είναι η απόδειξη. Σήµερα, η απόδειξη θεωρείται ως κάτι βασικό 
και απαραίτητο και συµβάλει τόσο στην αυστηρότητα των µαθηµατικών, 
όσο και στην οµορφιά τους. Ο Steven G. Krantz αναφέρει:  
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   «Εάν κάποιος αποµακρύνει την «απόδειξη» από τα µαθηµατικά, τότε το 
µόνο που θα µείνει είναι µία περιγραφική γλώσσα.» 
 
Ο ίδιος αναφέρει πως µε την τεχνολογία που διαθέτουµε σήµερα και µε 
τη χρήση των Η/Υ θα µπορούσαµε να θέσουµε τους τελευταίους σε 
λειτουργία κάτω από ειδικά προγράµµατα, µε αποτέλεσµα εµείς απλά να 
συλλέγουµε παρατηρήσεις πάνω στα µαθηµατικά. Όµως, αυτά δε θα 
είναι µαθηµατικά, γιατί, πρώτον, τα µαθηµατικά εµφανίζονται πάντα 
µέσα από νέες ιδέες και δεύτερον, οι ιδέες αυτές επικυρώνονται µέσω 
αποδείξεων. 
   Ιστορικά, πάντως, είναι δύσκολο να πει κανείς ποίος προχώρησε στην 
απόδειξη. Μπορεί να ήταν οι Βαβυλώνιοι, για τους οποίους γνωρίζουµε 
ότι έκαναν προσπάθειες να εξηγήσουν γιατί ισχύει το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα και επιπλέον, έχουν βρεθεί καταγεγραµµένες πυθαγόρειες 
τριάδες (δηλαδή, τριάδες φυσικών αριθµών που επαληθεύουν τη σχέση    

cba
222

=+ ). Σίγουρα, όµως, οι προσπάθειες τους αυτές δεν περιείχαν 

την αυστηρότητα της σκέψης των αρχαίων Ελλήνων. Η πρώτη απόδειξη 
αποδίδεται λοιπόν, στο Θαλή (χωρίς να είναι σίγουρο), ο οποίος βέβαια 
είχε ταξιδέψει µέχρι τη Βαβυλώνα και την Αίγυπτο. Από τους πρώτους 
που χρησιµοποιούσαν την απόδειξη, ήταν βεβαίως, οι πυθαγόρειοι. Ο 
Εύδοξος στη συνέχεια, ενώ ήταν εκείνος που ουσιαστικά καθιέρωσε το 
θεώρηµα (ακόµη και ως λέξη) και ενώ άρχισε να οργανώνει όλα τα 
θεωρήµατα και να προσδίδει µια αυστηρότητα στα µαθηµατικα, 
παρ’όλ’αυτά, δεν απέδειξε τίποτα, καθώς η απόδειξη δεν ήταν η 
καθιερωµένη µαθηµατική τακτική (ακόµη) στην εποχή του (παρά το 
γεγονός των προηγούµενων πυθαγορείων).  Αυτός ο οποίος επισηµοποίει 
την απόδειξη, είναι τελικά ο Ευκλείδης, το πρωτότυπο έργο του οποίου 
πρέπει να καλύπτει πέριπου το 1% των Στοιχείων. Όµως, ήταν άριστος 
γνώστης των µαθηµατικών, οργάνωσε όλη τη µέχρι τότε γνωστή του ύλη 
και µέσα εκεί έκανε και αποδείξεις. Από εκεί και έπειτα, η απόδειξη 
καθιερώνεται ώσπου η µαθηµατική δραστηριότητα σχεδόν σταµατά κατά 
την περίοδο του µεσαίωνα, µε ελάχιστες εξαιρέσεις που έχουν να κάνουν 
µε τον αραβικό κόσµο, αλλά και άλλους πολιτισµούς, όπως τους Ίνκας, 
τους κινέζους αλλά και κάποιους αφρικανούς. Τίποτα σπουδαίο όµως δεν 
προκύπτει µέχρι το 19ο αιώνα στην Ευρώπη. Πολλά ονόµατα εργάζονται 
ανεξάρτητα ή συνεργαζόµενα, όπως Fourier, Gauchy, Galois, Abel, 
Jacobi, Kummer, Lagrange, Weierstrass, Riemann. Η απόδειξη πλέον 
θεωρείται βασική διαδικασία και η αντίληψη αυτή καθώς και η δουλειά 
των παραπάνω αλλά και άλλων περνούν στον 20ο αιώνα, σε επιστήµονες 
όπως ο Hilbert, o Bourbaki και άλλοι. Στον 20ο αιώνα εµφανίστηκαν 
παράλληλα και οι ιντουισιονιστές, µέσω του Brouwer, οι οποίοι όµως 
θεωρούν πως οι µόνες έγκυρες αποδείξεις (τουλάχιστον όταν µιλάµε για 
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την ύπαρξη ενός µαθηµατικού αντικειµένου) είναι αυτές στις οποίες 
κατασκευάζουµε τα υποτειθέµενο αντικείµενο.  
   Τελικά, όµως, ποίος είναι ο σκοπός της απόδειξης; Σχεδόν σε όλες τις 
θετικές επιστήµες (χηµεία, βιολογία, φυσική κ.λ.π.) το πείραµα µπορεί να 
επιβεβαιώσει ή να καταρρίψει µια θεωρία. Το πείραµα µπορεί να 
µεταφερθεί ακόµη και στο εργαστήριο ενός σχολείου και εκεί ακόµη και 
µαθητές µπορούν να ελέγξουν αυτό που µαθαίνουν. Οι επιστήµες αυτές 
έχουν τη δυνατότητα να προσφέρουν µια πιο εµπειρική µάθηση στους 
µαθητές, οι οποίοι µπορούν να δουν να συµβαίνει µπροστά στα µάτια 
τους αυτό το οποίο προσπαθούν να κατανοήσουν και να εµπεδώσουν. 
Και όλα αυτά γιατί στις πιο πειραµατικές επιστήµες οι βασικές αρχές δεν 
προέρχονται από κάποιες θεµελιώδεις αρχές (όπως τα αξιώµατα) και η 
αποδεικτική διαδικασία είναι πιο εµπειρική και πιο άµεση. Στα 
µαθηµατικά, όµως, δεν υπάρχει αυτή η πολυτέλεια. Στα µαθηµατικά, 
θέτουµε ορισµούς και αξιώµατα προτού κάνουµε ο,τιδήποτε άλλο. Και 
όχι µόνο αυτό, αλλά πριν  καν προσπαθήσουµε να εξάγουµε κάποιο 
αποτέλεσµα πρέπει να κάνουµε πάρα πολύ δουλειά. Και στη συνέχεια 
πρέπει να προχωρήσουµε σε ακριβείς και κοµψές δηλώσεις τις οποίες 
πρέπει να αποδείξουµε. Ό,τιδήποτε δεν έχει απόδειξη δε θεωρείται 
έγκυρο. Κανείς δε µπορεί να το χρησιµοποιήσει από εκει και έπειτα στην 
εργασία του. Η απόδειξη είναι ο τελικός έλεγχος µιας νέας ιδέας. Εάν 
υπάρχει απόδειξη σταµατά οποιαδήποτε συζήτηση πάνω στο θέµα αυτό. 
Κανείς δεν πρόκειται ποτέ να βρει ένα αντιπαράδειγµα ή να διαψεύσει 
αυτή τη µαθηµατική ιδέα. 
   Η απόδειξη γίνεται πολύ χρήσιµη και για έναν ακόµη λόγο. ∆ίνει στα 
µαθηµατικά µια διαχρονικότητα. Πράγµατα που αποδεικνύονται στα 
Στοιχεία του Ευκλείδη, δε µπορεί να τα αµφισβητήσει κανείς. Ακόµη και 
όταν εµφανίστηκαν οι µη-ευκλείδειες γεωµετρίες, ανακαλύφθηκε τελικά 
πως η ευκλείδεια δεν καταργείται σε µια µικρή κλίµακα που έχει να κάνει 
µε τη δυνατότητα των ανθρώπινων αισθήσεων. Η διαχρονικότητα µπορεί 
να φαντάζει  ως κάτι πολύ φυσιολογικό σε ένα µαθηµατικό, αν όµως το 
δει κανείς συγκριτικά µε άλλες επιστήµες, που κάποια πράγµατα που 
ίσχυαν πριν πολύ λίγα χρόνια θεωρούνται ήδη ξεπερασµένα, 
καταλαβαίνει πόσο σπουδαίο ρόλο παίζει τελικά η απόδειξη.  
   Τελικά, βλέπουµε πως η απόδειξη είναι ένα πολύ βασικό και κεντρικό 
σηµείο στα µοντέρνα µαθηµατικά. Και ενώ οι άλλες επιστήµες δε 
χρειάζονται την απόδειξη για να βασιστούν σε αυτή, παρ’ολ’αυτά δε 
µπορεί κανείς όµως να τους προσφέρει µια ασφάλεια και σταθερότητα 
ακριβώς γιατί απουσιάζει η προστασία µιας απόδειξης. Επιπλέον, σε 
πολλές επιστήµες υπάρχει κάπου πάντα η ανάγκη από µαθηµατική 
επιβεβαίωση των λεγόµενων τους. Προφανώς γιατί η επιβεβαίωση αυτή 
προκύπτει µέσω αποδεικτικών διαδικασιών. Μερικά παραδείγµατα είναι, 
η ύπαρξη µιας ολόκληρης µαθηµατικής θεωρίας για τη διάθλαση του 
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φωτός (εξαιτίας του Newton, Snell και Fermat), η µαθηµατική θεωρία για 
τη µετάδοση της θερµότητας, άλλη για τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα, 
όπως και βασικά θέµατα της φυσικής, σαν την ελεύθερη πτώση ή τη 
βαλλιστική που αναλύονται µέσω µαθηµατικών, οι εξισώσεις του 
Αινστάιν αναλύονται µε µαθηµατικά, η τεχνολογία που χρησιµοποιούν 
τα ραντάρ κ.λ.π. 
   Όµως, πως λειτουργεί τελικά µια απόδειξη; Η πιο γενική και απλή 
αντιµετώπιση έχει να κάνει µε την εξής διαδικασία : για να αποδείξω ότι 
ισχύει το Α (η νέα ιδέα) θα πρέπει να το συσχετίσω µε το Β (την παλιά 
ιδέα) που ήδη είναι αποδεκτό σαν κάτι αληθινό ή κάτι που ισχύει. 
∆ηλαδή, από µια παλιά γνώση και αλήθεια, προκύπτει µια καινούργια. 
Το ζήτηµα βέβαια, που εγείρεται είναι πως η παλιά γνώση έχει 
αποδειχθεί ως αληθής. Προφανώς και αυτή έχει συσχετιστεί µε µια 
παλιότερη Γ που για να αποδειχθεί και αυτή µε τη σειρά της βασίστηκε 
σε µια ακόµη πιο παλιά ∆ κ.ο.κ. ∆ηλαδή, δηµιουργείται µια αλυσίδα 
προτάσεων ή µαθηµατικών αντικειµένων που το ένα δηµιουργεί το άλλο. 
Το επόµενο ερώτηµα που προκύπτει και το οποίο είναι θεµελιώδες, είναι 
: από που ξεκινά αυτή η αλυσίδα; Ποία είναι δηλαδή αυτή η αρχική 
γνώση από την οποία πρέπει κανείς να ξεκινήσει; Η απάντηση είναι πως 
δεν υπάρχει ουσιαστικά µια τέτοια αρχή. ∆εν υπάρχει µια αρχική γνώση 
από την οποία θα ξεκινήσουµε και θα αποδείξουµε όλα τα µαθηµατικά. 
Ακόµη και αυτή θα θέλει απόδειξη µέσω µιας παλιότερης γνώσης )6( και 
έτσι συνεχίζεται αυτή η διαδικασία επ’άπειρον προς τα πίσω. Γι’ αυτό 
θέσαµε τα αξιώµατα και τους ορισµούς στην αρχή, τα οποία θεωρούνται 
αποδεκτά χωρίς απόδειξη και θέτουµε έτσι µια βάση για το τι είναι 
αληθές και τι όχι. Ουσιαστικά, είναι σα να δηµιουργούµε µια γλώσσα µε 
βάση τους αρχικούς ορισµούς και τα αξιώµατα. Αν αυτά άλλαζαν, 
αλλάζουν οι κεντρικοί κανόνες και η γλώσσα αυτή παίρνει άλλη µορφή. 
   Ο Θαλής, ο Εύδοξος και ο Θεαίτητος, έφτιαχναν θεωρήµατα, τα οποία 
ζητούσαν απόδειξη. Όπως είπαµε και πριν αν αυτά είχαν αποδειχθεί τότε,  
αποτελούσαν µαθηµατικές αλήθειες. Ο πρώτος που έβαλε τα πράγµατα 
σε µια σειρά όπως ισχύουν σήµερα, είναι ο Ευκλείδης. Πρώτα ορισµοί 
και αξιώµατα και µετά τα θεωρήµατα. Έτσι και εµείς σήµερα όταν 
θέλουµε να αποδείξουµε κάτι, έχουµε αρχικά προσδιορίσει ένα σύνολο 
από ορισµούς και ένα σύνολο από αξιώµατα και µετά περνάµε στις 
αποδείξεις των θεωρηµάτων. Ακόµη και τα σχολικά βιβλία είναι 
δοµηµένα µε αυτόν τον τρόπο.  
   Μετά, αναρωτιόµαστε : και τι είναι ο ορισµός; Ο ορισµός προσπαθεί να 
εξηγήσει το νοήµα ενός µέρους µιας ορολογίας. Όµως, εδώ εγείρονται 
πολλά ερωτήµατα απο τη λογική. Θέλουµε, ας πούµε, να ορίσουµε µια 
σχετικά απλή έννοια, όπως του τι είναι ένα τρίγωνο. Για να το ορίσουµε 
θα πρέπει ίσως να χρησιµοποιήσουµε λέξεις και όρους όπως : σηµείο, 
ευθύγραµµο τµήµα, επίπεδο κ.α. Και τότε, αντιλαµβανόµαστε αµέσως 
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την ανάγκη να δώσουµε τον ορισµό και αυτών των λέξεων. Γενικά, 
δηλαδή, ένας ορισµός πρέπει να διέπεται από όση µεγαλύτερη απλότητα 
γίνεται, αλλά κυρίως να κατασκευάζεται από κοινά αποδεκτούς όρους 
που το νοήµα τους δεν αµφισβητείται. Ο Ευκλείδης για παράδειγµα, 
ορίζει το σηµείο ως «αυτό που δεν έχει µέρη». ∆ηλαδή, χρησιµοποίει 
γλώσσα εκτός των µαθηµατικών αλλά µέσα από µια φυσική γλώσσα για 
να ορίσει κάτι το οποίο θα βοηθήσει µε τη σειρά του να δηµιουργηθεί 
ένα νέο µαθηµατικό αντικείµενο κ.λ.π. Ξεκινά, δηλαδή από µια φυσική 
γλώσσα και µε λέξεις έξω από τα µαθηµατικά κατασκευάζει ένα 
σύστηµα από ορισµούς, το οποίο χτίζει κάποιου είδους γλώσσα µε τη 
σειρά του. 
   Η γλώσσα αυτή βέβαια, δεν είναι ακόµη έτοιµη να αποδείξει τα 
θεωρήµατα, χρειάζονται και τα αξιώµατα. Και τι είναι ένα αξίωµα; 
Αξίωµα είναι µια µαθηµατική δήλωση, η οποία σχηµατίζεται από την 
ορολογία που έχει καθοριστεί από τους ορισµούς και η οποία δήλωση 
θεωρείται αυταπόδεικτη. Εδώ υπάρχει ένας εύθραυστος αλλά καθαρός 
µαθηµατικός ισχυρισµός. ΄Ενα αξίωµα δεν το αποδεικνύει κανείς. 
Θεωρούµε ότι ένα δοσµένο αξίωµα είναι τόσο προφανές και εύλογο που 
δεν απαιτείται απόδειξη. 
   Καταλαβαίνουµε, λοιπόν, πως αν έχει τεθεί ένα σύνολο από ορισµούς 
και ένα σύνολο από αξιώµατα και αφού κατανοηθούν σωστά, τότε 
µπορούµε να δηµιουργήσουµε θεωρήµατα τα οποία και θα πρέπει να τα 
αποδείξουµε. Υπάρχουν βέβαια και τα λήµµατα καθώς και τα πορίσµατα. 
Τα πορίσµατα είναι θεωρήµατα που η απόδειξη τους είναι άµεση 
συνέπεια ενός αποδεδειγµένου θεωρήµατος. Ένα λήµµα όµως είναι ένα 
θεώρηµα (επίσης πρέπει να έχει αποδειχθεί) το οποίο θα βοηθά κατά τη 
διάρκεια της απόδειξης του θεωρήµατος ως προς απόδειξη. Πάντως, 
τρόποι απόδειξης υπάρχουν αρκετοί σήµερα, εξαιτίας και της ανάπτυξης 
της τεχνολογίας, Μπορούµε µε υπολογισµούς Η/Υ ή µε εξοµειώσεις σε 
αυτούς να αποδείξουµε κάτι. Όµως, ο παραδοσιακός και κλασσικός 
τρόπος απόδειξης, ο οποίος διδάσκεται και στα σχολεία είναι αυτός που 
βασίζεται στη λογική και στους νόµους της. Έχουν αναπτυχθεί πολλές 
τεχνικές τους τελευταίους αιώνες κυρίως, µέσα στη λογική που έχουν να 
κάνουν µε την απόδειξη. Υπάρχει η απόδειξη µε επαγωγή, η απόδειξη µε 
τη µέθοδο τους «εις άτοπον απαγωγή», η απόδειξη µε τη µέθοδο της 
εξαντλήσεως, η απόδειξη µε τη µέθοδο της απαρίθµησης κ.α. Όµως, όλα 
αυτά βασίζονται σε έναν απλό λογικό κανόνα, το modus ponendo ponens. 
Ο κανόνας λέει το εξής απλό «αν γνωρίζουµε ότι το Κ συνεπάγεται το 
Λ» τότε αρκεί να γνωρίζουµε το Κ και έτσι γνωρίζουµε και το Λ. Το 
µυστικό βέβαια, κρύβεται στο εξής : µπορείς µε αυτή τη µέθοδο να 
κατασκευάσεις ένα πολύ ισχυρό σύστηµα αρκεί όµως να έχεις όσο 
µικρότερο αριθµό ορισµών και αξιωµάτων µπορείς. Γιατί έτσι ο κίνδυνος 
για αντιθέσεις και αντιφάσεις εντός του συστήµατος ελαχιστοποιείται.  
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   Κατά τον 20ο αιώνα, βέβαια, τα πράγµατα έγιναν πολύ πιο 
συγκεκριµένα όσον αφορά στην απόδειξη. Έχουµε ήδη, µιλήσει για τις 
διαφορετικές φιλοσοφικές τάσεις αυτής της εποχής στα µαθηµατικά και 
φυσικά το θέµα της απόδειξης δε θα µπορούσε να παραµείνει 
ανεπηρέαστο από αυτό. Ο ιντουισιονισµός θεωρεί πως και η απόδειξη 
είναι ανεξάρτητη από γλωσσικά συστήµατα οποιουδήποτε τύπου. Όµως, 
ο λογικισµός και ο φορµαλισµός, πρεσβεύουν πως οι µαθηµατικές 
αλήθειες δίνονται µέσω των τυπικών αποδείξεων. Ο Ernest )7( αναφέρει : 
«Η τυπική απόδειξη είναι η αντικειµενική διαβεβαίωση για την 
µαθηµατική γνώση». Τι λέµε όµως τυπική απόδειξη; Τυπική απόδειξη 
είναι µια ακολουθία προτάσεων (στο επίπεδο σύνταξης) που διέπεται από 
ένα σύστηµα συγκεκριµένων κανόνων συναγωγής. Η τελευταία πρόταση 
στην ακολουθία αυτή λέγεται θεώρηµα. Η τυπική απόδειξη εκτός από 
ορισµούς και αξιώµατα έχει στο οπλοστάσιο της και αυστηρούς κανόνες 
της λογικής. Χρησιµοποίει κάποιες από τις γλώσσες της λογικής και 
προσπαθεί έτσι να αποδείξει ένα θεώρηµα. Οι λογικιστές θεωρούν πως η 
απόδειξη πρέπει να προκύπτει από αυστηρούς όρους της λογικής. Τα 
µαθηµατικά θεµελιώνονται, εδώ, όταν εισάγονται έννοιες που 
προσδιορίζονται µε λογικούς όρους ή µε θεωρήµατα που µπορούσαν αν 
αποδειχθούν µόνο από προτάσεις στοιχειώδους λογικής ανάλυσης, µε τη 
βοήθεια λογικών συµπερασµατικών κανόνων απόδειξης. Μπορεί να 
χρησιµοποιηθεί, για παράδειγµα, η µέθοδος της επαγωγής, έχοντας όµως 
δοθεί αρχικά µια αυστηρά λογική περιγραφή της. Στη λογική είναι πολύ 
βασικό να παράγονται θεωρήµατα από ένα συγκεκριµένο αξιωµατικό 
σύστηµα και έτσι να αποδεικνύεται η δύναµη του ίδιου του συστήµατος. 
Οι φορµαλιστές θεωρούν την τυπική απόδειξη πολύ ισχυρή µε µια άλλη 
ασφαλώς, προσέγγιση. Εδώ τα µαθηµατικά αντικείµενα µπορούν  να 
αναχθούν σε αφηρηµένα αξιωµατικά συστήµατα και η εγκυρότητα τους 
αποδεικνύεται µε εσωτερικά µόνο µέσα. Ανάγουν έτσι την απόδειξη σε 
κατάλληλο χειρισµό συµβόλων. Χειρίζονται τα µαθηµατικά σε σχέση µε 
αυστηρά τυπικά λογικά συστήµατα και τα µελετούν χωρίς να 
αναφέρονται στο νόηµα τους. Αυτή είναι και µια πολύ βασική διαφορά 
λογικιστών - φορµαλιστών. Οι πρώτοι θέλουν να ορίσουν το νόηµα των 
µαθηµατικών ενννοιών µέσω των εννοιών της λογικής. 
    
 
3.3. ∆ιάκριση εποπτείας και τυπικής απόδειξης στη διδασκαλία των 
µαθηµατικών 
 
   Όταν ο δάσκαλος θέλει να διδάξει µαθηµατικά και ιδιαίτερα όταν θέλει  
να µάθει στα παιδιά ένα καινούργιο θεώρηµα, ποίον τρόπο πρέπει να 
επιλέξει ώστε το θεώρηµα να γίνει καλύτερα κατανοήτο αλλά και οι 
µαθητές να κατανοήσουν την απόδειξή του; Φυσικά, όπως είπαµε 



 60 

παραπάνω, η τυπική απόδειξη προσφέρει την εγκυρότερη και πιο 
αντικειµενική προσέγγιση. Πώς όµως αντιµετωπίζεται από τους µαθητές; 
Έχουν γίνει πολλές έρευνες και µελέτες σχετικά µε το θέµα αυτό και έχει 
αναπτυχθεί ένα αρκετά µεγάλο πλήθος βιβλιογραφίας, Φυσικά, αυτό 
είναι απολύτως λογικό γιατί τελικά έχει να κάνει µε τη µετάδοση της 
µαθηµατικής γνώσης και αλήθειας.  
   Εκτός από πλήθος βιβλίων και συγγραµάτων υπάρχουν και διάφορες 
έρευνες πάνω στο θέµα αυτό, που προσπαθούν να κατανοήσουν τον 
τρόπο που οι µαθητές, ή εν γένει, εκείνοι που θέλουν να µάθουν µια 
µαθηµατική έννοια ή ένα θεώρηµα, αντιδρούν µπροστά σε µια τυπική 
απόδειξη. Στο άρθρο του, ο Γ.Μπαραλός, µε τίτλο «Η τυπική απόδειξη 
ισχύει πάντα;» παρουσιάζει κάποια πολύ ενδιαφέροντα (αλλά λίγο σε 
πολύ γνωστά και αναµενόµενα) αποτελέσµατα από την έρευνα του µε 
µαθητές λυκείου. Έχει ως οδηγό άλλες έρευνες για το θέµα αυτό, όπως 
αυτή των Fischbein & Kedem (1982), η οποία καταλήγει πως τα 
προβλήµατα των µαθητών απέναντι στην τυπική απόδειξη συνίστανται 
στα εξής :  

• Άγνοια βασικών κανόνων συµπεράσµατος και λογικής 
• Άγνοια βασικών µεθόδων απόδειξης 
• Μη αποδοχής της τυπικής απόδειξης ως εγγυήτριας της καθολικής 

εγκυρότητας 
• Εγκλωβισµό σε εµπειρικά σχήµατα αξιολόγησης 
• Η διαφορετικότητα των πλαισίων δράσης της απόδειξης 

(Καθηµερινή ζωή - Σχολείο) 
• Η διαφορετικότητα των ρόλων της απόδειξης ανάµεσα στο 

σχολείο και στη µαθηµατική κοινότητα  
  
   Τα παραπάνω συµπεράσµατα έχουν πολύ µεγάλο ενδιαφέρον, καθώς 
εντοπίζουν κάποια πολύ σηµαντικά σηµεία της προβληµατικής της 
κατάστασης. Αρχικά, να πούµε πως το πρώτο σηµείο είναι η άγνοια. Οι 
µαθητές αγνοούν κανόνες της λογικής αλλά και τις µεθόδους της 
απόδειξης. Επίσης, δεν αποδέχονται την τυπική απόδειξη ως µέθοδο 
απόδειξης της αλήθειας. Αυτό το πρώτο στάδιο του προβλήµατος είναι 
και το πιο εύκολο να αντιµετωπιστεί καθώς θα πρέπει ίσως στη 
µαθηµατική εκπαίδευση να δοθεί  µεγαλύτερη έµφαση στην εκµάθηση 
αυτών των απαραίτητων βασικών δοµών. Όµως, εκεί που τα πράγµατα 
δυσκολεύουν ακόµη περισσότερο είναι στο άλλο σηµείο των 
προβληµάτων, που έχουν καθαρά να κάνουν µε το ότι οι µαθητές δεν 
βρίσκουν στην τυπική απόδειξη την εµπειρία. Όπως αναφέρεται 
παραπάνω, οι µαθητές εγκλωβίζονται σε εµπειρικά σχήµατα αξιολόγησης 
καθώς και το διαφορετικό πλαίσιο απόδειξης είναι διαφορετικό στην 
καθηµερινότητα από αυτή που απαιτεί το σχολείο. Ο µαθητής προσπαθεί 
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να αποδείξει κάτι µε τρόπο που ξεφεύγει από την εµπειρία του. Ακόµη 
και αν η τυπική απόδειξη αποτελεί αδιαµφισβήτη µέθοδο για την 
ανάδειξη µιας αλήθειας, από τη στιγµή που η µέθοδος αυτή δεν έχει να 
κάνει µε αυτό που ο µαθητής βιώνει εµπειρικά, η αξία της χάνεται 
αυτόµατα και έτσι χάνεται και η εγκυρότητα ή και η ισχύς της 
µαθηµατικής ιδέας που θέλουµε ο µαθητής να µάθει. Αν συνδυάσουµε 
και το γεγονός ότι αγνοεί ή τέλος πάντων, δεν είναι συνηθισµένος να 
δουλεύει τους λογικούς κανόνες, τότε δηµιουργείται ένα πολύ άσχηµο 
και δυσάρεστο κλίµα που προβληµατίζει το δάσκαλο και αποµακρύνει το 
µαθητή.  
   Και άλλες έρευνες που αναφέρονται στο συγκεκριµένο άρθρο, 
αναφέρουν για αυτό το πολύ σηµαντικό ζήτηµα., αυτά που βλέπουµε στο 
παρακάτω απόσπασµα, το οποίο παρουσιάζουµε αυτούσιο µέσα από το 
άρθρο : 
 

 
 
 
   Γενικά, το πρόβληµα έγκειται στα εξής δύο πράγµατα : Έλλειψη 
εξάσκησης των µαθητών στον κόσµο της λογικής και των κανόνων της, 
αλλά και ενδείξεις αµφιβολιών για την εγκυρότητα της τυπικής 
απόδειξης. Κυρίως αυτό το τελευταίο οφείλεται στο ότι λείπει η σύνδεση 
των τύπων µε την εµπειρία. Αρχίζουµε, λοιπόν, να καταλαβαίνουµε πως 
η τυπική απόδειξη από µόνη της, αν επιπλέον στερείται και αυτό που 
λέγαµε σε προηγούµενη παράγραφο ως εποπτεία, δεν πείθει παρά µόνο 
ανθρώπους που είναι µυηµένοι στο χώρο των µαθηµατικών. Ακόµη όµως 
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και σε αυτή την περίπτωση, η εποπτεία είναι ένα βασικό σηµείο που δε 
θα έπρεπε να αγνοούν.  
   Είπαµε, σε προηγούµενη παράγραφο πως το θέµα της απόδειξης 
εφαρµόζεται  για να αποδείξουµε θεωρήµατα. Αναλύσαµε τον τρόπο που 
λειτουργεί ένα αξιωµατικό σύστηµα. Ξεκινά από κάποιους ορισµούς και 
κάποια αξιώµατα και πάνω σε αυτά βασίζονται οι αποδείξεις που 
αποδεικνύουν άλλες πιο πολύπλοκες προτάσεις, όπως τα θεωρήµατα. Για 
τον ερευνητή εκείνο, όµως, που η αυστηρότητα είναι πάρα πολύ 
σηµαντική, η αποδοχή και µόνο κάποιων βασικών προτάσεων χωρίς 
τυπική απόδειξη, πρέπει να αποτελεί ένα πρόβληµα, που ακόµη και αν το 
έχει αποδεχτεί, αφήνει κενά. Κάπως έτσι εξάλλου, φτάσαµε και στην 
ανάπτυξη των µη ευκλείδειων γεωµετριών. Από την αναζήτηση 
απόδειξης στο 5ο αξίωµα που από την αρχαιότητα είχε εγείρει πολλές 
υποψίες για το αν είναι αξίωµα ή θεώρηµα τελικά. Οι αυστηροί λοιπόν, 
ερευνητές και µελετητές των µαθηµατικών πρέπει να αποδεχθούν 
κάποιες αρχές χωρίς απόδειξη. Και πως θα το καταφέρουν αυτό; 
Αποδεχόµενοι την αξία της εποπτείας. Η εποπτεία και η εµπιστοσύνη σε 
αυτή χτίζει τελικά τη βάση για µια εισερχόµενη σειρά αναρίθµητων 
τυπικών αποδείξεων. Χωρίς την εποπτεία, οι τυπικές αποδείξεις χάνουν 
το νόηµα τους και πέφτουµε στην παγίδα που έπεσαν οι φορµαλιστές ενώ 
αν κάτι προσπαθούµε να το αποδείξουµε εντελώς εµπερικά τότε χάνεται 
η εγκυρότητα του και όλα εκείνα τα πλεονεκτήµατα που προσφέρει το 
κύρος ενός τυπικά αποδεδειγµένου µαθηµατικού θέµατος. Ίσως τελικά, 
το µυστικό να βρίσκεται σε έναν κατάλληλα διαµορφωµένο για την κάθε 
περίπτωση συνδυασµό εποπτείας και τυπικής απόδειξης.  
   Αν τα παραπάνω λειτουργούν µε αυτό τον τρόπο για τους 
µαθηµατικούς, σίγουρα θα είναι ακόµη πιο σηµαντικά για τους µαθητές. 
Οι µαθητές που στερούνται ούτως ή άλλως εµπειρίας, αν χάσουν και την 
εποπτεία θα δηµιουρηθεί  µπροστά τους ένα πλαίσιο µηχανικής 
αποστήθισης κανόνων και τύπων που ούτε αντιλαµβάνονται τι λέει και τι 
πρεσβεύει, ούτε θα εµβαθύνουν στη µαθηµατική γνώση αλλά επιπλέον, 
θα είναι µια πολύ βραχύπρόθεσµη γνώση. Στην ίδια πολύ ενδιαφέρουσα 
έρευνα, τα συµπεράσµατα του κ. Μπαραλού από τα ερωτηµατολόγια που 
έδωσε στους δικούς του µαθητές προέκυψε και το εξής πολύ ενδιαφέρον 
συµπέρασµα µαζί µε συµπεράσµατα όπως τα παραπάνω. Σε ένα απλό 
πρόβληµα της θεωρίας αριθµών, τους παρουσίασε δύο αποδείξεις. Μια 
τυπική και µια άλλη που ο ίδιος αναφέρει ως ηµιτυπική απόδειξη. Αυτή 
την ονοµάζει έτσι καθώς η απόδειξη δοµείται πάνω σε κανόνες λογικής 
αλλά έχει πιο πολύ να κάνει µε κανόνες λογικής που εφαρµόζονται πάνω 
στην ελληνική γλώσσα παρά σε τύπους. ∆ιαπίστωσε λοιπόν, πως οι 
µαθητές δήλωσαν πως γενικά, προτιµούσαν την ηµιτυπική απόδειξη από 
την τυπική αν και σε διαγωνισµούς οι περισσότεροι έγραφαν την τυπική 
απόδειξη. Αυτό έχει να κάνει µε το ότι οι µαθητές έχουν µάθει τι 
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περιµένει ο δάσκαλος από αυτούς. Επιπλέον, είναι ικανοί να µάθουν µια 
τυπική απόδειξη, αν και αυτό δε σηµαίνει ότι την έχουν κατανοήσει 
κιόλας. 
   Όπως και να έχει, η εποπτεία θέτει ευκαιρίες για σκέψη και για 
περαιτέρω συζήτηση. Η εποπτεία θα δώσει ιδέες και αφορµές για 
προβληµατισµό, για να τεθούν ερωτήµατα. Τα ερωτήµατα αυτά και οι 
απαντήσεις που ενδεχοµένως θα δοθούν θα οδηγήσουν σε µια βαθύτερη 
αντίληψη και κατανόηση των εννοιών. Ο Schoefeld αναφέρει πως : 
«Χωρίς την εξοικείωση του µαθητή µε αυτές τις άτυπες διεργασίες σκέψεις, 
δεν µπορεί να καταλάβει ποτέ τον αληθινό ρόλο της απόδειξης, που δεν 
είναι άλλος από το να επικυρώνει και να νοµιµοποίει τις κατακτήσεις της 
διαίσθησης.». Εξάλλου, αν αποκλείσουµε την εποπτεία από τη διαδικασία 
της απόδειξης, τότε αυτή µετατρέπεται σε ένα απλό εργαλείο που απλά 
και παθητικά αποδέχεται την αλήθεια.  
   Κάτι τελευταίο που αξίζει να επισηµάνουµε είναι πως η τυπική 
απόδειξη προκαλεί δυσκολίες και για έναν ακόµη λόγο στους µαθητές 
(κυρίως). Όταν ο δάσκαλος απαιτεί από τους µαθητές να αποδείξουν κάτι 
τυπικά, δεν αντιλαµβάνεται πως και οι δικές του διατυπώσεις παίζουν 
ένα πολύ σπουδαίο ρόλο σε αυτό και στην εντύπωση που ο µαθητής έχει 
διαµορφώσει για την απόδειξη. Η απόδειξη για έναν µαθητή µπορεί να 
αποτελείται από πάρα πολλά πράγµατα και είναι σίγουρο πως οι 
διαφορετικές λέξεις και εκφράσεις που µπορεί από δάσκαλο σε δάσκαλο 
να διαφέρουν (για το ίδιο ακριβώς πράγµα), µπορεί να δηµιουργήσουν 
παρεξηγήσεις. Εδώ λοιπόν, πρέπει να αρχίσουµε να καταλαβαίνουµε 
σιγά σιγά πως η εποπτεία µε την τυπική απόδειξη µπορούν να 
συνδυαστούν χρήσιµα κάτω από τις κατάλληλες γλωσσικές εκφράσεις, οι 
οποίες, φυσικά, καθορίζονται από το κατάλληλο γλωσσικό πλαίσιο που 
έχουν τεθεί.  
   Επίσης, σε προήγουµενη παράγραφο, µε αφορµή το Θέωρηµα του 
Bolzano (το οποίο χρησιµοποιήθηκε ως παράδειγµα) συζητήσαµε την 
πολύτιµη βοήθεια της εποπτείας αλλά είδαµε επίσης και περιπτώσεις που 
η εποπτική αντιµετώπιση οδηγεί σε εσφαλµένα συµπεράσµατα. Κανείς 
δε µπορεί να βασιστεί εξ ολοκλήρου στην εποπτεία καθώς οι αισθήσεις 
µας έχουν περιορισµένη εµβέλεια. Αλλά και κανείς δε µπορεί να 
στηριχθεί µόνο στην τυπική απόδειξη, αποκλείωντας την εποπτεία, 
καθώς η τυπική απόδειξη πολλές φορές εµφανίζεται ως κάτι µακρινό και 
απρόσιτο. 
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3.4. Είναι δυνατόν η θεωρία του Hintikka για τα γλωσσικά παιχνίδια 
να επηρεάσει κατάλληλα τα ζητήµατα εποπτείας - τυπικής 
απόδειξης; 
  
   Εδώ, λοιπόν, θα προσπαθήσουµε να δούµε πως θα µπορούσαν όλα 
αυτά τα οποία µελετήσαµε σχετικά µε το Hintikka και τη θεωρία του να 
µας είναι χρήσιµα στο τόσο σηµαντικό ζήτηµα µεταξύ εποπτείας και 
τυπικής απόδειξης.  
   Η θεωρία του Hintikka για τα GTS παρουσιάζει εν ολίγοις, το πως τα 
γλωσσικά πλαίσια µπορούν να επηρεάσουν το νόηµα µιας πρότασης, 
ενός τύπου ή µιας λέξης. Κατ’ επέκταση, επηρεάζεται ο τρόπος 
διδασκαλίας. 
   Το θέµα της εποπτείας και της τυπικής απόδειξης θα µπορούσε εδώ να 
συνδεθεί µε τον εξής τρόπο : όχι µε το πως οι λέξεις επηρεάζουν τη 
σχέση εποπτείας – απόδειξης αλλά, οι δύο αυτές θεωρήσεις θα 
µπορούσαν να θεωρηθούν κατά κάποιο τρόπο, τα διαφορετικά πλαίσια 
που µπορούµε να θέσουµε για τη µετάδοση µιας έννοιας. ∆ηλαδή, αν 
πάρουµε για παράδειγµα τη διδασκαλία του Θεωρήµατος του Bolzano, 
αλλιώς µεταφέρονται τα νοήµατα στο εποπτικό πλαίσιο του σχήµατος 
(είναι άλλη  η γλώσσα που επικοινωνείται εκεί) και εντελώς διαφορετικό 
είναι το πλαίσιο της τυπικής απόδειξης. Ακόµη και στα πιο απλά 
πράγµατα, όπως είναι οι απλές λέξεις της ελληνικής γλώσσας που θα 
χρησιµοποιηθούν κατά την παρουσίαση του κάθε τρόπου αντιµετώπισης. 
Η λέξη «γραµµή» για παράδειγµα., στο σχήµα, σηµαίνει µια γραµµή που 
φτιάχνουµε µε το µολύβι, ενώ στην τυπική απόδειξη µπορεί να σηµαίνει 
µέθοδο ή πορεία που επιλέγουµε για να κινηθούµε. 
   Γενικά, η εποπτεία αλλά και η τυπική απόδειξη είναι θέµατα που 
απασχολούν συγκεκριµένα πολύ τη γεωµετρία. Το σχήµα και η γλώσσα 
πάνω σε αυτό είναι βασικό όχηµα της γεωµετρικής διδασκαλίας. Θα 
µπορούσε κανείς να πει, πως όλα αυτά που έχουν να κάνουν µε το σχήµα, 
από το πως το αντιλαµβάνεται κανείς, η σηµειολογία του αλλά και η 
ορολογία γύρω από αυτό, αποτελούν και αυτά ένα είδος γλώσσας. Και 
στα πλαίσια αυτής της γλώσσας, οι λέξεις µπορεί να µεταφέρονται 
διαφορετικά και ο τρόπος διδασκαλίας να παίρνει εντελώς άλλη µορφή 
από αυτή µέσα στη γλώσσα µιας τυπικής απόδειξης. 
   Η επιρροή λοιπόν, των συµπερασµάτων του Hintikka, εδώ είναι πολύ 
περισσότερο φιλοσοφική παρά πρακτική. 
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ΣΧΟΛΙΑ: 
 
 

(1) των Leibniz και Wolff 
(2) του Locke 
(3) a priori : έτσι χαρακτηρίζεται η γνώση που προέρχεται από 

έµφυτες ιδέες που προηγούνται της εµπειρίας, ενώ υπάρχει και το 
a posteriori που είναι η γνώση που προέρχεται από την εµπειρία. 
Την a priori γνώση την υποστήριξε ο Πλάτωνας, καθώς και 
ρασιοναλιστικά ρεύµατα του 17ου αιώνα µε κύριο εκπρόσωπο τον 
Rene Descartes. Κριτική πάνω στην a priori γνώση άσκησε κυρίως 
ο Άγγλος εµπειριστής John Locke. 

(4) Άρθρο «Καντ και νεοκαντιανοί»,  
Νίκος Αυγελής (καθηγητής φιλοσοφίας στη  Φιλοσοφική Σχολή 
του ΑΠΘ) 
ΒΗΜΑ , 19/11/2000 

(5) στο βιβλίο του Bruner : «Η διαδικασία της µάθησης» ,J. Bruner, 
µετ. Κληρίδη, σελ.70 

(6) Hilbert 
(7) Paul Ernest (1944- ) Αµερικανός φιλόσοφος που τα πεδία του 

είναι η φιλοσοφία των µαθηµατικών και η διδακτική των 
µαθηµατικών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο  
 
ΣΗΜΑΣΙΟΛΟΓΙΑ - ΣΥΝΤΑΞΗ 
 
   Η διαφορά µεταξύ σύνταξης και σηµασιολογίας έχει συζητηθεί αρκετά 
και πολλά έχουν γραφτεί. Φυσικά, εµείς εδώ, θα αναφερθούµε σε αυτό το 
θέµα για άλλη µια φορά µέσα από τη θεωρία του Jaakko Hintikka και το 
ρόλο που µπορεί να παίξει αυτή στη διάκριση τους. Ας πάρουµε όµως τα 
πράγµατα από την αρχή. 
 
 
4.1. Σηµασιολογία 
 
   Είναι αυτό που στην αγγλική γλώσσα συναντάται µε τον όρο 
semantics. Ο όρος Σηµασιολογία (Semasiologie) χρησιµοποιήθηκε 
πρώτη φορά από το Reisig )1( για να δηλώσει τον κλάδο της επιστήµης που 
ασχολείται και εξετάζει τη σηµασία των λέξεων. Έπειτα, ο Γάλλος 
σηµασιολόγος Breal )2( χρησιµοποίησε τον όρο sémantique από το 
ελληνικό επίθετο «σηµαντικός» («ο σηµαίνων» ή «ο έχων σηµασία» ). 
Εκτός από τα αγγλικά και στα γερµανικά συναντάται µε τον όρο 
semantik. Στα ελληνικά, επειδή το θηλυκό του επίθετου «σηµαντική» 
χρησιµοποιείται  σε άλλους τοµείς έρευνας για αυτό και χρησιµοποιείται 
ο όρος Σηµασιολογία, για να µην υπάρξει σύγχιση )3( . 
   Γενικά, η Σηµασιολογία ορίζεται ως ο κλάδος εκείνος της επιστήµης 
που ασχολείται µε τη σηµασιολογική δοµή της γλώσσας ή µιας γλώσσας 
(χρησιµοποιώντας τη λέξη «γλώσσα» µε τη γενικότερη έννοια). Εδώ, 
αναλύεται η σηµασία των λέξεων, ερµηνέυεται η σηµασιολογική δοµή 
των προτάσεων και παράγονται εξ ολοκλήρου προτάσεις µε βάση αρχικά 
προκαθορισµένα σηµασιολογικά σχήµατα.  
   Αυτό που απασχολεί εµάς περισσότερο, είναι να δούµε τα πράγµατα 
από τη µεριά της τυπικής σηµασιολογίας. Τι είναι τυπική σηµασιολογία 
όµως; Είναι η µελέτη της σηµασιολογίας ή της ερµηνείας των τυπικών 
και των φυσικών γλωσσών µέσω της τυπικής περιγραφής τους, δηλαδή 
µε µαθηµατικούς όρους. Μια τυπική γλώσσα µπορεί να οριστεί 
ανεξάρτητα από την ερµηνεία της. Αυτό επιτυγχάνεται µε τον ορισµό 
ενός συνόλου από σύµβολα και ενός συνόλου από κανόνες σχηµατισµού 
που καθορίζουν ποίες συµβολοσειρές συµβόλων είναι καλώς ορισµένες. 
Μαζί µε κάποιους κανόνες µετασχηµατισµού και ένα πλήθος προτάσεων 
αποδεκτών ως αξιώµατα, σχηµατίζεται ένα λογικό σύστηµα. Μια 
ερµηνεία είναι η αντιστοίχιση σηµασίας σε αυτά τα σύµβολα και των 
τιµών αληθείας στις προτάσεις. 
   Το Φιλοσοφικό Λεξικό του Cambridge, αναφέρει σχετικά : 
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   «Τυπική Σηµασιολογία[formal semantics], Η µελέτη των ερµηνειών 
των τυπικών γλωσσών. Μια τυπική γλώσσα µπορεί να προσδιοριστεί 
ανεξάρτητα από οποιαδήποτε ερµηνεία της. Αυτό συµβαίνει µέσω του 
καθορισµού ενός συνόλου συµβόλων της και ενός συνόλου κανόνων 
σχηµατισµού που προσδιορίζουν ποίες ακολουθίες συµβόλων είναι 
γραµµατικά σωστές και/ή καλά διατυπωµένες. Όταν έχουν προστεθεί οι 
κανόνες συναγωγής (κανόνες µετασχηµατισµού) και/ή έχουν ορισµένες 
προτάσεις ως αξιώµατα, τότε σχηµατίζεται ένα λογικό σύστηµα (επίσης 
γνωστό ως ένα λογικιστικό σύστηµα). Μια ερµηνεία µιας τυπικής γλώσσας 
αποτελεί (σε γενικές γραµµές) µια απόδοση νοήµατος στα σύµβολα της και 
συνθηκών αληθείας στις προτάσεις της.» 
 
   Με λίγα λόγια, το νόηµα ενός τύπου στα πλαίσια της λογικής 
εκφράζεται σε σχέση µε έναν αφηρηµένο κόσµο, που ονοµάζεται πεδίο – 
σύµπαν (domain). Η αλήθεια ενός τύπου προσδιορίζεται µε βάση µια 
ερµηνεία των όρων που την αποτελούν. Ένας όρος στη γλώσσα 
αναφέρεται σε ένα στοιχείο του σύµπαντος αναφοράς. Οι σταθερές 
λειτουργούν όπως τα ονόµατα που αναφέρονται σε αντικείµενα του 
πεδίου - σύµπαντος αναφοράς. Οι µεταβλητές παίρνουν τιµές µέσα από 
το πεδίο - σύµπαν αναφοράς. Από τη στιγµή, µάλιστα, που όλα αυτά θα 
καθοριστούν, δηλαδή, σε ποία «οντότητα» αναφέρεται ο κάθε όρος και 
ποίοι τύποι είναι αληθείς, τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε και την τιµή 
αληθείας πιο σύνθετων τύπων. Οι τύποι γίνονται αντικείµενο 
επεξεργασίας µέσω πινάκων σαν αυτόν που είδαµε στην παράγραφο 
2.4.α. και οι ποσοδείκτες εδώ παίζουν καθοριστικό ρόλο στην ερµηνεία 
των προτάσεων.  
   Εξάλλου, στη σηµασιολογία της λογικής, βρίσκουµε τους διάφορους 
τρόπους προσέγγισης των επιστηµόνων της λογικής στην προσπάθεια 
τους να κατανοήσουν τη σηµασία που τους ενδιαφέρει. Και ένας από 
τους σύγχρονους τρόπους προσέγγισης σε αυτό είναι η παιγνιο -
θεωρητική σηµασιολογία που έχει επιστρέψει στο προσκήνιο χάρη στο 
Jaakko Hintikka και στα πλαίσια του οποίου οι ποσοδείκτες παίζουν 
σπουδαίο ρόλο. Όταν, για παράδειγµα, θέλουµε να ελέγξουµε την 
ορθότητα µιας πρότασης µέσω µοντέλων )4( , οι ποσοδείκτες θα 
µπορούσαν να λειτουργήσουν ως εξής : 

• για να δείξουµε ότι η πρόταση δεν είναι αληθής, αρκεί να 
επιδείξουµε πως υπάρχει ένα «µοντέλο» που η πρόταση δεν ισχύει 
(υπαρκτικός ποσοδείκτης) 

• για να δείξουµε ότι η πρόταση είναι αληθής, αρκεί να επιδείξουµε 
πως για κάθε «µοντέλο» η πρόταση ισχύει (καθολικός 
ποσοδείκτης) 

Αυτό θα είναι και το σηµείο σύνδεσης της θεωρίας του Hintikka στα 
θέµατα της σηµασιολογίας. Οι ποσοδείκτες. 
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4.2. Σύνταξη 
 
   Και όταν λέµε σύνταξη τι εννοούµε; Στο χώρο της γλωσσολογίας µε 
τον όρο σύνταξη εννοούµε γενικότερα, τη µελέτη των αρχών και των 
διαδικασιών µε τις οποίες κατασκευάζονται οι προτάσεις συγκεκριµένων 
γλωσσών. Πιο πολύ όµως έχει να κάνει µε τους κανόνες που είναι 
υπεύθυνοι για τη δοµή και την τελική µορφή µιας πρότασης. Με πιο 
απλά λόγια, η σύνταξη είναι υπεύθυνη µέσα σε µια γλώσσα για το πως θα 
συνδυαστούν κατάλληλα οι λέξεις ώστε να πάρουν νόηµα οι εκφράσεις 
και οι προτάσεις. 
   Όµως η λέξη «σύνταξη», που στην αγγλική γλώσσα συναντάται ως 
syntax, δεν αναφέρεται µόνο στη γλωσσολογία. Αναφέρεται και στους 
χώρους της λογικής, µε το ότι έχει να κάνει µε τον τρόπο που κάποιοι 
κανόνες καθορίζουν τις τυπικές γλώσσες µέσα στα µαθηµατικά. Για την 
ακρίβεια, η σύνταξη αφορά το γλωσσικό επίπεδο πριν την απόδοση 
οποιουδήποτε νοήµατος. Συντακτική είναι µια πρόταση όταν αποτελεί 
απλώς µια ακολουθία λέξεων σύµφωνα µε ένα δεδοµένο σύνολο 
κανόνων που καθορίζουν τη δοµή τους. Εδώ, τη σύνταξη την 
αναφέρουµε ως λογική σύνταξη κάτι που ανήκει στο γενικότερο πλαίσιο 
που αποκαλείται τυπική σύνταξη.  
   Σύµφωνα µε τον Carnap )5( , η λογική σύνταξη είναι µια τυπική θεωρία 
που παραθέτει τους κανόνες για την κατασκευή προτάσεων και για τη 
µετατροπή τους σε άλλες προτάσεις. Η ανάλυση της δοµής αυτών των 
κανόνων αποκαλείται ως η µέθοδος της λογικής σύνταξης και θεωρείται 
η µόνη σωστή φιλοσοφική µέθοδος. Θα ανατρέξουµε, όµως, πάλι στο 
Φιλοσοφικό Λεξικό του Cambridge, στο οποίο αναφέρεται σχετικά :  
 
   «λογική σύνταξη[logical syntax]. Η περιγραφή της µορφής των 
εκφράσεων µιας γλώσσας χάρη στην οποία οι εκφράσεις συνάπτουν 
λογικές σχέσεις µεταξύ τους. Στην έννοια της λογικής σύνταξης λανθάνει η 
υπόθεση ότι όλες – ή τουλάχιστον οι περισσότερες – λογικές σχέσεις 
υφίστανται λόγω της µορφής: λόγου χάριν, το ότι «Εάν το χιόνι είναι 
άσπρο, τότε το χιόνι έχει χρώµα» και το «Το χιόνι είναι άσπρο» από 
κοινού συνεπάγονται ότι «Το χιόνι έχει χρώµα», λόγω της αντίστοιχης 
µορφής τους, «εάν P, τότε Q», «P», και «Q». Η µορφή που αποδίδεται σε 
µια έκφραση στη λογική σύνταξη είναι η λογική της µορφή )6( . 
   Η λογική µορφή µπορεί να µην είναι άµεσα φανερή από την επιφανειακή 
µορφή µιας έκφρασης. Τόσο το (1), «Κάθε άτοµο είναι φυσική οντότητα», 
όσο και το (2) «Κάποιο άτοµο είναι φυσική οντότητα», µοιράζονται 
εµφανώς τη µορφή του υποκειµένου-κατηγορηµατος. Αλλά αυτή η 
επιφανειακή δοµή, δεν είναι η δοµή βάσει της οποίας αυτές οι προτάσεις (ή 
τα προτασιακά περιεχόµενα που µπορεί να θεωρηθεί ότι εκφράζουν) 
βρίσκονται σε λογική σχέση µε άλλες προτάσεις (ή προτασιακά 
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περιεχόµενα), διότι αν συνέβαινε αυτό τότε το (1) και το (2) θα είχαν τις 
ίδιες λογικές σχέσεις µε κάθε πρόταση (ή προτασιακό περιεχόµενο), αλλά 
δεν έχουν. Το (1) και το (3) «ο Αριστοτέλης είναι άτοµο» συνεπάγονται το 
(4) «ο Αριστοτέλης είναι φυσική οντότητα», ενώ το (2) και το (3) δε 
συνεπάγονται το (4). Άρα, το (1) και το (2) διαφέρουν κατά τη λογική 
µορφή. Η σύγχρονη λογική σύνταξη, επινοηµένη σε µεγάλο βαθµό από το 
Frege, αποδίδει πολύ διαφορετικές λογικές µορφές στο (1) και στο (2), 
δηλαδή : «Για κάθε x, εαν το x είναι άτοµο, τότε το x είναι φυσική 
οντότητα», αντιστοίχως. Ένα άλλο παράδειγµα : (5) «Ο δορυφόρος του 
φεγγαριού έχει νερό» φαίνεται  να συνεπάγεται ότι «υπάρχει τουλάχιστον 
ένα πράγµα που περιστρέφεται γύρω από το φεγγάρι» και «δεν υπάρχουν 
περισσότερα από ένα πράγµατα που περιστρέφονται γύρω από το φεγγάρι». 
Λαµβάνοντας αυτά υπ’ όψιν, ο Russell απέδωσε στο (5) τη λογική µορφή 
«Για µερικά x, το x περιστρέφεται γύρω από το φεγγάρι, και για κάθε  y, 
έαν το y περιστρέφεται γύρω απο το φεγγάρι, τότε το y ταυτίζεται µε το x, 
και για κάθε y, εάν το y περιστρέφεται γύρω από το φεγγάρι, τότε το y έχει 
νερό».»  
 
   Επιπλέον, στο Φιλοσοφικό Κοινωνιολογικό Λεξικό του 
Κ.Καπόπουλου, η Ευτυχία Ξυδιά )7( αναφέρει : 
 
   «σύνταξη λογική (Logical syntax) Βασική έννοια της λογικής και 
συγκεκριµένα της µεταλογικής, η οποία αναφέρεται στην περιγραφή και 
µελέτη του καθαρού τυπικού µέρους µιας τυποποιηµένης γλώσσας, δηλαδή 
του χωρίς ερµηνεία λογισµού, σε αντίθεση µε τη λογική σηµασιολογία, η 
οποία ασχολείται µε τις ερµηνείες των λογισµών. Στην περιοχή της 
σύνταξης ερευνώνται οι καλώς σχηµατισµένοι τύποι (well-formed 
formulae), η αποδεικτικότητα (prova-bility) και ο παραγωγικός ή 
επαγωγικός µηχανισµός (derivability) των λογισµών (π.χ. αξιώµατα, 
κανόνες συναγωγής των θεωρηµάτων κ.λ.π.). Ειδικά, η σύνταξη 
ενδιαφέρεται µόνο για τα εκφραστικά µέσα των λογισµών (π.χ. αλφάβητο, 
κανόνες σχηµατισµού των τύπων κ.λ.π.), ωστόσο ο όρος χρησιµοποιείται 
συχνά όχι µόνο για την περιγραφή της δοµής του λογισµού, αλλά και για 
την ίδια την περιγραφόµενη δοµή.» 
 
   Με λίγα λόγια, η σύνταξη έχει να κάνει µε τον τρόπο που συνδυάζονται 
οι τύποι µεταξύ τους, ώστε να παίρνει νόηµα η πρόταση.  
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4.3. Σηµασιολογία εναντίον Σύνταξης 
 
   Αφού αναφερθήκαµε στο τι εννοούµε όταν λέµε «σηµασιολογία» και τι 
όταν λέµε «σύνταξη», θα µιλήσουµε εδώ, για αυτά που διαχωρίζουν τις 
δύο αυτές έννοιες, αλλά και αυτά που πιθανόν τις ενώνουν. 
   Είναι σίγουρο πως η σηµασιολογία και η σύνταξη προσφέρουν εξίσου 
στο νόηµα µιας πρότασης και ο κατάλληλος συνδυασµός τους µπορεί να 
αποδώσει ένα λογικό νόηµα. Με παρόµοιο τρόπο λειτουργούν τα 
πράγµατα και στις φυσικές γλώσσες άλλωστε. ∆εν ξεχνάµε ποτέ πως ο 
απώτερος σκοπός σε µια πρόταση είναι να καταλάβουµε ποία είναι η 
τιµή αληθείας της, αν είναι δηλαδή αληθής ή ψευδής. Προσπαθούµε να 
ερµηνεύσουµε την πρόταση, αντιστοιχώντας τα σύµβολα της γλώσσας 
στις οντότητες του κόσµου που αναπαρίσταται, ώστε να αποδοθούν 
λογικές τιµές στην πρόταση αυτή. Ο ρόλος της σύνταξης σε αυτό είναι να 
καθορίσει τις επιτρεπτές ακολουθίες συµβόλων και η σηµασιολογία να 
καθορίσει τις µεταξύ τους σχέσεις. ∆ηλαδή, µε πολύ πιο απλά λόγια, η 
σύνταξη έχει να κάνει µε τη σειρά των λέξεων ενώ η σηµασιολογία µε το 
νόηµα και η συµµετοχή και των δύο είναι απαραίτητη. Εξάλλου, η 
σύνταξη επηρεάζει το νόηµα. Για παράδειγµα, η ελληνική έκφραση 
«Σκύλος δαγκώνει άνθρωπο» σηµαίνει κάτι εντελώς διαφορετικό από την 
έκφραση «Άνθρωπος δαγκώνει σκύλο». 
   Πέρα όµως, από τον τρόπο που αυτά τα δύο πράγµατα 
«συνεργάζονται» για να πάρει το νόηµα της µια πρόταση, ποίες είναι οι 
διαφορές τους; Σύµφωνα µε το βιβλίο του R.Anderson )8( , «Cognitive 
Psychology and its implications», στη σηµασιολογία αποδίδονται οι 
γραµµατικοί κανόνες που αντιστοιχούν το νόηµα των λέξεων, ενώ στη 
σύνταξη αποδίδονται οι γραµµατικοί κανόνες που προσδιορίζουν τη 
σωστή σειρά των λέξεων και την κλιτή δοµή σε µια πρόταση. Βέβαια, οι 
παραπάνω ορισµοί δε δίνουν ξεκάθαρη εξήγηση για τις διαφορές τους 
και ίσως χρειάζεται µια πιο προσεκτική θέωρηση. Στις φυσικές γλώσσες, 
για παράδειγµα, ενώ η σύνταξη έχει να κάνει µε τη σειρά των λέξεων, η 
οποία δένει την έκφραση και δίνει το κατάλληλο νόηµα σε αυτή ή επίσης 
τονίζει και τα κατάλληλα σηµεία που πρέπει γαι να αποδωθεί το νόηµα, 
άρα προσδίδει ένα κάπως αντικειµενικό στοιχείο µέσα στην έκφραση. η 
σηµασιολογία έχει να κάνει µε κάτι άλλο και ίσως αυτή είναι και µια 
βασική τους διαφορά. Η σηµασιολογία δεν είναι τίποτα άλλο από µια 
προσωπική και ατοµική µετάφραση του νοήµατος µιας λέξης που 
φυσικά, αποδίδει κανείς µε βάση προηγούµενες εµπειρίες του και 
ανακαλώντας τις µεχρί τώρα γνώσεις του. Για παράδειγµα, η έκφραση 
«γάτα ποντίκι κυνηγά» δεν είναι σωστή συντακτικά, όµως η εµπειρία 
κάποιου προσπερνά αυτό το πρόβληµα και αµέσως µεταφράζει στο 
µυαλό του ως «γάτα κυνηγά ποντίκι» και έτσι η έκφραση αποκτά νόηµα. 
∆ηλαδή, η βασική διαφορά σύνταξης και σηµασιολογίας εδώ, έχει να 
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κάνει πως η σύνταξη ενδιαφέρεται µόνο για τη σωστή σειρά των λέξεων 
που βασίζεται σε κανόνες γραµµατικούς ή τυπικούς, ενώ η σηµασιολογία 
απαιτεί και άλλες γνώσεις (ώστε να είναι προσδιορίσιµο το νόηµα των 
όρων και η τιµή αληθείας της πρότασης) που ενδεχοµένως δεν έχουν καν 
να κάνουν µε θέµατα γλώσσας. 
   Στο χώρο της Λογικής, τα πράγµατα κινούνται µε παρόµοιο τρόπο. Η 
σύνταξη έχει να κάνει µε τους κανόνες που έχουν τεθεί για το χειρισµό 
µιας τυπικής ή µιας λογικής γλώσσας, ενώ η σηµασιολογία έχει να κάνει 
κυρίως µε την κατάλληλη ερµηνεία των τύπων. Ως γνωστόν, µέσα σε µια 
τυπική γλώσσα (είτε του προτασιακού λογισµού, είτε σε πρώτης τάξης 
γλώσσα) οι τύποι είναι αποκοµµένοι από κάποιο συγκεκριµένο νόηµα. 
Μπορεί λοιπόν, µια πρόταση µιας τυπικής γλώσσας να είναι σωστά 
δοµηµένη από άποψη τυπικής σύνταξης αλλά πως µπορεί να ισχυριστεί 
ότι η πρόταση αυτή καθορίζεται ως αληθής ή ψευδής αφού στερείται 
σηµασιολογικών συµπερασµάτων. Όπως είδαµε και παραπάνω, για τις 
φυσικές γλώσσες, ο συνδυασµός σύνταξης και σηµασιολογίας είναι 
απαραίτητος για να έχουµε µία ολοκληρωµένη πρόταση που βγάζει 
νόηµα. Εκείνος που ασχολήθηκε µε τα θέµατα της σηµασιολογίας και της 
σύνταξης, αρχικά. είναι ο Carnap.  Σύµφωνα µε το Friedman )9( το βασικό 
κίνητρο σε όλη τη φιλοσοφική πορεία του Carnap, είναι η προσπάθεια να 
δώσει απάντηση στο καντιανό ερώτηµα «πως είναι δυνατή η γνώση των 
µαθηµατικών;» µέσω της διάκρισης αναλυτικών – συνθετικών (για τις 
τυπικές γλώσσες), λογικών – εµπειρικών (για τις γλώσσες της επιστήµης) 
αληθειών. Κατατάσσει τα µαθηµατικά στις αναλυτικές προτάσεις και 
προσπαθεί να δώσει έναν κατασκευαστικό ορισµό της αναλυτικότητας 
και κατά αυτόν τον τρόπο να εξασφαλίσει την αποδοχή και των 
µαθηµατικών µε απώτερο σκοπό την εξασφάλιση της δυνατότητας 
ερµηνείας της επιστήµης (1988,82). Ο Ηintikka όµως του ασκεί κριτική.  
 
 
4.4. Θέσεις Hintikka για σηµασιολογία-σύνταξη που απορρέουν από 
τα GTS 

   Στο «The Game of Logic», ο Hintikka παρουσιάζει τα GTS 
βασιζόµενος στα γλωσσικά παιχνίδια του Wittgenstein. Μιλά για αυτά 
ξανά στο βιβλίο του «The Game of Language: Studies in Game - 
Theoretical Semantics and Its Applications». Σε αυτό το βιβλίο, αναφέρει 
τα εξής :  

   «Υπάρχει µια πολύ σηµαντική διαφορά µεταξύ των GTS και των πολλών 
άλλων πρόσφατων προσεγγίσεων στη µελέτη της γλώσσας. Όποιες και αν 
είναι οι διαφορές τους, οι περισσότερες από τις εναλλακτικές προσεγγίσεις 
λειτουργούν µόνο µε ένα σύνολο κανόνων. Στα GTS, υπάρχει ένα 
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επεξηγηµατικό σύστηµα δύο επιπέδων, που φυσικά βασίζεται στο πλαίσιο 
του παιχνιδιού. Εξάλλου, οι κανόνες για να κάνει κανείς ατοµικές κινήσεις, 
χρειάζονται αναπόφευκτα αρχές να διέπουν τη σειρά τους,την τάξη τους 
και ίσως επίσης, να διέπουν και άλλα πράγµατα σχετικά µε τη διατύπωση 
τους και την εφαρµογή τους επίσης. Πράγµατι, πολλά από τα λεπτά 
χαρακτηριστικά της σηµασιολογικής συµπεριφοράς των φυσικών γλωσσών 
διέπονται έµµεσα από τέτοιες αρχές παρά άµεσα  από κανόνες παιχνιδιών. 
Η συµπεριφορά του «κάθε» (σ.σ. για κάθε) είναι µια τέτοια περίπτωση.(...) 
Είναι εξαιρετικά δύσκολο να συλλάβει κανείς όλες τις διαφορετικές 
συνέπειες των αρχών σε µια γενίκευση. Αλλά αυτό δεν είναι τίποτα 
καινούργιο για καλά πληροφορηµένους  µεθοδολόγους. Ο νόµος της 
βαρύτητας του Νεύτωνα είναι εξαιρετικά απλός, αλλά η ανάλυση της 
συµπεριφοράς της διαµόρφωσης των τριών ή περισσοτέρων σωµάτων στη 
βάση του νόµου είναι πάρα πολύ περίπλοκη.(...) Εδώ, συναντούµε µια αρχή 
που είναι λιγότερο ευδιάκριτη από εκείνες που διέπουν τη σειρά της 
εφαρµογής των διαφορετικών κανόνων παιχνιδιού. Λέει πως στην πιο 
ακατέργαστη και πιο γενική του µορφή, η σηµασιολογία και η σύνταξη 
πάνε µαζί, ή ότι η σηµασιολογία παραλληλίζεται µε τη σύνταξη.» 

   Η άποψη του Hintikka, λοιπόν, µέσα από τη θεωρία των GTS είναι πως 
η σηµασιολογία και η σύνταξη πορεύονται παράλληλα. Μάλιστα, την 
αρχή αυτή την ονοµάζει SPS. Παρ’ολ’αυτά, µέσω αυτής της αρχής και µε 
παραδείγµατα µέσα σε GTS στη θεωρία της άρνησης (theory of 
negation), τα οποία προκύπτουν από την προσθήκη της λέξης «όχι» (στο 
αγγλικό κείµενο αναφέρει τη λέξη «not») µπροστά από ποσοδείκτες, 
καταλήγει στο ότι υπάρχει µια ισχυρή τάση στις φυσικές γλώσσες να 
µεταφράζουν τη σηµασιολογική λειτουργία της άρνησης σα µια αρκετά 
απλή συντακτική λειτουργία. Περιπτώσεις που µια τέτοια µετάφραση δεν 
είναι πιθανή, εύκολα θεωρούνται αποκλίνουσες. Στο ίδιο κείµενο 
συνεχίζει να δίνει παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα και καταλήγει στο 
συµπέρασµα πως στις φυσικές κυρίως γλώσσες, σηµασιολογία και 
σύνταξη πάνε µαζί και όσο πιο κοντά γίνεται αλλά σε περιπτώσεις και 
περιοχές όπως αυτής που σχηµατίζουν τύπους άρνησης, υπάρχουν 
ενδείξεις πως δεν υπάρχουν αποτελεσµατικές συντακτικές λειτουργίες 
που µπορούν να καλύψουν ολόκληρο το σηµασιολογικό έργο. «Μαζί όσο 
πιο κοντά γίνεται», δε σηµαίνει «Μαζί καθ’ όλη τη διάρκεια». 
   Σε παρακάτω παράγραφο, ο Hintikka µιλά για τη σχέση φυσικών και 
λογικών γλωσσών. Αναφέρει λοιπόν εκεί, πως πολλές φορές υπάρχει η 
βεβαιότητα πως µια φυσική γλώσσα δε µπορεί να θεωρηθεί ως µια 
λογική. Αυτή η εντύπωση και βεβαίοτητα υπάρχει εξαιτίας της µεγάλης 
ακρίβειας και σαφήνειας που προσφέρει µια φυσική γλώσσα σε σχέση µε 
µια λογική ή τυπική γλώσσα. Κατά τον Hintikka, αυτή είναι µια πολύ 
επιφανειακή οπτική και αντιµετώπιση του θέµατος. Φαίνεται, µάλλον, 
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πως η διαφορά µεταξύ φυσικών και τυπικών γλωσσών δεν έχει να κάνει 
τόσο µε τους κανόνες που διέπουν τα δύο είδη των γλωσσών αλλά ότι 
µια σηµαντική διαφορά µεταξύ τους είναι ότι στις φυσικές γλώσσες η 
εφαρµογή των σηµασιολογικών κανόνων (κανόνες του παιχνιδιού) 
διέπεται από δεύτερης-τάξης αρχές. Η εφαρµογή τους, σε αντίθεση µε 
τους πρωταρχικούς κανόνες, εξαρτώνται από παράγοντες που δεν είναι 
καθαρά συντακτικοί, για παράδειγµα, η αποδοχή των συµβολοσειρών 
που εµπλέκονται και ο γενικός παραλληλισµός της σηµασιολογίας µε τη 
σύνταξη. Τέτοια φαινόµενα, φαίνονται να είναι ο πραγµατικός πυρήνας 
τέτοιων ισχυρισµών περί «µη λογικότητας» των φυσικών γλωσσών. 
   Όµως, όπως και ο Montague θεωρεί πως οι φυσικές γλώσσες, όπως και 
οι τυπικές γλώσσες µπορούν να µελετηθούν µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο. 
Στην πολύ αναλυτική αναφορά που κάνει πάνω σε αυτό, οι ποσοδείκτες 
παίζουν πάλι κεντρικό ρόλο. 
   Με λίγα λόγια, καταλαβαίνουµε πως από τη στιγµή που φυσικές 
γλώσσες και τυπικές γλώσσες µπορούν να µελετηθούν µε την ίδια 
µέθοδο, µπορούµε να θεωρήσουµε πως και στις τυπικές γλώσσες, όπως 
και στις φυσικές, ο ρόλος της σηµασιολογίας είναι εξίσου σηµαντικός µε 
το ρόλο της σύνταξης. Πάνε µαζί, συνδυάζονται κατάλληλα και έτσι 
αποδίδεται το νόηµα. 
   Στο «The Game of Logic» ο Hintikka, κάποια στιγµή, περνά σε ένα 
διαχωρισµό των διάφορων παιχνιδιών και αναφέρει σχετικά :  
 
   «...θα πρέπει να διακρίνουµε µεταξύ τους τρία διαφορετικά είδη 
γλωσσικών παιχνιδιών. Τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά τους µπορεί να 
συνοψιστούν στο συνοδευτικό πίνακα (παρακάτω). Σε αυτόν τον πίνακα, το 
ερωτηµατικό δείχνει ότι το να κερδίζεις ένα παιχνίδι από το παιχνίδι G(S) 
δεν είναι ένα χαρακτηριστικό γνώρισµα της αλήθειας του S. Αν συνέβαινε 
αυτό, το παράδοξο του Μένωνα )10( θα ήταν εφαρµόσιµο και τα 
σηµασιολογικά παιχνίδια δεν θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν για τον 
καθορισµό της αλήθειας, επειδή η έννοια θα ήταν αναγκαία για τον 
καθορισµό και την κατανόηση των σηµασιολογικών παιχνιδιών. Όπως 
είναι, η αλήθεια καθορίζεται έµµεσα, όπως η ύπαρξη µιας στρατηγικής 
νίκης. Θα µπορούσαµε επίσης να µιλάµε για γνωσιολογικά παιχνίδια όπως 
αυτό της αναζήτησης της αλήθειας παιχνίδια και σηµασιολογικά παιχνίδια 
που περιέχουν την αλήθεια. 
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   Υπάρχουν στενότερες σχέσεις µεταξύ των τριών ειδών παιχνιδιών. Μια 
απόδειξη «παιχνιδιού» που συνδέεται µε το S µπορεί να θεωρηθεί ως µια 
απόπειρα κατασκευής ενός µοντέλου, κατά το οποίο δεν είναι αλήθεια, ότι 
δηλαδή, δεν υπάρχει στρατηγική νίκης για τον αρχικό επαληθευτή. Ένα 
ερωτηµατικό παιχνίδι είναι σαν ένα αποδεικτικό παιχνίδι εκτός από το ότι 
οι απαντήσεις στις ερωτήσεις µπορούν να προστεθούν ως νέα 
φρασεολογία. Παρ’ όλες αυτές τις συνδέσεις, είναι φιλοσοφικά πολύ 
σηµαντικό να τα διακρίνουµε σαφώς το ένα από το άλλο. Τα 
σηµασιολογικά παιχνίδια είναι υπαίθρια παιχνίδια. Παίζονται ανάµεσα στα 
αντικείµενα της γλώσσας που µιλάει κανείς, και αποτελούνται κυρίως από 
τις επιλογές των δύο παικτών µεταξύ των διαφόρων αντικειµένων. 
Αντίθετα, τα αποδεικτικά παιχνίδια είναι παιχνίδια εσωτερικού χώρου. 
Παίζονται µε µολύβι και χαρτί, µε κιµωλία και µαυροπίνακα, ή αυτές τις 
ηµέρες πιθανότατα µε έναν υπολογιστή.» 
 
   Ο ίδιος ο Hintikka λίγο παρακάτω εξηγεί πως τα GTS επηρεάζουν την 
τριχοτόµηση που ο Charles Morris )11( έχει εισάγει. Μιλάµε για την 
τριχοτόµηση Σύνταξης – Σηµασιολογίας – Πραγµατολογίας. Κατά το 
Hintikka, η τριχοτόµηση αυτή είναι µάλλον ατυχής.  
   Τι είναι όµως η πραγµατολογία; Ενώ η σύνταξη αναφέρεται στη µελέτη 
των γραµµατικών σχέσεων και κανόνων των µονάδων που δοµούν µια 
πρόταση και η σηµασιολογία έχει να κάνει µε τη µελέτη της σχέσης των 
γλωσσικών αντικειµένων µε τα αντικείµενα που υποδηλώνουν, η 
πραγµατολογία έχει να κάνει µε τη µελέτη των γλωσσικών αντικειµένων 
µε τα άτοµα που επικοινωνούν. Στο βιβλίο «Pragmatics» του G. Yule )12(  
αναλύεται η φύση της πραγµατολογίας: 
 
   «Η πραγµατολογία, γενικά, ασχολείται µε τη µελέτη της σηµασίας όπως 
επικοινωνείται από έναν οµιλητή (ή γράφοντα) και ερµηνεύεται από έναν 
ακροατή (ή αναγνώστη). Συνεπώς, έχει περισσότερο να κάνει µε την 
ανάλυση αυτού που εννοούν οι άνθρωποι µε τα εκφωνήµατά τους παρά µε 
το τι µπορεί να σηµαίνουν, από µόνες τους, οι ίδιες οι λέξεις και οι φράσεις 
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που χρησιµοποιούνται  σε αυτά τα εκφωνήµατα. Πραγµατολογία, λοιπόν, 
είναι η µελέτη της σηµασίας του οµιλητή. 
   Αυτό το είδος µελέτης αναγκαστικά συνεπάγεται ερµηνεία των όσων 
εννοούν οι άνθρωποι σε συγκεκριµένα συµφραζόµενα και πώς τα 
συµφραζόµενα αυτά επηρεάζουν αυτό που λέγεται. Απαιτεί εξέταση του 
πώς οι οµιλητές οργανώνουν αυτό που θέλουν να πουν σε σχέση µε αυτούς 
στους οποίους µιλούν (το ακροατήριο τους), που, πότε και υπό ποίες 
συνθήκες. Πραγµατολογία, λοιπόν, είναι η µελέτη της συµφραστικής 
σηµασίας. 
   Αυτή η προσέγγιση εξετάζει επίσης , κατ’ ανάγκη, πώς οι ακροατές 
µπορούν να κάνουν υποθέσεις σχετικά µε τα όσα λέγονται προκειµένου να 
φτάσουν σε µια ερµηνεία αυτού που θέλει να πει ο οµιλητής (δηλ. στην 
επιδιωκόµενη - από τον οµιλητή - σηµασία). Αυτός ο τύπος µελέτης ερευνά 
το πώς µεγάλο µέρος των όσων δεν λέγονται αναγνωρίζεται ως µέρος των 
όσων, τελικά, επικοινωνούνται. Μπορούµε ίσως να πούµε ότι είναι η 
διερεύνηση της αόρατης σηµασίας. Πραγµατολογία, λοιπόν, είναι η µελέτη 
του πώς κατορθώνουµε να επικοινωνήσουµε περισσότερα από όσα λέµε. 
   Αυτή η προοπτική εγείρει το ερώτηµα του καθορισµού της επιλογής 
µεταξύ του τι όντως λέγεται και τι όχι. Η βασική απάντηση συνδέεται µε 
την έννοια της απόστασης. Η εγγύτητα, είτε είναι φυσική, είτε κοινωνική, ή 
εννοιολογική, υπονοεί κοινή εµπειρία. Κάνοντας υποθέσεις ως προς την 
απόσταση που τους χωρίζει από τους ακροατές τους, οι οµιλητές 
καθορίζουν πόσα πρέπει όντως να πουν. Πραγµατολογία, λοιπόν, είναι η 
µελέτη της (γλωσσικής;) έκφρασης της σχετικής απόστασης.» 
 
   Το παραπάνω απόσπασµα εµφανίζει τη φύση της πραγµατολογίας σε 
τέσσερα διαφορετικά επίπεδα. Όµως, ποία είναι η σχέση της µε τη 
σύνταξη και τη σηµασιολογία, ή µάλλον, ποία είναι η διαφοροποίηση 
της; Στη σύνταξη, για παράδειγµα, η µελέτη των σχέσεων µεταξύ των 
γλωσσικών τύπων και το πως οι προτάσεις που προκύπτουν είναι καλό-
σχηµατισµένες, προχωρά χωρίς να λαµβάνει υπόψην της ένα σύµπαν 
αναφοράς ή έναν οποιονδήποτε χρήστη αυτών των τύπων. Στη 
σηµασιολογία, πάλι, στην προσπάθεια που γίνεται εκεί, για να 
συσχετιστούν οι γλωσσικοί τύποι µε τις οντότητες του «κόσµου» και να 
καθοριστούν οι σχέσεις µεταξύ γλωσσικών περιγραφών µε καταστάσεις 
πραγµάτων του «κόσµου», το βασικό σηµείο στην ανάλυση αυτή είναι αν 
καθορίζονται ως ακριβείς ή όχι οι προτάσεις, δηλαδή αν είναι αληθείς ή 
ψευδείς, χωρίς να παίζει ρόλο µε το ποίος διατυπώνει αυτή την πρόταση. 
Η πραγµατολογία είναι η µελέτη των σχέσεων µεταξύ γλωσσικών τύπων 
και αυτών που κάνουν χρήση αυτών των γλωσσικών τύπων. Με την 
τριχοτόµηση του Morris µόνο η πραγµατολογία επιτρέπει να µπει ο 
άνθρωπινος παράγοντας στην ανάλυση. Το πλεονέκτηµα του να µελετά 
κανείς τη γλώσσα µέσω της πραγµατολογίας είναι ότι µπορεί να µιλήσει 
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για το τι έχουν όντως πρόθεση να πουν οι άνθρωποι (επιδιωκόµενη 
σηµασία), για τις υποθέσεις τους, τους σκοπούς ή τους στόχους τους και 
για τα είδη των πράξεων (π.χ., παρακλήσεις) που επιτελούν όταν µιλούν. 
Το µεγάλο µειονέκτηµα είναι πως όλες αυτές οι απολύτως ανθρώπινες 
έννοιες είναι εξαιρετικά δύσκολο να αναλυθούν µε συστηµατικό 
(συνεπή) και αντικειµενικό τρόπο. 
   Ο Jaakko Hintikka, λοιπόν, αναφέρει στο «The Game of Logic» πως τα 
GTS επηρεάζουν αυτό το διαχωρισµό. Όπως επισηµαίνει, τα GTS δεν 
έχουν να κάνουν µόνο µε την επαλήθευση ή τη διάψευση µέσα σε µια 
πρόταση. Θεωρεί πως και η παραπάνω τριχοτόµηση πρέπει να 
επαναπροσδιοριστεί µε την έννοια του που ανήκουν τα GTS σε αυτή την 
ταξινόµηση. Όπως αναφέρεται εκεί :  
 
   «Ασχολείται µε κάποιες από τις βασικές σηµασιολογικές σχέσεις µεταξύ 
της γλώσσας και του κόσµου, και ως εκ τούτου, θα έπρεπε να ανήκουν στη 
σηµασιολογία. Την ίδια στιγµή, ασχολούνται µε τη χρήση της γλώσσας σε 
συγκεκριµένα γλωσσικά παιχνίδια. Ως εκ τούτου, ο Charles Morris που 
είναι πρωτίστως υπεύθυνος για την ατυχή τριχοτόµηση της σύνταξης - 
σηµασιολογίας – πραγµατολογίας, θα έπρεπε πιθανώς να παραπέµψει σε 
αυτό που ο Yehoshua Bar – Hillel συνήθιζε να καλεί τον «πραγµατολογικό 
σκουπιδοτενεκέ».» 
 
   Ο «πραγµατολογικός σκουπιδοτενεκές» που αναφέρεται παραπάνω 
προήλθε από την εκτενή µελέτη γλωσσικών θεµάτων µέσα από διάφορα 
τυπικά συστήµατα ανάλυσης, που πολλές φορές προέρχοταν από το χώρο 
των µαθηµατικών και τη λογική. Είχε δωθεί ιδιαίτερη βαρύτητα στην 
ανάκαλυψη µερικών από τις αφηρηµένες αρχές που βρίσκονται στον 
πυρήνα της γλώσσας. Μελετώντας σε βάθος και εκτενώς τις αφηρηµένες 
αυτές αρχές, οι επιστήµονες της γλωσσολογίας καθώς και οι φιλόσοφοι, 
έτειναν να αφήνουν στο περιθώριο οποιαδήποτε σηµείωση είχαν για την 
καθηµερινή χρήση της γλώσσας. Οι σηµειώσεις αυτές άρχισαν να 
αυξάνονται και αδιαφορώντας οι επιστήµονες για αυτές, κατέληξαν στο 
καλάθι των αχρήστων. Το περιεχόµενο αυτού του καλαθιού αρχικά δεν 
ήταν καθόλου οργανωµένο και µάλιστα σε µια κατηγορία. Ήταν 
αρνητικά καθορισµένα και καθόλου εύκολα να διαχειριστούν µέσω 
τυπικών συστηµάτων ανάλυσης. Για να εξηγήσουµε τι εννοούµε, θα 
δώσουµε ένα παράδειγµα για το πως φτάσαµε ως εκεί : για παράδειγµα, 
έχουµε τη φράση «το άλογο έτρεξε προς τον Αλέξανδρο και του µίλησε» 
(1). Ο συντακτικός έλεγχος αυτής της φράσης µπορεί να επιβεβαιώσει τη 
σωστή δοµή της πρότασης. Για παράδειγµα, η πρόταση «προς τον 
Αλέξανδρο το άλογο έτρεξε» (2) είναι λάθος συντακτικά. Επίσης, η 
συντακτική ανάλυση θα έπρεπε να επισηµάνει πως υπάρχει ένα κενό στο 
σηµείο «...και του µίλησε», ένα κενό µεταξύ των λέξεων «του» και 
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«µίλησε». Θα έπρεπε στο κενό της φράσης «και του _ µίλησε» να 
υπάρχει η αντωνυµία «αυτός» ή τελος πάντων, να εξηγεί το συντακτικό 
κανόνα που επιτρέπει αυτή τη φράση «...και του µίλησε». Για κάποιον 
που η µόνη του µέριµνα είναι η σύνταξη, το ότι το άλογο είναι αδύνατο 
να µιλήσει σε κάποιον είναι κάτι εντελώς αδιάφορο. Επίσης, δε θα 
σήµαινε τίποτα αν ο οµιλητής του επεσήµανε, πως κάνοντας λάθος 
χρησιµοποίησε τη λέξη «άλογο» ενώ ήθελε να χρησιµοποιήσει τη λέξη 
«παιδί». Όπως επίσης, η πρόταση «το αεροπλάνο έτρεξε στον Αλέξανδρο 
και του µίλησε» (3) για τον ίδιο µελετητή από άποψη σύνταξης είναι 
εξίσου σωστή, όπως και η πρόταση (1). 
   Τι συµβαίνει όµως, µε κάποιον που ελέγχει το νόηµα της πρότασης; 
Εδώ, στο πεδίο της σηµασιολογίας θα υπήρχε σαφέστατα πρόβληµα. Η 
οντότητα µε την ονοµασία «άλογο» έχει ένα νοηµατικό χαρακτηριστικό 
(είναι έµψυχο), ενώ η οντότητα µε την ονοµασία «αεροπλάνο» δεν έχει 
το ίδιο χαρακτηριστικό (είναι άψυχο). Το ρήµα «έτρεξε» (µε την έννοια 
της ενέργειας και όχι ως ιδιωµατική έκφραση) χρειάζεται ένα έµψυχο 
υποκείµενο και ως εκ τούτου η λέξη «άλογο» είναι πολύ πιο εύστοχη από 
τη λέξη «αεροπλάνο». Στο πεδίο της σηµασιολογίας, µας απασχολεί, 
επίσης, η τιµή αληθείας της απόφανσης που εφράζεται µέσω κάποιας 
πρότασης. Οι αποφάνσεις βασίζονται στο κυριολεκτικό νόηµα µιας 
πρότασης και παρουσιάζονται µε τα γράµµατα p και q. Θεωρούµε, 
λοιπόν, πως η φράση «το άλογο έτρεξε προς τον Αλέξανδρο» είναι η 
πρόταση p και η φράση «το άλογο µίλησε στον Αλέξανδρο» είναι η 
πρόταση q. Αυτές οι δύο αποφάνσεις συνδέονται µε το λογικό συνδετικό 
σύµβολο της σύζευξης: & (ονοµάζεται «συνδετικό και»). Άρα, η 
πρόταση (1) έχει ως προτασιακή αναπαράσταση την p & q (4). Εάν η p 
και η q είναι αληθείς, τότε και η p & q είναι αληθής. Εάν η p και η q είναι 
ψευδείς, τότε και η p & q είναι αναγκαστικά ψευδής. Αυτού του είδους η 
ανάλυση χρησιµοποίειται εκτενώς στην τυπική σηµασιολογία. ∆υστυχώς, 
µέσα από τέτοιου είδους ανάλυση, όταν η p & q είναι αληθής και η q & p 
είναι επίσης αληθής. Η q & p σε αυτή την περίπτωση αναφέρεται στην 
εξής φράση «το άλογο µίλησε στον Αλέξανδρο και έτρεξε προς αυτόν» 
(5). Η φράση (5) δεν είναι ίδια µε τη φράση (1) στην καθηµερινή χρήση 
της γλώσσας. Τα δύο συµβάντα που περιγράφονται πρέπει να εµφανίζουν 
τη σωστή σειρά των γεγονότων. Εάν η µια πράξη αντιπροσωπεύεται από 
το p και η άλλη από το q, υπάρχει η τάση το «και» να µην ερµηνεύεται 
όπως το λογικό & αλλά ως «και έπειτα». ∆ηλαδή, στη φράση (1) 
εννοήθηκαν περισσότερα από όσα ειπώθηκαν.  
   Αν θέλουµε να ερµηνεύσουµε τα γεγονότα βάσει της σειράς που 
λαµβάνουν χώρα, αυτό δεν είναι θέµα σύνταξης, ούτε σηµασιολογίας 
αλλά είναι θέµα πραγµατολογίας. Αυτή την πραγµατολογική αρχή, 
µπορούµε να τη χρησιµοποιήσουµε για να αποκτήσουν νόηµα αυτά που 
ακούµε ή διαβάζουµε, αλλά µπορούµε να αγνοήσουµε αν µας είναι 
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περιττή ή δεν εφραµόζεται σε κάποιες περιστάσεις. Με βάση αυτά, όσα 
περισσότερα κοινά έχουν δύο συνοµιλητές µεταξύ τους, τόσα λιγότερα 
χρειάζονται να πουν για να επιτευχθεί η µεταξύ τους επικοινωνία.  
   Ο Hintikka συνεχίζει πως η µελέτη του λοιπόν, εδώ, αναδεικνύει πως η 
διάκριση µεταξύ σηµασιολογίας και πραγµατολογίας περιέχει δύο 
πλάνες. Αρχικά, θεωρεί πως καίριες σηµασιολογικές σχέσεις όπως αυτή 
της αλήθειας µπορούν να υπάρχουν µόνο µε τη µορφή συγκεκριµένων 
ανθρώπινων δραστηριοτήτων που διέπονται από κανόνες, όπως τα 
γλωσσικά παιχνίδια του Wittgenstein. Ως πράξεις της χρήσης της 
γλώσσας θα πρέπει να λησµονηθούν γιατί ανήκουν στην πραγµατολογία. 
Όµως, η εφαρµογή τους στην ερώτηση της αλήθειας δοσµένης πρότασης 
σε συγκεκριµένο κόσµο δεν εξαρτάται από την ανθρώπινη παρέµβαση. Η 
εφαρµογή τους εξαρτάται µόνο από τη δοµή του «κόσµου» (µοντέλο) της 
ερώτησης. Η διαφορα, λοιπόν, της σηµασιολογίας και της 
πραγµαταλογίας πρεπει να αναζητηθεί αλλού για να µην καταλήξουµε 
στο ότι η σηµασιολογία είναι µέρος της πραγµατολογίας. Ο Hintikka 
αναφέρει πως κάτι τέτοιο δε θα τον ενδιέφερε πολύ εάν η άλλη πλάνη 
που συγχέει αυτές τις έννοιες µπορούσε να αποφευγθεί. Η πλάνη αυτή, 
αναφέρει ο ίδιος, έχει να κάνει µε τη σκέψη πως όλες οι θεωρίες της 
γλώσσας πρέπει αναπόφευκτα να περιλαµβάνουν και τους οµιλητές και 
έτσι ως εκ τούτου γίνονται µέρος της ψυχολογίας και της κοινωνιολογίας 
της γλώσσας. Αυτή η οπτική είναι τόσο λανθασµένη και παραπλανητική 
όσο και η άποψη πως η σύνταξη είναι µέρος της γραφολογίας ή της 
τεχνολογίας των υπολογιστών που ασχολούνται µε εκτυπώσεις. Και στις 
δύο περιπτώσεις, πρέπει να αφαιρέσουµε από τις ιδιοσυγκρασίες των 
ατόµων (και των υπολογιστών) και αν επικεντρωθούµε στους κανόνες 
που διέπουν το γράψιµο ή τη χρήση της γλώσσας. Σε µια τέτοια 
περίπτωση, τότε, το άτοµο ή ο υπολογιστής αρκεί να προγραµµατιστεί να 
παίζει σηµασιολογικά παιχνίδια, κάτι που µπορεί να γίνει τέλεια µε αυτά.  
   Με λίγα λόγια, από τη στιγµή που τα γλωσσικά παιχνίδια και 
σηµασιολογικά παιχνίδια ανήκουν στο χώρο της σηµασιολογίας και 
καθορίζεται το νόηµα τους από το πλαίσιο στο οποίο τίθεται, δηλαδή το 
άτοµο θέτει το πλαίσιο (είτε πρόκειται για άνθρωπο, είτε για 
υπολογιστή), δεν τίθεται θέµα διαχωρισµού πραγµατολογίας – 
σηµασιολογίας.  
   Ο Jaakko Hintikka αναφέρει πως τα GTS έχουν µια ακόµη πολύ 
καθοριστική συµβολή στη φιλοσοφική διευκρίνιση της λογικής, που έχει 
να κάνει µε τις δεσµευµένες µεταβλητές της ποσοτικοποίησης. Ο ίδιος 
αναφέρει : 
 
   «Τι ακριβώς µια τέτοια µεταβλητή «σηµαίνει»; Τέτοιες ερωτήσεις 
φαίνονται εύκολες να απαντηθούν όσο δεν υποβάλλονται  µε τόσο πολλές 
λέξεις. Είναι περισσότερο από ξεκάθαρο πως µια πρόταση σε µια πρώτης 
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τάξεως τυπική σηµείωση είναι στην πραγµατικότητα επεξεργασµένη ψυχο-
γλωσσικά, παρά τις συχνές πρακτικές των  γλωσσολόγων να 
χρησιµοποιούν την πρώτης τάξεως λογική ως το µέσο της σηµασιολογικής 
αναπαράστασης, ή ως το µέσο αναπαράστασης λογικών µορφών. Η πρώτη 
ιδέα που µπορεί να έχει κάποιος είναι να σκεφτεί τις δεσµευµένες 
µεταβλητές σαν ένα είδος αναφορικών όρων. Αλλά, παρόλο που υπάρχουν 
οµοιότητες ανάµεσα στις µεταβλητές της ποσοτικοποίησης και των 
συνηθισµένων ενικών όρων, υπάρχουν επίσης και διαφορές.» 
 
   Τα ίδια ερωτήµατα προκύπτουν και µε τους πσοσοδείκτες στις φυσικές 
γλώσσες. Ο Hintikka χρησιµοποίει εδώ κάποια παραδείγµατα. 
Παρουσιάζει µέσω αυτών, το εξής : δύο γεγονότα του ίδιου ενικού όρου 
αναφέρονται στο ίδιο άτοµο αλλά δύο γεγονότα της ίδιας µεταβλητής ή 
της ίδιας φράσης ποσοτικοποίησης δεν είναι απαραίτητο να το κάνουν. 
Λέει ,ας πούµε την παρακάτω φράση : 
 
                                 Ο Γιάννης θαυµάζει το Γιάννη         (α) 
και 
                                       Όλοι θαυµάζουν όλους                (β) 
 
Μια άλλη πρόταση που θα µπορούσε να κινείται σηµασιολογικά 
παράλληλα µε τη (β) είναι η εξής 
 
                                Όλοι θαυµάζουν τον εαυτό τους          (γ) 
 
και όχι η (α) που όµως συντακτικά είναι το ανάλογο της (β). Στα GTS οι 
δεσµευµένες µεταβλητές κρατούν τις θέσεις για τα ονόµατα των ατόµων 
που θα χρησιµοποιηθούν κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού. 
   Η σηµασιολογική διαφορά ανάµεσα στην πρόταση (α) και (β) εξηγείται 
από το γεγονός ότι κάθε φράση ποσοτικοποίησης πρέπει να 
αντικατασταθεί από το όνοµα ενός ατόµου ανεξάρτητα από από άλλα, 
ακόµη και αν οι δύο προτάσεις είναι συντακτικά πανοµοιότυπες.  
   Η παιγνιό – θεωρητική προσέγγιση διευκολύνει, γενικότερα, τη 
συµπεριφορά των µεταβλητών ποσοτικοποίησης στις τυπικές γλώσσες 
και στις εκφράσεις ποσοδεικτών στις φυσικές γλώσσες. Αυτό αποτελεί τη 
φυσική συνέχεια της ανάλυσης των βασικών µαθηµατικών εννοιών µέσω 
των ποσοδεικτών όπως οι όµοιοι του Weierstrass πραγµατοποιούν. 
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ΣΧΟΛΙΑ 
 

(1) Christian Karl Reisig (1792-1829) Γερµανός φιλόσοφος και 
γλωσσολόγος. 

(2) Michel Bréal (1832-1915) Γάλλος φιλόλογος που θεωρείται ο 
πατέρας της Σηµασιολογίας. 

(3) Πληροφορίες που προέρχονται από τη Wikipedia. 
(4) Μοντέλο (ερµηνεία ή δοµή) για µια γλώσσα κατηγορηµατικού 

λογισµού είναι η απόδοση εννοιών στα µη - λογικά σύµβολα που 
απαρτίζουν τη γλώσσα, δηλαδή, τα κατηγορήµατα, τις 
συναρτήσεις και τις σταθερές. 

(5) Rudolf Carnap (1891-1970) Γερµανός φιλόσοφος που έδρασε 
στην Ευρώπη πριν το 1935 και µετά στις ΗΠΑ. Βασικό µέλος του 
Κύκλου της Βιέννης.  

(6) Λογική µορφή (από το Φιλοσοφικό Λεξικό του Cambridge) : η 
µορφή που έχει προκύψει από µια πρόταση, ένα σύνολο 
προτάσεων, ή ένα επιχείρηµα, µέσω αφαίρεσης από το 
περιεχόµενο των όρων τους ως απλών θέσεων ή κενών σε έναν 
τύπο. 

(7) Ευτυχία Ξυδιά : ∆ιδάκτορας Φιλοσοφίας 
(8) John Robert Anderson (1947- ) Αµερικανός ψυχολόγος 

γεννηµένος στον Καναδά. Καθηγητής της Ψυχολογίας και της 
Επιστήµης των Υπολογιστών στο Πανεπιστήµιο Carnegie Mellon. 

(9) Michael Friedman Φιλόσοφος των Επιστηµών µε ερευνητικό 
ενδιαφέρον για τον Καντ. 

(10)το παράδοξο του Μένωνα αναφέρεται επιγραµµατικά στο εξής :  
      δεν είναι δυνατόν να ερευνήσουµε αυτό που αγνοούµε,   
      δεδοµένου ότι το αγνοούµε και δεν είναι δυνατόν να  
      ερευνήσουµε αυτό που γνωρίζουµε, δεδοµένου του ότι το  
      γνωρίζουµε. Ο Πλάτωνας έλυσε αυτό το πρόβληµα µε τη θεωρία 
      της ανάµνησης. 
(11)Charles W. Morris (1901-1979) Αµερικανός φιλόσοφος 
(12)GeorgeYule Συγγραφέας του «The Study of Language» 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ (ΥΠΟΘΕΣΗ) 
 
   Ο Jaakko Hintikka στο τέλος της παραγράφου του «The Game of 
Logic» αναφέρει :  
 
   «Αυτό που είναι αληθινό είναι το ότι να µιλάµε για την αλήθεια δεν είναι 
το να µιλάµε για την ύπαρξη κάποιας ανεξάρτητης αντιστοιχίας  µεταξύ της 
γλώσσας και του κόσµου. ∆εν υπάρχουν τέτοιες σχέσεις.. Ή όπως ο 
Wittgenstein κάποτε το έθεσε, η αντιστοιχία µεταξύ της γλώσσας και του 
κόσµου καθιερώνεται µόνο από τη χρήση της γλώσσας µας, δηλαδή από τα 
σηµασιολογικά παιχνίδια. Η αλήθεια κυριολεκτικά αποτελείται από 
συγκεκριµένες ανθρώπινες δραστηριότητες που διέπονται από κανόνες.» 
 
   Η θεωρία του Hintikka, είχε ως αφετηρία τη σκέψη του Wittgenstein 
και καταλήγει πάλι εκεί. Ο Hintikka προσπάθησε να περάσει τις ιδέες 
αυτές και µέσα από τυπικές και λογικές γλώσσες και ανακάλυψε πως 
έχουν νόηµα. Η στρατηγική που χρησιµοποίει σε κάθε ένα από τα 
παιχνίδια του είναι αυτό που καθορίζει τελικά ποίος «κερδίζει» το 
παιχνίδι και έτσι αν ο «επαληθευτής» ή ο «ψεύτης» θα είναι νικητής. Η 
αλήθεια λοιπόν, δε συνδέεται άµεσα µε την πραγµατικότητα αλλά µε την 
πραγµατικότητα που εµείς κατασκευάζουµε από τους κανόνες που 
θέτουµε, 
   Στο χώρο της διδασκαλίας των µαθηµατικών, θα µπορούσαµε να 
υποθέσουµε πως αυτή η θεωρία θα ήταν ίσως χρήσιµη στην καθηµερινή 
διαδικασία. Αρχικά, γνωρίζοντας πως οι λέξεις που ο ίδιος ο δάσκαλος 
χρησιµοποίει καθορίζουν την πραγµατικότητα της σχολικής τάξης µέσα 
από τις οποίες παρουσιάζονται οι µαθηµατικές έννοιες. Η προσεκτική και 
µελετηµένη χρήση των ποσοδεικτών µπορεί να αποτελέσει µεγάλη 
βοήθεια στην κατανόηση νέων εννοιών των µαθηµατικών.  
   Σε ένα όµως άλλο επίπεδο, η παραπάνω θεωρία, µπορεί να αποτελέσει 
χρήσιµο εργαλείο ως εξής : το διαφορετικό γλωσσικό πλαίσιο που 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε, δεν έχει να κάνει µόνο µε την 
προσεκτική χρήση της φυσικής γλώσσας. Θα µπορούσαµε να δούµε σα 
διαφορετικό πλαίσιο τη δηµιουργία ενός πλαισίου όπου η εποπτεία θα 
µπορούσε να έχει πιο σηµαντικό ρόλο στην εκµάθηση µίας έννοιας. Ή 
ακόµη καλύτερα, η δηµιουργία ενός πλαισίου που θα συνδύαζε 
κατάλληλα εποπτικά µέσα αλλά και τυπικές διαδικασίές θα µπορούσε να 
αποτελέσει µια πολύ χρήσιµη διαδικασία. 
   Είναι σίγουρο πως τα GTS µπορεί να αναφέρονται σε παιχνίδια µέσα 
στα αυστηρά πλαίσια µιας λογικής γλώσσας, κάτι που δεν εφαρµόζεται 
στην καθηµερινή σχολική διαδικασία αλλά το φιλοσοφικό τους 
συµπέρασµα είναι κάτι που θα έπρεπε να το γνωρίζουν όλοι οι δάσκαλοι. 
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                                       JAAKKO HINTIKKA  
 
 

                                   
 
 
   O Kaarlo Jaakko Juhani Hintikka, που είναι φινλανδός φιλόσοφος, 
γεννήθηκε στις 12 ιανουαρίου του 1929 στο Vantaa της Φινλανδίας. 
   Αφού δίδαξε για µερικά χρόνια στο Florida State University, στο 
Stanford, στο Πανεπιστήµιο του Ελσίνκι και στην Ακαδηµία της 
Φινλανδίας, είναι αυτή τη στιγµή καθηγητής της Φιλοσοφίας στο 
Πανεπιστήµιο της Βοστώνης, όπου συνηθίζει να διδάσκει και τα δύο 
εξάµηνα του έτους, στους τελειόφοιτους, µαθήµατα που έχουν να κάνουν 
µε θέµατα από  Φιλοσοφία της Γλώσσας, τη Φιλοσοφία των 
Μαθηµατικών, τον Αριστοτέλη, τον Wittgenstein και την Επιστηµολογία. 
Έχει συγγράψει ή έχει συνεργαστεί στη συγγραφή πάνω από 30 βιβλίων 
και 300 επιστηµονικών άρθρων, τα οποία έχουν συνδράµει στη 
µαθηµατική λογική, στη λογική, στη φιλοσοφία των µαθηµατικών, στην 
επιστηµολογία, στη γλωσσολογία και στη φιλοσοφία της επιστήµης. Η 
δουλειά του κυκλοφορεί σε 9 γλώσσες. 
   Ο Hintikka θεωρείται ως ο θεµελιωτής των σηµασιολογικών παιχνιδιών 
για τη λογική. Εκτός όµως από αυτά, είναι γνωστός και για την 
ερωτηµατική προσέγγιση στην έρευνα αλλά και για την επαγωγική 
γενίκευση. Από νωρίς, στην καριέρα του, επινόησε µία σηµασιολογία της 
τυπικής λογικής, κατ’ ουσίαν ανάλογη µε τη σηµασιολογία του Kripke 
και ανακάλυψε αυτά που πλέον ευρέως διδάσκονται, τους 
σηµασιολογικούς πίνακες (ή truth trees) ανεξάρτητα από τον Evert 
Willem Beth. Κατά τις πιο πρόσφατες δεκαετίες, εργάστηκε κυρίως πάνω 
στα σηµασιολογικά παιχνίδια και στην IF-λογική, γνωστή για τους 
«ποσοδείκτες διακλάδωσης», οι οποίοι όπως ο ίδιος πιστεύει είναι πιο 
δίκαιοι στη διαίσθηση µας για τους ποσοδείκτες από ότι η συµβατική 
πρώτης τάξεως λογική. Έχει κάνει εξαιρετική ερµηνευτική δουλειά πάνω 
στον Αριστοτέλη, τον Καντ, τον Wittgenstein και τον C.S.Peirce. Η  
δουλειά του µπορεί να θεωρηθεί µια συνέχεια της αναλυτικής  τάσης στη 
φιλοσοφία που εισήχθη από τους Brentano και Peirce, αναπτύχθηκε από 
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τον Frege και τον Bertrand Russell και συνεχίστηκε από τον Quine, τον 
Carnap και το δάσκαλο του  Hintikka  τον Georg Henrik Von Wright. Για 
παράδειγµα, το 1998 έγραψε το «The Principles of Mathematics 
Revisited» που έχει µια διερευνητική διάθεση συγκρίσιµη µε αυτή που ο 
Russell παρουσιάζει στο «The Principles of Mathematics» το 1903. 
   Ο Hintikka εξέδωσε το ακαδηµαικό περιοδικό Synthese από το 1962 
εως το 2002 και έχει υπάρξει σύµβουλος εκδόσεων για πάνω από δέκα 
περιοδικά. Ήταν ο πρωτος αντιπρόεδρος της ∆ιεθνούς Οµοσπονδίας των 
Φιλοσοφικών Κοινοτήτων, ο αντιπρόεδρος του ∆ιεθνούς Ινστιτούτου 
Φιλοσοφίας (1993 – 1996), µέλος της Αµερικανικής Φιλοσοφικής 
Εταιρείας, µέλος της ∆ιεθνούς Ένωσης της Ιστορίας και Φιλοδοφίας των 
Επιστηµών, της Εταιρείας για τη Συµβολική Λογική και της Εταιρείας 
της Φιλοσοφίας των Επιστηµών. Το 2005 κέρδισε το βραβείο Rolf 
Schock στη λογική και στη φιλοσοφία «για την πρωτοποριακή συµβολή 
του στη λογική ανάλυση των τυπικών εννοιών και συγκεκριµένα, στις 
έννοιες της γνώσης και των πεποιθήσεων.». Είναι, επίσης, µέλος της 
Νορβηγικής Ακαδηµείας Επιστηµών και Γραµµάτων. 
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