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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 

 
 

 Ευχαριστώ θερµά τους Αναπληρωτές Καθηγητές του Μαθηµατικού 
Τµήµατος του Ε.Κ.Π.Α., Θεοδόσιο Ζαχαριάδη και ∆ιονύσιο Λάππα 
για την αµέριστη συµπαράστασή τους, στην προσπάθεια που 
κατέβαλλα για την ολοκλήρωση της παρούσας εργασίας.  Ιδιαίτερα 
όµως ευχαριστώ τον Αναπληρωτή Καθηγητή του Μαθηµατικού 
τµήµατος του Ε.Κ.Π.Α., Ευστάθιο Γιαννακούλια, ο οποίος και ως 
Καθηγητής µου στην αίθουσα αλλά και ως επιβλέποντας αυτής της 
διπλωµατικής εργασίας, ανάλωσε πολύ από τον χρόνο του ώστε να 
στεφθεί η προσπάθεια αυτή µε επιτυχία. 
 

 
Αθήνα , Οκτώβριος 2008 

 
 

Μεταπτυχιακός Φοιτητής  
  Χριστιάς Σπύρος 



 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Στο γιο που έρχεται, στη σύζυγο µου 
Γεωργία για την υποµονή της, και στους 
   γονείς µου για την στήριξη που µου 
         παρέχουν µέχρι και σήµερα. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 

  
 
 
 «Ένας απλός αναλυτικός τύπος στη 
µέθοδο των προσαυξήσεων που έχει 
προσφέρει στον Taylor µία τέτοια φήµη 
που ακόµη και οι πιο πολύτοµες 
εργασίες δεν είναι ικανές να την 
περιγράψουν».   (John Playfair : 1842) 
 
 
 
 
 

  

 Η παρούσα διπλωµατική εργασία βασίζεται κατά κύριο λόγο στο βιβλίο 
του Καθηγητή Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Tufts της Μασαχουσέτης, 
Lenore Feigenbaum , µε τίτλο «Brook Taylor and the methods of 
Increments» εκδόσεων Springer  (1984). Ο Feigenbaum  µε αυτό το βιβλίο 
προσπαθεί να επιβεβαιώσει τη µαθηµατική συνεισφορά της εργασίας του 
Taylor , µέσα από µία προσεκτική ανάλυση των «Μεθόδων» και 
αδηµοσίευτων εγγράφων του Taylor .  
 Η εργασία που παρουσιάζεται αποτελείται από τέσσερα κεφάλαια και 
τρία παραρτήµατα.  
 Το πρώτο κεφάλαιο περιέχει µία συνοπτική βιογραφία του Taylor  καθώς 
και µία γενική περίληψη της φύσης, της δοµής και του περιεχοµένου των 
«Μεθόδων», µε σκοπό να αντιληφθούµε το µέγεθος της σπουδαιότητας του 
έργου του.  
 Στο δεύτερο κεφάλαιο εξετάζονται λεπτοµερώς τέσσερις προτάσεις 
ειδικού µαθηµατικού και ιστορικού ενδιαφέροντος, στις οποίες απεικονίζονται 
κάποιες αξιοσηµείωτες πτυχές της εργασίας του Taylor  όπως η διορατικότητά 
του, η ευστροφία του και το γενικά συνοπτικό του ύφος παρότι οι σηµειώσεις 
του υπήρξαν δυσανάγνωστες. Οι προτάσεις αυτές και ειδικότερα η πρόταση 7 
- πόρισµα 2 αλλά και η πρόταση 11, ήταν η αιτία της έντονης διαµάχης του µε 
τον Johann Bernoulli  και της κριτικής που του ασκήθηκε από τους 
Ευρωπαίους µαθηµατικούς. Αυτές οι δύο προτάσεις παρουσιάζουν ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον αφού αποτελούν τις δύο εκδοχές της σειράς Taylor . 
 Στο τρίτο κεφάλαιο περιέχεται µία έρευνα που αναδεικνύει την 

Brook Taylor (1685 – 1731)  
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διαµόρφωση της έννοιας της σειράς Taylor µέσα από τις εργασίες των James 
Gregory , Newton , James Stirling , Leibniz , Johann Bernoulli και Abraham 
De Moivre . Αυτές οι έξι εργασίες εξετάζονται ως µία εισαγωγή της εργασίας 
του Taylor  στις σειρές.  
 Στο τέταρτο κεφάλαιο εισάγονται κάποια νέα στοιχεία από αδηµοσίευτα 
έγγραφα του Taylor , που δηλώνουν ότι είναι απαραίτητη η αναδιατύπωση της 
σχέσης µεταξύ των θεωρηµάτων Taylor  και Bernoulli  και συµπερασµατικά 
υποστηρίζεται ότι είναι απολύτως δικαιολογηµένο να αποδίδουµε στον Taylor  
το θεώρηµα που αφορά στις σειρές, σε αντίθεση µε κάποιες άλλες απόψεις 
που υπήρχαν στο παρελθόν. 
 Στο παράρτηµα Α’ παρουσιάζονται κάποιες εφαρµογές του θεωρήµατος, 
µε σκοπό να διαπιστώσουµε τη διδακτική του χρησιµότητα και την πρακτική 
του εφαρµογή και στη συνέχεια δίνεται η απόδειξη του θεωρήµατος του 
Taylor  στη σύγχρονη µορφή του. 
 Τέλος, στο παράρτηµα Β’ αναφέρονται κάποια βασικά στοιχεία από την 
θεωρία των ροών του Newton , που είναι χρήσιµα για την κατανόηση εννοιών 
και συµβολισµών που περιλαµβάνονται στην εργασία, ενώ στο παράρτηµα Γ’ 
δίνονται µερικά στοιχεία από την θεωρία των εξισώσεων διαφορών, που 
αφορούν στην κατανόηση της Πρότασης 2 των «Μεθόδων». 
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ΣΥΝΤΟΜΟ ΒΙΟΓΡΑΦΙΚΟ ΤΟΥ BROOK 
TAYLOR - ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΗΣ 
ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΤΟΥ TAYLOR  

 
1.1. ΣΥΝΤΟΜΟ ΒΙΟΓΡΑΦΙΚΟ ΤΟΥ BROOK TAYLOR  
  
 Ο Brook Taylor  γεννήθηκε τον Αύγουστο του 1685 στο οικογενειακό 
κτήµα Brifons  των Taylor , κοντά στο Canterbury . Γονείς του ήταν ο John 
Taylor  και η Olivia Tempest . Οι Taylor  αποτελούσαν µία εύπορη οικογένεια 
εκείνης της εποχής γεγονός το οποίο τους επέτρεψε να προσλάβουν 
δάσκαλους στο σπίτι για τη σχολική εκπαίδευση του µικρού Taylor . Έτσι ο 
Brook Taylor  είχε ήδη αποκτήσει αρκετές γνώσεις, πριν την εισαγωγή του 
στο κολέγιο του St. Jones  του Cambridge , τον Απρίλιο του 1701. Στο 
κολέγιο αυτό εισάγεται µε σκοπό να ξεκινήσει νοµικές σπουδές. Κατά τη 
διάρκεια των σπουδών του παρακολουθεί ταυτόχρονα και πολλές 
µαθηµατικές διαλέξεις. Έτσι κατάφερε να αναπτύξει έντονη µαθηµατική 
δραστηριότητα, η οποία τον οδήγησε στη συγγραφή της πρώτης µαθηµατικής 
του εργασίας το 1708. Σύµφωνα µε τα αρχεία του Cambridge  (1927) 
αποφοίτησε το 1709 και συνέχισε τις σπουδές του για ένα ανώτερο δίπλωµα, 
µέχρι το 1714. Στη συνέχεια κινήθηκε προς το Λονδίνο µε σκοπό να γίνει 
δικηγόρος στο δικαστήριο των Αψίδων. Τα έγγραφά του δεν περιέχουν καµία 
αναφορά σε νοµικές δραστηριότητες οποιουδήποτε είδους και έτσι δεν µπορεί 
να επιβεβαιωθεί ότι άσκησε το επάγγελµα του δικηγόρου. Αντίθετα, είναι 
πλήρως επιβεβαιωµένο ότι εκείνα τα χρόνια ανέπτυξε το µαθηµατικό και 
επιστηµονικό του ταλέντο. Στις 3 Απριλίου 1712 επιλέχθηκε µαζί µε τον 
Abraham De Moivre  και τον Francis Aston ως συνεργάτης της Βασιλικής 
Ένωσης για να συµµετάσχει σε έρευνες που αφορούσαν διαφωνίες πάνω σε 
θέµατα Απειροστικού Λογισµού. Εάν και η συµµετοχή του ήταν περιορισµένη, 
λόγω της µικρής διάρκειας των εργασιών της επιτροπής, κατόρθωσε να γίνει 
µέλος της οµάδας του Isaac Newton  και έτσι µπόρεσε να προετοιµασθεί για 
την µετέπειτα δραστηριότητά του στην Νευτώνεια Μηχανική και σε ζητήµατα 
µεταβλητότητας του Απειροστικού Λογισµού. Κατά τη διάρκεια αυτής της 
περιόδου έγινε φίλος µε τους Newton  και John Keill . Ο Keill , ο οποίος ήταν 
τότε Καθηγητής Αστρονοµίας στην Οχφόρδη, ενθάρρυνε το νεαρό τότε Taylor  
να δηµοσιοποιήσει τις µαθηµατικές ανακαλύψεις του. Οι πρώτες δηµοσιεύσεις 
έγιναν το 1713 στο «Philosophical Transactions»  και αφορούσαν στο 
κέντρο µίας κίνησης σε ταλάντωση και στις σειρές.  
 Από τον Ιανουάριο του 1714 έως και τον Οκτώβριο του 1718 ο Taylor  
κατείχε τη θέση του γραµµατέα της Βασιλικής Ένωσης. Κατά τη διάρκεια 
αυτών των ετών δηµοσίευσε διάφορα άρθρα στο «Philosophical 
Transactions» µεταξύ των οποίων ήταν και µία πραγµατεία σχετικά µε τη 
Γραµµική Προοπτική.  

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο : 
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 Ο Taylor  ήταν ιδιαίτερα επιτυχής στο να προσελκύει διάσηµους φίλους 
αλλά και µε τον ίδιο τρόπο ξακουστούς εχθρούς µέσα στο περιβάλλον της 
µαθηµατικής κοινότητας. Στις αρχές του 18ου αιώνα, κατά τη διάρκεια της 
διαµάχης του µε τον Leibniz , κατάφερε και πήρε µε το µέρος του πολλούς 
από τους πιο ένθερµους υποστηρικτές του Newton . Έτσι προκάλεσε τον 
θυµό του Leibniz  καθώς και του συµµάχου του Johann Bernoulli . Ως µέλος 
του επιστηµονικού κύκλου του Newton  και αργότερα ως γραµµατέας της 
Βασιλικής Ένωσης µπόρεσε εκτός από τον Keill  να προσελκύσει και τον 
Abraham De Moivre (Πολιτογραφηµένος Άγγλος) ο οποίος ήταν υπέρµαχος 
του Newton  αφού αποτελούσε έναν από τους πιο κοντινούς του φίλους.  
 Ο Taylor  ήταν συχνός επισκέπτης της Ευρώπης και αυτό είχε ως 
αποτέλεσµα την γνωριµία του µε πολλούς επιστήµονες και ιδιαίτερα αυτούς 
του Παρισιού. Τρεις από αυτούς που επιζητούσαν την παρέα του ήταν οι 
πολιτικοί Bolingbroke, Conti και ο Γάλλος µαθηµατικός Pierre Remond De 
Monmort ο οποίος είχε εκπονήσει και µία σηµαντική εργασία για τη θεωρία 
των Πιθανοτήτων. Κατά τα τελευταία χρόνια της αµφισβήτησης του 
Απειροστικού Λογισµού, η πιο έµπιστη φιλία αναπτύχθηκε µε τον Monmort  ο 
οποίος πέτυχε µία διεξοδική αλληλογραφία όχι µόνο µε τον Taylor  αλλά και 
µε τον Johann Bernoulli  ο οποίος ήταν από τους πιο σηµαντικούς πολέµιους 
του Taylor . Στη διάρκεια της γνωριµίας τους, διατήρησαν πολύ στενή επαφή 
µέσω αλληλογραφίας, περιστασιακών επισκέψεων ο ένας στον άλλο και µίας 
φιλικής δηµόσιας συζήτησης σχετικά µε την αξία της θεωρίας της βαρύτητας 
του Newton . Ουσιαστικά ο Monmort  υπήρξε ο µεσολαβητής ανάµεσα στον 
Taylor  και τον Bernoulli . Μεγάλος αριθµός των µεταξύ τους επιστολών 
εκθέτεται στο Cambridge και στην Βασιλεία της Ελβετίας και επιβεβαιώνει τη 
σφοδρή αντιπαλότητα για τις µαθηµατικές ανακαλύψεις αυτών των δεκαετιών. 
Ο Monmort  υπήρξε ο πιο σηµαντικός σύµµαχος του Taylor  στις επικριτικές 
και συχνά εχθρικές απόψεις των Leibniz  και Johann Bernoulli . Ο Leibniz  
ήταν υπεύθυνος για µία δυσµενή αναθεώρηση ενός κειµένου του Taylor  στο 
περιοδικό «Acta Eruditorum»,  ενώ ο Bernoulli  κατηγορούσε τον Taylor  για 
κλοπή των ιδεών του. Η απάντηση του Taylor  σε αυτές τις κατηγορίες, 
συνέβαλλε στην κατανόηση του περιεχοµένου του έργου του ενώ συγχρόνως 
ανέδειξε και τη διορατικότητά του, γεγονός που τον βοήθησε στην 
αντιπαράθεσή του µε τον Bernoulli .  
 Μετά το 1721, ο Taylor   έπαψε να υπερασπίζεται τον εαυτό του στις 
επικρίσεις του Bernoulli  και προτίµησε µία σιωπηλή στάση παρά τις συνεχείς 
επιθέσεις. Σε αυτή τη δεκαετία είχαν προκύψει κάποια ζητήµατα που τον 
κράτησαν µακριά όχι µόνο από τη διαµάχη µε τον Bernoulli  αλλά και από την 
ίδια την εργασία του. Το διάστηµα αυτό τον βρίσκει µε σοβαρά προβλήµατα 
υγείας και έντονη συναισθηµατική πίεση λόγω κακών σχέσεων που είχε µε 
τον πατέρα του. Το 1723 χάνει τη γυναίκα του και το ετοιµόγεννο παιδί του 
κατά τη διάρκεια του τοκετού. Το 1730 χάνει ξανά τη δεύτερη γυναίκα του 
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πάνω στον τοκετό, αλλά αυτή τη φορά το νεογέννητο παιδί τους κατάφερε να 
ζήσει. Η γρήγορη διαδοχή όλων αυτών των τραγικών γεγονότων, επιδείνωσε 
κατά πολύ την κατάσταση της υγείας, του µε αποτέλεσµα τον θάνατό του κατά 
τη διάρκεια του χειµώνα του έτους 1731.  
 Η ποικιλία των δηµοσιεύσεων του Taylor  δείχνει ότι ήταν ένας 
άνθρωπος µε πολλά ενδιαφέροντα. Από συντάκτης µίας δυσνόητης εργασίας 
στην µαθηµατική θεωρία της Γραµµικής Προοπτικής, µπορούσε να 
εµφανισθεί και ως ένας ταλαντούχος ζωγράφος διαφόρων τοπίων. 
Χαρακτηριστικό της πολυσύνθετης προσωπικότητάς του είναι ότι τα 
πειράµατα που αφορούσαν στην µελέτη των σειρών, τα εκτέλεσε σε ένα 
µουσικό όργανο που το χρησιµοποιούσε για την ψυχαγωγία των φίλων του. 
Εκτός από τα µαθηµατικά θέµατα που αφορούσαν στις σειρές, ασχολήθηκε 
επίσης µε την ολοκλήρωση συναρτήσεων (αυτός επινόησε και απέδειξε τον 

τύπο της παραγοντικής ολοκλήρωσης ∫∫∫∫ ====ydx ∫∫∫∫−−−− xdyyx ), τη θεωρία 

πιθανοτήτων καθώς και µε προβλήµατα θερµότητας και µαγνητισµού. 
 Στο απόσπασµα αυτό αναφέρθηκαν περισσότερο τα άτοµα και τα 
γεγονότα που άσκησαν ειδική επίδραση στην µαθηµατική εργασία του Taylor . 
Για ένα πιο λεπτοµερές βιογραφικό του Taylor , µπορούµε να αποταθούµε 
στο δοκίµιο του εγγονού του, William  Young (1793) , καθώς και στις εργασίες 
των Heinrich  Auchter (1937)  και Phillip S.  Jones (1976) . 
 
1.2. ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΤΟΥ TAYLOR  
 
 Εάν θέλουµε να εκτιµήσουµε την προσοχή που αρµόζει σε µία 
µαθηµατική εργασία σε συνδυασµό µε το όνοµα του συγγραφέα, τότε ο 
Brook Taylor  θα ήταν σήµερα ένας από τους πιο ευρύτατα γνωστούς 
µαθηµατικούς. Για όλους αυτούς που έχουν ασχοληθεί µε τη µελέτη του 
Απειροστικού Λογισµού οι σειρές Taylor  είναι µία οικία φράση εάν και σχετικά 
λίγοι γνωρίζουν κάποια πράγµατα αναφορικά µε τον Taylor  και τις 
µαθηµατικές εργασίες του.   
 Η κύρια µαθηµατική εργασία του Taylor έχει τίτλο «The Methodus 
Incrementorum directa et inversa» (ευθεία και αντίστροφη µέθοδος των 
αυξήσεων) και δηµοσιεύθηκε το 1715 στο Λονδίνο. Αναφέρεται κατά βάση 
στη θεωρία των ροών (fluxions) του Newton , (βασικά στοιχεία της θεωρίας 
των ροών του Newton  παραθέτονται στο Παράρτηµα B’), και ενώ 
µεµονωµένα αποτελέσµατα του κειµένου έχουν τύχει λεπτοµερούς εξέτασης, 
κανείς δεν έχει αναλύσει όλη την εργασία και ούτε έχει δηµοσιεύσει µία πλήρη 
µετάφραση αυτού του έργου. Η δηµοσίευση αυτού του έργου 
πραγµατοποιήθηκε µέσα σε κλίµα έντονης διαµάχης µεταξύ των µαθηµατικών 
κοινοτήτων. Αυτοί που αντέδρασαν πιο έντονα από όλους ήταν οι Leibniz  και 
Bernoulli . Χαρακτηριστικά, σε µία επιστολή του Bernoulli  προς τον Leibniz  
αναφέρονταν τα εξής : «Ο Taylor προσπαθεί να δώσει ένα δείγµα των 
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ικανοτήτων του αλλά δύσκολα µπορούµε να βρούµε κάτι που δεν έχει 
ειπωθεί πιο πριν. Το βιβλίο κατά µεγάλο βαθµό έχει γραφεί 
σκοταδιστικά. Φυσικά εγώ δεν το βρίσκω παράξενο το πώς καταφέρνει 
να προβάλλει ιδέες των άλλων ως δικές του. Ο τρόπος µε τον οποίο 
επιτυγχάνει να κρύψει την αντιγραφή είναι η σκοταδιστική του γραφή». 
Σε απάντησή του ο Leibniz έγραφε : «Εύκολα µπορώ να διαπιστώσω ότι 
το βιβλίο του Taylor δεν σε ικανοποίησε. Έχω την εντύπωση ότι ένας 
τέτοιος συγγραφέας δεν είναι καθόλου ικανός στην θέση του γραµµατέα 
της Βασιλικής Ένωσης. Σε µία τέτοια θέση πιθανόν να ταιριάζει ένας 
άνθρωπος µε λιγότερες µαθηµατικές ικανότητες αλλά απαραίτητα 
πρέπει να έχει µία γενικότερη µόρφωση».  
 Σηµαντικό είναι να αναφέρουµε ότι, δεν ήταν µόνο οι πολέµιοι του 
Taylor  οι οποίοι έκαναν κριτική στο µοντέλο γραφής του. Ο στενός του φίλος 
Monmort  εξοµοίωνε το βαρετό καθήκον της µελέτης των «Μεθόδων» ως την 
«κωπηλασία µίας γαλέρας». Στην πραγµατικότητα πολλοί από αυτούς που 
διάβασαν το βιβλίο πίστευαν ότι δεν ήταν δυνατόν να γίνει µελέτη του βιβλίου 
χωρίς να ταλαιπωρηθούν οι αναγνώστες. Ο µόνος που διαφωνούσε µε αυτά 
τα µη κολακευτικά σχόλια ήταν ο ίδιος ο Taylor  ο οποίος σε επιστολή του 
προς τον Monmort  έγραφε τα εξής : «Κρίνοντας τους αναγνώστες µε βάση 
τον εαυτό µου και το τι βρίσκω δυσνόητο και ανεξήγητο, πιστεύω ότι και 
οι άλλοι αυτά βρίσκουν επίσης. Ειδικά σε αυτούς που τα θέµατα είναι 
καινούργια. Γίνοµαι αντιληπτός µέσω της επιτυχίας των γραπτών µου 
αφού είναι πολύ δύσκολο να γράφεις κατανοητά πάνω σε ζητήµατα που 
είναι εκτός του συνηθισµένου». Προφανώς ο Taylor  δεν ήταν 
πληροφορηµένος για την ολοφάνερη ανεπάρκεια στο γράψιµό του και έτσι 
αποτυγχάνοντας να εκτιµήσει τις ανάγκες του κοινού του πέτυχε να γίνει ο 
ίδιος ο χειρότερος πολέµιος του εαυτού του. ∆ύο σηµαντικοί παράγοντες που 
είναι υπεύθυνοι για την µικρή αποδοχή του γραπτού του έργου, είναι η 
περιεκτικότητα και η έλλειψη σαφήνειας κατά τη συγγραφή των κειµένων του. 
Ο Bernoulli  µε έµφαση δήλωνε ότι : «Ο Taylor προσέφερε στο εαυτό του 
και στους άλλους κακή υπηρεσία». Παρά την κακή κριτική ο Taylor  
κατέστη ένας άξιος αντίπαλος για τον Bernoulli.  Ο Bernoulli  έχοντας 
διαβάσει µε προσοχή την πραγµατεία των «Μεθόδων», βρήκε ισχυρό κίνητρο 
για να επεξεργασθεί ξανά διάφορα προβλήµατα µεταξύ των οποίων και το 
ισοπεριµετρικό πρόβληµα που είχε επεξεργασθεί νωρίτερα, µε όχι τόσο καλή 
λύση, ο αδελφός του Jacob Bernoulli.   
 Ο Moritz Cantor  πιστεύει ότι αυτή η δηµόσια κριτική από τον Bernoulli  
έκανε τις «Μεθόδους» ευρύτατα γνωστές στην Ευρώπη. Φυσικά κάποιος θα 
µπορούσε να υποθέσει ότι αυτή η σκληρή κριτική θα αποθάρρυνε και 
κάποιους σοβαρούς αναγνώστες από την µελέτη αυτής της εργασίας. Όµως 
µάλλον αυτό δεν συνέβη αφού από τις καταθέσεις πολλών µεταγενέστερων 
επιστηµόνων (Colin Maclaurin, James Stirling, Daniel Bernoulli,  D’ 
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Alembert, Joseph Louis Lagrange)  και ειδικά του Leonhard Euler  
(µαθητής του Johann Bernoulli ) φαίνεται ότι η εργασία του Taylor  επηρέασε 
και ενέπνευσε τις δικές τους εργασίες µέσω των αποτελεσµάτων των 
«Μεθόδων».  
 Παρότι οι «Μέθοδοι» έχουν αναγνωρισθεί διεθνώς ως µία 
πρωτοποριακή πραγµατεία των πεπερασµένων διαφορών, οι ιστορικοί 
απολογισµοί δεν έχουν παράσχει τίποτε περισσότερο από µία επιφανειακή 
έρευνα για το περιεχόµενό τους. Όµως υπάρχουν δύο βασικοί λόγοι που 
καθιστούν αναγκαία µία προσεκτικότερη εξέταση του κειµένου :  
 α) Ο πρώτος λόγος είναι ότι οι «Μέθοδοι» αντιπροσωπεύουν µία 

περίοδο για την οποία, συγκριτικά µε άλλες, έχουν γραφεί λίγα. Η 
εργασία του Taylor  απεικονίζει το ταλέντο και τις ανησυχίες εκείνης 
της πρώτης γενιάς των ερευνητών (Βρετανών και άλλων 
Ευρωπαίων) που ανατράφηκαν µε τις ιδέες και τις µεθόδους του νεο-
αναπτυσσόµενου Απειροστικού Λογισµού. Είναι οι ερευνητές που 
εµποτίστηκαν µε µία εξαιρετική αισιοδοξία που ήταν αποτέλεσµα της 
δύναµης και της γονιµότητας της νέας θεωρίας. Έτσι ο Taylor  αξίζει 
περαιτέρω προσοχής, ως ένας από τους λίγους Άγγλους 
µαθηµατικούς που προσπάθησε να ασχοληθεί µε τα προκλητικά 
προβλήµατα των Νευτώνειων υπολογισµών και να συµµετέχει σε µία 
θερµή συζήτηση µε αναγνωρισµένους µαθηµατικούς αυτής της 
εποχής.  

 β) Ο δεύτερος λόγος αφορά στον πλούτο του αδηµοσίευτου έως 
σήµερα υλικού που υπάρχει συντηρηµένο στη βιβλιοθήκη της 
Βασιλικής Ένωσης του Λονδίνου καθώς και στη βιβλιοθήκη του 
κολεγίου του Cambridge . Αυτό το υλικό περιέχει αλληλογραφία του 
Taylor , σηµειωµατάρια και διάφορα άλλα έγγραφα που 
περιλαµβάνουν πολλές από τις προτάσεις που αναφέρονται στις 
«Μεθόδους» και αποδεικνύουν τη σπουδαιότητα των επιτευγµάτων 
του Taylor .  

 Μέχρι τώρα η έρευνα για τον Taylor  έχει περιορισθεί σε δηµοσιευµένα 
βιβλία του, σε µικρή µερίδα τυπωµένης αλληλογραφίας του καθώς και σε 
δηµοσιευµένες εργασίες µεταγενέστερων µαθηµατικών. Οι πιο σηµαντικές 
πηγές σχετικά µε τη ζωή και τα επιτεύγµατα του Taylor  είναι η βιογραφία του 
από τον εγγονό του William Young (1793)  και η πιο πρόσφατη διατριβή του 
Heinrich Auchter (1937) . Το µεγαλύτερο µέρος των επιστολών που κατείχε ο 
Young  ανατυπώθηκε αργότερα µε σχολιασµένη µορφή στη διατριβή του 
Auchter.  Η µελέτη του Auchter  εκτός από µία συνοπτική περίληψη του 
περιεχοµένου των «Μεθόδων» περιελάµβανε και µία άριστη περιγραφή των 
ζητηµάτων της διαµάχης µεταξύ Taylor  και Bernoulli . O Auchter  
ενδιαφέρθηκε κυρίως για τη σύγκριση των αποτελεσµάτων των σειρών 
Taylor  µε προηγούµενες εργασίες των Leibniz  και Bernoulli . Έτσι η έρευνά 
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του επικεντρώθηκε κυρίως στην Πρόταση 7 – Πόρισµα 2 που αφορά στις 
σειρές Taylor  και στην Πρόταση 11 που αφορά στην εκδοχή του Taylor  για 
τις σειρές Bernoulli .  
 Η εργασία του Taylor µπορούµε να πούµε ότι χωρίζεται σε δύο βασικά 
µέρη. Στο πρώτο µέρος εξηγούνται οι αρχές µίας νέας επαυξητικής µεθόδου η 
οποία εξάγεται λαµβάνοντας την πρώτη και τελευταία αναλογία των 
δηµιουργούµενων αυξήσεων. Στο δεύτερο µέρος παραθέτονται µερικά 
παραδείγµατα που αφορούν στη χρησιµότητα αυτής της µεθόδου σε κάποια 
προβλήµατα, όπως στο άθροισµα των αριθµητικών σειρών, στην εύρεση 
εφαπτόµενων και ακτινών καµπυλότητας, στην αλυσοειδή καµπύλη, στα τόξα, 
στην ταλάντωση µίας µηχανικής σειράς, στα κέντρα της ταλάντωσης και της 
κρούσης, στην πυκνότητα της ατµόσφαιρας και τέλος στη διάθλαση του 
φωτός.  
 Το κείµενο περιέχει 118 σελίδες και µία σύντοµη εισαγωγή στην οποία ο 
Taylor  περιγράφει την µέθοδο των αυξήσεων και τη σχέση της µε την µέθοδο 
των ροών του Newton . Οι προτάσεις 1 – 12 αποτελούν το πρώτο µέρος και 
αφορούν στις θεµελιώδεις αρχές των πεπερασµένων διαφορών, στη µέθοδο 
των προσαυξήσεων και στη λύση πεπερασµένων διαφορών και διαφορικών 
εξισώσεων. Οι προτάσεις 13 – 27 του δεύτερου µέρους περιέχουν τις 
εφαρµογές της µεθόδου των αυξήσεων και της µεθόδου των ροών του 
Newton  στα µαθηµατικά και την µηχανική. Μερικά από αυτά τα προβλήµατα, 
όπως ο προσδιορισµός της εξίσωσης µίας κίνησης ή η εύρεση της διαφορικής 
εξίσωσης µίας ακτίνας του φωτός, διαπραγµατεύτηκαν για πρώτη φορά από 
τον Taylor . Κάποια άλλα προβλήµατα, όπως το πρόβληµα της αλυσοειδούς 
καµπύλης ή το ισοπεριµετρικό πρόβληµα, είχαν µελετηθεί νωρίτερα από 
άλλους Ευρωπαίους µαθηµατικούς και ειδικότερα από τους Huygens, 
Leibniz και τους αδελφούς Jacob και Johann Bernoulli .  
 Σύµφωνα µε κάποιο απολογισµό των «Μεθόδων» που είχε κάνει ο 
Taylor  στο «Philosophical Transactions» αυτό που ουσιαστικά τον 
οδήγησε στην µέθοδο των προσαυξήσεων ήταν η µελέτη της µεθόδου των 
ροών του Newton . Σε κάποιο απόσπασµα αυτού του απολογισµού αναφέρει 
τα εξής : «Σε αυτή τη µέθοδο εξετάζω τις ποσότητες όπως 
διαµορφώνονται από µία συνεχή προσθήκη των µερών ενός 
πεπερασµένου µεγέθους και αυτά τα µέρη ονοµάζω αυξήσεις των 
ποσοτήτων επειδή από αυτή την προσθήκη οι ποσότητες αυξάνονται. 
Θεώρησα απαραίτητο να εξετάσω λεπτοµερώς τις ιδιότητες των 
αυξήσεων διότι από αυτές µπορούµε εύκολα να αντιληφθούµε πλήρως 
τη µέθοδο των ροών που οφείλεται στον σπουδαίο επιστήµονα Sir Isaac 
Newton» . Ο Taylor  εκτίµησε ότι η µέθοδός του θα έδινε µία ισχυρότερη και 
συνεπέστερη βάση στη µέθοδο του Newton . Χαρακτηριστικά ανέφερε ότι : 
«Οι αρχές της µεθόδου των ροών µπορούν να προέλθουν άµεσα ως 
πόρισµα από τις αρχές της µεθόδου των προσαυξήσεων. Έτσι για να 
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γίνει πιο κατανοητή η µέθοδος των ροών σκέφτηκα ότι είναι καλύτερα 
να µελετήσω αυτές τις δύο µεθόδους ταυτόχρονα και να τις χειρισθώ 
σαν να ήταν µία µέθοδος».  
 Έτσι, µε αυτή τη συνδυασµένη επεξεργασία των δύο µεθόδων, ο Taylor  
επινόησε ένα συµβολισµό για τις αυξήσεις παρόµοιο µε αυτόν που 
χρησιµοποιούσε ο Newton  για τις ροές. Κατά κύρια βάση χρησιµοποιεί τον 
συµβολισµό του Newton , αλλά σε κάποιες περιπτώσεις προσπαθεί να 
εισάγει και δικό του συµβολισµό. Σηµαντικό είναι ότι πρώτος αυτός 

χρησιµοποιεί το σύµβολο νy  για την παράγωγο νιοστής τάξης. Ο Newton  

στον τετραγωνισµό των καµπυλών, συµβόλιζε τις ροές µε 
••••••••••••••••••••••••

x,x,x  κ.λ.π. 

ενώ ο Taylor  συµβόλιζε τις πεπερασµένες αυξήσεις του x µε 
••••
••••••••••••••••••••

x,x,x  κ.λ.π. ή 

µε ένα νούµερο κάτω από το x. (π.χ. : 
1
xx ====

••••
). Όµως ο συµβολισµός του 

Taylor  διέφερε σε δύο σηµαντικά σηµεία από αυτόν του Newton  :  

 α) Ο Newton  χρησιµοποιούσε τον συµβολισµό 
//////

x,x,x  κ.ο.κ. για να 

δηλώσει τις ποσότητες των ονοµαζόµενων ρεόντων (ρέον=fluent) , 
δηλαδή αυτές τις ποσότητες των οποίων η πρώτη ροή ήταν x, η 

δεύτερη ροή ήταν 
/

x  κ.ο.κ. αντίστοιχα. Αντίθετα ο Taylor  εισήγαγε 
αρνητικούς αριθµούς που γράφονταν κάτω από το x για να δηλώσει 
τις ολοκληρωτικές ποσότητες (τις αντίστοιχες στα ρέοντα του 

Newton ). Έτσι 
1

x
−−−−

 είναι η ποσότητα της οποίας η πρώτη προσαύξηση 

είναι x, 
2

x
−−−−

 είναι η ποσότητα της οποίας η δεύτερη προσαύξηση είναι x 

κ.ο.κ. Άρα οι ποσότητες 
2

x
−−−−

, 
1

x
−−−−

, 
0
x , 

1
x , 

2
x … αποτελούν µία ακολουθία 

ποσοτήτων κάθε µία από τις οποίες είναι η προσαύξηση της αµέσως 
προηγούµενής της. Μία παρόµοια αντιµετώπιση είχε παρουσιασθεί 
20 χρόνια νωρίτερα από τον Leibniz  ο οποίος είχε συµβολίσει τα 

διαδοχικά διαφορικά της µεταβλητής x µε : d-2x= ∫∫∫∫∫∫∫∫ x ,  d-1x= ∫∫∫∫ x , 

d0x=x , d1x=dx , d2x=ddx  κ.ο.κ. Εάν και ο Leibniz  είχε ιδιαίτερη 
αλληλογραφία µε τον Johann Bernoulli για αυτή την ιδέα του, κανείς 
από τους δύο δεν την είχε δηµοσιοποιήσει πριν αυτή εµφανισθεί στην 
εργασία του Taylor . 

 β) Η δεύτερη σηµαντική διαφορά µεταξύ των συµβολισµών Taylor  και 
Newton  ήταν ότι ο Taylor  χρησιµοποιούσε µικρές γραµµές πάνω και 
κάτω από την µεταβλητή x για να ορίσει τις διαδοχικές τιµές της. Έτσι 

για παράδειγµα οι τιµές 
///

///

x,x,x,x,x  αντιπροσωπεύουν πέντε 
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διαδοχικές τιµές του x οι οποίες εξάγονται µε τον ακόλουθο τρόπο : 

//111

///////

x)x(x,xxx,x)x(x,x)x(x ====++++====++++====++++====++++
••••

••••••••••••
.  

 Μετά την αναφορά στον συµβολισµό του, ο Taylor  προχώρησε στην 
παρουσίαση των προτάσεων οι οποίες αποτελούν µέρη έξι θεµατικών 
ενοτήτων και διαχωρίζονται ως εξής :  
 Ενότητα 1 : Περιέχει τις προτάσεις 1 έως και 5 οι οποίες αναφέρουν τα 

προκαταρκτικά θεωρήµατα και τους εισαγωγικούς τύπους που 
χρησιµοποιούνται για το µετασχηµατισµό και την επίλυση 
πεπερασµένων διαφορών και διαφορικών εξισώσεων. Η πρόταση 1 
δείχνει τον τρόπο υπολογισµού των προσαυξήσεων, η πρόταση 2 
αφορά στην αλλαγή µεταβλητής σε εξισώσεις διαφορών, η πρόταση 3 
δίνει τους τύπους των παραγώγων αντίστροφων συναρτήσεων ενώ οι 
προτάσεις 4 και 5 διαπραγµατεύονται τη θεωρία για τις αρχικές συνθήκες 
στις πεπερασµένες διαφορές και διαφορικές εξισώσεις. 

 Ενότητα 2 : Περιέχονται οι προτάσεις 6 έως και 9. Στις προτάσεις αυτές 
αναλύονται διάφορες µέθοδοι για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων. 
Στην πρόταση 7 συµπεριλαµβάνεται το πόρισµα 2 στο οποίο εισάγει το 
ανάπτυγµα της σειράς που σήµερα αποτελεί την γνωστή «σειρά 
Taylor» . Η πρόταση 8 παρουσιάζει τον τρόπο µε τον οποίο  µια σειρά 
που αποτελεί λύση διαφορικής εξίσωσης, µπορεί να δηµιουργηθεί µε τη 
µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. Σύµφωνα µε τον Langrage 
(1806) αυτό αποτελεί το πιο γνωστό επίτευγµα του Taylor . Στην 
πρόταση 9 ο Taylor  δίνει τη δική του εκδοχή ώστε να καθορίσει τον 
τύπο των σειρών που θα χρησιµοποιηθούν στην επίλυση µίας 
διαφορικής εξίσωσης. 

 Ενότητα 3 : Εδώ αναλύονται οι προτάσεις 10 έως και 12 οι οποίες 
αποτελούν µία ειδική περίπτωση των προτάσεων 6 έως και 9. Στις 
προτάσεις αυτές ο Taylor  διαπραγµατεύεται το γενικό πρόβληµα της 
εύρεσης του x συναρτήσει του z όταν µία διαφορική εξίσωση περιέχει 

µόνο µία παράγωγο της µορφής 
n

n

dz
xd

. Στην πρόταση 10 εξετάζει την 

περίπτωση εύρεσης µίας λύσης διαφορικής εξίσωσης µε πεπερασµένο 
πλήθος όρων, ενώ στις προτάσεις 11 και 12 παρουσιάζει τους τύπους 
που εκφράζουν το ολοκλήρωµα ως άπειρη σειρά.  

 Ενότητα 4 : Αποτελείται από τις προτάσεις 13 έως και 16 του δεύτερου 
µέρους των «Μεθόδων», οι οποίες περιέχουν εφαρµογές της µεθόδου 
των προσαυξήσεων και της µεθόδου των ροών. Στην πρόταση 13 ο 
Taylor  χρησιµοποιεί τον τύπο παρεµβολής των Gregory – Newton  
προκειµένου να εξάγει το διωνυµικό ανάπτυγµα. Στην πρόταση 14 
αναπτύσσει γενικούς τύπους αθροίσµατος σειρών κάνοντας χρήση 
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πεπερασµένων διαφορών ενώ στην πρόταση 15 υπολογίζει τον τύπο για 
την ακτίνα της καµπυλότητας, θεωρώντας την ως ακτίνα των οριακών 
κύκλων που διέρχονται από τρία σηµεία της καµπύλης. 

 Ενότητα 5 : Περιέχονται οι προτάσεις 17, 18, 19, 20, 21, 24 και 25, οι 
οποίες αναφέρουν διάφορα προβλήµατα µηχανικής. Πρόκειται για 
προβλήµατα που είχαν αντιµετωπισθεί στο παρελθόν και από άλλους 
επιστήµονες αλλά ο Taylor  θεωρούσε ότι µε την εργασία του προσέφερε 
µία νέα επίλυση. Στην ενότητα αυτή εξέτασε το ισοπεριµετρικό 
πρόβληµα, το πρόβληµα της αψίδας και το πρόβληµα των κέντρων µίας 
ταλάντωσης. 

 Ενότητα 6 : Περιλαµβάνει τις προτάσεις 22, 23, 26 και 27, που 
αναφέρονται στις πρώτες σηµαντικές έρευνες για το πρόβληµα της 
ακολουθίας δονήσεων και το πρόβληµα της διάθλασης του φωτός στην 
ατµόσφαιρα. Η έρευνα του Taylor  για τις ακολουθίες δονήσεων,  
αποτελεί το πιο γνωστό επίτευγµά του µετά το θεώρηµα που αναφέρεται 
στις σειρές. Στην πρόταση 27 ασχολήθηκε µε την εύρεση µίας 
διαφορικής εξίσωσης µέσω της οποίας µπορεί να περιγραφεί η διάθλαση 
του φωτός στην ατµόσφαιρα. Ο Edmund Halley (1721) , υποστηρίζει ότι, 
αυτή η έρευνα του Taylor  είχε τον πλέον καταλυτικό ρόλο στην 
αναγνώρισή του από την µαθηµατική κοινότητα εκείνης της εποχής.  
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ΤΕΣΣΕΡΙΣ ΒΑΣΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΤΗΣ 
ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΤΟΥ TAYLOR 

 
2.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 Ο William Emerson , το 1763, στην εισαγωγή του βιβλίου του, έγραψε 
τα εξής για την εργασία του Taylor : «Αυτός που ανακάλυψε τη µέθοδο 
των προσαυξήσεων ήταν ο Brook Taylor, ο οποίος δηµοσίευσε µία 
πραγµατεία αυτής της µεθόδου. Όµως ο τρόπος γραφής του είναι τόσο 
περιεκτικός και αφηρηµένος που δεν γίνεται κατανοητός από τους 
κοινούς αναγνώστες. ∆υστυχώς αυτή η κοµψή µέθοδος υπολογισµού 
έχει µείνει από τότε στο σκοτάδι αφού διαβάστηκε από λίγους και δεν 
βελτιώθηκε από κανέναν».  
 Πράγµατι, η εργασία του Taylor  διαβάστηκε από λίγους αλλά είναι 
αναληθές το ότι δεν βελτιώθηκε από κάποιους. Αυτό µπορεί να διαπιστωθεί 
στη συνέχεια της παρούσας εργασίας µε την παρουσίαση κάποιων 
προτάσεων των «Μεθόδων». Έχουν επιλεγεί τέσσερις προτάσεις, κάθε µία 
από τις οποίες αντιπροσωπεύει µία σηµαντική πτυχή της εργασίας του 
Taylor . 
 Αρχικά παρουσιάζεται η πρόταση 2, η οποία αφορά στην αλλαγή 
µεταβλητών σε πεπερασµένες εξισώσεις διαφορών και είναι πολύ σηµαντική 
για τη θεµελίωση της θεωρίας των πεπερασµένων διαφορών και των 
διαφορικών εξισώσεων. Στη συνέχεια, δίνεται η πρόταση 3 που αναφέρεται 
στον τύπο της παραγώγου αντίστροφης συνάρτησης και στην οποία 
εµφανίζονται κάποιες αξιοσηµείωτες τεχνικές για το µετασχηµατισµό και την 
επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Τέλος, παρουσιάζονται η πρόταση 7 – 
πόρισµα 2, η οποία σήµερα είναι γνωστή ως το Θεώρηµα Taylor  και η 
πρόταση 11 η οποία αποτελεί την εκδοχή της σειράς Taylor  στον 
Ολοκληρωτικό λογισµό.  
 
2.2. Η ΠΡΟΤΑΣΗ 2 ΤΩΝ «ΜΕΘΟ∆ΩΝ» 
  
 Η πρόταση 2 παρουσιάζεται στις «Μεθόδους» ως εξής :  
 Πρόταση 2 : «Σε µία αυξητική (incremental) εξίσωση, η οποία 

περιέχει οποιοδήποτε αριθµό µεταβλητών, µπορούµε να 
αντικαταστήσουµε όλες αυτές τις µεταβλητές µε νέες, που 
αυξάνονται µε τις ίδιες αυξήσεις αλλά σε αντίστροφη σειρά».  

 Ο Taylor , σε µία δηµοσίευσή του στο «Philosophical Transactions» , 
θέλοντας να εξηγήσει την πρόταση αυτή, έγραφε : «Η πρόταση αυτή δείχνει 
πως µπορούµε να µετασχηµατίσουµε µία εξίσωση στην οποία 
εµπλέκονται ολοκληρώµατα και οι αυξήσεις τους ή ρέοντα και οι ροές 
τους». Η απόδειξη της πρότασης είναι πολύ σύντοµη και δυσνόητη. Όµως σε 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο : 
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ένα σχόλιο που συνοδεύει την απόδειξή του, ο Taylor  τονίζει ότι σε µία 
εξίσωση προσαυξήσεων στην οποία περιέχονται η µεταβλητή x, οι αυξήσεις 
της και η οµοιόµορφα ρέουσα µεταβλητή z, (η µεταβλητή x και οι διαφορές 
της σαν συναρτήσεις του z), µπορούµε να έχουµε κάποια συµπεράσµατα εάν 
ξεκινήσουµε µε µία σχέση που συνδέει τη µεταβλητή x µε µία νέα µεταβλητή 
v.  
 Για παράδειγµα, εάν κάνουµε την αντικατάσταση x=v2 τότε οι 
προσαυξήσεις της µεταβλητής x θα υπολογίζονται ως εξής :  
 ∆x=(v+∆v)2-v2=2v∆v+(∆v)2,  
 ∆2x =∆(2v∆v+(∆v)2)=2(v+∆v)∆(v+∆v)+(∆(v+∆v))2-2v∆v-(∆v)2= 
 =2v∆v+2v∆2v+2(∆v)2+2∆v∆2v+(∆v)2+(∆2v)2+2∆v∆2v-2v∆v-(∆v)2= 
 =2(∆v)2+2v∆2v+4∆v∆2v+(∆2v)2,  κ.ο.κ. 
 Εάν αντικαταστήσουµε αυτές τις σχέσεις στην αρχική εξίσωση, τότε 
παίρνουµε µία καινούργια εξίσωση η οποία περιέχει τη µεταβλητή v, τις 
προσαυξήσεις της και την οµοιόµορφα ρέουσα µεταβλητή z.  
 Όµοια, εάν αντικαταστήσουµε d-v=x  θα έχουµε ότι –∆v=∆x. Σύµφωνα 
µε τον Taylor  εάν το ∆x είναι θετικό στην αρχική εξίσωση (δηλαδή το ∆x είναι 
µία προσαύξηση του x) τότε το ∆v θα είναι µία αρνητική ποσότητα στην 
καινούργια εξίσωση που περιέχει τη µεταβλητή v και τις προσαυξήσεις της. 
Εάν θέλουµε το ∆v να είναι θετική ποσότητα στη µετασχηµατισµένη εξίσωση, 
τότε η πρόταση 2 πρέπει να εφαρµοσθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να πάρουµε 
την απαιτούµενη αντικατάσταση. Έτσι, σύµφωνα µε την πρόταση 2, για να 
συµβαίνει αυτό (να έχουµε το ∆v θετικό στη µετασχηµατισµένη εξίσωση), θα 
πρέπει καθώς το x αυξάνεται το v να µειώνεται κατά την ίδια προσαύξηση. 
 Η παραπάνω διαδικασία παριστάνεται γραφικά όπως φαίνεται από τα 
δύο ακόλουθα σχήµατα (Σχήµα 1 και Σχήµα 2).  
 

 
 

Σχήµα 1 
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 Έστω µία εξίσωση που περιέχει την µεταβλητή x(z) και τις προσαυξήσεις 
της. Υποθέτουµε ότι η προσαύξηση της µεγαλύτερης τάξης στην εξίσωση 
είναι ∆2(x(z)). (Ο Taylor  στην απόδειξή του θεωρεί την περίπτωση µε 
µεγαλύτερη τάξη προσαύξησης την ∆3(x(z)). Αυτό που αναζητούµε είναι µία 
καινούργια εξίσωση, η οποία θα περιέχει τη µεταβλητή v(t)  και τις 
προσαυξήσεις της, έτσι ώστε καθώς το t αυξάνεται τότε και η µεταβλητή v 
αυξάνεται, κατά τις ίδιες ποσότητες που η µεταβλητή x µειώνεται όταν 
µειώνεται το z. Οι εξισώσεις που συνδέουν τις µεταβλητές x και v  είναι οι 
ακόλουθες :  
x(z)=d-v(t+2 ∆t)=d-v(t)-2 ∆v(t)-∆2v(t)                                                       (2.1) 
x(z)+∆x(z)=d-v(t)- ∆v(t)                                                       (2.2) 
x(z)+2∆x(z)+∆2x(z)=d-v(t)                                                       (2.3) 
Αφαιρώντας από την (2.2) την (2.1) και από την (2.3) την (2.2) θα πάρουµε :  
∆x(z)=∆v(t)+∆2v(t)                                                          (2.4) 
∆x(z)+∆2x(z)=∆v(t)                                                         (2.5) 
Τέλος αφαιρώντας από την (2.5) την (2.4) θα έχουµε ότι : ∆2x(z)=-∆2v(t) . 
∆ηλαδή καταλήγουµε σε µία εξίσωση που περιέχει προσαυξήσεις µέχρι το 
∆2x(z). Ο Taylor  τονίζει ότι η µεταβλητή z µπορεί να αντικατασταθεί µέσω 
µίας παρόµοιας διαδικασίας και οι αντίστοιχες εξισώσεις για τις διαδοχικές 
τιµές των z και t θα είναι οι εξής :  
z=b-(t+2∆(t))=b-t-2∆(t)                                                       (2.6) 
z+∆(z)=b-(t+∆(t))=b-t-∆(t)                                                       (2.7) 
z+2∆(z)=b-t                                                        (2.8) 
(όπου b µία αυθαίρετη σταθερά). Τότε οι απαιτούµενες αντικαταστάσεις θα 
είναι ∆z=∆t (που προκύπτει από την αφαίρεση της (2.6) από την (2.7)) και 
z=b-t-2∆t. Ο  Taylor  δεν έδωσε παράδειγµα τέτοιου µετασχηµατισµού. Ένα 
τέτοιο παράδειγµα είναι το παρακάτω :  
Έστω η εξίσωση x(z)+2∆x(z)=4 µε αρχική συνθήκη την x(0)=2.             (2.9) 

Σχήµα 2 
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Για την εξίσωση προσαυξήσεων η οποία περιέχει προσαυξήσεις πρώτης 
τάξης οι τύποι αντικαταστάσεων θα είναι οι παρακάτω :  
x(z)=d-v(t)- ∆v(t),  ∆x(z)=∆v(t),  z=b-t- ∆(t),   ∆z=∆t.  Υποθέτουµε  ότι  d=4,  
b-∆t=0, ∆z=∆t=1. Τότε θα πάρουµε ότι x(z)=4-v(t)-∆v(t) και ∆v(t)=∆x(z). 
Αντικαθιστώντας αυτές τις δύο ισότητες στην αρχική εξίσωση θα έχουµε ότι : 

4-v(t)-∆v(t)+2∆v(t)=4 ⇔⇔⇔⇔ ∆v(t)=v(t) (2.10)  µε ∆v(0)=∆x(0)= 1
2

)0(x4
====

−−−−
 και 

∆v(0)=v(0) . Άρα v(0)=1 είναι η καινούργια αρχική συνθήκη. Από τις εξισώσεις 
(2.9) και (2.10) και τις αρχικές τους συνθήκες, µπορούµε να υπολογίσουµε τις 
τιµές των  x(z) και v(t)  ως εξής : Θέτοντας στην (2.9) όπου  z το 0 θα 
πάρουµε ότι ∆x(0)=1 ⇔⇔⇔⇔ x(1)-x(0)=1 ⇔⇔⇔⇔ x(1)=x(0)+1 ⇔⇔⇔⇔ x(1)=2+1 ⇔⇔⇔⇔ x(1)=3.  
Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, θέτοντας στην (2.9) z=1, 2, 3, … 
παίρνουµε τις τιµές x(2), x(3), … . Όµοια εργαζόµαστε για να υπολογίσουµε 
τις τιµές v(t) . Θέτουµε στην (2.10) t=0, 1, 2, 3, … και έτσι λαµβάνουµε τις 
τιµές v(1), v(2), v(3), …  αντίστοιχα. Στους παρακάτω πίνακες έχουµε τις τιµές 
των x(z), ∆x(z) και v(t), ∆v(t)  για z=0, 1, 2, 3 και t=0, 1, 2, 3 αντίστοιχα. 

 
     

Υπολογίζοντας τις τιµές του ∆v(t)  καθώς αυξάνεται το t, είναι το ίδιο µε το να 
υπολογίσουµε τις τιµές του ∆x(z) καθώς µειώνεται το z. Έτσι λόγω των 
σχέσεων ∆v(1)=∆x(-1), ∆v(2)=∆x(-2), κ.ο.κ. µπορούµε να πάρουµε τις τιµές 
του x για αρνητικά z όπως φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα :  
 

z -3 -2 -1 0 1 2 3 

x(z) -12 -4 0 2 3 
2
7

 
4

15
 

∆x(z) 8 4 2 1 
2
1

 
4
1

 
8
1

 

 
Όµοια χρησιµοποιώντας τις σχέσεις ∆x(1)=∆v(-1), ∆x(2)=∆v(-2), κ.ο.κ. 
παίρνουµε τις τιµές του v για αρνητικά t σύµφωνα µε τον ακόλουθο πίνακα :  
 

t -3 -2 -1 0 1 2 3 

v(t) 
8
1

 
4
1

 
2
1

 1 2 4 8 

∆v(t) 
8
1

 
4
1

 
2
1

 1 2 4 8 

 
 

z 0 1 2 3 

x 2 3 
2
7

 
4

15
 

∆x 1 
2
1

 
4
1

 
8
1

 

t 0 1 2 3 
v 1 2 4 8 
∆v 1 2 4 8 
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Η σχέση µεταξύ των µεταβλητών x και v µπορεί να φανεί πιο καθαρά από το 
ακόλουθο γράφηµα :  
 

 
 Ένας άλλος τρόπος για να υπολογίσουµε τις διαφορές για αρνητικά z θα 
ήταν ο µετασχηµατισµός της εξίσωσης (2.9) σε µία εξίσωση η οποία να 
συνδέει τις τιµές x(z) και x(z-∆(z)) ως εξής : Έχουµε ότι x(z)+2∆x(z)=4.     
Τότε ισοδύναµα παίρνουµε ότι x(z-∆z)+2∆x(z-∆z)=4⇔⇔⇔⇔ [x(z)-∆x(z-∆z)]+        
+2∆x(z-∆z)=4⇔⇔⇔⇔ ∆x(z-∆z)=4-x(z). Η τελευταία εξίσωση είναι ισοδύναµη της 
εξίσωσης (2.10) αφού ∆v(t+∆t)=∆x(z-∆z)=4-x(z)=v(t)+∆v(t)=v(t+ ∆t).  
 Η εξίσωση x(z)+2∆x(z)=4 µε x(0)=2 και ∆(z)=1, έχει λύση την        
x(z)=4-21-z. (Η βασική θεωρία επίλυσης τέτοιου είδους εξισώσεων 
περιγράφεται στο Παράρτηµα Γ’). Με την πρόταση 2 βρίσκουµε µία εξίσωση 
της οποίας η λύση είναι πιο απλή. Από το παράδειγµα είδαµε ότι η αρχική 
εξίσωση µετασχηµατίζεται στην εξίσωση ∆v(t)=v(t)  µε v(0)=1. Τότε για ∆(t)=1 
η λύση αυτής της εξίσωσης είναι η v(t)=2 t.  
 Η σύντοµη αναφορά της πρότασης 2 στις «Μεθόδους» έχει ως σκοπό 
την απόδειξη της πρότασης 4 η οποία αφορά στον αριθµό των αρχικών 
συνθηκών που απαιτούνται για να συµπληρώσουµε τον πίνακα διαφορών για 
κάθε εξίσωση διαφορών. Η πρόταση 2, εάν και εξηγείται ανεπαρκώς από τον 
Taylor , µπορεί να ληφθεί ως ένα πρόσθετο στοιχείο της σηµασίας και της 
καινοτοµίας των «Μεθόδων» για την συµβολή τους στην θεµελίωση της 
θεωρίας των πεπερασµένων διαφορών. 

 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕΤ/ΚΟΥ ΦΟΙΤΗΤΗ  ΧΡΙΣΤΙΑ ΣΠΥΡΟΥ BROOK TAYLOR : Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΑΥΞΗΣΕΩΝ 

 Σελίδα 19 από 84  

2.3. Η ΠΡΟΤΑΣΗ 3 ΤΩΝ «ΜΕΘΟ∆ΩΝ» 
 
 Μετά την παρουσίαση της πρότασης 2, ο Taylor  αναφέρει στην εργασία 
του ότι οι εξισώσεις που περιέχουν ροές, τάξης µεγαλύτερης της πρώτης, 
µπορούν να απλοποιηθούν µε την αυθαίρετη επιλογή µίας οµοιόµορφα 
ρέουσας µεταβλητής. Ο Henk  Bos  (1974), είχε επισηµάνει ότι η επιλογή 
αυτής της οµοιόµορφα ρέουσας µεταβλητής στον Απειροστικό Λογισµό του 
Newton , είναι η αντίστοιχη αυτής που χρησιµοποιείται στον ∆ιαφορικό 
Λογισµό του Leibniz . Στα σύγχρονα έργα και οι δύο πρακτικές 
χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό µίας συνάρτησης από µία εξίσωση ή 
µία έκφραση η οποία περιέχει τη συνάρτηση και τις παραγώγους της. 
 Η συνειδητοποίηση της σηµασίας της επιλογής µεταβλητών σε εξισώσεις 
τέτοιου είδους, είναι διπλά εµφανής στις «Μεθόδους». Ο Taylor  υποθέτει ότι 
µία ιδιαίτερη οµοιόµορφα ρέουσα µεταβλητή µπορεί να συνδεθεί µε κάθε 
εξίσωση ροών υψηλότερης τάξης. Συγχρόνως όµως, στην πρόταση 3, 
εξετάζει το ειδικό πρόβληµα αλλαγής µεταβλητής η οποία ρέει οµοιόµορφα 
ενώ συγχρόνως η αρχική σχέση µεταξύ των µεταβλητών διατηρείται.  
 Η πρόταση 3 διατυπώνεται στις «Μεθόδους» ως εξής :  
 Πρόταση 3 : «Μετασχηµατίζουµε µία εξίσωση ροών στην οποία 

υπάρχουν µόνο δύο ροές (z και x), εκ των οποίων το z ρέει 
οµοιόµορφα έτσι ώστε και το x να ρέει οµοιόµορφα».  

 Ένα παρόµοιο θέµα είχε θέσει ο Nicolaous Bernoulli σε µία επιστολή 
του προς τον Leibniz , τον Οκτώβριο του 1716. Στο γράµµα αυτό ανέφερε τον 
ακόλουθο προβληµατισµό : «Θεωρούµε µία διαφορική εξίσωση στην 
οποία δύο µεταβλητές z και x περιέχονται µε τα διαφορικά τους dz και 
dx εκ των οποίων το dz υποτίθεται ότι είναι σταθερό. Θέλουµε να 
βρούµε τι πρέπει να αντικαταστήσει τα ddx, d 3x, κ.ο.κ. έτσι ώστε το dz 
γίνει µεταβλητό και το dx σταθερό». Με σηµερινή ορολογία το πρόβληµα 
αυτό διατυπώνεται κάπως διαφορετικά : να βρεθούν οι σχέσεις που 

εκφράζουν τα ,
dz

xd
,

dz
dx

2

2

κ.ο.κ. σε όρους των ,
dx

zd
,

dx
zd

,
dx
dz

3

3

2

2

κ.λ.π.  

 Ο τρόπος µετασχηµατισµού του Taylor  σε αυτές τις εξισώσεις, 
αναφέρεται σε µία επιστολή του προς τον Keill  στις 3 Ιουλίου 1713 : «Έστω 

r µία ποσότητα συναρτήσει του x και : ,v
x

t
,t

x

s
,s

x

r
============

••••

••••

••••

••••

••••

••••

w
x

v
====

••••

••••

. 

Υποθέτοντας ότι 1x ====
••••

 τότε 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

============================ rvw,rtv,rst,rs . 

Όµως σε κάθε εξίσωση όπου η µεταβλητή z ρέει οµοιόµορφα και 
εκφράζεται συναρτήσει του x µπορούµε να πούµε ότι z=r. Έτσι 

παίρνοντας τις ροές θα έχουµε : 
••••••••••••••••••••••••••••••••

++++================

••••

xsxs0)z(,xsrz =  
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=
••••••••••••••••

++++ xsxxt = 0xsxs)x(t,xs)x(t 22 ====++++++++++++
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

=
••••••••••••••••••••••••••••

++++++++ xsxxt3)x(v 3 , 

4)x(w
••••

0xsxxt4xxt3x)x(v6 2 ====++++++++++++++++
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

, κ.ο.κ.». (Ο Taylor  άφησε 

τυχαία εκτός τον όρο 
••••••••••••

xxt2  αλλά ότι ακολούθησε ήταν σωστό).  

 Από τις παραπάνω σχέσεις λύνοντας ως προς 
••••••••••••••••••••••••

x,x,x , κ.ο.κ. θα 

πάρουµε τις ακόλουθες ισότητες : 

s
)x(t

x
2

••••
••••••••

−−−−==== 3

43442

2

332

s
)x(t15)x(vts10)x(ws

x,
s

)x(sv)x(t3
x,

••••••••••••
••••••••••••••••

••••••••
•••••••••••• −−−−++++−−−−

====
−−−−

==== , 

κ.ο.κ. Οι σχέσεις αυτές χρησιµοποιούνται στο επόµενο παράδειγµα, το οποίο 
είχε δώσει ο Taylor  στις σηµειώσεις του, ώστε να γίνει κατανοητή η 
διαδικασία του µετασχηµατισµού που ακολουθούσε. 

Παράδειγµα : Έστω η εξίσωση : zxxxx ====−−−−
••••••••••••••••••••••••

. Υποθέτουµε ότι 1z ====
••••

. Τότε 

θα έχουµε ότι 3)z(zxxxx
••••••••••••••••••••••••••••

====−−−−                                                                  (2.11) 

Γνωρίζουµε ότι 
••••

==== st  και 0xsxs ====++++
••••••••••••••••

. Έτσι παίρνουµε ότι 
••••••••••••••••••••••••

====−−−−⇔⇔⇔⇔====++++ xsxt0xsxt . Αντικαθιστώντας την ισότητα αυτή στην 

προηγούµενη ισότητα για το 
••••••••

x , παίρνουµε ότι : ====
••••••••

x   

=
s
xz

xx
s

xxs
s

xxt
s
)x(t 2

••••••••••••
••••••••••••

••••••••••••••••••••••••

============−−−−====−−−−  (αφού 
••••••••

==== xsz ). Από την ισότητα 

••••••••

==== xsz  και για 1x ====
••••

 έχουµε sz ====
••••

. Έτσι 
••••••••••••

==== sz . Άρα η ισότητα 0xsxs ====++++
••••••••••••••••

 

γράφεται 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

−−−−====⇔⇔⇔⇔====++++ xzxz0xzxz . Αντικαθιστώντας την τελευταία ισότητα 

στην ισότητα για το 
••••••••

x , θα έχουµε τελικά ότι 
••••••••

x =
••••

••••••••••••

−−−−
z

zx
. Με παρόµοια 

διαδικασία θα πάρουµε ότι 
2

2

)z(

xzzx)z(3
x

••••

••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••••••• −−−−
==== . Τότε µε την αντικατάσταση 

των σχέσεων που βρήκαµε για τα 
••••••••

x , 
••••••••••••

x  και δοθέντος ότι 1x ====
••••

, η (2.11) 

γράφεται ως εξής : 52 )z(zxzzx)z(3zz
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

====++++−−−−−−−− . Η τελευταία εξίσωση είναι ο 

µετασχηµατισµός της αρχικής εξίσωσης που είχε δοθεί στο παράδειγµα του 
Taylor .  
 Ίσως η µεγαλύτερη δυσκολία για τον σύγχρονο αναγνώστη είναι να 
αναλύσει και να αποκρυπτογραφήσει τις σηµειώσεις του Taylor . Ο τρόπος 
που ο Taylor  χρησιµοποιούσε τις ροές ήταν κάπως µπερδεµένος από την 
στιγµή που απέτυχε να τις επεξεργασθεί µε συνέπεια. Ως απόδειξη των 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕΤ/ΚΟΥ ΦΟΙΤΗΤΗ  ΧΡΙΣΤΙΑ ΣΠΥΡΟΥ BROOK TAYLOR : Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΑΥΞΗΣΕΩΝ 

 Σελίδα 21 από 84  

παραπάνω απόψεων θεωρούµε το εξής : Ο Taylor  υποθέτει ότι s
x

r
====

••••

••••

 και 

στην επόµενη πρόταση γράφει «Υποθέτοντας ότι ,...rs,1x
••••••••

======== ». ∆ηλαδή 

το πηλίκο 
••••

••••

x

r
 µεταφράζεται ως η παράγωγος 

dx
dr

 από την στιγµή που και το 

επόµενο 
••••

r  εννοείται ως η ίδια παράγωγος. Το ερώτηµα είναι εάν το πρώτο 
••••

r  
είναι παράγωγος ή το διαφορικό dr . Τέτοιου είδους αµφιβολίες είναι 
ευδιάκριτες σε όλη την εργασία του Taylor . Στον πρόλογο των «Μεθόδων» ο 
Taylor ανακοίνωσε ότι στα θεωρήµατα των ροών που περιέχουν 
πεπερασµένες διαφορές θα χρησιµοποιούσε τις ροές ως στιγµές (τα 
αντίστοιχα των διαφορικών του Newton ). Σύµφωνα µε αυτό οι ροές του 
Taylor  θα έπρεπε να αντιπροσωπεύουν διαφορικά. Ωστόσο, στην πρόταση 

11, δίνει το ανάπτυγµα της άπειρης σειράς για το ρέον sr
••••

 ως εξής : 

...srsrsrrssr
''''''

++++−−−−++++−−−−====
••••••••••••••••••••••••••••

 και εξηγεί ότι οι ροές ,...s,s,s
••••••••••••••••••••••••

 πρέπει να 

ερµηνεύονται ως πηλίκα ροών. ∆ηλαδή ,...
w

s
s,

w

s
s

••••••••

••••••••
••••••••

••••

••••
••••

======== . 

 Ο George  Cantor  εµφανίζεται να είναι ο µόνος που έχει γράψει για την 
πρόταση 3 του Taylor . Oι απόψεις του είναι αρκετά σηµαντικές από την 
στιγµή που επέλεξε κάποια άλλη υποσηµείωση για να αναδείξει τα 
επιχειρήµατα του Taylor . Η επιλογή του φαίνεται να βασίζεται αποκλειστικά 
στην υπόθεση ότι οι ροές του Taylor  δεν είναι τίποτε άλλο από τα διαφορικά 
του Leibniz . Αυτό το συµπεραίνει από τις σηµειώσεις του Leibniz  οι οποίες 
είναι σαφώς πιο κατανοητές από αυτές του Taylor . Στην συζήτηση για την 
πρόταση 11 του Taylor ,  ο Cantor  παραβίασε την υπόθεσή του και έγραψε 

τις ροές του Taylor  ,...s,s,s
••••••••••••••••••••••••

 ως τις παραγώγους ,...
dr

sd
,

dr
ds

2

2

 

αναγνωρίζοντας ότι η σηµείωση του Taylor  στην πρόταση 11 είναι δύσκολο 
να γίνει κατανοητή. 
 Στηριζόµενοι στην επιστολή του Taylor  προς τον Keill  µπορούµε να 
πούµε ότι θα ήταν πιο συνεπές για τον Taylor  να εφαρµόσει τους τύπους 
αντικατάστασης, αφού προηγουµένως είχε αλλάξει τις εξισώσεις µε τις ροές 
σε εξισώσεις µε στιγµές. Αυτό πρέπει να αποτελεί συνθήκη που θα συνόδευε 
τους τύπους που δίνονται στη πρόταση 3 και ο Taylor  δεν έκανε καµία 
αναφορά για αυτό στις «Μεθόδους». Στις ακόλουθες εξισώσεις ο Taylor  
παραγωγίζει υποθέτοντας ότι το z ρέει οµοιόµορφα :  
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,rz ====
s

xxt
x,xsxxtxsxs0,xsrz

••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

−−−−====++++====++++============                             (2.12) 

Εάν δεχθούµε ότι οι ροές αντιπροσωπεύουν διαφορικά τότε σε σύγχρονη 
µορφή οι εξισώσεις του Taylor  είναι οι εξισώσεις που υπολογίζουν την 
δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης x(z) συναρτήσει της αντίστροφης 
συνάρτησης z(x). Έτσι θα έχουµε ότι : 

dz
dz

dz
dx

dx
dz

dz
dx

s
dz
dx

dx
dr

dz
dr

),x(rz ====================  (αφού )x(rz ====  και    

dx
dz

rs ========
••••

), ++++====++++====++++======== 2
2

2
2

2

2

2

2

)
dz
dx

(t
dz

xd
s)

dz
dx

(
dx
ds

dz
xd

s
dz
dx

dz
ds

dz
zd

0         

+ 2

2

dz
xd

s  (αφού 
dx
ds

dx
zd

rt
2

2

============
••••••••

). Τότε θα πάρουµε ότι 2
2

2

)
dz
dx

(
s
t

dz
xd

−−−−==== = 

=
3

2

2

2
2

2

)
dx
dz

(

dx
zd

)
dz
dx

(

dx
dz
dx

zd

−−−−====
−−−−

                                                                          (2.13) 

 Ο τύπος 
s

xxt

z

xz
x

••••••••

••••

••••••••••••
••••••••

−−−−====−−−−====  (2.14) που έδωσε ο Taylor  για το 
••••••••

x , δεν 

µπορεί να έχει νόηµα για το 
••••••••

x  αφού δεν µπορεί να παραχθεί από το πηλίκο 

s
xxt
••••••••

−−−−  όταν οι ροές εµφανίζονται ως παράγωγοι. Στην απόδειξη που έδωσε ο 

Taylor  στις «Μεθόδους» συµπεριλαµβάνει µία παρατήρηση σύµφωνα µε την 
οποία επιβεβαιώνει ότι οι ροές που θεωρεί είναι διαφορικά. Επισηµαίνει ότι 

όταν το x ρέει οµοιόµορφα τότε τα s και t γράφονται 
••••

••••

====
x

z
s  και 

2)x(

z
t

••••

••••••••

==== . Έτσι, 

µε την προϋπόθεση ότι όλες οι ροές ερµηνεύονται ως διαφορικά και µε την 
αντικατάσταση των s και t στην εξίσωση (2.12) προκύπτει η εξίσωση (2.13). 
Για αυτόν τον λόγο η επιµονή του Cantor  στις σηµειώσεις του Leibniz  είναι η 
µόνη που θεµελιώνει την απόδειξη του Taylor . Για να ελέγξει ο Cantor  εάν η 

εξίσωση του Taylor  
••••

••••••••••••
••••••••

−−−−====
z

xz
x  συµφωνεί µε την σύγχρονη εξίσωση (2.13) 

έκανε το εξής : θεωρώντας τις ροές ως διαφορικά η εξίσωση 
••••

••••••••••••
••••••••

−−−−====
z

xz
x  
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γράφεται : ====⇔⇔⇔⇔−−−−====⇔⇔⇔⇔−−−−==== 2

2

2

2

2

2
22

)dz(
xd

dz
dx

)dz(
zd

dz
xd

dz
dx

zdxd ⇔⇔⇔⇔−−−−

3

2

3

2

)dx(
dz)dz(

)dx(
zdxd

   

3

2

2

2

2

3

2

2

2

2

)
dx
dz

(

dx
zd

)dz(
xd

)
dx
dz

(

)dx(
zd

)dz(
xd

−−−−====⇔⇔⇔⇔−−−−====⇔⇔⇔⇔  που είναι η εξίσωση (2.13). Λόγω 

µίας διαφωνίας που προέκυψε από ένα παράδειγµα που είχε δώσει ο Taylor  
στις «Μεθόδους», ο Cantor  έπρεπε επίσης να ελέγξει εάν η αντικατάσταση 
της ισότητας (2.13) σε µία από τις εξισώσεις ροών του Taylor είναι ισοδύναµη 

µε την αντικατάσταση της (2.12) στην ισότητα 
dz
dx

zdxd 22 −−−−==== . Ο Taylor  είχε 

δώσει την ακόλουθη εξίσωση : 0x2zxx ====−−−−−−−−
••••••••••••

 (2.15) µε την µεταβλητή z να 

ρέει οµοιόµορφα. Τότε µε την αντικατάσταση 
••••

••••••••••••
••••••••

−−−−====
z

xz
x  παίρνουµε 

0zx2zzxxz0x2zx
z

xz
====++++++++⇔⇔⇔⇔====−−−−−−−−−−−−

••••••••••••••••••••••••••••

••••

••••••••••••

. Για 1x ====
••••

 η εξίσωση γράφεται 

0zx2zzz ====++++++++
••••••••••••••••

 (2.16) µε την µεταβλητή x να ρέει οµοιόµορφα. Όµως αυτό 
το αποτέλεσµα δεν είναι σωστό. Η εξίσωση (2.15) ως µία σύγχρονη 

διαφορική εξίσωση γράφεται : 0x2z
dz
dx

dz
xd
2

2

====−−−−−−−− . Αντικαθιστώντας το 

πηλίκο 
2

2

dz
xd

 από την (2.13) στην προηγούµενη ισότητα, θα πάρουµε ότι : 

0)
dx
dz

(x2z)
dx
dz

(
dx

zd
0x2z

dz
dx

)
dx
dz

(

1
dx

zd 32
2

2

3
2

2

====++++++++⇔⇔⇔⇔====−−−−−−−−−−−− . Η τελευταία 

εξίσωση ως εξίσωση ροών είναι η : 0)z(x2z)z(z 32 ====++++++++
••••••••••••••••

 η οποία όµως είναι 

διαφορετική από την εξίσωση (2.16). Η αρχική εξίσωση των ροών θα ήταν 
ισοδύναµη µε µία σύγχρονη διαφορική εξίσωση όταν οι ροές 
αντιπροσωπεύουν διαφορικά και όχι παραγώγους. Η επίλυση αυτού του 
προβλήµατος, όπως δόθηκε από τον Taylor , φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα 
και αφορά στο παράδειγµα της εξίσωσης (15) :  
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ΕΞΙΣΩΣΗ ΡΟΩΝ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 

0x2zxx ====−−−−−−−−
••••••••••••

 µε 1z ====
••••

 
(Η µεταβλητή z ρέει 
οµοιόµορφα) 

→ 0x2z
dz
dx

dz
xd
2

2

====−−−−−−−−  

Εξισώνουµε τον αριθµό 
των τελειών για τις 
µεταβλητές x και z : 

0)z(x2zzxx 2 ====−−−−−−−−
••••••••••••••••••••

 

→ 
Πολλαπλασιάζουµε µε (dz)2 : 

0)dz(x2dxzdzxd 22 ====−−−−−−−−  

 

Αντικαθιστούµε το 
••••••••

x  από 

την ισότητα 
••••

••••••••••••
••••••••

−−−−====
z

xz
x  : 

0)z(x2)z(zxxz 32 ====++++++++
••••••••••••••••••••••••

 

→ 
Αντικαθιστούµε το d2x από την 

ισότητα 
dz
dx

zdxd 22 −−−−====  : 

0)dz(x2)dz(dxzzdxd 322 ====++++++++

 

Έχουµε ότι 1x ====
••••

 : 

0)z(x2)z(zz 32 ====++++++++
••••••••••••••••

 

(Η µεταβλητή x ρέει 
οµοιόµορφα) 

→ 
∆ιαιρούµε µε (dx)3 : 

0)
dx
dz

(x2z)
dx
dz

(
dx

zd 32
2

2

====++++++++  

 
 Το ιδιαίτερο της γραφής του Taylor  αποδεικνύεται και από το ότι όλα τα 
ενδιάµεσα βήµατα που εµφανίζονται στον παραπάνω πίνακα δεν 
αναφέρονται στις «Μεθόδους» αλλά σε µία επιστολή του Taylor  προς τον 
Keill .  
 Στις σηµειώσεις του Nicolaus Bernoulli , φαίνεται ότι η πρόταση 3 του 
Taylor  εκφράζεται σωστά. Όµως, µία αναφορά που στέλνει ο Bernoulli  στον 
Leibniz  είναι αρκετά διαφορετική από την διατύπωση του Taylor . Μέσω 
αυτής της αναφοράς δίνεται η δυνατότητα σύγκρισης των θεωριών των 
Newton  και Leibniz  που εφαρµόζονται στην επίλυση προβληµάτων που 
περιέχουν διαφορικές εξισώσεις. Στην επιστολή αυτή, υπογραµµίζεται  
συγχρόνως, η εντυπωσιακή δυνατότητα που δίνει ο Απειροστικός Λογισµός  
να εξάγουµε σωστές παραγωγίσεις και ολοκληρώσεις σε προβλήµατα µε 
διαφορετικές µεταβλητές, χωρίς να κάνουµε χρήση των µοντέρνων 
λειτουργιών των συναρτήσεων.  
 Στην προαναφερόµενη επιστολή ο Nicolaus Bernoulli  ξεκινά µε κάποια 
δυσµενή σχόλια για το βιβλίο του Taylor  : «Επιτέλους το βιβλίο του Taylor 
για την µέθοδο των προσαυξήσεων έφθασε. Η εκτίµησή µου είναι ότι 
όσα αναφέρονται σε αυτό είναι ήδη γνωστά. Εδώ και πολύ καιρό θεωρώ 
ότι η γραφή του Taylor είναι σκοταδιστική και αφηρηµένη, γεγονός που 
µε κάνει να πιστεύω ότι το βιβλίο του θα γίνει κατανοητό από 
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ελάχιστους αναγνώστες. Την τρίτη του πρόταση την έχω επεξεργασθεί 
πριν από κάποιο διάστηµα ως εξής : Θέτω ddx=Adz 2 όπου το Α δηλώνει 
µία ποσότητα που εξαρτάται από τις µεταβλητές x και z και σταθερές. 

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε ότι ∫∫∫∫==== Adzdzdx  ή ∫∫∫∫==== Adz
dz
dx

. Η εξίσωση 

αυτή φαίνεται να είναι µία διαφορική εξίσωση. Θέτοντας όµως το dz ως 

µεταβλητή και το dx σταθερό θα πάρουµε : Adz
dz

dxddz
2

====−−−−  ή 

ddxAdz
dz

dxddz 2 ========−−−− . Για τα τρίτα διαφορικά υποθέτω ότι : d3x=Adz 3. 

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε ∫∫∫∫==== Adzdzddx 2 . Αντικαθιστώντας το ddx 

µε το πηλίκο 2Adz
dz

dxddz
====−−−−  και διαιρώντας µε το dz2 θα έχουµε ότι  

∫∫∫∫====−−−− Adz
dz

dxddz
2

. Υποθέτοντας  πάλι  το  dx σταθερά και 

παραγωγίζοντας, θα πάρουµε ότι Adz
dz

dxddz3zdxdzd
4

23

====
++++−−−−

⇔⇔⇔⇔  

xdAdz
dz

dxddz3zdxdzd 33
2

23

========
++++−−−−

⇔⇔⇔⇔ . Άρα πρόκειται για το 

αποτέλεσµα στο οποίο κατέληξε ο Taylor. Όµοια θα εργαζόµουν και για 
τα διαφορικά µεγαλύτερης τάξης».  
 Η προαναφερόµενη µέθοδος του Bernoulli  παρουσιάζεται στα 
περισσότερα από τα σηµερινά βιβλία του Απειροστικού Λογισµού. Σε 
σύγχρονους όρους η µέθοδος αυτή παρουσιάζεται ως εξής : Υποθέτουµε 

αρχικά ότι A
dz

xd
2

2

==== . Ολοκληρώνοντας µε µεταβλητή το z παίρνουµε ότι 

∫∫∫∫==== Adz
dz
dx

. Αυτή η εξίσωση περιλαµβάνει µόνο πρώτης τάξης διαφορικά και 

εποµένως δεν εξαρτάται από µία µεταβλητή που µεταβάλλεται οµοιόµορφα. 

Παραγωγίζοντας µε µεταβλητή το x έχουµε : ∫∫∫∫ ⇔⇔⇔⇔==== )Adz(
dx
d

)
dz
dx

(
dx
d

           

2

2

3

2

2

2

2

2

dz
xd

A
)

dx
dz

(

dx
zd

dx
dz

A
)

dx
dz

(

dx
dx

dx
zd

dx
dz

A

dx
dz
dx
dx

dx
d

========−−−−⇔⇔⇔⇔====
−−−−

⇔⇔⇔⇔====



















⇔⇔⇔⇔ .  

 Η επιστολή του Bernoulli  προς τον Leibniz  δεν περιέχει άλλο 
παράδειγµα εφαρµογής της θεωρίας του. Αντίθετα, ο Taylor  στις 
«Μεθόδους» παρέχει τρεις διαφορετικές και σηµαντικές εφαρµογές που 
αναδεικνύουν την εκτίµησή του για την µέθοδο του µετασχηµατισµού.  
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 Η πρώτη εφαρµογή της γίνεται στην πρόταση 8 όπου ο Taylor  εµφανίζει 

την εξίσωση 0)x(xxxnzx 2 ====−−−−−−−−++++
••••••••••••••••••••••••

 για να επεξηγήσει το ανάπτυγµα της 

σειράς που είχε εξάγει από την πρόταση 7. Αφού εξασφάλισε την λύση µέσω 
σειρών παρατήρησε ότι η παραπάνω εξίσωση είναι ο µετασχηµατισµός της 

εξίσωσης 0xzxzn)z(zz 2 ====++++++++++++
••••••••••••••••••••••••••••

. Ο λόγος για τον οποίο ο Taylor  

χρησιµοποιεί αυτό το µετασχηµατισµό, είναι να µπορέσει να πάρει µία 
καινούργια εξίσωση, µέσω της οποίας, η λύση µε σειρές όχι µόνο να 
υπολογίζεται ευκολότερα αλλά και να εκφράζεται µε µία απλούστερη κλειστή 
µορφή µέσω του διωνυµικού αναπτύγµατος.  
 Μία δεύτερη εφαρµογή της πρότασης 3 αφορά στην επαναληπτικότητα 
των σειρών για την οποία είχαν επινοήσει µία ειδική µέθοδο οι Newton  και 
Leibniz . Η µέθοδος αυτή είχε καταστεί τυποποιηµένη µέχρι την έκδοση των 
«Μεθόδων». Σε επιστολή του προς τον Keill  ο Taylor  βεβαιώνει ότι το νέο 
του θεώρηµά για την επαναληπτικότητα των σειρών είναι τόσο κατάλληλο 
όσο και η µέθοδος των Newton  και Leibniz . Χαρακτηριστικά αναφέρει : 
«Αυτή η πρόταση έχει µεγάλη σηµασία για την εύρεση ρεόντων από 
ροές. Για παράδειγµα, εάν έχουµε στην υπόθεση ότι η µεταβλητή z ρέει 
οµοιόµορφα και το x είναι µεταβλητή, τότε κατά την αντίστροφη µέθοδο 
των ροών θα βρούµε το x εκφρασµένο σε δυνάµεις του z. Εάν όµως 
βρούµε το z συναρτήσει δυνάµεων του x θα πρέπει να 
µετασχηµατίσουµε την εξίσωση µέσω αυτής της πρότασης. Οι Newton 
και Leibniz το κάνουν αυτό µε την µέθοδο της επαναληπτικότητας των 
σειρών. Εκτιµώ όµως ότι η µέθοδος του µετασχηµατισµού είναι πιο 
άµεση και πιο γνήσια». ∆εν έχει γίνει γνωστό εάν οι Newton και Leibniz 
προσβλήθηκαν από αυτούς τους ισχυρισµούς του Taylor . Αυτό όµως που 
έγινε γνωστό είναι ότι οι µέθοδοί τους συνέχισαν να διδάσκονται και µετά την 
έκδοση των «Μεθόδων», γεγονός που κατέστησε την διορατικότητα του 
Taylor  µάλλον απαρατήρητη.  
 Η επιµονή του Taylor  στη µέθοδό του είναι πιθανόν αβάσιµη. Σύµφωνα 
µε τη µέθοδό του, µία εξίσωση ροών που περιέχει το x ως συνάρτηση του z 
θα δώσει ως λύση µία δυναµοσειρά του x, αφού πρώτα µετασχηµατισθεί 
µέσω της πρότασης 3 και µετά επιλυθεί ως µία εξίσωση δυναµοσειράς του x. 
Αυτό δεν είναι πάντοτε ευκολότερο και αµεσότερο από την διαδικασία 
επίλυσης των Newton και Leibniz . Με τη µέθοδό τους πρώτα επίλυαν την 
εξίσωση σε µία δυναµοσειρά του z και στη συνέχεια, χωρίς καµία αναφορά 
στην εξίσωση, µετασχηµάτιζαν µε κάποιον από τους τρόπους που είχαν 
επινοήσει τη δυναµοσειρά αυτή σε µία δυναµοσειρά του x. 
 Η τρίτη εφαρµογή της πρότασης 3 που εµφανίζεται στις «Μεθόδους» 
περιλαµβάνει το µετασχηµατισµό µεταβλητών εκφράσεων µεγαλύτερης τάξης. 
Οι πιο γνωστές εκφράσεις αυτής της µορφής ήταν οι διάφοροι τύποι για την 
ακτίνα της κυρτότητας, κάθε ένας από τους οποίους είχε εξάρτηση από τη 
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διαφορετική επιλογή της οµοιόµορφα ρέουσας µεταβλητής. Στο παράδειγµα 4 
της πρότασης 15 ο Taylor  διαπιστώνει ότι ο τύπος της ακτίνας καµπυλότητας 

για την οµοιόµορφα ρέουσα µεταβλητή z είναι 
••••••••••••

••••

xz

)v( 3

 όπου z είναι η τετµηµένη, 

x η τεταγµένη και v το µήκος τόξου µίας δεδοµένης καµπύλης. Η σχέση αυτή 

µε παραγώγους γράφεται : 

2

2

3

2

2

3

dz
xd

)
dz
dv

(

)
dz

xd
)(

dz
dz

(

)
dz
dv

(
====  που είναι ο γνωστός 

σύγχρονος τύπος. Στη συνέχεια ο Taylor  αποδεικνύει τον τρόπο σύµφωνα µε 
τον οποίο αυτή η έκφραση µπορεί να µετασχηµατισθεί µέσω της πρότασης 3 
ώστε να πάρουµε τον αντίστοιχο τύπο όταν το v ρέει οµοιόµορφα. Από την 

εξίσωση 
222

zxv
••••••••••••

++++====  παραγωγίζοντας παίρνει ότι 
••••••••••••••••••••••••

==== xxvv  (η µεταβλητή z 

ρέει οµοιόµορφα). Έτσι 
••••

••••••••••••
••••••••
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x

vv
x . Αντικαθιστώντας αυτή την τιµή για το 

••••••••

x  στο 

αρχικό πηλίκο 
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 θα έχουµε ότι 
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. Λόγω 

πρότασης 3 γνωρίζουµε ότι 
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z

vz
v . Έτσι τελικά παίρνουµε ότι 
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. Το πηλίκο 
••••••••

••••••••

−−−−
z

xv
 αποτελεί το νέο τύπο της ακτίνας 

καµπυλότητας όταν η µεταβλητή v µεταβάλλεται οµοιόµορφα. Ο Taylor  
χρησιµοποιεί αυτό τον τύπο και στην πρόταση 21 προκειµένου να εξάγει την 
διαφορική εξίσωση που αφορά στη µορφή τόξου που συγκρατεί το βάρος 
ενός ρευστού. Ο εναλλακτικός τύπος είναι απαραίτητος από τη στιγµή που η 
ανάλυση σε δυνάµεις βασίζεται στην υπόθεση των ίσων απειροελάχιστων 

στοιχείων 
••••

v  της καµπύλης που αντιπροσωπεύει το τόξο.  
 Η πρόταση 3 των «Μεθόδων» έτυχε µικρής προσοχής κατά τη διάρκεια 
του 18ου αιώνα. Ένας προφανής λόγος είναι το ύφος γραφής και οι δυσνόητες 
σηµειώσεις του Taylor . ∆ύο άλλοι πιθανοί λόγοι για την έλλειψη 
αναγνωρισιµότητας αυτής της πρότασης είναι οι ακόλουθοι :  
 α) Οι τύποι αντικατάστασης του Taylor  (µεγάλης σηµασίας για ένα 

αποτέλεσµα όπως αυτό των σειρών Taylor ) µπορεί να είχαν 
απορροφηθεί στο µεγάλο σώµα των τεχνικών του Απειροστικού 
Λογισµού (όπως για παράδειγµα η ολοκλήρωση κατά παράγοντες ή 
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ο κανόνας της αλυσίδας) οι οποίες µεταφέρθηκαν µεµονωµένα, 
χωρίς να εξετασθούν, σε κάθε νέα γενεά σπουδαστών. 

 β) Η εξήγηση αυτή περιλαµβάνει την ανάπτυξη της θεωρίας των 
διαφορικών εξισώσεων στον 18ο αιώνα. Σύµφωνα µε τον Bos  (1974), 
από τα µέσα του 18ου αιώνα, η προσοχή των τότε µαθηµατικών είχε 
µετατοπισθεί στη µετατροπή διαφορικών εξισώσεων, όπου ένα 
διαφορικό είναι υποτιθέµενη σταθερά, σε τέτοιες, όπου κανένα 
διαφορικό δεν είναι σταθερά. Το πρόβληµα αυτό το είχε εισάγει 
πρώτος ο Johann Bernoulli και επηρέασε αρκετές εργασίες 
επιστηµόνων όπως αυτές των Euler και D’ Alembert . Έτσι ίσως να 
συνέβαλε στην απόκρυψη της πρότασης 3 του Taylor  που 
ουσιαστικά αποτελούσε την αφετηρία αυτού του γενικευµένου 
προβλήµατος. 

 Το 1742 ο Johann  Bernoulli  δηµοσίευσε το πρόβληµα αυτό (αφού είχε 
διαβάσει τις «Μεθόδους» του Taylor ) και έκανε το µοναδικό µη δυσµενές 
σχόλιο για την εργασία του Taylor . Προφανώς υποκινήθηκε από την 
επεξεργασία της πρότασης 3 και ουσιαστικά κατέγραψε την υποχρέωση που 
είχε στον Taylor  παρά την παρατεταµένη και έντονη διαφωνία που είχε 
προκύψει ανάµεσά τους.  
 
2.4. Η ΠΡΟΤΑΣΗ 7 – ΠΟΡΙΣΜΑ 2 ΤΩΝ «ΜΕΘΟ∆ΩΝ» 
 
 Η πρόταση 7 και το πόρισµα 2 αυτής της πρότασης αποτελούν τη 
µέθοδο που ουσιαστικά οδηγεί στο ανάπτυγµα της σειράς Taylor . Την εποχή 
που δηµοσιεύτηκε το ανάπτυγµα, οι Newton και James  Gregory  γνώριζαν 
να εφαρµόζουν το θεώρηµα σε συγκεκριµένες συναρτήσεις. Επίσης ο 
Johann Bernoulli  είχε δηµοσιεύσει από το 1694 µία ισοδύναµη µορφή του 
αναπτύγµατος, ενώ ο Leibniz  ισχυριζόταν ότι τα αποτελέσµατα του Bernoulli  
του ήταν ήδη γνωστά. Παρόλα αυτά ο Taylor  είναι σίγουρα ο πρώτος που 
διατυπώνει ένα γενικευµένο θεώρηµα για το ανάπτυγµα σε άπειρη σειρά, το 
οποίο σε σύγχρονο συµβολισµό εκφράζεται από την ακόλουθη ισότητα : 
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∆∆∆∆
++++====++++ ...

!3
)z2u)(zu(u

)z(
)z(x

!2
)zu(u

)z(
)z(x

u
z

)z(x
)z(x)uz(x

3

3

2

2

++++ ...
!n

)z)1n(u)...(zu(u
)z(

)z(x
n

n

++++
∆∆∆∆−−−−−−−−∆∆∆∆−−−−

⋅⋅⋅⋅
∆∆∆∆

∆∆∆∆
 όπου u=n∆z.  (2.17) 

 Η προεργασία για το θεώρηµα αυτό είχε γίνει νωρίτερα από τον Newton  
καθώς στο 3ο βιβλίο των Principia , Λήµµα 1 (περίπτωση 5), υπολόγιζε την 
εξίσωση νιοστού βαθµού, η οποία παρεµβάλλει σε παραβολή ν+1 γνωστές 

τιµές znzz,...,z2zz,zzz,zz n210 ∆∆∆∆++++====∆∆∆∆++++====∆∆∆∆++++======== . 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕΤ/ΚΟΥ ΦΟΙΤΗΤΗ  ΧΡΙΣΤΙΑ ΣΠΥΡΟΥ BROOK TAYLOR : Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΑΥΞΗΣΕΩΝ 

 Σελίδα 29 από 84  

 Η πρόταση 7 του Taylor , η οποία είναι σαφώς επηρεασµένη από τον 
τύπο παρεµβολής των Gregory – Newton , διατυπώνεται στις «Μεθόδους» 
ως εξής :  
 Πρόταση 7 : «Έστω x και z είναι δύο µεταβλητές ποσότητες εκ 

των οποίων η z αυξάνει οµοιόµορφα κατά δοσµένες αυξήσεις 
••••
z . 

Θέτουµε 

'
////

uzu,uzu,uzn ====−−−−====−−−−====
••••••••••••

 κ.ο.κ. Τότε λέγω ότι καθ΄ον 

χρόνο το z αυξάνει σε z+u, το x οµοίως αυξάνει στο :  

 ...
z321

uuu
x

z21

uu
x

z1
u

xx 3

////

2

/

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

++++

••••

••••••••••••

••••

••••••••

••••

••••
». 

 Το λήµµα 1 (περίπτωση 5) του 3ου βιβλίου των Principia  του Newton  
µεταφρασµένο σε µοντέρνη ορολογία των πεπερασµένων διαφορών γράφεται 
ως εξής :  

...
!n

)z∆)1n(u...(u
)z∆(

)z(x∆

!2
)z∆u(u

2)z∆(

)z(x2∆
z∆

u)z(x∆
)z(x)u(y n

n

++++
−−−−−−−−

++++
−−−−

++++++++====

 Με τη βοήθεια του παραπάνω λήµµατος το συµπέρασµα της πρότασης 
7 του Taylor  παίρνει τη µορφή : 

...
!nn)z∆(

)z∆)1n(u..(u)z(xn∆
..

!22)z∆(

)z∆u(u)z(x2∆
z∆

u)z(x∆
)z(x)uz(x ++++

−−−−−−−−
++++++++

−−−−
++++++++====++++

όπου u=n∆z.  
 Στο σηµείο αυτό, είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι ενώ ο Newton  
χρησιµοποιεί το θεώρηµα κατασκευάζοντας µία συνάρτηση x(z) για να 
παρεµβάλλει τιµή σε άλλη συνάρτηση y, ο Taylor  δίνει ένα θεώρηµα για να 
υπολογισθεί η τιµή της συνάρτησης x(z) σε ένα νέο σηµείο. 
 Για την εξαγωγή του αναπτύγµατος ο Taylor  θεωρεί ότι καθώς το n 
αυξάνει απεριόριστα ( +∞+∞+∞+∞→→→→n ) τότε ∆z 0→→→→ . Στη συνέχεια, για να υπολογίσει 
το όριο αντικαθιστά τις απειροελάχιστες αυξήσεις µε τις ροές που είναι 
ανάλογες προς αυτές. Θεωρώντας τις µεταβλητές x και z ως συναρτήσεις του 

χρόνου, µε το z να αυξάνει γραµµικά, παίρνει ότι : ),h(zz),0(zz 10 ========  

),h2(zz2 ====  κ.ο.κ. Για τις διαφορές 001 z)h(zzzz −−−−====−−−−====∆∆∆∆  και αφού h πολύ 

µικρό, ο Taylor  υποθέτει ότι hz)0(z)h(zzzz 001

••••

≅≅≅≅−−−−====−−−−====∆∆∆∆  όπου 0z
••••

 η ροή 

του z στο t=0. Όµοια παίρνει ότι ====−−−−====∆∆∆∆ )z(x)z(x)z(x 01 )z(x))h(z(x 0−−−− = 

h)z(xh))0(z(x 0

••••

≅≅≅≅====  και γενικότερα h)z(x)z(x)z(x)z(x κκ1κκ

••••

++++ ====−−−−====∆∆∆∆ . Για την 

διαφορά ∆2x(z) η εξίσωση προκύπτει ως εξής : ====∆∆∆∆−−−−∆∆∆∆====∆∆∆∆ )z(x)z(x)z(x 01
2  

2
001 h)z(xh)z(xh)z(x

••••••••••••••••

≅≅≅≅−−−−====  κ.λ.π. Αντικαθιστώντας τις διαφορές αυτές στον 

τύπο παρεµβολής του Newton  προκύπτει η ισότητα : ++++====++++ )z(x)uz(x       
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...
!2

)zu(u
)z(''xu)z('x)z(x...

!2
)zu(u

)hz(

h)z(x
u

hz

h)z(x
00

2
0

2
0

0

0
++++

∆∆∆∆−−−−
⋅⋅⋅⋅++++++++====++++

∆∆∆∆−−−−
⋅⋅⋅⋅++++++++

••••

••••••••

••••

••••

 

Για 0z →→→→∆∆∆∆  η προηγούµενη ισότητα γράφεται : ++++++++====++++ u)z('x)z(x)uz(x 0      

...
!2

u
)z(''x

2

0 ++++⋅⋅⋅⋅++++  Θέτοντας όπου x την συνάρτηση f, z το x0 και u το x-x 0 η 

τελευταία ισότητα παίρνει την µορφή :  

++++−−−−++++==== )xx)(x('f)x(f)x(f 000 ...
!3

)xx(
)x('''f

!2
)xx(

)x(''f
3

0
0

2
0

0 ++++
−−−−

++++
−−−−

⋅⋅⋅⋅  (2.18) 

που είναι η γνωστή µορφή του θεωρήµατος Taylor .  
 Από τα παραπάνω, διαπιστώνεται ότι το πέρασµα από τις διαφορές στα 
όρια γίνεται χωρίς εξήγηση, ενώ βέβαια δεν υπάρχει καµία αναφορά για την 
σύγκλιση της σειράς. Η µοναδική εφαρµογή αυτής της πρότασης που 
αναγράφεται στις «Μεθόδους», είναι η διαφορική εξίσωση της πρότασης 8 
που αναφέρθηκε στην παράγραφο 2.3. Κάποιες άλλες εφαρµογές αυτής της 
πρότασης, που αφορούσαν πάλι στην επίλυση διαφορικών εξισώσεων, 
δηµοσιεύθηκαν από τον Taylor  πολύ αργότερα, στο περιοδικό 
«Philosophical Transactions» .  
 
2.5. Η ΠΡΟΤΑΣΗ 11 ΤΩΝ «ΜΕΘΟ∆ΩΝ» 
 
 Η πρόταση αυτή, όπως δηµοσιεύθηκε στις «Μεθόδους», και όπως 
περιγράφεται στην αλληλογραφία και στις σηµειώσεις του Taylor , είναι µία 
πολύτιµη γενίκευση του θεωρήµατος του Johann  Bernoulli και 
χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων.  
 Ο Taylor  παρουσιάζει και εξάγει την πρόταση 11 των «Μεθόδων» ως 

εξής : «Το ρέον (ολοκλήρωµα) του sr
••••

 µπορεί να εκφρασθεί από τις 

σειρές : ...srsrsrsrrssr
//////////

++++−−−−−−−−++++−−−−====∫∫∫∫
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

 ή 

...srsrsrsrsr
//////////

++++−−−−++++−−−−====∫∫∫∫
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

. Το θεώρηµα ερευνάται µε τον ακόλουθο 

τρόπο : Έστω ότι το ζητούµενο ολοκλήρωµα είναι prs ++++ . Τότε 

παίρνουµε ότι prssr ++++====∫∫∫∫
••••

. Παραγωγίζοντας θα έχουµε 
••••••••••••••••

++++++++==== psrsrsr .  Άρα 
••••••••

−−−−==== srp  και έτσι ∫∫∫∫−−−−====
••••

srp . Αντικαθιστώντας 

αυτή την τιµή του p  στο αρχικό ολοκλήρωµα προκύπτει ότι 

∫∫∫∫−−−−====∫∫∫∫
••••••••

srrssr . Τώρα υποθέτουµε ότι qsrsr
/

++++====∫∫∫∫
••••••••

. Παραγωγίζοντας θα 

πάρουµε ότι 
••••••••••••••••••••

++++++++==== qsrsrsr
/

 ή 
••••••••••••

−−−−==== srq
/

. Άρα 
••••••••

∫∫∫∫−−−−==== srq
/

 και έτσι 
••••••••••••••••

∫∫∫∫−−−−====∫∫∫∫ srsrsr
//

. Αντικαθιστώντας πάλι αυτό το ολοκλήρωµα στο αρχικό, 
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θα πάρουµε ότι  
••••••••••••••••

∫∫∫∫++++−−−−====∫∫∫∫ srsrrssr
//

. Επαναλαµβάνοντας την παραπάνω 

διαδικασία θα προκύψει η πρώτη σειρά ενώ παίρνοντας τα ρέοντα του 
s  αντί του r  θα προκύψει η δεύτερη σειρά».  
 Σε σύγχρονη µορφή οι προαναφερόµενες σειρές γράφονται ως εξής :  










∫∫∫∫ ++++∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫++++∫∫∫∫∫∫∫∫−−−−∫∫∫∫====

∫∫∫∫ ++++∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫−−−−∫∫∫∫∫∫∫∫++++∫∫∫∫−−−−====

====∫∫∫∫

...sdwdwdw
dw

rd
sdwdw

dw
rd

sdw
dw
dr

sdw
dw
dr

...rdwdwdw
dw

sd
rdwdw

dw
sd

rdw
dw
ds

srdw
dw
dr

s
sdr

3

3

2

2

3

3

2

2

όπου s, r, w είναι συναρτήσεις της ίδιας µεταβλητής z. Στην περίπτωση όπου 
r=z=w  προκύπτει ο τύπος του Johann  Bernoulli  που θα δούµε στο Κεφάλαιο 
3 – παράγραφος 3.6.  
 Ο Taylor , στη σελίδα 41 των «Μεθόδων», είχε δώσει το ακόλουθο 
παράδειγµα για αυτή την πρόταση : Έστω ότι θέλουµε να βρούµε µία σειρά 

για το ολοκλήρωµα dz)z1(z 2
1

3
∫∫∫∫ ++++====ΙΙΙΙ . 

 α) Θέτουµε 2
1

3 )z1(zn ++++==== . Τότε 
3

3
3

z12

z3
z1

dz
dn

++++
++++++++====  και 

33

32

2

2

z1)z1(4

)z58(z3
dz

nd

++++++++

++++
==== . Χρησιµοποιώντας τη σειρά του Johann  

Bernoulli  ...
!3

z
dz

nd
!2

z
dz
dn

nzndz
3

2

22

−−−−++++∫∫∫∫ −−−−====  µε 2
1

3 )z1(zn ++++==== , θα 

πάρουµε ότι ...
z1)z1(24

)z58(z3

z14

z3
z1

2
z

33

35

3

5
3

2

−−−−
++++++++

++++
++++

++++
−−−−++++====ΙΙΙΙ  

 β) Θα χρησιµοποιήσουµε την πρώτη από τις σύγχρονες µορφές της 

σειράς του Taylor  µε zdzdr,z1s 3 ====++++====  και dzz3dw 2==== . Τότε 

θα έχουµε ότι 
s2
1

z12

1
dzz3

dz
z12

z3

dw
ds

32

3

2

====
++++

====
++++====  και 

322

2

s4
1

s2
1

)
s2
1

(
dw
ds

)
dw
ds

(
ds
d

dw
sd

−−−−====−−−−======== . Όµοια θα πάρουµε ότι 

53

3

s8
3

dw
sd
====  κ.ο.κ. Από τη σχέση zdzdr ====  έχουµε ότι 

2
z

r
2

==== . Τότε 

80
z9

dz
10
z3

z3rdwdw,
10
z3

dzz
2
3

dzz3
2
z

rdw
85

2
5

42
2

====∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫========∫∫∫∫====∫∫∫∫ ∫∫∫∫====

 κ.ο.κ. Αντικαθιστώντας στη σειρά του Taylor  παίρνουµε ότι 

...
z1)z1(320

z9

z120

z3
z1

2
z

33

8

3

5
3

2

++++
++++++++

−−−−
++++

−−−−++++====ΙΙΙΙ  

 Για το παράδειγµα αυτό ο Feigenmaum  επισηµαίνει τα εξής :  
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 α) Ο  Taylor  επιλέγει το s σε σχέση µε το dw  έτσι ώστε τα πηλίκα 

,
dw

sd
,

dw
ds

2

2

 κ.ο.κ. να µπορούν να προσδιορισθούν µε µικρότερη 

προσπάθεια από τα πηλίκα ,
dz

nd
,

dz
dn

2

2

 κ.ο.κ. στη σειρά του Johann  

Bernoulli . 
 β) Ο Taylor  επιλέγει το dr  σε σχέση µε το dw  έτσι ώστε τα 

∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ,rdwdw,rdw,r  κ.ο.κ. να βρεθούν χωρίς µεγάλο πλήθος 

υπολογισµών. Η επιπλέον εργασία για τον υπολογισµό αυτών των 
ολοκληρωµάτων εξισορροπείται από τη διευκόλυνση στους 
υπολογισµούς  των παραγώγων του s.  

 γ) Στο αποτέλεσµα προκύπτει ασυµφωνία διότι στη σειρά του Johann  

Bernoulli  δεν έχει υπολογισθεί ο όρος 
!5

z
dz

nd 5

4

4

. Με την προσθήκη 

αυτού του όρου το αποτέλεσµα θα είναι το ίδιο.  
 δ) Στη σειρά του Johann  Bernoulli , η συνάρτηση n δίνεται αµέσως σε 

αντίθεση µε την πρόταση 11, η οποία επιτρέπει κάποια ελευθερία 
στην επιλογή των s και dw . Για παράδειγµα, το προηγούµενο 

ολοκλήρωµα θα µπορούσαµε να το γράψουµε dz
z
1

1z
3

2
5

∫∫∫∫ ++++====ΙΙΙΙ . 

Τότε επιλέγοντας dz
z
3

dw,dzzdr,
z
1

1s
4

2
5

3
−−−−========++++====  η σειρά του 

Taylor  θα έδινε αποτέλεσµα ...
z17

z6
7

z1z2
3

232

++++
++++

++++
++++

====ΙΙΙΙ  η οποία 

είναι µία σειρά διαφορετική από τις προηγούµενες. 
 Αυτό που ιδιαίτερα πρέπει να τονισθεί, είναι ότι η σειρά του Taylor  
γενικεύει το θεώρηµα του Johann  Bernoulli . Η διαπίστωση αυτή οφείλεται 
στη λεπτοµερή επεξεργασία των σταθερών ολοκλήρωσης από τον Taylor .  
 Ο Johann  Bernoulli  χρησιµοποίησε τη σειρά του για την επίλυση 
πρώτης τάξης διαφορικών εξισώσεων. Όµως παραµελώντας τη σταθερά 
ολοκλήρωσης έπαιρνε µόνο µία ειδική περίπτωση για κάθε ολοκλήρωµα. Για 

παράδειγµα, για τη διαφορική εξίσωση dz
zα

α
dy

++++
====  βρήκε (µέσω της σειράς 

του) αποτέλεσµα ...
)zα(3

zα
)zα(2

zα
zα

zα
dz

zα

α
dyy

3

3

2

2

++++
++++

++++
++++

++++
++++

====∫∫∫∫
++++

====∫∫∫∫==== . 

Όµως για z=0 το δεύτερο µέλος ισούται µε µηδέν και έτσι υπονοείται ότι 
y(0)=0.  
 Αντίθετα, ο Taylor  στην πρόταση 11, δίνει ιδιαίτερη προσοχή στη 
σταθερά ολοκλήρωσης, αναγνωρίζοντας ότι η διαδικασία της ολοκλήρωσης 
εισάγει απαραίτητα µία σταθερή ποσότητα κατά την επίλυσή της µε σειρά. 
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Επεξηγεί ότι µία σειρά µπορεί να καθορισθεί όταν δίνεται η τιµή του 
ολοκληρώµατος για κάποια γνωστή τιµή του z αναφέροντας τα εξής : «Η 
σειρά που βρίσκεται από αυτό το θεώρηµα µπορεί να προσαρµοσθεί 
στις συνθήκες του προβλήµατος όταν έχουµε µία τιµή για το ζητούµενο 
ολοκλήρωµα που αντιστοιχεί σε µία γνωστή τιµή της µεταβλητής. Αυτό 

µπορεί να γίνει παίρνοντας όλα τα ολοκληρώµατα 
///

r,r,r  κ.ο.κ. ή 
///

s,s,s  κ.ο.κ. χωρίς καµία διόρθωση από την προσθήκη σταθερών και 

προσθέτοντας στη σειρά που βρήκαµε µία σταθερά η οποία θα 
προσδιορισθεί µέσω της αρχικής συνθήκης». Έτσι, στο παράδειγµα του 

Johann  Bernoulli  για το ολοκλήρωµα dz
zα

α
∫∫∫∫

++++
====ΙΙΙΙ , απαιτούµε 0====ΙΙΙΙ  όταν 

cz ==== . Θέτοντας 
zα

α
s

++++
====  και dwdzdr ========  τότε σύµφωνα µε τον Taylor  θα 

έχουµε ότι : 
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++++

−−−−
++++

++++

−−−−
++++

++++

−−−−

++++
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Η δεύτερη λύση αντιστοιχεί στην πρώτη σειρά της πρότασης 11 του Taylor  

εάν τη γράψουµε : ...drdw
dw

sd
drdw

sw
ds

drssdr z
c

z
c2

2
z
c

z
c

z
c

z
c −−−−∫∫∫∫∫∫∫∫++++∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫∫ −−−−====  

 Παρά τα επιχειρήµατα υπέρ της διάκρισης µεταξύ της πρότασης 11 και 
του θεωρήµατος του Johann  Bernoulli , δεν υπάρχει αµφισβήτηση ότι η 
εργασία του Johann  Bernoulli ήταν η κύρια έµπνευση για την ανάπτυξη της 
πρότασης 11 του Taylor . Όµως από τις σηµειώσεις του Taylor  κάτι τέτοιο δεν 
γίνεται φανερό. Έτσι διαφαίνεται ότι ο Johann  Bernoulli  δικαίως κατηγορεί 
τον Taylor  για κλοπή. Αυτό οφείλεται στη λανθασµένη εκτίµηση του Johann  
Bernoulli ότι η πρώτη σειρά της πρότασης 11 του Taylor , αποτελεί µία 
µεταµφιεσµένη έκδοση του θεωρήµατός του. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι η 
σειρά του Johann  Bernoulli , που είναι όµοια µε τη δεύτερη σειρά της 
πρότασης 11 του Taylor , είχε ανακαλυφθεί το 1695 και είχε δηµοσιοποιηθεί 
µόνο στον Leibniz . Εποµένως ήταν δύσκολο για τον Taylor  να την είχε 
υποκλέψει. Όσον αφορά στην απόδειξη της πρότασης 11, ο Johann  
Bernoulli  θεωρεί ότι οφείλεται στον De Moivre . Από τις σηµειώσεις του 
Taylor  φαίνεται ότι πράγµατι ο Taylor  δανείστηκε τη µέθοδο του De Moivre  
στην απόδειξη της πρότασης 11. Όµως αυτό δεν δικαιολογεί τον µεγάλο θυµό 
και την αντιπαλότητα του Johann  Bernoulli  προς τον Taylor .  
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Η ∆ΙΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ 
ΣΕΙΡΑΣ TAYLOR ΜΕΣΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΕΡΓΑΣΙΕΣ 
ΤΩΝ GREGORY, NEWTON, STIRLING, 
LEIBNIZ, JOHANN BERNOULLI ΚΑΙ DE 
MOIVRE 

 
3.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 Το θεώρηµα του Taylor , που ήταν γνωστό στους µεταγενέστερούς του 
ως πρόταση 7 – πόρισµα 2 των «Μεθόδων», δηµοσιεύτηκε όπως είδαµε 
(Κεφάλαιο 1 – Παράγραφος 1.2) για πρώτη φορά το 1715. Παρότι αυτό το 
γεγονός χαρακτήρισε την πρώτη δηµόσια εµφάνιση των σειρών, σήµερα είναι 
γνωστό ότι ο Taylor  δεν ήταν ο πρώτος που ανακάλυψε τις σειρές. Ανάµεσα 
σε αυτούς που είχαν εργασθεί πάνω στις σειρές, λίγο πριν ή και σχεδόν 
ταυτόχρονα µε τον Taylor , βρίσκουµε τα ονόµατα των : James Gregory , 
Newton , James Stirling , Leibniz , Johann Bernoulli , και Abraham De 
Moivre . Βέβαια, ο κατάλογος δεν τελειώνει εδώ δεδοµένου ότι αναφερόµαστε 
στη βιβλιογραφία κατά τη διάρκεια του 17ου και 18ου αιώνα. 
 Η έρευνα όλων αυτών των εργασιών παρέχει ένα διαφωτιστικό 
παράδειγµα του φαινοµένου της ταυτόχρονης ανακάλυψης στα µαθηµατικά 
και επιπλέον, χαρακτηρίζει µία ιδιαίτερη εποχή της ιστορίας του Απειροστικού 
Λογισµού η οποία έγινε γνωστή από την ανάπτυξη εξαιρετικά έξυπνων  
τεχνικών, µερικές από τις οποίες υποκίνησαν τον σχηµατισµό των νέων 
κλάδων των µαθηµατικών. 

 
3.2. Η ΕΡΓΑΣΙΑ ΤΟΥ GREGORY 
  
 Η εργασία του Gregory  στις άπειρες σειρές είναι εντυπωσιακή και 
φαίνεται µέσω της αλληλογραφίας που διατηρούσε µε τον John Collins . Στις 
20 Μαρτίου του 1670 o Collins  κοινοποίησε στον Gregory  την παρακάτω 
σειρά µε την οποία ο Newton  υπολόγισε το εµβαδόν του κυκλικού δίσκου 
µεταξύ της χορδής ε και της παράλληλης προς αυτήν διαµέτρου : 

7

9

5

7

2

53

R567
B5

R56
B

R20
B

R2
B

RB2S −−−−−−−−−−−−−−−−====  όπου R η ακτίνα του κύκλου και Β η 

απόσταση της χορδής από τη διάµετρο. ∆ηλαδή, αυτό που δόθηκε από τον 
Newton  είναι µία σειρά για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος 

dxxRB
0

22
∫∫∫∫ −−−− . Ο Gregory  απαντά στις 20 Απριλίου του 1670 ότι δεν µπορεί 

να καταλάβει εάν η σειρά είναι σωστή ή όχι και έτσι θεωρεί την έκφραση αυτή 
ως λανθασµένη. Στις 23 Νοεµβρίου του 1670 ο Gregory  ανακοινώνει στον 
Collins , χωρίς να αποδεικνύει, µια σχέση παρεµβολής για µία συνάρτηση f  

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο : 
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όταν είναι γνωστές οι τιµές της f στα σηµεία 0, xo, 2xo,...,nx o. Με σύγχρονο 
συµβολισµό η σχέση είναι η ακόλουθη :  

...)0(f
x3x2x

)x2x)(xx(x
)0(f

x2x
)xx(x

)0(f
x
x

)0(f)x(f 3
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⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−−−−−
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++++∆∆∆∆++++====    (3.1) 

όπου ∆f(0)=f(x 0)-f(0), ∆f(x 0)=f(2x 0)-f(x 0), ∆2f(0)=∆f(x 0)-∆f(0). Η παραπάνω 
σχέση προκύπτει από τη σχέση παρεµβολής του Newton  : ++++====++++ )α(f)hα(f   
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και f(0)=0. Στην αλληλογραφία του σχετικά µε τη σχέση, ο Gregory  αναφέρει 
και τη διαδικασία που χρησιµοποίησε ο Henry Briggs  στο «Arithmetica 
Logarithmica» , του 1624, για την δηµιουργία λογαριθµικών πινάκων. Εκτός 
από τη χρησιµότητα της σχέσης για την παρεµβολή τιµών σε γνωστούς 
πίνακες ο Gregory  τονίζει µε έµφαση ότι η σχέση µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
στο πρόβληµα του τετραγωνισµού καµπυλών δίνοντας διάφορα 
παραδείγµατα.  
 Ο Gregory  εφάρµοσε αυτή τη σχέση και κατέληξε σε µία σειρά 
αναπτυγµάτων σειρών. Τώρα γνωρίζει πλέον, όπως αναφέρει και ο ίδιος «να 
βρίσκει το ηµίτονο εάν έχει το τόξο και τον αριθµό εάν έχει το 
λογάριθµο». Η µέθοδος που ακολουθούσε είχε ως εξής : Έστω ότι γνωρίζει 
το λογάριθµο x και αναζητά τον αριθµό α. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι εάν 

η βάση του λογάρίθµου είναι 1 + d τότε xαlog )d1( ====++++  και άρα α)d1( x ====++++ . Ο 

αριθµός α υπολογίζεται από το x)d1( ++++  µε τη βοήθεια της σχέσης της 

παρεµβολής, καθώς είναι γνωστές οι τιµές της f(x) =(1+ d) x όταν x = 0, 1, 2,... 

αφού ,...d)0(f,d)0(f,1)0(f 22 ====∆∆∆∆====∆∆∆∆====  και έτσι τελικά παίρνουµε ότι : 

...d
321

)2x)(1x(x
d

21
)1x(x

xd1)d1( 32x ++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−−−−−
++++

⋅⋅⋅⋅

−−−−
++++++++====++++  Εποµένως µπορούµε 

να συµπεράνουµε ότι ο Gregory  γνώριζε το ∆ιωνυµικό Θεώρηµα. Από την 
αλληλογραφία µε τον Collins  µπορούµε να διαπιστώσουµε επίσης ότι η 
ανακάλυψη του ∆ιωνυµικού θεωρήµατος από τον Gregory , έγινε ανεξάρτητα 
από τον Newton . 
 Στις 24 ∆εκεµβρίου του 1670 ο Collins  ανακοινώνει στον Gregory  τα 
αναπτύγµατα του Newton  από το «De analysi per aequationes infinitas»  

για το ηµίτονο, το συνηµίτονο, το τόξο συνηµίτονου και το 
xεφ

x
 αναφέροντας 

ότι προέκυψαν από µια γενική µέθοδο που ο Newton ανακάλυψε. Στις 15 
Φεβρουαρίου του 1671 ο Gregory  γράφει στον Collins  : «Σε ότι αφορά στη 
γενική µέθοδο του κ.Newton φαντάζοµαι ότι έχω κάποια γνώση αυτής 
τόσο σε γεωµετρικές όσο και σε µηχανικές καµπύλες. Παρόλα αυτά σε 
ευχαριστώ για τις σειρές που µου έστειλες και σου στέλνω και τις 
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επόµενες σειρές». Οι σειρές αυτές ήταν οι δυναµοσειρές, µε 5 ή 6 όρους η 

κάθε µία, για τις συναρτήσεις : τοξεφx, εφx, 
xσυν

1
, 

xσυν

1
log , 

)
4
π

2
x

(εφlog ++++ , )
)2e(συν

1
(τοξ

x
, )

2
x

υπερεφαπτ(τοξεφ2 . Για παράδειγµα η 

σειρά που δίνει για την εφx είναι η ακόλουθη : 
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α

αt ++++++++++++++++====  όπου t είναι το µήκος της 

εφαπτοµένης, α το τόξο και r η ακτίνα. Εάν θέσουµε t=rεφθ και α=rθ η 

προηγούµενη σειρά γράφεται : 
440.181
θ233.3

315
θ17

15
θ2

3
θ

θεφθ
9753

++++++++++++++++====      (3.2) 

που είναι η σειρά Taylor  της εφαπτοµένης, µε λανθασµένο τον πέµπτο 

συντελεστή. (Ο σωστός συντελεστής είναι 
440.181

968.3
). Στο περιθώριο της 

επιστολής ο Gregory  είχε κάνει κάποιους υπολογισµούς οι οποίοι 
υποδείκνυαν τον τρόπο της σκέψης του.  
 Αρχικά υπέθεσε ότι υπάρχουν όλες οι παράγωγοι που του χρειάστηκαν 
και τις υπολόγισε σωστά, εκτός από το λάθος που ήδη αναφέραµε και ένα 

ακόµη λάθος στο ανάπτυγµα της 
xσυν

1
log  που οφείλεται στο προηγούµενο 

λάθος. Σύµφωνα µε τον Herbert Τurnbull  (1939) το λάθος οφείλεται στο ότι ο 
Gregory  υπολόγισε τις σειρές του µε χρήση παραγώγων και όχι µε κάποια 
από τις τρεις µεθόδους που χρησιµοποιούσε ο Newton  για τα αναπτύγµατα. 

Για τις σειρές 
xσυν

1
log  και )

4
π

2
x

(εφlog ++++  χρησιµοποίησε ολοκλήρωση κατά 

µέρη των συναρτήσεων εφθ και 
xσυν

1
.  

 Παρόλο που φαίνεται ότι ο Gregory  έκανε χρήση του θεωρήµατος 
Taylor  για τα παραπάνω αναπτύγµατα, δεν µπορούµε να συµπεράνουµε από 
τα γραπτά του εάν πραγµατικά γνώριζε τη γενική διατύπωση του 
θεωρήµατος. Το µόνο σίγουρο είναι ότι ο Gregory  γνώριζε να βρίσκει το 
ανάπτυγµα Taylor  για συγκεκριµένες συναρτήσεις. 
 
3.3. Η ΕΡΓΑΣΙΑ ΤΟΥ NEWTON 
 
 Μία από τις σηµαντικότερες δυσκολίες στην ανάπτυξη του θεωρήµατος 
του Taylor , προέκυψε από την απροθυµία του Newton  να δηµοσιεύσει την 
εργασία του σχετικά µε τους συντελεστές µίας δυναµοσειράς. Πρόσφατα 
δηµοσιευµένα έγγραφα του Newton  (1976) αποκαλύπτουν ότι κατά τη 
διάρκεια του έτους 1691 – 1692 ο Newton  είχε ανακαλύψει την ακριβή 
αναλυτική σύνδεση µεταξύ των συντελεστών µίας δυναµοσειράς της 
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µεταβλητής y και των διαδοχικών ροών της y. Αυτές οι σηµαντικές 
πληροφορίες είναι εµφανείς σε δύο γνωστές δηµοσιευµένες εργασίες του 
Newton . Η πρώτη αναφορά γίνεται στο βιβλίο του «Principia» (1687), και 
συγκεκριµένα στο παράδειγµα 1 της πρότασης 10 όπου δείχνει ότι οι 
συντελεστές µίας δυναµοσειράς, που εκφράζουν τις τεταγµένες µίας 
καµπύλης, παρέχουν µία γεωµετρική περιγραφή της ίδιας της καµπύλης. Η 
δεύτερη αναφορά βρίσκεται στο τελικό σχόλιο της πραγµατείας του 
«Τετραγωνισµός των καµπυλών» (1704), όπου συνδέει τους όρους του 

διωνυµικού αναπτύγµατος n)ox( ++++ , (η ποσότητα ο είναι µία απείρως µικρή 

ποσότητα), µε τις διαδοχικές ροές του xn. Σε καµία από αυτές τις δύο 
περιπτώσεις δεν εκφράζει τους συντελεστές συναρτήσει των παραγώγων 
όπως είχε κάνει παλιότερα σε αδηµοσίευτη εργασία του. 
 Αυτή η θεµελιώδης διορατικότητά του αποτέλεσε το κλειδί για την 
παρουσίαση της απόδειξης του θεωρήµατος του Taylor  µε τη µέθοδο των 
προσδιοριστέων συντελεστών. Στηριζόµενοι σε αυτήν την εργασία, οι 
Maclaurin (1742)  και Stirling (1717)  προσδιόριζαν τους συντελεστές της 
σειράς Taylor υποθέτοντας αρχικά τη µορφή της σειράς, παραγωγίζοντας 
διαδοχικά στην συνέχεια, και στο τέλος, εξισώνοντας µε τις παραγώγους σε 
ένα συγκεκριµένο σηµείο έπαιρναν τις τιµές των συντελεστών. Το 
αποτέλεσµα αυτό µπορεί να βρεθεί σε δύο πορίσµατα που συνδέονται µε την 
πρόταση 12 (Newton, 1976) , η οποία αφορά στο ακόλουθο πρόβληµα του 
οποίου απόσπασµα έχει ως εξής : «Από µία εξίσωση που περιέχει δύο 
ρέουσες ποσότητες, είτε µόνες τους είτε µαζί µε τις ροές τους, θέλουµε 
να πάρουµε την µία από τις δύο ποσότητες σε µορφή συγκλίνουσας 
σειράς (απείρων όρων). Έστω y η ρέουσα ποσότητα που πρέπει να 
εξαχθεί σε τέτοια µορφή και z η άλλη ποσότητα η οποία ρέει 
οµοιόµορφα. Έστω επίσης ότι οι ροές τους εκφράζονται από….». 
 Στην πρόταση 12 ο Newton  εξηγεί την τεχνική που ακολουθεί για τη 
δηµιουργία όρου προς όρου λύσεων τέτοιου είδους εξισώσεων. Ο εκθέτης 
του z στον πρώτο όρο της επιθυµητής επέκτασης του y πρόκειται να 
υπολογισθεί από έναν αριθµητικό κανόνα που βασίζεται στις τιµές των 
εκθετών στην αρχική εξίσωση. Έστω ότι αυτός ο πρώτος εκθέτης πρέπει να 
είναι v. Στην συνέχεια ο συντελεστής του zv προσδιορίζεται από την 
αντικατάσταση του y µε czv στην αρχική εξίσωση. Αφού βρεθεί το c τότε 
αντικαθιστούµε το y στην αρχική εξίσωση µε czv+p και έτσι η προκύπτουσα 
εξίσωση περιέχει την καινούργια µεταβλητή p και τις ροές της. Για να βρούµε 
τον πρώτο όρο στο ανάπτυγµα της σειράς του p (ή αλλιώς το δεύτερο όρο 
στο ανάπτυγµα της σειράς του y) επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία. 
Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο θα πάρουµε την επιθυµητή σειρά. Ο Newton  
γνώριζε ότι µε αυτή τη µέθοδο οι παραγόµενες σειρές µπορεί να περιέχουν 
µη ολοκληρώσιµες δυνάµεις του z. Έτσι στα πορίσµατα 3 και 4 της πρότασης 
12 (Newton, 1976b : 97 και 99) θεωρεί τις ειδικές περιπτώσεις, όπου οι 
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λύσεις πρέπει να είναι δυναµοσειρές.   
 Τα πορίσµατα 3 και 4 της πρότασης 12 του Newton , παρουσιάζονται 
στην εργασία «Principia»  µε την ακόλουθη µορφή :  
 Πόρισµα 3  : «Εάν οι σειρές είναι της µορφής 

...zεzδzγzβzαy 5432 ++++++++++++++++++++====  τότε, καθώς το z µηδενίζεται (το z 

τείνει στο µηδέν), οι ροές του y καθορίζονται από τις 

αντικαταστάσεις : ,...δ24
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z

y
432
================

••••

••••••••••••••••

••••

••••••••••••

••••

••••••••

••••

••••

  

 Πόρισµα 4  : «Εάν στην προς επίλυση εξίσωση θέσουµε όπου z το 
w+x και η καινούργια εξίσωση έχει ως λύση τη σειρά 

...hxgxfxexy 432 ++++++++++++++++====  τότε οι ροές του y, για κάθε τιµή του z, 

θα λαµβάνονται µέσω πεπερασµένων εξισώσεων αντικαθιστώντας 
στο x την τιµή 0. (Έτσι θα έχουµε ότι z=w). Για εξισώσεις τέτοιου 
είδους, σύµφωνα µε το πόρισµα 3, θα κάνουµε τις αντικαταστάσεις : 

...,h24
)z(

y
,g6

)z(

y
,f2

)z(

y
,e

z

y
432
================

••••

••••••••••••••••

••••

••••••••••••

••••

••••••••

••••

••••

 

 Για την εύρεση των συντελεστών της σειράς Taylor , οι Stirling και 
Maclaurin  θεωρούσαν την περίπτωση όπου το z ήταν ίσο µε µηδέν. Αντίθετα, 
ο Newton  στο πόρισµα 4 επεξεργάζεται τη γενικότερη περίπτωση. Οι σειρές 
εκφράζονται σε δυνάµεις του z-w=x  και οι συντελεστές τους δίνονται 
συναρτήσει των ροών του y όταν z=w.  
 Στην εργασία του Newton  δεν υπάρχει παράδειγµα που να αφορά στα 
δύο πορίσµατα. Επίσης, µέχρι και σήµερα, δεν έχουν βρεθεί στοιχεία που να 
αποδεικνύουν ότι ο Newton  χρησιµοποίησε τα πορίσµατα 3 και 4 ως τύπους 
παραγωγής δυναµοσειρών, σε αντίθεση µε τον Taylor  ο οποίος τα εφάρµοσε 
στην επίλυση εξισώσεων µε ροές. Είναι πιθανό, οι παρατηρήσεις του Newton  

σχετικά µε τους συντελεστές µίας 
δυναµοσειράς, να έγιναν αφού είχαν 
δηµιουργηθεί οι σειρές µε κάποιο άλλο τρόπο 
(µέθοδος διωνυµικού αναπτύγµατος, 
διαδικασία παρεµβολής, µέθοδος εξαγωγής 
ρίζας). Η µέθοδος εξαγωγής ρίζας 
περιγράφεται στο παράδειγµα 1 της 
πρότασης 10 του 2ου βιβλίου των 
«Principia» . Στο παράδειγµα αυτό (Newton, 
1687 : 263 – 264) ο Newton  θεώρησε ένα 
κύκλο µε ακτίνα n και τεταγµένη e σε ένα 
σηµείο a όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

Στη συνέχεια για το σηµείο a+o (όπου ο απείρως µικρή ποσότητα) ορίζει ως 
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τεταγµένη την τιµή y. Από το σχήµα έχουµε ότι 

====++++−−−−==== 222 )oa(ny 222 oao2an −−−−−−−−−−−− . Όµως n2-a2=e2. Έτσι, λόγω της 

προηγούµενης ισότητας, παίρνουµε ότι : 
22222 oao2eyoao2ey −−−−−−−−====⇔⇔⇔⇔−−−−−−−−==== . Με τη µέθοδο της εξαγωγής 

ρίζας, ο Newton  µετασχηµατίζει την τελευταία εξίσωση και τη γράφει σε σειρά 

άπειρων όρων ως εξής : ...
e2
oan

e2
on

e
ao

ey
5

32

3

22

−−−−−−−−−−−−−−−−====  Για αυτή τη σειρά ο 

Newton  ανέφερε τα εξής : «Ο πρώτος όρος δείχνει πάντοτε το µήκος της 
τεταγµένης. Ο δεύτερος όρος προσδιορίζει το µήκος της εφαπτόµενης. 
Ο τρίτος όρος αντιπροσωπεύει τη σύντοµη γραµµή µεταξύ της 
εφαπτόµενης και της καµπύλης και κατά συνέπεια καθορίζει την 
καµπυλότητα. Ο τέταρτος όρος εξηγεί τη µεταβολή της καµπυλότητας 
κ.ο.κ.».  

 
3.4. Η ΕΡΓΑΣΙΑ ΤΟΥ STIRLING 
  
 Ο Stirling  το 1717 µε αρχικό κίνητρο την εργασία του Newton , 
δηµοσίευσε ένα θεώρηµα το οποίο ήταν ισοδύναµο µε το θεώρηµα του 
Taylor . Σε αυτή τη δηµοσίευση ανέφερε τα εξής : «Παρατήρησα ότι οι 
αυξήσεις κατά την πρώτη χρονική στιγµή, κατά τη δεύτερη χρονική 
στιγµή, κατά την τρίτη χρονική στιγµή κ.ο.κ. είχαν µία συγκεκριµένη 
σχέση µε τους αντίστοιχους όρους της σειράς και ότι οι όροι 
καθορίζονται από τις ροές. Η σχέση αυτή είναι η ακόλουθη : 

Έστω ότι η σειρά είναι  ...ExDxCxBxAy r4r3r2r ++++++++++++++++++++====  (όπου r η 

ακτίνα του κύκλου που είχε θεωρήσει ο Newton) . Θέτουµε 

,
)x()x(r321

y
D,

)x()x(r21

y
C,

xxr1

y
B

31r3321r221r −−−−
••••

••••••••••••

−−−−
••••

••••••••

−−−−
••••

••••

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
====

⋅⋅⋅⋅
====

⋅⋅⋅⋅
====  κ.ο.κ.  

Έτσι, αντικαθιστώντας αυτές τις τιµές για τους συντελεστές Β, C, D,… 

έχουµε : ...
)x(r321

yx

)x(r21

yx

xr1

yx
Ay

33

3

22

2

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

++++====
••••

••••••••••••

••••

••••••••

••••

••••

»                   (3.3)  

 Ο Stirling  στην απόδειξή του υποθέτει ότι το rx  ρέει οµοιόµορφα. Έτσι 

θα έχουµε ότι 1xrx 1r ====
••••

−−−−  ή 
1rrx

1
x

−−−−

••••

==== . Στη συνέχεια µε τη µέθοδο των 

προσδιοριστέων συντελεστών και µε διαδοχικές παραγωγίσεις για x=0 εξάγει 
τη σειρά (3.3) που είναι η σειρά Taylor  για το y γύρω από το µηδέν.  
 Σε κάποια παραδείγµατα που ακολουθούν αυτή την απόδειξη, ο Stirling 
αποδεικνύει τον τρόπο µε τον οποίο το y µπορεί να εκφρασθεί σε µία 
δυναµοσειρά του x όταν το y και το x συνδέονται µέσω µίας συνηθισµένης 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕΤ/ΚΟΥ ΦΟΙΤΗΤΗ  ΧΡΙΣΤΙΑ ΣΠΥΡΟΥ BROOK TAYLOR : Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΑΥΞΗΣΕΩΝ 

 Σελίδα 40 από 84  

εξίσωσης ή µέσω µίας εξίσωσης µε ροές. Οι εξισώσεις που πρότεινε ήταν οι 
ακόλουθες :   

 1)   xαxαyαy 3334 −−−−====−−−− . 

 2) 0α2yxyαy 3223 ====−−−−++++++++ . 

 3)  n)xα(y ++++==== .  

 4) 2222 y)x()x()y(
••••••••••••

−−−−==== . 

 Ο Taylor  στις «Μεθόδους», δεν εφαρµόζει το πόρισµα 2 της πρότασης 
7 σε συνηθισµένες εξισώσεις αλλά ούτε και σε αναπτύγµατα της µορφής 

n)xα( ++++ . Η µέθοδος που χρησιµοποιεί ο Stirling  σε αυτά τα τέσσερα 

παραδείγµατα είναι ίδια µε αυτή που χρησιµοποιεί ο Taylor , κατά τη 
παρουσίαση του πορίσµατος 2 της πρότασης 7, στην επίλυση εξισώσεων µε 
ροές. Η µέθοδος αυτή είναι η εξής : µε διαδοχικές παραγωγίσεις της εξίσωσης 
οι ροές µεγαλύτερης τάξης εκφράζονται συναρτήσει των ροών µικρότερης 
τάξης και στη συνέχεια, υπολογίζοντας τις ροές σε ένα συγκεκριµένο σηµείο 
(εδώ στο x=0) παίρνουµε τους συντελεστές της 
σειράς. Εφαρµόζοντας την παραπάνω 
διαδικασία στο παράδειγµα της εξίσωσης 4) θα 
έχουµε : Θεωρούµε κύκλο ακτίνας ίση µε τη 
µονάδα. Τότε όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα 

το y είναι το συνηµίτονο του x. Με 1x ====
••••

 η 

εξίσωση γράφεται 22 y1)y( −−−−====
••••

. Με διαδοχικές 

παραγωγίσεις αυτής της εξίσωσης θα έχουµε : 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

−−−−====−−−−====−−−−==== yy,yy,yy  κ.ο.κ. Για x=0 παίρνουµε ότι y=1. Τότε 

0...yyy ================
••••••••••••••••••••••••••••••••••••

. Έτσι αντικαθιστώντας τις παραπάνω τιµές στη σχέση 

(3.3) θα έχουµε το ανάπτυγµα της σειράς του συνηµίτονου το οποίο είναι : 

...
87654321

x
654321

x
4321

x
21

x
1xσυνy

8642

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

−−−−========   

 Η εξίσωση αυτή αποτελεί το πρώτο δηµοσιευµένο παράδειγµα της 
εφαρµογής του θεωρήµατος Taylor  στην εξαγωγή αναπτύγµατος 
δυναµοσειράς  για µία γνωστή συνάρτηση. (Η τεχνική αυτή είχε αναπτυχθεί 
σχεδόν σαράντα χρόνια νωρίτερα από τον James Gregory ). 

 
3.5. Η ΕΡΓΑΣΙΑ ΤΟΥ LEIBNIZ  
 
 Σε αντίθεση µε τους Gregory  και Newton  οι οποίοι ουσιαστικά 
προέβλεπαν το θεώρηµα του Taylor , ο Johann Bernoulli , πρωτίστως, και 
στη συνέχεια ο Leibniz , παρακινήθηκαν από την εκτίµηση που είχαν ο ένας 
για τον άλλο σχετικά µε τις δηµοσιευµένες και αδηµοσίευτες εργασίες τους. Η 
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αλληλογραφία που είχαν κατά τα έτη 1694 και 1695 αποτελεί ένα εξαιρετικά 
σηµαντικό αρχείο που αποδεικνύει τη συνεργασία τους, όχι µόνο στα 
αποτελέσµατα του θεωρήµατος Taylor  αλλά και σε διάφορες έξυπνες τεχνικές 
που εισήγαγαν στον Απειροστικό Λογισµό.  
 Η µέθοδος του Leibniz  είναι σήµερα γνωστή ως η µέθοδος των 
προσδιοριστέων συντελεστών. Σε κάποιο από τα παραδείγµατά του ο 
Leibniz  υπολόγισε σε σειρά τη λύση της εξίσωσης : 

222222 )dx(y)dy(α)dx(α ++++====  η οποία 

αντιπροσωπεύει το ηµy σε όρους του τόξου x και της 
ακτίνας α όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η 
µέθοδός του είναι η ακόλουθη : Αρχικά παραγωγίζει 
τη δοσµένη εξίσωση υποθέτοντας το dx  σταθερά. 

Έτσι παίρνει ότι ⇔⇔⇔⇔====++++ 0)dx(ydy2)yd(dyα2 222  

0y
dx

yd
α 2

2
2 ====++++⇔⇔⇔⇔  (3.4) Στη συνέχεια θεωρεί ότι η σειρά είναι της µορφής 

...fxexcxbxy 753 ++++++++++++++++====  και προχωρά σε διαδοχικές παραγωγίσεις της. 

Μέσω αυτών των παραγωγίσεων παίρνει ότι 

...fx7ex5cx3b
dx
dy 642 ++++++++++++++++==== , ...x76ex54cx32

dx
yd 53
2

2

++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====  κ.ο.κ. 

Αντικαθιστά τα εξαγόµενα των παραγωγίσεων και τη σειρά y που υπέθεσε 
στη σχέση (3.4) Άρα η σχέση (3.4) τώρα γράφεται : 

0...fxexcxbx...)fx76ex54cx32(α 753632 ====++++++++++++++++++++++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅ . Συνεχίζει 

µε αναγωγή οµοίων δυνάµεων του x και έτσι η προηγούµενη ισότητα παίρνει 

τη µορφή : 0...x)efα76(x)ceα54(x)bcα32( 52322 ====++++++++⋅⋅⋅⋅++++++++⋅⋅⋅⋅++++++++⋅⋅⋅⋅ . Τέλος 

εξισώνει τους συντελεστές των δυνάµεων του x µε το µηδέν θεωρώντας 

συγχρόνως ότι b=1. Έτσι παίρνει ότι : ,
α32

1
c

2⋅⋅⋅⋅
−−−−==== 4α5432

1
e

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
==== ,  

,...
α765432

1
f

6⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
−−−−==== . Εποµένως, η σειρά για το y=ηµx θα είναι η 

ακόλουθη : ...
α765432

x
α5432

x
α32

x
xxηµy

6

7

4

5

2

3

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

−−−−========  

 Ο Leibniz  είχε ανακαλύψει και µία άλλη µέθοδο εξαγωγής σειρών κατά 
την διάρκεια µελετών του στο Παρίσι, όταν εργαζόταν πάνω στα αθροίσµατα 
του Blaise  Pascal . Για αυτή τη µέθοδο χρησιµοποιούσε εξισώσεις διαφορών 
και η διαδικασία ήταν η ακόλουθη : Αρχικά θεωρεί τις φθίνουσες σειρές a, b, 
c, d, … και τις διαφορές τους, όπως περιγράφονται παρακάτω.  
 Φθίνουσες Σειρές  :  a, b, c, d,…  
 Πρώτες ∆ιαφορές  :    e, f, g, h,…  
 ∆εύτερες ∆ιαφορές  :      l, m, n, o,…                       
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 Τρίτες ∆ιαφορές  :        p, q, r, s,…  
 Τέταρτες ∆ιαφορές  :           t, u, v, x,…  
 Πέµπτες ∆ιαφορές  :             β, γ, δ, θ,…                                        (3.5) 
 Τότε έχουµε ότι a-b=e, b-c=f, c-d=g, d-…=h, κ.ο.κ. Προσθέτει κατά µέλη 
τις προηγούµενες ισότητες και παίρνει ότι a=e+f+g+h+…                          (3.6)  
 Στη συνέχεια εκφράζει κάθε ένα από τα γράµµατα του δεύτερου µέλους 
της (3.6), σε όρους των διαδοχικών διαφορών που εµφανίζονται στην πρώτη 
διαγώνιο. Έτσι θα έχουµε : e=e, l1e1flfe ⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====⇔⇔⇔⇔====−−−− , 

mlemfggfm −−−−−−−−====−−−−====⇔⇔⇔⇔−−−−====  και l-m=p ⇔⇔⇔⇔ m=l-p . Αντικαθιστώντας την 

τιµή του m στην προηγούµενη ισότητα παίρνουµε ότι g= p1l2e1 ⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅ . 

Όµοια εργαζόµενοι βρίσκουµε ότι t1p3l3e1h ⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====  κ.ο.κ. Ο Leibniz  

σηµειώνει ότι οι όροι που εµφανίζονται µε αυτή τη σειρά, ονοµάζονται 
συνδυαστικοί (combinatorics)  αριθµοί. Συνεχίζοντας, θέτει a=y, e=dy , l=ddy , 
p=d3y, t=d4y, κ.ο.κ. ενώ θεωρεί το πολύ µικρό dx  σταθερά ίση µε 1. 
Αντικαθιστώντας τις τιµές των e, f, g, h,… στη σχέση (3.6) προκύπτει ότι : 
a=e+f+g+h+… =e+e-l+e-2l+p+e-3l-3p+t+… =(1+1+1+1…)e- (1+2+3+4+…)l+ 
+(1+3+6+10+…)p-(1+4+10+20+…)t+…. Όµως (1+1+1+1+…)=(dx+dx+dx+ 
+dx+…)= ∫∫∫∫ ==== xdx  και κατά τον ίδιο τρόπο (1+2+3+4+…)= ∫∫∫∫ x , 

(1+3+6+10+…)= ∫∫∫∫∫∫∫∫ x , (1+4+10+20+…)= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ x  κ.ο.κ. Άρα η ισότητα (3.6) 

γράφεται : ...xydxydxddyxdyya 43 ++++∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−++++−−−−========  Αλλά 

,...x
4321

1
x,x

321
1

x,x
21

1
x 432

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
====∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
∫∫∫∫∫∫∫∫ ====∫∫∫∫

⋅⋅⋅⋅
====  Αντικαθιστώντας στην 

προηγούµενη ισότητα η σειρά παίρνει τη µορφή :                               

...
dx

yd
x

4321
1

dx
yd

x
321

1
dx
ddy

x
21

1
dx
dy

xy
4

4
4

3

3
3

2
2 ++++

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
−−−−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
++++

⋅⋅⋅⋅
−−−−====                 (3.7)  

Σε αυτή την ισότητα θέτει ,...dyyd,ydy,yy 2
∫∫∫∫ ============  και τελικά η σειρά 

γράφεται : ...
dx

yd
4321

x
dx

yd
321

x
dx
dy

21
x

xyydx
3

34

2

232

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++∫∫∫∫
⋅⋅⋅⋅

−−−−====             (3.8) 

 Όπως θα δούµε στην επόµενη παράγραφο, η σειρά (3.8) αποτελεί τη 
σειρά που ανακάλυψε ο Johann Bernoulli .  
 Σε σύγχρονη ορολογία οι διαφορές (3.5) του Leibniz , µπορούν να 
εκφρασθούν µε δύο τρόπους :  
 α) Θεωρούµε τις τιµές  :  f(x) f(x- ∆x) f(x-2∆x)  

κ.ο.κ. Τότε ως διαφορές θα έχουµε τις παρακάτω : 
  Πρώτες ∆ιαφορές  :         f(x-∆x)-f(x)        f(x-2 ∆x)-f(x-∆x) κ.ο.κ.  
  ∆εύτερες ∆ιαφορές  :              f(x)-2f(x- ∆x)+f(x-2∆x)           κ.ο.κ.  
  Αντικαθιστούµε αυτές τις διαφορές στη σχέση (3.5). Τότε η σειρά 

αυτή γράφεται : f(x)-f(0)= ...)x('''f
!3

x
)x(''f

!2
x

)x('xf
32

−−−−++++−−−−           (3.9) 
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 β) Θεωρούµε τις τιµές  :  f(0) f(∆x) f(2∆x)                   
κ.ο.κ. Γράφουµε τις διαφορές ως εξής : 

  Πρώτες ∆ιαφορές  :            f(0)-f(∆x)            f(∆x)-f(2∆x) κ.ο.κ.  
  ∆εύτερες ∆ιαφορές  :                   f(0)-2f(∆x)+f(2∆x)           κ.ο.κ.  
  Με την αντικατάσταση αυτών των διαφορών στη σχέση (3.7) και 

αφού )0('f
x

)x(f)0(f
−−−−====

∆∆∆∆

∆∆∆∆−−−−
 η σειρά αυτή παίρνει τη µορφή :           

f(0)-f(x)= ...)0('''f
!3

x
)0(''f

!2
x

)0('xf
32

−−−−−−−−−−−−−−−−  και µε αλλαγή πρόσηµου 

τελικά έχουµε : f(x)-f(0)= ...)0('''f
!3

x
)0(''f

!2
x

)0('xf
32

++++++++++++      (3.10)  

  Η σειρά (3.9) είναι η σειρά του Taylor  γύρω από το µηδέν. Επίσης 
γνωρίζουµε, (Κεφάλαιο 2 - παράγραφος 2.4) ότι η σειρά του Taylor  είχε τη 

µορφή : ...)z('''f
!3

u
)z(''f

!2
u

)z('uf)z(f)uz(f
32

++++++++++++++++====++++  Θέτουµε όπου z το 

x και όπου u το -u. Τότε η σειρά γράφεται ως εξής : 

...)x('''f
!3

u
)x(''f

!2
u

)x('uf)x(f)ux(f
32

++++−−−−++++−−−−====−−−−  Για x=u  παίρνουµε ότι  

...)x('''f
!3

x
)x(''f

!2
x

)x('xf)x(f)0(f
32

++++−−−−++++−−−−====  ή διαφορετικά : 

...)x('''f
!3

x
)x(''f

!2
x

)x('xf)0(f)x(f
32

−−−−++++−−−−====−−−−  Αυτή η σειρά αποτελεί τη σειρά 

του Leibniz  όπως παρουσιάζεται από τη σχέση (3.8).  
 Από µία επιστολή του Leibniz  προς τον Johann Bernoulli  γίνεται 
φανερό ότι ο Leibniz  προσδοκούσε στη µέθοδο απόδειξης του Taylor . Ο 
Leibniz  στη µέθοδό του εξέφραζε τις πρώτες διαφορές σε όρους διαφορών 
µεγαλύτερης τάξης, ενώ ο Taylor  εξέφραζε την τεταγµένη σε όρους διαφορών 
πρώτης αλλά και µεγαλύτερης τάξης. Όµως και στις δύο µεθόδους η κεντρική 
ιδέα είναι ίδια. Ξεκινούσαν και οι δύο από το θεώρηµα πεπερασµένων 
διαφορών και το µετασχηµάτιζαν στο ισοδύναµο του ∆ιαφορικού Λογισµού 
θεωρώντας τις διαφορές απείρως µικρές.  
 Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο Leibniz  δεν έδωσε καµία σηµασία στον τύπο 
του Taylor  παρά το γεγονός ότι είναι παρόµοιος µε τον τύπο της σειράς του.  
Αυτό ίσως να οφείλεται στο ότι ο Leibniz  δεν είχε εντυπωσιασθεί από τη 
χρησιµότητα και την αξία του αποτελέσµατός του, σε αντίθεση µε τον Taylor  ο 
οποίος είχε δώσει µεγάλη έµφαση στη σηµασία της σειράς του.  
 Ο Leibniz  εισήγαγε επίσης και δύο σηµαντικές ιδέες για έναν έξυπνο 
υπολογισµό πράξεων, στις οποίες τα διαφορικά και τα ολοκληρώµατα 
ερµηνεύονται ως σύµβολα, προκειµένου να χρησιµοποιηθούν σε αλγεβρικούς 
κανόνες για εκθέτες. Οι ιδέες αυτές είναι οι ακόλουθες :  
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 α) Μπορούµε να εκφράσουµε το dκ όταν το κ είναι αρνητικός αριθµός ή 

µηδέν ως εξής : 
µαταωολοκληρr

r210 x...xd,...,xxd,xxd,xxd
ɺ−−−−

−−−−−−−−−−−−
∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ========∫∫∫∫========   

 β) Υπάρχει µία σηµαντική αναλογία µεταξύ των διαδοχικών δυνάµεων 
ενός διωνύµου και των διαδοχικών διαφορικών κάποιου γινοµένου. 

Παράδειγµα : Θεωρούµε το ανάπτυγµα του διωνύµου 2)yx( ++++  για το 

οποίο γνωρίζουµε ότι : 222 yxy2x)yx( ++++++++====++++ . Υπολογίζουµε  

αρχικά το διαφορικό του γινοµένου xy  και µετά βρίσκουµε το d2(xy) .  
Έτσι έχουµε ότι :  dx))x('xf)x(f(dx))'x(xf())x(xf(d)xy(d ++++============ = 

dx)
dx
dy

xy( ++++==== =ydx+xdy . Τότε για το d2(xy) παίρνουµε ότι :  

++++====++++==== )ydx(d)xdyydx(d)xy(d 2 ====)xdy(d ====++++ dx)'xdy(dx)'dx)x(f(  

=(f )x(' dx+f(x)
dx

xd2

)dx+ dx)
dx

yd
xdy(

2

++++ = ++++++++++++ dydxdx)
dx

xd
ydx

dx
dy

(
2

 

xydddxdy2yxddyxddydxxyddydxyxd 0202
ydy

xdx

222
0

0
++++++++====++++++++++++====++++

====

====
. 

 Χρησιµοποιώντας αυτές τις δύο παρατηρήσεις, ο Leibniz  οδηγήθηκε σε 
µία νέα σειρά µε τον ακόλουθο τρόπο : Θεωρεί το διωνυµικό ανάπτυγµα 

...yx
!2

)1m(m
yx

1
m

yx)yx( 22m11m0mm ++++
−−−−

++++++++====++++ −−−−−−−−  Τότε λόγω των α), β) 

παίρνει ότι : yxdd
!2

)1m(m
yxdd

1
m

yxdd)xy(d 22m11m0mm −−−−−−−− −−−−
++++++++==== +… (3.11) 

Αντικαθιστά το d µε ∫∫∫∫  ενώ θέτει όπου m το –n και όπου x το dz. Έτσι 

έχουµε : ====−−−− )ydz(d n d-n(dz)d0y+
1

)n(−−−−
d-n-1(dz)d1y+

!2
)1n)(n( −−−−−−−−−−−−

d-n-2(dz)d2y+… 

ή ...zyd
!2

)1n(n
zdy

1
n

zyydz 1n2nn 1n −−−−∫∫∫∫
++++

++++∫∫∫∫−−−−∫∫∫∫ ∫∫∫∫====
++++−−−−                                     (3.12)  

Η σειρά (3.12) αποτελεί τη γενίκευση των σειρών Bernoulli . (Πράγµατι, όπως 
θα δούµε στην επόµενη παράγραφο, για n=1 προκύπτει µία από τις σειρές 
του Johann Bernoulli ).  
 Όπως αποδεικνύεται από την αλληλογραφία των Leibniz  και Johann 
Bernoulli , o Leibniz  απέτυχε να πιστώσει στον εαυτό του το επίτευγµά του. 
Αυτό έγινε διότι µεγάλο µέρος της εργασίας του στις άπειρες σειρές, το είχε 
χρεώσει στον Johann Bernoulli . Εάν αυτό δεν είχε συµβεί τότε το ιστορικό 
αρχείο θα ήταν κατά πολύ διαφορετικό, αφού τις σειρές Bernoulli  και τη 
µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών που χρησιµοποίησε ο Taylor  στην 
πρόταση 7 – πόρισµα 2, θα τις αποδίδαµε σήµερα στον Leibniz . 
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3.6. Η ΕΡΓΑΣΙΑ ΤΟΥ JOHANN BERNOULLI  
 
 Το Νοέµβριο του 1694 ο Johann Bernoulli  ανακοίνωσε ένα νέο 
θεώρηµα σχετικά µε τον τετραγωνισµό στο περιοδικό «Acta Eruditorum»  και 
το χαρακτήρισε ως επίτευγµα της µεθόδου του Leibniz . Η µέθοδος αυτή 
αφορούσε στην εύρεση λύσεων διαφορικών εξισώσεων σε σειρές. 
Χαρακτηριστικά ο Johann Bernoulli  έλεγε : «Αυτή η µέθοδος είναι η πιο 
διάσηµη εργασία του Leibniz. Είναι γνωστό ότι σε κάθε παράδειγµα 
πρέπει να γίνει ξεχωριστός υπολογισµός για να παραχθεί µία 
συγκεκριµένη σειρά. Τώρα είµαι ευτυχής που καταγράφω µία γενική 
σειρά η οποία εκφράζει όλους τους τετραγωνισµούς και τα 
ολοκληρώµατα άλλων διαφορικών».  
 Για την εύρεση αυτής της σειράς ο Johann Bernoulli  θεώρησε το 
γινόµενο ndz ως µία σειρά άπειρων όρων η οποία αποτελείται από το ndz  και 

ζευγάρια αντίθετων όρων ως εξής : −−−−
⋅⋅⋅⋅

++++−−−−++++====
dz21

zzddn
zdnzdnndzndz            

...
dz321

dddnz
dz321

dddnz
dz21

zzddn
2

3

2

3

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

−−−−  Αναδιατάσσει τους όρους της σειράς 

και έτσι έχει :  ++++
⋅⋅⋅⋅

++++−−−−++++==== )
dz21

zzddn
zdn()zdnndz(ndz ...)

dz321
dddnz

dz21
zzddn

(
2

3

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

 

ή ...
dz

ndz
d

dz21
dnz

ddnzndz
2

232

−−−−







++++









⋅⋅⋅⋅
−−−−====  Ολοκληρώνει την τελευταία ισότητα 

και τελικά έχει : ...
dz

nd
4321

z
dz

nd
321

z
dz
dn

21
z

nzndz
3

34

2

232

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++∫∫∫∫
⋅⋅⋅⋅

−−−−====  (3.13) 

Ο Johann Bernoulli  είχε δώσει σε αυτήν τη σειρά τον τίτλο «Γενική Σειρά».  
 Με τη χρήση αυτής της σειράς ο Johann Bernoulli  υπολόγιζε, όπως και 
ο Leibniz , τη λύση διαφορικών εξισώσεων σε σειρές. Μία εφαρµογή αυτής 

της χρήσης φαίνεται στην εξίσωση 222222 )dx(y)dy(α)dx(α ++++==== . Αρχικά, ο 

Johann Bernoulli  µετασχηµατίζει την παραπάνω εξίσωση και τη γράφει : 

dx
α

yα
dy

22 −−−−
==== . Θέτει 

α

yα
n

22 −−−−
====  και dxdz ==== . Τότε 

22 yαα

dx
dy

y

dz
dn

−−−−
−−−−====  

ενώ από την αρχική εξίσωση έχουµε ότι 
α

yα

dx
dy 22 −−−−

==== . Αντικαθιστώντας 

αυτό το πηλίκο στο πηλίκο 
dz
dn

 παίρνει ότι : 
α

yα

yαα

y
dz
dn 22

22

−−−−

−−−−
−−−−==== ⇔⇔⇔⇔   

⇔⇔⇔⇔ 2α

y
dz
dn

−−−−==== . Επίσης έχουµε ότι 
3

22

22

2

α

yα

dx
dy

α

1
dz

nd −−−−
−−−−====−−−−==== . Τότε ====3

3

dz
nd
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4223

22

223 α

y

yαα

α

yα
y

yαα

dx
dy

y
====

−−−−

−−−−

====
−−−−

====  κ.ο.κ. Αντικαθιστά τα πηλίκα 
dz
dn

, 

2

2

dz
nd

,… στη «Γενική σειρά» (3.11). Τότε παίρνει την παρακάτω σειρά : 

...
α!4

yx
α!3

xyα

α!2
yx

x
α

yα
dx

α

yα
dyy

4

4

3

322

2

22222

++++−−−−
−−−−

−−−−++++
−−−−

====∫∫∫∫ ∫∫∫∫
−−−−

========   Στη 

συνέχεια µετασχηµατίζει αυτή τη σειρά γράφοντάς την ως εξής :                                     

...)
α!5

x
α!3

x
x(

α

yα
...

α!4
yx

α!2
yx

y
4

5

2

322

4

4

2

2

−−−−++++−−−−
−−−−

====−−−−++++−−−−  ή διαφορετικά          

...)
α!5

x
α!3

x
x(

α

yα
...)

α!4
x

α!2
x

1(y
4

5

2

322

4

4

2

2

−−−−++++−−−−
−−−−

====−−−−++++−−−− . Πολλαπλασιάζει 

την ισότητα µε το πηλίκο 
22 yα

α

−−−−
 και έτσι η εξίσωση γράφεται ως :           

...
α!5

x
α!3

x
x...)

α!4
x

α!2
x

α(
yα

y
4

5

2

3

3

42

22
−−−−++++−−−−====−−−−++++−−−−

−−−−
 Έτσι τελικά παίρνει : 

...
α!4

x
α!2

x
α

...
α!5

x
α!3

x
x

yα

y

3

42

4

5

2

3

22

−−−−++++−−−−

−−−−++++−−−−
====

−−−−
. Στην εξίσωση αυτή ο αριθµητής είναι το 

ανάπτυγµα της σειράς του ηµίτονου που είχε υπολογίσει, όπως είδαµε στην 
παράγραφο 3.5., µε διαφορετικό τρόπο ο Leibniz .  
 Σε ένα άλλο παράδειγµα στο ίδιο άρθρο, ο Johann Bernoulli  
χρησιµοποίησε τη σειρά του για να υπολογίσει το λογάριθµο y ο οποίος 

δίνεται από τη διαφορική εξίσωση 
xα

dxα
dy

++++
==== . Ο Leibniz  είχε λύσει την 

εξίσωση µε αποτέλεσµα : ...
α4

x
α3
x

α2
x

xy
3

4

2

32

++++−−−−++++−−−−==== , ενώ ο τύπος του 

Johann Bernoulli  δίνει ως λύση την : ...
)xα(3

xα
)xα(2

xα
xα

xα
y

3

3

2

2

++++
++++

++++
++++

++++
++++

====  

για την οποία σηµειώνει : «Παρόλο που ο τύπος είναι διαφορετικός από 
αυτόν του Leibniz η τιµή της λύσης είναι η ίδια».  
 Ο Johann Bernoulli  αναγνωρίζει ότι η µέθοδός του δεν αποµονώνει 
πάντοτε το y (όπως στη περίπτωση του ηµίτονου) και στο τέλος της εργασίας 
του σηµειώνει : «Αυτό οφείλεται στην αξία του απαράµιλλου Leibniz  ο 
οποίος µε τη µέθοδό του εξάγει λύσεις οι οποίες δεν περιέχουν άλλες 
ποσότητες. Όµως πρέπει να γίνει αποδεκτό, ότι και η δική µου µέθοδος 
είναι αρκετά αξιοσέβαστη για τη καθολικότητά του».  
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 Σίγουρα, ο Johann Bernoulli  δεν υπερβάλλει όταν λέει ότι οι σειρές του 
αξίζουν επαίνου. Οι λύσεις του διαφέρουν από αυτές του Leibniz , επειδή οι 
σειρές του είναι ισοδύναµες (όχι όµως ίδιες) µε αυτές του Taylor . (Ενώ οι 
λύσεις του Leibniz  σε δυναµοσειρές, είναι οι ίδιες µε τα αναπτύγµατα του 
Taylor  γύρω από το µηδέν). Ένας από τους τρόπους για να δούµε αυτή την 
ισοδυναµία, είναι να δηµιουργήσουµε και τις δύο σειρές από το ίδιο 
ολοκλήρωµα, χρησιµοποιώντας διαδοχικές ολοκληρώσεις κατά παράγοντες. 

Έτσι θα πάρουµε : ...)]t(''f
!2

t
[)]t('tf[dt)t(''tf)]t('tf[dt)t('f x

0

2
x
0

x

0

x

0

x
0 ++++−−−−∫∫∫∫ ====−−−−∫∫∫∫ ==== = 

...)x('''f
!3

x
)x(''f

!2
x

)x('xf
32

−−−−++++−−−−====  Θέτουµε 'fn ====  και zx ==== . Τότε έχουµε  

ότι : ∫∫∫∫ −−−−++++−−−−====
x

0
2

232

...
dz

nd
!3

z
dz
dn

!2
z

nzdt)t('f  Το δεύτερο µέλος αυτής της ισότητας 

είναι η σειρά (3.11) του Johann Bernoulli . Επίσης, το ολοκλήρωµα ∫∫∫∫
x

0
dt)t('f  

γράφεται ως : ∫∫∫∫ ====−−−−−−−−−−−−∫∫∫∫ ====−−−−∫∫∫∫ ====
x

0

x
0

x

0

x

0
dt)t(''f)xt()]t('f)xt[(dt)t('f)'xt(dt)t('f  

= ...)0(''f
!2

x
)0('xf...dt)t('''f

2
)xt(

)]t(''f
!2

)xt(
[)]t('f)xt[(

2x

0

2
x
0

2
x
0 ++++++++====∫∫∫∫ ====

−−−−
++++

−−−−
−−−−−−−−

Το δεύτερο µέλος της παραπάνω ισότητας είναι το ανάπτυγµα της σειράς του 
Taylor .  
 Στη συνέχεια της εργασίας του, ο Johann Bernoulli  δίνει τον ακόλουθο 
κανόνα για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος µίας διαφορίσιµης  
ποσότητας : «Μία δοθείσα διαφορίσιµη ποσότητα οποιουδήποτε βαθµού 
µπορεί να ολοκληρωθεί αφού πρώτα τη διαφορίσουµε και µετά πάρουµε 
την τρίτη αναλογία αυτής της νέας ποσότητας προς την αρχική 
θεωρώντας τα d, d2, d3, d4,… αλγεβρικές ποσότητες και όχι απλά 
γράµµατα». Πρόκειται για έναν παράξενο κανόνα του οποίου η εξήγηση είναι 
η εξής : Εάν το διαφορικό dmx το θεωρήσουµε ως µία µεταβλητή dx  που 
υψώνεται στη δύναµη m, τότε για να υπολογίσουµε το διαφορικό του 
γινοµένου dmxdny στηριζόµαστε στις ιδιότητες των πράξεων των δυνάµεων 
και πολλαπλασιάζουµε το dmxdny µε την ποσότητα d0xd1y+d 1xd0y. Για 
παράδειγµα θεωρούµε την περίπτωση όπου m=1 και n=1. Τότε d(dxdy)=  

ydxdxdyddx)dx
dx

yd
dy

dx
xd

(dx)dxdy(
dx
d 22

22

++++====++++==== . Επίσης, έχουµε ότι 

ydxdxdyd)ydxdxdyd(dxdy 2200 ++++====++++ . Έτσι παίρνουµε ότι d(dxdy)= 

)ydxdxdyd(dxdy 00 ++++  και γενικά )ydxdxdyd(yxdd)yxdd(d 00nmnm ++++==== = 

yxddyxdd n1m1nm ++++++++ ++++==== . Επεκτείνοντας τον κανόνα στα ολοκληρώµατα, θα 

έχουµε ότι η ολοκλήρωση κάποιου διαφορικού θα αντιστοιχεί στη διαίρεση 
αυτής της αλγεβρικής έκφρασης µε την ποσότητα d0xd1y+d 1xd0y. Για 
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παράδειγµα θεωρούµε το ολοκλήρωµα του d1xd4y+d2xd3y. Από τα 
προηγούµενα έχουµε ότι : d(dxd 3y)=dxd 4y+d2xd3y=dxd 3y(d0xd1y+d1xd0y). 

Άρα ydxd
yxddyxdd
yxddydxd 3

0110

324

====
++++

++++
. Έτσι dx)ydxd(dy)dxxddy(dxd 3324

∫∫∫∫====∫∫∫∫ ++++ = 

yxddyxdd
yxddydxd

ydxd
0110

324
3

++++

++++
======== . Πολλαπλασιάζουµε τον αριθµητή και τον 

παρονοµαστή του τελευταίου κλάσµατος µε τον αριθµητή. Τότε προκύπτει το 

κλάσµα 
y)xddyy)(dxdxddyxd(d

y)xddy(dxd
3240110

2324

++++++++

++++
 που γράφεται ως :             

====
++++++++++++

++++

yxdy)dxddyxd(dyy)dxdxddyxd(d
y)xddy(dxd

32011040110

2324

)yxdd(d)ydxd(d
y)xddy(dxd

324

2324

++++

++++

(λόγω του κανόνα που αναπτύξαµε για τα διαφορικά). Έτσι παίρνουµε ένα 
κλάσµα στο οποίο ως αριθµητή έχουµε το τετράγωνο της αρχικής ποσότητας, 
ενώ ως παρονοµαστή το άθροισµα των επιµέρους διαφορικών της. Αυτή 
ακριβώς είναι η µορφή της αναλογίας που δίνεται από τον κανόνα του  
Johann Bernoulli . 
 Εφαρµόζοντας την παραπάνω διαδικασία, αλλά χωρίς να εξηγήσει τον 
τρόπο, ο Johann Bernoulli  δηµιουργεί µία σειρά απείρων όρων για να 

εκφράσει το ολοκλήρωµα ∫∫∫∫ndz  και έτσι παίρνει τις ακόλουθες σειρές : 







∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−++++−−−−

∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−++++−−−−
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−−−−++++−−−−
====

−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−

...nzdnzdndz

...zndzdnnz

...znddznddzndd

...znddznddzndd
ndz

32

2

332211

221100

. Με  

το dz σταθερό έχουµε ότι 
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∫∫∫∫∫∫∫∫ ====∫∫∫∫

⋅⋅⋅⋅
====  κ.ο.κ. Άρα η πρώτη 

σειρά είναι η «Γενική σειρά» (3.11) του Johann Bernoulli . (Η σειρά αυτή 
προκύπτει και από τη σειρά (3.10) του Leibniz  για n=1). Στη δεύτερη σειρά, 
εάν θεωρήσουµε το dn  σταθερό, τότε θα έχουµε ότι :  

...
dn4321

n
zd

dn321
n

zd
dn21

n
dzndz

3

4
3

2

3
2

2

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−−∫∫∫∫
⋅⋅⋅⋅

====                       (3.14)       

 Λαµβάνοντας τη «Γενική Σειρά» µε αυτό τον περίεργο τρόπο ο Johann 
Bernoulli  έγραψε στις σηµειώσεις του τα εξής : «Όταν άρχισα να γράφω 
αυτή την εργασία δεν περίµενα αυτό το αποτέλεσµα. Σκέφτηκα ότι θα 
ανακαλύψω πολύ διαφορετικές σειρές µέσω αυτής της µεθόδου. Όµως 
η κατάληξη επιβεβαιώνει τη χρησιµότητα της παραπάνω διαδικασίας και 
ειδικά για την τελευταία σειρά, όπου αντίθετα µε όλη την πρακτική, 
εξελίχθηκε µε τη βοήθεια των γραµµάτων d».  

 
3.7. Η ΕΡΓΑΣΙΑ ΤΟΥ DE MOIVRE 

 
 O De Moivre  εκπόνησε µία εργασία για τις σειρές του Johann Bernoulli  
η οποία, σύµφωνα µε τον Feigenbaum , είναι ίσης αξίας µε αυτήν του 
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Leibniz . Το αποτέλεσµα της εργασίας του θεωρείται η τελική διαµόρφωση της 
έννοιας της σειράς Taylor  που δηµοσιεύθηκαν στις «Μεθόδους». Η 
ανακάλυψη του De Moivre , ανακοινώθηκε σε µία επιστολή του προς τον 
Johann Bernoulli , στις 6 Ιουλίου του 1708. Στην επιστολή αυτή ο De Moivre  
συζητούσε τις έρευνές του σχετικά µε τις ιδιότητες των ακολουθιών των 
αριθµών. Το ενδιαφέρον του είχε επικεντρωθεί σε εκείνες τις ακολουθίες για 
τις οποίες οι διαδοχικές διαφορές γίνονταν τελικά µηδέν. Ο De Moivre  
παρουσίαζε σε έναν πίνακα τις τιµές αυτών των ακολουθιών a, b, c, d,…  
συναρτήσει των διαδοχικών διαφορών f, k, n, p,…  Το p δηλώνει την 
τελευταία διαφορά µετά το µηδέν. Ο πίνακας που κατασκεύασε ο De Moivre  
ήταν ο ακόλουθος :  
    
a     
 f    
b=a+f  k   
 g=f+k  n  
c=a+2f+k  l=k+h  p 
 h=f+2k+n  0=n+p  
d=a+3f+3k+n  m=k+2n+p   
 i=f+3k+3n+p     
e=a+4f++6k+4n+p      

  
 Οι παραπάνω διαφορές µπορούν να σχηµατοποιηθούν και ως εξής :       

   
 

     όπου :  
 
 
 

 Ο De Moivre  παρατήρησε ότι οι συντελεστές στην πρώτη στήλη του 
πίνακα είναι οι ίδιοι µε αυτούς του διωνυµικού αναπτύγµατος. Έτσι ο όρος 
τάξης x+1, στην πρώτη στήλη, δίνεται από την ισότητα :                                 

όρος τάξης x+1= ...
!3

n)2x)(1x(x
!2

k)1x(x
xfa ++++

−−−−−−−−
++++

−−−−
++++++++                        (3.15) 

 Αυτό διαπιστώνεται εύκολα εάν στην προηγούµενη σχέση 
αντικαταστήσουµε το x µε τις τιµές 0, 1, 2,… Πράγµατι, για x=0 η σχέση 
(3.15) δίνει την τιµή a που είναι ο πρώτος όρος της πρώτης στήλης. Για x=1 η 
(3.15) δίνει την τιµή a+f=b , δηλαδή τον δεύτερο όρο στην πρώτη στήλη κ.ο.κ.  
 Στη συνέχεια ο De Moivre  συµβολίζει την πρώτη διαφορά µε 'd , τη 
δεύτερη διαφορά µε ''d , την τρίτη διαφορά µε '''d  κ.ο.κ. Έτσι το άθροισµα 

της σχέσης (3.15) γράφεται : ...'''d
!3

)2x)(1x(x
''d

!2
)1x(x

'xda ++++
−−−−−−−−

++++
−−−−

++++++++  (3.16) 

a      b      c     d      e    
    f      g      h      i  
       k       l      m 
           n      o           
               p                 

b-a=f, g-f=k, l-k=n 
c-b=g, h-g=l, m-l=0 
d-c=h, i-h=m, 0-n=p 
e-d=i   
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Μέσω αυτής της σειράς, ο De Moivre  προχώρησε σε πολλές αριθµητικά 
παραδείγµατα ανάµεσα στα οποία ήταν και ο τύπος για το άθροισµα κύβων n 
αριθµών. Θεώρησε την αριθµητική πρόοδο 0, 1, 2, 3,…,x όπου οι αριθµοί     
0, 1, 2, 3,…,x αντιστοιχούν στους αριθµούς a, b, c, d, e,… και στη συνέχεια 
ανέφερε τα εξής : «Το x µπορεί να εκτιµηθεί ως η τετµηµένη ενός σηµείου 

µίας καµπύλης, ενώ η έκφραση ...''d
!2

)1x(x
'xda ++++

−−−−
++++++++  ως η τεταγµένη 

του. Έτσι µπορούµε να περιγράψουµε µία καµπύλη η οποία διέρχεται 
από όσα σηµεία επιθυµούµε. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το πρόβληµα αυτό 
έχει επιλυθεί και από τον Newton» .  
 Επίσης, µε τη βοήθεια της σχέσης (3.14), ο De Moivre  απέδειξε τον 
τρόπο µε τον οποίο µπορεί να υπολογίσει το εµβαδόν χωρίου καµπύλης όταν 
έχουν δοθεί αρκετά σηµεία της µε ισαπέχουσες τεταγµένες. Τέλος, 
χρησιµοποιώντας τον ίδιο τύπο, ο De Moivre  σηµειώνει ότι η διαδικασία της 
έρευνάς του καταλήγει σε ένα αποτέλεσµα παρόµοιο µε αυτό του Johann 
Bernoulli . Συγκεκριµένα, έγραφε στις σηµειώσεις του : «Έστω η τεταγµένη 

...'''d
!3

)2x)(1x(x
''d

!2
)1x(x

'xda ++++
−−−−−−−−

++++
−−−−

++++++++ . Υποθέτουµε ότι για πολύ 

µεγάλα x θα έχουµε ότι ,x2x,x1x ≅≅≅≅−−−−≅≅≅≅−−−−  κ.ο.κ. Τότε η τεταγµένη 

γράφεται :     ...'''d
6
x

''d
2

x
'xda

32

++++++++++++++++ . Ολοκληρώνοντας στο [0, 1] 

έχουµε ότι το ζητούµενο εµβαδό θα έχει τιµή 

...'''d
24
x

''d
6
x

'dx
2
1

a
43

2 ++++++++++++++++ . Η τιµή αυτή ισοδυναµεί µε την τιµή που 

βρίσκουµε από τη σειρά του Johann Bernoulli κατά τον υπολογισµό του 
ολοκληρώµατος ∫∫∫∫ ydx ».  

 Όπως αναφέραµε στην παράγραφο 3.5., µία παρόµοια απόδειξη της 
σειράς του Johann Bernoulli  είχε κάνει και ο Leibniz . Υπέθετε ακολουθίες 
αριθµών και τις διαφορές τους και έχοντας µία διαισθητική εκτίµηση του ορίου, 
κατέληξε σε µία σειρά άπειρων όρων που περιελάµβανε τις διαδοχικές 
παραγώγους µίας µεταβλητής.  
 Σε σύγχρονη ορολογία οι σειρές των Taylor  και De Moivre  έχουν δύο 
αξιοσηµείωτες διαφορές :   
 α) Ο De Moivre  ουσιαστικά επαναδιατυπώνει το Λήµµα 5 του 3ου 

βιβλίου των «Principia»  του Newton . Το χρησιµοποιεί ως ενδιάµεσο 
βήµα για την εξαγωγή της σχέσης (3.14), σε αντίθεση µε τον Taylor  ο 
οποίος δεν ενεργεί έτσι. 

 β) Ο De Moivre  και για τη διακριτή αλλά και για τη συνεχή περίπτωση 
χρησιµοποιεί τον ίδιο συµβολισµό ,'''d,''d,'d  κ.ο.κ. ενώ ο Taylor  

αλλά και ο Leibniz  χρησιµοποιούν διαφορετικό συµβολισµό για κάθε 
περίπτωση. 
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 Ένα άλλο εντυπωσιακό χαρακτηριστικό της απόδειξης του De Moivre , 
είναι ότι στα συµπεράσµατά του, διατυπώνει την εκτίµηση ότι η σειρά του 
Taylor  είναι ίδια µε αυτήν του Johann Bernoulli . ∆εν έχει γίνει γνωστό µέχρι 
ποιο σηµείο ο De Moivre  αναγνώρισε τη σύνδεση µεταξύ των σειρών Taylor  
και Johann Bernoulli . Επίσης, δεν γνωρίζουµε πόσοι από αυτούς που 
επιβεβαίωσαν τις «Μεθόδους» του Taylor  αναγνώρισαν συγχρόνως την 
ισοδυναµία των θεωρηµάτων του Taylor  και του Johann Bernoulli . Είναι 
όµως βέβαιο ότι η συγκεκριµένη παρατήρηση του De Moivre  αναδεικνύει 
τόσο τη µαθηµατική του διορατικότητα όσο και τη σπουδαιότητα της 
προσφοράς του στην εξέλιξη των σειρών. 
 
3.8. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΕΣ ΕΡΓΑΣΙΕΣ 

 
 Εξετάζοντας τις παραπάνω εργασίες και τη σχετικά ταυτόχρονη 
εµφάνισή τους, µπορούµε να οδηγηθούµε στη διαπίστωση, ότι είχε φθάσει το 
χρονικό σηµείο για την ανακάλυψή τους. Το συµπέρασµα αυτό αποδίδεται 
ειδικότερα σε τρεις παράγοντες :  
 α) Στην ειδική φύση της σειράς Taylor  η οποία εκδηλώνεται σε 

περισσότερα από ένα πλαίσια και µπορεί να αποδειχθεί µε πλήθος 
τρόπων.  

 β) Στη γενική κατάσταση της µαθηµατικής γνώσης που χαρακτηρίζεται 
από τη γρήγορη ανάπτυξη των εννοιών και από έναν µεγάλο αριθµό 
προβληµάτων Μαθηµατικών και Φυσικής. 

 γ) Τέλος, στην εκτενή επικοινωνία µεταξύ των µελών της Μαθηµατικής 
κοινότητας σε όλη την Ευρώπη. Η επικοινωνία αυτή στηριζόταν στην 
αλληλογραφία, στα περιοδικά, σε διάφορα κείµενα αλλά και σε πολλά 
µαθηµατικά προβλήµατα που αποτελούσαν πρόκληση για την εποχή. 

 Οποιαδήποτε εξέταση σύγχρονων εγχειριδίων του Απειροστικού 
Λογισµού µπορεί να επιβεβαιώσει ότι οι σειρές Taylor  και οι διάφορες 
ισοδύναµες µορφές της µπορούν να ληφθούν από έναν πλούτο διαφορετικών 
τεχνικών. Αυτό φαίνεται στην απόδειξη του Taylor  για την πρόταση 7 – 
πόρισµα 2 (όπου χρησιµοποίησε τη γενικότερη θεωρία των πεπερασµένων 
αυξήσεων) όπως και στις αποδείξεις των Leibniz  και De Moivre  (οι οποίοι 
χρησιµοποίησαν ακολουθίες αριθµών και διαδοχικές ακολουθίες διαφορών). 
Ο Leibniz  µε έναν αυστηρά αναλυτικό τρόπο µετασχηµάτισε τις 
πεπερασµένες διαφορές του σε διαφορικά ενώ ο De Moivre  ερµηνεύοντας 
τον αριθµητικό τύπο του ως συντεταγµένη σηµείου µίας καµπύλης κατάφερε 
να φθάσει στον τύπο για την ίδια την καµπύλη. Οι Johann Bernoulli  και De 
Moivre  απέδειξαν τη σειρά Bernoulli  χρησιµοποιώντας επαναλαµβανόµενη 
ολοκλήρωση κατά παράγοντες, σε αντίθεση µε τον Newton  ο οποίος 
χρησιµοποίησε τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. Πρώτα 
υπέθεσε τη µορφή της σειράς και στη συνέχεια µε διαδοχικές παραγωγίσεις 
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καθόρισε τους συντελεστές. Τέλος, οι Leibniz  και Johann Bernoulli  
κατέληξαν στις σειρές Bernoulli  πειραµατιζόµενοι µε τις αναλογίες µεταξύ 
των διαδοχικών δυνάµεων ενός διωνύµου και των διαδοχικών διαφορικών 
ενός γινοµένου.  
 Η σηµαντική συλλογή των παραπάνω τεχνικών επιβεβαιώνει τη 
µαθηµατική µεγαλοφυΐα και τη δηµιουργικότητα των µαθηµατικών που τις 
χρησιµοποίησαν. Η εµπειρία έχει δείξει ότι όσο µεγαλύτερη είναι η 
ποικιλοµορφία των µεθόδων που ακολουθούνται για τη διερεύνηση ενός 
αποτελέσµατος, τόσο αυξάνεται και η πιθανότητα ανακάλυψής του. Στο 
σηµείο αυτό, θα ήταν χρήσιµο να υπάρχει και µία εξήγηση σχετικά µε την 
επιλογή αυτών των τεχνικών. Οι δύο προαναφερόµενοι παράγοντες δεν 
εξηγούν επαρκώς τον τρόπο µε τον οποίο έγινε αυτή η επιλογή. Για τη σειρά 
Taylor  µπορούµε να πούµε ότι κάποια από τα µαθηµατικά εργαλεία που 
χρησιµοποιήθηκαν στις διάφορες αποδείξεις, ήταν κοινά σε όλους τους 
µαθηµατικούς που ανακάλυψαν τη σειρά ή ήρθαν κοντά στην ανακάλυψή της. 
 Τα δύο πιο σηµαντικά κοινά εργαλεία ήταν ο τύπος παρεµβολής του 
Newton , που δηµοσιεύθηκε ως Λήµµα 5 στο 3ο βιβλίο των «Principia» , και ο 
τύπος για το διαφορικό ενός γινοµένου. Αυτοί οι δύο τύποι οδηγούν άµεσα 
στη σειρά Taylor  ή τη σειρά του Johann Bernoulli . Οι  Taylor ,  Leibniz  και 
De Moivre  χρησιµοποίησαν µία έκδοση του τύπου του Newton  που 
αποτέλεσε το κρίσιµο βήµα για τη λήψη της γενικής µορφής της σειράς. Είναι 
πολύ πιθανό και ο James Gregory  να είχε καταλήξει στον τύπο της σειράς µε 
αυτόν τον τρόπο, αφού κατείχε το γενικό τύπο της παρεµβολής τον οποίο είχε 
ανακαλύψει ανεξάρτητα από τον Newton . Ο τύπος για το διαφορικό ενός 
γινοµένου όχι µόνο αποτέλεσε τη βάση για την ολοκλήρωση κατά 
παράγοντες, που χρησιµοποίησαν οι De Moivre  και Johann Bernoulli , αλλά 
οδήγησε τον  Leibniz  στη «διάσηµη αναλογία» µέσω της οποίας αυτός και ο 
Johann Bernoulli  παρήγαγαν και άλλες αποδείξεις για τη σειρά Bernoulli .  
 Όλες αυτές οι τεχνικές βοήθησαν τους µετέπειτα µαθηµατικούς κατά την 
ενασχόλησή τους µε θέµατα του Απειροστικού Λογισµού. Κάποια γενικά 
προβλήµατα όπως η επίλυση διαφορικών εξισώσεων, η εξαγωγή ριζών 
εξισώσεων ή ο υπολογισµός ολοκληρωµάτων απαιτούσαν συχνά τον 
χειρισµό άπειρων σειρών. Έτσι, η γνώση αυτών των εργασιών και µεθόδων 
υπήρξε σηµαντικός αρωγός στις προσπάθειες αυτών των επιστηµόνων.  
 Οι περισσότεροι από τους µαθηµατικούς που εργάστηκαν κατά τη 
διάρκεια εκείνης της περιόδου, µοιράστηκαν την κοινή προοπτική της 
προόδου του Απειροστικού Λογισµού. Αυτό έγινε φανερό µε δύο τρόπους : 
 α) Με την επιτυχία των νέων αποτελεσµάτων, η οποία 

πραγµατοποιήθηκε µέσω των ισχυρών τεχνικών που παρέχονται 
από τον Απειροστικό Λογισµό και,  

 β) Με µία κοινή επιθυµία η οποία είχε διατυπωθεί από όλες τις 
µαθηµατικές κοινότητες της εποχής. Η καινούργια ανακάλυψη να 
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λειτουργήσει έξω από τα όρια της ακαµψίας που µέχρι τότε είχε 
καθιερωθεί από παλαιότερες µεθόδους. 

 Για τον Taylor  και τους προγενέστερούς του αυτό σήµαινε ότι οι 
αποδείξεις των σειρών Taylor  και Johann Bernoulli  ανέδειξαν την ευστροφία 
και την διορατικότητά τους, αλλά συγχρόνως και µία ξεχωριστή έλλειψη 
σεβασµού προς την αυστηρή θεµελίωση που θεωρούµε σήµερα. Σε όλες τις 
αποδείξεις που συναντήσαµε κανείς δεν εξέτασε το θέµα της σύγκλισης ή το 
εάν υπάρχει κάποιο υπόλοιπο. Όµως οι αυστηρές αποδείξεις της σειράς 
Taylor  θα έρχονταν µόνο σε ένα µεταγενέστερο στάδιο κατά το οποίο θα είχε 
υπάρξει θεωρητική ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού. Εάν είχε συµβεί 
κάτι τέτοιο τότε ο Taylor και οι πιο σύγχρονοι από αυτόν θα θεωρούσαν ως 
κρίσιµη ανακάλυψη τον καθορισµό της πραγµατικής µορφής της σειράς και τη 
δυνατότητα επέκτασης της εφαρµογής της. 
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Η ΣΥΝ∆ΕΣΗ ΤΩΝ ΣΕΙΡΩΝ TAYLOR ΚΑΙ 
JOHANN BERNOULLI – ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 
ΤΩΝ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΩΝ ΤΟΥ TAYLOR –           
ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  

 
4.1. Η ΣΥΝ∆ΕΣΗ ΤΩΝ ΣΕΙΡΩΝ TAYLOR ΚΑΙ BERNOULLI  
 
 Η αποδοχή του αποτελέσµατος του θεωρήµατος του Taylor  και η 
ιστορική σύνδεσή του µε το θεώρηµα του Johann Bernoulli  αποτιµάται ως 
µία περίπλοκη διαδικασία.  
 Ο Johann Bernoulli , έχοντας δει την εργασία των «Μεθόδων» του 
Taylor , δηµοσίευσε το 1716 µία ανώνυµη επιστολή στο περιοδικό «Acta 
Eruditorum»  στην οποία κατηγορούσε τους Άγγλους µαθηµατικούς και 
ειδικότερα τον Taylor  για κλοπή πνευµατικής ιδιοκτησίας. Από τότε και για 
περίπου οκτώ έτη αµφισβητεί συνεχώς την εργασία του Taylor  και ειδικά την 
πρόταση 7 – πόρισµα 2. Αυτή η διαµάχη συνεχίστηκε ακόµη και έναν αιώνα 
µετά του θάνατο του Johann Bernoulli  µε υποκινητή τον Giuseppe Peano , ο 
οποίος υποστήριζε ότι ο Johann Bernoulli  δικαίως διεκδικούσε την 
πατρότητα αυτού του θεωρήµατος. Όµως, κάποια νέα στοιχεία που βρέθηκαν 
σε αδηµοσίευτα έγγραφα του Taylor  οδηγούν τον Peano  στον ακόλουθο 
σχολιασµό : «Το 1694 ο Johann Bernoulli δηµοσίευσε µία σχέση η οποία 
φέρνει το όνοµά του αλλά είναι σχεδόν ισοδύναµη µε τον τύπο του 
Taylor. Αυτό µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα αφού µε µία απλή 
αντικατάσταση γραµµάτων µπορούµε να εξάγουµε τον ένα τύπο από τον 
άλλο. Έτσι η αξίωση της πατρότητας αυτού του τύπου από τον Johann 
Bernoulli θεωρείται αδικαιολόγητη».  
 Στην πρόταση 11 των «Μεθόδων», που είδαµε στο Κεφάλαιο 2 - 
παράγραφος 2.5., ο Taylor  είχε πάρει την ακόλουθη εξίσωση για το ρέον 

(ολοκλήρωµα) του sr
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//////
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                                 (4.1) 

 Ο Alfred Pringsheim  το 1900, ήταν ο πρώτος που έγραψε τη σχέση 

(4.1) ως εξής : ...
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O Pringsheim  παρατηρεί ότι η σχέση (4.2) είναι η ίδια µε τη σειρά (3.13) του 
Johann Bernoulli  η οποία σε σύγχρονη µορφή γράφεται ως : 
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Στη συνέχεια, στον τύπο της σειράς του Taylor  : 

...
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κάνει την αντικατάσταση φ'f ====  και xh −−−−==== . Τότε από τη σειρά (4.4) του 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο :  
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Taylor  εξάγεται η σειρά (4.3) του Johann Bernoulli .  
 Αντίστροφα, θεωρούµε τη σύγχρονη µορφή της σειράς του Johann 

Bernoulli  ...
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κάνουµε τις αντικαταστάσεις htx −−−−====  και στη συνέχεια hx −−−−==== . Τότε η 
προηγούµενη σειρά θα πάρει τη µορφή   
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που όπως είδαµε (Κεφάλαιο 2 – Παράγραφος 2.4) είναι η σειρά του Taylor . 
 Ο Pringsheim  σε κάποια συµπεράσµατά του ανέφερε τα εξής : «Θα 
ήταν πραγµατικά πολύ δύσκολο να εξάγουµε τη σειρά του Taylor από 
τον τύπο του Johann Bernoulli εάν αυτή δεν είχε ήδη βρεθεί ανεξάρτητα 
µε κάποιο φυσικότερο τρόπο». Με βάση αυτή την αναφορά αλλά 
χρησιµοποιώντας και κάποια ιστορικά επιχειρήµατα, ο Pringsheim  κατέληξε 
στο συµπέρασµα ότι ούτε ο Taylor  αλλά ούτε και ο Johann Bernoulli  
γνώριζαν τη σχέση µεταξύ των δύο θεωρηµάτων τους. Ο Taylor  είχε 
δηµοσιεύσει την πρόταση 11 και την πρόταση 7 – πόρισµα 2 ξεχωριστά. Ο 
Johann Bernoulli  είχε παραµείνει σιωπηλός για την πρόταση 7 – πόρισµα 2. 
Αυτό που απαιτούσε ως δική του ιδέα ήταν η πρόταση 11. Κατά τον 
Pringsheim , ο Johann Bernoulli  δεν είχε εξετάσει την περίπτωση εξαγωγής 
της σειράς Taylor  από τη σειρά του.  
 Το γεγονός ότι το θεώρηµα του Johann Bernoulli είναι µία εύκολη και 
φυσική συνέπεια του θεωρήµατος του Taylor , αναγνωρίστηκε στις αρχές του 
18ου αιώνα. Ο Euler , ο οποίος ήταν µαθητής του Johann Bernoulli , απέδειξε 
το θεώρηµα του Bernoulli  χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Taylor . Αρχικά 
ανέπτυξε τη σειρά του Taylor  σε όρους πεπερασµένων διαφορών και στη 
συνέχεια εξήγαγε τον τύπο του Johann Bernoulli  ως µία ειδική περίπτωση. 
Αυτό που ο Euler  δεν απέδειξε, σύµφωνα µε τον Gustaf Enestrom  (1905), 
είναι η εξαγωγή της σειράς του Taylor  από τη σειρά του Johann Bernoulli .  
 Εάν και οι δύο σειρές είναι ισοδύναµες φαίνεται να υπάρχει διαφωνία για 
τη φύση της κάθε σειράς. Αυτό το πιθανό χάσµα προσπαθούν να το 
καλύψουν οι αξιολογήσεις που εκφράζονται από τους ερευνητές 
µαθηµατικούς από τον πρόωρο 18ο αιώνα µέχρι και σήµερα. Για παράδειγµα, 
ο Robert Rieff (1889) παρατήρησε ότι η δηµοσιευµένη εκδοχή των σειρών 
του Johann Bernoulli  είναι διαφορετική από αυτήν του Taylor  επειδή οι 

συντελεστές ,...
dz

nd
,

dz
dn

2

2

 είναι συναρτήσεις του z. Για αυτό το λόγο ο Johann 
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Bernoulli  δεν εξάγει δυναµοσειρά για τη συνάρτηση ∫∫∫∫
z
0ndz .  

 Την ίδια ερµηνεία, τριάντα χρόνια αργότερα, έδωσε και ο George 
Gibson   ο οποίος ανέφερε τα εξής : «Είναι προφανές ότι το θεώρηµα του 
Johann Bernoulli παρέχει την αντιπροσώπευση µίας συνάρτησης υπό 
τη µορφή άπειρης σειράς. Όµως έχει διαφορετικό χαρακτήρα από αυτό 
του Taylor. Αυτό που µπόρεσα να ανακαλύψω είναι ότι ο Johann 
Bernoulli απαιτούσε την πατρότητα µόνο της πρότασης 7 – πόρισµα 2 
των Μεθόδων».  
 Αντίθετα, δύο σχετικά πιο σύγχρονοι µαθηµατικοί από τον Taylor , οι 
Stirling  (1717) και Maclaurin  (1742), θεωρούσαν τις δύο σειρές ουσιαστικά 
ίδιες. Ο Maclaurin , το 1742, στην εργασία του «Πραγµατεία των 
Συναρτήσεων» αρχικά ολοκλήρωσε τις σειρές Taylor  και στη συνέχεια 
περιέγραψε το αποτέλεσµα ως µία σειρά που ουσιαστικά ήταν ίδια µε αυτήν 
του Johann Bernoulli . Παρά την όλη σειρά ερµηνειών σχετικά µε την 
πραγµατική µαθηµατική σχέση µεταξύ των δύο θεωρηµάτων, φαίνεται να 
υπάρχει µία γενική συµφωνία στο ότι ο Taylor  ανέπτυξε το θεώρηµά του 
ανεξάρτητα από το θεώρηµα του Johann Bernoulli . Στην άποψη αυτή 
έρχεται να προστεθεί και η σύµφωνη γνώµη του Harry Bateman  (1907), ο 
οποίος βρήκε µία επιστολή του Taylor  προς τον John Machin  (26 Ιουλίου 
1712) στην οποία φαίνεται ότι ο Taylor  είχε ανακαλύψει το θεώρηµά του 
τουλάχιστον τρία έτη πριν από τη δηµοσίευση του βιβλίου του. Εάν και το 
θεώρηµα παρουσιάσθηκε χωρίς απόδειξη, ο Taylor  εξηγούσε στην επιστολή 
ότι κατέληξε στο αποτέλεσµα εφαρµόζοντας τη µέθοδο των προσεγγίσεων 
του Edmund Halley . Το θεώρηµα αυτό είναι γνωστό ως «Θεώρηµα των 
προσεγγίσεων» του Taylor και θα αναφερθούµε σε αυτό στην αµέσως 
επόµενη παράγραφο. 

  
4.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΩΝ ΤΟΥ TAYLOR  
  
 Στις 26 Ιουλίου 1712, ο  Taylor  σε µία επιστολή του προς τον John 
Machin , παρουσίασε κάποιες σκέψεις του οι οποίες αναφέρονταν ως εξής : 
«Ανακάλυψα µία γενική µέθοδο για την εξαγωγή ριζών σε όλα τα 
προβλήµατα η οποία εξηγείται στο ακόλουθο θεώρηµα : Έστω α ένας 
οποιοσδήποτε συνδυασµός δυνάµεων του z και δοσµένων ποσοτήτων, 
σε µία ρητή ή άρρητη έκφραση πεπερασµένων ή µη πεπερασµένων 
όρων και β ένας όµοιος συνδυασµός του p και των ίδιων συντελεστών. 

Εάν z=p+x και 1zp ========
••••••••

 τότε ισχύει ότι :
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όπου τα ,α,α,α
••••••••••••••••••••••••

 κ.ο.κ. δίνονται συναρτήσει του z και των δοσµένων 

συντελεστών µε τον ίδιο τρόπο που δίνονται τα ,β,β,β
••••••••••••••••••••••••

 κ.ο.κ. 

συναρτήσει του p και των δοσµένων συντελεστών. Έτσι, δίνοντας τα α, 
β και κάποιο από τα z ή p, το άλλο µπορεί να υπολογισθεί εξάγοντας το 
x από την πρώτη ή τη δεύτερη εξίσωση του παραπάνω θεωρήµατος. 
Εάν α είναι µία πεπερασµένη έκφραση τότε το ίδιο θα είναι και οι 

ποσότητες ,...β,β,β,...α,α,α
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

».  

 Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος δόθηκε από τον Taylor  σε άλλη 
επιστολή του προς τον John Keill  τον Σεπτέµβριο του 1712. Στην επιστολή 
αυτή αναφέρει ότι για την απόδειξη του θεωρήµατος χρησιµοποιεί κατά βάση 

τη σειρά του Johann Bernoulli  για τον 
τετραγωνισµό. Υποθέτει την καµπύλη ABPC  του 
διπλανού σχήµατος µε Αp=z, bp=v  και  Pp=y . 
Τότε η µεταβολή του εµβαδού του χωρίου, που 

περικλείεται από την καµπύλη θα είναι 
••••••••

==== vyzy .  

Από το θεώρηµα του Johann Bernoulli  µε 
Ccy,bcv ========  και Acz ====  παίρνει ότι το 

εµβαδόν του bBCc  θα είναι : 
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.                                                  (4.5) 

Εάν το εµβαδόν του ABCc  είναι R τότε ,Ry,Ry
••••••••••••••••

========  κ.ο.κ. Εάν το εµβαδόν 

του AbB  είναι r τότε για ybB,vcb ========  και pAb ====  µε τον ίδιο τρόπο παίρνει 

ότι το εµβαδόν του bBCc  θα είναι : ...
!4
vr

!3
vr

!2
vr

vrbBCc
322

++++++++++++++++====

••••••••••••••••••••••••
••••

  (4.6) 

Άρα : ...
!2
vR

vR...
!4
vr

!3
vr

!2
vr

vrrRbBCc
2322

++++−−−−====++++++++++++++++====−−−−====

••••••••
••••

••••••••••••••••••••••••
••••

         (4.7) 

 Σύµφωνα µε τον Feigenbaum , η απόδειξη του Taylor  αποκαλύπτει ότι η 
ερµηνεία της µορφής της σειράς του Johann Bernoulli , διαφέρει σε δύο 
σηµαντικά σηµεία από αυτή που βασίζεται στο δηµοσιευµένο άρθρο του 
Johann Bernoulli  το 1694.   
 α) Ο Taylor  δεν περιορίζει τα όρια 

ολοκλήρωσης από το 0 έως το v όπως 
σιωπηρά κάνει στο έγγραφό του ο Johann 
Bernoulli . Ο Taylor  εξετάζει οποιοδήποτε 
διάστηµα µήκους v κατά µήκος της 
τετµηµένης. Έτσι, µε τη βοήθεια του 
διπλανού σχήµατος, η σειρά (4.5) µπορεί 
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να γραφεί σε σύγχρονη µορφή ως : Γραµµοσκιασµένο Εµβαδόν =  

...
!3

v
)z(''φ

!2
v

)z('φv)z(φdx)x(φ
32

z
vz −−−−++++∫∫∫∫ −−−−====−−−−

 Αντίθετα, σε 

οποιοδήποτε ιστορικό κείµενο η σειρά του Johann Bernoulli  
γράφεται κατά γενικό τρόπο ως : 

...
!3

v
)v(''φ

!2
v

)v('φv)v(φdz)z(φ
32

v
0 −−−−++++∫∫∫∫ −−−−==== . 

 β) Η δεύτερη και σηµαντικότερη διαφορά στην αντίληψη του Taylor  για 
τη σειρά του Johann Bernoulli  είναι ότι στη συγκεκριµένη 
περίπτωση ο Taylor  τη χρησιµοποιεί ως δυναµοσειρά. Η σειρά (4.6.) 
του v εκφράζεται σε δυνάµεις του v του οποίου οι συντελεστές 
εξαρτώνται από τις ροές των τεταγµένων από την αρχική θέση bB . 
Αντίθετα, η σειρά (4.5) του Johann 
Bernoulli  είναι µία δυναµοσειρά του v 
αλλά οι συντελεστές εξαρτώνται από τις 
ροές των τεταγµένων από την αρχική θέση 
cC.  Ο Taylor  πήρε τη σειρά (4.6.) 
εφαρµόζοντας τη σειρά του Johann 
Bernoulli  στην αντίθετη κατεύθυνση. Έτσι 
από τη σειρά (4.6.) το γραµµοσκιασµένο 
εµβαδόν Ε του διπλανού σχήµατος θα 

είναι :  Ε= ====−−−−
−−−−

++++
−−−−

−−−−−−−− ...
!3

)pz(
)z(''φ

!2
)pz(

)z('φ)pz)(z(φ
32

 

= ...
!3

)zp(
)p(''φ

!2
)zp(

)p('φ)zp)(p(φ[
32

−−−−
−−−−

++++
−−−−

−−−−−−−−−−−−  ή τελικά Ε = 

...
!3

)pz(
)p(''φ

!2
)pz(

)p('φ)pz)(p(φ
32

++++
−−−−

++++
−−−−

++++−−−−====  Η τελευταία σειρά 

είναι η σειρά (4.6.) µε την αντικατάσταση φr ====
••••

.  

 Ο Feigenbaum  υποστηρίζει ότι ο Taylor  ανακάλυψε στο θεώρηµα του 
Johann Bernoulli  κάτι διαφορετικό από αυτό που είχε ο Bernoulli  στο µυαλό 
του όταν δηµοσίευσε τη σειρά του. Αυτή η ερµηνεία όµως δεν φαίνεται να 
λαµβάνεται υπόψη από µεταγενέστερους συγγραφείς. Για παράδειγµα, ο 
Joseph Louis Francois Bertrand το 1864, σε µία κριτική του για τη σειρά 
του Johann Bernoulli  στο περιοδικό «Traité de calcul différentiel et de 
calcul intégral» , έγραφε ότι : «Οι σειρές στις οποίες οι συντελεστές των 
διαφόρων δυνάµεων του x που είναι συναρτήσεις του x, είναι 
διαφορετικής µορφής και πολύ λιγότερο χρήσιµες από τη σειρά του 
Taylor» .   
 Ο Taylor  επανατοποθετήθηκε στο «Θεώρηµα των Προσεγγίσεων» µε 
περισσότερες λεπτοµέρειες, σε µία άλλη επιστολή του προς τον John Keill , 
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στις 9 Οκτωβρίου 1712. Στην επιστολή αυτή έγραφε : «Όταν βρήκα αυτή τη 
λύση ανακάλυψα µία γενική µέθοδο εφαρµογής αυτών των 
προσεγγίσεων για όλες τις εξισώσεις, η οποία περιγράφεται ως εξής : 
Έστω R οποιοσδήποτε συνδυασµός δυνάµεων του z και δοσµένων 
συντελεστών και r όµοιος συνδυασµός δυνάµεων του p και των ίδιων 

συντελεστών. Εάν 1pz ========
••••••••

 και z=p+v τότε : 















−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

−−−−

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

++++

====−−−−
••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••

...
321

vR
21

vR
1
vR

η

...
321

vr
21

vr
1
vr

rR

32

32

ɺ . Έτσι εάν είναι γνωστά τα R, r, p 

µπορούµε να βρούµε το z εξάγοντας τη ρίζα v από την εξίσωση 

...
321

vr
21

vr
1
vr

rR
32

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

++++====−−−−

••••••••••••••••••••••••

 και αντικαθιστώντας την τιµή της στην 

εξίσωση z=p+v. Εάν δίνεται το z τότε το p θα βρεθεί εξάγοντας το v από 

την εξίσωση ...
321

vR
21

vR
1
vR

rR
32

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

−−−−====−−−−

••••••••••••••••••••••••

 Σε επαλήθευση των 

παραπάνω θα εξάγουµε την ρίζα της κυβικής εξίσωσης : 

350z54z17z 23 ====++++−−−− . Έστω p=10. Τότε 160p54p17pr 23 −−−−====++++−−−−==== ,  

1
6
6

!3
r

,13
2

34p6
!2

r
,1454p34p3r 2 ============

−−−−
========++++−−−−====

••••••••••••••••••••
••••

 ενώ 
••••••••••••••••

r  κ.ο.κ. θα 

είναι µηδέν. Έτσι σύµφωνα µε το θεώρηµα θα έχουµε ότι 
32 vv13v14rR ++++++++====−−−− . Όµως R=350 και r=-160. Άρα καταλήγουµε στην 

εξίσωση 510v14v13v 23 ====++++++++ . Υπολογίζοντας το v και µε 
αντικατάσταση στην εξίσωση z=p+v µπορούµε να προσδιορίσουµε 
τελικά το z. Αυτή η µέθοδος µπορεί να εφαρµοσθεί και στους 
τετραγωνισµούς. Εάν θέλουµε να βρούµε την τετµηµένη όταν δίνεται το 
εµβαδόν R οποιασδήποτε γεωµετρικής καµπύλης µε τετµηµένη z, τότε  
••••

R  θα είναι η τεταγµένη ενώ οι ποσότητες ,R,R
••••••••••••

 κ.ο.κ. θα είναι 

πεπερασµένες εκφράσεις».  
 Το 1717, ο Taylor  δηµοσίευσε στο περιοδικό «Philos οphical 
Transactions»  το «Θεώρηµα των Προσεγγίσεων» µε τέτοιο τρόπο, που να 
παράγεται από τη δηµοσιευµένη στις «Μεθόδους» πρόταση 7 – πόρισµα 2 
που είδαµε στο Κεφάλαιο 2 – παράγραφος 2.4. Σε αυτή τη δηµοσίευση 
ανέφερε τα ακόλουθα : «Αυτή η µέθοδος εύκολα και φυσικά µπορεί να 
προέλθει από την πρόταση 7 – πόρισµα 2. Έστω z και x δύο ρέουσες 
ποσότητες των οποίων η µεταξύ τους σχέση είναι οποιαδήποτε 
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εξίσωση. Τότε καθώς το z ρέει οµοιόµορφα και γίνεται z+v, τότε το x 

γίνεται : ...
321

vx
21

vx
1
vx

x
32

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

++++++++

••••••••••••••••••••••••

 όταν 1z ====
••••

. Έτσι εάν το y είναι η 

ρίζα οποιασδήποτε µηδενικής εξίσωσης που περιέχει το y και γνωστές 
ποσότητες και το z είναι µέρος του y ενώ το x δίνεται συναρτήσει του z 
και των γνωστών ποσοτήτων, τότε υποθέτοντας ότι y=z+v η διαφορά 
v=y-z θα βρεθεί εξάγοντας τη ρίζα της εξίσωσης 

0...
321

vx
21

vx
1
vx

x
32

====++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

++++++++

••••••••••••••••••••••••

». ∆ηλαδή, µε σύγχρονη µορφή, εάν η 

µεταβλητή x δίνεται συναρτήσει του z µέσω της εξίσωσης x=x(z)  και y είναι 
µία ρίζα της εξίσωσης µε y=z+v  όπου z είναι γνωστή πρώτη προσέγγιση του 

y, τότε θα έχουµε ότι ...
!2

v)z(''x
v)z('x)z(x)vz(x)y(x0

2

++++++++++++====++++========  Από 

αυτή την εξίσωση µπορούµε να υπολογίσουµε προσεγγιστικά τη διόρθωση v, 
διαγράφοντας τους όρους της σειράς που περιέχουν δυνάµεις του v µε βαθµό 
µεγαλύτερο του 2. Έτσι προκύπτει µία δευτεροβάθµια εξίσωση της οποίας η 
επίλυση δίνει το v. 
 Το θεώρηµα των προσεγγίσεων και η πρόταση 7 – πόρισµα 2 
αποτελούν δύο ανεξάρτητες ανακαλύψεις του Taylor , αφού φαίνεται ότι 
παρακινήθηκε από διαφορετικές ανησυχίες κατά την εξαγωγή των δύο 
θεωρηµάτων. Η ιδέα για το θεώρηµα των προσεγγίσεων προέκυψε ενώ 
χρησιµοποιούσε τη µέθοδο του Halley  για τις ρίζες εξισώσεων, ενώ η 
πρόταση 7 – πόρισµα 2 ήταν το αποτέλεσµα του ενδιαφέροντός του για την 
εύρεση λύσεων διαφορικών εξισώσεων σε σειρές. Επίσης, διέφεραν και οι 
αποδείξεις του στα δύο αυτά θεωρήµατα. Στην απόδειξη του θεωρήµατος των 
προσεγγίσεων χρησιµοποίησε το θεώρηµα του Johann Bernoulli , ενώ η 
πρόταση 7 – πόρισµα 2 αποδείχθηκε µε τη βοήθεια των πεπερασµένων 
διαφορών. Η σύνδεση της σειράς του Johann Bernoulli  και του θεωρήµατος 
των προσεγγίσεων παρείχε στον Taylor  δύο σηµαντικά οφέλη :  
 α) Από τη σειρά του Johann Bernoulli  εξήγαγε εύκολα τη σειρά των 

προσεγγίσεων ...
321

xα

21
xα

1
xα

βα
32

−−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

−−−−====−−−−

••••••••••••••••••••••••

 που έστειλε στους 

Machin  και Keill . 
 β) Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Johann Bernoulli  επέκτεινε το 

θεώρηµα του και στην περίπτωση των υπερβατικών εκφράσεων. 
 Αυτό που δεν έχει απαντηθεί ακόµη, είναι εάν ο Taylor  προσπάθησε να 
χρησιµοποιήσει στην απόδειξη του θεωρήµατος των προσεγγίσεων την 
πρόταση 7 – πόρισµα 2. Εάν είχε συµβεί κάτι τέτοιο, τότε εύκολα θα 
διαπίστωνε τη σύνδεση µεταξύ της σειράς του και της σειράς του Johann 
Bernoulli .   
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4.3. ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
 Την αντιπαράθεση που αφορά στη σχέση του θεωρήµατος Taylor  και 
του θεωρήµατος του Johann Bernoulli , προσπάθησε να συνοψίσει ο 
Heinrich Weileitner , το 1911, λέγοντας τα εξής : « Η σηµαντικότερη 
µέθοδος που δίνεται στον 18ο αιώνα για την ανάπτυξη µίας συνάρτησης 
σε σειρά, είναι αυτή που κοινοποιήθηκε από τον Brook Taylor σε µία 
επιστολή του προς τον John Machin το 1712 και η οποία δηµοσιεύθηκε 
αργότερα στις Μεθόδους. Ο Taylor έδωσε τη λειτουργία της 
παραγώγισης στηριζόµενος στη µέθοδο των διαφορών. Επίσης, ο 
Taylor στο βιβλίο του, παραγωγίζει την ήδη αναφερθείσα σειρά του 
Johann Bernoulli, µε έναν απλούστερο και ισχυρότερο τρόπο χωρίς 
όµως να αναφέρει πως ή από ποιον ανακάλυψε αυτή τη µέθοδο. Ούτε ο 
Johann Bernoulli αλλά ούτε και ο Taylor κατάφεραν να αναγνωρίσουν 
κάποια σύνδεση µεταξύ των θεωρηµάτων τους. Είναι γνωστό ότι ο 
Johann Bernoulli απαίτησε την πατρότητα του θεωρήµατος αλλά δεν 
πρέπει να έχει καµία διεκδίκηση στο θεώρηµα του Taylor» .  
 Ο Feigenbaum , µε βάση κάποια αδηµοσίευτα έγγραφα του Taylor , 
θεωρεί ότι η παραπάνω περίληψη είναι υπεραπλουστευµένη και συγχρόνως 
ανακριβής. Υποστηρίζει ότι η υπόθεση της ανακάλυψης του θεωρήµατος 
Taylor  είναι αρκετά πιο περίπλοκη και για αυτό το λόγο θεώρησε χρήσιµο να 
εξετάσει στοιχεία που προκύπτουν τόσο από νέες πηγές όσο και από 
έγγραφα που είναι ήδη γνωστά. Τα στοιχεία αυτά είναι τα παρακάτω : 
 α) Νέα Στοιχεία :  
  1. Το θεώρηµα του Taylor  κάτω από το πρίσµα των εξισώσεων. 

(Σηµειώσεις του Taylor ) 
  2. Το θεώρηµα για τους τετραγωνισµούς. (Επιστολή του Taylor  

προς τον John Keill στις  11 Σεπτεµβρίου 1712) 
  3. Το θεώρηµα του Taylor  κάτω από το πρίσµα του τετραγωνισµού. 

(Σηµειώσεις του Taylor ) 
  4. Το Θεώρηµα των προσεγγίσεων. (Επιστολή του Taylor  προς τον 

John Keill στις  9 Οκτωβρίου 1712) 
  5. Το θεώρηµα για τις εξισώσεις µε ροές. (Επιστολή του Taylor  

προς τον John Keill στις 3 Ιουλίου 1713) 
  Τα στοιχεία 1., 3. και 5. βρίσκονται στη βιβλιοθήκη του St. John’s 

College  του Cambridge , ενώ τα στοιχεία 2. και 4. αποτελούν 
αλληλογραφία του Taylor προς τη Βασιλική Κοινότητα. 

 β) Προηγούµενα Στοιχεία :  
  1. Το Θεώρηµα των Προσεγγίσεων. (Επιστολή του Taylor  προς τον 

John Machin στις 26 Ιουλίου 1712 – ∆ηµοσιεύθηκε από τον 
Harry Bateman το 1907) 

  2. Πρόταση 7 – πόρισµα 2 των «Μεθόδων». (∆ηµοσιεύθηκε το 
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1715) 
  3. Πρόταση 11 των «Μεθόδων». (∆ηµοσιεύθηκε το 1715) 
  4. ∆ηµοσιευµένο άρθρο µε προσεγγίσεις στο «Philosophical 

Transactions» . (∆ηµοσιεύθηκε το 1717) 
 Με βάση τα παραπάνω στοιχεία, ο Feigenbaum  συµπεραίνει τα εξής : 

1. Ακόµη και εάν οι ιστορικοί έχουν ερµηνεύσει το θεώρηµα των 
προσεγγίσεων του 1712 και την πρόταση 7 – πόρισµα 2 ως δύο 
εκδοχές του ίδιου θεωρήµατος, στην πραγµατικότητα ο Taylor  είχε 
ανακαλύψει το ένα ανεξάρτητα από το άλλο. Αυτό µπορεί να 
διαπιστωθεί από τα ακόλουθα :  
α) Η πρόταση 7 – πόρισµα 2 µπορεί να εκτιµηθεί ως ένα θεώρηµα 

για τις εξισώσεις µε ροές, που είχε στείλει σε επιστολή του ο 
Taylor  προς τον Keill  το 1713, ενώ το θεώρηµα των 
προσεγγίσεων είχε ήδη σταλεί στον Keill  σε άλλη επιστολή το 
1712.  

β) Ο Taylor  δεν είχε δώσει καµία απόδειξη για το θεώρηµα των 
προσεγγίσεων στην επιστολή του προς τον Machin , ενώ παρείχε 
µία τέτοια απόδειξη σε επιστολή του προς τον Keill  το 1712, η 
οποία διαφέρει σηµαντικά από τη δηµοσιευµένη απόδειξη του 
1717 στο «Philosophical Transactions» .  

γ) Τα υπόλοιπα στοιχεία από τις σηµειώσεις του Taylor  και από την 
επιστολή προς τον Keill  στις 11 Σεπτεµβρίου 1712, εξηγούν το 
λόγο που ο Taylor  δεν αναγνώρισε καµία σύνδεση µεταξύ του 
θεωρήµατος των προσεγγίσεων και του θεωρήµατος των 
εξισώσεων µε ροές. Αυτά τα δύο θεωρήµατα εµφανίζονται να 
προκύπτουν από διαφορετικά πλαίσια και να προορίζονται για 
διαφορετικές εφαρµογές.  

2. Όσον αφορά στην πρόταση 11 των «Μεθόδων», της οποίας την 
πατρότητα διεκδικούσε ο Johann Bernoulli , και µάλλον δικαίως, ο 
Taylor  εντόπισε σε αυτήν την γενίκευση της σειράς του Johann 
Bernoulli . Ήταν το προϊόν ενός ξεχωριστού τρόπου σκέψης του 
Taylor  και ήταν ανεξάρτητη τόσο από την πρόταση 7 – πόρισµα 2, 
όσο και από το θεώρηµα των προσεγγίσεων του 1712. Η προέλευσή 
της ίσως να οφείλεται σε ένα θεώρηµα σχετικά µε τον τετραγωνισµό, 
που βρέθηκε σε κάποιες σηµειώσεις του Taylor .  

3. Με βάση τα παραπάνω ήταν λογικό για τον Taylor  να δηµοσιεύσει 
αυτά τα δύο θεωρήµατα ξεχωριστά το ένα από τα άλλο. 

 Ο Taylor  ήταν ο πρώτος ο οποίος δηµοσίευσε απόδειξη για τη λήψη 
µίας σειράς, βασισµένη στη θεωρία των πεπερασµένων αυξήσεων. Επίσης 
ήταν αυτός που έστρεψε την προσοχή άλλων ερευνητών στη δυνατότητα 
εφαρµογής του θεωρήµατός του, ως αναλυτικό εργαλείο για την παραγωγή 
λύσεων σε σειρές διαφορικών εξισώσεων.  Τέλος προσάρµοσε το θεώρηµά 
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του στην εύρεση ριζών συνηθισµένων εξισώσεων αναπτύσσοντας µία 
δοσµένη έκφραση σε δυναµοσειρά.  
 Με βάση αυτά τα στοιχεία κανείς από τους µεταγενέστερους ερευνητές 
δεν αµφισβήτησε την τεράστια συµβολή του Taylor  στην ανάπτυξη του 
Απειροστικού Λογισµού και τον ισχυρισµό ότι η σειρά του δικαίως φέρει το 
όνοµά του. Όµως, το πιο ουσιαστικό στοιχείο που προστίθεται στα 
παραπάνω, είναι η κατάθεση των άµεσα διαδόχων του, Stirling , Maclaurin  
και Euler , οι οποίοι επιβεβαιώνουν ότι το θεώρηµα του Taylor , οδηγεί την 
προσοχή των ερευνητών στη θεµελιώδη σηµασία του αποτελέσµατος για ένα 
πρόβληµα. 
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Η ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΚΑΙ Η 
ΣΥΓΧΡΟΝΗ ΜΟΡΦΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 
TAYLOR  

 

Α1. Η ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ TAYLOR 
  
 Η διαπραγµάτευση του Απειροστικού Λογισµού αφορά στις συναρτήσεις 
και ειδικότερα στη διαφόριση και ολοκλήρωση αυτών. Όµως, ο υπολογισµός 
των τιµών µίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε µία εύκολη υπόθεση. Για 

παράδειγµα ο τύπος της λογαριθµικής συνάρτησης ∫∫∫∫====
x
1 tdtlnxln  δεν δίνει 

ένα καθαρό τρόπο υπολογισµού των τιµών της. Εφόσον υπάρχουν αρκετές 
συναρτήσεις τις οποίες δεν είµαστε σε θέση να διαχειρισθούµε εύκολα, στα 
διάφορα προβλήµατα που εµφανίζονται, επιβάλλεται να τις προσεγγίσουµε µε 
κάποιες άλλες που είναι περισσότερο προσβάσιµες ως προς τον λογισµό 
τους. Βέβαια, στις προσεγγίσεις αυτές θα πρέπει να λαµβάνεται υπόψη και το 
σφάλµα που υπάρχει. Όσο µικρότερο είναι το σφάλµα τόσο καλύτερη είναι και 
η προσέγγιση που έχουµε. Η προσέγγιση µίας συνάρτησης )x(f  από κάποια 

άλλη συνάρτηση )x(g  θα θεωρείται ικανοποιητική εάν η συνάρτηση )x(g  

είναι σχετικά απλή ώστε να είµαστε σε θέση να υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα 
ή τις τιµές της. Οι απλούστερες συναρτήσεις που µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε είναι τα πολυώνυµα διότι οι αριθµητικοί υπολογισµοί µε 
αυτά είναι σχετικά εύκολοι αφού οι τιµές τους υπολογίζονται µε ένα 
πεπερασµένο πλήθος πράξεων. Επιπλέον έχουν παραγώγους κάθε τάξης και 
η ολοκλήρωση τους, που είναι απλή διαδικασία, δίνει ως αποτέλεσµα πάλι 
πολυώνυµο.  
 Ορισµένες συναρτήσεις µπορούν να προσεγγιστούν από πολυώνυµα, 
όταν η διαφορά της συνάρτησης από την πολυωνυµική της προσέγγιση είναι 
αρκετά µικρή. Τότε για πρακτικούς λόγους θα χρησιµοποιούµε το πολυώνυµο 
στη θέση της συνάρτησης. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι προσέγγισης µίας 
συνάρτησης µε πολυώνυµα, ανάλογα µε τη χρήση της προσέγγισης. Μία 
πολύ χρήσιµη τεχνική του Απειροστικού Λογισµού για την προσέγγιση 
συναρτήσεων από πολυώνυµα, αποτελεί το θεώρηµα του Taylor . Θα 
αναπτύξουµε την περίπτωση όπου απαιτούµε το πολυώνυµο και οι 
παράγωγοι αυτού σε κάποιο σηµείο, να έχουν την ίδια τιµή µε τη συνάρτηση 
και τις παραγώγους της στο ίδιο σηµείο.  
 Έστω µία συνάρτηση )x(fy ====  η οποία είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 

0xx ==== . Τότε η συνάρτηση αυτή προσεγγίζεται από τη γραµµική συνάρτηση 

)xx)(x('f)x(f)x(T 0001 −−−−++++==== . Σε γεωµετρική γλώσσα, όπως φαίνεται και από 

το παρακάτω σχήµα, αυτό σηµαίνει ότι η καµπύλη προσεγγίζεται από την 

εφαπτοµένη της στην περιοχή του 0x .  

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ A΄ : 
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Η συνάρτηση )x(T1  είναι µία καλή προσέγγιση της )x(f  κοντά στο 0x , 

εφόσον ισχύει ότι )x(f)x(T 001 ====  και )x('f)x('T 001 ==== . Τα γραφήµατα των 

)x(fy ====  και )x(Ty 1====  διέρχονται από το ίδιο σηµείο, το 0x , και έχουν την 

ίδια κλίση σε αυτό το σηµείο. Μακριά από το 0x  το γράφηµα της )x(Ty 1====  

ενδέχεται να µην πλησιάζει προς το γράφηµα της )x(fy ==== .  

Για την επίτευξη µεγαλύτερης ακρίβειας θα προσεγγίσουµε την )x(f  µε 

µία συνάρτηση της οποίας το γράφηµα να διέρχεται από το σηµείο 

))x(f,x( 00 , να έχει την ίδια κλίση µε την )x(fy ====  σε αυτό το σηµείο και να 

«καµπυλώνει» προς την ίδια κατεύθυνση µε την )x(fy ==== . Όµως, η 

καµπυλότητα του γραφήµατος οφείλεται στη µεταβολή της κλίσης του. Η 
κλίση στο σηµείο x  είναι η παράγωγος )x('f  και ο ρυθµός µεταβολής της 

κλίσης είναι η δεύτερη παράγωγος. Άρα αναζητούµε µία συνάρτηση )x(T2  

τέτοια ώστε )x('f)x('T),x(f)x(T 002002 ========  και )x(''f)x(''T 002 ==== . 

Θεωρούµε το πολυώνυµο δευτέρου βαθµού 
2

002 )xx(γ)xx(βα)x(T −−−−++++−−−−++++==== . Τότε θα έχουµε ότι 

β)x('T,α)x(T 0202 ========  και γ2)x(''T 02 ==== . Αφού απαιτούµε 

)x('f)x('T),x(f)x(T 002002 ========  και )x(''f)x(''T 002 ====  θα πρέπει να 

επιλέξουµε )x('fβ),x(fα 00 ========  και )x(''f
2
1

γ 0==== . Έτσι το πολυώνυµο 

)x(T2  γράφεται : 2
000002 )xx)(x(''f

2
1

)xx)(x('f)x(f)x(T −−−−++++−−−−++++====  το οποίο 

ταυτίζεται µε την )x(f  στο 0xx ====  ενώ ισχύει ότι )x('f)x('T 002 ====  και 

)x(''f)x(''T 002 ==== . Το πολυώνυµο )x(T2  αποτελεί το πολυώνυµο Taylor  

y=T1(x) 

x0 
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(δευτέρου βαθµού) της )x(f  στο 0xx ====  και όπως είδαµε αποτελείται από την 

εφαπτοµενική γραµµική προσέγγιση της )x(f , δηλαδή από το πολυώνυµο 

)x(T1 , και από τον όρο 2
00 )xx)(x(''f

2
1

−−−−  που διορθώνει κατά κάποιο τρόπο 

το σφάλµα της γραµµικής προσέγγισης.  

Παράδειγµα 1 : Θα προσεγγίσουµε τη συνάρτηση xe)x(f ====  στο 0x 0 ====  

µε τα πολυώνυµα Taylor , )x(T1  και )x(T2 . Από τη σχέση 

2
000002 )xx)(x(''f

2
1

)xx)(x('f)x(f)x(T −−−−++++−−−−++++====  µε xe)x(f ==== ,  0x 0 ====  και 

xe)x(f)x('f)x(''f ============  προκύπτει ότι 1)0(f)0('f)0(''f ============  και 

2
x

x1)x(T
2

2 ++++++++==== . (Το γραµµικό µέρος του )x(T2  είναι το πολυώνυµο 

x1)x(T1 ++++==== ).  

Στον πίνακα που ακολουθεί γίνεται η σύγκριση των τιµών της xe)x(f ====  

µε τις τιµές των )x(T1  και )x(T2  για τις διάφορες τιµές του x.  

Μικρές Τιµές του x Μεγάλες Τιµές του x 

x  xe  )x(T1  )x(T2  x  xe  )x(T1  )x(T2  

-0,4 0,6703 0,6000 0,6800 -2,0 0,1353 -1,0000 1,0000 

-0,3 0,7408 0,7000 0,7450 -1,5 0,2231 -0,5000 0,6250 

-0,2 0,8187 0,8000 0,8200 -1,0 0,3679  0,0000 0,5000 

-0,1 0,9048 0,9000 0,9050 -0,5 0,6065  0,5000 0,6250 

 0,0 1,0000 1,0000 1,0000  0,0 1,0000  1,0000 1,0000 

 0,1 1,1052 1,1000 1,1050  0,5 1,6487  1,5000 1,6250 

 0,2 1,2214 1,2000 1,2200  1,0 2,7183  2,0000 2,5000 

 0,3 1,3499 1,3000 1,3450  1,5 4,4817  2,5000 3,6250 

 0,4 1,4918 1,4000 1,4800  2,0 7,3891  3,0000 5,0000 

 Από τον πίνακα παρατηρούµε ότι οι προσεγγίσεις του πολυωνύµου 

)x(T2  είναι καλύτερες από αυτές του πολυωνύµου )x(T1  καθώς το x παίρνει 

τιµές κοντά στο 0x 0 ==== . Καθώς το x παίρνει τιµές µακριά από το 0x 0 ====  οι 

εκτιµήσεις δεν είναι τόσο καλές, αλλά το πολυώνυµο )x(T2  εξακολουθεί να 

προσεγγίζει καλύτερα τη συνάρτηση xe)x(f ==== , όπως φαίνεται και από το 

επόµενο σχήµα.  
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 Για µεγαλύτερη ακόµη ακρίβεια προσέγγισης της )x(fy ==== , θεωρούµε 

πολυώνυµα τρίτου βαθµού. Έστω το πολυώνυµο 
3

0
2

003 )xx(δ)xx(γ)xx(βα)x(T −−−−++++−−−−++++−−−−++++====  τέτοιο ώστε )x(f)x(T 003 ==== , 

)x('f)x('T 003 ==== , )x(''f)x(''T 003 ====  και )x('''f)x('''T 003 ==== . Τότε θα έχουµε 

ότι γ2)x(''T,β)x('T,α)x(T 030303 ============  και δ6)x('''T 03 ==== . Άρα 

παίρνουµε )x(''f
2
1

γ),x('fβ),x(fα 000 ============  και )x('''f
6
1

δ 0==== . Εποµένως 

3
00

2
000003 )xx)(x('''f

6
1

)xx)(x(''f
2
1

)xx)(x('f)x(f)x(T −−−−++++−−−−++++−−−−++++==== . Το 

πολυώνυµο  )x(T3  είναι το πολυώνυµο Taylor  (τρίτου βαθµού) της 

συνάρτησης )x(f  στο 0xx ==== για το οποίο ισχύει ότι )x(f)x(T 003 ==== , 

)x('f)x('T 003 ==== , )x(''f)x(''T 003 ====  και )x('''f)x('''T 003 ==== .  

 Παράδειγµα 2 : Για το πολυώνυµο )x(T3  της συνάρτησης xe)x(f ====  στο 

0x 0 ====  θα έχουµε ότι 323
23 x

6
1

x
2
1

x1x)0('''f
6
1

)x(T)x(T ++++++++++++====++++==== . Στον 

παρακάτω πίνακα, γίνεται η σύγκριση των τιµών των πολυωνύµων )x(T2  και 

)x(T3 , µε τις τιµές της xe)x(f ==== , για τις διάφορες τιµές του x.  

x  xe  )x(T2  )x(T3  

0,1 1,1052 1,1050 1,1052 
0,2 1,2214 1,2200 1,2213 
0,5 1,6487 1,6250 1,6458 
1,0 2,7183 2,5000 2,6667 
2,0 7,3891 5,0000 6,3333 
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 Από τον πίνακα µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το πολυώνυµο )x(T3  

προσεγγίζει µε µεγαλύτερη ακρίβεια τη συνάρτηση xe)x(f ====  στο 0x 0 ==== , από 

ότι το πολυώνυµο )x(T2 .  

 Παράδειγµα 3 : Θα προσεγγίσουµε τη συνάρτηση xηµ)x(f ====  µε το 

πολυώνυµο Taylor  )x(T3  στο 0x 0 ==== . Γνωρίζουµε ότι το πολυώνυµο )x(T3  

είναι 32
3 )0x)(0('''f

6
1

)0x)(0(''f
2
1

)0x)(0('f)0(f)x(T −−−−++++−−−−++++−−−−++++====  όπου 

xηµ)x(''f,xσυν)x('f,xηµ)x(f −−−−============  και xσυν)x('''f −−−−==== . Τότε f(0)=0, 

1)0('f ==== , 0)0(''f ====  και 1)0('''f −−−−==== . Έτσι το πολυώνυµο )x(T3  γράφεται 

3
3 x

6
1

x)x(T −−−−==== . Στον παρακάτω πίνακα, γίνεται η σύγκριση των τιµών του 

πολυωνύµου )x(T3 , µε τις τιµές της xηµ)x(f ==== , για τις διάφορες τιµές του x.  

 

Μικρές Τιµές του x Μεγάλες Τιµές του x 

x  xηµ  )x(T3  x  xηµ  )x(T3  

0,00 0,00000 0,00000 0,30 0,29552 0,29550 

0,05 0,04998 0,04998 0,50 0,47943 0,47917 

0,10 0,09983 0,09983 0,70 0,64422 0,64283 

0,15 0,14944 0,14944 0,90 0,78333 0,77850 

0,20 0,19867 0,19867 1,10 0,89121 0,87817 

0,25 0,24740 0,24740 1,30 0,96356 0,93383 

 
Α2. Η ΣΥΓΧΡΟΝΗ ΜΟΡΦΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ TAYLOR 
 
 Θεωρούµε το πολυώνυµο n

n
2

210 xα...xαxαα)x(P ++++++++++++++++==== .         (1) 

Για 0x ====  είναι 0α)0(P ==== . Παραγωγίζοντας την (1) θα πάρουµε ότι 
1n

n
2

321 xαn...xα3xα2α)x('P −−−−++++++++++++++++====                                                        (2) 

Για 0x ====  προκύπτει ότι 1α)0('P ==== . Παραγωγίζοντας την (2) θα έχουµε ότι 
2n

n32 xα)1n(n...xα6α2)x(''P −−−−−−−−++++++++++++====  και για 0x ====  παίρνουµε ότι 

2α2
)0(''P
==== . Επαγωγικά για nκ ≤≤≤≤  προκύπτει ότι ++++==== κ

)κ( α!κ)x(P (πλήθος 

όρων ως προς x µε θετικούς εκθέτες). Για 0x ====  θα έχουµε ότι 
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!κ
)0(P

α
)κ(

κ ==== , κ=0, 1, 2,…,n.  

 Συνεπώς, ένα πολυώνυµο n - βαθµού είναι πλήρως καθορισµένο από 
την τιµή του στο 0x ====  και τις τιµές των πρώτων n παραγώγων του στο 
σηµείο αυτό. Εάν το πολυώνυµο είναι ανεπτυγµένο κατά τις δυνάµεις του 

)xx( 0−−−−  τότε 
!κ

)x(P
α 0

)κ(

κ ==== , κ=0, 1, 2,…,n.  

 Με την υπόθεση ότι µία συνάρτηση f είναι n – φορές παραγωγίσιµη στο 
0x ==== , τότε υπάρχει ένα µοναδικό πολυώνυµο )x(P  τέτοιο ώστε να ισχύει ότι 

)0(f)0(P),0(f)0(P )κ()κ( ========  για κ=1, 2,…,n. Σύµφωνα µε τα όσα είδαµε το 

πολυώνυµο αυτό είναι το κ
n

0κ

)κ(

x
!κ

)0(f
)x(P ∑∑∑∑====

====
. Με παρόµοιο τρόπο προκύπτει 

ότι υπάρχει ένα µοναδικό πολυώνυµο βαθµού µικρότερου ή ίσου του n που 
ταυτίζεται µε τη συνάρτηση f και τις n – πρώτες παραγώγους αυτής στο 

0xx ==== . Έτσι για βα <<<< , n φυσικό αριθµό, ]β,α[x 0 ∈∈∈∈  και µία συνάρτηση 

ℜℜℜℜ→→→→]β,α[:f  που παραγωγίζεται n – φορές στο 0x , θέτουµε ως 

κ

0

n

0κ

0
)κ(

n )xx(
!κ

)x(f
)x(P −−−−∑∑∑∑====

====
 το nιοστό πολυώνυµο Taylor  της συνάρτησης f 

µε κέντρο το 0x . Εάν 0x 0 ====  τότε το πολυώνυµο κ
n

0κ

)κ(

x
!κ

)0(f
)x(P ∑∑∑∑====

====
 είναι το 

πολυώνυµο Maclaurin  της f στο 0x 0 ==== .  

 Παραδείγµατα :  

 1. Έστω η συνάρτηση xe)x(f ==== . Τότε x)n( e)x(f ====  για κάθε Nn ∈∈∈∈  και 

άρα 1)0(f )n( ==== . Έτσι το πολυώνυµο Taylor  της xe)x(f ====  στο 0x 0 ====  

είναι το 
!n

x
...

!3
x

!2
x

x1)x(P
n32

n ++++++++++++++++++++==== .  

 2. Έστω η συνάρτηση xηµ)x(f ==== . Τότε xσυν)x('f ==== , xηµ)x(''f −−−−==== , 

xσυν)x('''f −−−−==== , xηµ)x(''''f ==== ,… Έτσι 0)0(f ==== , 1)0('f ==== , 

0)0(''f ==== , 1)0('''f −−−−====  και γενικά 0)0(f )n2( ====  ενώ n)1n2( )1()0(f −−−−====++++ . 

Άρα το πολυώνυµο Taylor  της xηµ)x(f ====  στο 0x 0 ====  είναι το 

)!1n2(
x

)1(...
!5

x
!3

x
x)x(P

1n2
n

53

1n2
++++

−−−−++++−−−−++++−−−−====
++++

++++ . 

 3. Έστω η συνάρτηση xσυν)x(f ==== . Τότε xηµ)x('f −−−−==== , xσυν)x(''f −−−−==== , 

xηµ)x('''f ==== , xσυν)x(''''f ==== ,… και γενικά )
2
π

nx(συν)x(f )n( ++++====  

για n=0, 1, 2,… Έτσι )
2
π

n(συν)0(f )n( ====  ενώ 0)0(f )1n2( ====++++ . Άρα το 
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πολυώνυµο Taylor  της xηµ)x(f ====  στο 0x 0 ====  είναι το 

)!n2(
x

)1(...
!4

x
!2

x
1)x(P

n2
n

42

1n2 −−−−++++−−−−++++−−−−====++++ . 

 4. Έστω η συνάρτηση )x1ln()x(f ++++====  µε 1x −−−−>>>> . Τότε 
x1

1
)x('f

++++
====  και 

1)0('f ==== , 
2)x1(

1
)x(''f

++++
−−−−====  και 1)0(''f −−−−==== , 

3)x1(
2

)x('''f
++++

====  και 

2)0('''f ==== , 
4

)4(

)x1(
32

)x(f
++++

⋅⋅⋅⋅
−−−−====  και 32)0(f )4( ⋅⋅⋅⋅−−−−==== ,… Συνεχίζοντας θα 

έχουµε ότι 
κ

1κ)κ(

)x1(
)1κ(...432

)1()x(f
++++

−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
−−−−==== ++++  και 

)!1κ()1()0(f 1κ)κ( −−−−−−−−==== ++++  µε 1κ ≥≥≥≥ . Άρα το πολυώνυµο Taylor  της 

)x1ln()x(f ++++====  στο 0x 0 ====  είναι το 

n
x

)1(...
3
x

2
x

x)x(P
n

1n
32

n
−−−−−−−−++++−−−−++++−−−−==== . 

 Εάν η συνάρτηση )x(f  δεν είναι πολυώνυµο και )x(Pn  είναι το nιοστό 

πολυώνυµο Taylor  για τη συνάρτηση )x(f , τότε η διαφορά )x(P)x(f n−−−−  

συµβολίζεται µε )x(Rn  και αποτελεί το υπόλοιπο (σφάλµα) που γίνεται κατά 

την προσέγγιση της )x(f  από το )x(Pn . Για να ορίσουµε καλύτερα το 

προσεγγιστικό πολυώνυµο, είναι αναγκαίο να έχουµε πληροφορίες σχετικά µε 

το υπόλοιπο )x(P)x(f)x(R nn −−−−==== . Τέτοιες πληροφορίες µας δίνει το επόµενο 

θεώρηµα :   
 Θεώρηµα (Taylor) :  Έστω f : [α,β] ℜℜℜℜ→→→→  µία συνάρτηση )1n( ++++  - φορές 

παραγωγίσιµη στο [α,β] και ∈∈∈∈0x  [α,β]. Τότε για κάθε ]β,α[x ∈∈∈∈  υπάρχει ένας 

αριθµός ξ µεταξύ των x και x0 τέτοιος ώστε :  

)x(R)x(f
!n

)xx(
...)x(''f

!2
)xx(

)x('f
!1
xx

)x(f)x(f n0
)n(

n
0

0

2
0

0
0

0 ++++
−−−−

++++++++
−−−−

++++
−−−−

++++====  

όπου 1n
0

)1n(

n )xx(
)!1n(
)ξ(f

)x(R ++++
++++

−−−−
++++

====  (Μορφή Lagrange  του υπολοίπου Taylor ). 

Εάν  η )1n(f ++++  είναι Riemann  ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε έχουµε ότι 

dt)tx)(t(f
!n

1
)x(R x

x
n)1n(

n 0
∫∫∫∫ −−−−==== ++++  (Ολοκληρωτική Μορφή του υπολοίπου 

Taylor ). 
 Απόδειξη :  

 Έστω ]β,α[x ∈∈∈∈ . Θέτουµε φ : [α,β] ℜℜℜℜ→→→→  µε 1n
)1n(

)tx(
)!1n(
)ξ(f

)t(φ ++++
++++

−−−−
++++

==== . Εάν 
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)t(f
!n

)tx(
...)t(''f

!2
)tx(

)t('f
!1

tx
)t(f)t(T )n(

n2

n

−−−−
++++++++

−−−−
++++

−−−−
++++====  τότε θα έχουµε ότι 

)t(φ)t(T)x(f n ++++==== . Παραγωγίζοντας ως προς t  παίρνουµε ότι 

====++++−−−−−−−−−−−−++++++++−−−−−−−−++++==== −−−−
++++

)t('φ)tx(n
!n

)t(f
)tx(

!n
)t(f

...)t('f)tx)(t(''f)t('f0 1n
)n(

n
)1n(

)t('φ)tx(
!n

)t(f n
)1n(

++++−−−−====
++++

. Άρα n)1n( )tx)(t(f
!n

1
)t('φ −−−−−−−−==== ++++  µε ]β,α[t ∈∈∈∈ . Από το 

γενικευµένο θεώρηµα Μέσης Τιµής για τις συναρτήσεις φ και 1n)tx()t(g ++++−−−−==== , 

στο διάστηµα µε άκρα 0x  και x  προκύπτει ότι υπάρχει ξ µεταξύ των 0x  και 

x  τέτοιο ώστε 
)!1n(
)ξ(f

)ξx)(1n(

)ξx)(ξ(f
!n

1

)ξ('g
)ξ('φ

)x(g)x(g
)x(φ)x(φ )1n(

n

n)1n(

0

0

++++
====

−−−−++++−−−−

−−−−−−−−
========

−−−−

−−−− ++++
++++

. Όµως 

0)x(g),x(R)x(φ,0)x(φ n0 ============  και 1n
00 )xx()x(g ++++−−−−==== . Έτσι από την 

προηγούµενη σχέση θα έχουµε ότι 1n
0

)1n(

n )xx(
)!1n(
)ξ(f

)x(R ++++
++++

−−−−
++++

==== . Επίσης από το 

δεύτερο θεµελιώδες θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού για τη συνάρτηση 

'φ  στο διάστηµα µε άκρα τα 0x  και x  προκύπτει ότι 

∫∫∫∫ ∫∫∫∫ −−−−−−−−========−−−−====−−−− ++++x
x

x
x

n)1n(
0n 0 0

dt)tx)(t(f
!n

1
dt)t('φ)x(φ)x(φ)x(R . Έτσι τελικά 

παίρνουµε ότι dt)tx)(t(f
!n

1
)x(R x

x
n)1n(

n 0
∫∫∫∫ −−−−==== ++++ .  

 Στην περίπτωση που η συνάρτηση f : [α,β] ℜℜℜℜ→→→→  είναι απείρως 

παραγωγίσιµη και ∈∈∈∈0x  [α,β], η σειρά n
0

0n

0
)n(

)xx(
!n

)x(f
−−−−∑∑∑∑

∞∞∞∞

====
 είναι η σειρά 

Taylor  της f  µε κέντρο το 0x . Εάν 0x 0 ====  τότε η αντίστοιχη σειρά είναι η 

σειρά Maclaurin  της f. 
Παρατηρήσεις :  
1. Το )x(Rn  στο παραπάνω θεώρηµα ονοµάζεται υπόλοιπο του 

Schlomilch  και Roche .  

2. Εάν το υπόλοιπο έχει τη µορφή )xx()ξx)(ξ(f
!n

1
)x(R 0

n)1n(
n −−−−−−−−==== ++++  

ονοµάζεται υπόλοιπο κατά Cauchy .  
3. Στην ειδική περίπτωση για n =1, ο τύπος του Taylor  είναι το θεώρηµα 

της µέσης τιµής.  
4. Στις εφαρµογές είναι πολλές φορές χρήσιµο να θέτουµε ξ=θx µε 0<θ<1.  

5. Η σειρά Taylor  n
0

0n

0
)n(

)xx(
!n

)x(f
−−−−∑∑∑∑

∞∞∞∞

====
 για x = 0x  συγκλίνει κατά τετριµµένο 

τρόπο στην τιµή )x(f 0 . Συνεπώς εξετάζουµε τη σειρά ως προς τη 
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σύγκλιση για τις τιµές του x  που είναι διάφορες του 0x . Από αυτές, µας 

ενδιαφέρουν ιδιαίτερα, εκείνες οι τιµές του x  για τις οποίες η σειρά 
Taylor  της f, συγκλίνει προς τις τιµές )x(f . Στην περίπτωση που η σειρά 

Taylor  για κάποιο x  συγκλίνει προς το )x(f , λέµε ότι η σειρά παριστάνει 

την )x(f  για αυτό το x . Αυτό εξαρτάται από το υπόλοιπο )x,x(R 0n  µε 

0xx ≠≠≠≠ . Εάν έχουµε ότι 0)x,x(Rlim 0nn
====

∞∞∞∞→→→→
 για κάθε ]β,α[x ∈∈∈∈ , τότε θα 

ισχύει ότι )x(f = n
0

0n

0
)n(

)xx(
!n

)x(f
−−−−∑∑∑∑

∞∞∞∞

====
 για κάθε ]β,α[x ∈∈∈∈ . Εάν το 

)x,x(Rlim 0nn ∞∞∞∞→→→→
 δεν υπάρχει ή είναι άπειρο, τότε η σειρά Taylor  της f µε 

κέντρο το 0x  δεν συγκλίνει. Τέλος, εάν υπάρχει το )x,x(Rlim 0nn ∞∞∞∞→→→→
 αλλά 

είναι διάφορο του µηδενός, τότε η σειρά Taylor  της f µε κέντρο το 0x  

συγκλίνει, αλλά το άθροισµά της δεν είναι η συνάρτηση )x(f .  

 Η επόµενη πρόταση δίνει µία ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε µία 
συνάρτηση f  να αναπτύσσεται σε σειρά Taylor .  
 Πρόταση : Έστω συνάρτηση f : [α,β] ℜℜℜℜ→→→→  απεριόριστα διαφορίσιµη και 

υπάρχει 0M >>>>  τέτοιο ώστε M)x(f )n( ≤≤≤≤  για κάθε Nn ∈∈∈∈  και κάθε ]β,α[x ∈∈∈∈ . 

Τότε η συνάρτηση f  αναπτύσσεται σε σειρά Taylor  µε κέντρο το 0x .  

 Απόδειξη :  
 Θεωρούµε το υπόλοιπο του τύπου του Taylor  κατά Langrage . Έτσι 

έχουµε ότι 1n
0

)1n(

0n )xx(
)!1n(
)ξ(f

)x,x(R ++++
++++

−−−−
++++

====  για κάποιο ξ µεταξύ των 0x  και 

x . Από την υπόθεση προκύπτει ότι 
)!1n(

)xx(
M)x,x(R

1n
0

0n
++++

−−−−
≤≤≤≤

++++

. Όµως 

0
)!1n(

)xx(
Mlim

1n
0

n
====

++++

−−−− ++++

∞∞∞∞→→→→
. Άρα 0)x,x(Rlim 0nn

====
∞∞∞∞→→→→

. Εποµένως η συνάρτηση f  

αναπτύσσεται σε σειρά Taylor  µε κέντρο το 0x .  

 Παραδείγµατα :  

 1. Έστω η συνάρτηση xe)x(f ==== . Ο τύπος του Taylor  της xe)x(f ==== , στο 

0x 0 ====  είναι )x,0(R
!n

x
...

!3
x

!2
x

x1)x(T n

n32

n ++++++++++++++++++++++++====  µε 

dte
!n

)tx(
)x,0(R tx

0

n

n ∫∫∫∫
−−−−

==== . Για 0x >>>>  και xt0 <<<<<<<<  είναι xxt 3ee <<<<<<<< . 

Έτσι 
)!1n(

x
3dt3

!n
)tx(

dte
!n

)tx(
)x,0(R

1n
xxx

0

n
tx

0

n

n
++++

====∫∫∫∫
−−−−

≤≤≤≤∫∫∫∫
−−−−

====
++++

 (1) 
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Όµως 0
)!1n(

x
3lim

1n
x

n
====

++++

++++

∞∞∞∞→→→→
. Εποµένως και 0)x,x(Rlim 0nn

====
∞∞∞∞→→→→

. Εάν 

0x <<<<  θέτουµε στην (1) όπου x  το x . Έτσι για κάθε ℜℜℜℜ∈∈∈∈x  έχουµε 

ότι 
)!1n(

x
3)x,0(R

1n
x

n ++++
≤≤≤≤

++++

. Εάν 1x ≤≤≤≤  τότε 33 x ≤≤≤≤  και έτσι 

)!1n(
3

)x,0(Rn
++++

≤≤≤≤ . Αφού 0
)!1n(

3
lim
n

====
++++∞∞∞∞→→→→

 θα έχουµε ότι και 

0)x,x(Rlim 0nn
====

∞∞∞∞→→→→
. Εάν θεωρήσουµε την ακολουθία 

)!1n(

x
3α

1n
x

n
++++

====

++++

, 

τότε 
2n

x

α

α

n

1n

++++
====++++  και 10

2n

x
lim
n

<<<<====
++++∞∞∞∞→→→→

. Άρα 0
)!1n(

x
3lim

1n
x

n
====

++++

++++

∞∞∞∞→→→→
 από 

όπου προκύπτει ότι και 0)x,x(Rlim 0nn
====

∞∞∞∞→→→→
. Εποµένως σε κάθε 

περίπτωση παίρνουµε ότι 0)x,x(Rlim 0nn
====

∞∞∞∞→→→→
 που σηµαίνει ότι η 

συνάρτηση xe)x(f ====  αναπτύσσεται σε σειρά Taylor  µε κέντρο το 

0x 0 ====  και έτσι ...
!n

x
...

!3
x

!2
x

x1e)x(f
n32

x ++++++++++++++++++++++++========  

 2. Έστω η συνάρτηση xηµ)x(f ==== . Τότε )
2
π

nx(ηµ)x(f n ++++====  µε n=0, 1, 

2,… Άρα 




++++====±±±±

====
====

1κ2nαν,1

κ2nαν,0
)0(fn . Αφού 1)x(f n ≤≤≤≤  για κάθε 

ℜℜℜℜ∈∈∈∈x  θα έχουµε ότι 0)x,x(Rlim 0nn
====

∞∞∞∞→→→→
. Άρα η συνάρτηση xηµ)x(f ====  

αναπτύσσεται σε σειρά Taylor  µε κέντρο το 0x 0 ====  και έτσι 

...
)!1n2(

x
)1(...

!5
x

!3
x

xxηµ
1n2

n
53

++++
++++

−−−−++++−−−−++++−−−−====
++++

 

 Εργαζόµενοι οµοίως προκύπτει ότι : 

 3. ∑∑∑∑ −−−−====
∞∞∞∞

====0n

n2
n

)!n2(
x

)1(xσυν  για κάθε ℜℜℜℜ∈∈∈∈x . 

 4. ∑∑∑∑ −−−−====−−−−++++−−−−====++++
∞∞∞∞

====

++++

1n

n
1n

32

n
x

)1(...
3

x
2

x
x)x1ln(   για κάθε x  µε 1x1 ≤≤≤≤<<<<−−−− . 

 5. n

1n

α x
!n

)1nα)...(2α)(1α(α
1)x1( ∑∑∑∑

++++−−−−−−−−−−−−
++++====++++

∞∞∞∞

====
 για ℜℜℜℜ∈∈∈∈α  και 1x1 <<<<<<<<−−−−  

(∆ιωνυµική Σειρά). 
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Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ ΡΟΩΝ ΚΑΙ ΟΙ ΕΣΧΑΤΟΙ 
ΛΟΓΟΙ ΤΩΝ ΑΛΛΑΓΩΝ ΤΟΥ ISAAC 

 NEWTON  
 
 Η µέθοδος των ροών του Newton , εµφανίστηκε στην εργασία που είχε 
εκπονήσει µε τίτλο «Methodus fluxionum et serierum infinitarum»  
(µέθοδος των ροών και των απείρων σειρών) το 1671, αλλά δηµοσιεύθηκε το 
1739, 19 χρόνια µετά το θάνατό του. Σε αυτή την εργασία του θεωρεί ότι οι 
µεταβλητές ποσότητες παράγονται από συνεχή κίνηση σηµείων, γραµµών και 
επιπέδων, παρά ως στατικά αθροίσµατα απειροστών στοιχείων όπως είχε 
παρουσιασθεί στην προηγούµενη εργασία του µε τίτλο «De Analysi per 
aequetiones numero terminorum infinitas»  (Ανάλυση εξισώσεων µε 
απειράριθµους όρους). Με αυτή την αντίληψη η έννοια της διαρκώς 
µεταβαλλόµενης κίνησης έρχεται διαισθητικά να υπερνικήσει την ασυνέχεια 
των αδιαιρέτων. Στην περίπτωση των επίπεδων καµπυλών ο Newton  
θεώρησε την κίνηση ως το αποτέλεσµα δύο κινήσεων, µίας προς την 
κατεύθυνση του x – άξονα και µίας προς την κατεύθυνση του y – άξονα. Η 
ταχύτητα της x – συνιστώσας και της y – συνιστώσας ονοµάζονται από τον 

Newton  «fluxions»  (ροές), τις οποίες συµβόλισε µε 
••••

x  και 
••••

y  αντίστοιχα. Η 

ταχύτητα ενός σηµείου παριστάνεται από µία εξίσωση στην οποία περιέχονται 

οι fluxions 
••••

x  και 
••••

y . Αντίστροφα, το τόξο είναι το «ρέον»  (fluent ) της 

ταχύτητας του κινούµενου σηµείου, και συνεπώς τα x, y είναι τα ρέοντα των 

fluxions 
••••

x  και 
••••

y  αντίστοιχα. Το απείρως µικρό µήκος κατά το οποίο 

αυξάνεται το ρέον σε απείρως µικρό χρόνο «ο» το ονόµασε στιγµή του 

ρέοντος και το συµβόλισε µε ox
••••

. Εάν η µεταβλητή x δίνεται ως µία ροή τότε 
το ρέον (δηλαδή η αντιπαράγωγος του x) συµβολίζεται αρχικά από τον 
Newton  µε          και αργότερα µε 'x .  
 Στην ίδια εργασία, ο Newton  διετύπωσε σαφέστερα το θεµελιώδες 
θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού : Εάν δοθεί µία σχέση µεταξύ δύο 
ρεόντων, να βρεθεί η σχέση που υπάρχει µεταξύ των ροών τους και 
αντίστροφα. Για παράδειγµα, στον υπολογισµό της ροής (παραγώγου) της 

x2x3)x(fy 2 −−−−========  θεωρούσε την κατάσταση από κινηµατική σκοπιά και 

φανταζόταν ένα σωµατίδιο να κινείται κατά µήκος αυτής της καµπύλης. Για 
οποιεσδήποτε τιµές των y,x  υπέθετε ότι σε ένα µικρό χρονικό διάστηµα 

µήκους «ο» η ταχύτητα του σωµατιδίου παρέµενε σταθερή. Σε αυτό το 

χρονικό διάστηµα το y αυξάνεται σε οyy
••••

++++  και το x σε οxx
••••

++++ . Αφού το 

σωµατίδιο παρέµενε σε επαφή µε την καµπύλη θα είναι : ====++++
••••

oyy  

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ B΄ : 

Χ 
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= )oxx(2)oxx(3)oxx(f 2
••••••••••••

++++−−−−++++====++++  και άρα ox2)ox(3oxx6oy 2
••••••••••••••••

−−−−++++==== . Σε 

αυτό το σηµείο διαγράφει τους όρους που περιείχαν το ox
••••

 σε δυνάµεις 

µεγαλύτερης της µονάδας. Τότε ox2oxx6oy
••••••••••••

−−−−====  και διαιρώντας µε ox
••••

 

παίρνει το λόγο 2x6
ox

oy
−−−−====

••••

••••

 (µε σύγχρονο συµβολισµό 2x6
dx
dy

−−−−==== ). Για 

αυτή την εργασία του δέχθηκε πολύ σκληρή κριτική, κυρίως στο σηµείο που 

διέγραφε τους όρους που περιείχαν τις δυνάµεις των ox
••••

 και oy
••••

 µε εκθέτη 

µεγαλύτερο της µονάδας, αλλά και εάν είχε το δικαίωµα να υποθέτει ότι οι 
ροές παραµένουν σταθερές στα µικρά χρονικά διαστήµατα. Προσπαθώντας 

να δώσει εξηγήσεις τόνισε, ότι οι στιγµές ox
••••

, oy
••••

 δεν θα έπρεπε να 

θεωρούνται ποτέ µόνες, αλλά πάντα ως πηλίκο 
ox

oy
••••

••••

. Όµως µε αυτή την 

ερµηνεία του προκάλεσε µεγαλύτερη σύγχυση. ∆εν µπορούσε να γίνει 

αντιληπτό εάν ο λόγος 
ox

oy
••••

••••

 ήταν µία ενιαία οντότητα ή το πηλίκο των δύο 

µεταβλητών ox
••••

 και oy
••••

. Επίσης προέκυψαν και άλλες δυσκολίες. Η τεχνική 

της επίλυσης που αναπαριστούσε το y ως το πηλίκο 
o

)x(f)oxx(f −−−−++++
••••

 δεν 

επέτρεπε τον υπολογισµό του επιθυµητού λόγου 
••••

••••

x

y
 σε όλες τις περιπτώσεις. 

Ενώ λειτουργούσε εξαιρετικά στην περίπτωση όπου η )x(f  ήταν ένα 

πολυώνυµο του x, σε κάποιες άλλες περιπτώσεις, όπως για παράδειγµα στην 

περίπτωση της συνάρτησης x1y ++++====  δεν υπήρχε προφανής τρόπος 

υπολογισµού του λόγου 
••••

••••

x

y
. Η προσέγγιση του Newton  σε αυτές τις 

περιπτώσεις γινόταν µε τη βοήθεια της αναπαράστασης των συναρτήσεων µε 

άπειρες σειρές. Την ίδια µέθοδο εφάρµοσε και στην περίπτωση της νxy ==== . 

Για την εύρεση της ροής συµβόλισε µε «ο» το απείρως µικρό χρονικό 

διάστηµα και µε ox
••••

, oy
••••

 τις απείρως µικρές αυξήσεις (τις στιγµές των 

ρεόντων ποσοτήτων x και y). Θέτοντας οxx
••••

++++  στη θέση του x, οyy
••••

++++  στη 

θέση του y και εφαρµόζοντας το διωνυµικό ανάπτυγµα και τους κανόνες που 
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είχε θέσει πήρε την ισότητα ν1ννν )ox(...oxxνx)oxx(οyy
••••••••

−−−−
••••••••

++++++++++++====++++====++++ . 

∆ιαγράφοντας τους όρους που είχαν τον όρο ox
••••

 σε εκθέτη µεγαλύτερο της 

µονάδας κατέληξε στην ισότητα 1νxν
ox

oy −−−−

••••

••••

==== .  Ο Newton  είχε καταλήξει στην 

ίδια σχέση και στην προηγούµενη εργασία του «De Analysi» , χωρίς να κάνει 
χρήση των fluxions. Παρά το ότι δεν φαίνεται να υπάρχει ουσιώδης διαφορά 
σε αυτές τις δύο εργασίες,  ή άποψη του Newton  είναι εντελώς διαφορετική. 

Θεωρεί ότι οι στιγµές ox
••••

, oy
••••

 «µεταβάλλονται τώρα µε το χρόνο ο», ενώ 

στην πρώτη εργασία του οι στιγµές δεν ήταν τίποτα παρά «έσχατα σταθερά 
τεµάχια». Όµως παρ’ όλα αυτά οι στιγµές εξακολουθούσαν να θεωρούνται 
ως κάποιο είδος απείρων µικρών µεγεθών.  
 Η προσπάθεια δικαιολόγησης του Newton  για τη διαγραφή των απείρως 
µικρών όρων τον οδήγησε στην εισαγωγή της έννοιας του ορίου. Αυτή η 
σκέψη του παρουσιάσθηκε καθαρά στο «De Quadratura» , το 1704. Σε αυτή 
τη δηµοσίευση γίνεται επικριτικός για την εξάλειψη των όρων που περιείχαν 
το «ο» γράφοντας : «Στα µαθηµατικά ακόµη και τα µικρότερα λάθη δεν 
πρέπει να παραβλέπονται…Θεωρώ τα µαθηµατικά µεγέθη σε αυτή την 
εργασία, όχι αποτελούµενα από πολύ µικρά µέρη, αλλά περιγραφόµενα 
από µία συνεχή κίνηση. Οι γραµµές περιγράφονται, και συνεπώς 
παράγονται, όχι από παράθεση τµηµάτων αλλά από τη συνεχόµενη 
κίνηση σηµείων, οι επιφάνειες από την κίνηση γραµµών, τα χρονικά 
διαστήµατα από τη συνεχή ροή…». Οι µαθηµατικές ποσότητες δεν 
θεωρούνται πλέον ότι γίνονται από «στιγµές», ή πολύ µικρά µέρη, αλλά 
περιγράφονται από συνεχή κίνηση ενός σηµείου, και κατά συνέπεια η 
τετµηµένη και η τεταγµένη είναι γενικά µεταβλητές ποσότητες. Ο Newton  
ονόµασε τη νέα ιδέα του «µέθοδο των πρώτων και έσχατων λόγων» και τη 

χρησιµοποίησε στον υπολογισµό της ροής της νxy ==== . Η προσέγγισή του 

έγινε όπως και στην εργασία του «Methodus fluxionum» , µε την 
αντικατάσταση του x από το x+o  (εδώ συµβόλισε την αύξηση µε «ο» και όχι 

µε ox
••••

). Τότε }o...ox)1ν(ν
2
1

{ooxνx)ox( 1ν2ν1ννν −−−−−−−−−−−− ++++−−−−++++====−−−−++++  και 

διαιρώντας µε «ο», σε σύγχρονο συµβολισµό προκύπτει ότι 

1ν2ν1ν
ν

)o...(ox
2

)1ν(ν
xν

x
)x( −−−−−−−−−−−− ++++

−−−−
++++====

∆∆∆∆

∆∆∆∆
. Καθώς το «ο» πλησιάζει προς το 

µηδέν διαγράφει τους όρους που το περιέχουν και ο λόγος 
x
y

∆∆∆∆

∆∆∆∆
 των 

µεταβολών, που τον ονοµάζει «έσχατο λόγο των µεταβολών», ισούται µε 

1νxν −−−− . ∆ηλαδή σε σύγχρονη ορολογία θα έχουµε ότι 1ν

0x
xν

x
y

lim −−−−

→→→→∆∆∆∆
====

∆∆∆∆

∆∆∆∆
.  
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 Μετά τη δηµοσίευση και της τελευταίας του εργασίας δηµιουργήθηκε και 
πάλι σύγχυση. ∆εν µπορούσε να γίνει κατανοητό τι ήταν ατό το µικρό «ο». 
Εάν ήταν µηδέν τότε δεν µπορούσε να γίνει διαίρεση µε αυτό. Εάν δεν ήταν 
µηδέν τότε δεν θα µπορούσε να παραλειφθεί. Ο Newton  γράφει τότε το 
«Principia»  και προσπαθεί να δικαιολογήσει τη µέθοδο των πρώτων και 
έσχατων λόγων ως εξής : «Αυτές οι προτάσεις δίνονται για να 
αποφύγουµε τη µονότονη και περίπλοκη διαδικασία της διπλής 
αντίφασης στην οποία κατέφευγαν οι παλαιοί γεωµέτρες. Βέβαια οι 
αποδείξεις µε τη µέθοδο των αδιαιρέτων είναι πιο σύντοµες. Επειδή 
όµως αυτή η µέθοδος είναι λιγότερο γεωµετρική θα περιορισθώ στις 
αποδείξεις των προτάσεων που ακολουθούν, επιλέγοντας τα πρώτα και 
τελικά αθροίσµατα, και τους λόγους των µεγεθών τη στιγµή που 
εµφανίζονται και που εξαφανίζονται, δηλαδή στα όριά τους. Όταν θα 
χρησιµοποιώ µικρές καµπύλες αντί για ευθείες δεν θα εννοώ αδιαίρετες, 
αλλά ανεπαίσθητες διαιρετές ποσότητες, και αντί για αθροίσµατα και 
λόγους ορισµένων µερών θα θεωρώ όρια αθροισµάτων και λόγων. 
Μπορεί να διατυπωθεί η αντίρρηση ότι δεν υπάρχει τελικός λόγος 
ανεπαίσθητων ποσοτήτων, γιατί ο λόγος πριν την εξάλειψη των 
ποσοτήτων δεν είναι τελικός (έσχατος), και όταν εξαλειφθούν δεν 
υπάρχει καν. Με το ίδιο όµως επιχείρηµα και ένα κινητό που φτάνει στον 
προορισµό του και σταµατάει δεν έχει τελική ταχύτητα. Αυτό προκύπτει 
από το γεγονός ότι η ταχύτητά του, πριν φτάσει στον προορισµό του δεν 
είναι η τελική, ενώ όταν φτάσει µηδενίζεται. Είναι όµως εύκολο να δοθεί 
µία απάντηση σε αυτό τον ισχυρισµό. Με τον όρο «τελική ταχύτητα» 
εννοούµε εκείνη µε την οποία κινείται το σώµα, όχι πριν φτάσει στον 
προορισµό του, ούτε αφού φτάσει, αλλά τη στιγµή ακριβώς που φτάνει, 
δηλαδή η ταχύτητα µε την οποία το σώµα φτάνει  στην τελευταία του 
θέση και µε την οποία παύει η κίνηση. Αντίστοιχα, µε τον όρο έσχατος 
λόγος των ανεπαίσθητων ποσοτήτων, εννοούµε το λόγο των 
ποσοτήτων όχι πριν εξαφανισθούν, ούτε µετά, αλλά των τιµών µε τις 
οποίες εξαφανίζονται». Ο Newton  ενώ βρίσκει το όριο του λόγου των 
διαφορών δεν το ονοµάζει όριο του λόγου, αλλά περιγράφει τα όρια ως 
«έσχατους λόγους των αλλαγών», δηλαδή ως την τιµή του λόγου αυτών 
των µηδενιζοµένων ποσοτήτων, τη στιγµή ακριβώς που µηδενίζονται. 
Συγκεκριµένα γράφει : «Αυτοί οι έσχατοι λόγοι µε τους οποίους 
µηδενίζονται οι ποσότητες δεν είναι στην πραγµατικότητα οι λόγοι των 
εσχάτων ποσοτήτων, αλλά όρια προς τα οποία πάντα τείνουν 
ποσότητες, που µειώνονται απεριόριστα, και προς τα οποία 
προσεγγίζουν πλησιέστερα από οποιαδήποτε δοθείσα διαφορά, χωρίς 
ποτέ να τα ξεπερνούν, ούτε στην πραγµατικότητα τα φτάνουν, αφού οι 
ποσότητες µειώνονται επ΄ άπειρον». Η φράση όµως «χωρίς να τα 
ξεπερνούν» φανερώνει ότι η «παράγωγος» δεν µπορεί να ταλαντώνεται 
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γύρω από το όριό της. Η Judy Grabiner  (1983) δίνει την ακόλουθη εξήγηση : 
«Φαίνεται ότι ο Newton είχε στο νου του ένα «σύνορο», και οι 
µαθηµατικοί της εποχής του αναφέρουν συχνά το συγκεκριµένο 
παράδειγµα του κύκλου, ως το όριο των εγγεγραµµένων πολυγώνων. Η 
φράση «ούτε… να τα φτάνουν, αφού στην πραγµατικότητα µειώνονται 
επ΄ άπειρον» εγείρει ένα κεντρικό ζήτηµα : συχνά έµπαινε το ερώτηµα 
εάν στην πραγµατικότητα µία µεταβλητή ποσότητα έφτανε ποτέ το όριό 
της. Εάν δεν το έφτανε µήπως τότε υπήρχε κάποιο λάθος; 
∆ιατυπώνοντας την πρόταση «οι ποσότητες και οι λόγοι των 
ποσοτήτων, που σε κάθε πεπερασµένο χρόνο τείνουν συνεχώς να 
εξισωθούν και που στο τέλος αυτού του χρόνου προσεγγίζουν µεταξύ 
των πλησιέστερα από οποιαδήποτε δοθείσα διαφορά, τελικά 
εξισώνονται» δεν βοήθησε να ξεκαθαριστεί αυτό το ζήτηµα. Τι σήµαινε 
τελικά εξισώνονται;».  
 Αυτό το ερώτηµα δεν ξεκαθαρίστηκε ούτε τον 18ο αιώνα. Το 1734 ο 
Ιρλανδός φιλόσοφος και ιερωµένος George Berkeley  έκανε οξεία επίθεση και 
αυστηρή κριτική στον Απειροστικό Λογισµό σε αυτό ακριβώς το σηµείο 
λέγοντας τα εξής : «Οι επιστήµονες επιτίθενται στη θρησκεία για τη 
θεωρούν  παράλογη. Ας βελτιώσουν λοιπόν τον τρόπο µε τον οποίο οι 
ίδιοι σκέπτονται. Μία ποσότητα είτε είναι µηδέν, είτε όχι. ∆εν υπάρχει 
τίποτε ενδιάµεσο». Ο Berkeley  κλείνοντας την κριτική του χαρακτήρισε τους 
µαθηµατικούς, ως ανθρώπους που συνηθίζουν να υπολογίζουν αντί να 
σκέπτονται. 
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
∆ΙΑΦΟΡΩΝ  

 

Γ1. ΟΡΙΣΜΟΙ 
  
 Έστω η συνάρτηση y=f(x)  ορισµένη για κάθε πραγµατικό αριθµό x ή για 

κάποια σηµεία της µορφής ,...1,0κ,hκxx oκ ====++++==== . Για κάθε x και x+h  στο 

πεδίο ορισµού της f, η διαφορά ∆ ορίζεται από τη σχέση : 
)x(f)hx(f)x(f −−−−++++====∆∆∆∆ . Τότε ορίζουµε ως εξίσωση διαφορών ή 

διαφοροεξίσωση ν – τάξεως µία εξίσωση της µορφής : 

0))x(f),...,x(f),x(f,x(F ν ====∆∆∆∆∆∆∆∆ . Με την αντικατάσταση 
h

xx
'x 0−−−−
====  τα σηµεία 

κx  µετασχηµατίζονται σε θετικούς ακέραιους κ. Έτσι χωρίς βλάβη της 

γενικότητας µπορούµε να θεωρήσουµε ότι 0x 0 ====  και 1h ==== . Τότε η εξίσωση 

διαφορών ν – τάξεως γράφεται ως : 0))νx(f),...,1x(f),x(f,x(*F ====++++++++ .  

 Εάν η διαφοροεξίσωση F* είναι της µορφής : 

)x(g)x(f)x(g...)1νx(f)x(g)νx(f)x(g ν10 ====++++++++−−−−++++++++++++  τότε ονοµάζεται 

γραµµική διαφοροεξίσωση ν – τάξεως. Εάν 0)x(g ====  ονοµάζεται οµογενής 

ενώ εάν ν,...,1,0i,α)x(g ii ======== , µε αi σταθερές τότε η διαφοροεξίσωση 

ονοµάζεται γραµµική διαφοροεξίσωση ν – τάξεως µε σταθερούς 
συντελεστές. Θέτοντας yκ=f(x κ) µε κ=0,1,…,ν η γραµµική διαφοροεξίσωση 

θα πάρει τη µορφή )κ(gy)κ(g...y)κ(gy)κ(g κν1νκ1νκ0 ====++++++++++++ −−−−++++++++ . Τάξη µίας 

διαφοροεξίσωσης (γραµµικής ή όχι) ονοµάζεται η διαφορά του πιο µικρού 
από τον πιο µεγάλο δείκτη r της yr. Λύση µίας διαφοροεξίσωσης επί ενός 
συνόλου S ονοµάζεται µία συνάρτηση y=f(x)  η οποία καθιστά την 
διαφοροεξίσωση ταυτότητα στο S.  

 Παράδειγµα : Έστω η διαφοροεξίσωση ,...2,1,0κ,0y2y κ1κ ========−−−−++++  Η 

συνάρτηση yκ=f(κ)=2κ, κ=0,1,2,… αποτελεί µία µερική λύση της 
δοθείσας διαφοροεξίσωσης µέσω της οποίας προσδιορίζεται και η γενική 

λύση ,...2,1,0κ,2cy κ

κ ========  και c αυθαίρετη σταθερά.  

 
Γ2. ΒΑΣΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΤΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΟΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

   
 Για την επίλυση των γραµµικών εξισώσεων διαφορών ισχύει το 
παρακάτω θεώρηµα :  
 Θεώρηµα 1 (Ύπαρξης Λύσεως) : Η γραµµική διαφοροεξίσωση 

)x(g)x(f)x(g...)1νx(f)x(g)νx(f)x(g ν10 ====++++++++−−−−++++++++++++  τάξεως ν, 

ορισµένη στο σύνολο S διαδοχικών ακεραίων τιµών του κ, έχει µία και 
µόνο λύση yκ=f(κ) που παίρνει ν αυθαίρετες τιµές για ν αυθαίρετες 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ΄ : 
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διαδοχικές τιµές του κ, δηλαδή η λύση ορίζεται µονοσήµαντα όταν 
δοθούν οι τιµές της για ν διαδοχικές τιµές του κ (οι καλούµενες αρχικές 
συνθήκες). Τότε έχουµε :  

 Α. Επίλυση Γραµµικής Οµογενούς ∆ιαφοροεξίσωσης Πρώτης 
Τάξης µε Σταθερούς Συντελεστές :  

 
  Μία τέτοια διαφοροεξίσωση έχει τη γενική µορφή 0yλy κ1κ ====−−−−++++  και η 

γενική λύσης της είναι η ,...2,1,0κ,λcy κ

κ ========  και c αυθαίρετη σταθερά.  

 Β. Επίλυση Γραµµικής Οµογενούς ∆ιαφοροεξίσωσης ∆εύτερης 
Τάξης µε Σταθερούς Συντελεστές :  

 
  Η γενική µορφή αυτής της διαφοροεξίσωσης είναι : 

0yγyβy κ1κ2κ ====++++++++ ++++++++ . Θεωρούµε λ1, λ2 τις ρίζες της χαρακτηριστικής 

της εξίσωσης : λ2+βλ+γ=0. Τότε ανάλογα µε το είδος των ριζών της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης οι λύσεις της διαφοροεξίσωσης 
διαφοροποιούνται ως εξής :  

  α) Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγµατικές και άνισες. 
Τότε η γενική λύση της διαφοροεξίσωσης είναι η 

k
22

k
11κ λcλcy ++++====  όπου c1, c2 αυθαίρετες σταθερές, 21 λλ ≠≠≠≠  και 

κ=0, 1, 2,…  
  β) Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει διπλή πραγµατική ρίζα λ. Τότε 

γενική λύση είναι η ,...2,1,0κ,λ)κcc(y k
21κ ====++++====  

  γ) Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες 

)ηµθiσυνθ(ρiηξλ),ηµθiσυνθ(ρiηξλ 21 −−−−====−−−−====++++====++++==== . Τότε 

γενική λύση της διαφοροεξίσωσης είναι η )Bκθ(συνρAy κ

κ ++++====  

όπου Α και Β είναι αυθαίρετες σταθερές και κ=0, 1, 2, …  
 Παραδείγµατα :  

1. Οι αριθµοί του Fibonacci  : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,… ορίζονται µε 

1y,0y 10 ========  και από τον τρίτο και µετά ο κάθε ένας είναι το 

άθροισµα των δύο προηγούµενων. ∆ηλαδή έχουµε τη 

διαφοροεξίσωση : ,...2,1,0κ,yyy κ1κ2κ ====++++==== ++++++++  Η χαρακτηριστική 

της εξίσωση είναι η λ2-λ-1=0 µε ρίζες τους πραγµατικούς αριθµούς 

2
51

λ,
2

51
λ 21

−−−−
====

++++
==== . Τότε η γενική της λύση θα είναι : 

,...2,1,0κ,)
2

51
(c)

2
51

(cy κ

2
κ

1κ ====
−−−−

++++
++++

====  Από τις αρχικές 

συνθήκες 0y 0 ====  και 1y1 ====  παίρνουµε ότι 
5

1
c 1 ====  και 

5

1
c 2 −−−−==== . 

Έτσι τελικά οι αριθµοί του Fibonacci  δίνονται από τη σχέση 
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,...2,1,0κ,)
2

51
(

5

1
)

2
51

(
5

1
y κκ

κ ====
−−−−

−−−−
++++

====   

2. Έστω η εξίσωση διαφορών 0yyy κ1κ2κ ====++++++++ ++++++++ . Το χαρακτηριστικό 

της πολυώνυµο είναι λ2+λ+1=0 µε ρίζες τις συζυγείς µιγαδικές 

i
2
3

2
1

λ1 ++++−−−−====  και i
2
3

2
1

λ 2 −−−−−−−−==== . Τότε η γενική λύση της 

διαφοροεξίσωσης είναι )B
3
κπ

(συνAy κ ++++==== , κ=0, 1, 2,… και Α, Β 

αυθαίρετες σταθερές.  
 Γ. Επίλυση Γραµµικής Οµογενούς ∆ιαφοροεξίσωσης ν – τάξεως µε 

Σταθερούς Συντελεστές :  
 

 Θεώρηµα 2 : Ένα σύνολο ν – λύσεων )ν(
κ

)2(
κ

)1(
κ y,...y,y , αποτελεί 

θεµελιώδες σύστηµα λύσεων της γραµµικής οµογενούς 

διαφοροεξίσωση ν – τάξεως 0yα...yαy κν1νκ1νκ ====++++++++++++ −−−−++++++++ , όταν η 

ορίζουσα ν – τάξεως  :  

)ν(
1νm

)ν(
1m

)ν(
m

)2(
1νm

)1(
1νm

)2(
1m

)1(
1m

)2(
m

)1(
m

m

y

.

.

.

y

y

...yy

.

.

.

...yy

...yy

W

++++−−−−

−−−−

++++−−−−++++−−−−

−−−−−−−−

====  

είναι 0≠≠≠≠  για κάποια τιµή m του κ.  
  Η χαρακτηριστική εξίσωση της παραπάνω διαφοροεξίσωσης είναι η 

0αλα...λαλ ν1ν

1ν

1
ν ====++++++++++++++++ −−−−

−−−− . Τότε ισχύουν οι ακόλουθες προτάσεις :  

  α) Σε κάθε απλή πραγµατική ρίζα λ της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
αντιστοιχούµε τη µερική λύση cλκ όπου c αυθαίρετη σταθερά. 

  β)  Σε κάθε πραγµατική ρίζα λ πολλαπλότητας r αντιστοιχούµε τη 

µερική λύση κ1r
r

2
321 λ)κc...κcκcc( −−−−++++++++++++++++  όπου 

r,...,2,1i,c i ====  αυθαίρετες σταθερές. 

  γ) Σε κάθε ζεύγος απλών συζυγών µιγαδικών ριζών µε µέτρο ρ και 

όρισµα θ αντιστοιχούµε τη µερική λύση )Bκθ(συνρA κ ++++ . 

  δ) Σε κάθε ζεύγος συζυγών µιγαδικών ριζών πολλαπλότητας r µε 
µέτρο ρ και όρισµα θ αντιστοιχούµε τη µερική λύση 

)Bκθ(συνκA...)Bκθ(κσυνA)Bκθ(συνA[ρ r
1r

r2211
κ ++++++++++++++++++++++++ −−−−  

όπου r21r21 B,...,B,B,A,...,A,A  αυθαίρετες σταθερές. 

  ε) Το άθροισµα των παραπάνω µερικών λύσεων περιέχει r 
αυθαίρετες σταθερές και αποτελεί τη γενική λύση της γραµµικής 
οµογενούς διαφοροεξίσωσης ν – τάξεως.  
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 Παράδειγµα : Έστω η διαφοροεξίσωση 4ης τάξεως 

0y4yy3y ν2ν3ν4ν ====++++++++−−−− ++++++++++++ . Η χαρακτηριστική της εξίσωση είναι η 

0)2λ)(1λλ(04λλ3λ 22234 ====−−−−++++++++⇔⇔⇔⇔====++++++++−−−−  µε ρίζες τις : λ1=2 µε 

πολλαπλότητα 2, λ2= i
2
3

2
1
++++−−−−  και λ3= i

2
3

2
1
−−−−−−−− . Τότε η γενική λύση 

της διαφοροεξίσωσης είναι η ν

21ν 2)νcc()B
3
πν

(συνAy ++++++++++++====  όπου Α, 

Β, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.  
 ∆. Επίλυση Γραµµικής Μη Οµογενούς ∆ιαφοροεξίσωσης ν – 

τάξεως µε Σταθερούς Συντελεστές :  
 
  Έστω η γραµµική µη οµογενής διαφοροεξίσωση ν – τάξεως 

κκν1νκ1νκ ryα...yαy ====++++++++++++ −−−−++++++++  όπου αi i=1,2,…,ν σταθερές και rκ 

συνάρτηση του κ. Τότε ισχύει το ακόλουθο θεώρηµα :  

 Θεώρηµα 3 : Έστω 0
κy  µερική λύση της διαφοροεξίσωσης 

κκν1νκ1νκ ryα...yαy ====++++++++++++ −−−−++++++++  και *
κy  η γενική λύση της αντίστοιχης 

οµογενούς. Τότε η γενική λύση της διαφοροεξίσωσης 

κκν1νκ1νκ ryα...yαy ====++++++++++++ −−−−++++++++  δίνεται από τη σχέση 0
κ

*
κκ yyy ++++==== . 

 Παράδειγµα : Έστω η διαφοροεξίσωση κ

κ1κ2κ 2y6yy ====−−−−−−−− ++++++++ , κ=0, 1, 

2,… Η παραπάνω διαφοροεξίσωση έχει µερική λύση την κ0
κ 2

4
1

y −−−−====  

ενώ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι η 
κ

2
κ

1
*

κ )2(c3cy −−−−++++==== . Άρα η γενική λύση του παραδείγµατος 

είναι η κκ

2
κ

1κ 2
4
1

)2(c3cy −−−−−−−−++++==== , c1, c2 αυθαίρετες σταθερές και κ=0, 

1, 2,… 
 Ε. Μη Γραµµικές ∆ιαφοροεξισώσεις που ανάγονται σε Γραµµικές 

∆ιαφοροεξισώσεις µε Σταθερούς συντελεστές :  
 
  Πολλές φορές, µε µετασχηµατισµό της εξαρτηµένης ή της 

ανεξάρτητης µεταβλητής, µη γραµµικές διαφοροεξισώσεις µετατρέπονται 
σε γραµµικές ώστε να µπορούν να εφαρµοσθούν οι µέθοδοι λύσεως που 
προαναφέραµε. Πρέπει να σηµειωθεί ότι δεν υπάρχει γενικός 
µετασχηµατισµός που να εξαρτάται από τη µορφή της εξίσωσης και που 
επιτυγχάνει τη γραµµικοποίηση.  

 Παραδείγµατα : 

1. Έστω η διαφοροεξίσωση 0yy8y8y 2
κ

2
1κ

2
2κ

2
3κ ====−−−−++++−−−− ++++++++++++ . Θέτοντας 

2
κκ yz ====  η διαφοροεξίσωση γράφεται 0zz8z8z κ1κ2κ3κ ====−−−−++++−−−− ++++++++++++  

που αποτελεί µία γραµµική οµογενή διαφοροεξίσωση τρίτης τάξεως. 
Η χαρακτηριστική της εξίσωση έχει ρίζα τον πραγµατικό αριθµό λ=2 
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µε πολλαπλότητα 3.  Έτσι παίρνουµε ότι κ2
321κ 2)κcκcc(z ++++++++==== . 

Άρα η γενική λύση του παραδείγµατος δίνεται από τη σχέση 
κ2

321
2

κ 2)κcκcc(y ++++++++==== . 

2. Έστω η διαφοροεξίσωση 3
1κ

2
κ2κ yyy ++++++++ ==== . Θέτοντας κκ ylogz ====  η 

αρχική διαφοροεξίσωση γράφεται 0z2z3z κ1κ2κ ====++++−−−− ++++++++ . Οι ρίζες της 

χαρακτηριστικής της εξίσωσης είναι οι πραγµατικοί αριθµοί λ1=1 και 

λ2=2. Έτσι θα έχουµε ότι κ

21κ 2ccz ++++====  και εποµένως κz
κ ey ====  ή 

κκ
21 2

21
2cc

κ )C(Ceey ======== .  
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