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                                    ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

        Οι αρχαίοι Έλληνες είχαν δείξει ενδιαφέρον για το ποια είδη γεωµετρικών 

σχηµάτων µπορούν να κατασκευαστούν µόνο µε τη χρήση κανόνα και διαβήτη. Ένα 

από τα δυσκολότερα προβλήµατα αυτής της κατηγορίας αφορούσε τα κανονικά 

πολύγωνα. Το ερώτηµα είναι: Για ποιες τιµές του n µπορεί να κατασκευαστεί 

κανονικό πολύγωνο µε n πλευρές (µε κανόνα και διαβήτη); Τονίζουµε τη διαφορά 

µεταξύ της έκφρασης ότι το κανονικό n-γωνο υπάρχει και της έκφρασης ότι αυτό 

µπορεί να κατασκευαστεί. Τέτοια πολύγωνα υπάρχουν για όλες τις τιµές του n απλά 

σχηµατίζοντας σε έναν κύκλο επίκεντρες  γωνίες 360°/ n . Αυτό όµως απαιτεί κάτι 

παραπάνω από έναν κανόνα και έναν διαβήτη· απαιτεί ένα απείρως ακριβές 

µοιρογνωµόνιο.  Για παράδειγµα, υπάρχουν κανονικά 7-γωνα αλλά όπως θα δούµε 

δεν κατασκευάζονται µε κανόνα και διαβήτη. 

        O Carl Friedrich Gauss (1777-1855) αποτελεί µαζί µε τον Αρχιµήδη και τον Νεύτωνα 

έναν από τους τρεις µεγαλύτερους µαθηµατικούς όλων των εποχών. Ο Gauss καλείτο 

Mathematicorum princeps, (Πρίγκιπας των Μαθηµατικών), και η εκτίµηση στο άτοµο του 

θα µπορούσε σίγουρα να ήταν µεγαλύτερη, αν είχε γνωστοποιήσει το περιεχόµενο 

του ηµερολογίου του που παρέµενε µυστικό µέχρι το 1898, σαράντα τρία χρόνια µετά 

τον θάνατο του. Σε αυτό υπήρχαν αποτελέσµατα τα οποία προέβλεπαν πολλές από τις 

ανακαλύψεις στα Μαθηµατικά του δεύτερου  µισού του δέκατου ένατου αιώνα. Ο 

Gauss  για  λόγους  τελειοµανίας  και  αποφυγής προστριβών δεν δηµοσίευε όλα του τα 

αποτελέσµατα (Davis, 2005). 

        Λέγεται ότι ο Gauss ήταν σε θέση να κάνει αριθµητικές πράξεις, πριν καν µιλήσει, ενώ 

από µικρή ηλικία βοηθούσε τον πατέρα του να υπολογίζει την πληρωµή για τα έργα που 

αναλάµβανε. Έχει µείνει µάλιστα γνωστό ένα «κατόρθωµά» του που αναφέρει ότι µόλις 8 

χρονών µπόρεσε, προς µεγάλη έκπληξη του δάσκαλου,  να υπολογίσει αµέσως το άθροισµα 

των 100 πρώτων φυσικών ακεραίων ενώ στους συµµαθητές του πήρε παραπάνω από µία 

ώρα!  

 



ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ ΜΕ ΚΑΝΟΝΑ ΚΑΙ ΔΙΑΒΗΤΗ                                     ΧΡΗΣΤΟΣ ΧΡΗΣΤΙΔΗΣ 

 

  6 

 

 

Εξ΄ αιτίας όλων αυτών των «περίεργων φαινοµένων» και ταλέντων που παρουσίαζε ο 

νεαρός Gauss ανάγκασε ουσιαστικά τον πατέρα του να του επιτρέψει να πάει στο Γυµνάσιο 

αντί να σταµατήσει και να βοηθήσει την οικογένειά του στα πιο πρακτικά επαγγέλµατα. 

Εκεί ήταν που ξεδιπλώθηκε ραγδαία όλο το ταλέντο του προς τις θετικές επιστήµες.  

             Μετά το Γυµνάσιο συνέχισε τις σπουδές του στα Μαθηµατικά στο κολλέγιο 

Carolinum όπου πέρασε τρία πολύ δηµιουργικά χρόνια.  Παρ΄ όλα αυτά τα µαθηµατικά δεν 

είχαν ακόµα κερδίσει το 100% της καρδιάς του γιατί ταυτόχρονα είχε µεγάλη έφεση και στις 

γλώσσες. Κάποιοι πιστεύουν πως την τελική απόφαση, να σπουδάσει Μαθηµατικά στο 

Πανεπιστήµιο του Gottingen, την πήρε αφού ανακάλυψε ότι µπορεί κανείς να κατασκευάσει 

ένα κανονικό 17-γωνο µόνο µε κανόνα και διαβήτη.  Ο Gauss ήταν πολύ περήφανος για 

αυτή του την ανακάλυψη  και εξέφρασε την επιθυµία η επιτάφια πλάκα του να έχει 

χαραγµένο το κανονικό 17-γωνο. Η επιθυµία του δεν πραγµατοποιήθηκε, αφού ο 

γλύπτης το αρνήθηκε λέγοντας ότι θα µοιάζει περισσότερο µε κύκλο. Το 

κοντινότερο στην επιθυµία του ήταν το 17-κόρυφο αστέρι που κοσµεί ένα άγαλµα 

που ανεγέρθηκε προς τιµήν του. 

          Σηµαντικότερος από την αναλυτική κατασκευή του κανονικού 17-γώνου 

υπήρξε ο κανόνας του Gauss για το ποια ακριβώς κανονικά n-γωνα είναι 

κατασκευάσιµα. Ο Gauss απέδειξε ότι το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο µε 

κανόνα και διαβήτη όταν 12 ...r
sn p p= , όπου οι ip  να είναι διαφορετικοί πρώτοι της 

µορφής 22 1
n

+ . Ο Gauss ήταν βέβαιος για την ισχύ του αντιστρόφου, δεν κατάφερε 

όµως να το αποδείξει. Την απόδειξη έδωσε ο Pierre Wantzel (1814-1848) το 1837. 

        Στην παρούσα διπλωµατική εργασία δίνεται µια αναλυτική απόδειξη του 

παραπάνω κανόνα (ευθύ και αντίστροφο), αφού πρώτα αναφερθούν αναλυτικά όλα 

τα στοιχεία από την Άλγεβρα και τη Θεωρία Galois που είναι απαραίτητα για την 

θεµελίωσή της.  

       Το τελευταίο κεφάλαιο της εργασίας αναφέρεται στην κατασκευή του 

κανονικού πενταγώνου µε κανόνα και διαβήτη.  
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Παρουσιάζεται η κατασκευή του κανονικού πενταγώνου µε κανόνα και διαβήτη 

από τον Ευκλείδη όπως αυτή παρουσιάζεται στα Στοιχεία, καθώς και η κατασκευή 

του κανονικού πενταγώνου σύµφωνα µε το σχολικό βιβλίο της Β’ Λυκείου. 

Επίσης  παρουσιάζεται  και  µια  διδακτική  προσέγγιση κατασκευής του κανονικού 

δεκαγώνου (άρα και του κανονικού πενταγώνου) από τους µαθητές της Β’ Λυκείου, 

µε την αναλυτικο-συνθετική µέθοδο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

 ΟΜΑ∆ΕΣ – ΥΠΟΟΜΑ∆ΕΣ 

 

 

Ορισµός 1.1.  Οµάδα λέγεται ένα µη κενό σύνολο G εφοδιασµένο µε µια πράξη * η 

οποία σε κάθε ζεύγος  αντιστοιχεί ένα τρίτο στοιχείο που 

ικανοποιεί τα εξής αξιώµατα : 

(1) Υπάρχει  

(2) Ισχύει 

 

(3) Για κάθε υπάρχει  

Το e λέγεται µοναδιαίο στοιχείο ή απλά µονάδα. Το  λέγεται αντίστροφο του x 

και συµβολίζεται µε . 

Η οµάδα λέγεται µεταθετική ή αβελιανή όταν επιπλέον ικανοποιεί το αξίωµα 

 

Ορισµός 1.2.  Αν η οµάδα είναι πεπερασµένη τότε ο ακέραιος  λέγεται 

τάξη της οµάδας. 

Ορισµός 1.3.  Αν p πρώτος, τότε µια πεπερασµένη οµάδα G θα λέγεται p-οµάδα αν 

η τάξη της είναι δύναµη του p. 

Ορισµός 1.4. Αν G οµάδα, τότε τάξη ενός στοιχείου  ονοµάζεται, αν 

υπάρχει, ο ελάχιστος θετικός ακέραιος m για τον οποίο xm=e (διαφορετικά το 

άπειρο). 
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Παράδειγµα. Το σύνολο , των n-οστών µιγαδικών ριζών 

της µονάδος είναι οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό µιγαδικών αριθµών. Το  

αποτελείται από τις κορυφές ενός κανονικού πολυγώνου µε κέντρο το µηδέν και 

µία κορυφή στο (1,0), συνεπώς εγγεγραµµένου στον µοναδιαίο κύκλο του 

µιγαδικού επιπέδου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ορισµός 1.5.  Μια απεικόνιση  µεταξύ δύο οµάδων λέγεται 

οµοµορφισµός  οµάδων όταν ικανοποιεί την σχέση: 

 

Ορισµός 1.6.  Ένας οµοµορφισµός  µεταξύ δύο οµάδων λέγεται 

µονοµορφισµός οµάδων όταν είναι 1-1. ∆ηλ. 

 

Ο οµοµορφισµός λέγεται επιµορφισµός  οµάδων όταν είναι επί. ∆ηλ. 

 

Τέλος λέγεται ισοµορφισµός  όταν είναι ταυτόχρονα 1-1 και επί. 
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Παρατηρήσεις: 

(1) ∆ύο οµάδες  λέγονται ισόµορφες, όταν υπάρχει κάποιος 

ισοµορφισµός που απεικονίζει την µία στην άλλη. 

(2) ∆ύο ισόµορφες οµάδες  έχουν τα ίδια δοµικά χαρακτηριστικά 

και θεωρούνται κατά κάποιο τρόπο ταυτόσηµες. Ένα από τα βασικά 

προβλήµατα της θεωρίας οµάδων είναι η ταξινόµηση των οµάδων, δηλαδή 

η ανεύρεση όλων των δυνατών µη-ισοµόρφων µεταξύ τους οµάδων. 

 

Ορισµός 1.7.  Υποοµάδα µιας οµάδας G λέγεται ένα µη κενό σύνολο Η κλειστό  ως 

προς τη πράξη * της G δηλαδή, ένα µη-κενό υποσύνολο που ικανοποιεί τα 

αξιώµατα : 

(1)  

(2)  

Παρατηρήσεις: Από τα ίδια τα αξιώµατα προκύπτουν ορισµένες άµεσες συνέπειες. 

(1) Κάθε υποοµάδα Η της G περιέχει ένα τουλάχιστον στοιχείο, το µοναδιαίο e. 

Πράγµατι για κάθε  η (2) συνεπάγεται ότι και το  θα περιέχεται 

στην G. Άρα κατά την (1) και το  θα περιέχεται στο Η. 

(2) Όλες οι υποοµάδες της G έχουν κοινό µε την H το µοναδιαίο e. Το 

µονοσύνολο {e} ικανοποιεί κατά τετριµµένο τρόπο τα αξιώµατα άρα είναι 

υποοµάδα της G. Αυτή ονοµάζεται τετριµµένη υποοµάδα της G και 

συµβολίζεται Ι. 

(3) Από τις πιο σηµαντικές υποοµάδες µιας οµάδας είναι οι παραγόµενες από 

ένα στοιχείο x της οµάδας:  < x > = {xn:  n ∈ ℤ}. 

Ορισµός 1.8. Μία οµάδα G λέγεται κυκλική, όταν υπάρχει στοιχείο της x∈G 

τέτοιο ώστε  G = < x >.  Το στοιχείο x λέµε ότι παράγει την G και λέγεται 

γεννήτορας της G. 
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Παράδειγµα.Οι n-οστές µιγαδικές ρίζες της µονάδος µε 

πράξη τον πολλαπλασιασµό µιγαδικών αριθµών αποτελούν µια κυκλική οµάδα 

τάξεως n.                                                                                                                       .                                                  

Έστω ζ µια n-οστή ρίζα της µονάδας ώστε G = < ζ > = {1, ζ, ζ2, …,ζn-1}, δηλαδή το 

ζ παράγει όλη την  κυκλική οµάδα G. Μια τέτοια ρίζα λέγεται αρχική ρίζα της 

µονάδας. 

Μία άλλη ρίζα ζκ  είναι αρχική αν έχει τάξη n και τούτο συµβαίνει όταν το κ είναι 

πρώτο προς το n. Άρα υπάρχουν φ(n) αρχικές ρίζες της µονάδας, όπου φ είναι η 

συνάρτηση του Euler. Η συνάρτηση φ(n) του Euler δίνει το πλήθος των 

µικρότερων του n ακεραίων θετικών, που είναι πρώτοι προς το n. 

Για τη συνάρτηση φ του Euler ισχύει η επόµενη: 

Πρόταση 1.9.  Για κάθε πρώτο θετικό ακέραιο p και φυσικό  ισχύει 

 

Απόδειξη: Πράγµατι, αφού ο p είναι πρώτος, οι µόνοι µη-πρώτοι προς το , 

ανάµεσα στους αριθµούς {1, 2, …, }, είναι τα πολλαπλάσια του p, που είναι  

 δηλαδή  το πλήθος. 

Ορισµός 1.10.  Έστω Η⊆G µία υποοµάδα της οµάδας G. Ορίζεται µια σχέση 

ισοδυναµίας που διαµερίζει το G µε την βοήθεια του Η.  

Η σχέση ορίζεται ως εξής: x ≈ y ⇔ y-1 x ∈ H. 

Εύκολα βλέπουµε ότι η σχέση αυτή είναι πράγµατι σχέση ισοδυναµίας, δηλαδή 

ισχύουν: 

       (1)  x ≈ x, ∀ x∈G   (αυτοπαθής) 

       (2)  x ≈ y ⇒ y ≈ x   (συµµετρική) 

       (3)  x ≈ y, y ≈ z ⇒ x ≈ z   (µεταβατική) 

Τούτο σηµαίνει ότι το σύνολο G διαµερίζεται σε ξένα µεταξύ τους υποσύνολα, τις 

κλάσεις ισοδυναµίας της σχέσης. Τις κλάσεις αυτές τις ονοµάζουµε σύµπλοκα της 

υποοµάδας. 
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Πρόταση 1.11.  Κάθε σύµπλοκο της οµάδας G ως προς την υποοµάδα Η γράφεται 

µε τη µορφή  xΗ = {xh: h∈H}. Για δύο σύµπλοκα ισχύει xΗ = yΗ ή xΗ ∩ yΗ=∅. 

Απόδειξη: Αν xΗ ∩ yΗ≠∅, έστω z∈ xΗ ∩ yΗ. Τότε το z γράφεται µε δύο τρόπους:  

z = xh1 = yh2 άρα  x = yh2h1
-1 ∈ yΗ. Τότε όµως και xΗ ⊆ yΗ.  

Ανάλογα δείχνουµε και την yΗ ⊆ xΗ.  

Παρατήρηση. Το σύνολο των συµπλόκων της οµάδας G ως προς την υποοµάδα Η 

συµβολίζεται µε G/Η. Το πλήθος των συµπλόκων ονοµάζεται δείκτης της Η στην 

G και συµβολίζεται µε [G : Η] . Τούτο µπορεί  να είναι άπειρο ή πεπερασµένο.  

Η απεικόνιση p : G⟶ G/Η που σε κάθε  x∈G αντιστοιχεί το σύµπλοκο p(x)= xΗ, 

ονοµάζεται  κανονική προβολή της οµάδας G στο σύνολο πηλίκο G/Η. 

 

Ορισµός 1.12.  Μία υποοµάδα της οµάδας G λέγεται κανονική και 

συµβολίζουµε H⊲G,  όταν ισχύει  δηλαδή  τα δύο σύνολα 

 ταυτίζονται. 

 

Πρόταση 1.13. Οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες : 

(1) Η υποοµάδα  είναι κανονική. 

(2)  

(3)  

Απόδειξη: (1)  (2) Αν  τότε  άρα θα υπάρχει 

, που δείχνει ότι   

(2)  (3) διότι  για κάθε  συνεπάγεται και την . 

Άρα και   

(3)  (1) είναι τετριµµένη. 
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Παρατηρήσεις: 

(1) Κάθε υποοµάδα µιας αβελιανής οµάδας είναι κανονική. Άρα αν οι κανονικές 

υποοµάδες έχουν κάποιο ενδιαφέρον αυτό θα φανεί στις µη αβελιανές 

οµάδες. 

(2) Κατ’ αναλογίαν προς τα σύµπλοκα, ορίζεται µέσω µιας υποοµάδας Η µια 

δεύτερη σχέση ισοδυναµίας, παρόµοια µε την  της προηγούµενης 

παραγράφου :  Οι κλάσεις ισοδυναµίας ως προς αυτήν την 

σχέση είναι τα σύνολα  και το σύνολο των κλάσεων 

συµβολίζεται µε G\H. Η υποοµάδα είναι κανονική τότε ακριβώς όταν 

 δηλαδή οι δύο σχέσεις ισοδυναµίας έχουν τις ίδιες κλάσεις 

ισοδυναµίας. 

(3) Η οµάδα G λέγεται απλή όταν δεν έχει γνήσιες (δηλαδή διάφορες του 

εαυτού της και της τετριµµένης {e})  κανονικές υποοµάδες. 

 

Ορισµός 1.14.  Το σύνολο Ζ(G) των στοιχείων α  της G, τα οποία αντιµετατίθενται 

µε όλα τα στοιχεία  x της G, καλείται  κέντρο της οµάδας G . Είναι λοιπόν: 

Ζ(G) = { α∈G: αx= xα , ∀ x∈G }. 

Πρόταση 1.15. Το κέντρο Ζ(G) µιας οµάδας G είναι κανονική υποοµάδα της G. 

Απόδειξη: Πρώτα θα δείξουµε ότι το Ζ(G) είναι υποοµάδα της G . 

 Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο αυτό είναι κλειστό ως προς την πράξη της οµάδας 

και ότι ∀α∈ Ζ(G),  το α-1∈ Ζ(G). 

• Έστω α, β∈ Ζ(G). Είναι τότε:  x α β = α x β = α β x, ∀ x ∈ G, οπότε  α β∈ Ζ(G). 

• Για κάθε x∈ G, και α∈ Ζ(G) είναι x = x α α-1 = α x α-1.  

   Άρα α-1 x = α-1α x α-1 = x α-1, δηλαδή α-1∈ Ζ(G). 

Επίσης, εξ’ ορισµού, τα στοιχεία α του Ζ(G) αντιµετατίθενται και µεταξύ τους. Άρα 

το Ζ(G) είναι αβελιανή υποοµάδα της G. 
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Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι Ζ(G) ⊲ G. 

 Έστω α∈ Ζ(G) και x ∈ G, αρκεί x α x-1 ∈ Ζ(G). Είναι x α x-1= α x x-1= α∈ Ζ(G). 

Παρατήρηση: Το κέντρο Ζ(G) µιας οµάδας G µπορεί να είναι τετριµµένο  

                        (π.χ. Ζ(D3) = I). 

Θα δείξουµε  παρακάτω ότι αν  G = pn, όπου  p πρώτος θετικός ακέραιος, τότε το 

κέντρο  Ζ(G) είναι µη τετριµµένο. 

Ορισµός 1.16. Το σύνολο των στοιχείων x  της G, τα οποία αντιµετατίθενται µε το 

στοιχείο  α της G, καλείται  κανονικοποιούσα Ν(α) του στοιχείου α.  

Είναι λοιπόν: Ν(α) = { x∈G: xα =αx}. 

Πρόταση 1.17. Η Ν(α) είναι υποοµάδα της G. 

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο αυτό είναι κλειστό ως προς την πράξη 

της οµάδας και ότι ∀n∈ Ν(α),  ∃n-1∈ Ν(α). 

• Έστω n, m∈ Ν(α). Είναι τότε:  n m α = n α m = α n m, οπότε  n m∈ Ν(α). 

• Για κάθε n∈ Ν(α)  είναι n-1∈ G, και αφού n∈Ν(α)  → n-1α = n-1 α n n-1 = n-1n α n-1. 

  Άρα n-1α = α n-1,δηλαδή  n-1∈ Ν(α).   

 

Πρόταση 1.18. Κάθε πεπερασµένη οµάδα G τάξης  όπου p πρώτος 

αριθµός,  έχει µη τετριµµένο κέντρο Z(G). 

Απόδειξη: Έστω n1 2 p 1
G {e,a ,a ,...,a }

−

= . 

Θεωρούµε g∈G  και n

1 1 1 1
1 2 p 1

geg ,ga g ,ga g ,...,ga g .− − − −

−  

Ορίζεται έτσι µια σχέση ισοδυναµίας (συζυγία) : a b ⇔ ∃ g∈G: gag-1 = b. 

[Έστω G οµάδα, τα στοιχεία  θα λέγονται συζυγή αν υπάρχει  τέτοιο 

ώστε . Είναι εύκολο να δούµε ότι η συζυγία είναι σχέση ισοδυναµίας. Η 

οµάδα G χωρίζεται λοιπόν σε ξένα µεταξύ τους υποσύνολα, τις κλάσεις 

ισοδυναµίας που λέγονται κλάσεις συζυγίας.] 
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• Ισχυρισµός: 

 Μία κλάση ισοδυναµίας είναι µονοσύνολο {z} αν και µόνο αν z∈ Z(G). 

 

Πράγµατι, αν µια κλάση ισοδυναµίας είναι µονοσύνολο τότε 

1
zC {gzg ,g G} {z},−

= ∈ = οπότε 1gzg z,−

= για κάθε  ⇔  

           gz zg,= για κάθε  ⇔ 

            z∈ Z(G). 

Επίσης αν z∈ Z(G) τότε 1 1gzg zgg z,− −

= = οπότε  

1
zC {gzg ,g G} {z}−

= ∈ = µονοσύνολο.• 

Αφού οι συζυγείς κλάσεις αποτελούν διαµέριση της G θα έχουµε ότι : 

   (1) , (ισότητα κλάσεων της G), 

 όπου C2,…,Cr, οι κλάσεις ισοδυναµίας µε περισσότερα από ένα στοιχεία. 

 

Έστω µία κλάση ισοδυναµίας Ca µε  Ca≠ 1. 

Τότε n n

1 1 1 1
a 1 1 2 2 p 1 p 1

C {eae ,a aa ,a aa ,...,a aa }.− − − −

− −

=

 

 Κάποια στοιχεία µπορεί να είναι ίσα µεταξύ τους .  

 

Ελέγχω πότε δύο στοιχεία είναι ίσα: 1 1
i i j ja aa a aa− −

=  ⇔  

                                                                           
1 1

j i i j(a a )a(a a ) a− −

=  ⇔  

                                                                         1 1 1
j i j i(a a )a(a a ) a− − −

=  ⇔  

                                                                          1 1
j i j i(a a )a a(a a )− −

=

  
 ⇔   

                                                                                1
j i(a a ) N(a)−

∈  ⇔  

                                                                               i ja N(a) a N(a)=  

δηλαδή τα i ja ,a  ανήκουν στο ίδιο σύµπλοκο της N(a)στη G, όπου N(a) η 

κανονικοποιούσα υποοµάδα του στοιχείου a στη G.  
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Εποµένως η  Caισούται µε το πλήθος των συµπλόκων που είναι ο δείκτης της 

N(a)στη G . Άρα από το Θεώρηµα Lagrange έχουµε ότι  Ca/ G , οπότε η           

 Caείναι δύναµη του p (µε  Ca≠1= p0). 

Από τη σχέση (1) έχουµε: pn =  Z(G)+  2 rn np ... p ,+ +  όπου n2,…,nr≠0,  

οπότε  p /  Z(G)και επειδή  Z(G)≥1 (αφού περιέχει το e),  

άρα τελικά είναι   Z(G)≥ p. 

 

Λήµµα 1.19.  Αν  G πεπερασµένη p-οµάδα, τάξης pη, τότε η G έχει µια σειρά από 

κανονικές υποοµάδες: 

     Ι = G0⊆  G1⊆…⊆Gn = G, όπου Gi= pi, για κάθε i = 0, ...,n. 

Απόδειξη: Θα κάνουµε επαγωγή ως προς n. 

Αν  n = 0 τότε είµαστε εντάξει. 

Αν  n > 0, τότε από την Πρόταση 1.15 είναι Z(G) ≠ Ι. 

Αφού η Z(G) είναι  αβελιανή υποοµάδα της G, η τάξη της θα διαιρεί την G = pn 

οπότε  Z(G)= pm και εποµένως έχει κάποιο στοιχείο τάξης p. 

Η κυκλική υποοµάδα Κ που παράγεται από αυτό το στοιχείο, έχει τάξη p και είναι 

κανονική, αφού Κ υποοµάδα της Z(G). 

[Έστω u∈Κ⊆ Z(G) τότε για κάθε g∈G είναι: g u g-1 =  u g g-1 =  u∈Κ, άρα Κ⊴G] 

Η  G/K είναι µια p-οµάδα µε τάξη pn -1. 

[Αφού Κ⊴G ⇒ G/K οµάδα και  G/K =  G/K=  
n

n 1p
p

p
−

= ]. 

Άρα  από την επαγωγική υπόθεση, η G/K  θα έχει µία σειρά κανονικών υποοµάδων: 

                G0/K = G1/K ⊆ … ⊆ Gn/K,    όπου Gi/K= pi-1. 

Αλλά τότε  Gi = pi και Gi ⊲ G, θέτουµε  G0=I και έχουµε το αποτέλεσµα. 



ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ ΜΕ ΚΑΝΟΝΑ ΚΑΙ ΔΙΑΒΗΤΗ                                     ΧΡΗΣΤΟΣ ΧΡΗΣΤΙΔΗΣ 

 

  17 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ - ΣΩΜΑΤΑ 

 

 

Ορισµός 2.1.  ∆ακτύλιος είναι ένα σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο διµελείς πράξεις: 

- Την πρόσθεση: (a,b) a b+֏  και 

- Τον πολλαπλασιασµό: (a,b) a b⋅֏  έτσι ώστε: 

(1) Το σύνολο R να είναι µεταθετική (αβελιανή) οµάδα ως προς την 
πρόσθεση 

(2) Ο πολλαπλασιασµός να είναι προσεταιριστικός 

(3) Να ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα:  

(a b) c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅  ή c (a b) c a c b⋅ + = ⋅ + ⋅  για κάθε a,b,c R∈  

- Αν σε ένα δακτύλιο (R, , )+ ⋅  ισχύει επιπλέον a b b a⋅ = ⋅ , για κάθε a,b R∈  τότε 

λέγεται µεταθετικός δακτύλιος. 

- Αν σε ένα δακτύλιο (R, , )+ ⋅  υπάρχει ένα στοιχείο 1 R∈  µε 1 0≠  (όπου 0 το 

ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης στο R) ώστε 1 a a 1 a⋅ = ⋅ =  τότε το 1 λέγεται 

µονάδα του δακτυλίου και ο δακτύλιος ονοµάζεται δακτύλιος µε µονάδα.  

- Ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα 1 0≠  λέγεται σώµα αν κάθε στοιχείο 
του a 0≠  έχει αντίστροφο µέσα στο R.  

Σηµείωση: Στο εξής θα χρησιµοποιούµε τον όρο δακτύλιος αντί του όρου 

µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. 

 

Παραδείγµατα. 1) Οι πιο γνωστοί δακτύλιοι είναι οι: ℤ  (ακέραιοι αριθµοί), ℚ  

(ρητοί αριθµοί), ℝ  (πραγµατικοί αριθµοί), ℂ  (µιγαδικοί αριθµοί),καθένας από 

τους οποίους θεωρείται ότι είναι εφοδιασµένος µε τις συνήθεις πράξεις της  
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πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού. Οι δακτύλιοι ( , , )+ ⋅ℚ , ( , , )+ ⋅ℝ , ( , , )+ ⋅ℂ  

είναι σώµατα ενώ ο δακτύλιος ( , , )+ ⋅ℤ  δεν είναι σώµα. 

 

2)  Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε ένα πολυώνυµο f(x) µε συντελεστές στον R 

(συντοµότερα ένα πολυώνυµο επί του R), είναι µια ακολουθία 

0 1 nf (x) (c , c , ..., c , 0, 0, ...)= ,  

όπου ic R∈  για όλα τα i 1,2,..., n=  και ic 0=  για όλα τα i n> . 

 Αν 0 1g(x) (d , d , ...)=  είναι ακόµη ένα πολυώνυµο υπεράνω του R, τότε έπεται ότι 

f (x) g(x)=  αν και µόνο αν i ic d=  για όλα τα i . Το σύνολο των πολυωνύµων 

συµβολίζεται µε R[x] . Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός του R[x]  ορίζονται 

ως εξής: 

0 1 0 1 0 0 1 1(c , c , ...) (d , d , ...) (c d , c d , ...)+ = + +  

0 1 0 1 0 1(c , c , ...) (d , d , ...) (e , e , ...)⋅ =  

µε 0 0 0 1 0 1 1 0e c d , e c d c d= ⋅ = ⋅ + ⋅  και γενικώς k i je c d= ⋅∑ , όπου η πρόσθεση 

εκτελείται υπεράνω όλων των δεικτών i , j  µε i j k+ = . Το µηδενικό πολυώνυµο 

ορίζεται ως η ακολουθία (0, 0, ...) και παρίσταται µε 0. Παρόµοια το πολυώνυµο 

(1, 0, 0, ...) συµβολίζεται µε 1 (έτσι τώρα υπάρχουν δύο διαφορετικές έννοιες για το 

ίδιο σύµβολο). Είναι στερεότυπη αλλά µακροσκελής η επιβεβαίωση ότι ο R[x]  

είναι ένας δακτύλιος. Αυτός ονοµάζεται πολυωνυµικός δακτύλιος επί του R.  

 Ποια είναι όµως η σηµασία του γράµµατος x στο συµβολισµό f(x); Ας 
ονοµάσουµε µε x το εξής ιδιάζον στοιχείο του R[x] : 

x (0, 1, 0, 0, ...)=  

Εύκολα αποδεικνύεται ότι 2x (0, 0, 1, 0, 0, 0, ...)=  και επαγωγικά ότι το ix  

συµπίπτει µε την ακολουθία που έχει το 0 παντού, εκτός της i-οστής θέσης, στην 
οποία υπάρχει το στοιχείο 1.  Έτσι επανακάµπτει ο γνώριµος συµβολισµός:  

0 1 n

0 1 2

0 1 2

n
0 1 n

i
i

f (x) (c , c , ..., c , 0, 0, ...)

(c , 0, 0, ...) (0, c , 0, 0, ...) (0, 0, c , 0, 0, ...) ...

c (1, 0, 0, ...) c (0, 1, 0, 0, ...) c (0, 0, 1, 0, 0, ...) ...

c c x ... c x

c x

=

= + + +

= + + +

= + + +

=∑
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Εδώ βέβαια έχουµε γράψει 0 0c c 1= , αφού ταυτίσαµε πρώτα το 0c  του R µε το 

0(c , 0, 0, ...) του R[x] . Σηµειώστε ότι το x είναι ένα αληθινό στοιχείο του 

δακτυλίου και δεν πρόκειται για µια µεταβλητή. Ο ρόλος του ως µεταβλητή θα του 

αποδοθεί αργότερα, όταν γίνει η συζήτηση που αφορά τις πολυωνυµικές 

συναρτήσεις.  

 Υπενθυµίζουµε στον αναγνώστη το γνωστό λεξιλόγιο που συνοδεύει κάθε 

πολυώνυµο n
0 1 nf (x) c c x ... c x= + + + . Αν το πολυώνυµο f(x) δεν είναι µηδενικό, 

τότε ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του ορίζεται να είναι ο nc , όπου n είναι ο 

µεγαλύτερος δείκτης µε nc 0≠ . Ο δείκτης n ονοµάζεται βαθµός του πολυωνύµου 

και συµβολίζεται µε degf(x) (δηλαδή n είναι ο µεγαλύτερος εκθέτης του x που 

εµφανίζεται στο f(x)). Ένα πολυώνυµο ονοµάζεται µονικό, όταν ο µεγιστοβάθµιος 

συντελεστής του είναι το 1. Το µηδενικό πολυώνυµο 0 (0, 0, ...)=  δεν διαθέτει 

βαθµό, αφού δεν έχει µεγιστοβάθµιο συντελεστή. Ο σταθερός όρος του f(x) είναι ο 

0c . Κάθε σταθερό πολυώνυµο είναι ή το µηδενικό πολυώνυµο ή ένα πολυώνυµο 

µηδενικού βαθµού.  

  

Ο βαθµός έχει τις εξής ιδιότητες: Έστω f(x), g(x) µη µηδενικά στοιχεία του R[x] . 

Ισχύει οτι: 

i) Αν f (x) g(x) 0⋅ ≠  τότε ( ) ( ) ( )deg f (x) g(x) deg f (x) deg g(x)⋅ ≤ +  

ii)  Αν f (x) g(x) 0+ ≠  τότε ( ) ( ) ( ){ }deg f (x) g(x) max deg f (x) ,deg g(x)+ ≤  

 

Παρατήρηση. Ο δακτύλιος R[x]  δεν είναι σώµα. Παράδειγµα: 
1

R[x]
x
∉ . 

Παρατήρηση. Ένας δακτύλιος R είναι µια ακέραια περιοχή, αν το γινόµενο δύο 

µη µηδενικών στοιχείων του R είναι και πάλι ένα µη µηδενικό στοιχείο.. Αν R είναι 

µια ακέραια περιοχή τότε η i) γίνεται: 

Αν f (x) g(x) 0⋅ ≠  τότε ( ) ( ) ( )deg f (x) g(x) deg f (x) deg g(x)⋅ = +  
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Ορισµός 2.2. Έστω i
if (x) c x=∑  ένα πολυώνυµο επί ενός δακτυλίου R.  

Ρίζα του πολυωνύµου f(x) στον R, ονοµάζεται κάθε στοιχείο a R∈ , τέτοιο ώστε  

f (a) 0=  δηλαδή n
0 1 nc c a ... c a 0+ + + = .  

 

Σχόλιο. Το πολυώνυµο 2f (x) x 2= −  είναι ένα πολυώνυµο επί του ℚ  και λέµε ότι 

το 2  είναι ρίζα του f(x), παρόλο που το 2  είναι άρρητος αριθµός. Παρακάτω, 

θα διαφοροποιήσουµε τον ορισµό των ριζών ενός πολυωνύµου επί του R, έτσι ώστε 

αυτές να ανήκουν και σε κάποιο δακτύλιο µεγαλύτερο του R. 

 

 

 ΥΠΟ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ - ΥΠΟΣΩΜΑΤΑ   

 

Ορισµός 2.3.  Έστω (R, , )+ ⋅  ένας δακτύλιος και S ένα µη κενό υποσύνολο του R 

τέτοιο ώστε οι περιορισµοί          + :  S×S ⟼ S   και  ∙ :  S×S ⟼ S 

των δύο πράξεων του R στο  S×S, να είναι πράξεις στο S.  

 Αν το S µε τις πράξεις αυτές είναι δακτύλιος, θα λέµε ότι το S είναι υποδακτύλιος 

του R. 

 

Πρόταση 2.4. Έστω (R, , )+ ⋅  ένας δακτύλιος και S ένα µη κενό υποσύνολο του R. 

Το (S, , )+ ⋅  είναι υποδακτύλιος του (R, , )+ ⋅  αν ισχύουν: 

- a b S− ∈  για κάθε a,b S∈  

- a b S⋅ ∈  για κάθε a,b S∈  

 

Ορισµός 2.5. Έστω (K, , )+ ⋅  ένα σώµα και F K⊆ . Το F ονοµάζεται υποσώµα του 

Κ αν:  

- Το (F, )+  είναι υποοµάδα της (K, )+  και 

- Το *(F , )⋅  είναι υποοµάδα της  *(K , )⋅  όπου *K K {0}= − και *F F {0}= − . 

Από τον ορισµό προκύπτει ότι ένα υπόσωµα F ενός σώµατος Κ είναι επίσης σώµα 

ως προς τις ίδιες πράξεις. 
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Πρόταση 2.6. Έστω (K, , )+ ⋅ ένα σώµα και F K⊆ .Το F είναι υπόσωµα του Κ αν 

ισχύουν:  

- 0, 1 F∈  όπου 0 το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και 1 το ουδέτερο 

στοιχείο του πολλαπλασιασµού στο Κ 

- a b F, a b F− ∈ ⋅ ∈  για κάθε a,b F∈  

- Για κάθε a F∈  µε a 0≠  και το 1a F−

∈  

 

Παράδειγµα. Τα ( , , )+ ⋅ℚ , ( , , )+ ⋅ℝ  είναι υποσώµατα του ( , , )+ ⋅ℂ  

 

Ορισµός 2.7.  Έστω R, S δύο δακτύλιοι. Μια απεικόνιση φ : R S→  λέγεται 

οµοµορφισµός δακτυλίων αν για κάθε a,b R∈  ισχύουν: 

φ(a b) φ(a) φ(b)

φ(a b) φ(a) φ(b)

φ(1) 1

+ = +

⋅ = ⋅

=  

 

 Αν επιπλέον η φ είναι επί λέγεται επιµορφισµός. 

 Αν επιπλέον η φ είναι 1-1 λέγεται µονορφισµός. 

 Αν επιπλέον η φ είναι 1-1 και επί λέγεται ισοµορφισµός και οι δακτύλιοι R, 

S είναι ισόµορφοι. Τότε γράφουµε R S≅ . 

 

Παράδειγµα. Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε το { }R (r,0,0,...) : r R′ = ∈  είναι 

υποδακτύλιος του R[x]  και η απεικόνιση φ : R R′→  που ορίζεται ως 

φ : r (r,0,0,...)֏  είναι ένας ισοµορφισµός από τον R στον R′ . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 

 

Ορισµός 3.1. Έστω F ένα σώµα. Ένας διανυσµατικός χώρος επί του F (ή 

διανυσµατικός χώρος F) αποτελείται από µία αβελιανή οµάδα V µε πράξη την 

πρόσθεση, µαζί µε µια πράξη βαθµωτού πολλαπλασιασµού των στοιχείων του V µε 

τα στοιχεία του F από τ' αριστερά, τέτοια, ώστε για κάθε a, b ∈ F και α, β ∈ V να 

ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες: 

(1) aα ∈ V. 

(2) a(bα) = (ab)α.  

(3) (a + b)α = (aα) + (bα) 

(4)  a(α +β) = (aα) + (aβ). 

(5) 1α = α. 

Τα στοιχεία του V λέγονται διανύσµατα και τα στοιχεία του F βαθµωτά. Όταν 

ασχολούµαστε µε ένα µόνο σώµα F, παύουµε να αναφερόµαστε στο F και µιλάµε 

για έναν διανυσµατικό χώρο. 

Σηµειώστε ότι, ο πολλαπλασιασµός σε ένα διανυσµατικό χώρο δεν είναι µια 

διµελής πράξη ορισµένη πάνω σε ένα σύνολο. Είναι ένας κανόνας που επισυνάπτει 

ένα στοιχείο aα του V σε κάθε διατεταγµένο ζεύγος (a, α), που αποτελείται από ένα 

στοιχείο a του F και ένα στοιχείο α του V. Μπορούµε λοιπόν να τον δούµε ως µια 

συνάρτηση µε την οποία απεικονίζεται το F x V στο V.  
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Ορισµός 3.2. Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί του F.  

Τα διανύσµατα ενός υποσυνόλου S = {αi / i ∈ I} του V παράγουν (ή γεννούν) το V 

αν για κάθε β ∈ V, έχουµε  

 β = a1αi1 + a2αi2 + …  + anαin  για κάποια aj ∈ F και αij ∈S,  j = 1,2,…,n,  

Κάθε διάνυσµα  
n

j ij
j 1

a α
=

∑  λέγεται γραµµικός συνδυασµός των αij . 

Ορισµός 3.3. Ένας διανυσµατικός χώρος V επί ενός σώµατος F λέγεται 

πεπερασµένης διάστασης αν υπάρχει ένα πεπερασµένο υποσύνολο του V, τα 

διανύσµατα του οποίου σχηµατίζουν µια βάση του V επί του F . 

Ορισµός 3.4. Τα διανύσµατα ενός υποσυνόλου S = {αi / i ∈ I} ενός διανυσµατικού 

χώρου V επί ενός σώµατος F λέγονται γραµµικώς ανεξάρτητα επί του F αν από τη 

σχέση 
n

j ij
j 1

a α
=

∑  = 0 έπεται ότι  aj =0 για κάθε j = 1,..., n. 

 Αν τα διανύσµατα δεν είναι γραµµικώς ανεξάρτητα επί του F, τότε λέγονται 

γραµµικώς εξαρτηµένα επί του F. 

Έτσι, τα διανύσµατα του {αi / i ∈ I}  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα επί του F αν ο 

µόνος τρόπος µε τον οποίο το διάνυσµα 0 µπορεί να γραφεί ως γραµµικός 

συνδυασµός των διανυσµάτων αi είναι η εξίσωση όλων των βαθµωτών συντελεστών 

µε το 0. Αν τα διανύσµατα είναι γραµµικώς εξαρτηµένα επί του  F, τότε υπάρχουν 

 aj ∈ F µε  j = 1,..., n τέτοια, ώστε 
n

j ij
j 1

a α
=

∑ = 0, όπου δεν είναι όλα τα aj =0. 

Ορισµός 3.5. Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F, λέµε ότι τα 

διανύσµατα ενός υποσυνόλου Β = { βi / i ∈ I } του V σχηµατίζουν µία βάση του V 

επί του F, αν αυτά παράγουν τον V και είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. 

Ορισµός 3.6. Αν V είναι ένας πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικός χώρος επί 

ενός σώµατος F, τότε το πλήθος των στοιχείων µιας βάσης του (που είναι 

ανεξάρτητο από την επιλογή της βάσης) λέγεται διάσταση του V επί του F, και 

συµβολίζεται dimFV. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΑΝΑΓΩΓΑ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  

   

 

Ορισµός 4.1. Έστω F ένα σώµα. Ένα µη µηδενικό πολυώνυµο f (x) F[x]∈  µε 

deg f (x) 1≥  καλείται ανάγωγο επί του F αν από κάθε ανάλυση του f(x) της µορφής 

f (x) g(x) h(x)= ⋅  µε g(x), h(x) F[x]∈  προκύπτει ότι g(x) σταθερό ή h(x) σταθερό 

πολυώνυµο. 

Σηµείωση. Το κατά πόσον ένα πολυώνυµο είναι ανάγωγο ή όχι εξαρτάται από το 

σώµα των συντελεστών. Για παράδειγµα, το 2x 1+  είναι ανάγωγο επί του ℝ , αλλά 

δεν είναι επί του ℂ . Επίσης, το 2x 2−  είναι ανάγωγο επί του ℚ  αλλά δεν είναι επί 

του ℝ . 

Προφανώς τα γραµµικά πολυώνυµα (1ου βαθµού) είναι πάντα ανάγωγα, όποιο και 

αν είναι το σώµα F. Παρακάτω θα διερευνήσουµε την αναγωγιµότητα των 

πολυωνύµων 2ου βαθµού και πάνω επί των σωµάτων ℂ , ℝ  και ℚ .  

 

Ανάγωγα Πολυώνυµα επί του ℂ  

 

Αν n
n 1 0f (x) a x ... a x a= + + +  µε deg f (x) n 1= >  τότε 

n 1 2 nf (x) a (x z )(x z ) ... (x z )= − − ⋅ ⋅ −  όπου 1 2 nz ,z ,..., z ∈ℂ . Άρα το f(x) δεν είναι 

ανάγωγο. Άρα τα µόνα ανάγωγα πολυώνυµα στο ℂ  είναι αυτά του 1ου βαθµού.  

 

Ανάγωγα Πολυώνυµα επί του ℝ  

 

2ου Βαθµού: Τα πολυώνυµα επί του ℝ  2ου βαθµού θα είναι της µορφής 

2f (x) ax bx c= + +  µε a,b,c∈ℝ ,και a 0≠  Εδώ διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
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α) Αν 2
∆ b 4ac 0= − >  τότε 1 2f (x) a(x ρ )(x ρ )= − −  όπου 1 2ρ ,ρ  είναι οι ρίζες της 

εξίσωσης 2ax bx c 0+ + = . Άρα το f(x) δεν θα είναι ανάγωγο. 

β) Αν 2
∆ b 4ac 0= − =  τότε f (x) a(x ρ)(x ρ)= − −  όπου ρ  είναι η ρίζα της 

εξίσωσης 2ax bx c 0+ + = . Άρα το f(x) δεν θα είναι ανάγωγο. 

γ) Αν 2
∆ b 4ac= − <0, τότε το πολυώνυµο δεν παραγοντοποιείται στο ℝ  άρα θα 

είναι ανάγωγο. 

 

3ου Βαθµού: Τα πολυώνυµα επί του ℝ  3ου βαθµού θα είναι της µορφής 

3 2f (x) ax bx cx d= + + +  µε a,b,c,d∈ℝ , και a 0≠ . Τότε υπάρχει 

ρ : (x ρ) / f (x)∈ −ℝ . ∆ηλαδή 2f (x) (x ρ)(a 'x b 'x c ')= − + +  άρα το f(x) δεν θα είναι 

ανάγωγο στο ℝ . Οµοίως, ισχύει ότι κάθε πολυώνυµο περιττού βαθµού δηλαδή αν 

n
n 1 0f (x) a x ... a x a= + + +  µε deg f (x) 2κ 1= + , κ∈ℕ  δεν θα είναι ανάγωγο στο ℝ .  

 

4ου Βαθµού: Τα πολυώνυµα επί του ℝ  4ου βαθµού θα είναι της µορφής 

4 3 2f (x) ax bx cx dx e= + + + +  µε a,b,c,d,e∈ℝ , a 0≠ .Οι ρίζες αυτού του 

πολυωνύµου θα είναι πραγµατικές ή µιγαδικές. Αν υπάρχει έστω και µία 

πραγµατική ρίζα ρ  τότε το πολυώνυµο θα γράφεται 

3 2
3 2 1 0f (x) (x ρ)(a x a x a x a )= − + + +  και άρα το f(x) δεν θα είναι ανάγωγο στο ℝ . 

Μένει, λοιπόν, η περίπτωση όπου όλες οι ρίζες θα είναι µιγαδικές. Αυτές τότε θα 

είναι της µορφής 1 1 1ρ α iβ= + ,  2 1 1ρ α iβ= − , 3 2 2ρ α iβ= +  και 4 2 2ρ α iβ= − , δηλαδή 

θα είναι ανά δύο συζυγής και το f(x) θα γράφεται:  

( )( )

1 2 3 4

2 2
1 2 1 2 3 4 3 4

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

f (x) a(x ρ )(x ρ )(x ρ )(x ρ )

a x (ρ ρ ) x ρ ρ x (ρ ρ ) x ρ ρ

a x 2α x α β x 2α x α β

= − − − −

   = − + ⋅ + − + ⋅ +   

= − + + − + +

 

άρα το f(x) δεν είναι ανάγωγο. Οµοίως, ισχύει κάθε πολυώνυµο άρτιου βαθµού, 

δηλαδή αν n
n 1 0f (x) a x ... a x a= + + +  µε deg f (x) 2n= , n∈ℕ , n 1>  δεν θα είναι 

ανάγωγο στο ℝ . 

 

Άρα τα µόνα ανάγωγα πολυώνυµα στο ℝ είναι αυτά του 1ου βαθµού από του 2ου 

βαθµού εκείνα που έχουν ∆ 0< . 
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Ανάγωγα Πολυώνυµα επί του ℚ  

 

Λήµµα 4.2. (Gauss). Αν ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές είναι δυνατόν 

να γραφεί ως γινόµενο δύο πολυωνύµων, µικρότερου βαθµού, µε ρητούς 

συντελεστές, τότε γράφεται και ως γινόµενο δύο πολυωνύµων, µικρότερου βαθµού, 

µε ακέραιους συντελεστές.  

 

Απόδειξη. Έστω f gh=  όπου το πολυώνυµο f  έχει ακέραιους συντελεστές, ενώ τα 

πολυώνυµα g και h ρητούς. Υποθέτουµε ότι έχουµε διαιρέσει µε το µέγιστο κοινό 

διαιρέτη των συντελεστών των g και h αντίστοιχα, τους συντελεστές των g και h. 

Γράφουµε, λοιπόν: 

n n 1 0n n 1

n n 1 0

αα α
g(x) x x ...

β β β

−−

−

= + + +  και m m 1 0m m 1

m m 1 0

γγ γ
h(x) x x ...

δ δ δ

−−

−

= + + +  

όπου όλοι οι συντελεστές είναι ανάγωγα κλάσµατα. Αν Β και ∆ είναι το γινόµενο 

όλων των παρανοµαστών β και δ αντίστοιχα, τότε το Βg(x) και το ∆h(x) έχουν 

ακέραιους συντελεστές. Αν Α ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των β και Γ ο µέγιστος 

κοινός διαιρέτης των δ, έχουµε τελικά τα πολυώνυµα: 

n n 1
n n 1 0

Β
g(x) A x A x ... A

Α

−

−

= + + +  και m m 1
m m 1 0

∆
h(x) Γ x Γ x ... Γ

Γ

−

−

= + + +  

 

Η σχέση f gh=  τώρα γίνεται: 
Β ∆

Β∆ f ΑΓ g h
Α Γ

  
⋅ =   

  
. Παρατηρούµε ότι ΑΓ Β∆ . 

Θέτουµε, λοιπόν, 
Β∆

Ε
ΑΓ

= ∈ℤ  και γράφουµε: 

( )( )n n 1 m m 1
n n 1 0 m m 1 0E f (x) A x A x ... A Γ x Γ x ... Γ− −

− −

⋅ = + + + + + +  (1) 

Το Λήµµα θα έχει αποδειχθεί αν δείξουµε ότι E 1= ± . Αν E 1≠ ±  τότε το Ε θα έχει 

κάποιον πρώτο παράγοντα p. Ο p δεν διαιρεί όµως όλους τους συντελεστές Α, ούτε 

όλους τους συντελεστές Γ. Έστω, λοιπόν, iA  και jΓ  οι µικρότεροι συντελεστές από 

τους Α και Γ αντίστοιχα, που ο p δεν διαιρεί. Ας δούµε τώρα τον συντελεστή του 

i jx + . Στο πολυώνυµο f(x), στην (1), ο συντελεστής του όρου αυτού, διαιρείται από 

τον Ε και συνεπώς από τον p. Αν κάνουµε τον πολλαπλασιασµό που σηµειώνεται 
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στην (1), θα βρούµε για συντελεστή του όρου i jx +  τον 

i ji 1

k i j k k i j k i j
k 0 k i 1

A Γ A Γ A Γ
+−

+ − + −

= = +

+ +∑ ∑ . Ο p διαιρεί όλους τους kA , k i∀ ≠  και όλους τους  

λ
Γ , λ j∀ ≠ . Ο p συνεπώς, διαιρεί τους δύο πρώτους όρους του προηγούµενου 

αθροίσµατος, δεν διαιρεί όµως τον όρο i jA Γ . Άτοπο. 

 

Πόρισµα 4.3. Ένα πολυώνυµο που είναι ανάγωγο στο [x]ℤ , είναι ανάγωγο και στο 

[x]ℚ . 

 

Θεώρηµα 4.4. (Κριτήριο αναγωγιµότητας του Eisenstein). 

 Έστω το πολυώνυµο f [x]∈ℤ , µε n
n 1 0f (x) a x ... a x a= + + + . Αν υπάρχει πρώτος p 

τέτοιος ώστε:  

α) Ο p διαιρεί όλους τους συντελεστές ia ,i 0,1,...,n 1= −  ενώ δεν διαιρεί το na  

β) Ο 2p  δεν διαιρεί το 0a  

τότε το f είναι ανάγωγο εν [x]ℚ . 

 

Απόδειξη. Έστω ότι το f δεν είναι ανάγωγο στο [x]ℚ . Τότε γράφεται ως γινόµενο 

δύο πολυωνύµων k k 1
k k 1 0g(x) β x β x ... β−

−

= + + +  και m m 1
m m 1 0h(x) γ x γ x ... γ

−

−

= + + +  

όπου είναι k,m 1≥  και n k ma β γ=  και 0 0 0a β γ= . 

Αφού ο p δεν διαιρεί τον na , δεν διαιρεί ούτε τον kβ  ούτε τον mγ .  

Επίσης, επειδή ο 2p  δεν διαιρεί τον 0a , ο p δεν διαιρεί έναν από τους 0β  και 0γ  και 

διαιρεί τον άλλο. Έστω, λοιπόν, ότι 0p β , αλλά ο p δεν διαιρεί τον 0γ . Έστω, τώρα, 

ότι jβ , j 1≥  εκείνος ο συντελεστής β µε τον µικρότερο δείκτη j, τον οποίο ο p δεν 

διαιρεί. Ο συντελεστής ja  του jx  στο πολυώνυµο f διαιρείται από τον p. Στο 

γινόµενο gh ο συντελεστής του όρου jx  είναι ο 
j

k j k
k 0

β γ
−

=

∑ , ο οποίος δεν διαιρείται 

από τον p. Άτοπο. 

Παρατήρηση. Αν δεν εφαρµόζεται το κριτήριο του Eisenstein, τότε δεν µπορούµε 

να συµπεράνουµε ότι το f(x) δεν είναι ανάγωγο. 
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Λήµµα 4.5. Το πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο αν και µόνο αν το f (x 1)+  είναι 

ανάγωγο. 

Απόδειξη: Πράγµατι, f (x 1) g(x)h(x)+ =  αν και µόνο αν f (x) g(x 1)h(x 1)= − − . 

 

Παραδείγµατα. 1) 5f (x) x 2= −  µε f [x]∈ℤ . Εφαρµόζουµε το κριτήριο του 

Eisenstein για p 2=  και τότε το f(x) είναι ανάγωγο επί του ℚ . 

2) 5 4f (x) x 4x 2x 6= + + +  µε f [x]∈ℤ . Εφαρµόζουµε το κριτήριο του Eisenstein για 

p 2=  και τότε το f(x) είναι ανάγωγο επί του ℚ . 

3) 3f (x) x 3x 2= + +  µε f [x]∈ℤ . 3 2f (x 1) x 3x 6x 6+ = + + +  

Εφαρµόζουµε το κριτήριο του Eisenstein στο f (x 1)+  για p 3=  άρα το f (x 1)+  

είναι  ανάγωγο επί του ℚ  οπότε από το Λήµµα 4.5 και το f(x) είναι ανάγωγο επί 

του ℚ . 

Ορισµός 4.6. Αν p πρώτος αριθµός, τότε το 
p

p 1 p 2
p

x 1
φ (x) x x ... x 1

x 1
− −

−
= = + + + +

−

 

ονοµάζεται p-οστό κυκλοτοµικό πολυώνυµο.  

 

Πόρισµα 4.7. Το p-οστό κυκλοτοµικό πολυώνυµο είναι ανάγωγο επί του ℚ  για 

κάθε πρώτο αριθµό p.  

Απόδειξη. 
p

p 1 p 2 p 3
p

p p p(x 1) 1
φ (x 1) x x x ...

1 2 p 1(x 1) 1
− − −

     + −
+ = = + + + +     

−+ −      
.  

Είναι γνωστό ότι για κάθε k 1,2,..., p 1= −  ο διωνυµικός συντελεστής 
p

k

 
 
 

 είναι 

πολλαπλάσιο του p, pI1 και 
p

p
k

 
 
 

 για κάθε k 1,2,..., p 1= − . Επίσης, 2p I p

p 1

 
 

− 
 

γιατί 
p

p
p 1

 
= 

− 
. Άρα από κριτήριο Eisenstein το pφ (x 1)+  είναι ανάγωγο οπότε και 

το πολυώνυµο pφ (x)  είναι ανάγωγο.  

Σηµείωση. Με την ίδια µέθοδο αποδεικνύεται ότι και το 
2p

p(p 1) p(p 2) px 1
x x ... x 1

x 1
− −

−
= + + + +

−

 είναι ανάγωγο εν [x]ℚ . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

 ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ ΣΩΜΑΤΟΣ    

 

 

Ορισµός 5.1.  Έστω (K, , )+ ⋅  ένα σώµα και F ένα υποσύνολο του Κ. To F καλείται 

υπόσωµα του Κ αν 

- Το (F, )+  είναι υποοµάδα της (K, )+  και 

- Το (F , )∗

+  είναι υποοµάδα της (K , )∗

+ , όπου { }K K 0∗

= − , { }F F 0∗

= − . 

 

� Από τον ορισµό προκύπτει ότι ένα υπόσωµα F ενός σώµατος Κ είναι επίσης ένα 

σώµα ως προς τις ίδιες πράξεις. 

 

� Αν το F είναι υπόσωµα του Κ τότε λέµε ότι το Κ είναι επέκταση του σώµατος 

F και συµβολίζουµε K F . 

 

� Αν F K≠  τότε το Κ λέγεται γνήσια επέκταση του F και το F γνήσιο υπόσωµα 

του Κ.  

 

Ορισµός 5.2.  Ένα σώµα λέγεται πρώτο αν δεν περιέχει γνήσια υποσώµατα.  

Παρατήρηση. Έστω Κ µια επέκταση ενός σώµατος F. Τότε µπορούµε να δούµε 

το Κ ως έναν διανυσµατικό χώρο επί του  F, στον οποίο η πρόσθεση  των 

διανυσµάτων είναι η συνήθης πρόσθεση στο Κ και ο βαθµωτός πολλαπλασιασµός 

aα  είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός του σώµατος Κ, µε a ∈F και α ∈ Κ. 

 Τα αξιώµατα προκύπτουν αµέσως από τα αξιώµατα του σώµατος για το Κ. Σ’ αυτή 

την περίπτωση, το σώµα των βαθµωτών είναι ένα υποσύνολο του χώρου των 

διανυσµάτων. 

Τώρα το Κ ως διανυσµατικός χώρος επί του F έχει µια διάσταση Fdim K . 
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Ορισµός 5.3. Καλούµε βαθµό µιας επεκτάσεως Κ/F τη διάσταση Fdim K  του 

διανυσµατικού χώρου Κ επί του F. Τον βαθµό αυτό τον συµβολίζουµε µε [K : F] . 

Άρα F[K : F] dim K= . 

 Ο βαθµός [K : F]  µπορεί να είναι ένας άπειρος ή πεπερασµένος πληθικός 

αριθµός. Αν ο [K : F]  είναι ένας πεπερασµένος αριθµός, τότε η επέκταση Κ/F 

λέγεται πεπερασµένη, διαφορετικά λέµε ότι η Κ/F είναι άπειρη επέκταση.  

 

Παραδείγµατα. 1) Το σώµα ℂ  των µιγαδικών αριθµών είναι µια επέκταση του 

σώµατος ℝ  των πραγµατικών αριθµών. Εδώ [ ]: 2=ℂ ℝ  διότι τα 1, i αποτελούν µια 

βάση του ℂ  επί του ℝ . 

 

2) Αν F(x) παριστάνει το σώµα των ρητών εκφράσεων επί του σώµατος F, τότε η 

F(x)/F είναι µια άπειρη επέκταση γιατί τα στοιχεία 2 n1, x, x ,..., x ,..., για παράδειγµα, 

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα επί του F. Προφανώς τα 21, x, x ,... δεν αποτελούν 

βάση του F(x) επί του F. 

 

Πρόταση 5.4. Έστω F, E, K τρία σώµατα µε F E K⊆ ⊆ . Αν οι Ε/F και Κ/Ε είναι 

πεπερασµένες επεκτάσεις, τότε η K/F είναι πεπερασµένη επέκταση και ισχύει ότι: 

[ ] [ ][ ]K : F K : E E : F=   

 

Απόδειξη. Έστω { }1 2 nα ,α ,...,α  µια βάση του K επί του Ε και { }1 2 mβ ,β ,...,β  µια βάση 

του Ε επί του F. Αρκεί να δείξουµε ότι το { }i jM α β / i 1, 2,..., n, j 1,2,...,m= = =  είναι 

µια βάση του Κ επί του F.  

Έστω a K∈ . Τότε:  

1 1 n n ia cα ... c α ,c E= + + ∈ αφού η { }1 2 nα ,α ,...,α  είναι µια βάση του Κ επί του Ε.  

Επίσης, για κάθε ic  έχουµε: 

i i1 1 im m ijc d β ... d β ,d F= + + ∈ αφού η { }1 2 mβ ,β ,...,β  είναι µια βάση του Ε επί του F.  
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Εποµένως: 

n,mn n m

i i ij j i ij i j
i 1 i 1 j 1 i 1, j 1

a cα d β α d α β
= = = = =

 
= = = 

 
∑ ∑ ∑ ∑  

Άρα το Μ παράγει το Κ επί του F.  

Έστω, τώρα, 
n ,m

ij i j
i 1, j 1

d α β 0
= =

=∑ . Τότε: 
n m

ij j i
i 1 j 1

d β α 0
= =

 
= 

 
∑ ∑  και επειδή 

m

ij j
j 1

d β E
=

∈∑  και η 

{ }1 2 nα ,α ,...,α  µια βάση του K επί του Ε, παίρνουµε ότι: 
m

ij j
j 1

d β 0, i 1,2,...,n
=

= =∑ . 

Αλλά ijd F∈  και { }1 2 mβ ,β ,...,β  µια βάση του Ε επί του F. Άρα ijd 0= , i 1, 2,..., n= , 

j 1,2,...,m= . Συνεπώς, το Μ είναι µια βάση του Κ επί του F. 

Επειδή M nm=  παίρνουµε:   [ ] [ ][ ]K : F K : E E : F=   

 

Παρατήρηση.  Αν Κ/F είναι πεπερασµένη επέκταση και F E K⊆ ⊆ , τότε η Ε/F 

είναι πεπερασµένη επέκταση, διότι το Ε είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Κ επί 

του F. Οµοίως, η Κ/Ε είναι πεπερασµένη αφού παράγεται από ένα πεπερασµένο 

σύνολο (µια βάση του Κ επί του F) επί του Ε.  

 

Πόρισµα 5.5. Αν 1 2 nF ,F ,...,F , n 3≥  είναι σώµατα και i i 1F / F
−

 είναι µια επέκταση για 

i 1, 2,..., n=  τότε: 

[ ] [ ][ ] [ ]n 1 n n 1 n 1 n 2 2 1F : F F : F F : F ... F : F
− − −

=  

 

Απόδειξη. Για n 3=  ισχύει από την προηγούµενη πρόταση. Έστω ότι ισχύει για 

n n 1= − . Τότε: 

[ ] [ ] [ ]n 1 n n 1 n 2 2 1F : F F : F ... F : F
− − −

=  (1) 

Το 1 n 1 nF F F
−

⊆ ⊆  άρα:  

[ ] [ ][ ]n 1 n n 1 n 1 1F : F F : F F : F
− −

=  

Και άρα η (1) γίνεται: 

[ ] [ ][ ] [ ]n 1 n n 1 n 1 n 2 2 1F : F F : F F : F ... F : F
− − −

=  
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Πόρισµα 5.6. Αν Κ/F είναι πεπερασµένη επέκταση και F E L K⊆ ⊆ ⊆  τότε ο 

βαθµός [L:E] διαιρεί τον [K:F]. 

Απόδειξη. Προκύπτει αµέσως από τη σχέση [K : F] [K : L][L : E][E : F]=  

 

Ορισµός 5.7. Έστω ότι Κ/F είναι µια επέκταση σώµατος και ότι 1 2 nα ,α ,...,α K∈ . Η 

τοµή όλων των υποσωµάτων του Κ που περιέχουν το σώµα F και το σύνολο 

{ }1 2 nα ,α ,...,α  ονοµάζεται το σώµα που προκύπτει µε επισύναψη των 1 2 nα ,α ,...,α  

στο F και συµβολίζεται ως ( )1 2 nF α ,α ,...,α . Μια επέκταση Κ/F είναι απλή αν 

προκύπτει µε επισύναψη ενός µόνο στοιχείου α στο F, δηλαδή αν 

{ }K F(α) f (α) / g(α) : f (x),g(x) F[x]καιg(α) 0= = ∈ ≠  

 

Μπορούµε να πάρουµε την επέκταση ( )1 2 nF α ,α ,...,α  µε n διαδοχικές απλές 

επεκτάσεις. Φαίνεται εύκολα ότι το ( )1 2 nF α ,α ,...,α  είναι το µικρότερο υπόσωµα 

του Κ που περιέχει και το F και το { }1 2 nα ,α ,...,α  και µε αυτό εννοούµε ότι το 

( )1 2 nF α ,α ,...,α K⊂  για οποιοδήποτε άλλο υπόσωµα Κ που περιέχει τα F και 

{ }1 2 nα ,α ,...,α . 

 

Ορισµός 5.8. Έστω Κ µια επέκταση του σώµατος F και α K∈ . Αν υπάρχει 

πολυώνυµο f (x) F[x]∈  µε f (x) 0≠  (δηλαδή f(x) διάφορο του µηδενικού 

πολυωνύµου) µε f (α) 0= , τότε λέµε ότι το α είναι αλγεβρικό επί του F. Αν δεν 

υπάρχει τέτοιο πολυώνυµο τότε λέµε ότι το α είναι υπερβατικό επί του F. 

 

Παραδείγµατα. 1) Έστω F=ℚ , E = ℝ , α 2 E= ∈  και 2f (x) x 2 [x]= − ∈ℚ . Το 

f(x) είναι µη µηδενικό και f ( 2) 0=  άρα το 2  είναι αλγεβρικό επί του ℚ . 

 

2) Έστω F=ℚ , E = ℂ  και 2 2 2
α 2 i α 2 2i 2 i α 1 2i 2= + ∈ ⇒ = + + ⇒ = +ℂ  ⇒  

2 2 2 4 2 4 22i 2 α 1 4i ( 2) α 2α 1 α 2α 9 0= − ⇒ = − + ⇒ − + = . 
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 Άρα υπάρχει το 4 2f (x) x 2x 9 [x]= − + ∈ℚ  µε f (x) 0≠  και f (α) 0=  άρα το 

α 2 i= +  είναι αλγεβρικό επί του ℚ . 

 

Παρατήρηση. Έχει αποδειχθεί ότι οι πραγµατικοί αριθµοί π και e δεν είναι 

αλγεβρικοί, δηλαδή είναι υπερβατικοί επί του ℚ . 

 

Ορισµός 5.9. Μια επέκταση Κ/F λέγεται αλγεβρική αν κάθε στοιχείο του Κ είναι 

αλγεβρικό επί του F. Αν το Κ περιέχει υπερβατικά στοιχεία επί του F, τότε λέγεται 

υπερβατική επέκταση του F. 

 

Πρόταση 5.10. Μια πεπερασµένη επέκταση είναι αλγεβρική επέκταση. 

 

Απόδειξη. Έστω [K : F] n= . Έστω α K∈ , α 0≠  και οι δυνάµεις 0 2 n
α 1,α,α ,...,α= . 

Τα στοιχεία αυτά είναι n 1+  το πλήθος και εποµένως είναι γραµµικώς εξαρτηµένα 

επί του F. Άρα υπάρχουν 0 1 nc ,c ,...,c F∈  µε ( ) ( )0 1 nc ,c ,...,c 0,0,...,0≠  ώστε: 

2 n
0 1 2 nc cα c α ... c α 0+ + + + =  (1) 

Το πολυώνυµο 2 n
0 1 2 nf (x) c c x c x ... c x= + + + +  ανήκει στο F[x] και είναι µη 

µηδενικό. Επιπλέον λόγω της (1) έχουµε f (α) 0= . Άρα κάθε στοιχείο του Κ είναι 

αλγεβρικό επί του F και εποµένως η επέκταση Κ/F είναι αλγεβρική. 

 

Παρατήρηση. Το αντίστροφο δεν αληθεύει. ∆ηλαδή, υπάρχουν αλγεβρικές 

επεκτάσεις που δεν είναι πεπερασµένες. 

 

  Έστω Κ/F µια επέκταση και α K∈  ένα στοιχείο αλγεβρικό επί του F. 

Επιλέγουµε ένα πολυώνυµο h(x) F[x]∈ , h(x) 0≠  µε h(α) 0=  και h(x) ελάχιστου 

βαθµού. 

 

Λήµµα 5.11. Έστω 1 2h (x), h (x) F[x]∈  δύο πολυώνυµα ελαχίστου βαθµού µε 

1 2h (α) h (α) 0= = . Τότε το 1h (x)  διαιρεί το 2h (x)  και το 2h (x)  διαιρεί το 1h (x) . 
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Απόδειξη. Επειδή 1 2deg h (x) deg h (x)=  υπάρχουν σταθερό πολυώνυµο π(x) c=  µε 

c F∗∈  και υ(x) F[x]∈  τέτοια ώστε  

1 2h (x) π(x) h (x) υ(x)= ⋅ +  (1) 

όπου υ(x) 0=  ή υ(x) 0≠ , µε 2degυ(x) deg h (x)< . 

 

Αν υ(x) 0≠  από την σχέση (1) για x α=  παίρνουµε ότι υ(α) 0= , άτοπο διότι 2h (x)  

ελαχίστου βαθµού πολυώνυµο µε την ιδιότητα 2h (α) 0= . 

 

Άρα υ(x) 0=  οπότε 1 2h (x) c h (x)= ⋅  άρα το 2h (x)  διαιρεί το 1h (x) .  

Οµοίως, το 1h (x)  διαιρεί το 2h (x) . 

 

Ορισµός 5.12. Το µονοσήµαντα ορισµένο πολυώνυµο που είναι ένα µονικό 

πολυώνυµο µη µηδενικό και ελαχίστου βαθµού που µηδενίζεται από το α καλείται 

το ελάχιστο πολυώνυµο του α επί του F και συµβολίζεται 
α

φ (x) . Ο βαθµός 

α
n degφ (x)=  καλείται βαθµός του α επί του F.  

 

Παραδείγµατα. 1) Έστω i η φανταστική µονάδα. Το στοιχείο i είναι ένα στοιχείο 

αλγεβρικό επί του ℝ . Το ελάχιστο πολυώνυµο του i επί του ℝ  είναι το 2x 1+ . 

 

2) Έστω α 2 3= + . Από την α 2 3= +  παίρνουµε ( ) ( )
2 2

α 2 3− =  ή 

2
α 2 2α 1 0− − = . Έτσι, το α είναι αλγεβρικό επί του ( )2ℚ  και µηδενίζει το 

2x 2 2x 1− − , που είναι και το ελάχιστο πολυώνυµο του α επί του ( )2ℚ . Από την 

2
α 2 2α 1 0− − =  παίρνουµε, τώρα, ( ) ( )

222
α 1 2 2α− =  ή 4 2

α 10α 1 0− + = . Είναι 

εύκολο να δειχθεί ότι το 4 2x 10x 1− +  είναι ανάγωγο επί του ℚ  και εποµένως το α 

είναι βαθµού 4 επί του ℚ . 

 

 



ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ ΜΕ ΚΑΝΟΝΑ ΚΑΙ ΔΙΑΒΗΤΗ                                     ΧΡΗΣΤΟΣ ΧΡΗΣΤΙΔΗΣ 

 

  35 

 

 

Πόρισµα 5.13. Έστω Κ/F µια επέκταση και α K∈  αλγεβρικό επί του F. Το 

ελάχιστο πολυώνυµο 
ω

φ (x)  του α επί του F είναι ανάγωγο.  

 

Απόδειξη. Έστω ότι υπάρχουν g(x), h(x) F[x]∈  µε 
ω

φ (x) g(x) h(x)= ⋅ . Για x α=  

έχουµε: 
ω

φ (α) g(α) h(α) 0 g(α) h(α) g(α) 0= ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ =  ή h(α) 0= . Εποµένως, ένα 

από τα g(x), h(x) είναι σταθερό πολυώνυµο, αφού το 
ω

φ (x)  είναι ελάχιστο 

πολυώνυµο του α. 

 

Πρόταση 5.14. Αν το στοιχείο α είναι αλγεβρικό βαθµού n επί του σώµατος F, τότε 

κάθε στοιχείο του F(α) γράφεται µονοσήµαντα µε την µορφή: 

2 n 1
0 1 2 n 1 ic cα c α ... c α , c F, i 1,2,..., n 1−

−

+ + + + ∈ = −  

 

Απόδειξη. Αν m(x) είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του α επί του F, τότε 

deg m(x) n= . Τα στοιχεία 2 n 11,α,α ,...,α −  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα επί του F.         

[ Πράγµατι, αν 2 n 1
0 1 2 n 1b bα b α ... b α 0−

−

+ + + + =  για ib F, i 1,2,..., n 1∈ = − , τότε 

0 1 2 n 1b b b ... b 0
−

= = = = =  γιατί διαφορετικά το 2 n 1
0 1 2 n 1g(x) b b x b x ... b x−

−

= + + + +  θα 

ήταν ένα µη µηδενικό πολυώνυµο βαθµού n<  µε g(α) 0= , που είναι αδύνατο αφού 

ο βαθµός του α είναι n ].  

Αν τώρα σ(x) F[x]∈  και degσ(x) n 1> − , τότε υπάρχουν q(x), r(x) F[x]∈  τέτοια 

ώστε σ(x) q(x) m(x) r(x)= ⋅ +  µε r(x) 0=  ή deg r(x) n 1≤ − . Τώρα, για x α=  

παίρνουµε σ(α) q(α) m(α) r(α) r(α)= ⋅ + = . Επειδή F[α] F(α)=  η πρόταση έχει 

αποδειχθεί. 

 

 Παρατηρούµε ότι το αντίστροφο ενός στοιχείου g(α) F(α)∈ , όπου 

g(x) F[x]∈ , deg g(x) n< , g(α) 0≠  βρίσκεται ως εξής: Επειδή το ελάχιστο 

πολυώνυµο m(x) του α είναι ανάγωγο επί του F, τα πολυώνυµα m(x) και g(x) είναι 

πρώτα µεταξύ τους και εποµένως υπάρχουν σ(x), r(x) F[x]∈  ώστε 

σ(x)m(x) r(x)g(x) 1+ = . Άρα σ(α)m(α) r(α)g(α) 1+ =  και επειδή m(α) 0=  έχουµε 

r(α)g(α) 1= . Άρα 1r(α) g(α)−= . 
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Πόρισµα 5.15. Αν n είναι ο βαθµός του αλγεβρικού στοιχείου α επί του F, τότε 

[ ]F(α) : F n= . Το F(α) είναι ένας διανυσµατικός χώρος επί του F διάστασης n. 

 

Εφαρµογές. 1) Το 2  είναι αλγεβρικό στο ℚ  διότι είναι ρίζα του πολυωνύµου 

2
φ(x) x 2 [x]= − ∈ℚ  µε φ(x) 0≠ . Επίσης, από κριτήριο του Eisenstein για p 2=  το 

φ(x)  ανάγωγο στο ℚ  και degφ(x) 2= . Άρα η βάση του διανυσµατικού χώρου 

( )2ℚ  επί του ℚ  είναι { } { }1,c 1, 2=  και ( ) { }0 1 0 12 q q 2, q ,q= + ∈ℚ ℚ . 

 

2) Το 3 2  είναι αλγεβρικό στο ℚ  διότι είναι ρίζα του πολυωνύµου 

3
φ(x) x 2 [x]= − ∈ℚ  που είναι ανάγωγο στο ℚ  (κριτήριο του Eisenstein για p 2= ) 

και degφ(x) 3=  άρα η βάση του διανυσµατικού χώρου ( )3 2ℚ  επί του ℚ  είναι 

{ } { }2 3 31,c,c 1, 2, 4=  και ( ) { }3 3 3
0 1 2 i2 q q 2 q 4, q , i 0,1,2= + + ∈ =ℚ ℚ  και 

( )3 2 : 3  =
 
ℚ ℚ . 

 

3) Ας βρούµε, τώρα, τη µορφή επέκτασης ( )2, 3ℚ . Θεωρούµε τρία σώµατα:  

( ) ( )2 2, 3⊂ ⊂ℚ ℚ ℚ  

Έχουµε δείξει ότι: ( ) ( ) ( ) ( )2, 3 : 2, 3 : 2 2 :     =
     
ℚ ℚ ℚ ℚ ℚ ℚ . 

Από την εφαρµογή 1) βρήκαµε ότι η βάση του διανυσµατικού χώρου ( )2ℚ επί 

του ℚ είναι η { }1, 2 . 

Θα βρούµε, τώρα, µια βάση του διανυσµατικού χώρου ( )2, 3ℚ  επί του ( )2ℚ . 

Θέτουµε ( )2 K=ℚ  και έχουµε ( )K 3 : K 
 

 και 2
φ(x) x 3 K[x]= − ∈  το οποίο για 

να είναι ανάγωγο θα πρέπει ( )3 K 2± ∉ =ℚ  (εδώ δεν ισχύει το κριτήριο του 

Eisenstein γιατί δεν είµαστε στο [x]ℚ ).  
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Έστω ( ) { }0 1 0 13 2 q q 2, q ,q∈ = + ∈ℚ ℚ   

δηλαδή 0 13 q q 2= + ⇒ ( )2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 13 q 2q 2q q 2 0 q 2q 3 2q q 2= + + ⇒ = + − + . 

Όµως, { }1, 2  γραµµικώς ανεξάρτητα ως βάση άρα 2 2
0 1q 2q 3 0+ − =  και 0 12q q 0=  

0q 0⇒ =  ή 1q 0= . 

 

Άρα για 2
0 1q 0 2q 3 0= ⇒ − =  άρα το πολυώνυµο 2f (x) 2x 3 [x]= − ∈ℚ  έχει ρητή 

ρίζα το 1q ∈ℚ . Από κριτήριο του Eisenstein για p 3=  είναι ανάγωγο. Άτοπο. 

 

Για 2
1 0q 0 q 3 0= ⇒ − =  άρα το πολυώνυµο 2f (x) x 3 [x]= − ∈ℚ  έχει ρητή ρίζα το 

0q ∈ℚ . Από κριτήριο του Eisenstein για p 3=  είναι ανάγωγο. Άτοπο. 

 

Άρα ( )3 2∉ℚ .  

 

Οµοίως, ( )3 2− ∉ℚ . Άρα το φ(x) ανάγωγο στο Κ και degφ(x) 2= . Άρα { }1, 3  

βάση του ( )K 3 επί του Κ.  

Πολλαπλασιάζουµε τις δύο βάσεις { }1, 2 , { }1, 3 . 

Το σύνολο { }1, 3, 2, 2 3⋅  είναι βάση του ( )2, 3ℚ  επί του  ℚ  δηλαδή: 

( ) { }0 1 2 3 i2, 3 q q 3 q 2 q 2 3, q= + + + ∈ℚ ℚ  

και ( )2, 3 : 2 2 4  = ⋅ =
 
ℚ ℚ . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ GALOIS  

 

 

Ορισµός 6.1. Έστω Κ/F επέκταση σωµάτων και Η υποοµάδα της οµάδας των 

αυτοµορφισµών του σώµατος Κ. Το σύνολο Fix H= { α∈ Κ : Τ(α)= α, ∀ Τ∈ Η} 

είναι ένα σώµα, υπόσωµα του Κ και λέγεται σταθερό σώµα της οµάδας Η. 

 

Ορισµός 6.2. Οµάδα Galois µιας επέκτασης Κ/F ( σµβ. Gal(Κ/F)) είναι οι               

F-ισοµορφισµοί του Κ, δηλ. ισοµορφισµοί του Κ που δρουν ταυτοτικά στα στοιχεία 

του F. 

          �Αν Κ=F(α1,α2,…,αn ) , τότε οι F- ισοµορφισµοί του Κ καθορίζονται πλήρως  

             από  τη δράση τους στα στοιχεία α1,α2,…,αn. 

          �Στην ειδική περίπτωση που τα α1,α2,…,αn  είναι οι ρίζες του πολυωνύµου  

             f(x) ∈ F[x], τότε η οµάδα των F – αυτοµορφισµών δηλ. η οµάδα Galois 

             µπορεί να θεωρηθεί σαν την οµάδα µεταθέσεων των ριζών του πολυωνύµου  

             f(x). 

 

Ορισµός 6.3.  Μία πεπερασµένη επέκταση σωµάτων Κ/F λέγεται επέκταση Galois 

αν το σταθερό σώµα της Gal(Κ/F) συµπίπτει µε το F, δηλ.αν Fix Gal(Κ/F) = F. 

 

Ορισµός 6.4. Μία επέκταση K/F λέγεται κανονική αν για κάθε α∈ K το ανάγωγο 

πολυώνυµο του α επί του F έχει όλες τις ρίζες του στο K. 

 

Παράδειγµα. Η ℂ /ℝ είναι κανονική, ενώ η ( )3 2ℚ /ℚ  όχι, αφού το ανάγωγο 

πολυώνυµο του 3 2  στο ℚ  έχει ρίζες τις 3 2 ,ω 3 2  και ω2 3 2 , όπου ω πρωταρχική 

3-ρίζα του 1, αλλά ω 3 2∉ ( )3 2ℚ . Όµως η ( )3 2,ωℚ /ℚ  είναι κανονική. 
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Θεώρηµα 6.5. Μία πεπερασµένη επέκταση επί του ℚ  είναι επέκταση Galois αν και 

µόνο αν είναι κανονική.  (γενικά πρέπει να είναι και διαχωρίσιµη. Όµως κάθε 

επέκταση επί του ℚ  είναι πάντα διαχωρίσιµη). 

 

Ορισµός 6.6.  Σώµα ριζών  ενός πολυωνύµου f(x) ∈ F[x] είναι το µικρότερο σώµα 

Κ που περιέχει το F και τις ρίζες του πολυωνύµου f(x). 

 

Πόρισµα 6.7.  Η επέκταση Κ/F είναι επέκταση Galois ⇔ Gal(Κ/F) = [K : F]  

 

Σχόλιο. Η βασική ιδέα της θεωρίας Galois είναι να αντιστοιχίζουµε τα ενδιάµεσα  

σώµατα µιας επέκτασης Galois Κ/F µε τις υποοµάδες της οµάδας  Gal(Κ/F). 

 

Θεώρηµα 6.8. (Θεµελιώδες Θεώρηµα θεωρίας Galois). 

Έστω Κ/F πεπερασµένη επέκταση Galois και G= Gal (Κ/F). Τότε: 

i. Υπάρχει 1 -1 και επί αντιστοιχία ανάµεσα στα : 

            Α={ J σώµα :  F⊆ J⊆Κ } και  B= { H οµάδα : Η ≤ G} 

            φ:Α→Β µε  J⟼ Gal(Κ/J) 

            ψ:Β→Α µε Η⟼ Fix H 

ii.  Επιπλέον  [ Κ :J] = Gal(Κ/J) 

[ Κ: F ] =Gal(Κ/F) : Gal(Κ/J) 

iii.  J/F είναι επέκταση Galois ⇔ Gal(Κ/J) ⊲ Gal(Κ/F)  

Τότε Gal(J/ F) ≅ Gal(Κ/F) / Gal(Κ/J). 

 

Παράδειγµα: Η επέκταση σωµάτων ( )2, 3ℚ /ℚ  είναι επέκταση Galois, γιατί 

είναι κανονική επέκταση(το ( )2, 3ℚ  είναι σώµα διάσπασης των x2 − 3 ,x2 − 2),  

και διαχωρίσιµη (κάθε επέκταση του ℚ  είναι  διαχωρίσιµη). 

Επειδή  ( )2, 3 : 4  =
 
ℚ ℚ  άρα Gal( ( )2, 3ℚ /ℚ = 4.  
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Τα στοιχεία της οµάδας Galois είναι µεταθέσεις των ριζών των ανάγωγων επί του  

ℚ  πολυωνύµων x2 − 3 και x2 − 2.  

Έστω λοιπόν φ ∈ Gal( ( )2, 3ℚ /ℚ ), και θα δούµε ποιες είναι οι δυνατές εικόνες 

των 2, 3
 
 (ρίζες των ανάγωγων πολυωνύµων) µέσω της φ 

          2→ ± 2   και 3→ ± 3    

Άρα οι δυνατές µεταθέσεις είναι: 

id : 2→ 2    και 3→ 3         

θ : 2→ − 2   και 3→ 3  

σ : 2→ 2     και 3→ − 3  

τ: 2→ − 2    και 3→ − 3  

Άρα Gal( ( )2, 3ℚ /ℚ ) = { id, θ, σ, τ} = { id, θ, σ, θ ο σ } = G. 

Εύκολα υπολογίζεται ότι θ2 = id, σ2 = id, (θ ο σ)2 = id και η G είναι πράγµατι 

οµάδα τάξης 4 (είναι ισοδύναµη µε την τετραδική οµάδα του Klein). 

Έστω G1 = < θ >, G2 = < θ o σ > και G3 =< σ >, οι υποοµάδες της οµάδας 

Galois που παράγονται από τα θ, θ o σ  και σ αντίστοιχα, τότε το παρακάτω σχήµα 

δείχνει την αντιστοιχία των ενδιάµεσων σωµάτων της επέκτασης µε τις υποοµάδες 

της οµάδας Galois. 
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Η παραπάνω αντιστοιχία αποδεικνύεται εύκολα, υπολογίζοντας τα 

           Fix(< θ >), Fix(< σ >) και Fix(<θ o σ >). 

 Αν αριθµήσουµε τις ρίζες: 

2→ 1, − 2→ 2,
 

3→ 3, − 3→ 4 

µπορούµε να δούµε τις µεταθέσεις σαν στοιχεία της Sn και θα έχουµε  

θ= (12),  σ= (34) και  θ o σ = (12)(34). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ ΜΕ ΚΑΝΟΝΑ ΚΑΙ ∆ΙΑΒΗΤΗ 

 

 

Έστω ότι P και Q είναι δύο σηµεία του επιπέδου. Το ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα 

P και Q θα το συµβολίζουµε µε PQ και το αντίστοιχο µήκος του µε PQ . Ένας 

κανόνας (ή χάρακας) είναι ένα εργαλείο που µπορεί να σχεδιάζει την ευθεία 

L(P,Q) η οποία ορίζεται από τα P και Q. Ένας διαβήτης είναι ένα εργαλείο που 

µπορεί να σχεδιάζει την περιφέρεια µε ακτίνα PQ  και κέντρο είτε το P είτε το Q. 

Οι περιφέρειες αυτές θα συµβολίζονται αντίστοιχα µε C(P;Q) και C(Q;P). Επειδή 

κάθε κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη αποτελείται πάντοτε µόνο από 

πεπερασµένο πλήθος βηµάτων, µπορούµε να ορίσουµε επαγωγικά τα λεγόµενα 

«κατασκευάσιµα» σηµεία. 

 

 Εγκαθιστούµε στο επίπεδο ένα σύστηµα συντεταγµένων κατά τον εξής 

τρόπο: Επιλέγουµε πρώτα δύο σαφώς διακεκριµένα σηµεία Α και A ′  και 

ονοµάζουµε άξονα των x την ευθεία που ορίζεται από αυτά. Χρησιµοποιώντας τον 

διαβήτη σχεδιάζουµε τις περιφέρειες C(A;A )′  και C(A ;A)′  µε ακτίνα AA ′  και 

κέντρα τα Α και A ′  αντίστοιχα. Οι περιφέρειες αυτές τέµνονται σε δύο σηµεία Γ 

και Γ′και ονοµάζουµε άξονα των y την ευθεία που ορίζεται από αυτά. Αυτή είναι 

µεσοκάθετος του AA ′  και τέµνει τον άξονα των x σε ένα σηµείο Ο που το 

ονοµάζουµε αρχή των αξόνων. Το µήκος  OA  το ορίζουµε ίσο µε 1. Με τον 

τρόπο αυτό εισάγουµε συντεταγµένες στο επίπεδο. Ιδιαιτέρως A(1,0)  και A ( 1,0)′ − . 

Ακολούθως σχεδιάζουµε την περιφέρεια C(O;A)  που τέµνει τον άξονα των y στα 

σηµεία B(0,1) και B (0, 1)′ − αφού OB OB 1′= = . 
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Έτσι κατασκευάσαµε ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων κάνοντας 

στοιχειώδεις κατασκευές. Σαν στοιχειώδεις κατασκευές εννοούµε: 

- Την κατασκευή µιας ευθείας (µε τον κανόνα) η οποία διέρχεται από δύο 

δεδοµένα σηµεία (π.χ. η xx′ ) ή από δύο σηµεία ήδη κατασκευασµένα (π.χ. η 

yy′ ). 

- Κατασκευή ενός κύκλου µε κέντρο δεδοµένο ή κατασκευασµένο σηµείο και 

ακτίνα δεδοµένο ή κατασκευασµένο µήκος (π.χ. οι κύκλοι C(A;A )′ , 

C(A ;A)′ , C(Ο;A) ) 

- Κατασκευή ενός σηµείου που είναι τοµή δύο κατασκευάσιµων κύκλων (π.χ. 

Γ  και Γ′) ή τοµή κατασκευάσιµης ευθείας και κατασκευάσιµου κύκλου 

(π.χ. το Β). 

 

Ορισµός 7.1. Ένα σηµείο είναι κατασκευάσιµο αν προκύπτει µετά από 

πεπερασµένα βήµατα στοιχειωδών κατασκευών.  

 

Θα εκθέσουµε τώρα το θέµα µας µε αυστηρότητα. 

Ορισµός 7.2. Έστω Ε, F, G και H σηµεία το επιπέδου (όχι απαραίτητα σαφώς 

διακεκριµένα). Ένα σηµείο Ζ είναι κατασκευάσιµο από τα Ε, F, G και H αν 

προκύπτει µε έναν από τους παρακάτω τρόπους: 

i) Z L(E,F) L(G,H)∈ ∩ , όπου L(E,F) L(G,H)≠  

ii)  Z L(E,F) C(G;H)∈ ∩  

iii)  Z C(E;F) C(G;H)∈ ∩  όπου C(E;F) C(G;H)≠  
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Ένα σηµείο Ζ είναι κατασκευάσιµο αν ή Z A=  ή Z A ′=  ή αν υπάρχουν σηµεία 

1 2 nP ,P ,...,P µε nZ P= , τέτοια ώστε για κάθε j 1≥ , το j 1P
+

 να είναι κατασκευάσιµο 

από τα σηµεία του συνόλου { }1 2 jA,A ,P ,P ,...,P′ . 

 

Σηµείωση. Παρακάτω θα χρησιµοποιήσουµε ορισµένα γνωστά αποτελέσµατα της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας, χωρίς όµως να τα αναφέρουµε διεξοδικά κάθε φορά. Για 

παράδειγµα, κάθε γωνία διχοτοµείται µε κανόνα και διαβήτη, δηλαδή αν το 

(cosθ,sinθ)  είναι κατασκευάσιµο σηµείο, τότε και το 
θ θ

(cos ,sin )
2 2

 είναι επίσης 

κατασκευάσιµο σηµείο.  

 

Ορισµός 7.3.  Ένας µιγαδικός αριθµός z x iy= +  ονοµάζεται κατασκευάσιµος αν το 

σηµείο (x, y)  είναι κατασκευάσιµο. 

  

Για παράδειγµα, εύκολα διαπιστώνουµε ότι οι αριθµοί 1, 1,0, i 3, i 3− −  και i  είναι 

κατασκευάσιµοι.  

 

Λήµµα 7.4. Ένας µιγαδικός αριθµός z x iy= +  είναι κατασκευάσιµος αν και µόνο 

αν το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του είναι κατασκευάσιµοι αριθµοί.  

 

Απόδειξη. Αν z είναι ένας κατασκευάσιµος αριθµός, τότε µε µια γνωστή κατασκευή 

της Ευκλείδειας Γεωµετρίας σχεδιάζεται η κάθετη (ως προς τον άξονα των x) 

ευθεία L που διέρχεται από το (x, y)  και είναι παράλληλη προς τον άξονα των y. 

Έτσι ο x είναι ένας κατασκευάσιµος αριθµός, αφού το (x,0)  είναι κατασκευάσιµο 

σηµείο ως τοµή της L και του άξονα των x. Παρόµοια, το σηµείο (0, y)  είναι η 

τοµή του άξονα των y και της ευθείας που διέρχεται από το (x, y)  και είναι 

παράλληλη προς τον άξονα των x. Συνεπώς, το P (y,0)=  είναι κατασκευάσιµο ως 

σηµείο του άξονα των x της περιφέρειας C(O;P) και γι’ αυτό ο y είναι ένας 

κατασκευάσιµος αριθµός. 
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          Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι οι x και y είναι κατασκευάσιµοι αριθµοί, 

δηλαδή ότι τα Q (x,0)=  και P (y,0)=  είναι κατασκευάσιµα σηµεία. Το (0, y)  είναι 

κατασκευάσιµο ως τοµή του άξονα των y και της περιφέρειας C(O;P). Τώρα, 

φέροντας την κάθετη (ως προς τον άξονα των x) ευθεία γραµµή που διέρχεται από 

το (x,0)  και την οριζόντια (δηλαδή την παράλληλη ως προς τον άξονα των x) 

ευθεία γραµµή που διέρχεται από το (0, y) , παίρνουµε το (x, y)  ως τοµή αυτών των 

δύο ευθειών. Έτσι το (x, y)  είναι κατασκευάσιµο και σύµφωνα µε τον ορισµό ο 

z x iy= +  είναι ένας κατασκευάσιµος αριθµός.  

 

Συµβολισµός 7.5.  Θα συµβολίζουµε µε Κ το υποσύνολο του ℂ  που αποτελείται 

από όλους τους κατασκευάσιµους αριθµούς.  

 

Λήµµα 7.6. i) Αν K ∩ℝ  είναι υπόσωµα του ℝ , τότε το Κ είναι υπόσωµα του ℂ . 

ii)  Αν K ∩ℝ  είναι υπόσωµα του ℝ  και αν a K∈ , για κάθε θετικό a K∈ ∩ℝ , 

τότε το Κ είναι κλειστό ως προς τον σχηµατισµό των τετραγωνικών ριζών.  

 

Απόδειξη. i) Αν z a ib= +  και w c id= +  είναι κατασκευάσιµοι αριθµοί, τότε 

σύµφωνα µε το Λήµµα 7.4, τα  a,b,c,d K∈ ∩ℝ . Εποµένως, a c,b d K+ + ∈ ∩ℝ  

διότι το K ∩ℝ  είναι υπόσωµα και έτσι από το Λήµµα 7.4. έχουµε 

(a c) i(b d) K+ + + ∈ . Παρόµοια, παίρνουµε zw (ac bd) i(ad bc) K= − + + ∈ . Αν z 0≠  

τότε 1 a b
z i

zz zz
−

= − . Τώρα, τα a,b K∈ ∩ℝ , σύµφωνα µε το Λήµµα 7.4, και έτσι 

2 2zz a b K= + ∈ ∩ℝ , διότι το K ∩ℝ  είναι υπόσωµα του ℂ . Εποµένως, 1z K−

∈ . 

ii) Αν z a ib K= + ∈  τότε σύµφωνα µε το Λήµµα 7.4. τα  a,b K∈ ∩ℝ , και όπως και 

στο ερώτηµα i) έπεται 2 2 2r a b K= + ∈ ∩ℝ . Εφόσον, ο 2r  δεν είναι αρνητικός, η 

υπόθεση του Λήµµατος δίνει ότι οι r K∈ ∩ℝ  και r K∈ ∩ℝ . 

Τώρα επειδή ο iθz re K= ∈  και το Κ είναι υπόσωµα του ℂ  έπεται ότι 
iθ 1e r z K−

= ∈ . 

Τέλος, από το γεγονός ότι κάθε γωνίας διχοτοµείται, προκύπτει iθ / 2e K∈  και έτσι 

τελικά έχουµε iθ / 2z re K= ∈ , όπως ακριβώς θέλαµε. 

 



ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ ΜΕ ΚΑΝΟΝΑ ΚΑΙ ΔΙΑΒΗΤΗ                                     ΧΡΗΣΤΟΣ ΧΡΗΣΤΙΔΗΣ 

 

  46 

 

 

Θεώρηµα 7.7. Το σύνολο Κ όλων των κατασκευάσιµων αριθµών είναι ένα 

υπόσωµα του ℂ , το οποίο είναι κλειστό ως προς τον σχηµατισµό των 

τετραγωνικών ριζών και τη µιγαδική συζυγία.  

 

Απόδειξη.  Σχετικά µε τις δύο πρώτες αποφάνσεις είναι επαρκές να αποδείξουµε ότι 

για το K ∩ℝ  ικανοποιούνται οι σχετικές ιδιότητες που αναφέρονται στο  

Λήµµα 7.6  που αποδείξαµε προηγουµένως.  

 

Έστω ότι a και b είναι δύο κατασκευάσιµοι πραγµατικοί αριθµοί. 

 

i) Ο αριθµός a−  είναι κατασκευάσιµος.  

Αν P (a,0)=  είναι κατασκευάσιµοι σηµείο, τότε το ( a,0)−  αποτελεί την άλλη τοµή 

του άξονα των x και της περιφέρειας C(O;P). 

 

ii)  Ο αριθµός a b+  είναι κατασκευάσιµος.  

Θεωρούµε τα I (0,1),P (a,0)= =  και Q (b,1)= . Το Q είναι κατασκευάσιµο, επειδή 

αποτελεί την τοµή της οριζόντιας ευθείας που διέρχεται από το Ι και την κάθετης 

ευθείας που διέρχεται από το (b,0) (το τελευταίο σηµείο είναι κατασκευάσιµο, 

σύµφωνα µε την υπόθεση). Η ευθεία, η 

οποία διέρχεται από το Q και είναι 

παράλληλη προς το ευθύγραµµο τµήµα ΙP, 

τέµνει τον άξονα των x στο σηµείο 

S (a b,0)= +  που είναι ακριβώς το σηµείο 

που θέλαµε. Μολονότι στο διπλανό σχήµα 

τα a, b παρουσιάζονται ως θετικοί, είναι 

εύκολο να δει κανείς ότι η κατασκευή 

λειτουργεί όποιο και αν είναι το πρόσηµο 

των a, b. 
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iii)   Ο αριθµός ab είναι κατασκευάσιµός. 

Σύµφωνα µε το i) µπορούµε να υποθέσουµε ότι και οι δύο αριθµοί a και b είναι 

θετικοί. Στο διπλανό σχήµα, θεωρούµε τα 

σηµεία A (1,0), B (1 a,0)= = +  και C (0,b)= . 

Ορίζουµε το D ως τοµή του άξονα των y και 

της ευθείας που διέρχεται από το Β και είναι 

παράλληλη προς το ευθύγραµµο τµήµα AC. 

Αφού τα τρίγωνα OAC και OBC είναι όµοια 

έχουµε: 

                
OB OD

OA OC
= ⇔

b CDa 1

1 b

++

= CD ab⇔ =  

Συνεπώς, ο αριθµός b ab+  είναι κατασκευάσιµος. Εφόσον ο αριθµός –b είναι 

κατασκευάσιµος (σύµφωνα µε το i),  άρα και ο ab (b ab) b= + −  είναι 

κατασκευάσιµος  (σύµφωνα µε το ii). 

 

 

iv) Αν a 0≠  τότε ο αριθµός 1a−  είναι κατασκευάσιµος. 

Έστω ότι A (1,0),S (0,a)= =  και T (0,1 a)= + . 

Ορίζουµε το Β ως την τοµή του άξονα των x 

και της ευθείας που διέρχεται από το Τ και 

είναι παράλληλη προς το ευθύγραµµο τµήµα 

AS. Έτσι, B (1 u,0)= +  για κάποιο u. Από την 

οµοιότητα των τριγώνων OSA και OTB 

έχουµε ότι: 

                     
OT OB

OS OA
= ⇔

11 a 1 u
u a

a 1
−

+ +
= ⇔ =  

Συνεπώς, ο αριθµός 11 a−+  είναι κατασκευάσιµος και γι’ αυτό ο 1 1(1 a ) 1 a− −

+ − =  

είναι κι αυτός κατασκευάσιµος. 
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v) Αν a 0≥  τότε ο αριθµός a  είναι κατασκευάσιµος. 

Έστω ότι A (1,0)=  και P (1 a,0)= + . 

Κατασκευάζουµε πρώτα το µέσον Q του 

ευθύγραµµου τµήµατος OP. Στη συνέχεια 

ορίζουµε το σηµείο R ως την τοµή της 

περιφέρειας C(Q;O) µε την κάθετη ευθεία 

που διέρχεται από το Α. Τα ορθογώνια 

τρίγωνα AOR και ARP είναι όµοια. 

Εποµένως: 

2 2OA AR
AR OA AR AR a AR a

AR AP
= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

 

vi)  Αν z a ib K= + ∈  τότε ο αριθµός z a ib= −  είναι κατασκευάσιµος. 

Σύµφωνα µε το Λήµµα 7.6. το Κ είναι υπόσωµα του ℂ . Τώρα σύµφωνα µε το 

Λήµµα 7.4, τα a και b ανήκουν στο Κ. Η φανταστική µονάδα i ανήκει στο K. 

Άρα ib K− ∈ και εποµένως a ib K− ∈  

 

Θα θεωρήσουµε, τώρα, ορισµένα υποσώµατα του ℂ  που πρόκειται να 

χρησιµοποιηθούν στην απόδειξη του επαγωγικού βήµατος του βασικού 

Θεωρήµατος 7.10 που ακολουθεί. 

 

Λήµµα 7.8. Έστω F ένα υπόσωµα του ℂ  που περιέχει τη φανταστική µονάδα i και 

είναι κλειστό ως προς τη µιγαδική συζυγία. Θεωρούµε δύο στοιχεία z a ib= +  και 

w c id F= + ∈  και έστω ότι P (a,b)=  και Q (c,d)= . 

i) Αν a ib F+ ∈  τότε a F∈  και b F∈ . 

ii)  Αν η εξίσωση της L (P,Q)=  είναι y mx q= +  όπου m,q∈ℝ  τότε m,q F∈ . 

iii)  Αν η εξίσωση της C(P;Q) είναι 2 2 2(x a) (y b) r− + − = , όπου a,b, r∈ℝ , τότε 

2r F∈ . 

Απόδειξη. i) Αν z a ib F= + ∈  τότε 
1

a (z z) F
2

= + ∈  και 
1

ib (z z) F
2

= − ∈  και επειδή 

έχουµε υποθέσει ότι i F∈ , έχουµε ότι b F∈ . 
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ii) Αν η ευθεία L (P,Q)=  δεν είναι κάθετη (στον άξονα των x) τότε η εξίσωση της 

είναι:  y b m(x a)− = − . Ο αριθµός 
d b

m F
c a

−

= ∈

−

, αφού τα a,b,c,d F∈  και έτσι το 

q ma b F= − + ∈ . 

iii) Η εξίσωση της περιφέρειας C(P;Q) είναι 2 2 2(x a) (y b) r− + − =  και γι’ αυτό 

2 2 2r (c a) (d b) F= − + − ∈ . 

 

Λήµµα 7.9. Έστω F ένα υπόσωµα του  ℂ , το οποίο περιέχει τη φανταστική µονάδα 

i  και είναι κλειστό ως προς τη µιγαδική συζυγία. Έστω ότι P, Q, R, S είναι κάποια 

σηµεία, οι συντεταγµένες των οποίων ανήκουν στο σώµα F και ότι α u iv= + ∈ℂ , 

µε Α(u, v).                                                                                                                    . 

Αν είτε Α L(P,Q) L(R,S)∈ ∩ , όπου L(P,Q) L(R,S)≠  

      είτε Α L(P,Q) C(R;S)∈ ∩  

      είτε Α C(P;Q) C(R;S)∈ ∩ , όπου C(P;Q) C(R;S)≠  

τότε [ ]F(α) : F 2≤ . 

Απόδειξη. Αν η ευθεία L(P,Q) δεν είναι κάθετη στον άξονα των x, τότε έχει 

εξίσωση y mx b= + , όπου m,b F∈  (Λήµµα 7.8.ii).  Αν η L(P,Q) είναι κάθετη στον 

άξονα των x, τότε η εξίσωση της είναι x b= , µε b F∈  (Λήµµα 7.8.i).   

Παρόµοια, η εξίσωση της L(R,S) είναι ή y nx c= +  ή x c= , όπου n,c F∈ . 

Εφόσον οι δύο αυτές ευθείες δεν είναι παράλληλες, το σύστηµα των γραµµικών 

εξισώσεων ως προς τις συντεταγµένες (u,v) του A L(P,Q) L(R,S)∈ ∩  έχει λύση και 

µάλιστα αυτές οι συντεταγµένες ανήκουν και πάλι στο σώµα F. 

 Έτσι στην περίπτωση αυτή έχουµε [ ]F(α) : F 1= . 

Έστω ότι η εξίσωση της L(P,Q) είναι ή y mx b= +  ή x b=  και ότι η 

εξίσωση της περιφέρειας C(R;S) είναι 2 2 2(x c) (y d) r− + − = . Από το Λήµµα 

7.8.γνωρίζουµε ότι τα 2m,b, r F∈ . Επειδή το A L(P,Q) C(R;S)∈ ∩  έχουµε: 

2 2 2 2 2r (u c) (v d) (u c) (mu b d)= − + − = − + + −  

και έτσι το u είναι θέση µηδενισµού ενός δευτεροβάθµιου πολυωνύµου µε 

συντελεστές στο F∩ℝ . Εποµένως, [ ]F(u) : F 2≤ . 
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 Επειδή v mu b= +  έχουµε v F(u)∈  και επειδή i F∈  έχουµε α F(u)∈ . Εποµένως, 

α u iv F(u)= + ∈  και γι’ αυτό [ ]F(α) : F 2≤ . 

 

 Έστω ότι η περιφέρεια C(P;Q) έχει εξίσωση 2 2 2(x a) (y b) r− + − =  και η 

περιφέρεια C(R,S) έχει εξίσωση 2 2 2(x c) (y d) s− + − = . Σύµφωνα µε το Λήµµα 7.8. 

έχουµε 2 2r ,s F∈ ∩ℝ . Επειδή το A C(P;Q) C(R;S)∈ ∩  ισχύουν οι ισότητες: 

2 2 2(u a) (v b) r− + − =  και 2 2 2(u c) (v d) s− + − =  

Αν τις αναπτύξουµε, τότε διαπιστώνουµε ότι είναι και οι δύο της µορφής 

2 2u v "κάτι ακόµη" 0+ + = . Εξισώνοντας αυτά τα “κάτι ακόµη”, προκύπτει µια 

εξίσωση της µορφής tu t v t 0′ ′′+ + = , όπου t, t , t F′ ′′∈ . Αν αυτή τη συζεύξουµε µε 

µια από τις εξισώσεις που αντιστοιχούν στις περιφέρειες, τότε επιστρέφουµε στην 

κατάσταση της αµέσως προηγούµενης περίπτωσης.  

 

Θεώρηµα 7.10. Ένας µιγαδικός αριθµός z είναι κατασκευάσιµος αν και µόνον αν 

υπάρχει πεπερασµένη ακολουθία σωµάτων 0 1 nQ K K ... K= ⊂ ⊂ ⊂ , όπου nz K∈  και 

j 1 j[K : K ] 2
+

≤  για όλα τα j. 

 

Απόδειξη. Αν z είναι κατασκευάσιµος αριθµός, τότε υπάρχει µια ακολουθία 

σηµείων 1 n1, 1,z ,..., z z− = , όπου κάθε jz  προέρχεται από το { }1 j 11, 1, z ,..., z
−

− .  

Επειδή η φανταστική µονάδα i είναι κατασκευάσιµος αριθµός, µπορούµε να 

υποθέσουµε ότι 1z i= . Θέτουµε j 1 jK (z ,..., z )=ℚ .  

Αν j 1u z
+

=  τότε υπάρχουν κάποια σηµεία jE,F,G,H K∈ , τέτοια ώστε να ισχύει ένα 

από τα παρακάτω: u L(E,F) L(G,H)∈ ∩  

                               u L(E,F) C(G;H)∈ ∩  

                               u C(E;F) C(G;H)∈ ∩  

Χρησιµοποιώντας επαγωγή ως προς j 1≥ , µπορούµε να υποθέσουµε ότι το jK  είναι 

κλειστό ως προς τη µιγαδική συζυγία. Η παραδοχή αυτή επιτρέπει την εφαρµογή 

του Λήµµατος 7.9 και έτσι έχουµε ότι j 1 j[K : K ] 2
+

≤ . 
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 Τέλος, διαπιστώνουµε ότι και το j 1K
+

 είναι κλειστό ως προς τη µιγαδική συζυγία, 

αφού αν j 1z
+

 είναι µια θέση µηδενισµού του δευτεροβάθµιου jf (x) K [x]∈ , τότε το 

j 1z
+

 είναι η άλλη θέση µηδενισµού του f(x). 

 Για το αντίστροφο, αρκεί να δείξουµε ότι αν [B : F] 2=  µε F K⊂ , τότε η B/F 

αποτελεί µια καθαρή επέκταση τύπου 2, ας πούµε B F(β)= , όπου 

β L(P,Q) C(R;S)∈ ∩  για κάποια P,Q,R,S F∈ . Από αυτό θα προκύψει κατόπιν ότι 

B K⊂ . Αφού, λοιπόν, [B : F] 2=  υπάρχει κάποιο α ώστε B F(α)= , όπου το α είναι 

µια θέση µηδενισµού κάποιου ανάγωγου δευτεροβάθµιου πολυωνύµου 

2x bx c F[x]+ + ∈ . Άρα το α είναι της µορφής 
2b b 4c

α

2 2

−
= − ± . 

Θέτοντας 2β b 4c= − , τότε επειδή B F(β)=  έπεται ότι η επέκταση B/F είναι 

καθαρή τύπου 2. Τέλος, για να διαπιστώσουµε ότι το β υλοποιείται ως σηµείο 

τοµής µιας ευθείας µε µια περιφέρεια, επαναλαµβάνουµε την κατασκευή του 

προηγούµενου Θεωρήµατος 7.7.v. Έστω ότι L είναι η ευθεία που είναι κάθετη 

(στον άξονα των x) και διέρχεται από το A (1,0)=  και ότι C είναι η περιφέρεια 

κέντρου ( )21
Q 1 β ,0

2
 

= + 
 

 και ακτίνας  ( )21
1 β

2
+ . 

 

Πόρισµα 7.11. Αν ένας µιγαδικός αριθµός z είναι κατασκευάσιµος, τότε ο βαθµός 

[ ](z) :ℚ ℚ  είναι δύναµη του 2. 

 

Απόδειξη. Προκύπτει αµέσα  από το Θεώρηµα 7.10 και το Πόρισµα 5.5. 

 

Παρατήρηση. Το αντίστροφο του πορίσµατος δεν ισχύει γενικά.  

Το πολυώνυµο 4p(x) x 4x 2= − +  είναι ανάγωγο επί του ℚ . 

Αν Ε είναι ένα σώµα ριζών του p(x) στο ℚ  τότε  4Gal(E / ) S=ℚ . 

Αν κάθε θέση µηδενισµού του p(x) ήταν κατασκευάσιµη, τότε θα ήταν και κάθε 

στοιχείο του Ε κατασκευάσιµο, αφού σύµφωνα µε το Θεώρηµα 7.7 όλοι οι 

κατασκευάσιµοι αριθµοί σχηµατίζουν ένα υπόσωµα του ℂ .  
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Αν όµως Η είναι µια 2-υποοµάδα Sylow της 4G S≅ , τότε [G : H] 3= . Αυτό δίνει το 

συµπέρασµα ότι το ενδιάµεσο σώµα HE  είναι βαθµού [ ]HE : Q G : H 3  = =   και έτσι 

σύµφωνα µε το προηγούµενο Πόρισµα, κανένα από τα στοιχεία του δεν µπορεί να 

είναι κατασκευάσιµο. Η αντίφαση αυτή δείχνει ότι κάποια από τις θέσεις 

µηδενισµού του p(x) δεν είναι κατασκευάσιµη, παρά το γεγονός ότι κάθε θέση 

µηδενισµού του είναι βαθµού 4 υπεράνω του σώµατος ℚ . 

 

Πρόταση 7.12. Αν F υπόσωµα του ℝ , παραγόµενο από τις συντεταγµένες των 

σηµείων κάποιου P⊆ℝ2 και αν x, y ∈ K, όπου K υπόσωµα του ℝ , κανονική 

επέκταση του F,  βαθµού [ Κ: F ] = 2r, τότε το (x, y) κατασκευάζεται από το P. 

Απόδειξη: Επειδή η επέκταση Κ/ F είναι κανονική και διαχωρίσιµη (αφού η 

χαρακτηριστική του σώµατος F είναι µηδέν), άρα είναι επέκταση Galois,  

οπότε Gal(Κ/F) =  [ Κ: F ] = 2r. 

Θέτουµε G = Gal(Κ/F). 

Επειδή η G είναι µια 2-οµάδα άρα από το Λήµµα 1.19 έχει πεπερασµένη ακολουθία 

κανονικών υποοµάδων: 

    Ι= G0 ⊲ G1 ⊲ …⊲ Gr = G    (1),      µε Gi =  2i για κάθε i = 0,1,...,r.   

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois θα έχουµε την αντίστοιχη 

ακολουθία ενδιάµεσων σωµάτων: 

    F= K0 ⊆ K1 ⊆ …⊆ Kr = K   

και οι υποοµάδες Gi  της (1) γράφονται σαν οµάδες Galois των σωµάτων αυτών: 

    Ι0= Gal(Κ/K)  ≤ Gal(Κ/Kr-1)  ≤ …≤ Gal(Κ/K1)  ≤  Gal(Κ/F)  = G, 

  όπου Gal(Κ/Kr-i)= 2i, για κάθε i = 0,1,...,r.   
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Είναι:                        [ ]
r

1 1 r 1
1

Gal(K / F) 2
K : F Gal(K / F) 2

Gal(K / K ) 2 −
= = = =   

[ ]
r

2
2 2 r 2

2

Gal(K / F) 2
K : F Gal(K / F) 2

Gal(K / K ) 2 −
= = = =  

. 

. 

. 

 

[ ]
r

r
r r r r

r

Gal(K / F) 2
K : F Gal(K / F) 2

Gal(K / K ) 2 −
= = = =  

 

Άρα από πολλαπλασιαστικότητα των βαθµών επέκτασης (Πόρισµα 5.5.) έχουµε: 

[K j+l : Kj] = 2, για κάθε j = 0,..., r - 1. 

Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 7.10, το (x, y) κατασκευάζεται από το P. 

 

Τώρα, πλέον είναι απλή υπόθεση η επίλυση ορισµένων ονοµαστών προβληµάτων. 

 

1) Ο «τετραγωνισµός του κύκλου» είναι αδύνατος. 

Το πρόβληµα συνίσταται στην κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη ενός τετραγώνου 

µε εµβαδόν ίσο µε το εµβαδόν ενός κύκλου ακτίνας 1. Με άλλα λόγια εξετάζουµε 

το αν ο αριθµός π  είναι κατασκευάσιµος. 

Ο  F. Lindermann το 1882   απέδειξε ότι ο αριθµός π είναι υπερβατικός επί του ℚ . 

Εποµένως, και ο αριθµός π  είναι υπερβατικός επί του ℚ και γι’ αυτό δεν υπάρχει 

πεπερασµένη επέκταση του ℚ  που να τον περιέχει. Συνεπώς, δεν µπορεί να τον 

περιέχει ούτε κάποια επέκταση του ℚ , ο βαθµός της οποίας να είναι δύναµη του 2. 
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2) Ο «διπλασιασµός του κύβου» είναι αδύνατος. 

Το πρόβληµα συνίσταται στην κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη ενός κύβου µε 

όγκο 2. Με άλλα λόγια, εξετάζουµε αν η πραγµατική κυβική ρίζα του 2, ας την 

πούµε α, είναι κατασκευάσιµη. Όµως σύµφωνα µε το κριτήριο Eisenstein, το 3x 2−  

είναι ανάγωγο επί του ℚ , και γι’ αυτό [ ](α) : 3=ℚ ℚ  που δεν είναι δύναµη του 2. 

Άρα η ρίζα α δεν είναι κατασκευάσιµη. Η πρώτη απόδειξη του έγινε από τον P. L. 

Wantzel το 1837. 

 

3) Η τριχοτόµηση µιας οποιασδήποτε γωνίας είναι αδύνατη. 

Μια γωνία θ ορίζεται από δύο τεµνόµενες ευθείες γραµµές. ∆εν αποτελεί 

περιορισµό της γενικότητας το να δεχθούµε ότι οι δύο ευθείες τέµνονται στην αρχή 

των αξόνων και ότι µια από αυτές είναι ο άξονας των x. Αν ήταν δυνατό να 

κατασκευάσουµε την τριχοτόµο της γωνίας, τότε θα µπορούσαµε να 

κατασκευάσουµε και το σηµείο 
θ θ

(cos ,sin )
3 3

 που είναι η τοµή της τριχοτόµου και 

της µοναδιαίας περιφέρειας. Όµως, τότε σύµφωνα µε το Λήµµα 7.4. θα ήταν 

κατασκευάσιµος και ο αριθµός 
θ

cos
3

.  

• Με τη βοήθεια της προηγούµενης παρατήρησης θα αποδείξουµε ότι η γωνία 60�  

δεν τριχοτοµείται. Γνωρίζουµε την τριγωνοµετρική ταυτότητα: 

3cos3θ 4cos θ 3cosθ= −  

Θέτοντας u 2cosθ=  και θ 20=
� , καταλήγουµε στη σχέση: 3u 3u 1 0− − =  

Το πολυώνυµο 3f (x) x 3x 1= − −  είναι ανάγωγο επί του ℚ  (αφού δεν διαθέτει καµία 

ρητή θέση µηδενισµού) και εποµένως [ ](u) : 3=ℚ ℚ . Εποµένως ο αριθµός u δεν 

είναι κατασκευάσιµος. Το αποτέλεσµα αυτό αποδείχθηκε επίσης από τον P. L. 

Wantzel το 1837. 

 

Σχόλιο. Στο επόµενο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε αναλυτικά µε την 

κατασκευασιµότητα των κανονικών πολυγώνων µε κανόνα και διαβήτη. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 

 

ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΣΙΜΟΤΗΤΑ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΩΝ 

 

 

Σε όσα ακολουθούν θεωρείται γνωστό ότι είναι δυνατόν, µε κανόνα και διαβήτη, να 

γίνουν τα παρακάτω: 

1. Μπορούµε να κατασκευάσουµε ευθεία ε1, κάθετη σε δοσµένη ευθεία ε2, που 

να διέρχεται από δοθέν σηµείο Α ∈ ε2. 

2. Μπορούµε να κατασκευάσουµε ευθεία ε1, κάθετη σε δοσµένη ευθεία ε2, που 

να διέρχεται από δοθέν σηµείο Α ∉ ε2. 

3. Μπορούµε να κατασκευάσουµε ευθεία ε1, παράλληλη σε δοσµένη ευθεία ε2, 

που να διέρχεται από δοθέν σηµείο Α ∉ ε2. 

 

Λήµµα 8.1. Αν το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο και  m/n  

(ο m διαιρεί τον n), τότε και το κανονικό m-γωνο είναι κατασκευάσιµο. 

 

 Απόδειξη. Αν το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο και  m/n, τότε 

κατασκευάζουµε το κανονικό m-γωνο ενώνοντας κάθε 
n

m
− οστή κορυφή του 

κανονικού  n-γωνου. 

 

Λήµµα 8.2. Το κανονικό 2r-γωνο είναι κατασκευάσιµο για κάθε r ∈ ℕ, µε r > 1. 

  

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τις κατασκευές 1 και 2 το τετράγωνο κατασκευάζεται . Η 

διχοτόµηση ενός τόξου είναι κατασκευάσιµη, άρα το κανονικό  2r-γωνο είναι 

κατασκευάσιµο για κάθε r ∈ ℕ, µε r > 1. 

 

Λήµµα 8.3. Αν (m,n) 1= , τα κανονικά m-γωνο και n-γωνο είναι κατασκευάσιµα  

αν και µόνον αν είναι κατασκευάσιµο το κανονικό m n⋅ -γωνο. 
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Απόδειξη. Αν το κανονικό m n⋅ -γωνο είναι κατασκευάσιµο και 1 n 2n mnA ,A ,A ,...,A  

οι κορυφές του τότε τα σηµεία 1 n 2n mnA ,A ,A ,...,A  είναι κορυφές κανονικού 

 m-γωνου.  

Αντιστρόφως: Έστω ότι τα κανονικά m-γωνο και n-γωνο µε (m,n) 1=  είναι 

κατασκευάσιµα. Επειδή (m,n) 1= , υπάρχουν k, ∈ℓ ℤ  µε km n 1+ =ℓ  και εποµένως 

2π 2π 2π
k

mn n m
= + ℓ . Επειδή τα κανονικά m-γωνο και n-γωνο είναι κατασκευάσιµα, 

άρα οι γωνίες 
2π 2π

,
n m

 είναι κατασκευάσιµες οπότε είναι κατασκευάσιµη και η 

γωνία 
2π

mn
. Εποµένως το κανονικό m n⋅ -γωνο είναι κατασκευάσιµο. 

 

Παράδειγµα. Είναι γνωστή η γεωµετρική κατασκευή του ισόπλευρου τριγώνου και 

του κανονικού πενταγώνου .  

Είναι: (3,5) 1=  και 2 5 3 3 1⋅ − ⋅ =  τότε 
1 1 1

2 3
3 5 15
⋅ − ⋅ = .  

Αν από 2 φορές το τόξο πλευράς κανονικού τριγώνου αφαιρέσουµε τρεις φορές το 

τόξο πλευράς κανονικού πενταγώνου προκύπτει το τόξο πλευράς κανονικού 

δεκαπενταγώνου. 

 

Λήµµα 8.4.  Έστω p περιττός πρώτος αριθµός. Αν το κανονικό p-γωνο είναι 

κατασκευάσιµο τότε:  
ν2p 2 1= +   για κάποιον φυσικό αριθµό ν≥0. 

Απόδειξη. Επειδή το κανονικό p-γωνο είναι κατασκευάσιµο άρα και το 
2π

cos
p

 είναι 

κατασκευάσιµο. Εποµένως σύµφωνα µε το Πόρισµα 7.11. είναι: 

2π
cos : δύναµητου2

p

  
=  

  
ℚ ℚ .  

Το κυκλοτοµικό πολυώνυµο p 1 p 2f (x) x x ... x 1− −

= + + + +  είναι ανάγωγο επί του ℚ  

(Πόρισµα 4.7) και έχει ρίζα το 
2π 2π

z cos isin
p p

= +  , άρα [ ](z) : p 1= −ℚ ℚ . 
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 Όµως, ( )12π 1
cos z z

p 2
−

= +  άρα 
2π

(z) : cos 2
p

  
=  

  
ℚ ℚ .  

Είναι:                           

 

(z)

2

2π
p 1 cos

p

δύναµη του2




  

− =   
 





ℚ

ℚ

ℚ

 

 

Ισχύει η πολλαπλασιαστικότητα των βαθµών επέκτασης (Πόρισµα 5.5) άρα 

p 1− = δύναµη του 2. ∆ηλαδή, kp 1 2− =  οπότε kp 2 1= + .  

Αν υπάρχει περιττός ℓ τέτοιος ώστε k m= ⋅ℓ  τότε: 

 ( )m m mp 2 1 2 1 πολ(2 1)⋅

= + = + = +

ℓ
ℓ

  
άτοπο, γιατί  ο p είναι πρώτος . 

 Εποµένως ο  k είναι δύναµη του 2 δηλαδή υπάρχει φυσικός αριθµός ν≥0 ώστε 

νk 2=  οπότε:  
ν2p 2 1= +   . 

 

Λήµµα 8.5. Αν p περιττός πρώτος, τότε  το κανονικό np -γωνο για n 2≥  δεν είναι 

κατασκευάσιµο. 

 

Απόδειξη. Έστω ότι το κανονικό np -γωνο για n 2≥  είναι κατασκευάσιµο.  

Τότε το 
n

2π
cos

p
 είναι κατασκευάσιµο και 

n

2π
cos

p
∉ℚ

  
οπότε µ

n

2π
cos : 2

p

  
=  

  
ℚ ℚ  

(δύναµη του 2).  

 

Αν 
n n

2π 2π
z cos sin

p p
= +  τότε είναι ( ) n 1z : p (p 1)−= −  ℚ ℚ , γιατί  n n 1φ(p ) p (p 1)−

= −  

όπου φ η συνάρτηση του Euler.  

 

Όµως, 1
n

2π 1
cos (z z )

p 2
−

= +  άρα ( ) n

2π
z : cos 2

p

  
=  

  
ℚ ℚ .  
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Είναι: 

n 1
n

µ

(z)

2

2π
p (p 1) cos

p

2

−




  

− =   
 





ℚ

ℚ

ℚ

 

 

Ισχύει η πολλαπλασιαστικότητα των βαθµών επέκτασης (Πόρισµα 5.5) άρα 

n 1p (p 1)−

− = δύναµη του 2, άρα p άρτιος που είναι άτοπο.  

 

 

Λήµµα 8.6. Αν F σώµα µε χαρακτηριστική 0 και Κ το σώµα ριζών του πολυωνύµου 

xp
−1 στο F, όπου p πρώτος, τότε η οµάδα  Gal(Κ/F)  είναι αβελιανή. 

 

 Απόδειξη. Οι ρίζες του πολυωνύµου xp
−1, δηλαδή οι p-ρίζες του 1, αποτελούν 

πολλαπλασιαστική οµάδα τάξης p, άρα κυκλική. Αν z  ένας γεννήτοράς της, τότε 

 Κ = F(z). 

 Κάθε F-αυτοµορφισµός του Κ καθορίζεται από τη δράση του στο z και είναι µια 

µετάθεση των ριζών του  πολυωνύµου xp
−1. Άρα θα είναι της µορφής σj(z) =zj. 

Όµως τότε η οµάδα θα είναι αβελιανή αφού σi ο σj(z) =zij = σj ο σi(z). 
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Θεώρηµα 8.7. (Gauss).Το κανονικό  n-γωνο είναι κατασκευάσιµο µε κανόνα και 

διαβήτη αν και µόνο αν ο n µπορεί να γραφτεί στη µορφή  r
0 kn 2 p ...p=  όπου οι 

αριθµοί r, k∈ℕ∪{0},  0p 1=  και 1 kp ,...,p  είναι περιττοί πρώτοι της µορφής 
ν22 1+ , 

µε ν µη αρνητικό ακέραιο.  

(Οι πρώτοι αριθµοί της µορφής 
ν22 1+  λέγονται πρώτοι του Fermat). 

 

Απόδειξη.  Έστω ότι το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο. 

Έστω 1 kα αr
1 k 1 2 kn 2 p ... p , 3 p p ... p= ⋅ ⋅ ⋅ ≤ < < <  η µονοσήµαντη ανάλυση του n σε 

γινόµενο πρώτων παραγόντων (pi, i=1,…,k διακριτοί πρώτοι). 

Αν 1 kα α

1 km p ... p= ⋅ ⋅ τότε  rn 2 m= ⋅ . Επειδή το κανονικό n-γωνο µε  rn 2 m= ⋅  είναι 

κατασκευάσιµο,  το κανονικό  r2 -γωνο είναι κατασκευάσιµο και r(2 ,m) 1=  , άρα 

από το Λήµµα 8.3 το κανονικό m-γωνο θα είναι κατασκευάσιµο. 

 Εποµένως, το κανονικό iα

ip -γωνο είναι κατασκευάσιµο για κάθε i 1, 2,..., k= . 

Σύµφωνα µε το Λήµµα 8.5  πρέπει iα 1=  για κάθε i 1, 2,..., k= . 

 Άρα το ip -γωνο είναι κατασκευάσιµο οπότε µε βάση το  Λήµµα 8.4  έχουµε ότι 

νi2
ip 2 1= +  όπου µε iν 0≥  µη αρνητικοί ακέραιοι, i 1,2,...,k= .  

Άρα αναγκαία συνθήκη ώστε ένα κανονικό n-γωνο να είναι κατασκευάσιµο είναι το 

n να γράφεται στη µορφή r
0 kn 2 p ...p=  όπου οι αριθµοί r, k∈ℕ∪{0},  0p 1=  και 

1 kp ,...,p  είναι περιττοί πρώτοι της µορφής 
ν22 1+ , µε ν µη αρνητικό ακέραιο.  

 

Αντίστροφο: 

 Σύµφωνα µε το Λήµµα 8.2 τo κανονικό 2r-γωνο είναι κατασκευάσιµο.  

Άρα σύµφωνα µε το Λήµµα 8.3 αρκεί να δείξουµε ότι τα κανονικά pi-γωνα i=1,…,k 

είναι κατασκευάσιµα, όπου 1 kp ,...,p  είναι περιττοί πρώτοι της µορφής 
ν22 1+ , για 

µη αρνητικούς ακέραιους ν.  

Για να δείξουµε την κατασκευασιµότητα των κανονικών pi-γώνων αρκεί να 

δείξουµε ότι το 
i

2π
cos

p
 είναι κατασκευάσιµο. 
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Το κυκλοτοµικό πολυώνυµο i ip 1 p 2f (x) x x ... x 1− −

= + + + +  είναι ανάγωγο επί του ℚ   

και έχει ρίζα την pi-οστή πρωταρχική ρίζα της µονάδας στο ℂ, 
2π 2π

z cos isin
p p

= +  , 

άρα [ ]
n n2 2 α

i(z) : p 1 2 1 1 2 : 2= − = + − = =ℚ ℚ . 

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι το 12π 1
cos (z z) (z)

p 2
−

= + ∈ ∩ℚ ℝ  είναι 

κατασκευάσιµο. Θα χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 7.12 

Έστω Κ = ℝ ∩ (z)ℚ . 

� Είναι: K (z)⊆ ⊆ℚ ℚ  

� Είναι [ ](z) : K 2=ℚ , αφού το ελάχιστο πολυώνυµο του z στο Κ είναι το 

1 2 1 1 2

i

2π
(x z)(x z ) x (z z )x zz x 2cos( )x 1 K[x]

p
− − −

− − = − + + = − + ∈ . 

� Είναι       [ ] [ ][ ] [ ] [ ]α α 1(z) : (z) : K K : 2 2 K : άρα K : 2 −

= ⇒ = =ℚ ℚ ℚ ℚ ℚ ℚ  

Τo (z)ℚ  είναι το σώµα ριζών του πολυωνύµου f (x) στο ℚ,  

άρα (z) /ℚ ℚ  κανονική και διαχωρίσιµη (αφού το ℚ έχει χαρακτηριστική 0),  

άρα (z) /ℚ ℚ  επέκταση Galois.  

Από το Λήµµα 8.6  η Gal( (z) / )ℚ ℚ  είναι αβελιανή. 

Τότε  Gal( (z) /Κ) Gal( (z) / )ℚ ⊲ ℚ ℚ , αφού κάθε υποοµάδα αβελιανής οµάδας είναι 

κανονική. Εποµένως από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois έχουµε ότι η 

επέκταση K / ℚ  είναι Galois, άρα κανονική. 

Αφού λοιπόν η K / ℚ  είναι κανονική επέκταση βαθµού δύναµη του 2, από την 

Πρόταση 7.12  έχουµε ότι κάθε στοιχείο του Κ είναι κατασκευάσιµο. 

Εποµένως το 
i

2π
cos

p
 είναι κατασκευάσιµο.  
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Σηµείωση. Οι πρώτοι της µορφής 22 1F
ν

ν
= +  ονοµάζονται πρώτοι του 

Fermat. Ο Fermat διατύπωσε τον ισχυρισµό ότι όλοι οι αριθµοί της µορφής 

αυτής είναι πρώτοι. Όµως ο Euler έδειξε  ότι ο 641 διαιρεί τον 
52

5 2 1F = + , και 

έτσι ο ισχυρισµός αυτός κατερίφθηκε. 

Μέχρι σήµερα δεν έχει βρεθεί άλλος πρώτος του Fermat µετά τον F4. 

∆ηλαδή οι F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 και F4 = 65537 είναι οι µόνοι 

γνωστοί πρώτοι του Fermat. Με τη βοήθεια υπολογιστή έχει αποδειχθεί ότι αν 

υπάρχει άλλος αυτός θα πρέπει να είναι µεγαλύτερος από 4000010 .  

 

        Είδαµε ότι αν το κανονικό m-γωνο και το κανονικό n-γωνο είναι 

κατασκευάσιµα και (m,n) = 1, τότε και το κανονικό mn-γωνο είναι 

κατασκευάσιµο. Εποµένως σύµφωνα και µε το Θεώρηµα Gauss για να 

κατασκευαστεί ένα κανονικό n-γωνο, αρκεί να κατασκευάσουµε κανονικά 

πολύγωνα µε r2  πλευρές ή µε p πλευρές, όπου p πρώτος της µορφής 

22 1F
ν

ν
= + . Ένα κανονικό r2 -γωνο κατασκευάζεται εύκολα µε διαδοχικές 

διχοτοµήσεις του κύκλου. Εποµένως το πρόβληµα της κατασκευασιµότητας 

των κανονικών n-γώνων ανάγεται στο πρόβληµα της κατασκευής των 

κανονικών p-γώνων, όπου p πρώτος του Fermat. 

 

Τώρα, η κατασκευή του ισόπλευρου τριγώνου και του κανονικού 

πενταγώνου είναι γνωστή από την Ευκλείδεια Γεωµετρία και ήταν επίσης 

γνωστή και στους αρχαίους Έλληνες.Ο Ευκλείδης κατασκεύασε µε κανόνα 

και διαβήτη το ισόπλευρο τρίγωνο καθώς και το κανονικό πεντάγωνο. 

(Στοιχεία, 300 π.Χ., Προτάσεις IV. 11,15). 

 Το κανονικό 17-γωνο κατασκευάστηκε από τον Gauss (έδωσε το µήκος 

2
cos

17

π

 σε κατασκευάσιµη έκφραση) και ακολούθησε µια γεωµετρική 

απόδειξη από τον Johannes Erchinger.  
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Το 1832 ο R. J. Richelot σε µια σειρά δηµοσιεύσεων έδωσε την κατασκευή 

ενός κανονικού 257-γωνου και ο J. Hermes το 1894 δουλεύοντας για δέκα 

χρόνια κατασκευάζει, σε µία εργασία 200 σελίδων, το κανονικό 65537-γωνο 

(Τσακνάκης, 2007).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ ΜΕ ΚΑΝΟΝΑ ΚΑΙ ΔΙΑΒΗΤΗ                                     ΧΡΗΣΤΟΣ ΧΡΗΣΤΙΔΗΣ 

 

  63 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 

 

Η ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΟΥ ΚΑΝΟΝΙΚΟΥ ΠΕΝΤΑΓΩΝΟΥ 

ΜΕ ΚΑΝΟΝΑ ΚΑΙ ∆ΙΑΒΗΤΗ  

 

 

Α) Η κατασκευή του κανονικού πενταγώνου κατά τον Ευκλείδη 

Είδαµε ότι το πρόβληµα κατασκευής κανονικού n-γώνου µε κανόνα και 

διαβήτη ανάγεται στο πρόβληµα κατασκευής κανονικού p-γώνου, όπου p 

πρώτος του Fermat. Οι πρώτες κατασκευές τέτοιων p-γώνων έγιναν περίπου 

2000 χρόνια πριν από τον Gauss, από τους αρχαίους Έλληνες. Αυτές ήταν οι 

κατασκευές του ισοπλεύρου τριγώνου και του κανονικού πενταγώνου 

(Στοιχεία του Ευκλείδη, βιβλίο IV, 300 π.Χ.).Στα παρακάτω παρουσιάζεται η 

κατασκευή του κανονικού πενταγώνου από τον Ευκλείδη. 

Πρόταση 9.1. (∆ιαίρεση ευθυγράµµου τµήµατος σε µέσο και άκρο λόγο) 

Να διαιρεθεί δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα ώστε το ορθογώνιο που ορίζει το τµήµα 

και το ένα µέρος του, να είναι ισοδύναµο µε το τετράγωνο που έχει πλευρά το 

άλλο µέρος. 

[T¾n doqe‹san eÙqe‹an teme‹n éste tÕ ØpÕ tÁj Ólhj kaˆ  

toà ˜tšrou tîn tmhm£twn periecÒmenon Ñrqogènion ‡son  

e�nai tù ¢pÕ toà loipoà tm»matoj tetragènJ.] (Στοιχεία, Πρόταση II.11)  

Απόδειξη: Έστω ΑΒ το δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα µήκους a.  

Αναζητούµε σηµείο Γ τέτοιο ώστε ΑΒ·ΒΓ=ΑΓ2.  

Αν x είναι το µήκος του ΑΓ, θα πρέπει να ισχύει η σχέση: 

2x (a x) a ή= − ⋅       
2 2x a a x ή= − ⋅       

2 2x a x a 0 (1)+ ⋅ − =
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Σε µία ευθεία ε παίρνουµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ= a.  

Φέρουµε ηµιευθεία Βψ κάθετη στην ε και σε αυτήν σηµείο Ο ώστε  
a

ΟΒ
2
=

 

Γράφουµε το ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ και κατασκευάζουµε τον κύκλο (Ο,ΟΒ)  ο 

οποίος τέµνει το τµήµα ΟΑ στο σηµείο ∆. 

Από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα έχουµε:  

 
2

2 2a a
(Α∆ ) a

2 4
+ = +

  

2 2
2 2a a

Α∆ a Α∆ a
4 4

+ + ⋅ = +  

2 2
Α∆ a Α∆ a+ ⋅ =  

Κατασκευάζουµε τον κύκλο (Α,Α∆)  ο οποίος τέµνει το τµήµα ΑΒ στο σηµείο 

Γ που είναι το ζητούµενο σηµείο.  

Παρατηρήσεις: 

1. Ο Ευκλείδης δίνει µια άλλη απόδειξη, αλλά χρησιµοποιεί τα ίδια µέσα.  

2. Στην Πρόταση II.11 των Στοιχείων ο Ευκλείδης δεν δίνει όνοµα στην 

παραπάνω κατασκευή. Όµως στην Πρόταση VI.30 επαναλαµβάνεται η 

κατασκευή αυτή και καλείται  διαίρεση ευθυγράµµου τµήµατος σε µέσο και 

άκρο λόγο. 
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Πρόταση 9.2.:Αν δοθούν κύκλος και ευθύγραµµο τµήµα µικρότερο ή ίσο από τη 

διάµετρο του κύκλου, να κατασκευαστεί χορδή του κύκλου ίση προς το δοθέν 

ευθύγραµµο τµήµα. 

[E„j tÕn doqšnta kÚklon tÍ doqe…sV eÙqe…v m¾ me…zoni  

oÜsV tÁj toà kÚklou diamštrou ‡shn eÙqe‹an ™narmÒsai.] (Στοιχεία, IV. 1) 

Απόδειξη: Έστω κύκλος (Ο,ρ) και ευθύγραμμο τμήμα μήκους α μικρότερο ή ίσο με 

τη διάμετρο του κύκλου. 

 

Φέρνουµε µια διάµετρο του κύκλου, έστω την ΑΒ. 

•Αν το α είναι ίσο µε τη διάµετρο τελειώσαµε.  

•Αν το α είναι µικρότερο από τη διάµετρο, φέρνουµε κύκλο κέντρου Β και 

ακτίνας α ο οποίος τέµνει τον κύκλο (Ο,ρ) στα Γ και ∆. 

 Τότε η ΒΓ= α είναι η ζητούµενη χορδή. 
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Πρόταση 9.3.: Σε δοσµένο τρίγωνο να περιγραφεί κύκλος. 

[Perˆ tÕ doq:n tr…gwnon kÚklon perigr£yai.] (Στοιχεία, Πρόταση IV.5) 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και θέλουµε να φέρουµε τον περιγεγραµµένο 

κύκλο του,  δηλαδή να κατασκευάσουµε κύκλο που να διέρχεται από τις κορυφές 

του. 

Κατασκευάζουµε τις µεσοκαθέτους ε, ζ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, οι 

οποίες τέµνονται  εντός του τριγώνου ή σε σηµείο της ΒΓ ή εκτός του τριγώνου. 

Έστω Μ και Ν τα µέσα των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

• Οι ε, ζ τέµνονται σε σηµείο Ο εσωτερικό του τριγώνου. 

Φέρνουµε τα ευθύγραµµα τµήµατα ΟΑ,ΟΒ και ΟΓ.  

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΑΟ και ΜΒΟ έχουν 
ΑΒ

ΑΜ ΜΒ
2

= =  και ΟΜ κοινή, 

άρα είναι ίσα, εποµένως ΟΑ=ΟΒ.  

Οµοίως αποδεικνύεται ότι ΟΑ=ΟΓ.  Άρα ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ. 

Κατασκευάζουµε τον κύκλο (Ο, ΟΑ)  ο οποίος διέρχεται από τις κορυφές Α, 

Β, Γ και είναι ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ. 

 •Όµοια εργαζόµαστε και στις άλλες περιπτώσεις. 
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Πρόταση 9.4.:Να κατασκευαστεί ισοσκελές τρίγωνο, του οποίου η γωνία της 

βάσης να είναι διπλάσια από τη γωνία της κορυφής του. 

['Isoskel:j tr…gwnon sust»sasqai œcon ˜katšran tîn  

prÕj tÍ b£sei gwniîn diplas…ona tÁj loipÁj.] (Στοιχεία, Πρόταση IV.10) 

Απόδειξη: Παίρνουµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και σηµείο του Γ, τέτοιο ώστε 

ΑΒ·ΒΓ=ΑΓ2 (Πρόταση 9.1.).  

Με κέντρο το Α και ακτίνα ΑΒ γράφουµε κύκλο C1 και κατασκευάζουµε χορδή 

του Β∆=ΑΓ, η οποία δεν είναι µεγαλύτερη από τη διάµετρο του κύκλου  

(Πρόταση 9.2.).  

Φέρνουµε τα Α∆, Γ∆ και τον περιγεγραµµένο κύκλο C2 του τριγώνου ΑΓ∆ 

(Πρόταση 9.3.). 

Επειδή  ΑΒ·ΒΓ=ΑΓ2  και Β∆=ΑΓ  άρα  ΑΒ·ΒΓ=Β∆2  . 

Από το σηµείο Β, που βρίσκεται εκτός του κύκλου C2, διέρχονται δυο ευθείες, 

εκ των οποίων η µία τέµνει τον C2 στα σηµεία Α και Γ και η άλλη έχει κοινό 

σηµείο µε τον C2 το ∆ και επειδή ΑΒ·ΒΓ=Β∆2 ,άρα η Β∆ θα εφάπτεται στον 

C2 στο σηµείο ∆. 
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Είναι:   ˆ ˆ ˆΒ∆Α Β∆Γ Γ∆Α= +   

άρα      
ˆ ˆ ˆΒ∆Α ΓΑ∆ Γ∆Α= +   ( ˆ ˆΒ∆Γ ΓΑ∆=  ως γωνία χορδής και εφαπτοµένης), 

οπότε   
ˆ ˆΒ∆Α ΒΓ∆=  ( ˆ ˆˆΒΓ∆ ΓΑ∆ Γ∆Α= +  αφού η ˆΒΓ∆ εξωτερική του ΑΓ∆ ). 

 

Επίσης ˆ ˆΒ∆Α ∆ΒΑ= ,γιατί το τρίγ.ΑΒ∆ είναι ισοσκελές (ΑΒ=Α∆ ακτίνες C1). 

Άρα ˆ ˆ ˆΒ∆Α ΒΓ∆ ∆ΒΑ= = . 

 

 Επειδή ˆ ˆΒΓ∆ ∆ΒΑ=  το τρίγ.∆ΒΓ είναι ισοσκελές οπότε 
∆Β ΑΓ

∆Β ∆Γ ΑΓ ∆Γ
=

= ←→ =  Επειδή ΑΓ ∆Γ=  άρα το τρίγ.ΓΑ∆  είναι ισοσκελές 

οπότε  ˆ ˆΓΑ∆ Γ∆Α= . 
 

Επειδή ˆ ˆˆΒΓ∆ ΓΑ∆ Γ∆Α= +  ( ˆΒΓ∆ εξωτερική του τριγ.ΑΓ∆ ) και  
ˆ ˆ ˆΒ∆Α ΒΓ∆ ∆ΒΑ= = άρα ˆ ˆˆΒ∆Α ∆ΒΑ 2 ΓΑ∆= = ⋅ . 

Εποµένως το τρίγ. ΑΒ∆  είναι το ζητούµενο τρίγωνο. 

 

Παρατήρηση: Προφανώς το τρίγωνο που κατασκευάστηκε µε την παραπάνω 

Πρόταση έχει γωνίες 36°,72°,72°.  
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Πρόταση 9.5.:Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί πεντάγωνο ισόπλευρο και ισογώνιο. 
 
[E„j tÕn doqšnta kÚklon pent£gwnon „sÒpleurÒn te  

kaˆ „sogènion ™ggr£yai.] (Στοιχεία, Πρόταση IV.11) 

Απόδειξη: Έστω ότι δίνεται κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας ρ και θέλουµε να 
εγγράψουµε πεντάγωνο ισόπλευρο και ισογώνιο.  

Κατασκευάζουµε ισοσκελές τρίγωνο ΚΛΜ  µε ˆ ˆ ˆΛ Μ 2 Κ= = ⋅ . (Πρότ. 1.3). 
Εγγράφουµε στον κύκλο (Ο,ρ) τρίγωνο Α∆Γ  όµοιο µε το ΚΛΜ , τέτοιο ώστε 

ˆ ˆΓΑ∆ Κ=  και ˆ ˆˆ ˆΑΓ∆ Μ Λ Α∆Γ= = = . Προφανώς είναι: ˆ ˆˆΑΓ∆ Γ∆Α 2 ΓΑ∆= = ⋅  

Φέρνουµε τις διχοτόµους ΓΕ και ∆Β των γωνιών ˆΑΓ∆  και ˆΓ∆Α  αντίστοιχα και τα 

ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε και ΕΑ. 

 Επειδή ˆ ˆˆΑΓ∆ Γ∆Α 2 ΓΑ∆= = ⋅  και οι ΓΕ, ∆Β είναι οι διχοτόµοι των ˆΑΓ∆  και ˆΓ∆Α  

αντίστοιχα, θα έχουµε ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ∆Β Β∆Γ ΓΑ∆ ΕΓ∆ ΑΓΕ= = = = . 

Άρα τα αντίστοιχα τόξα � � � � �AB,ΒΓ,Γ∆,∆Ε,ΕΑ θα είναι ίσα, συνεπώς και οι 

αντίστοιχες πλευρές, δηλαδή ΑΒ ΒΓ Γ∆ ∆Ε ΕΑ= = = = . Εποµένως το πεντάγωνο 

είναι ισόπλευρο.  

Επειδή � �AB ∆Ε=  άρα � � � �AB ΒΓ∆ ∆Ε ΒΓ∆+ = + οπότε � �AΒΓ∆ Ε∆ΓΒ= . 

Εποµένως και οι εγγεγραµµένες γωνίες ˆΑΕ∆  και ˆΒΑΕ  που βαίνουν στα τόξα 

αυτά είναι ίσες. Όµοια αποδεικνύουµε ότι ˆ ˆˆ ˆ ˆΒΑΕ ΑΒΓ ΒΓ∆ Γ∆Ε ΑΕ∆= = = = .  

Εποµένως το πεντάγωνο είναι και ισογώνιο. 
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Β) Η κατασκευή του κανονικού πενταγώνου στο σχολικό βιβλίο 

      

Πρόταση 9.7. (∆ιαίρεση ευθυγράµµου τµήµατος σε µέσο και άκρο λόγο) 

Να διαιρεθεί δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα σε δύο άνισα τµήµατα ώστε το 

µεγαλύτερο ευθύγραµµο τµήµα να είναι  µέσο ανάλογο του µικρότερου και 

του αρχικού ευθύγραµµου τµήµατος. (Πρόβληµα της «χρυσής τοµής») 

Απόδειξη: Έστω ΑΒ το δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα µήκους a. Αν x είναι το µήκος 

του µεγαλύτερου  τµήµατος, θα πρέπει να ισχύει η σχέση: 

x a x
ή

a x

−

=

      
2x (a x) a ή= − ⋅   

2 2x a a x ή= − ⋅   
2 2x a x a 0 (1)+ ⋅ − =    

Σε µία ευθεία ε παίρνουµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ= a.  

Φέρουµε ηµιευθεία Βψ κάθετη στην ε, και σε αυτήν σηµείο Ο ώστε 
a

ΒΟ
2
=

 

Κατασκευάζουµε τον κύκλο (Ο,OB) ο οποίος είναι εφαπτόµενος στην ευθεία 

ε. Φέρουµε την ευθεία η οποία διέρχεται από τα σηµεία Α και Ο, και έστω  Γ 

και ∆ τα σηµεία στα οποία τέµνει τον κύκλο.  
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Από το θεώρηµα χορδής και εφαπτοµένης έχουµε: 

            
2

ΑΒ ΑΓ Α∆ ή= ⋅

  

 
2a ΑΓ (ΑΓ a) ή= ⋅ +  

  
2 2a ΑΓ a ΑΓ ή= + ⋅

 
2 2

ΑΓ a ΑΓ a 0+ ⋅ − =

 

Άρα το µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΓ είναι η θετική ρίζα της 

εξίσωσης (1).  

Πρόταση 9.8.:Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί κανονικό πεντάγωνο. 

 

Κατασκευή: Έστω ΑΒ=λ10 η πλευρά του κανονικού δεκαγώνου που θέλουµε να 

εγγράψουµε στον κύκλο (Ο,R).  Είναι 
ο

ο

10

360
ω 36

10
= =  και καθεµιά από τις γωνίες 

της βάσης του ισοσκελούς τριγώνου ΟΑΒ είναι οˆ ˆΑ Β 72= = . 
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Φέρνουµε τη διχοτόµο Β∆ του τριγώνου ΟΑΒ. 

Τα τρίγωνα ∆ΟΒ και ΒΑ∆ είναι ισοσκελή, γιατί:  
ο

1
ˆΒ̂ 36 Ο= =  και 

ο

1 1
ˆ ˆ ˆˆ∆ Β Ο 72 Α= + = = .  Άρα Ο∆=Β∆=ΑΒ= λ10 και Α∆= R- λ10. 

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα εσωτερικής διχοτόµου στο τρίγωνο ΟΑΒ και έχουµε: 

210 10
10 10

10

λ R λΑΒ ∆Α
λ R(R λ )

ΟΒ ∆Ο R λ

−

= ⇔ = ⇔ = −  

και επειδή  λ10=ΑΒ>∆Α= R- λ10  (αφού 1∆̂ > 2Β̂ ) η τελευταία ισότητα εκφράζει ότι 

το λ10  είναι το µεγαλύτερο από τα τµήµατα που προκύπτουν αν διαιρέσουµε την 

ακτίνα R  σε µέσο και άκρο λόγο. 

Για την κατασκευή του κανονικού πενταγώνου που είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο 

(Ο,R) διαιρούµε την ακτίνα του κύκλου σε µέσο και άκρο λόγο και στη συνέχεια 

ορίζουµε τα διαδοχικά τόξα ΑΒ, ΒΓ,… που έχουν το καθένα χορδή  ίση µε το 

µεγαλύτερο τµήµα στα οποία χωρίζεται η ακτίνα µε τη διαίρεσή της σε µέσο και 

άκρο λόγο. 

Έτσι χωρίζουµε τον κύκλο σε 10 ίσα τόξα και παίρνοντάς τα ανά δύο ο κύκλος 

χωρίζεται σε 5 ίσα τόξα. Φέρνοντας τις αντίστοιχες χορδές έχουµε εγγράψει στον 

κύκλο (Ο,R) κανονικό πεντάγωνο. 
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Γ) Μία διδακτική πρόταση κατασκευής του κανονικού  
     δεκαγώνου µε την αναλυτικο-συνθετική µέθοδο.  

 

Το προτεινόµενο θέµα αφορά την κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη του 

κανονικού δεκαγώνου. 

Πλαίσιο  εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της  Β΄ Λυκείου. 

Χρόνος υλοποίησης : 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτείται 1 διδακτική ώρα. 

Προαπαιτούµενες γνώσεις:   

Οι µαθητές πρέπει να έχουν ενηµερωθεί από το διδάσκοντα για την αναλυτικο-

συνθετική µέθοδο. Πρέπει να γνωρίζουν τα υποχρεωτικά βήµατα  (ανάλυση – 

σύνθεση – απόδειξη – διερεύνηση), που πρέπει να ακολουθηθούν κατά την 

εφαρµογή αυτής της µεθόδου. Επίσης πρέπει να την έχουν εφαρµόσει σε 

προβλήµατα γεωµετρικών κατασκευών µε κανόνα και διαβήτη. 

Ένα από τα προβλήµατα που οι µαθητές πρέπει να έχουν εφαρµόσει την 

αναλυτικο-συνθετική θέθοδο είναι το πρόβληµα της «χρυσής τοµής». 

Οι µαθητές πρέπει να µπορούν, µε κανόνα και διαβήτη, να διαιρούν ένα 

ευθύγραµµο τµήµα σε δύο άνισα τµήµατα ώστε το µεγαλύτερο ευθύγραµµο τµήµα 

να είναι  µέσο ανάλογο του µικρότερου και του αρχικού ευθύγραµµου τµήµατος. 

Απαιτούµενα βοηθητικά εργαλεία: 

Κάθε οµάδα είναι απαραίτητο να διαθέτει ένα φύλλο εργασίας µέσα στο οποίο ο 

διδάσκων θα έχει θέσει συγκεκριµένα ερωτήµατα και οδηγίες. Επιπλέον καλό θα 

είναι οι µαθητές να διαθέτουν ένα τετράδιο σηµειώσεων.   
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Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης. 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες των δύο µαθητών (ανά θρανίο) και 

καθοδηγούµενοι από το φύλλο εργασίας, καλούνται να εξερευνήσουν  

συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως 

η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να υπάρχει κοινός στόχος και καλή 

συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα κοινό φύλλο εργασίας 

που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο εργασίας αυτό θα 

πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να θέτουν τα 

δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ’ αυτά.  

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει 

τα συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί 

ώστε  να αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει 

να συνεχίσουν την διερεύνηση.  

 

Οι στόχοι του σεναρίου 

Γνωστικοί  στόχοι:  

• Οι µαθητές να κατασκευάσουν την πλευρά του κανονικού δεκαγώνου µε κανόνα 

και διαβήτη. 

• Οι µαθητές να κατασκευάσουν κανονικό δεκάγωνο εγγεγραµµένο σε δοσµένο 

κύκλο. 

 • Οι µαθητές να ανακαλύψουν ότι είναι πάντα δυνατή η κατασκευή κανονικού 

δεκαγώνου µε κανόνα και διαβήτη. 

 

 Ανάλυση του σεναρίου: 

Η πορεία υλοποίησης του σεναρίου περιγράφεται µέσα από το επόµενο φύλλο 

εργασίας που δίνεται στους µαθητές.  
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Ενδεικτικό φύλλο εργασίας: 
 

ΕΓΓΡΑΦΗ ΚΑΝΟΝΙΚΟΥ ∆ΕΚΑΓΩΝΟΥ ΣΕ ∆ΟΣΜΕΝΟ ΚΥΚΛΟ (Ο,R). 

Ονοµατεπώνυµα µαθητών: 

1. ………………………………………………………………………. 

2. ………………………………………………………………………. 

 

                                   ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

 Α)   ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

 

 

 

 

1. Έστω ότι ΑΒ=λ10 η πλευρά του κανονικού δεκαγώνου. 

Υπολογίστε την κεντρική του γωνία ω10.   

 

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 
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2. Να φέρετε τη διχοτόµο Β∆ του τριγώνου ΑΟΒ, και να υπολογίσετε τα 

µέτρα όλων των γωνιών των τριγώνων ∆ΟΒ  και Β∆Α του σχήµατος. 

 

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

 

3. Συγκρίνετε τα τρίγωνα ΟΑΒ και Β∆Α και βρείτε τη σχέση που συνδέει 

το τετράγωνο της πλευράς ΑΒ µε την ακτίνα R  του κύκλου. 

 

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

 

4. Παρατηρήστε  προσεκτικά τη σχέση, στην οποία καταλήξατε και 

σκεφθείτε σε ποια γνωστή κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη σας 

οδηγεί.  

 

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 
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Β)  ΣΥΝΘΕΣΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Εφαρµόστε τη γνωστή κατασκευή, που σκεφτήκατε στο προηγούµενο 

ερώτηµα, στο ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ. 

(Με την κατασκευή αυτή κατασκευάσατε  την πλευρά του κανονικού 

δεκαγώνου). 

Περιγράψτε σύντοµα τη διαδικασία αυτής της κατασκευής 

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

2.  Κατασκευάστε το  κανονικό  δεκάγωνο  ξεκινώντας από το σηµείο Α.  
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Γ)  ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Αν ΑΒ είναι µία πλευρά του κανονικού δεκαγώνου που κατασκευάσατε 
προηγουµένως, προσπαθήστε συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΟΑΒ και Β∆Α  να 

συµπεράνετε ότι  ˆ ˆΑ 2ΑΟΒ= και στη συνέχεια ότι οˆΑΟΒ 36=  
 

…………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………… 

 

∆)  ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

Εξετάστε αν η κατασκευή της πλευράς του κανονικού δεκαγώνου, σύµφωνα 

µε τα βήµατα που ακολουθήσατε στο στάδιο της σύνθεσης, είναι πάντοτε 

δυνατή. 

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 
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