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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Σε όλη την πορεία της ανθρωπότητας, η παρουσία των συµβόλων στις 

διαδικασίες της επικοινωνίας είναι κάτι παραπάνω από φανερή. Με πολλούς και 

διαφορετικούς τρόπους η απόδοση νοήµατος σε σύµβολα, εµφανίζεται σε όλες τις 

ανθρώπινες δραστηριότητες. Η επικοινωνία, η γλώσσα, η θρησκεία, η λατρεία θεών 

και όντων, η εικονιστική αναπαράσταση, η τέχνη, ο µυστικισµός, ο αποκρυφισµός, η 

επιστήµη και η τεχνολογία είναι µερικοί µόνο από τους τοµείς εµφάνισης και χρήσης 

συµβόλων, στους οποίους η δύναµη και το νόηµα τους έχει καθοριστική συµβολή για 

την εξέλιξη της ανθρώπινης σκέψης και γνώσης. 

Στη σύγχρονη πραγµατικότητα καθηµερινά εµφανίζεται ένα πλήθος συµβόλων 

σε όλες τις µορφές των ανθρώπινων ενεργειών. Η επιβολή του νοήµατος µέσω της 

χρήσης κατάλληλων συµβόλων, είναι ένα καθηµερινό φαινόµενο στη ζωή του 

σύγχρονου ανθρώπου. Η απλή, αλλά όχι αθώα παρουσία της µάρκας ενός προϊόντος 

στα καταστήµατα ή στα διαφηµιστικά ταµπλό, τα σήµατα των αυτοκινήτων, των 

εταιρειών και τα οδικά σήµατα είναι µερικά απλά παραδείγµατα όπου το σύµβολο 

παίζει καθοριστικό ρόλο για την προσδοκώµενη συµπεριφορά του ανθρώπου. Στις 

µέρες µας, ειδικοί επιστήµονες εργάζονται συστηµατικά για την αποδοτικότερη 

χρήση των συµβόλων σε όλους τους τοµείς, αναλύοντας χαρακτηριστικά τους όπως 

το σχήµα, το χρώµα, το µέγεθος και άλλα. 

Στα µαθηµατικά και στις επιστήµες, η χρήση των συµβόλων πέρα από την 

πρακτική πλευρά της συντοµογραφίας, έχει τη δύναµη να αναπτύσσει τη διαίσθηση 

και την εποπτεία και να εκµεταλλεύεται τη λειτουργικότητα για τη δηµιουργία 

σύντοµων και αποτελεσµατικών διαδικασιών. Οι σύνθετοι συλλογισµοί για ορισµένα 

ποσοτικά χαρακτηριστικά χωρίς τη χρήση τυπικού συµβολιστικού συστήµατος έχουν 

πολύ αυστηρά όρια στην αποδοτικότητά τους κάτι που γίνεται φανερό από 

προβλήµατα των πρώτων τάξεων της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, ιδιαίτερα στα 

µαθηµατικά.  

Η εισαγωγή και ο χειρισµός των συµβόλων για τις έννοιες και τις διαδικασίες 

που συνδέονται µε αυτά, αποτελεί ιστορικά ένα τεράστιο επίτευγµα της µαθηµατικής 

σκέψης, κρίσιµο για την εξέλιξη της γνώσης των µαθηµατικών κατά τους 

περασµένους αιώνες. Αποτελεί παράλληλα και ένα πρωταρχικό παράγοντα 
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αποτελεσµατικότητας για τη σύγχρονη µαθηµατική εκπαίδευση. Η ανταµοιβή από τη 

σήµανση µιας έννοιας ή µίας διαδικασίας µε ακρίβεια, σαφήνεια και συντοµία µε τη 

χρήση των συµβόλων, όπως την παρουσιάζει ο Alfred North Whitehead είναι «να 

ανακουφίζει τον εγκέφαλο από κάθε εργασία που δεν είναι αναγκαία. Ένας καλός 

συµβολισµός τον απελευθερώνει, ώστε να συγκεντρωθεί σε πιο προχωρηµένα 

προβλήµατα και, στην πραγµατικότητα, αυξάνει τη νοητική δύναµη του ανθρώπου» 

(Davis & Hersh, 1981, σελ. 134). 

Η παρούσα εργασία, σκοπό έχει να παρουσιάσει στοιχεία από την ιστορική 

πλευρά και την παιδαγωγική πρακτική του µαθηµατικού συµβολισµού και να 

αναδείξει τη δύναµη που κρύβουν τα σύµβολα στα µαθηµατικά, σε τοµείς όπως η 

εξέλιξη των ίδιων των µαθηµατικών, η χρήση και η διδασκαλία τους. Η δύναµη αυτή 

εµφανίζεται κυρίως στη σχέση που συνδέει το σύµβολο µε το νόηµα που περιέχει, 

την έννοια που αναπαριστά και τη διαδικασία την οποία «υπηρετεί» προσδίδοντάς 

της λειτουργικότητα και αποτελεσµατικότητα. Η ιστορική πορεία προς την 

καθιέρωση του συµβόλου µας αποκαλύπτει τις ανάγκες, τις διεργασίες και τις 

αναζητήσεις για τη δηµιουργία του, τα στάδια της εξέλιξης και την τελική µορφή 

του, ώστε αυτό να λειτουργεί αποτελεσµατικά σε ένα τυπικό περιβάλλον µε 

προκαθορισµένους κανόνες. Η παιδαγωγική πρακτική αναδεικνύει τον κεντρικό ρόλο 

του συµβόλου, για την επικοινωνία στις µαθηµατικές συνδιαλέξεις, καθώς και την 

καθοριστική συµβολή του στην εννοιολογική µάθηση και τη µαθηµατική σκέψη. 

Στο 1ο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας παρουσιάζονται σε συντοµία στοιχεία 

ψυχολογίας για την επικοινωνία, την αντίληψη και τις γλώσσες. Παρουσιάζονται 

επίσης φιλοσοφικές πεποιθήσεις για τα συµβολικά συστήµατα, οι οποίες 

αναφέρονται στις σχέσεις που αναπτύσσονται στο τριµερές σηµασιολογικό σχήµα 

σηµαίνον, σηµαινόµενο και πράγµα, µία διάκριση η οποία οφείλεται στους Στωικούς  

και διατηρήθηκε µε παραλλαγές και από τους νεότερους φιλοσόφους 

(Χριστοδουλίδης, 1993). 

Στο 2ο κεφάλαιο αναφέρονται στοιχεία από τη συνεισφορά των συµβόλων στη 

µαθηµατική σκέψη στο πέρασµα των αιώνων, και την εµπλοκή τους στη µαθηµατική 

λογική και τη φιλοσοφία των µαθηµατικών, µε σκοπό τη αυστηρή θεµελίωση των 

µαθηµατικών.  

 

 2



Στο 3ο κεφάλαιο γίνεται παρουσίαση διαφόρων συµβόλων µε 

αντιπροσωπευτικά ιστορικά στοιχεία για την εµφάνιση, δηµιουργία και καθιέρωση 

αυτών στα µαθηµατικά. Πιο συγκεκριµένα γίνεται αναφορά στα σύµβολα των 

διαφόρων αριθµητικών συστηµάτων, τα πιο γνωστά σύµβολα της γεωµετρίας και της 

άλγεβρας, το µεγάλο άλµα της άλγεβρας µέσω του εγγράµµατου λογισµού, καθώς 

και τη σηµαντική συµβολή του συµβολισµού στην ανάπτυξη του διαφορικού 

λογισµού. Πολλά παραδείγµατα ισχυροποιούν την άποψη ότι η εύκολη χρήση και 

κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών εξαρτάται ως ένα βαθµό από τον συµβολισµό 

τους. Φαίνεται λοιπόν, τα σύµβολα να εξυπηρετούν τον σκοπό για τον οποίο 

δηµιουργήθηκαν ή καλύτερα, τα σύµβολα αναφύονται και επιβάλλονται ως µία 

αναγκαιότητα για την ανάπτυξη της ανθρώπινης γνώσης στη διάρκεια των αιώνων. 

Στο 4ο κεφαλαίο γίνεται αναφορά σε τοµείς της σύγχρονης εκπαιδευτικής 

έρευνας, οι οποίοι εστιάζουν το ενδιαφέρον τους στη σηµασία του συµβόλου κατά τη 

διαδικασία της διδασκαλίας και της µάθησης των µαθηµατικών. Συγκεκριµένοι 

ερευνητές, ασχολούνται µε τη δοµή και τη διαδικασία απόδοσης νοήµατος στα 

σύµβολα, ερευνούν τις δυσκολίες και τον τρόπο όπου, εκπαιδευτικοί και µαθητές 

παρουσιάζουν και αφοµοιώνουν τα σύµβολα, τις έννοιες και τις διαδικασίες που 

συνδέονται µε αυτά. Και αυτό, γιατί συχνά µία καινούρια γλώσσα συµβόλων, όπως 

αυτή που εισάγεται στα µαθηµατικά από τα πρώτα χρόνια της εκπαιδευτικής 

διαδικασίας, λειτουργεί περισσότερο σε επίπεδο µίµησης και λιγότερο σε επίπεδο 

κατανόησης. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα που χρησιµοποιεί ο R.Davis και 

αναφέρει ο Hughes, (1996, σελ.76), παροµοιάζοντας τον χειρισµό της γλώσσας των 

συµβόλων µε το να τραγουδά κάποιος ένα ξένο τραγούδι, χωρίς να καταλαβαίνει τη 

γλώσσα που είναι γραµµένο και κατ΄ επέκταση τι λέει το τραγούδι αυτό, 

επισηµαίνοντας: «Είναι πολύ διαφορετική µία πετυχηµένη µίµηση από µία 

θεµελιωµένη κατανόηση». 
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1 ΓΛΩΣΣΑ ΚΑΙ ΣΥΜΒΟΛΑ ΩΣ ΜΕΣΑ ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΑΣ 
 

Η δηµιουργία ενός κώδικα επικοινωνίας απαιτεί τη χρήση και την απόδοση 

νοήµατος σε συγκεκριµένη συµβολική αναπαράσταση. Είναι προφανές ότι για µία 

πετυχηµένη επικοινωνία είναι αναγκαίο το νόηµα που αποδίδεται από τον «ποµπό» 

σε ένα σύµβολο ή σύµπλεγµα συµβόλων, να ταυτίζεται µε το νόηµα το οποίο γίνεται 

αντιληπτό από το «δέκτη». Ένα πλήθος κοινώς αποδεκτών κανόνων υποστηρίζει, 

τόσο τη σύνταξη, όσο και την ερµηνεία των εκφράσεων σε µία τέτοια διαδικασία. Η 

πολυπλοκότητα του ίδιου του κώδικα και των κανόνων του, καθώς και η δυναµική 

που αποκτά από την ανθρώπινη χρήση, απαιτεί ιδιαίτερους χειρισµούς των συµβόλων 

προκειµένου ο κώδικας να επιτελεί το σκοπό για τον οποίο δηµιουργήθηκε, δηλαδή 

να δέχονται οι χρήστες το νόηµα το οποίο προσδίδεται στην αναπαράσταση. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι ο κώδικας οδικής κυκλοφορίας, ένας κώδικας ο 

οποίος είναι κοινός για όλους τους ανθρώπους–οδηγούς ενός κράτους ανεξάρτητα 

από κλίση, µόρφωση, ειδίκευση κλπ. και για τον οποίο παρατηρούνται διαφορετικά 

επίπεδα κατανόησης των µηνυµάτων ενός σήµατος ανάµεσα σε οδηγούς 

διαφορετικών κρατών, διαφορετικών ηλικιών κλπ (Shinart et al, 2003).  

Η ερµηνεία ενός σήµατος ή του νοήµατος που περιέχει ένα σύµβολο, δεν είναι 

µία απλή υπόθεση. Όπως παρατηρεί ο Russell στην εισαγωγή του βιβλίου Tractatus 

Logico Philosophicus (Wittgenstein, 1978), στη σύγχρονη εποχή λογική και 

ψυχολογία αντιµετωπίζουν µε διαφορετικό τρόπο τις εκφράσεις και τα γεγονότα. 

Αυτό που ενδιαφέρει τη λογική είναι ουσιαστικά το κοινό στοιχείο που έχουν όλα τα 

γεγονότα, το οποίο καθιστά ικανό τον άνθρωπο να εννοεί, το γεγονός που ισχυρίζεται 

η έκφραση. Την ψυχολογία φαίνεται να την ενδιαφέρουν πολύ περισσότερα, γιατί 

ένα σύµβολο δεν σηµαίνει αυτό που συµβολίζει χάρη σε µία λογική σχέση και 

σύµβαση, αλλά χάρη σε µία ψυχολογική σχέση, είτε αυτή είναι πρόθεση, είτε 

συνειρµός, είτε οτιδήποτε άλλο.  

1.1 Γενικές ψυχολογικές αρχές 
Είναι φανερό ότι τα τελευταία χρόνια τα µέσα µαζικής επικοινωνίας έχουν την 

κυριαρχία στον τοµέα της επικοινωνίας και είναι υπεύθυνα όχι µόνο για τη διάδοση 

αλλά και για την ουσιαστική διαµόρφωση της πληροφορίας. Στη σύγχρονη κοινωνία 
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της τεχνολογίας, της ταχύτητας και του θεάµατος, η εικόνα αποκτά πρωταρχική 

σηµασία στη µεταφορά νοηµάτων, στη δηµιουργία σηµάτων – µηνυµάτων 

παραγκωνίζοντας σε ένα βαθµό το λόγο και τις ιδέες. Η βιοµηχανία της 

κατανάλωσης έχοντας ως σκοπό την εµπορευµατοποίηση των ανθρωπίνων 

δραστηριοτήτων, χρησιµοποιεί ελκυστικές εικόνες, συγκεκριµένα πρότυπα 

συµπεριφοράς και ισχυρά σύµβολα, καθιστώντας τις ιδέες και την ουσιαστική 

επικοινωνία δευτερεύοντα. Οι λεπτοµέρειες των ψυχολογικών θεωριών για την 

επιλογή ιδιαίτερων στρατηγικών (χρώµα, µέγεθος, ήχος, συνειρµός κλπ.) που 

συµβάλουν στη µεταφορά µηνυµάτων και στην επιβολή συγκεκριµένου νοήµατος, 

ξεφεύγουν από το σκοπό αυτής της εργασίας. Παρακάτω αναφέρονται ορισµένες 

γενικές αρχές της αντίληψης των σηµάτων - ερεθισµάτων, και της επεξεργασία τους 

από τον άνθρωπο µε σκοπό την επικοινωνία, αναλύοντας θεµελιώδη στοιχεία για τη 

χρήση της γλώσσας. 

Στα πλαίσια της γνωστικής ψυχολογίας ο νους θεωρείται ότι είναι ένα γενικό 

σύστηµα επεξεργασίας συµβόλων µε κάποιους δοµικούς περιορισµούς, που 

οφείλονται στο νευρολογικό υπόστρωµα. Αυτό το σύστηµα επεξεργασίας 

πληροφοριών λαµβάνει πληροφορίες, αναπαριστά τις πληροφορίες µε σύµβολα και 

στη συνέχεια επεξεργάζεται αυτές τις αναπαραστάσεις. Οι πληροφορίες γίνονται 

αντιληπτές µε τη χρήση των πέντε βασικών αισθήσεων και ερµηνεύονται για να 

σχηµατίσουν αντικείµενα, γεγονότα, εικόνες, ήχους, προτάσεις κλπ. µέσω της 

διαδικασίας της αντίληψης. 

Οι διαδικασίες που εµπλέκονται στη χρήση των αισθητηριακών συστηµάτων 

έχουν ορισµένα κοινά χαρακτηριστικά. Πρώτα απ’ όλα ένα ερέθισµα επηρεάζει τον 

αισθητήριο υποδοχέα που είναι σχεδιασµένος να το διακρίνει. Οι αλλαγές ενέργειας 

που παράγονται από το ερέθισµα στον υποδοχέα µετατρέπονται σε νευρικές ώσεις. 

Οι ώσεις αυτές, προσλαµβάνουν τις πληροφορίες του ερεθίσµατος και στη συνέχεια 

µεταφέρονται σε υψηλότερα επίπεδα του κεντρικού νευρικού συστήµατος όπου 

συνδυάζονται µε σχετικές γνώσεις που είναι αποθηκευµένες στη µακροχρόνια µνήµη 

για να αποκτήσουµε συνείδηση του αρχικού ερεθίσµατος (Βοσνιάδου, 2001). 

Η αντίληψη ενός σήµατος φαίνεται να είναι µία πολύπλοκη διαδικασία 

ερµηνείας και συνδυασµού προϋπαρχόντων στοιχείων. Μία θεωρία για την ερµηνεία 

των δεδοµένων των αισθήσεων και της εµπειρίας, αναπτύχθηκε ως ψυχολογία της 

µορφής (ψυχολογία Gestalt), σύµφωνα µε την οποία αντιλαµβανόµαστε τα 
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αντικείµενα ως ένα καλά οργανωµένο σχηµατισµό ή ως µία ολότητα µε βάση 

συγκεκριµένες οργανωτικές δοµές και όχι ως ένα άθροισµα µεµονωµένων µερών. Με 

βάση τη θεωρία αυτή οι αρχές της αντιληπτικής οργάνωσης είναι, η σχέση µορφής - 

φόντου και η οµαδοποίηση, οι οποίες χρησιµοποιούνται ακόµα και σήµερα στην 

περιγραφή του τρόπου µε τον οποίο οργανώνουµε τις αντιλήψεις µας σχετικά µε τον 

κόσµο γύρω µας. Συνεπώς, δεν αντιλαµβανόµαστε τα αντικείµενα σαν άθροιση 

µεµονωµένων ερεθισµάτων, αλλά περισσότερο σαν στοιχεία ενός οργανωµένου 

συνόλου, στοιχεία µία συνολικής ενοποιηµένης δοµής καθώς και τις µεταξύ τους 

αλληλεπιδράσεις (Καλαβάσης, 2000). ∆ηλαδή, ένα ισόπλευρο τρίγωνο είναι κάτι 

περισσότερο από τρεις γραµµές που είναι τοποθετηµένες µαζί. Σύµφωνα µε τους 

ψυχολόγους της µορφής, η διαδικασία απόκτησης γνώσεων αποτελείται από 

σχηµατοποιήσεις των ερεθισµάτων σε σύνολα και την αναδιοργάνωσή τους από ένα 

σύνολο σε ένα άλλο κατά τη διάρκεια της µάθησης. Η σύγχρονη έρευνα στην 

ψυχολογία της ανάπτυξης έχει δείξει ότι η σχηµατοποίηση µπορεί να είναι πράγµατι 

µέρος ορισµένων εγγενών χαρακτηριστικών (Βοσνιάδου, 2001). 

Στον τοµέα της αντίληψης και της επεξεργασία χαρακτηριστικών στοιχείων, 

κάποιες θεωρίες δίνουν ιδιαίτερη έµφαση στην επεξεργασία που ξεκινά από το 

ερέθισµα και η οποία είναι γνωστή ως επεξεργασία από τα κάτω προς τα επάνω 

(bottom-up). Μια τέτοιου είδους διαδικασία εµπλέκεται αναµφίβολα στην 

αναγνώριση αντικειµένων. Σχετικές έρευνες έχουν δείξει ότι υπάρχουν συγκεκριµένα 

κύτταρα στον εγκέφαλο που έχουν εξοικειωθεί στην αναγνώριση συγκεκριµένων 

χαρακτηριστικών στοιχείων (όπως π.χ. κάθετες ή διαγώνιες γραµµές) και τα οποία 

µπορούν να συµβάλλουν στην αναγνώριση γραµµάτων ή φυσικών αντικειµένων. 

Παράλληλα, η αναγνώριση ενός αντικειµένου είναι µια πολύπλοκη διαδικασία, η 

οποία επηρεάζεται και από άλλους παράγοντες, όπως κίνητρα, προϋπάρχουσες 

γνώσεις, προκαταλήψεις και το γενικότερο πλαίσιο µέσα στο οποίο γίνεται αντιληπτό 

κάποιο ερέθισµα. Οι διαδικασίες µέσω των οποίων αυτοί οι παράγοντες επηρεάζουν 

την αναγνώριση αντικειµένων, είναι γνωστές ως διαδικασίες από τα επάνω προς τα 

κάτω (top - down). Οι διαδικασίες από τα επάνω προς τα κάτω είναι υπεύθυνες για το 

γεγονός ότι µπορούµε και αναγνωρίζουµε µια λέξη παρόλο που τα γράµµατα δεν 

είναι όλα ευδιάκριτα. Οι επιδράσεις του πλαισίου αναφοράς είναι ιδιαίτερα 

εντυπωσιακές όταν το ερέθισµα-αντικείµενο είναι αµφίσηµο, δηλαδή µπορεί να γίνει 

αντιληπτό µε περισσότερους από έναν τρόπους (Βοσνιάδου, 2001). 
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Καθοριστικό ρόλο στην αναγνώριση και την αντίληψη ενός σήµατος παίζει η 

προϋπάρχουσα γνώση. Το ζήτηµα της οργάνωσης και αναπαράστασης των γνώσεων 

είναι ακανθώδες και οι γνωστικοί ψυχολόγοι έχουν πειραµατιστεί µε διάφορες 

εκδοχές προκειµένου να βρεθεί ένας τρόπος που θα περιγράφει τα ποικίλα φαινόµενα 

που χαρακτηρίζουν την ανθρώπινη νόηση. Υπάρχουν διάφορες θεωρίες και απόψεις 

για τις έννοιες, την οργάνωση τους σε εννοιολογικές δοµές και την αναπαράσταση 

τους στον ανθρώπινο νου. Η πιο διαδεδοµένη πρόταση σχετικά µε τη φύση των 

εννοιών, είναι γνωστή ως «κλασική» και βασίζεται στις θεωρητικές θέσεις του G. 

Frege. Η κλασική θεωρία περιγράφει τις έννοιες ως ένα σύνολο αναγκαίων και 

επαρκών καθοριστικών γνωρισµάτων, που ορίζουν σαφώς ποιες περιπτώσεις 

ανήκουν σε µια δεδοµένη εννοιολογική κατηγορία και ποιες όχι. Ωστόσο, η κλασική 

θεωρία για τις έννοιες έχει αµφισβητηθεί και από το χώρο της φιλοσοφίας και από τις 

έρευνες των ψυχολόγων (Βοσνιάδου, 2001).  

Για τον τρόπο µε τον οποίο οι έννοιες οργανώνονται στην ανθρώπινη µνήµη, 

παρουσιάζονται διάφορες θεωρίες µε επικρατέστερες αυτές των σηµασιολογικών 

δικτύων, των σχηµάτων και των παράλληλα κατανεµηµένων διαδικαστικών δικτύων. 

Οι περισσότερες θεωρίες συλλαµβάνουν τη µνήµη σαν µία λειτουργία που 

αποτελείται από τρία στάδια: την κωδικοποίηση, την αποθήκευση και την ανάσυρση. 

Παράλληλα, αρκετές θεωρίες προσπαθούν να δώσουν απάντηση στην πολύπλοκη 

διαδικασία του ανθρώπινου νου τη σκέψη, πώς δηλαδή οργανώνονται οι γνώσεις και 

πώς οι άνθρωποι χρησιµοποιούν τις γνώσεις για να συλλογιστούν και να λύσουν 

προβλήµατα. Οι ψυχολόγοι υποθέτουν ότι τα στοιχεία από τα οποία αποτελείται η 

σκέψη, είναι έννοιες οι οποίες είναι οργανωµένες σε εννοιολογικές δοµές και 

µπορούν να πάρουν διάφορες µορφές αναπαράστασης. Η κατανόηση της σχέσης 

ανάµεσα στους κανόνες λογικής ακολουθίας και στην ανθρώπινη σκέψη, αποτελεί 

σηµαντικό πρόβληµα για την επιστήµη της ψυχολογίας. Η µελέτη της συλλογιστικής 

σκέψης έχει δείξει ότι οι άνθρωποι δεν συλλογίζονται όπως µία λογική µηχανή, 

δηλαδή εκτελώντας απλώς κανόνες λογικής ακολουθίας, αλλά επηρεάζονται από 

εσωτερικούς και εξωτερικούς παράγοντες.  

Η εκφορά των σκέψεων γίνεται µε τον λόγο, γραπτό ή προφορικό, ο οποίος 

είναι ένα πολύπλοκο συµβολικό σύστηµα που πρωταρχικό σκοπό έχει, να κάνει 

δυνατή την επικοινωνία ανάµεσα σε ανθρώπους. Ο σκοπός αυτός επιτυγχάνεται, 

γιατί η γλώσσα συµβολίζει-αντιπροσωπεύει τόσο τα αντικείµενα και τα γεγονότα του 
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εξωτερικού κόσµου, όσο και τα συναισθήµατα και τις ιδέες του οµιλητή. Ο 

συµβολικός χαρακτήρας της γλώσσας επιτρέπει την πληροφόρηση για πράγµατα και 

πρόσωπα ανεξάρτητα από τον τόπο και το χρόνο, την ανταλλαγή αφηρηµένων 

σκέψεων και τη µετάδοση γνώσεων από µία γενιά στην άλλη. Κατ’ εξοχήν σύµβολα 

της γλώσσας, τα µέσα επικοινωνίας που εκφράζουν νόηµα, είναι οι λέξεις. Η γλώσσα 

αποτελείται από κανόνες τους οποίους οι άνθρωποι χρησιµοποιούν µε µεγάλη 

ευκολία, παρά το ότι οι περισσότεροι από αυτούς δεν έχουν ενσυνείδητη γνώση των 

κανόνων αυτών. Οι ψυχολόγοι διαφωνούν για το ποια είναι η ακριβής σχέση 

ανάµεσα στη γλώσσα και τη σκέψη. Ο Piaget ισχυρίζεται ότι η δραστηριότητα του 

παιδιού καθορίζει τη σκέψη που αντανακλάται απλώς στη γλώσσα 

(πράξεις→σκέψη→γλώσσα), οι Whorf & Sapir πιστεύουν ότι η γλώσσα καθορίζει τις 

νοητικές διαδικασίες των ανθρώπων (πολιτισµός και γλώσσα→σκέψη) και ο 

Vygotsky υποστηρίζει την άποψη ότι η σκέψη και η οµιλία αρχίζουν σαν δύο 

ξεχωριστά υποσυστήµατα που αργότερα ενοποιούνται σε νοήµατα (σκέψη και 

γλώσσα→νοήµατα) (Βοσνιάδου, 2001). 

Η διαδικασία αντίληψης του συµβόλου, καθώς και η ερµηνεία του νοήµατος 

που περιέχει, βρίσκεται στο πεδίο έρευνας των ψυχολόγων και των ειδικών στην 

επικοινωνία. Ορισµένες από τις ερωτήσεις των τεστ νοηµοσύνης απαιτούν τον 

συνδυασµό συµβόλων για την εξαγωγή ορθών συµπερασµάτων. Αντίστοιχα, οι 

ενδείξεις στα ταµπλό των αυτοκινήτων πληροφορούν µε σαφήνεια τον οδηγό για 

πολλά γεγονότα, άλλοτε µε µία γλώσσα αναπαραστάσεων και άλλοτε µε 

συντοµογραφίες της φυσικής γλώσσας. Το ίδιο και τα οδικά σήµατα των λεωφόρων, 

που είναι απαραίτητα για την ασφαλή µετακίνηση και την οµαλή κυκλοφορία. 

Σχετική έρευνα, έδειξε ότι τα σήµατα που κατανοούνται καλύτερα είναι εκείνα που 

είναι συνεπή µε τον εργονοµικό οδηγό σχεδίασης, έχουν δηλαδή χωρική και 

εννοιολογική συµβατότητα, φυσική απεικόνιση και οικειότητα. Η ικανότητά του να 

κατανοηθεί από τον οδηγό το σήµα και το νόηµα που µεταφέρει, θεωρείται ο πιο 

σηµαντικός παράγοντας σχεδίασης τέτοιων σηµάτων, ενώ δευτερεύοντα ρόλο έχουν 

παράγοντες όπως η προσέλκυση της προσοχής, ο χρόνος αντίδρασης, το να είναι 

ευδιάκριτο από απόσταση, η λάµψη, και η δυνατότητα µάθησης (Shinart et al, 2003). 

Στη σηµερινή εποχή διαφηµιστές, σχεδιαστές, ψυχολόγοι και επικοινωνιολόγοι, 

ασχολούνται συχνά µε τη µορφή, το χρώµα, το µέγεθος και άλλα ειδικά 
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χαρακτηριστικά συµβόλων, σηµάτων, εικόνων κλπ., τα οποία συµβάλλουν στην 

αισθητική, αλλά κυρίως εστιάζουν στην άµεση µεταφορά συγκεκριµένων µηνυµάτων 

στον δέκτη του σήµατος. 

1.2 Απόψεις και θέσεις για νόηµα και ερµηνεία 
Όλες οι ανθρώπινες γλώσσες ως κώδικες επικοινωνίας, δηµιουργήθηκαν 

ύστερα από µακρές και επίπονες διαδικασίες. Σε κάθε µία από τις γλώσσες µπορούµε 

να διακρίνουµε τη συντακτική και την ερµηνευτική πλευρά. Η συντακτική πλευρά 

µιας ανθρώπινης γλώσσας αποτελείται από ένα σύνολο κανόνων συµπλοκής των 

συµβόλων της για τη δηµιουργία λέξεων και ένα σύνολο κανόνων σύνδεσης των 

λέξεων που προκύπτουν για τη δηµιουργία προτάσεων. Η ερµηνεία µιας ανθρώπινης 

γλώσσας δεν είναι τίποτα άλλο, παρά η απόδοση νοήµατος στις λέξεις του 

συντακτικού της και µέσω αυτού, ο χαρακτηρισµός των προτάσεων σαν αληθών ή 

ψευδών (Αναπολιτάνος, 1985). Για τη φυσική γλώσσα, οι γλωσσολόγοι διακρίνουν 

τέσσερις επιµέρους τοµείς της γλώσσας: το φωνολογικό, το συντακτικό, το 

σηµασιολογικό και τον πραγµατολογικό (Βοσνιάδου, 2001). Σύµφωνα µε τον 

Chomsky ο συντακτικός τοµέας της γλώσσας είναι και ο πιο σηµαντικός αφού οι 

κανόνες που εµπεριέχει είναι κύριοι υπεύθυνοι, τόσο για το σηµασιολογικό νόηµα, 

όσο και για το φωνητικό σύµβολο (Βοσνιάδου, 2001). 

Εποµένως, όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, η διαδικασία απόδοσης 

νοήµατος στα σύµβολα µιας γλώσσας που στην περίπτωση της φυσικής γλώσσας 

είναι οι λέξεις, δεν είναι µία απλή ψυχολογική διαδικασία. Το ίδιο πολύπλοκη 

φαίνεται να είναι και η σχέση που έχει το σύµβολο µε τη σηµασία του, καθώς και η 

διαδικασία απόφανσης για την ορθή αντίληψη, απόδοση και κατανόηση του 

νοήµατος των συµβόλων. Η πολυπλοκότητα αυτή, οφείλεται στον διαφορετικό ρόλο 

των λέξεων, στο διαφορετικό τρόπο χρήσης τους, στα διαφορετικά πλαίσια που 

απαντώνται και σίγουρα, στη διαφορετικότητα των ανθρώπων που χρησιµοποιούν 

και εξελίσσουν µία γλώσσα σε διαφορετικά κοινωνικά και πολιτιστικά περιβάλλοντα.  

Ο Wittgenstein (1978, σελ. 54-65) για την απόδοση νοήµατος και την 

πολυπλοκότητα της γλώσσας αναφέρει χαρακτηριστικά: 

«§3.11 Ονοµάζω έκφραση (σύµβολο) κάθε µέρος της πρότασης που χαρακτηρίζει 

το νόηµα της. 

§3.202 Τα απλά σηµεία που χρησιµοποιούνται στην πρόταση λέγονται ονόµατα. 
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§3.323 Στην κοινή γλώσσα συµβαίνει πολύ συχνά η ίδια λέξη να υποσηµαίνει µε 

διαφορετικούς τρόπους, δηλαδή να ανήκει σε διαφορετικά σύµβολα. 

§3.326 Για να αναγνωρίσουµε το σύµβολο από το σηµείο πρέπει να δώσουµε 

προσοχή στο πώς χρησιµοποιείται το σηµείο µε νόηµα 

§3.327 Το σηµείο καθορίζει µια λογική µορφή µόνο µαζί µε τη λογικοσυντακτική 

χρησιµοποίηση του  

§4.002 Η κοινή γλώσσα είναι µέρος του ανθρώπινου οργανισµού και όχι 

λιγότερο πολύπλοκη από αυτόν…. Οι σιωπηρές συµβάσεις για την κατανόηση της 

γλώσσας είναι φοβερά πολύπλοκες.» 

Επιπλέον για τις εικόνες της πραγµατικότητας και τη σχέση τους µε τη γλώσσα 

συµβόλων αναφέρει: 

«§4.011 Με την πρώτη µατιά µία πρόταση- όπως είναι π.χ. τυπωµένη πάνω στο 

χαρτί - φαίνεται να µην είναι εικόνα της πραγµατικότητας στην οποία αναφέρεται. Αλλά 

και η µουσική γραφή φαίνεται µε την πρώτη µατιά να µην είναι εικόνα της µουσικής 

όπως και η φθογγική σηµειογραφία (το αλφάβητο) φαίνεται να µην είναι εικόνα των 

φθόγγων της γλώσσας µας. Και όµως αυτές οι σηµειογραφικές γλώσσες αποδείχνονται 

και µε την κοινή έννοια, εικόνες αυτού που παριστάνουν.» 

Συνήθως, η σχέση ανάµεσα στη φωνητική µορφή µιας λέξης και στη σηµασία 

της είναι αυθαίρετη (Βοσνιάδου, 2001), ενώ αντίθετα η χρήση του συµβόλου στη 

γλώσσα των αναπαραστάσεων, οδηγεί σε µία έντονη οµοιότητα ανάµεσα στην 

αναπαράσταση και στην αναπαριστώµενη έννοια, αντικείµενο, ή διαδικασία 

(Nirenbourg, 2001). Σε κάθε περίπτωση, η γλώσσα των αναπαραστάσεων όπως και η 

φυσική γλώσσα, έχει την ικανότητα να µεταφέρει σε µεγάλο βαθµό και µε µεγάλη 

επιτυχία νοήµατα και εικόνες της πραγµατικότητας στην οποία αναφέρεται 

(Nirenbourg, 2001). Επιπλέον σε ορισµένες περιπτώσεις το σύµβολο µεταφέρει τη 

δυναµική όψεων του κόσµου των εννοιών µέσα από τα γλωσσικά σχήµατα, γεγονός 

που φαίνεται µε πιο έντονο τρόπο στο χώρο της θρησκείας (Κορναράκης, 2000).  

Σηµαντική και θεµελιώδης για το νόηµα του συµβόλου είναι η άποψη του 

Frege σύµφωνα µε την οποία, το νόηµα ενός συµβόλου αναλύεται σε δύο 

συνιστώσες, σηµασία και αναφορά. Η σηµασία συνδέεται µε τον σηµασιολογικό 

τοµέα ενώ η αναφορά µε τον πραγµατολογικό. ∆ηµιουργείται έτσι το σηµασιολογικό 

τρίγωνο µε κορυφές το σύµβολο [Zeichen, sign], τη σηµασία [Sinn, sense], και την 

αναφορά [Bedeutung, reference], κάτι που φαίνεται να µοιάζει µε το τριµερές 
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σηµασιολογικό σχήµα σηµαίνον-σηµαινόµενο-πράγµα. Σύµφωνα µε τον F. de 

Saussure (1916), όπως αναφέρει η Βοσνιάδου (2001), η φωνητική µορφή µιας λέξης 

για τη φυσική γλώσσα, είναι γνωστή σαν το σηµαίνον, ενώ η σηµασία της είναι 

γνωστή σαν το σηµαινόµενο. Οι γλωσσολόγοι τονίζουν τη σχετικότητα της 

αντιστοιχίας σηµαίνοντος και σηµαινόµενου, καθώς οι γλωσσικοί κώδικες στην 

καθηµερινή πρακτική επιτρέπουν στον άνθρωπο να έχει µερική πρόσβαση στον 

κόσµο των εννοιών (Κορναράκης, 2000). Κάτι τέτοιο είναι αναπόφευκτο και 

προκύπτει από την ανάγκη για γρήγορη διάδοση της πληροφορίας, καθώς και από 

την εξέλιξη που υφίσταται κάθε κώδικας επικοινωνίας από εσωτερικούς και 

εξωτερικούς παράγοντες. Ο F. de Saussure (1979), όπως αναφέρει ο Κορναράκης 

(2000), επισηµαίνει χαρακτηριστικά «Μία γλώσσα είναι εντελώς αδύναµη να 

υπερασπίσει τον εαυτό της ενάντια στους παράγοντες που µετατοπίζουν από στιγµή σε 

στιγµή τη σχέση του σηµαινόµενου και του σηµαίνοντος. Είναι µία από τις αυθαιρεσίες 

του σηµείου». 

Επιπλέον, η σηµασιολογία µίας γλώσσας µπορεί να είναι εκτασιακή ή µη 

εκτασιακή. Η εκτασιακή εστιάζεται στη σχέση του συµβόλου µε το συµβολιζόµενο 

αντικείµενο, ενώ η µη εκτασιακή στη σχέση του συµβόλου µε το σηµαινόµενο 

(Χριστοδουλίδης, 1993). Ο Wittgenstein (1978) αναφέρει, ότι είναι δυνατόν δύο 

διαφορετικές σηµασίες να έχουν κοινό µεταξύ τους το σύµβολο-σηµείο αλλά να 

υποσηµαίνουν µε διαφορετικό τρόπο. Για παράδειγµα, το σύµβολο «+» είναι δυνατόν 

να υποσηµαίνει υπηρεσίες υγείας, (φαρµακείο, νοσοκοµείο), τη θρησκεία (σύµβολο 

πίστης, ναός), την πράξη της πρόσθεσης, την επιλογή (ψηφοδέλτιο), κ.ά.. Είναι 

εποµένως φανερή η πολλαπλότητα νοηµάτων, τόσο από ένα σύµβολο, όσο και από 

µία λέξη, όπου για την απόδοση νοήµατος είναι αναγκαίο να γνωρίζει κανείς 

επιπλέον πληροφορίες για το πλαίσιο στο οποίο χρησιµοποιείται το σύµβολο ή η 

λέξη. Σε αυτό συνάδει και η άποψη των λεξικογράφων, σύµφωνα µε την οποία δεν 

υπάρχει ακριβής αριθµός νοηµάτων για µία λέξη, αλλά το πλαίσιο που 

χρησιµοποιείται µπορεί να προσδώσει σε αυτή, κάθε φορά ένα νέο νόηµα 

(Nirenbourg, 2001). Το γεγονός αυτό οδηγεί σε συζήτηση για το πότε και πιο νόηµα 

που αποδίδεται σε µία λέξη ή σε ένα σύµβολο γίνεται αντιληπτό.  

Σε σχετικό κείµενο του Dummett (1977), το οποίο αναφέρει ο Χριστοδουλίδης 

(1993), παρουσιάζονται αρχές και σκέψεις που συνδέονται µε την ορθή απόδοση 

νοήµατος σε µία έκφραση (σύµβολο). Πιο συγκεκριµένα, παρουσιάζεται µία 
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θεµελιώδης αρχή που όπως αναφέρει ο Dummett, «µε την ορολογία του Wittgenstein» 

µπορεί να διατυπωθεί ως εξής «η κατανόηση ενός νοήµατος µίας έκφρασης πρέπει να 

φανερώνεται ολοκληρωτικά στη χρήση της έκφρασης. Όταν πρόκειται για το νόηµα 

µιας λέξης, τότε πρέπει η ίδια η πρακτική ικανότητα που συνιστά αυτή η γνώση να είναι 

γλωσσική ικανότητα, ικανότητα χρήσης ή αντίδρασης σε αποφάνσεις που περιέχουν τη 

λέξη µε κάποιο τρόπο που να µπορεί τελικά να προσδιορισθεί χωρίς να επικαλεστούµε 

σηµασιολογικές έννοιες που υποτίθεται πως είναι ήδη κατανοητές». Αντίθετα, η 

πλατωνική φιλοσοφία είναι φανερό ότι αρνείται την αρχή αυτή σύµφωνα µε την 

οποία το νόηµα είναι η χρήση, αν και πρέπει να δεχθεί πως µόνο από την εξάσκηση 

στη χρήση των εκφράσεων κάθε δεδοµένης περιοχής προέρχεται η κατανόηση των 

νοηµάτων τους. Βέβαια δεν αρκεί η απλή ικανότητα τήρησης των κανόνων που 

διέπουν τη χρήση των εκφράσεων, αλλά ο σχηµατισµός της ορθής νοητικής 

αντίληψης των αρχών στις οποίες στηρίζονται αυτοί οι κανόνες. Εποµένως στην 

περίπτωση των ανθρώπων, η χρήση δε συνιστά νόηµα, όπως στην περίπτωση των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών που προγραµµατίζονται µε τον ένα ή τον άλλο τρόπο για 

µία προκαθορισµένη ενέργεια. Ο άνθρωπος ως έλλογο ον καθοδηγείται στο να 

επιλέγει την κύρια νοητική παράσταση ανάµεσα στις διάφορες δυνατές εκδοχές.  

Είναι φανερό ότι, όλοι οι κώδικες µε σκοπό την επικοινωνία, παρά την 

πολυπλοκότητα τους, έχουν τη δυνατότητα µέσω των συµβόλων να µεταφέρουν 

νοήµατα, µηνύµατα και εικόνες της πραγµατικότητας. Η αµφισηµία και η πολυσηµία 

των γλωσσών αυτών, σε συνδυασµό µε τη δυναµική εξέλιξη από τη χρήση τους, 

καθιστούν την κατανόηση των µηνυµάτων κάποιες φορές αµφισβητήσιµη θέτοντας 

ζητήµατα αλήθειας, σε αντίθεση µε την άποψη του Πλάτωνα και των ρασιοναλιστών 

φιλοσόφων που «θεωρούσαν την ικανότητα του Λόγου ως ένα εσωτερικό 

χαρακτηριστικό γνώρισµα του ανθρώπινου νου, µε το οποίο οι αλήθειες θα µπορούσαν 

να συλληφθούν a priori, ανεξάρτητα από την παρατήρηση» (Davis & Hersh, 1981, 

σελ. 314). Η δηµιουργία και η εξέλιξη των τυπικών συµβολικών γλωσσών, οι οποίες 

παρακάµπτουν και ξεπερνούν το πρόβληµα της αµφισηµίας και της πολυσηµίας, 

είναι ένα ακόµη βήµα των επιστηµόνων στην προσπάθεια τους για ακριβή και σαφή 

µεταφορά της πληροφορίας. 
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2 ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΣΥΜΒΟΛΑ – ΜΙΑ ΝΕΑ ∆ΟΜΗ 
 

Τα µαθηµατικά σύµβολα, από την πρώτη γνωστή, ιδιαίτερα απλή, εµφάνισή 

τους, µέχρι και την πιο σύνθετη, την οποία χρησιµοποιούνται σήµερα, φέρουν µαζί 

τους νόηµα και χρηστικότητα. Από την αρχική µορφή του απλού παραστατικού 

συστήµατος, όπου το σύµβολο εξυπηρετούσε µόνο ανάγκες συντόµευσης και 

απεικόνισης, φτάνουµε στη σηµερινή εκδοχή του τυποποιηµένου συµβολικού 

συστήµατος, το οποίο όχι µόνο παριστάνει αντικείµενα, αλλά εµπεριέχοντας 

δεδοµένους κανόνες, σχηµατίζει και µετασχηµατίζει σύµβολα σε νέα σύµβολα, δίνει 

ώθηση και παρέχει ευκολία σε υπολογισµούς, δηµιουργεί εποπτεία και µοτίβα, 

παράγει γενικεύσεις και συλλογισµούς και γενικά λειτουργεί µε ακρίβεια και 

αποτελεσµατικότητα. 

Η µακρόχρονη αυτή πορεία της εξέλιξης ήταν δηµιουργική, παραγωγική και 

κάποιες φορές υπερβολικά εστιασµένη στο συµβολισµό. Μετά τη σύνδεση της 

γεωµετρίας µε την άλγεβρα, την ανακάλυψη του απειροστικού λογισµού και την 

πληθώρα των µαθηµατικών συµπερασµάτων µέχρι και τον 18ο αιώνα, η ανάγκη για 

αυστηρότητα και ακρίβεια στη θεµελίωση των µαθηµατικών γίνεται πρωταρχικής 

σηµασίας, εµπλέκοντας στο εγχείρηµα αυτό πολλούς µεγάλους µαθηµατικούς του 

19ου αιώνα. Την εποχή αυτή, µε τη βοήθεια της µαθηµατικής λογικής και τη 

συνδροµή της φιλοσοφίας των µαθηµατικών, οι µαθηµατικές έννοιες και ο 

συµβολισµός τους, απέκτησαν αυστηρή δοµή και παράλληλα, βοήθησαν να δοθεί 

ακριβής ερµηνεία στην πληθώρα των µαθηµατικών ανακαλύψεων του προηγούµενου 

αιώνα. Οι τυπικές γλώσσες που αναπτύχθηκαν για το σκοπό αυτό, εξελίχθηκαν κατά 

τη διάρκεια του τελευταίου αιώνα και οδήγησαν µε επιτυχία στην ανάπτυξη των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών και των γλωσσών προγραµµατισµού. 
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2.1 Αρχική πορεία-τα πρώτα ενοποιητικά βήµατα 

Από τους αρχαίους χρόνους µέχρι και το µεσαίωνα, η αντικατάσταση ενός 

µαθηµατικού αντικειµένου από ένα σύµβολο είχε σκοπό την απεικόνιση του 

συγκεκριµένου αντικειµένου ή του αντιπροσώπου µίας κλάσης αντικειµένων. Η 

γενικότητα που προσδίδεται στο αντικείµενο µέσω της παράστασης του δεν 

εµπεριέχει τη µεταβλητότητα της ποσότητας. Έτσι το σύµβολο υποκαθιστά το 

αντικείµενο και την έννοια στη παράσταση για να διευκολύνει στην αποµνηµόνευση 

και τη χρήση, χωρίς να παίζει ρόλο µεταβλητής. Στα αρχαία ελληνικά µαθηµατικά «ο 

τρόπος παράστασης δεν είναι ποτέ µόνο αντιπροσωπευτικός, ποτέ µόνο συµβολικός, 

αλλά πάντα είναι µία παράσταση εικόνας και κατ’ αυτό τον τρόπο πρώτης αναφοράς» 

(Σπύρου, 2005, σελ. 110). Στη διάρκεια αυτών των χρόνων οι γεωµετρικές έννοιες 

«γραµµή», «σηµείο», «ευθύγραµµο τµήµα» κλπ. απεικονίζονται από αντιπρόσωπό 

τους και παριστάνονται από γράµµατα, οι αριθµοί συµβολίζονται από τα γράµµατα 

του ελληνικού αλφαβήτου µε πιο λιτό τρόπο, αντικαθιστώντας για άγνωστη αιτία τα 

λειτουργικά αριθµητικά σύµβολα που είναι γνωστά ως ηρωδιανικά (Heath, 2001, 

Cajori, 1919), εισάγεται από το ∆ιόφαντο ένας ιδιαίτερος συµβολισµός για τις 

εξισώσεις, εισάγεται συµβολισµός για το µηδέν, τις δυνάµεις και τις ρίζες, 

εξαπλώνεται η χρήση του Ινδό Αραβικού συστήµατος αρίθµησης µε τα 10 ψηφία και 

την κλασµατική µορφή των αριθµών µε την οριζόντια γραµµή (Boyer, & Merzbach, 

1997) και γενικά εµφανίζεται ένα πλήθος από σύµβολα όχι πάντα ενιαία, για έννοιες, 

αντικείµενα και λειτουργίες στα µαθηµατικά. Όµως, η αποτύπωση των συλλογισµών 

και των υπολογισµών για την επιστήµη των αριθµών, εξακολουθεί να χρησιµοποιεί 

λέξεις της φυσικής γλώσσας ή συντοµεύσεις αυτής, κάτι που οδηγεί τον Nesselmann 

στον χαρακτηρισµό της άλγεβρας ως «ρητορική» και «συγκεκοµµένη» µέχρι την 

εµφάνιση του Vieta και την εισαγωγή των καινοτόµων συµβολισµών για την 

άγνωστη ποσότητα (Spangolo, 2006, Eves, 1981). 

Μετά την αναγέννηση, µία σειρά από επιστηµονικές ανακαλύψεις και νέες 

πρακτικές και ιδιαίτερα η ανακάλυψη του τηλεσκοπίου, (Ρουσόπουλος, 1991) 

διαµορφώνουν το αναλυτικό-αναφορικό επιστηµονικό πρότυπο σκέψης. Το 

τηλεσκόπιο διαµεσολαβεί στην απόσταση αντικειµένου-υποκειµένου και τη 

γεφυρώνει, δηµιουργώντας δυνατότητες µελέτης των πρωτοτύπων από τα αντίγραφα. 

Με τον ίδιο τρόπο, ο επιστηµονικός λόγος έχει ως προϋπόθεση τη δυνατότητα 
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σύνδεσης των παραστάσεων µε τα αντικείµενα όχι µόνο ως λόγος ανάλυσης και 

σύνθεσης των παραστάσεων, αλλά και ως λόγος διαχείρισης των σηµείων. Επιπλέον, 

ο επιστηµονικός λόγος εξυπηρετεί την ανάγκη να µεταφερθούµε από τα αντικείµενα-

έννοιες στις λέξεις και τα σύµβολα και από εκεί στις προτάσεις. Κάτι τέτοιο 

αναδεικνύει, τόσο τη γλώσσα, όσο και ένα παραστατικό σύστηµα σε ένα µηχανισµό 

µε αναλυτική και αναφορική λειτουργία. Ειδικά για τα µαθηµατικά, οι δυνατότητες 

των αλγεβρικών συµβόλων να παριστάνουν τον κόσµο εµπίπτουν στις δυνατότητες 

του συστήµατος των φακών του τηλεσκοπίου να παριστάνουν τη φυσική 

πραγµατικότητα σε προσιτό µέγεθος για µελέτη και στις δυνατότητες των φακών του 

µικροσκοπίου να παρουσιάζουν µε σαφήνεια τις µικρές εικόνες. Ο Γαλιλαίος 

αναφέρει ότι «για να γνωρίσουµε τον κόσµο απαιτείται να διαβάσουµε προηγουµένως 

το βιβλίο της φύσης που είναι γραµµένο σε µαθηµατική γλώσσα» (Ρουσόπουλος, 1991, 

σελ. 38). Ο Frege αναφέρει αντίστοιχα «ότι ο καλύτερος τρόπος για να δείξει τη σχέση 

της εννοιογραφίας µε την καθηµερινή γλώσσα είναι η σύγκριση µε τη σχέση που έχει το 

µικροσκόπιο µε το µάτι» (Ρουσόπουλος, 1991, σελ. 67). Παράλληλα, µε την ακριβή 

απεικόνιση µαθηµατικών εννοιών και αντικειµένων, το τυπικό σύστηµα επιτρέπει 

χειρισµούς αλγεβρικών συµβόλων µέσα σε ένα αξιόπιστο σύστηµα χωρίς να  

απαιτείται η διαρκής παρακολούθηση του αναφορικού νοήµατος. Έχουµε έτσι 

φαινόµενα, όπου ο µαθηµατικός αδυνατεί να ερµηνεύσει εκφράσεις και σύµβολα που 

προκύπτουν από τα συµπεράσµατα. Σχετικά αναφέρεται ότι ο Girolano Cardano το 

1545, από τον τύπο που δόθηκε στο βιβλίο του Ars Magna και έδινε τη λύση της 

κυβικής εξίσωσης, χρησιµοποιεί το σύµβολο «  m» για να δηλώσει τις 

τετραγωνικές ρίζες αρνητικών πραγµατικών αριθµών σε µία διαδικασία γινοµένου µε 

αποτέλεσµα πραγµατικό αριθµό, µία χρονική περίοδο όπου οι τετραγωνικές ρίζες 

αρνητικών δεν υπάρχουν και η θεωρία των µιγαδικών δεν έχει υπόσταση. 

(Αναπολιτάνος, 1985, Cajori, 1928). 

Μέχρι τα τέλη του 19ου αιώνα, είχε γίνει σαφής από µαθηµατικούς και 

φιλοσόφους η ανάγκη για τη δηµιουργία µιας καθολικής γλώσσας, ενός συµβολικού 

συστήµατος, στο οποίο θα βασίζονταν κάθε έγκυρη έκφραση, διατύπωση και 

διαδικασία για τα µαθηµατικά και την επιστήµη γενικότερα. Στο σύστηµα αυτό, τον 

κυρίαρχο ρόλο θα είχε αργότερα η λογική µε κοινώς αποδεκτούς κανόνες 

συµπερασµού. Μέχρι την κυριαρχία της λογικής έχουµε µερικά ενδεικτικά στοιχεία 
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από απόψεις και προσπάθειες για ενοποιητικά σχήµατα σε εξέλιξη του πυθαγόρειου 

δόγµατος «τα πάντα είναι αριθµός» (Αριστοτέλης, Μεταφυσικά Α 985b). Ο Descartes 

το 1701, µιλάει για «µία γενική επιστήµη η οποία να αξίζει ό,τι σχετικό µε την τάξη και 

το µέτρο µπορεί να ερευνηθεί, χωρίς αυτό να περιορίζεται σε κάποιο ειδικό 

αντικείµενο» (Ρουσόπουλος, 1991, σελ. 35), ο Wronski αναφέρει το 1803 «τον 

µεγάλο νόµο της δηµιουργίας των ποσοτήτων» ο οποίος εµφανίζεται ως εξίσωση που 

περιέχει το κλειδί για το σύµπαν (Davis & Hersh, 1981, σελ. 75), ο Lagrange 

εφαρµόζει τα νέα µαθηµατικά εργαλεία στη µηχανική µε σκοπό την ενοποίηση 

διαφόρων αρχών περίπου το 1800 (Τουµάσης, 1999), ο Jacobi το 1841, αναφέρει 

«man muss immer generaliesieren, κάποιος πρέπει πάντα να γενικεύει» (Davis & 

Hersh, 1981). Επιπλέον, συγκεκριµένες προσπάθειες ενοποιητικών σχηµάτων 

έχουµε, όταν ο Dedekind θεµελιώνει τους πραγµατικούς αριθµούς στην αριθµητική 

µε τη γνωστή µέθοδο των τοµών, σκοπεύοντας όµως σε ολόκληρη την ανάλυση, ο 

Cantor επιχειρεί µία άλλη προσπάθεια θεµελίωσης µε τη θεωρία συνόλων και µε 

σκοπό όλα τα µαθηµατικά να αποκτήσουν µία ενιαία βάση (Σπύρου, 2005), ενώ ο 

Felix Klein δουλεύει πρόγραµµα για να ενοποιηθούν οι γεωµετρίες κάτω από τη 

θεωρία οµάδων στα τέλη του 19ου αιώνα (Davis & Hersh, 1981). 

Σηµαντική από φιλοσοφική άποψη είναι η προσπάθεια του Leibniz, για τη 

δηµιουργία µιας τυπικής γλώσσας καθολικού χαρακτήρα (caracteristica universalis) 

ικανής για να εκφράσει στο επίπεδο του σηµαίνοντος, οτιδήποτε υπάρχει στο επίπεδο 

σηµαινόµενου. Η προσπάθεια αυτή, αν και δεν στέφθηκε µε επιτυχία, δείχνει την 

πίστη του Leibniz στην πρωτοκαθεδρία της λογικής (Αναπολιτάνος, 1985). Όπως 

αναφέρει ο Bell (1992, τοµ. 1, σελ. 195), ο Leibniz, όταν ήταν ακόµη νεαρός, στο 

έργο του De arte combinatorya, στόχευε στη δηµιουργία «µίας γενικής µεθόδου η 

οποία θα ανήγαγε όλες τις αλήθειες της λογικής σε ένα είδος υπολογισµού. 

Ταυτόχρονα, θα ήταν κάτι σαν καθολική γλώσσα ή γραφή, παντελώς διαφορετική όµως 

από όλες όσες προβλήθηκαν µέχρι τώρα διότι τα σύµβολα, ακόµη και οι λέξεις , θα 

κατηύθυναν τη σκέψη (λόγο, λογισµό) και τα λάθη εκτός από εκείνα που θα είχαν να 

κάνουν µε γεγονότα, θα ήταν σφάλµατα υπολογισµού. Θα ήταν πολύ δύσκολο να 

σχηµατισθεί αυτή η γλώσσα ή το καθολικό χαρακτηριστικό αλλά θα ήταν πολύ εύκολη η 

κατανόηση της χωρίς λεξικά». Ο Frege αναφέρει για την προσπάθεια του Leibniz ότι, 

«ίσως υπερεκτίµησε τα πλεονεκτήµατα ενός ικανοποιητικού συµβολιστικού 
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συστήµατος. Η ιδέα του µιας καθολικής χαρακτηριστικής γλώσσας, ενός calculus 

ratiocinator, ήταν τόσο γιγαντιαία ώστε η προσπάθεια του να την πραγµατοποιήσει δεν 

µπόρεσε να προχωρήσει πέρα από τα πρώτα βήµατα» (Ρουσόπουλος, 1991, σελ. 68). 

Ο ίδιος ο Leibniz, είχε εκφράσει και την εκτίµηση ότι µερικοί σωστά επιλεγµένοι 

άντρες θα το κατάφερναν σε µία πενταετία, µετανιώνοντας αργότερα που δεν 

αφιέρωσε περισσότερο χρόνο στην ιδέα αυτή (Bell, 1992). Αυτό που άρχισε αλλά δεν 

κατάφερε ο Leibniz, προσπάθησαν αργότερα πολλοί µαθηµατικοί µε διαφορετικούς 

τρόπους και µε διαφορετικά αποτελέσµατα. Η µεγάλη πρόοδος στον τοµέα αυτό 

έρχεται όταν ο Boole προτείνει το 1848 µία άλγεβρα των προτάσεων στις έρευνες 

πάνω στους νόµους της σκέψης (Σπύρου, 2005) και ουσιαστικά µαζί µε τους De 

Morgan, Jevons, Pierce και Schroeder εργάζονται µε σκοπό την κοινή παράσταση 

άλγεβρας και λογικής (Boyer, & Merzbach, 1997). Ο Russell για το θέµα αυτό, 

αναφέρει ότι η µεγαλύτερη ανακάλυψη του 19ου αιώνα, ήταν τα θεωρητικά 

µαθηµατικά και αυτά ανακαλύφθηκαν από τον Boole στο έργο του «Οι Νόµοι της 

Σκέψης» (Boyer & Merzbach, 1997). 
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2.2 Η βασική εξέλιξη - θεµελίωση 

Στη διάρκεια του 18ου αιώνα, ο απειροστικός λογισµός σε συνδυασµό µε την 

αναλυτική γεωµετρία, δηµιούργησε ένα άλµα σε όλες τις επιστήµες που συνδέονταν 

µε τα µαθηµατικά. Λειτούργησε ως σηµαντικό εργαλείο για την επίλυση 

προβληµάτων των µαθηµατικών και της φυσικής καθώς και για την παραγωγή 

πολλών νέων µαθηµατικών ανακαλύψεων στην ανάλυση µε πρωτοπόρους τους Euler, 

D’ Alembert και Lagrange. Παράλληλα όµως, δηµιουργήθηκαν προβλήµατα µε την 

ατελή κατανόηση εννοιών όπως το όριο και η συνέχεια, διαφωνίες για την αποδοχή 

των µεθόδων των απειροστών και συζητήσεις για τα παράδοξα των άπειρων 

αθροισµάτων. Η ενασχόληση µε αυτά τα προβλήµατα, ανέδειξε την έλλειψη λογικών 

βάσεων στους αλγορίθµους και εµφάνισε την απαίτηση για ακρίβεια και 

αυστηρότητα στη µαθηµατική πρακτική κατά το πρώτο ήµισυ του 19ου αιώνα. Με 

πρωτοπόρους τους Cauchy, Gauss, Dirichlet, Abel και Bolzano η απαίτηση αυτή 

συνεχίστηκε καθ’ όλη τη διάρκεια του αιώνα και απετέλεσε την αφορµή για την 

ανάπτυξη της λογικής (Σπύρου, 2005).  

Τα πρώτα βήµατα της λογικής παρουσιάζονται όταν ο Peacock στην Άλγεβρά 

του το 1830, προτείνει τα σύµβολα των στοιχείων στην άλγεβρα να µην παριστάνουν 

αριθµούς. Ο Boole στη συνέχεια, ολοκληρώνοντας τον φορµαλισµό στην εισαγωγή 

της Μαθηµατικής Ανάλυσης της Λογικής, αναφέρει για τα µαθηµατικά: «Μπορούµε 

δικαιολογηµένα να τους αποδώσουµε τον οριστικό χαρακτήρα ενός αληθινού 

Λογισµού, δηλαδή ότι είναι µία µέθοδος που βασίζεται στη χρήση των συµβόλων, των 

οποίων οι νόµοι συνδυασµού είναι γνωστοί και γενικοί και των οποίων τα 

αποτελέσµατα επιδέχονται µία συνεπή ερµηνεία...» (Boyer & Merzbach, 1997, σελ. 

648). Συνεπώς, αν οποιοδήποτε θέµα παρουσιάζεται έτσι ώστε να αποτελείται από 

σύµβολα, ακριβείς κανόνες πράξεων επάνω σε αυτά και να πληρεί την απαίτηση της 

εσωτερικής συµβιβαστότητας, τότε αυτό αποτελεί τµήµα των µαθηµατικών. Οι 

προσπάθειες για την αλγεβροποίηση της λογικής συνεχίζονται και προετοιµάζουν το 

κλίµα για τη µαθηµατική λογική και τη φιλοσοφία των µαθηµατικών η οποία 

παρουσιάζεται στο τέλος του 19ου µε τους Frege στη Γερµανία και Russell στην 

Αγγλία (Σπύρου, 2005). Η έρευνα για τη µαθηµατική λογική και τη µαθηµατική 

γλώσσα, επικεντρώνεται κυρίως σε ζητήµατα που αφορούν τη σπουδή των 

µαθηµατικών προτάσεων όχι µόνο ως τµήµα της καθηµερινής γλώσσας. Σύµφωνα µε 
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τον Ρουσόπουλο (1991, σελ. 64) «Επιδιώχθηκε η διατύπωση µίας γενικής, αν και 

τυπικής, γλώσσας των µαθηµατικών και της επιστήµης, κατ΄ αντιδιαστολή προς την 

καθηµερινή γλώσσα που θεωρείται αµφίσηµη, πολύσηµη και σηµασιολογικά κλειστή 

κατά τη διατύπωση του Tarski». Την περίοδο αυτή, γεννήθηκαν οι συµβολικές 

(τυπικές) γλώσσες, οι πρωτοβάθµιες (κατηγορηµατικές) και δευτεροβάθµιες γλώσσες 

κλπ., οι οποίες διαθέτουν ένα πλήθος από σύµβολα και κανόνες. Η απλούστερη 

συµβολική ή τυπική γλώσσα είναι αυτή του προτασιακού λογισµού, τα σύµβολα της 

οποίας είναι οι προτασιακές µεταβλητές, οι σύνδεσµοι και οι παρενθέσεις. Οι 

γλώσσες αυτές, µε κύριο χαρακτηριστικό τους ένα σύνολο κανόνων για εξαγωγή 

συµπερασµάτων, τους αποδεικτικούς κανόνες, κατασκευάστηκαν αρχικά µε 

αντικειµενικό στόχο τη δηµιουργία εκφραστικών µέσων κατάλληλων για το 

ζητούµενο της εποχής δηλαδή την ακρίβεια και την αυστηρότητα στη µαθηµατική 

πρακτική (Αναπολιτάνος, 1985). Οι τυπικές γλώσσες χρησιµοποιήθηκαν για πρώτη 

φορά από τους Peano και Frege στα τέλη του 19ου αιώνα, µε σκοπό να γίνει η 

µαθηµατική απόδειξη πιο αυστηρή, να αυξήσει δηλαδή τη βεβαιότητα του 

συµπεράσµατος σε µία µαθηµατική επιχειρηµατολογία. Αρχικά ο σκοπός δεν 

εκπληρωνόταν δεδοµένου ότι η επιχειρηµατολογία απευθυνόταν σε ανθρώπους που 

αναζητούσαν στέρεα θεµέλια για τα µαθηµατικά. Αυτό είχε σαν αποτέλεσµα, οι 

τυπικές γλώσσες στην αρχική τους µορφή να προκαλέσουν πλήθος ερωτηµάτων και 

συζητήσεων για το συµβολισµό και την απόδοση νοήµατος στα σύµβολα και τις 

λέξεις, τα οποία δείχνουν την αυστηρότητα την οποία επιδίωκαν οι µαθηµατικοί στις 

αρχές του 20ου αιώνα στη θεµελίωση των Μαθηµατικών. Χαρακτηριστικός είναι ο 

προβληµατισµός του Schroeder για τη σύνδεση του αριθµού µε την έννοια και το 

σύµβολο «∆εν είναι ποτέ σαφές αν ο αριθµός είναι σύµβολο και αν τούτο συµβαίνει, 

ποια είναι η αναφορά του ή αν ο αριθµός είναι ο ίδιος αναφορά ενός συµβόλου. Από το 

γεγονός ότι υποθέτουµε διαφορετικά σύµβολα, ώστε να µην επανέρχεται το ίδιο 

σύµβολο, δεν απορρέει ότι αυτά έχουν διαφορετικές αναφορές» (Χριστοδουλίδης, 

1993, σελ. 75). 

Άξια αναφοράς, είναι και η συζήτηση για τη µεταβλητή, τα σύµβολα και τις 

τιµές που µπορούν να πάρουν, η οποία παρατίθεται από τον Ρουσόπουλο (1991) στη 

σελίδα 211 [ως σηµείωση του Jourdain, (1912, σελ.238)] 
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«Ο Russell (1908) γράφει: «Μια µεταβλητή είναι ένα σύµβολο που παίρνει τιµές 

από ένα σύνολο τιµών χωρίς να προσδιορίζεται ποια τιµή. ∆εν παίρνει πρώτα µία τιµή 

και µετά µία άλλη. καθ΄ όλο το χρόνο έχει µία κάποια τιµή, όπου αυτή η κάποια τιµή 

δεν προσδιορίζεται εκτός εάν την αντικαταστήσουµε µε µία σταθερά». 

Σχετικά µε τη λέξη µεταβλητή ο Frege επεξηγεί: «∆εν θα ήταν καλύτερα να 

παραλείψουµε εντελώς αυτή την έκφραση αφού είναι τόσο δύσκολο να την ορίσουµε; Ο 

ορισµός του Russell αµέσως µας κάνει να αναρωτηθούµε τι σηµαίνει το να πούµε ότι 

‘ένα σύµβολο παίρνει/έχει µία τιµή’. Εννοεί τη σχέση σηµείου (σηµαίνοντος) και 

σηµαινόµενου; Στην περίπτωση αυτή όµως πρέπει να επιµείνουµε το σηµείο να έχει 

ακριβώς µία σηµασία και το νόηµα που πρόκειται να έχει να είναι απολύτως 

προσδιορισµένο. τότε η µεταβλητή θα ήταν ένα σηµείο. Αλλά για όποιον δεν συµφωνεί 

µε µία τυπική θεωρία η µεταβλητή δεν µπορεί να είναι σηµείο, όπως άλλωστε και ένας 

αριθµός δεν είναι. Αν τώρα γράψουµε ‘µια µεταβλητή συµβολίζεται από ένα σύµβολο 

που παριστάνε µία τιµή από ένα σύνολο τιµών, το παραπάνω µειονέκτηµα 

εξαφανίζεται. Αλλά τι συµβαίνει τότε το σύµβολο πρώτα παριστάνει τη µεταβλητή και 

ύστερα την τιµή που παίρνεται από ένα σύνολο χωρίς να προσδιορίζεται ποια τιµή 

παίρνει. Συνεπώς φαίνεται πως είναι καλύτερα να µην χρησιµοποιούµε στον ορισµό 

µας τη λέξη ‘σύµβολο’…. Και παρακάτω « Είναι µάλλον καλύτερα να συµφωνήσουµε 

ότι τα λατινικά γράµµατα µας εξυπηρετούν στο να αποδίδουµε γενικότητα περιεχοµένου 

σε ένα θεώρηµα. Και είναι καλά να µην χρησιµοποιούµε καθόλου την έκφραση 

“µεταβλητή”, αφού τελικά δεν µπορούµε να πούµε αν ένα σηµείο είναι µεταβλητή ή 

αυτό που το σηµείο συµβολίζει είναι µεταβλητή, ή τι είναι µεταβλητή –τουλάχιστον όχι 

µε τη σηµασία που µπορεί να χρησιµοποιηθεί στα µαθηµατικά και τη λογική»  

Με τον ίδιο προβληµατισµό, δηλαδή το νόηµα των συµβόλων ο Frege στο 

άρθρο του «Über Sinn und Bedeutung», µε την αντιπαράθεση των σχέσεων 

ταυτότητας και ισότητας όπως αυτές εκφράζονται συµβολικά από τις σχέσεις α=α και 

α=β και την παράθεση παραδειγµάτων, διατυπώνει την άποψη ότι το νόηµα ενός 

σήµατος αποτελείται από δύο θεµελιώδεις συνιστώσες. Την πρώτη την ονοµάζει 

σηµασία του σήµατος [Sinn, sense] και τη δεύτερη αναφορά [Bedeutung, 

reference]. Οι δύο αυτές συνιστώσες διαχωρίζονται στην ερµηνεία της ισότητας. 

Έτσι, στο παράδειγµα που χρησιµοποιεί ο Frege από τα φυσικά αντικείµενα 
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συµβολίζοντας µε α τον Αυγερινό και µε β τον Αποσπερίτη, η ανακάλυψη ότι ο 

Αυγερινός και ο Αποσπερίτης αναφέρονται στο ίδιο ουράνιο σώµα, στον πλανήτη 

Αφροδίτη, µας οδηγεί στην ισότητα α=β. Έτσι η αναφορά του Αποσπερίτη είναι ίδια 

µε αυτή του Αυγερινού, όχι όµως και η σηµασία του η οποία καθορίζεται από την 

ώρα παρατήρησης του αστεριού (Αναπολιτάνος, 1985). Παράλληλα για τη σχέση 

σηµαίνοντος-σηµαινόµενου ο Wittgenstein (1978) αναφέρει ότι από το σύµβολο, το 

σηµείο (σηµαίνον) είναι αυτό που γίνεται αντιληπτό από τις αισθήσεις. ∆ύο 

διαφορετικά σύµβολα µπορούν να έχουν κοινό µεταξύ τους το σηµείο (γραπτό ή 

προφορικό) όµως υποσηµαίνουν µε διαφορετικούς τρόπους (παρ.3.32, 3.321). Για τη 

αποφυγή συγχύσεων προτείνει τη χρήση µίας γλώσσας η οποία δεν θα χρησιµοποιεί 

το ίδιο σηµείο σε διαφορετικά σύµβολα (παρ.3.325). 

Οι συζητήσεις και οι απόψεις για την σηµασία των εκφράσεων, τις µεταξύ τους 

σχέσεις, τη σχέση τους µε την πραγµατικότητα και την αλήθεια, µε τη βοήθεια της 

µαθηµατικής λογικής, οδηγούν σε πιο σταθερά θεµέλια τα µαθηµατικά. Στις αρχές 

του 20ου αιώνα αναπτύσσονται διάφορες απόψεις που µετουσιώνονται σε 

προγράµµατα θεµελίωσης των µαθηµατικών. 

Το λογικιστικό πρόγραµµα των Frege και Russell είναι ένα πρόγραµµα µε 

σηµαντική συµβολή στην κατεύθυνση αυτή. Με αυτό σύµφωνα µε το Χριστοδουλίδη 

(1993), ο µεν Frege, φιλοδοξούσε να θεµελιώσει κλάδους µαθηµατικών ή και όλα τα 

µαθηµατικά σε µία ασφαλή θεωρία, της λογικής, ο δε Russell, σε ένα τµήµα της 

λογικής συνδυασµένο µε ένα τµήµα της αριθµητικής και επισηµαίνει (σελ. 32) 

«∆εδοµένου ότι η λογική είναι καθαρά τυπική δηλαδή χωρίς ειδικό περιεχόµενο, ο 

λογικισµός θα έδειχνε ότι τα µαθηµατικά είναι ένα είδος ταυτολογικών 

µετασχηµατισµών του λογικού συµβολισµού». 

Την εποχή αυτή προέκυψε µια ριζοσπαστική θεώρηση των µαθηµατικών από 

τους ιντουσιονιστές. Η θέση των ιντουσιονιστών, µε κύριο εκπρόσωπο τους τον 

Brouwer, ήταν ότι οι φυσικοί αριθµοί δίνονται από µία θεµελιώδη εποπτεία-ενόραση, 

που είναι το σηµείο εκκίνησης για όλα τα µαθηµατικά. Η ιντουσιονιστική οντολογία 

βασίζεται στη γνωσιολογία, µε την έννοια ότι οι µαθηµατικές οντότητες υπάρχουν 

µόνο αν µπορούν να κατασκευαστούν. Απαίτησαν έτσι, όλα τα µαθηµατικά να 

µπορούν να βασιστούν κατασκευαστικά πάνω στους φυσικούς αριθµούς (Davis & 

Hersh, 1981, Χριστοδουλίδης, 1993). Κατά τους ιντουσιονιστές, η λογική είναι 

 21



κλάδος εφαρµοσµένων µαθηµατικών, εποµένως δεν προηγείται της αριθµητικής 

και της ανάλυσης. Επιπλέον, η γλώσσα είναι µέσο µετάδοσης πληροφορίας και 

γενικότερα όργανο επικοινωνίας που δεν µπορεί ποτέ να εκφράσει πλήρως το 

περιεχόµενο της εποπτικής δραστηριότητας του µαθηµατικού. Η βασική αυτή 

εποπτεία έχει ως θεµελιώδες χαρακτηριστικό το ότι είναι ανεξάρτητη από 

οποιαδήποτε γλώσσα και από οποιοδήποτε σύστηµα σήµανσης (Αναπολιτάνος, 

1985, Χριστοδουλίδης, 1993) 

Αργότερα, το φορµαλιστικό πρόγραµµα του Hilbert επιδιώκει την παραγωγή 

αποδείξεων συνέπειας µε χρήση βασικών αληθειών, που ανήκουν στην περιοχή των 

πεπερασµένων µαθηµατικών, µιας θεωρίας βασισµένης στην κοινή αντίληψη, για το 

τι είναι οι φυσικοί αριθµοί (Αναπολιτάνος, 1985). Η απόδειξη των θεωρηµάτων µη 

πληρότητας του Gödel το 1931 όµως, µαταιώνει το πρόγραµµα του Hilbert µε την 

έννοια ότι, η απόδειξη της συνέπειας ενός συστήµατος απαιτεί συνήθως τη χρήση 

µεθόδων που είναι ισχυρότερες από εκείνες του ίδιου του συστήµατος 

(Χριστοδουλίδης, 1993). Μπορεί όµως το πρόγραµµα αυτό να απέτυχε, αλλά η σχολή 

των φορµαλιστών παρέµεινε και εξέφρασε πολλές απόψεις σχετικές µε τη φιλοσοφία 

των µαθηµατικών, βρίσκοντας εκφραστές και υποστηρικτές και στη εκπαίδευση 

κυρίως από την οµάδα Bourbaki. Για τους φορµαλιστές, η συµβολική γλώσσα µε 

την οποία έχουν κωδικοποιηθεί τα µαθηµατικά, αποκτά νόηµα και σηµασία 

µέσα από τις διαδικασίες, χωρίς αυτό να έχει να κάνει µε τη φυσική ερµηνεία. 

Η µαθηµατική λογική, παρά τον περίεργο συµβολισµό που χρησιµοποιεί έλυσε 

πολλά προβλήµατα και βοήθησε σηµαντικά τη θεµελίωση των µαθηµατικών. Το 

θεώρηµα πληρότητας του Gödel το 1930, αναφέρεται στη δυνατότητα διασύνδεσης 

της συντακτικής και της ερµηνευτικής πλευράς µιας πρωτοβάθµιας γλώσσας. Έτσι, 

οι περισσότερες από τις αποδείξεις που παρουσιάζονται στα Μαθηµατικά, 

διαπιστώνουν την αλήθεια της πρότασης στο τυχόν µοντέλο και µε τον τρόπο αυτό 

βεβαιώνουν την ύπαρξη µιας απόδειξης µέσω µιας κατάλληλης διαδικασία 

επαληθευσιµότητας (Αναπολιτάνος, 1985). Επιτρέπεται έτσι στην καθηµερινή 

µαθηµατική πρακτική, να χρησιµοποιούµε ένα φορµαλιστικό σύστηµα συµβολισµού 

σαφές, ακριβές και µε συγκεκριµένους κανόνες, µε τη βοήθεια του οποίου, 

διατυπώνουµε και επιλύουµε φυσικά και µαθηµατικά προβλήµατα, δουλεύοντας, 

τόσο σε συντακτικό, όσο και σε σηµασιολογικό επίπεδο.  
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2.3 Κύρια χαρακτηριστικά και σχέσεις 

Με τις παρεµβάσεις των φιλοσοφικών θεωρήσεων και µε τη βοήθεια της 

µαθηµατικής λογικής στις αρχές του 20ου αιώνα, η τυποποίηση των µαθηµατικών, 

αναδεικνύει το πλούσιο υπόβαθρο µέσα στο οποίο βρισκόταν η τυπική θεωρία. Η 

διάκριση σε τυπική και άτυπη θεωρία, δηµιουργεί το πλαίσιο να συζητηθούν 

ζητήµατα που αφορούν νόηµα και σηµασία. Η σηµασία της τυποποίησης όπως αυτή 

παρουσιάζεται είναι καθοριστική αφού διαµεσολαβεί µε απαράµιλλη καθαρότητα 

στη φυσική πρακτική, φτάνοντας σε σηµείο να την υποκαταστήσει (Ρουσόπουλος, 

1991). Επιπλέον, η ανάλυση της γλώσσας ως τυπικό σύστηµα είναι αυτή που 

διαφοροποιεί τη σύγχρονη από την αρχαία αξιωµατική µέθοδο θέτοντας σε 

διαφορετικό ρόλο αξιώµατα και κανόνες (Χριστοδουλίδης, 1993). 

Για το σκοπό της λογικής ανάλυσης των µαθηµατικών, είναι αναγκαίο να 

συλλάβουµε ότι τα µαθηµατικά εκφράζονται σε τυπική γλώσσα, µία γλώσσα για την 

οποία οι άνθρωποι έχουν µια ανυπέρβλητη αποστροφή, ενώ οι υπολογιστές 

αναπτύσσονται µόνο µε αυτές. Ένας υπολογιστής, δέχεται ως δεδοµένα εισαγωγής 

µόνο σύµβολα από κάποιον κατάλογο που δίνεται προκαταβολικά στο χρήστη και τα 

οποία, πρέπει να χρησιµοποιηθούν σύµφωνα µε κάποιους δεδοµένους κανόνες. 

Τυποποίηση, είναι η διαδικασία µε την οποία τα µαθηµατικά και η φυσική γλώσσα, 

µε τη βοήθεια των υπολογιστών και του προγραµµατισµού, προσαρµόζονται στη 

µηχανική επεξεργασία. Ένα τυποποιηµένο κείµενο είναι µια σειρά από σύµβολα, το 

οποίο όταν το χειρίζεται ένας µαθηµατικός ή µία µηχανή µετασχηµατίζεται σε µία 

άλλη σειρά συµβόλων. Τέτοιοι χειρισµοί συµβόλων µπορούν να είναι από µόνοι τους 

το θέµα µίας θεωρίας των µαθηµατικών και µάλιστα µε διαφοροποιηµένο 

αντικείµενο. «Όταν λαµβάνεται υπ’ όψη ότι ο χειρισµός έχει γίνει από µία µηχανή η 

θεωρία καλείται από τους επιστήµονες των υπολογιστών “θεωρία των αυτοµάτων”, ή 

“θεωρία ανάδρασης” από αυτούς που ασχολούνται µε τη λογική και “θεωρία 

αποδείξεων” όταν λαµβάνεται υπόψη ότι ο χειρισµός έγινε από ένα µαθηµατικό» 

(Davis & Hersh, 1981, σελ.144). 

Οι γραµµές που ακολουθούν, βρίσκονται ως παράδειγµα στην ιστοσελίδα 

www.math.uoa.gr/me, και είναι η «γλώσσα» που πρέπει να χρησιµοποιηθεί σε ένα 

σύγχρονο πρόγραµµα γραφής µαθηµατικών κειµένων το Latex: 
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%Here begins the document! 

\begin{document} 

$\NN,\ZZ,\QQ,\RR,\CC,\TT,\DD$ 

$\grA,\grB,\grG,\grD,\grE,\grZ,\grH,\grU,\grI,\grK,\grL,\grM,\grN,\grJ,\grO,\grP,\grR,\grS,\grT,\grY,\grF,\grX,\grC,\grV$ 

$A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z$ 

$\gra,\grb,\grg,\grd,\gre,\grz,\grh,\gru,\gri,\grk,\grl,\grm,\grn,\grj,\gro,\grp,\grr,\grs,\grt,\gry,\grf,\grx,\grc,\grv$ 

$a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o,p,q,r,s,t,u,v,w,x,y,z$ 

Two ways to turn from English to Greek 

\gt ∆ύο τρόποι να γυρίσουµε το πληκτρολόγιο από τα Αγγλικά στα Ελληνικά 

\tl{Some English}, \tg{και λίγα Ελληνικά} 

Μετά από µία εντολή \textbackslash \tl{tl} ή \textbackslash \tl{tg} συνεχίζουµε όπου µας έχει αφήσει η τελευταία εντολή 

\textbackslash \tl{lt} ή \textbackslash \tl{gt}.\\ 

Λίγα µαθηµατικά σύµβολα στα οποία έβαλα συντοµογραφία διότι ποτέ δεν µπορώ να θυµηθώ τις εντολές τους (οι οποίες είναι 

µεγάλες): 

$f: \RR \arw \RR$ 

Συνεπάγεται $\an$ 

Αν και µόνο αν $\ann$\\ 

 

προκειµένου να εµφανιστεί στην οθόνη και τυπωµένο στο χαρτί, µετά από 

επεξεργασία το κείµενο που ακολουθεί: 

 

Τα τυπικά συστήµατα, µπορούν να θεωρηθούν ως εξέλιξη των διαφόρων 

παραστατικών συµβολιστικών συστηµάτων που εµφανίστηκαν στα µαθηµατικά µετά 

την Αναγέννηση. Κανένα όµως από αυτά δεν φαίνεται να ήταν το «καθολικό», αλλά 

καθένα από αυτά εξυπηρετούσε την αντίστοιχη µαθηµατική πρακτική. Σταδιακά, τα 

τυπικά συστήµατα κατέλαβαν µία εξαιρετικά πλεονεκτική θέση αξιώνοντας το ρόλο 
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του καθολικού, του τέλειου παραστατικού συστήµατος (Ρουσόπουλος, 1991). Στη 

διάρκεια της ενασχόλησης επιστηµόνων µε το ζήτηµα του «καθολικού συστήµατος», 

παρουσιάστηκαν διάφορα προβλήµατα, η λύση των οποίων οδήγησαν σε εξέλιξη τη 

θεωρία της µαθηµατικής λογικής. Χαρακτηριστικά µπορούµε να αναφέρουµε το 

µεγάλο πρόβληµα της παρέµβασης της γλώσσας για τον Peano, ο οποίος 

ενδιαφέρεται να εξυπηρετήσει τη µαθηµατική καθαρότητα και να αποφύγει της 

πιθανές παρερµηνείες της µαθηµατικής γλώσσας. Για το λόγο αυτό κατασκευάζει ένα 

σύστηµα αξιωµάτων για τους φυσικούς αριθµούς και χρησιµοποιεί το 

λογικοµαθηµατικό συµβολισµό µε τρόπο που υπερβαίνει τις προσπάθειες των Boole 

και Schroeder µία εποχή, όπου δεν γνώριζε τη δουλειά του Frege (Ρουσοπουλος, 

1991). 

Στον ορισµό των συµβόλων από την εννοιογραφία του Frege, αναφέρονται για 

τη γενική θεωρία µεγεθών δύο ειδών σηµεία (σύµβολα), « το πρώτο είδος αποτελείται 

από γράµµατα, το κάθε γράµµα συµβολίζει είτε έναν αριθµό που αφήνεται 

απροσδιόριστος είτε µία συνάρτηση που αφήνεται απροσδιόριστη. Η απροσδιοριστία 

αυτή µας επιτρέπει να χρησιµοποιούµε γράµµατα για να εκφράσουµε την καθολική 

εγκυρότητα των προτάσεων π.χ. (a+b)·c=a·c+b·c. Το καθένα από αυτά έχει το 

ιδιαίτερο του νόηµα» (Ρουσόπουλος, 1991, σελ. 188). Αργότερα, ο Russell 

διαφοροποιείται από το λογικισµό του Frege, κάτι που γίνεται εµφανές από τον τρόπο 

που αντιµετωπίζει τους ορισµούς και τον ρόλο που παίζουν αυτοί στην αποδεικτική 

διαδικασία. Για τον Russell, όπως αναφέρει ο Αναπολιτάνος (1985, σελ. 232), «ένας 

ορισµός είναι µία καταφατική δήλωση ότι κάποιο νέο σύµβολο ή κάποιος νέος 

συνδυασµός συµβόλων, που εισάγεται µε τον ορισµό σηµαίνει το ίδιο πράγµα µε κάποιο 

άλλο συνδυασµό συµβόλων του οποίου το νόηµα είναι ήδη γνωστό». Σύµφωνα µε τον 

Αναπολιτάνο (1985, σελ. 232) «ο ορισµός δεν είναι υπεύθυνος για την εισαγωγή νέων 

εννοιών που δεν προϋπήρχαν και δεν έχει κανένα οντολογικό περιεχόµενο, αλλά 

εισάγει ένα νέο σύµβολο ή ένα νέο συνδυασµό συµβόλων ως συντοµογραφία κάποιου 

ήδη υπάρχοντος συνδυασµού συµβόλων. Ένα παράδειγµα θα µπορούσε να είναι η 

εισαγωγή στα πλαίσια της κατά Ζermelo-Fraenkel θεωρίας του συµβόλου ⊆  έτσι ώστε 

ο τύπος yx ⊆  να θεωρείται συντοµογραφία του τύπου ( )yzxzz ∈→∈∀ ». 
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Στο γεµάτο σύµβολα βιβλίο Principia Mathematica των Russell και Whitehead, 

γίνεται µία µεγάλη προσπάθεια για την καθιέρωση της τυποποίησης των 

µαθηµατικών και την εδραίωση τους πάνω στη λογική. Η πολυπλοκότητα του 

εγχειρήµατος, οδηγεί τους συγγραφείς του βιβλίου στην εισαγωγή περιττών 

συµβόλων και τους υποχρεώνει, να αποδεικνύουν θεωρήµατα που αφορούν µόνο το 

συµβολισµό, όπως παρατηρεί ο Quine (1967) και αναφέρει ο Χριστοδουλίδης (1993, 

σελ. 81). Σύµφωνα µε τη λογικιστική θεώρηση, τα µαθηµατικά δεν είναι τίποτε άλλο, 

παρά χειρισµός συµβόλων τα οποία δεν µεταδίδουν κανένα περιεχόµενο 

(Χριστοδουλίδης, 1993). 

 

Φωτογραφία σελίδας από το βιβλίο Principia Mathematica των Russell και Whitehead. 

Η θεµελίωση των λογικιστών και των φορµαλιστών, προσέφερε βεβαιότητα και 

αξιοπιστία στα µαθηµατικά. Οι µεν πρώτοι, προσπαθώντας να κάνουν τα µαθηµατικά 

ασφαλή τα µετατρέπουν σε ταυτολογία, οι δε δεύτεροι, σε ένα παιχνίδι (Davis & 

Hersh, 1981). Η άποψη, η οποία διατυπώνεται από τον Tomae για τον φορµαλιστικό 
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παιχνίδι (game formalism) και αναφέρεται από τον Αναπολιτάνο (1985, σελ. 242), 

αποτυπώνει καθαρά τη σχέση των µαθηµατικών µε τα σύµβολα: «Η αριθµητική και 

γενικότερα τα µαθηµατικά έχουν σαν αντικείµενο τους αριθµητικά, ή µαθηµατικά 

σύµβολα χωρίς να αποτελούν θεωρίες για συνδυαστική χρήση των συµβόλων αυτών». 

Για τους φορµαλιστές, οι κανόνες χρήσης των συµβόλων είναι έξω από το 

µαθηµατικό παιχνίδι και δεν είναι ούτε µπορούν να αποτελέσουν το αντικείµενο 

µελέτης. Όπως δηλαδή οι κανόνες του σκακιού δεν αποτελούν µέρος κάποιας 

συγκεκριµένης παρτίδας, έτσι και οι κανόνες χρήσης των µαθηµατικών δεν 

αποτελούν µέρος της αντίστοιχης συγκεκριµένης µαθηµατικής πράξης. Σύµφωνα µε 

τον Tomae (Αναπολιτάνος, 1985, σελ. 242), οι κανόνες για τη «συνδυαστική χρήση 

των µαθηµατικών συµβόλων αντιστοιχούν σε a priori ιδιότητες της νόησης και γι’ αυτό 

δεν είναι αντικαταστάσιµοι». Ο µη ακριβής καθορισµός αυτών των κανόνων, οι 

οποίοι από τη µία διαπραγµατεύονται κενά περιεχοµένου µαθηµατικά σύµβολα και 

από την άλλη προϋποθέτουν κάποιες µαθηµατικές έννοιες, είναι σύµφωνα µε τον 

Αναπολιτάνο (1985) η βασική αδυναµία του φορµαλισµού – παιχνίδι. Ένα 

παράδειγµα είναι το ότι «η αναγνώριση της χρονικά επάλληλης γραφής δύο 

διαφορετικών συµβόλων, προϋποθέτει την έννοια του διατεταγµένου ζεύγους και κατ’ 

επέκταση την έννοια της δυάδας» (Αναπολιτάνος, 1985, σελ. 243). Για τους 

φορµαλιστές, τα µαθηµατικά έχουν κωδικοποιηθεί σε µία τυπική γλώσσα, ένα 

σύνολο από άδεια σύµβολα σε σειρά και οι αποδείξεις τους έχουν γραφτεί µε έναν 

τρόπο που µπορεί να ελεγχθεί από µηχανή. Όσον αφορά τη σηµασία των συµβόλων, 

γίνεται κάτι εξωµαθηµατικό. Τα άδεια αυτά σύµβολα αποκτούν νόηµα µόνο µέσα 

από το φορµαλιστικό παιχνίδι. Οι µαθηµατικοί τύποι και οι προτάσεις δεν έχουν 

περιεχόµενο µέχρι να εφοδιαστούν µε µία ερµηνεία, ώστε να αποκτήσουν σηµασία 

και να µπορέσουν έτσι να χαρακτηριστούν αληθείς ή ψευδείς, κάτι που δεν έχει να 

κάνει µε τη φυσική ερµηνεία (Davis & Hersh, 1981, Αναπολιτάνος, 1985). 

Η διαδικασία της παρουσίασης των µαθηµατικών ιδεών µε συµβολική µορφή, 

είναι πλέον δεδοµένη σε κάθε µαθηµατική συνδιάλεξη, έχοντας ως αποτέλεσµα 

συχνά ένα κέρδος στην ακρίβεια και µία απώλεια στην πιστότητα. Ωστόσο, όπως 

γίνεται φανερό από πολλές µαθηµατικές εφαρµογές, «ορισµένες φορές φαίνεται ότι τα 

σύµβολα επιστρέφουν περισσότερα από όσα τους δόθηκαν, ότι είναι πιο σοφά από τους 

δηµιουργούς των» (Davis & Hersh, 1981 σελ. 135). 
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2.4 Συνεισφορά των συµβόλων στη µαθηµατική σκέψη 

Σε κάθε προσπάθεια να εκτιµηθεί η εξέλιξη των µαθηµατικών είναι δεδοµένο 

ότι οι έννοιες που βρίσκονται πίσω από τα σύµβολα είναι πολύ πιο σηµαντικές από 

αυτά. Η συνεισφορά του µαθηµατικού συµβολισµού όµως κατά τη διάρκεια αυτής 

της εξέλιξης δεν ήταν αµελητέα. Το ίδιο συµβαίνει και σε κάθε εκπαιδευτική πράξη, 

όπου µπορεί η κατανόηση των εννοιών από τον εκπαιδευόµενο να είναι πρωταρχικής 

σηµασίας και επιδίωξης, παράλληλα όµως, η ερµηνεία, η κατανόηση και η ορθή 

χρήση του συµβολισµού, συνεισφέρει αποτελεσµατικά στη διαδικασία της µάθησης. 

Πολλές µαθηµατικές ανακαλύψεις συντελέσθηκαν στη διάρκεια των 

τελευταίων χρόνων, αλλά µόνο αυτές που µπόρεσαν να κατανοηθούν και από τους 

άλλους συνέβαλλαν στην πρόοδο της επιστήµη. Η ύπαρξη ενός ακριβή και σαφή 

συµβολισµού, ο οποίος παράλληλα, διατηρεί την αυστηρή δοµή των εννοιών που 

περιγράφει, συµβάλει προς αυτή την κατεύθυνση. Ένα παράδειγµα που ισχυροποιεί 

αυτήν την άποψη είναι αυτό του Hermann Grassman, ο οποίος δηµοσίευσε το 1844 

ένα βιβλίο µε τίτλο «Die Lineale Ausdehnungslehrer». Σήµερα αυτή η εργασία 

αναγνωρίζεται ως έργο ιδιοφυΐας και συγκεκριµένα µία προαναγγελία αυτού που 

αργότερα θα κατέληγε στη διανυσµατική και τανυστική ανάλυση και στις 

προσεταιριστικές άλγεβρες. Επειδή όµως, η εξήγηση του συγγραφέα ήταν 

συγκεχυµένη, µυστικοπαθής και ασυνήθιστα αφηρηµένη απώθησε τη µαθηµατική 

κοινότητα και αγνοήθηκε για αρκετά χρόνια (Davis & Hersh, 1981). Ένα 

διαφορετικό παράδειγµα για ακριβή και σαφή συµβολισµό, είναι αυτό που συνδέει το 

σύµβολο µε την έννοιας της µεταβλητής. Μέχρι της αρχές του 16ου αιώνα, η επίλυση 

προβληµάτων είχε πολύ λίγες γενικές µεθόδους. Στα τέλη του αιώνα όµως η άλγεβρά 

γίνεται «συµβολική» κατά τον Nesselmann και οι λύσεις των προβληµάτων 

εµφανίζονται σε µεγάλο βαθµό µε µαθηµατικό συµβολισµό, µε χρήση συµβόλων που 

έχουν λίγη προφανή σύνδεση µε τις οντότητες και τις ιδέες που παριστάνουν (Eves, 

1981, Spagnolo, 2006). Οι Vieta και Decartes συµβάλλουν πολύ στην ανάπτυξη και 

εξέλιξη αυτού του συµβολισµού, εισάγοντας, ο µεν πρώτος ενιαίο γράµµα για την 

παράσταση των δυνάµεων µίας ποσότητας, ο δε δεύτερος, τον αριθµό για την 

παράσταση της δύναµης (Eves, 1981, Cajori, 1919). 
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Ένας συµβολισµός ο οποίος είναι εύχρηστος, απλός και λειτουργικός, 

συµβάλει στην αποτελεσµατική χρήση των εννοιών που παριστάνει, την ανακάλυψη 

σχετικών αλγορίθµων και την ευκολία των υπολογισµών. Για παράδειγµα οι εργασίες 

µε τους αριθµούς είναι φανερό ότι εµποδίζονται από ένα πλούσιο σε 

αναπαραστάσεις, συµβολισµό όσο το µέγεθος των αριθµών αυξάνει. Το ινδό αραβικό 

σύστηµα έχοντας ως αρχές (α) µία δεκαδική βάση, (β) ένα σύστηµα θέσης και (γ) µία 

κωδικοποιηµένη µορφή των δέκα ψηφίων (Boyer & Merzbach, 1997) πλεονεκτεί 

έναντι των υπολοίπων. Έτσι, ενώ ο υπολογισµός του γινοµένου  1084·1169 είναι µία 

απλή υπόθεση κάνοντας χρήση του σύγχρονου συµβολισµού και αλγόριθµου, όταν οι 

αριθµοί είναι γραµµένοι σε ρωµαϊκό σύστηµα, δηλαδή MLXXXIV φορές το 

MCLXIX ή αλφαριθµητικό σύστηµα, ¸απδ φορές το ¸αρςθ ,  απαιτείται περισσότερος 

κόπος και χρόνος. Για τις αρχαίες µεθόδους πολλαπλασιασµού, την «ελληνική» και 

την «αιγυπτιακή», ο Van der Waerden (2003, σελ. 44) αναφέρει: «Είναι προφανές ότι 

οι γραπτοί υπολογισµοί ήταν σχετικά πολύπλοκοι. Επιπλέον το χαρτί ήταν ακριβό και 

εποµένως στην πράξη προσέφευγαν στους άβακες και την ψηφοφορία». 

Κάτι αντίστοιχο συνέβη µε τον διαφορικό και απειροστικό λογισµό των 

Newton και Leibniz. Αρχικά, η χρήση των απειροστών και το πηλίκο «0/0» προκαλεί 

αντιρρήσεις και συζητήσεις µεταξύ των µαθηµατικών. Στη συνέχεια ακολουθεί η νέα 

θεώρηση της συνάρτησης από τον Euler, αποδεσµευµένη από τη γεωµετρική 

αναπαράσταση και την έννοια της ταχύτητας, εστιασµένη σε αριθµούς και 

µεταβλητές και στις µεταξύ των σχέσεις. «Με τον Euler η συνάρτηση προσεγγίζεται 

περισσότερο ως τυπική αναπαράσταση παρά ως εννοιολογική αναγνώριση µίας σχέσης. 

Η νέα αυτή θεώρηση στην οποία προσαρµόστηκε τόσο καλά ο συµβολισµός του 

Leibniz, είναι υπεύθυνη σε µεγάλο βαθµό για την αυτόµατη και ραγδαία ανάπτυξη του 

λογισµού κατά τη διάρκεια του 18ου αιώνα» (Boyer, 1959, σελ. 242). Ο συµβολισµός 

του Leibniz, φαίνεται να οδηγεί πιο άµεσα και παραστατικά στην επέκταση των 

ιδεών και των εννοιών του λογισµού, ενώ ο συµβολισµός του Newton παρότι 

περιγράφει πολύ καλά την ταχύτητα και την επιτάχυνση, δείχνει να είναι ανίσχυρος 

για να περιγράψει λογισµό σε συνάρτηση δύο µεταβλητών, κάτι που δηµιουργεί 

δυσκολίες στους Άγγλους µαθηµατικούς που τον υιοθετούν (Bell, 1992). Για 

κάποιους ιστορικούς όµως, δεν είναι η διαφορά του συµβολισµού η αιτία που 

οδήγησε τους Άγγλους µαθηµατικούς σε µειονεκτική θέση σε σχέση µε τους 
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σύγχρονούς τους κέντρο ευρωπαίους, οι οποίοι χρησιµοποίησαν τον συµβολισµό του 

Leibniz, στην εξέλιξη του απειροστικού λογισµού (Boyer & Merzbach, 1997). 

Ορισµένες φορές, όταν η εισαγωγή νέων µαθηµατικών εννοιών προκαλεί 

αµφιβολίες, επιστρατεύεται µία φορµαλιστική άποψη για τη σηµασία των 

συµβόλων και τη συµβολή τους στην εξέλιξη της διαδικασίας. «Όταν για 

παράδειγµα ο Bombeli το 16ο αιώνα εισήγαγε τους φανταστικούς αριθµούς για να 

µπορέσει να λύσει εξισώσεις όπως η  x2=−1 δεν πίστευε ότι οι αριθµοί αυτοί ανήκουν 

στην περιοχή των υπαρκτών µαθηµατικών αντικειµένων. Τουναντίον, θεώρησε πως 

εισάγει απλά σύµβολα τα οποία δεν αντιπροσωπεύουν τίποτα και έχουν νόηµα µόνο 

σαν κενά στοιχεία ενός ενοποιητικού αλγεβρικού φορµαλισµού» (Αναπολιτανος, 1985, 

σελ. 241)  

Άλλες φορές, η µορφή, το µοτίβο (pattern) που δηµιουργεί το σύµβολο 

δηµιουργεί εποπτεία και εικασία και κατευθύνει τη σκέψη των µαθηµατικών 

οδηγώντας τους έτσι σε δηµιουργία γενικεύσεων και στην εξαγωγή αντίστοιχων 

συµπερασµάτων. Ο Oresme για παράδειγµα, γενικεύοντας τη θεωρία αναλογιών 

προγενέστερων µαθηµατικών, συµπεριλαµβάνει κάθε ρητή κλασµατική δύναµη και 

δίνει κανόνες για τη σύµπτυξη των αναλογιών, αντίστοιχους µε τους δικούς µας 

κανόνες για τους εκθέτες. «Αφού  και  συµπεραίνει ότι 6443 = 864 2/1 = 84 2
11
=  Με 

τον δικό του συµβολισµό:  (Cajori, 1919, σελ. 127). 

Ο ίδιος, προτείνει ακόµη τη χρήση ειδικού συµβολισµού για τις κλασµατικές 

δυνάµεις και παράλληλα, κάνει πρόταση για την ύπαρξη αρρήτων αναλογιών, αυτό 

που εµείς σήµερα θα γράφαµε 2x . Η έλλειψη όµως επαρκούς ορολογίας και 

συµβολισµού δεν του επέτρεψαν να αναπτύξει αποτελεσµατικά την έννοια των 

αρρήτων δυνάµεων (Boyer & Merzbach, 1997).  

Σύµφωνα µε τους Boyer & Merzbach (1997), µία από τις κύριες ανακαλύψεις 

του Newton, το θεώρηµα του διωνύµου, ήταν αποτέλεσµα της εξέλιξης του 

συµβολισµού. Οι διωνυµικοί συντελεστές και οι κανόνες διαδοχής τους ήταν γνωστοί 

στους Cardano και Pascal, αλλά η µη χρήση του εκθετικού συµβολισµού του 

Descartes, δεν τους οδηγεί στην απλή µετάβαση από µία ακέραια δύναµη σε µία 
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κλασµατική. Αυτό γίνεται από τον Newton, ως µέρος της µεθόδου του για τις  

απειροσειρές, µετά από την καθιέρωση της κλασµατικής δύναµης από τον Wallis. 

Αντίστοιχη µετάβαση σε µία γενίκευση, έχουµε όταν µετά από τη σύγκριση των 

τεταγµένων του κύκλου x2+y2=1 και της υπερβολής x2-y2=1 για πολλά χρόνια από 

τους µαθηµατικούς του 18ου αιώνα, ο Ιταλός Vincenzo Riccati πρότεινε τον ορισµό 

των υπερβολικών συναρτήσεων. Αργότερα ο Lambert εισήγαγε τα σύµβολα sinh(x) 

cosh(x) tanh(x) για τις υπερβολικές συναρτήσεις κατ’ αντιστοιχία των κυκλικών 

συναρτήσεων της κανονικής τριγωνοµετρίας (Boyer & Merzbach, 1997). 

Όµως, η δύναµη της µορφής που διαµορφώνεται από τις ίδιες τις έννοιες και 

κάποιες φορές και από τη συµβολική τους αναπαράσταση, δεν οδηγεί πάντοτε σε 

εξέλιξη. Κατά τη διάρκεια του 18ου αιώνα, όπου «είχαµε µία προσπάθεια ποσοτικής 

κυρίως διεύρυνσης του µαθηµατικού οικοδοµήµατος, εµπνευσµένη από τις τεράστιες 

δυνατότητες των νέων εργαλείων του µαθηµατικού λογισµού του 17ου αιώνα, οι 

αποδείξεις έµοιαζαν περισσότερο µε δόγµατα και η διαίσθηση είχε αντικαταστήσει 

σχεδόν πλήρως τη λογική» (Τουµάσης, 1999, σελ. 33). Υπήρχε µία τάση για εύρεση 

αποδεικτικών επιχειρηµάτων από τα γεωµετρικά διαγράµµατα, τη φυσική 

παρατήρηση, τις αυθαίρετες αρχές, όπως αυτή της διατήρηση των µορφών ακόµη και 

τη µεταφυσική (Τουµάσης, 1999). Αργότερα, οι µαθηµατικοί του 19ου αιώνα, δεν 

επέτρεπαν η δύναµη του συµβολισµού να υποκαταστήσει την απόδειξη 

διαχωρίζοντας το ζήτηµα της θεµελίωσης της µαθηµατικής αλήθειας από αυτό της 

ανακάλυψής της (Ρουσόπουλος, 1991). Για τους Boyer & Merzbach (1997), η 

ανακάλυψη της άλγεβρας των τετραδικών που επινόησε ο Hamilton το 1834, ήταν 

πολύ σηµαντική για την εποχή, κυρίως γιατί παρουσίασε τη µεγάλη ελευθερία των 

µαθηµατικών να κατασκευάζουν αλγεβρικές δοµές που δεν χρειαζόταν να 

ικανοποιούν τους περιορισµούς που έθεταν οι αποκαλούµενοι «θεµελιώδεις νόµοι», 

οι οποίοι υποστηρίζονταν από την ασαφή αρχή της σταθερότητας της µορφής και 

αναφέρονταν χωρίς εξαίρεση. 

Η παραγωγική δύναµη των µαθηµατικών συλλογισµών και η πίστη ορισµένων 

σε αυτή, οδήγησε στην εφαρµογή µαθηµατικών µεθόδων και σε άλλους τοµείς. Οι 

λόγιοι του µεσαίωνα έψαχναν για λογικές αποδείξεις των θεολογικών θεωρηµάτων 

(Davis & Hersh, 1981), η στάση του Spinoza απέναντι στην ηθική είναι «more 

geometrico», προσεγγίζοντας στην ανάπτυξη της διατριβής του, Ethica (Ordina 
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Geometrica Demonstrata), τη δοµή από το αξιωµατικό σύστηµα του Ευκλείδη (Bell, 

1992). Τα σύµβολα και τα µαθηµατικά έρχονται να βοηθήσουν στη διατύπωση 

νόµων και εκφράσεων, αφού έχουν τη δυνατότητα παράστασης εµπειρικών ή νοητών 

αντικειµένων και τη µεταξύ των σχέση. Ακόµη και όταν τα µεγέθη που 

υπεισέρχονται δεν είναι απολύτως µετρήσιµα, µε έναν τύπο υπάρχει η δυνατότητα να 

δηλωθεί η µεταξύ των µεγεθών σχέση. Ο Daniel Bernouli είναι γνωστός στα 

µαθηµατικά από τη διάκριση που έκανε στη θεωρία πιθανοτήτων, ανάµεσα στη 

µαθηµατική προσδοκία και στην «ηθική προσδοκία» ή ανάµεσα στη φυσική τύχη και 

στην ηθική τύχη. Υπέθεσε ότι µία µικρή αύξηση στα υλικά αγαθά ενός ατόµου 

προκαλεί µία αύξηση στην ικανοποίηση του, η οποία είναι αντιστρόφως ανάλογη µε 

τα αγαθά. Παρουσίασε την εξίσωση που περιγράφει την παραπάνω αρχή 

dm=K(dp/p), όπου m είναι η ηθική τύχη, p είναι τα υλικά αγαθά και Κ είναι µία 

σταθερά αναλογίας. (Boyer & Merzbach, 1997) 

Τα µαθηµατικά έχοντας ως χαρακτηριστικά την αφαιρετική σκέψη, τις 

διαδικασίες γενίκευσης, τη µεθοδολογική και λογική συµπερασµατολογία, την 

ακριβή και σαφή περιγραφή, παρά τις δυσκολίες και κρίσεις που παρουσιάστηκαν 

επηρέασαν τη σκέψη και την πρακτική σε πολλούς επιστηµονικούς τοµείς. Το ίδιο 

όµως φαίνεται να συµβαίνει και µε την εφαρµογή και τη διάδοση του συµβολισµού 

και της δοµής που προέρχεται από µία σωστή χρήση του.  

Χαρακτηριστικές είναι οι φράσεις του Fregge (Ρουσόπουλος, 1991, σελ. 67) 

«Παρηγορούµε µε τη διαπίστωση ότι η τελειοποίηση της µεθοδολογίας βοηθάει 

επίσης στην επιστηµονική πρόοδο...»  

και του Russell  (Wittgenstein, 1978, σελ. 35) 

« Γιατί µια καλή σηµειογραφία έχει την ικανότητα για λεπτές διακρίσεις και 

υποβολή, γεγονός που µερικές φορές την κάνει να µοιάζει µε ζωντανό δάσκαλο. 

Σηµειογραφικές αντικανονικότητες είναι συχνά το πρώτο σηµάδι για την ύπαρξη 

φιλοσοφικών σφαλµάτων και µία τέλεια σηµειογραφία θα µπορούσε να υποκαταστήσει 

τη σκέψη...» 
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3 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΠΟΡΕΙΑ ΕΞΕΛΙΞΗΣ ΚΑΙ ΧΡΗΣΗΣ  
 

Είναι γεγονός ότι η ιστορική πορεία εξέλιξης και χρήσης των µαθηµατικών 

αντικειµένων καθώς και των αντίστοιχων συµβόλων, είναι συνδεδεµένη µε την 

εξέλιξη της ίδιας της επιστήµης και του ανθρώπινου πολιτισµού. Η εξέλιξη αυτή 

γίνεται φανερή από την εµφάνιση νέων ιδεών, την ανακάλυψη νέων εννοιών, τη 

χρήση νέων µεθόδων και τεχνικών, παράλληλα µε την εµφάνιση και εξέλιξη του 

µαθηµατικού συµβολισµού. Επιστήµες και πολιτισµός αλληλεπιδρούν µεταξύ τους, 

µε αποτέλεσµα την πρόοδο και την εξέλιξη, αντικατοπτρίζοντας κάθε περίοδο 

ανάγκες και συµβιβασµούς της εποχής. 

 

3.1 Το σύστηµα των αριθµών 

Οι πρώτες αντιλήψεις που απέκτησε ο άνθρωπος για τους αριθµούς ανάγονται 

στην Παλαιολιθική Εποχή, όπου η κύρια ενεργητικότητα των ανθρώπων, 

περιοριζόταν στις στοιχειώδεις διαδικασίες, απαραίτητες για τη συλλογή τροφής. Την 

περίοδο αυτή σταδιακά, οι άνθρωποι κατασκεύασαν όπλα για κυνήγι και ψάρεµα, 

ανέπτυξαν µία γλώσσα για επικοινωνία και αργότερα εµπλούτισαν τη ζωή τους µε 

δηµιουργικές µορφές τέχνης, οι οποίες φαίνεται να είχαν κάποιο τελετουργικό νόηµα. 

Η πρόοδος προς την κατανόηση αριθµητικών αποτιµήσεων, θα πρέπει να συνδυαστεί 

µε την αλλαγή στη στάση του ανθρώπου απέναντι στη φύση και την ανάγκη του 

ανθρώπου για την απόκτηση της τροφής. Η αλλαγή της στάσης από παθητική, µε 

κύριο χαρακτηριστικό τη συλλογή τροφής, σε ενεργητική, η οποία χαρακτηρίζεται 

από την παραγωγή τροφής, φαίνεται να αναπτύσσει, παράλληλα µε άλλες τεχνικές 

κυρίως δεξιότητες, τις βασικές αρχές της αριθµητικής όπως για παράδειγµα την ένα 

προς ένα αντιστοιχία δύο συνόλων (Struik, 1966). Ένα παράδειγµα σχετικό µε αυτή 

τη διαπίστωση, προέρχεται από τη φυλή Wedda, η οποία έχει χαµηλό πολιτισµικό 

επίπεδο. Στη γλώσσα της φυλής αυτής, δεν υπάρχουν λέξεις για τους αριθµούς, ενώ η 

µέτρηση ενός πλήθους από αντικείµενα γίνεται µε αντιστοίχιση των αντικειµένων 

αυτών, µε ένα σύνολο από ραβδάκια - sticks (Menniger, 1969). Η εισαγωγή των 

αριθµητικών όρων σε συχνή χρήση, έγινε µε αργό ρυθµό, δηλώνοντας στην αρχή 

µάλλον ποιότητα παρά ποσότητα. Οι λέξεις χρησιµοποιούνταν για να γίνει η 

διάκριση ανάµεσα στο «ένα», µε την έννοια του «κάποιο» και όχι του «ένα 
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συγκεκριµένο», στο «δύο» και στο «πλήθος». Κάτι τέτοιο γίνεται φανερό από τους 

δυϊκούς τύπους που υπάρχουν σε ορισµένες γλώσσες, όπως για παράδειγµα η λέξη 

«τρία» εκφωνείται «δύο και ένα» (Struik, 1966). Στην Αφρική υπάρχουν ακόµη 

φυλές µε πρωτόγονο πολιτισµό, που δεν έχουν λέξεις για την απόδοση όλων των 

αριθµών, όπως για παράδειγµα οι φυλή των Damara, η οποία έχει µόνο τρεις λέξεις 

για να εκφράσει όλους τους αριθµούς (Menniger, 1969). Κάποιοι πρωτόγονοι λαοί, 

σταµατάνε την προφορική αρίθµηση στο τέσσερα, λέγοντας για την επόµενη σε τάξη 

µεγέθους ποσότητα, «είναι πολλά» (Τουµάσης, 1999, Menniger, 1969). Αυτή η 

διακοπή της αρίθµησης στο τέσσερα, αποδίδεται από το Menniger (1969) στο 

γεγονός ότι, η µέτρηση γίνεται µε τα 4 δάχτυλα του χεριού – χωρίς τον αντίχειρα, ή 

στο ότι το «τέσσερα» δηλώνει ήδη µία σηµαντική ποσότητα. Με παρόµοιο τρόπο, οι 

Αιγύπτιοι για να δηλώσουν την έννοια «πλήθος» ή «πολλά», παρουσιάζουν τρεις 

όµοιες φιγούρες (Σχήµα 1). Για παράδειγµα ένα µάτι µε τρεις γραµµές για δάκρυα, 

δηλώνει το κλάµα. 

 
Σχήµα 1. Σχήµατα µε τη χρήση του αριθµού τρία από τους Αιγυπτίους, για να δηλώσουν την 

έννοια «πολλά» (Menniger, 1969, σελ. 17). 

 

Η ανάπτυξη των τεχνών και του εµπορίου, δηµιούργησαν την ανάγκη για 

συναλλαγές και επικοινωνία µεταξύ των ανθρώπων, προωθώντας παράλληλα το 

σχηµατισµό των γλωσσών σε µία µικρή κοινωνία. Κάτι τέτοιο, είχε ως συνέπεια την 

εξέλιξη της έννοιας του αριθµού, τόσο για καταγραφή µεγεθών όσο και για 

υπολογισµούς, ενώ παράλληλα, γεννήθηκε η ανάγκη για µέτρηση, κάτι το οποίο 

απαιτούσε σύγκριση µε κάποιο σταθερό πρότυπο (Struik, 1966). Τα πρώτα δείγµατα 

παράστασης αριθµών, βασίζονται στην προσθετική αρχή. Έτσι, οι αριθµοί 

παριστάνονται µε γραµµές, η µία πλάι στην άλλη, οι οποίες ταξινοµούνται και 

δηµιουργούν ενότητες γραµµών συγκεκριµένου πλήθους συνήθως. Στην καθηµερινή 

πρακτική οι άνθρωποι, εφάρµοζαν την προσθετική αρχή, µε τη χρήση των δακτύλων 
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του ενός ή και των δύο χεριών, µία πρακτική που συνηθιζόταν στο εµπόριο. 

Μία άλλη βασική αρχή της αρίθµησης, είναι η ταξινόµηση και οµαδοποίηση 

των ποσοτήτων (ordering and grouping), µε σκοπό την ευκολία στη µέτρηση και 

τους υπολογισµούς. Η πρώτη πιθανή οµαδοποίηση είναι η δυάδα, όπως δηλώνει η 

ύπαρξη ξεχωριστής λέξης για το ζευγάρι (Menniger, 1969). Παράλληλα, οι 

διαδικασίες σύνδεσης των αριθµών µε τα δάχτυλα των χεριών, οδήγησαν στην 

αρίθµηση αρχικά µε βάση το πέντε και ύστερα µε βάση το δέκα. Μία από τις πρώτες 

γραπτές αναφορές στην οµαδοποίηση µε βάση το πέντε όπως επισηµαίνει ο 

Menniger, (1969), υπάρχει στην Οδύσσεια (4, 412-413), µε την λέξη «πεµπτάσσεται»  

…aÙt¦r ™p¾n p£saj pemp£ssetai ºd� ‡dhtai, 

lšxetai ™n mšssVsi, nomeÝj ìj pèesi m»lwn. 

Η αρίθµηση µε τα δάχτυλα έχει κάνει ανεξάρτητα την εµφάνιση της, σε 

διαφορετικούς πολιτισµούς. Για παράδειγµα, η φυλή των Ινδιάνων Dene-Dinjie 

σχηµατίζει τις λέξεις για τους αριθµούς µέχρι το πέντε χρησιµοποιώντας λέξεις για τα 

δάχτυλα του χεριού, σε µία φυλή στην Ινδονησία, υπάρχει για την αρίθµηση η 

οµαδοποίηση µε βάση το 20 και παράλληλα µε την προσθήκη της λέξης «χέρι» στον 

βασικό αριθµό του συστήµατος, εκφράζεται το 100 (100=5x20) (Menniger, 1969), 

ενώ κάποιοι άλλες φυλές έχουν για τον αριθµό «δύο» τη φράση «δύο δάχτυλα» 

(Hughes, 1996). Η παράσταση των αριθµών µε σχηµατισµό των δακτύλων παρέµεινε 

σε εκδόσεις βιβλίων µέχρι τον 18ο αιώνα (Menniger, 1969). Η οµαδοποίηση των 

αριθµών, εφαρµόζεται σταδιακά τόσο στη συµβολική παράσταση, όσο και στις λέξεις 

που τους περιγράφουν. Αυτό γίνεται φανερό, από το γεγονός ότι οι περισσότερες 

γλώσσες, σύγχρονες και µη, δοµούν τις λέξεις για τους αριθµούς µε βάση το 5, το 10 

και το 20. Για παράδειγµα, οι λέξεις για τον αριθµό 18 έχουν ως συνθετικά, τις λέξεις 

«δέκα» και «οκτώ» - achtzehn, στα Γερµανικά - ή «είκοσι» πλην «δύο» - duo-de-

viginti, στα Λατινικά  (Menniger, 1969).  

Οι διαφορετικές ανάγκες αρίθµησης, που πηγάζουν κυρίως από τις µελέτες 

φαινοµένων, το εµπόριο και τις συναλλαγές, ήταν οι αιτίες για οµαδοποιήσεις κατά 

20 ή κατά 60 µονάδες ή κατά µία ιδιαίτερη ενότητα π.χ. 12 µονάδες (ντουζίνα-

δωδεκάδα). Επιπλέον, κάποιες προλήψεις για τη «µαγική- υπερφυσική» δύναµη των 

αριθµών, οδήγησαν στη χρήση των αριθµών αυτών για το µέτρηµα σε οµάδες. Για 

παράδειγµα, ο αριθµός επτά, παρότι στις µέρες µας έχει χάσει την υπερφυσική του 

 35



δύναµη, παραµένει ζωντανό µέτρο οµαδοποίησης, µε την εβδοµάδα των επτά 

ηµερών. Σε αυτό το αρχικό στάδιο αρίθµησης, οι λέξεις φαίνεται να εκφράζουν ένα 

χαρακτηριστικό για το πλήθος των µονάδων συγκεκριµένης οµάδας αντικειµένων και 

οι αριθµοί να περιγράφουν το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου. Για παράδειγµα 

περιγράφονται τα «πέντε ζώα» ως ένα σύνολο και το «πέντε» ως χαρακτηριστικό του 

συνόλου, αλλά όχι µε την αφηρηµένη έννοια (abstract concept) του αριθµού «πέντε» 

(Menniger, 1969). 

Η αρχή της ένα προς ένα αντιστοιχίας, η οποία αποτελεί τη βάση για τη χρήση 

των δακτύλων, αποτελεί παράλληλα την προϋπόθεση για την πιο βασική µορφή 

γραπτής αναπαράστασης, αυτή των γραµµών. Οι επαναλαµβανόµενες γραµµές, είναι 

από τις παλαιότερες γνωστές µεθόδους αναπαράστασης αριθµών. Σηµάδια πάνω σε 

κόκαλα, εγκοπές πάνω σε ραβδιά, κόµποι δεµένοι στη σειρά, και συλλογές από 

διάφορα βότσαλα ή όστρακα, συγκαταλέγονται επίσης, ανάµεσα στις πιο πρωτόγονες 

αναπαραστάσεις που έχουν βρεθεί. Τις περισσότερες φορές, οι γραµµές που 

αναπαριστούν αριθµούς είναι διευθετηµένες σε σειρές και ταξινοµηµένες σε οµάδες 

των πέντε (Struik, 1966). ∆ιάφορα συστήµατα γραµµών έχουν χρησιµοποιηθεί µέσα 

στους αιώνες και χρησιµοποιούνται ακόµη και σήµερα σε κάποια µέρη της Αφρικής 

και της Ασίας. Σε απλές περιπτώσεις, οι γραµµές χρησιµοποιούνται σήµερα στις 

σύγχρονες κοινωνίες για πρακτικούς κυρίως λόγους, σε διάφορες δραστηριότητες. 

Για παράδειγµα χρησιµοποιούνται για ανάγκες καταγραφής σε στατιστικούς 

ελέγχους, όπου µία µονάδα καταγράφεται µε µία γραµµή και η πεντάδα συνήθως 

παρουσιάζεται µε την πέµπτη γραµµή πλάγια ώστε να είναι εµφανής η οµάδα των 

πέντε παρατηρήσεων όπως στο επόµενο σχήµα  (Hughes, 1996, Struik, 1966). 

Το επόµενο βήµα στην ανάπτυξη της παράστασης των αριθµών, είναι η 

εισαγωγή συµβόλων και η δηµιουργία των αριθµητικών συστηµάτων. Τα σύµβολα 

που υιοθετούνται δεν έχουν πάντα προφανή σχέση µε την εικονική αναπαράσταση 

των αριθµών µε γραµµές, αλλά βασίζονται στην αρχή της οµαδοποίησης και της 

προσθετικής αρχής. Οι αναπαραστάσεις των αριθµών από το 1 µέχρι το 5, σχεδόν σε 

όλα τα πρώτα συστήµατα, βασίζονται στις γραµµές, ενώ για τους µεγαλύτερους 

αριθµούς γίνεται εισαγωγή «κοµβικών» αριθµών µε σύµβολα τα οποία δεν 

παραπέµπουν µε κάποιο τρόπο στην αξία του αριθµού (Hughes, 1996). Για 

παράδειγµα, το Αιγυπτιακό σύστηµα όπως και το Ρωµαϊκό, ακολουθεί την 
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προσθετική αρχή, είναι απλό και πρωτόγονο και οι αριθµοί παριστάνονται (Σχήµα 2), 

µε επανάληψη συγκεκριµένων συµβόλων (Struik, 1966, Van der Wearden, 2003). 

 
Σχήµα 2. Αιγυπτιακοί και Ρωµαϊκοί ταξινοµηµένοι αριθµοί (Menniger, 1969, σελ. 42) 

 

Στα δύο συστήµατα υπάρχει µία διαφοροποίηση. Συγκεκριµένα, ενώ στο 

Αιγυπτιακό σύστηµα, κάθε αριθµός εκτός των κοµβικών, προκύπτει από τον 

προηγούµενο του µε προσθήκη µίας γραµµής, στο Ρωµαϊκό χρησιµοποιείται σε 

κάποιες περιπτώσεις η έννοια της αφαίρεση (Πίνακας 1).  

 

Σύγχρονη γραφή Αιγυπτιακά ιερογλυφικά Ρωµαϊκά 

8  VIII (5+3) 

9  IX (10-1) 

19  XIX (10+9) 

 

Πίνακας 1. Παράσταση των αριθµών 8, 9 και 19 µε το Ρωµαϊκό και το Αιγυπτιακό σύστηµα 

 

Παράλληλα, στο Αιγυπτιακό σύστηµα υπάρχει ειδικό σύµβολο για την 

παράσταση των κλασµατικών µονάδων, κλάσµατα δηλαδή µε αριθµητή τη µονάδα. 

Αυτή είναι η αιτία ύπαρξης στην υπολογιστική τέχνη των  Αιγυπτίων, του λογισµού 

µε σκοπό την αναγωγή σε κλάσµατα της µορφής 1/α (Van der Wearden, 2003, Struik, 

1966). Οι κλασµατικές µονάδες συµβολίζονταν µε το σύµβολο του αριθµού και την 
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προσθήκη ενός ειδικού συµβόλου στο πάνω µέρος του αριθµού, που σηµαίνει µέρος. 

Για παράδειγµα, το 1/12 συµβολίζεται ως    (Van der Wearden, 2003). 

Οι Αιγύπτιοι χρησιµοποιούσαν αρχικά το ιερογλυφικό σύστηµα, ενώ αργότερα 

το σύστηµα αυτό εξελίχθηκε σε µία κρυπτογραφηµένη έκδοση, η οποία ονοµάζεται 

ιερατική γραφή. Η ιερατική γραφή, ήταν σύµφωνα µε τον Cajori (1928), αποτέλεσµα 

της γρήγορης γραφής των ιερογλυφικών, µε ένα είδος ραβδογλύφου πάνω σε πάπυρο. 

Μία Τρίτη µορφή αιγυπτιακής γραφής, (Σχήµα 3), η οποία ονοµάστηκε δηµώδης ή 

λαϊκή, αναπτύχθηκε γύρω στο 800 π.Χ. και είναι αυτή, που οδήγησε στην εκλαΐκευση 

της γραφής των αριθµών (Cajori, 1928).  

 
Σχήµα 3. Οι τρεις διαφορετικές γραφές ιερογλυφική, ιερατική και δηµώδης, για το αριθµητικό 

σύστηµα των Αιγυπτίων (Cajori, 1928, σελ. 12) 

Οι υπολογισµοί των Αιγυπτίων, έχουν ως κυρίαρχο στοιχείο την πρόσθεση. 

Έτσι, τα κλάσµατα γράφονται ως άθροισµα κλασµατικών µονάδων και η πράξη του 

πολλαπλασιασµού, µία γραπτή πράξη, γράφεται και αυτή ως ένα είδος πρόσθεσης. Οι 

πρακτικοί υπολογισµοί γίνονταν περίπλοκοι ενώ η τάξη των γραφέων ασχολείται µε 

αυτούς. Παράλληλα µε τους πρακτικούς υπολογισµούς, στην Αίγυπτο υπήρξε και 

θεωρητικό ενδιαφέρον για την αριθµητική, γνωστό ως «υπολογισµοί αχά». Οι 

υπολογισµοί αυτοί, αντιστοιχούν σε γραµµικές εξισώσεις µε ένα άγνωστο, τις οποίες 
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όπως και τις δυωνυµικές εξισώσεις, οι Αιγύπτιοι µε την επίπονη και πρωτόγονη 

υπολογιστική τεχνική τους, δεν µπόρεσαν να υπερβούν µε επιτυχία (Van der 

Wearden, 2003). 

Το ίδιο πολύπλοκοι και χρονοβόροι είναι οι υπολογισµοί µε το Ρωµαϊκό 

σύστηµα. Βέβαια η χρήση των αβάκων – αρχαίων υπολογιστικών µηχανών - 

διευκόλυναν τις διαδικασίες υπολογισµών. Οι υποστηρικτές της χρήσης ρωµαϊκών 

ψηφίων και του άβακα έναντι των ινδό-αραβικών, για την εκτέλεση των 

υπολογισµών κατά τον Μεσαίωνα, ονοµάστηκαν  αβακιστές. Τα ρωµαϊκά ψηφία 

διατηρήθηκαν τουλάχιστον µέχρι τα τέλη του 15ου αιώνα, όπου και 

αντικαταστάθηκαν σταδιακά από τα σηµερινά ψηφία, του ινδό-αραβικού 

συστήµατος. Η διαµάχη ανάµεσα στους αβακιστές, και στους αλγοριστές, 

υποστηρικτές των ινδό-αραβικών ψηφίων και των αλγορίθµων για τους 

υπολογισµούς, κράτησε πάνω από 400 χρόνια (Eves, 1981). 

Σε αντίθεση µε τους Αιγυπτίους, οι Βαβυλώνιοι είχαν έναν θαυµάσιο 

συµβολισµό για τους ακεραίους και για τα κλάσµατα, ο οποίος τους επέτρεπε να 

κάνουν υπολογισµούς µε κλάσµατα τόσο εύκολα όσο και µε ακεραίους. Αυτό τους 

έδωσε τη δυνατότητα να αναπτύξουν σε υψηλό βαθµό την άλγεβρα. Οι Βαβυλώνιοι 

χρησιµοποιούσαν το εξηκονταδικό σύστηµα και τα εξηκονταδικά κλάσµατα. Το 

σύστηµα αυτό το παρέλαβαν από τους προγενέστερους τους Σουµέριους, οι οποίοι 

αρχικά, δεν είχαν συστηµατικό θεσιακό σύστηµα για όλες τις δυνάµεις του 60 και τα 

πολλαπλάσια τους. Τα πρώτα σύµβολα, τα σχηµάτιζαν µε το άκρο στρογγυλής 

γραφίδας, ενώ αργότερα τα σύµβολα επιµερίστηκαν σε αποτυπώµατα σφηνών (Van 

der Wearden, 2003). Το σχήµα του «1» και του  «60» είναι το ίδιο αλλά το σχήµα του 

60  έχει µεγαλύτερο µέγεθος (Σχήµα 4). Όπως παρατηρεί ο Van der Wearden (2003, 

σελ.33), αυτό συνέβαινε, προφανώς «επειδή το έβλεπαν σαν “µεγάλη µονάδα”». 
 

 
Σχήµα 4. Σύµβολα παράστασης αριθµών από την ύστερη σουµεριακή περίοδο (Van der 

Wearden, 2003, σελ. 33) 
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Στο σύστηµα των Βαβυλωνίων, οι αριθµοί γράφονταν µε το συνήθη δεκαδικό 

συµβολισµό χρησιµοποιώντας δύο σύµβολα. Η απλή κατακόρυφη σφήνα , έχει την 

τιµή 1, ενώ η σφήνα µε δύο άκρα , την τιµή 10. Για παράδειγµα ο αριθµός 35 

γραφόταν . Το ξεχωριστό στοιχείο του συστήµατος αυτού, είναι το 

γεγονός ότι, για τον αριθµό 60 υπάρχει πάλι το σύµβολο του αριθµού 1, οπότε 

παρόµοια, το σύµβολο για το 10 µπορεί να σηµαίνει και τον αριθµό 10 x 60. Με τα 

ίδια σύµβολα παριστάνονται και τα κλάσµατα. Για παράδειγµα, το σύµβολο , για 

το 1, µπορεί να παριστάνει το 60 , το 602 αλλά και το 1/60 ή 1/602 κλπ. Η τιµή ενός 

συµβόλου εξαρτάται, από τη θέση του συµβόλου µέσα στον αριθµό και για το λόγο 

αυτό το σύστηµα χαρακτηρίζεται θεσιακό. Οι ανώτερες δυνάµεις του 60 

τοποθετούνται στην αρχή και οι κατώτερες στο τέλος. Για παράδειγµα, η τιµή του 

συµβόλου , µπορεί να είναι 60+20+4=84 ή 1+24/60=84/60 ή και κάποια 

άλλη τιµή. Η αναγνώριση της τιµής των συµβόλων βασιζόταν στο πλαίσιο στο οποίο 

αναφερόταν, κάτι που αποτελούσε ένα από τα βασικά µειονεκτήµατα του 

συστήµατος αυτού κυρίως για θεωρητικά προβλήµατα (Van der Wearden, 2003, 

Bunt, 1981). Επιπλέον, η έλλειψη ενός συµβόλου για τη µηδενική τιµή σε µία δύναµη 

του 60, δηµιουργούσε µία ακόµη σύγχυση στην αξία ενός συµβόλου. Η έλλειψη 

αυτή, διορθώθηκε µερικώς αργότερα, µε την εισαγωγή στη συγκεκριµένη θέση ενός 

συµβόλου , για τη µηδενική τιµή. Για παράδειγµα, το σύµβολο  µε το νέο 

διαχωριστικό σύµβολο, δηλώνει τον αριθµό 1x602+0x60+4=3604 ενώ χωρίς το 

διαχωριστικό θα µπορούσε να δηλώνει και τον αριθµό 1x60+4=64 (Van der 

Wearden, 2003). 

Αντίθετα µε το ευφυές σύστηµα των Βαβυλωνίων, ο Ελληνικός συµβολισµός, 

είναι απλοϊκός και δύσχρηστος. Το αρχικό σύστηµα Ελλήνων, το Ηρωδιανικό, 

µοιάζει µε αυτό των Ρωµαίων, αλλά µε χρήση των γραµµάτων στο σχηµατισµό των 

συµβόλων (Σχήµα 5). Είναι φανερό ότι χρησιµοποιούνται τα γράµµατα Π, ∆, Χ και 

Μ τα οποία είναι τα αρχικά γράµµατα των λέξεων Πέντε, ∆έκα, Χίλιοι, και Μύριοι, 

και το Η, για το Εκατό. Το σύστηµα αυτό, το χρησιµοποιούσαν αποκλειστικά για 

πληθικούς αριθµούς (Van der Wearden, 2003, Heath, 2001).  
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Σχήµα 5. Ο συµβολισµός των Ελλήνων, ο οποίος καλείται Ηρωδιανικό σύστηµα (Va  der 

Αργότερα, εισήχθη ένας πιο σύντοµο αλφαβητικός συµβολισµός µε τα 24 

γράµµ

 ς

Α=1 Ι=10 Ρ=100 

n

Wearden, 2003, σελ. 42). 

 

ς, 

ατα του αλφαβήτου και τα σύµβολα ² ³ και µ (Πίνακας 2). Με συνδυασµούς 

των γραµµάτων και των συµβόλων, µπορούσαν να παριστάνουν τους αριθµούς µέχρι 

το 999, καθώς και µε την προσθήκη µίας γραµµής στο κάτω µέρος να 

πολλαπλασιάζουν επί χίλια την αξία της συµβολικής παράσταση  για τα πρώτα 9 

σύµβολα. Για να διακρίνονται οι αριθµοί από τις λέξεις, προσθέτανε ένα τόνο στο 

τέλος ή τοποθετούσαν µία παύλα πάνω από τα γράµµατα. Για παράδειγµα ο αριθµός 

1305 συµβολίζεται    ή    , ο αριθµός ¸γ΄ είναι 3.000, ενώ ο ¸δτνβ΄ 

είναι 4.352. Η αλλαγή αυτή σύµφωνα µε τον Cajori (1928) οφείλεται στις εµπορικές 

συναλλαγές των Ελλήνων, µε Φοίνικες, Σύριους και Άραβες. 

 

,ατε΄ ,ατε

Β=2 Κ=20 Σ=200 
Γ=3 Λ=30 Τ=300 
∆=4 Μ=40 Υ=400 
Ε=5 Ν=50 Φ=500 
²=6 Ξ=60 Χ=600 
Ζ=7 Ο=70 Ψ=700 
Η=8 Π=80 Ω=800 
Θ=9 ³=90 µ=900 

 

ίνακας 2. Η παράσταση των αριθµών µ ατα και σύµβολα από τους

ο σύµβολο ²ονοµάστηκε Στίγµα, το σύµβολο ³ είναι το αρχαίο Κόππα και 

το σύ

Π ε γράµµ  Έλληνες 

 

Τ

µβολο µ είναι το αρχαίο Σαµπί (Heath, 2001). 
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Για αριθµούς µεγαλύτερους της µυριάδας Μ=10.000, οι Έλληνες 

χρησι ο νµοποιούσαν το σύµβολο Μ µε τ ν αριθµό για τη  δύναµη στο πάνω µέρος, 

δηλαδή ο αριθµός  
κε
M µγ΄ είναι ο 250043 (Van der Wearden, 2003). Για αριθµούς µε 

µεγαλύτερες δυνάµ  του Μύρια ο Αρχιµήδης και ο Απολλώνιος ανέπτυξαν ένα 

σύστηµα, το οποίο δεν συνδέεται µε τον συνηθισµένο αριθµητικό συµβολισµό και 

έπαιξε περισσότερο ρόλο γυµνάσµατος (Heath, 2001). Το βασικό µειονέκτηµα του 

αλφαβητικού συµβολικού συστήµατος, ήταν το γεγονός ότι, καθιστούσε τις σχέσεις 

ανάµεσα στους αριθµούς ασαφείς. Για παράδειγµα, δεν υπήρχε φανερός συσχετισµός 

ανάµεσα στους αριθµούς, τέσσερα (δ΄), σαράντα (µ΄) και τετρακόσια (υ΄). Επιπλέον, 

καθώς το σύστηµα δεν χρησιµοποιούσε την αξία θέσης, µπορούσε να λειτουργεί 

χωρίς µηδέν, µε αποτέλεσµα κάποιες ιδιότητες των πολλαπλασίων του 10, να µην 

είναι φανερές. Για παράδειγµα, η πρόσθεση του 3 µε το 4 δίνει 7, αλλά αυτό δεν 

φανερώνει, ότι η πρόσθεση του 30 µε το 40 έχει αποτέλεσµα το 70 (Hughes, 1996). 

Παρόλο που οι Έλληνες έκαναν µε αρκετά µεγάλη ευκολία υπολογισµούς µε το 

σύστηµα αυτό, σύµφωνα µε τον Van der Wearden (2003, σελ. 43) «η χρήση 

γραµµάτων για την παράσταση καθορισµένων αριθµών δεν ήταν επωφελής για την 

ανάπτυξη της άλγεβρας στην Ελλάδα», αφού δεν παρείχε τη δυνατότητα παράστασης 

των άγνωστων ποσοτήτων µε τα ίδια γράµµατα. Αργότερα, η διατήρηση των πρώτων 

εννέα ψηφίων και η προσθήκη ενός συµβόλου «ч» για το µηδέν από τους σοφούς του 

Βυζαντίου, σύµφωνα µε τους Boyer & Merzbach (1997), καθιστούσε το σύστηµα µε 

τα γράµµατα εξίσου λειτουργικό µε το σηµερινό, αφού οι µορφές των αριθµών ήταν 

παρόµοιες. Για παράδειγµα ο αριθµός 3520 γραφόταν ως «γεβч». 
Η παράσταση των αριθµών στην Κίνα και την Ιαπωνία 

εις

ακολουθεί αρχικά 

παρόµ

 

παράσ

οιους κανόνες επανάληψης γραµµών για τους µικρούς αριθµούς αλλά η 

παράσταση των µεγαλύτερων χρησιµοποιεί ιδιαίτερα σχήµατα. Στην Κίνα όµως, πριν 

το 221 π.Χ., έχει γίνει αποδεκτό ένα διαφορετικό σύστηµα παράστασης αριθµών, µε 

χρήση µόνο οριζοντίων και καθέτων γραµµών (Lam Lay-Yong, 1986, Cajori,1928).  

Στο Κινέζικο αυτό σύστηµα παράστασης αριθµών (Πίνακας 3), υπάρχει η

ταση µε κατακόρυφες γραµµές για τις µονάδες, µε οριζόντιες γραµµές για τις 

δεκάδες, πάλι µε κατακόρυφες γραµµές για τις εκατοντάδες, πάλι µε οριζόντιες 

γραµµές για τις χιλιάδες, και ούτω καθ’ εξής, όπως φαίνεται στον επόµενο πίνακα: 
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Θέση 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Μονάδες          

∆εκάδες 
         

 

ίνακας 3. Η παράσταση των αριθµών σύµφωνα µε ένα κινέζικο σύστηµα (Lay-Yong, 1986). 

το σύστηµα αυτό που χρησιµοποιούσαν οι Κινέζοι από τη δυναστεία του 

Shang

υµβολισµού στην Ινδία, ακολούθησε τον ίδιο 

δρόµο

Π

 

Σ

, υπάρχει η αρχή της αξίας θέσης, σύµφωνα µε την οποία ένα ψηφίο έχει 

αριθµητική τιµή, ανάλογα µε τη θέση του στην παράσταση του αριθµού. Για 

παράδειγµα ο αριθµός 94571 συµβολίζεται «  ». Επιπλέον, υπήρχε 

δυνατότητα παράστασης του µηδενός, για µία  αφήνοντας κενή την 

αντίστοιχη θέση (Lay-Yong, 1986).  

Η εξέλιξη του αριθµητικού σ

 δύναµη του δέκα,

 που ακολούθησε και στην Ελλάδα. Οι χαράξεις της πρώτης περιόδου, 

παρουσιάζουν κατ’ αρχήν απλές κατακόρυφες γραµµές ταξινοµηµένες σε οµάδες. 

Τον τρίτο π.Χ. αιώνα οι Ινδοί, χρησιµοποιούσαν ένα σύστηµα που θύµιζε το 

Ηρωδιανικό. Στο νεώτερο αυτό σύστηµα διατηρήθηκε η αρχή της επανάληψης και 

υπήρχαν καινούρια σύµβολα για το τέσσερα, το δέκα, το είκοσι και το εκατό  Το 

σύστηµα αυτό είναι γνωστό ως γραφή Kharosti (Boyer & Merzbach, 1997, σελ. 237). 

 
Σχήµα 6. Ταξινοµηµένοι αριθµοί µε γραφή Kharosti (Menniger, 1 9, σελ. 50). 

Η γραφή Kharosti αντικαταστάθηκε σταδιακά από το σύστηµα µε χαρακτήρες 

Brahm

όπως για παράδειγµα, το γεγονός ότι κάθε αριθµός µικρότερος του 10 παριστάνεται 

96

 

i (Σχήµα 7), παρόλο που λείπει το σύµβολο για το µηδέν και το σύστηµα δεν 

είναι θεσιακό, υπάρχουν στοιχεία ικανά να δικαιολογήσουν τη µετέπειτα ανάπτυξη, 

 43



µε ένα µόνο σύµβολο και όχι µε σύµπλεγµα συµβόλων, ενώ µε γρήγορή γραφή τα 

σύµβολα για το δύο και το τρία παραπέµπουν στα σηµερινά (Van der Wearden, 2003, 

Menniger, 1969). 

 

 
Σχήµα 7. Αριθµοί µε γραφή Brahmi (Menniger, 1969, σελ. 395). 

 

Η εξέλιξη π ο σηµερινό 

θεσιακό σύστηµα µε τα γνωστά σύµβολα Gvalior για τα εννέα ψηφία και την 

προσθ

ο ί ρ ς

ι ό ν

Ανατολικά Αραβικά, τα οποία 

χρησι

ου ακολούθησαν οι χαρακτήρες Brahmi, οδήγησαν στ

ήκη ειδικού συµβόλου για το µηδέν (Menniger, 1969). Ειδικά για το σύµβολο 

και την έννοια του µηδενός, ο Freudenthal, όπως αναφέρει ο Van der Wearden (2003) 

πιστεύει, ότι υπάρχει σχέση ανάµεσα στο σηµερινό µηδέν και αυτό που 

χρησιµοποιούσαν οι Βαβυλώνιοι και οι Έλληνες. Η προέλευση του συµβόλου «0» 

σύµφωνα µε τους Menniger, (1969) και Cajori (1928), µπορεί να είναι το αρχικό 

γράµµα «o-όµικρον» της λέξης «ουδέν» το οποίο χρησιµοποιούσαν στα 

εξηκονταδικά κλάσµατα ή το σύµβολο  για τον αριθµό δέκα στη γραφή Brahmi 

(Σχήµα 7). Βασικό στοιχείο τ υ νέου συστήµατος, ε ναι η α χή της αξίας θέση  για 

κάθε ψηφίο του αριθµού. Είναι πολύ πιθανό οι Ινδοί αστρονόµοι και υπολογιστές, να 

γνώριζαν την αρχή αυτή, αφού τη χρησιµοποιούσαν στους ποιητικούς και 

συλλαβικούς αριθµούς (Van der Wearden, 2003). Πολλοί ιστορικοί εκφράζουν την 

άποψη, ότ  αυτή η εξέλιξη των συµβ λω  και η αξιοποίηση της αρχής του θεσιακού 

συστήµατος για την παράσταση των αριθµών από τους Ινδούς, πιθανόν να προήλθε 

από την αξιοποίηση στοιχείων από την Ελληνική αστρονοµία, τη Βαβυλωνιακή και 

Κινέζικη µέθοδο παράστασης των αριθµών (Van der Wearden, 2003, Boyer & 

Merzbach, 1997, Lay-Yong, 1986, Struik, 1966).  

Τα σύµβολα Gvalior, εξελίχθησαν σε (α) ∆υτικά Αραβικά (gubar), τα οποία 

εξελίχθηκαν στα σηµερινά σύµβολα και (β) 

µοποιούνται σήµερα σε αρκετές αραβικές χώρες. Τα σύµβολα Brahmi, όπως 
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φανερώνει και ο πίνακας του Σχήµατος 8, είναι ο πρόγονος πολλών τοπικών µ ρφών 

στην Ινδία οι οποίες χρησιµοποιούνται ακόµη και σήµερα (Menniger, 1969) 

ο

 
Σχήµα 8. Η εξέλιξη των ψηφίων µέχρι τη σηµερινή τους µορφή σε διάφορες ενδιάµεσες 

µορφές, σύµφωνα µε τον Menniger, (1969, σελ.418) 

Η συµβολή τω ερινού συστήµατος 

αρίθµησης, είναι καθοριστικής σηµασίας και εριγράφεται από τον Menniger, (1969, 

σελ. 4

- ψηφία

έ

 

ν Αράβων στην εξέλιξη και διάδοση του σηµ

 π

06) µε τη φράση «οι αριθµοί των Ινδών στα χέρια των Αράβων» (The Indian 

numerals in Arab hands). Στον ισλαµικό επιστηµονικό κόσµο, πριν υιοθετηθεί το 

ινδικό σύστηµα παράστασης, συνυπήρχαν το ελληνικό σύστηµα και τοπικά 

αλφαριθµητικά συστήµατα αρίθµησης παρόµοια µε το ελληνικό (Cajori, 1928, 

Struik, 1966, Lay Yong, 1986). Η πρώτη γνωστή αναφορά στα ινδικά , είναι 

αυτή του Σύριου επισκόπου Severus Sebokht (Σεβέριου Σέµποκτ) σε µία εργασία του 

γραµµένη το 622 µ.Χ.. Σε αυτή την εργασία, ο επίσκοπος αναφέρεται στα 

επιτεύγµατα των Ινδών και «τις πολύτιµες υπολογιστικές µεθόδους τους και τους 

υπολογισµούς τους που ξεπερνούν τη φαντασία. Θ λω µόνο να πω ότι, αυτοί οι 

υπολογισµοί γίνονται µε εννέα µόνο ψηφία». Προφανώς, τα ψηφία αυτά ήταν ήδη σε 

χρήση, κάτι που µαρτυρεί µία ινδική επιγραφή του έτους 595 και η οποία αναφέρεται 
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στο έτος «346» (Boyer & Merzbach, 1997, Struik, 1966) Η γνώση των ινδικών 

ψηφίων και του συστήµατος αρίθµησης από τους Άραβες, φαίνεται να άρχισε από 

µία αστρονοµική πραγµατεία (Σιδχάντα), µεταφρασµένη από τα Σανσκριτικά στα 

Αραβικά (Menniger, 1969). Η χρήση των ψηφίων αυτών είχε σαν αποτέλεσµα την 

εξάπλωσή τους σε όλα τα Αραβικά κέντρα πολιτισµού και επιστηµών της εποχής, 

από τον Ινδό ποταµό µέχρι και τα Πυρηναία. Επιπλέον, κατά τη διάρκεια των 8ου και 

9ου αιώνα η αραβοκρατούµενη Ισπανία, αποτελούσε κέντρο εκπαίδευσης για την 

υπόλοιπη Ευρώπη και πολλοί ήταν οι Ευρωπαίοι που σπούδαζαν σε πόλεις της 

Ισπανίας. Με τον τρόπο αυτό, µεταφέρθηκαν αραβικές και ελληνικές επιστηµονικές 

γνώσεις, οι οποίες ήταν άγνωστες µέχρι τότε στην Ευρώπη (Menniger, 1969, Van der 

Wearden, 2003). Από την Ισπανία γίνεται και η εισαγωγή του ινδό-αραβικού 

συστήµατος αρίθµησης στην Ευρώπη, µε πρώτη προσπάθεια από ένα µικρό βιβλίο 

του εκκλησιαστικού µαθηµατικού Gerbert (αργότερα Πάπας Σιλβέστρος Β΄) τον 10 

αιώνα. Στη συνέχεια, το 12ο αιώνα, τα εννέα ψηφία µαζί µε το µηδέν, εµφανίζονται 

στην Ευρώπη σε µεταφρασµένα έργα του Al Khwarizmi. Συγκεκριµένα, τα νέα 

ψηφία εµφανίζονται σε λατινική µετάφραση ενός έργου ειδικά για τον ινδικό 

λογισµό, µε τίτλο «Algorithmi de numero Indorum», καθώς και στη µετάφραση του 

βιβλίου αριθµητικής «Hisab aljabr w’almuqabala». Και οι δύο αυτές µεταφράσεις, 

συνεισφέρουν στη διάδοση του νέου συστήµατος (Boyer & Merzbach, 1997, Van der 

Wearden, 2003, Menniger, 1969, Struik,1966). 

Τη σηµαντικότερη συµβολή στη διάδοση του νέου συστήµατος κατά τη 

µεταβατική διαδικασία, παρείχε το έργο του Leonardo di Pisa Liber abaci, το οποίο 

έκανε

α τ

 την εµφάνισή του το 1202 στην Ιταλία και αναφέρεται στους αριθµούς και 

τους υπολογισµούς χωρίς τον άβακα, παρά τον παραπλανητικό τίτλο του. 

Συγκεκριµένα, περιγράφει τα εννέα ινδικά ψηφία, το σύµβολο 0, καθώς και µια 

πλήρης µελέτη αλγεβρικών µεθόδων και προβληµάτων στα οποία συνιστάται η 

χρήση των ινδό-αραβικών ψηφίων (Boyer & Merzbach, 1997). Κατά τα χρόνια του 

Βυζαντίου, o Μάξιµος Πλανούδος, έγραψε ένα έργο για το ινδικό σύστηµα 

αρίθµησης, το οποίο είχε γίνει πλέον γνωστό και στον ελληνικό κόσµο, µάλλον από 

τον Leonardo di Pisa. Αργότερα ο ίδιος ο Πλανούδος, αντικ τέσ ησε τα δυτικά, µε τα 

ανατολικά- αραβικά ψηφία (Boyer & Merzbach, 1997, Vogel, 1996).  
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Η διάδοση και η εδραίωση του νέου ινδό-αραβικού συστήµατος και των 

αλγορίθµων, έναντι του ρωµαϊκού και του άβακα, δεν ήταν µια απλή υπόθεση, αφού 

τα νέα ψηφία ήταν εύκολο να αλλοιωθούν και να διαφοροποιηθεί η αξία των 

µεγεθών που περιέγραφαν (Van der Wearden, 2003). Σε µερικές περιπτώσεις έχουν 

βρεθεί και παραστάσεις µε µία ενδιάµεση µορφή όπως για παράδειγµα η IImIIIcXV 

για τον αριθµό 2315 (Struik, 1966). Τα πλεονεκτήµατα του νέου συστήµατος, έγιναν 

σιγά-σιγά αντιληπτά σε ολόκληρη την Ευρώπη. Παρόλο που η επικράτηση του νέου 

συστήµατος χρειάστηκε πάνω από 400 χρόνια, τελικά όλοι αυτοί που εµπλέκονταν 

στις διαδικασίες υπολογισµών, το υιοθέτησαν. Παράλληλα, υπήρξε πληθώρα βιβλίων 

αριθµητικής, µε επεξηγήσεις για τους υπολογισµούς µε το νέο σύστηµα, µε πιο 

φηµισµένη αυτήν, του Adam Riese (Σχήµα 9) στη Γερµανία.  

                
 

Σχήµα 9. Το εξώφυλλο και µία σε  άλγεβρα του Adam Riese (Menniger, 1969 λ. 

437 & 35 ) 

Η τελική η επικράτηση του ινδ ύ συστήµατος αρίθµησης ήρθε µετά 

τον 15ο αιώνα και η χρήση του διαδόθηκε τόσο στον εµπορικό κόσµο όσο και στον 

απλό 

λίδα από τη , σε

2

 

ό-αραβικο

λαό. Η λέξη «ινδό-αραβικό» σύστηµα, αποδίδει την Ινδική προέλευσή του 

συστήµατος αυτού και τη συµβολή των Αράβων στη εξέλιξη και διάδοσή του. 

Χαρακτηριστική είναι η άποψη του Van der Wearden, (2003, σελ. 55) σύµφωνα µε 

την οποία, «Οι Ινδοί ανέπτυξαν τον τελειότερο συµβολισµό των αριθµών που 

γνωρίζουµε» και η δήλωση του Menniger, (1969, σελ. 55), «Η γλώσσα µας είναι 

Γερµανική, η γραφή µας Ρωµαϊκή, και οι αριθµοί µας Ινδικοί».  
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3.2 Σύµβολα στη γεωµετρία και την άλγεβρα 
 

Τα σύµβολα στη Γεωµετρία και την Άλγεβρα, αναπτύσσονται παράλληλα. Ο 

διαχωρισµός τους στις δύο αυτές ενότητες, είναι µόνο για τις ανάγκες της παρούσας 

εργασίας και όπως είναι φυσικό, οι δύο αυτοί τοµείς έχουν πολλά κοινά σύµβολα. 

 

 

3.2.1 Σύµβολα στη Γεωµετρία 
 

Η ενασχόληση του ανθρώπου µε τα γεωµετρικά σχήµατα καθώς επίσης και µε 

ορισµένες από τις ιδιότητες τους χάνεται στο βάθος των αιώνων. Γεωµετρικά 

σχήµατα έχουν βρεθεί ως διακοσµητικά σε αγγεία, υφάσµατα και καλάθια σε 

διάφορα µέρη της γης, τα οποία προέρχονται από διαφορετικούς πολιτισµούς. 

Ορισµένες φορές µάλιστα, διάφορα µαγικά στοιχεία συνδέονται µε τις αντιλήψεις 

των ανθρώπων για τα γεωµετρικά σχήµατα, όπως επίσης και για τους αριθµούς. 

Αυτού του είδους οι αντιλήψεις, οδήγησαν στο χαρακτηρισµό των σχηµάτων 

«πεντάλφα» και «σβάστικα» και των αριθµών 3, 4 και 7 ως «µαγικών» (Struik, 

1966). 

Οι πηγές που διαθέτουµε σχετικά µε τη συστηµατική µελέτη των ανθρώπων για 

τα σχήµατα και το χαρακτηρισµό αυτής της δραστηριότητας ως «γεωµετρία», είναι 

περιορισµένες. Σύµφωνα µε µαρτυρίες, τις οποίες παρέχουν ο Ηρόδοτος, ο 

∆ηµόκριτος, ο Εύδηµος, ο Ήρωνας και άλλοι αρχαίοι Έλληνες συγγραφείς, η 

γεωµετρία είναι δηµιούργηµα των Αιγυπτίων (Χριστιανίνδης, 2003). Η Αιγυπτιακή 

γεωµετρία για πολλούς ερευνητές είναι απλώς εφαρµοσµένη αριθµητική που 

εξυπηρετούσε ανάγκες της καθηµερινότητας και ως εκ τούτου, η δηµιουργία της 

γεωµετρίας ως επιστήµη της µελέτης των ιδιοτήτων του χώρου είναι αποκλειστικό 

έργο των αρχαίων Ελλήνων (Σταµάτης, 1975, Van der Waerden, 2003). Το 

αρχαιότερο σωζόµενο δείγµα µαθηµατικού έργου, γραµµένο µε µεγάλη συνέπεια σε 

αξιωµατική-παραγωγική µορφή, είναι τα Στοιχεία του Ευκλείδη. Στο έργο αυτό 

κυρίως, οφείλεται η διάδοση και η επικράτηση της γεωµετρικής σκέψης και της 

αποδεικτικής διαδικασίας στην επιστήµη µέχρι το 17ο αιώνα (Χριστιανίνδης, 2003). 

Τα Στοιχεία του Ευκλείδη, άσκησαν καθ’ όλη τη διάρκεια των µαθηµατικών 

ανακαλύψεων µεγάλη επίδραση τόσο στη γεωµετρική σκέψη και εποπτεία, όσο και 
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στην επίλυση αλγεβρικών προβληµάτων. Μέθοδοι µε τις οποίες τα γεωµετρικά 

σχήµατα περιγράφουν «µεγέθη», δηλαδή τους σηµερινούς πραγµατικούς αριθµούς, 

παρατηρούνται στη λύση και την απόδειξη πολλών αλγεβρικών προβληµάτων στα 

Στοιχεία, καθώς και σε µεταγενέστερα κείµενα. Σε αραβικό χειρόγραφο (Σχήµα 10) 

του 1342, παρουσιάζεται η γεωµετρική επίλυση της εξίσωσης x2+10x=39 µε τη 

µέθοδο συµπλήρωσης τετραγώνου, όπως δείχνει η σύγχρονη έκφραση της. 

 
Σχήµα 10. Αραβικό χειρόγραφο µε γεωµετρική επίλυση τετραγωνικής εξίσωσης και σύγχρονη 

έκφραση (Hairer et al., 2000) 

Ακόµη και µέχρι τον 16ο µ.Χ. αιώνα φαίνεται να γίνεται αντιστοίχηση µεγεθών, 

όπως όγκος, εµβαδόν, µήκος κλπ. σε εκφράσεις µε σύγχρονη παράσταση x2, x3, 6x 

κλπ όταν πρόκειται να βρεθεί η λύση εξισώσεων µέχρι και 3ου βαθµού. Για 

παράδειγµα, ο Cardano στο έργο του Ars Magna ενώ αναφέρεται σε αλγεβρικές 

εξισώσεις, σκέφτεται γεωµετρικά για τη λύση της εξίσωσης x3 + 6x =20, γράφοντας 

«έστω ο κύβος και το εξαπλάσιο της πλευράς του ισούται µε 20» (Boyer & Merzbach, 

1997). 

Στη γεωµετρία των αρχαίων Ελλήνων, η παράσταση των γεωµετρικών 

αντικειµένων γίνεται µε την απεικόνιση της εικόνας τους (Σπύρου, 2005), κάτι που 

εξακολουθεί να γίνεται και αργότερα στη µελέτη της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. 

Συνεπώς, κάθε φορά που χρειάζεται να γίνει αναφορά σε κάποιο αντικείµενο όπως η 

ευθεία, το ευθύγραµµο τµήµα, το τρίγωνο, το τετράγωνο, ο κύκλος κλπ. σχεδιάζεται 

ένα αντίστοιχο σχήµα. Οι λέξεις της φυσικής γλώσσας, βρίσκονται πάντα στην 

έκφραση και τον µετασχηµατισµό ενός συλλογισµού για να δηλώσουν το 

συγκεκριµένο αντικείµενο-σχήµα και τα τµήµατα που το αποτελούν. Τα κεφαλαία 

γράµµατα χρησιµοποιούνται για να παραστήσουν σηµεία και συγκεκριµένα 

γεωµετρικά σχήµατα, άλλοτε µόνα τους και άλλοτε σε σύµπλεγµα δύο και 

περισσοτέρων γραµµάτων. Αυτό φαίνεται καθαρά από την πρώτη κιόλας πρόταση 

των Στοιχείων του Ευκλείδη. 
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Ευκλείδη Στοιχεία, Πρόταση 1η 

”Estw ¹ doqe‹sa eÙqe‹a peperasmšnh ¹ AB.  
     De‹ d¾ ™pˆ tÁj AB eÙqe…aj tr…gwnon „sÒpleuron sust»- 
sasqai.  
KšntrJ m�n tù A diast»mati d� tù AB kÚkloj gegr£- 
fqw Ð BGD, kaˆ p£lin kšntrJ m�n tù B diast»mati d�  
tù BA kÚkloj gegr£fqw Ð AGE, kaˆ ¢pÕ toà G sh- 
me…ou, kaq' Ö tšmnousin ¢ll»-   
louj oƒ kÚkloi, ™pˆ t¦ A, B  
shme‹a ™pezeÚcqwsan eÙqe‹ai  
aƒ GA, GB.  
     Kaˆ ™peˆ tÕ A shme‹on kšn- 
tron ™stˆ toà GDB kÚklou,  
‡sh ™stˆn ¹ AG tÍ AB· p£lin,  
™peˆ tÕ B shme‹on kšntron   
™stˆ toà GAE kÚklou, ‡sh ™stˆn ¹ BG tÍ BA. ™de…cqh d�  
kaˆ ¹ GA tÍ AB ‡sh· ˜katšra ¥ra tîn GA, GB tÍ AB  
™stˆn ‡sh. t¦ d� tù aÙtù ‡sa kaˆ ¢ll»loij ™stˆn ‡sa· kaˆ ¹  
GA ¥ra tÍ GB ™stˆn ‡sh· aƒ tre‹j ¥ra aƒ GA, AB, BG  
‡sai ¢ll»laij e„s…n.  

 

Η µέθοδος παράστασης, σύµφωνα µε την οποία τα σηµεία, οι ευθείες και 

γενικά τα γεωµετρικά σχήµατα παριστάνονται µε γράµµατα, υιοθετήθηκε αργότερα 

τόσο από Άραβες, όσο και από ∆υτικοευρωπαίους µαθηµατικούς για τις γεωµετρικές 

εφαρµογές και µελέτες. Σε αραβικό χειρόγραφο του 1342 (Σχήµα 11), φαίνονται σε 

σχήµα σηµειωµένες διαστάσεις και σηµεία, έτσι ώστε να γίνει σαφέστερο το κείµενο 

που αναφέρεται σε επίλυση εξίσωσης 2ου βαθµού. 

 
Σχήµα 11. Αραβικό χειρόγραφο µε σηµειωµένες διαστάσεις σε γεωµετρικό σχήµα (Hairer et al., 

2000). 

Ο Leonardo di Pisa και ο Regiomontanus χρησιµοποιούσαν τα πεζά λατινικά 

γράµµατα εκτός των c και f, ενώ ο Stevin το 1634 χρησιµοποιεί κεφαλαία γράµµατα 

µε κουκίδα, δηλαδή , , , για τις κορυφές ενός τριγώνου. Ο Leibniz το 1676 

χρησιµοποιεί τα κεφαλαία και µικρά γράµµατα µε ένα µικρό αριθµό στα δεξιά, 

δηλαδή 1B, 2B, 3B, 1D, 2D, 3D και 1b, 2b, 3b για σηµεία του ίδιου σχήµατος και για 

•

Β
••

Β
•••

Β
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κινούµενα σηµεία σε µία καµπύλη. Ο συµβολισµός αυτός του  Leibniz, µοιάζει µε 

αυτόν που θα εισάγει ο ίδιος για τα στοιχεία µίας ορίζουσας. Στο Σχήµα 12, φαίνεται 

ο συµβολισµός του Leibniz για σηµεία σε µία καµπύλη. 

 
Σχήµα 12. Ο συµβολισµός του Leibniz για σηµεία καµπύλης (Hairer et al., 2000). 

 

Για τις κορυφές τριγώνου ο Euler, χρησιµοποιεί γράµµατα µε τόνους, δηλαδή 

x΄, x΄΄, x΄΄΄ και y΄, y΄΄, y΄΄΄, ενώ είναι υπεύθυνος για την εισαγωγή ενός ιδιαίτερου 

συµβολισµού των στοιχείων ενός τριγώνου, σύµφωνα µε τον οποίο χρησιµοποιούνται 

τα πεζά γράµµατα a, b, c, για τις πλευρές του τριγώνου και τα κεφαλαία A, B, C, για 

τις απέναντι των αντίστοιχων πλευρών, γωνίες του. Ο ίδιος, εισάγει τα σύµβολα  r, R 

και s για την ακτίνα του εγγεγραµµένου, του περιγεγραµµένου κύκλου και την 

ηµιπερίµετρο του τριγώνου, αντίστοιχα. Ο τύπος 4rRs=abc που συνδέει τα έξι µήκη 

σε ένα τρίγωνο, είναι ένα από τα στοιχειώδη αποτελέσµατα που αποδίδεται στον 

Euler, µολονότι οι αρχαίοι Έλληνες είχαν διατυπώσει ισοδύναµες προτάσεις (Boyer 

& Merzbach, 1997). 

Οι σχέσεις των γεωµετρικών αντικειµένων και των µεγεθών που εκφράζουν, 

όπως η ισότητα, η ανισότητα, η παραλληλία, η καθετότητα κλπ., εκφράζονται και 

αυτές αρχικά µε λέξεις, όπως µε λέξεις γίνεται αρχικά και η αναφορά σε 

συγκεκριµένα σχήµατα. Αργότερα, για το σκοπό αυτό, κάνουν την εµφάνιση τους 

σύµβολα. Μερικά από τα σύµβολα αυτά είναι γραφική αναπαράσταση σχηµάτων 

(ιδεογράµµατα), ενώ κάποια άλλα είναι δανεισµένα από την άλγεβρα. Ο Ήρων στο 
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έργο του ∆ιόπτρα το 150 µ.Χ. γράφει  για το τρίγωνο,    ου   για τι άλληλες, ς παρ

  ρ   για το αλληλόγραµµο,  για το τετράγωνο και  για τον κύκλο. 

Ανάλογα, ο Πάππος τον 5ο αιώνα µ.Χ. γράφει  και  για τον κύκλο,  ∆ ή ∇ για το 

τρίγωνο, ∟ για την ορθή γωνία, 

παρ

  ου     για τις παράλληλες και � για το 

τετράγωνο (Cajori, 1928). 

ή ==

Ορισµένες γεωµετρικές φιγούρες που χρησιµοποιήθηκαν στην αστρολογία 

όπως ♂, , ∆,  �, ٭  ,  χρησιµοποιήθηκαν και για να δηλώσουν γεωµετρικά σχήµατα 

και µεγέθη. Οι Βαβυλώνιοι µε το σύµβολο  ٭ αναφέρονται στις µοίρες µιας γωνίας. 

Ο Maurolykus χρησιµοποιεί το 1555 τα σύµβολα ∆, �, ٭  για το τρίγωνο το 

τετράγωνο και το εξάγωνο, αντίστοιχα και πέντε κουκίδες σε σχήµα  για το 

πεντάγωνο. Το 1634 ο Herigone στο έργο του Cursus mathematicus αναφέρει 

πληθώρα συµβόλων τα οποία κατανοούνται εύκολα από τη µορφή τους και µόνο:  

< , � , ∆ , Ο , _|  , = , � , ∩ , ∇ , ⊥ , ⎯ , ενώ χρησιµοποιεί τα σύµβολα 5< και 

6<,  για το πεντάγωνο και το εξάγωνο αντίστοιχα (Cajori, 1928). 

Για την ισότητα γεωµετρικών σχηµάτων, σε συνάφεια µε το σύµβολο της 

ισότητας από την άλγεβρα, εµφανίστηκαν ορισµένα ιδιαίτερα σύµβολα όπως « » 

για την ισότητα τµηµάτων, « » για την ισότητα γωνιών και =
ο
  για την ισότητα 

γωνιών σε µοίρες (Cajori, 1928). Αργότερα, εµφανίζεται από τον Herigone το 1634 

το σύµβολο ⊥ για τις κάθετες και από τον Oughtred το 1667 το σύµβολο || για τις 

παράλληλες ευθείες. Το σύµβολο της οµοιότητας « » εισάγεται από τον Leibniz. 

Στα χειρόγραφα της Characteristica Geometrica, η οποία δεν τυπώθηκε από τον ίδιο, 

γράφει: “similitudinem ita notabinus:a~b”. Σε ανώνυµο άρθρο που του αποδίδεται, 

παρουσιάζεται το σύµβολο  για την οµοιότητα και το σύµβολο  για τη ύγκλιση. 

Το ίδιο σύµβολο  καθώς και το ανεστραµµένο S δηλαδή το σύµβολο  

σιµοποιήθηκε αργότερα µε τον όρο «similar» σε πολλές γεωµετρικές µελέτες. Ο 

Leibniz χρησιµοποιούσε το σύµβολο   για τη σύγκλιση (προσέγγιση) και τη 

σύµπτωση (congruent, coincidence). Αργότερα για τη σύγκλιση και τη σύµπτωση 

χρησιµοποιήθηκαν τα σύµβολα 

 σ

χρη

 και  . Για τον ίδιο σκοπό, χρησιµοποιήθηκε 

και το σύµβολο ≡, το οποίο εισήγαγε πρώτος ο Riemmann για την ταυτότητα ή την 
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έννοια «ταυτίζεται» (identity). Το σύµβολο  χρησιµοποιήθηκε στην Αγγλία για να 

δηλώσει το «διάφορο», ενώ η οµοιότητα αναφερόταν µε την έκφραση «είναι όµοιο- 

is simil.» (Cajori, 1928). 

Έναν σύνολο αξιοσηµείωτων γεωµετρικών συµβολισµών (Πίνακας 4), 

παρου έ

για τον συµβολισµό σηµείων 

σίασε ο Cantor το 1801 στο ργο του De la Correlationdes figures de 

geometrie και αναφέρει ο Cajori, (1928) : 

A, B, C, 

,  
για ευ λου, θύγραµµο τµήµα και τόξο κύκ

αντίστοιχα 

BCD  για τµήµα που ό τρία σηµεία  ορίζεται απ

CDAB ⋅  για να δηλώσει το σηµείο τοµής δύο 

ευθυγράµµων τµηµάτων 

 
για να  ένα δηλώσει τέσσερα σηµεία σε

κυκλικό τόξο 

   
για να δηλώ τοµής δύο σει το σηµείο 

τόξων 

F C⋅ D    AB για να δηλώσει τ ία που ορίζεται 

α  

ην ευθε

πό το σηµείο F και το σηµείο τοµής των

τµηµάτων AB και CD 

= | =   για την ισ ητα δύο οδυναµία ή την ταυτότ

αντικειµένων 

   
για τη γω ι από τα 

τµ  

νία που ορίζετα

ήµατα AB και BC µε κορυφή το Β

  
για τη γωνία που ορίζεται από τα 

τµήµατα AB και BC 

ABC  για το τρίγωνο ABC 

ABC για το BC  ορθογώνιο τρίγωνο A

ABC   
γ  ια το εµβαδόν του τριγώνου ABC

 
Πίνακας 4. Ο γεωµετρικός σ βολισµός που πρότεινε ο Cantor το 1801 (Cajori, 1928, σελ. 422). υµ

ABCD 

ABC 

CD ΑΒ 

ΑBCD 

ΑΒ ΑΒ 
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3.2.2 Σύµβολα στην Άλγεβρα 
 

Από τα στοιχεία που αναφέρθηκαν, είναι φανερό, ότι πολλά από τα σύµβολα 

στη γεωµετρία πήραν τη σηµερινή µορφή τους µέχρι το 18ο αιώνα. Τα περισσότερα 

από αυτά, γίνονται εύκολα κατανοητά από την αντιστοιχία που παρουσιάζει το σχήµα 

τους, µε το γεωµετρικό σχήµα ή την έννοια που συµβολίζουν. ∆εν συµβαίνει όµως το 

ίδιο µε πολλά από τα βασικά σύµβολα της Άλγεβρας, όπου το σχήµα και η µορφή 

των συµβόλων δεν φαίνεται να παραπέµπει στην έννοια που συµβολίζουν και να 

συνδέεται µε αυτήν. Μέχρι τον 18ο αιώνα, πολλά είναι τα σύµβολα που ξεχώρισαν 

και είχαν ήδη εδραιωθεί, παρότι µερικές διαδικασίες εξακολουθούσαν να 

παρουσιάζονται µε διπλό συµβολισµό. Παρακάτω, θα δούµε την ιστορική προέλευση 

και εξέλιξη µερικών βασικών συµβόλων της Άλγεβρας, κάποια από τα οποία 

χρησιµοποιούνται στην οριστική τους µορφή ακόµη και σήµερα από µικρούς 

µαθητές. 

Η έννοια της ισότητας δύο αντικειµένων, είτε ως αποτέλεσµα σύγκρισης, είτε 

ως εξαγόµενο µιας διαδικασίας, είναι ταυτόχρονη της µαθηµατικής σκέψης, ακόµη 

και στις απλές διαδικασίες υπολογισµών. Παρόλο που στις περισσότερες περιπτώσεις 

η εποπτεία και η νόηση οδηγούν σε µία σαφή αντίληψη για την ισότητα, ο ορισµός 

και η πλήρης σχέση των αντικειµένων που συνδέονται µε τη σχέση αυτή δεν ήταν 

πάντα αυστηρά οροθετηµένη στα µαθηµατικά. Η ισότητα αναφέρεται από τον 

Ευκλείδη ως κοινή έννοια: «Kaˆ t¦ ™farmÒzonta ™p' ¥llhla ‡sa ¢ll»loij 

™st…n». Ο Frege, για έναν σαφή και αυστηρό ορισµό της ισότητας, επικαλείται και 

συµπλέει µε την άποψη του Leibniz: «Ο Leibniz ορίζει «Ίδια είναι τα πράγµατα, όταν 

η αντικατάσταση του ενός από το άλλο δεν διαταράσσει την αλήθεια». Αυτό θα 

υιοθετήσω ως ορισµό της ταυτότητας. ∆εν έχει καµία σπουδαιότητα αν χρησιµοποιούµε 

όπως ο Leibniz τη λέξη «ίδιο» ή «ταυτίζεται». Το «ίδιος» [dasselbe] φαίνεται να 

εκφράζει την πλήρη συµφωνία, το «ταυτίζεται» [gleich] µόνο ως προς αυτόν ή εκείνο 

τον παράγοντα» (Χριστοδουλίδης, 1993, σελ. 52). Στα πλαίσια της µαθηµατικής 

λογικής, ο Russell δίνει τον ακόλουθο ορισµό για την ταυτότητα: 

x=y.=(φ):φ!x. φ!yDf. Ο ορισµός αυτός δηλώνει ότι, λέµε πως τα x και y 

ταυτίζονται όταν κάθε κατηγορηµατική συνάρτηση που ικανοποιείται από το x, 

ικανοποιείται και από το y (Χριστοδουλίδης, 1993). 

⊃

Μέχρι τον 15ο αιώνα, η δήλωση της ισότητας σε γραπτό κείµενο ήταν συνήθως 
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µε λέξη, ενώ ορισµένες φορές µε σύµβολο ή συντοµογραφία. Οι αρχαίοι Αιγύπτιοι, 

χρησιµοποιούσαν ένα ιδιαίτερο σύµβολο για να εκφράσουν την έννοια «δίνει» (it 

gives) σε µία διαδικασία υπολογισµού (Cajori, 1928). Οι αρχαίοι Έλληνες 

χρησιµοποιούν τη λέξη «ίσος» και οι µαθηµατικοί της ∆υτικής Ευρώπης, λέξεις της 

φυσικής γλώσσας όπως aequales, aequantur, eguale, esgale, faciunt, ghelijck, gleich 

(Cajori, 1928). Οι συντοµογραφίες που παρουσιάστηκαν κατά καιρούς, δεν έτυχαν 

ευρείας αποδοχής. Πιο συγκεκριµένα, ο ∆ιόφαντος έγραφε «ισ» ή «ι» ή «Šσ» (από τη 

λέξη ίσος) για να δηλώσει την ισότητα, αν και σε ανατύπωση του έργου του 

εµφανίζεται και ένα σύµβολο περίπου της µορφής Ч για να δηλώσει την ίδια έννοια. 

Οι Ινδοί είχαν ως σύµβολο ισότητας τη συντόµευση pha της λέξης phala,  ενώ στον 

Άραβα Al-Qalasadi συναντάµε το σύµβολο «ر» το οποίο µοιάζει µε το ι του 

∆ιόφαντου γραµµένο από δεξιά προς τα αριστερά (Cajori, 1928). Οι Regiomontanus 

και Pacioli (Σχήµα 13), χρησιµοποιούν µία απλή µεγάλη οριζόντια γραµµή (−−) όταν 

θέλουν να δηλώσουν την ισότητα, ενώ ο Cardano αφήνει ένα µεγάλο κενό για την 

ίδια έννοια (Cajori, 1928).  

 
Σχήµα 13. Ο αλγεβρικός συµβολισµός για τις πράξεις, την ισότητα, τον άγνωστο και την 

τετραγωνική ρίζα από τη Summa του Pacioli και σε σύγχρονη έκφραση (Cajori,1928, σελ. 110).  

 

Το γνωστό σύµβολο της ισότητας «=» εισήγαγε ο Robert Record το 1557 στο 

βιβλίο του The Whetstone of Witte, (Σχήµα 14), δηλώνοντας την ισότητα µε δύο 

µεγάλες γραµµές παράλληλες, ίσες και κοντά η µία στην άλλη (Cajori, 1928). 

Έγραψε µάλιστα σχετικά: «χρησιµοποιώ συχνά δύο ίσου µήκους παράλληλες γιατί δεν 
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υπάρχουν δύο άλλα πράγµατα που να είναι περισσότερο ίσα» (Eves, 1981,τόµος Ι, σελ. 

150). 

Το ίδιο σύµβολο δηλαδή, οι δύο ίσες παράλληλες ευθείες, που πιθανόν να 

χρησιµοποιήθηκε ανεξάρτητα για τον ίδιο σκοπό, βρίσκεται την ίδια χρονική περίοδο 

και σε ένα χειρόγραφο ανώνυµου µαθηµατικού στη Μπολόνια (Cajori, 1928). 

Την εποχή αυτή και τα επόµενα χρόνια, εµφανίζονται και άλλα σύµβολα για 

την ισότητα µε κατακόρυφες γραµµές, όπως ήταν το [ , το || ,  το | , το πιο παράξενο 

«2|2» από τον Herigone (1634), καθώς και άλλα. Ο Herigone πρότεινε αντίστοιχα τα 

σύµβολα 3|2 και 2|3 για να δηλώσει το «µεγαλύτερο από» και το «µικρότερο από». 

Το σύµβολο || για την ισότητα χρησιµοποιήθηκε από τον Γερµανό Wilchelm 

Holzmann, γνωστό ως Xylander σε µία έκδοση του 1571 των Αριθµητικών του 

∆ιόφαντου. Για το σύµβολο αυτό, ο Cantor υποθέτει ότι προέρχεται από τη λέξη 

«ίσοι», συντόµευση της οποίας χρησιµοποιούσε ο Xylander στα χειρόγραφά του ως 

«ιι» (Cajori, 1928). 

 
Σχήµα 14.  Μία σελίδα του βιβλίου του Robert Record µε τα σύµβολα των πράξεων και της 

ισότητας (Πηγή: http://members.aol.com/jeff94100/witte.jpg) 
 

Ο µεγάλος ανταγωνιστής του νέου συµβόλου «=» ήταν το σύµβολο , το 

οποίο εικάζεται ότι προέρχεται από τη συλλαβή æ ή œ, σύντµηση της 
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συντοµογραφίας ae για τη λατινική λέξη aequales, που σηµαίνει «ίσον» και 

χρησιµοποιήθηκε κατά καιρούς για το σκοπό αυτό (Cajori, 1928). Το σύµβολο , 

το χρησιµοποιούσαν µαζί µε τον Descartes (1637) και άλλοι µαθηµατικοί της εποχής, 

κυρίως στην Ολλανδία και τη Γαλλία, όπως ο Huygens το 1646, ο Μ. Rolle µέχρι το 

1690 και αργότερα ο Jac. Bernoulli το 1713 (Cajori, 1928). 

Η επικράτηση του συµβόλου «=», φαίνεται ότι δεν ήταν µία εύκολη υπόθεση. 

Σύµφωνα µε τους Boyer & Merzbach (1997), το σύµβολο της ισότητας χρειάστηκε 

πάνω από ένα αιώνα για να καθιερωθεί, αφού οι µαθηµατικοί της εποχής 

χρησιµοποιούσαν διαφορετικά µεταξύ τους σύµβολα για τον ίδιο σκοπό. Ύστερα από 

την πρώτη εκτύπωσή του σε βιβλίο το 1557, εµφανίστηκε πάλι τυπωµένο το 1618 και 

έτυχε ευρείας αναγνώρισης µετά την έκδοση των εργασιών Artis analyticae praxis 

του T. Harriot, Clavis mathematicae του W. Oughtred και Trigonometria του R. 

Norwood (Cajori, 1928). Παράλληλα, ένα ακόµη γεγονός που οδήγησε σε αποδοχή 

του συγκεκριµένου συµβόλου, φαίνεται πως ήταν η χρήση του, από τους Newton και 

Leibniz στις καθοριστικές για τον διαφορικό λογισµό εργασίες τους, οι οποίες 

διαβάστηκαν και συζητήθηκαν από πολλούς µαθηµατικούς (Cajori, 1923a, Cajori, 

1928). Στην αρχή του 18ου αιώνα, όλοι σχεδόν οι µαθηµατικοί συµβόλιζαν την 

ισότητα µε το σύµβολο αυτό. Μοναδική ίσως διαφοροποίηση ήταν ο Jac. Bernoulli, ο 

οποίος στο έργο του Ars Conjectandi, το 1713 (Σχήµα 15), χρησιµοποιεί ακόµη το 

διαφορετικό σύµβολο  για τη ισότητα (Cajori, 1928). 

 
Σχήµα 15. Αντίγραφο από την εργασία του Jac. Bernoulli (Hairer et al., 2000). 
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Η παρουσία του συµβόλου  στην έκδοση αυτή, ήταν ίσως η τελευταία του 

έντυπη εµφάνιση πριν τη ολοκληρωτική επικράτηση του «=» για τη δήλωση της 

ισότητας. Ο Record, ο οποίος έµεινε στην ιστορία για το παγκόσµιο αυτό σύµβολο, 

δεν πρότεινε κανένα άλλο σύµβολο στα µαθηµατικά (Eves, 1981).  

Τα σύµβολα > και < για το «µεγαλύτερο από» και το «µικρότερο από» 

εισήγαγε ο T. Harriot στο έργο του Artis analyticae praxis το 1631, (Cajori, 1928, 

Boyer & Merzbach, 1997), ενώ στον µεγάλο πίνακα συµβόλων του Oughtred, τα  

και  , ήταν σύµβολα για την ίδια έννοια. O Isaac Barrow (1630-1677), στο βιβλίο 

του Lectiones Opticae & Geometricae (London 1674), χρησιµοποιεί αυτά τα 

σύµβολα όπως ακολούθως:    «A major est quam B» και    «A 

minor est quam B» (Cajori, 1928). 

Οι πρώτες διαδικασίες για µετρήσεις και υπολογισµούς, είναι η πρόσθεση και η 

αφαίρεση. Το φαινόµενο της συντοµογραφίας για τις πράξεις αυτές, παρουσιάστηκε 

σε ορισµένες από τις πρώτες γραπτές εκφράσεις τους στους αρχαίους χρόνους. Οι 

Βαβυλώνιοι, είχαν ένα ιδεόγραµµα για να εκφράζουν το µείον, ενώ οι αιγυπτιακοί 

πάπυροι έχουν δύο πόδια (Σχήµα 16), να έρχονται εµπρός για να δηλώσουν την 

πρόσθεση και να αποµακρύνονται για την αφαίρεση. 

 
Σχήµα 16. Σύµβολα των Αιγυπτίων για την πρόσθεση και την αφαίρεση (Cajori, 1928) 

 
Ο ∆ιόφαντος, µε τον ιδιαίτερο συµβολισµό του για τις εξισώσεις, εκφράζει την 

πρόσθεση µε την παράθεση αριθµών και µεγεθών, ενώ την αφαίρεση µε το σύµβολο 

. Ο ακριβής όρος για την αφαίρεση είναι  le‹yij ενώ µε τον όρο Ûparxin, ο οποίος 

χρησιµοποιείται για την πρόσθεση, συµβολίζει έναν θετικό αριθµό. Το συγκεκριµένο 

σύµβολο , γράφεται στο κείµενο ως «ψ ανεστραµµένο και περικοµµένο», αλλά 

µάλλον η περιγραφή αυτή αποτελεί µεταγενέστερη προσθήκη του κειµένου. Το ίδιο 

σύµβολο εµφανίζεται και στα Μετρικά του Ήρωνα. όπου σε κάποιο σηµείο του 

χειρογράφου του αναφέρεται η έκφραση «οδ  ι΄δ΄» δηλαδή 74-1/14  (Heath, 2001). 

Σε Ινδικό χειρόγραφο, γνωστό ως Arithmetic Bakhshali γραµµένο µεταξύ 8ου και 10ου 

µ.Χ. αιώνα, η αφαίρεση δηλώνεται µε ένα «+» µετά από τον αριθµό που αφαιρείται. 

Για παράδειγµα η έκφραση 12 7+ δηλώνει την αφαίρεση 12-7 και η πρόσθεση 

δηλώνεται µε τη συντοµογραφία yu, από τη λέξη yuta, που σηµαίνει πρόσθεση 

(Cajori, 1928). Το σύµβολο αυτό, δεν βρίσκεται σε άλλα ινδικά κείµενα, όπου η 
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αρνητική ποσότητα δηλώνεται µε µία κουκίδα πάνω στο αριθµητικό ψηφίο και η 

πρόσθεση µε παράθεση των αριθµών. Συνεπώς η έκφραση «3 4» έχει ως αποτέλεσµα 

7 ενώ η έκφραση «3 4 » έχει αποτέλεσµα . Οι Άραβες, τον 15ο αιώνα, δηλώνουν 

την πρόσθεση µε απλή παράθεση, ενώ χρησιµοποιούν ένα ιδιαίτερο σχήµα, , για 

την αφαίρεση (Cajori, 1928).  

• •
1

Τα γνωστά σηµερινά σύµβολα για την πρόσθεση και αφαίρεση, «+» και «-», 

εµφανίζονται για πρώτη φορά τυπωµένα, στο βιβλίο Mercantile Arithmetic ή 

Behende und hüpsche Rechenung auf allen Kauffmanschafft του Johannes Widmann, 

το οποίο τυπώθηκε στη Λειψία το 1489. Ωστόσο, στο βιβλίο αυτό τα σύµβολα 

αναφέρονταν όχι σε πρόσθεση και αφαίρεση αριθµών, αλλά σε πλεόνασµα και 

έλλειµµα για εµπορικά προβλήµατα. Πιο συγκεκριµένα ο Widmann στο βιβλίο του 

(Σχήµα 17), γράφει "4 centner + 5 pfund" και  "5 centner - 17 pfund," και εξηγεί 

"Was - ist / das ist minus ... und das + das ist mer." που δείχνει πλεόνασµα ή 

έλλειµµα ποσότητας κιβωτίων ή δεµάτων (Cajori, 1928).  

 
Σχήµα 17. Σελίδα από το βιβλίο του Widmann, µε  τα νέα για την εποχή σύµβολα, έκδοση του 

Augsburg το 1526. (Πηγή:   http://members.aol.com/jeff94100/widman.jpg) 
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Σχετικά µε την προέλευση του συµβόλου «+», η επικρατέστερη εκδοχή 

αναφέρει ως πρωταρχική αιτία τη λέξη et. Σε µαθηµατικά χειρόγραφα που 

γράφτηκαν στη Γερµανία τον 15ου αιώνα, ορισµένα µάλιστα από αυτά πριν το 1486, 

η λέξη et χρησιµοποιείται για να δηλώσει πρόσθεση. Σύµφωνα µε τον Cajori, η λέξη 

et φαίνεται να είναι η αρχή του συµβόλου της πρόσθεσης, γιατί µοιάζει µε το 

σύµβολο + όταν είναι γραµµένη γρήγορα και ως σύµπλεγµα γραµµάτων, αν και η 

οριζόντια γραµµή του t είναι προς τα κάτω ( Ł ) και όχι κατακόρυφη, όπως φαίνεται 

σε χειρόγραφο του 1417. Είναι πιθανόν, κάποια από αυτά τα χειρόγραφα να διάβασε 

ο Widman στη βιβλιοθήκη της ∆ρέσδης, όταν δίδασκε στο πανεπιστήµιο της 

Λειψίας, µε αποτέλεσµα να υιοθετήσει το νέο αυτό σύµβολο (Cajori, 1928). 

Την ίδια εποχή που εµφανίζονται τα σύµβολα αυτά από τον Widman, σε 

ανώνυµο λατινικό χειρόγραφο παρουσιάζεται ο κανόνας προσήµων µε τα σύµβολα + 

και – για την πρόσθεση και την αφαίρεση. Μάλλον το χειρόγραφο αυτό 

χρησιµοποίησαν ο Henricus Grammateus στο  Rechnenbuch το 1518 και ο Rudolf 

στο Coss το 1525, όπου έκαναν χρήση των νέων συµβόλων  «+» και «–», 

προκειµένου να δηλώσουν µε µία τεχνική έννοια την πρόσθεση και την αφαίρεση 

(Cajori, 1928). Στην Αγγλία, τα σύµβολα + και – έγιναν ευρέως γνωστά µετά την 

κυκλοφορία του έργου του Robert Recorde The Whetstone of Witte, το 1557 (Boyer 

& Merzbach, 1997). Πολλοί µαθηµατικοί, ανάµεσα τους ο Ιταλός Paciolli και ο 

Γάλλος Chuquet, το 1484, χρησιµοποιούν κατά τη µεσαιωνική παράδοση, 

συντοµογραφίες των λέξεων piu και minus, συγκεκριµένα p ή p~  για την πρόσθεση 

και m ή  για την αφαίρεση (Cajori, 1928, Boyer & Merzbach, 1997). Ο 

Regiomontanus το 1460, χρησιµοποιεί το «–» για την ισότητα και ένα σύµβολο 

περίπου 

m~

9i  για το µείον (Σχήµα 18). Πιθανόν το σύµβολο αυτό, να είναι 

καλλιγραφική µορφή (florescentform) για το σύµβολο   (Cajori, 1928). m~

 
Σχήµα 18. Χειρόγραφο του Regiomontanus µε σύµβολα πράξεων και αγνώστων (Cajori, 1928). 
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Τον 16ο αιώνα χρησιµοποιήθηκαν και τα δύο ζευγάρια συµβόλων µε τα 

σύµβολα + και – να υπερτερούν τελικά στη Γαλλία, τη Γερµανία και την Ισπανία και 

αργότερα το πρώτο µισό του 17ου αιώνα και στην Ιταλία (Cajori, 1928). Καθοριστική 

για την επικράτηση των σηµερινών συµβόλων έναντι των ιταλικών p και m, ήταν η 

διάδοση των συµβόλων + και – µέσω των γερµανικών αλγεβρών των Rudolf (1525) 

και Stiefel (1544) (Boyer & Merzbach, 1997), καθώς και η επίδραση του Vieta, ο 

οποίος παρόλο που δεν χρησιµοποιούσε σύµβολο για τη ισότητα, χρησιµοποιούσε για 

την πρόσθεση τον λατινικό σταυρό  γραµµένο οριζόντια ––|– (Σχήµα 19) και για 

την αφαίρεση το σύµβολο «–» (Cajori, 1919, Cajori, 1928).  

 

 
Σχήµα 19. Τµήµα από εργασία του Vieta (Hairer et al., 2000, σελ. 7) 

 

Παράλληλα µε τη χρήση των συµβόλων + και – στη σηµερινή µορφή, 

παρατηρήθηκαν και άλλες µορφές αυτών, άλλοτε για λόγους διάκρισης και άλλοτε 

για πρακτικούς, τυπογραφικούς λόγους. Υπάρχουν τυπωµένα έργα µε το σύµβολο 

του σταυρού σε διαφορετικές εκδοχές όπως  και † τον λατινικό σταυρό † 

γραµµένο οριζόντια, κλπ. για την πρόσθεση. Αντίστοιχα, για το µείον 

χρησιµοποιήθηκαν σύµβολα όπως ÷ , .  , ÷÷   κυρίως, επειδή η απλή παύλα είχε και 

άλλες χρήσεις όπως αυτές του διαχωρισµού των φράσεων, της αναλογίας και άλλων. 

Εναλλακτικά, για την αφαίρεση ο Herigone χρησιµοποιεί το σύµβολο ~, ο Descartes 

στο έργο του Geometrie δύο ή τρεις τελείες και ορισµένοι µαθηµατικοί τρεις µικρές 

παύλες. Σε µαθηµατικό περιοδικό στις αρχές του 18ου αιώνα, γράφεται η έκφραση 

«1---R---11» για τον αριθµό 11--1  (Cajori, 1928). 
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Τα σύµβολα + και –, εκτός από την πρόσθεση και την αφαίρεση, δείχνουν 

σήµερα και το πρόσηµο ενός αριθµού, καθώς επίσης και το αν µία ποσότητα είναι 

θετική ή αρνητική. Προκειµένου να αποφύγουν τη σύγχυση ανάµεσα στην πράξη της 

πρόσθεσης ή της αφαίρεσης και το πρόσηµο των αριθµών, ορισµένοι µαθηµατικοί 

πρότειναν διαφορετικά σύµβολα για το πρόσηµο. Εµφανίζονται έτσι σύµβολα, όπως 

├ ή ┌ για τους θετικούς και ┤ ή ┐ για τους αρνητικούς, ή το +a γράφεται a ενώ το –a 

γράφεται ā. Ο Wolfgang Bolyai το 1832 χρησιµοποιεί για το πρόσηµο των αριθµών 

τα σύµβολα + και –  πιο έντονα γραµµένα (Cajori, 1928). 

Το σύµβολο ± χρησιµοποιείται αρχικά από τον Albert Girard το 1626, αλλά µε 

την παρεµβολή της λέξης ou, δηλαδή ou
+

−
, για να δηλώσει το «συν ή πλην». 

Αργότερα, το 1631 ο Oughtred παρουσιάζει στο Cavis mathematicae, το σύµβολο 

όπως το συναντάµε και σήµερα, το οποίο στη συνέχεια υιοθετούν και οι Wallis, 

Jones και άλλοι. Για την ίδια έννοια, ο Schooten  χρησιµοποιεί το σύµβολο , ενώ ο 

Newton τα σύµβολα ⊥ και  Τ , ανάλογα µε τη σειρά εµφάνισης του πρόσηµου, 

δηλαδή ± ή  . Επιπλέον, το σύµβολο Σ για το άθροισµα πολλών όρων εισήγαγε ο 

Euler, το 1755 (Cajori, 1928). 

m

Για τις πράξεις του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης, έχουµε αντίστοιχα µία 

πληθώρα συµβόλων και µία ανάλογη πορεία καθιέρωσης τους. Στους πρώτους 

βαβυλωνιακούς πίνακες, υπήρχε ένα ιδεόγραµµα (Α-DU), το οποίο συµβόλιζε το 

«φορές». Αντίστοιχα, από τον πάπυρο Rhind, φαίνεται ότι οι Αιγύπτιοι είχαν ένα 

σύµβολο για να δηλώσουν τον πολλαπλασιασµό. Οι αρχαίοι Έλληνες, χρησιµοποιούν 

λέξεις, ενώ ο ∆ιόφαντος δίνει το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού χωρίς κάποιο 

εισαγωγικό βήµα. Σε ινδικά χειρόγραφα του 8ου, 9ου και 10ου αιώνα, χαρακτηρισµένα 

ως Bakhshali, ο πολλαπλασιασµός δηλώνεται µε απλή παράθεση των αριθµών 

(«indicated by placing numbers side-by-side»). Τον ίδιο τρόπο χρησιµοποιεί και ο al-

Qalasadi τον 15ο αιώνα, καθώς και µερικά ανώνυµα χειρόγραφα της ίδιας εποχής 

(Cajori, 1928).  

Σε ινδικά χειρόγραφα του Bahaskara και των σχολιαστών του, για ένα γινόµενο 

που δηλώνεται µε τη συντοµογραφία bha, υπάρχει µία τελεία ανάµεσα στους 

παράγοντες, χωρίς όµως καµία άλλη εξήγηση. Ο Vieta, για να δηλώσει τον 

πολλαπλασιασµό των Α και Β, γράφει «A in B» και αργότερα ο Stifel, το 1545, στην 
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άλγεβρα του «Deutsche Arithmetica» χρησιµοποιεί το γράµµα Μ (M) για τον 

πολλαπλασιασµό και το γράµµα D (D) για τη διαίρεση. Τον ίδιο συµβολισµό µε τον 

Stifel ακολουθεί και ο Stevin, ο οποίος για την έκφραση 3xyz2 γράφει 31Μ sec1M 

ter2 , όπου sec και ter σηµαίνουν δεύτερη και τρίτη άγνωστη ποσότητα, αντίστοιχα. 

Το 1553, ο Stifel σε µία αναθεωρηµένη έκδοση της γνωστής άλγεβρας Coss του 

Rudolff, δηλώνει τον πολλαπλασιασµό µε απλή παράθεση των αριθµών και 

επαναλαµβάνει τα γράµµατα προκειµένου να δηλώσει τη δύναµη. Κάποια άλλα 

σύµβολα που παρουσιάστηκαν για το γινόµενο χωρίς επιτυχία, ήταν από τον 

Herigone, το τετράγωνο για το γινόµενο δύο παραγόντων οι οποίοι διαχωρίζονται 

από ένα κόµµα, το «*» από τον Rahn και αργότερα από τον Banker στη µετάφραση 

της Teutsche Algebra του Rahn, καθώς επίσης και αρκετά ακόµη σύµβολα κυρίως το 

17ο αιώνα (Cajori, 1928). 

Το σύµβολο «×» για τον πολλαπλασιασµό, (ο σταυρός του Αγίου Ανδρέα κατά 

τον Cajori (1928)), εισάγει ο William Oughtred στο βιβλίο του «Clavis 

Mathematicae» - Κλειδί των Μαθηµατικών - σε λατινική έκδοση το 1631 και σε 

αγγλική το 1647. Η συµβολή του Oughtred στη µαθηµατική γνώση είναι µεγάλη. 

Μαθητές του ήταν ο µαθηµατικός John Wallis και ο αστρονόµος Seth Ward. Ο 

Oughtred δίνει έµφαση στη χρήση συµβόλων και για το λόγο αυτό, παρουσιάζει σε 

πίνακα πάνω από 150 σύµβολα για πολλές από έννοιες, διαδικασίες και ιδιότητες στα 

µαθηµατικά. Κάποια από τα σύµβολα αυτά, όπως έχει ήδη αναφερθεί παραµένουν 

µέχρι σήµερα. Σε παράρτηµα ανωνύµου ("Appendix to the Logarithmes") στην 

µετάφραση του Descriptio του John Napier, που τυπώθηκε το 1618, για την ίδια 

πράξη υπάρχει το γράµµα Χ. Αυτό το παράρτηµα είναι πολύ πιθανό να έχει γραφτεί 

από τον Oughtred. Η προέλευση του συµβόλου αυτού, εικάζεται ότι βρίσκεται στη 

µέχρι τότε κυρίαρχη χρήση του στον υπολογισµό γινοµένων «χιαστί» για διάφορα 

προβλήµατα, όπου η κάθε µία γραµµή του × δηµιουργούσε το γινόµενο σε ζευγάρια 

αριθµών, τα οποία ήταν ταξινοµηµένα σε µία τετράδα, όπως φαίνεται παρακάτω 

(Cajori, 1928, σελ. 251): 

315172 295448 

395093 174715  
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Προηγούµενες χρήσεις του συµβόλου αυτού, ήταν στη λύση προβλήµατος µε 

διαδικασία δύο εσφαλµένων θέσεων, στη λύση προβληµάτων απλής προόδου η οποία 

περιλάµβανε κλάσµατα, στη διαίρεση κλασµάτων και αλλού (Cajori, 1928). 

Η εισαγωγή της τελείας (α.β) για τον πολλαπλασιασµό έγινε από τον Leibniz, ο 

οποίος εξέφρασε παράλληλα την αντίρρηση του για το σύµβολο του Oughtred, λόγω 

της σύγχυσης ανάµεσα στο σταυρό του πολλαπλασιασµού × και το γράµµα x που 

χρησιµοποιούσε για τη µεταβλητή. Σε γράµµα που απευθύνει στον John Bernoulli 

γράφει: "I do not like (the cross) as a symbol for multiplication, as it is easily 

confounded with x; .... often I simply relate two quantities by an interposed dot and 

indicate multiplication by ZC⋅LM.". Πιθανόν ο Leibniz, να µην γνώριζε ότι ο Harriot 

στο βιβλίο του «Artis analyticae praxis» το 1631 χρησιµοποίησε και αυτός την τελεία 

για να δηλώσει πολλαπλασιασµό στην έκφραση aaa-3⋅bba=+2⋅ccc  (Cajori, 1928). Ο 

Cajori (1928) ισχυρίζεται, ότι µάλλον η τελεία που χρησιµοποίησε ο Harriot, αλλά 

και ο Gibson το 1655 στο έργο «Syntaxis mathematica», είναι µία τελεία που 

συνήθως χρησιµοποιούσαν οι συγγραφείς µετά από τους αριθµούς ως διαχωριστικό, 

στα χειρόγραφα και τα πρώτα τυπωµένα βιβλία της εποχής. Ο Leibniz στο πρώτο του 

βιβλίο «De arte combinatoria» το 1666, χρησιµοποίησε το κεφαλαίο γράµµα C 

ανεστραµµένο στη θέση ∩ για τον πολλαπλασιασµό και στη θέση ∪ για τη διαίρεση. 

Η γενική αποδοχή της τελείας στην Ευρώπη για τη δήλωση του πολλαπλασιασµού 

τον 18ο αιώνα, οφείλεται κυρίως στον Γερµανό Cristian Wolf, ενώ το σύµβολο της 

τελείας χρησιµοποιήθηκε αργότερα και από τον Euler (Cajori, 1928). Σήµερα είναι 

γνωστό ότι η τελεία, η οποία συχνά παραλείπεται, αποτελεί το σύνηθες σύµβολο του 

πολλαπλασιασµού για την έντυπη δήλωση της πράξης. Σε χρήση όµως βρίσκονται 

ακόµη τα σύµβολα «×» και «*»,  κυρίως στις αριθµοµηχανές και τους υπολογιστές, 

όπου η τελεία ανάµεσα σε αριθµούς έχει άλλη λειτουργία.  

Το σύµβολο «Π» για το γινόµενο πολλών παραγόντων το εισήγαγε ο Rene 

Descartes, κατά τον Gullberg (Miller, 2004). Ο Cajori (1928), ισχυρίζεται ότι αυτό 

έγινε από τον Gauss, το 1812.  

 

Η πράξη της διαίρεσης, συνδέεται µε την έννοια του λόγου µε συνέπεια, συχνά 

να παρουσιάζονται κοινά σύµβολα για να δηλώσουν τη διαίρεση, το λόγο και κατ’ 

επέκταση τα κλάσµατα. Οι Βαβυλώνιοι είχαν ένα ιδεόγραµµα για τη διαίρεση, ενώ οι 
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αρχαίοι Έλληνες, εκτός του συµβολισµού µε την προσθήκη του τόνου για τα 

κλάσµατα, δεν έχουν σύµβολο για τη διαίρεση. Αργότερα, ο ∆ιόφαντος χωρίζει το 

διαιρετέο από τον διαιρέτη µε τη λέξη «έν µορί%» ή «µορίου», όπως στην έκφραση 

∆Υξ
o

M ,βφκ έν µορί% ∆Υ∆α
o

M  µ  ∆Υξ, δηλαδή (60x2+2520)/(x4+900-60x2) (Heath, 

2001). Κατά το τέλος της Αλεξανδρινής εποχής, αντιστράφηκε η ελληνική συνήθεια 

γραφής των κλασµάτων, µε τον αριθµητή κάτω από τον παρονοµαστή. Οι Ινδοί 

πιθανόν αντιγράφοντας αυτή τη συνήθεια, γράφουν συχνά τον διαιρέτη κάτω από το 

διαιρετέο χωρίς διαχωριστική γραµµή και τον παρονοµαστή κάτω από τον αριθµητή 

(Boyer & Merzbach, 1997), ενώ στην αριθµητική των Bakhshali η διαίρεση 

δηλώνεται µε τη συντοµογραφία bhâ από τη λέξη  bhâga που σηµαίνει τµήµα 

(“part”)(Cajori, 1928). Ο Άραβας συγγραφέας al Hassar του 12ου αιώνα, αναφέρει τη 

χρήση της οριζόντιας γραµµής για τη δήλωση του κλάσµατος και ο Leonardo di Pisa 

στη συνέχεια, µε το έργο του Liber abbaci,  βοηθά στη διάδοσή της (Cajori, 1928). Η 

χρήση της οριζόντιας γραµµής γενικεύθηκε το 16ο αιώνα και το σύµβολο / για τα 

κλάσµατα προτάθηκε πολύ αργότερα, το 1845, από τον De Morgan (Boyer & 

Merzbach, 1997). 

Επιπλέον, για τη διαίρεση χρησιµοποιούνται µία ή δύο παρενθέσεις στην 

Arithmetica integra του Stifel το 1544 και από τον Oughtred σε µία έκδοση του 

Clavis mathematicae ως εξής: για να δηλωθεί η διαίρεση 24:8 γράφεται 8)24 ή 8)24(. 

Αργότερα ο Stifel και ο Stevin, όπως έχει αναφερθεί, χρησιµοποιούν το γερµανικό 

γράµµα D (D) για το σκοπό αυτό. Ο Rahn στο έργο του  Teusche Algebra, εισάγει για 

τη διαίρεση το σύµβολο « ÷ », ένα σύµβολο που µέχρι τότε πολλοί µαθηµατικοί το 

χρησιµοποιούσαν για την αφαίρεση. Η µετάφραση του έργου του Rahn στα αγγλικά, 

βρήκε µία ευνοϊκή αποδοχή και πολλοί Άγγλοι συγγραφείς, όπως οι Wallis και 

Barrow, υιοθέτησαν το συµβολισµό αυτόν, ο οποίος καθιερώθηκε στην Αγγλία και 

στην Αµερική, αλλά όχι στην υπόλοιπη Ευρώπη (Cajori, 1928). 

Ο Leibniz, όπως έχει ήδη αναφερθεί, πρότεινε στο De arte combinatoria το 

κεφαλαίο γράµµα C ανεστραµµένο στη θέση ∩ για τον πολλαπλασιασµό και στη 

θέση ∪ για τη διαίρεση. Το 1684, στο Acta eruditorium, περιλαµβάνει το σύµβολο 

«:» ως σύµβολο διαίρεσης, δηλώνοντας ότι η έκφραση x:y δηλώνει τη διαίρεση του x 

µε το y και τον λόγο 
y
x . Το σύµβολο αυτό, επικράτησε στη µη αγγλόφωνη Ευρώπη 
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µε ελάχιστες εξαιρέσεις (Cajori, 1928). 

Η διάταξη των αριθµών διαιρετέου, διαιρέτη και πηλίκου σε µία τέλεια 

διαίρεση παρουσιάζεται αρχικά µε τη βοήθεια παρενθέσεων, ως εξής: 36)116(3, 

δηλαδή 116:36=3, κάποιες φορές ως: 116)36(3 και αργότερα από τον Bezout, το 

1833, στη γνωστή µας διάταξη:  

14464 8

 
1808

Ο Miller (2004), αναφέρει παρουσίαση της διαδικασίας της διαίρεσης µε δύο 

ακόµη τρόπους. Ο ένας τρόπος αναφέρεται σε συνοπτική παρουσίαση της διαίρεσης, 

το 1882, στο Complete Graded Arithmetic του James B. Thomson, όπου µία 

παρένθεση χωρίζει διαιρέτη και διαιρετέο, ενώ το πηλίκο χωρίζεται µε µία οριζόντια 

γραµµή και γράφεται κάτω (Σχήµα 20). 

 

 
 

Σχήµα 20. Παρουσίαση του αλγορίθµου της διαίρεσης  
 

Ο δεύτερος τρόπος για αναλυτική παρουσίαση της διαίρεσης, το 1888 στην 

έκδοση διδασκόντων του βιβλίου The Elements of Algebra από τον G. A. Wentworth 

(Σχήµα 21). Εδώ το πηλίκο γράφεται πάνω από τον διαιρετέο και κάτω από αυτόν 

γίνεται η ανάλυση της διαδικασίας. 

 
Σχήµα 21. Παρουσίαση του αλγορίθµου της διαίρεσης  

 
 

Σηµαντική από άποψη έννοιας αλλά και συµβολισµού είναι και η τετραγωνική 

ρίζα, καθώς επίσης και οι ρίζες ανώτερης τάξης. Η δήλωση του αποτελέσµατος της 

τετραγωνικής ρίζας γίνεται από τους αρχαίους Έλληνες, αρχικά µέσα από την 
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γεωµετρική της ερµηνεία, ως πλευράς τετραγώνου. Σε δύο Αιγυπτιακούς παπύρους, 

εµφανίζεται για την τετραγωνική ρίζα το σύµβολο  . Μέχρι τον 16o αιώνα, όπου η 

άλγεβρα χαρακτηρίζεται ρητορική και συγκεκοµµένη, η δήλωση της τετραγωνικής 

ρίζας γίνεται συνήθως περιγραφικά π.χ. Radix, quadrata ή µε απλές συντοµογραφίες 

των R και ra, από τη λέξη radix και , από τη λατινική λέξη latus (Cajori, 1928). Οι 

Άραβες, δηλώνουν την τετραγωνική ρίζα βάζοντας πριν από την ποσότητα τη 

συντοµογραφία ka, η οποία προέρχεται από τη λέξη karana που σηµαίνει άρρητος 

(Eves, 1981). 

l

Η πρώτη χρήση συµβόλου για την τετραγωνική ρίζα, ήταν το 1220 από τον 

Leonardo di Pisa στο έργο Practica geometriae, όπου πιο συγκεκριµένα 

χρησιµοποίησε το συµβόλο  (Cajori, 1928). Το ίδιο σύµβολο εµφανίζεται και σε 

άλλα έργα, όπως για παράδειγµα στο Ars Magna του Cardano. Ο Chuquet 

παρουσιάζει το ίδιο σύµβολο ως 
2
 µε διαφοροποίηση µάλιστα των αριθµών, 

ανάλογα µε την τάξη της ρίζας (Boyer & Merzbach, 1997, Cajori, 1928), ενώ ο 

Bombeli χρησιµοποιεί τα σύµβολα Rq και Rc για την τετραγωνική και για την κυβική 

ρίζα αντίστοιχα (Eves, 1981). Την ίδια εποχή, παρουσιάζονται παράλληλα τα 

σύµβολα  Q για την τετραγωνική και τα cu και C για την κυβική ρίζα. Το 1525 

στην άλγεβρα Die Coss του Christoff Rudolff εµφανίζεται το σύµβολο   χωρίς την 

οριζόντια παύλα για να συµβολίσει την έννοια της τετραγωνικής ρίζας, χωρίς να 

χρησιµοποιείται για ρίζες ανώτερης τάξης (Cajori, 1928). Συχνά, προτείνεται ως 

εξήγηση αυτού του συµβόλου η αρχική µορφή του γράµµατος r, του πρώτου 

γράµµατος της λέξης radix. Αυτή η άποψη υπάρχει και στο Institutiones calculi 

differentialis (1775) του Euler, ενώ ο Cajori (1928), έχει αντίθετη άποψη, 

υποστηρίζοντας ότι η προέλευση του οφείλεται στην εξέλιξη ενός συµβόλου µε 

τελεία, όπως το επόµενο , το οποίο υπήρχε σε γερµανικά χειρόγραφα για την 

τετραγωνική ρίζα. Το 1637, ο Descartes στο βιβλίο του La Geometrie, χρησιµοποιεί 

το σύµβολο , προσθέτοντας στο προηγούµενο σύµβολο µία οριζόντια παύλα, η 

οποία καθόριζε το υπόριζο. Η τοποθέτηση των δεικτών για τη δήλωση ριζών τρίτης 

τάξεως προτάθηκε από τον Albert Girard το 1629 στο Invention nouvelle,  γράφοντας 

√3).20+√392 για την έκφραση 3 39220+  (Cajori, 1928). Ο Stevin, χρησιµοποιεί το 
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σύµβολο  κατά αντιστοιχία µε τις δυνάµεις για την τετραγωνική ρίζα (Boyer & 

Merzbach, 1997) και το σύµβολο √ ακολουθούµενο από το  για την κυβική ρίζα 

(Cajori, 1928). Σύµφωνα µε τον Cajori (1928), τον συµβολισµό του Girard 

αποδέχονται και εξελίσσουν ο John Wallis, ο οποίος χρησιµοποιεί τον δείκτη χωρίς 

παρένθεση √320 για το 

½ 

3 20  και ο Michel Rolle (1652-1719), ο οποίος το 1690 στο 

έργο του Traité d' Algébre τοποθετεί και αυτός δείκτες στο σύµβολο των ριζών. Η 

διάδοση του συµβόλου ήταν ραγδαία και έτσι καθιερώνεται γρήγορα σε όλη την 

Ευρώπη. Παράλληλα, για το ίδιο σκοπό κάνουν την εµφάνιση τους και οι 

κλασµατικές δυνάµεις, τις οποίες πρώτος ο Newton τις χρησιµοποιεί για να δηλώσει 

τις αντίστοιχες ρίζες στο γνωστό ανάπτυγµα του διωνύµου (Cajori, 1919). 

Με τα πρώτα βήµατα της συµβολικής άλγεβρας, αναδύεται η ανάγκη για 

οµαδοποίηση τµηµάτων πράξεων γινοµένου και κυρίως τετραγωνικής ρίζας. 

Παρουσιάζονται έτσι κάποια ιδιαίτερα σύµβολα, µε σκοπό να καθορίσουν την 

προτεραιότητα και τη σειρά των πράξεων. Αυτό που σήµερα είναι προφανές και 

δεδοµένο και γίνεται µε την χρήση των παρενθέσεων, αγκύλων, άγκιστρων κλπ., 

άργησε να εµφανιστεί και να γίνει καθολικά αποδεκτό. 

Ένας αρχικός τρόπος οµαδοποίησης πράξεων ήταν η παρεµβολή ενός 

γράµµατος, ενός τµήµατος λέξης, µίας τελείας, ενός κόµµατος προκειµένου να 

δηλώσουν την αρχή ενός οµαδοποιηµένου τµήµατος που ακολουθεί. Μία τέτοια 

µέθοδος οµαδοποίησης πράξεων µε το γράµµα «u ή υ ή v», όπως αναφέρουν οι 

Cajori (1928) και Eves (1981), παρουσιάζεται από τον Pacioli στο έργο του Summa, 

σε εκδόσεις του 1494 και του 1523 ως: «Rυ7pR14», για να δηλώσει το 7 14+ , 

όπου το Rυ αναφέρεται ως ρίζα καθολική (radix universalis ή υniversalis) και 

δηλώνει ότι η τετραγωνική ρίζα αναφέρεται σε όλη την έκφραση που ακολουθεί. 

Την ίδια εποχή, κάποιοι συγγραφείς χρησιµοποιούν µία οριζόντια γραµµή κάτω 

από το υπό οµαδοποίηση τµήµα. Η πρώτη χρήση αυτής της µεθόδου σύµφωνα µε τον 

Cajori (1928), παρουσιάζεται στη Le Triparty en la Science des Nombres του 

Chuquet το 1484. Ο Chuquet γράφει « »  για την έκφραση 

14 180+ . Το παράδειγµά του ακολουθούν και άλλοι συγγραφείς, όπως οι 

Alexander, Bombeli και άλλοι (Cajori, 1928). 
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Η οµαδοποίηση πράξεων µε γραµµή πάνω από το υπό οµαδοποίηση τµήµα 

παρουσιάζεται από τον Frans van Schooten, ο οποίος διορθώνοντας κάποιες εργασίες 

του Vieta τοποθετεί µία οριζόντια γραµµή, αντί των σηµερινών παρενθέσεων. Έτσι, 

σε έκδοση του 1646 παρουσιάζεται η έκφραση , για να 

δηλώσει την παράσταση B(D2 + BD) κάτι που ο Vieta το έγραφε 

Β in   . 
+ Din  B
quadratum D.

Τον ίδιο τρόπο µε µία οριζόντια γραµµή υιοθετούν πολλοί συγγραφείς. Ο 

Newton, στο έργο Analysi per Aequationes mumero terminorum Infinitas, γράφει 

4 5 12 17 0y y y y− × + × − × + =  για να αναπαραστήσει την έκφραση {[(y-4)y-5]y-

12}y+17=0. Νωρίτερα, το 1631 ο Hariot, εκφράζει την οµαδοποίηση για 

τετραγωνική ρίζα µε οριζόντιο  άγκιστρο  (Cajori, 1928). 

Οι παρενθέσεις, εµφανίζονται σπάνια τον 16ο και 17ο αιώνα κυρίως από τον 

Tartaglia και από τον Cardanο, σε µία µεταγενέστερη έκδοση της Ars magna, όπως 

τυπώθηκε στην Opera το 1663, ενώ στην άλγεβρα του Stifel χρησιµοποιούνται 

µάλλον ως σύµβολο διαχωρισµού. Οι αγκύλες [ ] εµφανίζονται σε χειρόγραφα της 

άλγεβρας Algebra του Bombelli, περίπου το 1550 (Cajori, 1928). Ο Bombelli, για να 

δηλώσει 7 14+  έγραφε «R[7pR14]» (Eves, 1981). Ο Cajori (1928), ισχυρίζεται 

ότι οι αγκύλες µαζί µε τα άγκιστρα εµφανίζονται το 1593 στο έργο Zetetica του 

Vieta. Κατά τη διάρκεια του 18ου αιώνα οι παρενθέσεις, οι αγκύλες και τα άγκιστρα, 

χρησιµοποιούνται ευρέως, όχι µόνο για να δηλώσουν οµαδοποιηµένα τµήµατα 

υπολογισµών αλλά και για άλλες µαθηµατικές έννοιες και διαδικασίες, όπως για 

παράδειγµα οι συνδυασµοί και οι διατάξεις.  

Η οµαδοποίηση των ψηφίων για µεγάλους αριθµούς, παρουσιάζεται µε τελείες, 

µε κόµµατα, µε οριζόντιες και κάθετες γραµµές, µε άνω και κάτω τελεία και άλλους 

τρόπους. Το 1202 στο Liber Abaci του Leonardo di Pisa, οι εκατοντάδες και τα 

πολλαπλάσια τους µαρκάρονται µε ένα τόνο στο πάνω µέρος και οι χιλιάδες και τα 

πολλαπλάσια τους µε ένα τόνο στο κάτω µέρος. Ακολουθούν στην πορεία πολλοί και 

διαφορετικοί τρόποι µε τα σύµβολα που αναφέρθηκαν. Το πιο πρόσφατο παράδειγµα 

για το σηµερινό τρόπο γραφής, όπου τα ψηφία χωρίζονται σε τριάδες µε ένα κόµµα 

εµφανίζεται σύµφωνα µε τον Cajori (1928), το 1795, στο άρθρο του Charles Hutton 

"Numeration" στο περιοδικό “Mathematical and Philosophical Dictionary”. Ο 
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σηµερινός τρόπος γραφής των αριθµών και η δήλωση του δεκαδικού µέρους µε 

κόµµα, συνδέεται και µε την διάδοση των δεκαδικών κλασµάτων για τον λογισµό 

των ρητών αριθµών το 16ο αιώνα (Cajori, 1928). Σηµαντική ήταν η συµβολή του 

Vieta στη χρήση των δεκαδικών κλασµάτων και όχι των εξηνταδικών. Στους πίνακες 

υπολογισµού του χρησιµοποιούσε δεκαδικά κλάσµατα γραµµένα ως 141.421.356.24 , 

314.159.
265.35

1.000.00  και 314.159.265.35 γράφοντας µε έντονο τρόπο το ακέραιο µέρος 

(Boyer & Merzbach, 1997). Τα δεκαδικά κλάσµατα εισάγει το 1585 ο Stevin µε το 

βιβλίο του La disme (Η δεκάτη - The Tenth) (Arcavi et al 1991, Struik, 1966). Μέχρι 

το τέλος του 16ου αιώνα, τα δεκαδικά κλάσµατα έχουν γίνει ήδη αποδεκτά, ενώ 

παίρνουν τη σηµερινή τους µορφή, µε µία υποδιαστολή να διαχωρίζει το δεκαδικό 

από το ακέραιο µέρος, το 1616, στην αγγλική µετάφραση του Descriptio του Napier 

(Boyer & Merzbach, 1997). 

Οι ανάγκη για τη δήλωση συγκεκριµένων εννοιών, διαδικασιών και αριθµών µε 

σύµβολα παρουσιάζεται εντονότερη λόγω της πολύπλευρης ανάπτυξης των 

µαθηµατικών και τις ανακαλύψεις σε νέους τοµείς. Παρουσιάζονται ιδιαίτερα 

σύµβολα για την παράσταση των λογαρίθµων, του απείρου, και πολλών σταθερών 

όπως το e, το π, το i και άλλων. Ο Wallis εισήγαγε το σηµερινό σύµβολο ∞ για το 

άπειρο, ενώ ο Barrow χρησιµοποιεί το γράµµα π για να δηλώσει την περιφέρεια του 

κύκλου και αργότερα ο Jones για να δηλώσει το σταθερό λόγο περιφέρειας προς 

διάµετρο. Το σύµβολο αυτό, δεν χρησιµοποιήθηκε µε αυτή την έννοια µέχρι που το 

υιοθέτησε ο Euler (Eves, 1981). Ο Euler, σύµφωνα µε τους Boyer & Merzbach 

(1997), είναι υπεύθυνος σε µεγάλο βαθµό για τη σηµερινή µορφή των µαθηµατικών 

και την εφεύρεση και καθιέρωση πολλών συµβόλων. Χρησιµοποιεί το γράµµα e, 

προκειµένου να δηλώσει τη βάση του συστήµατος των φυσικών λογαρίθµων, 

παρουσιάζει το i για τη φανταστική µονάδα, παρότι µέχρι τότε το χρησιµοποιούσε 

για το άπειρο. Το i, καθιερώθηκε ως το σύµβολο της µιγαδικής µονάδας από τον 

Gauss, ο οποίος το χρησιµοποίησε στα έργα του. Τα τρία σύµβολα π, e και i για τα 

οποία ως ένα βαθµό ο Euler είναι υπεύθυνος, συνδυάζονται µε τους δύο βασικούς 

αριθµούς 0 και 1 για τη διάσηµη ισότητα eπi+1=0. Το πιο σηµαντικό σύµβολο που 

εισάγει ο Euler, είναι το σύµβολο f(x) για να δηλώσει µία συνάρτηση του x, το οποίο 

υπάρχει στα Σχόλια της Πετρούπολης από το 1734 έως το 1735 (Boyer & Merzbach, 

1997). 
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Η ανάπτυξη και εξέλιξη του συµβολισµού µετά το 13ο αιώνα ήταν τεράστια, 

όπως προκύπτει από τα προαναφερόµενα στοιχεία. Η εξέλιξη αυτή, ακολουθούσε την 

έκρηξη των ιδεών και τις µαθηµατικές ανακαλύψεις των ερευνητών της εποχής. Ένα 

µεγάλο βήµα προς την κατεύθυνση αυτή, ήταν η εισαγωγή ιδιαίτερου συµβολισµού 

για την Άλγεβρα και την Αριθµητική, δηλαδή η καθιέρωση του Ινδό - Αραβικού 

συστήµατος αρίθµησης, η εδραίωση συµβόλων για τις πράξεις, τις δυνάµεις, την 

ισότητα και άλλες διαδικασίες. Καθοριστικό όµως βήµα, ήταν ο συµβολισµός της 

άγνωστης ποσότητας και η συνεισφορά του Vieta σε αυτό είναι καθοριστική. Η 

εξέλιξη των σταδίων της Άλγεβρας και η εισαγωγή του εγγράµµατου συµβολισµού, 

θα αναπτυχθεί στην επόµενη παράγραφο. 
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3.3 Το µεγάλο άλµα του Εγγράµµατου Λογισµού 
 

Η µελέτη προβληµάτων µε αριθµούς κατά τη διάρκεια των αρχαίων χρόνων, 

παρουσίασε δύο όψεις: την ανίχνευση σχέσεων µεταξύ αριθµών και την ανάπτυξη 

της τέχνης των πρακτικών υπολογισµών. Κάτι τέτοιο οδήγησε τους αρχαίους 

Έλληνες στη διάκριση των δύο αυτών δραστηριοτήτων σε αριθµητική και λογιστική, 

µία διάκριση που διατηρήθηκε και καθ’ όλη τη διάρκεια του Μεσαίωνα. Στη 

συνέχεια και οι δύο αυτές όψεις παρουσιάζονται κάτω από το κοινό όνοµα 

αριθµητική ενώ σήµερα ονοµάζονται Θεωρία Αριθµών και Άλγεβρα (Eves, 1981). Η 

ενασχόληση των µαθηµατικών µε τους υπολογισµούς, µε τις σχέσεις των αριθµών 

και µε την επίλυση εξισώσεων, παρουσιάζει σηµαντική πρόοδο, ακόµη και σε 

περιόδους που υπήρχε έλλειψη συµβολικού συστήµατος για το σκοπό αυτό. Για 

παράδειγµα, υπήρξε πρωτοφανής άνθηση της άλγεβρας κατά την πρώτη 

Βαβυλωνιακή ∆υναστεία το 1700 π.Χ., ενώ αντίθετα η ανάπτυξη της αριθµητικής 

των Αιγυπτίων έγινε µε αργούς ρυθµούς (Van der Waerden, 2003). Όπως είναι 

γνωστό, οι Βαβυλώνιοι έλυναν εξισώσεις και συστήµατα εξισώσεων µε 

συγκεκριµένη µέθοδο, διαφορετική από αυτή των Αράβων. Ερµήνευαν όµως κατά τη 

διαδικασία επίλυσης, το γινόµενο ως εµβαδόν και το τετράγωνο ως εµβαδόν 

τετραγώνου, κάτι που φαίνεται από την ορολογία που χρησιµοποιούσαν. Παρόλα 

αυτά, ο τρόπος σκέψης τους είναι πρωτίστως αλγεβρικός, αφού υπολογίζουν το 

ζητούµενο χωρίς απόδειξη ή γεωµετρική κατασκευή, χρησιµοποιούν προσεγγίσεις 

για τους άρρητους και µε ευκολία πολλαπλασιάζουν δύο επιφάνειες ή προσθέτουν 

την επιφάνεια xy µε το µήκος x-y, κάτι που δεν έκαναν ποτέ οι αρχαίοι Έλληνες (Van 

der Waerden, 2003). Σύµφωνα µε τον Van der Waerden (2003), οι αρχαίοι Έλληνες 

για τη µελέτη προβληµάτων µε αριθµούς, δεν υιοθέτησαν τη βαβυλωνιακή άλγεβρα 

όπως ήταν, αλλά έθεσαν σε γεωµετρική µορφή, τόσο τη σκέψη και τη µέθοδο, όσο 

και την ερµηνεία των προβληµάτων. Αυτό συνέβη, όχι µόνο για την απόλαυση του 

ορατού κατά την ενασχόληση τους µε τη λύση του προβλήµατος, αλλά κυρίως γιατί η 

ανακάλυψη της ασυµµετρίας τους οδήγησε σε γεωµετρική παράσταση µεγεθών, ώστε 

να επιτύχουν τη λογική αυστηρότητα που επιθυµούσαν. Η έννοια του αριθµού για 

αυτούς, δεν περιελάµβανε τους σηµερινούς άρρητους, αφού «αριθµός» ήταν µόνο ο 

φυσικός αριθµός. Ο ορισµός του αριθµού για τον Ευκλείδη είναι σαφής (Ευκλείδη, 

Βιβλίο Ζ, Ορισµός 2):  
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«'AriqmÕj d� tÕ ™k mon£dwn sugke…menon plÁqoj,  

ποσότητα συγκείµενη από µονάδες» (Σταµάτης, 1975) 

 

Παρότι φαίνεται ότι κάποιοι Έλληνες µαθηµατικοί, όπως ο Θεαίτητος και ο 

Απολλώνιος, ήταν κατά βάθος αλγεβριστές, περιέβαλαν τους συλλογισµούς τους µε 

γεωµετρικό ένδυµα. Έτσι, η ελληνική άλγεβρα είναι µία θεωρία ευθυγράµµων 

τµηµάτων και χωρίων και όχι αριθµών, χαρακτηρίζεται δε ως γεωµετρική, αφού η 

γεωµετρική µορφή κυριαρχεί στην παράσταση και την ερµηνεία των αριθµών. Για 

παράδειγµα, την εποχή του Πυθαγόρα υπήρχαν οι παραστατικοί αριθµοί τρίγωνος, 

τετράγωνος, ορθογώνιος κλπ., η απόδειξη της σχέσης 1+3+5+…+(2n-1)=n2 γινόταν 

µε τη βοήθεια του γνώµονα, η εξίσωση x2=α(α-x) λυνόταν µε τη βοήθεια της 

παραβολής χωρίων και η ερµηνεία των λύσεων µιας εξίσωσης αντιστοιχούσε πάντα 

σε ένα γεωµετρικό µέγεθος (Van der Waerden, 2003). Παρά τη µεγάλη ανάπτυξη της 

άλγεβρας, τα σύµβολα που χρησιµοποιούν µέχρι τότε οι µαθηµατικοί (Βαβυλώνιοι, 

Αιγύπτιοι, Έλληνες κλπ.) περιορίζονται σε κάποιες συντοµογραφίες για τις πράξεις 

και τα σχήµατα και παράλληλα, οι λέξεις της φυσικής γλώσσας περιγράφουν τη 

διαδικασία και τους µετασχηµατισµούς κατά την επίλυση των εξισώσεων. Για το 

λόγο αυτό, η Άλγεβρα την εποχή αυτή χαρακτηρίζεται από τον Nesselmann ως 

«ρητορική» (Spangolo 2006, Eves, 1981, Heath, 2001). Τα αρχαία ελληνικά 

µαθηµατικά, κυρίως µε το έργο του Ευκλείδη, άσκησαν µεγάλη επιρροή στην 

περαιτέρω ανάπτυξη των µαθηµατικών και η γεωµετρική εποπτεία κυριάρχησε στη 

µαθηµατική σκέψη µέχρι τον 17ο αιώνα. Πολλοί ήταν οι µαθηµατικοί που σε 

αλγεβρικές διαδικασίες, είχαν εγκλωβιστεί στη γεωµετρική ερµηνεία µε αποτέλεσµα, 

να περιορίζουν το πεδίο της άλγεβρας και να µην δέχονται έτσι, αρνητικούς αριθµούς 

για συντελεστές και λύσεις εξισώσεων (Boyer & Merzbach, 1997).  

Ο πρώτος σηµαντικός σταθµός για την Άλγεβρα, σχετικά µε τη συµβολική 

παράσταση των εξισώσεων, ήταν η καινοτοµία του ∆ιόφαντου για το συµβολισµό 

των αγνώστων, µε την εισαγωγή και χρήση συντοµογραφιών. Για την Bashmakova 

(1999a), µία σηµαντική για την εξέλιξη της άλγεβρας περίοδος ξεκινά µε την 

εισαγωγή εγγράµµατου συµβολισµού από τον ∆ιόφαντο και τελειώνει µε τη 

δηµιουργία του εγγράµµατου λογισµού από τον Vieta. Ο ∆ιόφαντος ο οποίος 

πιθανολογείται ότι έζησε στα µέσα του 3ου µ.Χ. αιώνα, έγραψε τρεις µαθηµατικές 

εργασίες. Τα Αριθµητικά, εργασία από την οποία έχουν σωθεί µόνο έξι από τα 
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δεκατρία βιβλία, Για τους Πολυγωνικούς Αριθµούς, εργασία από την οποία υπάρχει 

µόνο ένα µέρος και τα Πορίσµατα, εργασία που έχει χαθεί (Eves,1981). Το πιο 

σηµαντικό έργο του ∆ιόφαντου είναι τα Αριθµητικά, µε 189 προβλήµατα. Το πρώτο 

βιβλίο περιέχει εξισώσεις µε έναν άγνωστο, ενώ τα άλλα βιβλία ασχολούνται µε 

αόριστες εξισώσεις πρώτου και δευτέρου βαθµού µε δύο ή τρεις αγνώστους, καθώς 

επίσης και µε µία πολύ ειδική κυβική εξίσωση. Ο ∆ιόφαντος δεχόταν µόνο θετικές 

και ρητές λύσεις και στις περισσότερες των περιπτώσεων ήταν ικανοποιηµένος όταν 

έβρισκε µία λύση σε ένα πρόβληµα, έστω και αν αυτό δεχόταν και άλλες λύσεις 

(Χριστιανίδης, 2003, Eves, 1981). 

Για τη λύση των εξισώσεων ο ∆ιόφαντος χρησιµοποιούσε µεθόδους από την 

άλγεβρα των Βαβυλωνίων, τις οποίες συναντάµε αργότερα και στην άλγεβρα του al-

Khowarizmi (Van der Waerden, 2003). Ο Heath (2001), ισχυρίζεται ότι είναι λίγες οι 

γενικές µέθοδοι επίλυσης του ∆ιόφαντου, λόγω της ποικιλίας και της πληθώρας των 

τεχνασµάτων και των επινοήσεων που χρησιµοποιεί ξεχωριστά για κάθε ένα 

πρόβληµα. Παράλληλα, ο Eves (1981) παρατηρεί την εντυπωσιακή απουσία γενικών 

µεθόδων σε όλες τις λύσεις των προβληµάτων, ενώ αντίθετα, ο Χριστιανίδης (2003) 

και η Bashmakova (1999a), ισχυρίζονται ότι υπάρχει µία συγκεκριµένη στρατηγική 

που ακολουθούσε ο ∆ιόφαντος για να επιλύσει τις εξισώσεις µε δύο αγνώστους, η 

οποία, όπως και άλλες µέθοδοι των αρχαίων Ελλήνων, δεν διατυπώνεται ξεκάθαρα.  

Ο ∆ιόφαντος δεν ήταν ο πρώτος που πραγµατεύτηκε εξισώσεις µε αλγεβρικό 

τρόπο. Σε έργα του Ήρωνα, η αριθµητική επίλυση εξισώσεων είναι καθιερωµένη. Το 

γεγονός ότι ο Ήρωνας θεωρεί ένα ευθύγραµµο τµήµα ως αριθµό και όχι ως 

γεωµετρικό µέγεθος γίνεται φανερό από τον τύπο Ε= ( )( )( )ρ ρ α ρ β ρ γ− − − , ο 

οποίος υπολογίζει το εµβαδόν ενός τριγώνου από τις πλευρές του. Ο αριθµός που 

βρίσκεται κάτω από τη ρίζα είναι µη αποδεκτός για τη γεωµετρική άλγεβρα των 

αρχαίων Ελλήνων, αφού το γινόµενο τεσσάρων αριθµών δεν συνδέεται µε 

γεωµετρικό µέγεθος (Bashmakova 1999a). Σύµφωνα µε τον Heath (2001), αυτό που 

διαφοροποιεί το ∆ιόφαντο στην επίλυση των εξισώσεων, είναι το γεγονός ότι 

προχώρησε ένα βήµα προς τον αλγεβρικό συµβολισµό.  

Στην αρχή του πρώτου βιβλίου των Αριθµητικών ο ∆ιόφαντος, προτάσσει µία 

εισαγωγή, η οποία έχει χαρακτηρισθεί από πολλούς ιστορικούς των µαθηµατικών ως 

το αρχαιότερο εγχειρίδιο άλγεβρας στην ιστορία των µαθηµατικών (Χριστιανίδης, 
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2003). Στην εισαγωγή αυτή ο ∆ιόφαντος, παρουσιάζει µία ειδική ορολογία, καθώς 

επίσης και µία σειρά από συντοµογραφίες, για την παράσταση των διαδοχικών 

δυνάµεων του αγνώστου, των «ειδών» όπως αναφέρει ο ίδιος. Συγκεκριµένα  

παριστάνει τον άγνωστο µε ένα σύµβολο όµοιο µε το γράµµα «ς», σύµβολο για το 

οποίο πιστεύεται ότι προέρχεται από τη συγχώνευση των δύο πρώτων γραµµάτων της 

λέξης αριθµός α και ρ ή από το τελευταίο της γράµµα (Heath, 2001, Van der 

Waerden, 2003). Είναι δε πιθανό, το σύµβολο αυτό να έχει χρησιµοποιηθεί για να 

συµβολίσει τον άγνωστο και πριν από τον ∆ιόφαντο (Bashmakova 1999a, Van der 

Waerden, 2003). Επιπλέον, ο ∆ιόφαντος χρησιµοποιεί ειδικές ονοµασίες και τις 

αντίστοιχες συντοµογραφίες τους για τις θετικές και αρνητικές δυνάµεις του 

αγνώστου «ς», όπως παρακάτω: δύναµις, ∆Υ για το x2, κύβος, ΚΥ για το x3, 

δυναµοδύναµις ∆Υ∆ για το x4, δυναµοκύβος  ∆ΚΥ για το x5 και ούτω καθεξής. 

Αντίστοιχες ονοµασίες και συντοµογραφίες παρουσιάζει για τις αρνητικές δυνάµεις, 

επισυνάπτοντας ένα χ στον εκθέτη δηλαδή, αριθµοστόν, ςχ για το 1/x=x-1,  

δυναµοστόν, ∆Υχ για το x-2=1/x2 και ούτω καθεξής. Η µηδενική δύναµη του αγνώστου 

ονοµάζεται µονάς και παριστάνεται µε 
o

M , σύµβολο το οποίο σύµφωνα µε την 

Bashmakova (1999a), προέρχεται από τα δύο πρώτα γράµµατα της λέξης «µονάς». Οι 

αριθµητικοί συντελεστές που δηλώνουν το πλήθος των ειδών γράφονται µε το 

γνωστό αλφαριθµητικό σύστηµα µετά τη συντοµογραφία του αγνώστου. Έτσι, το 

µονώνυµο 2x5 γράφεται  ∆ΚΥ β΄ ενώ το 2/x5 γράφεται ∆ΚΥχ β. Για την περιγραφή 

των διαδικασιών, ο ∆ιόφαντος χρησιµοποιεί για την ισότητα τη λέξη «Šσος» ή τη 

συντοµογραφία «Šσ» ή «ισ» και για την αφαίρεση το σύµβολο  που προφέρεται 

λε‹ψις. Η πρόσθεση, δηλώνεται µε απλή σε σειρά παράθεση των συντοµογραφιών, 

πρώτα όλων των θετικών ποσοτήτων και µετά το σύµβολο της αφαίρεσης, των 

αρνητικών ποσοτήτων. 

Έτσι η εξίσωση    x3-2x2+10x-1=5  γράφεται : 

ΚΥα΄ ςι΄  ∆Υβ΄ 
o

M α΄ œστιν Šσος 
o

M ε΄ 

Παράλληλα µε την αναφορά των συντοµογραφιών στην εισαγωγή του πρώτου 

βιβλίου των Αριθµητικών, ο ∆ιόφαντος διατυπώνει τον κανόνα για τον 

πολλαπλασιασµό µεταξύ προστιθέµενων και αφαιρούµενων ειδών. Για τον κανόνα 

αυτό, ο Χριστιανίδης (2003, σελ. 110), υποστηρίζει ότι δεν είναι ο γνωστός κανόνας 

των προσήµων, αφού «στο αριθµητικό σύµπαν του ∆ιόφαντου δεν είχαν θέση οι 
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αρνητικοί αριθµοί». Στα Αριθµητικά ο ∆ιόφαντος, διατυπώνει δύο επιπλέον κανόνες 

που αφορούν (α) στη µεταφορά ενός όρου από το ένα µέρος της εξίσωσης στο άλλο, 

αλλάζοντας πρόσηµο και (β) στην αναγωγή οµοίων όρων. Αυτοί οι δύο κανόνες 

έγιναν ιδιαίτερα γνωστοί αργότερα, από το βιβλίο του al-Khowarizmi, µε τα ονόµατα 

al-jabr και al-muqabala, ενώ από τη λατινική µετάφραση του όρου al-jabr προήλθε η 

λέξη algebra - άλγεβρα (Χριστιανίδης, 2003). Ο κανόνας της αντικατάστασης 

προκειµένου ένα πρόβληµα να γίνει πιο απλό, δεν διατυπώνεται ρητά στο έργο του 

∆ιόφαντου. Η Bashmakova (1999a), αναφέρει τον κανόνα πολλαπλασιασµού ως 

κανόνα προσήµων και τον κανόνα της µεταφοράς αρνητικού ως τον κανόνα –(–α)=α. 

Παρουσιάζει δε ως παράδειγµα εφαρµογής του, το πρόβληµα VI14, όπου το 90-15x2 

αφαιρείται από το 54 και το αποτέλεσµα είναι 15x2-36. Υπάρχει δηλαδή αφαίρεση 

του -15x2  από το µηδέν. Για το λόγο αυτό, ισχυρίζεται ότι ο ∆ιόφαντος χρησιµοποιεί 

τους αρνητικούς αριθµούς σε ένα ενδιάµεσο στάδιο υπολογισµών (intermediate 

computations), όπως έγινε αργότερα µε τους µιγαδικούς αριθµούς από τον Bombeli. 

Η εισαγωγή του συµβολισµού από τον ∆ιόφαντο για την παράσταση και λύση 

των εξισώσεων, ήταν ένα µεγάλο βήµα στην εξέλιξη της Άλγεβρας. Ο Nesselmann 

ονοµάζει την άλγεβρα του ∆ιόφαντου «συγκεκοµµένη» (Klein, 1968, Eves, 1981). Η 

καινοτοµία του ∆ιόφαντου, σύµφωνα µε την άποψη του Hultsch, την οποία αναφέρει 

ο Χριστιανίδης (2003, σελ. 108-109), δεν βρίσκεται τόσο στην επινόηση των 

συντοµογραφιών, η οποία χαρακτηρίζεται σηµαντική έτσι και αλλιώς. Βρίσκεται 

κυρίως στο γεγονός ότι εισήγαγε τις συντοµογραφίες αυτές στο λογιστικό µέρος της 

επιλυτικής διαδικασίας των προβληµάτων και ανέπτυξε µε τα «είδη» και τους 

κανόνες έναν λογισµό, καθιστώντας έτσι το συµβολισµό αυτό χρήσιµο εργαλείο 

εφαρµογής. Το γεγονός αυτό, του επέτρεπε να λύνει ένα µεγάλο πλήθος 

προβληµάτων της αριθµητικής και της άλγεβρας, ανάγοντας καθορισµένα και 

αόριστα (determinate and indeterminate) προβλήµατα σε εξισώσεις. Κάτι αντίστοιχο 

έκανε αργότερα ο Descartes, ανάγοντας προβλήµατα γεωµετρίας σε αλγεβρικές 

εξισώσεις, µε τη βοήθεια των συντεταγµένων (Bashmakova, 1999a).  

Η επίδραση που άσκησε το έργο του ∆ιόφαντου στη γέννηση των νεότερων 

µαθηµατικών από τους Vieta, Descartes, Fermat και τους άλλους µαθηµατικούς του 

17ου αιώνα, είναι πολύ µεγάλη και θα µπορούσε να συνοψιστεί στα λόγια του J. 

Klein: «Η νεότερη άλγεβρα και ο νεότερος φορµαλισµός αναπτύχθηκαν από την άµεση 

ενασχόληση του Vieta µε τον ∆ιόφαντο. Οι µεταγενέστεροι συγγραφείς απλώς 
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επεξεργάστηκαν περαιτέρω και λεπτοµερέστερα το έργο του Vieta» (Χριστιανίδης, 

2003, σελ. 110). Επιπλέον για το ίδιο θέµα, η Bashmakova (1999a), αναφέρει τη 

σηµαντική επίδραση που είχε η µέθοδος του ∆ιόφαντου στις εργασίες του Poincaré, 

οι οποίες εµφανίστηκαν στις αρχές του 20ου αιώνα σε ένα τοµέα αλγεβρικών 

καµπυλών (algebraic curves), που αναπτύσσεται ακόµη και σήµερα.  

Στη µετά τον ∆ιόφαντο εποχή, η Άλγεβρα και ο συµβολισµός της εξελίσσονται 

µε αργά βήµατα. Οι Ινδοί, αναπτύσσουν την άλγεβρα εισάγοντας το γνωστό 

αριθµητικό σύστηµα και κάποιες συντοµογραφίες για τις πράξεις που έχουν ήδη 

αναφερθεί. Κατά την επίλυση των εξισώσεις αναζητούν µόνο ακέραιες λύσεις, 

θετικές και αρνητικές. Για παράδειγµα, ο Bhaskara έδινε ως ρίζες της εξίσωσης x2-

45x=250 τους αριθµούς 50 και -5 (Struik, 1966). Επιπλέον, ο Brahmagupta τον 7ο 

αιώνα δήλωνε τον άγνωστο µε ya από την λέξη yavattavat που σήµαινε «όσο» και 

τους σταθερούς ακέραιούς µε το πρόθεµα ru από τη λέξη rupa που σήµαινε απόλυτος 

αριθµός. Οι επιπλέον άγνωστοι, συµβολίζονταν µε τις πρώτες συλλαβές λέξεων από 

χρώµατα, όπως για παράδειγµα ο δεύτερος άγνωστος γραφόταν ka από τη λέξη 

kalaca που σήµαινε µαύρο, ο τρίτος ni από τη λέξη nilaca που σήµαινε µπλε, κλπ. Η 

πρόσθεση δηλωνόταν µε τη συντοµογραφία yu και η ισότητα µε pha (Eves, 1981, 

Cajori, 1928). Για παράδειγµα, η έκφραση pha 12  yu  σηµαίνει 
11
75

12
1
7

1
5 =+  

(Cajori, 1919). Στα χειρόγραφα Bakhshali η άγνωστη ποσότητα δηλωνόταν µε τη 

λέξη sunya ή µε µία κουκίδα. Επειδή η λέξη sunya σήµαινε εκτός από «κενός» 

(empty) και «µηδέν», υπάρχει η εικασία ότι από αυτόν το συµβολισµό εξελίχθηκε και 

ο συµβολισµός της κουκίδας για το µηδέν από τους Άραβες. Επιπλέον, το «κενό» 

ήταν σε αυτή την περίπτωση κενό, µέχρι να εξακριβωθεί ο αριθµός που θα οδηγούσε 

στη λύση της εξίσωσης (Cajori, 1919). 

Τα µαθηµατικά της ισλαµικής περιόδου φανερώνουν την ίδια ανάµιξη 

επιρροών που έχουµε συναντήσει στα µαθηµατικά της Αλεξάνδρειας και της Ινδίας. 

Η πρώτη αραβική αριθµητική που γνωρίζουµε είναι αυτή του al Khowarizmi, 

γραµµένη περίπου το 825. Σε αυτήν, γίνεται µελέτη των γραµµικών και 

δευτεροβάθµιων εξισώσεων, χωρίς όµως κάποιον αλγεβρικό φορµαλισµό, καθώς 

απουσιάζουν οι συντοµογραφίες του ∆ιόφαντου και αυτές των προγενέστερων Ινδών. 

Όλες οι διαδικασίες, οι έννοιες, ακόµη και οι αριθµοί, περιγράφονται µε πεζό λόγο 

(Struik, 1966, Eves, 1981, Cajori, 1928). Γενικά, η άλγεβρα αναπτύχθηκε σε µεγάλο 
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βαθµό από τους Άραβες, οι οποίοι ασχολήθηκαν µε τη λύση εξισώσεων µε 

επαναληπτική παρεµβολή, µε τριγωνοµετρικές µεθόδους και µε τη µέθοδο που 

σήµερα αποκαλούµε µέθοδο Horner. Κάποιες από αυτές τις γνώριζαν ίσως από τους 

Κινέζους, οι οποίοι είχαν αναπτύξει και αυτοί µεθόδους επίλυσης εξισώσεων (Struik, 

1966). Παρά την ανάπτυξη και τη χρήση κάποιων συντοµογραφιών για τις πράξεις 

και για τις δυνάµεις των αγνώστων, η άλγεβρα των Αράβων και των Ινδών 

χαρακτηρίζεται ως ρητορική (Heath, 2001). 

Την ίδια περίπου εποχή στο Βυζάντιο, δεν υπάρχει µία δηµιουργική συνέχεια 

των µαθηµατικών, παρόλο που οι Βυζαντινοί ενδιαφέρονται για τη µαθηµατική 

παιδεία, τη σχετική µε τις καθηµερινές ανάγκες. Κατά τη διάρκεια των χρόνων 

αυτών, υπάρχει µία ενέργεια σχετική µε την εµφάνιση αριθµητικών συµβόλων υπό 

µορφή γραµµάτων για την παράσταση των «γενικών αριθµών», η οποία οφείλεται 

στον Λέων, Πρύτανη του Πανεπιστηµίου του Βάρδα. Ο Λέων, χρησιµοποιεί τα 

γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου όπως εµείς τους γενικούς αριθµούς όπως 

φαίνεται από ένα σχόλιο που κρατάει ένας µαθητής του από το 888 µ.Χ. σε ένα 

χειρόγραφο του Ευκλείδη. Στο σχόλιο αυτό, αποδεικνύονται ιδιότητες µε τα 

γράµµατα από το α ως και το κ χωρίς τα ς και ι, ακολουθούµενες από αριθµητικά 

παραδείγµατα για συγκεκριµένες τιµές των γραµµάτων, όπως για παράδειγµα για 

α=4, β=5 και γ=6 (Vogel, 1996).  

Παράλληλα, στη λατινόφωνη ∆ύση, µε την ανάπτυξη του εµπορίου και την 

επαφή δυτικών εµπόρων µε τους Άραβες της Μεσογείου, τα υπολογιστικά 

µαθηµατικά των Αράβων έκαναν την εµφάνιση τους κυρίως στην τάξη των εµπόρων 

των µεγάλων εµπορικών πόλεων. Ο πρώτος δυτικός έµπορος, του οποίου οι 

µαθηµατικές µελέτες φανέρωναν µία ωριµότητα, ήταν ο Leonardo di Pisa. Το 1202, ο 

Leonardo έγραψε το Liber Abaci, ένα βιβλίο µε άφθονο αριθµητικό και αλγεβρικό 

υλικό, τόσο µε παραποµπές στην αραβική άλγεβρα του al Khowarizmi, όσο και σε 

νέα προβλήµατα. Tο Liber Abaci, αποτελεί ένα από τα µέσα, τα οποία βοήθησαν 

ώστε το ινδό - αραβικό σύστηµα αρίθµησης να γίνει αποδεκτό στη ∆υτική Ευρώπη 

(Struik, 1966). Στα δεκαπέντε κεφάλαια του βιβλίου, εξηγούνται η ανάγνωση και η 

γραφή των νέων συµβόλων, οι µέθοδοι υπολογισµού µε ακεραίους και κλάσµατα, οι 

υπολογισµοί τετραγωνικών και κυβικών ριζών, καθώς επίσης και η λύση γραµµικών 

και δευτεροβάθµιων εξισώσεων µε τη µέθοδο της λαθεµένης παραδοχής και µε άλλες 

αλγεβρικές µεθόδους. Τα κλάσµατα γράφονται µε κλασµατική γραµµή και στην 
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περίπτωση των µικτών αριθµών, πριν από τον ακέραιο. Η λέξη radices ή radix 

χρησιµοποιείται για τον άγνωστο x, ενώ για το x2 γράφεται η λέξη census. Έτσι, η 

έκφραση “radices 12
2
1 ” δηλώνει το x

2
112 , ενώ το γινόµενο των α και β δηλώνεται 

µε την έκφραση «factus ex.α.β». Η χρήση γραµµάτων για την παράσταση µη 

κατονοµασµένων αριθµών, είναι µία από τις πρακτικές που ακολουθούνται στο 

βιβλίο αυτό. Αρνητικές και φανταστικές ρίζες εξισώσεων δεν αναγνωρίζονται, ενώ η 

άλγεβρα που παρουσιάζεται από τον Leonardo di Pisa είναι ρητορική (Eves, 1981, 

Cajori, 1928, Χριστιανίδης, 1996).  

Στη συνέχεια, κατά τον 14ο και 15ο αιώνα, κυρίως Ιταλοί και Γερµανοί 

µαθηµατικοί αναπτύσσουν τα µαθηµατικά µε τη βοήθεια µεταφράσεων Ελληνικών 

και Αραβικών έργων. Παρουσιάζονται τότε κάποια δείγµατα συντοµογραφιών για 

την άλγεβρα, όπως για παράδειγµα η δήλωση της άγνωστης ποσότητας ανάλογα µε 

τη δύναµη. Συγκεκριµένα, ο Pacioli στη Summa de Arihmetica το 1494 

χρησιµοποιούσε τις συντοµογραφίες co για το x από τη λέξη cosa που σήµαινε 

«πράγµα», ce για το x2 από τη λέξη censo, cu για το x3 από τη λέξη cuba, cece για το 

x4 από τη λέξη censocenso ενώ αντίστοιχα ο Stifel, για να συµβολίσει την άγνωστη 

ποσότητα και τις δυνάµεις της, χρησιµοποιεί συντµήσεις των γερµανικών λέξεων 

coss, zensus, cubus και zenzizensus (Cajori, 1919, Boyer & Merzbach, 1997). Ο 

Regiomontanus ο οποίος γνώριζε τόσο τα Αριθµητικά του ∆ιόφαντου, όσο και 

αλγοριθµικές µεθόδους των Αράβων, ασχολήθηκε µε την επίλυση εξισώσεων. Η 

άλγεβρα όµως που παρουσίασε ήταν ρητορική, παρά τη συστηµατική χρήση 

γραµµάτων για τυχαίους αριθµούς στους αποδεικτικούς συλλογισµούς και την 

παρουσία κάποιων συντοµογραφιών που έχουν ήδη αναφερθεί (Boyer & Merzbach, 

1997, Χριστιανίδης, 1996). Το 1484, γράφτηκε στη Γαλλία ένα χειρόγραφο µε τον 

τίτλο Triparty  από τον µαθηµατικό Chuquet. Στο έργο αυτό, αναφέρονται τα 

σύµβολα p~  και  για τις πράξεις της πρόσθεσης και της αφαίρεσης, m~ 2 για την 

τετραγωνική ρίζα, 3 για την κυβική κοκ. και συντοµογραφίες λέξεων res, chose, 

cosa, coss και premier για την άγνωστη ποσότητα και τις δυνάµεις της. Στο βιβλίο 

αυτό, αναφέρεται για πρώτη φορά, ο εκθετικός συµβολισµός που εφηύρε ο Chuquet 

για την παράσταση των πολλαπλασίων δυνάµεων. Συγκεκριµένα οι σύγχρονες 

εκφράσεις 5x, 6x2 και 10x3 παριστάνονται ως «.5.1, .6.2», και «.10.3». Παράλληλα, οι 

µηδενικοί και αρνητικοί εκθέτες υπόκεινται και αυτοί στον ίδιο κανόνα µε τους 

 79



θετικούς ακεραίους και έτσι το 9x0 έγινε «.9.0» ενώ το 9x-2 έγινε «.9.2.m» δηλαδή «.9. 

seconds moins» (πλην δευτέρα). Ο συµβολισµός αυτός, αποκάλυψε στον Chuquet 

τους κανόνες των εκθετών και έτσι γράφει ότι «αν το .72.1 διαιρεθεί µε το .8.3 δίνει 

αποτέλεσµα .9.2.m», δηλαδή 72x / 8x3 = 9x-2. Μία ακόµη καινοτοµία παρουσιάζει ο 

Chuquet όταν γράφει «.4.1 ισούται µε .2.0», δηλαδή 4x=-2, εκφράζοντας για πρώτη 

φορά ένα µεµονωµένο αρνητικό αριθµό σε µία αλγεβρική εξίσωση (Boyer & 

Merzbach, 1997, Cajori, 1928).   

m~

Η εποχή έχει πια ωριµάσει για την άλγεβρα και έτσι τον 16ο αιώνα κάνουν την 

εµφάνιση τους εγχειρίδια αριθµητικής, στα οποία σύµβολα και λέξεις 

χρησιµοποιούνται για τις πράξεις, την ισότητα, τις τετραγωνικές ρίζες και άλλες 

έννοιες και διαδικασίες. Η ανάγκη και η αναζήτηση µετουσιώνεται σε ιδέα και αυτή 

σε συµβολική αναπαράσταση, προκειµένου να διευκολυνθούν διαδικασίες και 

υπολογισµοί. Για παράδειγµα, κυκλοφορούν πολλές γερµανικές άλγεβρες, εκ των 

οποίων οι πιο σηµαντικές ήταν: η Coss του Rudolf, η Rechnung του Apian και η 

Arithmetica integra του Stifel. Οι άλγεβρες αυτές, αναφέρονται µε σαφή τρόπο στη 

χρήση των αρνητικών αριθµών, τα δεκαδικά κλάσµατα, τις τετραγωνικές ρίζες και τις 

δυνάµεις. Είναι µαζί µε τις άλλες άλγεβρες, το µέσο µε το οποίο διαδόθηκαν τα 

σύµβολα «+» και «–» για την πρόσθεση και την αφαίρεση, το σύγχρονο σύµβολο της 

τετραγωνικής ρίζας √ και πολλά άλλα. Σε µία µεταγενέστερη µελέτη του ο Stifel 

προτείνει τη χρήση ενός γράµµατος για τον άγνωστο και επανάληψη του γράµµατος 

για τις δυνάµεις του αγνώστου, µία πρόταση που ακολούθησε αργότερα ο Harriot στο 

έργο του Artis analyticae praxis το 1631 (Boyer & Merzbach, 1997, Cajori, 1928). 

∆ύο ακόµη συγγράµµατα, η Ars magna του Cardano και η Algebra του 

Bombeli είναι σηµαντικά έργα όχι µόνο για το συµβολισµό που χρησιµοποίησαν, 

αλλά για τη συµβολή τους στην εξέλιξη νέων αντικειµένων της Άλγεβρας. Το πρώτο, 

η Ars magna – «Μεγάλη τέχνη», αναφέρεται στη λύση κυβικών και τετάρτου βαθµού 

εξισώσεων, παρουσιάζοντας τη λύση αναλυτικά για συγκεκριµένους αριθµητικούς 

συντελεστές, ενώ παράλληλα µνηµονεύει ως εφευρέτη της τον Ferrari. Ο Cardano 

χρησιµοποιεί λίγες συντµήσεις, κάποια σύµβολα από τη Summa του Pacioli και 

πολλές λέξεις σε πεζό λόγο, ενώ η σκέψη του κατά την επίλυση των εξισώσεων είναι 

γεωµετρική. Τα σύµβολα για τις πράξεις πρόσθεση και αφαίρεση είναι τα p και m, 

ενώ για την τετραγωνική ρίζα το  . Σε ένα παράδειγµα το 1545, όπου ψάχνει δύο 
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µέρη για το 10 µε γινόµενο 40, οι κανόνες τον οδηγούν στις λύσεις 15-5+  και 

15--5 , Το παράδειγµα είναι τυπωµένο ως εξής:  

5p:  m:15 

5m:  m:15 

25m:m: 15 q~ d. est 40 

 

Σε επανέκδοση της Ars magna το 1663, η ίδια διαδικασία είναι τυπωµένη ως 

εξής: 

5. p~ . . .15. m~

5. m~ . . m~ .15. 

25.m.m. 15.quad. est. 40. 

 

Ο Cardano αναφέρθηκε σε αυτές τις «σοφιστικές» τετραγωνικές ρίζες και 

συµπέρανε ότι το αποτέλεσµα αυτό ήταν µυστηριώδες και άχρηστο. Οι αρνητικοί 

αριθµοί και οι ενασχόληση µε αυτούς, είναι ένα από τα πεδία στα οποία έδωσε 

ώθηση το συγκεκριµένο έργο (Boyer & Merzbach, 1997, Cajori, 1928). 

Με την Algebra που έγραψε γύρω στα 1560 ο Bombeli, συνεισφέρει και αυτός 

στη λύση κυβικών και τετάρτου βαθµού εξισώσεων, στην εύρεση τετραγωνικών 

ριζών καθώς και στη λύση γεωµετρικών προβληµάτων. Την εποχή αυτή, δεν είναι 

διαδεδοµένα τα δεκαδικά κλάσµατα και ο Bombeli αναπτύσσει τη µέθοδο εύρεσης 

τετραγωνικής ρίζας µε τη χρήση συνεχών κλασµάτων. Στην έκδοση της Algebra του 

1579, χρησιµοποιεί αποκλειστικά ρητορικό τρόπο για την περιγραφή της διαδικασίας 

(Arcavi et al., 1991). Μερικές φορές ο Bombeli έγραφε 1Ζp.5Rm.4, δηλαδή 1 zenus 

συν 5 res µείον 4 για να εκφράσει την x2+5x-4, ενώ σε κάποια χειρόγραφα του, κάτω 

από την επίδραση των Αριθµητικών του ∆ιόφαντου, αλλάζει το «τεχνικό» µέρος 

παράστασης των δυνάµεων (Boyer & Merzbach, 1997, Klein, 1968). Ο ίδιος 

χρησιµοποίησε άλλη µία µορφή έκφρασης, στην οποία ο εκθέτης του αγνώστου 

συµβολιζόταν απλώς µε ένα αραβικό ψηφίο πάνω από ένα κυκλικό τόξο. ∆ηλαδή τα 

2x, 4x2 και 5x3 γράφονταν ως  2 , 4  και 5  (Boyer & Merzbach, 1997, 

Cajori, 1928). Παράλληλα, ο Bombeli χρησιµοποιώντας τον τύπο των ριζών για τη 

λύση κυβικής εξίσωσης καταλήγει σε «µία τρελή» ιδέα, αφού τα υπόρριζα για 

3 1 2 
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συγκεκριµένες τιµές των συντελεστών παίρνουν αρνητικές τιµές. Η ιδέα της σχέσης 

που έχουν οι ίδιες οι ρίζες και οι συζυγείς µιγαδικοί στα υπόρριζα, απασχόλησε τον 

Bombeli και τον οδήγησε σε σωστά συµπεράσµατα (Boyer & Merzbach, 1997).  

Το µεγάλο άλµα για τον εγγράµµατο λογισµό στην άλγεβρα, έγινε από τον 

Vieta το 1591. Ο Vieta προσπαθεί να δηµιουργήσει µία νέα επιστήµη που την 

αποκαλεί ars analytica και η οποία θα συνδυάζει την αυστηρότητα της γεωµετρίας 

των αρχαίων Ελλήνων µε τη λειτουργικότητα της άλγεβρας. Αυτή η αναλυτική 

τέχνη, ήταν επαρκώς ικανή για να λύσει κάθε πρόβληµα ή όπως λέει ο ίδιος «nullum 

non problema solvere». Ο Vieta θέτει τα θεµέλια της νέας αυτής επιστήµης «στην 

εισαγωγή της τέχνης της ανάλυσης» - In artem analyticam isagoge, το 1591 

(Bashmakova 1999b). Επειδή αντιπαθούσε τον αραβικό όρο «άλγεβρα», στον τίτλο 

χρησιµοποιεί τον όρο «ανάλυση» τον οποίο χρησιµοποιούσε ο Πάππος και οι αρχαίοι 

συγγραφείς, για µία διαδικασία εύρεσης του αγνώστου σε προβλήµατα (Boyer & 

Merzbach, 1997, Klein, 1968).  

Σύµφωνα µε την Bashmakova (1999b), παρόλο που µέχρι τότε πολλές 

συντοµογραφίες διευκόλυναν την παρουσίαση των εξισώσεων, το πρώτο βασικό και 

νέο βήµα µετά το ∆ιόφαντο για τον εγγράµµατο λογισµό στην άλγεβρα, έγινε από 

τον Vieta. Για παράδειγµα, ο Regiomontanus και ο Stifel στη Γερµανία, ο Leonardo 

και ο Cardano στην Ιταλία και ο Λέων στο Βυζάντιο, χρησιµοποίησαν πριν από τον 

Vieta γράµµατα για την παράσταση αριθµών. Την εποχή αυτή, υπάρχουν τα σύµβολα 

των πράξεων, της ρίζας και της ισότητας. Ο Stifel για παράδειγµα, γράφει ΑΑΑ για 

να εκφράσει την τρίτη δύναµη µιας άγνωστης ποσότητας, αλλά δεν υπάρχει 

συµβολισµός για να εκφράσει τη γενικότητα µιας εξίσωσης και να διακρίνει τη 

γνωστή από την άγνωστη ποσότητα. Ο Vieta, χρησιµοποίησε εγγράµµατο 

συµβολισµό για παραµέτρους και για αγνώστους µε την απλή συνθήκη, τα φωνήεντα 

να παριστάνουν τα άγνωστα µεγέθη και τα σύµφωνα τα µεγέθη που ήταν γνωστά. Το 

γεγονός αυτό, του έδωσε τη δυνατότητα να γράφει εξισώσεις και ταυτότητες στη 

γενική τους µορφή. Αν ο Vieta είχε υιοθετήσει και άλλα σύµβολα που υπήρχαν 

εκείνη την εποχή, θα µπορούσε να γράψει όλες τις εξισώσεις δευτέρου βαθµού ως 

ΒΑ2+CA+D=0, όπου Α είναι ο άγνωστος και B, C και D είναι οι παράµετροι (Boyer 

& Merzbach, 1997, Cajori, 1919). Παράλληλα, ο Vieta υιοθετεί τις βασικές αρχές της 

ελληνικής γεωµετρίας και την αρχή της οµοιογένειας. Σύµφωνα µε την αρχή αυτή, 

µόνο οµοιογενή µεγέθη (homogeneous magnitudes) µπορούν να προστεθούν, να 
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αφαιρεθούν και να βρίσκονται σε λόγο. Για το λόγο αυτό, τα σύµβολα των µεγεθών 

ακολουθούνται από λέξεις που δηλώνουν τη µορφή τους, όπως longitudo (µήκος), ή 

latitudove (πλάτος), planum (επίπεδη επιφάνεια), solidum (στερεό) κλπ.(Σχήµα 22). 

Η έκφραση: 
quadratum Ein  C

3 solido B-cubusA , διαβάζεται «Το Α κύβος µείον 3 φορές το Β 

στερεό, διαιρεµένο µε το C φορές το Ε τετράγωνο, όπου Α και Ε τα άγνωστα µεγέθη 

και Β και C τα γνωστά. Έχει δε σύγχρονη γραφή 2

3

cy
3b-x  µε αγνώστους x, y και 

συντελεστές b, c (Klein, 1968). 

Για την πρόσθεση και την αφαίρεση, ο Vieta χρησιµοποιεί τα σύµβολα των 

κοσσιστών (cossist) + και –, ενώ εισάγει το σύµβολο = για την απόλυτη τιµή της 

διαφοράς δύο µεγεθών δηλαδή Α=Β σηµαίνει |Α-Β|. Για τον πολλαπλασιασµό, 

χρησιµοποιεί τη λέξη «in», για τη διαίρεση τη λέξη «applicare», και για την ισότητα 

τη λέξη «aequale». Για τις δυνάµεις, χρησιµοποιεί τις λέξεις quadratum, cubus ή 

συντοµογραφίες τους για την τετραγωνική ρίζα γράφει τη λέξη radix  ή το γράµµα l 

συνοδευόµενο από µία κουκίδα «l.» το οποίο προέρχεται από τη λέξη latus δηλαδή 

γράφει l. 121 για την 121 . Το σύµβολο της ρίζας, εµφανίστηκε σε µετέπειτα 

έκδοση των έργων του από τον Van Schooten. Επιπλέον, χρησιµοποιεί την 

κλασµατική γραµµή για τα κλάσµατα (Cajori,1928 , Bashmakova, 1999b).  

 

 
Σχήµα 22. Τµήµα εργασίας του Vieta για την έκφραση Α2+2ΒΑ=Ζ2 (Hairer et al., 2000). 

 

Στο έργο In artem analyticam isagoge βρίσκουµε (Cajori, 1928) την έκφραση: 

«B in A quadratum plus D plano in A aequari Z solido» για την BA2+D2A=Z3 

Στην πραγµατεία του Ad Logisticen speciosam notae priores, η οποία 

εµφανίστηκε το 1646 αναφέρει µερικές από τις πιο σηµαντικές αλγεβρικές 

ταυτότητες (Bashmakova, 1999b). Στο βιβλίο αυτό (Cajori, 1928), για την 

παράσταση Α3+3Α2Β+3ΑΒ2+Β3 υπάρχει η έκφραση:  

«Α cubus, +Α quadrato in Β ter, +Α in Β quadratum ter, +Β cubo,» 
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Με τον εγγράµµατο λογισµό του Vieta, παρουσιάζεται µια σηµαντική εξέλιξη 

στην άλγεβρα, η οποία δεν οφείλεται αποκλειστικά στην εισαγωγή του συµβολισµού 

και τους κανόνες χειρισµού τους, αλλά και στην αναφορά των συµβόλων. Ο Vieta, 

έχοντας µελετήσει τόσο τη γεωµετρική ανάλυση των αρχαίων, όσο και την επιλυτική 

τεχνική του ∆ιόφαντου, συνειδητοποιεί την ευρύτητα του κλάδου. Κατανοώντας ότι 

η άγνωστη ποσότητα, δεν είναι κάποιος ορισµένος αριθµός ή κάποιο γεωµετρικό 

µέγεθος, όπως παρουσιαζόταν µέχρι τότε, αλλά κάτι πιο γενικό, παρουσιάζει τα 

αντικείµενα αυτά στη νέα αναλυτική τέχνη- «ars analytice». Στο 5ο κεφάλαιο της 

Isagoge, και συγκεκριµένα στους ζητητικούς νόµους (Law of Zetetic-De Legibus 

Zeteticis), διαχωρίζει την αναζήτηση των αγνώστων σε αριθµούς και σε «είδη» ή 

«µορφές». Παράλληλα, αναφέρει τους υπολογισµούς µε αριθµούς ως logistica 

numerosa και τους υπολογισµούς µε είδη που παριστάνουν γενικά µεγέθη, ως την 

ανώτερη logistica speciosa. Η όλη ιδέα, βασίζεται σε µία διαφορετική, πιο 

αφηρηµένη σε σύγκριση µε τους αρχαίους, αντίληψη της έννοιας του αριθµού. Για 

τον Vieta, ο άγνωστος x όπως και ο συντελεστής a, δεν είναι ένας ορισµένος αριθµός, 

µε ορισµένο πλήθος µονάδων, αλλά ένας δυνάµει ορισµένος «γενικός αριθµός» 

(Χριστιανίδης, 1996). Ο γενικός αριθµός σύµφωνα µε τον Klein (1968) κατανοείται 

και αναπαρίσταται ως φορέας είδους. Με τη διαφοροποίηση αυτή, η σύγχρονη έννοια 

του αριθµού έχει ήδη γεννηθεί- «The modern concept of “number” is born»  (Klein, 

1968, σελ. 175). 

Επιπλέον, µε τη νέα αυτή «αναλυτική τέχνη» για τον Vieta, ο συµβολισµός, 

αποκτά την αξία της εκφραστικής λιτότητας και έναν υψηλό βαθµό απόδοσης. Αυτό 

γίνεται λόγω της αόριστης οντολογικής υφής των συµβόλων, τα οποία έχουν λίγη 

προφανή σύνδεση µε τις οντότητες και τις ιδέες που παριστάνουν. Η επιλυτική 

διαδικασία έχει αποδεσµευτεί από τη βασική πραγµατολογική επιστήµη των 

προγενέστερων, αποκτώντας περισσότερο αφαιρετικό χαρακτήρα. Γίνεται έτσι 

δυνατή η µετάβαση για παράδειγµα, από την επίλυση των δευτεροβάθµιων 

εξισώσεων στην επίλυση της δευτεροβάθµιας εξίσωσης, και κατ’ επέκταση στη 

διατύπωση µίας γενικής θεωρίας για το σκοπό αυτό (Klein, 1968, Χριστιανίδης, 

1996). Κάτω από το νέο αυτό πλαίσιο, ο Vieta ήταν ο πρώτος ο οποίος εφάρµοσε 

αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς στην τριγωνοµετρία, ιδιαίτερα σε πολλαπλάσια 

τόξων αλλά και τριγωνοµετρικούς µετασχηµατισµούς, για την επίλυση εξισώσεων 

(Cajori, 1919). 
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Ένα ακόµη παράδειγµα για τη γενικότητα που προσέδωσε ο συµβολισµός είναι 

αυτό της παράστασης των δυνάµεων του αγνώστου. Το 16ο αιώνα, ο Stevin 

παριστάνει τις δυνάµεις µε αριθµό σε έναν απλό κύκλο πάνω από το συντελεστή, ενώ 

ο Bürgi µε ρωµαϊκούς αριθµούς, αντίστοιχα. Για παράδειγµα, την εξίσωση x4+3x2-7x  

θα την έγραφαν, ο µεν Stevin ως  

 

   4        2       1 
 1  +  3  -  7

ο δε Bürgi ως 

 

iv    ii    i 
1 + 3 - 7

 

Ο Stevin δήλωσε σαφώς ότι ½ σε κύκλο σηµαίνει τετραγωνική ρίζα ενώ 3/2 σε 

κύκλο τετραγωνική ρίζα κύβου (Boyer & Merzbach, 1997, Klein, 1968). 

Στην αρχή του 17ου αιώνα, πολλοί συγγραφείς εξακολουθούν να χρησιµοποιούν 

το σύµβολο « » για την άγνωστη ποσότητα (ανάµεσα τους και ο Descartes), ενώ η 

παράσταση της δύναµης µε επανάληψη του ίδιου γράµµατος, εξελίσσεται µετά τον 

Stifel και από τον Harriot. Tο 1634, ο Hérigone στο Cursus mathematicus έγραφε για 

τις δυνάµεις a, a2, a3, κλπ., ενώ το 1636 ο Hume στην L'Algèbre de Viète d'vne 

methode novelle, claire, et Facile χρησιµοποιεί ρωµαϊκούς αριθµούς για εκθέτες 

γράφοντας για παράδειγµα «Αiii» για τη δύναµη Α3 (Cajori, 1928). Για το συµβολισµό 

του Hume, ο Boyer (1950) εκφράζει βάσιµες αντιρρήσεις λέγοντας ότι ο 

συµβολισµός για τη δύναµη Α3 ήταν «Aiij» και όχι «Αiii». Στη συνέχεια, ο Descartes 

είναι αυτός που εισάγει πρώτος το συµβολισµό µε τον αριθµό ως εκθέτη, δηλαδή την 

παράσταση x3 αντί της xxx και υιοθετεί τη σύµβαση, τα πρώτα γράµµατα του 

αλφαβήτου να παριστάνουν σταθερές ενώ τα τελευταία, αγνώστους. Ο Leibniz, 

αναφέρει πρώτος το συµβολισµό xm βάζοντας τη µεταβλητή στον εκθέτη, ενώ ο 

Newton είναι αυτός που πρώτος ορίζει πλήρως και χρησιµοποιεί τις εκθετικές 

κλασµατικές δυνάµεις (Cajori, 1928, Boyer, 1950). 

Τον εγγράµµατο λογισµό που εισήγαγε ο Vieta, τελειοποίησε ο Descartes ο 

οποίος απάλλαξε τις διαδικασίες από την αρχή της οµοιογένειας και έδωσε στον 

εγγράµµατο λογισµό τη σύγχρονη µορφή. Στο έργο του Geometry πρώτος από όλους 

µετασχηµατίζει το λογισµό µεγεθών του Vieta, κάνοντας έτσι την αναγωγή της 
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γεωµετρίας στην άλγεβρα. Αναπαριστά όλα τα µεγέθη µε τµήµατα (συντεταγµένες - 

segments) και κατασκευάζει ένα λογισµό τµηµάτων (συντεταγµένων). Αρχικά, 

υπολογίζει µόνο θετικές τιµές, αλλά αργότερα εισάγει και αρνητικές συντεταγµένες 

µε την αντίθετη κατεύθυνση, χωρίς να µπαίνει σε λεπτοµέρειες για την περιγραφή 

των πράξεων µε αρνητικούς αριθµούς (Bashmakova, 1999b). Με τον Descartes, η 

θεµελιώδης οντολογική επιστήµη των αρχαίων έχει αντικατασταθεί από µία µέθοδο 

συµβολισµού της οποίας οι οντολογικές προϋποθέσεις έχουν αφεθεί ασαφείς (Klein, 

1968). Το γεγονός αυτό, οδηγεί τον Descartes σε µία γενική θεώρηση της έννοιας του 

αριθµού, δηµιουργώντας τον ισοµορφισµό ανάµεσα στα τµήµατα και τους 

πραγµατικούς αριθµούς. Ο ίδιος δεν δίνει ένα ενικό ορι µό του αριθµού κάτ  που 

έκανε αργότερα ο Newton µε το Universal Arithmetic (Bashmakova, 1999b). 

Ο εγγράµµατος συµβολισµός του Vieta και η σύνδεση της άλγεβρα

  γ σ ι

ς µε τη 

γεωµετρία από τον Descartes και τον Fermat, συµβάλλουν αποφασιστικά στην 

εξέλιξη της µαθηµατικής σκέψης τους επόµενους αιώνες. Θεµελιώδες στοιχείο στην 

πρόοδο αυτή χαρακτηρίζεται η εισαγωγή της έννοια της µεταβλητής. Επιπλέον, οι 

ισότητες οι οποίες αποτελούν τις εκφράσεις µε τις οποίες περιγράφονται οι σχέσεις 

µεταξύ των µεταβλητών, αποτελούν το πρώτο βήµα για τον ορισµό της συνάρτησης. 

Παράλληλα, µε τον νέο βελτιωµένο συµβολισµό παρέχεται στους µαθηµατικούς ένας 

µεγάλος αριθµός παραδειγµάτων από καµπύλες για µελέτη, δηλαδή δυνητικές-

λανθάνουσες συναρτήσεις (potential function) µε µεθόδους οι οποίες οδηγούν στη 

«νέα ανάλυση, το λογισµό» (were eventually recognized as forming a new analysis-

the calculus) (Kleiner, 1989, Boyer, 1959, σελ. 98). 
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3.4 Η εξέλιξη των συµβόλων στον Απειροστικό Λογισµό 
 

Ο απειροστικός λογισµός σύµφωνα µε τον Boyer (1959), γεννήθηκε από τις 

δυσκολίες που είχαν οι αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί, στην προσπάθεια τους να 

παραστήσουν τη διαισθητική ιδέα των λόγων µεγεθών, µε την οποία είχαν µία ασαφή 

αντίληψη της έννοιας του συνεχούς. Η εξέλιξη της θεωρίας των λόγων, οδήγησε τον 

Εύδοξο, παρά την µη αποδοχή των άπειρων διαδικασιών, στη θεµελίωση των 

πραγµατικών αριθµών και στη διατύπωση µίας αυστηρής αποδεικτικής διαδικασίας, 

γνωστής σήµερα ως «µέθοδος της εξάντλησης» (Νεγρεπόντης κ.ά., 1987). Στη 

συνέχεια, ο Αρχιµήδης και άλλοι µαθηµατικοί, προκειµένου να υπολογίσουν εµβαδά 

και όγκους καµπυλόγραµµων σχηµάτων, έφταναν πρώτα διαισθητικά στο ζητούµενο 

αποτέλεσµα χρησιµοποιώντας απειροστά, άπειρες διαδικασίες και «όρια» και µετά 

έκαναν τη γεωµετρική απόδειξη, µε τη µέθοδο της εξάντλησης, η οποία θεωρείται ο 

πρόδροµος του απειροστικού λογισµού (Γιαννακούλιας, 2005). Η µέθοδος αυτή 

χρησιµοποιεί αθροίσµατα εµβαδών, µεγαλύτερων και µικρότερων από τα 

καµπυλόγραµµα εµβαδά και όπως αναφέρει ο Bourbaki, θα ήταν ιστορικά δικαιότερο 

τα αθροίσµατα Riemann, να ονοµάζονταν αθροίσµατα Ευδόξου – Αρχιµήδη 

(Νεγρεπόντης, κ.ά., 1987). 

Μετά το 800 µ.Χ., αραβικές µεταφράσεις των έργων των αρχαίων Ελλήνων 

µαθηµατικών, επηρεάζουν την εξέλιξη και συνεισφέρουν στην πρόοδο των 

µαθηµατικών στις αραβικές χώρες που ακµάζουν την εποχή αυτή, ενώ στη ∆υτική 

Ευρώπη, οι σχολαστικοί φιλόσοφοι ασχολούνται ανεξάρτητα, µε τις έννοιες του 

απείρου, του απειροστού και του συνεχούς. Μέχρι και τον 15ο αιώνα διατηρείται το 

φιλοσοφικό ενδιαφέρον για τις βασικές έννοιες του απείρου στα µαθηµατικά, και 

παράλληλα καλλιεργείται ένα καθαρό µαθηµατικό ενδιαφέρον για τη µελέτη της 

κίνησης και τις άπειρες διαδικασίες (Γιαννακούλιας, 2005).  

Όταν έγιναν γνωστά τα έργα του Αρχιµήδη και των άλλων Ελλήνων 

µαθηµατικών στη ∆υτική Ευρώπη, στις αρχές του 16ο αιώνα, αρχίζει µία ουσιαστική 

και γόνιµη προσπάθεια για τη δηµιουργία του απειροστικού λογισµού. Παράλληλα, η 

ανακάλυψη της συµβολικής άλγεβρας από τον Vieta, και οι µελέτες των Decartes και 

Fermat, οδηγούν στη διαµόρφωση της αναλυτικής γεωµετρίας, µε τη βοήθεια της 

οποίας, κάθε εξίσωση µπορούσε να δηµιουργήσει µία νέα καµπύλη. Παρουσιάστηκε 
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έτσι για εξέταση, ένα τεράστιο πλήθος από καµπύλες, για τις οποίες οι παλιές 

ελληνικές µέθοδοι δεν ήταν πλέον επαρκείς (Γιαννακούλιας, 2005).  

Πολλοί ήταν οι µαθηµατικοί, οι οποίοι µέχρι τα µέσα του 17ου αιώνα, µε 

ευφυείς λύσεις στα διάφορα προβλήµατα τα οποία σχετιζόταν µε το κέντρο βάρους, 

την εφαπτοµένη, το εµβαδόν, τα µέγιστα-ελάχιστα, και άλλα, προσέθεσαν σηµαντικά 

στοιχεία στην οικοδόµηση του απειροστικού λογισµού. Για παράδειγµα, αρχικά οι 

Stevin, Γαλιλαίος, Kepler, Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pascal και Roberval, και 

αργότερα οι Wallis, Gregory και Barrow, µε τις µελέτες τους συνέβαλλαν σηµαντικά, 

τόσο στη διάδοση των αρχών του απειροστικού λογισµού, όσο και στην εξέλιξή του 

(Γιαννακούλιας, 2005). Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούσαν, παρά την επιτυχία τους, 

δεν κατέστη δυνατόν να ενταχθούν σε ένα ενοποιηµένο λειτουργικό σύστηµα. Συχνά 

δε, προκαλούσαν αντιδράσεις και διαφωνίες, κυρίως για τον τρόπο θεώρησης και 

χρήσης των απειροελάχιστα µικρών ποσοτήτων. Η µέθοδος των αδιαιρέτων, είχε 

εφαρµοστεί σε πλήθος καµπυλών και στερεών, αν και βασιζόταν σε σαθρό έδαφος. Η 

αρχιµήδεια µέθοδος της εξάντλησης, σε µία αναθεωρηµένη και σύγχρονή µορφή, 

έδωσε λύση στο πρόβληµα του τετραγωνισµού της οικογένειας καµπυλών του τύπου 

y=xn. Κάθε πρόβληµα απαιτούσε διαφορετική προσέγγιση και η επιτυχία εξαρτιόταν 

από τη γεωµετρική εποπτεία, τις αλγεβρικές δεξιότητες και κατά µεγάλο ποσοστό, 

από την τύχη. Την εποχή αυτή, ήταν επιτακτική η ανάγκη για µια γενική και 

συστηµατική µέθοδο, ένα σύνολο αλγορίθµων και κανόνων, που θα προσέφεραν µία 

γενική λύση των προβληµάτων µε ευκολία και αποτελεσµατικότητα. Τη µέθοδο αυτή 

παρουσίασαν ο Newton και ο Leibniz περίπου το 1675 (Maor, 2005). 

Η εµφάνιση των Newton και Leibniz, χαρακτηρίζεται από την ταυτόχρονη 

περίπου απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού και µε 

τον τρόπο αυτό, σηµατοδοτεί µία νέα εποχή για τον απειροστικό λογισµό και το 

πεδίο του µαθηµατικού συµβολισµού. Κυρίαρχη έννοια είναι πια η διαφόριση, ενώ το 

ολοκλήρωµα είναι απλώς το αντίστροφο της παραγώγου. Η τεράστια αλλαγή που 

συντελείται την εποχή αυτή, περιγράφεται χαρακτηριστικά από τους Νεγρεπόντη, 

κ.ά., (1987, σελ. 210): «Η υπολογιστική δύναµη του νέου αυτού εργαλείου, που σχετίζει 

τη διαφόριση µε το ολοκλήρωµα, καθώς και η χρησιµότητα του στις φυσικές 

εφαρµογές, είχε τόση εκθαµβωτική αποτελεσµατικότητα, ιδίως σε σύγκριση µε την 

ακαµψία που χαρακτήριζε τη µέθοδο της εξάντλησης και όλων των συναφών µεθόδων 
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ολοκλήρωσης που είχαν αναπτυχθεί µέχρι τότε, ώστε σύντοµα επικράτησε, 

δηµιουργώντας ένα πολυσήµαντο ρήγµα σε µία παράδοση ανάπτυξης της Ολοκλήρωσης 

δύο χιλιάδων ετών». Καθοριστικό ρόλο στην ανακάλυψη και εξέλιξη αυτή, έπαιξε ο 

ευφυής συµβολισµός των εννοιών και των διαδικασιών, από τους Newton και 

Leibniz, παρά τις αβαρίες που απαιτούσε και η νέα αυτή θεώρηση. Ο Leibniz, 

αναφέρει χαρακτηριστικά: «Το µυστικό της ανάλυσης είναι η καθιέρωση κατάλληλης 

ορολογίας και συµβολισµού και η τέχνη της καλής χρήσης των συµβόλων» 

(Γιαννακούλιας, 2005, σελ. 59). 

Για τον Newton, κάθε µεταβλητή ποσότητα x, y, ήταν µεταβλητή «ρέον» 

(fluent), ως προς το χρόνο και µάλιστα έτσι ώστε να ρέει οµοιόµορφα ως προς αυτόν. 

Έτσι προκύπτει ο όρος «ροή» (fluxion) για τον ρυθµό µεταβολής των µεταβλητών. 

Στο έργο του «Methodus fluxionum», ο Newton, αναφέρει το βασικό πρόβληµα της 

σχέσης των µεταβλητών και των ροών τους, καθώς και το αντίστροφο του 

προβλήµατος. Για να δηλώσει το ρυθµό µεταβολής της µεταβλητής x ως προς το t, 

χρησιµοποιούσε το x µε µία κουκίδα επάνω « », το οποίο το ονόµαζε «σηµαδεµένο 

γράµµα». Η πρώτη εµφάνιση του συµβόλου αυτού είναι σε ένα φύλλο µε ηµεροµηνία 

20 Μαΐου 1665. Το σύµβολο , είναι η παράγωγος του x ως προς το χρόνο, δηλαδή 

αυτό που σήµερα συµβολίζεται x΄(t) ή 

x&

x&

dt
dx . Έτσι για τις µεταβλητές x και y, τα 

σύµβολα  και  παριστάνουν τις ροές τους, ενώ τα σύµβολα  και  παριστάνουν 

τις ροές των  και  αντίστοιχα. Τον ίδιο τρόπο συµβολισµού, χρησιµοποιούσε για 

τη «ροή» σε κλάσµατα «

x& y& x&& y&&

x& y&

•
•

xb

yy

-
» και σε ρίζες «

•
•

xxaa - ». Επιπλέον, συµβόλιζε µε  

και  τις µεταβλητές, των οποίων οι ροές είναι οι x και y, ενώ µε  και  τις 

µεταβλητές των οποίων οι ροές είναι  και  αντίστοιχα. Τα σύµβολα αυτά, 

εµφανίζονται τυπωµένα για πρώτη φορά σε µία λατινική έκδοση της Algebra του 

Wallis το 1693, ενώ ο ίδιος ο Newton, εξηγεί το συµβολισµό αυτό, στο έργο του 

Quadratura curvarum σε έκδοση του 1704 (Cajori, 1928, Boyer, 1959). Για τους 

υπολογισµούς του, συµβολίζει µε «ο» µία απείρως µικρή µεταβολή του χρόνου και 

µε ο την ακαθόριστη αύξηση ή στιγµή (moment) της ρέουσας ποσότητας. Για τη 

|
x

|
y

||
x

||
y

|
x

|
y

x&
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συνάρτηση y=xn το αποτέλεσµα είναι =nxy& n-1 x& . Μάλιστα, το αποτέλεσµα είναι ίδιο 

µε αυτό των προγενέστερων του Newton, οι οποίοι χρησιµοποιούσαν στιγµές 

(moment), (conatus) και αδιαίρετα (indivisible), και γράµµατα «Ε, e, a, o» για να 

δηλώσουν την απείρως µικρή µεταβολή της µίας µεταβλητής (Boyer, 1959). 

Αργότερα ο Newton, στο έργο του Principia, χρησιµοποιεί τα γράµµατα x, y, z, για 

τις µεταβλητές και άλλα γράµµατα p, q, r ή τα αντίστοιχα κεφαλαία, X, Y, Z, για τις 

«ροές» (Cajori, 1928). Για να δηλώσει το ολοκλήρωµα µίας µεταβλητής, ο Newton 

χρησιµοποιεί όπως έχει αναφερθεί, κάποιο από τα σύµβολα  , , , , x, y, , , 

, , ανάλογα τη υπό ολοκλήρωση µεταβλητή. Ένας άλλος συµβολισµός του 

Newton για το ολοκλήρωµα, ήταν ένα τετράγωνο γύρω από την υπό ολοκλήρωση 

συνάρτηση, όπως για παράδειγµα γράφει 

x&& y&& x& y&
|
x

|
y

||
x

||
y

x
aa

64
 για το ∫ x

dxaa
64

.  (Cajori, 1928). 

Σύµφωνα µε τους Νεγρεπόντη, κ.ά. (1987), πριν τον Newton και άλλοι µαθηµατικοί, 

χρησιµοποιούσαν το τετραγωνικό περίγραµµα για να δηλώσουν το ολοκλήρωµα µιας 

συνάρτησης. Ο συµβολισµός αυτός, σύµφωνα µε τους ίδιους συγγραφείς, µας 

παραπέµπει στον όρο «τετραγωνισµό - quadratura» που χρησιµοποιούσαν οι αρχαίοι 

έλληνες µαθηµατικοί, ιδιαίτερα ο Αρχιµήδης µε την έννοια της ολοκλήρωσης, όπως 

για παράδειγµα, «Τετραγωνισµός Παραβολής». 

Είναι φανερό ότι ο συµβολισµός του Newton, τόσο για την παράγωγο, όσο και 

για το ολοκλήρωµα, ήταν άβολος και µη λειτουργικός. Κάποιες φορές µάλιστα 

προκαλούσε δυσκολίες στη λογική διατύπωση, ενώ οδηγούσε ακόµη και σε σύγχυση, 

αφού εύκολα τα σύµβολα x, , , λογίζονταν ως συντεταγµένες x, x΄, x΄΄. 

Ειδικότερα, ο συµβολισµός του Newton για τον ολοκληρωτικό λογισµό, δεν έγινε 

ποτέ δηµοφιλής, ούτε καν στην Αγγλία. Ένα δείγµα από τον συµβολισµό αυτόν, 

υπάρχει στο βιβλίο του B. Taylor Methodus incrementorum τυπωµένο το 1715, όπου 

γράφει: « = –r  adeoque p = –r ». Αντίθετα ο συµβολισµός του για την 

παράγωγο, υιοθετήθηκε αρχικά από αρκετούς άγγλους µαθηµατικούς και έχει 

παραµείνει µέχρι σήµερα σε περιορισµένη χρήση, κυρίως στη φυσική, για να 

περιγράψει ρυθµό µεταβολής ως προς το χρόνο (Cajori, 1928, Boyer, 1959).  

|
x

||
x

p& s& s&

Σε αντίθεση µε τον συµβολισµό του Newton, ο συµβολισµός του Leibniz, 

έδωσε τεράστια ώθηση στις έννοιες και τις διαδικασίες του απειροστικού λογισµού, 
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τόσο µε τη σαφή παράσταση τους, όσο και µε τους λειτουργικούς και 

αποτελεσµατικούς υπολογισµούς, απλουστεύοντας τις σχέσεις των εννοιών στον 

απειροστικό λογισµό. Ο Γιαννακούλιας (2005, σελ. 68), αναφέρει την άποψη του C. 

H. Edwards σύµφωνα µε την οποία, «ο συµβολισµός του Leibniz για τον διαφορικό 

λογισµό, φέρνει κοντά στον µαθητή προβλήµατα, που θα απαιτούσαν ευφυΐα του 

Αρχιµήδη ή του Newton». 

Η αρχική χρήση διαφορετικού συµβόλου για το λογισµό από τον Leibniz, ήταν 

σε µία επιστολή µε ηµεροµηνία 26 Οκτωβρίου 1675, όπου χρησιµοποιεί το γράµµα 

«ω» για το διαφορικό της µεταβλητής y και αργότερα γράφει «l» ή «
d
y » για την ίδια 

έννοια. Σε χειρόγραφό του µε ηµεροµηνία 11 Νοεµβρίου 1675, εισάγει το 

συµβολισµό «dx» και «dy» για τα διαφορικά των µεταβλητών x και y (Cajori, 1923). 

Η πρώτη τυπωµένη εµφάνιση των συµβόλων dx και dy, είναι σε ένα άρθρο του 

Leibniz, στο περιοδικό Acta eruditotum το 1684 όπου υπάρχουν οι εκφράσεις «dω ad 

dx», «dx ad dy» και «dx:dy», αλλά όχι η έκφραση «
dy
dx ». Στο ίδιο άρθρο, για τη 

δεύτερη παράγωγο, χρησιµοποιεί το συµβολισµό «ddx:d 2y » και για την τρίτη 

παράγωγο dx3 ή (dx)3 ή 3dx  (Cajori, 1928). Στην περίπτωση των κλασµάτων και των 

ριζών ο Leibniz έγραφε ένα κόµµα µετά το γράµµα d ως εξής:   d, b ax , aeq. 
b
a  dx 

b bax -  (Cajori, 1923). Στο έργο του Nova Methodus, ο Leibniz, αναφέρεται µόνο στο 

διαφορικό λογισµό. Θεωρώντας µία µεταβλητή ποσότητα x συµβολίζει µε y µία 

συνάρτηση του x, µε dx την απείρως µικρή µεταβολή της x και µε dy το διαφορικό 

της  y (Γιαννακούλιας, 2005). Επιπλέον, για τον λογισµό µε τα διαφορικά, εισάγει 

τον όρο «calculus differentialis – διαφορικός λογισµός» (Struik, 1966). 

Παράλληλα, ο Leibniz, ακολουθεί αρχικά το συµβολισµό του Cavalieri για τα 

αθροίσµατα των στοιχειωδών εµβαδών και γράφει omn.pa=omn.yl=
2

2y . Τον ίδιο 

συµβολισµό ακολουθούσαν και οι Mengoli και Fabri στην Ιταλία αρκετά χρόνια 

νωρίτερα το 1659, χρησιµοποιώντας τον όρο omn. για το omnes linea, δηλαδή 

άθροισµα γραµµών και τη συντόµευση του ως «Ο.a», (Cajori, 1919, Rickey, 1992). 

Σύµφωνα µε τον Νεγρεπόντη, κ.ά. (1987), ο όρος omn., πιθανόν να προέρχεται από 
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τη λατινική µετάφραση έργου του Αρχιµήδη «…omnes (priores) magnitudines ad 

omnes…». 

Λίγο αργότερα, σε χειρόγραφό του µε ηµεροµηνία 29 Οκτωβρίου 1675, ο 

Leibniz γράφει: «θα είναι πιο χρηστικό να γράφει κανείς ∫ για το omn. όπως  για 

το omn.l, και αυτό είναι το άθροισµα των l». Στο ίδιο χειρόγραφο, ο Leibniz φαίνεται 

να έχει επίγνωση ότι, δηµιουργούσε ένα νέο κλάδο Μαθηµατικών, αφού γράφει: 

«Satis haec nova nobila, cum novum genus calculi inducant - Αυτά είναι αρκετά νέα 

και αξιοσηµείωτα, γιατί θα οδηγήσουν σε ένα νέο λογισµό», εξηγώντας παράλληλα, 

ότι «∫ σηµαίνει άθροισµα και d διαφορά» (Cajori, 1928, Rickey, 1992).  

∫l

 

 
Σχήµα 23. Χειρόγραφο του Leibniz στο οποίο φαίνεται ο συµβολισµός του για το ολοκλήρωµα 

(Cajori, 1928, τοµ. B, σελ. 243). 

 

Ο όρος που χρησιµοποιεί ο Leibniz για το νέο αυτό λογισµό, είναι αρχικά 

«calculus summatorius»- αθροιστικός λογισµός, ένα όνοµα που συνδέεται µε την 

άθροιση των επιµέρους γινοµένων. Τον όρο «ολοκλήρωµα», τον είδε σε ένα άρθρο 
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του Jacob Bernoulli, στο περιοδικό Acta eruditorum το Μάιο του 1690. Ο αδερφός 

του Jacob, ο Johann Bernoulli, χρησιµοποιούσε τον όρο «calculus integralis»- 

ολοκληρωτικός λογισµός και το σύµβολο Ι αντί του ∫ . Έτσι ο Leibniz, ύστερα από 

µία αλληλογραφία που είχε µαζί του, σχετικά µε την ορολογία και τα σύµβολα, 

αποδέχεται τελικά µε βραδύτητα και απροθυµία την υπόδειξη του, να ονοµάσει τη 

νέα εφεύρεση «ολοκληρωτικό λογισµό» (Cajori, 1928, Rickey, 1992). Σε άλλη 

επιστολή του ο Leibniz, τον Οκτώβρη του 1695, πάλι προς Johann Bernoulli, γράφει 

τη βασική εξίσωση που συνδέει τις έννοιες της διαφόρισης και της ολοκλήρωσης 

« =  όταν n=-m» και στην οποία φαίνεται η σχέση ανάµεσα στα δύο σύµβολα. 

Το ίδιο έτος, δηµοσιεύεται απάντησή του, στην επίθεση που δέχθηκε για το λογισµό 

από τον Nieuwentijt’s και στην οποία αναφέρει τον συµβολισµό «ddx», «d

md ∫ 
n

3x», 

«dddx» και «d4x» (Cajori, 1923).  

Στις αρχές του 18ου αιώνα, τα σύµβολα του Leibniz για το διαφορικό και 

ολοκληρωτικό λογισµό, χρησιµοποιούνται από τους περισσότερους µαθηµατικούς σε 

διάφορους συνδυασµούς και εκδοχές. Ο συµβολισµός του Leibniz και η µέθοδος των 

διαφορικών, υιοθετούνται από τον Euler, ο οποίος χρησιµοποιεί το διαφορικό 

συντελεστή, χρησιµοποιεί σύµβολα για τα όρια ολοκλήρωσης και παράλληλα θέτει 

σε εξέχουσα θέση (prominence) την έννοια της συνάρτησης (Boyer, 1959, Rickey, 

1992). Η σχεδόν αυτόµατη ανάπτυξη του απειροστικού λογισµού στο πρώτο µισό 

του 18ου αιώνα, σύµφωνα µε τον Boyer (1959, σελ. 243), «ήταν σε µεγάλο βαθµό 

αποτέλεσµα της τυπικής θεώρησης της συνάρτησης, από τον Euler και την προσαρµογή 

του συµβολισµού του Leibniz σε αυτήν». Οι µέθοδοι όµως, τόσο του Leibniz, όσο και 

του Newton, παρουσίαζαν βασικές δυσχέρειες θεµελίωσης, που γίνονταν αντιληπτές 

στις διαδικασίες υπολογισµού οριακών λόγων των διαφορών. Οι λόγοι αυτοί, 

περιελάµβαναν εµφανώς ή συγκαλυµµένα, την έννοια του ορίου, η οποία την εποχή 

αυτή, δεν ήταν σαφώς διατυπωµένη. Ο D’ Alembert για παράδειγµα, διαφωνούσε µε 

την υπόθεση του Euler, ότι τα διαφορικά είναι σύµβολα, για µηδενικές ποσότητες, αν 

και διαφέρουν ποιοτικά από το µηδέν, ενώ ερµήνευε τη φράση το Newton, «prime 

and ultimate ratios πρώτος και ύστατος λόγος» ως ένα όριο. Χαρακτηριστική είναι η 

πίστη του στο ότι «η αληθινή µεταφυσική του απειροστικού λογισµού, βρισκόταν στην 

έννοια του ορίου». Η διατύπωση της έννοιας του ορίου από τον D’ Alembert, δεν 
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ήταν αρκετά σαφής και έτσι οι Ευρωπαίοι µαθηµατικοί, συνέχισαν να υιοθετούν τη 

γλώσσα και τις απόψεις των Leibniz και Euler στο τέλος του 18ου αιώνα. Μέσα όµως 

από τις αµφισβητήσεις και τις προσπάθειες αποσαφήνισης των εννοιών, 

δηµιουργείται ευνοϊκό κλίµα στη µαθηµατική κοινότητα, για µία γόνιµη και 

εποικοδοµητική εργασία στον τοµέα αυτό, µε θετικά αποτελέσµατα για τις έννοιες 

του απειροστικού λογισµού (Boyer & Merzbach, 1997, Struik, 1966).  

Για την παράγωγο, ο Lagrange το 1797, στο βιβλίο του «Theorie des functions 

analytiques», φαίνεται ότι δεν είναι ικανοποιηµένος από µεθόδους των 

προγενέστερων και κάνει έναν νέο, εντυπωσιακό χειρισµό της βασικής έννοιας. 

Αναπτύσσει «κάθε» συνάρτηση σε µία σειρά Taylor, όπου οι παράγωγοι της 

συνάρτησης  fx, εµφανίζονται στο ανάπτυγµα και συµβολίζονται από τον Lagrange 

ως  f΄x,  f΄΄x,  f΄΄΄x καθώς και ως  y, y΄, y΄΄, y΄΄΄ (Cajori, 1923, Struik, 1966). Ανάλογο 

ανάπτυγµα χρησιµοποιεί και ο Arbogast, ενώ χρησιµοποιεί το σύµβολο D όπως και 

αρκετοί πριν από αυτόν, για να δηλώσει την παράγωγο. Έτσι στο ανάπτυγµα 

a+bx+
2.1

c x2+… είναι a=Fa, b=DFa, c=DDFa κλπ. Για µεγαλύτερης τάξης όρους 

χρησιµοποιεί το σύµβολο D µε δείκτη και συγκεκριµένα  για τον όρο 
c

mD
m

Dm

....3.2.1
, 

ενώ χρησιµοποιεί παράλληλα και τα σύµβολα 
dx

xd  ϕ , 2

2

.2.1
 

dx
xd ϕ , x φ∂  (Cajori, 1928). Η 

χρήση του συµβόλου  για τη µερική παράγωγο, απαντάται µετά το 1770, σε άρθρα 

των Monge, Condorcet και Legendre, ενώ ο Legendre, είναι αυτός που εισάγει το 

1786 τον συµβολισµό 

∂

x∂
∂υ  για την ίδια έννοια (Cajori, 1928).  

Παράλληλα, υπήρξε εξέλιξη και στον συµβολισµό του ορίου, µία έννοια η 

οποία κυριαρχεί τη µαθηµατική σκέψη µετά τον 16ο αιώνα, αλλά θεµελιώθηκε 

αυστηρά πολύ αργότερα. Η συντόµευση «lim.» χρησιµοποιείται για πρώτη φορά από 

τον Simone Lhuilier το 1786, ο οποίος έγραφε: «lim.q:Q και Lim.
x
y

∆
∆ ». Την ίδια 

συντόµευση καθώς και µόνο το γράµµα «L» χρησιµοποιούν ο Carnot το 1797 και ο 

Cauchy το 1821. Επιπλέον, ο Cauchy χρησιµοποιεί το πλήθος των παρενθέσεων για 

να δηλώσει τις διαφορετικές τιµές ενός ορίου. Για παράδειγµα, καθώς το x πλησιάζει 
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στο µηδέν, το όριο lim.(sin.x) έχει µοναδική τιµή 0, το όριο lim.((
x
1 )) παίρνει δύο 

τιµές, ενώ το lim.((sin.
x
1 )) άπειρες. Βαθµιαία µε τη χρήση, ο συµβολισµός αυτός 

χάνει την τελεία και µετατρέπεται από «lim.» σε «lim». Τον 19ο αιώνα, πολλοί 

συγγραφείς αισθάνονται την ανάγκη ενός συµβολισµού για το όριο, που θα 

αποτυπώνει παράλληλα τη συνάρτηση και την τιµή που προσεγγίζει η ανεξάρτητη 

µεταβλητή. Έτσι εµφανίζεται στην Ευρώπη ευρέως η έκφραση «Limx=a», ενώ ο 

Weierstrass χρησιµοποιεί εκφράσεις όπως οι « » και  « » και ο  

Hamilton « {  }» (Cajori, 1923). 

1
lim

  =ε
∞=

= nn
pLim

∞  
.

∞  =n
lim

Στην Αγγλία το σύµβολο της ισότητας για την ανεξάρτητη µεταβλητή, 

αντικαθίσταται από ένα βέλος. Ο G. H. Hardy γράφει το 1908 « )
n
1lim(

n ∞  →

» και εισάγει 

στο συµβολισµό του ορίου, το βέλος µε την ακόλουθη παρατήρηση: «ακολουθώ τον 

συµβολισµό των Leathem και Bromwich, γράφοντας: , ,  και όχι , 

, . Αυτή η αλλαγή µου φαίνεται αξιοσηµείωτα σηµαντική ιδιαίτερα όταν το 

“∞”  είναι η προσεγγιστική τιµή». Κάποιες φορές µάλιστα, το σύµβολο «lim» 

παραλείπεται, όπως στην έκφραση 

∞→  n
lim

∞  →x
lim

a  →x
lim

∞  =n
lim

∞  =x
lim

a  =x
lim

u'  →
x
u

∆
∆  (Cajori, 1923, σελ. 43).  

Κατά τη διάρκεια του 19ου αιώνα, θα υπάρξει η αυστηρή θεµελίωση για τις 

έννοιες του ορίου, της συνέχειας, της παραγώγου και του ολοκληρώµατος ενώ τα 

σύµβολά τους θα συµβάλουν µε έναν καθοριστικό και λειτουργικό τρόπο, στη µελέτη 

των ιδιοτήτων των εννοιών αυτών. Παράλληλα, η ακρίβεια ως χαρακτηριστικό της 

µαθηµατικής πρακτικής, έκανε δυνατή την ανακάλυψη και εφαρµογή νέων ιδεών. 

Όµως, η σηµερινή µορφή του συµβολισµού στον απειροστικό λογισµό, οφείλει όπως 

είναι φανερό, την ύπαρξη και τη λειτουργικότητά της κατά κύριο λόγο, στους 

µαθηµατικούς του 17ου και 18ου αιώνα και κυρίως στον Leibniz, «έναν εξέχοντα 

επινοητή µαθηµατικών συµβόλων» (Struik, 1966, σελ. 182), ο οποίος σύµφωνα µε το 

Γιαννακούλια (2005, σελ. 68) «κατορθώνει να δηµιουργήσει ένα ολοκληρωµένο, 

µεθοδικό και λειτουργικό διαφορικό λογισµό, καθιερώνοντας µια νέα ορολογία και ένα 
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απλό και λειτουργικό συµβολισµό». 

Σχετικά µε την εξαιρετική σύνδεση των εννοιών του απειροστικού λογισµού, 

µε τα αντίστοιχα σύµβολα, ο Γιαννακούλιας (2005, σελ. 68) αναφέρει ότι, «ο 

Απειροστικός λογισµός του Leibniz, είναι το υπέρτατο παράδειγµα σε ολόκληρη την 

επιστήµη και τα µαθηµατικά, ενός συστήµατος παράστασης και ορολογίας, τόσο τέλεια 

ταιριασµένου µε το θέµα του, προκειµένου να αντικατοπτριστούν πιστά οι βασικές 

λειτουργίες και διαδικασίες αυτού του θέµατος», ενώ για το ίδιο θέµα ο Cajori (1928, 

τοµ. B, σελ. 181), αποτυπώνει την εξαιρετική σύλληψη των συγκεκριµένων 

συµβόλων, µε τη φράση από τον Faust του Goethe «War es ein Gott, der diese 

Zeichen schrieb?»  
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3.5 Η εµφάνιση και εξέλιξη ειδικών µαθηµατικών συµβόλων 
 

Η µελέτη µαθηµατικών αντικειµένων προϋποθέτει την καλή γνώση του 

αντίστοιχου συµβολισµού, αλλά κυρίως τη βαθιά κατανόηση των εννοιών που 

βρίσκονται πίσω από αυτά και συνήθως προηγούνται του συµβόλου. Για παράδειγµα, 

ο Cantor εισήγαγε για τον άπειρο πληθικό αριθµό που αντιπροσωπεύεται από το 

σύνολο των φυσικών αριθµών, το σύµβολο «ּאο» το οποίο προέρχεται από το εβραϊκό 

αλφάβητο και διαβάζεται «άλεφ µηδέν». Ο ίδιος, έδειξε ότι ο αριθµός αυτός 

υπακούει σε κάποιους νόµους της αριθµητικής, όπως ּאο+1=ּאο, ּאο+ּאο=ּאο κλπ., οι 

οποίοι είναι διαφορετικοί από εκείνους των πεπερασµένων αριθµών, έχοντας πολύ 

καλή γνώση των άπειρων δοµών (Davis & Hersh, 1981). Η ιστορική µελέτη 

αποκαλύπτει τις δυσκολίες που προέκυψαν, τόσο κατά τη σύλληψη των εννοιών, όσο 

και στην προσπάθεια για ακριβή και σαφή παράστασή τους. Κάποιες φορές, 

διευκολύνεται η εξέλιξη της θεωρίας από µία διευρυµένη θέαση του συµβολισµού 

και κάποιες άλλες, δυσχεραίνεται από την απουσία του, όπως για παράδειγµα συνέβη 

µε τη χρήση των κλασµατικών δυνάµεων από τον Oresme (Boyer & Merzbach, 

1997). Παρακάτω, αναφέρονται συνοπτικά µερικά ενδεικτικά παραδείγµατα για την 

εξέλιξη των εννοιών παράλληλα µε την εµφάνιση και εξέλιξη των αντίστοιχων 

συµβόλων. 

 

3.5.1 Οι αρνητικοί αριθµοί 
 

Η ύπαρξη των αρνητικών αριθµών, δηµιουργούσε µέχρι τον 17ο αιώνα µία 

δυσκολία στην πλήρη ανάπτυξη των µαθηµατικών ενώ παράλληλα, η έννοια του 

αρνητικού συνυπήρχε µε τη διαδικασία της αφαίρεσης. Σύµφωνα µε τον Τουµάση 

(1999), οι αρχαίοι Έλληνες, γνώριζαν µεν τους αρνητικούς αριθµούς, αλλά 

επηρεασµένοι από τη γεωµετρική αναπαράσταση των µεγεθών, θεωρούσαν αδύνατη 

κάθε εξίσωση µε αρνητικές ρίζες. Αργότερα, ο ∆ιόφαντος ερµηνεύει σαν αρνητικό 

«αυτό που υπολείπεται», χρησιµοποιεί δε τους αρνητικούς σε ένα ενδιάµεσο στάδιο 

υπολογισµών, κάνοντας χρήση ακόµη και των κανόνων (–)⋅(–)=(+) και (–)⋅(+)=(–) 

(Bashmakova 1999a, Τουµάσης, 1999). Επιπλέον, σε Ινδικό χειρόγραφο γνωστό ως 
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Arithmetic Bakhshali γραµµένο µεταξύ 8ου και 10ου µ.Χ. αιώνα, η αρνητική ποσότητα 

δηλώνεται µε ένα + µετά από τον αριθµό. Ο Cajori (1928), αναφέρει ως παράδειγµα 

αυτού του συµβόλου, την έκφραση 12 7+, η οποία δηλώνει την αφαίρεση 12-7. Το 

σύµβολο αυτό, δεν βρίσκεται σε άλλα ινδικά κείµενα όπου η αρνητική ποσότητα 

δηλώνεται µε µία κουκίδα και έτσι 3  δίνουν αποτέλεσµα   (Cajori, 1928). 
•
4

•
1

Με την ανάπτυξη της άλγεβρας και του συµβολισµού, µετά το 12ο αιώνα, οι 

υπολογιστικές διαδικασίες κατά την επίλυση εξισώσεων παρουσίαζαν κάποιες φορές 

αρνητικές (αδύνατες) ποσότητες, αλλά οι µαθηµατικοί απέφευγαν συνήθως την 

παρουσία µεµονωµένων αρνητικών αριθµών. Σε χειρόγραφα του Bombelli, 

εµφανίζεται η ποσότητα «0-1069», για να εκφράσει τον αριθµό -1069, εφ’ όσον δεν 

επιτρεπόταν να γραφτεί στην µορφή «-1069» ως αριθµός χωρίς νόηµα (Cajori, 1928). 

Ο Chuquet, αναφέρει για πρώτη φορά έναν µεµονωµένο αρνητικό αριθµό σε µία 

αλγεβρική εξίσωση, όταν γράφει    «.4.1 ισούται µε m~ .2.0», δηλαδή 4x = –2 (Boyer & 

Merzbach, 1997). Παράλληλα, η έντονη ενασχόληση µε τον αλγεβρικό λογισµό και η 

παρουσία συµβόλων, έφερνε για την εποχή αυτή νέα αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, 

ο Stifel είχε εξοικειωθεί µε τις ιδιότητες των αρνητικών αριθµών, µολονότι τους 

ονόµαζε «numeri absurdi», δηλαδή παράλογους αριθµούς (Boyer & Merzbach, 

1997). Κατά την επίλυση της κυβικής εξίσωσης, ο Cardano χρησιµοποίησε τους 

αρνητικούς αν και τους ονόµαζε «numeri ficti», δηλαδή φανταστικούς αριθµούς. Η 

σύνδεση των αριθµών µε τα τµήµατα και η έννοια της φοράς στην ευθεία, έκαναν την 

ύπαρξη των αρνητικών αριθµών πολύ πιθανή (Boyer & Merzbach, 1997). Στη 

συνέχεια, η άρνηση των µαθηµατικών (Vieta, Hariott κλπ.), να δεχθούν αρνητικές 

ρίζες και αρνητικούς συντελεστές στις εξισώσεις, εµπόδισε τον Vieta να αναγνωρίσει 

πλήρως τις σχέσεις ανάµεσα στους συντελεστές και τις ρίζες. Η αναγνώριση αυτή, 

συνέβη το 1629, όταν ο Girard, στο βιβλίο του  Invention nouvelle en l’ algèbre, 

διατυπώνει σαφώς τις σχέσεις ανάµεσα στις ρίζες και τους συντελεστές αφού έχει 

αποδεχθεί την ύπαρξη αρνητικών και φανταστικών ριζών (Boyer & Merzbach, 1997). 

Το 1657, ο Hudde είναι ο πρώτος που γενικεύει την παράσταση αριθµού, θετικού και 

αρνητικού µε ένα γράµµα. Μέχρι τότε, ένας αρνητικός συµβολιζόταν µε «–α» 

εµπεριείχε δηλαδή και το αρνητικό πρόσηµο (Cajori, 1928). 
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Παράλληλα µε την αποδοχή των νέων αυτών µαθηµατικών αντικειµένων, 

κάνουν την εµφάνιση τους και αντίστοιχα σύµβολα. Αρχικά, προτείνεται για το +a το 

a και για το –a το ā. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται και άλλες προσπάθειες για το 

συµβολισµό των αρνητικών και των θετικών αριθµών, όπως τα σύµβολα  και  

και τα αn  και αp, αντίστοιχα. Τα σύµβολα ←α , α→ και as ar , , προτείνονται για τον 

ίδιο λόγο δηλώνοντας παράλληλα τη φορά των αριθµών στην ευθεία. Στο τέλος του 

19ου αιώνα, προτείνεται το + και το – σαν πρόθεµα σε συγκεκριµένο αριθµό, ως –10 

και +10, για να δηλώσει τους δύο ποιοτικά διαφορετικούς αριθµούς. Η σηµερινή 

παράσταση των αριθµών …-3,-2, -1, 0, +1, +2, +3, … οφείλεται στο έργο Continuum 

του Huntington που γράφτηκε το 1917 (Cajori, 1928). 

 

3.5.2 Οι µιγαδικοί αριθµοί 
 

Όπως κάθε νέο µαθηµατικό αντικείµενο και κάθε νέα µαθηµατική ιδέα, έτσι 

και οι µιγαδικοί χρειάστηκαν αρκετό χρόνο για να πάρουν τη µορφή που αναδεικνύει 

τις βασικές σχέσεις και ιδιότητες που τους διέπουν. Η εµφάνιση αριθµών µη 

συµβατών µε τα επιστηµολογικά πρότυπα της εποχής, ήταν συχνά το αποτέλεσµα 

των προσπαθειών επίλυσης εξισώσεων, µετά τον 13ο αιώνα. Για παράδειγµα, ο  

Chuquet  θεωρώντας την εξίσωση 4+x2=3x, ανακάλυψε ότι µερικές από τις λύσεις 

ήταν φανταστικοί αριθµοί. Σε περιπτώσεις σαν αυτές ο Chuquet πρόσθετε: «Tel 

nombre est ineperible», δηλαδή αυτού του είδους ο αριθµός είναι αδύνατος (Boyer & 

Merzbach, 1997, Cajori, 1928). Στη συνέχεια, µιγαδικοί αριθµοί εµφανίζονται σε 

συµβολική µορφή, αλλά χωρίς οντολογική υπόσταση, σε κείµενα των Cardano και 

Bombelli. Συγκεκριµένα, o Cardano αναφέρει τις τετραγωνικές ρίζες των αρνητικών 

ως «σοφιστικές» παρουσιάζοντας όµως παράλληλα ως λύσεις µίας εξίσωσης τις 

15-5+  και 15--5 , τις οποίες παρίστανε µε «5p:  m:15» και «5m:  m:15». Ο 

Bombelli αντίστοιχα, µε παρόµοιο συµβολισµό των λύσεων, γράφει «4.p.R[0 4.~m ]» 

για τη λύση 4-4+  και καταλήγει σε «µία τρελή» ιδέα αφού τα υπόρριζα για 

συγκεκριµένες τιµές παίρνουν αρνητικές τιµές. Ο ίδιος, κάνει όµως ένα ακόµη βήµα, 

αφού εισάγει µία νέα φρασεολογία και ένα νέο συµβολισµό για τους φανταστικούς 

αριθµούς. Οι λέξεις «di meno» αντιστοιχούν στη συντοµογραφία dm. και δηλώνουν 
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το σηµερινό i= 1- . Έτσι περιγράφει τον κανόνα (+2i)⋅(+i)=-2 ως: 

«p.dm.2.via.p.dm.1 equal. m~ 2» (Boyer & Merzbach, 1997, Cajori, 1928). 

Μετά την επίλυση της κυβικής εξίσωσης, τα πράγµατα για τους µιγαδικούς 

άλλαξαν ριζικά. Συγκεκριµένα, όταν οι τρεις λύσεις µιας τριτοβάθµιας εξίσωσης 

είναι πραγµατικές και µη µηδενικές, ο τύπος των Cardano Tartaglia, οδηγεί σε 

τετραγωνικές ρίζες αρνητικών αριθµών. Έτσι, έπρεπε να ληφθούν υπόψη οι 

φανταστικοί αριθµοί, ακόµη και αν κάποιος αποφάσιζε να περιοριστεί στις 

πραγµατικές λύσεις (Boyer & Merzbach, 1997). 

Η εισαγωγή των φανταστικών αριθµών µε τον συµβολισµό a- , ακόµη  και 

ως άγνωστα είδη, γίνεται από πολλούς µαθηµατικούς, πριν ακόµη ο Euler 

παρουσιάσει ξεχωριστά από τον συµβολισµό a- , τον αριθµό 1-  για την 

παράσταση όλων των φανταστικών. Στον Euler οφείλεται το σύµβολο «i» για τη 

φανταστική µονάδα, το οποίο πρότεινε το 1777. Μέχρι τότε, ο Euler χρησιµοποιούσε 

το i για να συµβολίσει έναν άπειρο αριθµό. Ο Euler ήταν αυτός που χρησιµοποίησε 

πρώτη φορά φανταστικούς εκθέτες σε µία επιστολή που έστειλε προς τον Jean 

Bernoulli το 1740 (Boyer & Merzbach, 1997, Cajori, 1928). Τη γραφή των 

µιγαδικών, ως ζευγάρι αριθµών, παρουσίασε ο Hamilton, το 1837, γράφοντας τους 

ως (α1, α2)=α1+α2 1-  και αργότερα, το 1903, ο Burkhardt ως (α, β)=α+βi (Cajori, 

1928). Το σύµβολο «i» για τους φανταστικούς αριθµούς, καθιερώθηκε µετά από την 

εκτενή χρήση του στο κλασικό έργο του Gauss «Disquisitiones Arithmeticae» το 

οποίο τυπώθηκε το 1801. Στο βιβλίο αυτό, ο Gauss δίνει τη σηµερινή γεωµετρική 

ερµηνεία για τους φανταστικούς αριθµούς και ιδιαίτερα για την φανταστική µονάδα, 

καθιστώντας την υιοθέτηση του ονόµατος «φανταστικός» µια άστοχη ενέργεια. 

Προτείνει µάλιστα, για τους αριθµούς 1, -1 και i, αντί της ονοµασίας θετική, 

αρνητική και φανταστική µονάδα την ονοµασία ευθεία, αντίστροφη και πλευρική 

µονάδα «directe, inverse, laterale Einheit» (Boyer & Merzbach, 1997, Bell, 1992).  
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3.5.3 Η συνάρτηση 
 

Η εξέλιξη της έννοιας της συνάρτησης είναι δυνατόν να θεωρηθεί σαν µία πάλη 

σε έναν πόλεµο ανάµεσα σε δύο διανοητικές απεικονίσεις: (α) τη γεωµετρική, η 

οποία εκφράζεται µε τη µορφή των καµπύλων και (β) την αλγεβρική, η οποία 

δηλώνεται µε έναν τύπο. Ο τύπος της αλγεβρικής απεικόνισης, είναι αρχικά 

πεπερασµένων διαδικασιών και αργότερα διαφοροποιείται, αφού επιτρέπονται σε 

αυτόν άπειρες διαδικασίες. Στη συνέχεια, ένα τρίτο στοιχείο εισέρχεται για να 

συµπληρώσει την έννοια της συνάρτησης. Πιο συγκεκριµένα, εµφανίζεται ο λογικός 

ορισµός της συνάρτησης σαν αντιστοίχηση µεταξύ στοιχείων, έχοντας ως διανοητική 

απεικόνιση µία µηχανή εισόδου-εξόδου. Η γενική ιδέα (notion) της συνάρτησης 

ορισµένη σε µία σαφή µορφή, δεν είχε αναδυθεί έως την αρχή του 18ου αιώνα, παρότι 

µία υπονοούµενη υλοποίηση της έννοιας χρονολογείται από τους αρχαίους χρόνους. 

Μία σειρά από εξελίξεις στα µαθηµατικά, ήταν τα ουσιαστικά στοιχεία που 

οδήγησαν στην εµφάνιση της νέας αυτής έννοιας. Τα στοιχεία αυτά συνοψίζονται 

στα εξής: (α) η επέκταση της έννοιας του αριθµού, ώστε να γίνουν αποδεκτοί οι 

πραγµατικοί και µε κάποια έννοια και οι µιγαδικοί αριθµοί (Bombelli, Stifel και 

άλλοι), (β) η δηµιουργία της συµβολικής άλγεβρας (Vieta, Descartes και άλλοι), (γ) η 

µελέτη της κίνησης, σαν κεντρικό πρόβληµα της επιστήµης (Kepler, Galileo και 

άλλοι) και (δ) το «πάντρεµα» της άλγεβρας µε τη γεωµετρία (Descartes, Fermat και 

άλλοι) (Kleiner, 1989). 

Παράλληλα µε τη µελέτη προβληµάτων που προκύπτουν από τη σύνδεση της 

άλγεβρας µε τη γεωµετρία, εµφανίζονται δύο νέα, βασικά στοιχεία, που συµβάλουν 

καθοριστικά στη εξέλιξη της έννοιας της συνάρτησης. Αυτά είναι, η εισαγωγή της 

έννοιας της µεταβλητής για τη δήλωση συνεχών µεγεθών και οι ισότητες, οι οποίες 

αποτελούν τις εκφράσεις που περιγράφουν τις σχέσεις µεταξύ των µεταβλητών. Αυτά 

τα στοιχεία, εφαρµοσµένα στη γεωµετρία και τη φυσική, έχουν σαν αποτέλεσµα την 

παροχή ενός µεγάλου αριθµού παραδειγµάτων από καµπύλες για µελέτη, δηλαδή 

δυνητικές-λανθάνουσες συναρτήσεις (potential function). Η µελέτη αυτή, είναι το 

τελικό στάδιο που θα οδηγήσει τη µαθηµατική σκέψη στην εισαγωγή της έννοιας της 

συνάρτησης, ως σχέση µεταξύ δύο µεγεθών. Αυτό που λείπει στο τελικό στάδιο, 

είναι η διαφοροποίηση σε ανεξάρτητη και εξαρτηµένη µεταβλητή και η αποσύνδεση 

 101



της σχέσης των µεγεθών από τη γεωµετρία. Για παράδειγµα ο λογισµός των Newton 

και Leibniz δεν ήταν ένας λογισµός συναρτήσεων, εφ’ όσον το βασικό αντικείµενο 

µελέτης ήταν η γεωµετρική καµπύλη χωρίς τη διάκριση ανεξάρτητης και 

εξαρτηµένης µεταβλητής (Kleiner, 1989, Boyer, 1959). 

Το 1692 ο Leibniz εισάγει τη λέξη «function - συνάρτηση» για να προσδιορίσει 

ένα γεωµετρικό αντικείµενο το οποίο συνδέεται µε την καµπύλη. Ο πρώτος ορισµός 

της συνάρτησης δίνεται το 1718 από τον Johann Bernoulli. Για τον συµβολισµό της 

συνάρτησης, σε χειρόγραφα του Leibniz συναντάµε τις εκφράσεις: « » για µία 

συνάρτηση του x, « » για µία δεύτερη συνάρτηση του x, « » για µία 

συνάρτηση των x, y, και   « » για µία λογική συνάρτηση του x (Cajori, 

1928). 

Στη συνέχεια, ο Leibniz και ο Johann Bernouli χρησιµοποιούν ειδικά 

γράµµατα, όπως το ελληνικό ξ, το Χ και το γράµµα n, ενώ αργότερα προτείνουν τα 

κεφαλαία γράµµατα B, F, G, C καθώς και το γράµµα ϕ , χωρίς όµως τη χρήση 

παρενθέσεων. Έχοντας ως µεταβλητή το γράµµα x ή z και σταθερές τα γράµµατα b, 

d, κλπ., γράφουν για παράδειγµα: ξx  ή ϕ x  ή ϕ z. Ο διαχωρισµός της µεταβλητής µε 

παρένθεση γίνεται από τον Euler, που εισάγει πρώτος το σύµβολο της συνάρτησης 

f(x) το 1734 στο έργο του Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae 

(Cajori, 1928). Αργότερα, το 1748, για τον Euler στο Introductio in Analysin 

Infinitorum, η έννοια και ο συµβολισµός της συνάρτησης παίζουν έναν κεντρικό 

ρόλο για την ανάπτυξη και την πρόοδο της ανάλυσης (Kleiner, 1989). 

 

x 1 

x;y x 1 2 

r.1 x 

3.5.4 Τριγωνοµετρικές και υπερβολικές συναρτήσεις 
 

Η ενασχόληση στους αρχαίους πολιτισµούς µε την τριγωνοµετρία, συνδυάζεται 

τόσο µε τη γεωµετρία, όσο και µε την αστρονοµία. Παρατηρείται έτσι ανάπτυξη 

στοιχείων της τριγωνοµετρίας από τους Βαβυλώνιους, τους Αιγύπτιους και τους 

Έλληνες. 

Στην ανάπτυξη της τριγωνοµετρίας συµβάλλουν σηµαντικά και οι Ινδοί που 

εισάγουν το ηµίτονο, το οποίο αντικατέστησε τους πίνακες χορδών των Ελλήνων. 

 102



Στη 

εδίο αυτό είναι η συνεισφορά του 

Regio

τριγωνο

ε

ε

συνέχεια, οι Άραβες ακολουθούσαν αρχικά δύο είδη τριγωνοµετρίας, την 

ελληνική τριγωνοµετρία των χορδών, όπως τη διαβάζουµε στη Μεγίστη και την 

ινδική µε τους πίνακες των ηµίτονων, όπως τους διαβάζουµε στη Σιντχίντ. Και τα δύο 

αυτά έργα, αποδείχθηκαν καθοριστικά για την εξέλιξη της τριγωνοµετρίας κατά τα 

επόµενα χρόνια (Boyer & Merzbach, 1997).  

Η τριγωνοµετρία κατά το Μεσαίωνα αναπτύσσεται κυρίως για να βοηθήσει τις 

αστρονοµικές µελέτες. Σηµαντική στο π

montanus, σε µελέτη του οποίου αναφέρεται η συνάρτηση της εφαπτοµένης. 

Παράλληλα ο Κοπέρνικος, µέσα από τα µετρικά θεωρήµατα, διέδωσε την 

επιρροή του Regiomontanus, κάτι που κάνει αργότερα και ο µαθητής του Rheticus, ο 

οποίος προχώρησε ακόµη περισσότερο. Ο Vieta, ασχολήθηκε µε την τριγωνοµετρία 

µε µία γενικευµένη αναλυτική προσέγγιση, εισάγοντας παράλληλα αλγεβρικές 

µεθόδους σε αυτήν. Επιπλέον, χρησιµοποίησε την τριγωνοµετρία για τη λύση 

αλγεβρικών προβληµάτων και ήταν ο πρώτος που χρησιµοποίησ  έκφραση 

ισοδύναµη µ  τον τύπο 

2
-
2

)-(
2

)(

A

BA

a

ba εφ +

=

+

  Ο τύπος αυτό , είχε δηµοσιευθεί αρχικά 

το 1583 από τον Thomas υ Geometria rotundi, δηλαδή «Γεωµετρία 

χρήση των λέξεων «tangent» και «secant» καθώς επίσης και των συντοµογραφιών 

«sin., tan., sec., sin.com, tan.com, sec.com.» που αναφέρονται στους 

τριγωνοµετρικούς αριθµούς (Cajori, 1928). 

Παράλληλα µε την ανάπτυξη της τριγωνοµετρίας, παρουσιάζεται µέσα στο 

κλίµα της εποχής και η ανάγκη για έναν

2
Bb εφ

 ς

 Fink στο έργο το

του κύκλου». (Boyer & Merzbach, 1997). Στον Thomas Fink αποδίδεται και η πρώτη 

 λιτό και σαφή συµβολισµό. Κατά τη 

διάρκ

 βιβλίο αυτό, 

εια του 17ου και 18ου αιώνα, πολλοί µαθηµατικοί χρησιµοποίησαν συντοµεύσεις 

για την παράσταση των τριγωνοµετρικών αριθµών. Οι περισσότερες από αυτές, 

βασίζονται στα αρχικά γράµµατα των αντίστοιχων λέξεων όπως για παράδειγµα s, S, 

sin, sin., sen., sn και σ, για το ηµίτονο, cs, S.2., Cos., cos. και cos,  για το συνηµίτονο 

και t, T, tang., tang, tng, tg και tan., για την εφαπτοµένη (Cajori, 1928). 

Η αυστηρή, αναλυτική αντιµετώπιση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, 

καθιερώθηκε ως ένα µεγάλο βαθµό από την Introductio του Euler. Στο
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εµφανίζονται συντµήσεις για τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς, όπως sin., sin, sn για 

το ηµίτονο, cos., cos, cs για το συνηµίτονο κλπ., καθώς και οι ακόλουθες 

τριγωνοµετρικές ταυτότητες (Boyer & Merzbach, 1997, Cajori, 1928): 

sinx= 
1-2

- -1--1 xx ee , cosx= 
2

-1--1 xx ee +  και eix = cosx + 1- sinx  . 

ον, η σύγκ  τεταγµένων y2=1 ς υπερβολής 

x2-y2= 1, απασχολούσε τους µαθηµατικούς για έναν αιώνα περίπου. Το 1757, ο 

Ιταλό

χ τ

Επιπλέ ριση των  του κύκλου x2+  και τη

ς µαθηµατικός Riccati, πρότεινε τον ορισµό των υπερβολικών συναρτήσεων 

χρησιµοποιώντας τα σύµβολα Sh.x και Ch.x για το υπερβολικό ηµίτονο και 

συνηµίτονο αντίστοιχα. Ο ίδιος, χρησιµοποιούσε τα σύµβολα Sc. και Cc. για της 

συναρτήσεις ηµίτονο και συνηµίτονο, αντίστοιχα, στην κυκλική τριγωνοµετρία 

Αργότερα, αυτές οι συναρτήσεις αναπτύχθηκαν περαιτέρω από τον Lambert ο οποίος 

εισάγει τα σηµερινά σύµβολα sinh(x) και cosh(x) για αυτές. Παράλληλα, 

αποδεικνύονται τρεις ταυτότητες για τις υπερβολικές συναρτήσεις, οι οποίες 

αντιστοι ούν σε αυτές ης κανονικής τριγωνοµετρίας για τα sinx, cosx και eix και 

είναι οι ακόλουθες: 

sinh(x)= 
2
- -xx ee , cosh(x)= 

2

-xx ee +    και ex=sinh(x) + cosh(x). 

ητα πο ζουν οι ες µε αυτές των 

υπερβολικών συναρτήσεων, είναι φανερή από τον συµβολισµό των δύο ευρύτερων 

εννοιώ

3.5.5 Η ορίζουσα 
 

υσας και η µεταγενέστερη έννοια του πίνακα, µαζί µε την 

ατανόηση των ιδιοτήτων τους, είναι ιστορικά στενά συνδεδεµένες µεταξύ τους. Και 

οι δύ

Η οµοιότ υ παρουσιά  τριγωνοµετρικές ταυτότητ

ν (Boyer & Merzbach, 1997, Cajori, 1928). 

 

Η έννοια της ορίζο

κ

ο έννοιες προέρχονται από τη µελέτη του συστήµατος γραµµικών εξισώσεων. 

Προβλήµατα που ανάγονται στην επίλυση γραµµικών συστηµάτων, συναντάµε τόσο 

σε όλους τους αρχαίους πολιτισµούς που ασχολήθηκαν µε τα µαθηµατικά, όσο και 

στα έργα των µαθηµατικών της ∆ύσης κατά τη διάρκεια του Μεσαίωνα. Αργότερα, 

µε την εισαγωγή των συµβολισµών στους αλγεβρικούς υπολογισµούς, υπήρξε ακόµη 
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µεγαλύτερο πλήθος προσπαθειών για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων 

(Τοκµακίδης, 1989).  

Η πρώτη εµφάνιση µίας « ρίζουσας» µε την εισαγωγή κατάλληλου 

συµβολισµού σε πρό

ο

βληµα εξισώσεων γραµµικού συστήµατος, βρίσκεται σε µία 

επιστολή 1  

20+21x+22y=0 

30+31x+32y=0 

Οι συντελεστές του συστήµατος δεν απεικονίζουν αριθµούς, αλλά λειτουργούν 

όπως οι διπλοί δείκτες που χρησιµ ερα για την παράσταση των 

στοιχ

10.32+11.32x-12.30-12.31x=0 

Απαλείφοντας στη συνέχεια το x από τις δύο τελευταίες εξισώσεις, λύνοντας 

κάθε µία εξίσωση ως προς x ν ισοτήτων καταλήγει 

στην 

που αντιστοιχεί στο σηµερινό ανάπτυγµα της ορίζουσας του επαυξηµένου πίνακα: 

a10.a21.a32+a11.a ίναι η 

αναγκαία συνθήκη για να έχει λύση το δεδοµένο σύστηµα. 

του Leibniz προς τον De L’ Hospital, το 693. Στην επιστολή αυτή, ο 

Leibniz προτείνει µία µέθοδο χρήσης των αριθµών για την έκφραση γενικών 

σχέσεων, όπως ακριβώς γίνεται µε τη χρήση των γραµµάτων. Ως παράδειγµα, έδωσε 

ένα γραµµικό σύστηµα 3 εξισώσεων µε 2 αγνώστους, γραµµένο στην ακόλουθη 

µορφή: 

10+11x+12y=0 

οποιούνται σήµ

είων ενός πίνακα. Αυτοί οι «ψευδοαριθµοί», όπως τους αποκαλεί ο Leibniz, 

δείχνουν µε το πρώτο ψηφίο τους την εξίσωση στην οποία βρίσκονται και µε το 

δεύτερο, τον άγνωστο-γράµµα στον οποίο ανήκουν. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των 

αντίθετων συντελεστών, ο Leibniz απαλείφει τον άγνωστο, αρχικά από τις δύο 

πρώτες εξισώσεις και κατόπιν από την πρώτη και την τρίτη καταλήγοντας στις 

εξισώσεις: 

10.22+11.22x-12.20-12.21x=0 

και εξισώνοντας τα δύο µέλη τω

ισότητα:  

10.21.32+11.22.30+12.20.31-10.22.31-11.20.32-12.21.30=0 

22.a30+a12.a20.a31-a10.a22.a31-a11.a20.a32-a12.a21.a30=0 και ε
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Ο Leibniz γράφει την ισότητα αυτή ως εξής: 

10.12.32 10.22.31

11.22.30     = 11.20.32

12.20.31 12.21.30

τονίζοντας ταυτόχρονα «την αρµονία των αριθµών» σε αυτό το τελικό αποτέλεσµα. 

Με την επίλυση γραµµικών συσ κάνοντας χρήση των 

οριζουσών, ασχολήθηκε και ο C. έργο του όµως, όπως και 

 

των 

τηµάτων 2x2, 3x3 και 4x4, 

 Mac Laurin, το 1729. Το 

αυτό του Leibniz, έµεινε άγνωστο για πολύ καιρό (Τοκµακίδης, 1989, Cajori 1928). 

Η µέθοδος των οριζουσών για την επίλυση γραµµικού συστήµατος, έµεινε 

γνωστή µε το όνοµα του Cramer, ο οποίος την παρουσίασε στο βιβλίο του 

«Introduction a l’ Analyse des Lignes Courbes algebriques- Εισαγωγή στην ανάλυση

αλγεβρικών καµπύλων γραµµών», το 1750. Στο βιβλίο αυτό, θέλοντας να 

προσδιορίσει µία καµπύλη που διέρχεται από 5 γνωστά σηµεία και έχει εξίσωση 

A+By+Cx+Dy2+Exy+x2=0, ο Cramer καταλήγει σε ένα γραµµικό σύστηµα 5 

εξισώσεων µε 5 αγνώστους. Από την επίλυση του συστήµατος προκύπτει µία γενική 

µέθοδος υπολογισµού των αγνώστων µε κατασκευή κλασµάτων, των οποίων ο κοινός 

παρονοµαστής και οι αριθµητές προσδιορίζονται από τους συντελεστές του 

συστήµατος. Για παράδειγµα, για τις λύσεις ενός 2x2 συστήµατος έγραφε: 

  y= 1221

1221

-
-

γγ ZZ
AZAZ   και  z= 1221

1221

-
-

γγ
γγ

ZZ
AA   

Αυτή είναι ουσιαστικά η σηµερινή µέθοδος των οριζουσών, αλλά ο Cramer δεν 

χρησι  κάποιο µα ή σύµβολο για την έννοια της ορίζουσας. Με το 

ίδιο πρόβληµα ασχολήθηκαν στη συνέχεια οι Bézout και Euler καταλήγοντας σε 

παρόµ

ει: 

µοποίησε  ειδικό όνο

οια συµπεράσµατα (Τοκµακίδης, 1989).  

Το 1771, ο Vandermonde, σε µία εργασία του για την απαλοιφή, εισάγει ένα 

νέο συµβολισµό για τις εξισώσεις και για την ορίζουσα. Για παράδειγµα, για ένα 

σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους γράφ
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1
1
ξ1 + 

2
1
ξ2 + 

3
1

 = 0 

2 2 2
1
ξ1 + ξ2 +  = 0 

ενώ για τους συντελεστές «  » και « 

2 3

a
α

b
β

 » γράφει το γινόµενο τους « ⋅
a
α

  
b
β

 ».  

Παράλληλα, εισάγει «ένα σύστηµα συντοµογραφίας», το οποίο αντιστοιχεί στη 

σηµερινή 2x2 ορίζουσα ως εξής: 

 
=  

a
 ⋅ 

b
α β

 - 
b

 ⋅ 
a

α β
 και για 3x3 σύστηµα γράφει αντίστοιχα 

 

 

Ο Vandermonde, εκτός από τον συµβολισµό, αναφέρει επιπλέον θεωρήµατα 

για η  των ριζ σ ν, καθώς ς και ανάµεσα στους 

υπολογ ο  ν ορι σ ι τις  στοιχείων (Τ , 1989, 

Cajori, 1928).  

ίς ιδιαίτερο συµβολισµό, ο δεύτερος. Ο Laplace συµβολίζει τα 

στοιχεία

κλπ

τους  

 

ις 

τετραγωνικές µορφές ax2+2bxy+cy2, ονοµάζει ορίζουσα της µορφής (a, b, c) τον 

α β 

b 

β γ
a b c

α β γ

a b c ab c ac 

a b 

γ  
 

   α β γ α β  α  

 ιδιότ τες ο ου ώ επίση  σχέσεις τις

ισµ ύς τω ζου ών κα  µεταθέσεις  οκµακίδης

Στη συνέχεια, ο Laplace και Lagrange, ασχολούνται µε τη θεωρία των 

οριζουσών, για το πρόβληµα της απαλοιφής ο πρώτος και για τις αλγεβρικές 

εξισώσεις, χωρ

 της ορίζουσας µε γράµµατα του λατινικού αλφαβήτου που συνοδεύονται 

από ένα δείκτη, ως εξής: 1a, 1b, 1c, 2a, 2b, 2c, … . και παράλληλα παρουσιάζει 

κάποια συντοµογραφία, µε  διαγώνιους συντελεστές σε παρενθέσεις, για το 

ανάπτυγµα της.  Για παράδειγµα, για την 3x3 ορίζουσα χρησιµοποιεί την έκφραση 

(1a 2b 3c), ένα συµβολισµό που υιοθετεί αργότερα και ο Binet (Τοκµακίδης, 1989). 

Ο λατινικός όρος «determinantem» - ορίζουσα, χρησιµοποιήθηκε για πρώτη 

φορά από τον Gauss, το 1801 αλλά όχι µε τη σηµερινή σηµασία. Ο Gauss, στο έργο 

του «Disquisitiones Arithmeticae», µελετώντας τη γραµµική αντικατάσταση στ
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αριθµ

από 

τους Cauchy και Binet, σε εργασίες που παρουσιάστηκαν µάλιστα την ίδια η

ύτηκε το 1815, η λέξη ορίζουσα – «determinant» χρησιµοποιείται µε τη 

σηµερ

ό bb-ac. Αργότερα, ο Lebesgue συµβολίζει µε [g, i] την ελάσσονα ορίζουσα 

που προκύπτει από την αφαίρεση της γραµµής g και της στήλης i, και µε 
  

όταν γραµµές και στήλες που αφαιρούνται είναι οι g, h και i, k, αντίστοιχα (Cajori, 

1928).  

Η πρώτη συστηµατική διαπραγµάτευση της θεωρίας των οριζουσών έ

µέρα, το 

Νοέµβρη του 1812, λόγω της φιλίας των δύο ανδρών. Στην εργασία του Cauchy που 

δηµοσιε

h k
g i 

νε γι

ινή της σηµασία, ενώ εισάγεται και η τετραγωνική διάταξη των στοιχείων της, 

µε τη βοήθεια των διπλών δεικτών. Αντίστοιχα, στην εργασία του Binet, οι ορίζουσες 

χρησιµοποιούνται ως συναρτήσεις, ενώ αναφέρονται µε τον όρο «resultante», όπως 

τις είχε ονοµάσει ο Laplace (Τοκµακίδης, 1989). 

Οι δύο κάθετες γραµµές για το συµβολισµό της ορίζουσας χρησιµοποιήθηκαν 

πρώτη φορά από τον Caley, το 1841, ο οποίος γράφει για τα σύµβολα:  

''' γβα
γβα

, κλπ a ,  
'' βa

βa
,   

'''''' γβα

ότι δηλώνουν τις ποσότητες: α, αβ΄-α΄β, αβ΄γ΄΄-αβ΄΄γ΄+α΄β΄΄γ-α΄βγ΄΄+α΄΄βγ΄-α΄΄β΄γ, 

κλπ. (Cajori, 1928). 

Είναι γεγονός ότι, η έννοια της ορίζουσας ξεκίνησε από ένα απλό βοηθητικό 

σύµβολο ή έναν αριθµό κατά τη διαδικασία επίλυσης συστηµάτων. Κατέληξε όµως 

ενο, το οποίο, συνδεδεµένο µε την έννοια της συνάρτησης, των 

συµµε

ύστερα από την εξέλιξη της θεωρίας των οριζουσών και του συµβολισµού της, σε ένα 

µαθηµατικό αντικείµ

τριών, των µεταθέσεων κλπ., γίνεται ένα χρήσιµο εργαλείο για την εξέλιξη της 

µαθηµατικής γνώσης. 
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4 Ο ΡΟΛΟΣ ΤΩΝ ΣΥΜΒΟΛΩΝ ΣΤΗ ΜΑΘΗΣΗ ΤΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

Η µάθηση αποτελεί ένα βασικό ψυχολογικό φαινόµενο της ανθρώπινης 

ύπαρξης, το οποίο εξελίσσεται διαφορετικά από άνθρωπο σε άνθρωπο, σύµφωνα µε 

την εµπειρία και τη σκέψη. Η σπουδαιότητα και η αναγκαιότητα της µάθησης γίνεται 

φανερή από τον κεντρικό ρόλο που παίζει στις περισσότερες πτυχές της ανθρώπινης 

συµπεριφοράς, όπως για παράδειγµα στις κινητικές δεξιότητες, τις ικανότητες της 

λογικής σκέψης, καθώς και την απόκτηση σύνθετων επιστηµονικών γνώσεων. Η 

διδασκαλία αποτελεί το µέσο για την επιδίωξη της µάθησης, ενώ αναφορικά µε το 

αποτέλεσµα, οι ψυχολόγοι, θεωρούν ότι έχει συντελεστεί µάθηση όταν 

παρατηρούνται σχετικά µόνιµες αλλαγές στη συµπεριφορά. Οι µηχανισµοί µάθησης 

και η διαφορετική τους προσέγγιση από τις ψυχολογικές θεωρίες µάθησης, οδήγησαν 

στο σχηµατισµό διδακτικών µοντέλων, τα οποία επηρέασαν τις τελευταίες δεκαετίες 

διεθνώς την εκπαιδευτική πρακτική (Βοσνιάδου, 2001).  

Στο «µπιχεβιοριστικό» µοντέλο της εκπαίδευσης, µε βασικές αρχές τη 

συνάφεια, την επανάληψη και την ενίσχυση, η µάθηση είναι κυρίως συσχέτιση των 

ερεθισµάτων µε τις αντίστοιχες αντιδράσεις, ενισχύεται δε από την επανάληψη. Το 

µοντέλο αυτό, δεν κατόρθωσε να δώσει απαντήσεις σε ερωτήµατα που αφορούν στο 

νόηµα των αντικειµένων, να αναλύσει τη µετάβαση από την απλή στη σύνθετη 

µάθηση, καθώς και να προσεγγίσει και να εξετάσει χαρακτηριστικά της ανθρώπινης 

υπόστασης, όπως οι ανώτερες νοητικές λειτουργίες κατά τη διαδικασία της µάθησης. 

Οι απαντήσεις σε τέτοιου είδους ερωτήµατα, οδήγησαν τις ψυχολογικές έρευνες να 

συγκλίνουν στην άποψη ότι, η κατανόηση των εννοιών και των δοµών αποτελεί 

προϋπόθεση για µάθηση µε νόηµα. Αναπτύχθηκαν έτσι οι βασικές αντιλήψεις που 

διαµόρφωσαν τις αρχές του «∆οµισµού» και του «Κονστρουκτιβισµού», σύµφωνα µε 

τις οποίες, το άτοµο συµµετέχει ενεργά στη διαδικασία της κατανόησης, την εξαγωγή 

συµπεράσµατος από τις πληροφορίες και την οικοδόµηση της ατοµικής γνώσης 

(Κολέζα, 2000). 
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4.1 ∆ιαµεσολαβητικός ρόλος στη µάθηση  

 

Ειδικότερα για τα µαθηµατικά, την κεντρική ιδέα της θεωρίας του 

κονστρουκτιβισµού αποτελεί το γεγονός ότι, οι µαθητές κατασκευάζουν ενεργητικά 

τη γνώση, κατανοώντας την, σύµφωνα µε τις δικές τους προϋπάρχουσες εµπειρίες, 

µέσα από δραστηριότητες, οι οποίες βασίζονται στη λογικοµαθηµατική εµπειρία και 

οι οποίες έχουν νόηµα και σχέση µε τη ζωή τους. Οι διαφορετικές εκδοχές του 

κονστρουκτιβισµού, σε συνδυασµό µε τις αντίστοιχες προσεγγίσεις για τη 

διδασκαλία και τη µάθηση, έφεραν στο προσκήνιο πολλές προσεγγίσεις για τη 

µαθησιακή διαδικασία, οι οποίες αποδίδουν πρωταρχικό ρόλο στις έννοιες, τις δοµές 

και τα σύµβολα. 

Η «στρουκτουραλιστική» προσέγγιση, δίνοντας έµφαση στις µαθηµατικές 

δοµές, απαιτεί τη διασαφήνιση του ιδιαίτερου ρόλου των υπό διαπραγµάτευση 

θεµάτων, στην ευρύτερη δοµή του αντίστοιχου πεδίου. Αποτέλεσµα αυτής της 

προσέγγισης είναι το σπειροειδές αναλυτικό πρόγραµµα, στο οποίο οι δοµές 

παρουσιάζονται µε σταδιακό επαναπροσδιορισµό στα διάφορα στάδια, µέχρι τον 

πλήρη σχηµατισµό τους. Ο Bruner, ο οποίος είναι και ο κύριος εκφραστής της 

θεωρίας αυτής, για την κατανόηση µίας δοµής, αναφέρεται σε αναπαραστάσεις και 

προτείνει τρεις διαφορετικούς τρόπους αναπαραστάσεων, οι οποίοι δεν βρίσκονται 

απαραίτητα σε διαδοχή. Οι τρεις αυτοί διαφορετικοί τρόποι είναι: α) η πραξιακή 

αναπαράσταση, µε αντικείµενα και συµπεριφορές ή δράσεις αντικειµένων, β) η 

εικονική αναπαράσταση εννοιών, µε εικονικά σύµβολα, αντικείµενα ή φαινόµενα και 

γ) η συµβολική αναπαράσταση εννοιών, µε σύµβολα που δεν απεικονίζουν 

αντικείµενα ή φαινόµενα, αλλά την έννοια ως αφηρηµένο (abstract) αντικείµενο 

(Κολέζα, 2000, Τουµάσης, 1999). 

Ο κοινωνικός και ριζοσπαστικός κονστρουκτιβισµός, αντιµετωπίζουν τα 

µαθηµατικά ως µία κοινωνική κατασκευή. Το κοινωνικό και φυσικό περιβάλλον, 

αλληλεπιδρούν µε το άτοµο, επηρεάζουν τη γνώση του και καθορίζουν το εύρος των 

πιθανών κατασκευών του. Στη θεωρία αυτή, τονίζεται ιδιαίτερα η σηµασία της 

κοινωνικής αλληλεπίδρασης και της προσωπικής εµπειρίας, καθώς η επικοινωνία µε 

το περιβάλλον γίνεται µέσω της γλώσσας. Η διαµεσολάβηση των συµβόλων 

(γλώσσας, αναπαραστάσεων, συντοµεύσεων, αφηρηµένων συµβόλων κλπ) είναι 
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καθοριστική αφού αυτά, λειτουργούν ως προσθετικά και ενισχυτικά εργαλεία στην 

επικοινωνία και τη σκέψη (Κολέζα, 2000). 

Τα σύγχρονα προγράµµατα σπουδών, αναφέρουν βασικές αρχές για τα σχολικά 

µαθηµατικά, όπως για παράδειγµα, «οι µαθητές οφείλουν να µαθαίνουν µαθηµατικά 

µε κατανόηση, να κατασκευάζουν ενεργά την νέα γνώση από την εµπειρία τους και την 

προηγούµενη γνώση». Κάνοντας ειδικότερη αναφορά στη χρήση των συµβόλων, τα 

συγκεκριµένα στοιχεία για κάθε επίπεδο, αναφέρουν ως σκοπούς της διδασκαλίας 

των µαθηµατικών, την κατανόηση και χρήση των εννοιών, την κατανόηση των 

σχέσεων και των ιδιοτήτων, τη µετάφραση των προβληµάτων σε µαθηµατική 

γλώσσα παράλληλα µε την εφαρµογή κατάλληλων τεχνικών και αλγορίθµων, καθώς 

και τη χρήση των µαθηµατικών εργαλείων (γλώσσα, σύµβολα, διαδικασίες, 

αλγόριθµοι, κλπ) για την επικοινωνία, τη σκέψη και την καταγραφή δεδοµένων 

(Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 1998, Hiebert, 1997, NCTM, 2004). 
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4.2 Σύγχρονες θεωρίες διδακτικών προσεγγίσεων  

 

Επιστηµολογική προσέγγιση 

Η ψυχολογική θεώρηση για την κατασκευή της γνώσης, συµπληρώνεται 

ουσιαστικά, από µία προσέγγιση βασισµένη σε επιστηµολογικά δεδοµένα, σύµφωνα 

µε την οποία, η αλληλεπίδραση των παραγόντων µέσα σε µία τάξη είναι αυτή που 

καθορίζει την µαθηµατική γνώση. Η υπόθεση αυτή, θεωρεί ότι η µαθηµατική γνώση, 

δεν µεταφέρεται σαν ένα έτοιµο προϊόν το οποίο χαρακτηρίζεται από συγκεκριµένο 

συµβολισµό, καθαρούς ορισµούς και αποδεδειγµένα θεωρήµατα. Οι µαθηµατικές 

έννοιες κατασκευάζονται σαν συµβολικές συσχετιστικές δοµές (symbolic relational 

structures), οι οποίες κωδικοποιούνται µε βάση το νόηµα των σηµείων και των 

συµβόλων και συνδυάζονται λογικά σε µαθηµατικές λειτουργίες. Επιπλέον, η 

κατασκευή της νέας µαθηµατικής γνώσης, απαρτίζεται από εγκαθιδρυµένες σχέσεις 

µεταξύ του σηµείου- συµβόλου και του αντικειµένου - αναφοράς (Steinberg, 2000).   

Σε ένα τέτοιο επιστηµολογικά προσανατολισµένο πλαίσιο αλληλεπίδρασης, το 

επιστηµολογικό τρίγωνο µε κορυφές α) σηµείο - σύµβολο (sign/symbol) β) 

αντικείµενο-αναφορά, πλαίσιο (object/reference, context) και γ) έννοια (concept) 

χρησιµοποιείται από τον Steinberg (2000), ως βασικό θεωρητικό εργαλείο για την 

ανάλυση και περιγραφή των διαδικασιών κατασκευής της νέας µαθηµατικής γνώσης. 

Παράλληλα, τονίζεται η ιδιαιτερότητα που υπάρχει στις αµοιβαίες και ανταποδοτικές 

(reciprocal) σχέσεις µεταξύ των τριών κορυφών του τριγώνου κατά τη διαδικασία 

της µάθησης. Οι σχέσεις αυτές, δεν γίνονται αντιληπτές ως σχέσεις ρητά 

κανονισµένες και ρυθµισµένες, αλλά αλλάζουν και τροποποιούνται προς µία 

ισορροπία (balance), αναπτύσσοντας µε αλληλεπίδραση την εξήγηση του 

συµβολικού συστήµατος και διαµορφώνοντας το σχετικό σηµασιολογικό πλαίσιο. 

Με τον τρόπο αυτό σχηµατίζονται οι βασικές δοµές στον κύκλο της γνωστικής 

ανάπτυξης. Βασικός παράγοντας της αλληλεπίδρασης για τη δηµιουργία των 

σχέσεων αυτών, είναι η επικοινωνία µεταξύ των εµπλεκοµένων µελών της οµάδας, 

δηλαδή η επικοινωνία µεταξύ των µαθητών και των δασκάλων, καθώς και η 

επικοινωνία µεταξύ των µαθητών. Όπως χαρακτηριστικά αναφέρει ο Steinberg 

(2000, σελ. 141), «ο κεντρικός µηχανισµός της επικοινωνίας συνίσταται στο 

ακόλουθο: η εκφορά (conveyance, signifier) (σηµαίνον) του δασκάλου ή των 
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διαφόρων µαθητών, δεν περιέχουν ακόµη την πληροφορία (information, signified) 

(σηµαινόµενο). Η διάκριση και κατά συνέπεια η συσχέτιση ανάµεσα στο σηµαίνον και 

το σηµαινόµενο, µπορεί να εγκαθιδρυθεί µόνο από την αλληλεπίδραση των 

συµµετεχόντων στην επικοινωνία των ατόµων. Σε διαφορετική περίπτωση δεν υπάρχει 

επικοινωνία». 

 

Γνωστικές προσεγγίσεις 

Εστιάζοντας περισσότερο στη µαθησιακή διαδικασία, καθώς και στην 

απόκτηση από τον µαθητή της ικανότητας για ουσιαστική µαθηµατική σκέψη, 

βασική προϋπόθεση φαίνεται να είναι η εννοιολογική µάθηση στα µαθηµατικά. Η 

εννοιολογική µάθηση και η εννοιολογική γνώση γενικότερα, δεν εστιάζουν στην 

απλή γνώση ορισµών, θεωρηµάτων και στον επιτυχή χειρισµό των διαδικασιών. 

Κύριο µέληµα τους, είναι η κατανόηση των ποικίλων σχέσεων που συνδέουν τα 

διάφορα µέρη της πληροφορίας για τις διεργασίες (process) και τις έννοιες (concept). 

Με τον τρόπο αυτό, δηµιουργείται ένα συνδεδεµένο δίκτυο, ένας ιστός σχέσεων 

ανάµεσα στη δράση (action) και την οντότητα (entity), ανάµεσα στη διεργασία και 

την έννοια. Υπάρχουν όµως και ανασταλτικοί παράγοντες στη διαδικασία της 

εννοιολογικής µάθησης. Η αφηρηµένη φύση των µαθηµατικών και η πολυπλοκότητα 

των σχέσεων µεταξύ των αντικειµένων, καθιστούν την κατάκτηση της εννοιολογικής 

κατανόησης µία επίπονη και δύσκολη διαδικασία για τους µαθητές (Gray & Tall, 

1994, 2000, Hiebert & Lefevre, 1986 στο Gray & Tall, 1994).  

Οι ερµηνευτικές θεωρίες για τη µετάβαση από τη διεργασία, στην έννοια, 

παράλληλα µε τη διάκριση µεταξύ της δράσης και της οντότητας - ύπαρξης, 

παρέχουν στους ερευνητές τη δυνατότητα, να εστιάσουν την προσοχή τους, στις 

σχέσεις µεταξύ διεργασίας – έννοιας και δράσης – οντότητας και ως εκ τούτου στην 

εννοιολογική γνώση την ουσιαστική µάθηση και τη γνωστική ανάπτυξη στα 

µαθηµατικά. Όπως αναφέρουν οι Gray & Tall, (2000), ο τρόπος µε τον οποίο οι 

δυναµικές δράσεις, µετατρέπονται σε εννοιολογικές οντότητες έχει περιγραφεί µε 

ποικίλους τρόπους από τους ερευνητές, ως εσωτερίκευση (interiorisation), 

συµπύκνωση (encapsulation), υποστασιοποίηση (reification) κά.. 
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Η θεωρία των τριών κόσµων και της διεργασίας-έννοιας 

Για την περιγραφή της µαθηµατικής σκέψης, η προσέγγιση του Tall (2004), 

διακρίνει τρεις διαφορετικούς «κόσµους», µε κριτήριο τον τρόπο σκέψης και 

αντίληψης των αντικειµένων και των εννοιών. Αυτοί είναι, ο ενσαρκωµένος 

(embodied), ο διαδικασιοεννοιολογικός (proceptual) και ο τυπικός - αξιωµατικός 

(formal-axiomatic) κόσµος. Ο ενσαρκωµένος κόσµος, βασίζεται στις αισθήσεις και 

την εµπειρία και αποτελεί τον αρχικό µαθηµατικό τρόπο σκέψης για τα αντικείµενα 

του κόσµο που µας περιβάλει, δηµιουργώντας απλές αναπαραστάσεις. Ο δεύτερος 

αποτελεί το επόµενο στάδιο της εξέλιξης της µαθηµατικής σκέψης και είναι ο 

διαδικασιοεννοιολογικός κόσµος. Ο κόσµος αυτός, είναι ο κόσµος στον οποίο 

συνδέεται η διαδικασία µε την έννοια µέσω των µαθηµατικών συµβόλων και 

συνυπάρχουν το «κάνω» µαθηµατικά µε το «σκέφτοµαι» για αυτό που κάνω. Ο 

τυπικός κόσµος είναι το τρίτο στάδιο και είναι ο κόσµος στον οποίο, τα Μαθηµατικά 

βασίζονται στις ιδιότητες των αντικειµένων, µε την έννοια ότι έχοντας ως βάση 

ορισµένα αξιώµατα και πρωταρχικές έννοιες, ορίζονται νέες έννοιες και 

αποδεικνύονται οι πρώτες µαθηµατικές προτάσεις µέσα σε ένα τυπικό σύστηµα 

µαθηµατικών δοµών.  

Αναφορικά µε τον κύκλο της µάθησης οι Gray & Tall (1994, 2000), 

αναπτύσσουν την ιδέα του  σύνθετου όρου procept, για να περιγράψουν τη διεργασία 

(process) και την έννοια (concept) που συµπυκνώνονται ταυτόχρονα στη συµβολική 

µορφή ενός µαθηµατικού αντικειµένου. Μία στοιχειώδης διεργασία-έννοια 

(elementary procept), είναι το αµάλγαµα από τρεις συνιστώσες: τη διεργασία µε την 

οποία παράγεται το µαθηµατικό αντικείµενο και το σύµβολο το οποίο 

χρησιµοποιείται για να αναπαραστήσει είτε τη διαδικασία είτε το αντικείµενο. Η 

διεργασία-έννοια (procept), συνίσταται από µία συλλογή στοιχειωδών διεργασιών-

εννοιών (elementary procepts) οι οποίες έχουν το ίδιο αντικείµενο. Μέσα στον κύκλο 

της µάθησης, η διεργασία-έννοια, εµφανίζεται σαν το τρίτο στάδιο και είναι το 

αµάλγαµα που προκύπτει από τη διεργασία και την έννοια, αναπαρίσταται µε 

συµβολικό τρόπο και ερµηνεύεται ανάλογα µε το πλαίσιο στο οποίο απαντάται. Ο 

µαθητής µπορεί να χειριστεί τα σύµβολα, να σκεφτεί µε αυτά, να τα εκφράσει 

προφορικά ή γραπτά να τα ακούσει και να τα δει. Έχει τη δυνατότητα να επικαλεστεί 

τις κατάλληλες διαδικασίες, για να φέρει σε πέρας εργασίες, µε τον απαραίτητο 
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χειρισµό του συµβολικού συστήµατος, πρώτα σε προσωπικό επίπεδο και αργότερα 

να το µοιραστεί µε τους άλλους, στα πλαίσια της µαθηµατικής επικοινωνίας. Μία 

ασυνέχεια που παρουσιάζεται κατά τη διάρκεια της µάθησης, καταδεικνύει τη 

διαφορά ανάµεσα στην εννοιολογική και τη διαδικαστική σκέψη (Tall, et al, 2001). 

Η ισχύς που περιέχεται στο µαθηµατικό συµβολισµό, περιγράφεται 

χαρακτηριστικά από τους Gray & Tall (1994, σελ. 1), ως εξής: «The ambiguity of 

notation allows the successful thinker the flexibility in thought to move between the 

process to carry out a mathematical task and the concept to be mentally manipulated 

as part of a wider mental schema». Το διφορούµενο νόηµα του συµβολισµού, µε 

βάση ορθούς συλλογισµούς, επιτρέπει µία ευελιξία στη σκέψη και τη µετακίνηση, 

ανάµεσα στην επιτέλεση της διαδικασία ώστε να περατωθεί µε επιτυχία µία 

δραστηριότητα και τον διανοητικό χειρισµό της έννοιας ως µέρος ενός ευρύτερου 

γνωστικού σχήµατος. 

 

Η θεωρία της υποστασιοποίησης 

Μία διαφορετική προσέγγιση παρουσιάζεται από την Sfard (1991), σύµφωνα 

µε την οποία είναι αναγκαία, η διάκριση της εξέλιξης µιας µαθηµατικής ιδέας 

(notion) σε δύο στάδια, το λειτουργικό (operational) και το δοµικό (structural). Η 

διάταξη των σταδίων αυτών είναι αυστηρά ιεραρχική από το επίπεδο της λειτουργίας 

στο επίπεδο της δοµής. Η λειτουργική σύλληψη µίας ιδέας «αφορά σε διαδικασίες, 

αλγορίθµους και δράσεις και όχι στην αντίληψη του ίδιου του αντικειµένου» (σελ. 4). 

Μεταξύ των δύο αυτών σταδίων, υπάρχει ένα µεγάλο οντολογικό κενό (deep 

ontological gap) (σελ. 4). Σύµφωνα µε την προσέγγιση αυτήν, µία µαθηµατική ιδέα, 

κατανοείται ως διαδικασία σε ένα αρχικό στάδιο και στη συνέχεια στο επόµενο 

στάδιο, ως αντικείµενο. Παράλληλα, είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι, οι όροι 

«διαδικασία» και «αντικείµενο» πρέπει να γίνουν κατανοητοί εδώ ως διαφορετικές 

όψεις του ιδίου πράγµατος και όχι ως τελείως διακριτά, ξεχωριστά συστατικά του 

µαθηµατικού κόσµου. Με άλλα λόγια, ο λειτουργικός και δοµικός τρόπος σκέψης, 

µολονότι είναι φαινοµενικά ασυµβίβαστοι, στην πραγµατικότητα δρουν 

συµπληρωµατικά.  

Η διπλή αυτή φύση των µαθηµατικών αντικείµενων, µπορεί να παρατηρηθεί 

όχι µόνο στη λεκτική εκφορά τους αλλά και στις συµβολικές αναπαραστάσεις µε 
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διάφορους τρόπους. Η οντολογική δυϊκότητα των µαθηµατικών εννοιών υπονοείται 

στη γλώσσα που χρησιµοποιεί ο µαθηµατικός και στον τρόπο που µεταχειρίζεται 

πρακτικά τις έννοιες και τα σύµβολα. Έτσι το ίδιο σύµβολο µπορεί να ειδωθεί και να 

ερµηνευθεί τόσο σε λειτουργικό όσο και σε δοµικό επίπεδο. 

Για τον κύκλο της µαθησιακής διαδικασίας η Sfard (1991) σηµειώνει τρεις 

φάσης διαδικασιών: (α) την εσωτερίκευση (interiorisation) της διαδικασίας, (β) τη 

συµπύκνωση (condensation) ως µία συµπιεσµένη διαδοχή λειτουργιών σε ένα όλον 

και (γ) την υποστασιοποίηση (reification), η οποία φανερώνει µία ποιοτική αλλαγή 

από τον λειτουργικό (operational) τρόπο σκέψης, ο οποίος εστιάζει σε µαθηµατικές 

διαδικασίες, στον δοµικό (structural) τρόπο σκέψης, µε χαρακτηριστικά την 

αντίληψη των ιδιοτήτων και των σχέσεων µεταξύ των µαθηµατικών αντικειµένων.  

Η βασικότερη φάση της µάθησης για την Sfard, (1992) είναι η 

υποστασιοποίηση. Η φάση αυτή περιλαµβάνει τη διαδικασία κατά την οποία ο 

µαθητής αρχίζει να αντιλαµβάνεται µία µαθηµατική έννοια, ως ένα πλήρες 

αντικείµενο µε τα δικά του χαρακτηριστικά. Η συµπύκνωση και η υποστασιοποίηση 

µπορεί να συγχέονται και να φαίνονται ως ίδια στάδια, όµως υπάρχει µια λεπτή 

διαφορά ανάµεσά τους. Συµπύκνωση σηµαίνει µια µάλλον τεχνική αλλαγή 

προσέγγισης, η οποία εκφράζεται σαν δυνατότητα να ασχολούµαστε µε µια δεδοµένη 

διαδικασία µε όρους εισόδου και εξόδου, δίχως αναγκαστικά να λαµβάνουµε υπόψη 

τα βήµατα από τα οποία αποτελείται. Η χρήση των συµβόλων σε αυτή τη φάση, 

µπορεί να γίνεται χωρίς την απόδοση νοήµατος σε κάθε βήµα. Αναµένεται, η 

υποστασιοποίηση να είναι το επόµενο βήµα, καθώς στο µυαλό του µαθητή, 

µετατρέπεται η ήδη συµπυκνωµένη διαδικασία, σε µια οντότητα που µοιάζει µε 

αντικείµενο. Με άλλα λόγια, ενώ η συµπύκνωση είναι µια βαθµιαία ποσοτική 

αλλαγή, η υποστασιοποίηση θα πρέπει να γίνει κατανοητή ως απότοµο ποιοτικό άλµα 

στον τρόπο θεώρησης των πραγµάτων, µια οντολογική µετατόπιση συγκρίσιµη µε 

µια µετάβαση από ένα επιστηµονικό παράδειγµα σε ένα άλλο. Το σύµβολο σε αυτή 

τη φάση, περικλείει τόσο τα λειτουργικά όσο και τα δοµικά χαρακτηριστικά της 

έννοιας. Επιπλέον, το γεγονός ότι µια διαδικασία έχει εσωτερικευτεί και 

συµπυκνωθεί σε µια συµπαγή αυτόνοµη οντότητα, δε σηµαίνει, ότι κάποιος έχει 

αποκτήσει την ικανότητα να σκέφτεται γι’ αυτήν µε δοµικό τρόπο. ∆ίχως την 

υποστασιοποίηση, η προσέγγισή του, θα παραµείνει καθαρά διαδικαστική και η 
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εννοιολογική κατανόηση των µαθηµατικών αντικειµένων θα έχει αποτύχει (Sfard, 

1995, 1992) 

 

Η θεωρία της εννοιολογικής αλλαγής 

Μία διαφορετική θεωρία, σύµφωνα µε την οποία, είναι αναγκαίο να 

ερµηνευτούν οι δυσκολίες που χαρακτηρίζουν κάθε µαθησιακή κατάσταση, όταν νέες 

πληροφορίες είναι ασύµβατες µε τις υπάρχουσες προϋποθέσεις και πεποιθήσεις του 

ατόµου, δηµιουργώντας συγκρούσεις, που µπορούν να οδηγήσουν σε αναδιοργάνωση 

της ήδη υπάρχουσας γνώσης ή στον εµπλουτισµό της, αναφέρεται από τους 

Vosniadou & Verschaffel, (2004), ως θεωρία της εννοιολογικής αλλαγής. Η θεωρία, 

αυτή, έχει αρχίσει τα τελευταία χρόνια, να χρησιµοποιείται για να ερµηνεύσει 

δυσκολίες στη µάθηση και τη διδασκαλία των µαθηµατικών. Για παράδειγµα, 

έρευνες αναφέρονται στις δυσκολίες των µαθητών σχετικά µε την έννοια του 

αριθµού και τη µετάβαση από ένα σύνολο σε άλλο, την έννοια του απείρου, της 

εφαπτοµένης καµπύλης κλπ. Τα σύµβολα στη διαδικασία της µάθησης, καλούνται 

πολλές φορές να παίξουν ένα καινούριο ρόλο, διαφορετικό από αυτό που ήταν ήδη 

γνωστός στους µαθητές, τόσο σε λειτουργικό όσο και σε δοµικό επίπεδο. Κάτι 

τέτοιο, κάτω από το πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής, λαµβάνεται υπόψη από τους 

ερευνητές, καθώς διαχωρίζεται το νόηµα και η λειτουργία του ίδιου συµβόλου στα 

διαφορετικά πλαίσια και αναλύεται η χρήση που γίνεται από τους µαθητές (Vlassis, 

2004). 

 

Ανάλυση µε βάση το νόηµα των συµβόλων  

Η οπτική για τη δηµιουργία νοήµατος από το µαθηµατικό συµβολισµό, η οποία 

παρουσιάζεται από τον Arcavi (1994, 2005), αναφέρεται στη διαδικασία της µάθησης 

µε άµεσο τρόπο, θέτοντας την ιδέα του νοήµατος των συµβόλων (symbol sense), σαν 

έναν επιθυµητό στόχο για τη µαθηµατική εκπαίδευση. Η ιδέα αυτή αναλύεται µε 

βάση συµπεριφορές (behavior), αναδεικνύοντας διαφορετικούς παράγοντες, που 

περιγράφουν τη λειτουργία και το νόηµα των συµβόλων, µέσα από συγκεκριµένα 

παραδείγµατα των σχολικών µαθηµατικών. Κάποιοι από τους παράγοντες αυτούς 

αναγνωρίζονται στην συµπεριφορά των ατόµων τα οποία  
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(α) έχουν την ικανότητα να εκτιµούν τη δύναµη και την ισχύ των συµβόλων, µε 

σκοπό να παρέχουν σχέσεις, γενικεύσεις και αποδείξεις, οι οποίες κάτω από άλλες 

συνθήκες είναι αθέατες, 

(β) εγκαταλείπουν τα σύµβολα για να υιοθετήσουν µία διαφορετική, πιο 

αποτελεσµατική προσέγγιση, µε σκοπό να βρεθεί µία ευκολότερη λύση ή 

αναπαράσταση, 

(γ) χειρίζονται και ερµηνεύουν συµβολικές εκφράσεις ως δύο 

συµπληρωµατικές όψεις της ίδιας διαδικασίας. Και αυτό γιατί, από τη µία ο 

χειρισµός των συµβόλων σε καθαρά συντακτικό επίπεδο διευκολύνει και επιταχύνει 

τη διαδικασία υπολογισµού και από την άλλη η απόδοση νοήµατος στα σύµβολα 

προσθέτει πολλά επίπεδα συσχετισµού και λογική στα αποτελέσµατα, 

(δ) κατασκευάζουν µε επιτυχία συµβολικές σχέσεις που εκφράζουν τις λεκτικές 

ή γραφικές πληροφορίες, θεωρώντας το ανάλογο πλαίσιο και έχουν τη δυνατότητα να 

αναγνωρίζουν την καταλληλότητα ή µη της συγκεκριµένης έκφρασης. Όποτε 

κρίνεται απαραίτητο µπορούν να παρουσιάσουν εναλλακτική επιλογή, 

(ε) αναγνωρίζουν το διαφορετικό ρόλο που καλούνται να παίξουν τα σύµβολα 

σε διαφορετικά περικείµενα πλαίσια και κατανοούν τις διαφορετικές χρήσεις και 

ερµηνείες που  παρουσιάζονται σε αυτά. 

Παράλληλα µε τους παράγοντες που αναδεικνύονται από τις συµπεριφορές και 

την ερµηνεία των συµβόλων, ο Arcavi (1994) προτείνει, τη σύνδεση του όρου 

«νόηµα των συµβόλων» µε τη διδασκαλία των µαθηµατικών. Το νόηµα των 

συµβόλων φαίνεται να είναι η αλγεβρική συνιστώσα σε ένα ευρύτερο τοµέα 

µαθηµατικής εκπαίδευσης, ο οποίος δηµιουργεί νόηµα στα µαθηµατικά και µε τα 

µαθηµατικά, όπως αυτό παρουσιάζεται ως βασικός στόχος στις αρχές πολλών 

εκπαιδευτικών προγραµµάτων. 
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4.3 Ο ρόλος των συµβόλων στη µαθησιακή διαδικασία 

 

Τα µαθηµατικά όπως τα γνωρίζουµε σήµερα θα ήταν αδιανόητα χωρίς ένα 

καλό σύστηµα συµβολισµού, το οποίο συµβάλλει αποτελεσµατικά στη σήµανση µιας 

έννοιας και στην περιγραφή µιας διαδικασίας µε ακρίβεια, σαφήνεια και συντοµία. Ο 

µαθηµατικός συµβολισµός είναι ένα εκπληκτικό και ισχυρό εργαλείο, του οποίου η 

µάθηση είναι µια δύσκολη και περίπλοκη διαδικασία (it is subtle and difficult to 

learn) (Davis & Hersh, 1981, Schoenfeld & Arcavi, 1988). Απαιτεί αφαιρετικό τρόπο 

σκέψης και αποπλαισίωση των εκφράσεων. Πολλοί είναι αυτοί που αποδέχονται την 

ιδέα πως τα µαθηµατικά θεωρούνται από τους εκπαιδευόµενους µία καινούρια 

γλώσσα. Η πρώτη επαφή των παιδιών µε τη γλώσσα των µαθηµατικών, γίνεται µε 

φράσεις όπως για παράδειγµα «πόσο κάνει ένα και δύο», οι οποίες δεν αναφέρονται 

σε συγκεκριµένα αντικείµενα ή γεγονότα. Αυτό είναι που κάνει την αριθµητική ένα 

τόσο ισχυρό εργαλείο, αλλά ταυτόχρονα και πηγή πολλών δυσκολιών για τα µικρά 

παιδιά. Στη συνέχεια και σε όλη την έκταση των σχολικών µαθηµατικών, οι όροι και 

οι παραστάσεις του τυπικού συµβολισµού, έχουν τόσο τυπικές  όσο και αναφορικές 

λειτουργίες µε παρόµοιες συνέπειες στη µαθησιακή διαδικασία (Hughes, 1992, 

1996).  

Η µετάβαση από το συγκεκριµένο στο αφηρηµένο και αντίστροφα, είναι µία 

διαρκής διαδικασία «µετάφρασης» και αποτελεί απόδειξη της κατανόησης της 

σηµασίας και της χρήσης του συµβολισµού. Για παράδειγµα, οι µαθηµατικοί 

κατανοούν εύκολα την έννοια της µεταβλητής από τον αντίστοιχο συµβολισµό σε 

πολλά και διαφορετικά πλαίσια. Αντίθετα οι µαθητές αντιµετωπίζουν σοβαρές 

δυσκολίες στη σχολική άλγεβρα µε την κατανόηση της έννοιας αυτής, λόγω των 

πολλαπλών νοηµάτων της και της απαιτούµενης ακρίβειας στη σήµανση και το 

χειρισµό (Schoenfeld & Arcavi, 1988). 

Η συµπυκνωµένη δύναµη - ισχύ του συµβόλου απαιτεί από τους µαθητές 

ιδιαίτερες προσπάθειες σε διαφορετικά επίπεδα, όπως αυτά έχουν περιγραφεί στις 

θεωρίες οι οποίες αναφέρθηκαν. Πολλές είναι οι παρατηρούµενες περιπτώσεις, στις 

οποίες ο µαθηµατικός συµβολισµός ευθύνεται τόσο για µία επιτυχηµένη επικοινωνία  

όσο και για τη δυσκολία σε αυτήν. Η επικοινωνία στο µαθησιακό περιβάλλον, είναι 
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βασικός παράγοντας της µαθησιακής διαδικασίας και ο ρόλος του συµβόλου ως 

φορέας διαφορετικών νοηµάτων είναι καθοριστικός και πολύπλοκος (Tall, 1994). 

 

Η θεωρία της εννοιολογικής αλλαγής 

Η έννοια των αρνητικών αριθµών ιστορικά, άργησε να γίνει αποδεκτή, ακόµη 

και από αξιόλογους µαθηµατικούς της εκάστοτε εποχής. Η έννοια αυτή, η οποία 

εισάγεται στις πρώτες τάξεις του γυµνασίου, παρουσιάζει στη συνέχεια αρκετή 

δυσκολία για τους µαθητές, αφού απαιτείται να αποδίδουν στο σύµβολο «-» 

διαφορετικά νοήµατα και λειτουργίες, ανάλογα µε το περικείµενο πλαίσιο και τη 

διαδικασία στην οποία απαντάται. Γίνεται ουσιαστικά, σύµφωνα µε τον Vlassis 

(2004), ο διαχωρισµός σε δοµικό σηµαίνον (structural signifier), όπου το σύµβολο 

εµφανίζεται σε προτάσεις σχετικές µε µία µαθηµατική δοµή-αντικείµενο και σε 

λειτουργικό σηµαίνον (operational signifier), όπου το σύµβολο εξυπηρετεί 

συγκεκριµένη λειτουργία. Το σύµβολο του µείον, παρουσιάζεται σε βασικές 

αλγεβρικές πράξεις µε τριπλή φύση. Οι λειτουργίες που καλείται να αναγνωρίσει και 

να χρησιµοποιήσει ο µαθητής για το σύµβολο «-» είναι σύµφωνα µε τον Vlassis 

(2004) οι εξής: 

(α) η µοναδιαία, ως δοµικό σηµαίνον, όπου εκφράζει τον αφαιρετέο, το 

πρόσηµο για τον αρνητικό αριθµό, τον αντίθετο αριθµό, τη σχετική θέση του αριθµού 

καθώς και την τυπική έννοια των αρνητικών, 

(β) η δυαδική ως λειτουργικό σηµαίνον, για να δηλώσει συµπλήρωση, 

µεταβολή, διαδικασία αφαίρεσης, κίνηση πάνω στον άξονα των πραγµατικών και 

(γ) η συµµετρική, ως λειτουργικό σηµαίνον, για να δηλώσει µία συµµετρική 

διαδικασία αντίθετη ή αντίστροφη. 

Στα συµπεράσµατα της έρευνας σχετικά µε τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν 

οι µαθητές µε τη χρήση και την κατανόηση των αρνητικών αριθµών σε απλές 

πολυωνυµικές παραστάσεις, σύµφωνα µε τη θεωρία της εννοιολογικής αλλαγής, 

αναφέρεται ότι, υπάρχει σύγκρουση µε την προηγούµενη γνώση και εµπειρία, η 

οποία είναι βασισµένη στους φυσικούς αριθµούς. Επιπλέον, κανείς µαθητής δεν 

σκέφτεται ρητά τη διπλή ιδιότητα του συµβόλου «-», όταν αυτό βρίσκεται ανάµεσα 

σε όµοιους ή ανόµοιους όρους ενός πολυωνύµου δηλαδή δεν γίνεται ρητή αναφορά 

στη διπλή µορφή του συµβόλου ως µοναδιαίου και ως δυαδικού τελεστή. Κάτι τέτοιο 
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συνδέεται, µε την έλλειψη αποτελεσµατικής επικοινωνίας στη σχολική τάξη και µε 

συγκεκριµένους µετά-κανόνες που δηµιουργεί το παραδοσιακό µοντέλο διδασκαλίας 

(Vlassis, 2004). 

 

Η θεωρία της υποστασιοποίησης 

Παράλληλα, αρκετά παραδείγµατα αναφέρονται από την Sfard (1991, 1992, 

1994), για να τεκµηριώσουν την άποψη, ότι πολλές µαθηµατικές έννοιες έχουν 

συλληφθεί λειτουργικά, πολύ πριν δοθούν δοµικοί ορισµοί και αναπαραστάσεις. Για 

παράδειγµα, για την έννοια της συνάρτησης υπήρξαν ιστορικά πολλές δυσκολίες και 

συζητήσεις, ώστε να πραγµατοποιηθεί η µετάβαση από τη λειτουργική θεώρηση της 

συνάρτησης ως µία διαδικασία, στη δοµική αντίληψη της έννοιας µε πολλές και 

διαφορετικές ιδέες και τον αυστηρό ορισµό της. Κάτι αντίστοιχο, συµβαίνει και κατά 

τη διδασκαλία της συνάρτησης σε µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, όπου 

αρχικά παρουσιάζεται και κατανοείται, ως µια λειτουργία ανάµεσα σε δύο ποσότητες 

και αργότερα µε δοµική προσέγγιση, ως µία αντιστοίχηση ανάµεσα σε δύο σύνολα. 

Φαίνεται προφανές, ότι αυτή η δοµική προσέγγιση, µπορεί να αποτελέσει πηγή 

σοβαρών δυσκολιών για τους µαθητές που δεν είναι ικανοί να δηµιουργήσουν για 

τους ίδιους αυτά τα αφηρηµένα αντικείµενα, για τα οποία ο διδάσκοντας µιλάει µε 

απόλυτη βεβαιότητα. Έχει όµως παρατηρηθεί, ότι οι προσπάθειες για 

υποστασιοποίηση της έννοιας της συνάρτησης µέσα από γραφήµατα, πίνακες τιµών 

και άλλες µορφές αναπαράστασης βοήθησαν ιδιαίτερα τη διαδικασία αυτή (Sfard, 

1992). 

Ένα άλλο παράδειγµα µαθηµατικού αντικειµένου, το οποίο προκάλεσε 

πληθώρα συζητήσεων και αµφισβητήσεων, είναι αυτό της µεταβλητής. Οι 

µεταβλητές, από απλά σύµβολα για την παράσταση απροσδιόριστου – γενικευµένου 

αριθµού ή σύµβολα συνδεδεµένα µε την αριθµητική και την ανάλυση, τα οποία 

χρησιµοποιούντο µόνο µε διαδικαστικό τρόπο, γίνονται αντιληπτές ως αφηρηµένα 

αντικείµενα, σύµβολα κενά περιεχοµένου και δοµικά στοιχεία ενός συνόλου. Οι 

µαθητές πολλές φορές δυσκολεύονται να αποκτήσουν τη δοµική αντίληψη για τη 

µεταβλητή, να ολοκληρώσουν δηλαδή το τρίτο στάδιο της υποστασιοποίησης, ενώ 

µπορούν να φέρουν σε πέρας εργασίες που απαιτείται, µόνο διαδικαστική επιτέλεση 
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πράξεων µε τις µεταβλητές, η οποία υπόκειται σε συγκεκριµένους συντακτικούς 

κανόνες (Sfard, 1994, 1995).  

Η Sfard (1991), παρουσιάζει τη διπλή φύση των µαθηµατικών αντικείµενων, 

που µπορεί να παρατηρηθεί όχι µόνο στη λεκτική εκφορά τους, αλλά και µε 

διάφορους τρόπους στις συµβολικές αναπαραστάσεις (Πίνακας 5). 

 

Αναπαράσταση ∆οµική αντίληψη Λειτουργική αντίληψη 

Συνάρτηση Σύνολο από διατεταγµένα 

ζεύγη (Bourbaki, 1934) 

Υπολογιστική διαδικασία ή 

Καλά ορισµένη µέθοδος για τη 

µετάβαση από ένα σύστηµα σε 

ένα άλλο (Skemp, 1971) 

Φυσικός αριθµός Η ιδιότητα του συνόλου  
Property of a set or the class of all sets 

of the same finite cardinality 

Το 0 και κάθε αριθµός που 

προέρχεται από έναν άλλο 

φυσικό µε πρόσθεση του 1 

Ρητός αριθµός Ζεύγος ακεραίων ή 

στοιχείο συνόλου ζευγών 

ακεραίων 

Το αποτέλεσµα από τη 

διαίρεση δύο ακεραίων 

 

Πίνακας 5. Η δοµική και η λειτουργική περιγραφή µίας µαθηµατικής ιδέας (Sfard, 1991). 

 

Σχετικά µε τα στάδια της διδασκαλίας η Sfard (1992), ισχυρίζεται ότι είναι 

απαραίτητο, η λειτουργική προσέγγιση να προηγείται της δοµικής προσέγγισης, ως 

ένα φυσικό, υγιές και αποδοτικό αρχικό στάδιο σε µία διδασκαλία. Επιπλέον, 

αναφέρει δύο βασικές αρχές για να αποφευχθούν αρνητικές συνέπειες από τη δοµική 

προσέγγιση. Οι αρχές αυτές είναι: (α) Οι νέες έννοιες δε θα πρέπει να εισάγονται µε 

δοµικούς όρους και (β) Η δοµική αντίληψη δε θα πρέπει να απαιτείται, όσο ο 

µαθητής µπορεί να κάνει και χωρίς αυτήν. Επιπλέον, η Sfard (2000), όπως 

αναφέρεται από τον Ford (2003), δηλώνει πως η ανεπτυγµένη κατανόηση της 

σηµασίας του συµβόλου και η ορθή χρήση του, είναι αµοιβαία εποικοδοµητικά 

στοιχεία της δύναµης του συµβόλου. Κάτω από αυτήν την οπτική, το πρόβληµα για 

τους εκπαιδευτές, είναι να οργανώσουν και να διευκολύνουν την εύκολη µετακίνηση 

ανάµεσα στη σηµασία και το σύµβολο. 
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Πολύ συχνά, οι εστιασµένες προσπάθειες για υποστασιοποίηση ενός 

µαθηµατικού αντικειµένου µπορεί να µην είναι απόλυτα πετυχηµένες, βοηθούν όµως 

στην εσωτερίκευση και τη συµπύκνωση της έννοιας. Το επόµενο βήµα, ίσως απαιτεί 

περισσότερο χρόνο (χρόνος εκκόλαψης) και ισχυρότερο κίνητρο. Σε κάθε περίπτωση 

όµως, η ανάπτυξη δοµικών αντιλήψεων και η υποστασιοποίηση µαθηµατικών 

αντικειµένων, κρίνεται απαραίτητη για την περαιτέρω µάθηση, για την κατανόηση 

πιο πολύπλοκων εννοιών. Για παράδειγµα, η έννοια της συνάρτησης, των συνόλων 

κά είναι απαραίτητο να έχουν υποστασιοποιηθεί, όταν θα χρειαστεί αυτά τα 

αντικείµενα να βοηθήσουν στην εσωτερίκευση και τη συµπύκνωση νέων πιο 

πολύπλοκων αντικειµένων, όπως για παράδειγµα των χώρων Hilbert (Sfard, 1992).  

 

Η θεωρία των τριών κόσµων και της διεργασίας-έννοιας 

Η γενικευµένη χρήση συµβόλων στη µαθηµατική εκπαίδευση, σε όλους σχεδόν 

τους τοµείς των µαθηµατικών, (την αριθµητική την άλγεβρα τον λογισµό) δίνει µε 

πολύ απλό τρόπο στο µαθητή τη δυνατότητα για υπολογισµούς, επίλυση 

προβλήµατος, εικασίες και προβλέψεις. Η κεντρική θέση της λογικής ισχύος ενός 

συµβόλου, σύµφωνα µε τον Tall et al. (2001), συµπυκνώνεται στη ερµηνεία του 

συµβόλου τόσο ως διεργασία όσο και ως έννοια (Πίνακας 6). 

 

Σύµβολο ∆ιεργασία (process) Έννοια (concept) 

4 Αρίθµηση Αριθµός 

3+2 Πρόσθεση Άθροισµα 

-3 Αφαιρώ 3 Αρνητικός αριθµός 

3/4 Μερισµός, διαίρεση Κλάσµα 

3+2x Αποτίµηση Έκφραση 

v=s/t Λόγος Ρυθµός 

y=f(x) Υπολογισµός τιµής Συνάρτηση 

dy/dx Παραγώγιση Παράγωγος 

∫ f(x)dx Ολοκλήρωση Ολοκλήρωµα 

 

Πίνακας 6. Η ερµηνεία του συµβόλου ως διεργασία και ως έννοια (Tall et al., 2001). 
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Ο δυϊσµός του συµβόλου, οδηγεί πολλές φορές µία διαδικασία, σε έναν βήµα 

προς βήµα αλγόριθµο µε σύµβολα χωρίς νόηµα, οδηγώντας τη διαδικασία στο 

αποτέλεσµα, χωρίς την προσοχή που θα ήταν απαραίτητη, ώστε να κατανοείται το 

αναφορικό νόηµα των συµβόλων σε κάθε βήµα της διαδικασίας (Tall et al., 2001). 

Κάτι τέτοιο, δηλώνει ένα καλό επίπεδο διαδικαστικής σκέψης και κατανόησης, χωρίς 

όµως να πιστοποιεί την εννοιολογική κατανόηση του µαθηµατικού αντικειµένου. Η 

κατάκτηση του διαδικαστικού και του εννοιολογικού τρόπου σκέψης για έναν 

µαθητή, χαρακτηρίζεται από την ικανότητα του να χειρίζεται τον µαθηµατικό 

συµβολισµό µε ευελιξία, τόσο ως διαδικασία, όσο και ως έννοια. Επιπλέον, απαιτεί 

από τον µαθητή την εύκολη µετάβαση από τη διαδικασία στην έννοια και 

αντίστροφα, έναν παράγοντα που συντελεί στην ανάπτυξη δεξιοτήτων του µαθητή, 

και του επιτρέπει να «κάνει» µαθηµατικά, να λύνει προβλήµατα κλπ. αλλά 

ταυτόχρονα να σκέφτεται τις µαθηµατικές σχέσεις, ώστε να επιλέγει τον ιδανικό 

τρόπο για την εύρεση λύσης. Αναπτύσσεται παράλληλα, η ικανότητα για άµεση 

αλλαγή από τη θεώρηση των συµβόλων από απλά χρηστικές οντότητες, σε εργαλεία 

που θα οδηγήσουν τον µαθητή να κάνει µαθηµατικά, παράγοντας λύσεις µέσα από 

διαδροµή διαδικασιοεννοιολογικής σκέψης (proceptual thinking) (Tall et al.,2001, 

Gray & Tall 1994). 

 

Ανάλυση µε βάση το νόηµα των συµβόλων  

Η µελέτη και οι έρευνες που παρουσιάζονται από τον Arcavi (1994, 2005), 

κάτω από το πρίσµα της ανάλυσης µε βάση το νόηµα των συµβόλων, στοιχεία της 

οποίας έχουν αναφερθεί στην προηγούµενη παράγραφο, βασίζονται κυρίως στην 

εµπειρία και τα γεγονότα που καταγράφουν καθηγητές, από σχολικές τάξεις. Το 

νόηµα των συµβόλων, το οποίο γίνεται αντιληπτό ή αποδίδεται από τους µαθητές, 

γίνεται φανερό, από ένα πλήθος διαφορετικών συµπεριφορών. Μερικά ενδεικτικά 

παραδείγµατα, επιβεβαιώνουν τον κεντρικό ρόλο της γενικότερης αίσθησης που 

βρίσκεται στον όρο «νόηµα των συµβόλων-symbol sense» ή στο τίτλο «Άτυπη 

δηµιουργία νοήµατος σε τυπικά µαθηµατικά - Informal sense-making in formal 

mathematics». 

(α) στην ερώτηση «ποια µεταβολή θα υπάρξει στο εµβαδόν ενός ορθογωνίου αν 

µία διάσταση αυξηθεί κατά 10% ενώ η άλλη ελαττωθεί κατά 10%;», η εξοικείωση µε 
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τη χρήση των συµβόλων, µετατρέπει τη λεκτική εκφορά της λύσης, σε συµβολική και 

παράλληλα, ξεδιαλύνει τις αµφιβολίες στην απάντηση, δίνοντας ως αποτέλεσµα το 

νέο εµβαδόν 0,99αβ.  

(β) η ερώτηση, «για ποιες τιµές του α το ζευγάρι των εξισώσεων  (α) x2 –y2=0 

και (β) (x-a)2+y2=1 έχουν 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7 ή 8 λύσεις;», είναι ένα παράδειγµα, που 

εξηγεί την ανάγκη εγκατάλειψης του αλγεβρικού χειρισµού των συµβόλων και την 

υιοθέτηση της γραφικής µεθόδου, η οποία στη συγκεκριµένη περίπτωση είναι πιο 

αποτελεσµατική.  

(γ) η επίλυση της εξίσωσης 3x+5=4x, χωρίς την προτεινόµενη αναγωγή οµοίων 

όρων, αλλά µε την απόδοση νοήµατος στην ισότητα και µε την ερµηνεία της 

πρόσθεσης ή η απόφανση για το αδύνατο της εξίσωσης 
24
12

+
+

x
x =2 λόγω της 

αναγνώρισης της σχέσης του αριθµητή µε τον παρανοµαστή (4x+2)=2(2x+1), 

φανερώνει την ικανότητα του µαθητή, να βλέπει πέρα από τα σύµβολα και να 

αποδίδει σε αυτά, έγκαιρα το αντίστοιχο νόηµα στο πλαίσιο της αριθµητικής. 

(δ) η προτίµηση της αναπαράστασης τριών διαδοχικών φυσικών αριθµών ως 

«ν-1, ν, ν+1» αντί της «ν, ν+1, ν+2» ή της «ν-2, ν-1, ν», κάνει φανερή την ορθή 

αντίληψη της επιλογής µέσα από ένα πλήθος ισοδύναµων εκφράσεων, της 

αποδοτικότερης παράστασης και συνεπώς γίνεται αντιληπτό από τον µαθητή το ότι, η 

διαδικασία διευκολύνεται από την επιλογή των συµβόλων. 

(ε) ο διαχωρισµός σε δύο διαφορετικά αντικείµενα, του αποτελέσµατος y=b 

που προκύπτει, για x=0 το ένα και για m=0 το άλλο από την εξίσωση y=mx+b, 

δείχνει την απόδοση νοήµατος σε σύµβολα και την κατανόηση των διαφορετικών 

αντικειµένων που προκύπτουν, ανάλογα µε τις σχέσεις τους µέσα στο πλαίσιο που 

αναφέρονται. 

Παράλληλα µε τους παράγοντες που καθιστούν την απόδοση νοήµατος στα 

σύµβολα, απαραίτητο στοιχείο της εκπαιδευτικής πρακτικής, ο Arcavi (1994) 

εστιάζει την προσοχή του, στις ευέλικτες και ουσιαστικές µεταβάσεις από τις 

µαθηµατικές κατασκευές φορµαλιστικού χαρακτήρα, στα αντικείµενα µε νόηµα και 

αναφορά, αναγνωρίζοντας ότι εκεί βρίσκεται ο πυρήνας της ικανότητας στη σχολική 

άλγεβρα. Η ικανότητα αυτή, περιλαµβάνει την έγκαιρη αναβολή του νοήµατος, µε 

σκοπό τη γρήγορη και αποτελεσµατική εφαρµογή της διαδικασίας, καθώς και τη 

διακοπή της ρουτίνας, µε σκοπό την αµφισβήτηση της εννοιολογικής ορθότητας της 
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συµβολικής έκφρασης. Επιπλέον, ο Arcavi (2005), αναφέρει τη θέση της Sfard 

(2000) για τη κυκλική εναλλαγή νοήµατος και χρήσης για το µαθηµατικό 

συµβολισµό, όπου το νόηµα είναι συνάρτηση της χρήσης και η χρήση είναι 

αποτέλεσµα της ορθής κατανόησης του νοήµατος. Αυτή η διαδικασία µπορεί να 

αποδειχθεί κάποιες φορές σοβαρό εµπόδιο (serious tramp) για τους µαθητές αλλά 

παράλληλα, φαίνεται να λειτουργεί ως καύσιµο στη µαθησιακή διαδικασία. Για µία 

διδασκαλία, η οποία θα αναδεικνύει τη δηµιουργία νοήµατος από τα σύµβολα, ο 

Arcavi (2005), προτείνει στους εκπαιδευτές, να επιδιώκουν την εξοικείωση των 

µαθητών µε την απόδοση νοήµατος στη συµβολική αναπαράσταση, παράλληλα µε 

την αυτοµατοποιηµένη χρήση του τυπικού συµβολικού συστήµατος, καθώς και την 

ισχυροποίηση της αντίληψής τους, για το αναµενόµενο κέρδος από τη χρήση 

συµβόλων. 
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4.4 Στοιχεία ιστορίας για τη διδασκαλία και τη µάθηση 

 

Η ιστορία των µαθηµατικών µπορεί να υποστηρίξει τη διαδικασία της µάθησης 

και της διδασκαλίας µε πολλούς και διαφορετικούς τρόπους. Η αξιοποίηση της 

αποτελεί στόχο των προγραµµάτων σπουδών, καθώς παράλληλα µε την παρουσίαση 

της ιστορίας και εξέλιξης βασικών µαθηµατικών περιοχών και εννοιών, αναδεικνύει 

τη διασύνδεση της µαθηµατικής σκέψης και του πολιτισµού στις ανθρώπινες 

κοινωνίες (NCTM, 2004). Όπως αναφέρει ο Τοκµακίδης (1989), η ιστορία των 

µαθηµατικών, συµβάλλει στο να ερµηνευτούν καλύτερα οι καταστάσεις στις οποίες 

εισάγονται οι νέες έννοιες, να τονιστεί η σηµασία των πιθανών πρακτικών 

εφαρµογών, να ξεπεραστούν οι κίνδυνοι δογµατικότητας στην εισαγωγή νέων 

εννοιών, και να καταδείξει µε σαφή και συγκεκριµένο τρόπο, την πρόοδο των 

µαθηµατικών καθώς και την αλληλεπίδραση τους µε άλλα κοινωνικά φαινόµενα.  

Παράλληλα µε την αναγκαιότητα εισαγωγής µίας έννοιας, η µελέτη της 

ιστορικής εξέλιξής της, αποκαλύπτει στον ερευνητή - µελετητή, τη διαδροµή που 

ακολούθησαν οι προγενέστεροι, τα εµπόδια που χρειάστηκε να υπερπηδήσουν, τις 

διαφορετικές θεωρήσεις που έγιναν, τη συµβολή συγκεκριµένων εργαλείων και άλλες 

παραµέτρους, που επηρέασαν την ανάπτυξη της έννοιας αυτής. Με τον τρόπο αυτό 

γίνονται φανερά, σηµαντικά στοιχεία σχετικά µε τη διδασκαλία και την κατανόηση 

της έννοιας, όπως για παράδειγµα, η ανίχνευση και υπερπήδηση επιστηµολογικών 

εµποδίων, η αναζήτηση µηχανισµών που οδήγησαν στην ανάπτυξή της κά. Η Sfard 

(1995), αναφέρει ότι, είναι δυνατόν να παρατηρηθούν παρόµοια φαινόµενα στην 

ιστορική εξέλιξη µίας έννοιας και στην ατοµική κατασκευή της γνώσης για την 

έννοια αυτή. Για παράδειγµα η έννοια του αριθµού, της µεταβλητής και της 

συνάρτησης, γίνονται αντιληπτοί από τους µαθητές, αρχικά στο λειτουργικό επίπεδο 

και στη συνέχεια κατανοούνται σε δοµικό επίπεδο. Παρόµοια, ήταν και η ιστορική 

εξέλιξη των εννοιών αυτών, όπου η αυστηρή θεµελίωσή τους, ακολούθησε την για 

χρόνια λειτουργική αντιµετώπιση των εννοιών αυτών. 

Επιπλέον, η µελέτη της ιστορίας των µαθηµατικών από τους διδάσκοντες, 

παρέχει οφέλη σε πολλά και διαφορετικά επίπεδα, τα οποία αντανακλώνται στο 

επιστηµονικό τους υπόβαθρο και κατά συνέπεια στη διδασκαλία τους. Έρευνες για τη 

συµβολή και τη σηµαντικότητα κάποιων σκοπών που επιτελεί η ενασχόληση µε την 
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ιστορία των µαθηµατικών για τους καθηγητές, κατέληξαν σε σηµαντικά 

συµπεράσµατα. Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τους Arcavi, Brucheimer και Ben-Zvi 

(1982, 1987), οι καθηγητές µε τη µελέτη θεµάτων της ιστορίας των µαθηµατικών, 

είναι δυνατόν, να προάγουν τη µαθηµατική τους γνώση και να εµπλουτίσουν το 

διδακτικό τους υπόβαθρο, να γνωρίσουν στοιχεία σχετικά µε την ιστορική εξέλιξη 

µίας έννοιας και να προβληµατιστούν για τη διδασκαλία της, να συζητήσουν ένα 

θέµα µε ενδιαφέρον τρόπο και να προκαλέσουν κινητοποίηση στους συνοµιλητές 

τους, να µάθουν για τους µεγάλους µαθηµατικούς και τη δουλειά τους και να 

«διασκεδάζουν» κάνοντας µαθηµατικά. 

Είναι φανερό ότι, τόσο για τους µαθητές όσο και για τους καθηγητές, η γνώση 

και η αξιοποίηση της ιστορίας των µαθηµατικών, καθίσταται σηµαντικό στοιχείο της 

µάθησης και της διδασκαλίας των µαθηµατικών.  

 

Μέρος της ιστορίας των µαθηµατικών και βασική παράµετρος της παρούσας 

εργασίας, είναι η ιστορική εξέλιξή του µαθηµατικού συµβολισµού. Η µελέτη αυτής 

της εξέλιξης, µας αποκαλύπτει στοιχεία που συνδέουν τη λειτουργία και την ιδέα του 

µαθηµατικού αντικειµένου που συµβολίζει το συγκεκριµένο σύµβολο, καθώς και τις 

ανησυχίες των µαθηµατικών για σαφήνεια και ακρίβεια της αναπαράστασης. Σε 

επίπεδο διδακτικής πρακτικής, η γνώση στοιχείων από την ιστορία του συµβολισµού, 

βοηθάει τους εκπαιδευτικούς, στην αποδοχή κάποιων αναγκαίων συµβιβασµών κατά 

τη διδασκαλία, προκειµένου η εισαγωγή, η χρήση και η κατανόηση των συµβόλων, 

να δώσει µία ώθηση στη διαδικασία της γνώσης των εννοιών και αντίστροφα. Όπως 

αναφέρει η Donaldson (1996), «ένα τυπικό σύστηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε ένα 

τυπικό τρόπο. Είναι εύκολο αλλά επικίνδυνο από αυτό, να καταλήξουµε στο 

συµπέρασµα ότι µαθαίνεται και µε τυπικό τρόπο». Τα σύµβολα όπως και η γλώσσα, 

αναπτύσσονται αρχικά σε ένα µη τυπικό και ελαστικό σύστηµα, µέχρι να 

αποκτήσουν αυστηρούς κανόνες σύνταξης και σηµασίας. Σε κάθε περίπτωση όµως, 

φέρουν το νόηµα και τη λειτουργία της έννοιας, ακόµη και όταν χρησιµοποιούνται 

χωρίς την απαιτούµενη αυστηρότητα. Για παράδειγµα η οντολογική φύση των 

µεταβλητών και των συναρτήσεων, παρέµεινε ασαφής µέχρι τον 19ο αιώνα, παρά το 

γεγονός ότι µέχρι τότε η διαδεδοµένη χρήση τους, διευκόλυνε την ανάπτυξη πολλών 

περιοχών των µαθηµατικών (Sfard, 1992, 1995).  
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Ο νόµος, σύµφωνα µε τον οποίο επιβιώνουν τα ισχυρότερα σύµβολα, είναι στο 

σύνολο του απροσδιόριστος. Στο τέλος του δέκατου ένατου αιώνα δηµιουργήθηκαν 

διάφορες επιτροπές µε σκοπό να τυποποιήσουν τα σύµβολα, µε περιορισµένη όµως 

επιτυχία. Φαίνεται ότι τα µαθηµατικά σύµβολα εµφανίζονται, εξελίσσονται και 

επιβάλλονται, όπως οι φυσικές γλώσσες, µε ένα οργανικό τρόπο που δεν µπορεί να 

ελεγχθεί από το αυθαίρετο διάταγµα µιας επιτροπής (Davis & Hersh, 1981). Για το 

ίδιο θέµα, ο de Morgan αναφέρει χαρακτηριστικά «ο µαθηµατικός συµβολισµός, όπως 

και η γλώσσα έχει αναπτυχθεί χωρίς να στηρίζεται πολύ στην επιταγή της 

καταλληλότητας, αλλά µε την έγκριση της πλειοψηφίας. Η οµοιότητα, πραγµατική ή 

φανταστική, αποτελεί τον πρώτο οδηγό και η αναλογία τον διαδέχεται» «mathematical 

notation, like language, has grow up without much looking to, at the dictates of 

convenience and with the sanction of the majority. Resemblance, real or fancied, has 

been the first guide, and the analogy has succeeded» (Cajori, 1928, τοµ. Β, σελ. 327). 
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5 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Στη διάρκεια της ανθρώπινης ζωής, τα σύµβολα εµφανίστηκαν για πολλούς και 

διαφορετικούς λόγους, επιτελώντας ποικίλους σκοπούς στην επικοινωνία, την τέχνη 

και την έκφραση. Σήµερα, τα σύµβολα και οι συµβολικές αναπαραστάσεις 

κυριαρχούν σε όλους τους τοµείς των ανθρωπίνων δραστηριοτήτων, 

αντικαθιστώντας κάποιες φορές τη φυσική γλώσσα και δηµιουργώντας συχνά, νέους 

κώδικες επικοινωνίας και συµπεριφοράς. Η χρήση και η αντίληψή τους εξαρτάται 

από τα εξωτερικά τους χαρακτηριστικά, από το πλαίσιο στο οποίο απαντώνται, αλλά 

και από εσωτερικούς ψυχολογικούς παράγοντες, οι οποίοι είναι διαφορετικοί από 

άνθρωπο σε άνθρωπο.  

Στα µαθηµατικά, η χρήση των συµβόλων για τις γραπτές µαθηµατικές 

εκφράσεις, εµφανίστηκε πολύ νωρίς και σήµερα είναι πλέον δεδοµένη σε τέτοιο 

βαθµό που η άγνοια συµβόλων καθιστά προβληµατική τη µαθηµατική επικοινωνία. 

Παράλληλα µε την ιστορική πορεία της εξέλιξης των µαθηµατικών εννοιών, η 

αναγκαιότητα για συντοµία, ακρίβεια, σαφήνεια και αυστηρότητα, οδήγησε τους 

µαθηµατικούς, εκτός των άλλων, στη δηµιουργία ενός καθολικού συµβολικού 

συστήµατος, µίας παγκόσµιας γλώσσας, η οποία διαθέτοντας συγκεκριµένα 

χαρακτηριστικά έχει ως αποτέλεσµα, την οικουµενικότητα των µαθηµατικών. 

Η διαδικασία απόδοσης νοήµατος στα µαθηµατικά σύµβολα είναι πλέον 

αυστηρή και διέπεται από συγκεκριµένους νόµους και κανόνες. Η µαθηµατική 

λογική συνέβαλε καθοριστικά σε αυτό, επιλύοντας προβλήµατα σήµανσης και 

ερµηνείας, παρά το γεγονός ότι συχνά τα µαθηµατικά σύµβολα εξακολουθούν να 

φέρουν πολλαπλή σηµασία και να επιδέχονται, ανάλογα µε το περικείµενο πλαίσιο, 

διαφορετική ερµηνεία. Όπως φανερώνει η ιστορία των µαθηµατικών, ο µαθηµατικός 

συµβολισµός, διευκόλυνε ως συντοµογραφία τη διατύπωση και ερµηνεία 

µαθηµατικών εκφράσεων. Παράλληλα, βοήθησε στην ταχύτητα των υπολογισµών 

και των διαδικασιών και ανέδειξε νέα στοιχεία και σχέσεις για τις έννοιες που 

περίγραφε, αναπτύσσοντας τη διαίσθηση και τη ικανότητα σκέψης. Πολλές φορές τα 

σύµβολα επέστρεφαν περισσότερα από αυτά που είχαν κληθεί να αποδώσουν και 

όπως χαρακτηριστικά αναφέρουν οι Davis & Hersh «κάποιες φορές τα σύµβολα στα 

µαθηµατικά φαίνεται να είναι πιο σοφά από το δηµιουργό τους».  
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Ένα νέο σύµβολο µπορεί να είναι εύκολο να δηµιουργηθεί, αλλά κανείς δεν 

µπορεί να εγγυηθεί την πλατιά του αποδοχή, χωρίς την οποία το σύµβολο 

αχρηστεύεται. Ο νόµος, ο οποίος καθορίζει το λόγο για τον οποίο επιβιώνουν κάποια 

σύµβολα έναντι κάποιων άλλων, είναι στο σύνολο του απροσδιόριστος. Μετά από 

µία πιθανή «σύγκρουση» επιβιώνει ο συµβολισµός, ο οποίος είναι εύχρηστος, 

λειτουργικός, σύντοµος και ικανός να αποδώσει µε αποτελεσµατικό τρόπο 

χαρακτηριστικά της έννοιας και της διαδικασίας, µε προϋπόθεση την αποδοχή του 

από την πλειοψηφία. Κάποιες επιτροπές που δηµιουργήθηκαν µε σκοπό να 

τυποποιήσουν τα σύµβολα, είχαν περιορισµένη επιτυχία. Τα µαθηµατικά σύµβολα 

εµφανίζονται, εξελίσσονται και επιβάλλονται, όπως οι φυσικές γλώσσες, µε ένα 

οργανικό εσωτερικό τρόπο ιδιαιτέρων χαρακτηριστικών, χωρίς να λαµβάνουν υπόψη 

τους τυπικές αποφάσεις.  

Στη µαθηµατική εκπαίδευση τα σύµβολα παίζουν σηµαντικό ρόλο τόσο στη 

διδασκαλία όσο και στη µάθηση. Οι σύγχρονες εκπαιδευτικές έρευνες, εστιάζουν τα 

ερωτήµατά τους, στο σύνθετο ρόλο που έχουν τα σύµβολα κατά τη µαθησιακή 

διαδικασία τόσο ως φορείς νοήµατος όσο και ως µέσο επιτέλεσης διαδικασιών και 

στις δυσκολίες που πηγάζουν από την ερµηνεία και τη χρήση τους. Οι ερµηνευτικές 

θεωρίες µάθησης, αναλύουν τις παραµέτρους που εµπλέκουν τη λειτουργία, το νόηµα 

και την ερµηνεία των συµβόλων στη διαδικασία της µάθησης και της ανάπτυξης 

µαθηµατικής σκέψης, δίνοντας στα σύµβολα και τις αναπαραστάσεις κεντρικό ρόλο 

στη διαδικασία αυτή. 

Ο µαθηµατικός συµβολισµός είναι ένα ισχυρό εργαλείο επικοινωνίας σε κάθε 

µαθηµατική συνδιάλεξη. Οι διδάσκοντες χειρίζονται µε ευκολία το συµβολισµό τόσο 

σε επίπεδο συντακτικό όσο και σηµασιολογικό, ενώ µεταβαίνουν µέσω των 

συµβόλων από το λειτουργικό στάδιο µιας ιδέας στο δοµικό, χωρίς ουσιαστικές 

απώλειες σε χαρακτηριστικά και ιδιότητες. Αντίθετα, οι µαθητές συχνά 

αντιλαµβάνονται το µαθηµατικό συµβολισµό ως µία καινούρια γλώσσα στην οποία 

είναι αναγκασµένοι να µεταφράζουν τις εκφράσεις της φυσικής γλώσσας και 

αντίστροφα. Η µάθηση του νέου συµβολισµού για αυτούς, είναι µία δύσκολη και 

περίπλοκη διαδικασία, που απαιτεί αφαιρετικό τρόπο σκέψης και αποπλαισίωση των 

συµβολικών εκφράσεων. Η καλή γνώση του µαθηµατικού συµβολισµού, βοηθάει για 

µία επιτυχηµένη µάθηση, ενώ η ανεπαρκής γνώση αυτού, οδηγεί σε ένα µειωµένο 

επίπεδο κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών καθιστώντας τον µαθηµατικό 
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συµβολισµό ένα απαραίτητο υποστηρικτικό εργαλείο για τα περαιτέρω στάδια της 

βασικής µαθηµατικής εκπαίδευσης. 

Η ευέλικτη µετάβαση από κατασκευές φορµαλιστικού χαρακτήρα σε 

αντικείµενα µε νόηµα και αναφορά, καθώς και η αναγνώριση της διπλής ιδιότητας 

των µαθηµατικών συµβόλων όπως αυτή παρουσιάζεται από τις επιστηµονικές 

θεωρίες, αποτελούν απόδειξη της κατανόησης της σηµασίας και της χρήσης του 

µαθηµατικού συµβολισµού από τους µαθητές. Η διαφορά ανάµεσα στην 

εννοιολογική και τη διαδικαστική σκέψη, στη λειτουργική και τη δοµική αντίληψη, 

γίνεται κάποιες φορές φανερή από έναν αποτελεσµατικό χειρισµό του συµβολικού 

συστήµατος, χωρίς την επαρκή κατανόηση τόσο των λειτουργικών όσο και δοµικών 

χαρακτηριστικών της έννοιας.  

Επιπλέον, η ανεπτυγµένη κατανόηση της σηµασίας του συµβόλου και η ορθή 

χρήση του είναι αµοιβαία εποικοδοµητικά στοιχεία της δύναµης του συµβόλου. 

Συχνά το νόηµα είναι συνάρτηση της χρήσης και η χρήση είναι αποτέλεσµα της 

ορθής κατανόησης του νοήµατος. Αυτή η διαδικασία, φαίνεται να λειτουργεί ως 

καύσιµο στη µαθησιακή διαδικασία. Κάτω από αυτή την οπτική, το ζήτηµα για τους 

εκπαιδευτές, είναι: (α) να οργανώσουν και να διευκολύνουν την εύκολη µετακίνηση 

ανάµεσα στη σηµασία και το σύµβολο, (β) να υιοθετήσουν διδασκαλίες µε τις οποίες 

να αναδεικνύουν τη δηµιουργία νοήµατος από τα σύµβολα, (γ) να επιδιώκουν την 

εξοικείωση των µαθητών µε την απόδοση νοήµατος στη συµβολική αναπαράσταση, 

παράλληλα µε την αυτοµατοποιηµένη χρήση του τυπικού συµβολικού συστήµατος, 

και (δ) να ισχυροποιήσουν την αντίληψη των µαθητών, για το αναµενόµενο κέρδος 

από τη χρήση συµβόλων. 

Όπως αναφέρει ο Alfred North Whitehead, το σύµβολο στα µαθηµατικά µπορεί 

«να ανακουφίζει τον εγκέφαλο από κάθε εργασία που δεν είναι αναγκαία. Ένας καλός 

συµβολισµός τον απελευθερώνει, ώστε να συγκεντρωθεί σε πιο προχωρηµένα 

προβλήµατα και, στην πραγµατικότητα, αυξάνει τη νοητική δύναµη του ανθρώπου». 
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