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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 

Αλ κειεηήζεη θαλείο ηα έξγα πνπ έρνπλ γξαθηεί ζρεηηθά κε ηελ Ηζηνξία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ δηεζλψο, ζα παξαηεξήζεη φηη ζηα Κηλέδηθα Μαζεκαηηθά γίλεηαη 

ζπλήζσο κηα ζχληνκε αλαθνξά, κε ζπλέπεηα λα κελ γλσξίδνπκε πνιιά γηα απηά θαη 

λα ζεσξείηαη πσο κάιινλ δελ πξφζθεξαλ θάηη ζπνπδαίν ή πξσηφηππν.  

ηα αξραία Κηλέδηθα Μαζεκαηηθά φκσο, πεξηιακβάλνληαη ζεκαληηθέο αιιά θαη 

πξσηφηππεο ηδέεο, αλ θαη φρη ζε ηφζν κεγάιε έθηαζε, νχηε ηφζν θαιά ηεθκεξησκέλεο, 

φπσο γηα παξάδεηγκα ζπλέβε ζηα αξραία Διιεληθά Μαζεκαηηθά. 

Όηαλ κηιάκε γηα αξραία Κηλέδηθα Μαζεκαηηθά κηιάκε γηα κηα αιγνξηζκηθή θάζε ηεο 

εμέιημεο ησλ Μαζεκαηηθψλ. ε απηή ηε θάζε ήηαλ πνπ ζπγθεληξψζεθε, απφ 

δηάθνξνπο πνιηηηζκνχο, πνιχ θαη ζεκαληηθφ πιηθφ κε ηε κνξθή θπξίσο 

ζπγθεθξηκέλσλ πξνβιεκάησλ θαη πνιχηηκνη κέζνδνη επίιπζεο αλαθαιχθζεθαλ. Καηά 

ηε δηάξθεηα απηήο ηεο πεξηφδνπ ηεο δνθηκήο θαη ιάζνπο, θαηαγξάθεθαλ θαη 

εκπεδψζεθαλ δηαδηθαζίεο πνπ ζηε ζπλέρεηα απνηέιεζαλ ηε βάζε ηεο ζεκειίσζεο ησλ 

ινγηθψλ δνκψλ θαη ησλ ζχγρξνλσλ καζεκαηηθψλ.  

Δμ‟ άιινπ ηα καζεκαηηθά είλαη κέξνο ηνπ πνιηηηζκνχ καο θαη έρεη ηδηαίηεξν 

ελδηαθέξνλ φηαλ κπνξνχκε κέζα απφ αξραία θείκελα λα δνχκε κέρξη πνην ζεκείν είρε 

θζάζεη ν πξαθηηθφο ηξφπνο ζθέςεο, πξηλ ηελ αλάπηπμε ηνπ ινγηθνχ ηξφπνπ. 

 

 

ΛΔΞΔΗ ΚΛΔΗΓΗΑ 

Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ, „Nine Chapters‟, πξνβιήκαηα, θαλφλεο 
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ABSTRACT 

 

If we study the works which have been written internationally, concerning the history 

of Mathematics, we will observe that only a brief reference is usually made to Chinese 

Mathematics. Consequently, we don‟t know much about it and most people believe 

that it hasn‟t offered anything important or original. 

However, in ancient Chinese Mathematics there are significant, as well as original 

ideas, although limited and not so well substantiated, as it is the case with ancient 

Greek Mathematics. 

When we refer to ancient Chinese Mathematics, we talk about an algorithmic stage in 

the evolution of Mathematics. It was in that stage, when various cultures around the 

world collected a lot of important material in the form of, mainly, specific problems 

and discovered valuable methods of solving them. During this period of trial and 

error, people recorded and consolidated procedures, which in the following years 

formed the basis of the founding of logical structures and modern Mathematics. 

Besides, Mathematics is part of our culture and it is particularly interesting, when we 

can see, through ancient texts, how far the practical way of thinking had reached 

before the development of the logical way. 

 

 

KEY WORDS 

History of Mathematics, „Nine Chapters‟, problems, canons 
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1
ν
  ΚΔΦΑΛΑΗΟ:  ΔΗΑΓΧΓΗΚΑ ΚΑΗ ΗΣΟΡΗΚΑ ΣΟΗΥΔΗΑ 

 

1.1  ΔΗΑΓΧΓΖ 

 

Σα θηλέδηθα καζεκαηηθά σο απηφλνκνο θαη δηαθξηηφο ηνκέαο γλψζεο εκθαλίδεηαη ζε 

γξαπηά θείκελα ζηελ Κίλα, πεξίπνπ 1.000 ρξφληα κεηά ηα αληίζηνηρα δείγκαηα ησλ 

Αηγππηίσλ θαη ησλ Βαβπισλίσλ.  

Σα πξψηα ζεκαληηθά έξγα γξάθνληαη θαηά ηελ Γπλαζηεία ησλ Han (206 π.Υ. – 220 

κ.Υ.) θαη κεηά. Σελ ίδηα δειαδή πεξίνδν πνπ αλζνχλ ηα ειιεληθά καζεκαηηθά.  

Ο Yen Chic-Tui, ζεκαληηθφο Κηλέδνο ιφγηνο θαη θπβεξλεηηθφο ππάιιεινο πνπ έδεζε 

ηνλ 6
ν
 αηψλα π.Υ. αλαθέξεη ζε θάπνην γξαπηφ ηνπ „Σα καζεκαηηθά είλαη ζεκαληηθά 

αλάκεζα ζηηο έμη ηέρλεο. ην πέξαζκα ηνπ ρξόλνπ όινη νη ιόγηνη πνπ αζρνινύληαη κε 

ηελ αζηξνλνκία θαη ην εκεξνιόγην πξέπεη λα ηα γλσξίδνπλ. Ωζηόζν, κπνξνύλ λα 

ζεσξεζνύλ σο κηα κηθξήο ζεκαζίαο αζρνιία θαη όρη σο κηα ζπνπδαία‟  

Όπσο θαίλεηαη θαη απφ ην παξαπάλσ απφζπαζκα ηα καζεκαηηθά δελ θαηείραλ πςειή 

ζέζε ζηελ εθπαίδεπζε ησλ Κηλέδσλ, παξά ην γεγνλφο φηη ήηαλ πνιχ ρξήζηκα ζε 

ηνκείο πνιχ ζεκαληηθνχο φπσο ε άξδεπζε, ε κεραληθή, ε αζηξνλνκία θαη ηα 

ινγηζηηθά ηνπ θξάηνπο. Αθφκα θαη νη ζπγγξαθείο ησλ αξραίσλ έξγσλ κε καζεκαηηθφ 

πεξηερφκελν, θαίλεηαη ζαλ λα πξνζπαζνχλ λα επηβεβαηψζνπλ φηη πξφθεηηαη απιά γηα 

πξαθηηθή επίιπζε πξνβιεκάησλ θαη ηίπνηα πεξηζζφηεξν. 

Δπίζεο απφ ην απφζπαζκα απηφ θαίλεηαη θαη απηφ πνπ είλαη ζεκαληηθφ γηα ηα αξραία 

θηλέδηθα καζεκαηηθά, ε ζρέζε ηνπο κε ηελ αζηξνλνκία θαη ην εκεξνιφγην. Σα 

καζεκαηηθά ήηαλ ζηελ ππεξεζία ησλ επηζηεκψλ ηνπ νπξαλνχ.  

Μάιηζηα ζε εγθπθινπαίδεηεο θαη απηνθξαηνξηθνχο θαηαιφγνπο απφ ηελ επνρή ησλ 

Han κέρξη θαη πνιχ αξγφηεξα ηα καζεκαηηθά, σο ε ηέρλε ησλ ππνινγηζκψλ 

πεξηιακβάλνληαλ ζηα θεθάιαηα ηεο καληηθήο ή ηεο αζηξνλνκίαο, ρσξίο φκσο απηφ λα 

ζεκαίλεη φηη ηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά ζρεηίδνληαλ κε ηελ αζηξνλνκία πάληα. 

ηελ πιεηνςεθία ηνπο ζρεηίδνληαη κε κηα κεγάιε πνηθηιία ζεκάησλ θαη ειάρηζηα κε 

ηελ αζηξνλνκία. 

Αξρηθά φηαλ κηιάκε γηα καζεκαηηθνχο ζηελ αξραία Κίλα, κηιάκε γηα ππαιιήινπο, 

θαηψηεξνπο ζηελ ηεξαξρία, νη νπνίνη εθπαηδεχνληαλ φρη ζε ζεσξεηηθά καζεκαηηθά 

αιιά ζε πξαθηηθέο κεηξήζεηο θαη ππνινγηζκνχο. Απηνί ήμεξαλ λα ιχλνπλ 

πξνβιήκαηα πνπ είραλ λα θάλνπλ κε θφξνπο, κε ηελ άξδεπζε, κε ην εκπφξην θαη 

παξφκνηα δεηήκαηα. Τπήξρε εηδηθή ζρνιή πνπ πξνεηνίκαδε απηνχο ηνπο ππαιιήινπο 
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θαη εμεηάζεηο πνπ έπξεπε απηνί λα δψζνπλ κε ζπγθεθξηκέλε χιε. Απηφο ν ηξφπνο 

νξγάλσζεο ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο ζεσξείηαη φηη απνηέιεζε εκπφδην ζηελ 

πεξεηαίξσ αλάπηπμή ηνπο. 

Αξγφηεξα φκσο, πεξίπνπ θαηά ηε Γπλαζηεία ησλ Sung (960 – 1279 κ.Υ.), 

δεκηνπξγήζεθε ην „πκβνχιην ηεο Αζηξνλνκίαο‟ κηα ζρνιή φπνπ θνηηνχζαλ απηνί 

πνπ ζα γηλφληνπζαλ αλεμάξηεηνη καζεκαηηθνί, φρη πηα ππάιιεινη ζε θάπνηα 

γξαθεηνθξαηηθή ζέζε θαη εμαηηίαο απηψλ είλαη πνπ θάπνηα αλψηεξα καζεκαηηθά 

αλαθαιχθζεθαλ, φπσο ην Κηλέδηθν Θεψξεκα ησλ Τπνινίπσλ. 

Αθφκα φκσο θαη απηή ηελ επνρή είλαη δχζθνιν λα πνχκε αλ ππήξραλ άλζξσπνη πνπ 

αζρνινχληαλ κφλν κε ηα καζεκαηηθά. πλήζσο νη πεξηζζφηεξνη ήηαλ „εξαζηηέρλεο‟ 

καζεκαηηθνί θαζψο κπνξεί λα είραλ θαη κηα άιιε ηδηφηεηα ή λα εμαζθνχζαλ έλα άιιν 

επάγγεικα.  

Απηφ δελ ήηαλ πεξίεξγν αθνχ γλσξίδνπκε φηη θαη ζηελ Δπξψπε κέρξη θαη ηνλ 15
ν
 

αηψλα απηή ήηαλ ε επηθξαηνχζα θαηάζηαζε ζε φηη αθνξά ηηο επηζηήκεο γεληθφηεξα.  

Οη αξραίνη Κηλέδνη ζπγγξαθείο ρξεζηκνπνηνχζαλ ηνλ φξν „Chouren‟ πνπ αξγφηεξα 

ζήκαηλε καζεκαηηθφο, αιιά παιηφηεξα ήηαλ έλαο πνιχ αζαθήο φξνο πνπ κπνξεί λα 

ελλννχζε αζηξνλφκνπο-καζεκαηηθνχο, κεραληθνχο, γεσγξάθνπο, νηθνλνκνιφγνπο ή 

αθφκα θαη δηάθνξνπο ππαιιήινπο ηνπ θξάηνπο.  

Σα παιαηφηεξα έξγα πνπ πεξηιακβάλνπλ καζεκαηηθά, φπσο θαη ην „Nine Chapters‟ 

δελ πξννξίδνληαλ γηα ηελ εθπαίδεπζε άιισλ ή γηα ηελ ηεθκεξίσζε θαη ηελ 

θαζηέξσζε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο αιιά σο εγρεηξίδηα ηα νπνία ζα 

ρξεζηκνπνηνχζαλ νη ππάιιεινη ηνπ θξάηνπο πξνθεηκέλνπ λα ιχζνπλ πνιχ 

ζπγθεθξηκέλα θαη πξαθηηθά πξνβιήκαηα. Παξφια απηά θαη ζην „Nine Chapters‟ θαη 

ζε άιια έξγα δηαθξίλνπκε ζπρλά ηελ πξνζπάζεηα λα αηηηνινγήζνπλ θαη λα 

απνδείμνπλ θαηά θάπνην ηξφπν ηηο κεζφδνπο πνπ αθνινπζνχληαη. Ο  Qin Jiushao 

(1202 – 1261 κ.Υ.) ζην πεξίθεκν έξγν ηνπ ‘Shushu Jiuzhang (Mathematical Treatise 

in Nine Sections)‟, ην νπνίν θαη απηφ πξννξίδεηαη θπξίσο γηα ην ζθνπφ πνπ 

πξναλαθέξακε, ιχλεη θάπνηα πξνβιήκαηα κε εμηζψζεηο πνιχ κεγαιχηεξνπ βαζκνχ 

απφ απηέο πνπ πξαγκαηηθά απαηηεί ην πξφβιεκα. Δίλαη θαλεξφ πσο απηφ ην θάλεη γηα 

λα δείμεη φηη κπνξεί λα ηηο ιχζεη θαη πσο. πγθεθξηκέλν παξάδεηγκα αλαθέξεηαη 

παξαθάησ.  

Γεληθφηεξα αλ θαη ε δνκή ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ έξγσλ κε καζεκαηηθφ πεξηερφκελν 

δελ είλαη ζπγθεθξηκέλε, ππάξρνπλ θείκελα κε ηε κνξθή δηαιφγνπ κεηαμχ δαζθάινπ 

θαη καζεηή ή θείκελα κε ηε κνξθή ζρνιηαζκνχ θηινζνθηθψλ δεηεκάησλ, ηα 
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πεξηζζφηεξα θείκελα παξνπζηάδνληαη κε ηε κνξθή ζπιινγήο ζπγθεθξηκέλσλ 

πξνβιεκάησλ θαη ησλ ιχζεψλ ηνπο.  

Όκσο ζε αληίζεζε κε ηα αηγππηηαθά ή βαβπισληαθά θείκελα, δελ πξφθεηηαη απιά γηα 

κηα παξάζεζε πξνβιεκάησλ κε ηηο ιχζεηο ηνπο, αιιά πεξηιακβάλνπλ θαη δηαηχπσζε 

γεληθψλ θαλφλσλ θαη πξνζπάζεηεο αηηηνιφγεζεο ηεο νξζφηεηαο ησλ κεζφδσλ. Δπίζεο 

πεξηιακβάλνπλ επεμεγεκαηηθά γεσκεηξηθά ζρέδηα θαη ππνινγηζηηθά δηαγξάκκαηα. 

Σα πξνβιήκαηα θαίλνληαη λα αθνξνχλ πάληα ζε ξεαιηζηηθά δεηήκαηα απφ ηελ 

θαζεκεξηλή δσή, αιιά απηφ πνπ παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ είλαη φηη πνιιά 

πξνβιήκαηα πεξηγξάθνπλ θαηαζηάζεηο θαζφινπ ξεαιηζηηθέο φπνπ είλαη θαλεξφ φηη 

ην πξφβιεκα ηίζεηαη απιά σο ε αθνξκή γηα λα παξνπζηαζηεί κηα κέζνδνο επίιπζεο 

ελφο θαζαξά καζεκαηηθνχ πξνβιήκαηνο.        

Όπσο ζεκεηψλεη ν Adolph Yushkevich, Ρψζνο ηζηνξηθφο ησλ καζεκαηηθψλ, ν νπνίνο 

αζρνιήζεθε ηα καζεκαηηθά ηεο Αλαηνιήο ηεο επνρή ηνπ Μεζαίσλα, „πξέπεη θαλείο 

λα δηαρσξίδεη ηνλ ηξόπν παξνπζίαζεο θάπνησλ επηζηεκνληθώλ απνηειεζκάησλ από ηνλ 

ηξόπν πνπ απηά εξεπλνύληαη‟.  

Έηζη θαη κε ηα θηλέδηθα καζεκαηηθά, απηφ πνπ έρνπκε εκείο ζηα ρέξηα καο είλαη 

έηνηκα απνηειέζκαηα θαη ιχζεηο ελψ δελ γλσξίδνπκε ην πψο νη αξραίνη Κηλέδνη 

έθζαζαλ ζηνπο θαλφλεο πνπ δηαηππψλνπλ. Καη επεηδή είλαη πξνθαλέο φηη ζε φια απηά 

δελ ζα κπνξνχζαλ λα έρνπλ θαηαιήμεη κέζσ ηεο δνθηκήο θαη ιάζνπο, άξα ζίγνπξα 

ππήξρε θάπνην είδνο ινγηθήο δνκήο θαη επαγσγηθνχ ηξφπνπ ζθέςεο. 

Πνιιά ζηνηρεία γηα ηελ ινγηθή θαη ηνλ ηξφπν ζθέςεο ησλ αξραίσλ Κηλέδσλ 

καζεκαηηθψλ κπνξνχκε λα πάξνπκε θπξίσο απφ ηνπο κεηαγελέζηεξνπο ζρνιηαζηέο νη 

νπνίνη πξνζπαζνχζαλ λα εμεγήζνπλ ηηο έηνηκεο ιχζεηο πνπ δίλνληαλ ζηα πξσηφηππα 

έξγα.  

Οη ζρνιηαζηέο ηνπ „Nine Chapters‟ είλαη ε θχξηα πεγή γηα φπνηνλ ζέιεη λα 

θαηαλνήζεηο ηνλ ηξφπν ζθέςεο ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ. πνπδαηφηεξνη 

ζρνιηαζηέο ηνπ έξγνπ απηνχ, ήηαλ ν Liu Hui θαη ν Li Chunfeng. Ο ίδηνο ν Liu Hui 

εμεγεί ζηελ εηζαγσγή ηνπ φηη ηα ζρφιηά ηνπ έρνπλ ζηφρν λα εμεγήζνπλ ηηο αξρέο θαη 

ηελ νπζία ησλ κεζφδσλ, λα ηηο απινπνηήζνπλ αιιά ρσξίο λα ηηο αιινηψζνπλ, ψζηε λα 

κελ είλαη αθαηάιεπηεο θαη ν αλαγλψζηεο λα κπνξεί λα αληηιεθζεί ηνπιάρηζηνλ ηα 

κηζά απφ φζα πεξηγξάθνληαη! 

Απφ απηά θαηαιαβαίλνπκε φηη ν ζηφρνο ήηαλ θαηά κηα έλλνηα θαη ε αηηηνιφγεζε ησλ 

απνηειεζκάησλ, αιιά κεγάιε έκθαζε δίλνληαλ θαη ζε έλα δηδαθηηθφ ηξφπν 



6 
 

παξνπζίαζεο αθνχ πξννξίδνληαλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ απφ αλζξψπνπο πνπ πξνθαλψο 

δελ ζα θαηείραλ ην καζεκαηηθφ ππφβαζξν γηα ηα θαηαλνήζνπλ πιήξσο. 

Απηφ ην ζθεπηηθφ είλαη ηειείσο δηαθνξεηηθφ απφ απηφ ησλ „ηνηρείσλ‟ ηνπ Δπθιείδε 

φπνπ ν ζηφρνο είλαη ε ζεσξεηηθή ηεθκεξίσζε ησλ απνηειεζκάησλ θαη φρη ην λα είλαη 

θαηαλνεηά ζην επξχ θνηλφ. 

Σα είδε ινηπφλ ηεο επηρεηξεκαηνινγίαο ζηα θηλέδηθα καζεκαηηθά έξγα πνηθίινπλ, κε 

ζπνπδαηφηεξα ηα εμήο: 

 Μεηάβαζε απφ ην εηδηθφ ζην γεληθφ κε βάζε έλα ζπγθεθξηκέλν, θαιά 

επηιεγκέλν παξάδεηγκα. 

 Αηηηνιφγεζε κέζσ παξαιιειηζκψλ. Όηαλ έλα πξφβιεκα δελ είλαη νηθείν ή 

ζπλεζηζκέλν γηα ηνλ αλαγλψζηε, ηφηε ν ζπγγξαθέαο θάλεη ηνλ παξαιιειηζκφ 

κε έλα άιιν πξφβιεκα φπνπ πεξηγξάθεη κηα πην γλψξηκε θαηάζηαζε ελψ ζηελ 

νπζία ηα καζεκαηηθά πνπ απαηηνχληαη είλαη ηα ίδηα. 

 Ο αλαινγηθφο ηξφπνο ζθέςεο. Γηα παξάδεηγκα ε εχξεζε ηεο θπβηθήο ξίδαο 

είλαη θαη αλαινγία ίδηα κε απηή ηεο εχξεζεο ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο. 

 Ζ ρξήζε εκπεηξηθψλ κεζφδσλ. Γηα παξάδεηγκα γηα λα δείμνπλ φηη ε πιεπξά 

ελφο θαλνληθνχ εμαγψλνπ εγγεγξακκέλνπ ζε θχθιν είλαη ίζε κε ηελ  αθηίλα 

απηνχ έβαδαλ καδί έμη ηζφπιεπξα ηξίγσλα θαη ην απνηέιεζκα πξνέθππηε 

νπηηθά. 

 Ζ πξνηξνπή γηα ρξήζε επξεηηθψλ κεζφδσλ. Οη ζπγγξαθείο, αιιά θπξίσο νη 

ζρνιηαζηέο ησλ έξγσλ πξνηξέπνπλ ζπρλά ηνλ αλαγλψζηε λα πεηξακαηηζηεί, 

γηα παξάδεηγκα ζηε γεσκεηξία κε ηε κέζνδν ηνπ ρσξηζκνχ ηνπ ζρήκαηνο ζε 

άιια κηθξφηεξα γλσζηά ζρήκαηα θαη ηελ κεηαθίλεζε απηψλ ψζηε λα 

πξνθχπηνπλ βνιηθά γηα ην πξφβιεκα ζρήκαηα ή ζε άιιεο πεξηπηψζεηο λα 

πξνζπαζνχλ λα αλάγνπλ ην πξφβιεκα ζηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ ησλ ηξηψλ 

αθνχ ζεσξνχζαλ πσο πνιιά πξνβιήκαηα αλάγνληαλ ζε απηήλ.  

χκθσλα κε ηνλ Martzloff, ηα ζρφιηα ηνπ „Nine Chapters‟ αιιά θαη άιια αξραία 

θηλέδηθα θείκελα κνηάδνπλ κε ηηο πξψηεο γλσζηέο ηζηνξηθά, απφπεηξεο απφδεημεο 

φπσο απηή πνπ παξνπζηάδεηαη ζην δηάινγν ηνπ Πιάησλα, φπνπ ν σθξάηεο ξσηά 

έλαλ δνχιν πσο ζα δηπιαζηάζεη ηελ επηθάλεηα ελφο ηεηξαγψλνπ.  

Ο Needham αλαθέξεη φηη ελψ νη αξραίνη Έιιελεο πξνζπαζνχζαλ απφ ιίγα αμηψκαηα 

λα θαηαιήμνπλ ζε πνιιέο πεξηζζφηεξεο αιεζείο πξνηάζεηο, ζηα αξραία θηλέδηθα 

καζεκαηηθά θαη εηδηθφηεξα ζην „Nine Chapters‟ ν ζπγγξαθέαο μεθηλψληαο απφ ηα 
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άπεηξα δηαθνξεηηθά καζεκαηηθά πξνβιήκαηα πνπ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ, 

πξνζπάζεζε λα δείμεη φηη φια απηά πνπ απηφο γλψξηδε κπνξνχζαλ λα 

θαηεγνξηνπνηεζνχλ ζε 9 θαηεγνξίεο θαη λα ιπζνχλ αληίζηνηρα κε 9 κεζφδνπο. Γελ 

πξνζπάζεζε ηδηαίηεξα λα δείμεη ή λα απνδείμεη φηη νη κέζνδνη πνπ πεξηγξάθεη 

κπνξνχλ πάληα λα ιχζνπλ πξνβιήκαηα ηνπ ίδηνπ ηχπνπ, ήμεξε φηη νη κέζνδνη 

΄δνχιεπαλ΄ θαη παξέζεζε απιά θάπνηα παξαδείγκαηα. Πξνθαλψο αλ πξνέθππηε 

θάπνην πξφβιεκα ην νπνίν δε κπνξνχζε λα ιπζεί κε ηηο κεζφδνπο απηέο, απηφ δε ζα 

ζήκαηλε φηη νη κέζνδνί ηνπ ήηαλ ιάζνο αιιά φηη κηα λέα θαηεγνξία πξνβιεκάησλ ζα 

έπξεπε λα πξνζηεζεί ζηηο ήδε ππάξρνπζεο.   

Κάλνληαο ηνλ παξαιιειηζκφ ησλ αξραίσλ ειιεληθψλ θαη ησλ θηλέδηθσλ 

καζεκαηηθψλ ζα βξνχκε πνιιέο νκνηφηεηεο θπξίσο σο πξνο ηε ζεκαηνινγία αιιά θαη 

σο πξνο ηνλ ηξφπν αληηκεηψπηζεο (παξαθάησ γίλνληαη ζπγθεθξηκέλεο αλαθνξέο). 

Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηνλ Δπθιείδεην αιγφξηζκν, ην Ππζαγφξεην Θεψξεκα, ηηο 

ηδηφηεηεο ησλ φκνησλ ηξηγψλσλ, ηνλ ππνινγηζκφ ηεηξαγσληθψλ θαη θπβηθψλ ξηδψλ 

ηνλ ππνινγηζκφ φγθσλ θαη ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ π.  

Αλ θαη νη Κηλέδνη θαη νη Έιιελεο έδεζαλ ζε δχν ηειείσο δηαθνξεηηθά πεξηβάιινληα, 

ζε κεγάιε απφζηαζε θαη κε δηαθνξεηηθφ ηζηνξηθφ ππφβαζξν, αλέπηπμαλ ζπνπδαίνπο 

πνιηηηζκνχο θαη έηζη νη αλάγθεο γηα επηζηεκνληθή γλψζε, ζηε θαηαζθεπή έξγσλ, ζην 

εκπφξην, ζηε κειέηε ηνπ εκεξνινγίνπ θαη ζε άιια ζπλέθιηλαλ. χκθσλα κε 

ζχγρξνλνπο κειεηεηέο απηφο είλαη θαη ν θχξηνο ιφγνο πνπ ηφζεο πνιιέο νκνηφηεηεο 

εκθαλίδνληαη ζηα καζεκαηηθά ησλ δχν ιαψλ, κε δεδνκέλν φηη είλαη ζρεδφλ απίζαλε ε 

άκεζε αληαιιαγή γλψζεσλ κεηαμχ ηνπο.          

Δλψ θαη ε θαηαγεγξακκέλε ηζηνξία ησλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ μεθηλά απφ ηελ 

δπλαζηεία ησλ Han, έξγα πνπ γξάθνληαη απηή ηελ επνρή θαίλεηαη λα πξνέξρνληαη 

αθφκα θαη απφ 2.000 ρξφληα πξηλ. Απηφ πνπ θαηαιαβαίλνπκε απφ ηα αξραία απηά 

θηλέδηθα έξγα είλαη φηη νη Κηλέδνη είραλ ήδε κηα αξθεηά αλαπηπγκέλε καζεκαηηθή 

θνπιηνχξα. Σν πψο φκσο νδεγήζεθαλ εθεί είλαη δχζθνιν λα δηαγλσζζεί εμαηηίαο 

θπξίσο ηεο θαχζεο φισλ ησλ βηβιίσλ ην 210 π.Υ. Έηζη δελ είκαζηε ζε ζέζε λα 

γλσξίδνπκε νχηε ην αθξηβέο πεξηερφκελν ησλ πξσηφηππσλ αξραίσλ έξγσλ νχηε ηνπο 

ζπγγξαθείο απηψλ.  

Γηα πνιιά ζπνπδαία έξγα φπσο θαη γηα ην „Nine Chapters‟ απηφ πνπ έρνπκε ζήκεξα 

είλαη ην έξγν πνιιψλ ζπγγξαθέσλ θαη πνιιψλ επεθηάζεσλ πνπ γίλνληαλ θαηά ηελ 

πάξνδν ηνπ ρξφλνπ.  
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Σα θηλέδηθα πξνβιήκαηα θαη ηδηαίηεξα ηνπ „Nine Chapters‟ απνηεινχλ έλα θαιφ 

δείγκα απηνχ πνπ νλνκάδνπκε ΄Ρεηνξηθή Άιγεβξα (Rhetorical Algebra)΄. Με ηνλ φξν 

απηφ αλαθεξφκαζηε ζην είδνο απηφ ησλ Μαζεκαηηθψλ πνπ απαληάηαη θπξίσο ζε 

αξραηφηεξνπο πνιηηηζκνχο φπνπ ην πξφβιεκα ην ίδην, ν αιγφξηζκνο πνπ πξέπεη λα 

αθνινπζεζεί θαη ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο εθθξάδνληαη φια κε ιέμεηο θαη αξηζκνχο 

ρσξίο θαλέλαλ άιιν ηδηαίηεξν ζπκβνιηζκφ φπσο ζχκβνια ηζφηεηαο- αληζφηεηαο ή 

κεηαβιεηέο. Αθφκα θαη ηα πην απιά πξνβιήκαηα φηαλ δελ ρξεζηκνπνηείηαη 

καζεκαηηθφο ζπκβνιηζκφο κπνξνχλ λα γίλνπλ δπζλφεηα, θαζψο απαηηνχλ πνιιέο 

εμεγήζεηο θαη θαίλνληαη πνιχ ζχλζεηα αθφκα θαη ζε εκάο ζήκεξα.  

Σα αξραία θηλέδηθα έξγα φπσο θαη απηά ηεο Μεζνπνηακίαο έρνπλ ην ραξαθηεξηζηηθφ 

φηη θαίλεηαη λα κελ πεξηέρνπλ δηαηχπσζε γεληθφηεξσλ ζεσξηψλ, παξά κφλν 

αιγφξηζκνπο γηα ζπγθεθξηκέλεο θαηεγνξίεο πξνβιεκάησλ. Οη Κηλέδνη βέβαηα πνιχ 

πεξηζζφηεξν απφ ηνπο Βαβπιψληνπο, πεξηγξάθνπλ γεληθνχο θαλφλεο θαη πξνβαίλνπλ 

ζε ζηνηρεηψδεηο απνδείμεηο αιιά δελ ελδηαθέξνληαη λα ηα δηαηππψζνπλ ξεηά. Απηφ 

είλαη θάηη πνπ δελ καο είλαη μεθάζαξν γηαηί ζπλέβε, απφ ηε ζηηγκή πνπ θπξίσο νη 

Μεζνπνηάκηνη ιανί είλαη βέβαην φηη έξρνληαλ ζε επαθή κε ηα ειιεληθά καζεκαηηθά. 

Δπίζεο θάπνηνη ηζηνξηθνί ππνζηεξίδνπλ φηη θαη νη Κηλέδνη έξρνληαλ ζε επαθή κε ην 

ειιεληθφ ζηνηρείν, αλ φρη άκεζα, ηνπιάρηζηνλ έκκεζα κέζσ ηνπ δξφκνπ ηεο Ηλδίαο. 

Απηφ πνπ κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε είλαη φηη νη Κηλέδνη θαζψο θαη νη Μεζνπνηάκηνη 

δελ ελδηαθέξνληαλ λα εκβαζχλνπλ ζηα καζεκαηηθά, ηνπιάρηζηνλ φρη κε ηνλ ηξφπν 

πνπ ην έθαλαλ νη Έιιελεο.  

Άιιε κηα νκνηφηεηα ησλ θηλέδηθσλ κε ηα καζεκαηηθά ησλ Μεζνπνηάκησλ,  είλαη ε 

ρξήζε ηεο ιχζεο θαηά πξνζέγγηζε. Καη νη δχν ζε αληίζεζε κε ηνπο Έιιελεο δελ 

έθαλαλ ζρεδφλ θακία δηάθξηζε αλάκεζα ζηελ αθξηβή ιχζε θαη ζηε ιχζε θαηά 

πξνζέγγηζε.  

Σα καζεκαηηθά ησλ Κηλέδσλ ινηπφλ ζχκθσλα κε θάπνηνπο εξεπλεηέο δελ κπνξνχλ λα 

ζεσξεζνχλ αλψηεξα καζεκαηηθά, ηνπιάρηζηνλ φρη κε ηε  ζχγρξνλε έλλνηα ηνπ φξνπ. 

Θεσξνχληαη κάιινλ σο έλα θαιφ δείγκα πξαθηηθψλ καζεκαηηθψλ.  

Παξφια απηά, αλ θαη είλαη αιήζεηα φηη ν ζχγρξνλνο αιγεβξηθφο ζπκβνιηζκφο 

ζεκαηνδνηεί θαη ην μεθίλεκα ηεο πξαγκαηηθήο άιγεβξαο, δελ πξέπεη λα ππνηηκνχκε 

ηνλ ζεκαληηθφ ξφιν ηεο αιγνξηζκηθήο θάζεο ζηελ εμέιημε ησλ καζεκαηηθψλ. ε 

απηή ηε θάζε ήηαλ πνπ ζπγθεληξψζεθε πνιχ θαη ζεκαληηθφ πιηθφ κε ηε κνξθή 

θπξίσο ζπγθεθξηκέλσλ πξνβιεκάησλ θαη πνιχηηκνη κέζνδνη επίιπζεο 

αλαθαιχθζεθαλ. Καηά ηε δηάξθεηα απηήο ηεο πεξηφδνπ ηεο δνθηκήο θαη ιάζνπο, 
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θαηαγξάθεθαλ θαη εκπεδψζεθαλ δηαδηθαζίεο πνπ ζηε ζπλέρεηα απνηέιεζαλ ηε βάζε 

ηεο ζεκειίσζεο ησλ ινγηθψλ δνκψλ θαη ησλ ζχγρξνλσλ καζεκαηηθψλ.  

Σα ζχγρξνλα καζεκαηηθά δελ γελλήζεθαλ μαθληθά, φπσο θακία επηζηήκε. Πνιινί 

κεγάινη καζεκαηηθνί ηνπ 19
νπ

 αηψλα, βιέπνπκε πσο είραλ σο αθεηεξία ηνπο ηέηνηα 

παξαδνζηαθά πξνβιήκαηα, πξνθεηκέλνπ λα απνδείμνπλ πηα ζεσξεηηθά ηηο δηαδηθαζίεο 

ιχζεο ηνπο ή λα ηηο απνξξίςνπλ σο ιαλζαζκέλεο.  

Δμ‟άιινπ ηα καζεκαηηθά είλαη κέξνο ηνπ πνιηηηζκνχ καο θαη έρεη ηδηαίηεξν 

ελδηαθέξνλ φηαλ κπνξνχκε κέζα απφ αξραία θείκελα λα δνχκε κέρξη πνην ζεκείν είρε 

θζάζεη ν πξαθηηθφο ηξφπνο ζθέςεο, πξηλ ηελ αλάπηπμε ηνπ ινγηθνχ ηξφπνπ. 

 

 

1.2  ΣΑ ΚΗΝΔΕΗΚΑ ΜΑΘΖΑΜΣΗΚΑ ΣΖ ΓΗΔΘΝΖ ΒΗΒΛΗΟΓΡΑΦΗΑ 

 

Πξηλ απφ ηνλ 19
ν
 αηψλα ηα θηλέδηθα καζεκαηηθά ή δελ αλαθέξνληαλ θαζφινπ ζηηο 

ηζηνξίεο ησλ καζεκαηηθψλ ή φπσο ζην πεξίθεκν „Histoire des Mathematiques‟ (Paris, 

1758) ηνπ J.F.Montucla γίλνληαλ θάπνηα αλαθνξά ζε απηά αιιά κε ζθνπφ λα 

θαηαδεηρζεί πσο δελ ππήξραλ απηφρζνλα καζεκαηηθά αιιά θάπνηεο πξνζαξκνγέο ησλ 

επξσπατθψλ καζεκαηηθψλ πνπ είραλ θζάζεη ζηελ Κίλα κέζσ ησλ ηεξαπνζηφισλ.  

Απηφ δελ είλαη πεξίεξγν αθνχ σο ηνλ 18
ν
 αηψλα νχηε νη ίδηνη νη Κηλέδνη δελ γλψξηδαλ 

θαιά θαιά γηα ηελ χπαξμε απηφρζνλσλ καζεκαηηθψλ θαη έξγσλ, ψζπνπ απηά 

μαλααλαθαιχθζεθαλ.    

ε πνιιέο απφ ηηο πην δηάζεκεο κνλνγξαθίεο ζρεηηθά κε ηελ Ηζηνξία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ, φπσο ην „Mathematical Thought From Ancient to Modern Times‟, 

1972, ηνπ Μ. Klein θαη ην „An Introduction to the History of Mathematics‟, 1983, ηνπ 

H. Eves δελ γίλεηαη ζρεδφλ θακία αλαθνξά ζηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά. ηηο 

ηζηνξίεο ησλ καζεκαηηθψλ γεληθφηεξα έρεη αθηεξσζεί πνιχ ιίγνο ρψξνο ζηελ 

ζπλεηζθνξά ησλ Κηλέδσλ ζηα καζεκαηηθά.  

Ο Leonardo Pisano (Fibonacci 1170 - 1260) ηαμίδεςε αξθεηά γχξσ απφ ηε κεζφγεην 

θαη έγξαςε ην πεξίθεκν ‘Liber Abaci’ ζην νπνίν ζπγθέληξσζε φια φζα έκαζε γηα  

ηα καζεκαηηθά ησλ Αξάβσλ θαη φζα απηνί είραλ δαλεηζηεί απφ ηνπο Ηλδνχο θαη ηνπο 

Κηλέδνπο. ην έξγν απηφ ινηπφλ ππάξρνπλ πνιιά πξνβιήκαηα παλνκνηφηππα κε απηά 

ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ έξγσλ. 

Απφ ηνλ 19
ν
 αηψλα κε πξσηνπφξνπο θάπνηνπο ηεξαπφζηνινπο πνπ είραλ επηζθεθζεί 

ηελ Κίλα, γξάθνληαη θάπνηα βηβιία θαη θάπνηα άξζξα ζρεηηθά κε ηα θηλέδηθα 
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Μαζεκαηηθά. Έλαο απφ απηνχο ήηαλ ν Alexander Wylie (1815 - 1887), 

ηεξαπφζηνινο ζηελ Κίλα, ν νπνίνο κεηέθξαζε θαη κεηέθεξε θάπνηα απφ ηα έξγα ησλ 

αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ.    

Ο Moritz Cantor (1829 - 1920) ζην έξγν ηνπ ‘Vorlesungen uber Geschichte der 

Mathematik’, ήηαλ ν πξψηνο πνπ παξνπζίαζε ζηε Γχζε ηα πην ζεκαληηθά 

επηηεχγκαηα ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ θαη ηνπο ζπνπδαηφηεξνπο Κηλέδνπο 

καζεκαηηθνχο.    

Φζάλνπκε έηζη ζηνλ 20 αηψλα, φπνπ έλαο ζχγρξνλνο εξεπλεηήο ησλ αξραίσλ 

θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ έρεη ζηε δηάζεζε ηνπ αξθεηφ θαη ζεκαληηθφ πιηθφ 

κεηαθξαζκέλν απφ ηα θηλέδηθα, κηα γιψζζα πνπ πάληα, ιφγσ ηεο ηδηαηηεξφηεηάο ηεο, 

απνηεινχζε εκπφδην ζε φπνηνλ ήζειε λα έρεη πξφζβαζε ζηηο πξσηφηππεο πεγέο.  

Σν πξψην ζεκαληηθφ βηβιίν γηα ηα θηλέδηθα καζεκαηηθά είλαη ην ‘The Development 

of Mathematics in China and Japan’ ηνπ Ηάπσλα Mikami Yoshio (1875-1950), ν 

νπνίνο αλ θαη κπνξνχζε λα δηαβάδεη απφ ηα πξσηφηππα ηα θηλέδηθα έξγα, δελ είρε 

πξφζβαζε ζε φιεο ηηο πεγέο.  

Αλάκεζα ζηα θιαζζηθά έξγα γηα ηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά ζεκαληηθή ζέζε 

θαηέρεη ην ‘Science and Civilization in Ancient China’ ηνπ Joseph Needham (1900 

- 1995), έλα εθηελέο έξγν γηα ηνλ πνιηηηζκφ θαη ηηο επηζηήκεο ζηελ αξραία Κίλα, φπνπ 

ν 3
νο

 ηφκνο αλαθέξεηαη ζηα καζεκαηηθά.  

Ο Needham πξφηεηλε κηα ζεψξεζε γηα ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ γεληθφηεξα, 

ζχκθσλα κε ηελ νπνία φιε ε παξαγφκελε γλψζε, ε επηζηήκε, είλαη κηα ζάιαζζα 

φπνπ ρχλνληαη πνιιά πνηάκηα θαη σο ηέηνηα πνηάκηα κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ ηα 

καζεκαηηθά ηνπ θάζε πνιηηηζκνχ. Ξεθηλψληαο απφ κηα ηέηνηα βάζε ν Needham 

ππνζηεξίδεη ηε ζέζε, φηη ζε φηη αθνξά ηελ απζεληηθφηεηα, ηελ πξσηνηππία δειαδή 

ησλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ ζα πξέπεη λα ηελ αλαδεηήζνπκε ζηνλ ηνκέα ηεο 

Άιγεβξαο ελψ γηα ηα καζεκαηηθά ηεο Γχζεο ζα πξέπεη λα ηελ αλαδεηήζνπκε ζηνλ 

ηνκέα ηεο Γεσκεηξίαο.  

Έηζη ν ίδηνο ζην έξγν ηνπ έρεη ζπκπεξηιάβεη κηα ιίζηα απφ απηά πνπ ζεσξεί φηη ε 

Γχζε νθείιεη ζηελ Κίλα, φπσο ην δεθαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο, ηε κέζνδν ηνπ 

Horner θαη άιια. Αλ θαη απφ πνιινχο ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν ηνπ έξγνπ απηνχ 

ζεσξείηαη σο απηφ κε ηηο πεξηζζφηεξεο αδπλακίεο, θαλείο δε κπνξεί λα αξλεζεί φηη 

φινη νη κεηέπεηηα κειεηεηέο βαζίζηεθαλ ζην έξγν απηφ, ηδηαίηεξα ζηηο πιεξνθνξίεο 

ζρεηηθά κε ην θνηλσληθφ πιαίζην ηεο αλάπηπμεο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε αξραία Κίλα.  
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Ο D. E. Smith (1860 - 1944), ν νπνίνο είρε δνπιέςεη θαη κε ηνλ Mikami, ζην έξγν 

ηνπ ´History of Mathematics΄ αζρνιείηαη κε ηελ ηζηνξία ησλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ. 

Δπίζεο αζρνιείηαη ν L. van Hee (1873 - 1951) o νπνίνο ζχκθσλα κε ηνλ Martzloff, 

ρσξίο απνδείμεηο, ηζρπξίδεηαη πσο φηη ππάξρεη ζηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά είλαη 

δαλεηζκέλν απφ άιινπο ιανχο. 

Δπίζεο ν Bartel Leendert Van Der Waerden (1903 - 1996) ζην έξγν ηνπ 

‘Geometry and Algebra in Ancient Civilizations’, αλαθέξεη ηα ζεκαληηθφηεξα 

επηηεχγκαηα ησλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ θπξίσο απφ ην „Nine Chapters‟.  

Πην πξφζθαην θαη πην πιήξεο είλαη ην έξγν ηνπ Jean-Claude Martzloff, ‘History of 

Chinese Mathematics’, ζην νπνίν ν ζπγγξαθέαο είλαη ζαθέο φηη ζέιεη λα πξνζδψζεη 

ζηα θηλέδηθα καζεκαηηθά πεξηζζφηεξε αμία απφ φζε είλαη αλαγλσξηζκέλε ηδίσο ζηε 

Γχζε, αιιά φρη κε ηξφπν κεξνιεπηηθφ ή επηπφιαην. Έηζη πξφθεηηαη γηα πνιχ 

ζεκαληηθφ έξγν.  

Απηφ πνπ πξαγκαηηθά φκσο έδσζε ψζεζε ζηε κειέηε ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ 

καζεκαηηθψλ είλαη ην γεγνλφο φηη ηα ηειεπηαία ρξφληα κεηαθξάζηεθαλ θαη κάιηζηα 

κε παξάιιειν ζρνιηαζκφ, πνιιά απφ ηα θιαζζηθά βηβιία ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ 

καζεκαηηθψλ κε πην ζπνπδαίν ίζσο αλάκεζα ζε απηά ην ‘The Nine Chapters of the 

Mathematical Art, Companion & Commentary’ ησλ Sheen Kangshen, John N. 

Crossley and Anthony W. – C. Lun.  

Δπίζεο ζπνπδαίν ζχγρξνλν έξγν είλαη ην ‘Chinese Mathematics in the Thirteen 

Century’ ηνπ U. Libbrecht o νπνίνο θάλεη κηα δηεμνδηθή αλαθνξά ζην θηλέδηθν 

Θεψξεκα ησλ Τπνινίπσλ θαη γεληθφηεξα ζηα καζεκαηηθά θαη ην θνηλσληθφ πιαίζην 

απηψλ, ηνλ 13
ν
 αηψλα κ.Υ.  

Σέινο ζεκαληηθφ είλαη θαη ην έξγo ‘Fleeting Footsteps’ ησλ Lam Lay Yong θαη Ang 

Tian Se, φπνπ ππάξρεη ε κεηάθξαζε ελφο αξραίνπ θηλέδηθνπ καζεκαηηθνχ έξγνπ ηνπ 

„Sunzi Suanjing‟ (Sunzi‟s Computational Canon)‟ ηνπ Sun Zi, φπνπ πεξηγξάθεηαη κε 

ηνλ πην αλαιπηηθφ ηξφπν ην πψο νη Κηλέδνη ρξεζηκνπνηνχζαλ ηηο ππνινγηζηηθέο 

ξάβδνπο θαη ηνλ ππνινγηζηηθφ πίλαθα γηα λα εθηεινχλ ηηο ηέζζεξηο πξάμεηο, λα 

ππνινγίδνπλ ηεηξαγσληθέο θαη θπβηθέο ξίδεο θαη λα ιχλνπλ εμηζψζεηο.   
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1.3  ΣΟΗΥΔΗΑ ΓΗΑ ΣΖ ΜΔΣΑΒΗΒΑΖ ΣΖ ΓΝΧΖ  

 

Όζνλ αθνξά ηε κεηαθνξά ηεο γλψζεο θαη εηδηθφηεξα πεξί ησλ καζεκαηηθψλ, απφ ηελ 

Κίλα θαη πξνο ηελ Κίλα, ηα ζηνηρεία πνπ δηαζέηνπκε είλαη ειάρηζηα θαζψο 

αλαθεξφκαζηε ζε πνιχ παιηέο ρξνληθέο πεξηφδνπο. Γελ ππάξρνπλ άκεζεο αλαθνξέο 

πνπ λα καο δείρλνπλ κε πνην ηξφπν νη Kηλέδνη είραλ επεξεαζηεί απφ ηα καζεκαηηθά 

άιισλ πνιηηηζκψλ κε ηα νπνία κπνξεί λα είραλ έξζεη ζε επαθή. 

Απηφ πνπ γλσξίδνπκε κε βεβαηφηεηα είλαη φηη ε Κίλα θαηά θαηξνχο εξρφηαλ ζε επαθή 

κε δηάθνξνπο ιανχο. Σν θηλέδηθν κεηάμη έθζαλε ζηε Ρψκε απφ ηνλ 1
ν
 κ.Υ. αηψλα, νη 

Κηλέδνη είραλ επαθέο κε ηελ Ηλδία θαη Ηλδηθφ Βνπδηζκφ αιιά θαη κε ηνλ Αξαβηθφ 

θφζκν θαη ην Ηζιάκ. Έηζη δε ζα πξέπεη λα καο μαθληάδεη ην γεγνλφο πσο πνιιά απφ 

ηα καζεκαηηθά απηψλ ησλ ιαψλ κνηάδνπλ πνιχ θαη θάπνηα πξνβιήκαηα είλαη 

αθξηβψο ηα ίδηα.    

Ο Needham ζην έξγν ηνπ „Science and Civilization in China‟ έρεη θαηαγξάςεη ζε κηα 

ιίζηα φζα απφ ηα καζεκαηηθά ζεσξεί φηη μεθίλεζαλ απφ ηελ Κίλα θαη δηαδφζεθαλ 

ζηνπο γχξσ ιανχο. Αλάκεζα ζε απηά είλαη ε δεθαδηθή αλαπαξάζηαζε ησλ αξηζκψλ, ν 

ππνινγηζκφο ηεηξαγσληθψλ θαη θπβηθψλ ξηδψλ, ε κέζνδνο ησλ ηξηψλ, ε θαηαθφξπθε 

αλαπαξάζηαζε ησλ θιαζκαηηθψλ αξηζκψλ, νη αξλεηηθνί αξηζκνί, ε νπηηθή απφδεημε 

ηνπ Ππζαγνξείνπ Θεσξήκαηνο, ην Κηλέδηθν Θεψξεκα ησλ Τπνινίπσλ, ην ηξίγσλν 

ηνπ Pascal, ν θαλφλαο „Double False Position‟ θαη άιια. Δπίζεο παξαζέηεη κηα ιίζηα 

απηψλ πνπ εηζήρζεζαλ ζηελ Κίλα απφ άιινπο ιανχο. Ο Martzloff ζεσξεί ηελ 

επηρεηξεκαηνινγία ζρεηηθά κε απηέο ηηο ιίζηεο ακθηιεγφκελε θαη κάιινλ 

επηθαλεηαθή.       

ε πξψηε θάζε θαίλεηαη πσο νη Κηλέδνη έξρνληαλ ζε επαθή κε ηνλ πνιηηηζκφ ησλ 

ειεπθηδψλ (312–65 π.Υ.) αθνχ θάπνηα πξνβιήκαηα απφ ην „Nine Chapters‟ 

κνηάδνπλ πνιχ κε θάπνηα απφ ηελ πηλαθίδα ΒΜ 34568. πγθεθξηκέλα είλαη 

πξνβιήκαηα πνπ ιχλνληαη κε ηε ρξήζε ηνπ Ππζαγνξείνπ Θεσξήκαηνο θαη κνηάδνπλ 

ηφζν σο πξνο ηε κνξθή ησλ πξνβιεκάησλ φζν θαη σο πξνο ηε ιχζε ηνπο. 

Δπίζεο θαίλεηαη πσο ππήξραλ επαθέο κεηαμχ ησλ Κηλέδσλ κε ηνπο Ηλδνχο θαη ησλ 

Κηλέδσλ κε ηε Γχζε αιιά νη κειεηεηέο δηαθσλνχλ σο πξνο ηελ έθηαζε ησλ επαθψλ 

απηψλ αιιά θαη σο πξνο ην πνηνο δαλείζηεθε θαη ηη θαη απφ πνηφλ. 

Αλ θαη ρξνληθά δε κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε κε αθξίβεηα ην πφηε άξρηζε ε 

επηξξνή ησλ Κηλέδσλ απφ ηνπο Ηλδνχο, ν 1
νο

 κ..Υ. αηψλαο ζεσξείηαη νξφζεκν αθνχ 

ηφηε άξρηζε θαη ε επαθή ησλ Κηλέδσλ κε ηνλ βνπδηζκφ. Πνιινί φξνη νη νπνίνη 
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ρξεζηκνπνηνχληαη ζε θηλέδηθα καζεκαηηθά έξγα είλαη φξνη θαζαξά ηλδηθνί νη νπνίνη 

έρνπλ απιά πξνζαξκνζηεί ζηελ θηλέδηθε γξαθή.    

Πξνζπαζψληαο θαλείο λα κειεηήζεη ηηο επηξξνέο απφ ηα βαβπισληαθά θαη ηα 

ειιεληθά καζεκαηηθά ζπλαληά έλα κεγάιν εκπφδην. Οη Κηλέδνη δελ ρξεζηκνπνηνχζαλ 

θαζφινπ ην εμεθνληαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο θαη ηα εμεθνληαδηθά θιάζκαηα, 

ρξεζηκνπνηνχζαλ δεθαδηθφ ζχζηεκα. Υξεζηκνπνηνχζαλ θπξίσο ηα δχν παξαθάησ 

ζπζηήκαηα.  

Σν πξψην βαζίδνληαλ ζηελ αξρή ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ θαη ην δεχηεξν ήηαλ έλα 

θαζαξά ζεζηαθφ δεθαδηθφ ζχζηεκα. ην πξψην ππήξραλ 10 δηαθνξεηηθά ζχκβνια γηα 

ηα ςεθία 1 σο 10 θαη δηαθνξεηηθά ζχκβνια γηα ηηο δπλάκεηο ηνπ 10. Έηζη ζην 

ζχζηεκα απηφ ην 678 ζα γξαθφηαλ σο ην ςεθίν ηνπ 6 αθνινπζνχκελν απφ ην 

ζχκβνιν γηα ηελ εθαηνληάδα, κεηά ην 7 αθνινπζνχκελν απφ ην ζχκβνιν γηα ηε 

δεθάδα θαη ηέινο ην 8.  

Σν άιιν ζχζηεκα ήηαλ ην πην επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελν, ην „ rod numeral system‟, 

έλα ζχζηεκα δειαδή πνπ βαζίδνληαλ ζηηο αξηζκεηηθέο ξάβδνπο, ην νπνίν αλαιχνπκε 

ζε επφκελε παξάγξαθν. Ο ππνινγηζηηθφο πίλαθαο „counting board‟ πάλσ ζηνλ νπνίν 

εθηεινχληαλ πνιχ γξήγνξα ζχλζεηεο πξάμεηο κε ηε ρξήζε απηψλ ησλ ξάβδσλ, ήηαλ 

ηφζν απνηειεζκαηηθφο πνπ ζηελ Κίλα άξγεζε λα ρξεζηκνπνηεζεί απηφ πνπ 

νλνκάδνπκε „Άβαθαο‟, δειαδή έλα ζηαζεξφ πιαίζην (πιάθα) κε θηλεηά κέξε πάλσ ζε 

ιεπηά μπιάθηα ή ζχξκαηα πνπ ρξεζίκεπε ζηνπο ππνινγηζκνχο.  

Φαίλεηαη πάλησο πσο θαη νη Έιιελεο ρξεζηκνπνηνχζαλ θάπνην είδνο ππνινγηζηηθνχ 

πίλαθα απφ πνιχ παιηά, θαζψο ζην Δζληθφ Αξραηνινγηθφ Μνπζείν ηεο Αζήλαο 

ππάξρεη κηα καξκάξηλε πιάθα ε νπνία ρξνλνινγείηαη ζηνλ 4
ν
 αηψλα π.Υ. θαη θαίλεηαη 

πσο ήηαλ θάπνην είδνο ππνινγηζηηθνχ πίλαθα. Ο Ζξφδνηνο ηνλ 5
ν
 π.Υ. αηψλα 

αλαθέξεη φηη „Οη Αηγχπηηνη θνπλνχλ ην ρέξη ηνπο απφ δεμηά πξνο ηα αξηζηεξά φηαλ 

θάλνπλ ππνινγηζκνχο, ελψ νη Έιιελεο απφ ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά‟. 

Ο Boyer ζπγθξίλνληαο ηα ζπζηήκαηα αξίζκεζεο ησλ αξραίσλ πνιηηηζκψλ θαηαιήγεη 

φηη ηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά είλαη ηφζν δηαθνξεηηθά απφ ηα αληίζηνηρα ησλ 

ζχγρξνλψλ ηνπο πνιηηηζκψλ, πνπ ε ππφζεζε ηεο αλεμάξηεηεο αλάπηπμεο θαίλεηαη 

πηζαλή. Μάιηζηα ηνλίδεη πσο αλ ππήξμε θάπνηα „αληαιιαγή‟ πξηλ ην 400 π.Υ. ηφηε 

πην πνιιά καζεκαηηθά „εμήρζεζαλ‟ παξά εηζήρζεζαλ ζηελ Κίλα. 

Αλάκεζα ζηελ Άιγεβξα ησλ Κηλέδσλ θαη ησλ Βαβπισλίσλ ππάξρνπλ πνιιέο 

νκνηφηεηεο. Όηαλ κηιάκε γηα βαβπισληαθή Άιγεβξα αλαθεξφκαζηε ζε θείκελα απφ 

ην 1700 έσο ην 100 π.Υ., ηνπ ηδίνπ χθνπο θαη ηα νπνία ρξεζηκνπνηνχλ ηηο ίδηεο 
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ηερληθέο θαη ην ίδην αξηζκεηηθφ ζχζηεκα θαη ζηα νπνία δελ ππάξρεη ίρλνο επηξξνήο 

απφ ηα ειιεληθά καζεκαηηθά, παξά ην γεγνλφο φηη ηα ηειεπηαία έξγα γξάθηεθαλ θαη 

απηά ηελ Διιεληζηηθή πεξίνδν.  

Έλα βαζηθφ θνηλφ ινηπφλ κεηαμχ ησλ Κηλέδσλ θαη ησλ Βαβπισλίσλ είλαη φηη θαη νη 

δχν αζρνινχληαη κε ηελ επίιπζε δεπηεξνβάζκησλ εμηζψζεσλ, θαη νη δχν επηιχνπλ 

ζπζηήκαηα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ εμαιείθνληαο ηνλ έλαλ άγλσζην κεηά ηνλ άιιν θαη 

νη δχν θαηείραλ κεζφδνπο ππνινγηζκνχ ηεηξαγσληθψλ θαη θπβηθψλ ξηδψλ. Αθφκα ν 

ηξφπνο εχξεζεο ππζαγφξεησλ ηξηάδσλ ησλ δχν ιαψλ κνηάδεη πάξα πνιχ φπσο θαη ν 

ηξφπνο πνπ ρεηξίδνληαη πξνβιήκαηα κε νξζνγψληα ηξίγσλα.  

Καηά ηνλ Van der Waerden [10] απηέο νη νκνηφηεηεο ζπλεγνξνχλ πξνο ηελ ππφζεζε 

ηεο θνηλήο θαηαγσγήο ελψ ζεσξεί κάιινλ απίζαλν ε άιγεβξα ησλ Κηλέδσλ λα 

πξνέξρεηαη απφ απηή ησλ Βαβπισλίσλ.  

Ζ άιγεβξα ησλ Κηλέδσλ είλαη πςειφηεξνπ καζεκαηηθνχ επηπέδνπ. Ο Δπθιείδεηνο 

αιγφξηζκνο ελψ ρξεζηκνπνηείηαη πνιχ ζην „Nine Chapters‟ δελ ηνλ ζπλαληνχκε 

πνπζελά ζηα βαβπισληαθά θείκελα. εκαληηθφ ζηνηρείν είλαη ην φηη νη Βαβπιψληνη 

ιχλνπλ απιά θαη ζχλζεηα πξνβιήκαηα αιιά, εθηφο απφ ειάρηζηεο πεξηπηψζεηο, 

παξνπζηάδνπλ ηε ιχζε ηνπο σο κεκνλσκέλν απνηέιεζκα. Οη Κηλέδνη ιχλνπλ θη απηνί 

πάληα ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα αιιά πνιιέο θνξέο παξνπζηάδνπλ ηε ιχζε σο κηα 

κέζνδν πνπ κπνξεί λα έρεη γεληθφηεξε εθαξκνγή. ηα θηλέδηθα θείκελα 

παξνπζηάδεηαη έλαο γεληθφο αιγφξηζκνο γηα ηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ εμηζψζεσλ 

νζσλδήπνηε αγλψζησλ ελψ ζηα βαβπισληαθά θείκελα δελ ππάξρεη θάηη ηέηνην. 

Δπηπιένλ ηα θηλέδηθα θείκελα είλαη πινπζηφηεξα ζε γεσκεηξηθέο έλλνηεο θαη 

κεζφδνπο.  

Οη Κηλέδνη φπσο αλαιχεηαη θαη παξαθάησ θαίλεηαη πσο παξνπζίαζαλ κηα πξνζπάζεηα 

απφδεημεο ηνπ Ππζαγνξείνπ Θεσξήκαηνο, έρνπλ πξνβιήκαηα κε εγγεγξακκέλν 

ηεηξάγσλν θαη εγγεγξακκέλν θχθιν ζε νξζνγψλην ηξίγσλν θαη θαίλεηαη πσο 

γλψξηδαλ ηελ αλαινγία ησλ πιεπξψλ ησλ φκνησλ ηξηγψλσλ, δελ ηε δηαηππψλνπλ αιιά 

ηε ρξεζηκνπνηνχλ αξθεηά ζπρλά. 

Σέινο θαη ν Van der Waerden φπσο θαη ν Boyer κε δεδνκέλν επηπιένλ φισλ ησλ 

πξνεγνχκελσλ, ην φηη νη Κηλέδνη ρξεζηκνπνηνχλ δεθαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο θαη 

γηα ηνπο αθέξαηνπο αιιά θαη γηα ηα θιάζκαηα ελψ νη Βαβπιψληνη ην εμεθνληαδηθφ 

θαη γηα ηα δχν, ζεσξεί φηη δε ζα ήηαλ ινγηθφ λα ππνζέζνπκε φηη ηα θηλέδηθα 

καζεκαηηθά πξνέξρνληαη απφ ηα βαβπισληαθά. Σν πηζαλφηεξν ζχκθσλα κε ηνλ ίδην 
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είλαη ε ππφζεζε κηαο θνηλήο θαη γηα ηνπο δχν πνιηηηζκνχο πξν-βαβπισληαθήο πεγήο 

ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο.    

Όζνλ αθνξά ηε γεσκεηξία, δηάθνξνη ηξφπνη ππνινγηζκνχ Ππζαγφξεησλ Σξηάδσλ 

παξαηεξνχκε φηη ήηαλ γλσζηνί ζηε Νενιηζηθή Γπηηθή Δπξψπε, ζηελ Διιάδα, ζηε 

Μεζνπνηακία, ζηελ Ηλδία θαη ζηελ Κίλα θαη φινη απηνί νη ηξφπνη βαζίδνληαη ζην 

Ππζαγφξεην Θεψξεκα θαη ζηελ ηαπηφηεηα:                 . 

Αθφκα, ηφζν ζηα θηλέδηθα θείκελα φζν θαη ζηα ηλδηθά αιιά θαη ζηα ειιεληθά 

ζπλαληνχκε γεσκεηξηθέο απνδείμεηο κε ηε κέζνδν ηεο πξφζζεζεο θαη αθαίξεζεο 

επηθαλεηψλ. 

Οη Κηλέδνη θαη νη Βαβπιψληνη έρνπλ ζρεδφλ ηηο ίδηεο κεζφδνπο ππνινγηζκνχ εκβαδψλ 

επηθαλεηψλ θαη φγθσλ ζηεξεψλ. Ο ζσζηφο θαλφλαο ππνινγηζκνχ ηνπ φγθνπ κηαο 

θφινπξεο ππξακίδαο ήηαλ γλσζηφο ηφζν ζηνπο Κηλέδνπο φζν θαη ζηνπο Αηγχπηηνπο. 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη θαη ην γεγνλφο φηη έλαο ιαλζαζκέλνο θαλφλαο ππνινγηζκνχ 

εκβαδνχ θπθιηθνχ ηνκέα εκθαλίδεηαη ζην „Nine Chapters‟, ζε έλα Αηγππηηαθφ 

πάππξν θαη ζηα „Μεηξηθά‟ ηνπ Ήξσλα.    

Καηά ηνλ Van der Waerden [10] πάιη, ε κφλε ινγηθή εμήγεζε είλαη ε χπαξμε κηαο 

πνιχ παιαηφηεξεο πξνθνξηθήο παξάδνζεο ζρεηηθά κε ηελ αξηζκεηηθή, ηελ άιγεβξα 

θαη ηε γεσκεηξία πνπ αλαπηχρζεθε θάπνπ ζηε Νενιηζηθή Δπξψπε, αλάκεζα ζηηο 

Ηλδνεπξσπατθέο γιψζζεο θαη ηελ ηνπνζεηεί ρξνληθά απφ ην 4.000 π.Υ. σο ην 1.500 

π.Υ. 

Δπίζεο ηα θηλέδηθα καζεκαηηθά παξνπζηάδνπλ πνιιέο νκνηφηεηεο κε ηα ηλδηθά θαη 

γλσξίδνπκε φηη κέζσ ηνπ δξφκνπ ηνπ κεηαμηνχ απηνί νη δχν ιανί είραλ ζίγνπξα 

εκπνξηθέο ζπλαιιαγέο θαη αληαιιαγή πνιηηηζηηθψλ ζηνηρείσλ θαη γλψζεσλ. Σα 

ζπνπδαία έξγα ησλ αξραίσλ ηλδηθψλ καζεκαηηθψλ κπνξνχλ λα παξαιιειηζηνχλ 

άκεζα κε θάπνην απφ ηα αξραία θηλέδηθα έξγα, άξα κε αζθάιεηα κπνξνχκε λα 

ππνζέζνπκε φηη ππήξμε αληαιιαγή γλψζεσλ. 

Σέινο, φζνλ αθνξά ηηο επαθέο ησλ Κηλέδσλ κε ηνπο Δπξσπαίνπο, γλσξίδνπκε φηη 

γεληθά ηα επξσπατθά επηζηεκνληθά επηηεχγκαηα άξρηζαλ λα γίλνληαη γλσζηά ζηελ 

Κίλα απφ ηηο αξρέο ηνπ 16
ν
 αηψλα. Μπνξνχκε λα πνχκε πσο απφ ηηο αξρέο ηνπ 17

νπ
 

αηψλα αξρίδεη ε „δηεζλνπνίεζε‟ ησλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ. χκθσλα κε ηνλ 

Needham [5] ε ρξνληά ηνπ 1600 είλαη ην φξην, κεηά απφ ην νπνίν δελ κπνξνχκε πιένλ 

λα κηιάκε γηα θηλέδηθα καζεκαηηθά, σο θάηη ην δηαθνξεηηθφ απφ ηελ παγθφζκηα 

επηζηήκε. Ο Martzloff [1] φκσο ιέεη πσο δε κπνξνχκε λα πηνζεηήζνπκε απηή ηελ 

άπνςε αθνχ νη φπνηεο επαθέο εθείλε ηελ πεξίνδν αθφκα θαη ζε επηζηεκνληθφ επίπεδν 
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ήηαλ ζπλπθαζκέλεο κε ηελ εμάπισζε ηεο ρξηζηηαληθήο ζξεζθείαο θαη ε φπνηα 

κεηαθνξά γλψζεο γηλφηαλ κφλν κέζσ κεηαθξάζεσλ θαη πξνζαξκνγψλ ησλ 

επξσπατθψλ έξγσλ ζηελ θηλέδηθε γιψζζα. Δπίζεο δελ κπνξνχκε λα μέξνπκε πνηεο 

απφ φιεο ηηο πιεξνθνξίεο πνπ έθηαλαλ ζηελ Κίλα, ηηο απνδέρνληαλ ή ηηο απέξξηπηαλ 

σο κε ζπκβαηέο κε ηηο δηθέο ηνπο επηζηεκνληθέο ηδέεο. 

Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ 17
νπ

 θαη ηνπ 18
νπ

 αηψλα θαίλεηαη φηη γηα ηνπο Κηλέδνπο απηφ 

πνπ απνηεινχζε ηνλ θνξκφ ηεο επξσπατθήο καζεκαηηθήο γλψζεο ήηαλ ηα „ηνηρεία‟ 

ηνπ Δπθιείδε. Γηα ηνπο Κηλέδνπο φκσο, πνπ ηα θείκελά ηνπο πεξηειάκβαλαλ 

πεξηγξαθή κεζφδσλ, εχθνισλ ζηελ θαηαλφεζε αιιά θαη ζηε ρξήζε, ηφζν ην ίδην ην 

θείκελν φζν θαη ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν ησλ „ηνηρείσλ‟ ήηαλ θνξησκέλν κε 

πνιιά ΄ζηνιίδηα΄ θαη πεξηείρε πνιχ εθηεηακέλα ρσξία ηφζν ζηηο πξνηάζεηο ηνπ φζν 

θαη ζηηο απνδείμεηο ηνπο. Έηζη νη Κηλέδνη καζεκαηηθνί απφ φια απηά ζα θξαηνχζαλ 

κφλν φηη ηνπο ήηαλ πξαθηηθά ρξήζηκν θαη νπζηψδεο είηε γηαηί ήηαλ ζπλαθέο κε ηα 

δηθά ηνπο παξαδνζηαθά καζεκαηηθά είηε γηαηί πίζηεπαλ φηη ζα ηνπο θαίλνληαλ 

ρξήζηκα σο κέζα ζε πεξεηαίξσ ππνινγηζκνχο.  

Αξγφηεξα φηαλ πεξηζζφηεξα θαη πην ζχγρξνλα έξγα κεηαθξάζηεθαλ ζηα θηλέδηθα, νη 

Κηλέδνη επεξεάζηεθαλ πνιχ απφ ηα επξσπατθά καζεκαηηθά.         

 

 

1.4  ΤΝΣΟΜΖ ΑΝΑΓΡΟΜΖ ΣΖΝ ΗΣΟΡΗΑ ΣΖ ΚΗΝΑ ΚΑΗ ΑΝΑΦΟΡΑ 

ΣΑ ΠΟΤΓΑΗΟΣΔΡΑ ΔΡΓΑ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΟΤ ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΟΤ ΚΑΗ 

ΣΟΤ ΖΜΑΝΣΗΚΟΣΔΡΟΤ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΟΤ ΣΖ ΚΑΘΔ ΔΠΟΥΉ. 

 

Ο πνιηηηζκφο ηεο Κίλαο είλαη απφ ηνπο αξραηφηεξνπο αλ θαη φρη αξραηφηεξνο απφ ηνλ 

πνιηηηζκφ πνπ αλαπηχρζεθε ζηελ πεξηνρή ηνπ Νείινπ θαη ζηε Μεζνπνηακία 

Ζ Κίλα είλαη κηα πνιχ κεγάιε ζε έθηαζε ρψξα θαη πεξηιακβάλεη πεξηνρέο κε κεγάιν 

πςφκεηξν, άιιεο ζην επίπεδν ηεο ζάιαζζαο θαη αθφκε ππάξρνπλ πνιιά πνηάκηα θαη 

πνιιέο ιίκλεο. Σα πνιιά θαη κεγάια πνηάκηα ηεο Κίλαο απνηεινχζαλ πάληα νδνχο 

κεηαθνξάο, πεγέο άξδεπζεο αιιά θαη αηηία πιεκκχξσλ. Ωο απνηέιεζκα ηεο αλάγθεο 

δηαρείξηζεο ησλ πδάησλ, νη Κηλέδνη θαηάθεξαλ ζπνπδαίεο ηερλνινγηθέο θαη 

επηζηεκνληθέο αλαθαιχςεηο, ζε πνιχ πξψηκεο επνρέο. Δθηφο απφ ην πιήζνο 

αξδεπηηθψλ έξγσλ πνπ πινπνίεζαλ, ππήξμαλ πξσηνπφξνη ζηε ρξήζε ηεο πδξαπιηθήο 

ελέξγεηαο, ζηελ επεμεξγαζία ηνπ ζηδήξνπ, ζηελ αλαθάιπςε ηνπ ραξηηνχ, ηεο ππμίδαο 

ηεο ηππνγξαθίαο θαη άιισλ.  
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Δπίζεο θαηαζθεχαζαλ θνινζζηαία έξγα φπσο ην Μεγάιν ηληθφ ηείρνο, ηνπ νπνίνπ ε 

αλέγεξζε μεθίλεζε ην 221 π.Υ. Σελ ίδηα πεξίνδν ε Κίλα αλαπηχζζεη ζπζηεκαηηθά 

εκπνξηθέο ζρέζεηο κε ηνλ ππφινηπν θφζκν. Οη πεξηζζφηεξνη απηνθξάηνξεο ζην 

πέξαζκα ησλ ρξφλσλ θαηαζθεχαδαλ θαη ζπληεξνχζαλ ζεκαληηθά εκπνξηθά νδηθά 

δίθηπα πνπ έθεξλαλ ηελ Κίλα ζε επαθή κε ηελ Ηλδία, ηελ Κεληξηθή Αζία, ηελ Γπηηθή 

Αζία θαη ηελ Μεζφγεην.  

Πεξίπνπ ην 121 π.Υ. έλαο απφ ηνπο ζπνπδαηφηεξνπο απηνθξάηνξεο ηεο δπλαζηείαο 

ησλ Han θαηαζθεχαζε έλα κεγάιν δξφκν θαηά κήθνο ηνπ Κίηξηλνπ Πνηακνχ πνπ 

έθηαλε σο ην ζεκεξηλφ Καδαθζηάλ. Ο δξφκνο απηφο εμππεξεηνχζε ζηε κεηαθίλεζε 

ησλ θαξαβαληψλ ηα νπνία κεηέθεξαλ θπξίσο κεηάμη θαη έηζη ν δξφκνο νλνκάζηεθε 

„Γξφκνο ηνπ Μεηαμηνχ‟. Αξγφηεξα αλαπηχρζεθε θαη ην ζαιάζζην εκπφξην θαη νη 

Κηλέδνη ήξζαλ ζε επαθή κε αθφκα πεξηζζφηεξνπο ιανχο θαη πνιηηηζκνχο.   

Γηα ηνπο πεξηζζφηεξνπο πνιηηηζκνχο ε ηερλνινγηθή θαη νηθνλνκηθή αλάπηπμε είλαη 

ζπλπθαζκέλε κε ηελ ηαπηφρξνλε αλάπηπμε ζεκαληηθψλ καζεκαηηθψλ, ελψ απηφ δελ 

ζπλέβε ζηελ Κίλα ζε ηφζν κεγάιε έθηαζε.  

Σα καζεκαηηθά ζηελ Αξραία Κίλα, ηνπιάρηζηνλ κέρξη ηνλ 2
ν
 π.Υ. αηψλα φπνπ έρνπκε 

θαη ηα πξψηα θαζαξά καζεκαηηθνχ πεξηερνκέλνπ θείκελα, πεξηνξίδνληαλ ζηελ 

πξαθηηθή επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ πνπ ήηαλ αλαγθαία ζε θάζε πεξίπησζε. Απηφ 

κπνξεί λα εμεγεζεί ελ κέξεη απφ ην γεγνλφο φηη νη δηαλννχκελνη ζηελ Αξραία Κίλα 

ιεηηνπξγνχζαλ ζηα πιαίζηα ηνπ παιαηηνχ, φπνπ νη θηιφζνθνη θαη νη ιφγηνη 

πεξηθξνλνχζαλ ηελ ηερλνινγία άξα θαη ηα καζεκαηηθά σο θαηψηεξε ελαζρφιεζε. 

Έηζη άιισζηε ίζσο εμεγείηαη θαη ην φηη νη Κηλέδνη νχηε κεηέπεηηα επηδίσμαλ λα 

αλαπηχμνπλ καζεκαηηθά κε ηελ ηππηθή ινγηθή θαη κε ηελ έλλνηα ηεο απφδεημεο.      

Ζ Ηζηνξία ηεο αξραίαο Κίλαο ζρεηίδεηαη κε κηα ζεηξά απφ δπλαζηείεο βαζηιέσλ θαη 

απηνθξαηφξσλ. 

Οη Κηλέδνη είλαη απφ ηνπο ιανχο πνπ είλαη απηφρζνλεο. Ζ επξχηεξε πεξηνρή ηεο 

ρψξαο απηήο, θαίλεηαη απφ αξραηνινγηθά επξήκαηα, πσο θαηνηθνχληαλ απφ πνιχ 

παιηά. Σν πφηε μεθίλεζε ε θαηνίθεζε απηψλ ησλ πεξηνρψλ ράλεηαη ζηα βάζε ησλ 

αηψλσλ. Ζ παξάδνζε ζέιεη ηελ Κίλα λα δηνηθείηαη απφ απηνθξάηνξεο θαη βαζηιηάδεο 

απφ ηελ πξντζηνξηθή πεξίνδν. 

Σα πξψηα θηλέδηθα δείγκαηα γξαθήο (πάλσ ζε φζηξαθα θαη θφθαια δψσλ) 

ηνπνζεηνχληαη ρξνληθά ηνλ 14
ν
 αηψλα π.Υ. νπφηε θαη μεθηλά ε Ηζηνξηθή πεξίνδνο ηεο 

Κίλαο. 
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► Πξψηε δπλαζηεία ζεσξείηαη ε δπλαζηεία ησλ Shang (πεξίπνπ 1.500 – 1027 

π.Υ.).  

Σελ πεξίνδν απηή αλαθαιχπηεηαη ε γξαθή, φπνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη πεξηζζφηεξνη απφ 2.000 

ραξαθηήξεο, αλαπηχζζεηαη επίζεο ε γεσξγία, ε 

θηελνηξνθία, ε αγγεηνπιαζηηθή θαη θπξίσο ε 

κεηαιινπξγία, θαη ρξεζηκνπνηείηαη ήδε ν ραιθφο 

θαη ην κεηάμη ζηελ θαηαζθεπή πθαζκάησλ. Απφ 

ηελ επνρή απηή ππάξρνπλ επξήκαηα, νζηά δψσλ 

θαη φζηξαθα ρειψλαο (φπσο απηφ ηεο δηπιαλήο 

εηθφλαο) πνπ πεξηέρνπλ θπξίσο καληηθέο επηγξαθέο 

αιιά αθφκα πεξηγξάθνπλ ηζηνξηθά γεγνλφηα, 

γελεαινγηθά δέληξα βαζηιέσλ, εθιείςεηο ειίνπ θαη 

ζειήλεο, θαζψο θαη έλα εκεξνινγηαθφ ζχζηεκα, 

αιιά θαίλεηαη πσο πεξηέρνπλ θαη αξθεηά 

„καζεκαηηθά‟. ε θάπνηα απφ απηά ηα επξήκαηα θαηαγξάθνληαη αξηζκνί κέρξη θαη ην 

300, φπνπ θαίλεηαη κηα πξψηε ζχιιεςε ηνπ δεθαδηθνχ ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο, 

θαζψο γηα παξάδεηγκα ζε έλα φζηξαθν είλαη γξακκέλνο ν αξηζκφο 123 θαηαθφξπθα 

θαη δίπια απφ ην 1 είλαη ην ζχκβνιν γηα ηηο εθαηνληάδεο, δίπια απφ ην 2 ην ζχκβνιν 

γηα ηηο δεθάδεο θαη δίπια απφ ην 3 ην ζχκβνιν γηα ηηο κνλάδεο. Δπίζεο ζε άιια 

θαίλεηαη πσο γίλεηαη κηα δηάθξηζε αλάκεζα ζε άξηηνπο θαη δπγνχο αξηζκνχο θαη 

εθηεινχληαη θάπνηεο πξάμεηο.     

Δίλαη ινηπφλ θαλεξφ πσο νη Κηλέδνη  είραλ απφ ηφηε αλαπηχμεη έλα ζεζηαθφ ζχζηεκα 

αξίζκεζεο. 

Παξαθάησ θαίλνληαη νη αξηζκνί, απφ ην 1 σο ην 9, φπσο παξηζηάλνληαλ θαηά ηελ 

δπλαζηεία ησλ Shang. 

 

 

 

► Αθνινπζεί ε δπλαζηεία ησλ Chou (πεξίπνπ 1027 – 221 π.Υ.).  

Καηά ηελ πξψηε πεξίνδν απηήο ηεο δπλαζηείαο ε Κίλα κεηαηξέπεηαη ζε θενπδαξρηθφ 

θξάηνο, ε νηθνλνκία ζηεξίδεηαη ζηελ αγξνηηθή παξάγσγε, ζεκεηψλεηαη κεγάιε 

ηερλνινγηθή πξφνδνο θαη ρξεζηκνπνηείηαη πνιχ ν ζίδεξνο ηφζν, ζηελ θαζεκεξηλή 

δσή φζν θαη ζηνλ πφιεκν. Αλαπηχζζνληαη ηα πδξαπιηθά θαη κεραλνινγηθά 
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ζπζηήκαηα πνπ βνεζνχλ ζηε δηαρείξηζε ησλ πδάησλ, βειηηψλνληαη νη επηθνηλσλίεο κε 

ηε ρξήζε αιφγσλ θαη ε βηνηερλία θαη ην εκπφξην παξνπζηάδνπλ άλζεζε. 

Γεκηνπξγνχληαη πφιεηο, εκθαλίδεηαη κηα λέα θνηλσληθή ηάμε νη έκπνξνη θαη μεθηλά ε 

γεληθεπκέλε ρξήζε ηνπ λνκίζκαηνο ζηηο ζπλαιιαγέο.  

Ζ πεξίνδνο απηή φκσο, είλαη θπξίσο γλσζηή σο ρξπζή επνρή ηεο θηλέδηθεο 

Φηινζνθίαο κε παξάιιειε αλάπηπμε ηεο Λνγνηερλίαο θαη ηεο κειέηεο ηεο Ηζηνξίαο. 

Σφηε είλαη πνπ εκθαλίδεηαη θαη ν ζπνπδαίνο θηιφζνθνο Κνκθνύθηνο (551 – 479 

π.Υ.). Ο Κνκθνπθηαληζκφο πξέζβεπε ηηο αμίεο ηεο αλζξσπηάο, ηεο ηηκήο θαη ηεο 

ελάξεηεο δσήο.  

Λίγν αξγφηεξα έθαλε ηελ εκθάληζή ηεο θαη ε δεχηεξε κεγάιε θηινζνθηθή ζρνιή ηεο 

Κίλαο ν Σαντζκφο. Με ηελ δηδαζθαιία ηνπο ν Lao- Tzu, κηα εκηκπζηθή κνξθή, θαη ν 

Chuang-Tzu (365 – 290)  ππνζηήξηδαλ ηελ επηζηξνθή ζε κηα αγξνηηθνχ ηχπνπ 

θνηλσλία, ζρεδφλ πξσηφγνλε φπνπ ν άλζξσπνο απαιιαγκέλνο απφ πεξηζζφηεξεο 

αλάγθεο ζα δνχζε κε απηάξθεηα. 

Όιεο απηέο νη ηάζεηο δεκηνπξγνχζαλ δηαθνξεηηθέο ηάμεηο κε δηαθνξεηηθά 

ζπκθέξνληα.  

Σελ επνρή απηή ιίγν κεηά ηνλ Κνκθνπθηαληζκφ εκθαλίζηεθε έλα άιιν θηινζνθηθφ 

ξεχκα ππφ ηνλ θηιφζνθν Mozi (470 – 390 π.Υ.) νη ππνζηεξηθηέο ηνπ νπνίνπ 

ζπλέγξαςαλ έλα κάιινλ ζπιινγηθφ θαη αδηεπθξίληζηεο αθξηβνχο εκεξνκελίαο, έξγν 

ην ‘Mohist Canons’. ε έλα θεθάιαην απηνχ ηνπ βηβιίνπ ππάξρνπλ θάπνηνη νξηζκνί 

πνπ ζεσξνχληαη ηα πξψηα δείγκαηα γεσκεηξηθήο ζθέςεο ζηελ αξραία Κίλα. Πνιινί 

παξαιιειίδνπλ κεξηθνχο απφ απηνχο ηνπ νξηζκνχο κε ηνπο νξηζκνχο ηνπ Δπθιείδε, 

αιιά ζχκθσλα κε ην Martzloff [1] πξφθεηηαη γηα ηειείσο δηαθνξεηηθά πξάγκαηα. Οη 

νξηζκνί απηνί δελ πεξηέρνληαη ζε έλα καζεκαηηθφ βηβιίν θαη δελ έρνπλ γξαθηεί απφ 

καζεκαηηθνχο, δελ ρξεζηκνπνηνχληαη πνπζελά, νχηε εθεί αιιά νχηε απφ κεηέπεηηα 

ζπγγξαθείο γηα ηελ παξαγσγή θαλελφο είδνπο αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο. Όιν ην 

βηβιίν πεξηγξάθεη νπζηαζηηθά ηελ θηινζνθία ηνπ Mozi θαη πεξηέρεη θαη θάπνηα 

ζηνηρεία πνπ ρξεζηκεχνπλ ζηελ κεραληθή θαη ζηα νηθνλνκηθά. Αο δνχκε φκσο 

κεξηθνχο απφ ηνπο θαλφλεο απηνχο φπσο κεηαθξάδνληαη, ηειεγξαθηθά ζρεδφλ απφ ην 

πξσηφηππν θηλέδηθν θείκελν. Ο νξηζκφο (iv) αλαθέξεη „Alone (the starting point: 

nothing bigger than that)‟, ελψ ν νξηζκφο (x) „Starting point (or extremity): unit 

without thickness and furthest forward‟ θαη ν (vii) „Round: Same lengths from a 

centre‟ φπνπ ζαθψο κπνξεί λα γίλεη θάπνηνο παξαιιειηζκφο κε ηνπο αληίζηνηρνπο 

νξηζκνχο ηνπ Δπθιείδε γηα ην ζεκείν θαη γηα ηνλ θχθιν.      
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► Μεηά απφ πνιιέο δηακάρεο θζάλνπκε ζηελ Γπλαζηεία ησλ Chin (221 – 206 

π.Υ.). 

Σφηε ρξίδεηαη ν Πξψηνο Απηνθξάηνξαο Chin Shih Huang (246 – 210 π.Υ.), έλαο 

βαζηιηάο ελφο θξαηηδίνπ πνπ θαηάθεξε λα ζπγθεληξψζεη ηελ εμνπζία. Ο ηίηινο 

απηνθξάηνξαο σο ηφηε δίλνληαλ κφλν ζε ζεφηεηεο. Γηα πξψηε θνξά ε ρψξα ήηαλ κηα 

ελνπνηεκέλε απηνθξαηνξία κε ηελ εμνπζία ζπγθεληξσκέλε ζε έλα πξφζσπν. Απφ ην 

φλνκα ηεο απηνθξαηνξίαο απηήο πήξε ην φλνκά ηεο θαη ε ρψξα. Ο πξψηνο 

απηνθξάηνξαο θαηάξγεζε ην θενπδαξρηθφ ζχζηεκα, θαηαζθεχαζε έλα ηεξάζηην 

νδηθφ δίθηπν πνπ θάιππηε φιε ηελ απηνθξαηνξία θαη μεθίλεζε ηελ αλέγεξζε ηνπ 

ηληθνχ Σείρνπο. Απηφ πνπ ζεκάδεςε ηελ επνρή απηή ήηαλ ε δηαηαγή ηνπ 

απηνθξάηνξα, ην 213 π.Υ., λα θανχλ δεκφζηα φια ηα ζεκαληηθά βηβιία πνπ είραλ 

γξαθηεί σο ηφηε! Δπίζεο ζαλαηψζεθαλ πνιινί ιφγηνη θαη θηιφζνθνη θπξίσο νπαδνί 

ηνπ Κνκθνπθηαληζκνχ. Οη ελέξγεηεο απηέο είραλ ζηφρν λα απνηξέςνπλ νπνηαδήπνηε 

κνξθή θξηηηθήο πξνο ηνλ απηνθξάηνξα, λα εμαιεηθζνχλ ηα παιηά ηδαληθά θαη λα 

επηηεπρζεί κηα πνιηηηζηηθή νκνηνκνξθία ζε φιε ηελ απηνθξαηνξία. Ο απηνθξάηνξαο 

πέζαλε ην 210 π.Υ. θαη ζάθηεθε καδί κε 6.000 αγάικαηα αμησκαηνχρσλ απφ 

ηεξαθφηα πνπ ζήκεξα είλαη γλσζηφο σο ΄πήιηλνο΄ ζηξαηφο. 

Απφ ηελ πεξίνδν απηή δελ έρνπκε, ή ηνπιάρηζηνλ δελ έρεη ζσζεί θαλέλα γξαπηφ 

θείκελν πνπ λα πεξηιακβάλεη θάπνηα καζεκαηηθά.        

 

► Μεηά αθνινπζεί ε Γπλαζηεία ησλ Han (206 π.Υ. – 220 κ.Υ.). 

Πξφθεηηαη γηα κία απφ ηηο ζπνπδαηφηεξεο θαη καθξνβηφηεξεο δπλαζηείεο ηεο Κίλαο. 

Σελ πεξίνδν απηή θαζηεξψλεηαη σο θπξίαξρε ηδενινγία ηνπ θξάηνπο ν 

Κνκθνπθηαληζκφο. Όινη φζνη εξγάδνληαλ γηα ην θξάηνο ζα έπξεπε λα γλσξίδνπλ 

γξαθή, αλάγλσζε θαη αξηζκεηηθή.  Ξαλαγξάθνληαη θαη επαλεθδίδνληαη ηα θιαζζηθά 

βηβιία ηεο Κίλαο, πνπ είραλ θαεί. Ηδξχεηαη ην απηνθξαηνξηθφ παλεπηζηήκην, φπνπ 

εθπαηδεχνληαη νη κειινληηθνί γξαθεηνθξάηεο. Παξαηεξείηαη κεγάιε αλάπηπμε ζηηο 

επηζηήκεο. Δπίζεο ηφηε θαζηεξψλεηαη ε βηβιηνγξαθία. Έηζη έρνπκε απφ ηελ επνρή 

απηή ζε ισξίδεο απφ κπακπνχ (φπσο θαίλνληαη ζηελ παξαθάησ εηθφλα) , μχιν ή 

κεηάμη νιφθιεξνπο θαηαιφγνπο βηβιίσλ ζρεηηθψλ κε  Αζηξνλνκία, Ηαηξηθή, 

ηξαηησηηθέο Δπηζηήκεο, Ηζηνξία θαη Μαληηθή.  
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Μεγάιε ψζεζε ζε φια απηά 

έδσζε ε εθεχξεζε ηνπ 

ραξηηνχ, ην 105 κ.Υ. ε νπνία 

επεξέαζε θαη νιφθιεξν ηνλ 

θφζκν. Δπίζεο ππήξμε 

κεγάιε αλάπηπμε ηνπ 

εκπνξίνπ θαη ηεο βηνηερλίαο. 

Σφηε αξρίδνπλ λα 

θαηαζθεπάδνπλ θαη 

αληηθείκελα απφ ηελ πεξίθεκε θηλέδηθε πνξζειάλε.  

Απφ ηελ επνρή απηή ππάξρνπλ επξήκαηα πνπ καο δείρλνπλ, πσο ρξεζηκνπνηνχληα 

ήδε έλα δεθαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο. 

Οη αξηζκνί, απφ ην 1 σο ην 9, φπσο παξηζηάλνληαλ θαηά ηελ πεξίνδν ηεο δπλαζηείαο 

ησλ Han κε ηε ρξήζε εηδηθψλ ππνινγηζηηθψλ ξάβδσλ (counting rods). 

 

 

Γηα Μνλάδεο, 

Δθαηνληάδεο θαη 

Γεθάδεο Υηιηάδεο 

Γηα Γεθάδεο θαη 

Υηιηάδεο 

 

ην ζχζηεκα απηφ αξίζκεζεο ν αξηζκφο 4716 παξηζηάλνληαλ έηζη: 

ην ζχζηεκα, ην νπνίν ήηαλ πξνθαλψο δεθαδηθφ, απηφ νη αξηζκνί παξηζηάλνληαη κε 

ξάβδνπο (counting rods) ζε δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο (φπσο θαίλεηαη παξαπάλσ) θαη 

νη ππνινγηζκνί εθηεινχληαλ ζε ππνινγηζηηθνχο πίλαθεο (counting boards). 

Αλ θαη είλαη δχζθνιν λα πξνζδηνξηζηεί ρξνληθά ην πφηε μεθίλεζε ε ρξήζε απηνχ ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ ξάβδσλ, ππνινγίδεηαη φηη ην ρξεζηκνπνηνχζαλ πεξίπνπ απφ ηνλ 5
ν
 

αηψλα π.Υ. σο ηνλ 15
ν
 αηψλα κ.Υ., δειαδή πξηλ θάηη ηέηνην εκθαληζηεί ζηε Γχζε θαη 

πνιχ πξηλ ηελ θαζηέξσζε ηνπ δεθαδηθνχ ζπζηήκαηνο απφ ηνπο Ηλδνχο. 

ρεηηθά κε ην αλ πξψηνη νη Ηλδνί ή νη Κηλέδνη αλέπηπμαλ θαη ρξεζηκνπνίεζαλ ην 

δεθαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο, ππάξρεη ζήκεξα κηα κεγάιε ζπδήηεζε. 
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Πεξίπινθνη ππνινγηζκνί θαη πξάμεηο 

εθηεινχληαλ ζηνπο πίλαθεο απηνχο. Οη 

ξάβδνη απηνί (θάπνηα ραξαθηεξηζηηθά 

δείγκαηα ηέηνησλ ξάβδσλ θαίλνληαη 

ζηηο δηπιαλέο εηθφλεο) δελ 

εμππεξεηνχζαλ κφλν ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ησλ αξηζκψλ αιιά 

θπξίσο  ζηελ εθηέιεζε ησλ πξάμεσλ 

ζηνπο ππνινγηζηηθνχο πίλαθεο. Έηζη 

ηέηνηνη ξάβδνη απφ κπακπνχ, 

ειεθαληφδνλην ή κέηαιιν 

κεηαθέξνληαλ ζε ζάθνπο απφ ηνπο 

εηδηθνχο πνπ εθηεινχζαλ ηέηνηεο 

πξάμεηο θαη ζεσξνχληαλ σο 

ππνινγηζηηθά εξγαιεία. Ο Boyer 

αλαθέξεη φηη νη ππνινγηζκνί απηνί 

εθηεινχληαλ κε ηέηνηα επηδεμηφηεηα 

πνπ έλαο ζπγγξαθέαο ηνπ 11
νπ

 αηψλα, ηνπο πεξηέγξαςε ιέγνληαο „πεηάλε ηφζν 

γξήγνξα πνπ ην κάηη αδπλαηεί λα παξαθνινπζήζεη ηηο θηλήζεηο‟. Δθηεινχζαλ ινηπφλ 

νη Κηλέδνη φινπο ηνπο ππνινγηζκνχο ζε απηνχο ηνπο πίλαθεο πην γξήγνξα απφ φηη ζα 

ηνπο εθηεινχζαλ γξαπηά. 

Σν ζχζηεκα ήηαλ ηφζν επξέσο δηαδεδνκέλν θαη ιεηηνπξγηθφ πνπ αληηθαηαζηάζεθε 

κφιηο ηνλ 15
ν
 αηψλα απφ ηνλ Άβαθα, πνπ ζεκαηνδφηεζε θαη κηα γεληθφηεξε ζηξνθή 

θαη απνκάθξπλζε απφ ηα παξαδνζηαθά καζεκαηηθά.   

Σν κεδέλ ζην ζχζηεκα απηφ παξηζηάλνληαλ κε θελφ ζηε ζέζε πνπ απηφ 

αληηζηνηρνχζε, ελψ απφ ηνλ 13
ν
 αηψλα αλ φρη θαη λσξίηεξα ζηε ζέζε ηνπ κεδέλ 

κπαίλεη ην θπθιηθφ ζχκβνιν 0, πνπ ρξεζηκνπνηνχκε θαη ζήκεξα, πνπ κάιινλ 

πξνήιζε απφ ηελ Ηλδία.   

Σελ πεξίνδν απηή γξάθεηαη έλα απφ ηα 5 θιαζζηθά βηβιία ηεο Κίλαο κε θηινζνθηθφ 

πεξηερφκελν, ην ‘I-Ching’ (Book of Changes). Μέξνο ηνπ έξγνπ απνδίδεηαη ζηνλ 

Wan Wang ν νπνίνο έδεζε ηνλ 12
ν
 αηψλα π.Υ. θαη ηα άιια κέξε ζε νπαδνχο ηνπ 

Κνκθνχθηνπ θαη ζεσξνχληαλ ζπνπδαίν ηεξφ βηβιίν. Πεξηέρεη καληείεο θαη πξνθεηείεο 

πνπ βαζίδνληαη ζε νησλνχο φπσο ζεκάδηα πάλσ ζε δψα θαη ην έξγν έρεη ηε κνξθή 

ελφο ζπζηήκαηνο απφ ζχκβνια πνπ ζπλνδεχνληαη απφ ηηο εμεγήζεηο ηνπο. 
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Πεξηέρνληαη 64 εμάγξακκα, πνπ πξνθχπηνπλ απφ φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 8 

ηξίγξακκσλ απφ ζπλερείο θαη δηαθεθνκκέλεο γξακκέο (εδψ εκθαλίδεηαη απηφ πνπ 

ππήξμε θαζνξηζηηθφ γηα ηελ θηλέδηθε θηινζνθία σο ζήκεξα, ε δπαδηθφηεηα, ην yin  

‒ ‒ ,  ην ηίπνηα, ην θαθφ, ην ζθνηάδη θαη ην yang ── ,  ε νινθιήξσζε, ην θαιφ, ην 

θσο) θαη νη εμεγήζεηο ηνπο.  

Όηαλ ν Leibniz, ν νπνίνο ελδηαθεξφηαλ ηδηαίηεξα γηα ηελ θηλέδηθε θνπιηνχξα, ηνλ 17
ν
 

αηψλα, ήξζε ζε επαθή κε ην έξγν απηφ ζεψξεζε φηη ηα ηξίγξακκα απηά κπνξνχζαλ λα 

ηαπηηζηνχλ κε ην δπαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο ην νπνίν ν ίδηνο πξηλ ιίγν θαηξφ είρε 

αλαπηχμεη θαη πίζηεςε, εζθαικέλα φπσο απνδείρζεθε αξγφηεξα φηη νη Κηλέδνη ην 

είραλ αλαθαιχςεη απφ ηφηε. Παξαθάησ βιέπνπκε ηα ηξίγξακκα φπσο απηά 

θαηαγξάθνληαη ζην I-Ching. 

 

Καη εδψ θαίλεηαη ην δπαδηθφ ζχζηεκα ηνπ Leibniz θαη πσο 

παξηζηάλνληαη νη αξηζκνί ρξεζηκνπνηψληαο κφλν ηα ςεθία 

1 θαη 0. 

Ηζρπξίζηεθε ινηπφλ φηη θαη νη θηλέδνη ζην I-Ching, 

ρξεζηκνπνηψληαο αληί γηα 1 κηα ζπλερφκελε γξακκή θαη 

αληί γηα 0 κηα δηαθεθνκκέλε γξακκή, είραλ αλαπηχμεη έλα 

ηέηνην ζχζηεκα αξίζκεζεο θαη ζην παξαθάησ ζρήκα 

θαίλεηαη πσο ζπλδέεη απηά ηα δχν. 
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Αλ θαη ν ηζρπξηζκφο απηφο δελ ήηαλ ηειείσο αβάζηκνο δελ κπνξεί λα ζηεξηρζεί απφ 

επηπιένλ ζηνηρεία θαη έηζη ζήκεξα δελ είλαη απνδεθηφο. Φαίλεηαη πάλησο πσο ζηα 

ηξίγξακκα απηά φπσο θαη ζηα εμάγξακκα νη Κηλέδνη αθνινπζνχζαλ έλα 

ζπγθεθξηκέλν „pattern‟, αιιά δελ κπνξνχκε λα μέξνπκε πνην ήηαλ απηφ θαη αλ πνηέ 

ην ζπλέδεζαλ κε ηελ αλαπαξάζηαζε πνζνηήησλ, θαη επέθηαζε θαη αξηζκψλ. 

ην ηειεπηαίν κέξνο ηνπ βηβιίνπ πνπ ζεσξείηαη θαη ην πην ζχγρξνλν γίλεηαη κηα 

εξκελεία ηνπ θηινζνθηθνχ ζπζηήκαηνο ηνπ „I-Ching‟. ην κέξνο απηφ ππάξρεη έλα 

ζρέδην (απηφ πνπ θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ εηθφλα) πνπ φπσο ππνηίζεηαη ήηαλ 

ζρεδηαζκέλν ζηελ πιάηε κηαο καληηθήο ρειψλαο πνπ εκθαλίζηεθε ζηνλ απηνθξάηνξα.  

    

Σν νπνίν αλ ην κεηαθξάζνπκε 

 ζε αξηζκνχο γίλεηαη: 

 

 

 

 

 

 

 

 Όπσο εχθνια δηαπηζηψλνπκε πξφθεηηαη γηα έλα καγηθφ ηεηξάγσλν, πνπ απνηειείηαη 

κάιηζηα απφ ηνπο πξψηνπο 9 θπζηθνχο αξηζκνχο. Απηφ είλαη ην αξραηφηεξν καγηθφ 

ηεηξάγσλν πνπ καο είλαη γλσζηφ. ηε Γχζε ηα πξψηα δείγκαηα καγηθψλ ηεηξαγψλσλ 

εκθαλίζηεθαλ ζην έξγν ηνπ Θέσλα ηνπ κπξλαίνπ, πεξίπνπ ην 130κ.Υ. Οη Κηλέδνη 

θαίλεηαη πσο ελδηαθέξνληαλ πνιχ γηα ηέηνηα ηεηξάγσλα, αθνχ πνιιά ηέηνηα 

ππάξρνπλ θαη ζε κεηαγελέζηεξα έξγα. Αξρηθά ζεσξνχληαλ φηη είραλ καγηθέο 

ηδηφηεηεο θαη ζπκβφιηδαλ ηελ αξκνλία ηνπ ζχκπαληνο. Αλ φκσο ηα απνκνλψζνπκε 

απφ ηνλ ηειεηνπξγηθφ ηνπο ραξαθηήξα, βιέπνπκε ηελ ελαζρφιεζε ησλ αξραίσλ 

Κηλέδσλ κε ηα καζεκαηηθά.  

Δίλαη πξνθαλέο φηη απηνί πνπ έγξαςαλ ην „I-Ching‟ δελ είραλ πξφζεζε λα 

θαηαπηαζηνχλ κε νπνηνδήπνηε επηζηεκνληθφ ή καζεκαηηθφ ζέκα, φκσο θάπνηα 

ζηνηρεία απφ απηφ κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο νη πξψηεο ελδείμεηο θάπνησλ 

ζηνηρεησδψλ καζεκαηηθψλ ζπιιήςεσλ ησλ αξραίσλ Κηλέδσλ.     

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο δπλαζηείαο απηήο εηθάδεηαη φηη γξάθηεθε θαη ην ζπνπδαίν έξγν 

‘Zhou Bi Suan Jing’, θαηά άιινπο ‘Chou Pei Suan Shu’ (The Arithmetical Classic 
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of the Gnomon and the Circular Paths of Heaven). Σν έξγν απηφ φπσο θαη ηα 

πεξηζζφηεξα αξραία θηλέδηθα θείκελα έρεη γξαθηεί απφ δηάθνξνπο ζπγγξαθείο θαη ζε 

δηάθνξεο πεξηφδνπο. Αλ θαη κέζα απφ ην έξγν πξνθχπηεη φηη θάπνηα κέξε ηνπ έρνπλ 

γξαθηεί απφ ηνλ 12
ν
 π.Υ. αηψλα, θάηη πνπ δελ γλσξίδνπκε αλ είλαη αθξηβέο, ην 

θείκελν κε ηε ζεκεξηλή ηνπ κνξθή ρξνλνινγείηαη ηνλ 2
ν
 κ.Υ. αηψλα.  

Σν „Chou Pei‟ είλαη γξακκέλν κε ηε κνξθή δηαιφγσλ κεηαμχ θάπνησλ πξνζψπσλ, 

φπσο ελφο δνχθα θαη ελφο ιφγηνπ ζην πξψην κέξνο θαη πεξηιακβάλεη ππνινγηζκνχο 

ζρεηηθά κε ηελ θίλεζε ηνπ ήιηνπ θαηά ηελ δηάξθεηα ηνπ έηνπο θαη πνιιέο άιιεο 

αζηξνλνκηθέο αλαθνξέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ παξαηήξεζε θαη ηα καζεκαηηθά 

πνπ ρξεζηκνπνηνχληα εθεί. Σν πην ζεκαληηθφ ζε φηη αθνξά ηα καζεκαηηθά, πνπ 

ππάξρεη ζην έξγν απηφ θαη καο ελδηαθέξεη είλαη έλα ζρέδην ζην νπνίν ππάξρεη έλα 

νξζνγψλην ηξίγσλν θαη γίλεηαη ζαθψο ρξήζε ηνπ Ππζαγνξείνπ Θεσξήκαηνο θαη 

ζχκθσλα κε θάπνηνπο ππάξρεη θαη κηα γεσκεηξηθή απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο. ε 

απηφ ην ζέκα ζα αλαθεξζνχκε εθηελψο ζε επφκελν θεθάιαην.  

ην „Chou-Pei‟ ππάξρνπλ θαη άιια καζεκαηηθά πνπ αμίδεη λα αλαθέξεη θαλείο. 

Πξφθεηηαη γηα πξνζζέζεηο, αθαηξέζεηο, πνιιαπιαζηαζκνχο θαη δηαηξέζεηο αθεξαίσλ 

θαη θιαζκαηηθψλ αξηζκψλ, εχξεζε ηεηξαγψλσλ θαη ηεηξαγσληθψλ ξηδψλ κεγάισλ 

αξηζκψλ, εχξεζε ηεο πεξηθέξεηαο ηνπ θχθινπ πνιιαπιαζηάδνληαο ηε δηάκεηξν κε ην 

3 (δειαδή ην π ζεσξείηαη ίζν κε 3) θαη κηα ππνηππψδε ρξήζε φκνησλ ηξηγψλσλ ζε 

πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχλ ηε κέηξεζε απνζηάζεσλ κε ηελ βνήζεηα ηεο ζθηάο ηνπ 

ήιηνπ θαη ηέινο ε αλαθνξά φηη ν θχθινο είλαη 365 ¼ du, δειαδή κε ζεκεξηλή 

νξνινγία φηη ν θχθινο είλαη 365 ¼ κνίξεο. Πνιινί κειεηεηέο απφ απηή ηελ αλαθνξά 

ηζρπξίζηεθαλ φηη νη ζπγγξαθείο ηνπ βηβιίνπ απηνχ είραλ ζπιιάβεη θαη έθαλαλ ρξήζε 

ηεο έλλνηαο ηεο κέηξεζεο γσληψλ.  

χκθσλα φκσο κε ηνλ Christopher Cullen [2], ν νπνίνο κειέηεζε πνιχ πξνζεθηηθά ην 

αξραίν θείκελν φπσο απηφ είλαη ζην πξσηφηππν, ηφζν γηα ηα φκνηα ηξίγσλα φζν θαη 

γηα ηελ κέηξεζε γσληψλ, ζε θακία πεξίπησζε δελ κπνξνχκε λα πνχκε φηη νη 

ζπγγξαθείο ηνπ έξγνπ είραλ θαηά θακία έλλνηα ζπιιάβεη θαη θαηαλνήζεη ηα φκνηα 

ηξίγσλα θαη ηελ κέηξεζε γσληψλ κε ηνλ ηξφπν πνπ ηα ζπλαληάκε ζηνλ Δπθιείδε. Γηα 

ηηο κεηξήζεηο κε ηελ ζθηά ηνπ ήιηνπ αλαθέξεη πσο κάιινλ πξφθεηηαη γηα κηα 

εκπεηξηθή ρξήζε ησλ ηζνδχλακσλ ιφγσλ θαη γηα ηηο γσλίεο εμεγεί πσο ην κφλν πνπ 

ζπλαληάκε ζηα καζεκαηηθά ησλ Κηλέδσλ εθείλεο ηεο επνρήο είλαη ν ιφγνο 

επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ θαη πνηέ ε ρξήζε ηεο έλλνηαο ηεο γσλίαο. Όζνλ αθνξά ην du 
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είλαη κάιινλ κηα κνλάδα κέηξεζεο ηεο εκεξήζηαο θίλεζεο ηνπ ήιηνπ, παξά κηα 

κνλάδα κέηξεζεο γσληψλ.    

ηελ ίδηα πεξίνδν απνδίδεηαη θαη ην ζπνπδαίν έξγν ‘Suan Shu Shu’ (A Book of 

Numbers and Computations). Πξφθεηηαη γηα κηα ζπιινγή απφ 190 ισξίδεο 

κπακπνχ, κε θαζαξά καζεκαηηθφ πεξηερφκελν, πνπ αλαθαιχθζεθε κφιηο ην 1983, ζε 

έλαλ ηάθν πνπ θαηαζθεπάζηεθε ζίγνπξα αλάκεζα ζην 187 κε 157 π.Υ. θαη φπσο θαη 

άιια αξραία θηλέδηθα έξγα, δελ γλσξίδνπκε ηνλ ζπγγξαθέα απηψλ, νχηε αλ είλαη έξγν 

ελφο αλζξψπνπ ή ζπιινγηθφ.  

χκθσλα κε ηνλ Christopher Cullen [2], ε ζπλεηζθνξά ηνπ έξγνπ απηνχ ζηελ ηζηνξία 

ησλ αζηαηηθψλ καζεκαηηθψλ είλαη ηζφηηκε κε ηνπ πάππξνπ ηνπ Rhind. Πεξηιακβάλεη 

πξνβιήκαηα πνπ απαηηνχλ καζεκαηηθέο πξάμεηο θαη ρεηξηζκνχο, πξνβιήκαηα κε 

πνζνζηά θαη αλαινγίεο, ρξήζε ηνπ Rule of False Position (ζηνλ νπνίν θαλφλα ζα 

αλαθεξζνχκε εθηελψο παξαθάησ), ππνινγηζκνχο φγθσλ θαη ηε ζρέζε ησλ 

δηαζηάζεσλ ελφο νξζνγσλίνπ θαη ηνπ εγγεγξακκέλνπ ζε απηφ θχθινπ θαη άιια.  

Σέινο, πεξίπνπ ζηελ αξρή ηνπ 1
νπ

 κ.Υ. αηψλα ρξνλνινγείηαη θαη ην ζπνπδαηφηεξν 

έξγν ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ ην ‘Jiuzhang Suanshu’ (Computational 

Prescriptions in Nine Chapters). Έλα απφ ηα παιαηφηεξα δηάζεκα έξγα ησλ 

αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ θαη απηφ πνπ άζθεζε ηελ κεγαιχηεξε επηξξνή, γηα 

ρηιηάδεο ρξφληα κεηά, ηφζν ζηα καζεκαηηθά ησλ Κηλέδσλ φζν θαη άιισλ πνιηηηζκψλ 

πνπ ζρεηίδνληαλ κε απηνχο.  

Απφ πνιινχο κειεηεηέο ην „Nine Chapters‟ ζεσξείηαη αληίζηνηρν αλ θαη φρη ηζφηηκν 

κε ηα „ηνηρεία‟ ηνπ Δπθιείδε. Ζ ρξνλνιφγεζή ηνπ έρεη απνηειέζεη θαηά θαηξνχο 

αληηθείκελν δηακάρεο δηαθφξσλ εξεπλεηψλ. Αλ θαη ε παξάδνζε ζέιεη ην έξγν απηφ 

λα ηνπνζεηείηαη πνιχ πίζσ ζηελ ηζηνξία ηεο Κίλαο, ζήκεξα δερφκαζηε φηη ζηελ 

αξρηθή ηνπ κνξθή γξάθηεθε πεξίπνπ ηνλ 1
ν
 κ.Υ. αηψλα, θαζψο ζε κηα ιίζηα φισλ 

ησλ ζεκαληηθψλ βηβιίσλ πνπ θαηαξηίζηεθε θαηά ηελ Γπλαζηεία ησλ Han, πεξίπνπ ην 

92 κ.Υ. δελ γίλεηαη θακία απνιχησο αλαθνξά ζε θάπνην έξγν κε παξφκνην ηίηιν. Σν 

βηβιίν, ηφζν ζηελ αξρηθή ηνπ κνξθή φζν θαη ζηε ζεκεξηλή, είλαη απηφ πνπ πξνέθπςε 

απφ δηάθνξνπο ζπγγξαθείο, νη νπνίνη πξφζζεζαλ ή αθαίξεζαλ άιια θνκκάηηα. Δίλαη 

πνιχ πηζαλφ ινηπφλ πνιιά θνκκάηηα ηνπ βηβιίνπ λα είλαη αξθεηά παιαηφηεξα θαη απφ 

ηνλ 1
ν
 αηψλα κ.Υ., πνπ εκείο ζεσξνχκε ζήκεξα φηη νινθιεξψζεθε ην έξγν απηφ.  

Πξφθεηηαη γηα κηα ζπιινγή απφ 246 πξνβιήκαηα καζεκαηηθψλ, ηαμηλνκεκέλα ζε 9 

θεθάιαηα, πνπ αθνξνχλ ηε γεσξγία, ηελ επηρεηξεκαηηθφηεηα, ηε κεραληθή, ηελ 

ηνπνγξαθία-ρσξνκέηξεζε, ηελ επίιπζε εμηζψζεσλ θαη ηηο ηδηφηεηεο ησλ νξζνγσλίσλ 
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ηξηγψλσλ. Κάζε πξφβιεκα απνηειείηαη απφ 3 κέξε κε ηελ ίδηα πάληα δνκή. Σν πξψην 

κέξνο είλαη ε εθθψλεζε ελφο πξνβιήκαηνο, ζην δεχηεξν κέξνο δίλεηαη ε αξηζκεηηθή 

ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ζην ηξίην κέξνο πεξηγξάθεηαη κε ηελ κνξθή νδεγηψλ ν 

ηξφπνο ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο, πάληα ιεθηηθά, ρσξίο λα γίλνληαη πνπζελά πξάμεηο ή 

λα ρξεζηκνπνηείηαη νπνηαζδήπνηε κνξθήο καζεκαηηθφο ζπκβνιηζκφο. ην έξγν απηφ 

ινηπφλ πεξηγξάθνληαη αλαιπηηθά θαλφλεο επίιπζεο θαη εχξεζεο αιιά δελ ππάξρνπλ 

απνδείμεηο, ηνπιάρηζηνλ φρη κε ηελ έλλνηα πνπ απηέο απαληψληαη ζηα αξραία 

ειιεληθά καζεκαηηθά.  

Σν „Nine Chapters‟ είλαη δνκεκέλν έηζη ψζηε ε δπζθνιία ησλ πξνβιεκάησλ λα είλαη 

θιηκαθνχκελε, ελψ δελ γίλεηαη θακία αλαθνξά ζε θάπνην ζεκείν ηνπ έξγνπ γηα ηα 

πξναπαηηνχκελα φισλ απηψλ πνπ πεξηγξάθνληαη. Γηα παξάδεηγκα ελψ ζηηο ιχζεηο 

ησλ πξνβιεκάησλ πξνθαλψο ρξεζηκνπνηνχληαη φιεο νη πξάμεηο, δελ εμεγείηαη 

πνπζελά απφ ηνλ ζπγγξαθέα ν ηξφπνο πνπ εθηεινχληαη απηέο νη πξάμεηο.  

Παξαηίζεηαη εδψ κηα ζπλνπηηθή πεξηγξαθή ησλ καζεκαηηθψλ ζεκάησλ πνπ 

αλαπηχζζνληαη ζε θάζε θεθάιαην θαη ζηε ζπλέρεηα ζα γίλεη εθηελήο αλαθνξά ζε 

θάπνηα απφ απηά. 

Σν 1
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Square Field‟, απνηειείηαη απφ 38 πξνβιήκαηα θαη 

πξαγκαηεχεηαη ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ εκβαδνχ δηαθφξσλ επηθαλεηψλ, φπσο ηζνζθειψλ 

ηξηγψλσλ, θχθισλ, θπθιηθψλ ηνκέσλ, δαθηπιίσλ θαη κεηά αθνινπζνχλ πξνβιήκαηα 

πξάμεσλ κε θιάζκαηα. 

Σν 2
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Decorticated and Non-decorticated Grains‟, απνηειείηαη 

απφ 46 πξνβιήκαηα. Όπσο θαη ζην πξψην θεθάιαην ν ηίηινο δελ αθνξά φια ηα 

πξνβιήκαηα ηνπ θεθαιαίνπ. Έηζη εδψ ζπλαληάκε πξνβιήκαηα αληαιιαγήο 

εκπνξηθψλ πξντφλησλ πνπ απαηηνχλ ηηο γλσζηέο πξάμεηο θαη πνιιά πξνβιήκαηα φπνπ 

ιχλνληαη κε απηφ πνπ απνθαινχκε ζήκεξα ζηε Γχζε, ηελ ΄Απιή κέζνδν ησλ ηξηψλ΄. 

Σν 3
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Decreasing Shares‟ απνηειείηαη απφ 20 πξνβιήκαηα θαη 

είλαη θαη απηφ εηεξνγελέο φπσο θαη ηα άιια. Πεξηιακβάλεη πξνβιήκαηα πνζνζηψλ 

θαη ππνινγηζκνχ ηφθσλ. ην θεθάιαην απηφ ην πξφβιεκα 5 δεηά λα ππνινγηζηεί ν 

αξηζκφο ησλ αηφκσλ πνπ πξέπεη λα θάλνπλ θάηη θαη ε ιχζε είλαη έλαο δεθαδηθφο 

αξηζκφο αηφκσλ. Απηφ κπνξεί λα καο πξνβιεκαηίζεη ζρεηηθά κε ην θαηά πφζν απηά 

ηα πξνβιήκαηα ήηαλ πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα ή αλ επξφθεηην απιά γηα εμάζθεζε ζε 

ιχζε καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ. Πνιχ πηζαλφ ζεσξείηαη βέβαηα ηα πξνβιήκαηα 

απηά λα ιχλνληαλ θαη λα θαηαγξάθνληαλ θαηφπηλ εληνιήο θάπνηνπ αλσηέξνπ 

ζηειέρνπο ηνπ θξάηνπο. 
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Σν 4
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Decrease in Length to the Benefit of the Width‟ 

απνηειείηαη απφ 24 πξνβιήκαηα, απφ ηα νπνία ηα πεξηζζφηεξα είλαη πξνβιήκαηα ζηα 

νπνία ε κηα δηάζηαζε ελφο νξζνγσλίνπ είλαη δεδνκέλε θαη δεηείηαη ε άιιε 

πξνθεηκέλνπ ην εκβαδφλ λα είλαη έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο. Όκσο ε δεδνκέλε 

πιεπξά δίλεηαη πάληα κε ηελ κνξθή 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + … θαη ζε θάζε 

πξφβιεκα πξνζηίζεηαη θαη κηα θιαζκαηηθή κνλάδα. Έηζη απαηηνχληαη ζχλζεηεο 

πξάμεηο κε θιάζκαηα. ηα ππφινηπα πξνβιήκαηα δεηείηαη λα βξεζεί ε πιεπξά 

ηεηξαγψλνπ φηαλ είλαη γλσζηή ε επηθάλεηά ηνπ, ε αθκή ελφο θχβνπ φηαλ δίλεηαη ν 

φγθνο ηνπ, ην κήθνο ηεο πεξηθέξεηαο ελφο θχθινπ φηαλ δίλεηαη ην εκβαδφλ ηεο 

επηθάλεηάο ηνπ θαη ε δηάκεηξνο κηαο ζθαίξαο φηαλ δίλεηαη ν φγθνο ηεο. ε φια απηά 

ηα πξνβιήκαηα απαηηείηαη φπσο είλαη πξνθαλέο ν ππνινγηζκφο ηεηξαγσληθψλ θαη 

θπβηθψλ ξηδψλ.         

Σν 5
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Estimation of Works‟ απνηειείηαη απφ 28 πξνβιήκαηα, ζηα 

νπνία εξγάηεο πξέπεη λα θάλνπλ εθζθαθέο, λα αλνίμνπλ θαλάιηα θαη άιιεο εξγαζίεο. 

Απηφ πνπ απαηηείηαη εδψ ζε φηη αθνξά ηα καζεκαηηθά είλαη ν ππνινγηζκφο φγθσλ 

πξηζκάησλ, ππξακίδσλ, ηεηξάεδξσλ θαη θφινπξσλ θψλσλ. 

To 6
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Fair Distribution of Goods‟ απνηειείηαη απφ 28 

πξνβιήκαηα ππνινγηζκνχ απνζηάζεσλ θαη δηαλνκήο πξντφλησλ. 

Σν 7
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Too much and not enough‟ απνηειείηαη απφ 20 

πξνβιήκαηα ζηα νπνία ρξεζηκνπνηείηαη ν θαλφλαο ΄Rule of Double False Position΄, ν 

νπνίνο ζα αλαπηπρζεί εθηελψο ζε επφκελν θεθάιαην.  

Σν 8
ν
 θεθάιαην κε ηίηιν „Square Arrays‟ απνηειείηαη απφ 18 πξνβιήκαηα πνπ φια 

ζρεηίδνληαη κε ηελ επίιπζε ελφο ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ, κε κηα κέζνδν πνπ είλαη 

παλνκνηφηππε κε ηελ κέζνδν ηνπ Gauss. 

To 9
ν 

θεθάιαην κε ηίηιν „Base-Leg‟ απνηειείηαη απφ 24 πξνβιήκαηα θαη φια 

αλαθέξνληαη ζε νξζνγψληα ηξίγσλα θαη γηα ηελ ιχζε ηνπο ρξεζηκνπνηείηαη ην 

Ππζαγφξεην Θεψξεκα.          

Πνιινί κειεηεηέο ζεσξνχλ πσο ην „Nine Chapters‟ ζπλδέεηαη άκεζα κε ην „Suan Shu 

Shu‟ θαη νπζηαζηηθά πξφθεηηαη γηα ην ίδην έξγν, μαλαγξακκέλν θαη εκπινπηηζκέλν. 

Άιινη πάιη εληνπίδνπλ αξθεηέο δηαθνξέο ζηνλ ηξφπν γξαθήο ηνπ θεηκέλνπ αιιά θαη 

ζην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν θαη ζεσξνχλ πσο δε ζρεηίδνληαη ζίγνπξα ηα δχν έξγα.  

Πξνο ην ηέινο ηεο δπλαζηείαο ησλ Han o Xu Yue γξάθεη ην ζεκαληηθφ έξγν ‘Shushu 

Jiyi’ (Notes on the Traditions of Arithmo-Numerological Processes). Πξφθεηηαη 

γηα έλα κάιινλ απνθξπθηζηηθφ βηβιίν πνπ αζρνιείηαη κε ηελ γξαπηή αλαπαξάζηαζε 
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κεγάισλ θαη πνιχ κεγάισλ αξηζκψλ ζε δηάθνξα αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα. Όια απηά 

ζπλδπάδνληαη ζην έξγν απηφ κε ζξεζθεπηηθέο θαη θηινζνθηθέο ζεσξίεο θαη είλαη 

δχζθνιν θάπνηνο λα ζπλάγεη ην θαζαξά καζεκαηηθφ πεξηερφκελν ηνπ βηβιίνπ.    

Απφ ην 220 σο ην 280 κ.Υ. ε απηνθξαηνξία ηεο Κίλαο ρσξίζηεθε ζε Σξία Βαζίιεηα 

θαη δηήλπζε κηα πεξίνδν αλαηαξαρψλ. 

Σελ πεξίνδν απηή ν ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο Lui Hui μαλαγξάθεη ην πεξίθεκν „Nine 

Chapters‟ θαη ην ζπκπιεξψλεη κε πνιχ θαηαηνπηζηηθά ζρφιηα. Πεξηγξάθεη ηε 

καζεκαηηθή αηηηνιφγεζε ησλ ηξφπσλ ιχζεο πνπ πξνηείλνληαη θαη δίλεη θαη 

ελαιιαθηηθνχο ηξφπνπο ιχζεο.  Αλ θαη δελ γλσξίδνπκε πνιιά πξάγκαηα γηα ηνλ ίδην, 

θαίλεηαη απφ ην έξγν ηνπ πσο πξφθεηηαη γηα έλαλ καζεκαηηθφ κε πνιχ θαιή γλψζε 

φισλ ησλ κεζφδσλ πνπ πεξηγξάθνληαη ζην αξραίν θείκελν ηνπ „Nine Chapters‟ θαη 

πνιιψλ πεξηζζφηεξσλ ηηο νπνίεο εηζάγεη ν ίδηνο ζηα ζρφιηα ηνπ.  

Ο Lui Hui, ήηαλ απφ ηνπο πξψηνπο πνπ ζαθψο είρε ηελ πξφζεζε φρη κφλν λα 

εμεγήζεη ηνπο θαλφλεο ιχζεηο ησλ πξνβιεκάησλ αιιά επηπιένλ λα πείζεη γηα ην φηη 

απηνί νη αιγφξηζκνη είραλ ινγηθή βάζε. Υσξίο ηνλ δηθφ ηνπ ζρνιηαζκφ ην „Nine 

Chapters‟ ζα είρε κείλεη ηελ ηζηνξία σο έλα αθφκα βηβιίν „ζπληαγψλ‟ ιχζεο 

ζπγθεθξηκέλσλ πξνβιεκάησλ.  Δπίζεο θαίλεηαη πσο έρνπκε λα θάλνπκε κε έλαλ πνιχ 

κεηξηφθξσλ ιφγην, θαζψο ζην θεθάιαην 4 ζην πξφβιεκα 24, πξνζπαζψληαο λα 

ππνινγίζεη ηνλ φγθν κηαο ζθαίξαο, ελψ έρεη θζάζεη ζε πνιχ ηθαλνπνηεηηθφ επίπεδν, 

ζπλαληά θάπνηεο δπζθνιίεο θαη γξάθεη „Αο αθήζνπκε απηφ ην πξφβιεκα λα ην ιχζεη 

θάπνηνο άιινο πνπ κπνξεί λα βξεη ηελ αιήζεηα‟.  

Σν „Nine Chapters‟ είρε πνιινχο ζρνιηαζηέο αιιά εκείο ζήκεξα έρνπκε πξφζβαζε 

κφλν ζην έξγν ηξηψλ απφ απηνχο. Σνπ Liu Hui (3
νο

 κ.Υ. αηψλαο), ηνπ Zu Xuan (6
νο

 

κ.Υ. αηψλαο) θαη ηνπ Li Chunfeng (7
νο

 κ.Υ. αηψλαο). 

Σελ ίδηα πεξίπνπ πεξίνδν ν Liu Hui, κεηά ηνλ ζρνιηαζκφ ηνπ „Nine Chapters‟ γξάθεη 

ην έξγν κε ηίηιν ‘Haidao Suanjing’ (Sea Island Computational Canon). Πξφθεηηαη 

γηα έλα ζπκπιεξσκαηηθφ νπζηαζηηθά έξγν ηνπ „Nine Chapters‟ ην νπνίν 

πεξηιακβάλεη 9 πξνβιήκαηα, ηα νπνία φια ζρεηίδνληαη κε ηνλ ππνινγηζκφ 

απνζηάζεσλ, χςνπο, πιάηνπο, βάζνπο πνπ φια ιχλνληαη κε ηελ βνήζεηα νξζνγσλίσλ 

ηξηγψλσλ θαη κε ηηο ηδηφηεηεο ηεο νκνηφηεηαο ησλ ηξηγψλσλ. ε θάπνηα απφ απηά ζα 

γίλεη αλαθνξά ζε επφκελν θεθάιαην.  

► Απφ ην 280 σο ην 420 κ.Υ. ε Κίλα επαλελψζεθε θάησ απφ ηελ Γπλαζηεία 

ησλ Chin. 
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► Απφ ην 420 σο ην 589 κ.Υ. αθνινχζεζαλ δηάθνξεο δπλαζηείεο πνπ φιεο καδί 

είλαη γλσζηέο σο Νόηηεο θαη κεηά Βόξεηεο Γπλαζηείεο.  

Σελ επνρή απηή παξαηεξείηαη κεγάιε αλάπηπμε ηεο βηνκεραλίαο, ηεο αγξνηηθήο 

παξαγσγήο θαη ηνπ εκπνξίνπ θπξίσο ηζαγηνχ, πνξζειάλεο θαη πθαζκάησλ.  

Σελ πεξίνδν απηή εηθάδεηαη (ππάξρνπλ ηειείσο δηαθνξεηηθέο απφςεηο γηα ην πφηε 

αθξηβψο) φηη ζπληάρζεθε θαη ην ζεκαληηθφ έξγν ‘Sunzi Suanjing’ (Sunzi’s 

Computational Canon), απφ ηνλ Sun Zi. Πξφθεηηαη γηα έλα απφ ηα πνιχ ζεκαληηθά 

έξγα θαζψο ν ζπγγξαθέαο ζε αληίζεζε κε απηνχο ησλ „Chou Pei‟ θαη „Nine 

Chapters‟, δελ απεπζχλεηαη ζε φζνπο είλαη ήδε εμνηθεησκέλνη κε ηα έσο ηφηε 

παξαδνζηαθά καζεκαηηθά, αιιά μεθηλά κε ην λα εμεγήζεη αλαιπηηθά ην αξηζκεηηθφ 

ζχζηεκα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θαη ηνλ ηξφπν πνπ εθηεινχληαη νη πξάμεηο κε ηνπο 

ξάβδνπο ππνινγηζκνχ θαη κεηά ζε επφκελν θεθάιαην αζρνιείηαη κε καζεκαηηθά 

πξνβιήκαηα.  

Απφ ηελ άπνςε ηνπ θαζαξά καζεκαηηθνχ πεξηερνκέλνπ ην έξγν είλαη πξνθαλψο 

θαηψηεξν ηνπ „Nine Chapters‟. Όκσο εηδηθφηεξα γηα ηνπο ζεκεξηλνχο κειεηεηέο ησλ 

θηλεδηθψλ καζεκαηηθψλ είλαη έλαο πνιχ ζεκαληηθφο νδεγφο. Δμ‟ άιινπ ζην έξγν 

απηφ ρξεζηκνπνηείηαη ην πεξίθεκν ΄Κηλέδηθν Θεψξεκα ησλ Τπνινίπσλ (The 

Remainder Theorem)΄, ζην νπνίν ζα γίλεη εθηελήο αλαθνξά ζε επφκελν θεθάιαην. 

Αθφκα ζηα πξνβιήκαηα ηνπ έξγνπ απηνχ ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ησλ ηξηψλ, ν 

θαλφλαο ΄Rule of Double False Position΄, ν ππνινγηζκφο ξηδψλ θαη άιια ζηνηρεηψδε 

καζεκαηηθά. 

Πξνο ην ηέινο ηνπ 5
νπ

 αηψλα ν ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο Zu Chongzhi έγξαςε ην έξγν 

‘Zhuishu’. Ζ εξκελεία ηνπ ηίηινπ παξακέλεη άγλσζηε θαζψο ζε θαλέλα άιιν έξγν 

δελ ρξεζηκνπνηείηαη ε ιέμε απηή. Σν έξγν απηφ ζήκεξα έρεη ραζεί, γλσξίδνπκε φκσο 

γηα ην πεξηερφκελφ ηνπ απφ άιια έξγα πνπ αλαθέξνληαη ζε απηφ, αλαγλσξίδεηαη απφ 

ηνπο εηδήκνλεο σο πνιχ ζεκαληηθφ, ν ζπγγξαθέαο ηνπ είρε θαηαιήμεη ζε κηα πνιχ 

θαιή πξνζέγγηζε ηνπ π θαη ην φλνκά ηνπ έρεη ζπλδεζεί κε ηελ πξνζπάζεηα 

ηεηξαγσληζκνχ ηνπ θχθινπ. Παξαθάησ ζα γίλεη εθηελέζηεξε αλαθνξά.   

Σελ πεξίπνπ πεξίνδν απηή θαίλεηαη πσο γξάθηεθε θαη ην ‘Xiahou Yang Suanjing 

(Xiahou Yang’s Computational Canon)’ έξγν αγλψζηνπ ζπγγξαθέα. Πξφθεηηαη γηα 

έλα κάιινλ απνθξπθηζηηθφ έξγν θαη πεξηιακβάλεη αξθεηά πξνβιήκαηα πνπ ιχλνληαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηεηξηκκέλα καζεκαηηθά, γλσζηά απφ πξνεγνχκελα θηλέδηθα έξγα. 

Αθφκα ηφηε πεξίπνπ γξάθεηαη ην ‘Zang Qiujian Suanjing (Zhang Qiujian’s 

Computational Canon)’ απφ ηνλ Zhang Qiujian, γηα ηνλ νπνίν δελ γλσξίδνπκε 
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πνιιά πξάγκαηα. ε απηφ ην έξγν ππάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ ζέηνπλ πξσηφηππα 

εξσηήκαηα καζεκαηηθψλ, φπσο εχξεζε ειάρηζηνπ θνηλνχ πνιιαπιάζηνπ θαη 

αξηζκεηηθέο πξφνδνη. Πξνβιήκαηα πνπ δελ ζπλαληάκε νχηε ζην „Nine Chapters‟ νχηε 

ζε άιιν έξγν σο ηφηε. Απφ ην έξγν απηφ, πνπ είλαη γξακκέλν κε ηνλ ηξφπν πνπ είλαη 

γξακκέλν θαη ην „Nine Chapters‟, αιιά πεξηιακβάλεη πην εμειηγκέλα καζεκαηηθά απφ 

απηφ, πηζηνπνηείηαη ε πξφνδνο ησλ Κηλέδσλ ζηα καζεκαηηθά κεηά ην „Nine Chapters‟. 

Δδψ θαηαγξάθεηαη επίζεο έλα κάιινλ πεξίεξγν πξφβιεκα, πνπ απφ ηνπο ηζηνξηθνχο 

ησλ καζεκαηηθψλ απνθαιείηαη „The Hundred Fowls Problem‟ θαη θαίλεηαη πσο είλαη 

ε πξψηε πξνζπάζεηα ζηα θηλέδηθα καζεκαηηθά λα ιπζνχλ γξακκηθέο εμηζψζεηο ηεο 

κνξθήο:        .  

 Σν „Zang Qiujian Suanjing‟, θαίλεηαη πσο γξάθηεθε κάιινλ γηα λα δηδάμεη ζε 

άιινπο ην πεξηερφκελφ ηνπ παξά γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί σο πξαθηηθφο νδεγφο γηα 

ιχζε πξνβιεκάησλ.    

Σφηε γξάθεηαη θαη ην ‘Wucao Suanjing (Computational Canon of the Five 

Administrative Sections)’, έξγν αγλψζηνπ ζπγγξαθέα θη απηφ, πεξηιακβάλεη 

πξνβιήκαηα ρσξνκέηξεζεο, ππνινγηζκνχ θφξσλ θαη άιια πνπ αθνξνχλ ζηξαηησηηθά 

ζέκαηα. Όια ιχλνληαη κε απιά καζεκαηηθά πνπ ήηαλ ήδε γλσζηά. Σν έξγν 

απεπζχλνληαλ κάιινλ ζε ππαιιήινπο πνπ αζρνινχληαλ κε ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο 

ηνκείο. 

Δπίζεο ηφηε γξάθεηαη θαη ην ‘Wujing Suanshu (Computational Prescriptions of 

the Five Classics)’. Πεξηιακβάλεη ηνλ ζρνιηαζκφ 5 θιαζζηθψλ παιαηφηεξσλ βηβιίσλ 

κεηαμχ ησλ νπνίσλ θαη ην „I-Ching‟. Σν έξγν παξά ηνλ ηίηιν ηνπ δελ πεξηιακβάλεη 

ζεκαληηθά καζεκαηηθά. 

  

► Απφ ην 589 σο ην 617 κ.Υ. ε Κίλα επαλελψζεθε θάησ απφ ηελ Γπλαζηεία 

ησλ Sui. 

Σελ πεξίνδν απηή ε ρψξα γλψξηζε άλζεζε ζην εκπφξην θαη ηελ βηνκεραλία, 

θαηαζθεπάζηεθαλ πνιχ ζεκαληηθά πιεχζηκα θαλάιηα πνπ ζεσξνχληαη άζινο ηεο 

κεραληθήο θαη επεθηάζεθε ην ηληθφ ηείρνο. 

Σφηε έδεζε ν ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο Zhen Luan, είλαη γλσζηφο απφ ηνπο 

ζρνιηαζκνχο πνιιψλ απφ ηα θιαζζηθά βηβιία πνπ αλαθέξνληαη παξαπάλσ. Φαίλεηαη 

κάιηζηα, απφ κηα ιίζηα βηβιίσλ απφ ηελ επνρή ηεο δπλαζηείαο ησλ Sui, πσο ππήξρε 

έλα βηβιίν κε ηίηιν „Zhen Luan Suanshu‟, ην νπνίν ζήκεξα έρεη ραζεί. 
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► Μεηά αθνινπζεί ε Γπλαζηεία ησλ Tang (618 – 907 κ.Υ.).  

ην δηάζηεκα απηφ ε Κίλα απέθηεζε πεξηζζφηεξν πινχην θαη δχλακε αθφκα θαη απφ 

ηελ επνρή ηεο Γπλαζηείαο ησλ Han, γηα απηφ θαη ε πεξίνδνο απηή νλνκάδεηαη 

Υξπζόο Αηώλαο ηεο Κίλαο. Δπίζεο ε Κίλα ηφηε γλψξηζε κεγάιε πνιηηηζηηθή θαη 

πλεπκαηηθή άλζεζε θαη ην 754 ηδξχεηαη ε Απηνθξαηνξηθή Αθαδεκία. Ζ 

μπινηππνγξαθία, δειαδή ε εθηχπσζε βηβιίσλ ζε μχιηλεο πηλαθίδεο φπνπ 

ραξάζζνληαλ αλάγιπθα γξάκκαηα, ε νπνία είρε μεθηλήζεη λα εθαξκφδεηαη απφ ηνλ 6
ν
 

αηψλα, θζάλεη ηφηε ζε βαζκφ ηειεηφηεηαο. Δπίζεο ηελ πεξίνδν απηή εηθάδεηαη πσο 

αλαθαιχθζεθε, πξψηα απφ ηνπο Κηλέδνπο, ε ππξίηηδα.     

Σφηε γξάθεηαη ην ‘Sandeng Shu (The art of the Three degrees; notations for large 

numbers)’ απφ ηνλ Dong Quan θαη ζεσξνχληαλ ζεκαληηθφ. 

Δπίζεο ηφηε γξάθεηαη ην „Jigu Suanjing (Computational Canon of the 

Continuation of Ancient)’ απφ ηνλ Wang Xiaotong. Πξφθεηηαη γηα κηα ζεηξά απφ 

πξνβιήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη θπξίσο κε ηελ θαηαζθεπή κεγάισλ θαλαιηψλ θαη 

αλαρσκάησλ.   

Σφηε δεη θαη ν ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο θαη αζηξνλφκνο Li Chunfeng. Δίλαη γλσζηφο 

γηα ηνλ ζρνιηαζκφ ησλ ζεκαληηθφηεξσλ απφ ηα θιαζζηθά καζεκαηηθά θηλέδηθα έξγα. 

Απηφο καδί κε θάπνηνπο άιινπο ζχγρξνλνχο ηνπ ιφγηνπο, θιήζεθαλ απφ ηνλ 

απηνθξάηνξα, ζηηο αξρέο ηεο δπλαζηείαο ησλ Tang, λα δηακνξθψζνπλ ην πεξίθεκν 

‘Suan-Ching Shih-Shu’ (The Ten Computational Canons).  

To „Ten Computational Canons‟ ήηαλ κηα ζπιινγή απφ καζεκαηηθά εγρεηξίδηα, 

αξραία θαη ζχγρξνλα έξγα, ηα νπνία απνηεινχζαλ ηελ χιε γηα εμεηάζεηο ζηα 

καζεκαηηθά, ζην απηνθξαηνξηθφ παλεπηζηήκην. Γελ μέξνπκε πνηα κνξθή είρε ηφηε, αλ 

ήηαλ έλα εγρεηξίδην ή πνιιά, αλ νη θνηηεηέο είραλ πξφζβαζε ζε απηά ή έξρνληαλ ζε 

επαθή κε απηά κφλν κέζσ ηεο δηδαζθαιίαο απφ δαζθάινπο. Ξέξνπκε πσο ην 1084 γηα 

πξψηε θνξά απηή ε ζπιινγή θαηαγξάθεθε κε ηελ κέζνδν ηεο μπινγξαθίαο. Απφ ηφηε 

αθνινχζεζαλ θαη άιιεο μπινγξαθίεο, αξγφηεξα εθηππψζεηο, ελψ ην πεξηερφκελν 

κπνξεί λα δηαθνξνπνηνχληαλ θαηά θαηξνχο.  

To „Ten Computational Canons‟ ηνλ 18
ν
 αηψλα πήξε ηελ ηειηθή ηνπ κνξθή θαη ζηνπο 

πίλαθεο πνπ αθνινπζνχλ θαίλνληαη ηα έξγα πνπ πεξηιακβάλεη, ζηα πεξηζζφηεξα απφ 

ηα νπνία έρνπκε ήδε αλαθεξζεί παξαπάλσ. Πεξηιακβάλεη 12 έξγα θαζψο ν ηίηινο ηεο 

ζπιινγήο δελ πξνυπνζέηεη πσο ηα έξγα πνπ ζα πεξηειάκβαλε ήηαλ 10.  

 

 



33 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

► Σελ πεξίνδν απφ ην 907 σο ην 960 κ.Υ. ε Κίλα ρσξίζηεθε ζε δεθαπέληε 

πεξίπνπ θξαηίδηα πνπ δηνηθήζεθαλ απφ ηηο Πέληε Γπλαζηείεο θαη παξάιιεια 

κε απηέο ηα Γέθα Βαζίιεηα. 

 

► Μεηά αθνινχζεζε ε Γπλαζηεία ησλ Sung (960 – 1279 κ.Υ.). 

Σφηε επαλελψζεθε ε Κίλα θαη αλαπηχρζεθαλ ηδηαίηεξα ε βηνηερλία, ην εκπφξην θαη ε 

ηππνγξαθεία. Ζ πεξίνδνο απηή ζεσξείηαη σο ε „ρξπζή επνρή‟ γηα ηνλ πνιηηηζκφ ησλ 
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Κηλέδσλ γεληθφηεξα θαη εηδηθφηεξα γηα ηα καζεκαηηθά, κε απνθνξχθσκα ην δεχηεξν 

κηζφ ηνπ 13
νπ

 αηψλα.   

Σελ επνρή απηή έδεζε ν Jia Xian, καζεκαηηθφο θαη αζηξνλφκνο, ν νπνίνο έγξαςε ην 

ρακέλν ζήκεξα έξγν ‘Huangdi Jiuzhang Suanfa Xicao (The Yellow Emperor’s 

Detailed Solutions of Computational Methods in Nine Chapters)’, κηα έθδνζε ηνπ 

„Nine Chapters‟, επξέσο δηαδεδνκέλε ζηελ επνρή ηνπ. Ζ ζπλεηζθνξά ηνπ Jia Xian 

είλαη φηη ρξεζηκνπνίεζε δχν δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο ππνινγηζκνχ ξηδψλ. ηνλ έλα 

δηαθξίλνπκε ην αλάπηπγκα ηνπ δησλχκνπ  


   θαη ην ηξίγσλν ηνπ Pascal θαη 

ζηνλ άιιν ηε κέζνδν Horner.  

Σφηε έδεζε θαη ν Liu Yi ν νπνίνο έγξαςε ην βηβιίν ‘Yigu Genyuam’, ε εξκελεία ηνπ 

ηίηινπ δελ είλαη γλσζηή ζήκεξα, έλα φκσο απφ ηα πξνβιήκαηα πνπ ππάξρνπλ εθεί 

ιχλεηαη θαη απηφ κε ηελ κέζνδν πνπ ζήκεξα απνθαινχκε κέζνδν ηνπ Horner.  

O Li Zhi (1192 - 1279) έγξαςε δχν καζεκαηηθά έξγα, ην ‘Ceyuan Haijing (Mirror 

Comparable with the Ocean Reflecting of Calculations of Circles)’ ην νπνίν είλαη 

θαη ην ζπνπδαηφηεξν θαη 

αξγφηεξα ην ‘Yigu Yanduan 

(New Steps in Computation)’ ην 

νπνίν πεξηιακβάλεη γεσκεηξηθά 

πξνβιήκαηα πνπ ιχλνληαη κε 

αιγεβξηθφ ηξφπν. To „Ceyuan 

Haijing‟ είλαη έλα κάιινλ 

εθθεληξηθφ βηβιίν, ην νπνίν 

πεξηιακβάλεη ζηελ αξρή ηνπ ην 

δηπιαλφ γεσκεηξηθφ ζρήκα, ζηε 

ζπλέρεηα θάπνηα επεμεγεκαηηθά 

ζρφιηα θαη ζηε ζπλέρεηα 170 

πξνβιήκαηα, ηα νπνία φια 

αλαθέξνληαη ζην ίδην ζρήκα πνπ 

πξναλαθέξακε θαη ζηα νπνία ζε 

φια πεξηγξάθεηαη ην ίδην ζελάξην 

πξνβιήκαηνο, δεηείηαη λα 

ππνινγηζηεί ν ίδηνο άγλσζηνο θαη ην απνηέιεζκα είλαη πάληα ν ίδηνο αξηζκφο. Σν 

ζρήκα απηφ αλαπαξηζηά κηα θπθιηθή πφιε θαη ζε φια ηα πξνβιήκαηα δχν άλδξεο ν Α 
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θαη ν Β αθνινπζνχλ δηάθνξεο δηαδξνκέο γχξσ απφ ηελ θπθιηθή πφιε. Οη δχν άλδξεο 

ζηνρεχνπλ ζην λα έρνπλ νπηηθή επαθή κεηαμχ ηνπο ή κε έλα δεδνκέλν αληηθείκελν, 

π.ρ. έλα δέληξν ην νπνίν θξχβεηαη απφ ηα ηείρε ηεο πφιεο θαη πάληα απηφ πνπ 

δεηείηαη ζην ηέινο είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο δηακέηξνπ ηεο πφιεο θαη πάληα ε 

απάληεζε είλαη 240bu. Μέζα απφ απηά ηα πξνβιήκαηα ν Li Zhi ιχλεη πνιπσλπκηθέο 

εμηζψζεηο, ρσξίο φκσο, φπσο θαη άιινη Κηλέδνη καζεκαηηθνί, λα ηνλ ελδηαθέξεη λα 

εμεγήζεη ην πσο ή λα θαηεγνξηνπνηήζεη ηα είδε ησλ εμηζψζεσλ. Όπσο αλαθέξεη ν 

Martzloff [1], ν Li Zhi παξνπζηάδεη ηελ άιγεβξα φπσο θάπνηνο ζα παξνπζίαδε ηελ 

θίλεζε πεξπαηψληαο. Παξαζέηνπκε εδψ έλα πξφβιεκα απφ ην „Ceyuan Haijing‟. 

135bu πξνο ην βνξξά έμσ από κηα θπθιηθή πόιε, είλαη έλα δέληξν. Αλ θάπνηνο 

πεξπαηήζεη 15bu από ηελ λόηηα πύιε ηεο πόιεο θαη κεηά ζηξίςεη πξνο ηα αλαηνιηθά θαη 

πεξπαηήζεη 208bu, ηόηε βιέπεη ην δέληξν. Να ππνινγηζηεί ε δηάκεηξνο ηεο πόιεο.                  

Αλ κεηαθξάζνπκε γεσκεηξηθά ην πξφβιεκα παξηζηάλεηαη σο εμήο:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Li Zhi ιχλεη ην πξφβιεκα κε ηελ επίιπζε κηαο εμίζσζεο ηεηάξηνπ βαζκνχ, θαη ε 

ιχζε είλαη 240bu.  

Άιινο ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο ηεο επνρήο ήηαλ ν Qin Jiushao (1202 – 1261 κ.Υ.), ν 

νπνίνο ζεσξείηαη έλαο κεγάινο καζεκαηηθφο φρη κφλν ηεο επνρήο ηνπ αιιά θαη φισλ 

ησλ επνρψλ. Έγξαςε κεηαμχ άιισλ ην ζπνπδαίν έξγν ‘Shushu Jiuzhang 

(Mathematical Treatise in Nine Sections)’. Σν έξγν απηφ ρσξίδεηαη ζε ελλέα κέξε. 

Ζ δνκή ηνπ κνηάδεη κε απηή ηνπ „Nine Chapters‟ θαη θαίλεηαη πσο ν ζπγγξαθέαο ηνπ 

έρεη κειεηήζεη πνιχ θαιά ην „Nine Chapters‟. Παξφια απηά, ηα πξνβιήκαηα θαη νη 

αιγφξηζκνη πνπ πεξηιακβάλνληαη ζην „Shushu Jiuzhang‟ είλαη αξθεηά πην εμειηγκέλα. 
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Σα πην ζεκαληηθά πξνβιήκαηα ζην έξγν απηφ αθνξνχλ ζηελ Απξνζδηφξηζηε 

Αλάιπζε πξψηνπ βαζκνχ, ζην Θεψξεκα ησλ Τπνινίπσλ, ζηε ιχζε πνιπσλπκηθψλ 

εμηζψζεσλ έσο θαη 10
νπ

 βαζκνχ, ζηα ζπζηήκαηα εμηζψζεσλ, ζην άζξνηζκα φξσλ 

αξηζκεηηθήο πξνφδνπ, ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ π θαη ζηνλ ππνινγηζκφ εκβαδνχ 

ηξηγψλνπ κε έλαλ ηχπν πνπ είλαη παλνκνηφηππνο κε ηνλ γλσζηφ ζε εκάο ζήκεξα σο 

ηχπνο ηνπ Ήξσλα γηα ην εκβαδφ ηξηγψλνπ. Αθφκα ζην έξγν απηφ ν Qin Jiushao 

παξαζέηεη θάπνηα πξνβιήκαηα φπνπ ζηηο ιχζεηο ηνπο ρξεζηκνπνηεί έλα είδνο πξψηκεο 

ηξηγσλνκεηξίαο. Δπίζεο ππάξρεη έλα πξφβιεκα, ην νπνίν απεηθνλίδεηαη ζηε δηπιαλή 

εηθφλα, φπνπ δεηείηαη ην εκβαδφ ηεο 

επηθάλεηαο πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ δχν 

ηζνζθειή ηξίγσλα κε θνηλή βάζε, φηαλ 

δίλνληαη φιεο νη πιεπξέο ησλ ηξηγψλσλ. Δλψ 

κπνξεί λα ην ιχζεη εχθνια κε εθαξκνγή ηνπ 

ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο, πνπ είλαη βέβαην 

πσο γλψξηδε, ν Qin Jiushao ζεκεηψλεη πσο ην 

εκβαδφ απηφ δίλεηαη απφ ηελ ιχζε ηεο 

εμίζσζεο:   

                               

φπνπ          
 

 
 
 

   
 

 
 
 

         θαη 

         
 

 
 
 

   
 

 
 
 

, κε α, b, c ηηο 

δνζείζεο πιεπξέο ησλ ηξηγψλσλ, φπσο 

θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα, φπνπ 

έρνπκε κεηαθέξεη ηελ ιχζε ηνπ Qin Jiushao 

κε ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ.  

Αμίδεη λα ζεκεησζεί πσο ν Qin Jiushao, ηφζν 

ζηελ απφδνζε ησλ εμηζψζεσλ φζν θαη ζην 

ζπκβνιηζκφ ησλ πιεπξψλ δελ ρξεζηκνπνηνχζε 

κεηαβιεηέο, φπσο θαη νη άιινη Κηλέδνη 

καζεκαηηθνί, αιιά ραξαθηεξηζκνχο φπσο 

„κηθξή πιάγηα πιεπξά‟, „κεγάιε πιάγηα 

πιεπξά‟ θαη άιινπο θαη ζην ζρήκα ηνπ πξνβιήκαηνο αλαθέξνληαη θαη ηα κήθε ησλ 

πιεπξψλ. 
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Απηφ πνπ κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε σο πξνο ην γηαηί ην πξφβιεκα ιχλεηαη κε έλαλ 

ηφζν πεξίπινθν ηξφπν είλαη ην φηη ν ζηφρνο ηνπ Qin Jiushao, φηαλ ζέηεη ην πξφβιεκα 

απηφ, δελ είλαη ν ππνινγηζκφο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ εκβαδνχ αιιά ε θαηαζθεπή κηαο 

πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο θαη ε παξνπζίαζε ηνπ ηξφπνπ ιχζεο ηεο.  

Καη επεηδή φπσο έρνπκε ήδε ηνλίζεη γηα ηνπο Κηλέδνπο καζεκαηηθνχο δελ ζα είρε 

λφεκα ε ιχζε κηαο ηέηνηαο εμίζσζεο αλ απηή δελ πξνέθππηε απφ έλα πξφβιεκα ηεο 

θαζεκεξηλήο δσήο, ν Qin Jiushao επηλνεί ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα.  

Δπίζεο ζην ίδην έξγν ν Qin Jiushao 

ιχλεη έλα πξφβιεκα, δίλνληαο ην 

ζρήκα πνπ παξαζέηνπκε δίπια, φπνπ 

δεηείηαη πάιη ε δηάκεηξνο κηαο 

θπθιηθήο πφιεο ελψ ην πξφβιεκα 

φζν θαη ε ιχζε ηνπ (ην ιχλεη κέζσ 

κηαο πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο 10
νπ

 

βαζκνχ) κνηάδνπλ πάξα πνιχ κε 

απηά ηνπ  Li Zhi πνπ πξναλαθέξακε. 

Δίλαη αμηνζεκείσην πσο δχν 

καζεκαηηθνί ζρεδφλ ηελ ίδηα πεξίνδν, αιιά ρσξίο πνηέ λα έρνπλ ζπλαληεζεί ή λα 

έρνπλ έξζεη ζε επαθή ν έλαο κε ην έξγν ηνπ άιινπ, φπσο πξνθχπηεη απφ ηζηνξηθά 

ζηνηρεία, αζρνινχληαη κε παξεκθεξέο αληηθείκελν θαη παξνπζηάδνπλ πξσηφηππεο 

παξφκνηεο ηδέεο. Ζ εμήγεζε κπνξεί λα είλαη φηη νη ηδέεο απηέο δελ είλαη πξσηφηππεο 

αιιά βαζίδνληαη ζε πξνεγνχκελα έξγα άιισλ ζπνπδαίσλ καζεκαηηθψλ ηα νπνία 

έρνπλ ραζεί. Άιισζηε ν Yang Hui, έλαο ζεκαληηθφο καζεκαηηθφο επίζεο ηεο ρξπζήο 

επνρήο ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ 13
νπ

 αηψλα (ζα αλαθεξζνχκε εθηελέζηεξα παξαθάησ), 

αλαθέξεη ζην έξγν ηνπ, φπνπ ρξεζηκνπνηεί ην ηξίγσλν ηνπ Pascal, φηη απηφ 

απνδίδεηαη ζηνλ Jian Xian ην έξγν ηνπ νπνίνπ γλσξίδνπκε φηη ππήξμε αιιά έρεη 

ραζεί. 

Πεξίπνπ ηελ ίδηα πεξίνδν πξνο ην ηέινο ηνπ 13
νπ

 αηψλα έδεζε θαη ν Zhu Shijie, 

γλσζηφο καζεκαηηθφο ν νπνίνο αζρνιήζεθε θπξίσο κε ηελ άιγεβξα. Δίλαη γλσζηά 

δχν έξγα ηνπ ην ‘Suanxue Qimeng’ θαη ην ‘Siyuan Yujian’.  

Σν ‘Siyuan Yujian’ είλαη γλσζηφ γηαηί εθεί ππάξρνπλ πνιιά πξνβιήκαηα 

ππνινγηζκνχ ξηδψλ, εμηζψζεσλ κέρξη θαη βαζκνχ 14
νπ

, γίλεηαη ρξήζε ηνπ 

πνιπσλχκνπ παξεκβνιήο ηνπ Newton θαη ππάξρεη ην παξαθάησ ζρήκα ην νπνίν 

παξηζηάλεη ην γλσζηφ ηξίγσλν ηνπ Pascal, κέρξη  λ = 8. 
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Σελ ίδηα επνρή έδεζε θαη ν Yang Hui, καζεκαηηθφο ν νπνίνο ζε αληίζεζε κε ηνπο Li 

Zhi, Qin Jiushao θαη Εhu Shijie νη νπνίνη αζρνιήζεθαλ φινη κε πεξίπινθνπο 

αιγνξίζκνπο, απηφο αζρνιήζεθε κε ζηνηρεηψδε αξηζκεηηθή. Αλ θαη θάπνπ ππνινγίδεη 

θαη ξίδεο κε κηα κέζνδν ζαλ απηή ηνπ Horner θαη παξαζέηεη θαη απηφο θάπνηα 

πξνβιήκαηα ππνινίπσλ, ζε γεληθέο γξακκέο ηα γξαπηά ηνπ δελ έρνπλ θάηη παξαπάλσ 

απφ φζα ππήξραλ ζηα έξγα ηνπ „Ten Computational Canons‟. Παξφια απηά ζε 

πνζφηεηα ηα γξαπηά ηνπ ππεξηεξνχλ φισλ ησλ πξνγελέζηεξσλ καζεκαηηθψλ. ην 

έξγν ηνπ εκθαλίδνληαη επίζεο γηα πξψηε θνξά καγηθά ηεηξάγσλα κεγαιχηεξεο ηάμεο 

απφ ηξία.  

Σελ πεξίνδν απηή ππφ ηελ εγεζία ηνπ Genghis Khan (Σδέλγθηο Υαλ, 1155 - 1227) νη 

Μνγγφινη απνθηνχλ κεγάιε δχλακε ζηελ πεξηνρή θαη ηέινο ην 1279 κε αξρεγφ ηνλ 

Κνπκπιάη Υαλ, εγγνλφ ηνπ Σδέλγθηο Υαλ, θαηαθηνχλ νιφθιεξε ηελ Κίλα. Απηφο 

ηδξχεη ηελ Απηνθξαηνξία ησλ Yuan (1279 - 1368), ε νπνία γλψξηζε κεγάιε άλζεζε 

σο ην ζάλαηφ ηνπ, νπφηε θαη άξρηζαλ αλαηαξαρέο θαη επαλαζηάζεηο θαηά ησλ 

Μνγγφισλ.  

 

► Σν 1368 έλαο πξψελ βνπδηζηήο κνλαρφο δηψρλεη ηνπο Μνγγφινπο απφ ηελ 

Κίλα θαη ηδξχεη ηελ Γπλαζηεία ησλ Ming (1368 - 1644). 
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 Σφηε ε Κίλα γλψξηζε κεγάιε νηθνλνκηθή, θνηλσληθή θαη πνιηηηζκηθή άλζεζε. Σφηε 

έδεζε ν δηάζεκνο καζεκαηηθφο Cheng Dawei (1533 - 1606). Σα έξγα ηνπ ήηαλ θάηη 

ζαλ καζεκαηηθή εγθπθινπαίδεηα, δελ πεξηειάκβαλαλ πνιιά λέα ζηνηρεία ζε ζρέζε κε 

ηα παιαηφηεξα βηβιία θαη ήηαλ πνιχ δηάζεκα θαζψο έηπραλ πάξα πνιιψλ εθδφζεσλ 

θαη ρξεζηκνπνηνχληαλ ζηηο εμεηάζεηο ηνπ θξάηνπο. 

 

► Αξγφηεξα νη Μαληδνχξηνη ίδξπζαλ ηε Γπλαζηεία ησλ Tsing (1644 - 1911) 

φπνπ ηα ζχλνξα ηεο Κίλαο εμαπιψζεθαλ φζν πνηέ πξηλ.  

Σφηε έδεζε ν Li Shanlan (1811 - 1882) απηνδίδαθηνο καζεκαηηθφο, ν νπνίνο γλψξηδε 

πνιχ θαιά φια ηα ζπνπδαία έξγα ηνπ παξειζφληνο, βνήζεζε ζηε κεηάθξαζε απηψλ 

θαη ηελ δηάδνζή ηνπο κέζσ ησλ ηεξαπνζηφισλ πνπ έθηαλαλ ζηελ Κίλα ηελ επνρή 

εθείλε.  

 

2
ν    

ΚΔΦΑΛΑΗΟ:  ΠΡΟΒΛΖΜΣΑ ΛΟΓΗΜΟΤ 

   

2.1  ΣΑ ΚΛΑΜΑΣΑ ΚΑΗ Ο ΔΤΚΛΔΗΓΔΗΟ ΑΛΓΟΡΗΘΜΟ 

 

Αο δνχκε αξρηθά ηελ Αλζπθαίξεζε, ηνλ Δπθιείδεην Αιγόξηζκν θαη κέζσ απηψλ ηελ 

εχξεζε Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε, φπσο απηά πεξηγξάθνληαη ζην VII Βηβιίν ησλ 

ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε. 

Ωο Αλζπθαίξεζε νξίδεηαη ε δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία αλ έρνπκε δχν ζεηηθνχο 

αθέξαηνπο αξηζκνχο, έζησ     , ηφηε δηαηξνχκε (κεηξάκε) ηνλ α κε ηνλ β θαη 

απνκέλεη ππφινηπν       .  ηε  ζπλέρεηα δηαηξνχκε ην β κε ην    θαη απνκέλεη 

ππφινηπν    <    θαη απηφ ζπλερίδεηαη κε απηφ ηνλ ηξφπν. Ζ δηαδηθαζία απηή 

ζηακαηά φηαλ θάπνην απφ ηα ππφινηπα γίλεη 0. Δίλαη ζίγνπξν φηη θάζε Αλζπθαίξεζε 

θάπνηε ηειεηψλεη αθνχ ην ζχλνιν ησλ ππνινίπσλ               έρεη ειάρηζην 

ζηνηρείν ην 0.  

(1)             

(2)               

(3)               

(4)               

(5)       = …. 

Ο Δπθιείδεηνο Αιγφξηζκνο είλαη έλαο αιγφξηζκνο κε ηνλ νπνίν ν Δπθιείδεο 

ππνινγίδεη ηνλ Μ.Κ.Γ. (ή αιιηψο ην „κέηξν‟) δχν θπζηθψλ αξηζκψλ.  
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χκθσλα ινηπφλ κε ηνλ Δπθιείδεην Αιγφξηζκν, αλ έρνπκε δχν αξηζκνχο έζησ 

   ,  ηφηε: 

 αλ ν β δηαηξεί ηνλ α, είλαη Μ.Κ.Γ.(α, β) = β 

 αλ ν β δελ δηαηξεί ηνλ α, ηφηε εθηεινχκε ηελ Αλζπθαίξεζε φπσο απηή 

πεξηγξάθεθε παξαπάλσ κέρξη λα θαηαιήμνπκε ζε έλα κεδεληθφ ππφινηπν 

έζησ      .  

Θα έρνπκε ηφηε              . 

Σφηε ιέεη ν Δπθιείδεο  Μ.Κ.Γ.(α, β) =    

Αο δνχκε ηψξα πσο αληηκεησπίδνληαη παξφκνηα ζέκαηα ζηα αξραία θηλέδηθα 

καζεκαηηθά.   

Ζ έλλνηα ηνπ θιάζκαηνο γηα ηνπο Κηλέδνπο θαίλεηαη πσο εζηηάδεηαη θπξίσο ζηνλ 

ρσξηζκφ ελφο κεγέζνπο ζε έλαλ αξηζκφ ίζσλ κεξψλ. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ πσο ζηα 

έξγα ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ ν παξαλνκαζηήο θαιείηαη πνιιέο θνξέο κε 

έλαλ φξν πνπ ζεκαίλεη „κεηέξα‟ ελψ ν αξηζκεηήο αληίζηνηρα „γηνο‟. Απηφ δείρλεη 

ηφζν ηελ αληίιεςή ηνπο γηα ηα κεγέζε ησλ δχν φξσλ ηνπ θιάζκαηνο (ν 

παξαλνκαζηήο κεγαιχηεξνο απφ ηνλ αξηζκεηή) αιιά θαη γηα ηε ζρέζε ησλ δχν φξσλ, 

ν παξαλνκαζηήο „γελλά‟ ηνλ αξηζκεηή.  

Οη Κηλέδνη θαίλεηαη πσο αληηκεηψπηδαλ ηηο πξάμεηο κε θιάζκαηα κε ηδηαίηεξν δένο. 

ηελ εηζαγσγή ηνπ γλσζηνχ έξγνπ  „Zang Qiujian Suanjing (Zhang Qiujian‟s 

Computational Canon)‟, αλαθέξεηαη: „Όπνηνο αζρνιείηαη κε ηα καζεκαηηθά δε ζα 

πξέπεη λα θνβάηαη ηε δπζθνιία ησλ πνιιαπιαζηαζκώλ θαη ησλ δηαηξέζεσλ αιιά λα 

θνβάηαη ην κπζηήξην ηεο δηαζύλδεζεο ησλ κεξώλ‟ θαη ελλνεί ηελ κεηαηξνπή ησλ 

εηεξψλπκσλ  θιαζκάησλ ζε νκψλπκα.  

ην „Nine Chapters‟, πνπ είλαη θαη ην θείκελν αλαθνξάο γηα απηφ ην ζέκα, πεξηέρεηαη 

εθηελήο πεξηγξαθή 7 ππνινγηζηηθψλ θαλφλσλ θαη δηαδηθαζηψλ κε θιάζκαηα. ηα 

πξνβιήκαηα 5 σο 24 ηνπ πξψηνπ θεθαιαίνπ πεξηγξάθνληαη νη εθηά θαλφλεο πνπ 

αθνξνχλ: ηελ απινπνίεζε θιαζκάησλ, ηελ πξφζζεζε, ηελ αθαίξεζε, ηε ζχγθξηζε, 

ηνλ αξηζκεηηθφ κέζν θιαζκάησλ, ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ θαη ηε δηαίξεζε θιαζκάησλ.  

Δηδηθφηεξα ζηα πξνβιήκαηα 5 θαη 6, δεηείηαη ε απινπνίεζε ησλ θιαζκάησλ 

  

  
  θαη  

  

  
  αληίζηνηρα θαη ν Liu Hui δίλεη ηελ εμήο ιχζε:  

„Αλ ν αξηζκεηήο θαη ν παξαλνκαζηήο κπνξνύλ λα δηαηξεζνύλ κε ην 2, δηαίξεζέ ηνπο. Αλ 

όρη αθαίξεζε από ηνλ κεγαιύηεξν ηνλ κηθξόηεξν. Δπαλέιαβε ηε δηαδηθαζία κέρξη λα 
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βξεηο ηνλ ΄ίζν αξηζκό΄ (κε ζύγρξνλε νξνινγία ηνλ Μ.Κ.Γ.) θαη δηαίξεζε θαη ηνπο δύν 

όξνπο ηνπ θιάζκαηνο κε απηόλ‟. 

 

Αο δνχκε γηα παξάδεηγκα ηε δηαδηθαζία απηή γηα ην πξφβιεκα 6: 

91 – 49 = 42 

49 – 42 = 7 ← 

42 – 7  = 35 

35 – 7  = 28                                         

28 – 7  = 21 

21 – 7  = 14 

14 – 7  = 7 ←                                      

Άξα ε απάληεζε είλαη:  
  

  
 

    

    
 

 

  
 

Όκσο απηή δελ είλαη ε κφλε ρξήζε ηνπ αιγφξηζκνπ απηνχ, πνπ είλαη ζρεδφλ ίδηνο κε 

ηνλ Δπθιείδεην, απφ ηνπο Κηλέδνπο. 

ην έξγν „Zang Qiujian Suanjing (Zhang Qiujian‟s Computational Canon)‟ πεξίπνπ 

5
νο

 αηψλαο, ππάξρεη ην εμήο πξφβιεκα: 

 

„Έλαο θπθιηθόο δξόκνο γύξσ από έλα ιόθν έρεη κήθνο 325li. Σξεηο άλζξσπνη ηξέρνπλ 

θαηά κήθνο ηνπ δξόκνπ. Ο πξώηνο ηξέρεη κε ηαρύηεηα 150li ηελ ώξα, ν δεύηεξνο κε 

ηαρύηεηα 120li ηελ ώξα θαη ν ηξίηνο κε ηαρύηεηα 90li ηελ ώξα. Αλ μεθηλήζνπλ θαη νη 

ηξεηο ηαπηόρξνλα θη από ην ίδην ζεκείν, πόηε ζα μαλαζπλαληεζνύλ;‟ 

 

Ζ απάληεζε πνπ δίλεηαη είλαη ε εμήο, ζε ζχγρξνλε νξνινγία: 

„Πάξε ηνπο αξηζκνύο ησλ li πνπ ηξέρεη ν θαζέλαο θάζε κέξα θαη βξεο ηνλ Μ.Κ.Γ. 

απηώλ. Γηαίξεζε ην κήθνο ηνπ θπθιηθνύ δξόκνπ κε ηνλ Μ.Κ.Γ. απηώλ (δειαδή εθηειεί 

πάιη ηνλ αιγόξηζκν πνπ πεξηγξάςακε γηα ην Μ.Κ.Γ.)‟.  

Ζ ιχζε είλαη κεηά απφ  
   

  
 ψξεο . 

 

Βιέπνπκε ινηπφλ κηα θαιή γλψζε θαη ρξήζε ηνπ αιγφξηζκνπ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

Μ.Κ.Γ. θαη κέζσ απηνχ ηε ιχζε πνηθίισλ πξνβιεκάησλ.  

Όια απηά ηα πξνβιήκαηα πξνέξρνληαλ θπξίσο απφ δεηήκαηα πνπ αθνξνχζαλ 

αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο ή πξνβιέςεηο. Έηζη ζην έξγν „Shushu Jiuzhang 

(Mathematical Treatise in Nine Sections)‟ ηνπ Qin Jiushao (1202 – 1261 κ.Υ.) 
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ππάξρεη έλα πξφβιεκα φπνπ δεηείηαη λα βξεζεί πφηε ζα ζπκπέζνπλ ν θχθινο ησλ 60 

εκεξψλ, ν  ζειεληαθφο κήλαο ησλ    
   

   
  εκεξψλ θαη ην ειηαθφ έηνο ησλ     

 

 
  

εκεξψλ.  

Ο Qin Jiushao ιχλεη ην πξφβιεκα εθηειψληαο ηξεηο θνξέο ηελ αλζπθαηξεηηθή ηνπ 

κέζνδν πνπ πεξηγξάςακε πξνεγνχκελα. ε ζχγρξνλε νξνινγία δειαδή έρνπκε: 

Μεηαηξέπεη ηνπο αξηζκνχο ζε νκψλπκα θιάζκαηα κε θνηλφ παξαλνκαζηή ην  

           , δειαδή έρεη ηα θιάζκαηα:   
       

    
      

       

    
     

         

    
  

Βξίζθεη ην Δ.Κ.Π. ησλ αξηζκεηψλ: Δ.Κ.Π.(                                ) = 

2.087.476.800  

Σέινο απαληά φηη φια ηα πξνεγνχκελα ζα ζπκπέζνπλ ζε: 

2.087.476.800         = 555.180 κέξεο.  

Φαίλεηαη απφ απηά ηα δχν παξαδείγκαηα πσο νη Κηλέδνη γλψξηδαλ απφ πνιχ παιηά λα 

ππνινγίδνπλ ην Μ.Κ.Γ. κε ηε βνήζεηα ελφο αιγφξηζκνπ πνπ είλαη παξφκνηνο κε ηνπ 

Δπθιείδε θαη επίζεο γλψξηδαλ λα ππνινγίδνπλ ηνλ θνηλφ θχθιν θιαζκάησλ κε ηνλ 

ηχπν πνπ ρξεζηκνπνηνχκε θαη ζήκεξα, δειαδή γηα ηα θιάζκαηα  
 

 
 

 

 
 

 

 
  ν θνηλφο 

θχθινο είλαη    
             

             
 . 

Δπηπιένλ ε δηαδηθαζία ηεο Αλζπθαίξεζεο θαη ηνπ Δπθιείδεηνπ Αιγφξηζκνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη θαη ζηελ πεξίθεκε κέζνδν Dayan, ηελ νπνία πεξηγξάθεη ν  Qin 

Jiushao, επίζεο ζην έξγν ηνπ  Shushu Jiuzhang (Mathematical Treatise in Nine 

Sections)  

O Qin Jiushao θαιεί ηε κέζνδν ππνινγηζκνχ ηνπ x ζηελ ηζνηηκία             , 

φπνπ      θαη Μ.Κ.Γ.(α, b) =1, Dayan κέζνδν γηα ηελ εύξεζε ηεο κνλάδαο, 

βαζίδεηαη θαη απηή ζηελ Αλζπθαίξεζε θαη πεξηγξάθεηαη εθηελψο ζε επφκελε 

παξάγξαθν. 
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2.2  ΜΔΘΟΓΟ ΣΧΝ ΣΡΗΧΝ 

 

Σα πξνβιήκαηα 1 σο 24 ηνπ 2
νπ

 θεθαιαίνπ ηνπ „Nine Chapters‟, ην νπνίν αλαθέξεηαη 

ζε  δεηήκαηα αλαινγηψλ, ρξεζηκνπνηνχλ ηε κέζνδν ησλ ηξηψλ, ηελ νπνία ν Liu Hui, 

απφ ηα ζρφιηά ηνπ θαίλεηαη φηη ζεσξεί πνιχ ζεκαληηθή θαη εμεγεί πφζν ρξήζηκε είλαη 

θαη πφζεο πνιιέο εθαξκνγέο κπνξεί λα έρεη.  

Όια ηα πξνβιήκαηα είλαη απιά θαη αθνξνχλ ηελ πψιεζε θερξηκπαξηνχ ή άιισλ 

πξντφλησλ θαη ηηο ηηκέο ηνπο.  

Αο δνχκε έλα πξφβιεκα απφ ην επφκελν θεθάιαην ην 3
ν 

(ην νπνίν πεξηιακβάλεη 

πξνβιήκαηα κεξηζκνχ), φπνπ θαη εθεί ρξεζηκνπνηείηαη πνιχ ε κέζνδνο ησλ ηξηψλ. 

 

Πξφβιεκα ΗΗΗ.2 

Μηα αγειάδα, έλα άινγν θαη έλα πξόβαην έθαγαλ ζηα ζπαξηά ελόο αγξνθηήκαηνο. Ο 

ηδηνθηήηεο απαίηεζε λα απνδεκησζεί κε 5dou θερξηκπαξηνύ. Ο βνζθόο πνπ είρε ην 

πξόβαην ιέεη ΄ην πξόβαηό κνπ ηξώεη ην κηζό από όζν ηξώεη ην άινγν΄. Ο ηδηνθηήηεο 

ηνπ αιόγνπ ιέεη ΄ην άινγό κνπ ηξώεη ην κηζό από όζν ηξώεη ε αγειάδα΄. Αλ ε 

απνδεκίσζε πιεξσζεί αλάινγα κε ην πόζν έθαγε θάζε δών, λα βξείηε πόζν πξέπεη λα 

ζπλεηζθέξεη ν θάζε έλαο από ηνπο ηξεηο ηδηνθηήηεο.    

Μέζνδνο 

Θεώξεζε όηη ε αγειάδα ηξώεη 4 κέξε, ην άινγν 2 θαη ην πξόβαην 1. Πάξε ην άζξνηζκά 

ηνπο σο δηαηξέηε. Πνιιαπιαζίαζε θάζε θιάζκα (πνζνζηό) κε ηα 5dou θαη ζα βξεηο ηνλ 

αξηζκό ησλ dou ηνπ θαζελόο.  

Δίλαη θαλεξφ φηη ην πξφβιεκα ιχλεηαη κε ηε ινγηθή ηεο κεζφδνπ ησλ ηξηψλ, ε νπνία 

είρε αλαιπζεί ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην.  

Οιφθιεξν ην θεθάιαην νπζηαζηηθά κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ επέθηαζε ηνπ 2
νπ

 

θεθαιαίνπ, αθνχ ζε φια ζρεδφλ ηα πξνβιήκαηα γίλεηαη ρξήζε ηεο κεζφδνπ ησλ 

ηξηψλ αιιά κέζα ζε πην ζχλζεηα πξνβιήκαηα. 

Γεληθφηεξα ε κέζνδνο ησλ ηξηψλ έπαημε ζεκαληηθφ ξφιν ζηα θηλέδηθα καζεκαηηθά. 

ην „Nine Chapters‟, ζην „Sunzi Suanjing‟ (Sunzi‟s Computational Canon – 4
νο

 

αηψλαο) αιιά θαη ζην „Zang Qiujian Suanjing (Zhang Qiujian‟s Computational Canon 

5
νο

 αηψλαο)‟ αλαθέξεηαη ε κέζνδνο θαη νη εθαξκνγέο ηεο. Ο ζπνπδαίνο καζεκαηηθφο 

Yang Hui (13
νο

 αηψλαο) αλαθέξεηαη ζε απηή ζην ζρνιηαζκφ ηνπ ζην „Nine Chapters‟, 

αιιά θαη κεηέπεηηα πνιινί καζεκαηηθνί αλαθέξνληαλ ζε απηή σο θάηη ζεκαληηθφ.  
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ηα ειιεληθά καζεκαηηθά νη έλλνηεο απηέο απαληψληαη ζηα „ηνηρεία‟ ηνπ Δπθιείδε 

ζην 5
ν
 θαη ζην 7

ν
 βηβιίν, ζηα νπνία αλαθέξεηαη ζηα αλάινγα πνζά. 

ηα ηλδηθά καζεκαηηθά, πξνβιήκαηα αλαινγηψλ ζπλαληάκε πξψηα ζην „Aryabhatiya‟ 

ηνπ Aryabhata (499 κ.Υ.) ζην θεθάιαην 2, φπνπ πεξηγξάθεηαη θαη ε κέζνδνο ησλ 

ηξηψλ. Γεληθφηεξα απφ ηνλ 5
ν
 αηψλα θαη κεηά ζε φια ηα έξγα αλαθέξεηαη θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ησλ ηξηψλ. Ο Bhaskara II εθηηκνχζε πνιχ απηή ηε κέζνδν 

θαη κάιηζηα ηε ζεσξνχζε σο ηελ νπζία ηεο αξηζκεηηθήο, φπσο θαίλεηαη ζην έξγν ηνπ 

„Lilavati‟. 

 Ο Needham [5] αλαθέξεη φηη ελψ γεληθφηεξα ε κέζνδνο ησλ ηξηψλ απνδίδεηαη ζηνπο 

Ηλδνχο, απηή ε κέζνδνο εκθαλίδεηαη ζε θηλέδηθα θείκελα πνιχ λσξίηεξα απφ φηη ζε 

νπνηνδήπνηε ζαλζθξηηηθφ θείκελν. Δπίζεο απηφ πνπ είλαη αμηνζεκείσην είλαη φηη νη 

δχν ιανί ρξεζηκνπνηνχλ παξφκνηα νξνινγία γηα ηνπο 3 φξνπο ηεο κεζφδνπ.  

Όζνλ αθνξά ηνπο άξαβεο, ζπλζέηνληαο ηα ειιεληθά θαη ηλδηθά δεδνκέλα, εθάξκνδαλ 

ηε κέζνδν ησλ ηξηψλ ζε δηάθνξεο πεξηπηψζεηο θαη κάιηζηα νη Al-Khνwarizmi θαη Al-

Biruni ηελ απνθαινχζαλ φπσο θαη εκείο ζήκεξα.  

Όηαλ ε κέζνδνο έγηλε γλσζηή ζηε Γχζε, πεξίπνπ ηνλ 15
ν
 αηψλα ήηαλ ηφζν δηάζεκε 

αλάκεζα ζηνπο εκπφξνπο πνπ ηελ απνθαινχζαλ „Υξπζφ Καλφλα‟.    

    

 

2.3  RULE OF DOUBLE FALSE POSITION 

 

ηα πξνβιήκαηα 1σο 20 ηνπ 7
νπ

 θεθαιαίνπ ηνπ „Nine Chapters‟, πεξηγξάθεηαη ε 

ιχζε γξακκηθψλ εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο:       , κε κηα κέζνδν „πιενλάζκαηνο 

– ειιείκαηνο‟ ή φπσο είλαη ζήκεξα γλσζηφ  ‘Rule of Double False Position’.   

   

Σν 4
ν
 πξφβιεκα ηνπ θεθαιαίνπ ιέεη: 

Μηα νκάδα αλζξώπσλ αγνξάδνπλ καδί κεξηθά θνηόπνπια. Αλ ν θαζέλαο ηνπο 

ζπλεηζθέξεη 9 λνκίζκαηα ηόηε ζα πξνθύςεη πιεόλαζκα 11 λνκίζκαηα. Δλώ αλ ν 

θαζέλαο ηνπο ζπλεηζθέξεη 6 λνκίζκαηα, ηόηε ζα πξνθύςεη  έιιεηκκα 16 λνκίζκαηα. 

Πνην είλαη ην θόζηνο ησλ θνηόπνπισλ θαη πόζα άηνκα απνηεινύλ ηελ νκάδα;   
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Ζ δηαδηθαζία επίιπζεο πνπ αθνινπζείηαη είλαη ε εμήο: 

 Σνπνζέηεζε ηα πνζά (9  θαη  6) πνπ δίλεη ν θαζέλαο θάζε θνξά ζε κηα 

γξακκή. 

 Μεηά βάιε ην πιεφλαζκα (11) θαη ην έιιεηκκα (16) ζηελ απφ θάησ γξακκή. 

 Βξεο ηα ρηαζηί γηλφκελα απηψλ (9 16=144 θαη 6 11=66) ηα νπνία πξνζζέηεηο        

(144 + 66 = 210). 

 Πξφζζεζε ην πιεφλαζκα θαη ην έιιεηκκα  (11 + 16 =27). 

 Βξεο ην πειίθν ηνπ πξψηνπ αζξνίζκαηνο (210) πξνο ην δεχηεξν άζξνηζκα 

(27), (βξίζθεη δειαδή έηζη ην πνζφ πνπ ζα πξέπεη πξαγκαηηθά λα ζπλεηζθέξεη 

ν θαζέλαο, 210/27, πξνθεηκέλνπ λα αγνξάζνπλ απηφ πνπ ζέινπλ). 

 Γηα λα βξεηο ηψξα ην πνζφ πνπ ζα πιεξψζνπλ,  αθαίξεζε απφ ην κεγαιχηεξν 

ην κηθξφηεξν πνζφ πνπ ππνζεηηθά δίλνπλ (9 - 6 = 3) θαη κε απηφ πνπ κέλεη 

δηαίξεζε ηνλ δηαηξεηέν πνπ βξήθεο πξηλ θαη ζα έρεηο ην θφζηνο ηνπ 

αληηθεηκέλνπ (210/3 = 70). Με ηνλ ίδην αξηζκφ δηαίξεζε ηνλ δηαηξέηε πνπ 

βξήθεο πξηλ θαη ζα έρεηο ην πιήζνο ησλ αηφκσλ (27/3 = 9).     

Σν πξφβιεκα 5 ηνπ θεθαιαίνπ 7, ζην νπνίν θαη νη δχν ηηκέο είλαη κεγαιχηεξεο απφ 

ηελ ζσζηή ηηκή, ιέεη: 

Μηα νκάδα αηόκσλ αγνξάδνπλ καδί κηα πνζόηεηα ρξπζνύ. Αλ ν θαζέλαο ζπλεηζθέξεη 

400 λνκίζκαηα ηόηε ην πιεόλαζκα είλαη 3400 λνκίζκαηα. Δλώ αλ ν θαζέλαο 

ζπλεηζθέξεη 300 ηόηε ην πιεόλαζκα είλαη 100. Πόζν θνζηίδεη ν ρξπζόο πνπ αγνξάδνπλ 

θαη πόζα άηνκα απνηεινύλ ηελ νκάδα;      

 

Ζ δηαδηθαζία επίιπζεο πνπ αθνινπζείηαη είλαη ε εμήο: 

 Σνπνζέηεζε ηα πνζά (400 θαη 300) πνπ δίλεη ν θαζέλαο θάζε θνξά ζε κηα 

γξακκή. 

 Μεηά βάιε ηα πιενλάζκαηα (3400) θαη (100) ζηελ απφ θάησ γξακκή. 

 Βξεο ηα ρηαζηί γηλφκελα απηψλ (400 100=40.000 θαη 3400 300=1.020.000). 

 Απφ ην κεγαιχηεξν γηλφκελν αθαίξεζε ην κηθξφηεξν (1.020.000 - 210 = 

980.000) 

 Απφ ην κεγαιχηεξν πιεφλαζκα αθαίξεζε ην κηθξφηεξν (3400 – 100 = 3300 ) 

 Βξεο ην πειίθν ηεο πξψηεο δηαθνξάο (980.000) πξνο ηε δεχηεξε δηαθνξά 

(3300), (βξίζθεη δειαδή έηζη ην πνζφ πνπ ζα πξέπεη πξαγκαηηθά λα 
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ζπλεηζθέξεη ν θαζέλαο, 980.000/3300, πξνθεηκέλνπ λα αγνξάζνπλ ην ρξπζφ 

πνπ ζέινπλ). 

 Γηα λα βξεηο ηψξα ην πνζφ πνπ ζα πιεξψζνπλ,  αθαίξεζε απφ ην κεγαιχηεξν, 

ην κηθξφηεξν πνζφ πνπ ππνζεηηθά δίλνπλ (400 - 300 = 100) θαη κε απηφ πνπ 

κέλεη δηαίξεζε ηνλ δηαηξεηέν πνπ βξήθεο πξηλ θαη ζα έρεηο ην θφζηνο ηνπ 

αληηθεηκέλνπ (980.000/100 = 9800). Με ηνλ ίδην αξηζκφ δηαίξεζε ηνλ δηαηξέηε 

πνπ βξήθεο πξηλ θαη ζα έρεηο ην πιήζνο ησλ αηφκσλ (3300/100 = 33).     

 

Σν πξφβιεκα 6 ηνπ θεθαιαίνπ 7, ζην νπνίν θαη νη δχν ηηκέο είλαη κηθξφηεξεο απφ ηελ 

ζσζηή ηηκή, ιέεη: 

Μηα νκάδα αηόκσλ αγνξάδνπλ καδί έλα πξόβαην. Αλ ν θαζέλαο ζπλεηζθέξεη 5 

λνκίζκαηα ηόηε ην έιιεηκκα είλαη 45 λνκίζκαηα. Δλώ αλ ν θαζέλαο ζπλεηζθέξεη 7 ηόηε 

ην πιεόλαζκα είλαη 3. Πόζν θνζηίδεη ην πξόβαην πνπ αγνξάδνπλ θαη πόζα άηνκα 

απνηεινύλ ηελ νκάδα;      

 

Ζ δηαδηθαζία επίιπζεο πνπ αθνινπζείηαη είλαη ε εμήο: 

 Σνπνζέηεζε ηα πνζά (5 θαη 7) πνπ δίλεη ν θαζέλαο θάζε θνξά ζε κηα γξακκή. 

 Μεηά βάιε ηα πιενλάζκαηα (45) θαη (3) ζηελ απφ θάησ γξακκή. 

 Βξεο ηα ρηαζηί γηλφκελα απηψλ (3 5 = 15 θαη  45 7 = 315). 

 Απφ ην κεγαιχηεξν γηλφκελν αθαίξεζε ην κηθξφηεξν (315 - 15 = 300) 

 Απφ ην κεγαιχηεξν πιεφλαζκα αθαίξεζε ην κηθξφηεξν (45 – 3 = 42 ) 

 Βξεο ην πειίθν ηεο πξψηεο δηαθνξάο (300) πξνο ηε δεχηεξε δηαθνξά (42), 

(βξίζθεη δειαδή έηζη ην πνζφ πνπ ζα πξέπεη πξαγκαηηθά λα ζπλεηζθέξεη ν 

θαζέλαο, 300/42, πξνθεηκέλνπ λα αγνξάζνπλ ην πξφβαην πνπ ζέινπλ). 

 Γηα λα βξεηο ηψξα ην πνζφ πνπ ζα πιεξψζνπλ,  αθαίξεζε απφ ην κεγαιχηεξν 

ην κηθξφηεξν πνζφ πνπ ππνζεηηθά δίλνπλ (7 - 5 = 2) θαη κε απηφ πνπ κέλεη 

δηαίξεζε ηνλ δηαηξεηέν πνπ βξήθεο πξηλ θαη ζα έρεηο ην θφζηνο ηνπ πξνβάηνπ 

(300/2 = 150). Με ηνλ ίδην αξηζκφ δηαίξεζε ηνλ δηαηξέηε πνπ βξήθεο πξηλ θαη 

ζα έρεηο ην πιήζνο ησλ αηφκσλ (42/2 = 21).     

 

Παξαηεξνχκε φηη ζην θεθάιαην απηφ ιχλνληαη παξφκνηα πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχλ 

εμηζψζεηο ζηηο νπνίεο αθνχ δίλνληαη δχν ππνζεηηθέο ιχζεηο, κεηά καο δίλεηαη ην 

πιεφλαζκα ή ην έιιεηκκα. Πεξηγξάθνληαη πξνβιήκαηα φπνπ θαη νη δχν ηηκέο δίλνπλ 
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πιεφλαζκα ή θαη νη δχν ηηκέο δίλνπλ έιιεηκκα ή πξνβιήκαηα φπνπ ε κία ηηκή δίλεη 

πιεφλαζκα θαη ε άιιε έιιεηκκα. 

Όια απηά αλ ηα ζπλνςίζνπκε θαη ηα κεηαθξάζνπκε ζε ζχγρξνλα καζεκαηηθά ε 

κέζνδνο γίλεηαη: 

Έζησ φηη έρνπκε ηελ εμίζσζε: ax + b = c θαη καο δίλνληαη δχν ηπραίεο θαη 

πηζαλφηαηα ιαλζαζκέλεο ηηκέο ηνπ x , έζησ  
1x  θαη 

2x  νη νπνίεο καο δίλνπλ θαη απφ 

έλα ιάζνο, έζησ 1c   θαη  
2c  αληίζηνηρα (πιεφλαζκα ή έιιεηκκα).  

Έηζη ζα έρνπκε: 

a 1x  + b = c + 1c  

a 2x  + b = c + 2c  

Σφηε ζα έρνπκε:    1 2

1 2

c c
a

x x





    θαη    2 1 1 2

1 2

x c x c
c b

x x


 


 

Καη ηέινο:  2 1 1 2

1 2

x c x cc b
x

a c c


 


 

Καη έρνπκε ηνλ θαλφλα πνπ ζήκεξα νλνκάδνπκε „Rule of Double False Position‟. 

Ο αιγφξηζκνο „Ying Buzu Shu‟, γλσζηφο κεηέπεηηα ζηε Γχζε σο „Rule of Double 

False Position‟ ρξνλνινγείηαη πεξίπνπ ηνλ 2
ν
 π.Υ. αηψλα θαη πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά 

ζην 7
ν
 θεθάιαην ηνπ πεξίθεκνπ „Nine Chapters‟.  

Δίλαη ε αξραηφηεξε κέζνδνο ππνινγηζκνχ πξαγκαηηθψλ ξηδψλ κηαο εμίζσζεο.  

ηελ αξραηφηεηα γλσξίδνπκε φηη ρξεζηκνπνηνχληαλ ζπρλά ε κέζνδνο ‘Rule of 

(Single) False Position’ κε ηελ νπνία έιπλαλ εμηζψζεηο ηνπ ηχπνπ: ax = c.  

Τπέζεηαλ ινηπφλ φηη ην x έπαηξλε κηα ηηκή 1x  θαη φηη ηφηε ε εμίζσζε γηλφηαλ:   

a 1x  = c1 ≠ c.  

Σφηε ππνιφγηδαλ ην πειίθν  1

1

x

c
 θαη κεηά ππνιφγηδαλ ηελ ιχζε ηεο εμίζσζεο σο εμήο: 

1

1

x
x c

c
 .  

Ζ κέζνδνο απηή πεξηγξάθεηαη ηφζν ζηνλ αηγππηηαθφ πάππξν ηνπ Rhind φζν θαη ζε 

βαβπισληαθέο πήιηλεο πιάθεο.  

Ωζηφζν πξηλ ηνλ 12
ν
 αηψλα κ.Υ., φπνπ ζπλαληάκε ηνλ θαλφλα απηφ ζε έλα ηλδηθφ 

ρεηξφγξαθν ην „Lilavati‟ ηνπ Bhaskara, δελ έρνπκε άιιε θαηαγξαθή ηνπ θαλφλα 

απηνχ εθηφο απφ ην „Nine Chapters‟.  
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χκθσλα βέβαηα κε θάπνηνπο εξεπλεηέο ν ζεκαληηθφο άξαβαο καζεκαηηθφο Al- 

Khνwarizmi (780-850 κ.Υ.), απφ ην φλνκα ηνπ νπνίνπ πξνήιζε ε ιέμε „Αιγφξηζκνο‟ 

θαη ν νπνίνο έγξαςε ην αξραηφηεξν βηβιίν αιγνξίζκσλ ζηα αξαβηθά, γλψξηδε θαιά 

ηελ κέζνδν απηή, θαζψο είρε ππφςε ηνπ ην έξγν „Nine Chapters‟ θαη άιια αξραία 

θηλέδηθα έξγα πνπ αλαθέξνληαλ ζηα καζεκαηηθά.  

Δπίζεο ηνλ 11
ν
 αηψλα κ.Υ. γξάθηεθε ζηελ Δπξψπε έλα βηβιίν ζηα Λαηηληθά, 

αγλψζηνπ ζπγγξαθέα πνπ ιεγφηαλ „The Book of Increase and Decrease‟ θαη ήηαλ  

κεηάθξαζε απφ αξαβηθφ έξγν. Δθεί ινηπφλ ν θαλφλαο πνπ νλνκάδεηαη „Rule of 

Increase and Decrease‟ δίλεη ζα ιέγακε κε κηα ζχγρξνλε κεηαθνξά έλαλ ηξφπν ιχζεο 

ηεο:  ax + b = c. Γίλεη ζην x δχν ππνζεηηθέο ηηκέο 
1x  θαη  

2x  θαη κεηά έρεη:  

a 1x  + b = c + 1c   
 θαη    a 2x  + b = c + 2c   αληίζηνηρα.  

Μεηά φπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα ζρεδίαδαλ δχν παξάιιειεο γξακκέο 

πνπ ζηε κέζε ζρεκάηηδαλ έλα Υ. Σνπνζεηνχζαλ ηηο ππνζεηηθέο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 

κεηαμχ ησλ παξαιιήισλ επζεηψλ θαη ηηο απνθιίζεηο  1c  θαη  2c  ηηο ηνπνζεηνχζαλ 

πάλσ απφ ηελ πξψηε παξάιιειε αλ ήηαλ ζεηηθφ (πιεφλαζκα) θαη θάησ απφ ηε 

δεχηεξε παξάιιειε αλ ήηαλ αξλεηηθφ. Καη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο ήηαλ  2 1 1 2

1 2

x c x c
x

c c






αλ ηα  1c  θαη  2c  ήηαλ ζην ίδην επίπεδν, δειαδή αλ θαη γηα ηηο δχν απζαίξεηεο ηηκέο 

έρνπκε ή πιεφλαζκα ή έιιεηκκα θαη 2 1 1 2

1 2

x c x c
x

c c





, αλ ηα  1c  θαη  2c

, 
ήηαλ ζε 

δηαθνξεηηθά επίπεδα, δειαδή αλ γηα ηηο δχν απζαίξεηεο ηηκέο έρνπκε πιεφλαζκα γηα 

ηελ κία θαη έιιεηκκα γηα ηελ άιιε.                 
 

      

 

 

 

 

 

 

 

Απηή ε κέζνδνο πξάγκαηη κνηάδεη πνιχ κε ηελ κέζνδν πνπ πεξηγξάθεηαη ζην „Nine 

Chapters‟.         

1x  2x  1x  2x  
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Ζ κέζνδνο απηή ινηπφλ ζηηο δηάθνξεο εθδνρέο ηεο ήηαλ επξέσο γλσζηή κεηά ηελ 

Κίλα θαη ζηε κέζε Αλαηνιή θαη θαινχληαλ „Khitai Method‟ φπνπ Khitai ζεκαίλεη 

Κίλα.  

Δίλαη γλσζηφ φηη ε κέζνδνο απηή δηαδφζεθε ζηελ Γχζε απφ ηνλ Fibonacci (1170-

1250 κ.Υ.) ν νπνίνο κεηά απφ θάπνηα ηαμίδηα ηνπ ζηελ Αίγππην, ηε ηθειία ηελ 

Διιάδα θαη ηε πξία, έγξαςε ην πεξίθεκν έξγν ηνπ „Liber Abaci‟ φπνπ αθηέξσζε 

φιν ην 13
ν
 θεθάιαην ζηε κέζνδν απηή πνπ ηελ εηζάγεη κε ην φλνκα „De Regulis el 

Chatayan‟ ζηα ιαηηληθά, δειαδή „Ο Κηλέδηθνο Καλφλαο‟. Κάπνηα απφ ηα 

παξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνίεζε ν Fibonacci είλαη αθξηβψο ηα ίδηα κε απηά ησλ 

αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ. Ζ κέζνδνο απηή απνδίδεηαη ζην  „Liber Abaci‟ ζηα 

Λαηηληθά σο „Duarum Falsarum Posicionum Regula‟ θαη έηζη επηθξάηεζε ζηε Γχζε 

σο „Rule of Double False Position‟.    

Μπνξνχκε ινηπφλ κε αζθάιεηα λα ππνζέζνπκε φηη ν θαλφλαο απηφο έρεη ηηο ξίδεο ηνπ 

ζηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά θαη κεηαθέξζεθε ζηε Γχζε κέζσ ησλ αξαβηθψλ 

καζεκαηηθψλ θαη δηακέζνπ ηνπ Γξφκνπ ηνπ Μεηαμηνχ.    

χκθσλα κε ηνλ Ζe Ji-Huam [26] ε κέζνδνο είλαη αληίζηνηρε αλ φρη παξφκνηα κε ηελ 

κέζνδν „Newton–Raphson‟ εχξεζεο ξίδαο κηαο εμίζσζεο. H κέζνδνο απηή, ηεο 

Αξηζκεηηθήο Αλάιπζεο πεξηγξάθεη πσο κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε κηα ιχζε ηεο 

εμίζσζεο       , εθφζνλ γλσξίδνπκε ηελ ζπλαξηεζηαθή κνξθή ηεο  ΄   . 

Θεσξνχκε κηα πξψηε 

πξνζέγγηζε     θαη 

εθαξκφδνπκε ηε ζρέζε 

      
     

 ΄    
 . 

Γεσκεηξηθά ην     είλαη 

ην ζεκείν ζην νπνίν ε 

εθαπηνκέλε ηεο      

ζην ζεκείν    ηέκλεη ηνλ 

άμνλα       
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Δπαλαιακβάλνληαο ηελ εθαξκνγή ηνπ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ:          
     

 ΄    
 , 

          φπνπ  ΄       γηα φια ηα    ,  κέρξη ε δηαθνξά κεηαμχ δχν 

εθαξκνγψλ λα γίλεη ηθαλνπνηεηηθά κηθξή, θαηαιήγνπκε ζε κηα φζν αθξηβή 

πξνζέγγηζε ζέινπκε, ηεο ιχζεο ηεο       . 

Έζησ ινηπφλ κηα αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο κνξθήο       .  

Αλ    θαη    είλαη δχν θαηά πξνζέγγηζε ιχζεηο ηεο εμίζσζεο θαη      ,         νη 

ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο αληίζηνηρα ηφηε κηα θαιχηεξε πξνζέγγηζε ηεο ιχζεο ηεο 

εμίζσζεο είλαη ε     
                

            
 , δειαδή απηφ πνπ πεξηγξάθεηαη ζην „Nine 

Chapters‟.  

Σψξα αλ κεηαζρεκαηίζνπκε ηε ζρέζε  

   
                

            
         

             

            
  θαη εηζάγνληαο ηελ πξψηε 

παξάγσγν    ΄     
             

      
 ,  ζα έρνπκε        

     

 ΄    
   πνπ είλαη ν 

αλαδξνκηθφο ηχπνο ησλ  Newton–Raphson. 

 

  

2.4  ΤΣΖΜΑΣΑ 

 

Μέζα ζην „Nine Chapters of the Mathematical Art‟ νη γξακκηθέο εμηζψζεηο κε έλαλ 

άγλσζην ιχλνληαλ κε ηελ κέζνδν „Double False Position‟ ελψ ηα ζπζηήκαηα 

γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε 2 ή 3 άγλσζηνπο ιχλνληαλ κε ηερληθέο ζηνλ πίλαθα 

ππνινγηζκψλ, ζρεδφλ ίδηεο κε απηέο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε ζηα ζχγρξνλα καζεκαηηθά 

κε έλαλ θαλφλα πνπ νλνκάδνληαλ ‘Fangcheng’. Οη ζπληειεζηέο ηνπνζεηνχληαη ζε 

ζηήιεο θαη κεηά κε πξάμεηο κεηαμχ ησλ ζηειψλ θζάλνπκε ζε κηα ηξηγσληθή κνξθή. 

Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλφο φηη γηα πξψηε θνξά ζην θεθάιαην απηφ 

ρξεζηκνπνηνχληαη αξλεηηθνί αξηζκνί θαη πξάμεηο κε απηνχο. 

χκθσλα κε ηνλ Kline νη Ηλδνί εηζήγαγαλ ηνπο αξλεηηθνχο αξηζκνχο, θαζψο ηνπο 

ρξεζηκνπνηνχζαλ γηα λα παξαζηήζνπλ ην βάζνο. Απηφ εκθαλίδεηαη γηα πξψηε θνξά 

ζην έξγν ηνπ Brahmagupta, πεξίπνπ ην 628, ελψ ζην „Nine Chapters‟ ηνπο ζπλαληάκε 

ηνπιάρηζηνλ 500 ρξφληα λσξίηεξα. ηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά 

ρξεζηκνπνηνχληαη ηα δηαθνξεηηθά ρξψκαηα ησλ αξηζκψλ γηα λα δηαρσξίζνπλ ηνπο 

αξλεηηθνχο απφ ηνπο ζεηηθνχο. Έηζη ζεκείσλαλ κε θφθθηλν ηνπο ζεηηθνχο θαη κε 

καχξν ηνπο αξλεηηθνχο.  
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Δπηζηξέθνληαο ζηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ, αμίδεη λα αλαθέξνπκε φηη ελψ ν 

Γηφθαληνο (275 κ.Υ.) ή ν Brahmagupta (628 κ.Υ.) ρξεζηκνπνηνχζαλ πνηθίινπο 

ηξφπνπο γηα λα δηαρσξίδνπλ ηηο δηάθνξεο κεηαβιεηέο, γηα παξάδεηγκα ν Brahmagupta 

ρξεζηκνπνηνχζε θη απηφο δηαθνξεηηθά ρξψκαηα γηα θάζε κεηαβιεηή, νη θηλέδνη 

δνπιεχνληαο ζην πίλαθα ππνινγηζκψλ δηαρψξηδαλ κε επθνιία ηηο κεηαβιεηέο.  

Αο δνχκε έλα παξάδεηγκα, ην πξψην πξφβιεκα απφ ην 8
ν
 θεθάιαην ηνπ „Nine 

Chapters of the Mathematical Art‟, έλα ζχζηεκα 3 εμηζψζεσλ κε 3 αγλψζηνπο. 

 

Τπάξρνπλ ηξία δηαθνξεηηθά είδε θαιακπνθηνύ από ην νπνίν, 3 δέζκεο από ην 1
ν
 είδνο, 

2 δέζκεο από ην 2
ν
 είδνο θαη 1  δέζκε από ην 3

ν
 είδνο καο δίλνπλ 39 tou θαιακπνθηνύ. 

2 δέζκεο από ην 1
ν
 είδνο, 3 από ην 2

ν
 θαη 1 από ην 3

ν
 καο δίλνπλ 34 tou θαιακπνθηνύ. 

Δλώ, 1 δέζκε από ην 1
ν
 είδνο, 2 από ην 2

ν
 θαη 3 από ην 3

ν
 καο δίλνπλ 26 tou 

θαιακπνθηνύ. Πόζα tou θαιακπνθηνύ πεξηέρνληαη ζε θάζε δέζκε ηνπ θάζε είδνπο;  

 

Καλφλαο επίιπζεο: 

Σνπνζέηεζε ζε κηα ζηήιε δεμηά ηηο 3 δέζκεο ηνπ 1
νπ

 είδνπο, ηηο 2 δέζκεο ηνπ 2
νπ

 είδνπο 

θαη ηελ 1 δέζκε ηνπ πξώηνπ είδνπο θαη από θάησ ηα 39 tou πνπ απηέο δίλνπλ. Σν ίδην 

θάλε θαη γηα ηελ κεζαία θαη γηα ηελ αξηζηεξή ζηήιε.  

Γειαδή:  

 

1 2 3   1
ν
 είδνο θαιακπνθηνύ 

2 3 2   2
ν
 είδνο θαιακπνθηνύ 

3 1 1   3
ν
 είδνο θαιακπνθηνύ 

26 34 39    Αξηζκόο ησλ tou 

 

Με ηνλ πξώην αξηζκό ηεο δεμηάο ζηήιεο (ην 3) πνιιαπιαζίαζε ηελ κεζαία ζηήιε. Μεηά 

από απηό πνπ έρεηο ζηε κεζαία ζηήιε αθαίξεζε επαλαιακβαλόκελα ηελ δεμηά ζηήιε. 

Κάλε ην ίδην θαη κε ηελ αξηζηεξή ζηήιε. 

Γειαδή: 

 

 



52 
 

   

  

       
      
                      

   
   
                                                     

ηε ζπλέρεηα κε ην δεύηεξν αξηζκό ηεο κεζαίαο ζηήιεο πνιιαπιαζίαζε ηελ αξηζηεξή 

ζηήιε θαη από απηό πνπ έρεη ηώξα ε αξηζηεξή ζηήιε αθαίξεζε επαλαιακβαλόκελα ηελ 

κεζαία ζηήιε.  

Γειαδή: 

 

                                                                     

   
          

       
                                                  

 

 

 

 

Σν πειίθν, ηνπ ηειεπηαίνπ αξηζκνύ πνπ έρεη κείλεη ζηελ αξηζηεξή ζηήιε (99) κε ηνλ 

αξηζκνύ πάλσ από απηόλ (36) είλαη ε πνζόηεηα ηνπ θαιακπνθηνύ ηνπ 3
νπ

 είδνπο. 

Γειαδή  99/36.  

 

Γηα λα βξεηο ηελ πνζόηεηα θαιακπνθηνύ ηνπ 2
νπ

 είδνπο, πνιιαπιαζίαζε ηε κεζαία 

ζηήιε κε ηνλ αξηζκό ησλ tou ηνπ 3
νπ

 είδνπο πνπ έρνπλ κείλεη ζηελ πξώηε ζηήιε (36) θαη 

κεηά από απηό πνπ ζα έρεη ε κεζαία ζηήιε αθαίξεζε επαλαιακβαλόκελα ηελ αξηζηεξή 

ζηήιε. 

Γειαδή: 

 

 

    
         

       
       

 

     

 

1 2 3 

2 3 2 

3 1 1 

26 34 39 

3 6 3 

6 9 2 

9 3 1 

78 102 39 

0 0 3 

4 5 2 

8 1 1 

39 24 39 

0 0 3 

4 5 2 

8 1 1 

39 24 39 

0 0 3 

20 5 2         

40 1 1 

195 24 39 

0 0 3 

0 5 2 

36 1 1 

99 24 39 

0 0 3 

0 5 2 

36 1 1 

99 24 39 

0 0   3 

0 180   2 

36  36   1 

99 864   39 

0 0 3 

0 180 2 

36  0 1 

99 765 39 
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Σν πειίθν ηνπ ηειεπηαίνπ αξηζκνύ ηεο κεζαίαο ζηήιεο (765) πξνο ηνλ αξηζκό ησλ tou 

ηνπ 2
νπ

 είδνπο ηεο κεζαίαο ζηήιεο (180) είλαη ε πνζόηεηα ηνπ θαιακπνθηνύ ηνπ 2
νπ

 

είδνπο. Γειαδή    765/180  ή  153/36. 

 

Γηα λα βξεηο ηελ πνζόηεηα ηνπ 1
νπ

 είδνπο πνιιαπιαζίαζε ηελ δεμηά ζηήιε κε ηνλ αξηζκό 

ησλ tou ηνπ 3
νπ

 είδνπο πνπ έρνπλ κείλεη ζηελ πξώηε ζηήιε (36) θαη κεηά από απηό πνπ 

ζα έρεη ε δεμηά ζηήιε αθαίξεζε επαλαιακβαλόκελα  ηελ αξηζηεξή ζηήιε. Μεηά κε ηνλ 

αξηζκό ησλ tou ηνπ 2
νπ

 είδνπο πνπ έρνπλ απνκείλεη ζηε κεζαία ζηήιε (180) 

πνιιαπιαζίαζε ηελ δεμηά ζηήιε θαη κεηά από πνύ έρεη ε δεμηά ζηήιε αθαίξεζε 

επαλαιακβαλόκελα ηελ κεζαία ζηήιε.  

 

Γειαδή: 

                                                          

    

    
       

       
                           

 

 

 

 

 

 

  
    
            

         
         

 

 

 

Γειαδή   179820/19440  ή  333/36. 

 

Οη δηαθνξέο απφ ηελ κέζνδν πνπ αθνινπζνχκε ζήκεξα είλαη: 

 Οη ζηήιεο κε ηνλ ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ γίλνληαη γξακκέο 

 Δκείο ιέκε φηη απφ κηα γξακκή αθαηξνχκε κηα άιιε γξακκή 

πνιιαπιαζηαζκέλε κε έλαλ αξηζκφ θαη φρη φηη αθαηξνχκε 

επαλαιακβαλφκελα κηα γξακκή απφ κηα άιιε 

0 0 3              

0 180 2 

36  0 1 

99 765 39 

0 0 108 

0 180 72        

36  0 0 

99 765 1305 

0 0 108 

0 180 72 

36  0 36 

99 765 1404 

0 0 19440 

0 180 12960 

36  0 0 

99 765 234900 

0 0 19440 

0 180 0 

36  0 0 

99 765 179820 
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 Καη θπζηθά απφ ηα θηλεδηθά καζεκαηηθά ιείπεη θάζε είδνπο καζεκαηηθφο 

ζπκβνιηζκφο 

Όπσο εχθνια αληηιακβάλεηαη θαλείο παξά απηέο ηηο δηαθνξέο, ν αιγφξηζκνο πνπ 

αθνινπζείηαη είλαη ζρεδφλ ίδηνο κε ηελ κέζνδν απαινηθήο ηνπ Gauss. Καη παξφιν 

πνπ θαηλνκεληθά πξφθεηηαη γηα έλαλ αιγφξηζκν επίιπζεο ελφο ζπγθεθξηκέλνπ 

πξνβιήκαηνο, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα δηαθξίλνπκε έλα είδνο αθαίξεζεο ζηηο ιχζεηο 

απηψλ ησλ πξνβιεκάησλ. Έλα είδνο αθαίξεζεο πνπ ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηε ρξήζε 

ησλ πηλάθσλ ππνινγηζκψλ.    

Ο Γηφθαληνο (3
νο

 αηψλαο) ζηα „Αξηζκεηηθά‟ ζην πην ζχλζεην απφ ηα ζπζηήκαηα κε ηα 

νπνία θαηαπηάλεηαη, ζην θεθάιαην Η, ζην πξφβιεκα 19, ιέεη:  

Βξεο 4 αξηζκνχο, ηέηνηνπο ψζηε θαηά ηξηάδεο λα ππεξβαίλνπλ ηνλ 4
ν
 αξηζκφ θαηά 

δνζκέλν θάζε θνξά αξηζκφ.  

Γειαδή λα ιπζεί ην ζχζηεκα:  

          

          

          

          

Ο Γηφθαληνο ινηπφλ ζέηεη:             θαη ζηε ζπλέρεηα δίλεη ηηο 

απαληήζεηο. 

Αξγφηεξα ζην έξγν ηνπ Aryabhatiya (5
νο

 αηψλαο) ζπλαληνχκε θάηη παξφκνην αιιά 

ιίγν πην γεληθφ θαη αξγφηεξα ζην έξγν ηνπ Al- Khwarizmi (8
νο

 αηψλαο), „Al–jabr w‟al 

myqabala‟ απφ φπνπ πηνζεηήζακε ηνλ φξν „Άιγεβξα‟.  

χκθσλα κε ηνπο Kangshen, Crossley θαη Lun [4], αλ θαη ηέηνηεο κέζνδνη απαληψληαη 

ζπρλά ζηα αξαβηθά θαη ζηα ηλδηθά καζεκαηηθά, ζην „Nine Chapters‟ είλαη ε πξψηε 

θνξά πνπ πεξηγξάθεηαη θάηη ηέηνην. 

Απηφ πνπ πξαγκαηηθά είλαη αμηνζεκείσην είλαη φηη ζην θεθάιαην απηφ εθηφο απφ ην 

φηη ρξεζηκνπνηνχληαη γηα πξψηε θνξά αξλεηηθνί αξηζκνί, επίζεο πεξηγξάθεηαη ε 

„κεηαθνξά‟ φξσλ απφ ην έλα κέινο ηεο εμίζσζεο ζην άιιν, ε πξφζζεζε θαη ε 

αθαίξεζε φκνησλ φξσλ θαη ε αιιαγή πξφζεκνπ φισλ ησλ φξσλ φπνπ απηφ 

δηεπθνιχλεη. Δπίζεο ν Liu Hui πεξηγξάθεη ην φηη ε αθαίξεζε είλαη νπζηαζηηθά κηα 

πξφζζεζε. Αο δνχκε έλα παξάδεηγκα φπνπ πεξηγξάθνληαη φια απηά, ην πξφβιεκα 2 

ηνπ 8
νπ

 θεθαιαίνπ. 
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Πνπιώληαο 2 αγειάδεο θαη 5 πξόβαηα αγνξάδεηο 13 γνπξνύληα θαη ζνπ πεξηζζεύνπλ 

1000 λνκίζκαηα. Πνπιώληαο 3 αγειάδεο θαη 3 γνπξνύληα αγνξάδεηο 9 πξόβαηα 

αθξηβώο. Πνπιώληαο 5 πξόβαηα θαη 8 γνπξνύληα ζα ζνπ ιείπνπλ 600 λνκίζκαηα γηα λα 

αγνξάζεηο 5 αγειάδεο. Βξεο ηελ ηηκή κηαο αγειάδαο, ελόο πξνβάηνπ θαη ελόο 

γνπξνπληνύ.  

ηνλ ηξφπν ιχζεο ν Liu Hui ιέεη λα θηηαρηνχλ νη ζηήιεο σο εμήο: 

        

        

 

 

 

 

Καη ζηε ζπλέρεηα ιχλεη ην ζχζηεκα κε ηνλ ηξφπν πνπ πεξηγξάςακε θαη ζην 1ν  

πξφβιεκα. 

Με ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ ην ζχζηεκα ζα ήηαλ: 

               

                            

                   

Σν νπνίν, φπσο θαη εκείο ζα θάλακε ζήκεξα ν Liu Hui κεηαηξέπεη ζην ηζνδχλακφ 

ηνπ: 

               

                      

                  

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-5 3  2              

6 -9  5 

8  3 -13 

-600  0 1000 
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2.5  ΑΡΝΖΣΗΚΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ 

 

Ηζηνξηθά ε πξψηε εκθάληζε αξλεηηθψλ αξηζκψλ είλαη ζηα θηλέδηθα καζεκαηηθά ηνλ 

1
ν
 αηψλα. Απηφ θαίλεηαη πεξίεξγν αλ ζθεθηεί θαλείο απηφ πνπ ραξαθηεξίδεη ηα 

θηλέδηθα καζεκαηηθά θαη είλαη φηη ηα πάληα θαίλεηαη λα μεθηλνχλ απφ πξαγκαηηθά 

πξνβιήκαηα ηεο θαζεκεξηλφηεηαο. Πνιχ πεξηζζφηεξν ζην „Nine Chapters‟, φπνπ φρη 

κφλν νη αξλεηηθνί αξηζκνί αλαγλσξίδνληαη θαη ρξεζηκνπνηνχληαη αιιά αλαθέξνληαη 

θαη νη θαλφλεο γηα ηελ πξφζζεζε θαη ηελ αθαίξεζε απηψλ, κε βάζε ηνλ δηαθνξεηηθφ 

ζπκβνιηζκφ απηψλ, πνπ πεξηγξάθεηαη ζην ίδην θείκελν. Μηα εμήγεζε γηα απηφ ζα 

κπνξνχζε λα είλαη ε παλάξραηα παξάδνζε ησλ Κηλέδσλ ζχκθσλα κε ηελ νπνία φια 

γχξσ καο είλαη ζπκπιεξσκαηηθά δεχγε, φπσο ην Τin θαη ην Τang.  

Ζ ηδέα ησλ αξλεηηθψλ αξηζκψλ κεηαθέξζεθε απφ ηελ Ηλδία ζηελ Δπξψπε κέζσ 

αξαβηθψλ έξγσλ. Αξρηθά πνιινί επξσπαίνη καζεκαηηθνί δελ ζεσξνχζαλ ηνπο 

αξλεηηθνχο αξηζκνχο σο γλήζηνπο αξηζκνχο πεξίπνπ έσο θαη ηνλ 17
ν
 αηψλα, αλ θαη ν 

Γηφθαληνο είρε δηαηππψζεη θαλφλεο ηφζν γηα ζεηηθνχο φζν θαη γηα αξλεηηθνχο 

αξηζκνχο. Γηα παξάδεηγκα ν δηάζεκνο καζεκαηηθφο Gardano (1501 - 1567) ελψ 

ζεσξνχζε ηνπο αξλεηηθνχο αξηζκνχο σο ιχζεηο θπβηθψλ εμηζψζεσλ ηηο απνθαινχζε 

αδχλαηεο ιχζεηο θαη ηνπο ίδηνπο ηνπο αξλεηηθνχο αξηζκνχο ηνπο ζεσξνχζε αλνεζίεο, 

έλα ηίπνηα. 

ηα ζρφιηά ηνπ ν Liu Hui, ζην πξφβιεκα 3 ηνπ 8
νπ

 θεθαιαίνπ, έλα θεθάιαην πνπ 

αλαθέξεηαη ζηε ιχζε ζπζηεκάησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ, πεξηγξάθεη ηνπο θαλφλεο 

απηνχο.  

Απηφ πνπ αμίδεη λα ζεκεησζεί είλαη φηη ελψ ζηα θηλέδηθα καζεκαηηθά 

ρξεζηκνπνηνχληαη νη αξλεηηθνί αξηζκνί αιιά θαη πξάμεηο κε απηνχο, δελ ηνπο 

ζπλαληάκε πνπζελά ζε θακία εθθψλεζε πξνβιήκαηνο θαη θαλέλα απνηέιεζκα δελ 

πξνθχπηεη αξλεηηθφο αξηζκφο. Οη αξλεηηθνί αξηζκνί απαληψληαη κφλν κέζα ζηε ιχζε 

δηάθνξσλ πξνβιεκάησλ θαη πξνθχπηνπλ κέζα απφ δηαδηθαζίεο. Απηφ δείρλεη πσο 

κάιινλ θαη γηα ηνπο θηλέδνπο νη αξηζκνί έπξεπε πάληα λα παξηζηάλνπλ κηα 

ζπγθεθξηκέλε πνζφηεηα απφ θάηη θαη ζπλεπψο νη αξλεηηθνί αξηζκνί, ην δεχγνο δχν 

αληίζεησλ αξηζκψλ ήηαλ γηα απηνχο δχν ζπκπιεξσκαηηθέο φςεηο ηνπ ίδηνπ αξηζκνχ.   

Μάιηζηα θαίλεηαη πσο νη αξλεηηθνί θαη νη ζεηηθνί αξηζκνί αληηκεησπίδνληαη θπξίσο 

σο πεξίζζεπκα θαη έιιεηκκα αληίζηνηρα. Έηζη δηθαηνινγείηαη θαη ην γηαηί ν Liu Hui 

δελ ελδηαθέξεηαη λα δηαηππψζεη θαλφλεο θαη γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ θαη ηε 
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δηαίξεζε κε ηνπο αξλεηηθνχο αξηζκνχο. Βέβαηα απηφ ην πεξίζζεπκα θαη ην έιιεηκκα 

δελ ζρεηίδνληαλ κφλν κε νηθνλνκηθά ζέκαηα.  

 

2.6 ΤΠΟΛΟΓΗΜΟ ΡΗΕΧΝ – ΣΟ ΣΡΗΓΧΝΟ ΣΟΤ PASCAL – 

ΠΟΛΤΧΝΤΜΗΚΔ ΔΞΗΧΔΗ 

 

ην 4
ν
 θεθάιαην ηνπ „Nine Chapters‟ ηα πξνβιήκαηα 12 σο 18 αθνξνχλ ζηελ εχξεζε 

ηεο πιεπξάο ηεηξαγψλνπ κε γλσζηφ εκβαδφ θαη ζηελ εχξεζε ηνπ κήθνπο ηεο 

πεξηθέξεηαο θχθινπ κε γλσζηφ εκβαδφ, δειαδή πξνβιήκαηα ησλ νπνίσλ ε ιχζε 

αλάγεηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηεηξαγσληθψλ ξηδψλ. Σα πξνβιήκαηα 19 σο 24 αθνξνχλ 

ζηελ εχξεζε ηεο αθκήο θχβνπ κε γλσζηφ φγθν θαη ζηελ εχξεζε ηεο δηακέηξνπ 

ζθαίξαο κε γλσζηφ φγθν, δειαδή πξνβιήκαηα πνπ αλάγνληαη ζηελ εχξεζε θπβηθψλ 

ξηδψλ.  

Οη κέζνδνη πνπ πεξηγξάθεη ν Liu Hui είλαη πιήξεηο θαη ζσζηέο θαη κάιηζηα πξνο 

επηβεβαίσζε απηνχ καο δίλεη θαη κηα γεσκεηξηθή εμήγεζε απηψλ ησλ κεζφδσλ.  

Δπίζεο ν Liu Hui παξνπζηάδεη έλαλ αιγφξηζκν κεηαηξνπήο ελφο άξξεηνπ 

παξαλνκαζηή ζε ξεηφ.  

ην θεθάιαην απηφ ινηπφλ ππάξρνπλ εμηζψζεηο 2
νπ

 θαη 3
νπ

  βαζκνχ, θαζψο νη αξραίνη 

Κηλέδνη αληηκεηψπηδαλ ηελ εχξεζε ξηδψλ σο κηα εηδηθή πεξίπησζε επίιπζεο 

αληίζηνηρσλ εμηζψζεσλ. ε αληίζεζε κε ηνπο Έιιελεο καζεκαηηθνχο, νη νπνίνη 

πξνζπαζνχζαλ λα βξνπλ ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα αξηζκψλ γεσκεηξηθά θαη κεηά λα 

κεηξήζνπλ ην απνηέιεζκα κε κηα κνλάδα κήθνπο, πξάγκα πνπ γηα ηελ ηεηξαγσληθή 

ξίδα ηνπ 2 γηα παξάδεηγκα ήηαλ αδχλαην, νη Κηλέδνη αληηκεηψπηδαλ ην πξφβιεκα 

εμνινθιήξνπ γεσκεηξηθά. Γειαδή ην λα βξνπλ κηα ηεηξαγσληθή ξίδα 

(πξνζεγγηζηηθά) ήηαλ γηα απηνχο ε δηαδηθαζία λα „γεκίζνπλ‟ κηα ζπγθεθξηκέλε 

ηεηξαγσληθή επηθάλεηα κε κηθξφηεξα άιια ηεηξάγσλα.     

Μηα ζεκαληηθή ζπλεηζθνξά ησλ αξραίσλ θηλέδσλ καζεκαηηθψλ είλαη ε επίιπζε 

πνιπσλπκηθψλ εμηζψζεσλ κεγάινπ βαζκνχ. Ο Jia Xian (11
νο

 αηψλαο) θαη ν Qin 

Jiushao (13
νο

 αηψλαο) ππήξμαλ νη πξσηνπφξνη. Βέβαηα ε αξρηθή πεγή φισλ απηψλ 

πξέπεη κάιινλ λα αλαδεηεζεί ζηε κέζνδν εχξεζεο ηεηξαγσληθψλ θαη θπβηθψλ ξηδψλ, 

πνπ ππάξρεη ζην „Nine Chapters‟ ζην θεθάιαην απηφ.   

 

Αο δνχκε ην πξφβιεκα 12 ηνπ 4
νπ

  θεθαιαίνπ ηνπ „Nine Chapters‟. 
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Γίλεηαη έλα ηεηξάγσλν εκβαδνύ 55.225 ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. Βξεο πόζν είλαη ε 

πιεπξά ηνπ ηεηξαγώλνπ. 

Αο δνχκε κε ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ ηε κέζνδν πνπ πξνηείλεη ν Liu Hui. 

 Ζ εμίζσζε πνπ πξέπεη λα ιπζεί είλαη:            

 Αξρηθά ζέιεη λα πξνζδηνξίζεη ην πξψην ςεθίν ηεο ιχζεο  . Γηα λα ην πεηχρεη 

απηφ κεηψλεη ην   ζε   , ζεσξψλαηο ηνλ σο:    
 

   
  θαη έηζη ε εμίζσζε 

γίλεηαη:          
         

 Έηζη εθηηκά ην αθέξαην κέξνο ηνπ   ,       , πνπ είλαη θαη ην πξσην 

ςεθείν ηνπ δεηνχκελνπ απνηειέζκαηνο.  

 Μεηά αθαηξεί απφ ην    ην       θαη ζεσξεί:                  θαη 

ηνηε ε εμηζσζε γηλεηαη:  

                     δειαδε                          

 ηε ζπλέρεηα απμάλεη ην  , ζεσξψληαο σο:          θαη ε εμίζσζε γίλεηαη: 

     
                  

 Μεηά εθηηκά ην αθέξαην κέξνο ηνπ    θαη έρεη:        

 ηε ζπλέρεηα φπσο θαη πξηλ αθαηξεί απφ ην    ην αθέξαην κέξνο ηνπ θαη έρεη: 

    –        – 3 θαη ε εμίζσζε γίλεηαη: 

                             δειαδή                     

 Οκνίσο κε πξηλ απμάλεη ην   ζεσξψληαο σο:         θαη ε εμίζσζε γίλεηαη: 

  
              

 Οκνίσο πάιη εθηηκά ην αθέξαην κέξνο ηνπ    θαη έρεη:       . 

 Όκσο επεηδή ην    είλαη θαη ίζν κε 5 αθξηβψο ηειεηψλεη ε δηαδηθαζία θαη ηφηε 

δίλεη: 
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Γηα λα πάξνπκε κηα ηδέα ηνπ πσο ηέηνηνη ππνινγηζκνί εθηεινχληαλ κε ηνπο ξάβδνπο 

ππνινγηζκψλ αο δνχκε ηα παξαπάλσ, ζρεκαηηθά: 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζ βαζηθή ηδέα πνπ δηέπεη φια ηα πξνεγνχκελα είλαη ε ηαπηφηεηα: 

                             

Θέινπκε λα βξνχκε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 

                                     

Υξεζηκνπνηψληαο ηε ζρέζε: 

                                               , φπνπ 

     γηα ηελ πεξίπησζή καο, δειαδή 

                            ,  αλαδεηνχκε έλα   απφ ην 1 σο ην 9, ην 

πξψην ςεθίν ηεο ιχζεο πνπ ςάρλνπκε (ηηο εθαηνληάδεο), ηέηνην ψζηε ην       λα 

είλαη φζν θνληά γίλεηαη ζην        αιιά θαη λα είλαη ιηγφηεξν απφ απηφ. Έηζη ην    

είλαη ην 4, άξα     . 
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ηε ζπλέρεηα απφ ην        αθαηξνχκε ην              θαη έρνπκε: 

                     

 

Άξα θαηαιήγνπκε:                      δειαδή                     

Αλ   είλαη ην πξψην ςεθίν ηνπ  , ηφηε:                       απφ φπνπ 

παίξλνπκε:                     θαη άξα θαη                        

Πάιη πξνζεγγηζηηθά βξίζθνπκε έλαλ αξηζκφ  , απφ ην 1 σο ην 9, ην δεχηεξν δειαδή 

ςεθίν ηεο ιχζεο πνπ ςάρλνπκε (ηηο δεθάδεο), ν νπνίνο πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ 

παξαπάλσ ζπλζήθε θαη απηφο είλαη ν    .  

Απηφ ζπλερίδεηαη κέρξη λα βξνχκε αθξηβψο ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνχ ή κηα 

θαιή πξνζέγγηζε απηήο.   

 Αλ ζέιακε λα εξκελεχζνπκε γεσκεηξηθά ηε κέζνδν ζα ιέγακε φηη ε εχξεζε ηεο 

ηεηξαγσληθήο ξίδαο είλαη ε δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία απφ κηα δνζκέλε ηεηξαγσληθή 

επηθάλεηα, απνθφπηνπκε επαλαιακβαλφκελα, φιν θαη κηθξφηεξα ηεηξάγσλα θαη  

γλψκνλεο. Γλψκνλεο θαηά ηνλ Δπθιείδε είλαη ζην παξαθάησ ζρήκα ην θνκκάηη πνπ 

είλαη ρξσκαηηζκέλν, δειαδή ν ηνκέαο πνπ πξνθχπηεη αλ απφ έλα παξαιιειφγξακκν 

αθαηξέζνπκε έλα κηθξφηεξν φκνην πξνο ην αξρηθφ φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα: 

 

 

Οη Κηλέδνη φπσο θαη ν Δπθιείδεο ρξεζηκνπνηνχζαλ γλψκνλεο ηεηξαγψλσλ, φπσο 

απηνί ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. 

Βαζηδφκελνη ζηα ζρφιηα ηνπ Liu Hui κπνξνχκε λα εμεγήζνπκε γεσκεηξηθά ηε 

κέζνδν σο εμήο:  
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Αξρηθά ζεσξνχκε φηη ν δνζκέλνο αξηζκφο  , ηνπ νπνίνπ ε ξίδα δεηείηαη παξηζηάλεη 

έλα ηεηξάγσλν ηνπ νπνίνπ νη πιεπξέο είλαη ν δεηνχκελνο αξηζκφο. Γηα λα βξνχκε ηνλ 

αξηζκφ απηφ ν Liu Hui ιέεη πσο είλαη αλαγθαίν λα ην „δηακειίζνπκε‟ ρσξίδνληάο ην 

επαλαιακβαλφκελα ζε θίηξηλεο, θφθθηλεο θαη γαιάδηεο πεξηνρέο.  

ηελ αξρή θαζνξίδεη ηνλ πξψην „θίηξηλν‟ ηνκέα ηνπ αξρηθνχ ηεηξαγψλνπ, πνπ είλαη 

επίζεο έλα ηεηξάγσλν ην νπνίν έρεη εκβαδφ    θαη ν   είλαη ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ 

δεθάδσλ ή ησλ εθαηνληάδσλ θ.ι.π. πνπ δελ μεπεξλά ην δνζκέλν αξηζκφ. Αθαηξψληαο 

απηφ απφ ην αξρηθφ κέλεη κηα επηθάλεηα ζε ζρήκα γλψκνλα.  

ηε ζπλέρεηα ππνινγίδεη ηνλ αξηζκφ  , ν νπνίνο είλαη ην πιάηνο ηνπ νξζνγσλίνπ πνπ 

θαιεί „θφθθηλν‟ ηνκέα, ην κήθνο ηνπ νπνίνπ είλαη ν αξηζκφο    πνπ ππνιφγηζε 

πξνεγνχκελα.  

Όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα ηα δχν θφθθηλα νξζνγψληα έρνπλ κηθξφηεξν εκβαδφ 

απφ ηνλ πξψην γλψκνλα πνπ ζρεκαηίδεηαη κε ηελ αθαίξεζε ηνπ θίηξηλνπ ηεηξαγψλνπ, 

δειαδή:             ή     
    

  
 . 

Απφ απηή ηε ζπλζήθε κπνξεί λα ππνινγίζεη κε δνθηκέο ηνλ    θαη άξα ην δεχηεξν 

ςεθίν ηνπ δεηνχκελνπ απνηειέζκαηνο.  ηε ζπλέρεηα αθαηξεί πάιη απφ ηνλ πξψην 

γλψκνλα πνπ έρεη ζρεκαηηζηεί ηα δχν θφθθηλα νξζνγψληα (   ) θαη ην δεχηεξν 

θίηξηλν    , δειαδή θαηαιήγεη ζην:               θαη πιένλ κε απηφ ηνλ 

αξηζκφ (επηθάλεηα) επαλαιακβάλεη ηε δηαδηθαζία κέρξη λα βξεη ην απνηέιεζκα 

αθξηβψο ή κηα θαιή πξνζέγγηζε απηνχ. 

 

 

ην δηπιαλφ ζρήκα βιέπνπκε κηα 

ηέηνηα γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο 

εχξεζεο ηεηξαγσληθψλ ξηδψλ, απφ 

κεηαγελέζηεξν θηλέδηθν βηβιίν. 
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Ο ηξφπνο ππνινγηζκνχ πνπ αλαπηχρζεθε παξαπάλσ αιιά θαη ε γεσκεηξηθή ηνπ 

εξκελεία δελ δηαθέξνπλ πνιχ απφ ηνλ ηξφπν ππνινγηζκνχ αληίζηνηρσλ ξηδψλ ησλ 

αξραίσλ Διιήλσλ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Θέσλ ν Αιεμαλδξεχο, ηνλ 4
ν
 αηψλα ζηα ζρφιηά ηνπ ζην έξγν ηνπ Πηνιεκαίνπ, 

πεξηγξάθεη ηνλ ηξφπν πνπ ν Πηνιεκαίνο ππνιφγηζε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 144 θαη 

ζηε ζπλέρεηα ηνπ 4500 θαη παξαζέηεη θαη ηα παξαπάλσ ζρήκαηα  σο γεσκεηξηθή 

εξκελεία. 

Οη κέζνδνη είλαη ζρεδφλ νη ίδηεο θαη κάιηζηα ν Θέσλ ιέεη πσο φια απηά βαζίδνληαη 

ζηελ Πξφηαζε ΗΗ.4 ησλ ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε πνπ ιέεη φηη: 

Αλ επζύγξακκν ηκήκα δηαηξεζεί από ζεκείν ζε δύν ηκήκαηα, ην ηεηξάγσλν ηνπ όινπ 

ηκήκαηνο είλαη ίζν κε ηα ηεηξάγσλα ησλ δύν ηκεκάησλ θαη ην δηπιάζην νξζνγώλην πνπ 

νξίδνπλ ηα δύν ηκήκαηα.   

 

Γειαδή αλ Γ ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο   , ζα είλαη:  

                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Α Β

Γ Δ

ΖΘ

Ε

Γ

Κ
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Με παξφκνην ηξφπν ν Liu Hui πεξηγξάθεη ηνλ ηξφπν ππνινγηζκνχ ηεο θπβηθήο ξίδαο. 

ε φια ηα παξαπάλσ ινηπφλ ρξεζηκνπνηνχληαη ηα αλαπηχγκαηα: 

                 

                       

 

 

 Μεηαγελέζηεξνη Κηλέδνη Μαζεκαηηθνί, ν Jia 

Xian (11
νο

 αηψλαο), ν Yang Hui (13
νο

 αηψλαο) ν 

Qin Jiushao (13
νο

 αηψλαο) αλέπηπμαλ ηερληθέο 

γηα ην ρεηξηζκφ εμηζψζεσλ κεγαιχηεξνπ 

βαζκνχ. 

Ο Yang Hui δνπιεχνληαο πξνο απηή ηελ 

θαηεχζπλζε θαηέγξαςε ηνπο δησλπκηθνχο 

ζπληειεζηέο, σο ηελ 6
ε
 δχλακε, ζε κηα 

ηξηγσληθή κνξθή, δειαδή ην ηξίγσλν ηνπ 

Pascal, φπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλφ ζρήκα.  

Αλαθέξεη φκσο φηη απηφ απνδίδεηαη ζηνλ  Jia 

Xian, πεξίπνπ ην 1050.   

Αξγφηεξα ν Zhu Shijie ζην έξγν ηνπ „Siyuan 

Yujian‟ (1303) θαηαγξάθεη ην ίδην ηξίγσλν 

κέρξη ηελ 8
ε
 δχλακε θαη είλαη απηφ πνπ 

θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ εηθφλα. 
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Βέβαηα γλσξίδνπκε φηη ηφζν ζηα Ηλδηθά φζν θαη ζηα Αξαβηθά καζεκαηηθά ε ηδέα ηνπ 

ηξηγψλνπ απηνχ, ησλ ζπληειεζηψλ δειαδή, εκθαλίδεηαη ζε δηάθνξα έξγα αξθεηά 

λσξίηεξα.  

Γελ γλσξίδνπκε ινηπφλ αλ νη Κηλέδνη ην δαλείζηεθαλ απφ άιινπο ή ην αλαθάιπςαλ 

νη ίδηνη, πάλησο είλαη πξνθαλέο πσο ήηαλ θάηη αξθεηά δηαδεδνκέλν εθείλε ηελ 

πεξίνδν ζηελ επξχηεξε πεξηνρή.  

ε ζπλέρεηα φισλ ησλ πξνεγνχκελσλ ν Qin Jiushao, ζπγθεληξψλνληαο φιε ηελ 

ππάξρνπζα γλψζε, ζην έξγν ηνπ „Shushu Jiuzhang (Mathematical Treatise in Nine 

Chapters)‟ δίλεη έλαλ αιγφξηζκν γηα ηελ επίιπζε ηεο γεληθήο πνιπσλπκηθήο 

εμίζσζεο:  

   
     

              ,  ηνλ νπνίν νλνκάδεη „Zhengfu Kaifang‟. 

Σν 1802 ε Ηηαιηθή επηζηεκνληθή θνηλφηεηα απέλεηκε ρξπζφ κεηάιιην ζηνλ Paolo 

Ruffini γηα ηελ εμειηγκέλε κέζνδφ ηνπ επίιπζεο πνιπσλπκηθψλ εμηζψζεσλ. ρεδφλ 

παξάιιεια αιιά αλεμάξηεηα απφ ηνλ πξνεγνχκελν, ην 1819 ν Horner παξνπζηάδεη 

κηα παξφκνηα κέζνδν, ρσξίο θαλέλαο απφ ηνπο δχν λα γλσξίδεη φηη νη Κηλέδνη ήηαλ 

εμνηθεησκέλνη κε παξφκνηεο κεζφδνπο απφ ηνλ 13
ν
 αηψλα. Οη κέζνδνη απηέο 

βαζίδνληαη ζην δηαδνρηθφ θαζνξηζκφ ησλ ςεθίσλ ηεο επηζπκνχκελεο ιχζεο. Δίλαη 

βέβαηα πνιχ αλψηεξεο απφ απηέο ησλ Κηλέδσλ κηα θαη θζάλνπλ ζηα ίδηα 

απνηειέζκαηα κε πνιχ ιηγφηεξεο πξάμεηο. 

ήκεξα αλ ζέιακε λα ιχζνπκε κηα πνιπσλπκηθή εμίζσζε, ην πξψην πξάγκα πνπ ζα 

καο απαζρνινχζε ζα ήηαλ πφζεο ξίδεο έρεη ε εμίζσζε θαη ηη είδνπο αξηζκνί είλαη 

απηνί. Γηα ηνπο Κηλέδνπο φκσο εθείλεο ηεο πεξηφδνπ, ην δεηνχκελν ήηαλ λα 

πξνζδηνξηζηεί κηα κφλν ζπγθεθξηκέλε ιχζε ηεο εμίζσζεο. Παξαηεξνχκε φηη νη 

εμηζψζεηο αληηκεησπίδνληαλ πεξηζζφηεξν σο έλα ζχλνιν δηαδηθαζηψλ θαη πξάμεσλ 

θαη φρη σο „εμίζσζε‟ φπσο ηελ ζεσξνχκε ζήκεξα. Απηφ είλαη ινγηθφ, αλ ζθεθηνχκε 

απηφ πνπ είλαη βαζηθφ γηα ηα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά, φηη θάζε καζεκαηηθφ 

απνηέιεζκα πξνέξρνληαλ απφ έλα ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα. 

Αο δνχκε φκσο έλα απιφ παξάδεηγκα.  

Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα βξνχκε κηα ιχζε ηεο εμίζσζεο:  

              , ελψ γλσξίδνπκε φηη έρεη κηα ξίδα κεηαμχ ησλ αξηζκψλ  2 

θαη 3. 
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Σφηε ζχκθσλα κε ηηο θηλέδηθεο κεζφδνπο ζέηνπκε:       , φπνπ       . 

Πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζνπλ ην δεχηεξν ςεθίν ηεο ξίδαο έπξεπε λα θηηάμνπλ κηα 

λέα εμίζσζε σο πξνο    θαη γηα απηφ ρξεηάδνληαλ ηνπο δπσλπκηθνχο ζπληειεζηέο πνπ 

ήδε φπσο είδακε είραλ ζηε δηάζεζή ηνπο κε ην δηθφ ηνπο ηξίγσλν ηνπ Pascal.  

Έηζη νδεγνχληαλ ζηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο:  

                          , 

δειαδή ηεο:                 θ.ν.θ. 

 

Με ηε κέζνδν Horner ζα είρακε: 

 

    

Καη έηζη θαη κε ηε κέζνδν απηή θαηαιήγνπκε πάιη ζηελ:                 

 

Σψξα αο δνχκε πσο ν Qin Jiushao πεξηγξάθεη αλαιπηηθά ηνλ αιγφξηζκφ ηνπ απηφλ 

ιχλνληαο ην πξφβιεκα 2.1 φπνπ δεηείηαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδφ ελφο ηξηγψλνπ θαη 

νδεγείηαη ζηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο:                                 . 

Απηφ είλαη έλα βνιηθφ παξάδεηγκα επίδεημεο ηεο κεζφδνπ αθνχ ε ιχζε είλαη 

αθέξαηνο, ελψ ζην έξγν ππάξρνπλ θαη εμηζψζεηο πνπ νη ιχζεηο ηνπο ππνινγίδνληαη 

πξνζεγγηζηηθά.  

ε πξψηε θάζε γηα λα έρνπκε κηα ηδέα γηα ην πξσηφηππν θηλέδηθν θείκελν ζα 

παξαζέζνπκε ηνλ αιγφξηζκν φπσο απηφο εθηεινχληαλ ζηνλ πίλαθα ππνινγηζκψλ κε 

ηνπο ξάβδνπο ππνινγηζκψλ θαη ζηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηε κέζνδν απηή 

φπσο ζα ηελ εξκελεχακε κε ην ζχγρξνλν καζεκαηηθφ ζπκβνιηζκφ. 
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  Q Ρίδα (Q) 

                e ηαζεξόο όξνο (C) 

  d πληειεζηήο ηνπ   

        c πληειεζηήο ηνπ    

  b πληειεζηήο ηνπ    

   a πληειεζηήο ηνπ    

To c κεηαηνπίδεηαη θαηά 2 ζηήιεο 

To a κεηαηνπίδεηαη θαηά 4 ζηήιεο 

To Q κεηαηνπίδεηαη θαηά 1 ζηήιε 

(δηάγξακκα 1
ν
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Q 

–                e 

  d 

                       c 

           b 

             a 

To c κεηαηνπίδεηαη θαηά 2 ζηήιεο 

To a κεηαηνπίδεηαη θαηά 4 ζηήιεο 

To Q κεηαηνπίδεηαη θαηά 1 ζηήιε 

(δηάγξακκα 2
ν
) 

    Q 

–                e 

       d 

           c 

                    b 

                           a 

Σν πξψην απνηέιεζκα ηεο ξίδαο είλαη 

ην 800. Πνιιαπιαζίαζε απηφ ηνλ 

αξηζκφ κε  a θαη πξφζζεζε ζην  b. 

(δηάγξακκα 3
ν
) 
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    Q 

–                e 

       d 

          c 

                      c΄ 

            b 

                        a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  b κε ην  Q  θαη 

αθαίξεζε απφ ην  c. 

(δηάγξακκα 4
ν
) 

    Q 

–                e 

       d 

           c 

   

             b 

                         a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  c κε ην  Q  θαη 

πξφζζεζε ζην  d. 

(δηάγξακκα 5
ν
) 

    Q 

–                e 

  

                d 

          c 

            b 

                        a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q  κε ην   d . Σν 

απνηέιεζκα είλαη ζεηηθφο αξηζκφο, 

πξφζζεζε ζην c. 

(δηάγξακκα 6
ν
) 

    Q 

–                e 

               e΄ 

           d 

              c 

                   b 

                            a 

ηνλ αξλεηηθφ e πξφζζεζε ηνλ ζεηηθφ  

e΄. Σν ππφινηπν είλαη έλαο ζεηηθφο 

ζηαζεξφο φξνο πνπ θαιείηαη huan-ku.  

(δηάγξακκα 7
ν
) 
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    Q 

                e 

                 d 

            c 

              b 

                         a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q  κε ην  a θαη 

πξφζζεζε ζην  b. 

Πξψηε κεηακφξθσζε 

(δηάγξακκα 8
ν
) 

    Q 

                e 

                 d 

             c 

                    b 

                             a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q  κε ην  b. 

Μεηέθεξε ην πάλσ απφ ην  c.  

 

(δηάγξακκα 9
ν
) 

    Q 

                e 

                 d 

             c 

                     c΄ 

                    b 

                          a 

Πξφζζεζε ηνλ ζεηηθφ  c κε ηνλ 

αξλεηηθφ c΄. 

(δηάγξακκα 10
ν
) 

    Q 

                e 

                 d 

                c 

  

                    b 

                          a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q  κε ην  c  θαη 

πξφζζεζε ζην  d. 

(δηάγξακκα 11
ν
) 
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    Q 

                e 

                 d 

                  d΄ 

                     c 

                     b 

                           a 

Πξφζζεζε ηνλ d κε ηνλ d΄. 

 

 

(δηάγξακκα 12
ν
) 

    Q 

                e 

                   d 

  

                  c 

               b 

                        a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q  κε ην  α  θαη 

πξφζζεζε ζην  b. 

Γεχηεξε κεηακφξθσζε 

(δηάγξακκα 13
ν
) 

    Q 

                e 

                   d 

                     c 

                     b 

                          a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q  κε ην  b θαη 

πξφζζεζε ζην  c.  

 

(δηάγξακκα 14
ν
) 

    Q 

                e 

                   d 

                     c 

                  b 

                        a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q  κε ην  α  θαη 

πξφζζεζε ζην  b. 

Σξίηε κεηακφξθσζε 

(δηάγξακκα 15
ν
) 
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    Q 

                e 

                   d 

                     c 

                     b 

                             a 

Μεηέθεξε ην d κηα ζηήιε πίζσ, ην  c 

2 ζηήιεο, ην  b  3 ζηήιεο θαη ην α   4 

ζηήιεο. ην Q βξεο ην δεχηεξν ςεθίν. 

Σέηαξηε κεηακφξθσζε 

(δηάγξακκα 16
ν
) 

    Q 

                e 

                 d 

            c 

                          b 

              a 

Γηαίξεζε ην e κε ην d. αλ δεχηεξν 

ςεθίν ηνπ  Q πάξε ην    (     ). 

Πνιιαπιαζίαζε ην    κε ην a  θαη 

πξφζζεζε ζην  b. 

(δηάγξακκα 17
ν
) 

    Q 

                e 

                 d 

            c 

        b 

                 a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q΄  κε ην b  θαη 

πξφζζεζε ζην c.   

(δηάγξακκα 18
ν
) 

    Q 

                e 

                 d 

            c 

                     b 

                 a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q΄  κε ην  c θαη 

πξφζζεζε ζην d.   

(δηάγξακκα 19
ν
) 
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Παξφιν πνπ φινη απηνί νη ππνινγηζκνί θαίλνληαη πνιχ πεξίπινθνη, ζηνλ πίλαθα 

ππνινγηζκψλ νη πξάμεηο απηέο εθηεινχληαλ εχθνια θαη γξήγνξα. 

Παξαηεξνχκε αξρηθά πσο νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ηνπνζεηνχληαη ζε θάζεηε 

δηάηαμε θαη θαηά αχμνπζα ζεηξά. Δπίζεο νη ζπληειεζηέο ηνπνζεηνχληαη ζεζηαθά 

ζχκθσλα κε ην δεθαδηθφ ζχζηεκα ησλ ξάβδσλ ππνινγηζκψλ. 

 

Αο δνχκε φκσο ηψξα πσο κεηαθξάδνληαη φια απηά κε ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ. 

                                                                     

ηα δηαγξάκκαηα 1 & 2 ν Qin Jiushao θαζνξίδεη ην πιήζνο ησλ ςεθίσλ ηεο ιχζεο 

(ελλννχκε ηνπ αθέξαηνπ κέξνπο), εθηειψληαο νπζηαζηηθά πνιιαπιαζηαζκνχο κε 

δπλάκεηο ηνπ 10 θαη θαηαιήγεη φηη ε ιχζε έρεη ηξία ςεθία.  

ηε ζπλέρεηα κε ηε κέζνδν ηεο δνθηκήο θαη ιάζνπο, βξίζθεη φηη ην πξψην ςεθίν ηεο 

ιχζεο, δειαδή ην ςεθίν ησλ εθαηνληάδσλ είλαη ην 8, δειαδή ε ιχζε είλαη ηεο 

κνξθήο:       . 

Έηζη κπνξνχκε λα ζέζνπκε:           ή               

H      γίλεηαη:                                                 

ή                                                 

δειαδή ζηνλ πίλαθα ππνινγηζκψλ ζα είρακε:  

 

 

 

 

 

    Q 

                e 

                d 

             c 

                         b 

                     a 

Πνιιαπιαζίαζε ην  Q΄  κε ην  d  θαη 

πξφζζεζε ζην e. Γε κέλεη ππφινηπν.   

(δηάγξακκα 20
ν
) 

    Q 

                e 

                d 

            c 

                     b 

                 a 

Σν  Q=     είλαη ε ιχζε.   

 

(δηάγξακκα 21
ν
) 
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Σα κεδεληθά ινηπφλ ζηα πξνεγνχκελα δηαγξάκκαηα θαζνξίδνληαη απφ ηε ζέζε ηνπ 

αξηζκνχ ζηνλ πίλαθα ππνινγηζκψλ.  

Έηζη ε επίιπζε ηεο εμίζσζεο παξηζηάλεηαη σο εμήο: 

 

Πξψηε εθηέιεζε: 

 

Q a b c d e     

                                                    

                                    

                                            

      (5)          

          C R  

 

ηε 2
ε
 γξακκή είλαη νη ζπληειεζηέο ησλ δπλάκεσλ ηνπ x ηεο αξρηθήο εμίζσζεο. 

Σν C είλαη ν ζηαζεξφο φξνο ηνπ πνιπσλχκνπ πνπ πξνθχπηεη θαη ην R είλαη ην 

ππφινηπν 

Οη αξηζκνί ζηηο παξελζέζεηο δείρλνπλ ην αληίζηνηρν δηάγξακκα. Οη πξνηάζεηο ζε θάζε 

δηάγξακκα ππνδεηθλχνπλ αθξηβψο απηνχο ηνπο ρεηξηζκνχο πνπ παξηζηάλνληαη εδψ. 

Έηζη ε εμίζσζε γίλεηαη: 

                                                            

Γηα             ή             ζα έρνπκε: 

                                                      

Σψξα δηαηξνχκε ην πειίθν κε ην           θαη έρνπκε:   

 

        Q 

–                     e 

    d             

              c             

        b             

              a              
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Γεχηεξε εθηέιεζε: 

Q      

                                              

                                   

                                      

        (11)       

      C R  

      

Έηζη ε εμίζσζε γίλεηαη: 

                                                      

                   ή 

                                                             

Γηαηξνχκε πάιη ην δεχηεξν πειίθν κε           θαη έρνπκε: 

 

Σξίηε εθηέιεζε: 

Q     

                     

                          

                       

         (15)  

   C R  

     

Έηζη ε εμίζσζε γίλεηαη: 

                                                 

                                  

                                                               

Γηαηξνχκε πάιη ην ηξίην πειίθν κε          θαη έρνπκε:   
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Σέηαξηε εθηέιεζε: 

Q    

          

               

            

          

 C R  

    

Έηζη ε εμίζσζε γίλεηαη: 

                                                            

                                

                                                                

     

Απφ φπνπ αλ εθηειέζνπκε ηηο πξάμεηο ζα έρνπκε: 

                                                           

Σψξα φπσο ζηελ αξρή βξίζθνπκε φηη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο (ην αθέξαην πάιη κέξνο 

απηήο) έρεη 2 ςεθία θαη ην πξψην (δειαδή ην ςεθίν ησλ δεθάδσλ) είλαη ην 4. 

Έηζη φπσο πξηλ           ή           θαη έρνπκε: 

 

 

Q a b c d e  

                                                         

                                                               

                                               

       (19)            

         C R  

 

Απφ φπνπ παίξλνπκε: 

                                                 

                                           

Άξα έρνπκε:     ,        θαη          
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Ο Qin Jiushao ιχλεη ζπλνιηθά 26 ηέηνηα πξνβιήκαηα πνπ αλάγνληαη ζηελ επίιπζε 

εμηζψζεσλ 2
νπ

, 3
νπ

, 4
νπ

  θαη 5
νπ

 βαζκνχ κε ηελ παξαπάλσ κέζνδν. 

Ζ κέζνδνο απηή κνηάδεη πνιχ κε ηε κέζνδν ηνπ Horner θαη κπνξεί εχθνια λα 

γεληθεπηεί γηα φιεο ηηο εμηζψζεηο ηεο κνξθήο: 

     
     

       
                 . 

Φπζηθά ν Horner παξέρεη κηα πιήξε αλάιπζε ηεο κεζφδνπ ηνπ κε έλαλ πνιχ πην 

εθιεπηπζκέλν ηξφπν θαη επηπιένλ ην πεδίν εθαξκνγήο απηήο είλαη πνιχ επξχηεξν ζε 

ζρέζε κε απηφ ηεο κεζφδνπ ηνπ Qin Jiushao, αιιά ε βαζηθή αξρή παξακέλεη ε ίδηα. 

Καη απηή είλαη φηη αληί λα εθηεινχκε πξάμεηο κε δπλάκεηο εθηεινχκε κηα ζεηξά απφ 

πξνζζέζεηο (ή αθαηξέζεηο) θαη κάιηζηα κε ηέηνην ηξφπν ψζηε θαλείο λα ρξεζηκνπνηεί 

ηα απνηειέζκαηα πνπ έρεη ήδε βξεη.  

Σε κέζνδν απηή ηε ζπλαληάκε επίζεο ζε έξγα ησλ Yang Hui (13
νο

 αηψλαο) θαη Εhu 

Shijie (13oο αηψλαο). 

Καλείο κπνξεί λα ππνζέζεη πσο νη Κηλέδνη δαλείζηεθαλ ηε κέζνδν απηή απφ ηνπο 

άξαβεο καζεκαηηθνχο, αθνχ γλσξίδνπκε πσο ν Al-Samawal (1172) ρξεζηκνπνηνχζε 

κηα παξφκνηα κέζνδν, φκσο κηα ηέηνηα ππφζεζε γελλά αξθεηά εξσηεκαηηθά ζχκθσλα 

κε ηνλ Martzloff [1], φπσο απηά ζρεηηθά κε ην φηη νη άξαβεο ρξεζηκνπνηνχζαλ ην 

εμεθνληαδηθφ ζχζηεκα θαη επίζεο δελ ρξεζηκνπνηνχζαλ θαζφινπ αξλεηηθνχο 

αξηζκνχο. 

Οη Wang Ling θαη Joseph Needham κε έλα άξζξν ηνπο ην 1955, ηζρπξίζηεθαλ πσο ε 

κέζνδνο απηή πξέπεη λα απνδνζεί απνθιεηζηηθά ζηνπο Κηλέδνπο κηα θαη ε βάζε ηεο 

κεζφδνπ βξίζθεηαη ζην πνιχ αξραηφηεξν έξγν „Nine Chapters‟ ζηα πξνβιήκαηα 

ππνινγηζκνχ ξηδψλ.     

 

 

2.7 ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ ΑΠΡΟΓΗΟΡΗΣΖ ΑΝΑΛΤΖ ΚΑΗ ΣΟ ΚΗΝΔΕΗΚΟ 

ΘΔΧΡΖΜΑ ΤΠΟΛΟΗΠΧΝ 

 

Σα πξνβιήκαηα απξνζδηφξηζηεο αλάιπζεο πξψηνπ βαζκνχ, πνπ είλαη θαη ε 

απινχζηεξε κνξθή ηνπο, θαίλεηαη πσο απαζρφιεζαλ αξθεηά ηνπο αξραίνπο Κηλέδνπο 

ιφγηνπο.  

Σέηνηεο εμηζψζεηο, ηεο κνξθήο        , δελ απαληψληαη ζην έξγν ηνπ 

Γηφθαληνπ, αθνχ αζρνιήζεθε κφλν κε εμηζψζεηο κεγαιχηεξνπ βαζκνχ. 
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Έρνπκε ήδε αλαθεξζεί ζηελ πξψηε πξνζπάζεηα επίιπζεο κηαο ηέηνηαο εμίζσζεο απφ 

ηνπο Κηλέδνπο, ζην έξγν „Zang Qiujian Suanjing (Zhang Qiujian‟s Computational 

Canon)‟ ηνπ Zhang Qiujian, φπνπ δίλεηαη ην ‘Πξόβιεκα ησλ 100 πηελώλ (The 

Hundred Fowls Problem)’. 

Σν πξφβιεκα ιέεη: „΄Οη πεηεηλνί  θνζηίδνπλ 5 qian ν έλαο, νη όξληζεο θνζηίδνπλ 3 qian 

ε κία θαη ηα 3 θνηόπνπια θνζηίδνπλ 1 qian. Αλ 100 πηελά πσιήζεθαλ 100 qian, πόζνη 

πεηεηλνί, πόζεο όξληζεο θαη πόζα θνηόπνπια πνπιήζεθαλ;‟ 

Με ζεκεξηλά καζεκαηηθά ην πξφβιεκα αλάγεηαη ζηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

      
 

 
      

          

Καη νη ιχζεηο ηνπ είλαη:        ,            θαη          

O Zhang Qiujian ιέεη σο ηξφπν ιχζεο: „Αύμεζε ηνπο πεηεηλνύο θαηά 4 θάζε θνξά, 

ειάηησζε ηηο όξληζεο θαηά 7 θάζε θνξά θαη αύμεζε ηα θνηόπνπια θαηά 3 θάζε θνξά‟.   

 

Οη πηζαλέο απαληήζεηο πνπ δίλεη ν Zhang Qiujian είλαη: 

4  πεηεηλνί,   18 φξληζεο θαη 78 θνηφπνπια 

8  πεηεηλνί,   11 φξληζεο θαη 81 θνηφπνπια 

12 πεηεηλνί,    4 φξληζεο θαη 84 θνηφπνπια 

Οη ιχζεηο απηέο είλαη θαη νη κνλαδηθέο, αλ δελ ιάβνπκε ππφςε καο ηελ ιχζε 

0  πεηεηλνί,   25 φξληζεο θαη 75 θνηφπνπια 

 

Γελ γλσξίδνπκε αλ ν Zhang Qiujian είρε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε κέζνδν πνπ έιπλε 

ηέηνηεο εμηζψζεηο ή αλ βξήθε ηηο απαληήζεηο κε δνθηκέο. Γεληθά νη Κηλέδνη κάιινλ 

δπζθνιεχνληαλ ηδηαίηεξα λα εμεγήζνπλ ινγηθά ηηο ιχζεηο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ, 

κάιηζηα ε πξψηε ζσζηή αηηηνιφγεζε ηέηνησλ ιχζεσλ παξνπζηάζηεθε ζηα θηλέδηθα 

καζεκαηηθά κφιηο ην 1861!  

χκθσλα κε ηνλ Μartzloff [1] απηφ δελ είλαη θάηη πεξίεξγν, αθνχ παξφκνηεο 

δπζθνιίεο ζπλαληάκε θαη ζε πνιιά κεζαησληθά έξγα παξφκνηνπ επηπέδνπ κε ην 

„Zang Qiujian Suanjing‟. Απηφ πνπ είλαη αμηνζεκείσην ζρεηηθά κε ην πξφβιεκα απηφ 

είλαη ην γεγνλφο φηη παξφκνηα πξνβιήκαηα θαη κάιηζηα φια κε απνηέιεζκα ην 100 

απαληψληαη επίζεο ζηα Ηλδηθά, ζηα Αξαβηθά αιιά θαη ζηα Δπξσπατθά καζεκαηηθά, 

πεξίπνπ απφ ηνλ 8
ν
 σο ηνλ 9

ν
 αηψλα. Αλ θαη είλαη πνιχ δχζθνιν λα πεη θαλείο ην πφηε 
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θαη ην απφ πξνο ηα πνχ ζπλέβε, ην ζίγνπξν είλαη φηη ππήξμε κεηάβαζε θάπνησλ 

πιεξνθνξηψλ ή θαη καζεκαηηθήο γλψζεο, κεηαμχ φισλ απηψλ ησλ πεξηνρψλ.    

 

Δπίζεο ζηα πξνβιήκαηα 38–43, ηνπ θεθαιαίνπ 2, ηνπ „Nine Chapters‟, ιχλνληαη 

θάπνηεο απιέο γξακκηθέο εμηζψζεηο. 

Αο δνχκε ην πξφβιεκα 38, αθνχ ηα ππφινηπα είλαη παξφκνηα. 

 

Πιεξώλεη θάπνηνο 576 λνκίζκαηα γηα λα αγνξάζεη 78 κπακπνύ. Σα κπακπνύ 

απνηεινύληαη από δύν είδε, ην ιεπηό θαη ην παρύ. Βξεο πόζν θνζηίδεη ην θάζε είδνο.  

 

Ζ ιχζε ζα ήηαλ αξθεηά ζχλζεηε αλ νη απαληήζεηο δελ απαηηνχληαλ λα είλαη αθέξαηνη 

θαη αλ δε ζεσξνχληαλ δεδνκέλν φηη νη ηηκέο ησλ δχν εηδψλ δηαθέξνπλ θαηά 1. 

Έζησ x,  y = 78 – x, νη πνζφηεηεο απφ ην παρχ θαη ην ιεπηφ κπακπνχ αληίζηνηρα θαη 

z θαη z+1, νη ηηκέο ηνπο αληίζηνηρα. 

 Σφηε ην πξφβιεκα, κε ηηο πξνυπνζέζεηο πνπ αλαθέξακε αλάγεηαη ζηελ επίιπζε ηεο 

απιήο εμίζσζεο:  

(z+1) x + z (78-x) = 576, δειαδή ηεο:  x + 78z = 576,    

ε νπνία έρεη κνλαδηθή ιχζε γηα x αθέξαην θαη κηθξφηεξν απφ 78, δειαδή ην x είλαη ην 

ππφινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ 576 κε ην 78 θαη ν z είλαη ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο απηήο.  

 

ην πξφβιεκα 13 ηνπ 8
νπ

 θεθαιαίνπ επίζεο ηνπ „Nine Chapters‟ ππάξρεη άιιν έλα 

ραξαθηεξηζηηθφ δείγκα πξνβιήκαηνο απξνζδηφξηζηεο αλάιπζεο. Σν πξφβιεκα ιέεη: 

 

Τπάξρεη έλα θνηλό πεγάδη γηα 5 νηθνγέλεηεο. Αλ πάξνπκε 2 θνξέο ην ζρνηλί ηεο Α 

νηθνγέλεηαο ηόηε γηα λα θζάζνπκε σο ην λεξό, ππνιείπεηαη ζρνηλί ίζν κε ην ζρνηλί ηεο Β 

νηθνγέλεηαο. Αλ πάξνπκε 3 θνξέο ην ζρνηλί ηεο Β νηθνγέλεηαο ηόηε γηα λα θζάζνπκε σο 

ην λεξό, ππνιείπεηαη ζρνηλί ίζν κε ην ζρνηλί ηεο Γ νηθνγέλεηαο. Αλ πάξνπκε 4 θνξέο ην 

ζρνηλί ηεο Γ νηθνγέλεηαο ηόηε γηα λα θζάζνπκε σο ην λεξό, ππνιείπεηαη ζρνηλί ίζν κε ην 

ζρνηλί ηεο Γ νηθνγέλεηαο.  Αλ πάξνπκε 5 θνξέο ην ζρνηλί ηεο Γ νηθνγέλεηαο ηόηε γηα λα 

θζάζνπκε σο ην λεξό, ππνιείπεηαη ζρνηλί ίζν κε ην ζρνηλί ηεο Δ νηθνγέλεηαο. Αλ 

πάξνπκε 6 θνξέο ην ζρνηλί ηεο Δ νηθνγέλεηαο ηόηε γηα λα θζάζνπκε σο ην λεξό, 

ππνιείπεηαη ζρνηλί ίζν κε ην ζρνηλί ηεο Α νηθνγέλεηαο.  
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ην πξφβιεκα απηφ παξαηεξνχκε φηη δίλνληαη 5 ζρέζεηο θαη νη άγλσζηνη είλαη 6, 

είλαη δειαδή έλα πξφβιεκα Απξνζδηφξηζηεο Αλάιπζεο. 

Με ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ ην πξφβιεκα έρεη σο εμήο: 

2x + y = t 

3y + z = t 

4z + u = t 

5u + v = t 

6v + x = t,  

φπνπ x ην ζρνηλί ηεο Α νηθνγέλεηαο,  y ηεο Β,  z ηεο Γ,  u ηεο Γ,  v ηεο Δ θαη t ην 

βάζνο ηνπ πεγαδηνχ  θαη νη ιχζεηο είλαη ηεο κνξθήο: 

x = 265k, y = 191k,  z=148k,  u = 129k,  v = 76k  θαη t = 721k,   

φπνπ k αθέξαηνο, k ≠ 0 

 

Ο ηξφπνο ιχζεο πνπ πξνηείλεηαη ζην αξραίν θείκελν θαη βαζίδεηαη πάιη ζηηο 

γξακκνπξάμεηο, νη νπνίεο πεξηγξάθνληαη ιεθηηθά, ζρεκαηηθά είλαη ν εμήο: 

 

 
 
 
 
 
 
             
             
             
             
             
              

 
 
 
 
 

     
       
          

 
 
 
 
 
 
                 
              
                
                
              
               

 
 
 
 
 

   
       
         

 
 
 
 
 
 
              
             
              
              
              
                

 
 
 
 
 

    
       
         

 

 
 
 
 
 
 
                
                
                
               
               
                 

 
 
 
 
 

    
       
          

 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
               
                 

 
 
 
 
 

   

 

ηε θάζε απηή ππνζέηεη φηη ην βάζνο ηνπ πεγαδηνχ είλαη 721 θαη φηη ην ζρνηλί ηεο Δ 

νηθνγέλεηαο είλαη 76.  Έηζη κε αληηθαηαζηάζεηο ππνινγίδεη θαη ηνπο ππφινηπνπο 

αγλψζηνπο. Οη απαληήζεηο ινηπφλ πνπ δίλνληαη είλαη: 

x = 265,  y = 191,   z = 148,   u = 129,  v = 76  θαη t = 721, δειαδή δίλεη ηηο ζσζηέο 

ιχζεηο αιιά κφλν γηα ηελ ηηκή  k = 1. 

Απηφ πνπ έρεη ελδηαθέξνλ λα παξαηεξήζνπκε εδψ είλαη ν ζπγγξαθέαο ηνπ έξγνπ 

αληηκεησπίδεη ην πξφβιεκα απηφ ηεο απξνζδηφξηζηεο αλάιπζεο φπσο αθξηβψο θαη ηα 
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πξνβιήκαηα κε ζπζηήκαηα εμηζψζεσλ, δειαδή φπσο αθξηβψο ζα αληηκεηψπηδε ην 

ίδην πξφβιεκα αλ ην βάζνο ηνπ πεγαδηνχ ήηαλ γλσζηφ.  

 Φαίλεηαη φκσο νη Κηλέδνη ήηαλ ζε ζέζε λα ιχλνπλ θαη πνιχ δπζθνιφηεξα 

πξνβιήκαηα, φπσο ζα δνχκε θαη ακέζσο παξαθάησ. 

  

Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη ην έξγν ηνπ Sun Zi, „Sunzi Suanjing (Sunzi‟s 

Computational Canon)‟, πξαγκαηεχεηαη ζρεδφλ ηα ίδηα ζέκαηα κε ην „Nine Chapters‟, 

αιιά εθεί ππάξρεη θαη ην πεξίθεκν Πξόβιεκα ησλ Τπνινίπσλ: 

 

Έρνπκε έλαλ αξηζκό αληηθεηκέλσλ πνπ δελ μέξνπκε πόζα είλαη. Αλ ηα κεηξήζνπκε ζε 

3άδεο καο πεξηζζεύνπλ 2. Αλ ηα κεηξήζνπκε ζε 5άδεο καο πεξηζζεύνπλ 3. Αλ ηα 

κεηξήζνπκε ζε 7άδεο καο πεξηζζεύνπλ 2. Πόζα είλαη ηα αληηθείκελα;  

 

Ο Sun Zi δίλεη απάληεζε ζην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα αιιά παξαζέηεη θαη έλαλ 

γεληθφηεξν θαλφλα γηα απζαίξεηα ππφινηπα.  Έηζη ιέεη: 

Λχζε: Αλ κεηξεζνύλ ζε 3άδεο πεξηζζεύνπλ 2, ζέζε 140. Αλ κεηξεζνύλ ζε 5άδεο 

πεξηζζεύνπλ 3, ζέζε 63. Αλ κεηξεζνύλ ζε 7άδεο πεξηζζεύνπλ 2, ζέζε 30. Τπνιόγηζε ην 

άζξνηζκα απηώλ ησλ ηξηώλ αξηζκώλ θαη ζα έρεηο 233. Αθαίξεζε από απηό ην άζξνηζκα  

ην 210 θα έρεηο ηελ απάληεζε.  

Καλφλαο: Γηα θάζε κνλάδα ηνπ ππνινίπνπ, όηαλ κεηξάκε ζε 3άδεο, βάιε 70. Γηα θάζε 

κνλάδα ηνπ ππνινίπνπ όηαλ κεηξάκε ζε 5άδεο βάιε 21. Γηα θάζε κνλάδα ηνπ ππνινίπνπ 

όηαλ κεηξάκε ζε 7άδεο βάιε 15. Αλ ην άζξνηζκα όισλ απηώλ είλαη 106 ή παξαπάλσ, 

αθαίξεζε 105 γηα λα πάξεηο ηελ απάληεζε.  

 

Παξαηεξνχκε πξψηα απφ φια φηη νη δηαηξέηεο (3, 5, 7) είλαη αξηζκνί αλά δχν πξψηνη 

κεηαμχ ηνπο θαη ζήκεξα μέξνπκε φηη ηέηνηα πξνβιήκαηα έρνπλ ιχζε κφλν φηαλ ηζρχεη 

απηφ γηα ηνπο δηαηξέηεο. 

Με ζχγρξνλν ζπκβνιηζκφ ην πξφβιεκα αλάγεηαη ζηηο εμήο ηζνηηκίεο: 

Έζησ x ν δεηνχκελνο αξηζκφο ησλ αληηθεηκέλσλ, ηφηε: 

x   2 (mod 3)  

x   3 (mod 5)  

x   2 (mod 7)  
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θαη ε ιχζε πνπ πξνηείλεηαη απφ ηνλ Sun Zi έηλαη: 

x =                         

Οη αξηζκνί 70, 21, 15 θαη 105 θαίλνληαη αξρηθά πεξίεξγνη θαζψο ν Sun Zi δελ εμεγεί 

πσο πξνθχπηνπλ. 

Παξαηεξνχκε φηη ην 70 είλαη ν αξηζκφο πνπ φηαλ δηαηξεζεί κε ην 3 αθήλεη ππφινηπν 1 

θαη επίζεο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ    , δειαδή ηνπ γηλνκέλνπ ησλ άιισλ δχν 

δηαηξεηψλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Οκνίσο ην 21 είλαη ν αξηζκφο πνπ φηαλ δηαηξεζεί κε ην 5 

αθήλεη ππφινηπν 1 θαη επίζεο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ    . Σν 15 είλαη ν αξηζκφο πνπ 

φηαλ δηαηξεζεί κε ην 2 αθήλεη ππφινηπν 1 θαη είλαη πνιιαπιάζην ηνπ    .   

Γειαδή: 

70 ≡ 1 (mod 3)       140 ≡  2 (mod 3)   

21 ≡  1 (mod 5)         63 ≡  3 (mod 5)   

15 ≡ 1 (mod 7)         30 ≡  2 (mod 7)   

Έηζη ην άζξνηζκα  140 + 63 + 30 είλαη ζίγνπξα ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ελψ ε 

ειάρηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ην άζξνηζκα απηφ ειαηησκέλν θαηά ην 105 = 

        (105 είλαη ην γηλφκελν ησλ ηξηψλ δηαηξεηψλ) φζεο θνξέο „ρσξάεη‟ ζε απηφ. 

ήκεξα ην Κηλέδηθν Θεώξεκα ησλ Τπνινίπσλ ππάξρεη καδί κε ηελ απφδεημή ηνπ 

ζηα πεξηζζφηεξα βηβιία Θεσξίαο Αξηζκψλ θαη είλαη ην εμήο: 

 

   

 

 

 

 

 

Σν επφκελν έξγν ησλ αξραίσλ θηλέδηθσλ καζεκαηηθψλ φπνπ ζπλαληνχκε ηέηνηα 

πξνβιήκαηα είλαη 8 αηψλεο κεηά πεξίπνπ απφ ηνλ Sun Zi, ζην έξγν ηνπ Yang Hui 

(πεξίπνπ ην 1275) φπνπ ππάξρνπλ 5 παξφκνηα πξνβιήκαηα κε ην πξνεγνχκελν ηνπ 

Sun Zi θαη αληηκεησπίδνληαη ζρεδφλ κε ηνλ ίδην ηξφπν.  

Αξγφηεξα ν Qin Jiushao έδσζε κηα πιήξε εμήγεζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηεο ιχζεο 

ηνπ θαη ην θνκκάηη απηφ ηνπ έξγνπ ηνπ ζεσξείηαη ζήκεξα αξθεηά εθιεπηπζκέλνο 

ηξφπνο επίιπζεο ηέηνησλ ηζνηηκηψλ.  

Έζησ νη ζεηηθνί αθέξαηνη              νη νπνίνη είλαη αλά δχν πξψηνη κεηαμχ 

ηνπο, δειαδή Μ.Κ.Γ. (     ) = 1, γηα φια ηα      κε      . 

Σφηε νη ηζνηηκίεο:               ,  γηα             κε         …     αθέξαηνπο,   (1) 

έρνπλ θνηλή αθέξαηα ιχζε   θαη ην   απηφ είλαη κνλαδηθφ        ,  

δειαδή ην ππφινηπν          , φπνπ               είλαη κνλαδηθφ. 
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Όπσο ζεκεηψλεη ν U. Liddrecht [7]: „Ζ κφλε πξφνδνο πνπ έγηλε κεηά ηνλ Sun Zi 

(ζρεηηθά κε ην πξφβιεκα ησλ ππνινίπσλ) ήηαλ ε κέζνδνο Dayan ηνπ Qin Jiushao. 

Γελ πξέπεη λα ππνηηκνχκε απηή ηελ επαλαζηαηηθή πξφνδν, γηαηί απφ απηφ ην έλα 

πξφβιεκα ησλ ππνινίπσλ, θζάζακε κε κηαο ζηνλ γεληθφηεξν θαλφλα επίιπζεο ησλ 

πξνβιεκάησλ ησλ ππνινίπσλ, αθφκα πην εμειηγκέλνπ (απφ αιγνξηζκηθήο άπνςεο) 

θαη απφ ηε κέζνδν ηνπ Gauss, θαη ελψ δελ ππάξρεη ε παξακηθξή έλδεημε ζηαδηαθήο 

εμέιημεο‟.   

Ο Qin Jiushao παξαζέηεη ζην έξγν ηνπ απηφ 9 πξνβιήκαηα ππνινίπσλ, φπνπ 

απαηηείηαη ε ιχζε ελφο ζπζηήκαηνο ηζνηηκηψλ, αξθεηά ζχλζεησλ θαη γηα ηελ επίιπζή 

ηνπο πξνηείλεη κηα αθφκα πην ζχλζεηε κέζνδν, ηε κέζνδν Dayan. Πξφθεηηαη γηα έλαλ 

καθξνζθειή θαλφλα πνπ απνηειείηαη απφ επίζεο καθξνζθειείο θαη ζχλζεηνπο 

ππνθαλφλεο.    

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε έλα ηέηνην ζχζηεκα ηζνηηκηψλ ηεο κνξθήο: 

             ,  γηα          ,  ηφηε αο δνχκε ηα ηέζζεξα ζηάδηα ηνπ θαλφλα 

απηνχ: 

1. Μεηαηξέπεη ηνπο αξηζκνύο    ζε αθεξαίνπο,  

(Ο Qin Jiushao κπνξνχζε λα ρεηξηζηεί θαη ηέηνηα πξνβιήκαηα κε θιάζκαηα, 

γηα απηφ θαη ζηνλ θαλφλα αλαθέξεηαη σο πξψην βήκα απηφ). 

Αλ ινηπφλ έρεη ηζνηηκίεο κε θιάζκαηα (ηα       είλαη θιάζκαηα), βξίζθεη ην 

Δ.Κ.Π. ησλ παξαλνκαζηψλ, ηα κεηαηξέπεη ζε νκψλπκα θαη ζηε ζπλέρεηα 

πνιιαπιαζηάδεη κε απηφ ψζηε λα „θχγνπλ νη παξαλνκαζηέο‟ θαη έηζη κεηά 

έρεη ην ζχζηεκα  ι               , νπφηε ιχλεη απηφ (ζεσξψληαο σο 

άγλσζην ην ι , σο    ηα     θαη σο    ηα    ) θαη ζην ηέινο γηα λα δψζεη ηε 

ιχζε γηα ην  , δηαηξεί ην ι  κε ην ι. ην πξφβιεκα 2.3 ν Qin Jiushao, 

ρεηξίδεηαη έλα ηέηνην πξφβιεκα πνπ αθνξά θηλήζεηο πιαλεηψλ θαη φια ηα 

δεδνκέλα είλαη ζε θιαζκαηηθή κνξθή. 

2. Απινπνηεί ηνπο    ζε αξηζκνύο αλά δύν πξώηνπο κεηαμύ ηνπο,  

(Μπνξνχζε επίζεο λα ρεηξηζηεί πξνβιήκαηα φπνπ νη    δελ ήηαλ πξψηνη 

κεηαμχ ηνπο). 

Πξνθεηκέλνπ λα αλαπηχμνπκε ηε κέζνδν πνπ αθνινπζνχζε ζην βήκα απηφ ν 

Qin Jiushao, αο δνχκε έλα ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα απφ ην έξγν ηνπ.  

ην πξφβιεκα 1.3 νη αξηζκνί κε ηνπο νπνίνπο δηαηξεί θάζε θνξά, νη     

δειαδή είλαη νη: 54, 57, 75, 72 . Ζ δηαδηθαζία μεθηλά κε ηελ εχξεζε ηνπ 
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Μ.Κ.Γ.( 54, 57, 75, 72) = 3, κε ηε κέζνδν ηεο αλζπθαίξεζεο πνπ έρνπκε 

πεξηγξάςεη ζε πξνεγνχκελε παξάγξαθν.  

ηε ζπλέρεηα δηαηξεί φινπο ηνπο αξηζκνχο, εθηφο απφ ηνλ κηθξφηεξν, κε ηνλ 

Μ.Κ.Γ. θαη έηζη έρεη ηνπο αξηζκνχο: ( 54, 57, 75, 72) → (54, 19, 25, 24). ηε 

ζπλέρεηα βξίζθεη ηνλ Μ.Κ.Γ. ησλ φισλ ησλ δεπγαξηψλ πνπ ζρεκαηίδνπλ νη 

αξηζκνί απηνί μεθηλψληαο κε ηα δεπγάξηα πνπ έρνπλ πξψην ζηνηρείν ην 24, 

κεηά ηα δεπγάξηα πνπ έρνπλ πξψην ζηνηρείν ην 25 θαη κεηά ηα δεπγάξηα πνπ 

έρνπλ πξψην ζηνηρείν ην 19. Αλ ν Μ.Κ.Γ. θάπνηνπ δεπγαξηνχ είλαη δηάθνξνο 

ηνπ κεδελφο ηφηε ην δεχηεξν ζηνηρείν ηνπ δεχγνπο δηαηξείηαη κε ν Μ.Κ.Γ. θαη 

ην δεπγάξη απηφ αληηθαζηζηά ην πξνεγνχκελν, ζηελ ηεηξάδα ησλ αξηζκψλ. 

Αθνχ αιιάμεη ε ηεηξάδα ησλ αξηζκψλ ζπλερίδνπκε κε ηα δεπγάξηα απφ εθεί 

πνπ είρακε κείλεη, αιιά ηψξα αλ ν Μ.Κ.Γ. θάπνηνπ δεχγνπο δελ είλαη ε 

κνλάδα, ηφηε ν πξψηνο φξνο ηνπ δεχγνπο δηαηξείηαη κε ηνλ Μ.Κ.Γ. ελψ ν 

δεχηεξνο φξνο ηνπ δεχγνπο πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηνλ Μ.Κ.Γ. Γηα ην 

παξάδεηγκα καο ε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάςακε έρεη σο εμήο: 

Μ.Κ.Γ.(24, 25) = 1 

Μ.Κ.Γ.(24, 19) = 1 

Μ.Κ.Γ.(24, 54) = 6, άξα (24, 25)→(24, 9) θαη (54, 19, 25, 24)→(9, 19, 25, 24) 

Μ.Κ.Γ.(25, 19) = 1 

Μ.Κ.Γ.(25, 9) = 1 

Μ.Κ.Γ.(19, 9) = 1 

Μ.Κ.Γ.(24, 9) = 3, άξα (24, 9) → (8, 27) θαη (9, 19, 25, 24) → (27, 19, 25, 8) 

Έηζη νη ηειηθή ηεηξάδα αξηζκψλ είλαη 27, 19, 25, 8 νη νπνίνη πιένλ είλαη αλά 

δχν πξψηνη κεηαμχ ηνπο. Παξαηεξνχκε φηη ε ηειηθή ηεηξάδα δελ είλαη 

κνλαδηθή, θαζψο εμαξηάηαη απφ ηε ζέζε ησλ αξρηθψλ αξηζκψλ, θάζε ηεηξάδα 

φκσο πνπ πξνθχπηεη κα ηε δηαδηθαζία απηή είλαη ζσζηή. 

3. Αθνύ έρεη θζάζεη ζε έλα ζύζηεκα ηζνηηκηώλ              ,  γηα 

          όπνπ νη    είλαη αθέξανη θαη αλά δύν πξώηνη κεηαμύ ηνπο, 

ππνινγηδεη ην γηλόκελν              , θαη ζέηεη        

           .  Αθνύ νη     θαη   , είλαη θαη απηνί πξώηνη κεηαμύ 

ηνπο, ππνινγίδεη ηνπο αθεξαίνπο             , ηέηνηνπο ώζηε: 

                             ,                  , …,                    
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Δδώ επηιύεη ηζνηηκίεο ηεο κνξθήο:             , (κέζνδνο ε νπνία       

θαιείηαη Dayan κέζνδνο γηα ηελ εχξεζε ηεο κνλάδαο) κε κηα αξθεηά ζχλζεηε 

θαη ελδηαθέξνπζα δηαδηθαζία.  

Αο δνχκε αλαιπηηθά ηα βήκαηα, φπσο πεξηγξάθνληαη απφ ηνλ Qin Jiushao, ηεο 

δηαδηθαζίαο πνπ αθνινπζεί γηα ηελ  επίιπζε ηεο ηζνηηκίαο             , φπνπ 

     θαη Μ.Κ.Γ.(α, b) =1 (Dayan κέζνδνο γηα ηελ εύξεζε ηεο κνλάδαο), ε νπνία 

βαζίδεηαη ζηελ Αλζπθαίξεζε! 

i) Σνπνζέηεζε ην α ζηελ πάλσ δεμηά γσλία θαη ην b απφ θάησ. Σνπνζέηεζε ηε 

κνλάδα (    ) ζηελ πάλσ αξηζηεξά γσλία. 

ii) Γηαίξεζε ηνλ πάλσ  δεμηά αξηζκφ κε ηνλ θάησ αξηζκφ δεμηά (δειαδή:     

   
  

 
 ). Με ην πειίθν πνπ βξήθεο πνιιαπιαζίαζε ηε κνλάδα θαη 

ηνπνζέηεζε ην απνηέιεζκα ζηελ θάησ αξηζηεξά γσλία (δειαδή          

  ). 

iii) Γηαίξεζε ηνλ κεγαιχηεξν αξηζκφ δεμηά κε ηνλ κηθξφηεξν αξηζκφ δεμηά ( 

δειαδή         
  

  
). Με ην πειίθν πνπ βξήθεο πνιιαπιαζίαζε ηνλ 

θάησ αξηζηεξά αξηζκφ, πξφζζεζε ην απνηέιεζκα ζηνλ πάλσ αξηζηεξά αξηζκφ 

θαη ηνπνζέηεζε ην απνηέιεζκα ζηελ πάλσ αξηζηεξή γσλία  (δειαδή      

                 ) 

iv) Δπαλέιαβε ηελ ίδηα δηαδηθαζία φπσο πξηλ, (δειαδή           
  

  
 , φπνπ  

   ν θάησ δεμηά αξηζκφο,             , φπνπ    ν θάησ αξηζηεξά αξηζκφο, 

θαη               φπνπ    ν πάλσ αξηζηεξά αξηζκφο).  

v) Δπαλέιαβε ηελ ίδηα δηαδηθαζία ψζπνπ o πάλσ δεμηά αξηζκφο λα γίλεη 1 

(δειαδή     ) θαη                   .  Αλ           , ηφηε ην    

είλαη ε ιχζε, αιιηψο ην                         είλαη ε ιχζε.  

 

Σα βήκαηα πνπ πεξηγξάθνληαη παξαπάλσ θαίλνληαη ζρεκαηηθά ζηνλ παξαθάησ 

πίλαθα.    

  (i)    (ii)   (iii)     (iv)   (v)  

                  

   a      a                      

 b                                 
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ην πξφβιεκα 2.3 ν Qin Jiushao, πξνθεηκέλνπ λα ιχζεη έλα ζχλζεην αζηξνλνκηθφ 

πξφβιεκα θαηαιήγεη ζηελ ηζνηηκία:                          . 

  

Αο δνχκε ζρεκαηηθά πσο εθαξκφδεη ηε κέζνδν πνπ πεξηγξάςακε θαη βξίζθεη ην 

ζσζηφ απνηέιεζκα.  

(i)   (ii)   (iii)     iv)   

                  3     

1    377.873    1   377.873  4   14.291  4 14.291  

 499.067    1   121.194  1 121.194  33   6.866  

               1               8  

 

 

 

(v)   (vi)   (vii)   viii)   

            2                 3     

70        599    70        559  2.689          85  2.689 85  

  6.866    873       158  873       158  3.562 73  

           12           1     

 

 

 

(ix)   (x)   (xi)   

           1              11  

6.251           12    6.251        12  457.999          1  

3.562        73   41.068         1  41.068          1  

            6     

 

Έηζη ε απάληεζε εδψ είλαη:  Ν = 457.999 

 

4. Σέινο δίλεη ηε δεηνύκελε ιύζε σο εμήο:       
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Με παξφκνηα πξνβιήκαηα αζρνιήζεθαλ Ηλδνί καζεκαηηθνί ηνλ 6
ν
 αηψλα, Άξαβεο ηνλ 

10
ν
 αηψλα θαη ζηελ Δπξψπε ν Fibonacci (Leonardo Pisano) ηνλ 13o αηψλα, ν Isaac 

Argyros ηνλ 14o αηψλα θαη άιινη.  

Απφ ηνλ 15
ν
 αηψλα θαη κεηά ζε Κίλα, Ηλδία αιιά θαη ζηνλ Αξαβηθφ θφζκν δελ 

ππάξρεη ηδηαίηεξε ελαζρφιεζε κε ην ζέκα απηφ. Αληηζέησο ζηελ Δπξψπε ππάξρεη 

απμαλφκελε έξεπλα πάλσ ζε ηέηνηα πξνβιήκαηα πνπ θζάλεη ζην απφγεηφ ηεο κε ηα 

έξγα ησλ Lagrange, Euler θαη Gauss. 

Δίλαη αμηνζεκείσην φηη αθξηβψο ην ίδην πξφβιεκα κε απηφ ηνπ Sun Zi, ππάξρεη σο 

πξφβιεκα, ζηα 5 ζπκπιεξσκαηηθά πξνβιήκαηα, ζηελ έθδνζε ηνπ έξγνπ „Δηζαγσγή 

ζηελ Αξηζκεηηθή‟ ηνπ Νηθφκαρνπ ηνπ Γεξαζηλνχ (60 – 120 κ.Υ.), απφ ηνλ Hoche. 

Όκσο ζχκθσλα κε ηνλ Needham [5] αιιά θαη ηνλ Waerden [11], ην πξφβιεκα απηφ 

δελ ππάξρεη ζε παιηφηεξεο εθδφζεηο ηνπ έξγνπ θαη κάιηζηα ζηελ έθδνζε απηή ν  

Hoche, απνδίδεη ηξία απφ ηα πέληε ζπκπιεξσκαηηθά πξνβιήκαηα ζηνλ Isaac Argyros, 

έλα βπδαληηλφ κνλαρφ, καζεκαηηθφ πνπ έδεζε ηνλ 14
ν
 αηψλα. Έηζη κπνξνχκε κε 

αζθάιεηα λα ππνζέζνπκε πσο ην πξφβιεκα πξνζηέζεθε ζην έξγν ηνπ Νηθφκαρνπ ηνλ 

14
ν
 αηψλα απφ ηε ζρνιή ηνπ Isaac Argyros. O Waerden [11] ζεσξεί παξφια απηά πσο 

ζα ήηαλ ιάζνο λα ηζρπξηζηνχκε πσο ην Βπδάληην επεξεάζηεθε απφ ηα θηλέδηθα 

καζεκαηηθά θαη φηη πξφθεηηαη πάιη κάιινλ γηα κηα θνηλή θαηαγσγή ηνπ θηλέδηθνπ 

θεηκέλνπ θαη ηνπ ειιεληθνχ, φπσο έλα αξραίν ειιεληθφ θείκελν ή κηα αθφκα 

παιαηφηεξε πξν-ειιεληθή παξάδνζε. Ο Waerden [11] κε ηελ ππφζεζή ηνπ ηεο θνηλήο 

θαηαγσγήο, ζε αληίζεζε κε πνιινχο ηζηνξηθνχο ησλ καζεκαηηθψλ, ζεσξεί πσο κε 

ειάρηζηεο εμαηξέζεηο νη κεγαιχηεξεο αλαθαιχςεηο ησλ καζεκαηηθψλ έρνπλ 

ζπληειεζηεί κηα θνξά, ιέεη δειαδή πσο ζα πξέπεη λα απνδερζνχκε ηελ ππφζεζε ηεο 

εμάξηεζεο, φηαλ παξαηεξνχκε πσο ζε δηάθνξα κέξε ή θαη επνρέο ην ίδην ζπνπδαίν 

ζέκα αληηκεησπίδεηαη κε παξφκνην ηξφπν θαη λα αλαδεηήζνπκε ηηο νκνηφηεηεο θαη 

ηελ θνηλή θαηαγσγή αλ απηφ είλαη εθηθηφ.       

 

3
ν   

ΚΔΦΑΛΑΗΟ:  ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ ΓΔΧΜΔΣΡΗΑ 

 

3.1  ΣΟ ΠΤΘΑΓΟΡΔΗΟ ΘΔΧΡΖΜΑ ΚΑΗ ΣΑ ΟΡΘΟΓΧΝΗΑ ΣΡΗΓΧΝΑ 

 

Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη ζην „Chou Pei Suan Shu‟ (The Arithmetical Classic of the 

Gnomon and the Circular Paths of Heaven) έλα ζπνπδαίν θηλέδηθν έξγν ηνπ νπνίνπ ην 

πεξηερφκελν ρξνλνινγείηαη θπξίσο ζην 2
ν
 κ.Υ. αηψλα ππάξρεη ν παξαθάησ δηάινγνο 
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φπσο απνδίδεηαη απφ ηνλ Christopher Cullen, ζηα αγγιηθά απεπζείαο απφ ηελ  

πξσηφηππε πεγή: 

1 - Long ago, the Duke of Zhou asked Shang Gao: 'I have heard, sir, that you excel in 

numbers. May I ask how Bao Xi laid out the successive degrees of the circumference 

of heaven in ancient times? Heaven cannot be scaled like a staircase, and earth 

cannot be measured out with a footrule. Where do the numbers come from?' 

2 - Shang Gao replied: 'The patterns for these numbers come from the circle and the 

square. The circle comes from the square, the square comes from the trysquare, and 

the trysquare comes from [the fact that] nine nines are eighty-one.' 

3 - Therefore fold a trysquare so that the base is three in breadth, the altitude is four 

in extension, and the diameter is five aslant. Having squared its outside, halve it [to 

obtain] one trysquare. Placing them round together in a ring, one can form three, 

four and five. The two trysquares have a combined length of twenty-five. This is called 

the accumulation of trysquares. Thus we see that what made it possible for Yu to set 

the realm in order was what numbers engender.' 

4 - The Duke of Zhou exclaimed: 'How grandly you have spoken of the numbers! May 

I ask how the trysquare is used?'  

5 - Shang Gao said: 'The level trysquare is used to set lines true. The supine trysquare 

is used to sight on heights. The inverted trysquare is used to plumb depths. The 

recumbent trysquare is used to find distances. The rotated trysquare is used to make 

circles, and joined trysquares are used to make squares. ' 

6 - 'The square pertains to Earth, and the circle pertains to Heaven. Heaven is a 

circle, and Earth is a square. The numbers of the square are basic, and the circle is 

produced from the square. One may represent Heaven by a rain-hat. Heaven is blue 

and black; Earth is yellow and red. As for the numbers of Heaven making a rain-hat, 

the blue and black make the outside, and the cinnabar and yellow make the inside, so 

as to represent the positions of Heaven and Earth.' 

7 - 'Thus one who knows Earth is wise, but one who knows Heaven is a sage. Wisdom 

comes from the base [of the right-angled triangle] and the base comes from the 

trysquare. Through its relations to numbers, what the trysquare does is simply to 

settle and regulate everything there is.' 

8 - 'Good!' said the Duke of Zhou.  
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ε έθδνζε ηνπ έξγνπ, πνπ πεξηιακβάλεη 

θαη ηα ζρφιηα ηνπ Zhao Shuang (3
νο

 

αηψλαο), ζην δηάινγν απηφ έρεη 

πξνζηεζεί θαη ην δηπιαλφ ζρέδην 

κεηαμχ ηεο 3
εο

 θαη 4
εο

 πξφηαζεο ηνπ 

δηαιφγνπ. Σν ζρέδην απηφ καδί κε ηα 

ζρφιηα ηνπ Zhao Shuang έγηλαλ 

αθνξκή γηα κηα κεγάιε ζπδήηεζε 

ζρεηηθά κε ην αλ νη Κηλέδνη είραλ απφ 

ηφηε (ή θαη πνιχ λσξίηεξα) αλαθαιχςεη 

κηα απφδεημε ηνπ Ππζαγνξείνπ 

Θεσξήκαηνο. Δίλαη πξνθαλέο φηη 

ζρεκαηηθά πξνθχπηεη κηα ππνηππψδεο 

απφδεημε ηνπ  Ππζαγνξείνπ 

Θεσξήκαηνο.   

Ζ πιεπξά ηνπ κεγάινπ ηεηξαγψλνπ 

είλαη       ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 

Αλ ζην δηαπιαλφ ζρήκα ζεσξήζνπκε 

ηα 4 κπιέ ηξίγσλα πνπ πξνθχπηνπλ εζσηεξηθά κε θάζεηεο πιεπξέο  θαη  κνλάδεο 

θαη ηα άιια 4 θφθθηλα ίζα ηξίγσλα, θαζέλα απφ απηά ζα έρεη εκβαδφ     
 

 
      

ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. Tν εκβαδφ ηνπ εζσηεξηθνχ ηεηξαγψλνπ ζα είλαη 4 θνξέο ην 

εκβαδφ ηνπ θφθθηλνπ ηξηγψλνπ ζπλ ην εκβαδφ ηνπ θίηξηλνπ ηεηξαγψλνπ κε πιεπξά 

   .  

Γειαδή ζα είλαη:       
 

 
                                 

Πξάγκαηη απηφ ην ζρέδην είλαη άμην αλαθνξάο θαη είλαη πηζαλφ ν ζπγγξαθέαο ηνπ 

έξγνπ λα ήζειε κε ηνλ ηξφπν απηφ λα γεληθεχζεη απηφ πνπ θαίλεηαη λα ελλνεί κέζα 

απφ ην δηάινγν, ην φηη δειαδή ζε έλα νξζνγψλην ηξίγσλν κε θάζεηεο πιεπξέο 3 θαη 4 

ε ππνηείλνπζα είλαη 5 θαη ην ηεηξάγσλν ηεο ππνηείλνπζαο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα 

ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ δχν θάζεησλ πιεπξψλ, δειαδή ην Ππζαγφξεην Θεψξεκα. Απφ 

απηφ φκσο κέρξη λα ζεσξήζνπκε πσο ηελ επνρή απηή νη Κηλέδνη είραλ ήδε απνδείμεη 

ην Ππζαγφξεην Θεψξεκα ππάξρεη κεγάιε απφζηαζε θαη κάιινλ ζα ζθάιακε. 

Σν Chou Pei Suan Shu‟ (The Arithmetical Classic of the Gnomon and the Circular 

Paths of Heaven) αλ θαη πξφθεηηαη γηα έλα έξγν πνπ θπξίσο αθνξά ζηελ αζηξνλνκία 
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(ζεσξείηαη κάιηζηα έξγν αλαθνξάο κηα θαη είλαη ε πξψηε θνξά πνπ αλ θαη φρη ζσζηά 

δίλεηαη κηα ινγηθή εμήγεζε γηα ην ζχκπαλ, φπνπ έλαο νπξαλφο ζαλ νκπξέια 

πεξηζηξέθεηαη γχξσ απφ έλαλ θάζεην άμνλα ζηελ επίπεδε γε) ππάξρεη θάηη αθφκα 

ελδηαθέξνλ ζρεηηθφ κε ηε γεσκεηξία. 

Παξαζέηνπκε εδψ ην κέξνο ηνπ δηαιφγνπ πνπ καο ελδηαθέξεη: 

'Wait until the base is six chi, then take a bamboo [tube] of diameter one cun, and of 

length eight chi. Catch the light [down the tube] and observe it: the bore exactly 

covers the sun, and the sun fits into the bore. Thus it can be seen that an amount of 

eighty cun gives one cun of diameter. So start from the base, and take the bi as the 

altitude. 60.000 li from the bi, at the subsolar point a bi casts no shadow. From this 

point up to the sun is 80.000 li. If we require the oblique distance [from our position] 

to the sun, take [the distance to] the subsolar point as the base, and take the height of 

the sun as the altitude. Square both base and altitude, add them and take the square 

root, which gives the oblique distance to the sun. The oblique distance to the sun from 

the position of the bi is 100.000 li. Working things out in proportion, eighty li gives 

one li of diameter, thus 100 000 li gives 1250 li of diameter. So we can state that the 

diameter of the sun is 1250 li.' 

Με αθνξκή απηφ ην απφζπαζκα θάπνηνη κειεηεηέο βηάζηεθαλ λα εηθάζνπλ φηη ν 

ζπγγξαθέαο ηνπ έξγνπ ρξεζηκνπνηεί ηηο ηδηφηεηεο ησλ φκνησλ ηξηγψλσλ ελψ 

ζχκθσλα θαη κε ηνλ Cullen [2], ν ζπγγξαθέαο ρξεζηκνπνίεη πνιχ πην ζηνηρεηψδε 

καζεκαηηθά, φπσο ηε κέζνδν ησλ ηξηψλ πνπ γλσξίδνπκε φηη ρξεζηκνπνηνχληαλ ήδε 

ζηελ Κίλα. 
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Αο δνχκε πσο πξαγκαηεχνληαη ηα δεηήκαηα απηά ζην „Nine Chapters‟ θαη ζην 

„Haidao Suanjing‟ (Sea Island Computational Canon), ηα ελλέα πξνβιήκαηα πνπ ν 

Liu Hui πξφζζεζε ζην „Nine Chapters‟. Οιφθιεξν ην 9
ν
 θεθάιαην ηνπ „Nine 

Chapters‟ αιιά θαη ηα ελλέα απηά πξνβιήκαηα ζρεηίδνληαη κε νξζνγψληα ηξίγσλα.  

Αμίδεη λα αλαθεξζεί πσο νη θηλέδνη ηεο επνρήο εθείλεο δελ αλαθέξνληαλ ζε 

νξζνγψληα ηξίγσλα αθνχ δελ ρξεζηκνπνηνχζαλ θαλ ηνλ φξν ηξίγσλν κε ηελ έλλνηα 

πνπ ην ρξεζηκνπνηνχζαλ νη αξραίνη Έιιελεο. Αλαθέξνληαλ φκσο ζε έλα νξηδφληην 

επζχγξακκν ηκήκα πνπ ην νλφκαδαλ „gou‟ πνπ ζεκαίλεη θάηη πεξίπνπ ζαλ γάληδνο 

πνπ εμείρε ζρεκαηίδνληαο νξζή γσλία απφ ηελ παηνχζα ελφο άιινπ θαηαθφξπθνπ 

ηκήκαηνο πνπ νλφκαδαλ „gu‟ δειαδή θάηη ζαλ πφδη. Δλψλνληαο ηα άθξα ησλ gou θαη 

gu ζρεκαηηδφηαλ έλα άιιν ηκήκα ην „xian‟, δειαδή απηφ πνπ εκείο θαινχκε 

ππνηείλνπζα. Όηαλ ινηπφλ νη Κηλέδνη αλαθέξνληαλ ζε νξζνγψληα ηξίγσλα άξα θαη 

ζην ππζαγφξεην ζεψξεκα ρξεζηκνπνηνχζαλ ηνλ φξν „gougu‟ πνπ ήηαλ πνιχ 

δηαδεδνκέλνο θαη κάιηζηα φρη κφλν ζηνπο θχθινπο ησλ καζεκαηηθψλ.    

Σν 9
ν
 θεθάιαην ηνπ „Nine Chapters‟ πεξηιακβάλεη 24 πξνβιήκαηα ηα νπνία κπνξνχλ 

ρσξηζηνχλ ζε 3 γεληθέο θαηεγνξίεο. 

 Σα πξνβιήκαηα 1 σο 13 είλαη πξνβιήκαηα πνπ ιχλνληαη φπνπ δίλνληαη νη δχν 

πιεπξέο ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ θαη δεηείηαη ε ηξίηε ή δίλνληαη θάπνηεο 

ζρέζεηο κεηαμχ ησλ πιεπξψλ θαη δεηνχληαη νη ίδηεο νη πιεπξέο. Όια απηά 

ιχλνληαη κε ηε ρξήζε ηνπ Ππζαγνξείνπ Θεσξήκαηνο. 

 Σα πξνβιήκαηα 15 σο 24, εθηφο απφ ην 21
ν
, είλαη φια πξνβιήκαηα πνπ 

ιχλνληαη ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο ησλ φκνησλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ. 

 Σα πξνβιήκαηα 14 θαη 21 ηα νπνία είλαη θαη ηα πην ελδηαθέξνληα 

ρξεζηκνπνηνχλ ππζαγφξεηεο ηξηάδεο, αιιά εδψ ρξεζηκνπνηείηαη ε ζρέζε 

κεηαμχ ησλ ηξηψλ αξηζκψλ ζαλ γεληθεπκέλνο θαλφλαο θαη φρη ζαλ 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε φπσο ζηα άιια πξνβιήκαηα.  

 

ηα πξνβιήκαηα 1σο 3 δίλνληαη δχν απφ ηηο πιεπξέο ελφο νξζνγσλίνπ θαη δεηείηαη ε 

ηξίηε.  

Ζ κέζνδνο πνπ πξνηείλεηαη είλαη: πξφζζεζε ηα ηεηξάγσλα ησλ gou θαη gu (ησλ δχν 

θάζεησλ πιεπξψλ), βξεο ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ζα έρεηο ηελ 

ππνηείλνπζα. Αληίζηνηρεο κέζνδνη πξνηείλνληαη θαη ηηο άιιεο δχν πεξηπηψζεηο. 

ηα ζρφιηά ηνπ ν Liu Hui ιέεη ηελ παξαθάησ θάπσο αηληγκαηηθή πξφηαζε:  
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„Σν ρξώκα ηνπ ηεηξαγώλνπ ηεο gou πιεπξάο είλαη θόθθηλν ελώ ην ηεηξάγσλν ηεο gou 

πιεπξάο ζα είλαη γαιάδην. Σα θνκκάηηα πνπ πεξηζζεύνπλ ή πνπ ιείπνπλ 

αληηθαζηζηνύληαη ακνηβαία ζε θαηάιιειεο ζέζεηο, ελώ ηα ππόινηπα κέξε κέλνπλ 

ζηαζεξά. Όια καδί ζπλδπάδνληαη ώζηε λα ζρεκαηίζνπλ ην ηεηξάγσλν ηεο ππνηείλνπζαο. 

Βξεο ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο ππνηείλνπζαο‟.    

Δίλαη βέβαην πσο ε πξφηαζε απηή, ε νπνία είλαη ζαθψο κηα πξνζπάζεηα αηηηνιφγεζεο 

(ή θαη απφδεημεο) ηεο Ππζαγφξεηαο ζρέζεο, ζπλνδεχνληαλ απφ θάπνην ζρέδην ην 

νπνίν φκσο δελ έρεη βξεζεί. Πνιινί ινηπφλ επηρείξεζαλ λα εηθάζνπλ ην ζρήκα απηφ 

θαη ν Li Huang (17
νο

 αηψλαο) θαηέιεμε ζην παξαθάησ ζρήκα. 

Απφ απηφ πξάγκαηη πξνθχπηεη φηη ην ηεηξάγσλν ηεο ππνηέηλνπζαο είλαη ίζν κε ην 

θφθθηθν θαη ην κπιε ηεηξάγσλν καδί, δειαδή ην άζξνηζκα ησλ ηεξηαγψλσλ ησλ δχν 

θάζεησλ πιεπξψλ. 

Αο δνχκε αλαιπηηθά κεξηθά πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδνπλ ελδηαθέξνλ. 

 

(Μνλάδεο κήθνπο: 1 pi = 4 zhang = 40 chi) 

 

Πξφβιεκα 9.5 

Έλα δέληξν έρεη ύςνο 2 zhang θαη ε πεξηθέξεηα ηνπ θνξκνύ είλαη 3chi. Έλα θιαδί 

ακπέινπ πεξηηπιίγεη ηνλ θνξκό 7 θνξέο από ηελ ξίδα ηνπ σο ηελ θνξπθή ηνπ. Βξεο ην 

κήθνο ηνπ θιαδηνύ. 
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Μέζνδνο: 

Πνιιαπιαζίαζε ηελ πεξηθέξεηα κε ην 7 θαη απηό ζα είλαη ε πιεπξά gu. Σν ύςνο ηνπ 

δέληξνπ ζα είλαη ε πιεπξά gou. Βξεο ηελ ππνηείλνπζα θαη απηό ζα είλαη ην κήθνο ηνπ 

θιαδηνύ. 

Σν ζρήκα ηνπ Liu Hui έρεη ραζεί θαη απηφ πνπ έρνπκε απφ ηνλ κεηέπεηηα ζρνιηαζηή 

ηνπ „Nine Chapters‟ πνπ πξναλαθέξακε, ηνλ Li Huang, είλαη ην παξαθάησ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σν πξφβιεκα απηφ ρξεζηκνπνηεί απιά ην Π.Θ. αιιά είλαη αμηνζεκείσην, σο ε πξψηε 

έλδεημε ζηα θηλέδηθα καζεκαηηθά ηεο ζπζρέηηζεο ηνπ θνριία κε ην θεθιηκέλν 

επίπεδν. 

 

Πξφβιεκα 9.6 

Έλα θαιάκη είλαη βπζηζκέλν ζην θέληξν κηαο δεμακελήο κε βάζε ηεηξάγσλν πιεπξάο 1 

chi θαη ην θαιάκη εμέρεη από ην λεξό 1 zhang. Όηαλ ην θαιάκη βπζίδεηαη πιαγίσο ζην 

λεξό θαιύπηεηαη αθξηβώο από ην λεξό. Βξεο ην κήθνο ηνπ θαιακηνύ θαη ην ύςνο ηνπ 

λεξνύ ζηε δεμακελή. 

 

Μέζνδνο: 

Ύςσζε ζην ηεηξάγσλν ην κηζό ηεο πιεπξάο ηεο βάζεο. Από απηό αθαίξεζε ην 

ηεηξάγσλν ηνπ κήθνπο ηνπ θαιακηνύ πνπ εμέρεη από ην λεξό. Γηαίξεζε απηό πνπ κέλεη 

κε ην δηπιάζην ηνπ κήθνπο ηνπ θαιακηνύ πνπ εμέρεη από ην λεξό θαη ζα βξεηο ην ύςνο 

ηνπ λεξνύ. Σν κήθνο ηνπ θαιακηνύ είλαη ην άζξνηζκα ηνπ πξνεγνύκελνπ απνηειέζκαηνο 

κε ην ύςνο ηνπ θαιακηνύ πνπ εμέρεη. 
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Γίπια απνδίδεηαη ζρεκαηηθά ην πξφβιεκα, φπνπ   

ην κηζφ ηεο πιεπξάο ηεο ηεηξαγσληθήο βάζεο,    ην 

χςνο ηεο δεμακελήο θαη   ην χςνο ηνπ θαιακηνχ. 

Γειαδή εδψ θαινχκαζηε λα βξνχκε ην     πνπ 

είλαη ε ππνηέηλνπζα ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ πνπ 

ζρεκαηίδεηαη, ελψ καο δίλεηαη ε κηα θάζεηε πιεπξά 

    θαη ε δηαθνξά       ηεο άιιεο θάζεηεο απφ 

ηελ ππνηείλνπζα.  

Δκείο κε ηε ρξήζε ηνπ Π.Θ. θαη ηεο άιγεβξαο ζα ιέγακε:  

                                    
  

   
  

  
  

   
     

        

   
    

           

   
  

   
                   

   
    

                

   
  

   
         

   
   

         

      
 

 

Όκσο ν  Liu Hui ζηα δηθά ηνπ ζρφιηα ζηελ πξνζπάζεηα λα εμεγήζεη θαη λα 

αηηηνινγήζεη ηε κέζνδν πεξηγξάθεη ηε ιχζε γεσκεηξηθά πάιη κε θφθθηλα θαη κπιε 

ηεηξάγσλα θαη γλψκνλεο.   

Δδψ φπσο θαη ζηα ππφινηπα πξνβιήκαηα ηνπ 

θεθαιαίνπ ν Liu Hui θάλεη έλαο είδνο Γεσκεηξηθήο 

Άιγεβξαο, φπσο ν Δπθιείδεο ζχκθσλα κε ηνλ Van 

Der Waerden [11], ζην 2
ν
 βηβιίν ησλ „ηνηρείσλ‟. 

 Έηζη εδψ ν Liu Hui κεηαηξέπνληαο ην γλψκνλα  

        , ζε νξζνγψλην ιέεη:  

               

ηε ζπλέρεηα ιέεη:                      –               , ην 

νπνίν γεσκεηξηθά ην εμεγεί φπσο θαίλεηαη παξαθάησ. 
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Καη έηζη θαηαιήγεη:  

  
         

      
 

 

Πξφβιεκα 9.7 

Έλα ζρνηλί θξέκεηαη από ηελ θνξπθή ελόο ζηύινπ θαη ην θνκκάηη ηνπ ζρνηληνύ πνπ 

αθνπκπά ζην έδαθνο έρεη 3 chi κήθνο. Όηαλ ηελησζεί ην ζρνηλί έρεη κήθνο από ηελ 

θνξπθή σο ηε βάζε ηνπ ζηύινπ 8 chi. Βξεο ην κήθνο ηνπ ζρνηληνύ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δδψ γλσξίδνπκε πάιη ηε κηα θάζεηε πιεπξά (a) ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ θαη ηε 

δηαθνξά ηεο άιιεο θάζεηεο πιεπξάο απφ ηελ ππνηείλνπζα (c-b)  θαη δεηνχκε λα 

βξνχκε ηελ ππνηείλνπζα (c).  

Όκσο ην πξφβιεκα εδψ αληηκεησπίδεηαη δηαθνξεηηθά. 

Ο Liu Hui παίξλεη απεπζείαο απφ ην πξνεγνχκελν πξφβιεκα απηφ πνπ έρεη δείμεη:  

              θαη ιέεη:   

    
  

   
 

 Μεηά ιέεη:     
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Πξφβιεκα 9.13 

Έλα κπακπνύ ύςνπο 1 zhang, είλαη ζπαζκέλν θαη ε θνξπθή ηνπ αθνπκπά ην έδαθνο 3 

chi καθξπά από ηε βάζε ηνπ. Βξεο ζε πνην ύςνο έρεη ζπάζεη ην κπακπνύ. 

  

 

Σν πξφβιεκα απηφ είλαη ην δηάζεκν πξφβιεκα ηνπ „ζπαζκέλνπ κπακπνχ‟ θαη 

ιχλεηαη κε παξφκνην ηξφπν φπσο θαη ην πξνεγνχκελν. Σν πξφβιεκα απηφ κε ζρεδφλ 

ηελ ίδηα δηαηχπσζε απαληάηαη θαη ζην „Lilavati‟ ηνπ Bhaskara θαη ζην έξγν ηνπ 

Calandri.  

Ο Filippo Calandri (15
νο

 αηψλαο) ήηαλ Ηηαιφο ινγηζηήο, ν νπνίνο έγξαςε έλα έξγν, ην 

νπνίν ήηαλ ην πξψην έξγν αξηζκεηηθήο πνπ ηππψζεθε ζε βηβιίν.    

 

Πξφβιεκα 9.14 

Γύν άλζξσπνη ν Α θαη ν Β ζηέθνληαη ζην ίδην ζεκείν. Ξεθηλνύλ ηαπηόρξνλα λα 

πεξπαηνύλ θαη ν Α θηλείηαη κε ξπζκό 7 ελώ ν Β κε ξπζκό 3. Ο B θηλείηαη αλαηνιηθά ελώ 

ν Α θηλείηαη θαηά 10 bu λόηηα θαη ζηε ζπλέρεηα θηλείηαη βνξεηναλαηνιηθά κέρξη λα 

ζπλαληεζεί κε ηνλ Α. Βξεο πόζε απόζηαζε ζα έρεη δηαλύζεη ν θαζέλαο.  
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Μέζνδνο:  

Βξεο ηα ηεηξάγσλα ησλ αξηζκώλ 3 θαη 7. Σν κηζό απηνύ ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη ν 

ξπζκόο ηνπ Α θαζώο θηλείηαη βνξεηναλαηνιηθά. Αθαίξεζε απηό από ην ηεηξάγσλν ηνπ 7. 

Απηό πνπ κέλεη είλαη ν ξπζκόο ηνπ Α θαζώο θηλείηαη λόηηα. Ο ξπζκόο ηνπ Β θαζώο 

θηλείηαη αλαηνιηθά είλαη 3 θνξέο ην 7. Πνιιαπιαζίαζε ην 10 bu κε ηνλ ξπζκό ηνπ Α 

θαζώο θηλείηαη βνξεηναλαηνιηθά θαη κεηά κε ηνλ ξπζκό ηνπ Β θαζώο θηλείηαη 

αλαηνιηθά. Γηαίξεζε ην θάζε έλα από απηά ηα απνηειέζκαηα κε ην ξπζκό ηνπ Α θαζώο 

θηλείηαη λόηηα θαη ζα βξεηο ηηο απνζηάζεηο πνπ ςάρλεηο.   

Ο φξνο „ξπζκφο‟ ρξεζηκνπνηείηαη εδψ σο εμήο: ε έθθξαζε ν Α θηλείηαη κε ξπζκφ 7 

ελψ ν Β κε ξπζκφ 3, ζεκαίλεη φηη νη απνζηάζεηο ησλ Α θαη Β αληίζηνηρα έρνπλ ιφγν 

7: 3.    

ην πξφβιεκα απηφ γλσξίδνπκε ηελ θάζεηε πιεπξά 10a   ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ 

πνπ ζρεκαηίδεηαη θαη ηνλ ιφγν 
 

   
 = 

 

 
  θαη δεηνχληαη νπζηαζηηθά νη άιιεο δχν 

πιεπξέο ηνπ ηξηγψλνπ. 

Ζ κέζνδνο πνπ αθνινπζείηαη πεξηγξάθεηαη κε καζεκαηηθφ ζπκβνιηζκφ σο εμήο: 

7 7 49

3 3 9

49 9
29

2

29 9 20

3 7 21

c΄

a΄

b΄

 

 


 

  

  

   

θαη ζηε ζπλέρεηα: 

c =14,5

c' =29
a' =20

a' =10

b' =21b =10,5
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10 10 1
29 14

20 20 2

10 10 1
21 10

20 20 2

c c΄

b b΄

   

   

 

ην θείκελν δελ ππάξρεη ζρήκα, παξφια απηά ν ζπγγξαθέαο βξίζθεη αξρηθά ηξεηο 

αξηζκνχο νη νπνίνη απνηεινχλ ππζαγφξεηα ηξηάδα θαη είλαη πιεπξέο ελφο νξζνγσλίνπ 

ηξηγψλνπ φκνηνπ πξνο ην αξρηθφ θαη κεηά βξίζθεη ηηο πιεπξέο ηνπ αξρηθνχ.  

Φαίλεηαη θαζαξά πσο ν ζπγγξαθέαο γλψξηδε φηη έπξεπε λα βξεη κηα ηξηάδα αξηζκψλ 

αλάινγσλ πξνο ηνπο αξρηθνχο.  

Οη αξηζκνί απηνί ηθαλνπνηνχλ ην Π.Θ. θαη ηε ζρέζε:  
3

7

b΄

a΄ c΄



  

Πξνθεηκέλνπ λα βξεη ηελ ηξηάδα πνπ ηθαλνπνηεί ηηο δχν απηέο ζπλζήθεο θαη επηπιένλ 

λα ηζρχεη:  10a   πνιιαπιαζηάδεη ηνπο αξηζκνχο πνπ βξίζθεη κε  
10

20
. 

Αο δνχκε φκσο πσο ν Liu Hui ζρνιηάδεη θαη εμεγεί ηε κέζνδν απηή.   

Ο Liu Hui ινηπφλ δίλεη κηα γεληθή εμήγεζε, θάηη ζαλ θαλφλα πνπ κε ζχγρξνλν 

ζπκβνιηζκφ κεηαθξάδεηαη σο εμήο: 

Αλ  , ,a b c  νη πιεπξέο, κε c  ππνηείλνπζα, νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ABC  θαη ν ιφγνο  

b n

a c m



,  είλαη γλσζηφο ηφηε ηζρχεη:  

2 2 2 2

: : : :
2 2

m n m n
a b c mn

 
  

Ο Liu Hui ινηπφλ ζεσξεί έλα άιιν νξζνγψλην ηξίγσλν A΄B΄C΄  θαη ζέηεη b΄ n  θαη 

a΄ c΄ m  . 

Μεηά φπσο θαη ζε πξνεγνχκελα πξνβιήκαηα ιέεη:   

 

  

     

2
2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( )
2 2 2

b΄
b΄ c΄ a΄ c΄ a΄ c΄ a΄

c΄ a΄

b΄ n
c΄ a΄ mc΄ a΄ c΄ a΄ n mc΄ a΄ mc΄

m

n n b΄ n m n m n
a΄ c΄ c΄ a΄

m c΄ a΄ m m m

     


        

  
       



   

Άξα:  

2 2 2 2

: : : :
2 2

m n m n
a΄ b΄ c΄ n

m m

 
  

Μεηά ιέεη λα απινπνηήζνπκε κε ηνλ θνηλφ παξαλνκαζηή m  θαη έηζη πξνθχπηεη: 

2 2 2 2

: : : :
2 2

m n m n
a΄ b΄ c΄ nm
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Μάιηζηα ν Liu Hui παξαζέηεη θαη κηα γεσκεηξηθή εμήγεζε – απφδεημε απηνχ φπσο 

θάλεη ζε φια ηα πξνβιήκαηα ηνπ θεθαιαίνπ. 

Δκείο γλσξίδνπκε ζήκεξα φηη απηή ε ηξηάδα αξηζκψλ:  
2 2 2 2

, ,
2 2

m n m n
nm

 
 φπνπ  

,m n  θπζηθνί αξηζκνί, πεξηηηνί θαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο κε m n , δίλεη φιεο ηηο 

πξσηαξρηθέο ππζαγφξεηεο ηξηάδεο κε ηνλ κεζαίν αξηζκφ πεξηηηφ. 

ην 9
ν
 θεθάιαην ηνπ „Nine Chapters‟ παξνπζηάδνληαη κέζα ζηα πξνβιήκαηα, 8 

δηαθνξεηηθέο ππζαγφξεηεο ηξηάδεο, φιεο πξσηαξρηθέο (δειαδή νη αξηζκνί είλαη αλά 

δχν πξψηνη).   

Οη Βαβπιψληνη ζηελ πεξίθεκε πηλαθίδα Plimpton 322, καο δίλνπλ 15 ηέηνηεο ηξηάδεο 

θαη κάιηζηα κε κεγάινπο αξηζκνχο, αιιά ρσξίο θπζηθά λα εμεγείηαη ην πψο 

ππνινγίδνληαη θαη ρσξίο απηέο λα είλαη φιεο πξσηαξρηθέο. 

Ο Πξφθινο ζηα ζρφιηά ηνπ ζην πξψην Βηβιίν ησλ ηνηρείσλ απνδίδεη ζηνλ 

Ππζαγφξα ηελ παξαθάησ κέζνδν ππνινγηζκνχ Ππζαγφξεησλ Σξηάδσλ: 

2 21 1
, ,

2 2

n n
n

 
   φπνπ  n  πεξηηηφο. 

 Όιεο νη ηξηάδεο φπνπ ε ππνηείλνπζα δηαθέξεη απφ ηε κηα θάζεηε πιεπξά θαηά 1 

κνλάδα κπνξνχλ λα παξαρζνχλ απφ απηφ ηνλ ηχπν. Πξφθεηηαη πξνθαλψο γηα κηα 

εηδηθή πεξίπησζε ηεο πξνεγνχκελεο ζρέζεο πνπ πξνθχπηεη ζην „Nine Chapters‟. 

O Γηφθαληνο ζηε πξφηαζε 1 ζην θεθάιαην 6 ησλ „Αξηζκεηηθψλ‟ δίλεη ηνλ εμήο ηχπν: 

Αλ  ,m n  είλαη θπζηθνί αξηζκνί κε  m n , ηφηε ε ηξηάδα   2 2 2 2,2 ,m n nm m n    δίλεη 

Ππζαγφξεηεο Σξηάδεο, νη νπνίεο φκσο δελ είλαη πξσηαξρηθέο αλ ,m n  δελ είλαη πξψηνη 

κεηαμχ ηνπο.  

Μηα κέζνδνο πνπ απνδίδεηαη ζηνλ Πιάησλα είλαη ε εμήο: 2 22 , 1, 1n n n   , φπνπ n  

θπζηθφο αξηζκφο. Με ηε κέζνδν απηή παίξλνπκε φιεο ηηο Ππζαγφξεηεο Σξηάδεο φπνπ 

ε ππνηείλνπζα δηαθέξεη απφ ηε κηα θάζεηε πιεπξά θαηά 2 κνλάδεο. 

Ο Δπθιείδεο ζην 10
ν
 Βηβιίν ησλ ηνηρείσλ ζην Λήκκα 1 ηεο Πξφηαζεο 28 ιέεη πσο 

αλ νη θπζηθνί αξηζκνί ,m n  είλαη θαη νη δχν άξηηνη ή θαη νη δχν πεξηηηνί ηφηε ε ηξηάδα: 

, ,
2 2

m n m n
mn

 
απνηειεί Ππζαγφξεηα Σξηάδα. Βέβαηα αλ νη ,m n  είλαη θαη νη δχν 

άξηηνη ηφηε ε ηξηάδα πνπ πξνθχπηεη δελ είλαη πξσηαξρηθή.  

Οη Ηλδνί ζην „Sulvasutras‟ δίλνπλ επίζεο θάπνηεο Ππζαγφξεηεο Σξηάδεο, νη 

πεξηζζφηεξεο απφ ηηο νπνίεο απαληψληαη θαη ζην „Nine Chapters‟. 
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Δδψ ν Van Der Waerden [11]  ζεσξεί πσο έρνπκε πάιη έλα ζεκαληηθφ παξάδεηγκα 

„εμάξηεζεο‟ ηεο καζεκαηηθήο αλάπηπμεο ή φπσο αιιηψο ην αλαθέξεη έλα παξάδεηγκα 

„θνηλήο θαηαγσγήο‟, ρσξίο θπζηθά λα κπνξνχκε κε αζθάιεηα λα απνθαλζνχκε γηα ην 

πνπ απνδίδεηαη απηή ε θαηαγσγή.  

ηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ ππάξρνπλ 2 γεσκεηξηθά πξνβιήκαηα.  

 

ην πξψην (πξφβιεκα 15) δίλεηαη έλα νξζνγψλην ηξίγσλν κε 

γλσζηέο ηηο δχν θάζεηεο πιεπξέο ηνπ ,a b  θαη δεηείηαη ε 

πιεπξά x  ηνπ εγγεγξακκέλνπ ζε απηφ ηεηξαγψλνπ. 

 Ζ κέζνδνο πνπ πξνηείλεηαη είλαη: 
ab

x
a b




 

 

ην δεχηεξν (πξφβιεκα 16) δίλεηαη έλα νξζνγψλην ηξίγσλν κε 

γλσζηέο ηηο δχν θάζεηεο πιεπξέο ηνπ ,a b  θαη δεηείηαη ε 

δηάκεηξνο  2r  ηνπ εγγεγξακκέλνπ ζε απηφ θχθινπ. 

Ζ κέζνδνο πνπ πξνηείλεηαη είλαη: 
2

2
ab

r
a b c


 

, φπνπ c  ε 

ππνηείλνπζα,  ηελ νπνία έρεη ήδε πξνεγνχκελα ππνινγίζεη. 

 

Σα ηειεπηαία 8 πξνβιήκαηα ηνπ θεθαιαίνπ είλαη πάιη γεσκεηξηθά πξνβιήκαηα ηεο 

ίδηαο θαηεγνξίαο. ε φια γηα λα ιπζνχλ πξέπεη θαλείο λα ππνινγίζεη ην κήθνο ελφο 

παξάιιεινπ ηκήκαηνο πνπ θέξλνπκε ζε έλα νξζνγψλην ηξίγσλν παξάιιειν πξνο κηα 

πιεπξά ηνπ. ε έλα απφ απηά ηα πξνβιήκαηα πξέπεη επίζεο λα ιπζεί κηα εμίζσζε 2
νπ

 

βαζκνχ θαη ν ηξφπνο πνπ ιχλεηαη κνηάδεη κε ηνλ ηξφπν πνπ αθνινπζείηαη ζηελ 

εχξεζε ηεηξαγσληθψλ ξηδψλ ζην 4
ν
 θεθάιαην ηνπ έξγνπ. 

Φαίλεηαη πσο ν ζπγγξαθέαο απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ πνπ κάιινλ είλαη ν ίδηνο κε απηφλ 

ηνπ 4
νπ

 θεθαιαίνπ πξέπεη λα ήηαλ έλαο πνιχ ηθαλφο καζεκαηηθφο, κε γλψζε ηνπ 

Ππζαγνξείνπ Θεσξήκαηνο θαη ηεο αλαινγίαο ησλ πιεπξψλ ησλ φκνησλ ηξηγψλσλ θαη 

ηθαλφηεηα λα βξίζθεη ηελ αθηίλα εγγεγξακκέλνπ θχθινπ θαη λα ιχλεη εμηζψζεηο.  

Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη ν Liu Hui πξφζζεζε ζην θεθάιαην απηφ άιια 9 

πξνβιήκαηα ηα νπνία απνηέιεζαλ αξγφηεξα μερσξηζηφ έξγν ην „Σhe Sea Island 

Mathematical Manual‟ θαη κάιηζηα ζεσξείηαη πνιχ ζεκαληηθφ. Όια ηα πξνβιήκαηα 

αλαθέξνληαη ζε ζέκαηα ρσξνκέηξεζεο θαη δεηείηαη έλα χςνο ή κηα απφζηαζε ή έλα 

βάζνο θαη φια ζρεηίδνληαη κε νξζνγψληα ηξίγσλα. 

b

a
x

r

b

a
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Απηφ πνπ είλαη πνιχ ραξαθηεξηζηηθφ ζην έξγν απηφ είλαη ν αιγεβξηθφο ηξφπνο 

αληηκεηψπηζεο απιψλ γεσκεηξηθψλ πξνβιεκάησλ. Σα αξραία θηλέδηθα καζεκαηηθά 

βαζίδνληαλ ζπλήζσο ζε κηα νπηηθή αληίιεςε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη σο εθ ηνχηνπ 

φπσο έρνπκε ήδε δεη, ζπρλά αιγεβξηθά θαη γεσκεηξηθά κνληέια ελαιιάζζνληαη. Γηα 

παξάδεηγκα ην γηλφκελν a   πνιιέο θνξέο αληηκεησπίδνληαλ σο ε επηθάλεηα ελφο 

νξζνγσλίνπ κε πιεπξέο κήθνπο    θαη  .  

 

Θεσξψληαο δχν βαζηθέο ππνζέζεηο: 

i) Αλ έλα επίπεδν ζρήκα ηκεζεί ζε δηάθνξα κηθξφηεξα ζρήκαηα ηφηε ην άζξνηζκα 

φισλ ησλ επηθαλεηψλ (εκβαδψλ) ησλ επηκέξνπο ζρεκάησλ ζα ηζνχηαη κε ηελ 

επηθάλεηα (εκβαδφ) ηνπ αξρηθνχ ζρήκαηνο θαη  

ii) Ζ επηθάλεηα (εκβαδφ) ελφο επίπεδνπ ζρήκαηνο παξακέλεη αλαιινίσην φηαλ ην 

ζρήκα πθίζηαηαη δηάθνξνπο κεηαζρεκαηηζκνχο (ρσξίο απηφ λα θάκπηεηαη) ζην 

επίπεδν, 

νη αξραίνη Κηλέδνη ζεσξείηαη πσο επηρείξεζαλ λα αηηηνινγήζνπλ θάπνηεο απφ ηηο 

ιχζεηο ηνπο άξα θαηά κηα έλλνηα λα παξνπζηάζνπλ θάπνην είδνο απνδείμεσλ.  

Σν ελδηαθέξνλ εδψ είλαη φηη κειεηψληαο θαλείο ηε ιχζε απηψλ ησλ πξνβιεκάησλ κε 

κηα ζχγρξνλε νπηηθή κπνξεί λα δηαθξίλεη μεθάζαξα θαη κηα ηξηγσλνκεηξηθή 

πξνζέγγηζε, βέβαηα ρσξίο ηε ρξήζε ηξηγσλνκεηξίαο.  

Ο Alexander Wylie (1815-1887) ν πξψηνο δπηηθφο ζρνιηαζηήο ηνπ έξγνπ απηνχ 

πεξηγξάθεη ην πεξηερφκελφ ηνπ σο „9 πξνβιήκαηα πξαθηηθήο ηξηγσλνκεηξίαο‟. 

Αο δνχκε ινηπφλ ην πξφβιεκα 3 ηνπ έξγνπ: 

Από ην βνξξά θνηηάδνπκε κηα πόιε ζε ζρήκα ηεηξαγώλνπ (GDOH) αγλώζηνπ κεγέζνπο. 

ε απόζηαζε 6 zhang  κεηαμύ ηνπο ρηίδνπκε δύν ζηύινπο, έλα πξνο ηελ αλαηνιηθή (C) 

θαη έλα πξνο ηε δπηηθή (F) θαηεύζπλζε, νη νπνίνπ ζπλδένληαη κε έλα ζρνηλί ζην ύςνο 

ησλ καηηώλ. Ο αλαηνιηθόο ζηύινο είλαη ζηελ ίδηα επζεία κε ηελ λνηηναλαηνιηθή (O) θαη 

ηελ βνξεηναλαηνιηθή (D) γσλία ηεο πόιεο. Από ζεκείν (B) ζε 5bu απόζηαζε από ηνλ 

αλαηνιηθό ζηύιν πξνο ην βνξξά, κπνξεί θαλείο λα δεη ηελ βνξεηνδπηηθή γσλία (G) ηεο 

πόιεο θαη ε επζεία (GB) πνπ ελώλεη απηά ηα δύν ζεκεία θόβεη ην ζρνηλί (FC) ζε 

απόζηαζε (EC) 2zhang 2chi 6 1/2cun από ηελ αλαηνιηθή ηνπ άθξε. Όκνηα από ζεκείν 

(A) ζε 13bu 2chi απόζηαζε (AC) από ηνλ αλαηνιηθό ζηύιν πξνο ην βνξξά, κπνξεί 

θαλείο λα δεη ηελ βνξεηνδπηηθή γσλία ηεο πόιεο θαη ε επζεία (AG) πνπ ελώλεη απηά ηα 
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δύν ζεκεία πεξλά αθξηβώο θαη από ηνλ δπηηθό ζηύιν (G). Βξεο ηελ πιεπξά ηεο 

ηεηξάγσλεο πόιεο θαη ηελ απόζηαζε ησλ ζηύισλ από ηελ βόξεηα πιεπξά ηεο πόιεο. 

 

ην δηπιαλφ ζρήκα έρνπκε ην ηεηξάγσλν GDOH , πνπ είλαη ε 

πφιε. ηα ζεκεία F  θαη C  έρνπλ ηνπνζεηεζεί νη ζηχινη θαη 

ηα ζεκεία A  θαη B  είλαη ηα ζεκεία απφ φπνπ θνηηάδνπκε ηελ 

πφιε. Γλσξίδνπκε ηηο απνζηάζεηο AC , BC , FC  θαη EC  θαη 

ζέινπκε λα βξνχκε ηηο GD  θαη CD . 

Απφ ηα ζεκεία  A , B  θαη C  θέξλνπκε παξάιιεια ηκήκαηα 

πξνο ην GD  θαη θέξλνπκε θαη έλα ηκήκα RY παξάιιειν ζε 

φια απηά πνπ απέρεη απφ ην NK  φζν ην ZB   απφ ην QC . 

Λέεη ινηπφλ ν Liu Hui:  
( ) ( )

( )
( )

EC CA
KA

FC
 ,  θαη ην 

απνδεηθλχεη σο εμήο:  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

FAI FAC

FPJ FJE

MAJ AJK







      

Άξα: ( ) ( )IMJP JKCE  (νπζηαζηηθά εδψ πξφθεηηαη γηα ηελ 

Πξφηαζε Η.43 ηνπ Δπθιείδε)  

Άξα:  

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )
( )

( )

IAKP MACE

PK KA EC AC

FC KA EC AC

EC CA
KA

FC

 

 

 



 

ηε ζπλέρεηα ιέεη: 
  

 

CB CK
DC

AK BC



  θαη ην απνδεηθλχεη σο εμήο: 

Οκνίσο κε πξηλ παίξλεη: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

TDKJ VMJN

TDCE ZQEL RWJN

JKCE TDKJ TDCE VMJN RWJN
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Άξα: 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )
( )

( )

( )( )
( ) ( )

( )

JKCE VMWR

EC CK WM VM

EC CK WM GT

EC CK MJ WJ GT

EC CK AK CB GT

EC CK
GT

AK CB

EC CK
GD EC

AK CB

 

 

 

  

  

 


 


 

ηε ζπλέρεηα παίξλεη απφ πξηλ: 

 

  

  

  

 

( ) ( )

( )( )

( )( )

( )( )
( )

( )

( )( )

( )

TDCE RWJN

DC EC WJ RW

DC EC CB GT

EC CK
DC EC CB

AK CB

CB CK
DC

AK CB

 

 

 

 





 

ηε ζπλέρεηα αληηθαζηζηά:           θαη παίξλεη: 

 
( )( )

( )

CB CA AK
DC

AK CB





 

Οκνίσο: 

   
        

       
       

   
           

       
       

   
           

       
      ηα νπνία είλαη φια γλσζηά    

Παξαηεξνχκε φηη ν Liu Hui ρξεζηκνπνηεί ιφγνπο φπσο ηνλ  
  

  
  πνπ κε ηα δηθά καο 

δεδνκέλα είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο      θαη επίζεο ρξεζηκνπνηεί νπζηαζηηθά 

ηελ αλαινγία ησλ πιεπξψλ ησλ φκνησλ ηξηγψλσλ.  

 

 

 

 



102 
 

3.2  ΌΓΚΟΗ ΣΔΡΔΧΝ 

 

Σα 28 πξνβιήκαηα ηνπ 5
νπ

 θεθαιαίνπ ηνπ „Nine Chapters‟ αλαθέξνληαη ζε δεηήκαηα 

εχξεζεο φγθνπ δηαθφξσλ ζηεξεψλ. ηα πξνβιήκαηα απηά ππνινγίδεηαη ν φγθνο 14 

δηαθνξεηηθψλ ζηεξεψλ, νξζνγψληνπ παξαιιειεπηπέδνπ, θφινπξεο ππξακίδαο, 

ηξαπεδνεηδνχο πξίζκαηνο, ππξακίδαο, ηξηγσληθνχ πξίζκαηνο κε βάζε νξζνγψλην 

ηξίγσλν, θψλνπ, θφινπξνπ θψλνπ, θπιίλδξνπ θαη άιια πην ηδηαίηεξα ζρήκαηα. 

Όιεο νη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληα είλαη ζσζηέο, ζεσξψληαο βέβαηα ην π ίζν κε 3 

φπσο απηφ ρξεζηκνπνηείηαη ζηνλ φγθν θπιίλδξσλ θαη θψλσλ. 

Μάιηζηα ν Liu Hui δίλεη ζηα ζρφιηά ηνπ, ηηο πξψηεο απνδείμεηο πνπ καο είλαη 

γλσζηέο ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ γηα ηνλ φγθν θάπνησλ ζηεξεψλ. 

Απηφ πνπ παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ ζηα ζρφιηα ηνπ Liu Hui είλαη ε 

παηδαγσγηθή κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηεί ζηελ παξνπζίαζε ηεο ιχζεο πξνβιεκάησλ. 

Γηα παξάδεηγκα ζην πξφβιεκα 19 δείρλεη κε ηξεηο δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο πσο 

πξνθχπηεη ν ηχπνο ππνινγηζκνχ ηνπ δεηνχκελνπ φγθνπ. Αθφκα ζην πξφβιεκα 17 

ηνλίδεη ζηα ζρφιηά ηνπ ηελ αμία ηνπ λα πνξεχεηαη θαλείο ζηε ιχζε πξνβιήκαηνο απφ 

ην απιφ ζην ζχλζεην θαη απφ ην εχθνιν ζην δχζθνιν.  

Όια ηα πξνβιήκαηα θαίλεηαη πσο πξνθχπηνπλ απφ αιεζηλέο θαηαζηάζεηο ηεο 

θαζεκεξηλήο δσήο θαη ν Liu Hui πξνζπαζεί λα ζπλδέζεη ηελ πξαθηηθή εθαξκνγή ησλ 

καζεκαηηθψλ κε ηελ θαηά θάπνην ηξφπν ζεσξεηηθή ηνπο ζεκειίσζε. 

Ο  Liu Hui πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζεη ηνπο φγθνπο πνπ ζέιεη, ρξεζηκνπνηεί ηέζζεξα 

πξσηαξρηθά ζηεξεά ην lifang (ην γλσζηφ νξζνγώλην παξαιιειεπίπεδν), ην 

qiandou, ην yangma θαη ην bienuan θαη είλαη απηά πνπ θαίλνληαη ζηελ  παξαπάλσ 

εηθφλα. 
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Όπσο θαίλεηαη θαη απφ ηα παξαπάλσ ζρήκαηα 2 qiandou παξάγνπλ 1 νξζνγψλην 

παξαιιειεπίπεδν, 3 yangma έλα νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν θαη 2 bienuan έλα 

yangma. 

Δπίζεο ν Liu Hui ρξεζηκνπνηνχζε ηηο δχν παξαθάησ επξεηηθέο κεζφδνπο 

 Αλαθαηαζθεπή ηνπ ζηεξενχ, ηνπ νπνίνπ δεηείηαη ν φγθνο, ζπλδπάδνληαο 

βαζηθά ζρήκαηα  

 Υσξηζκφο ηνπ ζηεξενχ ζε κηθξφηεξα ζηεξεά ηα νπνία αλήθνπλ ζε έλα απφ ηα 

ηέζζεξα παξαπάλσ είδε.  

Αο δνχκε θάπνηα ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα απφ ηα πην ραξαθηεξηζηηθά. 

 

Πξφβιεκα 10 

Γίλεηαη κηα θόινπξε ππξακίδα ηεο νπνίαο ε θάησ βάζε είλαη ηεηξάγσλν πιεπξάο 

5zhang θαη ε πάλσ βάζε ηεηξάγσλν πιεπξάο 4zhang θαη ύςνο 5zhang. Να βξεζεί ν 

όγθνο ηεο.  

 

Λχζε 

Πνιιαπιαζίαζε ηελ πιεπξά ηνπ πάλσ ηεηξαγώλνπ (έζησ          ) κε ηελ πιεπξά 

ηνπ θάησ ηεηξαγώλνπ (έζησ         ). Ύςσζε ηελ θάζε πιξεπξά ζην ηεηξάγσλν 

θαη πξνζζεζε ηα απνηειέζκαηα κε ην πξεγνύκελν γηλόκελν. Πνιιαπιαζίαζε ην 

άζξνηζκα όισλ ησλ πξνεγνύκελσλ κε ην ύςνο (έζησ         ) θαη δηάηξεζε όια 

απηά κε ην 3. 

 

Γειαδή:   
           

 
 , πνπ είλαη ζσζηφ. 

 

Καη αξρήλ ν Liu Hui ζεσξεί, ρσξίο λα ην 

αλαθέξεη σο θάηη ην ηδηαίηεξν, φηη ν φγθνο 

ηνπ νξζνγσλίνπ παξαιιειεπηπέδνπ ηζνχηαη 

κε ην γηλφκελν ησλ ηξηψλ ηνπ δηαζηάζεσλ. 
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ηε ζπλέρεηα ιέεη φηη ε θφινπξε ππξακίδα απνηειείηαη απφ 1 νξζνγψλην 

παξαιιειεπίπεδν, 4 qiandou θαη 4 yangma. Όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

Λέεη ζηε ζπλέρεηα φηη αλ αζξνίζνπκε επί 3 θνξέο ηα 9 απηά πξσηαξρηθά θνκκάηηα, 

δειαδή 3 νξζνγψληα παξαιιειεπίπεδα, 12 qiandou θαη 12 yangma, πνπ είλαη 27 

ζηεξεά, ζα έρνπκε 3 νξζνγψληα παξαιιειεπίπεδα γλσζηψλ δηαζηάζεσλ κε 

φγθνπο:                     . Πξάγκαηη φπσο εχθνια κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε ζα 

έρνπκε:  

 έλα νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν, δηαζηάζεσλ        ην νπνίν ζα απνηειείηαη 

απφ 1  πξσηαξρηθφ νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν θαη 4 πξσηαξρηθά qiandou,  

 έλα νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν, δηαζηάζεσλ         ην νπνίν ζα 

απνηειείηαη απιά απφ 1 πξσηαξρηθφ νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν 

 θαη έλα νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν, δηαζηάζεσλ        ην νπνίν ζα 

απνηειείηαη απφ 1  πξσηαξρηθφ νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν θαη 8 

πξσηαξρηθά qiandou θαη 12 πξσηαξρηθά yangma.  

 

Άξα ηειηθά ζα είλαη:                    

ηε ζπλέρεηα ν Liu Hui δίλεη θαη έλαλ ελαιιαθηηθφ ηξφπν επίιπζεο ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο, ν νπνίνο θαηαιήγεη ζηνλ ηχπν:   
      

 
    .  

Αλ θαη ν ηχπνο κπνξεί εχθνια λα επηβεβαησζεί θαη αιγεβξηθά, ν Liu Hui ηνλ εμεγεί 

θαη απηφλ γεσκεηξηθά.     

 

Πνιχ ζεκαληηθφ είλαη ην επφκελν πξφβιεκα φπνπ ππνινγίδεηαη ν φγθνο ηνπ yangma, 

δειαδή κηαο ππξακίδαο κε βάζε νξζνγψλην παξαιιειφγξακκν θαη κηα πιεπξηθή έδξα 

θάζεηε ζηε βάζε.  

Ωο ζπλέπεηα ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Max Dehn (1900), θάζε απφδεημε γηα ηνλ ηχπν ηνπ 

φγθνπ ηεο ππξακίδαο, ρξεηάδεηαη νπσζδήπνηε ηε ρξήζε ησλ άπεηξσλ δηαδηθαζηψλ, κε 
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ηνλ έλα κε ηνλ άιιν ηξφπν. Πξάγκαηη ν Liu Hui ρξεζηκνπνηεί κηα δηαδηθαζία νξίνπ, 

αλ θαη θαίλεηαη πσο αληηκεησπίδεη αξθεηέο ελλνηνινγηθέο δπζθνιίεο ζε ζρέζε κε 

απηήλ.   

Ο Gauss ην 1834 έζεζε ην εξψηεκα, αλ κπνξεί λα ππάξμεη κηα απφδεημε γηα ηνλ φγθν 

ηεο ππξακίδαο, ρσξίο ηε ρξήζε άπεηξσλ δηαδηθαζηψλ. Ο πξνβιεκαηηζκφο απηφο ήηαλ 

ε βάζε γηα ην 3
ν
 απφ ηα πεξίθεκα 23 πξνβιήκαηα ηνπ Hilbert, γηα ηνπο καζεκαηηθνχο 

ηνπ 20
νπ

 αηψλα. Ο Dehn έιπζε ην πξφβιεκα απνδεηθλχνληαο φηη ην θαλνληθφ 

ηεηξάεδξν θαη ην πξίζκα δε κπνξνχλ κε θαλέλα ηξφπν λα ρσξηζηνχλ ζε 

πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο κηθξφηεξα πνιχεδξα, ηα νπνία εθαξκφδνληάο ηα λα δίλνπλ ην 

αξρηθφ.   

Πξφβιεκα 15  

Γίλεηαη έλα ζηεξεό yangma, κε πιάηνο 5chi, κήθνο 7chi θαη ύςνο 8chi. Να ππνινγηζηεί 

ν όγθνο ηνπ.  

Λχζε 

Πνιιαπιαζίαζε ην πιάηνο (έζησ       ) κε ην κήθνο (έζησ       ) θαη κεηά ην 

γηλόκελν απηό κε ην ύςνο (έζησ       ) θαη ηεινο δηαίξεζε κε ην 3. 

 

Γειαδή:   
   

 
 , φπνπ εδψ ην yangma είλαη 

ην ζρήκα ζηε δηπιαλή εηθφλα, ην νπνίν είλαη 

κηα εηδηθή πεξίπησζε ππξακίδαο. 

ηα ζρφιηά ηνπ ν Liu Hui εμεγεί: Σν yangma 

κπνξεί λα ελσζεί κε έλα bienuan θαη καδί λα 

ζρεκαηίζνπλ έλα qiandou, φπσο θαίλεηαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα, φπνπ ην yangma είλαη ην 

ζηεξεφ BDFEC θαη ην bienuan είλαη ην 

ζηεξεφ BACE. 

Ο Liu Hui έρεη ζε πξνεγνχκελν πξφβιεκα 

δείμεη φηη ν φγθνο ηνπ qiandou είλαη 

        
   

 
 .  

Άξα γηα λα απνδείμεη φηη φγθνο ηνπ yangma 

είλαη  
   

 
 , δειαδή φηη        

   

 
 , αξθεί 

λα δείμεη φηη ν φγθνο ηνπ yangma είλαη 
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δηπιάζηνο απφ ηνλ φγθν ηνπ bienuan, δειαδή φηη              , δειαδή φηη  

      
   

 
. 

 

Έηζη ν Liu Hui ρσξίδεη ην yangma 

BDFEC, φπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλφ 

ζρήκα, φπνπ ην επίπεδν HILK είλαη 

θάζεην ζην BDF θαη ηέκλεη ηελ BD. Σφηε 

ιέεη ην αξρηθφ yangma ρσξίδεηαη ζε 1 

νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν 

HILKNDRO, ζε 2  qiandou ILORCP,  

KLONFQ θαη ζε 2 yangma BHILK,  

LOPEQ.  

   

 

 

ηε ζπλέρεηα ρσξίδεη ην bienuan BACE, φπσο 

θαίλεηαη ζην δηπιαλφ ζρήκα κε έλα επίπεδν 

IJML θάζεην ζην ACE ην νπνίν ηέκλεη ηελ AC. 

Σφηε ιέεη ην αξρηθφ bienuan ρσξίδεηαη ζε 2 

qiandou AGIJML θαη ILMJCP θαη ζε 2 bienuan 

BGIL θαη EPML.    

 

 

 

 

Όπσο θαίλεηαη θαη απφ ην ζρήκα, ην άζξνηζκα ησλ φγθσλ ησλ 2 qiandou AGIJML 

θαη ILMJCP ηνπ αξρηθνχ bienuan είλαη ην κηζφ ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ φγθσλ ηνπ 1 

νξζνγψληνπ παξαιιειεπίπεδνπ HILKNDRO, θαη ησλ 2  qiandou ILORCP,  

KLONFQ ηνπ αξρηθνχ yangma. Έηζη αξθεί λα απνδείμεη φηη ν φγθνο ησλ 2 

θνκκαηηψλ bienuan BGIL θαη EPML ηνπ αξρηθνχ bienuan είλαη ίζνο κε ην κηζφ ηνπ 

φγθνπ ησλ 2 θνκκαηηψλ yangma  ηνπ αξρηθνχ yangma. 

ηε ζπλέρεηα ν Liu Hui ιέεη φηη ηα κηθξφηεξα απηά bienuan θαη yangma κπνξνχλ θαη 

πάιη λα ρσξηζηνχλ φπσο θαη ηα αξρηθά θαη κεηά απφ ηε δηαίξεζε απηή ζα πξνθχπηνπλ 
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πάιη φγθνη αλάινγνη απηψλ πνπ πεξηγξάθνληαη παξαπάλσ θαη πάιη 4 αθφκα 

κηθξφηεξα bienuan θαη 4 αθφκα κηθξφηεξα  yangma. Σα ηειεπηαία κπνξνχλ επίζεο λα 

ρσξηζηνχλ κε παξφκνην ηξφπν ζπλερίδνληαο ηε δηαδηθαζία θαη ηφηε ν Liu Hui 

πξνζπαζεί λα εμεγήζεη γηαηί  παίξλνπκε φηη               .  

Δκείο ζα ιέγακε κε ζχγρξνλε νξνινγία φηη ε δηαδηθαζία ζπγθιίλεη αθνχ ν ζπλνιηθφο 

φγθνο ησλ θνκκαηηψλ πνπ απνκέλνπλ δηαηξείηαη θάζε θνξά κε ην 4.  

Ο Liu Hui, δπζθνιεχεηαη λα εθθξάζεη ην φηη ζπλερίδεη ηε δηαδηθαζία νξηαθά θαη ιέεη: 

„Όζν πεξηζζόηεξν ρσξίδνληαη απηά ηα θνκκάηηα ζε κηθξόηεξα ηόζν κηθξόηεξεο γίλνληαη 

νη δηαζηάζεηο ησλ ππνινίπσλ (απηώλ πνπ απνκέλνπλ) ζηεξεώλ κέρξη πνπ θαηαιήγνπκε 

ζην „wei‟ (ελλνεί έλα απεηξνειάρηζην ζηεξεό) ην νπνίν δελ έρεη ζρήκα θαη αθνύ δελ 

έρεη ζρήκα ηόηε ηη λόεκα έρεη λα κηιάκε γηα ππόινηπν;‟ 

Ο Liu Hui εδψ ινηπφλ αληηκεησπίδεη ηελ άπεηξε απηή δηαδηθαζία σο εμήο: Γε ζεσξεί 

ηα bienuan θαη ηα yangma, ηα ζηεξεά πνπ απνκέλνπλ δειαδή, κεδεληθψλ δηαηάζεσλ, 

αιιά σο αληηθείκελα ρσξίο κνξθή, ηα νπνία δελ είλαη πηα bienuan θαη yangma θαη 

άξα δελ έρεη λφεκα λα κηιάκε γηα ηηο δηαζηάζεηο ηνπο. Σα αληηθείκελα απηά δελ 

κπνξνχκε λα ηα κειεηήζνπκε άξα γηαηί λα καο απαζρνιεί αλ απηά είλαη πνπ 

πεξηζζεχνπλ;    

ηελ Πξφηαζε 3 ηνπ 12
νπ

 Βηβιίνπ ησλ „ηνηρείσλ‟ ηνπ Δπθιείδε, αλαθέξεηαη φηη: 

„Κάζε ηξηγσληθή ππξακίδα δηαηξείηαη ζε δχν ίζεο κεηαμχ ηνπο ππξακίδεο θαη φκνηεο 

πξνο ηελ αξρηθή ππξακίδα θαη ζε δχν ίζα πξίζκαηα. Σν άζξνηζκα ησλ δχν απηψλ 

πξηζκάησλ ππεξβαίλεη ηνλ φγθν ηεο ππξακίδαο‟  

ηελ Πξφηαζε 4 ηνπ ίδηνπ βηβιίνπ ν Δπθιείδεο ιέεη: „Αλ ζεσξήζνπκε δχν ηζνυςείο 

ππξακίδεο κε ηξηγσληθή βάζε θαη θάζε κηα απφ απηέο δηαηξείηαη ζε δχν κηθξφηεξεο 

ίζεο κεηαμχ ηνπο ππξακίδεο θαη φκνηεο πξνο ηελ αξρηθή θαη ζε δχν άιια ίζα 

πξίζκαηα (Πξφηαζε 3), ηφηε ν ιφγνο ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ δχν πξηζκάησλ ηεο κηαο 

ππξακίδαο πξνο ην άζξνηζκα ησλ δπν αληίζηνηρσλ πξηζκάησλ ηεο άιιεο είλαη ίζνο κε 

ηνλ ιφγν ησλ ηξηγσληθψλ βάζεσλ ησλ δχν ππξακίδσλ‟. 

Καη ζηελ Πξφηαζε 5 ιέεη „Αλ δχν ηξηγσληθέο ππξακίδεο έρνπλ ίζα χςε ηφηε είλαη 

αλάινγεο ησλ βάζεψλ ηνπο‟.          

Έρεη ελδηαθέξνλ λα πεξηγξάςνπκε έλα ζηάδην ζηνλ ηξφπν απφδεημεο ηεο ηειεπηαίαο 

πξφηαζεο, φπσο ηελ παξνπζηάδεη ν Δπθιείδεο, ε νπνία ζχκθσλα κε ηε καξηπξία ηνπ 

Αξρηκήδε ζην έξγν ηνπ „Πεξί ζθαίξαο θαη θπιίλδξνπ‟ απνδίδεηαη ζηνλ Δχδνμν. 

Καη αξρήλ λα ζεκεηψζνπκε φηη ε ππξακίδα ηνπ Δπθιείδε είλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε 

ελφο ηεηξάεδξνπ δειαδή ελφο yangma θαηά ηνλ Liu Hui. 
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Ο Δπθιείδεο ινηπφλ ρσξίδεη ηελ ππξακίδα 

ΓΑΒΓ (ηνπ δηπιαλνχ ζρήκαηνο) ζηηο δχν 

ίζεο ππξακίδεο ΑΔΖΘ θαη ΘΚΛΓ θαη ζηα 

δχν ίζα πξίζκαηα ΒΕΚ-ΔΖΘ θαη ΖΕΓ-ΘΚΛ. 

Σα δχν πξίζκαηα καδί έρνπλ φγθν 

κεγαιχηεξν απφ ην κηζφ ηεο ππξακίδαο (απφ 

πξνεγνχκελε πξφηαζε). ηε ζπλέρεηα δηαηξεί 

πάιη ηηο δχν ππξακίδεο θαηά ηνλ ίδην ηξφπν 

θαη απηφ ζπλερίδεηαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν. 

Έηζη ν Δπθιείδεο απφ ηελ ππξακίδα αθαηξεί 

θάζε θνξά δχν πξίζκαηα πνπ καδί έρνπλ 

φγθν κεγαιχηεξν απφ απηφλ ηεο ππξακίδαο 

κέρξη πνπ απηφ πνπ απνκέλεη είλαη κηθξφηεξν 

απφ θάζε δνζκέλν φγθν V (εδψ ν Δπθιείδεο θάλεη ρξήζε ηεο πξφηαζεο X.1 πνπ 

απνηειεί ηε βάζε ηεο κεζφδνπ ηεο Δμάληιεζεο ηνπ Δχδνμνπ). 

Έηζη ην φξην ζα ιέγακε εκείο ην φξην ηνπ αζξνίζκαηνο φισλ ησλ πξηζκάησλ ηζνχηαη 

κε ηνλ ζπλνιηθφ φγθν ηεο αξρηθήο ππξακίδαο.     

Παξαηεξνχκε φηη ε απφπεηξα απφδεημεο ηνπ Liu Hui κνηάδεη πνιχ κε απηή ηνπ 

Δπθιείδε αθνχ θαη νη δχν βαζίδνληαη ζηε δηαίξεζε ελφο ηεηξάεδξνπ ζε δχν άιια 

κηθξφηεξα ηεηξάεδξα θαη ζε δχν πξίζκαηα. 

Απηέο νη νκνηφηεηεο, ζχκθσλα κε ηνλ B.L. van der Waerden [11], απφ κφλεο ηνπο δελ 

απνηεινχλ ηζρπξή έλδεημε φηη ν Liu Hui είρε επεξεαζηεί απφ ειιεληθέο πεγέο. Αιιά 

ζχκθσλα κε ηνλ ίδην ππάξρνπλ αθφκα πην ηζρπξέο ελδείμεηο πνπ ζπλεγνξνχλ σο πξνο 

απηφ.  O Liu Hui ρξεζηκνπνηεί έλα πνιχγσλν 96 πιεπξψλ γηα λα ππνινγίζεη ηελ ηηκή 

ηνπ π, φπσο αθξηβψο θαη ν Αξρηκήδεο. Παξαηεξνχκε δειαδή φηη θάπνηεο απφ ηηο 

κεζφδνπο ηνπ Liu Hui είλαη παλνκνηφηππεο κε απηέο ηνπ Αξρηκήδε θαη ηνπ Δχδνμνπ.  

 

Όζνλ αθνξά ηψξα πξνβιήκαηα ππνινγηζκνχ φγθσλ γεληθφηεξα ζηελ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ, βξίζθνπκε επίζεο ζε αηγππηηαθνχο παπχξνπο. ηα πξνβιήκαηα 41 – 46 

ηνπ πάππξνπ ηνπ Rind ππνινγίδνληαη φγθνη θχβσλ θαη θπιίλδξσλ. Δπίζεο ζην άιιν 

ζεκαληηθφ αηγππηηαθφ έξγν, ζηνλ πάππξν ηεο Μφζραο, ζην πξφβιεκα 14 

ππνινγίδεηαη ν φγθνο κηαο θφινπξεο ππξακίδαο, αιιά φρη κε ηφζν αλαιπηηθφ ηξφπν, 

φπσο απηφο ησλ Κηλέδσλ πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ.  
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ε αξραίεο πήιηλεο βαβπισληαθέο πηλαθίδεο ππνινγίδεηαη νη φγθνη 5 ζηεξεψλ, απφ 

ηνπο νπνίνπο νη δχν ηειεπηαίνη είλαη ιαλζαζκέλνη. ην „Nine Chapters‟ νη 

ζπγθεθξηκέλνη φγθνη ππνινγίδνληαη κε ζσζηφ ηξφπν.  

Όζνλ αθνξά ηα αξραία ειιεληθά καζεκαηηθά, ν Ήξσλ δίλεη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

φγθνπ ηεο θφινπξεο ππξακίδαο ηνλ ίδην ηχπν κε ηνπο Αηγχπηηνπο. Δπίζεο ζηηο 

πξνηάζεηο 2.9 θαη 2.10 ηνπ έξγνπ ηνπ „Μεηξηθά‟, ν Ήξσλ δίλεη ηνπο ίδηνπο ηχπνπο 

ππνινγηζκνχ ηνπ φγθνπ δχν ζηεξεψλ, κε απηνχο ηνπ „Nine Chapters‟ κε ηε δηαθνξά 

φηη ζεσξεί ην π ίζν κε 22/7. ηα ζηνηρεία ηνπ Δπθιείδε δελ ππάξρεη ηχπνο 

ππνινγηζκνχ ηνπ φγθνπ ζθαίξαο, ελψ ν Αξρηκήδεο ιίγν αξγφηεξα ππνιφγηζε ηνλ 

φγθν απηφ. 

Οη Ηλδνί ζην „Aryabhatiya’ δίλνπλ έλαλ ηχπν ππνινγηζκνχ ελφο ηεηξάεδξνπ αιιά 

απηφο είλαη ιαλζαζκέλνο. Αθφκα ζηα θεθάιαηα 8 θαη 9 ηνπ άιινπ ζεκαληηθνχ 

ηλδηθνχ έξγνπ „Lilavati’ ππάξρνπλ αξθεηά πξνβιήκαηα ππνινγηζκνχ φγθσλ πνπ 

νπζηαζηηθά είλαη ηα ίδηα κε απηά ηνπ „Nine Chapters‟. 

 O Leonardo Pisano (Fibonacci) (12
νο

 αηψλαο) ζην έξγν ηνπ ‘Practica Geomatriae’ 

πεξηγξάθεη πνιινχο απφ ηνπο ηχπνπο ππνινγηζκνχ φγθσλ πνπ θαίλεηαη πσο είρε 

κάζεη απφ ηα ηαμίδηα ηνπ ζηε Αλαηνιή. 

  

3.3  ΌΓΚΟ ΦΑΗΡΑ 

αλ μερσξηζηή πεξίπησζε αμίδεη λα αλαθεξζεί ν ππνινγηζκφο ηνπ φγθνπ ηεο ζθαίξαο 

απφ ηνπο αξραίνπο Κηλέδνπο. ην 4
ν
 θεθάιαην ηνπ „Nine Chapters‟ ππάξρνπλ 2 

πξνβιήκαηα ζηα νπνία δεηείηαη λα ππνινγηζηεί ε δηάκεηξνο d κηαο ζθαίξαο αλ είλαη 

γλσζηφο ν φγθνο V απηήο.  

Καη ζηα δχν πξνβιήκαηα ρξεζηκνπνηείηαη ν ηχπνο     
  

 
  

 
  .  

Πνιιά έρνπλ γξαθηεί γηα ην πψο νη Κηλέδνη έθζαζαλ ζε απηφ ηνλ ηχπν.  Έλαο 

αλψλπκνο ζρνιηαζηήο ηνπ „Nine Chapters‟ ιέεη: ΄Έλαο θύβνο από ραιθό πιεπξάο 1cun 

δπγίδεη 16liang, ελώ κηα ζθαίξα από ραιθό δηακέηξνπ 1cun  θη απηή, δπγίδεη 9liang. 

Από απηό πξνθύπηνπλ θαη νη αξηζκνί απηνί ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ όγθνπ ηεο ζθαίξαο΄.  

Ο Liu Hui ζεσξψληαο ην π ίζν κε 3 θαη πξνζπαζψληαο λα απνδψζεη ην ζθεπηηθφ ηνπ 

ζπγγξαθέα, εμεγεί φηη έλαο θπθιηθφο δίζθνο θαηαιακβάλεη ηα ¾ ηεο επηθάλεηαο ηνπ 

ηεηξαγψλνπ ζην νπνίν απηφο εγγξάθεηαη, δειαδή:   

  ύ     ύ  ί     
 

 
                       ώ   .  
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Πεξλψληαο αληίζηνηρα απφ ηνλ θπθιηθφ δίζθν, ζηνλ 

θχιηλδξν ν νπνίνο έρεη χςνο ηε δηάκεηξν ηνπ θπθιηθνχ 

δίζθνπ d θαη απφ ην ηεηξάγσλν ζηνλ θχβν, ε αλαινγία ησλ 

φγθσλ ηψξα είλαη ε ίδηα, ¾, δειαδή 

                  ί      
 

 
  ύ   .  

ηε ζπλέρεηα ν Liu Hui ζεσξεί πσο ν ζπγγξαθέαο 

ιαλζαζκέλα ππέζεζε φηη θαη ν φγθνο κηαο εγγεγξακκέλεο ζθαίξαο ζε θχιηλδξν έρεη 

ιφγν πξνο ηνλ φγθν ηνπ θπιίλδξνπ 3/4, δειαδή           έ       ί    
 

 
    ί       

θαη ζηε ζπλέρεηα ιέεη πξνθχπηεη φηη ν φγθνο ηεο ζθαίξαο είλαη ίζνο κε:    
 

  
  , 

δειαδή ν ηχπνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηα 2 πξνβιήκαηα πνπ πξναλαθέξζεθαλ.    

Ο Liu Hui φκσο ιέεη πσο ν ηχπνο απηφο είλαη ιαλζαζκέλνο θαη πξνζπαζεί λα ην 

αηηηνινγήζεη. Λέεη ινηπφλ ζηε ζπλέρεηα ησλ ζρνιίσλ ηνπ φηη γηα λα ην 

επηβεβαηψζνπκε απηφ κπνξνχκε λα πάξνπκε 8 θχβνπο αθκήο 1cun θαη λα θηηάμνπκε 

έλα θχβν αθκήο 2cun.  

 

 

 

 

 

 

 

Αλ ηψξα ιέεη ζεσξήζνπκε κέζα ζηνλ θχβν απηφλ, δχν 

θπιίλδξνπο ίζνπο θαη θάζεηνπο κεηαμχ ηνπο, δηακέηξνπ 2cun 

θαη χςνπο 2cun ν θαζέλαο ηφηε ε ηνκή απηψλ ησλ δχν ζα 

είλαη έλα ζρήκα (ζαλ απηφ ηεο δηπιαλήο εηθφλαο) ην νπνίν ζα 

κνηάδεη κε δχν νκπξέιεο νη νπνίεο απνηεινχληαη απφ 4 

θπιηλδξηθέο πηπρέο. ε απηφ ην ζηεξεφ, πξνθαλψο είλαη 

επίζεο εγγεγξακκέλε, ε εγγεγξακκέλε ζθαίξα ζηνλ θχβν. Ο Liu Hui απνθαιεί απηφ 

ην ζηεξεφ „mouhefanggai‟, πνπ ζεκαίλεη „ελσκέλεο νκπξέιεο‟ (joined umbrellas) θαη 

ιέεη φηη ν ιφγνο ηνπ φγθνπ ηεο εγγεγξακκέλεο ζθαίξαο ζηνλ θχβν πξνο ηνλ φγθν ηνπ 

ζηεξενχ απηνχ είλαη ίζνο κε ¾ φπσο θαη ν ιφγνο ηνπ εκβαδνχ ηνπ θπθιηθνχ δίζθνπ 

πξνο ην εκβαδφ ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ ηεηξαγψλνπ,  



111 
 

δειαδή           έ       ί    
 

 
     έ        έ   .  

Μεηά ιέεη φηη ν φγθνο ηνπ θπιίλδξνπ είλαη κεγαιχηεξνο ηνπ φγθνπ ησλ „ελσκέλσλ 

νκπξειψλ‟ θαη ν φγθνο απηφο κεγαιχηεξνο απφ ηνλ φγθν ηεο ζθαίξαο, δειαδή   

    ί           έ        έ              έ       ί   .  

Γειαδή πσο ν ηχπνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηα δχν πξνβιήκαηα δίλεη έλαλ φγθν 

αξθεηά κεγαιχηεξν απφ ηνλ ζσζηφ θαη πσο γηα λα βξνχκε κηα θαιχηεξε πξνζέγγηζε 

ηνπ φγθνπ ηεο ζθαίξαο ζα πξέπεη λα βξνχκε ηνλ φγθν ηνπ λένπ ζηεξενχ.   

Σέινο ιέεη απηφ πνπ έρνπκε ήδε αλαθέξεη εμαηηίαο ηεο παηδαγσγηθήο ηνπ 

ρξεζηκφηεηαο „επεηδή δε κπνξνύκε λα ρσξίζνπκε ηνλ δεηνύκελν όγθν ζε άιινπο 

γλσζηνύο θαη επεηδή δε κπνξνύκε λα αγλνήζνπκε ηνλ όγθν αλάκεζα ζηε ζθαίξα θαη 

ζηηο „ελσκέλεο νκπξέιεο‟, καλύτερα να αυήσουμε αυτό το ζήτημα σε κάποιον άλλο 

που θα μπορεί να βρει την αλήθεια!’      

Καη πξάγκαηη 2 αηψλεο αξγφηεξα ν Zu Geng (απηφο πνπ ππνιφγηζε θαη ηελ ηηκή 

355/113 γηα ην π) θαηάθεξε λα βξεη ην επηζπκεηφ απνηέιεζκα δείρλνληαο φηη: 

 
    έ        έ   

 
 

 
  ύ    

 

 
   θαη ζπλεπψο     ί    

 

 
 
 

 
  ύ    

 

 
  ύ    

 

 
   .  

Γηα ηνλ Zu Geng θαη ην έξγν ηνπ καζαίλνπκε απφ ηνλ άιιν ζπνπδαίν ζρνιηαζηή ηνπ 

„Nine Chapters‟, ηνλ  Li Chunfeng 

Απφ ηα ζρφιηα ηνπ Li Chunfeng γηα ην πσο ν Zu Geng θαηέιεμε ζε απηφ ηνλ ηχπν, 

δηαπηζηψλνπκε φηη νπζηαζηηθά ρξεζηκνπνηεί, φπσο θαη ν Liu Hui πξηλ απφ απηφλ, ηελ 

Αξρή ηνπ Cavalieri, φπσο νλνκάζηεθε πξνο ηηκήλ ηνπ Bonavemtura Cavalieri, πνπ 

ηε δηαηχπσζε ην 1635 θαη κπνξεί λα απνδεηρζεί κε ηε κέζνδν ηεο ΄Δμάληιεζεο΄ ηνπ 

Δύδνμνπ. Ζ αξρή απηή, γηα ηελ πεξίπησζε ησλ φγθσλ ιέεη φηη: „Θεσξνύκε δύν 

ζηεξεά ηνπ ρώξνπ. Αλ ππάξρεη έλα ζηαζεξό επίπεδν, έηζη ώζηε όια ηα παξάιιεια πξνο 

απηό επίπεδα λα θόβνπλ ακθόηεξα ηα ζηεξεά θαη επηπιένλ νη δύν επίπεδεο ηνκέο λα 

έρνπλ ίζα εκβαδά ηόηε ηα ζηεξεά απηά έρνπλ θαη ίζνπο όγθνπο‟.    

Βέβαηα ν Zu Geng δε δηαηχπσζε αθξηβψο ηελ ίδηα αξρή, αιιά κηα παξαπιήζηα πνπ 

ιέεη: „Αλ έρνπκε δύν ζηεξεά θαη ηα εκβαδά ησλ επίπεδσλ ηνκώλ ζε όια ηα ύςε έρνπλ 

ζηαζεξό ιόγν ηόηε θαη νη όγθνη ησλ δύν ζηεξεώλ ζα έρνπλ ηνλ ίδην ιόγν‟. Απηφ 

κπνξνχκε λα πνχκε φηη απνηειεί κηα γελίθεπζε ηεο αξρήο ηνπ Cavalieri, γηα ηνπο 

φγθνπο. 
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Όζν γηα ηνλ Liu Hui ρξεζηκνπνηεί θη απηφο θάπνηα παξφκνηα αξρή θαη αλ θαη δελ ηε 

δηαηππψλεη ξεηά είλαη πεξίπνπ ε εμήο: „Αλ έλα ζηεξεό κε θπθιηθή δηαηνκή είλαη 

εγγεγξακκέλν ζε έλα άιιν ζηεξεό κε ηεηξαγσληθή δηαηνκή, θαη θάζε θπθιηθή δηαηνκή 

ηνπ ελόο είλαη εγγεγξακκέλε ζηελ αληίζηνηρε ηεηξαγσληθή δηαηνκή ην άιινπ, ηόηε ν 

ιόγνο ησλ όγθσλ ησλ δύν ζηεξεώλ είλαη ίζνο κε ην ιόγν ησλ εκβαδώλ ησλ αληίζηνηρσλ 

δηαηνκώλ‟. 

Αο δνχκε φκσο κηα πεξηγξαθή ηεο απφδεημεο ηνπ Zu Geng: 

Ο Zu Geng μεθηλά ζεσξψληαο έλα θχβν αθκήο   ζηνλ νπνίν έρνπκε εγγξάςεη φπσο 

εμεγήζακε θαη παξαπάλσ δχν θπιίλδξνπο. ηε ζπλέρεηα εξγάδεηαη φρη κε  νιφθιεξν 

ηνλ θχβν αιιά ην 1/8 απηνχ ην νπνίν ην ιακβάλνπκε αλ ρσξίζνπκε ηνλ αξρηθφ θχβν 

ζε 8 ίζνπο θχβνπο, φπσο θαίλεηαη ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. Ζ αθκή   απηνχ ηνπ 

θχβνπ είλαη ε κηζή απφ ηελ αθκή ηνπ αξρηθνχ θχβνπ, δειαδή      .  

 

 

Σψξα πεξηγξάθεη πσο απηφο ν λένο κηθξφηεξνο θχβνο απνηειείηαη απφ 4 δηαθνξεηηθά 

θνκκάηηα, έλα πνπ ην νλνκάδεη εζσηεξηθφ (θαίλεηαη ζην δηπιαλφ ζρήκα) θαη ηξία 

εμσηεξηθά (θαίλνληαη ζηα παξαθάησ ζρήκαηα) θαη ζεσξεί έλα επίπεδν      

παξάιιειν ζηε βάζε     , θαη ηηο δηαηνκέο απηνχ κε ην θάζε έλα απφ ηα ηέζζεξα 

απηά θνκκάηηα.  
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Έζησ      είλαη ην χςνο ζην νπνίν βξίζθεηαη 

απηφ ην επίπεδν ζε ζρέζε κε ηε βάζε θαη      

     , ηφηε έρνπκε ηηο εμήο επηθάλεηεο θαη ηα 

αληίζηνηρα εκβαδά ηνπο:              θαη   

       . 

 

 

Δίλαη:                          

 (δειαδή έλα ηεηξάγσλν      θαη ν γλψκνλαο                ) 

Καη έηζη παίξλνπκε: 

                    . 

ηε ζπλέρεηα εθαξκφδνληαο ην Ππζαγφξεην Θεψξεκα ζην ηξίγσλν     παίξλεη: 

        ,  

Άξα:                   ,   φπνπ απηή είλαη θαη ε επηθάλεηα ηεο δηαηνκήο 

ηνπ επηπέδνπ       κε ην ρσξίν κεηαμχ ησλ „ελσκέλσλ νκπξειψλ‟ θαη ηνπ θχβνπ, 

δειαδή ην άζξνηζκα ησλ γξακκνζθηαζκέλσλ επηθαλεηψλ ησλ ηξηψλ εμσηεξηθψλ 

φγθσλ πνπ πεξηγξάθνληαη παξαπάλσ, πνπ ζρεκαηίδνπλ έλα γλψκνλα.  

 

Μεηά ζεσξεί κηα ππξακίδα (φπσο απηή πνπ θαίλεηαη 

ζην δηπιαλφ ζρήκα) κε χςνο  , φζν είλαη θαη ε αθκή 

ηνπ κηθξνχ αξρηθνχ θχβνπ, θαη κε βάζε ηεηξάγσλν 

πιεπξάο   . Ο Liu Hui έρεη ήδε απνδείμεη φηη ν φγθνο 

ηεο ππξακίδαο είλαη 
 

 
   . Ζ δηαηνκή ηεο ππξακίδαο κε 

έλα επίπεδν παξάιιειν ζηε βάζε ηεο θαη ζε απφζηαζε 

  απφ ηελ θνξπθή ηεο, ζα έρεη εκβαδφ   .  

Έηζη  ζχκθσλα κε ηελ αξρή ηνπ Zu Geng (παξφκνηα κε ηεο αξρή ηνπ Cavalieri γηα 

ηνπο φγθνπο) ην εκβαδφ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηνπ θχβνπ θαη ησλ ελσκέλσλ 

νκπξειψλ ζα είλαη ίζν κε ην εκβαδφ απηήο ηεο ππξακίδαο.  

Έηζη ν φγθνο ησλ ελσκέλσλ νκπξειψλ ζην κηθξφ θχβν ζα είλαη:    
 

 
   

 

 
    θαη 

άξα ν ζπλνιηθφο φγθνο ησλ ελσκέλσλ νκπξειψλ είλαη:  

  
 

 
     

 

 
 
 

 
  

 

 
 

 
    .     
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Καη πάιη θπζηθά γελλάηαη εχινγα ην εξψηεκα ηεο „θαηαγσγήο‟ φισλ απηψλ.  

ηα ειιεληθά καζεκαηηθά πεξηζζφηεξν απφ κηζή ρηιηεηία πξηλ, ν Αξρηκήδεο είρε 

ππνινγίζεη ηνλ φγθν ησλ „ελσκέλσλ νκπξειψλ‟. ηελ αξρή ηνπ έξγνπ ηνπ „Πεξί 

κεζόδνπ ησλ κεραληθώλ ζεσξεκάησλ’ (ην νπνίν έγηλε γλσζηφ κφιηο ην 1910 φπνπ 

θάπνηνο Γαλφο εληφπηζε θαη κεηέθξαζε ην έξγν απφ έλα „παιίκςεζην’ ) ζεκεηψλεη: 

΄Αλ ζε έλαλ θύβν εγγξάςνπκε έλαλ θύιηλδξν πνπ έρεη ηηο βάζεηο ηνπ ζε δύν απέλαληη 

έδξεο θαη ε επηθάλεηα ηνπ νπνίνπ εθάπηεηαη ζηηο άιιεο 4 έδξεο ηνπ θύβνπ θαη όκνηα αλ 

εγγξάςνπκε ζηνλ ίδην θύβν έλαλ ίζν θύιηλδξν ν νπνίνο λα έρεη ηηο βάζεηο ηνπ ζε δύν 

άιιεο απέλαληη έδξεο ηνπ θύβνπ θαη ε επηθάλεηά  ηνπ εθάπηεηαη πάιη ζηηο άιιεο 4 έδξεο 

ηνπ θύβνπ, ηόηε ν όγθνο ηνπ ζηεξενύ πνπ νξίδεηαη από ηηο επηθάλεηεο ησλ δύν 

θπιίλδξσλ είλαη ίζν κε ηα 2/3 ηνπ αξρηθνύ θύβνπ΄. 

Θα είρε ελδηαθέξνλ λα ζχγθξηλε θαλείο ηελ κέζνδν κε ηελ νπνία ν Αξρηκήδεο έθζαζε 

ζε απηφλ ηνλ ηχπν κε ηελ αληίζηνηρε κέζνδν ηνπ Zu Geng. Όκσο απφ ην έξγν ηνπ 

Αξρηκήδε απηφ ζψδεηαη κνλάρα έλα παιίκςεζην ρεηξφγξαθν απφ ην νπνίν ιείπεη ην 

θνκκάηη φπνπ ππήξρε ε απφδεημε απηή. 

Δμ‟ άιινπ ν Αξρηκήδεο δελ ήηαλ ν κφλνο πνπ είρε αζρνιεζεί κε παξφκνηα ζέκαηα. Ο 

Ήξσλ ν Αιεμαλδξεύο επίζεο, ζην έξγν ηνπ „Μεηξηθά’, αλαθέξεηαη ζην φηη ν 

Αξρηκήδεο είρε ππνινγίζεη ηνλ φγθν απηφ θαη αλ θαη ν ίδηνο δελ εμεγεί πσο πξνέθπςε 

απηφ ιέεη φηη ήηαλ πνιχ ρξήζηκν ζε πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχζαλ θηήξηα κε ζφινπο 

φπσο ινπηξά. 

Παξά ην γεγνλφο φηη δελ γλσξίδνπκε ηελ απφδεημε ηνπ Αξρηκήδε, είλαη ζρεδφλ 

βέβαην φηη φπσο θαη ζε άιιεο απνδείμεηο ηνπ ζην ίδην έξγν, ρξεζηκνπνίεζε ηε 

Μέζνδν ησλ Αδηαηξέησλ. Οιφθιεξν ην έξγν ηνπ Αξρηκήδε απηφ βαζίδεηαη ζε αξρέο 

φπσο ην φηη κηα γξακκή κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ην ζχλνιν ζεκείσλ, φπσο έλα θνιηέ 

απφ ράληξεο ή ην επίπεδν σο ην ζχλνιν γξακκψλ φπσο έλα χθαζκα απνηειείηαη απφ 

θισζηέο. Καη‟ επέθηαζε θαη ηα ζηεξεά άξα θαη νη φγθνη ηνπο κπνξνχζαλ λα 

ζεσξεζνχλ φηη απνηεινχληαη απφ φιεο ηηο ηνκέο απηψλ κε έλα επίπεδν. Οη αξρέο 

απηέο κνηάδνπλ πνιχ κε απηέο πνπ αξγφηεξα δηαηχπσζε θαη ρξεζηκνπνίεζε ν 

Cavalieri. 

Απφ φια ηα παξαπάλσ, κηα θαη είδακε φηη θαη νη Κηλέδνη έθζαζαλ ζηα ίδηα 

απνηειέζκαηα κε παξφκνην ζθεπηηθφ, δελ ζα κπνξνχζε λα απνθιεηζηεί ε πηζαλφηεηα 

ηεο επηξξνήο ησλ Κηλέδσλ απφ ηνπο Έιιελεο. 
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3.4  ΤΠΟΛΟΓΗΜΟ ΣΟΤ π 

 

Οη αξραίνη Κηλέδνη κέρξη θαη ηνλ 1
ν
 κ.Υ. αηψλα, ζεσξνχζαλ πσο ε πεξηθέξεηα ηνπ 

θχθινπ έρεη κήθνο ηξηπιάζην απφ ηελ αθηίλα ηνπ, δειαδή φηη ε ηηκή ηνπ π είλαη ίζε 

κε 3.  

Πξψηνο ν Liu Hsiao (1
νο

 αηψλαο) ρξεζηκνπνίεζε ηελ ηηκή          ρσξίο φκσο λα 

έρνπκε θαλέλα ζηνηρεηφ γηα ην πψο έθζαζε ζηε ηηκή απηή.  

Αξγφηεξα ν Chang Hong (2
νο

 αηψλαο) ζε έλα αζηξνλνκηθφ ηνπ έξγν πνπ ζήκεξα έρεη 

ραζεί, θαίλεηαη απφ ζρφιηα γηα απηφ ζε κεηαγελέζηεξα έξγα, φηη είρε δείμεη ηελ 

πξφηαζε: „Σν ηεηξάγσλν ηνπ ιφγνπ ηεο πεξηκέηξνπ ελφο θχθινπ πξνο ηελ πεξίκεηξν 

ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ ζηνλ θχθιν ηεηξαγψλνπ είλαη 5 πξνο 8‟. Γειαδή φηη    

     . Ζ ηηκή απηή αλ θαη δελ ήηαλ κηα θαιή πξνζέγγηζε ηνπ π, παξέκεηλε γηα πνιιά 

ρξφληα δεκνθηιήο θαη ρξεζηκνπνηνχληαλ επξέσο ζηελ Αζία.  

ηε ζπλέρεηα ν Αζηξνλφκνο Wang Fan (3
νο

 αηψλαο) έδεημε, αλ θαη πάιη δελ 

γλσξίδνπκε πσο αθξηβψο, φηη αλ ε πεξίκεηξνο ελφο θχθινπ είλαη 142 ηφηε ε 

δηάκεηξφο ηνπ ζα είλαη ίζε κε 45, δειαδή έδσζε κηα πξνζέγγηζε        .  

Μεηά απφ φιεο απηέο ηηο πξνζεγγίζεηο έξρνληαη ηα ζρφιηα ηνπ Liu Hui ζην „Nine 

Chapters‟ φπνπ δίλεη δχν πξνζεγγίζεηο γηα ην π,         θαη           , νη 

νπνίεο είλαη αθξηβείο κέρξη ην ηειεπηαίν ηνπο ςεθίν. 

Σν πσο ν Liu Hui θαηέιεμε ζε απηέο ηηο ηηκέο πξνθχπηεη απφ ηα ζρφιηά ηνπ ζηα 

πξνβιήκαηα 31 θαη 32 ηνπ 1
νπ

 θεθαιαίνπ ηνπ „Nine Chapters‟. 

ηα πξνβιήκαηα απηά δίλνληαη θαη ζηα δχν ε πεξίκεηξνο     θαη ε δηάκεηξνο     

ελφο θχθινπ θαη δεηείηαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδφ     ηνπ θπθιηθνχ δίζθνπ. 

Ωο απάληεζε ζην αξραίν θείκελν δίλνληαη 4 δηαθνξεηηθνί ηξφπνη (4 ελαιιαθηηθνί 

θαλφλεο): 

1
νο

 θαλφλαο 

Πνιιαπιαζίαζε ην κηζφ ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ θχθινπ κε ην κηζφ ηεο δηακέηξνπ, 

δειαδή:   
 

 
 
 

 
  

2
νο

 θαλφλαο 

Γηαίξεζε κε ην 4 ην γηλφκελν ηεο πεξηθέξεηαο κε ηε δηάκεηξν, δειαδή:   
  

 
  

3
νο

 θαλφλαο 

Γηαίξεζε κε ην 4 ην ηξηπιάζην ηνπ ηεηξαγψλνπ ηεο δηακέηξνπ, δειαδή:   
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4
νο

 θαλφλαο 

Γηαίξεζε κε ην 12 ην ηεηξάγσλν ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ θχθινπ, δειαδή:   
  

  
 

 

Παξαηεξνχκε φηη νη δχν ηειεπηαίνη ηχπνη δελ είλαη αθξηβείο, θαζψο ζε απηνχο 

ζεσξείηαη ην π ίζν κε 3, ελψ νη δχν πξψηνη ηχπνη είλαη απνιχησο ζσζηνί. 

Ο Liu Hui ζηα κεηαγελέζηεξα ζρφιηά ηνπ δίλεη έλα απνηέιεζκα φπνπ θαίλεηαη πσο 

ρξεζηκνπνηεί γηα ην π ηελ ηηκή:       .  

Αο δνχκε πσο ν Liu Hui θαηέιεμε ζηε ηηκή απηή. 

Αξρηθά δείρλεη φηη ε ηηκή     είλαη πνιχ κηθξή, γηαηί 3 θνξέο επί ηε δηάκεηξν ελφο  

θχθινπ καο δίλεη ηελ πεξίκεηξν ηνπ εγγεγξακκέλνπ εμαγψλνπ ζε απηφλ ηνλ θχθιν.  

ηε ζπλέρεηα εμεγεί κε ιφγηα αιιά θαη κε ζρέδηα πνπ έρνπλ ραζεί φηη έλα 

εγγεγξακκέλν 12-γσλν έρεη εκβαδφ (έζησ    ) ίζν κε       
 

 
           , 

φπνπ     ε πιεπξά ηνπ θαλνληθνχ εγγεγξακκέλνπ εμαγψλνπ ζηνλ ίδην θχθιν θαη   ε 

αθηίλα ηνπ θχθινπ. ηε ζπλέρεηα ν Liu Hui δείρλεη ην ίδην γηα ην 24-γσλν θαη κεηά 

γεληθεχεη ην πξνεγνχκελν θαη ιέεη φηη: 

    
 

 
     

 

 
        (1),    φπνπ      ε πεξίκεηξνο ηνπ εγγεγξακκέλνπ  -γσλνπ, 

δειαδή φηη ην εκβαδφ ελφο θαλνληθνχ εγγεγξακκέλνπ   –γσλνπ είλαη ίζν κε 
 

 
   

θνξέο ηελ πεξίκεηξν ηνπ θαλνληθνχ εγγεγξακκέλνπ ζηνλ ίδην θχθιν   –γσλνπ. 

Δδψ ν Liu Hui ιέεη φηη θαζψο ην   απμάλεηαη, κεηψλεηαη ε απψιεηα θαη ελλνεί φηη ε 

επηθάλεηα      πξνζεγγίδεη φιν θαη πην πνιχ ην πξαγκαηηθφ εκβαδφ ( ) ηνπ θχθινπ. 

ηε ζπλέρεηα δίλεη κηα εθηίκεζε ηνπ εκβαδνχ       θαη δείρλεη φηη ε δηαθνξά απηή 

ηείλεη ζην κεδέλ φηαλ ην   απμάλεηαη απείξσο. Αο δνχκε πσο ην δείρλεη απηφ. 

 

ην δηπιαλφ ζρήκα αο ππνζέζνπκε φηη    είλαη 

ε πιεπξά  ελφο θαλνληθνχ εγγεγξακκέλνπ  -

γσλνπ. Πξνθαλψο ην εκβαδφ ηνπ θπθιηθνχ 

ηνκέα     είλαη ιηγφηεξν απφ ην εκβαδφ ηνπ 

νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ     . Έηζη 

αζξνίδνληαο γηα ηηο   πιεπξέο ηνπ  -γσλνπ 

παίξλνπκε φηη ε δηαθνξά       είλαη ιηγφηεξν 

απφ ην άζξνηζκα ησλ   νξζνγσλίσλ. Αθνχ ην 

χςνο ησλ νξζνγσλίσλ απηψλ κπνξεί λα γίλεη φζν κηθξφ ζέινπκε άξα θαη ην εκβαδφ 
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φζν κηθξφ ζέινπκε, άξα θαη ε δηαθνξά      ηείλεη ζην 0. Φπζηθά ν Liu Hui δελ 

ρξεζηκνπνηεί απηή ηελ νξνινγία αιιά παξφια απηά είλαη πνιχ ζαθήο ζηνλ ηξφπν πνπ 

εθθξάδεηαη.  

Απφ ηε ζρέζε (1) ινηπφλ ν Liu Hui παίξλεη, κε ζσζηφ ζπιινγηζκφ πνπ πεξηιακβάλεη 

νξηαθέο δηαδηθαζίεο, ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην εκβαδφ ( ) ελφο θπθιηθνχ δίζθνπ 

δηακέηξνπ ( ) κε ηε πεξίκεηξν ( ) απηνχ, θαη ιέεη:   
 

 
  

 

 
       . 

ηε ζπλέρεηα ν Liu Hui εμεγεί ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ π. 

Θεσξεί έλαλ θχθιν δηακέηξνπ 2            θαη ρσξίο αηηηνιφγεζε ρξεζηκνπνηεί 

ην φηη ε πιεπξά ελφο θαλνληθνχ εγγεγξακκέλνπ εμαγψλνπ ηζνχηαη κε ηελ αθηίλα ηνπ 

πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ. ηε ζπλέρεηα κε ρξήζε θπξίσο ηνπ Ππζαγφξεηνπ 

Θεσξήκαηνο ζηα ηξίγσλα     θαη     θαηαιήγεη ζηνλ ηχπν         
  

 
 
 

  θαη 

      
  

 
 
 

         , φπνπ    ην απφζηεκα ελφο θαλνληθνχ εγγεγξακκέλνπ 

πνιπγψλνπ, θαη κε απηφ ηνλ ηξφπν ππνινγίδεη ηελ πιεπξά ελφο θαλνληθνχ 

εγγεγξακκέλνπ πνιχγσλνπ κε  12, 24, 48, 96 θαη 192 πιεπξέο.  

Υξεζηκνπνηψληαο ηε ζρέζε (2) ππνινγίδεη ην εκβαδφ ηνπ 96-γσλνπ θαη ηνπ 192-

γσλνπ: 

         
   

   
          θαη              

  

   
        

Τπνινγίδεη ηε δηαθνξά: 

           
   

   
     , (απηή ε δηαθνξά αληηζηνηρεί ζηα 2 θφθθηλα 

γξακκνζθηαζκέλα ηξίγσλα     θαη     ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο, 

πνιιαπιαζηαζκέλα επί 96 θνξέο). 

Δπεηδή φπσο είλαη θαλεξφ ε επηθάλεηα    αληηζηνηρεί ζηελ επηθάλεηα πνπ 

απνηειείηαη απφ 96 νξζνγψληα παξαιιειφγξακκα      φπσο απηά πνπ αλαθέξακε 

παξαπάλσ, πξνζζέηνληαο ν Liu Hui ζε απηά ηελ επηθάλεηα ηνπ     παίξλεη: 

            
   

   
        θαη δηαηππψλεη νξζά φηη ην εκβαδφ απηήο ηεο 

επηθάλεηαο ππεξβαίλεη ηελ επηθάλεηα ηνπ θχθινπ.      

Γειαδή:                             ή                                  

ή         
  

   
        

   

   
 

   

   
   ή        
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Γηα πξαθηηθνχο ιφγνπο εμεγεί ζηε ζπλέρεηα ν Liu Hui φηη κπνξνχκε λα αγλνήζνπκε 

ηα θιάζκαηα θαη λα ζεσξήζνπκε φηη ν ιφγνο ηνπ εκβαδνχ ηνπ θπθιηθνχ δίζθνπ πξνο 

ην εκβαδφ ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ ζε απηφλ ηεηξαγψλνπ (δειαδή   ) είλαη  
   

   
   ή   

   

   
. 

Γειαδή έρεη θαηαιήμεη ζηε ζρέζε: 
 

    
   

   
   θαη κεηά ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζρέζε (2) 

ιέεη φηη ν ιφγνο ηεο πεξηκέηξνπ ελφο θχθινπ πξνο ηε δηάκεηξφ ηνπ είλαη:  
 

 
  

   

  
  , 

δειαδή κε ζχγρξνλε νξνινγία ζα ιέγακε φηη δίλεη ηελ ηηκή  
   

  
        γηα ην π! 

Δδψ πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε πσο ν Liu Hui φπσο θαη φινη φζνη αζρνινχληαλ κε ηα 

καζεκαηηθά ζηελ αξραία Κίλα δελ ζεσξνχζαλ ην π σο έλαλ ζηαζεξφ αξηζκφ φπσο 

εκείο ζήκεξα αιιά πεξηζζφηεξν σο κηα ζρέζε δχν πνζνηήησλ ηεο πεξηκέηξνπ ελφο 

θχθινπ θαη ηεο δηακέηξνπ ηνπ ίδηνπ θχθινπ θαη πάληα απηφ ππνινγίδνληαλ κέζα ζε 

ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα, ρσξίο πνπζελά λα απνδεηθλχεηαη ή λα αλαθέξεηαη φηη 

απηφο ν ιφγνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζε παξφκνηα πξνβιήκαηα θαη φηη ηζρχεη 

γηα θάζε θχθιν.   

 Ο Liu Hui ζηελ πξνζπάζεηα λα βξεη κηα θαιχηεξε πξνζέγγηζε ηνπ ιφγνπ απηνχ 

ζπλερίδεη ιέγνληαο: 

ηελ επηθάλεηα ηνπ 192-γσλνπ πξνζζέηνπκε ηα  
  

   
  απφ ηα  

   

   
  θαη ζεσξνχκε φηη 

απηφ πνπ βξίζθνπκε είλαη ίζν κε ηελ επηθάλεηα ηνπ θπθιηθνχ δίζθνπ (εδψ αλ ζέιακε 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηνπ Ήξσλα ζα πξνζζέηακε   
 

 
 
   

   
 

  

   
 , αιιά 

αθφκα θαη ν Ήξσλαο αλαθέξεη φηη απηή ε πξνζέγγηζε είλαη ιίγν κηθξή, άξα 

δηθαηνινγεκέλα ζα ιέγακε ν Liu Hui πξνζζέηεη ηελ ηηκή 
  

   
 ).  

Έηζη θαηαιήγεη φηη:          
 

  
   

Καη ζηε ζπλέρεηα ππνινγίδεη πάιη ην ιφγν ηνπ εκβαδνχ     ηνπ θχθινπ  πξνο ην 

εκβαδφ ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ ηεηξαγψλνπ (  ) : 
 

   
     

  

   
 

     

      
 

     

     
  , 

θαη νκνίσο κε πξηλ θαη κε ηε ρξήζε ηνπ ηχπνπ (2) θαηαιήγεη ζην ιφγν: 
 

 
  

     

     
 

       , θαη έηζη ζε απηή ηελ πνιχ θαιή πξνζέγγηζε ηνπ π! 

Δδψ ν Liu Hui παξαηεξεί φηη νχηε απηή ε πξνζέγγηζε είλαη πάξα πνιχ θαιή θαη γηα 

λα βξεη θαλείο ηε ζσζηή ηηκή ζα πξέπεη ιέεη λα ππνινγίζεη ηελ πιεπξά ελφο 

θαλνληθνχ εγγεγξακκέλνπ 1536-γσλνπ, κεηά ην εκβαδφ ηνπ 3072-γσλνπ θαλνληθνχ 

εγγεγξακκέλνπ ζηνλ ίδην θχθιν. Ο Liu Hui δελ εθηειεί ηνπο ππνινγηζκνχο αιιά 

εθηειψληαο ηνπο θαλείο βξίζθεη γηα ην π ηελ ηηκή          .  
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Αμίδεη εδψ λα αλαθέξνπκε θαη θάπνηεο άιιεο ηηκέο πνπ δφζεθαλ απφ άιινπο 

Κηλέδνπο καζεκαηηθνχο κεηά ηνλ Liu Hui. 

Ο Zu Chongzhi (5
νο

 αηψλαο) αλαθέξεη ζε θάπνην έξγν ηνπ φηη κηα θαιή πξνζέγγηζε 

γηα ην ιφγν απηφ πνπ πξναλαθέξακε (δειαδή γηα ην π ζα ιέγακε ζήκεξα) είλαη λα 

ζεσξήζνπκε 113 ηε δηάκεηξν ελφο θχθινπ θαη 355 ηελ πεξίκεηξφ ηνπ (δειαδή  

  
   

   
 , ελψ ιέεη κηα φρη ηφζν θαιή πξνζέγγηζε είλαη λα ζεσξήζνπκε 7 ηε δηάκεηξν 

ηνπ θχθινπ θαη 22 ηελ πεξίκεηξφ ηνπ.  

Ο Li Chunfeng (7
νο

  αηψλαο) ιέεη θαη απηφο πσο αλ ε πεξίκεηξνο ελφο θχθινπ είλαη 

22 ηφηε ε δηάκεηξφο ηνπ ζα είλαη 7. 

Καη εχινγα γελλάηαη πάιη ην εξψηεκα ηεο θαηαγσγήο φισλ απηψλ ησλ 

αλαθαιχςεσλ. 

Αξρηθά πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη ε κέζνδνο ηνπ Liu Hui κνηάδεη πάξα πνιχ κε 

απηή ηνπ Αξρηκήδε (287-212 π.Υ.), ν νπνίνο έθζαζε ζηε γλσζηή πξνζέγγηζε ηνπ π,  

 
  

  
    

 

 
 , κε ηε βνήζεηα θαη απηφο ησλ εγγεγξακκέλσλ 6, 12,  24, 48, 96-γσλσλ 

αιιά θαη ησλ αληίζηνηρσλ πεξηγεγξακκέλσλ πνιπγψλσλ.     

Αθφκα είλαη γλσζηφ φηη απφ ηνλ 5
ν
 π.Υ. αηψλα ν Αληηθώληαο θαη ν Βξύζσλαο είραλ 

αζρνιεζεί κε ηνλ ηεηξαγσληζκφ ηνπ θχθινπ θαη κάιηζηα ρξεζηκνπνηνχζαλ θαη απηνί 

εγγεγξακκέλα θαη πεξηγεγξακκέλα πνιχγσλα, δειαδή νπζηαζηηθά ηε κέζνδν ηεο 

εμάληιεζεο, κε ηε δηαθνξά βέβαηα φηη απηνί αζρνιήζεθαλ κε ηα εκβαδά ησλ 

πνιπγψλσλ απηψλ, ελψ ν Αξρηκήδεο κε ηελ πεξίκεηξν απηψλ. 

χκθσλα κε ηνλ Paul Tannery (Γάιινο ηζηνξηθφο ησλ καζεκαηηθψλ 1843 -1904) ν 

Απνιιώληνο ν Πεξγαίνο (3
νο

  π.Υ. αηψλαο) είρε ππνινγίζεη ηελ ηηκή          θαη 

κάιηζηα ιέεη πσο ηελ ηηκή απηή ηελ γλψξηδαλ απφ ηνλ Απνιιψλην νη Ηλδνί θαη νη 

Κηλέδνη. Απηφ πνπ δε κπνξνχκε λα γλσξίδνπκε είλαη αλ νη Κηλέδνη θαη ζπγθεθξηκέλα 

ν Liu Hui είραλ έξζεη ζε επαθή κε ην έξγν θαη ηνπ Αξρηκήδε. 

Αλάκεζα ζηε κέζνδν ηνπ Αξρηκήδε θαη ηνπ Liu Hui ππάξρνπλ θαη ζεκαληηθέο 

δηαθνξέο θαζψο πξψηα απφ φια ελψ ν Αξρηκήδεο ρξεζηκνπνηεί εγγεγξακκέλα αιιά 

θαη πεξηγεγξακκέλα πνιχγσλα, ν Liu Hui ρξεζηκνπνηεί κφλν ηα εγγεγξακκέλα θαη 

κάιηζηα ε κέζνδφο ηνπ είλαη πην απιή εμαηηίαο ηνπ φηη ρξεζηκνπνηεί ην δεθαδηθφ 

ζχζηεκα αξίζκεζεο. Βέβαηα κηα άιιε ζεκαληηθή δηαθνξά είλαη ην φηη ε κέζνδνο ηνπ 

Αξρηκήδε είλαη καζεκαηηθά ζεκειησκέλε ελψ ηνπ Liu Hui δελ είλαη. 
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Σέινο, ελψ ν Αξρηκήδεο πξνθαλψο ζπλεηδεηά ζηακάηεζε ζην 96-γσλν ν Liu Hui 

ζπλέρηζε ζην 192-γσλν θαη κάιηζηα πξνηείλεη γηα κηα πην ζσζηή ηηκή ηνπ π λα 

ρξεζηκνπνηήζεη θαλείο έλα 1536-γσλν θαη έλα 3072-γσλν. 

Ο Heath [23] ζεκεηψλεη φηη ν Αξρηκήδεο θαη ν Liu Hui είλαη νη κφλνη απφ ηνπο 

καζεκαηηθνχο ηεο αξραηφηεηαο ησλ νπνίσλ γλσξίδνπκε σο ζήκεξα ηνλ ηξφπν κε ηνλ 

νπνίν ππνιφγηζαλ ην π! 

Σψξα φζν αθνξά ηελ ηηκή ηνπ   
   

   
  πνπ έδσζε ν Zu Chongzhi (5

νο
 αηψλαο) θαη ε 

νπνία παξέκεηλε γηα θαηξφ ε θαιχηεξε πξνζέγγηζε ηνπ π, ν Yushkevich (Ρψζνο 

ηζηνξηθφο ησλ καζεκαηηθψλ) αλαθέξεη φηη ηνλ 16
ν
 αηψλα ν Valentin Otho (Γεξκαλφο 

καζεκαηηθφο) δίλεη θαη απηφο ηελ ηηκή    
   

   
 , παίξλνληαο ηελ ηηκή ηνπ π ηνπ 

Πηνιεκαίνπ (2
νο 

 αηψλαο)   
   

   
  θαη ηελ ηηκή ηνπ Αξρηκήδε   

  

 
  θαη βξήθε ηελ 

ηηκή   
      

     
 

   

   
 , αθαηξψληαο απφ ηνπο φξνπο ηνπ πξψηνπ θιάζκαηνο ηνπο 

φξνπο ηνπ δεχηεξνπ. Δίλαη ινηπφλ πηζαλφ θαη ν Zu Chongzhi λα εξγάζηεθε κε 

παξφκνην ηξφπν ή αλ φρη, λα βαζίζηεθε πάλσ ζηε κέζνδν ηνπ Liu Hui πξνθεηκέλνπ 

λα θζάζεη ζηελ ηηκή απηή. 
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