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Εηζαγσγή 

 

Δίλαη θνηλψο απνδεθηφ πσο ε απφδεημε απνηειεί ην θχξην ραξαθηεξηζηηθφ ησλ 

Μαζεκαηηθψλ θαη ίζσο απηή ε δηαδηθαζία είλαη πνπ ηα δηαρσξίδεη απφ ηηο ππφινηπεο 

επηζηήκεο. Η απφδεημε έρεη πξσηεχνληα ξφιν ζε φια ηα επίπεδα δηδαζθαιίαο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ, φπνπ ηε ζπλαληάκε κε δηάθνξεο κνξθέο αλάινγα κε ην επίπεδν. 

Αθφκε θαη ζην δεκνηηθφ ππάξρνπλ απνδείμεηο, φρη κε ηππηθφ θαη απζηεξφ ηξφπν, 

αιιά κε ρξήζε αληηθεηκέλσλ, εηθφλσλ ή ρεηξνλνκηψλ. ΢ην Γπκλάζην έρνπκε 

απνδείμεηο πνπ δελ είλαη πάληνηε ηππηθά απζηεξέο θαη ζην Λχθεην, ε απφδεημε είλαη 

απζηεξή θαη δηαηππσκέλε κε απνθιεηζηηθά ηππηθφ ηξφπν. 

Δλψ φκσο ε απφδεημε είλαη παληαρνχ παξνχζα ζε φια ηα επίπεδα κάζεζεο, 

απνηειεί γηα ηνπο καζεηέο έλαλ απφ ηνπο πην δχζθνινπο ηνκείο ησλ καζεκαηηθψλ, 

φπσο έρεη δείμεη πιεζψξα εξεπλψλ αιιά θαη ε πξνζσπηθή καζεηηθή θαη δηδαθηηθή 

εκπεηξία ησλ καζεκαηηθψλ. Πνιχ ζπρλά κάιηζηα, ε απφδεημε πξνθαιεί ηελ 

απνζηξνθή ησλ καζεηψλ. Γελ είλαη ππεξβνιηθφ λα πνχκε φηη, ζε γεληθέο γξακκέο, ε 

επίζεκε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ απνηπγράλεη λα πεξάζεη ζηνπο καζεηέο ηε 

ζεκαζία ηεο απφδεημεο, ελψ απηή είλαη ίζσο ην βαζηθφηεξν ραξαθηεξηζηηθφ ηεο 

επηζηήκεο ησλ καζεκαηηθψλ. 

Δίλαη πνιινί νη νξηζκνί πνπ κπνξνχλ λα δνζνχλ γηα ηελ καζεκαηηθή απφδεημε. 

Έλαο απφ απηνχο είλαη φηη "απνηειεί έλα ζχλνιν δηαδνρηθψλ πξνηάζεσλ (πνπ 

απνξξένπλ απφ ηα αμηψκαηα), νη νπνίεο κε ινγηθνχο θαλφλεο νδεγνχλ απφ ηελ 

ππφζεζε ζην ζπκπέξαζκα". Απφ ηελ άιιε, κία ιεθηηθή απφδεημε κε ρξήζε 

ρεηξνπηαζηψλ αληηθεηκέλσλ, κία πην ηππηθή κε ρξήζε ζρεκάησλ ή κηα πην απζηεξή κε 

ρξήζε ηππηθψλ ζπκβφισλ, είλαη φιεο απνδείμεηο. Πνην είλαη ην θνηλφ ζηνηρείν πνπ 

έρνπλ φινη νη δηαθνξεηηθνί ηχπνη απφδεημεο ζηα δηάθνξα καζεζηαθά επίπεδα, ψζηε 

φιεο απηέο ηηο πξνζπάζεηεο, αλ θαη απέρνπλ αξθεηά απφ ηνλ θιαζηθφ νξηζκφ ηεο 

απφδεημεο, λα απνθαινχληαη απνδείμεηο; Καη πνηνο είλαη ν ξφινο ηεο απφδεημεο; 

΢ην βηβιίν «Η Μαζεκαηηθή Δκπεηξία» ησλ P. J. Davis θαη R. Hersh, ππάξρεη έλαο 

πνιχ ελδηαθέξσλ δηάινγνο φζνλ αθνξά ηνλ νξηζκφ ηεο απφδεημεο, πνπ γίλεηαη κεηαμχ 

δχν ππνζεηηθψλ πξνζψπσλ, ηνπ Ιδαληθνχ Μαζεκαηηθνχ (ν νπνίνο έρεη φια ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ελφο καζεκαηηθνχ) θαη ελφο θνηηεηή. ΢ηελ εξψηεζε ηνπ θνηηεηή 

«Κχξηε, ηη είλαη καζεκαηηθή απφδεημε;» ν Ιδαληθφο Μαζεκαηηθφο δίλεη πξψηα ηνλ 

νξηζκφ ηεο απφδεημεο σο κηα δηαδηθαζία ζηελ νπνία: «Οπσζδήπνηε, απηφ πνπ θάλεηο 
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είλαη λα θαηαγξάθεηο ηα αμηψκαηα ηεο ζεσξίαο ζνπ ζε κηα ηππηθή γιψζζα, κε έλα 

δεδνκέλν θαηάινγν απφ ζχκβνια ή αιθάβεην. Μεηά θαηαγξάθεηο ηελ ππφζεζε ηνπ 

ζεσξήκαηφο ζνπ κε ηνλ ίδην ζπκβνιηζκφ. Σφηε δείρλεηο φηη κπνξείο λα 

κεηαζρεκαηίζεηο ηελ ππφζεζε βήκα βήκα, ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο θαλφλεο ηεο 

ινγηθήο, κέρξηο φηνπ θηάζεηο ζην ζπκπέξαζκα. Απηφ είλαη απφδεημε». ΢ηε ζπλέρεηα 

φκσο, θαη αθνχ ν θνηηεηήο ππνζηεξίδεη φηη πνηέ δελ γίλεηαη απηή ε δηαδηθαζία ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα θαη δεηά έλαλ άιιν νξηζκφ ιέγνληαο «Σφηε ηη είλαη πξαγκαηηθά 

απφδεημε;», ν Ιδαληθφο Μαζεκαηηθφ δίλεη έλαλ άιιν νξηζκφ: «Δίλαη έλα επηρείξεκα 

πνπ πείζεη θάπνηνλ πνπ μέξεη ην ζέκα». Απηφο είλαη έλαο αξθεηά δηαθνξεηηθφο, πνιχ 

πην απιφο νξηζκφο γηα ηελ απφδεημε, ν νπνίνο μεθεχγεη απφ ηα φξηα ησλ καζεκαηηθψλ 

θαη αξκφδεη ίζσο ζηε γεληθφηεξε ρξήζε ηεο ιέμεο απφδεημε. Δίλαη παξάιιεια φκσο 

πην γεληθφο θαη νπζηαζηηθφο νξηζκφο απφ ηνλ ηππηθφ, αθνχ απφ ηε κία ραξαθηεξίδεη 

σο επηρείξεκα ηε δηαδηθαζία ηεο απφδεημεο (έλαο νξηζκφο ηνπ επηρεηξήκαηνο: «ινγηθή 

ζθέςε πνπ ζηεξίδεη θάπνην ζπκπέξαζκα») θαη απφ ηελ άιιε εθθξάδεη ην ζθνπφ ηεο 

απφδεημεο, απηφλ ηνπ λα πείζεη γηα ηελ αιήζεηα ελφο ηζρπξηζκνχ.   

Οιφθιεξνο ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ιεηηνπξγνχκε ζηα καζεκαηηθά, δε δηαθέξεη θαη 

πνιχ απφ ηνλ νξηζκφ ηεο απφδεημεο, ηνλ επίζεκν ή ηνλ αλεπίζεκν, φπσο ηνπο 

δψζακε παξαπάλσ. Αθνχ έρνπκε αξρηθά δερζεί θάπνηα αμηψκαηα θαη έρνπκε νξίζεη 

θάπνηα αληηθείκελα, ν ηξφπνο πνπ ιεηηνπξγνχκε είλαη απνδεηθηηθφο, ππφ ηελ έλλνηα 

φηη ζα κπνξνχζε λα ραξαθηεξηζηεί σο έλα ζχλνιν επηρεηξεκάησλ ζπλδεδεκέλα κε 

ινγηθνχο θαλφλεο. Σα καζεκαηηθά ζχκβνια είλαη απιά ε γιψζζα κε ηελ νπνία 

εθθξάδνπκε ηα επηρεηξήκαηά καο. Δίλαη πξνθαλέο, φηη απηφ γηα ην νπνίν 

ελδηαθεξφκαζηε είλαη απηά ζηα νπνία αλαθέξνληαη ηα επηρεηξήκαηα, νη καζεκαηηθέο 

έλλνηεο θαη πξνηάζεηο θαη φρη ν ηξφπνο ζπκβνιηζκνχ ηνπο, φπσο θαηαδεηθλχεη θαη ε 

ηζηνξία ηεο καζεκαηηθήο εμέιημεο, κε ηηο ίδηεο έλλνηεο θαη πξνηάζεηο λα 

πεξηγξάθνληαη κε θαζαξά ιεθηηθφ ηξφπν ή κε δηαθνξεηηθά ζχκβνια αλά ηνλ θφζκν. 

Η απφδεημε ζηα ζρνιηθά καζεκαηηθά, δελ εκθαλίδεηαη κφλν ζηηο απνδείμεηο 

πξνηάζεσλ ή ζηηο απνδείμεηο ηχπσλ. Η απφδεημε βξίζθεηαη ζε θάζε καζεκαηηθφ 

επηρείξεκα. Βξίζθεηαη ζηηο εμηζψζεηο, φπνπ απνδεηθλχνπκε φηη ππάξρνπλ ή φρη 

θάπνηνη αξηζκνί πνπ ηθαλνπνηνχλ ηζφηεηεο, βξίζθνληαη ζηηο απνδεηθηηθέο αζθήζεηο, 

βξίζθνληαη ζε θάζε γεσκεηξηθή άζθεζε, φπνπ ε ιχζε ηεο πνιιέο θνξέο δε δηαθέξεη 

ζε ηίπνηα απφ ηελ απφδεημε ελφο γεσκεηξηθνχ ζεσξήκαηνο. Κάζε θνξά πνπ ιχλεηαη 

κηα καζεκαηηθή άζθεζε ή έλα πξφβιεκα, πξαγκαηνπνηείηαη ζηελ νπζία κία 

απφδεημε, κία αδηάςεπζηε αιιεινπρία επηρεηξεκάησλ πνπ καο νδεγνχλ ζε έλα 
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ζπκπέξαζκα. Δίλαη φκσο γεγνλφο, φηη δε ζπκβαίλεη θάηη ηέηνην απφ ηελ πιεπξά ησλ 

καζεηψλ, έηζη φπσο απηνί αληηκεησπίδνπλ ηα ζρνιηθά καζεκαηηθά, φπνπ ν 

ζπκβνιηζκφο ησλ καζεκαηηθψλ επηρεηξεκάησλ έρεη πάξεη πξσηαγσληζηηθφ ξφιν θαη 

έρεη αληηθαηαζηήζεη ηα ίδηα ηα επηρεηξήκαηα ζηα νπνία αλαθέξεηαη. 

Η απφδεημε ρξεζηκνπνηείηαη θαη εθηφο ζρνιείνπ, γηα θαζεκεξηλά δεηήκαηα. Απφ 

κηθξή ειηθία, ηα παηδηά δείρλνπλ κεγάιν βαζκφ ηθαλφηεηαο ζηε δηθαηνιφγεζε ησλ 

επηρεηξεκάησλ ηνπο ζε θνηλσληθέο πεξηζηάζεηο. Όηαλ θάπνηνο εθθξάδεη κηα άπνςε 

γηα έλα δήηεκα θαη πξνζπαζεί κε επηρεηξήκαηα λα ζηεξίμεη απηή ηελ άπνςε, 

κπνξνχκε λα πνχκε φηη πξνζπαζεί λα απνδείμεη ηελ ηζρχ ηεο άπνςήο ηνπ. Αιιά 

επεηδή ηα αμηψκαηα ζηελ θαζεκεξηλφηεηα δελ είλαη μεθαζαξηζκέλα θαη επεηδή δε 

κπνξνχκε πάληα λα κηιήζνπκε γηα φιεο ηηο πεξηπηψζεηο (π.ρ. αλ ζέινπκε λα 

απνδείμνπκε ηελ πξφηαζε «φια ηα πξφβαηα είλαη άζπξα», δε κπνξνχκε πξαθηηθά λα 

εμεηάζνπκε φια ηα πξφβαηα ηνπ θφζκνπ), ε απφδεημε γηα κηα πξφηαζε πνπ ηζρχεη δε 

ζπλνδεχεηαη ζπλήζσο απφ αμηνπηζηία αλάινγε ηεο καζεκαηηθήο απφδεημεο. Δθεί 

φκσο πνπ κπνξνχκε λα ραξαθηεξίζνπκε ηελ απφδεημε ζηελ θαζεκεξηλή δσή σο 

αμηφπηζηε, είλαη ζηελ πεξίπησζε απφδεημεο φηη κία πξφηαζε δελ ηζρχεη, δειαδή ζηελ 

απφξξηςε κηαο πξφηαζεο. Δθεί αξθεί κφλν έλα αληηπαξάδεηγκα (π.ρ. κφλν έλα καχξν 

πξφβαην) ψζηε λα απνξξηθζεί ε πξφηαζε θαη είλαη θάηη πνπ γίλεηαη ζπρλά ζηηο 

θαζεκεξηλέο ζπδεηήζεηο. Οη καζεηέο κηαο ηάμεο, κπνξεί λα κελ έρνπλ ηδέα ηη 

ζεκαίλεη αληηπαξάδεηγκα, αιιά ρσξίο λα ην θαηαιαβαίλνπλ, ρξεζηκνπνηνχλ ζπλερψο 

αληηπαξαδείγκαηα ζηελ θαζεκεξηλή ηνπο δσή, απνξξίπηνληαο πξνηάζεηο θαη 

θάλνληαο κε απηφ ηνλ ηξφπν απφδεημε φηη κία πξφηαζε δελ ηζρχεη. 

Σα ηειεπηαία ρξφληα, ε απφδεημε σο ινγηθφ επηρείξεκα πνπ θάλεη θάπνηνο γηα λα 

δηθαηνινγήζεη έλαλ ηζρπξηζκφ θαη λα πείζεη ηνλ ίδην ή άιινπο, έρεη πάξεη θεληξηθφ 

ξφιν ζηα καζεκαηηθά. Γη’ απηφ έρεη ππάξμεη κεγάιε έξεπλα θαη πνιηηηθή πνπ ζέιεη 

λα θάλεη θεληξηθή ηελ απφδεημε θαη ζηα ζρνιηθά καζεκαηηθά. Γηα λα εμππεξεηήζνπλ 

απηφ ην ελδηαθέξνλ ζηε δηδαζθαιία θαη κάζεζε ηεο απφδεημεο θαη ησλ καζεκαηηθψλ, 

ππάξρεη ζεκαληηθή βάζε εξεπλψλ, ε νπνία επηθεληξψλεηαη πεξηζζφηεξν ζηηο 

δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο φηαλ πξνζπαζνχλ λα δηαβάζνπλ θαη λα 

γξάςνπλ απνδείμεηο. Αξθεηνί εξεπλεηέο έρνπλ πξνζπαζήζεη λα θαηαιάβνπλ ηηο 

πξνζεγγίζεηο ησλ καζεηψλ ζηε καζεκαηηθή απφδεημε ηαμηλνκψληαο  ηηο ζε δηάθνξεο 

δηαζηάζεηο, κία πξνζπάζεηα πνπ ήδε θαίλεηαη έρεη απφδνζε ζηελ θαηαλφεζε ησλ 

δπζθνιηψλ ησλ καζεηψλ. 
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Έρνληαο ινηπφλ θαηά λνπ ηνλ πεηζηηθφ ξφιν ηεο απφδεημεο θαη ηελ απφδεημε σο 

ζχλνιν επηρεηξεκάησλ πνπ ελππάξρεη ζε θάζε καζεκαηηθφ εγρείξεκα, πξνζπαζνχκε 

κε ηελ παξνχζα εξγαζία λα εξεπλήζνπκε ηε ζρέζε πνπ έρεη ε ηππηθή καζεκαηηθή 

απφδεημε γηα κία πξφηαζε, κε ηελ επηρεηξεκαηνινγία ησλ καζεηψλ γηα απηή ηελ 

πξφηαζε. Πξνζπαζνχκε λα παξαθηλήζνπκε ηνπο καζεηέο λα ζθεθηνχλ γηα 

καζεκαηηθά πξνβιήκαηα θαη λα εθθξάζνπλ ηελ άπνςή ηνπο ιεθηηθά, σο ηξφπν 

ζθέςεο, επηρεηξεκαηνινγψληαο γηα θάπνην πξφβιεκα ζηα πιαίζηα κίαο κηθξήο 

νκάδαο καζεηψλ, φπνπ ν έλαο πξνζπαζεί λα πείζεη ηνλ άιιν. ΢ηε ζπλέρεηα δεηνχκε 

απφ ηνπο καζεηέο λα ζπλζέζνπλ ηελ ηππηθή καζεκαηηθή απφδεημε. Γηα λα 

ελζαξξχλνπκε ηελ επηρεηξεκαηνινγία θαη ηελ θαηαζθεπή ησλ πξνζσπηθψλ ηνπο 

εηθαζηψλ, ηνπο βάδνπκε ζε έλα πεξηβάιινλ φπνπ θαινχληαη λα 

επηρεηξεκαηνινγήζνπλ πάλσ ζε δνζκέλεο εηθαζίεο πνπ δελ ηζρχνπλ θαη λα 

θαηαζθεπάζνπλ ηηο δηθέο ηνπο πξνζσπηθέο εηθαζίεο, ειέγρνληαο ηελ νξζφηεηά ηνπο. 

Απφ εθεί θαη πέξα, αλαιχνπκε ηελ επηρεηξεκαηνινγία ηνπο, ζε κηα πξνζπάζεηα λα 

εμάγνπκε ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα γηα ηε ρξεζηκφηεηα απηνχ ηνπ ηξφπνπ εκπινθήο 

ησλ καζεηψλ κε ηα καζεκαηηθά ζηε δηδαζθαιία. 
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Θεσξεηηθό πιαίζην 

 

Απόδεημε κε λόεκα 

 

Αληηκεησπίδνληαο κηα απφδεημε, πξνθαλψο δελ αληηιακβάλνληαη φινη, δάζθαινη 

θαη καζεηέο, ηα ίδηα πξάγκαηα. Οη καζεηέο, φηαλ δηαβάδνπλ κηα καζεκαηηθή 

απφδεημε, κπνξεί λα αλαγλσξίδνπλ φηη θάζε βήκα έπεηαη απφ ην πξνεγνχκελν, αιιά 

ζπλνιηθά ε απφδεημε λα κελ έρεη γη’ απηνχο θάπνην λφεκα (Tall, 1998). Μηα ηέηνηα 

απφδεημε θαίλεηαη εληάμεη αλ ηε δνχκε βήκα πξνο βήκα, αιιά απνηπγράλεη ζαλ 

ζχλνιν. Απνηπγράλεη λα δείμεη ηελ ηδέα, ην βαζηθφ επηρείξεκα πνπ νδεγεί ζην 

ζπκπέξαζκα. ΢χκθσλα κε ηνλ Poincare (1913), νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ζέινπλ λα 

μέξνπλ φρη κφλν γηαηί νη ζπιινγηζκνί είλαη ζσζηνί, αιιά θαη γηαηί ζπλδένληαη κε 

απηφλ ηνλ ηξφπν θαη φρη κε άιιν, γηαηί δειαδή επηιέμακε ηε ζπγθεθξηκέλε 

αιιεινπρία ζπιινγηζκψλ ζηελ απφδεημε. Οπφηε ζχκθσλα κε ηνλ Tall, ε δηαδηθαζία 

ηεο απφδεημεο έρεη δχν δηαθνξεηηθνχο ζθνπνχο: 

Ο πξψηνο είλαη λα δείμεη φηη κία ππφζεζε νδεγεί ζε έλα νξηζκέλν ζπκπέξαζκα κε 

κηα αθνινπζία ινγηθψλ βεκάησλ. 

Ο δεχηεξνο είλαη λα δψζεη ελφξαζε κε λφεκα (meaningful insight) ηνπ γηαηί ην 

ζπκπέξαζκα επάγεηαη απφ ηηο ππνζέζεηο. 

Η απφδεημε ινηπφλ, εθηφο απφ ην λα αθνινπζεί ινγηθνχο θαλφλεο θαη λα καο 

νδεγεί απφ ηελ ππφζεζε ζην ζπκπέξαζκα, πξέπεη λα έρεη θαη άιιν έλα βαζηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ φηαλ απηή ρξεζηκνπνηείηαη ζηε δηδαζθαιία θαη απεπζχλεηαη ζε 

καζεηέο, νη νπνίνη έρνπλ ζίγνπξα πνιχ δηαθνξεηηθφ γλσζηηθφ επίπεδν απφ ηνπο 

έκπεηξνπο καζεκαηηθνχο. Θα πξέπεη λα έρεη λφεκα γηα απηφλ πνπ ηε δηαβάδεη. Να 

κηιάεη ζηε γιψζζα ηνπ θαη λα απεπζχλεηαη ζην γλσζηηθφ ηνπ επίπεδν. Να κπνξεί ν 

καζεηήο λα ηελ θαηαιάβεη θαη λα είλαη ζε ζέζε λα εμεγήζεη ηε γεληθή ηδέα, ηε 

ζηξαηεγηθή ηεο απφδεημεο. Η ζηξαηεγηθή, ε βαζηθή ηδέα ηεο απφδεημεο, είλαη θάηη 

εληειψο δηαθνξεηηθφ απφ ηελ ίδηα ηελ απφδεημε θαη γηα θάζε πξφηαζε πνπ δηδάζθεηαη 

έλαο καζεηήο, ππάξρεη ε αλάινγε απφδεημε γηα ηελ ειηθία ηνπ, πνπ κπνξεί λα ηνλ 

πείζεη θαη φρη απιά λα ηελ δερηεί σο θάηη πνπ ηζρχεη «ζηα καζεκαηηθά». 

Γηα λα έρεη ιφγν χπαξμεο κηα απφδεημε πνπ απεπζχλεηαη ζε έλα ππνθείκελν, ζα 

πξέπεη ην ππνθείκελν πξσηίζησο λα κπνξεί λα θαηαιάβεη ηελ απφδεημε θαη γηα λα 
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πεηχρεη ην ζθνπφ ηεο, ζα πξέπεη ην ππνθείκελν λα πεηζηεί απφ ηελ απφδεημε. Καη 

απηφ είλαη ην θνηλφ ζηνηρείν πνπ έρνπλ φινη νη ηχπνη απφδεημεο ζηα δηάθνξα 

καζεζηαθά επίπεδα, αλ θαη δηαθέξνπλ πνιχ σο πξνο ηνλ ηξφπν παξνπζίαζεο. Έηζη, 

γηα έλα παηδί ζην δεκνηηθφ, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζνχλ νη θνκκέλεο γσλίεο ελφο 

ράξηηλνπ ηξηγψλνπ φπνπ ελσκέλεο δεκηνπξγνχλ κία επζεία γσλία, γηα λα πεηζηεί γηα 

ην άζξνηζκα ησλ κνηξψλ ησλ γσληψλ ηνπ. Γηα έλα παηδί ζην Γπκλάζην, ην εκβαδφλ 

ελφο θχθινπ κεηαζρεκαηίδεηαη ζε εκβαδφλ νξζνγσλίνπ, ήδε γλσζηφ ζην καζεηή 

ψζηε λα απνδεηρζεί ν ηχπνο πνπ ην ππνινγίδεη. Δίλαη πην ζεκαληηθφ ε απφδεημε λα 

πείζεη, παξά λα είλαη απζηεξή θαη επίζεκε. Καη δελ ηεο ιείπεη ηίπνηα, δελ πζηεξεί 

θαζφινπ απφ κηα ηππηθή καζεκαηηθή απφδεημε. Κη απηφ, γηαηί έρεη πεηχρεη ην 

βαζηθφηεξν ζθνπφ ηεο, πνπ είλαη απηφο ηνπ λα πείζεη. 

 

 

H απόδεημε σο εξγαιείν θαηαλόεζεο ησλ καζεκαηηθώλ 

 

Καηά ηε Hanna (2000), o βαζηθφο ξφινο ηεο απφδεημεο είλαη ε πξναγσγή ηεο 

καζεκαηηθήο θαηαλφεζεο, νπφηε βαζηθή καο πξφθιεζε είλαη λα βξνχκε 

απνηειεζκαηηθνχο ηξφπνπο ρξήζεο ηεο απφδεημεο γη’ απηφ ην ζθνπφ. Η απζηεξφηεηα 

ζηε καζεκαηηθή απφδεημε, είλαη δεπηεξεχνπζαο ζεκαζίαο ζε ζρέζε κε ηελ 

θαηαλφεζε. Η απφδεημε, ηειηθά γίλεηαη πεηζηηθή θαη λνκηκνπνηείηαη γηα έλαλ 

καζεκαηηθφ, κφλν φηαλ νδεγεί ζε πξαγκαηηθή καζεκαηηθή θαηαλφεζε, βνεζψληαο 

ηνπο καζεηέο λα ζθεθηνχλ πην θαζαξά θαη απνηειεζκαηηθά γηα ηα καζεκαηηθά. 

 Έηζη, νη καζεκαηηθνί, δε βιέπνπλ ηηο απνδείμεηο κφλν σο ζπληαθηηθέο 

ζπλεπαγσγέο. Αληηζέησο, αληηκεησπίδνπλ ηηο απνδείμεηο θπξίσο ελλνηνινγηθά, κε ηηο 

ζπγθεθξηκέλεο ηερληθέο πξνζεγγίζεηο ζε θάζε πεξίπησζε, λα είλαη δεπηεξεχνπζεο. 

΢χκθσλα κε ηνλ Manin (1992), ε θαιχηεξε απφδεημε είλαη απηή πνπ βνεζά ζηελ 

θαηαλφεζε ηεο πξφηαζεο πνπ απνδεηθλχεηαη, δειαδή λα θαηαιαβαίλνπκε φρη κφλν 

φηη ε πξφηαζε είλαη αιεζήο, αιιά θαη γηαηί είλαη αιεζήο. 

Ο Knuth (2002) κηιάεη γηα ηε ζέζε πνπ πξέπεη λα έρεη ε απφδεημε ζηα ζχγρξνλα 

καζεκαηηθά θαη αλαθέξεη πσο έρεη αλέβεη ζεκαληηθά ηα ηειεπηαία ρξφληα, έρεη πηα 

πνιχ πην εμέρνληα ξφιν ζην αλαιπηηθφ πξφγξακκα θαη ζεσξείηαη φηη πξέπεη λα είλαη 

κέξνο νιφθιεξεο ηεο ζρνιηθήο καζεκαηηθήο εκπεηξίαο. ΢ην άξζξν ηνπ “Proof as a 

tool for learning mathematics” (2002), παξνπζηάδεη δηαθνξεηηθέο απνδείμεηο γλσζηψλ 
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πξνηάζεσλ, νη νπνίεο κε ηνλ νπηηθφ ηξφπν πνπ θαηαζθεπάδνληαη, δελ επηβεβαηψλνπλ 

κφλν ηελ αιήζεηα ηεο πξφηαζεο, αιιά παξέρνπλ θαηαλφεζε ζηνπο καζεηέο ηνπ γηαηί 

ε πξφηαζε είλαη αιεζήο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν ν εξεπλεηήο πηζηεχεη πσο νη καζεηέο 

έρνπλ ηελ επθαηξία λα αλαπηχμνπλ φρη κφλν κηα βαζχηεξε θαηαλφεζε ηεο απφδεημεο, 

αιιά επίζεο κηα βαζχηεξε θαηαλφεζε ησλ καζεκαηηθψλ πνπ ππνθξχπηνληαη.  

 

 

Κξηηηθή κηαο απόδεημεο από ηνπο καζεηέο 

 

Μία πνιχ ελδηαθέξνπζα πξνζέγγηζε ζηε δηδαζθαιία ηεο απφδεημεο έρεη θάλεη ε 

Cox (2004), ε νπνία ππνζηεξίδεη φηη ε απφδεημε είλαη έλα κφλν βήκα απφ ηελ 

αλαθάιπςε λέσλ καζεκαηηθψλ. Αξρηθά, ν καζεκαηηθφο θάλεη κηα εηθαζία πνπ 

βαζίδεηαη ζε παξαηεξήζεηο, ειέγρεη ηελ εηθαζία θαη κεηά δνπιεχεη γηα λα 

αηηηνινγήζεη ηελ εηθαζία κέζσ ηεο απφδεημεο. Αλ θαη νη καζεηέο δηδάζθνληαη ην 

ξφιν ηεο απφδεημεο ζηα καζεκαηηθά, δε δηδάζθνληαη ηα ηειεπηαία βήκαηα απηήο ηεο 

δηαδηθαζίαο, πνπ είλαη ε θξηηηθή απφ άιινπο καζεκαηηθνχο θαη ηειηθά ε απνδνρή ηεο 

εηθαζίαο σο αιεζνχο. Η Cox θαηά ηε δηάξθεηα δηδαζθαιίαο γεσκεηξηθψλ 

ζεσξεκάησλ κέζα ζε κηα ζρνιηθά ρξνληά, δίλεη γεσκεηξηθά ζρήκαηα ζηνπο καζεηέο 

(παξαιιειφγξακκα, νξζνγψληα, ηεηξάγσλα, ξφκβνπο, ηξαπέδηα) θαη εθείλνη θάλνπλ 

εηθαζίεο γη’ απηά, απνδεηθλχνπλ θάζε εηθαζία, θάλνπλ θξηηηθή ζε θάζε απφδεημε ζηελ 

ηάμε θαη απνδέρνληαη ή απνξξίπηνπλ ηελ απφδεημε ηεο εηθαζίαο. Αλ θαη απηφο ν 

ηξφπνο δηδαζθαιίαο είλαη πεξηζζφηεξν ρξνλνβφξνο απφ ηνλ παξαδνζηαθφ, ηα νθέιε 

γηα ηνπο καζεηέο ζηε δηαδηθαζία ζθέςεο θαη αληηκεηψπηζεο ησλ καζεκαηηθψλ είλαη 

πνιχ ζεκαληηθά, αθνχ ππάξρεη εκθαλήο δηαθνξά ζηνλ ηξφπν πνπ ρεηξίδνληαη ηειηθά 

ηελ απφδεημε, θαζψο θαη ζηηο πεπνηζήζεηο ηνπο γη’ απηή. 

 

 

Χξήζε πξαγκαηηθώλ πξνβιεκάησλ γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο απόδεημεο 

 

Η απφδεημε, ζε ζπλδπαζκφ κε ηε ινγηθή, ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ηεθκεξηψζεη ηελ 

αιήζεηα καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ θαη λα ηηο ζπλδέζεη κε άιιεο ζηα καζεκαηηθά. 

Απηέο νη αιήζεηεο κπνξνχλ απφ εθεί θαη πέξα λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηε ιχζε 
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πξαγκαηηθψλ πξνβιεκάησλ, φκσο ε απφδεημε θαη ηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα 

ζεσξείηαη φηη είλαη μερσξηζηέο θαη δηαθξηηέο δηαδηθαζίεο ζηα καζεκαηηθά, φπσο 

ππνζηεξίδνπλ νη Hodgson θαη Riley (2001). Οη εξεπλεηέο πηζηεχνπλ φηη ηα 

πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα ιείπνπλ απφ ηελ ζπλήζε δηδαζθαιία ηεο απφδεημεο θαη πσο 

κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο έλαο ιφγνο γηα λα ζέινπλ νη καζεηέο λα 

νινθιεξψζνπλ κηα απφδεημε. Σα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα κπνξνχλ λα είλαη έλα απφ 

ηα πην απνηειεζκαηηθά πεξηβάιινληα γηα ηελ εηζαγσγή θαη ρξήζε ηεο απφδεημεο. Γη’ 

απηφ ην ιφγν, πεξηγξάθνπλ κηα δηαδηθαζία ζηελ νπνία ρξεζηκνπνίεζαλ έλα 

πξαγκαηηθφ πξφβιεκα ζηελ ηάμε θαη δήηεζαλ απφ ηνπο καζεηέο λα θαηαζθεπάζνπλ 

κηα απφδεημε. Αθνχ νη καζεηέο ηελ θαηαζθεχαζαλ, βγήθαλ απφ ην ζρνιείν θαη 

εθηέιεζαλ ην πείξακα, φπσο εκθαληδφηαλ ζην πξαγκαηηθφ πξφβιεκα, πεξηκέλνληαο 

απνηειέζκαηα αλάινγα ηεο απφδεημεο πνπ είραλ θάλεη. Σν πείξακα ζπλέβε φκσο κε 

δηαθνξεηηθφ ηξφπν απφ φηη πεξίκελαλ, παξέρνληαο έηζη έλα αληηπαξάδεηγκα θαη 

αλαγθάδνληάο ηνπο λα γπξίζνπλ πίζσ θαη λα αλαθαηαζθεπάζνπλ ηελ απφδεημε. 

Τπήξμε δειαδή κία θπθιηθή δηαδηθαζία, απφ ην ραξηί ζηελ πξαγκαηηθφηεηα θαη 

αληηζηξφθσο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν δηδαζθαιίαο ηεο απφδεημεο πνπ πεξηέγξαςαλ, νη 

εξεπλεηέο ππνζηεξίδνπλ πσο εθηφο απφ ηνπο θαζεγεηέο καζεκαηηθψλ, ην ίδην ην 

πξφβιεκα «θάλεη εξσηήζεηο» ζηνπο καζεηέο, ε ίδηα ε πξαγκαηηθφηεηα 

αλαηξνθνδνηεί ηελ απφδεημε θαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν νη καζεηέο θαηαιαβαίλνπλ φρη 

κφλν φηη ηζρχεη κία απφδεημε, αιιά θαη γηαηί ηζρχεη. Σα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα, 

απνηεινχλ έλα πνιχ θαιφ πεξηβάιινλ γηα ηελ εηζαγσγή ελλνηψλ θαη ηε ζχλδεζή ηνπο 

κε ηνλ πξαγκαηηθφ θφζκν. 

 

 

΢πληαθηηθή θαη ζεκαζηνινγηθή απόδεημε 

 

Οη Weber θαη Alcock (2004), ραξαθηεξίδνπλ κηα απφδεημε σο ζπληαθηηθή 

(syntactic) απηή πνπ εκπεξηέρεη εμαγσγή ζπκπεξάζκαηνο δηαρεηξίδνληαο ζχκβνια κε 

ινγηθά επηηξεπηφ ηξφπν θαη σο ζεκαζηνινγηθή (symantic) απηή πνπ 

ζπγθεθξηκελνπνηεί καζεκαηηθέο έλλνηεο γηα λα δείμεη ηα ζπκπεξάζκαηα. Η Alcock 

(2009), παξνπζηάδεη ζπλεληεχμεηο απφ δχν θαζεγεηέο καζεκαηηθψλ δεπηεξνβάζκηαο 

εθπαίδεπζεο δείρλνληαο ηε δηαθνξεηηθή αληηκεηψπηζε ηεο απφδεημεο - ζπληαθηηθά ή 

ζεκαζηνινγηθά. ΢ην άξζξν ηεο, αλαδεηθλχεη ηελ άπνςε ελφο θαζεγεηή ν νπνίνο 
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ππνζηεξίδεη πσο νη καζεηέο ρεηξίδνληαη αξθεηά ζπληαθηηθά ηα καζεκαηηθά θαη φηαλ 

θνηηάδνπλ έλα καζεκαηηθφ πξφβιεκα μέξνπλ ζπγθεθξηκέλνπο ζπληαθηηθνχο θαλφλεο 

γηα λα ην δηαρεηξηζηνχλ, αληί λα πξνζπαζνχλ λα δψζνπλ λφεκα ζε απηφ πνπ θάλνπλ. 

Έλαο άιινο απφ ηνπο καζεκαηηθνχο πνπ παξνπζηάδνληαη ζην άξζξν, ζεκεηψλεη ην 

γεγνλφο φηη νη καζεηέο δελ έρνπλ ηε ζπλήζεηα λα πξνζεγγίδνπλ ηηο πξνηάζεηο κε 

θξηηηθή καηηά, ξσηψληαο ηνπο εαπηνχο ηνπο αλ ε πξφηαζε είλαη αιεζήο θαη 

πξνζπαζψληαο λα βξνπλ παξαδείγκαηα γηα λα ηελ ειέγμνπλ. Γε ζθέθηνληαη θαζφινπ 

γηα ηηο ίδηεο ηηο πξνηάζεηο πνπ απνδεηθλχνπλ. Πξνζπαζνχλ λα θάλνπλ ηα πάληα κε 

ζπληαθηηθφ ηξφπν, δίλνληαο θάπνηεο θνξέο απφδεημε ε νπνία δε βγάδεη λφεκα. Οη 

πεξηζζφηεξεο εξσηήζεηο πνπ θάλνπλ αθνξνχλ ην αλ κπνξνχλ, αλ επηηξέπεηαη λα 

θάλνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε ελέξγεηα αληί λα αλαξσηηνχληαη αλ θάηη είλαη αιεζέο ή 

ζσζηφ. Η Alcock θαηαιήγεη ιέγνληαο φηη δε ζπκθσλνχλ φινη νη θαζεγεηέο 

καζεκαηηθψλ ζηελ νπηηθή ηνπο γηα ηελ απφδεημε θαη έηζη νη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ 

δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο, ην νπνίν νδεγεί ζην εξψηεκα ηνπ πνηεο ηθαλφηεηεο 

ρξεηάδεηαη λα αλαπηχμνπλ ψζηε λα αληαπνθξηζνχλ επέιηθηα ζηνπο δηαθνξεηηθνχο 

ηχπνπο απφδεημεο πνπ ζα ζπλαληνχλ ζηηο ηειεπηαίεο ηάμεηο ηεο εθπαίδεπζεο.  

 

 

Η αληίιεςε ηεο απόδεημεο από ηνπο καζεηέο 

 

Οη Harel θαη Sowder (1998) ππνζηεξίδνπλ φηη ε απφδεημε κηαο καζεκαηηθήο 

εηθαζίαο, πεξηιακβάλεη ην λα δηαβεβαησζεί ην ίδην ην άηνκν ή λα πείζεη άιινπο γηα 

ηελ ηζρχ κηαο πξφηαζεο. Οη εξεπλεηέο εηζάγνπλ ην “απνδεηθηηθφ ζρήκα” (“proof 

scheme”) θάπνηνπ αηφκνπ (ή θάπνησλ αηφκσλ), ην νπνίν ζπλίζηαηαη ζην ηη απνηειεί 

δηαβεβαίσζε ή ην λα πεηζηεί απηφ ην άηνκν (ή απηά ηα άηνκα). Σα proof schemes 

ηαμηλνκνχληαη ζε ηξεηο θαηεγνξίεο: ηα εμσηεξηθήο πεπνίζεζεο (external conviction), 

ηα εκπεηξηθά (empirical) θαη ηα ζπκπεξαζκαηηθά (deductive). 

Σα εμσηεξηθήο πεπνίζεζεο proof schemes είλαη απηά ζηα νπνία νη καζεηέο 

θαηαζθεπάδνπλ επηρεηξήκαηα ή δέρνληαη ηελ εγθπξφηεηα ελφο επηρεηξήκαηνο 

βαζηζκέλνη (α) ζε κηα απζεληία φπσο ν δάζθαινο ή ην βηβιίν, (β) απζηεξά ζηε κνξθή 

ηνπ επηρεηξήκαηνο (π.ρ. φηη ζηε γεσκεηξία ε απφδεημε ζα πξέπεη λα αθνινπζεί 

ζπγθεθξηκέλν ηξφπν φπσο είλαη - ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνχκελα) ή (γ) ζε ρεηξηζκνχο 

ζπκβφισλ, κε ηνπο ρεηξηζκνχο λα κελ έρνπλ αλαθνξά ζην λφεκα ησλ ζπκβφισλ. 
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Σα εκπεηξηθά proof schemes ραξαθηεξίδνληαη απφ ηε ζηήξημή ηνπο είηε (α) ζε 

ζηνηρεία απφ παξαδείγκαηα άκεζσλ κεηξήζεσλ πνζνηήησλ, αληηθαηαζηάζεηο 

ζπγθεθξηκέλσλ αξηζκψλ ζηηο αιγεβξηθέο εθθξάζεηο ή (β) ζε αληηιήςεηο ζηνηρεησδψλ 

λνεηηθψλ εηθφλσλ πνπ φκσο δε κπνξνχλ λα κεηαζρεκαηίζνπλ. 

Σέινο, ηα proof schemes ραξαθηεξίδνληαη σο ζπκπεξαζκαηηθά, φηαλ ν έιεγρνο 

ηεο εηθαζίαο θαηνξζψλεηαη κέζσ ινγηθνχ ζπκπεξαζκνχ θαη είλαη δχν θαηεγνξηψλ, ηα 

(α) κεηαζρεκαηηζηηθά (transformational) θαη (β) ηα αμησκαηηθά. Έλα 

κεηαζρεκαηηζηηθφ proof scheme πεξηιακβάλεη ζηφρνπο θαη δηαδηθαζίεο, φπνπ ν 

καζεηήο ιεηηνπξγεί κε ζπκπεξαζκαηηθφ ηξφπν ζηνλ νπνίν εμεηάδεη γεληθέο πιεπξέο, 

εθαξκφδεη λνεηηθέο δηαδηθαζίεο θαη κεηαζρεκαηίδεη λνεηηθά ζρήκαηα. Έλα 

αμησκαηηθφ proof scheme μεπεξλά ην κεηαζρεκαηηζηηθφ, αθνχ ν καζεηήο 

αλαγλσξίδεη επίζεο φηη ηα καζεκαηηθά ζπζηήκαηα έγθεηληαη ζε (πηζαλψο απζαίξεηεο) 

πξνηάζεηο πνπ είλαη δεθηέο ρσξίο απφδεημε. 

Η εηζαγσγή απηψλ ησλ φξσλ, νη εξεπλεηέο πηζηεχνπλ φηη εμππεξεηεί σο έλαο 

βαζηθφο θαθφο ζηελ αλαιπηηθή αληίιεςε ηεο απφδεημεο. Μέζσ απηψλ, κπνξνχκε λα 

αλαιχζνπκε θαη λα εξκελεχζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηψλ απέλαληη ζηελ 

απφδεημε - πξνζσπηθά θαη ζε αιιειεπίδξαζε κε άιινπο - θαη λα θαηαιάβνπκε ηελ 

αλάπηπμε ηεο απφδεημεο ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ.  

 

 

Μνξθέο απόδεημεο  

 

Γηαθνξεηηθά είδε απφδεημεο αξκφδνπλ ζε δηάθνξα πεξηβάιινληα, ζε δηαθνξεηηθά 

ζηάδηα γλσζηηθήο αλάπηπμεο (Tall, 1998). Έηζη, ζε πην ρακειά επίπεδα ηεο 

εθπαίδεπζεο έρνπκε νπηηθέο, ιεθηηθέο απνδείμεηο, ρσξίο κεγάιε απζηεξφηεηα θαη 

αλεβαίλνληαο επίπεδν, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ επίζεκε απφδεημε. Η γλσζηηθή αλάπηπμε 

ελφο παηδηνχ, ραξαθηεξίδεηαη, θαηά ηνλ Bruner (1966), απφ ηελ θαηαζθεπή 

απμαλφκελα εθιεπηπζκέλσλ λνεηηθψλ αληηθεηκέλσλ. O Bruner δηακφξθσζε ηελ 

αλάπηπμε ζε αληηζηνηρία κε ηξηψλ εηδψλ αλαπαξαζηάζεηο ηεο απφδεημεο: 

Σελ enactive, ρξεζηκνπνηψληαο ρεηξνλνκίεο θαη θπζηθέο θηλήζεηο 

Σελ iconic, ρξεζηκνπνηψληαο εηθφλεο ή δηαγξάκκαηα σο θπζηθέο αλαπαξαζηάζεηο 

Σελ symbolic, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ηερλεηέο γιψζζεο ησλ αξηζκψλ θαη ηεο 

ινγηθήο. 
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΢ην πξψην ζηάδην ινηπφλ, ην παηδί αληηιακβάλεηαη ηα καζεκαηηθά αληηθείκελα σο 

θπζηθά αληηθείκελα θαη δξα κε απηά. ΢ην δεχηεξν ζηάδην, ρξεζηκνπνηεί εηθφλεο θαη 

δηαγξάκκαηα θαη πεξλά απφ ηελ νπηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ αληηθεηκέλσλ, ζηελ 

πιαησληθή ηνπο δηάζηαζε, αληηιακβάλνληάο ηα σο ζχκβνια ησλ καζεκαηηθψλ 

αληηθεηκέλσλ πνπ αλαπαξηζηνχλ. ΢ην ηειεπηαίν ζηάδην βξίζθεηαη ε επίζεκε 

(αμησκαηηθή) απφδεημε. Δθηφο φκσο εθηφο απφ ηα εκπφδηα πνπ έρνπλ νη καζεηέο ζε 

απηφ ην ζηάδην, ππάξρεη θαη έλα ζεκαληηθφ εκπφδην γηα ηνπο καζεκαηηθνχο, ζηελ 

πξνζπάζεηα λα ζρεδηαζηεί ε χιε. Βιέπνπκε ηα καζεκαηηθά απφ ηε ζθνπηά ηνπ 

εηδηθνχ, απφ κηα ζέζε πνπ έρνπκε απνθηήζεη κεηά απφ πνιχρξνλε εκπεηξία. ΢χκθσλα 

κε ηνλ Tall, γηα λα ζρεδηάζνπκε ηελ χιε, ζα πξέπεη λα αληηκεησπίδνπκε ηηο 

καζεκαηηθέο ηδέεο εληφο ηεο γλσζηηθήο αλάπηπμεο, φρη κφλν κε φξνπο δηαθνξεηηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ πνπ είλαη δηαζέζηκνη θάζε θνξά, αιιά θαη παίξλνληαο ππ’ φςηλ ηηο 

δηαθνξέο κεηαμχ ησλ αηφκσλ. 

 

 

Δηαθνξεηηθέο πεπνηζήζεηο γηα ηα «αμηώκαηα» καζεκαηηθνύ θαη καζεηή 

 

Καηά ηνλ Tall (1998), ππάξρνπλ πνιιέο πξνηάζεηο π.ρ. ζηελ άιγεβξα, νη νπνίεο 

ζεσξνχληαη δεδνκέλεο (φπσο φηη α(β γ) αβ αγ ), ελψ άιιεο πξνηάζεηο 

απνδεηθλχνληαη (φπσο ε ηαπηφηεηα 2(α β) ). Οη καζεκαηηθνί θαηαιαβαίλνπλ εχθνια 

πνηεο πξνηάζεηο ρξεηάδνληαη απφδεημε θαη πνηεο ζεσξνχληαη γλσζηέο, αιιά απηφ 

βαζίδεηαη ζηελ εκπεηξία ηνπο. Σφζν φκσο ε επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα, φζν θαη ε 

ηαπηφηεηα ηνπ ηεηξαγψλνπ αζξνίζκαηνο, κπνξνχλ λα αλαπαξαζηαζνχλ θαη λα 

απνδεηρζνχλ γεσκεηξηθά κε εκβαδά. Οπφηε θαη νη δχν πξνηάζεηο έρνπλ ηελ απφδεημή 

ηνπο. Όκσο αιγεβξηθά, νη καζεκαηηθνί μέξνπλ φηη ε επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα είλαη 

αμίσκα θαη δε ρξεηάδεηαη απφδεημε. Γηα έλαλ καζεηή φκσο, δελ είλαη πάληα θαλεξφ 

πνηεο απφ ηηο πξνηάζεηο ζεσξνχληαη γλσζηέο θαη πνηεο πξέπεη λα απνδεηρζνχλ. Πνηα 

μέξνπκε θαη είλαη άκεζα ζπκπεξάζκαηα ησλ αμησκάησλ θαη πνηα ρξεηάδνληαη 

απφδεημε, αλεμαξηήησο αλ θαίλνληαη πξνθαλή ή φρη. 

Απηή ε νπηηθή κπνξεί λα επεξεάζεη ηελ αληηκεηψπηζή καο φηαλ αθνχκε ή 

δηαβάδνπκε ηηο δηθαηνινγήζεηο ησλ καζεηψλ ζε απνδεηθηηθέο αζθήζεηο. Έλαο 

καζεηήο ν νπνίνο δίλεη ειιηπή αηηηνιφγεζε ζε κηα απάληεζε, κπνξεί ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα λα κελ θξίλεη αλαγθαίν λα αηηηνινγήζεη θάηη πνπ έθαλε, ζεσξψληαο 
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απηή ηελ αηηηνιφγεζε πξνθαλή. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα είλαη ζέκα νξηζκνχ ην πνηα 

είλαη ηα αμηψκαηα θαη πνηα ηα ζεσξήκαηα ησλ καζεκαηηθψλ, αθνχ κε κία 

δηαθνξεηηθή αμησκαηηθή ζεκειίσζε, ζα κπνξνχζαλ θάπνηα ζεσξήκαηα λα είλαη 

αμηψκαηα θαη αληηζηξφθσο. 

 

 

Παξνπζίαζε ησλ καζεκαηηθώλ σο ηειηθό πξντόλ 

 

Οη Larsen θαη Zandieh (2008) θάλνπλ κηα αλαπιαηζίσζε ηνπ “Proofs and 

Refutations” (Απνδείμεηο θαη Αλαθαηαζθεπέο) ηνπ Lakatos (1976) γηα ρξήζε ηνπ σο 

πιαίζην ζηελ έξεπλα γηα ηε κάζεζε θαη δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. Σα 

καζεκαηηθά ζπρλά παξνπζηάδνληαη, φπσο ν Lakatos αλαθέξεη, σο ζπκπεξαζκαηηθφο 

ηξφπνο (deductivist style), δειαδή κε πξνζεθηηθά δεισκέλα αμηψκαηα, νξηζκνχο, ηα 

νπνία αθνινπζνχλ πξνζεθηηθά δηαηππσκέλα ζεσξήκαηα. Απηφο ν ηξφπνο 

παξνπζίαζεο ησλ καζεκαηηθψλ θξχβεη ηε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία αλαθαιχθζεθαλ 

ηα καζεκαηηθά. ΢ην βηβιίν ηνπ “Proofs and Refutations”, δείρλεη φηη έλα κεγάιν 

κέξνο ηεο καζεκαηηθήο δξαζηεξηφηεηαο ράλεηαη, αθνχ θξχβεηαη πίζσ απφ ηνπο 

επηκειψο εθθξαζκέλνπο νξηζκνχο θαη ζεσξήκαηα πνπ βξίζθνπκε ζηα καζεκαηηθά 

θείκελα. Οη απνδείμεηο κε ηνλ ηξφπν πνπ παξνπζηάδνληαη, είλαη νινθιεξσκέλεο 

δεκηνπξγίεο πνπ έρνπλ ινγηθή ζπλνρή, ζβήλνπλ φκσο ηηο πξνφδνπο θαη ηα 

πηζσγπξίζκαηα, ηα νπνία ζπλέηεηλαλ ζηε κνξθνπνίεζε ηνπο. 

Ο Freudental (1991) θάλεη ηελ αλάινγε παξαηήξεζε φηη ηα καζεκαηηθά 

παξαδνζηαθά παξνπζηάδνληαη σο θάηη έηνηκν. Οη καζεηέο δηδάζθνληαη νξηζκνχο, 

θαλφλεο θαη αιγνξίζκνπο, ζχκθσλα κε ηνπο νπνίνπο αλακέλεηαη λα εξγαζηνχλ. Οη 

πεξηζζφηεξνη καζεηέο φκσο δε καζαίλνπλ καζεκαηηθά κε απηφ ηνλ ηξφπν θαη ζα 

έπξεπε λα ηνπο αθήλνληαη ηα πεξηζψξηα λα αλαθαιχςνπλ εθ λένπ ηα καζεκαηηθά γηα 

ηνπο ίδηνπο. Οη Gravemeijer θαη Doorman (1999) εμεγνχλ γηα ηελ θαζνδεγνχκελε 

αλαθάιπςε εθ λένπ ησλ καζεκαηηθψλ απφ ηνπο καζεηέο, φηη «ε ηδέα είλαη λα 

επηηξέςνπκε ζηνπο καζεηέο λα ζεσξήζνπλ ηε γλψζε πνπ απνθηνχλ σο ηε δηθηά ηνπο 

πξνζσπηθή γλψζε, γλψζε γηα ηελ νπνία νη ίδηνη είλαη ππεχζπλνη». 

Ο Κφζπβαο (2008), ζην άξζξν ηνπ «Δηθαζίεο θαη καζεκαηηθή ζπδήηεζε ζηελ 

ηάμε», ζεκεηψλεη πσο ζηε ζρνιηθή εθπαίδεπζε έρεη επηθξαηήζεη ην πξφηππν 

Οξηζκφο-Θεψξεκα-Απφδεημε, ρσξίο ηελ αλάγθε γηα αηηηνιφγεζε θαη θξηηηθή δηάζεζε 
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απφ ηνπο καζεηέο. Γε θαίλεηαη έηζη ε αλάγθε ηεο απφδεημεο. Η εηθαζία ζεσξείηαη 

ππνδεέζηεξε απφ ηελ απφδεημε θαη απνηππψλεηαη κφλν ην ηειηθφ πξντφλ αληίζεηα κε 

ηελ ηζηνξηθή εμέιημε.  

 

 

Μαζεκαηηθή αλαθάιπςε 

 

Οη Larsen θαη Zandieh (2008) ππνζηεξίδνπλ φηη ην θιίκα ηεο ηάμεο είλαη 

δηαθνξεηηθφ απφ ην ηζηνξηθφ πιαίζην αλαθάιπςεο ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ. Ο 

δάζθαινο ή ην βηβιίν κπνξεί λα ζεσξεζνχλ σο απζεληίεο πνπ μέξνπλ ηε «ζσζηή» 

απάληεζε, ζε αληίζεζε κε παιηφηεξα φπνπ δελ ππήξρε θάηη ηέηνην. Αλ φκσο νη 

καζεηέο βιέπνπλ ηνπο εαπηνχο ηνπο σο ππεπζχλνπο γηα ηελ αλάπηπμε ησλ 

καζεκαηηθψλ ηδεψλ, κπνξεί λα ππάξμεη αλάινγν θιίκα κε ην ηζηνξηθφ πιαίζην. Ο 

Lakatos (1976) πεξηγξάθεη κηα δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία, γηα κηα ζπγθεθξηκέλε 

θαηάζηαζε ζηα καζεκαηηθά, πξέπεη λα ππάξρεη κηα αξρηθή εηθαζία, κηα πξνηεηλφκελε 

δηθαηνιφγεζε γηα απηή θαη αθφκε πξέπεη λα ππάξρνπλ έλα ή πεξηζζφηεξα 

αληηπαξαδείγκαηα ζηελ εηθαζία. Απφ εθεί θαη πέξα, νη καζεηέο δξαζηεξηνπνηνχληαη 

γηα λα απαληήζνπλ ζε απηή ηελ καζεκαηηθή θαηάζηαζε θαη νη απαληήζεηο ηνπο 

θαηεγνξηνπνηνχληαη αλαιφγσο κε ην πνπ εζηηάδνπλ, ζηελ εηθαζία, ζηε δηθαηνιφγεζε 

ή ζηα αληηπαξαδείγκαηα. Μπνξεί λα εζηηάζνπλ ζηελ εηθαζία απνξξίπηνληαο θάπνην 

αληηπαξάδεηγκα (monster barring) κε ηε δηθαηνιφγεζε φηη δελ είλαη πεξίπησζε ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο εηθαζίαο, κπνξεί εζηηάδνληαο ζην αληηπαξάδεηγκα λα πξνζπαζήζνπλ 

λα ην εμαηξέζνπλ απφ ην πεδίν ηεο έλλνηαο (exception barring) ή, αθνινπζψληαο ηε 

κέζνδν αλαθάιπςεο ηνπ Lakatos, λα εζηηάζνπλ ζηα δχν πξνεγνχκελα, αιιά θαη ζηελ 

απφδεημε, ψζηε λα ηειηθά λα αλαδηακνξθψζνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίζνπλ ηελ 

αξρηθή εηθαζία θαη ηελ απφδεημή ηεο, νπφηε λα κελ ππάξρνπλ ή λα εμαηξνχληαη ηα 

δηάθνξα αληηπαξαδείγκαηα.  

Η κέζνδνο ηεο καζεκαηηθήο αλαθάιπςεο ιεηηνπξγεί σο επξεηηθή κέζνδνο γηα 

δηδαζθαιία. Ο δάζθαινο κπνξεί λα αλαθαιχςεη εθ λένπ κηα έλλνηα ελζαξξχλνληαο 

ηνπο καζεηέο λα θάλνπλ κηα αξρηθή εηθαζία θαη λα δψζνπλ ή λα δψζεη ν ίδηνο 

επηρεηξήκαηα γηα απηή. Μεηά λα δψζνπλ ή λα δψζεη ν δάζθαινο αληηπαξαδείγκαηα 

θαη κέζα απφ ηελ αληηκεηψπηζε απηψλ ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ, νη καζεηέο λα 

αλαθαιχςνπλ πνηεο πξνυπνζέζεηο είλαη αλαγθαίεο γηα λα ιεηηνπξγεί ε απφδεημε θαη 
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έηζη λα αλαθαιχςνπλ εθ λένπ ηελ έλλνηα. Καηά ηνλ Harel (2001), «oη καζεηέο είλαη 

πηζαλφηεξν λα κάζνπλ επθνιφηεξα φηαλ βιέπνπλ αλάγθε γηα απηφ πνπ δηδάζθνληαη». 

Οη Larsen θαη Zandieh ηέινο, ππνζηεξίδνπλ φηη ε κέζνδνο ηνπ Lakatos ησλ 

απνδείμεσλ θαη αλαθαηαζθεπψλ, καδί κε ηηο δηαδηθαζίεο αληηκεηψπηζεο ησλ 

αληηπαξαδεηγκάησλ, κπνξεί λα πηνζεηεζεί απνδνηηθά θαη λα εθαξκνζηεί ζηε 

καζεκαηηθή εθπαίδεπζε. 

Σν ζρήκα ηεο καζεκαηηθήο αλαθάιπςεο ηνπ Lakatos, φπσο ην ζπλνςίδεη ν ίδηνο, 

θαηά ηνπο Larsen θαη Zandieh, απνηειείηαη απφ ηα εμήο ζηάδηα: 

1) Γηαηππψλεηαη θάπνηα αξρηθή εηθαζία. 

2) Παξνπζηάδεηαη κηα απφδεημε: έλα ζρεκαηηθφ λνεηηθφ πείξακα ή επηρείξεκα πνπ 

απνζπλζέηεη ηελ αξρηθή εηθαζία ζε έλα ζχλνιν ππνεηθαζηψλ ή ιεκκάησλ. 

3) Αλαδχνληαη «θαζνιηθά» αληηπαξαδείγκαηα 

4) Δπαλεμεηάδεηαη ε απφδεημε: εληνπίδνληαη ηα «έλνρα ιήκκαηα» γηα ηα νπνία ην 

θαζνιηθφ αληηπαξάδεηγκα είλαη θαη ηνπηθφ. 

Ο Κφζζπβαο (2008), κηιά γηα αλνηρηή ζπδήηεζε εηθαζηψλ κέζα ζηελ ηάμε, φπνπ 

νη καζεηέο βηψλνπλ ηνλ ηξφπν δεκηνπξγίαο ησλ καζεκαηηθψλ κέζσ ηεο ζπδήηεζεο 

ησλ πξνβιεκάησλ. ΢πδεηείηαη ην ιάζνο θαη δεκηνπξγείηαη θιίκα αβεβαηφηεηαο πνπ 

νδεγεί ζηελ απφδεημε. Οη καζεηέο λα δηαηππψλνπλ ηδέεο, εηθαζίεο ζπδεηνχλ κεηαμχ 

ηνπο θαη αλαζηνράδνληαη. Έηζη αιιάδεη ε θπξίαξρε αληίιεςε ζην ρψξν ηεο 

δηδαζθαιίαο, αθνχ δεκηνπξγείηαη θιίκα έξεπλαο, πξνβιεκαηηζκνχ θαη επηθνηλσλίαο 

θαη αιιάδεη ην δηδαθηηθφ ζπκβφιαην κε ηνλ δάζθαιν λα κελ είλαη απηφο πνπ νξίδεη ην 

ζσζηφ θαη ην ιάζνο θαη λα ζέηεη εξσηήζεηο πνπ λα επηδέρνληαη κφλν ζσζηέο 

απαληήζεηο. Η απφδεημε απνθηά ζεκειηψδε ζεκαζία κέζσ ηνπ ειέγρνπ ησλ εηθαζηψλ 

θαη ε καζεκαηηθή δξαζηεξηφηεηα απνθηά λφεκα, κε ηνπο καζεηέο λα ζθέθηνληαη 

κφλνη ηνπο, εληζρχνληαο ηνπο ζπιινγηζκνχο θαη ηηο απζφξκεηεο ζηξαηεγηθέο ηνπο, 

ρσξίο λα θξχβνπλ ηελ αβεβαηφηεηα θαη ηηο ακθηβνιίεο ηνπο. Οη παξαηεξήζεηο ησλ 

θαζεγεηψλ ησλ καζεκαηηθψλ δελ έρνπλ θαλέλαλ λφεκα αλ δελ αθήλνληαη νη καζεηέο 

λα ζθεθηνχλ απφ κφλνη ηνπο απνθαιχπηνληαο ηηο πνηθίιεο δηαβαζκίζεηο θαηαλφεζήο 

ηνπο θαη αλ νη θαζεγεηέο δελ εληζρχνπλ ηνπο δηθνχο ηνπο ζπιινγηζκνχο θαη ηηο 

απζαίξεηεο ζηξαηεγηθέο ηνπο. Ο ίδηνο, σο θαζεγεηήο καζεκαηηθψλ, ζέηεη βαζηθέο 

πεξηπηψζεηο ζηα καζεκαηηθά φπνπ νη καζεηέο θάλνπλ ζπλήζε ιάζε, ζηελ θξίζε ησλ 

ίδησλ ησλ καζεηψλ. Μέζα ζηελ ηάμε, νη καζεηέο θάλνπλ εηθαζίεο νη νπνίεο 

θαηαγξάθνληαη θαη ζπδεηνχληαη, κε ηνλ θαζεγεηή λα κέλεη ζην παξαζθήλην θαη λα 

έρεη ην ξφιν ηνπ ζπληνληζηή ηεο ζπδήηεζεο πνπ θάλνπλ νη καζεηέο. Έηζη, ζηελ 
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επηζηεκνληθή αληηπαξάζεζε πνπ δεκηνπξγείηαη, νη καζεηέο βηψλνπλ έλα αλάκεηθην 

θιίκα βεβαηφηεηαο θαη ακθηβνιίαο, κε ηελ ακθηβνιία λα αθππλίδεη ηελ πεξηέξγεηα θαη 

ην ελδηαθέξνλ ηνπο θαη ηε βεβαηφηεηα λα ηνπο δίλεη ηε δχλακε λα πξνβάιινπλ θαη λα 

ππνζηεξίμνπλ ηα επηρεηξήκαηά ηνπο.  

Με απηφλ ηνλ ηξφπν ηα ιάζε ησλ καζεηψλ αμηνπνηνχληαη θαη γίλνληαη κέξνο κηαο 

δηδαζθαιίαο ειεχζεξεο, ζηελ νπνία νη καζεηέο επηρεηξεκαηνινγνχλ γηα ηα 

καζεκαηηθά, ζε έλα πιαίζην θξίζεο θαη πξνβιεκαηηζκνχ, αληίζεηα κε ηνλ 

παξαδνζηαθφ ηξφπν δηδαζθαιίαο ηνπ ζσζηνχ-ιάζνπο θαη ησλ κεραληζηηθψλ 

δηαδηθαζηψλ νη νπνίνη δελ αμηνπνηνχλ ηελ έκθπηε θξίζε ησλ καζεηψλ. Απηφο ν 

ηξφπνο δηδαζθαιίαο εκπινπηίδεη εθηφο απφ ην καζεηή θαη ην δάζθαιν, αθνχ 

επηηξέπεη ζην καζεηή λα εκβαζχλεη ζηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ πνπ κειεηά θαη ην 

δάζθαιν λα αλαθαιχπηεη ηνπο καζεηέο κε λέν ηξφπν, δηδαζθφκελνο απφ ηα ιάζε ηνπο 

θαη απφ ηηο απξφζκελα απιντθέο εξσηήζεηο ηνπο, νη νπνίεο απνθαιχπηνπλ ζπρλά έλα 

επηζηεκνινγηθφ βάζνο πνπ δελ ππνπηεπφκαζηε. Η γλψζε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο 

ησλ καζεηψλ καο επηηξέπεη λα πξνζαξκφδνπκε ηηο δηδαθηηθέο δξαζηεξηφηεηεο θαη ηηο 

εξσηήζεηο καο ζηηο αλάγθεο ηνπο θαη γεληθφηεξα λα παίξλνπκε θάζε θνξά ηηο 

θαιχηεξεο απνθάζεηο γηα ηε βειηίσζε ηεο δηδαζθαιίαο. 

 

 

Ρόινο παξαδεηγκάησλ θαη αληηπαξαδεηγκάησλ 

 

Γηα λα απνδείμνπκε κηα πξφηαζε, δε κπνξνχκε λα δνθηκάζνπκε πεξηπηψζεηο, 

αιιά ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θάπνηα απνδεηθηηθή κέζνδν. Αληίζεηα, γηα λα 

θαηαξξίςνπκε έλαλ ηζρπξηζκφ, αξθεί λα βξνχκε έλα κφλν παξάδεηγκα πνπ λα έξρεηαη 

ζε αληίζεζε κε ηνλ ηζρπξηζκφ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ην παξάδεηγκα πνπ 

ρξεζηκνπνηνχκε ιέγεηαη αληηπαξάδεηγκα. 

Ο Πνχινο (2003), ζην άξζξν ηνπ “Δηθαζίεο θαη Αληηπαξαδείγκαηα – Έλαο 

Γπλακηθφο Σξφπνο Καηαλφεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ Δλλνηψλ”, ππνζηεξίδεη πσο ε 

αμηνπνίεζε ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ εκπινπηίδεη θαη βειηηψλεη ηνλ ηππηθφ ηξφπν 

δηδαζθαιίαο, αιιά ε ρξήζε ηνπο ζα είρε πνιχ θαιχηεξα δηδαθηηθά απνηειέζκαηα ζε 

έλαλ ξηδηθά αλαζεσξεκέλν ηξφπν δηδαζθαιίαο θαη γηα θαηαλφεζε ζε βάζνο θαη ζε 

πιεξφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ. Δθηφο φκσο απφ απηή ηε ζπκβνιή πνπ 

κπνξνχλ λα έρνπλ, ε ρξήζε ηνπο είλαη έλα ηδηαίηεξα απνηειεζκαηηθφ θξηηήξην γηα ηε 
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κέηξεζε ηνπ βαζκνχ θαηαλφεζεο ησλ καζεηψλ. Η θαηαζθεπή παξαδεηγκάησλ θαη 

αληηπαξαδεηγκάησλ, απνδεηθλχεηαη δπζθνιφηεξε απφ ηηο ζπλήζεηο δηαδηθαζίεο 

ππνινγηζκνχ θαη εχξεζεο απνηειεζκάησλ, αθνχ πεξηέρνπλ ην ζηνηρείν ηεο 

αβεβαηφηεηαο θαη ηεο ειεπζεξίαο ζηηο επηινγέο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν δεκηνπξγνχλ 

πξνβιεκαηηζκνχο σο πξνο ηελ νξζφηεηα ησλ επηινγψλ. Ο Lakatos (1976), ζην βηβιίν 

ηνπ “Απνδείμεηο θαη Αλαθαηαζθεπέο”, ππνζηεξίδεη φηη ηα Μαζεκαηηθά δελ 

αλαπηχζζνληαη κε ηε κνλφηνλε πξνζζήθε αλακθηζβήηεησλ ζεσξεκάησλ, αιιά κε ηε 

βειηίσζε ππνζέζεσλ κε ηε δνθηκή θαη ηελ θξηηηθή, κε ηε ινγηθή ησλ απνδείμεσλ θαη 

ησλ αλαθαηαζθεπψλ θαη ππνγξακκίδεη φηη νη εηθαζίεο ή ηα ζεσξήκαηα πξνεγνχληαη 

ησλ απνδείμεσλ ζηελ επξεηηθή δηαδνρή. Μάιηζηα ζεκεηψλεη θαη ηε ξχζε ηνπ Polya, 

φηη «πξέπεη λα καληέςεηο έλα καζεκαηηθφ ζεψξεκα πξηλ ην απνδείμεηο». 

Μία άιιε ιεηηνπξγία ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ είλαη φηη κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα ηξνπνπνηήζνπλ έλαλ αξρηθφ νξηζκφ, κηα αξρηθή πξφηαζε. 

Μία πξφηαζε, κπνξεί λα δηαηππσζεί σο εηθαζία, ρσξίο φιεο ηηο πξνυπνζέζεηο ηηο, έηζη 

ψζηε λα ηζρχεη κφλν γηα ζπλήζεηο πεξηπηψζεηο (π.ρ. κφλν γηα ζπλερείο ζπλαξηήζεηο). 

Με απηφλ ηνλ ηξφπν, ηα αληηπαξαδείγκαηα πνπ αλαθαιχπηνληαη, ηξνπνπνηνχλ ηελ 

αξρηθή πξφηαζε, βάδνληαο πξνυπνζέζεηο ψζηε λα ππάξρνπλ εμαηξέζεηο γηα ηηο 

πεξηπηψζεηο φπνπ δελ ηζρχεη (π.ρ. αζπλερείο ζπλαξηήζεηο). 

Ο Πνχινο εχζηνρα ζεκεηψλεη πσο ην 18
ν
 αηψλα εκθαλίζηεθαλ «παξαπιαλεηηθά» 

ζρήκαηα πνπ νδήγεζαλ ζε αλαμηνπηζηία ηηο γεσκεηξηθέο απνδείμεηο θαη ην 19
ν
 αηψλα 

μαλαπήξε ηα ζθήπηξα ε αξηζκεηηθή δηαίζζεζε κε ηε βνήζεηα ηεο ζεσξίαο ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Έηζη, επεξεάζηεθαλ βαζεηά ηα ζρνιηθά καζεκαηηθά, φπνπ νη 

γεσκεηξηθνχ ηχπνπ απνδείμεηο ζεσξνχληαη θαηψηεξεο απφ ηηο αξηζκεηηθφ-αλαιπηηθέο, 

θάηη πνπ επεξεάδεη θαη ηνλ ηξφπν δηδαζθαιίαο ηνπο, αιιά θαη ηε δφκεζε ησλ 

ζρνιηθψλ αλαιπηηθψλ πξνγξακκάησλ. ΢ην άξζξν ηνπ εχζηνρα ζεκεηψλεη πσο: «Η 

ζχγρξνλε καζεκαηηθή «επαλάζηαζε ηεο απζηεξφηεηαο» είλαη νπζηαζηηθά ε 

επαλαθνξά ηεο Αξηζκεηηθήο σο θπξίαξρεο ζεσξίαο κέζσ ελφο ηεξάζηηνπ 

πξνγξάκκαηνο αξηζκεηηθνπνίεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ απφ ηνλ Cauchy θαη ηνλ 

Weierstrass. Όκσο ε άθξηηε απνδνρή απηνχ ηνπ πξνγξάκκαηνο σο θαζνιηθνχ 

ππνδείγκαηνο θαη ζηα ΢ρνιηθά Μαζεκαηηθά παξάγεη πνιιά εκπφδηα θαηαλφεζεο ησλ 

ελλνηψλ θαη ζπζηάδεη ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ζην βσκφ ηεο απζηεξφηεηαο». 

Δίλαη αλακθηζβήηεην γεγνλφο φηη ηα αληηπαξαδείγκαηα έρνπλ παίμεη πνιχ κεγάιν 

ξφιν ζηελ εμέιημε ησλ καζεκαηηθψλ. Οη δηάθνξεο πξνηάζεηο πνπ ζήκεξα 

δηδάζθνληαη θνξκαιηζηηθά θαη πξνζεγκέλα, σο ηειηθφ πξντφλ, δηακνξθψζεθαλ κέζα 
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απφ δηαδηθαζίεο πνπ πεξηείραλ εηθαζίεο θαη αληηπαξαδείγκαηα. ΢ηελ νπζία ε εηθαζία 

θαη ν έιεγρφο ηεο κε δνθηκέο, αληηπαξαδείγκαηα θαη ηειηθά κηα απφδεημε, είλαη 

ζπλπθαζκέλα κε ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ. Παξ’ φια απηά, νη καζεηέο 

δηδάζθνληαη κφλν ην απνηέιεζκα απηήο ηεο καθξάο πνξείαο, σο θάηη δεδνκέλν θαη 

αδηάςεπζην - έηζη φπσο ζέινπκε λα είλαη θαη ηα ίδηα ηα Μαζεκαηηθά. Οη καζεηέο 

θηάλνπλ ζηνλ πξννξηζκφ, ρσξίο λα έρνπλ θάλεη ην ηαμίδη. 

Οη Zazkis θαη Chernoff (2008) πεξηγξάθνπλ ην ξφιν ησλ παξαδεηγκάησλ θαη 

αληηπαξαδεηγκάησλ. Ο θεληξηθφο ξφινο ησλ παξαδεηγκάησλ ζηε δηδαζθαιία θαη 

κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ έρεη αλαγλσξηζηεί εδψ θαη πνιχ θαηξφ. Δίλαη αδχλαηνλ λα 

ζεσξήζνπκε ηε δηδαζθαιία θαη κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ ρσξίο λα ιάβνπκε ππ’ φςηλ 

ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα. Σα παξαδείγκαηα ζεσξνχληαη έλα ζεκαληηθφ ζπζηαηηθφ 

ηεο πςεινχ επηπέδνπ γλψζεο. Υξεζηκνπνηνχληαη γηα λα επαιεζεχνπλ ηζρπξηζκνχο, 

γηα λα δηεπθξηλίδνπλ αιγνξίζκνπο θαη δηαδηθαζίεο θαη γηα λα παξέρνπλ ζπγθεθξηκέλεο 

πεξηπηψζεηο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο απαηηήζεηο  θάπνηνπ ζεσξήκαηνο (Rissland 1991). 

Οη Mason θαη Pimm (1984) πξνηείλνπλ φηη φηαλ έλαο δάζθαινο παξνπζηάδεη έλα 

παξάδεηγκα, βιέπεη ηε γεληθφηεηά ηνπ θαη ηε ζπζρεηίδεη κε απηφ πνπ εθπξνζσπεί ην 

παξάδεηγκα. Ωζηφζν, έλαο καζεηήο ίζσο λα αληηιεθζεί κφλν ζπγθεθξηκέλα 

ραξαθηεξηζηηθά ελφο παξαδείγκαηνο, δίλνληαο πξνζνρή ζην ίδην ην παξάδεηγκα θαη 

φρη ζε φηη απηφ αληηπξνζσπεχεη. Γηα ην ιφγν απηφ, νη Mason θαη Pimm 

ππεξαζπίδνληαη ηε ρξήζε ησλ γεληθψλ παξαδεηγκάησλ, παξαδείγκαηα ηα νπνία 

αληηπξνζσπεχνπλ ηε γεληθή πεξίπησζε θαη πξνζπαζνχλ λα αγλνήζνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ίδηνπ ηνπ παξαδείγκαηνο. 

Σα αληηπαξαδείγκαηα εμππεξεηνχλ ζηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο δηδαθηηθήο 

ζηξαηεγηθήο, απηήο ηεο δεκηνπξγίαο γλσζηηθήο ζχγθξνπζεο. Ωζηφζν, νη εξεπλεηέο 

ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο έρνπλ επίγλσζε φηη νη καζεηέο κπνξεί λα έρνπλ 

αληηθξνπφκελεο ηδέεο ρσξίο λα αληηκεησπίζνπλ θάπνηα ζχγθξνπζε. Έηζη, έλα 

αληηπαξάδεηγκα, φηαλ παξνπζηάδεηαη ζε έλαλ καζεηή, κπνξεί λα κε δεκηνπξγήζεη 

γλσζηηθή ζχγθξνπζε. Μπνξεί απιά λα απνξξηθζεί ή λα αληηκεησπηζηεί σο εμαίξεζε 

θαη έηζη ίζσο ρξεηάδεηαη έλα παξάδεηγκα ζηξνθήο. 

Έλαο επηπξφζζεηνο ξφινο ησλ παξαδεηγκάησλ είλαη λα αιιάμεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ 

νπνίν ιεηηνπξγεί θάπνηνο. Παξαδείγκαηα πνπ εκπεξηέρνπλ κεγάινπο αξηζκνχο κπνξεί 

λα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα ςάμνπλ θαιχηεξεο πξνζεγγίζεηο γηα κηα ιχζε. Σα 

αληηπαξαδείγκαηα κπνξεί λα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα αλαπξνζαξκφζνπλ ηελ 

αληίιεςε ή πεπνίζεζή ηνπο γηα ηε θχζε καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ. Δπίζεο, ν ξφινο 
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ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ έρεη αλαγλσξηζηεί θαη ζπδεηεζεί ζηε δεκηνπξγία 

ζχγθξνπζεο (Klymchuk, 2001; Peled θαη Zaslavsky, 1997). Δληνχηνηο, ηα 

αληηπαξαδείγκαηα κπνξεί λα κελ επαξθνχλ γηα ηελ επίιπζε κηαο ζχγθξνπζεο, ην 

νπνίν είλαη ζεκειηψδεο ξφινο ηεο δηδαζθαιίαο. Οη Zazkis θαη Chernoff πξνζπαζνχλ 

λα βξνπλ ζηξαηεγηθά παξαδείγκαηα, ηα νπνία ζα ζπλεηζθέξνπλ φρη κφλν γηα λα 

πξνθαιέζνπλ γλσζηηθή ζχγθξνπζε, αιιά θαη γηα λα ηελ επηιχζνπλ θαη γη’ απηφ 

εηζάγνπλ δχν ζεσξεηηθά αληηθείκελα: ην παξάδεηγκα ζηξνθήο (pivotal example) θαη 

ην παξάδεηγκα γεθχξσζεο (bridging example). 

Έλα παξάδεηγκα ραξαθηεξίδεηαη σο παξάδεηγκα ζηξνθήο γηα έλαλ καζεηή, αλ 

δεκηνπξγεί κεηαζηξνθή ζηε γλσζηηθή ηνπ αληίιεςε ή ζηελ πξνζέγγηζε επίιπζεο 

θάπνηνπ πξνβιήκαηνο. Σέηνηα παξαδείγκαηα κπνξεί λα εηζάγνπλ κία ζχγθξνπζε ή 

κπνξεί λα ηελ επηιχζνπλ. Με άιιν ιφγηα, ηα παξαδείγκαηα ζηξνθήο είλαη 

παξαδείγκαηα πνπ βνεζνχλ ηνπο καζεηέο λα επηηχρνπλ κηα ελλνηνινγηθή αιιαγή 

(Tirosh θαη Tsamir, 2004; Vosniadou θαη Verschaffel 2004). Όηαλ έλα παξάδεηγκα 

ζηξνθήο βνεζά ζηελ επίιπζε ηεο ζχγθξνπζεο αλαθέξεηαη σο παξάδεηγκα 

γεθχξσζεο, δειαδή έλα παξάδεηγκα πνπ εμππεξεηεί σο κηα γέθπξα κεηαμχ ηεο 

αξρηθήο αληίιεςεο (ε νπνία είλαη ιαλζαζκέλε ή ειιηπήο) θαη ηεο θαηάιιειεο 

(ζσζηήο) καζεκαηηθήο αληίιεςεο. 

Δλψ ην αληηπαξάδεηγκα είλαη καζεκαηηθή έλλνηα, ην παξάδεηγκα ζηξνθήο είλαη 

παηδαγσγηθή έλλνηα. Έηζη, ηη απνηειεί αληηπαξάδεηγκα – έλα παξάδεηγκα ην νπνίν 

ηθαλνπνηεί ηελ ππφζεζε, αιιά παξαβηάδεη ην ζπκπέξαζκα – κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί 

θαζνιηθά θαη a-priori. Δληνχηνηο, θαηά πφζν έλα παξάδεηγκα εμππεξεηεί σο 

παξάδεηγκα ζηξνθήο ή γεθχξσζεο γηα έλαλ καζεηή, δε κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί, 

αιιά κφλν λα πξνβιεθζεί, πξηλ ηελ εθαξκνγή ηνπ, θαη κπνξεί λα αλαγλσξηζηεί 

πιήξσο κφλν κεηά ηελ εθαξκνγή ηνπ ζε θάπνην κέξνο ηεο δηδαζθαιίαο. 

Η ηδέα ηνπ παξαδείγκαηνο ζηξνθήο ησλ Zazkis θαη Chernoff ζπλδέεηαη κε ηλ ηδέα 

ηνπ γεληθνχ παξαδείγκαηνο ησλ Mason θαη Pimm, αιιά κεηαζέηεη ηελ εζηίαζε απφ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ελφο παξαδείγκαηνο ζην ξφιν πνπ παίδεη ην παξάδεηγκα γηα ην 

καζεηή. Απφ κηα παηδαγσγηθή ζθνπηά, ην «γεληθφ παξάδεηγκα» – παξάδεηγκα ην 

νπνίν αληηπξνζσπεχεη ηε γεληθή πεξίπησζε θαη επηρεηξεί λα αγλνήζεη ηα επηκέξνπο 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ίδηνπ ηνπ παξαδείγκαηνο – είλαη ρξήζηκν σο εξγαιείν γηα λα 

κεηαθηλεζνχλ νη καζεηέο απφ ην ζπγθεθξηκέλν ζην γεληθφ φηαλ απνδεηθλχνπλ 

εηθαζίεο ή πεξηγξάθνπλ ζρέζεηο. Παξνκνίσο, ε ηδέα ηνπ παξαδείγκαηνο ζηξνθήο 

είλαη έλα εξγαιείν γηα λα κεηαθηλεζεί ν καζεηήο απφ ηελ πξνζσπηθή (ιάζνο ή 
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ειιηπή) ζχιιεςε κηαο έλλνηαο ζηελ ζπκβαηηθή (καζεκαηηθά θαηάιιειε) ζχιιεςε 

ηεο έλλνηαο. 

 

Μαζεκαηηθά κε λόεκα 

 

Οη ζπλήζεηο δηαδηθαζίεο ιχζεο αζθήζεσλ θαη νη απνδείμεηο καζεκαηηθψλ 

πξνηάζεσλ, νδεγεί κεγάιν κέξνο ησλ καζεηψλ ζηελ απνζηήζηζε ηχπσλ θαη 

δηαδηθαζηψλ. Αθφκε θαη ζε απιά πξνβιήκαηα, αληί λα θάλνπλ ινγηθέο ζπλεπαγσγέο, 

αληί λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ θξίζε ηνπο γηα λα εμάγνπλ ζπκπεξάζκαηα, πξνζπαζνχλ 

λα ζπκεζνχλ ζπγθεθξηκέλεο δηαδηθαζίεο θαη θαλφλεο πνπ δελ έρνπλ θαλέλα λφεκα γη’ 

απηνχο, πνπ δε κπνξνχλ λα ηνπο εμεγήζνπλ ινγηθά. Δίλαη κφλν θαλφλεο πνπ έρνπλ 

απνζηεζίζεη θαη πνπ ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο, έρνπλ μεράζεη απφ πνχ πξνήιζαλ, ηνλ 

ηξφπν κε ηνλ εηζήρζεζαλ, ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν απνδείρζεθε φηη ηζρχνπλ. 

Έλα πιαίζην δηδαζθαιίαο πνπ εληάζζεη ηελ εηθαζία, ηα παξαδείγκαηα θαη ηα 

αληηπαξαδείγκαηα ζην πξφγξακκά ηεο, αιιάδεη ηελ αληηκεηψπηζε ησλ καζεκαηηθψλ 

πξνηάζεσλ απφ ηνπο καζεηέο, αθνχ πξνυπνζέηεη απφ απηνχο ηε ζθέςε, ηελ θξίζε θαη 

ηηο ινγηθέο ζπλεπαγσγέο γηα λα απαληήζνπλ. Με ηελ εηζαγσγή πξνηάζεσλ πνπ 

κπνξεί λα ηζρχνπλ ή λα κελ ηζρχνπλ, νη καζεηέο «αλαγθάδνληαη» λα ζθεθηνχλ γηα 

θάζε πξφηαζε μερσξηζηά θαη λα κελ αθνινπζνχλ ηπθιά δηδαγκέλεο δηαδηθαζίεο, 

αθνχ ζα πξέπεη λα βγάινπλ ην λφεκα ηεο πξφηαζεο ψζηε λα ηελ απνδείμνπλ ή λα ηελ 

απνξξίςνπλ. 

 

΢ρέζε απόδεημεο θαη επηρεηξεκαηνινγίαο 

 

Αξθεηνί εξεπλεηέο έρνπλ αζρνιεζεί κε ηε ζρέζε κεηαμχ επηρεηξεκαηνινγίαο θαη 

απφδεημεο. Κάπνηνη απφ απηνχο δελ δηαρσξίδνπλ ηελ επηρεηξεκαηνινγία απφ ηελ 

απφδεημε (Harel θαη Sowder, 1998), ελψ άιινη κηινχλ γηα δηαθνξά κεηαμχ ηνπο. 

Απφ ηε κία πιεπξά, έλα κέξνο ηεο έξεπλαο αλαγλσξίδεη εηεξνγέλεηα κεηαμχ 

επηρεηξεκαηνινγίαο θαη απφδεημεο απφ θνηλσληθή θαη γλσζηηθή πιεπξά (Balacheff, 

1988) θαη απφ γλσζηηθή θαη γισζζηθή πιεπξά. Η έξεπλα ηνπ Duval (1995) έδεημε φηη 

ππάξρεη δνκηθφ θελφ κεηαμχ επηρεηξεκαηνινγίαο θαη απφδεημεο επεηδή ηα 

ζπκπεξάζκαηα απφ επηρεηξεκαηνινγία είλαη βαζηζκέλα ζην πεξηερφκελν, ελψ ζηελ 

απφδεημε αθνινπζνχλ ζπκπεξαζκαηηθφ (deductive) ζρήκα (δεδνκέλα, ηζρπξηζκφο θαη 
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ζπκπεξαζκαηηθνί θαλφλεο). Απφ ηελ άιιε πιεπξά, άιιεο κειέηεο ππνζηεξίδνπλ ην 

ζπκπεξαζκαηηθφ κνληέιν γηα ηε καζεκαηηθή απφδεημε, δείρλνληαο φηη ε απνδεηθηηθή 

δηαδηθαζία αθνινπζεί θξηηήξηα βαζηζκέλα πεξηζζφηεξν ζην πεξηερφκελν, παξά ζε 

επίζεκα θξηηήξηα (Thurston, 1994). Έρνπλ παξαηεξεζεί πνιιά παξαδείγκαηα 

ζπλέρεηαο ζηε ζρέζε κεηαμχ, απφ ηε κία πιεπξά, θαζνξηζκνχ ησλ αληηθεηκέλσλ κηαο 

εηθαζίαο, πξνζδηνξίδνληαο κία πην απζηεξή ππφζεζε ή εθζέηνληαο κηα λέα πην 

αδχλαηε εηθαζία θαη απφ ηελ άιιε πιεπξά, πξαγκαηνπνηψληαο δνθηκέο γηα λα 

απνδεηρζεί ε πξφηαζε (Lakatos, 1976; Thurston, 1994). Τπνζηεξίδνληαο απηή ηελ 

νπηηθή, άιια κε δηδαθηηθφ ζηφρν, θάπνηεο εξεπλεηηθέο εξγαζίεο ππνγξακκίδνπλ ηε 

ζπλέρεηα κεηαμχ παξαγσγήο εηθαζίαο θαη αλαδήηεζεο απφδεημεο (Boero, Garuti, 

Mariotti, 1996). Απηή ε ζπλέρεηα ιέγεηαη γλσζηηθή ελφηεηα. Καηά ηε δηάξθεηα ηεο 

δηαδηθαζίαο ιχζεο πξνβιήκαηνο, αλαπηχζζεηαη κία επηρεηξεκαηνινγία κε ζθνπφ ηελ 

παξαγσγή κηαο εηθαζίαο. Η ππφζεζε ηεο γλσζηηθήο ελφηεηαο είλαη φηη ζε κεξηθέο 

πεξηπηψζεηο απηή ε επηρεηξεκαηνινγία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί απφ ην καζεηή 

ζηελ θαηαζθεπή ηεο απφδεημεο κε ην λα νξγαλψζεη ζηε ζεηξά θάπνηα απφ ηα 

επηρεηξήκαηα πνπ παξήγαγε. Πεηξακαηηθέο έξεπλεο γηα ηε γλσζηηθή ελφηεηα (Boero 

et al., 1996; Garuti, Boero, Lemut, 1998) δείρλνπλ φηη ε απφδεημε είλαη πην πξνζηηή 

ζηνπο καζεηέο αλ πξψηα έρεη αλαπηπρζεί επηρεηξεκαηνινγία γηα ηελ παξαγσγή κηαο 

εηθαζίαο. Η δηδαζθαιία ηεο απφδεημεο, ε νπνία βαζίδεηαη θπξίσο ζηελ 

αλαπαξαγσγηθή κάζεζε (νη απνδείμεηο απιψο παξνπζηάδνληαη ζηνπο καζεηέο, δελ ηηο 

θαηαζθεπάδνπλ νη ίδηνη) θαίλεηαη φηη είλαη αλεπηηπρήο. Αληίζεηα, αλνηρηά 

πξνβιήκαηα ηα νπνία απαηηνχλ κηα εηθαζία, εκθαλίδεηαη λα είλαη εμαηξεηηθά 

απνηειεζκαηηθά γηα ηελ εηζαγσγή ηεο κάζεζεο ηεο απφδεημεο, αθνχ ε 

δξαζηεξηφηεηα ηεο επηρεηξεκαηνινγίαο θαίλεηαη φηη επλνεί ηελ θαηαζθεπή απφδεημεο 

(Boero et al., 1996). 

Η Bettina Pedemonte (2007), ζηε βάζε ησλ ζχγρξνλσλ γισζζηθψλ ζεσξηψλ φηη ε 

απφδεημε είλαη κία εηδηθή πεξίπησζε επηρεηξήκαηνο, ρξεζηκνπνηεί ην ζρήκα Toulmin 

(κνληέιν πνπ αλαιχεη ηε δνκή επηρεηξήκαηνο θαη απφδεημεο) σο κεζνδνινγηθφ 

εξγαιείν γηα λα ηα ζπγθξίλεη ηελ επηρεηξεκαηνινγία κε ηελ απφδεημε. Η αλάιπζή ηεο, 

δείρλεη φηη αλ θαη ππάξρνπλ μεθάζαξεο πεξηπηψζεηο φπνπ ππάξρεη ζπλέρεηα κεηαμχ 

επηρεηξεκαηνινγίαο πνπ ππνζηεξίδεη κηα εηθαζία θαη ηεο απφδεημήο ηεο, ππάξρεη 

ζπρλά δνκηθή απφζηαζε κεηαμχ ησλ δχν. 

΢ηελ εξεπλά ηεο, ρξεζηκνπνηεί αξρηθά, έλα γεσκεηξηθφ πξφβιεκα, πνπ γηα ηε 

ιχζε ηνπ ρξεηάδεηαη ε ηζφηεηα δχν ηξηγψλσλ. Οη καζεηέο θάλνπλ απαγσγηθή 



 26 

(abductive) επηρεηξεκαηνινγία, δειαδή μεθηλνχλ ππνζέηνληαο απηφ πνπ ζέινπλ λα 

απνδείμνπλ, φηη δχν ηξίγσλα είλαη ίζα, θαη ζηε ζπλέρεηα βξίζθνπλ ηα ζηνηρεία πνπ 

ρξεηάδνληαη γηα λα δείμνπλ ηελ ηζφηεηα. Καηφπηλ, θάλνπλ κία ζπκπεξαζκαηηθή 

(deductive) απφδεημε, αθνχ μεθηλνχλ απφ ηα ίζα ζηνηρεία ησλ ηξηγψλσλ θαη 

θαηαιήγνπλ, ρξεζηκνπνηψληαο θάπνην θξηηήξην, ζην φηη ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. Δδψ 

ινηπφλ, ππάξρεη κία απφζηαζε κεηαμχ ησλ δχν δηαδηθαζηψλ, αθνχ ρξεζηκνπνηείηαη 

απαγσγηθφο ηξφπνο ζηελ επηρεηξεκαηνινγία, ν νπνίνο κεηαηξέπεηαη ζε 

ζπκπεξαζκαηηθφ ηξφπν ζηελ απφδεημε. Η κεηαηξνπή απηή γίλεηαη κε επηηπρία απφ 

ηνπο καζεηέο. ΢ην δεχηεξν παξάδεηγκα, πεξηγξάθεη κηα δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία 

ππάξρεη γλσζηηθή ζπλέρεηα κεηαμχ επηρεηξεκαηνινγίαο θαη απφδεημεο, αθνχ νη 

καζεηέο θάλνπλ απαγσγηθή επηρεηξεκαηνινγία θαη θαηαζθεπάδνπλ κε ηνλ ίδην ηξφπν 

κηα απαγσγηθή απφδεημε. 

Η έξεπλα ηεο Pedemonte ζπλερίδεηαη κε άιια δχν παξαδείγκαηα, φπνπ έρνπκε 

κία επηηπρεκέλε θαη κία απνηπρεκέλε πξνζπάζεηα λα πεξάζνπλ νη καζεηέο απφ 

επαγσγηθή επηρεηξεκαηνινγία ζηελ αληίζηνηρε απφδεημε κε καζεκαηηθή επαγσγή. Η 

απφδεημε θαίλεηαη λα ρξεηάδεηαη γελίθεπζε ηεο δηαδηθαζίαο (process pattern 

generalization). Οη καζεηέο πνπ απέηπραλ, ρξεζηκνπνίεζαλ επηρεηξεκαηνινγία κε 

γελίθεπζε απνηειεζκάησλ (result pattern generalization) θαη έηζη δε κπφξεζαλ λα 

πεξάζνπλ ζηελ απφδεημε, ζε αληίζεζε κε ηνπο καζεηέο πνπ πέηπραλ, νη νπνίνη 

ρξεζηκνπνίεζαλ γελίθεπζε δηαδηθαζίαο θαη έηζη κπφξεζαλ λα θαηαζθεπάζνπλ κε ηνλ 

ίδην ηξφπν ηε καζεκαηηθή απφδεημε. 

Η Pedemonte ινηπφλ, δείρλεη ηε δηάθξηζε ή ηελ ελφηεηα πνπ ππάξρεη κεηαμχ 

επηρεηξεκαηνινγίαο θαη απφδεημεο. Οη καζεηέο δε ζθέθηνληαη πάληα κε ηνλ ίδην 

ηξφπν κε ηνλ νπνίν γξάθνπλ - θαηαζθεπάδνπλ κηα απφδεημε. Καη ππάξρεη πνιιέο 

θνξέο δπζθνιία ζην λα πεξάζνπλ απφ ηελ επηρεηξεκαηνινγία, ζηελ αληίζηνηρε 

απφδεημε.  

 

 

 

 

 

 

 



 27 

Μεζνδνινγία Έξεπλαο 

 

Εξεπλεηηθό πξόβιεκα – Εξεπλεηηθά εξσηήκαηα 

 

Έρνληαο απηφ ην ζεσξεηηθφ πιαίζην θαη κεηά απφ ηε κειέηε ησλ εξγαζηψλ πνπ 

αλαθέξακε παξαπάλσ, ζέινπκε λα εξεπλήζνπκε ηελ επηρεηξεκαηνινγία ησλ καζεηψλ 

θαηά ηε δηαδηθαζία ειέγρνπ ηεο νξζφηεηαο καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, καο ελδηαθέξεη: 

 

(1) Πσο αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο πξνηάζεηο πνπ δελ ηζρχνπλ; Μπνξνχλ λα βξνπλ 

αληηπαξαδείγκαηα γηα λα απνξξίςνπλ κηα δνζκέλε πξφηαζε; Καηά πφζν 

θηάλνπλ ζε κηα εηθαζία γηα ηελ ηζρχ ηεο πξφηαζεο θαη κε ηη ζπιινγηζκφ; 

 

(2) Πσο θαηαζθεπάδνπλ ηελ απφδεημε γηα θάπνηνλ ηζρπξηζκφ ηνπο θαη πσο είλαη 

απηή ε απφδεημε ηειηθά; Πνηα είλαη ε ζρέζε ηεο κε ηελ επηρεηξεκαηνινγία πνπ 

αλαπηχζζνπλ γηα λα θηάζνπλ ζηελ απφδεημε; 

 

(3) Με πνηνπο ηξφπνπο αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ηα αληηπαξαδείγκαηα πνπ 

θαηαξξίπηνπλ κηα εηθαζία πνπ νη ίδηνη έρνπλ θαηαζθεπάζεη; Πσο εμειίζζεηαη ε 

εηθαζία ηνπο κεηά απφ ηελ αληηκεηψπηζε ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ; 
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Μέζνδνο 

 

 

΢ηελ έξεπλα πνπ πξαγκαηνπνηήζακε ζρεδηάζακε εξσηήζεηο αλνηρηνχ θαη 

θιεηζηνχ ηχπνπ νη νπνίεο δφζεθαλ ζε καζεηέο ηεο Γ’ Γπκλαζίνπ θαη ηεο Α’ Λπθείνπ, 

αθνχ ζεσξνχκε φηη ζε απηέο ηηο ηάμεηο γίλνληαη νη πξψηεο πξνζπάζεηεο γηα 

καζεκαηηθή απφδεημε θαη αξρίδεη λα αλαπηχζζεηαη ε καζεκαηηθή επηρεηξεκαηνινγία 

ησλ καζεηψλ. 

΢ηνπο καζεηέο ηνπ Γπκλαζίνπ δφζεθαλ δχν πξνηάζεηο γηα έιεγρν θαη έλα αλνηρηφ 

πξφβιεκα δηαηππσκέλα κε ηππηθή καζεκαηηθή γιψζζα. Οη πξνηάζεηο δελ ηζρχνπλ (ή 

δελ ηζρχνπλ πάληα) θαη νη καζεηέο θιήζεθαλ λα βξνπλ αληηπαξαδείγκαηα γηα λα 

απνξξίςνπλ απηέο ηηο πξνηάζεηο, δηθαηνινγψληαο ηηο απαληήζεηο ηνπο. Σν αλνηρηφ 

πξφβιεκα δεηνχζε απφ ηνπο καζεηέο λα βξνπλ ζε πνηεο πεξηπηψζεηο ηζρχνπλ νη 

πξάμεηο θαηά κέιε κεηαμχ αληζνηήησλ ίδηαο θνξάο, εμεξεπλψληαο κφλνη ηνπο θαη 

δεκηνπξγψληαο δηθά ηνπο παξαδείγκαηα. 

΢ηνπο καζεηέο ηνπ Λπθείνπ δφζεθαλ δχν αλνηρηνχ ηχπνπ πξνβιήκαηα, ζε 

αιγεβξηθφ θαη γεσκεηξηθφ πιαίζην. 

΢ην γεσκεηξηθφ πιαίζην παξνπζηάδεηαη ε θάηνςε κηαο νηθνδνκηθήο πεξηνρήο θαη 

δχν επηιεγκέλα ζεκεία, ην ζεκείν Α θαη ην ζεκείν Β.  ΢ηελ εθθψλεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ππάξρνπλ δχν ππνζεηηθνί καζεηέο πνπ έρνπλ θάλεη ηε δηαδξνκή απφ ην 

ζεκείν Α ζην ζεκείν Β κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν θαη ν θαζέλαο ππνζηεξίδεη φηη ε 

δηαδξνκή πνπ έθαλε είλαη ε ζπληνκφηεξε. Οη καζεηέο θιήζεθαλ λα θξίλνπλ ηελ 

άπνςε ηνπ θάζε καζεηή θαη ζηε ζπλέρεηα λα επηρεηξεκαηνινγήζνπλ 

θαηαζθεπάδνληαο κηα εηθαζία γηα ην πνηα απφ ηηο δχν δηαδξνκέο είλαη ε ζπληνκφηεξε. 

΢ηε ζπλέρεηα, παξαθηλήζεθαλ λα θαηαζθεπάζνπλ θαη ηελ ηππηθή καζεκαηηθή 

απφδεημε. 

΢ην αιγεβξηθφ πιαίζην δφζεθε ζηνπο καζεηέο κία παξάζηαζε ηξησλχκνπ ζε έλα 

ππνζεηηθφ πιαίζην κηαο ηάμεο καζεκαηηθψλ. ΢ε απηή ηελ ηάμε, ν δάζθαινο δεηά απφ 

ηα παηδηά λα βξνπλ γηα πνηεο ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο x ε παξάζηαζε είλαη ζεηηθή θαη 

ππάξρνπλ πάιη δχν ππνζεηηθνί καζεηέο πνπ εθθξάδνπλ ν θαζέλαο απφ κία άπνςε. 

Απφ ηνπο καζεηέο δεηήζεθε λα επηρεηξεκαηνινγήζνπλ απέλαληη ζηηο δχν απφςεηο 

ησλ ππνζεηηθψλ καζεηψλ θαη ζηε ζπλέρεηα λα εθθξάζνπλ ηε δηθή ηνπο εηθαζία γηα ην 

πφηε είλαη ζεηηθή ε παξάζηαζε. ΢ε απηφ ην εξψηεκα αιιάμακε ηνπο ξφινπο (ζε 

ζρέζε κε ην πξφβιεκα ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ) θαη ζηφρνο ηνπ εξσηήκαηνο ήηαλ ε 
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αληηκεηψπηζε ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ απφ ηνπο καζεηέο γηα ηηο δηθέο ηνπο εηθαζίεο, 

έηζη ψζηε κεηά απφ ηελ απφξξηςε ησλ εηθαζηψλ ηνπο κε ηελ εκθάληζε 

αληηπαξαδείγκαηνο απφ ηνλ εξεπλεηή, λα εμειίμνπλ ηηο εηθαζίεο ηνπο θαη αθνχ 

θηάζνπλ ζε κηα ηειηθή εηθαζία, λα εθθξάζνπλ έλαλ γεληθφ θαλφλα γηα ην πξφζεκν 

θάζε ηξησλχκνπ ηεο κνξθήο πνπ ηνπο δφζεθε. 

Σα θπιιάδηα πνπ δφζεθαλ ζηνπο καζεηέο παξνπζηάδνληαη παξαθάησ. 

 

 

Εξσηεκαηνιόγην Γ’ Γπκλαζίνπ 

 

Παξαθάησ ππάξρνπλ δηάθνξεο πξνηάζεηο. Να γξάςεηε ηη πηζηεχεηε γηα θάζε 

πξφηαζε θαη λα δηθαηνινγήζεηε ηηο απαληήζεηο ζαο κε φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξεο 

ιεπηνκέξεηεο. 

 

1) Αλ πξνζζέζνπκε δχν πεξηηηνχο αξηζκνχο, ηφηε ην απνηέιεζκα είλαη πεξηηηφο 

αξηζκφο. 

2) Αλ πξνζζέζνπκε δχν αξηζκνχο θαη ην απνηέιεζκα είλαη άξηηνο αξηζκφο, ηφηε νη 

αξηζκνί είλαη πάληα άξηηνη. 

3) Γχν ηζφηεηεο κπνξψ λα ηηο πξνζζέζσ, λα ηηο αθαηξέζσ, λα ηηο πνιιαπιαζηάζσ 

θαη λα ηηο δηαηξέζσ θαηά κέιε. Ση γίλεηαη ζηελ πεξίπησζε ησλ αληζνηήησλ; Κάληε 

ηηο δηθέο ζαο ππνζέζεηο θαη δηθαηνινγείζηε ηηο κε φπνηνπο ηξφπνπο ζέιεηε. 
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Εξσηεκαηνιόγην Α’ Λπθείνπ  (α) 

 

 

1. Γχν καζεηέο έθαλαλ κηα δηαδξνκή απφ ην  ζεκείν Α (ζηάζε ιεσθνξείνπ) ζην 

ζεκείν Β (ζρνιείν), φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

Ο Νίθνο έθαλε ηε δηαδξνκή πνπ θαίλεηαη κε ηε ζπλερφκελε γξακκή θαη ν Αιέμεο 

έθαλε ηε δηαδξνκή πνπ θαίλεηαη κε ηε δηαθεθνκκέλε γξακκή. 

Όηαλ αξγφηεξα ζπλαληήζεθαλ, ζπδήηεζαλ γηα ηε δηαδξνκή πνπ έθαλε ν θαζέλαο: 

Νίθνο: «Έθαλα ζπληνκφηεξε δηαδξνκή, αθνχ πήγα απφ ηα ζηελά θαη έθνςα δξφκν.» 

Αιέμεο: «Δγψ έθαλα ζπληνκφηεξε δηαδξνκή, αθνχ έζηξηςα κφλν κία θνξά.»  

Πνηα είλαη ε δηθή ζαο άπνςε; 

Μπνξείηε λα δηθαηνινγήζεηε απηφ πνπ πηζηεχεηε; 

 

 

 

 

 

 

Α 

Β 
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Εξσηεκαηνιόγην Α’ Λπθείνπ  (β) 

 

 

2. ΢ηνπο καζεηέο κηαο ηάμεο, δφζεθε ε παξάζηαζε  A = x
2
 + x - 2. 

Σν εξψηεκα πνπ ηνπο έβαιε ν δάζθαιφο ηνπο, είλαη: 

«Γηα πνηνπο αξηζκνύο ε παξάζηαζε Α είλαη ζεηηθή;» 

Αθνχ νη καζεηέο αζρνιήζεθαλ κε ηελ παξάζηαζε Α, δχν καζεηέο είπαλ ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο: 

΢ηάζεο:  «Η παξάζηαζε Α είλαη πάληα ζεηηθόο αξηζκόο, αθνύ ην x είλαη 

               πςσκέλν ζην ηεηξάγσλν» 

΢ηέιηνο:  «Η παξάζηαζε Α είλαη ζεηηθόο αξηζκόο κόλν αλ ζην x βάινπκε 

               αξηζκνύο από ην 1 θαη πάλσ» 

Πσο θξίλεηε ηελ άπνςε ηνπ θάζε καζεηή θαη πνηα είλαη ε δηθή ζαο άπνςή; 

Μπνξείηε λα δηθαηνινγήζεηε απηφ πνπ πηζηεχεηε; 

 

 

 

΢πκκεηέρνληεο  

 

Σν πξψην ζηάδην ηεο έξεπλαο πξαγκαηνπνηήζεθε ζε καζεηέο δχν ηκεκάησλ ηεο 

Γ’ Γπκλαζίνπ (πεξίπνπ 22 καζεηψλ ην θαζέλα) ζην 1
ν
 Γπκλάζην Άλσ Ληνζίσλ, φπνπ 

νη καζεηέο εξγάζηεθαλ γηα κία ψξα ζε θάζε ηκήκα. 

Σν δεχηεξν ζηάδην ηεο έξεπλαο πξαγκαηνπνηήζεθε ζε καζεηέο ηξηψλ ηκεκάησλ 

ηεο Α’ Λπθείνπ (πεξίπνπ 21 καζεηψλ ην θαζέλα) ζην 12
ν
 Δληαίν Λχθεην Αζελψλ. Η 

δηαδηθαζία νινθιεξψζεθε ζε δχν ψξεο ζην θάζε ηκήκα, κία ψξα γηα ην αιγεβξηθφ 

θαη κία ψξα γηα ην γεσκεηξηθφ πξφβιεκα. 
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Δηαδηθαζία 

 

΢ηα δχν ζηάδηα ηεο έξεπλαο, ζηνπο καζεηέο ηεο Γ’ Γπκλαζίνπ θαη ηεο Α’ 

Λπθείνπ, αθνινπζήζεθε ε ίδηα δηαδηθαζία.  

Οη πξνηάζεηο αξρηθά δφζεθαλ ζε θάζε καζεηή μερσξηζηά θαη κεηά απφ δηάζηεκα 

πεξίπνπ 10 – 15 ιεπηψλ, ζπζηάζεθαλ νκάδεο ησλ ηεζζάξσλ ή ησλ πέληε αηφκσλ. Σα 

άηνκα κέζα ζηηο νκάδεο ζπδήηεζαλ κεηαμχ ηνπο γηα ηα ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία είρε 

θηάζεη ν θαζέλαο θαη ζπκθψλεζαλ ζε κία απάληεζε γηα ην θάζε εξψηεκα, ηελ νπνία 

παξνπζίαζε, ζην ηέινο θάζε εξσηήκαηνο, θάπνηνο καζεηήο σο εθπξφζσπνο θάζε 

νκάδαο. 

Λφγσ ηνπ ζθνπνχ ηεο έξεπλαο, ηε δηεξεχλεζε ηεο επηρεηξεκαηνινγίαο ησλ 

καζεηψλ, ν εξεπλεηήο δε επελέβε θαζνδεγεηηθά ζηε δηαπξαγκάηεπζε ησλ καζεηψλ 

κε ην θάζε εξψηεκα. Μφλν ζηελ αξρή θάζε εξσηήκαηνο, παξαθηλνχζε ηνπο καζεηέο 

ειεχζεξα λα εμεηάζνπλ, λα ειέγμνπλ (ή λα εξεπλήζνπλ ζηελ πεξίπησζε ησλ 

αλνηθηψλ εξσηεκάησλ) ηηο πξνηάζεηο πνπ ηνπο δίλνληαλ, ρξεζηκνπνηψληαο σο 

πξφρεηξν ην ίδην ην απαληεηηθφ θπιιάδην, ψζηε λα θαηαγξαθνχλ φζν ην δπλαηφλ 

πεξηζζφηεξν νη ζθέςε ηνπο θαη ηα κέζα δηαπξαγκάηεπζεο ησλ εξσηεκάησλ. Μέζα 

φκσο ζηα πιαίζηα ηεο θχζεο ηεο έξεπλαο, απηήλ ηνπ ειέγρνπ ησλ καζεκαηηθψλ 

πξνηάζεσλ – εηθαζηψλ, ν εξεπλεηήο ζε θάπνηα εξσηήκαηα, φπσο παξνπζηάδεηαη 

παξαθάησ, επηδξνχζε ζηηο ζθέςεηο ησλ καζεηψλ φηαλ απηνί έδηλαλ ηελ ηειηθή ηνπο 

απάληεζε, δίλνληαο αληηπαξαδείγκαηα ηα νπνία «ζπγθξνχνληαλ» κε ηηο απφςεηο ηνπο, 

θαηαγξάθνληαο ηηο αληηδξάζεηο (επηρεηξεκαηνινγία) ησλ καζεηψλ ζηελ πξνζπάζεηα 

ηνπο λα εμειίμνπλ ηηο απφςεηο (εηθαζίεο) ηνπο. 

Οη ζπδεηήζεηο κεηαμχ ησλ νκάδσλ θαζψο θαη ε παξνπζίαζε ησλ απαληήζεψλ 

ηνπο, ερνγξαθήζεθαλ θαη απνκαγλεηνθσλήζεθαλ. Σα δεδνκέλα απηά, καδί κε ηα 

απαληεηηθά θχιια ησλ καζεηψλ, επεμεξγάζηεθαλ γηα ηελ αλάιπζε ησλ 

απνηειεζκάησλ. 
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Αλάιπζε δεδνκέλσλ 

 

Η έξεπλα έγηλε ζε μερσξηζηά ζηάδηα, (κία νκάδα πξνβιεκάησλ ζην Γπκλάζην θαη 

δχν ζην Λχθεην) θαη ζε θάζε ζηάδην δηλφηαλ έκθαζε ζε θάηη δηαθνξεηηθφ. Γη’ απηφ 

θαη δηαθέξεη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν αλαιχζεθαλ ηα γξαπηά θαη ερεηηθά δεδνκέλα ζε 

θάζε ζηάδην. 

΢ην πξψην ζηάδην ηεο έξεπλαο, ζηα παηδηά ηεο Γ’ Γπκλαζίνπ, καο ελδηαθέξεη 

θαηά πφζν κπνξνχλ νη καζεηέο λα ζπλζέζνπλ δηθά ηνπο αληηπαξαδείγκαηα γηα λα 

απνξξίςνπλ δνζκέλεο πξνηάζεηο, αιιά θαη γηα λα ειέγμνπλ ηελ εηθαζία ηνπο ζην 

αλνηρηφ πξφβιεκα, νπφηε ζηελ αλάιπζε πνπ γίλεηαη καο αθνξά ε επηηπρία ή φρη ηεο 

εχξεζεο θαη ρξεζηκνπνίεζεο αληηπαξαδεηγκάησλ.  

΢ην δεχηεξν ζηάδην ηεο έξεπλαο ζηελ Α’ Λπθείνπ θαη φζνλ αθνξά ην πξψην 

πξφβιεκα (γεσκεηξηθφ πιαίζην), απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ν ηξφπνο κε ηνλ 

νπνίν νη καζεηέο θηάλνπλ ζηελ πξνζσπηθή ηνπο εηθαζία, δειαδή ε ιεθηηθή θαη 

γξαπηή επηρεηξεκαηνινγία ηνπο ζηα πιαίζηα ηεο νκάδαο ηνπο θαη ε ζρέζε ηνπ κε ηνλ 

ηξφπν πνπ έγηλε ε καζεκαηηθή απφδεημε ηεο εηθαζίαο πνπ έθαλαλ. Γη’ απηφ ην ιφγν, 

ηα δεδνκέλα αλαιχνληαη κε γλψκνλα ηνπο δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο παξαγσγήο, 

δηθαηνιφγεζεο θαη απφδεημεο ηεο εηθαζίαο πνπ παξαηεξήζεθαλ. 

Σν δεχηεξν κέξνο ηεο έξεπλαο ζηελ Α’ Λπθείνπ, πξαγκαηεχεηαη έλα πξφβιεκα 

ζην νπνίν δε δεηείηαη ηππηθή απφδεημε απφ ηνπο καζεηέο, αιιά κφλνλ λα 

θαηαζθεπάζνπλ θάπνηα εηθαζία ηφζν γηα ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα, φζν θαη γηα ηε 

γεληθφηεξε πεξίπησζε ζηελ νπνία ππάγεηαη. Δίλαη έλα δχζθνιν πξφβιεκα γηα ηνπο 

καζεηέο, ζην νπνίν ν εξεπλεηήο επεκβαίλεη κφλν κε αληηπαξαδείγκαηα πξνο ηνπο 

καζεηέο, ψζηε απηνί ζηαδηαθά λα εμειίζζνπλ ηελ εηθαζία πνπ θαηαζθεπάδνπλ. ΢ε 

απηφ ην εξψηεκα έγηλαλ πνιιέο δηαθνξεηηθέο εηθαζίεο γηα ην πξφβιεκα απφ δηάθνξεο 

νκάδεο, νη νπνίεο αλαζθεπάζηεθαλ κε ηελ αληηκεηψπηζε ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ πνπ 

έζεηε ν εξεπλεηήο, γη’ απηφ θαη ε αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ εζηηάδεη ζηηο δηαθνξεηηθέο 

εηθαζίεο ησλ καζεηψλ θαη ζηνλ ηξφπν πνπ εμειίζζνληαη κεηά ζε θάζε 

αληηπαξάδεηγκα πνπ ζέηεη ν εξεπλεηήο. 
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Απνηειέζκαηα 

 

1
ν
 ζηάδην ηεο έξεπλαο - Γ’ Γπκλαζίνπ 

 

΢ρεδφλ θαζνιηθή επηηπρία ζην πξψην εξψηεκα θαη πνιχ κεγάιν πνζνζηφ 

επηηπρίαο ζην δεχηεξν εξψηεκα. Οη καζεηέο εχθνια απνξξίπηνπλ ηηο δχν πξνηάζεηο 

δίλνληαο έλα ή πεξηζζφηεξα αληηπαξαδείγκαηα. Πνιινί απφ απηνχο μερσξίδνπλ ηα 

εξσηήκαηα ιέγνληαο φηη ην πξψην δελ ηζρχεη, ελψ ην δεχηεξν δελ ηζρχεη πάληα. 

Δλδηαθέξνλ είλαη φηη ζε αξθεηέο πεξηπηψζεηο νη καζεηέο εθηφο απφ ησλ έιεγρν ηεο 

πξφηαζεο, εθθξάδνπλ -ρσξίο λα δεηείηαη ζηελ εθθψλεζε- ηελ πξνζσπηθή ηνπο 

εηθαζία γηα ην ηη ηζρχεη γεληθά, ζρεηηθά κε ηελ πξφηαζε πνπ ηνπο δίλεηαη. Δλδεηθηηθά 

παξαζέηνπκε ηα παξαθάησ απνζπάζκαηα απφ ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηψλ. 

 

Σρήκα 1 
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Σρήκα 2 

 

΢ην ηξίην εξψηεκα, ζρεδφλ φινη νη καζεηέο δεκηνχξγεζαλ δηθά ηνπο 

παξαδείγκαηα θαη αληηπαξαδείγκαηα θαη εμεξεχλεζαλ ηη ηζρχεη κε ηηο πξάμεηο θαηά 

κέιε ζηηο αληζφηεηεο. Όινη εθηφο δχν πεξηπηψζεσλ, ρξεζηκνπνίεζαλ ζηηο αξρηθέο 

ηνπο αληζψζεηο κφλν ζεηηθνχο αξηζκνχο. Έθηηαρλαλ ηπραία δχν αληζψζεηο ηεο ίδηαο 

θνξάο θαη δνθίκαδαλ ηη ζπκβαίλεη φηαλ απηέο πξνζηίζεληαη, αθαηξνχληαη, 

πνιιαπιαζηάδνληαη ή δηαηξνχληαη θαηά κέιε. Όπσο θάλεθε απφ ηα γξαπηά ηνπο, 

έπαηξλαλ αξθεηά παξαδείγκαηα γηα θάζε πξάμε θαηά κέιε. 

Όζν δνχιεπε ν θαζέλαο μερσξηζηά θαη ιφγσ ηεο ηπραηφηεηαο ησλ παξαδεηγκάησλ 

πνπ έπαηξλαλ, δελ είραλ βγάιεη φινη ζσζηά απνηειέζκαηα, αιιά κεηά ηε ζχζηαζε 

ησλ νκάδσλ θαη ηε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ ηνπο, φιεο αλεμαηξέησο νη νκάδεο 

νδεγήζεθαλ ζε νξζά ζπκπεξάζκαηα. Υξεζηκνπνίεζαλ κφλν ζεηηθνχο αξηζκνχο ζηηο 

αξρηθέο ηνπο αληζψζεηο θαη θαηέιεμαλ φηη κεηαμχ αληζνηήησλ ίδηαο θνξάο: 

- Η πξφζζεζε ηζρχεη πάληα 

- Η αθαίξεζε θάπνηεο θνξέο ηζρχεη, θάπνηεο δελ ηζρχεη 

- Ο πνιιαπιαζηαζκφο (ζεηηθψλ αξηζκψλ) ηζρχεη πάληα 

- Η δηαίξεζε θάπνηεο θνξέο ηζρχεη, θάπνηεο δελ ηζρχεη 
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Κάζε καζεηήο ζθέθηεθε θάπνηα παξαδείγκαηα γηα λα εμεηάζεη ηη γίλεηαη ζηηο 

πξάμεηο θαηά κέιε κεηαμχ δχν αληζψζεσλ. Όπσο θαίλεηαη απφ ηα γξαπηά ησλ 

καζεηψλ φζν δνχιεπε ν θαζέλαο μερσξηζηά, ζηελ πεξίπησζε ηεο αθαίξεζεο θαη ηεο 

δηαίξεζεο θαηά κέιε, δελ είραλ νδεγεζεί φινη ζηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα. Κάηη πνπ είλαη 

ινγηθφ, αθνχ ζε απηέο ηηο πξάμεηο, ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο αληζψζεσλ φπνπ κεηά ηελ 

πξάμε θαηά κέιε δελ αιιάδεη ε θνξά θαη άιιεο φπνπ αιιάδεη. Έηζη, θάπνηνη καζεηέο 

πνπ είραλ πάξεη κφλν έλα παξάδεηγκα, θαηέιεγαλ ζην φηη κπνξνχκε λα αθαηξέζνπκε 

ή λα δηαηξέζνπκε θαηά κέιε θαη λα δηαηεξείηαη ε ίδηα θνξά. Όηαλ φκσο ζπζηάζεθαλ 

νη νκάδεο, ηα απνηειέζκαηα ηνπ ελφο καζεηή ιεηηνπξγνχζαλ σο αληηπαξαδείγκαηα 

γηα ηνλ άιιν θαη κεηά απφ ηε ζπδήηεζε θαη αληηκεηψπηζε ησλ απνηειεζκάησλ ηνπο, 

φιεο νη νκάδεο νδεγήζεθαλ ζηα ίδηα, ζσζηά ζπκπεξάζκαηα. 

 

Σρήκα 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σρήκα 4 
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Σρήκα 5 

 

Απφ ηα απνηειέζκαηα θαίλεηαη φηη νη καζεηέο έρνπλ κεγάιε άλεζε ζην λα 

βξίζθνπλ αληηπαξαδείγκαηα γηα πξνηάζεηο πνπ δελ ηζρχνπλ. Δλψ φκσο απηφ αξθεί γηα 

λα απνξξηθζεί κία πξφηαζε, δελ είλαη αξθεηφ γηα λα απνδείμεη κία πξφηαζε πνπ 

ηζρχεη. Οη καζεηέο φκσο, αληηκεησπίδνπλ κε ηνλ ίδην ηξφπν ηηο πξνηάζεηο πνπ 

ηζρχνπλ ή πνπ δελ ηζρχνπλ. Έηζη, αξθεηά παξαδείγκαηα πνπ επαιεζεχνπλ κία 

πξφηαζε, φπνπ ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ε πξφηαζε είλαη ε εηθαζία ηνπο φηη 

ηζρχνπλ ε πξφζζεζε θαη ν πνιιαπιαζηαζκφο θαηά κέιε κεηαμχ αληζνηήησλ, αξθνχλ 
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γηα λα ηνπο πείζνπλ φηη ηζρχεη ε πξφηαζε. Γε βξίζθνπλ θάπνην παξάδεηγκα φπνπ λα 

κελ ηζρχεη ε πξφζζεζε θαη ν πνιιαπιαζηαζκφο θαηά κέιε, νπφηε ζπκπεξαίλνπλ φηη 

ηζρχεη πάληα.  

Μεηά απφ ηελ επεμεξγαζία ησλ γξαπηψλ θαη κε απηά ηα ζπκπεξάζκαηα, 

κπνξνχκε ινηπφλ λα θάλνπκε ηελ ππφζεζε φηη γηα ηα παηδηά: 

«Μία πξφηαζε ηζρχεη, αλ δελ ππάξρνπλ αληηπαξαδείγκαηα πνπ λα ηελ 

απνξξίπηνπλ». 

Η εξκελεία απηή έρεη επηξξνέο απφ ηα proof schemes ησλ Harel θαη Sowder θαη 

ζπγθεθξηκέλα ζεσξνχκε φηη νη καζεηέο έρνπλ αληίιεςε ηεο απφδεημεο φπσο 

πεξηγξάθεηαη απφ ηα εκπεηξηθά proof schemes, αθνχ ν ηξφπνο πνπ δηθαηνινγνχλ ηελ 

ηζρχ ή ηε κε ηζρχ ησλ πξνηάζεσλ θαίλεηαη λα ζηεξίδεηαη ζε ζηνηρεία απφ πνιιά 

παξαδείγκαηα θαη αληηπαξαδείγκαηα ησλ πξνηάζεσλ πνπ ηνπο δίλνληαη ή ησλ 

πξνηάζεσλ-εηθαζηψλ πνπ θάλνπλ γηα ηηο ηδηφηεηεο ησλ πξάμεσλ κεηαμχ ησλ 

αληζψζεσλ. 
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2
ν
 ζηάδην ηεο έξεπλαο – Α’ Λπθείνπ 

 

Αλνηρηό πξόβιεκα 1 (γεσκεηξηθό πιαίζην) 

 

 

Όιεο νη νκάδεο απάληεζαλ φηη νη δχν δηαδξνκέο είλαη ίζεο. Απφ ηελ απάληεζε 

ηνπ θάζε καζεηή ζην πξνζσπηθφ ηνπ θπιιάδην, θαίλεηαη φηη δελ είραλ αξρηθά φινη 

απηή ηελ άπνςε, αιιά κεηά ηε ζχλζεζε ησλ νκάδσλ θαη ηε ζπδήηεζε κεηαμχ ηνπο, ε 

θάζε νκάδα ζπκθψλεζε ζε απηή ηελ απάληεζε. 

Οη νκάδεο έθηαζαλ ζηελ εηθαζία φηη «νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο» κε δηάθνξνπο 

ηξφπνπο θαη ζηε ζπλέρεηα δηθαηνιφγεζαλ ηελ εηθαζία ηνπο πξνζπαζψληαο λα 

θαηαζθεπάζνπλ κηα καζεκαηηθή απφδεημε, φπσο παξνπζηάδεηαη ζηνλ παξαθάησ 

πίλαθα. Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη νη ηξφπνη κε ηνπο νπνίνπο νη καζεηέο νδεγνχληαη 

ζηελ εηθαζία φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο. Απφ εθεί θαη πέξα, εξεπλνχκε ζε πνηεο 

πεξηπηψζεηο νη καζεηέο νδεγνχληαη ζε καζεκαηηθή απφδεημε ηεο εηθαζίαο ηνπο θαη 

αλαιχνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν θαηαζθεπάδεηαη ε αληίζηνηρε απφδεημε. 

 

 

Σξόπνη παξαγσγήο εηθαζίαο θαη αληίζηνηρε απόδεημε 

 

α) Με κέηξεζε 

 

Αξθεηά άηνκα κέζα ζηηο νκάδεο, φπσο απνθαιχπηνπλ νη ερνγξαθήζεηο, 

πξφηεηλαλ λα κεηξήζνπλ ηελ θάζε απφζηαζε γηα λα δνπλ πνηα απφ ηηο δχν είλαη 

κεγαιχηεξε ή αλ είλαη ίζεο. Έηζη, βξήθαλ φηη θάζε απφζηαζε είλαη 19 εθαηνζηά θαη 

έθαλαλ ηελ εηθαζία φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο, αθφκε θαη ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο 

φπνπ, ιφγσ έιιεηςεο αθξίβεηαο, νη απνζηάζεηο δε βγαίλνπλ «αθξηβψο» ίζεο. Κάηη 

ηέηνην είλαη αξθεηφ γηα λα ηνπο νδεγήζεη ζηελ εηθαζία, δελ αξθεί φκσο γηα λα ην 

ρξεζηκνπνηήζνπλ σο απφδεημε, φπσο θαίλεηαη θαη απφ ην επφκελν παξάδεηγκα. 
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[Α1 – νκάδα 4] 

 

- Α: 19 βγαίλεη. Δίλαη ίζα. 

 […] 

- Κ: Γξάςε, είλαη ίζα, δηφηη… Γελ πξέπεη λα βγάινπκε κηα καζεκαηηθή 

απφδεημε; 

- Α: Ση ζα γίλεη ηψξα; 

- Κ: Ρε πείηε… 

- Κ: Πσο λα ην απνδείμνπκε φκσο; 

 

 

Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο αλαγλσξίδνπλ φηη κία καζεκαηηθή απφδεημε δε κπνξεί 

λα βαζίδεηαη ζηελ κέηξεζε. Γελ είλαη ζίγνπξν φκσο αλ γηα ηνπο ίδηνπο ε κέηξεζε 

αξθεί σο δηθαηνιφγεζε. Ξέξνπλ φηη δελ είλαη καζεκαηηθά απνδεθηή, φηη δελ απνηειεί 

απφδεημε, αιιά δελ είλαη μεθάζαξν αλ ε κέηξεζε αξθεί γηα λα ηνπο πείζεη, αθνχ φπσο 

θαίλεηαη απφ ηνπο δηαιφγνπο ηνπο, απνξξίπηνπλ ηε κέηξεζε σο κε απνδεθηή, φρη απφ 

ηνπο ίδηνπο, αιιά απφ ηνλ θαζεγεηή. Βιέπνπκε ινηπφλ φηη γηα ηνπο πεξηζζφηεξνπο 

καζεηέο ππάξρεη ε αλάγθε πεξάζκαηνο απφ ηελ εηθαζία φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο, 

ζηε καζεκαηηθή απφδεημε, φηαλ θηάλνπλ ζηελ εηθαζία κέζσ ηεο κέηξεζεο. Μφλν κία 

απφ ηηο νκάδεο δηθαηνιφγεζε ηελ απάληεζή ηεο ιέγνληαο φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο 

ιφγσ ηεο κέηξεζεο. Υαξαθηεξηζηηθά είλαη ηα επφκελα παξαδείγκαηα. 

 

 

[Α1 – νκάδα 4] 

 

- Κ: 2,5 + 5 + … = 19. 19 βγαίλεη, κπξάβν 

- Γ: Λνηπφλ γξάςε. Γηφηη, κεηξήζακε κε ην ραξαθάθη… 

- Κ: Γηαηί, δελ θάλεη λα κεηξήζνπκε; 

- Γ: Κχξηε! 

- Κ: Ρε! Άκα ηα πνχκε απηά x, λα δείρλακε φηη είλαη ίζα. 

- Γ: Κχξηε, κπνξνχκε λα ηα κεηξήζνπκε κε ραξαθάθη; 
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[Α1 – νκάδα 2] 

 

- Να ην κεηξήζσ; 

- Γε λνκίδσ φηη ην ζέκα είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ράξαθα… Ννκίδσ φηη 

ην δήηεκα ήηαλ λα γίλεη ρσξίο ράξαθα. 

 

 

β) Με πιήζνο θάζεησλ ηκεκάησλ 

 

Άιιε κηα κεξίδα καζεηψλ, θηάλεη ζηελ εηθαζία φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο, 

κεηξψληαο ηα θάζεηα κεηαμχ ηνπο «ζηελά» απφ ηα νπνία πέξαζε ν θάζε καζεηήο. 

Κάπνηνη απιά κεηξνχλ ηα νξηδφληηα θαη θάζεηα ζηελά θαη βξίζθνπλ φηη θαη νη δχν 

πέξαζαλ ζπλνιηθά απφ εθηά. Κάπνηνη άιινη, επεηδή δελ είλαη ίζα ηα νξηδφληηα κε ηα 

θάζεηα ζηελά, ηα ρσξίδνπλ ζε ηέζζεξα νξηδφληηα θαη ηξία θάζεηα θαη ππνζηεξίδνπλ 

φηη πέξαζαλ θαη νη δχν απφ ηξία νξηδφληηα θαη ηέζζεξα θάζεηα ζηελά. 

 

 

[Α1 – νκάδα 2] 

 

- Έθε: Η κία δηαδξνκή έρεη 7x θαη ε άιιε δηαδξνκή έρεη 7x. Άξα νη 

δηαδξνκέο είλαη ίζεο, άξα ηα παηδηά έρνπλ δηαλχζεη ίζα δηαζηήκαηα. 
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Σρήκα 6 

 

Σρήκα 7 
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Απηφο ν ηξφπνο ζθέςεο, θαίλεηαη φηη ρξεζηκνπνηείηαη απφ θάπνηεο νκάδεο ηφζν 

γηα λα θηάζνπλ ζηελ εηθαζία φζν θαη γηα ηελ θαηαζθεπή ηεο απφδεημεο. Οξηζκέλεο 

απφ ηηο νκάδεο απαληνχλ ζην εξψηεκα κε απφδεημε ην ίδην επηρείξεκα ιεθηηθά, ελψ 

άιιεο ρξεζηκνπνηνχλ απηφ ην ζθεπηηθφ ζηελ απφδεημή ηνπο, ηππνπνηψληαο ην φκσο 

κε καζεκαηηθφ ζπκβνιηζκφ, φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. Όζεο απφ απηέο ηηο 

νκάδεο δε ρξεζηκνπνίεζαλ ηνλ ίδην ζπιινγηζκφ γηα ηελ απφδεημε, ηελ θαηαζθεχαζαλ 

κε απέλαληη παξάιιεια ηκήκαηα (ν ηξφπνο απφδεημεο αλαιχεηαη παξαθάησ). 

Οη καζεηέο πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ απηφλ ηνλ ηξφπν ζθέςεο ηφζν γηα ηελ εηθαζία 

φζν θαη γηα ηελ απφδεημε, αθνινχζεζαλ ηνλ εμήο ζπιινγηζκφ: Σα νηθνδνκηθά 

«ηεηξάγσλα» ηνπ ζρήκαηνο πνπ δφζεθε, είλαη σο καζεκαηηθά ζρήκαηα, νξζνγψληα. 

Λίγνη καζεηέο ιφγσ ηεο κηθξήο δηαθνξάο κήθνπο ησλ άληζσλ πιεπξψλ, ζεψξεζαλ φηη 

φια είλαη ηεηξάγσλα, κέηξεζαλ γηα ηελ θάζε δηαδξνκή επηά ζηελά, πνπ αληηζηνηρνχλ 

ζε επηά πιεπξέο ηεηξαγψλνπ, θαη έηζη δηθαηνιφγεζαλ ηελ απάληεζή ηνπο. Απφ ηελ 

άιιε, νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο αλαγλψξηζαλ  ηα νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα σο 

νξζνγψληα θαη ρψξηζαλ ηηο δχν δηαδξνκέο ζε νξηδφληηα θαη θάζεηα ηκήκαηα. ΢ηελ 

ζπλέρεηα κέηξεζαλ γηα ηελ θάζε δηαδξνκή ηξία νξηδφληηα θαη ηέζζεξα θάζεηα ζηελά, 

πνπ αληηζηνηρνχλ ζε ηξείο νξηδφληηεο θαη ηέζζεξηο θάζεηεο πιεπξέο νξζνγσλίνπ, θαη 

έηζη δηθαηνιφγεζαλ φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο. 

Βιέπνπκε δειαδή, φηη αλ θαη νη καζεηέο απηήο ηεο θαηεγνξίαο θάλνπλ κηα 

απφδεημε κε ινγηθφ ζπιινγηζκφ ρξεζηκνπνηψληαο καζεκαηηθά ζχκβνια θαη ηδηφηεηεο 

(φπσο πξάμεηο θαηά κέιε), δελ δηθαηνινγνχλ θάπνηα βήκαηα ηεο απφδεημήο ηνπο, ηα 

νπνία ίζσο ζεσξνχλ πξνθαλή. Κάηη ηέηνην γίλεηαη κε ηελ αληηζηνίρηζε ζηελψλ κε 

πιεπξέο, φπνπ ελψ νη απνζηάζεηο απνηεινχληαη απφ «ζηελά», απηά είλαη ίζα ιφγσ 

ηζφηεηαο ησλ πιεπξψλ ησλ παξαιιεινγξάκκσλ πνπ απνηεινχλ ηα νηθνδνκηθά 

ηεηξάγσλα (είηε ηα ζεψξεζαλ ηεηξάγσλα είηε νξζνγψληα), ρσξίο φκσο λα ππάξρεη 

δηθαηνιφγεζε γηα απηή ηελ αληηζηνηρία. Δπίζεο νη καζεηέο, πάιη απζαίξεηα, ζεσξνχλ 

ίζα φια ηα παξαιιειφγξακκα ηνπ ζρήκαηνο. 

Αξθεηέο ήηαλ νη νκάδεο πνπ ελψ έθαλαλ εηθαζία κε ηνλ ηξφπν πνπ πεξηγξάθεθε, 

πξνρψξεζαλ ζε κηα πην απζηεξή καζεκαηηθή απφδεημε, νξίδνληαο ίζα απέλαληη 

παξάιιεια ηκήκαηα θαη απνδεηθλχνληαο φηη θάζε θνκκάηη ηεο κίαο δηαδξνκήο είλαη 

ίζν κε θάζε θνκκάηη ηεο άιιεο. Δίλαη κηα απφδεημε ζηελ νπνία δε ρξεηάδεηαη λα είλαη 

ηεηξάγσλα ηα νηθνδνκηθά «ηεηξάγσλα», αιιά νχηε θαη ίζα κεηαμχ ηνπο, φπσο 

αλαιχεηαη πεξηζζφηεξν ζηελ επφκελε θαηεγνξία καζεηψλ. 
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[Α1 – νκάδα 2] 

 

- Ναη αιιά είλαη ηεηξάγσλν;  

- Σεηξάγσλν δελ είλαη; ΢ην ηεηξάγσλν είλαη φιεο νη πιεπξέο ίζεο. 

- Φαίλεηαη κε ην κάηη, αιιά πνπ ην μέξνπκε; 

- Απηφ κε απηφ είλαη ίζα. Αιιά φρη απηφ κε απηφ (νη απέλαληη ίζεο θαη φρη νη 

δηαδνρηθέο). 

- Αο πνχκε φηη είλαη νξζνγψλην, πάιη απηή ε πιεπξά κε απηή ηελ πιεπξά 

δελ ζα είλαη ίζε;  

- Κχξηε είλαη ηεηξάγσλα; 
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Σρήκα 8 
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γ) Με απέλαληη παξάιιεια ηκήκαηα 

 

Αξθεηνί καζεηέο, νδεγνχληαη ζηελ εηθαζία φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο 

παξαηεξψληαο ίζα επζχγξακκα ηκήκαηα κεηαμχ ησλ δηαδξνκψλ ηνπ Νίθνπ θαη ηνπ 

Αιέμε. Απέλαληη απφ θάζε ηκήκα ηεο ζπλερφκελεο γξακκήο, νξίδεηαη έλα ίζν 

παξάιιειν ηκήκα ηεο δηαθεθνκκέλεο γξακκήο. Έηζη γίλεηαη κηα αληηζηνηρία ησλ 

ηκεκάησλ ηεο κίαο δηαδξνκήο δηαδνρηθά κε ηα ηκήκαηα ηεο άιιεο θαη νδεγνχληαη 

εχθνια νη καζεηέο ζηελ εηθαζία φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο. 

 

 

[Α1 – νκάδα 2] 

 

- Βάιηα: Λνηπφλ εγψ έθαλα άιιν. Βαζηθά ην ίδην είλαη. Έβαια γξάκκαηα, 

θαη είπα φηη απφ ην Α κέρξη ηε γσλία πάλσ (ην Β) είλαη αδ + εζη + δε είλαη 

φιν καδί ζαλ ην Β κέρξη ηελ θάησ γσλία. Άξα είλαη ίζα (έρεη ζπκβνιίζεη 

ηα θάζεηα ηκήκαηα ηεο κίαο δηαδξνκήο θαη ηα εμηζψλεη κε ην θάζεην 

ηκήκα ηεο άιιεο). Καη ε γε καδί κε ηε δζη θαη ηελ εδ είλαη ίζν κε ην βα 

(εμηζψλεη ηα νξηδφληηα ηκήκαηα ηεο κίαο δηαδξνκήο κε ηα νξηδφληην ηκήκα 

ηεο άιιεο). 

 

 

Απηφο είλαη ν πην καζεκαηηθά πιήξεο ηξφπνο ζθέςεο. Σα νηθνδνκηθά 

«ηεηξάγσλα» δε ρξεηάδεηαη λα είλαη ηεηξάγσλα, κπνξνχλ λα είλαη κφλν νξζνγψληα. 

Δπίζεο δε ρξεηάδεηαη λα είλαη φια ηα νξζνγψληα ίζα. Γηα λα ηζρχεη ε απφδεημε, αξθεί 

κφλν νη δξφκνη λα είλαη παξάιιεινη κεηαμχ ηνπο. Έηζη νη καζεηέο, θηηάρλνπλ ζηελ 

νπζία παξαιιειφγξακκα, φπνπ ε κία ηνπο πιεπξά είλαη ην θάζε ηκήκα ηεο δηαδξνκήο 

ηεο ζπλερφκελεο γξακκήο. Έηζη, αθνχ νη απέλαληη πιεπξέο ησλ παξαιιεινγξάκκσλ 

είλαη ίζεο, ηα κέξε ηεο κίαο δηαδξνκήο είλαη ίζα κε ηα κέξε ηεο άιιεο δηαδξνκήο, 

νπφηε ε κία δηαδξνκή (ην άζξνηζκα φισλ ησλ κεξψλ) είλαη ίζν κε ηελ άιιε 

δηαδξνκή. 
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[Α3 – νκάδα 1] 

 

- Λνηπφλ άθνπ, ζθέθηεθα. Όηη αλ ηξαβήμνπκε, απφ δσ.. αλ θέξνπκε επζεία 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα Α (ελλνεί ηελ νξηδφληηα δηαδξνκή ηεο 

δηαθεθνκκέλεο απφζηαζεο), ζα ρσξηζηεί ν άμνλαο Β ζε ηκήκαηα αλάινγα 

κε ηα θάζεηα ηκήκαηα, πνπ έξρνληαη θάζεηα ζηνλ άμνλα Α. 

- Γειαδή πάεη έηζη, θη έηζη. 

- Απηφ νιφθιεξν. Όρη, απηφ ην θνκκάηη κπνξνχκε λα ην πνχκε φηη είλαη ίζν 

κε απηφ. Καηάιαβεο; Απηά ηα ηκήκαηα πνπ είλαη θάζεηα ζηνλ άμνλα ηνπ 

Α, κπνξνχκε λα ηξαβήμνπκε επζεία λα ρσξίζεη ηνλ άμνλα Β, δειαδή λα 

είλαη ίζα ηα ηκήκαηα. 

- Ναη. 

- Όζν είλαη απηφ ην ηκήκα, ην ρσξίδνπκε, εδψ ην έρεη ήδε ρσξίζεη, φζν 

είλαη απηφ ην ηκήκα, θέξλεηο επζεία γηα λα θφςεηο ηνλ άμνλα Β. 
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Σρήκα 9 
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Όιεο νη νκάδεο πνπ έθαλαλ ηνλ παξαπάλσ ηξφπν ζθέςεο γηα ηελ παξαγσγή ηεο 

εηθαζίαο, ζηε ζπλέρεηα θαηαζθεχαζαλ κε ην ίδην ζθεπηηθφ θαη ηε καζεκαηηθή 

απφδεημε. Σππνπνίεζαλ ηνλ ηξφπν ζθέςεο ηνπο, ζπκβνιίδνληαο ηα επζχγξακκα 

ηκήκαηα ηεο θάζε δηαδξνκήο θαη αθνχ εμίζσζαλ ηα ίζα ηκήκαηα ηεο κίαο κε ηα ίζα 

ηκήκαηα ηεο άιιεο, απέδεημαλ φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο. Η απφδεημε πνπ έθαλαλ, 

δελ αλέθεξε φηη νη ηζφηεηεο ηζρχνπλ ιφγσ ηεο ηδηφηεηαο ησλ παξαιιεινγξάκκσλ. 

΢πλέβε θαη ζε απηή ηελ θαηεγνξία καζεηψλ, ην θαηλφκελν λα παίξλνπλ θάπνηα 

πξάγκαηα σο πξνθαλή θαη λα κε ζεσξνχλ φηη ππάξρεη αλάγθε λα ηα δηθαηνινγήζνπλ, 

λα αλαθεξζνχλ ζε θάηη ήδε γλσζηφ απφ ηα καζεκαηηθά γηα λα ππνζηεξίμνπλ ηνλ 

ηζρπξηζκφ ηνπο. Κακία νκάδα απφ απηέο πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ ηνλ ηξφπν απφδεημεο 

κε ηα παξαιιειφγξακκα, δελ είρε ζηελ απφδεημή ηεο ηε καζεκαηηθή ππνζηήξημε ηνπ 

γηαηί είλαη ίζα ηα απέλαληη παξάιιεια ηκήκαηα, αθνχ ζε θακία απφδεημε δελ ππήξρε 

θαλ αλαθνξά ζηνλ φξν παξαιιειφγξακκα. Μφλν φηαλ δεηήζεθε απφ ηνλ θαζεγεηή 

λα δηθαηνινγήζνπλ κε καζεκαηηθή νξνινγία θαη βαζηδφκελνη ζηηο ππάξρνπζεο 

γλψζεηο ηνπο ηελ ηζφηεηα ησλ απέλαληη ηκεκάησλ, απηνί αλέθεξαλ φηη ζρεκαηίδνληαη 

παξαιιειφγξακκα ζηα νπνία νη απέλαληη πιεπξέο είλαη ίζεο. 

Οη απνδείμεηο ησλ καζεηψλ είραλ κεγάιε πνηθηινκνξθία. Κάπνηνη απιά έγξαςαλ 

κφλν ιεθηηθά ην ζθεπηηθφ ηεο απφδεημεο, άιινη επηρεηξεκαηνιφγεζαλ 

ρξεζηκνπνηψληαο ζχκβνια γηα λα νξίζνπλ ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ζηα νπνία 

αλαθέξνληαλ θαη άιινη ρξεζηκνπνίεζαλ πην ηππηθφ ηξφπν απφδεημεο. Δίλαη 

αμηνπξφζεθην ην γεγνλφο φηη ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο νη καζεηέο δελ αθνινπζνχλ ηνλ 

δηδαγκέλν ηξφπν ζπκβνιηζκνχ, αιιά ζπκβνιίδνπλ κε δηθνχο ηνπο ηξφπνπο.  
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Αλνηρηό πξόβιεκα 2 (αιγεβξηθό πιαίζην) 

 

Αληηκεησπίδνληαο ηνπο καζεηέο ηνπ ζελαξίνπ, νη καζεηέο έθαλαλ θάπνηεο αξρηθέο 

εηθαζίεο γηα ην πξφζεκν ηεο παξάζηαζεο. Ο εξεπλεηήο έδηλε ζε θάζε νκάδα 

αληηπαξαδείγκαηα, δειαδή αξηζκνχο γηα ηνπο νπνίνπο δελ ίζρπε ε εηθαζία πνπ είραλ 

θάλεη, θαη γηα λα αληηκεησπίδνπλ ηα αληηπαξαδείγκαηα νη καζεηέο άιιαδαλ ηελ 

εηθαζία ηνπο. Μεηά απφ θάπνηα ζηάδηα (ιίγα γηα θάπνηεο νκάδεο θαη πεξηζζφηεξα γηα 

άιιεο), νη εηθαζίεο εμειίρζεθαλ θαη έθηαζαλ ζηελ ηειηθή ζσζηή εηθαζία φηη «ε 

παξάζηαζε είλαη ζεηηθή φηαλ ην x παίξλεη ηηκέο κηθξφηεξεο ηνπ -2 θαη κεγαιχηεξεο 

ηνπ 1». 

΢ηε ζπλέρεηα δεηήζεθε απφ ηνλ εξεπλεηή λα βξνπλ νη καζεηέο έλα γεληθφ 

θαλφλα, γηα ην πξφζεκν νπνηνπδήπνηε ηξησλχκνπ. Οη νκάδεο δπζθνιεχηεθαλ αξθεηά 

λα δηαηππψζνπλ έλαλ θαλφλα γεληθεχνληαο ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο, νπφηε ν 

εξεπλεηήο έδσζε πεξαηηέξσ βνήζεηα (φρη κφλν αληηπαξαδείγκαηα φπσο πξηλ). Η 

αληηκεηψπηζε ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ θαη ε εμέιημε ησλ εηθαζηψλ ησλ καζεηψλ, 

θαζψο θαη νη πηζαλνί ιφγνη ηεο αδπλακίαο γελίθεπζεο ηνπ ζπκπεξάζκαηνο, 

αλαιχνληαη παξαθάησ. 
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Αληηκεηψπηζε ηζρπξηζκψλ ησλ καζεηψλ ηνπ ζελαξίνπ 

 

Οη καζεηέο αξρηθά πξνζπάζεζαλ λα εθθξαζηνχλ γηα ηελ άπνςε ησλ ππνζεηηθψλ 

καζεηψλ ηνπ ζελαξίνπ, ΢ηάζε θαη ΢ηέιηνπ. 

΢ηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα επηρεηξεκαηνινγήζνπλ γηα ηελ νξζφηεηα απηψλ ησλ 

ηζρπξηζκψλ, έθηαζαλ ζε θάπνηεο εηθαζίεο, ηηο νπνίεο αλαδηακφξθσζαλ κεηά ηελ 

πξνζσπηθή ηνπο δηεξεχλεζε ζηηο ηηκέο ηεο παξάζηαζεο. Οη λέεο εηθαζίεο 

ζπδεηήζεθαλ κε ηνλ εξεπλεηή ν νπνίνο θπξίσο έζεηε αληηπαξαδείγκαηα θαη έηζη νη 

εηθαζίεο έθηαζαλ ζηελ ηειηθή ηνπο κνξθή. 

 

 

Αληηκεηψπηζε άπνςεο 1
νπ

 καζεηή ηνπ ζελαξίνπ 

 

Η πιεηνςεθία ησλ καζεηψλ δήισζε πσο ε άπνςε ηνπ ΢ηάζε δελ είλαη ζσζηή, 

βξίζθνληαο έλα αληηπαξάδεηγκα, κηα ηηκή ηνπ x γηα ηελ νπνία ε παξάζηαζε Α είλαη 

αξλεηηθή ή ηζνχηαη κε ην κεδέλ. 

Κάπνηνη καζεηέο, αληηκεησπίδνληαο ην αληηπαξάδεηγκα πνπ βξήθαλ, απέξξηςαλ 

ηελ άπνςε ηνπ ΢ηάζε, ραξαθηεξίδνληάο ηελ σο ιάζνο. Άιινη καζεηέο φκσο, 

δήισζαλ πσο ε άπνςε ηνπ ΢ηάζε είλαη ζσζηή, εθηφο απφ ηελ ηηκή γηα ηελ νπνία 

βξήθαλ φηη ε παξάζηαζε Α είλαη αξλεηηθή ή κεδέλ, φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ 

απφζπαζκα ηνπ γξαπηνχ ελφο καζεηή. 

Η απάληεζή ηνπο γηα ηε γλψκε ηνπ πξψηνπ καζεηή ηνπ ζελαξίνπ, δελ ηνπο 

νδήγεζε ζε θάπνηα εηθαζία γηα ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε δνζείζα παξάζηαζε 

είλαη ζεηηθή. 

 

Σρήκα 10 
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Αληηκεηψπηζε 2
νπ

 καζεηή ηνπ ζελαξίνπ 

 

Οη καζεηέο απνθάλζεθαλ θαη γηα ηελ άπνςε ηνπ ΢ηέιηνπ, βξίζθνληαο ηηο 

πεξηζζφηεξεο θνξέο σο αληηπαξάδεηγκα ηελ ηηκή 1 γηα ην x, γηα ηελ νπνία ε 

παξάζηαζε κεδελίδεηαη ή βξίζθνληαο κία ηηκή κηθξφηεξε απφ ην 1, γηα ηελ νπνία ε 

παξάζηαζε είλαη ζεηηθή. 

 

Έηζη, νη ζρεδφλ φινη νη καζεηέο, δήισζαλ φηη ε άπνςε ηνπ δεχηεξνπ καζεηή ηνπ 

ζελαξίνπ δελ είλαη ζσζηή, φηη δειαδή δελ ηζρχεη φηη ε παξάζηαζε Α είλαη ζεηηθή γηα 

ηηκέο ηνπ x απφ 1 θαη κεγαιχηεξεο, αθνχ γηα ηελ ηηκή 1 ε παξάζηαζε κεδελίδεηαη.  

Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε φκσο, δελ απνξξίθζεθε απφ φινπο ε άπνςε ηνπ 

΢ηέιηνπ, αθνχ θάπνηνη ηε ραξαθηήξηζαλ σο «ελ κέξεη ζσζηή», κε ηε δηθαηνιφγεζε 

φηη ε άπνςε απηή είλαη ζσζηή εθηφο απφ ηελ ηηκή x=1 γηα ηελ νπνία βξήθαλ φηη ε 

παξάζηαζε Α είλαη ίζε κε ην κεδέλ, φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ απφζπαζκα. 

 

Σρήκα  11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οη καζεηέο πνπ βξήθαλ έλαλ ή πεξηζζφηεξνπο αξηζκνχο κηθξφηεξνπο απφ ην 1 γηα 

ηνπο νπνίνπο ε παξάζηαζε Α παίξλεη ζεηηθή ηηκή, δήισζαλ φηη ε άπνςε ηνπ ΢ηέιηνπ 

είλαη ιάζνο, αθνχ ηζρπξίδεηαη φηη ε παξάζηαζε είλαη ζεηηθή κφλν αλ ζην x βάινπκε 

αξηζκνχο απφ ην 1 θαη πάλσ. Μφλν έλαο καζεηήο απηήο ηεο θαηεγνξίαο ππνζηήξημε 
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φηη ε άπνςε ηνπ ΢ηέιηνπ είλαη ζσζηή, ιέγνληαο φκσο φηη «ν ΢ηέιηνο είλαη ζσζηφο, 

γηαηί φπνηνλ αξηζκφ λα βάινπκε απφ ην 1 θαη κεηά βγαίλεη ζεηηθφο, αιιά φκσο θαη 

φπνηνο αξηζκφο είλαη κηθξφηεξνο απφ ην -1». 

Η αληηκεηψπηζε ηεο άπνςεο ηνπ δεχηεξνπ καζεηή ηνπ ζελαξίνπ, νδήγεζε ηνπο 

καζεηέο αξρηθά ζηελ εηθαζία φηη «ε παξάζηαζε είλαη ζεηηθή γηα ηηκέο ηνπ x 

κεγαιχηεξεο ηνπ 1» ή «φηη ε παξάζηαζε είλαη ζεηηθή γηα ηηκέο ηνπ x κεγαιχηεξεο ηνπ 

2». 

 

 

Γηεξεχλεζε ηνπ πξνζήκνπ ηεο παξάζηαζεο απφ ηνπο καζεηέο 

 

Σν εξψηεκα δεηνχζε απφ ηνπο καζεηέο εθηφο απφ ην λα εμεηάζνπλ ηελ νξζφηεηα 

ησλ ηζρπξηζκψλ ησλ ππνζεηηθψλ καζεηψλ, λα δψζνπλ θαη ηε δηθή ηνπο άπνςε γηα ην 

πξφζεκν ηεο ζπλάξηεζεο. Οη καζεηέο ήηαλ αξθεηά εμνηθεησκέλνη κε ην λα βξίζθνπλ 

ηηο ξίδεο ελφο ηξησλχκνπ, αθνχ ην είραλ δηδαρζεί πξφζθαηα, θαη γηα πνιινχο ήηαλ ην 

πξψην πξάγκα πνπ έθαλαλ ζηελ ελαζρφιεζή ηνπο κε ηελ παξάζηαζε. Με ηηο ξίδεο 

ηνπ ηξησλχκνπ θαη κε ηηο αξρηθέο δνθηκέο σο έλαπζκα, νη καζεηέο άξρηζαλ λα 

εμεξεπλνχλ ην πξφζεκν ηεο παξάζηαζεο, αληηθαζηζηψληαο δηάθνξεο ηηκέο ζην x. 

Αμηνζεκείσην είλαη φηη θαλέλαο καζεηήο δελ ζρεδίαζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

αληίζηνηρεο ζπλάξηεζεο. 

Οη καζεηέο νδεγήζεθαλ ζε δηάθνξεο εηθαζίεο θαη ζηε ζπλέρεηα ζπδήηεζαλ κε ηνλ 

εξεπλεηή, ν νπνίνο ηνπο εκθάληδε αληηπαξαδείγκαηα, ψζηε κε ηελ αληηκεηψπηζή ηνπο 

λα νδεγεζνχλ ζε λέεο, βειηησκέλεο εηθαζίεο. Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ελδεηθηηθά 

φιεο νη εηθαζίεο πνπ παξνπζηάζηεθαλ απφ ηηο δηάθνξεο νκάδεο ησλ καζεηψλ θαη ε 

αληηκεηψπηζε θαη εμέιημή ηνπο κεηά απφ θάζε αληηπαξάδεηγκα ηνπ εξεπλεηή.  

 

 

1
ε
 εηθαζία: «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή αλ ζην x βάινπκε ηηκέο πάλσ απφ ην 2.» 

 

Μεηά ηελ ελαζρφιεζή ηνπο κε ηνπο ηζρπξηζκνχο ησλ καζεηψλ ηνπ ζελαξίνπ, νη 

καζεηέο είραλ βειηηψζεη ηελ άπνςε ηνπ δεχηεξνπ ππνζεηηθνχ καζεηή, εμαηξψληαο 

ηελ ηηκή 1 γηα ην x. Λφγσ φκσο ηνπ πνιπζπδεηεκέλνπ δεηήκαηνο ηεο κε θαηαλφεζεο 

ηεο ππθλφηεηαο ησλ ξεηψλ, έθαλαλ ην ζπρλφ ιάζνο λα ζεσξήζνπλ ηνλ 2 σο ηνλ 

επφκελν αξηζκφ απφ ην 1. 
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Σρήκα 12 

 

Σν αληηπαξάδεηγκα ηνπ εξεπλεηή ήηαλ: «Πνηα είλαη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο αλ ην 

αληηθαηαζηήζνπκε ην x κε ην 1,5;» 

Οη καζεηέο αληηθαηέζηεζαλ ηελ ηηκή θαη βξήθαλ φηη θαη γη’ απηήλ ε παξάζηαζε 

είλαη ζεηηθή, αιιά κε αθνξκή απηφ ην αληηπαξάδεηγκα, ζθέθηεθαλ φηη ππάξρνπλ θαη 

άιινη αξηζκνί κεηαμχ ηνπ 1 θαη ηνπ 2, νπφηε αλαδηακφξθσζαλ ηελ εηθαζία: 

 

2
ε
 εηθαζία: «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή αλ ζην x βάινπκε ηηκέο πάλσ απφ ην 1.» 

 

Σρήκα 13 

 

Οη καζεηέο νδεγήζεθαλ ζε απηή ηελ εηθαζία θπξίσο ιφγσ ηεο απφξξηςεο ηεο 

άπνςεο ηνπ δεχηεξνπ καζεηή ηνπ ζελαξίνπ, φπσο είπακε θαη παξαπάλσ. 

Σν αληηπαξάδεηγκα ηνπ εξεπλεηή απηή ηε θνξά ήηαλ: «Πνηα ζα είλαη ε ηηκή ηεο 

παξάζηαζεο αλ ζην x βάινπκε ηελ ηηκή -5;» 

Πάιη νη καζεηέο αληηθαηέζηεζαλ απηή ηελ ηηκή θαη είδαλ φηη ε παξάζηαζε είλαη 

ζεηηθή. Απηφ ην αληηπαξάδεηγκα ήηαλ αξθεηά πην δηαθσηηζηηθφ, ίζσο λα κπνξνχζε λα 

ραξαθηεξηζηεί θαη σο παξάδεηγκα ζηξνθήο (pivotal example), γηαηί νη καζεηέο είδαλ 

φηη δελ είλαη κφλν νη αξηζκνί κεγαιχηεξνη απφ ην 1 πνπ θάλνπλ ηελ παξάζηαζε 

ζεηηθή, αιιά θαη φηη θάησ απφ ην 1 ε παξάζηαζε κπνξεί λα είλαη θαη ζεηηθή θαη 

αξλεηηθή. Έηζη άξρηζαλ λα αληηθαζηζηνχλ ζην x αθφκε πεξηζζφηεξεο ηηκέο. 

 

3
ε
 εηθαζία: «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή αλ ζην x βάινπκε ηηκέο πάλσ απφ ην 1 θαη 

θάησ απφ ην -3.»   ή   «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή αλ ζην x βάινπκε ηηκέο 

κεγαιχηεξεο απφ ην 2 ή κηθξφηεξεο απφ ην -3.»    
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Σρήκα 14 

 

 

 

 

 

 

Μεηά απφ απηφ ην αληηπαξάδεηγκα πνπ έδεημε ζηνπο καζεηέο φηη ην πξφζεκν ηεο 

είλαη πεξηζζφηεξν ζχλζεην απφ φηη ζηελ αξρή πίζηεπαλ, νη καζεηέο έιεγμαλ αξθεηνχο 

αξλεηηθνχο αξηζκνχο, φπνπ είδαλ φηη ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ζεηηθή θαη 

απμάλεηαη, φζν πην κηθξφο είλαη ν αξηζκφο πνπ αληηθαζίζηαηαη. Διέγρνληαο αξηζκνχο 

κεγαιχηεξνπο απφ ην -5, είδαλ φηη γηα ηελ ηηκή -3 ε παξάζηαζε είλαη ζεηηθή ελψ γηα 

ηελ ηηκή -2 ε παξάζηαζε κεδελίδεηαη, νπφηε φπσο θαη ζηελ πξψηε εηθαζία, δε 

ζθέθηεθαλ ηνπο αξηζκνχο αλάκεζα απφ ην -3 θαη ην -2. Αληηπαξάδεηγκα απφ ηνλ 

εξεπλεηή ήηαλ λα ηνπο ξσηήζεη γηα ηνλ αξηζκφ -1,5, ην νπνίν έθαλε ηνπο καζεηέο λα 

αλαδηακνξθψζνπλ ηελ εηθαζία ηνπο θαη λα θαηαιήμνπλ πηα ζην ζσζηφ ζπκπέξαζκα 

φηη: 

 

4
ε
 (ζσζηή) εηθαζία: «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή αλ ζην x βάινπκε ηηκέο πάλσ απφ ην 

1 θαη θάησ απφ ην -2.» 

 

Σρήκα 15 

 

 

Μία άιιε νκάδα καζεηψλ, δνθίκαζε δηάθνξεο ηηκέο ζηελ παξάζηαζε θαη βξήθε 

κφλν ηηο ξίδεο -2, 1 νη νπνίεο κεδελίδνπλ ηελ παξάζηαζε θαη ηνλ αξηζκφ -1 πνπ ηελ 

θάλεη αξλεηηθή, νπφηε ζρεκάηηζε ηελ εηθαζία φηη: 
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5
ε
 εηθαζία: «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή γηα φινπο ηνπο αξηζκνχο, εθηφο απφ ην -1, ην 

1 θαη ην -2» 

 

Σρήκα 16 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο εξεπλεηήο ζε απηή ηελ πεξίπησζε, έζεζε σο αληηπαξαδείγκαηα ηνπο αξηζκνχο 0 

θαη 0,5, φπνπ δνθηκάδνληάο ηνπο νη καζεηέο απηήο ηεο νκάδαο, ζπκπέξαλαλ φηη 

ππάξρνπλ θαη άιινη αξηζκνί πνπ θάλνπλ ηελ παξάζηαζε αξλεηηθή θαη έηζη έθηαζαλ 

θαη απηνί ζην ζσζηφ ζπκπέξαζκα (ηελ 4
ε
 εηθαζία). 

 

6
ε
 εηθαζία: «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή γηα ηηκέο ηνπ x κεγαιχηεξεο απφ ην 1 θαη 

κηθξφηεξεο απφ ην -1» 

 

Σρήκα 17 

 

 

 

 

 

 

7
ε
 εηθαζία: «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή γηα ηηκέο ηνπ x κεγαιχηεξεο απφ ην 2 θαη 

κηθξφηεξεο απφ ην -2» 

 

 



 57 

Σρήκα 18 

 

 

 

 

 

 

 

Απηέο νη δχν ηειεπηαίεο εηθαζίεο έρνπλ ζσζηφ ην έλα άθξν ηνπ δηαζηήκαηνο θαη 

ιάζνο ην άιιν, ραξαθηεξηζηηθφ ηεο ζχγρπζεο πνπ ππήξρε ζρεηηθά κε ηνλ «επφκελν» 

ελφο αξηζκνχ. Οη εηθαζίεο απηέο αληηκεησπίζηεθαλ κε ην ίδην ηξφπν, κε 

αληηπαξαδείγκαηα απφ ηνλ εξεπλεηή πνπ νδήγεζαλ ηειηθά ηνπο καζεηέο ζηελ ηειηθή, 

νξζή εηθαζία γηα ην πξφζεκν ηεο παξάζηαζεο. 

 

Σα αληηπαξαδείγκαηα ηνπ εξεπλεηή, νδήγεζαλ ηειηθά ηνπο καζεηέο ζην ζσζηφ 

ζπκπέξαζκα γηα ηε ζπγθεθξηκέλε παξάζηαζε. Γηα λα αληηκεησπίζνπλ ηα 

αληηπαξαδείγκαηα, φπσο είδακε ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο εμαηξνχζαλ ηνπο αξηζκνχο νη 

νπνίνη απέξξηπηαλ ηελ εηθαζία ηνπο, ελψ ζε άιιεο άιιαδαλ ηελ εηθαζία ψζηε λα 

«ρσξέζεη» θαη ηνπο λένπο αξηζκνχο. Γηα λα γίλεη πεξηζζφηεξν θαηαλνεηφ ην πξφζεκν 

ηεο παξάζηαζεο, ν εξεπλεηήο ζα κπνξνχζε λα δεηήζεη λα ζρεδηάζνπλ νη καζεηέο ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ή λα θάλνπλ ηελ επζεία ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη εθεί λα 

ζεκεηψλνπλ ην πξφζεκν πνπ βξίζθνπλ γηα θάζε ηηκή. Κάηη ηέηνην ήηαλ φκσο εθηφο 

πιαηζίνπ ηεο παξνχζαο έξεπλαο, ε νπνία δελ είρε ζθνπφ λα πξαγκαηνπνηήζεη έλα 

δηδαθηηθφ κάζεκα κε ηα ζπλεζηζκέλα κέζα, αιιά λα αθήζεη ηνπο καζεηέο 

ειεχζεξνπο, κε ηα κέζα πνπ απηνί ζα δηάιεγαλ, λα εξεπλήζνπλ ην πξφβιεκα. 

Τπήξμαλ επίζεο δχν πεξηπηψζεηο καζεηψλ, φπνπ εξγάζηεθαλ κφλνη ηνπο, κε 

ζπζηεκαηηθφ ηξφπν θαη έθηαζαλ ζην ζσζηφ ζπκπέξαζκα γηα ην πξφζεκν ηεο 

παξάζηαζεο πνπ ηνπο δφζεθε ρσξίο λα ρξεηαζηεί ε παξέκβαζε ηνπ εξεπλεηή. Σα 

απαληεηηθά ηνπο θπιιάδηα παξνπζηάδνληαη παξαθάησ. 
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Σρήκα 19 
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Σρήκα 20α 

 

Σρήκα 20β 
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Γελίθεπζε ηνπ ζπκπεξάζκαηνο 

 

Αθνχ νη καζεηέο βξήθαλ ηη ζπκβαίλεη κε ην ζπγθεθξηκέλν ηξηψλπκν, ν εξεπλεηήο 

δήηεζε απφ ηηο νκάδεο λα βξνπλ έλα γεληθφ θαλφλα, γηα ην ηη ζπκβαίλεη κε ην 

πξφζεκν νπνηνπδήπνηε ηξησλχκνπ (ηεο ζπγθεθξηκέλεο κνξθήο, δειαδή κε ζεηηθφ 

ζπληειεζηή ηνπ δεπηεξνβάζκηνπ φξνπ θαη δχν ξίδεο, φπσο ζην παξάδεηγκα πνπ ηνπο 

δφζεθε). 

Σα παηδηά αληηκεηψπηζαλ δπζθνιία λα βξνπλ έλαλ γεληθφ θαλφλα. Δλψ είραλ βξεη 

φηη ην ηξηψλπκν πνπ ηνπο δφζεθε είλαη ζεηηθφ γηα ηηκέο κεγαιχηεξεο ηνπ 1 θαη 

κηθξφηεξεο ηνπ -2, δε θαίλεηαη λα είραλ ζην κπαιφ ηνπο φηη ην 1 θαη ην -2 είλαη νη 

ξίδεο ηνπ ηξησλχκνπ. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ, φπσο θαίλεηαη απφ γξαπηά ησλ καζεηψλ, 

φηη νη καζεηέο αληηθαζηζηνχζαλ ζηελ παξάζηαζε ηηο ξίδεο πνπ είραλ βξεη πην πξηλ, 

γηα λα δνπλ ην απνηέιεζκα ηεο παξάζηαζεο. Μάιηζηα ζε ζρεηηθή ζπδήηεζε πνπ 

έθαλε ν εξεπλεηήο, θαλέλαο καζεηήο δελ απάληεζε ακέζσο, ρσξίο λα θάλεη πξάμεηο, 

ζηελ εξψηεζε «πνηα ζα είλαη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο αλ αληηθαηαζηήζνπκε ζην x ηηο 

ξίδεο ηεο». Έηζη, νη αξηζκνί 1 θαη -2 δελ έιεγαλ θάηη γηα ηνπο καζεηέο, εηδηθά κεηά 

απφ ηε δνθηκή αξθεηψλ άιισλ αξηζκψλ. 

Μεηά απφ θάπνηα ζθέςε θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ εξεπλεηή κε εξσηήζεηο φπσο, «ηη 

είλαη ην 1 θαη ην -2 γηα ηελ παξάζηαζε» ή «αλ κία άιιε παξάζηαζε κεδεληδφηαλ γηα 

ηηο ηηκέο 2 θαη 3, γηα πνηνπο αξηζκνχο ζα ήηαλ ζεηηθή;», ηέζζεξηο (απφ ηηο ζπλνιηθά 

δψδεθα) νκάδεο καζεηψλ εμέθξαζαλ έλα γεληθφ θαλφλα κε δηάθνξνπο ηξφπνπο: 

 

 «Οπφηε κηα εμίζσζε 2
νπ

 βαζκνχ είλαη ζεηηθή φηαλ ην x παίξλεη ηηκέο 

κεγαιχηεξεο απφ ην κεγαιχηεξν ζεκείν πνπ κεδελίδεηαη ε εμίζσζε θαη φηαλ 

παίξλεη ηηκέο κηθξφηεξεο απφ ην κηθξφηεξν ζεκείν πνπ κεδελίδεηαη ε εμίζσζε» 

 

 «Η παξάζηαζε είλαη ζεηηθή γηα θάζε x κεγαιχηεξν απφ ηελ κεγαιχηεξε ξίδα 

ηεο παξάζηαζεο θαη γηα θάζε x κηθξφηεξν απφ ηε κηθξφηεξε ξίδα ηεο» 

 

 «Γηα θάζε παξάζηαζε νη ξίδεο ηεο ηε κεδελίδνπλ, νη αξηζκνί αλάκεζα απφ ηηο 

ξίδεο ηελ θάλνπλ αξλεηηθή, φινη νη ππφινηπνη αξηζκνί ηελ θάλνπλ ζεηηθή» 

 

 «Όηαλ νη ξίδεο καο δίλνπλ κεδέλ ζηελ απάληεζε ηφηε αλάκεζα ηνπο καο δίλνπλ 

πάληα αξλεηηθφ αξηζκφ ελψ: 
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  -  αλ ην x είλαη κηθξφηεξν απφ ηελ κηθξφηεξε ξίδα ηφηε βγαίλεη ζεηηθφο αξηζκφο 

  - αλ ην x είλαη κεγαιχηεξν απφ ηελ κεγαιχηεξε ξίδα ηφηε βγαίλεη ζεηηθφο  

  -  αξηζκφο» 

 

Σρήκα 21α 

 

 Σρήκα 21β 

 

 Σρήκα 21γ 

 

Σρήκα 21δ 
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Σν ηειεπηαίν ζηάδην ηεο έξεπλαο, δείρλεη φηη νη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ ηα 

αληηπαξαδείγκαηα πνπ ζπγθξνχνληαη κε ηηο πξνζσπηθέο ηνπο εηθαζίεο κε ηελ ίδηα 

άλεζε πνπ νη ίδηνη βξίζθνπλ αληηπαξαδείγκαηα γηα εηθαζίεο πνπ ηνπο δίλνληαη.  

Απφ κία αξρηθή εηθαζία πνπ έθαλαλ, έθηαζαλ κεηά απφ δηαδνρηθέο εηθαζίεο ζηελ 

ηειηθή, νξζή εηθαζία γηα ην πξφβιεκα, κε κφλν κέζν βνήζεηαο ηα αληηπαξαδείγκαηα 

απφ ηνλ εξεπλεηή.  

Σα αληηπαξαδείγκαηα πνπ ζπγθξνχνληαλ κε ηηο πξνζσπηθέο ηνπο εηθαζίεο 

αληηκεησπίζηεθαλ, κε ηελ νπηηθή ηνπ Lakatos, κε δχν ηξφπνπο: 

- Με εμαίξεζε ηεο ηηκήο πνπ απέξξηπηε ηελ εηθαζία ηνπο 

- Με αλαδηαηχπσζε ηεο εηθαζίαο 

Έηζη, φπσο είδακε παξαπάλσ, κία απφ ηηο νκάδεο δήισζε πσο ε παξάζηαζε είλαη 

ζεηηθή γηα φινπο ηνπο αξηζκνχο, εθηφο απφ απηνχο πνπ ηε κεδελίδνπλ θαη θάπνηνπο 

γηα ηνπο νπνίνπο είλαη αξλεηηθή, ελψ ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο γηλφηαλ αλαδηαηχπσζε 

ηεο εηθαζίαο, ψζηε λα ζπκπεξηιακβάλεη θαη ην αληηπαξάδεηγκα ηνπ εξεπλεηή, ην 

νπνίν πηα, κε ηε λέα εηθαζία, απφ αληηπαξάδεηγκα ηεο πξνεγνχκελεο εηθαζίαο, 

γηλφηαλ παξάδεηγκα ηεο λέαο. 

Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο θαίλεηαη λα έρνπλ εκπεηξηθή αληίιεςε ηεο απφδεημεο, 

ππφ ηελ νπηηθή ησλ proof schemes ησλ Harel θαη Sowder, αθνχ ρξεζηκνπνηνχλ θαηά 

θφξνλ παξαδείγκαηα θαη αληηθαηαζηάζεηο ζηηο αιγεβξηθέο παξαζηάζεηο. Λίγνη ήηαλ 

νη καζεηέο νη νπνίνη πξνζπάζεζαλ λα εμεξεπλήζνπλ  ηελ αιγεβξηθή παξάζηαζε κε 

ηξφπν ν νπνίνο θαλεξψλεη αληίιεςε εμσηεξηθήο πεπνίζεζεο. ΢ηα γξαπηά ηνπο, φπσο 

παξνπζηάδνπκε ζηα παξαθάησ ζρήκαηα, ρξεζηκνπνηνχλ δηαδηθαζίεο πνπ μέξνπλ απφ 

πξνεγνχκελεο ελφηεηεο, νη νπνίεο δελ έρνπλ θαλέλα λφεκα θαη απερνχλ ηε κε 

θαηαλφεζή ηνπο ζην ρεηξηζκφ απηψλ ησλ ζπκβφισλ. 

 

Σρήκα 22α 
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Σρήκα 22β 

 

 

Σειηθά, κε ηελ αληηκεηψπηζε φισλ ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ, νη καζεηέο 

νδεγήζεθαλ απφ κηα απιή εηθαζία, ζε φιν θαη πην ζχλζεηεο, νη νπνίεο αληηκεηψπηδαλ 

ηα αληηπαξαδείγκαηα ηνπ εξεπλεηή. Μηα ηέηνηα δηαδηθαζία ζε πξαγκαηηθή 

δηδαζθαιία ζηελ ηάμε, ζα κπνξνχζε λα ζπλερηζηεί, δίλνληαο ζηνπο καζεηέο 

παξαζηάζεηο ηξησλχκσλ ηα νπνία ζα κπνξνχζαλ λα έρνπλ κία ή θακία ξίδα, ψζηε λα 

αλαθαιχςνπλ κε ηνλ ίδην ηξφπν ηη ζπκβαίλεη θαη ζε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο. Ακέζσο 

κεηά, ζα κπνξνχζε λα παξνπζηαζηεί έλα ηξηψλπκν κε αξλεηηθφ ζπληειεζηή ηνπ 

δεπηεξνβάζκηνπ φξνπ, ην νπνίν ζα ήηαλ έλα θαζνιηθφ αληηπαξάδεηγκα (αθνχ ηα 

πξφζεκα ζα ήηαλ ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο αληίζεηα) θαη ζα απέξξηπηε φιεο ηηο κέρξη 

ηφηε εηθαζίεο θαη θαλφλεο πνπ ζα είραλ βξεη νη καζεηέο, νδεγψληαο ηνπο ζηνλ γεληθφ 

θαλφλα πξνζήκνπ ηνπ ηξησλχκνπ. 
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΢πκπεξάζκαηα 

 

Σα απνηειέζκαηα ηνπ πξψηνπ ζηαδίνπ ηεο έξεπλαο καο δείρλνπλ φηη νη καζεηέο 

βξίζθνπλ εχθνια αληηπαξαδείγκαηα γηα λα απνξξίςνπλ πξνηάζεηο πνπ δελ ηζρχνπλ. 

Γίλνπλ ζπλήζσο έλα κφλν αληηπαξάδεηγκα ηεο πξφηαζεο ζην νπνίν ηζρχεη ε ππφζεζε 

θαη φρη ην ζπκπέξαζκα θαη έηζη θαηαιήγνπλ ζην ζπκπέξαζκα φηη ε πξφηαζε δελ 

ηζρχεη ή δελ ηζρχεη πάληα, φπσο είδακε θαη παξαπάλσ ζηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ. 

Αλεμαξηήησο ηνπ επηπέδνπ γλψζεσλ, θαίλεηαη φηη φινη νη καζεηέο κπνξνχλ λα βξνπλ 

αληηπαξαδείγκαηα γηα απιέο πξνηάζεηο, ρσξίο λα ηνπο δεηείηαη ζπγθεθξηκέλα λα 

βξνπλ αληηπαξαδείγκαηα. Σα αληηπαξαδείγκαηα εηζάγνληαη απφ ηνπο καζεηέο σο 

αηηηνιφγεζε ζην αλ ηζρχεη ή φρη ε πξφηαζε πνπ ηνπο δίλεηαη. Φαίλεηαη ινηπφλ πσο 

είλαη θάηη αξθεηά εχθνιν γη' απηνχο, έλα εξγαιείν, έλα είδνο επηρεηξήκαηνο γηα λα 

ζηεξίμνπλ κία άπνςε.  

Σα αληηπαξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχλ γηα λα απνξξίςνπλ κηα πξφηαζε, 

νδεγνχλ έλα κέξνο ησλ καζεηψλ ζε δηαηχπσζε λέαο, νξζήο πξφηαζεο, φπσο είδακε 

ζηηο πξψηεο πξνηάζεηο πνπ δελ ηζρχνπλ. Γνθηκάδνληαο αξθεηά παξαδείγκαηα θαη 

αληηπαξαδείγκαηα ηεο εηθαζίαο πνπ ηνπο δίλεηαη, έρνπλ κηα γεληθή εηθφλα θαη, πάιη 

ρσξίο λα ηνπο δεηείηαη, αλαδηακνξθψλνπλ ηελ εηθαζία πνπ ηνπο δφζεθε θαη 

δηαηππψλνπλ ηε "ζσζηή" εθδνρή ηεο. Η "απφδεημε" γηα ηνπο καζεηέο απηήο ηεο λέαο 

εηθαζίαο πνπ δηαηππψλνπλ, έγθεηηαη ζηα αξθεηά παξαδείγκαηα θαη αληηπαξαδείγκαηα 

πνπ ρξεζηκνπνηνχλ, ηα νπνία ηελ επηβεβαηψλνπλ. Απηφ γίλεηαη πεξηζζφηεξν θαλεξφ 

ζην αλνηρηφ εξψηεκα γηα ηηο ηδηφηεηεο ησλ πξάμεσλ κεηαμχ αληζνηήησλ, φπνπ νη 

καζεηέο ζεσξνχλ σο εηθαζίεο πνπ δελ ηζρχνπλ απηέο γηα ηηο νπνίεο κπνξνχλ λα βξνπλ 

έλα αληηπαξάδεηγκα θαη σο εηθαζίεο πνπ ηζρχνπλ απηέο γηα ηηο νπνίεο φια ηα 

παξαδείγκαηα πνπ κπνξνχλ λα ζθεθηνχλ ηηο επαιεζεχνπλ, ή θαιχηεξα, απηέο γηα ηηο 

νπνίεο δελ ππάξρνπλ αληηπαξαδείγκαηα πνπ λα ηηο απνξξίπηνπλ. Γειαδή γηα ηηο 

πεξηπηψζεηο πνπ ηζρχεη κία πξφηαζε, νη καζεηέο βξίζθνληαο θάπνην παξάδεηγκα πνπ 

ηελ επαιεζεχεη μεθηλνχλ κε θάπνηα εηθαζία ζρεηηθά κε ηελ ηζρχ ηεο θαη ζηε ζπλέρεηα 

παίξλνπλ πεξηζζφηεξα παξαδείγκαηα ζε κηα πξνζπάζεηα φρη ηφζν λα βξνπλ 

παξαδείγκαηα πνπ λα ηελ επαιεζεχνπλ, αιιά γηα λα κε βξνπλ, λα κε ζπλαληήζνπλ 

θάπνην αληηπαξάδεηγκα πνπ λα ηελ απνξξίπηεη. Δίλαη κηα εκπεηξηθή αληίιεςε ηεο 

απφδεημεο, κε ηελ νπηηθή ησλ proof schemes, φπσο ζπδεηάκε πην αλαιπηηθά 

παξαθάησ. 
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Η αλάιπζε ηνπ ηξφπνπ παξαγσγήο εηθαζίαο θαη ζηε ζπλέρεηα θαηαζθεπήο ηεο 

απφδεημεο, δείρλεη φηη νη καζεηέο δελ θάλνπλ πάληα απφδεημε κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ 

επηρεηξεκαηνινγνχλ γηα λα ππνζηεξίμνπλ κηα εηθαζία, θάηη πνπ έξρεηαη ζε ζπκθσλία 

κε ηε δνπιεηά ηεο Pedemonte. Απφ ηελ αλάιπζε πνπ θάλακε, θαίλεηαη φηη φζν πην 

ζχλζεηνο είλαη ν ηξφπνο πνπ ζθέθηνληαη νη καζεηέο ζηελ παξαγσγή ηεο εηθαζίαο, 

ηφζν πην πηζαλφ είλαη λα ηνλ ρξεζηκνπνηήζνπλ ζηελ ηππηθή απφδεημε. Έηζη, είδακε 

φηη νη καζεηέο πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ ηε κέηξεζε γηα λα ππνζηεξίμνπλ ηελ άπνςή 

ηνπο, ζηε ζπλέρεηα πξνζπάζεζαλ λα βξνπλ δηαθνξεηηθφ ηξφπν γηα λα ηελ απνδείμνπλ. 

Γελ ππάξρεη ζπγθεθξηκέλνο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν θηλήζεθαλ απηνί νη καζεηέο γηα ηελ 

θαηαζθεπή ηεο απφδεημεο, αθνχ ηειηθά ζηα πιαίζηα ηεο νκάδαο ηνπο θαηαζθεχαζαλ 

απφδεημε κε έλαλ απφ ηνπο άιινπο δχν ηξφπνπο (κεηξψληαο ην πιήζνο ησλ θάζεησλ 

ηκεκάησλ ή κε ηα απέλαληη παξάιιεια ηκήκαηα). Οη καζεηέο πνπ είραλ θάπσο πην 

ζχλζεην ηξφπν ζθέςεο θαη ζηελ επηρεηξεκαηνινγία ηνπο πεξηέγξαθαλ ηνλ δεχηεξν 

ηξφπν ζθέςεο κε ην πιήζνο ησλ θάζεησλ ηκεκάησλ, θαηαζθεχαζαλ απφδεημε είηε 

ηππνπνηψληαο ηνλ ίδην ζπιινγηζκφ είηε ρξεζηκνπνηψληαο ηα απέλαληη παξάιιεια 

ηκήκαηα. Σέινο, νη καζεηέο πνπ έθηαζαλ ζηελ εηθαζία φηη νη απνζηάζεηο είλαη ίζεο 

ιφγσ ησλ απέλαληη παξάιιεισλ ηκεκάησλ, ρξεζηκνπνίεζαλ ηνλ ίδην ηξφπν θαη γηα 

ηελ θαηαζθεπή ηεο απφδεημεο. Δπίζεο, νη καζεηέο δελ ζεσξνχλ πάληα αλαγθαίν λα 

απνδείμνπλ κε καζεκαηηθφ ηξφπν ηελ εηθαζία ηνπο γηα λα είλαη ζίγνπξνη φηη απηφ πνπ 

ππνζηεξίδνπλ ηζρχεη, αιιά ζεσξνχλ φηη θάηη ηέηνην απαηηείηαη απφ ηνλ θαζεγεηή ησλ 

καζεκαηηθψλ.  

Έλα δεχηεξν ζπκπέξαζκα, ην νπνίν έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε πξνεγνχκελα 

απνηειέζκαηα εξεπλεηψλ, φπσο έρνπλ αλαθεξζεί ζην ζεσξεηηθφ πιαίζην, είλαη φηη ν 

ηξφπνο πνπ θηάλνπλ ζηελ εηθαζία νη καζεηέο, ε επηρεηξεκαηνινγία πνπ 

ρξεζηκνπνηνχλ θαηαιήγνληαο ζηελ εηθαζία ηνπο, είλαη αλάινγε κε ηνλ ηξφπν πνπ 

απνδεηθλχνπλ ηππηθά ηελ πξφηαζε ή ηνπιάρηζηνλ είλαη αλάινγε κε ηνλ ηξφπν πνπ 

ζέινπλ λα απνδείμνπλ ηππηθά ηελ πξφηαζε. ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο, ε ινγηθή πνπ 

ζπλδέεη ηα ιεθηηθά ηνπο επηρεηξήκαηά, βξίζθεηαη ζε απφιπηε αληηζηνηρία κε ηε 

ινγηθή πνπ ζπλδέεη ηηο ηππηθνχο ηνπο καζεκαηηθνχο ζπκβνιηζκνχο. Έρνληαο θαηά 

λνπ ηνλ ηξφπν ζθέςεο απφ ηα δεδνκέλα πξνο ηελ εηθαζία πνπ θαηαζθεπάδνπλ, φηαλ 

ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ ίδην ηξφπν γηα λα θαηαζθεπάζνπλ ηελ απφδεημε, ε απφδεημε 

αθνινπζεί ηελ ίδηα πνξεία πνπ αθνινχζεζαλ θαη ηα ιεθηηθά ηνπο επηρεηξήκαηα. ΢ε 

αξθεηέο πεξηπηψζεηο, φπσο θαηαδεηθλχνπλ ηα απνζπάζκαηα δηαιφγσλ πνπ έρνπκε 

παξαζέζεη πην πάλσ, ε απφδεημε έρεη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ήδε γίλεη, αιιά είλαη 
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εθθξαζκέλε κε ιεθηηθά επηρεηξήκαηα αληί γηα καζεκαηηθά ζχκβνια. Όπσο θαίλεηαη 

απφ ηνπο δηαιφγνπο ησλ καζεηψλ, ε επηρεηξεκαηνινγία ηνπο έξρεηαη ζε αληηζηνηρία 

κε ηε καζεκαηηθή απφδεημε. 

Σν ηειεπηαίν ζπκπέξαζκα ηζρπξνπνηείηαη απφ ηνπο ζπκβνιηζκνχο ησλ καζεηψλ, 

νη νπνίνη ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο είλαη πξσηφηππνη θαη δελ αθνινπζνχλ ηνλ 

ζπλεζηζκέλν, δηδαγκέλν ηξφπν ζπκβνιηζκνχ. Οη καζεηέο πξνζπαζνχλ λα 

κεηαθξάζνπλ ηα επηρεηξήκαηά ηνπο κε ζχκβνια θαη έηζη πηζαλψο λα κε ζθέθηνληαη 

ηνλ ηξφπν ζπκβνιηζκνχ πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ζπλήζσο, αιιά πξνζπαζνχλ λα 

εθθξάζνπλ ηε ζθέςε ηνπο κε θάπνην ηξφπν ζπκβνιηζκνχ. Γελ αθνινπζνχζαλ ηνπο 

θιαζζηθνχο καζεκαηηθνχο ζπκβνιηζκνχο, ελψ ηνπο έρνπλ ρξεζηκνπνηήζεη ηφζεο θαη 

ηφζεο θνξέο ζην παξειζφλ. Οη ζπκβνιηζκνί πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ, φκσο, δελ ήηαλ ζε 

θακηά πεξίπησζε αζαθείο. Απηά πνπ ήζειαλ λα ζπκβνιίζνπλ, αιιά θαη ν ηξφπνο πνπ 

ρξεζηκνπνίεζαλ ηα ζχκβνιά ηνπο, πεξηγξάθνληαο ηελ πνξεία ηεο ζθέςεο ηνπο κέζα 

ζηελ απφδεημε πνπ θαηαζθεχαζαλ, ήηαλ ζαθήο, ρσξίο λα ηνπ ιείπεη ηίπνηα απφ έλαλ 

ηξφπν παξνπζίαζεο κε ηνλ θιαζζηθφ καζεκαηηθφ ζπκβνιηζκφ. 

Η αληίιεςε πνπ έρνπλ νη καζεηέο γηα ηελ απφδεημε, ζχκθσλα κε ηα proof 

schemes ησλ Harel θαη Sowder, κπνξεί λα εμεγεζεί θαη κε ηα ηξία είδε ησλ 

αληηιήςεσλ ησλ καζεηψλ πνπ πεξηγξάθνπλ νη εξεπλεηέο. Ο πξψηνο ηξφπνο είλαη ε 

εκθάληζε ηεο αληίιεςεο ησλ εκπεηξηθψλ proof schemes, αθνχ ζηα πξνβιήκαηα πνπ 

δφζεθαλ ζηε Γ’ Γπκλαζίνπ, νη καζεηέο θπξίσο ρξεζηκνπνηνχλ πνιιά παξαδείγκαηα 

γηα λα επηβεβαηψζνπλ θαη λα πείζνπλ φηη νη πξνηάζεηο πνπ ηνπο δίλνληαη, αιιά θαη νη 

πξνηάζεηο-εηθαζίεο ηνπο, είλαη ζσζηέο ή ιαλζαζκέλεο. Σελ ίδηα αληίιεςε θαίλεηαη λα 

έρνπλ θαη νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ηεο Α’ Λπθείνπ θαηά ηελ πξνζπάζεηα απφδεημεο 

ηνπ αιγεβξηθνχ πξνβιήκαηνο, νη νπνίνη αληηθαζηζηνχλ ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνχο ζηηο 

αιγεβξηθέο παξαζηάζεηο γηα λα εμάγνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο θαη λα εμεγήζνπλ-

πείζνπλ γηα  ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. Λίγνη απφ ηνπο καζεηέο ηεο Α’ Λπθείνπ, 

θαίλεηαη λα έρνπλ ηελ αληίιεςε ησλ εμσηεξηθήο πεπνίζεζεο proof schemes. Απηνί 

θαίλεηαη φηη δέρνληαη ηελ εγθπξφηεηα ησλ επηρεηξεκάησλ ηνπο βαζηζκέλνη ζε 

ρεηξηζκνχο ζπκβφισλ θαη γλσζηψλ δηαδηθαζηψλ, ρσξίο φκσο λα θαηαιαβαίλνπλ ην 

ρεηξηζκφ απηψλ ην ζπκβφισλ, φπσο είδακε ζηελ παξαπάλσ αλάιπζε, αθνχ εθηεινχλ 

κεραληθέο δηαδηθαζίεο πνπ έρνπλ ζπλεζίζεη λα αθνινπζνχλ παιαηφηεξα, ζε 

πξνβιήκαηα πνπ γη’ απηνχο κνηάδνπλ κε ην δνζέλ πξφβιεκα. Σελ ηξίηε θαη πην 

εθιεπηπζκέλε αληίιεςε ησλ ζπκπεξαζκαηηθψλ proof schemes, θαίλεηαη λα ηε 

ζπλαληάκε ζηηο πξαθηηθέο ησλ καζεηψλ ηεο Α’ Λπθείνπ ζην γεσκεηξηθφ πξφβιεκα 
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ηεο απφδεημεο ησλ ίζσλ απνζηάζεσλ. Δθεί θάπνηνη καζεηέο ζηηο απνδείμεηο ηνπο 

θάλνπλ ινγηθνχο ζπκπεξαζκνχο κε ζηφρνπο θαη δηαδηθαζίεο, νη νπνίεο εμεηάδνπλ ην 

πξφβιεκα κε κεηαζρεκαηηζκνχο ησλ λνεηηθψλ εηθφλσλ. Οη ίζεο απνζηάζεηο ηνπ 

ζρήκαηνο κεηαζρεκαηίδνληαη απφ γεσκεηξηθέο ηζφηεηεο ζε αιγεβξηθέο ηζφηεηεο θαη 

γίλνληαη ινγηθέο ζπλεπαγσγέο θαη ζπκπεξάζκαηα, φπσο θαίλεηαη απφ ηα γξαπηά θαη 

ηηο δειψζεηο ησλ παηδηψλ. Απηή είλαη θαη ε πην νινθιεξσκέλε αληίιεςε ηεο 

απφδεημεο, ηελ νπνία έρνπλ ιίγνη καζεηέο. 

Οη αληηιήςεηο φκσο γηα ηελ απφδεημε, φπσο ηηο παξνπζηάδνπλ νη Harel θαη 

Sowder, δε είλαη νη ίδηεο ζε δηαθνξεηηθά πξνβιήκαηα (γεσκεηξηθφ θαη αιγεβξηθφ) 

πνπ αληηκεησπίδνπλ νη ίδηνη καζεηέο. Η απφδεημε γηα ην θάζε πξφβιεκα έρεη ηα δηθά 

ηεο κέζα δηαρείξηζεο, κε ηνπο ίδηνπο καζεηέο λα πξάηηνπλ κε εκπεηξηθή αληίιεςε ζην 

αιγεβξηθφ πξφβιεκα θαη κε ζπκπεξαζκαηηθή ζην γεσκεηξηθφ πξφβιεκα. Γηα λα 

έρνπκε ινηπφλ κηα νινθιεξσκέλε άπνςε γηα ηηο πεπνηζήζεηο ησλ καζεηψλ γηα ηελ 

απφδεημε, ίζσο λα ρξεηάδεηαη λα ηνπο ζέηνπκε δηαθνξεηηθά είδε πξνβιεκάησλ θαη 

έηζη κε απηφ ηνλ ηξφπν κπνξνχκε λα έρνπκε κηα νινθιεξσκέλε άπνςε γηα ην πψο 

αληηκεησπίδνπλ ηελ απφδεημε. Πξάγκαηη ην πιαίζην πνπ παξνπζηάδνπλ νη εξεπλεηέο 

θαίλεηαη λα είλαη επεμεγεκαηηθφ ζε κεγάιν βαζκφ θαη λα θαλεξψλεη ζηνλ εξεπλεηή ή 

ην δάζθαιν ηε ζέζε ησλ καζεηψλ απέλαληη ζηελ απφδεημε θάζε θνξά. Με 

δηαθνξεηηθά είδε πξνβιεκάησλ, άξα θαη δηαθνξεηηθά είδε απνδείμεσλ λα 

απαηηνχληαη θάζε θνξά, κπνξνχκε λα έρνπκε κηα γεληθή αληίιεςε ησλ πεπνηζήζεσλ 

ησλ καζεηψλ γηα ηελ απφδεημε, ψζηε λα επέκβνπκε, λα επεξεάζνπκε θαη λα 

εμειίμνπκε ηελ αληηκεηψπηζε θαη ρξήζε ηεο απφδεημεο απφ ηνπο καζεηέο. 

Άιιν έλα ζπκπέξαζκα είλαη πσο δελ είλαη μεθάζαξν πνηα είλαη ηα «αμηψκαηα» 

θαη ηα «βαζηθά ζεσξήκαηα» ησλ καζεηψλ. Σν ηη ζεσξνχλ πξνθαλέο ή φρη ηα παηδηά 

δηαθέξεη απφ ηνπο καζεκαηηθνχο. Γελ έρνπλ φινη θαηά λνπ ηη πξέπεη λα απνδεηρηεί 

θαη ηη ζεσξείηαη δεδνκέλν, φπσο ζπδεηήζακε ζην ζεσξεηηθφ πιαίζην (Tall). Κάηη 

ηέηνην θαίλεηαη ζηηο απνδείμεηο πνπ έρνπλ θάλεη νη καζεηέο ζην πξφβιεκα ηνπ 

γεσκεηξηθνχ πιαηζίνπ, φπνπ ζε θακία απφδεημε δελ αλαθέξζεθε φηη ηα απέλαληη 

παξάιιεια ηκήκαηα είλαη ίζα ιφγσ ηεο πξφηαζεο φηη «ζε παξαιιειφγξακκα νη 

απέλαληη πιεπξέο είλαη ίζεο». Ήηαλ θάηη πνπ ζεσξνχζαλ δεδνκέλν νη καζεηέο, ρσξίο 

λα ρξεηαζηεί λα αλαθεξζνχλ ζε απηφ. ΢ε εξψηεζε ηνπ εξεπλεηή γηα δηθαηνιφγεζε ηεο 

άπνςεο φηη απηά ηα ηκήκαηα είλαη ίζα, νη καζεηέο εχθνια αλέθεξαλ φηη ηα ηκήκαηα 

αλήθνπλ ζε παξαιιειφγξακκα, αιιά θαη πάιη, δε ρξεζηκνπνηνχζαλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ 

παξαιιεινγξάκκσλ γηα λα δηθαηνινγήζνπλ ηελ ηδηφηεηα ησλ ηκεκάησλ. ΢ε επφκελε 
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εξψηεζε ηνπ εξεπλεηή γηα πεξαηηέξσ δηθαηνιφγεζε, νη καζεηέο αλέθεξαλ ηειηθά 

απηή ηελ ηδηφηεηα, ηελ νπνία είραλ κάιηζηα, πξφζθαηα δηδαρζεί. Βιέπνπκε δειαδή, 

φηη νη καζεηέο δελ αηηηνινγνχλ ηηο εηθαζίεο πνπ θαηαζθεπάδνπλ κε ηνπο ηξφπνπο πνπ 

έρνπλ δηδαρζεί θαη γη’ απηφ ην ιφγν ίζσο νη απνδείμεηο ηνπο ζεσξνχληαη ειιηπείο, 

αιιά ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, ε παξάιεηςε ηεο αλαθνξάο ζε γλσζηέο ηδηφηεηεο, 

νθείιεηαη – ππφ ην πξίζκα ηνπ Tall – ζην φηη ηηο αληηκεησπίδνπλ σο «αμηψκαηα», σο 

πνιχ πξνθαλείο ηδηφηεηεο, ζηηο νπνίεο δε ζεσξνχλ αλαγθαίν φηη πξέπεη λα 

αλαθεξζνχλ. 

Οη καζεηέο αληηκεηψπηζαλ ηα αληηπαξαδείγκαηα γηα ηηο δηθέο ηνπο εηθαζίεο κε ηελ 

ίδηα άλεζε πνπ θαηαζθεχαζαλ νη ίδηνη αληηπαξαδείγκαηα γηα δνζκέλεο πξνηάζεηο. 

Έηζη, μεθηλψληαο απφ κηα αξρηθή θαη αξθεηά ειιηπή εηθαζία, νδεγήζεθαλ ζηαδηαθά 

ζε λέεο, εμειηγκέλεο εηθαζίεο πνπ αληηκεηψπηδαλ θάζε θνξά ηα αληηπαξαδείγκαηα πνπ 

ηνπο έζεηε ν εξεπλεηήο. Ο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν αληηκεηψπηζαλ ηα αληηπαξαδείγκαηα 

νη καζεηέο έρεη ζηνηρεία φπσο απηά πνπ πεξηγξάθεη ν Lakatos. Σα αληηπαξαδείγκαηα 

ησλ καζεηψλ αληηκεησπίζηεθαλ κε εμαίξεζε, φπνπ νη καζεηέο εμαθνινπζνχζαλ λα 

έρνπλ ηελ ίδηα εηθαζία, αιιά πξνζέζεηαλ ηελ εμαίξεζε ηνπ αληηπαξαδείγκαηνο («ε 

εηθαζία ηζρχεη, αιιά εθηφο απφ απηή ηελ ηηκή»), ή κε αλαδηακφξθσζε θαη 

επαλαπξνζδηνξηζκφ ηεο εηθαζίαο, έηζη ψζηε ηα αληηπαξαδείγκαηα λα κελ ηζρχνπλ γηα 

ηε λέα εηθαζία. 

Η κέζνδνο ηεο καζεκαηηθήο αλαθάιπςεο, πξάγκαηη ιεηηνχξγεζε σο επξεηηθή 

κέζνδνο γηα ηε δηδαζθαιία, ζην βαζκφ πνπ απαηηνχζε ε παξνχζα έξεπλα, φπσο 

πεξηγξάθνπλ νη Larsen θαη Zandieh αιιά θαη άιινη εξεπλεηέο, εξγαζίεο ησλ νπνίσλ 

παξνπζηάζακε ζην ζεσξεηηθφ πιαίζην. Οη καζεηέο θαζνδεγνχκελνη απφ ηα ίδηα ηνπο 

ηα ιάζε, έθηαζαλ κφλνη ηνπο ηελ έλλνηα, κέζα απφ κηα πξνζπάζεηα αλαθάιπςεο ησλ 

καζεκαηηθψλ.  

Σέινο, ε ρξήζε αληηπαξαδεηγκάησλ αλέδεημε παξαλνήζεηο θαη ιαλζαζκέλεο 

πεπνηζήζεηο γηα αξθεηνχο καζεηέο, φπσο έρεη ζεκεηψζεη ν Πνχινο κηιψληαο γηα ηα 

αληηπαξαδείγκαηα σο θξηηήξην γηα ηε κέηξεζε ηνπ βαζκνχ θαηαλφεζεο ησλ καζεηψλ. 

Αλαδείρζεθε ην ζέκα ηεο ππθλφηεηαο θαη κε δηαδνρηθφηεηαο ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ, ην νπνίν κάιηζηα ιχζεθε απφ ηνπο ίδηνπο ηνπο καζεηέο, ηνπιάρηζηνλ γηα ηηο 

αλάγθεο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο, πάιη κέζσ αληηπαξαδείγκαηνο πνπ 

απέξξηπηε ηνλ ιαλζαζκέλν ηζρπξηζκφ πεξί δηαδνρηθφηεηαο ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ. 
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΢πδήηεζε 

 

Απφ ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηψλ, παξαηεξνχκε φηη κε ηνλ φξν καζεκαηηθή 

απφδεημε ελλννχλ δηθαηνιφγεζε κε καζεκαηηθφ ζπκβνιηζκφ. Έηζη, ε πην απζηεξή 

απφδεημε γηα ηνπο καζεηέο, είλαη λα γξάςνπλ κε ηέιεην ζπκβνιηζκφ θαη πξάμεηο ηα 

επηρεηξήκαηά ηνπο. Η καζεκαηηθή απφδεημε γηα πνιινχο καζεηέο είλαη ε απφδεημε 

πνπ ρξεζηκνπνηεί καζεκαηηθφ ζπκβνιηζκφ θαη φρη απηή πνπ ρξεζηκνπνηεί ινγηθά 

επηρεηξήκαηα. Απηφ γίλεηαη θαλεξφ ζηηο απαληήζεηο ηνπο, φπνπ δελ αξθνχληαη ζηηο 

ιεθηηθέο ηνπο δηθαηνινγήζεηο, αιιά ηηο ηππνπνηνχλ κε καζεκαηηθά ζχκβνια ζε κηα 

πξνζπάζεηα λα ηηο παξνπζηάζνπλ σο καζεκαηηθή απφδεημε, απνδεθηή γηα ηνλ 

καζεκαηηθφ-εξεπλεηή. Γηα ηνπο πεξηζζφηεξνπο καζεηέο, κία ιεθηηθή αηηηνιφγεζε κε 

καζεκαηηθά επηρεηξήκαηα δελ ζεσξείηαη καζεκαηηθή απφδεημε. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα 

φκσο, ε απφδεημε έρεη ήδε γίλεη, φηαλ ππάξρεη έλα ζχλνιν επηρεηξεκάησλ κε ινγηθή 

ζπλνρή πνπ απφ ηελ ππφζεζε θαηαιήγεη ζην ζπκπέξαζκα. Η ππφζεζή καο, κεηά απφ 

ηελ αλάιπζε ηνπ γεσκεηξηθνχ πξνβιήκαηνο, φηη φζν πην ζχλζεηνο είλαη ν ηξφπνο πνπ 

ζθέθηνληαη ηα παηδηά, ηφζν πην πηζαλφ είλαη λα ηνλ ρξεζηκνπνηήζνπλ ζηελ απφδεημε, 

αιιά θαη ην γεγνλφο φηη ε απφδεημε πηα απιά είλαη έλαο ζπκβνιηζκφο ησλ ιεθηηθψλ 

επηρεηξεκάησλ ηνπο, καο νδεγεί ζηε ζθέςε φηη ε ιεθηηθή επηθνηλσλία θαη έθθξαζε 

ηνπ ινγηθνχ ζπιινγηζκνχ είλαη απηή πνπ ζα νδεγήζεη ζε κηα ζσζηή καζεκαηηθή 

απφδεημε θαη κάιηζηα είλαη ήδε κηα καζεκαηηθή απφδεημε, ρσξίο λα ρξεηάδεηαη 

αλαγθαζηηθά λα ηππνπνηεζεί. 

Η νπηηθή ηεο απφδεημεο σο κηα καζεκαηηθή δηαδηθαζία ινγηθψλ επηρεηξεκάησλ 

πνπ έπεηζε, θαίλεηαη λα είλαη θαηάιιειε γηα ηα ζρνιηθά δεδνκέλα. Γηαηειεί ην 

βαζηθφ ζθνπφ ηεο - ηνπ λα πείζεη - θαη ιέεη ηελ αιήζεηα. Γε ρξεηάδεηαη λα αλήθεη ζε 

κία ζπγθεθξηκέλε θαηεγνξία απνδείμεσλ. Τπάξρνπλ πνιινί ηχπνη απνδείμεσλ. Καη 

θάζε έλαο, πξέπεη λα θξίλεηαη ζην πιαίζην πνπ παξνπζηάδεηαη. Μία απφδεημε κε 

ρεηξνηερλίεο πνπ απεπζχλεηαη ζε παηδηά ηεηάξηεο δεκνηηθνχ είλαη ην ίδην ζεκαληηθή 

κε κία απφδεημε πνπ ρξεζηκνπνηεί αλψηεξα ζεσξήκαηα θαη ιήκκαηα θαη 

παξνπζηάδεηαη ζε θνηηεηέο ηνπ καζεκαηηθνχ ηκήκαηνο. 

Σν θαηλφκελν πνπ εκθαλίζηεθε ζην ηειεπηαίν ζηάδην ηεο έξεπλαο, κε ηνπο 

καζεηέο λα κελ μέξνπλ φηη νη ξίδεο κηαο παξάζηαζεο ηεο κεδελίδνπλ, είλαη απφ ηε κία 

πιεπξά ζχλεζεο γηα θάπνηνπο, αιιά απφ ηελ άιιε πιεπξά ηδηαίηεξα αλεζπρεηηθφ ην 

ίδην ην ιάζνο ησλ καζεηψλ θαη αθφκα πεξηζζφηεξν φηη θάηη ηέηνην κπνξεί λα 
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ραξαθηεξίδεηαη απφ θάπνηνπο σο ζχλεζεο. Δίλαη άιιν έλα παξάδεηγκα ζην νπνίν νη 

καζεηέο δελ θάλνπλ καζεκαηηθά, αιιά εθηεινχλ κεραληθά. Υξεζηκνπνηνχλ φξνπο νη 

νπνίνη δελ έρνπλ θαλέλα λφεκα γη’ απηνχο θαη ηνπο αληηκεησπίδνπλ σο νλφκαηα. Σα 

ζχκβνια ησλ ελλνηψλ, νη αλαθνξέο ησλ ελλνηψλ, έρνπλ απνθνιιεζεί απφ ηηο έλλνηεο 

ηηο νπνίεο ζπκβνιίδνπλ, απφ ηηο έλλνηεο ζηηο νπνίεο αλαθέξνληαη. 

Η αλάιπζε ησλ απαληήζεσλ ηνπ πξψηνπ αλνηθηνχ εξσηήκαηνο καο νδήγεζε ζηελ 

ππφζεζε, φπσο είπακε θαη πξνεγνπκέλσο, φηη γηα ηα παηδηά κία πξφηαζε ηζρχεη αλ 

δελ ππάξρνπλ αληηπαξαδείγκαηα πνπ λα ηελ απνξξίπηνπλ. Αλ φινη νη αξηζκνί πνπ 

κπνξνχλ λα ζθεθηνχλ επηβεβαηψλνπλ ηελ πξφηαζε. Κάηη ηέηνην, θπζηθά θαη δελ είλαη 

απζηεξή καζεκαηηθή απφδεημε. Έρνπλ ειεγρζεί κφλν θάπνηνη απφ ηνπο άπεηξνπο 

αξηζκνχο. Δίλαη φκσο ίζσο θαιχηεξε απφ κία απφδεημε κε απζηεξνχο καζεκαηηθνχο 

ζπιινγηζκνχο πνπ δελ έρνπλ λφεκα γηα ηα παηδηά. Πνπ δελ απνθαιχπηεηαη ν ιφγνο 

γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη ε πξφηαζε. Δλψ ν δηθφο ηνπο ηξφπνο εμεξεχλεζεο, ηνπο πείζεη 

γηα ηελ ηζρχ ηεο απφδεημεο, νπφηε επηηειεί θαη ηνλ βαζηθφηεξν ζθνπφ ηεο φπσο 

ζπδεηήζακε ζην ζεσξεηηθφ πιαίζην, πνπ είλαη λα έρεη λφεκα γη’ απηνχο θαη λα είλαη 

πεηζηηθή. Όηαλ ζε έλα άιιν καζεζηαθφ επίπεδν δνπλ φηη ν απνδεηθηηθφο ηνπο ηξφπνο 

δελ επαξθεί, ηφηε ζα δνπλ ηελ αλάγθε ηεο καζεκαηηθήο απφδεημεο, ηφηε ζα έρεη 

ρξεζηκφηεηα θαη λφεκα γηα απηνχο λα θάλνπλ έλαλ άιιν, πην απζηεξφ απνδεηθηηθφ 

ηξφπν. Θα θαλεί ε αλαγθαηφηεηα ηεο καζεκαηηθήο απφδεημεο. Γε ράλνπλ ηίπνηα νη 

καζεηέο θάλνληαο φρη ηφζν ηππηθά απζηεξέο απνδείμεηο, απφ ηε ζηηγκή πνπ είλαη θάηη 

δηθφ ηνπο, είλαη κηα δηθή ηνπο εμεξεχλεζε ζηα καζεκαηηθά θαη ηνπο πείζεη γηα ην 

απνηέιεζκα. Καη φηαλ ν δηθφο ηνπο ηξφπνο εμεξεχλεζεο ηνπο νδεγήζεη ζε εζθαικέλα 

ζπκπεξάζκαηα, ηφηε ίζσο είλαη ε θαιχηεξε ζηηγκή γηα ηελ εηζαγσγή ηεο απζηεξήο, 

ηππηθήο, καζεκαηηθήο απφδεημεο. 

Σα αληηπαξαδείγκαηα είλαη θάηη πνπ βγαίλεη εληειψο θπζηθά ζηνπο καζεηέο, θη αο 

κελ έρνπλ έξζεη σο ηψξα αληηκέησπνη κε ηέηνηνπ είδνπο πξνηάζεηο, πνπ εκθαλίδνληαη 

ζηελ επίζεκε δηδαζθαιία ησλ καζεηψλ κφλν ζε εξσηήκαηα ηχπνπ ζσζηφ-ιάζνο, 

αιιά θαη ζηελ Γ’ Λπθείνπ φπνπ απαηηείηαη ιφγσ ησλ πνιιψλ ελλνηψλ θαη 

ζεσξεκάησλ πνπ δηδάζθνληαη. Σν λα απνξξίπηνπλ πξνηάζεηο κε αληηπαξάδεηγκα 

είλαη θάηη πνπ γίλεηαη ζπλερψο ζηελ θαζεκεξηλή ηνπο δσή, νπφηε ην ρξεζηκνπνηνχλ 

θαη ζηηο καζεκαηηθέο πξνηάζεηο, ρσξίο λα θαηαλννχλ φηη εθείλε ηε ζηηγκή θάλνπλ 

καζεκαηηθή απφδεημε απφξξηςεο κίαο πξφηαζεο. Σν αληηπαξάδεηγκα είλαη θάηη πνπ 

ην ρξεζηκνπνηνχλ ήδε εθηφο ηεο ηάμεο ησλ καζεκαηηθψλ θαη φπσο θαίλεηαη, εχθνια 

κπνξνχλ λα ην ρξεζηκνπνηήζνπλ θαη ζε καζεκαηηθέο πξνηάζεηο σο κέξνο ηνπ 
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ινγηθνχ ηνπο ζπιινγηζκνχ. Καη κπνξνχκε λα αμηνπνηήζνπκε ην ινγηθφ ηνπο 

ζπιινγηζκφ. Μπνξνχκε λα δείμνπκε ζηνπο καζεηέο, ή θαιχηεξα, κπνξνχλ λα 

αλαθαιχπηνπλ κφλνη ηνπο φηη κηα έλλνηα, κηα πξφηαζε, είλαη έηζη φπσο είλαη, γηαηί, 

απιά, δε γίλεηαη δηαθνξεηηθά. Καη κάιηζηα δε ρξεηάδεηαη λα ηνπο πείζνπκε γηα θάηη 

ηέηνην, αθνχ ζέηνπκε ηνπο ίδηνπο ειεγθηέο ηεο αιήζεηαο. 

Σν γεγνλφο φηη νη καζεηέο έθηαζαλ κε ηε δηθή ηνπο εμεξεχλεζε ζηε ζσζηή 

απάληεζε, δελ πξέπεη λα ην δνχκε ζαλ ζηφρν, αιιά ζαλ δηαδηθαζία. ΢ρεδφλ φινη νη 

καζεηέο θαηάθεξαλ κφλνη ηνπο λα αλαθαιχςνπλ ηνλ θαλφλα. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα 

φκσο είραλ κεγάιε βνήζεηα· ηα αληηπαξαδείγκαηα. Άιινη έθηαζαλ γξήγνξα θαη άιινη 

πην κεηά, αιιά ζίγνπξα θάπνηα ζηηγκή ζα έθηαλαλ ζην δεηνχκελν, αθνχ ζε θάζε 

ιάζνο εηθαζία δίλνληαλ αληηπαξαδείγκαηα θαη έηζη ε εηθαζία εμειηζζφηαλ ζπλερψο. 

Σν ζέκα είλαη φηη ππφ κία έλλνηα, ηα παηδηά «αλαγθάζηεθαλ» λα παξαδερηνχλ, φηη δε 

γίλεηαη ηίπνηα άιιν, φηη κφλν απηφ κπνξεί λα ζπκβαίλεη, ε ηειηθή, ε πην εμειηγκέλε 

πξφβιεςε γηα ην πξφβιεκα, ηελ νπνία δελ πξνζβάιιεη θαλέλα αληηπαξάδεηγκα. 

΢ε αληίζεζε κε ηνλ παξαδνζηαθφ ηξφπν δηδαζθαιίαο φπνπ κία λέα έλλνηα δίδεηαη 

ζηνπο καζεηέο σο θάηη έηνηκν, σο θάηη πνπ «έηζη είλαη» ή παξνπζηάδεηαη απφ ηνλ 

θαζεγεηή κε ζπδήηεζε θαη θαζνδεγεηηθφ ηξφπν, ε εξγαζία καο έδεημε φηη νη καζεηέο 

είλαη ζε ζέζε λα αλαθαιχςνπλ ηε γλψζε κέζα απφ ηα ίδηα ηνπο ηα ιάζε. Παιαηφηεξεο 

έξεπλεο θαη απφςεηο εξεπλεηψλ, αιιά θαη ε παξνχζα έξεπλα, θαηαδεηθλχνπλ φηη ηα 

ιάζε ησλ καζεηψλ, φρη κφλν δελ πξέπεη λα αληηκεησπίδνληαη σο θάηη πνπ δελ ζα 

πξέπεη λα θάλνπλ, σο θάηη πνπ ζα πξέπεη λα απνθεχγνπλ, αιιά αληίζεηα, θαίλεηαη 

πσο είλαη πνιχ επνηθνδνκεηηθφ νη καζεηέο λα ελζαξξχλνληαη λα θάλνπλ ιάζε. Μέζα 

απφ ηα ίδηα ηνπο ηα ιάζε θαη ηελ αληηκεηψπηζε πάιη απφ ηνπο ίδηνπο, είλαη ζε ζέζε λα 

θαηαλνήζνπλ ηε λέα έλλνηα, αθνχ ηελ αλαθαιχπηνπλ νη ίδηνη. Οη ίδηνη αλαγλσξίδνπλ 

ηελ αλαγθαηφηεηα ησλ πξνυπνζέζεσλ, αιιά θαη ηνπ ζπκπεξάζκαηνο κηα λέαο 

πξφηαζεο, αθνχ αζρνινχκελνη κε απηή βιέπνπλ φηη δε γίλεηαη αιιηψο. Κάζε 

άλζξσπνο είλαη έλα έιινγν νλ, ηα παηδηά είλαη ηδηαίηεξα δεκηνπξγηθά φηαλ 

αζρνινχληαη κε θάηη ην νπνίν έρεη λφεκα γηα απηνχο θαη είλαη επθαηξία ζηελ θάζε 

δηδαζθαιία λα αμηνπνηνχκε ηελ έκθπηε ινγηθή θαη δεκηνπξγηθφηεηα ησλ παηδηψλ. Η 

απφξξηςε πξνηάζεσλ βάδεη ηνπο καζεηέο ζηε δηαδηθαζία λα ζθεθηνχλ, αθνχ δελ ηνπο 

δεηείηαη λα επαλαιάβνπλ κηα γλσζηή δηαδηθαζία, πνιιέο θνξέο ρσξίο λφεκα γη’ 

απηνχο, αιιά θαινχληαη λα θξίλνπλ νη ίδηνη βάζεη ησλ ππαξρνπζψλ γλψζεψλ ηνπο. 

Γελ είλαη ηίπνηα δεδνκέλν, νη καζεηέο δε γλσξίδνπλ αλ κία πξφηαζε ηζρχεη ή φρη θαη 

απηφ δεκηνπξγεί ελδηαθέξνλ κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ εμηηάξεη θαη δεκηνπξγεί 
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ελδηαθέξνλ έλαο γξίθνο. Αιιάδεη ην πιαίζην δηδαζθαιίαο, κε ηνπο καζεηέο λα 

παίξλνπλ, πξαγκαηηθά απηή ηε θνξά, ην ξφιν επηζηεκφλσλ θαη εμεξεπλεηψλ ησλ 

καζεκαηηθψλ. Οη καζεηέο κηιάλε γηα ηηο ίδηεο ηηο έλλνηεο θαη θάλνπλ απζφξκεηα, σο 

ινγηθά φληα, απνδεηθηηθέο ινγηθέο ζπλεπαγσγέο. 

Αλ νη καζεηέο θάλνπλ επηζηεκνινγηθά εκπφδηα, αλάινγα κε απηά ησλ 

επηζηεκφλσλ, ηφηε πξέπεη λα ηα θξίλνπκε ζε απηφ ην θάζκα, ην επηζηεκνληθφ, ζαλ λα 

θξίλακε ηνπο επηζηήκνλεο. Καη πξάγκαηη, ηα πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνπλ είλαη 

αλάινγα κε απηά ηεο επηζηεκνληθήο πνξείαο. Γηα κηα νπζηαζηηθή γλψζε, ν ίδηνο ν 

καζεηήο πξέπεη λα πεξάζεη απφ ηα κνλνπάηηα ηεο επηζηεκνληθήο εμέιημεο ηεο 

γλψζεο, φπσο απηή ζπλέβε ηζηνξηθά. Πξέπεη λα θάλεη εηθαζίεο, λα νδεγεζεί ζε ιάζε, 

λα αλαδηακνξθψζεη ν ίδηνο ηηο εηθαζίεο ηνπ, ζε κηα ζπλερή αλαθάιπςε ηεο γλψζεο 

θαη ρηίζηκφ ηεο πάλσ ζηηο δηθέο ηνπ γλψζεηο.  

Μεηά απφ ηε κειέηε ησλ εξγαζηψλ ησλ εξεπλεηψλ πνπ παξνπζηάζακε παξαπάλσ, 

αιιά θαη ηε δηθή καο εξγαζία πνπ επηβεβαηψλεη θαη εληζρχεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο, 

πηζηεχνπκε φηη έρνπκε εμάγεη ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα, ηα νπνία ζα κπνξνχζαλ λα 

βνεζήζνπλ γηα ηελ εμέιημε ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ. Γηα λα κηιήζνπκε 

ζπγθεθξηκέλα, ζα δψζνπκε κεξηθά ελδεηθηηθά παξαδείγκαηα αιιαγψλ πνπ κπνξνχλ 

λα γίλνπλ ζηε ζρνιηθή καζεκαηηθή εθπαίδεπζε. 

Πηζηεχνπκε ινηπφλ, φηη ζηε ζρνιηθή εθπαίδεπζε πξέπεη πξσηίζησο λα γίλεη 

επαλαλνεκαηνδφηεζε ησλ ζπκβφισλ θαη ησλ καζεκαηηθψλ δηαδηθαζηψλ. Απηφ ζα 

κπνξνχζε λα πεξηιακβάλεη λέεο πξνζεγγίζεηο π.ρ. ζηε ιχζε πξσηνβάζκησλ 

εμηζψζεσλ, φπνπ γηα λα έρεη λφεκα ε δηεξγαζία πνπ γίλεηαη απφ ηνπο καζεηέο, ζα 

κπνξνχζαλ λα εμαιεηθζνχλ νη παξαδνζηαθνί θαλφλεο ηεο αιιαγήο κειψλ ησλ φξσλ, 

ηεο δηαίξεζεο κε ην ζπληειεζηή ηνπ αγλψζηνπ θαη ηεο απαινηθήο παξαλνκαζηψλ 

πνιιαπιαζηάδνληαο θάζε φξν κε έλαλ αξηζκφ θαη ζα κπνξνχζαλ λα αληηθαηαζηαζνχλ 

κε ηελ πξφζζεζε ηνπ ίδηνπ φξνπ θαη ζηα δχν κέιε, κε ηελ πξνζπάζεηα λα γίλεη 

κνλάδα ν ζπληειεζηήο ηνπ αγλψζηνπ θαη κε ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ θαη ησλ δχν κειψλ 

ηεο εμίζσζεο κε ηνλ ίδην αξηζκφ αληίζηνηρα, δειαδή κε πεξηζζφηεξν γεληθνχο 

ηξφπνπο ρεηξηζκνχ νπνηαζδήπνηε ηζφηεηαο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν, νη καζεηέο γξάθνπλ 

πεξηζζφηεξν, αιιά έρεη λφεκα απηφ πνπ θάλνπλ ζε θάζε βήκα θαη δελ είλαη απιά κηα 

κεραληζηηθή δηεξγαζία, απνζηήζηζεο θαλφλσλ θαη ζηείξνπ ρεηξηζκνχ ζπκβφισλ θαη 

δηαδηθαζηψλ πνπ έρνπλ ράζεη ηε ζρέζε κε ηηο έλλνηεο ηηο νπνίεο αληηπξνζσπεχνπλ. 

Μπνξνχλ λα εμαιεηθζνχλ επίζεο «ηξηθάθηα», φπσο ην «ρηαζηί», ηα νπνία δελ 

πξνζθέξνπλ θαζφινπ ζην λφεκα ηεο ελέξγεηαο πνπ γίλεηαη απφ ηνπο καζεηέο. Δπίζεο, 
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κπνξεί λα γίλεη επαλαλνεκαηνδφηεζε θαη ησλ ηχπσλ, ψζηε απηνί λα εθθξάδνπλ ηνλ 

ηξφπν πνπ θαηαζθεπάζηεθαλ, π.ρ. κε ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο ηζφηεηαο 
ν

α κ

π 180
 κε 

ηελ 
ν

α κ

2π 360
 (φπσο ζηα ηειεπηαία βηβιία ηνπ Γπκλαζίνπ έρεη γίλεη αιιαγή ηνπ 

κήθνπο ηνπ θχθινπ απφ 
ν

πξκ

180
 ζε 

ν

κ
2πξ

360
), ε νπνία εθθξάδεη ην ιφγν γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη. Αθφκε ζχκθσλα κε ηελ εξεπλά καο θαη ηηο έξεπλεο πνπ παξνπζηάζακε, ε 

πξνηξνπή παξαγσγήο απφ ηνπο καζεηέο εηθαζηψλ θαη επηρεηξεκάησλ γηα πξνηάζεηο 

πνπ ηζρχνπλ ή δελ ηζρχνπλ, αιιά θαη γηα πξνβιήκαηα, ρξεζηκνπνηψληαο 

παξαδείγκαηα θαη αληηπαξαδείγκαηα, είλαη κηα πνιχ ζεκαληηθή δηαδηθαζία πνπ 

εληάζζεη ηε ζθέςε θαη ηελ θξίζε ζηα καζεκαηηθά, ζηνηρεία ηα νπνία ελψ απνηεινχλ 

ηελ νπζία ηνπ καζήκαηνο ησλ καζεκαηηθψλ, ιείπνπλ απφ ηηο ζπλεζηζκέλεο πξαθηηθέο 

ηηο δηδαζθαιίαο. Με απηφ ηνλ ηξφπν, εθηφο απφ φηη πξνάγεηαη ε θαηαλφεζε ηεο 

καζεκαηηθήο απφδεημεο θαη ε ζχλδεζή ηεο κε ηελ αληηκεηψπηζε φισλ ησλ 

καζεκαηηθψλ εγρεηξεκάησλ, νη καζεηέο θαίλεηαη πσο εμηηάξνληαη θαη ελδηαθέξνληαη 

ζηελ ψξα ησλ καζεκαηηθψλ, πξάγκα πνπ έρεη ζαθψο ζεκαληηθή επίδξαζε ζηελ 

θαηαλφεζή ηνπο. Σέινο, κπνξνχκε λα ζεκεηψζνπκε πσο ηνλ ίδην ζθνπφ επηηεινχλ ηα 

πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα, πνπ γηα κία αθφκε θνξά θαίλεηαη πσο έρνπλ φινπο ηνπο 

ιφγνπο γηα λα εληαρζνχλ ζε κεγαιχηεξν έθηαζε ζηε ζρνιηθή εθπαίδεπζε, ζπλδένληαο 

ηα καζεκαηηθά κε ηελ πξαγκαηηθφηεηα θαη κε ηηο λνεηηθέο δηεξγαζίεο πνπ θάλνπλ 

έηζη θη αιιηψο νη καζεηέο ζηελ θαζεκεξηλή, θνηλσληθή ηνπο δσή, εθηφο ζρνιείνπ. 

Απηέο νη πξνζεγγίζεηο, φπσο είπακε θαη παξαπάλσ, βνεζνχλ εθηφο απφ ηνπο καζεηέο, 

θαη ηνπο ίδηνπο ηνπο δαζθάινπο, αθνχ ζε θιίκα ειεπζεξίαο θαη απζφξκεηεο 

έθθξαζεο ησλ ζθέςεσλ ησλ καζεηψλ, δίλεηαη ζεκαληηθή ελφξαζε ζηηο ζσζηέο ή 

ιαλζαζκέλεο αληηιήςεηο ησλ ηνπο γηα ηα καζεκαηηθά. 

Γεκηνπξγψληαο θαλφλεο θαη επηκέλνληαο ζηελ απζηεξφηεηα θαίλεηαη φηη ηειηθά 

ράλνπκε πεξηζζφηεξα απφ φζα θεξδίδνπκε. Σα ζρνιηθά καζεκαηηθά, κπνξνχλ λα 

επαλαθηήζνπλ ην λφεκα πνπ έραζαλ επεξεαζκέλα απφ ηελ πνξεία 

αμησκαηηθνπνίεζήο ηνπο θαη λα ζπλδεζνχλ εθ λένπ κε ηηο έλλνηεο απφ ηηο νπνίεο 

έρνπλ απνθνιιεζεί. Κάηη ηέηνην βέβαηα, ε αιιαγή ηεο δηδαθηηθήο πξαθηηθήο, 

πξνυπνζέηεη ηνλ εκπινπηηζκφ θαη, ζε έλα βαζκφ ηε αιιαγή ησλ πεπνηζήζεσλ θαη ησλ 

αληηιήςεσλ γηα ηα καζεκαηηθά απφ ηνπο ίδηνπο ηνπο δηδάζθνληεο. 
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Επίινγνο 

 

Πνιιέο θνξέο, ζηε δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ έρνπκε αθνχζεη γηα ηελ ηδαληθή 

ηάμε, φπνπ δξα ζαλ επηζηεκνληθή θνηλφηεηα, κε ηνπο καζεηέο λα είλαη νη 

πξσηαγσληζηέο, νη επηζηήκνλεο πνπ αλαθαιχπηνπλ ηε γλψζε. Απηφ πνπ θαηάιαβα 

πξνζσπηθά απφ ηελ έξεπλα πνπ ζαο παξνπζηάδσ, είλαη φηη θάηη ηέηνην πξάγκαηη είλαη 

εθηθηφ ζε κηα ηάμε ησλ καζεκαηηθψλ.  

Γε ζα γίλεη φκσο πνηέ ζε έλα πιαίζην καζεκαηηθήο δηδαζθαιίαο κε ζπκβνιηζκνχο 

πνπ έρνπλ ράζεη ηε ζρέζε ηνπο κε ηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο γηα ηηο νπνίεο κηινχλ. 

Γηαηί νη επηζηήκνλεο κηινχλ κε ζπκβνιηζκνχο φπνπ μέξνπλ ηη αληηπξνζσπεχνπλ. Γε 

ζα γίλεη πνηέ θάλνληαο ζπγθεθξηκέλεο καζεκαηηθέο αζθήζεηο πνπ ιχλνληαη κε 

πεξίηερλεο «νπξαλνθαηέβαηεο» ηερληθέο. Γηαηί νη επηζηήκνλεο δελ μέξνπλ ηηο ηερληθέο 

κέρξη λα ηηο βγάινπλ νη ίδηνη. Γε ζα γίλνπλ πνηέ κε καζεκαηηθά αδηάθνξα πξνο ηνπο 

καζεηέο. Γηαηί νη επηζηήκνλεο ελδηαθέξνληαη γηα ην αληηθείκελφ ηνπο. Κη φκσο είλαη 

εχθνιν. Γηαηί ηα παηδηά είλαη ήδε επηζηήκνλεο. Δίλαη ήδε δεκηνπξγηθά, ζέινπλ λα 

παίδνπλ θαη λα αλαθαιχπηνπλ, ηνπο αξέζεη λα κηιάλε κεηαμχ ηνπο θαη λα ιεηηνπξγνχλ 

σο νκάδα θαη απηφ θάλνπλ ζε πνιιά άιια κέξε θαη ζε πνιιέο άιιεο πεξηζηάζεηο 

εθηφο ηεο ηάμεο ησλ καζεκαηηθψλ. Αιιά εκείο, ζαλ λα είκαζηε ζε εληεηαικέλε 

ππεξεζία, ελεξγνχκε ιεο θαη ζέινπκε λα θαηαζηξέςνπκε φια απηά πνπ έρνπλ νη 

καζεηέο απφ κφλνη ηνπο, σο άλζξσπνη. Καη ζπλήζσο… πεηπραίλνπκε ηνλ «ζθνπφ» 

καο. 

Γε ζα δηδάμνπκε απφδεημε κφλν θάλνληαο ηηο ζπλεζηζκέλεο απνδείμεηο 

πξνηάζεσλ. Θα δηδάμνπκε απφδεημε ζπλνιηθά, νιηζηηθά, ζε θάζε καζεκαηηθφ 

επηρείξεκα, ζε θάζε καζεκαηηθή πξφηαζε, ζε θάζε άζθεζε, ζε θάζε εξψηεζε. Γε ζα 

δηδάμνπκε «απφδεημε». Θα δηδάμνπκε επηρεηξεκαηνινγία, θξίζε θαη ινγηθή 

ζπλεπαγσγή. Καη απηφ, είλαη ε απφδεημε. 

Καη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, δελ ζα δηδάμνπκε θξίζε. Θα ηνπο εμηηάξνπκε, ζα ηνπο 

δειεάζνπκε, ζα έρεη ελδηαθέξνλ λα ζθεθηνχλ θαη λα θξίλνπλ. Γελ ζα δηδάμνπκε 

επηρεηξεκαηνινγία. Θα επηρεηξεκαηνινγήζνπλ φηαλ ζειήζνπλ λα ζπδεηήζνπλ, λα 

πείζνπλ. Γελ ζα δηδάμνπκε ινγηθή ζπλεπαγσγή. Δίλαη απφ κφλνη ηνπο ινγηθά φληα. 

Σν κφλν πνπ πξέπεη λα θάλνπκε, είλαη λα ζέηνπκε θάζε θνξά ην πιαίζην 

πξνβιεκαηηζκνχ κε λφεκα γη’ απηνχο. Σα ππφινηπα ζα γίλνπλ απφ κφλα ηνπο, ζα 

ζπκβνχλ, φπσο ζπκβαίλεη ε ίδηα ε ινγηθή. 
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