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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Είναι γνωστή, όχι µόνο από τις έρευνες, αλλά και από τη καθηµερινή 

πραγµατικότητα η δυσκολία που αντιµετωπίζει ένα µεγάλο µέρος των µαθητών/τριών 

αλλά και των ενηλίκων στα Μαθηµατικά. Οι δυσκολίες αυτές οφείλονται στην φύση της 

µαθηµατικής γνώσης καθώς και στον τρόπο που την αντιλαµβάνονται οι µαθητές. Στην 

εργασία αυτή θα επιχειρήσουµε να παρουσιάσουµε διαφορετικές απόψεις, από τη 

βιβλιογραφία, που αφορούν στους τρόπους προσέγγισης των µαθηµατικών εννοιών 

παραθέτοντας µερικά από τα κυριότερα ερευνητικά δεδοµένα που σχετίζονται, αφενός µε 

τον δυϊσµό διεργασίας και αντικειµένου στα Μαθηµατικά και αφετέρου µε την 

ενσαρκωµένη προσέγγιση των Μαθηµατικών. Σκοπός είναι να γίνει κατανοητή µία θεωρία 

που να διατρέχει όλα το φάσµα της µαθηµατικής εκπαίδευσης, από τη στοιχειώδη στην 

προχωρηµένη. Αυτό επιτυγχάνεται µε την θεωρία που ανέπτυξε ο D. Tall (2002) για τους 

τρεις κόσµους των Μαθηµατικών: τον ενσαρκωµένο κόσµο (embodied), τον κόσµο των 

διεργασιών-εννοιών (proceptual) και τον αξιωµατικό κόσµο (axiomatic). Τέλος 

παρουσιάζονται παραδείγµατα, στο πλαίσιο της θεωρίας αυτής, που αφορούν σε έννοιες 

του Απειροστικού Λογισµού και αξιοποιούν τις δυνατότητες που προσφέρουν οι νέες 

τεχνολογίες.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Είναι γνωστή, όχι µόνο από τις έρευνες, αλλά και από τη καθηµερινή 

πραγµατικότητα η δυσκολία που αντιµετωπίζει ένα µεγάλο µέρος των µαθητών/τριών 

αλλά και των ενηλίκων στα Μαθηµατικά. Τι είναι αυτό που διαφοροποιεί τον τρόπο 

σκέψης των ανθρώπων και χαρακτηρίζει την ικανότητα τους ή µη στη µαθηµατική σκέψη; 

Πως σχετίζεται η φύση των Μαθηµατικών που διδάσκονται µε αυτή των Μαθηµατικών 

που γίνονται αντιληπτά στη καθηµερινότητα; Αυτό που φαίνεται να ισχύει είναι, ότι οι 

καθηµερινές εµπειρίες και τα βιώµατα καθώς και η ανθρώπινη φύση καθορίζουν τον 

τρόπο που αντιλαµβανόµαστε και µαθαίνουµε τα Μαθηµατικά ενώ αυτό που 

διαφοροποιεί τους πιο ικανούς από τους λιγότερο ικανούς µαθητές/τριες είναι ότι  έχουν 

τη δυνατότητα να προσεγγίζουν τη Μαθηµατική γνώση µε ποιοτικά διαφορετικούς 

τρόπους. 

Επίσης, ένα άλλο ερώτηµα σχετίζεται µε τις ποιοτικές διαφοροποιήσεις του 

περιεχοµένου των Μαθηµατικών σε όλο το µήκος της εξέλιξης των βαθµίδων από το 

∆ηµοτικό µέχρι το Πανεπιστήµιο. Υπάρχουν έννοιες που θεωρούνται στοιχειώδεις και 

διδάσκονται στα πρώτα χρόνια της εκπαίδευσης σε αντίθεση µε άλλες που απαιτούν 

προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη. Συχνά, όµως συµβαίνει οι πρώτες να αποτελούν τις 

βάσεις και το στήριγµα των δεύτερων. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι η έννοια του εµβαδού 

και οι έννοιες του ολοκληρώµατος  Riemann ή Lebesgue. Είναι λογικό να µην µπορούµε 

να φανταστούµε ένα/µία δάσκαλο/α να προσπαθεί να διδάξει σε δεκάχρονα παιδιά την 

έννοια του ολοκληρώµατος Riemann και ακόµα περισσότερο την έννοια του 

ολοκληρώµατος Lebesgue! Θα είχε όµως ενδιαφέρον να διακρίνουµε µε ποιο τρόπο 

σχετίζονται και που διαφοροποιούνται οι έννοιες αυτές και να αναπτύξουµε κατάλληλες 

διδακτικές προτάσεις προσαρµοσµένες στις δυνατότητες των µαθητών που να 

διευκολύνουν το µετέπειτα πέρασµα τους από τη στοιχειώδη στη προχωρηµένη  

µαθηµατική σκέψη. 

Στην εργασία αυτή θα επιχειρήσουµε να περιγράψουµε µια θεωρία για τον τρόπο 

που αναπτύσσεται η µαθηµατική γνώση από τα στοιχειώδη στα προχωρηµένα 

µαθηµατικά. Η θεωρία αυτή πρέπει να είναι ικανή να ερµηνεύσει τη γνωστική εξέλιξη 

του/της µαθητή/τριας: πως αρχικά χτίζει τη γνώση του/της από τη φυσική επαφή µε τον 



∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΤΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΓΝΩΣΗΣ 
 

 -4-

κόσµο που τον/την περιβάλλει,  πως αργότερα µε την βοήθεια του συµβολικού τρόπου 

έκφρασης διευρύνει τις δυνατότητες και τη νοητική ευελιξία του/της και τέλος πως, ειδικά 

για εκείνους που συνεχίζουν µε µαθηµατικές σπουδές, καταλήγει στο φορµαλιστικό τρόπο 

έκφρασης και ανάπτυξης των µαθηµατικών θεωριών.  

Για να µπορέσουµε να προσεγγίσουµε τα επιµέρους στάδια της γνωστικής 

ανάπτυξης θα παρουσιάσουµε στις δύο πρώτες ενότητες µερικά από τα κυριότερα 

ερευνητικά δεδοµένα που σχετίζονται αφενός µε τον δυϊσµό διεργασίας και αντικειµένου 

στα Μαθηµατικά και αφετέρου µε την ενσαρκωµένη προσέγγιση των Μαθηµατικών. Με 

το πρώτο θέµα έχουν ασχοληθεί πολύ ερευνητές (Sfard A., Lichevski L. 1991,1994, 

Dubinsky 1991, Gray & Tall, 1994) αναπτύσσοντας διαφορετικές και µερικές φορές 

αλληλοσυµπληρούµενες ή αλληλοσυγκρουόµενες απόψεις. Αυτό που µας ενδιαφέρει στη 

διερεύνηση αυτή είναι η αναγνώριση της διπλής διάστασης των Μαθηµατικών αλλά και η 

ανάδειξη του ρόλου των µαθηµατικών συµβόλων. Το δεύτερο θέµα της ενσαρκωµένης 

προσέγγισης των Μαθηµατικών, αν και προγενέστερο στην ανάπτυξη της Μαθηµατικής 

σκέψης, αναγνωρίζεται ως λιγότερο οικείο στη διδακτική και παιδαγωγική πρακτική. 

Αυτός ήταν και ο λόγος που επιλέξαµε να το προσεγγίσουµε δεύτερο, ώστε να 

µπορέσουµε να αντιπαραβάλλουµε µε το προηγούµενο. Στην ενότητα αυτή θα 

αναφερθούµε στις άτυπες θεωρίες που αναπτύσσουν οι µαθητές/τριες σχετικά µε τα 

Μαθηµατικά, επηρεασµένοι από τα καθηµερινά τους βιώµατα και τον τρόπο που αυτές 

καθορίζουν άλλοτε θετικά και άλλοτε αρνητικά την γνωστική τους ανάπτυξη (Βοσνιάδου 

2001, Fishbein κ.ά., Douady 1985, Grugnetti, Riza κ.ά.. 2002, 2003). Στη συνέχεια, θα 

παρουσιάσουµε τις απόψεις των γνωστικών ψυχολόγων σχετικά µε την ενσαρκωµένη 

γνώση (embodied cognition) (Lakoff & Núñez, 2000), που υποστηρίζουν ότι οι 

ανθρώπινες έννοιες και η ανθρώπινη λογική, συµπεριλαµβανοµένης της µαθηµατικής 

λογικής, δοµούνται σύµφωνα µε την φύση του σώµατος, του µυαλού και τον τρόπο 

λειτουργίας του ανθρώπου µέσα στο κόσµο. Σηµαντικός παράγοντας στην συγκρότηση 

της ενσαρκωµένης γνώσης αποτελεί ο µηχανισµός των εννοιολογικών µεταφορών. 

Επιπλέον θα περιγράψουµε τον τρόπο που αντιλαµβάνονται ερευνητές της διδακτικής των 

µαθηµατικών τα ενσαρκωµένα µαθηµατικά και την έννοια του ενσαρκωµένου αντικειµένου 

(embodied object), του οποίου η δηµιουργία ξεκινά από την νοητική αντίληψη των 

αντικειµένων µέσα στον κόσµο έτσι όπως αυτά εισπράττονται µέσω των αισθήσεων 

(Gray&Tall, 2001, Tall, 2002, Watson, Spyrou & Tall, in press).  
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Στην επόµενη ενότητα επιχειρούµε να περιγράψουµε µία θεωρία που να διατρέχει 

όλα το φάσµα της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Αυτό επιτυγχάνεται µε την θεωρία που 

ανέπτυξε ο D. Tall (2002) για τους τρεις κόσµους των Μαθηµατικών: τον ενσαρκωµένο 

κόσµο (embodied), τον κόσµο των διεργασιών-εννοιών (proceptual) και τον αξιωµατικό 

κόσµο (axiomatic). Οι τρεις αυτοί κόσµοι προσεγγίζουν τα µαθηµατικά µε διαφορετικό 

τρόπο: ο ενσαρκωµένος κόσµος βασίζεται στις ανθρώπινες αντιλήψεις και δράσεις στο 

πλαίσιο του πραγµατικού κόσµου, ο συµβολικός κόσµος των διεργασιών-εννοιών 

αξιοποιεί το ρόλο των συµβόλων συνδυάζοντας τη διπλή του υπόσταση, ως διεργασίας 

και ως έννοιας (διεργασία-έννοια, procept) και τέλος ο αξιωµατικός προσεγγίζει τα 

µαθηµατικά µε τον τυπικό τρόπο. Έχει ενδιαφέρον ο τρόπος που συνδέονται οι κόσµοι 

αυτοί καθώς και το τι σηµαίνει «µαθηµατικά ορθό» στο πλαίσιο που καθορίζει ο καθένας 

τους. 

Στην τέταρτη ενότητα γίνεται αναφορά στη χρήση των νέων τεχνολογιών και των 

τρόπο που αυτές µπορούν να αξιοποιηθούν στην ανάπτυξη κατάλληλων περιβαλλόντων 

για την ενσαρκωµένη προσέγγιση των Μαθηµατικών. Τα περιβάλλοντα αυτά πρέπει να 

είναι µε τέτοιο τρόπο σχεδιασµένα ώστε να αναδεικνύουν την γνωστική ρίζα (cognitive 

root)  που κρύβεται κάτω από την έννοια που προσεγγίζεται και να λειτουργούν σαν 

γένιοι οργανωτές (generic organizer) που διευκολύνουν τη σύνδεση του ενσαρκωµένου µε 

τον κόσµο των διεργασιών-εννοιών  .  

Τέλος, στην πέµπτη και έκτη ενότητα εξειδικεύουµε την παραπάνω θεωρία στο 

χώρο του Απειροστικού Λογισµού και αναπτύσσουµε παραδείγµατα προσέγγισης εννοιών 

µέσα από τους τρεις κόσµους. Παράλληλα θέτουµε ερωτήµατα σχετικά µε το αν έννοιες 

που παραδοσιακά διδάσκονται σε µαθητές των τελευταίων τάξεων του Λυκείου µπορούν 

να προσεγγιστούν µε εναλλακτικό τρόπο από µαθητές του Γυµνασίου ή ακόµα και του 

∆ηµοτικού. Τα ερωτήµατα που ανακύπτουν είναι ποιες είναι οι έννοιες αυτές και ποιος ο 

τρόπος ή η διαδικασία προσέγγισης, έτσι ώστε στις ανώτερες βαθµίδες να διευκολύνεται 

το πέρασµα των µαθητών σε πιο αναπτυγµένους τρόπους σκέψης.  
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1.  Ο ∆ΥΪΣΜΟΣ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΑΣ – ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟΥ 
 

Ο δυϊσµός µεταξύ διεργασίας και αντικειµένου είναι στην πραγµατικότητα η 

διάκριση µεταξύ της δυναµικής (διαδικασίες, πράξεις, ενέργειες, αλγόριθµοι κ.α. ) και της 

σταθερής (µαθηµατικά αντικείµενα, έννοιες, δοµικά στοιχεία θεωριών, αποτελέσµατα 

ενεργειών κ.α.) φύσης των µαθηµατικών. Η διεργασιακή θεώρηση των µαθηµατικών 

επικεντρώνεται κατά κύριο λόγο στο χειρισµό αντικειµένων τα οποία µπορεί να είναι 

διακριτά φυσικά αντικείµενα (υπολογισµός του πλήθους µιας συλλογής αντικειµένων), 

λεκτικές εκφράσεις (ένα και δύο), σύµβολα (1+2, x+y) ή ακόµα και σχήµατα (κατασκευή 

συµµετρικού σχήµατος). Αντίθετα, η εστίαση της σκέψης στα µαθηµατικά αντικείµενα 

αφορά την εννοιολογική διάσταση των µαθηµατικών αφού αναφέρεται στις έννοιες έτσι 

όπως διαµορφώνονται στην εξέλιξη της γνώσης και δεν αντιµετωπίζονται σαν αυτόνοµες 

µονάδες πληροφορίας αλλά ως δοµικά στοιχεία ενός συνολικού γνωστικού πλέγµατος. 

Στη πραγµατικότητα οι, διεργασίες αναφέρονται στις ενέργειες που κάνουµε ενώ οι 

έννοιες στα αντικείµενα που ξέρουµε και χειριζόµαστε. Στην πράξη οι δύο αυτές 

υποστάσεις δεν διαχωρίζονται και η πραγµατική επιδεξιότητα στα µαθηµατικά 

προϋποθέτει τον ευέλικτο χειρισµό και των δύο αυτών διαστάσεων.   

Για να γίνει πιο σαφής η παραπάνω διάκριση θα αναφέρουµε ένα παράδειγµα από τη 

γεωµετρία. Στη γεωµετρία η οµοιότητα µπορεί να αντιµετωπιστεί µε δύο τρόπους: είτε ως 

διαδικασία µε την κατασκευή του οµοιόθετου ενός δεδοµένου σχήµατος είτε ως δεδοµένη  

σταθερή σχέση δύο σχηµάτων που συνεπάγεται µία σειρά ιδιοτήτων και καταστάσεων. Η 

λύση των σχετικών προβληµάτων απαιτεί πολλές φορές και τα δύο, δηλαδή την 

κατασκευή ή την αναγνώριση οµοίων σχηµάτων, την τεκµηρίωση της µεταξύ τους σχέσης 

και την εξαγωγή συµπερασµάτων και ιδιοτήτων που απορρέουν από αυτή. 

Ο παραπάνω διαχωρισµός έχει παίξει σηµαντικό ρόλο στη διατύπωση θεωριών που 

αφορούν στην ανάπτυξη των µαθηµατικών εννοιών είτε αυτές αναφέρονται σε 

στοιχειώδες, είτε σε προχωρηµένο επίπεδο µαθηµατικής σκέψης. Παρακάτω θα 

αναφέρουµε ενδεικτικά µερικές από τις θεωρίες που έχουν αναπτυχθεί σχετικά µε αυτό το 

θέµα και θα επιχειρήσουµε την αναγνώριση κοινών τους σηµείων καθώς και σηµείων 

διαφοροποίησης. Στόχος είναι να κατανοήσουµε ένα συγκεκριµένο τρόπο προσέγγισης 
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µαθηµατικών εννοιών ώστε να µπορέσουµε να τον εντάξουµε σε µία ευρύτερη θεωρία 

ικανή να ερµηνεύσει την εξέλιξη της µαθηµατικής σκέψης.  

 

1.1. O δυϊσµός διεργασίας / αντικειµένου. Η θεωρία της υποστασιοποίησης  

 

Στην ενότητα αυτή θα προσπαθήσουµε να παρουσιάσουµε σύντοµα και να δώσουµε 

µερικά παραδείγµατα πάνω σ’ αυτό που αναφέρεται από τη Sfard (1991) και τις Sfard και 

Linchevski (1994), ως δυϊσµός διεργασίας / αντικειµένου. Μετά θα περιγράψουµε τα τρία 

στάδια σχηµατισµού της έννοιας: την εσωτερίκευση (interiorization), συµπύκνωση 

(condensation) και υποστασιοποίηση (reification), έτσι όπως ορίστηκαν για να 

διευκρινίσουν πώς ένα άτοµο µεταβαίνει από τη κατάσταση να σκέφτεται µία έννοια ως 

λειτουργική διεργασία στη κατάσταση να την αντιµετωπίζει ως αφηρηµένο αντικείµενο.  

 

1.1.1.  Ο δυϊσµός διεργασίας / αντικειµένου. 
 

Σύµφωνα µε τη Sfard (1991), οι µαθηµατικές έννοιες µπορούν να αντιµετωπιστούν 

είτε ως αφηρηµένα αντικείµενα, είτε ως διεργασίες. Στην πρώτη περίπτωση 

αναφερόµαστε στη δοµική επινόηση (structural conception) µιας έννοιας, ενώ στη 

δεύτερη στη λειτουργική επινόηση (operational conception),  η οποία µας οδηγεί να 

ασχοληθούµε κυρίως µε διεργασίες, αλγορίθµους και δράσεις παρά µε αντικείµενα. Για 

παράδειγµα η συµµετρία µπορεί να αντιµετωπιστεί στατικά, ως µία ιδιότητα γεωµετρικών 

σχηµάτων αλλά µπορεί να αντιµετωπιστεί και δυναµικά ως µετασχηµατισµός.  

Πάντως η δοµική και η λειτουργική διάσταση της έννοιας δεν είναι αµοιβαία 

αποκλειόµενες, αν και φαίνονται ασύµβατες στην πραγµατικότητα λειτουργούν 

συµπληρωµατικά. Η ισχύουσα άποψη είναι ότι η ικανότητα να µπορεί κανείς να 

κατανοήσει τις µαθηµατικές έννοιες ταυτόχρονα ως διεργασίες και ως αντικείµενα,  

συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω αντιλήψεις, είναι στενά συνδεδεµένη µε αυτό που 

καλείται κατανόηση των µαθηµατικών. 

Για παράδειγµα οι Sfard και Linchevski (1994) εξήγησαν ότι ο δυϊσµός διεργασίας 

/ αντικειµένου µπορεί να επηρεάσει την πλήρη κατανόηση της έννοιας της ισότητας. Οι 

µαθητές/τριες µπορεί να µην καταλαβαίνουν τις διαδικασίες που χρειάζονται για να 

λύσουν εξισώσεις σαν την 3χ+8=7χ+4, επειδή δεν κατανοούν, εξαρχής, τι σηµαίνει οι δύο 

αυτές ποσότητες, οι οποίες αντιµετωπίζονται ως αυτόνοµα αντικείµενα, είναι ίσες. 
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Μπορούµε να βρούµε παραδείγµατα γι’ αυτόν το δυϊσµό διεργασίας/ αντικειµένου, 

ουσιαστικά σε κάθε µαθηµατικό επίπεδο. Στην αριθµητική για παράδειγµα, κάποιος 

µπορεί να θεωρήσει το 3+4 σαν µία οδηγία για να εκτελέσει την πράξη της πρόσθεσης, 

αλλά να µην το βλέπει σαν την ποσότητα 7, αν δε δει το σύµβολο της ισότητας όπως στην 

έκφραση 3+4=7. Στη περίπτωση αυτή έχει εστιάσει την προσοχή του στην διεργασία της 

πρόσθεσης αγνοώντας το αντικείµενο του αποτελέσµατος της πρόσθεσης που κρύβεται 

πίσω από τη πράξη. Αυτό το πρόβληµα γίνεται ιδιαίτερα σηµαντικό όταν οι µαθητές/τριες 

εισάγονται στην Άλγεβρα και αρχίζουν να αντιµετωπίζουν εκφράσεις όπως η 3+x. Αν 

συνεχίσουν να επιµένουν να βλέπουν µια τέτοια έκφραση, µόνο σαν µία ένδειξη για την 

εκτέλεση της πράξης της πρόσθεση, τότε µπορεί να αντιµετωπίσουν δυσκολία στην 

απλοποίηση παραστάσεων και στην επίλυση εξισώσεων. 

Τον ίδιο  δυϊσµό συναντάµε και σε υψηλότερο επίπεδο των µαθηµατικών. Όταν, 

για παράδειγµα, αναφερόµαστε στην έννοια της µαθηµατικής συνάρτησης άλλοτε ως µίας 

υπολογιστικής διαδικασίας (π.χ. ψ=3χ+1) και άλλοτε ως ενός συνόλου διατεταγµένων 

ζευγών (δηλαδή ως ένα αφηρηµένο αντικείµενο).  

Η Sfard δίνει έµφαση στη δυϊκότητα των λειτουργικών (διεργασία) και δοµικών 

(αντικείµενο) εννοιών σε αντίθεση µε το διαχωρισµό τους. Υποστηρίζει, ότι «για να 

αναπτύξει κανείς το νόηµα για ανωτέρου επιπέδου µαθηµατικές έννοιες, χρειάζεται να 

είναι ικανός να σκέφτεται συγχρόνως και λειτουργικά και δοµικά.» (Sfard, 1991) 

 

1.1.2.  Η θεωρία της υποστασιοποίησης. 
 

Η Sfard (1991) όρισε τρία στάδια στην ανάπτυξη της έννοιας: την εσωτερίκευση 

(interiorization), τη συµπύκνωση (condensation) και την υποστασιοποίηση (reification).  

Η εσωτερίκευση περιγράφτηκε σαν εκείνο το στάδιο, κατά το οποίο ένα άτοµο 

εκτελεί λειτουργίες σε µαθηµατικά αντικείµενα χαµηλότερου επιπέδου. Καθώς το άτοµο 

αυτό γίνεται περισσότερο οικείο µε την εκτέλεση αυτών των διαδικασιών, φτάνει στο 

σηµείο εκείνο, όπου µπορεί να σκεφτεί τι θα συµβεί, χωρίς να πραγµατοποιήσει τη 

διαδικασία. Τότε, λέγεται ότι η διαδικασία έχει εσωτερικευτεί. Εποµένως αυτό συµβαίνει 

όταν κάποιος δεν χρειάζεται πλέον να σκεφτεί τον αλγόριθµο για να εκτελέσει τη 

διαδικασία. Η Sfard (1991) αναφέρει σαν παράδειγµα, την περίπτωση των αρνητικών 

αριθµών, όταν ακριβώς κάποιος πρέπει να αποµνηµονεύσει τις αναγκαίες διαδικασίες για 

την πρόσθεση και την αφαίρεση. Όταν αυτές οι διαδικασίες θα έχουν εσωτερικευτεί τότε 
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το άτοµο θα έχει φτάσει στο στάδιο που θα εκτελεί µία πράξη άµεσα χωρίς να χρειάζεται 

πια να εστιάσει την προσοχή του στον συγκεκριµένο αλγόριθµο. Θα µπορούσαµε να 

πούµε, στην περίπτωση αυτή, ότι η πράξη της αφαίρεσης δύο ακεραίων έχει εσωτερικευτεί 

όταν κανείς είναι ικανός να αφαιρέσει αυτόµατα τους δύο αριθµούς. 

Η συµπύκνωση, αναφέρεται σαν το στάδιο εκείνο, όπου µία περιπεπλεγµένη 

διαδικασία συµπυκνώνεται σε µία µορφή που είναι ευκολότερο να την χρησιµοποιήσουµε 

και να την σκεφτούµε. H Sfard (1991) δίνει το παράδειγµα των προγραµµάτων του 

ηλεκτρονικού υπολογιστή, όπου ένα σύνολο από κώδικες, µπορεί να αναφέρεται ως ένα 

υποπρόγραµµα και να συµπεριφέρεται ως µια ενότητα. Το στάδιο της συµπύκνωσης 

ορίστηκε ως το στάδιο εκείνο, που στην πραγµατικότητα «µια καινούργια έννοια, 

επισήµως, γεννιέται». Ένα άτοµο θεωρείται ότι βρίσκεται στο στάδιο της συµπύκνωσης, 

όσο καιρό η καινούρια έννοια παραµένει δεµένη σε µία αλγοριθµική διαδικασία. Σε αυτό 

το στάδιο, ο/η µαθητής/τρια  γίνεται ικανός να συνδυάζει διαδικασίες, να κάνει 

συγκρίσεις και να γενικεύει. Μια πολύ σπουδαία πλευρά της συµπύκνωσης είναι η 

αυξανόµενη ικανότητα του/της µαθητή/τριας να µεταβαίνει ανάµεσα σε πολλαπλές 

αναπαραστάσεις µιας έννοιας. 

Η υποστασιοποίηση, ορίζεται ως το στάδιο εκείνο κατά το οποίο ο/η µαθητής/τρια  

µπορεί να αντιληφθεί µια µαθηµατική έννοια, ως ένα πλήρες αντικείµενο µε τα δικά του 

χαρακτηριστικά. Μπορεί κάποιος να σκεφτεί τις έννοιες που έχουν υποστασιοποιηθεί, σε 

σχέση µε τις κατηγορίες στις οποίες ανήκουν και να συγκρίνει µεταξύ τους τα 

χαρακτηριστικά αυτών των κατηγοριών. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι ενώ η 

εσωτερίκευση και συµπύκνωση εµφανίζονται βαθµιαία, η υποστασιοποίηση συνήθως 

εµφανίζεται σαν µία ξαφνική µεταβολή και είναι το πιο επίπονο στάδιο για τους µαθητές: 

«Για να δει κανείς µία συνάρτηση ως αντικείµενο πρέπει να προσπαθήσει να τη 

χειριστεί ως µία ολότητα: δεν υπάρχει λόγος να µετατρέψει κανείς µια διεργασία σε 

αντικείµενο, εκτός αν έχουν πραγµατοποιηθεί σ’ αυτήν την απλούστερη διεργασία 

µερικές άλλες ανωτέρου επιπέδου διεργασίες. Αλλά εδώ ενεδρεύει ένα φαύλος κύκλος: 

από τη µία, η υποστασιοποίηση δεν θα εµφανιστεί, χωρίς µια εσωτερίκευση ανωτέρου 

επιπέδου. Απ’ την άλλη κρίνεται απαραίτητη για την εσωτερίκευση η ύπαρξη 

αντικειµένων στα οποία µπορούν να πραγµατοποιηθούν διεργασίες ανωτέρου επιπέδου 

(χωρίς την ύπαρξη τέτοιων αντικειµένων, οι διεργασίες µοιάζουν να είναι εντελώς 

χωρίς νόηµα). Με άλλα λόγια: Η χαµηλότερου επιπέδου υποστασιοποίηση και η 
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ανωτέρω επιπέδου εσωτερίκευση είναι προϋποθέσεις η µία της άλλης!» (Sfard, 1991, 

σελ.31). 

Αυτή η ερµηνεία µας εφοδιάζει µε ένα αδιάψευστο επιχείρηµα: ότι η λειτουργική και 

η δοµική κατανόηση είναι µεταξύ τους περισσότερο συµπληρωµατικές παρά αντίθετες. 

Είναι ιδιαίτερα σηµαντικό να διαπιστώσει κανείς, ότι τα στάδια της ανάπτυξης µιας 

έννοιας επαναλαµβάνονται καθώς προχωράει κανείς σε έννοιες ανωτέρου επιπέδου. 

 

1.2. Η θεωρία ΑPOS  

 

Σε αυτή την ενότητα θα σκιαγραφήσουµε την γενική θεωρία APOS (Action-Process-

Object-Schema) του Dubinsky και των συνεργατών του. Η µορφή που θα παρουσιάσουµε 

αναφέρεται στην πιο πρόσφατη φάση της ανάπτυξής της (Czarnocha κ.ά., 1999). Επίσης, 

µέσα από συγκεκριµένα παραδείγµατα θα επιχειρήσουµε να περιγράψουµε  τις νοητικές 

κατασκευές που προτείνονται από τη θεωρία αυτή.  

Η κύρια πηγή αυτής της θεωρίας είναι η επιστηµολογία της µάθησης του Piaget από 

την νηπιακή ηλικία στην εφηβεία (Beth et Piaget 1966) και η προσπάθεια της εφαρµογής 

του µηχανισµού της στοχαστικής αφαίρεσης στην εκµάθηση µαθηµατικών πιο πέρα από τη 

µέση εκπαίδευση, στη προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη.  

Η θεωρία  «APOS» υποστηρίζει ότι η απόκτηση της γνώσης συνιστάται στην 

ικανότητα του ατόµου να κάνει νοητικές κατασκευές µε σκοπό να αντιµετωπίσει 

καταστάσεις προβληµατισµού. Συχνά οι κατασκευές αυτές απαιτούν την επανακατασκευή 

ή την υπενθύµιση κάποιας προηγούµενης κατασκευής, κάτι σαν επανάληψη µιας παλαιάς 

µεθόδου. Η πραγµατική εξέλιξη στην ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης δεν έρχεται 

απλώς µε νέες κατασκευές που προκύπτουν από απλές βελτιώσεις  παλαιότερων και 

µπορούν να αντιµετωπίσουν πιο ευέλικτα µία οµάδα παρόµοιων καταστάσεων. Αντίθετα, 

η εξέλιξη πραγµατοποιείται όταν οι νέες κατασκευές αν και διατηρούν σηµεία οµοιότητας 

µε τις προηγούµενες, διαφέρουν σε επίπεδο πολυπλοκότητας. Αυτή η ιδέα σχετίζεται µε 

την γνωστή διχοτόµηση του  Piaget για την αφοµοίωση και τη συµµόρφωση (assimilation 

and accommodation (Piaget 1972))1 

                                           
1 Κατά τον Piaget, αφοµοίωση είναι ένα είδος βιολογικής προσαρµογής, είναι η προσπάθεια συνδιαλλαγής 
ζωντανού οργανισµού µε το περιβάλλον, που κάνει το περιβάλλον να ταιριάζει µε την υπάρχουσα δοµή του 
ζωντανού οργανισµού (το περιβάλλον στα µέτρα του οργανισµού, διαδικασία ενσωµάτωσης των νέων 
δεδοµένων στις ήδη υπάρχουσες γνώσεις). Ενώ συµµόρφωση είναι η προσπάθεια του οργανισµού να 
εναρµονίσει τη συµπεριφορά του µε το περιβάλλον (ο οργανισµός στα µέτρα του περιβάλλοντος, διαδικασία 
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Πιο συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τη θεωρία APOS, η κατανόηση µιας µαθηµατικής 

έννοιας ξεκινά µε τη δράση (action) πάνω σε φυσικά και νοητικά αντικείµενα, που έχουν 

από πριν κατασκευαστεί. Στη συνέχεια, οι δράσεις µε τη σειρά τους εσωτερικεύονται 

(interiorized) σε διεργασίες (processes) οι οποίες µετέπειτα ενθυλακώνονται 

(encapsulated)  σε αντικείµενα (objects). Τα αντικείµενα, αντιστρόφως, µπορούν να από–

ενθυλακωθούν (de-encapsulated) πάλι πίσω στις διεργασίες από τις οποίες προέρχονται. 

Τέλος, διεργασίες και αντικείµενα οργανώνονται σε σχήµατα (schemas).  

Στην περιγραφή αυτή πιθανόν να δηµιουργηθεί η παραπλανητική άποψη ότι 

υπάρχει γραµµική εξέλιξη από τη δράση στο αντικείµενο, µέσω της διεργασίας και τελικά 

στη δηµιουργία του σχήµατος. Στην πραγµατικότητα παρόλο που διακρίνεται κάποια 

διαδοχή, συχνά η εξέλιξη είναι πιο διαλεκτική. Εκτός από τη µονοµερή ανάπτυξη σε 

κάποιο επίπεδο, η ανάπτυξη κάθε επιπέδου επιδρά ταυτόχρονα στην ανάπτυξη 

χαµηλότερων ή υψηλότερων επίπεδων. ∆ηλαδή, πραγµατοποιούνται συνεχείς 

µετακινήσεις µε περάσµατα από το ένα επίπεδο στο άλλο. Παρακάτω παρατίθεται µία 

σύντοµη περιγραφή των νοητικών αυτών κατασκευών:  

∆ράση (action): Ένας µετασχηµατισµός ονοµάζεται δράση όταν αποτελεί την 

αντίδραση του υποκειµένου σε κάποιο ερέθισµα που το λαµβάνει ως εξωτερικό.  

Ένα παράδειγµα εννοιολογικής δράσης δίνεται µε την έννοια της συνάρτησης. Έστω 

η συνάρτηση µε τύπο f(x)=x+2. Οι µαθητές/τριες  δεν συναντούν δυσκολία να 

υπολογίσουν το σύνολο τιµών της συνάρτησης αν το πεδίο ορισµού είναι το {-4, -3, -2, -1, 

0, 1, 2, 3, 4} προσθέτοντας απλώς σε κάθε στοιχείο το 2 και καταγράφοντας το σύνολο, 

στοιχείο προς στοιχείο ή ακολουθώντας τον «κανόνα» του τύπου ή ξεκινώντας από το –2 

και προχωρώντας ένα-ένα µέχρι το 6 (µετακίνηση όλων το στοιχείων κατά 2). Πάντως η 

εύρεση του συνόλου τιµών: {-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} είναι µια εννοιολογική δράση.  

Αν όµως το ζητούµενο ήταν να βρεθεί το σύνολο τιµών όταν το πεδίο ορισµού είναι 

όλο το σύνολο των ρητών αριθµών δε θα επαρκούσε ο παραπάνω τρόπος αντιµετώπισης 

ούτε θα ήταν διαθέσιµοι απλοί αλγόριθµοι. Ακόµα και στο σύνολο των ακεραίων, γενικά, 

οι µαθητές/τριες  έχουν πρόβληµα να επιχειρηµατολογήσουν.  

                                                                                                                               
τροποποίησης των γνωστικών δοµών του ατόµου). Π.χ. όταν ένα παιδί παίζει µε ένα παλιό ξύλο, αυτό 
µπορεί να γίνει πλοίο, κούκλα κ.α. αυτό είναι αφοµοίωση ενώ αντίθετα η µίµηση ενός προσώπου, ζώου 
είναι συµµόρφωση. Και τα δύο λειτουργούν ταυτόχρονα και η προσαρµογή είναι καλύτερη όταν υπάρχει 
«ισορροπία» αυτών των δύο. (Βοσνιάδου, 2001) 
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Σύµφωνα µε την θεωρία APOS όλες αυτές οι δυσκολίες σχετίζονται µε την έλλειψη 

ικανότητας των µαθητών/τριών να εσωτερικεύσουν αυτές τις δράσεις σε διεργασίες και να 

ενθυλακώσουν (encapsulate) αυτές τις διεργασίες σε αντικείµενα.  

∆ιεργασία (process): όταν το άτοµο στοχάζεται πάνω σε µια δράση και την 

εσωτερικεύει τότε η δράση γίνεται µέρος του ατόµου το οποίο αποκτά έλεγχο πάνω της. 

Για παράδειγµα, στην περίπτωση της συνάρτησης η διαδικασία κατανόησης 

συνίσταται στην σκέψη πάνω στη µορφή της και την εύρεση του συνόλου τιµών. ∆εν 

είναι απαραίτητη η εκτέλεση των πράξεων απλώς, αρκεί η σκέψη πάνω σε αυτές. 

Αντικείµενο (object): όταν το άτοµο στοχάζεται πάνω στις λειτουργίες που 

εφαρµόζονται σε µία συγκεκριµένη διεργασία, καθίσταται ενήµερο για αυτή τη διεργασία, 

ως µία ολότητα, αντιλαµβάνεται ποιοι µετασχηµατισµοί (δράσεις ή διεργασίες) µπορούν 

να ενεργήσουν σε αυτή και είναι πραγµατικά ικανό να κατασκευάσει κατάλληλους 

µετασχηµατισµούς και να σκεφτεί πάνω σε αυτή τη διεργασία συνολικά σαν ένα αυτόνοµο 

αντικείµενο. Στην περίπτωση αυτή οι διεργασίες  ενθυλακώνονται (encapsulated)  σε 

αντικείµενo. 

Στις περιπτώσεις που µία δράση ή µία διεργασία έχει ήδη ενθυλακωθεί (encapsulated) 

σε ένα αντικείµενο παρουσιάζεται συχνά η ανάγκη της αντίστροφης διαδικασίας που είναι 

η  από-ενθυλάκωση (de-encapsulate) του αντικειµένου πίσω στη διεργασία, από την οποία 

προήλθε, µε σκοπό να χρησιµοποιηθούν οι ιδιότητες του στη διαχείρισή του. 

Για παράδειγµα, στην περίπτωση της συνάρτησης, όταν η διεργασία συσχετισµού των 

στοιχείων δύο συνόλων, µέσω του τύπου, ενθηλακωθεί σε ένα αυτόνοµο αντικείµενο που 

αποτελεί την έννοια της συνάρτησης, τότε µπορεί ο/η µαθητής/τρια να το αντιµετωπίσει 

ως µία ολότητα και να προχωρήσει σε διαχείριση της, δηλαδή να κάνει πράξεις µε 

συναρτήσεις, να συνθέσει συναρτήσεις κλπ. Όταν, όµως, χρειαστεί να υπολογίσει 

συγκεκριµένες τιµές της συνάρτησης π.χ.  f (2), f ( 2) µπορεί να από-ενθηλακώσει το 

αντικείµενο - συνάρτηση σε διεργασία υπολογισµού ζευγών αντιστοίχων τιµών. 

Σχήµα (schema): είναι οι διεργασίες και τα ήδη κατασκευασµένα αντικείµενα που 

µπορούν να συνδεθούν µε διαφορετικούς τρόπους. Για παράδειγµα, δύο ή περισσότερες 

διεργασίες µπορούν να συντονιστούν µέσω µιας σύνθεσης (composition) ή διεργασίες και 

αντικείµενα µπορούν να συσχετιστούν χάρη στην ιδιότητα επίδρασης του ενός πάνω στο 

άλλο. Μια συλλογή δράσεων, διεργασιών και αντικειµένων µπορεί να οργανωθεί µε 

δοµηµένο τρόπο σε ένα σχήµα το οποίο να έχει τη δυνατότητα να περιέχει προηγούµενα 
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κατασκευασµένα σχήµατα. Τα ίδια τα σχήµατα µπορούν να θεωρηθούν ως αντικείµενα και 

να ενταχθούν σε πιο σύνθετες δοµές όπως τα «υψηλού επιπέδου» σχήµατα. 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση στοιχειοθετεί ένα αντικείµενο που µέσω της σύνδεσής 

του µε µία πράξη (π.χ. πρόσθεση, σύνθεση, αντιστροφή) δηµιουργεί νέες συναρτήσεις που 

µπορεί να ικανοποιούν ή όχι κάποιες ιδιότητες. Όλα αυτά µπορούν να οργανωθούν και να 

κατασκευάσουν ένα σχήµα, το σχήµα της συνάρτησης.  

Μια σχηµατική περιγραφή του σχήµατος και των κατασκευών του, περιγράφεται στο 

σχήµα 1. Η περιγραφή που βλέπουµε δεν είναι απαραίτητα γραµµική και είναι πολύ 

πιθανό να σπάει σε µερικά σηµεία. Μπορεί, όµως να περιγράψει τα «πέντε είδη 

κατασκευών» που χαρακτηρίζουν την στοχαστική αφαίρεση (Dubinsky, 1991). Πιο 

συγκεκριµένα, ξεκινάµε µε τα αντικείµενα. Τέτοια στα µαθηµατικά είναι οι αριθµοί, οι 

µεταβλητές, οι συναρτήσεις, οι τοπολογικοί χώροι, τα σύνολα, τα διανύσµατα κ.α., 

ο,τιδήποτε δηλαδή µπορεί να κατασκευαστεί από το/τη µαθητή/τρια κατά τη διάρκεια της 

µαθηµατικής του/της ανάπτυξης. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Κάθε στιγµή, πραγµατοποιούνται µία σειρά από δράσεις του/της µαθητή/τριας πάνω 

σε αυτά τα αντικείµενα. ∆εν είναι απαραίτητο αυτές οι δράσεις να είναι αριθµητικές 

πράξεις µε αριθµητικά αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, τέτοιες δράσεις είναι η διαχείριση 

γεωµετρικών σχηµάτων. Αυτές οι δράσεις πρέπει να εσωτερικευτούν σε διεργασίες. Η 

εσωτερίκευση επιτρέπει στο/η µαθητή/τρια να έχει συνείδηση των ενεργειών που 

∆ιεργασίες Αντικείµενα 

Εσωτερίκευση 

Ενθυλάκωση 

∆ράση 

Συντονισµός 
Αντιστροφή 

  Γενίκευση 

Σχήµα 1: Το σχήµα και οι κατασκευές του (Dubinsky, 1991) 
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πραγµατοποιεί, να στοχάζεται πάνω σε αυτές και να µπορεί συνδυάζει µεταξύ τους 

σύνολα δράσεων. 

Η εσωτερίκευση των δράσεων είναι ο ένας τρόπος δηµιουργίας διεργασιών, ο άλλος 

είναι η εργασία πάνω στις υπάρχουσες διεργασίες και η δηµιουργία νέων. Αυτό µπορεί να 

γίνει µε διάφορους τρόπους όπως είναι η αντιστροφή της διεργασίας. Όταν, για 

παράδειγµα, ένας µαθητής, στην Ανάλυση, έχει εσωτερικεύσει τη δράση της εύρεσης 

παραγώγου µιας συνάρτησης, χρησιµοποιώντας µε ευελιξία διάφορες τεχνικές, µπορεί να 

αντιστρέψει τη διεργασία αυτή δηµιουργώντας µία νέα διεργασία που στην περίπτωση 

αυτή θα είναι η αντιπαραγώγιση ή ο υπολογισµός του αορίστου ολοκληρώµατος. Η 

ενθυλάκωση, µε τη σειρά τους, των διεργασιών της παραγώγισης και αντιπαραγώγισης 

µπορεί να οδηγήσει στη δηµιουργία ενός ενιαίου αντικειµένου που θα διευκολύνει την 

εισαγωγή στο Θεµελιώδες θεώρηµα του Ολοκληρωτικού Λογισµού. 

Ένας άλλος τρόπος να δηµιουργηθούν νέες διεργασίες είναι η σύνθεση και ο 

συντονισµός δύο ή περισσοτέρων διεργασιών. 

 

1.3. Η θεωρία της διεργασίας-έννοιας (procept) 

 

Οι Gray & Tall (1994) υιοθετούν τον όρο διεργασία (process) διαχωρίζοντας τον 

από την διαδικασία (procedure) µε την έννοια ότι η διεργασία έχει ένα γενικό χαρακτήρα 

και συγκεκριµένο σκοπό και δεν ασχολείται µε τη συγκεκριµένη µέθοδο που θα 

ακολουθηθεί για την επίτευξή του ενώ η διαδικασία αναφέρεται στον συγκεκριµένο 

αλγόριθµο που θα χρησιµοποιηθεί για την πραγµατοποίηση του στόχου µιας διεργασίας2. 

Για παράδειγµα η διεργασία της πρόσθεσης µπορεί να υλοποιηθεί µε διαφορετικούς 

αλγοριθµικά τρόπους (διαδικασίες) ανάλογα µε τη στρατηγική που κάθε φορά επιλέγει το 

παιδί π.χ. ξεκινώντας από τον πρώτο αριθµό (Π- πρόσθεση) ή από τον µεγαλύτερο αριθµό 

(Μ-πρόσθεση). Εποµένως, µία διεργασία µπορεί να υλοποιηθεί µε διαφορετικές 

διαδικασίες. 

                                           
2 Στην εργασία αυτή έχουµε υιοθετήσει αυτή τη διάκριση των όρων process και procedure χρησιµοποιώντας 
τους αντίστοιχους ελληνικούς όρους διεργασία και διαδικασία. Ως διεργασία νοείται η ενέργεια µε την 
ευρύτερη έννοια που στοχεύει στην περάτωση µίας φυσικής ή νοητικής πράξης ανεξάρτητα από τον 
αλγόριθµο ή την µεθοδολογία, ενώ διαδικασία είναι ο συγκεκριµένος κάθε φορά αλγόριθµος. Εποµένως, µία 
διεργασία µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε διαφορετικές µεταξύ τους διαδικασίες. Οι ελληνικοί όροι είναι 
σύµφωνοι µε την Τράπεζα Όρων EURODICAUTOM 
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Όπως και στις προηγούµενες θεωρίες οι Gray & Tall διακρίνουν στα µαθηµατικά τη 

διεργασία (process), που αναφέρεται στην υλοποίηση ενός συνόλου ενεργειών πάνω σε 

αντικείµενα, από την έννοια (concept) που αφορά τα µαθηµατικά αντικείµενα και τις 

µεταξύ τους σχέσεις. Μπορούµε να πούµε ότι το άτοµο κατέχει τη γνώση µίας έννοιας, αν 

µπορεί να αναγνωρίσει τους δεσµούς που τη συνδέουν µε άλλες έννοιες και ιδιότητες. 

Εποµένως, η σκέψη που στηρίζεται στην εννοιολογική γνώση είναι πιο ευέλικτη από αυτή 

που περιορίζεται στις διεργασίες που είναι από τη φύση της περιορισµένη, δύσκαµπτη και 

ανελαστική. Αυτό που επιχειρούν οι Gray & Tall (1994), να προσθέσουν τις 

προηγούµενες θεωρίες, είναι µία ερµηνεία του τρόπου µε τον οποίο οι διεργασίες 

µεταβάλλονται σε έννοιες και αντίστροφα. Για την επίτευξη του στόχου αυτού 

αναδεικνύεται ο σηµασία του µαθηµατικού συµβολισµού. Αυτό που συµβαίνει στην 

πράξη είναι, το ίδιο σύµβολο να εκφράζει άλλοτε µία διεργασία και άλλοτε µία έννοια, 

δηλαδή µε την ίδια µαθηµατική έκφραση να δηλώνεται, ταυτόχρονα, µία πράξη αλλά και 

το αποτέλεσµα της (Gray & Tall, 1994). Τέτοια παραδείγµατα υπάρχουν άφθονα στην 

Αριθµητική, Άλγεβρα και Ανάλυση: 

• το κλάσµα 
2
3

 εκφράζει ταυτόχρονα τη διαίρεση 2 διά 3 (διεργασία) και το 

αποτέλεσµα της διαίρεσης µε µορφή κλασµατικού αριθµού (έννοια). 

• Το σύµβολο +2 εκφράζει ταυτόχρονα τη διεργασία της «πρόσθεσης 2» ή τη 

µετακίνηση κατά 2 θέσεις προς τα δεξιά στον άξονα των πραγµατικών αλλά 

ταυτόχρονα εκφράζει και την έννοια του θετικού πραγµατικού αριθµού +2. 

• Ο συµβολικός τρόπος απόδοσης της  αλγεβρικής παράστασης 2x+3 δηλώνει έναν 

τύπο, δηλαδή µία δυνητική διεργασία υπολογισµού, στον οποίο αντικαθιστά τιµές 

στο x και λαµβάνει αποτελέσµατα. Αντίθετα, σε άλλες περιπτώσεις, ο ίδιος 

συµβολισµός, εκφράζει το αντικείµενο (2x+3), όπως στην παραγοντοποίηση της 

παράστασης (2x+3)2 +x2(2x+3), ή στην έκφραση y=2x+3 που σηµαίνει τον τύπο 

µιας συνάρτησης ή ακόµα και την εξίσωση µιας ευθείας.  

• Ο συµβολισµός lim ( )
x a

f x
→

 εκφράζει ταυτόχρονα τη διεργασία υπολογισµού του 

αντιστοίχου ορίου αλλά και το αποτέλεσµα του υπολογισµού. (Gray & Tall, 1994). 

 

Η διαφορετική ερµηνεία του ίδιου συµβολισµού αποτελεί ισχυρό εργαλείο για τα 

µαθηµατικά αφού επιτυγχάνει να περικλείσει στην ίδια έκφραση διαφορετικά νοήµατα 
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ενώ αποδεικνύεται ταυτόχρονα και σηµαντική πηγή δυσκολιών για τους µαθητές/τριες. Οι 

δεξιοτέχνες της µαθηµατικής σκέψης χρησιµοποιούν το συµβολισµό ανάλογα µε τις 

ανάγκες του προβλήµατος που αντιµετωπίζουν, άλλοτε ως διεργασίας και άλλοτε ως 

έννοιας και ακριβώς στο σηµείο αυτό έγκειται και η ικανότητα της µαθηµατικής σκέψης 

τους. Ανάλογα, λοιπόν, µε τις µαθηµατικές του ικανότητες το άτοµο µπορεί µε ευελιξία 

να αναλύει και να ανασυνθέτει το ίδιο αντικείµενο σε διαφορετικές διαδικασίες. 

Για να εξηγήσουν αυτό το φαινόµενο, οι Gray & Tall, δηµιούργησαν τον όρο 

διεργασία-έννοια (procept) από τον συνδυασµό των λέξεων process (διεργασία) και 

concept (έννοια). Σκοπός ήταν να περιγράψουν το µίγµα της διεργασίας και της 

αντίστοιχης έννοιας που χρησιµοποιούν κοινό συµβολισµό. Έτσι µία στοιχειώδη 

διεργασία-έννοια (elementary procept) αποτελείται από τρία συστατικά τη διεργασία 

(process) που παράγει ένα µαθηµατικό αντικείµενο (object), το αντικείµενο και το σύµβολο 

(symbol) που χρησιµοποιείται για να αποδώσει άλλοτε την διεργασία και άλλοτε το 

αντικείµενο.  Επειδή το ίδιο αντικείµενο µπορεί να αποδοθεί µε διαφορετικούς 

συµβολισµούς, ως διεργασία-έννοια ορίζεται µία συλλογή από στοιχειώδεις διεργασίες-

έννοιες που αντιστοιχούν στο ίδιο αντικείµενο. Για παράδειγµα η διεργασία-έννοια του 

αριθµού 6 µπορεί να είναι η διεργασία αρίθµησης µέχρι το 6 αλλά και διάφορες άλλες 

διεργασίες όπως 3+3, 4+2, 2+4, 2x3, 8-2 κ.ά. που αποτελούν ισοδύναµες στοιχειώδεις 

διεργασίες-έννοιες που ανήκουν στην ίδια «κλάση ισοδυναµίας» που καλείται η διεργασία-

έννοια του 6. (Gray&Tall, 1994) 

Ύστερα από τον ορισµό της διεργασίας-έννοιας (procept) µπορούµε, αντίστοιχα, να 

µιλήσουµε και για σκέψη µε διεργασίες-έννοιες (proceptual thinking) που ορίζεται ως η 

ικανότητα του ατόµου να χειρίζεται το συµβολισµό ευέλικτα, άλλοτε ως διεργασία και 

άλλοτε ως έννοια, αλλάζοντας µε άνεση διαφορετικούς συµβολισµούς για το ίδιο 

αντικείµενο (Gray & Tall, 1994). Αντίθετα, η διαδικαστική σκέψη (procedural thinking) 

των µαθηµατικών αναφέρεται στην υλοποίηση ενός συνόλου ενεργειών πάνω σε 

αντικείµενα και στο περιορισµό της εστίασης στο συσχετισµό δεδοµένων και ζητούµενων 

σε µία διαδικασία. Η αδυναµία ανάπτυξης δοµών µε διαδικασίες-έννοιες αποτελεί το 

κύριο εµπόδιο για τους αδύνατους, στα Μαθηµατικά, µαθητές. Για το λόγο αυτό οι Gray 

& Tall (1994) υιοθέτησαν τον όρο διαίρεση διεργασιών-εννοιών (proceptual divide) για να 

διακρίνουν τους λιγότερο από τους περισσότερο επιτυχηµένους στα µαθηµατικά µαθητές 

(Tall, 1994).  
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 Ακόµα και σε επίπεδο στοιχειωδών µαθηµατικών, η γενική εντύπωση είναι ότι τα 

διαφορετικά επίπεδα µαθηµατικών δεξιοτήτων των µαθητών/τριών είναι συνάρτηση της 

ποιοτικής διαφοράς των αντικειµένων που επινοούν οι ίδιοι/ες για να υποστηρίξουν την 

µαθηµατική τους σκέψη. Οι χαµηλής επίδοσης µαθητές/τριες µεταφράζουν τα σύµβολα 

που συναντούν στις αριθµητικές διεργασίες σε σχέσεις πραγµατικών ή φανταστικών 

αντικειµένων που έχουν συγκεκριµένη υπόσταση. Για παράδειγµα, χρησιµοποιούν τα 

δάκτυλα τους ή ξυλάκια ή άλλα νοητικά αντικείµενα που τους δίνουν σχήµα ακόµα και 

χρώµα. Αντίθετα, µαθητές/τριες υψηλών επιδόσεων απαντούν άµεσα και όταν καλούνται 

να περιγράψουν πως κατέληξαν στη λύση µιλούν για «πράγµατα» που υπάρχουν στο 

µυαλό τους ή αναφέρονται σε αυτόµατη εµφάνιση των απαντήσεων, κάτι σαν «φλας» 

(Pinto, Pitta & Tall, 1999). 

Στην πραγµατικότητα το φάσµα των ικανοτήτων των µαθητών/τριών στα 

µαθηµατικά είναι πολύ ευρύ και µπορεί να περιγραφεί από το διάγραµµα του σχήµατος 2. 

Τα δύο πρώτα επίπεδα αναφέρονται σε προβλήµατα που απαιτούν µία συγκεκριµένη 

διαδικαστική λύση. Το πρώτο αναφέρεται στην περίπτωση που έχουµε αποτυχία ή µερική 

επιτυχία στη λύση ενώ το δεύτερο στην περίπτωση που η λύση πραγµατοποιείται βήµα 

προς βήµα και είναι επιτυχηµένη. Στο τρίτο επίπεδο εµφανίζονται πιο αποδοτικές λύσεις 

ενώ αυτό που διακρίνει το τέταρτο επίπεδο είναι η δυνατότητα ελέγχου και στοχασµού 

πάνω στη λύση. Αυτό σηµαίνει εναλλαγή µεθόδων, έλεγχος ορθότητας, σύγκριση 

µεθοδολογιών καθώς και επιλογή της αποδοτικότερης λύσης. Βέβαια οι ενέργειες αυτές 

είναι πολύ πιθανό να πραγµατοποιούνται ασυνείδητα και να γίνονται φανερές µέσα από 

τη συµπεριφορά των µαθητών/τριών.  

Το τελευταίο είναι το υψηλότερο επίπεδο όπου ο χειρισµός των συµβόλων γίνεται 

πλέον µε ευέλικτο τρόπο άλλοτε αντιπροσωπεύοντας έννοιες και άλλοτε διεργασίες. Ο 

χειρισµός των συµβόλων γίνεται πέρα από τη µέθοδο που χρησιµοποιείται κάθε φορά και 

ο/η µαθητής/τρια στο επίπεδο αυτό έχει αποκτήσει τη δυνατότητα της συµβολικής 

σκέψης. ∆ηλαδή, σκέφτεται και εκφράζεται µε σύµβολα ανεξάρτητα από τη φύση του 

προβλήµατος που αντιµετωπίζει και τη µέθοδο λύσης. Η κατάταξη αυτή µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί και για την αξιολόγηση των ενεργειών και λειτουργιών του/της 

µαθητή/τριας. 
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---------------------  Φάσµα αποτελεσµάτων  -------------------  
 

Όχι επιτυχής 
λύση ή µερική 

λύση 

Βήµα προς βήµα 
επίλυση ενός 
αλγοριθµικού 
προβλήµατος 

Χρήση πιο αποδοτικών 
τρόπων που παρέχουν 
το ίδιο αποτέλεσµα. 

 

Ευέλικτη επίλυση µε 
δυνατότητα 
εναλλακτικών 
λύσεων, έλεγχος 
πιθανών λαθών, 

ακόµα και ασυνείδητη 
αίσθηση ότι κάτι στις 

ενέργειες 
δυσλειτουργεί. 

∆υνατότητα συµβολικής 
σκέψης πάνω στα 
µαθηµατικά. Τα 
σύµβολα δρουν ως 

έννοιες και διεργασίες, 
το άτοµο σκέφτεται για 
τα σύµβολα µε ένα τρόπο 
που είναι πέρα από τη 
συγκεκριµένη µέθοδο 
που χρησιµοποιεί. 

--
--

-
 

--
--

--
--

--
 

 Έννοιες και 
διεργασίες 
(Procept) 

--
--

--
--

--
--

--
--

--
 

∆ιεργασιακή 
(περισσότεροι 
αλγόριθµοι) 

(Process) 

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

 

Πολυδιαδικαστική 
(Multiprocedure) 

 

  

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

 

 
 ∆ιαδικαστική 

(Procedure) 

  

Ε
ξέ
λι
ξη

 
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
 

Προ-
διαδικαστική 

(Pre-
Procedure) 

  

 
 
 

Η δοµή της είναι σχεδόν σύµφωνη µε τη SOLO ταξινοµία (SOLO taxonomy: 
Structure of Observed Learning Outcomes) των Biggs και Collis (1982)  που αξιολογεί το 

επίπεδο των νοητικών λειτουργιών σχετικά µε µία συγκεκριµένη έννοια. Με βάση τα 

επίπεδα αυτά, µία απάντηση του/της µαθητή/τριας µπορεί να χαρακτηριστεί ως:   

• Αδόµητη (pre-structural) όταν η απάντηση δεν έχει καµία σχέση µε τα δεδοµένα 

ή την κατάσταση του προβλήµατος. 

• Μονοδοµική (unistructural) όπου ο/η µαθητής/τρια επικεντρώνεται σε µία µόνο 

πτυχή ή χρησιµοποιεί ένα µόνο δεδοµένο της ερώτησης. Ως µονοδοµική 

χαρακτηρίζεται επίσης µια απάντηση, όταν ο/η µαθητής/τρια χρησιµοποιεί µόνο 

τις πληροφορίες της ερώτησης, όπως αυτές δίνονται στην εκφώνηση. 

Σχήµα 2: Το φάσµα των µαθηµατικών ικανοτήτων των µαθητών Gray, 
Pinto, Pitta & Tall (1999), Gray & Tall (2001), Tall (2003) 

Ανάπτυξη 
µαθηµατικών 
ικανοτήτων  
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• Πολυδοµική (multi-structural) όπου ο/η µαθητής/τρια χρησιµοποιεί περισσότερα 

από ένα δεδοµένα ή πληροφορίες, που δίνονται στην ερώτηση, αλλά δεν υπάρχει 

καµία συσχέτιση µεταξύ των δεδοµένων αυτών. 

• Συσχετιστική (relational) όταν η απάντηση χρησιµοποιεί τα δεδοµένα της 

ερώτησης µε τρόπο που δείχνει την πλήρη κατανόηση του/της µαθητή/τριας για 

τις µεταξύ τους σχέσεις. 

• Αφηρηµένη (extended abstract) όταν η απάντηση χρησιµοποιεί τις αφηρηµένες 

γενικές αρχές που πηγάζουν από τα δεδοµένα και τις καταστάσεις της ερώτησης. 

(∆ιδακτική των Μαθηµατικών, Φιλίππου Γ., Χρίστου Κ., 2002, σελ 50) 

Στην ταξινοµία SOLO ο εκπαιδευτικός µπορεί να ταξινοµήσει τις ερωτήσεις που 

υποβάλλει στους µαθητές του ανάλογα µε τις απαντήσεις που αναµένει. Με ανάλογο 

τρόπο µπορούν να ταξινοµηθούν οι ερωτήσεις και οι δεξιότητες των µαθητών σχετικά µε 

το στάδιο ανάπτυξης των µαθηµατικών τους ικανοτήτων, όπως περιγράφονται στον 

πίνακα 2. 

 
1.4. Σύγκριση θεωριών 

 

Οι τρεις θεωρίες που περιγράψαµε παραπάνω περιγράφουν µε πειστικό τρόπο το 

δυϊσµό διεργασίας και αντικειµένου στη φύση των µαθηµατικών εννοιών. Εκκρεµεί όµως 

το ερώτηµα: ποια είναι η αφετηρία αυτής της λειτουργίας που δηµιουργεί τα αντικείµενα 

από τις ενέργειες και αντίστροφα; ∆ηλαδή τι προηγείται, η ενέργεια του αντικειµένου ή το 

αντικείµενο της ενέργειας; 

Ο Piaget είχε προβλέψει τέτοιου είδους ερωτήµατα συµπεριλαµβάνοντας στη 

θεωρία του για τη στοχαστική αφαίρεση (reflective abstraction) τα προκαταρκτικά στάδια 

της εµπειρικής (empirical abstraction), και ψευδο-εµπειρικής αφαίρεσης (pseudo-

empirical) (Beth et Piaget 1966). Στην εµπειρική αφαίρεση η γνώση παράγεται από τις 

ιδιότητες των αντικειµένων. Αυτό το είδος της αφαίρεσης οδηγεί σε επεκτάσεις των 

ιδιοτήτων των αντικειµένων και σε γενικεύσεις που έχουν την έννοια του περάσµατος από 

το «µερικό» στο «όλο», από το «ειδικό» στο «γενικό». Η ψευδο-εµπειρική αφαίρεση είναι 

το ενδιάµεσο στάδιο µεταξύ της εµπειρικής και στοχαστικής αφαίρεσης και αναφέρεται 

στις ιδιότητες που οι δράσεις του ατόµου προσδίδουν στα αντικείµενα. Τέλος, η 

στοχαστική αφαίρεση έχει ως κύρια πηγή το άτοµο και αποτελεί αποκλειστικά εσωτερική 

διεργασία.   
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Η θεωρία APOS (Dubinsky, 1991) έχει δοµηθεί πλήρως πάνω στην στοχαστική 

αφαίρεση  και αναγνωρίζει ως αφετηρία τις δράσεις πάνω στα φυσικά ή νοητά 

αντικείµενα χωρίς όµως να καθορίζει την προέλευση των αντικειµένων αυτών. Επίσης, 

επικεντρώνεται κατά κύριο λόγο σε προχωρηµένα Μαθηµατικά. Η Sfard (1991) 

αναφέρεται σε µεγαλύτερης ηλικίας µαθητές/τριες που έχουν ήδη σχηµατίσει κάποια 

γνωστικά σχήµατα. Η θεωρία της διεργασίας-έννοιας (Gray & Tall, 1994) µε τη σειρά της, 

στα πρώτα της βήµατα, επικεντρώθηκε σε έννοιες του Απειροστικού Λογισµού και 

µάλιστα σε προχωρηµένο επίπεδο. Όπως θα δούµε στην επόµενη ενότητα η θεµατική 

αυτή µονοµέρεια καλύφθηκε µε διεύρυνση της θεωρίας µε στοιχεία που προέρχονται  από 

το χώρο της ενσαρκωµένης γνώσης (embodied cognitive) και πιο συγκεκριµένα µε 

στοιχεία των ενσαρκωµένων Μαθηµατικών (embodied mathematics), (Gray&Tall, 2001, 

Tall, 2002, Watson, Spyrou & Tall, in press). Στην περίπτωση αυτή ο τρόπος προσέγγισης 

έρχεται πολύ κοντά, χωρίς πολλές φορές να αναφέρεται ρητά, στις απόψεις του Piaget. 

Με την APOS ο Dubinsky και οι συνεργάτες του (1991)  επιχειρούν να αναπτύξουν 

µία ενιαία θεωρία που να ερµηνεύει τον τρόπο που οικοδοµείται γενικά η µαθηµατική 

γνώση χωρίς να κάνει διακρίσεις που να αφορούν στο περιεχόµενο. ∆ηλαδή, 

αντιµετωπίζει µε τον ίδιο τρόπο ενότητες όπως είναι η Αριθµητική, η Άλγεβρα και η 

Γεωµετρία. Η έννοια του σχήµατος προσπαθεί να σχηµατοποιήσει τους µηχανισµούς 

µετάβασης από τη διεργασία στο αντικείµενο και αντίστροφα, χωρίς να προσφέρει µία 

πειστική εξήγηση για το πως συµβαίνει αυτό. Κάτι αντίστοιχο συµβαίνει και  µε τη 

θεωρία της υποστασιοποίησης (reification)  (Sfard, 1991) που επιδιώκει να καλύψει όλο το 

φάσµα των µαθηµατικών εννοιών και περιγράφει τα επίπεδα και τους τρόπους 

αναγνώρισης του κάθε επιπέδου που βρίσκεται ο/η µαθητής/τρια, χωρίς να δίνεται 

ερµηνεία για τον τρόπο µε τον οποίο γίνεται η µετάβαση από το ένα επίπεδο στο άλλο. 

Σχετικά µε το θέµα αυτό, η θεωρία της διεργασίας-έννοιας (procept) (Gray & Tall, 1994) 

φαίνεται να δίνει έµφαση σε διαφορετικά σηµεία. Καταρχήν κάνει διάκριση µεταξύ των 

διαφορετικών τύπων των µαθηµατικών εννοιών. ∆ηλαδή, αντιµετωπίζονται διαφορετικά 

οι γεωµετρικές από τις αριθµητικές έννοιες. Για παράδειγµα, η κατασκευή γεωµετρικών 

εννοιών (µε σηµείο έναρξης την εµπειρική αφαίρεση) ακολουθεί διαφορετική γνωστική 

ανάπτυξη από αυτή της κατασκευής της έννοιας του αριθµού (µε σηµείο έναρξης τη 

ψευδο-εµπειρική αφαίρεση) (Gray, E.M., Pinto, M., Pitta, D., & Tall, D.O., 1999). Η πρώτη 

περίπτωση αφορά την εξέλιξη της θεώρησης των γεωµετρικών σχηµάτων και των ιδιοτήτων 

τους από την αντίληψη των φυσικών αντικειµένων στην αφαιρετική γνώση των 
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Πλατωνικών σχηµάτων (κατά την αντίληψη των επιπέδων Van Hiele). Ενώ η δεύτερη 

σχετίζεται µε την ανάπτυξη της ικανότητας χειρισµού των συµβόλων σαν διεργασία και σαν 

έννοια (διεργασία-έννοια). Ξεκινά δηλαδή µε τον χειρισµό των φυσικών αντικειµένων  και 

εξελίσσεται µε τη στροφή από την απλή απαρίθµηση στο χειρισµό των αριθµητικών 

συµβόλων. Τα σύµβολα αυτά λειτουργούν σαν νέες γνωστικές οντότητες διευκολύνοντας 

την εξέλιξη σε πιο εκλεπτυσµένους χειρισµούς στην Άλγεβρα και στην Ανάλυση. Αυτό που 

κάνει τη θεωρία της διεργασίας-έννοιας πιο ευέλικτη σε σχέση µε τις άλλες είναι ακριβώς η 

έµφαση που δίνει στο ρόλο του συµβόλου στις διαδικασίες της µετακίνησης από την 

διεργασία στην έννοια και αντίστροφα, στη µετάβαση από την Αριθµητική στην Άλγεβρα 

αλλά και στο πέρασµα από τη στοιχειώδη στην προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη. Λίγα 

περισσότερα στοιχεία, ειδικά για το τελευταίο, επιχειρούµε να περιγράψουµε στην επόµενη 

παράγραφο. 

 

1.5.  Στοιχειώδης και προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη 

 

Ακόµα κι αν δεχτούµε ότι η φύση της µαθηµατικής σκέψης είναι ενιαία και 

ακολουθεί τους ίδιους κανόνες και γνωσιακούς µηχανισµούς (Lakoff & Núñez, 2000) 

µπορούµε να διακρίνουµε διαφοροποιήσεις καθώς η γνώση αναπτύσσεται και εξελίσσεται 

σε επίπεδο πολυπλοκότητας. Υπάρχει, δηλαδή σαφής διάκριση της στοιχειώδους 

µαθηµατικής σκέψης όπου ο χειρισµός των «αντικειµένων» και η παρατήρηση τους 

συνάγει και τις ιδιότητες τους από τη προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη που κυριαρχεί ο 

µαθηµατικός συµβολισµός και η µαθηµατική λογική. Επίσης, παρατηρούνται 

διαφοροποιήσεις και σε σχέση µε το µαθηµατικό περιεχόµενο (Αριθµητική, Άλγεβρα, 

Γεωµετρία κ.ά.).  

Για παράδειγµα, η πορεία της γεωµετρικής σκέψης έχει ως αφετηρία τη βασική 

παρατήρηση σχεδίων και φυσικών αντικειµένων, διέρχεται στη δράση πάνω στα σχήµατα 

µε µετασχηµατισµούς και µετρήσεις και οδηγείται µε τον αναστοχασµό στη δηµιουργία 

των ιδανικών γεωµετρικών σχηµάτων µε την έννοια του πλατωνικού σχήµατος. Η πορεία 

αυτή συµφωνεί µε την εξέλιξη έτσι όπως περιγράφεται και από τα επίπεδα Van Hiele. Στο 

βιβλίο του «Structure and Insight», o Van Hiele (1986) διακρίνει πέντε διαφορετικά 

επίπεδα γεωµετρικής σκέψης: το επίπεδο της Αναγνώρισης, της Ανάλυσης, της ∆ιάταξης, 

της Αφαίρεσης και της Αυστηρότητας. Αντίθετα, στην περίπτωση της στοιχειώδους 

αριθµητικής, η αφετηρία είναι η δράση στα αντικείµενα µέσω της αρίθµησης και 
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αργότερα εξελίσσεται στη χρήση των συµβόλων είτε ως αριθµητικές διεργασίες, είτε ως 

αριθµητικές έννοιες (Gray & Tall, 1994). Αυτό που διακρίνει τη στοιχειώδη Αριθµητική 

από τη προχωρηµένη Άλγεβρα ή ακόµα περισσότερο τη Μαθηµατική Ανάλυση είναι ο 

ευέλικτος χειρισµός των συµβόλων µε τη διπλή τους διάσταση ως έννοιες και ως 

διεργασίες. 

Στο υψηλότερο επίπεδο της προχωρηµένης µαθηµατικής σκέψης τα αντικείµενα 

προκύπτουν µέσα από µία αξιωµατικά θεµελιωµένη θεωρία. Αυτό σηµαίνει ότι ορίζονται 

τα βασικά αξιώµατα και οι βασικές έννοιες και από αυτά προκύπτουν τα θεωρήµατα και 

οι ιδιότητες που παράγουν τις νέες µαθηµατικές έννοιες. Αυτό πολλές φορές οδηγεί σε 

σύγχυση τους µαθητές που αναγκάζονται να αποδείξουν ιδιότητες που πριν, µέσα από την 

παρατήρηση των αντικειµένων, τους φαίνονταν προφανείς. Για παράδειγµα ενώ ο/η 

µαθητής/τρια  από πολύ νωρίς έχει µάθει να κάνει πράξεις µε τους Φυσικούς αριθµούς, 

καλείται να ορίσει το σύνολο των φυσικών (αξιώµατα του Peano) µε τρόπο αφαιρετικό 

και να καθορίσει εξαρχής τις πράξεις και τις ιδιότητες τους. Το αποτέλεσµα της 

θεµελίωσης αυτής θα είναι η έννοια του Φυσικού αριθµού µε τη µορφή ενός µαθηµατικού 

αντικειµένου. 

Φαίνεται, λοιπόν, ότι υπάρχουν ποιοτικές διαφορές της µαθηµατικής σκέψης και σε 

σχέση µε το περιεχόµενο αλλά και σε σχέση µε το επίπεδο ανάπτυξης. Αν λοιπόν µία 

θεωρία ευελπιστεί να καλύψει όλο το φάσµα της µαθηµατικής γνώσης πρέπει να είναι 

ικανή να ερµηνεύσει τις διαφοροποιήσεις αυτές. 
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2. ΕΝΣΑΡΚΩΜΕΝΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

Η διαφορά µεταξύ στοιχειωδών και προχωρηµένων µαθηµατικών, έτσι όπως 

περιγράφτηκε παραπάνω, καθώς και οι διαφορές µεταξύ αλγεβρικής και γεωµετρικής 

σκέψης οδηγούν στον προβληµατισµό ότι η διάκριση διεργασίας – αντικειµένου, η χρήση 

του µαθηµατικού συµβολισµού και η θεωρία της ενθυλάκωσης δεν επαρκούν για να 

ερµηνεύσουν τη πρωτογενή και θεµελιώδη ανάπτυξη των µαθηµατικών ιδεών στο µυαλό 

του ανθρώπου. Για παράδειγµα, στην αριθµητική, ποια είναι η αφετηρία των ενεργειών 

που εσωτερικεύονται σε εκείνη τη  διεργασία που θα οδηγήσει στην ενθυλάκωση του 

αντικειµένου του αριθµού; Ακόµα και στην περίπτωση της διεργασίας-έννοιας του 

αριθµού, πως µπορεί κάποιος να αγνοήσει τις ενέργειες τις καθηµερινής ζωής που 

σχετίζονται µε την απαρίθµηση, την διάταξη και γενικότερα µε οτιδήποτε σχετίζεται µε 

αυτό που καλείται ασυνείδητη χρήση του αριθµού;  Επίσης, ποια είναι η επίδραση του 

περιβάλλοντος και της βιολογικής δοµής του σώµατος γενικά και του εγκεφάλου ειδικά 

στη µαθηµατική γνώση; 

Με το θέµα αυτό ασχολούνται ερευνητές από διαφορετικούς επιστηµονικούς 

χώρους όπως είναι ο χώρος της γνωστικής ψυχολογίας και γενικότερα της γνωσιακής 

επιστήµης, της γλωσσολογίας, της νευροφυσιολογίας, των µαθηµατικών, των διδακτικών 

των µαθηµατικών κ.α. Η προσέγγιση καθώς και τα ερευνητικά συµπεράσµατα 

διαφοροποιούνται κάθε φορά ανάλογα µε το πλαίσιο στο οποίο πραγµατοποιούνται. Η 

γνωσιακή προσέγγιση, για παράδειγµα, δεν κάνει διάκριση της «µαθηµατικής γνώσης» 

από τη «γνώση» γενικά και εφαρµόζει στη περίπτωση των µαθηµατικών τα γενικότερα 

συµπεράσµατα της. Η νευροφυσιολογία µε τη σειρά της ασχολείται µε την βιολογική 

δοµή του εγκεφάλου και τον τρόπο που αυτή επηρεάζει την διαµόρφωση της γνώσης. 

Ενώ, η διδακτική προσέγγιση δίνει προτεραιότητα στη διδασκαλία του γνωστικού 

αντικειµένου και τις γνωστικές δυσκολίες των µαθητών/τριών µε τελικό στόχο την 

ανάπτυξη κατάλληλων διδακτικών προτάσεων. Στην πραγµατικότητα, ανεξάρτητα από το 

σηµείο που εστιάζεται κάθε φορά η έρευνα, οι προσεγγίσεις αυτές δεν είναι ασυσχέτιστες. 

Τα νέα επιστηµονικά στοιχεία που σχετίζονται µε την δοµή και λειτουργία του εγκεφάλου 

επηρεάζουν τις απόψεις των γνωσιακών ερευνητών για τον τρόπο που οικοδοµείται η 

γνώση και παρέχουν κατάλληλα στοιχεία διαµόρφωσης διδακτικών πρακτικών. Η 
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προσέγγιση που έχει υιοθετηθεί στη εργασία αυτή είναι εκείνη που σχετίζεται µε την 

διδακτική των µαθηµατικών και λαµβάνει υπόψη της, αφενός πρόσφατα συµπεράσµατα 

της γνωσιακής επιστήµης καθώς και τις δυνατότητες που παρέχουν οι νέες τεχνολογίες 

στην εκπαίδευση. 

Πέρα από το επιστηµονικό πλαίσιο, η αντιµετώπιση του παραπάνω προβληµατισµού 

µπορεί να γίνει είτε µέσω της αναπτυξιακής (developmental) οπτικής, όπου το ζητούµενο 

είναι ο τρόπος ανάπτυξης των ιδεών στο µυαλό του ανθρώπου, είτε µέσω της εξελικτικής 

(evolutionary) οπτικής, όπου ο προβληµατισµός είναι κατά κύριο λόγο επιστηµολογικός 

και αφορά τη γέννηση και εξέλιξη των µαθηµατικών ιδεών στη πολιτισµική εξέλιξη του 

ανθρώπου. Αν και οι δύο οπτικές έχουν ενδιαφέρον, η προσέγγιση που θα µας 

απασχολήσει στη συνέχεια θα είναι η αναπτυξιακή ενώ θα ανατρέξουµε στα 

επιστηµολογικά και ιστορικά δεδοµένα για τον σχεδιασµό παραδειγµάτων.  

 

2.1. Άτυπες θεωρίες και Μαθηµατικά 

 

Πρόσφατα, στα πλαίσια της Γνωσιακής Επιστήµης, έχουν αναπτυχθεί θεωρίες που 

σχετίζονται µε την ανάπτυξη εννοιολογικών δοµών κατάλληλων για την ερµηνεία ενός ή 

περισσοτέρων φαινοµένων µε τα οποία έρχεται αντιµέτωπο ένα άτοµο. Τέτοιες είναι, για 

παράδειγµα, οι θεωρίες του κοινού νου ή οι αφελείς θεωρίες  που δεν είναι στην 

πραγµατικότητα επιστηµονικές θεωρίες αλλά ένα προσωπικό επεξηγηµατικό πλαίσιο 

σύµφωνα µε το οποίο το άτοµο ερµηνεύει τις καταστάσεις που αντιµετωπίζει. Ορισµένοι 

ψυχολόγοι ισχυρίζονται ότι το ανθρώπινο βρέφος είναι ψυχολογικά προετοιµασµένο να 

οργανώσει τις παρατηρήσεις του σε αφελείς θεωρίες κατάλληλες να ερµηνεύσουν το 

φυσικό και κοινωνικό του περίγυρο, άλλοι πάλι υποστηρίζουν ότι τα νήπια είναι 

εφοδιασµένα µε βιολογικά προκαθορισµένους περιορισµούς ή αρχές που κατευθύνουν 

την πορεία εξέλιξης τους. Οι αφελείς αυτές θεωρίες διαφοροποιούνται και 

αναδιοργανώνονται κατά τη πορεία της ανάπτυξης του ατόµου και της απόκτησης 

εξειδικευµένων γνώσεων, (Βοσνιάδου, 2001). 

Ειδικά στην περίπτωση των µαθηµατικών, ερευνητές έχουν διαπιστώσει την ύπαρξη 

τέτοιων θεωριών σχετικών µε µαθηµατικές έννοιες που αποτελούν µάλιστα συχνό 

εµπόδιο στην ικανότητα των µαθητών/τριών για κατανόηση. Τέτοιας µορφής είναι τα 

θεωρήµατα στην πράξη (théorème en action) (Douady, 1985) που περιγράφονται ως 

µαθηµατικές σχέσεις που εφαρµόζονται υποσυνείδητα από τα παιδιά κατά την εφαρµογή 
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µιας πράξης για την επίλυση ενός προβλήµατος. Αυτές οι σχέσεις δεν διατυπώνονται ρητά 

και δεν είναι θεωρήµατα µε την τυπική έννοια γιατί δεν εφαρµόζονται συνειδητά και 

βρίσκονται στη βάση της συµπεριφοράς των παιδιών. Η εµβέλεια τους είναι µικρότερη 

από αυτή των «τυπικών θεωρηµάτων» και πολλές φορές είναι λανθασµένα αν και 

βρίσκουν εφαρµογή σε µεγάλο αριθµό προβληµάτων, όπως για παράδειγµά η θεώρηση 

του πολλαπλασιασµού ως συντόµευση της πρόσθεσης. Τα θεωρήµατα στην πράξη δεν 

πρέπει να αγνοηθούν από το δάσκαλο αλλά αντίθετα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να 

γεφυρώσουν την «άτυπη» µε τη «τυπική» γνώση.  

Αντίστοιχη θεωρία είναι και αυτή των Fishbein κ.ά.  για τα άδηλα µοντέλα (tacit 

models) τα οποία είναι ενδιάµεσα διαισθητικά µοντέλα (intervening intuitive model) 

συµπεριφορικού, κατά βάση, χαρακτήρα που βασίζονται σε πρακτικές εµπειρίες. Τα 

ευρήµατα, µάλιστα, των ερευνών δείχνουν ότι τα αρχικά αυτά µοντέλα είναι τόσο βαθιά 

ριζωµένα στο νου των παιδιών που ασκούν ασυνείδητο έλεγχο πάνω στη νοητική 

συµπεριφορά ακόµα και αφού ο/η µαθητής/τρια αποκτήσει γνώση των τυπικών 

µαθηµατικών εννοιών. Ακόµα και ενήλικες αντιµετωπίζουν δυσκολίες όταν καλούνται να 

επιλύσουν στοιχειώδη προβλήµατα αριθµητικής που τους οδηγούν σε σύγκρουση 

ανάµεσα στη σωστή πράξη και τους περιορισµούς του αντίστοιχου άδηλου µοντέλου. Στη 

περίπτωση, για παράδειγµα, του πολλαπλασιασµού, που αναφέραµε παραπάνω, το άδηλο 

µοντέλο είναι αυτό της συντοµευµένης πρόσθεσης και είναι αυτό που εµποδίζει την 

εκτέλεση πολλαπλασιασµών της µορφής 0,3x5 όπου ο τελεστής είναι µικρότερος της 

µονάδας και δεν έχει άµεσα νόηµα η πρόσθεση του 5 µε τον εαυτό του 0,3 φορές. Είναι 

λοιπόν σηµαντικό όπως χαρακτηριστικά επισηµαίνουν οι Fishbein κ.ά. να δώσουµε στους 

µαθητές/τριες αποτελεσµατικές νοητικές στρατηγικές ώστε να ελέγξουν την επίδραση των 

πρωτογενών  αυτών µοντέλων. 

Ακόµα και για έννοιες που αναφέρονται σε προχωρηµένο επίπεδο των µαθηµατικών 

όπως είναι οι έννοιες του ορίου και του απείρου, έχει διαπιστωθεί ότι οι µαθητές/τριες  

έχουν ήδη από το ∆ηµοτικό ένα είδος διαισθητικών αντιλήψεων που συνήθως δεν 

λαµβάνεται υπόψη στη µετέπειτα διδακτική προσέγγιση των εννοιών (Grugnetti, Riza κ.ά. 

2002, 2003). 
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2.2. Ενσαρκωµένη Γνώση (Embodied Cognitive) 

 

Σε µία προσπάθεια να ερµηνευτούν καταστάσεις σαν αυτές που περιγράφτηκαν 

παραπάνω και να αναζητηθεί η προέλευση και η φύση της µαθηµατική γνώσης, 

αναπτύχθηκε, στα πλαίσια της Γνωσιακής Επιστήµης, η θεωρία της ενσαρκωµένης γνώσης 

(embodied cognition). Ειδικά για την περίπτωση των Μαθηµατικών σηµαντική είναι η 

συµβολή του Lakoff και των συνεργατών του (Lakoff & Núñez, Lakoff & Johnson) µε 

την πληθώρα των δηµοσιευµάτων τους και ιδιαίτερα µε την πρόσφατη έκδοση του 

βιβλίου «Where Mathematics Comes From. How the Embodied Minds brings 

Mathematics into Being», (Lakoff & Núñez, 2000).  Σύµφωνα λοιπόν µε τους παραπάνω 

ερευνητές, τρία είναι τα νέα δεδοµένα που αλλάζουν την οπτική µας σε σχέση µε τη 

Γνωσιακή Επιστήµη, γενικά και ειδικότερα σχετικά µε την κατανόηση των Μαθηµατικών: 

 

1. Η ενσάρκωση του µυαλού (the embodiment of mind). Αυτό σηµαίνει ότι η φύση του 

σώµατος, του µυαλού και των καθηµερινών λειτουργιών του ανθρώπου, σε σχέση 

µε τον κόσµο που τον περιβάλλει, δοµεί και καθορίζει τις ανθρώπινες έννοιες και 

την ανθρώπινη λογική. Σε αυτές συµπεριλαµβάνονται οι έννοιες και η λογική των 

Μαθηµατικών. 

2. Το γνωστικό ασυνείδητο (the cognitive unconscious). Οι σκέψεις είναι ασυνείδητες, 

όχι µε τη Φροϋδική έννοια αλλά µε την έννοια ότι δεν υπάρχει πρόσβαση σε αυτές 

µε την άµεση συνειδητή ενδοσκόπηση. Αυτό σηµαίνει ότι ο άνθρωπος δεν µπορεί να 

κοιτάξει και να ελέγξει άµεσα τα γνωστικά του συστήµατα καθώς και τις 

διαδικαστικές σκέψεις του που βρίσκονται σε χαµηλό επίπεδο. Αυτό ισχύει γενικά, 

αλλά και ειδικά για τις Μαθηµατικές σκέψεις. 

3. Η µεταφορική σκέψη (metaphorical thought). Ο άνθρωπος, σε σηµαντικό βαθµό, 

εννοιολογικοποιεί αφηρηµένες έννοιες µε συγκεκριµένους όρους χρησιµοποιώντας 

ιδέες και τρόπους επιχειρηµατολογίας στηριγµένους σε ένα αισθησιοκινητικό 

σύστηµα. Ο µηχανισµός µέσω του οποίου το αφηρηµένο γίνεται κατανοητό µε 

συγκεκριµένους όρους καλείται εννοιολογική µεταφορά (conceptual metaphor). 

Όπως θα περιγράψουµε στα παρακάτω παραδείγµατα, ο µηχανισµός αυτός είναι 

πολύ συνηθισµένος στα Μαθηµατικά αφού π.χ οι αριθµοί εννοιολογικοποιούνται ως 

σηµεία της ευθείας ή ως κίνηση πάνω σε µία αριθµηµένη ευθεία. 
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Οι Lakoff και Núñez είναι υποστηρικτές της ενσαρκωµένης γνώσης (embodied 

cognition) σύµφωνα µε την οποία οι ανθρώπινες έννοιες και η ανθρώπινη λογική 

δοµούνται σύµφωνα µε την φύση του σώµατος, του µυαλού και του τρόπου λειτουργίας 

µέσα στο κόσµο. Στις παραπάνω έννοιες συµπεριλαµβάνονται και οι µαθηµατικές έννοιες 

καθώς και η µαθηµατική λογική. Αυτό καλείται embodiment of mind που θα µπορούσε να 

αποδοθεί ως «σωµατοποίηση του νου» αφού οι νοητικές λειτουργίες συνδέονται µε 

φυσικές και βιολογικές λειτουργίες του σώµατος3. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω δεν υπάρχουν «ανυπέρβλητα» µαθηµατικά µε την έννοια 

ότι τα µαθηµατικά δεν υπάρχουν «αντικειµενικά» πέρα από την ανθρώπινη ύπαρξη. 

Ακολουθώντας την άποψη αυτή τα µαθηµατικά δεν αποτελούν µέρος του φυσικού 

κόσµου. Αυτό που στην πραγµατικότητα συµβαίνει είναι η κατανόηση των 

κανονικοτήτων του κόσµου µέσα από τα εννοιολογικά συστήµατα που το σώµα και ο 

εγκέφαλος έχουν τη δυνατότητα να ενεργοποιήσουν. Εποµένως τα µαθηµατικά που 

γίνονται κατανοητά είναι και αυτά µε τη σειρά τους ότι επιτρέπουν και καθορίζουν τα 

εννοιολογικά συστήµατα που το σώµα και ο εγκέφαλος έχουν τη δυνατότητα να 

ενεργοποιήσουν. 

Η θεωρία των ενσαρκωµένων µαθηµατικών (embodied mathematics), δηλαδή των 

µόνων µαθηµατικών που µπορούµε να ξέρουµε, ορίζεται από τις µελέτες της 

ενσαρκωµένης γνώσης (embodied cognition). Σύµφωνα µε τους Lakoff και Núñez, όλες οι 

εννοιολογικοποιήσεις, γνώσεις και σκέψεις κάνουν χρήση της φυσικής νευρολογικής 

δοµής του εγκεφάλου. Κατά συνέπεια ότι µαθαίνουµε µπορούµε να το µάθουµε µόνο 

µέσω ενός νευρολογικού µηχανισµού µάθησης µε κατάλληλη δοµή που να επιτρέπει τη 

συγκεκριµένη µάθηση. Τα µαθηµατικά είναι ένα νοητικό δηµιούργηµα που αναπτύσσεται 

για τη µελέτη αντικειµένων στον κόσµο µέσα στον οποίο ζούµε. Με δεδοµένο ότι αυτά τα 

αντικείµενα έχουν κάποιες συγκεκριµένες ιδιότητες, τις ίδιες ιδιότητες κληρονοµούν και 

τα µαθηµατικά. Μερικές από αυτές τις ιδιότητες είναι: η γενικότητα (universality), η 

ακρίβεια (precision), η συνέπεια (consistency), η σταθερότητα (stability), η δυνατότητα 

γενικεύσεων (generalizability), η ανακαλυψιµότητα (discoverability) κ.α. 

Η θεωρία των ενσαρκωµένων µαθηµατικών κάνει τις παρακάτω παραδοχές: 

 

                                           
3 Στην εργασία αυτή έχουµε υιοθετήσει τον όρο «ενσαρκωµένο» ως µετάφραση του αγγλικού embodied και 
τον χρησιµοποιούµε σε όλες τις περιπτώσεις, παρόλο που ο όρος επιδέχεται διαφορετικές ερµηνείες που 
αρµόζουν κατά περίπτωση και σε άλλες µεταφράσεις όπως ενσωµατωµένο ή σωµατοποιηµένο. 
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• Η απλή αρίθµηση είναι έµφυτη µέσα στον ανθρώπινο εγκέφαλο. Για παράδειγµα, 

κάθε άνθρωπος, ανεξάρτητα από την κουλτούρα και τη µόρφωση του µπορεί να 

διακρίνει «µε µια µατιά» αν έχει ένα, δύο ή τρία αντικείµενα µπροστά του. Αυτή η 

ικανότητα που καλείται «subitizing»4 είναι αυτή που κάνει τα βρέφη να αντιδρούν 

σε µεταβολές του πλήθους ενός συνόλου που αποτελείται από το πολύ τέσσερα 

αντικείµενα. Η δεξιότητα αυτή χαρακτηρίζει και µερικά ζώα όπως παπαγάλους, 

αρουραίους, πιγκουΐνους κ.α. και διαφέρει από την ικανότητα της µέτρησης και 

της εκτίµησης του πλήθους αντικειµένων. Ειδικά στον άνθρωπο η ικανότητα του 

«subitizing» που οι ερευνητές ισχυρίζονται ότι είναι έµφυτη, µπορεί να εξελιχθεί 

στην αντίληψη της αριθµητικής.  

• Τα µαθηµατικά είναι προϊόν του ανθρώπου, περιορίζονται από την ανθρώπινη 

βιολογική κατασκευή και ορίζονται από τη φύση του µυαλού, του σώµατος και τα 

εννοιολογικά συστήµατα. Επίσης, επηρεάζονται από κοινωνικούς και 

πολιτιστικούς παράγοντες. Οι διαδικασίες κατασκευής της γνώσης ελέγχονται από 

εννοιολογικούς µηχανισµούς όπως είναι η µορφοποίηση σε κατηγορίες (category 

formation), οι έννοιες χωρικών σχέσεων (spatial-relations concepts), οι 

σχηµατοεικόνες (image schema), οι εννοιολογικές µεταφορές (conceptual 

mataphors),το subitizing κλπ. Οι ικανότητες αυτές, σε πρωτογενή µορφή, 

αποτελούν εφόδιο του ανθρώπου µε τη γέννηση του.  

• Η ικανότητα του ανθρώπου να δηµιουργεί προχωρηµένα µαθηµατικά είναι 

φυσιολογική γνωσιακή ικανότητα που δυνητικά κάθε άνθρωπος έχει, όπως ισχύει 

και για άλλες ικανότητες όπως αυτή της εννοιολογικής µεταφοράς. Στο σηµείο 

αυτό ανακύπτουν ερωτήµατα σχετικά µε την  εξελικτική πορεία της µαθηµατικής 

γνώσης. Σύµφωνα µε τα παραπάνω τα µαθηµατικά θα έπρεπε να ήταν σταθερή 

γνώση για όλους τους ανθρώπους, διαχρονικά. Η απάντηση που δίνεται από τους 

ερευνητές είναι ότι, όταν µία νέα έννοια ή παραδοχή εδραιωθεί µέσα στην 

µαθηµατική κοινότητα τότε µπορεί µε τη σειρά της να οδηγήσει σε νέες 

ανακαλύψεις χωρίς την προσφυγή σε επιπλέον εµπειρικές ενδείξεις. Παρόλα αυτά 

ενώ παρατηρείται σταθερότητα και συνέπεια µέσα σε ένα συγκεκριµένο πεδίο των 

                                           
4 Η λέξη «subitizing» προέρχεται από παραλλαγή της λατινικής λέξης subitus που σηµαίνει ξαφνικός ή 
απότοµος και υιοθετήθηκε από τους συγγραφείς για να δηλώσει την αµεσότητα της αντίδρασης. Η λέξη 
«αµεσότητα» ενδεχοµένως να µπορούσε να αποδώσει το νόηµα του όρου, επειδή όµως δεν µας ικανοποιεί 
θα διατηρήσουµε τον όρο στα Αγγλικά. 
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µαθηµατικών π.χ. στο πεδίο της ευκλείδειας γεωµετρίας δεν συµβαίνει το ίδιο 

όταν µεταβαίνουµε από το ένα πεδίο στο άλλο π.χ. ευκλείδεια και προβολική 

γεωµετρία.  

• Τα επιµέρους θέµατα των µαθηµατικών (αριθµητική, γεωµετρία, κλπ) προκύπτουν 

από το ενδιαφέρον και τις δραστηριότητες του ανθρώπου. 

• Η µαθηµατική οπτική των φυσικών δραστηριοτήτων και αντικειµένων 

χαρακτηρίζεται από ακρίβεια γιατί ο άνθρωπος µπορεί να κάνει σαφή διαχωρισµό 

µεταξύ αντικειµένων και να τα κατηγοριοποιήσει ώστε να µπορεί να τα τακτοποιεί 

στο µυαλό του και να µπορεί να ανακαλεί αφηρηµένες οντότητες όπως είναι οι  

αριθµοί και τα σχήµατα. 

• Η ακρίβεια ενισχύεται από την ανθρώπινη ικανότητα για συµβολισµό. 

• Η εννοιολογική µεταφορά είναι ένας βασικός νευρολογικά σωµατοποιηµένος 

µηχανισµός (neurally embodied fundamental cognitive mechanism) που µας 

επιτρέπει να χρησιµοποιούµε τις συµπερασµατικές δοµές ενός πεδίου για να 

επιχειρηµατολογούµε για ένα άλλο. 

• Η σταθερότητα που παρουσιάζουν τα µαθηµατικά οφείλεται στο γεγονός ότι οι 

σωµατικές και εγκεφαλικές δυνατότητες του ανθρώπου παραµένουν ίδιες καθώς 

και οι αντίστοιχες καταστάσεις του περιβάλλοντος.  

 

Σύµφωνα λοιπόν µε τα παραπάνω, τα Μαθηµατικά στηρίζονται στην εµπειρία που 

ενσαρκώνεται και δοµούνται µέσω των εννοιολογικών µεταφορών. Οι µεταφορές 

χρησιµοποιούνται µε µία ευρύτερη έννοια. Ως µεταφορά δεν νοείται µόνο η αντιστοίχηση 

των µαθηµατικών εννοιών µε οπτικοποιηµένες καταστάσεις, όπως συµβαίνει στην 

απαρίθµηση συγκεκριµένων πραγµάτων που µέσω µεταφοράς, οδηγείται στην έννοια του 

αριθµού. Αντίθετα, γενικεύεται όπως στην περίπτωση που επιχειρηµατολογούµε για µία 

κατάσταση χρησιµοποιώντας επιχειρήµατα από µία άλλη π.χ. όταν αντιµετωπίζουµε ένα 

αλγεβρικό πρόβληµα µε γεωµετρικούς όρους. 

Πιο συγκεκριµένα, η εννοιολογική µεταφορά περιγράφεται ως ένας µηχανισµός 

συνάρτησης µεταξύ διαφορετικών εννοιολογικών πεδίων (π.χ. Φυσικές ενέργειες και 

Αριθµητική ή Γεωµετρία και Αριθµητική) που επιτρέπει την επιχειρηµατολογία για 

θέµατα του ενός µε αξιοποίηση της συµπερασµατικής δοµής του άλλου. Για το λόγο αυτό 
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χαρακτηρίζεται ως «εγκαθιδρυµένη, µε διατήρηση του συµπερασµού, αντιστοίχιση µεταξύ 

των πεδίων» (grounded, inference-preserving cross-domain mapping).   

Στη εννοιολογική µεταφορά διακρίνονται το πηγαίο πεδίο (source domain) και το 

πεδίο στόχος (target domain). Ένα παράδειγµα εννοιολογικής µεταφοράς είναι η θεώρηση 

της Αριθµητικής ως «Συλλογή Αντικειµένων». Στη περίπτωση αυτή ως πηγαίο πεδίο 

θεωρείται η «Συλλογή Αντικειµένων» και ως πεδίο στόχος η Αριθµητική και γίνονται οι 

παρακάτω αντιστοιχήσεις:  

Συλλογή αντικειµένων ίδιου µεγέθους  →  Αριθµοί 

Το µέγεθος της συλλογής    →  Το µέγεθος του αριθµού 

Περισσότερο    → Μεγαλύτερος 

Λιγότερο     → Μικρότερος       ... κ.ά. 

Γενικότερα σύµφωνα µε της Lakoff & Núñez υπάρχουν τέσσερις βασικές µεταφορές 

για την αριθµητική:   

• Η αριθµητική ως µεταφορά συλλογής αντικειµένων όπου οι αριθµοί αντιστοιχούν 

(ως πληθικός αριθµός) σε συλλογές από αντικείµενα ίδιου µεγέθους. Στην 

περίπτωση αυτή το 4, για παράδειγµα, είναι µία συλλογή τεσσάρων αντικειµένων 

π.χ. τεσσάρων µήλων 

• Η αριθµητική ως µεταφορά κατασκευής αντικειµένων όπου οι αριθµοί αντιστοιχούν 

σε αντικείµενα που αποτελούνται από ξεχωριστά τµήµατα µοναδιαίου µεγέθους. 

Τότε, το 4 είναι ένα αντικείµενο που έχει κατασκευαστεί από τέσσερα µοναδιαία 

µέρη: 4=1+1+1+1 

• Η αριθµητική ως µεταφορά µονάδων µέτρησης  όπου οι αριθµοί είναι τµήµατα που 

αποτελούνται από ξεχωριστά τµήµατα µοναδιαίου µήκους. Το 4 είναι ένα τµήµα 

που έχει προέλθει από την τοποθέτηση τεσσάρων µοναδιαίων τµηµάτων διαδοχικά 

σε µία ευθεία. 

• Η αριθµητική ως µεταφορά κίνησης κατά µήκος ενός µονοπατιού  όπου οι 

αριθµητικές πράξεις είναι κινήσεις κατά µήκος του µονοπατιού αυτού. Το 4 είναι 

«κατά τέσσερα µακρύτερα» από την αρχή του µονοπατιού που είναι το 0. 

Το µίγµα (blending) και η επέκταση (stretching) αυτών των µεταφορών µπορεί να 

δώσει τις κατάλληλες µεταφορές για όλους τους αριθµούς. Για παράδειγµα, αν 

θεωρήσουµε ότι µε τις παραπάνω µεταφορές οι αριθµοί εννοιολογικοποιούνται ως  
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σηµεία της ευθείας τότε οι αρνητικοί αριθµοί µπορούν να παραχθούν από τους θετικούς 

µε στροφή κατά 180ο ως προς την αρχή των αξόνων.  

Σύµφωνα µε τους Lakoff και Núñez κάθε οντότητα (έννοια) είναι µία µεταφορική 

οντότητα, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει εννοιολογικά ως αποτέλεσµα µιας µεταφορικής 

ιδέας. Σε κάθε περίπτωση, η «αλήθεια» είναι «αλήθεια» µόνο σε σχέση µε τη µεταφορική 

αυτή ιδέα. Κάθε τέτοια µαθηµατική οντότητα υπάρχει µόνο στο µυαλό των υπάρξεων µε 

τη δυνατότητα ανάπτυξης τέτοιου είδους µεταφορικών ιδεών και κάθε µαθηµατική 

αλήθεια είναι αληθινή µόνο στο µυαλό των υπάρξεων αυτών. Βέβαια, στο σηµείο αυτό 

ανακύπτουν ερωτήµατα σχετικά µε τις µεταφορές που σχετίζονται µε τα φορµαλιστικά 

µαθηµατικά. Για την περίπτωση αυτή ορίζεται µία βασική µεταφορά που καλείται: 

«Μεταφορά της τυπικής απλοποίησης» (Formal Reduction Metaphor) που χρησιµοποιεί ως 

πηγαίο πεδίο τα σύνολα και τα σύµβολα και ως πεδίο στόχο τις µαθηµατικές έννοιες. 

Σύµφωνα µε την µεταφορά αυτή κάθε εννοιολογική δοµή, από κάθε κλάδο των 

µαθηµατικών, µπορεί να αντιστοιχηθεί µε µία δοµή συνολοθεωρητική, µε τέτοιο τρόπο 

ώστε οι µαθηµατικές έννοιες και σχέσεις να αντιστοιχίζονται µε σύνολα και σχέσεις 

συνόλων και ο χειρισµός τους να γίνεται µε τη χρήση της δοµής της θεωρίας συνόλων.  

Εποµένως σύµφωνα µε την ενσαρκωµένη προσέγγιση:  

«Τα Μαθηµατικά έτσι όπως τα γνωρίζουµε είναι τα ανθρώπινα Μαθηµατικά, το 

προϊόν του ανθρώπινου µυαλού. Από πού έρχονται τα Μαθηµατικά; Έρχονται από 

εµάς! Εµείς τα δηµιουργούµε, αλλά όχι αυθαίρετα, ούτε απλά ιστορικά ως µία τυχαία 

κοινωνική κατασκευή. Αυτό που κάνει τα Μαθηµατικά να µην είναι αυθαίρετα είναι 

ότι χρησιµοποιούν τον βασικό εννοιολογικό µηχανισµό του ενσαρκωµένου 

ανθρώπινου µυαλού όπως αυτό έχει εξελιχθεί µέσα στον πραγµατικό κόσµο. Τα 

Μαθηµατικά είναι προϊόν των νευρολογικών ικανοτήτων του εγκεφάλου µας, της 

φύσης του σώµατος µας, της εξέλιξης µας, του περιβάλλοντος µας και της 

µακρόχρονης κοινωνικής και πολιτισµικής µας ιστορίας»  

(Lakoff & Núñez, Where Mathematics Comes From, 2000, σελ. 9) 

 

2.3. Ενσαρκωµένα Αντικείµενα – Ενσαρκωµένα Μαθηµατικά 

 

Αυτό που διαφαίνεται και από τα παραπάνω είναι ότι η άποψη των Lakoff & Núñez 

υποστηρίζει ότι όλα τα Μαθηµατικά στοιχειώδη και προχωρηµένα είναι ενσαρκωµένα. 

Αυτό οδήγησε ερευνητές που ασχολούνται µε την ανάπτυξη της Μαθηµατικής σκέψης και 
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εµπνεύστηκαν από τη θεωρία της ενσαρκωµένης γνώσης να κάνουν τον εξής διαχωρισµό: 

Ο όρος ενσαρκωµένο δεν πρέπει να αναφέρεται σε όλη τη Μαθηµατική σκέψη αλλά σε 

εκείνη τη βασική µαθηµατική σκέψη που στηρίζεται στην αντίληψη µέσω των αισθήσεων 

και διακρίνεται από τη συµβολική και λογική Μαθηµατική σκέψη (Gray&Tall, 2001, Tall, 

2002, Watson, Spyrou & Tall, in press). Αυτός ήταν και ο λόγος που οδήγησε τους 

παραπάνω ερευνητές να αξιοποιήσουν την θεωρία της ενσάρκωσης των Μαθηµατικών όχι 

ως µία θεωρία που αρκεί για να ερµηνεύσει όλο το φάσµα της Μαθηµατικής σκέψης αλλά 

ως µέρος των θεωριών τους και σηµαντικό λειτουργικό κοµµάτι για τη κατανόηση του 

τρόπου που αναπτύσσεται η Μαθηµατική ικανότητα.  

Επίσης, µέσα από την οπτική των ερευνητών της διδακτικής των µαθηµατικών, 

διαφαίνεται η διάθεση της διασύνδεσης της έννοιας της ενσάρκωσης µε την έννοια της 

αναπαράστασης. ∆ηλαδή τη δηµιουργία κατάλληλων διδακτικών καταστάσεων, 

µικρόκοσµων κ.α. που να παρέχουν κατάλληλες αναπαραστάσεις που θα λαµβάνουν 

υπόψη το τρόπο που ενσαρκώνεται η µαθηµατική έννοια που θέλουµε κάθε φορά να 

µελετήσουµε. (Edwards L., 1998) 

«Αυτή καθαυτή η χρήση του όρου «ενσάρκωση» εύκολα µας κάνει να  πιστέψουµε 

ότι αυτό που κάνουµε είναι η δηµιουργία κάποιου (µίας αναπαράστασης) που δίνει 

συγκεκριµένο και σαφή σχήµα στη µη υλική ουσία των µαθηµατικών και των 

επιστηµών...στο σχεδιασµό ενός µικρόκοσµου ή µίας εξωτερικής αναπαράστασης, 

συζητάµε σαν να δηµιουργούµε ένα «σώµα», ένα «σκεύος», ένα «µεταφορέα» για τις 

µαθηµατικές και επιστηµονικές ιδέες...»  

(Edwards, L., Embodying Mathematics and Science: Microworlds as Representation, 

Journal of Mathematical Behavior, 17 (1), 1998, σελ. 71) 

Οι Gray και Tall υιοθέτησαν τον όρο του ενσαρκωµένου αντικειµένου (embodied 

object) που η δηµιουργία του ξεκινά από την νοητική αντίληψη των αντικειµένων µέσα 

στον κόσµο, έτσι όπως εισπράττονται µέσω των αισθήσεων. Στη συνέχεια οι άµεσες αυτές 

αντιλήψεις γίνονται  αντικείµενο σκέψης, σύγκρισης και διαπραγµάτευσης. Μέσα από 

αυτή την επεξεργασία οι αντιλήψεις αποκτούν µία πιο εκλεπτυσµένη µορφή που έχει τη 

µορφή ενός προτύπου, κάτι σαν τον σκελετό µιας ιδέας που αποτελεί τη βάση της 

επικοινωνίας. Το πρότυπο αυτό µπορεί στη συνέχεια, µε την πρόσθεση εξειδικευµένων 

ιδιοτήτων, να οδηγήσει σε µία πιο συγκεκριµένη ιδέα. Για παράδειγµα η καθηµερινή µας 

εµπειρία µε σκύλους µας οδηγεί στην δηµιουργία ενός προτύπου κατάλληλου να 

αντιπροσωπεύει όλους τους σκύλους γενικά, αν όµως χρειαστεί να αναφερθούµε σε ένα 
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συγκεκριµένο σκύλο πρέπει να του προσθέσουµε συγκεκριµένες ιδιότητες π.χ. χρώµα, 

τρίχωµα, µέγεθος, ιδιοκτήτης κ.α. (Gray & Tall, 2001). Βέβαια στη θεωρία των προτύπων 

έχει ασκηθεί κριτική από Γνωστικούς Ψυχολόγους (Βοσνιάδου, 2000, σελ. 206) αφού 

στηρίζεται στην οµοιότητα και δεν λαµβάνει υπόψη τη προσωπική τοποθέτηση του 

ατόµου και την αντίστοιχη θεωρία µε την οποία ερµηνεύει τα αντιληπτικά του δεδοµένα. 

Από την άλλη µεριά και αυτό ενδιαφέρει ιδιαίτερα τα µαθηµατικά, οι αρχικές αντιλήψεις 

µπορούν να υποστούν τέτοιες αφαιρέσεις που τελικά να µην αναφέρονται συνειδητά στα 

αντικείµενα του πραγµατικού κόσµου από τα οποία προέρχονται. Ένα τέτοιο παράδειγµα 

θα µπορούσε να είναι η ευθεία γραµµή, η οποία µπορεί να γίνει αντιληπτή στο χώρο που 

κινείται το παιδί, µέσα από τις γραµµές που ζωγραφίζει, αλλά σε κάποιο ανώτερο επίπεδο 

αυτή η γραµµή δεν έχει πάχος ούτε αρχή και τέλος και αποτελεί ένα κατασκεύασµα του 

νου που χάνει την επαφή του µε το φυσικό κόσµο (Gray & Tall, 2001).  Με αυτή την 

έννοια υπάρχει µια αυξανόµενη πολυπλοκότητα στην έννοια του ενσαρκωµένου 

αντικειµένου που ξεκινά από την αντίληψη µέσω των αισθήσεων και εξελίσσεται σε 

νοητική σκέψη µε τη χρήση της γλώσσας που µπορεί να δώσει όλο και µεγαλύτερη 

ακρίβεια και ιεράρχηση στα νοήµατα. Η άποψη αυτή ταιριάζει πολύ καλά µε την 

περίπτωση της Γεωµετρίας, όπως περιγράφεται και από τα επίπεδα Van Hiele στη 

περίπτωση όµως της Αριθµητικής, της Άλγεβρας ή της Ανάλυσης απαιτεί προσεκτικότερη 

διερεύνηση. 

Είναι σηµαντικό να δοθεί έµφαση στη διάκριση µεταξύ των ενσαρκωµένων 

αντικειµένων (σχήµατα, γραφήµατα) και του συµβολισµού της Αριθµητικής και της 

Άλγεβρας. Σύµφωνα µε αυτή την άποψη η εικόνα (the imagery)  του αριθµού π.χ. του 

αριθµού «πέντε» δεν είναι ενσαρκωµένο αντικείµενο παρόλο που η νοητική εικόνα των 

«πέντε δακτύλων» είναι. Αυτό σηµαίνει ότι η σκέψη που περιλαµβάνει ενσαρκωµένα 

αντικείµενα διαφέρει από αυτή που εµπλέκει σύµβολα και αποτελεί την επιτυχή εξέλιξη 

γνώσεων της Αριθµητικής και της Άλγεβρας. Εποµένως ο αριθµός δεν είναι ενσαρκωµένο 

αντικείµενο, αποτελεί, όµως, µία αυτόνοµη οντότητα η οποία αντιστοιχεί στην έννοια του 

αριθµού. Βέβαια γλωσσικά γίνεται χρήση του αριθµού σαν ουσιαστικό αφού 

αναφερόµαστε σε αυτόν, κάνουµε πράξεις µε αυτόν ή ενεργούµε σε αυτόν. Στην 

πραγµατικότητα ενεργεί διευκολύνοντας το πέρασµα από  τη νοητική έννοια στη νοητική 

διεργασία. Γλωσσικά ο ρόλος του είναι αντίστοιχος µε αυτόν του ουσιαστικού «τρέξιµο», 

ενώ δεν είναι αντικείµενο µπορούµε να αναφερθούµε σε αυτό λέγοντας «το τρέξιµο είναι 

καλό». (Gray & Tall, 2001). Το σηµείο αυτό αποτελεί και µία σηµαντική διαφορά των 
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απόψεων των Gray & Tall µε τους Lakoff & Núñez. Οι πρώτοι υποστηρίζουν ότι ο 

αριθµός αποτελεί ένα σύµβολο της Αριθµητικής και εποµένως δεν είναι πλέον το 

ενσαρκωµένο αντικείµενο από το οποίο ενδεχοµένως να προέρχεται ενώ οι δεύτεροι 

υποστηρίζουν ότι όλα τα Μαθηµατικά και εποµένως και οι αριθµοί είναι ενσαρκωµένα µε 

την έννοια που περιγράψαµε στην προηγούµενη ενότητα. Βέβαια όπως θα περιγράψουµε 

και παρακάτω πολλές φορές η πορεία της ενσαρκωµένης προσέγγισης είναι παράλληλη µε 

αυτή της συµβολικής (µε χρήση διεργασιών-εννοιών) και υπάρχουν δεσµοί µεταξύ τους οι 

οποίοι θα µπορούσαν να ερµηνευτούν µέσω των εννοιολογικών µεταφορών. 

 

2.4. Σχέση µεταξύ ενσαρκωµένων αντικειµένων, διεργασιών-εννοιών και 

ενθυλάκωσης διεργασιών 

 

Σύµφωνα µε τους Gray & Tall (2001), υπάρχει η παρακάτω διάκριση σχετικά µε 

τους τύπους των Μαθηµατικών εννοιών: 

• Ενσαρκωµένα αντικείµενα, όπως στη γεωµετρία και στα γραφήµατα, τα οποία έχουν 

ως αφετηρία τις φυσικές τους βάσεις και εξελίσσονται στην ανάπτυξη νοητικών 

εικόνων µε τη βοήθεια της ιεραρχηµένης χρήσης της γλώσσας. 

• Συµβολικές έννοιες οι οποίες λειτουργούν στο συνεχές πέρασµα από την «προς 

διαχείριση νοητική έννοια» στην συχνά ασυνείδητη «προς εκτέλεση διεργασία». 

• Αξιωµατικές έννοιες στη προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη όπου τα αξιώµατα 

λεκτικά και συµβολικά χρησιµοποιούνται για τη λογική δόµηση της θεωρίας. 

• Ενθηλακωµένες διεργασίες, πρόκειται για διεργασίες που έχουν ενθυλακωθεί σε µία 

αυτόνοµη οντότητα. Η περίπτωση αυτή µπαίνει επιπροσθέτως στις προηγούµενες 

για να διαχωρίσει τα ενσαρκωµένα αντικείµενα από τις ενθηλακωµένες διεργασίες. 

(Gray & Tall, 2001) 

Το άτοµο ενεργεί αρχικά πάνω στα φυσικά αντικείµενα  και στη συνέχεια πάνω στα 

ενσαρκωµένα αντικείµενα. Στη θεωρία APOS που περιγράψαµε παραπάνω οι ενέργειες 

πάνω στα φυσικά αντικείµενα εσωτερικεύονται σε διεργασίες και αυτές µε τη σειρά τους 

ενθυλακώνονται σε νοητικά αντικείµενα. Στο σηµείο αυτό διαφαίνεται και η 

διαφοροποίηση των απόψεων των Gray & Tall σε σχέση µε αυτές της θεωρίας APOS 

(Czarnocha κ.ά.. 1999) και της υποστασιοποίησης (Sfard, 1991) σχετικά µε τη µετάβαση 

από τη διεργασία στο αντικείµενο. Σύµφωνα µε τον Tall τα ενθυλακωµένα αντικείµενα 
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Σχήµα 3: ∆ιαφορετικά είδη νοητικών οντοτήτων που 
προκύπτουν από την αντίληψη, τη δράση και την 
αφαίρεση (Gray & Tall, 2001, σελ. 71) 

δεν προκύπτουν απλώς από την ενθυλάκωση ή την υποστασιοποίηση των διεργασιών σε 

αντικείµενα, όπως υποστηρίζουν οι άλλοι ερευνητές. Αλλά ενισχύονται σηµαντικά από τη 

χρήση των δοµών και ιδιοτήτων των βασικών αντικειµένων και διεργασιών που µε 

ενσαρκωµένη µορφή εµπλέκονται ως πρόδροµοι της, µετέπειτα, εκλεπτυσµένης νοητικής 

αφαίρεσης. Πιο γενικά, η ενθυλάκωση περιλαµβάνει ένα ευρύτερο φάσµα νοητικών 

δοµών οι οποίες συµπεριλαµβάνουν οπτικές εικόνες, ιδιότητες, σχέσεις, αντιληπτικά 

δεδοµένα, δράσεις και συναισθήµατα που είναι παρόντα στο ανθρώπινο µυαλό. Αυτή  η 

προσέγγιση συνδυάζει δύο διαφορετικές οπτικές, αυτήν που καθοδηγείται από τη 

διεργασία και αυτή που εστιάζεται στο αντικείµενο (Tall, McGowen DeMarois, 2000).  

Στην περίπτωση του αριθµού τα βασικά αντικείµενα είναι τα φυσικά αντικείµενα 

και οι ενθυλακωµένες έννοιες είναι οι αριθµητικές έννοιες που αναπαριστώνται από τα 

αριθµητικά σύµβολα. Η φαινοµενικά αφηρηµένη έννοια του αριθµού που θεωρητικά 

δηµιουργείται από τη διεργασία της ενθυλάκωσης έχει την πρωτογενή ύπαρξη της στη 

φυσική δοµή των βασικών αντικειµένων αφού η διεργασία της µέτρησης λειτουργεί πάνω 

σε φυσικά αντικείµενα. ∆ηλαδή, η περίπλοκη δοµή της ενθυλακωµένης έννοιας (το 

σύµβολο του αριθµού) έχει προέλθει από την εξέλιξη, σε πολυπλοκότητα και ευελιξία, της 

ενσαρκωµένης έννοιας και του χειρισµού των βασικών αντικειµένων (π.χ. αρίθµηση 

συγκεκριµένης συλλογής αντικειµένων). Με τον τρόπο αυτό τα βασικά αντικείµενα 

λειτουργούν ως ενδιάµεσα 

σκαλοπάτια σε υψηλότερου 

επιπέδου έννοιες ενώ την ίδια στιγµή 

µπορούν να σταθούν για τους  

µαθητές εµπόδια αποτρέποντας την 

ιεραρχηµένη εξέλιξη σε πιο 

εκλεπτυσµένες µαθηµατικές έννοιες. 

Στο σχήµα 3 περιγράφεται η 

εξέλιξη της Μαθηµατικής σκέψης 

από την επαφή µε το περιβάλλον 

µέχρι την αυστηρή – αξιωµατική 

θεµελίωση των  θεωριών. Οι δύο 

διαφορετικές πορείες, αριστερά και 

δεξιά, αντιστοιχούν στην 

ενσαρκωµένη και στην  προσέγγιση µε διαδικασίες-έννοιες αντίστοιχα. Αυτό που έχει 
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ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι η παράλληλη πορεία και η σύνδεση των δύο αυτών 

προσεγγίσεων. 

Αυτή η οπτική µας επιτρέπει να δούµε τις νοητικές αφαιρέσεις ριζωµένες στα 

ενσαρκωµένα αντικείµενα, όχι µόνο για τις γεωµετρικές έννοιες (κατά την έννοια της 

θεωρίας του Van Hiele) αλλά και για τη θεµελίωση της συµβολικής διεργασία 

/αντικείµενο ενθυλάκωσης στον αξιωµατικό τρόπο σκέψης. Βέβαια δεν θα µπορούσε 

κανείς να ισχυριστεί ότι οι προχωρηµένες µαθηµατικές έννοιες, για παράδειγµα του 

απειροστικού λογισµού, συνδέονται άµεσα µε στοιχειώδη ενσαρκωµένα αντικείµενα. Η 

σύνδεση µπορεί να υπάρχει αλλά να λειτουργεί επικουρικά ή ανασταλτικά στο 

ασυνείδητο. Αυτό σηµαίνει ότι ο εγκέφαλος ανατρέχει σε θεµελιώδη στοιχεία που 

λειτουργούν ως βάση και ελέγχουν µε µη συνειδητό τρόπο την κατανόηση και την 

ανάπτυξη της αξιωµατικής θεµελίωσης. 

 

2.5. Παράδειγµα 

 

Στη παράγραφο αυτή, θα δούµε ένα παράδειγµα σχετικό µε τον ρυθµό µεταβολή, τη 

διαδικασία της διαφόρισης και την έννοια της παραγώγου. Η εικόνα της γραφικής 

παράστασης αποτελεί, σύµφωνα µε τις απόψεις που περιγράφτηκαν στην προηγούµενη 

παράγραφο, ένα ενσαρκωµένο αντικείµενο που αποδίδει οπτικά την έννοια της 

συνάρτησης. Η αναπαράσταση αυτή που µπορεί να αποδοθεί είτε µε τη χάραξη ενός 

σχεδίου µε το µολύβι είτε µε τη κίνηση του χεριού στο αέρα περιέχει πληροφορίες που 

σχετίζονται µε την έννοια της παραγώγου. Πολλοί µαθητές µπορούν να καταλήξουν σε 

συµπεράσµατα για τη κλίση της γραφικής παράστασης, χωρίς αριθµητικούς υπολογισµού, 

απλώς παρατηρώντας την καµπύλη. Αυτό αποτελεί µία ενσαρκωµένη δραστηριότητα που 

υποστηρίζεται από τις παρατηρήσεις και τις κινήσεις του σώµατος του µαθητή και µπορεί 

να οδηγήσει στη συνέχεια στη τυπική προσέγγιση των αντιστοίχων εννοιών. 

Σε έρευνα που περιγράφεται από τους Arzarello και Paola (2003) µελετήθηκε η 

ενσαρκωµένη προσέγγιση των µαθητών στην έννοια της συνάρτησης σύµφωνα µε την 

Νευτώνεια λογική των µεγεθών που µεταβάλλονται ως προς το χρόνο. Στο πείραµα αυτό 

ο καθηγητής σχεδίασε µία γραφική παράσταση και οι µαθητές/τριες χωρισµένοι σε 

οµάδες των τριών ατόµων προσπαθούσαν να αναπαράξουν την ίδια γραφική παράσταση 

(σχήµα 4) µε τη βοήθεια ενός γραφικού υπολογιστή. Πιο συγκεκριµένα, ένας/µία 

µαθητής/τρια από την κάθε οµάδα χειριζόταν το πρόγραµµα ενώ τα υπόλοιπα µέλη 
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διόρθωναν µε επιχειρήµατα το συµµαθητή τους σε 

τυχόντα λάθη που προκαλούσαν την απόκλιση του 

παραγόµενου σχήµατος από το πρότυπο του πίνακα. 

Κατά τη διάρκεια της διαπραγµάτευσης αυτής οι 

µαθητές/τριες προσπαθώντας να εκφραστούν σχετικά 

µε τη µορφή της καµπύλης κατέφευγαν σε κινήσεις 

του σώµατος και ιδιαίτερα των χεριών. Χαρακτηριστικά ένας µαθητής αναφέρει: «στην 

αρχή είναι σιγά, µετά γρήγορα επάνω, µετά γρήγορα κάτω» κάνοντας ταυτόχρονα τις 

αντίστοιχες κινήσεις µε το δεξί του χέρι από αριστερά προς τα δεξιά, πρώτα οριζόντια, 

µετά γρήγορα προς τα επάνω και αµέσως µετά γρήγορα προς τα κάτω. Στην περίπτωση 

αυτή, οι πληροφορίες που περιέχονται στις κινήσεις του µαθητή είναι δύο ειδών: πρώτα 

µε τη τροχιά του χεριού δηλώνονται οι µεταβολές της εξαρτηµένης µεταβλητής σε σχέση 

µε την ανεξάρτητη, όπως αποτυπώνονται στη γραφική παράσταση, αποδίδοντας 

ταυτόχρονα το νόµο µεταβολής σε σχέση µε το χρόνο.  ∆εύτερον, µε τη ταχύτητα κίνησης 

του χεριού εκφράζεται η ταχύτητα αλλαγής σε σχέση µε το χρόνο, δηλαδή ο ρυθµός 

µεταβολής. Οι κινήσεις αυτές του µαθητή αποδίδουν ακριβώς αυτό που έδειχνε η γραφική  

παράσταση στον πίνακα και δεν ήταν τίποτε άλλο από τις ενσαρκωµένες πληροφορίες που 

υπήρχαν στο σχήµα και σχετίζονταν µε την κίνηση. Ο τρόπος περιγραφής του µαθητή 

γινόταν στην οικεία για αυτόν γλώσσα του σώµατος και σύµφωνα µε τον προσωπικό του 

φυσικό κώδικα ερµηνείας της κίνησης.  

Η έκφραση αυτή αποτελεί σύµφωνα µε τους ερευνητές το ενδιάµεσο επίπεδο µεταξύ 

της παρατήρησης της κίνησης και της διατύπωσης του νόµου µεταβολής, σε σχέση µε το 

χρόνο και θα µπορούσε να φανεί χρήσιµη στη διαδικασία κατανόησης των επιστηµονικών 

χαρακτηριστικών της κίνησης. Στη διαδικασία αυτή είναι σηµαντικός ο ρόλος του 

καθηγητή ο οποίος οφείλει ανάµεσα στα άλλα να υποστηρίζει λεκτικά τους µαθητές του 

να εκφράζουν µε τυπικό τρόπο αυτό που προσπαθούν να περιγράψουν µε τις κινήσεις 

τους. Οι µαθητές/τριες, στη φάση αυτή της διδασκαλίας, βρίσκονται σε αυτό που καλείται 

από το Vygotsky, ζώνη επικείµενης ανάπτυξης (zone of proximal development)5. 

Στο πείραµα αυτό διακρίνεται µε σαφήνεια ότι ο τρόπος που προσεγγίζεται η 

γραφική παράσταση γίνεται µέσω του τρόπου που έχει ενσαρκωθεί η κίνηση. Έχουµε, 
                                           
5 Η ζώνη επικείµενης ανάπτυξης είναι, κατά τον Vygotsky, η απόσταση µεταξύ του τρέχοντος αναπτυξιακού 
επιπέδου, όπως αυτό προσδιορίζεται από την αυτόνοµη επίλυση προβληµάτων, και του εν δυνάµει επιπέδου, 
όπως αυτό προσδιορίζεται µέσα από την επίλυση προβληµάτων κάτω από την καθοδήγηση ενός ενήλικα ή 
σε συνεργασία µε ένα πιο ικανό άτοµο ίδιας περίπου ηλικίας. (Κολέζα, 2000) 

Σχήµα 4: Arzarello και Paola (2003) 
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δηλαδή, µία µεταφορά (Lakoff & Núñez, 2000) της κίνησης του αντικειµένου στη κίνηση 

του σηµείου πάνω στη γραφική παράσταση. Αυτή η προσέγγιση καθορίζει τον τρόπο που 

οι µαθητές/τριες εννοιολογικοποιούν την κίνηση ως ένα νόµο που εκφράζει την 

µετατόπιση σε σχέση µε το χρόνο. Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε ότι η καµπύλη του 

σχήµατος 4 εκφράζει την απόσταση ενός κινητού που κινείται ευθύγραµµα από ένα 

σταθερό σηµείο - «αρχή» σε σχέση µε το χρόνο τότε η περιγραφή του µαθητή είναι 

ασύµβατη µε την πραγµατική κίνηση. ∆ηλαδή, τη στιγµή που περιγράφει µε την κίνηση 

του χεριού του από αριστερά προς τα δεξιά το κινητό να πέφτει γρήγορα ή αργά, στην 

πραγµατικότητα το κινητό κινείται γρήγορα ή αργά προς την «αρχή», που σηµαίνει ότι 

κινείται προς τα πίσω. Στο σηµείο αυτό διακρίνονται δύο πιθανές ερµηνείες σχετικά µε 

την ενσαρκωµένη προσέγγιση του µαθητή: Η πρώτη είναι άµεσα συνδεδεµένη µε την 

καθετότητα και την κίνηση πάνω-κάτω και αντιµετωπίζει το µέγεθος που µεταβάλλεται σε 

σχέση µε το χρόνο ως την «υψοµετρική» διαφορά από το οριζόντιο επίπεδο ενός κινητού 

που ανεβοκατεβαίνει, ενώ η δεύτερη είναι στενά συνδεδεµένη µε την εικόνα της γραφικής 

παράστασης, σαν σύνολο και αντιµετωπίζει την κίνηση του σηµείου σαν ένα κινητό που 

κινείται στη κορυφογραµµή µιας οροσειράς. Από τις παραπάνω ερµηνείες αναδύεται ο 

προβληµατισµός, που στο συγκεκριµένο θέµα διαφεύγει της προσοχής των ερευνητών, 

σχετικά µε το αν η συγκεκριµένη ενσαρκωµένη προσέγγιση µπορεί να σταθεί εµπόδιο 

στην κατανόηση του µαθητή και πως µπορεί να αντιµετωπιστεί αυτό. 
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3.  ΟΙ ΤΡΕΙΣ ΚΟΣΜΟΙ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

3.1.  Οι τρεις κόσµοι προσέγγισης των Μαθηµατικών 

 

Σύµφωνα µε τον Bruner (1966) διακρίνονται τρεις τρόποι αναπαράστασης του 

κόσµου: ο πραξιακός (enactive) που πραγµατοποιείται µέσω της δράσης, ο εικονικός 

(iconic) που βασίζεται στην οπτικοποίηση και γενικά στα δεδοµένα των αισθήσεων και 

τέλος, ο συµβολικός (symbolic) που αναφέρεται στις αναπαραστάσεις της γλώσσας, της 

λογικής και των συµβόλων (συµπεριλαµβανοµένων και των µαθηµατικών συµβόλων). Με 

τη διάκριση αυτή ο Bruner,  σε αντίθεση µε τον Piaget που περιγράφει στάδια ανάπτυξης, 

περιγράφει τις διάφορες µορφές αναπαράστασης του κόσµου µε το επιχείρηµα, µάλιστα, ότι 

κάθε έννοια µπορεί να παρουσιαστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε  να είναι κατανοητή από κάθε 

µαθητή/τρια κάθε επιπέδου και ηλικίας. Παράλληλα µε τον παραπάνω διαχωρισµό ο Bruner 

έδωσε µεγάλη έµφαση στο ρόλο του εργαλείου και της χρήσης του από τον άνθρωπο στην 

εξέλιξη των ανθρώπινων νοητικών δυνατοτήτων. Ο όρος εργαλείο εδώ χρησιµοποιείται µε 

την ευρύτερη έννοια και θα µπορούσε να είναι ένα κοινό εργαλείο (σφυρί, κατσαβίδι, κ.α.), 

ένα όργανο (µουσικό, χηµικό κ.α.), δηµιούργηµα της τεχνολογίας (π.χ. µηχανές) αλλά 

ακόµα και η ίδια η γλώσσα ως επικοινωνιακό εργαλείο. Στη σύγχρονη εποχή, µε την 

εξέλιξη της τεχνολογίας, σηµαντική θέση στα εργαλεία που χειρίζεται ο άνθρωπος είναι οι 

ηλεκτρονικοί υπολογιστές. Η πραγµατικότητα αυτή οδήγησε τον Tall (2002) να 

αντιστοιχίσει τους τρόπους αναπαράστασης του Bruner  µε κατάλληλες χρήσης του 

ηλεκτρονικού υπολογιστή: τον πραξιακό µε το περιβάλλον διεπαφής (enactive interface), 

τον εικονικό µε τα εικονίδια (icons) και τις εικόνες που αντιπροσωπεύουν δυνατότητες 

επιλογών ενώ τον συµβολικό µε τον συµβολισµό µέσα από το πληκτρολόγιο των δεδοµένων 

και των εσωτερικών διεργασιών. 

Λαµβάνοντας υπόψη τις παραπάνω απόψεις και προσπαθώντας να αναπτύξει µία θεωρία 

που να καλύπτει όλα τα είδη αναπαραστάσεων και λειτουργιών στο χώρο των 

Μαθηµατικών ο Tall (2002) ισχυρίζεται ότι µπορούµε να διακρίνουµε τρεις κόσµους 

σχετικά µε τον τρόπο προσέγγισης των µαθηµατικών: τον ενσαρκωµένο κόσµο (embodied), 

τον κόσµο των διεργασιών-εννοιών (proceptual) και τον αξιωµατικό κόσµο (axiomatic). 

Ο ενσαρκωµένο (embodied) κόσµος βασίζεται στις ανθρώπινες αντιλήψεις και δράσεις 

στο πλαίσιο του πραγµατικού κόσµου. Ο κόσµος αυτός δεν περιορίζεται µόνο στο 
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πραγµατικό αλλά επεκτείνεται στις αντίστοιχες νοητικές κατασκευές που προκύπτουν από 

αφαίρεση, πάντα όµως παραµένει συνδεδεµένος µε τη δράση και τα αποτελέσµατα των 

αισθήσεων από τα οποία προέρχεται. 

Ο συµβολικός –  κόσµος των διεργασιών-εννοιών (symbolic  - proceptual)  αξιοποιεί 

το ρόλο των συµβόλων στην αριθµητική, στην άλγεβρα και στη συµβολική ανάλυση 

συνδυάζοντας τη διπλή τους υπόσταση, ως διεργασία και ως έννοια (διεργασία-έννοια-

procept). Πρόκειται για τον κόσµο της επεξεργασίας και διαχείρισης συµβόλων. 

Ο αξιωµατικός (axiomatic) κόσµος είναι εκείνος που προσεγγίζει τα µαθηµατικά µε 

τον τυπικό τρόπο. Ξεκινάει από επιλεγµένα αξιώµατα και θεµελιώδεις έννοιες και µε λογικά 

συµπεράσµατα οδηγείται στην απόδειξη. Στο κόσµο αυτό οι προτάσεις είναι αληθείς, γιατί 

µπορούν να αποδειχθούν µε βάση τα αξιώµατα και τα θεωρήµατα. Λόγω της αυστηρότητας 

και του φορµαλισµού που απαιτεί ο κόσµος αυτός, αποτελεί το σηµείο εκείνο που 

παρουσιάζει τη µεγαλύτερη δυσκολία για τους µαθητές. 

Ο ρόλος της γλώσσας είναι πολύ σηµαντικός, και στους τρεις κόσµους, καθώς µέσω 

της επικοινωνίας και της διαπραγµάτευσης εµπλουτίζονται κάθε φορά οι έννοιες που 

αναπτύσσονται. Η διάκριση αυτή σχετίζεται µε αυτή του Bruner αφού ο ενσαρκωµένος 

κόσµος αντιστοιχεί στο πραξιακό και εικονικό επίπεδο, ο συµβολικός κόσµος των 

διεργασιών-εννοιών µε το συµβολικό όσο αναφορά στο µαθηµατικό συµβολισµό 

(αριθµητικό, αλγεβρικό κλπ.) ενώ ο αξιωµατικός µε εκείνο το τµήµα του συµβολικού που 

σχετίζεται µε τη λογική. Το τµήµα της συµβολικής αναπαράστασης που αναφέρεται στη 

γλώσσα (verbal) διαχέεται σε όλους τους κόσµους. Στο σχήµα 5 φαίνεται η παραπάνω 

αντιστοίχηση. 

Οι κόσµοι αναπαράστασης Οι τρόποι αναπαράστασης 

               (Tall)                 (Bruner) 

 Πραξιακός 

 Εικονικός 

  

 Συµβολικός 

    Αριθµητικός, αλγεβρικός κλπ. 

    Λογικός 

   Λεκτικός 

 
Σχήµα 5: Σύνδεση των θεωριών των Bruner και Tall, (Tall, 2002) 

Ενσαρκωµένος 
 
 
Συµβολικός 
(∆ιεργασίες-έννοιες) 
 
Αξιωµατικός 
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3.2.  Σύνδεση των τριών κόσµων 

 

Οι τρεις παραπάνω κόσµοι περιγράφουν την διαδοχή της γνωστικής ανάπτυξης. 

Αρχικά ο ενσαρκωµένος κόσµος αντιστοιχεί στο Αισθησιοκινητική στάδιο (Sensori – motor 

stage) σύµφωνα µε τα στάδια του Piaget και έχει τις βάσεις του στην αντίληψη του έξω 

κόσµου και στη δράση µε φυσικά αντικείµενα. Έπειτα ακολουθεί ο κόσµος των διεργασιών-

εννοιών που ξεκινά να κτίζεται πάνω σε ενσαρκωµένες δράσεις όπως είναι η αρίθµηση, η 

πρόσθεση, η οµαδοποίηση, η διαίρεση κ.α. και εξελίσσεται στη συµβολική µορφή του 

αριθµού, του αθροίσµατος, του γινοµένου, του πηλίκου, αντίστοιχα. Στο κόσµο αυτό, όπως 

περιγράψαµε και παραπάνω, είναι πολύ σηµαντικός ο ρόλος των συµβόλων και η διπλή 

τους διάσταση άλλοτε ως διεργασίας και άλλοτε ως έννοιας. Οι δύο αυτοί κόσµοι δεν είναι 

αµοιβαίως αποκλειόµενοι, αντίθετα καθώς το παιδί µεγαλώνει εργάζεται και στους δύο 

παράλληλα (Tall, 2002). Πολύ αργότερα και µόνο αν ο/η µαθητής/τρια ακολουθήσει 

σπουδές που σχετίζονται µε τα Μαθηµατικά θα γνωρίσει το αξιωµατικό κόσµο των τυπικών 

Μαθηµατικών. 

Ο ενσαρκωµένος κόσµος βασίζεται στην αντίληψη του γύρω κόσµου και τις ενέργειες 

που κάνει ένα άτοµο µε τα αντικείµενα που το περιβάλλουν. Αργότερα, η αντίληψη που 

έχουµε για τα αντικείµενα και τις ενέργειες µας, µέσα από την αφαιρετική διεργασία, 

δηµιουργούν τα αντίστοιχα τους νοητικά αντικείµενα. Παράλληλα, η γλώσσα επιτρπει την 

επένδυση των εµπειριών αυτών µε ιδιότητες που αργότερα στοιχειοθετούν και τον ορισµό 

του κάθε αντικειµένου. Για παράδειγµα, η παρατήρηση στρογγυλών σχηµάτων όπως ένα 

στρογγυλό τραπέζι ή ένα νόµισµα, αρχικά, οδηγεί σε µία αντίληψη - αίσθηση της 

«στρογγυλότητας». Έπειτα η εικόνα αυτή γίνεται αντικείµενο επεξεργασίας δηλαδή τα 

αντικείµενα χάνουν το χρώµα, την υφή, την ποιότητα, ενδεχοµένως και το πάχος τους. Με 

τον τρόπο αυτό δηµιουργείται µία νοητική εικόνα που προέρχεται από την αρχική αλλά έχει 

υποστεί αφαίρεση. Το αποτέλεσµα αυτής της αφαίρεσης είναι το ενσαρκωµένο αντικείµενο 

του κύκλου. Η λεκτική περιγραφή του και η διαπραγµάτευση του αντικειµένου αυτού 

οδηγεί στον εφοδιασµό του µε µία σειρά από ιδιαίτερα χαρακτηριστικά. Έπειτα από αυτό το 

στάδιο το άτοµο µπορεί να αναγνωριστεί αν ένα σχήµα είναι κύκλος επειδή έχει τα 

χαρακτηριστικά αυτά. Στη συνέχεια το σχήµα αυτό επενδυµένο όπως είναι µε τις όποιες 

ιδιότητές του µπορεί να εφοδιαστεί και µε ένα είδος ορισµού (όχι απαραίτητα τον τυπικό 

ορισµό του). Για παράδειγµα, το τετράγωνο είναι εκείνο το σχήµα που έχει τέσσερις ίσες 

πλευρές και τέσσερις ορθές γωνίες. Αργότερα µε τη συµπερίληψη σε κλάσεις µπορούµε να 
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θεωρήσουµε ότι το τετράγωνο είναι ειδική περίπτωση του ορθογωνίου. Οι σχέσεις αυτές 

των σχηµάτων και των ιδιοτήτων τους οδηγούν στην διεργασία της συνεπαγωγής: «αν 

συµβαίνει το Α … τότε συµβαίνει το Β». Σταδιακά, λοιπόν, οικοδοµείται η έννοια του 

Πλατωνικού σχήµατος και η Ευκλείδεια Θεωρία. Το πλατωνικό σχήµα παραµένει όµως 

συνδεδεµένο µε το ενσαρκωµένο σχήµα από το οποίο προέρχεται. Αυτό σηµαίνει ότι η 

διαχείριση και ο συλλογισµός πάνω σε γεωµετρικά σχήµατα εξακολουθεί να είναι 

συνδεδεµένα µε την εποπτεία τους. Η δοµή αυτή ταιριάζει απόλυτα στα επίπεδα Van Hiele, 

όπως έχουµε προαναφέρει και περιγράφει µε ποιο τρόπο, από τον ενσαρκωµένο κόσµο, 

οδηγούµαστε σταδιακά στον κόσµο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας ο οποίος µε τη σειρά του 

θα εξελιχθεί σε αξιωµατικό κόσµο. Οι δεσµοί όµως των δύο κόσµων,  του ενσαρκωµένου 

και του αξιωµατικού,  εξακολουθούν να υπάρχουν όπως φαίνεται και στα σχήµα 6. 

Για την περίπτωση της Αριθµητικής, της Άλγεβρας και της Ανάλυσης τα πράγµατα 

είναι τελείως διαφορετικά. Στις περιπτώσεις αυτές κυρίαρχο στοιχείο είναι το σύµβολο και 

ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΟΣ 
ΚΟΣΜΟΣ

Σχήµα 6: Η σύνθεση των τριών κόσµων: Αριστερά βρίσκεται η πορεία που αφορά στη Γεωµετρία: 
ξεκινά από την αντίληψη του κόσµου δηλαδή τον ενσαρκωµένο κόσµο και κινείται µέσα σε αυτόν 
ωσότου να οδηγηθεί µέσα από τη  Πλατωνικής αντίληψης των σχηµάτων στη τυπική θεωρία του 
αξιωµατικού κόσµου. ∆εξιά είναι η πορεία που αφορά στην Αριθµητική, στην Άλγεβρα και στην 
Ανάλυση:  η αφετηρία είναι πάλι ο ενσαρκωµένος κόσµος, αλλά µεσολαβεί ο κόσµος των διεργασιών- 
εννοιών µέχρι να οδηγηθεί στον αξιωµατικό κόσµο. Τα βέλη ενδιάµεσα δηλώνουν την επιρροή των 
τριών κόσµων. (Gray & Tall 2001, Tall 2002) 

ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΟΣ
ΚΟΣΜΟΣ

ΚΟΣΜΟΣ 
∆ΙΕΡΓΑΣΙΩΝ-
ΕΝΝΟΙΩΝ 

Συµβολικά 
Μαθηµατικά 

Χώρος 
& Σχήµα 

ΕΝΣΑΡΚΩΜΕΝΟΣ
ΚΟΣΜΟΣ

∆ράσεις 

Χειρισµός 
συµβόλων 

Αντιληπτική 
ενσάρκωση 

Πλατωνική 
ενσάρκωση 

Σύµβολα ως 
διεργασίες-έννοιες 
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ο κόσµος των λειτουργιών είναι αυτός των διεργασιών-εννοιών. Η έναρξη του κόσµου 

αυτού είναι οι διεργασίες που ενθυλακώνονται σε έννοιες. Για παράδειγµα, η απαρίθµηση  

µε τη χρήση αριθµητικών συµβόλων συνδέει την διεργασία της αρίθµησης µε την έννοια 

του αριθµού. Όµως και στην περίπτωση αυτή η βάση των ενεργειών είναι ενσαρκωµένη 

αφού οι δράσεις στηρίζονται στη διαχείριση φυσικών αντικειµένων ή στην νοητική 

διαχείριση ενσαρκωµένων αντικειµένων. Αν επανέλθουµε στο παράδειγµα της αρίθµησης, 

το παιδί ξεκινά από την απαρίθµηση πραγµατικών αντικειµένων ένα µήλο και δύο µήλα και 

δεν κατανοεί ερωτήσεις της µορφής «πόσο κάνει ένα και δύο», χωρίς συγκεκριµένα 

αντικείµενα. Αυτό δεν σηµαίνει ότι τα µικρά παιδιά δεν έχουν κατακτήσει την έννοια του 

αριθµού αλλά, µε την τυπική αριθµητική, έρχονται αντιµέτωπα µε έναν κώδικα, ένα 

διαφορετικό σύστηµα αναπαράστασης, κάτι σαν µία ξένη γλώσσα και το πρόβληµα τους 

είναι µε ποιο τρόπο θα µεταφράσουν τις αναπαραστάσεις που ήδη έχουν στη καινούργια 

τυπική γλώσσα της αριθµητικής (Hughes, 1996). Όταν εποµένως το παιδί περνά στη 

συµβολική γλώσσα των Μαθηµατικών διέρχεται στην πραγµατικότητα από τον 

ενσαρκωµένο στον κόσµο των διεργασιών-εννοιών (σχήµα 6). 

Τέλος, ο αξιωµατικός κόσµος χρησιµοποιεί τις εµπειρίες και από τους δύο αυτούς 

κόσµους για να εδραιωθεί. Αυτό που έχει ενδιαφέρον στο σηµείο αυτό είναι η διάκριση 

µεταξύ της Ευκλείδειας Θεωρίας και της Αξιωµατικής – Τυπικής Θεωρίας. Η πρώτη 

εµφανίζεται ως το εκλεπτυσµένο τµήµα του ενσαρκωµένου κόσµου. Η πορεία στον 

ενσαρκωµένο κόσµο, όπως περιγράφτηκε λεπτοµερώς παραπάνω, έχει ως αφετηρία τα 

αντικείµενα και τις ιδιότητες τους από τα οποία συνάγονται και οι ορισµοί. Η δεύτερη 

λειτουργεί στον αξιωµατικό κόσµο και ακολουθεί αντίστροφη πορεία: από ένα σύνολο 

ορισµών και αξιωµατικών παραδοχών κατασκευάζονται τα κατάλληλα αντικείµενα που τις 

ικανοποιούν. Υπάρχει, δηλαδή η παρακάτω µεταστροφή: 

Από τον ενσαρκωµένο: 

 
στον αξιωµατικό: 

  
Ορισµός Αντικείµενο 

Αντικείµενο Ορισµός 
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 Ο συσχετισµός των τριών κόσµων φαίνεται και στο σχήµα 7, όπου είναι σαφής η 

τοµή του κόσµου των διαδικασιών-εννοιών µε τον αξιωµατικό ενώ ταυτόχρονα ο 

ενσαρκωµένος φαίνεται να συνδέεται και µε τους δύο άλλους κόσµους. Στο σηµείο αυτό 

µπορεί να δηµιουργηθεί η παρανόηση ότι ο ενσαρκωµένος κόσµος περιέχει τους άλλους 

δύο, γεγονός που είναι απόλυτα αναληθές. Το σχήµα αυτό περιγράφει τη συσχέτιση των 

τριών κόσµων και µε αυτή την έννοια και ο κόσµος των διαδικασιών-εννοιών και ο 

αξιωµατικός κόσµος φαίνεται να χρησιµοποιούν τον ενσαρκωµένο για να εδραιωθούν. 

3.3.  Η απόδειξη στους τρεις κόσµους των Μαθηµατικών 

 

Ο καθένας από τους τρεις κόσµους έχει τις δικές του µεθόδους αντιµετώπισης των 

προβληµάτων, τις δικές του ενέργειες και τις δικές του προδιαγραφές πιστοποίησης της 

«αλήθειας». Για παράδειγµα, ο ενσαρκωµένος κόσµος διακρίνεται από χαλαρότητα σχετικά 

µε την αυστηρότητα της απόδειξης, ο κόσµος των διεργασιών-εννοιών στηρίζει την 

εγκυρότητα των αποδείξεων στη διαχείριση των συµβόλων, είτε αυτά αντιπροσωπεύουν 

διεργασίες είτε έννοιες, ενώ ο αξιωµατικός κόσµος οφείλει την αξιοπιστία των 

αποτελεσµάτων του σε ένα αυστηρό σύνολο αξιωµάτων, θεωρηµάτων και προτάσεων που 

µε λογικές συνεπαγωγές εξασφαλίζουν την αλήθεια των ισχυρισµών. 

Στο σχήµα 9 παρουσιάζεται µία απόπειρα του D. Tall (2002) να περιγράψει την 

αποδεικτική διαδικασία, σε ένα ενιαίο πλαίσιο, όπως αυτή πραγµατοποιείται σε κάθε έναν 

από τους τρεις κόσµους. Αριστερά, παρουσιάζεται η πορεία στον ενσαρκωµένο κόσµο που 

ξεκινά µε τα αντιληπτικά δεδοµένα και τη δράση και προχωρά, µέσω της εµπειρίας, στη 

δηµιουργία ενός γένιου παραδείγµατος (generic example)6.  Το γένιο παράδειγµα είναι µία 

                                           
6 Ως µετάφραση του όρου generic επιλέχθηκε ο όρος «γένιος», ώστε να είναι σύµφωνος µε την Τράπεζα Όρων 
EURODICAUTOM  

Ενσαρκωµένος 

∆ιαδικασιοεννοιολογικός Αξιωµατικός 

Σχήµα 7: Η διάταξη των τριών κόσµων (Tall 2002) 
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Σχήµα 8: Φυσική διαπραγµάτευση ενός γενικού

ειδική περίπτωση, αντικείµενο, σχήµα κ.α. που επιλέγει το παιδί µέσω της παρατήρησης ως 

αντιπροσωπευτική για να αντιµετωπίσει µία συγκεκριµένη κατάσταση και µετά να τη 

γενικεύσει. Ο όρος γένιο παράδειγµα περικλείει και τις δύο διαστάσεις του ρόλου του: είναι 

µία ειδική περίπτωση (παράδειγµα) που χρησιµοποιείται για την πιστοποίηση της αλήθειας 

ενός γενικού συµπεράσµατος, δηλαδή τον ορισµό µίας ευρύτερης κατηγορίας, ενός γένους 

(γένιο). Στο δύσκολη διαδικασία για τους µαθητές/τριες της αφαίρεσης, όπου αναγκάζονται 

να ανακατασκευάσουν τις γνώσεις που ήδη έχουν, το γένιο παράδειγµα µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί διδακτικά ως ένα ενδιάµεσο στάδιο ανάπτυξης αντιπροσωπεύονται µία 

ειδική περίπτωση της αφηρηµένης ιδέας. Αρχικά οι µαθητές/τριες λειτουργούν µε κάποια 

πρότυπα των αφηρηµένων ιδεών τα οποία  στα µάτια των εκπαιδευτικών δεν είναι παρά 

ειδικά παραδείγµατα τους. Τα πρότυπα αυτά µπορούν να οδηγήσουν σε παρανοήσεις τους 

µαθητές/τριες όταν τους παρασύρουν σε αφαιρέσεις λάθος ιδιοτήτων. Αν όµως τα 

επιλεχθέντα παραδείγµατα είναι κατάλληλα και λειτουργήσουν ως αντιπρόσωποι µιας 

κλάσης παραδειγµάτων που θα ενσαρκώνουν την  ίδια αφηρηµένη ιδέα τότε µπορούν να 

οδηγήσουν σε ένα λιγότερο δύσβατο είδος αφαίρεσης που καλείται γένια αφαίρεση (generic 

abstraction). Αυτή η διαδικασία περιλαµβάνει και την γενίκευση, αφού πολλές περιπτώσεις 

που ενσαρκώνουν την ίδια έννοια εµφυτεύονται σε µία, αλλά και την αφαίρεση αφού 

οδηγεί τους µαθητές/τριες σε πιο αφηρηµένους τρόπους σκέψεις που σιωπηρά αναδύονται 

από το γένιο παράδειγµα (Harel G., Tall D., 1989).   

Για παράδειγµα, στην 

περίπτωση του υπολογισµού 

αθροίσµατος των γωνιών ενός 

τριγώνου. Χρησιµοποιούµε ένα 

συγκεκριµένο τρίγωνο και το 

χειριζόµαστε εµπειρικά όπως 

δείχνει το σχήµα 8.  

Η περίπτωση αυτή αποτελεί ένα γένιο παράδειγµα διότι έχει τα γενικά χαρακτηριστικά 

ενός τριγώνου, παρόλο που αποτελεί µία ειδική περίπτωση. Το ενδιαφέρον είναι ότι οι 

ενέργειες µας πάνω σε αυτό εγγυώνται και την αλήθεια των ισχυρισµών. Ισχύει και 

θεωρείται δεδοµένο ότι βλέπουµε να συµβαίνει. 
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Απόδειξη µε 
διεργασίες-έννοιες 

 
 

Χειρισµός και λύση 
(Άλγεβρα) 

 
 

Έκφραση γενικότητας 
(Γενίκευση της 
Αριθµητικής) 

 
 
 

Γένιο παράδειγµα 
 
 

Υπολογισµοί 
(Αριθµητική) 

 
 

Η έννοια του αριθµού 
 
 

∆ιαδικασίες αρίθµησης 
 
 
 

Ανάπτυξη 
των διεργασιών-

εννοιών 

Αξιωµατική 
Ανάπτυξη 

Αξιωµατική 
θεωρία 

 
 

Η έννοια του 
θεωρήµατος 

 
 

Η διαδικασία της 
απόδειξης 

 
 

Η έννοια του 
ορισµού 

Ευκλείδεια 
Απόδειξη 

Τυπική 
Απόδειξη 

Ευκλείδεια 
Θεωρία 

 
 

Η έννοια του 
ευκλείδειου 
θεωρήµατος 

 
 

Η διαδικασία της 
συνεπαγωγής 

 
 

Ορισµός της 
έννοιας 

Σύνολο των 
εικόνων της 
έννοιας 

Σκέψη 

Σχήµα 9: Η απόδειξη στους τρεις διαφορετικούς κόσµους (Tall, 2002) 

Λεκτική περιγραφή 
 
 
 

Εµπειρία –  
Γένιο παράδειγµα 

 
 
 

Αντίληψη και δράση 
 
 
 
 

Ενσαρκωµένη 
Ανάπτυξη 
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«Στον ενσαρκωµένο κόσµο δεν επιβάλλονται οι νόµοι στον πραγµατικό κόσµο αλλά 

προκύπτουν από αυτόν µέσω της παρατήρησης του» (Tall, 2002 σελ. 10). 

Η λεκτική διαπραγµάτευση των αρχικών ενεργειών του ατόµου, των γένιων 

παραδειγµάτων και των ιδιοτήτων τους οδηγεί σταδιακά στον ορισµό εννοιών και από εκεί 

στη διαδικασία της συνεπαγωγής. Στο παραπάνω παράδειγµα µε το τρίγωνο µπορεί εύκολα 

να οδηγήσει στην απόδειξη µε την κατασκευή ευθείας παράλληλης προς την AC που 

διέρχεται από το Α. Με τον τρόπο αυτό οδηγούµαστε από τη διαδικασία της Ευκλείδειας 

απόδειξης στην έννοια του Ευκλείδειου θεωρήµατος και από εκεί στο σύνολο της 

Ευκλείδειας Θεωρίας. 

Η πορεία της ανάπτυξης στον κόσµο των διεργασιών-εννοιών, στη µεσαία στήλη του 

πίνακα (σχήµα 9), είναι τελείως διαφορετική. Αρχικά, η διεργασία της αρίθµησης 

ενθυλακώνεται στην έννοια του αριθµού. Έπειτα αναπτύσσονται γένια παραδείγµατα που 

έχουν ενσαρκωµένη βάση και διευκολύνουν αρχικά τις διεργασίες των αριθµητικών 

υπολογισµών και µετέπειτα την αναγνώριση των ιδιοτήτων των πράξεων. Ένα τέτοιο γένιο 

παράδειγµα για την περίπτωση της πρόσθεσης και πιο συγκεκριµένα για την αντιµεταθετική 

ιδιότητα είναι η χρήση αντικειµένων π.χ. µικρών κύβων 

που αναπαριστούν µία συγκεκριµένη πρόσθεση: 3+2 που 

δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε το 2+3 (σχήµα 10). Το 

παράδειγµα αυτό λειτουργεί ως πρώτυπο αφού, παρόλο 

που εκφράζει µία συγκεκριµένη πρόσθεση, πιστοποιεί 

την αλήθεια της αντιµεταθετικής ιδιότητας για όλους 

τους φυσικούς αριθµούς. Η προσέγγιση αυτή προέρχεται 

από τον ενσαρκωµένο κόσµο µπορεί όµως να γενικευτεί στον αντίστοιχο συµβολικό νόµο: 

«x+y=y+x».  Η σχέση αυτή αποτελεί µία νέα «πιστοποίηση» της αλήθειας µέσω του 

συµβολισµού. Η χρήση του συµβολισµού στον κόσµο αυτό είναι τόσο ισχυρή που µόνο η 

σωστή, συµβολικά, διατύπωση µίας σχέσης µπορεί να εξασφαλίσει και την εγκυρότητα της. 

Όταν για παράδειγµα οι µαθητές/τριες θα κλιθούν να αντιµετωπίσουν το πρόβληµα: «το 

άθροισµα δύο διαδοχικών περιττών αριθµών είναι πολλαπλάσιο του 4» θα ανατρέξουν 

άµεσα στον συµβολισµό (2ν-1)+(2ν+1)=4ν-1+1=4ν που εµπεριέχει τις ιδιότητες των 

πράξεων των φυσικών αριθµών χωρίς όµως να γίνεται αναφορά σε αυτές. Στην περίπτωση 

αυτή οι υποκείµενες ιδιότητες εξυπακούονται και δεν διατυπώνονται ρητά. Ο σωστός 

συµβολισµός των διαδοχικών περιττών καθώς και η σωστή εκτέλεση των πράξεων 

εξασφαλίζει και την ορθότητα της απόδειξης.  

Σχήµα 10: 3+2 είναι ίσο µε 2+3  
                 (Tall, 2002) 
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«Στην Άλγεβρα η πιστοποίηση της αλήθειας των προτάσεων γίνεται µέσα από τον 

χειρισµό των συµβόλων και βασίζεται στη σιωπηρή παραδοχή των νόµων της 

Αριθµητικής.» (Tall, 2002 σελ. 13). 

Στην τρίτη και τελευταία στήλη παρουσιάζεται ο αξιωµατικός κόσµος.  Στη 

περίπτωση αυτή το πρώτο βήµα είναι «η έννοια του ορισµού» (concept of definition). Ο 

όρος αυτός έχει διαφορετικό νόηµα από τον αντίστοιχο που χρησιµοποιείται από τον D. 

Tall (2002) στον ενσαρκωµένο κόσµο και καλείται «ορισµός της έννοιας» (definition of 

concept).  Όπως περιγράψαµε και παραπάνω στον ενσαρκωµένο κόσµο η έννοια προηγείται 

του ορισµού ενώ στον αξιωµατικό συµβαίνει το αντίθετο. Η µετέπειτα πορεία είναι 

αντίστοιχη µε αυτή που περιγράφεται και στην ανάπτυξη της Ευκλείδειας θεωρίας.  

Αυτό που έχει ενδιαφέρον είναι οι δεσµοί µεταξύ των διαφορετικών διεργασιών. 

Καταρχήν, κανένα από αυτά τα βήµατα δεν φαίνεται να είναι αυτόνοµο. Αυτό σηµαίνει ότι 

δεν υπάρχει σαφής διαδοχή και η πραγµατοποίηση κάποιου βήµατος δεν προϋποθέτει 

απαραίτητα την ολοκλήρωση των προηγούµενων του. Ούτε οι διεργασίες του κάθε κόσµου 

φαίνονται να λειτουργούν αυτόνοµα από τους υπόλοιπους. Ακόµα και ο αξιωµατικός 

κόσµος παραµένει συνδεδεµένος µε τον ενσαρκωµένο.  

Στο διάγραµµα του σχήµατος 9 φαίνεται στο πάνω µέρος ένα βέλος που περικλείει και 

τον ενσαρκωµένο και τον κόσµο των διεργασιών-εννοιών και τους οδηγεί στον αξιωµατικό. 

Στο εσωτερικό αυτού του βέλους υπάρχει ένα σύννεφο που φαίνεται να δέχεται στοιχεία και 

από τους δύο πρώτους κόσµους. Αυτό είναι το σύνολο των εικόνων της έννοιας (concept 

imagery). Με τον όρο εικόνα έννοιας (concept image) περιγράφεται η συνολική γνωστική 

δοµή που σχετίζεται µε µία έννοια. Αυτή µπορεί να περιλαµβάνει είτε νοητικές εικόνες ως 

ενσαρκωµένες ιδέες, είτε πρότυπα µε ενσαρκωµένη ή µε συµβολική µορφή και γενικότερα 

εικόνες, ιδιότητες και διαδικασίες που σχετίζονται µε την έννοια (Tall & Vinner, 1981). H 

εικόνα έννοιας αφορά στον τρόπο που σκέφτεται ένα άτοµο και διευκολύνει τους 

συλλογισµούς καθώς τους οδηγεί σε υποθέσεις σχετικά µε ιδιότητες και ορισµούς. Η εικόνα 

έννοιας διακρίνεται από τον τυπικό ορισµό της έννοιας. Για το λόγο αυτό υιοθετήθηκε ο 

όρος ορισµός έννοιας (concept definition) (Tall & Vinner, 1981), που αφορά τον ορισµό της 

έννοιας µέσω ενός λεκτικού συνόλου που την καθορίζει. Το σύνολο αυτό ο/η µαθητής/τρια 

µπορεί να το αποστηθίσει ή να το κατανοήσει µε τέτοιο τρόπο ώστε να σχετίζεται σε 

µικρότερο ή µεγαλύτερο βαθµό µε την έννοια ως ολότητα. Η εικόνα έννοιας 

χρησιµοποιείται για να σχηµατίσουµε νοερά πειράµατα και να συνάγουµε πιθανούς 

ορισµούς και θεωρήµατα τα οποία στη συνέχεια ενδέχεται να αποδειχθούν και τυπικά. 
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Παρέχει, δηλαδή, ένα µονοπάτι που συνδέει τη διαίσθηση µε το σχηµατισµό των 

θεωρηµάτων. Αυτός είναι και ο κύριος λόγος που στο διάγραµµα το σύνολο των εικόνων 

της έννοιας οδηγεί στον αξιωµατικό κόσµο. 

Γνωρίζουµε ότι, όταν ένα θεώρηµα γεννιέται ή όταν σχεδιάζεται η απόδειξη του ο/η 

µαθηµατικός που το επινοεί ή το επεξεργάζεται δεν δουλεύει απαραίτητα σε ένα 

φορµαλιστικό, αυστηρά µαθηµατικό κόσµο. Αντίθετα, έχει κάποιες διαισθητικές εικόνες ή 

ιδέες που χειρίζεται και έναν άτυπο τρόπο εργασίας. Το ολοκληρωµένο αποτέλεσµα βέβαια 

δοµείται και παρουσιάζεται µε φορµαλιστικό τρόπο ώστε να πάρει την κατάλληλη θέση 

στην θεωρία που ανήκει. Κάτι αντίστοιχο συµβαίνει όταν οι µαθητές/τριες έρχονται 

αντιµέτωποι µε µία καινούργια, για αυτούς/τές, έννοια ή κατάσταση, πρέπει να την 

προσεγγίσουν καταρχήν µε ενσαρκωµένο τρόπο και να την διευρύνουν µετά στον κόσµο 

των διεργασιών-εννοιών ή στον αξιωµατικό, ανάλογα µε το γνωστικό επίπεδο τους. 

 

3.4.  Η καθήλωση των µαθητών στον ενσαρκωµένο κόσµο 

 

Όπως αναλύσαµε και στις προηγούµενες ενότητες, υπάρχει σαφής διαφορά µεταξύ 

του ενσαρκωµένου αντικείµενου και των συµβόλων της Αριθµητικής και της Άλγεβρας. 

Παρόλο που τα ενσαρκωµένα αντικείµενα προσφέρουν µία πρωταρχική εικόνα των 

µαθηµατικών εννοιών αποδεικνύονται δύσχρηστα και ανεπαρκή να αντιµετωπίσουν 

περίπλοκα προβλήµατα που απαιτούν τη δύναµη και την ευελιξία του συµβολισµού. Η 

καθήλωση στον ενσαρκωµένο κόσµο ή η δηµιουργία ενσαρκωµένων αντικειµένων, που δεν 

διευκολύνουν το πέρασµα στον αντίστοιχο συµβολισµό, αποτελούν εµπόδιο στην ανάπτυξη 

προχωρηµένης µαθηµατικής σκέψης. Έχει δειχθεί, ότι οι µαθητές/τριες που παρουσιάζουν 

προβλήµατα στη στοιχειώδη αριθµητική, έχουν την τάση να εµµένουν στη χρήση 

συγκεκριµένων αντικειµένων και µεθόδων και αδυνατούν να κάνουν γενικεύσεις (Gray, 

Pinto, Pitta & Tall, 1999). Αντίθετα, οι πιο ικανοί µαθητές επικεντρώνονται σε ευέλικτες 

µεθόδους που επιδέχονται γενικεύσεις και αξιοποιούν το συµβολισµό ως δεσµό µεταξύ των 

εννοιών και των διεργασιών. 

Η πλειοψηφία των προσεγγίσεων στο ∆ηµοτικό και στη πρώτη τάξη του Γυµνασίου 

κινείται στον ενσαρκωµένο κόσµο. Είναι συχνό το φαινόµενο µαθητές/τριες που 

παρουσιάζουν ικανοποιητικές επιδόσεις στις τάξεις αυτές, να αποτυγχάνουν όταν 

µεταβαίνουν σε µεγαλύτερες. Μία πιθανή ερµηνεία, προς εξέταση, είναι η αδυναµία τους 

να συλλογιστούν συµβολικά και να διαχειριστούν ευέλικτα τις έννοιες και τις διεργασίες. 
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∆ηλαδή, στην πραγµατικότητα δεν επιτυγχάνουν να πραγµατοποιήσουν το πέρασµα στον 

κόσµο των διεργασιών-εννοιών και τον αξιωµατικό κόσµο, λόγω της εµµονής τους να 

λειτουργούν στο πλαίσιο του ενσαρκωµένου κόσµου. Παραµένουν στην πραγµατικότητα 

µπλοκαρισµένοι σε στατικά και µη επιδεκτικά αφαιρέσεων ενσαρκωµένα αντικείµενα που 

στέκονται εµπόδιο στην γνωστική τους ανάπτυξη. Αν για παράδειγµα, στο Γυµνάσιο, η 

συνάρτηση διδαχθεί κυρίως µε την έννοια της συµµεταβολής δύο µεγεθών, µε 

συγκεκριµένα προβλήµατα (κιλά µήλα και κόστος όταν δίνεται η τιµή του κιλού, χρόνος 

και διάστηµα που διανύει ένα κινητό όταν η ταχύτητα παραµένει σταθερή), θα είναι πολύ 

δύσκολο ο/η µαθητής/τρια να κάνει τις κατάλληλες γενικεύσεις ώστε να προσεγγίσει την 

έννοια της συνάρτησης ως διεργασία σύνδεσης των στοιχείων δύο συνόλων κάτω από 

ορισµένους κανόνες. Αυτό θα έχει ως συνέπεια να µην µπορεί να χειριστεί το συµβολισµό 

της συνάρτησης άλλοτε ως έννοια και άλλοτε ως διεργασία π.χ. η συνάρτηση f µε τύπο 

f(x)=x2+5 µπορεί να εκφράζει τη διεργασία «δίνω τιµές στο x, υπολογίζω και βρίσκω το 

αποτέλεσµα»:  ( ) ( )2

2 2 5f = +  αλλά µπορεί και να  εκφράζει την έννοια της συνάρτησης 

σαν µία αυτόνοµη οντότητα: να βρεθεί η αντίστροφη της f ή να βρεθεί η µονοτονία και τα 

ακρότατα της. 

Είναι, εποµένως, πολύ σηµαντικό η επιλογή των διδακτικών προσεγγίσεων 

συγκεκριµένων µαθηµατικών εννοιών να γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να λαµβάνονται 

υπόψη δύο παράµετροι: πρώτον ο τρόπος µε τον οποίο οι µαθητές/τριες αντιλαµβάνονται 

τις έννοιες αυτές και  δεύτερο ο βαθµός που η προσέγγιση που σχεδιάζεται είναι ικανή να 

διευκολύνει στο πέρασµα σε πιο εκλεπτυσµένους τρόπους σκέψης.  
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4.  Η ΧΡΗΣΗ ΤΩΝ ΝΕΩΝ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΩΝ ΓΙΑ ΤΗΝ ΥΠΟΣΤΗΡΙΞΗ 

ΤΗΣ ΕΝΣΑΡΚΩΜΕΝΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

Από τα πρώτα κιόλας δείγµατα που έχουµε για την ανθρώπινη διερεύνηση της γνώσης 

παρατηρούµε ότι ο άνθρωπος χρησιµοποιούσε τα µέσα που κάθε φορά είχε στη διάθεση του 

για να προσεγγίσει, να κατανοήσει ή να προσοµοιώσει τις καταστάσεις που ήθελε να 

µελετήσει. Η προσπάθεια αυτή πολλές φορές λειτουργούσε και αντίστροφα, αφού η 

αναζήτηση της αλήθειας και η κοινωνική διαπραγµάτευση των προβληµάτων οδηγούσε 

στην ανακάλυψη νέων εργαλείων. Ο Αρχιµήδης, για παράδειγµα, σχεδίαζε σχήµατα στην 

άµµο ή κατασκεύαζε µηχανικά ανάλογα για να µπορέσει να οδηγηθεί σε µηχανο-τεχνικές 

λύσεις που στην συνέχεια διερευνούσε θεωρητικά. Κάθε φορά πάντως, τα εργαλεία και η 

τεχνολογική ενασχόληση του ανθρώπου αποτελούσαν το κλειδί που καθόριζε τα νοητικά 

και κοινωνικά του χαρακτηριστικά. Επίσης, ανάλογα µε την εποχή τα εργαλεία 

διαφοροποιούνται επηρεάζοντας κάθε φορά τα γνωστικά πλαίσια, είτε άµεσα είτε έµµεσα. 

Άµεσα γιατί προσέφεραν τη δυνατότητα ευκολότερης πρόσβασης σε συγκεκριµένους 

γνωστικούς τοµείς αλλά και έµµεσα γιατί άλλαζαν τα κοινωνικά δεδοµένα δηµιουργώντας 

νέες απαιτήσεις σε γνώσεις και δεξιότητες. Η σχέση αυτή ήταν πάντοτε αµφίδροµη αφού 

και η γνωστική, πολιτιστική, κοινωνική κατάσταση του ανθρώπου επηρέαζε και το είδος 

των εργαλείων που κάθε φορά κατασκεύαζε. Το ερώτηµα είναι, ποια είναι τα εργαλεία που 

έχει στην διάθεση του ο σύγχρονος άνθρωπος και σε ποιο βαθµό αυτά αλλάζουν τον τρόπο 

αλλά και το είδος της γνώσης που µπορεί να προσεγγίσει; 

Τα εργαλεία του σύγχρονου ανθρώπου είναι σε ένα µεγάλο ποσοστό ηλεκτρονικά. Η 

εξέλιξη των υπολογιστών και από άποψη λογισµικού (software) αλλά και από άποψη 

υλισµικού (hardware) και η εισαγωγή τους στην καθηµερινότητα έχουν αλλάξει τα 

πολιτισµικά και κοινωνικά δεδοµένα του σύγχρονου ανθρώπου. Όπως ήταν φυσικό, η 

χρήση των ηλεκτρονικών υπολογιστών έχει επηρεάσει και τα παιδαγωγικά δεδοµένα 

γενικά, αλλά και ειδικά όσο αφορά στην µαθηµατική εκπαίδευση. Στην εκπαιδευτική 

κοινότητα φαίνεται να υπάρχουν διαφορετικές απόψεις σχετικά µε την αξιοποίηση των 

νέων τεχνολογιών στη διδασκαλία των Μαθηµατικών. Μερικοί αντιµετωπίζουν τους 
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ηλεκτρονικούς υπολογιστές (Η/Υ) µε σκεπτικισµό7 θεωρώντας ότι δεν έχουν τίποτα 

περισσότερο να προσφέρουν στον τρόπο µάθησης και σκέψης των ανθρώπων. Οι 

υποστηρικτές αυτής της άποψης χρησιµοποιούν τους Η/Υ σαν συσκευές 

προγραµµατισµένης διδασκαλίας υποστηρίζοντας µε τον τρόπο αυτό τη εσκεµµένη και 

καθοδηγούµενη διδασκαλία που έκαναν και πριν. Άλλοι πάλι αντιµετωπίζουν τους Η/Υ µε 

κριτικισµό θεωρώντας τους ως πηγή αρνητικών συνεπειών στη διαπαιδαγώγηση των νέων. 

Θεωρούν ανάµεσα στα άλλα ότι η χρήση τους θα έχει ως συνέπεια την αποξένωση, τον 

κοινωνικό αποκλεισµό, τον έλεγχο της προσωπικής ζωής καθώς και πιθανές βλάβες της 

πνευµατικής υγείας. 

Η αλήθεια µε τους ηλεκτρονικούς υπολογιστές και γενικότερα την εξέλιξη της 

τεχνολογίας βρίσκεται κάπου ανάµεσα ή για να το διατυπώσουµε καλύτερα κάπου πιο πέρα 

από τις απόψεις αυτές. Η χρήση των Η/Υ µπορεί να έχει βλαβερές συνέπειες αν δεν γίνει 

σωστά. Αυτό που έχει σηµασία είναι οι δυνατότητες που προσφέρουν και η παιδαγωγική 

τους αξιοποίηση. Με τη σωστή χρήση ο/η µαθητής/τρια µαθαίνει να σκέφτεται 

προµελετηµένα και όχι µηχανικά, να βιώνει καταστάσεις και να διαπραγµατεύεται τις 

απόψεις του, να µην είναι παθητικός και να επιλέγει τον καλύτερο από διαφορετικούς 

τρόπους λύσης. Αυτό που είναι ουσιαστικό είναι ότι οι Η/Υ δεν έρχονται να διευκολύνουν 

την µέχρι τώρα προσέγγιση της µαθηµατικής γνώσης αλλά να την αλλάξουν και σε επίπεδο 

διαδικασίας, αλλά και σε επίπεδο περιεχοµένου. ∆εν αρκεί λοιπόν να επικεντρωνόµαστε 

στο εργαλείο για να εντοπίσουµε τον τρόπο που θα το αξιοποιήσουµε λειτουργικά. Πρέπει 

να το προσεγγίσουµε κάτω από το πρίσµα της διδακτικής και της επιστηµολογίας των 

Μαθηµατικών. 

Τα εργαλεία που έχουµε τώρα στη διάθεσή µας µπορούν να φέρουν στο προσκήνιο 

τµήµατα της γνώσης που σχετίζονται µε τον πραγµατικό κόσµο και τον τρόπο που τον 

αντιλαµβανόµαστε και µέχρι τώρα βρίσκονταν στο περιθώριο της εκπαίδευσης. Για 

παράδειγµα µπορούµε να απεµπλακούµε από τις αυστηρά προδιαγεγραµµένες πράξεις 

(συγκεκριµένοι τύποι και µεθοδολογία) και τα ακριβή αποτελέσµατα (τέλειες διαιρέσεις και 

αποτελέσµατα που είναι ακέραιοι αριθµοί), αφού το πρόβληµα των δύσκολων υπολογισµών 

µπορεί να ξεπεραστεί µε µηχανές υπολογισµού (π.χ. πράξεων, ριζών, ολοκληρωµάτων κ.ά.). 

Ενώ, οι µαθητές/τριες, απαλλαγµένοι από το εµπόδιο αυτό, θα µπορούσαν να ασχοληθούν 

µε προσεγγιστικές διαδικασίες που έρχονται πιο κοντά στη καθηµερινή ζωή (π.χ. 
                                           
7 Στο σηµείο αυτό έχουµε υιοθετήσει τους όρους «σκεπτικισµός» και «κριτικισµός» µε την ίδια έννοια που τις 
χρησιµοποίησε ο S. Papert στο βιβλίο του «Νοητικές θύελλες» (σελ. 42) 
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υπολογισµοί εµβαδών «µη κανονικών σχηµάτων», προσέγγιση γραφικής παράστασης πολύ 

κοντά σε ένα σηµείο της κ.ά.) 

Ειδικά για τα Μαθηµατικά, υπάρχουν ειδικά σχεδιασµένα λογισµικά που προσφέρουν 

στον χρήστη κατάλληλα περιβάλλοντα για τις αντίστοιχες µαθηµατικές ή εκπαιδευτικές 

τους ανάγκες. Τα λογισµικά αυτά δεν απευθύνονται µόνο στο/η µαθητή/τρια αλλά και 

στον/ην εκπαιδευτικό ακόµα και στον/ην µαθηµατικό ερευνητή/τρια. Εµείς για τις ανάγκες 

της εργασίας αυτής θα περιοριστούµε σε αυτά που προορίζονται και µπορούν να 

αξιοποιηθούν στην µαθηµατική εκπαίδευση και ακόµα πιο συγκεκριµένα σε εκείνα που 

είναι κατάλληλα να δηµιουργήσουν περιβάλλοντα µέσα στα οποία ο χρήστης, στη 

περίπτωση µας ο/η µαθητής/τρια, να λειτουργήσει σε ενσαρκωµένα πλαίσια. Θα είµαστε 

πολύ προσεκτικοί στη διάκριση αυτή αφού δεν είναι όλα τα λογισµικά κατάλληλα για το 

σκοπό αυτό, ούτε καν όλα τα εκπαιδευτικά λογισµικά. Ας δούµε όµως πρώτα ποια 

λογισµικά χαρακτηρίζονται ως εκπαιδευτικά. 

 

 «Ως Εκπαιδευτικά λογισµικά (Ε.Λ.) χαρακτηρίζονται το λογισµικό εκείνο που 

σχεδιάζεται και χρησιµοποιείται για τους σκοπούς της διδασκαλίας και της µάθησης. Με 

την έννοια αυτή, λογισµικό άλλων κατηγοριών όπως οι επεξεργαστές κειµένου ή το 

λογισµικό επεξεργασίας πινάκων, παρότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τους 

σκοπούς της διδασκαλίας και της µάθησης, δεν εντάσσεται στην κατηγορία του Ε.Λ. 

Όµως, και το λογισµικό που εντάσσεται στην κατηγορία του Ε.Λ., κατατάσσεται σε 

ειδικότερες κατηγορίες µε βάση διάφορα κριτήρια όπως:  

• τα παιδαγωγικά µοντέλα που προωθεί, 

• το ρόλο που επιτελεί στη διαδικασία της µάθησης, 

• το περιεχόµενο, την παιδαγωγική προσέγγιση και το περιβάλλον µάθησης.» 

(Οι Τεχνολογίες της Πληροφορίας και της Επικοινωνίας στην Εκπαίδευση, 

Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 2002 σελ. 7) 

  

Σε σχέση µε τον παιδαγωγικό τους προσανατολισµό τα Ε.Λ. θα µπορούσαν να 

χωριστούν σε δύο κατηγορίες. Η µία κατηγορία είναι αυτά που χρησιµοποιούν το 

παραδοσιακό µοντέλο διδασκαλίας που υποστηρίζει ότι η γνώση µεταφέρεται από τον 

διδάσκοντα και αποµνηµονεύεται από τον µαθητή. Στην περίπτωση αυτή, τα Ε.Λ. είναι 

κυρίως ηλεκτρονικές προσοµοιώσεις βιβλίων που αποτελούνται από σειριακές 

παρουσιάσεις των εννοιών και έχουν περιορισµένη αλληλεπίδραση µε τον µαθητή. Σχεδόν 
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πάντα συνοδεύονται από ένα σύστηµα αξιολόγησης µε ερωτήσεις σωστού/ λάθους ή 

πολλαπλής επιλογής, που επιβραβεύουν τον µαθητή στη περίπτωση που απαντά σωστά ή 

τον παροτρύνουν να ξαναπροσπαθήσει σε περίπτωση λάθους. 

Ενώ η δεύτερη κατηγορία είναι αυτή που συµφωνεί µε τις αρχές της γενετικής 

επιστηµολογίας του J. Piaget και τη θεωρία της «Κατασκευής της Γνώσης» 

(Constructivism). Σύµφωνα µε αυτή τη θεώρηση η γνώση δεν αντιµετωπίζεται ως κάτι 

απόλυτο και ανεξάρτητο από τον µαθητή, αλλά κατασκευάζεται από αυτόν µέσω των 

ενεργειών του πάνω στα αντικείµενα. Στην περίπτωση αυτή αναγνωρίζεται ο ρόλος των 

υλικών µέσων και ειδικότερα του Ε.Λ. ως εργαλείου για την κατασκευή της γνώσης του 

µαθητή µέσα από τις  δικές του γνωστικές  λειτουργίες. Αυτό επιτυγχάνεται µε το 

διερευνητικό εκπαιδευτικό λογισµικό που παρέχει εργαλεία επεξεργασίας και οπτικοποίησης 

πληροφοριών, προσοµοίωσης, έρευνας, εναλλακτικού τρόπου έκφρασης, συνεργατικής 

µάθησης κ.α. Λογισµικό τέτοιου τύπου προσφέρει τις απαραίτητες ευκαιρίες στο/η 

µαθητή/τρια: 

• να αναπτύξει εικασίες,  

• να κάνει γενικεύσεις και επεκτάσεις,  

• να επικοινωνήσει και να διαπραγµατευτεί τις απόψεις του,  

• να αναστοχαστεί στις ενέργειες του,  

• να οδηγηθεί σε γνωστική σύγκρουση µεταξύ των ενεργειών του και των 

αποτελεσµάτων τους. 

Για παράδειγµα, τα περιβάλλοντα ∆υναµικής Γεωµετρίας, όπως είναι τα Geometer’s 

Sketchpad και Cabri-Geometry II, προσοµοιώνουν στην οθόνη του υπολογιστή το 

Ευκλείδειο Επίπεδο και επιτρέπουν στον/ην µαθητή/τρια να κατασκευάσει γεωµετρικά 

σχήµατα και να τα χειριστεί δυναµικά ενώ αυτά διατηρούν τις γεωµετρικές ιδιότητες µε τις 

οποίες κατασκευάστηκαν. Στα περιβάλλοντα αυτά υπάρχει διαφορά µεταξύ ενός σχεδίου 

που µπορεί να καταστραφεί µε την µετακίνηση και ενός γεωµετρικού σχήµατος που οι 

γεωµετρικές του ιδιότητες διατηρούνται σε κάθε θέση.  

Αυτή η κατηγορία του διερευνητικού λογισµικού µπορεί να λειτουργήσει ως ένα 

περιβάλλον του ενσαρκωµένου κόσµου. Ένα περιβάλλον, δηλαδή, σχεδιασµένο µε τέτοιο 

τρόπο ώστε να ενσαρκώνει µαθηµατικές ιδέες,  µέσα στο οποίο τα κεντρικά αντικείµενα και 

οι σχέσεις να γίνονται άµεσα και χειροπιαστά (Edwards, 1998). Όσο κινούµαστε θεµατικά 

στο χώρο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας η αφετηρία µας είναι εκ των πραγµάτων 
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ενσαρκωµένη, ακόµα και αν τα εργαλεία µας είναι µη ηλεκτρονικά. Απλώς τα λογισµικά 

αυτά δίνουν την δυνατότητα γενικεύσεων και διερευνήσεων που δεν επιτρέπουν τα στατικά 

σχήµατα του χαρτιού µε αποτέλεσµα να διευρύνονται τα πλαίσια της ενσαρκωµένης 

προσέγγισης. 

Στην περίπτωση της Άλγεβρας ή της Ανάλυσης τα πράγµατα διαφοροποιούνται. 

Λογισµικά χειρισµού συµβόλων, όπως είναι τα Mathematica, Derive, Maple κ.ά.,  

διευκολύνουν την εκτέλεση µαθηµατικών εργασιών όπως επίλυση εξισώσεων, 

υπολογισµούς παραστάσεων,  παραγώγων, ολοκληρωµάτων κ.λ.π., απαλλάσσοντας τον 

χρήστη από τα διαδικαστικά µέρη των εργασιών του και προσφέροντας του έτοιµα 

αποτελέσµατα. Παρόλο που οι γραφικές και υπολογιστικές δυνατότητες των λογισµικών 

αυτών είναι πλούσιες και αξιόπιστες, η ενσαρκωµένη εµπλοκή του χρήστη είναι 

περιορισµένη. Για το λόγο αυτό δεν είναι κατάλληλα για µία ενσαρκωµένη προσέγγιση 

εννοιών της Άλγεβρας ή της Ανάλυσης. Τα περιβάλλοντα αυτά είναι κατάλληλα για 

χρήστες που έχουν βρίσκονται ήδη σε ικανοποιητικό επίπεδο γνώσεων  και διερευνούν κάτι 

πέρα από αυτές. Αυτό που χρειαζόµαστε εµείς είναι ένα διαδραστικό (interactive) 

περιβάλλον που να δίνει στην Άλγεβρα ή στην Ανάλυση ανθρώπινο φυσικό περιεχόµενο. 

Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να επαναπροσδιορίσουµε τη µέχρι τώρα προσέγγιση µας σχετικά 

µε το συµβολισµό και τις γραφικές παραστάσεις δηµιουργώντας ενσαρκωµένα διερευνητικά 

περιβάλλοντα που να µπορούν να επεκταθούν και διευρυνθούν στη µετέπειτα τυπική 

θεµελίωση των Μαθηµατικών. Για το σκοπό αυτό πρέπει να σχεδιαστούν κατάλληλοι 

µικρόκοσµοι. Πριν προχωρήσουµε θα διευκρινίσουµε τι εννοούµε µε τον όρο µικρόκοσµος 

και µε ποιο τρόπο µπορεί να εξυπηρετήσει τους στόχους της ενσαρκωµένης προσέγγισης. 

Ένας µικρόκοσµος στο περιβάλλον ενός υπολογιστή µπορεί να αντιµετωπιστεί ως ένα 

είδος εξωτερικής αναπαράστασης. O S. Papert (1991) στο βιβλίο του «Νοητικές θύελλες» 

αναφέρει ότι καθένας από τους µικρόκοσµους: 

«...έχει το δικό του σύνολο θέσεων και περιορισµών. Τα παιδιά µαθαίνουν µε τι 

µοιάζει η εξερεύνηση των ιδιοτήτων ενός µικρόκοσµου, ανενόχλητα από άσχετες 

ερωτήσεις. Κάνοντας το, µαθαίνουν να µεταφέρουν τις συνήθειες της εξερεύνησης από 

την προσωπική τους ζωή στην τυπική περιοχή της κατασκευής επιστηµονικής 

θεωρίας...» (σελ. 145) 

Ένας µικρόκοσµος αποτελεί µια οµάδα δραστηριοτήτων που προϋποθέτουν ένα 

σύνολο από αρχές σχεδίασης: τα συστατικά µέρη του µικρόκοσµου να µοντελοποιούν  

γνωστικά πεδία και οι γνωστικές διαδικασίες και οι στρατηγικές που αναπτύσσονται να 
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είναι διαπραγµατεύσιµες και όχι προδιαγεγραµµένες (Hoyles, 1992). Ένας µικρόκοσµος 

λειτουργεί ως «εκκολαπτήριο» για την γνώση που πρόκειται να κατακτηθεί. 

Αρχικά ο όρος µικρόκοσµος χρησιµοποιήθηκε για περιβάλλοντα της γλώσσας 

προγραµµατισµού Logo, τώρα µπορούµε να ισχυριστούµε ότι µικρόκοσµοι µπορούν να 

κατασκευαστούν και µε άλλες γλώσσες προγραµµατισµού ή γενικότερα σε περιβάλλοντα 

ηλεκτρονικού υπολογιστή. Ακόµα πιο γενικευµένα, τα χαρακτηριστικά της µάθησης σε 

περιβάλλον ενός µικρόκοσµου µπορούν να επιτευχθούν και χωρίς τη διαµεσολάβηση του 

ηλεκτρονικού υπολογιστή (Edwards, 1998).  

Η  L. Edwards (1998) περιγράφει δύο οπτικές σύµφωνα µε τις οποίες µπορεί να 

αντιµετωπιστεί ένας µικρόκοσµος: την δοµική (structural view) και τη λειτουργική 

(functional view). Στην δοµική το ενδιαφέρον εστιάζεται στον τρόπο σχεδιασµού ενός 

µικρόκοσµου και στα δοµικά-κατασκευαστικά χαρακτηριστικά του που λίγο ως πολύ 

ακολουθούν κάποιους γενικούς κοινούς κανόνες που σχετίζονται µε τις λειτουργίες που 

πραγµατοποιούνται, τα αντικείµενα και τις εξωτερικές αναπαραστάσεις που 

χρησιµοποιούνται καθώς και τις δυνατότητες για δραστηριότητες που προσφέρει. Στην 

λειτουργική το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στη σχέση του µικρόκοσµου µε αυτόν που 

µαθαίνει και αναφέρεται στον τρόπο που ο µαθητής αλληλεπιδρά µε το προσχεδιασµένο 

περιβάλλον και πως αυτό επιτυγχάνει να λειτουργήσει σαν περιβάλλον µάθησης. Η οπτική 

αυτή σχετίζεται µε τον τρόπο που ο/η µαθητής/τρια χειρίζεται τα αντικείµενα και τις 

λειτουργίες του µικρόκοσµου, ανακαλύπτει ιδιότητες, κατανοεί τον τρόπο κατασκευής του, 

αυτοδιορθώνεται, δηµιουργεί νέες οντότητες, επιλύει προβλήµατα κ.α. Σύµφωνα µε την 

λειτουργική οπτική ένας µικρόκοσµος δεν είναι απαραίτητο να υλοποιηθεί µε τη χρήση ενός 

ηλεκτρονικού υπολογιστή, αντίθετα µπορεί να χρησιµοποιήσει οποιαδήποτε διαδραστικά 

αντικείµενα ή τεχνήµατα, για παράδειγµα ειδικές υλικές κατασκευές όπως ήταν τα «µπλοκ 

του Dienes» (1966).  

Ο κάθε µικρόκοσµος θεωρείται ως «ενσάρκωση µαθηµατικών και επιστηµονικών 

θεµάτων» αφού πρόκειται για: 

«...ένα περιβάλλον, που χρησιµοποιεί τον ηλεκτρονικό υπολογιστή ή άλλο µέσο, στο 

οποίο τα κύρια αντικείµενα και οι σχέσεις ενός θεµατικού πεδίου γίνονται άµεσα µε 

χειροπιαστό ή σχεδόν χειροπιαστό τρόπο...» (Edwards, 1998, σελ. 69) 

Με την παραπάνω έννοια τα σύµβολα και οι εξωτερικές αναπαραστάσεις µεταφέρουν 

το νόηµα που έχει εµφυτευθεί σε αυτά, σε αυτόν που µαθαίνει. Ο τρόπος που µαθαίνουν οι 

µαθητές/τριες, οι έννοιες και οι διαδικασίες  που επιθυµούµε να ενσαρκώσει ο µικρόκοσµος 
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καθώς και οι πολλαπλές αναπαραστάσεις που σχετίζονται µε αυτές πρέπει να ληφθούν 

υπόψη από το σχεδιαστή-εκπαιδευτικό που θα κατασκευάσει ή θα χρησιµοποιήσει το 

περιβάλλον αυτό. Τι σηµαίνει όµως η ενσάρκωση µίας µαθηµατικής ενότητας σε ένα 

συγκεκριµένο σύνολο αναπαραστάσεων; Στην πραγµατικότητα η µαθηµατική ιδέα αποκτά 

«σάρκα και οστά», γίνεται χειροπιαστή και συγκεκριµένη. Αυτό, βέβαια, δεν σηµαίνει ότι 

απλώς υπάρχει ένας «αντικειµενικός» σχεδιασµός τέτοιων περιβαλλόντων που να 

ενσαρκώνουν «ανυπέρβλητες και αντικειµενικά σωστές» µαθηµατικές ιδέες. Αντίθετα, η 

καθοριστική παράµετρος είναι η σχέση και η αλληλεπίδραση του/της µαθητή/τριας µε το 

περιβάλλον αυτό, η οποία µπορεί να ανατρέψει τη φιλοσοφία του σχεδιασµού και να 

διαψεύσει τις προσδοκίες των δηµιουργών.  Αυτός είναι και ο λόγος που θα έπρεπε να 

δίνεται ιδιαίτερη έµφαση στη λειτουργική οπτική ενός µικρόκοσµου. 

Πολύ κοντά σε αυτή τη λογική ο D. Tall (1989, 2002). ισχυρίζεται ότι πρέπει να 

σχεδιαστούν λογισµικά που να λειτουργήσουν ως γένιοι οργανωτές (generic organizer), που 

µέσα από γραφικά περιβάλλοντα, να δίνουν την δυνατότητα στο χρήστη να κατασκευάσει 

γραφικές παραστάσεις, να τις χειριστεί επιλέγοντας σηµεία ή κατάλληλες περιοχές καθώς 

και να τις µελετήσει αλλάζοντας τις παραµέτρους τους χρησιµοποιώντας κάθε φορά ως 

σηµείο αναφοράς την γνωστική ρίζα (cognitive root)8 που κρύβεται κάτω από µία έννοια. Η 

γνωστική ρίζα σχετίζεται µε το αντικείµενο που διαπραγµατευόµαστε κάθε φορά και για τον 

τρόπο που το αντιλαµβάνονται οι µαθητές/τριες. Στα παραδείγµατα που ακολουθούν θα 

µιλήσουµε µε περισσότερες λεπτοµέρειες για το θέµα αυτό. 

Όπως θα δούµε και στα παραδείγµατα που έχουν αναπτυχθεί παρακάτω έχει 

δηµιουργηθεί, κάθε φορά, ένα κατάλληλο περιβάλλον (µικρόκοσµος) που να ικανοποιεί τις 

προδιαγραφές της θεωρητικής ανάλυσης που προηγήθηκε. ∆εν έχει τόσο σηµασία το 

λογισµικό µε το οποίο δηµιουργείται το περιβάλλον αυτό, αλλά οι κανόνες, οι νόµοι και τα 

περιθώρια ελευθερίας που κάθε φορά το διέπουν. Για παράδειγµα στο µικρόκοσµο που 

δηµιουργήθηκε για την εισαγωγή στην έννοια της παραγώγου δίνεται η δυνατότητα της 

µεγέθυνσης σε µία περιοχή όσο θέλουµε µικρή γύρω από ένα σηµείο της γραφικής 

παράστασης της επιλογής µας. Έχει όµως προβλεφθεί να είναι πάντοτε ορατή εκτός από τη 

                                           
8 Ο γένιος οργανωτής (generic organizer) είναι περιβάλλον ή µικρόκοσµος που επιτρέπει τον µαθητή να 
χειρίζεται παραδείγµατα και αν αυτό είναι δυνατό αντιπαραδείγµατα από συγκεκριµένες µαθηµατικές έννοιες 
και συστήµατα από συναφείς έννοιες (Tall 1989, Tall 2002). Η Γνωστική ρίζα (cognitive root) είναι µία έννοια 
η οποία αποτελεί µία σηµαντική γνωστική µονάδα που είναι ο πυρήνα γνώσης για τον µαθητή στο ξεκίνηµα 
της διαδικασίας µάθησης. (Tall 1989, Tall, McGowen & DeMarois 2000, Tall 2002) 
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µεγέθυνση ολόκληρη η γραφική παράσταση της συνάρτησης γιατί δεν θα είχε νόηµα να 

γίνεται µελέτη µίας τοπικής ιδιότητας χωρίς αυτή να παραµένει συνδεδεµένη µε τη 

συνολική συµπεριφορά της συνάρτησης. ∆ηλαδή δεν θα είχε νόηµα να εστιάζουµε σε ένα 

σηµείο χωρίς να είναι ορατή η θέση του σηµείου αυτού πάνω στη γραφική παράσταση. 

Αυτή ήταν η θεωρητική τοποθέτηση και ο µικρόκοσµος σχεδιάστηκε µε τέτοιο τρόπο ώστε 

να την ικανοποιεί. 
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5.  Ο ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΟΙ ΤΡΕΙΣ ΚΟΣΜΟΙ 
 

Αν ανατρέξουµε στις ρίζες της Αριθµητικής και ακόµα περισσότερο της Θεωρίας 

Αριθµών θα βρούµε πλήθος παραδειγµάτων που 

συνδέουν τους αριθµούς και τις ιδιότητες τους µε 

αντίστοιχους σχηµατισµούς πραγµατικών 

αντικειµένων. Για παράδειγµα, στην Αριθµητική των 

Πυθαγορείων, υπήρχαν οι τρίγωνοι, οι τετράγωνοι ή 

πεντάγωνοι αριθµοί που µπορούσαν να διαταχθούν σε 

τριγωνικό, τετράγωνο ή πεντάγωνο σχηµατισµό, 

αντίστοιχα (σχήµα 11). Η παράσταση αυτών των 

αριθµών µπορεί να γινόταν µε φυσικά αντικείµενα π.χ. 

βόλους ή σηµεία αλλά και νοητικά. Ο πρωτογενής 

αυτός τρόπος προσέγγισης της Αριθµητικής που στα 

νεώτερα Μαθηµατικά εξελίχθηκε στη Θεωρία 

Αριθµών, ήταν σαφώς ενσαρκωµένος. Ας µην ξεχνάµε 

ότι και αργότερα στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη οι αριθµοί εξέφραζαν στην πραγµατικότητα 

µήκη ευθυγράµµων τµηµάτων και οι αντίστοιχες σχέσεις και ιδιότητες των αριθµών 

προέκυπταν από σχέσεις µηκών τµηµάτων ή εµβαδών σχηµάτων.  

Αντίστοιχα, στον Απειροστικό Λογισµό τα αρχικά παραδείγµατα από τον πραγµατικό 

κόσµο και τα προβλήµατα που αντιµετωπίζονται είναι οι προσεγγιστικές – οριακές 

καταστάσεις (όριο), ο ρυθµός µεταβολής ποσοτήτων που µεταβάλλονται (διαφόριση), ο 

υπολογισµός εµβαδού και η αθροιστική αύξηση (ολοκλήρωση) καθώς και η σχέση των δύο 

τελευταίων (Θεµελιώδες Θεώρηµα). Ο Αρχιµήδης παλαιότερα και οι Newton και Leibniz 

αργότερα, ανάµεσα σε πολλούς άλλους, απέβλεπαν, µε τα φυσικά και νοητικά εργαλεία που 

διέθετε ο καθένας, να προσφέρουν µεθόδους υπολογισµών οριακών τιµών, εµβαδών και 

ρυθµών µεταβολής. Η αφετηρία του Απειροστικού Λογισµού είναι ο πραγµατικός – 

φυσικός κόσµος όπου έννοιες όπως εµβαδόν, κίνηση – ταχύτητα, µεταβολή είναι οικείες. 

Το πέρασµα από τις πεπερασµένες στις άπειρες διαδικασίες που ιστορικά άργησε τόσο πολύ 

να πραγµατοποιηθεί και διακρίνει τον Απειροστικό Λογισµό, οφείλεται στην ανάπτυξη του 

κατάλληλου συµβολισµού που ήταν ικανός να τις υποστηρίξει. Εποµένως ο Λογισµός 

Σχήµα 11: Τρίγωνοι, τετράγωνοι,  
                πεντάγωνοι αριθµοί 
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φαίνεται να λειτουργεί και στον ενσαρκωµένο πραγµατικό κόσµο αλλά και στον κόσµο των 

διεργασιών-εννοιών. Η εξέλιξη βέβαια στα νεώτερα χρόνια της Μαθηµατικής Ανάλυσης 

παρείχε στον Απειροστικό Λογισµό το κατάλληλο θεωρητικό πλαίσιο για να λειτουργήσει 

και στον Αξιωµατικό κόσµο. 

 Η συνήθης σχολική πρακτική θέλει ο Λογισµός να κινείται κατά κύριο λόγο στον 

τρόπο σκέψης µε διεργασίες-έννοιες µε κύρια έµφαση στις διεργασίες ενώ η ενσαρκωµένη 

προσέγγιση περιορίζεται σε στατικές εικόνες χωρίς δυναµικό χειρισµό που 

χρησιµοποιούνται συνήθως στην εισαγωγή των εννοιών και του συµβολισµού. Είναι 

αλήθεια ότι µία εικόνα δεν αρκεί για να θεωρήσουµε ότι οι µαθητές/τριες ενεργούν σε 

ενσαρκωµένα πλαίσια, χρειάζεται κάτι πολύ περισσότερο. Για παράδειγµα, το θεώρηµα του 

«κριτηρίου παρεµβολής» παρουσιάζεται, στο σχολικό βιβλίο9, χωρίς απόδειξη και 

συνοδεύεται µε την εικόνα ενός συστήµατος  αξόνων που παρουσιάζει τη γραφική 

παράσταση µίας συνάρτησης να εγκλωβίζεται ανάµεσα σε δύο άλλες γραφικές παραστάσεις 

(σελ. 169-170). Η προσέγγιση του θεωρήµατος ακροβατεί µεταξύ του ενσαρκωµένου 

πλαισίου και του πλαισίου των διεργασιών-εννοιών αφού αρκείται στην εποπτεία του 

σχήµατος για να πείσει για την εγκυρότητα του και χρησιµοποιεί το συµβολισµό για την 

αυστηρή διατύπωση του. Αυτό που απουσιάζει είναι ο δυναµικός χειρισµός του σχήµατος 

ώστε  οι µαθητές/τριες µε κατάλληλες µεγεθύνσεις κοντά στο σηµείο xo να διαπιστώσουν 

µόνοι τους ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης παγιδεύεται από τις άλλες δύο και 

δεν υπάρχει άλλη επιλογή από το να έχουν και οι τρεις συναρτήσεις κοινό σηµείο 

σύγκλισης. Στη συνέχεια, οι εφαρµογές  του θεωρήµατος που ακολουθούν είναι σαφώς 

διαδικαστικές π.χ. ο υπολογισµός του ορίου 
x 0

1lim x 0
x→

⎛ ⎞ηµ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Το αποτέλεσµα είναι οι 

µαθητές/τριες να υπερεκτιµούν σε τέτοιο βαθµό τη διαδικασία ώστε να πιστεύουν ότι αν για 

τρεις συναρτήσεις f, g, h ισχύει h(x) f (x) g(x)≤ ≤  κοντά στο ox  και 

o ox x x x
lim h(x) lim g(x)
→ →

≠ τότε δεν υπάρχει το 
ox x

lim f (x)
→

. 

Η εισαγωγή στις έννοιες του Απειροστικού θα έπρεπε να γίνεται µε ενσαρκωµένο 

τρόπο και όχι µε φορµαλιστικό. Οι έννοιες του ορίου, της παραγώγου ή του 

ολοκληρώµατος είναι κενές νοήµατος για τους/τις µαθητές/τριες αν δεν διαδεχθούν την 

ενσαρκωµένη προσέγγιση µέσα από τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων. Από την 

                                           
9 Μαθηµατικά Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης, Γ΄ τάξη Ενιαίου Λυκείου 
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άλλη µεριά οι προσεγγίσεις που στηρίζονται αποκλειστικά σε προβλήµατα του πραγµατικού 

κόσµου ενδέχεται να κρύψουν µέσα από τη θεµατολογία τους το νόηµα των  υποκείµενων 

Μαθηµατικών. Για παράδειγµα η προσέγγιση ότι η ταχύτητα είναι η κλίση της γραφικής 

παράστασης διαστήµατος – χρόνου και η επιτάχυνση η κλίση της γραφικής παράστασης 

ταχύτητα – χρόνου εστιάζεται περισσότερο σε έννοιες της κίνησης όπως  ταχύτητα και 

επιτάχυνση κι όχι στη απλούστερη µαθηµατική έννοια της κλίσης της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης (D. Tall, 2002).  Σύµφωνα µε την άποψη αυτή η κεντρική ιδέα 

της ενσαρκωµένης προσέγγισης του Απειροστικού Λογισµού γίνεται µέσα από τη γραφική 

παράσταση των συναρτήσεων και τη δυνατότητα, όχι µόνο της απλής παρατήρησης της, 

αλλά και του χειρισµού της µε σκοπό την εξαγωγή συµπερασµάτων και την έκφραση τους 

µε συµβολικό τρόπο. 

Για την ενσαρκωµένη προσέγγιση των µαθηµατικών έχουν εισαχθεί οι όροι του γένιου 

παραδείγµατος (generic example,) της γνωστικής ρίζας (cognitive root), και του γένιου 

οργανωτή (generic organizer).  

Το γένιο παράδειγµα, όπως είδαµε και σε προηγούµενη ενότητα, είναι µία ειδική 

περίπτωση, αντικείµενο, σχήµα κ.α. που επιλέγεται µέσω της παρατήρησης ως 

αντιπροσωπευτική για να αντιµετωπίσει µία συγκεκριµένη κατάσταση και µετά να τη 

γενικεύσει. Ο όρος γένιο παράδειγµα περικλείει και τις δύο διαστάσεις του ρόλου του 

εφόσον αποτελεί µία ειδική περίπτωση που χρησιµοποιείται για την πιστοποίηση της 

αλήθειας του γενικού συµπεράσµατος (Tall, 2002). Το γένιο παράδειγµα δεν είναι ούτε πολύ 

ειδικό, ούτε πολύ γενικό και χρησιµοποιείται, αν και ειδική περίπτωση, ως 

αντιπροσωπευτικό δείγµα για την ερµηνεία γενικών καταστάσεων. Για παράδειγµα, όταν 

θέλουµε να αναφερθούµε σε ένα κανονικό πολύγωνο γενικά χρησιµοποιούµε ένα 

πεντάγωνο ή ένα εξάγωνο κι όχι ένα τρίγωνο ή ένα 20-γωνο. Αυτό βέβαια αποτελεί µόνο 

την αφετηρία πάνω στην οποία οικοδοµούνται οι τυπικές έννοιες και οι µεταξύ τους 

σχέσεις. Όπως είδαµε και στην παράγραφο 3.3 το γένιο παράδειγµα αποτελεί σηµαντικό 

βήµα στη εξέλιξη τις αποδεικτικής διαδικασίας από χαµηλότερα σε υψηλότερα επίπεδα και 

στον ενσαρκωµένο κόσµο και στο κόσµο των διεργασιών-εννοιών.  

Η Γνωστική ρίζα (cognitive root) είναι µία έννοια η οποία: 

• Αποτελεί µία σηµαντική γνωστική µονάδα που είναι πυρήνας γνώσης για τον µαθητή 

στο ξεκίνηµα της διαδικασίας µάθησης. 
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• Επιτρέπει αρχική ανάπτυξη περισσότερο µέσω µιας στρατηγικής γνωστικής 

επέκτασης παρά µιας γνωστική αναδόµηση. 

• Περιέχει την δυνατότητα της διατήρησης ενός µακρόχρονου νοήµατος στις 

επακόλουθες εξελίξεις.  

• Είναι αρκετά δυνατή ώστε να παραµένει χρήσιµη καθώς αναπτύσσεται η κατανόηση 

σε πιο προχωρηµένα επίπεδα. (Tall 1989, Tall, McGowen & DeMarois 2000, Tall 

2002) 

Η γνωστική ρίζα είναι συνήθως µία ενσαρκωµένη ιδέα που έχει νόηµα για τον/την 

µαθητή/τρια τη στιγµή που τη χρησιµοποιεί. Βέβαια, δεν είναι απαραίτητο η ιδέα αυτή να 

αναπτυχθεί και να αξιοποιηθεί στη µετέπειτα γνωστική  ανάπτυξη, επειδή όµως είναι 

πλούσια σε νοήµατα µπορεί να αποτελέσει το υπόβαθρο θεωριών που θα αναπτυχθούν 

αργότερα. Καθώς το γνωστικό επίπεδο ανεβαίνει οι γνωστικές ρίζες γίνονται πιο ευέλικτες, 

δηλαδή αποκτούν πιο σύνθετη δοµή και παρέχουν περισσότερους και ισχυρότερους  

δεσµούς µε τις έννοιες. Είναι πολύ σηµαντικό οι γνωστικές ρίζες που χρησιµοποιούνται να 

έχουν την ευελιξία να µετασχηµατίζονται καθώς ο/η µαθητής/τρια έρχεται αντιµέτωπος µε 

νέες ιδέες. Όπως θα δούµε και στα παρακάτω παραδείγµατα, µία γνωστική ρίζα για την 

έννοια της συνάρτησης αποτελεί η µηχανή της συνάρτησης που λειτουργεί ως ένα κουτί 

εισόδου- εξόδου ενώ η γνωστική ρίζα της παραγώγου είναι η τοπική ευθύτητα. 

Ο γένιος οργανωτής, τέλος, είναι ένα περιβάλλον ή µικρόκοσµος που επιτρέπει 

στον/στην µαθητή/τρια να χειρίζεται παραδείγµατα και αν αυτό είναι δυνατό 

αντιπαραδείγµατα από συγκεκριµένες µαθηµατικές έννοιες και συστήµατα από συναφείς 

έννοιες (Tall 1989, Tall 2002).  

Σε δύο από τα παραδείγµατα που ακολουθούν και σχετίζονται µε την έννοια της 

σύνθεσης συναρτήσεων και την παράγωγο συνάρτησης έχουν σχεδιαστεί κατάλληλοι 

µικρόκοσµοι οι οποίοι θα χρησιµοποιηθούν ως γενικοί οργανωτές  που στοχεύουν να 

διευκολύνουν τους µαθητές/τριες µέσα από τον χειρισµό γραφικών παραστάσεων να 

εξάγουν µε ενσαρκωµένο τρόπο συµπεράσµατα που σχετίζονται µε τις παραπάνω 

µαθηµατικές έννοιες. 
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6. ΟΙ ΤΡΕΙΣ ΤΡΟΠΟΙ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΩΝ ΕΝΝΟΙΩΝ ΤΟΥ 

ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

 
Στην ενότητα αυτή θα παραθέσουµε παραδείγµατα για τον τρόπο µε τον οποίο 

προσεγγίζονται έννοιες του Απειροστικού Λογισµού σε καθένα από τους τρεις κόσµους των 

Μαθηµατικών που περιγράψαµε παραπάνω: τον ενσαρκωµένο κόσµο (embodied), τον κόσµο 

των διεργασιών-εννοιών (proceptual) και τον αξιωµατικό κόσµο (axiomatic). Τα 

παραδείγµατα αυτά αναπτύχθηκαν µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι συνεπή µε το θεωρητικό 

πλαίσιο που προηγήθηκε. 

 

6.1. Συνάρτηση – Σύνθεση συναρτήσεων 

 

 Σύµφωνα µε τους Tall, McGowen, DeMarois (2000) τις 

προδιαγραφές της γνωστικής ρίζας για την έννοια της συνάρτησης 

τις συγκεντρώνει η «µηχανή της συνάρτησης» (function machine). Η 

λειτουργία αυτού του επινοήµατος είναι ίδια µε αυτή µιας 

συνηθισµένης µηχανής µε είσοδο και έξοδο κάτι σαν ένα κουτί 

εισόδου-εξόδου (input-output box). Είναι ένα σύνηθες παράδειγµα 

που χρησιµοποιούν οι εκπαιδευτικοί ιδιαίτερα όταν απευθύνονται σε 

µαθητές του Γυµνασίου. Η αναπαράσταση, όπως φαίνεται στο 

σχήµα 12, οπτικοποιεί και τις δύο φύσεις της συνάρτησης: το 

αντικείµενο (το κουτί) αλλά και την διεργασία (η µηχανή).  

Για αριθµό 
εισόδου x, ο 
αριθµός εξόδου y 
γίνεται y=2x+3 

Είσοδο 
(όνοµα) 

Έξοδος 
(ηλικία) 

Γιάννης 18 
Μαρία 20 
Ειρήνη 25

 Έξοδο y 
 
 
 

               Είσοδο x 

Σχήµα 13: Η µηχανή της συνάρτησης συνδέεται µε τον πίνακα τιµών, τον τύπο 
και τη γραφική παράσταση της συνάρτησης (Tall,McGowen, DeMarois, 2000) 

  Είσοδος 
 

 
 
  Έξοδος 

Σχήµα 12 
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Το πλεονέκτηµα είναι ότι οι άλλες αναπαραστάσεις της συνάρτησης, ως πίνακας, 

γραφική παράσταση, τύπος, διαδικασία κ.α., µπορούν πολύ καλά να αποδοθούν µέσα από 

ένα µηχανισµό εισόδου – εξόδου όπως φαίνεται και στο σχήµα 13.  

Έχοντας ως αφετηρία τη γνωστική αυτή ρίζα της έννοιας της συνάρτησης µπορούµε 

να την επεκτείνουµε σε έναν αντίστοιχο µηχανισµό όπου το ρόλο της µηχανής θα τον παίζει 

αυτή τη φορά η γραφική παράσταση της συνάρτησης. Στην περίπτωση αυτή αναφερόµαστε 

σε µια πιο εκλεπτυσµένη µορφή της γνωστικής ρίζας όπου η αντιστοίχιση των τιµών x και y 

µε τις τιµές εισόδου και εξόδου γίνεται τώρα πλέον µέσω του µηχανισµού της γραφικής 

παράστασης (σχήµα14). ∆ηλαδή η τιµή εισόδου (x) διέρχεται µέσα από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης και δίνει την τιµή εξόδου (y): 

 

  

∆ηλαδή: 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Με τον τρόπο αυτό µπορούν να γίνουν κατανοητές, σε ενσαρκωµένο πλαίσιο, έννοιες 

και ιδιότητες της συνάρτησης, όπως για παράδειγµα το πεδίο ορισµού της ή το σύνολο 

τιµών, καθώς αυτά αναγνωρίζονται µέσα από τη γραφική παράσταση ως εκείνα τα τµήµατα 

των αξόνων που µπορούν  να λειτουργήσουν ως στοιχεία εισόδου ή εξόδου, αντίστοιχα. 

Στη συνέχεια θα αναπτυχθούν παραδείγµατα που σχετίζονται µε την έννοια της 

σύνθεσης συναρτήσεων και χρησιµοποιούν τη γνωστική ρίζα της συνάρτησης ως µηχανής 

όπου το ρόλο της µηχανής τον παίζει η γραφική παράσταση. 

x 
Γραφική 
παράσταση y 

 x 

y 

Σχήµα 14 
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Η σύνθεση συναρτήσεων γίνεται εύκολα κατανοητή ως διαδικασία που δίνει τιµές 

κατά σηµείο. ∆ηλαδή για το υπολογισµό ( )( )g f x  για συγκεκριµένο x έχουµε τη 

διαδικασία ( )( )( )f gx f x g f x⎯⎯→ ⎯⎯→ που εύκολα σχηµατοποιείται. Όταν όµως ο/η 

µαθητής/τρια καλείται να αντιµετωπίσει τη σύνθεση συναρτήσεων συνολικά τότε 

παγιδεύεται σε µία διεργασία υπολογισµών (πεδία ορισµού, τύποι) χωρίς να έχει συνείδηση 

των ενεργειών του/της και χωρίς να µπορεί να παρακολουθήσει τις πραγµατικές σχέσεις και 

ιδιότητες που εµπλέκονται. 

Για να σχηµατοποιηθεί αυτός ο µηχανισµός µε τέτοιο τρόπο ώστε οι συναρτήσεις που 

εµπλέκονται να αντιµετωπίζονται σαν ολόκληρες οντότητες σχεδιάστηκαν τρεις 

διαφορετικοί µικρόκοσµοι σε περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας οι οποίοι λειτουργούν ως 

γένιος οργανωτής που διευκολύνει µε ενσαρκωµένο τρόπο την προσέγγιση της διεργασίας 

της σύνθεσης συναρτήσεων και της έννοιας της σύνθετης συνάρτησης. 

 

1ος µικρόκοσµος: Οι τρεις συναρτήσεις µε το σύστηµα των αξόνων τους 

συνδυάζονται µε τέτοιο τρόπο ώστε ο άξονας των τεταγµένων της f να είναι ο άξονας των 

τετµηµένων της g και οι άξονες των τεταγµένων της g και τετµηµένων της f να είναι οι 

άξονες των τεταγµένων και τετµηµένων της gof, αντίστοιχα. Για να επιτευχθεί αυτό οι τρεις 

άξονες που στην πραγµατικότητα χρειάζονται τοποθετούνται µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

σχηµατίζουν ένα τρισδιάστατο σύστηµα αξόνων όπως φαίνεται και στο σχήµα 15.  

Ο γενικός αυτός οργανωτής φαίνεται να ταιριάζει καλά µε τη γνωστική ρίζα της 

συνάρτησης – γραφικής παράστασης ως µηχανή εισόδου – εξόδου. Το x διέρχεται µέσα από 

τη συνάρτηση f ως τιµή εισόδου και δίνει στην έξοδο την τιµή y η οποία µε τη σειρά της 

διέρχεται ως νέα τιµή εισόδου στη g και δίνει στην έξοδο την τιµή z. Η σύνθεση των 

συναρτήσεων µπορεί τώρα πλέον να αντιµετωπιστεί «ολιστικά», δηλαδή το πεδίο ορισµού 

της f µετασχηµατίζεται σε σύνολο τιµών της f το οποίο µε τη σειρά του τέµνεται µε το 

πεδίο ορισµού της g και το αποτέλεσµα της τοµής λειτουργεί ως νέο πεδίο ορισµού της g 

και δίνει το σύνολο τιµών της g το οποίο αποτελεί µε τη σειρά του και το σύνολο τιµών της 

gof. Με την οπτικοποίηση αυτή γίνονται αµέσως ορατές όλες οι παραπάνω διαδικασίες 

καθώς και το αποτέλεσµα της σύνθεσης. Το µόνο µειονέκτηµα του µικρόκοσµου αυτού 

είναι ότι αποτυπώνει τις δύο- διαστάσεων γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων σε 

τριών-διαστάσεων απεικόνιση, µε κίνδυνο να δηµιουργηθεί σύγχυση για το ποιος είναι ο 

άξονας των τετµηµένων και ποιος των τεταγµένων, για την καθεµία από τις συναρτήσεις. 
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Για να αποφευχθεί αυτός ο προβληµατισµός έχει προβλεφθεί να µπορούν να στρέφονται οι 

άξονες µε τέτοιο τρόπο ώστε να έρχεται κάθε φορά σε πρώτο πλάνο η συνάρτηση που µας 

ενδιαφέρει. 

 

2ος µικρόκοσµος: Σε τέσσερα ξεχωριστά δύο διαστάσεων συστήµατα αξόνων 

παριστάνονται οι γραφικές παραστάσεις των f, g και fog καθώς και η ευθεία y=x  (σχήµα 

16). To x διέρχεται µέσα από τη συνάρτηση f και δίνει ως αποτέλεσµα το y=f(x). Αυτό µε 

τη σειρά του πρέπει να µετατραπεί, από τιµή εξόδου της f, σε µία νέα τιµή εισόδου για τη g. 

Το µηχανισµό αυτό µετατροπής των τιµών εξόδου σε τιµές εισόδου τον έχει αναλάβει η 

γραφική παράσταση της ευθείας y=x που βρίσκεται στο κάτω δεξιά πλαίσιο. Η ευθεία αυτή 

έχει σηµεία µε συντεταγµένες (α,α). Η τιµή y=g(x) µεταφέρεται µε ευθεία παράλληλη στο 

άξονα xx΄ µέχρι να τµήσει την y=x. Στο σηµείο τοµής η ευθεία στρέφεται κατά 90ο και 

τέµνει το άξονα xx΄ της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο y και γίνεται η τιµή 

Σχήµα 15: Σύνθεση της f(x)=x2 µε την g(x)=1/x 
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εισόδου της συνάρτησης f. Μέσα από αυτή τη διαδικασία η τιµή εξόδου y µετατρέπεται σε 

τιµή εισόδου. Στη συνέχεια, η τιµή εξόδου της συνάρτησης f µεταφέρεται στο πλαίσιο πάνω 

αριστερά όπου συνδυάζεται µε την αρχική τιµή εισόδου της g και δίνει τη γραφική 

παράσταση της  συνάρτησης fog. 

g

fXO1

Y

X = 2,568 

Y = 0,943 

ΑπόκρυψηΕµφάνιση  

Σχήµα 16: Σύνθεση της g(x)=lnx µε την 2f (x) 1 x= −  

O µικρόκοσµος αυτός σε σχέση µε τον προηγούµενο έχει το πλεονέκτηµα της 

καλύτερης εποπτείας των γραφικών παραστάσεων στις δύο διαστάσεων αλλά έχει τον 

ιδιαιτερότητα στη διαδικασία να εµπλέκεται και η διχοτόµος, για να λειτουργήσει ως 

µετατροπέας τιµών εξόδου σε τιµές εισόδου.  Αυτός ο µηχανισµός µπορεί να αξιοποιηθεί 

ακριβώς για να διαχωρίσει τον διαφορετικό ρόλο των τιµών. 

 

3ος µικρόκοσµος: Ο µικρόκοσµος αυτός δεν διαφέρει και πολύ από τον προηγούµενο 

παρά µόνο στο γεγονός ότι και οι τρεις γραφικές παραστάσεις των f, g και fog καθώς και 

της y=x παριστάνονται στο ίδιο σύστηµα αξόνων, σχήµα 17.  

Όπως και στον προηγούµενο µικρόκοσµο έτσι και εδώ είναι απαραίτητη η χρήση της 

διχοτόµου ως ενδιάµεσο στάδιο για το πέρασµα από τη g στην f. Επιπλέον, η τοποθέτηση 

όλων των γραφικών παραστάσεων σε ένα σύστηµα αξόνων δηµιουργεί µία δυσδιάκριτη 
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εικόνα και ενδέχεται να δηµιουργήσει παρανοήσεις. Ο µικρόκοσµος αυτός προσφέρεται για 

συνθέσεις της µορφής: f f ... f
ν φορες

. 

 

g

f

Χ

Α

X = 2,386 

α = 1,005 
 

Σχήµα 17: Σύνθεση της g(x)=lnx µε την 2f (x) x= α − , όπου το α έχει ρυθµιστεί ώστε να παίρνει 

θετικές τιµές. 

Και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις η προσέγγιση της σύνθεσης συναρτήσεων 

γίνεται µε ενσαρκωµένο τρόπο. Αν περάσουµε στον τρόπο των διεργασιών-εννοιών τότε 

όλος ο παραπάνω µηχανισµός περιγράφεται µε την βοήθεια του συµβολισµού. Αυτό 

σηµαίνει ότι η σύνθεση της συνάρτησης f µε την g προϋποθέτει την εύρεση των πεδίων 

ορισµού Df  και Dg αντίστοιχα. Στη συνέχεια για να ορίζεται η gof πρέπει να µην είναι κενό 

το σύνολο { }gof f gD x D :f (x) D= ∈ ∈ το οποίο θα αποτελέσει το πεδίο ορισµού της gof η 

οποία έχει τύπο ( ) ( )( )gof (x) g f x= . Η διαδικασία αυτή γίνεται πολλές φορές µηχανικά 
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χωρίς να διακρίνονται οι υποκείµενες έννοιες και µαθηµατικές προτάσεις σε αντίθεση µε 

την αντίστοιχη προσέγγιση σε αξιωµατικό πλαίσιο όπου όλες οι ενέργειες είναι πλήρως 

καθορισµένες και τεκµηριωµένες σύµφωνα µε τη αξιωµατικά θεµελιωµένη θεωρία των 

Μαθηµατικών.  

6.2. Όριο 

 

Σχετικά µε την έννοια του ορίου οι ερευνητές έχουν εντοπίσει ένα πλήθος 

διαφορετικών δυσκολιών και εµποδίων ικανές να παρεµποδίσουν τη διαδικασία της 

κατασκευής της. Τέτοιες δυσκολίες µπορεί να είναι επιστηµολογικής φύσης που οφείλονται 

σε ενδογενής λόγους που αφορούν τα µαθηµατικά γενικά, διδακτικής φύσης που οφείλονται 

στις  διδακτικές µεθόδους που δεν είναι πάντοτε αποτελεσµατικές, γνωστικής φύσης που 

οφείλονται στις αφαιρέσεις και τις διαδικασίες εννοιολογικοποίησης καθώς και 

µεταγνωστικής φύσης που αφορούν τις απόψεις που έχουν οι µαθητές/τριες για τα 

µαθηµατικά γενικά. Σε αυτές τις παραµέτρους έρχονται να προστεθούν και οι διαισθητικές 

αντιλήψεις των µαθητών σχετικά µε την έννοια του ορίου και του απείρου. Έρευνες των 

Grugnetti, Riza κ.ά.. (2002, 2003) έχουν διαπιστώσει ότι οι µαθητές/τριες ήδη από µικρή 

ηλικία και από την καθηµερινή τους εµπειρία έχουν σχηµατίσει µία διαισθητική εικόνα για 

το σηµαίνει άπειρη διαδικασία και όριο. Για παράδειγµα τα παιδιά µπορούν σχετικά εύκολα 

να κατανοήσουν µία διαδικασία που απειρίζεται (όπως η γεωµετρική πρόοδο µε λόγο 

µεγαλύτερο της µονάδας) αλλά δυσκολεύονται να καταλάβουν τη σύγκλιση σε αριθµό ή τη 

µηδενική ακολουθία. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι µεγάλο ποσοστό των µαθητών/τριών 

θεωρεί ότι ο όρος «όριο» σχετίζεται µε την έννοια του πεπερασµένου στο χρόνο και αυτό 

τους οδηγεί στην άποψη ότι το όριο είναι ακριβώς το αντίθετο του «απείρου». Ο τρόπος 

όµως που αντιµετωπίζονται οι έννοιες αυτές στα σχολικά Αναλυτικά Προγράµµατα δεν 

λαµβάνει καθόλου υπόψη τις προϋπάρχουσες αυτές απόψεις των παιδιών.  

Καταρχήν η έννοια του ορίου αντιµετωπίζεται διδακτικά στις τελευταίες τάξεις του 

Λυκείου10  και ο τρόπος προσέγγισης του είναι κατά κύριο λόγο διαδικαστικός µε έµφαση 

στον υπολογισµό ορίων και µετέπειτα αξιοποίηση του σε άλλες έννοιες όπως αυτή της 

παραγώγου. Στη προηγούµενη µαθηµατική εκπαίδευση από το ∆ηµοτικό µέχρι το Γυµνάσιο 

οι άπειρες διαδικασίες και τα µη ακριβή αποτελέσµατα αποτελούν «απαγορευµένο» 

                                           
10 Ειδικά στο υπάρχον Ελληνικό Πρόγραµµα Σπουδών αναφέρεται στη Β΄ Λυκείου και µελετάται στη Γ΄ 
Λυκείου 
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αντικείµενο διαπραγµάτευσης. Για παράδειγµα, στον υπολογισµό του εµβαδού επιφανειών 

αντιµετωπίζονται σχήµατα για τα οποία ή έχουµε έτοιµους 

τύπους για τον υπολογισµό του εµβαδού (τρίγωνα, 

τετράγωνα, κύκλος κ.α.) ή είναι σχήµατα που προέρχονται 

από σύνθεση γνωστών σχηµάτων (ένα τετράγωνο που του 

έχει αφαιρεθεί ένας κύκλος). Με τον τρόπο αυτό οι 

µαθητές/τριες µαθαίνουν να θεωρούν τα Μαθηµατικά σαν 

µία Επιστήµη όπου τα πάντα µπορούν να υπολογιστούν µε 

κατάλληλους και γνωστούς τύπους και το αποτέλεσµα του 

υπολογισµού να είναι ένας συγκεκριµένος και πολλές 

φορές ακέραιος αριθµός. Αυτή όµως η αντιµετώπιση 

αποµακρύνει τα Μαθηµατικά από τον πραγµατικό κόσµο 

όπου τίποτα δεν είναι φτιαγµένο ακριβώς µε την µορφή 

των επιπέδων ή στερεών σχηµάτων της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας και όλοι οι υπολογισµοί πρέπει να γίνουν µε 

προσεγγιστικό τρόπο. Στην περίπτωση του εµβαδού που 

αναφερόµαστε θα µπορούσαν κάλλιστα οι µαθητές/τριες να 

εµπλακούν σε υπολογισµούς επιφανειών «περίεργων» σχηµάτων µε τη χρήση ενός 

πλέγµατος µε ρυθµιζόµενο µοναδιαίο τετράγωνο (σχήµα 18). Με τον τρόπο αυτό θα 

µπορούσαν προσεγγιστικά να υπολογίσουν οποιοδήποτε εµβαδόν και χωρίς µαθηµατική 

αυστηρότητα να εµπλακούν µε ενσαρκωµένο τρόπο σε διεργασίες που  θα µπορέσουν 

αργότερα να διευρυνθούν στην έννοια του ορίου και του απείρου. 

Σύµφωνα µε τους  Grugnetti, Riza κ.ά. (2002, 2003), είναι απαραίτητη η µακρόχρονη 

κατασκευή της έννοιας του ορίου µε σηµείο αφετηρίας τις πρωτογενής εµπειρίες και  τις 

διαισθητικές αντιλήψεις των παιδιών. Κατά κύριο λόγο πρέπει να επικεντρωθούµε στις 

ευνοϊκές, για αυτή τη χρήση, διαισθητικές αντιλήψεις για την έννοια της προσέγγισης. Στα 

παραδείγµατα που ακολουθούν αντιµετωπίζονται δύο προβλήµατα υπολογισµού ορίου 

µέσα από τα τρία διαφορετικά πλαίσια το ενσαρκωµένο, το πλαίσιο των διεργασιών-εννοιών 

και το αξιωµατικό. Στο πρώτο πλαίσιο η προσέγγιση του ορίου είναι τέτοια που θα 

µπορούσε να πραγµατοποιηθεί σε σαφώς µικρότερες τάξεις από αυτές που συνηθίζεται να 

διδάσκεται το όριο. Το ερώτηµα που αναδύεται αφορά τη σκοπιµότητα διερεύνησης 

δυνατοτήτων ένταξης «εναλλακτικών προσεγγίσεων» εννοιών της Ανάλυσης στο Γυµνάσιο 

ή ακόµα και το ∆ηµοτικό. Οι προσεγγίσεις αυτές δεν µπορούν παρά να έχουν χαρακτήρα 

Σχήµα 18 
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ενσάρκωσης και να πραγµατοποιούνται σε ένα περιβάλλον που να ενεργοποιεί τις αισθήσεις 

του/της µαθητή/τριας ενώ ταυτόχρονα θα δηµιουργεί και κατάλληλες προϋποθέσεις για 

αναστοχασµό και αφαίρεση. 

 

Παράδειγµα 1 

 
Η αφορµή για το παράδειγµα αυτό πάρθηκε από το βιβλίο του Serge Lang, 

Μαθηµατικές συναντήσεις, όπου, προκειµένου να υπολογίσει τον όγκο της σφαίρας, έρχεται 

αντιµέτωπος µε τον υπολογισµό της προσέγγισης του αθροίσµατος: 

1 1 1 2 1 n
...

n n n n n n
⋅ + ⋅ + + ⋅ , όταν το n γίνεται όλο και µεγαλύτερο (σελ.115). Οι 

µαθητές/τριες στους οποίους απευθύνεται είναι περίπου στο επίπεδο της Γ΄ Γυµνασίου, 

γεγονός που αποκλείει τη δυνατότητα χρήσης θεωρίας ορίων. Αναγκάζεται, εποµένως να 

υιοθετήσει µία προσέγγιση που να µπορεί να προσαρµοστεί στο γνωστικό επίπεδο των 

µαθητών/τριών του.  

Παρακάτω θα επιχειρήσουµε να περιγράψουµε διάφορες προσεγγίσεις του 

προβλήµατος αυτού και να ερµηνεύσουµε το γνωστικό στυλ που αναπτύσσεται από τους 

µαθητές/τριες σε κάθε µία από αυτές. 

 Ενσωµατωµένος κόσµος (embodied world) 

∆ηµιουργείται η παρακάτω γεωµετρική αναπαράσταση του προβλήµατος:   

Το γινόµενο 
1 k

n n
⋅  είναι το εµβαδόν του ορθογωνίου µε πλευρές 

1

n
και 

k

n
. Αν χωρίσουµε 

τις πλευρές ενός τετραγώνου πλευράς 1 σε n ίσα µέρη τότε κάθε µικρό τετράγωνο έχει 

πλευρά µε µήκος 
1
n

 και το άθροισµα 
1 1 1 2 1 n

...
n n n n n n
⋅ + ⋅ + + ⋅  είναι ίσο µε το εµβαδόν του 

χρωµατισµένου µέρους, όπως φαίνεται στα σχήµατα 19α, 19β και 19γ για n ίσο µε 4, 5 και 

20, αντίστοιχα: 

 

 

 

 

 

… 

Για n=4 
Σχήµα 19α 

Για n=5 
Σχήµα 19β

Για n=20 
Σχήµα 19γ 
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Βλέπουµε ότι καθώς το n αυξάνει, η επιφάνεια προσεγγίζει το µισό της επιφάνειας του 

τετραγώνου, άρα η προσέγγιση του αθροίσµατος 
1 1 1 2 1 n

...
n n n n n n
⋅ + ⋅ + + ⋅ , όταν το n 

γίνεται όλο και µεγαλύτερο είναι 
1

2
. 

Μπορούµε, επίσης, να το δούµε και λίγο διαφορετικά. Σε καθένα 

από αυτά τα σχήµατα το εµβαδόν είναι ίσο µε 
1

2
 (το µισό του 

τετραγώνου) προσαυξηµένο κατά το εµβαδόν του χρωµατισµένου 

τµήµατος που βρίσκεται πάνω από τη διαγώνιο, όπως φαίνεται και 

στο σχήµα 20. Το καθένα από τα n ορθογώνια τρίγωνα που 

βρίσκονται πάνω από τη διαγώνιο έχει εµβαδόν n

1 1 1
E

2 n n
= ⋅ ⋅ . Εποµένως, το συνολικό 

εµβαδόν είναι n

1
n E

2
+ ⋅ και καθώς το n γίνεται όλο και µεγαλύτερο, το Εn γίνεται όλο και 

µικρότερο και προσεγγίζει το 0. Εποµένως, το ζητούµενο εµβαδόν προσεγγίζει την τιµή 
1

2
. 

Ο συµβολισµός Εn και οι αλγεβρικές παραστάσεις που υπολογίζουν το εµβαδόν, στις 

παραπάνω µαθηµατικές εκφράσεις, έχουν υιοθετηθεί για λόγους απλούστευσης της 

περιγραφής και δεν έχουν κανένα ρόλο µε τη διαδικασία. Ο προσανατολισµός της 

προσέγγισης είναι κατά κύριο λόγο εποπτικός και σε καµία περίπτωση δε στηρίζεται στη 

συµβολική διατύπωση και επεξεργασία του προβλήµατος. 

Η προσέγγιση που περιγράψαµε ενεργεί στον ενσαρκωµένο κόσµο και η γεωµετρική 

κατασκευή11 λειτουργεί ως φυσικό αντικείµενο του γύρω κόσµου που το αντιλαµβάνεται 

ο/η µαθητής/τρια µέσω των αισθήσεων του/της. Η ενεργοποίηση της σκέψης που ακολουθεί 

και η προσπάθεια σύνδεσης µε υπάρχουσες έννοιες και ενέργειες καθώς και στοχασµός 

πάνω στις ενέργειες αυτές οδηγούν το/τη µαθητή/τρια στην αντίληψη ενός ενσαρκωµένου 

αντικειµένου που στο σηµείο αυτό είναι η έννοια της προσέγγισης. Η επεξεργασία του 

προβλήµατος έγινε µε τέτοιο τρόπο ώστε οι µαθητές/τριες να έρθουν σε επαφή µε 

διαδικασίες προσέγγισης, χωρίς να χρησιµοποιήσουν τον ορισµό και το συµβολισµό του 

ορίου. 

                                           
11Αντίστοιχη χρησιµοποιήθηκε και από το Serge Lang  

 

Σχήµα 20 
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 Ο κόσµος των ∆ιεργασιών-εννοιών (proseptual world) 

Το ζητούµενο είναι η εύρεση του ορίου 
n

1 1 1 2 1 n
lim ...

n n n n n n
⋅ + ⋅ + + ⋅⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ή ισοδύναµα του 

2n

1 2 ... n
lim

n
+ + +  που είναι ίσο µε 

2n n n

n(n 1) n 1 1 1 1 1
lim lim lim

2n 2n 2 2 n 2
+ +

= = + ⋅ =⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Στο σηµείο 

αυτό η απόδειξη έχει τα χαρακτηριστικά του κόσµου των διεργασιών-εννοιών. Γίνεται 

χρήση του κατάλληλου συµβολισµού που αναφέρεται και στη διεργασία του υπολογισµού 

του ορίου αλλά και στην τιµή του ορίου, πρόκειται δηλαδή για τη διεργασία-έννοια του 

ορίου.  

Το άθροισµα 1+2+…+n αντικαθίσταται από το ίσο του ( )n n 1
2
+

, που θεωρείται ήδη  

γνωστό ή υπολογίζεται µε διαδικαστικό τρόπο µε κάποιο υπολογιστικό τέχνασµα ή 

κάνοντας χρήση του αντίστοιχου τύπου της αριθµητικής προόδου. Σε κάθε περίπτωση το 

ζητούµενο είναι να βρεθεί η αντίστοιχη παράσταση που θα αντικαταστήσει το άθροισµα 

(διεργασία/έννοια) για να προχωρήσουµε στον υπολογισµό του ορίου. Κατά τη διάρκεια της 

διεργασίας αυτής γίνεται µηχανική χρήση των ιδιοτήτων και των πράξεων του ορίου, όπως, 

για παράδειγµα, το 
n

1lim 0
n
=  χρησιµοποιείται ως αυτονόητο, χωρίς αιτιολόγηση. 

Στη προσέγγιση αυτή οι ενέργειες του/της µαθητή/τριας πραγµατοποιούνται στον 

κόσµο των διεργασιών-εννοιών, όπου δίνεται έµφαση στους υπολογισµούς αλλά και στη 

διαχείριση εννοιών. Η χρήση των αριθµητικών και αλγεβρικών συµβόλων διευκολύνουν τις 

ενέργειες που πραγµατοποιούνται και εξασφαλίζουν την εγκυρότητα τους. Λειτουργούν, ως 

συνδετικός κρίκος µεταξύ των διεργασιών και των εννοιών. Η προσέγγιση αυτή υπερτερεί, 

σαφώς σε ευελιξία από την προηγούµενη και απαιτεί πιο πολύπλοκες νοητικές διεργασίες. 

Αυτή τη προσέγγιση του ορίου είναι που κατά κανόνα υιοθετούµε στη διδασκαλία των 

µαθηµατικών στο Λύκειο. Αυτό όµως δε µας εµποδίζει να εµπλέξουµε τους/τις 

µαθητές/τριες σε προσεγγιστικές διαδικασίες στο Γυµνάσιο, αρκεί να γίνει µε ενσαρκωµένο 

τρόπο και να µη  δηµιουργήσει εµπόδια στην εξέλιξη τους σε πιο εκλεπτυσµένα επίπεδα 

µαθηµατικής σκέψης. Αυτό ακριβώς λήφθηκε υπόψη στο σχεδιασµό του παραδείγµατος 

αυτού. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι στην πρώτη προσέγγιση οι µαθητές/τριες καταλήγουν 

διαισθητικά στην ίδια ανάλυση που καταλήγουν και µε τις πράξεις στη δεύτερη 
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προσέγγιση, στο άθροισµα, δηλαδή, του 1
2

 µε µία µηδενική ακολουθία που περιγράφεται 

µε τη µορφή του εµβαδού που γίνεται όλο και µικρότερο καθώς το n γίνεται όλο και 

µεγαλύτερο. 

 

Αξιωµατικός κόσµος (axiomatic world) 

Στην περίπτωση αυτή γίνεται υπολογισµός του ορίου 
n

1 1 1 2 1 n
lim ...

n n n n n n
⋅ + ⋅ + + ⋅⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

µε χρήση των αξιωµάτων των πραγµατικών αριθµών καθώς και του τυπικού ορισµού του 

ορίου ακολουθίας και των ιδιοτήτων του. ∆ηλαδή, γίνεται µε επαγωγή η απόδειξη του 

τύπου 
n(n 1)

1 2 ... n
2

+
+ + + =  για κάθε µη µηδενικό φυσικό αριθµό n, υπολογίζεται το 

όριο  
n

1
lim

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 µε τον ορισµό της µηδενικής ακολουθίας και τέλος µε εφαρµογή των 

κατάλληλων ιδιοτήτων: 
2 2

2 2 2n n n

n n n n 1 1 1
lim lim lim

2 2 n2n 2n 2n

+
= + = + ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 υπολογίζεται το 

ζητούµενο όριο. Η εγκυρότητα της αξιωµατικής αυτής απόδειξης έγκειται πρωτίστως στην 

αξιοπιστία του αξιωµατικού συστήµατος και δευτερευόντως στην αξιοπιστία των 

διεργασιών και των εννοιών που εµπλέκονται. Ο/Η µαθητής/τρια όταν λειτουργεί στον 

αξιωµατικό κόσµο έχει συνείδηση των κανόνων (αξιώµατα, θεωρήµατα, προτάσεις) και µε 

λογικές συνεπαγωγές οδηγείται στο ζητούµενο αποτέλεσµα. Το πέρασµα στον κόσµο αυτό 

γίνεται στις µαθηµατικές σπουδές µετά τη ∆ευτεροβάθµια Εκπαίδευση και είναι το σηµείο 

ακριβώς που οι φοιτητές φαίνεται να αντιµετωπίζουν τη µεγαλύτερη δυσκολία. 

 

Παράδειγµα 2 

Το ζητούµενο είναι ο υπολογισµός του άπειρου αθροίσµατος: 
2 31 1 1 ...

4 4 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ενσαρκωµένος κόσµος (embodied world) 

Επιλέγεται το σχήµα του ισοσκελούς τραπεζίου 

ΑΒΓ∆ µε τη µικρή βάση ίση µε τις ίσες πλευρές και  οξείες 

γωνίες  ίσες µε 60ο, όπως φαίνεται στο σχήµα 21. 

Θεωρούµε ότι το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓ∆ είναι ίσο 

ΒΑ

∆ Γ
Σχήµα 21 
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µε 1 τ.µ., το διαιρούµε σε τέσσερα ίσα µέρη και επιλέγουµε το ένα από αυτά. Η διαίρεση 

γίνεται θεωρώντας το µέσο Μ της ∆Γ και τα µέσα των ΑΜ, ΒΜ, ∆Μ και ΓΜ, όπως 

φαίνεται στο σχήµα 22α. Το χρωµατισµένο τµήµα είναι ίσο µε 1
4

 τ.µ. Επαναλαµβάνουµε τη 

διαδικασία στο τραπέζιο που σχηµατίζεται στο εσωτερικό του αρχικού και είναι όµοιο µε 

αυτό κι έχουµε 
21 1

4 4
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, σχήµα 22β. Όµοια µε διαδοχικά βήµατα έχουµε τα σχήµατα 22γ 

και 22δ, που αντιστοιχούν στα αθροίσµατα:  
2 31 1 1

4 4 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

και
2 3 41 1 1 1

4 4 4 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, αντίστοιχα. 

Πολύ σύντοµα γίνεται φανερό, από το σχήµα, ότι το άθροισµα προσεγγίζει το 1
3

 του 

τραπεζίου. Άρα 
2 31 1 1 1...

4 4 4 3
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 

Κόσµος των διεργασιών-εννοιών (proseptual world) 

 

Το ζητούµενο άθροισµα απείρων όρων υπολογίζεται µε τον αντίστοιχο τύπο της 

Άλγεβρας 1S , 1
1
α

= λ <
−λ

 για 1
1
4

α =  και 1
4

λ = . Εποµένως 

1 1
14 4S 1 3 31

4 4

= = =
−

 

 

Αξιωµατικός κόσµος (axiomatic world) 

Στην περίπτωση αυτή, ο υπολογισµός του ορίου 
1

1
4

κ∞

κ=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  γίνεται µε χρήση του 

ορισµού της σύγκλισης σειράς και των ιδιοτήτων των ορίων, οι οποίες προκύπτουν από τα 

Σχήµα 22α                        Σχήµα 22β                           Σχήµα 22γ                              Σχήµα 22δ 



∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΤΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΓΝΩΣΗΣ 
 

 -78-

αξιώµατα του σώµατος των πραγµατικών αριθµών και ιδιαίτερα του αξιώµατος της 

πληρότητας. 

 

6.3. Παράγωγος 

 

 Η βασική ιδέα για την ενσαρκωµένη προσέγγιση της παραγώγου είναι η τοπική 

ευθύτητα (local straightness) (Tall, 2002). Αυτή αποτελεί και τη γνωστική ρίζα της έννοιας 

της παραγώγου συνάρτησης σε σηµείο. Αν µία συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σε µία τιµή 

του πεδίου ορισµού της και εστιαστεί η γραφική της 

παράσταση πολύ κοντά στο σηµείο που αντιστοιχεί στην 

τιµή αυτή, τότε δίνει την εντύπωση της ευθείας γραµµής. 

Την ίδια αντίληψη έχουν και τα παιδιά όταν 

προσπαθώντας να περιγράψουν µία γραφικής παράσταση 

τοποθετούν την παλάµη τους τεντωµένη πάνω στην 

καµπύλη και την ακολουθούν ακολουθώντας στην 

πραγµατικότητα την πορεία της εφαπτοµένης (Σχήµα 23). Με τον τρόπο αυτό καθώς ο/η 

µαθητής/τρια παρατηρεί τη γραφική παράσταση σαν σύνολο εξάγει συµπεράσµατα για την 

κλίση της τοπικά.  

 Η τοπική γραµµικότητα (local linearity) είναι διαφορετική από την τοπική ευθύτητα 

αφού αποτελεί την συµβολική  γραµµική προσέγγιση της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης σε ένα σηµείο της Α(xo,f(xo)). Πρόκειται για το µαθηµατικός τύπος της 

εφαπτοµένης που προκύπτει από την τέµνουσα της γραφικής παράστασης στα σηµεία 

Α(xo,f(xo)) και Β(xο+h,f(xο+h)) όταν το h τείνει στο 0. Στην πραγµατικότητα ενώ η τοπική 

ευθύτητα κινείται στο ενσαρκωµένο επίπεδο, η τοπική γραµµικότητα κινείται στο επίπεδο 

των  διεργασιών-εννοιών.  Οι δύο προσεγγίσεις είναι πολύ καλά συνδεδεµένες έτσι ώστε η 

πρώτη να οδηγείται µε φυσιολογικό τρόπο στη δεύτερη και οι δύο, αν αυτό είναι 

απαραίτητο, να τεκµηριώνονται µε αυστηρό τρόπο στο αξιωµατικό επίπεδο. 

 Παρακάτω παρουσιάζεται ένας µικρόκοσµος που αναπτύχθηκε σε περιβάλλον 

δυναµικής γεωµετρίας. Ο µικρόκοσµος αυτός σχεδιάστηκε µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

λειτουργήσει ως γένιος οργανωτής. Αυτό που επιδιώκει είναι να διευκολύνει τους/τις 

µαθητές/τριες να περάσουν από την τοπική ευθύτητα στην τοπική γραµµικότητα και να 

κατανοήσουν την έννοια της παραγώγου συνάρτησης σε σηµείο. Στην πραγµατικότητα 

Σχήµα 23 
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επιχειρείται µέσα από τη λειτουργία σε ενσαρκωµένο περιβάλλον να γίνει µε οµαλό τρόπο 

το πέρασµα, από τον ενσαρκωµένο κόσµο, στον κόσµο των διεργασιών-εννοιών.  

 Ο µικρόκοσµος αυτός αποτελείται από ένα κατάλληλα διαµορφωµένο σύστηµα 

αξόνων στο οποίο είναι σχεδιασµένη η γραφική παράσταση της συνάρτησης του ηµιτόνου 

(σχήµα 24). Ο/Η µαθητής/τρια µπορεί να επιλέξει κάθε φορά ένα σηµείο xo και το πλάτος h 

του διαστήµατος [xo, xo+ h]. Το τµήµα της γραφικής παράστασης που αντιστοιχεί στο 

διάστηµα αυτό µεγεθύνεται κατάλληλα σε ξεχωριστό παράθυρο. Με τον τρόπο αυτό είναι 

ταυτόχρονα ορατή ολόκληρη η γραφική παράσταση (ολική εικόνα) καθώς και το µικρό 

τµήµα που µελετάµε κάθε φορά (τοπική εικόνα).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Βασική παράµετρος στο σχεδιασµό του περιβάλλοντος αυτού ήταν η τοπική 

ιδιότητα να είναι πάντοτε ορατή σε σχέση µε τη ολική εικόνα της συνάρτησης, ώστε να 

µπορούµε να παρατηρούµε το µερικό που είναι η συµπεριφορά της συνάρτησης στο 

διάστηµα [xo,xo+h], αλλά να εξάγουµε συµπεράσµατα για το γενικό που είναι η συνάρτηση 

συνολικά.  

Όταν, µε κατάλληλο χειρισµό, το h γίνει πολύ µικρό τότε το πλάτος του διαστήµατος 

[xo, xo+ h] γίνεται ελάχιστο και το αντίστοιχο τµήµα της γραφικής παράστασης έτσι όπως 

φαίνεται στο σχήµα 25α είναι «σχεδόν» ευθεία γραµµή. Με τον τρόπο αυτό προσεγγίζεται η 

ενσαρκωµένη έννοια της τοπικής ευθύτητας. Αν µάλιστα σταλεί η «υποτιθέµενη» αυτή 

Σχήµα 24: Η γραφική παράσταση της f(x)=ηµx. Στο πλαίσιο 
διακρί-νεται η µεγέθυνση που αντιστοιχεί στο διάστηµα [xo, 
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ευθεία στη γραφική παράσταση παραπέµπει σε µία σχέση αντίστοιχη µε αυτήν που έχει ο 

κύκλος µε την εφαπτοµένη του (σχήµα 25β). ∆εν είναι η αυτή η κατάλληλη στιγµή να 

ορίσουµε την εφαπτοµένη, πρέπει πρώτα να διερευνηθεί ποια είναι αυτή η ευθεία και από 

πού προέρχεται. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι στην οριακή αυτή θέση η ευθεία αυτή είναι 

η ίδια µε αυτήν που διέρχεται από τα σηµεία  

Α(xo, f(xo)) και Β(xo+h, f(xo+h)).  Αν σχεδιαστεί η ευθεία AB είναι ορατό ότι αποκλίνει από 

το αντίστοιχο τµήµα της γραφικής παράστασης καθώς το h µεγαλώνει (σχήµα 25γ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να µιλήσουµε για την οριακή θέση της ευθείας ΑΒ καθώς το h 

πλησιάζει στο 0 και να ορίσουµε την οριακή αυτή ευθεία ως εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης στο σηµείο Α(xo, f(xo)). Οι µεταβολές της κλίσης της ευθείας 

  Σχήµα 25α Σχήµα 25β Σχήµα 25γ 

Σχήµα 26: Η τοπική ευθύτητα δίνει για κάθε σηµείο τη κλίση της 



ΟΙ ΤΡΕΙΣ ΤΡΟΠΟΙ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΩΝ ΕΝΝΟΙΩΝ ΤΟΥ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ  

 -81-

αυτής που απεικονίζει την τοπική ευθύτητα της γραφικής παράστασης για κάθε σηµείο xo 

σχετίζονται µε τη συµπεριφορά της γραφικής παράστασης. Ο συσχετισµός αυτός ταιριάζει 

µε τον ενσαρκωµένο τρόπο που χρησιµοποιούν οι µαθητές/τριες για να περιγράψουν µία 

γραφική παράσταση: «στο σηµείο Α ανεβαίνει, στο σηµείο Β κατεβαίνει ενώ στο σηµείο Γ 

µένει ακίνητο», όπως φαίνεται και στα στιγµιότυπα του σχήµατος 26.   

Επιπλέον, µπορεί να µετρηθεί η κλίση της ευθείας και αποδοθεί στο σύστηµα των 

αξόνων το σηµείο µε τετµηµένη το xo και τεταγµένη την κλίση της αντίστοιχης ευθείας που 

προσεγγίζει κοντά στο σηµείο Α(xo, f(xo)) τη γραφική παράσταση. Η τροχιά του σηµείου 

αυτού καθώς το xo διατρέχει το πεδίο ορισµού θα είναι η γραφική παράσταση την 

συνάρτησης του συνηµιτόνου που δεν είναι τίποτα άλλο από τη συνάρτηση της παραγώγου 

του ηµιτόνου (σχήµα 27).  

Ενδιαφέρον παρουσιάζουν συναρτήσεις οι οποίες δεν είναι παραγωγίσιµες σε κάποια 

σηµεία του πεδίου ορισµού τους όπως είναι η συνάρτηση µε τύπο f (x) x= ηµ  που δεν 

παραγωγίζεται στις τιµές ox ,= κπ κ∈Z  που µηδενίζουν το ηµίτονο. Η µεγέθυνση της 

γραφικής παράστασης κοντά στις τιµές αυτές δίνει άλλη ευθεία όταν η προσέγγιση είναι 

από αριστερά και άλλη από δεξιά. Αν µάλιστα µεγεθύνουµε ένα διάστηµα της µορφής 

[ ]o ox h, x h− + , όταν η συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιµη στο ox η εικόνα που παίρνουµε 

είναι πάντα «V» (σχήµα 28). 

Σχήµα 27 
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Σχήµα 28 

Η παραπάνω προσέγγιση είναι απόλυτα πειστική και αποδεκτή στο πλαίσιο του 

ενσαρκωµένου κόσµου, σε καµία όµως περίπτωση δεν µπορεί να θεωρηθεί ως τυπικός 

ορισµός της παραγώγου ούτε ως απόδειξη της σχέσης: ( )x xηµ συν′ = . 

Ο τυπικός ορισµός της παραγώγου συνάρτησης σε σηµείο xo, δίνεται σε πλαίσιο 

πλέον διεργασιών-εννοιών µέσα από τη σχέση: o o
o h 0

f (x h) f (x )f (x ) lim
h→

+ −′ = . Είναι σαφές 

ότι ο συµβολικός – τυπικός ορισµός της παραγώγου είναι απόλυτα εναρµονισµένος µε την 

ενσαρκωµένη προσέγγιση και έρχεται ως συνέχεια της. Η τοπική ευθύτητα και η 

προσέγγιση της γραφικής παράστασης από µία οριακή ευθεία οδηγεί φυσιολογικά στο όριο 

του λόγου µεταβολής και στον ορισµό της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης και της 

παραγώγου.  

Στο παραπάνω πλαίσιο, προτεραιότητα έχει ο µαθηµατικός συµβολισµός.  Ειδικά 

στην περίπτωση του υπολογισµού της παραγώγου συνάρτησης του ηµιτόνου 

ακολουθούνται µία σειρά από διαδικαστικά βήµατα όπως: 
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(x h) f (x) x h x h x h 1 hx x
h h h h

ηµ ηµ συν συν ηµ ηµ συν ηµ
ηµ συν

+ − ⋅ + ⋅ − −
= = ⋅ + ⋅ , στον υπο-

λογισµό αυτό θεωρείται δεδοµένο ότι 
x 0

h 1lim x 0
h→

συν
ηµ

−⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και 
x 0

hlim x 1
h→

ηµ
συν⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Στο σηµείο αυτό είναι και η διαφοροποίηση µεταξύ του κόσµου των διεργασιών-εννοιών 

και του αξιωµατικού κόσµου. Στον αξιωµατικό κόσµο η παραπάνω απόδειξη θα γινόταν µε 

αναλυτικό τρόπο και έτσι ώστε να είναι εξασφαλισµένη η αιτιολόγηση κάθε επιµέρους 

βήµατος στο πλαίσιο της µαθηµατικής θεωρίας. 

 Στο τέλος των παραδειγµάτων αυτών να διευκρινίσουµε ότι µία λύση που κάνει ένας 

µαθητής/τρια δεν είναι πάντα σαφές αν ανήκει στον κόσµο των διεργασιών-εννοιών ή στον 

αξιωµατικό κόσµο. Είναι πολύ πιθανό και οι δύο λύσεις να φαίνονται ίδιες. Για να 

διερευνήσουµε σε ποιο κόσµο ανήκουν πραγµατικά, χρειαζόµαστε περισσότερα στοιχεία 

για τον τρόπο που σκέφτεται ο/η µαθητής/τρια. 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ-ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 

Με την εργασία αυτή επιχειρήθηκε αφενός η παρουσίαση διαφορετικών απόψεων, 

από τη βιβλιογραφία, που αφορούν στους τρόπους προσέγγισης της µαθηµατικής γνώσης 

και αφετέρου η περιγραφή της θεωρίας του D. Tall (2002) σχετικά µε τους τρεις κόσµους 

των µαθηµατικών. Επίσης αναπτύχθηκαν παραδείγµατα, στο πλαίσιο της θεωρίας αυτής, 

που σχετίζονται µε έννοιες του Απειροστικού Λογισµού και αξιοποίησαν τις δυνατότητες 

που προσφέρουν οι νέες τεχνολογίες.  

Από την εργασία αυτή προκύπτουν µία σειρά από ερωτήµατα, προς διερεύνηση, που 

αφορούν στον έλεγχο των προβληµάτων που αντιµετωπίζουν οι µαθητές/τριες, στις 

διδακτικές προτάσεις που µπορούν να προσφέρουν λύσεις στα παραπάνω προβλήµατα και 

στη διερεύνηση της αποτελεσµατικότητας των προσφερόµενων λύσεων. Σύµφωνα µε τον 

διαχωρισµό αυτό πρέπει να εξεταστούν: 

 

Παράµετροι που επηρεάζουν ασυνείδητα την κατανόηση των µαθηµατικών 

εννοιών.  

Αυτές µπορεί να είναι οι άτυπες γνώσεις των µαθητών/τριών που έχουν αποκτηθεί 

από την καθηµερινή αλλά και διδακτική τους εµπειρία. Τέτοιου είδους είναι, για 

παράδειγµα, οι απόψεις που έχουν τα παιδιά για το όριο ή το άπειρο από την 

καθηµερινότητα τους (Grugnetti & Rizza, submitted) ή οι απόψεις που έχουν οι µαθητές για 

την εφαπτοµένη καµπύλης από τη  γεωµετρική σχέση ευθείας – κύκλου που έχουν ήδη 

διδαχθεί. Επίσης, σηµαντικοί παράγοντες στη διαµόρφωση των µαθηµατικών εννοιών 

φαίνεται να είναι η φύση του ανθρώπινου σώµατος και εγκεφάλου και η βιωµατική επαφή 

του ανθρώπου µε τον κόσµο που τον περιβάλλει (Lakoff G., Núñez R. E., 2000, Varelas F., 

Thompson E. & Rosh E., 1999).  

 

Σχεδιασµός διδακτικών προτάσεων. 

Συνήθως στη διδακτική πράξη, όταν γίνεται τυπική εισαγωγή µαθηµατικών εννοιών, 

δεν λαµβάνονται υπόψη οι ήδη σχηµατισµένες απόψεις των µαθητών/τριών καθώς και οι 

σωµατικοί τους περιορισµοί. Το αποτέλεσµα είναι να δηµιουργούνται γνωστικές 

συγκρούσεις και να αυξάνονται τα διδακτικά εµπόδια.  Είναι, λοιπόν, ερευνητικό 
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ζητούµενο ο σχεδιασµός διδακτικών προτάσεων που να λαµβάνει υπόψη του τις 

παραµέτρους αυτές. Πηγή τέτοιων ιδεών µπορεί να αποτελέσει η ιστορία των 

Μαθηµατικών και η µελέτη των επιστηµολογικών εµποδίων στην εξέλιξη των µαθηµατικών 

εννοιών. Σύµφωνα µε την άποψη αυτή η Ιστορία δεν χρειάζεται να είναι ορατή ως κυρίαρχο 

στοιχείο στη διδασκαλία αλλά να λειτουργεί ως µεσολαβητής για την επίτευξη των 

αντικειµενικών στόχων της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Αυτό σηµαίνει ότι οι στόχοι της 

διδασκαλίας πρέπει να θεωρούνται σε συνδυασµό µε την εξέλιξη των µαθηµατικών 

εννοιών. Επίσης, ένα ακόµα στοιχείο προς διερεύνηση, σε σχέση µε τον τρόπο 

προσέγγισης, είναι ο ρόλο των περιβαλλόντων που αναπτύσσονται µε τη βοήθεια του 

ηλεκτρονικού υπολογιστή και των εκπαιδευτικών λογισµικών. 

 

Έλεγχος της αποτελεσµατικότητας των παραπάνω απόψεων. 

Οι παράµετροι που επηρεάζουν την ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης είναι 

πολυποίκιλοι και η αξιολόγηση τους, σε όλο το φάσµα τους, είναι πολύ δύσκολη και 

ενδεχοµένως αδύνατη. Η όποια διδακτική πρόταση προκύψει από τον παραπάνω σχεδιασµό 

πρέπει να εφαρµοστεί ερευνητικά και να ελεγχθεί ο βαθµός επίδρασης στη βελτίωση των 

διδακτικών συνθηκών. 

  

Στόχος είναι, µακροπρόθεσµα και τελικά, να αξιοποιηθούν  τα ερευνητικά δεδοµένα 

διαφορετικών κατευθύνσεων και οπτικών: διδακτικών, ψυχολογικών, σωµατικών, 

επιστηµολογικών, κοινωνικών, γλωσσικών κ.ά. που αφορούν στους παράγοντες που 

επηρεάζουν την εξέλιξη της γνώσης. Με τον τρόπο αυτό µπορεί να δηµιουργηθεί ένα  

συστηµικό περιβάλλον που θα µπορεί, µε τη βοήθεια των νέων τεχνολογιών, να 

προσοµοιωθεί µε τη σειρά του σε περιβάλλον µάθησης µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

διευκολύνει την ανάπτυξης και την εδραίωση της µαθηµατικής γνώσης.  
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Αγγλικά Ελληνικά 

Action ∆ράση 

Advanced mathematical thinking Προχωρηµένη µαθηµατική σκέψη 

Cognitive root Γνωστική ρίζα 
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Cognitive unconscious Γνωστικό ασυνείδητο 

Concept Έννοια 
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Concept imagery Σύνολο εικόνων έννοιας 

Conceptual knowledge Εννοιολογική γνώση 

Conceptual metaphor Εννοιολογική µεταφορά 
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Configuration ∆οµή 

De- encapsulation Από-ενθυλάκωση 

Developmental Αναπτυξιακή  

Elementary mathematical thinking Στοιχειώδης µαθηµατική σκέψη 

Embodied cognition Ενσαρκωµένη γνώση 

Embodied object Ενσαρκωµένο αντικείµενο 

Embodiment of mind Ενσάρκωση του µυαλού 

Empirical abstraction Εµπειρική αφαίρεση 

Enactive Πραξιακό 

Enactive interface Περιβάλλον διεπαφής 

Enbodied Ενσαρκωµένος 

Encapsulation  Ενθυλάκωση 

Evolutionary Εξελικτική 

Extended abstract Εκτεταµένης αφαίρεσης 

Function machine Μηχανή της συνάρτησης  
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Process ∆ιεργασία 

Pseudo-empirical abstraction Ψευδο-εµπειρική αφαίρεση 
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Symbolic Συµβολικό 

Tacit models  Άδηλα µοντέλα 

Unistructural Μονοδοµικό 

Verbal Γλώσσα, γλωσσικό 

Ζone of proximal development Ζώνη επικείµενης ανάπτυξης 

 


