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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Η σημασία της μουσικής για την καθημερινή ζωή των αρχαίων Ελλήνων είναι 

αναμφισβήτητη. Οι πληροφορίες που αντλούμε από τους μουσικογράφους αλλά 

και από μια πληθώρα άλλων πηγών της αρχαίας ελληνικής γραμματείας (κείμενα 

φιλοσοφικά, ιστορικά, ποιητικά και άλλα) είναι υπεραρκετές για να πειστούμε ότι 

δεν υπήρχε καμία εκδήλωση της ζωής των αρχαίων Ελλήνων που να μην 

συνοδευόταν από μουσική. Όλες οι θρησκευτικές τελετές – θυσίες, σπονδές, 

πομπές – είχαν τα τραγούδια τους. Στις μεγάλες γιορτές γίνονταν παραστάσεις 

δράματος, όπου συμμετείχαν πολλοί μουσικοί. Ακόμη και στους αθλητικούς αγώνες 

συχνά υπήρχαν παράλληλοι μουσικοί διαγωνισμοί. Αλλά και οι στιγμές της 

ιδιωτικής ζωής των πολιτών δεν ήταν χωρίς μουσική. Υπήρχαν ειδικά τραγούδια για 

τα πολύ σημαντικά γεγονότα της ζωής, όπως είναι ο γάμος ή ο θάνατος, αλλά και 

για καθημερινές ασχολίες, όπως οι αγροτικές εργασίες, ή για εξαιρετικές 

περιπτώσεις, όπως τα συμπόσια. Η μουσική ήταν πανταχού παρούσα. 

Αν και μέσα από μια πληθώρα θεωρητικών κειμένων μπορούμε να 

αντλήσουμε πολλές πληροφορίες για το είδος και τη δομή της αρχαίας ελληνικής 

μουσικής, μας λείπει το πιο ουσιαστικό, η ίδια η μουσική, αφού έχει χαθεί ο ήχος, 

στοιχείο απολύτως απαραίτητο για την ύπαρξή της. 

Ωστόσο, κρίνεται σκόπιμο να διευκρινίσουμε σε τι είδους μουσική 

αναφερόμαστε, μια και η αντίληψη που είχαν οι αρχαίοι Έλληνες για τη μουσική 

δεν ταυτίζεται με αυτή που έχουμε εμείς σήμερα. Όταν μιλάμε για μουσική στη 

δυτικοευρωπαϊκή παράδοση, σκεφτόμαστε κατά πρώτο λόγο την οργανική μουσική 

που συνοδεύει κάποιο τραγούδι. Τέτοιου είδους μουσική, τουλάχιστον μέχρι και 

την εποχή του Πλάτωνα, ήταν αδιανόητη. Γι’ αυτούς, ο όρος «μουσική» είχε πολύ 

ευρύτερο περιεχόμενο και αναφερόταν σε ένα είδος τέχνης που ήταν συνδυασμός 

λόγου, μελωδίας και κίνησης. Η αλληλεπίδραση της μουσικής και της ποίησης ήταν 

τόσο μεγάλη και τόσο ζωντανή για τους Έλληνες, ώστε η εσωτερική συνένωση της 

τέχνης του ήχου και της ποίησης αποτελεί την ουσιαστική έννοια της μουσικής. 

«Μουσική», επομένως, ήταν μια πρωταρχική και αδιάλυτη ενότητα μουσικής και 

λόγου στο στίχο, φαινόμενο που σήμερα δεν υπάρχει πια. Από την άλλη μεριά, όταν 

σήμερα μιλάμε για μουσική, έχουμε κατά νου τρία δομικά στοιχεία: τη μελωδία, το 

ρυθμό και την αρμονία. Ωστόσο, στην αρχαία ελληνική μουσική 

συμπεριλαμβάνονταν ο ρυθμός και η μελωδία, αλλά όχι η αρμονία με τη νεότερη 

σημασία του όρου. 

Στην παρούσα εργασία, θα προσπαθήσουμε να δώσουμε μια εικόνα για την 

αντίληψη που είχαν οι ίδιοι οι αρχαίοι Έλληνες για τη μουσική, όχι όμως 

ανατρέχοντας στις πληροφορίες των θεωρητικών της μουσικής,  για την κατανόηση 
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των οποίων θα απαιτούνταν εξειδικευμένες γνώσεις. Αυτό θα γίνει μέσα από το 

πρίσμα των διαμορφωτών της κοινής γνώμης της εποχής, των φιλοσόφων, με σαφή 

εστίαση στους Πυθαγορείους, οι οποίοι ήταν οι πρώτοι που έθεσαν τις βάσεις για 

μια ουσιαστική συζήτηση για τη μουσική. 

Οι ρίζες των ελληνικών επιστημών της ακουστικής και των αρμονικών 

φτάνουν στον 5
ο
 π.Χ. αιώνα, ίσως ως και τον 6

ο
. Οι Πυθαγόρειοι δεν μελετούσαν τη 

μουσική για την ίδια τη μουσική. Οι έρευνές τους πάνω στις αρμονικές προέκυψαν 

από την πεποίθηση ότι το σύμπαν βρίσκεται σε τάξη, ότι η τελειότητα της 

ανθρώπινης ψυχής εξαρτάται από αυτή την αντίληψη και την προσαρμογή του 

ανθρώπου στην τάξη αυτή και, τέλος, ότι το κλειδί για την κατανόηση της φύσης 

του σύμπαντος είναι ο αριθμός. Όσον αφορά τη μουσική, αυτή υπεισέρχεται στην 

παραπάνω θεώρηση με την ανακάλυψη ότι οι σχέσεις μεταξύ των νοτών μιας 

μελωδίας μπορούν να εκφρασθούν μέσα από μια πολύ απλή μαθηματική 

φόρμουλα. Τα μήκη δύο τμημάτων μιας χορδής τα οποία δίνουν νότες που 

διαφέρουν κατά μια οκτάβα είναι σε λόγο 2:1, ενώ ο λόγος 4:3 παράγει μια τετάρτη 

και ο 3:2 μια πέμπτη. Αυτές οι βασικές αρμονικές σχέσεις είναι ταυτόχρονα βασικές 

μαθηματικές σχέσεις και ενισχύουν τη θέση ότι όλα τα αρμονικά διαστήματα είναι 

τέτοια, λόγω των μαθηματικών τους ιδιοτήτων. Επομένως, η τάξη που υπάρχει στη 

μουσική είναι μαθηματική τάξη και οι αρχές που τη διέπουν είναι κι αυτές 

μαθηματικές. Ακόμη, από τη στιγμή που αυτές οι αρχές οικοδομούν ένα όμορφο και 

ικανοποιητικό σύστημα οργάνωσης, ίσως είναι αυτές οι μαθηματικές σχέσεις -  ή 

κάποια επέκτασή τους - που κρύβεται πίσω από την αξιοθαύμαστη τάξη του κόσμου 

και της ανθρώπινης ψυχής. 

Για τους περισσότερους «Πυθαγόρειους» συγγραφείς, η μελέτη των νοτών 

είναι μέρος μιας πολύ μεγαλύτερης μελέτης και σχεδιάστηκε για να δείξει πώς οι 

ίδιες αρχές διέπουν τις αρμονικές σχέσεις μεταξύ των στοιχείων όλων των 

σημαντικών δομών στον κόσμο. Το σύμπαν και τα μέρη αυτού είναι όλα μέρη ενός 

σχεδίου που διέπεται από μαθηματική τάξη. Αυτή η ιδέα προσεγγίστηκε με πολλούς 

και διαφορετικούς τρόπους, αλλά οι διάφορες μελέτες του Φιλόλαου, του Αρχύτα, 

του Πλάτωνα, του Θέωνα, του Νικόμαχου προέρχονται όλες από την ίδια 

πεποίθηση: στα μαθηματικά και ιδιαιτέρως στις μαθηματικές αρμονικές βρίσκεται 

το κλειδί για τη λογική οργάνωση του σύμπαντος. 

Πέρα από τις έννοιες του αριθμού, της αρμονίας και της «μουσικής των 

σφαιρών», όπως αυτές προκύπτουν μέσα από τα αρχαία ελληνικά κείμενα, ο 

αναγνώστης θα έχει την ευκαιρία να αντλήσει πληροφορίες για τη σύνδεση της 

μουσικής με την ασυμμετρία, όπως αυτή μελετήθηκε και παρουσιάστηκε από τον 

καθηγητή Σ. Νεγρεπόντη. Πιο συγκεκριμένα, ο Σ. Νεγρεπόντης επιχειρηματολογεί 

για το γεγονός ότι η απόδειξη της αρρητότητας του √2 είναι ειδικής φύσεως και 

διαφορετική από αυτή που εμείς γνωρίζουμε. Στη συνέχεια, στηρίζει την άποψη ότι 
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η πρώιμη αριθμητική θεωρία των λόγων σχετίζεται άμεσα με τα ακουστκά 

πειράματα, ενώ παρακάτω εξηγεί πώς η προσπάθεια εύρεσης ενός κοινού 

μουσικού μέτρου οδήγησε, μέσω της άπειρης ανθυφαιρετικής διαδικασίας, στο 

συμπέρασμα ότι το διάστημα μιας οκτάβας κι αυτό του «διαπέντε» είναι 

ασύμμετρα, σύμφωνα με τον ορισμό 2, στο βιβλίο Χ των «Στοιχείων» του Ευκλείδη. 

Τέλος, συσχετίζει τα δύο μουσικά μέτρα (τόνος, δίεση) και την αρμονική 

ανθυφαίρεση με τα δύο γεωμετρικά μέτρα (διαγώνιος, πλευρά) και τη γεωμετρική 

ανθυφαίρεση, μεταφέροντας έτσι τη μέθοδο της ανθυφαίρεσης από την αρμονία 

στη γεωμετρία. 

Επίσης, στην παρούσα εργασία θα έχει κανείς τη ευκαιρία να πληροφορηθεί 

για τις σωζόμενες διηγήσεις, οι οποίες μαρτυρούν το γεγονός ότι η αρχική ιδέα για 

τη μαθηματική τεκμηρίωση της μουσικής προήλθε από τον ίδιο τον Πυθαγόρα. Ένα 

επιπλέον στοιχείο που παρατίθεται, είναι η κατασκευή της πυθαγόρειας μουσικής 

κλίμακας και το πέρασμα από την επτάχορδη στην οκτάχορδη λύρα, όπως επίσης 

και ο χωρισμός της οκτάβας σε τόνους και διέσεις από τον Φιλόλαο. Μια ακόμη 

εκδοχή κατασκευής της μουσικής κλίμακας, αυτή τη φορά με τη βοήθεια των 

μέσων, παρέχεται από τον Ε. Σταμάτη και καταγράφεται στις σελίδες αυτής της 

εργασίας. 

Τέλος, στις επόμενες σελίδες, θα παρουσιάσουμε την «Κατατομή Κανόνος», 

ένα έργο κατά πάσα πιθανότητα του Ευκλείδη, όπως αυτό αποδόθηκε από τον 

καθηγητή Χ. Σπυρίδη, καθώς και κάποια σχόλια και παρατηρήσεις του ιδίου αλλά 

και άλλων σύγχρονων μελετητών, όπως ο Andrew Barker και ο Andrew Barbera. 

Πρόκειται για ένα έργο που δείχνει πώς οι προτάσεις των αρμονικών μπορούν να  

αποδειχθούν ως μαθηματικά θεωρήματα, δεδομένων κάποιων υποθέσεων σχετικά 

με τη φυσική διάσταση των μουσικών φαινομένων. 
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ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΙ, ΑΡΙΘΜΟΣ ΚΑΙ ΑΡΜΟΝΙΑ 

Η Πυθαγόρεια Ταξινόμηση των Μαθηματικών Επιστημών κατά τον Πρόκλο 

Κατά τον Πρόκλο, οι Πυθαγόρειοι χώριζαν την επιστήμη των μαθηματικών 

σε τέσσερις κατηγορίες: την Αριθμητική, τη Μουσική, τη Γεωμετρία και την 

Αστρονομία. Το τετράπτυχο αυτό αποτελούσε το φημισμένο «Τετραόδιο» (λατινικά 

«Quadrivium»). Από αυτές, η Αριθμητική και η Μουσική σχετίζονταν με την 

ποσότητα, ενώ η Γεωμετρία και η Αστρονομία με το μέγεθος. Από τη μεν 

Αριθμητική και τη Μουσική, η πρώτη αφορούσε στην ποσότητα την ίδια και η 

δεύτερη στην ποσότητα σε σχέση με άλλες ποσότητες. Από τη δε Γεωμετρία και την 

Αστρονομία, η πρώτη είχε να κάνει με στάσιμα μεγέθη, ενώ η δεύτερη με 

κινούμενα. 

 Ο Πρόκλος αναφέρεται στον Τίμαιο του Πλάτωνα και στο γεγονός ότι ο 

Δημιουργός έφτιαξε την ψυχή μέσα από την ομοιότητα και τη διαφορετικότητα, 

χρησιμοποιώντας ταυτόχρονα ηρεμία και κίνηση. Ακόμη, παραλληλίζει τη μεν 

δημιουργία της ψυχής με αυτή της Αριθμητικής, καθώς θεωρεί την τελευταία 

αποτέλεσμα της διαφορετικότητας των λόγων, τους δε δεσμούς που τους ενώνουν 

με τη Μουσική. Για το λόγο αυτό, η Αριθμητική προηγείται της Μουσικής. 

 Επιπλέον, από τη στιγμή που υπάρχει η Αριθμητική, υπάρχουν και οι 

δράσεις της, δηλαδή η Γεωμετρία, η κίνηση της οποίας παράγει την Αστρονομία. 

Όπως η ακινησία προηγείται της κίνησης, έτσι και η Γεωμετρία προηγείται της 

Αστρονομίας. 

 Στα σχόλιά του στο Βιβλίο I των Στοιχείων του Ευκλείδη, ο Πρόκλος ταξινομεί 

τις μαθηματικές επιστήμες ως εξής: 

«'All¦ toÚtwn m�n ¤dhn, perˆ d� tîn e„dîn tÁj maqhmatikÁj met¦ taàta 

dioristšon, t…na te kaˆ pÒsa tÕn ¢riqmÒn ™stin»  

[Καλό θα ήταν να διακρίνουμε τα είδη των μαθηματικών επιστημών και να 

ορίσουμε ποια και πόσα είναι]   

«met¦ g¦r tÕ Ólon kaˆ pantel�j aÙtÁj gšnoj de‹ d» pou kaˆ t¦j tîn 

merikwtšrwn ™pisthmîn kat' e‡dh diafor¦j ¢nalog…sasqai» 

[Διότι μετά τη γενική τους μορφή είναι αναγκαίο να αναλογιστεί κανείς τις πολύ 

συγκεκριμένες διαφορές μεταξύ των ειδικών επιστημών] 

«to‹j m�n oân Puqagore…oij ™dÒkei tetrac¦ diaire‹n t¾n Ólhn maqhmatik¾n 

™pist»mhn, tÕ m�n aÙtÁj perˆ tÕ posÒn, tÕ d� perˆ tÕ phl…kon ¢for…zousi kaˆ 

toÚtwn ˜k£teron dittÕn tiqemšnoij» 
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[Οι Πυθαγόρειοι θεωρούσαν ότι όλη η μαθηματική επιστήμη διαιρούταν σε 

τέσσερα μέρη:  τα ξεχώρισαν κατά το ήμισυ σε αυτά που αφορούσαν στην 

ποσότητα [ποσόν] και κατά το άλλο ήμισυ σε αυτά που αφορούσαν στο μέγεθος 

[πηλίκον]] 

«tÒ te g¦r posÕn À kaq' aØtÕ t¾n ØpÒstasin œcein, À prÕj ¥llo qewre‹sqai 

kat¦ scšsin, kaˆ tÕ phl…kon À ˜stëj À kinoÚmenon e�nai» 

[Και καθένα από αυτά το χώριζαν σε δύο μέρη. Μια ποσότητα μπορεί να θεωρηθεί 

σε σχέση με τον ίδιο της το χαρακτήρα ή σε σχέση με μια άλλη ποσότητα, τα δε 

μεγέθη είτε ως στάσιμα ή ως κινούμενα]  

«kaˆ t¾n m�n ¢riqmhtik¾n tÕ kaq' aØtÕ tÕ posÕn qewre‹n, t¾n d� mousik¾n tÕ 

prÕj ¥llo, gewmetr…an d� tÕ phl…kon ¢k…nhton Øp£rcon kaˆ t¾n sfairik¾n tÕ 

kaq' aØtÕ kinoÚmenon» 

[Η αριθμητική μελετά την ίδια την ποσότητα, η μουσική τις σχέσεις μεταξύ των 

ποσοτήτων, η γεωμετρία τα μεγέθη σε ακινησία και η αστρονομία τα μεγέθη σε 

κίνηση] 

«™piskope‹n d' aâ tÕ phl…kon kaˆ posÕn oÜte mšgeqoj ¡plîj oÜte plÁqoj 

¢ll¦ tÕ kaq' ˜k£teron ærismšnon» 

[Οι Πυθαγόρειοι  θεωρούσαν την ποσότητα και το μέγεθος  όχι απλώς ως ποσότητα 

και μέγεθος, αλλά ορισμένα] 

«toàto g¦r ¢feloÚsaj tîn ¢pe…rwn t¦j ™pist»maj katanoe‹n, æj oÙk ™nÕn 

t¾n kaq' ˜k£teron ¢peir…an gnèsei perilabe‹n» 

[Διότι λένε ότι οι επιστήμες  μελετούν το ορισμένο αφαιρούμενο από τις άπειρες 

ποσότητες και τα άπειρα μεγέθη, γιατί είναι αδύνατο να κατανοηθεί η απειρία μέσα 

από αυτά] 

«Ótan d� taàta lšgwsin ¥ndrej e„j ¤pan sof…aj ™lhlakÒtej, oÜte tÕ posÕn tÕ 

™n to‹j a„sqhto‹j ¢koÚein ¹me‹j ¢xièsomen oÜte tÕ phl…kon tÕ perˆ t¦ 

sèmata fantazÒmenon» 

[Από τη στιγμή που αυτός ο ισχυρισμός έγινε από ανθρώπους που έφτασαν την 

κορυφή της σοφίας, δεν απομένει σε μας παρά να απαιτήσουμε να μάθουμε περί 

ποσότητας στα αισθητά αντικείμενα και περί μεγέθους στα σώματα] 

«taàta g¦r o�mai qewre‹n tÁj fusiolog…aj ™st…n, ¢ll' oÙ tÁj maqhmatikÁj 

aÙtÁj» 

[Η περιοχή που εξετάζει κανείς αυτά τα θέματα, νομίζω, είναι η επιστήμη της φύσης 

και όχι τα ίδια τα μαθηματικά] 
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«¢ll' ™peˆ t¾n ›nwsin kaˆ t¾n di£krisin tîn Ólwn kaˆ t¾n tautÒthta met¦ tÁj 

˜terÒthtoj e„j t¾n tÁj yucÁj sumpl»rwsin Ð dhmiourgÕj pare…lhfen kaˆ prÕj 

taÚtaij st£sin kaˆ k…nhsin kaˆ ™k toÚtwn aÙt¾n tîn genîn Øpšsthsen, æj Ð 

T…maioj ¹m©j ¢ned…daxen» 

[Τώρα, όπως μας δίδαξε και ο Τίμαιος, ο Δημιουργός πήρε στα χέρια του την 

ενότητα και τη διαφορετικότητα στο σύμπαν, και το μίγμα της ομοιότητας και της 

διαφορετικότητας  ώστε να συμπληρώσει τη φύση της ψυχής, και την κατασκεύασε 

μέσα από αυτά τα είδη, μαζί με ηρεμία και κίνηση] 

«lektšon, Óti kat¦ m�n t¾n ˜terÒthta t¾n aÙtÁj kaˆ t¾n dia…resin tîn lÒgwn 

kaˆ tÕ plÁqoj ¹ di£noia st©sa kaˆ no»sasa ˜aut¾n en kaˆ poll¦ oâsan toÚj 

te ¢riqmoÝj prob£llei kaˆ t¾n toÚtwn gnîsin, t¾n ¢riqmhtik»n» 

[ας πούμε ότι οφείλεται στην ετερότητα, δηλαδή στην πολλαπλότητα και τη 

διαφορετικότητα των λόγων σ’ αυτή, το γεγονός ότι η κατανόηση προβάλλει τους 

αριθμούς και τη γνώση των αριθμών, η οποία είναι αριθμητική] 

«kat¦ d� t¾n ›nwsin toà pl»qouj kaˆ t¾n prÕj ˜autÕ koinwn…an kaˆ tÕn 

sÚndesmon t¾n mousik»n» 

[Και χάρη στην ενότητα και την πολλαπλότητά της , καθώς και στην ολότητα του 

δεσμού που τη συγκρατεί, προβάλλει τη μουσική] 

«di' Ö kaˆ ¹ ¢riqmhtik¾ presbutšra tÁj mousikÁj, ™peˆ kaˆ ¹ yuc¾ diaire‹tai 

prîton dhmiourgikîj, e�q' oÛtwj  sundšdetai to‹j lÒgoij, æj Ð Pl£twn 

Øfhge‹tai»  

[Γι’ αυτόν το λόγο η αριθμητική είναι παλαιότερη από τη μουσική, μια και η ψυχή 

διαιρέθηκε πρώτα από το Δημιουργό και ύστερα συνδέθηκε με τους λόγους, με τον 

τρόπο που εξηγεί ο Πλάτων] 

«kaˆ aâ p£lin kat¦ m�n t¾n st£sin t¾n ™n aØtÍ t¾n ™nšrgeian ƒdrÚsasa 

gewmetr…an ¢f' ˜autÁj ™xšfhnen, kaˆ tÕ en scÁma tÕ oÙsiîdej kaˆ t¦j 

dhmiourgik¦j ¢rc¦j tîn schm£twn p£ntwn, kat¦ d� t¾n k…nhsin t¾n 

sfairik»n» 

[Επίσης, από τη στιγμή που οι δράσεις της πηγάζουν σταθερά από την ίδρυσή της, η 

αριθμητική παράγει τη γεωμετρία μέσα από την ίδια τη φύση της, δηλαδή το 

ουσιώδες σχήμα και τις δημιουργικές αρχές όλων των σχημάτων, ενώ χάρη στην 

κίνησή της παράγει την αστρονομία] 

«kine‹tai g¦r kaˆ aÙt¾ kat¦ toÝj kÚklouj, ›sthken d� ¢eˆ æsaÚtwj kat¦ t¦j 

a„t…aj tîn kÚklwn, tÕ eÙqÝ kaˆ periferšj» 
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[Γιατί αυτή, η ίδια, περιστρέφεται σε κύκλους αλλά παραμένει πάντα στους ίδιους, 

λόγω των αιτιών του κύκλου, της ευθείας γραμμής και της περιφέρειας του κύκλου] 

«kaˆ di¦ toàto k¢ntaàqa proãfšsthken ¹ gewmetr…a tÁj sfairikÁj ésper ¹ 

st£sij tÁj kin»sewj» 

[Έτσι, η γεωμετρία βρίσκεται πριν την αστρονομία, καθώς η ακινησία προηγείται της 

κίνησης] 

«Tîn m�n to…nun Puqagore…wn Ð lÒgoj oátoj kaˆ ¹ tîn tett£rwn ™pisthmîn 

dia…resij» 

[Αυτή, λοιπόν, είναι η θεωρία των Πυθαγορείων και η τετραμερής διαίρεση των 

μαθηματικών επιστημών] 

  

Η Σημασία του Αριθμού για τους Πυθαγορείους  

Η πυθαγόρεια άποψη για το σύμπαν βασιζόταν στην πεποίθηση ότι η 

ποικιλία του ανθρώπινου είδους και της ύλης οφειλόταν στους αριθμούς . Από τη 

στιγμή που, κατά τους Πυθαγορείους, τα πάντα συντίθονταν από αριθμούς, η 

εξήγηση για την ύπαρξη ενός αντικειμένου βρισκόταν σε αυτούς.  

Κατά τον Φιλόλαο,  

«kaˆ p£nta gam¦n t¦ gignwskÒmena ¢riqmÕn œconti· oÙ g¦r oŒÒn te oÙd�n oÜte 

nohqÁmen oÜte gnwsqÁmen ¥neu toÚtou»  

[και όλα τα πράγματα που είναι γνωστά έχουν αριθμό, γιατί δεν μπορεί κανείς να 

σκεφτεί ή να μάθει κάτι  χωρίς αυτόν] 

καθώς επίσης και  

«oÙ g¦r Ãj dÁlon oÙdenˆ oÙd�n tîn pragm£twn oÜte aÙtîn poq' aØt¦ oÜte 

¥llw prÕj ¥llo, e„ m¾ Ãj ¢riqmÕj kaˆ ¡ toÚtw oÙs…a» 

[αν δεν υπήρχε ο αριθμός, τίποτα από αυτά που υπάρχουν δεν θα ήταν σαφές, είτε 

από μόνο του είτε σε σχέση με άλλα πράγματα] 

Οι Πυθαγόρειοι αρχικά αντιμετώπιζαν τον αριθμό με συγκεκριμένο τρόπο, 

δηλαδή ως σχέδια με χαλίκια. Με το πέρασμα του χρόνου, όμως, ανέπτυξαν και 

βελτίωσαν την έννοια του αριθμού, φτάνοντάς τη στη σημερινή αφηρημένη της 

μορφή. Αν και είναι δύσκολο να διακρίνει κανείς τα γεγονότα από τις φανταστικές 

ιστορίες σε κάποιες από τις υπάρχουσες αναφορές στους Πυθαγορείους, 

αναγνωρίζεται γενικά το γεγονός ότι ξεκίνησαν τη θεωρία αριθμών.  



11 

 

Στον Αριστοτέλη και τα Μεταφυσικά, παρατηρούμε έντονα τη σημασία που 

απέδιδαν οι Πυθαγόρειοι στους αριθμούς, με ιδιαίτερη έμφαση στο διαχωρισμό 

τους σε άρτιους και περιττούς, σε άπειρους και πεπερασμένους:  

«fa…nontai d¾ kaˆ oátoi tÕn ¢riqmÕn nom…zontej ¢rc¾n e�nai kaˆ æj Ûlhn to‹j 

oâsi kaˆ æj p£qh te kaˆ ›xeij, toà d� ¢riqmoà stoice‹a tÒ te ¥rtion kaˆ tÕ 

perittÒn, toÚtwn d� tÕ m�n peperasmšnon tÕ d� ¥peiron» 

[επίσης αυτοί οι άνθρωποι προφανώς πιστεύουν ότι ο αριθμός είναι η αρχή και ως 

ύλη πραγμάτων που υπάρχουν, αλλά και ως γνωρίσματα αυτών και ότι τα στοιχεία 

των αριθμών είναι το άρτιο και το περιττό (το πρώτο άπειρο, το δεύτερο 

πεπερασμένο)] 

«tÕ d' ›n ™x ¢mfotšrwn e�nai toÚtwn (kaˆ g¦r ¥rtion e�nai kaˆ perittÒn), tÕn 

d' ¢riqmÕn ™k toà ˜nÒj, ¢riqmoÝj dš, kaq£per e‡rhtai, tÕn Ólon oÙranÒn» 

[Και ότι ο αριθμός ένα προέρχεται κι από τα δυο τους (εννοώντας ότι είναι και άρτιο 

και περιττό), κι από το ένα προέρχεται ο αριθμός και ότι όλος ο ουρανός, όπως 

προείπαμε, προέρχεται από αριθμούς] 

Τα λεγόμενα του Αριστοτέλη ενισχύονται από τον Φιλόλαο:  

«Perˆ fÚsewj ïn ¢rc¾ ¼de· ‘¡ fÚsij d' ™n tîi kÒsmwi ¡rmÒcqh ™x ¢pe…rwn te 

kaˆ perainÒntwn, kaˆ Óloj <Ð> kÒsmoj kaˆ t¦ ™n aÙtîi p£nta’» 

[Η φύση μέσα στο σύμπαν εναρμονίστηκε από άπειρα και πεπερασμένα, τόσο όλος 

ο κόσμος, όσο και όλα τα πράγματα σε αυτόν]  

Και συνεχίζει λέγοντας:  

«¢n£gka t¦ ™Ònta e�men p£nta À pera…nonta À ¥peira À pera…nont£ te kaˆ 

¥peira·» 

[είναι απαραίτητο τα πράγματα που υπάρχουν να είναι όλα είτε άπειρα, είτε 

πεπερασμένα ή άπειρα και πεπερασμένα μαζί] 

«¥peira d� mÒnon <À pera…nonta mÒnon> oÜ ka e‡h. ™peˆ to…nun fa…netai oÜt' 
™k perainÒntwn p£ntwn ™Ònta oÜt' ™x ¢pe…rwn p£ntwn, dÁlon t«ra Óti ™k 

perainÒntwn te kaˆ ¢pe…rwn Ó te kÒsmoj kaˆ t¦ ™n aÙtîi sunarmÒcqh» 

[Αλλά δεν θα μπορούσαν να είναι μόνο πεπερασμένα ή μόνο άπειρα. Από τη στιγμή 

που είναι προφανές, τότε, ότι δεν μπορεί να είναι από πράγματα που είναι όλα 

πεπερασμένα ή όλα άπειρα, είναι ξεκάθαρο ότι ο κόσμος και τα πράγματα μέσα σε 

αυτόν εναρμονίζονται από πεπερασμένα και άπειρα] 
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«dhlo‹ d� kaˆ t¦ ™n to‹j œrgoij. t¦ m�n g¦r aÙtîn ™k perainÒntwn pera…nonti, 
t¦ d' ™k perainÒntwn te kaˆ ¢pe…rwn pera…nont… te kaˆ oÙ pera…nonti, t¦ d' ™x 
¢pe…rwn ¥peira fanšontai» 

[Τα πράγματα, όπως φαίνεται στην πράξη, δείχνουν κάτι τέτοιο. Όσα από αυτά 

προέρχονται από πεπερασμένα, είναι πεπερασμένα. Όσα προέρχονται από 

πεπερασμένα και άπειρα, είναι πεπερασμένα και άπειρα. Όσα προέρχονται από 

άπειρα, είναι προφανώς άπειρα] 

Κατά τον Πρόκλο και σύμφωνα με τα σχόλια αυτού στο Βιβλίο I του Ευκλείδη: 

«Τ¦j d� ¢rc¦j tÁj maqhmatikÁj Ólhj oÙs…aj ™piskopoàntej ™p' aÙt¦j ¥nimen 

t¦j di¦ p£ntwn tîn Ôntwn dihkoÚsaj ¢rc¦j kaˆ p£nta ¢f' ˜autîn 

¢pogennèsaj, lšgw d� tÕ pšraj kaˆ tÕ ¥peiron» 

[Για να βρει κανείς τις αρχές όλης της μαθηματικής ουσίας, πρέπει να ανατρέξει σε 

όλες αυτές τις αρχές οι οποίες γεννούν τα πάντα από τον εαυτό τους, δηλαδή το 

Πέρας και το Άπειρον] 

«™k g¦r toÚtwn tîn dÚo prètwn met¦ t¾n toà ˜nÕj ¢peri»ghton kaˆ to‹j 

¤pasin ¥lhpton a„t…an Øpšsth t£ te ¥lla p£nta kaˆ ¹ tîn maqhm£twn 

fÚsij, ™ke…nwn m�n ¢qrÒwj p£nta paragousîn kaˆ ™xVrhmšnwj» 

[Διότι αυτές, οι δύο υψηλότερες αρχές μετά την απερίγραπτη και ολοκληρωτικά 

ακατανόητη αιτιότητα του Ενός, δημιούργησαν οτιδήποτε άλλο, 

συμπεριλαμβανομένων και των μαθηματικών οντοτήτων] 

«tîn d� proιÒntwn ™n mštroij to‹j pros»kousi kaˆ t£xei tÍ prepoÚsV t¾n 

prÒodon katadecomšnwn, kaˆ tîn m�n prètwn, tîn d� mšswn, tîn d� 

teleuta…wn Øfistamšnwn» 

[Από αυτές τις αρχές προέρχονται όλα τα άλλα πράγματα με συλλογικό και 

υπερφυσικό τρόπο, αλλά καθώς αυτά προκύπτουν, εμφανίζονται  σε κατάλληλες 

διαιρέσεις και τοποθετούνται στη σωστή σειρά, με κάποια να είναι πρώτα στην 

τάξη, κάποια στη μέση και κάποια στο τέλος] 

«Τ¦ m�n g¦r noht¦ gšnh kat¦ t¾n ˜autîn ¡plÒthta prètwj metšcei toà 

pšratoj kaˆ toà ¢pe…rou» 

[Τα αντικείμενα του νου, λόγω της έμφυτης απλότητάς τους, είναι οι πρώτοι 

συμμετέχοντες στο Πέρας και το Άπειρον] 

«di¦ m�n t¾n ›nwsin kaˆ t¾n tautÒthta kaˆ t¾n mÒnimon Ûparxin kaˆ staqer¦n 

toà pšratoj ¢poplhroÚmena» 
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[Και αντλούν τη σύμπνοιά τους, την ταυτότητά τους και τη σταθερή και επίμονη 

ύπαρξή τους από το Πέρας] 

«di¦ d� t¾n e„j plÁqoj dia…resin kaˆ t¾n gennhtik¾n perious…an kaˆ t¾n qe…an 

˜terÒthta kaˆ prÒodon tÁj ¢peir…aj ¢polaÚonta» 

[Από το Άπειρον αντλούν την ποικιλία τους, τη γεννητική ευφορία τους και τη θεία 

ετερότητα και πρόοδό τους]  

«t¦ d� maqhmatik¦ pšratoj mšn ™stin œkgona kaˆ ¢peir…aj, ¢ll' oÙ tîn 
prwt…stwn mÒnwn oÙd� tîn nohtîn kaˆ kruf…wn ¢rcîn, ¢ll¦ kaˆ toÚtwn, a‰ 
proÁlqon m�n ¢p' ™ke…nwn e„j deutšran t£xin» 

[Τα μαθηματικά είναι οι απόγονοι του Πέρατος και του Απείρου, όχι μόνο των 

πρωταρχικών αρχών, ούτε μόνο κρυμμένων νοητών αιτιών, αλλά και των 

δευτερευόντων αρχών που επακολουθούν] 

«¢pogenn©n d� met' ¢ll»lwn ™xarkoàsi toÝj mšsouj diakÒsmouj tîn Ôntwn 

kaˆ t¾n ™n aÙto‹j poikil…an» 

[σε συνεργασία της μιας με την άλλη, αρκετές ώστε να παράγουν την ενδιάμεση 

τάξη πραγμάτων και την ποικιλία που επιδεικνύουν] 

«Óqen d¾ kaˆ ™n toÚtoij prošrcontai m�n e„j ¥peiron oƒ lÒgoi, kratoàntai d� 

ØpÕ tÁj pšratoj a„t…aj» 

[Αυτός είναι και ο λόγος που σε αυτήν την τάξη πραγμάτων υπάρχουν λόγοι που 

προχωρούν προς το Άπειρον, αλλά ελέγχονται από την αρχή του Πέρατος] 

«Ó te g¦r ¢riqmÕj ¢pÕ mon£doj ¢rx£menoj ¥pauston œcei t¾n aÜxhsin, ¢eˆ d� 

Ð lhfqeˆj pepšrastai»  

[Διότι ο αριθμός, ξεκινώντας από τη μονάδα, είναι ικανός να αυξάνεται 

απεριόριστα, όμως κάθε αριθμός που επιλέγει κανείς είναι πεπερασμένος]  

«kaˆ ¹ tîn megeqîn dia…resij ™p' ¥peiron cwre‹, t¦ d� diairoÚmena p£nta 

éristai, kaˆ kat' ™nšrgeian pepšrastai t¦ mÒria toà Ólou» 

[Παρομοίως, οι ποσότητες είναι διαιρετές δίχως τέλος, όμως οι ποσότητες που 

διακρίνονται η μία από την άλλη συνδέονται όλες και τα μέρη μιας ολότητας είναι 

πεπερασμένα] 

«kaˆ tÁj m�n ¢peir…aj oÙk oÜshj t£ te megšqh p£nta sÚmmetra ¨n Ãn kaˆ 

oÙd�n ¥rrhton oÙd� ¥logon, oŒj d¾ doke‹ diafšrein t¦ ™n gewmetr…v tîn ™n 

¢riqmhtikÍ»  
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[Αν δεν υπήρχε το Άπειρον, όλες οι ποσότητες θα ήταν σύμμετρες και δεν θα 

υπήρχε τίποτα άρρητο ή άλογο, χαρακτηριστικά τα οποία διαφοροποιούν τη 

γεωμετρία από την αριθμητική] 

«kaˆ oƒ ¢riqmoˆ t¾n gÒnimon tÁj mon£doj dÚnamin oÙk ¨n ™dÚnanto deiknÚnai 

oÙd� ¨n p£ntaj e�con toÝj lÒgouj ™n ˜auto‹j tîn Ôntwn, oŒon toÝj 

pollaplas…ouj À toÝj ™pimor…ouj». 

[Ούτε θα μπορούσαν οι αριθμοί να επιδείξουν τη γόνιμη δύναμη της μονάδας, ούτε 

θα είχαν μέσα τους όλους τους λόγους, όπως τους πολλαπλάσιους ή τους 

επιμόριους] 

«p©j g¦r ¢riqmÕj ™xall£ttei tÕn lÒgon prÕj t¾n mon£da kaˆ tÕn prÕ aÙtoà 

genÒmenon  ™xetazÒmenoj»  

[Διότι κάθε αριθμός που εξετάζουμε είναι σε διαφορετικό λόγο με τη μονάδα και με 

τον αριθμό που προηγείται αυτού] 

«toà d� pšratoj ¢naireqšntoj summetr…a te kaˆ koinwn…a lÒgwn kaˆ tautÒthj 

e„dîn kaˆ „sÒthj kaˆ Ósa tÁj ¢me…nonÒj ™sti sustoic…aj oÙk ¥n pote ™n to‹j 

maq»masin ™fa…neto» 

[Κι αν έλειπε το Πέρας, δεν θα υπήρχε η συμμετρία ή η ταυτότητα των λόγων στα 

μαθηματικά, καμία ομοιότητα ή ισότητα χαρακτηριστικών, ούτε οτιδήποτε άλλο 

που να ανήκει στη συστοιχία του καλύτερου] 

«oÙd' ¨n ™pistÁmai tîn toioÚtwn Ãsan oÙd� katal»yeij mÒnimoi kaˆ 

¢kribe‹j»  

[Δεν θα υπήρχαν καν επιστήμες που να καταπιάνονται με τέτοια ζητήματα, ούτε και 

σταθερές και ακριβείς έννοιες] 

««de‹ to…nun ¢mfotšrwn tîn ¢rcîn ésper to‹j ¥lloij gšnesi tîn Ôntwn oÛtw 

d¾ kaˆ to‹j maqhmatiko‹j» 

[Έτσι, τα μαθηματικά χρειάζονται και τις δύο αυτές αρχές, όπως και τα άλλα όντα] 

«t¦ d� œscata kaˆ ™n ÛlV ferÒmena kaˆ ØpÕ tÁj fÚsewj diaplattÒmena 

p£ntwj aÙtÒqen ¢mfo‹n metšconta katafa…netai, toà m�n ¢pe…rou kat¦ t¾n 

Øpokeimšnhn aÙto‹j ›dran tîn e„dîn, toà d� pšratoj kat¦ toÝj lÒgouj kaˆ t¦ 

sc»mata kaˆ t¦j morf£j»  

[Ως προς τα κατώτερα όντα, αυτά που εμφανίζονται στην ύλη και φθείρονται από τη 

φύση, είναι αμέσως προφανές ότι σε αυτά παίρνουν μέρος και οι δύο αρχές, του 

Απείρου - που είναι η βάση που υπογραμμίζει τα είδη τους - και του Πέρατος, 

εξαιτίας των λόγων τους, των χαρακτηριστικών τους, των σχημάτων τους] 



15 

 

«'All' Óti m�n ¢rcaˆ kaˆ tîn maqhm£twn aátai proest»kasin, a‰ kaˆ tîn 

Ôntwn ¡p£ntwn, fanerÒn»  

[Είναι σαφές, τότε, ότι οι πρωταρχικές αρχές στα μαθηματικά είναι αυτές που 

προεδρεύουν όλων των πραγμάτων] 

 

Η Έννοια της Αρμονίας  

Οι σημασιολογικές αποχρώσεις της «αρμονίας», όπως αυτές αποτυπώνονται 

μέσα στα αρχαία κείμενα, ποικίλλουν. 

 Στον Όμηρο τονίζεται κυρίως η ετυμολογική διάσταση της λέξης, μέσα από 

την ταύτιση των εννοιών «αρμός» (που σημαίνει σύνδεσμος) και «συμφωνίας» (που 

είναι το αποτέλεσμα της ισορροπίας). Χαρακτηριστικά ο Όμηρος αναφέρει στην 

Οδύσσεια: «gÒmfoisin d' ¥ra t»n ge kaˆ ¡rmon…Vsin ¥rassen», δηλαδή «ένωσε 

τα ξύλα της σχεδίας με ξυλόκαρφα και αρμούς» (Καϊμάκης).  

Στη μουσική, αρμονία είναι  η σύνδεση διαφόρων ήχων μεταξύ τους σε μια 

ενότητα κι αυτό γιατί ένας ήχος μόνος του δεν έχει καμία σημασία γα τη μουσική, 

αλλά αποκτά μουσικό νόημα όταν τον «αρμόσουμε» με κάποιον άλλο ήχο. 

Σταδιακά παρατηρείται μία μετατόπιση του εννοιολογικού βάρους στο αισθητικό 

αποτέλεσμα και κυρίως στην ποιότητα του συναισθήματος που γεννά η μουσική 

ακροαματική διαδικασία. Αυτή η τελευταία παρατήρηση παρακίνησε πολλούς να 

συσχετίσουν τη λέξη «αρμονία» με τη συμμετρική διάταξη που εμφανίζουν οι 

μουσικοί φθόγγοι μέσα στα όρια της οκτάβας, με αποτέλεσμα η αρμονία να φθάσει 

να χρησιμοποιείται ως συνώνυμο του «τρόπου», δηλαδή της κλίμακας (Νέστωρ 

Ταίηλορ). 

Μπορούμε να πούμε πως, σ’ ένα πρώτο επίπεδο, η αρμονία ταυτιζόταν με 

την ιδανική εικόνα που είχαν οι Αρχαίοι για τη μουσική. Για τους Αρχαίους, η 

μουσική είχε συλληφεί με την ευρύτερη έννοια της ετυμολογικής ρίζας «μας» ή 

«μους» των Αιγυπτίων, που σημαίνει «γενιά, παραγωγή, τυπική εκδήλωση ή 

ενεργοποίηση αυτού που ήταν εν δυνάμει». Ειδικότερα, η συγγενική προς την 

αιγυπτιακή δωρική εκδοχή «Μώσα» της λέξης Μούσα είναι παράγωγος του 

ρήματος «Μω» που σημαίνει αναζητώ, ερευνώ. Έτσι, λοιπόν, προκύπτει ότι η 

μουσική τόσο για τους Αιγυπτίους όσο και τους Έλληνες είχε μέγιστη φιλοσοφική 

αξία και αποτελούσε το μέσο ταύτισης του ανθρώπου προς τη Δημιουργική 

Μονάδα και το Αρχικό Εν (Νέστωρ Ταίηλορ, 2000).  

Μέχρι εδώ, είδαμε την αρμονία ως ένα συνδυασμό ομοειδών πραγμάτων. 

Υπάρχει, ωστόσο, μια ακόμη ερμηνεία της αρμονίας, αυτή του συνδυασμού 

αντίθετων πραγμάτων (Καϊμάκης). Αντίθετα πράγματα στη μουσική θα μπορούσαν 
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να θεωρηθούν οι οξείς και οι βαρείς ήχοι, οπότε αρμονία θα ήταν ο συνδυασμός σε 

μια μελωδία οξέων και βαρέων ήχων, όπως ισχυρίζεται ο Αριστοτέλης στο Ethica 

Eudemia (Ηθικά Ευδήμεια): 

«oÙ g¦r ¨n e�nai ¡rmon…an m¾ Ôntoj Ñxšoj kaˆ baršoj» 

[δεν μπορεί να υπάρξει αρμονία αν δεν υπάρχει οξύ και βαρύ]  

ή όπως λέει ο Ιπποκράτης στο De Diaeta (Περί Διαίτης): 

«sunt£xiej ™k tîn aÙtîn oÙc aƒ aÙtaˆ, ™k toà Ñxšoj, ™k toà baršoj [...] t¦ 

ple‹sta di£fora m£lista xumfšrei, kaˆ t¦ ™l£cista di£fora ¼kista 

xumfšrei· e„ d� Ómoia p£nta poi»sei tij, oÙk œni tšryij»  

[η αρμονία προέρχεται από το οξύ και το βαρύ [...] όσο πιο διαφορετικά είναι, τόσο 

πιο πολύ συμφωνούν και όσο λιγότερο διαφέρουν, τόσο λιγότερο συμφωνούν]   

Χαρακτηριστικά είναι τα λόγια του Φιλολάου:  

«¡rmon…a d� p£ntwj ™x ™nant…wn g…netai· œsti g¦r ¡rmon…a polumigšwn ›nwsij 

kaˆ d…ca froneÒntwn sumfrÒnhsij kaˆ oƒ Puqagorikoˆ dš, oŒj pollacÁi ›petai 

Pl£twn, t¾n mousik»n fasin ™nant…wn sunarmog¾n kaˆ tîn pollîn ›nwsin 

kaˆ tîn d…ca fronoÚntwn sumfrÒnhsin» 

[Η αρμονία προέρχεται απ’ όλα τα αντίθετα: γιατί η αρμονία είναι μια ενοποίηση 

πραγμάτων πολλαπλώς αναμεμειγμένων και μια συμφωνία πραγμάτων που 

διαφωνούν] 

Ο Andrew Barker υποστηρίζει ότι στο σημείο αυτό φαίνεται ότι ο Φιλόλαος 

αποδίδει στην έννοια της αρμονίας ένα κοσμολογικό και ψυχολογικό περιεχόμενο. 

Η κεντρική ιδέα είναι ότι ο κόσμος και οτιδήποτε μέσα σ’ αυτόν, 

συμπεριλαμβανομένης και της ψυχής, αποτελείται από στοιχεία ή είδη που 

ανήκουν σε διακριτές κατηγορίες (όπως το πέρας και το άπειρο) και που δεν 

μπορούν από τη φύση τους να ενωθούν ώστε να σχηματίσουν συντονισμένες 

ολότητες. Η ενότητα και ο συντονισμός που τα πράγματα - και όλος ο κόσμος - 

δείχνουν, προκύπτουν από μια τρίτη αρχή, την αρμονία, η οποία συμφιλιώνει τα 

άλλα δύο. Αν και ο όρος αρμονία δεν έχει μουσική χρήση – αφού σημαίνει 

ταίριασμα - , είναι ξεκάθαρο ότι στο μυαλό του Φιλόλαου υπήρχε μια μουσική 

έννοια, τουλάχιστον μεταφορικά, όπως φαίνεται παρακάτω:  

««perˆ d� fÚsioj kaˆ ¡rmon…aj ïde œcei· ¡ m�n ™stë tîn pragm£twn ¢…dioj 

œssa kaˆ aÙt¦ m�n ¡ fÚsij qe…an ga kaˆ oÙk ¢nqrwp…nhn ™ndšcetai gnîsin» 

[όσον αφορά τη φύση και την αρμονία, η κατάσταση έχει ως εξής: η ύπαρξη των 

πραγμάτων, η οποία είναι αιώνια, και η ίδια η φύση, επιδέχονται θεία και όχι 

ανθρώπινη γνώση] 
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«plšon ga À Óti oÙc oŒÒn t' Ãn oÙq�n tîn ™Òntwn kaˆ gignwskÒmenon Øf' ¡mîn 

ga genšsqai m¾ ØparcoÚsaj  t©j ™stoàj tîn pragm£twn, ™x ïn sunšsta Ð 

kÒsmoj, kaˆ tîn perainÒntwn kaˆ tîn ¢pe…rwn»  

[Επίσης, δεν είναι δυνατό για κανένα από τα πράγματα που υπάρχουν και μας είναι 

γνωστά να έχει γίνει, αν δεν οφείλονταν στην ύπαρξη των πραγμάτων από τα οποία 

είναι φτιαγμένο το σύμπαν, το πέρας και το άπειρο] 

«™peˆ d� taˆ ¢rcaˆ Øp©rcon oÙc Ðmo‹ai oÙd' ÐmÒfuloi œssai, ½dh ¢dÚnaton Ãj 

ka aÙta‹j kosmhqÁnai, e„ m¾ ¡rmon…a ™pegšneto æitiniîn ¤de trÒpwi ™gšneto»  

[Και μια και υπήρχαν αυτές οι αρχές, οι οποίες δεν ήταν ούτε όμοιες ούτε του ίδιου 

είδους, θα ήταν αδύνατο να οργανωθούν όλες μαζί αν δεν τις είχε κυριεύσει η 

αρμονία με οποιονδήποτε τρόπο] 

«t¦ m�n ðn Ðmo‹a kaˆ ÐmÒfula ¡rmon…aj oÙd�n ™pedšonto, t¦ d� ¢nÒmoia mhd� 

ÐmÒfula mhd� „sotagÁ ¢n£gka t©i toiaÚtai ¡rmon…ai sugkekle‹sqai, o†ai 

mšllonti ™n kÒsmwi katšcesqai» 

[Τα πράγματα που ήταν όμοια ή του ίδιου είδους δεν χρειάζονταν την αρμονία. 

Αλλά τα πράγματα που ήταν ανόμοια, διαφορετικού είδους και ούτε καν ίσα στην 

τάξη χρειάζονταν την αρμονία  για να τα οργανώσει, αν έπρεπε να οργανωθούν σε 

έναν κόσμο] 

Κατά τον Barker, η Αρμονία έγινε θεότητα στην αρχαιότητα και φερόταν να 

είναι είτε κόρη του Άρη και της Αφροδίτης (του θεού της καταστροφής και της 

θεότητας της δημιουργίας, δηλαδή θεότητες αντίθετων δυνάμεων), είτε του Δία και 

της Ηλέκτρας. Την ίδια στιγμή, η κατανόηση της αρμονίας με μαθηματικό τρόπο 

άνθισε στους κύκλους του Πλάτωνα (428-348 π.Χ.) και των ακολούθων του. Ο 

Πλάτωνας υποστήριζε ότι αν κάποιος ήθελε να γίνει φιλόσοφος, θα έπρεπε να 

μελετήσει αριθμητική, γεωμετρία, αστρονομία και θεωρία της αρμονίας και, 

μάλιστα, σύμφωνα με τον Θέωνα τον Σμυρνέα: 

«kaˆ m�n d¾ perˆ mousikÁj ™n tù aÙtù fhsin, Óti due‹n de‹tai ¹ tîn Ôntwn 

qewr…a, ¢stronom…aj kaˆ ¡rmon…aj· kaˆ aátai ¢delfaˆ aƒ ™pistÁmai, æj oƒ 

Puqagoriko…. oƒ m�n oân t¦j ¢kouomšnaj sumfwn…aj aâ kaˆ fqÒggouj 

¢ll»loij ¢nametroàntej ¢n»nuta ponoàsi» 

[ο Πλάτων στον «Τίμαιο» μιλά για τη μουσική επειδή, για τη μελέτη όλων αυτών 

που υπάρχουν, χρειάζονται δύο πράγματα, η αστρονομία και η αρμονία, οι οποίες, 

σύμφωνα με το δόγμα των Πυθαγορείων, είναι αδελφές επιστήμες] 

Ο Θέων ο Σμυρνεύς συνεχίζει λέγοντας:  
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«kaˆ oƒ Puqagorikoˆ dš, oŒj pollacÍ ›petai Pl£twn, t¾n mousik»n fasin 

™nant…wn sunarmog¾n kaˆ tîn pollîn ›nwsin kaˆ tîn d…ca fronoÚntwn 

sumfrÒnhsin» 

[οι Πυθαγόρειοι, των οποίων τα αισθήματα συχνά υιοθετεί ο Πλάτων, 

προσδιορίζουν τη μουσική ως μια τέλεια ένωση αντίθετων πραγμάτων, ως μια 

μονάδα μέσα στην πολλαπλότητα, τέλος ως τη συμφωνία μέσα στην ασυμφωνία] 

«oÙ g¦r ·uqmîn mÒnon kaˆ mšlouj suntaktik»n, ¢ll' ¡plîj pantÕj 

sust»matoj· tšloj g¦r aÙtÁj tÕ ˜noàn te kaˆ sunarmÒzein» 

[Επειδή η μουσική δεν συναρμόζει μόνο το ρυθμό και τη διαμόρφωση της φωνής, 

θέτει την τάξη σε όλο το σύστημα. Η απόληξή της είναι να ενώνει και να 

συναρμόζει] 

«kaˆ g¦r Ð qeÕj sunarmost¾j tîn diafwnoÚntwn, kaˆ toàto mšgiston œrgon 

qeoà kat¦ mousik»n te kaˆ kat¦ „atrik¾n t¦ ™cqr¦ f…la poie‹n» 

[Ο Θεός επίσης είναι ο συνταιριαστής αταίριαστων πραγμάτων και το μεγαλύτερό 

του έργο είναι να συμβιβάζει μεταξύ τους, με τους νόμους της μουσικής και της 

ιατρικής, αυτά τα οποία είναι εχθροί τα μεν των δε] 

«™n mousikÍ, fas…n, ¹ ÐmÒnoia tîn pragm£twn, œti kaˆ ¢ristokrat…a toà 

pantÒj· kaˆ g¦r aÛth ™n kÒsmJ m�n ¡rmon…a, ™n pÒlei d' eÙnom…a, ™n o‡koij d� 

swfrosÚnh g…nesqai pšfuke» 

[Είναι επίσης με τη μουσική που η αρμονία των πραγμάτων και η διοίκηση του 

σύμπαντος διατηρούνται. Διότι η αρμονία είναι μέσα στον κόσμο, η καλή 

νομοθεσία στην πόλη και η σωφροσύνη μέσα στην οικογένεια] 

«sustatik¾ g£r ™sti kaˆ ˜nwtik¾ tîn pollîn· ¹ d� ™nšrgeia kaˆ ¹ crÁsij, 
fhs…, tÁj ™pist»mhj taÚthj ™pˆ tess£rwn g…netai tîn ¢nqrwp…nwn, yucÁj, 
sèmatoj, o‡kou, pÒlewj· prosde‹tai g¦r taàta t¦ tšssara sunarmogÁj kaˆ 

sunt£xewj» 

[Διότι είναι συστατική και ενωτική σε πολλά. Η δε αποδοτικότητα και η χρήση αυτής 

της επιστήμης, λέει ο Πλάτων, παρατηρείται σε τέσσερα ανθρώπινα στοιχεία. Το 

πνεύμα, το σώμα, την οικογένεια και την πολιτεία. Πράγματι, αυτά τα τέσσερα 

πράγματα έχουν ανάγκη να είναι καλά διευθετημένα και οργανωμένα] 

Οι Πυθαγόρειοι έψαχναν παντού την «τάξη», την οποία περιέγραφαν με τις 

αρμονίες. Χρησιμοποιούσαν, δε, τη λέξη [kosmos] («κεκοσμημένο σύμπαν»), όταν 

ήθελαν να αναφερθούν στην τάξη ενός αρμονικά κατασκευασμένου σύμπαντος, 

γεγονός το οποίο οδήγησε στη γέννηση της σημερινής έννοιας της λέξης [kosmos] 

(κόσμημα, διακόσμηση) (Barker). 
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Ο Αριστοτέλης στα Μεταφυσικά ισχυρίζεται τα εξής:  

«"'En d� toÚtoij kaˆ prÕ toÚtwn oƒ kaloÚmenoi PuqagÒreioi tîn maqhm£twn 

¡y£menoi prîtoi taàt£ te pro»gagon, kaˆ ™ntrafšntej ™n aÙto‹j t¦j toÚtwn 

¢rc¦j tîn Ôntwn ¢rc¦j ò»qhsan e�nai p£ntwn» 

[οι Πυθαγόρειοι αφιέρωσαν τον εαυτό τους στα μαθηματικά και θεωρούσαν τους 

αριθμούς στοιχεία όλων των πραγμάτων] 

Επιπλέον: 

«kaˆ tÕn Ólon oÙranÕn ¡rmon…an e�nai kaˆ ¢riqmÒn» 

[όλη η πλάση είναι αρμονία και αριθμός] 

Επίσης, στο De Caelo (Περί Ουρανού), αναφέρει ότι: 

«FanerÕn d' ™k toÚtwn Óti kaˆ tÕ f£nai g…nesqai feromšnwn ¡rmon…an, æj 

sumfènwn ginomšnwn tîn yÒfwn» 

[η κίνηση των άστρων κάνει την αρμονία, όταν οι ήχοι που παράγουν είναι 

σύμφωνοι] 

 

Η  Αρμονία των Σφαιρών 

Οι Πυθαγόρειοι – και ιδιαίτερα ο Φιλόλαος – είχαν την πεποίθηση ότι οι 

αποστάσεις μεταξύ των πλανητών έπρεπε να μετρούνται με βάση το «κεντρικό 

πυρ». Ο πύρινος αυτός πυρήνας, που ο Φιλόλαος αποκαλεί «σπίτι του Δία», 

«μητέρα των Θεών», «βωμό, δεσμό και μέτρο της Φύσης» - όπως προκύπτει από τα 

λεγόμενα του Αέτιου στο «De Placitis reliquiae»: «FilÒlaoj pàr ™n mšsJ perˆ tÕ 

kšntron, Óper ˜st…an toà pantÕj kale‹  kaˆ DiÕj o�kon kaˆ mhtšra qeîn; 

bwmÒn te kaˆ sunoc¾n kaˆ mštron fÚsewj» - αποτελούσε έναν φανταστικό άξονα 

γύρω από τον οποίο κινούνταν κυκλικά η Αντίχθων (Αντι – Γη), κατόπιν η Γη, μετά η 

Σελήνη, ύστερα ο Ήλιος, ακολούθως οι πέντε πλανήτες και, τέλος, η εξωτερική 

σφαίρα του σύμπαντος, η οποία έφερε τους απλανείς αστέρες. 

Η φωτιά, επομένως, έρχεται πρώτη. ‘Όπως επισημαίνει και ο Herbert Whone 

στο βιβλίο του «Το κρυφό πρόσωπο της Μουσικής», «όλα τα πράγματα κάποτε 

ήταν φωτιά και είναι η απώλεια αυτής της φωτιάς κατέληξε στη συμπυκνωμένη 

στέρεη κατάσταση της γης μας και όλων των κρύων και μορφοποιημένων τύπων 

ζωής. Αλλά η φωτιά, όπως και η μουσική, είναι ένα δώρο στον άνθρωπο πάνω στη 

γη, ένας δρόμος επιστροφής και όταν χρησιμοποιείται για να ξαναζεστάνει όσα 

υλικά αντικείμενα έχουν φυτρώσει και αναπτυχθεί κρύα, το αποτέλεσμα που 

ακολουθεί είναι να αποστάζεται και να βγαίνει από αυτά, σε κάποιο στάδιο της 
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αλλαγής, ένα καθαρό απόσταγμα. Όπως η μουσική (το αντίγραφο στη γη ενός 

υψηλότερου ήχου) προκαλεί μια επιστροφή διαμέσου μιας αντήχησης που 

ακολουθεί, έτσι και η φωτιά, με τον τρόπο της, απομακρύνει την ακαθαρσία και 

οδηγεί πίσω σ’ ένα καθαρό, πνευματικό επίπεδο». Η φωτιά προκαλεί καθαρότητα. 

Η στενή συνάφεια της αγγλικής λέξης «pure» (καθαρός) με την ελληνική λέξη «πυρ» 

μαρτυρεί κάτι τέτοιο (Ταίηλορ, 2000). Σχηματικά και κατά τους Πυθαγορείους ο 

[kosmos] είχε ως εξής: 
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Φαίνεται ότι οι Πυθαγόρειοι αισθάνθηκαν την ανάγκη να ερμηνεύσουν τις 

παλαιότερες μυθολογικές εικόνες για την ουράνια μουσική με επιστημονικά 

δεδομένα, χρησιμοποιώντας φυσικο - ακουστικές θεωρίες και καταφεύγοντας σε 

αστρονομικές παρατηρήσεις και υπολογισμούς αναφορικά με το μέγεθος, το βάρος 

ή την ταχύτητα των ουρανίων σωμάτων. Κλήθηκαν όμως να απαντήσουν στο εξής 

ερώτημα: στην περίπτωση των ουρανίων σωμάτων έχουμε να κάνουμε με 

πραγματικά υπαρκτή μουσική και αν ναι, γιατί δεν την ακούμε; (Καϊμάκης, 2004). Η 

πρώτη απόπειρα απάντησης στο παραπάνω ερώτημα έγινε από τον Αρχύτα: 

«pr©ton m�n oân ™skšyanto, Óti oÙ dunatÒn ™stin Ãmen yÒfon m¾  genhqe…saj 

plhg©j tinwn pot' ¥llala»  

[παρατήρησαν πρώτοι ότι δεν μπορεί να υπάρξει ήχος, αν δεν έχει γίνει πρώτα 

σύγκρουση πραγμάτων μεταξύ τους] 

«plag¦n d' œfan g…nesqai, Ókka t¦ ferÒmena ¢panti£xanta ¢ll£loij 

sumpšthi» 

[Έλεγαν ότι μια σύγκρουση συμβαίνει όταν πράγματα, που βρίσκονται εν κινήσει, 

συναντώνται και συγκρούονται] 

«t¦ m�n oân ¢nt…an for¦n ferÒmena ¢panti£zonta aÙt¦ aÙto‹j sugcal©nta, 
<t¦> d' Ðmo…wj ferÒmena, m¾ ‡swi d� t£cei, perikatalambanÒmena par¦ tîn 

™piferomšnwn tuptÒmena poie‹n yÒfon»  

[Τα πράγματα τα οποία κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις, όταν συναντηθούν 

παράγουν ήχο καθώς το ένα επιβραδύνει το άλλο, ενώ αυτά που κινούνται προς την 

ίδια κατεύθυνση, αλλά με διαφορετικές ταχύτητες, παράγουν ήχο όταν αυτό που 

ακολουθούσε προσπερνά και χτυπά εκείνο που προπορευόταν]  

«polloÝj m�n d¾ aÙtîn oÙk e�nai ¡mîn t©i fÚsei o†ouj te ginèskesqai, toÝj 

m�n di¦ t¦n ¢sqšneian t©j plag©j, toÝj d� di¦ tÕ m©koj t©j ¢f' ¡mîn 

¢post£sioj, tin¦j d� kaˆ di¦ t¦n Øperbol¦n toà megšqeoj»  

[Πολλοί από αυτούς τους ήχους δεν είναι ευδιάκριτοι από εμάς, μερικοί λόγω της 

αδυναμίας της σύγκρουσης, κάποιοι άλλοι εξαιτίας της μεγάλης τους απόστασης 

από εμάς και κάποιοι λόγω του υπερβολικά μεγάλου μεγέθους τους] 

«oÙ g¦r paradÚesqai ™j t¦n ¢ko¦n ¡m‹n tëj meg£lwj tîn yÒfwn, ésper oÙd' 
™j t¦ sÚstoma tîn teucšwn, Ókka polÚ tij ™gcšhi, oÙd�n ™gce‹tai.» 

[γιατί οι μεγάλοι ήχοι δεν φτάνουν στα αυτιά μας, όπως τίποτα δεν περνά μέσα από 

το στενό λαιμό ενός  αγγείου, όταν κάποιος του ρίχνει μεγάλες ποσότητες]  

Τη σκυτάλη παίρνει ο Αριστοτέλης στο De Caelo (Περί Ουρανού):  
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«Doke‹ g£r tisin ¢nagka‹on e�nai thlikoÚtwn feromšnwn swm£twn g…gnesqai 

yÒfon, ™peˆ kaˆ tîn par' ¹m‹n oÜte toÝj Ôgkouj ™cÒntwn ‡souj oÜte toioÚtJ 

t£cei feromšnwn» 

[φαίνεται αναπόφευκτο σε κάποιους ότι όταν τόσο μεγάλα σώματα κινούνται, 

πρέπει να παραχθεί ήχος, αφού έτσι συμβαίνει με τα σώματα στην περιοχή μας, τα 

οποία ούτε τέτοιο όγκο έχουν, ούτε με τέτοιες ταχύτητες κινούνται] 

« ¹l…ou d� kaˆ sel»nhj, œti te tosoÚtwn tÕ plÁqoj ¥strwn kaˆ tÕ mšgeqoj 

feromšnwn tù t£cei toiaÚthn for¦n ¢dÚnaton m¾ g…gnesqai yÒfon ¢m»canÒn 

tina tÕ mšgeqoj» 

[Όταν ο ήλιος και η σελήνη και τα αστέρια, τόσο μεγάλα σε αριθμό και ύλη, 

κινούνται με τόσο ταχεία κίνηση, τότε είναι πιθανό, λένε, ότι παράγεται ήχος 

υπερβολικός σε ποσότητα] 

«`Upoqšmenoi d� taàta kaˆ t¦j tacutÁtaj ™k tîn ¢post£sewn œcein toÝj tîn 

sumfwniîn lÒgouj, ™narmÒnion g…gnesqa… fasi t¾n fwn¾n feromšnwn kÚklJ 

tîn ¥strwn» 

[Λαμβάνοντας αυτούς τους ισχυρισμούς ως υποθέσεις και υποθέτοντας επίσης ότι 

από τις αποστάσεις μεταξύ τους οι ταχύτητες απαιτούν τους λόγους των 

συμφωνιών, λένε ότι ο ήχος που παράγεται από τα αστέρια, καθώς αυτά κινούνται 

σε κυκλική τροχιά, είναι αρμονικός] 

«'Epeˆ d' ¥logon doke‹ tÕ m¾ sunakoÚein ¹m©j tÁj fwnÁj taÚthj, a‡tion 

toÚtou fasˆn e�nai tÕ gignomšnwn eÙqÝj Øp£rcein tÕn yÒfon, éste m¾ 

di£dhlon e�nai prÕj t¾n ™nant…an sig»n» 

[Και ο λόγος που δεν ακούμε αυτόν τον ήχο είναι, λένε, γιατί, από τη στιγμή που 

γεννιόμαστε, αυτός υπάρχει με τρόπο ώστε να μην είναι εμφανής σε σχέση με την 

απόλυτη σιγή] 

«prÕj ¥llhla g¦r fwnÁj kaˆ sigÁj e�nai t¾n di£gnwsin· éste kaq£per to‹j 

calkotÚpoij di¦ sun»qeian oÙq�n doke‹ diafšrein, kaˆ to‹j ¢nqrèpoij taÙtÕ 

sumba…nein» 

[διότι, λένε,  πως αυτός ο ήχος και η σιγή διακρίνονται μεταξύ τους με τον ίδιο 

τρόπο που ο σιδηρουργός δεν διακρίνει τους ήχους γιατί τους έχει συνηθίσει. Το 

ίδιο συμβαίνει και με το ανθρώπινο είδος]  

Στην περίπτωση της μουσικής των σφαιρών, οι Πυθαγόρειοι 

χρησιμοποιούσαν τον όρο αρμονία πραγματικά και όχι μεταφορικά. Ως ένα είδος 

απόδειξης, σύμφωνα με την παράδοση, είναι το γεγονός ότι ο Πυθαγόρας είχε την 

εξαιρετική ικανότητα να ακούει αυτή τη μουσική (Καϊμάκης, 2004). Κάτι τέτοιο 

φαίνεται από τα λόγια του Πορφύριου, στο Vita Pythagorae (Πυθαγόρου Βίος):  
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«aÙtÕj d� tÁj toà pantÕj ¡rmon…aj ºkro©to sunieˆj tÁj kaqolikÁj tîn 

sfairîn kaˆ tîn kat' aÙt¦j kinoumšnwn ¢stšrwn ¡rmon…aj, Âj ¹m©j m¾ 

¢koÚein di¦ smikrÒthta tÁj fÚsewj» 

[(ο Πυθαγόρας) άκουγε την αρμονία του σύμπαντος κατανοώντας την καθολική 

αρμονία των σφαιρών και των αστέρων που κινούνται προς αυτές, αρμονία που 

εμείς δεν ακούμε λόγω της ανεπάρκειας της φύσης μας] 

Ωστόσο οι Πυθαγόρειοι δεν μπορούσαν να ακούσουν αυτή την ουράνια 

μουσική και για να την κατανοήσουν κατέφευγαν στην επίγεια μουσική, 

πιστεύοντας ότι η τελευταία είναι μίμηση της πρώτης (Van der Waeden, 1979). 

Επομένως, οι ίδιοι νόμοι που διέπουν την επίγεια μουσική θα διέπουν και τη 

μουσική που παράγεται από την κίνηση των άστρων κι έτσι, γνωρίζοντας τις 

μαθηματικές σχέσεις της μουσικής αρμονίας, μπορούμε να τις εφαρμόσουμε για να 

βρούμε τις αποστάσεις και τις ταχύτητές τους. Με αυτή την έννοια ο Αρχύτας 

υποστηρίζει ότι:  

«kalîj moi dokoànti toˆ perˆ t¦ maq»mata diagnèmenai, kaˆ oÙq�n ¥topon 

Ñrqîj aÙtoÚj, oŒ£ ™nti, perˆ ˜k£stwn fronšein·  

[αυτοί που ασχολούνται με τις επιστήμες (μαθήματα) μου φαίνονται άνθρωποι 

εξαιρετικής οξυδέρκειας και δεν είναι παράξενο που συλλαμβάνουν συγκεκριμένα 

πράγματα ορθώς, όπως πραγματικά είναι] 

«perˆ g¦r t©j tîn Ólwn fÚsioj kalîj diagnÒntej œmellon kaˆ perˆ tîn kat¦ 

mšroj, oŒ£ ™nti, kalîj Ñye‹sqai» 

[Αφού εξάσκησαν σωστή κρίση για τη φύση των όλων, ήταν πολύ πιθανό επίσης να 

έχουν μια καλή άποψη για τον τρόπο που παίρνονται τα πράγματα μέρος προς 

μέρος] 

«per… te d¾ t©j tîn ¥strwn tacut©toj kaˆ ™pitol©n kaˆ dus…wn paršdwkan 

¡m‹n safÁ di£gnw-sin kaˆ perˆ gametr…aj kaˆ ¢riqmîn kaˆ sfairik©j kaˆ oÙc 

¼kista perˆ mwsik©j» 

[Μας παρέδωσαν σαφή κατανόηση της ταχύτητας των ουράνιων σωμάτων, της 

ανατολής και της δύσης τους, της γεωμετρίας, των αριθμών, της μουσικής] 

«taàta g¦r t¦ maq»mata dokoànti Ãmen ¢delfe£· perˆ g¦r ¢delfe¦ t¦ tî 

Ôntoj prètista dÚo e‡dea t¦n ¢nastrof¦n œcei»  

[Αυτές οι επιστήμες φαίνεται να είναι συγγενείς, μια και ασχολούνται με τις δύο 

πρωταρχικές μορφές του τι είναι, οι οποίες μορφές είναι με τη σειρά τους 

συγγενείς] 
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Της ίδιας άποψης είναι και ο Πλάτωνας, ο οποίος λέει στην Πολιτεία: 

«KinduneÚei, œfhn, æj prÕj ¢stronom…an Ômmata pšphgen, ìj prÕj ™narmÒnion 

for¦n ðta pagÁnai, kaˆ aátai ¢ll»lwn ¢delfa… tinej aƒ ™pistÁmai e�nai, æj 

o† te PuqagÒreio…  fasi». 

Ο δε Αριστοτέλης, αν και δεν συμφωνεί με την ιδέα της μουσικής των 

σφαιρών, παραδέχεται ότι είναι μια θεωρία περίτεχνα διατυπωμένη και σύμφωνα 

με αυτή, ο ήχος που παράγεται είναι αρμονικός γιατί είναι σύμφωνος. 

Χαρακτηριστικά αναφέρει τα παρακάτω: 

«FanerÕn d' ™k toÚtwn Óti kaˆ tÕ f£nai g…nesqai feromšnwn ¡rmon…an, 
æj sumfènwn ginomšnwn tîn yÒfwn, komyîj m�n e‡rhtai kaˆ perittîj ØpÕ 

tîn e„pÒntwn». 

Μετά απ’ όλα αυτά, επόμενο ήταν να συνδεθούν οι επτά νότες της οκτάβας 

και οι αντίστοιχες χορδές της λύρας με τους επτά πλανήτες. Σε κείμενα 

Νεοπυθαγορείων, όπως του Νικόμαχου, μπορεί να βρει κανείς μια τέτοια 

αντιστοίχιση:  

«¢ll' ¢pÕ m�n toà kronikoà kin»matoj ¢nwt£tou Ôntoj ¢f' ¹mîn Ð barÚtatoj 

™n tù di¦ pasîn fqÒggoj Øp£th ™kl»qh, Ûpaton g¦r tÕ ¢nètaton» 

[από την πορεία του Κρόνου, που είναι ο υψηλότερος σε σχέση με μας, η βαθύτερη 

νότα στην οκτάβα ονομάστηκε «υπάτη», γιατί αυτό που είναι πιο ψηλά καλείται 

«ύπατον»] 

«¢pÕ d� toà selhniakoà katwt£tou p£ntwn kaˆ perigeiotšrou keimšnou ne£th 

kaˆ g¦r nšaton tÕ katètaton»  

[Από την κίνηση της Σελήνης, που είναι πιο κάτω απ’ όλα και κυκλώνει τη Γη πιο 

κοντά απ’ όλα, προέκυψε το όνομα «νήτη», γιατί αυτό που είναι πιο χαμηλά λέγεται 

έτσι] 

«¢pÕ d� tîn par' ˜k£teron toà m�n ØpÕ tÕn KrÒnon, Ój ™sti DiÕj, parup£th 

toà d' Øp�r Sel»nhn, Ój ™stin 'Afrod…thj, parane£th] 

[Από τις πορείες εκείνων που είναι δίπλα (παρά) σε καθένα από τους παραπάνω, 

προέκυψε το όνομα από τη μια «παρυπάτη» (για τον πλανήτη κάτω από τον Κρόνο, 

το Δία) και από την άλλη «παρανήτη» (για τον πλανήτη πάνω από τη Σελήνη, την 

Αφροδίτη)] 

«¢pÕ d� toà mesait£tou, Ój ™stin ¹liakoà tet£rtou ˜katšrwqen keimšnou, 
mšsh di¦ tess£rwn prÕj ¢mfÒtera ¥kra œn ge tÍ ˜ptacÒrdJ kat¦ tÕ palaiÕn 

diestîsa kaq£per kaˆ Ð “Hlioj ™n to‹j ˜pt¦ pl£nhsin ˜katšrwqšn ™sti 

tštartoj, mesa…tatoj ên»  



25 

 

[Από την πορεία του Ήλιου που είναι στη μέση, ο οποίος είναι τέταρτος στη σειρά 

από κάθε άκρο, προέκυψε το όνομα «μέση», νότα που τοποθετείται στο διάστημα 

της τετάρτης κι από τα δύο άκρα, όπως ακριβώς είναι και ο Ήλιος τέταρτος από 

κάθε άκρο ανάμεσα στους επτά πλανήτες και βρίσκεται στη μέση] 

«¢pÕ d� tîn par' ˜k£tera toà `Hl…ou ”Areoj m�n metaxÝ DiÕj kaˆ `Hl…ou t¾n 

sfa‹ran e„lhcÒtoj Øpermšsh ¹ kaˆ licanÒj. `Ermoà d� tÕ meta…cmion 

'Afrod…thj kaˆ `Hl…ou katšcontoj paramšsh» 

[Όσον αφορά τους πλανήτες σε κάθε πλευρά του Ηλίου, από την πορεία του Άρη 

στον οποίο ανήκει η σφαίρα μεταξύ του Ηλίου και του Κρόνου, η νότα ονομάστηκε 

«υπερμέση» ή και «λιχανός» κι από αυτή του Ερμή, ο οποίος βρίσκεται ανάμεσα 

στον Ήλιο και την Αφροδίτη, η νότα ονομάστηκε «παραμέση»] 

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι τα ονόματα των νοτών προέκυψαν από 

την κίνηση των επτά πλανητών σε σχέση με τη γη. Έτσι έχουμε το ακόλουθο 

σύστημα: 

ΟΥΡΑΝΙΑ ΣΩΜΑΤΑ ΝΟΤΕΣ 

Κρόνος Υπάτη 

Δίας Παρυπάτη 

Άρης Λιχανός 

Ήλιος Μέση 

Ερμής Παραμέση 

Αφροδίτη Παρανήτη 

Σελήνη Νήτη 

 

Σύμφωνα με τον Νέστωρα Ταίηλορ, εδώ ακριβώς κάνει την εμφάνισή της η 

πυθαγόρεια «θεωρία των αριθμών». Σύμφωνα με την αρχή αυτή, κάθε μορφή του 

επιστητού τηρεί κάποιες αριθμητικές αναλογίες που ερμηνεύονται με τη βοήθεια 

της μαθηματικής επιστήμης. Έτσι, ο αρχικά γενικευτικός ορισμός της αρμονίας 

συγκεκριμενοποιείται και η αρμονία αποκτά το ρόλο του εργαλείου εκείνου που 

μας παρέχει τη δυνατότητα να κάνουμε μεταφορικούς παραλληλισμούς ανάμεσα 

στη γήινη μουσική (musica humana) και την υπερκοσμική μουσική (musica 

mundana). 
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Σ’ ένα δεύτερο επίπεδο, λοιπόν, η αρμονία είναι το κοινό χαρακτηριστικό της 

μουσικής με τα μαθηματικά. Όπως ακριβώς ο αριθμός προκύπτει από τη διαμάχη 

αντιθέτων, έτσι και εκείνη συνενώνει τα αντίθετα, τη μουσική και τα μαθηματικά.  

Κατά τον Βέικο, «η γοητεία της σχέσης της μουσικής με τα μαθηματικά 

έγκειται στο ότι συνιστούν πραγματικά ιδεώδεις κόσμους στους οποίους ζούμε και 

μπορούμε να κατανοήσουμε με αυτούς καλύτερα τον πραγματικό κόσμο. 

Δημιουργώντας μουσική ή μαθηματικά, πλάθουμε έναν ιδανικό κόσμο που 

κυβερνούμε και απολαμβάνουμε. Ο ιδεώδης όμως αυτός κόσμος δεν δημιουργείται 

παρά με τις αναλογίες του πραγματικού κόσμου και έτσι βρισκόμαστε κάτω από τον 

έλεγχο της συγκεκριμένης αντιθετικής ή ασύμμετρης πραγματικότητας. Οι αριθμοί 

είναι μερικές φορές αντιφατικοί και οι νότες παράφωνες. Αυτό  είναι ένα κίνητρο να 

δημιουργηθούν επιπλέον μαθηματικά και επιπλέον μουσική, για να αποφεύγεται η 

αντίφαση και η ασυμφωνία, γιατί το ανθρώπινο πνεύμα θεωρεί συνήθως την 

αντίφαση και την ασυμφωνία σαν εκκρεμότητα που επικαλείται την άρση της». 

Η έννοια της αρμονίας διαδόθηκε ευρέως, ακόμα κι εκτός της σχολής των 

Πυθαγορείων. Λόγου χάρη, ο Ηράκλειτος (535-475 π.Χ.) υποστήριζε ότι «από 

πράγματα που διαφέρουν προκύπτει η ωραιότερη αρμονία».  

Ωστόσο, για πολλούς η αρμονία έχει ποιοτική έννοια και στερείται 

περίπλοκων μαθηματικών ζητημάτων. Για παράδειγμα, ο μαθητής του Αριστοτέλη, 

Αριστόξενος (4
ος

 αιώνας π.Χ.), απέρριπτε τη σημασία των αριθμών και εστίαζε σε 

έννοιες όπως [η ακοή], [η αίσθηση], [η μνήμη] και [η διανοία]. Σκοπός του ήταν να 

καταστήσει τη μουσική ανεξάρτητη επιστήμη, με τους δικούς της νόμους, τις δικές 

της αρχές και τη δική της χαρακτηριστική φύση [φύσις]. Θεωρούσε ότι τα 

ερωτήματα που προέκυπταν από την εμπειρία – όπως, για παράδειγμα, γιατί αυτή 

είναι μια πιθανή μελωδία και η άλλη όχι, σε τι συνίσταται η ομοιότητα κάποιων 

νοτών μέσα σε μια κλίμακα κλπ - έχρηζαν απάντησης, όχι μέσω της παραγωγής των 

ήχων της φυσικής, ούτε και μέσω των μαθηματικών προτάσεων, αλλά μέσα από 

αρχές που διέπονται από την εμπειρία μας και που εξαρτώνται, σε τελευταία 

ανάλυση, από την [αίσθησις] μας, από αυτό που εμείς εκλαμβάνουμε ως μελωδικό 

και σύμφωνο. Έτσι, λοιπόν, ο ρόλος της [ακοής] ήταν να κρίνει το μέγεθος των 

διαστημάτων, της [αισθήσεως] να αναγνωρίσει τα διαστήματα, της [μνήμης] να 

αποθηκεύσει τη σειρά τους και της [διανοίας] να αναγνωρίσει τη σειρά τους, όχι 

απλά ως σειρά διαστημάτων – κάτι που θα ήταν ασήμαντο από μουσικής άποψης - 

αλλά ως υπεύθυνη για το σχηματισμό δομών, μέσα στις οποίες οι νότες σχετίζονται 

με λειτουργικό τρόπο (Barker, 1978).  

 Έτσι, λοιπόν, η ομάδα των Πυθαγορείων και αυτή του Αριστόξενου ήταν δύο 

αντιτιθέμενες ομάδες, με τη μεν πρώτη να αποτελείται από τους λεγόμενους 

«κανονικούς», οι οποίοι ερμήνευαν την αρμονία ως τάξη στους αριθμούς και τη 

γεωμετρία και τη δε άλλη από τους «εμπειρικούς», που πίστευαν ότι η αρμονία 
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είναι τάξη χωρίς έμφαση στα μαθηματικά. Όπως αναφέρει ο Πτολεμαίος στο 

Harmonica,  

«™n ¤pasi g¦r ‡diÒn ™sti toà qewrhtikoà kaˆ ™pist»monoj tÕ deiknÚnai t¦ tÁj 

fÚsewj œrga met¦ lÒgou tinÕj kaˆ tetagmšnhj a„t…aj dhmiourgoÚmena kaˆ 

mhd�n e„kÁ, mhd� æj œtucen ¢poteloÚmenon Øp' aÙtÁj kaˆ m£lista ™n ta‹j 

oÛtw kall…staij kataskeua‹j, Ðpo‹ai tugc£nousin aƒ tîn logikwtšrwn 

a„sq»sewn, Ôyewj kaˆ ¢koÁj»  

[στα πάντα είναι έργο του θεωρητικού επιστήμονα να δείξει ότι τα έργα της φύσης 

έχουν δημιουργηθεί για κάποιο λόγο και κάποια αιτία κι ότι τίποτα δεν παράγεται 

στη φύση τυχαία, ιδίως οι τελειότερες κατασκευές της, τα είδη που ανήκουν στις 

πιο λογικές αισθήσεις, την όραση και την ακοή] 

«taÚthj d¾ tÁj proqšsewj oƒ m�n oÙdÒlwj ™o…kasi pefrontikšnai mÒnV tÍ 

ceirourgikÍ cr»sei kaˆ tÍ yilÍ kaˆ ¢lÒgJ tÁj a„sq»sewj tribÍ proscÒntej, 
oƒ d� qewrhtikèteron tù tšlei prosenecqšntej» 

[Προς αυτή την κατεύθυνση, οι άνθρωποι δεν φαίνεται να έδωσαν προσοχή, όντας 

αφοσιωμένοι στη χρήση χειρονακτικών τεχνικών και στην απέριττη και άλογη 

άσκηση της αντίληψης, ενώ άλλοι προσέγγισαν το αντικείμενο πολύ θεωρητικά] 

«oátoi d' ¨n m£lista e�en o† te PuqagÒreioi kaˆ oƒ 'Aristoxšneioi–diamarte‹n 

˜k£teroi· oƒ m�n g¦r Puqagorikoˆ mhd� ™n oŒj ¢nagka‹on Ãn p©si tÍ tÁj ¢koÁj 

prosbolÍ katakolouq»santej ™f»rmosan ta‹j diafora‹j tîn yÒfwn lÒgouj 

¢noike…ouj pollacÍ to‹j fainomšnoij, éste kaˆ diabol¾n ™mpoiÁsai tù 

toioÚtJ krithr…J par¦ to‹j ˜terodÒxoij» 

[Αυτοί είναι, συγκεκριμένα, οι Πυθαγόρειοι και οι Αριστοξένειοι, που κάνουν λάθος 

και οι δύο. Κι αυτό γιατί οι Πυθαγόρειοι δεν ακολούθησαν τις εντυπώσεις της 

ακοής, ακόμα και σ’ εκείνα τα πράγματα που ήταν αναγκαίο να το κάνουν και με τις 

διαφορές μεταξύ ήχων συνέδεσαν τους λόγους που συχνά ήταν ακατάλληλοι στα 

φαινόμενα και διέβαλαν αυτούς που είχαν διαφορετική άποψη] 

«oƒ d� 'Aristoxšneioi ple‹ston dÒntej to‹j di¦ tÁj a„sq»sewj 

katalambanomšnoij Ðdoà p£rergon ésper katecr»santo tù lÒgJ, kaˆ par' 
aÙtÕn kaˆ par¦ tÕ fainÒmenon»  

[Αντίθετα, οι Αριστοξένειοι έριχναν το βάρος σε ό,τι γινόταν καταληπτό από την 

αντίληψη και κακομεταχειρίστηκαν την αιτία, σαν να ήταν δευτερεύουσα και 

αντιτιθέμενη]  

«par' aÙtÕn m�n Óti m¾ ta‹j tîn yÒfwn diafora‹j ™farmÒzousi toÝj ¢riqmoÚj, 
toutšsti t¦j e„kÒnaj tîn lÒgwn, ¢ll¦ to‹j diast»masin aÙtîn, par¦ tÕ 

fainÒmenon d� Óti kaˆ toÚtouj ™pˆ ¢noike…wn ta‹j a„sqhtika‹j sugkataqšsesi 

parab£llousi merismîn» 
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[τόσο στην ίδια την αιτία [λόγος], όσο και στο γεγονός ότι δεν είναι τα διακεκριμένα 

χαρακτηριστικά των  ήχων που ταιριάζουν στους αριθμούς – δηλαδή οι εικόνες των 

λόγων - αλλά τα διαστήματα μεταξύ τους και αντιτιθέμενη στο γεγονός ότι 

σχετίζουν επίσης αυτούς τους αριθμούς με διαιρέσεις που είναι ασυνεπείς με τις 

αισθήσεις]  

Η θεωρία της αρμονίας προσέλκυσε το ενδιαφέρον πολλών μεγάλων 

προσωπικοτήτων, όπως του Ευκλείδη (περί το 300 π.Χ.), ο οποίος φέρεται να 

έγραψε την «Κατατομή Κανόνος», του Πτολεμαίου (85-165 μ.Χ.), μεγάλου 

μαθηματικού, αστρονόμου και γεωγράφου, ο οποίος διεξήγαγε την πιο κατανοητή 

έρευνα για τη θεωρία της αρμονίας (Harmonica), όπως επίσης και μια λεπτομερή 

έρευνα με ακριβή μαθηματική παρουσίαση. Οι νεοπυθαγόρειοι (2
ος

 αιώνας π.Χ - 3
ος

 

αιώνας μ.Χ) μπορούμε να πούμε ότι δεν συνεισέφεραν σε τέτοιο βαθμό, ωστόσο 

συνόψισαν όλα τα διασωθέντα έγγραφα και τους διασωθέντες μύθους γύρω από 

τους Πυθαγορείους. Ένας από αυτούς, ο Νικόμαχος (60-120 μ.Χ.) με τα έργα του 

«Arithmetica» και «Enchiridion Harmonicum» αποτέλεσε σημαντική πηγή για τις 

επόμενες γενιές. Αργότερα, ο Βοήθειος (480-525 μ.Χ.) έπαιξε σημαντικό ρόλο στην 

εκλαΐκευση της πυθαγόρειας θεωρίας της αρμονίας. 

 

Η Τετρακτύς  

Η Τετρακτύς αποτελεί τον ακρογονιαίο λίθο της μουσικής θεωρίας των 

Πυθαγορείων. Πρόκειται για την τετράδα των αριθμών 1, 2, 3 και 4, οι οποίοι 

συμμετέχουν  στις συμφωνίες της πυθαγόρειας μουσικής θεωρίας.  

Στο σημείο αυτό, τονίζεται ότι, στο πλαίσιο της θεωρίας αυτής, τα σύμφωνα 

διαστήματα ήταν η διαπασών, η πέμπτη, η τετάρτη, η δις-διαπασών, η σύνθετη 

πέμπτη και η σύνθετη τετάρτη. Τα διαστήματα αυτά εκφράζονταν από τους λόγους 

2:1, 3:2, 4:3, 4:1, 3:1, 8:3 αντίστοιχα. Εδώ βλέπουμε ότι η σύνθετη τετάρτη δίνεται 

από το λόγο 8:3, στον οποίο συμμετέχει ο αριθμός 8 που δεν ανήκει στην τετρακτύ. 

Από την άλλη μεριά, η σύνθετη τετάρτη δεν υπακούει στον κανόνα σύμφωνα με τον 

οποίο κάθε σύμφωνη συνήχηση πρέπει να έχει τους όρους της σε επιμόριο ή 

πολλαπλάσιο λόγο, δηλαδή είτε με τη μορφή 
���

�  (επιμόριος λόγος) ή με τη μορφή 

���
�  (πολλαπλάσιος λόγος). Έτσι, θα λέγαμε ότι η σύνθετη τετάρτη αποτέλεσε την 

αχίλλειο πτέρνα της πυθαγόρειας θεωρίας της μουσικής. 

Οι τέσσερις αριθμοί που απαρτίζουν την τετρακτύ, όταν αθροιστούν, δίνουν 

ως αποτέλεσμα το 10, που θεωρείται από τους Πυθαγορείους ο πληρέστερος 

αριθμός. 

Κατά τον Σέξτο Εμπειρικό στο Adversus Mathematicos:  
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«oƒ Puqagorikoˆ pot� m�n e„èqasi lšgein tÕ ¢riqmù dš te p£nt' ™pšoiken» 

[Οι Πυθαγόρειοι συνηθίζουν να λένε ότι «όλα τα πράγματα μοιάζουν με τον 

αριθμό»] 

«Ðt� d� tÕn fusikètaton ÑmnÚnai Órkon oØtws…, oÙ m¦ tÕn ¡metšrv kefal´ 

paradÒnta tetraktÚn,pag¦n ¢en£ou fÚsewj ·izèmat' œcousan» 

[και μερικές φορές ορκίζονται «σ’ αυτόν που μας έδωσε την τετρακτύ», η οποία 

είναι η πηγή και η ρίζα της αενάου φύσης] 

«tÕn m�n paradÒnta lšgontej PuqagÒran (toàton g¦r ™qeopo…oun), tetraktÝn 

d� ¢riqmÒn tina, Öj ™k tess£rwn tîn prètwn ¢riqmîn sugke…menoj tÕn 

teleiÒtaton ¢p»rtizen, ésper tÕn dška, œn g¦r kaˆ dÚo kaˆ tr…a kaˆ tšssara 

dška g…netai.» 

[Με τη φράση «σ’ αυτόν» εννοούν τον Πυθαγόρα (γιατί τον είχαν θεοποιήσει) και 

με τη λέξη «τετρακτύς»
 
εννοούν έναν αριθμό που συνίσταται από τους τέσσερις 

πρώτους αριθμούς και φτιάχνει τον τελειότερο απ’ όλους τους αριθμούς, το δέκα: 

γιατί ένα και δύο και τρία και τέσσερα κάνουν δέκα] 

«œsti te oátoj Ð ¢riqmÕj prèth tetraktÚj, phg¾ d� ¢en£ou fÚsewj lšlektai 

parÒson kat' aÙtoÝj Ð sÚmpaj kÒsmoj kat¦ ¡rmon…an dioike‹tai» 

[Αυτός ο αριθμός είναι η πρώτη τετρακτύς και περιγράφεται ως «η πηγή της αενάου 

φύσεως», σε τέτοιο βαθμό που όλο το σύμπαν είναι οργανωμένο στη βάση αυτών 

των αριθμών, σύμφωνα με την αρμονία] 

Ο Αριστοτέλης, στα Μεταφυσικά, αναφέρει ότι:  

«'En d� toÚtoij kaˆ prÕ toÚtwn oƒ kaloÚmenoi PuqagÒreioi tîn maqhm£twn 

¡y£menoi prîtoi taàt£ te pro»gagon, kaˆ ™ntrafšntej ™n aÙto‹j t¦j toÚtwn 

¢rc¦j tîn Ôntwn ¢rc¦j ò»qhsan e�nai p£ntwn» 

[Αυτοί οι άνθρωποι (ο Λεύκιππος και ο Δημόκριτος) και οι πρόγονοί τους, (οι 

Πυθαγόρειοι) ασχολήθηκαν με τα μαθηματικά και ήταν οι πρώτοι που εξέλιξαν 

αυτή την επιστήμη. Και αφού ανατράφηκαν με αυτή, σκέφτηκαν πως οι αρχές της 

είναι οι αρχές των πάντων] 

«™peˆ d� toÚtwn oƒ ¢riqmoˆ fÚsei prîtoi, ™n d� toÚtoij ™dÒkoun qewre‹n 

Ðmoièmata poll¦ to‹j oâsi kaˆ gignomšnoij, m©llon À ™n purˆ kaˆ gÍ kaˆ 

Ûdati»  

[μια και μέσα από τα μαθηματικά πρώτοι έρχονται εκ φύσεως οι αριθμοί
 
και σ’ 

αυτούς έβλεπαν πολλές ομοιότητες με τα υπάρχοντα πράγματα και με αυτά που 

πρόκειται να γίνουν, πολύ δε περισσότερο με τη φωτιά, τη γη και το νερό]  
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«Óti tÕ m�n toiondˆ tîn ¢riqmîn p£qoj dikaiosÚnh tÕ d� toiondˆ yuc» te kaˆ 

noàj ›teron d� kairÕj kaˆ tîn ¥llwn æj e„pe‹n ›kaston Ðmo…wj, œti d� tîn 

¡rmoniîn ™n ¢riqmo‹j Ðrîntej t¦ p£qh kaˆ toÝj lÒgouj, –™peˆ d¾ t¦ m�n ¥lla 

to‹j ¢riqmo‹j ™fa…nonto t¾n fÚsin ¢fwmoiîsqai p©san, oƒ d' ¢riqmoˆ p£shj 

tÁj fÚsewj prîtoi» 

[(σκέφτονταν ότι κάποιοι από τους αριθμούς εκφράζουν δικαιοσύνη, κάποιοι άλλοι 

ψυχή και νόηση, ευκαιρία και ούτω καθεξής), μια και είδαν ότι τα γνωρίσματα και 

οι λόγοι των αρμονιών βρίσκονται μέσα στους αριθμούς, μια και τελικά όλα τα άλλα 

πράγματα φαίνεται να έχουν αφομοιωθεί σε όλη τη φύση τους από την ομοιότητα 

των αριθμών και απ’ όλη τη φύση οι αριθμοί είναι πρώτοι] 

«t¦ tîn ¢riqmîn stoice‹a tîn Ôntwn stoice‹a p£ntwn Øpšlabon e�nai, kaˆ 

tÕn Ólon oÙranÕn ¡rmon…an e�nai kaˆ ¢riqmÒn·»  

[κι έτσι υπέθεσαν ότι τα στοιχεία των αριθμών είναι τα στοιχεία όλων των 

πραγμάτων κι ότι ο ουρανός είναι αρμονία και αριθμός] 

«kaˆ Ósa e�con ÐmologoÚmena œn te to‹j ¢riqmo‹j kaˆ ta‹j ¡rmon…aij prÕj t¦ 

toà oÙranoà p£qh kaˆ mšrh kaˆ prÕj t¾n Ólhn diakÒsmhsin, taàta 

sun£gontej ™f»rmotton» 

[Και όλα τα πράγματα στους αριθμούς και τις αρμονίες που μπορούσαν να δείξουν 

ότι συμφωνούν με τα γνωρίσματα του ουρανού και με όλη του τη δομή, αυτά 

συνέλεξαν και συνέδεσαν] 

«k¨n e‡ t… pou dišleipe, prosegl…conto toà suneiromšnhn p©san aÙto‹j e�nai 

t¾n pragmate…an·» 

[Κι αν κάτι έλειπε κάπου, αυτοί πάλι προσκολλόνταν στο γεγονός ότι όλη η θεωρία 

θα έπρεπε να χαρακτηρίζεται από συνάφεια] 

«lšgw d' oŒon, ™peid¾ tšleion ¹ dek¦j e�nai doke‹ kaˆ p©san perieilhfšnai 

t¾n tîn ¢riqmîn fÚsin, kaˆ t¦ ferÒmena kat¦ tÕn oÙranÕn dška m�n e�na… 

fasin, Ôntwn d� ™nnša mÒnon tîn fanerîn di¦ toàto dek£thn t¾n ¢nt…cqona 

poioàsin»  

[Εννοώ, για παράδειγμα, ότι από τη στιγμή που ο αριθμός δέκα φαίνεται να είναι 

τέλειος και να αγκαλιάζει όλη τη φύση των αριθμών, λένε ότι τα πράγματα που 

βρίσκονται στον ουρανό είναι δέκα. Αφού, όμως, τα ορατά είναι μόνο εννέα, 

φτιάχνουν το δέκατο, που φέρει το όνομα «Αντίχθων»] 

(Να σημειώσουμε σε αυτό το σημείο ότι τα ορατά σώματα είναι ο Ήλιος, η Σελήνη, 

ο Ερμής, η Αφροδίτη, ο Άρης, ο Δίας, ο Κρόνος, η Γη και η σφαίρα των απλανών 

αστέρων). 
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ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΙ ΚΑΙ ΑΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 

Η βαθιά ριζωμένη πυθαγόρεια πίστη ότι η φύση του κόσμου δομείται κατά 

τρόπο ρητό και ότι οι δομικές σχέσεις του σύμπαντος δεν μπορεί παρά να είναι 

σχέσεις λόγων θετικών ακεραίων αριθμών, προσέκρουσε στο αδιέξοδο της 

ανακάλυψης της ασυμμετρίας. Η ανακάλυψη της ασυμμετρίας από τους 

Πυθαγορείους αποτελεί αναμφισβήτητα ένα γεγονός σταθμό στην ιστορία των 

μαθηματικών και ταυτόχρονα μια πολύ μεγάλη νίκη του ανθρώπινου νου. Μεγάλο 

ενδιαφέρον παρουσιάζει πώς οι Πυθαγόρειοι οδηγήθηκαν σε αυτή, καθώς και τι 

προηγήθηκε. Παρακάτω παρατίθεται η έρευνα του καθηγητή Σ. Νεγρεπόντη σχετικά 

με την ασυμμετρία και τη σύνδεση αυτής με τη μουσική. 

Πιο συγκεκριμένα, ο καθηγητής Σ. Νεγρεπόντης - όπως άλλωστε δίδαξε στο 

μάθημα «Ιστορία των Αρχαίων Ελληνικών Μαθηματικών, Στοιχεία Ευκλείδη» στα 

πλαίσια του Μεταπτυχιακού Προγράμματος «Διδακτική και Μεθοδολογία των 

Μαθηματικών» - επιχειρηματολογεί για το γεγονός ότι η απόδειξη της αρρητότητας 

του √2 είναι ειδικής φύσεως και διαφορετική από αυτή που εμείς γνωρίζουμε. Στη 

συνέχεια, στηρίζει την άποψη ότι η πρώιμη αριθμητική θεωρία των λόγων 

σχετίζεται άμεσα με τα ακουστκά πειράματα, ενώ παρακάτω εξηγεί πώς η 

προσπάθεια εύρεσης ενός κοινού μουσικού μέτρου οδήγησε, μέσω της άπειρης 

ανθυφαιρετικής διαδικασίας, στο συμπέρασμα ότι το διάστημα μιας οκτάβας κι 

αυτό του «διαπέντε» είναι ασύμμετρα. Τέλος, συσχετίζει τα δύο μουσικά μέτρα 

(τόνος, δίεση) και την αρμονική ανθυφαίρεση με τα δύο γεωμετρικά μέτρα 

(διαγώνιος, πλευρά) και τη γεωμετρική ανθυφαίρεση, μεταφέροντας έτσι τη μέθοδο 

της ανθυφαίρεσης από την αρμονία στη γεωμετρία. 

 

Η Αρρητότητα του √2 

Ας ξεκινήσουμε από την πιο οικεία σε μας απόδειξη της αρρητότητας του 

√2, η οποία έχει ως εξής: «Έστω √2 � 	

 , όπου m, n πρώτοι μεταξύ τους φυσικοί 

αριθμοί. Τότε 2n� � m�, που σημαίνει ότι ο m� είναι άρτιος, άρα και ο m είναι 

άρτιος. Έτσι, m � 2k, οπότε n� � 2k�. Δηλαδή ο n� είναι άρτιος, άρα και ο n. Τότε, 

οι αριθμοί m, n δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους, γεγονός το οποίο έρχεται σε 

αντίφαση με την αρχική υπόθεση». 

Πρόκειται για μια αρχαία απόδειξη, που εμφανίζεται στα Prior Analytics του 

Αριστοτέλη (41 a23, 50 a35) και στα Στοιχεία του Ευκλείδη (Πρόταση Χ117). Αν και η 

παραπάνω απόδειξη θεωρείται η πρώτη και γνήσια απόδειξη που δόθηκε από τους 

Πυθαγορείους, υπάρχουν κάποιες ενστάσεις, όπως θα διαπιστώσουμε παρακάτω. 
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Πιο συγκεκριμένα, ο van der Waerden αναφέρεται στην Πρόταση III της 

Κατατομής Κανόνος -  έργο κατά πάσα πιθανότητα του Ευκλείδη – η οποία αφορά 

τους επιμόριους λόγους και σε μια πρόταση του Πυθαγόρειου Αρχύτα (όπως αυτή 

δόθηκε από τον Βοήθειο στο έργο του De Institutione Musica). 

 Όσον αφορά την Πρόταση III της Κατατομής Κανόνος, έχουμε τα εξής: 

 «'Epimor…ou diast»matoj oÙdeˆj mšsoj, oÜte eŒj oÜte ple…ouj, 
¢n£logon ™mpese‹tai ¢riqmÒj»  

[Σε επιμόριο διάστημα κανένας μέσος ανάλογος, ούτε ένας ούτε περισσότεροι 

μέσοι ανάλογοι αριθμοί παρεμβάλλονται] 

Η πρόταση του Αρχύτα, που αποδεικνύει ότι ένας επιμόριος λόγος δεν 

μπορεί να δεχθεί γεωμετρικό μέσο, λέει τα εξής: 

« Έστω ο επιμόριος λόγος Α:Β. Έστω Γ, Δ+Ε οι μικρότεροι όροι του 

λόγου κι αφού είναι επιμόριοι, ο Δ+Ε υπερέχει του Γ κατά ένα μέρος 

του εαυτού του. Ας είναι αυτό το μέρος το Δ. Ισχυρίζομαι ότι το Δ δεν 

είναι αριθμός αλλά μονάδα. Γιατί αν ήταν αριθμός και ένα μέρος του 

Δ+Ε, τότε θα διαιρούσε το Δ+Ε, κι έτσι θα διαιρούσε και το Ε, δηλαδή 

το Γ. Τότε το Δ θα διαιρούσε και το Δ+Ε και το Γ, που είναι αδύνατο. 

Γι’ αυτό, κανένας μέσος όρος δεν βρίσκεται ανάμεσά τους, τέτοιος 

ώστε να διαιρεί το λόγο σε ίσα μέρη. Τελικά, κανένας μέσος όρος δεν 

μπορεί να τοποθετηθεί μεταξύ άλλων αριθμών του ίδιου λόγου, ώστε 

να τον διαιρέσει σε ίσα μέρη».  

Σύμφωνα με τον Andrew Barker, με το παραπάνω θεώρημα ο Αρχύτας δεν 

αποδεικνύει στην ουσία ότι οι επιμόριοι λόγοι δεν μπορούν να χωριστούν 

γεωμετρικά, αλλά ότι στους επιμόριους λόγους, με τους μικρότερους δυνατούς 

όρους, οι δύο όροι διαφέρουν κατά μια μονάδα. Ο λόγος για τον οποίο απέδειξε ο 

Αρχύτας ένα τέτοιο θεώρημα, από καθαρά μαθηματικής άποψης, ήταν για να δείξει 

ότι η μόνη κατηγορία λόγων που δεν δέχεται γεωμετρικό μέσο είναι οι επιμόριοι 

λόγοι, σε αντίθεση με τις άλλες κατηγορίες οι οποίες, έστω και σε μεμονωμένες 

περιπτώσεις, επιτρέπουν την ύπαρξη αυτού. Ωστόσο, από μουσικής άποψης, το 

θεώρημα αυτό βρίσκει χαρακτηριστική εφαρμογή: υποθέτοντας ότι η οκτάβα δεν 

έχει γεωμετρικό μέσο, ο σκοπός του Αρχύτα ήταν να δείξει ότι και κανένα άλλο 

σύμφωνο διάστημα δεν θα είχε αυτή την ιδιότητα, ακόμα κι ένα επιμόριο διάστημα. 

Από την άλλη μεριά, οι van der Waerden, Becker και Zeugen βασίζονται σε 

ένα εκπληκτικό κείμενο του διαλόγου «Θεαίτητος» του Πλάτωνα (147C – 148B). Στο 

κείμενο αυτό, εμφανίζεται ο μεγάλος μαθηματικός Θεαίτητος ως ένας νεαρός 

μαθητής που παρακολουθεί το μάθημα του Θεόδωρου του Κυρηναίου πάνω στην 

ασυμμετρία, λίγο μετά το 400 π.Χ. Στο μάθημα αυτό, ο Θεόδωρος απέδειξε την 
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ασυμμετρία των λόγων √3: 1, √5: 1, … μέχρι το √17: 1, για καθέναν από τους 

οποίους χρησιμοποίησε μια συγκεκριμένη μέθοδο. Από το √17: 1 συνάντησε 

κάποια δυσκολία που τον ανάγκασε να σταματήσει:  

 

«Perˆ dun£meèn ti ¹m‹n QeÒdwroj Óde œgrafe, tÁj te tr…podoj pšri kaˆ 

pentšpodoj [¢pofa…nwn] Óti m»kei oÙ sÚmmetroi tÍ podia…v, kaˆ oÛtw kat¦ 

m…an ˜k£sthn proairoÚmenoj mšcri tÁj ˜ptakaidek£podoj· ™n d� taÚtV pwj 

™nšsceto. ¹m‹n oân e„sÁlqš ti toioàton, ™peid¾ ¥peiroi tÕ plÁqoj aƒ dun£meij 

™fa…nonto, peiraqÁnai sullabe‹n e„j ›n, ÓtJ p£saj taÚtaj prosagoreÚsomen 

t¦j dun£meij»  
 
Σ’ αυτό ακριβώς το σημείο ο Θεαίτητος είχε την ιδέα μιας γενικότερης 

απόδειξης, πιθανώς για όλους τους λόγους της μορφής √n: 1, όπου n μη 

τετράγωνος αριθμός. Οι van der Waerden, Becker και Zeugen ισχυρίζονται, λοιπόν, 

ότι αν η προαναφερθείσα απόδειξη του √2 ήταν τότε γνωστή και οικεία, τότε δεν 

θα δικαιολογούταν το εμπόδιο που συνάντησε ο Θεόδωρος για n � 17, μια και η 

απόδειξη του √2 θα μπορούσε να γενικευτεί για όλες τις περιπτώσεις. Έτσι, 

καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι η γνήσια απόδειξη της ασυμμετρίας του √2 ήταν 

ειδικής φύσεως και διαφορετική από αυτή που εμείς γνωρίζουμε. 

 

Η Πυθαγόρεια Αριθμητική 

Τα πρώτα πυθαγόρεια μαθηματικά είναι η Αριθμητική. Υπάρχουν αποδείξεις 

για το γεγονός ότι οι Πυθαγόρειοι χρησιμοποιούσαν σειρές από χαλίκια για τις 

αρχικές αποδείξεις των θεωρημάτων τους. Έτσι, οι πρώτες αποδείξεις τους ήταν 

συγκεκριμένες και είχαν έναν πειραματικό χαρακτήρα. Αυτό ταιριάζει με τη 

διακριτή αναπαράσταση των αριθμών, όπως φαίνεται στις πραγματείες 

νεοπυθαγορείων, όπως ο Νικόμαχος ο Γερασηνός, ο Θέων ο Σμηρνεύς και ο 

Ιάμβλιχος. 

Ωστόσο, η κυρίαρχη έννοια στα τρία αριθμητικά βιβλία των Στοιχείων (VII – 

IX) είναι αυτή του λόγου και της αναλογίας. Ο πρώτος Έλληνας μαθηματικός, ο 

Θαλής ο Μιλήσιος, δεν κάνει χρήση – απ’ όσο γνωρίζουμε – της αναλογίας. Πώς 

όμως προέκυψε η χρήση του λόγου και της αναλογίας στην Αριθμητική; Σύμφωνα 

με τον van der Waerden, η θεωρία των λόγων δεν είναι τίποτα περισσότερο από μια 

θεωρητική πραγματεία αριθμητικών κλασμάτων. Όμως, μια τέτοια υπόθεση γίνεται 

σχεδόν αβάσιμη, αν συνειδητοποιήσουμε (όπως ο Fowler) ότι στην ευκλείδεια 

αριθμητική πουθενά δεν υπάρχει ο κανόνας της πρόσθεσης κλασμάτων. 

Από την άλλη μεριά, η αρχαία ελληνική αριθμητική ασχολούταν με τον 

πολλαπλασιασμό των λόγων (συγκείμενος λόγος) και, μάλιστα, για να συνθέσουμε 
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τους λόγους α:β και γ:δ, πρώτα βρίσκουμε ένα κοινό πολλαπλάσιο ε των β και γ, 

τέτοιο ώστε ε = β∙ζ = γ∙η για κάποιους αριθμούς ζ, η κι ύστερα σχηματίζουμε τη 

σύνθεση των λόγων αζ:δη. 

 

Τα Ακουστικά Πειράματα 

Οι Πυθαγόρειοι δεν έκαναν μουσική για τη μουσική, καθώς μέσα από αυτή 

έψαχναν τη δομή του σύμπαντος, την αρμονία. Στην πορεία, αρμονία και μουσική 

έγιναν λέξεις συνώνυμες γι’ αυτούς. 

Στο 26ο κεφάλαιο της σωζόμενης πραγματείας του Ιάμβλιχου De Vita 

Pythagorica (Πυθαγόρου Βίος) - όπως φαίνεται από τα παρακάτω λόγια: 

«PuqagÒraj d� sunetšlese t¾n perˆ tîn oÙran…wn ™pist»mhn kaˆ ta‹j 

¢pode…xesin aÙt¾n Ólaij ta‹j ¢riqmhtika‹j kaˆ ta‹j gewmetrika‹j dišlaben» - 
προβάλλεται η άποψη ότι η αρχική ιδέα για τη μαθηματική τεκμηρίωση της 

μουσικής προήλθε από τον ίδιο τον Πυθαγόρα και οπωσδήποτε δεν αποτελεί 

ύστερη επινόηση κάποιων πρώιμων Πυθαγορείων ή πλατωνικών Πυθαγορείων 

(Θέων ο Σμηρνεύς, Θράσυλλος, Νικόμαχος κ.ά.). Ωστόσο, σήμερα γνωρίζουμε ότι η 

διαχρονικότητα του περιεχομένου της πυθαγόρειας θεωρίας της μουσικής 

οφείλεται κυρίως στην εις βάθος μελέτη που διεξήγαγαν διανοητές, κατοπινοί του 

Πυθαγόρα και ορμώμενοι από τις αρχικές ιδέες αυτού. Η συνεισφορά, λοιπόν, του 

Πυθαγόρα στο συγκεκριμένο θέμα μάλλον έγκειται στη σημασία που έδωσε στην 

ιδιαίτερη σχέση ήχου και αριθμού, παρά στην επιστημονική κατοχύρωση των 

συνεπειών της (Barker, 1989). 

 

• Η Διήγηση του Ιάμβλιχου 

Έτσι, λοιπόν, ο Ιάμβλιχος υποστηρίζει ότι η ανακάλυψη έγινε από τον 

Πυθαγόρα και αναφέρει τα εξής: «par£ ti calkotupe‹on peripatîn œk tinoj 

daimon…ou suntuc…aj ™p»kouse ·aist»rwn s…dhron ™p' ¥kmoni ·aiÒntwn kaˆ 

toÝj ½couj paramˆx prÕj ¢ll»louj <sumfwnot£touj> ¢podidÒntwn, pl¾n mi©j 

suzug…aj. ™peg…nwske d' ™n aÙto‹j t»n te di¦ pasîn t»n te di¦ pšnte kaˆ t¾n 

di¦ tess£rwn sunJd…an, t¾n d� metaxÚthta tÁj te di¦ tess£rwn kaˆ tÁj di¦ 

pšnte ¢sÚmfwnon m�n ˜èra aÙt¾n kaq' ˜aut»n, sumplhrwtik¾n d� ¥llwj tÁj 

™n aÙto‹j meizonÒthtoj. ¥smenoj d¾ æj kat¦ qeÕn ¢nuomšnhj aÙtù tÁj 

proqšsewj e„sšdramen e„j tÕ calke‹on, kaˆ poik…laij pe…raij par¦ tîn ™n to‹j 

·aistÁrsin Ôgkwn eØrën t¾n diafor¦n toà ½cou, ¢ll' oÙ par¦ t¾n tîn 

·aiÒntwn b…an oÙd� par¦ t¦ sc»mata tîn sfurîn oÙd� par¦ t¾n toà 

™launomšnou sid»rou met£qesin, shkèmata ¢kribîj ™klabën kaˆ ·op¦j 

„sait£taj tîn ·aist»rwn prÕj ˜autÕn ¢phll£gh, kaˆ ¢pÒ tinoj ˜nÕj 
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pass£lou di¦ gwn…aj ™mpephgÒtoj to‹j to…coij, †na m¾ k¢k toÚtou diafor£ 

tij Øpofa…nhtai À Ólwj ØponoÁtai pass£lwn „diazÒntwn parallag», 
¢part…saj tšssaraj cord¦j Ðmoälouj kaˆ „sokèlouj, „sopace‹j te kaˆ 

„sostrÒfouj, ˜k£sthn ¢f' ˜k£sthj ™x»rthsen, Ðlk¾n prosd»saj ™k toà 

k£twqen mšrouj, t¦ d� m»kh tîn cordîn mhcanhs£menoj ™k pantÕj „sa…tata. 
e�ta kroÚwn ¢n¦ dÚo ¤ma cord¦j ™pall¦x sumfwn…aj eÛriske t¦j 

prolecqe…saj, ¥llhn ™n ¥llV suzug…v. t¾n m�n g¦r ØpÕ toà meg…stou 

™xart»matoj teinomšnhn prÕj t¾n ØpÕ toà mikrot£tou di¦ pasîn fqeggomšnhn 

katel£mbanen· Ãn d� ¿ m�n dèdeka tinîn Ðlkîn, ¿ d� ›x. ™n diplas…J d¾ lÒgJ 

¢pšfaine t¾n di¦ pasîn, Óper kaˆ aÙt¦ t¦ b£rh Øpšfaine. t¾n d' aâ meg…sthn 

prÕj t¾n par¦ t¾n mikrot£thn, oâsan Ñktë Ðlkîn, di¦ pšnte sumfwnoàsan, 
œnqen taÚthn ¢pšfainen ™n ¹miol…J lÒgJ, ™n úper kaˆ aƒ Ðlkaˆ ØpÁrcon prÕj 

¢ll»laj· prÕj d� t¾n meq' ˜aut¾n m�n tù b£rei, tîn d� loipîn me…zona, ™nnša 

staqmîn Øp£rcousan, t¾n di¦ tess£rwn, ¢nalÒgwj to‹j br…qesi. kaˆ taÚthn 

d¾ ™p…triton ¥ntikruj katelamb£neto, ¹miol…an t¾n aÙt¾n fÚsei Øp£rcousan 

tÁj mikrot£thj (t¦ g¦r ™nnša prÕj t¦ εx oÛtwj œcei)· Ónper trÒpon ¹ par¦ t¾n 

mikr¦n ¹ Ñktë prÕj m�n t¾n t¦ εx œcousan ™n ™pitr…tJ lÒgJ Ãn, prÕj d� t¾n 

t¦ dèdeka ™n ¹miol…J».  

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η εν λόγω ανακάλυψη έγινε με τρόπο 

μαγικά συμπτωματικό, τη στιγμή που ο Πυθαγόρας περνούσε έξω από ένα 

σιδηρουργείο, όπου άκουσε μια διαδοχή από διαστηματικές σχέσεις που 

προέρχονταν από τα χτυπήματα των σφυριών στο αμόνι. Εκεί, για πρώτη φορά 

αντιλήφθηκε ότι οι [διαφορές] του ήχου (αυτό που σήμερα ονομάζουμε συχνότητες 

του ήχου) εξαρτώνται από τον όγκο των σφυριών και όχι από τη μεταβολή της 

δύναμης που ασκείται μέσω αυτών πάνω στο παλλόμενο αμόνι. Αφού, λοιπόν, 

ανέλυσε και μέτρησε προσεκτικά τις διαφορές όγκου και βάρους που τα σφυριά 

αυτά παρουσίαζαν μεταξύ τους, επέστρεψε στο σπίτι του επιχειρώντας πλέον να 

προσαρμόσει τα ίδια βάρη στα άκρα τεσσάρων πανομοιότυπων χορδών, 

στηριγμένων σε μια σταθερή ξύλινη βάση που λειτουργούσε ως ηχείο. Έπειτα, 

κρούοντας ανά δύο τις χορδές, είδε ότι η χορδή με τη μεγαλύτερη τάση, σε 

συνδυασμό με εκείνη που είχε τη μικρότερη τάση απ’ όλες, έδινε το ιδιαίτερα 

ευχάριστο διάστημα της ογδόης. Τα βάρη που είχε τοποθετήσει ο Πυθαγόρας ήταν 

ισοδύναμα με 12 και 6 αριθμητικές μονάδες, αντίστοιχα. Επομένως, βρίσκονταν 

στην αναλογία 2:1. Αμέσως μετά, συνέκρινε την αρχική χορδή των 12 βαρών με μια 

άλλη, η οποία βρισκόταν ακριβώς δίπλα σε εκείνη των 6, με τάση ισοδύναμη 8 

βαρών. Η νέα αυτή συνήχηση (12:8) δεν ήταν άλλη από το σύμφωνο διάστημα της 

πέμπτης που, στην απλουστευμένη της μορφή, αντιστοιχεί στον αριθμητικό λόγο 

3:2. Τέλος, το παιχνίδι των συσχετισμών φαίνεται πως έκλεισε με την εξακρίβωση 

ότι η χορδή με τη μέγιστη τάση των 12 βαρών, συνδυαζόμενη με μια άλλη των 9 

βαρών, παρήγαγε το επίσης σύμφωνο διάστημα της τετάρτης (12:9, δηλαδή 4:3). 
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• Η Διήγηση του Πλάτωνα 

Στο βιλίο του «Greek Musical Writings», ο Barker παραθέτει , μέσα από τα 

λόγια του Πλάτωνα στο Phaedo (Φαίδων), το πείραμα που διεξήγαγε ο Ίππασος ο 

Μεταποντίνος:  «GlaÚkou tšcnh sh<me…wsai> pa<roim…an> ™pˆ tîn m¾ ·vd…wj 

katergazomšnwn, ½toi ™pˆ tîn p£nu ™pimelîj kaˆ ™ntšcnwj e„rgasmšnwn.  

[η φράση «Γλαύκου τέχνη» λέγεται είτε για πράγματα που δεν επιτυγχάνονται 

εύκολα, είτε για πράγματα που φτιάχνονται με μεγάλη ικανότητα και φροντίδα] 

«“Ippasoj g£r tij kateskeÚase calkoàj tšttaraj d…skouj oÛtwj, éste t¦j 

m�n diamštrouj aÙtîn ‡saj Øp£rcein, tÕ d� toà prètou d…skou p£coj 

™p…triton m�n e�nai toà deutšrou, ¹miÒlion d� toà tr…tou, dipl£sion d� toà 

tet£rtou, krouomšnouj d� toÚtouj ™pitele‹n sumfwn…an tin£»  

[Ο Ίππασος ο Μεταποντίνος έφτιαξε τέσσερις χάλκινους δίσκους με τέτοιο τρόπο 

ώστε οι διάμετροί τους να είναι ίσες και, ειδικότερα, η λεπτότητα του πρώτου να 

είναι το επίτριτον (4:3) αυτής του δευτέρου, το ημιόλιον (3:2) αυτής του τρίτου και 

διπλάσια σε σχέση με αυτή του τετάρτου, με αποτέλεσμα κατά την κρούση τους να 

παράγεται αρμονία] 

«kaˆ lšgetai Glaàkon „dÒnta toÝj ™pˆ tîn d…skwn fqÒggouj, prîton 

™gceirÁsai di' aÙtîn ceirourge‹n, kaˆ ¢pÕ taÚthj tÁj pragmate…aj œti kaˆ 

nàn lšgesqai t¾n kaloumšnhn GlaÚkou tšcnhn. mšmnhtai d� toÚtwn 

'AristÒxenoj ™n tù perˆ tÁj mousikÁj ¢kro£sewj kaˆ <Ni>koklÁj ™n tù perˆ 

qewr…aj» 

[Και λέγεται ότι, όταν ο Γλαύκος
 
παρατήρησε τις νότες που παρήγαγαν οι δίσκοι, 

ήταν ο πρώτος που καταπιάστηκε με τη σύνθεση μουσικής με αυτές και ότι, ως 

αποτέλεσμα της εμβάθυνσής του αυτής, οι άνθρωποι μιλούν για την «τέχνη του 

Γλαύκου»] 

Ο Barker τονίζει το γεγονός ότι η διαδικασία που περιγράφει ο Ίππασος είναι 

σωστή, γιατί αν οι δίσκοι έχουν ίσες διαμέτρους, τότε η συχνότητα είναι ανάλογη 

της λεπτότητάς τους. Αυτό είναι φανερό και μέσα από τα λόγια του Πλάτωνα στο 

Phaedo (Φαίδων), που δείχνουν την αμφισβήτησή του για την εγκυρότητα του 

πειράματος του Πυθαγόρα και την αποδοχή, εκ μέρους του, του πειράματος του 

Ίππασου:  

«'All¦ mšntoi, ð Simm…a, oÙc ¹ GlaÚkou tšcnh gš moi doke‹ e�nai dihg»sasqai 

¤ g' ™st…n· æj mšntoi ¢lhqÁ, calepèterÒn moi fa…netai À kat¦ t¾n GlaÚkou 

tšcnhn, kaˆ ¤ma m�n ™gë ‡swj oÙd' ¨n oŒÒj te e‡hn, ¤ma dš, e„ kaˆ ºpist£mhn, Ð 

b…oj moi doke‹ Ð ™mÒj, ð Simm…a, tù m»kei toà lÒgou oÙk ™xarke‹n. t¾n mšntoi 

„dšan tÁj gÁj o†an pšpeismai e�nai, kaˆ toÝj tÒpouj aÙtÁj oÙdšn me kwlÚei 

lšgein».  
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• Η Διήγηση του Θέωνα του Σμυρνέα 

Ο Θέων ο Σμυρνεύς, όπως καταγράφεται στις σελίδες του βιβλίου του 

Andrew Barker, δίνει τη δική του διήγηση για τον τρόπο με τον οποίο οι 

Πυθαγόρειοι έφθασαν στην ανακάλυψη των αριθμητικών σχέσεων των ήχων:  

«taÚtaj d� t¦j sumfwn…aj oƒ m�n ¢pÕ barîn ºx…oun lamb£nein, oƒ d� ¢pÕ 

megeqîn, oƒ d� ¢pÕ kin»sewn [kaˆ ¢riqmîn], oƒ d� ¢pÕ ¢gge…wn [kaˆ megeqîn]»  

[κάποιοι θεώρησαν ότι θα ήταν σωστό να λάβουν αυτές τις συμφωνίες από βάρη, 

άλλοι από μεγέθη, άλλοι από κινήσεις και αριθμούς κι άλλοι από αγγεία]  

«L©soj d� Ð `ErmioneÚj, éj fasi, kaˆ oƒ perˆ tÕn Metapont‹non “Ippason 

PuqagorikÕn ¥ndra sunšpesqai tîn kin»sewn t¦ t£ch kaˆ t¦j bradutÁtaj, di' 
ïn aƒ sumfwn…ai ... ™n ¢riqmo‹j ¹goÚmenoj lÒgouj toioÚtouj ™l£mbanen ™p' 
¢gge…wn» 

[Ο Λάσος ο Ερμιονεύς (εικάζεται ότι είναι Πυθαγόρειος), λένε, και οι ακόλουθοί του 

συνέχισαν τη μελέτη της βραδύτητας και της ταχύτητας των κινήσεων μέσα από τις 

οποίες αναδύονται οι αρμονίες... Αν σκεφτεί κανείς ότι... στους αριθμούς, 

κατασκεύασε λόγους αυτών των ειδών σε αγγεία] 

«‡swn g¦r Ôntwn kaˆ Ðmo…wn p£ntwn tîn ¢gge…wn tÕ m�n kenÕn ™£saj, tÕ d� 

¼misu Øgroà <plhrèsaj> ™yÒfei ˜katšrJ, kaˆ aÙtù ¹ di¦ pasîn ¢ped…doto 

sumfwn…a·» 

[Όλα τα αγγεία ήταν ίσα και όμοια. Άφησε ένα άδειο, γέμισε μέχρι τη μέση ένα 

άλλο με υγρό και παρήγαγε ήχο στο καθένα. Έτσι προέκυψε η συμφωνία της 

οκτάβας] 

«q£teron d� p£lin tîn ¢gge…wn kenÕn ™în e„j q£teron tîn tess£rwn merîn tÕ 

™n ™nšcee, kaˆ kroÚsanti aÙtù ¹ di¦ tess£rwn sumfwn…a ¢ped…doto, ¹ d� di¦ 

pšnte, <Óte> ™n mšroj tîn triîn sunepl»rou, oÜshj tÁj kenèsewj prÕj t¾n 

˜tšran ™n m�n tÍ di¦ pasîn æj b prÕj ›n, ™n d� tù di¦ pšnte æj g prÕj b, ™n d� 
tù di¦ tess£rwn æj d prÕj g» 

[Ύστερα, αφήνοντας ένα αγγείο άδειο, γέμισε ένα άλλο κατά το ένα τέταρτο και 

κτυπώντας τα προέκυψε η τέταρτη συμφωνία, όπως προέκυψε η πέμπτη συμφωνία 

όταν γέμισε το ένα αγγείο κατά το ένα τρίτο. Τα κενά μέρη είχαν τη σχέση του δύο 

προς ένα στην οκτάβα, του τρία προς δύο στην πέμπτη και του τέσσερα προς τρία 

στην τετάρτη] 
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• Η Διήγηση του Νικόμαχου 

Η διήγηση του Νικόμαχου στο Enchiridion (Εγχειρίδιον) είναι παρόμοια με 

αυτή του Ιάμβλιχου: «T¾n d� kat' ¢riqmÕn posÒthta taÚthn ¼te di¦ tess£rwn 

cordîn ¢pÒstasij ¼te di¦ pšnte kaˆ ¹ kat' ¢mfotšrwn sÚnodon di¦ pasîn 

legomšnh kaˆ Ð proske…menoj metaxÝ tîn dÚo tetracÒrdwn tÒnoj trÒpJ tinˆ 

toioÚtJ ØpÕ toà PuqagÒrou katalhfqšnti œcein ™bebaioàto. ™n front…di pot� 

kaˆ dialogismù  suntetamšnJ Øp£rcwn, e„ ¥ra dÚnaito tÍ ¢koÍ bo»qei£n tina 

Ñrganik¾n ™pinoÁsai pag…an kaˆ ¢paralÒgiston, o†an ¹ m�n Ôyij di¦ toà 

diab»tou kaˆ di¦ toà kanÒnoj À kaˆ di¦ tÁj diÒptraj œcei, ¹ d' ¡f¾ di¦ toà 

zugoà À di¦ tÁj tîn mštrwn ™pino…aj, par£ ti calkotupe‹on peripatîn œk 

tinoj daimon…ou suntuc…aj ™p»kouse ·aist»rwn s…dhron ™p' ¥kmoni ·aiÒntwn 

kaˆ toÝj ½couj paramˆx prÕj ¢ll»louj sumfwnot£touj ¢podidÒntwn pl¾n 

mi©j suzug…aj· ™p-eg…nwske d' ™n aÙto‹j t¾n d� di¦ pasîn kaˆ t¾n di¦pšnte 

kaˆ t¾n di¦ tess£rwn sunJd…an. t¾n d� metaxÚthta tÁj te di¦ tess£rwn kaˆ 

tÁj di¦ pšnte ¢sÚmfwnon m�n ˜èra aÙt¾n kaq' ˜aut¾n, sumplhrwtik¾n d� 

¥llwj tÁj ™n aÙto‹j me…zonoj. ¥smenoj d¾ æj kat¦ qeÕn ¢nuomšnhj aÙtù tÁj 

proqšsewj e„sšdramen e„j tÕ calke‹on kaˆ poik…laij pe…raij par¦ tÕn ™n to‹j 

·aistÁrsin Ôgkon eØrën t¾n diafor¦n toà ½cou, ¢ll' oÙ par¦ t¾n tîn 

·aiÒntwn b…an oÙd� par¦ t¦ sc»mata tîn sfurîn oÙd� par¦ t¾n toà 

™launomšnou sid»rou met£qesin, shkèmata ¢kribîj ™klabën kaˆ ·op¦j 

„sait£taj tîn ·aist»rwn prÕj ˜autÕn ¢phll£gh. kaˆ ¢pÒ tinoj ˜nÕj 

pass£lou di¦ gènwn ™mpephgÒtoj to‹j to…coij, †na m¾ k¢k toÚtou diafor£ tij 

Øpofa…nhtai À Ólwj ØponoÁtai pass£lwn „diazÒntwn parallag», ¢part»saj 

tšssaraj cord¦j Ðmoälouj kaˆ „sokèlouj, „sopace‹j te kaˆ „sostrÒfouj 

˜k£sthn ™f' ˜k£sthj ™x»rthsen, Ðlk¾n prosd»saj ™k toà k£twqen mšrouj. t¦ 

d� m»kh tîn cordîn mhcanhs£menoj ™k pantÕj „sa…tata, e�ta kroÚwn ¢n¦ dÚo 

¤ma cord¦j ™nall¦x sumfwn…aj eÛriske t¦j prolecqe…saj, ¥llhn ™n ¥llV 

suzug…v. t¾n m�n g¦r ØpÕ toà meg…stou ™xart»matoj teinomšnhn prÕj t¾n ØpÕ 

toà mikrot£tou di¦ pasîn fqeggomšnhn katel£mbanen. Ãn d� ¹ m�n dèdek£ 

tinwn Ðlkîn, ¹ d� ›x. ™n diplas…J d¾ lÒgJ ¢pšfaine t¾n di¦ pasîn, Óper kaˆ 

aÙt¦ t¦ b£rh Øpšfaine. t¾n d' aâ meg…sthn prÕj t¾n par¦ t¾n mikrot£thn 

(oâsan Ñktë Ðlkîn) di¦ pšnte sumfwnoàsan, œnqen taÚthn ¢pšfainen ™n 

¹miol…J lÒgJ, ™n úper kaˆ aƒ Ðlkaˆ ØpÁrcon prÕj ¢ll»laj· prÕj d� t¾n meq' 
˜aut¾n m�n tù b£rei, tîn d� loipîn me…zona, ™nnša staqmîn Øp£rcousan, t¾n 

di¦ tess£rwn, ¢nalÒgwj to‹j br…qesi. kaˆ taÚthn d¾ ™p…triton ¥ntikruj 

katelamb£neto, ¹miol…an t¾n aÙt¾n fÚsei Øp£rcousan tÁj mikrot£thj, (t¦ 

g¦r ™nnša prÕj t¦ εx oÛtwj œcei,) Ónper trÒpon ¹ par¦ t¾n mikr¦n ¹ Ñktë 

prÕj m�n t¾n t¦ εx œcousan ™n ™pitr…tJ Ãn, prÕj d� t¾n t¦ dèdeka ™n ¹miol…J. 
tÕ ¥ra metaxÝ tÁj di¦ pšnte kaˆ tÁj di¦ tess£rwn toutšstin ú Øperšcei ¹ di¦ 

pšnte tÁj di¦ tess£rwn, ™bebaioàto ™n ™pogdÒJ lÒgJ Øp£rcein, ™n úper t¦ 

™nnša prÕj t¦ Ñktè. ˜katšrwj te  ¹ di¦ pasîn sÚsthma ºlšgceto tÁj di¦ 

pšnte kaˆ di¦ tess£rwn ™n sunafÍ, æj Ð dipl£sioj lÒgoj ½toi ¹miol…ou te kaˆ 
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™pitr…tou, oŒon dèdeka Ñktë εx, À ¢nastrÒfwj tÁj di¦ tess£rwn kaˆ di¦ 

pšnte, æj tÕ dipl£sion ™pitr…tou te kaˆ ¹miol…ou, oŒon dèdeka ™nnša εx ™n 

t£xei toiaÚtV. tulèsaj d� kaˆ t¾n ce‹ra kaˆ t¾n ¢ko¾n prÕj t¦ ™xart»mata 

kaˆ bebaièsaj prÕj aÙt¦ tÕn tîn scšsewn lÒgon, metšqhken eÙmhc£nwj t¾n 

m�n tîn cordîn koin¾n ¢pÒdesin t¾n ™k toà diagwn…ou pass£lou e„j tÕn toà 

Ñrg£nou batÁra, Ön cordÒtonon çnÒmaze, t¾n d� pos¾n ™p…tasin ¢nalÒgwj to‹j 

b£resin e„j t¾n tîn koll£bwn ¥nwqen sÚmmetron peristrof»n. ™pib£qrv te 

taÚtV crèmenoj kaˆ oŒon ¢nexapat»tJ gnèmoni e„j poik…la Ôrgana t¾n pe‹ran 

loipÕn ™xšteine, lek…dwn te kroàsin kaˆ aÙloÝj kaˆ sÚriggaj kaˆ monÒcorda 

kaˆ tr…gwna kaˆ t¦ parapl»sia, kaˆ sÚmfwnon eÛrisken ™n ¤pasi kaˆ 

¢par£llakton t¾n di' ¢riqmoà kat£lhyin. Ñnom£saj d� Øp£thn m�n tÕn toà εx 

¢riqmoà koinwnoànta fqÒggon, mšshn d� tÕn toà Ñktë, ™p…triton aÙtoà 

tugc£nonta, paramšshn d� tÕn toà ™nnša, tÒnJ toà mšsou ÑxÚteron kaˆ d¾ kaˆ 

™pÒgdoon, n»thn d� tÕn toà dèdeka, kaˆ t¾j metaxÚthtaj kat¦ tÕ diatonikÕn 

gšnoj sunanaplhrèsaj fqÒggoij ¢nalÒgoij oÛtwj t¾n Ñkt£cordon ¢riqmo‹j 

sumfènoij Øpštaxe, diplas…J ¹miol…J ™pitr…tJ kaˆ tÍ toÚtwn diafor´ 

™pogdÒJ.»  

[τα διαστήματα της τετάρτης και της πέμπτης και του συνδυασμού αυτών, της 

οκτάβας, και του τόνου που βρίσκεται επιπροσθέτως ανάμεσα στα δύο τετράχορδα 

καθιερώθηκαν ως έχοντα αυτή την αριθμητική ποσότητα από τον Πυθαγόρα. Η 

μέθοδος που ακολούθησε ήταν η εξής: μια μέρα βυθίστηκε στις σκέψεις για να δει 

αν θα μπορούσε να επινοήσει κάποιο οργανικό βοήθημα για την ακοή, το οποίο θα 

ήταν συνεπές και όχι επιρρεπές σε λάθη, με τον ίδιο τρόπο που και η όραση 

βοηθάται από τους διαβήτες, τον κανόνα και τη διόπτρα, η αφή από την ισορροπία 

και από τη διαίρεση των μέτρων. Χάρη σε μια θεόσταλτη ευκαιρία, πέρασε από το 

εργαστήρι ενός σιδηρουργού κι άκουσε τα σφυριά να κτυπούν στο σίδερο του 

αμονιού, δίνοντας ήχους απολύτως σύμφωνους μεταξύ τους, με εξαίρεση ένα 

ζευγάρι. Και αναγνώρισε ανάμεσά τους τη διαπασών, την πέμπτη και την τετάρτη. 

Παρατήρησε ότι αυτό που ήταν ανάμεσα στην τετάρτη και την πέμπτη
 

ήταν 

παράφωνο αλλά και αναγκαίο να γεμίσει το μεγαλύτερο από αυτά τα διαστήματα. 

Υπερευχαριστημένος που, με τη βοήθεια του Θεού, το σχέδιό του είχε εκπληρωθεί, 

έτρεξε στο σιδηρουργείο και, μέσα από μια μεγάλη ποικιλία πειραμάτων, 

ανακάλυψε ότι αυτό που βρισκόταν σε άμεση σχέση με τη διαφορά στον ήχο ήταν 

το βάρος των σφυριών κι όχι η δύναμη των κτυπημάτων ή το σχήμα των σφυριών ή 

η διαφορετικότητα του εκάστοτε σίδερου. Τα ζύγισε επακριβώς και πήρε για 

προσωπική του χρήση κομμάτια μετάλλου ακριβώς ίσα σε βάρος με τα σφυριά. 

Μετά έφτιαξε μια μονή ράβδο από τη μια γωνιά ως την άλλη κάτω από τη στέγη 

του, έτσι ώστε να μην προκύψει κάποια παραλλαγή ή υποψία παραλλαγής από τις 

ιδιομορφίες των διαφορετικών ράβδων και κρέμασε από αυτή τέσσερις χορδές, 

από το ίδιο υλικό, αποτελούμενες από τον ίδιο αριθμό νημάτων, με την ίδια 

λεπτότητα και τυλιγμένες στην ίδια έκταση. Ύστερα έδεσε ένα βαρίδιο στο κάτω 
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μέρος κάθε χορδής κι έχοντάς το κανονίσει έτσι ώστε το μήκος κάθε χορδής να είναι 

ακριβώς το ίδιο, χτυπούσε τις χορδές ανά δύο και έβρισκε τις συμφωνίες που 

προαναφέρθηκαν, διαφορετική συμφωνία για κάθε ζεύγος χορδών. Αντιλήφθηκε 

ότι η τεντωμένη χορδή με το μεγαλύτερο αντικείμενο ακούστηκε σε μια οκτάβα από 

την τεντωμένη χορδή με το μικρότερο αντικείμενο. Το πρώτο αντικείμενο είχε 

βάρος δώδεκα μονάδων και το τελευταίο έξι μονάδων. Έτσι έδειξε ότι η οκτάβα 

είναι ο λόγος δύο προς ένα, όπως έδειξαν τα ίδια τα βάρη. Βρήκε ότι το μεγαλύτερο 

ακουγόταν σε μια πέμπτη από το μικρότερο (το οποίο ζύγιζε οκτώ μονάδες βάρους) 

κι από αυτό κατάλαβε ότι είναι σε ημιόλιο λόγο, λόγος που είχαν μεταξύ τους τα 

δύο βάρη. Σε σχέση με το βάρος των εννέα μονάδων, ακουγόταν στο διάστημα μιας 

τετάρτης. Και κατάλαβε ότι αυτός ήταν ο επίτριτος λόγος κι ότι αυτή η ίδια χορδή 

ήταν σε ημιόλιο λόγο με αυτή που είχε το μικρότερο βάρος (αφού ήταν 9:6). Και με 

παρόμοιο τρόπο, η χορδή με το βάρος των οκτώ μονάδων ήταν σε επίτριτο λόγο με 

αυτή των έξι και σε ημιόλιο λόγο με αυτή των δώδεκα. Και απέδειξε ότι αυτό που 

βρίσκεται μεταξύ της τετάρτης και της πέμπτης, δηλαδή αυτό κατά το οποίο η 

πέμπτη ξεπερνά την τετάρτη, είναι σε επόγδοο λόγο, δηλαδή 9:8. Αποδείχθηκε 

επίσης ότι η οκτάβα μπορεί να κατασκευαστεί με δύο τρόπους, είτε με τη σύζευξη 

της πέμπτης με την τετάρτη, μια και ο λόγος δύο προς ένα προκύπτει από τη 

σύζευξη του ημιολίου και του επίτριτου (όπως με τους αριθμούς 12, 8, 6) ή με τον 

ανάποδο τρόπο, με τη σύζευξη της τετάρτης με την πέμπτη, μια και ο λόγος δύο 

προς ένα αποτελείται από τη σύζευξη του επίτριτου με το ημιόλιο (όπως με τους 

αριθμούς 12, 9, 6 που διατάσσονται με αυτή τη σειρά). Έχοντας δουλέψει με τα 

βάρη, μέχρι να πονέσουν χέρια και αυτιά κι έχοντας αποδείξει με αναφορά σε αυτά 

τους λόγους που ταίριαζαν στις θέσεις τους, μετέφερε επιδέξια το κοινό σημείο 

πρόσδεσης των χορδών, όπου όλες μαζί κρέμονταν από τη διαγώνια ράβδο, σε ένα 

σημείο πάνω στο όργανό του, ένα σημείο που αποκαλούσε «χορδότονον» και 

μετέφερε τις ποσότητες της τάσης με τους ίδιους λόγους που είχαν παραχθεί από 

τα βάρη με μια περιστροφή ανάλογου βαθμού στους «κολλαβούς» στο πάνω μέρος. 

Χρησιμοποιώντας αυτό ως θεμέλιο και σαν να ήταν αναμφισβήτητη ένδειξη, 

προχώρησε στην επέκταση των ερευνών του σε πολλά είδη οργάνων, όπως σε 

δοχεία, αυλούς, σειρήνες, μονόχορδα, τρίγωνα και άλλα και σε όλα έβρισκε την 

κατανόηση του αριθμού ίδια και απαράλλακτη. Ονόμασε τη νότα που 

χαρακτηριζόταν από τον αριθμό έξι «υπάτη», αυτή που χαρακτηριζόταν από το 

οκτώ «μέση», η οποία είναι σε επίτριτο λόγο με την «υπάτη», αυτή που 

χαρακτηρίζεται από το εννέα «παραμέση», η οποία είναι ένα τόνο ψηλότερη από τη 

μέση κι έτσι έχουν επόγδοο λόγο κι αυτή που χαρακτηρίζεται από το δώδεκα την 

ονόμασε «νήτη» ή «νεάτη». Την ίδια στιγμή συμπλήρωσε τα κενά μεταξύ τους 

σύμφωνα με το διατονικό γένος, με νότες σε καθαρούς λόγους, φτιάχνοντας έτσι το 

οκτάχορδο υποταγμένο στους σύμφωνους αριθμούς, δηλαδή στο λόγο δύο, στον 

ημιόλιο και τον επίτριτο λόγο και στη διαφορά των δύο τελευταίων, τον επόγδοο 

λόγο] 
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 Ο Πυθαγόρας, λένε, ανακάλυψε τη θεωρία της μουσικής. Αυτός και οι 

μαθητές του οδήγησαν την προσοχή τους στο γεγονός ότι τα μουσικά διαστήματα 

μπορούν να εκφρασθούν ως αριθμητικοί λόγοι και ότι τα σύμφωνα διαστήματα 

εκφράζονται από λόγους, των οποίων οι όροι είναι πολύ μικροί αριθμοί, π.χ. 2:1. 

Στους Πυθαγορείους αποδίδεται η διαίρεση της οκτάβας σε μια τετάρτη και μια 

πέμπτη, η κατασκευή της κλίμακας με τη χρήση του τόνου (9:8) και η ανακάλυψη 

του «πυθαγορείου κόμματος», που είναι η διαφορά 12 πέμπτων από 7 οκτάβες. 

Δεν είναι εύκολο να έχει κανείς μια ξεκάθαρη εικόνα της ιστορίας των 

Πυθαγορείων πριν το 400 π.Χ., ούτε είναι σαφές μέχρι τώρα κατά πόσο ο ίδιος ο 

Πυθαγόρας συνεισέφερε στα μαθηματικά και μουσικά θεωρήματα, τα οποία του 

έχουν αποδοθεί. Υπήρχε μια ομάδα διανοητών, οι οποίοι έδρασαν στο τέλος του 5
ου

 

π.Χ αιώνα, λίγο πριν τον Πλάτωνα, και οποιαδήποτε πληροφορία έχουμε για την 

πυθαγόρεια σκέψη προέρχεται από αυτούς, μάλιστα όχι απευθείας, αλλά μέσα από 

τα κείμενα του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη. Κάποιοι αποδίδουν σχεδόν όλη την 

πυθαγόρεια επιστήμη σ’ αυτούς, ενώ άλλοι πιστεύουν πως στον Πυθαγόρα 

ανήκουν τουλάχιστον εκείνα τα θεωρήματα που φέρουν το όνομά του.  

Ακόμα κι αν δεν μπορούμε πια να συνηγορήσομε υπέρ της μιας ή της άλλης 

άποψης, μπορούμε να κάνουμε έναν απολογισμό της μουσικής θεωρίας των 

Πυθαγορείων. Ο απολογισμός αυτός δεν μπορεί να ξεκινήσει πριν από το 400 π.Χ., 

εποχή για την οποία μόνο εικασίες μπορούμε να κάνουμε. Το 400 π.Χ. 

ολοκληρώθηκε η δημιουργική φάση των πυθαγόρειων μαθηματικών, όπως επίσης 

και η περίοδος της ελληνικής μουσικής, η οποία άνθισε τον 5
ο
 αιώνα. 

 

Η Προέλευση της Αριθμητικής Θεωρίας των Λόγων 

Σε όλα τα παραπάνω πειράματα, το κοινό συμπέρασμα είναι το εξής: το 

μουσικό διάστημα της οκτάβας σχετίζεται με το λόγο 2:1 κι αυτό γιατί, όταν 

χτυπάμε μια χορδή μισού μήκους, ο τόνος που προκύπτει είναι κατά μια οκτάβα 

υψηλότερος σε σχέση με αυτόν που παράγεται από μια ολόκληρη χορδή. Επίσης, το 

μουσικό διάστημα μιας πέμπτης σχετίζεται με το λόγο 3:2, ενώ αυτό της τετάρτης 

με το λόγο 4:3. Έτσι, σε κάθε μουσικό διάστημα αντιστοιχούσε ένας λόγος απλών 

αριθμών και αυτό σηματοδοτεί τη γέννηση της θεωρίας αναλογιών. Μάλιστα, 

αποτελεί μυστήριο γιατί η λέξη «λόγος» χρησιμοποιήθηκε για μια τέτοια 

μαθηματική έννοια. Σύμφωνα με τον κ. Σ. Νεγρεπόντη, θα μπορούσαμε να τη 

θεωρήσουμε ως μια συντομογραφία της παρακάτω πρότασης: 
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«Το μουσικό διάστημα 

��
�
��

οκτάβαπέµπτητετάρτη... (�
)
�*

 έχει το λόγο του στους αριθμούς 

��
�
��

2: 13: 24: 3... (�
)
�*

». Ας 

σημειωθεί στο σημείο αυτό ότι η λέξη «λόγος» φέρει στην αρχαία χρήση της την 

εκδοχή της αιτίας, της λογικής βάσης. 

 Η σύνθεση δύο μουσικών διαστημάτων αντιστοιχεί στο αποτέλεσμα 

(συγκείμενος λόγος) των λόγων που αντιστοιχούν στα επιμέρους συντιθέμενα 

διαστήματα. Έτσι, η οκτάβα είναι το αποτέλεσμα της σύνθεσης της τετάρτης με την 

πέμπτη και αντίστροφα, ενώ, από την άλλη, το 2:1 είναι ο συγκείμενος λόγος του 

3:2 και του 4:3. Σύμφωνα με τον κ. Σ. Νεγρεπόντη, θα μπορούσαμε να υποθέσουμε 

ότι η πρώιμη αριθμητική θεωρία των λόγων επικεντρώνεται στη σύνθεση των 

λόγων και σχετίζεται βαθιά με τα ακουστικά και αρμονικά πειράματα. Κι αυτό γιατί 

η δομή των αριθμητικών βιβλίων VII – VIII των Στοιχείων περί θεωρίας λόγων 

αριθμών δεν χρειάζεται απαραίτητα τον ευκλείδειο αλγόριθμο, δηλαδή τις 

προτάσεις VII.5 – 19, VII.3 – 4. 

 Ξεκινώντας με την ιδιότητα «Εναλλάξ» των αριθμών (Πρόταση VII.13), αυτή 

καθιερώθηκε από τα ακουστικά πειράματα των Πυθαγορείων: 

«'E¦n tšssarej ¢riqmoˆ ¢n£logon ðsin, kaˆ ™nall¦x ¢n£logon œsontai.» 
[Αν τέσσερις αριθμοί είναι σε αναλογία, και εναλλάξ θα είναι σε αναλογία]  

   

Απόδειξη   

« ”Estwsan tšssarej ¢riqmoˆ ¢n£logon oƒ A, B, G, D, æj Ð A prÕj tÕn B, 
oÛtwj Ð G prÕj tÕn D» 
[Έστω τέσσερις αριμοί σε αναλογία, οι Α, Β, Γ, Δ τέτοιοι ώστε, ό,τι είναι ο Α προς τον 

Β να είναι και ο Γ προς τον Δ] 

 

«lšgw, Óti kaˆ ™nall¦x ¢n£logon œsontai, æj Ð A prÕj tÕn G, oÛtwj Ð B prÕj 
tÕn D» 
[Λέγω ότι και εναλλάξ θα είναι σε αναλογία, δηλαδή ό,τι είναι ο Α προς τον Γ θα 

είναι και ο Β προς τον Δ] 

   

« 'Epeˆ g£r ™stin æj Ð A prÕj tÕn B, oÛtwj Ð G prÕj tÕn D, Ö ¥ra mšroj ™stˆn Ð 
A toà B À mšrh, tÕ aÙtÕ mšroj ™stˆ kaˆ Ð G toà D À t¦ aÙt¦ mšrh.» 
[Διότι, επειδή ο Α ως προς τον Β είναι ό,τι και ο Γ ως προς τον Δ, τότε ό,τι μέρος ή 

μέρη είναι ο Α του Β, το ίδιο θα είναι και ο Γ του Δ (ορισμός 21)] 

 
«™nall¦x ¥ra, Ö mšroj ™stˆn Ð A toà G À mšrh, tÕ aÙtÕ mšroj ™stˆ kaˆ Ð B toà 
D À t¦ aÙt¦ mšrh» 
[Άρα και εναλλάξ, ό,τι μέρος ή μέρη είναι ο Α του Γ, το ίδιο θα είναι και ο Β του Δ] 
 
« œstin ¥ra æj Ð A prÕj tÕn G, oÛtwj Ð B prÕj tÕn D· Óper œdei de‹xai.»  
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[Άρα, ό,τι είναι το Α ως προς το Γ, το ίδιο θα είναι και το Β ως προς το Δ. Το οποίο 

έπρεπε να αποδειχθεί] 

 

Δηλαδή, αν   
,
- � .

/   , τότε   
,
. � -

/ 

Μάλιστα, επιβεβαίωση των παραπάνω αποτελεί το κείμενο του Νικόμαχου που 

προαναφέρθηκε. Πιο συγκεκριμένα: 

αν   
��
0 � 1

2   , τότε   
��
1 � 0

2 

Από την ιδιότητα «Εναλλάξ», μπορούμε να αντλήσουμε δύο βασικές ιδιότητες, την 

«Δι’ ίσων» ιδιότητα VII.14 και τις ιδιότητες VII.17 – 18. H «Δι’ ίσων» ιδιότητα λέει τα 

εξής: 

«'E¦n ðsin Ðposoioàn ¢riqmoˆ kaˆ ¥lloi aÙto‹j ‡soi tÕ plÁqoj sÚn duo 
lambanÒmenoi kaˆ ™n tù aÙtù lÒgJ, kaˆ di' ‡sou ™n tù aÙtù lÒgJ œsontai.»  
[Αν υπάρχουν οσοιδήποτε αριθμοί και άλλοι ίσοι κατά το πλήθος προς αυτούς και 

ανά δύο λαμβανόμενοι έχουν τον ίδιο λόγο, τότε και δι’ ίσου θα βρίσκονται στον 

ίδιο λόγο.]    

 

Απόδειξη   

«”Estwsan Ðposoioàn ¢riqmoˆ oƒ A, B, G kaˆ ¥lloi aÙto‹j ‡soi tÕ plÁqoj 
sÚnduo lambanÒmenoi ™n tù aÙtù lÒgJ oƒ D, E, Z, æj m�n Ð A prÕj tÕn B, 
oÛtwj Ð D prÕj tÕn E, æj d� Ð B prÕj tÕn G, oÛtwj Ð E prÕj tÕn Z» 
[‘Εστω οσοιδήποτε αριθμοί Α, Β, Γ και άλλοι ίσοι κατά το πλήθος προς αυτούς, 

λαμβανόμενοι δε ανά δύο και έχοντες τον ίδιο λόγο, οι Δ, Ε, Ζ, έτσι ώστε ό,τι είναι ο 

Α προς τον Β να είναι και ο Δ προς τον Ε, ό,τι είναι ο Β προς τον Γ να είναι ο Ε προς 

τον Ζ] 

 
«lšgw, Óti kaˆ di' ‡sou ™stˆn æj Ð A prÕj tÕn G, oÛtwj Ð D prÕj tÕn Z»  
[Λέω ότι και δι’ ίσου είναι όπως ο Α προς τον Γ, έτσι και ο Δ προς τον Ζ] 

 

« 'Epeˆ g£r ™stin æj Ð A prÕj tÕn B, oÛtwj Ð D prÕj tÕn E, ™nall¦x ¥ra ™stˆn 
æj Ð A prÕj tÕn D, oÛtwj Ð B prÕj tÕn E»  
[Διότι, επειδή είναι ο Α προς τον Β ό,τι και ο Δ προς τον Ε, τότε εναλλάξ θα είναι ο Α 

προς τον Δ ό,τι και ο Β προς τον Ε (Πρόταση 13)]  

 
«p£lin, ™pe… ™stin æj Ð B prÕj tÕn G, oÛtwj Ð E prÕj tÕn Z, ™nall¦x ¥ra 
™stˆn æj Ð B prÕj tÕn E, oÛtwj  Ð G prÕj tÕn Z. æj d� Ð B prÕj tÕn E, oÛtwj Ð 
A prÕj tÕn D»  
[Πάλι, επειδή είναι ο Β προς τον Γ ό,τι και ο Ε προς τον Ζ, τότε εναλλάξ θα είναι ο Β 

προς τον Ε ό,τι και ο Γ προς τον Ζ (Πρόταση 13). Όπως δε ο Β προς τον Ε, έτσι και ο Α 

προς τον Δ] 

 
«kaˆ æj ¥ra Ð A prÕj tÕn D, oÛtwj Ð G prÕj tÕn Z· ™nall¦x ¥ra ™stˆn æj Ð A 
prÕj tÕn G, oÛtwj Ð D prÕj tÕn Z· Óper œdei de‹xai» 
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[Και άρα, ο Α είναι προς τον Δ ό,τι και ο Γ προς τον Ζ. Άρα, εναλλάξ, ό,τι είναι ο Α 

προς τον Γ, το ίδιο θα είναι και ο Δ προς τον Ζ. Το οποίο έπρεπε να αποδειχθεί] 

 

Δηλαδή, αν   
,
- � /

3  , -
. � 3

5    , τότε   
,
. � /

5 

Η ιδιότητα αυτή είναι μια απλή συνέπεια της «Εναλλάξ» ιδιότητας διότι: από την 

υπόθεση έχουμε ότι 
,
/ � -

3 � .
5. Τότε 

,
/ � .

5 κι επομένως, με τη βοήθεια της ιδιότητας 

«Εναλλάξ» και πάλι, έχουμε ότι 
,
. � /

5. 

 Η ιδιότητες VII.17 – 18 λένε τα εξής: 

Πρόταση VII.17 

«'E¦n ¢riqmÕj dÚo ¢riqmoÝj pollaplasi£saj poiÍ tinaj, oƒ genÒmenoi ™x 
aÙtîn tÕn aÙtÕn ›xousi lÒgon to‹j pollaplasiasqe‹sin» 
[Εάν ένας αριθμός πολλαπλασιάσει δύο αριθμούς, θα προκύψουν γινόμενα τα 

οποία θα έχουν τον ίδιο λόγο που θα έχουν και οι πολλαπλασιασθέντες αριθμοί] 

 
Απόδειξη  

« 'AriqmÕj g¦r Ð A dÚo ¢riqmoÝj toÝj B, G pollaplasi£saj toÝj D, E poie…tw· 
lšgw, Óti ™stˆn æj Ð B prÕj tÕn G, oÛtwj Ð D prÕj tÕn E.» 
[Διότι ο αριθμός Α, αν πολλαπλασιάσει τους Β και Γ, έστω ότι δίνει τους Δ, Ε. Λέγω 

ότι ο Β προς τον Γ είναι ό,τι και ο Δ προς τον Ε] 

   

 «'Epeˆ g¦r Ð A tÕn B pollaplasi£saj tÕn D pepo…hken, Ð B ¥ra tÕn D metre‹ 
kat¦ t¦j ™n tù A mon£daj. metre‹ d� kaˆ ¹ Z mon¦j tÕn A ¢riqmÕn kat¦ t¦j 
™n aÙtù mon£daj» 
[Διότι, επειδή ο Α πολλαπλασιάζοντας τον Β δίνει τον Δ, άρα ο Β μετρεί τον Δ κατά Α 

μονάδες. Και η μονάδα Ζ μετρεί τον αριθμό Α κατά Α μονάδες] 

 
« „s£kij ¥ra ¹ Z mon¦j tÕn A ¢riqmÕn metre‹ kaˆ Ð B tÕn D. œstin ¥ra æj ¹ Z 
mon¦j prÕj tÕn A ¢riqmÒn, oÛtwj Ð B prÕj tÕn D.» 
[Άρα τις ίδιες φορές η μονάδα Ζ μετρεί τον αριθμό Α, όσες και ο Β τον Δ. Άρα ό,τι 

είναι η μονάδα Ζ προς τον αριθμό Α, είναι και ο Β προς τον Δ (ορισμός 21)] 

 
« di¦ t¦ aÙt¦ d¾ kaˆ æj ¹ Z mon¦j prÕj tÕn A ¢riqmÒn, oÛtwj Ð G prÕj tÕn E· 
kaˆ æj ¥ra Ð B prÕj tÕn D, oÛtwj Ð G prÕj tÕn E. ™nall¦x ¥ra ™stˆn æj Ð B 
prÕj tÕn G, oÛtwj Ð D prÕj tÕn E· Óper œdei de‹xai»  
[Γι’ αυτούς τους λόγους, ό,τι είναι η μονάδα Ζ προς τον αριθμό Α, έτσι είναι και ο Γ 

προς τον Ε. Άρα, εναλλάξ είναι ο Β προς τον Γ ό,τι και ο Δ προς τον Ε (Πρόταση 13). 

Το οποίο έπρεπε να αποδειχθεί] 

 

 Πρόταση VII.18 

«'E¦n dÚo ¢riqmoˆ ¢riqmÒn tina pollaplasi£santej poiîs… tinaj, oƒ 
genÒmenoi ™x aÙtîn tÕn aÙtÕn ›xousi lÒgon to‹j pollaplasi£sasin.» 
[Αν δύο αριθμοί πολλαπλασιάσουν έναν αριθμό και δώσουν κάποια γινόμενα, τότε 

τα γινόμενα αυτά θα έχουν τον ίδιο λόγο με αυτόν των πολλαπλασιαστών] 
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Απόδειξη  

«DÚo g¦r ¢riqmoˆ oƒ A, B ¢riqmÒn tina tÕn G pollaplasi£santej toÝj D, E 
poie…twsan· lšgw, Óti ™stˆn æj Ð A prÕj tÕn B, oÛtwj Ð D prÕj tÕn E.» 
[Διότι, έστω ότι δύο αριθμοί Α και Β πολλαπλασιάζουν κάποιον αριθμό Γ και δίνουν 

τους αριθμούς Δ και Ε. Λέγω ότι ο Α είναι ως προς τον Β ό,τι και ο Δ ως προς τον Ε.] 

 
« 'Epeˆ g¦r Ð A tÕn G pollaplasi£saj tÕn D pepo…hken, kaˆ Ð G ¥ra tÕn A 
pollaplasi£saj tÕn D pepo…hken. di¦ t¦ aÙt¦ d¾ kaˆ Ð G tÕn B 

pollaplasi£saj tÕn E pepo…hken»  
[Διότι, επειδή ο Α πολλαπλασιάζει τον Γ και δίνει Δ, άρα και ο Γ πολλαπλασιάζει τον 

Α και δίνει Δ (θεώρημα 16). Για τους ίδιους λόγους και ο Γ πολλαπλασιάζει τον Β και 

δίνει τον Ε.] 

 

«¢riqmÕj d¾ Ð G dÚo ¢riqmoÝj toÝj A, B pollaplasi£saj toÝj D, E 
pepo…hken. œstin ¥ra æj Ð A prÕj tÕn B, oÛtwj Ð D prÕj tÕn E· Óper œdei 
de‹xai.»   
[Ο αριθμός Γ, λοιπόν, πολλπλασιάζει δύο αριθμούς Α και Β και δίνει τος Δ, Ε. Άρα, 

ό,τι είναι ο Α προς τον Β είναι και ο Δ προς τον Ε (θεώρημα 17). Το οποίο έπρεπε να 

αποδειχθεί] 

Δηλαδή, 
,
- � ,.

-. � .,
.- 

Αυτές οι ιδιότητες προκύπτουν από μια εφαρμογή της «εναλλάξ» ιδιότητας στην 

ισότητα: 
.
� � ,.

. . Όμως, αυτή η ισότητα είναι συνέπεια των ορισμών της ισότητας 

λόγων (ορισμός VII.20) σε συνδυασμό με το σχετικό ορισμό του πολλαπλασιασμού 

(ορισμός VII.15). 

Τέλος, οι παραπάνω ιδιότητες εφαρμόζονται ακριβώς για να κάνουν τον συγκείμενο 

λόγο καλά ορισμένο στην Πρόταση VIII.4: 

«LÒgwn doqšntwn Ðposwnoàn ™n ™lac…stoij ¢riqmo‹j ¢riqmoÝj eØre‹n ˜xÁj 
¢n£logon ™lac…stouj ™n to‹j doqe‹si lÒgoij.»  
[Δοθέντων οσωνδήποτε λόγων με ελάχιστους αριθμούς, να βρεθούν αριθμοί 

ελάχιστοι οι οποίοι να είναι σε συνεχή αναλογία με τους δοθέντες λόγους] 

 

Δηλαδή, αν  
,
- � ,6-6  , .

/ � .6/6  τότε  
,.
-/ � ,6.6-6/6 

Πράγματι, από τις ιδιότητες VII.17 – 18, έχουμε ότι: 

αβ � αγβγ,    α�β� � α�γ�β�γ� 

γδ � βγβδ ,   γ�δ� � β�γ�β�δ� 

Από την υπόθεση, όμως: 
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αγβγ � α�γ�β�γ�  ,   βγβδ � β�γ�β�δ� 

Τότε, από την ιδιότητα «Δι’ ίσων» έχουμε ότι: 

αγβδ � α�γ�β�δ� 

 Οι  μουσικοί ήχοι φτάνουν στο αυτί ως μια συνεχής διαδικασία. Όταν το αυτί 

δέχεται μια μελωδία, αισθανόμαστε ότι μας συμπαρασύρει ένα κύμα αισθητικής 

ευχαρίστησης, το οποίο θα μπορούσαμε να παρομοιάσουμε με μια γραμμή 

σχεδιασμένη με συνεχή τρόπο. Το γεγονός αυτό αποτελεί μια εξήγηση για το 

γεγονός ότι στα Στοιχεία του Ευκλείδη οι αριθμοί αναπαρίστανται όχι με τελείες - 

που θα παρέπεμπαν στα διακριτό τρόπο αντιμετώπισης των αριθμών ως χαλίκια – 

αλλά εκλαμβάνονται ως ποσότητες, ευθύγραμμα τμήματα – που παραπέμπουν σε 

μια συνεχή έννοια του αριθμού. Το ίδιο συμβαίνει και στην Κατατομή Κανόνος. 

 Έτσι μπορούμε να δούμε ότι μέσα από τη μουσική και μέσα από το γεγονός 

ότι το θεωρούμενο ως συνεχές φαινόμενο της μουσικής αρμονίας έχει την 

πειραματική και λογική βάση του στη θεωρία λόγων των αριθμών, οι Πυθαγόρειοι 

κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι όλα εξηγούνται με αριθμούς και συγκεκριμένα ότι 

οι λόγοι στη γεωμετρία είναι αριθμητικοί. 

 

Η Αναζήτηση ενός Κοινού  Μουσικού Μέτρου 

Ας δούμε, κατ’ αρχήν, τη γενική μορφή της ανθυφαιρετικής διαδικασίας: 

Δεδομένων δύο λόγων (ή δύο ομογενών ποσοτήτων) α και β, με α � 9 προχωρούμε 

ως εξής: 

α � β
6α�     , με α� : 9 

β � α�
;β�     , με β� : 9 

α� � β�
<α�   , με α� : β� 

β� � α�
=β�  , με β� : α� κ.ο.κ. 

Τονίζουμε στο σημείο αυτό ότι α�, β�, α�, β� είναι λόγοι (ή ποσότητες, αντίστοιχα) 

και n�, n�, … είναι αριθμοί. Η παραπάνω διαδικασία είναι από μαθηματικής άποψης 

πολλαπλασιαστική.  

 Ωστόσο, κατά τη διαίσθηση των αρχαίων ήταν μια άτυπη προσθετική 

διαδικασία, μια και δεν είχε αναπτυχθεί ανάλυση μουσικών διαστημάτων. Αν αυτό 

είχε γίνει, τα πράγματα θα είχαν οδηγήσει στην ανακάλυψη της εκθετικής και 
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λογαριθμικής συνάρτησης. Πιο συγκεκριμένα, αν υπήρχε η έννοια του λογαρίθμου, 

τότε η παραπάνω ανθυφαίρεση θα έπαιρνε την εξής προσθετική μορφή: 

Δεδομένων δύο ομογενών ποσοτήτων α, β με α � 9 έχουμε: 

α � n�β > α�      , με α� : 9 

β � n�α� > β�      , με β� : ?� 

α� � n@β� > α�   , με α� : β� 

β� � nAα� > β�   , με β� : α�        κ.ο.κ 

 

Αυτή η διαδικασία είτε φτάνει σε κάποιο τελικό στάδιο, ή συνεχίζει επ’ άπειρον. 

Γράφουμε ΑνθEn�, n�, n@, nA, … F και εννοούμε μια πεπερασμένη ή μη σειρά 

αριθμών, αντίστοιχα. Στην περίπτωση που τα α, β είναι αριθμοί, πρόκειται για τον 

αλγόριθμο της ευκλείδειας διαίρεσης, ο οποίος σταματά σε ένα συγκεκριμένο 

στάδιο. Αυτή είναι μια μέθοδος εύρεσης του μέγιστου κοινού διαιρέτη δύο 

αριθμών, ενός κοινού μέτρου (Πρόταση VII.1 των Στοιχείων του Ευκλείδη). Από την 

άλλη μεριά, αν αυτή η διαδικασία συνεχίζεται επ’ άπειρον, τότε δεν υπάρχει κοινό 

μέτρο για τις ποσότητες α, β, οι οποίες τότε είναι ασύμμετρες. Αυτό είναι και το 

περιεχόμενο των Προτάσεων  Χ.1, 2, 3 των Στοιχείων: 

 

Ορισμός  

«SÚmmetra megšqh lšgetai t¦ tù aÙtù mštrJ metroÚmena, ¢sÚmmetra dš, ïn 

mhd�n ™ndšcetai koinÕn mštron genšsqai».  

[Σύμμετρα μεγέθη λέγονται τα μετρούμενα δια του αυτού μέτρου, ασύμμετρα δε 

εκείνα διά τα οποία δεν υπάρχει κοινόν μέτρον] 

 

Πρόταση 1 

«”Estw dÚo megšqh ¥nisa t¦ AB, G, ïn me‹zon tÕ AB· lšgw, Óti, ™¦n ¢pÕ toà 

AB ¢faireqÍ me‹zon À tÕ ¼misu kaˆ toà kataleipomšnou me‹zon À tÕ ¼misu, 
kaˆ toàto ¢eˆ g…gnhtai, leifq»seta… ti mšgeqoj, Ö œstai œlasson toà G 

megšqouj».  

[Δοθέντων δύο άνισων μεγεθών, εάν από του μεγαλυτέρου αφαιρεθεί μεγαλύτερο 

του ημίσεος και από του υπολοίπου μεγαλύτερον του ημίσεος και τούτο γίνεται 
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πάντοτε, θα υπολείπεται κάποιο μέγεθος το οποίο θα είναι μικρότερο του δοθέντος 

μικρότερου μεγέθους] 

Απόδειξη 

«”Estw dÚo megšqh ¥nisa t¦ AB, G, ïn me‹zon tÕ AB» 

[Έστω δύο μεγέθη άνισα τα ΑΒ, Γ των οποίων μεγαλύτερον το ΑΒ]  

«lšgw, Óti, ™¦n ¢pÕ toà AB ¢faireqÍ me‹zon À tÕ ¼misu kaˆ toà 

kataleipomšnou me‹zon À tÕ ¼misu, kaˆ toàto ¢eˆ g…gnhtai» 

[Λέγω ότι εάν από του ΑΒ αφαιρεθεί μεγαλύτερον του ημίσεος και από του 

υπολοίπου μεγαλύτερον του ημίσεος και τούτο γίνεται πάντοτε] 

«leifq»seta… ti mšgeqoj, Ö œstai œlasson toà G megšqouj» 

[θα υπολείπεται κάποιο μέγεθος, το οποίο θα είναι μικρότερο του μεγέθους ] 

«TÕ G g¦r pollaplasiazÒmenon œstai pot� toà AB me‹zon» 

[Διότι το πολλαπλασιαζόμενον θα γίνει κάποτε μεγαλύτερον του ΑΒ] 

«pepollaplasi£sqw, kaˆ œstw tÕ DE toà m�n G pollapl£sion, toà d� AB 

me‹zon» 

[Αν πολλαπλασιασθεί, και έστω το ΔΕ του μεν Γ πολλαπλάσιον, του δε ΑΒ 

μεγαλύτερον] 

«kaˆ diVr»sqw tÕ DE e„j t¦ tù G ‡sa t¦ DZ, ZH, HE» 

[και ας διαιρεθεί το ΔΕ εις τα ίσα προς το Γ μεγέθη τα ΔΖ, ΖΗ, ΗΕ] 

«kaˆ ¢fVr»sqw ¢pÕ m�n toà AB me‹zon À tÕ ¼misu tÕ BQ» 

[και ας αφαιρεθεί από μεν του ΑΒ μεγαλύτερον του ημίσεος το ΒΘ] 

«¢pÕ d� toà AQ  me‹zon À tÕ ¼misu tÕ QK» 

[από δε του ΑΘ μεγαλύτερον του ημίσεος το ΘΚ] 

«kaˆ toàto ¢eˆ gignšsqw, ›wj ¨n aƒ ™n tù AB diairšseij „soplhqe‹j gšnwntai 

ta‹j ™n tù DE diairšsesin» 

[και τούτο ας γίνεται πάντοτε μέχρις ότου οι διαιρέσεις του ΑΒ γίνουν ισοπληθείς 

προς τις διαιρέσεις του ΔΕ] 

 «”Estwsan oân aƒ AK, KQ, QB diairšseij „soplhqe‹j oâsai ta‹j DZ, ZH, HE» 

[Έστω, λοιπόν, οι διαιρέσεις ΑΚ, ΚΘ, ΘΒ ισοπληθείς προς τις διαιρέσεις ΔΖ, ΖΗ, ΗΕ] 
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«kaˆ ™peˆ me‹zÒn ™sti tÕ DE toà AB, kaˆ ¢fÇrhtai ¢pÕ m�n toà DE œlasson 

toà ¹m…seoj tÕ EH» 

[και επειδή το ΔΕ μεγαλύτερο του ΑΒ και αφαιρέθηκε από μεν του ΔΕ λιγότερο του 

ημίσεος το ΕΗ] 

«¢pÕ d� toà AB me‹zon À tÕ ¼misu tÕ BQ» 

[από δε του ΑΒ μεγαλύτερον του ημίσεος το ΒΘ] 

«loipÕn ¥ra tÕ HD loipoà toà QA me‹zÒn ™stin» 

[το υπόλοιπον άρα το ΗΔ θα είναι μεγαλύτερο του υπολοίπου ΘΑ] 

«kaˆ ™peˆ me‹zÒn ™sti tÕ HD toà QA, kaˆ ¢fÇrhtai toà m�n HD ¼misu tÕ HZ» 

[και επειδή το ΗΔ μεγαλύτερον του ΘΑ και αφαιρέθηκε από μεν του ΗΔ ήμισυ το 

ΗΖ] 

«toà d� QA me‹zon À tÕ ¼misu tÕ QK» 

[από δε του ΘΑ μεγαλύτερον του ημίσεος το ΘΚ] 

«loipÕn ¥ra tÕ DZ loipoà toà AK me‹zÒn ™stin» 

[άρα το υπόλοιπο ΔΖ είναι μεγαλύτερον του υπολοίπου ΑΚ] 

«‡son d� tÕ DZ tù G· kaˆ tÕ G ¥ra toà AK me‹zÒn ™stin» 

[Είναι δε ΔΖ=Γ. Άρα και το Γ μεγαλύτερον του ΑΚ] 

«œlasson ¥ra tÕ AK toà G» 

[Άρα το ΑΚ είναι μικρότερον του Γ] 

«Katale…petai ¥ra ¢pÕ toà AB megšqouj tÕ AK mšgeqoj œlasson ×n toà 

™kkeimšnou ™l£ssonoj megšqouj toà G· Óper œdei de‹xai» 

[Άρα απομένει από το μέγεθος ΑΒ το μέγεθος ΑΚ, το οποίον είναι μικρότερον του 

δοθέντος μικρότερου μεγέθους Γ. Όπερ έδει δείξαι.] 

«Ðmo…wj d� deicq»setai, k¨n ¹m…sh Ï t¦ ¢fairoÚmena»  

[Με όμοιον τρόπο γίνεται η απόδειξη όταν τα αφαιρούμενα είναι ημίση.] 
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Πρόταση 2 

«'E¦n dÚo megeqîn [™kkeimšnwn] ¢n…swn ¢nqufairoumšnou ¢eˆ toà ™l£ssonoj 

¢pÕ toà me…zonoj tÕ kataleipÒmenon mhdšpote katametrÍ tÕ prÕ ˜autoà, 
¢sÚmmetra œstai t¦ megšqh»  

[Εάν δοθούν δύο άνισα μεγέθη και ανθυφαιρείται πάντοτε το μικρότερον από το 

μεγαλύτερον, το εκάστοτε, δε, υπόλοιπον ουδέποτε καταμετρεί το προ εαυτού, τα 

μεγέθη θα είναι ασύμμετρα] 

Απόδειξη 

«DÚo g¦r megeqîn Ôntwn ¢n…swn tîn AB, GD kaˆ ™l£ssonoj toà AB 

¢nqufairoumšnou ¢eˆ toà ™l£ssonoj ¢pÕ toà me…zonoj»  

[Διότι, έστω τα μεγέθη ΑΒ < ΓΔ και ότι ανθυφαιρείται πάντοτε το μικρότερο από το 

μεγαλύτερον] 

«tÕ perileipÒmenon mhdšpote katametre…tw tÕ prÕ ˜autoà» 

[και το εκάστοτε υπόλοιπον ουδέποτε καταμετρεί το προ εαυτού] 

«lšgw, Óti ¢sÚmmetr£ ™sti t¦ AB, GD megšqh» 

[Λέω ότι τα μεγέθη ΑΒ και ΓΔ είναι ασύμμετρα] 

«E„ g£r ™sti sÚmmetra, metr»sei ti aÙt¦ mšgeqoj. metre…tw, e„ dunatÒn, kaˆ 

œstw tÕ E» 

[Διότι, αν είναι σύμμετρα, θα τα μετρά κάποιο μέγεθος, έστω το Ε.] 

«kaˆ tÕ m�n AB tÕ ZD katametroàn leipštw ˜autoà œlasson tÕ GZ, tÕ d� GZ 

tÕ BH katametroàn leipštw ˜autoà œlasson tÕ AH» 

[Και το μεν ΑΒ αφού καταμετρήσει το ΖΔ ας αφήσει υπόλοιπον το ΓΖ < ΑΒ, το δε ΓΖ 

αφού καταμετρήσει το ΒΗ ας αφήσει υπόλοιπον το ΑΗ < ΓΖ] 

«kaˆ toàto ¢eˆ ginšsqw, ›wj oá leifqÍ ti mšgeqoj, Ó ™stin œlasson toà E» 

[κι ας γίνεται τούτο πάντοτε, μέχρις ότου να υπολείπεται κάποιο μέγεθος, το οποίο 

να είναι μικρότερο του Ε 

«gegonštw, kaˆ lele…fqw tÕ AH œlasson toà E» 

[Ας γίνει και έστω το υπόλοιπον ΑΗ < Ε] 

«™peˆ oân tÕ E tÕ AB metre‹, ¢ll¦ tÕ AB tÕ DZ metre‹, kaˆ tÕ E ¥ra tÕ ZD 

metr»sei» 
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[Επειδή λοιπόν το Ε μετρεί το ΑΒ, αλλά το ΑΒ μετρεί το ΔΖ, και το Ε θα μετρήσει το 

ΖΔ] 

«metre‹ d� kaˆ Ólon tÕ GD· kaˆ loipÕn ¥ra tÕ GZ metr»sei» 

[Μετρεί, δε, και όλον το ΓΔ. Άρα θα μετρήσει και το υπόλοιπον το ΓΖ] 

«¢ll¦ tÕ GZ tÕ BH metre‹· kaˆ tÕ E ¥ra tÕ BH metre‹. metre‹ d� kaˆ Ólon tÕ 

AB» 

[Αλλά το ΓΖ μετρεί το ΒΗ. Και το Ε άρα μετρεί το ΒΗ. Μετρεί, δε, και όλον το ΑΒ] 

«kaˆ loipÕn ¥ra tÕ AH metr»sei, tÕ me‹zon tÕ œlasson. Óper ™stˆn ¢dÚnaton»  

[Άρα θα μετρήσει και το υπόλοιπον το ΑΗ, το μεγαλύτερον το μικρότερον, το οποίο 

είναι αδύνατον] 

«oÙk ¥ra t¦ AB, GD megšqh metr»sei ti mšgeqoj· ¢sÚmmetra ¥ra ™stˆ t¦ AB, 
GD megšqh» 

[Δεν θα μετρήσει, άρα, τα μεγέθη ΑΒ, ΓΔ κάποιο μέγεθος. Άρα τα μεγέθη ΑΒ, ΓΔ 

είναι ασύμμετρα] 

  

Πρόταση 3 

«'E¦n ¥ra dÚo megeqîn ¢n…swn, kaˆ t¦ ˜xÁj. DÚo megeqîn summštrwn doqšntwn 

tÕ mšgiston aÙtîn koinÕn mštron eØre‹n».  

[Δοθέντων δύο σύμμετρων μεγεθών να ευρεθεί το μέγιστον αυτών κοινόν μέτρον] 

Απόδειξη 

«”Estw t¦ doqšnta dÚo megšqh sÚmmetra t¦ AB, GD, ïn œlasson tÕ AB» 

[Έστω τα δοθέντα δύο σύμμετρα μεγέθη τα ΑΒ, ΓΔ και ΑΒ < ΓΔ] 

«de‹ d¾ tîn AB, GD tÕ mšgiston koinÕn mštron eØre‹n» 

[Πρέπει να ευρεθεί το μέγιστον κοινόν μέτρον των ΑΒ, ΓΔ] 

«TÕ AB g¦r mšgeqoj ½toi metre‹ tÕ GD À oÜ» 

[Διότι, το μέγεθος ΑΒ ή μετρεί το ΓΔ ή όχι] 

«e„ m�n oân metre‹, metre‹ d� kaˆ ˜autÒ, tÕ AB ¥ra tîn AB, GD koinÕn mštron 

™st…n» 
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[Εάν, μεν, λοιπόν το μετρεί, μετρεί δε και τον εαυτόν του, άρα το ΑΒ είναι κοινόν 

μέτρον των ΑΒ, ΓΔ] 

«kaˆ fanerÒn, Óti kaˆ mšgiston. me‹zon g¦r toà AB megšqouj tÕ AB oÙ 

metr»sei» 

[Και είναι φανερόν ότι είναι και μέγιστον. Διότι το ΑΒ δεν μετρείται υπό 

μεγαλυτέρου του ΑΒ μεγέθους] 

«M¾ metre…tw d¾ tÕ AB tÕ GD» 

[Αλλά ας μη μετρεί το ΑΒ το ΓΔ] 

«kaˆ ¢nqufairoumšnou ¢eˆ toà ™l£ssonoj ¢pÕ toà me…zonoj» 

[Και εάν ανθυφαιρείται πάντοτε το μικρότερον από του μεγαλύτερου] 

«tÕ perileipÒmenon metr»sei pot� tÕ prÕ ˜autoà» 

[κάποιο υπόλοιπον θα μετρήσει κάποτε το προ εαυτού] 

«di¦ tÕ m¾ e�nai ¢sÚmmetra t¦ AB, GD» 

[διότι τα μεγέθη ΑΒ, ΓΔ δεν είναι ασύμμετρα] 

«kaˆ tÕ m�n AB tÕ ED katametroàn leipštw ˜autoà œlasson tÕ EG» 

[Και το μεν ΑΒ αφού μετρήσει το ΕΔ ας αφήσει υπόλοιπον ΕΓ < ΑΒ] 

«tÕ d� EG tÕ ZB katametroàn leipštw ˜autoà œlasson tÕ AZ» 

[το δε ΕΓ αφού μετρήσει το ΖΒ ας αφήσει υπόλοιπον ΑΖ < ΕΓ] 

«tÕ d� AZ tÕ GE metre…tw» 

[το δε ΑΖ ας μετρεί το ΓΕ] 

«Epeˆ oân tÕ AZ tÕ GE metre‹, ¢ll¦ tÕ GE tÕ ZB metre‹, kaˆ tÕ AZ ¥ra tÕ ZB 

metr»sei» 

[Επειδή, λοιπόν, το ΑΖ μετρεί το ΓΕ, αλλά το ΓΕ μετρεί το ΖΒ, άρα και το ΑΖ μετρεί το 

ΖΒ] 

«metre‹ d� kaˆ ˜autÒ· kaˆ Ólon ¥ra tÕ AB metr»sei tÕ AZ» 

[Μετρεί δε και τον εαυτόν του. Άρα το ΑΖ θα μετρήσει και όλον το ΑΒ] 

«¢ll¦ tÕ AB tÕ DE metre‹· kaˆ tÕ AZ ¥ra tÕ ED metr»sei» 

[Αλλά το ΑΒ μετρεί το ΔΕ. Άρα και το ΑΖ μετρεί το ΕΔ] 
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«metre‹ d� kaˆ tÕ GE· kaˆ Ólon ¥ra tÕ GD metre‹» 

[Μετρεί, δε, και το ΓΕ. Άρα μετρεί και όλον το ΓΔ] 

«tÕ AZ ¥ra tîn AB, GD koinÕn mštron ™st…n. lšgw d», Óti kaˆ mšgiston» 

[Το ΑΖ άρα είναι κοινόν μέτρον των ΑΒ, ΓΔ. Λέγω, τώρα, ότι είναι και μέγιστον] 

«e„ g¦r m», œstai ti mšgeqoj me‹zon toà AZ, Ö  metr»sei t¦ AB, GD. œstw tÕ 

H» 

[Διότι, εάν δεν είναι, θα υπάρχει κάποιο μέγεθος μεγαλύτερον του ΑΖ, το οποίο θα 

μετρεί τα ΑΒ, ΓΔ. Έστω το Η] 

«™peˆ oân tÕ H tÕ AB metre‹, ¢ll¦ tÕ AB tÕ ED metre‹, kaˆ tÕ H ¥ra tÕ ED 

metr»sei» 

[Επειδή λοιπόν το Η μετρεί το ΑΒ, αλλά το ΑΒ μετρεί το ΕΔ, και το Η άρα μετρεί το 

ΕΔ] 

«metre‹ d� kaˆ Ólon tÕ GD· kaˆ loipÕn ¥ra tÕ GE metr»sei tÕ H» 

[Μετρεί δε και όλον το ΓΔ. Άρα το Η θα μετρεί και τη διαφορά ΓΕ] 

«¢ll¦ tÕ GE tÕ ZB metre‹· kaˆ tÕ H ¥ra tÕ ZB metr»sei» 

[Αλλά το ΓΕ μετρεί το ΖΒ. Άρα και το Η μετρεί το ΖΒ] 

«metre‹ d� kaˆ Ólon tÕ AB, kaˆ loipÕn tÕ AZ metr»sei, tÕ me‹zon tÕ œlasson 
Óper ™stˆn ¢dÚnaton» 

[Μετρεί, δε, και όλον το ΑΒ και θα μετρήσει και τη διαφορά ΑΖ, το μεγαλύτερον θα 

μετρήσει το μικρότερον, το οποίο είναι αδύνατον] 

«oÙk ¥ra me‹zÒn ti mšgeqoj toà AZ t¦ AB, GD metr»sei» 

[Δεν θα μετρήσει άρα κάποιο μέγεθος μεγαλύτερον του ΑΖ τα ΑΒ, ΓΔ] 

«tÕ AZ ¥ra tîn AB, GD tÕ mšgiston koinÕn mštron ™st…n» 

[Το ΑΖ άρα είναι το μέγιστον κοινόν μέτρον των ΑΒ, ΓΔ] 

«DÚo ¥ra megeqîn summštrwn doqšntwn tîn AB, GD tÕ mšgiston koinÕn mštron 

hÛrhtai· Óper œdei de‹xai» 

[Δοθέντων άρα δύο συμμέτρων μεγεθών των ΑΒ, ΓΔ ευρέθη το μέγιστον κοινόν 

μέτρον. Όπερ έδει δείξαι] 

 Στις διηγήσεις του Ιάμβλιχου και του Νικόμαχου βλέπουμε ότι ο Πυθαγόρας 
«™n front…di pot� kaˆ dialogismù  suntetamšnJ Øp£rcwn, e„ ¥ra dÚnaito tÍ 
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¢koÍ bo»qei£n tina Ñrganik¾n ™pinoÁsai pag…an kaˆ ¢paralÒgiston, o†an ¹ 

m�n Ôyij di¦ toà diab»tou kaˆ di¦ toà kanÒnoj À kaˆ di¦ tÁj diÒptraj œcei, ¹ 

d' ¡f¾ di¦ toà zugoà À di¦ tÁj tîn mštrwn ™pino…aj»  

[μια μέρα βυθίστηκε στις σκέψεις για να δει αν θα μπορούσε να επινοήσει κάποιο 

οργανικό βοήθημα για την ακοή, το οποίο θα ήταν συνεπές και όχι επιρρεπές σε 

λάθη, με τον ίδιο τρόπο που και η όραση βοηθάται από τους διαβήτες, τον κανόνα 

και τη διόπτρα, η αφή από την ισορροπία και από τη διαίρεση των μέτρων] 

 Έτσι, οι Πυθαγόρειοι ήταν σε αναζήτηση ενός ακουστικού βοηθήματος, 

συγκρίσιμου με την πυξίδα και το χάρακα για την όραση και με τα βάρη και τα 

μέτρα για την αφή. Η διήγηση του Ιάμβλιχου παραπέμπει στην εύρεση ενός 

μουσικού διαστήματος, με τη βοήθεια του οποίου θα εκφράζονταν τα σύμφωνα 

διαστήματα. Αυτή, μάλιστα, η αναζήτηση δεν έγινε τόσο από τον ίδιο τον Πυθαγόρα 

αλλά μάλλον από την επόμενη του Πυθαγόρα γενιά και πιθανώς από τον Ίππασο, 

μαθητή του Πυθαγόρα, ο οποίος συμμετείχε σε ακουστικά πειράματα. 

 Ποιος όμως θα ήταν ο πιο φυσικός τρόπος να αναζητήσει κανείς ένα 

μουσικό μέτρο; Μέχρι τώρα έχουμε προσδιορίσει τρεις λόγους που αντιστοιχούν σε 

σύμφωνα μουσικά διαστήματα, το 2/1, το 3/2 και το 4/3 και μάλιστα το 2/1 

συντίθεται από το 3/2 και το 4/3. Έχοντας κατά νου ότι η σύνθεση σημαίνει 

πολλαπλασιασμό και όχι πρόσθεση, οδηγούμαστε στη σχέση: 

3/2 = 4/3 ∙ 9/8 

Έτσι, η πέμπτη είναι η σύνθεση της τετάρτης και ενός καινούριου ακόμη μικρότερου 

διαστήματος, του 9/8, που καλείται «τόνος». Για να δούμε, τώρα, αν ο τόνος είναι 

το μουσικό μέτρο που αναζητάμε, δεν μένει παρά να συγκρίνουμε την τετάρτη με 

τον τόνο: 

4/3 = 9/8 ∙ 32/27 

και από τη στιγμή που το διάστημα 32/27 είναι μεγαλύτερο από το 9/8, 

προχωρούμε παραπέρα: 

4/3 = G9/8K� · 256/243 

 Βρισκόμαστε, επομένως, αντιμέτωποι με ένα ακόμη πιο μικρό διάστημα, το 

256/243, που καλείται λείμμα. 

 

Η Επτάχορδη Λύρα και η  Πυθαγόρεια Κοσμολογία 

 Ο Τέρπανδρος εισήγαγε τη βαρύτονη επτάχορδη λύρα, η δομή της οποίας 

είναι η παρακάτω: 
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Ας σημειωθεί ότι η  

 

Η υψηλότερη σε τόνο νότα (φθόγγος) είναι η νήτη και η χαμηλότερη είναι η υπάτη. 

Το διάστημα ανάμεσα στη νήτη και τη μέση είναι μια τετάρτη, καθώς επίσης και 

από τη μέση στην υπάτη. Έτσι, το εύρος μιας επτάχορδης λύρας δεν είναι μια 

πλήρης οκτάβα, αλλά ένα διάστημα μήκους NA
@O� � �2

0  και η λύρα είναι βαρύτονη, 

διότι αυτό το διάστημα αντιπροσωπεύει το χαμηλότερο μέρος της οκτάβας. 

Η Οκτάχορδη Λύρα και η Μουσική Κλίμακα 

Παρατηρώντας κανείς τις λύρες που απεικονίζονται στους αρχαίους 

αμφορείς, οι αρχαιότερες από αυτές είναι επτάχορδες. Από ένα σημείο και μετά 

(κατά το τέλος του 5ου αιώνα π.Χ.), έκαναν την εμφάνισή τους η οκτάχορδη λύρα 

και η κιθάρα. Οι λόγοι για τους οποίους προέκυψε η οκτάχορδη λύρα είναι καθαρά 

μουσικοί. Όπως είπαμε και προηγουμένως, η επτάχορδη λύρα δεν κάλυπτε όλο το 

εύρος μιας οκτάβας (2/1), αλλά ένα μέρος αυτού (16/9), με αποτέλεσμα να λείπει 

ένας τόνος (9/8). Παρεμβάλλοντας, λοιπόν, το διάστημα ενός τόνου μεταξύ των δύο 

τετραχόρδων, παράχθηκε το σύστημα των διαζευγμένων τετραχόρδων:  

 

  

 

 

Με αυτή την προσθήκη, οι Πυθαγόρειοι πέτυχαν την κατασκευή μιας κλίμακας ίδιας 

με τη σύγχρονη. Λαμβάνοντας, τώρα, υπόψη το γεγονός ότι οι σύγχρονες κλίμακες 

πηγαίνουν από τις χαμηλές νότες στις υψηλές (δηλαδή αντίθετα από τις αρχαίες 

κλίμακες), παίρνουμε την εξής αντιστοιχία: 

 

 ΤΟΝΟΣ 
Τόνος    Τόνος       Δίεση Τόνος  Δίεση Τόνος  

  τρίτη     παραμέση   μέση λιχανός  παρυπάτη      υπάτη παρανήτη  Νήτη  

Τόνος    Τόνος       Δίεση Τόνος  Τόνος  Δίεση 

Συζευγμένο τετράχορδο Τετράχορδο του μέσου 

παραμέση  παρανήτη 

συνειμ-

μένων 

Νήτη 

συνειμ-

μένων 

 

μέση λιχανός  παρυπάτη   υπάτη 
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Νήτη  mi 

Παρανήτη  re 

Τρίτη  do    

Παραμέση  si 

Μέση  la 

Λιχανός   sol  

Παρυπάτη          fa 

Υπάτη    mi 

Το γεγονός ότι η μουσική πυθαγόρεια κλίμακα καλά κρατεί, ακόμα και στις 

μέρες μας, είναι απόδειξη για το ότι, από μουσικοακουστικής άποψης, η αναζήτηση 

ενός μέτρου κατέληξε επιτυχώς. Μάλιστα, το μουσικό διάστημα με λόγο 

d � 256243 Q 1.05349 

καλούταν «δίεση», ενώ το τέλειο ημιτόνιο ήταν το μουσικό διάστημα με λόγο  

t�� � T9/8 Q 1.06066 

Θα μπορούσαμε να πούμε ότι η δίεση και το ημιτόνιο είναι περίπου ίσα, μια και η 

διαφορά τους είναι 
U6;
V Q 1.0068 < t 66W Q 1.0074, δηλαδή μικρότερη ακόμα κι από το 

διάστημα που μπορεί να διακρίνει το ανθρώπινο αυτί! 

 

Η Μουσική Κλίμακα του Φιλολάου 

Ας μιλήσουμε τώρα για τον Φιλόλαο, έναν Πυθαγόρειο φιλόσοφο και 

θεωρητικό της μουσικής. Για τον Φιλόλαο υπάρχουν αναφορές από τον Νικόμαχο 

στο Εγχειρίδιον και από τον Βοήθειο στο De Institutione Musica. Ο Φιλόλαος, 

αμέσως μετά τη συζήτηση για τη δημιουργία της τάξης του σύμπαντος μέσα από 

την αρμονία αντιθέτων, περνά κατευθείαν στη μουσική και ορίζει ως αρμονία το 

σύστημα των τριών σύμφωνων διαστημάτων, δηλαδή της τετάρτης, της πέμπτης και 

της οκτάβας, στα οποία οι Πυθαγόρειοι αντιστοίχισαν τους παρακάτω λόγους: 

→
1

2
 Αρμονία ή Διαπασών               «tÕ di¦ pas©n d� diplÒon» 

 τόνος 

τόνος 

ημιτόνιο δίεση  

τόνος 

  τόνος 

  τόνος 

ημιτόνιο   δίεση 
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→
2

3
 Δι’ οξείαν ή Διαπέντε ή Ημιόλιον                             «tÕ d�  di' Ñxei©n ¹miÒlion»  

→
3

4
 Συλλαβά ή Διατεσσάρων ή Επίτριτον                       «tÕ d� sullab¦ ™p…triton» 

«œsti g¦r ¢pÕ Øp£taj ™pˆ mšssan sullab£, ¢pÕ d� mšssaj ™pˆ ne£tan di' 

Ñxei©n, ¢pÕ d� ne£taj ™j tr…tan sullab£, ¢pÕ d� tr…taj ™j Øp£tan di' Ñxei©n» 

[από την «υπάτη» στη «μέση» είναι μια «συλλαβά», από τη «μέση» στη «νήτη» 

είναι μια «δι’ οξείαν», από τη «νήτη» στην «τρίτη» είναι μια «συλλαβά», από την 

«τρίτη» στην «υπάτη» είναι μια «δι’ οξείαν»] 

→
8

9
 Τόνος ή Επόγδοον                     «tÕ d' ™n mšswi mšssaj kaˆ tr…taj ™pÒgdoon»              

                                                                [το διάστημα ανάμεσα στην «τρίτη» και τη  

                                                                «μέση» είναι επόγδοο] 

Ο Φιλόλαος, στο έργο του «Περί Φύσεως», αναφέρεται σε χορδές με μήκη 6, 8, 9, 

12 μονάδων και ορίζει τα εξής δίχορδα: 

Διαπασών:  (6,12)  ή  (1,2) 

Δι’ οξείαν:  (6,9)  ή  (8,12)  ή  (2,3) 

Συλλαβά:  (6,8)  ή  (9,12)  ή  (3,4) 

Επόγδοον:  (8,9) 

Αναφέρει, δε, ότι: 

• «–¡rmon…aj d� mšgeqÒj ™sti sullab¦ kaˆ di' Ñxei©n» 

[Το μέγεθος της αρμονίας είναι η συλλαβά και η δι’ οξείαν] 

Αρμονία = 1  Δι’ οξείαν  +  Συλλαβά          Δηλαδή:  
3

4

2

3

1

2 ⋅= ,   
2 3

1 2
>  

• «tÕ d� di' Ñxei©n me‹zon t©j sullab©j ™pogdÒwi» 

[η  «δι’ οξείαν» είναι μεγαλύτερη από τη «συλλαβά» σε επόγδοο λόγο] 

Δι’ οξείαν = 1  Συλλαβά  +  Τόνος              Δηλαδή:    
3 4 9 3 4

,
2 3 8 2 3

= ⋅ >    

 

 

• «sullab¦ d� dÚ' ™pÒgdoa kaˆ d…esij» 
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[η συλλαβά» είναι δύο επόγδοα και μια δίεση] 

Συλλαβά = 2  Τόνοι  +  Δίεση                        Δηλαδή:    =
3

4
2 8

5

9 2 4 9
,

8 3 3 8
  ⋅ > 
 

 

Ο Φιλόλαος συνέχισε τη διαίρεση του τόνου με τη δίεση: 

 98 � 256243 · 21872048,     98 � 256243 

όπου 2187/2048 = 3X/2�� είναι ένα μουσικό διάστημα που ονομάζεται από τον ίδιο 

«αποτομή τόνου». Επειδή, όπως ο ίδιος παρατήρησε, η αποτομή τόνου είναι 

μεγαλύτερη της δίεσης, προχώρησε παρακάτω κι έτσι προέκυψε 

 98 � Y256243Z� ·  531441524288 

όπου 531441/524288 = 3��/2�0 είναι ένα μουσικό διάστημα που ονομάστηκε 

«πυθαγόρειο κόμμα». Πρόκειται για ένα πολύ μικρό μουσικό διάστημα, μικρότερο 

κι από τη δίεση και, μάλιστα, λίγο μεγαλύτερο από 1/4 της δίεσης και λίγο 

μικρότερο από το 1/8 του τόνου. Οπότε: 

• Τόνος = 2 Διέσεις + Πυθαγόρειο Κόμμα     Δηλαδή:    
8

9
= 

28 12 8

5 19 5

2 3 9 2
,

3 2 8 3

 
⋅ > 

 
 

Ο Φιλόλαος προχωρά λέγοντας:  

• «oÛtwj ¡rmon…a pšnte ™pÒgdoa kaˆ dÚo dišseij» 

[Έτσι, η αρμονία αποτελείται από πέντε επόγδοα και δύο διέσεις] 

Αρμονία = πέντε επόγδοα + δύο διέσεις   
1

2
= 

2

5

85

3

2

8

9








⋅









 

 

• «di' Ñxei©n d� tr…a ™pÒgdoa kaˆ d…esij»   

[Η δι’ οξείαν είναι τρία επόγδοα και μια δίεση] 

Δι’ οξείαν = τρία επόγδοα + μία δίεση   
2

3
= 

5

83

3

2

8

9 ⋅








 

 

• «sullab¦ d� dÚ' ™pÒgdoa kaˆ d…esij» 
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[η συλλαβά είναι δύο επόγδοα και μια δίεση] 

Συλλαβά = δύο επόγδοα + μία δίεση   
3

4
= 

5

82

3

2

8

9 ⋅







  

  και, τέλος, 

• Τόνος = δύο διέσεις + Πυθαγόρειο Κόμμα              
8

9
= 

19

122

5

8

2

3

3

2 ⋅







 

Έτσι, οι Πυθαγόρειοι χώρισαν με τον παρακάτω τρόπο την οκτάβα: 

 

 

                        Αρμονία (Διαπασών των χορδών) 

 

 

 

                   Δι’ οξείαν   Συλλαβά 

                   (Διαπέντε)                                                  (Διατεσσάρων) 

 

 

             Συλλαβά     Τόνος    Συλλαβά 

        (Διατεσσάρων) (Επόγδοον)          (Διατεσσάρων) 

 

 

 

Τόνος  Τόνος  Δ Τόνος      Τόνος  Τόνος  Δ 
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Η Περιγραφή της Μουσικής Κλίμακας από τον Ε. Σταμάτη 

 Αξιόλογη προσπάθεια περιγραφής της μουσικής κλίμακας έχει γίνει και από 

τον Ευάγγελο Σταμάτη. Αρχικά, ο ίδιος αναφέρεται στα σχόλια των Αρμονικών του 

Πτολεμαίου, όπου ο Πορφύριος σημειώνει τα εξής: 

«'ArcÚtaj d� perˆ tîn mesot»twn lšgwn gr£fei taàta» 

[Ο Αρχύτας γράφει τα παρακάτω για τις μεσότητες]  

 

«mšsai dš ™nti tr‹j t©i mousik©i, m…a m�n ¢riqmhtik£, deutšra d� ¡ 

gewmetrik£, tr…ta d' Øpenant…a, §n kalšonti  ¡rmonik£n» 

[υπάρχουν τρεις μέσοι στη μουσική: ο πρώτος είναι ο αριθμητικός, ο δεύτερος ο 

γεωμετρικός και ο τρίτος ο αρμονικός] 

 

«¢riqmhtik¦ mšn, Ókka œwnti tre‹j Óroi kat¦ t¦n to…an Øperoc¦n ¢n¦ lÒgon· 
ïi pr©toj deutšrou Øperšcei, toÚtwi deÚteroj tr…tou Øperšcei. kaˆ ™n taÚtai 

<t©i> ¢nalog…ai sump…ptei Ãimen tÕ tîn meizÒnwn Órwn di£sthma me‹on, tÕ d� 

tîn meiÒnwn me‹zon» 

[Αριθμητικό μέσο έχουμε όταν υπάρχουν τρεις όροι οι οποίοι διαφέρουν κατά την 

ίδια ποσότητα: ο δεύτερος υπερέχει του τρίτου κατά την ίδια ποσότητα που και ο 

πρώτος υπερέχει του δεύτερου. Σ’ αυτή την αναλογία, ο λόγος με τους 

μεγαλύτερους όρους είναι μικρότερος από αυτόν με τους μικρότερους όρους.] 

 

«¡ gewmetrik¦ dš, Ókka œwnti oŒoj Ð pr©toj potˆ tÕn deÚteron, kaˆ Ð deÚteroj 

potˆ tÕn tr…ton. toÚtwn d' oƒ me…zonej ‡son poioàntai tÕ di£sthma kaˆ oƒ 

me…ouj» 

[Γεωμετρικό μέσο έχουμε όταν ο δεύτερος όρος είναι για τον τρίτο, ό,τι και ο 

πρώτος για τον δεύτερο. Σ’ αυτή την αναλογία, ο λόγος με τους μεγαλύτερους 

όρους ισούται με το λόγο με τους μικρότερους όρους] 

«¡ d' Øpenant…a, §n kaloàmen ¡rmonik£n, Ókka œwnti <to‹oi· ïi> Ð pr©toj 

Óroj Øperšcei toà deutšrou aÙtaÚtou mšrei, toÚtwi Ð mšsoj toà tr…tou 

Øperšcei toà tr…tou mšrei. g…netai d' ™n taÚtai t©i ¢nalog…ai tÕ tîn meizÒnwn 

Órwn di£sthma me‹zon, tÕ d� tîn meiÒnwn me‹on»  

[Ο αρμονικός μέσος λειτουργεί ως εξής: ο πρώτος όρος υπερέχει του δεύτερου κατά 

ένα μέρος του πρώτου και κατά το ίδιο μέρος του τρίτου υπερέχει κι ο δεύτερος 

όρος από τον τρίτο. Σ’ αυτή την αναλογία, ο λόγος με τους μεγαλύτερους όρους 

είναι μεγαλύτερος από αυτόν με τους μικρότερους όρους] 
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 Ο Ευάγγελος Σταμάτης, στη Συμβολή εις την Ερμηνείαν Μουσικού Χωρίου 

του Διαλόγου του Πλάτωνος Τίμαιος, εξηγεί τα παραπάνω: 

Έστω τρεις αριθμοί α, β, γ με α � 9 � [ � 0. Τότε, κατά τον Αρχύτα, θα είναι: 

Αριθμητική αναλογία, όταν α \ β � β \ γ                     (I) 

και   
,
- : -

.                                                                                                                                (II) 

Γεωμετρική αναλογία, όταν 
,
- � -

.                                                                                     (III) 

Αρµονική αναλογία, όταν ? � 9 > ]
^   ,   9 � [ > _

^        G` a 1 � 0K 

με   
,
- � -

.                                                                                                                                (IV) 

Από την άλλη μεριά, ο Νικόμαχος στο Introductio Arithmetica ορίζει τον αρμονικό 

μέσο ως εξής: 

«Øpenant…a ¹ ¡rmonik¾ mesÒthj tÍ ¢riqmhtikÍ, meta…cmion d� aÙtîn ésper 

¢krot»twn ™stˆn ¹ gewmetrik¾ œcousa toÝj ™n to‹j me…zosin Óroij lÒgouj kaˆ 

toÝj ™n to‹j ™l£ttosin ¢ll»loij ‡souj· ™n mesÒthti d� ¹m‹n êfqh tÕ �son toà 

me…zonoj kaˆ toà ™l£ttonoj»,  

                                                     δηλαδή  β � �,.
,�. .                                                            (V) 

 

Σύμφωνα με τον Σταμάτη, οι αποδείξεις των σχέσεων (II) και (IV) δεν έχουν σωθεί. 

Ωστόσο, εκείνος τις παρέχει στον αναγνώστη του: 

Στη σχέση  (I), αν διαιρέσουμε το πρώτο μέλος της ισότητας με β και το δεύτερο με γ, επειδή β � [ θα πάρουμε: 

α \ ββ : β \ γγ  

ή                                                      
,
 - \ 1 : -

. \ 1 

κι έτσι αποδείχθηκε η αλήθεια της σχέσης (II). 

Η σχέση (V) γράφεται:                
�
. \ �

- � �
- \ �

,                                                                  (VI) 

Εάν πολλαπλασιάσουμε το πρώτο μέλος της ισότητας (VI) με β και το δεύτερο με α, 

επειδή β : ? θα πάρουμε: 

 β N�
. \ �

-O : ? N�
- \ �

,O 
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ή 
-
. \ 1 : ,

- \ 1 

απ’ όπου έπεται η αλήθεια της 
,
- � -

. 

 

 Έχοντας μιλήσει για τους μέσους, ο Σταμάτης προχωρά στην περιγραφή της 

μουσικής κλίμακας: 

Ο Φιλόλαος ξεκινά από τη μουσική αναλογία 6: 8 � 9: 12, την οποία παριστάνουμε 

για λόγους ευκολίας ως 1: A
@ � @

� : 2 

Πρώτος φθόγγος της μουσικής κλίμακας είναι ο πρώτος όρος της προηγούμενης 

μουσικής αναλογίας, ο 1 � υπάτη � κάτω do. 

Ο δεύτερος φθόγγος λαμβάνεται με πολλαπλασιασμό του προηγούμενου φθόγγου, 

του 1, με το 
0
1, οπότε είναι: 

1 · 0
1 � 0

1 � παρυπάτη = re 

Ο τρίτος φθόγγος λαμβάνεται επίσης με πολλαπλασιασμό του προηγούμενου 

φθόγγου, του 
0
1, με το 

0
1, οπότε είναι: 

0
1 · 0

1 � 1�
2A � λιχανός = mi 

Ο τέταρτος φθόγγος είναι ο δεύτερος όρος της μουσικής αναλογίας 1: A
@ � @

� : 2, 

δηλαδή ο 
A
@, ο οποίος είναι ο αρμονικός μέσος των άκρων όρων της μουσικής 

κλίμακας (του 1 και του 2), οπότε είναι: 

αρμονικός μέσος � �·�·�
��� � A

@ � μέση = fa 

Ο πέμπτος φθόγγος είναι ο τρίτος όρος της μουσικής αναλογίας 1: A
@ � @

� : 2, δηλαδή 

ο 
@
�, ο οποίος είναι ο αριθμητικός μέσος των άκρων όρων της μουσικής κλίμακας 

(του 1 και του 2), οπότε είναι: 

αριθμητικός μέσος � ���
� � @

� � παραμέση = sol 

Ο έκτος φθόγγος λαμβάνεται με πολλαπλασιασμό του προηγούμενου φθόγγου, του @
�, με το 

0
1, οπότε είναι: 

@
� · 0

1 � �X
�2 � τρίτη = la 
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Ο έβδομος φθόγγος λαμβάνεται με πολλαπλασιασμό του προηγούμενου φθόγγου, 

του 
�X
�2 με το 

0
1, οπότε είναι: 

�X
�2 · 0

1 � �A@
��1 = παρανήτη = si 

 

Ο όγδοος φθόγγος είναι ο μεγαλύτερος από τους άκρους όρους της μουσικής 

αναλογίας 1: A
@ � @

� : 2, ο 2 = νήτη = άνω do κι έχει συχνότητα διπλάσια από αυτή του 

πρώτου φθόγγου. 

 

 

Η πυθαγόρεια μουσική κλίμακα, κατά τον Φιλόλαο, έχει ως εξής: 

 

Do  re  mi  fa  sol  la  si  do 

  

 1    
0
1          

1�
2A          

A
 @            @

�          �X
�2       

�A@
��1          2 

Οι πλήρεις φθόγγοι – αυτοί με συχνότητα 
0
1 ο καθένας – είναι οι εξής πέντε: 

0
1  , 1�

2A   , @
�   , �X

�2   , �A@
��1  

Καθένας από τους παραπάνω φθόγγους είναι μεγαλύτερος από τον προηγούμενο 

κατά 
0
1 . Μετά το φθόγγο  

1�
2A ακολουθεί ο  

A
@ , με τον δεύτερο να υπερέχει του 

πρώτου κατά 
A
@ : 1�

2A � �b2
�A@ (το διάστημα αυτό είναι μικρότερο του 

0
1  και καλείται 

δίεση). Ομοίως, μετά τον φθόγγο 
�A@
��1 ακολουθεί ο 2, ο οποίος και πάλι υπερέχει του 

προηγούμενού του κατά 2: �A@
��1 � �b2

�A@ κι επομένως πρόκειται και πάλι για μια δίεση. 

Ωστόσο, επιστρέφοντας στον Φιλόλαο, τα επιπλέον βήματα που προσέθεσε 

στη διαίρεση της κλίμακας καταδεικνύουν το γεγονός ότι η αναζήτηση ενός 

θεωρητικού μουσικού μέτρου είναι μια διαδικασία που οδηγεί στο άπειρο. Δεν 

μπορούμε να είμαστε σίγουροι αν ο ίδιος ο Φιλόλαος γνώριζε ότι η παραπάνω 

διαδικασία είναι ατέρμονη, όμως, σύμφωνα με τον καθηγητή Σ. Νεγρεπόντη, 

έχουμε κάποιες ενδείξεις γι’ αυτό. 

 Κατ’ αρχήν, ο Βοήθειος στο De Institutione Musica αναφέρει ότι ο Φιλόλαος 

όρισε παρακάτω δύο ακόμη μουσικά διαστήματα, το σχίσμα ως το μισό του 

κόμματος και το διάσχισμα ως το μισό της δίεσης. Βέβαια, αυτά τα διαστήματα 

περιλαμβάνουν τη ρίζα του 2 και του 3 αντίστοιχα, κάτι το οποίο θα δήλωνε άγνοια 

των βασικών προβλημάτων της ασυμμετρίας. Την ίδια στιγμή, η εγκατάλειψη της 

πυθαγόρειας αναζήτησης ενός μουσικού διαστήματος - η οποία στο επόμενο βήμα 
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θα περιλάμβανε τη σύγκριση της δίεσης με το κόμμα – φανερώνει τη 

συνειδητοποίηση από το Φιλόλαο ότι αυτή η διαδικασία είναι ατέρμονη. 

 Επίσης, ο διάλογος του Πλάτωνα «Φαίδων» που αφορά στην αθανασία της 

ψυχής, είναι γεμάτος με αναφορές στον Φιλόλαο. Ο διάλογος αυτός εκτυλίσσεται 

στη φυλακή, την τελευταία νύχτα πριν ο Σωκράτης δηλητηριαστεί την αυγή, κυρίως 

μεταξύ αυτού και δύο μαθητών του Φιλολάου, του Σιμία και του Κέβη από τη Θήβα. 

Το όνομα του Φιλολάου αναφέρεται μόνο στην αρχή, ενώ στη συνέχεια ο Πλάτων 

(μέσα από τα λεγόμενα του Σωκράτη) παραθέτει το βασικό επιχείρημα περί 

αθανασίας της ψυχής, το οποίο καταλήγει στην ασυμφωνία των άρτιων με τους 

περιττούς αριθμούς, του 2 με το 3 (Φαίδων, 103Ε-106C). Αυτή ακριβώς η 

ασυμφωνία του 2 και του 3 είναι που καθιστά την αναζήτηση ενός μουσικού μέτρου 

αβάσιμη. Παρατηρούμε ότι, σε κάθε βήμα της διαδικασίας και ξεκινώντας από τα 

δύο βασικά μουσικά διαστήματα 2/1 και 3/2, πάντα θα προκύπτει ένα μικρότερο 

μουσικό διάστημα, τη μια φορά της μορφής άρτιος / περιττός �  2	/3
 και την 

άλλη περιττός / άρτιος �  3
/2	. Αυτή η διαδικασία δεν τελειώνει ποτέ, διότι κάτι 

τέτοιο θα προϋπέθετε την ισότητα μιας δύναμης του 2 με μια δύναμη του 3, 

πράγμα αδύνατο καθώς, για τους Πυθαγορείους, οι αριθμοί αυτοί εξέφραζαν 

αντίθετα πράγματα. Επομένως, φαίνεται απολύτως λογικό και σχεδόν αναπόφευκτο 

να πιστέψουμε ότι οι Πυθαγόρειοι (γύρω στο 430 π.Χ) συνειδητοποίησαν τελικά την 

αδυναμία τους να βρουν ένα κοινό μουσικό μέτρο. 

 

Η Αρμονική Ανθυφαίρεση 

Συνοψίζοντας τα τέσσερα πρώτα βήματα της διαδικασίας έχουμε: 

2/1 = 3/2 ∙ 4/3 , με 4/3 < 3/2 

3/2 = 4/3 ∙ 9/8 , με 9/8 < 4/3 

4/3 = G9/8K�  · 256/243 , με 256/243 < 9/8 

9/8 = G256/243K�  · 531441/524288 , με 531441/524288 < 256/243 

Είναι ξεκάθαρο ότι το επόμενο βήμα θα ήταν μια σύγκριση του μεγαλύτερου 

λόγου 256/243 με τον μικρότερο λόγο 531441/524288. Είναι επίσης σαφές ότι, 

σύμφωνα με τις παραπάνω παρατηρήσεις σχετικά με τους λόγους άρτιος / περιττός 

και περιττός / άρτιος, η διαδικασία συνεχίζεται επ’ άπειρον. 

Μ’ αυτόν τον τρόπο οι Πυθαγόρειοι ανακάλυψαν την ανθυφαίρεση ή, 

καλύτερα, ένα παράδειγμα αυτής, αυτό που ξεκινά με το 2/1 και το 3/2, έχει 
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πολλαπλασιαστική παρά προσθετική μορφή και καλείται «αρμονική ανθυφαίρεση». 

Επιπλέον γράφουμε: Ανθ
2 3

, [1,1,2,2,...]
1 2
  = 
 

 

 Βλέπουμε, λοιπόν, ότι αν ήταν δυνατό το πέρασμα στους λογαρίθμους, οι 

Πυθαγόρειοι θα είχαν καταλήξει στο συμπέρασμα ότι log 2/1 , log 3/2 είναι 

ασύμμετροι και ότι ο λόγος 
fgh �/�
fgh @/� είναι άρρητος αριθμός. Με τον τρόπο αυτό θα 

είχαν ανακαλύψει τον πρώτο άρρητο αριθμό. Κάτι τέτοιο, όμως, δεν ήταν δυνατό, 

αφού έπρεπε να εφαρμόσουν την πολλαπλασιαστική μορφή. 

 

Από την Αρμονία στη Συμμετρία 

 Ο Oskar Becker ήταν ο πρώτος ιστορικός που ισχυρίστηκε ότι οι Έλληνες 

ανακάλυψαν την άπειρη ανθυφαίρεση πριν την πεπερασμένη διαδικασία της 

ανθυφαίρεσης για τους αριθμούς, δηλαδή τον ευκλείδειο αλγόριθμο. Αρχικά, ο 

καθηγητής Σ. Νεγρεπόντης τηρούσε μάλλον επιφυλακτική στάση απέναντι σε αυτή 

του θέση, καθώς θεωρεί ότι ο ευκλείδειος αλγόριθμος για τους αριθμούς είναι πολύ 

πιο απλός από την άπειρη ανθυφαιρετική διαδικασία. Ωστόσο, οι σκέψεις του 

Becker ήταν το έναυσμα για την παρακάτω ανακατασκευή από τον Σ. Νεγρεπόντη.  

 Έτσι, λοιπόν, για να περιγράψει την ατέρμονη διαδικασία της άπειρης 

ανθυφαίρεσης, ο καθηγητής αναφέρεται στην τελευταία πρόταση από το κείμενο 

του Νικόμαχου (Εγχειρίδιον, κεφάλαιο 9): 

«oÛtwj ¡rmon…a pšnte ™pogdÒwn kaˆ duo‹n dišseoin» 
[η αρμονία αποτελείται από πέντε τόνους και δύο διέσεις]  

(εδώ οι Πυθαγόρειοι με τη λέξη αρμονία υπονοούν την οκτάβα). Αυτό φυσικά 

αποτελεί μια σύντομη περιγραφή του γεγονότος ότι η οκτάβα έχει τη μορφή t t d t t 

t d, δηλαδή 2/1 = tbd�. Έτσι, λοιπόν, ανακαλύπτει την αποδοχή του γεγονότος ότι 

δεν μπορεί να βρεθεί ένα  μόνο κοινό μουσικό μέτρο, αλλά δύο, ο τόνος και η 

δίεση. 

Στη συνέχεια, αναφέρεται σε ένα απόσπασμα από τα Μεταφυσικά του 

Αριστοτέλη: 

«oÙk ¢eˆ d� tù ¢riqmù εn tÕ mštron ¢ll' ™n…ote ple…w, oŒon aƒ diš-seij dÚo, aƒ 

m¾ kat¦ t¾n ¢ko¾n ¢ll' ™n to‹j lÒgoij, kaˆ aƒ fwnaˆ ple…ouj aŒj metroàmen» 
[Ο αριθμός των μέτρων δεν είναι πάντοτε ένα, αλλά μερικές φορές είναι 

μεγαλύτερος, όπως οι διέσεις είναι δύο, βέβαια όχι σύμφωνα με την ακοή αλλά 

σύμφωνα με τους λόγους και οι φωνές που μετρούμε περισσότερες] 
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Μέχρι εδώ, αυτή η πρόταση δηλώνει ό,τι κι εκείνη του Φιλολάου στο 

Εγχειρίδιον του Νικόμαχου. Βέβαια, θα μπορούσε να σημαίνει κάτι ισοδύναμο αλλά 

λίγο διαφορετικό, λαμβάνοντας ως μέτρα τη δίεση και την αποτομή, κάτι που θα 

συνεπαγόταν το εξής: 2/1 = αbdX. 

Ακόμα πιο μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα λεγόμενα του Αριστοτέλη 

στη συνέχεια: 

 
« kaˆ ¹ di£metroj dusˆ metre‹tai kaˆ ¹ pleur£, kaˆ t¦ megšqh p£nta» 

[Η διάμετρος, επίσης, χρειάζεται δύο μέτρα και η πλευρά και όλα τα μεγέθη] 

 

Ο κ. Σ. Νεγρεπόντης καταλήγει, μετά από όλα αυτά, στο συμπέρασμα ότι 

όπως τα δύο μέτρα που περιγράφονται από τον Φιλόλαο και τον Αριστοτέλη 

σχετίζονται άμεσα με την αρμονική ανθυφαίρεση, έτσι και τα δύο μέτρα που 

απαιτούνται για τη γεωμετρία (όπως φαίνεται μέσα από τα λόγια του Αριστοτέλη) 

καταδεικνύουν την ύπαρξη της γεωμετρικής ανθυφαίρεσης, ξεκινώντας από τη 

διαγώνιο και την πλευρά τετραγώνου και συνεχίζοντας με οποιαδήποτε δύο άλλα 

μεγέθη. Με τα παραπάνω γίνεται σαφές ότι το κρίσιμο κείμενο του Αριστοτέλη 

επηρεάζει τη μεταφορά της μεθόδου της ανθυφαίρεσης από την αρμονία στη 

γεωμετρία και πιο συγκεκριμένα στη συμμετρία. 
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«ΕΥΚΛΕΙΔΟΥ ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΚΑΝΟΝΟΣ» 

 

Ποιος ήταν ο Ευκλείδης 

Εισάγοντας τον αναγνώστη του στην «Κατατομή Κανόνος», ο Χαράλαμπος 

Σπυρίδης δίνει μερικά στοιχεία γι’ αυτόν και το έργο του: 

Ο αρχαίος Έλληνας δάσκαλος της Αριθμητικής και της Γεωμετρίας Ευκλείδης 

έζησε περί το 330 με 270 π.Χ. Όσον αφορά την καταγωγή του, δεν είναι όλα γνωστά. 

Κατά μία παράδοση, ο Ευκλείδης γεννήθηκε στην πόλη Γέλα της Σικελίας. Αραβικές 

πηγές, όμως, τον φέρουν να γεννήθηκε στη Συρία, ίσως και στην Τύρο της Φοινίκης. 

Σπούδασε στην Αθήνα και, μόλις τελείωσε τις σπουδές του, επέστρεψε στην 

Αλεξάνδρεια, όπου προσκλήθηκε από τον βασιλιά της Αιγύπτου, τον Πτολεμαίο τον 

Α΄, να διδάξει Αριθμητική και Γεωμετρία. 

Μνημειώδες έργο του Ευκλείδη είναι τα «Στοιχεία». Το έργο αυτό 

αποτελείται από 13 βιβλία. Ειδικά τα βιβλία τα οποία πραγματεύονται τα στερεά 

σώματα, είναι εμπνευσμένα από την πυθαγόρεια και την πλατωνική φιλοσοφία. 

Άλλα έργα του είναι τα «Φαινόμενα», τα «Οπτικά και Κατοπτρικά», τα «Δεδομένα», 

τα «Κωνικά», τα «Πορίσματα», τα «Ψευδάρια» και η «Κατατομή Κανόνος». 

 

Κάποια στοιχεία για την «Κατατομή Κανόνος» - Andrew Barker vs. Andrew Barbera 

 Στις παραγράφους που ακολουθούν γίνεται λόγος για την πατρότητα του 

έργου, για τη χρονολογική τοποθέτηση της συγγραφής του, για την ενιαία ή 

αποσπασματική συγγραφή του, για τις εμφανείς επιρροές του από και προς την 

πυθαγόρεια θεωρία της μουσικής, όλα αυτά μέσα από τα άλλοτε 

αλληλοσυμπληρούμενα και άλλοτε αντικρουόμενα επιχειρήματα των Andrew 

Barker και Andrew Barbera. 

Είναι αλήθεια ότι τα μαθηματικά και οι φυσικές επιστήμες είναι τόπος της 

μουσικής (Πυριοβόλης Παναγιώτης). Η «Κατατομή Κανόνος» (Sectio Canonis) είναι 

το έργο εκείνο που καταπιάνεται με τον προσδιορισμό των αριθμητικών αναλογιών 

των φθόγγων της μουσικής κλίμακας πάνω στον κανόνα (ή αλλιώς μονόχορδο, κατά 

τον Πτολεμαίο, τον Ιάμβλιχο, τον Νικόμαχο). Ο κανών ή μονόχορδο ή χορδοτόνιο 

ήταν ένας βαθμονομημένος ξύλινος χάρακας, πάνω στον οποίο στηριζόταν μια 

ομοιόμορφα τεταμένη χορδή. Η χορδή αυτή μπορούσε κάθε φορά να διαιρείται με 

διαφορετικό τρόπο, ανάλογα με τη θέση που έπαιρνε ο κινούμενος  ξύλινος 

καβαλάρης (στα αρχαία ελληνικά «μαγάς» ή «υπαγωγέας»), που βρισκόταν 

ακριβώς ανάμεσα σε εκείνη και τον χάρακα. Oι θιασώτες αυτής της σχολής 

ονομάζονταν «κανονικοί», ενώ όσοι τάσσονταν με τη σχολή του Αριστόξενου 
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καλούνταν «μουσικοί ή εμπειρικοί». Ας γίνει ξεκάθαρο ότι η «Κατατομή Κανόνος» 

είναι ένα έργο που στηρίζεται αποκλειστικά στον μονόχορδο κανόνα. Κι αυτό γιατί 

οι αρχαίοι Έλληνες μουσικοί είχαν κι άλλους κανόνες, όπως ο οκτάχορδος, ο 

πεντεκαιδεκάχορδος και η κιθάρα. 

Πρώτα απ’ όλα, αξίζει να γίνει μια σύντομη αναφορά στους λόγους για τους 

οποίους η «Κατατομή Κανόνος» πρέπει να αντιμετωπιστεί ως αντιπροσωπευτική της 

πυθαγόρειας μουσικής και ακουστικής θεωρίας. Σύμφωνα με μεταγενέστερους 

σχολιαστές, υπάρχουν δύο βασικές διαφορές ανάμεσα στην πυθαγόρεια και την 

αριστοξένεια προσέγγιση: καταρχήν, η πρώτη αντιμετωπίζει τα διαστήματα ως 

λόγους αριθμών, ενώ η δεύτερη τα εκλαμβάνει ως αποστάσεις πάνω σε ένα 

γραμμικό συνεχές κι από την άλλη μεριά, η πυθαγόρεια προσέγγιση δίνει 

προτεραιότητα στην αιτία (λόγος) αντί της αισθητηριακής αντίληψης, ως κριτήριο 

για τη μουσική, ενώ η αριστοξένεια δίνει τον πρώτο λόγο στην αντίληψη. Η πρώτη 

διαφορά δείχνει ξεκάθαρα την πυθαγόρεια προέλευση της πραγματείας. Ο 

Πυθαγόρειος θεωρητικός χειρίζεται το μουσικό διάστημα με έναν τρόπο τελείως 

διαφορετικό από τον Αριστοξένειο κι αυτός ο χειρισμός χαρακτηρίζεται από τη 

χρήση της γλώσσας των λόγων (Πυριοβόλης Παναγιώτης). 

Ο Andrew Barker, περιγράφοντας και ταυτόχρονα σχολιάζοντας την 

«Κατατομή Κανόνος», γράφει στο βιβλίο του «Greek Musical Writings» ότι είναι ένα 

έργο αποτελούμενο από μια σύντομη εισαγωγή και από 20 προτάσεις - θεωρήματα, 

οι οποίες αναφέρονται σε θέματα μουσικής και εξετάζονται με βάση τα μαθηματικά 

της εποχής του Ευκλείδη. Υπάρχει αμφιβολία για το κατά πόσο η πραγματεία αυτή 

πρέπει να αποδοθεί στον Ευκλείδη. Κάποιοι μελετητές αμφισβήτησαν ότι το έργο 

αυτό είναι έργο ενός μόνο συγγραφέα ή ότι γράφτηκε σε μια συγκεκριμένη χρονική 

περίοδο. Ωστόσο ο Barker θεωρεί ότι δεν υπάρχουν βάσιμοι λόγοι για να πιστεύει 

κανείς ότι ο συγγραφέας του κύριου μέρους (τουλάχιστον των δεκαοκτώ πρώτων 

προτάσεων) της πραγματείας δεν είναι ο Ευκλείδης. Η υποψία για κάτι τέτοιο 

γεννάται από τις δύο τελευταίες προτάσεις, διότι προϋποθέτουν μια μορφή 

κλίμακας διαφορετική από αυτή που ζητείται στις προτάσεις 17 και 18. Αυτή η 

διαφορά, σύμφωνα με τον Andrew Barker, οφείλεται σε άλλους λόγους, πέρα από 

τον συγγραφέα.  

Όσον αφορά την εισαγωγή, εκεί προκύπτουν κάποιες αμφιβολίες, καθώς 

έχει κριθεί από πολλούς ως αρκετά σύντομη και σε ορισμένα σημεία μέχρι και 

ασαφής, κάτι το οποίο έρχεται σε αντίθεση με την αρτιότητα που διέπει τις 

προτάσεις που έπονται αυτής. Η εισαγωγή ξεκινά με μια αναφορά στην εξάρτηση 

των ήχων και των τόνων τους από τις κινήσεις, δικαιολογώντας την αντιμετώπιση 

των τόνων ως σχετικών ποσοτήτων και των διαστημάτων μεταξύ τους ως 

αριθμητικών λόγων. Ακολουθούν εννέα καθαρά μαθηματικές προτάσεις, στις 

οποίες αποδεικνύονται ποικίλα θεωρήματα σχετικά με τους λόγους και με τα 
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διαστήματα (εδώ όχι απαραιτήτως μουσικά διαστήματα, αλλά ποσοτικές διαφορές) 

μεταξύ των όρων των λόγων αυτών. Στη συνέχεια, στην πρόταση 10 εισάγονται οι 

μουσικές ιδέες, ενώ στις προτάσεις 10 έως 13 γίνεται ένας συνδυασμός των 

προηγούμενων εννέα προτάσεων, των επιχειρημάτων της εισαγωγής και κάποιων 

υποθέσεων που πηγάζουν από τη μουσική εμπειρία, με σκοπό να αποδειχθούν οι 

λόγοι των συμφωνιών, καθώς και του τόνου. Έπειτα, οι προτάσεις 14 έως 16 

αποτελούν αποδείξεις βοηθητικών θέσεων, που προκύπτουν από μια 

«πυθαγόρεια» αντιμετώπιση των διαστημάτων ως λόγων και που έρχονται σε 

αντίθεση με την αριστοξένεια προσέγγιση. Η πρόταση 17 δείχνει τον τρόπο με τον 

οποίο μπορούμε να τοποθετήσουμε συγκεκριμένες νότες στο εναρμόνιο γένος με τη 

βοήθεια των λόγων. Από την άλλη μεριά, στην πρόταση 18 προβάλλεται ένα ακόμη 

πιο «αντι-αριστοξένειο» επιχείρημα για τα διαστήματα που σχηματίζονται με τον 

τρόπο αυτό. Τέλος, στις προτάσεις 19 και 20 παρατίθεται ο τρόπος με τον οποίο 

μπορούμε να χωρίσουμε τη χορδή ενός μονόχορδου σε λόγους που να συγκροτούν 

ένα σύστημα στο διατονικό γένος. Πρόκειται για την κατατομή του κανόνα, απ’ 

όπου πήρε το όνομά του και ολόκληρο το έργο. 

Ο συγγραφέας ενδιαφέρεται ξεκάθαρα να δώσει συστηματικές, τυπικές 

αποδείξεις των προτάσεων, οι οποίες να βασίζονται στην πυθαγόρεια και την 

πλατωνική παράδοση. Πρέπει να σημειωθεί το γεγονός ότι οι ορολογίες που 

χρησιμοποιεί δεν είναι καθαρά «λογικές» ή μαθηματικές, αλλά βασίζονται τόσο σε 

αποδεκτά γεγονότα της καθημερινής παρατήρησης, όσο και στις φυσικές και 

εννοιολογικές υποθέσεις που παρατίθενται στην εισαγωγή. Τα επιχειρήματα, 

λοιπόν, δεν λειτουργούν ως υποκατάστατα για τη μουσική εμπειρία. 

Αντιπροσωπεύουν μια προσπάθεια ερμηνείας των γεγονότων αυτής της εμπειρίας 

στη γλώσσα των μαθηματικών, όπου οι σημασίες και οι μεταξύ τους σχέσεις 

μπορούν να μελετηθούν με αυστηρό τρόπο (Barker). 

Όπως υποστηρίζει ο Barker, ο συγγραφέας της «Κατατομής Κανόνος» 

γνώριζε σίγουρα την ύπαρξη δύο άλλων συγγραφέων: του Αρχύτα και του ίδιου του 

Ευκλείδη. Κι αυτό διότι, η μεν Πρόταση 3 του έργου αποτελεί παραλλαγή ενός 

σημαντικού θεωρήματος που αποδείχθηκε από τον Αρχύτα (αναφέρθηκε 

προηγούμενα), πολλές δε προτάσεις μοιάζουν με αυτές των «Στοιχείων» του 

Ευκλείδη. Από την άλλη, όμως, ο συγγραφέας αποκλίνει από τις αναλύσεις του 

Αρχύτα για το εναρμόνιο και το διατονικό γένος (Προτάσεις 17 ως 20). Οι δε 

διαιρέσεις του αντιστοιχίζονται περισσότερο σε αυτές του Φιλολάου και του 

Πλάτωνα, καθώς επίσης και σ’ εκείνες των νεοπυθαγορείων (Θέων ο Σμηρνεύς, 

Νικόμαχος). Και πάλι, αν και οι προτάσεις με τις οποίες ο συγγραφέας ανοίγει το 

έργο του παραπέμπουν στον Αρχύτα, εκείνος διαφοροποιείται απ΄τον τελευταίο κι 

από την επικρατούσα παράδοση γενικότερα, με τη θεωρία του ήχου που επιχειρεί 

να υπογραμμίσει στην εισαγωγή. 
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Ωστόσο, ο Andrew Barker κρίνει απαραίτητο να επισημάνει δύο αδυναμίες 

στην πραγματεία. Η πρώτη σχετίζεται με τη μη ικανοποιητική φύση των υποθέσεων 

που συνδέουν τις συμφωνίες με τους πολλαπλάσιους και τους επιμόριους λόγους, 

στο τέλος της εισαγωγής. Κανείς Έλληνας συγγραφέας δεν βρήκε έναν αληθοφανή 

τρόπο να στηρίξει αυτή τη σχέση, αλλά η ύπαρξή της ήταν ένα επίμονο πυθαγόρειο 

δόγμα το οποίο, συν τοις άλλοις, οδήγησε σε σοβαρή σύγχυση γύρω από το λόγο 

8:3. Η επιπλέον αδυναμία που εντοπίζει ο Barker έχει να κάνει με τη χρήση στην 

Πρόταση 11 της θέσης που αναπτύσσεται στην εισαγωγή για τις συμφωνίες. Το 

επιχείρημα εκεί έχει εσφαλμένη βάση - κάτι το οποίο αποτελεί έκπληξη για ένα 

έργο τόσης τυπικής αυστηρότητας – και η πρόταση που βασίζεται σε αυτό είναι 

κρίσιμη για τα επακόλουθα. 

Παρ’ όλα αυτά, ο Andrew Barker θεωρεί την «Κατατομή Κανόνος» μια 

εύστοχη προσπάθεια για την κατασκευή εμπεριστατωμένων μαθηματικών 

αρμονικών, αν και από μια μάλλον περιορισμένη σκοπιά. Συγκρίνει, δε, τη σχέση 

του έργου με προηγούμενες πυθαγόρειες έρευνες και αυτή των «Στοιχείων» του 

Ευκλείδη με τους προηγούμενούς του στη Γεωμετρία. Τέλος, αυτό που ο Barker 

εντοπίζει ως το πιο αξιοσημείωτο δεν είναι ούτε αυτά που πραγματεύεται το έργο, 

ούτε οι αποδείξεις των θεωρημάτων του, αλλά ο τρόπος με τον οποίο όλο το 

σύστημα των θεωρημάτων ενσωματώνεται σε μία ολότητα. 

 Ο Andrew Barbera απαντά στον  Barker σχετικά με την πατρότητα και την 

ημερομηνία της πραγματείας, την εισαγωγή, κάποια θεωρήματα και ουσιαστικά για 

την ιστορική και φιλοσοφική κατεύθυνση της «Κατατομής Κανόνος». 

Ο Barker επιλέγει να αποφύγει το θέμα της πατρότητας της «Κατατομής 

Κανόνος». Ωστόσο, κατά τον Barbera, τα ερωτήματα «ποιος» και «πότε» είναι 

κρίσιμα για την εύρεση μιας απάντησης στο ερώτημα «γιατί». Με άλλα λόγια, θα 

μπορούσαμε να εκτιμήσουμε καλύτερα την «Κατατομή Κανόνος», αν μπορούσαμε 

να την τοποθετήσουμε στο ιστορικό της πλαίσιο. 

Η τμηματική φύση του έργου απασχολεί ιδιαιτέρως τον Andrew Barbera. 

Κατά τον τελευταίο, φαίνεται να δείχνει περισσότερους από έναν συγγραφείς, 

καθώς περιλαμβάνει: μια εισαγωγή, εννέα καθαρά μαθηματικά θεωρήματα – τρία 

από τα οποία βασίζονται σε προτάσεις που περιέχονται στο βιβλίο VIII των 

«Στοιχείων» του Ευκλείδη -, επτά γενικά ακουστικά θεωρήματα, τα οποία 

σχετίζονται με την εισαγωγή και τα πρώτα εννέα θεωρήματα, δύο θεωρήματα που 

αφορούν το εναρμόνιο γένος και, τέλος, δύο θεωρήματα που αφορούν τη διαίρεση 

μιας χορδής σύμφωνα με το διατονικό γένος. Από αυτά τα δύο τελευταία 

θεωρήματα προκύπτει και το όνομα της πραγματείας. Μάλιστα, δύο επανεμφανίσεις 

της «Κατατομής Κανόνος» στην ύστερη αρχαιότητα υπογραμμίζουν την τμηματική 

φύση της: τα σχόλια του Πορφύριου για το έργο του Πτολεμαίου «Harmonics» και 

το έργο του Βοήθειου «De Musica». 
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Ο Πορφύριος παρουσιάζει τα θεωρήματα 1 – 16 μεμονωμένα και δίνει μια 

εκδοχή αυτών η οποία είναι όμοια – αλλά όχι ίδια - με την εκδοχή του Ευκλείδη. 

Αναρωτιέται, όμως, κανείς πού είναι η εισαγωγή και τα τέσσερα τελευταία 

θεωρήματα. Λίγο πριν δώσει τα θεωρήματα 1 – 16, ο Πορφύριος αναφέρεται στη 

«διαίρεση του μονόχορδου» του Ευκλείδη, αλλά, χωρίς τις δύο τελευταίες 

προτάσεις (19 και 20), ο τίτλος δεν συνάδει με τα υπόλοιπα θεωρήματα. Από την 

άλλη, ο Βοήθειος, στην αρχή του τέταρτου βιβλίου του έργου του «De Musica», 

δίνει μια δική του ερμηνεία της εισαγωγής και των πρώτων εννέα θεωρημάτων. Η 

εκδοχή που προτείνει για την εισαγωγή διαφέρει σε πολλά σημεία από αυτή του 

Ευκλείδη. Για παράδειγμα, στον ορισμό του για τις σύμφωνες νότες ως μίγμα, ο 

Βοήθειος εισάγει την έκφραση «δονούμενες την ίδια στιγμή» ([simul pulsae]), 

αναφερόμενος στις μεμονωμένες νότες που παράγουν μια συμφωνία. Το ελληνικό 

ισοδύναμο αυτής της έκφρασης ([άμα κρούω]) υπάρχει στους περισσότερους 

πυθαγόρειους ορισμούς, όχι όμως στην Κατατομή Κανόνος. Επιπλέον, σε αντίθεση 

με την Κατατομή Κανόνος, ο Βοήθειος δεν κάνει τη σύνδεση μεταξύ ενός 

μεμονομένου ονόματος ή μιας συγκεκριμένης ορολογίας για τους πολλαπλάσιους ή 

τους επιμόριους λόγους και του μεμονωμένου μίγματος ήχων που παράγεται από 

δύο σύμφωνες νότες. Στην περίπτωση των θεωρημάτων, ο Βοήθειος παρεμβάλλει 

αριθμητικές αποδείξεις, που παραλληλίζονται με τις γνήσιες γεωμετρικές 

αποδείξεις. Σε κανένα σημείο αυτού του κειμένου ο Βοήθειος, ή όποιος άλλος 

συγγραφέας που αυτός ακολουθεί (όπως ο Νικόμαχος), δεν παραπέμπει στον 

Ευκλείδη ή δίνει τίτλο όπως «Κατατομή Κανόνος». 

Κατά τον Barbera, μια λεπτομερής σύγκριση των τριών εκδοχών (του 

Ευκλείδη, του Πορφύριου και του Βοήθειου), όπου αυτή είναι δυνατή (θεωρήματα 

1 – 9), μας αποτρέπει από το να θεωρήσουμε τη μία από αυτές ως μοντέλο με βάση 

το οποίο δημιουργήθηκαν οι άλλες δύο. Για παράδειγμα, κάθε εκδοχή χρησιμοποιεί 

μοναδική σειρά αλφαβητικών μεταβλητών στο Θεώρημα 3. Ξεχωριστά από τον 

Πορφύριο και την «Κατατομή Κανόνος», ο Βοήθειος παρεμβάλλει αριθμητικές 

αποδείξεις στα θεωρήματα 1 ως 4 και 6 ως 9. Στο θεώρημα 6, ο Πορφύριος 

παραλείπει μια ανακεφαλαιωτική φράση που περιλαμβάνεται στο «De Musica» και 

στην Κατατομή Κανόνος. 

 Οι τρεις εκδοχές της πραγματείας σε συνδυασμό με την τμηματική φύση της 

- η εισαγωγή και τα πρώτα δεκαέξι θεωρήματα, χωρίς τον τίτλο, θα αποτελούσαν 

μια σχεδόν αυθύπαρκτη μουσική πραγματεία - εγείρουν ερωτήματα σχετικά με τον 

αριθμό των μελετητών της. Η ανομοιότητα ανάμεσα στις τρεις εκδοχές των 

θεωρημάτων 1 ως 9 και η ανικανότητά μας να επιλέξουμε μία απ’ αυτές ως μοντέλο 

αναδεικνύουν μια σύνθετη σύσταση της πραγματείας που αποκαλείται «Κατατομή 

Κανόνος». Το κατά πόσο αυτή ή μέρος της γράφτηκαν από τον Ευκλείδη, είναι ένα 

άλλο θέμα, σύμφωνα με τον Barbera. 
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Όσον φορά την πατρότητα του έργου, ο Barbera επιχειρηματολογεί υπέρ 

του Ευκλείδη: μαζί με τη «Διαίρεση του μονόχορδου από τον Ευκλείδη», ο 

Πορφύριος αναφέρει τα «Στοιχεία της Μουσικής». Τόσο ο Πρόκλος, όσο και ο 

μαθητής του Μαρίνος, αναφέρουν επίσης ότι ο Ευκλείδης έγραψε τα «Στοιχεία της 

Μουσικής». Αυτές οι παρατηρήσεις αποτελούν αποδεικτικά στοιχεία που μάλλον 

επιτρέπουν την απόδοση του έργου στον Ευκλείδη. Υπάρχουν, βέβαια, και πιο 

συγκεκριμένοι λόγοι για κάτι τέτοιο: με εξαίρεση τα θεωρήματα 19 και 20, τα 

υπόλοιπα έχουν τη μορφή στην οποία διατυπώνονται και οι προτάσεις των 

«Στοιχείων» του Ευκλείδη.  

Ωστόσο, το ύφος και τα περιεχόμενα της «Κατατομής Κανόνος» έχουν 

διχάσει τους σύγχρονους μελετητές όσον αφορά το θέμα της απόδοσης της 

πραγματείας στον Ευκλείδη. Ο Karl von Jan, ένας σύγχρονος εκδότης της 

«Κατατομής Κανόνος», ήταν πεπεισμένος ότι το έργο ανήκει στον Ευκλείδη, λόγω 

της γλώσσας που χρησιμοποιούταν, ενώ ο Paul Tannery θεωρούσε ότι δεν 

μπορούμε να αποδώσουμε το έργο στον Ευκλείδη , βασιζόμενοι στο περιεχόμενο. Ο 

Tannery κατέληξε στο συμπέρασμα ότι ο κύριος όγκος της «Κατατομής Κανόνος» 

είχε γραφτεί πριν τον Αριστόξενο και ότι πιθανώς ήταν ένα προϊόν της Ακαδημίας 

του Πλάτωνα. Διαβάζοντας δε τις περίφημες σημειώσεις του Πλάτωνα για τις 

Αρμονικές στο Republic (530c-531c), ο Tannery, όπως και ο Barker, προτείνει ότι η 

«Κατατομή Κανόνος» θα μπορούσε να είναι μια απάντηση στην κριτική του 

Πλάτωνα. Ο Andrew Barbera, στο άρθρο του «Republic 530c-531c: Another look at 

Plato and the Pythagoreans», έχει δείξει ότι ο Πλάτωνας ενδέχεται να μην 

απευθύνει την κριτική του στους Πυθαγορείους και ότι, σε περίπτωση που το κάνει, 

οι παρατηρήσεις του είναι συγκεχυμένες και συχνά φάσκει και αντιφάσκει. Άλλοι 

μελετητές έχουν δει την «Κατατομή Κανόνος» ως μια «δήθεν» απάντηση στην 

πραγματεία του Αριστόξενου περί μουσικής. Ο Thomas Mathiesen παρατηρεί ότι η 

«Κατατομή Κανόνος», και κυρίως οι ακουστικές προτάσεις της, θα μπορούσαν να 

είναι μια προσπάθεια «συμφιλίωσης της πυθαγόρειας με την αριστοξένεια σχολή, ή 

αλλιώς της μαθηματικής με την εμπειρική σχολή». Από την άλλη μεριά, ο Barker δεν 

επιχειρεί τη συμφιλίωση ανάμεσα στην πυθαγόρεια και την αριστοξένεια μουσική 

θεωρία και εντοπίζει «μερικές τεράστιες διαφωνίες». Ο Βοήθειος υποστηρίζει ότι, 

στην αρχαιότητα, η πυθαγόρεια και η αριστοξένεια θεωρία ήταν ασυμβίβαστες, 

τουλάχιστον για πολλούς.  

Ωστόσο, εύλογα αναδύονται κάποια ερωτήματα στο νου του Barbera: γιατί ο 

Νικόμαχος δεν αναφέρεται ούτε στην «Κατατομή Κανόνος» αλλά ούτε και στον 

Ευκλείδη στο έργο του «Εγχειρίδιο των Αρμονικών»; Γιατί ο Πτολεμαίος, ο οποίος 

αποδίδει τις μουσικές θεωρίες στον Αρχύτα, τον Αριστόξενο, τον Ερατοσθένη και 

τον Δίδυμο, συνδέει τη βασική αρχή της συμφωνίας που περιλαμβάνεται στην 

εισαγωγή της «Κατατομής Κανόνος» με τους Πυθαγορείους παρά με τον Ευκλείδη; 

Ίσως ο Πορφύριος και ο Βοήθειος συνέθεσαν την πραγματεία και η ημερομηνία της 
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σύνθεσης μπορεί να είναι κατοπινή του 4ου π.Χ. αιώνα. Θα μπορούσε, επίσης, 

κανείς να εικάσει ότι η «Κατατομή Κανόνος» είναι ένα προϊόν της Πυθαγόρειας ή 

της νεοπυθαγόρειας αναγέννησης της ύστερης αρχαιότητας κι ότι η πραγματεία 

πήρε τη μορφή που γνωρίζουμε στα χρόνια μετά τον Πορφύριο. 

Η γνώμη του Barbera για την εισαγωγή της «Κατατομής Κανόνος» είναι ότι 

πρόκειται για το πιο σημαντικό πυθαγόρειο κείμενο για τη μουσική θεωρία, διότι 

εκεί διαβάζουμε το πυθαγόρειο δόγμα πάνω στις αρμονικές. Ο συγγραφέας της 

εισαγωγής παρατηρεί ότι οι γρήγοροι παλμοί [πληγαί] παράγουν υψηλούς τόνους κι 

ότι οι αραιοί παλμοί παράγουν χαμηλούς τόνους. Κατά τον Barker, ωστόσο, αν 

κάποιος υποθέσει ότι η πρόταση αφορά σε μήκη χορδής, τότε πρέπει να συμβεί μια 

αριθμητική ψευδο-αντιστροφή, δηλαδή οι μεγάλου μήκους χορδές παράγουν 

χαμηλούς τόνους, ενώ οι μικρού μήκους χορδές παράγουν υψηλούς τόνους. 

Βέβαια, με εξαίρεση τα δύο τελευταία θεωρήματα, δεν είναι απαραίτητο οι χορδές 

να είναι το αντικείμενο της συζήτησης. Η «Κατατομή Κανόνος» καταπιάνεται με 

διαστήματα, είτε αυτά είναι μαθηματικά ή αριθμητικά, είτε είναι μουσικά. Από την 

άλλη, τα σχέδια γραμμών που υπάρχουν στα χειρόγραφα αναπαριστούν χορδές κι 

αυτό μπορεί να μας παραπλανήσει. Αν και οι δύο τελευταίες προτάσεις πράγματι 

αφορούν τη διαίρεση μιας χορδής, δεν χρησιμοποιούν αριθμούς στις αποδείξεις 

τους. Επιπλέον, αυτές οι δύο αποδείξεις έχουν μια ανεπαίσθητη σχέση με τις 

υπόλοιπες της πραγματείας, όπως έχουν παρατηρήσει σχεδόν όλοι οι μελετητές του 

έργου. Ο Van der Waerden συνόψισε την κατάσταση, σημειώνοντας ότι «όταν 

έχουμε να κάνουμε με πυθαγόρεια κείμενα, θα πρέπει να έχουμε κατά νου ότι οι 

λόγοι αναπαριστούν την έννοια των διαστημάτων και όχι απαραίτητα λόγους 

παλμών ή λόγους μηκών χορδών». 

Στη συνέχεια, ο Barbera σχολιάζει την παρατήρηση του Barker γύρω από την 

πρόταση 11 του έργου και τον παραλογισμό που, κατ’ εκείνον, ενέχει. Η απόδειξη 

της πρότασης αυτής βασίζεται στην παρατήρηση ότι, από τη στιγμή που το 

διάστημα της διπλής τετάρτης (8:3) δεν είναι σύμφωνο, δεν μπορεί να είναι 

πολλαπλάσιο. Στην εισαγωγή ο συγγραφέας ισχυρίζεται ότι όλα τα σύμφωνα 

διαστήματα είναι είτε επιμόρια είτε πολλαπλάσια, αλλά όχι ότι όλα τα πολλαπλάσια 

διαστήματα είναι σύμφωνα – κι αυτή η τελευταία θέση απαιτείται για την απόδειξη 

της πρότασης 11. 

Ως προς τις αδυναμίες που εντοπίζει ο Barker στο έργο, ο Barbera 

ισχυρίζεται τα εξής: πρώτα απ’ όλα, το σύστημα που χρησιμοποιείται στην 

«Κατατομή Κανόνος» είναι ένα σύστημα δύο οκτάβων. Αν και η «Κατατομή 

Κανόνος» δεν είναι σαφής πάνω στο θέμα, οι περισσότερες μουσικές θεωρίες στην 

αρχαιότητα, και κυρίως η Πυθαγόρεια, περιορίζονται στο σύστημα των δύο 

οκτάβων. Σ’ αυτό το σύστημα, όλοι οι πολλαπλάσιοι λόγοι είναι σύμφωνοι. Γι’ αυτό, 

αν η διπλή τετάρτη (8:3) δεν είναι σύμφωνη, τότε δεν μπορεί να είναι πολλαπλάσια. 
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Δεύτερον, εκτός από τον περιορισμό στο σύστημα των δύο οκτάβων, η «Κατατομή 

Κανόνος» περιορίζεται και αριθμητικά στους αριθμούς της τετρακτύος 1, 2, 3 και 4, 

όταν τίθεται το θέμα της συμφωνίας. Πληθώρα πυθαγορείων κειμένων από την 

αρχαιότητα ορίζουν ως σύμφωνα μόνο εκείνα τα διαστήματα που συντίθεται 

συσχετίζοντας οποιουσδήποτε δύο όρους της τετρακτύος. Το αποτέλεσμα αυτού 

του ορισμού είναι ο περιορισμός, στο σύστημα των δύο οκτάβων, του πλήθους των 

συμφωνιών σε πέντε (τετάρτη, πέμπτη, οκτάβα, οκτάβα και μια πέμπτη, διπλή 

οκτάβα) και των κατηγοριών των λόγων σε πολλαπλάσιους και επιμόριους (4:2= 2:1, 

3:1, 2:1, 3:2, 4:3). 

 Όσον αφορά το διάστημα της οκτάβας και μια τετάρτη (8:3), και σύμφωνα 

με τον Barbera, ο Barker ισχυρίζεται ότι η «Κατατομή Κανόνος» σιωπά, όμως 

πλανάται όταν ισχυρίζεται ότι «κανείς δεν φαίνεται να έχει αμφισβητήσει» το 

σύνθετο χαρακτήρα αυτού του σύνθετου διαστήματος. Ο Barker συνεχίζει λέγοντας 

ότι η απόρριψη εκ μέρους των Πυθαγορείων αυτού του διαστήματος από την 

κατηγορία των συμφωνιών «είναι καθαρά αθέμιτη», γιατί η βάση της είναι 

αριθμητική και όχι ακουστική – το 8:3 δεν είναι ούτε πολλαπλάσιο ούτε επιμόριο, 

αλλά πολλαπλάσιο επιμερές. Το επιχείρημα του Barker στηρίζεται στο γεγονός ότι η 

οκτάβα και μια τετάρτη ακούγεται σύμφωνη. Από τη στιγμή που η «Κατατομή 

Κανόνος» προσδιορίζει τις συμφωνίες σε μια ακουστική βάση, ο Barker την κρίνει 

που δεν συμπεριλαμβάνει το διάστημα 8:3 στις συμφωνίες. Η συμφωνία ή μη ενός 

διαστήματος, ωστόσο, είναι σχετικό θέμα και εξαρτάται τόσο από την αισθητηριακή 

αντίληψη, όσο και από το σύστημα. Ο σύμφωνος χαρακτήρας του 8:3 δεν είναι σε 

καμία περίπτωση βέβαιος και το θέμα αυτό αποτέλεσε αντικείμενο πολλών 

συζητήσεων. Οι Αριστοξένειοι και  ο Πτολεμαίος το είχαν εντάξει μεταξύ των 

σύμφωνων διαστημάτων, αλλά η κριτική του Πτολεμαίου για τη μη αποδοχή του 8:3 

ως σύμφωνου διαστήματος δείχνει ότι οι αρχαίοι θεωρητικοί δεν αντιμετώπιζαν 

ομόφωνα το θέμα. Αντίθετα με την «Κατατομή Κανόνος», ο Βοήθειος και ο 

Πλούταρχος απορρίπτουν κατηγορηματικά την οκτάβα και μια τετάρτη, διότι δεν 

είναι σύμφωνο διάστημα. Σε κάποιους Πυθαγορείους το διάστημα ακουγόταν μη 

σύμφωνο γιατί ο αριθμητικός του χαρακτηρισμός όχι μόνο περιελάμβανε τον 

αριθμό 8, ο οποίος δεν υπήρχε μέσα στην τετρακτύ, αλλά ήταν λόγος πολλαπλάσιος 

επιμερής, δηλαδή ανήκε στο είδος των λόγων που ήταν το πιο απομακρυσμένο από 

την ομορφιά της μονάδας και της ισότητας. Η ορθόδοξη πυθαγόρεια θέση στο θέμα 

είναι ακριβώς η αντίθετη από αυτή του Barker: η οκτάβα και μια τετάρτη δεν 

ακούγεται σύμφωνη, γιατί όλες οι συμφωνίες είναι είτε πολλαπλάσιες είτε 

επιμόριες. 

 Ο Barbera καταλήγει στο συμπέρασμα ότι πρέπει να κρατούμε την 

πυθαγόρεια παράδοση στο μυαλό μας, όταν διαβάζουμε την «Κατατομή Κανόνος». 

Το γεγονός ότι η εισαγωγή αποτελεί ένα έρεισμα για την κατασκευή της 

πυθαγόρειας θεωρίας της μουσικής δεν αμφισβητείται. Όμως, αυτά τα θεμέλια 
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πρέπει να υποστηριχθούν με το επιπλέον πυθαγόρειο δόγμα που αφορά την 

τετρακτύ. Επιπλέον, όλη η πραγματεία πρέπει να διαβαστεί με το σύστημα των δύο 

οκτάβων κατά νου. 

 Το ύφος και η γλώσσα στην «Κατατομή Κανόνος» μοιάζουν με τα αντίστοιχα 

των «Στοιχείων» του Ευκλείδη και δύσκολα μπορεί να υπάρξει αμφιβολία για το 

γεγονός ότι το έργο ανήκει στον Ευκλείδη. Από την άλλη μεριά, είναι επικίνδυνο να 

περιμένει κανείς από την «Κατατομή Κανόνος» μια καθαρή και γενική θεωρία της 

ακουστικής, όμοια με αυτή που θεμελίωσε ο Ευκλείδης για τη γεωμετρία. Στα 

«Στοιχεία» βρίσκουμε μια αφηρημένη θεωρία της γεωμετρικής και αριθμητικής 

αλήθειας, που εφαρμόζεται αμερόληπτα στο φυσικό κόσμο. Με την «Κατατομή 

Κανόνος», η διάκριση ανάμεσα στο υλικό και το άυλο, είτε μεταξύ ήχου και αριθμού 

είτε μεταξύ ήχου και γραμμής, δεν είναι ξεκάθαρη. Η σχέση ανάμεσα στον αριθμό 

και τον ήχο αποτελούσε θαύμα και μυστήριο για τους Πυθαγορείους. 

 Σύμφωνα με τον Andrew Barbera, η «Κατατομή Κανόνος» θα πρέπει να 

διαβάζεται από την οπτική των Πυθαγορείων. Παρά το «ευκλείδειο» ύφος της, 

προτείνει να την προσεγγίζουμε από τη μεριά του Νικόμαχου ή του Θέωνα του 

Σμυρνέα, παρά από αυτή του Ευκλείδη. 

Στη συνέχεια παραθέτουμε το έργο με την εισαγωγή, τις είκοσι προτάσεις 

και κάποια σχόλια. Τα τελευταία, ανήκουν κατά κύριο λόγο στο μουσικό, φυσικό και 

καθηγητή της Μουσικής Ακουστικής και Πληροφορικής του Πανεπεστημίου 

Αθηνών, Χ. Σπυρίδη, ο οποίος και επιμελήθηκε τη δημοσίευση αυτού του έργου. 

Όσα σχόλια, δε, δεν φέρουν την υπογραφή του Χ. Σπυρίδη, ανήκουν στον Andrew 

Barker, όπως αυτός τα κατέγραψε στο βιβλίο του «Greek Musical Writings» και στο  

άρθρο του «Methods and Aims in the Euclidean Sectio Canonis».  
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ΤΟ ΕΡΓΟ 

 

Εισαγωγή  

«E„ ¹suc…a e‡h kaˆ ¢kinhs…a, siwp¾ ¨n e‡h· siwpÁj d� oÜshj kaˆ mhdenÕj 

kinoumšnou oÙd�n ¨n ¢koÚoito· e„ ¥ra mšllei ti ¢kousq»sesqai, plhg¾n kaˆ 

k…nhsin prÒteron de‹ genšsqai. éste, ™peid¾ p£ntej oƒ fqÒggoi g…nontai 

plhgÁj tinoj ginomšnhj, plhg¾n d� ¢m»canon genšsqai m¾ oÙcˆ kin»sewj 

prÒteron genomšnhj, –tîn d� kin»sewn aƒ m�n puknÒtera… e„sin, aƒ d� 

¢raiÒterai, kaˆ aƒ m�n puknÒterai Ñxutšrouj poioàsi toÝj fqÒggouj, aƒ d� 

¢raiÒterai barutšrouj, –¢nagka‹on toÝj m�n Ñxutšrouj e�nai, ™pe…per ™k 

puknotšrwn kaˆ pleiÒnwn sÚgkeintai kin»sewn, toÝj d� barutšrouj, ™pe…per 

™x ¢raiotšrwn kaˆ ™lassÒnwn sÚgkeintai kin»sewn. éste toÝj m�n Ñxutšrouj 

toà dšontoj ¢niemšnouj ¢fairšsei kin»sewj tugc£nein toà dšontoj, toÝj d� 

barutšrouj ™piteinomšnouj prosqšsei kin»sewj tugc£nein toà dšontoj. diÒper 

™k mor…wn toÝj fqÒggouj sugke‹sqai fatšon, ™peid¾ prosqšsei kaˆ ¢fairšsei 

tugc£nousi toà dšontoj. p£nta d� t¦ ™k mor…wn sugke…mena ¢riqmoà lÒgJ 

lšgetai prÕj ¥llhla, éste kaˆ toÝj fqÒggouj ¢nagka‹on ™n ¢riqmoà lÒgJ 

lšgesqai prÕj ¢ll»louj· tîn d� ¢riqmîn oƒ m�n ™n pollaplas…J lÒgJ 

lšgontai, oƒ d� ™n ™pimor…J, oƒ d� ™n ™pimere‹, éste kaˆ toÝj fqÒggouj 

¢nagka‹on ™n to‹j toioÚtoij lÒgoij lšgesqai prÕj ¢ll»louj. toÚtwn d� oƒ m�n 

pollapl£sioi kaˆ ™pimÒrioi ˜nˆ ÑnÒmati lšgontai prÕj ¢ll»louj.  

Ginèskomen d� kaˆ tîn fqÒggwn toÝj m�n sumfènouj Ôntaj, toÝj d� 

diafènouj, kaˆ toÝj m�n sumfènouj m…an kr©sin t¾n ™x ¢mfo‹n poioàntaj, 
toÝj d� diafènouj oÜ. toÚtwn oÛtwj ™cÒntwn e„kÕj toÝj sumfènouj fqÒggouj, 
™peid¾ m…an t¾n ™x ¢mfo‹n poioàntai kr©sin tÁj fwnÁj, e�nai tîn ™n ˜nˆ 

ÑnÒmati prÕj ¢ll»louj legomšnwn ¢riqmîn, ½toi pollaplas…ouj Ôntaj À 

™pimor…ouj.»  

 

Μετάφραση 

«Αν υπήρχε ησυχία και ακινησία, θα υπήρχε σιωπή. Όταν, λοιπόν, υπάρχει 

σιωπή και τίποτα δεν κινείται, τίποτα δεν ακούγεται. Άρα, εάν κάτι πρόκειται να 

γίνει ακουστό, πρέπει προηγουμένως να υπάρξει κτύπημα και κίνηση
1
. Ώστε, επειδή 

όλοι οι φθόγγοι παράγονται από κάποια κρούση που συμβαίνει και η κρούση δεν 

είναι δυνατόν να συμβεί χωρίς προηγουμένως να υπάρξει κίνηση – από τις κινήσεις 

δε, άλλες μεν είναι πυκνότερες, άλλες δε είναι αραιότερες και οι μεν πυκνότερες 

(κινήσεις) παράγουν οξύτερους φθόγγους, οι δε αραιότερες (κινήσεις παράγουν) 

τους βαρύτερους (φθόγγους) - είναι απαραίτητο οι μεν να είναι οξύτεροι μόνο και 

μόνο επειδή συνίστανται από πυκνότερες και περισσότερες κινήσεις, οι δε να είναι 
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βαρύτεροι, μόνο και μόνο επειδή συνίστανται από αραιότερες και μικρότερες (με 

την έννοια του «λιγότερες» κινήσεις)
2
.  

Ώστε οι μεν οξύτεροι του πρέποντος (φθόγγοι), χαλαρούμενοι
3
 με αφαίρεση 

κινήσεως να καθίστανται οι πρέποντες, οι δε βαρύτεροι (φθόγγοι) τεινόμενοι
3
 με 

πρόσθεση κινήσεως να καθίστανται οι πρέποντες. Γι’ αυτόν το λόγο πρέπει να 

λεχθεί ότι οι φθόγγοι συνίστανται από μόρια, επειδή με πρόσθεση και αφαίρεση 

(μορίων) καθίστανται οι πρέποντες.  

Όλα όσα δεν συνίστανται από μόρια εκφράζονται μεταξύ τους με έναν 

αριθμητικό λόγο
4
 (μια αριθμητική σχέση), ώστε είναι απαραίτητο και οι φθόγγοι με 

έναν αριθμητικό λόγο να εκφράζονται μεταξύ τους. Από τους αριθμούς, άλλοι μεν 

σχετίζονται με λόγο πολλαπλάσιο, άλλοι δε με λόγο επιμόριο και άλλοι με λόγο 

επιμερή
5
, ώστε είναι απαραίτητο και οι σχέσεις των φθόγγων να εκφράζονται με 

τέτοιους λόγους αριθμών. Από αυτούς δε (τους αριθμούς) η σχέση μεταξύ των 

πολλαπλασίων (αριθμών) και των επιμορίων (αριθμών) προφέρεται μονολεκτικά
6
. 

Επιπροσθέτως, γνωρίζουμε ότι από τους φθόγγους άλλοι μεν είναι 

σύμφωνοι, άλλοι δε διάφωνοι και οι μεν σύμφωνοι φθόγγοι μια κράση (ένα 

σύνθετο ήχο) οι δυο τους δημιουργούν, οι δε διάφωνοι όχι. 

Έτσι εχόντων των πραγμάτων (των σχετικών με τους φθόγγους), είναι 

φυσικό οι σύμφωνοι φθόγγοι, επειδή οι δυο τους δημιουργούν μια κράση φωνής 

(ένα σύνθετο ήχο), να εκφράζονται με αριθμούς που η μεταξύ τους σχέση 

προφέρεται μονολεκτικά, δηλαδή αυτούς που είναι πολλαπλάσιοι ή επιμόριοι
7
». 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

1.  Αυτές οι φράσεις δείχνουν τη σαφή επιρροή του συγγραφέα από τον 

Αρχύτα, η οποία είναι εμφανής σε όλο το έργο, ιδιαιτέρως στην πρόταση 3 (Barker). 

2.  Πολλοί άλλοι συγγραφείς στρέφουν την προσοχή τους στο γεγονός ότι 

συνεχείς ήχοι παράγονται από μια σειρά διακριτών κρούσεων ενός σώματος (π.χ. 

μιας παλλόμενης χορδής στον αέρα) κι ότι οι κρούσεις είναι πιο πυκνές ή συχνές 

στην περίπτωση μιας υψηλής νότας. Κανείς τους όμως δεν ισχυρίζεται ότι η μεγάλη 

συχνότητα των κρούσεων είναι αυτή που προκαλεί τον υψηλό τόνο. Η μεγαλύτερη 

συχνότητα μπορεί απλά να θεωρηθεί ως το αίτιο της μεγάλης ταχύτητας κι είναι 

σαφές ότι οι υψηλότεροι τόνοι παράγονται λόγω μεγαλύτερης ταχύτητας διάδοσης. 

Μόνο ο παρών συγγραφέας αρθρώνει την άποψη ότι η συχνότητα των κρούσεων 

είναι υπεύθυνη για τον τόνο μιας νότας. Περισσότερες και πιο «πυκνές» κινήσεις 

παράγουν υψηλότερους ήχους απ’ ότι λιγότερες και πιο «αραιές».  
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3. Κατά τον συγγραφέα, οι ήχοι αποτελούνται από μέρη (μόρια), «επειδή με 

πρόσθεση και αφαίρεση (μορίων) καθίστανται οι πρέποντες». Οι ήχοι διαφορετικών 

τόνων θα πρέπει να μπορούν να συσχετιστούν μεταξύ τους μέσω αριθμητικών 

λόγων, από τη στιγμή που όλα τα πράγματα που συντίθεται από μέρη συσχετίζονται 

με αυτόν τον τρόπο. Στη μουσική των Ελλήνων, ο όρος «μόριον» σημαίνει «λόγος». 

Μάλιστα, αν κανείς μελετήσει βαθιά τον Ευκλείδη, διατηρώντας αναλλοίωτους τους 

ορισμούς και αντικαθιστώντας μόνο τον όρο «μόριο» με τη λέξη «Hertz» (μονάδα 

μέτρησης της συχνότητας των ήχων), παίρνει ορισμούς πλήρεις και ακόλουθους με 

αυτούς που υπάρχουν στη σύγχρονη Φυσική.  

 Οι μετοχές «χαλαρούμενοι» και «τεινόμενοι» έχουν την έννοια του 

«κατεβάζω τον τόνο» και «ανεβάζω τον τόνο» αντίστοιχα κι επομένως μπορούν να 

εφαρμοστούν τόσο σε νότες όσο και σε χορδές. Η παρούσα θέση είναι ότι το 

«χαλάρωμα» μιας χορδής «χαλαρώνει» τη νότα (κατεβάζει τον τόνο), μειώνοντας 

την ταχύτητα των κινήσεων μπρος – πίσω της χορδής και κατ’ επέκταση 

ελαττώνοντας τη συχνότητα των κρούσεών της με τον αέρα. 

4.  Ένα ελκυστικό σημείο στη θεωρία του συγγραφέα είναι ότι η μεταβλητή με 

την οποία ορίζεται ο τόνος διαφοροποιείται με τρόπο διακριτό και όχι συνεχή. Σε 

μια δεδομένη στιγμή, μια παλλόμενη χορδή κτυπά τον αέρα τόσες φορές όσες 

εκφράζει ένας ολόκληρος αριθμός κι η σχέση μεταξύ των κρούσεων – συχνοτήτων 

δύο παλλόμενων χορδών μπορεί να εκφρασθεί ως ο λόγος δύο ολόκληρων 

αριθμών. Έτσι δεν μπορεί να εμφανιστεί κάποια ποσότητα η οποία να μην 

εκφράζεται με ολόκληρους αριθμούς. Ενδεικτική φράση για τα παραπάνω είναι η 

φράση «αριθμητικός λόγος».  

5.  Οι πολλαπλάσιοι λόγοι είναι της μορφής mn:n. Οι επιμόριοι λόγοι έχουν τη 

μορφή (n+1):n. Η γενική μορφή των επιμερών λόγων είναι (n+m):n, όπου το m είναι 

μεγαλύτερο από το 1 και είτε ισούται με το n, είτε είναι πολλαπλάσιό του. 

6.  Αυτή η φράση έχει ερμηνευθεί με πολλούς τρόπους. Κατά μια άποψη, η 

φράση «από αυτούς» αναφέρεται στους λόγους και υπάρχει ένα μονολεκτικό 

όνομα που αναφέρεται από κοινού στους πολλαπλάσιους και τους επιμόριους 

λόγους, όμως ο συγγραφέας δεν προσδιορίζει αυτό το όνομα. Κάποιοι, όπως για 

παράδειγμα ο Πορφύριος, δίνουν την ονομασία «δυνατότερος» ή «καλύτερος», όχι 

όμως ως τίτλο αλλά ως περιγραφή. Ύστερα ο συγγραφέας περνά αμέσως στις 

συμφωνίες και τις ασυμφωνίες. «Οι μεν σύμφωνοι φθόγγοι μια κράση (ένα σύνθετο 

ήχο) οι δυο τους δημιουργούν, οι δε διάφωνοι όχι». Καταλήγει ότι για το λόγο αυτό 

θα πρέπει να περιμένουμε ότι οι λόγοι των συμφωνιών θα είναι όλοι είτε 

πολλαπλάσιοι είτε επιμόριοι, λόγω του κοινού χαρακτηριστικού αυτών των δύο 

κατηγοριών.  
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Η ασάφεια, η λακωνικότητα και η επιχειρηματολογική αδυναμία του 

κειμένου προκαλούν τις υποψίες του von Jan. Ο Barker συμφωνεί με τον von Jan 

στο σημείο ότι αυτό το κείμενο δεν είναι η δουλειά του σχολαστικού συγγραφέα 

των προτάσεων. Ωστόσο, αυτό το κείμενο περιέχει, αν και σε ανολοκλήρωτη μορφή, 

την ουσία του ακόλουθου συμπεράσματος. Λαμβάνεται ρητά ως δεδομένο σε 

μερικές προτάσεις και, επιπλέον, θα κατέρεε όλο το έργο με την απουσία του. 

Ο Barker χαρακτηρίζει ασαφή την εξής πρόταση: «toÚtwn d� oƒ m�n 

pollapl£sioi kaˆ ™pimÒrioi ˜nˆ ÑnÒmati lšgontai prÕj ¢ll»louj». Το 

επιχείρημα για το γεγονός ότι οι συμφωνίες θα πρέπει πάντα να ανήκουν σε μια 

από αυτές τις δύο κατηγορίες λόγων θα ήταν τότε ότι, από τη στιγμή που οι νότες 

κάθε συμφωνίας φτιάχνουν μια ενότητα, όλες οι συμφωνίες θα έπρεπε να ανήκουν 

σε μια και μοναδική κατηγορία λόγων. Ο von Jan παρατηρεί ότι ο συγγραφέας δεν 

μας λέει ποιο είναι το μοναδικό όνομα της κατηγορίας που περικλείει τα δύο είδη 

λόγων. Το θέμα, όμως, δεν είναι ουσιαστικά αυτό. Θα μπορούσαμε να υποθέσουμε 

ότι οι συγκεκριμένοι λόγοι έχουν ένα και μοναδικό όνομα εξαιτίας ενός ιδιαιτέρου 

κοινού χαρακτηριστικού τους, αλλά ακόμα κι αυτό δεν θα είχε αξία αν δεν υπήρχε 

ένας τρόπος συσχέτισης του κοινού χαρακτηριστικού των συμφωνιών με το κοινό 

χαρακτηριστικό των λόγων. 

Υπάρχει ένας ακόμη τρόπος να στηρίξει κανείς το επιχείρημα περί ασάφειας 

σχετικά με τους λόγους. Ο Barker ερμηνεύει την παραπάνω πρόταση ως εξής: «από 

αυτούς τους αριθμούς, αυτοί που βρίσκονται σε πολλαπλάσιο ή επιμόριο λόγο 

σχετίζονται μεταξύ τους κάτω από μοναδική ονομασία». Δηλαδή, ενώ στα ελληνικά 

ένας επιμερής λόγος, όπως το 5:3, μπορεί να προσδιοριστεί μόνο από σύνθετα 

ονόματα όπως το «πέντε προς τρία», οι πολλαπλάσοι και οι επιμόριοι λόγοι έχουν 

μια μονολεκτική ονομασία. Όσον αφορά τους πολλαπλάσιους λόγους, αυτοί είναι 

απλοί και ξεκάθαροι: ο λόγος 2:1 καλείται «διπλάσιος», ο 3:1 «τριπλάσιος» κ.ο.κ. 

Σχετικά με τους επιμόριους, ο λόγος 3:2 λέγεται «ημιόλιος» και όλοι οι υπόλοιποι 

ονομάζονται με την πρόθεση «επί» και ένα τακτικό επίθετο, λόγου χάρη ο λόγος 4:3 

καλείται «επίτριτος», το 9:8 «επόγδοος» κ.λ.π. Αν αυτό εννοεί στην πραγματικότητα 

ο συγγραφέας, έτσι εξηγείται αυτό που αποκαλεί ως «μοναδικό όνομα». Δεν 

υπάρχει ένα και μοναδικό όνομα για όλους τους πολλαπλάσιους και τους 

επιμόριους λόγους, υπάρχει όμως συγκεκριμένο όνομα για καθέναν από αυτούς. Οι 

συμφωνίες είναι ενοποιήσεις δύο στοιχείων. Οι λόγοι μερικών κλάσεων 

«ενοποιούν» τους δύο αριθμούς, οι οποίοι αποτελούν τα στοιχεία τους, σε κάτι 

ενιαίο, το οποίο προσδιορίζεται από μοναδικό όνομα, αντί να χαρακτηρίζεται από 

εκφράσεις του τύπου «πέντε προς τρία». Θα περιμέναμε ότι οι λόγοι των 

συμφωνιών θα είχαν «ενοποιητικά» ονόματα, από τη στιγμή που οι ίδιες οι 

συμφωνίες μας παρουσιάζονται ως ενοποιήσεις νοτών. Έτσι, θα περιμέναμε οι 

συμφωνίες να είναι πολλαπλάσιες ή επιμόριες, όχι όμως επιμερείς, κι αυτό γιατί οι 
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επιμερείς λόγοι δεν μπορούν να εκφρασθούν παρά ως σχέσεις μεταξύ ζευγών 

διακεκριμένων και ανεξάρτητων όρων. 

7. Τελικά ο Barker καταλήγει στα εξής συμπεράσματα: α) Η σχέση μεταξύ δύο νοτών 

που διαφέρουν τονικά εκφράζεται ως λόγος αριθμών, β) δύο νότες που διαφέρουν 

τονικά αλλά σχηματίζουν μια συμφωνία έχουν μια τέτοια σχέση, ώστε να 

συνίσταται από αυτές μια μοναδική ενότητα, γ) ο λόγος ανάμεσα στους δύο 

αριθμούς εκφράζεται ως μια ενότητα, η οποία φέρει μονολεκτικό όνομα, αν και 

μόνο αν σχηματίζουν πολλαπλάσιο ή επιμόριο λόγο.  

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 1  

«'E¦n di£sthma pollapl£sion dˆj sunteq�n poiÍ ti di£sthma, kaˆ aÙtÕ 

pollapl£sion œstai»  

«œstw di£sthma tÕ BG, kaˆ œstw pollapl£sioj Ð B toà G, kaˆ gegen»sqw, æj 

Ð G prÕj tÕn B, Ð B prÕj tÕn D· fhmˆ d¾ tÕn D toà G pollapl£sion e�nai. ™peˆ 

g¦r Ð B toà G pollapl£siÒj ™sti, metre‹ ¥ra Ð G tÕn B. Ãn d� kaˆ æj Ð G prÕj 

tÕn B, Ð G prÕj tÕn D, éste metre‹ Ð G kaˆ tÕn D. pollapl£sioj ¥ra ™stˆn Ð D 

toà G.»  

 

Μετάφραση 

Εάν ένα πολλαπλάσιο διάστημα λαμβανόμενο δύο φορές δημιουργεί κάποιο νέο 

διάστημα, τότε αυτό το νέο διάστημα θα είναι πολλαπλάσιο
8
.      

 

                       Έστω το διάστημα βγ και έστω ότι ο β είναι 

πολλαπλάσιος του γ. Έστω επίσης ότι έχει ληφθεί ο β 

προς τον δ με την ίδια σχέση που έχει ο γ προς τον β. 

Τότε λέγω ότι ο δ είναι πολλαπλάσιος του γ. Διότι , 

επειδή ο β είναι πολλαπλάσιος του γ, άρα ο γ διαιρεί 

ακριβώς τον β
9
. Είχε ληφθεί, όμως, ο β προς τον δ με 

την ίδια σχέση που είχε ο γ προς τον β. Ώστε ο γ 

διαιρεί ακριβώς και τον δ. Άρα ο δ είναι πολλαπλάσιος 

του γ. 

 

  

 

δ 

β 

γ 
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Με την Άλγεβρα των μουσικών διαστημάτων 

Έστω βγ ένα πολλαπλάσιο διάστημα και έστω ότι ο β είναι πολλαπλάσιος του γ. 

Τότε: 

Ν∈= κκγβ ,  

Έστω επίσης ότι το δ έχει με το β την ίδια σχέση με αυτή που έχει το β με το γ. Τότε: 

 Ν∈= κκβδ ,  

ΙΣΧΥΡΙΣΜΟΣ: Το δγ είναι πολλαπλάσιο διάστημα, δηλαδή: 

 Ν∈= λλγδ , . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΙΣΧΥΡΙΣΜΟΥ:  

γκδκγκδ
κβδ
κγβ 2)( =⇒=⇒




=
=

 και αφού Ν∈==⇒Ν∈⇒Ν∈ λ
γ
δκκκ 22

, 

τελικά Ν∈= λλγδ , . 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

8. Όπως έχει ήδη αναφερθεί, οι πρώτες εννιά προτάσεις δεν εισάγουν μουσικά 

δεδομένα και θεωρούνται καθαρά μαθηματικές. Έτσι, η έκφραση «διάστημα» δεν 

θα πρέπει να εκλαμβάνεται εδώ ως μουσικός όρος, αλλά δηλώνει την «απόσταση», 

τον «χωρισμό» και εφαρμόζεται εξίσου σε σχέσεις μεταξύ δύο μηκών ή δύο 

αριθμών (Barker). 

Τα παρακάτω σχόλια φέρουν την υπογραφή του Χ. Σπυρίδη: 

Σύμφωνα με τον Νικόμαχο, «δi£sthma d' ™stˆ duo‹n fqÒggwn metaxÚthj», 

δηλαδή [διάστημα είναι ό,τι υπάρχει ανάμεσα σε δύο φθόγγους].  

Ένας «Ανώνυμος» συγγραφέας στο «De Musica Scripta Bellermanniana» 

λέει: «di£sthma d' ™stˆ tÕ periecÒmenon ØpÕ dÚo fqÒggwn ¢nomo…wn tÍ t£sei, toà m�n 

Ñxutšrou, toà d� barutšrou», δηλαδή [διάστημα είναι εκείνο που περιλαμβάνεται 

ανάμεσα σε [ή περικλείεται από] δύο νότες διαφορετικές στο ύψος, από τις οποίες 

η μία είναι ψηλότερη και η άλλη χαμηλότερη].  

Ο Κλεονείδης στο «Introductio Harmonica» δίνει τον εξής ορισμό για το 

διάστημα:  «di£sthma d� tÕ periecÒmenon ØpÕ dÚo fqÒggwn ¢nomo…wn ÑxÚthti 

kaˆ barÚthti», δηλαδή [διάστημα είναι η απόσταση που περιλαμβάνεται ανάμεσα 

σε δύο νότες διαφορετικές στο ύψος και στο βάθος] 
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Αξίζει να γίνει αναφορά στη διάκριση των διαστημάτων σε «άρτια» και 

«περιττά», η οποία γινόταν ανάλογα με τον αριθμό των διέσεων που 

περιελάμβαναν. Λόγου χάρη, το ημιτόνιο και ο τόνος ήταν άρτια, γιατί περιείχαν 

δύο και τέσσερις διέσεις αντίστοιχα (κάθε δίεση είναι ίση προς ένα τέταρτο του 

τόνου), ενώ το διάστημα ανάμεσα στην παρυπάτη και τη λιχανό (τρία τέταρτα του 

τόνου) ήταν περιττό, γιατί περιείχε τρεις διέσεις. 

Μια και αναφερθήκαμε στον όρο «δίεση», ας μιλήσουμε λεπτομερέστερα γι’ 

αυτόν. Κατ’ αρχήν, ο όρος αυτός προέρχεται από το ρήμα «δίημι», που σημαίνει 

διαπερνώ, αφήνω κάτι να περάσει. Επομένως, δίεση σημαίνει τη διέλευση, τη 

διαβίβαση. Στη μουσική ήταν όρος με πολλές σημασίες. Για πολλούς θεωρητικούς 

σήμαινε το ένα τέταρτο του τόνου και ονομαζόταν «δίεσις τεταρτημόριος».  

Ο Θέων ο Σμηρναίος λέει ότι δίεση είναι, σύμφωνα με τη σχολή του 

Αριστόξενου, το τέταρτο του τόνου, ενώ για τους Πυθαγορείους δίεση ονομαζόταν 

το ημιτόνιο.  

Ο Αριστόξενος στο «Elementa Harmonica», αναφέρει ότι «oÜte g¦r ¹ fwn¾ 

dišsewj tÁj ™lac…sthj œlatton œti di£sthma dÚnatai diasafe‹n oÙd' ¹ ¢ko¾ 

diaisq£nesqai», δηλαδή [η φωνή δεν μπορεί να διακρίνει, ούτε η ακοή να 

ξεχωρίσει, οποιοδήποτε διάστημα μικρότερο από την πιο μικρή δίεση]. Αυτό 

σημαίνει ότι, κατά τον Αριστόξενο, δίεση είναι το ελάχιστο διάστημα που μπορεί να 

εκτελέσει η φωνή και να συλλάβει το αυτί. 

Ο Αριστείδης στο «De Musica» λέει ότι «δίεση ήταν το ελάχιστο διάστημα 

της φωνής». 

Ο Νικόμαχος στο «Harmonicum Enchiridion» αναφέρει ότι: «d…esij, Óper 

™stˆn ¹miton…ou ¼misu», δηλαδή ότι [η εναρμόνιος δίεση είναι το μισό του 

ημιτονίου], ενώ ο Γαυδέντιος αναφέρει ότι [η εναρμόνιος δίεση είναι το τέταρτο 

του τόνου]. Κατά τον τελευταίο, η ελάχιστη χρωματική δίεση (η δίεση που 

χρησιμοποιείται στο χρωματικό γένος) ισούται με 1/3 του τόνου (δίεσις 

τριτημόριος). Η «ημιόλιος δίεσις» είναι η δίεση που χρησιμοποιείται στο ημιόλιο 

χρωματικό γένος και είναι ίση με μια και μισή εναρμόνια δίεση. Οπότε, αφού η 

εναρμόνια δίεση είναι 1/4 του τόνου, η ημιόλια θα είναι 1/4 + 1/8 = 3/8 του τόνου. 

Ο δε Κλεονείδης λέει: «Ας υποθέσουμε πως ο τόνος διαιρείται σε δώδεκα 

ελάχιστα μόρια, το καθένα από τα οποία ονομάζεται δωδεκατημόριο (1/12)... το 

ημιτόνιο θα είναι 6/12 και η δίεση, η λεγόμενη «τεταρτημόριος» (ένα τέταρτο του 

τόνου) θα έχει 3/12 και η «τριτημόριος» (ένα τρίτο του τόνου) θα έχει 4/12». 
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Όσον αφορά τον όρο «γένος», ισχύουν τα παρακάτω: 

Γένος : Όρος που σήμαινε τη διάφορη διάταξη των διαστημάτων στη σύσταση ενός 

τετραχόρδου ή ενός πιο μεγάλου διαστήματος, του οποίου το τετράχορδο είναι 

συστατικό μέρος. Κατά τον Αριστείδη Κοϊντιλιανό: «Γένος είναι κάποια διαίρεση του 

τετραχόρδου». Ο Κλεονείδης υποστηρίζει ότι: «Γένος είναι κάποια διαίρεση 

τεσσάρων φθόγγων».  

Τα γένη ήταν τρία: το «διατονικόν ή διάτονον», το «χρωματικόν ή χρώμα» 

και το «εναρμόνιον ή αρμονία». Το διατονικό ήταν το πρώτο που χρησιμοποιήθηκε, 

θεωρούνταν το πιο φυσικό και μπορούσε να τραγουδηθεί ακόμη κι από εκείνους 

που ήταν εντελώς απαίδευτοι. Στο γένος αυτό, γινόταν χρήση τόνων και ημιτονίων. 

Το δε όνομα αυτού προέρχεται από το ρήμα διατείνω (τεντώνω). Το χρωματικό 

γένος χρησιμοποιήθηκε αργότερα και θεωρούνταν το πιο τεχνικό [τεχνικώτατον] και 

μπορούσε να εκτελεστεί μόνο από μουσικά καλλιεργημένους ανθρώπους. 

Χαρακτηριστικό συστατικό στοιχείο του χρωματικού γένους ήταν το διάστημα ενός 

τόνου και μισού. Το εναρμόνιο γένος ήταν το τελευταίο που χρησιμοποιήθηκε. 

Θεωρούνταν εξαιρετικά δύσκολο, χρειαζόταν σημαντική πρακτική εξάσκηση και 

ήταν σχεδόν αδύνατο για τους πολλούς. Σε αυτό το γένος, γινόταν χρήση τετάρτων 

του τόνου.  

 9. Δηλαδή το μήκος του β μπορεί να διαιρεθεί, ή να μετρηθεί, κατά έναν ολόκληρο 

αριθμό φορών από το μήκος του γ. Αλλιώς, αν ο β και ο γ θεωρηθούν αριθμοί, τότε 

ο γ είναι παράγοντας του β. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  2 

«'E¦n di£sthma dˆj sunteq�n tÕ Ólon poiÍ pollapl£sion, kaˆ aÙtÕ œstai 

pollapl£sion.»  

«œstw di£sthma tÕ BG, kaˆ gegen»sqw, æj Ð G prÕj tÕn B, oÛtwj Ð B prÕj tÕn 

D, kaˆ œstw Ð D toà G pollapl£sioj· fhmˆ kaˆ tÕn B toà G e�nai 

pollapl£sion. ™peˆ g¦r Ð D toà G pollapl£siÒj ™sti, metre‹ ¥ra Ð G tÕn D. 
™m£qomen dš, Óti, ™¦n ðsin ¢riqmoˆ ¢n£logon Ðposoioàn, Ð d� prîtoj tÕn 

œscaton metrÍ, kaˆ toÝj metaxÝ metr»sei. metre‹ ¥ra Ð G tÕn B· pollapl£sioj 

¥ra Ð B toà G.»  

 

Μετάφραση 

Εάν ένα διάστημα, λαμβανόμενο δύο φορές, δημιουργεί ένα ολικό διάστημα 

πολλαπλάσιο, τότε και αυτό το (αρχικό) διάστημα θα είναι πολλαπλάσιο. 
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Έστω το διάστημα βγ (εννοεί μια σχέση μεταξύ των δύο ευθυγράμμων τμημάτων β 

και γ) και ας ληφθεί ο β προς τον δ με την ίδια σχέση που έχει ο γ προς τον β και 

έστω ότι ο δ είναι πολλαπλάσιος του γ. Ισχυρίζομαι ότι και ο β είναι πολλαπλάσιος 

του γ διότι, επειδή ο δ είναι πολλαπλάσιος του γ, συμπεραίνουμε ότι ο γ διαιρεί 

ακριβώς τον δ. Μάθαμε
10

, όμως, ότι εάν υπάρχουν οσοιδήποτε αριθμοί σε 

αναλογία στην οποία ο πρώτος (αριθμός [εννοεί τον πρώτο «άκρο» όρο της 

αναλογίας]) διαιρεί ακριβώς τον τελευταίο  (αριθμό [εννοεί τον τελευταίο «άκρο» 

όρο της αναλογίας]), τότε θα διαιρεί ακριβώς και (όλους) τους ενδιάμεσους 

αριθμούς (εννοεί τους «μέσους» όρους της αναλογίας). Άρα ο γ διαιρεί ακριβώς τον 

β και, κατά συνέπεια, ο β είναι πολλαπλάσιος του γ. 

 

Αλγεβρική απόδειξη (Χ. Σπυρίδης) 

Έστω η αναλογία 

 

Ν∈== λλ
δ
β

β
γ

,
  

και έστω ότι ο δ είναι πολλαπλάσιος του γ, οπότε: 

 Ν∈= κκγδ ,   

Ν∈=⇒=⇒




=
=

λκλκ
γ
βλκγβ

κγδ
λδβ

,
 

Άρα ο γ  διαιρεί ακριβώς τον β, οπότε ο β είναι πολλαπλάσιος του γ. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

10.  Στο βιβλίο VIII των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 

 

 

(6) (12) (24) 

γ β δ 
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ΠΡΟΤΑΣΗ  3 

«'Epimor…ou diast»matoj oÙdeˆj mšsoj, oÜte eŒj oÜte ple…ouj, ¢n£logon 

™mpese‹tai ¢riqmÒj.»     

«œstw g¦r ™pimÒrion di£sthma tÕ BG· ™l£cistoi d� ™n tù aÙtù lÒgJ to‹j B, G 

œstwsan oƒ DZ, Q. oátoi oân ØpÕ mon£doj mÒnhj metroàntai koinoà mštrou. 
¥fele ‡son tù Q tÕn HZ kaˆ ™peˆ ™pimÒriÒj ™stin Ð DZ toà Q, ¹ Øperoc¾ Ð DH 

koinÕn mštron toà te DZ kaˆ toà Q ™sti· mon¦j ¥ra Ð DH· oÙk ¥ra ™mpese‹tai 

e„j toÝj DZ, Q mšsoj oÙde…j. œstai g¦r Ð ™mp…ptwn toà DZ ™l£ttwn, toà d� Q 

me…zwn, éste t¾n mon£da diaire‹sqai, Óper ¢dÚnaton. oÙk ¥ra ™mpese‹tai e„j 

toÝj DZ, Q tij. Ósoi d� e„j toÝj ™lac…stouj mšsoi ¢n£logon ™mp…ptousi, 
tosoàtoi kaˆ e„j toÝj tÕn aÙtÕn lÒgon œcontaj ¢n£logon ™mpesoàntai. oÙdeˆj 

d� e„j toÝj DZ, Q ™mpese‹tai, oÙd� e„j toÝj B, G ™mpese‹tai.» 

 

Μετάφραση   

Σε επιμόριο διάστημα κανένας μέσος ανάλογος, ούτε ένας ούτε περισσότεροι μέσοι 

ανάλογοι αριθμοί παρεμβάλλονται. 

Έστω το επιμόριο διάστημα βγ. Οι ελάχιστοι 

αριθμοί
11

 που έχουν τον ίδιο λόγο με τους βγ 

έστω ότι είναι οι δζ, θ. Αυτοί, λοιπόν, οι 

αριθμοί έχουν ως μόνον κοινό διαιρέτη τη 

μονάδα. Αφαίρεσε τον ηζ, που είναι ίσος προς 

τον θ. Και, επειδή ο δζ είναι επιμόριος του θ, η 

διαφορά δη αποτελεί κοινό διαιρέτη και του δζ 

και του θ. Συνεπώς, ο δη είναι ίσος με τη 

μονάδα. Άρα, λοιπόν, στους αριθμούς δζ, θ δεν 

μπορεί να παρεμβληθεί κανένας μέσος 

(ανάλογος αριθμός). Διότι (στην ενάντια 

περίπτωση) ο παρεμβαλλόμενος (μέσος 

ανάλογος αριθμός) θα πρέπει να είναι 

μικρότερος  από το δζ και μεγαλύτερος από το 

θ, με αποτέλεσμα να υποδιαιρείται η μονάδα
12

. 

Γεγονός αδύνατο. Συνεπώς, δεν παρεμβάλλεται 

στους αριθμούς δζ, θ κάποιος αριθμός. Όσοι δε 

μέσοι ανάλογοι παρεμβάλλονται στους 

ελάχιστους αριθμούς, τόσοι (σε πλήθος) μέσοι 

ανάλογοι παρεμβάλλονται και στους αριθμούς, 

που έχουν τον ίδιο λόγο μ’ αυτούς
13

. Αφού 

κανένας (μέσος ανάλογος) δεν παρεμβάλλεται 

β 

θ 

ζ 

3 

η 

1 

 δ 

3 

  γ 

9 
12 
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στους δζ, θ, κανένας (μέσος ανάλογος) δεν 

παρεμβάλλεται και στους (αριθμούς) β,γ. 

Απόδειξη με βάση τον ορισμό του «επιμορίου αριθμού» (Χ. Σπυρίδης) 

Έχουμε ότι: 

 

( )
( ) nn

nn

:1:

:1:

+=
+=

θδζ
γβ

 

Με βάση την Πρόταση 19 του Ευκλείδη περί συγκρίσεως λόγων ισχύει: 

nnn

nn 111 =⇒=−
⇒

−+=−
θ

ηδ
θ

θδζ
θ

θδζ
 

Έστω τώρα ότι υπάρχει κάποιος μέσος ανάλογος αριθμός, ο x, τέτοιος ώστε: 

 δζθ << x  

 n

nx 1+=
θ  

Επειδή, όμως, ισχύει ότι: 

 n

n 1+=
θ

δζ
 

προκύπτει ότι  

δζ=x  

ΑΤΟΠΟ. 

 

Μια άτυπη εναλλακτική απόδειξη (Χ. Σπυρίδης) 

Έστω β και γ οι μικρότεροι ακέραιοι που βρίσκονται σε επιμόριο λόγο. Τότε: 

1=− γβ   

και οι β και γ είναι διαδοχικοί ακέραιοι. Έστω τώρα ότι υπάρχει μέσος ανάλογος 

αριθμός, ο x, μεταξύ τους. Τότε: 

γβ :: xx =  

γ
β x

x
=

 

 Έτσι: 
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 γβ ⋅=2x  

Οπότε ο x είναι το γινόμενο των τετραγωνικών ριζών του β και του γ. Δηλαδή και ο β 

και ο γ θα πρέπει να έχουν ρητή τετραγωνική ρίζα, ΑΤΟΠΟ γιατί δεν υπάρχουν 

διαδοχικοί ακέραιοι αριθμοί που να έχουν κι οι δύο ρητές τετραγωνικές ρίζες. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

11.  Στο σημείο αυτό ο Ευκλείδης υπονοεί την «απλοποίηση» των όρων του 

λόγου, ώστε να προκύψει λόγος «ανάγωγος» (όρος ο οποίος δημιουργήθηκε από 

τον Χαράλαμπο Σπυρίδη, έχοντας κατά νου τον όρο «ανάγωγο κλάσμα»). 

 Δηλαδή, εάν είναι 

δζλβ ⋅=   

 , :γ λ θ λ λ δζ= ⋅ ∈ Ν ⇒ ⋅ :λ θ δζ θ⋅ = , σύμφωνα με την Πρόταση 15 από το βιβλίο 

V των «Στοιχείων», το οποίο περιλαμβάνει τη θεωρία των λόγων και των αναλογιών. 

Εφαρμογή αυτών έχουμε στα μήκη των ευθυγράμμων τμημάτων που δίνονται από 

τον Ευκλείδη. Πράγματι: 

3

13

3

13

3

3

33

43

9

12 +=+⋅=
⋅
⋅==

γ
β

 

Οι αριθμοί 3+1 και 3 καλούνται «ελάχιστοι εν τω αυτώ λόγω τοις αριθμοίς 12 και 

9». 

12. Ο Ευκλείδης και όλοι οι Έλληνες μαθηματικοί δεν θεωρούν το λόγο δύο μεγεθών 

ως αριθμό, διότι αριθμούς θεωρούσαν μόνο τους ακεραίους (το σύνολο Ν των 

σημερινών φυσικών αριθμών), ενώ ο λόγος μπορεί να είναι και κλασματικός και 

ασύμμετρος. Αφού, λοιπόν, ο μικρότερος «αριθμός» γι’ αυτούς είναι η μονάδα, δεν 

μπορεί να προκύψει άλλος «αριθμός» με την υποδιαίρεση της μονάδας. 

14. Η απόδειξη βρίσκεται στο βιβλίο VIII των «Στοιχείων»  

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  4 

 «'E¦n di£sthma m¾ pollapl£sion dˆj sunteqÍ, tÕ Ólon oÜte pollapl£sion 

œstai oÜte ™pimÒrion.»   

«œstw g¦r di£sthma m¾ pollapl£sion tÕ BG, kaˆ gegen»sqw, æj Ð G prÕj tÕn 

B, Ð B prÕj tÕn D· lšgw, Óti Ð D toà G oÜte pollapl£sioj oÜte ™pimÒriÒj 

™stin. œstw g¦r prîton Ð D toà G pollapl£sioj. oÙkoàn ™m£qomen, Óti, ™¦n 
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di£sthma dˆj sunteq�n tÕ Ólon poiÍ pollapl£sion, kaˆ aÙtÕ pollapl£siÒn 

™stin. œstai ¥ra Ð B toà G pollapl£sioj. oÙk Ãn dš. ¢dÚnaton ¥ra tÕn D toà 

G e�nai pollapl£sion. ¢ll¦ m¾n oÙd' ™pimÒrion. ™pimor…ou g¦r diast»matoj 

mšsoj oÙdeˆj ¢n£logon ™mp…ptei. e„j d� toÝj D, G ™mp…ptei Ð B. ¢dÚnaton ¥ra 

tÕn D toà G À pollapl£sion À ™pimÒrion e�nai»  

 

Μετάφραση 

Εάν ένα μη πολλαπλάσιο διάστημα ληφθεί δύο φορές, το ολικό (διάστημα που 

σχηματίζεται) δεν θα είναι ούτε πολλαπλάσιο ούτε επιμόριο.  

 

Έστω το βγ ένα διάστημα μη πολλαπλάσιο και 

έστω ότι έχει ληφθεί ο β προς τον δ να έχει την 

ίδια σχέση, που έχει ο γ προς τον β. Ισχυρίζομαι 

(λέγω) ότι ο δ δεν είναι ούτε πολλαπλάσιος 

ούτε επιμόριος του γ. 

Διότι έστω κατά πρώτον ότι είναι ο δ 

πολλαπλάσιος του γ. Μάθαμε, όμως, ότι εάν 

ένα διάστημα συντιθέμενο δύο φορές 

δημιουργεί ολικό διάστημα πολλαπλάσιο, τότε 

και αυτό (το αρχικό διάστημα) θα είναι 

πολλαπλάσιο
14

. Κατά συνέπεια ο β θα είναι 

πολλαπλάσιος του γ, που δεν ήταν. Άρα είναι 

αδύνατον ο δ να είναι πολλαπλάσιος του γ. 

Αλλά ούτε επιμόριος θα μπορούσε να είναι. 

Διότι σε επιμόριο διάστημα κανένας μέσος 

ανόλογος (αριθμός) δεν παρεμβάλλεται16, ενώ 

στους δγ παρεμβάλλεται ο β. Άρα είναι 

αδύνατον ο δ να είναι είτε πολλαπλάσιος είτε 

επιμόριος του γ. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

14.  Από την Πρόταση 2 

15.  Από την Πρόταση 3 

 

 

  (9) 

δ 

β 

  γ 

(6)  (4) 
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ΠΡΟΤΑΣΗ  5  

«'E¦n di£sthma dˆj sunteq�n tÕ Ólon m¾ poiÍ pollapl£sion, oÙd' aÙtÕ œstai 

pollapl£sion.»  

 «œstw g¦r di£sthma tÕ BG, kaˆ gegen»sqw æj Ð G prÕj tÕn B, Ð B prÕj tÕn D, 
kaˆ m¾ œstw Ð D toà G pollapl£sioj· lšgw, Óti oÙd� Ð B toà G œstai 

pollapl£sioj. e„ g£r ™stin Ð B toà G pollapl£sioj, œstai ¥ra Ð D toà G 

pollapl£sioj. oÙk œsti dš. oÙk ¥ra Ð B toà G œstai pollapl£sioj.»   

 

Μετάφραση 

Εάν ένα διάστημα, που προστιθέμενο δύο φορές δεν δημιουργεί ολικό (διάστημα) 

πολλαπλάσιο, ούτε και αυτό (το αρχικό διάστημα) θα είναι πολλαπλάσιο. 

 

 

Διότι έστω το διάστημα βγ και έστω ότι έχει 

ληφθεί ο β προς τον δ με την ίδια σχέση που 

έχει ληφθεί ο γ προς τον β και έστω ότι ο δ δεν 

είναι πολλαπλάσιος του γ. Ισχυρίζομαι (λέγω) 

ότι ούτε ο β θα είναι πολλαπλάσιος του γ. 

Διότι, εάν είναι ο β πολλαπλάσιος του γ, θα 

είναι ο δ πολλαπλάσιος του γ. Δεν είναι, όμως. 

Άρα, λοιπόν, ο β δεν είναι πολλαπλάσιος του γ. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  6 

«TÕ dipl£sion di£sthma ™k dÚo tîn meg…stwn ™pimor…wn sunšsthken, œk te 

toà ¹miol…ou kaˆ ™k toà ™pitr…tou.»     

«œstw g¦r Ð m�n BG toà DZ ¹miÒlioj, Ð d� DZ toà Q ™p…tritoj· fhmˆ tÕn BG toà 

Q dipl£sion e�nai. ¢fe‹lon g¦r ‡son tù Q tÕn ZK kaˆ tù DZ tÕn GL. oÙkoàn 

™peˆ Ð BG toà DZ ¹miÒlioj, Ð BL ¥ra toà BG tr…ton mšroj ™st…n, toà d� DZ 

¼misu. p£lin ™peˆ Ð DZ toà Q ™p…tritÒj ™stin, Ð DK toà m�n DZ tetarthmÒrion, 
toà d� Q trithmÒrion. oÙkoàn ™peˆ Ð DK toà DZ ™sti tetarthmÒrion, Ð d� BL 

toà DZ ¼misu, toà ¥ra BL ¼misu œstai Ð DK. Ãn d� Ð BL toà BG tr…ton mšroj· 

(9) (4) 

δ β γ 

(6) 
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Ð ¥ra DK toà BG ›kton mšroj ™st…n. Ãn d� Ð DK toà Q tr…ton mšroj· Ð ¥ra BG 

toà Q dipl£siÒj ™stin.  

”Allwj. ”Estw g¦r Ð m�n A toà B ¹miÒlioj, Ð d� B toà G ™p…tritoj· lšgw, Óti Ð 

A toà G ™sti dipl£sioj. 'Epeˆ g¦r ¹miÒliÒj ™stin Ð A toà B, Ð A ¥ra œcei tÕn 

B kaˆ tÕ ¼misu aÙtoà. dÚo ¥ra oƒ A ‡soi e„sˆ trisˆ to‹j B. p£lin ™peˆ Ð B toà 

G ™stin ™p…tritoj, Ð B ¥ra œcei tÕn G kaˆ tÕ tr…ton aÙtoà. tre‹j ¥ra oƒ B ‡soi 

e„sˆ tšttarsi to‹j G. tre‹j d� oƒ B ‡soi e„sˆ dusˆ to‹j A. dÚo ¥ra oƒ A ‡soi e„sˆ 

tšttarsi to‹j G. Ð ¥ra A ‡soj ™stˆ dusˆ to‹j G· dipl£sioj ¥ra ™stˆn Ð A toà 

G»   

Μετάφραση 

Το διπλάσιο διάστημα
16

 έχει συντεθεί από τα δύο μέγιστα επιμόρια διαστήματα, 

αυτό του ημιολίου και αυτό του επίτριτου. 

      

Διότι έστω ότι ο μεν βγ είναι ημιόλιος του δζ, ο 

δε δζ είναι επίτριτος του θ. Ισχυρίζομαι (λέγω) 

ότι ο βγ είναι διπλάσιος του θ. 

Διότι αφήρεσα τους ζκ, που είναι ίσος προς τον 

θ, και τον γλ, που είναι ίσος προς τον δζ. 

Επειδή, λοιπόν, ο βγ είναι ημιόλιος του δζ, ο βλ, 

συνεπώς, θα είναι το 3

1

του βγ (καθώς επίσης 

θα είναι) το 2

1

 του δζ. Πάλι, επειδή ο δζ είναι 

επίτριτος του θ, ο δκ θα είναι, αφενός μεν το 4

1

 

του δζ, αφετέρου δε το 3

1

 του θ. 

Επειδή, λοιπόν, ο δκ είναι το 4

1

του δζ, ο δε βλ 

το 2

1

 του δζ, κατά συνέπεια ο δκ θα είναι το 2

1

 

του βλ. Ήταν, όμως, ο βλ το 3

1

 του βγ. Συνεπώς, 

ο δκ είναι το 6

1

 του βγ. Ήταν δε ο δκ το 3

1

 του 

θ. Άρα ο βγ είναι διπλάσιος του θ
17

. 

β 

λ 

γ 

(12) 

δ 

κ 

ζ 

 (8) 

θ 

(6) 
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     Απόδειξη με άλλον τρόπο (Χ. Σπυρίδης): 

 

Έστω, λοιπόν, ο μεν α ημιόλιος του β, ο α, κατά 

συνέπειαν, θα εμπεριέχει τον β και το 2

1

 του β. 

Άρα δύο φορές ο α θα ισούται με τρεις φορές 

τον β. Πάλι, επειδή ο β είναι επίτριτος του γ, ο 

β, συνεπώς, εμπεριέχει τον γ και το 3

1

 του γ. 

Άρα τρεις φορές ο β ισούται με τέσσερις φορές 

τον γ. Άρα ο α είναι ίσος με δύο φορές τον γ. 

Άρα ο α είναι διπλάσιος του γ 
19,20

. 

 

 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης)  

16.  Διπλάσιο διάστημα είναι η διαπασών (ή δια πασών των χορδών συμφωνία), 

δηλαδή η οκτάβα. Κατά τον Βακχείο, την διαπασών φανερώνουν (δείχνουν) ο 

προσλαμβανόμενος και η μέση [δηλαδή η 8η], ενώ για τον Αριστοτέλη η ογδόη ήταν 

η πιο τέλεια συμφωνία. Με τον τελευταίο συμφωνεί και ο Πτολεμαίος, ο οποίος 

θεωρεί το διάστημα της ογδόης το πιο ωραίο και πιο ενωτικό. Ας σημειωθεί, επίσης, 

ότι ο όρος «διαπασών» αντικατέστησε, μετά την εποχή του Αριστόξενου, τον όρο 

«αρμονία». Ο Νικόμαχος γράφει: ««oƒ palaiÒtatoi ¢pefa…nonto, ¡rmon…an m�n 

kaloàntej t¾n di¦ pasîn»», δηλαδή «την διαπασών την ονόμαζαν οι παλαιότεροι 

αρμονία». 

17. Παρακάτω δίνεται η πρώτη απόδειξη με μαθηματικά σύμβολα: 

Έστω κζ=θ και γλ=δζ 

Αφού βγ ημιόλιος του δζ τότε: 

3 3 2 1 1 1
( )

2 2 2 2 2

βγ βγ δζ βλ βλ δζ
δζ δζ δζ

− −= ⇒ = = ⇒ = ⇒ = Ι   

3 2 2 2 1
( )

2 3 3 3 3

βγ βγ βγδζ βγ βγ βλ βλ βγ βλ βγ
δζ

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ = − ⇒ = ΙΙ     

(12) 

β 

 (8) 

γ 

(6) 

α 
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Αφού δζ  επίτριτος του θ τότε: 

4 4 3 1 1
( )

3 3 3 3

δζ δζ θ δκ δκ θ
θ θ θ

− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ΙΙΙ   

4 3 3 3 1
( )

3 4 4 4 4
V

δζ θ δζ δζ δκ δζ δκ δζ δζ δκ δζ
θ

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ = − ⇒ = Ι     

Από (I), (IV) έχουμε ότι: 

 
1

( )
2

Vδκ βλ=     

Από (II), (V) έχουμε ότι: 

 
1

( )
6

VIδκ βγ=  

Από (III), (VI) έχουμε ότι:  

θβγ 2=  

 

18. Ομοίως και για τη δεύτερη απόδειξη: 

α ημιόλιος του β 

1 3
2 3 ( )

2 2
Iα β β α β α β⇒ = + ⇒ = ⇒ =     

β επίτριτος του γ 

 
1 4

3 4
3 3

β γ γ β γ β γ⇒ = + ⇒ = ⇒ =    (II) 

Από (I) και (II) έχουμε ότι: 

 γαγα 242 =⇒=  

 Άρα ο α είναι διπλάσιος του γ. 

19. Στο σημείο αυτό ο Πορφύριος προσθέτει μία ακόμη πρόταση:  

«Κανένας πολλαπλάσιος λόγος δεν φτιάχνεται από επιμόριους λόγους, εκτός από το 

λόγο δύο». 

Απόδειξη: Έστω ότι υπάρχει πολλαπλάσιος λόγος αγ, ο οποίος φτιάχνεται από τους 

επιμόριους λόγους αβ και βγ. Έστω, επίσης, ότι ο δ είναι ημιόλιος του ε και ε ο 

επίτριτος του ζ, τότε ο δ είναι διπλάσιος του ζ. Αφού ο ημιόλιος λόγος είναι ο 
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μεγαλύτερος από τους επιμόριους και ο επίτριτος είναι ο δεύτερος, τότε είτε ο ένας 

από τους λόγους δε και εζ ισούται με έναν από τους λόγους αβ και βγ, είτε ο ένας ή 

και οι δύο από τους δε και εζ είναι μεγαλύτεροι από έναν ή και τους δύο από τους 

αβ και βγ. Όμως, σε κάθε περίπτωση, ο λόγος δζ είναι μεγαλύτερος από το λόγο αγ, 

ΑΤΟΠΟ, γιατί ο διπλός είναι ο μικρότερος από όλους τους πολλαπλάσιους λόγους. 

Άρα, δεν υπάρχει πολλαπλάσιος λόγος που να αποτελείται από δύο επιμόριους 

λόγους, εκτός από το λόγο δύο. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 7 

«'Ek toà diplas…ou diast»matoj kaˆ ¹miol…ou tripl£sion di£sthma g…netai»       

«œstw g¦r Ð m�n A toà B dipl£sioj, Ð d� B toà G ¹miÒlioj· lšgw, Óti Ð A toà 

G ™sti tripl£sioj. ™peˆ g¦r Ð A toà B ™sti dipl£sioj, Ð A ¥ra ‡soj ™stˆ dusˆ 

to‹j B. p£lin ™peˆ Ð B toà G ™stin ¹miÒlioj, Ð B ¥ra œcei tÕn G kaˆ tÕ ¼misu 

aÙtoà. dÚo ¥ra oƒ B ‡soi e„sˆ trisˆ to‹j G. dÚo d� oƒ B ‡soi e„sˆ tù A. kaˆ Ð A 

¥ra ‡soj ™stˆ trisˆ to‹j G. tripl£sioj ¥ra ™stˆn Ð A toà G»  

 

Μετάφραση  

Από το διπλάσιο διάστημα και το ημιόλιο (διάστημα) δημιουργείται τριπλάσιο 

διάστημα.       

Έστω, λοιπόν, ότι ο μεν α είναι διπλάσιος του β, ο δε β 

είναι ημιόλιος του γ. Ισχυρίζομαι (λέγω) ότι ο α είναι 

τριπλάσιος του γ. 

Διότι, επειδή ο α είναι διπλάσιος του β, συνεπάγεται 

ότι ο α είναι ίσος με δύο φορές το β. Επειδή πάλι ο β 

είναι ημιόλιος του γ, συνεπάγεται ότι ο β εμπεριέχει 

τον γ και το 2

1

 του γ. Άρα δύο φορές ο β ισούται με 

τρεις φορές τον γ. Δύο, όμως, φορές ο β ισούται με τον 

α. Και ο α, λοιπόν, είναι ίσος με τρεις φορές τον γ. Άρα 

ο α είναι τριπλάσιος του γ
20

. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης)  

20.  Παρακάτω δίνεται η απόδειξη με μαθηματικά σύμβολα: 

Ο α είναι διπλπάσιος του β, άρα 

α 

(12) 

β 

(6)   (4) 

γ 
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 2 ( )Iα β=    

Ο β είναι ημιόλιος του γ, άρα 

 
1 3

2 3 ( )
2 2

IIβ γ γ β γ β γ= + ⇒ = ⇒ =  

Από (I), (II) έχουμε ότι:  

γα 3=  

Άρα ο α είναι τριπλάσιος του γ. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 8 

«'E¦n ¢pÕ ¹miol…ou diast»matoj ™p…triton di£sthma ¢faireqÍ, tÕ loipÕn 

katale…petai ™pÒgdoon.» 

 «œstw g¦r Ð m�n A toà B ¹miÒlioj, Ð d� G toà B ™p…tritoj· lšgw, Óti Ð A toà G 

™stˆn ™pÒgdooj. ™peˆ g¦r Ð A toà B ™stin ¹miÒlioj, Ð A ¥ra œcei tÕn B kaˆ tÕ 

¼misu aÙtoà. Ñktë ¥ra oƒ A ‡soi e„sˆ dèdeka to‹j B. p£lin ™peˆ Ð G toà B 

™stˆn ™p…tritoj, Ð G ¥ra œcei tÕn B kaˆ tÕ tr…ton aÙtoà. ™nnša ¥ra oƒ G ‡soi 

e„sˆ dèdeka to‹j B, dèdeka d� oƒ B ‡soi e„sˆn Ñktë to‹j A· Ñktë ¥ra oƒ A ‡soi 

e„sˆn ™nnša to‹j G. Ð A ¥ra ‡soj ™stˆ tù G kaˆ tù ÑgdÒJ aÙtoà· Ð A ¥ra toà G 

™stin ™pÒgdooj.»   

Μετάφραση  

Εάν από ημιόλιο διάστημα αφαιρεθεί ένα επίτριτο διάστημα, το υπόλοιπο που απομένει 

είναι το επόγδοο (διάστημα). 

Έστω, λοιπόν, ότι ο μεν α είναι ημιόλιος του β, ο δε γ 

είναι επίτριτος του β. Ισχυρίζομαι (λέγω) ότι ο α είναι 

επόγδοος του γ. 

Διότι, επειδή ο α είναι ημιόλιος του β, συνεπάγεται ότι 

ο α εμπεριέχει τον β και το 2

1

 του β. Άρα οκτώ φορές ο 

α ισούται με δώδεκα φορές τον β. Επειδή, πάλι, ο γ 

είναι επίτριτος του β, ο γ εμπεριέχει τον β και το 3

1

 

του β. Άρα εννέα φορές ο γ ισούται με δώδεκα φορές 

τον β. Όμως, δώδεκα φορές ο β ισούται με οκτώ φορές 

τον α. Άρα οκτώ φορές ο α ισούται με εννέα φορές τον 

α 

β 

γ 

 (9)  (6)  (8) 
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γ. Άρα ο α ισούται με τον γ και το 8

1

 του γ, συνεπώς ο 

α είναι επόγδοος του γ
21

. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

21. Παρακάτω δίνεται η απόδειξη με μαθηματικά σύμβολα: 

Ο α είναι ημιόλιος τουβ, άρα 

 
1 3

2 3 ( )
2 2

Iα β β α β α β= + ⇒ = ⇒ =   

Ο γ είναι επίτριτος του β, άρα 

 
1 4

3 4 ( )
3 3

IIγ β β γ β γ β= + ⇒ = ⇒ =    

γγαγαγα
βγ

βα

8

1

8

9
98

129)(

128)(

+=⇒=⇒=⇒








=⇒ΙΙ

=⇒Ι

 

 Άρα ο α είναι επόγδοος του γ. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 9 

«T¦ εxι ™pÒgdoa diast»mata me…zon£ ™sti diast»matoj ˜nÕj diplas…ou»  

«œstw g¦r eŒj ¢riqmÕj Ð A. kaˆ toà m�n A ™pÒgdooj œstw Ð B, toà d� B 

™pÒgdooj Ð G, toà d� G ™pÒgdooj Ð D, toà d� D ™pÒgdooj Ð E, toà E ™pÒgdooj Ð 

Z, toà Z ™pÒgdooj Ð H· lšgw, Óti Ð H toà A me…zwn ™stˆn À dipl£sioj. ™peˆ 

™m£qomen eØre‹n ˜pt¦ ¢riqmoÝj ™pogdÒouj ¢ll»lwn, eØr»sqwsan oƒ A, B, G, D, 
E, Z, H, kaˆ g…netai  

Ð m�n A k$ mÚria brmd,  

Ð d� B kq mÚria d"ib,  

Ð d� G lg mÚria ayo$,  

Ð d� D lz mÚria gsmh,  

Ð d� E ma mÚria q"d,  

Ð d� Z mz mÚria bt%b,  
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Ð d� H ng mÚria auma, ka… ™stin Ð H toà A me…zwn À dipl£sioj»  

Μετάφραση 

Τα έξι επόγδοα διαστήματα είναι μεγαλύτερα από ένα διπλάσιο διάστημα. 

Διότι, έστω ένας αριθμός, ο α, και έστω ότι του μεν α επόγδοος είναι ο β, του δε β 

επόγδοος είναι ο γ, του δε γ επόγδοος είναι ο δ, του δε δ επόγδοος είναι ο ε, του δε 

ε επόγδοος είναι ο ζ, του δε ζ επόγδοος είναι ο η. 

Ισχυρίζομαι (λέγω) ότι ο η είναι μεγαλύτερος από τον διπλάσιο του α. Επειδή 

μάθαμε να βρίσκουμε επτά αριθμούς επόγδοους μεταξύ τους
22

, έστω ότι βρέθηκαν 

οι α, β, γ, δ, ε, ζ, η και γίνεται (με την έννοια του «ας ληφθεί») ο μεν α 262144, ο δε 

β 294912, ο δε γ 331776, ο δε δ 373248, ο δε ε 419904, ο δε ζ 472392, ο δε η 

531441 και είναι ο η μεγαλύτερος του α
23

. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

22.  Είναι η Πρόταση 2 του βιβλίου VII των «Στοιχείων» 

23.  Με τη γλώσσα των μαθηματικών η απόδειξη είναι η εξής: 

Έστω ένας αριθμός α  και 
αβ

8

9=
             

αηζη

αζεζ

αεδε

αδγδ

αγβγ

6

5

4

3

2

8

9

8

9

8

9

8

9

8

9

8

9

8

9

8

9

8

9

8

9








=⇒=








=⇒=








=⇒=








=⇒=








=⇒=

 

Ισχυρισμός: Ο η είναι μεγαλύτερος από τον 2α 

Απόδειξη Ισχυρισμού: Κατ’ αρχήν, 

αηαηαη
18

126

3

26

2

3

2

3

8

9 =⇒







=⇒







=
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Ο Ευκλείδης επέλεξε, για απλούστευση των μαθηματικών πράξεων, ως 

262144218 ==α . Τότε: 

53144132
2

3

8

9

472392232
2

3

8

9

419904232
2

3

8

9

373248232
2

3

8

9

331776232
2

3

8

9

294912232
2

3

8

9

1218
18

126

31018
15

105

6818
12

84

9618
9

63

12418
6

42

15218
3

2

==⋅=






=

=⋅=⋅=






=

=⋅=⋅=






=

=⋅=⋅=






=

=⋅=⋅=






=

=⋅=⋅==

αη

αζ

αε

αδ

αγ

αβ

 

Τότε θα είναι: 

 ηα =<=⋅= 63144152428826214422  

Σήμερα, εξάλλου, γνωρίζουμε ότι το διάστημα των έξι επόγδοων 

2027,2
8

9
6

>=








 

που είναι το διάστημα μιας οκτάβας.  

  

 

Σύμφωνα με τον Barker, oι πρώτες εννιά προτάσεις (Π1 - Π9) έχουν ως 

σκοπό να παγιώσουν κάποιες βασικές αλήθειες για τους λόγους, χωρίς καμία 

αναφορά στα μουσικά φαινόμενα. Κρίνεται σκόπιμο να σημειωθούν δύο πράγματα. 

Πρώτον, σε τρεις περιπτώσεις (Π2, Π3 και Π9) ο συγγραφέας στηρίζεται σε αρχές 

και αποδείξεις που δεν περιγράφονται στο παρόν κείμενο. Κατά συνέπεια, η 

αποδεικτική εγκυρότητα των θεωρημάτων δεν μπορεί να εκτιμηθεί ολοκληρωτικά, 

εκτός κι αν αυτό γίνει με βάση το υπόβαθρο ενός πρότερου μαθηματικού 

συστήματος – έργου. Δεύτερον, θα πρέπει να σημειωθεί το γεγονός ότι υπάρχουν 

τρεις βασικοί λόγοι (2:1, 3:2 και 4:3). Ενώ, λοιπόν, στην Π6 παίρνουμε το γινόμενο 

των 3:2 και 4:3 και στην Π7 αυτό του 2:1 και του 3:2, δεν γίνεται καμία αναφορά στο 

γινόμενο των 2:1 και 4:3 (το οποίο φυσικά είναι το 8:3) κι αυτή η παράλειψη είναι 
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σημαντική. Μία πιθανή απάντηση στον Barker δόθηκε από τον Barbera και 

προαναφέρθηκε στα αρχικά σχόλια. 

Ο Barker συνεχίζει λέγοντας ότι το επόμενο σύνολο προτάσεων χρησιμοποιεί 

τα μαθηματικά αποτελέσματα που προέκυψαν μέχρι εκεί και, επιπλέον, φέρει 

μουσικά στοιχεία και προβαίνει σε συμπεράσματα τα οποία σχετίζονται με μουσικά 

φαινόμενα. Οι Π10 – Π16 σχετίζονται με τους λόγους των σπουδαιότερων μουσικών 

διαστημάτων, πάνω στα οποία μπορεί να χτιστεί ολόκληρο το σύστημα μιας 

κλίμακας και αποδεικνύουν κάποιες ιδιότητες αυτών των διαστημάτων. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 10 

«TÕ di¦ pasîn di£sthm£ ™sti pollapl£sion.»  

«œstw g¦r n»th m�n Øperbola…wn Ð A, mšsh d� Ð B, proslambanÒmenoj d� Ð G. 
tÕ ¥ra AG di£sthma dˆj di¦ pasîn Ôn ™sti sÚmfwnon. ½toi oân ™pimÒriÒn 

™stin À pollapl£sion. ™pimÒrion m�n oÙk œstin· ™pimor…ou g¦r diast»matoj 

mšsoj oÙdeˆj ¢n£logon ™mp…ptei· pollapl£sion ¥ra ™st…n. ™peˆ oân dÚo <‡sa> 
diast»mata t¦ AB, BG sunteqšnta poie‹ pollapl£sion tÕ Ólon, kaˆ tÕ AB 

¥ra ™stˆ pollapl£sion.»   

 

Μετάφραση  

Το διαπασών διάστημα είναι πολλαπλάσιο. 

Διότι έστω
24

 ότι ο μεν α είναι νήτη υπερβολαίων ο δε β 

είναι μέση και ότι ο γ είναι ο προσλαμβανόμενος. Άρα 

το διάστημα αγ
25

, όντας δύο φορές το διαπασών (δις 

διαπασών), είναι σύμφωνο (διάστημα)
26

. Κατόπιν 

τούτου, λοιπόν, ή είναι διάστημα επιμόριο ή είναι 

διάστημα πολλαπλάσιο
27

. Πάντως επιμόριο διάστημα 

δεν είναι, διότι σε επιμόριο διάστημα κανένας μέσος 

ανάλογος αριθμός δεν παρεμβάλλεται
28

. Άρα είναι 

διάστημα πολλαπλάσιο. Επειδή, λοιπόν, δύο ίσα 

διαστήματα, τα αβ και βγ, συντιθέμενα δημιουργούν 

πολλαπλάσιο ολικό διάστημα, συνεπάγεται ότι και το 

διάστημα αβ είναι πολλαπλάσιο
29

. 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

24. Ονομασία και ονοματοθεσία.  

   γ 

(16) 

β 

 (8)  (4) 

α 



99 

 

Στην αρχαία ελληνική μουσική γινόταν χρήση ονομάτων για τον 

προσδιορισμό των φθόγγων. Αρχικά τα ονόματα δόθηκαν στις χορδές της λύρας 

σύμφωνα με τη θέση τους στο όργανο. Όταν η λέξη χορδή, με τη συνεχή και 

πρακτική χρήση, έγινε συνώνυμη του φθόγγου, τα ονόματα χρησιμοποιούνταν 

χωρίς διάκριση τόσο για τις χορδές, όσο και για τους αντίστοιχους φθόγγους. Από 

τον 6ο αι. π.Χ., όταν η επτάχορδη λύρα έγινε οκτάχορδη, τα ονόματα ήταν τα 

ακόλουθα: 

Νήτη, νεάτη (=χαμηλότατη), η ψηλότερη νότα, όσον αφορά στο μουσικό της 

ύψος 

Παρανήτη, η αμέσως πιο κάτω από τη νήτη 

Τρίτη, η τρίτη από πάνω προς τα κάτω (όσον αφορά στο μουσικό ύψος) 

Παραμέση, η πλαϊνή της μέσης προς τα πάνω (όσον αφορά στο μουσικό 

ύψος) 

Μέση, η κεντρική νότα 

Λιχανός, η χορδή που παιζόταν με το λιχανό, το δείκτη 

Παρυπάτη, η πλαϊνή της υπάτης προς τα πάνω (όσον αφορά στο μουσικό 

ύψος) 

Υπάτη (=υψίστη), η πιο χαμηλή νότα, όσον αφορά στο μουσικό της ύψος 

Η παραπάνω ονοματολογία χρειάζεται κάποια επεξήγηση. Η νήτη, ενώ 

σήμαινε την έσχατη χορδή, ήταν στην πραγματικότητα η ψηλότερη χορδή. Αυτό 

οφείλεται στη θέση της χορδής νήτη, που ήταν τοποθετημένη στο πλησιέστερο 

σημείο προς τον εκτελεστή. Η υπάτη, ακριβώς το αντίθετο με τη νήτη, αλλά κατά 

παρόμοια αντιστοιχία, ενώ σήμαινε την πιο ψηλή χορδή, στην πραγματικότητα ήταν 

η χαμηλότερη, γιατί η αντίστοιχη χορδή ήταν τοποθετημένη στο άλλο άκρο, το πιο 

μακρινό από τον εκτελεστή. 

Όσον αφορά τον προσλαμβανόμενο, πρόκειται για τον προστιθέμενο 

φθόγγο. Έτσι ονομαζόταν ο φθόγγος, η νότα, που προσέθεταν κάτω από το πιο 

χαμηλό τετράχορδο. 

25. Ο β απέχει από τον γ δύο συνημμένα τετράχορδα κι έναν τόνο, ενώ ο α απέχει 

από τον γ κατά διάστημα δύο διαπασών. Με το συμβολισμό αγ υπονοείται το 

διάστημα που σχηματίζουν οι φθόγγοι α και γ, δηλαδή το διάστημα μεταξύ νήτης 

υπερβολαίων και προσλαμβανόμενου. 

26. Από τον ίδιο τον Ευκλείδη, αλλά και από άλλους αρχαίους Έλληνες 

«αρμονικούς» συγγραφείς, μας σώζεται η πληροφορία ότι τα διαστήματα 
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«επίτριτον» («διά τεσσάρων»), «ημιόλιον» («διά πέντε»), «διά πασών» («οκτάβα»), 

«διά πασών και επίτριτον», «διά πασών και ημιόλιον» και «δις διαπασών» 

θεωρούνταν ως σύμφωνα διαστήματα. 

27. Αυτή η παρατήρηση προέρχεται από την αρχή που διατυπώθηκε στο τέλος της 

εισαγωγής. 

28. Από την Πρόταση 3. Η νότα μέση χωρίζει το διάστημα της διπλής οκτάβας στη 

μέση. Αυτό σημαίνει ότι η σχέση ανάμεσα στον προσλαμβανόμενο και τη μέση είναι 

η ίδια με αυτή της μέσης με τη νήτη. 

29. Από την Πρόταση 2. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 11 

«TÕ di¦ tess£rwn di£sthma kaˆ tÕ di¦ pšnte ˜k£teron ™pimÒriÒn ™stin.»  

«œstw g¦r n»th m�n sunhmmšnwn Ð A, mšsh d� Ð B, Øp£th d� mšswn Ð G. tÕ ¥ra 

AG di£sthma dˆj di¦ tess£rwn Ôn ™sti di£fwnon· oÙk ¥ra ™stˆ pollapl£sion.  

™peˆ oân dÚo diast»mata ‡sa t¦ AB, BG sunteqšnta tÕ Ólon m¾ poie‹ 

pollapl£sion, oÙd� ¥ra tÕ AB ™sti pollapl£sion. ka… ™sti sÚmfwnon· 
™pimÒrion ¥ra. ¹ aÙt¾ d� ¢pÒdeixij kaˆ ™pˆ toà di¦ pšnte.»  

Μετάφραση 

Το διά τεσσάρων διάστημα
30

 και το διαπέντε διάστημα
31

 το καθένα τους είναι 

επιμόριο (διάστημα). 

Διότι έστω ότι ο μεν α είναι νήτη συνημμένων, ο δε β είναι 

μέση και ότι ο γ είναι υπάτη μέσων. Άρα το διάστημα αγ, 

όντας «δις διατεσσάρων» (δηλαδή μεγέθους δύο 

τετραχόρδωνή δύο επίτριτων), είναι διάφωνο. Συνεπώς δεν 

είναι πολλαπλάσιο
32

. Επειδή, λοιπόν, δύο ίσα τμήματα τα αβ 

και βγ, συνενούμενα δημιουργούν ολικό διάστημα μη 

πολλαπλάσιο, συμπεραίνεται ότι ούτε το διάστημα αβ είναι 

πολλαπλάσιο
33

. Είναι και σύμφωνο. Άρα είναι επιμόριο. Η 

ίδια απόδειξη και για το διαπέντε διάστημα. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

30. Η «διά τεσσάρων χορδών συμφωνία» είναι το διάστημα καθαρής τετάρτης που 

οι Πυθαγόρειοι ονόμαζαν «συλλαβή» ή «συλλαβά» (λόγος 4:3). Η λέξη συλλαβή 

(16) (12)  (9) 

γ 

β 

α 
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προέρχεται από το ρήμα συλλαμβάνω (=παίρνω μαζί, συνδέω) και γι’ αυτό στη 

μουσική η συλλαβή ήταν μια ένωση  ή συνδυασμός φθόγγων. Κατά τον Νικόμαχο, 

οι παλαιότατοι ονόμαζαν συλλαβά την τετάρτη, γιατί ήταν ο πρώτος συνδυασμός 

σύμφωνων φθόγγων. 

31. Η «διά πέντε χορδών συμφωνία» είναι το διάστημα της καθαρής πέμπτης, το 

οποίο οι Πυθαγόρειοι ονόμαζαν «δι’ οξειών» ή «διοξεία». Στο ένατο εγχειρίδιο, 

Νικόμαχος αναφέρεται στον ορισμό του Φιλολάου: «¡rmon…aj d� mšgeqoj 

sullab¦ kaˆ di' Ñxei©n. tÕ d� di' Ñxei©n me‹zon t©j sullab©j ™pogdÒJ. œsti 

g¦r ¢pÕ Øp£taj e„j mšsan sullab¦, ¢pÕ d� mšsaj pÒti ne£tan di' Ñxei©n», 

δηλαδή [το μέγεθος της αρμονίας (της 8ης) είναι ίσο προς μια συλλαβή (διάστημα 

3ης) και μια δι’ οξειών (διάστημα 5ης), γιατί από την υπάτη ως τη μέση είναι μια 4η 

και από τη μέση ως τη νήτη είναι μια 5η]. 

32. Στο εν λόγω θεώρημα δηλώνεται ως επακόλουθο των όσων αναφέρθηκαν στην 

εισαγωγή του έργου ότι «το διάφωνο διάστημα δεν είναι πολλαπλάσιο». Με την 

προτασιακή άλγεβρα θα λέγαμε ότι: 

 Πρόταση 1:  Το «διά τεσσάρων» διάστημα δεν είναι πολλαπλάσιο. 

Πρόταση 2: Το «διά τεσσάρων» διάστημα είναι σύμφωνο, που συνεπάγεται 

ότι, είτε είναι επιμόριο, είτε ότι είναι πολλαπλάσιο, που το 

δεύτερο αποκλείεται από την Πρόταση 1.  

Άρα το «διά τεσσάρων» διάστημα είναι επιμόριο. 

33. Από την Πρόταση 5 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 12 

«TÕ di¦ pasîn di£sthm£ ™sti dipl£sion.»      

«™de…xamen g¦r aÙtÕ pollapl£sion. oÙkoàn ½toi dipl£siÒn ™stin–À me‹zon À 

dipl£sion. ¢ll' ™peˆ ™de…xamen tÕ dipl£sion di£sthma ™k dÚo tîn meg…stwn 

™pimor…wn sugke…menon, éste, e„ œstai tÕ di¦ pasîn me‹zon diplas…ou, oÙ 

sugke…setai ™k dÚo mÒnwn ™pimor…wn, ¢ll' ™k pleiÒnwn, –sÚgkeitai d� ™k dÚo 

sumfènwn diasthm£twn, œk te toà di¦ pšnte kaˆ toà di¦ tess£rwn, oÙk ¥ra 

œstai tÕ di¦ pasîn me‹zon diplas…ou. dipl£sion ¥ra.  

¢ll' ™peid¾ tÕ di¦ pasîn ™sti dipl£sion, tÕ d� dipl£sion ™k tîn meg…stwn 

™pimor…wn dÚo sunšsthke, kaˆ tÕ di¦ pasîn ¥ra ™x ¹miol…ou kaˆ ™pitr…tou 

sunšsthke· taàta g¦r mšgista. sunšsthke d� ™k toà di¦ pšnte kaˆ ™k toà di¦ 

tess£rwn, Ôntwn ™pimor…wn· tÕ m�n ¥ra di¦ pšnte, ™peid¾ me‹zÒn ™stin, 
¹miÒlion ¨n e‡h, tÕ d� di¦ tess£rwn ™p…triton.   
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fanerÕn d», Óti kaˆ tÕ di¦ pšnte kaˆ di¦ pasîn tripl£siÒn ™stin. ™de…xamen 

g£r, Óti ™k diplas…ou diast»matoj kaˆ ¹miol…ou tripl£sion di£sthma 

g…netai, éste kaˆ tÕ di¦ pasîn kaˆ tÕ di¦ pšnte tripl£sion. tÕ d� dˆj di¦ 

pasîn tetrapl£siÒn ™stin.  

¢podšdeiktai ¥ra tîn sumfènwn ›kaston, ™n t…si lÒgoij œcei toÝj 

perišcontaj fqÒggouj prÕj ¢ll»louj». 

Μετάφραση  

Το διαπασών διάστημα είναι διπλάσιο. 

Διότι αποδείξαμε ότι αυτό (το διαπασών διάστημα) είναι πολλαπλάσιο. Άρα ή είναι 

διπλάσιο ή είναι μεγαλύτερο από το διπλάσιο. Αλλά, επειδή αποδείξαμε ότι το 

διπλάσιο διάστημα συνίσταται από τα δύο μέγιστα επιμόρια διαστήματα, ώστε, εάν 

θα είναι το διαπασών διάστημα μεγαλύτερο από το διπλάσιο, δεν θα συνίστανται 

από δύο μόνον επιμόρια διαστήματα, αλλά από περισσότερα, -συνίσταται, όμως, 

από δύο σύμφωνα διαστήματα, αυτό του «διά πέντε» και αυτό του «διά 

τεσσάρων». Άρα, λοιπόν, δεν θα είναι το διαπασών διάστημα μεγαλύτερο από το 

διπλάσιο. Συνεπώς, θα είναι διπλάσιο. 

Άλλά, επειδή το διαπασών διάστημα είναι διπλάσιο, το δε διπλάσιο (διάστημα) 

συνίσταται από τα δύο μέγιστα επιμόρια διαστήματα, και το διαπασών διάστημα 

άρα συνίσταται από ημιόλιο και επίτριτο διάστημα, διότι αυτά είναι τα μέγιστα. 

Δομήθηκε δε (το διαπασών διάστημα) από το διά πέντε διάστημα και το διά 

τεσσάρων διάστημα
34

, που είναι επιμόρια. Άρα, λοιπόν, το μεν διά πεντε διάστημα, 

επειδή είναι το μεγαλύτερο, θα πρέπει να είναι το ημιόλιον, το δε διά τεσσάρων 

(διάστημα θα πρέπει να είναι) το επίτριτο. 

Είναι φανερό, λοιπόν, ότι το διάστημα διά πέντε και διά πασών είναι τριπλάσιο
35

. 

Διότι αποδείξαμε ότι από διπλάσιο και ημιόλιο διάστημα δημιουργείται διάστημα 

τριπλάσιο
36

. Ώστε το διά πασών διάστημα μαζί με το διά πέντε διάστημα (δομούν) 

τριπλάσιο διάστημα. 

Το δε δις διαπασών διάστημα είναι τετραπλάσιο
37

. 

Άρα, έχει αποδειχθεί ποια σχέση υφίσταται μεταξύ των περιεχόντων
38

 φθόγγων του 

κάθε σύμφωνου διαστήματος. 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης)  

34. Από την Άλγεβρα των μουσικών διαστημάτων προκύπτει ότι η πρόσθεση του 

«διά πέντε» διαστήματος και του διά τεσσάρων διαστήματος δίνει: 
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1

2

3

4

2

3 =⋅
 (το διαπασών διάστημα) 

35. Από την Άλγεβρα των μουσικών διαστημάτων προκύπτει ότι η πρόσθεση του 

«διαπασών» διαστήματος και του «διά πέντε» διαστήματος δίνει: 

1

3

2

3

1

2 =⋅
 (το τριπλάσιο διάστημα) 

36.  Από την Πρόταση 7 

37.  Από την Άλγεβρα των μουσικών διαστημάτων προκύπτει ότι ο 

πολλαπλασιασμός του «διαπασών» διαστήματος επί τον αριθμό 2 δίνει: 

1

4

1

2
2

=








 (το τετραπλάσιο διάστημα) 

38.  Εννοεί τους εστώτες φθόγγους του κάθε σύμφωνου διαστήματος. Με τον 

όρο «εστώτες» εννοούνται οι φθόγγοι ενός τετραχόρδου που παρέμεναν ακίνητοι, 

δηλαδή δεν άλλαζαν παρά τις οποιεσδήποτε αλλαγές στο γένος του τετραχόρδου. Ο 

Νικόμαχος λέει ότι «οι ακρινοί φθόγγοι ενός τετραχόρδου λέγονται εστώτες, γιατί 

ουδέποτε αλλάζουν σε οποιοδήποτε από τα γένη». Επιπλέον, ο Αριστόξενος 

χρησιμοποιεί τον όρο «ακίνητοι» αντί «εστώτες». Ο δε Αλύπιος λέει τους «εστώτες» 

και «ακλινείς» (σταθεροί, αμετακίνητοι). Από την άλλη μεριά, «κινούμενοι» ήταν οι 

φθόγγοι που βρίσκονταν ανάμεσα στα δύο ακρα, στη μέση του τετραχόρδου, και 

που άλλαζαν ανάλογα με το γένος. Ο Βακχείος καλούσε τους κινούμενους φθόγγους 

ως «φερόμενους». 

Η σχέση των εστώτων φθόγγων στα παρακάτω σύμφωνα διαστήματα είναι: 

«διά τεσσάρων» ή «επίτριτον» 4:3 

«διά πέντε» ή «ημιόλιον» 3:2 

«διαπασών» 2:1 

«δις διαπασών» 4:1 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 13 

«LoipÕn d¾ perˆ toà tonia…ou diast»matoj dielqe‹n, Óti ™stˆn ™pÒgdoon.»  

«™m£qomen g£r, Óti, ™¦n ¢pÕ ¹miol…ou diast»matoj ™p…triton di£sthma 

¢faireqÍ, tÕ loipÕn katale…petai ™pÒgdoon. ™¦n d� ¢pÕ toà di¦ pšnte tÕ di¦ 
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tess£rwn ¢faireqÍ, tÕ loipÕn tonia‹Òn ™sti di£sthma· tÕ ¥ra tonia‹on 

di£sthm£ ™stin ™pÒgdoon»  

Μετάφραση 

Λοιπόν, πρέπει να συζητήσουμε σχετικά με το τονιαίο
39

 διάστημα, ότι δηλαδή είναι 

επόγδοο. 

Διότι μάθαμε ότι, εάν από το ημιόλιο διάστημα αφαιρεθεί το επίτριτο διάστημα, 

αυτό που απομένει είναι το επόγδοο (διάστημα). Εάν δε από το «διά πέντε» 

διάστημα αφαιρεθεί το «διά τεσσάρων» διάστημα, αυτό που απομένει είναι το 

τονιαίο διάστημα (διάστημα ενός τόνου). Άρα το τονιαίο διάστημα είναι επόγδοο
40

. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

39.  Ο όρος «τόνος» είχε διάφορες, και κάποτε όχι ολότελα ξεκαθαρισμένες, 

σημασίες στην αρχαία ελληνική μουσική. Οι περισσότεροι, όμως, συγγραφείς 

συμφωνούν στις ακόλουθες σημασίες του όρου: 

 τάση (τάσις, ύψος) 

διάστημα, δηλαδή το διάστημα κατά το οποίο η 5η ξεπερνά την 4η. Αλλιώς, 

η μεγάλη 2η, όπως λέμε και σήμερα 

κλίμακα, τοποθετημένη σε ένα ορισμένο ύψος, π.χ. δώριος τόνος, φρύγιος 

τόνος (όπως λέμε σήμερα τόνος του σολ, τόνος του ρε κλπ.) 

φθόγγος, ήχος (αυτή η σημασία δίνεται από τον Κλεονείδη) 

αρμονία, ο Αριστόξενος δίνει τον ακόλουθο ορισμό για τον τόνο: «Το πέμπτο 

μέρος της αρμονικής ασχολείται με τους τόνους, πάνω στους οποίους 

εκτελούνται τα συστήματα». Έτσι ο τόνος είναι ο τόπος ή η περιοχή ή το 

ύψος όπου μια αρμονία μπορεί να αναπαραχθεί. 

40.  Από την Άλγεβρα των μουσικών διαστημάτων προκύπτει ότι η αφαίρεση του 

«διά τεσσάρων» διαστήματος από το «διά πέντε» διάστημα δίνει: 

8

9

3

4
2

3

=

 (επόγδοος 

τόνος) 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 14 

«TÕ di¦ pasîn œlatton À �xi tÒnwν.»  

«dšdeiktai g¦r tÕ m�n di¦ pasîn dipl£sion, Ð d� tÒnoj ™pÒgdooj· t¦ d� �xi 

™pÒgdoa diast»mata me…zona diast»matÒj [™sti] diplas…ou. tÕ ¥ra di¦ pasîn 

œlattÒn ™stin �xi tÒnwn»   

 

Μετάφραση 

Το διαπασών διάστημα είναι μικρότερο από έξι (επόγδοους) τόνους. 

Διότι έχει αποδειχθεί ότι το μεν διαπασών διάστημα είναι διπλάσιο, ο δε τόνος 

είναι επόγδοος
41

. Τα δε έξι επόγδοα διαστήματα (συνθέτουν διάστημα) μεγαλύτερο 

από το διπλάσιο
42

. Άρα, λοιπόν, το διαπασών διάστημα είναι μικρότερο από έξι 

(επόγδοους) τόνους. 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης)  

41.  Αυτά ισχύουν στις Προτάσεις 12 και 13. Η θεωρία του Αριστόξενου υποθέτει 

ότι οι έξι τόνοι είναι ακριβώς ίσοι με μια οκτάβα. 

42.  Από την Πρόταση 9. Από την Άλγεβρα των μουσικών διαστημάτων προκύπτει 

ότι το εξαπλάσιο του επόγδοου τόνου είναι ίσο με: 

 1

2
2027,2

8

9
6

=>=








 (το διαπασών διάστημα) 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 15 

«TÕ di¦ tess£rwn œlatton dÚo tÒnwn kaˆ ¹miton…ou, kaˆ tÕ di¦ pšnte œlatton 

triîn tÒnwn kaˆ ¹miton…ou.»  

     «œstw g¦r n»th m�n diezeugmšnwn Ð B, paramšsh d� Ð G, mšsh d� Ð D, Øp£th 

d� mšswn Ð Z. oÙkoàn tÕ m�n  GD di£sthma tÒnoj ™st…, tÕ d� BZ, di¦ pasîn Ôn, 
œlatton �xi tÒnwn. t¦ loip¦ ¥ra, tÒ te BG kaˆ tÕ DZ ‡sa Ônta ™l£tton£ ™sti 

pšnte tÒnwn. éste tÕ ™n tù BG œlatton dÚo tÒnwn kaˆ ¹miton…ou, Ó ™sti di¦ 

tess£rwn, tÕ d� BD œlatton triîn tÒnwn kaˆ ¹miton…ou, Ó ™sti di¦ pšnte.» 
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Μετάφραση 

Το «διά τεσσάρων» (διάστημα) είναι μικρότερο από δύο τόνους και ένα ημιτόνιο
43

 

και το «διά πέντε» (διάστημα) είναι μικρότερο από τρεις τόνους και ένα ημιτόνιο
44

. 

 

Διότι έστω ότι ο μεν β είναι νήτη διαζευγμένων, 

ο δε γ είναι η παραμέση, ότι ο δ είναι η μέση 

και ότι ο ζ είναι η υπάτη μέσων
45

. Λοιπόν το 

μεν διάστημα γδ είναι τόνος
46

, το δε 

(διάστημα) βζ, όντας διαπασών, είναι 

μικρότερο από έξι τόνους
47

. Συνεπώς τα λοιπά 

(διαστήματα) δηλαδή και το βγ και το δζ, όντας 

ίσα, είναι μικρότερα από πέντε τόνους. Ώστε το 

διάστημα που περιλαμβάνεται στο βγ είναι 

μικρότερο από δύο τόνους και ένα ημιτόνιο, το 

οποίο είναι το διά τεσσάρων (διάστημα), το δε 

διάστημα βδ είναι μικρότερο από τρεις τόνους 

και ένα ημιτόνιο, το οποίο είναι το διά πέντε 

(διάστημα). 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

43. Ο τόνος διαιρούνταν σε δύο άνισα ημιτόνια, το «μέιζον» και το «έλαττον». 

Κατά τον Αριστείδη, για να βρουν οι Αρχαίοι το λόγο του ηιτονίου, αφού ανάμεσα 

στο 8 και το 9 δεν υπάρχει ακέραιος αριθμός, διπλασίασαν τους όρους του 

16

18

28

29

8

9 =
⋅
⋅=

 κι έτσι πήραν τον ενδιάμεσο όρο, το 17. Έτσι, καθόρισαν το πρώτο 

ημιτόνιο ως 17:16 (μείζον ημιτόνιο) και το δεύτερο ημιτόνιο ως 18:17 (έλαττον 

ημιτόνιο). 

Ο Αριστόξενος, από την άλλη μεριά, διαιρούσε τον τόνο σε δύο ίσα ημιτόνια. 

Από την Άλγεβρα των μουσικών διαστημάτων προκύπτει ότι: 

Το «διά τεσσάρων» διάστημα δίνεται από τη σχέση 

 
3,1...333,1

3

4 ==
 

Ο επόγδοος τόνος δίνεται από τη σχέση 8

9

.  

ζ 

(24) (18) 

δ 

(16) 

γ 

β 

(12) 



107 

 

Τότε, το διάστημα δύο τόνων και ενός μείζονος ημιτονίου θα δίνεται από τη σχέση 

3

4
3,13447,1

16

17

8

9
2

=>=⋅








 (το «διά τεσσάρων» διάστημα).  

Επίσης, το διάστημα δύο τόνων και ενός ελάττονος ημιτονίου θα δίνεται από τη 

σχέση 

 3

4
3,13401,1

17

18

8

9
2

=>=⋅








 (το «διά τεσσάρων» διάστημα). 

44. Το ημιτόνιο, εάν προς στιγμήν θεωρηθεί ίσο ακριβώς με μισό επόγδοο τόνο, 

κατά παράβαση του θεωρήματος 16, αλλά σε συμφωνία με τις σύγχρονες απόψεις 

περί συγκερασμού μόνο και μόνο για λόγους καθαρά μαθηματικής προσέγγισης του 

προβλήματος, δίνεται από τη σχέση 8

9

. Το διάστημα δύο τόνων και ενός 

ημιτονίου δίνεται από τη σχέση 

 3

4
3,13424,1

8

9

8

9
2

=>=⋅








 (το «διά τεσσάρων» διάστημα).  

Εάν αντί του μισού επόγδοου τόνου 8

9

 ληφθεί υπόψη το διάστημα 243

256
8

9

2048

2187 =

 

που είναι γνωστό ως Αποτομή του Πυθαγόρα, τότε το διάστημα δύο τόνων και μιας 

αποτομής θα δίνεται από τη σχέση 

 3

4
3,13515,1

2048

2187

8

9
2

=>=⋅








 (το «διά τεσσάρων» διάστημα). 

 

45. Η νήτη διαζευγμένων είναι μια τετάρτη πάνω από την παραμέση, η παραμέση 

είναι έναν τόνο πάνω από τη μέση, η υπάτη μέσων είναι μια τετάρτη κάτω από τη 

μέση και μια οκτάβα κάτω από τη νήτη διαζευγμένων. Οι πέμπτες είναι από την 

υπάτη στην παραμέση κι από τη μέση στη νήτη. 

46. Από την Πρόταση 13. 

47. Από την Πρόταση 14. 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 16 

«`O tÒnoj oÙ diaireq»setai e„j dÚo ‡sa oÜte e„j ple…w.»  

«™de…cqh g¦r ín ™pimÒrioj· ™pimor…ou d� diast»matoj mšsoi oÜte ple…ouj oÜte 

eŒj ¢n£logon ™mp…ptousin. oÜk ¥ra diaireq»setai Ð tÒnoj e„j ‡sa»  

Μετάφραση  

Ο τόνος δε θα διαιρεθεί σε δύο
48

 ίσα ή περισσότερα (ίσα διαστήματα). 

Διότι αποδείχθηκε ότι (ο τόνος) είναι επιμόριος
49

. Σε επιμόριο δε διάστημα δεν 

παρεμβάλλονται ούτε ένας ούτε περισσότεροι μέσοι ανάλογοι (αριθμοί)
50

. Άρα ο 

τόνος δε θα διαιρεθεί σε ίσα (διαστήματα). 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

48.  Λείμμα: το υπόλοιπο. Στη μουσική ο όρος αυτός σήμαινε τα εξής: 

α) Οι Πυθαγόρειοι δήλωναν με τον όρο αυτό το «έλαττον» ημιτόνιο. Εφόσον ο 

τόνος μοιραζόταν σε δύο ανόμοια μέρη, το μικρότερο ονομαζόταν «λείμμα». Κατά 

τον Πλούταρχο, «toàton oƒ m�n ¡rmonikoˆ d…ca temnÒmenon o‡ontai dÚo 

diast»mata poie‹n, ïn ˜k£teron ¹mitÒnion kaloàsin· oƒ d� Puqagorikoˆ t¾n 

m�n e„j ‡sa tom¾n ¢pšgnwsan aÙtoà, tîn d� tmhm£twn ¢n…swn Ôntwn le‹mma 

tÕ œlatton Ñnom£zousin, Óti toà ¹m…seoj ¢pole…pei.», δηλαδή [οι αρμονικοί 

πιστεύουν ότι ο τόνος διαιρείται σε δύο τμήματα, το καθένα από τα οποία 

ονομάζουν ημιτόνιο, αλλά οι Πυθαγόρειοι αποδοκίμασαν τη διαίρεση σε ίσα μέρη 

και ονόμασαν από τα άνισα αυτά μέρη το μικρότερο λείμμα, γιατί είναι μικρότερο 

από το μισό]. Ο Πτολεμαίος καθορίζει το λείμμα ως εξής: «Î Øperšcei tÕ di¦ 

tess£rwn toà ditÒnou, kaloumšnhn d� le‹mma, ™l£ttona e�nai ¹miton…ou», 

δηλαδή [το διάστημα κατά το οποίο η καθαρή τετάρτη είναι μεγαλύτερη από το 

δίτονο. Είναι δε το [λείμμα]  μικρότερο του ημιτονίου]. 

β) Λείμμα λεγόταν και η μικρότερη σιωπή (παύση) και σημειωνόταν με το γράμμα Λ 

(το αρχικό της λέξης Λείμμα). 

Αποτομή: (από το ρήμα αποτέμνω = αποκόπτω). Με τον όρο αυτό οι Πυθαγόρειοι 

ονόμαζαν το «μείζον» ημιτόνιο. Ο δε Φιλόλαος διαιρούσε τον τόνο σε δύο άνισα 

μέρη, τη δίεση 









27

13

 και την αποτομή 









27

14

. Έπαιρνε το 3 στην τρίτη δύναμη, 

δηλαδή 27, διαιρούσε ύστερα το 27 σε δύο, αναγκαστικά ανόμοια, μέρη και 

ονόμαζε το μικρότερο (13) δίεση και το μεγαλύτερο (14) αποτομή. 

49. Από την Πρόταση 13. 

50. Από την Πρόταση 3. 
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Στο σημείο αυτό ολοκληρώνεται το σύνολο των προτάσεων που αφορούν 

στους λόγους και τις ιδιότητες των διαστημάτων που προκύπτουν με αφαίρεση από 

την κλίμακα.  Οι Π17 και Π18 αφορούν κάποιες νότες με συγκεκριμένα ονόματα. 

Ωστόσο ο συγγραφέας δεν αποσαφηνίζει το λόγο που αυτές οι νότες χρήζουν 

ειδικής μεταχείρησης. Ενώ κατά ένα μέρος τους είναι ξεκάθαρες, ο σοβαρός σκοπός 

πίσω από αυτές τις προτάσεις είναι πιο απόκρυφος. Αυτό που είναι σαφές είναι ότι 

αυτές οι νότες δεν βρίσκονται σε κάποιο από τα διαστήματα που έχουν συζητηθεί 

προηγουμένως από τις σημαντικές σταθερές νότες της κλίμακας κι επομένως οι 

θέσεις τους πρέπει να καθοριστούν. Η Π17 ορίζει ότι οι θέσεις των δύο ομάδων 

αυτών των νοτών μπορούν να βρεθούν «μέσω συμφωνιών». Αυτό σημαίνει ότι 

μπορούν να συσχετιστούν με άλλες γνωστές νότες της κλίμακας, μέσω ήδη γνωστών 

λόγων. Η Π18 αποδεικνύει ένα ειδικό θεώρημα για νότες που βρίσκονται μέσα στο 

«πυκνόν», δηλαδή στο υπόλοιπο του τετραχόρδου, μετά το πρώτο διάστημα και 

προς τα κάτω. Πρόκειται για το δίτονο, το υπόλοιπο του οποίου είναι λιγότερο από 

ένα ημιτόνιο (Π15). Αυτή η μορφή κλίμακας είναι γνωστή ως εναρμόνιο γένος και 

αναφέρεται ρητά στις Π17 και Π18, όμως όχι και στις Π19 και Π20. Οι λόγοι για την 

αλλαγή του γένους θα συζητηθούν παρακάτω. Αυτή η συζήτηση μπορεί να 

βοηθήσει να ξεκαθαρίσουμε τις παρούσες προτάσεις και τη σχέση με τις 

προηγούμενες και τις επόμενές τους. 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 17 

«Aƒ paranÁtai kaˆ aƒ licanoˆ lhfq»sontai di¦ sumfwn…aj oÛtwj. œstw g¦r 

mšsh Ð B. ™pitet£sqw di¦ tess£rwn ™pˆ tÕ G, kaˆ ¢pÕ toà G ¢ne…sqw di¦ pšnte 

™pˆ tÕ D. tÒnoj ¥ra Ð BD. p£lin d� ¢pÕ toà D di¦ tess£rwn ™pitet£sqw ™pˆ tÕ 

E, kaˆ ¢pÕ toà E ¢ne…sqw ™pˆ tÕ Z di¦ pšnte. tÒnoj ¥ra tÕ ZD. d…tonoj ¥ra tÕ 

ZB. licanÕj ¥ra tÕ Z. Ðmo…wj ¨n kaˆ aƒ paranÁtai lhfq»sontai» 

 

Μετάφραση  

Οι παρανήτες
51

 και οι λιχανοί
52

 θα ληφθούν (θα προκύψουν) με συμφωνίες 

(χρησιμοποιώντας σύμφωνα διαστήματα) ως εξής: 
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Έστω, λοιπόν, ο β ως μέση. Με τέντωμα κατά 

διάστημα «διά τεσσάρων» φθάστε στο γ και 

από το γ με χαλάρωμα κατά διάστημα «διά 

πέντε» φθάστε στο δ. Άρα το διάστημα βδ είναι 

τόνος
53

. Πάλι από το δ με τέντωμα κατά 

διάστημα «διά τεσσάρων» φθάστε στο ε και 

από το ε με χαλάρωμα κατά διάστημα «διά 

πέντε» φθάστε στο ζ. Άρα το διάστημα ζδ είναι 

τόνος. Το διάστημα ζβ, λοιπόν, είναι δύο τόνων 

(δίτονο). Συνεπώς το ζ είναι λιχανός. Με όμοιο 

τρόπο θα προκύψουν (θα ληφθούν) και οι 

παρανήτες. 

 

 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

51. Παρανήτη: η νότα και η χορδή «παρά» τη νήτη, μια δευτέρα πιο κάτω. Η 

παρανήτη διατηρεί το όνομά της και στα τρία γένη, ανεξάρτητα από την απόσταση 

από τη νήτη. 

52. Λιχανός: ως λέξη γένους αρσενικού σημαίνει το δάκτυλο δείκτης, ως λέξη 

γένους θηλυκού σημαίνει τη χορδή (ή τη νότα που παράγεται από τη χορδή) που 

παίζεται με το δείκτη, το λιχανό. Ο Αριστείδης Κοϊντιλιανός, στο De Musica, λέει: 

«licanoˆ proshgoreÚqhsan, ÐmwnÚmwj tù pl»ttonti daktÚlJ t¾n ºcoàsan aÙt¦j 

cord¾n ™ponomasqe‹sai.», δηλαδή [ονομάστηκαν λιχανοί από το ομώνυμο δάκτυλο, 

που χτυπά τη χορδή που τις παράγει]. Επίσης, λιχανός ήταν η τρίτη νότα από κάτω, 

τόσο στο επτάχορδο όσο και στο οκτάχορδο. Συχνά η λιχανός ονομαζόταν και 

διάτονος. 

53. Από την υπόθεση της Πρότασης 13. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 18 

«Aƒ parup£tai kaˆ aƒ tr…tai oÙ diairoàsi tÕ puknÕn e„j ‡sa.»  

«™stw g¦r mšsh m�n Ð B, licanÕj d� Ð G, Øp£th d� Ð D. ¢ne…sqw ¢pÕ toà B di¦ 

pšnte ™pˆ tÕ Z. tÒnoj ¥ra Ð ZD. kaˆ ¢pÕ toà Z di¦ tess£rwn ™pitet£sqw ™pˆ 

tÕ E. tÒnoj ™stˆn ¥ra tÕ ZD di£sthma kaˆ tÕ BE. koinÕn proske…sqw tÕ DG. tÕ 
¥ra ZE ‡son ™stˆ tù DB. di¦ tess£rwn d� tÕ ZE· oÙk ¥ra mšsoj ¢n£logon 

™mp…ptei tij tîn ZE· ™pimÒrion g¦r tÕ di£sthma. ka… ™stin ‡soj Ð DB tù ZE· 

ζ 

δ 

β 

ε 
γ 

(81) (72) (64) (54) (48) 
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oÙk ¥ra toà DG mšsoj ™mpese‹tai, Ó ™stin ¢pÕ Øp£thj ™pˆ licanÒn. oÙk ¥ra ¹ 

parup£th diele‹ tÕ puknÕn e„j ‡sa. Ðmo…wj oÙd� ¹ tr…th.»  

 

Μετάφραση  

Οι παρυπάτες και οι τρίτες δεν διαιρούν το πυκνόν σε ίσα διαστήματα. 

 

Έστωσαν, λοιπόν, ο μεν β ως μέση, ο δε γ ως 

λιχανός και ο δ ως υπάτη. Χαλαρώστε από τον 

β και φθάστε στον ζ με διάστημα «διά πέντε». 

Άρα το (διάστημα) ζδ είναι τόνος. Και από τον ζ 

τεντώστε και φθάστε στον ε με διάστημα «διά 

τεσσάρων». Άρα ο τόνος είναι και το διάστημα 

ζδ και το διάστημα βε. 

Το διάστημα δγ ας μένει ως κοινό. Το 

διάστημα, λοιπόν, ζε είναι ίσο με το (διάστημα) 

δβ. Το διάστημα ζε είναι «διά τεσσάρων». Άρα 

κανένας από τους μέσους του διαστήματος ζε 

δεν παρεμβάλλεται ως μέσος ανάλογος, διότι 

είναι επιμόριο το διάστημα. Και είναι το 

διάστημα δβ ίσο με το διάστημα ζε. Άρα, 

λοιπόν, δεν θα παρεμβάλλεται μέσος ανάλογος 

αριθμός στο διάστημα δγ, το οποίο είναι από 

την θυπάτη ως τον λιχανό. Κατά συνέπεια η 

παρυπάτη δεν θα διαιρεί το πυκνόν σε ίσα 

διαστήματα. 

Με όμοιο τρόπο ούτε η τρίτη (θα διαιρεί το 

πυκνόν σε ίσα διαστήματα). 

 

Οι Π19 και Π20 δεν είναι του ίδιου είδους προτάσεις με τις προηγούμενες. Αυτό 

που μας παρέχουν είναι μια μέθοδο κατασκευής για τον καθορισμό των ορίων του 

«κανόνα» ή της μετρήσιμης ράβδου, ώστε μια χορδή ίσου μήκους, όταν τεντωθεί 

πάνω από τη ράβδο και σταματηθεί από μια κινούμενη γέφυρα σε καθένα από τα 

σημειωμένα σημεία, να παράγει τα διαστήματα της κλίμακας. 

 

 

ζ 

(72) 

δ 

(64) 

γ ε 

(54) 

β 

(48) 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 19 

«TÕn kanÒna katagr£yai kat¦ tÕ kaloÚmenon ¢met£bolon sÚsthma»  

    «œstw toà kanÒnoj mÁkoj, Ö kaˆ tÁj cordÁj, tÕ AB, kaˆ diVr»sqw e„j 

tšssara ‡sa kat¦ t¦ G, D, E. œstai ¥ra Ð BA barÚtatoj ín fqÒggoj bÒmbux. 
oátoj d� Ð AB toà GB ™p…tritÒj ™stin, éste Ð GB tù AB sumfwn»sei di¦ 

tess£rwn ™pˆ t¾n ÑxÚthta. ka… ™stin Ð AB proslambanÒmenoj· Ð ¥ra GB œstai 

Øp£twn di£tonoj. p£lin ™peˆ Ð AB toà BD ™sti diploàj, sumfwn»sei tÍ di¦ 

pasîn kaˆ œstai Ð BD mšsh. p£lin ™peˆ tetrapl£siÒj ™stin Ð AB toà EB, 
œstai Ð EB n»th Øperbola…wn. œtemon tÕn GB d…ca kat¦ tÕ Z. kaˆ œstai 

dipl£sioj Ð GB toà ZB, éste sumfwne‹n tÕn GB prÕj tÕn ZB di¦ pasîn· éste 

e�nai tÕn ZB n»thn sunhmmšnwn. ¢pšlabon toà DB tr…ton mšroj tÕ DH. kaˆ 

œstai ¹miÒlioj Ð DB toà HB, éste sumfwn»sei Ð DB prÕj tÕn HB ™n tù di¦ 

pšnte· Ð ¥ra HB n»th œstai diezeugmšnwn. œqhka tù HB ‡son tÕn HQ, éste Ð 

QB prÕj tÕn HB sumfwn»sei di¦ pasîn, æj e�nai tÕn QB Øp£thn mšswn. 
œlabon toà QB tr…ton mšroj tÕ QK. kaˆ œstai ¹miÒlioj Ð QB toà KB, éste 

e�nai tÕn KB par£meson. ¢pšlabon tù KB ‡son tÕn LK kaˆ gen»setai Ð LB 

Øp£th bare‹a. œsontai ¥ra e„lhmmšnoi ™n tù kanÒni p£ntej oƒ <˜stîtej> 
fqÒggoi toà ¢metabÒlou sust»matoj». 

 

Μετάφραση 

Θα καταγραφεί ο κανόνας κατά το αποκαλούμενο αμετάβολον σύστημα
54

. 

 

 

 

Έστω αβ το μήκος του κανόνα, που είναι και (ίσο με το) μήκος της χορδής και ας 

διαιρεθεί σε τέσσερα ίσα μήκα στη σημεία γ, δ και ε. Θα είναι, κατά συνέπεια, ο βα 

«βόμβυξ»
55

, όντας ο πιο βαρύς φθόγγος. Αυτός, λοιπόν, ο αβ είναι επίτριτος του γβ 

(εννοεί ο Ευκλείδης επίτριτος ως προς τα μήκη των δονουμένων τμημάτων της 

χορδής, δηλαδή 3

4=
γβ
αβ

), ώστε, όσον αφορά στην οξύτητα του ήχου, ο γβ ως προς 

τον αβ σχηματίζουν τη «δια τεσσάρων» συμφωνία. 

Και είναι ο αβ προσλαμβανόμενος. Κατά συνέπεια, ο γβ θα είναι υπάτων 

διάτονος
56

. 

Πάλι, επειδή ο αβ είναι διπλάσιος του βδ (εννοεί ο Ευκλείδης ως προς το μήκος), 

σχηματίζουν τη διαπασών συμφωνία και θα είναι ο βδ μέση. 

α β 

δ γ ε ζ η 
θ κ λ 
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Πάλι, επειδή ο αβ είναι τετραπλάσιος (εννοεί ο Ευκλείδης ως προς το μήκος) του εβ, 

θα είναι ο εβ νήτη υπερβολαίων. 

Έτμησα τον γβ στο μέσον του ζ. Και θα είναι ο γβ διπλάσιος (εννοεί ο Ευκλείδης ως 

προς το μήκος) του ζβ, ώστε ο γβ ως προς τον ζβ σχηματίζει την διαπασών 

συμφωνία. Οπότε ο ζβ είναι η νήτη συνημμένων. 

Πήρα το τμήμα δη να είναι το 3

1

 του δβ και θα είναι ο δβ ημιόλιος (εννοεί ο 

Ευκλείδης ως προς το μήκος) του ηβ, ώστε ο δβ ως προς τον ηβ σχηματίζει την «δια 

πέντε» συμφωνία. Οπότε ο ηβ θα είναι η νήτη διαζευγμένων. 

Έθεσα τον ηθ ίσον με τον ηβ, ώστε ο θβ ως προς τον ηβ σχηματίζει την διαπασών 

συμφωνία. Οπότε ο θβ είναι η υπάτη μέσων. 

Πήρα τον θκ να είναι το 3

1

 του θβ και θα είναι ο θβ ημιόλιος του κβ (εννοεί ο 

Ευκλείδης ως προς το μήκος), οπότε ο κβ είναι η παραμέση. 

Πήρα τον λκ να είναι ισομήκης του κβ και θα γίνει ο λβ υπάτη βαρεία. 

Άρα θα έχουν ληφθεί επάνω στον κανόνα όλοι οι «εστώτες» φθόγγοι του 

αμετάβολου συστήματος. 

ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

54. Σύστημα: είναι η ένωση δύο ή περισσότερων διαστημάτων, σύμφωνα με 

πολλούς αρχαίους θεωρητικούς. Κατά τον Αριστόξενο: «tÕ d� sÚsthma sÚnqetÒn ti 

nohtšon ™k pleiÒnwn À ˜nÕj diasthm£twn», δηλαδή [το σύστημα πρέπει να νοηθεί 

από περισότερα από ένα διαστήματα]. Τον ίδιο ορισμό δίνει και ο Νικόμαχος: 

«sÚsthma d� pleÒnwn ˜nÕj diasthm£twn sÚnqesin» καθώς και ο Κλεονείδης. 

Σύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς των αρχαίων θεωρητικών, μία ένωση τριών 

φθόγγων (τρίχορδο), τεσσάρων (τετράχορδο) κλπ. θα έπρεπε να θεωρηθεί ως ένα 

σύστημα. Κατά την αριστοξένεια θεωρία, τα συστήματα διέφεραν ως προς: 

• το μέγεθος «prèth m�n oân ™stˆ diasthm£twn dia…resij kaq' ¿n megšqei 
¢ll»lwn diafšrei»  

• το γένος «¹ kat¦ gšnoj» 
• τη συμφωνία και τη διαφωνία «sÚsthma tù te sumfènouj À diafènouj e�nai 

toÝj Ðr…zontaj fqÒggouj»  

• το σύμμετρο και το ασύμμετρο «diafšrei t¦ ·ht¦ tîn ¢lÒgwn»  
• το συνεχές και μη συνεχές «sÚsthma ½toi sunec�j À ØperbatÒn ™sti» 

• το συζευγμένο και διαζευγμένο «tÕ sunamfÒteron mer…zousan· tÕ sÚsthma 
g¦r ¢pÒ tinoj megšqouj ¢rx£menon À sunhmmšnon À diezeugmšnon À miktÕn ™x 
¢mfotšrwn»  

• το αμετάβολο και το μεταβολικό 
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Σύμφωνα με τον Πτολεμαίο: «ToÚtwn d¾ proekteqeimšnwn sÚsthma m�n 

¡plîj kale‹tai tÕ sugke…menon mšgeqoj ™k sumfwniîn, kaq£per sumfwn…a tÕ 

sugke…menon mšgeqoj ™x ™mmeleiîn, kaˆ œstin ésper sumfwn…a sumfwniîn tÕ 

sÚsthma», δηλαδή [σύστημα λέγεται απλώς το μέγεθος που αποτελείται από 

συμφωνίες, όπως ακριβώς συμφωνία είναι το μέγεθος που αποτελείται από 

εμμέλειες (μελωδικότητες). Έτσι το σύστημα είναι σαν μια συμφωνία συμφωνιών» 

και «tšleion d� sÚsthma lšgetai tÕ perišcon p£saj t¦j sumfwn…aj met¦ tîn kaq' 

˜k£sthn e„dîn», δηλαδή [τέλειο σύστημα είναι εκείνο που περιέχει όλες τις 

συμφωνίες με όλα τα είδη τους]. 

Απλό σύστημα (ή μη μετατροπικό): Κατά τον Κλεονείδη «απλό είναι ένα σύστημα 

που είναι αρμοσμένο σε μια μέση, σε αντιδιαστολή με το διπλό που είναι 

αρμοσμένο σε δύο μέσες κ.ο.κ». Κατά τον Αριστείδη, «απλό σύστημα είναι εκείνο 

που έχει συντεθεί με έναν τρόπο». 

Μεταβολή: είναι η μετατροπία, δηλαδή η αλλαγή που γινόταν κατά τη διάρκεια 

μιας μελωδίας, ως προς το γένος, το σύστημα, τον τόπο, το ήθος κλπ.  

Μετάβολο: μετατροπικό σύστημα, σε αντίθεση προς το απλό (μη μετατροπικό) 

σύστημα. 

55. Βόμβυξ:  α) είναι ο σωλήνας, το κύριο σώμα του αυλού 

           β) στον πληθυντικό, βόμβυκες ονομάζονταν τα «κλειδιά» ή  

   «δαχτυλίδια» που αντιστοιχούσαν στις τρύπες του αυλού και  

    χρησίμευαν στο να τις ανοιγοκλείνουν. 

          γ) συχνά αποκαλούνταν έτσι και ο ίδιος ο αυλός, ιδιαίτερα ο      

                 βαρύτονος 

           δ) η βαθύτερη (χαμηλότερη) νότα που παράγει ο αυλός με όλες τις  

   τρύπες κλειστές, δηλαδή με ολόκληρο το μήκος της αέρινης στήλης 

 

56. Με βάση τα όσα αναφέρονται στην Πρόταση 19, μπορούμε να βάλουμε 

«τάστα» σε οποιοδήποτε μάνικο μήκους αβ, δηλαδή να καθορίσουμε επακριβώς τη 

θέση των φθόγγων επί χορδής, που σχημάτιζαν τα διαστήματα του αμετάβολου 

συστήματος. Πρέπει να παρατηρήσουμε το εξής: Αν τα ονόματα 

προσλαμβανόμενος, υπάτων διάτονος, μέση, νήτη υπερβολαίων, νήτη συνημμένων, 

νήτη διαζευγμένων, υπάτη μέσων και παραμέση αναφέρονται ως ονόματα 

διαστημάτων, τότε καλώς για το συμβολισμό τους χρησιμοποιεί ο Ευκλείδης ζεύγος 

γραμμάτων, δηλαδή αβ, γβ, βδ, εβ, ζβ, ηβ, γβ, κβ. Αν, όμως, αναφέρονται ως 
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ονόματα φθόγγων, τότε θα έπρεπε να χρησιμοποιήσει ο Ευκλείδης απλά γράμματα 

και για τις συγκεκριμένες περιπτώσεις τα γράμματα: 

α αντί αβ αβ  βόμβυξ              α αντί αβ προσλαμβανόμενος 

γ αντί γβ αβ:γβ=4:3 επίτριτος   γ αντί γβ υπάτων διάτονος  

δ αντί βδ αβ:βδ=2:1    δ αντί βδ μέση 

ε αντί εβ αβ:εβ=4:1    ε αντί εβ νήτη υπερβολαίων 

ζ αντί ζβ γβ:ζβ=2:1    ζ αντί ζβ νήτη συνημμένων 

η αντί ηβ δβ:ηβ=3:2 ημιόλιος   η αντί ηβ νήτη διαζευγμένων 

θ αντί θβ θβ:ηβ=2:1 διαπασών   θ αντί θβ υπάτη μέσων 

κ αντί κβ θκ:κβ=3:2 ημιόλιος   κ αντί κβ παραμέση 

λ αντί λβ κβ:λβ=1:1    λ αντί λβ υπάτη βαρεία 

   

 ΠΡΟΤΑΣΗ 20 

 «LoipÕn d¾ toÝj feromšnouj labe‹n».  

«œtemon tÕn EB e„j Ñktë kaˆ ˜nˆ aÙtîn ‡son œqhka tÕn EM, éste tÕn MB toà 

EB genšsqai ™pÒgdoon. kaˆ p£lin dielën tÕn MB e„j Ñktë ˜nˆ aÙtîn ‡son 

œqhka tÕn NM· tÒnJ ¥ra barÚteroj œstai Ð NB toà BM, Ð d� MB toà BE, éste 

œstai m�n Ð NB tr…th Øperbola…wn, Ð d� MB Øperbola…wn di£tonoj. œlabon toà 

NB tr…ton mšroj kaˆ œqhka tÕn NX, éste tÕn XB toà NB e�nai ™p…triton kaˆ 

di¦ tess£rwn sumfwne‹n ™pˆ t¾n barÚthta kaˆ genšsqai tÕn XB tr…thn 

diezeugmšnwn. p£lin toà XB labën ¼misu mšroj œqhka tÕn XO, éste di¦ pšnte 

sumfwne‹n tÕn OB prÕj tÕn XB· Ð ¥ra OB œstai parup£th mšswn. kaˆ tù XO 

‡son œqhka tÕn OP, éste genšsqai tÕn PB parup£thn Øp£twn. œlabon d¾ toà 

BG tštarton mšroj tÕn GR, éste genšsqai tÕn RB mšswn di£tonon».   

Μετάφραση 

Πρέπει, λοιπόν, να λάβουμε (επάνω στον κανόνα) τους φερομένους (κινούμενους) 

φθόγγους. 

Έκοψα το τμήμα εβ σε οκτώ ίσα τμήματα και έθεσα το εμ ίσο με ένα απ’ αυτά, ώστε 

το μβ να γίνει επόγδοο του εβ (εννοεί ο Ευκλείδης ως προς τα μήκη των 

δονούμενων τμημάτων της χορδής). 
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Και πάλι διαιρώντας το τμήμα μβ σε οκτώ ίσα τμήματα, έθεσα το νμ ίσο μ’ ένα από 

αυτά. Άρα κατά διάστημα τόνου είναι βαρύτερος ο νβ (εννοεί ο Ευκλείδης τον 

φθόγγο που παράγεται από το δονούμενο τμήμα νβ της χορδής) από το βμ (εννοεί ο 

Ευκλείδης τον φθόγγο που παράγεται από το δονούμενο τμήμα βμ της χορδής) 

καθώς και ο μβ (εννοεί ο Ευκλείδης τον φθόγγο που παράγεται από το δονούμενο 

τμήμα μβ της χορδής) από τον βε (εννοεί ο Ευκλείδης τον φθόγγο που παράγεται 

από το δονούμενο τμήμα βε της χορδής), ώστε θα είναι ο μεν νβ τρίτη 

υπερβολαίων, ο δε μβ υπερβολαίων διάτονος. 

Πήρα το 3

1

 του τμήματος νβ και τοποθέτησα τον νξ, ώστε ο ξβ να είναι επίτριτος του 

νβ (εννοεί ο Ευκλείδης ως προς τα μήκη των δονούμενων τμημάτων της χορδής) και, 

όσον αφορά στη βαρύτητα, να δημιουργούν τη «διά τεσσάρων» συμφωνία και 

καθίσταται ο ξβ τρίτη διαζευγμένων. 

Πάλι παίρνοντας το μισό του τμήματος ξβ, τοποθέτησα τον ξο, ώστε ο οβ ως προς 

τον ξβ να δημιουργούν τη «δια πέντε» συμφωνία. Άρα ο οβ θα είναι η παρυπάτη 

μέσων. 

Και τοποθέτησα το οπ ίσο με το ξο, ώστε να γίνει ο πβ παρυπάτη υπάτων. 

Πήρα, λοιπόν, τον γρ ίσον προς το 4

1

 του βγ, ώστε να γίνει ο ρβ μέσων διάτονος
57

. 
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ΣΧΟΛΙΑ (Χ. Σπυρίδης) 

57. Τα Θεωρήματα 19 και 20 μας καθοδηγούν στο να υπολογίσουμε επακριβώς τα 

μήκη οποιωνδήποτε τμημάτων της χορδής, να σχεδιάσουμε σωστά ένα διάγραμμα 

του κανόνα και, τέλος, να προχωρήσουμε στην κατασκευή του κανόνα με τα τάστα 

στην πρέπουσα θέση. Για τη σχεδιαστική διαίρεση ενός ευθύγραμμου τμήματος σε 

κ το πλήθος ίσα ευθύγραμμα τμήματα, πρέπει να έχουμε υπόψη μας το εξής 

θεώρημα του Θαλή: «Εάν τμήματα ευθείας γραμμής, που περιέχονται ανάμεσα σε 

παράλληλες ευθείες γραμμές, είναι ίσα, τότε και τα τμήματα οποιασδήποτε άλλης 
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ευθείας γραμμής, που περιέχονται ανάμεσα σε αυτές τις παράλληλες ευθείες, είναι 

ίσα». Κατά την υπολογιστική διαδικασία αντιμετωπίζονται τα διάφορα μήκη των 

τμημάτων της χορδής ως κλάσματα του όλου μήκους αυτής. 

Με τα όσα αναφέρονται στην Πρόταση 19, προκύπτουν οι εξής πληροφορίες 

αναφορικά με τα μήκη των τμημάτων της χορδής αβ ανάμεσα στους εστώτες 

φθόγγους του αμετάβολου συστήματος των αρχαίων Ελλήνων. 

 

Έστω x=αβ            (1) 

Ενέργεια 1η: 44

x===== αβεβδεγδαγ
       (2)                  

                     
x

4

3

4

3 == αβγβ
         (3) 

Ενέργεια 2η και σχέση (3) 
x

8

3

2
===⇒

γβζβγζ
      (4) 

σχέση (2) 2

x=⇒ δβ
          (5) 

Ενέργεια 3η και σχέση (5) 623

1

3

1 xx =⋅==⇒ δβδη
      (6) 

σχέση (5) και (6) 323

2

3

2 xx =⋅==⇒ δβηβ
       (7) 

Ενέργεια 4η και σχέση (7) 3

x==⇒ ηβηθ
       (8) 

σχέση (8) 3

2

33

xxx =+=+=⇒ ηβθηθβ
       (9) 

Ενέργεια 5η και σχέση (9) 9

2

3

2

3

1

3

1 xx =⋅==⇒ θβθκ
                             

(10)  

σχέση (9) και (10) 9

4

9

2

3

2 xxx =−=−=⇒ θκθβκβ
                (11) 

Ενέργεια 6η και σχέση (11) 9

4x==⇒ κβλκ
                             (12) 
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σχέση (1), (12) και (11) 99

8
)(

xx
x =−=+−=−=⇒ κβλκαβλβαβαλ

         (13) 

σχέση (2) και (13) 36

5

94

xxx =−=−=⇒ αλαγλγ
                                (14) 

σχέση (3) και (9)   123

2

4

3 xxx =−=−=⇒ θβγβγθ
                              (15) 

σχέση (2) και (15) 6124

xxx =−=−=⇒ γθγδθδ
                   (16) 

σχέση (10) και (16) 1869

2 xxx =−=−=⇒ θδθκδκ
                               (17) 

σχέση (4), (15), (16), (17) 72

5

186128

3
)(

xxxxx =






 ++−=++−=⇒ δκθδγθγζκζ
    (18) 

σχέση (16), (17) και (18) 2472

9

672

5

186
)(

xxxxxx =−=






 +−=+−=⇒ κζδκδηζη
    (19) 

σχέση (7) και (2) 1243

xxx =−=−=⇒ εβηβηε
                (20) 

σχέση (19) και (7) 8

3

324

xxx =+=+=⇒ ηβζηζβ
                              (21) 

σχέση (17) και (12) 29

4

18

xxx =+=+=⇒ κβδκδβ
                           (22) 

 

σχέση (15) και (9) 4

3

3

2

12

xxx =+=+=⇒ θβγθγβ
                                (23) 

σχέση (14) και (3) 9

8

4

3

36

5 xxx =+=+=⇒ γβλγλβ
                                (24) 

 

Για τα μήκη των μη δονούμενων τμημάτων της χορδής (θέσεις τάστων) ισχύουν οι 

σχέσεις: 

σχέση (13) 
x

x

72

8

9
==⇒ αλ

                   (25) 



120 

 

σχέση (1) και (3) 
x

xx
x

72

18

44

3 ==−=−=⇒ βγαβαγ
                 (26) 

σχέση (1) και (9) 
x

xx
x

72

24

33

2 ==−=−=⇒ βθαβαθ
                 (27) 

σχέση (1) και (5) 
x

xx
x

72

36

22
==−=−=⇒ βδαβαδ

                (28) 

σχέση (1) και (11)
x

xx
x

72

40

9

5

9

4 ==−=−=⇒ βκαβακ
                (29) 

σχέση (1) και (4) 
x

xx
x

72

45

8

5

8

3 ==−=−=⇒ βζαβαζ
                (30) 

σχέση (1) και (7) 
x

xx
x

72

48

3

2

3
==−=−=⇒ βηαβαη

                (31) 

σχέση (1) και (2) 
x

xx
x

72

54

4

3

4
==−=−=⇒ βεαβαε

                (32) 

σχέση (1) 
xx

72

72==⇒ αβ
                    (33) 

Έχουμε ως παρονομαστές τους αριθμούς: 
31122 28,22,33,24,39 ===== , 

των οποίων το Ε.Κ.Π. είναι το 7232 23 =⋅ . Συνεπώς, όλα τα μήκη των οποιωνδήποτε 

τμημάτων της χορδής κάλλιστα θα μπορούσαν να εκφρασθούν σε ακέραια 

πολλαπλάσια του 72

1

 του μήκους ολόκληρης της χορδής. 

Οι πληροφορίες από το Θεώρημα 20 οδηγούν στον υπολογισμό των τμημάτων της 

χορδής που σχετίζονται με τους εστώτες και με τους φερόμενους φθόγγους του 

αμετάβολου συστήματος των αρχαίων Ελλήνων. 

Ενέργεια 7η και σχέση (2) 3248

1

8

xx =⋅==⇒
εβεµ

                   (34) 

σχέση (34) και (2) 32

9

432

xxx =+=+=⇒ εβµεµβ
                             (35) 

Ενέργεια 8η και σχέση (35) 256

9

32

9

8

1

8

xx =⋅==⇒
µβµν

                  (36)        
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σχέση (36) και (35) 256

81

32

9

256

9 xxx =+=+=⇒ µβνµνβ
                  (37) 

Ενέργεια 9η και σχέση (37) 256

27

256

81

3

1

3

1 xx =⋅==⇒ νβνξ
                               (38) 

σχέση (38) και (37) 256

108

256

81

256

27 xxx =+=+=⇒ νβξνξβ
                          (39) 

Ενέργεια 10η και σχέση (39) 256

54

256

108

2

1

2

xx =⋅==⇒
ξβξο

                               (40) 

Ενέργεια 11η και σχέση (40) 256

54x==⇒ οξοπ
                  (41) 

Ενέργεια 12η και σχέση (3) 16

3

4

3

4

1

4

1 xx =⋅==⇒ βγγρ
                              (42) 

σχέση (20),(36) και (34) 768

13

32256

9

12
)(

xxxx =






 +−=+−=−=⇒ µενµηενεηεην
         

                          (43) 

σχέση (38), (19) και (43) 64

3

768

13

24256

27
)(

xxxx =






 +−=+−=⇒ ηνζηξνξζ
         

                               (44) 

σχέση (18) και (44) 576

13

64

3

72

5 xxx =−=−=⇒ ξζκζκξ
                             (45) 

    

σχέση (2) και (42) 1616

3

4

xxx =−=−=⇒ γργδρδ
                                (46) 

σχέση (40) και (39) 128

81

256

108

2

3

2

3

2

xx =⋅==+=+=⇒ ξβξβξβξβοξοβ
                      (47) 

σχέση (47),(46) και(5) 128

9

216128

81
)(

xxxx =






 +−=+−=⇒ δβρδοβορ
                         (48) 

σχέση (9) και (47) 384

13

128

81

3

2 xxx =−=−=⇒ βοθβθο
                              (49) 

σχέση (41) και (39) 32

27

256

108

256

54

256

54 xxxx =++=++=⇒ ξβοξποπβ
                      (50) 
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σχέση (50) και (23) 32

3

32

24

32

27 xxx =−=−=⇒ γβπβπγ
                        (51) 

σχέση (14) και (51) 288

13

32

3

36

5 xxx =−=−=⇒ πγλγλπ
                      (52) 

σχέση (34) και (2) 32

9

432

xxx =+=+=⇒ εβµεµβ
                         (53) 

σχέση (43) και (37) 3256

81

768

13 xxx =+=+=⇒ νβηνηβ
               (54) 

σχέση (44) και (21) 64

27

8

3

64

3 xxx =+=+=⇒ ζβξζξβ
               (55) 

σχέση (17) και (11) 29

4

18

xxx =+=+=⇒ κβδκδβ
                      (56) 

σχέση (46) και (56) 16

9

216

xxx =+=+=⇒ δβρδρβ
                             (57) 

σχέση (49) και (47) 3

2

128

81

384

13 xxx =+=+=⇒ οβθοθβ
                            (58) 

σχέση (51) και (3) 32

27

4

3

32

3 xxx =+=+=⇒ γβπγπβ
                             (59) 

Για τα μήκη των μη δονούμενων τμημάτων της χορδής (θέσεις των τάστων) ισχύουν 

οι σχέσεις: 

 σχέση (13) 9

x=⇒ αλ
 

σχέση (1) και (59) 32

5

32

27 xx
x =−=−=⇒ βπαβαπ

           (60) 

σχέση (26) 4

x=⇒ αγ
 

σχέση (27) 3

x=⇒ αθ
 

σχέση (1) και (47) 128

47

128

81 xx
x =−=−=⇒ βοαβαο

                     (61) 
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σχέση (1) και (57) 16

7

16

9 xx
x =−=−=⇒ βραβαρ

          (62) 

σχέση (28) 2

x=⇒ αδ
 

σχέση (29) 9

5x=⇒ ακ
 

σχέση (1) και (55) 64

37

64

27 xx
x =−=−=⇒ βξαβαξ

                     (63) 

σχέση (30) 8

5x=⇒ αζ
 

σχέση (31) 3

2x=⇒ αη
 

σχέση (1) και (37) 256

175

256

81 xx
x =−=−=⇒ βναβαν

                       (64) 

σχέση (1) και (35) 32

23

32

9 xx
x =−=−=⇒ βµαβαµ

             (65) 

σχέση (32) 4

3x=⇒ αε
 

   σχέση (1) x=⇒ αβ  

 

Ο Στόχος του Έργου  

 Με μια πρώτη ματιά, ο γενικός στόχος του έργου είναι να θεμελιώσει, μέσω 

της θεωρίας λόγων, ένα σύστημα μέτρησης με το οποίο οι τόνοι να μπορούν 

επακριβώς να καθοριστούν κι επομένως, να δώσει μια ακριβή μαθηματική 

περιγραφή των σχέσεων μεταξύ των νοτών της κλίμακας. Αυτό που αξίζει να 

σημειωθεί είναι ότι οι σχέσεις μεταξύ των τόνων δεν είναι επακριβώς μετρήσιμες με 

το αυτί. Οι προσπάθειες των «αρμονικών» να εγκαθιδρύσουν μια ακουστική 

μονάδα μέτρησης απέτυχε. Έτσι, αν πρέπει να επιτευχθεί ακρίβεια, πρέπει να 

βρεθεί ένας τρόπος μεταφοράς των σχέσεων των τόνων από το ακουστικό πεδίο 

στο οπτικό, όπου είναι διαθέσιμα αποδεκτά μέτρα. Κι αυτό ακριβώς είναι που 

επιτυγχάνει το σύστημα των λόγων υπό τους όρους των λόγων χορδών που 

κατοικούν στο οπτικό πεδίο.  
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 Έτσι, η «Κατατομή Κανόνος» προορίζεται για τον θεωρητικό. Ο σκοπός της 

είναι να μεταφράσει το σύστημα της κλίμακας από ένα πλαίσιο ορολογιών και 

εννοιών σε ένα άλλο, από ένα σχήμα οιονεί – γραμμικών και ακουστικών σχέσεων 

σε ένα σχήμα αριθμητικών και γεωμετρικών λόγων. 

 Κατά τον Barker, ο πραγματικός σκοπός του έργου είναι απλά να δώσει τη 

δυνατότητα στο αντικείμενο της μουσικής να αντιμετωπιστεί με ακρίβεια από τον 

μαθηματικό φιλόσοφο, ή από φιλοσόφους κάθε είδους. Δεν υπάρχει αμφιβολία ότι 

ένα μέρος του πυθαγόρειου προγράμματος σχετίζει τα μουσικά φαινόμενα με 

φαινόμενα άλλων επιστημονικών πεδίων, ιδίως με αυτά της αστρονομίας. Για να 

γίνει αυτό, πρέπει αμφότερα να εκφρασθούν με κοινή ορολογία, η οποία να 

παρέχεται από τα μαθηματικά των λόγων. Ωστόσο, το θέμα ίσως είναι γενικότερο. 

Θα λέγαμε ότι η κλίμακα πρέπει να είναι εκ των προτέρων καθορισμένη με μέσα 

που εξαρτώνται ουσιαστικά από το αυτί. Όμως, αυτά τα μέσα, όπως λέει και ο 

Αριστόξενος, είναι αρμοδιότητα του ειδικού μουσικού. Δεν υπάρχει κάποιο 

ακουστικό μέτρο σε μορφή ράβδου με το οποίο όλα τα λογικά και ευαίσθητα 

πλάσματα να είναι προικισμένα. Αλλά οι λόγοι και οι σχέσεις τους εμπίπτουν στην 

αρμοδιότητα της αιτίας. Έτσι η μετάφραση δεν γίνεται απαραίτητα από το 

ανακριβές στο ακριβές, αλλά μάλλον από το ειδικό και εσωτερικό σε μια γλώσσα 

όπου η ικανότητα καθορισμού των όρων δεν εξαρτάται από μια φοβερή βιολογική 

ικανότητα ή από ένα ιδιαίτερο είδος εκπαίδευσης, αλλά από την καθολική δύναμη 

της αιτίας. Αν αυτός είναι ο σκοπός του έργου, τότε είναι πολύτιμος και δίνει ένα 

ικανοποιητικό νόημα στον ισχυρισμό ότι οι Πυθαγόρειοι εκτιμούσαν την αιτία 

περισσότερο από την αντίληψη, ως κριτήριο μουσικής κρίσης, ένα νόημα που δεν 

απαιτεί την απόρριψη των δεδομένων της αντίληψης, από τα οποία πρέπει να 

ξεκινήσει οπωσδήποτε το έργο τους.  

Συμπερασματικά, η αντίληψη φαίνεται να είναι αντιμέτωπη με την αιτία σε 

δύο βασικές περιοχές. Η πρώτη σχετίζεται με την άρνηση ότι η οκτάβα είναι 

ακριβώς έξι τόνοι, ότι ο τόνος μπορεί να διαιρεθεί ακριβώς στη μέση κλπ. Όμως, 

αυτές οι προτάσεις δεν απαρνούνται αυτό που η αντίληψη απαιτεί. Η αντίληψη 

δύσκολα μπορεί να θεωρηθεί τόσο ακριβής, ώστε να μπορεί να ορίσει αν αυτές οι 

διαφορές υπάρχουν ή όχι. Οι πυθαγόρειοι ισχυρισμοί είναι σημαντικοί, όχι γιατί 

δείχνουν ότι η αντίληψη είναι λανθασμένη, αλλά γιατί δείχνουν ότι η αντίληψη δεν 

μπορεί να κάνει λεπτές διακρίσεις, κάτι που η αιτία μπορεί, και ότι όπου 

εμφανίζεται θέμα αντιστροφής, τα πράγματα γίνονται λιγότερο αξιόπιστα. Το 

δεύτερο σημείο αντιπαράθεσης βρίσκεται στην κατά μέτωπο σύγκρουση μεταξύ 

των δύο σχολών, σχετικά με το διάστημα της οκτάβας και μια τετάρτη. Εδώ η 

αντιπαράθεση είναι ευθεία, μια και η αντίληψη των ειδικών – στην οποία βασίζεται 

η βασική λίστα σύμφωνων διαστημάτων και για τις δύο μεριές – είναι ομόφωνη 

στην αποδοχή ως σύμφωνου ενός διαστήματος που η αιτία απορρίπτει.  
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Ωστόσο, οι απόψεις που στηρίζει το πρόγραμμα των Πυθαγορείων είναι 

ακαταμάχητες. Τα μαθηματικά μπορούν να συσχετιστούν όχι μόνο με την 

αστρονομία, αλλά, όπως ισχυρίζεται και ο Τίμαιος, μπορούν να αποτελέσουν το 

συνδετικό κρίκο μεταξύ της μουσικής και της ψυχής κι επομένως, μεταξύ της 

μουσικής και αυτών των ηθικών αντιλήψεων με τις οποίες οι φιλόσοφοι του 

παρελθόντος τα είχαν συνδέσει επίμονα. Η ουσιαστική αντικειμενική σκοπιά θα 

μπορούσε να είναι ένα μαθηματικά αποδείξιμο σύστημα ηθικών. 
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