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Eisagwg 

Oi anisìthtec paÐzoun kentrikì rìlo sta Majhmatik�, idiaÐtera sthn An�lush.
AfethrÐa aut c thc ergasÐac eÐnai h pepoÐjhs  mac ìti, pèra apì th jemeli¸dh
shmasÐa twn anisot twn kai tic shmantikèc efarmogèc touc, h enasqìlhsh me
autèc prosfèrei idiaÐterh euqarÐsthsh: h diadikasÐa thc epÐlushc problhm�twn
eÐnai jemeli¸dhc anjr¸pinh drasthriìthta, mia drasthriìthta gem�th sugkin -
seic, dhmiourgikìthta kai ag�ph gia th zw .

Ta teleutaÐa qrìnia, oi majhmatikèc anisìthtec eÐnai paragkwnismènec, ja
èlege kaneÐc ìti apousi�zoun apì ta sqolik� majhmatik� dr¸mena. PisteÔoume
ìti h t�sh aut  prèpei kai mporeÐ na anatrapeÐ. 'Ena kef�laio afierwmèno stic
jemeli¸deic anisìthtec, me thn kat�llhlh parousÐash kai me thn prosj kh miac
sullog c problhm�twn, ja mporoÔse na apotelèsei th b�sh gia èna sqolikì {se-
min�rio problhm�twn} to opoÐo ja prosèfere poll� stouc majhtèc pou agapoÔn
ta Majhmatik�. Me thn ergasÐa aut  elpÐzoume na prosfèroume k�poiec idèec
gia thn pragmatopoÐhsh aut c thc idèac.

H ergasÐa qtÐzetai gÔrw apì thn istorÐa kai tic poikÐlec apodeÐxeic jemeliw-
d¸n anisot twn. BasÐzetai sto klasikì biblÐo twn Hardy– Littlewood–Pólya
kai sto exairetikì prìsfato biblÐo tou Steele.

Sto pr¸to mèroc thc ergasÐac melet�me analutik� tic tèsseric jemeli¸-
deic anisìthtec: thn anisìthta Cauchy-Schwarz, thn anisìthta arijmhtikoÔ�
gewmetrikoÔ mèsou, thn anisìthta tou Jensen kai thn anisìthta tou Hölder:

Sto pr¸to Kef�laio melet�me thn anisìthta Cauchy–Schwarz: an a1, . . . , an

kai b1, . . . , bn eÐnai dÔo n��dec pragmatik¸n arijm¸n, tìte

|a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn| ≤
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

√
b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n.

H klasik  aut  anisìthta mac dÐnei thn eukairÐa na suzht soume k�poiec su-
gkekrimènec genikèc arqèc   teqnikèc p�nw stic opoÐec oikodomeÐtai h {jewrÐa
twn anisot twn}. Perigr�foume tèsseric apodeÐxeic thc anisìthtac: (a) apìdei-
xh me th mèjodo thc majhmatik c epagwg c, (b) apìdeixh mèsw thc prosjetik c
anisìthtac

|a1b1 + · · ·+ anbn| ≤ 1
2

n∑

i=1

a2
i +

1
2

n∑

i=1

b2
i ,

h opoÐa odhgeÐ sthn anisìthta Cauchy an ekmetalleutoÔme swst� thn para-
t rhsh ìti h teleutaÐa eÐnai omogen c, (g) apìdeixh mèsw thc tautìthtac tou
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Lagrange

(
n∑

i=1

aibi

)2

=
n∑

i=1

a2
i

n∑

i=1

b2
i −

1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(aibj − ajbi)2.

(d) apìdeixh me to {tèqnasma} tou triwnÔmou: h polÔ komy  kai sÔntomh aut 
apìdeixh ofeÐletai ston Schwarz, o opoÐoc qrei�sthke to suneqèc an�logo thc
anisìthtac Cauchy kai thn pl rh diereÔnhsh twn peript¸sewn isìthtac se autì.

Sto deÔtero Kef�laio melet�me th {deÔterh anisìthta} tou Cauchy, thn
anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou: gia k�je akoloujÐa mh arnhtik¸n
pragmatik¸n arijm¸n a1, a2, . . . , an isqÔei h anisìthta

(a1a2 · · · an)1/n ≤ a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

Perigr�foume to epiqeÐrhma tou Cauchy me epagwg  {proc ta emprìc kai proc
ta pÐsw}: h zhtoÔmenh anisìthta apodeiknÔetai pr¸ta gia k�je n = 2k kai autì
pou mènei eÐnai na broÔme k�poion trìpo gia na gemÐsoume ta ken� metaxÔ twn du-
n�mewn tou 2. H idèa tou Cauchy eÐnai, gia dojeÐsa akoloujÐa a1, a2, . . . , an, na
thn epekteÐnei se mia makrÔterh akoloujÐa α1, α2, . . . , α2k , ìpou 2k > n, kai na
efarmìsei se aut n thn  dh apodedeigmènh anisìthta. Perigr�foume mia deÔterh
apìdeixh thc anisìthtac me thn klasik  majhmatik  epagwg . Par�llhla, die-
reunoÔme tic peript¸seic isìthtac. DÐnoume epÐshc thn apìdeixh thc {genÐkeushc
thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou}: An p1, p2, . . . , pn eÐnai mh ar-
nhtikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ me �jroisma 1 kai an a1, a2, . . . , an eÐnai mh arnhtikoÐ
pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte

ap1
1 ap2

2 · · · apn
n ≤ p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan.

Sthn perÐptwsh twn rht¸n ekjet¸n, h anisìthta aut  prokÔptei sqetik� apl�
apì thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou. Katìpin, mporoÔme na qrh-
simopoi soume thn teqnik  thc {prosèggishc pragmatik¸n ekjet¸n apì rhtoÔc}.
H mèjodoc aut  èqei to meionèkthma ìti den mporeÐ na dieukrinÐsei tic peript¸seic
isìthtac. Perigr�foume mia �llh apìdeixh, tou G. Pólya, h opoÐa dÐnei aut  thn
prìsjeth plhroforÐa. Mia trÐth apìdeixh dÐnetai sto trÐto Kef�laio, mèsw thc
anisìthtac tou Jensen kai thc parat rhshc ìti h logarijmik  sun�rthsh eÐnai
gnhsÐwc koÐlh.

Thn tetr�da sumplhr¸nei h anisìthta tou Hölder. Sth sÔgqronh gl¸ssa, h
anisìthta isqurÐzetai ìti gia ìlouc touc mh arnhtikoÔc ak kai bk, k = 1, 2, . . . , n,
isqÔei h anisìthta

n∑

k=1

akbk ≤
(

n∑

k=1

ap
k

)1/p (
n∑

k=1

bq
k

)1/q

,

upì ton ìro ìti oi ekjètec p > 1 kai q > 1 ikanopoioÔn thn sqèsh 1
p + 1

q = 1.
H parousÐash aut¸n twn anisot twn mac dÐnei thn aform  na suzht soume

k�poia kentrik� jèmata thc {jewrÐac}:
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1. Th shmasÐa thc pl rouc perigraf c twn peript¸sewn stic opoÐec mia
anisìthta isqÔei san isìthta, kai thn ènnoia thc eust�jeiac miac anisìthtac.

2. Thn par�llhlh poreÐa twn suneq¸n anisot twn (gia oloklhr¸mata sunar-
t sewn) me tic diakritèc anisìthtec (gia peperasmèna ajroÐsmata   ajroÐsmata
seir¸n) kai thn anagwg  twn men stic de.

3. Th diadikasÐa genÐkeushc miac anisìthtac se eurÔtero plaÐsio kai to rìlo
pou paÐzei h {kat�llhlh apìdeixh} thc arqik c anisìthtac tìso sto na skeftoÔme
ìso kai sto na ulopoi soume aut  th genÐkeush.

Sto deÔtero mèroc thc ergasÐac parousi�zoume k�poia eidik� jèmata: ta pe-
rissìtera aforoÔn klasikèc anisìthtec oi opoÐec apodeiknÔontai me th bo jeia
twn jemeliwd¸n anisìt twn kai twn mejìdwn pou anaptÔqjhkn sto pr¸to mèroc.

Sto pèmpto Kef�laio parousi�zoume di�forec apodeÐxeic thc anisìthtac tou
Torsten Carleman (1923): An

∑∞
n=1 an eÐnai mia seir� mh arnhtik¸n pragmatik¸n

arijm¸n, kai an sumbolÐsoume me γn to gewmetrikì mèso twn a1, a2, . . . , an, tìte,

∞∑
n=1

γn ≤ e

∞∑
n=1

an.

MetaxÔ twn apodeÐxewn pou melet�me eÐnai h arqik  apìdeixh tou Carleman, h
{magik } apìdeixh tou Pólya, kai h suneq c èkdosh thc anisìthtac pou ofeÐletai
ston Carleson.

Sto èkto Kef�laio perigr�foume thn arnhtik  ap�nthsh sto ex c er¸thma
tou Minkowski: EÐnai swstì ìti k�je mh arnhtikì polu¸numo gr�fetai san
�jroisma tetrag¸nwn pragmatik¸n poluwnÔmwn? O Minkowski èkane thn eikasÐa
ìti h ap�nthsh eÐnai arnhtik . To 1888, o Hilbert apèdeixe ìti h ap�nthsh eÐnai
katafatik  mìno stic ex c peript¸seic: ìtan to polu¸numo eÐnai miac metablht c
kai o bajmìc tou P aujaÐretoc, ìtan o bajmìc tou P eÐnai 2 kai to pl joc twn
metablht¸n aujaÐreto, kai tèloc, ìtan to P eÐnai polu¸numo me dÔo metablhtèc
kai èqei bajmì 4. H apìdeixh tou Hilbert  tan makroskel c, polÔplokh kai
èmmesh. Ta pr¸ta sugkekrimèna paradeÐgmata mh arnhtik¸n poluwnÔmwn pou
den gr�fontai sth morf  ajroÐsmatoc tetrag¸nwn pragmatik¸n poluwnÔmwn
dìjhkan to 1967 apì ton T. S. Motzkin kai to 1969 apì ton R. M. Robinson,
sqedìn ogdìnta qrìnia met� thn apìdeixh thc Ôparxhc tètoiwn poluwnÔmwn apì
ton Hilbert. Ta sugkekrimèna aut� paradeÐgmata qrhsimopoioÔsan thn {teqnik 
thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou} thn opoÐa perigr�foume.

Sta dÔo teleutaÐa Kef�laia apodeiknÔoume klasikèc anisìthtec anadi�taxhc,
tic anisìthtec twn Newton kai McLaurin gia tic stoiqei¸deic summetrikèc su-
nart seic, kai thn anisìthta tou Muirhead.

Se ìla ta Kef�laia dÐnoume istorik� stoiqeÐa gia ta apotelèsmata pou pa-
rousi�zontai.





Mèroc I

Oi jemeli¸deic anisìthtec





Kef�laio 1

H anisìthta tou Cauchy

1.1 H anisìthta Cauchy

H anisìthta Cauchy mac lèei ìti an a1, . . . , an kai b1, . . . , bn eÐnai dÔo n��dec
pragmatik¸n arijm¸n, tìte

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2 ≤ (a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n)(b2

1 + b2
2 + · · ·+ b2

n)

 , isodÔnama,

|a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn| ≤
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

√
b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n.

AfoÔ a ≤ |a| gia k�je pragmatikì arijmì a, èpetai ìti

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≤
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

√
b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n.

H anisìthta Cauchy eÐnai anamfÐbola mÐa apì tic eurÔtera qrhsimopoioÔmenec
kai endiafèrousec anisìthtec se ìla ta majhmatik�. 'Enac apì touc basikoÔc
stìqouc aut c thc ergasÐac eÐnai na anakalÔyoume monop�tia gia thn katanìhsh
aut c thc anisìthtac, twn poll¸n epekt�sewn kai efarmog¸n thc.

1.2 Epagwgik  apìdeixh

'Ena basikì er¸thma pou ja mac apasqol sei sthn ergasÐa eÐnai an up�rqoun
k�poiec sugkekrimènec genikèc arqèc   teqnikèc p�nw stic opoÐec mporoÔme na
oikodom soume thn {jewrÐa twn anisot twn}. An k�poioc rÐxei mia yÔqraimh
mati� sthn anisìthta Cauchy, blèpei pwc up�rqei mia basik  arq  pou mporeÐ na
faneÐ qr simh.

• K�je for� pou blèpoume mia prìtash pou exart�tai apì ton fusikì arijmì
n, eÐnai arket� pijanìn h majhmatik  epagwg  na odhg sei sthn apìdeix 
thc.

AxÐzei na shmei¸soume ìti kanèna apì ta basik� egqeirÐdia thc �lgebrac   thc
an�lushc den dÐnei epagwgik  apìdeixh thc anisìthtac Cauchy: o lìgoc eÐnai ìti
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up�rqoun �llec, idiaÐtera eurhmatikèc apodeÐxeic thc anisìthtac, oi opoÐec eÐnai
polÔ sÔntomec kai komyèc. To er¸thma loipìn eÐnai: up�rqei k�poio empìdio
sthn efarmog  thc gnwst c mejìdou thc epagwg c?

Gia n = 1 blèpoume ìti h anisìthta Cauchy eÐnai tetrimmèna alhj c. Dhlad 
èqoume

ab ≤ |ab| = |a| |b| =
√

a2
√

b2.

• Autì mac arkeÐ gia na xekin soume thn epagwg  mac, den prosfèrei ìmwc
kamÐa upìdeixh gia ton trìpo me ton opoÐo ja suneqÐsoume. An jèloume na
elpÐzoume ìti ja anakalÔyoume k�poia axiìlogh idèa sto pr¸to mac b ma,
prèpei na exet�soume thn perÐptwsh n = 2.

Tìte, h morf  pou paÐrnei h anisìthta Cauchy eÐnai h ex c:

(1.1) (a1b1 + a2b2)2 ≤ (a2
1 + a2

2)(b
2
1 + b2

2).

Aut  h anisìthta eÐnai apl , kai me mia mati� mporoÔme na doÔme giatÐ alhjeÔei.
Gia q�rh thc apìdeixhc ìmwc, ac prospoihjoÔme ìti h (1.1) den eÐnai profan c.

• P¸c ja mporoÔsame na doulèyoume susthmatik� gia na thn apodeÐxoume?

Profan¸c, den up�rqei tÐpote pio susthmatikì apì to na anaptÔxoume ta dÔo
mèlh kai na katal xoume sthn isodÔnamh anisìthta

a2
1b

2
1 + 2a1b1a2b2 + a2

2b
2
2 ≤ a2

1b
2
1 + a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1 + a2

2b
2
2.

'Etsi, afoÔ k�noume tic fusiologikèc apaloifèc kai sugkentr¸soume ìlouc touc
ìrouc sto Ðdio mèloc, blèpoume ìti h anisìthta (1.1) eÐnai isodÔnamh me thn

(1.2) 0 ≤ (a1b2)2 − 2(a1b2)(a2b1) + (a2b1)2.

Aut  h isodÔnamh anisìthta pragmatik� mac fèrnei sth lÔsh tou probl matìc
mac. Apì thn gnwst  tautìthta x2 − 2xy + y2 = (x− y)2 blèpoume ìti

(1.3) (a1b2)2 − 2(a1b2)(a2b1) + (a2b1)2 = (a1b2 − a2b1)2.

AfoÔ h teleutaÐa posìthta eÐnai mh arnhtik , èqoume apodeÐxei ìti h (1.2) eÐnai
alhj c. Diamèsou twn isodunami¸n mac, sumperaÐnoume ìti h anisìthta (1.1)
eÐnai epÐshc alhj c, kai ètsi apodeÐxame thn anisìthta tou Cauchy gia n = 2.

T¸ra pou apodeÐxame mia mh tetrimmènh perÐptwsh thc anisìthtac Cauchy,
eÐmaste ètoimoi na epiqeir soume to epagwgikì b ma.

• An onom�soume P (n) thn prìtash ìti h anisìthta tou Cauchy alhjeÔei
gia ton fusikì n, prèpei na deÐxoume ìti oi P (2) kai P (n) èqoun wc epa-
kìloujo thn P (n + 1). Me autì to sqèdio sto mualì, den argoÔme na
skeftoÔme ìti prèpei pr¸ta na efarmìsoume thn upìjesh P (n) kai met�
na qrhsimopoi soume thn P (2) gia na sundu�soume touc dÔo ìrouc pou ja
prokÔyoun.
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Sugkekrimèna, èqoume

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn + an+1bn+1 = (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn) + an+1bn+1

≤
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

√
b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n + an+1bn+1

≤
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n + a2

n+1

√
b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n + b2

n+1,

ìpou sthn pr¸th anisìthta qrhsimopoi same thn epagwgik  upìjesh P (n), kai
sthn deÔterh anisìthta qrhsimopoi same thn P (2) sth morf 

αβ + an+1bn+1 ≤
√

α2 + a2
n+1

√
β2 + b2

n+1

me nèec metablhtèc tic

α =
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n kai β =

√
b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n.

H mình duskolÐa pou mporeÐ na sunant sei kaneÐc se aut n thn apìdeixh emfa-
nÐzetai sto teleutaÐo b ma, ìpou qrei�zetai na doÔme p¸c na qrhsimopoi soume
thn P (2). Sth sugkekrimènh perÐptwsh, to tèqnasma pou apaiteÐtai  tan m�l-
lon mètriac duskolÐac, dÐnei ìmwc mia idèa gia thn fÔsh twn prokl sewn pou ja
sunant soume se perissìtero polÔploka probl mata.

1.3 Apì to poiotikì sto posotikì sumpèrasma

Sqedìn k�je shmantikì posotikì apotèlesma èqei di�fora �mesa poiotik� po-
rÐsmata kai, se pollèc peript¸seic, aut� ta porÐsmata mporoÔn na paraqjoÔn
anex�rthta, qwrÐc prosfug  sto apotèlesma pou pr¸to ta èfere sto fwc. Oi
enallaktikèc apodeÐxeic pou paÐrnoume me autìn ton trìpo mac bohj�ne na kata-
no soume bajÔtera thn fÔsh twn problhm�twn mac. Se aut n thn par�grafo,
ja qrhsimopoi soume thn anisìthta Cauchy san par�deigma gia thn arq  thc

• {katanìhshc enìc posotikoÔ apotelèsmatoc mèsw thc estÐashc p�-
nw stic poiotikèc sunèpeièc tou}.

Mia �mesh poiotik  sunèpeia thc anisìthtac Cauchy eÐnai to gegonìc ìti

(1.4) an
∞∑

k=1

a2
k < ∞ kai

∞∑

k=1

b2
k < ∞, tìte

∞∑

k=1

|akbk| < ∞.

Ac upojèsoume ìti jèloume na d¸soume apìdeixh autoÔ tou isqurismoÔ qwrÐc na
qrhsimopoi soume thn anisìthta Cauchy.

Prospaj¸ntac na antimetwpÐsoume autì to prìblhma, gr gora suneidhto-
poioÔme pwc autì pou qrei�zetai na apodeÐxoume eÐnai ìti to ginìmeno akbk eÐnai
mikrì ìtan ta a2

k kai b2
k eÐnai mikr�. Ja mporoÔsame na bebaiwjoÔme gi� autì an

apodeiknÔame thn Ôparxh miac stajer�c C tètoiac ¸ste

xy ≤ C(x2 + y2) gia k�je x, y ∈ R.
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Eutuq¸c, mìlic gr�youme aut  thn anisìthta, blèpoume amèswc giatÐ alhjeÔei.
ArkeÐ na jumhjoÔme thn gnwst  paragontopoÐhsh

0 ≤ (x− y)2 = x2 − 2xy + y2,

kai amèswc ja parathr soume ìti

(1.5) xy ≤ 1
2
x2 +

1
2
y2 gia k�je x, y ∈ R.

T¸ra, an efarmìsoume aut  thn anisìthta gia x = |ak| kai y = |bk|, kai an
prosjèsoume gia ìla ta k, brÐskoume thn prosjetik  anisìthta

(1.6)
∞∑

k=1

|akbk| ≤ 1
2

∞∑

k=1

a2
k +

1
2

∞∑

k=1

b2
k,

h opoÐa èqei wc profan  sunèpeia thn (1.4).
To er¸thma eÐnai pìso isqur  eÐnai h poiotik  prosèggish thc prohgoÔmenhc

paragr�fou.

• K�je for� pou sunant�me mia kainoÔrgia anisìthta, eÐnai {kaj kon} mac
na elègxoume thn isqÔ thc.

Sth sugkekrimènh perÐptwsh, autì pou parousi�zei endiafèron eÐnai na su-
gkrÐnoume th nèa prosjetik  anisìthta me tic posotikèc ektim seic pou prokÔ-
ptoun apì thn anisìthta Cauchy.

H prosjetik  anisìthta (1.6) èqei dÔo ìrouc sto dexiì thc mèloc en¸ h
anisìthta tou Cauchy mìno ènan. Mia pr¸th idèa ja  tan na sundu�soume touc
dÔo ìrouc thc (1.6), kai ènac fusiologikìc trìpoc gia na ulopoi soume aut n
thn idèa eÐnai na kanonikopoi soume tic akoloujÐec {ak} kai {bk} ¸ste kajèna
apì ta ajroÐsmata sto dexiì mèloc na isoÔtai me 1.

'Etsi, an kamÐa apì tic dÔo akoloujÐec den eÐnai h mhdenik , mporoÔme na
jewr soume tic nèec metablhtèc

xk = ak

/ 
∑

j

a2
j




1/2

kai yk = bk

/
∑

j

b2
j




1/2

,

oi opoÐec eÐnai kanonikopoihmènec me thn ènnoia ìti

∞∑

k=1

x2
k =

∞∑

k=1



ak/


∑

j

a2
j






 = 1

kai
∞∑

k=1

y2
k =

∞∑

k=1



bk/


∑

j

b2
j






 = 1.

T¸ra, an efarmìsoume thn anisìthta (1.6) gia tic akoloujÐec {xk} kai {yk},
paÐrnoume to {aj¸o} �nw fr�gma

∞∑

k=1

|xkyk| ≤ 1
2

∞∑

k=1

x2
k +

1
2

∞∑

k=1

y2
k = 1.
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An taktopoi soume touc paronomastèc, anakalÔptoume thn anisìthta tou Cau-
chy � t¸ra m�lista, kalÔptei kai thn perÐptwsh pou oi akoloujÐec mac eÐnai
�peirec:

(1.7)
∞∑

k=1

|akbk| ≤



∞∑

j=1

a2
j




1/2 


∞∑

j=1

b2
j




1/2

.

H prosjetik  anisìthta (1.6) mac od ghse se mia apìdeixh thc anisìthtac tou
Cauchy h opoÐa eÐnai sÔntomh kai apl . Thn Ðdia ìmwc stigm , mac eis�gei se èna
polÔ shmantikì jèma:

• H kanonikopoÐhsh mac prosfèrei èna susthmatikì trìpo gia na pern�me
apì mia prosjetik  se mia pollaplasiastik  anisìthta, ki autì to pèrasma
apaiteÐtai suqn� gia thn apìdeixh shmantik¸n anisot twn.

Mia �llh basik  arq  pou prokÔptei apì th melèth tou trìpou me ton opoÐo
anaptÔssontai kai efarmìzontai oi anisìthtec eÐnai ìti

• mporoÔme na apokomÐsoume poll� ofèlh prospaj¸ntac na katano soume
pìte mia anisìthta isqÔei san isìthta kai kat� epèktash, pìte eÐnai akrib c
  sqedìn akrib c.

Sthn perÐptwsh thc anisìthtac Cauchy, autì pou prèpei na doÔme eÐnai h
sqèsh pou prèpei na up�rqei metaxÔ twn akolouji¸n {ak} kai {bk} ¸ste na
isqÔei h isìthta

(1.8)
∞∑

k=1

akbk =




∞∑

j=1

a2
j




1/2 


∞∑

j=1

b2
j




1/2

.

An perioristoÔme sthn mh tetrimmènh perÐptwsh ìpou kamÐa apì tic dÔo akolou-
jÐec den eÐnai tautotik� mhdenik  kai, tautìqrona, ta dÔo ajroÐsmata tou dexÐoÔ
mèlouc thc (1.8) eÐnai peperasmèna, tìte blèpoume ìti ìla ta b mata pou qrhsimo-
poi same sthn apìdeixh thc (1.7) antistrèfontai. 'Etsi, blèpoume ìti h isìthta
sthn (1.8) èqei san sunèpeia thn

(1.9)
∞∑

k=1

xkyk =
1
2

∞∑

k=1

x2
k +

1
2

∞∑

k=1

y2
k = 1.

Apì thn anisìthta xy ≤ (x2 + y2)/2 xèroume epÐshc ìti

(1.10) xkyk ≤ 1
2
x2

k +
1
2
y2

k gia k�je k = 1, 2, . . . ,

kai sunep¸c, an, èstw kai gia mÐa tim  tou k, eÐqame gn sia anisìthta sthn
(1.10), tìte den ja mporoÔsame na èqoume isìthta sthn (1.9). Blèpoume loipìn
ìti isìthta sthn (1.8) mporeÐ na isqÔei mìno an xk = yk gia k�je k = 1, 2, . . ..
Apì ton trìpo orismoÔ twn xk kai yk, autì shmaÐnei ìti tìte

(1.11) ak = λbk gia k�je k = 1, 2, . . . ,
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ìpou h stajer� λ dÐnetai apì ton lìgo

λ =




∞∑

j=1

a2
j




1/2 /


∞∑

j=1

b2
j




1/2

.

Parathr ste ìti to epiqeÐrhma pou qrhsimopoi same gia thn diereÔnhsh thc perÐ-
ptwshc thc isìthtac den  tan dÔskolo. Parìla aut�, to sumpèrasma perigr�fei
èna {mikrì jaÔma}:

• MÐa mìno isìthta � h (1.8) � eÐnai ikan  na epib�llei �peirec to pl joc
isìthtec, mÐa gia k�je tim  tou k, sthn (1.11).

1.4 H axÐa thc genÐkeushc

AjroÐsmata san aut� pou emfanÐzontai sthn anisìthta Cauchy den eÐnai idiaÐtera
eÔqrhsta apì thn �poyh tou sumbolismoÔ. Gia to lìgo autì, eÐnai polÔ qr simh
h eisagwg  thc sÔntmhshc

(1.12) 〈a,b〉 =
n∑

j=1

ajbj ,

ìpou a = (a1, a2, . . . , an) kai b = (b1, b2, . . . , bn). Aut  h sÔntmhsh mac epitrèpei
na gr�youme thn anisìthta Cauchy, entel¸c lakwnik�, sth morf 

(1.13) 〈a,b〉 ≤ 〈a,a〉 1
2 〈b,b〉 1

2 .

H suntomÐa eÐnai p�ntote wraÐa, all� up�rqoun akìmh bajÔtera ofèlh me autìn
ton sumbolismì, ta opoÐa prokÔptoun an ton efodi�soume me mia pio afhrhmènh
ermhneÐa. Sugkekrimèna, an V eÐnai ènac pragmatikìc dianusmatikìc q¸roc (gia
par�deigma, o Rd), tìte lème ìti mia sun�rthsh V × V → R me (a,b) 7→ 〈a,b〉
eÐnai eswterikì ginìmeno kai lème ìti o (V, 〈·, ·〉) eÐnai ènac pragmatikìc q¸roc me
eswterikì ginomèno, an to zeug�ri (V, 〈·, ·〉) èqei tic akìloujec pènte idiìthtec :

(i) 〈v,v〉 ≥ 0 gia k�je v ∈ V ,

(ii) 〈v,v〉 = 0 an kai mìno an v = 0,

(iii) 〈αv,w〉 = α〈v,w〉 gia k�je α ∈ R kai gia k�je v,w ∈ V ,

(iv) 〈u,v + w〉 = 〈u,v〉+ 〈u,w〉 gia k�je u,v,w ∈ V , kai tèloc,

(v) 〈v,w〉 = 〈w,v〉 gia k�je v,w ∈ V .

MporoÔme eÔkola na elègxoume ìti h suntomografÐa pou eis�getai sthn (1.12)
èqei ìlec autèc tic idiìthtec, all� up�rqoun poll� akìma paradeÐgmata qr simwn
eswterik¸n ginomènwn. Gia par�deigma, an jewr soume tuqìn sÔnolo {wj :
j = 1, 2, . . . , n} jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n, tìte mporoÔme polÔ eÔkola na
orÐsoume èna eswterikì ginìmeno ston Rn, jètontac

(1.14) 〈a,b〉 =
n∑

j=1

ajbjwj .
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Me autìn ton orismì, mporeÐ k�poioc na elègxei ìpwc prohgoÔmena ìti to 〈a,b〉
ikanopoieÐ ìlec tic idiìthtec pou apaitoÔntai apì èna eswterikì ginìmeno. E-
piplèon, autì to par�deigma apl¸c apokalÔptei thn koruf  enìc pagìbounou.
Up�rqoun poll� qr sima eswterik� ginìmena, kai emfanÐzontai se di�fora majh-
matik� plaÐsia.

'Ena idiaÐtera qr simo par�deigma eswterikoÔ ginomènou prokÔptei an jewr -
soume to sÔnolo V = C[a, b] twn suneq¸n pragmatik¸n sunart sewn me pedÐo
orismoÔ to kleistì kai fragmèno di�sthma [a, b] kai orÐsoume 〈·, ·〉 sto V jètontac

(1.15) 〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)dx.

Genikìtera, an w : [a, b] → R eÐnai mia suneq c sun�rthsh tètoia ¸ste w(x) > 0
gia k�je x ∈ [a, b], tìte mporoÔme na orÐsoume èna eswterikì ginìmeno sto C[a, b]
jètontac

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx.

AntimetwpÐzoume t¸ra mÐa apì tic euq�ristec stigmèc ìpou ènac kalìc sumbo-
lismìc mac odhgeÐ se èna kalì je¸rhma. Parousi�same thn ènnoia tou eswterikoÔ
ginomènou gia na diatup¸soume thn anisìthta Cauchy me aplì trìpo, kai t¸ra
blèpoume ìti o sumbolismìc tou mac odhgeÐ proc mia endiafèrousa eikasÐa:

• EÐnai al jeia ìti se k�je q¸ro eswterikoÔ ginìmenou isqÔei h anisìthta
〈v,w〉 ≤ 〈v,v〉 1

2 〈w,w〉 1
2 ?

Aut  h eikasÐa eÐnai pragmatik� swst , kai ja thn diatup¸soume me akrÐbeia
sto epìmeno prìblhm� mac.

Prìblhma 1.4.1. Se k�je pragmatikì q¸ro me eswterikì ginìmeno (V, 〈·, ·〉)
isqÔei ìti: gia k�je v kai w ston V isqÔei

(1.16) 〈v,w〉 ≤ 〈v,v〉 1
2 〈w,w〉 1

2 .

Epiplèon, gia mh mhdenik� dianÔsmata v kai w, èqoume

〈v,w〉 = 〈v,v〉 1
2 〈w,w〉 1

2 an kai mìno an v = λw

gia k�poion mh mhdenikì pragmatikì arijmì λ.

Mia idèa eÐnai na qrhsimopoi soume k�poia parallag  thc prosjetik c me-
jìdou me thn bo jeia thc opoÐac d¸same thn deÔterh apìdeixh thc anisìthtac
Cauchy.

• EÐqame parathr sei ìti h (x−y)2 ≥ 0 dÐnei thn xy ≤ x2/2+y2/2. Prospa-
joÔme loipìn na doÔme an k�poia an�logh idèa ja mporoÔse na doulèyei
sto afhrhmèno plaÐsio.
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Ed¸, fusik�, mporoÔme na qrhsimopoi soume mìno tic idiìthtec tou eswteri-
koÔ ginomènou, kai, an anatrèxoume sth lÐsta (i)–(v) koit�zontac gia èna an�lo-
go thc (x− y)2 ≥ 0, eÐnai arket� logikì na skeftoÔme na qrhsimopoi soume thn
idiìthta (i) sth morf 

〈v −w,v −w〉 ≥ 0.

T¸ra, an anaptÔxoume aut n thn anisìthta me th bo jeia twn upoloÐpwn idiot -
twn tou eswterikoÔ ginomènou, blèpoume ìti

(1.17) 〈v,w〉 ≤ 1
2
〈v,v〉+

1
2
〈w,w〉.

Autì eÐnai akrib¸c to an�logo thc prosjetik c anisìthtac pou od ghse sthn
deÔter  mac apìdeixh thc anisìthtac Cauchy. Apì d¸ kai pèra, {akoloujoÔme
thn pepathmènh}.

Ed¸ eÐmaste uperbolik� tuqeroÐ, afoÔ èqoume  dh anakalÔyei mia teqnik 
pou tairi�zei sthn perÐptwsh � thn mèjodo thc kanonikopoÐhshc, pou metatrèpei
mia prosjetik  anisìthta se mia pollaplasiastik  anisìthta. O ìroc {kanoniko-
poÐhsh} den shmaÐnei pantoÔ to Ðdio pr�gma, an ìmwc p�roume thn progenèsterh
an�lush san odhgì mac, autì pou jèloume ed¸ eÐnai na kanonikopoi soume ta v
kai w ¸ste to dexiì mèloc thc (1.17) na isoÔtai me 1.

AfoÔ h anisìthta (1.16) isqÔei tetrimmèna an k�poio apì ta v kai w isoÔtai
me mhdèn, mporoÔme na upojèsoume, qwrÐc bl�bh thc genikìthtac, ìti ta 〈v,v〉
kai 〈w,w〉 eÐnai kai ta dÔo mh mhdenik�, opìte oi kanonikopoihmènec metablhtèc

(1.18) v̂ = v/〈v,v〉 1
2 kai ŵ = w/〈w,w〉 1

2

eÐnai kal� orismènec. An antikatast soume autèc tic timèc gia v kai w sthn
(1.17), brÐskoume 〈v̂, ŵ〉 ≤ 1. Autì mac lègei ìti 〈v,w〉 ≤ 〈v,v〉 1

2 〈w,w〉 1
2 .

Dhlad , autì akrib¸c pou jèlame na deÐxoume.
Tèloc, gia na doÔme pìte isqÔei isìthta, arkeÐ na epanal�boume to sul-

logismì mac sthn antÐstrofh kateÔjunsh. An isqÔei isìthta sthn afhrhmè-
nh anisìthta Cauchy (1.16) gia k�poia mh mhdenik� dianÔsmata v kai w, tìte
oi kanonikopoihmènec metablhtèc v̂ kai ŵ eÐnai kal� orismènec kai h isìthta
〈v,w〉 = 〈v,v〉 1

2 〈w,w〉 1
2 mac lèei ìti 〈v̂, ŵ〉 = 1. Autì me th seir� tou shmaÐnei

ìti 〈v̂ − ŵ, v̂ − ŵ〉 = 0 (gia na to doÔme, apl¸c anaptÔssoume to eswterikì
ginìmeno). H teleutaÐa ìmwc sqèsh shmaÐnei ìti v̂ − ŵ = 0. Me �lla lìgia,
v = λw ìpou jèsame λ = 〈v,v〉 1

2 /〈w,w〉 1
2 .

1.5 H tautìthta tou Lagrange

Gia thn apìdeixh thc anisìthtac Cauchy me epagwg  qrhsimopoi same thn tau-
tìthta

(1.19) (a2
1 + a2

2)(b
2
1 + b2

2) = (a1b1 + a2b2)2 + (a1b2 − a2b1)2,

qwrÐc na thn ekmetalleutoÔme pl rwc. Sugkekrimèna, agno same ton ìro (a1b2−
a2b1)2, afoÔ to mìno pou qreiazìtan na parathr soume  tan ìti eÐnai mh arnh-
tikìc.
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Fusik�, swstì eÐnai, ìti se k�je anisìthta gÐnetai ènac sumbibasmìc an�mesa
sthn akrÐbeia kai thn aplìthta, den jèloume ìmwc autì na èqei san sunèpeia thn
ap¸leia plhroforÐac. 'Etsi, antimetwpÐzoume èna fusiologikì er¸thma:

• mporoÔme na aposp�soume k�poia qr sima sumper�smata apì ton ìro pou
pet�xame?

Den up�rqei amfibolÐa ìti o ìroc (a1b2 − a2b1)2 perièqei k�poia plhroforÐa.
To ligìtero pou mporoÔme na poÔme eÐnai ìti metr�ei akrib¸c thn diafor� an�mesa
sta tetr�gwna twn dÔo mel¸n thc anisìthtac tou Cauchy.

• Mac dÐnei loipìn èna qr simo trìpo gia na upologÐsoume to sf�lma pou
prokÔptei k�je for� pou efarmìzoume thn anisìthta tou Cauchy.

H basik  tautìthta (1.19) mac lèei epÐshc ìti, sthn perÐptwsh n = 2, èqoume
isìthta sthn anisìthta tou Cauchy akrib¸c ìtan (a1b2− a2b1)2 = 0. An loipìn
upojèsoume ìti (b1, b2) 6= (0, 0), blèpoume ìti

• èqoume isìthta an kai mìno an ta (a1, a2) kai (b1, b2) eÐnai an�loga me thn
ènnoia ìti

a1 = λb1 kai a2 = λb2 gia k�poion pragmatikì arijmì λ.

Aut  h parat rhsh èqei shmantikèc sunèpeiec: to pr¸to mac prìblhma zht�ei
na apodeÐxoume ton antÐstoiqo qarakthrismì gia thn perÐptwsh thc isìthtac sthn
n�di�stath anisìthta tou Cauchy.

Prìblhma 1.5.1 (isìthta sthn anisìthta tou Cauchy). DeÐxte ìti
an (b1, . . . , bn) 6= 0 tìte èqoume isìthta sthn anisìthta tou Cauchy an kai mìno an
up�rqei stajer� λ ¸ste ai = λbi gia k�je i = 1, 2, . . . , n. An  dh gnwrÐzete mia
apìdeixh autoÔ tou isqurismoÔ, prospaj ste na skefteÐte k�poia diaforetik .

H tautìthta (1.19) mac dÐnei mia sÔntomh lÔsh gia to Prìblhma 1.5.1 sthn
perÐptwsh n = 2. Ja mporoÔsame loipìn na prospaj soume na lÔsoume to ge-
nikì prìblhma epekteÐnontac kat�llhla thn tautìthta (1.19) stic n diast�seic.
'Etsi, jewroÔme to polu¸numo Qn = Qn(a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn) pou pro-
kÔptei wc diafor� twn tetrag¸nwn twn dÔo mel¸n thc anisìthtac tou Cauchy,
dhlad 

Qn = (a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n)(b2

1 + b2
2 + · · ·+ b2

n)− (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2.

To Qn metr�ei thn {apìklish} thc anisìthtac tou Cauchy apì to na eÐnai isìthta
stic n diast�seic, akrib¸c ìpwc to Q2 = (a1b2 − a2b1)2 metr�ei thn antÐstoiqh
apìklish stic dÔo diast�seic.

• 'Eqoume  dh deÐ ìti to Q2 mporeÐ na grafteÐ san tetr�gwno enìc poluwnÔ-
mou, kai t¸ra to prìblhma eÐnai an up�rqei an�logh anapar�stash tou Qn

sth morf  enìc tetrag¸nou   enìc ajroÐsmatoc tetrag¸nwn.
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AnaptÔssontac to Qn, blèpoume ìti gr�fetai sth morf 

(1.20) Qn =
n∑

i=1

n∑

j=1

a2
i b

2
j −

n∑

i=1

n∑

j=1

aibiajbj .

H par�stash aut , wc èqei, den moi�zei na exuphreteÐ to skopì mac. MporoÔme
ìmwc ed¸ na qrhsimopoi soume mia genik  arq  pou eÐnai suqn� qr simh: thn
arq  thc summetrÐac.

Praktik�, h idèa eÐnai na prospaj soume na gr�youme thn par�stash mac
me tètoio trìpo pou na fanerwjoÔn ìlec oi summetrÐec pou up�rqoun se aut n.
Ed¸, h summetrÐa metaxÔ i kai j sto deÔtero diplì �jroisma eÐnai isqur  kai
faner , o summetrikìc ìmwc rìloc twn i kai j sto pr¸to diplì �jroisma den
eÐnai arket� profan c. Up�rqei ìmwc ki ed¸ summetrÐa, k�ti pou mporoÔme na
doÔme an xanagr�youme to Qn sth morf 

(1.21) Qn =
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(a2
i b

2
j + a2

jb
2
i )−

n∑

i=1

n∑

j=1

aibiajbj .

T¸ra, ta dÔo dipl� ajroÐsmata eÐnai amfìtera summetrik� wc proc i kai j, kai
h nèa anapar�stash {fwn�zei} ìti prèpei na sundu�soume ta dÔo ajroÐsmata se
èna kai na k�noume thn paragontopoÐhsh

Qn =
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

{
a2

i b
2
j − 2aibjajbi + a2

jb
2
i

}
=

1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(aibj − ajbi)2.

'Ola ìsa eÐpame sunoyÐzontai se mia gramm . 'Eqoume apodeÐxei thn tautìthta
tou Lagrange:

(1.22)

(
n∑

i=1

aibi

)2

=
n∑

i=1

a2
i

n∑

i=1

b2
i −

1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(aibj − ajbi)2.

Odhghj kame se aut n thn tautìthta apì thn epijumÐa mac na katano soume to
mh arnhtikì polu¸numo Qn, apì th stigm  ìmwc pou ja mac d¸soun thn (1.22),
eÐnai polÔ eÔkolo na thn epalhjeÔsoume me k�poiouc pollaplasiasmoÔc. Autì
eÐnai èna apì ta par�doxa twn poluwnumik¸n tautot twn.

• AxÐzei na shmei¸soume ìti h anisìthta tou Cauchy eÐnai �mesh sunèpeia thc
tautìthtac tou Lagrange, kai, pragmatik�, h apìdeixh pou o Ðdioc o Cauchy
epèlexe na sumperil�bei sto biblÐo pou exèdwse to 1821  tan basismènh se
aut n thn parat rhsh.

• EmeÐc, katal xame sthn tautìthta tou Lagrange (1.22) xekin¸ntac apì
thn epijumÐa na katano soume pl rwc thn perÐptwsh thc isìthtac sthn
anisìthta tou Cauchy. Sthn poreÐa, anakalÔyame mia anex�rthth apìdeixh
thc anisìthtac tou Cauchy, prèpei ìmwc t¸ra na kleÐsoume ton kÔklo
dÐnontac thn ap�nthsh sto Prìblhma 1.5.1.
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An (b1, b2, . . . , bn) 6= 0, tìte up�rqei k�poioc bk 6= 0, kai an isqÔei isìthta
sthn anisìthta tou Cauchy, tìte ìloi oi ìroi sto dexiì mèloc thc tautìthtac
tou Lagrange (1.22) prèpei na eÐnai Ðsoi me mhdèn. An jewr soume mìno touc
ìrouc pou perièqoun ton bk, tìte blèpoume ìti

aibk = akbi gia k�je 1 ≤ i ≤ n,

kai, an jèsoume λ = ak/bk, tìte paÐrnoume

ai = λbi gia k�je 1 ≤ i ≤ n.

Dhlad , h tautìthta tou Lagrange mac lèei ìti, gia mh mhdenikèc akoloujÐec,
mporoÔme na èqoume isìthta sthn anisìthta tou Cauchy an kai mìno an oi dÔo
akoloujÐec eÐnai an�logec. 'Etsi, èqoume mia pl rh kai akrib  ap�nthsh sto
pr¸to mac prìblhma.

Aut  h an�lush thc perÐptwshc thc isìthtac upogrammÐzei to gegonìc ìti h
summetrik  morf 

Qn =
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(aibj − ajbi)2

epidèqetai dÔo qr simec ermhneÐec.

• Arqik� thn qrhsimopoi same san èna mètro thc diafor�c an�mesa sta dÔo
mèlh thc anisìthtac tou Cauchy.

• Blèpoume ìmwc t¸ra ìti tautìqrona metr�ei se poiì bajmì eÐnai an�loga
ta dianÔsmata (a1, a2, . . . , an) kai (b1, b2, . . . , bn).

O Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) anak�luye kai qrhsimopoÐhse thn
tautìthta (1.22) sthn perÐptwsh n = 3, sth di�rkeia miac melèthc pou èkane
gia th gewmetrÐa twn puramÐdwn. Aut  h melèth estiazìtan se probl mata ston
tridi�stato q¸ro, kai o Lagrange den anèfere to gegonìc ìti ta antÐstoiqa
apotelèsmata sthn perÐptwsh n = 2  tan gnwst�, akìma kai stouc majhmatikoÔc
thc arqaiìthtac. Eidikìtera, h didi�stath èkdosh thc tautìthtac (1.22)  tan
gnwst  ston Diìfanto, k�ti pou mporeÐ kaneÐc na sumper�nei apì èna prìblhma
sta Arijmhtik� tou. O Lagrange kai o progenèsteroc autoÔ Pierre de Fermat
(1601-1665) gn¸rizan kal� ta grapt� tou Diìfantou.

1.6 H sÔntomh apìdeixh

O Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) dhmosÐeuse thn perÐfhmh anisìtht� tou
to 1821, sthn deÔterh apì tic dÔo ergasÐec tou epÐ thc jewrÐac twn anisot -
twn, oi opoÐec apetèlesan to teleutaÐo komm�ti tou biblÐou tou Cours d’Analyse
Algébrique, enìc biblÐou pou  tan to pr¸to austhrì sÔggramma ApeirostikoÔ
LogismoÔ sthn IstorÐa. O Cauchy den qrhsimopoÐhse thn anisìthta sto biblÐo
tou, me thn exaÐresh k�poiwn ask sewn pou qrhsimopoioÔntan san paradeÐgmata.
H pr¸th for� pou h anisìthta tou Cauchy qrhsimopoi jhke ousiastik�  tan
to 1829, ìtan o Cauchy qrhsimopoÐhse thn anisìtht� tou melet¸ntac th mèjodo
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tou Newton gia ton upologismì twn riz¸n algebrik¸n kai uperbatik¸n exis¸se-
wn. Autì to kenì twn okt¸ et¸n dÐnei mia endiafèrousa eikìna gia ton rujmì
an�ptuxhc thc epist mhc. S mera, k�je m na, up�rqoun ekatont�dec � Ðswc qi-
li�dec � nèec episthmonikèc dhmosieÔseic stic opoÐec h anisìthta tou Cauchy
qrhsimopoieÐtai me ton ènan   ton �llon trìpo.

Pollèc apì autèc tic efarmogèc basÐzontai sto oloklhrwtikì an�logo thc
anisìthtac tou Cauchy, ìpou ta ajroÐsmata antikajÐstantai apì oloklhr¸mata:

(1.23)
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤
(∫ b

a

f2(x)dx

) 1
2

(∫ b

a

g2(x)dx

) 1
2

.

H anisìthta aut  emfanÐsthke gia pr¸th for� se èna Mémoire tou Victor Ya-
covlevich Bunyakovsky to opoÐo ekdìjhke apì thn AkadhmÐa Episthm¸n thc St.
Petersburg to 1859. O Bunyakovsky (1804-1889) eÐqe spoud�sei sto ParÐsi me
ton Cauchy, kai gn¸rize th doulei� tou Cauchy stic anisìthtec. Thn  xere
m�lista tìso kal�, pou anaferìtan sthn klassik  morf  thc anisìthtac tou
Cauchy gia ta peperasmèna ajroÐsmata qrhsimopoi¸ntac thn èkfrash di�shmh.
Epiplèon, o Bunyakovsky den dÐstaze mprost� sth diadikasÐa tou orÐou: mèsa
se mia gramm , pernoÔse apì thn anisìthta tou Cauchy gia peperasmèna ajroÐ-
smata sto suneqèc thc an�logo (1.23). Entel¸c sumptwmatik�, autì to suneqèc
an�logo onom�zetai {anisìthta (C)} sto Mémoire tou Bunyakovsky, san na
eÐqe sto mualì tou ton Cauchy.

To Mémoire tou Bunyakovsky  tan grammèno sta Gallik�, faÐnetai ìmwc
ìti den kuklofìrhse eurèwc sth Dutik  Eur¸ph. Eidikìtera, faÐnetai ìti den
eÐqe gÐnei gnwstì sto Göttingen to 1885, thn perÐodo pou o Hermann Aman-
dus Schwarz (1843-1921) olokl rwne th jemeli¸dh melèth tou gia tic el�qistec
epif�neiec.

Sthn poreÐa thc melèthc tou, o Schwarz qrei�sthke èna didi�stato oloklh-
rwtikì an�logo thc anisìthtac tou Cauchy. Pio sugkekrimèna, qreiazìtan na
deÐxei ìti an S ⊂ R2 kai an f : S → R kai g : S → R, tìte ta dipl� oloklhr¸mata

A =
∫∫

S

f2dxdy, B =
∫∫

S

fgdxdy, C =
∫∫

S

g2dxdy

ikanopoioÔn thn anisìthta

(1.24) |B| ≤
√

A ·
√

C,

kai, epÐshc, o Schwarz qreiazìtan na xèrei ìti h anisìthta eÐnai gn sia ektìc an
oi sunart seic f kai g eÐnai an�logec.

H qr sh thc anisìthtac tou Cauchy gia thn apìdeixh autoÔ tou apotelè-
smatoc eÐnai problhmatik , gia di�forouc lìgouc. 'Enac apì autoÔc eÐnai ìti
h plhroforÐa ìti mia diakrit  anisìthta eÐnai gn sia q�netai ìtan pern�me sta
oloklhr¸mata mèsw orÐwn. 'Etsi, o Schwarz èprepe na y�xei gia mia enallakti-
k  odì, kai, antimetwpÐzontac aut n thn an�gkh, anak�luye mia apìdeixh pou h
gohteÐa thc èqei antèxei sto qrìno.
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O Schwarz b�sise thn apìdeix  tou se mia èkplhktik  parat rhsh. Sugke-
krimèna, parat rhse ìti to pragmatikì polu¸numo

p(t) =
∫∫

S

(tf(x, y) + g(x, y))2 dxdy = At2 + 2Bt + C

eÐnai p�nta mh arnhtikì kai, epiplèon, to p(t) eÐnai gn sia jetikì ektìc an oi f

kai g eÐnai an�logec. Autì deÐqnei ìti h diakrÐnous� tou eÐnai mikrìterh   Ðsh
tou mhdenìc, �ra oi suntelestèc tou ikanopoioÔn thn B2 ≤ AC, kai an oi f

kai g den eÐnai an�logec, tìte èqoume thn gn sia anisìthta B2 < AC. 'Etsi,
k�nontac qr sh mi�c apl c algebrik c parat rhshc, o Schwarz exasf�lise ìla
ìsa qreiazìtan na xèrei.

H apìdeixh tou Schwarz apaiteÐ th sofÐa na jewr soume to polu¸numo p(t),
an ìmwc prosper�soume autì to b ma, tìte h apìdeixh eÐnai ekplhktik� sÔntomh.
Epiplèon, to epiqeÐrhma tou Schwarz, qwrÐc kamÐa apolÔtwc tropopoÐhsh, dÐnei mia
apìdeixh thc morf c (1.16) thc anisìthtac tou Cauchy gia ta eswterik� ginìmena,
dieukrinÐzontac ki ekeÐ thn perÐptwsh thc isìthtac. Den eÐnai loipìn par�xeno
to gegonìc ìti ìloi oi suggrafeÐc majhmatik¸n didaktik¸n biblÐwn protimoÔn na
apodeiknÔoun thn anisìthta tou Cauchy me to epiqeÐrhma tou Schwarz, parìlo
pou jumÐzei lÐgo ton taqudaktulourgì pou bg�zei to lagì (ed¸, to polu¸numo)
apì to kapèlo. Ac doÔme thn apìdeixh sthn perÐptwsh twn n��dwn a1, . . . , an

kai b1, . . . , bn: JewroÔme to tri¸numo

(1.25) f(x) = (a1x + b1)2 + (a2x + b2)2 + · · ·+ (anx + bn)2.

To tri¸numo autì eÐnai mh arnhtikì, wc �jroisma tetrag¸nwn, kai gr�fetai sth
morf 
(1.26)
f(x) = (a2

1 +a2
2 + · · ·+a2

n)x2 +2(a1b1 +a2b2 + · · ·+anbn)x+(b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n).

H diakrÐnousa tou triwnÔmou isoÔtai me

(1.27) ∆ = 4(a1b1 +a2b2 + · · ·+anbn)−4(a2
1 +a2

2 + · · ·+a2
n)(b2

1 +b2
2 + · · ·+b2

n).

To tri¸numo, wc mh arnhtikì, ja prèpei na èqei diakrÐnousa ∆ ≤ 0. Autì ìmwc
� apì thn (1.27) � mac dÐnei akrib¸c ekeÐno pou jèlame na deÐxoume, dhlad  thn
anisìthta Cauchy!

An isqÔei isìthta sthn anisìthta Cauchy, tìte ja eÐnai f(x) = 0 gia k�poion
x. Lìgw thc (1.25), sumperaÐnoume tìte ìti

a1x + b1 = a2x + b2 = · · · = anx + bn = 0.

'Epetai ìti isqÔei isìthta sthn anisìthta Cauchy an kai mìno an oi n��dec
a1, . . . , an kai b1, . . . , bn eÐnai an�logec.





Kef�laio 2

H deÔterh anisìthta tou
Cauchy

2.1 H anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou

Gia thn apìdeixh thc anisìthtac Cauchy basist kame sth stoiqei¸dh anisìthta

(2.1) xy ≤ x2

2
+

y2

2
gia k�je x, y ∈ R.

• Gia mh arnhtikoÔc x kai y, h (2.1) apl� lèei ìti to embadìn enìc orjogwnÐou
me pleurèc x kai y den eÐnai potè megalÔtero apì ton mèso ìro twn embad¸n
twn dÔo tetrag¸nwn me pleurèc x kai y.

An antikatast soume touc x kai y me tic tetragwnikèc touc rÐzec, tìte h
anisìthta (2.1) mac dÐnei

(2.2) 4
√

xy < 2x + 2y gia ìlouc touc mh arnhtikoÔc x 6= y,

kai aut  h anisìthta èqei mia polÔ piì ploÔsia ermhneÐa. JewroÔme to sÔnolo
ìlwn twn orjogwnÐwn me embadìn A kai m kh pleur¸n x kai y. AfoÔ A = xy, h
anisìthta (2.2) mac lèei ìti

• èna tetr�gwno me m koc pleur�c s =
√

A prèpei na èqei th mikrìterh dunat 
perÐmetro metaxÔ ìlwn twn orjogwnÐwn me embadìn A.

IsodÔnama, h anisìthta mac lèei ìti

• metaxÔ ìlwn twn orjogwnÐwn me perÐmetro p, to tetr�gwno me pleur� s =
p/4, kai mìnon autì, epitugq�nei to mègisto embadìn.

'Etsi, h anisìthta (2.2) den eÐnai tÐpote �llo par� h {orjog¸nia èkdosh} thc
fhmismènhc isoperimetrik c anisìthtac, pou lèei ìti

• metaxÔ ìlwn twn epÐpedwn qwrÐwn me perÐmetro p, o dÐskoc me perifèreia p

èqei to mègisto embadìn.
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Blèpoume t¸ra kajar� giatÐ h xy ≤ x2/2+ y2/2 mporeÐ na eÐnai tìso isqur .
EÐnai mèroc miac meg�lhc alusÐdac apotelesm�twn pou sundèoun thn summetrÐa
me ta probl mata megÐstou�elaqÐstou.

'Ena pleonèkthma thc isoperimetrik c ermhneÐac thc anisìthtac √xy ≤ (x +
y)/2 eÐnai ìti dÐnei ¸jhsh sth diaÐsjhs  mac. MporoÔme eÔkola na proqwr soume
se eikasÐec gia genikeÔseic thc anisìthtac stic treÐc   perissìterec diast�seic.
H plèon fusiologik  tètoia genÐkeush eÐnai o isqurismìc ìti o kÔboc ston R3 èqei
ton megalÔtero ìgko an�mesa metaxÔ ìlwn twn orjogwnÐwn parallhlepipèdwn
pou èqoun dosmèno embadìn epif�neiac. O �mesoc ìmwc stìqoc mac eÐnai mia �llh
genÐkeush � pou èqei pollèc efarmogèc. 'Ena orjog¸nio ston Rn èqei 2n koru-
fèc, kai kajemÐa apì autèc tic korufèc an kei se n akmèc tou orjogwnÐou. An
onom�soume a1, a2, . . . , an ta m kh aut¸n twn akm¸n, tìte h Ðdia isoperimetrik 
diaÐsjhsh pou qrhsimopoi same gia ta tetr�gwna kai touc kÔbouc, upodeiknÔ-
ei ìti o n-kÔboc me akm  m kouc S/n ja èqei ton megalÔtero ìgko metaxÔ twn
orjogwnÐwn gia ta opoÐa a1 + a2 + · · · + an = S. H anisìthta arijmhtikoÔ�
gewmetrikoÔ mèsou metafr�zei aut n thn gewmetrik  eikasÐa sth gl¸ssa twn
arijmhtik¸n kai gewmetrik¸n mèswn.

Je¸rhma 2.1.1 (anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou). DeÐx-
te ìti gia k�je akoloujÐa mh arnhtik¸n pragmatik¸n arijm¸n a1, a2, . . . , an i-
sqÔei h anisìthta

(2.3) (a1a2 · · · an)1/n ≤ a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

Gia n = 2, h anisìthta (2.3) prokÔptei kat� eujeÐan apì thn stoiqei¸dh
anisìthta √xy ≤ (x + y)/2 pou mìlic suzht same. H parat rhsh tou Cauchy)
 tan ìti an efarmìsoume thn Ðdia anisìthta dÔo forèc, paÐrnoume

(2.4) (a1a2a3a4)1/4 ≤ (a1a2)1/2 + (a3a4)1/2

2
≤ a1 + a2 + a3 + a4

4
.

Aut  h anisìthta epibebai¸nei thn eikasÐa (2.3) sthn perÐptwsh n = 4, kai
efarmìzontac th nèa anisìthta (2.4) mazÐ me thn √xy ≤ (x + y)/2 blèpoume ìti

(a1a2 · · · a8)1/8 ≤ (a1a2a3a4)1/4 + (a5a6a7a8)1/4

2
≤ a1 + a2 + · · ·+ a8

8
,

dhlad  thn eikasÐa (2.3) gia n = 8.
Epanalamb�nontac to Ðdio epiqeÐrhma k forèc (  qrhsimopoi¸ntac epagwg )

deÐqnoume ìti

(2.5) (a1a2 · · · a2k)1/2k ≤ (a1 + a2 + · · ·+ a2k)/2k gia k�je k ≥ 1.

Me �lla lìgia, èqoume apodeÐxei th zhtoÔmenh anisìthta gia k�je n = 2k. Autì
pou mènei eÐnai na broÔme k�poion trìpo gia na gemÐsoume ta ken� metaxÔ twn
dun�mewn tou 2.

To fusiologikì sqèdio eÐnai na p�roume k�poion n < 2k kai na broÔme k�poion
trìpo ¸ste qrhsimopoi¸ntac n dojèntec arijmoÔc a1, a2, . . . , an na orÐsoume mia
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makrÔterh akoloujÐa α1, α2, . . . , α2k gia thn opoÐa ja mporoÔme na efarmìsoume
thn anisìthta (2.5). H apotelesmatik  epilog  twn ìrwn thc nèac akoloujÐac
apaiteÐ èmpneush: mia idèa pou telik� douleÔei eÐnai na jèsoume αi = ai gia
1 ≤ i ≤ n kai

αi =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≡ A gia n < i ≤ 2k.

Me �lla lìgia, apl¸c epekteÐnoume thn dojeÐsa akoloujÐa {ai : 1 ≤ i ≤ n}
me arket� antÐgrafa tou arijmhtikoÔ mèsou A ¸ste na p�roume mia akoloujÐa
{αi : 1 ≤ i ≤ 2k} pou èqei m koc Ðso me 2k.

O arijmhtikìc mèsoc A qrhsimopoieÐtai 2k − n forèc sthn dieurumènh ako-
loujÐa {αi}, an loipìn efarmìsoume thn anisìthta (2.5) gia thn {αi}, prokÔptei
h

{
a1a2 · · · an ·A2k−n

}1/2k

≤ a1 + a2 + · · ·+ an + (2k − n)A
2k

=
2kA

2k
= A.

T¸ra, an fèroume ìlec tic dun�meic tou A sto dexiì mèloc, blèpoume ìti

(a1a2 · · · an)1/2k ≤ An/2k

,

kai, an uy¸soume ta dÔo mèlh sth dÔnamh 2k/n, petuqaÐnoume akrib¸c ton stìqo
mac, thn anisìthta

(2.6) (a1a2 · · · an)1/n ≤ a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

Mia deÔterh apìdeixh me epagwg 

DÐnoume t¸ra mia deÔterh apìdeixh thc (2.3) me epagwg  {apì to n sto n + 1}.

Bohjhtik  prìtash: Gia k�je n ∈ N kai a, b > 0 isqÔei

(2.7) bn+1 ≥ (n + 1)anb− nan+1.

Gia thn apìdeixh ja qrhsimopoi soume thn arq  thc majhmatik c epagwg c.
Gia n = 1 zht�me

b2 ≥ 2ab− a2,

pou isqÔei lìgw thc (a− b)2 ≥ 0.
Upojètoume ìti h (2.7) isqÔei gia ton fusikì n kai ja deÐxoume ìti isqÔei kai

gia ton fusikì n + 1, dhlad  ìti isqÔei

(2.8) bn+2 ≥ (n + 2)an+1b− (n + 1)an+2.

Epeid  bn+2 = b · bn+1, pollaplasi�zoume me b thn (2.7) kai èqoume

(2.9) bn+2 ≥ (n + 1)anb2 − nban+1.

Apì tic (2.8) kai (2.9) katalabaÐnoume ìti gia na isqÔei h (2.9) arkeÐ na isqÔei h

(2.10) (n + 1)anb2 − nban+1 ≥ (n + 2)an+1b− (n + 1)an+2.
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H sqèsh aut  � an apaleÐyoume ton an > 0 � isodÔnama gr�fetai

(2.11) (n + 1)b2 − nab ≥ (n + 2)ab− (n + 1)a2,

 , alli¸c,

(2.12) (n + 1)(a2 + b2) ≥ 2(n + 1)ab,

pou isqÔei. 'Ara, sÔmfwna me thn arq  thc majhmatik c epagwg c h bohjhtik 
mac prìtash (2.7) isqÔei gia ìla ta n ∈ N.
DeÔterh apìdeixh thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou. 'Eqoume deÐ
ìti h anisìthta (2.3) gia n = 2. Upojètoume ìti h anisìthta isqÔei gia ton
fusikì n, dhlad  isqÔei

(2.13) a1 + a2 + · · ·+ an ≥ n(a1a2 · · · an)1/n,

kai ja deÐxoume ìti isqÔei gia ton fusikì n + 1. H bohjhtik  mac prìtash (2.7)
gia b = (an+1)1/(n+1) kai a = (a1a2 · · · an)1/n(n+1) gÐnetai

(2.14) an+1 ≥ (n + 1)(a1a2 · · · an)1/(n+1)(an+1)1/(n+1) − n(a1a2 · · · an)1/n,

dhlad 

(2.15) an+1 ≥ (n + 1)(a1a2 · · · an+1)1/(n+1) − n(a1a2 · · · an)1/n.

Prosjètontac kat� mèlh tic (2.13) kai (2.15) èqoume

(2.16) a1 + a2 + · · ·+ an+1 ≥ (n + 1)(a1a2 · · · an+1)1/(n+1),

dhlad  h (2.3) isqÔei kai gia ton fusikì n + 1. SÔmfwna me thn arq  thc
majhmatik c epagwg c, h anisìthta isqÔei gia k�je n ∈ N.

2.2 H genik  anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mè-
sou

H anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou (2.6) èqei to prosìn thc autoge-
nÐkeushc. UpodeiknÔei sqedìn autìmata èna nèo apotèlesma, to opoÐo kalÔptei
peript¸seic pou h Ðdia �fhne �jiktec.

Je¸rhma 2.2.1 (anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou me
rht� b�rh). 'Estw p1, p2, . . . , pn mh arnhtikoÐ rhtoÐ arijmoÐ me �jroisma 1.
An a1, a2, . . . , an eÐnai mh arnhtikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte

(2.17) ap1
1 ap2

2 · · · apn
n ≤ p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan.

Apì th stigm  pou ja anarwthjoÔme poiìn rìlo paÐzei h upìjesh ìti oi pj

eÐnai rhtoÐ, briskìmaste  dh polÔ kont� sth lÔsh tou probl matoc. An je-
wr soume ènan fusikì arijmì M ¸ste gia k�je j na mporoÔme na gr�youme
pj = kj/M gia k�poion fusikì arijmì kj , tìte blèpoume ìti h fainomenik� polÔ
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piì genik  èkdosh (2.17) thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou prokÔ-
ptei apì thn arqik  èkdosh (2.3) an thn efarmìsoume gia mia akoloujÐa pou èqei
m koc M kai emfanÐzei pollèc epanal yeic. JewroÔme thn akoloujÐa pou periè-
qei kj antÐgrafa tou aj gia k�je 1 ≤ j ≤ n kai met� efarmìzoume thn klasik 
anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou (2.3).

Up�rqei ìmwc akìma mÐa parat rhsh pou mporoÔme na k�noume. Apì th stig-
m  pou h (2.17) èqei apodeiqteÐ gia rht� pj , h Ðdia anisìthta prokÔptei gia genikèc
timèc twn pj , {paÐrnontac ìria}. Gia na d¸soume leptomer  apìdeixh, pr¸ta epi-
lègoume mia akoloujÐa rht¸n arijm¸n pj(t), j = 1, 2, . . . , n kai t = 1, 2, . . . gia
thn opoÐa èqoume

pj(t) ≥ 0,

n∑

j=1

pj(t) = 1, kai lim
t→∞

pj(t) = pj .

Katìpin, efarmìzoume thn (2.7) gia tic n-�dec (p1(t), p2(t), . . . , pn(t)), kai, tèloc,
af noume to n na p�ei sto �peiro kai paÐrnoume to zhtoÔmeno.

• H teqnik  thc apìdeixhc miac anisìthtac pr¸ta gia rhtoÔc kai met� gia
pragmatikoÔc me {pèrasma sto ìrio} eÐnai polÔ suqn� qr simh, èqei ìmwc
k�poia meionekt mata. Gia par�deigma, to gn sio miac anisìthtac mporeÐ na
qajeÐ ìtan pern�me sto ìrio, qrhsimopoi¸ntac loipìn aut n thn teqnik 
den èqoume pl rh katanìhsh gia tic peript¸seic isìthtac. Merikèc forèc
aut  h ap¸leia den eÐnai shmantik , gia èna ergaleÐo ìmwc tìso shmantikì
ìso h anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou, oi sunj kec k�tw apì
tic opoÐec gÐnetai isìthta eÐnai shmantikèc. Ja protimoÔsame mia apìdeixh
h opoÐa na antimetwpÐzei ìlouc touc ìrouc thc anisìthtac me eniaÐo trìpo,
k�ti pou h mèjodoc thc prosèggishc me rhtoÔc den mporeÐ na epitÔqei.

To ìneiro tou Pólya

Up�rqoun pollèc apodeÐxeic thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou. Mia
idiaÐtera gohteutik  apìdeixh eÐnai aut  tou George Pólya, pou anèfere k�pote
pwc h apìdeixh ton episkèfthke se k�poio ìneiro. Pragmatik�, ìtan rwt jhke
gi� aut n thn apìdeixh, qrìnia argìtera, o Pólya ap�nthse ìti

{ tan ta kalÔtera Majhmatik� pou eÐqe potè oneireuteÐ}.

'Opwc o Cauchy, o Pólya arqÐzei thn apìdeix  tou me mia apl  parat rhsh gia
mia mh arnhtik  sun�rthsh, mìno pou o Pólya jewreÐ thn sun�rthsh x 7→ ex antÐ
gia thn sun�rthsh x 7→ x2. H grafik  par�stash thc y = ex deÐqnei thn idiìthta
thc y = ex pou eÐnai to kleidÐ thc apìdeixhc tou Pólya. Sugkekrimèna, deÐqnei
ìti h efaptìmenh eujeÐa y = 1 + x brÐsketai k�tw apì thn kampÔlh y = ex. Me
�lla lìgia, èqoume thn anisìthta

(2.18) 1 + x ≤ ex gia k�je x ∈ R.

Je¸rhma 2.2.2 (h genik  anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ
mèsou). An p1, p2, . . . , pn eÐnai mh arnhtikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ me �jroisma
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1 kai an a1, a2, . . . , an eÐnai mh arnhtikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte

(2.19) ap1
1 ap2

2 · · · apn
n ≤ p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan.

Sthn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou (2.19), to aristerì mèloc
perièqei èna ginìmeno ìrwn, kai h analutik  anisìthta 1+x ≤ ex fr�ssei amèswc
èna tètoio ginìmeno apì to ekjetikì enìc ajroÐsmatoc. Epiplèon, up�rqoun
dÔo trìpoi gia na ekmetalleutoÔme aut n thn dunatìthta. Ja mporoÔsame na
gr�youme touc ak sth morf  1 + xk kai met� na efarmìsoume thn (2.18),   ja
mporoÔsame na tropopoi soume thn (2.18) ¸ste na efarmìzetai apeujeÐac gia
touc ak. Sthn pr�xh, ja mporoÔsame na diereun soume kai touc dÔo trìpouc,
gia thn ¸ra ìmwc ja epikentrwjoÔme sto deÔtero sqèdio.

An k�noume thn allag  metablht c x 7→ x−1, tìte h anisìthta (2.18) paÐrnei
th morf 

(2.20) x ≤ ex−1 gia k�je x ∈ R,

kai an efarmìsoume aut n thn anisìthta gia touc ak, k = 1, 2, . . . , n, paÐrnoume

ak ≤ eak−1 kai apk

k ≤ epkak−pk .

Pollaplasi�zontac, blèpoume ìti o gewmetrikìc mèsoc G = ap1
1 ap2

2 · · · apn
n fr�s-

setai apì thn posìthta

(2.21) R(a1, a2, . . . , an) = exp

({
n∑

k=1

pkak

}
− 1

)
.

H anisìthta G ≤ R eÐnai endiafèrousa, autì ìmwc pou ja jèlame na doÔme eÐnai
p¸c sugkrÐnetai h posìthta R me ton arijmhtikì mèso

A = p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan.

Autì eÐnai to shmeÐo sto opoÐo to prìblhma gÐnetai endiafèron.
To pr¸to pr�gma pou parathroÔme eÐnai ìti, apì thn anisìthta A ≤ eA−1,

o R eÐnai �nw fr�gma kai gia ton arijmhtikì mèso A. Dhlad , èqoume th dipl 
anisìthta

(2.22) max{ap1
1 · · · apn

n , p1a1 + · · ·+ pnan} ≤ exp

({
n∑

k=1

pkak

}
− 1

)
.

OdhgoÔmaste ètsi se èna ek pr¸thc ìyewc par�doxo er¸thma:

• P¸c mporoÔme na sugkrÐnoume dÔo posìthtec ìtan to mìno pou gnwrÐzoume
eÐnai èna koinì �nw fr�gma touc?

Ja mporoÔsame na apojarrunjoÔme se autì to shmeÐo, parathroÔme ìmwc
to ex c. H anisìthta (2.22) dÐnei mia sqèsh an�mesa sta A kai G sthn eidik 
perÐptwsh pou ènac apì autoÔc touc dÔo arijmoÔc isoÔtai me R! Parathr ste
ìti an max{A,G} = R kai R = A, tìte G ≤ A.
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An k�noume aut n thn parat rhsh, tìte h gnwst  plèon teqnik  thc ka-
nonikopoÐhshc mac èrqetai sto noÔ. An jewr soume tic nèec metablhtèc αk,
k = 1, 2, . . . , n, pou orÐzontai apì touc lìgouc

αk =
ak

A
ìpou A = p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan,

kai an efarmìsoume thn anisìthta (2.21) gi� autèc tic nèec metablhtèc, tìte
paÐrnoume

max
{

1,
(a1

A

)p1
(a2

A

)p2 · · ·
(an

A

)pn
}
≤ exp

({
n∑

k=1

pk
ak

A

}
− 1

)
= 1,

kai sunep¸c, (a1

A

)p1
(a2

A

)p2 · · ·
(an

A

)pn ≤ 1.

Fèrnontac sto dexiì mèloc tic dun�meic tou A kai qrhsimopoi¸ntac thn upìjesh
ìti p1 + p2 + · · · + pn = 1, katal goume sthn genik  anisìthta arijmhtikoÔ�
gewmetrikoÔ mèsou (2.19).

Koit�zontac pÐsw sta b mata aut c thc apìdeixhc thc anisìthtac (2.19),
blèpoume ìti mporoÔme eÔkola na prosdiorÐsoume tic proôpojèseic k�tw apì tic
opoÐec isqÔei san isìthta. Exet�zontac to pr¸to b ma blèpoume ìti èqoume

(2.23)
ak

A
< e(ak/A)−1 ektìc an

ak

A
= 1,

kai èqoume p�nta
ak

A
≤ e(ak/A)−1,

�ra

(2.24)
(a1

A

)p1
(a2

A

)p2 · · ·
(an

A

)pn

< exp

({
n∑

k=1

pk
ak

A

}
− 1

)
= 1,

ektìc an ak = A gia k�je k = 1, 2, . . . , n. Me �lla lìgia, blèpoume ìti isqÔei
isìthta sthn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou (2.19) an kai mìno an

a1 = a2 = · · · = an.

Poiìc  tan o George Pólya

O George Pólya (1887-1985)  tan ènac apì touc piì shmantikoÔc MajhmatikoÔc
tou 20ou ai¸na, o opoÐoc eÐqe idiaÐterh epirro  ston trìpo me ton opoÐo blèpoume
s mera tic diadikasÐec thc didaskalÐac kai thc m�jhshc. O Pólya jewroÔse ìti h
diadikasÐa thc epÐlushc problhm�twn eÐnai jemeli¸dhc anjr¸pinh drasthriìthta
� mia drasthriìthta gem�th sugkin seic, dhmiourgikìthta kai ag�ph gia th zw .
EÐqe epÐshc skefteÐ polÔ p�nw ston trìpo me ton opoÐo ja mporoÔse kaneÐc na
gÐnei piì ikanìc lÔthc majhmatik¸n problhm�twn kai ston trìpo me ton opoÐo ja
mporoÔse kaneÐc na did�xei �llouc na k�noun to Ðdio.

O Pólya sunìyise tic skèyeic tou se �rket� biblÐa, me piì gnwstì to {P¸c
na to lÔseic}. To kentrikì shmeÐo sta grapt� tou Pólya eÐnai ìti suqn�
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mporoÔme na k�noume b mata gia thn epÐlush enìc majhmatikoÔ probl matoc
rwt¸ntac merikèc genikèc erwt seic koin c logik c. Pollèc apì tic erwt seic
tou Pólya faÐnontai profaneÐc se ènan {gennhmèno lÔth problhm�twn}, ìmwc, o
qrìnoc deÐqnei ìti perièqoun arket  sofÐa.

• MporeÐc na lÔseic to prìblhm� sou se mia eidik  perÐptwsh?

• MporeÐc na susqetÐseic to prìblhm� sou me k�poio parìmoio sto opoÐo h
ap�nthsh eÐnai  dh gnwst ?

• MporeÐc na upologÐseic k�ti pou na sqetÐzetai me autì pou jèleic pragma-
tik� na upologÐseic?



Kef�laio 3

Kurtìthta

3.1 H anisìthta tou Jensen

Mia sun�rthsh f : [a, b] → R lègetai kurt  an gia k�je x, y ∈ [a, b] kai gia k�je
0 ≤ p ≤ 1 èqoume

(3.1) f(px + (1− p)y) ≤ pf(x) + (1− p)f(y).

H anisìthta tou Jensen sundèei kat� jemeli¸dh trìpo thn ènnoia thc kurtìthtac
me thn jewrÐa twn anisot twn.

Je¸rhma 3.1.1 (anisìthta tou Jensen). Upojètoume ìti h f : [a, b] →
R eÐnai kurt  sun�rthsh kai ìti oi mh arnhtikoÐ arijmoÐ pj , j = 1, 2, . . . , n

ikanopoioÔn thn sqèsh
p1 + p2 + · · ·+ pn = 1.

Tìte, gia k�je xj ∈ [a, b], j = 1, 2, . . . , n èqoume

(3.2) f




n∑

j=1

pjxj


 ≤

n∑

j=1

pjf(xj).

Sthn perÐptwsh n = 2 h anisìthta tou Jensen (3.2) eÐnai o orismìc thc kurt c
sun�rthshc, to ènstiktì mac loipìn upodeiknÔei na y�xoume gia mia apìdeixh me
epagwg . Aut  h prosèggish apaiteÐ na susqetÐsoume mèsouc ìrouc m kouc n−1
me mèsouc ìrouc m kouc n, kai autì mporeÐ na gÐnei me di�forouc trìpouc.

Mia fusiologik  idèa eÐnai na apomon¸soume ton teleutaÐo prosjetèo kai
na kanonikopoi soume ìti apomènei. Pio sugkekrimèna, parathroÔme pr¸ta ìti
den q�noume se genikìthta an upojèsoume ìti 0 < pn < 1 kai, se aut n thn
perÐptwsh, mporoÔme na gr�youme

n∑

j=1

pjxj = pnxn + (1− pn)
n−1∑

j=1

pj

1− pn
xj .



26 · Kurtothta

T¸ra, apì ton orismì thc kurt c sun�rthshc kai apì thn epagwgik  upìjesh �
me aut  th seir� � blèpoume ìti

f




n∑

j=1

pjxj


 ≤ pnf(xn) + (1− pn)f




n∑

j=1

pj

1− pn
xj




≤ pnf(xn) + (1− pn)
n−1∑

j=1

pj

1− pn
f(xj)

=
n∑

j=1

pjf(xj).

Aut  h anisìthta oloklhr¸nei to epagwgikì b ma.

Up�rqoun pollèc efarmogèc thc anisìthtac tou Jensen, kai k�poiec apì autèc
basÐzontai sthn katanìhsh twn sunjhk¸n k�tw apì tic opoÐec èqoume isìthta.
Ed¸, ja mac faneÐ qr simo na perioristoÔme se ekeÐnec tic sunart seic f : [a, b] →
R me thn idiìthta: gia k�je x 6= y ∈ [a, b] kai gia k�je 0 < p < 1 isqÔei h gn sia
anisìthta

(3.3) f(px + (1− p)y) < pf(x) + (1− p)f(y).

Autèc oi sunart seic onom�zontai gnhsÐwc kurtèc.

Je¸rhma 3.1.2 (h perÐptwsh thc isìthtac sthn anisìthta tou
Jensen). 'Estw f : [a, b] → R mia gnhsÐwc kurt  sun�rthsh kai ac upojèsoume
ìti

(3.4) f




n∑

j=1

pjxj


 =

n∑

j=1

pjf(xj)

ìpou oi jetikoÐ arijmoÐ pj , j = 1, 2, . . . , n èqoun �jroisma p1 + p2 + · · ·+ pn = 1.
Tìte, prèpei na isqÔei

(3.5) x1 = x2 = · · · = xn.

H apìdeixh eÐnai p�li apl , ìpwc kai h apìdeixh thc anisìthtac tou Jensen,
h shmasÐa ìmwc tou apotelèsmatoc eÐnai meg�lh.

• Gia pollèc anisìthtec, anakalÔptoume pìte isqÔei isìthta paÐrnontac thn
apìdeixh thc anisìthtac kai akolouj¸ntac thn apì to tèloc proc thn arq .
Aut  h prosèggish douleÔei tèleia sthn perÐptwsh thc anisìthtac tou
Jensen, h logik  ìmwc tou epiqeir matoc pou ja qrhsimopoi soume eÐnai
k�pwc diaforetik .

An to sumpèrasma (3.5) den isqÔei, tìte to sÔnolo

S = {j : xj 6= max
1≤k≤n

xk}
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eÐnai gn sio uposÔnolo tou {1, 2, . . . , n}, kai apì aut n thn upìjesh ja odhgh-
joÔme se antÐfash. Gia to skopì autì, jètoume

p =
∑

j∈S

pj , x =
∑

j∈S

pj

p
xj , kai y =

∑

j /∈S

pj

1− p
xj ,

kai, qrhsimopoi¸ntac thn gn sia kurtìthta thc f , sumperaÐnoume ìti

(3.6) f




n∑

j=1

pjxj


 = f(px + (1− p)y) < pf(x) + (1− p)f(y).

Epiplèon, efarmìzontac thn kurtìthta thc f qwrist� gia ta x kai y, paÐrnoume
thn anisìthta

pf(x) + (1− p)f(y) ≤ p
∑

j∈S

pj

p
f(xj) + (1− p)

∑

j /∈S

pj

1− p
f(xj)

=
n∑

j=1

pjf(xj).

Tèloc, apì aut n thn anisìthta kai apì thn gn sia anisìthta (3.6), blèpoume
ìti

f




n∑

j=1

pjxj


 <

n∑

j=1

pjf(xj),

kai autì antif�skei proc thn upìjesh (3.4). 'Etsi, èqoume to zhtoÔmeno.

Krit rio thc parag¸gou gia thn kurtìthta

'Ena basikì pleonèkthma thc anisìthtac tou Jensen eÐnai h genikìtht� thc, prin
ìmwc qrhsimopoi soume thn anisìthta tou Jensen se k�poio prìblhma, prèpei
pr¸ta na exasfalÐsoume thn kurtìthta k�poiac (kat�llhlhc gia to prìblhma)
sun�rthshc. Se merikèc peript¸seic autì epitugq�netai me epal jeush tou o-
rismoÔ (3.1), sun jwc ìmwc, epalhjeÔoume thn kurtìthta qrhsimopoi¸ntac to
akìloujo krit rio parag¸gou.

Je¸rhma 3.1.3 (krit rio parag¸gou gia thn kurtìthta). An h
f : (a, b) → R eÐnai dÔo forèc paragwgÐsimh kai f ′′(x) ≥ 0 gia k�je x ∈ (a, b),
tìte h f eÐnai kurt  sto (a, b). An f ′′(x) > 0 gia k�je x ∈ (a, b), tìte h f eÐnai
gnhsÐwc kurt  sto (a, b).

Gia thn apìdeixh, afoÔ jèloume na susqetÐsoume th sun�rthsh f me tic pa-
rag¸gouc thc, eÐnai polÔ fusikì na xekin soume me thn anapar�stash thc f pou
mac dÐnei to jemeli¸dec je¸rhma tou ApeirostikoÔ LogismoÔ. Sugkekrimèna, an
stajeropoi soume mia tim  x0 ∈ [a, b], èqoume thn anapar�stash

(3.7) f(x) = f(x0) +
∫ x

x0

f ′(u) du gia k�je x ∈ [a, b],
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kai autì mac dÐnei thn idèa na qrhsimopoi soume to gegonìc ìti, afoÔ f ′′ ≥ 0, h
sun�rthsh f ′ eÐnai aÔxousa. Gia thn akrÐbeia, h upìjes  mac den perièqei kamÐa
�llh plhroforÐa, prèpei loipìn h anapar�stash (3.7), h monotonÐa thc f ′ kai
k�poia arijmhtik  na mac odhg soun sto sumpèrasma.

Gia na proqwr soume, jewroÔme a ≤ x < y ≤ b kai 0 < p < 1. Jètontac
q = 1− p kai efarmìzontac thn anapar�stash (3.7) gia ta x, y kai x0 = px+ qy,
blèpoume ìti h posìthta

∆ = pf(x) + qf(y)− f(px + qy)

gr�fetai sth morf 

(3.8) ∆ = q

∫ y

px+qy

f ′(u) du− p

∫ px+qy

x

f ′(u) du.

Gia k�je u ∈ [x, px + qy] èqoume f ′(u) ≤ f ′(px + qy), opìte isqÔei h anisìthta

(3.9) p

∫ px+qy

x

f ′(u) du ≤ qp(y − x)f ′(px + qy),

en¸ gia k�je u ∈ [px+qy, y] èqoume f ′(u) ≥ f ′(px+qy), opìte isqÔei h anisìthta

(3.10) q

∫ y

px+qy

f ′(u) du ≥ qp(y − x)f ′(px + qy).

Sunep¸c, apì thn oloklhrwtik  anapar�stash (3.8) gia thn ∆ kai apì tic ani-
sìthtec (3.9) kai (3.10), blèpoume ìti ∆ ≥ 0.

Gia ton deÔtero isqurismì tou probl matoc, arkeÐ na parathr soume ìti an
f ′′(x) > 0 gia k�je x ∈ (a, b), tìte oi anisìthtec (3.9) kai (3.10) eÐnai gn siec.
'Etsi, h anapar�stash (3.8) gia thn ∆ dÐnei ∆ > 0, to opoÐo apodeiknÔei thn
gn sia kurtìthta thc f .

H anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou mèsw thc ekjeti-
k c sun�rthshc

To krit rio thc parag¸gou mac exasfalÐzei ìti h sun�rthsh x 7→ ex eÐnai kurt ,
opìte h anisìthta tou Jensen mac lèei ìti gia k�je n-�da pragmatik¸n arijm¸n
y1, y2, . . . , yn kai gia k�je epilog  jetik¸n arijm¸n pj , j = 1, . . . , n me p1 + p2 +
· · ·+ pn = 1, isqÔei h anisìthta

exp




n∑

j=1

pjyj


 ≤

n∑

j=1

pje
yj .

Jètontac xj = eyj , xanabrÐskoume th gnwst  anisìthta

n∏

j=1

x
pj

j ≤
n∑

j=1

pjxj .

Blèpoume loipìn ìti, me ekplhktik� sÔntomo kai kajarì trìpo, h anisìthta tou
Jensen mac odhgeÐ sth genikeumènh anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou.
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• Aut  h optik  gia thn anisìthta arijmhtikoÔ-gewmetrikoÔ mèsou eÐnai apo-
kaluptik  gia thn fÔsh kai th shmasÐa thc. H kentrik  jèsh pou katèqei
h anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou sth jewrÐa twn anisot twn
antanakl� to jemeli¸dh rìlo thc ekjetik c sun�rthshc, h opoÐa dr� san
isomorfismìc an�mesa stic dÔo piì shmantikèc om�dec: thn prosjetik  om�-
da twn pragmatik¸n arijm¸n kai thn pollaplasiastik  om�da twn jetik¸n
pragmatik¸n arijm¸n.

3.2 H qr sh thc kurtìthtac se k�poia tupik� pro-
bl mata

Pollèc apì tic gnwstèc sunart seic pou sunant�me sthn trigwnometrÐa kai thn
gewmetrÐa eÐnai kurtèc, kai, polÔ suqn�, aut  touc h idiìthta èqei polÔ qr simec
sunèpeiec. 'Ena par�deigma mac dÐnei to ex c prìblhma:

Prìblhma 3.2.1 (to mègisto ginìmeno dÔo akm¸n). Se èna isìpleuro
trÐgwno embadoÔ A, to ginìmeno opoiwnd pote dÔo pleur¸n isoÔtai me (4/

√
3)A.

DeÐxte ìti aut  h perÐptwsh eÐnai akraÐa: k�je trÐgwno embadoÔ A èqei dÔo
pleurèc me m kh pou to ginìmenì touc eÐnai megalÔtero   Ðso apì (4/

√
3)A.

Gia na xekin soume qreiazìmaste tÔpouc oi opoÐoi na sundèoun to embadìn
A enìc trig¸nou me ta m kh a, b, c twn pleur¸n tou kai tic antÐstoiqec gwnÐec
α, β, γ. GnwrÐzoume ìti

A =
1
2
ab sin γ =

1
2
ac sin β =

1
2
bc sinα.

An p�roume ton mèso ìro twn tri¸n isot twn, mporoÔme na gr�youme

(3.11)
1
3
(ab + ac + bc) =

2A

3

{
1

sin α
+

1
sin β

+
1

sin γ

}
.

Aut  h sqèsh mac parakineÐ na exet�soume thn kurtìthta thc sun�rthshc 1/ sin x.
H grafik  par�stash thc x 7→ 1/ sin x gia x ∈ (0, π) thn upodeiknÔei, kai autì
epibebai¸netai apì to krit rio thc parag¸gou: èqoume

(3.12)
(

1
sin x

)′′
=

1
sin x

+ 2
cos2 x

sin3 x
> 0 gia k�je x ∈ (0, π).

Sunep¸c, afoÔ (α+β + γ)/3 = π/3, apì thn anisìthta tou Jensen blèpoume ìti

1
3

{
1

sin α
+

1
sin β

+
1

sin γ

}
≥ 1

sin(π/3)
=

2√
3
,

kai, apì thn (3.11), paÐrnoume th zhtoÔmenh anisìthta

(3.13) max{ab, ac, bc} ≥ 1
3
(ab + ac + bc) ≥ 4√

3
A.

To prìblhma pou suzht same sundèetai sten� me mia gnwst  anisìthta tou
Weitzenböck, h opoÐa isqurÐzetai ìti se k�je trÐgwno èqoume

(3.14) a2 + b2 + c2 ≥ 4√
3
A.
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Pr�gmati, gia na per�soume apì thn (3.13) sthn anisìthta tou Weitzenböck,
arkeÐ na jumhjoÔme ìti

ab + ac + bc ≤ a2 + b2 + c2,

k�ti pou mporoÔme na apodeÐxoume me dÔo toul�qiston trìpouc: h anisìthta tou
Cauchy kai h anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou douleÔoun exÐsou kal�
se aut n thn perÐptwsh.

3.3 Belti¸nontac thn anisìthta tou Jensen

Up�rqoun k�poiec majhmatikèc mèjodoi pou, me hmiautìmato trìpo, genikeÔoun
mia tautìthta, isquropoioÔn mia anisìthta, belti¸noun k�poio gnwstì apotè-
lesma. To epìmeno apotèlesma mac dÐnei èna par�deigma miac tètoiac mejìdou.
DeÐqnei p¸c ja mporoÔsame na prospaj soume na isquropoi soume k�je anisì-
thta pou prokÔptei me efarmog  thc anisìthtac tou Jensen.

Je¸rhma 3.3.1 (o tÔpoc sf�lmatoc tou Hölder). 'Estw f : [a, b] → R
dÔo forèc paragwgÐsimh sun�rthsh me thn idiìthta

(3.15) 0 ≤ m ≤ f ′′(x) ≤ M gia k�je x ∈ [a, b].

An a ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ b kai an pk, k = 1, 2, . . . , n eÐnai mh arnhtikoÐ
arijmoÐ me p1 + p2 + · · ·+ pn = 1, up�rqei pragmatikìc arijmìc µ ∈ [m,M ] gia
ton opoÐo isqÔei h isìthta

(3.16)
n∑

k=1

pkf(xk)− f

(
n∑

k=1

pkxk

)
=

1
4
µ

n∑

j=1

n∑

k=1

pjpk(xj − xk)2.

Autì to apotèlesma perièqetai sto fhmismèno �rjro (pou dhmosieÔthke to
1885) tou Otto Ludwig Hölder (1859-1937) sto opoÐo apodeiknÔetai kai h perÐ-
fhmh anisìthta pou èmeine gnwst  wc {anisìthta tou Hölder}. H anisìthta tou
sf�lmatoc eÐnai ligìtero gnwst  all� polÔ shmantik . DÐnei ènan polÔ fusio-
logikì trìpo gia na metr soume th diafor� an�mesa sta dÔo mèlh thc anisìthtac
tou Jensen, kai mac lèei p¸c na petÔqoume kalÔtera apotelèsmata apì aut� pou
dÐnei h apl  efarmog  thc anisìthtac tou Jensen stic peript¸seic pou èqoume
mh tetrimmènec ektim seic sthn (3.15). PolÔ suqn�, h megalÔterh akrÐbeia twn
ektim sewn pou petuqaÐnoume den dikaiologeÐ ton prìsjeto kìpo pou apaiteÐtai,
merik� ìmwc lept� probl mata apaitoÔn aut n akrib¸c th megalÔterh akrÐbeia.

H anisìthta sf�lmatoc tou Hölder (3.16) mac bohj�ei epÐshc na katal�boume
kalÔtera th sqèsh twn kurt¸n sunart sewn me tic aploÔsterec grammikèc  
tetragwnikèc sunart seic. Gia par�deigma, an h diafor� M −m eÐnai mikr , tìte
h anisìthta (3.16) mac lèei ìti h f sumperifèretai perisìtero san tetragwnik 
sun�rthsh sto [a, b]. Epiplèon, sthn akraÐa perÐptwsh ìpou m = M , blèpoume
ìti h f eÐnai akrib¸c tetragwnik , dhlad  f(x) = α+βx+γx2 me m = M = 2γ,
kai h (3.16) paÐrnei th morf  miac apl c tetragwnik c tautìthtac.

'Omoia, an to M eÐnai mikrì, ac poÔme 0 ≤ M ≤ ε, tìte h anisìthta (3.16) mac
lèei ìti h f sumperifèretai perisìtero san mia grammik  sun�rthsh f(x) = α+βx.
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Gia mia grammik  sun�rthsh, to aristerì mèloc thc (3.16) isoÔtai me mhdèn, genik�
ìmwc h (3.16) mac lèei ìti to aristerì mèloc eÐnai èna mikrì pollapl�sio enìc
mètrou tou bajmoÔ di�qushc twn xj , j = 1, 2, . . . , n sto [a, b].

H diatÔpwsh tou jewr matoc mac odhgeÐ amèswc sto ex c er¸thma: p¸c mpo-
roÔme na qrhsimopoi soume to gegonìc ìti 0 ≤ m ≤ f ′′(x) ≤ M ? ParathroÔme
tìte ìti oi sunart seic

g(x) =
1
2
Mx2 − f(x) kai h(x) = f(x)− 1

2
mx2

oi opoÐec sundèontai sten� me autì to er¸thma, eÐnai epÐshc kurtèc. Fusiologik�
tìte, koit�me th morf  pou paÐrnei h anisìthta tou Jensen an efarmosteÐ gi�
autèc tic sunart seic.

Sthn perÐptwsh thc g, h anisìthta tou Jensen dÐnei thn

1
2
Mx2 − f(x) ≤

n∑

k=1

pk

{
1
2
Mx2

k − f(xk)
}

ìpou èqoume jèsei x = p1x1 +p2x2 + · · ·+pnxn, kai anadiat�ssontac touc ìrouc
se aut n thn anisìthta, paÐrnoume thn

{
n∑

k=1

pkf(xk)

}
− f(x) ≤ 1

2
M

{(
n∑

k=1

pkx2
k

)
− x2

}

=
1
2
M

n∑

k=1

pk(xk − x)2.

K�nontac entel¸c an�logo upologismì gia thn h, blèpoume ìti
{

n∑

k=1

pkf(xk)

}
− f(x) ≥ 1

2
m

n∑

k=1

pk(xk − x)2.

Oi dÔo autèc anisìthtec oloklhr¸noun thn apìdeixh thc (3.16). To mìno pou
leÐpei eÐnai na parathr soume ìti isqÔei h tautìthta

n∑

k=1

pk(xk − x)2 =
1
2

n∑

j=1

n∑

k=1

pjpk(xj − xk)2,

k�ti pou elègqetai eÔkola an anaptÔxoume ta dÔo mèlh kai qrhsimopoi soume ton
orismì tou x.





Kef�laio 4

H anisìthta tou Hölder

'Eqoume deÐ wc t¸ra trÐa apì ta tèssera kentrik� apotelèsmata thc klasi-
k c jewrÐac twn anisot twn: thn anisìthta Cauchy–Schwarz, thn anisìthta
arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou, kai thn anisìthta tou Jensen. Thn tetr�da
sumplhr¸nei èna apotèlesma pou apodeÐqjhke pr¸ta apì ton L. C. Rogers to
1888 kai, me diaforetikì trìpo, ènan qrìno argìtera apì ton Otto Hölder. Sth
sÔgqronh gl¸ssa, h anisìthta isqurÐzetai ìti gia ìlouc touc mh arnhtikoÔc ak

kai bk, k = 1, 2, . . . , n, isqÔei h anisìthta

(4.1)
n∑

k=1

akbk ≤
(

n∑

k=1

ap
k

)1/p (
n∑

k=1

bq
k

)1/q

,

upì ton ìro ìti oi ekjètec p > 1 kai q > 1 ikanopoioÔn thn sqèsh

(4.2)
1
p

+
1
q

= 1.

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti ta �rjra twn Rogers kai Hölder dÐnoun thn entÔpwsh
ìti oi suggrafeÐc endiafèrontan kurÐwc gia tic pijanèc epekt�seic kai efarmo-
gèc thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou. Eidikìtera, den èmoiazan na
jewroÔn thn anisìthta (4.1) � sth morf  pou o kajènac thn apèdeixe � k�ti to
idiaÐtera shmantikì, parìlo pou o Rogers thn ektimoÔse arket� ¸ste na parou-
si�sei dÔo apodeÐxeic thc. Autìc pou pr¸toc diatÔpwse thn anisìthta sth morf 
(4.1) kai anagn¸rise ton jemeli¸dh rìlo thc,  tan o Frigyes Riesz. MporoÔme
loipìn na isquristoÔme ìti h anisìthta (4.1) ja èprepe na onom�zetai {anisìthta
tou Rogers}   {anisìthta Rogers–Hölder–Riesz}. 'Opwc ìmwc sumbaÐnei suqn�,
se k�poia arqik  qronik  stigm  epibl jhke to ìnoma {anisìthta tou Hölder},
kai polÔ dÔskola ja mporoÔse kaneÐc na epimeÐnei sth qr sh �llou onìmatoc.
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4.1 Istorik� sqìlia

H anisìthta pou apèdeixe o Rogers to 1888, isqurÐzetai ìti gia k�je 0 < r < s <

t < ∞ kai gia k�je mh arnhtikoÔc arijmoÔc ak, bk, k = 1, 2, . . . , n, èqoume

(4.3)

(
n∑

k=1

akbs
k

)t−r

≤
(

n∑

k=1

akbr
k

)t−s (
n∑

k=1

akbt
k

)s−r

,

pou gia suntomÐa gr�fetai sth morf 

(4.4) (Ss)t−r ≤ (Sr)t−s(St)s−r, ìpou Sp =
n∑

k=1

akbp
k, p > 0.

O Rogers èdwse dÔo apodeÐxeic gi� aut n thn anisìthta: sthn pr¸th qrhsimo-
poÐoÔse thn {tautìthta twn tess�rwn gramm�twn}, en¸ sthn deÔterh qrhsimo-
poioÔse thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou, thn opoÐa ègrafe sth
morf 

(4.5) xw1
1 xw2

2 · · ·xwn
n ≤

(
w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn

w1 + w2 + · · ·+ wn

)w1+w2+···+wn

.

Qrhsimopoi¸ntac tic antikatast�seic wk = akbs
k kai xk = bt−s

k , o Rogers katè-
lhge sthn

(4.6)
(
b
a1bs

1
1 b

a2bs
2

2 · · · banbs
n

n

)t−s

≤ (St/Ss)Ss ,

kai qrhsimopoi¸ntac tic antikatast�seic wk = akbs
k kai xk = br−s

k , katèlhge
sthn

(4.7)
(
b
a1bs

1
1 b

a2bs
2

2 · · · banbs
n

n

)r−s

≤ (Sr/Ss)Ss .

Sundu�zontac thn (4.6) me thn antistrof  thc (4.7), paÐrnoume

(4.8) (Ss/Sr)Ss/(s−r) ≤ b
a1bs

1
1 b

a2bs
2

2 · · · banbs
n

n ≤ (St/Ss)Ss/(t−s).

'Epetai ìti

(4.9) (Ss/Sr)1/(s−r) ≤ (St/Ss)1/(t−s),

dhlad ,

(4.10) St−r
s ≤ St−s

r Ss−r
t .

H akrib c anisìthta pou apèdeixe o Hölder to 1889, èlege ìti gia k�je wk ≥ 0,
yk ≥ 0 kai p > 0 isqÔei

(4.11)
n∑

k=1

wkyk ≤
(

n∑

k=1

wk

)(p−1)/p (
n∑

k=1

wkyp
k

)1/p

.



4.2 Apodeixh thc anisothtac tou Hölder · 35

O Hólder xekinoÔse apì thn anisìthta tou Jensen: an φ : [0,+∞) → R eÐnai
mia kurt  sun�rthsh, tìte gia k�je y1, . . . , yn ≥ 0 kai gia k�je w1, . . . , wn > 0
èqoume
(4.12)

φ

(
w1y1 + w2x2 + · · ·+ wnyn

w1 + w2 + · · ·+ wn

)
≤ w1φ(y1) + w2φ(y2) + · · ·+ wnφ(yn)

w1 + w2 + · · ·+ wn
.

Efarmìzontac aut n thn anisìthta gia thn kurt  sun�rthsh φ(x) = xp, paÐr-
noume

(4.13)
(

w1y1 + w2x2 + · · ·+ wnyn

w1 + w2 + · · ·+ wn

)p

≤ w1y
p
1 + w2y

p
2 + · · ·+ wnyp

n

w1 + w2 + · · ·+ wn
.

Me �lla lìgia,

(4.14)

(
n∑

k=1

wkyk

)p

≤
(

n∑

k=1

wk

)p−1 (
n∑

k=1

wkyp
k

)
,

ap� ìpou prokÔptei h (4.11).
MporoÔme t¸ra na per�soume apì thn (4.11) sthn (4.1) jètontac wk = bp

k

kai yk = ak/bp−1
k .

Gia thn antÐstrofh kateÔjunsh � an jèloume dhlad  na xekin soume apì thn
(4.1) kai na katal xoume sthn (4.11) � efarmìzoume thn (4.1) me

(4.15) ak = w
1/p
k yk kai bk = w

1/q
k .

4.2 Apìdeixh thc anisìthtac tou Hölder

DÐnoume t¸ra thn apìdeixh thc anisìthtac (4.1) tou Riesz kai prosdiorÐzoume tic
proôpojèseic k�tw apì tic opoÐec isqÔei san isìthta: gia dosmènh mh mhdenik 
akoloujÐa a1, a2, . . . , an isqÔei isìthta sthn (4.1) an kai mìno an up�rqei stajer�
λ ∈ R ¸ste

(4.16) λa
1/p
k = b1/q gia k�je 1 ≤ k ≤ n.

H pr¸th skèyh pou mac èrqetai sto mualì eÐnai asfal¸c na prospaj soume
na prosarmìsoume k�poia apì tic apodeÐxeic thc anisìthtac tou Cauchy: eÐnai
m�lista arket� qr simo na doÔme giatÐ k�poiec apì autèc den mporoÔn na mac
bohj soun. Gia par�deigma, an p 6= 2, to epiqeÐrhma tou Schwarz den mporeÐ na
doulèyei afoÔ den up�rqei k�poio tri¸numo pou na sqetÐzetai fusiologik� me to
prìblhma. 'Omoia, h apousÐa enìc tètoiou triwnÔmou shmaÐnei ìti eÐnai apÐjano
na broÔme k�poia tautìthta tÔpou Lagrange pou na odhgeÐ sthn anisìthta.

Erqìmaste ètsi sthn piì isqur  apìdeixh thc anisìthtac tou Cauchy, aut n
pou xekin�ei me thn {tapein  anisìthta}

(4.17) xy ≤ 1
2
x2 +

1
2
y2 gia k�je x, y ∈ R.
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Aut  h anisìthta mac jumÐzei ìti, apì thn genik  anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ
mèsou (2.9) èpetai ìti

(4.18) xαyβ ≤ α

α + β
xα+β +

β

α + β
yα+β

gia k�je x ≥ 0, y ≥ 0, α > 0 kai β > 0. An loipìn jèsoume u = xα, v = yβ ,
p = (α + β)/α kai q = (α + β)/β, tìte blèpoume ìti gia k�je p > 1 isqÔei h
sunepagwg 

(4.19)
1
p

+
1
q

= 1 =⇒ uv ≤ 1
p
up +

1
q
vq gia k�je u, v ∈ R+.

Aut  idanik  genÐkeush thc (4.17) eÐnai gnwst  wc {anisìthta tou Young}.
H sunèqeia thc apìdeixhc thc anisìthtac tou Hölder eÐnai h sunhjismènh. An

k�noume tic antikatast�seic u 7→ ak kai y 7→ bk sthn (4.19) kai an ajroÐsoume
wc proc 1 ≤ k ≤ n, paÐrnoume thn

(4.20)
n∑

k=1

akbk ≤ 1
p

n∑

k=1

ap
k +

1
q

n∑

k=1

bq
k,

kai, gia na per�soume apì aut n thn prosjetik  anisìthta se mia pollaplasia-
stik  anisìthta, mporoÔme na efarmìsoume to tèqnasma thc kanonikopoÐhshc to
opoÐo èqoume  dh qrhsimopoi sei. QwrÐc periorismì thc genikìthtac mporoÔme na
upojèsoume ìti kamÐa apì tic dÔo akoloujÐec den eÐnai tautotik� mhdenik , opìte
mporoÔme na orÐsoume tic kanonikopoihmènec metablhtèc

âk = ak

/(
n∑

k=1

ap
k

)1/p

kai b̂k = bk

/(
n∑

k=1

bq
k

)1/q

.

T¸ra, an antikatast soume autoÔc tic timèc sthn prosjetik  anisìthta (4.20)
paÐrnoume to zhtoÔmeno me apl  arijmhtik .

To epiqeÐrhma tou Riesz eÐnai �meso, ìmwc o trìpoc diatÔpwshc thc anisìthtac
apì ton Riesz  tan autìc pou aploÔsteuse polÔ thn apìdeix  thc: eÐqe thn
sofÐa na antilhfjeÐ ton rìlo twn zeugari¸n ekjet¸n p kai q pou ikanopoioÔn
thn 1/p + 1/q = 1. H isorropÐa twn suzug¸n ekjet¸n faÐnetai  dh sthn p − q

genÐkeush (4.19) thc (4.17), kai paÐzei polÔ shmantikì rìlo sthn An�lush.
Gia na oloklhr¸soume th lÔsh tou probl matoc prèpei na prosdiorÐsoume tic

peript¸seic stic opoÐec isqÔei isìthta. Parathr ste pr¸ta ìti isqÔei tetrimmèna
isìthta an bk = 0 gia k�je 1 ≤ k ≤ n, ìmwc se aut n thn perÐptwsh h isìthta
(4.16) ikanopoieÐtai me λ = 0. 'Etsi, qwrÐc periorismì thc genikìthtac upojètoume
ìti kai oi dÔo akoloujÐec eÐnai mh mhdenikèc.

Sth sunèqeia, parathroÔme ìti isqÔei isìthta sthn anisìthta tou Hölder
(4.1) an kai mìno an isqÔei isìthta sthn prosjetik  anisìthta (4.20) ìtan aut 
efarmìzetai gia tic kanonikopoihmènec metablhtèc âk kai b̂k. Apì thn kat� shmeÐo
anisìthta (4.19) blèpoume t¸ra ìti isqÔei isìthta sthn prosjetik  anisìthta
(4.20) an kai mìno an èqoume

âk b̂k =
1
p
âp

k +
1
q
b̂q
k gia k�je k = 1, 2, . . . , n.
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Tìte, apì ton qarakthrismì thc isìthtac sthn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ
mèsou (4.18), blèppoume ìti gia k�je 1 ≤ k ≤ n prèpei na isqÔei âp

k = b̂q
k. Tèloc,

epistrèfontac stic arqikèc metablhtèc ak kai bk, blèpoume ìti λap
k = bq

k gia k�je
1 ≤ k ≤ n, ìpou h stajer� λ isoÔtai me

λ =

(
n∑

k=1

bq
k

)1/q /(
n∑

k=1

ap
k

)1/p

.

'Eqoume ètsi d¸sei qarakthrismì gia tic peript¸seic isìthtac sthn anisìthta
tou Hölder.

4.3 AntÐstrofh thc anisìthtac tou Hölder

To epìmeno apotèlesma ja mporoÔse na idwjeÐ wc h antÐstrofh thc anisìthtac
tou Hölder.

Je¸rhma 4.3.1 (h antÐstrofh thc Hölder � h ènnoia tou du-
ðsmoÔ). An 1 < p < ∞ kai an C eÐnai mia stajer� me thn idiìthta

(4.21)
n∑

k=1

akxk ≤ C

{
n∑

k=1

|xk|p
}1/p

gia k�je xk, 1 ≤ k ≤ n, tìte, an jèsoume q = p/(p− 1), isqÔei h anisìthta

(4.22)

{
n∑

k=1

|ak|q
}1/q

≤ C.

Autì to apotèlesma mac bohj�ei na exhg soume giatÐ h emf�nish twn suzu-
g¸n ekjet¸n (p, q) tou Riesz eÐnai anapìfeukth. Oi mh grammikoÐ periorismoÐ
eÐnai p�ntote dÔsqrhstoi, kai ed¸ blèpoume ìti oi x�metablhtèc emfanÐzontai kai
sta dÔo mèlh thc upìjeshc (4.21). Gia na tic apaleÐyoume qreiazìmaste èna
tèqnasma.

Mia idèa pou douleÔei arket� suqn� ìtan èqoume eleÔjerec metablhtèc kai
sta dÔo mèlh miac sqèshc eÐnai na {sunwmot soume} ¸ste na k�noume ta dÔo
mèlh na moi�zoun ìso gÐnetai perissìtero. Aut  h {arq  thc exÐswshc twn dÔo
mel¸n} den eÐnai teleÐwc saf c, sthn perÐptws  mac ìmwc upodeiknÔei ìti gia k�je
1 ≤ k ≤ n ja èprepe na epilèxoume to xk ètsi ¸ste na isqÔei h akxk = |xk|p.
Me �lla lìgia, jètoume xk = sign(ak)|ak|p/(p−1), ìpou sign(ak) = 1 an ak ≥ 0
kai sign(ak) = −1 an ak < 0. Me aut n thn epilog , h sunj kh (4.21) paÐrnei
th morf 

(4.23)
n∑

k=1

|ak|p/(p−1) ≤ C

{
n∑

k=1

|ak|p/(p−1)

}1/p

.

QwrÐc periorismì thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume ìti to �jroisma sto
dexiì mèloc eÐnai mh mhdenikì, opìte mporoÔme na diairèsoume me autì to �jroisma.
Qrhsimopoi¸ntac th sqèsh 1/p+1/q = 1 parathroÔme ìti prokÔptei h zhtoÔmenh
anisìthta (4.22).
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H anisìthta tou Minkowski

H anisìthta tou Hölder kai h anisìthta duðsmoÔ (4.22) mporoÔn na epanadiatu-
pwjoÔn me polloÔc trìpouc, o piì ìmorfoc ìmwc ap� ìlouc apaiteÐ thn eisagwg 
k�poiou nèou sumbolismoÔ. An a = (a1, a2, . . . , an) eÐnai mia n��da pragmatik¸n
arijm¸n, gia k�je 1 ≤ p < ∞ gr�foume

(4.24) ‖a‖p =

(
n∑

k=1

|ak|p
)1/p

,

en¸ gia p = ∞ jètoume ‖a‖∞ = max1≤k≤n |ak|. Me autìn ton sumbolismì, h
anisìthta tou Hölder (4.1) gia 1 ≤ p < ∞ paÐrnei thn apl  morf 

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ ‖a‖p‖b‖q,

ìpou gia 1 < p < ∞ to zeug�ri (p, q) eÐnai oi sun jeic suzugeÐc ekjètec pou
prosdiorÐzontai apì thn sqèsh

1
p

+
1
q

= 1 ìtan 1 < p < ∞,

en¸ gia p = 1 jètoume q = ∞.
H posìthta ‖a‖p onom�zetai p�nìrma,   `p�nìrma, thc n��dac, gia na dikaio-

log soume ìmwc aut n thn onomasÐa, prèpei na elègxoume ìti ìntwc ikanopoieÐ
ìlec tic idiìthtec pou apaitoÔntai apì ton orismì thc nìrmac. Pio sugkekrimèna,
prèpei na epalhjeÔsoume tic ex c treic idiìthtec:

(i) ‖a‖p ≥ 0, me isìthta an kai mìno an a = 0.

(ii) ‖αa‖p = |α| ‖a‖p gia k�je α ∈ R.
(iii) ‖a + b‖p ≤ ‖a‖p + ‖b‖p gia ìlec tic n��dec a kai b.

Oi pr¸tec dÔo idiìthtec prokÔptoun �mesa apì ton orismì (4.24), h trÐth
ìmwc idiìthta eÐnai bajÔterh. EÐnai gnwst  wc {anisìthta tou Minkowski} kai,
parìlo pou den eÐnai dÔskolo na apodeiqjeÐ, eÐnai jemeli¸dhc.

Je¸rhma 4.3.2 (h anisìthta tou Minkowski). Gia k�je a = (a1, a2, . . . , an)
kai b = (b1, b2, . . . , bn) isqÔei h anisìthta

(4.25) ‖a + b‖p ≤ ‖a‖p + ‖b‖p,

 , isodÔnama, gia k�je p ≥ 1 isqÔei h anisìthta

(4.26)

(
n∑

k=1

|ak + bk|p
)1/p

≤
(

n∑

k=1

|ak|p
)1/p

+

(
n∑

k=1

|bk|p
)1/p

.

Epiplèon, an ‖a‖p 6= 0 kai an p > 1, tìte isqÔei isìthta sthn anisìthta (4.25) an
kai mìno an (1) up�rqei stajer� λ ∈ R ¸ste |bk| = λ|ak| gia k�je k = 1, 2, . . . , n,
kai (2) oi ak kai bk èqoun to Ðdio prìshmo gia k�je k = 1, 2, . . . , n.
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Up�rqoun pollèc diaforetikèc apodeÐxeic thc anisìthtac tou Minkowski, h
mèjodoc ìmwc pou qrhsimopoi jhke apì ton F. Riesz eÐnai h piì gohteutik  �
idiaÐtera an k�poioc jèlei na parousi�sei thn anisìthta tou Minkowski amèswc
met� apì thn parousÐash thc anisìthtac tou Hölder. To er¸thma eÐnai: {ja
mporoÔse na mac bohj sei h Hölder}? Amèswc met�, h �lgebra èrqetai na mac
bohj sei.

AfoÔ to �nw fr�gma pou zht�me eÐnai to �jroisma dÔo ìrwn, eÐnai logikì na
sp�soume to aristerì mèloc se dÔo mèrh:

(4.27)
n∑

k=1

|ak + bk|p ≤
n∑

k=1

|ak| |ak + bk|p−1 +
n∑

k=1

|bk| |ak + bk|p−1.

Aut  h di�spash dÐnei  dh thn anisìthta tou Minkowski (4.26) gia p = 1, opìte
mporoÔme plèon na upojèsoume ìti p > 1. Efarmìzontac thn anisìthta tou
Hölder qwrist� se kajèna apì ta ajroÐsmata thc (4.27), blèpoume ìti

n∑

k=1

|ak| |ak + bk|p−1 ≤
(

n∑

k=1

|ak|p
)1/p (

n∑

k=1

|ak + bk|p
)(p−1)/p

kai
n∑

k=1

|bk| |ak + bk|p−1 ≤
(

n∑

k=1

|bk|p
)1/p (

n∑

k=1

|ak + bk|p
)(p−1)/p

.

'Etsi, me ton sumbolismì thc (4.24) paÐrnoume

(4.28) ‖a + b‖p
p ≤ ‖a‖p · ‖a + b‖p−1

p + ‖b‖p · ‖a + b‖p−1
p .

AfoÔ h anisìthta tou Minkowski isqÔei tetrimmèna sthn perÐptwsh pou ‖a +
b‖p = 0, mporoÔme na upojèsoume ìti ‖a+b‖p 6= 0. Diair¸ntac ta dÔo mèlh thc
(4.28) me ‖a + b‖p−1

p oloklhr¸noume thn apìdeixh.
'Ena pleonèkthma thc apìdeixhc tou Riesz gia thn anisìthta tou Minkowski

eÐnai ìti exet�zontac prosektik� to epiqeÐrhm� tou mporoÔme na prosdiorÐsoume
tic peript¸seic thc isìthtac.

Kat� arq n, parathroÔme ìti an isqÔei isìthta sthn anisìthta (4.25) tìte
prèpei na èqoume isìthta sto pr¸to mac b ma, thn (4.27), kai epÐshc na isqÔei
h |ak + bk| = |ak| + |bk| gia k�je 1 ≤ k ≤ n. 'Etsi, mporoÔme na upojèsoume
ìti oi ak kai bk eÐnai omìshmoi gia k�je 1 ≤ k ≤ n, kai qwrÐc periorismì thc
genikìthtac upojètoume ìti ak ≥ 0 kai bk ≥ 0 gia k�je 1 ≤ k ≤ n.

Apì thn isìthta sthn (4.25) sumperaÐnoume epÐshc ìti èqoume isìthta stic
dÔo peript¸seic ìpou efarmìsame thn anisìthta tou Hölder, opìte, upojètontac
ìti ‖a + b‖p 6= 0, sumperaÐnoume ìti up�rqei λ ≥ 1 tètoioc ¸ste

λ|ak|p = {|ak + bk|p−1}q = |ak + bk|p

kai ìti up�rqei λ′ ≥ 1 tètoioc ¸ste

λ′|bk|p = {|ak + bk|p−1}q = |ak + bk|p.
Apì autèc tic isìthtec blèpoume ìti an jèsoume λ′′ = λ/λ′ tìte èqoume λ′′|ak|p =
|bk|p gia k�je k = 1, 2, . . . , n.

Autìc eÐnai akrib¸c o qarakthrismìc pou elpÐzame na apodeÐxoume.
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4.4 Upoprosjetikìthta kai hmigrammikopoÐhsh

H anisìthta tou Minkowski mac lèei ìti h sun�rthsh h : Rn → R me h(a) = ‖a‖p

eÐnai upoprosjetik  me thn ènnoia ìti ikanopoieÐ thn anisìthta

h(a + b) ≤ h(a) + h(b) gia k�je a,b ∈ Rn.

H apìdeixh thc upoprosjetikìthtac miac sun�rthshc eÐnai sun jwc apl , kai
autì mac k�nei na anarwthjoÔme an up�rqei k�poioc �mesoc trìpoc apìdeixhc
thc anisìthtac tou Minkowski. To epìmeno je¸rhma epibebai¸nei aut n thn
upoyÐa kai tautìqrona dÐnei prìsjetec plhroforÐec.

Je¸rhma 4.4.1 (hmigrammikopoÐhsh thc `p�nìrmac). Gia k�je 1 ≤
p ≤ ∞ isqÔei h tautìthta

(4.29) ‖a‖p = max

{
n∑

k=1

akxk : ‖x‖q = 1

}
,

ìpou a = (a1, a2, . . . , an) kai oi p kai q eÐnai suzugeÐc ekjètec: q = p/(p − 1) an
p > 1 kai q = ∞ an p = 1, q = 1 an p = ∞. Tèloc, aut  h isìthta èqei san
�mesh sunèpeia thn anisìthta tou Minkowski.

Prin apodeÐxoume to je¸rhma, eÐnai qr simo na doÔme thn hmigrammikopoÐhsh
se èna eurÔtero plaÐsio. An V eÐnai ènac grammikìc q¸roc (gia par�deigma, o
Rn) kai an L : V ×W → R eÐnai mia sun�rthsh prosjetik  wc proc thn pr¸th
thc metablht , dhlad  an ikanopoieÐ thn L(a + b,w) = L(a,w) + L(b,w), tìte
h sun�rthsh h : V → R pou orÐzetai apì thn

(4.30) h(a) = max
w∈W

L(a,w),

eÐnai p�nta upoprosjetik , afoÔ

h(a + b) = max
w∈W

L(a + b,w) = max
w∈W

{
L(a,w) + L(b,w)

}

≤ max
w0∈W

L(a,w0) + max
w1∈W

L(b,w1) = h(a) + h(b).

H anapar�stash (4.30) lègetai hmigrammikopoÐhsh thc h, kai pollèc apì tic
jemeli¸deic posìthtec sthn jewrÐa twn anisìthtwn epidèqontai anaparast�seic
autoÔ tou tÔpou.

H Ôparxh thc hmigrammik c anapar�stashc (4.29) gia thn sun�rthsh h(a) =
‖a‖p eÐnai apl  sunèpeia thc anisìthtac tou Hölder kai thc antÐstrof c thc.
JewroÔme to sÔnolo

S =

{
n∑

k=1

akxk :
n∑

k=1

|xk|q ≤ 1

}
,

kai parathroÔme ìti apì thn anisìthta tou Hölder èqoume s ≤ ‖a‖p gia k�je
s ∈ S. Autì apodeiknÔei ìti max{s ∈ S} ≤ ‖a‖p. T¸ra, apì ton orismì tou S,
k�nontac kanonikopoÐhsh blèpoume ìti

(4.31)
n∑

k=1

akyk ≤ ‖y‖q max{s ∈ S} gia k�je y ∈ Rn.
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'Etsi, apì thn antÐstrofh anisìthta Hölder gia to zeug�ri suzug¸n ekjet¸n
(q, p) � prosèxte thn enallag  twn rìlwn twn p kai q � paÐrnoume thn deÔterh
anisìthta ‖a‖p ≤ max{s ∈ S}. Sundu�zontac tic dÔo anisìthtec paÐrnoume thn
hmigrammik  anapar�stash (4.29) gia thn h(a) = ‖a‖p.

4.5 'Ena apotèlesma eust�jeiac gia thn anisìthta
tou Hölder

Se pollèc perioqèc twn Majhmatik¸n sunant�me apotelèsmata qarakthrismoÔ
kai apotelèsmata eust�jeiac. Sun jwc, èna apotèlesma qarakthrismoÔ dÐnei pl -
rh perigraf  twn lÔsewn k�poiac exÐswshc, en¸ to antÐstoiqo apotèlesma ej-
st�jeiac isqurÐzetai ìti an h exÐswsh {sqedìn isqÔei} tìte o qarakthrismìc
{sqedìn ikanopoieÐtai}. Se aut n thn par�grafo exet�zoume an up�rqei k�poio
apotèlesma eust�jeiac sqetikì me thn anisìthta tou Hölder.

Gia na gÐnoume pio sugkekrimènoi, ac parathr soume pr¸ta ìti to {tèqnasma
thc eisagwg c mon�dwn} kai h anisìthta tou Hölder deÐqnoun ìti gia k�je p > 1
kai gia k�je akoloujÐa mh arnhtik¸n pragmatik¸n arijm¸n a1, a2, . . . , an isqÔei
h anisìthta

n∑

j=1

aj ≤ n(p−1)/p




n∑

j=1

ap
j




1/p

.

An loipìn orÐsoume ton suntelest  apìklishc δ(a) jètontac

(4.32) δ(a) :=
n∑

j=1

ap
j − n1−p




n∑

j=1

aj




p

,

tìte èqoume δ(a) ≥ 0 kai, gia na per�soume sto endiafèron shmeÐo autoÔ tou
orismoÔ, to krit rio thc isìthtac sthn anisìthta tou Hölder mac lèei ìti δ(a) = 0
an kai mìno an up�rqei k�poia stajer� µ tètoia ¸ste aj = µ gia k�je j =
1, 2, . . . , n. Dhlad , h sunj kh δ(a) = 0 ikanopoieÐtai an kai mìno an ìlec oi
suntetagmènec tou a eÐnai Ðsec.

Autìc o qarakthrismìc odhgeÐ me th seir� tou se mia seir� apotelesm�twn
eust�jeiac:

Je¸rhma 4.5.1 (èna apotèlesma eust�jeiac gia thn anisìthta
tou Hölder). An p ≥ 2 kai an aj ≥ 0 gia k�je 1 ≤ j ≤ n, tìte up�rqei stajer�
λ = λ(a, p) tètoia ¸ste

(4.33) (λ−
√

δ)2/p ≤ aj ≤ (λ +
√

δ)2/p

gia k�je j = 1, 2, . . . , n. Me �lla lìgia, an o suntelest c apìklishc δ = δ(a)
eÐnai mikrìc, tìte h akoloujÐa a1, a2, . . . , an eÐnai sqedìn stajer .

O trìpoc me ton opoÐo to Ðdio to je¸rhma mac zht�ei na ekfr�soume to ge-
gonìc ìti h akoloujÐa a1, a2, . . . , an eÐnai sqedìn stajer , mac dÐnei mia upìdeixh
gia to p¸c na xekin soume. H sqèsh (4.33) mporeÐ na grafteÐ isodÔnama sth
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morf  (ap/2
j − λ)2 ≤ δ(a), kai mporoÔme na apodeÐxoume ìlec (tic n) zhtoÔmenec

anisìthtec tautìqrona an deÐxoume thn isqurìterh eikasÐa ìti up�rqei stajer�
λ tètoia ¸ste na isqÔei h anisìthta

(4.34)
n∑

j=1

(ap/2
j − λ)2 ≤ δ(a).

Ja mporoÔse k�poioc na peÐ ìti me aut n thn eikasÐa zht�me poll�, axÐzei ìmwc
ton kìpo na thn diereun soume.

Ti to idiaÐtero èqei h (4.34)? Pr¸ta ap� ìla, an p = 2, me apeujeÐac upologi-
smì blèpoume apì ton orismì tou δ(a) ìti h (4.34) isqÔei sthn pragmatikìthta
san tautìthta, arkeÐ na epilèxoume λ = (a1 +a2 + · · ·+an)/n. Autì eÐnai fusik�
polÔ kalì shm�di.

'Ena ligìtero profanèc prosìn thc eikasÐac (4.34) eÐnai ìti emmèswc mac
rwt�ei an k�poio sugkekrimèno tri¸numo èqei pragmatikèc rÐzec. An h anisìthta
(4.34) isqÔei gia k�poion pragmatikì arijmì λ, tìte lìgw sunèqeiac ja up�rqei
epÐshc pragmatikìc arijmìc λ o opoÐoc ja ikanopoieÐ thn exÐswsh

n∑

j=1

(ap/2
j − λ)2 = δ(a) :=

n∑

j=1

ap
j − n1−p




n∑

j=1

aj




p

.

Met� apì k�poiec algebrikèc pr�xeic kai aplopoi seic blèpoume loipìn ìti h
eikasÐa (4.34) isqÔei an kai mìno an up�rqei pragmatik  rÐza thc exÐswshc

(4.35) nλ2 − 2λ

n∑

j=1

a
p/2
j + n1−p




n∑

j=1

aj




p

= 0.

AfoÔ mia deuterob�jmia exÐswsh aλ2 + 2Bλ + C = 0 èqei pragmatikèc rÐzec
an kai mìno an AC ≤ B2, blèpoume ìti h lÔsh tou probl matìc mac ja èqei
oloklhrwjeÐ an mporèsoume na deÐxoume ìti

(4.36) n2−p




n∑

j=1

aj




p

≤



n∑

j=1

a
p/2
j




2

.

Eutuq¸c, eÐnai eÔkolo na diapist¸soume ìti h teleutaÐa anisìthta isqÔei. Gia thn
akrÐbeia, eÐnai èna aplì pìrisma thc anisìthtac tou Hölder kai tou {teqn�smatoc
thc eisagwg c mon�dwn}. ArkeÐ na efarmìsoume thn anisìthta tou Hölder me
p′ = p/2 kai q′ = p/(p− 2) sto �jroisma a1 · 1 + a2 · 1 + · · ·+ an · 1.

4.6 Parembol 

H `1�nìrma kai h `∞�nìrma eÐnai oi dÔo akraÐec metaxÔ twn `p�norm¸n, kai se
arketèc peript¸seic mporoÔme sundu�zontac mia `1 anisìthta me mia `∞ anisìthta
na p�roume antÐstoiqh anisìthta gia thn `p�nìrma, ìpou 1 < p < ∞.

To teleutaÐo mac je¸rhma dÐnei èna shmantikì par�deigma efarmog c aut c
thc dunatìthtac. 'Eqei epÐshc skopì na d¸sei mia idèa gia èna apì ta plèon
diadedomèna jèmata pou sunant�me sthn jewrÐa twn anisot twn � thn parembol .



4.6 Parembolh · 43

Je¸rhma 4.6.1 (èna par�deigma `1 − `∞ parembol c). 'Estw cjk,
1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n ènac pÐnakac mh arnhtik¸n pragmatik¸n arijm¸n oi opoÐoi
ikanopoioÔn tic

m∑

j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cjkxk

∣∣∣∣∣ ≤ A

n∑

k=1

|xk| kai max
1≤j≤m

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cjkxk

∣∣∣∣∣ ≤ B max
1≤k≤n

|xk|

gia k�je xk, 1 ≤ k ≤ n. An 1 < p < ∞ kai q = p/(p−1), tìte isqÔei h anisìthta
parembol c

(4.37)




m∑

j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cjkxk

∣∣∣∣∣

p



1/p

≤ A1/pB1/q

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p

gia k�je xk, 1 ≤ k ≤ n.

To pio enoqlhtikì stoiqeÐo thc anisìthtac (4.37) eÐnai h parousÐa twn p�
riz¸n. Ja jèlame loipìn na broÔme ènan trìpo gia na tic exafanÐsoume. H
rÐza sto dexiì mèloc den dhmiourgeÐ probl mata giatÐ kanonikopoi¸ntac to x
mporoÔme, qwrÐc periorismì thc genikìthtac, na upojèsoume ìti ‖x‖p ≤ 1. Ti ja
mporoÔsame ìmwc na k�noume gia thn p�rÐza sto aristerì mèloc?

Eutuq¸c, diajètoume èna ergaleÐo pou eÐnai apolÔtwc kat�llhlo gia thn perÐ-
stash. H antÐstrofh thc anisìthtac tou Hölder mac lèei ìti, gia na apodeÐxoume
thn anisìthta (4.37), arkeÐ na apodeÐxoume ìti, gia ìla ta dianÔsmata x kai y
pou ikanopoioÔn tic ‖x‖p ≤ 1 kai ‖y‖q ≤ 1, isqÔei h anisìthta

(4.38)
m∑

j=1

n∑

k=1

cjkxkyj ≤ A1/pB1/q.

Epiplèon, afoÔ upojètoume ìti cjk ≥ 0 gia k�je j kai k, arkeÐ na apodeÐxoume
thn anisìthta gia ‖x‖p ≤ 1 kai ‖y‖q ≤ 1 me xk ≥ 0 kai yj ≥ 0 gia k�je j kai k.

Diatup¸nontac to prìblhma sth morf  thc (4.38) èqoume k�nei pragmatik 
prìodo. T¸ra antimetwpÐzoume ènan tÔpo probl matoc pou èqoume xanasuna-
nt sei: jèloume na ektim soume èna �jroisma k�tw apì k�poiouc mh grammikoÔc
periorismoÔc.

Ed¸, eÐnai logikì na qrhsimopoi soume to tèqnasma thc di�spashc, ekmetal-
leuìmenoi th sqèsh 1/p + 1/q = 1. K�nontac di�spash kai qrhsimopoi¸ntac thn
anisìthta tou Hölder, blèpoume ìti

m∑

j=1

n∑

k=1

cjkxkyj =
m∑

j=1

n∑

k=1

(cjkxp
k)1/p(cjkyq

j )1/q

≤



m∑

j=1

n∑

k=1

cjkxp
k




1/p 


m∑

j=1

n∑

k=1

cjkyq
j




1/q

,

kai t¸ra qrei�zetai na ektim soume touc teleutaÐouc dÔo ìrouc.
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O pr¸toc ìroc eÐnai eÔkoloc, afoÔ h pr¸th mac upìjesh kai h ‖x‖p ≤ 1 mac
dÐnoun to fr�gma

(4.39)
m∑

j=1

n∑

k=1

cjkxp
k ≤ A

n∑

k=1

xp
k ≤ A.

H ektÐmhsh tou deÔterou ìrou den eÐnai polÔ duskolìterh. ArkeÐ na qrhsimopoi-
 soume thn deÔterh upìjesh kai thn ‖y‖q ≤ 1, se sunduasmì me èna qondroeidèc
fr�gma:

(4.40)
m∑

j=1

n∑

k=1

cjkyq
j ≤

m∑

j=1

yq
j

{
max

1≤k≤n

n∑

k=1

cjk

}
≤ B

m∑

j=1

yq
j ≤ B.

Tèloc, qrhsimopoi¸ntac tic (4.39) kai (4.40) gia na ektim soume to ginìmeno(∑m
j=1

∑n
k=1 cjkxp

k

)1/p (∑m
j=1

∑n
k=1 cjkyq

j

)1/q

, paÐrnoume thn (4.38). Autì o-
loklhr¸nei thn apìdeixh.



Mèroc II

Eidik� jèmata





Kef�laio 5

H anisìthta tou Carleman

5.1 Eisagwg 

To 1923, o Torsten Carleman apèdeixe thn ex c anisìthta: An
∑∞

n=1 an eÐnai
mia seir� mh arnhtik¸n pragmatik¸n arijm¸n, kai an sumbolÐsoume me γn ton
gewmetrikì mèso twn a1, a2, . . . , an, dhlad  an jèsoume

(5.1) γn = (a1a2 · · · an)1/n,

tìte,

(5.2)
∞∑

n=1

γn ≤ e

∞∑
n=1

an.

O Carleman qrhsimopoÐhse aut n thn anisìthta gia na d¸sei mia nèa apìdeixh
enìc jewr matoc tou Denjoy gia quasi�analutikèc sunart seic. Skopìc mac
se autì to Kef�laio eÐnai na doÔme arketèc diaforetikèc apodeÐxeic aut c thc
anisìthtac.

Up�rqoun poll� gnwst� apotelèsmata gia thn sÔgklish   thn apìklish sei-
r¸n pou èqoun san ìrouc k�poiouc grammikoÔc sunduasmoÔc twn ìrwn miac ako-
loujÐac {an} me mh arnhtikoÔc ìrouc. Gia par�deigma, an µn eÐnai o arijmhtikìc
mèsoc twn a1, a2, . . . , an, tìte h

∑∞
n=1 µn apoklÐnei p�ntote, ektìc an h {an}

eÐnai h mhdenik  akoloujÐa: parathr ste ìti an ak > 0 gia k�poion k, tìte

(5.3) µ1 + µ2 + · · ·+ µk + · · ·+ µn+k ≥ ak

(
1‘
k

+ · · ·+ 1
n + k

)
,

kai h teleutaÐa posìthta teÐnei sto �peiro ìtan n → ∞, diìti h armonik  seir�
apoklÐnei. Apì thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou èqoume γn ≤ µn,
me isìthta (gia k�je n) an kai mìno an h akoloujÐa eÐnai stajer . An loipìn
h seir�

∑∞
n=1 an sugklÐnei kai eÐnai mh mhdenik , h anisìthta tou Carleman

exasfalÐzei thn sÔgklish thc
∑∞

n=1 γn kai apì aut n sumperaÐnoume ìti prèpei na
èqoume isqur� gn sia anisìthta sthn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou
γn ≤ µn.
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H duskolÐa thc anisìthtac tou Carleman ègkeitai sto gegonìc ìti o metasqh-
matismìc γn = (a1a2 · · · an)1/n eÐnai isqur� mh grammikìc. EÐnai p�ntwc omogen c:
gia k�je t > 0, h {tan} metasqhmatÐzetai sthn {tγn}. Shmantikì rìlo se ìlec
tic apodeÐxeic pou ja parousi�soume paÐzei h stoiqei¸dhc anisìthta

(5.4)
(

1 +
1
n

)n

< e.

5.2 H apìdeixh tou Carleman

To epiqeÐrhma tou Carleman xekin�ei me mia klasik  mèjodo pou qrhsimopoieÐtai
se poll� parìmoia probl mata metasqhmatism¸n sugklinous¸n seir¸n. Jew-
roÔme to antÐstoiqo prìblhma gia peperasmèna ajroÐsmata kai qrhsimopoioÔme
th mèjodo twn pollaplasiast¸n Lagrange. ProspajoÔme dhlad  na upolo-
gÐsoume to mègisto λn thc posìthtac γ1 + γ2 + · · · + γn upì ton periorismì
a1 + a2 + · · ·+ an = 1. Epeid  to prìblhm� mac eÐnai omogenèc, èpetai ìti

(5.5) γ1 + γ2 + · · ·+ γn ≤ λn(a1 + a2 + · · ·+ an)

gia k�je {an} kai k�je n, opìte to prìblhma an�getai sto er¸thma an h {λn}
eÐnai �nw fragmènh. Pio sugkekrimèna, prèpei na deÐxoume ìti λn ≤ e gia k�je
n.

SÔmfwna me th mèjodo twn pollaplasiast¸n Lagrange, prèpei na lÔsoume
thn exÐswsh ∇F = 0, ìpou

(5.6) F = a1 + (a1a2)1/2 + · · ·+ (a1a2 · · · an)1/n − λ(a1 + a2 + · · ·+ an − 1).

'Etsi, paÐrnoume to sÔsthma exis¸sewn

0 = 1 +
1

2a1
γ2 + · · ·+ 1

na1
γn − λ

0 =
1

2a2
γ2 + · · ·+ 1

na2
γn − λ

· · · = · · ·
0 =

1
nan

γn − λ

0 = −(a1 + a2 + · · ·+ an − 1).

Pollaplasi�zontac thn k-ost  exÐswsh me ak kai prosjètontac tic pr¸tec n

exis¸seic, paÐrnoume

(5.7) γ1 + γ2 + · · ·+ γn = λ(a1 + a2 + · · ·+ an) = λ.

Sundu�zontac tic diadoqikèc exis¸seic an� dÔo mporoÔme na gr�youme to sÔsthma
sthn isodÔnamh morf 

(5.8) γ1 = λn(a1 − a2),
1
2
γ2 = λn(a2 − a3), · · · ,

1
n

γn = λnan.

An t¸ra jèsoume

(5.9) tk = k

(
1− ak+1

ak

)
(k = 1, 2, . . . , n− 1),
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oi exis¸seic Lagrange gr�fontai

(5.10) λntkak = γk (k = 1, 2, . . . , n− 1), λnnan = γn.

Gia k = 1, 2, . . . , n − 2, qrhsimopoi¸ntac thn (5.10) kai thn γk+1
k+1 = γk

kak+1

elègqoume eÔkola ìti

(5.11) tk+1
k+1 =

(
γk+1

λnak+1

)k+1

=
1
λn

tkk

(
ak

ak+1

)k

=
1
λn

tkk

(
1− tk

k

)−k

.

To jèma eÐnai me poiìn trìpo mporeÐ kaneÐc na qrhsimopoi sei autèc tic anadro-
mikèc sqèseic gia na katal xei sthn λn ≤ e. O Carleman orÐzei mia akoloujÐa
sunart sewn Tk(λ) me T1(λ) = 1/λ kai

(5.12) Tk+1(λ)k+1 =
1
λ

Tk(λ)k

(
1− Tk(λ)

k

)−k

(k = 1, 2, . . .).

Apì thn anadromik  sqèsh (5.11) gia ta tk blèpoume ìti Tk(λn) = tk gia k =
1, 2, . . . , n− 1. EpÐshc,

(5.13) Tn(λn)n =
1
λn

(
γn−1

λnan−1

)n−1 (
an

an−1

)−(n−1)

=
1
λn

n

γn
n

an
n

= nn,

�ra, Tn(λn) = n. T¸ra, deÐqnoume me epagwg  ìti

(5.14) Tk(λ) <
k

k + 1
(k = 1, 2, . . .)

gia k�je λ ≥ e. AfoÔ Tn(λn) = n, prèpei anagkastik� na isqÔei λn < e, ìpwc
isqurist kame.

EÐnai fanerì ìti T1(λ) < 1/2 an λ ≥ e. Upojètoume ìti h anisìthta isqÔei
gia thn Tk. Tìte,

(5.15) Tk+1(λ)k+1 <
1
λ

(
k

k+1

1− k
k(k+1)

)k

=
1
λ
≤ 1

e
<

(
k + 1
k + 2

)k+1

.

Sunep¸c,

(5.16) Tk+1(λ) <
k + 1
k + 2

kai èqoume plèon oloklhr¸sei thn apìdeixh.

ShmeÐwsh: O deBruijn, analÔontac pl rwc tic exis¸seic Lagrange, èdeixe ìti h
bèltisth stajer� λn ikanopoieÐ thn

(5.17) λn = e− 2π2e

(log n)2
+ O

(
1

(log n)3

)
.

5.3 H apìdeixh tou Pólya

To 1926, o George Pólya èdwse mia komy  apìdeixh thc anisìthtac tou Carleman
qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou kai (ousiastik�)
tÐpote �llo.
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H {apìdeixh}

H apìdeixh tou Pólya eÐnai polÔ sÔntomh all� musthri¸dhc: orÐzoume c1, c2, c3, . . .

epagwgik�, ètsi ¸ste na ikanopoieÐtai h sqèsh

(5.18) c1c2 · · · cn = (n + 1)n

gia k�je n. Me �lla lìgia,

(5.19) ck =
(k + 1)k

kk−1
.

Tìte, mporoÔme na gr�youme

∞∑
n=1

(a1a2 · · · an)1/n =
∞∑

n=1

(a1c1a2c2 · · · ancn)1/n

n + 1

≤
∞∑

n=1

a1c1 + a2c2 + · · ·+ ancn

n(n + 1)

=
∞∑

k=1

akck

∞∑

n=k

1
n(n + 1)

=
∞∑

k=1

akck

∞∑

k=n

(
1
n
− 1

n + 1

)

=
∞∑

k=1

ak
(k + 1)k

kk−1

1
k

≤ e

∞∑

k=1

ak.

To prìblhma thc parousÐashc

Arket� qrìnia argìtera, o Pólya epèlexe aut n akrib¸c thn apìdeixh gia na
jemeli¸sei thn �poy  tou sqetik� me th dom  thc {idanik c majhmatik c di�-
lexhc}. An k�poio akroat rio parakolouj sei thn apìdeixh thc prohgoÔmenhc
paragr�fou, ìloi ja sumfwn soun ìti to krÐsimo shmeÐo eÐnai o trìpoc orismoÔ
twn c1, c2, c3, . . .. Oi suntelestèc autoÐ dÐnontai kateujeÐan sto xekÐnhma tou
epiqeir matoc, qwrÐc kamÐa proetoimasÐa   aitiolìghsh. O Pólya anafèrei tic
pijanèc antidr�seic twn akroat¸n:

• {Moi�zei me to lagì pou bgaÐnei apì to kapèlo}.

• {Xepet�gontai apì to poujen�. Moi�zoun tìso aujaÐretoi. Poiì eÐnai to
kÐnhtro gia thn epilog  touc?}

• {Den mou arèsei na badÐzw sto skot�di. Den mou arèsei na k�nw b mata
pou den blèpw giatÐ ja me fèroun pio kont� sto stìqo}.

• {EsÔ mporeÐ na gnwrÐzeic giatÐ k�neic autì to b ma, eg¸ ìmwc ìqi, kai
sunep¸c den mpor¸ na se parakolouj sw}.
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• {KoÐtaxe, den brÐskomai ed¸ mìno kai mìno gia na se jaum�zw. Jèlw na
m�jw p¸c na lÔnw ki eg¸ probl mata. 'Omwc, den mpor¸ na d¸ p¸c eÐnai
anjrwpÐnwc dunatìn na mou èrjei h idèa tou orismoÔ sou. Ti me majaÐneic
me autì pou mou èdeixec?}

• {Autì to b ma den eÐnai tetrimmèno. Moi�zei to pio shmantikì. An mporoÔ-
sa na peist¸ ìti èqei k�poiec pijanìthtec epituqÐac   an mou èdinec k�poia
aitiolìghsh gia thn epilog  sou, ja mporoÔsa Ðswc na fantast¸ p¸c to
skèfthkec kai na parakolouj sw thn sunèqeia me megalÔterh autopepoÐ-
jhsh kai endiafèron}.

Oi pr¸tec antidr�seic eÐnai apl¸c jumwmènec, oi epìmenec mpaÐnoun k�pwc
perissìtero sthn ousÐa, h de teleutaÐa eÐnai h kalÔterh: faner¸nei ènan skeptì-
meno akroat  pou zht�ei dÔo basik� pr�gmata: na deÐ ìti to sugkekrimèno b ma
thc apìdeixhc eÐnai swstì all� kai na deÐ ìti autì to b ma eÐnai to endedeigmèno.

Kat� ton Pólya, èna b ma miac majhmatik c apìdeixhc eÐnai kat�llhlo an
sundèetai ousiastik� me ton telikì skopì kai mac fèrnei pio kont� s� autìn.
Den arkeÐ ìmwc na eÐnai kat�llhlo: ja prèpei kai na faÐnetai kat�llhlo ston
akroat . An to b ma eÐnai aplì, èna stoiqei¸dec b ma routÐnac, o akroat c
mporeÐ eÔkola na fantasteÐ p¸c autì sundèetai me ton stìqo thc apìdeixhc. An
p�li h parousÐash eÐnai polÔ prosektik� proetoimasmènh, tìte mporeÐ h sÔndesh
tou b matoc me ton stìqo na upodeiknÔetai epark¸c. An ìmwc, parìlo pou to
b ma faÐnetai shmantikì, h sqèsh tou me ton stìqo den eÐnai kajìlou orat , tìte
o akroat c èqei k�je dikaÐwma na aisj�netai apogohteumènoc.

Sto par�deigma tou Pólya, oi suntelestèc cn emfanÐzontai san {apì mhqan c
jeìc}. To epiqeÐrhma pou apodeiknÔei thn anisìthta basÐzetai akrib¸c sthn
epilog  aut¸n twn suntelest¸n, kai apodeiknÔei thn anisìthta pentak�jara kai
gr gora. To prìblhma ìmwc eÐnai ìti to b ma dikai¸netai sto tèloc, en¸ sthn
arq  moi�zei akatanìhto.

P¸c loipìn ja mporoÔse o omilht c na to exhg sei apì thn arq ? H pl rhc
aitiolìghsh apaiteÐ arketì qrìno kai q¸ro: ja dojeÐ stic epìmenec paragr�-
fouc. Kat� ton Pólya, autì pou qrei�zetai eÐnai mia merik  aitiolìghsh, k�poiec
peistikèc nÔxeic gia touc lìgouc pou od ghsan fusiologik� sto sugkekrimèno
b ma.

H apìdeixh

To mustikì pÐsw apì thn apìdeixh tou Pólya  tan h pÐsth tou sth genik  arq 
ìti prèpei kaneÐc na qrhsimopoieÐ mia anisìthta stic peript¸seic ìpou eÐnai piì
akrib c. JumhjeÐte ìti jèloume na deÐxoume ìti gia k�je akoloujÐa jetik¸n
pragmatik¸n arijm¸n a1, a2, . . . isqÔei h anisìthta

(5.20)
∞∑

k=1

(a1a2 · · · ak)1/k ≤ e

∞∑

k=1

ak.

H empeirÐa mac apì thn anisìthta tou Cauchy gia seirèc upodeiknÔei ìti ènac
qr simoc trìpoc na proseggÐsoume èna posotikì apotèlesma ìpwc h anisìth-
ta (5.20) eÐnai na melet soume pr¸ta èna aploÔstero poiotikì apotèlesma: gia
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par�deigma, na deÐxoume ìti

(5.21)
∞∑

k=1

ak < ∞ =⇒
∞∑

k=1

(a1a2 · · · ak)1/k < ∞.

H upìjesh eÐnai ìti ta merik� ajroÐsmata thc
∑∞

k=1 ak eÐnai fragmèna, dhlad 

ta ajroÐsmata a1 + a2 + · · ·+ an den eÐnai meg�la.

To sumpèrasma eÐnai ìti h seir�
∑∞

k=1(a1a2 · · · ak)1/k sugklÐnei, dhlad 

oi ìroi (a1a2 · · · an)1/n eÐnai mikroÐ.

GnwrÐzoume k�poio je¸rhma pou ja mporoÔse na faneÐ qr simo? H fusiologik 
epilog  ja  tan na efarmìsoume thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou
stouc prosjetèouc tou dexioÔ mèlouc thc (5.21), na k�noume touc apaitoÔmenouc
upologismoÔc, kai na elpÐzoume ìti ja eÐmaste tuqeroÐ. Me autì to sqèdio,
odhgoÔmaste sthn anisìthta

(5.22)
n∑

k=1

(a1a2 · · · ak)1/k ≤
n∑

k=1

1
k

k∑

j=1

aj =
n∑

j=1

aj

n∑

k=j

1
k

,

kai, ìpwc Ðswc ja perimèname, blèpoume ìti to sqèdio den douleÔei. 'Otan to
n → ∞, to �nw fr�gma apoklÐnei, kai blèpoume ìti h aploðk  efarmog  thc
anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou den eÐnai arket .

Gia na ft�soume sthn ousÐa, ja prèpei na anarwthjoÔme giatÐ apètuqe h
anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou kai ti ja mporoÔsame na k�noume gia
na xeper�soume aut n thn apotuqÐa.

MajaÐnontac apì thn apotuqÐa

Apì thn upìjesh gia to aristerì mèloc thc anisìthtac (5.21), h seir� a1+a2+· · ·
sugklÐnei, kai autì to gegonìc mporeÐ na mac deÐxei thn aitÐa thc apotuqÐac mac.
H sÔgklish thc seir�c èqei san sunèpeia to ìti se k�je makrÔ arqikì tm ma
a1, a2, . . . , an up�rqoun ìroi oi opoÐoi eÐnai {entel¸c �nisoi}, kai gnwrÐzoume ìti
se autèc tic peript¸seic h anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou den eÐnai
idiaÐtera apotelesmatik . MporoÔme na broÔme k�poion trìpo gia na efarmìsou-
me thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou p�nw se arijmoÔc oi opoÐoi na
eÐnai {sqedìn Ðsoi}?

AfoÔ gnwrÐzoume polÔ lÐga pr�gmata gia touc arijmoÔc ak, den xèroume a-
krib¸c ti prèpei na k�noume, mia idèa ìmwc pou èrqetai sto mualì eÐnai h ex c:
na pollapl�si�soume k�je arijmì ak me k�poion par�gonta ck, ton opoÐo ja
prospaj soume na epilèxoume ìtan ja katal�boume kalÔtera ti sumbaÐnei, ¸ste
h akoloujÐa twn ginomènwn c1a1, c2a2, . . . na èqei ìrouc {sqedìn Ðsouc},   tou-
l�qiston piì isorrophmènouc ap� ìti h arqik  mac akoloujÐa. Fusik�, o mìnoc
trìpoc gia na k�noume aut n thn idèa piì sugkekrimènh eÐnai na proqwr soume
se upologismoÔc.
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Fusiologikèc dokimèc

Ja mporoÔsame na dokim�soume touc arijmoÔc

1 · a1, 2a2, 3a3, . . . , nan, . . .

 , gia na èqoume megalÔterh eleujerÐa, touc

1sa1, 2sa2, 3sa3, . . . , n
san, . . . ,

ìpou s mia par�metroc thn opoÐa ja epilèxoume me ton bèltisto trìpo. Akolou-
j¸ntac ta b mata tou arqikoÔ upologismoÔ mac, gr�foume

∞∑

k=1

(a1a2 · · · ak)1/k =
∞∑

k=1

(a11s · a22s · · · akks)1/k

(1 · 2 · · · k)s/k

≤
∞∑

k=1

a11s + a22s + · · ·+ akks

k(k!)s/k

=
∞∑

k=1

akks
∞∑

j=k

1
j(j!)s/j

.

Se autì to shmeÐo arqÐzoun oi duskolÐec: den mporoÔme na upologÐsoume akrib¸c
to teleutaÐo �jroisma. Anagkazìmaste loipìn na anatrèxoume sthn ektÐmhsh

(5.23) (n!)1/n ' n/e,

ap� ìpou prokÔptei ìti

∞∑

n=k

1
n(n!)s/n

' es
∞∑

n=k

n−(s+1) ' es

∫ ∞

k

x−(s+1)dx

= ess−1k−s.

Eis�gontac aut n thn ektÐmhsh sto prohgoÔmeno fr�gma mac, blèpoume ìti bri-
skìmaste polÔ kont� sto na deÐxoume ìti

(5.24)
∞∑

k=1

(a1a2 · · · ak)1/k ≤ C

∞∑

k=1

ak,

ìpou C eÐnai mia stajer� perÐpou Ðsh me ess−1. Aut  eÐnai fusik� akrib¸c h
anisìthta tou Carleman.

Koit�zontac xan� ton upologismì pou k�name, parathroÔme ìti h bèltisth
epilog  thc paramètrou s eÐnai Ðswc ekeÐnh gia thn opoÐa elaqistopoieÐtai h po-
sìthta ess−1. Me apl  melèth aut c thc sun�rthshc tou s, blèpoume ìti h
bèltisth tim  eÐnai h s = 1. Autì shmaÐnei ìti h bèltisth epilog  tou ck eÐnai
ck = k   k�poia posìthta pou sumperifèretai perÐpou san to k ìtan to k eÐ-
nai meg�lo. Me mia tètoia epilog  moi�zei efiktì na apodeÐxoume thn (5.24) me
C = e.
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H arq  thc mègisthc apotelesmatikìthtac

H suz thsh thc prohgoÔmenhc paragr�fou mac dÐnei perissìterh autopepoÐjhsh.
JewroÔme metablhtèc ck kai epanalamb�noume ton upologismì pou k�name gia thn
(eidik ) epilog  ck = ks:

∞∑

k=1

(a1a2 · · · ak)1/k =
∞∑

k=1

(a1c1a2c2 · · · akck)1/k

(c1c2 · · · ck)1/k

≤
∞∑

k=1

a1c1 + a2c2 + · · ·+ akck

k(c1c2 · · · ck)1/k

=
∞∑

k=1

akck

∞∑

j=k

1
j(c1c2 · · · cj)1/j

.

'Ed¸, prèpei fusik� na stajoÔme kai na skeftoÔme. Apì thn sqèsh sthn opoÐa
katal xame, blèpoume ìti gia thn apìdeixh thc anisìthtac tou Carleman arkeÐ
na epilèxoume touc par�gontec ck, k = 1, 2, . . . ètsi ¸ste ta ajroÐsmata

(5.25) sk = ck

∞∑

j=k

1
j(c1c2 · · · cj)1/j

, k = 1, 2, . . .

na ikanopoioun thn sk ≤ e.
'Opoion drìmo ki an akolouj soume gia thn epilog  twn ck, telik� ja qreia-

steÐ na ektim soume to �jroisma sk. Kalì eÐnai loipìn na k�noume aut  th
doulei� ìso gÐnetai eukolìterh. H empeirÐa deÐqnei ìti up�rqoun polÔ lÐgec sei-
rèc me ourèc pou na upologÐzontai akrib¸c me eÔkolo trìpo. Gia thn akrÐbeia,
ìlec èqoun sqèsh me thn thleskopik  tautìthta

(5.26)
∞∑

j=k

{
1
bj
− 1

bj+1

}
=

1
bk

.

H aploÔsterh Ðswc epilog  pou mac parèqei aut  h tautìthta eÐnai h

(5.27)
∞∑

j=k

1
j(j + 1)

=
∞∑

j=k

{
1
j
− 1

j + 1

}
=

1
k

kai, sugkrÐnontac ta ajroÐsmata (5.25) kai (5.26), blèpoume ìti to sk paÐrnei thn
aploÔsterh dunat  morf  an orÐsoume touc suntelestèc ck mèsw thc peplegmè-
nhc anadromik c sqèshc

(5.28) (c1c2 · · · cj)1/j = j + 1, j = 1, 2, . . . .

Aut  h epilog  mac dÐnei ènan sÔntomo tÔpo gia to sk:

(5.29) sk = ck

∞∑

j=k

1
j(c1c2 · · · cj)1/j

= ck

∞∑

j=k

1
j(j + 1)

=
ck

k
,

kai to mìno pou qrei�zetai t¸ra eÐnai na ektim soume to mègejoc twn ck.
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Eutuq¸c, aut  h ektÐmhsh gÐnetai eÔkola. Qrhsimopoi¸ntac dÔo forèc thn
peplegmènh anadromik  sqèsh (5.28) gia touc cj , blèpoume ìti

c1c2 · · · cj−1 = jj−1 kai c1c2 · · · cj = (j + 1)j .

Diair¸ntac, paÐrnoume

(5.30) cj =
(j + 1)j

jj−1
= j

(
1 +

1
j

)j

.

Apì autìn ton tÔpo kai apì thn arqik  anisìthta (5.25), sumperaÐnoume ìti

(5.31)
∞∑

k=1

(a1a2 · · · ak)1/k ≤
∞∑

k=1

(
1 +

1
k

)k

ak,

kai aut  h anisìthta mac fèrnei sthn anisìthta tou Carleman. Gia thn akrÐbeia,
h (5.31) eÐnai isqurìterh apì thn anisìthta tou Carleman: an jèsoume x = 1/k

sthn gnwst  anisìthta 1 + x ≤ ex, blèpoume ìti
(

1 +
1
k

)k

< e gia k�je k = 1, 2, . . . .

To epiqeÐrhma tou Pólya pou perigr�yame parap�nw, pèra apì thn komyìthta
pou suqn� sunant�me sta Majhmatik�, perièqei mia polÔ baji� idèa pou axÐzei
ton kìpo na prosèxoume. H idèa pou prèpei na sugkrat soume eÐnai ìti mporoÔ-
me na belti¸soume shmantik� thn apotelesmatikìthta miac anisìthtac an apl¸c
anadiatup¸soume to prìblhma ¸ste h anisìthta na efarmosteÐ k�tw apì pro-
ôpojèseic pou exasfalÐzoun ìti isqÔei {perÐpou} san isìthta. H apìdeixh tou
Pólya gia thn anisìthta tou Carleman dÐnei èna exairetik� komyì par�deigma e-
farmog c aut c thc idèac, up�rqoun ìmwc pollèc �llec peript¸seic stic opoÐec
h Ðdia idèa mporeÐ na axiopoihjeÐ me exÐsou jaum�sia apotelèsmata.

5.4 H apìdeixh tou Knopp

H apìdeixh tou Knopp (1928) eÐnai Ðswc h suntomìterh. Ousiastik�, axiopoieÐ
ki aut  tic idèec thc apìdeixhc tou Pólya. OrÐzoume

(5.32) cn =
a1 + 2a2 + · · ·+ nan

n(n + 1)
.

AnalÔontac se apl� kl�smata kai ajroÐzontac kat� mèrh paÐrnoume

(5.33)
N∑

n=1

cn =
N∑

n=1

an −NcN <

N∑
n=1

an.

Efarmìzontac t¸ra thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou gia touc a-
rijmoÔc

(5.34)
a1

n + 1
,

2a2

n + 1
, . . . ,

nan

n + 1
,



56 · H anisothta tou Carleman

blèpoume ìti

(5.35) cn ≥
[
n!a1a2 · · · an

(n + 1)n

]1/n

=
(n!)1/n

n + 1
γn.

Gia na oloklhr¸soume thn apìdeixh qrhsimopoioÔme thn gnwst  anisìthta (n +
1)n ≤ enn!. 'Epetai ìti γn ≤ ecn, kai apì thn (5.33) prokÔptei h zhtoÔmenh
anisìthta.

5.5 H apìdeixh tou Redheffer

H apìdeixh tou Redheffer (1967) moi�zei akìma pio aprosdìkhth, deÐqnei ìmwc
pìso qr simh eÐnai h eisagwg  prìsjetwn metablht¸n gia th melèth enìc probl -
matoc. Gia k�je epilog  jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n an kai gia k�je epilog 
mh arnhtik¸n pragmatik¸n arijm¸n bn isqÔei (!) h anisìthta

(5.36) (b1−1)γ1+2(b2−1)γ2+· · ·+n(bn−1)γn+nγn ≤ a1b1+a2b
2
2+· · ·+anbn

n.

Gia thn apìdeixh aut c thc anisìthtac, apomon¸noume pr¸ta thn metablht  bn kai
prospajoÔme na broÔme ekeÐnhn thn epilog  thc gia thn opoÐa eÐnai duskolìtero
na isqÔei h anisìthta. Me �lla lìgia, zht�me thn tim  tou x pou megistopoieÐ
thn sun�rthsh φ(x) = nγnx− anxn p�nw apì ìlouc touc mh arnhtikoÔc x. Me
stoiqei¸dh apeirostikì logismì blèpoume ìti to mègisto sumbaÐnei ìtan nγn =
nanxn−1, dhlad  ìtan xn−1 = γn/an. Gi� aut n thn tim  tou x parathroÔme ìti

(5.37) φ(x) = x(n− 1)γn = (n− 1)[γn
n/an]1/(n−1) = (n− 1)γn−1.

'Etsi, h arqik  mac anisìthta ja isqÔei gia k�je bn ≥ 0 an isqÔei sthn perÐptwsh
pou, epiplèon, ikanopoieÐtai h

(5.38) nbnγn − anbn
n = (n− 1)γn−1.

Me aut n thn antikat�stash, h anisìthta metasqhmatÐzetai sthn

(b1 − 1)γ1 + 2(b2 − 1)γ2 + · · ·+ (n− 1)(bn−1 − 1)γn−1 + (n− 1)γn−1

≤ a1b1 + a2b
2
2 + · · ·+ an−1b

n−1
n−1.

Aut  ìmwc eÐnai akrib¸c h Ðdia anisìthta me thn arqik , me n − 1 ìrouc antÐ
gia n. 'Eqoume ètsi èna sq ma anadromik c anisìthtac (me thn orologÐa tou
Redheffer), sto opoÐo to pl joc twn paramètrwn mei¸netai diadoqik� me tètoion
trìpo pou h arqik  anisìthta ja èqei apodeiqjeÐ gia k�je n an katafèroume na
apodeÐxoume ìti isqÔei gia n = 1. 'Omwc, sthn perÐptwsh n = 1, h anisìthta
isqurÐzetai apl¸c ìti a1b1 ≤ a1b1. 'Etsi, èqoume apodeÐxei thn anisìthta (5.36).

Sthn prohgoÔmenh apìdeixh den qrhsimopoi same thn anisìthta arijmhtikoÔ�
gewmetrikoÔ mèsou se kanèna shmeÐo. Parathr ste ìmwc ìti an epilèxoume bk =
1 gia k�je k, tìte h anisìthta tou Redheffer paÐrnei th morf 

(5.39) nγn ≤ a1 + a2 + · · ·+ an.
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Dhlad , h (5.36) èqei san eidik  perÐptwsh thn anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ
mèsou.

Gia thn anisìthta tou Carleman, epilègoume bk = 1 + 1
k sthn (5.36). Tìte,

èqoume

(5.40) γ1+γ2+ · · ·+γn +nγn ≤ (1+1)1a1+
(

1 +
1
2

)2

a2+ · · ·+
(

1 +
1
n

)n

an.

Gia thn akrÐbeia, h anisìthta aut  apodeÐqjhke me thn epiplèon upìjesh ìti ak >

0 gia k�je k, lìgw sunèqeiac ìmwc exakoloujeÐ na isqÔei an apl¸c upojèsoume
ìti ak ≥ 0. Pet¸ntac ton ìro nγn apì to aristerì mèloc, qrhsimopoi¸ntac thn(
1 + 1

k

)k
< e kai af nontac to n →∞, paÐrnoume thn anisìthta tou Carleman.

ShmeÐwsh: Mia prosektik  an�gnwsh thc apìdeixhc tou Redheffer deÐqnei ìti
isìthta isqÔei sthn (5.40) an kai mìno an

(5.41) ak = 2a1
kk−1

(k + 1)k
= O

(
1
k

)
.

5.6 To suneqèc an�logo thc anisìthtac tou Carleman

KleÐnoume autì to Kef�laio me dÔo oloklhrwtikèc anisìthtec pou mporoÔn na
jewrhjoÔn wc suneq  an�loga thc anisìthtac tou Carleman. 'Opwc ja doÔ-
me m�lista, mporoÔme na per�soume apì autèc sthn {diakrit } anisìthta tou
Carleman.

Mia anisìthta tou Knopp

Oi Hardy, Littlewood kai Pólya apodÐdoun ston Knopp thn anisìthta

(5.42)
∫ ∞

0

exp
(

1
x

∫ x

0

log f(t) dt

)
dx < e

∫ ∞

0

f(x) dx,

ìpou f eÐnai tuqoÔsa mh arnhtik  oloklhr¸simh sun�rthsh sto (0,∞).
Gia thn apìdeixh qrei�zetai na jumhjoÔme ta ex c: (a) An orÐsoume mia su-

n�rthsh g mèsw thc

(5.43) g(x) =
1
x2

∫ x

0

yf(y) dy,

tìte

(5.44)
∫ ∞

0

f(x) dx =
∫ ∞

0

g(x) dx.

Aut  h isìthta eÐnai �mesh sunèpeia tou jewr matoc tou Fubini, afoÔ
∫ ∞

0

g(x) dx =
∫ ∞

0

1
x2

∫ x

0

yf(y) dy dx

=
∫ ∞

0

yf(y)
∫ ∞

y

1
x2

dx dy

=
∫ ∞

0

f(y) dy.
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(b) Qreiazìmaste epÐshc thn ex c morf  thc anisìthtac tou Jensen: an Φ eÐnai
mia kurt  sun�rthsh, φ eÐnai mia oloklhr¸simh sun�rthsh, kai µ eÐnai èna mètro
pijanìthtac, tìte

(5.45) Φ
(∫

φ dµ

)
≤

∫
Φ(φ) dµ.

Ja qreiastoÔme aut n thn anisìthta mìno sthn perÐptwsh pou Φ = exp kai
dµ = dx/(b− a) sto di�sthma [a, b].

ParathroÔme ìti h x log x−x eÐnai antipar�gwgoc thc log x. Xekin¸ntac apì
thn log f(y) = log(yf(y))− log y, gr�foume

exp
(

1
x

∫ x

0

log f(y) dy

)
= exp

(
1
x

∫ x

0

log(yf(y)) dy − 1
x

∫ x

0

log y dy

)

= e1−log x exp
(

1
x

∫ x

0

log(yf(y)) dy

)

≤ e

x
· 1
x

∫ x

0

exp(log(yf(y))) dy

=
e

x2

∫ x

0

yf(y) dy,

ìpou � sto proteleutaÐo b ma � qrhsimopoi same thn anisìthta tou Jensen.
Oloklhr¸nontac aut n thn anisìthta sto (0,∞) kai efarmìzontac thn tautìthta
(5.44), paÐrnoume thn anisìthta (5.42).

Mia anisìthta tou Carleson

O Carleson apodeiknÔei thn ex c anisìthta: an m(x) eÐnai mia kurt  sun�rthsh
sto [0,∞) me m(0) = 0, tìte gia k�je p > −1 isqÔei h anisìthta

(5.46) I1 :=
∫ ∞

0

xpe−m(x)/xdx ≤ ep+1

∫ ∞

0

xpe−m′(x)dx := ep+1I2.

Gia thn apìdeixh, parathroÔme ìti � lìgw thc kurtìthtac thc m � gia k�je k > 1
isqÔei

(5.47) m(kx) ≥ m(x) + (k − 1)m′(x),

kai sunep¸c,

k−p−1

∫ A

0

xpe−m(x)/xdx =
∫ A/k

0

xpe−
m(kx)

kx dx

≤
∫ A

0

xpe−
m(kx)

kx dx

≤
∫ A

0

xpe−
m(x)

kx − k−1
k m′(x)dx

≤
(∫ A

0

xpe−m(x)/xdx

)1/k (∫ A

0

xpe−m′(x)dx

)(k−1)/k
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gia k�je A > 0. Af nontac to A →∞ sumperaÐnoume ìti

(5.48) I1 ≤ k
(p+1)k

k−1 I2.

Parathr¸ntac ìti

(5.49) lim
k→1

kk/(k−1) = e,

paÐrnoume to zhtoÔmeno.

H sqèsh me thn anisìthta tou Carleman

An jèsoume p = 0 sthn anisìthta tou Carleson, paÐrnoume thn anisìthta

(5.50)
∫ ∞

0

e−m(x)/xdx ≤ e

∫ ∞

0

e−m′(x)dx,

h opoÐa sumpÐptei me thn anisìthta tou Knopp an k�noume thn epiplèon upìjesh
ìti h f eÐnai fjÐnousa: arkeÐ na jèsoume f(x) = e−m(x).

Apì thn (5.50) mporoÔme na apodeÐxoume thn {diakrit } anisìthta tou Car-
leman, epilègontac kat�llhlh sun�rthsh m. Kat� arq n, o Carleson parathreÐ
ìti prokeimènou na apodeÐxoume thn anisìthta tou Carleman, mporoÔme na upojè-
soume ìti h akoloujÐa {an} eÐnai fjÐnousa: autì eÐnai swstì diìti, apì ìlec tic
anadiat�xeic thc {an}, ekeÐnh pou dÐnei th megalÔterh seir� gewmetrik¸n mèswn
γn eÐnai aut  gia thn opoÐa h {an} eÐnai fjÐnousa.

An mac d¸soun mia tètoia fjÐnousa akoloujÐa {an}, jewroÔme thn sun�rthsh
m pou eÐnai kat� tm mata grammik  kai en¸nei ta shmeÐa

(0, 0),
(

1, log
1
a1

)
,

(
2, log

1
a1

+ log
1
a2

)
, . . . .

Tìte, mporoÔme na elègxoume ìti

(5.51)
∫ ∞

0

em′(x)dx =
∞∑

n=1

an

kai

(5.52)
∫ n+1

n

e−m(x)/xdx ≥
∫ n+1

n

e−m(x)/ndx = γn,

ìpou sto teleutaÐo b ma qrhsimopoioÔme to gegonìc ìti h m eÐnai kurt  me
m(0) = 0, opìte oi klÐseic twn qord¸n pou pernoÔn apì to (0, 0) aux�noun me to
x. 'Epetai ìti

(5.53)
∞∑

n=1

γn ≤ e

∞∑
n=1

an.





Kef�laio 6

AjroÐsmata tetrag¸nwn
poluwnÔmwn

6.1 H eikasÐa tou Minkowski

Gia thn apìdeixh thc tautìthtac tou Lagrange xekin same me èna polu¸numo
pou gnwrÐzame ìti eÐnai mh arnhtikì, kai, qrhsimopoi¸ntac stoiqei¸dh �lgebra,
deÐxame ìti mporoÔse na grafteÐ san �jroisma tetrag¸nwn. H tautìthta pou
proèkuye mac èdwse mia anex�rthth apìdeixh thc anisìthtac tou Cauchy kai,
tautìqrona, mia di�fanh ermhneÐa gia tic ikanèc kai anagkaÐec sunj kec ¸ste na
isqÔei isìthta. Se autì to Kef�laio ja suzht soume to ex c prìblhma:

Prìblhma. EÐnai swstì ìti k�je mh arnhtikì polu¸numo gr�fetai san �-
jroisma tetrag¸nwn? Dhlad , an to pragmatikì polu¸numo P (x1, x2, . . . , xn)
ikanopoieÐ thn

P (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0 gia k�je (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,

mporoÔme na broÔme s ∈ N kai pragmatik� polu¸numa Qk(x1, x2, . . . , xn), 1 ≤
k ≤ s, ¸ste

P (x1, x2, . . . , xn) = Q2
1 + Q2

2 + · · ·+ Q2
s?

To er¸thma autì tèjhke apì ton Minkowski, o opoÐoc èkane thn eikasÐa ì-
ti h ap�nthsh eÐnai arnhtik . Autì pou od ghse ton Minkowski sto prìblhma
den eÐnai entel¸c kajarì: kat� p�sa pijanìthta, endiaferìtan gia k�poia arij-
mojewrhtik� apotelèsmata ìpwc to klassikì je¸rhma tou Lagrange to opoÐo
isqurÐzetai ìti k�je fusikìc arijmìc eÐnai to �jroisma tess�rwn   ligìterwn
tèleiwn tetrag¸nwn. 'Opwc kai na eÐnai, o Minkowski anakoÐnwse thn eikasÐa
tou ston David Hilbert, kai to 1888, o Hilbert dhmosÐeuse mia apìdeixh gia thn
Ôparxh mh arnhtik¸n poluwnÔmwn ta opoÐa den gr�fontai san �jroisma tetra-
g¸nwn pragmatik¸n poluwnÔmwn. Pio sugkekrimèna, o Hilbert apèdeixe ìti h
ap�nthsh eÐnai katafatik  mìno stic ex c peript¸seic: ìtan to polu¸numo eÐnai
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miac metablht c kai o bajmìc tou P aujaÐretoc, ìtan o bajmìc tou P eÐnai 2
kai to pl joc twn metablht¸n aujaÐreto, kai tèloc, ìtan to P eÐnai polu¸numo
me dÔo metablhtèc kai èqei bajmì 4. H apìdeixh tou Hilbert  tan makroskel c,
polÔplokh kai èmmesh.

Ta pr¸ta sugkekrimèna paradeÐgmata mh arnhtik¸n poluwnÔmwn pou den gr�-
fontai sth morf  ajroÐsmatoc tetrag¸nwn pragmatik¸n poluwnÔmwn dìjhkan
to 1967 apì ton T. S. Motzkin kai to 1969 apì ton R. M. Robinson, sqedìn ogdì-
nta qrìnia met� thn apìdeixh thc Ôparxhc tètoiwn poluwnÔmwn apì ton Hilbert.
Ta sugkekrimèna aut� paradeÐgmata qrhsimopoioÔsan thn {teqnik  thc anisìth-
tac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou} thn opoÐa ja perigr�youme sthn teleutaÐa
par�grafo.

To 1900, o David Hilbert èdwse mia omilÐa sto ParÐsi, sto DeÔtero Diejnèc
Sunèdrio twn Majhmatik¸n, ìpou periègraye 23 probl mata ta opoÐa pÐsteue
ìti �xizan thc prosoq c twn majhmatik¸n ìlou tou kìsmou sthn aug  tou 20ou
ai¸na. Ta probl mata  tan dialegmèna me sofÐa, kai �skhsan meg�lh epirro 
sthn exèlixh twn Majhmatik¸n ton teleutaÐo ai¸na.

To 17o prìblhma sth lÐsta tou Hilbert  tan ènac �mesoc apìgonoc thc ei-
kasÐac tou Minkowski, kai se autì to prìblhma o Hilbert rwtoÔse an k�je mh
arnhtikì polu¸numo n metablht¸n anaparÐstatai san to �jroisma twn tetrag¸-
nwn k�poiwn phlÐkwn poluwnÔmwn. Aut  h tropopoÐhsh tou probl matoc tou
Minkowski to kajist� teleÐwc diaforetikì: to er¸thma tou Hilbert apant jhke
katafatik� to 1927, apì ton Emil Artin. H lÔsh tou 17ou probl matoc tou Hil-
bert apì ton Artin jewreÐtai stic mèrec mac èna apì ta pio ìmorfa kai shmantik�
apotelèsmata thc sÔgqronhc 'Algebrac.

6.2 H perÐptwsh thc miac metablht c

H pr¸th perÐptwsh pou den eÐnai entel¸c tetrimmènh emfanÐzetai ìtan n = 1 kai
to polu¸numo P (x) eÐnai thc morf c ax2 + bx + c me a 6= 0. Sumplhr¸nontac
se tèleio tetr�gwno, ìpwc sth melèth tou triwnÔmou, blèpoume ìti to P (x)
gr�fetai sth morf 

(6.1) P (x) = ax2 + bx + c = a

(
x +

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
,

kai aut  h anapar�stash sqedìn apant�ei sto er¸thm� mac. ArkeÐ na elèg-
xoume ìti oi teleutaÐoi dÔo prosjetèoi gr�fontai san tetr�gwna pragmatik¸n
poluwnÔmwn.

An jewr soume meg�lec timèc tou x, blèpoume ìti h P (x) ≥ 0 èqei san
sunèpeia thn a > 0, kai an jèsoume x0 = −b/2a, tìte apì to �jroisma (6.1)
blèpoume ìti h P (x0) ≥ 0 èqei san sunèpeia thn 4ac − b2 ≥ 0. To sumpèrasma
eÐnai ìti oi dÔo prosjetèoi sto dexiì mèloc thc tautìthtac (6.1) eÐnai mh arnhtikoÐ,
�ra to P (x) gr�fetai sth morf  Q2

1 + Q2
2, ìpou Q1 kai Q2 eÐnai ta pragmatik�

polu¸numa pou orÐzontai apì tic

(6.2) Q1(x) =
√

a

(
x +

b

2a

)
kai Q2(x) =

√
4ac− b2

2
√

a
.
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'Etsi, èqoume lÔsei to prìblhma gia deuterob�jmia polu¸numa miac metablht c,
h de lÔsh, an kai apl , den eÐnai tetrimmènh. Gia par�deigma, deÐqnei ìti to P (x)
elaqistopoieÐtai ìtan x = −b/2a kai ìti h el�qisth tim  tou P (x) isoÔtai me
(4ac− b2)/4a.

Qrhsimopoi¸ntac aut� pou gnwrÐzoume

H aploÔsterh mh tetrimmènh perÐptwsh thc tautìthtac tou Lagrange eÐnai h

(a2
1 + a2

2)(b
2
1 + b2

2) = (a1b1 + a2b2)2 + (a1b2 − a2b1)2,

kai afoÔ mporoÔme na antikatast soume me polu¸numa touc arijmoÔc se aut  th
sqèsh, odhgoÔmaste se èna polÔ isqurì sumpèrasma: to sÔnolo twn poluwnÔmwn
pou gr�fontai san �jroisma tetrag¸nwn dÔo poluwnÔmwn eÐnai kleistì wc proc
ton pollaplasiasmì. Dhlad , an P (x) = Q(x)R(x) kai ta Q(x) kai R(x) èqoun
tic anaparast�seic

Q(x) = Q2
1(x) + Q2

2(x) kai R(x) = R2
1(x) + R2

2(x),

tìte to P (x) anaparÐstatai ki autì san �jroisma dÔo tetrag¸nwn. Pio sugke-
krimèna, an èqoume

(6.3) P (x) = Q(x)R(x) = (Q2
1(x) + Q2

2(x))(R2
1(x) + R2

2(x)),

tìte to P (x) gr�fetai epÐshc sth morf 

(6.4) {Q1(x)R1(x) + Q2(x)R2(x)}2 + {Q1(x)R2(x)−Q2(x)R1(x)}2.

Aut  h tautìthta upodeiknÔei ìti h epagwg  ja mporoÔse na faneÐ qr simh.
'Eqoume  dh deÐ ìti k�je deuterob�jmio polu¸numo gr�fetai san �jroisma te-
trag¸nwn, mporoÔme loipìn na xekin soume mia epagwgik  apìdeixh. Apì th
stigm  pou ja katal�boume p¸c na paragontopoioÔme mh arnhtik� polu¸numa,
mporoÔme na qrhsimopoi soume thn anapar�stash (6.3) gia na oloklhr¸soume
to epagwgikì b ma.

ParagontopoÐhsh mh arnhtik¸n poluwnÔmwn

Prospaj¸ntac na paragontopoi soume to P (x), fusiologik� diakrÐnoume dÔo
peript¸seic: to P (x) èqei pragmatik  rÐza   ìqi. An to P (x) èqei mia pragmatik 
rÐza r me pollaplìthta m, mporoÔme na gr�youme

P (x) = (x− r)mR(x), ìpou R(r) 6= 0,

epomènwc, an jèsoume x = r + ε, tìte èqoume P (r + ε) = εmR(r + ε). EpÐshc,
apì thn sunèqeia thc R, up�rqei δ ¸ste to R(r + ε) na èqei to Ðdio prìshmo gia
k�je ε me |ε| ≤ δ. AfoÔ to P (x) eÐnai p�nta mh arnhtikì, blèpoume ìti to εm èqei
to Ðdio prìshmo gia k�je |ε| ≤ δ, �ra o m prèpei na eÐnai �rtioc. An jèsoume
m = 2k, blèpoume ìti

(6.5) P (x) = Q2(x)R(x) ìpou Q(x) = (x− r)k,
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kai apì aut n thn anapar�stash, blèpoume ìti to R(x) eÐnai epÐshc mh arnhtikì
polu¸numo. 'Etsi, èqoume breÐ mia qr simh paragontopoÐhsh sthn perÐptwsh pou
to P (x) èqei pragmatik  rÐza.

Ac upojèsoume t¸ra ìti to P (x) den èqei pragmatikèc rÐzec. Apì to jeme-
li¸dec je¸rhma thc �lgebrac, up�rqei mia migadik  rÐza r, kai afoÔ

(6.6) 0 = P (r) =⇒ 0 = P (r) = P (r),

blèpoume ìti o migadikìc suzug c r tou r eÐnai epÐshc rÐza tou P . 'Etsi, to P

èqei thn paragontopoÐhsh

(6.7) P (x) = (x− r)(x− r)R(x) = Q(x)R(x).

To pragmatikì polu¸numo Q(x) = (x − r)(x − r) eÐnai jetikì gia meg�la x,
kai den èqei pragmatikèc rÐzec, �ra prèpei na eÐnai jetikì gia k�je pragmatikì
x. Apì thn upìjesh, to P (x) eÐnai mh arnhtikì, sunep¸c to R(x) eÐnai epÐshc
mh arnhtikì. 'Etsi, blèpoume kai p�li ìti k�je mh arnhtikì polu¸numo P (x) me
bajmì megalÔtero apì dÔo gr�fetai san ginìmeno dÔo mh stajer¸n, mh arnhtik¸n
poluwnÔmwn.

Qrhsimopoi¸ntac t¸ra epagwg  pou basÐzetai sthn anapar�stash (6.3), blè-
poume ìti k�je mh arnhtikì polu¸numo miac metablht c eÐnai to �jroisma twn
tetrag¸nwn dÔo pragmatik¸n poluwnÔmwn.

6.3 Perissìterec metablhtèc

Met� thn epituqÐa mac sthn perÐptwsh twn poluwnÔmwn miac metablht c, pro-
spajoÔme na exet�soume mh arnhtik� polu¸numa dÔo   perissotèrwn metablht¸n.
Dustuq¸c, h diafor� duskolÐac an�mesa se èna prìblhma miac metablht c kai
èna prìblhma dÔo metablht¸n eÐnai suqn� polÔ meg�lh. Gia polu¸numa dÔo meta-
blht¸n, to sÔnolo {(x, y) : P (x, y) = 0} twn riz¸n den eÐnai pi� èna aplì diakritì
sÔnolo shmeÐwn. T¸ra, mporoÔme na èqoume mia meg�lh poikilÐa sunìlwn riz¸n,
ta opoÐa den eÐnai eÔkolo na taxinomhjoÔn.

Up�rqei mìno mÐa perÐptwsh sthn opoÐa h ap�nthsh eÐnai apl  kai katafatik :
ìtan to polu¸numo èqei bajmì 2. H apìdeixh ed¸ qrhsimopoieÐ to gegonìc ìti
k�je summetrik  tetragwnik  morf  diagwnopoieÐtai. An to P èqei bajmì 2 kai
P (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0 gia k�je xi, mporoÔme na broÔme grammikì metasqhmatismì
twn metablht¸n pou fèrnei to P sth morf 

(6.8) P (x1, x2, . . . , xn) = c +
n∑

i=1

λix
2
i ,

me λi ≥ 0 gia k�je i, kai c ≥ 0.

To pleonèkthma twn periorismènwn dunatot twn

Met� apì k�poia skèyh, teÐnoume na pistèyoume, ìpwc o Minkowski, ìti up�r-
qoun mh arnhtik� polu¸numa dÔo metablht¸n ta opoÐa den mporoÔn na graftoÔn
sth morf  ajroÐsmatoc tetrag¸nwn pragmatik¸n poluwnÔmwn.
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Gia na kataskeu�soume èna antipar�deigma prèpei ìmwc pr¸ta na mporoÔme �
me susthmatikì trìpo � na kataskeu�zoume mh arnhtik� polu¸numa poll¸n me-
tablht¸n. Ta polu¸numa pou ekfr�zontai san ajroÐsmata tetrag¸nwn pragma-
tik¸n poluwnÔmwn eÐnai p�nta mh arnhtik�, ìmwc aut� ta polu¸numa den mporoÔn
na mac prosfèroun k�ti se sqèsh me thn eikasÐa tou Minkowski. Ja mporoÔsame
epÐshc na jewr soume ta mh arnhtik� polu¸numa pou brÐskoume uy¸nontac sto
tetr�gwno ta dÔo mèlh thc anisìthtac tou Cauchy kai paÐrnontac th diafor�
touc, ìmwc h tautìthta tou Lagrange mac lèei ìti ki aut  h kataskeu  eÐnai ka-
tadikasmènh na apotÔqei. Tèloc, mporoÔme na jewr soume ekeÐna ta polu¸numa
pou eÐnai mh arnhtik� lìgw thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou. Au-
t  eÐnai mia apl  (h mình Ðswc) idèa pou den èqoume exantl sei, axÐzei loipìn ton
kìpo na thn dokim�soume.

Qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta arijmhtikoÔ-gewmetrikoÔ mè-
sou

EÐdame ìti gia k�je epilog  mh arnhtik¸n arijm¸n a1, a2, . . . , an ikanopoieÐtai h
anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou

(a1a2 · · · an)1/n ≤ a1 + a2 + · · ·+ an

n
,

kai mporoÔme na qrhsimopoi soume aut n thn anisìthta gia na kataskeu�soume
mia meg�lh kl�sh mh arnhtik¸n poluwnÔmwn. An bèbaia den jèloume na empla-
koÔme se èna pl joc polÔplokwn paradeigm�twn, ja prèpei na periorÐsoume thn
prosoq  mac stic aploÔsterec peript¸seic. H aploÔsterh epilog  mh arnhtik¸n
a1 kai a2 eÐnai na p�roume a1 = x2 kai a2 = y2. 'Etsi, an jèloume na k�noume
to ginìmeno a1a2a3 ìso pio aplì gÐnetai, mporoÔme na p�roume a3 = 1/(x2y2),
opìte to a1a2a3 ja isoÔtai me 1. Tìte, h anisìthta arijmhtikoÔ-gewmetrikoÔ
mèsou mac lèei ìti

1 ≤ 1
3
(x2 + y2 + 1/(x2y2))

kai, met� apì tic fusiologikèc aplopoi seic, blèpoume ìti to polu¸numo

P (x, y) = x4y2 + x2y4 − 3x2y2 + 1

eÐnai mh arnhtikì gia k�je epilog  twn metablht¸n x kai y. Ja prospaj soume
na apodeÐxoume ìti � gi� autì to polu¸numo � h anapar�stash

(6.9) P (x, y) = Q2
1(x, y) + Q2

2(x, y) + · · ·+ Q2
s(x, y)

gia k�poion fusikì s, eÐnai ìntwc adÔnath. Ta ergaleÐa pou èqoume sta qèria
mac eÐnai stoiqei¸dh, eÐnai ìmwc arket�. Mia mikr  diereÔnhsh deÐqnei ìti h
anapar�stash (6.9) eÐnai polÔ perioristik .

Gia par�deigma, parathr ste pr¸ta ìti o bajmìc tou poluwnÔmou P (x, y)
eÐnai Ðsoc me 6, �ra, kanèna apì ta polu¸numa Qk den mporeÐ na èqei bajmì
megalÔtero apì 3. Epiplèon, an jèsoume y = 0, blèpoume ìti

1 = P (x, 0) = Q2
1(x, 0) + Q2

2(x, 0) + · · ·+ Q2
s(x, 0),
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kai an jèsoume x = 0, blèpoume ìti

1 = P (0, y) = Q2
1(0, y) + Q2

2(0, y) + · · ·+ Q2
s(0, y),

�ra, kajèna apì ta polu¸numa Q2
k(x, 0) kai Q2

k(0, y) prèpei na eÐnai fragmèno.
Apì aut n thn parat rhsh kai apì to gegonìc ìti k�je polu¸numo Qk(x, y) èqei
bajmì to polÔ Ðso me 3, blèpoume ìti prèpei na eÐnai thc morf c

(6.10) Qk(x, y) = ak + bkxy + ckx2y + dkxy2

gia k�poiec stajerèc ak, bk, ck kai dk.
An epistrèyoume sto polu¸numo P (x, y), parathroÔme ìti èqei thn ex c qa-

rakthristik  idiìthta: ìloi oi suntelestèc tou eÐnai mh arnhtikoÐ, ektìc apì ton
suntelest  tou x2y2 o opoÐoc isoÔtai me −3. Me b�sh aut n thn parat rhsh,
prospajoÔme na doÔme ti mporoÔme na poÔme gia ton suntelest  tou x2y2 sto
�jroisma Q2

1(x, y) + Q2
2(x, y) + · · ·+ Q2

s(x, y).
Se autì to shmeÐo ja stajoÔme tuqeroÐ. Apì th morf  (6.10) pou èqoun

oi ìroi Qk(x, y), 1 ≤ k ≤ s, mporoÔme na elègxoume eÔkola ìti o suntele-
st c tou x2y2 sto polu¸numo Q2

1(x, y) + Q2
2(x, y) + · · ·+ Q2

s(x, y) eÐnai Ðsoc me
b2
1+b2

2+· · ·+b2
s. AfoÔ autì to �jroisma eÐnai mh arnhtikì, den mporeÐ na eÐnai Ðso

me −3. Sunep¸c, to mh arnhtikì polu¸numo P (x, y) den gr�fetai san �jroisma
tetrag¸nwn pragmatik¸n poluwnÔmwn. M�llon anap�nteqa � ki autì dikaio-
logeÐ thn apìstash twn ogdìnta qrìnwn apì ton Hilbert wc ton Motzkin � h
anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou mac od ghse epituq¸c sthn apìdeixh
thc eikasÐac tou Minkowski.



Kef�laio 7

Sunèpeiec thc di�taxhc

7.1 Antistrof  thc anisìthtac Cauchy

'Ena apì ta fusiologik� erwt mata pou sunodeÔoun k�je anisìthta eÐnai h du-
natìthta antistrof c thc upì proôpojèseic. Ja melet soume autì to er¸thma
gia thn anisìthta tou Cauchy. H melèth autoÔ tou probl matoc odhgeÐ se mÐa
apì tic piì jemeli¸deic arqèc sth jewrÐa twn anisot twn � thn susthmatik 
ekmet�lleush endeqìmenwn sqèsewn di�taxhc.

Prìblhma. 'Estw ρ ≥ 1. K�tw apì poièc proôpojèseic oi mh arnhtikoÐ arijmoÐ
ak, bk, k = 1, 2, . . . , n ikanopoioÔn mia anisìthta thc morf c

(7.1)

(
n∑

k=1

a2
k

)1/2 (
n∑

k=1

b2
k

)1/2

≤ ρ

n∑

k=1

akbk ?

Mèroc thc duskolÐac ed¸ eÐnai ìti to prìblhma den eÐnai pl rwc diatupwmèno
� oi proôpojèseic kai oi sunj kec k�tw apì tic opoÐec isqÔei h (7.1) prèpei na
prosdioristoÔn.

Se autèc tic peript¸seic, sqedìn p�nta xekin�me me k�poiouc peiramatismoÔc,
kai afoÔ h perÐptwsh n = 1 eÐnai tetrimmènh, h aploÔsterh perÐptwsh pou axÐzei
ton kìpo na melet soume eÐnai na jewr soume ta dianÔsmata (1, a) kai (1, b) me
a > 0 kai b > 0. Tìte, ta dÔo mèlh thc (7.1) sqetÐzontai me tic posìthtec

(1 + a2)1/2(1 + b2)1/2 kai 1 + ab.

ParathroÔme ìti an ta a kai b epilegoÔn ètsi ¸ste to ginìmeno ab na paramènei
stajerì ìtan to a →∞, tìte blèpoume ìti to dexiì mèloc mènei fragmèno, all�
to aristerì mèloc den eÐnai fragmèno. Aut  h parat rhsh ousiastik� deÐqnei
ìti, gia mia dedomènh stajer  tim  tou ρ ≥ 1, h (7.1) den mporeÐ na isqÔei ektìc
an epib�lloume th sunj kh oi lìgoi ak/bk na eÐnai fragmènoi apì p�nw kai apì
k�tw.

To kalÔtero loipìn pou mporoÔme na elpÐzoume eÐnai ìti mia anisìthta san
thn (7.1) ja isqÔei an oi prosjetèoi ikanopoioÔn k�poion periorismì thc morf c

(7.2) m ≤ ak

bk
≤ M gia k�je k = 1, 2, . . . , n,
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gia k�poiec stajerèc 0 < m < M < ∞. EpÐshc, h stajer� ρ anagkastik� ja
exart�tai apì tic timèc twn m kai M , kai autì pou elpÐzoume na deÐxoume eÐnai
ìti to ρ mporeÐ na epilegeÐ ¸ste na mhn èqei kamÐa peraitèrw ex�rthsh apì th
sugkekrimmènh epilog  twn ak kai bk. T¸ra, to prìblhma eÐnai na broÔme ènan
trìpo gia na ekmetalleutoÔme thn upìjesh (7.2).

Koit�zontac thn zhtoÔmenh anisìthta (7.1) kai thn dedomènh anisìthta (7.2),
ja mporoÔse kaneÐc na skefteÐ ìti oi gnwstèc apodeÐxeic thc anisìthtac tou
Cauchy mporoÔn na bohj soun. Pio sugkekrimèna, an jumhjoÔme thn apìdeixh
pou xekinoÔse apì thn (a−b)2 ≥ 0, arqÐzoume na upoyiazìmaste ìti mia parìmoia
idèa mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ ed¸. Y�qnoume loipìn gia k�poia {tetragwnik 
anisìthta} h opoÐa na prokÔptei apì thn (7.2).

An skeftoÔme lÐgo, parathroÔme ìti h dipl  anisìthta (7.2) dÐnei eÔkola thn
tetragwnik  anisìthta

(7.3)
(

M − ak

bk

)(
ak

bk
−m

)
≥ 0.

Ektel¸ntac touc aparaÐthtouc pollaplasiasmoÔc, apì thn (7.3) katal goume
sthn isodÔnamh anisìthta

(7.4) a2
k + (mM)b2

k ≤ (m + M)akbk gia k�je k = 1, 2, . . . , n.

AjroÐzontac tic anisìthtec (7.4) p�nw apì ìla ta 1 ≤ k ≤ n, katal goume sthn
prosjetik  anisìthta

(7.5)
n∑

k=1

a2
k + (mM)

n∑

k=1

b2
k ≤ (m + M)

n∑

k=1

akbk.

Autì pou mènei eÐnai na thn metatrèyoume se mia pollaplasiastik  anisìthta.
An jumhjoÔme ti èqoume k�nei se an�logec peript¸seic, ja prèpei t¸ra na

orÐsoume kanonikopoihmènec metablhtèc ãk kai b̃k, aut n ìmwc th for�, h ka-
nonikopoÐhsh parousi�zei duskolÐec. To prìblhma eÐnai ìti h anisìthta (7.5)
efarmìzetai gia touc ãk kai b̃k mìno an ikanopoioÔn tic m ≤ ãk/b̃k ≤ M . Au-
toÐ oi periorismoÐ den ikanopoioÔntai apì touc profaneÐc upoyhfÐouc ãk kai b̃k.
Qreiazìmaste loipìn mia kainoÔrgia idèa gia na per�soume se ginìmeno.

Sto shmeÐo autì, mporeÐ k�poioc na koll sei. Met� apì lÐgh skèyh ìmwc,
blèpoume ìti h anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou mporeÐ na mac odhg sei
sto ginìmeno pou zht�me: efarmìzont�c thn sthn (7.5) blèpoume ìti

(
n∑

k=1

a2
k

)1/2 (
mM

n∑

k=1

b2
k

)1/2

≤ 1
2

{
n∑

k=1

a2
k + (mM)

n∑

k=1

b2
k

}

≤ 1
2

{
(m + M)

n∑

k=1

akbk

}
.

T¸ra, fèrnontac ìlec tic stajerèc sto dexiì mèloc, erqìmaste se mia anisìthta
pou ikanopoieÐ tic apait seic mac. An jèsoume

(7.6) A =
m + M

2
kai G =

√
mM,
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tìte, gia k�je epilog  mh arnhtik¸n ak, bk, k = 1, 2, . . . , n me

0 < m ≤ ak/bk ≤ M < ∞,

èqoume apodeÐxei thn anisìthta

(7.7)

(
n∑

k=1

a2
k

)1/2 (
n∑

k=1

b2
k

)1/2

≤ A

G

n∑

k=1

akbk.

Aut  eÐnai mia ikanopoihtik  antistrof  thc anisìthtac Cauchy.

7.2 MonotonÐa kai mia {anisìthta di�taxhc} tou Cheby-

shev

'Enac trìpoc gia na ekmetalleutoÔme tic sqèseic di�taxhc eÐnai na periorÐsoume
thn prosoq  mac se monìtonec akoloujÐec kai monìtonec sunart seic. Aut  h
epilog  odhgeÐ se èna shmantikì apotèlesma pou èqei pollèc efarmogèc, idiaÐtera
sth jewrÐa pijanot twn kai thn statistik .

To apotèlesma pou ja perigr�youme apodeÐqjhke apì ton Pafnuty Lvovich
Chebyshev (1821-1894), o opoÐoc kat� p�sa pijanìthta eis qjh sth jewrÐa
pijanot twn apì ton Victor Yacovlevich Bunyakovsky. H jewrÐa pijanot twn
 tan ènac apì touc montèrnouc kl�douc twn majhmatik¸n pou o Bunyakovsky
èfere mazÐ tou sthn St. Petersburg epistrèfontac apì to ParÐsi kai th majhteÐa
tou kont� ston Cauchy.

Je¸rhma 7.2.1 (h anisìthta di�taxhc tou Chebyshev). 'Estw f :
R→ R kai g : R→ R dÔo aÔxousec sunart seic kai èstw pj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,
oi opoÐoi ikanopoioÔn thn p1 + p2 + · · · + pn = 1. Gia k�je aÔxousa akoloujÐa
x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn isqÔei h anisìthta

(7.8)

{
n∑

k=1

f(xk)pk

}{
n∑

k=1

g(xk)pk

}
≤

n∑

k=1

f(xk)g(xk)pk.

MporoÔme eÔkola na katano soume thn anisìthta (7.8) qwrÐc na basistoÔ-
me sth diasÔndes  thc me th jewrÐa pijanot twn. Oi efarmogèc thc se �llec
perioqèc twn Majhmatik¸n eÐnai oÔtwc   �llwc pollèc. H pijanojewrhtik 
ìmwc ermhneÐa thc anisìthtac (7.8) eÐnai exairetik� endiafèrousa. Sth gl¸s-
sa twn pijanot twn, lèei ìti an X eÐnai mia tuqaÐa metablht  me thn idiìthta
P (X = xk) = pk gia k = 1, 2, . . . , n, tìte

(7.9) E [f(X)]E [g(X)] ≤ E [f(X)g(X)],

ìpou, wc sun jwc, me P sumbolÐzoume thn pijanìthta kai me E th mèsh tim . Me
�lla lìgia, an oi tuqaÐec metablhtèc Y kai Z mporoÔn na graftoÔn san aÔxousec
sunart seic thc Ðdiac tuqaÐac metablht c X, tìte oi Y kai Z èqoun mh arnhtik 
sundiakÔmansh. QwrÐc thn anisìthta tou Chebyshev, h diaÐsjhsh pou èqoume
gia thn statistik  ènnoia thc sundiakÔmanshc ja  tan asjen c.
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ShmeÐwsh. Up�rqei mia �llh anisìthta tou Chebyshev, h opoÐa eÐnai akìma pio
shmantik  gia th jewrÐa pijanot twn. Mac lèei ìti gia k�je tuqaÐa metablht 
X me peperasmènh mèsh tim  µ = E(X), h anisìthta

(7.10) P (|X − µ| ≥ λ) ≤ 1
λ2
E (|X − µ|2)

isqÔei gia k�je λ > 0. H apìdeixh aut c thc anisìthtac eÐnai polÔ apl , eÐnai
ìmwc tìso shmantik  gia th jewrÐa pijanot twn pou h anisìthta di�taxhc tou
Chebyshev (7.8) suqn� apokaleÐtai h �llh anisìthta tou Chebyshev.

H anisìthta tou Chebyshev (7.8) eÐnai tetragwnik , kai oi upojèseic mac fèr-
noun sto noÔ thn teqnik  thc metatrop c thc di�taxhc se tetragwnik  anisìthta.
Ed¸, h monotonÐa twn f kai g èqei san sunèpeia thn tetragwnik  anisìthta

0 ≤ {f(xk)− f(xj)}{g(xk)− g(xj)},
kai anaptÔssontac thn teleutaÐa, paÐrnoume

(7.11) f(xk)g(xj) + f(xj)g(xk) ≤ f(xj)g(xj) + f(xk)g(xk).

An èqoume ft�sei se autì to shmeÐo, arkeÐ na eis�goume ta pj kai na k�noume tic
aparaÐthtec arijmhtikèc pr�xeic.

'Etsi, pollaplasi�zontac thn anisìthta (7.11) me pjpk kai ajroÐzontac p�nw
apì ìla ta 1 ≤ j ≤ n kai 1 ≤ k ≤ n, blèpoume ìti to aristerì mèloc mac dÐnei

n∑

j,k=1

{f(xk)g(xj) + f(xj)g(xk)}pjpk = 2

{
n∑

k=1

f(xk)pk

}{
n∑

k=1

g(xk)pk

}
,

en¸ to dexiì mèloc mac dÐnei
n∑

j,k=1

{f(xj)g(xj) + f(xk)g(xk)}pjpk = 2

{
n∑

k=1

f(xk)g(xk)pk

}
.

'Etsi, h anisìthta (7.11) mac dÐnei mia apìdeixh thc anisìthtac tou Chebyshev.

7.3 Mia anisìthta anadi�taxhc

H apìdeixh thc anisìthtac tou Chebyshev mac odhgeÐ se mia polÔ shmantik  ani-
sìthta anadi�taxhc. Sth sunèqeia, ja gr�foume [n] gia to sÔnolo {1, 2, . . . , n}.
JumhjeÐte ìti me ton ìro met�jesh tou [n] ennooÔme apl¸c mia èna-proc-èna kai
epÐ apeikìnish apì to [n] sto [n].

Je¸rhma 7.3.1 (anisìthta anadi�taxhc). Gia k�je zeug�ri diatetagmè-
nwn pragmatik¸n akolouji¸n

−∞ < a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an < ∞ kai −∞ < b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn < ∞,

kai gia k�je met�jesh σ : [n] → [n], isqÔei h anisìthta

(7.12)
n∑

k=1

akbn−k+1 ≤
n∑

k=1

akbσ(k) ≤
n∑

k=1

akbk.
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Oi upojèseic tou probl matoc dÐnoun k�poiec sqèseic di�taxhc, kai to su-
mpèrasma eÐnai mia tetragwnik  anisìthta. Amèswc mac èrqetai sto noÔ na qrh-
simopoi soume th mèjodo twn prohgoÔmenwn paragr�fwn, gia na p�roume ìmwc
mia idèa gia thn fÔsh tou probl matoc, xekin�me apì thn aploÔsterh perÐptwsh
n = 2.

Se aut n thn perÐptwsh, jumìmaste pr¸ta ìti apì tic a1 ≤ a2 kai b1 ≤ b2

èpetai h
0 ≤ (a2 − a1)(b2 − b1),

kai, ektel¸ntac tic pr�xeic, sumperaÐnoume ìti

a1b2 + a2b1 ≤ a1b1 + a2b2.

Aut  eÐbai akrib¸c h morf  pou paÐrnei h (7.12) sthn perÐptwsh n = 2. To
prìblhma t¸ra eÐnai na doÔme an h Ðdia idèa mporeÐ na mac bohj sei na qeiristoÔme
to pio genikì �jroisma

S(σ) =
n∑

k=1

akbσ(k).

Antistrofèc kai h anaÐres  touc

An h σ den eÐnai h tautotik  met�jesh, tìte prèpei na up�rqei k�poio zeug�ri
deikt¸n j < k ¸ste σ(k) < σ(j). 'Ena tètoio zeug�ri onom�zetai antistrof , kai
autì pou parathroÔme apì th melèth thc perÐptwshc n = 2 eÐnai ìti an enall�-
xoume tic timèc twn σ(k) kai σ(j), tìte h tim  tou ajroÐsmatoc pou melet�me ja
auxhjeÐ �  , toul�qiston, den ja meiwjeÐ. Gia na metatrèyoume aut n thn idèa
se austhrì epiqeÐrhma, eis�goume pr¸ta mia nèa met�jesh τ , jètontac

(i) τ(i) = σ(i) an i 6= j kai i 6= k,

(ii) τ(i) = σ(j) an i = k,

(iii) τ(i) = σ(k) an i = j.

Apì ton orismì thc τ , k�nontac kat�llhlh paragontopoÐhsh, blèpoume ìti

S(τ)− S(σ) = ajbτ(j) + akbτ(k) − ajbσ(j) − akbσ(k)

= ajbτ(j) + akbτ(k) − ajbτ(k) − akbτ(j)

= (ak − aj)(bτ(k) − bτ(j)) ≥ 0.

'Etsi, me ton metasqhmatismì σ 7→ τ petuqaÐnoume dÔo stìqouc. Pr¸ton, me-
gal¸noume thn posìthta S: èqoume S(σ) ≤ S(τ). DeÔteron, to pl joc twn
antistrof¸n sthn τ eÐnai gnhsÐwc mikrìtero apì to pl joc twn antistrof¸n
sthn σ.

Epan�lhyh thc diadikasÐac

Mia met�jesh tou [n] emfanÐzei to polÔ n(n− 1)/2 antistrofèc kai h mình met�-
jesh pou den èqei antistrofèc eÐnai h tautotik . Up�rqei loipìn mia peperasmènh
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akoloujÐa metasqhmatism¸n tou eÐdouc pou perigr�yame pio p�nw, h opoÐa mac
odhgeÐ apì thn σ sthn tautotik  met�jesh. An sumbolÐsoume autèc tic diado-
qikèc metajèseic me σ = σ0, σ1, . . . , σm, ìpou σm eÐnai h tautotik  met�jesh
kai m ≤ n(n − 1)/2, tìte, efarmìzontac thn anisìthta S(σj−1) ≤ S(σj) gia
j = 1, 2, . . . , m, sumperaÐnoume ìti

S(σ) ≤
n∑

k=1

akbk.

'Etsi, oloklhr¸netai h apìdeixh tou �nw fr�gmatoc sthn anisìthta anadi�taxhc
(7.12).

O eÔkoloc trìpoc gia na p�roume to k�tw fr�gma eÐnai na parathr soume
ìti eÐnai �mesh sunèpeia tou �nw fr�gmatoc. An orÐsoume b′1 = −bn, b′2 =
−bn−1, . . . , b

′
n = −b1, blèpoume ìti

b′1 ≤ b′2 ≤ · · · ≤ b′n,

kai, efarmìzontac to �nw fr�gma thc anisìthtac anadi�taxhc (7.12) gia thn
akoloujÐa b′1, b

′
2, . . . , b

′
n, paÐrnoume to k�tw fr�gma thc anisìthtac (7.12) gia

thn akoloujÐa b1, b2, . . . , bn.



Kef�laio 8

Summetrik� ajroÐsmata

8.1 Oi klasikèc anisìthtec twn Newton kai Maclaurin

H k-ost  stoiqei¸dhc summetrik  sun�rthsh twn n metablht¸n x1, x2, . . . , xn

eÐnai to polu¸numo

ek(x1, x2, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · ·xik
.

Ta pr¸ta trÐa summetrik� polu¸numa eÐnai ta

e0(x1, x2, . . . , xn) = 1, e1(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xn

kai
e2(x1, x2, . . . , xn) =

∑

1≤j<k≤n

xjxk,

en¸ h n-ost  stoiqei¸dhc summetrik  sun�rthsh eÐnai to pl rec ginìmeno

en(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · ·xn.

Oi sunart seic autèc emfanÐzontai se ìlouc kuriolektik� touc kl�douc twn Ma-
jhmatik¸n. Mia polÔ shmantik  idiìtht� touc eÐnai ìti sundèoun touc suntele-
stèc enìc poluwnÔmou me k�poiec sunart seic twn riz¸n tou: an to polu¸numo
P (t) gr�fetai sth morf  P (t) = (t − x1)(t − x2) · · · (t − xn), tìte èqei kai thn
anapar�stash

(8.1) P (t) = tn − e1(x)tn−1 + · · ·+ (−1)kek(x) + · · ·+ (−1)nen(x),

ìpou, gia suntomÐa, gr�foume ek(x) antÐ gia ek(x1, x2, . . . , xn).
Oi stoiqei¸deic summetrikèc sunart seic paÐzoun shmantikì rìlo sthn jewrÐa

twn anisot twn. DÔo apì tic piì di�shmec anisìthtec gi� autèc mac odhgoÔn pÐsw
ston Isaak Newton (1542-1727) kai ton Colin Maclaurin (1696-1746). MporoÔme
na tic diatup¸soume piì komy� mèsw twn kanonikopoihmènwn sunart sewn

Ek(x) = Ek(x1, x2, . . . , xn) =
ek(x1, x2, . . . , xn)(

n
k

) ,
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wc ex c:

Oi anisìthtec twn Newton kai Maclaurin: Gia k�je x ∈ Rn isqÔoun oi
anisìthtec tou Newton

(8.2) Ek−1(x) · Ek+1(x) ≤ E2
k(x) gia 0 < k < n,

kai èpontai oi anisìthtec tou Maclaurin:

(8.3) E1/n
n (x) ≤ E

1/(n−1)
n−1 (x) ≤ · · · ≤ E

1/2
2 (x) ≤ E1(x)

gia k�je x = (x1, x2, . . . , xn) me xk ≥ 0 gia k�je 1 ≤ k ≤ n.

An p�roume n = 3 kai gr�youme x = (x, y, z), tìte oi anisìthtec tou Maclau-
rin mac lène ìti, an x, y, z ≥ 0 tìte

(xyz)1/3 ≤
(

xy + xz + yz

3

)1/2

≤ x + y + z

3
,

dhlad  mac dÐnoun mia eklèptunsh thc anisìthtac arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mè-
sou. Sthn genik  perÐptwsh, oi anisìthtec tou Maclaurin dÐnoun mia olìklhrh
aÔxousa akoloujÐa parast�sewn an�mesa ston gewmetrikì mèso (x1x2 · · ·xn)1/n

kai ton arijmhtikì mèso (x1 + x2 + · · ·+ xn)/n.

Apì ton Newton ston Maclaurin mèsw gewmetrÐac

Gia èna di�nusma x ∈ Rn me jetikèc suntetagmènec, oi timèc {Ek(x) : 0 ≤ k ≤ n}
eÐnai epÐshc jetikèc, kai mporoÔme na p�roume logarÐjmouc stic anisìthtec tou
Newton: dhlad ,

(8.4)
log Ek−1(x) + log Ek+1(x)

2
≤ log Ek(x)

gia k�je 1 ≤ k ≤ n. Eidikìtera, an x ∈ [0,∞)n oi anisìthtec tou Newton mac
lène ìti h kat� tm mata grammik  sun�rthsh pou prosdiorÐzetai apì to sÔnolo
shmeÐwn {(k, log Ek(x)) : 0 ≤ k ≤ n} eÐnai koÐlh.

An onom�soume Lk thn eujeÐa pou prosdiorÐzetai apì ta shmeÐa (0, 0) =
(0, log E0(x)) kai (k, log Ek(x)), tìte h klÐsh thc eujeÐac Lk+1 eÐnai mikrìterh  
Ðsh apì thn klÐsh thc eujeÐac Lk gia k�je k = 1, 2, . . . , n− 1. AfoÔ h klÐsh thc
Lk eÐnai Ðsh me log Ek(x)/k, sumperaÐnoume ìti

log Ek(x)
k

≤ log Ek+1(x)
k + 1

,

kai aut  h anisìthta eÐnai akrib¸c h k-ost  apì tic anisìthtec tou Maclaurin.
To pragmatikì prìblhma eÐnai na apodeÐxoume tic anisìthtec tou Newton.

'Opwc ja perÐmene kaneÐc gia èna jemeli¸dec kai palaiì apotèlesma, up�rqoun
pollèc diaforetikèc proseggÐseic. Oi perissìterec apì autèc k�noun k�poia
stigm  qr sh ApeirostikoÔ LogismoÔ, ìmwc o Newton den dhmosÐeuse potè k�-
poia apìdeixh twn anisot twn tou, opìte den gnwrÐzoume poi� akrib¸c  tan h
mèjodoc pou qrhsimopoÐhse.
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Polu¸numa kai oi par�gwgoÐ touc

Akìma ki an o Newton akoloÔjhse diaforetikì drìmo, èqei nìhma na exet�soume
an h par�gwgoc P ′(t) mporeÐ na mac d¸sei k�poiec plhroforÐec gia ta polu¸numa
Ek(x1, x2, . . . , xn), 1 ≤ k ≤ n. An gr�youme thn tautìthta (8.1) sth morf 

(8.5) P (t) =
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
Ek(x1, x2, . . . , xn)tn−k,

tìte h par�gwgoc P ′(t) paÐrnei mia polÔ endiafèrousa morf . Sugkekrimèna,
èqoume

Q(t) =
1
n

P ′(t) =
n−1∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
n− k

n
Ek(x1, x2, . . . , xn)tn−k−1

=
n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
Ek(x1, x2, . . . , xn)tn−k−1,

ìpou, sthn deÔterh gramm , qrhsimopoi same thn gnwst  tautìthta
(

n

k

)
n− k

n
=

n!
k!(n− k)!

n− k

n
=

(n− 1)!
k!(n− k − 1)!

=
(

n− 1
k

)
.

An oi xk, k = 1, 2, . . . , n an koun sto di�sthma [a, b], tìte to polu¸numo P (t) èqei
n pragmatikèc rÐzec sto [a, b], kai to je¸rhma tou Rolle mac lèei ìti h par�gwgoc
P ′(t) prèpei na èqei n − 1 pragmatikèc rÐzec sto [a, b]. An sumbolÐsoume autèc
tic rÐzec me y1, y2, . . . , yn−1, tìte prokÔptei h tautìthta

Q(t) =
1
n

P ′(t) = (t− y1)(t− y2) · · · (t− yn−1)

=
n−1∑

k=0

(−1)k

(
n− 1

k

)
Ek(y1, y2, . . . , yn−1)tn−k−1.

An t¸ra exis¸soume touc suntelestèc twn dÔo poluwnumik¸n ekfr�sewn pou
br kame gia to Q(t), katal goume sthn axioshmeÐwth tautìthta

(8.6) Ek(x1, x2, . . . , xn) = Ek(y1, y2, . . . , yn−1) (0 ≤ k ≤ n− 1).

To aristerì mèloc thc tautìthtac (8.6) eÐnai mia sun�rthsh tou n�di�statou
dianÔsmatoc x = (x1, x2, . . . , xn) en¸ to dexiì mèloc eÐnai mia sun�rthsh tou
(n − 1)�di�statou dianÔsmatoc y = (y1, y2, . . . , yn−1). An loipìn apodeÐxoume
mia anisìthta thc morf c

0 ≤ F (E0(y), E1(y), . . . , En−1(y)) gia k�je y ∈ [a, b]n−1,

tìte èqoume kai thn anisìthta

0 ≤ F (E0(x), E1(x), . . . , En−1(x)) gia k�je x ∈ [a, b]n.

Me �lla lìgia, k�je anisìthta �   tautìthta � pou dÐnei mia sqèsh an�me-
sa stic (n − 1) posìthtec E0(y), E1(y), . . . , En−1(y) kai isqÔei gia k�je y ∈



76 · Summetrika ajroismata

[a, b]n−1, exasfalÐzei autìmata ìti h antÐstoiqh sqèsh gia tic (n− 1) posìthtec
E0(x), E1(x), . . . , En−1(x) isqÔei gia k�je x ∈ [a, b]n.

AntimetwpÐzoume loipìn èna prìblhma thc ex c morf c: jèloume na apodeÐ-
xoume mia sqèsh gia sunart seic n metablht¸n kai arkeÐ na apodeÐxoume mia
an�logh sqèsh gia sunart seic n− 1 (mìnon!) metablht¸n. Aut  h parat rhsh
mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia thn {paragwg } polu�rijmwn eidik¸n tautot twn
oi opoÐec faÐnontai arket� entupwsiakèc. MporeÐ epÐshc na qrhsimopoihjeÐ gia
thn {org�nwsh} epagwgik¸n (wc proc to pl joc twn metablht¸n) apodeÐxewn
gia apotelèsmata ìpwc oi anisìthtec tou Newton.

Epagwg  wc proc to pl joc twn metablht¸n

Onom�zoume Hn thn prìtash h opoÐa isqurÐzetai ìti

(8.7) Ej−1(x1, x2, . . . , xn)Ej+1(x1, x2, . . . , xn) ≤ E2
j (x1, x2, . . . , xn)

gia k�je x ∈ Rn kai gia k�je 1 ≤ j < n. Gia n = 1 h prìtash den èqei nìhma,
opìte to epagwgikì mac epiqeÐrhma xekin�ei me thn H2. Se aut n thn perÐptwsh,
arkeÐ na elègxoume mÐa mìno anisìthta, thn

(8.8) E0(x1, x2)E2(x1, x2) ≤ E2
1(x1, x2),

 , isodÔnama, thn gnwst  anisìthta x1x2 ≤
(

x1+x2
2

)2.
Logik�, ja mporoÔsame t¸ra na epiqeir soume to epagwgikì b ma, prokeimè-

nou ìmwc na katal�boume kalÔtera th logik  twn pragm�twn, jewroÔme pr¸ta
thn H3, h opoÐa perigr�fetai apì dÔo isqurismoÔc:

(8.9) E0(x1, x2, x3)E2(x1, x2, x3) ≤ E2
1(x1, x2, x3),

(8.10) E1(x1, x2, x3)E3(x1, x2, x3) ≤ E2
2(x1, x2, x3).

Se autì to shmeÐo arqÐzoume na qrhsimopoioÔme pragmatik� thn {axioshmeÐwth
tautìthta} (8.6). O isqurismìc (8.9) mac lèei gia treÐc metablhtèc autì pou h
anisìthta (8.8) mac lèei gia dÔo, �ra h (8.6) mac lèei ìti h pr¸th anisìthta (8.9)
isqÔei. 'Eqoume oloklhr¸sei th mis  apìdeixh qwrÐc na k�noume tÐpota.

Gia na sumplhr¸soume thn apìdeixh thc H3 prèpei t¸ra na apodeÐxoume thn
deÔterh anisìthta (8.10). Gia na doÔme poiìc akrib¸c eÐnai o stìqoc mac, xana-
gr�foume thn (8.10) sthn pl rh morf  thc:

(8.11)
{

x1 + x2 + x3

3

}
(x1x2x3) ≤

{
x1x2 + x1x3 + x2x3

3

}2

.

Aut  h anisìthta isqÔei tetrimmèna an x1x2x3 = 0, upojètoume loipìn ìti
x1x2x3 6= 0. MporoÔme tìte na diairèsoume ta dÔo mèlh me (x1x2x3)2 kai na
anaqjoÔme sthn

1
3

{
1

x1x2
+

1
x1x3

+
1

x2x3

}
≤ 1

9

{
1
x1

+
1
x2

+
1
x3

}2

,
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h opoÐa, an anaptÔxoume to tetr�gwno kai k�noume aplopoi seic, gr�fetai iso-
dÔnama sth morf 

1
x1x2

+
1

x1x3
+

1
x2x3

≤ 1
x2

1

+
1
x2

2

+
1
x2

3

.

Me ìsa èqoume deÐ wc t¸ra, eÐnai polÔ eÔkolo na apodeÐxoume aut n thn ani-
sìthta. MporoÔme na efarmìsoume thn anisìthta tou Cauchy sta dianÔsmata
(1/x1, 1/x3, 1/x2) kai (1/x2, 1/x1, 1/x3),   na ajroÐsoume tic treÐc anisìthtec

1
xjxk

≤ 1
2

{
1
x2

j

+
1
x2

k

}
, 1 ≤ j < k ≤ 3.

'Etsi, èqoume apodeÐxei thn H3 kai èqoume p�rei mia idèa gia ton trìpo me ton
opoÐo ja doulèyoume sto epagwgikì b ma.

To epagwgikì b ma

H Hn apoteleÐtai apì n − 1 anisìthtec oi opoÐec qwrÐzontai se dÔo om�dec.
Pr¸ton, gia to x = (x1, x2, . . . , xn) èqoume tic n − 2 anisìthtec stic opoÐec
emfanÐzontai oi posìthtec Ej(x), 0 ≤ j < n,

(8.12) Ek−1(x)Ek+1(x) ≤ E2
k(x) gia 1 ≤ k < n− 1,

kai, deÔteron, èqoume mÐa mìno anisìthta sthn opoÐa emfanÐzetai h posìthta
En(x), thn

(8.13) En−2(x)En(x) ≤ E2
n−1(x).

'Opwc eÐdame kai sth suz thsh gia thn H3, ìlec oi anisìthtec thc pr¸thc om�dac
(8.12) prokÔptoun apì thn epagwgik  upìjesh Hn−1 kai apì thn tautìthta (8.6).

An t¸ra anaptÔxoume thn (8.13) kai an me to sÔmbolo x̂j ennooÔme ìti o xj

paraleÐpetai, tìte blèpoume ìti h anisìthta pou mènei na apodeiqteÐ eÐnai h

(8.14)
2

n(n− 1)





∑

1≤j<k≤n

x1 · · · x̂j · · · x̂k · · ·xn



 x1x2 · · ·xn

≤




1
n

n∑

j=1

x1x2 · · · x̂j · · ·xn





2

.

'Opwc kai sthn prohgoÔmenh par�grafo, mporoÔme na upojèsoume ìti x1x2 · · ·xn 6=
0. Diair¸ntac me (x1x2 · · ·xn)2 kai k�nontac k�poiec aplopoi seic, blèpoume ìti
h anisìthta (8.14) eÐnai isodÔnamh me thn

(8.15)
1(
n
2

)
∑

1≤j<k≤n

1
xjxk

≤




1
n

n∑

j=1

1
xj





2

.

MporoÔme t¸ra na epanal�boume to epiqeÐrhma pou qrhsimopoi same gia thn
H3, ja protim soume ìmwc ènan diaforetikì trìpo, o opoÐoc èrqetai sqedìn
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amèswc sto noÔ. An uiojet soume th gl¸ssa twn summetrik¸n sunart sewn, h
anisìthta (8.15) mporeÐ na grafteÐ sth morf 

E0(1/x1, 1/x2, . . . , 1/xn)E2(1/x1, 1/x2, . . . , 1/xn)

≤ E2
1(1/x1, 1/x2, . . . , 1/xn),

kai aut  h anisìthta isqÔei, afoÔ kalÔptetai apì thn pr¸th om�da (8.12). 'Etsi,
h apìdeixh twn anisot twn tou Newton eÐnai pl rhc.

8.2 H anisìthta tou Muirhead

O David Hilbert eÐpe k�pote ìti {h tèqnh tou na k�neic majhmatik� eÐnai to na
brÐskeic ekeÐnh thn eidik  perÐptwsh pou ja sou d¸sei th dunatìthta na geni-
keÔseic}. Efarmìzontac aut  th filosofÐa, ja xekin soume apì mia stoiqei¸dh
anisìthta, ap� ìpou ja odhghjoÔme sthn polÔ genikìterh anisìthta tou Mui-
rhead.

An x, y kai z eÐnai mh arnhtikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte

x2y3 + x2z3 + y2x3 + y2z3 + z2x3 + z2y3

(8.16) ≤ xy4 + xz4 + yx4 + yz4 + zx4 + zy4.

'Eqoume  dh sunant sei arket� probl mata ìpou h anisìthta arijmhtikoÔ�
gewmetrikoÔ mèsou mac bo jhse na katal�boume th sqèsh an�mesa se dÔo omoge-
n  polu¸numa, kai elpÐzoume ìti h Ðdia idèa ja mac bohj sei na deÐxoume ìti k�je
prosjetèoc sto aristerì mèloc mporeÐ na grafteÐ san gewmetrikìc mèsoc twn
prosjetèwn tou dexioÔ mèlouc. Met� apì k�poiouc peiramatismoÔc, ja parathr -
sete ìti an a kai b eÐnai dÔo mh arnhtikoÐ arijmoÐ, tìte a2b3 = (ab4)

2
3 (a4b)

1
3 , kai,

tìte, h anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou (2.9) mac dÐnei thn anisìthta

(8.17) a2b3 = (ab4)
2
3 (a4b)

1
3 ≤ 2

3
ab4 +

1
3
a4b.

Mènei na doÔme me poiìn trìpo ja thn qrhsimopoi soume. An sth jèsh tou (a, b)
p�roume diadoqik� ta diatetagmèna zeÔgh (x, y) kai (y, x), tìte to �jroisma twn
dÔo anisot twn pou ja prokÔyoun mac dÐnei thn

x2y3 + y2x3 ≤ xy4 + x4y.

Me ton Ðdio akrib¸c trìpo, paÐrnoume an�logec anisìthtec prosjètontac thn
(8.17) gia ta zeÔgh (x, z), (z, x) kai ta zeÔgh (y, z), (z, y). Tèloc, prosjètontac
tic treÐc anisìthtec pou ja prokÔyoun, katal goume sthn zhtoÔmenh anisìthta
(8.16).

To epiqeÐrhma pou perigr�yame efarmìzetai, sqedìn qwrÐc tropopoi seic, se
k�je summetrikì �jroisma ìrwn thc morf c xayb, an ìmwc epiqeir soume na
qeiristoÔme ajroÐsmata pou perièqoun ìrouc thc morf c xaybzc, blèpoume ìti
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h poluplokìtht� touc aux�netai tìso pou mporeÐ na gÐnei apagoreutik  an den
anaptÔxoume mia susthmatik  prosèggish sto prìblhma.

Eutuq¸c, h gewmetrÐa èrqetai na mac deÐxei to drìmo. 'Ena aplì sq ma deÐ-
qnei ìti (2, 3) = 2

3 (1, 4)+ 1
3 (4, 1), kai, me dokimèc, blèpoume ìti autì odhgeÐ sthn

di�spash a2b3 = (ab4)
2
3 (a4b)

1
3 . Me th gewmetrÐa mporoÔme eÔkola na qeiristoÔ-

me ìrouc thc morf c xayb, to pragmatikì ìmwc pleonèkthma thc gewmetrik c
optik c gwnÐac eÐnai ìti mac upodeiknÔei qr simec anaparast�seic gia ginìmena
tri¸n   perissìterwn metablht¸n. To kleidÐ gi� autì eÐnai na broÔme thn swst 
gewmetrik  genÐkeush.

Mil¸ntac afhrhmèna, gia na lÔsoume to pr¸to mac prìblhma qrei�sthke na
parathr soume ìti to (2, 3) an kei sthn kurt  j kh tou (1, 4) kai thc met�-
jes c tou (4, 1). Piì genik�, an mac d¸soun dÔo n-di�stata dianÔsmata α =
(α1, α2, . . . , αn) kai β = (β1, β2, . . . , βn), mporoÔme na jewr soume thn an�logh
kat�stash ìpou to α an kei sthn kurt  j kh H(β) tou sunìlou twn shmeÐwn
(βτ(1), βτ(2), . . . , βτ(n)) ta opoÐa prosdiorÐzontai an af soume thn τ na diatrèqei
to sÔnolo Sn ìlwn twn n! metajèsewn tou {1, 2, . . . , n}.

Aut  h idèa odhgeÐ sthn anisìthta tou Robert Franklin Muirhead (1860-
1941). ApodeÐqthke to 1903, kai Ðswc faÐnetai polÔplokh arqik�. 'Eqontac ìmwc
apokt sei k�poia empeirÐa, mporoÔme na ektim soume tìso thn aplìthta ìso kai
thn komyìtht� thc.

Je¸rhma 8.2.1 (h anisìthta tou Muirhead). An α = (α1, α2, . . . , αn),
β = (β1, β2, . . . , βn) kai α ∈ H(β), tìte gia k�je n-�da x1, x2, . . . , xn jetik¸n
arijm¸n isqÔei h anisìthta

(8.18)
∑

σ∈Sn

xα1
σ(1)x

α2
σ(2) · · ·xαn

σ(n) ≤
∑

σ∈Sn

xβ1
σ(1)x

β2
σ(2) · · ·xβn

σ(n).

Gia na exoikeiwjoÔme me to sumbolismì, elègqoume pr¸ta ìti h anisìthta tou
pr¸tou mac probl matoc eÐnai eidik  perÐptwsh thc anisìthtac tou Muirhead.
Se aut n thn perÐptwsh, S3 eÐnai to sÔnolo twn èxi metajèsewn tou sunìlou
{1, 2, 3}, kai èqoume (x1, x2, x3) = (x, y, z). EpÐshc, èqoume

(α1, α2, α3) = (2, 3, 0) kai (β1, β2, β3) = (1, 4, 0).

AfoÔ (2, 3, 0) = 2
3 (1, 4, 0)+ 1

3 (4, 1, 0), blèpoume ìti α ∈ H(β). Tèloc, èqoume to
α-�jroisma

∑

σ∈Sn

xα1
σ(1)x

α2
σ(2)x

α3
σ(3) = x2y3 + x2z3 + y2x3 + y2z3 + z2x3 + z2y3,

en¸ to β-�jroisma isoÔtai me
∑

σ∈Sn

xβ1
σ(1)x

β2
σ(2)x

β3
σ(3) = xy4 + xz4 + yx4 + yz4 + zx4 + zy4.

Sunep¸c, h anisìthta tou Muirhead (8.18) ìntwc genikeÔei thn anisìthta (8.16).
Tèloc, prin proqwr soume sthn apìdeixh, ja èprepe na parathr soume ìti den

up�rqei periorismìc sqetik� me to prìshmo twn suntetagmènwn twn α kai β sthn
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anisìthta tou Muirhead. 'Etsi, gia par�deigma, an p�roume α = (1/2, 1/2, 0) kai
β = (−1, 2, 0), tìte h anisìthta tou Muirhead mac lèei ìti, gia k�je tri�da
jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n x, y kai z, isqÔei h anisìthta

(8.19) 2(
√

xy +
√

xz +
√

yz) ≤ x2

y
+

x2

z
+

y2

x
+

y2

z
+

z2

x
+

z2

y
.

Aut  h anisìthta mporeÐ na apodeiqteÐ me polloÔc trìpouc: gia par�deigma,
ja mporoÔsame na basÐsoume thn apìdeixh sthn anisìthta tou Cauchy   sthn
anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou. 'Omwc, h anisìthta tou Muirhead
dÐnei mia �mesh ermhneÐa thc anisìthtac kai thn ent�ssei sto eurÔtero dunatì
plaÐsio.

Apìdeixh thc anisìthtac tou Muirhead

H upìjesh ìti α ∈ H(β) eÐnai isodÔnamh me ton isqurismì ìti up�rqoun pτ ≥ 0
me

∑
τ∈Sn

pτ = 1, ¸ste

(α1, α2, . . . , αn) =
∑

τ∈Sn

pτ (βτ(1), βτ(2), . . . , βτ(n)).

T¸ra, an qrhsimopoi soume thn j-ost  suntetagmènh aut c thc isìthtac gia na
ekfr�soume ton x

αj

σ(j) san ginìmeno, mporoÔme na pollaplasi�soume wc proc j

kai na katal xoume sthn isìthta

xα1
σ(1)x

α2
σ(2) · · ·xαn

σ(n) =
∏

τ∈Sn

(
x

βτ(1)

σ(1) x
βτ(2)

σ(2) · · ·x
βτ(n)

σ(n)

)pτ

.

Apì ed¸ kai pèra, h anisìthta arijmhtikoÔ�gewmetrikoÔ mèsou kai k�poia arij-
mhtik  ja doulèyoun gia m�c. Piì sugkekrimèna, èqoume

∑

σ∈Sn

xα1
σ(1)x

α2
σ(2) · · ·xαn

σ(n) ≤
∑

σ∈Sn

∏

τ∈Sn

(
x

βτ(1)

σ(1) x
βτ(2)

σ(2) · · ·x
βτ(n)

σ(n)

)pτ

=
∑

σ∈Sn

∑

τ∈Sn

pτx
βτ(1)

σ(1) x
βτ(2)

σ(2) · · ·x
βτ(n)

σ(n)

=
∑

τ∈Sn

pτ

∑

σ∈Sn

x
βτ(1)

σ(1) x
βτ(2)

σ(2) · · ·x
βτ(n)

σ(n)

=
∑

τ∈Sn

pτ

∑

σ∈Sn

xβ1
σ(1)x

β2
σ(2) · · ·xβn

σ(n)

=
∑

σ∈Sn

xβ1
σ(1)x

β2
σ(2) · · ·xβn

σ(n),

dhlad , thn anisìthta tou Muirhead.
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