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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
  

  
              Οι σύγχρονες απαιτήσεις στα µαθηµατικά έχουν περιορίσει 
σηµαντικά τη διδασκαλία της Ευκλείδειας γεωµετρίας στη µέση 
εκπαίδευση τα τελευταία χρόνια. Ειδικά η στερεοµετρία πολλές φορές δε 
διδάσκεται καθόλου στο Λύκειο. ∆ύο ώρες, όλες κι όλες, διδασκαλίας 
την εβδοµάδα κι ένας κλάδος που δεν εξετάζεται στις εισαγωγικές 
εξετάσεις αποτελούν δύο από τους λόγους για να χάσει ο κλάδος το 
ενδιαφέρον του από τους µαθητές. Παράλληλα, η χρήση σχηµάτων στο 
χώρο απαιτεί αρκετή φαντασία και έτσι οι µαθητές συναντούν κατά 
κανόνα µεγάλες δυσκολίες. 
       Όµως κανένα άλλο µάθηµα δεν βάζει σε τάξη το ανθρώπινο µυαλό 
όσο η γεωµετρία. Η διαδικασία υπόθεση – επεξεργασία – συµπέρασµα 
είναι απαραίτητη σε κάθε ανθρώπινη δραστηριότητα. Εξαιτίας όλων 
αυτών, η διπλωµατική εργασία µου έχει τίτλο : « Στερεοµετρία : 
Γεωµετρία στη σφαίρα και κάποιες διδακτικές προεκτάσεις » και 
ιδιαίτερα ασχολείται µε µια θεωρητική προέκταση της στερεοµετρίας του 
Ευκλείδη. Συγκεκριµένα θα ασχοληθούµε µε δύο ζητήµατα : την 
επέκταση των θεµάτων θεµελίωσης του Ευκλείδη, όπου δηµιουργήθηκε 
ένα πρόβληµα ισότητας στο χώρο και το οποίο λύθηκε πλήρως από το 
θεώρηµα Cauchy, και την µεθοδολογική επέκταση των κανονικών 
πολυέδρων σε κανονικά πολύτοπα, µε τη βοήθεια του συµβόλου Schläfli. 
Στη στερεοµετρία του Ευκλείδη υπάρχουν και θέµατα µέτρησης σε 
συγκεκριµένα στερεά όπου η θεωρητική επέκταση τους οδηγεί στο 3ο 
πρόβληµα του Hilbert και σε θέµατα τύπου Dehn. Εµείς εδώ δεν θα 
ασχοληθούµε µε αυτά. 
       Έτσι, η εργασία αποτελείται από τέσσερα κεφάλαια. 
       Στο 1ο κεφάλαιο θα δούµε την πορεία της στερεοµετρίας στο χρόνο 
και θα δώσουµε τους βασικούς ορισµούς ώστε να καταλήξουµε στη 
θεωρία των πολυέδρων. Στο 2ο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε θεµελιώδη 
γεγονότα της γεωµετρίας και ιδιαίτερα τη γεωµετρία της σφαίρας. Στη 
συνέχεια θα περάσουµε στο θεώρηµα Euler, που έχει γενικευτεί µε 
πολλούς τρόπους, στο θεώρηµα Cauchy, από όπου παίρνουµε ότι οι 
κυρτές πολυεδρικές επιφάνειες διατηρούν το σχήµα τους, στο θεώρηµα 
του Descartes, που είναι ισοδύναµο µε το θεώρηµα του Euler, και στο 
τέλος θα περάσουµε στο θεώρηµα Gauss – Bonnet, που είναι ανάλογο µε 
το θεώρηµα του Descartes. Στο 3ο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε 3 
οµάδες κατανοµής των πολυέδρων : τα κανονικά, τα ηµικανονικά και τα 
αστεροειδή πολύεδρα. Τέλος, στο 4ο κεφάλαιο βρίσκουµε τα κανονικά 
πολύεδρα σε τέσσερις και παραπάνω διαστάσεις µε τη βοήθεια του 
συµβόλου Schläfli. 
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ΚΚεεφφάάλλααιιοο  11..  
ΣΣττεερρεεοοµµεεττρρίίαα  

 
Η θεωρία των πολυέδρων, και ιδιαίτερα για τα κυρτά πολύεδρα, αποτελεί 
ένα από τα πιο γοητευτικά κεφάλαια της γεωµετρίας, η οποία µελετήθηκε 
και από τους αρχαίους. Θα δούµε την πορεία της στερεοµετρίας µε το 
πέρασµα των χρόνων και θα δώσουµε τους βασικούς ορισµούς ώστε να 
καταλήξουµε στη θεωρία των πολυέδρων. 
 
 

11..11  ΙΙσσττοορριικκάά  

                                                

 
       Τα µαθηµατικά είναι απόλυτα συνδεδεµένα µε τις φιλοσοφικές 
αναζητήσεις της προέλευσης, της δοµής του κόσµου και των νόµων που 
τα διέπουν. Η αντίληψη των αρχαίων Ελλήνων περί της υπεροχής της 
φιλοσοφικής διάστασης της γεωµετρίας, έναντι της πρακτικής, αποτελεί 
χαρακτηριστικό γνώρισµα που διαφοροποιεί την Γεωµετρία των αρχαίων 
Ελλήνων από αυτή των Αιγυπτίων, των Βαβυλωνίων και άλλων 
ανατολικών λαών.       
       Η αριθµητική είναι η επιστήµη της ποσότητας, ενώ η γεωµετρία 
είναι η επιστήµη του χώρου. Αντικείµενο της πρώτης είναι οι αριθµοί, 
ενώ της δεύτερης είναι η µελέτη των γεωµετρικών σχηµάτων. Ιδιαίτερα η 
γεωµετρία είναι αρκετές θεωρίες µαζί. Είναι ένα σύνολο από 
χαρακτηριστικά και ιδιότητες των φυσικών αντικειµένων. Μπορεί να 
αποτελέσει µοντέλο για την ερµηνεία και επεξεργασία καταστάσεων 
άλλων γνωστικών περιοχών. Ο ελάχιστος σκοπός της γεωµετρίας είναι η 
παροχή πρακτικών γνώσεων όπως η αντίληψη γεωµετρικών σχηµάτων 
και ο µέγιστος σκοπός είναι η παροχή µαθηµατικής παιδείας. 
       Η γεωµετρία στο ∆ηµοτικό δίνει έµφαση στην εξερεύνηση, 
περιγραφή, οµαδοποίηση, σχεδιασµό και κατά-µέτρηση συγκεκριµένων 
φυσικών αντικειµένων στο επίπεδο ή στο χώρο. Η µελέτη της γεωµετρίας 
εµπεριέχει τριών ειδών γνωστικές διαδικασίες ι) διαδικασίες 
οπτικοποίησης ιι) διαδικασίες κατασκευής και ιιι) διαδικασίες 
συλλογισµού. Αντίθετα, η επίπεδη γεωµετρία του Λυκείου είναι µια 
‘έκδοση’ του βιβλίου Στοιχεία που συνέγραψε ο Έλληνας µαθηµατικός 
Ευκλείδης γύρω στο 300 π.Χ. Λέγεται ότι αυτό το βιβλίο είναι το πιο 
πολυδιαβασµένο µετά τη Βίβλο και έχει θεωρηθεί ως το αρχέτυπο ενός 
αυστηρού συµπερασµατικού συστήµατος1. Ο Ευκλείδης δεν ήταν ο 

 
1 [7; Σελ 34] Επεξήγηση : Το πρώτο νούµερο δηλώνει το αντίστοιχο βιβλίο στην 
βιβλιογραφία.  
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πρώτος Έλληνας που έγραψε βιβλίο µε τον τίτλο Στοιχεία, το οποίο είναι 
επισκόπηση όλων όσων θεωρούνταν βασικά µαθηµατικά.   
       ∆εν είναι γνωστό πόσα από τα θεωρήµατα ανήκουν αποκλειστικά 
στον ίδιο τον Ευκλείδη, αν και µάλλον δεν πρέπει να είναι πάρα πολλά 
µιας και η συµπερασµατική προσέγγιση της Γεωµετρίας µετρούσε ήδη 
τριακόσια χρόνια. 
       Ο πιο γνωστός από τους γεωµέτρες του 5ου αιώνα ήταν ο Ιπποκράτης 
ο Χίος, ο οποίος ασχολήθηκε µε τον τετραγωνισµό του κύκλου. Από τους 
συλλογισµούς του προκύπτει ότι ο Ιπποκράτης κατείχε έναν 
αξιοσηµείωτο αριθµό προτάσεων της στοιχειώδους γεωµετρίας. Τα 
Στοιχεία της Γεωµετρίας, που σύµφωνα µε τον κατάλογο του Πρόκλου 
είχε γράψει, πρέπει να περιείχαν ένα µεγάλο µέρος από τα βιβλία ΙΙΙ και 
IV του Ευκλείδη, τα οποία πραγµατεύονται τον κύκλο και τα 
εγγεγραµµένα πολύγωνα, καθώς επίσης, και τα περιεχόµενα των βιβλίων 
Ι και ΙΙ, που τα κατείχαν ήδη οι Πυθαγόρειοι.  
       O Βιτρούβιος αναφέρει ότι ο Αγάθαρχος ήταν ο πρώτος που 
ζωγράφισε µε προοπτική σκηνικά για τις παραστάσεις των τραγωδιών 
του Αισχύλου2. Η διάχυση των ακτίνων, που µνηµονεύει ο Βιτρούβιος, 
πρέπει να αναφέρεται στις ακτίνες που συγκλίνουν στο µάτι από τα 
σηµεία του χώρου και τέµνουν το επίπεδο της εικόνας στα σηµεία της 
εικόνας. Από αυτό συµπεραίνουµε ότι, περί το 450, η στερεοµετρία 
πρέπει να είχε φτάσει σε ένα στάδιο ανάπτυξης το οποίο επέτρεπε τη 
διατύπωση και επίλυση προβληµάτων που εγείρει η προοπτική. 
       Στη διάρκεια του χρυσού αιώνα η στερεοµετρία αναπτύχθηκε µέχρι 
το σηµείο που ο Αναξαγόρας και ο ∆ηµόκριτος µπόρεσαν να 
διατυπώσουν τις γενικές γραµµές  µιας θεωρίας προοπτικής. Ο 
∆ηµόκριτος βρήκε τον τύπο για τους όγκους της πυραµίδας και του 
κώνου, αλλά δεν βρήκε µία αυστηρή απόδειξη. Έπειτα, οι Πυθαγόρειοι 
γνώριζαν µόνο τρία από τα κανονικά στερεά, το τετράεδρο, τον κύβο και 
το δωδεκάεδρο. Ο Ίππασος πέτυχε να περιγράψει σφαίρα σε δωδεκάεδρο. 
       ∆ηλαδή τον 5ο αιώνα, η στερεοµετρία αποτελούσε πεδίο εντατικής 
έρευνας διαφόρων µαθηµατικών. Παρόλο που οι Πυθαγόρειοι γνώριζαν 
τρία από τα πέντε κανονικά πολύεδρα, ο Ιπποκράτης είχε αναγάγει το 
πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου σε εκείνο της κατασκευής δύο 
µέσων αναλόγων µεταξύ δύο δεδοµένων τµηµάτων και τη µεγάλη 
ποσότητα της στερεοµετρίας που χρειαζόταν για τη λύση του 
διπλασιασµού του κύβου από τον Αρχύτα, ο Πλάτωνας (Πολιτεία 528Β) 
κάνει παράπονο για την πενιχρή ανάπτυξη της στερεοµετρίας. Μάλλον ο 
Πλάτωνας θεωρούσε τη στερεοµετρία µε µια πιο περιορισµένη έννοια, η 
οποία υποδεικνύεται µε τα ίδια λόγια του Πλάτωνα: «η µεγέθυνση των 
κύβων και όλων όσα έχουν βάθος3». 
                                                 
2 [18; Σελ. 155] 
3 [18; Σελ. 157-158] 
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       Στο συµπλήρωµα των Νόµων του Πλάτωνος, που είναι γνωστό ως 
Επινοµίς, το πρόβληµα των δύο µέσων αναλόγων θεωρείται ως το 
κατεξοχήν πρόβληµα της στερεοµετρίας. ∆ηλαδή η στερεοµετρία 
ορίζεται ως «η νέα τέχνη η οποία µας διδάσκει πως να κάνουµε όµοιους 
δύο αριθµούς οι οποίοι δεν είναι4». Το ιδιαίτερο αντικείµενο της 
στερεοµετρίας λοιπόν είναι να δείξει πως µετασχηµατίζουµε 
οποιονδήποτε αριθµό σε κύβο και, εποµένως, πώς κατασκευάζουµε δύο 
κύβους, ο λόγος των όγκων των οποίων είναι ίσος µε τον λόγο δύο 
τυχαίων ακεραίων. 
       Η αντιπαραβολή αυτού του ορισµού µε το απόσπασµα της Πολιτείας 
του Πλάτωνος, φανερώνει ότι και για τον ίδιο τον Πλάτωνα, το 
προεξάρχον πρόβληµα της στερεοµετρίας είναι η αύξηση του κύβου κατά 
δεδοµένο λόγο. 
       Η στερεοµετρία του Ευκλείδη χωρίζεται σε τρείς κλάδους. Ο πρώτος 
κλάδος περιέχει θέµατα θεµελίωσης, που είναι λίγα σε αριθµό και 
πίστευε ο Ευκλείδης ότι η θεµελίωση της επιπεδοµετρίας αρκούσε για το 
πέρασµα στο χώρο, ο δεύτερος κλάδος περιέχει µετρήσεις σε 
συγκεκριµένα στερεά (πρίσµατα, πυραµίδα, κύλινδρος, κώνος και 
σφαίρα) και ο τρίτος κλάδος περιέχει τα κανονικά στερεά. 
       Τα πολύεδρα εµφανίζονται στο 11ο, 12ο, 13ο βιβλίο των Στοιχείων 
του Ευκλείδη. Τα πολύεδρα έχουν βρει πολλές εφαρµογές στην 
αρχιτεκτονική, στην τέχνη, στα κοσµήµατα, στη φύση (κρύσταλλα), στα 
γραφήµατα, στη φιλοσοφία και στη λογοτεχνία5. Το 13ο βιβλίο δίνει την 
εντύπωση ότι είναι µία αυτοτελής και ανεξάρτητη πραγµάτεια. Αρχίζει 
µε δώδεκα προτάσεις για τη χρυσή τοµή και για το εγγεγραµµένο 
κανονικό πεντάγωνο και τρίγωνο σε κύκλο. Πραγµατεύεται τα πέντε, 
λεγόµενα, Πλατωνικά στερεά, τα οποία, ωστόσο, δεν ανήκουν στον 
Πλάτωνα. Τρία από τα προαναφερθέντα σχήµατα οφείλονται στους 
Πυθαγορείους, συγκεκριµένα ο κύβος, η πυραµίδα και το δωδεκάεδρο, 
ενώ το οκτάεδρο και το εικοσάεδρο οφείλονται στον Θεαίτητο. Η 
ονοµασία τους δόθηκε από τον Πλάτωνα, διότι τα µνηµονεύει στον 
Τίµαιο.  
       Επειδή ο συγγραφέας του 13ου  βιβλίου γνώριζε τα αποτελέσµατα 
του 10ου βιβλίου αλλά, επιπλέον, η θεωρία του 10ου βιβλίου αναπτύχθηκε 
µε σκοπό να εφαρµοστεί στο 13ο βιβλίο συµπεραίνουµε ότι τα δύο βιβλία 
γράφτηκαν από τον ίδιο συγγραφέα, τον Θεαίτητο. Επίσης τα θέµατα του 
13ου  βιβλίου έχουν µελετηθεί λεπτοµερώς στα βιβλία ΙΙ και IV, αλλά µε 
έναν διαφορετικό τρόπο. Οπότε αν είχε γράψει ο Ευκλείδης το 13ο  
βιβλίο θα έπρεπε να χρησιµοποιούσε στοιχεία από τα άλλα δύο βιβλία. 

                                                 
4 Οι στερεοί αριθµοί αβγ και δεζ λέγονται όµοιοι εάν οι πλευρές τους σχηµατίζουν συνεχή αναλογία α : 
δ = β : ε = γ : ζ [18; Σελ. 159] 
5 [6; Σελ. 1-9] 
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       Μελετώντας αυτά τα βιβλία βλέπουµε ότι οι αρχαίοι Έλληνες 
γνώριζαν προβολική και παραστατική γεωµετρία.   
       Επιστέγασµα του όλου έργου των Στοιχείων είναι η κατασκευή και η 
εγγραφή των πέντε κανονικών πολυέδρων : του τετραέδρου, του 
οκταέδρου, του κύβου, του εικοσαέδρου και του δωδεκαέδρου στην 
σφαίρα. Όπως στην επιπεδοµετρία, έτσι και στην στερεοµετρία, ο 
Ευκλείδης δεν κάνει κανένα αριθµητικό υπολογισµό. 
 
 
 

11..22    ΕΕιισσααγγωωγγήή66  
 

 
Ορισµός  17 
Στερεό είναι αυτό που έχει µήκος, πλάτος και βάθος. 
 
Αυτός ο ορισµός ήταν προφανώς παραδοσιακός µιας και έχει αναφερθεί 
σε µεγάλο βαθµό από Πλάτωνα και Αριστοτέλη.  
Ο Πλάτωνας µιλά για µίµηση ενός παραδείγµατος σε µήκος, πλάτος και 
βάθος, Σοφιστής  235D, και για την τέχνη στο µέτρηµα µήκους, πλάτους 
και βάθους, Νόµοι 817E. 
       Το βάθος, η τρίτη διάσταση, χρησιµοποιείται από µόνη της σαν µία 
περιγραφή του ‘σώµατος’ από τον Αριστοτέλη, ο όρος θεωρείται σαν να 
υποδηλώνει τις άλλες δύο διαστάσεις, έτσι µήκος είναι µία γραµµή, 
πλάτος είναι µία επιφάνεια και βάθος είναι το σώµα. Το µήκος είναι 
συνεχής σε µία διάσταση, το πλάτος σε δύο και το βάθος σε τρείς 
διαστάσεις. Στα Τοπικά του Αριστοτέλη βρίσκουµε τον ορισµό του 
σώµατος σαν αυτό που έχει τρείς διαστάσεις ή διαφορετικά είναι αυτό 
που έχει όλες τις διαστάσεις. Βέβαια στα Φυσικά λέγοντας διαστάσεις ο 
Αριστοτέλης εννοεί 6 διαιρώντας κάθε µία από τις τρείς σε δύο αντίθετα : 
πάνω – κάτω, πριν – µετά, δεξί – αριστερό, όπου εξηγώντας τους αυτοί οι 
όροι προκύπτουν συγγενικοί. 
       Ο Heron, όπως αναµενόταν, συνδυάζει και τα δύο είδη του ορισµού : 
Ένα στερεό σώµα είναι αυτό που έχει µήκος, πλάτος και βάθος ή αυτό 
που κατέχει τρείς διαστάσεις. 
 
Ορισµός  2   
Το πέρας του στερεού είναι επιφάνεια. 
 
Ο Αριστοτέλης υποστηρίζει, στα Μεταφυσικά (1066 b23), ότι ο λόγος 
του σώµατος είναι αυτός που οριοθετείται από επίπεδα και, στα 
                                                 
6 [9; Σελ.262-268] 
7 17; σελ. 10] 
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Μεταφυσικά (1060 b15), ότι οι επιφάνειες είναι τα όρια των σωµάτων. 
Έτσι, ο Heron ορίζει ότι «Κάθε στερεό οριοθετείται από επίπεδα και 
παράγεται όταν ένα επίπεδο κινείται προς τα µπρος µε αντίθετη 
διεύθυνση». 
 
Ορισµός  3 
Όµοια στερεά σχήµατα είναι αυτά που περιέχονται από ίσο πλήθος 
οµοίων επιπέδων. 
 
Ορισµός  4   
Ίσα και όµοια στερεά σχήµατα είναι αυτά που περιέχονται από ίσα στο 
πλήθος και στο µέγεθος όµοια επίπεδα. 
 
Ορισµός  5 
Τα τρία επίπεδα Π, Ρ, Σ που έχουν ένα κοινό σηµείο, Α, και περατούνται 
στην τοµή τους περικλείουν ένα µέρος του απείρου διαστήµατος το οποίο 
λέγεται τρίεδρος γωνία.  

 Σχ.  
 
       Το κοινό σηµείο Α των επιπέδων Π, Ρ, Σ καλείται κορυφή της 
τριέδρου γωνίας, τα επίπεδα Π, Ρ, Σ καλούνται έδρες και οι ηµιευθείες 
ΑΒ, ΑΓ, ΑΕ, κατά τις οποίες τέµνονται τα επίπεδα λέγονται ακµές τις 
τρίεδρης. 
      Σε κάθε τρίεδρη διακρίνουµε τα εξής : 

• Τις γωνίες οι οποίες περιέχονται µεταξύ δύο διαδοχικών ακµών και 
οι οποίες ονοµάζονται έδρες ή επίπεδες γωνίες της τριέδρου. 

 Σχ.  
                     
Π.χ. οι γωνίες ΑΣΒ, ΒΣΓ και ΓΣΑ 
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• Τις δίεδρες γωνίες οι οποίες περιέχονται µεταξύ δύο διαδοχικών 
εδρών και έχουν σαν ακµές τις ακµές της τρίεδρης γωνίας.                                         

 
Ορισµός  6 
Στερεå γωνία εÂναι ≤ κλίσις πρÚς πάσας τåς γραµµåς περισσοτέρων 
τ«ν δύο εÈθει«ν γραµµ«ν èπτοµένων éλλήλων κα‹ µØ κειµένων °ν τ“ 
αÈτ“ §πιπέδƒ, êλλως, στερεå γωνία εÂναι ≤ περιεχοµένη Íπό 
περισσοτέρων τ«ν δύο §πιπέδων γωνι«ν µØ κειµένων °ν τ“ αÈτ“ 
§πιπέδƒ §χουσών κοινØν κορυφήν.            
 
       Η φρασεολογία του δεύτερου ορισµού της στερεάς γωνίας είναι 
ακριβώς αυτή του Πλάτωνα, όταν αυτός µιλά για στερεές γωνίες στον 
Τίµαιο. Γι’ αυτό µιλά για : ι) 4 ισόπλευρα τρίγωνα έτσι τοποθετηµένα 
ώστε η κάθε οµάδα των 3 επιπέδων γωνιών να κάνουν µία στερεά γωνία 
ιι) 8 ισόπλευρα τρίγωνα έτσι τοποθετηµένα ώστε η κάθε οµάδα από 4 
επίπεδες γωνίες να συνθέτουν µία στερεά γωνία και ιιι) 6 τετράγωνα να 
κάνουν 8 στερεές γωνίες, έτσι συντεθειµένες από 3 επίπεδες δεξιές 
γωνίες. Ο Heiberg εικάζει ότι ο πρώτος από τους 2 ορισµούς της στερεάς 
γωνίας πρέπει να έχει παρθεί από τον Ευκλείδη από κάποια παλαιότερα 
‘Στοιχεία’, αφού δεν είναι τρόπος ορισµού του Ευκλείδη. 
       Είναι προφανές από έναν υπαινιγµό στον Πρόκλο (σελ.123, 1-6) ότι 
υπήρχε µία αντίφαση ως προς την ορθότητα του να περιγράφεις ως 
στερεά γωνία την γωνία που εσωκλείεται από λιγότερες από 3 επιφάνειες 
(περιλαµβανοµένου καµπύλων επιφανειών). Έτσι, οι σχολιαστές λένε ότι 
ο ορισµός του Ευκλείδη για την στερεά γωνία φτιαγµένη από τρείς ή 
περισσότερες επίπεδες γωνίες είναι ελλιπής γιατί π.χ. δεν καλύπτει την 
περίπτωση της γωνίας από τέσσερα µέρη µιας σφαίρας η οποία 
περιέχεται από περισσότερες από δύο επιφάνειες.  
       Στα σύγχρονα βιβλία µία πολυεδρική γωνία συνήθως αναφέρεται 
σαν η σχηµατιζόµενη ή οριοθετηµένη από 3 ή περισσότερα επίπεδα που 
συναντιόνται σε ένα σηµείο ή ότι είναι το γωνιακό άνοιγµα µεταξύ 
τέτοιων επιπέδων στο σηµείο όπου συναντιούνται.  
 
Παρατηρήσεις  
Μια στερεά (ή πολυεδρική) γωνία καλείται τρίεδρη, τετράεδρη, κλπ εάν 
έχει τρείς, τέσσερις κλπ έδρες. 
 
Στα Στοιχεία, ο Ευκλείδης συνεχίζει µε ορισµούς κάποιων στερεών 
σχηµάτων, όπως πυραµίδα, πρίσµα κτλ, και όχι µε τους ορισµούς που 
ακολουθούν, οι οποίοι θα µας βοηθήσουν να δώσουµε τον ορισµό του 
πολυέδρου. 
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Ορισµός  7 
Μία στερεά γωνία καλείται κυρτή εάν κάθε έδρα της προεκταµένη 
αφήνει ολόκληρη την στερεά γωνία προς το αυτό µέρος της. 
Μια τρίεδρη γωνία είναι πάντα κυρτή. 
 
Ορισµός  8 
Ένα πολύγωνο καλείται κανονικό εάν όλες οι πλευρές του είναι ίσου 
µήκους και όλες οι γωνίες των κορυφών είναι ίσες. 
Ένα κανονικό πολύγωνο µε n πλευρές καλείται n-γωνο. 
 
Ορισµός  9 
Μιας και το πολύγωνο µε n πλευρές µπορεί να διαµεριστεί σε (n-2) µη  
συµπτώσιµα τρίγωνα η γωνία κορυφής ενός n-γωνου είναι (n-2)π/n. 
 
Ορισµός  108 
Πολύεδρο ονοµάζουµε το στερεό µε επίπεδες έδρες και ευθύγραµµες 
ακµές, διατεταγµένες κατά τέτοιο τρόπο ώστε κάθε ακµή να ενώνει δύο 
κορυφές και να είναι κοινή για δύο έδρες. 
 
Παρατήρηση 
Για πολλούς αιώνες, η λέξη ‘πολύεδρο’ ήταν συνώνυµη µε την λέξη 
‘κυρτό στερεό’9.  
Ο Ευκλείδης, συµπτωµατικά, χρησιµοποίησε τον όρο ‘πολύεδρο’. Για 
παράδειγµα στο βιβλίο ΧΙΙ στην πρόταση 1710 κατασκευάζει ένα 
πολυεδρικό στερεό του οποίου η επιφάνεια κείτεται ανάµεσα σε δύο 
οµόκεντρες σφαίρες.  
Ενώ, ο Cauchy και ο Möbius θεωρούσαν τα πολύεδρα σαν επιφάνειες 
συγκροτηµένες από πολύγωνα. Οπότε γενικά το πολύεδρο ορίζεται σαν η 
ένωση µιας πεπερασµένης οµάδας από πολύγωνα µε κάποια 
χαρακτηριστικά : ι)κάθε ζευγάρι από πολύγωνα συναντιέται µόνο στις 
πλευρές ή στις κορυφές του ιι)κάθε πλευρά κάθε πολυγώνου συναντά 
ακριβώς ένα άλλο πολύγωνο κατά µήκος µιας ακµής ιιι)είναι πιθανόν να 
µεταβούµε από το εσωτερικό οποιουδήποτε πολυγώνου στο εσωτερικό 
ενός άλλου και τέλος ιv)δηλώνοντας µε V µια κορυφή και µε F1,F2,…,Fn 
τα  n πολύγωνα που συναντιόνται στην V είναι πιθανόν να µεταβούµε 
διαδοχικά σ’ όλα τα  Fi  χωρίς να περάσουµε από την V. 
 

                                                 
8 [7; Σελ. 57] 
9 [6; Σελ.206-210] 
10 [17; Σελ. 129] 
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Ορισµός  11  
Ένα πολύεδρο καλείται κυρτό αν κάθε δύο σηµεία του µπορούν να 
ενωθούν µε ένα ευθύγραµµο τµήµα που να κείτεται εξ’ ολοκλήρου µέσα 
του. 
 
Ορισµός  12 
Ένα κυρτό πολύεδρο είναι κανονικό αν όλες οι έδρες του είναι κανονικά 
πολύγωνα ίσα µεταξύ τους (ή οι ακµές όλων των πολυγώνων είναι ίσες 
και οι γωνίες όλων των πολυγώνων είναι ίσες) και σε κάθε κορυφή 
συναντάται ο ίδιος αριθµός εδρών. 
 
Παρατήρηση  
Έστω P ένα κυρτό πολύεδρο που οι όψεις του είναι συµπτώσιµα 
κανονικά πολύγωνα. Τότε οι ακόλουθες δηλώσεις για το P είναι 
ισοδύναµες: 

• όλες οι κορυφές του P κείτονται πάνω σε σφαίρα 
• όλες οι δίεδρες γωνίες του είναι ίσες 
• όλα τα σχήµατα κορυφής είναι κανονικά πολύγωνα 
• όλες οι στερεές γωνίες είναι συµπτώσιµες 
• όλες οι κορυφές περιβάλλονται από τον ίδιο αριθµό όψεων 

 
 
Πρόταση 1  
Το άθροισµα των γωνιών κορυφής των πολυγώνων που περικλείει µία 
κορυφή ενός κυρτού πολυέδρου είναι λιγότερο από 2π. 

                          
                  
       Αυτό είναι γεωµετρικά φανερό µιας και µπορούµε να το δούµε 
µεταφέροντας τις περικυκλωµένες όψεις που ενώνονται σε µία κοινή 
κορυφή σε µία επίπεδη επιφάνεια. 
       Σύµφωνα µε  τον  Heath11, ο Simson υποστηρίζει ότι η ισότητα των 
στερεών σχηµάτων δεν είναι ένας ορισµός αλλά ένα θεώρηµα το οποίο 
δεν θα έπρεπε να βρίσκεται ανάµεσα στους ορισµούς και ότι επιδέχεται 
απόδειξη. Παράλληλα, δίνει ένα παράδειγµα για να δείξει ότι ο ορισµός ή 
το θεώρηµα δεν είναι γενικά αληθές. Παίρνει µία πυραµίδα και ορθώνει 
πάνω στην πυραµίδα σε αντίθετες πλευρές αυτής δύο ίσες πυραµίδες 

                                                 
11 [9; Σελ.265-267] 
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µικρότερες από την πρώτη. Η πρόσθεση και η αφαίρεση αντίστοιχα 
αυτών των πυραµίδων δίνουν δύο στερεά σχήµατα τα οποία ικανοποιούν 
τον ορισµό αλλά δεν είναι ίσα. 
       Έτσι, ο Simson ορίζει τα όµοια στερεά σχήµατα σαν αυτά που έχουν 
όλες τις σταθερές γωνίες ίσες, µία προς µία, και περιέχονται από τον ίδιο 
αριθµό οµοίων επιπέδων. 
       Ο Legendre συµφωνεί µε τον Simson  στο ότι ο ορισµός 4 δεν είναι 
ακριβώς ένας ορισµός αλλά ένα θεώρηµα το οποίο είναι αναγκαίο να 
αποδειχθεί, αφού δεν είναι προφανές ότι δύο στερεά είναι ίσα για τον 
µοναδικό λόγο ότι έχουν έναν ίσο αριθµό από ίσες όψεις. Το σφάλµα του 
ορισµού 4 είναι σύνηθες και στον ορισµό 3 διότι αν ο ορισµός 4 δεν 
αποδειχθεί ένας µπορεί να υποθέσει ότι υπάρχουν δύο άνισα και ανόµοια 
στερεά µε ίσες όψεις. Αλλά σ’ αυτήν την περίπτωση, σύµφωνα µε τον 
ορισµό  3,  ένα στερεό  που  έχει  τις  όψεις του  όµοιες  µε αυτές των δύο  
πρώτων θα είναι όµοιο και µε τα δύο. 
       Ως υπεράσπιση των δύο ορισµών, όπως δόθηκαν από τον Ευκλείδη, 
θα πρέπει να παρατηρηθεί ότι τα σχήµατα τα οποία ο Ευκλείδης 
πραγµατικά αποδεικνύει ίσα ή όµοια µε αναφορά στους ορισµούς 3,4 
είναι τέτοια ώστε οι στερεές γωνίες τους να µην αποτελούνται από 
περισσότερες από 3 επίπεδες γωνίες και αποδεικνύει επαρκώς ότι αν 
τρείς επίπεδες γωνίες σχηµατίζουν µία στερεά γωνία που είναι αντίστοιχα 
ίσες µε τρείς επίπεδες γωνίες οι οποίες σχηµατίζουν µία άλλη στερεά 
γωνία τότε οι δύο στερεές γωνίες θα είναι ίσες.   
       Αν τώρα δύο πολύεδρα έχουν αντίστοιχα ίσες τις όψεις τους, οι 
αντίστοιχες στερεές γωνίες θα συντίθονται από τον ίδιο αριθµό των 
επίπεδων γωνιών και οι επίπεδες γωνίες που σχηµατίζουν κάθε στερεά 
γωνία σε ένα πολύεδρο θα είναι αντίστοιχα ίσες µε τις επίπεδες γωνίες 
που σχηµατίζουν την αντίστοιχη στερεά γωνία στο άλλο. Γι’ αυτό το 
λόγο, εάν οι επίπεδες γωνίες σε κάθε στερεά γωνία δεν είναι 
περισσότερες από τρείς σε αριθµό οι αντίστοιχες στερεές γωνίες είναι 
ίσες. Αλλά εάν οι αντίστοιχες όψεις είναι ίσες και οι αντίστοιχες στερεές 
γωνίες ίσες τότε και τα στερεά θα πρέπει να είναι ίσα γιατί τότε θα 
µπορεί να υποτεθεί ότι τουλάχιστον είναι συµµετρικά µεταξύ τους. 
       Γι’ αυτό η δήλωση των ορισµών 3, 4 είναι αληθής και αποδεκτή σε 
όλες τις περιπτώσεις που έχουµε σχήµατα µε τρίεδρες γωνίες, η οποία 
είναι η µόνη περίπτωση που παίρνει ο Ευκλείδης. 
       Ο Legendre παρατήρησε ότι ο ορισµός που έδωσε ο Simson  αν και 
αληθές έχει ένα µειονέκτηµα το ότι περιέχει έναν αριθµό από περιττές 
υποθέσεις. Έτσι, για να ξεπεράσει τις δυσκολίες, χώρισε τον ορισµό των 
οµοίων στερεών σε δύο. Ο πρώτος ορίζει µόνο όµοιες τριγωνικές 
πυραµίδες και ο δεύτερος ορίζει γενικά όµοια πολύεδρα βασισµένος στον 
πρώτο ορισµό. 
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1ος ) ∆ύο τριγωνικές πυραµίδες είναι όµοιες όταν έχουν τα ζευγάρια των 
όψεων τους αντιστοίχως όµοια, οµοίως τοποθετηµένα και ίσα 
συγκλίνοντα το ένα µε το άλλο. 
2ος ) ∆ύο πολύεδρα είναι όµοια όταν έχουν όµοιες βάσεις και οι κορυφές 
των αντίστοιχων στερεών γωνιών εξωτερικά των βάσεων καθορίζονται 
από τριγωνικές πυραµίδες όµοιες µία προς µία. 
       Ο Legendre δίνει µία απόδειξη, η οποία θεωρείται παρόµοια µε αυτή 
του Cauchy ο οποίος απέδειξε ότι δύο κυρτά στερεά σχήµατα είναι ίσα 
εάν περιέχονται από ίσα επίπεδα σχήµατα όµοια τοποθετηµένα,  
βασισµένη σε δύο λήµµατα τα οποία οδήγησαν στο θεώρηµα ότι : 
∆οθέντος ενός κυρτού πολυέδρου στο οποίο όλες οι στερεές γωνίες είναι 
φτιαγµένες από περισσότερες από τρείς επίπεδες γωνίες, είναι πιθανόν να 
ποικίλουν οι συγκλίσεις των επιπέδων αυτού του στερεού έτσι ώστε να 
παράγουν ένα δεύτερο πολύεδρο σχηµατιζόµενο από τα ίδια επίπεδα 
τακτοποιηµένα µε τον ίδιο τρόπο όπως στο δοθέν πολύεδρο. Το κυρτό 
πολύεδρο, στο οποίο όλες οι στερεές γωνίες είναι φτιαγµένες από 
περισσότερες από τρείς επίπεδες γωνίες, διατηρείται µε το να κόβεις από 
οποιοδήποτε δοθέν πολύεδρο όλες τις τριγωνικές πυραµίδες που 
σχηµατίζουν τρίεδρες γωνίες. Αυτό είναι νόµιµο γιατί οι τρίεδρες γωνίες 
είναι αµετάβλητες από την φύση τους. 
       Φαίνεται ότι ο ορισµός του Heron για ίσα στερεά σχήµατα στο οποίο 
έχει προστεθεί ο όρος ‘οµοίως τοποθετηµένα’ από τον  Ευκλείδειο όρο 
‘όµοια’ είναι σωστό εάν κατανοηθεί ότι αναφερόµαστε µόνο σε κυρτά 
πολύεδρα : «Ίσα στερεά σχήµατα είναι εκείνα που περιλαµβάνονται από 
ίσα και οµοίως τοποθετηµένα επίπεδα ίσα στον αριθµό και στο µέγεθος 
(magnitude)». Παράλληλα, ο Heron ορίζει όµοια στερεά σχήµατα αυτά 
που περικλύονται από επίπεδα όµοια και οµοίως τοποθετηµένα.  
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ΚΚεεφφάάλλααιιοο  22..  
ΗΗ  σσφφααίίρραα  ωωςς  εεππιιφφάάννεειιαα..  

 
 
Εδώ θα ασχοληθούµε µε κάποια θεµελιώδη γεγονότα της γεωµετρίας. Θα 
ξεκινήσουµε µε τη γεωµετρία στη σφαίρα και θα περάσουµε στο 
θεώρηµα Euler που είναι ένα από τα θεµελιώδη αποτελέσµατα των 
µαθηµατικών γνωστό στην αλγεβρική τοπολογία και έχει γενικευτεί µε 
πολλούς τρόπους. Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε τα κυρτά πολύεδρα 
και το θεώρηµα Cauchy από το οποίο µία συνέπεια του είναι ότι οι 
κυρτές πολυεδρικές επιφάνειες είναι άκαµπτες (δηλαδή ότι διατηρούν το 
σχήµα τους). Έπειτα, θα δούµε ένα θεώρηµα ισοδύναµο µε το θεώρηµα 
του Euler το θεώρηµα του Descartes αλλά οι µέθοδοι µε τους οποίους 
κατέληξαν και οι δυο στα αποτελέσµατα τους είναι διαφορετικοί. 
Συγκεκριµένα το θεώρηµα Descartes εµφανίζεται από τον ίδιο σαν ένα 
αποτέλεσµα παρατηρήσεων. Στο τέλος, θα ασχοληθούµε µε ένα ανάλογο 
θεώρηµα ως προς το θεώρηµα του Descartes το οποίο ισχύει για κλειστές 
επιφάνειες και δίνει ότι η ολική καµπυλότητα µιας κλειστής επιφάνειας 
είναι πάντα ίση µε 4π. Αυτό είναι µια ειδική περίπτωση αυτουνού που 
είναι γνωστό σαν θεώρηµα Gauss – Bonnet. 
 
 

 
22..11  ΓΓεεωωµµεεττρρίίαα  ττηηςς  σσφφααίίρρααςς  

                                                

  
 
       Είδαµε ότι στο βιβλίο ΧΙ των Στοιχείων ότι ο Ευκλείδης ασχολείται 
µε την στερεοµετρία. Παρόλο που ορίζει την στερεά γωνία δεν κάνει 
καµιά προσπάθεια να την µετρήσει ποσοτικά γιατί δεν ξέρει πως να 
µετρήσει το µέγεθος της και πως να γίνει η σύγκριση µεταξύ αυτών. 
       Εάν η επίπεδη γωνία µετριέται µε βάση το τόξο ενός κύκλου τότε 
πιθανόν οι στερεές γωνίες να µετριούνται  από τµήµατα µιας σφαίρας12. 
Για να καταλάβουµε αυτή την αναλογία φανταζόµαστε µία σφαίρα 
ακτίνας 1 µε κέντρο την κορυφή µιας στερεάς γωνίας. Αυτή θα τέµνει τα 
επίπεδα σχήµατα που αποτελούν την στερεά γωνία σε τόξα µέγιστων 
κύκλων και αυτά τα τόξα θα οριοθετούν ένα πολύγωνο πάνω στην 
σφαίρα, το οποίο κείτεται µέσα στην στερεά γωνία. Αυτό το σφαιρικό 
πολύγωνο είναι ένας τρόπος µέτρησης της στερεάς γωνίας. Οι γωνίες 
ανάµεσα στις πλευρές του σφαιρικού πολυγώνου είναι οι δίεδρες γωνίες  
των όψεων της στερεάς γωνίας και οι πλευρές είναι ένας τρόπος 
µέτρησης των επίπεδων γωνιών των όψεων. Στην πραγµατικότητα, το 

 
12 [6; Σελ. 184-186] 
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µήκος µιας πλευράς είναι η µέτρηση της επίπεδης γωνίας σε ακτίνια. 
Όπως το µήκος ενός τόξου χρησιµοποιείται σαν µέτρηµα της επίπεδης 
γωνίας, έτσι, το εµβαδό ενός σφαιρικού πολυγώνου µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για µέτρηµα µιας στερεάς γωνίας. 
       Όλα αυτά οδήγησαν στην ανάπτυξη µιας γεωµετρίας που καλείται 
σφαιρική. Η µελέτη της ουράνιας σφαίρας και οι κινήσεις ήλιου και 
σελήνης οδήγησαν στην ανάπτυξη της Σφαιρικής Γεωµετρίας, µε 
αποτέλεσµα να θεωρείτο κλάδος της Αστρονοµίας. Η Αστρονοµία 
εφαρµόζεται στη µελέτη προβληµάτων που δεν µας ενδιαφέρει η 
απόσταση των ουρανίων σωµάτων από τη Γη αλλά η θέση τους στον 
ουράνιο θόλο που θεωρείται σφαιρικός µε κέντρο το κέντρο της Γης. 
       Η Γη θεωρείται κατά προσέγγιση σφαιρική, εποµένως η σφαιρική 
γεωµετρία έχει εφαρµογές και στις επιστήµες που σχετίζονται µε το 
σχήµα Γης. Μία από αυτές είναι η Ναυσιπλοία και χρησιµεύει για να 
γίνονται υπολογισµοί πορείας. Επειδή, από την αρχαιότητα είναι γνωστό 
ότι, η επιφάνεια της σφαίρας δεν αναπτύσσεται στο επίπεδο οι χάρτες δεν 
είναι ακριβείς.   
       Η σφαίρα νοείται σαν µία οµάδα από σηµεία του τρισδιάστατου 
χώρου που ισαπέχουν από ένα σταθερό σηµείο, το οποίο καλείται κέντρο 
της σφαίρας  και η απόσταση καλείται ακτίνα της σφαίρας. Εάν πάρουµε 
τυχαία µία ευθεία και µία σφαίρα τότε υπάρχουν τρείς περιπτώσεις : 1) 
να µην τέµνονται 2) να έχουν ένα κοινό σηµείο, τότε η ευθεία καλείται 
εφαπτοµένη και 3) να έχουν δύο κοινά σηµεία, τα οποία λέγονται 
αντίποδα σηµεία π.χ. βόρειος και νότιος πόλος. Τρείς είναι και οι 
σχετικές θέσεις της σφαίρας µε επίπεδο 1) να µην τέµνονται  2) να 
τέµνονται σε ένα σηµείο, λέγεται εφαπτόµενο επίπεδο και 3) να 
τέµνονται σε ένα κύκλο.  

                           
       Ο κύκλος της τοµής γίνεται µέγιστος όταν το επίπεδο διέρχεται από 
το κέντρο της σφαίρας. Τότε αυτός ο κύκλος καλείται µέγιστος κύκλος. 
Ένα παράδειγµα µέγιστου κύκλου είναι ο ισηµερινός. Οι µέγιστοι κύκλοι 
είναι σηµαντικοί για να καταλάβουµε ότι η µικρότερη απόσταση 
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ανάµεσα σε δύο σηµεία πάνω στην σφαίρα είναι κατά µήκος του 
τµήµατος του µέγιστου κύκλου που τα ενώνει. 
       Στο επίπεδο το απλούστερο πολύγωνο είναι το τρίγωνο. ∆εν 
υπάρχουν πολύγωνα µε δύο πλευρές. Αυτό όµως δεν ισχύει στην 
περίπτωση της σφαίρας. Κάθε δύο µέγιστοι κύκλοι συναντιούνται σε δύο 
αντίποδα σηµεία και διαιρούν την σφαίρα σε 4 περιοχές, όπου η κάθε µία 
έχει δύο πλευρές. 

                                      
 
       Οι καµπύλες στην σφαίρα δεν κείτονται σε ένα επίπεδο. Ωστόσο, οι 
ευθείες οι οποίες είναι εφαπτόµενες σε δυο τεµνόµενες καµπύλες 
βρίσκονται και οι δύο σε ένα επίπεδο, το οποίο είναι εφαπτόµενο στην 
σφαίρα στο σηµείο τοµής. Ορίζουµε την γωνία ανάµεσα σε δυο 
καµπύλες να είναι η γωνία ανάµεσα στις εφαπτόµενες γραµµές. 
       Στη σφαίρα ορίζουµε και το σφαιρικό τρίγωνο, που είναι ένα 
τρίγωνο πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας µε πλευρές τόξα µέγιστων 
κύκλων, µικρότερα από ηµικύκλια. 

                                   
Είναι σαν να θεωρούµε ότι η τρίεδρη γωνία βρίσκεται στο επίπεδο µιας 
σφαίρας, το ίχνος της τριέδρου πάνω στην σφαίρα το καλούµε σφαιρικό 
τρίγωνο. Στο σφαιρικό τρίγωνο έχουµε ότι το µήκος του τόξου ισούται µε 
το µήκος της επίπεδης γωνίας σε ακτίνια και οι γωνίες του είναι οι 
δίεδρες γωνίες. Επίσης, δυο σφαιρικά τρίγωνα που έχουν ίσες πλευρές 
έχουν ίσες γωνίες (και αντιστρόφως). ∆ηλαδή η οµοιότητα και η ισότητα 
συµπίπτουν.   
       Oι κορυφές ενός κανονικού σφαιρικού πολυγώνου κείτονται σε ένα 
επίπεδο, στον Ευκλείδειο χώρο. Έτσι, οι κορυφές ενός κανονικού 
σφαιρικού πολυγώνου είναι οι κορυφές ενός κανονικού Ευκλείδειου 
πολυγώνου το οποίο είναι εγεγραµµένο στην σφαίρα. Ορίζουµε την 
υπεροχή ενός σφαιρικού τριγώνου να είναι η ποσότητα (άθροισµα 
γωνιών του τριγώνου) –  π .  
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       Κάθε ισοσκελές τρίγωνο είναι φτιαγµένο από 2 µεσηµβρινούς που 
διέρχονται από το βόρειο πόλο Ν και από ένα µέγιστο κύκλο ο οποίος 
διέρχεται από ένα ζευγάρι αντίποδων σηµείων Ε, W πάνω στον 
ισηµερινό. Εάν  η τρίτη πλευρά είναι µέρος του ισηµερινού το τρίγωνο 
που σχηµατίζεται ΝΑΒ έχει τις γωνίες της βάσης να είναι ακριβώς 90ο . 
Εάν το τρίγωνο ΝΑ΄Β΄ έχει τις κορυφές του στο βόρειο ηµισφαίριο τότε 
οι γωνίες της βάσης θα είναι µικρότερες των 90ο . Καθώς µετακινούµε 
την βάση προς τα σηµεία Α΄΄ και Β΄΄, πλησιέστερα στο Ν, οι γωνίες της 
βάσης συνεχίζουν να µειώνονται. 

                       
Όταν είναι πολύ κοντά στο Ν το σχήµα που παίρνουµε µοιάζει µε ένα 
µικροσκοπικό τρίγωνο µε ευθείες πλευρές. Στην πραγµατικότητα οι 
γωνίες της βάσης µειώνονται φτάνοντας τις Ευκλείδειες τιµές των 60ο . 
Αυτό αποδεικνύεται µε το να παρατηρήσουµε ότι το σφαιρικό τρίγωνο 
µπορεί όλο και περισσότερο να προσεγγίσει το Ευκλείδειο τρίγωνο µε τις 
ίδιες κορυφές καθώς συρρικνώνεται σε µέγεθος. 
       Από αυτά προκύπτει ότι εάν ένα τρίγωνο διαιρεθεί σε µικρότερα 
τρίγωνα η υπεροχή του αρχικού τριγώνου ισούται µε το άθροισµα των 
υπεροχών των µικρότερων τριγώνων. Μετά από αυτό αποδεικνύεται ότι  
το εµβαδόν ενός σφαιρικού τριγώνου είναι ανάλογο µε την υπεροχή του. 
       Το 1629 ο Girard, προεκτείνοντας τα «Σφαιρικά» του Μενέλαου, 
απέδειξε ότι για τα σφαιρικά τρίγωνα ΑΒΓ ισχύει ο τύπος : 
Α+Β+Γ = π +(ΑΒΓ)/R2 όπου R η ακτίνα της θεωρούµενης σφαίρας και 
το (ΑΒΓ) συµβολίζει το εµβαδόν του τριγώνου13. 
∆ηλαδή το άθροισµα των γωνιών ενός σφαιρικού τριγώνου είναι 
µεγαλύτερο από 2 ορθές και δεν είναι το ίδιο για όλα τα τρίγωνα αφού 
µεγαλύτερο εµβαδό συνεπάγεται µεγαλύτερο άθροισµα γωνιών για την 
ίδια σφαίρα. Επίσης, εάν το R τείνει στο άπειρο τότε το εµβαδό του 
τριγώνου είναι π, δηλαδή η Ευκλείδεια Γεωµετρία θεωρείται σαν η 
οριακή περίπτωση της Σφαιρικής. 
       Επειδή το άθροισµα των εσωτερικών γωνιών σε τρίγωνο είναι  > π 
θα πρέπει το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών να είναι < 2π αφού το 

                                                 
13 Elwyn H. Davis [14; Σελ.150-153]   
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άθροισµα των εσωτερικών και εξωτερικών γωνιών σε ένα πολύγωνο 
είναι πV, όπου V είναι ο αριθµός των κορυφών του πολυγώνου.   
       Τέλος, µπορούµε να χαρτογραφήσουµε ένα πολύεδρο στη σφαίρα 
χρησιµοποιώντας κεντρική προβολή, δηλαδή κάθε σηµείο του 
πολυέδρου το ενώνουµε µε το κέντρο και προεκτείνουµε αυτή την 
γραµµή µέχρι να φτάσει στην σφαίρα. Παίρνουµε το σηµείο τοµής της 
γραµµής αυτής µε την σφαίρα, αυτό θα είναι η καινούργια κορυφή. Τώρα 
η ακµή του πολυέδρου είναι ένα τµήµα µιας ευθείας. Αυτή η ευθεία µαζί 
µε το κέντρο ορίζουν ένα µοναδικό επίπεδο. Το ευθύγραµµο τµήµα από 
το κέντρο σε καθένα σηµείο της ακµής κείτεται εξ’ ολοκλήρου σε αυτό 
το επίπεδο και το επίπεδο τέµνει την σφαίρα σε ένα µέγιστο κύκλο. 
Οπότε η εικόνα µιας ακµής είναι ένα τόξο µέγιστου κύκλου και κάθε όψη 
του πολυέδρου χαρτογραφείται σε ένα σφαιρικό πολύγωνο και το 
πολύεδρο σε ένα σφαιρικό πολύεδρο, το οποίο είναι µία καµπυλώδης 
εικόνα του αρχικού.  

                     
Το αρχικό πολύεδρο είναι αυτό στη µέση, οι ευθείες γραµµές δείχνουν 
πως οι κορυφές χαρτογραφούνται στη σφαίρα και το σχήµα στην δεύτερη 
σφαίρα  είναι η εικόνα του πολυέδρου, το σφαιρικό πολύεδρο. 

 
 
 
 

22..22  ∆∆ίίχχττυυαα  ––  ΘΘεεώώρρηηµµαα  EEuulleerr  
  
 
Ορισµός  1314  
Ορίζουµε δίχτυο (net) πάνω στην επιφάνεια µία πεπερασµένη οµάδα από 
σηµεία, κόµπους, γραµµές και περιοχές όπου κάθε ευθεία του διχτύου 
συνδέει τους κόµπους του.     
 

                                                 
14 [12; Σελ. 53] 
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Παράδειγµα   
Οι γραµµές α1,α2,..,α14 είναι οι γραµµές του διχτύου, τα σηµεία 
Α1,Α2,...,Αg είναι οι κόµποι του διχτύου και Q1,Q2,…,Q6 είναι οι περιοχές 
του διχτύου. Οι κόµποι κείτονται στα άκρα των γραµµών. ∆ύο γραµµές 
µπορούν να έχουν ένα κοινό σηµείο, µόνο στα άκρα τους.    
 
Ορισµός  14 
Ένα δίχτυο καλείται συνδεδεµένο (connected) εάν µπορούµε να 
πηγαίνουµε από οποιοδήποτε κόµπο του σε ένα άλλο ενώ παραµένουµε 
πάνω στις γραµµές του διχτύου.       
∆ιαφορετικά λέγεται ασύνδετο δίχτυο.   
 
Υπάρχουν δύο λειτουργίες οι οποίες µετασχηµατίζουν συνδεδεµένα 
δίχτυα σε πιο πολύπλοκα συνδεδεµένα δίχτυα. Αυτές τις λειτουργίες τις 
καλούµε προσαυξήσεις 1ου και 2ου είδους. 
       Προσαύξηση 1ου είδους έχουµε όταν από ένα κόµπο Α ενός διχτύου 
Κ  φέρουµε  καινούργια γραµµή ΑΒ, όπου το δεύτερο άκρο Β αυτής της 
γραµµής δεν ανήκει στο δίχτυο, χωρίς αυτή να έχει άλλα κοινά σηµεία µε 
τις άλλες ευθείες του διχτύου εκτός από τα άκρα. Έτσι παίρνουµε ένα 
καινούργιο συνδεδεµένο δίχτυο Κ΄. 

                           
    
       Προσαύξηση 2ου είδους έχουµε όταν συνδέουµε δύο σηµεία C και  
D του διχτύου Κ µε µία γραµµή CD η οποία δεν θα έχει άλλα κοινά 
σηµεία µε τις άλλες γραµµές του διχτύου εκτός από τα άκρα. Οπότε 
παίρνουµε ένα άλλο συνδεδεµένο δίχτυο Κ΄ το οποίο έχει µία παραπάνω 
γραµµή και µία παραπάνω περιοχή από το Κ. 
Καταλήξαµε ότι για οποιοδήποτε συνδεδεµένο δίχτυο Κ, πάνω σε µία 
κυρτή επιφάνεια, προκύπτει από ένα πρωτόγονο δίχτυο µε την βοήθεια 
επιτυχών προσαυξήσεων 1ου και 2ου είδους. 
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Τώρα θα αποδείξουµε το σηµαντικό θεώρηµα του Εuler έτσι όπως το 
παραθέτει ο Lyusternik15. 
 
Θεώρηµα  Euler 
Για οποιοδήποτε συνδεδεµένο δίχτυο Κ πάνω σε κυρτή επιφάνεια που 
αποτελείται από m κόµπους, n περιοχές και l γραµµές ισχύει m + n – l = 
2. 
Για οποιοδήποτε ασύνδετο δίχτυο πάνω σε µία κυρτή επιφάνεια που 
αποτελείται από m κόµπους, n περιοχές, l γραµµές και s συνδεδεµένα 
δίχτυα ισχύει  m + n – l = s + 1  (1) 
Η ποσότητα χ = m + n – l καλείται χαρακτηριστική Euler. 
απόδειξη 
Ι) Εάν έχουµε συνδεδεµένο δίχτυο :  
Για το πρωτόγονο δίχτυο Κο , το οποίο αποτελείται από µία µοναδική 
αποµονωµένη κορυφή, η χαρακτηριστική Euler είναι 2 αφού υπάρχει 
µόνο µία κορυφή και µία περιοχή. Οπότε, έχουµε  m + n – l =1- 0+1=2.  
Έστω ότι το δίχτυο Κ λαµβάνεται από το Κο µε προσαύξηση 1ου είδους. 
Εάν για το δίχτυο Κο ο αριθµός των κόµπων, των περιοχών και των 
γραµµών είναι ίσος µε  m, n, l, αντίστοιχα, τότε για το δίχτυο Κ είναι 
αντιστοίχως m+1, n, l+1. Οπότε η χαρακτηριστική του Euler είναι η ίδια 
και για τα δύο δίχτυα. 
Έστω ότι το δίχτυο Κ λαµβάνεται από το Κο µε προσαύξηση 2ου είδους.  
Εάν για το δίχτυο Κο ο αριθµός των κόµπων, των περιοχών και των 
γραµµών είναι ίσος µε  m, n, l, αντίστοιχα, τότε για το δίχτυο Κ είναι 
αντιστοίχως  m, n+1, l+1. Οπότε η χαρακτηριστική του Euler είναι η ίδια 
και για τα δύο δίχτυα. 
Οπότε καταλήξαµε ότι προσαυξήσεις 1ου και 2ου είδους δεν αλλάζουν την 
χαρακτηριστική του Euler για ένα δίχτυο πάνω σε µία κυρτή επιφάνεια 
και ισούται µε 2. 
ΙΙ) Εάν έχουµε ασύνδετο δίχτυο :  
Έστω το δίχτυο Κ που αποτελείται από s συνδεδεµένα δίχτυα 
Κ1,Κ2,...,Κs. ∆ιαλέγουµε σε καθένα ένα κόµπο Α1,Α2,...,Αs. Αυτά τα s 
σηµεία διαµορφώνουν ένα δίχτυο Κο πάνω στην επιφάνεια S για το οποίο 
m=s (s=κόµποι),  n=1(µία περιοχή, ολόκληρη την επιφάνεια) και l=0 
(καµία γραµµή). Η χαρακτηριστική του Euler γίνεται m+n-l=s+1-0=s+1. 
Ακριβώς όπως στην περίπτωση του συνδεδεµένου διχτύου, 
αποδεικνύεται ότι το Κ προκύπτει από το Κο µε επιτυχείς προσαυξήσεις 
1ου και 2ου είδους, οι οποίες δεν αλλάζουν  την χαρακτηριστική του Euler. 
Αυτό σηµαίνει ότι οι χαρακτηριστικές των  Κ και Κο είναι ίδιες και είναι 
s+1. 
 

                                                 
15 [12; Σελ. 55-59] 
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Παρατήρηση 
Κατά τον Max Zacharias το θεώρηµα αυτό διατυπώθηκε πρώτα από τον   
R.Baltzer το 1861. Ο Euler το ανακάλυψε εκ νέου το 1752 πρώτα µε την 
επαγωγή και το δηµοσίευσε χωρίς απόδειξη, την οποία όµως την βρήκε 
αµέσως µετά16. 
   
Παρατήρηση 
Εάν στην επιφάνεια µας έχουµε  Η ‘τρύπες’ τότε η χαρακτηριστική του 
Euler µετασχηµατίζεται σε χ = 2 – 2Η . 
 
Παρατήρηση 
Καλούµε περιοχή (region) ενός διχτύου µε κ πλευρές εάν το όριο του 
αποτελείται από κ γραµµές του διχτύου.  
∆ηλώνουµε µε nk τον αριθµό των κ-πλευρών περιοχών του διχτύου. Τότε 
εάν n είναι ο ολικός αριθµός των περιοχών του διχτύου και l ο αριθµός 
των γραµµών ισχύει : n=n2+n3+…+nk  (2) και 2l = 2n2 + 3n3 +…+ knk  (3) 
Από την (1) επειδή s ≥ 1 έχουµε m + n – l ≥ 2 ή m – 2 ≥ l – n  (4) 
Πολλ/ζοντας µε 4 έχουµε 4m – 8 ≥ 4l – 4n = 2(2l) – 4n   (5) 
Από (2), (3), (5) προκύπτει ότι 
 4m – 8 ≥ 2(2n2 + 3n3 +…+ knk ) – 4(n2 + n3 +…+ nk )   ⇒  
 4m – 8 ≥ 2n3 + 4n4 + 6n5 + 8n6 +…+ (2k-4)nk     (6) 
 
 
Εφαρµογή  
Εάν περιοριστούµε σε δίχτυα όπου από κάθε κόµπο να διέρχονται 
τουλάχιστον δύο γραµµές και κάθε περιοχή να ορειοθετείται από 
τουλάχιστον δύο γραµµές τότε έχουµε τα δίχτυα στην επιφάνεια ενός 
πολυγώνου. Τότε ισχύει ανάλογα σε πολύεδρα ο τύπος του Euler   v – e 
+ f = 2, όπου v = ο συνολικός αριθµός των κορυφών, e = ο συνολικός 
αριθµός των ακµών και f = ο συνολικός αριθµός των εδρών. Όµοια, η 
ποσότητα  χ = v – e + f  καλείται χαρακτηριστική Euler. Με βάση αυτόν 
τον τύπο ο Euler παρατήρησε ότι 2Ε ≥ 3F και 2Ε ≥ 3V. 
 
Παρατήρηση 
Σαν µία συνέπεια του τύπου, ο Euler γνωστοποίησε στον Goldbach ότι 
δεν υπάρχει πολύεδρο µε 7 ακµές γιατί εάν υπήρχε θα είχε Ε=7. Οπότε 
από την 2Ε ≥ 3F παίρνουµε 3F ≤ 14. Μιας και το F παριστάνει τον 
αριθµό των όψεων πρέπει να είναι ακέραιος αριθµός και µεγαλύτερος 
από 3. ∆ηλαδή τελικά F=4. Τώρα, από την  2Ε ≥ 3V  παίρνουµε  3V ≤ 14 
δηλαδή V=4. Αντικαθιστώντας τα E, F, V στον τύπο Euler καταλήγουµε 
σε άτοπο, αφού  4 – 7 + 4 ≠ 2. 
                                                 
16 [17; Σελ. 269] 
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       Παρόµοια, σε σχέση µε τις τιµές των E, F, V για να υπάρχουν τα 
αντίστοιχα πολύεδρα προέκυψαν κάποιοι περιορισµοί. Αυτοί είναι οι 
εξής :  E ≥ 6 & Ε ≠ 7, F ≥ 4, V ≥ 417. 
 
 
 

 22..33  ΚΚυυρρττάά  πποολλύύεεδδρραα  ––  ΘΘεεώώρρηηµµαα    CCaauucchhyy  
 
 
       Η απόδειξη της φόρµουλας του Euler, η οποία δεν στηρίζεται σε 
µετρικές σχέσεις αλλά σε επιχειρήµατα σχετικά µε τον τρόπο όπου τα 
συστατικά µέρη συνδυάζονται µεταξύ τους, δόθηκε το 1813 από τον 
Cauchy. Η ιδέα του ήταν να διαλέξει µία όψη ενός πολυέδρου και τότε να 
µεταφέρει τις εναποµείναντες όψεις έτσι ώστε να δηµιουργήσει ένα 
ψηφιδωτό από πολύγωνα µέσα στην επιλεγµένη όψη. ∆ηλαδή, ο Cauchy 
πραγµατικά απέδειξε ότι για οποιοδήποτε επίπεδο ψηφιδωτό πολυγώνων 
ισχύει V+F = E+118.      
       Γνωρίζουµε ότι στα πολύεδρα µπορούµε να κάνουµε πολλούς 
µετασχηµατισµούς, όπως να µετασχηµατίσουµε ένα κυρτό πολύγωνο σε 
ένα άλλο κυρτό πολύγωνο µε τέτοιο τρόπο ώστε τα µήκη των πλευρών 
να παραµένουν αµετάβλητα και να αλλάζουν οι γωνίες.  
 
Παράδειγµα 
Ένα τετράγωνο µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ρόµβο όπου οι πλευρές 
έχουν το ίδιο µήκος και οι γωνίες αλλάζουν σε 2 οξείες και 2 αµβλείες.  
 
Το ερώτηµα που µας δηµιουργείται είναι εάν είναι δυνατόν να 
αλλάξουµε τις δίεδρες γωνίες ενός πολυέδρου χωρίς να αλλάξουν οι 
όψεις του. 
       Ο γνωστός γάλλος µαθηµατικός Cauchy (1789-1857) έδωσε µία 
θετική απάντηση σε αυτή την ερώτηση. Συγκεκριµένα σε µία εργασία 
που εκδόθηκε το 1813 απέδειξε το ακόλουθο θεώρηµα19 : 
 
Θεώρηµα  Cauchy 
∆ύο κυρτά πολύεδρα µε αντίστοιχα ίσες συµπτώσιµες (congruent) και 
παρόµοια ευρισκόµενες όψεις έχουν ίσες δίεδρες γωνίες ανάµεσα στις 
αντίστοιχες όψεις τους. 
 

                                                 
17 [6; Σελ. 193-194] 
18 [6; Σελ. 200-201] 
19 [12; Σελ. 60-67] 
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       Το θεώρηµα του Cauchy µπορεί επίσης να διατυπωθεί µε τον 
ακόλουθο τρόπο : ∆ύο κυρτά πολύεδρα µε αντίστοιχα ίσες και παρόµοια 
ευρισκόµενες όψεις είναι είτε συµπτώσιµα είτε συµµετρικά. 
       Πρώτα από όλα παρατηρούµε ότι αυτό το θεώρηµα παύει να είναι 
έγκυρο εάν δεν δώσουµε σηµασία στην αναγκαιότητα της κυρτότητας. 
Για π.χ. θεωρούµε τα εξάεδρα Q και Q1 (σχ.86) 

                   
 
Το κυρτό εξάεδρο Q αποτελείται από δύο τετράεδρα ABCD και ABCE 
τα οποία εφάπτονται κατά µήκος της κοινής τους όψης ABC. Το µη 
κυρτό εξάεδρο Q1 σχηµατίζεται από το τετράεδρο A1B1C1D1 συµπτώσιµο 
µε ABCD και από το ‘κρυµµένο’ τετράεδρο A1B1C1E1 συµµετρικό µε το 
ABCE. Και τα 6 ζευγάρια των αντίστοιχα όψεων των πολυέδρων είναι 
συµπτώσιµα αλλά φαίνεται καθαρά ότι  οι δίεδρες γωνίες κατά µήκος 
των ακµών AB και A1B1 δεν είναι ίσες. 
 
       Για την απόδειξη του θεωρήµατος Cauchy  θα χρησιµοποιήσουµε 3 
λήµµατα. Στο 1ο λήµµα υπάρχει µία ανακρίβεια η οποία αντιλήφθηκε και 
διορθώθηκε από τον Steinitz.  
 
Λήµµα 1 

                           
Έστω ένα κυρτό πολύγωνο Α1Α2Α3...Αn µετασχηµατισµένο σε ένα άλλο 
κυρτό πολύγωνο Α΄1 Α΄2 Α΄3 ...Α΄n  µε τέτοιο τρόπο ώστε τα µήκη των 
πλευρών να µην αλλάζουν, εκτός από µία πλευρά. Εάν κάτω από αυτό 
τον µετασχηµατισµό οι γωνίες των κορυφών Α2 , Α3 ,..,  Αn-1 είτε όλες 
αυξάνονται ή ένα µέρος των γωνιών αυτών αυξάνεται και οι υπόλοιπες 
µένουν αµετάβλητες τότε το µήκος της πλευράς ΑnΑ1 αυξάνεται. 
Αντίστοιχα, εάν όλες οι γωνίες των κορυφών Α2 , Α3 ,..,  Αn-1 µειώνονται 
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ή εάν µερικές µειώνονται και οι υπόλοιπες µένουν αµετάβλητες τότε το 
µήκος της πλευράς  ΑnΑ1 µειώνεται. 
απόδειξη 
 Ι) Το λήµµα είναι προφανές για τρίγωνα αφού εάν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 
οι πλευρές ΑΒ και ΒΓ παραµένουν αµετάβλητες αλλά η γωνία Β 
αυξάνεται τότε το µήκος της πλευράς ΑΓ αυξάνεται. Αντίστοιχα 
µειώνοντας την γωνία Β κρατώντας τις πλευρές ΑΒ και ΒΓ αµετάβλητες 
έχουµε την µείωση της πλευράς ΑΓ. 
ΙΙ) Έστω τώρα ότι έχουµε το πολύγωνο Α1Α2Α3...Αn .  
*) Υποθέτουµε ότι τα µήκη όλων των πλευρών του εκτός του ΑnΑ1 
παραµένουν αµετάβλητα και µόνο µία από τις γωνίες Α2 , Α3 ,..,  Αn-1 
αυξάνεται, έστω η γωνία Αi-1AiAi+1 στην κορυφή Αi. Ενώνουµε την 
κορυφή Αi  µε τις κορυφές  A1 , An . Στις πολυγωνικές γραµµές Α1Α2...Αi 
και AiAi+1…An ούτε τα µήκη των πλευρών ούτε οι γωνίες αλλάζουν. Άρα 
τα µήκη των τµηµάτων Α1Ai και AiAn και οι γωνίες α=Α1AiAi-1 , 
β=Ai+1AiAn δεν αλλάζουν. Αλλά η γωνία A1AiAn αυξάνεται παράλληλα 
µε την γωνία Ai-1AiAi+1 αφού τα α,β µένουν αµετάβλητα και γωνία 
A1AiAn= γωνία Ai-1AiAi+1 – α – β. Στο τρίγωνο  A1AiAn τα µήκη των 
πλευρών Α1Αi , AiAn  δεν αλλάζουν αλλά η γωνία στην κορυφή Αi 
αυξάνεται οπότε το µήκος της  πλευράς A1An επίσης θα αυξάνεται. 
**) Υποθέτουµε τώρα ότι µερικές από τις γωνίες Α2 , Α3 ,..,  Αn-1 του 
πολυγώνου αυξάνονται, έστω Αi , Ακ ,... και άλλες που µένουν 
αµετάβλητες. Στην αρχή αυξάνουµε την γωνία Ai αφήνοντας όλες τις 
άλλες αµετάβλητες, οπότε από την *) περίπτωση θα αυξάνεται και η 
πλευρά  A1An . Μετά αλλάζοντας την γωνία Ακ ,αφήνοντας τις υπόλοιπες 
αµετάβλητες, πάλι η πλευρά  A1An αυξάνεται. Γενικά, εάν όλες ή µέρος 
των γωνιών αυξάνονται, ενώ οι άλλες παραµένουν αµετάβλητες, τότε η 
πλευρά A1An αυξάνεται. Αντίστοιχα εάν όλες οι γωνίες ή ένα µέρος από 
αυτές µειώνονται η πλευρά A1An µειώνεται. 
 
Παρατήρηση  
Είδαµε ότι για την απόδειξη του λήµµατος 1 χρησιµοποιήσαµε ότι εάν 
όλες οι γωνίες διαµορφωµένες από τις n-1 πλευρές αµετάβλητου µήκους 
αυξάνονται (ή εάν µέρος αυτών αυξάνεται και µέρος παραµένει 
αµετάβλητο) τότε το µήκος της  n-ιοστης πλευράς αυξάνεται. Όµως τo 
1930 ο Ernst Steinitz παρατήρησε ότι µε το να αυξάνουµε µία γωνία σε 
ένα κυρτό n-γωνο (έχοντας n-1 αµετάβλητες πλευρές) φτάνουµε σε ένα 
µη κυρτό πολύγωνο και στα µη κυρτά πολύγωνα αυξάνοντας τις γωνίες 
που διαµορφώνονται από n-1 αµετάβλητες πλευρές δεν απαιτείται η 
αύξηση της  n-ιοστης πλευράς. Αυτό προκύπτει από το εξής παράδειγµα : 
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Στο σχήµα υπάρχουν 2 τραπέζια ΑΒΒ1Α1 και ΑCC1A1 µε κοινή πλευρά 
την ΑΑ1 και ίσες πλευρές ΑΒ=AC, A1B1=A1C1. Με σκοπό να λάβουµε 
τραπέζιο ACC1A1 από τραπέζιο ABB1A1 χωρίς να αλλάξουµε τα µήκη 
των 3 πλευρών AA1, AB και A1B1 είναι αναγκαίο να αυξήσουµε τις 
γωνίες  BAA1 (σε CAA1 ) και B1A1A (σε C1A1A). Αλλά εάν στην αρχή 
αυξήσουµε την γωνία  BAA1  σε CAA1 κρατώντας στερεωµένα την γωνία    
B1A1A και τα µήκη των 3 πλευρών B1A1 , AA1 και AB τότε το τραπέζιο    
ABB1A1 µετασχηµατίζεται σε ένα µη  κυρτό τετράπλευρο CAA1B και 
µόνο αυξάνοντας την δεύτερη γωνία  B1A1A γίνεται ένα κυρτό σχήµα, 
τραπέζιο  CAA1C1 . 
       Η απόδειξη που έδωσε ο ίδιος ο Steinitz είναι αρκετά µακροσκελής20 
και έχει παρακινήσει άλλους στο να βρούν µια άλλη απόδειξη µικρότερη 
σε µήκος. Αυτή που θα δούµε εµείς οφείλεται στον Issai J. Schoenberg21. 
  
 
Λήµµα  Schoenberg 
Έστω Α1, Α2,…, Αn και B1, B2,…, Bn να είναι οι κορυφές  δύο κυρτών n-
πλευρών πολυγώνων των οποίων οι πλευρές είναι τέτοιες ώστε 
Α1Α2=Β1Β2, Α2Α3=Β2Β3,…, An-1An=Bn-1Bn και οι γωνίες τους είναι 
τέτοιες ώστε  Α2 ≤ Β2, Α3 ≤ Β3,…, Αn-1 ≤ Bn-1 όπου τουλάχιστον µία 
ανισότητα είναι χωρίς το ίσον. Τότε Α1Αn < B1Bn. 
απόδειξη  
Η απόδειξη χρησιµοποιεί επαγωγή στον αριθµό των πλευρών του 
πολυγώνου. Όπως ο Cauchy παρατήρησε ότι το λήµµα είναι αληθές για 
τρίγωνα (n=3) τώρα υποθέτουµε ότι το λήµµα ισχύει για όλα τα 
πολύγωνα µε λιγότερες από  n πλευρές και θα αποδείξουµε ότι ισχύει για 
n-γωνα. 
Βήµα 1: Υποθέτουµε ότι τουλάχιστον µία από τις γωνιακές σχέσεις είναι 
µια ισότητα, έστω Ai=Bi. Tα τρίγωνα Αi-1AiAi+1, Bi-1BiBi+1 είναι 
συµπτώσιµα και έτσι οι πλευρές Αi-1Ai+1 και  Bi-1Bi+1 είναι ίσες. Οπότε τα 
πολύγωνα µε κορυφές Α1,…,Ai-1,Ai+1,…,An  και  B1,…,Bi-1,Bi+1,…,Bn 
είναι και τα δύο κυρτά και ικανοποιούν τις υποθέσεις του λήµµατος. 
Αυτά έχουν (n-1) πλευρές και έτσι από την επαγωγική υπόθεση έχουµε 
Α1Αn < B1Bn. 

                                                 
20 [12; Σελ. 66-73] 
21 [6; Σελ. 235-237] 
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Βήµα 2: Υποθέτουµε τώρα ότι οι γωνιακές ανισότητες δεν έχουν ίσον και 
έτσι  Ai < Bi για όλα τα i=2,3,…,n-1. Έστω θ να είναι η γωνία ανάµεσα 
στις γωνίες  An-1 και Bn-1. Εξετάζουµε το πολύγωνο του οποίου οι 
κορυφές είναι  Α1, Α2,…, Αn-1, Αθ όπου η γωνία An-2An-1Aθ=θ και η 
πλευρά An-1Aθ= An-1An από το παρακάτω σχήµα Ενώ αυτό το πολύγωνο 
παραµένει κυρτό από το βήµα 1 έχουµε Α1Αn<A1Aθ. Έαν το πολύγωνο 
Α1Α2,…, Αn-1Αθ είναι κυρτό για όλες τις τιµές του θ τότε όταν θ=Βn-1 έχει 
µόνο µία γωνία κοινή µε το πολύγωνο B1B2,…, Bn. Εφαρµόζοντας ξανά 
το βήµα 1 βλέπουµε ότι Α1Aθ<Β1Βn. Έτσι, A1An<A1Aθ<B1Bn. 
Βήµα 3 : Έχουµε ακόµα να αντιµετωπίσουµε την περίπτωση όταν το 
πολύγωνο Α1, Α2,…, Αn-1, Αθ   δεν  είναι  κυρτό για  όλες  τις τιµές  του  θ 

         
ανάµεσα στις γωνίες An-1 και Bn-1. Έστω, θ΄ να είναι η τελευταία τιµή της 
θ για την οποία το πολύγωνο είναι κυρτό. Από το βήµα 1 έχουµε  
A1An<A1Aθ΄. Η γωνία στην κορυφή Α1 είναι τώρα 180ο και A1Aθ΄ = A2Aθ΄ 
- Α2Α1. 
Τα δύο πολύγωνα µε κορυφές Α2,Α3,…, Αn-1, Αθ΄ και B2,…,Bn-1,Bn είναι 
κυρτά και τα δύο έχουν (n-1)πλευρές. Εφαρµόζοντας την επαγωγική 
υπόθεση σε αυτά τα πολύγωνα παίρνουµε Α2Αθ΄<Β2Βn. Επειδή το B1B2Bn 
είναι τρίγωνο από την τριγωνική ανισότητα έχουµε B1B2+ B1Bn≥ B2Bn. 
Συνδυάζοντας όλα τα προηγούµενα παίρνουµε Α1An< A1Aθ΄ = A2Aθ΄ - 
Α2Α1<B2Bn-B1B2≤B1Bn, και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
 
Πόρισµα 1  
Εάν µετασχηµατίσουµε ένα κυρτό πολύγωνο σε ένα άλλο κυρτό 
πολύγωνο µην αλλάζοντας τα µήκη των πλευρών του και εάν κάτω από 
αυτόν τον µετασχηµατισµό µία γωνία αυξάνεται τότε αναγκαίως κάποια 
άλλη γωνία στο πολύγωνο πρέπει να µειώνεται. 
 
Παρατήρηση  
Από το 1ο λήµµα, που χρησιµοποιείται ότι αύξηση της γωνίας σε τρίγωνα 
συνεπάγεται αύξηση της πλευράς, έχουµε ότι και για επίπεδα και 
σφαιρικά τρίγωνα οι µεγαλύτερες πλευρές κείτονται απέναντι από τις 
µεγαλύτερες γωνίες.   
 
Για το 2ο λήµµα καθορίζουµε κάθε κορυφή του κυρτού πολυγώνου µε 
ένα σύµβολο + ή – . Σε µία διαδοχική περιφέρεια όλων των κορυφών 
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πρέπει µερικές φορές να περάσουµε από µία κορυφή µαρκαρισµένη µε + 
σε κορυφή µε – ή αντιστρόφως. Αυτό το καλούµε µετάβαση συµβόλου. 
Πηγαίνοντας διαδοχικά τριγύρω από όλες τις κορυφές και επιστρέφοντας 
στην αρχική κορυφή παρατηρούµε τον ίδιο αριθµό µεταβάσεων από το + 
στο – όπως και από το – στο  +. Έτσι ο αριθµός των µεταβάσεων που 
συµβαίνει πάνω σε µία ολόκληρη περιφέρεια θα είναι ένας ζυγός 
αριθµός. 

Π.χ. υπάρχουν 6 µεταβάσεις. 
 
      
Λήµµα 2 
Έστω το κυρτό πολύγωνο στο οποίο δεν αλλάζουν τα µήκη των πλευρών 
του. Μαρκάρουµε µε σύµβολο + εκείνες τις κορυφές στις οποίες οι 
γωνίες αυξάνονται και µε σύµβολο – εκείνες τις κορυφές στις οποίες οι 
γωνίες µειώνονται (τις αµετάβλητες γωνίες τις αφήνουµε αµαρκάριστες). 
Πάνω στην διαδοχική περιφέρεια των όλων µαρκαρισµένων κορυφών 
δεν θα έχουµε λιγότερες από 2 µεταβάσεις από το – στο + (σε όλο, θα 
παρατηρούνται όχι λιγότερο από 4 µεταβάσεις). 
απόδειξη 
Εάν υπάρχει µία κορυφή µαρκαρισµένη µε σύµβολο + τότε από το 
πόρισµα 1 υπάρχει τουλάχιστον µία κορυφή µαρκαρισµένη µε σύµβολο –
.Υποθέτουµε ότι υπάρχει µόνο µία µετάβαση από το + στο – και µία 
µετάβαση από το – στο +. Τότε όλες οι κορυφές θα χωρίζονται σε 2 
οµάδες όπου κάθε οµάδα έχει κορυφές µε το ίδιο σύµβολο και µερικές 
χωρίς σύµβολα. Για π.χ. στο σχήµα  

     
 
θα ήταν  C1,C2,D1,C3  και B1,B2,B3.  
∆ιαλέγουµε ένα σηµείο Ε πάνω στο όριο του πολυγώνου τοποθετηµένο 
ανάµεσα σε 2 κορυφές µε διαφορετικά σύµβολα (για π.χ.  C1, B3) και ένα 
σηµείο F τοποθετηµένο σε µία άλλη πλευρά ανάµεσα στις κορυφές µε 
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διαφορετικά σύµβολα. Το τµήµα ΕF χωρίζει το κυρτό πολύγωνο µας σε 2 
κυρτά πολύγωνα : πολύγωνο Q1 το οποίο έχει µόνο κορυφές µε σύµβολα 
+ και πολύγωνο Q2 κορυφές µε σύµβολο – . Εφαρµόζοντας το λήµµα 1 
στο πολύγωνο Q1 έχουµε ότι το µήκος της πλευράς ΕF πρέπει να 
αυξάνεται. Εφαρµόζοντας το λήµµα 1 στο Q2 πρέπει το µήκος της 
πλευράς ΕF να µειώνεται. Οπότε οδηγηθήκαµε σε άτοπο. Έτσι, θα 
έχουµε τουλάχιστον 2 µεταβάσεις. 
 
Πόρισµα 2  
Εάν ένα κυρτό πολύγωνο µετασχηµατίζεται έτσι ώστε οι πλευρές του να 
µην αλλάζουν τότε είτε όλες οι γωνίες παραµένουν αµετάβλητες είτε 
τουλάχιστον 4 γωνίες αλλάζουν (τουλάχιστον 2 αυξήθηκαν και 
τουλάχιστον 2 µειώθηκαν). 
 
Λήµµα 3 
Έστω ότι µία κυρτή στερεά γωνία µετασχηµατίζεται σε µία άλλη κυρτή 
στερεά γωνία έτσι ώστε οι γωνίες των όψεων της στην κορυφή Ο να µην 
αλλάζουν (µόνο οι δίεδρες γωνίες αλλάζουν). Μαρκάρουµε µε σύµβολο 
+ εκείνες τις αρχικές ακµές που διέρχονται από το Ο για τις οποίες οι 
δίεδρες γωνίες αυξάνονται και µε σύµβολο – εκείνες τις έδρες για τις 
οποίες οι δίεδρες γωνίες µειώνονται. Εάν κάτω από τον µετασχηµατισµό 
µας µία από τις δίεδρες γωνίες αλλάξει τότε πάνω στη περιφέρεια, γύρω 
από την κορυφή Ο, δεν θα έχουµε λιγότερες από 2 µεταβάσεις από + στο 
– και όχι λιγότερες από 2 µεταβάσεις από – στο +. 
απόδειξη 
Έστω µία σφαίρα S µε κέντρο Ο. Στη τοµή της στερεάς γωνίας Τ µε την 
σφαίρα λαµβάνουµε µερικά κυρτά σφαιρικά πολύγωνα P. Κάθε µία από 
τις όψεις Κ της γωνίας Τ στην τοµή µε το S δίνει µία πλευρά α αυτού του 
σφαιρικού πολυγώνου όπου το µήκος της α καθορίζεται από τη γωνία α 
των όψεων στην κορυφή Ο. 
 

                  
 
Η δίεδρη γωνία ανάµεσα σε 2 γειτονικές όψεις Κ και Κ1 καθορίζει την 
γωνία ανάµεσα στις αντίστοιχες πλευρές α και α1 του πολυγώνου P. 
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Κάτω από τον προτεινόµενο µετασχηµατισµό το πολύγωνο P 
µεταβάλλεται από αλλαγές στην στερεά γωνία Τ µε τέτοιο τρόπο ώστε το 
µήκος των πλευρών του P να µην αλλάζουν. Μόνο οι γωνίες ανάµεσα 
των πλευρών επιτρέπονται να αλλάξουν και αυτές οι γωνίες αυξάνονται ή 
µειώνονται µαζί µε τις αντίστοιχες γωνίες της Τ. Εφαρµόζοντας το λήµµα 
2 στα σφαιρικά κυρτά πολύγωνα αποδείξαµε το λήµµα 3. 
 
 
Απόδειξη θεωρήµατος Cauchy 
       Θεωρούµε 2 πολύεδρα Q και Q1 µε τις αντίστοιχες όψεις 
συµπτώσιµες και όµοια τοποθετηµένες. Μαρκάρουµε µία ακµή του Q µε 
σύµβολο + εάν η δίεδρη γωνία σ’ αυτήν την ακµή του πολυέδρου Q είναι 
µεγαλύτερη από την αντίστοιχη δίεδρη γωνία του Q1 και σε αντίθετη 
περίπτωση µε ένα σύµβολο – εάν η δίεδρη γωνία από την δοθείσα ακµή 
του Q είναι λιγότερη από την αντίστοιχη δίεδρη γωνία του Q1 . Τις 
υπόλοιπες ακµές, για τις οποίες η δίεδρη γωνία του Q είναι ίση µε την 
αντίστοιχη δίεδρη γωνία του Q1, τις αφήνουµε αµαρκάριστες. 
*) Εάν δεν υπάρχει ούτε µία µαρκαρισµένη ακµή µε σύµβολο + ή – τότε 
όλες οι δίεδρες γωνίες του Q είναι ίσες µε τις αντίστοιχες δίεδρες γωνίες 
του  Q1. Οπότε αποδείχθηκε το θεώρηµα για αυτή την περίπτωση. 
*) Εάν υπάρχουν ακµές µαρκαρισµένες µε σύµβολα + ή – θα 
αποδείξουµε ότι κάτω από αυτή την υπόθεση φτάνουµε σε µία αντίφαση. 
∆ίνεται µία κορυφή του Q από την οποία περνά µία ακµή µαρκαρισµένη 
µε σύµβολο + ή – . Από λήµµα 3 πρέπει να περνούν από αυτή την 
κορυφή τουλάχιστον 4 ακµές µαρκαρισµένες µε σύµβολο + ή – έτσι ώστε 
πάνω στη συνεχή περιφέρεια αυτών των ακµών να µην βρούµε λιγότερες 
από 4 αλλαγές από + στο – και από – στο +. Οι ακµές µαρκαρισµένες µε 
σύµβολο + ή – διαµορφώνουν πάνω στην επιφάνεια του Q ένα δίχτυο Κ 
(δηλαδή κάθε περιοχή αυτού του διχτύου αποτελείται από µία ή 
περισσότερες όψεις του Q1). ∆ηλώνουµε µε α3, α4,... τον αριθµό των 3-
πλευρών, 4-πλευρών, ... περιοχών του Κ και µε Μ τον αριθµό των ακµών 
που περιέχονται στο Κ οι οποίες είναι µαρκαρισµένες µε σύµβολο + ή – . 
Έξω από κάθε κόµπο του Κ περνούν όχι λιγότερες από 4 τέτοιες ακµές 
(δηλαδή 4 µεταβιβάσεις από + στο – ). Συνεπώς Μ ≥4m  (1), όπου m 
είναι ο αριθµός των κόµπων στο δίχτυο Κ. 
       Παράλληλα, πάνω στην περιφέρεια της όψης κάθε περιοχής του 
διχτύου βρίσκουµε µόνο ένα άρτιο αριθµό από µεταβάσεις από + στο – . 
Συνεπώς, πάνω στην περιφέρεια µιας κ-πλευράς όψης αυτός ο αριθµός 
δεν ξεπερνά το κ, εάν το κ είναι ζυγός αριθµός, και δεν ξεπερνά το κ-1, 
εάν το κ είναι περιττός. ∆ηλαδή πάνω σε µία 3-πλευρη όψη ο αριθµός 
των µεταβάσεων από + στο – (και αντιστρόφως) δεν ξεπερνά το 2, πάνω 
σε µία 4-πλευρη όψη ο αριθµός των µεταβάσεων δεν ξεπερνά το 4, σε 
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µία 5-πλευρη επίσης το 4, σε µία 6-πλευρη και 7-πλευρη όψη είναι το 6  
κ.ο.κ. 
       Τώρα ο αριθµός των 3-πλευρων, 4-πλευρων ... περιοχών είναι ίσος 
αντιστοίχως µε α3, α4,... οπότε ο αριθµός Μ των µεταβάσεων από + στο – 
(και αντιστρόφως) γειτονικών ακµών δεν µπορεί να ξεπεράσει το 
 2α3 + 4α4 + 4α5 + 6α6 + 6α7 + 8α8 + 8α9 +...                (2) 
∆ηλαδή από (1), (2) 4m ≤ 2α3 + 4α4 + 4α5 + 6α6 + 6α7 + 8α8 +...    (3) 
Όµως από παρατήρηση του θεωρήµατος Euler [σχέση (6) παράγραφος 
2.2] ισχύει ότι 4m – 8 ≥ 2α3 + 4α4 + 6α5 + 8α6 + 10α7 + 12α8 +...   (4) 
Αφαιρώντας τις (3), (4) παίρνουµε              
- 8 ≥ 2α5 + 2α6 + 4α7 + 4α8 +... 
Η δεξιά πλευρά αποτελείται από µη αρνητικούς αριθµούς οπότε  - 8 ≥ 0 
Άτοπο. 
 
 
Παρατήρηση 
Mε τη βοήθεια του θεωρήµατος Cauchy ορίζεται ο προσανατολισµός της 
τρίεδρης γωνίας και η ισότητα αυτών.  ∆ηλαδή, ισχύει ότι δύο τρίεδρες οι 
οποίες έχουν τις δίεδρες γωνίες ίσες µία προς µία και έχουν τον ίδιο 
προσανατολισµό είναι ίσες. Εάν δεν έχουν τον ίδιο προσανατολισµό τότε 
είναι συµµετρικές. 
 
Παρατήρηση  
       Λέµε ότι δύο επιφάνειες είναι ισοµετρικές εάν είναι πιθανόν να 
αποδειχθεί µία τοπολογική σχέση µεταξύ αυτών κάτω από την οποία 
κάθε τµήµα της µιας επιφάνειας αντιστοιχεί σε ένα τµήµα ίσου µήκους 
της άλλης επιφάνειας. Προφανώς οι επιφάνειες των δύο πολυέδρων που 
ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήµατος Cauchy είναι ισοµετρικές. Το 
θεώρηµα αποδεικνύει ότι αυτές είναι επίσης συµπτώσιµες ή συµµετρικές. 
       Μια σηµαντική συµπληρωµατική φόρµουλα του θεωρήµατος του 
Cauchy δόθηκε από τον  S. P. Olavyanshchikov [12; Σελ. 74], ο οποίος 
απέδειξε ότι οποιαδήποτε κυρτή επιφάνεια η οποία είναι ισοµετρική µε 
την επιφάνεια ενός κυρτού πολυέδρου είναι συµµετρική µε αυτή. Τον 
τελευταίο αιώνα πολλοί µαθηµατικοί έχουν αποδείξει την 
συµπτωσιµότητα ή την συµµετρικότητα των κυρτών ισοµετρικών 
επιφανειών µε τη βοήθεια αυτών και άλλων υποθέσεων. Ιδιαίτερα, το 
1949 ο µαθηµατικός Α. V. Pogorelov απέδειξε στην τελευταία και 
ολοκληρωµένη µορφή του θεωρήµατος των ισοµετρικών επιφανειών :  
«∆ύο αυθαίρετες ισοµετρικές κυρτές επιφάνειες είναι είτε συµπτώσιµες 
είτε συµµετρικές». 
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22..44  ΣΣττεερρεεέέςς  γγωωννίίεεςς  ––  ΘΘεεώώρρηηµµαα  DDeessccaarrtteess’’ss  
 
        
       Με σκοπό να σχηµατίσουµε µία κλειστή καµπύλη από ένα ευθύ 
κοµµάτι σύρµατος είναι αναγκαίο να το λυγίσουµε. Εάν λυγίσουµε το 
σύρµα σε µία πολυγωνική καµπύλη τότε το λύγισµα λαµβάνει χώρα µόνο 
στις γωνίες. Το σύνολο του λυγισµάτος είναι καλύτερα µετρήσιµο από 
τις εξωτερικές γωνίες παρά από τις εσωτερικές γωνίες, µιας και µία µικρή 
εξωτερική γωνία αντιστοιχεί σε µικρή αλλαγή στη κατεύθυνση. Εάν τις  
δηλώσουµε µε α1 + α2 + ... + αn = 360ο . 
       Τώρα σε κάθε σηµείο πάνω στην µοναδιαία σφαίρα παίρνουµε την 
εφαπτοµένη του και ζωγραφίζουµε ένα βέλος κάθετο στην εφαπτοµένη 
µε φορά µακριά από το κέντρο του κύκλου. Το διάνυσµα αυτό του 
βέλους θα το καλούµε στοιχείο επαφής του κύκλου (contact element). 
Εάν Σ είναι µία κυρτή κλειστή καµπύλη µπορούµε να πάρουµε ένα 
διάνυσµα παράλληλο µε το στοιχείο επαφής του κύκλου. Σε αντιστοιχία 
µε την εφαπτοµένη του κύκλου έχουµε µία γραµµή υποστήριξης 
(support line) φ(χ) όπου η καµπύλη να κείτεται στην µία πλευρά της φ(χ). 
Ιδιαίτερα στην περίπτωση ενός πολυγώνου το διάνυσµα αυτό αγγίζει την 
καµπύλη µόνο στην κορυφή. 

                      
 
       Παίρνοντας όλες τις γραµµές υποστήριξης σε µία κορυφή του Σ δύο 
από αυτές θα είναι εφαπτόµενες σε δύο γειτονικές πλευρές της κορυφής. 
Οι προεκτάσεις αυτών αντιστοιχούν σε ένα τόξο του κύκλου µε γωνία θ 
ακριβώς ίση µε την εξωτερική γωνία στην κορυφή του Σ22.   

                      
 

                                                 
22 [16; Σελ. 121-127] 
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       Μ’ αυτό τον τρόπο µπορούµε να διαιρέσουµε τον κύκλο σε τόξα, 
καθένα όσα και οι κορυφές του Σ. Κάθε τόξο έχει µία γωνία ίση µε µία 
από τις εξωτερικές γωνίες. Έτσι, το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών 
είναι ίσο µε την ολόκληρη γωνία του κύκλου, η οποία είναι 360ο = 2π. 
 
Θεώρηµα  
Στην µοναδιαία σφαίρα, το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών ενός 
οποιουδήποτε πολυγώνου και το εµβαδό του πολυγώνου είναι πάντα ίσο 
µε 2π. 
 
       Σε αντιστοιχία µε τα προηγούµενα, ορίζουµε το στοιχείο επαφής σε 
ένα κυρτό πολύεδρο, ένα επίπεδο υποστήριξης (support plane) σε ένα 
σηµείο να είναι ένα επίπεδο το οποίο διέρχεται από το σηµείο και το 
πολύεδρο κείτεται εξ’ ολοκλήρου στη µία πλευρά του επιπέδου του. 
Όπως πρίν, το επίπεδο αγγίζει το πολύεδρο µόνο σε κορυφή του. 
 
Παράδειγµα  
Θεωρούµε έναν κύβο απλωµένο οριζόντια πάνω σε ένα τραπέζι. Ο 
βόρειος και ο νότιος πόλος της σφαίρας αντιστοιχούν στο πάνω και στο 
κάτω επίπεδο υποστήριξης του κύβου. 

               
Υπάρχουν 4 ίσα σηµεία χώρου πάνω στον ισηµερινό, αντίστοιχα στα 
επίπεδα υποστήριξης, εφαπτόµενα στις 4 πλευρικές όψεις του κύβου. 
Όλα τα εναποµείνοντα σηµεία πάνω στον ισηµερινό αντιστοιχούν στα 
επίπεδα υποστήριξης τα οποία αγγίζουν τον κύβο κατά µήκος µιας από 
τις κάθετες ακµές. Κάθε µέγιστο κυκλικό τόξο, που συνδέει ένα από τα 4 
σηµεία του ισηµερινού σε έναν από τους πόλους, αντιστοιχεί στα επίπεδα 
υποστήριξης, τα οποία αγγίζουν τον κύβο κατά µήκος µιας από τις 
οριζόντιες ακµές. Αυτό διαιρεί την σφαίρα σε 8 συµπτώσιµα τρίγωνα 
καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε επίπεδα υποστήριξης τα οποία 
αγγίζουν µία από τις 8 γωνίες. 
 
Ορισµός  15  
Όριζουµε έλλειµα σε µία κορυφή V ενός πολυέδρου να είναι η ποσότητα 
( 2π – άθροισµα των γωνιών στη V ).  
 
Καθένα από αυτά τα 8 σφαιρικά τρίγωνα έχει εµβαδό ίσο µε το 1/8 όλου 
του εµβαδού της σφαίρας, δηλαδή  4π1/8=π/2. Αντίστοιχα, το έλλειµα σε 
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καθεµία από τις 8 κορυφές του κύβου είναι ίσο µε π/2. ∆ηλαδή 
ικανοποιείται το ακόλουθο θεώρηµα: 
 
 
Θεώρηµα Descartes’s 
Εάν Σ είναι ένα οποιοδήποτε κυρτό πολύεδρο τότε το άθροισµα των 
ελλειµάτων σε όλες τις κορυφές του Σ είναι 4π. 
απόδειξη 
Θα το αποδείξουµε µε την βοήθεια του τύπου του Euler. Παίρνουµε ένα 
κυρτό πολύεδρο Σ και διαιρούµε τις όψεις του σε τρίγωνα φέρνοντας τις 
διαγώνιες. Για παράδειγµα ο κύβος µπορεί να θεωρηθεί σαν να έχει 12 
τριγωνικές όψεις, καθεµία ένα ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο. Θεωρούµε 
µε F να είναι ο αριθµός των τριγωνικών όψεων του Σ οπότε ο αριθµός 
των πλευρών των πολυγώνων είναι 3F και έτσι ο αριθµός των ακµών 
δίνεται από Ε=3F/2. Εάν V  είναι ο αριθµός των κορυφών τότε το 
θεώρηµα του Euler µας δίνει ότι  2V - 2E + 2F = 4 ⇒  2V – F = 4  (*) 
Το άθροισµα  Χ των ελλειµάτων των κορυφών δίνεται από το άθροισµα 
των ποσοτήτων ( 2π – γωνίες  στο V) = 2πV – ( το άθροισµα όλων των 
γωνιών από όλες τις κορυφές). Αυτό το άθροισµα µπορεί να υπολογιστεί 
αθροίζοντας τις γωνίες τρίγωνο – τρίγωνο και όχι κορυφή – κορυφή. Το 
άθροισµα που παίρνουµε είναι ακριβώς πF. Έτσι, Χ = 2πV – πF = 4π, 
από (*).    
 
 
Η απόδειξη που ακολουθήσαµε είναι διπλής πορείας αφού εάν 
υποθέσουµε το θεώρηµα Descartes’s αποδεικνύεται ότι για οποιοδήποτε 
κυρτό πολύεδρο ισχύει ο τύπος του Εuler. Όµως ο Malkevich επισηµάνει 
σ’ ένα άρθρο του ότι αυτό οδηγεί σε µια λανθασµένη αντίληψη, δηλαδή 
ότι ο Descartes µπορούσε εύκολα να είχε ανακαλύψει τον τύπο  Εuler. 
Αλλά αυτό θα απαιτούσε από τον Descartes να σκεφτεί το πολύεδρο σαν 
ένα συνδυαστικό (combinatorial) αντικείµενο παρά σαν γεωµετρικό 
αντικείµενο, ένα σηµαντικό πνευµατικό άλµα για εκείνη την εποχή. 
 
Παρατήρηση 
Το θεώρηµα αποδεικνύεται και µε την βοήθεια του παραδείγµατος : 
Εάν έχουµε ένα κυρτό πολύεδρο Σ τότε διαιρούµε την µοναδιαία σφαίρα 
σε πολύγωνα, ένα σε κάθε κορυφή, όπου κάθε πολύγωνο αντιστοιχεί σε 
µία οµάδα επιπέδων υποστήριξης µιας κορυφής του Σ. Το εµβαδό κάθε 
πολυγώνου είναι ίσο µε το έλλειµα των αντίστοιχων κορυφών. Το 
άθροισµα των εµβαδών είναι το εµβαδό της σφαίρας, το οποίο είναι 4π.  
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22..55  ΚΚααµµππυυλλόόττηητταα  ––  ΘΘεεώώρρηηµµαα  GGaauussss--BBoonnnneett  
 
 
       Το 1827 ο Gauss εισήγαγε την ιδέα ότι µια λεία επιφάνεια έχει µια 
εσωτερική γεωµετρία23. Αυτή η γεωµετρία βασίζεται στο µέτρηµα των 
µηκών των τόξων στην επιφάνεια και από το µήκος του τόξου κάποιες 
γεωµετρικές έννοιες, όπως γωνίες, εµβαδό, µπορούν να οριστούν. 
Έχοντας την έννοια του µήκους του τόξου καλεί την οµαλή καµπύλη που 
έχει το ελάχιστο µήκος από όλες τις οµαλές καµπύλες σαν γεωδαισιακή. 
Στο επίπεδο οι γεωδαισιακές είναι ευθεία τµήµατα και πάνω στην σφαίρα 
είναι τόξα µέγιστων κύκλων. 
  
Ορισµός  1624 
Μία Ευκλείδεια πολυεδρική επιφάνεια είναι µία πεπερασµένη συλλογή 
από πολύγωνα κολληµένα µεταξύ τους κατά µήκος των ακµών τους 
σύµφωνα µε τους παρακάτω νόµους: 

1. Κάθε πολύγωνο είναι συµπτώσιµο µε ένα κυρτό πολύγωνο στο 
Ευκλείδειο επίπεδο. 

2. Οποιαδήποτε δύο πολύγωνα που έχουν ένα κοινό σηµείο 
συναντιούνται είτε στη κοινή τους κορυφή είτε κατά µήκος µία 
κοινής ακµής τους. 

3. Έαν δύο πολύγωνα έχουν µία κοινή ακµή τότε η ακµή έχει το ίδιο 
µήκος σε κάθε πολύγωνο. 

4. Κάθε ακµή του πολυγώνου είναι ακµή ενός άλλου ακριβώς ίδιου 
πολυγώνου. 

5. Εάν α1,α2,...,αn  είναι όλα τα πολύγωνα τα οποία µοιράζονται µία 
κορυφή V  τότε µπορούµε να τα ξαναριθµήσουµε µε τέτοιο τρόπο 
ώστε  τα  αi και αi+1 να µοιράζονται µία ακµή για  1 ≤ i ≤ n και τα 
α1 , αn να µοιράζονται µία ακµή. 

 
 

Παρατήρηση 
Εάν ο  1ος  νόµος αντικατασταθεί από την δήλωση ότι κάθε πολύγωνο 
είναι συµπτώσιµο µε ένα κυρτό πολύγωνο στο υπερβολικό επίπεδο 
(αντιστοίχως στη σφαίρα) τότε το αποτέλεσµα είναι µία υπερβολική 
(αντιστοίχως σφαιρική) πολυεδρική επιφάνεια. 
 
Πολυεδρικό θεώρηµα Gauss – Bonnet25 
Το άθροισµα των ελλειµάτων των κορυφών για οποιαδήποτε Ευκλείδεια 
πολυεδρική επιφάνεια είναι 2πχ όπου χ = χαρακτηριστική του Euler. 
                                                 
23 [6; Σελ. 215] 
24 [16; Σελ. 132-133] 
25 [16; Σελ. 137] 
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Επειδή η χαρακτηριστική του Euler της σφαίρας είναι 2, το θεώρηµα µας 
δίνει ότι  το άθροισµα των ελλειµάτων των κορυφών για οποιαδήποτε  
πολυεδρική επιφάνεια είναι 4π, ότι και το Θεώρηµα Descartes’s. 
 
       Τρία από τα προβλήµατα µε τα οποία καταπιάστηκε ο Gauss 
µελετώντας τις επιφάνειες, έδωσαν το έναυσµα για τη διατύπωση 
γενικών θεωριών µεγάλης µαθηµατικής και επιστηµονικής σηµασίας : η 
µέτρηση της καµπυλότητας, η θεωρία της σύµµορφης αναπαράστασης (ή 
απεικόνισης) και το εφαρµόσιµο των επιφανειών26. Η µαθηµατική 
επέκταση της οικείας παραστάσιµης καµπυλότητας από έναν χώρο δύο 
συντεταγµένων σ’ έναν τεσσάρων συντεταγµένων υπήρξε επακόλουθο 
της εργασίας του Gauss πάνω στις καµπύλες επιφάνειες.  
       Τώρα θα δούµε το τι είναι η καµπυλότητα Gauss. Η  καµπυλότητα 
Gauss είναι ένα µέτρο της κυρτότητας (curvedness) της επιφάνειας. 
Παίρνουµε µία επιφάνεια µε σύνορο (όχι µία κλειστή επιφάνεια όπως η 
σφαίρα). Η επιφάνεια αυτή δεν πρέπει να έχει ‘τρύπες’ στο εσωτερικό 
της και το σύνορο της να είναι οµαλό (δηλαδή να µην έχει µυτερές 
γωνίες). Τώρα παίρνουµε ένα βέλος κάθετο στην επιφάνεια και 
αφήνουµε το βέλος να κινηθεί κατά µήκος του συνόρου της επιφάνειας, 
παραµένοντας συνέχεια κάθετο, µέχρι να φτάσει στο αρχικό του σηµείο. 
       Στη συνέχεια παίρνουµε µία µοναδιαία σφαίρα (δηλαδή σφαίρα µε 
ακτίνα 1) και ένα βέλος να δείχνει από το κέντρο του κύκλου στην 
επιφάνεια της σφαίρας. Ενώ το βέλος της αρχικής µας επιφάνειας 
κινείται γύρω από το σύνορο βάζουµε το βέλος της σφαίρας να µιµηθεί 
αυτή την κίνηση παραµένοντας κολληµένο στο κέντρο της σφαίρας. Έτσι  
το βέλος της σφαίρας θα περιγράψει το σύνορο της επιφάνειας σαν ένα 
µέρος της επιφάνειας της σφαίρας. Το εµβαδό της επιφάνειας αυτού του 
σφαιρικού τµήµατος καλείται καµπυλότητα Gauss της αρχικής 
επιφάνειας. 
       Για παράδειγµα παίρνουµε ένα κώνο µε το βέλος του να κινείται 
γύρω του και το αντίστοιχο βέλος στην σφαίρα χαράσσει την 
σχεδιασµένη επιφάνεια, της οποίας το εµβαδό παριστάνει την 
καµπυλότητα Gauss του κώνου. 

         
  
                                                 
26 [3; Σελ. 426] 
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Έστω τώρα ότι δεν έχουµε οµαλό σύνορο. Παίρνουµε µία απλή 3-
διάστατη πυραµίδα η οποία είναι ‘κούφια’ δηλαδή δεν υπάρχει το κάτω 
µέρος της. 

         
 
Καθώς το βέλος της πυραµίδας κινείται κατά µήκος µιας όψης  το 
αντίστοιχο βέλος στην σφαίρα δεν κινείται. Μόνο όταν το βέλος στην 
πυραµίδα κινείται γύρω από την γωνία µιας ακµής το βέλος της σφαίρας 
περιστρέφεται. Όταν το βέλος της πυραµίδας γυρίσει όλο το σύνορο και 
επιστρέψει στην αρχική του θέση το βέλος της σφαίρας θα χαράξει το 3-
διάστατο σχεδιασµένο σχήµα πάνω στην σφαίρα. 
       Επειδή οι 3 όψεις της πυραµίδας είναι επίπεδα η καµπυλότητα τους 
θα είναι 0. Όµως στην σφαίρα η καµπυλότητα δεν είναι 0 γιατί η όψη της 
πυραµίδας µεταφέρεται στην σφαίρα σαν σηµείο, η ακµή της πυραµίδας 
σαν ακµή και η κορυφή σαν επιφάνεια. ∆ηλαδή η κορυφή περιέχει την 
ολόκληρη καµπυλότητα της επιφάνειας.    
       Εάν πάρουµε τώρα την κυβική γωνία και την ανοίξουµε σε ένα 
επίπεδο βλέπουµε ότι επειδή η κάθε γωνία είναι 90ο λείπουν άλλες 90ο 
για να δηµιουργήσουµε µία ολόκληρη γωνία. 
 

               
 
Οι  90ο = π/2, όσο η γωνιακή καµπυλότητα. ∆ηλαδή ισχύει ότι η γωνία 
που λείπει για να έχουµε άθροισµα γωνιών 2π είναι η καµπυλότητα της  
εσώκλειστης επιφάνειας. 
 
Παραδείγµατα : 
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       Παίρνουµε ένα τετράεδρο (µία πυραµίδα µε 4 τριγωνικές όψεις, όπου 
κάθε ακµή έχει το ίδιο µήκος) οπότε κάθε γωνία ενός τριγώνου του είναι 
60ο . Μιας  και  3 τέτοια τρίγωνα συναντιούνται σε µία κορυφή της 
πυραµίδας  θα είναι συνολικά 180ο, και έτσι θα λείπονται 180ο για να 
συµπληρώσουµε την γωνία. Επειδή υπάρχουν  4 γωνίες το άθροισµα των 
γωνιών που λείπονται είναι 4π, όσο και η ολική καµπυλότητα της 
πυραµίδας. 
       Αυτό ισχύει και αντίστροφα. Έστω ότι παίρνουµε ένα δωδεκάεδρο 
(µία κανονική 12-πλευρη επιφάνεια όπου κάθε όψη είναι ένα κανονικό 
πεντάγωνο), το οποίο έχει 20 κορυφές. Η ολική καµπυλότητα 4π είναι εξ’ 
ίσου µοιρασµένη στις κορυφές και έτσι κάθε κορυφή έχει καµπυλότητα 
4π/20 = π/5 =  180ο/5 = 36ο, δηλαδή η γωνία που λείπεται, όταν 
ανοίξουµε την γωνία της κορυφής σε ένα επίπεδο, είναι 36ο. Οπότε 360ο 
– 36ο = 324ο και µιας  3 όψεις συναντιούνται στην γωνία κάθε πεντάγωνη 
όψη έχει µία εσωτερική γωνία 324ο/ 3 = 108ο . 
  
 
Θεώρηµα Gauss – Bonnet  
H ολική καµπυλότητα µιας κλειστής επιφάνειας είναι 2πχ όπου χ = 
χαρακτηριστική Euler. 
 
       Παίρνουµε τώρα µία σφαίρα Σ µε οποιαδήποτε ακτίνα και ένα 
κάθετο βέλος να κινείται γύρω από την Σ σε οποιοδήποτε πιθανόν 
σηµείο. Είναι φανερό ότι το αντίστοιχο βέλος το οποίο χαράσσει µία 
επιφάνεια µέσα στη µοναδιαία σφαίρα θα έχει αγγίξει όλα τα σηµεία της 
µοναδιαίας σφαίρας οπότε η επιφάνεια η οποία χαράσσεται είναι 
ολόκληρη η µοναδιαία σφαίρα. Και έτσι η καµπυλότητα Gauss της 
σφαίρας είναι ίση µε την επιφάνεια της µοναδιαίας σφαίρας, δηλαδή 
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4πR2 = 4π12 = 4π όπου R είναι η ακτίνα της σφαίρας. Έτσι η 
καµπυλότητα Gauss µιας οποιασδήποτε σφαίρας είναι 4π. 
       Αυτό αποδεικνύεται και χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Gauss – 
Bonnet  αφού χ(σφαίρας) = χαρακτηριστική Euler σφαίρας = 2 και άρα 
καµπυλότητα Gauss σφαίρας = 2π2 = 4π. 
 
Παράδειγµα 
 

 
Αυτό το  πολυεδρικό torus έχει 8 κορυφές µε καµπυλότητα π/2, 8 
κορυφές µε καµπυλότητα 0 και 8 κορυφές µε καµπυλότητα –π/2. Οπότε η 
ολική καµπυλότητα του είναι 0.  

 
       To θεώρηµα Gauss – Bonnet έρχεται σε αντιδιαστολή µε την 
διαίσθηση µας γιατί στο αριστερό µέλος έχουµε µια ποσότητα ορισµένη 
ολοκληρωτικά από την εσωτερική γεωµετρία της επιφάνειας (η 
καµπυλότητα είναι µια µετρική ιδιότητα) ενώ στο δεξιό µέλος έχουµε µια 
έκφραση η οποία είναι ολοκληρωτικά ανεξάρτητη από οποιαδήποτε 
µετρική σχέση (το δίχτυο έχει εντελώς τοπολογική σηµασία). Αυτή η 
παράδοξη κατάσταση αντανακλά την αµοιβαία σχέση ανάµεσα στα 
θεωρήµατα Descartes και Euler. ∆ιαλέγοντας ένα αµετάβλητο δίχτυο και 
µεταβάλλοντας την γεωµετρία της επιφάνειας βλέπουµε ότι η ολική 
καµπυλότητα είναι ανεξάρτητη από την γεωµετρία. Αντιστρόφως, 
αφήνοντας αµετάβλητη την επιφάνεια και µεταβάλλοντας το δίχτυο 
βλέπουµε ότι η χαρακτηριστική δεν εξαρτάται από το δίχτυο που 
διαλέγουµε27. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
27 [6; Σελ. 217] 
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 ΚΚεεφφάάλλααιιοο  33..  
ΠΠοολλύύεεδδρραα    

 
 
Ανάλογα µε κάποια χαρακτηριστικά τους, τα πολύεδρα έχουν 
κατανεµηθεί σε κάποιες οµάδες. Η ιδέα να διακρίνουµε τα πολύεδρα σε 
οµάδες, που παρουσιάζουν κάποια ιδιάζουσα κανονικότητα, ανάγεται 
στην αρχαία Ελλάδα. Εδώ θα ασχοληθούµε µελετώντας ιδιότητες, 
χαρακτηρισττκά και ιστορικά στοιχεία από τρείς οµάδες : τα κανονικά, 
τα ηµικανονικά και τα αστεροειδή πολύεδρα. 
 
 

 
33..11  ΨΨηηφφιιδδωωττάά  σσττοο  εεππίίππεεδδοο  κκααιι  σσττηη  σσφφααίίρραα  

                 
        
       Έστω τώρα ότι θέλουµε να καλύψουµε ένα επίπεδο µε πολύγωνα, 
αυτό καλείται ψηφιδωτό (tessellation). To κανονικό ψηφιδωτό ενός 
επιπέδου φτιάχνεται παίρνοντας πανοµοιότυπα αντίγραφα ενός 
κανονικού πολυγώνου Pn

  µε n πλευρές, καλύπτοντας κάθε σηµείο του 
επιπέδου έτσι ώστε να µην υπάρχει σύµπτωση εκτός από τις άκρες28. 
Κάθε ακµή του πολυγώνου θα πρέπει να συµπίπτει µε µία ακµή ενός 
άλλου πολυγώνου. 
       Με σκοπό να φτιάξουµε ένα κανονικό ψηφιδωτό θα πρέπει να 
ταιριάξουµε µαζί έναν ορισµένο αριθµό αντιγράφων ενός πολυγώνου 
έτσι ώστε να µοιράζονται µία κοινή κορυφή. Αυτό σηµαίνει ότι η 
εσωτερική γωνία του πολυγώνου πρέπει ακριβώς να διαιρεί τις 360ο . 
Οπότε πρέπει να υπολογίσουµε την εσωτερική γωνία ενός n-γωνου. Εάν 
φέρουµε όλες τις διαγωνίους από µία κορυφή στις άλλες κορυφές 
κόβουµε το πολύγωνο σε (n-2) τρίγωνα. Επειδή το άθροισµα των γωνιών 
ενός τριγώνου είναι 180ο  το άθροισµα των γωνιών όλων των τριγώνων 
είναι 180ο(n-2). Με αυτό το άθροισµα ισούτε και το άθροισµα των 
εσωτερικών γωνιών του πολυγώνου. Μιας και όλες οι γωνίες είναι ίσες η 
γωνία σε κάθε κορυφή είναι 

n
n )2(180 − . Αυτό θα διαιρεί ακριβώς τις 360ο 

εάν το 
2

2
)2(180

360
−

=
− n

n
n

n  είναι ακέραιος αριθµός. ∆ηλαδή θα πρέπει n = 3, 

4, 6 και άρα τα ψηφιδωτά είναι 3 ειδών : 

                                                 
28 [16; Σελ. 26-27] 
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       Eάν τώρα θέλουµε να καλύψουµε το επίπεδο µας µε διαφορετικά 
κανονικά πολύγωνα θα πρέπει να σκεφτούµε ότι ο ίδιος αριθµός 
πολυγώνων θα πρέπει να συναντιόνται σε κάθε κορυφή και ότι εάν 
ξεκινήσουµε από µία κορυφή και δούµε κυκλικά γύρω της θα πρέπει να 
συναντήσουµε µία συγκεκριµένη σειρά πολυγώνων και αυτή η σειρά θα 
πρέπει να ικανοποιείται σε οποιαδήποτε κορυφή. 
       Ψάχνοντας για όλα τα κανονικά και ηµικανονικά ψηφιδωτά του 
επιπέδου  θα οδηγηθούµε στο γεγονός ότι µόνο συγκεκριµένα κανονικά 
πολύγωνα ταιριάζουν αναµεταξύ τους γύρω από ένα σηµείο έτσι ώστε το 
άθροισµα των γωνιών γύρω από το σηµείο να είναι ακριβώς 360ο. 
       Το θεώρηµα του Euler µας λέει ότι αυτή η κατάσταση είναι κάπως 
διαφορετική στη σφαίρα. Έστω ότι θέλουµε να διαµερίσουµε (tile) την 
σφαίρα µε πεντάγωνα χωρίς να µας απασχολεί εάν είναι κανονικά 
πολύγωνα. Ζητάµε µόνο ακριβώς k πεντάγωνα να ταιριάζουν σε κάθε 
κορυφή όπου k είναι ακέραιος αριθµός. Εάν f  είναι ο αριθµός των 
πολυγώνων τότε ο αριθµός των ακµών πρέπει να είναι ακριβώς 5f/2, ενώ 
ο αριθµός των κορυφών πρέπει να είναι ακριβώς  5f/k. Η ισότητα του 
Euler συνεπάγεται ότι  

2
32 fv +=  έτσι εξαλείφοντας το v και λύνοντας ως 

προς f παίρνουµε  
k

k
310

4
−

=f . Μιας και το k δεν µπρορεί να είναι 

λιγότερο από 3 το k θα πρέπει να είναι 3 και το f=12. 
 
Ορισµός  17 
Λέγοντας κανονική υποδιαίρεση της σφαίρας (regular subdivision) 
εννοούµε ότι η σφαίρα χωρίζεται σε πολυγωνικές γραµµές µε τέτοιο 
τρόπο ώστε κάθε περιοχή να έχει n πλευρές και k πολύγωνα να είναι σε 
κάθε κορυφή. 
 
Πρόταση  
Υπάρχουν ακριβώς 5 ζευγάρια των αριθµών {n,k} για τα οποία υπάρχουν 
κανονικές υποδιαιρέσεις της σφαίρας29.  
απόδειξη 

                                                 
29 [16; Σελ. 90-91] 
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Εάν µία κανονική υποδιαίρεση έχει v κορυφές, e ακµές και f  όψεις τότε 
υπολογίζοντας τον ολικό αριθµό των πλευρών σε όλες τις περιοχές δίνει 
2e = nf = kv 
Από τo θεώρηµα του Euler 2kv – 2ke  + 2kf = 4k, έτσι 2nf – knf + 2kf = 
4k. Λύνοντας ως προς f,   

)2)(2(4
4

22
4

−−−
=

+−
=

kn
k

kknn
kf                     

Μιας και το f είναι θετικό πρέπει να έχουµε  (n-2)(k-2)<4. Από αυτό 
υπάρχουν ακριβώς 5 λύσεις, επειδή (n-2), (k-2) είναι δύο θετικοί 
ακέραιοι αριθµοί και το γινόµενο τους λιγότερο από 4. ∆ηλαδή θα πρέπει 
να είναι 1x1 ή 1x2 ή 1x3 ή 2x1 ή 3x1. Έτσι, οι αξίες των f, v, e είναι 
µοναδικά καθορισµένες. 
 
       Από αυτή την απαίτηση του Πλάτωνα να χωριστεί η σφαίρα σε ίσα 
µέρη οι πέντε λύσεις που βρήκαµε αντιστοιχούν στα 5 κανονικά 
πολύεδρα και για οποιαδήποτε κανονική υποδιαίρεση το αντίστοιχο 
γράφηµα στο επίπεδο είναι µοναδικά καθορισµένο. 
 
 

 
33..22  ΚΚααννοοννιικκάά  πποολλύύεεδδρραα    

  
 
       Τα πιο γνωστά πολύεδρα είναι οι πυραµίδες και τα πρίσµατα. Το 
ύψος µιας n-γωνης πυραµίδας µπορεί µερικές φορές να προσαρµοστεί 
έτσι ώστε τα ισοσκελή τρίγωνα να γίνουν ισόπλευρα. Στην 
πραγµατικότητα, αυτό µπορεί να γίνει όταν n<6. H τριγωνική πυραµίδα 
καλείται τετράεδρο. Eάν οι 3 όψεις είναι ισόπλευρα, οπότε και οι 4,  το 
τετράεδρο είναι κανονικό. 
       Με µία ελαφρώς παραµόρφωση ενός n-γωνου πρίσµατος 
λαµβάνουµε ένα n-γωνο αντίπρισµα του οποίου οι όψεις αποτελούνται 
από δύο κανονικά n-γωνα συνδεδεµένα από 2n ισοσκελή τρίγωνα. Το 
ύψος ενός τέτοιου αντιπρίσµατος µπορεί πάντα να προσαρµοστεί έτσι 
ώστε τα ισοσκελή τρίγωνα να γίνουν ισόπλευρα και έτσι να έχουµε ένα 
οµοιόµορφο πολύεδρο µε 3 τρίγωνα και ένα n-γωνο σε κάθε κορυφή. 
Όταν το n=3 το αντίπρισµα είναι το κανονικό οκτάεδρο. Όταν το n=5 το 
συνδυάζουµε µε δύο πεντάγωνες πυραµίδες, µία σε κάθε βάση, για να 
σχηµατίσουµε το κανονικό εικοσάεδρο. 
       Σχεδόν οποιοσδήποτε που συναντά τα κανονικά στερεά βρίσκει κάτι 
ελκυστικό σ’ αυτά. Το ότι οι Έλληνες έκαναν τόσες λεπτοµερείς µελέτες 
πάνω σ’ αυτά πιθανόν να συνδέεται µε τον απροσδόκητο µικρό αριθµό 
τους : υπάρχουν µόνο πέντε, σε αντίθεση µε τον µη πεπερασµένο αριθµό 
κανονικών πολυγώνων. 
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       Τα πέντε κανονικά πολύεδρα είναι τα εξής :  τετράεδρο, κύβος, 
οκτάεδρο, δωδεκάεδρο και εικοσάεδρο. 

 
 
       Τα κανονικά πολύεδρα βοήθησαν  τον Johannes Kepler (1571 – 
1630) να εξηγήσει την κίνηση των πλανητών. Ο Kepler 
διαπραγµατεύθηκε τα πέντε κανονικά πολύεδρα λεπτοµερέστερα στο 
πρώτο του βιβλίο Mysterium Cosmographicum που εκδόθηκε το 1596 
(Τυβίγγη). Ένα θεµελιώδες έργο του  Kepler είναι το ‘Στερεοµετρία των 
βυτίων’ (Stereometria doliorum), το οποίο αποτελεί την πρώτη αξιόλογη 
εξέλιξη στην Ευρώπη της θεωρίας που δηµιούργησε ο Αρχιµήδης στα 
βιβλία του  ‘Περί κωνοειδών και σφαιροειδών’30. 
       Ο Kepler  ήταν δραστήριος οπαδός της ηλιοκεντρικής θεωρίας του 
Copernicus επειδή έδινε καλύτερη εξήγηση ορισµένων ποσοτικών 
πλευρών της πλανητικής κίνησης από ό,τι η Θεωρία του Πτολεµαίου31. 
Αλλά ο Kepler δεν ήταν ικανοποιηµένος µε τη χρήση των επικύκλων από 
τον Copernicus και έψαχνε µία απλούστερη εξήγηση που θα 
συµφωνούσε µε τις παρατηρήσεις. Βασικά τον Kepler τον απασχολούσαν 
θέµατα σαν το γιατί να υπάρχουν ακριβώς έξι πλανήτες (ο Ουρανός, ο 
Ποσειδώνας και ο Πλούτωνας δεν είχαν ανακαλυφθεί ακόµα). Έτσι, 
υποστήριξε ότι ήταν έξι επειδή το 6 ήταν ο πρώτος τέλειος αριθµός. Μία  
µέρα ενώ δίδασκε, σχεδίασε ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε εγγεγραµµένο και 
περιγεγραµµένο κύκλο. 

                                   
       Τότε παρατήρησε ότι ο λόγος των ακτινών των δύο κύκλων 
φαινόταν ίσος µε τον λόγο των ακτινών των τροχιών του ∆ία και του 
                                                 
30 [11; Τόµος Β Σελ. 173] 
31 [7; Σελ. 73] 
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Κρόνου. Συµπέρανε αµέσως ότι αυτό δεν µπορούσε να ήταν 
συµπτωµατικό και συµπλήρωσε το σχέδιο του µε ένα τετράγωνο 
εγγεγραµµένο στον κύκλο, µετά µε έναν άλλο κύκλο και ένα 
εγγεγραµµένο σ’ αυτόν πεντάγωνο, κ.ο.κ., πεπεισµένος ότι οι κύκλοι θα 
έπρεπε να αντιστοιχούν στις τροχιές των πλανητών.  

                                      
       Έπειτα, επειδή το Σύµπαν είναι τρισδιάστατο χρησιµοποίησε τα 
κανονικά πολύεδρα αντί για τα επίπεδα πολύγωνα. Με αυτή την σκέψη 
και επειδή τα πέντε κανονικά πολύεδρα θα καθόριζαν έξι σφαίρες, το 
πρόβληµα ανάχθηκε στο να βρεθεί κάποια διάταξη που να παράγει 
σφαίρες που θα συµφωνούσαν µε τις τροχιές των πλανητών. Η σειρά στη 
διάταξη είναι Σφαίρα του Κρόνου, Κύβος, σφαίρα του ∆ία, Τετράεδρο, 
Σφαίρα του Άρη, ∆ωδεκάεδρο, Σφαίρα της Γης, Εικοσάεδρο, Σφαίρα της 
Αφροδίτης, Οκτάεδρο, Σφαίρα του Ερµή32. 
 

                   
 

                                                 
32 [7; Σελ. 75] 
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       Στο έργο του ‘Αρµονίας του κόσµου’ (Harmonice Mundi) περιέχεται 
«ο τρίτος νόµος του Kepler» : Για όλους τους πλανήτες τα τετράγωνα 
των περιόδων είναι ανάλογα προς τους κύβους των µεγάλων ηµίαξόνων 
των τροχιών. Κάποιος θα µπορούσε να θεωρήσει ότι αυτό το βιβλίο 
γράφτηκε από άνθρωπο της πυθαγορικής σχολής αφού σκοπός του είναι 
η αναζήτηση των αρµονικών σχέσεων που υπάρχουν στην γεωµετρία και 
στη µουσική, στην αρχιτεκτονική και στην αστρολογία, στην µεταφυσική 
και στην αστρονοµία. Στο ΙΙ βιβλίο αυτού του έργου του έχουµε την 
αντιστοιχία των πέντε κανονικών πολυέδρων µε τα στοιχεία του κόσµου 
που δέχονταν οι αρχαίοι.  
       Έτσι, ο Kepler τα θεώρησε ως εξής33 :  

• Ο κύβος αντιστοιχεί  στη γη επειδή είναι ο πιο σταθερός.  
• Το οκτάεδρο αντιστοιχεί στον αέρα επειδή στροβιλίζει εύκολα. 
• Το τετράεδρο αντιστοιχεί στη φωτιά επειδή ο λόγος 

όγκος/επιφάνεια είναι ελάχιστος. 
• Το εικοσάεδρο αντιστοιχεί στο νερό επειδή ο λόγος 

όγκος/επιφάνεια είναι µέγιστος (όπως νόµιζε λανθασµένα). 
• Το δωδεκάεδρο αντιστοιχεί στο Σύµπαν επειδή οι δώδεκα έδρες 

του αντιστοιχούν στα δώδεκα σηµεία του Ζωδιακού κύκλου. 
                        

                
       

                                                 
33 [7; Σελ. 80] 
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       Επίσης, τα πλατωνικά στερεά δεν είναι άλλα από τα κυρτά στερεά 
που οριοθετούνται από ίσα κανονικά επίπεδα πολύγωνα. Ίσα κανονικά 
επίπεδα πολύγωνα που µπορούν να σχηµατίσουν κυρτά στερεά είναι 
µόνο τρία : το ισόπλευρο τρίγωνο, το τετράγωνο και το κανονικό 
πεντάγωνο. Τα δυνατά κυρτά στερεά που µπορούν να σχηµατιστούν απ’ 
αυτά είναι ακριβώς πέντε : το κανονικό τετράεδρο, ο κύβος, το κανονικό 
οκτάεδρο, δωδεκάεδρο και εικοσάεδρο. 
       Τα πέντε κανονικά πολύεδρα καλούνται και Πλατωνικά στερεά 
επειδή ανακαλύφθηκαν από την Πλατωνική σχολή και αποτέλεσαν 
αντικείµενα λατρίας αφού είχαν για την πλατωνική φιλοσοφία και 
κοσµολογία ιδιαίτερη σηµασία. Η ιδέα ενός αρµονικού σύµπαντος 
φτιαγµένου µε τα κανονικά αυτά πολύεδρα ως πρώτη ύλη, εµφανίζεται 
στον πλατωνικό διάλογο Τίµαιος, έναν διάλογο όπου επιχειρείται από τον 
Πλάτωνα η άρθρωση µιας θεωρίας για τη δοµή του κόσµου µε καθαρά 
γεωµετρικό περιεχόµενο. 
       Κατά τον Πλάτωνα, η µόνη πραγµατικότητα που είναι ικανή να γίνει 
γνωστή µε βεβαιότητα, λόγω του αναλλοίωτου χαρακτήρα της, είναι η 
πραγµατικότητα του éεί ¯ντος των Ιδεών34. Ο αισθητός κόσµος, σε 
αντιδιαστολή µε τον κόσµο των Ιδεών, που υπήρχε ανέκαθεν, 
δηµιουργήθηκε πάνω σε κάποια ιδεατά πρότυπα. Πιο συγκεκριµένα, 
ισχυρίζεται πως οτιδήποτε αισθητό αποτελείται από κάποιον ποικίλλοντα 
συνδυασµό τεσσάρων βασικών στοιχειωδών υλικών, τα οποία είναι : 
φωτιά, αέρας, νερό και γη. Με την σειρά τους τα υλικά αυτά, δεν είναι 
απλά αλλά συντίθονται από τεσσάρων ειδών στοιχειώδη πλατωνικά 
στερεά. Αντιστοίχισε τα τέσσερα ευκατασκεύαστα πολύεδρα – 
τετράεδρα, οκτάεδρο, εικοσάεδρο και κύβος – µε τα τέσσερα στοιχεία : 
φωτιά, αέρας, νερό και γη αντίστοιχα. Με την σειρά τους τα πλατωνικά 
στερεά, µπορούσαν να αναλυθούν περαιτέρω σε απλούστερα γεωµετρικά 
σχήµατα, τα οποία όµως δεν µπορούσαν να αναλυθούν περαιτέρω και 
από αυτά δοµείται το αισθητό σύµπαν. Κατά τον Πλάτωνα αυτά είναι 
τρίγωνα δύο ακριβώς ειδών : α) ορθογώνια και ισοσκελή και β) 
ορθογώνια που η υποτείνουσα είναι διπλάσια της µιας των καθέτων 
πλευρών τους. Το δωδεκάεδρο, που σχηµατίζεται από κανονικά 
πεντάγωνα, ενωµένα ανά τρία στην αντίστοιχη κορυφή, αντιστοιχούσε 
στο σύµπαν.        
       Σύµφωνα µε τον Ευκλείδη τα κανονικά πολύεδρα ορίζονται 
περιγραφικά από τον αριθµό και το είδος των όψεων που τα περιέχει35. 
∆ηλαδή ορίζονται ως εξής  (Στοιχεία βιβλίο ΧΙ ορισµοί 25-28) : 

• κύβος εÂναι στερεÚν σχ∞µα περιεχόµενον ÍπÚ ßξ ‡σων 
τετραγώνων. 

                                                 
34 [1; Σελ. 46-52] 
35 [6; Σελ. 66] 
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• Ùκτãεδρον εÂναι στερεÚν σχ∞µα περιεχόµενον ÍπÚ Ùκτ∆ 
τριγώνων  ‡σων  κα‹ fiσοπλεύρων. 

• εfiκοσάεδρον εÂναι στερεÚν σχ∞µα περιεχόµενον ÍπÚ ε‡κοσι 
τριγώνων  ‡σων  κα‹ fiσοπλεύρων. 

• δωδεκάεδρον εÂναι στερεÚν σχ∞µα περιεχόµενον ÍπÚ δώδεκα 
πενταγώνων ‡σων  κα‹ fiσοπλεύρων κα‹ fiσογωνίων. 

 
       Περί το 380 π.Χ. ο Θεαίτητος θεωρείται, κατά γενική οµολογία, ο 
πρώτος που απέδειξε ότι αυτά τα πέντε πολύεδρα είναι και τα µόνα 
δυνατά κανονικά πολύεδρα. Ενώ, ο Ευκλείδης έδειξε πώς 
κατασκευάζεται κάθε στερεό και ο περιγγεγραµµένος κύκλος τους, ο 
Πάππος έδειξε πώς εγγράφεται κάθε στερεό σε µία δοσµένη σφαίρα. 
Σύµφωνα µε µια µαρτυρία του Υψικλή µια δεύτερη πραγµατεία πάνω 
στα κανονικά στερεά µε τίτλο «Σύγκριση των πέντε κανονικών στερεών» 
γράφτηκε από τον Αρισταίο γύρω στο 320π.Χ.. Πιθανόν, στην 
πραγµατεία αυτή να ανάγονται οι κατασκευές των εγγεγραµµένων σε 
σφαίρα κανονικών πολυέδρων που απαντάµε στη «Συναγωγή» του 
Πάππου. Ο Υψικλής µας µεταφέρει, επίσης, την µαρτυρία ότι ο 
Απολλώνιος έγραψε µια συγκεκριµένη µελέτη για το δωδεκάεδρο και το 
εικοσάεδρο, η οποία όµως δεν διασώθηκε.  
       Η βασική λογική δυσκολία είναι ότι ο Ευκλείδης ποτέ δεν όρισε (ή 
εξήγησε) το τι είναι ‘στερεό’ ή ‘σχήµα’ παρόλο που σκόπευε να δείξει 
ότι ‘εκτός από τα λεγόµενα 5 σχήµατα δεν µπορούν να κατασκευαστούν 
άλλα σχήµατα τα οποία να περιέχονται από ισόπλευρα και ισογώνια 
σχήµατα ίσα το ένα µε το άλλο. Κάποιοι θεωρούν ότι ο Ευκλείδης είχε 
στο µυαλό του µόνο τα κυρτά πολύεδρα36. 
       Η θεωρία της κατασκευής των πέντε κανονικών πολυέδρων 
εκτίθεται στο τέλος των «Στοιχείων», Βιβλίο ΧΙΙΙ37, του Ευκλείδη, όπου 
οι ακµές τους εκφράζονται ως συνάρτηση της ακτίνας της 
περιγεγραµµένης σφαίρας µε τη βοήθεια της θεωρίας των αρρήτων του 
Βιβλίου Χ και αποδεικνύεται ότι υπάρχουν ακριβώς πέντε κανονικά 
πολύεδρα. Τώρα θα δούµε αυτή την απόδειξη παρατηρώντας ότι επειδή ο 
Ευκλείδης βλέπει την ορθή γωνία σαν µια θεµελιώδη γωνία όλες οι άλλες 
γωνίες εκφράζονται σαν πολλαπλάσια αυτής38. 
 
 
Λήµµα 
Η γωνία του ισοπλεύρου και ισογωνίου πενταγώνου είναι µία και το 1/5 
της ορθής. 
                                                 
36 [8; Σελ. 866] 
37 [17; Σελ. 186-189] 
38 [6; Σελ. 183] 
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απόδειξη   

                        
Έστω το ισόπλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε, ο περιγεγραµµένος 
κύκλος του ΑΒΓ∆Ε  (ΙV.14), το κέντρο του κύκλου Ζ (ΙΙΙ.1) και τα 
τµήµατα ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, Ζ∆, ΖΕ. Αυτά τα τµήµατα τέµνουν τις γωνίες  
Α,Β,Γ,∆,Ε  του πενταγώνου διπλά. Επειδή οι γωνίες στο Ζ είναι ίσες και 
έχουν άθροισµα 4 ορθές, η καθεµία από αυτές π.χ. η ΑΖΒ θα ισούται µε 
µία ορθή µείον το 1/5 της. Οπότε το άθροισµα των γωνιών ΖΑΒ+ΑΒΖ 
ισούται µε µία ορθή και το 1/5 της. Η γωνία ΖΑΒ είναι ίση µε την γωνία 
ΖΒΓ και άρα όλη η γωνία ΑΒΓ του πενταγώνου είναι µία ορθή και 1/5 
της ορθής . 
 
Θεώρηµα 
Εκτός αυτών των πέντε σχηµάτων που είδαµε κανένα άλλο σχήµα δεν 
κατασκευάζεται περιεχόµενο από ισόπλευρα και ισογώνια µεταξύ τους.  
απόδειξη       
∆ιότι από δύο τρίγωνα ή επίπεδα δεν κατασκευάζεται τρίεδρη στερεά 
γωνία (Ορισµός ΧΙ.11). Από 3 όµως τρίγωνα κατασκευάζεται η στερεά 
γωνία της πυραµίδας, από 4 του οκταέδρου και από 5 του εικοσαέδρου. 
Από 6 τρίγωνα ισόπλευρα και ισογώνια που διέρχονται από το ίδιο 
σηµείο δεν υπάρχει στερεά γωνία γιατί η γωνία του ισοπλεύρου τριγώνου 
είναι τα δύο τρίτα της ορθής, τότε και οι έξι θα έχουν άθροισµα προς 4 
ορθές, το οποίο είναι αδύνατο γιατί κάθε στερεά γωνία περιέχεται από 
γωνίες µε άθροισµα µικρότερη των 4 ορθών.( Πρόταση ΧΙ.21). Για 
αυτούς τους λόγους, ούτε από περισσότερες των έξι επιπέδων γωνιών 
είναι δυνατόν να κατασκευαστεί στερεά γωνία. Από τρία τετράγωνα 
περιέχεται η γωνία του κύβου, από τέσσερα αδύνατον γιατί θα είναι πάλι 
το άθροισµα τέσσερις ορθές. Από πεντάγωνα ισόπλευρα και ισογώνια : 
από 3 περιέχεται η γωνία του δωδεκαέδρου, από 4 είναι αδύνατον να 
περιέχεται γιατί η γωνία του ισοπλεύρου και ισογωνίου πενταγώνου είναι 
µία ορθή και το 1/5 της ορθής και θα είναι οι 4 γωνίες µεγαλύτερες των 4 
ορθών, αδύνατο. Όµως κανένα από τα υπόλοιπα πολύγωνα σχήµατα είναι 
δυνατόν να σχηµατιστεί στερεά γωνία για τον ίδιο λόγο. Άρα το 
αποδείξαµε.  
 
       Στη συνέχεια, καθένα από τα κανονικά στερεά κατασκευάζεται και 
εγγράφεται σε δοσµένη σφαίρα και επιπλέον εξετάζεται η σχέση της 
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πλευράς του στερεού και της διαµέτρου της περιγεγραµµένης σφαίρας. Ο 
Ευκλείδης ξεκινά από τη διάµετρο της δοσµένης σφαίρας, κατασκευάζει 
το ζητούµενο στερεό και τέλος αποδεικνύει ότι εγγράφεται στη σφαίρα. 
Γι’ αυτό τον λόγο ο Ευκλείδης δίνει ένα ασυνήθιστο ορισµό για την 
σφαίρα (είναι η επιφάνεια που σαρώνεται από την περιστροφή ενός 
ηµικυκλίου γύρω από την διάµετρο του39). Αντίθετα, ο Πάππος δίχνει 
πως εγγράφεται κάθε στερεό σε µια δοθείσα σφαίρα40 και λύνει τα ίδια 
προβλήµατα µε σύνθεση και ανάλυση. Θεωρώντας  r την ακτίνα του 
εγεγραµµένου κύκλου παίρνουµε ότι : 
Η ακµή του τετραέδρου είναι : 6

3
2 r  

Η ακµή του οκταέδρου είναι : r 2  
H ακµή του κύβου είναι : 3

3
2 r  

Η ακµή του εικοσαέδρου είναι : )55(10
5

−
r  

Η ακµή του δωδεκαέδρου είναι : )315(
3

−
r  

 
       Παράλληλα, ο Leonardo da Vinci έφτιαξε µοντέλα για πολύεδρα 
χρησιµοποιώντας λουρίδες από ξύλο για τις ακµές του αφήνοντας τις 
όψεις στην φαντασία. Όταν ένα τέτοιο µοντέλο φαίνεται µε καλή 
προοπτική από µία θέση έξω από το κέντρο µιας όψης αυτή η όψη 
εµφανίζεται σαν ένα µεγάλο πολύγωνο µε όλες τις εναποµείναντες όψεις 
να γεµίζουν το εσωτερικό του. Αυτή η σχεδίαση του στερεού καλείται 
διάγραµµα του Schlegel41.        
       Το παρακάτω διάγραµµα δείχνει κάθε πλατωνικό στερεό σε 3 
µορφές : µία συνηθισµένη προοπτική θέα, ένα δίχτυο (ορισµός 13) το 
οποίο µπορεί να διπλωθεί για να φτιαχτεί ένα χάρτινο µοντέλο των 
στερεών και ένα διάγραµµα του Schlegel.  
       Το διάγραµµα του Schlegel για το πολύεδρο δείχνει µε µία µατιά 
ποια κορυφή ανήκει σε ποια ακµή και όψη. Κάθε όψη εµφανίζεται σαν 
µία περιοχή οριοθετηµένη από ακµές εκτός από την ‘αρχική’ όψη η 
οποία περικλείει όλες τις άλλες. Για να εγγυηθούµε µία ένα προς ένα 
αντιστοιχία ανάµεσα στις όψεις και στις περιοχές έχουµε απλώς να 
συσχετίσουµε την ‘αρχική’ όψη µε την µη πεπερασµένη εξωτερική 
περιοχή. 
       Κάθε πολύεδρο µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα διάγραµµα του 
Schlegel και οι αριθµητικές ιδιότητες του ικανοποιούν τον τύπο του 
Euler   v – e + f = 2, όπου v = ο συνολικός αριθµός των κορυφών, e = ο 

                                                 
39 [6; Σελ. 66] 
40 [6; Σελ. 99] 
41 [5; Σελ. 150-152] 
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συνολικός αριθµός των ακµών και f = ο συνολικός αριθµός των εδρών 
[παράγραφος 2.2]. 
 
 

                 
      
        
       Κάθε κανονικό πολύεδρο χαρακτηρίζεται από ένα διατεταγµένο 
ζεύγος φυσικών αριθµών (p,q) που λέγεται και σύµβολο του Schläfli. Το 
πρώτο µέλος p του ζεύγους µας πληροφορεί για τον αριθµό των πλευρών 
ενός από τα κανονικά πολύγωνα που έχει σαν έδρες του το αντίστοιχο 
κανονικό πολύεδρο. Το δεύτερο µέλος q µας πληροφορεί για τον αριθµό 
των πολυγωνικών εδρών που συνενώνονται σε µία τυχαία κορυφή του 
πολυέδρου.  
       Παράλληλα, τα κανονικα ικανοποιούν και τις σχέσεις qv = 2e = pf. 
Στην πραγµατικότητα, εάν µετρήσουµε τις q ακµές σε καθεµιά από τις v 
κορυφές τότε έχουµε µετρήσει κάθε ακµή διπλά. Μία παρόµοια 
κατάσταση αναπτύσσεται εάν µετρήσουµε της p πλευρές καθεµιάς από 
τις f όψεις µιας και κάθε ακµή ανήκει σε 2 όψεις. Τώρα µπορούµε να 
συµπεραίνουµε εκφράσεις για τα v,e,f σαν λειτουργίες των p και q. Έτσι, 
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∆ηλαδή,  
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Μιας και αυτοί οι αριθµοί πρέπει να είναι θετικοί οι πιθανές αξίες των p q 
περιορίζονται από την ανίσωση 2p + 2q – pq > 0 ή (p-2)(q-2) < 4. Όπως 
πρίν οι λύσεις αυτής είναι 1x1 ή 2x1 ή 1x2 ή 1x3 ή 3x1. Αυτές οι πέντε 
πιθανότητες εξασφαλίζουν µία απλή απόδειξη του ισχυρισµού του 
Ευκλείδη ότι υπάρχουν ακριβώς πέντε κυρτά κανονικά πολύεδρα (3,3), 
(4,3), (3,4), (5,3), (3,5). Το κανονικό τετράεδρο χαρακτηρίζεται από το 
διατεταγµένο ζεύγος  (3,3), το εξάεδρο από το (4,3), το οκτάεδρο από το 
(3,4), το δωδεκάεδρο από το (5,3) και το εικοσάεδρο από το (3,5). 
       Για τα κανονικά πολύεδρα είναι καθιερωµένος ο εξής συµβολισµός : 
p = ο αριθµός των ακµών σε κάθε έδρα 
q = ο αριθµός των ακµών που συνενώνονται σε κάθε κορυφή 
v = ο συνολικός αριθµός των κορυφών 
e = ο συνολικός αριθµός των ακµών 
f = ο συνολικός αριθµός των εδρών 
 
 
Κανονικά 
πολύεδρα 

      p     q        v    e    f 

Τετράεδρο 3 3 4 6 4 
Κύβος 4 3 8 12 6 
∆ωδεκάεδρο 5 3 20 30 12 
Οκτάεδρο 3 4 6 12 8 
Εικοσάεδρο 3 5 12 30 20 
 
Παρατήρηση  
Επίσης έχει φτιαχτεί µια χάρτινη οµάδα των Πλατωνικών στερεών όπου 
το ένα βρίσκεται µέσα στο άλλο και έχουν βρεθεί οι ακριβείς διαστάσεις 
αυτών42. 
 
Ορισµός  18 
Κάθε πολύεδρο έχει ένα συζυγή (dual) του το οποίο λαµβάνεται βασικά 
από την εναλλαγή των ρόλων των κορυφών και των όψεων. 
 
                                                 
42 Ronald B. Hopley [13; Σελ. 312-318] 
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Το πολύεδρο µαζί µε το συζυγή του έχουν τον ίδιο αριθµό ακµών αλλά 
κάθε ακµή εµφανίζεται στο συζυγή του σαν να συνδέει δύο όψεις αντί 
δύο κορυφές. Το πλήθος των ακµών µένει  ίδιο και για τα δύο. 
 

Π.χ.   
 
       Πιθανόν αυτή η ιδιοµορφία του τετραέδρου να συνδέεται µε το ότι 
δεν έχει κεντρική συµµετρία, αφού µία ευθεία γραµµή που συνδέει µία 
κορυφή µε το κέντρο τέµνει το τετράεδρο στο µέσο σηµείο µιας από τις 
όψεις του. Αντίθετα, π.χ. µία ευθεία που συνδέει κάθε κορυφή του κύβου 
µε το κέντρο τέµνει τον κύβο σε µία δεύτερη κορυφή. 
       Μία εφαρµογή είναι ότι αν µε κορυφές τα κέντρα των εδρών ενός 
κανονικού πολυέδρου κατασκευάσουµε άλλο κανονικό πολύεδρο, αυτό 
είναι το συζυγές του. Από τα 5 κανονικά πολύεδρα, το τετράεδρο είναι 
αυτοσυζυγή και τα υπόλοιπα είναι δυϊκά κατά ζεύγη, δηλαδή το 
οκτάεδρο µε τον κύβο και το δωδεκάεδρο µε το εικοσάεδρο. 
       Για να πάρουµε ένα συζυγές πολύεδρο µπορούµε να φτιάξουµε ένα 
µοντέλο ενός οκταέδρου µέσα σε κύβο (τον οκτάκυβο)43. 
 
        

 
  33..33  ΕΕξξέέλλιιξξηη  ((ΕΕvvoolluuttee))  πποολλυυέέδδρρωωνν  

 
        
       

                                                

Εάν ένας κόψει ένα κυρτό πολύεδρο R κατά µήκος των ακµών του 
λαµβάνει ένα σύστηµα από πολύγωνα P1, P2, …, Pm. Κάθε ακµή α κατά 
µήκος των δύο όψεων που εφάπτεται θα εµφανίζεται σαν πλευρά και στα 
δύο αντίστοιχα πολύγωνα. Χρησιµοποιούµε το σύµβολο α για να 
µαρκάρουµε αυτή την πλευρά και στα δύο πολύγωνα και θεωρούµε αυτή 
την πλευρά σαν κοινή πλευρά των δύο πολυγώνων. Με τον ίδιο τρόπο η 
κορυφή Α που είναι κοινή σε κ όψεις (κ ≥ 3) θα θεωρείται σαν κοινή 
κορυφή των αντίστοιχων πολυγώνων και θα χρησιµοποιούµε το κοινό 
σύµβολο Α για να το δηλώσουµε σε όλα τα πολύγωνα. 
       Ένα τέτοιο σύστηµα από πολύγωνα µε µαρκαρισµένες κοινές 
πλευρές και κορυφές καλείται εξέλιξη της αρχικής επιφάνειας του 

 
43 Michael Naylov [14; Σελ. 102-104] 
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πολυέδρου R. Εάν κολλήσουµε αυτά τα πολύγωνα κατά µήκος των 
κοινών πλευρών τους ξαναγυρίζουµε στην πολυεδρική µας επιφάνεια. 
       Κανονικά το σύστηµα των πολυγώνων που σχηµατίζουν την εξέλιξη 
της επιφάνειας ενός κλειστού κυρτού πολυέδρου ικανοποιεί τις 
ακόλουθες υποθέσεις :  

1. Kάθε πλευρά είναι κοινή σε δύο και µόνο σε δύο πολύγωνα. Κάθε 
κορυφή είναι κοινή σε όχι από λιγότερα από 3 πολύγωνα. 

2. Εάν n είναι ο αριθµός των πολυγώνων, m είναι ο αριθµός των 
κοινών κορυφών και l είναι ο αριθµός των κοινών πλευρών αυτών 
των πολυγώνων τότε η σχέση του Euler ικανοποιείται από m+n-
l=2. 

3. Οποιανδήποτε δύο πολύγωνα Q και Q΄ µπορούν να συνδεθούν από 
ένα σύστηµα πολυγώνων Q=Q0, Q1, Q2, …, Qi=Q΄ όπου τα  Q0 Q1, 
Q1 Q2, …, και Qi-1 Qi έχουν κοινές πλευρές. 

4. Οι κοινές πλευρές 2 πολυγώνων έχουν ίσο µήκος. 
5. Το άθροισµα των γωνιών σε όλα τα πολύγωνα στην κοινή κορυφή 

είναι λιγότερο από 2π. 
 

       Ο A.D. Alexandrov απέδειξε το εξής αξιοσηµείωτο θεώρηµα44 : Οι 
αριθµηµένες υποθέσεις είναι επαρκές έτσι ώστε το σύστηµα των 
πολυγώνων να µπορεί να ληφθεί σαν µία εξέλιξη του κυρτού πολυέδρου. 
       ∆ηλαδή αυτές οι υποθέσεις είναι επαρκείς για να εξασφαλίσουν ότι 
όταν τα πολύγωνα κολληθούν κατά µήκος των κοινών ακµών τους θα 
λάβουµε ένα κλειστό κυρτό πολύεδρο.  
 

 
 

    33..44  ΗΗµµιικκααννοοννιικκάά  πποολλύύεεδδρραα  

                                                

 
          
       Είδαµε λοιπόν ότι ένα πολύεδρο είναι κανονικό εάν οι όψεις του 
είναι συµπτώσιµα κανονικά πολύγωνα και κάθε κορυφή έχει τον ίδιο 
αριθµό όψεων που την περικλείει. ∆ηλαδή ένα κανονικό πολύεδρο έχει 
όλες τις όψεις του και όλες τις κορυφές όµοιες. 
       Ας προσπαθήσουµε να δώσουµε ένα αντίστοιχο ‘τοπικό’ ορισµό για 
την ηµικανονικότητα των πολυέδρων. Για παράδειγµα θα καλέσουµε ένα 
πολύεδρο ηµικανονικό εάν οι όψεις του είναι κανονικά πολύγωνα και 
κάθε κορυφή έχει το ίδιο ζεύγος όψεων που την περικλείει. ∆ηλαδή το 
ηµικανονικό πολύεδρο έχει όλες τις κορυφές όµοιες αλλά οι όψεις του 
ίσως να διαφέρουν. Ωστόσο, το πολύεδρο στο σχήµα γίνεται ηµικανονικό 
κάτω από έναν τέτοιο ορισµό. 

 
44 [12; Σελ. 88] 
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Σχ.           
 
       Όµως, αυτό το στερεό δεν είναι επαρκώς οµοιόµορφο στην εµφάνιση 
για να ονοµαστεί ηµικανονικό, από τους περισσότερους γεωµέτρες. 
Συνεπώς, θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε έναν πιο ‘ολικό’ ορισµό ο 
οποίος να αποκλείει αυτό το στερεό από την συλλογή των ηµικανονικών 
πολυέδρων. 
       Ο ορισµός της ηµικανονικότητας, που θα δώσουµε, εξαρτάται από 
την συµµετρία και είναι βασικά του Ball και Coxeter. Λέγοντας 
συµµετρία του στερεού εννοούµε το σύνολο από περιστροφές και 
αντανακλάσεις του στερεού, στον τρισδιάστατο χώρο, που αφήνουν το 
στερεό αµετάβλητο στην εµφάνιση. 
 
Ορισµός  1945 
Ορίζουµε ένα πολύεδρο να είναι ηµικανονικό εάν οι όψεις του είναι 
κανονικά πολύγωνα και δοθέντων δύο οποιονδήποτε κορυφών υπάρχει 
µία συµµετρία του πολυέδρου η οποία στέλνει την µία κορυφή στην 
άλλη. 
 
       ∆ηλαδή η ολική εµφάνιση του πολυέδρου είναι η ίδια όταν βλέπεται 
από οποιαδήποτε κορυφή. Αυτό συνεπάγεται ότι ένα ηµικανονικό 
πολύεδρο είναι ολοκληρωτικά καθορισµένο εάν δοθεί το ζευγάρι των 
κανονικών πολυγώνων που περικλείουν µία κορυφή. 
       Εάν συναντήσουµε ένα n1-γωνο, ακολούθως ένα n2-γωνο, ..., 
ακολούθως ένα  nr-γωνο καθώς κάνουµε τον κύκλο γύρω από µία 
κορυφή τότε λέµε ότι το ηµικανονικό πολύεδρο έχει σύµβολο κορυφών 
το  (n1, n2, …, nr). Για παράδειγµα, ο κύβος (σχ.5a) δηλώνεται από το 
(4,4,4) και το κυβοκτάεδρο (σχ.5b) από (3,4,3,4). 

                    
              

                                                 
45 [19; Σελ. 53] 
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Πρόταση 
Θα βρούµε τα ηµικανονικά πολύεδρα χρησιµοποιώντας µόνο έννοιες από 
την γεωµετρία και τη στοιχειώδη άλγεβρα, σύµφωνα µε τον Warren 
Page46.  
απόδειξη 
Θεωρούµε ένα κυρτό ηµικανονικό πολύεδρο µε σύµβολο κορυφών  (n1, 
n2, …, nr) και δηλώνουµε µε Ν1, Ν2, ..., Νr τα  ni µε  1≤ i ≤r  κατά 
αύξοντα τρόπο. Έτσι, 3 ≤ Ν1 ≤ Ν2  ≤ ...  ≤ Νr  
Στις παρακάτω σχέσεις γράφοντας π.χ. n2, N2 εννοούµε  n2, N2 . 
Επειδή, το άθροισµα των γωνιών κορυφής φ,χ,ψ,ω των πολυγώνων που 
περικλείει µία κορυφή ενός κυρτού πολυέδρου είναι λιγότερο από 2π 
[από πρόταση 1 παραγράφου 1.2] ισχύει ότι 
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Το οποίο ξαναγράφεται σαν : 
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2
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Μιας και το σύνολο (Ν1, Ν2, ..., Νr) είναι το ίδιο µε το (n1, n2, …, nr) 
αλλά µε άλλη σειρά µπορούµε να τα αντικαταστήσουµε. ∆ηλαδή 
παίρνουµε 

NrNN
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2
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1
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2
+++− ≺    (1) 

Μιας και κάθε Νi ≥ 3 το δεξιό µέλος της (1) είναι µικρότερο ή ίσο από 
3
r . 

Εποµένως από την (1) συνεπάγεται ότι κάθε κορυφή περικλείεται από 
τουλάχιστον 5 όψεις. Έτσι το r ≥ 6 υποδηλώνει ότι 

1
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2

1
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1
−≤≤+++
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  και αυτό διαψεύδει την (1). 

Έτσι, το r είναι είτε 3, είτε 4 ή 5. Θα θεωρήσουµε κάθε περίπτωση 
ξεχωριστά. 
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Για r =5 :
 (1) γίνεται 
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πειδή  Ν1 ≤ Ν2  ≤ ...  ≤ Ν5 η ανισότητα (2) συνεπάγεται 
1=Ν2=Ν3=Ν4=Ν5=3. Εάν   Ν4 ≥ 4, τότε 
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Επειδή  Ν1=Ν2=Ν3=Ν4=3 και  
5

1
3
14

2
3

N
+≺  έχουµε Ν5 ≤ 5. Οι 

προηγούµενες παρατηρήσεις δείχνουν ότι υπάρχουν µόνο 3 πιθανά 
σύµβολα κορυφών (3,3,3,3,3), (3,3,3,3,4), (3,3,3,3,5) συσχετισµένα µε τις 
5 όψεις που περικλείουν την κορυφή. 
 
 
 Για r =4 :  

Η (1) γίνεται 
4

1
3

1
2

1
1

1
NNNN

+++≺1  (3) 

Αυτό απαιτεί ότι Ν1=3 και Ν2 ≤  4 
α) Υποθέτουµε ότι Ν2=4 
Τότε η (3) δίνει ότι Ν3=4 και Ν4 ≤ 5. Το παρακάτω σχήµα δηλώνει ότι τα 
σύµβολα κορυφής (3,4,4,5) και (4,4,3,5) είναι απίθανα. 

                  
 
β) Υποθέτουµε ότι Ν2=3. Τότε Ν3 ≤ 5. Εάν Ν3=3 τότε το (3,3,3,Ν4) 
ικανοποιεί την (3) για οποιοδήποτε Ν4 ≥ 3. Έτσι ένα πιθανό σύµβολο 
κορυφής είναι το (3,3,3,m) µε m ≥ 3. 
Εάν Ν3>3 έχουµε την λύση (3,3,Ν3,Ν4) και τα πιθανά σύµβολα κορυφής 
(3,3,k,m), (3,k,3,m). Μιας και τα k,m είναι µεγαλύτερα από 3 το 
παρακάτω 1ο σχήµα δείχνει ότι το  (3,3,k,m) δεν είναι πιθανόν, και το 2ο 
σχήµα δείχνει ότι k=m για (3,k,3,m). 
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Εποµένως, τα πιθανά σύµβολα κορυφής είναι (3,4,3,4) και (3,5,3,5). 
 
 
 
 
Για r =3 : 

Η (1) γίνεται 
3

1
2

1
1

1
2
1

NNN
++≺   (4) 

α) Υποθέτουµε ότι Ν1=5. Τότε Ν2 ≤ 6 και το (Ν1,Ν2,Ν3) ικανοποιεί την 
(4) για Ν3 ≥ Ν2 και Ν2=5 ή 6. Εάν θεωρήσουµε το σύµβολο κορυφής 
(5,k,m)  το σχήµα δείχνει ότι k=m. Εποµένως, τα πιθανά σύµβολα 
κορυφής είναι (5,5,5) και (5,5,6). 

                              
  
β) Υποθέτουµε ότι Ν1=4. Τότε Ν2 ≤ 7. Εάν Ν2=4 τότε το Ν3 είναι 
αυθαίρετο και έτσι το πιθανό σύµβολο κορυφής είναι (4,4,m) µε m ≥ 4. 
Τώρα θεωρώντας το (4,k,m) µε m ≥ k >4 το σχήµα δείχνει ότι και το k 
και το m πρέπει να είναι άρτιοι (µιας και για π.χ. κάθε k-γωνο 
περικλείεται από 4-γωνα και τα m-γωνα σε εναλλακτική σειρά. Έτσι, k=6 
και µιας m ≤ 11 από την (4) τα πιθανά σύµβολα κορυφής είναι (4,6,6), 
(4,6,8), (4,6,10). 

                           
 
γ) Υποθέτουµε ότι Ν1=3. Θεωρούµε (3,k,m). Όπως  στην α) περίπτωση 
k=m. Και όπως στην β) περίπτωση βλέπουµε ότι k και m είναι άρτιοι εάν 
είναι µεγαλύτεροι από 3. Μιας και k ≤ 11 από την (4) τα πιθανά σύµβολα 
κορυφής είναι (3,3,3), (3,3,4), (3,6,6), (3,8,8), (3,10,10). 
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Οπότε τα ηµικανονικά πολύεδρα είναι τα εξής : 
Α) (4,4,m) µε m ≥3 είναι τα πρίσµατα µε m-γωνα για βάση 

             Α)              Β)  
 
Β) (3,3,3,m) µε m ≥3 είναι τα αντιπρίσµατα µε m-γωνα για βάση. 
                                  
Γ) Μία ειδική περίπτωση του Α) είναι το (4,4,4) ο κύβος και µία ειδική 
περίπτωση του Β) είναι το (3,3,3,3) το οκτάεδρο. Επίσης, έχουµε το 
(3,3,3) το τετράεδρο, το (5,5,5) το δωδεκάεδρο και το (3,3,3,3,3) το 
εικοσάεδρο. ∆ηλαδή µία ειδική περίπτωση των ηµικανονικών  είναι τα 
κανονικά πολύεδρα. 
 
∆) Τα 13 Αρχιµήδεια Στερεά [βλέπε παράρτηµα]. Σύµφωνα µε  µαρτυρία 
του Πάππου, ο Αρχιµήδης στη χαµένη πραγµατεία του για τα λεγόµενα 
ηµικανονικά πολύεδρα διακρίνει δεκατρία νέα είδη πολυέδρων, οι έδρες 
των οποίων είναι κανονικά πολύγωνα, αλλά διάφορων ειδών, και όλες οι 
κορυφές των οποίων είναι ισοδύναµες, δηλαδή έχουν την ίδια διάταξη 
εδρών γύρω από κάθε κορυφή. Από αυτά άλλα έχουν δύο είδη 
πολυγώνων και άλλα τρία. Ο αριθµός των εδρών κυµαίνεται µεταξύ 8 και 
92. Αυτά  είναι τα Αρχιµήδεια στερεά. 
     
 

 
 

 33..55  ΑΑσσττεερροοεειιδδήή  πποολλύύγγωωνναα  ––  πποολλύύεεδδρραα. 
 
              
       Εκτός από τα κανονικά κυρτά πολύγωνα υπάρχουν και τα κανονικά 
αστεροειδή πολύγωνα. Από αυτά αναφέρουµε το κανονικό αστεροειδή 
πεντάγωνο  (σχ.140), το κανονικό αστεροειδή εξάγωνο που σχηµατίζεται 
από 2 τρίγωνα (σχ.141), δύο είδη κανονικών αστεροειδών επταγώνων 
(σχ.142,143), το αστεροειδή οκτάγωνο (σχ.144) και το οκτάγωνο 
σχηµατισµένο από δύο τετράγωνα (σχ.145). 
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       Αναλογικά µε τις κανονικές κυρτές πολύεδρες γωνίες έχουµε τις 
κανονικές αστεροειδείς πολυεδρικές γωνίες, ένα παράδειγµα αυτών 
φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Εάν ένας στήσει την κατακόρυφο ΟΒ στο 
κέντρο Ο του κανονικού αστεροειδούς πενταγώνου Α1Α2Α3Α4Α5 τότε οι 
5 ίσες επίπεδες γωνίες  Α1ΒΑ2,  Α2ΒΑ3,  Α3ΒΑ4,  Α4ΒΑ5  και  Α5ΒΑ1 
παράγουν αυτή την κανονική αστεροειδή πεντάεδρη γωνία. 

                   
 
       Στο Ι βιβλίο του έργου του Kepler ‘Αρµονίας του κόσµου’ 
(Harmonice Mundi) αναπτύσσεται η έννοια του «αστεροειδούς 
πολυγώνου». Περαιτέρω ανάπτυξη είχαµε από τον T. Bradwardine και 
τον  C. De Bouvelles, όπου ο δεύτερος στο έργο του ‘Geometriae 
introductionis Libri VI (Παρίσι, 1503)’ παρατήρησε ότι τα αστεροειδή 
πολύγωνα λαµβάνονται από την προέκταση των πλευρών των κυρτών 
πολυγώνων. 
       Ο  Kepler εισήγαγε µία διάκριση των πολυγώνων (κυρτών και 
αστεροειδών) σε δύο κατηγορίες, εκ των οποίων η µία περιλάµβανε 
πολύγωνα κατασκευάσιµα µε κανόνα και διαβήτη και η άλλη πολύγωνα 
που απαιτούσαν ανώτερα µέσα για την κατασκευή τους. Ειδικότερα, 
σταµάτησε στο κανονικό επτάγωνο αποδεικνύοντας ότι ο λόγος της 
πλευράς του προς την ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου είναι ρίζα της 
εξίσωσης  7 – 14χ2 + 7χ4 – χ6 = 0  47   (*). 
       Επιπλέον παρατήρησε ότι η πολλαπλότητα των ριζών της  (*) 
ανταποκρίνεται στην ύπαρξη 3 κανονικών πενταγώνων µε δεδοµένες 

                                                 
47 [11; Τόµος Β Σελ. 177] 
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κορυφές, ενός κυρτού και δύο αστεροειδών. Ανάλογα, συµβαίνουν και 
στα υπόλοιπα πολύγωνα διότι π.χ. η ανάλογη εξίσωση έχει για το 
πεντάγωνο δύο ρίζες, για το εννιάγωνο τέσσερις κλπ. Άρα ο Kepler 
ανακάλυψε ότι αυτή η εξίσωση οδηγεί συγχρόνως σε όλα τα παρόµοια 
πολύγωνα, κυρτά και αστεροειδή. 
       Στην αρχή του 17ου  αιώνα ο Kepler ανακάλυψε την ύπαρξη 2 
κανονικών αστεροειδών πολυέδρων και το 1810 ο Poinsot  (1777 – 1859) 
ερεύνησε 4 τέτοια πολύεδρα τα οποία ονοµάστηκαν πολύεδρα Poinsot48. 
Αυτά είναι τα εξής49 : 

1. Μικρότερο αστεροειδή δωδεκάεδρο (σχ.147). Έχει 12 όψεις, 
καθεµία είναι ένα αστεροειδή πεντάγωνο, 30 ακµές και 12 
κορυφές, καθεµία είναι κορυφή µιας κανονικής πεντάεδρης κυρτής 
γωνίας. 

2. Μεγαλύτερο αστεροειδή δωδεκάεδρο (σχ.148). Έχει 12 όψεις, 
καθεµία είναι ένα κανονικό αστεροειδή πεντάγωνο, 30 ακµές και 
20 κορυφές, καθεµία είναι κορυφή µιας κανονικής τρίεδρης 
γωνίας. 

                         
 

3. Μεγαλύτερο δωδεκάεδρο (σχ.149). Έχει 12 όψεις, καθεµία είναι 
ένα κανονικό κυρτό πεντάγωνο, 30 ακµές και 12 κορυφές, καθεµία 
είναι κορυφή µιας κανονικής αστεροειδούς πεντάεδρης γωνίας. 

4. Μεγαλύτερο εικοσάεδρο (σχ.150). Έχει 20 όψεις, καθεµία είναι 
ένα ισόπλευρο τρίγωνο, 30 ακµές και 12 κορυφές, καθεµία είναι 
κορυφή µιας κανονικής αστεροειδούς πεντάεδρης γωνίας.  
 

                              

                                                 
48 [12; Σελ. 143] 
49 Για περισσότερες πληροφορίες [6; Σελ. 168-173] 

 60 



ΚΚεεφφάάλλααιιοο  44  
ΠΠοολλύύττοοππαα  

 
 
Σε αυτό το κεφάλαιο βρίσκουµε τα κανονικά πολύεδρα σε 4 και 
παραπάνω διαστάσεις µε τη βοήθεια του συµβόλου Schläfli. Θα 
αποδείξουµε ότι για τις 4 διαστάσεις τα κανονικά πολύεδρα (πολύχωρα) 
είναι 6 και για παραπάνω διαστάσεις τα κανονικά πολύεδρα (πολύτοπα) 
είναι 3. 
 
 
       Υπάρχουν τρείς τρόποι προσέγγισης της Ευκλείδειας γεωµετρίας για 
τις 4 και παραπάνω διαστάσεις : ο αξιωµατικός, ο αλγεβρικός και ο 
διαισθητικός. Οι δύο πρώτοι τρόποι έχουν ερµηνευτεί πλήρως από τους 
Sommerville και Neville. Ο τρίτος τρόπος είναι πολύ δύσκολο να 
επιτευχθεί αφού η οπτικοποίηση των στερεών µε ανάλογο τρόπο από τη 
µία στις δύο διαστάσεις, από τις δύο στις τρείς διαστάσεις κ.ο.κ. δεν 
οδηγεί πάντα σε σωστά αποτελέσµατα. Για π.χ. βλέποντας ότι η 
περιφέρεια ενός κύκλου είναι 2πr και η επιφάνεια µιας σφαίρας είναι 4πr2 
αναλογικά και χωρίς υπολογισµούς θα µπορούσαµε να υποθέσουµε ότι η 
υπερεπιφάνεια µιας υπερσφαίρας  θα ήταν 6πr3 ή 8πr3, που στην 
πραγµατικότητα όµως είναι 2π2r3 και µε καµιά διαίσθηση δεν θα 
καταλήγαµε σ’ αυτό χωρίς υπολογισµούς.  
 
Ορισµός  20 
Τα πολύεδρα σε έναν n-διάστατο χώρο µε n ≥ 4 καλούνται πολύτοπα και 
ιδιαίτερα για n = 4 καλούνται πολύχωρα. 
 
Ορισµός  21 
Το πολύχωρο οριοθετείται από 3-διάστατες όψεις που καλούνται κελλιά  
(Cells). 
 
Ορισµός  22 
Το σύνορο ενός n-διάστατου πολύτοπου αποτελείται από υπερόψεις  
(hyperfaces) οι οποίες είναι (n-1)-διάστατα πολύτοπα που ενώνονται στις 
υπερακµές (hyperedges), οι οποίες είναι (n-2)-διάστατα πολύτοπα. 
 
Οι 4 κορυφές ενός τετραέδρου καθορίζουν ένα υπερεπίπεδο το οποίο 
δίνεται από µία µόνη γραµµική ισότητα που συνδέει τις 4 συντεταγµένες. 
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Ορισµός  23 
Κανονικά πολύτοπα είναι τα κυρτά στερεά (κλειστά) όπου όλα τα 
σχηµατιζόµενα κοµµάτια (κορυφές, ακµές, όψεις, υπερόψεις) έχουν τα 
ίδια χαρακτηριστικά. 
Αυτό σηµαίνει ότι οι κορυφές έχουν τον ίδιο αριθµό γειτονικών 
στοιχείων, οι ακµές έχουν το ίδιο µήκος, τα πολύγωνα έχουν όλα το ίδιο 
σχήµα και εµβαδό και οι υπερόψεις έχουν το ίδιο όγκο. 
 
Όπως για τα κανονικά πολύεδρα συµφωνήσαµε ότι οι όψεις τους θα είναι 
κανονικά πολύγωνα, έτσι και για τα κανονικά πολύτοπα συµφωνούµε ότι 
τα οριοθετηµένα κελλιά τους θα είναι κανονικά πολύεδρα. Το πολύτοπο 
καλείται και n κελλί εάν οριοθετείται από n πολύεδρα. 
 
Στις 2 διαστάσεις υπάρχει ένα άπειρο πλήθος κανονικών πολύτοπων. 
Στις 3 διαστάσεις είδαµε ότι υπάρχουν µόνο 5, τα γνωστά Πλατωνικά 
Στερεά.  
Στις 4 διαστάσεις θα δείξουµε ότι υπάρχουν µόνο 6 κανονικά πολύτοπα. 
Αυτός είναι ο µέγιστος αριθµός ο οποίος υπάρχει σε οποιαδήποτε 
διάσταση µεγαλύτερη του 4 αφού για περισσότερες διαστάσεις θα 
δείξουµε ότι υπάρχουν µόνο 3 κανονικά πολύτοπα. 
 
       Στις 4 διαστάσεις, τα κανονικά πολύτοπα χαρακτηρίζονται από ένα 
3-ψήφιο σύµβολο Schläfli {p, q, r}.Το {p, q, r} λαµβάνεται σαν η 
συνένωση των 2-ψήφιων συµβόλων Schläfli  {p, q}, {q, r}, όπου το {p, 
q} χαρακτηρίζει το κελλί και το {q, r} χαρακτηρίζει το σχήµα κορυφής 
(vertex figure). Τα κελλιά είναι ενωµένα µεταξύ τους µε τέτοιο τρόπο 
ώστε κάθε όψη {p}  να ανήκει σε 2 κελλιά και κάθε ακµή σε  r  κελλιά. 
[Το {r,q,p} καλείται αντίθετο (reciprocal) του {p,q,r}].  Έτσι και το 
{p,q,…,v,w} έχει κελλιά {p,q,…,v} και σχήµατα κορυφής {q,…,v,w}.      
       Τώρα θα προσπαθήσουµε να γενικεύσουµε τα πολύεδρα στις 
περισσότερες διαστάσεις ξεκινώντας από τις 4 διαστάσεις, 
χρησιµοποιώντας τις δίεδρες γωνίες. 
       Η δίεδρη γωνία του τετραέδρου {3, 3} είναι λιγότερη από 71ο οπότε 
µπορούµε να τοποθετήσουµε 3, 4, ή 5 (αλλά όχι περισσότερα) τετράεδρα 
µαζί µε µια κοινή ακµή έτσι ώστε να αρχίσουµε την κατασκευή των 
{3,3,3}, {3,3,4}, {3,3,5}. Επίσης, οι δίεδρες γωνίες του οκταέδρου και 
δωδεκαέδρου είναι ανάµεσα στις 90ο και 120ο οπότε τοποθετούµε µόλις 3 
από αυτά µαζί σε µια ακµή ώστε να λάβουµε τα {3,4,3} και {5,3,3}. Το 
εικοσάεδρο δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε αυτό τον τρόπο µιας και η 
δίεδρη γωνία του είναι µεγαλύτερη από 120ο . Έτσι, έχουµε αποδείξει ότι 
τα µόνο πιθανά πεπερασµένα πολύτοπα στις 4-διαστάσεις είναι {3,3,3}, 
{3,3,4}, {3,3,5}, {4,3,3}, {3,4,3} και {5,3,3}. 
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       Για µεγαλύτερες διαστάσεις όµως δεν µπορούµε να ακολουθήσουµε 
αυτό τον τρόπο, οπότε πρέπει να βρούµε άλλον τρόπο. ∆ηλαδή βλέπουµε 
ότι όλη η θεωρία επεκτείνεται αλλά όχι και η απόδειξη. Σ’ αυτό θα µας 
βοηθήσει το σύµβολο Schläfli. 
 
 
       Πρώτα θα ορίσουµε κάποια βασικά στοιχεία που θα µας βοηθήσουν 
µετά να τα γενικεύσουµε στα πολύτοπα ώστε να βρούµε τον γενικό 
τρόπο εύρεσης των πολυτόπων50.  
       Ένα στερεό πρότυπο του {p,q} µπορεί να φτιαχτεί από F p-γωνικές 
πυραµίδες µε κατάλληλο ύψος τοποθετηµένες µαζί σε µία κοινή κορυφή 
τους, η οποία αποτελεί το κέντρο Ο3 του πολυέδρου. Το σηµείο Ο3 είναι 
τo κοινό κέντρο 3 σφαιρών : του περιγεγραµµένου κύκλου 
(circumsphere), ο οποίος διέρχεται από όλες τις κορυφές, της σφαίρας 
από τα µέσα (mid-sphere) που περιλαµβάνει τους εγγεγραµµένους 
κύκλους των όψεων, ο οποίος εφάπτεται µε όλες τις ακµές στα µέσα τους 
και του εγεγγραµµένου κύκλου (insphere), ο οποίος εφάπτει όλες τις 
όψεις στα κέντρα τους. 
       Η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου R0 εµφανίζεται σαν η 
πλευρική ακµή οποιασδήποτε πυραµίδας, η ακτίνα του mid-sphere R1 
εµφανίζεται σαν το ύψος µιας πλευρικής όψης και η ακτίνα του  
εγεγγραµµένου κύκλου  R2 εµφανίζεται σαν το ύψος ολόκληρης της 
πυραµίδας. 

             
 
Σε µία p-γωνη πυραµίδα στην κορυφή της Ο3 ενώνονται p γραµµές. Με 
την βοήθεια αυτών των p επιπέδων η στερεά πυραµίδα διαχωρίζεται σε 
2p συµπτώσιµα, µη κανονικά, τετράεδρα. Ένα τέτοιο τετράεδρο είναι το 
Ο0Ο1Ο2Ο3 στο παρακάτω σχήµα.(a). 

                                                 
50 [5; Σελ. 155-157] 
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Το  Ο0 είναι η κορυφή του πολυέδρου, Ο1 είναι το µέσο της ακµής Ο0Ο0΄, 
Ο2 είναι το κέντρο µιας όψης και  Ο3 είναι το κέντρο ολόκληρου του 
στερεού. Μιας και το επίπεδο Ο1Ο2Ο3 διχοτοµεί κάθετα την ακµή  Ο0Ο0΄ 
η Ο0Ο1 είναι κάθετη στα Ο1Ο2 και Ο1Ο3. Επειδή  Ο0Ο1Ο2 είναι το 
επίπεδο µιας όψης, η ακτίνα Ο3Ο2 του  εγεγγραµµένου κύκλου είναι 
κάθετη στα Ο0Ο2 και Ο1Ο2. Έτσι, οι τρείς γραµµές  Ο0Ο1, Ο1Ο2, Ο3Ο2 
είναι κάθετες ανά δύο και οι 4 όψεις είναι ορθογώνια τρίγωνα. 
       ∆ηλαδή έχουµε Ο0Ο1=l, O0O3=R0, O1O3=R1, O2O3=R2, η γωνία  
Ο0Ο2Ο1= π/p. Η γωνία φ = γωνία Ο0Ο3Ο1 και ισούται µε το µισό της 
γωνίας που είναι απέναντι από το κέντρο και από µία ακµή. Η γωνία ψ = 
γωνία Ο1Ο3Ο2 και είναι συµπληρωµατική της γωνίας Ο2Ο1Ο3, η οποία 
ισούται µε το µισό της δίεδρης γωνίας του πολυέδρου. Οπότε, η δίεδρη 
γωνία του πολυέδρου είναι π – 2ψ. 
       Αναζητώντας αυτές τις γωνίες υπενθυµίζουµε ότι σχήµα κορυφής 
του {p,q} είναι ένα πολύγωνο σχηµατισµένο από τα µέσα των q ακµών 
στην κορυφή Ο0. ∆ηλαδή, είναι ένα επίπεδο πολύγωνο µιας και οι 
κορυφές του κείτονται πάνω σ’ ένα κύκλο που είναι η τοµή δύο σφαιρών 
: του mid-sphere µε κέντρο Ο3 και ακτίνα O1O3=R1 και της σφαίρας µε 
κέντρο Ο0 και ακτίνα Ο0Ο1=l. Άρα, το σχήµα κορυφής του {p,q} είναι 
ένα {q} πλευράς 2lcosπ/p. 
       Μιας και το επίπεδο του είναι κάθετο στο O0O3 το κέντρο του Q 
είναι το άκρο της καθέτου από το O1 στο O0O3 και η ακτίνα αυτού του 
περιγεγραµµένου κύκλου είναι QO1 = lcosφ. 
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Τώρα από το δεύτερο παραπάνω σχήµα έχουµε ότι R=lcscπ/q r=lcotπ/q. 
Βάζοντας στην θέση του l το  lcosπ/p η ακτίνα του περιγεγραµµένου 
κύκλου γίνεται lcosπ/p cscπ/q.  
∆ηλαδή cosφ = cosπ/p cscπ/q = (cosπ/p) / (sinπ/q). 
Οπότε από τα ορθογώνια τρίγωνα του σχήµατος.(a) παίρνουµε   
R0=lcscφ,   
R1=lcotφ,  
R2

2 = R2
1 – (lcotπ/p)2,  

cosψ = R2 / R1. 
 
Παρατήρηση 
Εάν θέλουµε να εξαλείψουµε το φ θέτουµε κ2 = sin2π/q – cos2π/p = 
sin2π/p – cos2π/q και έτσι έχουµε sinφ = κcscπ/q. Οπότε  
R0=(1/κ)sinπ/q, 
R1=(1/κ)cosπ/p,  
R2=(1/κ)cotπ/p cosπ/q, 
cosψ= (cosπ/q) / (sinπ/p) και  
η δίεδρη γωνία είναι π – 2ψ =2arcsin{(cosπ/q) / (sinπ/p)}. 
 
       Τώρα θα δούµε την αναγκαία υπόθεση ώστε να υπάρξει το πολύτοπο 
{p,q,...,v,w}, σύµφωνα µε τον Coxeter51 .  
 
Οι γωνίες φ =Ο0ΟnO1, χ =Ο0ΟnOn-1, ψ =Οn-2OnOn-1 είναι οι γενικεύσεις 
των γωνιών φ,χ,ψ που ορίσαµε προηγουµένως. Ακόµα ισχύει ότι 
R0sinφ=Ο0Ο1=l, 2φ=η γωνία που βαίνει (subtended) στο κέντρο από µια 
ακµή (µήκους 2l), χ= η γωνία που βαίνει από την ακτίνα του 
περιγεγραµµένου ενός κελλιού και (π–2ψ)  είναι η δίεδρη γωνία 
(ανάµεσα στα υπερεπίπεδα περιλαµβάνοντας 2 γειτονικά κελλιά). 
∆ηλώνοντας µε  R0΄, l΄,φ΄, τα αντίστοιχα µε τα  R0, l, φ, για το σχήµα 
κορυφής {q,…,v,w} παίρνουµε R΄0sinφ΄ = l΄ = lcosπ/p και θεωρώντας ότι 
έχουµε  Οn αντί του  Ο3 παίρνουµε R΄0 = lcosφ. 
cosφ = cscφ΄cosπ/p ⇒ sin2φ = 1 – ( 

΄
p

φ
π

sin
/cos )2  

Eάν το φ΄΄ αναφέρεται στο 2ο σχήµα κορυφής και το φ(κ) στο κο σχήµα 
κορυφής παίρνουµε αναλογικά 
sin2φ΄ = 1 – ( 

''sin
/cos

φ
π q )2   ,…,    sin2φ(n-3) = 1 – (

w
v

/sin
/cos

π
π  )2  

αφού φ(n-2) = π/w 
 
Αντικαθιστώντας διαδοχικά καταλήγουµε : 

                                                 
51 [4; Σελ. 133-136] 

 65 



 
δηλαδή  sin2φ = ∆p,q,…,v,w / ∆q,…,v,w  (1) 
όπου η ∆ – λειτουργία καθορίζεται από την επανάληψη της φόρµουλας 
∆p,q,r,…,w = ∆q,r,…,w  –  ∆r,…w cos2π/p  µε αρχικές σχέσεις : 
∆ = 1,  
∆p = sin2π/p,   
∆p,q = sin2π/p – cos2π/q = sin2π/q – cos2π/p,  
∆p,q,r = sin2π/p sin2π/r – cos2π/q,  
∆p,q,r,s = sin2π/p sin2π/s – sin2π/p cos2π/r – cos2π/q sin2π/s. 
 
Eπαγωγικά αποδεικνύεται ότι 

 
µε c1= cosπ/p, c2=cosπ/q, c3=cosπ/r,…, cn-2=cosπ/v, cn-1=cosπ/w και 
προκύπτει ότι ∆p,q,r,…,v,w = ∆w,v,…,q,p 
Παρόµοια µπορούµε να το συµβολίσουµε και σαν   
∆p,q,r,…,v,w  = 1 – σ1 + σ2 – σ3 + ... ± σ[n/2]  
µε σ1= Σci

2 , σ2 = Σci
2cj

2  για  i < j-1 , σ3 = Σci
2cj

2ck
2  για  i < j-1 ,   j < k-1  

κ.ο.κ.   

 
 

 
Επαναλαµβάνοντας επαγωγικά την (1) έχουµε ότι 
∆p,q,r,…,v,w = sin2φ sin2φ΄ ... sin2φ(n-2), έτσι  ∆p,q,r,…,v,w ≥ 0 
 
Η σχέση ∆p,q,r,…,v,w ≥ 0 δηλώνει την ύπαρξη ένος κανονικού σχήµατος 
αντίστοιχου στο δοθέν σύµβολο {p,q,...,v,w}. ∆ηλαδή αυτή είναι η σχέση 
που παίρνουµε µε το σύµβολο Schläfli ώστε να ορίζεται από την γνήσια 
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ανισότητα ένα πεπερασµένο πολύτοπο και από την ισότητα ένα άπειρο 
πολύτοπο, η κερήθρα, όπου R0 = ∞  και φ=0. 
 

• Για n=3 έχουµε ∆p,q ≥ 0 ⇔  
2
111

≥+
qp

 (Ι) 

Αυτή την ανισότητα εάν την πολλαπλασιάσουµε µε π δηλώνουµε ότι ένα 
τρίγωνο ΑΒΓ έχει το αντίστοιχο άθροισµα γωνιών ώστε να είναι είτε 
σφαιρικό είτε Ευκλείδειο. 
Από την (Ι) αποδείξαµε ότι παίρνουµε τα 5 Πλατωνικά στερεά. 
 

• Για n=4 έχουµε  ∆p,q,r ≥ 0  ⇔  
qrp
πππ cossin ≥sin  (ΙΙ) 

Η ανισότητα (ΙΙ) µας δηλώνει ότι το 2π/r είναι µεγαλύτερο ή ίσο από την 
δίεδρη γωνία π – 2ψ του {p,q}. 
Από την (ΙΙ) έχουµε ότι υπάρχουν µόνο 6 κανονικά πολύτοπα και µία 
κερήθρα. Αυτά ισχύουν αφού στο σύµβολο Schläfli {p, q, r} τα {p, q}, 
{q, r} πρέπει να είναι ένα από τα 5 Πλατωνικά, {3,3}, {3,4}, {4,3}, 
{3,5}, {5,3}.  
Από αυτά, αυτά που ικανοποιούν την ανισότητα της (ΙΙ) µας δίνουν τα 
κανονικά πολύτοπα στις 4 διαστάσεις. ∆ηλαδή είναι τα : το {3, 3, 3} που 
λέγεται Simplex, το {4, 3, 3} που λέγεται υπερκύβος  (hypercube), το {3, 
3, 4} που λέγεται crosspolytope, το {3, 4, 3}  που λέγεται 24 κελλί, το {5, 
3, 3} που λέγεται 120 κελλί και το {3, 3, 5} που λέγεται 600 κελλί.  
Οπότε λεπτοµερέστατα είναι : 
1) Simplex :  

• Γνωστό και σαν πεντάτοπο ή πεντάχωρο. 
• Είναι αυτοσυζυγή. 
• Είναι τετραδιάστατο ισοδύναµο του τετραέδρου. 
• Έχει 5 τετράεδρα κελλιά, 10 τριγωνικές όψεις, 10 ακµές, 5 

κορυφές. 
• 3 τετράεδρα συνενώνονται σε µία κορυφή. 
• Η διαδοχή είναι : σηµείο – γραµµή – τρίγωνο – τεράεδρο – 

simplex. 

                                                                  
 
2) Υπερκύβος  (hypercube): 

• Γνωστό και σαν Tesseract. 
• Είναι συζυγή µε το cross πολύτοπο. 
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• Είναι τετραδιάστατο ισοδύναµο του κύβου. 
• Έχει 8 κυβικά κελλιά, 24 τετραγωνικές όψεις, 32 ακµές, 16 

κορυφές. 
• 3 κύβοι συνενώνονται σε µία ακµή. 
• Η διαδοχή είναι : σηµείο – γραµµή – τετράγωνο – κύβος – 

υπερκύβος. 
 

                                    
 
3) crosspolytope : 

• Γνωστό και σαν 16 κελλί ή εξαδεκάχωρο (hexadecachoron). 
• Συζυγή µε υπερκύβο. 
• Είναι τετραδιάστατο ισοδύναµο µε το οκτάεδρο. 
• Έχει 16 τετραεδρικά κελλιά, 32 τριγωνικές όψεις, 24 ακµές, 8 

κορυφές. 
• 4 τετράεδρα συνενώνονται σε µία ακµή. 
• Η διαδοχή είναι : σηµείο – γραµµή – τετράγωνο – οκτάεδρο – 

cross  πολύτοπο.  
 
 

                             
 
 
4) 24 κελλί ( 24 cell) : 

• Γνωστό και σαν εικοσιτετράχωρο. 
• Είναι  αυτοσυζυγή. 
• ∆εν είναι ισοδύναµο στις άλλες διαστάσεις. 
• Έχει 24 οκταεδρικά κελλιά, 96 τριγωνικές όψεις, 96 ακµές, 24 

κορυφές. 
• 3 οκτάεδρα συνενώνονται σε µία ακµή. 
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5) 120 κελλί: 

• Γνωστό και σαν εκατονεικοσάχωρο (hecatonicosachoron). 
• Συζυγή µε το 600 κελλί.  
• Είναι τετραδιάστατο ισοδύναµο µε το δωδεκάχωρο. 
• Έχει 120 δωδεκαεδρικά κελλιά, 720 5-πλευρές όψεις, 1200 ακµές, 

600 κορυφές. 
• 3 δωδεκάεδρα συνενώνονται σε κάθε ακµή. 

 

                               
 
6) 600 κελλί :  

• Γνωστό και σαν εξακοσίχωρο (hexacosichoron). 
• Συζυγή µε το 120 κελλί. 
• Είναι τετραδιάστατο ισοδύναµο µε το εικοσάεδρο. 
• Έχει 600 τετραεδρικά κελλιά, 1200 τριγωνικές όψεις, 720 ακµές, 

120 κορυφές. 
• 5 τετράεδρα συνενώνονται σε κάθε ακµή. 

 
 

                                
 
 
Ιδιαίτερα εάν δηλώσουµε µε d0 = τον αριθµό των κορυφών, µε d1 = τον 
αριθµό των ακµών, µε d2 = τον αριθµό των επίπεδων όψεων, µε d3 = τον 
αριθµό των 3-διάστατων όψεων κτλ τότε για το καθένα έχουµε : 

1. το simplex έχει d0=5, d1=d2=10, d3=5 και οι πέντε 3-διάστατες 
όψεις είναι τετράεδρα. 

2. ο υπερκύβος έχει d0=16, d1=32, d2=24, d3=8 και 8 κύβοι 
σχηµατίζουν τις  3-διάστατες όψεις. 
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3. το cross πολύτοπο έχει d0=8, d1=24, d2=32, d3=16 και οι 16 3-
διάστατες όψεις είναι ξανά τετράεδρα. 

4. το 24 κελλί έχει d0=24, d1=d2=96, d3=24 και οι 24 όψεις είναι 
οκτάεδρα. 

5. το 120 κελλί έχει d0=600, d1=1200, d2=720, d3=120 και 120 
δωδεκάεδρα σχηµατίζουν τις όψεις. 

6. το 600 κελλί έχει d0=120, d1=720, d2=1200, d3=600 και οι όψεις 
είναι τετράεδρα. 

 
Παρατήρηση 
Οι αριθµοί d0, d1, d2, d3 για ένα αυθαίρετο 4-διάστατο κυρτό πολύεδρο 
(ιδιαιτέρως για οποιονδήποτε κανονικό πολύεδρο) ικανοποιούν την 
σχέση d0 – d1 + d2 – d3 = 0 που καλείται φόρµουλα Euler – Poincaré. 
 
Παρατήρηση 
Ο υπερκύβος {4, 3, 3} µε το crosspolytope {3, 3, 4} και το  120 κελλί  
{5, 3, 3} µε το 600 κελλί {3, 3, 5} είναι αντίθετα πολύτοπα. 
 
Τώρα από αυτά, αυτό που ικανοποιεί την ισότητα της (ΙΙ) είναι το {4, 3, 
4} που καλείται κερήθρα. Το κελλί της κερήθρας είναι ο κύβος {4, 3} 
και σχήµα κορυφής (vertex figure) είναι το οκτάεδρο {3, 4} του οποίου 
οι 8 όψεις είναι τα σχήµατα κορυφής των 8 κύβων τα οποία συνενώνουν 
µία κορυφή. Το τελευταίο 4 στο σύµβολο {4, 3, 4} σηµαίνει ότι 
υπάρχουν 4 κελλιά που συνενώνονται σε µία ακµή. 
 
Παρατήρηση 
       Το εξαγωνικό πλέγµα αναπαριστά τον καλύτερο  τρόπο ώστε να 
διαιρέσουµε µία επιφάνεια σε περιοχές ίσου εµβαδού µε την ελάχιστη 
περίµετρο.   
       Πολλοί έχουν αναρωτηθεί τι επιλογές είχαν οι µέλισσες εάν ήθελαν 
να διαιρέσουν µία επίπεδη επιφάνεια σε ίδια ισόπλευρα κελλιά. Στην 
παράγραφο 3.1 είδαµε ότι µόνο 3 υποψήφια κανονικά πολύγωνα 
συνενώνονται χωρίς να αφήνουν κενά ανάµεσα τους : τα ισόπλευρα 
τρίγωνα, τα τετράγωνα και τα κανονικά εξάγωνα. Άλλα πολύγωνα όπως 
τα πεντάγωνα και τα οκτάγωνα αφήνουν κενά ανάµεσα τους. Βρέθηκε 
επίσης ότι εάν είχαµε την ίδια ποσότητα κεριού για την κατασκευή µιας 
απλής 3-διάστατης εκδοχής για τα 3 υποψήφια σχήµατα το εξάγωνο 
κελλί κρατά περισσότερο κερί από το τριγωνικό ή το τετράγωνο κελλί.  
Ισοδύναµα, η περίµετρος του εξαγωνικού κελλιού εσωκλείοντας ένα 
δοθέν εµβαδό είναι λιγότερη από αυτή του τετραγωνικού ή τριγωνικού 
κελλιού εσωκλείοντας  το ίδιο εµβαδό. 
       Παράλληλα, αποδεικνύεται ότι το κανονικό εξάγωνο µε ίσες πλευρές 
και 120ο γωνίες έχει την µικρότερη περίµετρο από οποιοδήποτε 6-πλευρο 
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σχήµα ίδιου εµβαδού. Το 1943 ο µαθηµατικός L. Fejes Tόth απέδειξε ότι 
το πλεονέκτηµα να έχουµε περισσότερα πολύγωνα µε περισσότερες από 
6 πλευρές είναι λιγότερο από το µειονέκτηµα να έχουµε περισσότερα 
πολύγωνα µε λιγότερες πλευρές. Κάτω από αυτές τις προϋποθέσεις ο 
ελάχιστος περιµετρικός τρόπος να εσωκλείσουµε και να ξεχωρίσουµε 
άπειρες περιοχές ίσου εµβαδού είναι το κανονικό εξαγωνικό πλέγµα της 
κερήθρας. 
 

• Για n=5 έχουµε  ∆p,q,r,s ≥ 0 ⇔ ( 
p
q

/sin
/cos

π
π )2 + ( 

s
r

/sin
/cos

π
π )2 ≤ 1 (ΙΙΙ) 

H οποία µας δηλώνει ότι οι τιµές του ψ για τα {p,q} και {q,s} είναι µαζί 
µεγαλύτερες ή ίσες από π/2. 
Όµοια µε n=4 καταλήγουµε ότι την ανισότητα (ΙΙΙ) την ικανοποιούν 3 
κανονικά πολύτοπα {3, 3, 3, 3}, {3, 3, 3, 4}, {4, 3, 3, 3}, την ισότητα 
(ΙΙΙ) την ικανοποιούν 3 κερήθρες {3, 3, 4, 3}, {3, 4, 3, 3}, {4, 3, 3, 4} και 
αποκλείονται οι εξής περιπτώσεις {3, 3, 3, 5}, {5, 3, 3, 3}, {4, 3, 3, 5}, 
{5, 3, 3, 4}, {5, 3, 3, 5}. 
 
Κάνοντας ανάλογες µελέτες για χώρους υψηλότερων διαστάσεων, 
αναγωγικά, βρίσκουµε ότι µόνο 3 κανονικά πολύτοπα υπάρχουν. 
 
Πολύτοπα Κορυφές Συζυγή µε 
(n+1) κελλί   1+n Αυτοσυζυγή 
2n κελλί 2n 2n  κελλί 
2n κελλί  2n 2n  κελλί 
 
Τα 3-διάστατα πολύεδρα αντίστοιχα σ’ αυτούς τους 3 τύπους πολύτοπων 
είναι τα τετράεδρο, κύβος και οκτάεδρο ( n+1 = 4,  2n = 6,  2n = 8). 
Τα 4-διάστατα αντίστοιχα σ’ αυτούς τους 3 τύπους πολύτοπων είναι το 5 
κελλί, το 8 κελλί και το 16 κελλί. 
Οπότε το δωδεκάεδρο και το εικοσάεδρο στις 3 διαστάσεις, όπως και τα 
24 κελλί, 120 κελλί, 600 κελλί στις 4 διαστάσεις δεν υπάρχουν 
αντίστοιχα σε χώρους µεγαλύτερης διάστασης. 
       Αυτά τα 3 πολύτοπα καλούνται και n-simplex, n-κύβος , n-
crosspolytope. ∆ηλαδή : 
 
n-simplex : 

• Γνωστό και σαν υπερτετράεδρο (hypertetrahedron). 
• Είναι αυτοσυζυγή. 
• Έχει n+1 κελλιά καθένα από τα οποία είναι ένα (n-1)-simplex. 
• Έχει n+1 κορυφές. 
• Έχει n(n+1) / 2 ακµές. 
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n- κύβος : 

• Γνωστό και σαν υπερκύβος (hypercube). 
• Συζυγή µε το n-crosspolytope. 
• Έχει 2n κελλιά µε καθένα ένα  (n-1)-κύβο. 
• Έχει 2n  κορυφές. 
• Έχει n2n-1  ακµές. 
• Έχει 2n(n-1)  (n-2)-τετράγωνα. 

 
n-crosspolytope : 

• Γνωστό και σαν υπεροκτάεδρο (hyperoctahedron). 
• Συζυγή µε  n-κύβο. 
• Έχει 2n κελλιά µε καθένα ένα  (n-1)-simplex. 
• Έχει  2n κορυφές. 
• Έχει  2n(n-1) ακµές. 
• Έχει n2n-1   (n-2)-crosspolytopes. 

 
 
Πολυεδρική φόρµουλα 
Αριθµό κορυφών – αριθµό ακµών + αριθµό όψεων – αριθµό κελλιών  = 0 
 
Παρατήρηση 
∆ηλώνουµε µε d0=τον αριθµό των κορυφών, µε d1=τον αριθµό των 
ακµών, µε d2=τον αριθµό των επίπεδων όψεων, µε d3= τον αριθµό των 3-
διάστατων όψεων κτλ. Οι αριθµοί dk (k=0,1,…,n-1) ικανοποιούν την 
σχέση d0- d1+ d2 +...+(-1)n-1dn-1=1+(-1)n-1  (*) η οποία καλείται φόρµουλα 
Euler – Poincaré52. 
Παρατηρούµε ότι το δεξιό µέλος αυτής της ισότητας είναι ίσο µε το 0 για 
άρτιο n και είναι ίσο µε 2 για περιττό n. 
       Ανακαλώντας αυτό : 
Για n=1 το κυρτό πολύεδρο γίνεται τµήµα για το οποίο  d0=2, όπου οι 2 
κορυφές είναι τα δύο άκρα του τµήµατος. 
Για n=2 το κυρτό πολύεδρο γίνεται κυρτό πολύγωνο στο οποίο ο αριθµός 
d0 των κορυφών είναι ίσος µε τον αριθµό d1  των πλευρών. Έτσι έχουµε 
d0 – d1 = 0. 
Για n=3 το θεώρηµα του Euler µας δίνει d0 – d1 + d2 = 2. 
Για n=4 είδαµε ότι ικανοποιούν την σχέση d0 – d1 + d2 – d3 = 0. 
 
 

 
 

                                                 
52 [12; Σελ. 147] 
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ΚΚεεφφάάλλααιιοο  55..  
ΠΠααρράάρρττηηµµαα  

 
 
-----------------------------------------------------------------------------------------  
5.1 Η οικογένεια όλων των κυρτών πολυέδρων µε κανονικές όψεις 
φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
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---------------------------------------------------------------------------------------
5.2  Τα 13 Αρχιµήδεια Στερεά είναι τα εξής: 
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--------------------------------------------------------------------------------------- 
 5.3  Τα 3 είδη πολυτόπων µέχρι τις 4 διαστάσεις είναι : 
 

οικογένεια n-Πολύτοπα διαστάσεις V 
0 

E 
1 

F 
2 

C 
3 

T 
4 

p-
όψεις 

p 

  n C(n+1,p+1) 

Σηµείο 0 1      

Τµήµα 1 2 1     

Tρίγωνο 2 3 3 1    

Tετράεδρο 3 4 6 4 1   

Simplex 

Πεντάχωρο 4 5 10 10 5 1  

  n C(n,p+1) 2p+1 

Σηµείο 0 1      

Τµήµα 1 2 1     

Τετράγωνο 2 4 4 1    

Oκτάεδρο 3 6 12 8 1   

Cross 
Polytope 

Hexadecachoron 
Εξαντεκάχωρο 4 8 24 32 16 1  

  n C(n,p) 2n-p 

Σηµείο 0 1      

Τµήµα 1 2 1     

Τετράγωνο 2 4 4 1    

Κύβος 3 8 12 6 1   

Hypercube 

Tesseract 4 16 32 24 8 1  

 
 
----------------------------------------------------------------------------------------- 
5.4 Θα δούµε µε µία χρονολογική σειρά τους κύριους υποστηρικτές 
που οδήγησαν σε ανακαλύψεις  γύρω από τα πολύτοπα. 
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Ο Πυθαγόρας (569π.Χ. – 475π.Χ.) γεννήθηκε στη Σάµο. Παρόλο που 
παλαιότερα ευρήµατα αναγνωρισµένα από µαθηµατικούς και ιστορικούς, 
χρονολογούνται πριν τον Πυθαγόρα, όπως οι Βαβυλώνιοι οι οποίοι ήταν 
οικείοι µε το περίφηµο πυθαγόρειο θεώρηµα γ2 = α2 + β2 το 3750 π.Χ., 
αυτό δεν ανακαλύφθηκε µέχρι το 1962. Κάποια από τα πρώτα βασικά 
γεωµετρικά θεωρήµατα αποδόθηκαν στον Πυθαγόρα, ο οποίος 
χαρακτηριζόταν ως ο πρώτος αγνός µαθηµατικός. Πέρα από το σπουδαίο 
πυθαγόρειο θεώρηµα, στον Πυθαγόρα αποδόθηκαν κάποια βασικά 
πολυγωνικά θεωρήµατα όπως ότι : Ένα πολύγωνο µε ν πλευρές έχει 
άθροισµα εσωτερικών γωνιών 2ν – 4 ορθές γωνίες και το άθροισµα των 
εξωτερικών γωνιών είναι ίσο µε 4 ορθές γωνίες. Αυτό τελικά 
περιγράφτηκε µε περισσότερη λεπτοµέρεια από τον Ευκλείδη. Παρόλο 
που ήταν άγνωστο το ποιος πρώτος έθεσε την ιδέα, µεταγενέστεροι του 
Πυθαγόρα, οι οποίοι ήταν σχετικοί µε πρόχειρους συλλογισµούς του π,  
πρέπει να είχαν αναγνωρίσει ότι υπάρχει ένας άπειρος αριθµός από 
κανονικά πολύγωνα και ένα κανονικό πολύγωνο µε ένα άπειρο αριθµό 
κορυφών ισοδυναµεί µε ένα τέλειο κύκλο. Αυτά τα πολύγωνα λέγονται 
επίσης και κανονικά κυρτά πολύτοπα στις 2 διαστάσεις, έχοντας 
σύµβολο Schläfli  {n}, όπου n είναι ο αριθµός των γωνιών. 
 

 

 
 
Ο Πλάτωνας (427π.Χ. – 347π.Χ.) έζησε στην Αθήνα και ίδρυσε την 
Ακαδηµία. Στο έργο του Τίµαιος υπάρχει µία µαθηµατική κατασκευή  
στοιχείων όπου ο κύβος, το τετράεδρο, το οκτάεδρο, το εικοσάεδρο και 
το δωδεκάεδρο δίνονται σαν τα σχήµατα των στοιχείων της γης, της 
φωτιάς, του αέρα, του νερού και της υφηλίου [αναλυτικότερα στην 
παράγραφο 3.2]. Η αυθεντική δουλειά του χάθηκε αλλά περιγράφτηκε 
αργότερα από τον Ευκλείδη. 
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Ο Ευκλείδης (325π.Χ. – 265π.Χ.) πέθανε στην Αλεξάνδρεια της 
Αιγύπτου. Το 300π.Χ. ο Ευκλείδης, µαθητής της σχολής του Πλάτωνα, 
απέδειξε στο χειρόγραφο του ‘Τα Στοιχεία ΧΙΙ’ ότι στις 3 διαστάσεις 
υπάρχουν µόνο 5 κανονικά πολύεδρα, όπου οι όψεις τους αποτελούνται 
από κυρτά κανονικά πολύγωνα [αναλυτικότερα στην παράγραφο 3.2].  
Στην λεπτοµερή δουλειά του εισάχθηκε για πρώτη φορά η έννοια του 3-
διάστατου ορθογωνίου χώρου, ο οποίος τώρα καλείται Ευκλείδειος 
χώρος.  
 

 
Ο Αρχιµήδης των Συρακουσών (287π.Χ. – 212π.Χ.) πέρα από το 
περίφηµο ‘Εύρηκα’ εισήγαγε την θεωρία του για να επιπλέουν κάποια 
αντικείµενα Αυτός πρώτος εκτίµησε ακριβώς το π να είναι 223/71 < π < 
22/7 µε την µέθοδο της εξάντλησης από την οποία λαµβάνει 3,1418, µε 
ένα λάθος της τάξης  ± 0,0002π. Αυτό ήταν πιο ακριβές από αυτό που 
χρησιµοποιούσαν οι αρχαίοι Έλληνες, ότι είναι 3 1/8 ή 3,125. Ο 
Αρχιµήδης απέδειξε στο βιβλίο του ‘ Η µέθοδος’ ότι η ολική επιφάνεια 
του περιγεγραµµένου κυλίνδρου ισούται µε τα 2/3 της ολικής επιφάνειας 
της σφαίρας. Για αυτό το αποτέλεσµα ήταν τόσο περήφανος ώστε έδωσε 
εντολή να το χαράξουν στην ταφόπλακα του. Το αυθεντικό χειρόγραφο 
του και η ταφόπλακα του χάθηκαν, αλλά ένα αντίγραφο του χειρογράφου 
του ανέκυψε µε εκπληκτικό τρόπο σε δηµοπρασία του Christie το 1998. 
    Τα αυθεντικά χειρόγραφα σχετικά µε τα πολύεδρα ήταν επίσης χαµένα 
αλλά ο Πάππους από την Αλεξάνδρεια έγραψε τον 4ο αιώνα στο βιβλίο V 
περί το εύρηµα του Αρχιµήδη ότι στις 3-διαστάσεις υπάρχουν ακριβώς 
13 ηµικανονικά κυρτά πολύτοπα όπου 5 από αυτά λαµβάνονται από τα 
κόλουρα των Πλατωνικών Στερεών.   
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Ο Johannes Kepler (1571 – 1630) βοήθησε στην ανάπτυξη των 
κανονικών πολυέδρων [αναλυτικότερα στην παράγραφο 3.2] και των 
αστεροειδών πολυγώνων [αναλυτικότερα στην παράγραφο 3.5]. 
 
 
 

 
 
Ο René Descartes γεννήθηκε 31 Μαρτίου 1596 στο La Haye της Γαλλίας 
και πέθανε 11 Φεβρουαρίου 1650 στην Στολκχόµη στη Σουηδία. 
Αναλογικά µε το 2-διάστατο θεώρηµα του Πυθαγόρα για τα πολύγωνα, 
στο ‘De Solidorum Elementis’, το θεώρηµα του Descartes δηλώνει ότι 
‘Το άθροισµα των ελλειµάτων µιας στερεάς γωνίας σε ένα πολύεδρο 
είναι 8 ορθές γωνίες.’ [αναλυτικότερα στην παράγραφο 2.4]. Ο Descartes 
δεν έδωσε καµία απόδειξη για το θεώρηµα του, η απόδειξη δόθηκε 
αργότερα από τους  Steinitz και Rademacher το 1934 και από τους Ball 
και Coxeter το 1987. Ένα άλλο θεώρηµα του δηλώνει ότι για κανονικά 
κυρτά πολύεδρα τα  (2v-4) / f  και (2f-4) /v πρέπει να είναι ακέραιοι, 
όπου v είναι οι κορυφές και f είναι οι όψεις. Αυτό είναι πιθανό µόνο για   
v = 4,6,8,12 ή 20  και  f = 4,8,6,20 ή 12, που αντιστοιχούν στις κορυφές 
και στις όψεις των 5 Πλατωνικών Στερεών. 
 
 
 

 
 

Ο Leonhard Euler γεννήθηκε 15 Απριλίου 1707 στην Ελβετία και πέθανε 
18 Σεπτεµβρίου 1783 στη Ρωσία. Ο Euler ανακάλυψε το 1750 τον τύπο  
v-e+f=2, όπου v = ο συνολικός αριθµός των κορυφών, e = ο συνολικός 
αριθµός των ακµών, f = ο συνολικός αριθµός των εδρών [αναλυτικότερα 
στην παράγραφο 2.2]. Ο Euler ξαφνιάστηκε από το ότι αυτός ο προφανές 
τύπος παρέµεινε απαρατήρητος για 2 χιλιετίες και αυτό φάνηκε από ένα 
γράµµα που έστειλε το Νοέµβριο του 1750 στο φίλο του Christian 
Goldback.  Ο ίδιος δεν έδωσε ικανοποιητική απόδειξη για τον τύπο και η 
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πρώτη γενική αποδεκτή απόδειξη δόθηκε από Adrien – Marie Legendre 
το 1794. 

 
 

 
 
Ο Ludwig Schläfli γεννήθηκε 15 Ιανουαρίου 1814 και πέθανε 20 
Μαρτίου 1895 στην Ελβετία. Παρόλο που η µαθηµατικός Alicia Boole 
Stott, κόρη του George Boole, είχε βρει πειραµατικά κάποια παρόµοια 
αποτελέσµατα που εκδόθηκαν µε τη βοήθεια του  Pieter Hendrik  
Schoute  το 1900 και 1910 ο Schläfli απέδειξε,  το 1852, στο χειρόγραφο 
του  ‘Theorie der vielfachen Kontinuität’ ότι πέραν από τα 5 Πλατωνικά 
στερεά υπάρχουν ακριβώς 6 κανονικά πολύχωρα στις 4-διαστάσεις και 
µόνο 3 στις  5 ή µεγαλύτερες διαστάσεις. Παράλληλα, επινόησε τον 
συµβολισµό των πολυτόπων [αναλυτικότερα στο κεφάλαιο 3]. Αυτά 
εκδόθηκαν µερικώς στην Αγγλία από τον Arthur Cayley το 1858 και 
1860. Η δουλειά του  Schläfli εκδόθηκε εξ’ ολοκλήρου το 1901, έξι 
χρόνια µετά το θάνατο του.  
 
 
 
 

 
 
Ο Harold Scott MacDonald Coxeter γεννήθηκε 9 Φεβρουαρίου 1907 στο 
Λονδίνο της Αγγλίας και πέθανε 31 Μαρτίου 2003 στο Τορόντο του 
Καναδά. Ο Coxeter συνείσφερε πάνω στη θεωρία των πολυτόπων, στις 
µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, στη θεωρία οµάδων και ιδιαίτερα έκανε µία 
στερεά θεµελίωση για την γεωµετρία στον υπερχώρο. Εκλαΐκευσε τον 
όρο ‘πολύτοπο’, το οποίο είχε χρησιµοποιηθεί από τη φίλη του Alicia 
Boole Stott. Επίσης, πολλά από τα ευρήµατα του Schläfli γενικεύτηκαν 
από τον Coxeter, όπως ότι ‘Τα κανονικά κυρτά πολύτοπα {p,q,r} πρέπει 
να ικανοποιούν την σχέση  cos(π/q) < sin(π/p)sin(π/r)’. 
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Ο Willem Abraham Wythoff (1865 – 1939) έζησε στο Άµστερνταµ. 
Παρόλο που πολλά από τα πολύτοπα είχαν αρχικά ανακαλυφθεί από την  
Alicia Boole Stott και τον Άγγλο Thorold Gosset (1869 – 1962) τα 
Αρχιµήδεια πολύτοπα στις 4 διαστάσεις είναι κοινώς γνωστά µέσω της 
δουλειάς του Wythoff το 1920. Παράλληλα, ο Wythoff εφεύρε ένα άλλο 
σύµβολο για την περιγραφή της ηµικανονικότητας από το σύµβολο του 
Schläfli, το οποίο χρησιµοποιείται µέχρι σήµερα. 
 
 
 
 

 
 
Ο John Horton Conway γεννήθηκε 26 ∆εκεµβρίου 1937 στην Αγγλία και 
µαζί µε τον Michael Guy ανακάλυψαν το 1965 ότι υπάρχει µόνο ένα µη  
Wythoff αντιπρισµατικό οµοιόµορφο κυρτό 4-διάστατο πολύτοπο το 
οποίο επίσης χρειάστηκε να προστεθεί ώστε να ολοκληρωθεί η συλλογή 
των ηµικανονικών κυρτών 4-διάστατων πολυτόπων. Με την βοήθεια των 
υπολογιστών απέδειξαν ότι η συλλογή αυτή είναι ολοκληρωµένη. 
Ολόκληρη η συλλογή των 64 πολυτόπων ή πολυχώρων 
(περιλαµβανοµένων των 6 4-διάστατων κανονικών και εκείνων που 
κατασκευάζονται από τα πρίσµατα) µπορούν να βρεθούν σε ιστοσελίδα 
του  George Olshevsky. Ολόκληρη η συλλογή των Αρχιµήδειων 
πολυτόπων στις 5 ή µεγαλύτερες διαστάσεις είναι µέχρι τις µέρες µας 
άγνωστα, παρόλο που αρκετά έχουν περιγραφτεί ή υπολογιστεί ή 
µπορούν πολύ εύκολα να αντληθούν από το σύµβολο του Wythoff. 
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