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∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεπταπτυχιακών 

Σπουδών 

 «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών»  

Εγκρίθηκε την ……………………..από Εξεταστική Επιτροπή αποτελούµενη 

από τους : 

 

 
 

Ονοµατεπώνυµο Βαθµίδα Υπογραφή
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(επιβλέπων Καθηγητής) 
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……………. 
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Αναπλ. Καθηγητής  

 

………..… 

 

3) ΠΑΝΑΓ.  ΣΠΥΡΟΥ  

 

Επίκ. Καθηγητής  

 

………...… 
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1. ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Σήµερα είναι κοινή διαπίστωση, ότι υπάρχουν προβλήµατα στην προσπάθεια 

προσέγγισης των  εννοιών στοιχειώδους ανάλυσης από τους µαθητές της Γ΄ Λυκείου. 

Οι  δυσκολίες αυτές   συναντώνται κάθε χρόνο από τους δασκάλους µέσα στην τάξη.  

Στόχος της έρευνας αυτής είναι να εντοπίσει τα προβλήµατα που συναντούν οι 

µαθητές στην κατανόηση της έννοιας της συνέχειας συνάρτησης. 

Η έννοια της συνέχειας  συνάρτησης είναι  πολύ σηµαντική για τον απειροστικό 

λογισµό και η  δυσκολία κατανόησης  της  υπάρχει από την αρχαιότητα µέχρι τις 

µέρες µας, µε τη σύγκρουση του διακριτού και του συνεχούς, όπως φαίνεται µέσα 

από την ιστορική αναδροµή,  που  παρουσιάζεται   στην  εργασία αυτή.  

Σ’ αυτή την εργασία επιδίωξη  είναι, η καταγραφή των αντιλήψεων που έχουν οι  

µαθητές   για την έννοια της συνέχειας συνάρτησης (όπως αυτές προκύπτουν 

διαισθητικά από τη γραφική της παράσταση) πριν τη διδασκαλία  καθώς επίσης και οι 

αλλαγές που επέρχονται σ’ αυτές µετά τη διδασκαλία.   

Προετοιµάσθηκε λοιπόν  και δόθηκε στους µαθητές, ένα ερωτηµατολόγιο πριν τη 

διδασκαλία. Το ίδιο ερωτηµατολόγιο µε προσθήκη ενός επιπλέον ερωτήµατος δόθηκε 

µετά τη διδασκαλία. Το ερωτηµατολόγιο αυτό είχε ως προϋπόθεση τη γνώση από 

τους µαθητές της έννοιας της συνάρτησης, της γραφικής παράστασης της, της 

απεικόνισης ενός  υποσύνολου των πραγµατικών αριθµών στον άξονα και τη 

δυνατότητα να διακρίνουν αν αυτό είναι διάστηµα ή όχι. 

Η έρευνα οδήγησε σε ορισµένα συµπεράσµατα που αφορούν τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές. Συγκεκριµένα παρατηρήθηκε  αδυναµία στην κατανόηση 

της εννοίας του διαστήµατος. Επιπλέον θεωρούν τη γραφική παράσταση µιας 

συνεχούς συνάρτησης σαν την καµπύλη που δεν διακόπτεται, ή τµήµατα καµπύλων, 

ενώ για κάθε καµπύλη που διακόπτεται πιστεύουν ότι είναι γραφική παράσταση 

ασυνεχούς συνάρτησης.   

Με βάση τ’ αποτελέσµατα του ερωτηµατολογίου διατυπώνονται κάποιες  

παρατηρήσεις και παρατίθεται µια διδακτική πρόταση για τη διδασκαλία της έννοιας 

της συνέχειας πραγµατικής συνάρτησης στους µαθητές της Γ΄ Λυκείου. Η πρόταση 

αυτή  στηρίζεται στη διαισθητική προσέγγιση της έννοιας  και των θεωρηµάτων  της 

από τους µαθητές, όπως ορίζει το αναλυτικό πρόγραµµα του Υπουργείου Εθνικής 

Παιδείας και οι οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου.   
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2.  ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ ΤΗΣ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ 
 

Από την αρχή της ανάπτυξης των µαθηµατικών δηµιουργήθηκαν δύο βασικοί 

κλάδοι, η αριθµητική (µελέτη των αριθµών) και η γεωµετρία (µελέτη των σχηµάτων). 

Πρώτοι οι Πυθαγόρειοι προσπάθησαν να θεµελιώσουν µια  φιλοσοφία  που να 

βασίζεται στους αριθµούς. Η µοναδικότητα τους έγκειται απλά στο γεγονός, ότι 

κατασκεύασαν και πίστεψαν σε µια κοσµογονία µε αριθµητικό χαρακτήρα, που είναι 

ενδιαφέρουσα για τη φιλοσοφία των µαθηµατικών. Πίστευαν ότι ο κόσµος θα έπρεπε 

να δοµείται κατά τρόπο ρητό. Θα έπρεπε µε άλλα λόγια όλες οι δοµικές σχέσεις του 

σύµπαντος, να είναι σχέσεις λόγων θετικών ακεραίων αριθµών. Αν οποιαδήποτε δύο  

αντικείµενα δεδοµένων µηκών συγκρίνονταν, θα έπρεπε να δίνουν σαν αποτέλεσµα 

σύγκρισης των µηκών τους ένα λόγο x/y, όπου x και y ακέραιοι (θετικοί) αριθµοί. 

Αυτή η πυθαγόρεια πίστη για σύµµετρη (ρητή) δοµή του κόσµου έµελλε να 

διαψευσθεί. Το πυθαγόρειο θεώρηµα εφαρµοζόµενο σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε  

κάθετες πλευρές µήκους ίσου µε την µονάδα, έχει σαν αποτέλεσµα πως η 

υποτείνουσα του συγκεκριµένου τριγώνου δεν έχει κοινό µέτρο µε τις κάθετες 

πλευρές του ίδιου τριγώνου. 

                                                  

                                              B   

                                         1                 1 

                                      

                                  Α                          Γ 

                                                ∆ 

                                                      

Ενώ η διαγώνιος ΑΓ υπάρχει ως µήκος, εν τούτοις δεν υπάρχει (ρητός ) αριθµός µ/ν , 

(µ , ν  ακέραιοι , ν ≠ 0) που να τη µετρά. Συνεπώς στην ευθεία και στο σηµείο  Γ 

υπάρχει ένα χάσµα,  και άρα  το µήκος (ΑΓ)= 2 21 1 2+ =  δεν είναι ρητός αριθµός. 

Τα µεγέθη (ΑΓ) , (ΑΒ) δεν έχουν κοινή µονάδα µέτρησης, είναι ασύµµετρα, και άρα 

ο λόγος ΑΓ :ΑΒ δεν είναι εκφράσιµος  από ρητούς, είναι άρρητος ή άλογος (δίχως 

µαθηµατική λογική). Η ανακάλυψη της ασυµµετρίας της πλευράς και διαγωνίου του 

τετραγώνου θ’ ανατρέψει   την αρµονία ανάµεσα στην αριθµητική και τη γεωµετρία. 

          Το συµπέρασµα αυτό είχε σοβαρές επιπτώσεις, µε την έννοια πως η διαδικασία 

σύγκρισης δύο µεγεθών µπορούσε να µην έχει τέλος. ∆ηλαδή πίσω από τη 

διαπίστωση της µη –ύπαρξης  κοινού µέτρου σύγκρισης δύο µεγεθών, κρύβεται η 
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ριζικότερα ανατρεπτική διαπίστωση ανυπαρξίας αλγορίθµου που, σε πεπερασµένο το 

πλήθος βήµατα, θα µπορούσε να οδηγήσει µε σιγουριά σ’ ένα αποτέλεσµα της 

µορφής µ/ν όπου µ , ν  ακέραιοι και ν ≠0 (άπειρες διαδικασίες). 

        Η µέθοδος που χρησιµοποιούσαν οι αρχαίοι Έλληνες για την εύρεση µέγιστου 

κοινού µέτρου, στη σύγκριση δύο δεδοµένων µηκών, ήταν η µέθοδος της 

ανθυφαίρεσης.  Σύµφωνα µ’ αυτήν και για  δύο δεδοµένα µήκη  x και y και  µε  το 

µήκος του y να είναι µεγαλύτερο ή ίσο από το µήκος του x αφαιρώντας από το µήκος 

y ένα  κατάλληλο πολλαπλάσιο του µήκους x, βρίσκουµε ένα  υπόλοιπο z που να 

ικανοποιεί τη σχέση: 0≤ z < x.  

         Επαναλαµβάνοντας την παραπάνω διαδικασία µε συγκεκριµένα µήκη  τα x και 

z, αφαιρούµε από το x κατάλληλο πολλαπλάσιο του z και η αλγοριθµική αυτή 

διαδικασία συνεχίζεται µ’ αυτόν τον τρόπο. Αν κάποιο υπόλοιπο βρεθεί ίσο µε το 

µηδέν, τότε το µήκος του τελευταίου διαιρέτη είναι το κοινό µέτρο των x και y. Αν τα 

µήκη x και y είναι ασύµµετρα, η αλγοριθµική διαδικασία που µόλις περιγράφηκε 

συνεχίζεται έπ’ άπειρον, δεδοµένου πως σε κανένα στάδιο της δεν µπορούµε να 

πετύχουµε υπόλοιπο ίσο µε το µηδέν, όπως προκύπτει από την πρόταση β΄ του X 

βιβλίου των στοιχείων του Ευκλείδη:   

 

Εάν δυο µεγεθών [εκκειµένων] ανίσων ανθυφαιρουµένου αεί του 

ελάσσονος από του µείζονος το καταλειπόµενον  µηδέποτε καταµετρή το 

προ εαυτού , ασύµµετρα έσται τα µεγέθη .(Εάν δοθούν δύο άνισα µεγέθη 

και ανθυφαιρείται πάντοτε το µικρότερον από το µεγαλυτέρο , το 

εκάστοτε δε υπόλοιπον ουδέποτε καταµετρή το προ εαυτού , τα µεγέθη θα 

είναι ασύµµετρα.) [Σταµάτης Τόµος ΙΙΙ, σελ.23 ]. 

 

         Η πυθαγόρεια λοιπόν πίστη στην αριθµητική δοµή και φύση του κόσµου 

προσέκρουσε στην ανακάλυψη ύπαρξης ασύµµετρων µεγεθών µε δραµατικά 

αποτελέσµατα. Οι Πυθαγόρειοι, κάτω από το βάρος της κρίσης, δεν µπόρεσαν να 

αναθεωρήσουν την οντολογία τους. Η κρίση θα ξεπεραστεί από τον Εύδοξο τον 

Κνίδιο(408-355 π.X.). Αυτός θα αναπτύξει µια αξιωµατική θεωρία λόγων δίχως 

αναφορά σε σύµµετρα ή ασύµµετρα µεγέθη. Ο Εύδοξος εισήγαγε την έννοια του 

µεγέθους. Τα µεγέθη δεν ήταν αριθµοί, αλλά οντότητες όπως π.χ. ευθύγραµµα 

τµήµατα, γωνίες, εµβαδά, όγκοι, χρόνος τα οποία µεταβάλλονται συνεχώς. Η θεωρία 
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λόγων του Ευδόξου περιγράφεται στο v βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη. 

Παραθέτουµε τους 5 πρώτους ορισµούς: [Σταµάτης, Τόµος ΙΙ, σελ.24] 

 

    (i). Μέρος εστί µέγεθος µεγέθους το έλασσον του µείζονος ,όταν 

καταµετρή το µείζον. 

 

    (ii) Πολλαπλάσιον δε το µείζον του ελάττονος, όταν καταµετρήται υπο 

του ελάττονος . 

 

    (iii) Λόγος εστί δύο µεγεθών οµογενών η κατά πηλικότητά ποια σχέσις. 

 

    (iv) Λόγον έχειν προς άλληλα µεγέθη λέγεται  ά  δύναται 

πολλαπλασιαζόµενα αλλήλων υπερέχειν. 

 

     (v) Εν τω αυτώ λόγω µεγέθη λέγεται είναι πρώτον προς δεύτερον  και 

τρίτον προς τέταρτον , όταν τα του πρώτου και τρίτου ισάκις πολλαπλάσια 

των του δευτέρου και τετάρτου ισάκις πολλαπλασίων καθ’ οποιονούν  

πολλαπλασιασµόν εκάτερον εκατέρου ή άµα υπερέχη ή άµα ίσα η ή άµα 

ελλείπη ληφθέντα κατάλληλα. 

 

Ο ορισµός (iv) µας λέει πώς αν Α , Β δύο µεγέθη τότε υπάρχει m∈N : m Α>Β  

(ιδιότητα  Ευδόξου-Αρχιµήδη)(και περικλείει την έννοια της συνέχειας ). 

Ο ορισµός (v) σε σύγχρονη  µαθηµατική γλώσσα αποδίδεται ως εξής: Αν α , β 

είναι οµοειδή µεγέθη και το ίδιο συµβαίνει και για τα γ , δ τότε  

α : β = γ : δ 

αν και µόνο αν για κάθε ζεύγος  θετικών ακεραίων  µ , ν ισχύει µία ακριβώς των 

παρακάτω σχέσεων : 

(i). ν µ α ν β µ γ ν δΑ ⋅ > ⋅ ⇒ ⋅ > ⋅  

(ii). ν µ α ν β µ γ ν δΑ ⋅ < ⋅ ⇒ ⋅ < ⋅  

(iii) ν µ α ν β µ γ ν δΑ ⋅ = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅  

Η ανακάλυψη της ασυµµετρίας πλευράς και διαγωνίου του τετραγώνου (και 

άρα των αρρήτων) ανέτρεψε την αρµονία ανάµεσα στην αριθµητική και τη γεωµετρία 

και σε συνδυασµό µε τα παράδοξα που διατύπωσε αργότερα ο Ζήνων ο Ελεάτης, 
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σχετικά µε τις ατέρµονες διαδικασίες και µε τις αντιλήψεις για το άπειρα µικρό και 

το  άπειρα µεγάλο υπήρξαν οι αφορµές για τη διερεύνηση της έννοίας του συνεχούς, 

ιδιαίτερα από τον Αριστοτέλη. Η Πλατωνική σχολή δέχτηκε την ιδέα της άπειρης 

διαιρετότητας των µεγεθών, ενώ  η σχολή του ∆ηµόκριτου (του Αβδηρίτη) (460-370 

π. Χ. ) και των µαθητών του απέρριψε  την  ιδέα της συνέχειας και βασίστηκε στην 

περίφηµη θεωρία των ‘‘ατµήτων’’, (ατόµων). Για τους Ελεάτες το πρόβληµα 

‘‘συνέχεια ή ασυνέχεια’’ ήταν ένα ψευδοπρόβληµα,  δηλαδή ήταν γι’ αυτούς χωρίς 

νόηµα, γιατί αναφερόταν στον λάθος κόσµο της εµφάνισης, και όχι σ’ αυτόν που 

πραγµατικά ήταν. Σύµφωνα µε τους Ελεάτες, όχι µόνο ο κόσµος  φαίνεται να είναι 

διαφορετικός απ’ ότι είναι, αλλά και ο κόσµος που φαίνεται είναι άλλος από τον 

κόσµο που είναι. Έτσι θα µπορούσαµε να πούµε ότι ο Παρµενίδης (540-475 π. Χ.) 

και οι µαθητές του είναι οι πρώτοι  στην ιστορία της δυτικής φιλοσοφίας που  

ξεχωρίζουν το φαινοµενικό  από την πραγµατικότητα. Κατά την άποψή τους το 

΄΄όντως ον΄΄ είναι αναλλοίωτο. Γι’ αυτούς τα πράγµατα δεν αλλάζουν, επί πλέον   δε, 

όταν παρατηρούµε κάποια αλλαγή είµαστε ακόµη στον κόσµο της πλάνης και της 

εµφάνισης. Επίσης  οι Ελεάτες πίστευαν ότι το ΄΄Ον ΄΄ δεν έχει ΄΄µέρη΄΄ .  

Ο Ζήνωνας για να υπερασπιστεί τη φιλοσοφία του Παρµενίδη διατύπωσε 

κάποιες θέσεις που είναι γνωστές ως παράδοξα του Ζήνωνα. Παραθέτουµε  δύο απ’ 

αυτά:  

(i) Το παράδοξο της διχοτοµίας: Εάν ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι απείρως 

διαιρετό τότε η κίνηση είναι αδύνατη, γιατί για να διανύσει ένας δροµέας ένα 

µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, πρέπει πρώτα να περάσει από το µέσον του Μ, 

αλλά πριν το κάνει αυτό, πρέπει πρώτα να περάσει από το µέσο Κ του ΑΜ, κ. ο. κ. 

,έπ’ άπειρον. Από αυτό συνεπάγεται ότι η κίνηση δεν αρχίζει ποτέ.  

(ii) Το παράδοξο του Αχιλλέα και της  χελώνας: Αν ο Αχιλλέας αφήσει µια 

χελώνα να ξεκινήσει από ένα σηµείο που βρίσκεται πιο µπροστά απ’ αυτόν, τότε –αν 

και ξεκινούν την ίδια χρονική στιγµή – ο Αχιλλέας δεν φθάνει ποτέ τη χελώνα. Και 

αυτό στο γιατί, πρέπει πρώτα να φθάσει στο µέρος απ’ όπου ξεκίνησε η χελώνα. 

Κατά το χρόνο αυτόν όµως, η χελώνα θα έχει πάει σε ένα άλλο σηµείο, πιο µπροστά. 

Έτσι, ο Αχιλλέας θα πρέπει πάντα να πηγαίνει πρώτα στο σηµείο από το οποίο η 

χελώνα µόλις έφυγε, και κατ’ αυτόν τον τρόπο, πάντα η χελώνα θα προπορεύεται.  

Στα  παράδοξα αυτά, ο Ζήνωνας χρησιµοποιεί τις ιδέες του απείρου και του 

συνεχούς. Τα επιχειρήµατα του Ζήνωνα, σε κάποια τους µορφή, έχουν δώσει τις 

βάσεις για όλες σχεδόν τις θεωρίες του χώρου και του απείρου που έχουν προταθεί 
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από την εποχή του  έως τις µέρες µας. Φαίνεται ότι ο Ζήνων,  σ’ αυτά τα παράδοξα 

χρησιµοποιεί τη θεωρία του Αναξαγόρα (500-428 π. Χ.) για το συνεχές. Για τον 

Αναξαγόρα, το πιο ουσιαστικό χαρακτηριστικό του συνεχούς  περιγράφεται µε τον 

ακόλουθο τρόπο: 

 

Ούτε γαρ του σµικρού έστι το γε ελάχιστον, άλλ’ έλασσον αεί (το γαρ 

εόν ούκ έστι το µη ούκ είναι) –άλλά και του µεγάλου αεί έστι µείζον, 

και ίσον έστι τω σµικρώ πλήθος, προς εαυτό δε έκαστον έστι και µέγα 

και σµικρόν. 

( ούτε  και υπάρχει το ελάχιστο κοµµάτι του µικρού, αλλά υπάρχει 

πάντα ένα µικρότερο κοµµάτι (γιατί αυτό που είναι, δεν είναι 

δυνατόν να πάψει να είναι). Επίσης, υπάρχει πάντα κάτι µεγαλύτερο 

από το µεγάλο, και ως προς το πλήθος, είναι ίσο µε το µικρό , γιατί 

κάθε πράγµα είναι προς τον εαυτό του και µεγάλο και µικρό.) 

 

         Αυτή η περιγραφή προσεγγίζει το χαρακτήρα του συνεχούς, αν  και η φράση, 

µεταξύ των µικρών δεν υπάρχει το ελάχιστο, αλλά πάντα κάτι µικρότερο, υπονοεί 

την ιδιότητα της πυκνότητας. Για τον Ζήνωνα η φράση: ό,τι είναι δεν παύει να είναι, 

όσες φορές και αν υποδιαιρεθεί, σηµαίνει ότι η ακολουθία των υποδιαιρέσεων είναι 

άπειρη.  

       Πρώτη ουσιαστική απάντηση στα παράδοξα του Ζήνωνα ήταν αυτή που έδωσε η 

Πλατωνική σχολή µε τη Μέθοδο της εξάντλησης, που  αποδίδεται στον Εύδοξο  

(408-355 π. Χ. ) Η µέθοδος αυτή δέχεται την ιδέα της άπειρης διαιρετότητας των 

µεγεθών και έχει σα βάση της την ακόλουθη πρόταση :( α΄ του X βιβλίου των 

Στοιχείων του Ευκλείδη):  

       Πρόταση : ∆ύο µεγεθών ανίσων εκκειµένων, εάν από του µείζονος αφαιρεθη 

µείζον ή το ήµισυ και του καταλειποµένου µείζον ή το ήµισυ, και τούτο αεί 

γίγνηται, λειφθήσεται τι µέγεθος, ό έσται έλασσον  του εκκειµένου ελάσσονος 

µεγέθους. (Αν δοθούν  δύο άνισα (οµοειδή) µεγέθη και αν  από το µεγαλύτερο  

µέγεθος αφαιρεθεί ένα µέγεθος µεγαλύτερο από το µισό του, από το υπόλοιπο 

αφαιρεθεί µέγεθος µεγαλύτερο από το µισό του και η διαδικασία αυτή 

συνεχίζεται, στο τέλος θ’ αποµείνει ένα µέγεθος µικρότερο από το δοσµένο  

αρχικό µικρότερο µέγεθος.)  [Σταµάτης, Τόµος ΙΙΙ, σελ.20]. 

 



 11

Απόδειξη:  Έστω δύο µεγέθη ΑΒ ,Γ µε ΑΒ>Γ . Εάν από το ΑΒ αφαιρεθεί 

µέγεθος µεγαλύτερο από το µισό του και από του υπολοίπου του µεγέθους 

µεγαλύτερο από το µισό και τούτο γίνεται συνέχεια, θ’ αποµείνει κάποιο µέγεθος που 

θα είναι µικρότερο από το µέγεθος Γ. ∆ιότι το Γ πολλαπλασιαζόµενο θα γίνει κάποτε 

µεγαλύτερο του ΑΒ . Έστω ∆Ε κάποιο πολλαπλάσιο του Γ που είναι µεγαλύτερο του 

ΑΒ. π. χ. ∆Ζ = ΖΗ = ΗΕ =Γ  και ∆Ε>ΑΒ. Αν από το ΑΒ αφαιρέσουµε ΒΘ 

µεγαλύτερο από το µισό τού ΑΒ, από το υπόλοιπο ΑΘ αφαιρέσουµε  ΘΚ µεγαλύτερο 

από το µισό τού ΑΘ  και αυτό γίνει τόσες φορές όσες είναι τα πολλαπλάσια του ∆Ε  

τότε: Εφ’ όσον ∆Ε>ΑΒ συνεπάγεται ∆Η>ΑΘ  και άρα  ∆Ζ>ΑΚ, δηλαδή ΑΚ<Γ. 

 

                                                                                                         Γ 

Α       Κ          Θ                           Β                                           

 

      ∆                     Ζ                        Η                    Ε 

 

 

 

Αυτό που εννοεί ο  Εύδοξος  είναι ότι µέσω της διαδικασίας αφαιρέσεων ή 

υποδιαιρέσεων ενός δεδοµένου µεγέθους µπορούµε να εξαντλήσουµε αυτό το 

µέγεθος. Θεωρούµε  ότι η µέθοδος της εξάντλησης είναι ο πρόδροµος της σύγχρονης 

θεωρίας των ορίων, χρησιµοποιείται δε από τους σύγχρονους µαθηµατικούς για να 

διαφωτιστούν τα δύο πρώτα παράδοξα του Ζήνωνα. Τα παράδοξα του Ζήνωνα 

σχετικά µε τις ατέρµονες διαδικασίες και µε τις αντιλήψεις για το απείρως µικρό και 

το απείρως µεγάλο  υπήρξαν οι απαρχές για τη διερεύνηση  της έννοιας του 

συνεχούς, ιδιαίτερα από τον Αριστοτέλη.  Για  τον  Αριστοτέλη (384-322 π.Χ.), το 

άπειρο και το συνεχές είναι ουσιαστικά συναρτηµένα µε τρόπο ώστε, κάθε 

προσπάθεια µελέτης του δεύτερου, να απαιτεί αναγκαστικά και τη µελέτη του 

πρώτου. 

Κατά τον Αριστοτέλη, το συνεχές ορίζεται από τη δυνατότητα ατέρµονης 

διαιρετότητας του, δηλαδή από την ιδιότητα µεταξύ δύο τοµών του µπορούµε πάντα 

να προβούµε σε µια τρίτη –ιδιότητα που είναι ανάλογη µε τη γνωστή ιδιότητα 

:µεταξύ δύο σηµείων του συνεχούς υπάρχει πάντα ένα τρίτο σηµείο του. Η οµοιότητα 

όµως των δύο ιδιοτήτων δεν σηµαίνει ότι είναι και ταυτόσηµες. Για τον Αριστοτέλη 

το συνεχές είναι συνδεδεµένο µε την ύπαρξη δυνατότητας διαίρεσης µεταξύ δύο 
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οποιονδήποτε άλλων πράξεων διαίρεσης και όχι µε την ύπαρξη πραγµατικού σηµείου 

µεταξύ δύο οποιονδήποτε άλλων σηµείων. Έτσι υπάρχει η δυνατότητα για την έπ’ 

άπειρο διαίρεση  ποσοτήτων όπως είναι ο χρόνος και τα γεωµετρικά µεγέθη.  Αν στα 

προηγούµενα προσθέσουµε και την κίνηση θα έχουµε τα ποσά που εξετάζει ο 

Αριστοτέλης ως συνεχή, µε βάση τον ορισµό που δίνει:   

 

Και λέω ότι παρουσιάζεται το συνεχές όταν το όριο του καθενός από τα 

δύο πράγµατα που εφάπτονται είναι ένα και το αυτό και τα κάνει όπως τα 

λέει η λέξη συνεχόµενα.  ∆εν είναι δυνατόν να γίνει λόγος περί συνέχειας 

αν τα όρια (των συνεχόµενων) διακρίνονται ως δύο χωριστά άκρα.  

[Αριστοτέλης, Φυσικά. Α,Γ’ 206a].  

 

Εποµένως τα συνεχή µεγέθη δεν µπορεί να θεωρηθούν ότι αποτελούνται από 

αδιαίρετα ελάχιστα µεγέθη, γιατί τα αδιαίρετα δεν θα έχουν όρια µε τα οποία να 

έλθουν σε επαφή και συναποτελέσουν  µέγεθος. Στα συνεχή µεγέθη είναι δυνατή η 

έπ’ άπειρο διαίρεση χωρίς να φθάσουµε στο µηδέν. 

          Στο ίδιο σηµείο µε τον ορισµό της συνέχειας, ο Αριστοτέλης παραθέτει και 

τους ορισµούς για τις έννοιες :  µαζί (άµα),  χωριστά (χωρίς), σε επαφή (άπτεσθαι), 

µεταξύ (µεταξύ), άµεσα επακόλουθο(εφεξής), επόµενο (εχόµενο) . 

 [Αριστοτέλης, Φυσικά. Α,Ζ’ 232b].      Έτσι : 

 

1) Η ακολουθία των αριθµών υπακούει στο µόνο ορισµό του εφεξής και όχι του 

συνεχούς. Το ίδιο θα µπορούσαµε να πούµε ,για παράδειγµα για τα γράµµατα 

της αλφαβήτου. 

2) Και αν ακόµη µεταξύ των άκρων δεν µεσολαβεί κανένα πράγµα που να 

ανήκει στο ίδιο γένος πάλι δεν είναι απαραίτητο να έχουµε κάτι συνεχές. 

3) Αντικείµενα τοποθετηµένα σε επαφή το ένα µετά το άλλο δεν αποτελούν 

υποχρεωτικά συνεχές. Ενδέχεται να υπακούουν µόνο στον ορισµό για 

απτόµενο. 

4) Αφού τα συνεχή δεν αποτελούνται από αδιαίρετα, είναι αδύνατο η γραµµή να 

αποτελείται από σηµεία. 

5) Ένα σηµείο δε µπορεί να είναι άµεσα  επόµενο κάποιου άλλου. 
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      Θα µπορούσαµε να πούµε, ότι ο αριστοτελικός ορισµός εµπεριέχει την έννοια της 

συνέχειας, που απαιτούµε σήµερα από την ευθεία των πραγµατικών αριθµών.  

             Αντίθετα µε τον ορισµό του Αριστοτέλη, αυτό το είδος της συνέχειας δεν 

εµπεριέχεται στον ορισµό που θεωρεί ο Russel [Russel,σελ.193] ως παλαιό και τον 

καταγράφει ως εξής: 

 

       Η συνέχεια αναφέρεται σε συστοιχίες (και µόνο σε συστοιχίες ) 

οποτεδήποτε αυτές είναι τέτοιες, ώστε να υπάρχει ένας όρος ανάµεσα 

σε οποιους µας δώσουν. 

 

Έτσι, οι ρητοί αριθµοί αποτελούν συνεχές, αφού µεταξύ δύο  οποιουσδήποτε από 

αυτούς υπάρχει το ηµιάθροισµά τους που είναι ρητός αριθµός. 

        Όµως, είναι αδύνατο να θεµελιωθεί ο Απειροστικός Λογισµός στηριζόµενος σ’ 

αυτό το είδος της συνέχειας  που προσφέρουν οι ρητοί. Χωρίς το αξίωµα της 

πληρότητας, δηλαδή ουσιαστικά χωρίς τους άρρητους είναι αδύνατον να αποδείξει 

κανείς  ή να επεξεργαστεί τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα του Απειροστικού 

Λογισµού. 

Στο Μεσαίωνα, η µελέτη των έργων του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη από 

σχολαστικούς φιλόσοφους, συνδυαζόµενη µε θεωρητικές αναζητήσεις για τη φύση 

της θεότητας, οδήγησε σε λεπτεπίλεπτες εικασίες για τη φύση της κίνησης, για το 

συνεχές και για το άπειρο. Για τον  Γαλιλαίο  το συνεχές  κατασκευάζεται από 

αδιαίρετες ποσότητες και παρατηρεί ότι ενώ οι αριθµοί είναι κοµµάτι του απείρου, 

στο σύνολο τους δεν µοιάζουνε µε κράµα αλλά µε µια συγχώνευση από τα κοµµάτια 

µιας ολότητας, όπως στη περίπτωση των ρευστών.[Boyer C, σελ.116].  

Τον 17ο αιώνα, τον αιώνα της επιστηµονικής επανάστασης, ο γερµανός 

µαθηµατικός και φιλόσοφος Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),  υποστήριξε ότι 

ο κόσµος έχει διακριτή υφή, αλλά το χωροχρονικό µας σύµπαν είναι γι’ αυτόν άπειρα 

διαιρετό. Το φιλοσοφικό έργο του Leibniz, που αποτέλεσε και το υπόβαθρο για το 

µαθηµατικό του έργο στηρίχθηκε σε συγκεκριµένες  a priori αρχές, εκ των οποίων 

µια βασική αρχή φέρει την ονοµασία αρχή της συνέχειας. [Αναπολιτάνος ∆., 

σελ.112]. 

           Η αρχή αυτή εµφανίζεται µε διάφορες µορφές στο έργο του, οι πιο βασικές 

από τις οποίες είναι οι εξής: 

α) Η φύση δεν κάνει άλµατα. 
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β) Οι ιδιότητες των όντων είναι συνεχείς συναρτήσεις των βασικών 

χαρακτηριστικών τους. 

γ) Η φύση σέβεται τη συνέχεια του γίγνεσθαι, και γενικότερα τη συνέχεια της 

έπ’ άπειρον αλλαγής.   

δ) Τα όντα και οι εκάστοτε καταστάσεις τους σχηµατίζουν γραµµικά 

συστήµατα, που είναι παντού πυκνά. 

           Για να δούµε την ισχύ και τη σηµασία της αρχής της συνέχειας στο σύστηµα 

του  Leibniz,  είναι απαραίτητη η παράθεση ορισµένων πρόσθετων στοιχείων που 

συνδέονται µε τη νοµιµότητα και την αποτελεσµατικότητα της χρήσης της. Οι 

απαντήσεις που έδωσε ο Leibniz, όταν του ζητήθηκε να αποδείξει την αρχή του, είναι 

οι ακόλουθες: 

      (i).    Η αρχή αυτή είναι ένα αξίωµα που χρησιµοποιώ: ΄΄καµιά αλλαγή δεν 

µπορεί να  γίνει µε άλµατα ΄΄. Ισχυρίζοµαι πως αποτελεί συνέπεια του νόµου της 

τάξης και στηρίζεται πάνω στην ίδια λογική, σύµφωνα µε την οποίαν όλοι 

γνωρίζουν πως η κίνηση δεν συντελείται µε άλµατα. ∆έχοµαι πως αν 

υποθέσουµε, ότι ο ∆ηµιουργός θέλησε να συντελείται η κίνηση µε συνεχή τρόπο, 

αυτό από µόνο του αποκλείει τη δυνατότητα ύπαρξης αλµάτων  και 

      (ii).   Οποιοσδήποτε αρνείται τη συνέχεια των πραγµάτων θα πει πως η 

κίνηση από φύση της δεν είναι τίποτε άλλο  παρά µια επαλληλία αλµάτων. Η 

υπόθεση αυτή των αλµάτων δεν µπορεί να διαψευσθεί παρά µόνο µε την αρχή 

της τάξης, µε τη βοήθεια δηλαδή του υπέρτατου λόγου, που πράττει µε τον πιο 

τέλειο τρόπο. 

            

Αν αγνοήσουµε την αναφορά του στην εµπειρία, που φαίνεται να µη τη θεωρεί 

και πολύ σίγουρο έδαφος για να στηρίξει την απόδειξη του, δεδοµένου πως δεν τη 

χρησιµοποιεί στη δεύτερη ωριµότερη του απάντηση, µπορούµε να συνοψίσουµε τη 

συλλογιστική του  Leibniz στο παρακάτω σχήµα: [Αναπολιτάνος ∆, σελ.113]. 

1. Ο δηµιουργός επιθυµεί το καλύτερο δυνατό, 

2. Το καλύτερο δυνατό είναι το καλύτερα διατεταγµένο, 

3. Το καλύτερο διατεταγµένο είναι το συνεχές, 

4. Εποµένως η αρχή της συνέχειας ισχύει.      
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Η αρχή της συνέχειας ισχύει, σύµφωνα µε τον Leibniz, τόσο καθολικά, ώστε 

ακόµα και το σύνολο των φυσικών όντων, οργανικών και ανόργανων σχηµατίζει µια 

συνεχή αλυσίδα. Σε ένα γράµµα του στο γάλλο Ακαδηµαϊκό Pierre Varignon γράφει: 

 

Νοµίζω ότι έχω σοβαρούς λόγους να πιστεύω ότι όλες οι διαφορετικές 

κλάσεις όντων των οποίων η ολότητα αποτελεί το σύµπαν, υπάρχουν στις 

ιδέες του θεού, ο οποίος γνωρίζει να διακρίνει τις ουσιώδεις διαβαθµίσεις 

τους. Οι άνθρωποι εποµένως σχετίζονται µε τα ζώα, αυτά µε τα φυτά, και τα 

φυτά µε τα απολιθώµατα τα οποία, µε τη σειρά τους, είναι συνδεδεµένα µε τα 

σώµατα εκείνα που οι αισθήσεις και η φαντασία µας αναπαριστάνουν σαν 

νεκρά και άµορφα. Τώρα η αρχή της συνέχειας απαιτεί, όταν τα ουσιώδη 

χαρακτηριστικά ενός όντος προσεγγίζουν αυτά ενός άλλου, όλες οι ιδιότητες 

του πρώτου να προσεγγίζουν βαθµιαία αυτές του δεύτερου. Τόσο µεγάλη είναι 

η δύναµη της αρχής της συνέχειας στη φιλοσοφία µου, ώστε δεν θα έπρεπε να 

αισθανθώ έκπληξη αν µάθαινα ότι ανακαλύφθηκαν όντα τα οποία, σε σχέση 

µε διάφορες ιδιότητες, όπως για παράδειγµα διατροφή και αναπαραγωγή, θα 

µπορούσαν να θεωρηθούν είτε σαν φυτά, είτε σαν ζώα. Λέω ότι δεν θα 

έπρεπε να αισθανθώ έκπληξη. Η αλήθεια είναι ότι είµαι πεπεισµένος ότι 

οφείλουν να υπάρχουν τέτοια όντα, τα οποία θα ανακαλύψει µια µέρα η 

Φυσική Ιστορία  όταν θα έχει µελετήσει περισσότερους από άπειρους 

ζωντανούς οργανισµούς  των οποίων το µικρό µέγεθος δεν επιτρέπει τη 

συνηθισµένη παρατήρηση και τα οποία είναι θαµµένα στα έγκατα της γης  και 

στην άβυσσο των υδάτων. 

 

          Η παράθεση αυτής της αρκετά µεγάλης παραγράφου αποδίδει µε ακρίβεια και 

πληρότητα την εφαρµογή της αρχής της συνέχειας στον κόσµο των φυσικών όντων. 

         ∆ύο σηµαντικές παρατηρήσεις που σχετίζονται άµεσα µε την παράγραφο αυτή 

είναι, [Αναπολιτάνος ∆, σελ.117]:  

1η. Η αλυσίδα των όντων υπάρχει στις  ιδέες του θεού. Εποµένως η ιδιότητα 

της συνέχειας που ανήκει στο κόσµο των φαινοµένων, αντιστοιχεί σε κάποια ιδιότητα 

της αλυσίδας των όντων σαν αντικειµένων θεϊκής γνώσης, που µπορεί να 

χαρακτηρισθεί σαν  τέλεια τάξη ή διάταξη. ∆ηλαδή, τα όντα µε τις  ουσιώδεις 

διαβαθµίσεις  τους, σαν αντικείµενα γνώσης του Θεού, αποτελούν µια τέλεια 

διατεταγµένη αλυσίδα η οποία µας εµφανίζεται ως συνεχής. 
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2η. Η αρχή της συνέχειας χρησιµοποιείται από τον  Leibniz για την πρόβλεψη 

της ανακάλυψης όντων, που ενώ υπάρχουν δεν είναι ακόµη γνωστά. Με άλλα λόγια ο   

Leibniz πίστευε, πως αν δύο ακολουθίες όντων (φυτών και ζώων συγκεκριµένα) 

προσεγγίζουν κατάλληλα η µια την άλλη από αντίθετες διευθύνσεις, τότε θα πρέπει 

να υπάρχει το κοινό τους όριο. Γενικεύοντας τα παραπάνω για κάθε δύο τέτοιες 

ακολουθίες, και χρησιµοποιώντας µοντέρνα ορολογία θα µπορούσαµε να 

διατυπώσουµε την παραπάνω πίστη του Leibniz ως εξής: Η αλυσίδα των όντων είναι 

πλήρης. Με άλλα λόγια, στην παράγραφο που παραθέσαµε πιο πάνω υπάρχει σε 

πρωτολειακή µορφή το ένα (που συµβαίνει να είναι και το σπουδαιότερο ) από τα δύο 

βασικά χαρακτηριστικά της µοντέρνας έννοιας της συνέχειας. Το δεύτερο 

χαρακτηριστικό είναι αυτό της πυκνότητας που εκφράζεται από την πρόταση: µεταξύ 

δύο οποιονδήποτε όντων υπάρχει κάποιο ενδιάµεσο.  

Η πληρότητα –είτε µε τη µορφή ύπαρξης των ορίων βασικών ακολουθιών, 

είτε µε τη µορφή ύπαρξης των τοµών του Dedekind –και η πυκνότητα είναι οι δύο 

βασικότερες ιδιότητες του µαθηµατικού συνεχούς, δηλαδή της πραγµατικής ευθείας. 

Ένα από τα πρώτα µεγέθη που αντιλαµβάνεται ο άνθρωπος ως συνεχές είναι ο 

χρόνος. Καθώς τίποτα δεν δίνει την εντύπωση ότι η ροή του χρόνου γίνεται µε 

περίπλοκο τρόπο ή διακόπτεται, µια σειρά µεταβολών ή φαινοµένων, όπως η κίνηση, 

έχουν µελετηθεί σε σχέση µε το χρόνο. Στην ουσία τους, οι σχετικές µελέτες 

συνιστούν σύγκριση της εξέλιξης ενός φαινοµένου µε τη σταθερή και κυρίως 

αδιάλειπτη πορεία του χρόνου.  Η συνέχεια, η πρόσκαιρη ή ακόµα και η στιγµιαία 

διακοπή ενός φαινοµένου γίνεται αντιληπτή αναφορικά µε το χρόνο, που δρα 

συνεχώς και ανεξάρτητα, ενώ το φαινόµενο εξελίσσεται έχοντας το χρόνο ως 

υπόβαθρο. Από την άλλη πλευρά αντιλαµβανόµαστε το συνεχές γεωµετρικά, µέσω 

µιας καµπύλης. Μια καµπύλη διαισθητικά είναι συνεχής αν τη διατρέχουµε πάνω σ’ 

ένα χαρτί ή στον πίνακα, χωρίς να σηκώσουµε το χέρι µας, χωρίς να διασπάται η 

γραφικής της παράσταση. 

Είναι φανερό όµως ότι τα παραπάνω δεν χαρακτηρίζονται από ακρίβεια 

καθώς, οι έννοιες δεν είναι σαφώς ορισµένες αλλά σχετίζονται µε τη διαίσθηση ή  την 

εποπτεία, και δεν συνδέονται µ’ ένα ορισµό-που θα είναι ένα γενικό κριτήριο για το 

συνεχές. Η λογική αυστηρότητα που απαιτείται από τα µαθηµατικά, αν δεχθούµε ότι 

µας αποµακρύνει από αντιφάσεις και παράδοξα, αποτελεί βασικό εργαλείο για να 

επεξεργαστεί κανείς και να αναδείξει το ακριβές περιεχόµενο της έννοιας του 

συνεχούς. Θα πρέπει δηλαδή, να καθοριστεί επακριβώς ο χαρακτήρας της συνέχειας 
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και να διατυπωθεί ο σχετικός ορισµός, που θα χρησιµεύει, σε κάθε περίπτωση, ως 

βάση για έγκυρες συνεπαγωγές. Μετά την εµφάνιση και των µη Ευκλείδειων 

Γεωµετριών  τα µαθηµατικά οδηγούνται να θέσουν µέσω των γεωµετρικών αυτών 

εξελίξεων το αίτηµα της θεµελίωσης των. Η γεωµετρική εποπτεία και το γεωµετρικό 

πνεύµα γενικότερα απειλήθηκε, και τη θέση της κατέλαβε το αναλυτικό- αριθµητικό 

πνεύµα, όπως τούτο εκφράζεται ως απαίτηση για αυστηρότητα στη µαθηµατική 

ανάλυση. Η ζητούµενη θεµελίωση του λογισµού και της ανάλυσης επιχειρήθηκε από 

τους BOLZANO, CAUCHY, WEIERSTRASS  και DEDEKIND και αφορούσε την 

αποσαφήνιση των θεµελιωδών εννοιών που εµπλέκονταν. Η έννοια της συνέχειας  και 

της συνεχούς µεταβολής ενός µεγέθους ή µιας συνάρτησης συγκαταλέγονταν 

ανάµεσα στις έννοιες, που αποτελούσαν το αναγκαίο βάθρο πάνω στο οποίο θα 

στηρίζονταν ο λογισµός, για να φτάσει στις αποδεκτές προτάσεις. Μέχρι τον 18ο 

αιώνα δεν φαινόταν να υπάρχει πραγµατικό πρόβληµα για τον ορισµό της συνέχειας. 

Ο λογισµός ήταν ένας λογισµός των καµπύλων και συνεπώς υπήρχε ένας 

γεωµετρικός χαρακτήρας. Έτσι η  ιδιότητα της συνέχειας χρησιµοποιείτο στη 

γεωµετρία για να δειχθεί ότι µια καµπύλη που έχει τα σηµεία της εκατέρωθεν µιας 

ευθείας αναγκαστικά πρέπει να τέµνει την καµπύλη. Στην άλγεβρα, τα πολυώνυµα 

εθεωρούντο ως συνεχείς συναρτήσεις και συνεπώς βρίσκοντας κάποια φράγµατα για 

τη ρίζα ενός πολυωνύµου, µπορούσαν να συµπεράνουν για την ύπαρξη της ρίζας 

αυτής. Οι πριν τον 18ο αιώνα συζητήσεις των ιδιοτήτων για τη συνέχεια 

συναρτήσεων, περιορίζονταν  γύρω από τις ΄΄καλές΄΄ (ή απλές) συναρτήσεις. 

Ένας µεγάλος αριθµός ιδιοτήτων που έχουν σχέση µε τη σύγχρονη έννοια της 

συνέχειας συζητήθηκε κατά τον 18ο αιώνα σε διάφορα χρονικά διαστήµατα µε την 

ονοµασία  συνέχεια. Μια συνάρτηση  ονοµαζόταν συνεχής, εάν είχε την ιδιότητα της 

ενδιάµεσης τιµής, εάν ήταν παραγωγίσιµη, εάν ήταν εκφρασµένη µε ένα µόνο τύπο, 

εάν δεν παρουσίαζε άλµατα ή εάν δοσµένης µιας ανεπαίσθητης αλλαγής στην 

ανεξάρτητη µεταβλητή, αυτή επέφερε µια ανεπαίσθητη αλλαγή στην ίδια την 

συνάρτηση. Μερικές φορές αυτές οι ιδιότητες τις οποίες σήµερα εµείς γνωρίζουµε ως 

διαφορετικές τις έβλεπαν ως ισοδύναµες, και µερικές φορές αν και είχαν το ίδιο 

όνοµα τις έβλεπαν διαφορετικές. 

Οι όροι συνέχεια και ο νόµος της συνέχειας χρησιµοποιούντο µε εντελώς   

διαφορετική έννοια  στις συζητήσεις για το όριο και την παράγωγο. Η συνέχεια 

µερικές φορές σήµαινε ότι, εάν  κάθε στοιχείο µιας δοσµένης ακολουθίας  έχει 

κάποια ιδιότητα, το ίδιο µπορούµε να πούµε και για το όριο αυτής της ακολουθίας. 
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Ένα επιχείρηµα   αυτού του τύπου έδινε  µια  οντολογική απόδειξη για την ύπαρξη 

της παραγώγου. Ο Lacroix έγραψε ότι ‘‘είναι συνέπεια  του νόµου της συνέχειας, ότι 

οι αυξήσεις διατηρούν το  λόγο προς τον οποίον τείνουν βαθµιαία πριν µηδενισθούν’’. 

Έτσι η συνέχεια φαίνεται να σχετίζεται κατά κάποιο τρόπο µε την παραγωγισιµότητα. 

Η ανάγκη να ορισθεί η συνέχεια άρχισε να γίνεται πιεστική όταν η έννοια της 

συνάρτησης άρχιζε να αλλάζει. Όταν άρχισαν να µελετούν τις συναρτήσεις τον 18ο 

αιώνα, οι συναρτήσεις ταυτίζονταν µε τους τύπους τους που ήταν συνήθως σειρές.  

Τα παραδείγµατα των συναρτήσεων που χρησιµοποιήθηκαν όπως, πολυωνυµικές, 

ρητές,  εκθετικές, τριγωνοµετρικές, λογαριθµικές, οδήγησαν τους µαθηµατικούς να 

αναµένουν οι συναρτήσεις να έχουν  καλή συµπεριφορά, όπως να έχουν την ιδιότητα 

της ενδιάµεσης τιµής και να έχουν  παραγώγους κάθε τάξης. Αυτές οι ελπίδες 

γκρεµίστηκαν περί τα µέσα του αιώνα, όταν προέκυψε η ανάγκη θεώρησης 

συναρτήσεων που δεν είχαν αναλυτικές εκφράσεις, αλλά προέκυπταν σαν λύσεις 

µερικών διαφορικών εξισώσεων από τη φυσική. Αυτές οι συναρτήσεις µπορεί να µην 

είχαν καν τύπους. Αφού η έννοια της συνάρτησης είχε τόσον επεκταθεί, οι 

µαθηµατικοί έπρεπε να αποσαφηνίσουν, ποιες συναρτήσεις και µε ποιους τύπους, 

ήταν επιτρεπτές σαν λύσεις διαφορικών εξισώσεων. Αυτό θα µπορούσε φυσικά να 

γίνει  µόνον αν µπορούσαν  να βρουν νέους τρόπους για την ταξινόµηση των 

συναρτήσεων.  

Η συζήτηση πάνω στα είδη των συναρτήσεων που ήταν επιτρεπτά για  τη 

λύση διαφορικών εξισώσεων άρχισε, όταν ο d’ Alembert διατύπωσε και  έλυσε τη 

διαφορική εξίσωση  για την παλλόµενη χορδή. Στη συζήτηση τελικά έλαβαν µέρος  

οι d’ Alembert, Euler, Daniel Bernoulli και  Lagrange που θεωρούνται οι κορυφαίοι 

µαθηµατικοί αυτού του αιώνα. Το 1747 ο d’ Alembert  έδωσε τη διαφορική εξίσωση 

της κίνησης της παλλόµενης χορδής, η οποία σήµερα ονοµάζεται εξίσωση κύµατος 

και είναι η ακόλουθη: 
2 2

2 2 2

1y y
x c t
∂ ∂

=
∂ ∂

. Ο d’ Alembert  κατόρθωσε να δείξει ότι  η 

λύση y   έχει τη γενική µορφή  ( ) ( ).F x ct F x ct+ − −  Αλλά αυτή η µορφή της λύσης 

αµέσως έθεσε τον προβληµατισµό. Ποιοι περιορισµοί, εκτός από τις οριακές 

συνθήκες έπρεπε να τεθούν για την F ;  Πρέπει όπως πίστευε ο d’ Alembert, οι 

λύσεις να ορίζονται µε τον ίδιο τύπο; Ή όπως δεχόταν ο Euler, µπορούσαν να ήταν 

κατά τµήµατα διαφορίσιµες εκτός των σηµείων σύνδεσης;  Ο d’ Alembert είπε ότι το 

πρόβληµα της παλλόµενης χορδής δεν θα µπορούσε ποτέ να µελετηθεί µαθηµατικά 
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εκτός αν ΄΄τα διάφορα σχήµατα της παλλόµενης χορδής µπορούσαν να εκφρασθούν µε 

την ίδια εξίσωση’’. Όταν ο Daniel Bernoulli πρότεινε µια τριγωνοµετρική σειρά σαν 

λύση της διαφορικής εξίσωσης της παλλόµενης χορδής, ο Euler αντέδρασε. Ο Euler 

πίστευε ότι οι συναρτήσεις που περιγράφονται µε τριγωνοµετρικές σειρές θα 

συµπεριφερόντουσαν σαν τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, δηλαδή θα ήταν πάντα 

παραγωγίσιµες, περιοδικές και στην περίπτωση των ηµιτόνων περιττές. Έτσι δεν θα 

ήταν αρκετά γενικές για να περιγράψουν όλες τις δυνατές φυσικές λύσεις. Ο Euler 

δεν κατάλαβε πλήρως τις σχετικές ιδιότητες των τριγωνοµετρικών σειρών, αλλά ο 

λόγος για τη µοµφή του ήταν  ασφαλώς υπερασπιστικός και σηµαντικός. Ήθελε τον 

ορισµό της συνάρτησης να είναι όσο το δυνατόν πιο γενικός. [J. Grabiner.]   

Το 1787 η Ακαδηµία της Αγίας Πετρούπολης  προκήρυξε βραβείο  µε την 

ερώτηση, ποιες συναρτήσεις µπορούν να   χρησιµοποιηθούν   για τη λύση µερικών 

διαφορικών εξισώσεων.  Το βραβείο κέρδισε ο L.F.A. Arbogast  που βοήθησε, 

τουλάχιστον προσωρινά, ώστε να ξεκαθαριστεί  η έννοια της συνέχειας. Κάθε 

συνάρτηση που σήµερα καλούµε κατά τµήµατα συνεχή µπορούσε να γίνει δεκτή ως 

λύση µιας διαφορικής εξίσωσης. Μια συνάρτηση που δεν µπορούσε να γραφεί µε τον 

ίδιο αλγεβρικό τύπο σε όλα τα διαστήµατα ήταν ασυνεχής. Στην περίπτωση που η 

λύση της διαφορικής εξίσωσης αποτελείται από µέρη καµπύλων γινόταν δεκτή αρκεί 

τα τµήµατα αυτά να συνδέονταν το ένα µε το άλλο . Την ιδιότητα αυτή την ονόµασε 

contiguity που αντιστοιχεί σ’ αυτό που αργότερα οι  Cauchy και  Bolzano  ονόµασαν 

συνέχεια.[J. Grabiner.]   

Ο Arbogast έδωσε τρεις χαρακτηρισµούς αυτής της ιδιότητας.   

i) H τελευταία τεταγµένη του προηγούµενου τύπου και η πρώτη του νέου 

τύπου είναι περίπου ίσες µεταξύ των, διαφέροντας µόνον κατά µία απείρως µικρή 

ποσότητα.  

ii) Όταν η µεταβλητή αυξάνεται συνεχώς, τότε και η συνάρτηση µεταβάλλεται 

αντίστοιχα   και  

iii) Η τεταγµένη y, όπου y είναι συνάρτηση του x, δεν µπορεί να περάσει 

απότοµα από τη µία τιµή στην άλλη. ∆εν µπορεί να κάνει άλµατα από τη µια τιµή σε 

µια άλλη που διαφέρει απ’ αυτήν ελάχιστα. 

Όλοι αυτοί οι χαρακτηρισµοί είχαν σκοπό να αποκλείσουν  µια συνάρτηση 

που παρουσιάζει άλµα ασυνέχειας σε ένα σηµείο. ∆ίνοντας αυτές τις ιδιότητες 

εφιστούσε την προσοχή στην ουσιώδη ιδιότητα των συνεχών συναρτήσεων σε 

σηµείο. Έτσι συνδέθηκαν αυτές οι τρεις ερµηνείες της παραπάνω ιδιότητας,  να µην 
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υπάρχουν άλµατα, µε την ιδιότητα της ενδιάµεσης τιµής, λέγοντας ότι τέτοιες 

συναρτήσεις πρέπει να  υπακούουν στο  νόµο της συνέχειας. Μια ποσότητα δεν 

µπορεί να περάσει από µια θέση σε µια άλλη χωρίς να έχει περάσει προηγουµένως 

από όλες τις ενδιάµεσες θέσεις. Ο  Arbogast  µε το άρθρο του πλησίασε πολύ κοντά 

στις ιδιότητες που πρέπει να πληρούν οι συνεχείς συναρτήσεις.  

Το άρθρο και οι συζητήσεις που προκάλεσε, ασφαλώς πρόσφεραν τροφή για 

σκέψεις στους µαθηµατικούς όπως ο Bolzano  και ο Cauchy. Ατυχώς οι  Cauchy και  

Bolzano δεν αναφέρουν, ούτε τον Arbogast,  ούτε κανέναν από τους άλλους  που 

προσέφερε  στη συζήτηση για τους ορισµούς της συνέχειας της συνάρτησης. Έτσι, αν 

και η εργασία του Arbogast κέρδισε ένα µεγάλο Ακαδηµαϊκό βραβείο και εποµένως 

µπορούµε να υποθέσουµε ότι ήταν ευρύτερα γνωστή, δεν υπάρχει σαφής µαρτυρία 

ότι είχε άµεση επίδραση στον Bolzano, ή  τον Cauchy.  

Ακόµη, µια συνέπεια  της συζήτησης για την παλλόµενη χορδή ήταν ότι 

υπήρξαν πολλές περιγραφές των συνεχών συναρτήσεων την περίοδο γύρω από το 

1800 και εποµένως ήταν στη διάθεση του Bolzano και του Cauchy.  Ο S. F. Lacroix, 

για παράδειγµα, έγραψε το 1806 για τέτοιες συναρτήσεις, ‘‘όσο πιο µικρές είναι οι 

αυξήσεις της ανεξάρτητης µεταβλητής τόσο πιο κοντά η µια στην άλλη είναι οι 

διαδοχικές τιµές της συνάρτησης’’. Ο Bolzano το 1830 ανέφερε µια άλλη πρόταση 

από την ίδια σελίδα στην οποία εµφανίστηκε η παραπάνω φράση. Ο Jourdain, µας 

πληροφορεί ότι  η συζήτηση για την παλλόµενη χορδή επέστησε την προσοχή στις 

διάφορες ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων, αν και δεν περιγράφει την επίδραση 

αυτής της συζήτησης στον Cauchy. 

Ο Lagrange προκειµένου να αποδείξει το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής 

χρησιµοποίησε τα πολυώνυµα και τη θεωρία του, για την εύρεση φραγµάτων στην 

προσέγγιση µιας ρίζας  των. Στην απόδειξη του έδωσε µια περιγραφή της συνέχειας 

πολυωνύµου µε θετικούς όρους. Αν P , Q είναι  πολυώνυµα µε θετικούς όρους 

ορισµένα µεταξύ x = p και x = q γράφει: ΄΄Είναι φανερό ότι αυτές οι ποσότητες 

αυξάνονται αναγκαστικά σύµφωνα µε τον τρόπο που το x αυξάνεται και όταν το x 

αυξάνεται ελάχιστα από p προς το q, τα πολυώνυµα P και Q αυξάνονται επίσης  

ελάχιστα’’.[ J. Grabiner, σελ. 93]  Αυτό αν και περιορισµένο στα πολυώνυµα ήταν µια 

πρώτη προσέγγιση της ιδιότητας την οποία αργότερα ο Bolzano και ο Cauchy 

χρησιµοποίησαν  για να ορίσουν τη συνέχεια.  

Ο Lagrange ήταν ο µαθηµατικός του 18ου αιώνα που έφτασε πολύ κοντά στον 

ορισµό της συνέχειας, που έδωσαν αργότερα ο Bolzano και ο Cauchy, αλλά µε µια 
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αλγεβρική περιγραφή στην εργασία του που αφορούσε τις προσεγγίσεις συναρτήσεων 

από σειρές Taylor. Το 1797 στην προσπάθεια του αυτή έδωσε µια εσφαλµένη 

απόδειξη: Αν f(x + h) = f(x) + hp(x) + h2q(x) + …, τότε υπάρχει h αρκούντως µικρό 

ώστε  |f(x)| > |hp + h2q + …|. Όµως κατά την απόδειξη ο Lagrange έδωσε µια 

περιγραφή της συνεχούς συνάρτησης  η οποία ήταν  πολύ πιο κοντά στο µοντέρνο 

ορισµό των Cauchy- Bolzano από οποιαδήποτε άλλη φορά. Με την υπόθεση ότι 

δίνεται µια συνάρτηση hp, όπου p συνάρτηση του x, αν το x είναι σταθερό, ο 

Lagrange ισχυρίστηκε τότε ότι καθώς η p υπάρχει και παραµένει πεπερασµένη, η hp 

µηδενίζεται µε την h. Τότε η  καµπύλη που αντιστοιχεί σ’ αυτή τη συνάρτηση, µε 

τετµηµένη το h και τεταγµένη hp θα τέµνει τον άξονα στην αρχή. Και ο Lagrange 

είπε χαρακτηριστικά: ‘‘Η τροχιά της καµπύλης θα είναι κατ’ ανάγκη συνεχής από αυτό 

το σηµείο. Έτσι, αυτή σιγά-σιγά, πριν κόψει τους άξονες θα τους προσεγγίσει σε 

απόσταση µικρότερη από οποιαδήποτε δοσµένη ποσότητα’’. Βέβαια αυτός ο 

χαρακτηρισµός της συνέχειας είναι γεωµετρικός. Αλλά ο Lagrange το µετέτρεψε σε  

αλγεβρικό. Έτσι µπορούµε πάντα να βρούµε µια τετµηµένη h που να αντιστοιχεί σε 

τεταγµένη µικρότερη από οποιαδήποτε δοσµένη ποσότητα, και τότε όλες οι 

µικρότερες τιµές του h αντιστοιχούν επίσης σε τετµηµένες µικρότερες από τη 

δοσµένη ποσότητα. Αυτό διαφέρει αρκετά  από τις  ανεπαίσθητες αλλαγές ή τις 

απείρως µικρές αλλαγές. ∆εν είναι όµως µακριά από αυτόν τον ορισµό της 

συνέχειας στο h=0  µέχρι τους ορισµούς της συνέχειας των Bolzano- Cauchy. Αν και 

ο ίδιος  ο  Lagrange δεν θεώρησε αυτό τον χαρακτηρισµό σαν ορισµό της συνεχούς 

συνάρτησης, όµως είχε για πρώτη φορά διατυπώσει, µε ανισοτικό τρόπο, αυτό που 

αργότερα οι  Cauchy και   Bolzano αναγνώρισαν στον ορισµό της συνέχειας.[J. 

Grabiner.]  

Ο Lagrange είχε τονίσει δύο φορές την ουσιώδη ιδιότητα, των συνεχών 

συναρτήσεων. Επιπλέον, ο χαρακτηρισµός  του για τη συνέχεια των πολυωνύµων το 

1798 –όταν το x  αυξάνει ανεπαίσθητα από το p  στο q , (οι αντίστοιχες 

συναρτήσεις ) αυξάνουν επίσης ανεπαίσθητα -  εµφανίζεται στην απόδειξη που 

έκανε για το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής, το οποίο ήταν, και για τον Cauchy και   για 

τον Bolzano, µια σηµαντική εφαρµογή του ορισµού τους. Οι Cauchy και Bolzano, 

αργότερα, συχνά αναφέρονταν στην εργασία  Fonctions analytiques (Αναλυτικές 

συναρτήσεις) του Lagrange στην οποία υπάρχει ο ανισοτικός  χαρακτηρισµός της 

συνέχειας. 
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Ο πρώτος που συνειδητοποίησε την ανάγκη ενός µαθηµατικά αυστηρού 

ορισµού για την έννοια της συνέχειας ήταν ο Bernhard Bolzano (1781-1848). Στα 

πρώτα του εγχειρίδια, (1816-1817) βρίσκουµε, ανάµεσα σε άλλους ορισµούς 

θεµελιωδών εννοιών της ανάλυσης (όριο, παράγωγος, infimum)  και τον ορισµό 

συνεχούς συνάρτησης. Στην εργασία του Analytik proof (Aναλυτική απόδειξη), το 

1817,  ο Bolzano ασχολείται µε το θεώρηµα: <<Αν µια συνάρτηση  είναι συνεχής σε 

κλειστό διάστηµα και παίρνει ετερόσηµες  τιµές στα άκρα του διαστήµατος τότε η 

συνάρτηση παίρνει την τιµή µηδέν σε ένα τουλάχιστο εσωτερικό σηµείο του 

διαστήµατος >>. Το θεώρηµα αυτό είναι διαισθητικά αληθοφανές. Μια συνεχής 

καµπύλη της οποίας ένα τµήµα βρίσκεται πάνω από τον άξονα χ και ένα άλλο τµήµα  

βρίσκεται κάτω, απαραίτητα θα τον τέµνει. Για την αυστηρή απόδειξη του 

θεωρήµατος χρειάζεται βέβαια  η πληρότητα του συνόλου των πραγµατικών 

αριθµών. Το θεώρηµα όµως δεν ισχύει στο σύνολο Q των ρητών αριθµών όπως 

δείχνει το επόµενο παράδειγµα: Η συνάρτηση  

f : [0 , 2] ∩ Q → R , f(x) = x2 - 2 

είναι συνεχής,  f(0) f(2) < 0, αλλά το γράφηµα της δεν τέµνει το [0 , 2] ∩ Q σε 

κανένα σηµείο (Εφ’ όσον από την Q2x0)x(f 00 ∉=⇔= ). Είναι εντυπωσιακό ότι 

ο Bolzano δεν επαναπαύτηκε στη διαισθητική αληθοφάνεια του θεωρήµατος του και 

έκρινε ότι ήταν απαραίτητο να δοθεί ένας αναλυτικός ορισµός της συνέχειας και να  

αποδείξει το θεώρηµα ως συνέπεια του ορισµού αυτού. Οπότε άρχισε την προσπάθεια 

του να εισάγει ένα ορισµό για τη συνέχεια συνάρτησης. 

        Στην εργασία του Functionenlehre εισάγεται η έννοια της συνέχειας όχι µόνο σε 

διάστηµα αλλά και σε ένα σηµείο και ακόµη εξετάζεται η συνέχεια από τα δεξιά και 

από τα αριστερά. Ο ορισµός που έδωσε ο Bolzano είναι ο ακόλουθος:  

 

‘‘Η έκφραση ότι η συνάρτηση f(x) µεταβάλλεται σύµφωνα µε το νόµο της 

συνέχειας για όλες τις τιµές του x, µέσα ή έξω από κάποια όρια, σηµαίνει 

ακριβώς ότι: αν x ήταν µια τέτοια τιµή, η διαφορά f(x + ω) – f(x) µπορεί 

να γίνει µικρότερη από οποιαδήποτε δοθείσα ποσότητα, µε τη 

προϋπόθεση ότι το ω λαµβάνεται όσο µικρό θέλουµε’’. 
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∆ηλαδή, η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε ένα διάστηµα αν σε κάθε x του 

διαστήµατος η διαφορά f(x + ω) – f(x) µπορεί να γίνει όσο µικρή επιθυµεί  κανείς, 

παίρνοντας το ω αρκούντως µικρό .  

Ο Bolzano  γνώριζε πολύ καλά τη σηµασία της έννοιας της συνέχειας από το 

γεγονός ότι στη συγκεκριµένη εργασία του  βρίσκουµε παράδειγµα συνάρτησης η 

οποία δεν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της, καθώς επίσης και 

παράδειγµα συνάρτησης η οποία είναι συνεχής ακριβώς σε ένα σηµείο. [Jarnik  V.]     

Σήµερα κλασσικό παράδειγµα συνάρτησης που δεν είναι συνεχής σε κάθε 

σηµείο του πεδίου ορισµού της είναι η γνωστή συνάρτηση του Dirichlet,  

f : R → R µε τύπο:   
1,

( )
0, \

x Q
f x

x R Q
αν
αν

∈⎧
= ⎨ ∈⎩

 

και συνάρτησης που είναι συνεχής ακριβώς σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της  η  

g : [0 , 1] → R  ,  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ===

ύαλλοτεoπήυδoπo,0

,...2,1n
n
1x,x)x(g  

που είναι συνεχής µόνο στο x0 =0. 

Αξιοσηµείωτο είναι ότι ο Bolzano έθεσε και το ερώτηµα κατά πόσο ισχύει το 

αντίστροφο του θεωρήµατός του. δηλαδή :  

Αν a, b∈R,  a < x1 < x2 < b και συνάρτηση f, για την οποία ισχύει  f(x1) ≠ 

f(x2), και παίρνει στο διάστηµα (x1 , x2) όλες τις τιµές µεταξύ των f(x1) και f(x2), τότε 

αληθεύει ότι η f είναι συνεχής;  

Η απάντηση του είναι αρνητική. Μεταξύ των ερωτηµάτων που έθεσε ήταν και 

αν υπάρχουν  συναρτήσεις που έχουν την ιδιότητα της ενδιάµεσης τιµής και είναι 

παντού ασυνεχείς όπως για παράδειγµα η συνάρτηση : 

⎪
⎪
⎩
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⎨

⎧
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=
=
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)Q\R()1,0(x,x1
1x,1
0x,0

Q)1,0(x,x
1

)x(f
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Η ανάγκη για την αυστηρή θεµελίωση των εννοιών του απειροστικού 

λογισµού ήταν αυτή που οδήγησε τον Cauchy (1789-1857) να δώσει στο έργο του 

Cours d’ Analyse  [Cauchy, Augustin, σελ.19,43], το 1821, τον ακόλουθο ορισµό της 

συνεχούς συνάρτησης:  
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Η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ αν και µόνο αν η 

αριθµητική τιµή (δηλαδή η απόλυτη τιµή ) της διαφοράς f(x+h)- f(x)  

τείνει στο µηδέν καθώς το h τείνει στο µηδέν. 

 

Συνεχίζοντας, εξηγεί τον προηγούµενο ορισµό λέγοντας ότι  η συνάρτηση f(x) 

θα είναι συνεχής σε σχέση µε το x, σε ένα δοσµένο διάστηµα, εάν σ’ αυτό το 

διάστηµα µια απειροελάχιστη µεταβολή στη µεταβλητή σηµαίνει πάντα µια 

απειροελάχιστη µεταβολή στις τιµές της συνάρτησης. Με τη βοήθεια του ορισµού της 

συνέχειας ο Cauchy  απέδειξε το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής για συνεχείς 

συναρτήσεις. Έπειτα  χρησιµοποίησε τον ορισµό και  το θεώρηµα, για απόδειξη του 

θεωρήµατος µέσης τιµής για την παράγωγο και το ολοκλήρωµα και για την ύπαρξη 

του ορισµένου ολοκληρώµατος µιας συνεχούς συνάρτησης. 

  Ο Cauchy, πριν καταλήξει στον προηγούµενο ορισµό, είχε δώσει δύο άλλες 

διατυπώσεις του ορισµού της συνέχειας.  Η πρώτη χρησιµοποιεί ενορατική γλώσσα 

και η δεύτερη είναι αλγεβρική. Η πρώτη διατύπωση: 

 

Η συνάρτηση f(x) θα είναι συνεχής συνάρτηση µιας µεταβλητής x 

µεταξύ δύο δοσµένων αριθµών εάν για κάθε τιµή  µεταξύ αυτών των 

αριθµών  η απόλυτος τιµή της διαφοράς f(x + α) – f(x) µειώνεται 

καθώς µειώνεται το α . 

 

Με άλλα λόγια η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε σχέση µε το x µεταξύ των δύο 

αριθµών, εάν µεταξύ αυτών των αριθµών µια απείρως µικρή αύξηση της µεταβλητής, 

πάντοτε παράγει µια µικρή αύξηση της ίδιας της συνάρτησης. Μετά  τον ορισµό  

αυτό απέδειξε τη συνέχεια της ηµx, ένα παράδειγµα που το θεώρησε απαραίτητο για 

την  κατανόηση του.   

Ο Cauchy στην εισαγωγή της εργασίας του για τα ορισµένα ολοκληρώµατα 

(1814), παρατήρησε ότι το θεώρηµα )α(F)β(Fdx)x(f
β

α
−=∫ , όπου  f(x) = F΄(x), 

ισχύει ‘‘µόνο στην περίπτωση συνάρτησης που αυξάνει ή φθίνει κατά συνεχή τρόπο 

µεταξύ των δοσµένων ορίων . όταν η µεταβλητή αυξάνει ανεπαίσθητα (πολύ λίγο) , η 

συνάρτηση περνάει απότοµα από τη  µια τιµή στην άλλη , τότε οι διαφορές µεταξύ των 

πηδηµάτων που κάνει η συνάρτηση χρειάζονται διόρθωση’’. (Αυτό το κείµενο µερικές 
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φορές χρησιµοποιείται για να δείξει γιατί ο Cauchy θεώρησε το ολοκλήρωµα σαν 

άθροισµα αντί ως αντίστροφο της παραγώγου.  Η γλώσσα της περιγραφής του για τις 

ασυνέχειες - ΄΄περνάει απότοµα’’, ΄΄πηδάει’’- ταιριάζει πολύ µε τη γλώσσα του 

Arbogast  και σίγουρα είναι γραµµένη γνωρίζοντας τη συζήτηση του 18ου αιώνα. Η 

φράση του ανεπαίσθητες µεταβολές θυµίζει τον  Lagrange, του οποίου ο 

χαρακτηρισµός της συνέχειας ενός πολυωνύµου ίσως να βοήθησε για την επισήµανση 

της κρίσιµης ιδιότητας της συνέχειας.[ Kline, M.]. 

Ο Cauchy δεν χρησιµοποίησε, τουλάχιστον κατά κατηγορηµατικό τρόπο, 

κανέναν από τους ΄΄ανταγωνιστικούς’’ χαρακτηρισµούς, και δεν χρησιµοποίησε 

εξισώσεις για τις συναρτήσεις στην περιγραφή του για τη συνέχεια συνάρτησης.  

Γενικά, ο Cauchy δεν όρισε τι είναι συνεχής συνάρτηση στην εργασία του το 1814.  

H  ιδιότητα που χρειαζόταν στις αποδείξεις του ήταν ΄΄χωρίς πηδήµατα΄΄, ενώ η 

απόδειξη του για το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής το 1821, χρειαζόταν την κατανόηση 

της συνέχειας µε τον (ε-δ) ορισµό του. [Kline, M.]  

Ο Cauchy ήδη από το 1814 είχε δώσει ένα αλγεβρικό χαρακτηρισµό της 

συνέχειας  σε ένα σηµείο. Θεώρησε την περίπτωση συνάρτησης η οποία ΄΄περνάει 

ξαφνικά (απότοµα) από µία δεδοµένη τιµή σε µια άλλη αισθητά διαφορετική από την 

πρώτη΄΄. Αν φ(z) είναι η συνάρτηση, z το σηµείο, και ξ  ΄΄µια πολύ µικρή ποσότητα΄΄, 

ο Cauchy περιέγραψε την κατάσταση γράφοντας   φ(z+ξ)-φ(z-ξ) = ∆. 

Ο χαρακτηρισµός της ασυνέχειας από τον Cauchy, είναι αλγεβρική µεταφορά 

της  ιδιότητας  του να κάνει άλµα (πήδηµα). Αν και δεν χρησιµοποιεί εδώ τη γλώσσα 

των ορίων, µπορούµε να συµπεράνουµε από αυτή την εξίσωση ότι ο  Cauchy ήξερε 

ότι µια συνάρτηση κάνει ένα πήδηµα στο σηµείο ξ, αν το όριο της διαφοράς  φ(z+ξ)-

φ(z-ξ) δεν είναι µηδέν, καθώς το ξ τείνει στο µηδέν. Αυτή η αλγεβρική κατανόηση το 

(1814) της ασυνέχειας σε ένα σηµείο, είναι συνεπής µε τον ορισµό της συνέχειας που 

έδωσε ο  Cauchy το 1821,  ασφαλώς χωρίς να έχει διαβάσει τον Bolzano, γιατί 

µπορούσε να συµπεράνει πολύ εύκολα ότι η συνάρτηση φ είναι συνεχής όταν το ∆ 

τείνει στο µηδέν µε το ξ. Επειδή οι δύο χαρακτηρισµοί δεν είναι ίδιοι και επειδή ούτε 

οι ανισότητες ούτε τα όρια αναφέρονται, δεν είναι βέβαιο αν ο Cauchy είχε ήδη από 

το 1814 διατυπώσει τον ορισµό της συνέχειας. [ Grattan- Guinnes.]   

Η αντιστοιχία µεταξύ της άποψης  του Lagrange για τη συνέχεια και της 

άποψης των Cauchy -  Bolzano  τονίσθηκε το 1830 από τον ίδιο τον Bolzano . Ο 

Bolzano σηµείωσε ότι ο όρος συνεχής συνάρτηση είχε χρησιµοποιηθεί µε διάφορες 



 26

σηµασίες:  Για παράδειγµα, κατά τον  Lacroix  σήµαινε  ότι ο λόγος ( )F x
x

∆
∆

 ήταν 

φραγµένος, κατά τον K a&&stner και  Fries σήµαινε ότι η συνάρτηση είναι πραγµατική 

και πεπερασµένη.  Ο  Bolzano  είπε ότι αυτές οι ιδιότητες είναι όλες σηµαντικές και 

πρέπει να διακρίνονται η µια από την άλλη. Πρόσθεσε όµως ότι ο όρος συνεχής 

συνάρτηση πρέπει να χρησιµοποιείται µόνο για τη βασική ιδιότητα. Με τα λόγια του  

΄΄ Έτσι θα ήταν πιο καλά, διατηρώντας την ορολογία του Lagrange και του Cauchy, µε 

τον όρο συνεχής συνάρτηση να εννοούµε µόνο την ιδιότητα ότι η απόλυτη τιµή της 

διαφοράς  F(x+∆x)-F(x)  γίνεται και παραµένει µικρότερη από κάθε δοσµένο κλάσµα  

1
Ν

 αν το ∆x λαµβάνεται αρκετά µικρό΄΄.  [Grattan -Guinnes]. 

Οι Cauchy- Bolzano επανεξέτασαν τις λεπτοµέρειες των λύσεων της εξίσωσης 

κύµατος, των τεµνόµενων καµπυλών, των πολυωνύµων και δυναµοσειρών κοντά στο 

µηδέν, και αναγνώρισαν και αποµόνωσαν τη βασική ιδιότητα σε όλες τις συνεχείς 

συναρτήσεις. Ήταν ακριβώς η ιδιότητα που χρειαζόταν ο καθένας στις τελείως 

διαφορετικές αποδείξεις τους για το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής. Επίσης ήταν ακριβώς 

η ιδιότητα που χρειαζόταν ο Cauchy στις µετέπειτα εργασίες του στο διαφορικό και 

ολοκληρωτικό λογισµό. Αυτό το γεγονός αναδεικνύει ακόµη µια φορά τη διπλή 

ικανότητα του Cauchy να επιλέγει τη βασική ιδιότητα µιας έννοιας µέσα από ένα 

πλήθος αποτελεσµάτων και να διατυπώνει αυτήν την  ιδιότητα σωστά.  

Η σχεδόν ταυτόχρονη ανακάλυψη του ορισµού της συνέχειας από τους   

Bolzano και Cauchy κατά τους ιστορικούς φανερώνει την επιθυµία τους,   να 

διατυπώσουν τον ορισµό της συνέχειας σύµφωνα µε τις απόψεις που είχαν 

διατυπωθεί από τους άλλους αναλύστες του 18ου αιώνα.  

Αλλά ο Cauchy και ο Bolzano προχώρησαν πολύ περισσότερο από τους 

προκατόχους τους.  Έχοντας επιλέξει τη βασική ιδιότητα των συνεχών συναρτήσεων, 

ξεκίνησαν µια  αυστηρή θεµελίωση της θεωρίας των συνεχών συναρτήσεων, µε τη 

βοήθεια της οποίας,  ο Cauchy απέδειξε τα θεωρήµατα µέσης τιµής του διαφορικού 

και ολοκληρωτικού λογισµού.  

Η έννοια της συνέχειας µελετήθηκε καθ’ όλη τη διάρκεια του 19ου αιώνα και 

οι µαθηµατικοί έµαθαν περισσότερα γι’ αυτή, βρίσκοντας µερικές φορές 

αποτελέσµατα που τους προκαλούσαν έκπληξη, όπως το παράδειγµα που έδωσε  ο 

Darboux,  µιας συνάρτησης που παίρνει όλες τις ενδιάµεσες τιµές µεταξύ δύο 

δοθεισών  τιµών δίχως να είναι συνεχής. Έτσι αυτή η  βασική ιδιότητα των συνεχών 
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συναρτήσεων δεν είναι ικανή να εξασφαλίσει τη συνέχεια. Για παράδειγµα, η 

συνάρτηση  f : R → R µε τύπο:    
1sin , 0

( )
0 , 0

x
f x x

x

για

για

⎧ ⎛ ⎞ ≠⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪ =⎩

  παίρνει όλες τις 

τιµές που βρίσκονται ανάµεσα σε αυτές που παίρνει η συνάρτηση σε µια αρνητική 

τιµή του χ και σε µια θετική τιµή του χ. Όµως δεν είναι συνεχής στο χ = 0. 

Παρά το γεγονός ότι ο Cauchy έδωσε αυστηρούς ορισµούς των βασικών 

εννοιών της ανάλυσης εντούτοις η ταυτόχρονη χρήση αυτών και των απειροστών 

οδήγησε αρκετές φορές σε µαθηµατικά λάθη. Την Τρίτη δεκαετία του 19ου αιώνα οι 

Dedekind, Weierstrass, Cantor, Meray κατασκεύασαν τους πραγµατικούς αριθµούς, 

ώστε η έννοια του ορίου, κεντρική του απειροστικού λογισµού, να είναι µόνον 

αριθµητική, βασισµένη στο σύστηµα των πραγµατικών αριθµών και απαλλαγµένη 

από διαισθητικές και γεωµετρικές αναπαραστάσεις. 

Για τον Dedekind, το θεµελιωτικό πρόγραµµα της ανάλυσης θα ήταν 

εξασφαλισµένο αν µπορούσε να καταφέρει τη θεµελίωση του ίδιου του συστήµατος 

των πραγµατικών αριθµών, του συστήµατος που βρίσκεται στη βάση όλων των 

αναζητήσεων στην ανάλυση και στα µαθηµατικά γενικότερα. Έτσι αναζητήθηκε η 

κατασκευή µιας αναλυτικής δοµής, η οποία θα υποκαθιστούσε το γεωµετρικό 

συνεχές. Αυτό φαίνεται από τα γραπτά του Dedekind : 

 

΄΄Κατά τη συζήτηση της εννοίας της προσέγγισης µιας µεταβλητής 

ποσότητας προς µια οριακή τιµή, και ιδιαίτερα κατά την απόδειξη του 

θεωρήµατος σύµφωνα µε το οποίο, κάθε µέγεθος που αυξάνεται 

συνεχώς, αλλά όχι πέραν κάποιου ορίου, πρέπει κατ’ ανάγκην να 

προσεγγίζει µια οριακή τιµή, κατέφυγα στη γεωµετρική µαρτυρία. 

Ακόµη και τώρα θεωρώ ότι η προσφυγή στη γεωµετρική εποπτεία κατά 

την πρώτη παρουσίαση του διαφορικού λογισµού είναι εξαιρετικά 

χρήσιµη από διδακτική σκοπιά και επαναστατικά αναγκαία αν δεν θέλει 

κανείς να χάσει πολύτιµο χρόνο. Αλλά κανείς δεν θα µπορούσε ν’ 

αρνηθεί ότι αυτός ο τρόπος εισαγωγής στο διαφορικό λογισµό είναι µη 

επιστηµονικός. Προσωπικά αισθανόµουν αυτή τη δυσφορία τόσο 

έντονα που υποσχέθηκα στον εαυτό µου να συνεχίσω να σκέπτοµαι 

πάνω στο ζήτηµα µέχρι να µπορέσω να βρω ένα καθαρά αριθµητικό 
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και εντελώς αυστηρό θεµέλιο των αρχών του απειροστικού λογισµού. 

Πολύ συχνά ακούµε να λέγεται ότι ο διαφορικός λογισµός ασχολείται µε 

συνεχή µεγέθη, όµως πουθενά δεν δίνεται µια ερµηνεία αυτής της 

συνέχειας, ακόµη και οι πιο αυστηρές διατυπώσεις του διαφορικού 

λογισµού δεν βασίζουν τις αποδείξεις τους πάνω στη συνέχεια, αλλά 

καταφεύγουν, περισσότερο ή λιγότερο συνειδητά, σε γεωµετρικές 

έννοιες, ή σε έννοιες που συνδέονται µε τη γεωµετρία ή εξαρτώνται από 

θεωρήµατα που δεν αποδεικνύονται µε καθαρά αριθµητικό τρόπο. Σε 

αυτά, για παράδειγµα ανήκει το παραπάνω θεώρηµα, και µε πιο 

προσεκτική εξέταση µε έπεισε ότι αυτό το θεώρηµα, ή ένα άλλο 

ισοδύναµο µ’ αυτό, µπορεί να θεωρηθεί κατά κάποιο τρόπο ως 

επαρκής βάση για τον απειροστικό λογισµό. Έµενε λοιπόν να 

ανακαλυφθεί η πραγµατική του προέλευση από τα στοιχεία της 

αριθµητικής, και να εξασφαλισθεί ταυτόχρονα ένας πραγµατικός 

ορισµός της συνέχειας΄΄ .  [ Dedekind  R, σελ.1].   

 

Η εµφάνιση των αρρήτων ήταν ένα ζήτηµα στενά συνδεδεµένο µε τις 

γεωµετρικές κατασκευές και την εποπτεία. Το 2 είναι το µήκος της υποτείνουσας 

ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλευρές µήκους 1. Το πρόγραµµα όµως ορισµού 

των αρρήτων αριθµών µέσω των ρητών προσέκρουε σε έννοιες που δεν είχαν ακόµη 

αναλυτικό χαρακτήρα. Έτσι η έννοια της προσέγγισης ενός ορίου που δόθηκε από τον  

Cauchy δεν ήταν ξεκοµµένη από τη γεωµετρική εποπτεία και τις σχετικές 

γεωµετρικές εικόνες. Ο  Dedekind θα προσπαθήσει να περιγράψει το συνεχές, 

διασώζοντας το διαισθητικό χαρακτήρα αυτής της δοµής. Ερευνά ν’  ανακαλύψει τη 

δοµή του συνεχούς, όπως αυτό δίνεται στη λογικό εποπτική του διάσταση. Πρόκειται 

για τη χαρακτηριστική ιδιότητα που καθιστά την ευθεία γραµµή ένα συνεχές. Η 

ανακάλυψη αυτής της ιδιότητας θα απεδίδετο κατόπιν ως η χαρακτηριστική  ιδιότητα 

της υπό κατασκευή αναλυτικής δοµής (δηλαδή των πραγµατικών αριθµών).  

       Ο Dedekind καθώς ανέλυε την συνέχεια µιας ευθείας συνέκρινε τους ρητούς 

αριθµούς µε τα  σηµεία της ευθείας. 
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ΡΗΤΟΙ(κλάσµατα) 

 

1. Αν α , β , γ τρεις ρητοί αριθµοί µε 

α>β και β>γ, τότε α>γ 

 

2. Αν α και γ είναι ρητοί αριθµοί 

διαφορετικοί µεταξύ τους τότε υπάρχει 

άπειρον πλήθος ρητών αριθµών που 

βρίσκονται ανάµεσα στους α και γ .  

 

3. Ένας ρητός αριθµός α διαιρεί 

τους ρητούς σε δύο κλάσεις : Την κλάση 

Α = {χ ρητός µε χ ≤ α} και την κλάση  Β 

= {y ρητός µε y > α}. Ο αριθµός α  

ανήκει  σε µια µόνο κλάση.  

 

Οι δύο κλάσεις έχουν την προφανή 

ιδιότητα ότι κάθε αριθµός της Α είναι 

µικρότερος από κάθε αριθµό της Β. 

ΣΗΜΕΙΑ (ευθείας) 

 

1.Αν Α , Β, Γ τρία σηµεία ώστε το Α να 

είναι δεξιά του Β και το Β να είναι δεξιά 

του Γ, τότε το Α είναι στα δεξιά του Γ. 

 

2.Αν Α και Γ είναι δύο σηµεία µιας 

ευθείας διαφορετικά µεταξύ τους τότε 

υπάρχει άπειρο πλήθος σηµείων της 

ευθείας που βρίσκονται ανάµεσα στα Α 

και Γ  

 

3. Ένα σηµείο Μ µιας ευθείας διαιρεί την 

ευθεία σε δύο κλάσεις. Την κλάση των 

σηµείων της ευθείας που βρίσκονται 

αριστερά του Μ και την κλάση των 

σηµείων της ευθείας που βρίσκονται 

δεξιά του Μ . 

  

 

Η αναλογία αυτή ανάµεσα στους ρητούς αριθµούς και τα σηµεία µιας ευθείας 

γραµµής, µπορεί να εκφραστεί µε µια αντιστοιχία αν επιλεγεί πάνω στην ευθεία ένα 

σηµείο ως αρχή  και µια µονάδα µήκους για τη µέτρηση των τµηµάτων. Τότε σε κάθε 

ρητό q θ’ αντιστοιχεί ένα µήκος που θα µετριέται µε αφετηρία την αρχή είτε προς τα 

δεξιά αν ο q>0  είτε προς τα αριστερά αν q<0. Με τον τρόπο αυτό θα αντιστοιχεί ένα 

σηµείο Μ πάνω στην ευθεία σε κάθε ρητό q. Συνεπώς αν p, q δύο ρητοί µε p > q τότε 

σ’ αυτούς θ’ αντιστοιχούν δύο σηµεία Μ , Ν της ευθείας, και αφού p >q το Μ θα 

βρίσκεται δεξιά του Ν. Υπάρχουν όµως άπειρα σηµεία της ευθείας όπως είδαµε, που 

δεν αντιστοιχούν σε ρητό αριθµό. Υπάρχουν άπειρα µήκη που είναι ασύµµετρα µε τη 

µονάδα µήκους, και µάλιστα η ευθεία είναι πλουσιότερη σε σηµεία απ’ ότι είναι οι 

ρητοί αριθµοί. Το σύνολο λοιπόν των ρητών είναι ανεπαρκές, και συνεπώς 

καθίσταται επιτακτική η ανάγκη να δηµιουργηθούν νέοι αριθµοί, ώστε το νέο σύνολο 

αριθµών να έχει την ίδια πληρότητα  ή συνέχεια , όπως η ευθεία γραµµή.  
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Ο Dedekind καταλήγει ότι η ουσία της συνέχειας της ευθείας βρίσκεται στην  

3η ιδιότητα η οποία µπορεί να ληφθεί  και ως αξίωµα που να αφορά την ευθεία. Εάν 

όλα τα σηµεία µιας ευθείας διαιρεθούν σε δύο κλάσεις έτσι ώστε, κάθε σηµείο 

της πρώτης κλάσης βρίσκεται στα αριστερά κάθε σηµείου της δεύτερης κλάσης,  

τότε υπάρχει ένα και µόνο ένα σηµείο της ευθείας το οποίον παράγει αυτή η 

διαίρεση  των σηµείων σε δύο κλάσεις, το διαχωρισµό της ευθείας σε δύο 

τµήµατα. Έτσι εάν µια γραµµή τµηθεί σε δύο µέρη τότε υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο 

που βρίσκεται πάνω σ’ αυτή την κοπή. Αντίθετα στους ρητούς αριθµούς η παραπάνω 

ιδιότητα δεν ισχύει. Είναι δυνατόν να κόψουµε τους ρητούς σε δύο κλάσεις µια 

αριστερή και µια δεξιά κι όταν η αριστερή δεν έχει µέγιστο και η δεξιά δεν έχει 

ελάχιστο τότε η τοµή τους δεν πέφτει σε ρητό, δηλαδή δεν υπάρχει ρητός αριθµός 

που να βρίσκεται στην τοµή τους. Ο Dedekind γενίκευσε την 3η ιδιότητα δίνοντας τον 

ορισµό: 

 

Αν δίνεται ένας χωρισµός του συνόλου Q των ρητών σε δύο κλάσεις Α, Β  

που ικανοποιεί την χαρακτηριστική ιδιότητα ότι κάθε αριθµός α που 

ανήκει στην κλάση Α είναι µικρότερος από κάθε αριθµό β  που ανήκει 

στην κλάση Β τότε θα ονοµάζουµε τοµή ένα τέτοιο χωρισµό και θα 

συµβολίζουµε µε (Α,Β) . 

 

        Κάθε ρητός αριθµός α ορίζει µια τοµή για την οποία το α είναι είτε ο 

µεγαλύτερος αριθµός της κλάσης Α είτε ο µικρότερος της κλάσης Β. Υπάρχουν όµως 

τοµές που δεν παράγονται από ρητούς αριθµούς: Για παράδειγµα, αν διαµερίσουµε 

τους ρητούς σε δύο κλάσεις, την κλάση   { }2 2x xρητος µεΑ = <& και την κλάση 

{ }2 2y yρητος µεΒ = >& τότε η  τοµή τους βρίσκεται πάνω στον 2 ,που δεν είναι 

ρητός. Τα χάσµατα που αφήνουν οι ρητοί ανάµεσα τους είναι πολύ περισσότετρα από 

τους ίδιους τους ρητούς. Η συµπλήρωση αυτών των χασµάτων χαράσσει την πορεία 

προς την έννοια του πραγµατικού αριθµού. Το πέρασµα στους πραγµατικούς 

αριθµούς ήταν άµεσο. Ο Dedekind χώρισε το σύνολο των ρητών σε δύο κλάσεις µια 

αριστερή και µια δεξιά κι όταν η αριστερή δεν έχει µέγιστο και η δεξιά δεν έχει 

ελάχιστο θεωρεί ότι ορίζεται ένας καινούριος αριθµός που δεν είναι ρητός. Αυτός θα 

ονοµασθεί  άρρητος. Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών, θα είναι τελικά ένα 

διατεταγµένο αντιµεταθετικό σώµα, που αποτελείται από τους ρητούς και τους 
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άρρητους. Αποδεικνύεται ότι:  Για κάθε χωρισµό σε δύο κλάσεις δεξιά και αριστερά 

του συνόλου  R υπάρχει ένα και µόνο ένα  στοιχείο του R που τον προκαλεί και 

ονοµάζεται τοµή. Έτσι ορίζεται µια 1-1  και επί απεικόνιση του συνόλου των 

πραγµατικών αριθµών µε τα σηµεία  της ευθείας γραµµής. Το νέο αυτό σώµα R 

ικανοποιεί την ιδιότητα πληρότητας:  κάθε µη κενό και άνω φραγµένο υποσύνολο 

των πραγµατικών αριθµών έχει ελάχιστο άνω φράγµα.  Την ιδιότητα αυτή  

προφανώς δεν την ικανοποιεί το σύνολο των ρητών αριθµών.  

Μετά την κατασκευή των πραγµατικών αριθµών  ο Weierstrass (1815-1897) 

εργάστηκε ώστε να αποφύγει τη διαίσθηση και να στηριχθεί η έννοια του ορίου µόνο 

σε αριθµητικές έννοιες. Απέφυγε να χρησιµοποιεί τη φράση µια µεταβλητή 

προσεγγίζει ένα όριο, που αναφέρεται στο χρόνο και την κίνηση. Ερµηνεύει µια  

µεταβλητή απλά σαν ένα γράµµα που αντιπροσωπεύει µια οποιαδήποτε τιµή από ένα 

σύνολο τιµών. Έτσι αποφεύγει την κίνηση. Μια συνεχής µεταβλητή είναι αυτή για 

την οποίαν,  αν χ0 είναι µια (οποιαδήποτε) τιµή από το σύνολο τιµών της µεταβλητής 

και δ είναι ένας (οποιοσδήποτε) θετικός αριθµός (τότε) υπάρχουν και άλλες τιµές της 

µεταβλητής στο διάστηµα (χ0 – δ , χ0 + δ). Ο ορισµός που έδωσε ο Weierstrass για τη 

συνεχή συνάρτηση ισοδυναµεί µε εκείνον των  Cauchy –Bolzano αλλά τώρα είναι 

περισσότερο ακριβής και σαφής. Ο Weierstrass όρισε ως συνεχή τη συνάρτηση f(x), 

όταν το x βρίσκεται σε κάποιο (φραγµένο) διάστηµα, εάν για κάθε τιµή x0 σ’ αυτό το 

διάστηµα και για ένα οσοδήποτε θέλουµε µικρό θετικό αριθµό ε, είναι δυνατόν να 

βρούµε µια περιοχή γύρω από το x0 τέτοια, ώστε για όλες τις τιµές σ’ αυτή την 

περιοχή η διαφορά |(f(x) – f(x0)| είναι µικρότερη από τον ε. 

Ο παραπάνω ορισµός  µε σηµερινό συµβολισµό διατυπώνεται ως εξής:  

 

Έστω A ≠∅, A ⊆ R, x0∈ A, και  συνάρτηση f : A → R. Η f είναι 

συνεχής στο x0 ∈ A αν και µόνο αν, για κάθε ε>0 υπάρχει δ>0  ώστε αν 

x ∈ A και |x – x0 | < δ  τότε |f(x) – f(x0)| < ε . 

 

         Ο  Weierstrass κατόρθωσε να εξοστρακίσει τα απειροστά και έκτοτε όλοι οι 

ορισµοί που περιείχαν τέτοιες έννοιες δόθηκαν πλήρως αριθµητικά. Για παράδειγµα, 

ο µαθητής του Edward Heine, όχι µόνο έδωσε τον ορισµό της συνέχειας σ’ ένα 

σηµείο, σε µια εργασία του το  1872, αλλά   διατύπωσε τον  ορισµό της συνέχειας σε 

διάστηµα που είχε δώσει ο Cauchy ως εξής. 
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Μια συνάρτηση f(x) καλείται οµοιόµορφα συνεχής από το x=a έως το 

x=b  αν για κάθε δοσµένη ποσότητα ε, οσοδήποτε µικρή, υπάρχει  θετική 

ποσότητα n0 τέτοια ώστε για όλες τις θετικές τιµές  n που είναι µικρότερες 

από το n0, η  απόλυτη τιµή της f(x0 ± n) – f(x0) παραµένει µικρότερη του ε. 

 

Μια συνάρτηση είναι συνεχής σ’ ένα διάστηµα του χ αν είναι συνεχής σε κάθε 

χ του διαστήµατος. Ο Weierstrass απέδειξε µε αυστηρότητα διάφορα θεωρήµατα που 

αφορούσαν τις συνεχείς συναρτήσεις µεταξύ των οποίων και το θεώρηµα   µεγίστης 

και ελαχίστης τιµής.  

Ο παρακάτω πίνακας δείχνει, κατά χρονολογική σειρά,  τους ορισµούς της 

συνέχειας, έτσι όπως δόθηκαν από τους:  Euler, Bolzano, Cauchy, Dirichlet  και  

Heine. [Katz  V.σελ. 710].  

 

Euler (1748):  A continuous curve is one such that its nature can be expressed by a 

single function of x. If a curve is of such a nature that for its various parts, …,then we 

call such a curve discontinuous. 

(Μια καµπύλη λέγεται συνεχής αν µπορεί να περιγραφεί µε µια µόνο συνάρτηση. 

∆ιαφορετικά λέγεται ασυνεχής. [Άρα κατά τον Euler οι συναρτήσεις µε κλάδους δεν 

µπορούν να περιγράφουν συνεχείς καµπύλες]. ). 

 

Bolzano(1817): A function f(x) varies according to the law of continuity for all values 

of  x inside or outside certain limits … if [when] x is some such value, the difference  

f(x+ω)-f(x) can be made smaller than any given quantity provided ω can be taken as 

small as we please . 

(Μια συνάρτηση µεταβάλλεται σύµφωνα µε το νόµο της συνέχειας για όλες τις τιµές 

του χ µέσα ή έξω από κάποια όρια αν [όταν] χ είναι µια τέτοια τιµή, η διαφορά 

f(x+ω)-f(x) µπορεί να γίνει µικρότερη από κάθε δοσµένη ποσότητα αρκεί το ω να 

εκλεγεί τόσο µικρό, όσο θέλουµε). 

 

Cauchy (1821) : The function f(x) will be , between two assigned values of the 

variable x , a continuous function of this variable if for each value of x between these 

limits, the [absolute] value of the difference f(x+a)-f(x) decreases indefinitely with a . 



 33

(Η συνάρτηση f(x) θα λέγεται, µεταξύ δύο δοσµένων τιµών της µεταβλητής x, 

συνεχής συνάρτηση αυτής της µεταβλητής, αν για κάθε τιµή του x µεταξύ αυτών των 

ορίων, η [απόλυτη] τιµή της διαφοράς f (x + α) - f (x) γίνεται διαρκώς µικρότερη 

καθώς ελαττώνεται το α). 

 

Dirichlet (1837) : One thinks of  a and b as two fixed values and of x as a variable 

quantity that can progressively take all values lying between a and b . Now if to every 

x there corresponds a single , finite y in such a way that , as x continuously passes 

through the interval from a to b , y=f(x) also gradually changes, then y is called  a 

continuous function of x in this interval. 

(Αν α και b δύο σταθερές τιµές και x µια µεταβλητή ποσότητα, η οποία παίρνει όλες 

τις τιµές µεταξύ α και b.  Αν σε κάθε x αντιστοιχεί µια µόνο, πεπερασµένη τιµή y έτσι 

ώστε, καθώς το x διατρέχει συνεχώς το διάστηµα από το α ως το b, η  y = f(x) επίσης 

µεταβάλλεται βαθµιαία, τότε y λέγεται συνεχής συνάρτηση του x σ’ αυτό το 

διάστηµα.).  

 

Heine (1872) : A function f(x) is continuous at the particular value x=X if for every 

given quantity  ε  , however small, there exists a positive number 0n  with the property 

that for no positive quantity n  which is smaller than 0n  does the absolute value of  

f(X±  n )-f(X) exceed ε . A function f(x) is continuous from x=a to x=b if for every 

single value x=X between x=a and x=b , including x=a and x=b it is continuous. 

(Μια συνάρτηση f(x)  λέγεται συνεχής στην τιµή x = Χ αν για κάθε δοσµένη 

ποσότητα ε, οσοδήποτε µικρή, υπάρχει ένας θετικός αριθµός n0 έτσι ώστε για καµία 

ποσότητα n, µικρότερη από το n0, η απόλυτη τιµή της ποσότητας f (Χ±n) – f (Χ) 

υπερβαίνει το ε. Μια συνάρτηση f (x) λέγεται συνεχής από το x = α µέχρι το x = b , 

αν για κάθε τιµή  x = Χ µεταξύ x = α και x = b , συµπεριλαµβανοµένων των τιµών  

x = α και x = b, είναι συνεχής.) 
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3. ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 

    Στο κεφάλαιο αυτό θα προσπαθήσουµε να περιγράψουµε σύντοµα τι συµβαίνει στο 

ελληνικό σχολείο σήµερα. Τους στόχους που θέτει το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο  για τα 

µαθηµατικά στην ενότητα που αναφερόµαστε,  πώς εφαρµόζεται το αναλυτικό 

πρόγραµµα διδασκαλίας καθώς και τον  τρόπο  διδασκαλίας που, συνήθως, 

ακολουθείται από τους διδάσκοντες. Στη συνέχεια θα καθορίσουµε τους στόχους της 

παρούσας έρευνας, θα περιγράψουµε τον τρόπο επιλογής του δείγµατος των µαθητών 

της Γ΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου που ακολουθούν θετική ή τεχνολογική κατεύθυνση και   

τη διαδικασία που ακολουθήσαµε για τη διεξαγωγή της έρευνας. Ακολούθως θα 

παρουσιάσουµε το ερωτηµατολόγιο, που δόθηκε προς συµπλήρωση από τους  

µαθητές, καθώς και τον τρόπο αξιολόγησης του. Τέλος  θα αναφερθούµε στη  

στατιστική  ανάλυση των δεδοµένων, που προέκυψαν από τις απαντήσεις των 

µαθητών στο ερωτηµατολόγιο. 

 

  3.1  ΤΙ   ΙΣΧΥΕΙ  ΣΤΟ  ΕΛΛΗΝΙΚΟ  ΣΧΟΛΕΙΟ 

     Στο Ελληνικό σχολείο σήµερα κυριαρχεί η παραδοσιακή παιδαγωγική άποψη, 

σύµφωνα µε την οποίαν η ΄΄καλή΄΄ διδασκαλία είναι επαρκής για καλή µάθηση. Η 

διδασκαλία συνήθως είναι µετωπική, µε στόχο τη µεταφορά γνώσεων από το δι-

δάσκοντα προς τους µαθητές. Οι φροντιστηριακές προσεγγίσεις και νοοτροπίες κυρι-

αρχούν, ενώ απουσιάζουν δραστηριότητες εναλλακτικού χαρακτήρα που θα ευνοού-

σαν τη διερευνητική και συνεργατική µάθηση,  την οικοδόµηση των νέων γνώσεων 

και την καλλιέργεια δεξιοτήτων. Οι εκπαιδευτικοί ακολουθούν διδακτικές  µεθόδους 

που εστιάζουν στην εκπλήρωση αυστηρά προσδιορισµένων διδακτικών στόχων.  

Όσον αφορά το µαθησιακό αποτέλεσµα πολλές φορές καθορίζεται από το κατά πόσο 

µπορούν οι µαθητές να ανακαλούν γνώσεις σε εξετάσεις συµβατικού τύπου. ∆εν εξε-

τάζεται κατά πόσον οι απαντήσεις των µαθητών βασίζονται στη βαθύτερη κατανόηση 

και την εφαρµογή δεξιοτήτων. 

    Η ευρύτερη εκπαιδευτική διαδικασία δεν ευνοεί διαθεµατικές προσεγγίσεις.  

Ειδικότερα στο Ενιαίο Λύκειο παραµένει επικεντρωµένη  στις πανελλαδικές 

εξετάσεις, µια προσέγγιση που σε µεγάλο βαθµό ευνοείται από το σχολικό 

περιβάλλον και ενισχύεται ακόµη περισσότερο από το κοινωνικό περιβάλλον. 

∆ηλαδή το Ενιαίο Λύκειο δεν    αποτελεί αυτοτελή κύκλο σπουδών, αλλά 

αντιµετωπίζεται ως προθάλαµος για την εισαγωγή στην τριτοβάθµια εκπαίδευση. 
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    Σ’ αυτό το πλαίσιο εντάσσεται η µαθηµατική εκπαίδευση. Οι µαθητές που είναι οι 

τελικοί αποδέκτες  αυτής της κατάστασης  συχνά αποκοµίζουν µια λαθεµένη εικόνα 

του τι είναι µαθηµατικά. Βασικές έννοιες των µαθηµατικών δεν κατανοούνται από 

τους µαθητές. Οι έννοιες του ορίου και της συνέχειας  συνάρτησης είναι οι  πιο 

σηµαντικές και ίσως οι πιο δύσκολες στην κατανόηση τους  από τις έννοιες που 

διδάσκονται στο Λύκειο. 

    Οι µαθητές έρχονται σε επαφή για πρώτη φορά µε την έννοια της συνέχειας  (που 

αφορά την ευθεία των πραγµατικών αριθµών) στη Γ΄ τάξη του  Γυµνασίου και την Α΄ 

τάξη του Ενιαίου Λυκείου. Σ’ αυτές τις τάξεις επιχειρείται  µια πρώτη προσέγγιση 

στην έννοια της  συνέχειας  κατά τη µετάβαση από το σύνολο των ρητών στο σύνολο 

των πραγµατικών αριθµών µε την αναζήτηση της επίλυσης της εξίσωσης 2x =2, τη 

γεωµετρική κατασκευή της ρίζας της και την απόδειξη ότι η ρίζα αυτή δεν είναι 

ρητός αριθµός (χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής).   

    Στη  Γ΄ τάξη του Ενιαίου Λυκείου  όλοι οι µαθητές διδάσκονται µαθηµατικά 

γενικής παιδείας, ανεξάρτητα από την κατεύθυνση που θα ακολουθήσουν, και 

χρησιµοποιούν το βιβλίο «Μαθηµατικά και Στοιχεία Στατιστικής» των Αδαµόπουλου 

Λ., ∆αµιανού Χ., και Σβέρκου Α. Στο 1ο κεφάλαιο του βιβλίου µε τίτλο «∆ιαφορικός 

Λογισµός», γίνεται µια σύντοµη αναφορά στην έννοια της συνάρτησης και των 

ιδιοτήτων της, παρουσιάζεται η έννοια του ορίου, της συνέχειας, και τέλος της 

παραγώγου συνάρτησης. Σε όλο το κεφάλαιο γίνεται ευρεία χρήση της εποπτείας και 

των παραδειγµάτων για την ερµηνεία και για την κατανόηση των διαφόρων εννοιών 

και προτάσεων. Όσον αφορά την έννοια του ορίου, και της συνέχειας συνάρτησης, 

αυτές  παρουσιάζονται µέσω παραδειγµάτων και χωρίς µαθηµατική αυστηρότητα. 

Επισηµαίνεται µάλιστα στις «Οδηγίες για τη διδακτέα ύλη και τη διδασκαλία των 

µαθηµατικών κατά το σχολικό έτος 2005-2006» του Π. Ι σ.193, ότι η διδασκαλία της 

έννοιας του ορίου και της συνέχειας  δεν αποτελεί αυτοσκοπό, αλλά στοχεύει στην 

προετοιµασία για την εισαγωγή της έννοιας της παραγώγου. 

    Οι µαθητές της Γ΄ τάξης που επιλέγουν τη θετική ή την τεχνολογική κατεύθυνση 

διδάσκονται µαθηµατικά κατεύθυνσης και χρησιµοποιούν το βιβλίο «Μαθηµατικά 

Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης» των Ανδρεαδάκη Σ., Κασταργύρη Β., Μέτη 

Σ., Μπουχούτα  Κ., Παπασταυρίδη Σ. και Πολύζου Γ. Το βιβλίο αυτό αποτελείται 

από ένα κεφάλαιο άλγεβρας (Μιγαδικοί αριθµοί) και τρία κεφάλαια ανάλυσης (Όριο- 

συνέχεια συνάρτησης, ∆ιαφορικός Λογισµός και Ολοκληρωτικός Λογισµός). Η 
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άλγεβρα αποτελεί το 17% περίπου της διδακτέας ύλης,  ενώ η ανάλυση το υπόλοιπο 

83%. 

Το πρώτο κεφάλαιο της ανάλυσης αποτελείται από τρεις επιµέρους ενότητες : 

a) Τις βασικές έννοιες της ανάλυσης, 

b)  Το όριο συνάρτησης σε ένα σηµείο xo ∈  R U { − ∞ , + ∞  }   και 

c) Τη συνέχεια συνάρτησης. 

Και στα τρία κεφάλαια της ανάλυσης το βιβλίο διαπραγµατεύεται συναρτήσεις µε 

πεδίο ορισµού διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων.  

    Οι  έννοιες του ορίου και της συνέχειας συνάρτησης  στο xo ∈  R εισάγονται 

εποπτικά µέσω παραδειγµάτων, δυναµικών προσεγγίσεων και εφαρµογών σε 

γεωµετρικά ή αριθµητικά πλαίσια. Ο τυπικός  ε-δ ορισµός αναφέρεται µόνο για την 

πληρότητα του βιβλίου, όπως αναφέρεται στις οδηγίες του  Π.Ι,  δεν διδάσκεται και 

προφανώς δεν εξετάζεται.  

Στο σχολικό βιβλίο τονίζεται ότι οι προϋποθέσεις για να είναι συνεχής µια 

συνάρτηση f  σε ένα σηµείο xo  είναι: Το xo  να ανήκει στο πεδίο ορισµού της 

συνάρτησης f , να υπάρχει το όριο της  f  στη θέση xo  και να ισούται µε την τιµή 

της f  στη θέση xo. Το θεώρηµα του BOLZANO προσεγγίζεται διαισθητικά, το 

θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής αποδεικνύεται µε βάση το θεώρηµα του BOLZANO και 

τα δύο µαζί χρησιµοποιούνται, για τον προσδιορισµό του πρόσηµου µιας συνεχούς 

συνάρτησης   f  στο πεδίο ορισµού της, καθώς και για να προσδιορίσουµε αν η 

εξίσωση f ( x )=0 µε x ∈[α,β] έχει ρίζες στο (α,β). Ακόµη προσεγγίζονται 

διαισθητικά το θεώρηµα µεγίστης και ελάχιστης τιµής και ο υπολογισµός του 

συνόλου τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης f σε διάστηµα ∆. Με τη διδασκαλία της 

έννοιας της συνέχειας, όπως επισηµαίνει το Π.Ι. (σ.194) επιδιώκεται οι µαθητές: 

• Να κατανοήσουν την έννοια της συνέχειας µιας συνάρτησης f σε σηµείο 0x  

του πεδίου ορισµού της.   

• Να αναγνωρίζουν τη συνέχεια µιας συνάρτησης f σε σηµείο ή διάστηµα από 

τη γραφική παράσταση της.  

• Να γνωρίζουν τις βασικές συνεχείς συναρτήσεις και ότι το άθροισµα, η 

διαφορά, το γινόµενο, το πηλίκο καθώς και η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων 

είναι συνεχής συνάρτηση. 
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• Να  γνωρίζουν τα βασικά θεωρήµατα: BOLZANO, ενδιάµεσης τιµής, και 

µεγίστης και ελάχιστης τιµής, όταν η συνάρτηση ορίζεται σε κλειστό, 

φραγµένο διάστηµα. Να  µπορούν να τα εφαρµόζουν στην εύρεση του 

προσήµου, του συνόλου τιµών και του πλήθους των ριζών συνεχών 

συναρτήσεων σε διαστήµατα γνωστής µονοτονίας.   

      Συνέπεια αυτής της προσέγγισης είναι να µην δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στην 

κατανόηση της έννοιας της συνέχειας  ούτε στην εφαρµογή της σε  καταστάσεις 

λύσης προβλήµατος που  ξεφεύγουν από τη ρουτίνα των ασκήσεων. Ο δάσκαλος 

παρουσιάζει µε αφηγηµατικό τρόπο την έννοια, λύνει κάποια παραδείγµατα και µετά 

δίνεται ένας αριθµός παρόµοιων περίπου ασκήσεων για εξάσκηση και εµπέδωση. Οι 

ασκήσεις δεν εστιάζουν στις έννοιες του ορίου και της συνέχειας, αλλά στη χρήση 

ανισοτήτων, στην έννοια της απόλυτης τιµής και σε άλλες  πολύπλοκες τεχνικές, τις 

οποίες εφαρµόζουν µηχανικά για να λύσουν ασκήσεις που εµπίπτουν σε ειδικές 

κατηγορίες. Οι µαθητές διαµορφώνουν την πεποίθηση ότι τα όρια αφορούν κυρίως 

πράξεις και δεν χρειάζεται να κατακτήσουν την έννοια. ∆ηλαδή παρατηρείται µια 

υποβάθµιση σε θεµελιώδεις έννοιες της ανάλυσης όπως είναι το όριο και η συνέχεια  

συνάρτησης, σε ένα είδος αλγεβρικού και αλγοριθµικού υπολογισµού.  Όµως µια 

τέτοια προσέγγιση δεν έχει σχέση µε την προσπάθεια κατανόησης της έννοιας του 

ορίου και της συνέχειας.   Στην υπάρχουσα κατάσταση και µε δεδοµένο ότι οι 

µαθητές αντιµετωπίζουν σοβαρές δυσκολίες στη διδακτική ενότητα του ορίου και της 

συνέχειας, εκτός από τα σχολικά βιβλία και τις οδηγίες του Παιδαγωγικού 

Ινστιτούτου συµβάλει αρνητικά και η  επιλογή των θεµάτων  στις πανελλαδικές 

εξετάσεις που κατά κανόνα αναφέρονται σε αλγεβρικές διαδικασίες.  

     Το Π.Ι στο Ενιαίο Πλαίσιο Προγραµµάτων Σπουδών (Ε.Π.Π.Σ.) προσδιορίζει τους 

γενικούς στόχους για τα µαθηµατικά. Μεταξύ άλλων αναφέρονται ότι επιδιώκεται οι 

µαθητές να µπορούν: «Να µυηθούν και να εξοικειωθούν µε τη διαδικασία της µαθη-

µατικής απόδειξης και γενικότερα να καλλιεργήσουν τη µαθηµατική τους σκέψη και 

την κριτική τους ικανότητα. Να αποκτήσουν µια αξιόλογη βάση µαθηµατικών γνώ-

σεων και δεξιοτήτων που θα τους επιτρέψει να συνεχίσουν τις σπουδές τους σε πιο 

προχωρηµένο επίπεδο».(Ε.Π.Π.Σ.,1998). Όµως παρά τις αρχικές προθέσεις αυτών 

που σχεδίασαν την τελευταία εκπαιδευτική µεταρρύθµιση (1998) η πορεία των 

τελευταίων ετών όπως καταγράφεται και µέσα από τις  εξετάσεις, υπογραµµίζει ότι το 

εκπαιδευτικό µας σύστηµα εξακολουθεί να παραµένει εξεταστικοκεντρικό. 
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    Στα Μαθηµατικά Θετικής και Τεχνολογικής  Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου και 

συγκεκριµένα στη διδακτική ενότητα της συνέχειας εστιάζεται η ερευνητική µας 

εργασία. Το µάθηµα αυτό (µε το σύστηµα που ισχύει σήµερα για την εισαγωγή των 

υποψηφίων στη τριτοβάθµια εκπαίδευση ), αποτελεί το πιο σηµαντικό µάθηµα για 

όσους µαθητές έχουν στόχο τις θετικές επιστήµες. Επίσης συντελεί αποφασιστικά και 

για την εισαγωγή στις ιατρικές και οικονοµικές σχολές. (Για την εισαγωγή στη 

τριτοβάθµια εκπαίδευση ο βαθµός σε κάθε µάθηµα στις Γενικές Εξετάσεις 

πολλαπλασιάζεται  µε ειδικό συντελεστή ανάλογα µε την Πανεπιστηµιακή Σχολή που 

στοχεύει ο υποψήφιος φοιτητής). Σηµειώνουµε πως ο αρχικός προγραµµατισµός  

στην τελευταία  µεταρρύθµιση  προέβλεπε διαφορετικά µαθηµατικά για τις δύο 

κατευθύνσεις. Εφαρµόστηκε µόνο µία χρονιά το 2000. Από τότε έχουµε κοινό βιβλίο 

και κοινή ύλη και κοινές εξετάσεις  για τις δύο κατευθύνσεις. 

              

 3.2  ΣΤΟΧΟΙ  ΤΗΣ   ΕΡΕΥΝΑΣ : 

Με βάση το τι ισχύει σήµερα στο Ελληνικό σχολείο, το αναλυτικό πρόγραµµα που 

εφαρµόζεται για τα µαθηµατικά και τις διαδικασίες που ακολουθούνται συνήθως στη 

διδασκαλία, η παρούσα έρευνα έχει στόχους να διερευνήσει: 

• Τις αντιλήψεις των µαθητών για την έννοια του διαστήµατος ως υποσυνόλου 

του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. 

• Τον έλεγχο, αν µπορούν να ξεχωρίζουν πότε µια καµπύλη σε ένα 

ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων είναι γραφική παράσταση 

συνάρτησης.  

• Τις αντιλήψεις των µαθητών για την έννοια της συνέχειας µιας συνάρτησης 

και το ρόλο που παίζει η γραφική παράσταση της στη διαµόρφωση αυτών των 

αντιλήψεων.  

• Τον έλεγχο, αν µπορούν γνωρίζοντας τον τύπο µιας συνάρτησης και το πεδίον 

ορισµού της να σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση της.  

  3.3 ΥΠΟΚΕΙΜΕΝΑ   ΤΗΣ   ΕΡΕΥΝΑΣ                                                             

Στην έρευνα συµµετείχαν 80  µαθητές της Γ΄ τάξης  Ενιαίου Λυκείου,  θετικής και  

τεχνολογικής κατεύθυνσης, από 6 Λύκεια της Ανατολικής Αττικής (5 ∆ηµόσια και 1 

ιδιωτικό). 

Η έρευνα έγινε τον Σεπτέµβριο του  2005  (πριν διδαχθούν την έννοια της 

συνάρτησης µε στόχο τη διερεύνηση των άτυπων αντιλήψεων των µαθητών για την 
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έννοια της συνέχειας ), οπότε δόθηκε στους  µαθητές ένα ερωτηµατολόγιο διάρκειας 

µιας διδακτικής ώρας. Το ίδιο ερωτηµατολόγιο µε προσθήκη ενός ακόµη ερωτήµατος 

(που αναφέρεται σε εφαρµογές του θεωρήµατος  Ενδιάµεσης Τιµής ) δόθηκε στους 

ίδιους µαθητές τον Φεβρουάριο του 2006, (αφού είχαν διδαχθεί την έννοια της 

συνάρτησης, µε στόχο να διερευνήσουµε, αν  διαφοροποιήθηκαν οι µαθητές στις 

αντιλήψεις,  που είχαν εκφράσει στο   1ο ερωτηµατολόγιο ).     

 

3.4 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ  ΤΟΥ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟΥ 

∆ίνουµε παρακάτω µια σύντοµη περιγραφή του ερωτηµατολογίου (βλ. Παράρτηµα) 

µε τους αντίστοιχους συµβολισµούς για τις µεταβλητές που χρησιµοποιήσαµε  για τη 

στατιστική ανάλυση των δεδοµένων(κωδικοποίηση). 

Ερώτηµα 1ο :   

∆ίνονται τέσσερα υποσύνολα Α, Β, Γ, ∆ του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. 

Ζητάµε από τους µαθητές, να αναπαραστήσουν αυτά πάνω στον άξονα και 

ακολούθως να εξετάσουν, ποια  είναι διαστήµατα Το ερώτηµα αυτό µας δίνει τη 

δυνατότητα να διερευνήσουµε, αν µπορούν οι µαθητές να αντιστοιχίσουν ένα σύνολο 

αριθµών σε σηµεία ενός άξονα και να διακρίνουν, αν  είναι διάστηµα. 

Οι επιµέρους ερωτήσεις να αναπαραστήσουν τα  υποσύνολα Α, Β, Γ, ∆ του συνόλου 

των πραγµατικών αριθµών (αντίστοιχα) πάνω στον άξονα συµβολίζονται (πριν τη  

διδασκαλία) µε: Aa1, Aa2, Aa3, Aa4, και (µετά την διδασκαλία) µε: Ba1, Ba2, Ba3, 

Ba4. Όσον αφορά την  ερώτηση πιο από τα παραπάνω υποσύνολα  είναι διάστηµα 

συµβολίζεται (πριν τη διδασκαλία) µε  Aint., και (µετά την διδασκαλία) µε   Bint.  

Ερώτηµα 2ο :  

∆ίνονται επτά καµπύλες σχεδιασµένες η κάθε µια σε ορθοκανονικό σύστηµα 

συντεταγµένων. Ζητάµε από τους µαθητές να διακρίνουν, ποιες από αυτές είναι 

γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων και στη συνέχεια, ποιες από τις γραφικές 

παραστάσεις αντιστοιχούν σε συνεχείς συναρτήσεις.  

Το ερώτηµα αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να διερευνήσουµε, αν µπορούν οι µαθητές 

να διακρίνουν, πότε µια καµπύλη είναι συνάρτηση και πώς από τη γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης αντιλαµβάνονται, αν αυτή είναι ή δεν είναι συνεχής.  

Τις επιµέρους ερωτήσεις συµβολίζουµε: 

Για την ερώτηση, ποιες καµπύλες είναι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων,  (πριν 

τη διδασκαλία)  µε: Af1, Af2, Af3, Af4, Af5, Af6, Af7  και (µετά τη διδασκαλία) µε   

Βf1, Βf2, Βf3, Βf4, Βf5, Βf6, Βf7. 
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Στη δε  ερώτηση, ποιες από τις  καµπύλες  αντιστοιχούν σε συνεχείς συναρτήσεις,  
(πριν τη διδασκαλία) µε Acf1, Acf2, Acf3, Acf4, Acf5, Acf6, Acf7 και (µετά τη 

διδασκαλία) µε  Βcf1, Βcf2, Βcf3, Βcf4, Βcf5, Βcf6, Βcf7.   

Ερώτηµα 3ο :  

∆ίνονται τέσσαρες συναρτήσεις µε τον ίδιο τύπο και  διαφορετικά πεδία ορισµού,  

και ζητάµε από τους µαθητές: Να διακρίνουν ποια από τις συναρτήσεις  έχει πεδίο 

ορισµού διάστηµα, να κατασκευάσουν τη γραφική παράσταση κάθε συνάρτησης και 

να διακρίνουν ποιες από αυτές είναι συνεχείς. 

Τα πεδία ορισµού των συναρτήσεων είναι σύνολα, που το ένα είναι πεπερασµένο, τα  

δύο είναι διαστήµατα και το τέταρτο είναι ένωση διαστηµάτων. Η επιλογή έγινε µε 

τέτοιο τρόπο, ώστε να διερευνηθεί αν οι µαθητές θεωρούν,  ότι αν κόβεται ή όχι η 

γραφική παράσταση µιας συνάρτησης εξαρτάται, όχι µόνο από τη συνέχεια της 

συνάρτησης αλλά και από το πεδίο ορισµού της. 

Τις επιµέρους ερωτήσεις συµβολίζουµε:  

 Για την ερώτηση,  πιο από τα πεδία ορισµού των συναρτήσεων είναι διάστηµα,  

(πριν τη διδασκαλία) µε: Aafd1, Aafd2, Aafd3, Aafd4 και (µετά τη διδασκαλία) µε  

Βafd1, Βafd2, Βafd3, Βafd4.  

Στην δε ερώτηση να κατασκευάσουν  τη γραφική παράσταση κάθε µιας από τις 

δοσµένες συναρτήσεις,  (πριν τη διδασκαλία)  µε: Aag1, Aag2, Αag3, Αag4 και (µετά 

τη διδασκαλία) µε  Βag1, Βag2, Βag3, Βag4.  

Τέλος στην ερώτηση,  να διακρίνουν ποιες από τις συναρτήσεις είναι συνεχείς   (πριν 

τη διδασκαλία)  µε: Aagc1, Aagc2, Aagc3, Aagc4 και (µετά την διδασκαλία) µε  

Βagc1, Βagc2, Βagc3, Βagc4  

 Ερώτηµα 4ο :  

Το ερώτηµα αυτό προστέθηκε στα προηγούµενα 3 ερωτήµατα στην επαναληπτική 

εξέταση τον Φεβρουάριο του 2006. Σ’ αυτό το ερώτηµα δίνεται ο πίνακας 

µεταβολών, µιας συνεχούς συνάρτησης µε πεδίο ορισµού  το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών και ζητάµε από τους µαθητές, να υπολογίσουν το σύνολο 

τιµών, το πλήθος των ριζών και τα ολικά ακρότατα της συνάρτησης αυτής.  

Τις επιµέρους ερωτήσεις συµβολίζουµε:  

Την ερώτηση, να υπολογισθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης σε οκτώ διαστήµατα 

υποσύνολα του συνόλου των πραγµατικών αριθµών,   µε: Ptv1, Ptv2. 

 Την ερώτηση, να βρεθεί  το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x)=α  για έξη 

πραγµατικές τιµές του α,  µε  Pteg1, Pteg2, Pteg3, Pteg4, Pteg5, Pteg6  και, 
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Τέλος την ερώτηση, να υπολογισθούν τα ολικά ακρότατα της συνάρτησης,  µε  

Ptmm.    

 3.5 ΚΡΙΤΗΡΙΑ   ΒΑΘΜΟΛΟΓΗΣΗΣ 

    Για τη βαθµολόγηση των απαντήσεων, ακολουθήσαµε τον παρακάτω τρόπο. 

Η κάθε ερώτηση, σε όλα τα ερωτήµατα   λαµβάνει, 1 αν η απάντηση είναι σωστή και 

0 αν η απάντηση είναι λανθασµένη ή δεν δίνεται απάντηση. 

 

3.6 ΑΝΑΛΥΣΗ   ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ  ΤΟΥ  
ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟΥ 

Παραθέτουµε τον πίνακα αποτελεσµάτων κάθε ερωτήµατος και σχολιάζουµε τις 

απαντήσεις των µαθητών σ’ αυτό 

1ο ΕΡΩΤΗΜΑ 
 

ΠΡΙΝ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΜΕΤΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ 

ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ
∆ΕΝ-
ΑΠ. ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ 

∆ΕΝ-
ΑΠ. 

Aa1 65% 35% 0% Ba1 79% 17,50% 3,75%

Aa2 27,50% 71,25% 1,25% Ba2 43,75% 52,50% 0% 

Aa3 95,00% 5% 0% Ba3 96,25% 1,25% 2,50%

Aa4 91,25% 8,75% 0% Ba4 86,25% 11,25% 2,50%
        

Aint. 23,75% 76,25% 0% Bint 48,75% 48,75% 2,50%
 

(i) Στη  ερώτηση (Aa1)  όπως φαίνεται από τον πίνακα αποτυγχάνει το 35% των 

µαθητών στο 1ο ερωτηµατολόγιο ,ενώ στο 2ο ερωτηµατολόγιο το  ποσοστό µειώνεται 

στο 20%. Ενώ φαίνεται εύκολο ερώτηµα, να παραστήσουν ακεραίους πάνω στον 

άξονα αυτοί που αποτυγχάνουν, παρατηρούµε  ότι  δίνουν σηµασία µόνο στην 

ανίσωση  1≤ x ≤ 5  και  παραβλέπουν την επόµενη φράση, ότι ο  x  είναι ακέραιος. 

Αυτή η παράβλεψη παρατηρείται σε πολλούς µαθητές µας, όταν τους ζητάµε  να 

λύσουν µια ανίσωση ή εξίσωση. Θεωρούν ότι η µεταβλητή  παίρνει τιµές από 

ολόκληρο το σύνολο των πραγµατικών αριθµών,  οπότε ως λύση αναφέρουν ότι 

προκύψει από τις αλγεβρικές διαδικασίες  χωρίς να λαµβάνουν υπόψη, τούς 

περιορισµούς για τη µεταβλητή. 

(ii) Στην ερώτηση  (Aa2), όπως φαίνεται από τον πίνακα αποτυγχάνει το 73% των 

µαθητών στο 1ο ερωτηµατολόγιο ενώ στο 2ο ερωτηµατολόγιο το ποσοστό µειώνεται 
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σε 20%. ∆εν έχουν κατανοήσει ότι οι ρητοί δε γεµίζουν κανένα ευθύγραµµο τµήµα 

του άξονα. Φαίνεται να  αγνοούν ότι υπάρχουν σηµεία του άξονα που καλύπτονται 

από τους άρρητους.  Έχουµε το επιστηµολογικό εµπόδιο της πληρότητας των 

πραγµατικών αριθµών.  

(iii) Στην ερώτηση (Aa3) επιτυγχάνουν σε µεγάλο ποσοστό 95%  στο 1ο 

ερωτηµατολόγιο µε µικρή βελτίωση στο 96% στο 2ο ερωτηµατολόγιο. Η µεγάλη 

επιτυχία τους σ’ αυτό το ερώτηµα οφείλεται στο ότι η µεταβλητή παίρνει τιµές από 

ολόκληρο το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, το οποίο συµπίπτει µε την αντίληψη 

που έχουν για όλες τις µεταβλητές.  

(iv) Στην  ερώτηση (Aa4)  παρατηρείται µεγάλο ποσοστό επιτυχίας όµως κατά 5% 

µικρότερο από το (Aa3) µε µικρή µείωση του ποσοστού επιτυχίας στο 2ο 

ερωτηµατολόγιο. Η διαφοροποίηση αυτή,  οφείλεται στο µεµονωµένο σηµείο, που 

επιπλέον δίνεται στην ερώτηση (Aa4).  

(v) Στην ερώτηση  (Aint.) η µεγάλη αποτυχία τους οφείλεται στην εσφαλµένη 

αντίληψη που έχουν για την έννοια του διαστήµατος (που προκύπτει από  το 

επιστηµολογικό εµπόδιο της πληρότητας). Ενδεικτικά αναφέρουµε τις απαντήσεις 

ενός µαθητή πριν και µετά τη διδασκαλία. 

Εσφαλµένη απάντηση: ( Τα Α και Β είναι διαστήµατα  διότι οι τιµές τους x  

περιορίζονται από δύο αριθµούς, δηλαδή δεν µπορούν να πάρουν τιµές 

µεγαλύτερες ή µικρότερες αντίστοιχα απ’ τους δύο αυτούς αριθµούς. Για το 

σύνολο Α ισχύει x  ακέραιος µε 1≤ x ≤ 5 ⇒ x ∈[1 , 5], ενώ για το σύνολο Β 

ισχύει x  ρητός : 1≤ x ≤ 2⇒ x ∈[1 , 2] ).    

Ο ίδιος µαθητής  στο δεύτερο ερωτηµατολόγιο διορθώνει την πρώτη εσφαλµένη 

απάντηση του µε την επόµενη: 

Σωστή απάντηση: (∆ιάστηµα είναι το σύνολο Γ διότι περιλαµβάνει όλα τα x ∈ R  

και µόνο αυτά µεταξύ δύο ακραίων τιµών του 1 και του + ∞ )  

Γενικά, όπως προκύπτει από τα παραπάνω δεδοµένα, αρκετοί µαθητές θεωρούν ως 

διάστηµα ένα  σύνολο αριθµών  που τα στοιχεία του βρίσκονται ανάµεσα σε δύο 

αριθµούς.  Μια µικρή σχετικά βελτίωση παρατηρείται στην επίδοση τους στο 2ο 

ερωτηµατολόγιο µετά τη διδασκαλία. 
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2ο ΕΡΩΤΗΜΑ 

 

ΠΡΙΝ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΜΕΤΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ 

ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ
∆ΕΝ-
ΑΠ. ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ 

∆ΕΝ-
ΑΠ. 

Af1 85% 10% 5% Bf1 90% 7,50% 2,50%

Af2 90% 5,00% 5% Bf2 93,75% 3,75% 2,50%
Af3 85% 10% 5% Bf3 95% 2,50% 2,50%
Af4 83,75% 11,25% 5% Bf4 93,75% 3,75% 2,50%
Af5 83,75% 11,25% 5% Bf5 92,50% 5% 2,50%
Af6 88,75% 6,25% 5% Bf6 95% 2,50% 2,50%
Af7 63,75% 31,25% 5% Bf7 81,25% 15% 3,75%

 
Στις ερωτήσεις Af1, Af2, Af3, Af4, Af5, Af6, Af7  (πριν τη διδασκαλία) και Βf1, 

Βf2, Βf3, Βf4, Βf5, Βf6, Βf7 (µετά την διδασκαλία) ζητάµε από τους µαθητές να 

απαντήσουν, ποιες από τις δοσµένες καµπύλες είναι γραφικές παραστάσεις 

συναρτήσεων.   
(i) Στην  Af1( όπου δίνεται καµπύλη µη διακοπτόµενη που δεν είναι συνάρτηση)  

παρατηρείται µεγάλη επιτυχία 85% µε βελτίωση στο δεύτερο ερωτηµατολόγιο 90% . 

Παραθέτουµε ενδεικτικά  µια σωστή και µια λανθασµένη απάντηση µαθητών. 

Σωστή απάντηση: ∆εν είναι συνάρτηση διότι υπάρχει ένα τουλάχιστο 0x  στο 

οποίο αντιστοιχούν δύο f( 0x ).   

Εσφαλµένη διατύπωση: Είναι συνάρτηση γιατί από όλα τα σηµεία της περνάει µια 

γραµµή. Θα έπρεπε να αναφέρει ότι κάθε κατακόρυφη γραµµή περνάει το πολύ από 

ένα σηµείο της. 

(ii) Στην ερώτηση Af2( όπου δίνεται καµπύλη µη διακοπτόµενη που  είναι 

συνάρτηση) παρατηρείται η µεγαλύτερη επιτυχία των µαθητών από όλες τις 

ερωτήσεις του 2ου ερωτήµατος µε ποσοστό 90%. Οι περισσότεροι απαντούν σωστά 

ότι είναι συνάρτηση µε γεωµετρική αιτιολόγηση (µε όχι όµως σωστή διατύπωση) 

(Είναι συνάρτηση γιατί από όλα τα σηµεία της περνάει µια γραµµή). 

Παραθέτουµε τη σωστή αιτιολόγηση που διατυπώνουν µερικοί µαθητές.  Είναι 

συνάρτηση διότι σε κάθε στοιχείο του συνόλου Α (πρότυπα) αντιστοιχεί ένα 

ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β.  

(iii) Στις ερωτήσεις  Af3, Af4, Af5  (όπου δίνονται καµπύλες   διακοπτόµενες 
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 που  είναι συναρτήσεις) παρατηρείται  το ίδιο ποσοστό επιτυχίας µε το ερώτηµα Af1.  

 Συµπεραίνουµε ότι όποιος απαντά µε επιτυχία στο Af1 απαντά µε επιτυχία και στα 

Af3, Af4, Af5. 

 Η σωστή αιτιολόγηση  που δίνουν στο Af1: (∆εν είναι συνάρτηση διότι υπάρχει 

ένα τουλάχιστο 0x  στο οποίο αντιστοιχούν δύο f( 0x )) είναι ισοδύναµη   µε τη 

σωστή αιτιολόγηση που δίνουν στα  Af3, Af4, Af5: (Είναι συνάρτηση διότι σε κάθε 

στοιχείο του συνόλου Α (πρότυπα) αντιστοιχεί ένα ακριβώς στοιχείο του συνόλου 

Β). Οι απαντήσεις αυτές δείχνουν ότι οι µαθητές που τις δίνουν   έχουν κατανοήσει 

την έννοια της συνάρτησης.  

(iv) Στην ερώτηση Af6  παρατηρείται µεγάλο ποσοστό επιτυχίας περίπου ίδιο µε  

το Af2. Και στα δύο αυτά ερωτήµατα αθροίζονται τα ποσοστά της οµάδος των 

µαθητών που έχουν κατανοήσει την έννοια της συνάρτησης και της οµάδος των 

µαθητών που ως συνάρτηση θεωρούν την καµπύλη, που από όλα τα σηµεία της 

περνάει µια γραµµή.  

(v) Στην ερώτηση Af7 παρατηρείται  ποσοστό επιτυχίας 64%  που είναι το 

 µικρότερο από τα όλα τα ερωτήµατα  Af1  µέχρι το Af7. 

Η καµπύλη σ’ αυτό το ερώτηµα αποτελείται από µεµονωµένα σηµεία όπότε 

αποτυγχάνουν οι µαθητές που έχουν την πεποίθηση ότι οι καµπύλες συναρτήσεων 

αποτελούνται από µη διακοπτόµενες καµπύλες ή από διακοπτόµενα τµήµατα 

καµπύλων. Σε αυτή την ερώτηση επιτυγχάνουν οι µαθητές που έχουν κατανοήσει την 

έννοια της συνάρτησης όπως φαίνεται από την αιτιολόγηση που δίνουν στην 

απάντηση τους: (Είναι συνάρτηση διότι σε κάθε στοιχείο του συνόλου Α 

(πρότυπα) αντιστοιχεί ένα ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β) Ακόµη 

διαπιστώνουµε ότι όσοι επιτυγχάνουν στο Af7  επιτυγχάνουν και  στα ερωτήµατα 

Af1 µέχρι το Af6. Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι το Af7 είναι το πιο κατάλληλο 

ερώτηµα για να ελέγξουµε αν οι µαθητές έχουν κατανοήσει την έννοια της 

συνάρτησης.  
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2ο ΕΡΩΤΗΜΑ 

 

ΠΡΙΝ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΜΕΤΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ 

 

Acf1 85% 8,75% 6,25% Bcf1 83,75% 12,50% 3,75%
Acf2 88,75% 5% 6,25% Bcf2 86,25% 10% 3,75%
Acf3 65% 28,75% 6,25% Bcf3 76,25% 20% 3,75%
Acf4 57,50% 36,25% 6,25% Bcf4 76,25% 20% 3,75%
Acf5 7,50% 86,25% 6,25% Bcf5 15% 82,50% 3,75%
Acf6 68,75% 25% 6,25% Bcf6 71,25% 25% 3,75%
Acf7 1,25% 92,50% 7,50% Bcf7 8,75% 86,25% 5%
 

Στις ερωτήσεις:  Acf1, Acf2, Acf3, Acf4, Acf5, Acf6, Acf7 (πριν τη διδασκαλία), 

Βcf1, Βcf2, Βcf3, Βcf4, Βcf5, Βcf6, Βcf7 (µετά την διδασκαλία), ζητάµε από τους 

µαθητές να απαντήσουν ποιες από τις  γραφικές παραστάσεις των προηγούµενων 

συναρτήσεων αντιστοιχούν σε συνεχείς συναρτήσεις. 

(i) Στην  Acf1 έχουµε το ίδιο ποσοστό επιτυχίας 85% µε την Af1 αφού όσοι 

 απάντησαν στην Af1 ότι η καµπύλη δεν είναι συνάρτηση οι ίδιοι απάντησαν ότι δεν 

συζητάµε για συνέχεια για την καµπύλη αυτή. 

(ii) Στην Acf2 έχουµε το ίδιο περίπου ποσοστό επιτυχίας µε την  Af2  

 Ενδεικτικές απαντήσεις µαθητών για τη συνέχεια της καµπύλης είναι:  

(Αποτελεί γραφική παράσταση συνεχούς συνάρτησης καθώς σε όλο το πεδίο 

ορισµού της είναι αδιάκοπη.),  

( Είναι συνεχής συνάρτηση γιατί η γραµµή δεν διακόπτεται.),  

(Έχουµε συνεχή συνάρτηση αφού έχουµε µια ενιαία καµπύλη.)  

Από τις απαντήσεις τους φαίνεται η  πρώτη γνώµη που έχουν για τη συνέχεια µιας 

καµπύλης, ως µη διακοπτόµενης. 

(iii) Στην  Acf3 έχουµε   ποσοστό επιτυχίας 65% κατά 20% µικρότερο από το 

 ποσοστό επιτυχίας στο αντίστοιχο Af3, το οποίο βελτιώνεται κατά 10% στο 2ο 

ερωτηµατολόγιο µετά την διδασκαλία. Από τις απαντήσεις τους φαίνεται ο 

προβληµατισµός τους λόγω του ότι η καµπύλη είναι διακοπτόµενη σε ένα σηµείο. 

Απαντήσεις µαθητών για τη συνέχεια της καµπύλης είναι:  
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Πριν τη διδασκαλία: (Η συνάρτηση αυτή δεν είναι συνεχής διότι η καµπύλη 

αποτελείται από δύο τµήµατα, ίσως µπορούσε να θεωρηθεί συνεχής σε 

µεµονωµένα διαστήµατα.). 

(Η συνάρτηση αυτή είναι ασυνεχής στο 0x =1 διότι παρουσιάζει άλµα.). 

(∆εν είναι συνεχής γιατί το γράφηµα fC δεν είναι µια συνεχόµενη καµπύλη αλλά 

διακόπτεται.).  

Μετά τη διδασκαλία : (Είναι συνεχής στα διαστήµατα (-∞  , 1)U (1 , +∞ ). Στο 

0x =1 η συνάρτηση δεν είναι συνεχής διότι 
1

lim
x→

f( x ) ≠ f (1) ). 

(∆εν είναι συνεχής συνάρτηση γιατί όπως φαίνεται από το σχήµα στο 0x =1 η Γ.  

Π.  διακόπτεται.). 

Οι περισσότεροι µαθητές τόσο πριν όσο και µετά τη διδασκαλία, εµµένουν στην ίδια 

αιτιολόγηση της  άποψης τους για την ασυνέχεια της καµπύλης.  Λίγοι µετά τη 

διδασκαλία τεκµηριώνουν την ασυνέχεια της καµπύλης,  στηριζόµενοι στη σύνδεση 

αυτής µε το όριο.  

(iv) Στην  Acf4 έχουµε   ποσοστό επιτυχίας 57% βελτιούµενο µετά τη διδασκαλία 

 στο 76%  Και σ’ αυτή την ερώτηση τεκµηριώνουν την απάντηση τους όµοια όπως 

στη Acf3. 

(v) Στην Acf5 έχουµε   ποσοστό επιτυχίας 7,5% βελτιούµενο µετά τη διδασκαλία 

 στο 15% . 

Η αποτυχία των πολλών µαθητών σ’ αυτή την ερώτηση ίσως να οφείλεται στην 

άποψη τους ότι κάθε διακοπτόµενη καµπύλη είναι ασυνεχής. Οι σωστές απαντήσεις 

των λίγων µαθητών τεκµηριώνονται στηριζόµενοι στον ορισµό της συνέχειας 

συνάρτησης σε σηµείο µε το όριο. Αναφέρεται η απάντηση ενός µαθητή:  

Πριν την διδασκαλία:  ∆εν είναι συνεχής διότι το πεδίο ορισµού της δεν είναι ένα 

διάστηµα ,αλλά ένωση πολλών .(δύο στην προκειµένη περίπτωση).  

Μετά τη διδασκαλία:  Είναι συνεχής αφού σε κάθε σηµείο ( 0x  , f( 0x )) του πεδίου 

ορισµού της ισχύει: 
0

lim
x x+→

f ( x )=
0

lim
x x−→

f ( x )= f ( 0x ) ∆εν µπορώ να µιλάω για 

συνέχεια στο 0x =2 αφού 2 δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού της f .  

(vi) Στην Acf6 έχουµε   ποσοστό επιτυχίας 68% βελτιούµενο µετά τη διδασκαλία 

 στο 70% . 

 Η επιτυχία των µαθητών σ’ αυτή την  ερώτηση οφείλεται στο ότι η καµπύλη δεν 

διακόπτεται.  Απαντήσεις µαθητών  είναι: 
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Πριν την διδασκαλία: Είναι συνεχής γιατί η γραφική παράσταση δεν διακόπτεται. 

Μετά τη διδασκαλία: Είναι συνεχής στο [0 , 4). Το  0x =4 δεν ανήκει στο πεδίο 

ορισµού της ,συνεπώς δεν µπορώ να µιλάω για συνέχεια.  

(vii) Στην  Acf7  έχουµε   ποσοστό επιτυχίας πολύ µικρό 1,25% βελτιούµενο µετά 

 την διδασκαλία στο 8,75%. Τα µεµονωµένα σηµεία δηµιουργούν έντονα την 

αίσθηση της διαισθητικής ασυνέχειας. Με γραφικές παραστάσεις τέτοιων 

συναρτήσεων δεν είναι εξοικειωµένοι  οι µαθητές,  αφού δεν διδάσκονται την  

ακολουθία ως συνάρτηση. 

 Ίσως γι’ αυτό απέτυχαν σε µεγάλο ποσοστό σ’ αυτό το ερώτηµα µε πολύ µικρή 

επιτυχία µετά τη διδασκαλία. Απαντήσεις µαθητών σ’ αυτό το ερώτηµα είναι: 

Πριν την διδασκαλία: ∆εν είναι συνεχής αφού το πεδίο ορισµού της αποτελείται 

από µεµονωµένα στοιχεία που δεν αποτελούν διάστηµα .  

Μετά τη διδασκαλία: Είναι συνεχής αφού µια συνάρτηση είναι συνεχής στα 

µεµονωµένα σηµεία της.  

Μπορούµε να επισηµάνουµε ότι σηµαντικό ποσοστό µαθητών ακόµη και µετά τη  

διδασκαλία της έννοιας της συνέχειας δεν έχει κατανοήσει, ότι η διακοπή της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης δεν σηµαίνει υποχρεωτικά  ασυνέχεια της 

συνάρτησης.  Αυτό εξαρτάται και από το  πεδίο ορισµού της.  

 

 

3ο ΕΡΩΤΗΜΑ 
 

ΠΡΙΝ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΜΕΤΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ 

ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ
∆ΕΝ-
ΑΠ. ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ 

∆ΕΝ-
ΑΠ. 

Aafd1 82,50% 17,50%  Bafd1 92,50% 7,50%  
Aafd2 78,75% 21,25%  Bafd2 87,50% 12,50%  
Aafd3 55% 45%  Bafd3 58,75% 41,25%  
Aafd4 38,75% 61,25%  Bafd4 68,75% 31,25%  
        
Aag1 86,25% 13,75%  Bag1 91,25% 8,75%  
Aag2 75% 25%  Bag2 80% 20%  
Aag3 71,25% 28,75%  Bag3 73,75% 26,25%  
Aag4 80% 20%  Bag4 86,25% 13,75%  
        
Aagc1 75% 25%  Bagc1 88,75% 11,25%  
Aagc2 5% 95%  Bagc2 15% 85%  
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Aagc3 56,25% 43,75%  Bagc3 66,25% 33,75%  
Aagc4 3,75% 96,25%  Bagc4 21,25% 78,75%  

 

Στις ερωτήσεις Aafd1, Aafd2, Aafd3, Aafd4 (πριν τη διδασκαλία ) και Βafd1, 

Βafd2, Βafd3, Βafd4  (µετά τη διδασκαλία)  δίνονται οι τύποι και το πεδίο ορισµού 

τεσσάρων συναρτήσεων και ζητάµε από τους µαθητές  να απαντήσουν και να 

δικαιολογήσουν πιο από τα πεδία ορισµού είναι διάστηµα. 

(i) Στην   Aafd1 και στην   Aafd2  έχουµε µεγάλο ποσοστό επιτυχίας 80% πριν  

τη  διδασκαλία βελτιούµενο στο 90% µετά τη διδασκαλία. 

Στην µεν Aafd1 γνωρίζουν εύκολα τη συνήθη στους µαθητές συµβολική 

αναπαράσταση του διαστήµατος x  ∈[0 ,3]   και µια αιτιολογηµένη απάντηση τους 

είναι: Τα x  µπορούν να πάρουν όλες τις τιµές από το 0 έως το 3. Στη δε  Aafd2  η 

συµβολική αναπαράσταση {0,1,2,3}  διαφέρει από την αναπαράσταση του 

διαστήµατος και µερικοί αιτιολογούν την απάντηση τους µε τη φράση: ∆εν είναι 

διάστηµα διότι αποτελείται από συγκεκριµένα µεµονωµένα στοιχεία. 

(ii) Στην Aafd3  έχουµε ποσοστό επιτυχίας 55%  βελτιούµενο στο 58% µετά τη 

 διδασκαλία. Το µικρό ποσοστό επιτυχίας σε σχέση µε το προηγούµενο ερώτηµα     

ίσως να οφείλεται στον πολλαπλό τύπο της συνάρτησης από τον οποίο οι µαθητές 

θεωρούν τη συνάρτηση ως δύο συναρτήσεις µε διαφορετικά πεδία ορισµού και δεν 

προχωρούν στον καθορισµό του πεδίου ορισµού της συνάρτησης ενώνοντας τα πεδία 

ορισµού κάθε τύπου χωριστά. Εδώ έχουµε ένα ιστορικό επιστηµολογικό εµπόδιο της 

έννοιας της συνάρτησης, όπου τις συναρτήσεις µε πολλαπλό τύπο δεν τις θεωρούσαν 

ενιαία συνάρτηση.  

(iii) Στην   Aafd4   έχουµε ποσοστό επιτυχίας  38,75% µικρότερο από τα ποσοστά  

των προηγούµενων  που βελτιώνεται αισθητά µετά τη διδασκαλία στο 68,75%. Η 

αποτυχία µαθητών σ’ αυτό το ερώτηµα ίσως να οφείλεται στη σύγχυση της 

συµβολικής αναπαράστασης του διαστήµατος ανοικτού, κλειστού απ’ όπου 

προκύπτει  δυσκολία στο να διακρίνουν αν η ένωση διαστηµάτων είναι διάστηµα 

Παραθέτουµε ενδεικτικές απαντήσεις µαθητών:  

Εσφαλµένη απάντηση: Το [0 ,1)U (1 , 3] είναι διάστηµα διότι η µεταβλητή x  

παίρνει τιµές από το 0 έως το 1 και από το 1 έως το 3. 

Σωστή απάντηση: Το [0 ,1)U (1 , 3] δεν µπορεί να θεωρηθεί ως διάστηµα ,διότι 

δεν µπορεί να πάρει το  x  όλες τις τιµές από το 0  έως το 3 (τέτοιο είναι το 1).  
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 Στις ερωτήσεις  Aag1, Aag2, Aag3, Aag4 (πριν τη διδασκαλία ) και  Βag1, Βag2, 

Βag3, Βag4 (µετά τη διδασκαλία)  δίνονται οι τύποι και το πεδίο ορισµού κάθε µιας 

συνάρτησης και ζητάµε από τους µαθητές να κατασκευάσουν τις γραφικές 

παραστάσεις κάθε µιας από αυτές. 

(i) Στις  Aag1 και Aag4 έχουµε τα µεγαλύτερα ποσοστά επιτυχίας 86% και 80% 

βελτιούµενα µετά την διδασκαλία στο 91% και 86% αντίστοιχα. Η µικρή διαφορά 

ίσως να οφείλεται στο ότι από το διάστηµα του  Aag4 λείπει ένα εσωτερικό σηµείο 

του [0,3],  το οποίο δεν το  υπολογίζουν  οι µαθητές στη γραφική παράσταση και να 

επιµένουν να τη σχεδιάζουν ως ενιαίο ευθύγραµµο τµήµα όπως στην   Aag1. 

(ii) Στις  Aag2 και Aag3 έχουµε µικρότερα ποσοστά επιτυχίας  75% και 71% 

 βελτιούµενα µετά την διδασκαλία στο 80% και 73% αντίστοιχα.   Στη µεν Aag2 ενώ 

το πεδίο ορισµού αποτελείται από µεµονωµένα σηµεία σχεδιάζουν τη γραφική 

παράσταση ως µη διακοπτόµενη γραµµή όπως στα προηγούµενα και στη δε Aag3 

ίσως να αγνοούν το σηµείο του δεύτερου τύπου και σχεδιάζουν πάλι τη γραφική 

παράσταση ως µη διακοπτόµενη γραµµή.  

 

Στις ερωτήσεις  Aagc1,  Aagc2,  Aagc3,  Aagc4 (πριν τη διδασκαλία ) και Βagc1,  

Βagc2,  Βagc3,  Βagc4  (µετά τη διδασκαλία) ζητείται να εξετάσουν ποιες από τις 

προηγούµενες συναρτήσεις είναι συνεχείς.  

(i) Στην  Aagc1 έχουµε ποσοστό επιτυχίας 75% βελτιούµενο µετά τη διδασκαλία  

στο 88%.  Είναι το µεγαλύτερο ποσοστό επιτυχίας όλων των περιπτώσεων,  φαίνεται 

ότι οφείλεται στο ότι το πεδίο ορισµού της είναι διάστηµα και η γραφική παράσταση 

της δεν διακόπτεται. 

(ii) Στην  Aagc3 έχουµε ποσοστό επιτυχίας 56% βελτιούµενο µετά τη διδασκαλία 

 στο 66%.  Η µείωση του ποσοστού επιτυχίας σε σχέση µε το προηγούµενο ίσως να 

οφείλεται στο πολλαπλό τύπο της συνάρτησης και ότι η γραφική παράσταση 

διακόπτεται. 

(iii) Στην  Aagc2 έχουµε ποσοστό επιτυχίας 5% βελτιούµενο µετά τη διδασκαλία 

 στο 15%.  Η µεγάλη αποτυχία οφείλεται στο ότι το πεδίο ορισµού αποτελείται από 

ακεραίους  η δε γραφική παράσταση της από µεµονωµένα σηµεία.  

(iv) Στην  Aagc4 έχουµε ποσοστό επιτυχίας 4% βελτιούµενο µετά τη διδασκαλία  

στο 20%. Και σ’ αυτό το ερώτηµα το πεδίο ορισµού δεν είναι διάστηµα αλλά ένωση 

διαστηµάτων µε την γραφική παράσταση να διακόπτεται. Απαντήσεις µαθητών είναι: 
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Πριν την διδασκαλία: Συνεχής είναι µόνο η 
1f

C  διότι το πεδίο ορισµού της είναι 

διάστηµα και η γραφική της παράσταση δεν διακόπτεται. 

Μετά τη διδασκαλία:  α) Η 1f  είναι συνεχής ως πολυωνυµική.  β) Η  2f  είναι 

συνεχής διότι αποτελείται από µεµονωµένα σηµεία. γ) Η 3f  δεν είναι συνεχής 

αφού,  
1

lim
x→ 3f ( x )=1≠ 3f (1)  , δ) Η 4f  είναι συνεχής ως πολυωνυµική.   

Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα στις παραπάνω ερωτήσεις του 3ου ερωτήµατος 

είναι τα ίδια µε τα αποτελέσµατα στις αντίστοιχες ερωτήσεις του 2ου ερωτήµατος. 

Άρα µπορούµε να συµπεράνουµε ότι, ακόµη και µετά τη διδασκαλία της συνέχειας 

στους περισσότερους µαθητές επικρατεί η αντίληψη, ότι κάθε διακοπτόµενη καµπύλη 

είναι γραφική παράσταση ασυνεχούς συνάρτησης στο πεδίο ορισµού της, καθώς 

επίσης και κάθε συνάρτηση που η γραφική της παράσταση αποτελείται από 

µεµονωµένα σηµεία είναι ασυνεχής. 

 

4ο ΕΡΩΤΗΜΑ  ΜΕΤΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ 
 

ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ
∆ΕΝ-
ΑΠ. ΕΡΩΤΗΜΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ 

∆ΕΝ-
ΑΠ. 

Ptv1 73,75% 26,25%  Pteg4 42,50% 57,50%  
Ptv2 53,75% 46,25%  Pteg5 41,25% 58,75%  

Pteg1 33,75% 66,25%  Pteg6 48,75% 51,25%  
Pteg2 43,75% 56,25%  Ptmm 62,50% 37,5  
Pteg3 38,75% 61,25%      
 

Στο  4ο ερώτηµα δόθηκε ότι:  

Η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών,  για τις 
τιµές της ισχύει ο παρακάτω πίνακας µεταβολών και ισχύουν: 

( ) ( )lim 3 , lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

= − = −∞   

 
    x 1 0 3−∞ − +∞
   
 
 
f(x)  
 
 
 

                                   
                                    2                                                         5 
 
 
 
-3                                                             0                                                        −∞  
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(i)  Στην ερώτηση Ptv1 ζητούµε από τους µαθητές  να υπολογίσουν τα σύνολα 

 τιµών της συνεχούς συνάρτησης  f  σε διαστήµατα που η f έχει σταθερή µονοτονία. 

Η επιτυχία τους είναι 73,75% και όπως φαίνεται από τον πίνακα είναι το µεγαλύτερο 

ποσοστό από όλες τις ερωτήσεις του 4ου ερωτήµατος. Κάποιες λανθασµένες 

απαντήσεις είναι οι ακόλουθες:  

 f ((-∞  , -1])=[-3 ,2].   Το λάθος είναι ότι θεωρεί το κλειστό διάστηµα [-3,2] αντί του 

(-3,2].  

f ([-1 , 0]])=[2 ,0]. Το λάθος είναι ότι γράφει το διάστηµα µε λανθασµένη διάταξη 

αντί της σωστής [0 ,2] Ίσως να οφείλεται ότι στον πίνακα µεταβολών το 2 υπάρχει 

αριστερά και το 0 δεξιά.  

(ii)  Στην ερώτηση Ptv2 ζητούµε από τους µαθητές  να υπολογίσουν τα σύνολα 

 τιµών της συνεχούς συνάρτησης  f  σε διαστήµατα που η f δεν έχει σταθερή 

µονοτονία. Η επιτυχία τους είναι 53,75% και όπως φαίνεται από τον πίνακα σε 

αισθητά µικρότερο ποσοστό από την προηγούµενη ερώτηση. Κάποιες λανθασµένες 

απαντήσεις των µαθητών είναι οι ακόλουθες:  

f ( R )=(-∞  ,-3]  αντί του σωστού f ( R )=(-∞  ,5].  

f ((-∞  , 0])=[-3 ,0] αντί του σωστού f ((-∞  , 0])=(-3 ,2]. 

f ([-1 , 3]])=[2 , 5] αντί του σωστού f ([-1 , 3]])=[0 , 5]. 

f ([0 ,+∞ ))=(- ∞  ,0] αντί του σωστού f ((-∞  , 0])=(- ∞  ,5]. 

Τα παραπάνω λάθη των µαθητών  οφείλονται, όπως φαίνεται από αυτά, στη αντίληψη 

τους, ότι το σύνολο τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης σε διάστηµα, ισούται µε το 

διάστηµα που ορίζεται από τις τιµές στα άκρα του διαστήµατος, κάτι που ισχύει  στην 

περίπτωση, που η συνάρτηση έχει σταθερή µονοτονία στο διάστηµα.  

(iii)  Στις ερωτήσεις  Pteg1, Pteg2, Pteg3, Pteg4, Pteg5  ζητούµε από τους  

µαθητές να καθορίσουν το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x)=α  για ορισµένες 

πραγµατικές τιµές του α.  Στις Pteg2, Pteg3, Pteg4, Pteg5  οι µαθητές πετυχαίνουν 

περίπου σε ποσοστό 40%, στη δε Pteg1 σε ποσοστό 33%. Η διαφοροποίηση του 

ποσοστού επιτυχίας στο Pteg1 προς τα κάτω ίσως να οφείλεται στην τιµή του α= -3 

για την οποία ισχύει  lim
x→−∞

f (x)=-3, οπότε δηµιουργείται µια σύγχυση αν ο αριθµός  

-3 ανήκει ή όχι στο σύνολο τιµών της συνάρτησης(ανήκει γιατί υπάρχει x∈(3,+∞ ) 

ώστε f (x)=-3).   
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Μια αξιοσηµείωτη (λανθασµένη) απάντηση µαθητών στις ερωτήσεις αυτές είναι: ∆εν 

υπάρχουν ρίζες αυτών διότι είναι όλες σταθερές συναρτήσεις. Εδώ διακρίνουµε 

µια σύγχυση εξίσωσης µε τον τύπο µιας συνάρτησης. ∆εν έχουν ξεκαθαρίσει ότι η 

εύρεση του πλήθους των ριζών της εξίσωσης f (x)=-3 σηµαίνει κάτι διαφορετικό 

από την εύρεση του πλήθους των ριζών της συνάρτησης µε τύπο f (x)=-3: 

Προφανώς το λάθος αυτό οφείλεται στη σύγχυση των εννοιών, ρίζες εξίσωσης  και 

ρίζες συνάρτησης.  

(iv)  Στην ερώτηση Ptmm  ζητούµε από τους µαθητές  να υπολογίσουν τα ολικά  

ακρότατα της συνάρτησης. Οι µαθητές πετυχαίνουν ένα ποσοστό 62,50% που είναι 

µικρό γι’ αυτήν την ερώτηση εφόσον  έχουν  άµεσα τις πληροφορίες από τον πίνακα 

µεταβολών. Παραθέτουµε κάποιες από τις  απαντήσεις: 

(Μέγιστο είναι το 5 για x =3 . Ελάχιστο είναι το lim
x→−∞

f (x)=- ∞ ). 

(Ολικό ελάχιστο → -∞  .  Ολικό µέγιστο →5 ). 

( Ολικό ελάχιστο είναι στο 0 το f (0)=0 , Ολικό µέγιστο είναι στο 3 το f (3)=5). 

( ∆εν έχει ολικό ελάχιστο γιατί η συνάρτηση τείνει στο -∞ ,  Έχει ολικό µέγιστο 

το 5 διότι είναι η µεγαλύτερη τιµή που παίρνει η συνάρτηση σε όλο το πεδίο 

ορισµού της.). 

Μια λανθασµένη αντίληψη  των µαθητών είναι ότι θεωρούν το -∞  ως ελάχιστο 

(δηλαδή συγχέουν το σύµβολο - ∞  µε αριθµό).  

Στο 4ο ερώτηµα έχει δοθεί ο πίνακας µεταβολών µιας συνεχούς συνάρτησης µε πεδίο 

ορισµού το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Ο πίνακας µεταβολών συνεχούς 

συνάρτησης περιέχει πολλές πληροφορίες για τις µεταβολές των τιµών της 

συνάρτησης. Τις πληροφορίες για τις τιµές της συνάρτησης µπορεί να τις αντλήσει ο 

µαθητής από τον πίνακα µεταβολών χρησιµοποιώντας τα συµπεράσµατα των 

βασικών θεωρηµάτων συνέχειας σε διάστηµα. Οι µαθητές που έχουν κατανοήσει τα 

θεωρήµατα συνέχειας φάνηκε ότι  µπορούν να αντλήσουν τις πληροφορίες στις 

ερωτήσεις από τον πίνακα µεταβολών. 

 

 
 
 
 

 
 



 53

  4. ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 
(Για κατανόηση της έννοιας συνέχεια συνάρτησης) 

 

Σύµφωνα µε την Anna Sierpinska  για την κατανόηση ενός µαθηµατικού 

αντικειµένου δεν αρκεί µόνο ο τυπικός ορισµός του. Πρέπει στην αρχή να 

εξοικειώσουµε τους µαθητές µας µε παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα γύρω από 

το µαθηµατικό αντικείµενο, στη συνέχεια να τους κάνουµε ικανούς να διακρίνουν όχι 

µόνο τι είναι το αντικείµενο  αλλά και τι δεν είναι  και να αναγνωρίζουν τις σχέσεις 

που τον συνδέουν µε άλλες έννοιες. Πολύ σηµαντική στη διαδικασία µάθησης είναι η 

περίοδος εκείνη κατά την οποία γίνεται η µετάβαση από ένα παλιό στάδιο γνώσης σε 

ένα καινούργιο. Τη περίοδο αυτή της µετάβασης µπορεί ο µαθητής να συναντήσει 

εµπόδια που τα διακρίνουµε σε γνωστικά ή επιστηµολογικά. Τα εµπόδια δεν πρέπει 

να τα θεωρούµε αρνητικά στην κατανόηση µιας έννοιας αλλά πολλές φορές 

συµβάλουν  όταν ξεπεραστούν στη βαθύτερη κατανόηση της έννοιας.  

Τα επιστηµολογικά εµπόδια µπορούµε να τα διακρίνουµε σε τρία είδη. 

(i)  Αυτά που οφείλονται στην κουλτούρα µας  που πηγάζει από τον τρόπο µε τον  

οποίο βλέπουµε και ερµηνεύουµε τον κόσµο. 

(ii)  Αυτά που οφείλονται στον τρόπο που σκεπτόµαστε και προσεγγίζουµε τα  

προβλήµατα που είναι αποτέλεσµα της παιδείας µας.  

(iii)  Αυτά που οφείλονται στη λεγόµενη τεχνική γνώση,  τα επιστηµονικά.  

Ένας δάσκαλος όσο καλά προετοιµασµένος και να είναι, δεν είναι δυνατόν να 

προβλέπει και να αντιµετωπίζει εκ των προτέρων την τεράστια ποικιλία εµποδίων 

που θα αντιµετωπίσουν οι µαθητές του. Θα πρέπει συνεπώς να επεξεργάζεται από 

πριν  τα προβλήµατα που θέτει στους µαθητές του, και µε την εµπειρία του από 

προηγούµενες παρερµηνείες που έχουν παρατηρηθεί σε απαντήσεις µαθητών να 

φροντίσει ώστε µε κατάλληλες ερωτήσεις και παραδείγµατα να καθοδηγεί τους 

µαθητές σε µια σωστή κατανόηση και εµβάθυνση των µαθηµατικών εννοιών.     ∆εν 

είναι δυνατόν  να φθάσει κανείς απευθείας σε οποιαδήποτε γνώση χωρίς να περάσει 

από ενδιάµεσα στάδια µε τα προβλήµατα τους.   

Τα Πέντε  Συστατικά  Κατανόησης  ενός αντικειµένου κατά την Anna Sierpinska 

είναι: 

1. Η αναγνώριση του αντικειµένου ανάµεσα σε άλλα αντικείµενα και η προσοχή 

 σ’ αυτό ως κάτι που αξίζει να το µελετήσουµε . 

2. Η συσχέτιση αυτού του αντικειµένου µε κάποιο  άλλο αντικείµενο  και   
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εντοπισµός όµοιων και διαφορετικών ιδιοτήτων αυτών των αντικειµένων. 

3. Η γενίκευση που αφήνει περιθώρια για εναλλακτικούς τρόπους ερµηνείας και  

διευρύνει το πεδίο εφαρµογών. 

4. Η σύνθεση που είναι η ανακάλυψη των συνδέσµων που υπάρχουν µεταξύ  

ιδιοτήτων και σχέσεων του αντικειµένου µε άλλα αντικείµενα. 

5. Η χρησιµοποίηση του αντικειµένου ως εργαλείου για να εκπληρώσει ο  

µαθητής ένα σύνολο δραστηριοτήτων. 

Στην περίπτωση της έννοιας της συνέχειας πραγµατικής συνάρτησης από τα 

αποτελέσµατα του ερωτηµατολογίου καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι  οι µαθητές 

πρέπει πριν τη διδασκαλία της έννοιας της συνέχειας   να έχουν κατανοήσει την 

έννοια του διαστήµατος,  την έννοια της συνάρτησης και την έννοια του ορίου 

συνάρτησης. Για το σκοπό αυτό  σχεδιάσαµε πέντε φύλλα εργασίας στηριζόµενοι στα  

συµπεράσµατα που προέκυψαν από τις απαντήσεις του ερωτηµατολογίου  και στο 

Αναλυτικό πρόγραµµα του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου για το Ελληνικό σχολείο.  Τα 

φύλλα αυτά τα  µοιράζουµε στους   µαθητές  της Γ΄ Τάξης  Ενιαίου Λυκείου, ένα για 

κάθε διδακτική ώρα.  Παραθέτουµε κάθε φύλλο εργασίας χωριστά και σχολιάζουµε  

τι επιδιώκουµε να έχουν κατανοήσει οι µαθητές από τη διδασκαλία. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.1 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ (1ο ) ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (1η διδακτική ώρα) 
Παρατηρήσεις στο 1ο Φύλλο εργασίας:  

Μοιράζουµε στους µαθητές το 1ο φύλλο εργασίας και  για 10 περίπου λεπτά 

περιµένουµε  να συµπληρώσουν την πρώτη σελίδα του.   
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Α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού ,να σχεδιάστε τη γραφική παράσταση ,να 
υπολογίσετε το όριο στη θέση x0=1 και την τιµή στη θέση x0=1, εφ’ όσον 
υπάρχει, για κάθε µια από τις παρακάτω συναρτήσεις: 
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Συµπλήρωσης της  1ης σελίδας του 1ου  Φύλλου  εργασίας κατόπιν συζήτησης 
καθηγητού και µαθητών. 

 

 Αφού όλοι οι µαθητές της τάξης συµπληρώσουν τις απαντήσεις τους (µε 

παρεµβάσεις και διευκρινήσεις από εµάς σε όσους δυσκολεύονται), γίνεται συζήτηση  
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πάνω στην σχέση που υπάρχει ανάµεσα στο όριο της συνάρτησης στη θέση 0x =1 και 

τη τιµή της f (1). 

Από τη συσχέτιση του ορίου και της τιµής και µε τη βοήθεια της γραφικής 

παράστασης προσεγγίζουµε διαισθητικά την έννοια της συνέχειας στις παρακάτω 

περιπτώσεις: 

(i)   Το 0x  ν’ ανήκει στο πεδίο ορισµού και να έχει νόηµα το όριο της συνάρτησης 

στο 0x  (δηλαδή το 0x  να είναι σηµείο συσσώρευσης).  

(ii)  Το 0x  δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού και είναι άκρο ανοικτού διαστήµατος  που 

είναι υποσύνολο του πεδίου ορισµού της και  

(iii)  Το 0x   ανήκει στο πεδίο ορισµού και δεν  έχει νόηµα το όριο της συνάρτησης 

στο 0x  (δηλαδή το 0x  είναι µεµονωµένο σηµείο του πεδίου ορισµού της 

συνάρτησης). 

Οπότε  καταλήγουµε στην διατύπωση των παρακάτω. 

Ορισµός: Έστω ∆ διάστηµα του R  και συνάρτηση f :∆→ R . Η f  είναι συνεχής 

στο σηµείο 0x ∈∆   αν  ( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

= (Στην περίπτωση που 0x  είναι άκρο του 

διαστήµατος έχουµε πλευρικά όρια). 

Στη περίπτωση συνάρτησης f :∆U { 0x }→ R  όπου 0x  µεµονωµένο σηµείο της f 

δεχόµαστε ότι η  f είναι συνεχής στο 0x . 

 

Παρατήρηση : Η συνέχεια συνάρτησης εξετάζεται µόνο σε σηµεία του πεδίου 

ορισµού της .(∆ηλαδή για σηµεία που  δεν ανήκουν στο πεδίο ορισµού µιας 

συνάρτησης δεν έχει νόηµα η συνέχεια ). 

Προχωρούµε κατόπιν στη γενίκευση της έννοιας της συνέχειας συνάρτησης σε 

διάστηµα. 

Ορισµός:  Μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε διάστηµα ∆ όταν είναι συνεχής σε 

όλα τα σηµεία του διαστήµατος ∆. 

Επανερχόµενοι  στις απαντήσεις των µαθητών  του 1ου  φύλλου εργασίας 

διατυπώνουµε το ερώτηµα,  πότε η γραφική παράσταση συνεχούς συνάρτησης στο 

πεδίο ορισµού της διακόπτεται και πότε όχι.  
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Μετά από συζήτηση και παρατήρηση στις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

που έχουν σχεδιάσει στο φύλλο εργασίας διαπιστώνουµε διαισθητικά ότι η γραφική 

παράσταση συνεχούς συνάρτησης στο πεδίο ορισµού της: 

1ο . ∆ιακόπτεται αν το πεδίο ορισµού της δεν είναι διάστηµα και  

2ο . ∆εν διακόπτεται αν το πεδίο ορισµού της  είναι διάστηµα. Και διατυπώνουµε την 

παρατήρηση. 

 

Παρατήρηση : Η γραφική παράσταση συνεχούς συνάρτησης ορισµένης σε  

διάστηµα είναι µια συνεχής γραµµή, δηλαδή µια  γραµµή που δεν διακόπτεται. 

Τέλος αναφερόµαστε στη συνέχεια γνωστών συναρτήσεων  και δίνουµε µερικά 

παραδείγµατα συναρτήσεων για επεξεργασία στη τάξη και ασκήσεις για το σπίτι. 

Παρατήρηση: Όλες οι γνωστές συναρτήσεις (πολυωνυµικές, τριγωνοµετρικές, 

εκθετικές, λογαριθµικές) είναι συνεχείς. 

 Αποδεικνύεται ότι το άθροισµα ,διαφορά ,πηλίκο, γινόµενο, δύναµη, ρίζες, 

απόλυτη τιµή συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση.  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

(i) Έστω f : R → R   µε τύπο, ( )
2 12 , 1

1
12 , 1

ax bx xf x x
x

αν

αν

⎧ + −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

   .  Βρείτε  τα α,b 

ώστε η f να είναι συνεχής στο 1. 
 
(ii) Έστω  συνάρτηση f : R → R  συνεχής στο 0 για την οποία ισχύει: 

( )
0

1lim 3
x

f x x
x

ηµ
→

⎛ ⎞⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 . Να βρεθεί το f(0) 

 
(iii)Έστω  συνάρτηση f : R → R   συνεχής στο 1  για την οποία ισχύει:  

( ) ( ) ( )1xf x f x x x x Rηµ για καθε= + − ∈& . Να βρεθεί ο τύπος της.   
 
 
 
 
 
 
 
4.2 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ (2ο ) ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (2η διδακτική ώρα) 
Θεωρώντας γνωστόν  ότι η γραφική παράσταση συνεχούς συνάρτησης σε διάστηµα 
δεν διακόπτεται διατυπώνουµε το παρακάτω αξίωµα και βοηθούµε τους µαθητές µε 
κατάλληλες  ερωτήσεις να προσεγγίσουν το Θεώρηµα του Bolzano. 
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Α) Αξίωµα: Αν δύο σηµεία Α, Β βρίσκονται στα αντικείµενα ηµιεπίπεδα που 
ορίζονται από µια ευθεία (ε) τότε κάθε γραµµή που  ενώνει τα σηµεία Α , Β και 
δεν διακόπτεται έχει ένα τουλάχιστο κοινό σηµείο µε την ευθεία (ε). 
 
                       Α•  
 
 
 
(ε) 
 
 
                                                                                                                      •    Β 
 
 
 
Β) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης συνεχούς  στο [α , β] και 
της οποίας τα άκρα Α , Β να βρίσκονται στα αντικείµενα ηµιεπίπεδα  που 
ορίζονται από τον άξονα των τετµηµένων   χ΄χ  . 
                                                                                                                                                                         
 
 
 
 
                                                •                                               •  
   χ΄                         α           0                                  β              χ 
 
 
 
 
 
Τι παρατηρείτε 
(i) για τα πρόσηµα των τιµών f(α) , f(β) της συνάρτησης f. 
(ii) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  διακόπτεται ή όχι; 
 
(iii) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  έχει κοινά σηµεία µε τον άξονα  
χ΄χ  ; 
Από τα παραπάνω προκύπτει µια διαισθητική προσέγγιση του  θεωρήµατος Bolzano 
το οποίο διατυπώνουµε λεκτικά και κατόπιν   µε αυστηρή διατύπωση. 
Θεώρηµα (Bolzano)  
Λεκτικά:  Αν µια συνάρτηση  f είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα [α , β] και στα 
άκρα α , β έχει ετερρόσηµες τιµές τότε η γραφική παράσταση της f τέµνει τον 
άξονα των τετµηµένων  σε ένα τουλάχιστο σηµείο ανάµεσα στα α , β.  
 
Η αυστηρή διατύπωση του προηγούµενου θεωρήµατος είναι η ακόλουθη: 

( ) [ ]
( ) ( )

( ) ( )
,

, =0 
0

f x
f

f f

ν συνεχης στο α β
τοτε υπαρχει ενατουλαχιστο ξ α β ωστε ξ

και α β

⎫Α ⎪ ∈⎬
⋅ < ⎪⎭

&
& & & & &

 
Ακολούθως µε τις γραφικές παραστάσεις συνεχών συναρτήσεων ορισµένων σε 
διάστηµα  και που δεν τέµνουν τον άξονα των τετµηµένων τίθενται τα παρακάτω 
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ερωτήµατα, µε στόχο να οδηγηθούν οι  µαθητές στο συµπέρασµα,  ότι οι συναρτήσεις 
αυτές διατηρούν  πρόσηµο.    
Ερώτηµα : Αν µια συνάρτηση  f είναι συνεχής σε  διάστηµα ∆ και 
( ) 0f x xγια καθε≠ ∈∆& . 

(i) ποια από τα παρακάτω σχήµατα ανταποκρίνονται στις υποθέσεις του 
ερωτήµατος; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(ii)Τι συµπεραίνετε για το πρόσηµο των τιµών της συνάρτησης; 

 

Έτσι διαισθητικά προσεγγίζουµε  το παρακάτω θεώρηµα και ζητούµε από τους 

µαθητές να το αποδείξουν τυπικά στηριζόµενοι στο θεώρηµα του Bolzano. 

Θεώρηµα: Αν µια συνάρτηση  f είναι συνεχής σε  διάστηµα ∆ και 

( ) 0f x xγια καθε≠ ∈∆&  τότε η συνάρτηση διατηρεί πρόσηµο (δηλαδή  όλες οι 

τιµές της έχουν το ίδιο πρόσηµο). 

Απόδειξη. ( Υποδεικνύεται να στηριχθούν  στο θεώρηµα του Bolzano ). 

Παρατήρηση: Το θεώρηµα αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να µελετούµε το πρόσηµο 

των τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης σε διάστηµα στο εσωτερικό του οποίου δεν 

µηδενίζεται. 

Τέλος τους δίνουµε να ασχοληθούν µε το παρακάτω παράδειγµα υποδεικνύοντας να 

το προσεγγίσουν διαισθητικά και στη συνέχεια τυπικά χρησιµοποιώντας το 

προηγούµενο θεώρηµα. 

Παράδειγµα:   

Αν f : R → R  συνεχής , f ( x )≠ 2 για κάθε  x ∈ R  και f (3)=1 δείξτε ότι 

f ( x )<2 για κάθε x ∈ R . 
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4.3 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 3ο ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (3η διδακτική ώρα) 

Στη συνέχεια δίνεται το τρίτο φύλλο εργασίας . Σ’ αυτό προτείνονται αφ’ ενός µεν 

παραδείγµατα συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται σε διάστηµα και ζητούµε την 

εύρεση  των διαστηµάτων  στα οποία οι τιµές τους έχουν σταθερό πρόσηµο , και αφ’ 

ετέρου εφαρµογές που αντιµετωπίζονται µε το θεώρηµα   Bolzano. 

Α) Να µελετήσετε το πρόσηµο της ( ) [ ]0, 2f x x x xηµ συν µε π= + ∈ . 

 Υπόδειξη:  

(i) 1ο βήµα: Βρείτε τις ρίζες   της  ( ) [ ]0 , 0, 2f x x π= ∈ . Περιµένουµε επιτηρώντας 

µέχρις ότου µερικοί µαθητές λύσουν την εξίσωση και εντοπίζουµε τις αδυναµίες 

αυτών που δυσκολεύονται. Στη συνέχεια σηκώνουµε  στον πίνακα έναν από τους 

µαθητές πουν την έλυσαν,  να µας παρουσιάσει τη λύση και να τη γράψουν οι 

υπόλοιποι µαθητές στο φύλλο εργασίας τους. 

( ) [ ]

[ ]

( 0 , 0,2 0 1
1 1, . 0, 2 0 2 2

4 4 4 4
3 71,2 , ).
4 4

f x x x x x x x

x x

x x

π ηµ συν ηµ συν εφ
π πκπ κ µως π αρα κπ π κ

π πκ αρα

= ∈ ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = −

⇔ = − ∈Ζ Ο ∈ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤ +

⇒ = = =

 

(ii) 2ο βήµα: Με τις ρίζες που βρήκατε διαµερίστε το διάστηµα [0,2π] σε 

υποδιαστήµατα και βρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης σε κάθε ένα από αυτά. Το 

πρόσηµο της συνάρτησης σε κάθε υποδιάστηµα  προσδιορίστε το  βρίσκοντας το 

πρόσηµο της τιµής ενός επιλεγµένου αριθµού σ’ αυτό το υποδιάστηµα. 

∆ικαιολογείστε γιατί το πρόσηµο των τιµών της σε κάθε υποδιάστηµα είναι το ίδιο µε 

το πρόσηµο του επιλεγµένου σ’ αυτό αριθµού. 

                

              x                 0            
2
π                   3

4
π      3

2
π                 7

4
π                      2π 

           

  

( )f x x xηµ συν= +
                                 

     1
2

f π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

              + 

                                   

    3 1
2

f π⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

             - 

          ( )2 1f π =   

 

               + 

Κατόπιν συζητάµε τις παρακάτω παρατηρήσεις που βοηθούν στο να αντιµετωπίζουν 

οι µαθητές ερωτήµατα για την ύπαρξη µιας ή περισσοτέρων ριζών συνεχούς 

συνάρτησης  ορισµένης σε  διάστηµα που είναι υποσύνολο του R .  
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Παρατηρήσεις: 

(i) Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f έχει µια τουλάχιστο ρίζα σ’ ένα ανοικτό 

διάστηµα (α , β) προσπαθούµε  για την f να εφαρµόσουµε  το θεώρηµα του 

(Bolzano) στο [α , β] ή σε κάποιο άλλο κλειστό διάστηµα υποσύνολο του (α , β) . 

(ii) Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f έχει µια το πολύ ρίζα σ’ ένα 

 ανοικτό διάστηµα (α , β) αρκεί η f να είναι γνησίως µονότονη στο (α , β). 

(iii) Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f έχει µια ακριβώς ρίζα σ’ ένα 

 ανοικτό διάστηµα (α , β) προσπαθούµε  για την f να εφαρµόσουµε   το θεώρηµα 

του (Bolzano) στο [α , β]  και να δείξουµε ότι η f να είναι γνησίως µονότονη στο 

(α , β).  

Τέλος δίνουµε τα παρακάτω παραδείγµατα, να  αντιµετωπίσουν όσα  προλάβουν 

µέσα στην τάξη και τα υπόλοιπα ως εργασία στο σπίτι.  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

(i) Να δείξετε ότι η εξίσωση  ηµχ-χ+1=0 έχει µια τουλάχιστο ρίζα στο (0 , π). 

 

(ii) Αν f , g : [0,1]→ R  συνεχείς συναρτήσεις και   f (0)< g (0), f (1)> g (1) 

τότε δείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(0,1) ώστε f (ξ)= g (ξ). 

 

(iii) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων     

( ) ( ) 1ln ,f x x g x
x

= =  έχουν ένα ακριβώς κοινό σηµείο. 

 

(iv) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων         

( ) ( ) 23 2 ,f x x x g x xηµ συν= + =  έχουν δύο τουλάχιστο κοινά σηµεία. 

 

Πρόβληµα   : Αν για µια συνάρτηση f  ισχύει: 

( ) ( ) ( )4 2 1 0 0xf x x x x x R f
x

ηµ α ηµ για καθε και α∗⎛ ⎞− + = ∈ = − ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

&   τότε: 

(i) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0, 

(ii) Να υπολογίσετε τα  ( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

και  

(iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x Rεχει µια τουλαχιστο ριζα στο= & & & . 
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4.4 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 4ο ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (4η διδακτική ώρα) 

Α) Θα προσεγγίσουµε το ερώτηµα, πότε ένας αριθµός η είναι τιµή µιας συνεχούς 

συνάρτησης µε πεδίο ορισµού ένα  διάστηµα , µε τις παρακάτω τέσσαρες 

διαφορετικές ισοδύναµες διατυπώσεις. 

(i) Ο αριθµός η είναι τιµή της συνάρτησης f που ορίζεται σε ένα διάστηµα Α ;    

 

(ii) Υπάρχει αριθµός x από ένα διάστηµα Α που είναι υποσύνολο του πεδίου 

ορισµού της συνάρτησης f  ώστε f( x )=η ; 

 
(iii) Η εξίσωση f( x )=η έχει λύση σε ένα διάστηµα Α υποσύνολο του πεδίο 
ορισµού της ;  
 
(iv) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f τέµνει την ευθεία µε εξίσωση y=η; 
 
Την προσέγγιση του παραπάνω ερωτήµατος θα την κάνουµε για συνάρτηση  
ορισµένη και είναι συνεχή σε διάστηµα  Α που είναι υποσύνολο του πεδίου ορισµού 
της. Για την προσέγγιση µας αυτή θα µας βοηθήσει το θεώρηµα του Bolzano. 
 
 Ερώτηµα: Αν ένας αριθµός η βρίσκεται ανάµεσα σε δύο τιµές f(α), f(β) µιας 
συνεχούς συνάρτησης f  στο [α,β] τότε ο αριθµός η είναι τιµή της συνάρτησης f ; 
 
 
 
Α(α,f(α)) • ⋅ ⋅  ⋅    •  f(α)  
 
                         
                        η.           .                                         y=η      
              •                                                       •    
             α                                                      β 
      
      
                     f(β)•  ⋅  ⋅   ⋅    ⋅    ⋅  ⋅ ⋅   ⋅ ⋅   ⋅ ⋅ ⋅  ⋅ • Β(β, f(β))                                                                                 
 
 
 
 
Ας υποθέσουµε ότι f(α)> f(β) 
Από το σχήµα φαίνεται ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης τέµνει την ευθεία   
y=η    σε ένα τουλάχιστο σηµείο, άρα ο αριθµός η  είναι τιµή της συνάρτησης f . 
Μετά την παραπάνω διαισθητική προσέγγιση διατυπώνουµε το αντίστοιχο θεώρηµα 
και το προσεγγίζουµε µε τυπική απόδειξη στηριζόµενοι στο  θεώρηµα του Bolzano. 
 
Θεώρηµα (Ενδιαµέσων τιµών) : 
Λεκτικά:Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα  και στα άκρα 
του έχει διαφορετικές τιµές, τότε κάθε αριθµός που βρίσκεται ανάµεσα σ’ αυτές 
τις τιµές είναι τιµή της συνάρτησης. 
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Η αυστηρή διατύπωση του προηγούµενου θεωρήµατος είναι η ακόλουθη: 

Αν f : [α,β]→ R  συνεχής συνάρτηση και   f  (α)<η< f (β) τότε δείξτε ότι 

υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ∈(α,β) ώστε f  (ξ)=η. 

Απόδειξη: 

Β) Θεώρηµα (Μεγίστης και Ελαχίστης τιµής)     
Αν ( )f x συνεχής σε κλειστό διάστηµα [α , β] τότε 
η  ( )f x   παίρνει µια µέγιστη τιµή Μ και µια 
ελάχιστη τιµή m  .  
 Το δε διάστηµα [m , Μ] ισούται µε το σύνολο 
τιµών της ( )f x δηλαδή µε το σύνολο  
{ ( )f x :  x ∈[α , β] }.  
 

 
                         Μ     
                        
 
 α                                     β      
                                                
                   m 
 

 
Γ) Εύρεση συνόλου τιµών µιας  συνεχούς και µονότονης συνάρτησης ορισµένης 
σε  διάστηµα. 
(i) Αν ( )f x συνεχής και αύξουσα  στο [α,β]⇒ f ([α,β])=[ ( )f α , ( )f β ] 
 
(ii) Αν ( )f x συνεχής και φθίνουσα  στο [α,β]⇒ f ([α,β])=[ ( )f β , ( )f α ] 
 
(iii) Αν ( )f x συνεχής και αύξουσα  στο (α,β)⇒  

f ((α,β))=( lim
x α+→

 ( )f x , lim
x β −→

 ( )f x ) 

(iv) Αν ( )f x συνεχής και φθίνουσα  στο (α,β)⇒  

 f ((α,β))=( lim
x β −→

 ( )f x , lim
x α+→

 ( )f x ). 

 Τα παραπάνω τα προσεγγίζουν οι µαθητές µε σχήµατα. Στη συνέχεια δίνουµε 

παραδείγµατα συναρτήσεων ορισµένων και συνεχών σε διάστηµα που είναι 

υποσύνολο του R  και στα οποία ζητούµε να βρουν το σύνολο τιµών τους.   

Παράδειγµα 1ο  : Να βρείτε τα σύνολα τιµών της συνάρτησεων. 
(i) ( ) ln 1f x x= − ,                      (ii) ( ) ( )2, 0, 2f x x x= − + ∈  
 

(iii) ( ) 2 , 0,
6

f x x x πηµ ⎡ ⎤= ∈⎢ ⎥⎣ ⎦
  και, (iv) ( ) 1 ,xf x e x R= + ∈ . 

  
 Παράδειγµα 2ο  :  Αν  η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [α , β] και ισχύουν 

( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
α β→ →

= −∞ = +∞  δείξτε ότι το σύνολο τιµών της f  είναι το 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών δηλαδή [ ]( ),f Rα β = . 
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4.5   ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 5ο ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (5η διδακτική ώρα) 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Με  παραδείγµατα συναρτήσεων εκ των οποίων η µια να είναι συνεχής σε σηµείο 0x   

και η άλλη είναι ασυνεχής στο 0x  ζητούµε να βρουν το άθροισµα και το γινόµενο 

τους και να εξετάσουν τη συνέχεια αυτών στο σηµείο 0x . Με βάση τ’ αποτελέσµατα 

και µετά από συζήτηση διατυπώνουµε τα συµπεράσµατα µας. Όµοια ζητούµε να   

βρουν το άθροισµα και το γινόµενο δύο συναρτήσεων που είναι ασυνεχείς σε σηµείο 

0x   και να εξετάσουν τη συνέχεια αυτών στο 0x .  

 
1) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι  συνεχής  στο 0x   και η συνάρτηση g   
είναι    ασυνεχής  στο 0x . 
(i)∆είξτε ότι η f + g είναι ασυνεχής στο 0x . 
(ii) Για τα επόµενα τρία ζεύγη συναρτήσεων στα οποία η f  είναι συνεχής στο 

0x =0 και η g είναι ασυνεχής στο 0x =0 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 , 0

1 ,
0 , 0

1 , 0
2 ,

0 , 0

1 , 0
3 ,

0 , 0

x
f x x g x x

x

x
f x x g x x

x

x
f x x g x x

x

⎧ ≠⎪= = ⎨
⎪ =⎩
⎧ ≠⎪= = ⎨
⎪ =⎩
⎧ ≠⎪= = ⎨
⎪ =⎩

  

εξετάστε, για κάθε ζεύγος, αν το γινόµενο  f.g είναι συνεχής στο 0x =0 ;  
 
Τι συµπεραίνετε; 
Μετά από συζήτηση στα αποτελέσµατα του προηγούµενου ερωτήµατος 

συµπεραίνουµε ότι αν το γινόµενο δύο συναρτήσεων είναι συνάρτηση συνεχής σε 

σηµείο 0x  δεν έπεται πάντοτε ότι οι συναρτήσεις είναι συνεχείς. 

 

2) Υποθέτουµε  ότι  οι  συναρτήσεις f , g είναι  ασυνεχείς   στο  0x . Εξετάστε αν, 

(i) η συνάρτηση άθροισµα f + g είναι   ασυνεχής  στο 0x  και  

Υποδεικνύουµε να βρουν παραδείγµατα δύο συναρτήσεων ασυνεχών σε σηµείο 0x  

που το άθροισµα τους να είναι συνάρτηση συνεχής  

(ii) η συνάρτηση γινόµενο f . g   είναι   ασυνεχής  στο 0x . 
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Υποδεικνύουµε να βρουν παραδείγµατα δύο συναρτήσεων ασυνεχών σε σηµείο 0x  

που το γινόµενο  τους να είναι συνάρτηση συνεχής  

Στο ίδιο φύλλο εργασίας δίνουµε τον πίνακα µεταβολών µιας συνεχούς συνάρτησης 

στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε διαφορετικές µονοτονίες σε διαστήµατα. 

Ζητούµε από τους µαθητές  µε βάση  τον πίνακα µεταβολών να υπολογίσουν: 

α)Το σύνολο τιµών της συνάρτησης,  στοR   και σε διαστήµατα υποσύνολα του R . 

β)Το πλήθος των ριζών κάποιων  εξισώσεων της µορφής   f( x )=α, µε α δοσµένο 

πραγµατικό αριθµό και  

γ) Τα τοπικά και ολικά ακρότατα της συνάρτησης.   
 
3) Για τη συνεχή συνάρτηση f : R → R   , δίνεται  ο παρακάτω πίνακας 
µεταβολών και ότι ισχύουν: 

( ) ( )( )lim 3 lim 2 1
x x

f x f x xκαι
→−∞ →+∞

= − + =   

 
  x   1 0 3−∞ − +∞
   
 
 
f(x)  
 
 
 

                                   
                                    2                                                         5 
 
 
 
-3                                                             0                                                        −∞  

(i)  Να υπολογίσετε το όριο: ( )lim
x

f x
→+∞

=   

 
(ii) Να υπολογίσετε τα παρακάτω σύνολα τιµών: 

( ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ )( ), 1 , 1,0 , 0,3 , 3,f f f f−∞ − = − = = +∞ =         
 
( ) ( ]( ) [ ]( ) [ )( ), ,0 , 1,3 , 0,f R f f f= −∞ = − = +∞ =                     

(iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών κάθε µιας από τις παρακάτω εξισώσεις και 
σε ποιο διάστηµα βρίσκεται κάθε ρίζα της. 
( ) 3f x = −  ,    ( ) 2f x =  ,   ( ) 2f x = − ,  ( ) 1f x =  ,   ( ) 5f x = , ( ) 2006f x =  

(iv) Να βρείτε τα ολικά ακρότατα της.  
 
Στο τέλος  δίνουµε µερικές ασκήσεις να τις αντιµετωπίσουν χρησιµοποιώντας τα 
θεωρήµατα της συνέχειας συνάρτησης. 
 
1) Έστω f(x) συνεχής  στο [1,3].∆είξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ που ανήκει 

στο [1,3] ώστε να ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 3
6

f f f
f ξ

+ +
= . 
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2) Αν  f συνεχής στο [α , β] µε σύνολο τιµών το [α , β] δηλαδή µε 
[ ]( ) [ ], ,f α β α β=  δείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ που ανήκει στο [α , β] 

ώστε : f(ξ)=ξ.  
 
3) Αν για τη συνάρτηση  f : R → R  µε ( ) ( )f x f y x yθ− ≤ − για κάθε 
x , y ∈ R  και θ>0, δείξτε ότι f είναι συνεχής στο R .  
 
4) Αν η συνάρτηση f :[α,β]→ R είναι συνεχής  και [ ]1 2, ,..., ,x x xν α β∈  δείξτε ότι 

υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ στο [α , β] ώστε ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
1 ...f f x f x f xνξ
ν

= + + +  

 
Στο παράρτηµα παραθέτουµε τα φύλλα εργασίας όπως τα δίνουµε στους µαθητές ένα 

για κάθε διδακτική ώρα. 
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6. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

6.1 ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΑ 

1ο ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ (ΠΡΙΝ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ) 
ΟΝΟΜΑ:……………………………………………………………………………… 
ΤΑΞΗ:……………………………………ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:……………………… 
ΣΧΟΛΕΙΟ:…………………………………………………………………………….. 
 
1ο Ερώτηµα: ∆ίνονται τα σύνολα : 

{ } { }: 1 5 , : 1 2x x x xακεραιος ρητοςΑ = ≤ ≤ Β = ≤ ≤& &  

{ } { }: 1 , : 1 7x R x x R x xηΓ = ∈ ≤ ∆ = ∈ > =&  
ι) Παραστήστε το κάθε ένα από αυτά στον άξονα των πραγµατικών αριθµών. 
Α:                      
 
Β: 
 
Γ: 
 
∆: 
 
 
 
 
ιι) Ποιο από τα παραπάνω σύνολα είναι διάστηµα .∆ικαιολογήστε την απάντηση σας. 
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2ο Ερώτηµα:α) Ποιες από τις παρακάτω καµπύλες µπορούν να θεωρηθούν γραφικές 
παραστάσεις συναρτήσεων. Αιτιολογείστε την απάντηση σας. 
β) Ποιες από τις παρακάτω καµπύλες µπορούν να θεωρηθούν γραφικές παραστάσεις 
συνεχών συναρτήσεων. Αιτιολογείστε την απάντηση σας. 
 
 
 
 
 
 
i) 
                                                                                                                              
                                                                                                             
                                                                                                      
                                                                                                               
                                                                                                                  
                                                                                                  
                                                                                             
                                                                                                 
                                                                                                                    
ii)                                                               
                                            
                                                       
                                                                 
                                                                                             
                                                                                          
                                                                                                          
                                                                                                  
                                                                                                              
iii)                                                                                                
  
  
   

                               
                               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 73

iv)        
 
                4.                            
                3.                           
               2.             
                1.   
                           
                     1    2    3    4    5    6    7    8 
 
 
 
 
 
                
v)             
            3 
 
            2 
 
            1 
                     
                                                                                                    
                      1      2      3      4      5      6                                                                         
 
 
 
  
 
 
 
 
 
vi)  
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 vii)  
 

                                                                        .  . 

   .                                           . .   
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3ο Ερώτηµα: ∆ίνονται οι  συναρτήσεις : 
α)  ( ) [ ]1 0,3f x x xµε= ∈  
 
β)  ( ) { }2 0,1, 2,3f x x xµε= ∈  
 

γ)  ( ) [ ) ( ]
3

, 0,1 1,3
2, 1
x x

f x
x

αν
αν

⎧ ∈⎪= ⎨
=⎪⎩

U
 

 
δ)  ( ) [ ) ( ]4 , 0,1 1,3f x x xαν= ∈ U  
 
   (i)  Ποιες από τις παραπάνω συναρτήσεις έχουν πεδίο ορισµού διάστηµα 
∆ικαιολογείστε την απάντηση σας. 

 
 
   (ii) Κατασκευάστε τις γραφικές παραστάσεις κάθε µιας από τις παραπάνω 
συναρτήσεις. 
 
α) 
            3     
             
           2 *            
          
            1* 
 
            0        1       2      3 
 
            

β) 
            3     
             
           2  *           
          
            1 * 
 
            0        1       2     3   
 
 

γ) 
            3     
             
           2  *           
          
            1 * 
 
            0        1       2      3  
 
 

δ) 
            3     
             
           2  *           
          
            1 * 
 
            0        1       2     3   
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  iii)   Ποιες από τις παραπάνω συναρτήσεις είναι συνεχείς .∆ικαιολογείστε την 
απάντηση σας. 
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2ο ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ      (ΜΕΤΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ) 
ΟΝΟΜΑ:……………………………………………………………………………… 
ΤΑΞΗ:……………………………………ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:……………………… 
ΣΧΟΛΕΙΟ:…………………………………………………………………………….. 
 
1ο Ερώτηµα: ∆ίνονται τα σύνολα : 

{ } { }: 1 5 , : 1 2x x x xακεραιος ρητοςΑ = ≤ ≤ Β = ≤ ≤& &  

{ } { }: 1 , : 1 7x R x x R x xηΓ = ∈ ≤ ∆ = ∈ > =&  
ι) Παραστήστε το κάθε ένα από αυτά στον άξονα των πραγµατικών αριθµών. 
Α:                      
 
Β: 
 
Γ: 
 
∆: 
 
 
ιι) Ποιο από τα παραπάνω σύνολα είναι διάστηµα .∆ικαιολογήστε την απάντηση σας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
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2ο Ερώτηµα:α) Ποιες από τις παρακάτω καµπύλες µπορούν να θεωρηθούν γραφικές 
παραστάσεις συναρτήσεων. Αιτιολογείστε την απάντηση σας. 
β) Ποιες από τις παρακάτω καµπύλες µπορούν να θεωρηθούν γραφικές παραστάσεις 
συνεχών συναρτήσεων. Αιτιολογείστε την απάντηση σας. 
 
 
 
 
 
 
i) 
                                                                                                                              
                                                                                                             
                                                                                                      
                                                                                                               
                                                                                                                  
                                                                    
                               
                                                                                             
                                                                                                 
                                                                                                                    
ii)                                                               
                                            
                                                       
                                                                 
                                                                                             
                                                                                          
                                                                                                          
                                                                                                  
                                                                                                              
iii)                                                                                                
  
  
   

                               
                               
 
 
 
 
 
 
 
 
iv)        
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               4                            
               3                           
               2             
               1   
                           
                     1     2    3    4    5     6    7    8 
 
 
 
 
 
                
v)             
            3 
 
            2 
 
            1 
                     
                                                                                                    
                      1      2      3      4      5      6                                                                         
 
 
 
  
 
 
 
 
 
vi)  

 
 
 
 
 
 
 vii)  
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                                                                        .  . 

   .                                           . .   
                              
 
 
 
 
 
 
3ο Ερώτηµα: ∆ίνονται οι  συναρτήσεις : 
α)  ( ) [ ]1 0,3f x x xµε= ∈  
 
β)  ( ) { }2 0,1, 2,3f x x xµε= ∈  
 

γ)  ( ) [ ) ( ]
3

, 0,1 1,3
2, 1
x x

f x
x

αν
αν

⎧ ∈⎪= ⎨
=⎪⎩

U
 

 
δ)  ( ) [ ) ( ]4 , 0,1 1,3f x x xαν= ∈ U  
 

 
 
(i)Ποιες από τις παραπάνω συναρτήσεις έχουν πεδίο ορισµού διάστηµα 
∆ικαιολογείστε την απάντηση σας. 

 
 

 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 ii)  Κατασκευάστε τις γραφικές παραστάσεις κάθε µιας από τις παραπάνω 
συναρτήσεις. 
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α) 
            3     
             
           2 *            
          
            1* 
 
            0        1       2      3 
 
            

β) 
            3     
             
           2  *           
          
            1 * 
 
            0        1       2     3   
 
 

γ) 
            3     
             
           2  *           
          
            1 * 
 
            0        1       2      3  
 
 

δ) 
            3     
             
           2  *           
          
            1 * 
 
            0        1       2     3   
 
 

 
 
 
 
 
 
iii) Ποιες από τις παραπάνω συναρτήσεις είναι συνεχείς .∆ικαιολογείστε την 
απάντηση σας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4ο Ερώτηµα: Για τη συνεχή συνάρτηση f : R → R   , δίνεται  ο παρακάτω 
πίνακας µεταβολών και ότι ισχύουν: 
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( ) ( )( )lim 3 lim 2 1
x x

f x f x xκαι
→−∞ →+∞

= − + =   

 
 
    x 1 0 3−∞ − +∞
   
 
 
f(x)  
 
 
 

                                   
                                    2                                                         5 
 
 
 
-3                                                             0                                                        −∞  

 
1)Να υπολογίσετε τα παρακάτω σύνολα τιµών: 
(i) ( ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ )( ), 1 , 1,0 , 0,3 , 3,f f f f−∞ − = − = = +∞ =         
 
(ii) ( ) ( ]( ) [ ]( ) [ )( ), ,0 , 1,3 , 0,f R f f f= −∞ = − = +∞ =                     

 
2)Να βρείτε το πλήθος των ριζών κάθε µιας από τις παρακάτω εξισώσεις και σε 
ποιο διάστηµα βρίσκεται κάθε ρίζα της. 

 
(i) ( ) 3f x = −                                          ,                  ( ) 2f x = −  
 

 
 
(ii) ( ) 2f x =                                            ,                    ( ) 1f x =  
 
 
 
(iii) ( ) 5f x =                                            ,                   ( ) 2006f x =  
 
 
 
 
 
 
4) Να βρείτε  τα ολικά ακρότατα της συνάρτησης (ολικό ελάχιστο-ολικό µέγιστο) 
εφόσον υπάρχουν.  
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6.2 Φύλλα Εργασίας 
ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ (1ο ) ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (1η διδακτική ώρα) 
Α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού ,να σχεδιάστε τη γραφική παράσταση ,να 
υπολογίσετε το όριο στη θέση x0=1 και την τιµή στη θέση x0=1, εφ’ όσον 
υπάρχει, για κάθε µια από τις παρακάτω συναρτήσεις: 
 

Α) ( )
2

1
1
1

xf x
x
−

=
−

                                      

 
                     2*  
 
                     1* 
 
 
             -1    0            1      
                          
 
 
 
 

:εδιο ορισµουΠ & &  
( )11

lim
x

f x
→

=                                       

( )1 1f =          
 
 
 

 

Β) ( )
2

2

1 1
1

1 1

x xf x x
x

αν

αν

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

 

 
  
                     2 
 
                    1  * 
 
 
              -1    0           1   
 
 

:εδιο ορισµουΠ & &  
 

( )21
lim
x

f x
→

=  

 
( )2 1f =  

 
 

Γ) ( )
2

3

1 1
1

2 1

x xf x x
x

αν

αν

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

 

 
 
                     2 
 
                    1 * 
 
 
              -1    0       1   
 
 

:εδιο ορισµουΠ & &  
( )31

lim
x

f x
→

=  

( )3 1f =  

 
 

∆) ( )
2

4

1 0
1

1 1

x xf x x
x

αν

αν

⎧ −
≤⎪= −⎨

⎪ =⎩

 

 
 
                     2 
 
                    1  * 
 
 
              -1    0           1   
 
 

:εδιο ορισµουΠ & &  
 

( )41
lim
x

f x
→

=  

 
( )4 1f =  
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Ορισµός: 
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
Ορισµός:  
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
 
 
Παρατήρηση: Όλες οι γνωστές συναρτήσεις (πολυωνυµικές, τριγωνοµετρικές, 
εκθετικές, λογαριθµικές) είναι συνεχείς. 
 Αποδεικνύεται ότι το άθροισµα ,διαφορά ,πηλίκο, γινόµενο, δύναµη, ρίζες, 
απόλυτη τιµή συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση.  

 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

(i) ( )
2 12 , 1

1
12 1

ax bx xf x x
x

ανστω
αν

⎧ + −
≠⎪Ε = −⎨

⎪ =⎩

&    .  Βρείτε  τα α,b ώστε η f να είναι 

συνεχής στο 1. 
 
 
 
 
 
 
(ii) Έστω  συνάρτηση f  συνεχής στο 0 για την οποία ισχύει: 

( )
0

1lim 3
x

f x x
x

ηµ
→

⎛ ⎞⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 . Να βρεθεί το f(0) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
(iii)Έστω  συνάρτηση f  συνεχής στο 1 µε πεδίο ορισµού το R για την οποία 
ισχύει:  ( ) ( ) ( )1xf x f x x x x Rηµ για καθε= + − ∈& . Να βρεθεί ο τύπος της   
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 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ (2ο ) ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (2η διδακτική ώρα) 
. 
Α) Αξίωµα: Αν δύο σηµεία Α, Β βρίσκονται στα αντικείµενα ηµιεπίπεδα που 
ορίζονται από µια ευθεία (ε) τότε κάθε γραµµή που  ενώνει τα σηµεία Α , Β και 
δεν διακόπτεται έχει ένα τουλάχιστο κοινό σηµείο µε την ευθεία (ε). 
 
                       Α•  
 
 
 
(ε) 
 
 
                                                                                                                      •   Β 
 
 
 
Β) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης συνεχούς  στο [α , β] και 
της οποίας τα άκρα Α , Β να βρίσκονται στα αντικείµενα ηµιεπίπεδα  που 
ορίζονται από τον άξονα των τετµηµένων   χ΄χ  . 
                                                                                                                                                                         
 
 
 
 
                                                  •                                                      •  
   χ΄                          α           0                                           β       χ 
 
 
 
 
 
Τι παρατηρείτε 
(i) για τα πρόσηµα των τιµών f(α) , f(β) της συνάρτησης f. 
 
(ii) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  διακόπτεται ή όχι; 
 
(iii) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  έχει κοινά σηµεία µε τον άξονα  
χ΄χ  ; 
Θεώρηµα (Bolzano)  
Λεκτικά: …………………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………………………… 
 
 
Η αυστηρή διατύπωση του προηγούµενου θεωρήµατος είναι η ακόλουθη: 
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Ερώτηµα : Αν µια συνάρτηση  f είναι συνεχής σε  διάστηµα ∆ και 
( ) 0f x xγια καθε≠ ∈∆&  

(i) ποια από τα παρακάτω σχήµατα ανταποκρίνονται στις υποθέσεις του 
ερωτήµατος; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(ii)Τι συµπεραίνετε για το πρόσηµο των τιµών της συνάρτησης; 
 
 
 
Θεώρηµα: Αν µια συνάρτηση  f είναι συνεχής σε  διάστηµα ∆ και 
( ) 0f x xγια καθε≠ ∈∆&  τότε η συνάρτηση διατηρεί πρόσηµο (δηλαδή  όλες οι 

τιµές της έχουν το ίδιο πρόσηµο). 
Απόδειξη. ( Υποδεικνύεται να στηριχθούν  στο θεώρηµα του Bolzano ). 
 
 
Παρατήρηση: ……………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………………………….. 
 
 
 
 
Παράδειγµα:   
Αν f : R → R  συνεχής , f ( x )≠ 2 για κάθε  x ∈ R  και f (3)=1 δείξτε ότι 
f ( x )<2 για κάθε x ∈ R  

…………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………….. 
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 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 3ο ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (3η διδακτική ώρα) 
 
Α) Να µελετήσετε το πρόσηµο της ( ) [ ]0, 2f x x x xηµ συν µε π= + ∈  
 Υπόδειξη:  
(i) 1ο βήµα: Βρείτε τις ρίζες   της  ( ) [ ]0 , 0, 2f x x π= ∈   
 
 
 
 
 
 
 
(ii) 2ο βήµα: Με τις ρίζες που βρήκατε διαµερίστε το διάστηµα [0,2π] σε 
υποδιαστήµατα και βρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης σε κάθε ένα από αυτά. Το 
πρόσηµο της συνάρτησης σε κάθε υποδιάστηµα  προσδιορίστε το  βρίσκοντας το 
πρόσηµο της τιµής ενός επιλεγµένου αριθµού σ’ αυτό το υποδιάστηµα. 
∆ικαιολογείστε γιατί το πρόσηµο των τιµών της σε κάθε υποδιάστηµα είναι το ίδιο µε 
το πρόσηµο του επιλεγµένου σ’ αυτό αριθµού. 
                
              x                 
           
  
( )f x x xηµ συν= +

                                 
  

      
               
                                   

     
              

           
 
                

 
Παρατηρήσεις: 
(i) Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f έχει µια τουλάχιστο ρίζα σ’ ένα ανοικτό 
διάστηµα (α , β) προσπαθούµε  για την f να εφαρµόσουµε  το θεώρηµα του 
(Bolzano) στο [α , β] ή σε κάποιο άλλο κλειστό διάστηµα υποσύνολο του (α , β) . 
 
(ii) Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f έχει µια το πολύ ρίζα σ’ ένα 
 ανοικτό διάστηµα (α , β) αρκεί η f να είναι γνησίως µονότονη στο (α , β). 
 
(iii) Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f έχει µια ακριβώς ρίζα σ’ ένα 
 ανοικτό διάστηµα (α , β) προσπαθούµε  για την f να εφαρµόσουµε   το θεώρηµα 
του (Bolzano) στο [α , β]  και να δείξουµε ότι η f να είναι γνησίως µονότονη στο 
(α , β).  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

(i) Να δείξετε ότι η εξίσωση  ηµχ-χ+1=0 έχει µια τουλάχιστο ρίζα στο (0 , π) 
………………………………………………………………………………………. 
………………………………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………………………….. 
 
(ii) Αν f , g : [0,1]→ R  συνεχείς συναρτήσεις και   f (0)< g (0), f (1)> g (1) 
τότε δείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(0,1) ώστε f (ξ)= g (ξ). 
…………………………………………………………………………………………. 
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…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………. 
(iii) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων     

( ) ( ) 1ln ,f x x g x
x

= =  έχουν ένα ακριβώς κοινό σηµείο. 

…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
 
 
(iv) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων         
( ) ( ) 23 2 ,f x x x g x xηµ συν= + =  έχουν δύο τουλάχιστο κοινά σηµεία. 

…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
 
 
 
 
Πρόβληµα 1ο  : Αν για µια συνάρτηση f  ισχύει: 

( ) ( ) ( )4 2 1 0 0xf x x x x x R f
x

ηµ α ηµ για καθε και α∗⎛ ⎞− + = ∈ = − ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

&   τότε: 

(i) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0, 
(ii) Να υπολογίσετε τα  ( ) ( )lim , lim

x x
f x f x

→−∞ →+∞
και  

(iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
( ) 0f x Rεχει µια τουλαχιστο ριζα στο= & & & . 

………………………………………………………………………………………… 
..........................................................................................................................................
..........................................................................................................................................
..........................................................................................................................................
..........................................................................................................................................
..........................................................................................................................................
..........................................................................................................................................
.......................................................................................................................................... 
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 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 4ο ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (4η διδακτική ώρα) 
Α) Θα προσεγγίσουµε το ερώτηµα, πότε ένας αριθµός η είναι τιµή µιας συνεχούς 
συνάρτησης µε πεδίο ορισµού ένα  διάστηµα , µε τις παρακάτω τέσσαρες 
διαφορετικές ισοδύναµες διατυπώσεις. 
(i) Ο αριθµός η είναι τιµή της συνάρτησης f που ορίζεται σε ένα διάστηµα Α ;    
 
(ii) Υπάρχει αριθµός x από ένα διάστηµα Α που είναι υποσύνολο του πεδίου 
ορισµού της συνάρτησης f  ώστε f( x )=η ; 
 
(iii) Η εξίσωση f( x )=η έχει λύση σε ένα διάστηµα Α υποσύνολο του πεδίο 
ορισµού της ;  
 
(iv) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f τέµνει την ευθεία µε εξίσωση y=η; 
 
 
 Ερώτηµα: Αν ένας αριθµός η βρίσκεται ανάµεσα σε δύο τιµές f(α), f(β) µιας 
συνεχούς συνάρτησης f  στο [α,β] τότε ο αριθµός η είναι τιµή της συνάρτησης f ; 
 
 
 
Α(α,f(α))    f(α)   
 
                         
                        η.           .                                         y=η      
              .                                                        . 
             α                                                       β 
      
      
                     f(β)                                              Β(β, f(β))                                                                               
 
 
 
 
Ας υποθέσουµε ότι f(α)> f(β) 
 
 
 
 
 
Θεώρηµα (Ενδιαµέσων τιµών) : 
Λεκτικά: 
………………………………………………………………………………………..                    
………………………………………………………………………………………….. 
 
Η αυστηρή διατύπωση του προηγούµενου θεωρήµατος είναι η ακόλουθη: 
……………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………… 
Απόδειξη: 
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
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Β) Θεώρηµα (Μεγίστης και Ελαχίστης τιµής)     
Αν ( )f x συνεχής σε κλειστό διάστηµα [α , β] τότε 
η  ( )f x   παίρνει µια µέγιστη τιµή Μ και µια 
ελάχιστη τιµή m  .  
 Το δε διάστηµα [m , Μ] ισούται µε το σύνολο 
τιµών της ( )f x δηλαδή µε το σύνολο  
{ ( )f x :  x ∈[α , β] }  
 

 
                        Μ     
                       f(α) 
 
    α                                β      
                f(β)                              
                   m    
  

 
Γ) Εύρεση συνόλου τιµών µιας  συνεχούς και µονότονης συνάρτησης ορισµένης 
σε  διάστηµα. 
(i) Αν ( )f x συνεχής και αύξουσα  στο [α,β]⇒ f ([α,β])=  
 
(ii) Αν ( )f x συνεχής και φθίνουσα  στο [α,β]⇒ f ([α,β])= 
 
(iii) Αν ( )f x συνεχής και αύξουσα  στο (α,β)⇒ f ((α,β))=  
 
(iv) Αν ( )f x συνεχής και φθίνουσα  στο (α,β)⇒ f ((α,β))= 
 
  
Παράδειγµα 1ο  : Να βρείτε τα σύνολα τιµών της συνάρτησεων. 
(i) ( ) ln 1f x x= −  . 
 
 
(ii) ( ) ( )2, 0, 2f x x x= − + ∈ . 
 
 

(iii) ( ) 2 , 0,
6

f x x x πηµ ⎡ ⎤= ∈⎢ ⎥⎣ ⎦
 και 

 
 
(iv) ( ) 1 ,xf x e x R= + ∈ . 
 
 
  Παράδειγµα 2ο  :  Αν  η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [α , β] και ισχύουν 

( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
α β→ →

= −∞ = +∞  δείξτε ότι το σύνολο τιµών της f  είναι το 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών δηλαδή [ ]( ),f Rα β = . 
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 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 5ο ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (5η διδακτική ώρα) 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι  συνεχής  στο 0x   και η συνάρτηση g   
είναι    ασυνεχής  στο 0x . 
(i)∆είξτε ότι η f + g είναι ασυνεχής στο 0x . 
 
 
(ii) Για τα επόµενα τρία ζεύγη συναρτήσεων στα οποία η f  είναι συνεχής στο 

0x =0 και η g είναι ασυνεχής στο 0x =0 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 , 0

1 ,
0 , 0

1 , 0
2 ,

0 , 0

1 , 0
3 ,

0 , 0

x
f x x g x x

x

x
f x x g x x

x

x
f x x g x x

x

⎧ ≠⎪= = ⎨
⎪ =⎩
⎧ ≠⎪= = ⎨
⎪ =⎩
⎧ ≠⎪= = ⎨
⎪ =⎩

  

εξετάστε, για κάθε ζεύγος, αν το γινόµενο  f.g είναι συνεχής στο 0x =0 ;  
Τι συµπεραίνετε; 
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 

 
 
 
 

2) Υποθέτουµε  ότι  οι  συναρτήσεις f , g είναι  ασυνεχείς   στο  0x . Εξετάστε αν, 
(i) η συνάρτηση άθροισµα f + g είναι   ασυνεχής  στο 0x  και  
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
(ii) η συνάρτηση γινόµενο f . g   είναι   ασυνεχής  στο 0x . 
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
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3) Για τη συνεχή συνάρτηση f : R → R   , δίνεται  ο παρακάτω πίνακας 
µεταβολών και ότι ισχύουν: 

( ) ( )( )lim 3 lim 2 1
x x

f x f x xκαι
→−∞ →+∞

= − + =   

 
  x   1 0 3−∞ − +∞
   
 
 
f(x)  
 
 
 

                                   
                                    2                                                         5 
 
 
 
-3                                                             0                                                        −∞  

(i)  Να υπολογίσετε το όριο: ( )lim
x

f x
→+∞

=   

 
(ii) Να υπολογίσετε τα παρακάτω σύνολα τιµών: 

( ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ )( ), 1 , 1,0 , 0,3 , 3,f f f f−∞ − = − = = +∞ =         
 
( ) ( ]( ) [ ]( ) [ )( ), ,0 , 1,3 , 0,f R f f f= −∞ = − = +∞ =                     
 

(iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών κάθε µιας από τις παρακάτω εξισώσεις και 
σε ποιο διάστηµα βρίσκεται κάθε ρίζα της. 
( ) 3f x = − …………………………………………………………………………….. 

 
( ) 2f x = − …………………………………………………………………………….. 

 
 
( ) 2f x = ……………………………………………………………………………… 

 
 
( ) 1f x = ……………………………………………………………………………… 

 
 
( ) 5f x = ……………………………………………………………………………… 

 
( ) 2006f x = ………………………………………………………………………….. 

 
 
(iv) Να βρείτε τα ολικά ακρότατα της.  
………………………………………………………………………………………….. 
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4) Έστω f(x) συνεχής  στο [1,3].∆είξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ που ανήκει 

στο [1,3] ώστε να ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 3
6

f f f
f ξ

+ +
= . 

…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
5) Αν  f συνεχής στο [α , β] µε σύνολο τιµών το [α , β] δηλαδή µε 

[ ]( ) [ ], ,f α β α β=  δείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ που ανήκει στο [α , β] 
ώστε : f(ξ)=ξ.  
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
 
 
6) Αν για τη συνάρτηση  f : R → R  µε ( ) ( )f x f y x yθ− ≤ − για κάθε 
x , y ∈ R  και θ>0, δείξτε ότι f είναι συνεχής στο R .  
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
 
 
7) Αν η συνάρτηση f :[α,β]→ R είναι συνεχής  και [ ]1 2, ,..., ,x x xν α β∈  δείξτε ότι 

υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ στο [α , β] ώστε ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
1 ...f f x f x f xνξ
ν

= + + + . 

…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………… 
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6.3 ∆είγµατα γραπτών µαθητών 
 
 
 
 
 

 
 
      
     
     
     
     
      
      
         
       

   
     
      

     
   
 
 


