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Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία 

εκπονήθηκε στα πλαίσια των σπουδών 

για την απόκτηση του 

Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης    

που απονέµει το  

∆ιαπανεπιστηµιακό ∆ιαπανεπιστηµιακό ∆ιαπανεπιστηµιακό ∆ιαπανεπιστηµιακό –––– ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών    

    «∆ιδακτική και Μεθο«∆ιδακτική και Μεθο«∆ιδακτική και Μεθο«∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» δολογία των Μαθηµατικών» δολογία των Μαθηµατικών» δολογία των Μαθηµατικών»     

Εγκρίθηκε την ……………………από Εξεταστική Επιτροπή αποτελούµενη από 

τους : 

 

 

 

Ονοµατεπώνυµο Βαθµίδα Υπογραφή 

 

1)……………………….………………(επιβλέπων Καθηγητής) 

 

…………..……. 

 

……………. 

 

2)………………………………………………… 

 

…………..……. 

 

………..… 

 

3)………………………………………………… 

 

…………..……. 

 

………...… 
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Σε όλους τους ανθρώπους  

που είχα τη χαρά να γνωρίσω  

κατά τη διάρκεια  

των σπουδών µου  

σε αυτό  το µεταπτυχιακό 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ  

Η  παρούσα διπλωµατική εργασία αφορά την έννοια της συνάρτησης και 

προτείνεται  µια διδασκαλία της έννοιας αυτής  ως δράση µέτρησης.  

Η εργασία είναι χωρισµένη σε τέσσερα µέρη: 

Στο πρώτο µέρος υπάρχει η ιστορική εξέλιξη της έννοιας της συνάρτησης και οι 

διάφορες µορφές που πήρε η έννοια µε την πάροδο του χρόνου. Επίσης 

παρουσιάζεται ο τρόπος που ορίζεται η συνάρτηση στα σχολικά βιβλία του 

Γυµνασίου.  

Στο δεύτερο µέρος γίνεται αναφορά σε διάφορες µελέτες που έχουν γίνει σχετικά 

µε την κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης από τους µαθητές 

Στο τρίτο µέρος παρουσιάζεται η αναγκαιότητα για το µονοσήµαντο της 

εξαρτηµένης µεταβλητής στον ορισµό της  έννοιας της συνάρτησης και η 

συνάρτηση ως δράση µέτρησης. 

Στο τέταρτο µέρος προτείνεται µια διδασκαλία της έννοιας της συνάρτησης ως 

δράση µέτρησης και συζητούνται τα αποτελέσµατα από τη διεξαγωγή της 

διδασκαλίας αυτής στη Β΄ τάξη του Γυµνασίου.  

Η συνάρτηση ως δράση µέτρησης είναι ένας τρόπος για να εισαχθεί η έννοια 

αυτή µε τρόπο προσιτό τους µαθητές και έτσι ώστε να αναδεικνύεται η 

αναγκαιότητα του µονοσήµαντου της εξαρτηµένης µεταβλητής.  

 

Λέξεις κλειδιά: συνάρτηση, µονοσήµαντο, δράση µέτρησης, διαµεσολαβηµένη 

µέτρηση 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Η έννοια της συνάρτησης είναι θεµελιώδης στη διδασκαλία των µαθηµατικών. 

Πολλές έρευνες έχουν γίνει για να αναλύσουν την κατανόηση των µαθητών 

σχετικά µε τη συνάρτηση, τις διάφορες αναπαραστάσεις της έννοιας αυτής , και 

τον εναλλακτικό τρόπο της µελέτης της έννοιας µέσω των ιδιοτήτων της αφού 

είναι πιο εύκολο για τους µαθητές να κατανοήσουν τις ιδιότητες κατά τη διάρκεια 

της διαδικασίας  εκµάθησής της . 

«Η πρόταση είναι αν προσεγγίσουµε περισσότερο την σύλληψη της έννοιας της 

συνάρτησης ως δράση µέτρησης, µέσα από προβλήµατα, όπου η εξαρτηµένη 

µεταβλητή είναι αντικείµενο µέτρησης, ενώ η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι 

απευθείας προσβάσιµη σε µέτρηση. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε πως 

χρειαζόµαστε να µετρήσουµε το ύψος ενός λόφου και γνωρίζουµε την απόσταση 

από αυτό και την εφαπτοµένη της γωνίας από το σηµείο παρατήρησης . 

Η έννοια της συνάρτησης ως δράση µέτρησης θα µπορούσε να ενοποιήσει τα 

συστατικά του ορισµού της συνάρτησης και να τα εγκαταστήσει ως 

αναγκαιότητες» (Spyrou, Zagorianakos, 2010) 

Το παραπάνω κείµενο ήταν η αφορµή για την εκπόνηση αυτής της εργασίας. 

Επιχειρήθηκε να γίνει µια δραστηριότητα σε µια σχολική τάξη µε την οπτική που 

περιγράφεται παραπάνω και σκοπό να κατανοηθεί η έννοια της συνάρτησης µε 

όσο δυνατό λιγότερες παρανοήσεις από µέρους των µαθητών. Επίσης αυτή η 

οπτική δίνει την αναγκαιότητα του µονοσήµαντου της εξαρτηµένης µεταβλητής µε 

τρόπο απλό , άµεσο και σαφή.  
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“Expellas naturam furca, tamen usque recurrit”- Quintus Horatius Flaccus 

 

 

 

«Ακόµη κι αν διώξεις τη φύση, αυτή  θα επιστρέψει». 

 

 

 

You may drive out Nature with a pitchfork, yet she still will hurry back.) 
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I1. ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΕΞΕΛΙΞΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

  

Αρχαιότητα- Πρώτες Αναφορές  

 

Είναι δύσκολο να καθοριστεί  πότε παρουσιάστηκε η συνάρτηση ως έννοια  

για πρώτη φορά. Όπως αναφέρει ο Freudenthal, η ιστορία µιας µαθηµατικής 

έννοιας αρχίζει πολύ νωρίτερα από τη στιγµή που θα της δοθεί ένα όνοµα.  

Ένα από τα παλαιότερα σηµεία όπου συναντάται χωρίς να ορίζεται η έννοια 

της  συνάρτησης είναι οι πίνακες που χρησίµευαν για πρακτικούς και 

αστρονοµικούς υπολογισµούς.  

Οι Βαβυλώνιοι και οι Έλληνες είχαν τέτοιους  πίνακες, κατασκευασµένους 

από εµπειρικά δεδοµένα. 

Η έννοια της συνάρτησης  εµφανίζεται στο υπόβαθρο αυτών των πινάκων.  

Οι Βαβυλώνιοι από το 2000 π.Χ. 

παρατήρησαν τις περιοδικότητες 

των θέσεων των πλανητών. Οι 

συναρτήσεις µε  τις οποίες 

επιχείρησαν να περιγράψουν τις 

πλανητικές κινήσεις είναι 

συνεπώς περιοδικές συναρτήσεις. 

Έχουν βρεθεί πίνακες που 

χρησίµευαν για τη µελέτη των 

κινήσεων αυτών. Οι πίνακες αυτοί 

συνάγονταν από εµπειρικά 

δεδοµένα και αποτέλεσαν το  

 

 

 

µαθηµατικό θεµέλιο για την ανάπτυξη της αστρονοµίας. 

 Επίσης σε βαβυλωνιακά κείµενα υπάρχουν πίνακες υπολογισµού 

αντιστρόφων αριθµών, τετραγώνων, κύβων,  τετραγωνικών ριζών και 

κυβικών ριζών  (Youschkevitch A.P.) 

Από όλα αυτά είναι φανερό ότι οι Βαβυλώνιοι ήταν πολύ ειδικευµένοι στους 

υπολογισµούς. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι είχαν ενστικτωδώς την έννοια 

Βαβυλωνιακός Πίνακας των Τετραγώνων  
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της συνάρτησης, αφού  οι τιµές των πινάκων αυτών, προκύπτουν από 

συναρτήσεις, σηµειώνει ο E. T. Bell.(p. 32) 

 

 

                    Ο Βαβυλωνιακός Πίνακας των Τετραγώνων και η αρίθµηση των Βαβυλωνίων 
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Στα ελληνικά µαθηµατικά συναντάµε αρχικά την  έννοια της συνάρτησης 

στο έργο  των Πυθαγορείων, στις  προσπάθειες που έκαναν να καθορίσουν 

τους απλούς νόµους της ακουστικής, οι οποίες είναι τυπικές για την 

διερεύνηση ποσοτικών αλληλεξαρτήσεων διάφορων φυσικών ποσοτήτων , 

όπως το µήκος χορδής και η ένταση του ήχου που παράγει. (Youschkevitch 

A.P.) 

Οι Έλληνες,  από την Αλεξανδρινή εποχή, ανέπτυξαν στην αστρονοµία τους 

µια πλήρη  τριγωνοµετρία των χορδών, που σώζεται στην Αλµαγέστη της 

οποίας ο ελληνικός τίτλος είναι «Μαθηµατική Σύνταξις» (λατινικά “Syntaxis 

Mathematica”) του Πτολεµαίου στην οποία υπάρχουν  διάφοροι 

αστρονοµικοί πίνακες που αντιστοιχούν  σε συναρτήσεις , όπως η συνάρτηση 

του ηµιτόνου (Youschkevitch A.P.) 

Στην αστρονοµική εργασία του Πτολεµαίου βρίσκουµε επίσης τους Πίνακες 

Χορδών, δηλαδή χορδές κύκλου σαν συνάρτηση της αντίστοιχης  γωνίας. 

Εναι  φανερή η σύνδεση της χορδής κύκλου και του ηµιτόνου γωνίας . Έτσι  

οδηγούµαστε στη συνάρτηση ηµίτονο όπως  παλιότερα συναντάται η 

εφαπτοµένη στα Βαβυλωνιακά µαθηµατικά αλλά και στην εργασία του  

Αρχιµήδη  «Κύκλου Μέτρησις» (υπολογισµός του π) (Freudenthal, p. 518). 

 

 

«Η Μεγίστη» 

(ή «Μαθηµατική Σύνταξις»), σώθηκε 

στα αραβικά ως «Αλµαγέστη» και 

στηρίζεται στις παρατηρήσεις 

διάφορων προγενέστερων αστρονόµων 

και ιδίως του Ιππάρχου. Αποτέλεσε ένα 

από τα κείµενα που έδωσαν ώθηση στην 

αστρονοµία των Αράβων.  
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                                                                                     Πίνακας χορδών  

 

 

 

 Οι Έλληνες,  χρησιµοποίησαν κινητικά µοντέλα για κυκλικές κινήσεις που 

επηρεάζουν η µία την άλλη, δηλαδή τριγωνοµετρικές συναρτήσεις , όπως 

έκανε ο Kepler. Στη συνέχεια οι κύκλοι αντικαταστάθηκαν από ελλείψεις.  

(Freudenthal, p. 517). 

 Στην ουσία οι κινήσεις των πλανητών είναι  συναρτήσεις της θέσης ως προς 

τον παρατηρούµενο χρόνο. Η Ελληνική αστρονοµία γνώριζε τις 

τριγωνοµετρικές συναρτήσεις κάτω από µια άλλη οπτική, αυτή της σφαιρικής 

τριγωνοµετρίας.  

 

Εκτός από τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, ήταν γνωστές στους Έλληνες οι 

γραµµικές συναρτήσεις µέσα από την έννοια της αναλογίας αλλά µέσα από τη 

γεωµετρία. Το εµβαδό του κύκλου, ο όγκος της σφαίρας είναι ανάλογα των 

τετραγώνων και κύβων των ακτίνων τους. Οι Έλληνες ήταν εξοικειωµένοι µε 

την περιγραφή καµπύλων και επιφανειών   µε τη βοήθεια εξισώσεων αν και οι 
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εξισώσεις αυτές δεν ήταν γραµµένες µε  αλγεβρική αλλά µε γεωµετρική 

γλώσσα. (Freudenthal, p. 518). 

Οι Έλληνες δεν περιορίστηκαν στη χρήση των αριθµητικών πινάκων, όπως 

δείχνει και η µελέτη των κωνικών τοµών όπου βασικό ρόλο παίζουν τα 

«συµπτώµατα» , δηλαδή οι ιδιότητες των δηµιουργούµενων καµπύλων που 

προκύπτουν άµεσα από τον στερεοµετρικό τους ορισµό, ως επίπεδες τοµές  

του κώνου. Το «σύµπτωµα» µιας κωνικής τοµής , είναι ουσιαστικά µια 

συνάρτηση (Youschkevitch A.P.)  

Ωστόσο  οι δυνατότητες που παρείχε η γεωµετρική άλγεβρα δεν ήταν 

ικανοποιητικές για να εκφράσουν µε παρόµοιο τρόπο τις καµπύλες τρίτης και 

τέταρτης τάξης (κισσοειδής και κογχοειδής) και άλλες αλγεβρικές καµπύλες, 

γνωστές στους Έλληνες µαθηµατικούς , που είχαν παρουσιαστεί σε ειδικές 

γεωµετρικές και µηχανικές κατασκευές. (Youschkevitch A.P.)  

Οι ιδέες της αλλαγής  µιας µεταβαλλόµενης ποσότητας δεν είναι ξένες για την 

ελληνική σκέψη. Προβλήµατα κίνησης, συνέχειας, απείρου, παρουσιάζονται 

από την εποχή του Ηράκλειτου και του Ζήνωνα.και στη µελέτη αυτών των 

αντιλήψεων ήταν αφιερωµένο το µεγαλύτερο µέρος από τα Φυσικά του 

Αριστοτέλη (η λέξη Φυσικά προέρχεται από τη λέξη Φύση). Ωστόσο, ούτε η 

ποσοτική αλλαγή ούτε η κίνηση , έννοιες που τελικά βρήκαν την 

αναπαράστασή τους στην αφηρηµένη µορφή της µεταβλητής, δεν έγιναν 

αντικείµενο µαθηµατικής µελέτης από  τους ‘Ελληνες.  (Youschkevitch A.P.) 

 

 

 

Μεσαίωνας – Νέα Άνθηση των Μαθηµατικών  

 

Μετά την πτώση του αρχαίου κόσµου, έχουµε µια νέα άνθηση των επιστηµών 

στις αραβικές χώρες , καθώς και νέα ανάπτυξη στην έννοια της συνάρτησης. 

Ο αριθµός των συναρτήσεων αυξάνεται και οι µέθοδοι µελέτης βελτιώνονται. 

Εισάγονται οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, τελειοποιούνται οι µέθοδοι 

πινακοποίησής τους και η µελέτη των θετικών ριζών των κυβικών 

πολυωνύµων µε χρήση των κωνικών τοµών βελτιώνεται ουσιαστικά. Επίσης 

σηµειώθηκε πρόοδος στην οπτική και την αστρονοµία , όπως και στην 

ανάλυση της επιταχυνόµενης κίνησης. Ωστόσο η έννοια της συνάρτησης 

εµφανίστηκε σε γενικότερη µορφή , τρεις αιώνες αργότερα στις σχολές της 
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φυσικής φιλοσοφίας στην Οξφόρδη και στο Παρίσι. Τον 14ο αιώνα , 

ξεκινώντας από τις ιδέες του Αριστοτέλη για τις µεταβολές των ποσοτήτων, 

άρχισε να παίζει κυρίαρχο ρόλο η σύνθεση και της µαθηµατικής σκέψης. 

(Youschkevitch A.P.) 

Η  φιλοσοφία που κυριαρχούσε στους µαθηµατικούς στην Αναγέννηση  

ήταν ένα βήµα προς τη µοντελοποίηση των φυσικών φαινοµένων µε τη 

βοήθεια σχέσεων µεταξύ συνόλων αριθµών, που για να πραγµατοποιηθεί 

χρειαζόταν µια επέκταση και οµογενοποίηση της έννοιας του αριθµού. 

Εµπόδιο αποτελούσε η ελληνική διαίρεση µεταξύ των ακέραιων αριθµών και 

των συνεχών µεγεθών . Καθώς δεν µπορούν όλοι οι λόγοι ή οι σχέσεις µεταξύ 

µεταβλητών µεγεθών να εκφραστούν σαν λόγοι ακεραίων, και οι λόγοι 

διαφορετικών µεγεθών – όπως διάστηµα και χρόνος ή µήκος και επιφάνεια ή 

όγκος – δεν ήταν αποδεκτοί, οι αναλογίες θεωρούνταν ως κάτι διαφορετικό 

από τις ισότητες, οι λόγοι ως κάτι διαφορετικό από τα πηλίκα.  

(Sierpinska) 

Η σχέση µιας καµπύλης και ενός πίνακα παίζει σηµαντικό ρόλο στον 

σχηµατισµό και στην επίλυση του προβλήµατος του καθορισµού της τροχιάς 

των πλανητών. Ο Kline αναφέρει ότι ο Kepler έχει βελτιώσει τον υπολογισµό 

της θέσης των πλανητών σηµαντικά µε την προσάρτηση γεωµετρικών 

καµπύλων και αστρονοµικών δεδοµένων, χωρίς καµιά θεωρητική αναφορά 

στο να εξηγήσει γιατί οι τροχιές είναι ελλειπτικές. Η αξία των υποθετικών 

τροχιών ήταν τότε θεµελιωδώς σχετισµένη µε την ακρίβεια της µέτρησης της 

θέσης των πλανητών και στην επιλογή ενός οικείου γεωµετρικού 

αντικειµένου, της έλλειψης, που επιτρεπόταν να περιγράψει το σύµπαν µε 

απλούς µαθηµατικούς νόµους. Ο Kline σηµειώνει ότι οι περισσότερες 

συναρτήσεις που εισήχθησαν τον 17ο αιώνα πρωτοµελετήθηκαν ως καµπύλες 

Η ιδέα της κίνησης των µορφών ή αλλιώς η θεωρία των υπολογισµών , είχε 

αναπτυχθεί στην Αγγλία από τους W. Heytesbury , R. Swinshead  και στη 

Γαλλία από τον N. Oresme.  

 

«Κἀθε µετρἠσιµο µέγεθος, εκτός από τους αριθµούς µπορούµε να το 

δούµε µε την έννοια της συνεχόµενης ποσότητας»  

(Omnis res mensurabilis exceptis numeris ymaginatur ad modum 

quantitates continue)- Oresme 
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Αυτές οι θεωρίες που αναπτύχθηκαν τον 14ο αιώνα, φαίνεται να 

δηµιουργούνται µαζί µε τη χρήση γενικότερων ιδεών σχετικά µε τις ποσότητες  

ανεξάρτητης και την εξαρτηµένης µεταβλητής. Αν και δεν υπάρχουν οι άµεσοι 

ορισµοί αυτών των ποσοτήτων, καθεµιά από αυτές έχει καθοριστεί από έναν 

ειδικό όρο. Η συνάρτηση οριζόταν είτε µε λεκτική περιγραφή , είτε µε τη 

γραφική της παράσταση. Οι συντεταγµένες ήταν σηµεία γραφικής 

παράστασης και όχι τυχαία σηµεία του επιπέδου.( (Youschkevitch A.P.) 

Η νεοτερικότητα , από τον Oresme ως τον Γαλιλαίο, θα µετατοπιστεί σε ένα 

άλλο επίπεδο αφαίρεσης που θα προκύψει µε τη µετατροπή του λόγου σε 

ratio, δηλαδή σε υπολογιστική σχέση µε αριθµητικό αποτέλεσµα, καθόσον η 

αναγέννηση βλέπει τις φυσικές οντότητες ως res extensa (µεγέθη εκτατά και 

µετρούµενα) . Ο ορθολογισµός των αρχαίων θα µετατραπεί σε ρασιοναλισµό. 

Εξάλλου η νεοτερικότητα διαθέτει ένα τέτοιο αριθµητικό σύστηµα και 

σκέφτεται µε έννοιες ακόµη πιο αφηρηµένες κάτι που θα έχει ως αποτέλεσµα 

να φτάσει στην άλγεβρα (Σπύρου, Γαγάτσης) 

«Επίσης, ξεπερνώντας τα επιστηµολογικά εµπόδια των αρχαίων βάζει τη 

διάσταση του χρόνου, ως οµογενές µέγεθος στις µετρήσεις και αρχίζει να 

κάνει µαθηµατική κινητική. Η µαθηµατική µελέτη της κίνησης αποτελεί 

καθαυτό επίτευγµα της Αναγέννησης και είναι εκείνη που θα οδηγήσει στις 

δυναµικές ιδέες του Απειροστικού Λογισµού, όπως της παραγώγου και του 

διαφορικού οπότε και αναπόφευκτα θα προκύψει η ανάγκη νέων 

µαθηµατικών εργαλείων» (Boyer, 1949 in Σπύρου, Γαγάτσης) 

 

 

 

Από την Ιστορία της Καµπύλης   

Στην ελληνική γεωµετρία οι καµπύλες εµφανίζονται µε τρεις διαφορετικούς 

τρόπους: ως τοµές επιφανειών , ως γραµµές που χαράσσονταν µε 

συγκεκριµένες κινήσεις ή συνδυασµό κινήσεων και ως γεωµετρικοί τόποι 

σηµείων . 

Οι καµπύλες που ήταν γνωστές µέχρι το 1600 ήταν περίπου δώδεκα µε 

δεκαπέντε. Την εποχή εκείνη, το φυσικό φαινόµενο της κίνησης αρχίζει να 

αποκτά ενδιαφέρον, ενώ µέχρι τότε οι µελέτες των καµπύλων ήταν κατά 

κανόνα χωρίς αναφορά σε φυσικά φαινόµενα. Για πρώτη φορά ασχολείται ο 

Nicolaus Cusanus (1401-1464).  
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Η µέθοδος των συντεταγµένων του Descartes – αν και υπονοείται στον 

Απολλώνιο και την αρχαία ελληνική αστρονοµία για την περιγραφή της θέσης 

των άστρων -  επέτρεψε για πρώτη φορά να οριστεί η έννοια της καµπύλης µε 

τρόπο γενικό. Έγινε δυνατό για κάθε καµπύλη να κατασκευαστεί µια εξίσωση, 

δηλαδή µια σχέση ανάµεσα στις συντεταγµένες των σηµείων της, τέτοια που 

να την ικανοποιούν τα σηµεία της καµπύλης και µόνο αυτά.  

Την ίδια εποχή µε τον Descartes, ο Fermat βλέπει στην εξίσωση την 

εξειδικευµένη ιδιότητα της καµπύλης. Μέχρι τότε µελετούσαν τις καµπύλες σε 

σχέση µε τα γεωµετρικά προβλήµατα ενώ ο Fermat αντέστρεψε τη διαδικασία 

και οι εξισώσεις έχουν πια γεωµετρική ανάλογο.  

Αργότερα ο Newton (1642- 1727) µελέτησε τις καµπύλες ανώτερου βαθµού. 

Οι Fermat και Roberval φτάνουν σε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις από τις 

κυκλοειδείς. Οι De Langny και Cotes αναδεικνύουν την περιοδική φύση της 

εφαπτοµένης. Ο Euler καταδεικνύει την περιοδική φύση όλων των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων.  

Κατά τη διάρκεια του 17ου και 18ου αιώνα η µελέτη των φυσικών φαινοµένων 

της κίνησης σωµάτων στο χώρο και τα προβλήµατα των εφαπτοµένων 

εµπνέουν τον Απειροστικό Λογισµό. Έτσι, το 1700 , υπάρχει ένα πλήθος από 

καµπύλες και αρχίζει η µελέτη των καµπύλων ως γεωµετρικών αντικειµένων 

µε αναζήτηση αναλλοιώτων, που τελικά θα οδηγήσουν αργότερα σε µια 

ταξινόµηση στα πλαίσια της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας. Την ίδια εποχή ο 

Cramer γράφει ένα έργο που έχει στον τίτλο του τον όρο καµπύλη. Ο 

Bernoulli επιχειρεί έναν πρώτο ορισµό της που αργότερα επανεπεξεργάζεται 

ο Euler. Τον 19ο αιώνα, στο πλαίσιο των νεώτερων µαθηµατικών που 

θεµελιώθηκαν πάνω στη θεωρία των συνόλων, ο Peano, έδωσε πρώτος 

παράδειγµα καµπύλης που γεµίζει το επίπεδο και έδειξε πόση λίγη 

εµπιστοσύνη µπορούµε να έχουµε στην αφελή εποπτεία και τη γεωµετρική 

αίσθηση για τα Μαθηµατικά.  

Η αναπαράσταση µιας καµπύλης µε παραµετρική µορφή ανταποκρινόταν 

άριστα στην ιδέα της καµπύλης ως τροχιάς ενός κινητού σηµείου. Στο δεύτερο 

µισό του 19ου αιώνα, φτάνουµε στον υποδειγµατικό ορισµό του Jordan για 

την  καµπύλη ως το δρόµο που διαγράφει η συνεχής κίνηση ενός σηµείου. Ο 

ορισµός αυτός υπήρξε πολύ γενικός και δεν έδινε µόνο καµπύλες όπως 

απέδειξε ο Peano. O Cantor   θεωρούσε την καµπύλη ως ένα κλειστό κλά 

διατεταγµένο σύνολο σηµείων τέλειο στον εαυτό του.  
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Την πρώτη εικοσαετία του 20ου αιώνα, δόθηκε ένας πιο αυστηρός ορισµός 

της καµπύλης, από τον P. Urysohn. 

H Θεωρία των Καµπύλων  αποτέλεσε έναν κοµψό κλάδο της τοπολογίας κι 

έδωσε ενδιαφέροντα αποτελέσµατα όπως τα fractals. Η καµπύλη συνεχίζει να 

µελετάται στις διαφορικές εξισώσεις , την αλγεβρική και διαφορική γεωµετρία, 

τα δυναµικά συστήµατα , την έρευνα του DNA.(Λάππας , Σπύρου) 

 

 

Η νεότερη εποχή – Από τον 16ο αιώνα έως σήµερα   

 

Τον 16ο αιώνα, βρίσκουµε σε πρώιµη µορφή την εισαγωγή της έννοιας της 

συνάρτησης σαν σχέση ανάµεσα σε σύνολα αριθµών  παρά σαν 

«ποσότητες» και την αναλυτική παρουσίαση των συναρτήσεων µε τύπους. 

Επίσης έγινε η εισαγωγή συµβόλων για τις µαθηµατικές διαδικασίες και 

σχέσεις καθώς και για άγνωστες ποσότητες και παραµέτρους. Η σηµασία των 

συµβολισµών ήταν µεγάλη γιατί διευκόλυναν την µελέτη και περιγραφή των 

εννοιών. Ο Descartes, ο Newton  ο Leibniz  ο Euler και άλλοι, συµµετείχαν 

στη διαδικασία του να τελειοποιήσουν τον µαθηµατικό συµβολισµό. 

(Youschkevitch A.P.) 

 

Τον 17ο αιώνα η νέα θεώρηση των ποσοτικών νόµων της φύσης κέρδισε 

ακόµη περισσότερο έδαφος. Η εισαγωγή ποσοτικών µέτρων για τη 

θερµοκρασία , την πίεση κτλ, έπαιξε σηµαντικό ρόλο και δόθηκε έµφαση στην 

ακρίβεια των πειραµάτων και των παρατηρήσεων. Η µελέτη των σχέσεων 

ανάµεσα στην κίνηση σε καµπύλη τροχιά και τις δυνάµεις που επηρεάζουν 

αυτή την κίνηση ήταν το κυρίαρχο πρόβληµα της επιστήµης. Αυτό είχε σαν 

αποτέλεσµα να εισάγονται οι συναρτήσεις όχι µόνο µε λεκτικό τρόπο ή 

γραφικά, όπως µέχρι τότε, αλλά ειδικά στις θεωρητικές µελέτες η αναλυτική 

µέθοδος εισαγωγής συναρτήσεων µε τύπους και εξισώσεις ήρθε στο 

προσκήνιο. (Youschkevitch A.P.) Σε αυτή την κατεύθυνση εργάστηκαν ο 

Descartes και ο Fermat και παρουσίασαν την αναλυτική µέθοδο εισαγωγής 

των συναρτήσεων ανοίγοντας µια νέα εποχή στα µαθηµατικά. (Youschkevitch 

A.P.) 
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O  Descartes (και ταυτόχρονα ο Fermat) παρουσίασε µια άλλη οπτική, το να 

εκφράζει τις γεωµετρικές σχέσεις αλγεβρικά. Όταν ένα σηµείο κινείται σε µια 

καµπύλη έχουµε την έννοια της συνάρτησης και αυτή η εικόνα παρουσιάζεται 

στη σκέψη του Newton ως εξάρτηση δύο µεταβλητών όπου η µια είναι ο 

χρόνος αλλά αυτές οι εξαρτήσεις δεν είχαν ακόµη εκφραστεί µε έναν τύπο.  

Στην αρχική  προσέγγιση δεν υπάρχει τίποτα που να διαχωρίζει την 

ανεξάρτητη από την εξαρτηµένη µεταβλητή. Σύµφωνα µε τις ανάγκες, κάποιες 

από τις µεταβλητές έπρεπε  να οριστούν ως ως ανεξάρτητες και άλλες ως 

εξαρτη9µένες. Αυτό προέκυψε όταν χρειάστηκε να γίνει διαφόριση ανώτερης 

τάξης. (Freudenthal) 

 

Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica , Sir Isaac Newton 

Πρωτοδηµοσιεύτηκε στις 5 Ιουλίου 1687 

 

Στο πλαίσιο της διαφορικής γεωµετρίας, ένας ορισµός της συνάρτησης 

εµφανίστηκε σε µερικά άρθρα του Leibniz το 1692 και το 1694. Εκεί καλεί 

συναρτήσεις (functiones, functions) , τµήµατα ευθειών γραµµών που 
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αντιστοιχούν σε ένα δεδοµένο σηµείο και στα σηµεία µιας δοσµένης 

καµπύλης..Με την ίδια σηµασία η λέξη συνάρτηση χρησιµοποιήθηκε από τον 

Jacob Bernoulli  τον Οκτώβριο του 1694. Ωστόσο , ένας τέτοιος ορισµός της 

συνάρτησης δεν ανταποκρινόταν  σε ένα πλατύτερο αναλυτικό πλαίσιο. 

(Youschkevitch A.P.) 

Ο Leibniz εισήγαγε σε γενική χρήση τις λέξεις «σταθερή» και «µεταβλητή» , 

«συντεταγµένες» και «παράµετρος» . Στη συνέχεια βρήκε άβολη την 

ορολογία που είχε εισάγει ο Descartes και την άλλαξε. Ο Descartes είχε 

οµαδοποιήσει τις καµπύλες σε «γεωµετρικές» και «µηχανικές» , εσφαλµένα 

αποκλείοντας τις τελευταίες από τη γεωµετρία , αφού δεν µπορούσαν να 

µελετηθούν µε τα εργαλεία της αλγεβρικής του µεθόδου. Αντίθετα, ο Leibniz 

διαίρεσε  τις συναρτήσεις και τις καµπύλες σε δύο κατηγορίες : τις αλγεβρικές  

, δηλαδή αυτές που µπορούσαν να παρασταθούν µε εξίσωση συγκεκριµένου 

βαθµού (certi gradus) και τις υπερβατικές  οι οποίες µπορούσαν επίσης να 

µελετηθούν και να υπολογιστούν, αλλά επειδή είχαν διαφορετική φύση, η 

αναπαράστασή τους γινόταν µε εξισώσεις αόριστου  (gradus indefinite ) ή 

άπειρου βαθµού.  (Youschkevitch A.P.) 

Η ιδέα ότι η µαθηµατική ανάλυση είναι µια γενική επιστήµη των µεταβλητών 

και των συναρτήσεών τους, φαίνεται να οφείλεται στον Euler  που ανέφερε 

αυτό ακριβώς στον πρόλογο του περίφηµου έργου του Introductio in 

Analysin infinitorum  (δύο τόµοι) το οποίο ολοκληρώθηκε το 1744 και 

δηµοσιεύτηκε το 1748. (Youschkevitch A.P.) 
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      Leonhard Euler - Introductio in analysin infinitorum, πρωτοδηµοσιεύτηκε το 1748   
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Την εποχή αυτή, όλες οι αρχικές έννοιες του µαθηµατικού λογισµού βαθµιαία 

έχασαν το γεωµετρικό και µηχανικό τους περίβληµα, σχηµατίστηκαν 

αλγεβρικά και άρχισαν ως λογικό προαπαιτούµενο από παρόµοιες έννοιες για 

άλλες επιστήµες. (Youschkevitch A.P.) 

Η διαδικασία της δηµιουργίας της µαθηµατικής ανάλυσης ως αυτόνοµη 

επιστηµονική οντότητα, ήταν παρατεταµένη. Ο Lagrange διακήρυξε ότι η 

µηχανική είναι µέρος της µαθηµατικής ανάλυσης.  (Youschkevitch A.P.) 

Ο Fourier πρότεινε την επέκταση µιας συνάρτησης σε µια τριγωνοµετρική 

σειρά  

 

      όπου το x παίρνει τιµές στο διάστηµα  –π και π . 

Η πλειοψηφία αυτών των συναρτήσεων ερευνήθηκαν διεξοδικά από τις αρχές 

του 18ου αιώνα µαζί µε την ανάπτυξη των διαφορικών εξισώσεων στην 

αστρονοµία και τη φυσική. (Ε.Τ. Bell , p. 385) 

Τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από τον Fourier το 1807 , ξάφνιασαν τους 

µαθηµατικούς των παλιότερων γενεών και ο Lagrange έδειξε δυσπιστία σε αυτά. 

Μετά το 1822, έλαβαν ενθουσιώδη υποδοχή από τους νέους µαθηµατικούς.  

Από τη  µελέτη των Σειρών Fourier και των συνθηκών κάτω από τις οποίες 

συγκλίνουν οδηγήθηκε ο Dirichlet στο σχηµατισµό του γενικού ορισµού της 

συνάρτησης , το 1837: «αν µια µεταβλητή y σχετίζεται µε την µεταβλητή x µε 

τρόπο ώστε όποτε δοθεί µια αριθµητική τιµή στη x, υπάρχει ένας κανόνας 

σύµφωνα µε τον οποίο µια µοναδική τιµή της y καθορίζεται, τότε µπορεί να 

ειπωθεί ότι το y είναι µια συνάρτηση της ανεξάρτητης µεταβλητής x». Από 

την προσεκτική µελέτη του κειµένου όπου η γενική έννοια της συνάρτησης  

γεννήθηκε,  γίνεται φανερό γιατί η σύνθεση της γενικής έννοιας της συνάρτησης 

είναι τόσο δύσκολη στα αρχικά στάδια της µαθηµατικής εµπειρίας. ∆εν χρειάζεται 

µόνο κάποιος να δει τις χρήσεις ιδιαίτερων παραδειγµάτων της έννοιας αλλά 

πρέπει να υπάρξει και ανάγκη για ισχυρισµούς πάνω σε κλάσεις ή χώρους 

συναρτήσεων. (Sierpinska) 
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I2) ΣΧΕΤΙΚΑ ΜΕ ΤΟΝ ΟΡΙΣΜΟ ΚΑΙ ΤΗΝ ΟΝΟΜΑΣΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

Ορισµοί που δόθηκαν στη συνάρτηση κατά τη διάρκεια της εξέλιξης της 

έννοιας  

 

Μέχρι τον 18ο αιώνα η έννοια της συνάρτησης δεν είχε οριστεί, αλλά όπως 

βλέπουµε παραπάνω, υπήρχε άτυπα στις εργασίες των αστρονόµων και των 

µαθηµατικών. 

Η λέξη «συνάρτηση» πρωτοεµφανίζεται στα χειρόγραφα του Leibniz τον 

Αύγουστο του 1673. Η λατινική λέξη fungor, functus sum , fungi σηµαίνει το 

να παρουσιάζεται, να πραγµατοποιείται µια υποχρέωση.  

Μπορούµε να πούµε ότι δόθηκε για πρώτη φορά ένας ορισµός της 

συνάρτησης , από τον Leibniz σε κάποια άρθρα του που δηµοσιεύτηκαν το 

1692 και το 1694. Εκεί ονοµάζει συναρτήσεις (funciones, foncions) 

οποιαδήποτε τµήµατα ευθειών που δηµιουργούνται κατασκευάζοντας άπειρες 

ευθείες και αντιστοιχούν σε ένα δεδοµένο σηµείο και στα σηµεία µιας 

δεδοµένης καµπύλης.  

Με το ίδιο νόηµα η λέξη συνάρτηση χρησιµοποιήθηκε από τον Jacob 

Bernoulli το 1694. (Youschkevitch A.P.)  

O Bernoulli  έδωσε τον εξής ορισµό για τη συνάρτηση που ήταν και ο 

πρώτος σαφής ορισµός για την έννοια: 

«Ονοµάζω συνάρτηση ενός µεταβλητού µεγέθους, µια  ποσότητα που 

συντίθεται µε οποιοδήποτε τρόπο από αυτό το  µεταβλητό µέγεθος και 

σταθερές ποσότητες» 

σε άρθρο του που δηµοσιεύτηκε στο Παρίσι το 1718. Στο ίδιο άρθρο πρότεινε 

να χρησιµοποιηθεί το ελληνικό γράµµα φ σαν συµβολισµό για τον 

χαρακτηρισµό µιας συνάρτησης την οποία έγραφε ως φx , χωρίς 

παρενθέσεις. 

Οι παρενθέσεις, όπως και ο συµβολισµός f οφείλονται στον Euler που τα 

χρηιµοποίησε σε άρθρο του που συζητήθηκε το 1734 και δηµοσιεύτηκε το 

1740. (Youschkevitch A.P.) 

 

Επιπλέον  ουσιαστική ανάπτυξη της έννοιας της συνάρτησης έγινε από τον 

Euler , ο οποίος υπήρξε µαθητής του Bernoulli. Στο έργο του Introductio in 

analysin infinitorum το 1748  ο Euler  µελέτησε µε µεγάλη λεπτοµέρεια την 
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έννοια της συνάρτησης όπως χρησιµοποιείται στη µαθηµατική ανάλυση. 

Όρισε και τις αρχικές έννοιες σταθερά και µεταβλητή.  

Στον ορισµό του ο Euler  ακολούθησε τον Bernoulli αλλά άλλαξε τη λέξη 

«ποσότητα» µε τη φράση «αναλυτική έκφραση».  

O Euler  έδωσε το 1747 τον εξής ορισµό : 

«Συνάρτηση µιας µεταβλητής ποσότητας είναι µια αναλυτική έκφραση που 

συντείθεται  µε οποιοδήποτε τρόπο από αυτή τη  µεταβλητή ποσότητα και 

από αριθµούς ή   σταθερές ποσότητες» 

(Hollingdale, p. 280, Youschkevitch A.P.)  

Αργότερα, το 1775 , o Euler  έδωσε έναν πιο αφηρηµένο ορισµό , στην 

εισαγωγή του έργου του Institutones Calculi Differentialis : 

«Μια ποσότητα θα ονοµαζόταν συνάρτηση µόνο όταν θα εξαρτιόταν από µια 

άλλη ποσότητα µε έναν τέτοιο τρόπο ώστε, αν η τελευταία ποσότητα αλλάζει, 

η πρώτη ποσότητα να υφίσταται αλλαγή από µόνη της». 

 (Katz 512, in Σπύρου, Γαγάτσης) 

Η έννοια της συνάρτησης κατά τον Euler άσκησε µια σηµαντική θετική 

επιρροή σε όλη την επακόλουθη ανάπτυξη των µαθηµατικών. Η γενική 

θεωρία των αναλυτικών συναρτήσεων τον 19ο αιώνα που αναπτύχθηκε από 

τους Cauchy, Riemman και Weierstrass , έχει τις ρίζες της στα έργα των  

Euler και D’ Alembert. (Youschkevitch A.P.)  

O Lagrange  έδωσε το 1797  τον εξής ορισµό: 

«Συνάρτηση µιας ή περισσότερων µεταβλητών ποσοτήτων ονοµάζεται κάθε 

αναλυτική έκφραση στην οποία εµφανίζονται µε οποιονδήποτε τρόπο αυτές οι 

ποσότητες είτε µόνες τους είτε µε άλλες, των οποίων οι τιµές θεωρούνται 

σταθερές, ενώ οι ποσότητες της συνάρτησης µπορούν να παίρνουν όλες τις 

δυνατές τιµές. Έτσι στις συναρτήσεις λαµβάνονται υπόψη µόνο οι ποσότητες 

που θεωρούνται µεταβλητές και όχι οι σταθερές που συνυπάρχουν».  

 O  Cauchy   ήταν ένας από τους πρώτους µαθηµατικούς που εγκαινίασαν 

ένα νέο πνεύµα αυστηρότητας στην ανάλυση. Στο έργο του Cours d’ 

Analyse  το 1821 , και σε σχετικές εργασίες, όρισε αυστηρά τις έννοιες της 

συνέχειας , της διαφορισιµότητας και της ολοκληρωσιµότητας µιας 

συνάρτησης στα πλαίσια της θεωρίας των ορίων.  
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Η αντίληψη του Cauchy  για την έννοια της συνάρτησης, δεν διέφερε πολύ σε 

σχέση µε τους προηγούµενούς του. Έδωσε τον παρακάτω ορισµό για την 

έννοια της συνάρτησης: 

 «Όταν µεταβλητές ποσότητες συνδέονται µεταξύ τους κατά τέτοιο τρόπο 

ώστε όταν δίνεται η τιµή της µιας να µπορούµε να συµπεράνουµε για την τιµή 

της άλλης, συνήθως θεωρούµε ότι αυτές οι διάφορες ποσότητες  εκφράζονται 

µέσω της µίας εξ αυτών  η οποία τότε παίρνει την ονοµασία της ανεξάρτητης 

µεταβλητής και   οι αποµένουσες ποσότητες που εκφράζονται µέσω της 

ανεξάρτητης µεταβλητής, είναι εκείνες τις οποίες κάποιος µπορεί να τις 

ονοµάσει συναρτήσεις  αυτής της µεταβλητής» 

Aν και ο Cauchy δίνει έναν µάλλον γενικό ορισµό για την συνάρτηση, τα 

επόµενα σχόλιά του δείχνουν ότι είχε στο νου του  κάτι  ποιο περιορισµένο. 

Κατηγοριοποιεί τις  συναρτήσεις σε «απλές» και «σύνθετες ».  

Οι απλές είναι : a+x, a-x, ax, a/x, xa , logx, sinx, cosx, arcsinx, arccosx και οι 

σύνθετες  είναι αυτές που ονοµάζουµε  συνθέσεις των απλών όπως π.χ. 

log(sinx). (Kleiner) 

Από τον Lagrange στον Cauchy έχουµε µια µικρή µεταβολή στη γλώσσα και 

στην εστίαση. Ο Lagrange ακόµη µιλάει για την έκφραση σαν να είναι η  

συνάρτηση. Για τον Cauchy είναι τα αποτελέσµατα των πράξεων που 

συµµετέχουν στην έκφραση.  Ο Lagrange µιλάει για το νόµο της συνάρτησης, 

ενώ ο Cauchy για την τιµή. Τώρα δεν αντιλαµβανόµαστε τη συνάρτηση ούτε 

ως νόµο ούτε ως  τιµή αλλά ως σύνθεση αυτών των δύο.  

(Sierpinska) 

Ο Lobatchevski το 1834 έγραψε: 

«Η γενική αντίληψη απαιτεί ότι συνάρτηση του x καλείται ένας αριθµός ο 

οποίος δίνεται για κάθε x και ο οποίος αλλάζει σταδιακά µαζί µε το x. Η τιµή 

της συνάρτησης θα µπορούσε να δοθεί είτε από µια αναλυτική έκφραση, είτε 

από µία συνθήκη που προσφέρει ένα µέσο για να ελεχθούν όλοι οι αριθµοί 

και να επιλεγεί ένας από αυτούς, ή τελικά η εξάρτηση ίσως να υπάρχει αλλά 

να παραµένει άγνωστη». (Youschkevitch A.P.) 

Τελικά ο Dirichlet (1837) , την ίδια εποχή µε τον Lobatchevski,  θα καταλήξει 

σε µια πιο γενική διατύπωση και θα δώσει τον παρακάτω ορισµό, ο οποίος  

κρίθηκε ως πιο κατάλληλος για παρουσίαση της έννοιας της συνάρτησης από 

τα σχολικά βιβλία : 
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«Η µεταβλητή y είναι συνάρτηση της µεταβλητής x η οποία ορίζεται στο 

διάστηµα a<x<b, αν σε κάθε τιµή της µεταβλητής x από αυτό το διάστηµα 

αντιστοιχεί µία µόνη τιµή της µεταβλητής y ανεξάρτητα από τη µορφή της 

αντιστοιχίας». (Σπύρου, Γαγάτσης, αναφορά σε Davis & Herch) 

Στον ορισµό αυτόν εµφανίζεται ξεκάθαρα η προϋπόθεση του  µονοσήµαντου 

για την εξαρτηµένη µεταβλητή  y.  

O Dirichlet εισήγαγε για πρώτη φορά   την έννοια της συνάρτησης σαν µια  

συµµεταβολή ανάµεσα σε πραγµατικούς αριθµούς. Περίπου εκατό χρόνια 

αργότερα , το 1932, µε την ανάπτυξη της αφηρηµένης άλγεβρας οι Bourbaki 

γενίκευσαν τον ορισµό του Dirichlet και έτσι η συνάρτηση έγινε µια 

συµµεταβολή ανάµεσα σε δύο σύνολα (Ronda, αναφορά σε Kieran , 1992). Ο 

ορισµός των Dirichlet- Bourbaki  επιτρέπει στη συνάρτηση να ειδωθεί σαν 

µαθηµατικό αντικείµενο, πράγµα που ήταν η αδυναµία του προηγούµενου 

ορισµού .Ωστόσο ο συνολοθεωρητικός ορισµός είναι πολύ αφηρηµένος για να 

χρησιµοποιηθεί ως µια αρχική εισαγωγή για τους µαθητές και είναι 

ασυµβίβαστος µε τις εµπειρίες τους από τον πραγµατικό κόσµο.   (Ronda, 

Grouth points....) 

Πολλά σχολικά εγχειρίδια ,που  ορίζουν  τη συνάρτηση σαν ένα σύνολο απο 

διατεταγµένα ζεύγη , συχνά εισάγουν τη συνάρτηση σαν ένα ξεχωριστό είδος 

σχέσης. Ωστόσο η σχέση είναι πιο αφηρηµένη από τη συνάρτηση. Έτσι , η 

παιδαγωγική αξία του να διδαχτεί η συνάρτηση ως είδος σχέσης, κατά τη 

γνώµη του Thorpe είναι λανθασµένη. Ο Freudenthal επίσης εξέφρασε έντονα 

ότι δεν χρειάζεται να διδαχτεί πρώτα η σχέση και µετά η συνάρτηση. (Ronda) 

Ο Peano το 1911 έδωσε ένα νέο ορισµό σύµφωνα µε τον οποίο η έννοια της 

συνάρτησης έπρεπε να περιοριστεί στην έννοια της σχέσης. O Peano 

εισήγαγε την έννοια της µονοσήµαντης σχέσης έδωσε ικανοποιητηκά 

επιχειρήµατα για το ότι οι συναρτήσεις θα έπρεπε να οριστούν µε τέτοιες 

σχέσεις. Θα πρέπει να αναφερθεί ότι και αντίστροφα, η έννοια της σχέσης  θα 

µπορούσε να περιοριστεί στην έννοια της συνάρτησης. 

Η ιδέα του Peano έγινε αποδεκτή από τους Russell και Whitehead στο έργο 

τους Principia Mathematica, όπου ανέπτυξαν ευρέως τη θεωρία των 

σχέσεων. Παρ’ όλα αυτά, η πιο δηµοφιλής ιδέα ήταν του Hausdorff , µε τον 

περιορισµό της έννοιας της συνάρτησης σε αυτή του διατεταγµένου 

ζεύγους. Παρά τις ξεκάθαρες εξηγήσεις που έδωσε ο Hausdorff , η ιδέα 

συσχετίστηκε µε την αυθαίρετη επιλογή αντικειµένων a  και b. Αυτό το  
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“ελάττωµα  στην οµορφιά” αποκαταστάθηκε το 1920 από το ζεύγος  

Kuratowski:  

 [(a, b):={a, {a,b}}]  

το οποίο έδωσε έναν τυπικό ορισµό για το διατεταγµένο ζεύγος. 

Εισάγοντας την έννοια της συνάρτησης σαν µια πρωταρχική έννοια , ή στο 

πλαίσιο της  Θεωρίας Συνόλων , έχουµε τη δυνατότητα να εργαζόµαστε σε 

σύνολα ή διαστήµατα και να αναπτύσσουµε νέες έννοιες. (Mostowski, in 

Sierpinska).  

O ορισµός του Peano για τη συνάρτηση εισήχθηκε στην δευτεροβάθµια 

εκπαίδευση κατά τη διάρκεια της περιόδου των µεταρυθµίσεων των Νέων 

Μαθηµατικών. Ωστόσο η αιτία γι αυτό δεν είναι ξεκάθαρη µια και οι µαθητές 

δεν αναµενόταν να εργαστούν µε διαστήµατα οπότε η απόφαση να 

περιοριστεί η συνάρτηση σε σχέση δύσκολα θα µπορούσε να  δικαιολογηθεί 

στο περιβάλλον της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης ή επιστηµολογικά.  

Έτσι επικράτησε στα σχολικά εγχειρίδια να δίνεται ο ορισµός του Dirichlet, ως 

ο πιο κατάλληλος για τις διδακτικές ανάγκες στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 

(Sierpinska) 

Η συνάρτηση ως τυπική µαθηµατική έννοια αποτελεί µια νοητική κατασκευή 

που ολοκληρώθηκε πρόσφατα µέσα στην επιστήµη. Πρόκειται για µια σύνοψη 

και ενοποίηση πολλών διαφορετικών εµπειριών και νοητικών εργαλείων που 

χρησιµοποιήθηκαν για να λυθούν προβλήµατα και να συγκροτηθούν θεωρίες. 

Όταν οι µαθητές µαθαίνουν τον ορισµό και τις ιδιότητες των συναρτήσεων δεν 

µπορούν να γνωρίζουν τη µεγάλη πορεία της ανθρώπινης διανόησης µέχρι 

να φτάσουµε στη σύγχρονη θεώρηση της συνάρτησης.( Σπύρου, Γαγάτσης) 

 

 

Πού πρωτοεµφανίστηκε η λέξη «συνάρτηση» (function)  

 

Η λέξη «συνάρτηση» πρωτοεµφανίστηκε σε ένα λατινικό χειρόγραφο µε τίτλο 

«Methodus tangentium inverse, seu de fuctionibus”  γραµένο από τον 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716). 

Ο Leibniz χρησιµοποίησε τη λέξη µε τη µη αναλυτική σηµασία της , σαν 

µέγεθος που παρουσιάζει ένα ειδικό καθήκον. Θεώρησε την συνάρτηση ως 

«µαθηµατική εργασία» που θα παράγει µια καµπύλη. Από την αρχή του 
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χειρογράφου ωστόσλο, ο Leibniz έκανε φανερό ότι ήδη κατείχε την ιδέα της 

συνάρτησης, την οποία ονόµαζε µε τον όρο relation. 

Ο όρος Function δηµιουργήθηκε στα αγγλικά το 1779 στην Chambers’ 

Cyclopedia : “ O όρος function χρησιµοποιείται στην άλγεβρα , για µια 

αναλυτική έκφραση που αποτελείται από µια µεταβλητή ποσότητα, και από 

αριθµούς, ή σταθερές ποσότητες». (Katz) 

 

 

I3) Ο ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΑ ΣΧΟΛΙΚΑ ΒΙΒΛΙΑ ΤΟΥ 

ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ ΣΗΜΕΡΑ 

 

Α΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 

Στην τάξη αυτή δεν αναφέρεται η λέξη «συνάρτηση», ωστόσο µέσα από την 

παρουσίαση των αναλόγων και αντιστρόφως αναλόγων ποσών δίνονται οι 

συναρτήσεις  y=ax και y=a/x , και διδάσκονται οι πίνακες τιµών και οι 

γραφικές τους παραστάσεις στο πρώτο µόνο τεταρτηµόριο.  

Επειδή δεν διδάσκεται η έννοια της συνάρτησης, η λέξη που την υποκαθιστά 

είναι «σχέση». 

∆ηλαδή, µέσα από τα παραδείγµατα των συναρτήσεων των αναλόγων και 

αντιστρόφως αναλόγων ποσών, γίνεται η εξοικείωση των µαθητών µε τους 

πίνακες τιµών , τις γραφικές παραστάσεις , τη λεκτική περιγραφή µιας 

συνάρστησης και τους τύπους που συσχετίζουν δύο µεταβλητές.  

Στο παράρτηµα υπάρχουν οι σχετικές σελίδες από το σχολικό βιβλίο της 

τάξης αυτής, όπου γίνεται η παρουσίαση αυτών των εννοιών. 

 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 

Η έννοια εισάγεται µε µια δραστηριότητα (πραγµατικό πρόβληµα) και έναν 

άτυπο ορισµό: 

«......κάθε τιµή της µεταβλητής x ….αντιστοιχίζεται σε µία µόνο τιµή της 

µεταβλητής y…..Μια τέτοια σχέση λέγεται συνάρτηση» . 

(τα έντονα γράµµατα υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο) 
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Στη συνέχεια µελετώνται οι συναρτήσεις y=ax, y=ax+b, y=a/x και αυτό γίνεται 

κάθε φορά µε εισαγωγή µιας δραστηριότητας, συνήθως αναφερόµενη σε 

πραγµατικό πρόβληµα. 

Στο παράρτηµα υπάρχουν οι αντίστοιχες σελίδες από το σχολικό βιβλίο και οι 

οδηγίες από το βιβλίο του εκπαιδευτικού οι οποίες αναφέρονται στην έννοια. 

 

 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 

Στην τάξη αυτή θεωρείται δεδοµένη η γνώση της έννοιας της συνάρτησης 

οπότε γίνεται απλή υπενθύµιση του – άτυπου – ορισµού µέσα στο κείµενο: 

«Στην προηγούµενη τάξη µάθαµε ότι µια ισότητα που συνδέει δύο µεταβλητές 

x, y  καθορίζει µια διαδικασία, η οποία είναι συνάρτηση, όταν σε κάθε τιµή του 

x αντιστοιχίζεται µια µόνο τιµή του y» 

Στη συνέχεια µελετώνται οι συναρτήσεις y=ax2  µε a≠0 και y= ax2+bx+c  µε 

a≠0 και η εισαγωγή τους γίνεται άµεσα µε κατασκευή της γραφικής τους 

παράστασης και χωρίς αναφορά σε κάποιο πραγµατικό πρόβληµα ή 

δραστηριότητα.(αν και υπάρχουν εφαρµογές και ασκήσεις που αναφέρονται 

σε πραγµατικά προβλήµατα). 

Στο παράρτηµα υπάρχουν οι αντίστοιχες σελίδες από σχολικό βιβλίο της 

τάξης αυτής και οδηγίες από το βιβλίο του εκπαιδευτικού. 

Είναι φανερή η επιλογή που ακολουθείται στα σχολικά βιβλία να µη δίνεται 

µεγάλη έµφαση στον ορισµό, λόγω και του ότι αναφερόµαστε σε µικρές τάξεις 

(Γυµνάσιο) όπου γίνεται εισαγωγή της έννοιας της συνάρτησης για πρώτη 

φορά. Η ιδέα ταιριάζει µε τη διαπίστωση του Vinner (βλ. µέρος ΙΙΙ αυτής της 

εργασίας) ότι η εικόνα της έννοιας είναι που παίζει τον καθοριστικό ρόλο στη 

διαµόρφωσή της και όχι ο ορισµός.  

 

Σε καµιά από τις τάξεις δεν γίνεται κάποια επιπλέον αναφορά για την 

αναγκαιότητα του µονοσήµαντου της εξαρτηµένης µεταβλητής , οπότε δεν 

δίνονται στον εκπαιδευτικό εργαλεία για να το στηρίξει κατάλληλα. 
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 I4) ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΣΠΟΥ∆ΩΝ ΓΙΑ ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΣΤΗΝ 

ΥΠΟΧΡΕΩΤΙΚΗ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗ – ΠΡΑΞΗ «ΝΕΟ ΣΧΟΛΕΙΟ» -  Η ΕΝΝΟΙΑ 

ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΑΥΤΟ 

 

Μια βασική έννοια που παρουσιάζεται στη φιλοσοφία του Προγράµµατος 

αυτού είναι η Τροχιά Μάθησης και ∆ιδασκαλίας η οποία περιγράφεται  ως 

εξής:  

«Μια Τροχιά Μάθησης και ∆ιδασκαλίας (ΤΜ∆) αποτυπώνει µια συνολική 

θέαση της µαθησιακής εµπειρίας των µαθητών σε µια συγκεκριµένη θεµατική 

του Προγράµµατος Σπουδών των µαθηµατικών και στοχεύει στη διαφάνεια 

και στην προσβασιµότητα στην αντίστοιχη εκπαιδευτική τους πορεία»  

Κάθε ΤM∆ αποτελείται  από τρία µέρη: ένα µαθηµατικό στόχο, µια διαδροµή  , 

κατά την οποία οι µαθητές αναπτύσσονται για να επιτύχουν το συγκεκριµένο 

στόχο και ένα σύνολο από διδακτικές δραστηριότητες, αντίστοιχες των 

επιπέδων σκέψης που διακρίνονται στη διαδροµή ή τη χαρακτηρίζουν, οι οποίες 

θα προσφέρουν την κατάλληλη υποστήριξη στους µαθητές για να αναπτύξουν 

ανώτερα επίπεδα σκέψης. Είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι, µια ΤΜ∆ δεν είναι µια 

γραµµική, βήµα-προς-βήµα περιγραφή πορείας, όπου κάθε βήµα συνδέεται 

αναγκαία µε το επόµενο. Σε µια ΤΜ∆, αυτό που µαθαίνεται σε µια φάση 

επιτελείται σε ανώτερο επίπεδο στην αµέσως επόµενη, δηλαδή, η µαθησιακή 

διαδικασία εξελίσσεται σε επίπεδα. 

Οι βασικές θεµατικές περιοχές γύρω από τις οποίες αναπτύσσονται τα 

περιεχόµενα και τα προσδοκώµενα µαθησιακά αποτελέσµατα είναι οι εξής τρεις: 

Αριθµοί – Άλγεβρα, Χώρος και Γεωµετρία – Μετρήσεις  και  Στοχαστικά 

Μαθηµατικά. 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται τα βασικά µαθηµατικά περιεχόµενα της 

Θεµατικής Περιοχής «Αριθµοί- Άλγεβρα» , στην οποία ανήκει η έννοια της 

συνάρτησης.  
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Στη βιβλιογραφία εντοπίζονται τρεις βασικές παράµετροι της δυσκολίας που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές σε σχέση µε την έννοια της συνάρτησης , αναφέρεται 

στο Πρόγραµµα Σπουδών. Η πρώτη συνδέεται µε τη συνθετότητα της έννοιας 

αλλά και µε την ποικιλία των µαθηµατικών νοηµάτων που σχετίζονται µε αυτήν. Η 

δεύτερη αφορά στο γεγονός ότι η έννοια της συνάρτησης ενυπάρχει στο 

µεγαλύτερο µέρος των µαθηµατικών αλλά και των σχολικών µαθηµατικών: οι 

τέσσερις πράξεις, η µέτρηση στη γεωµετρία, η επίλυση εξισώσεων και άλλες 

τεχνικές και αλγόριθµοι µπορούν να µελετηθούν από τη σκοπιά των 

συναρτήσεων. Αυτό δυσκολεύει ιδιαίτερα τη διαµόρφωση ενός ενιαίου και γενικά 

αποδεκτού πλαισίου µάθησης για την έννοια της συνάρτησης. Η τρίτη 

παράµετρος σχετίζεται µε την αναγκαιότητα να αντιληφτούν οι µαθητές την 

έννοια της συνάρτησης σε ένα επίπεδο ως διαδικασία και σε ένα άλλο ως 

αντικείµενο. 

Στον Οδηγό του Εκπαιδευτικού αναφέρεται η τροχιά «µοτίβο/ κανονικότητα και 

συνάρτηση» η οποία περιλαµβάνει δύο υπο-τροχιές µία για το µοτίβο/ 

κανονικότητα και µία για τις συναρτήσεις.  

 

Στο Παράρτηµα της εργασίας αυτής , υπάρχουν οι πίνακες που σχετίζονται µε 

τη διδασκαλία της  έννοιας της Συνάρτησης όπως παρουσιάζονται σε αυτό το  

Πρόγραµµα Σπουδών καθώς και το σχεδιάγραµµα όπου παρουσιάζεται 

σχηµατικά η ανάπτυξη της τροχιάς για την έννοια της συνάρτησης στην 

υποχρεωτική εκπαίδευση. 
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ΜΕΡΟΣ ΙΙ 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΙ ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

-ΘΕΩΡΙΕΣ  ΣΧΕΤΙΚΑ ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΑΠΟ ΤΟΥΣ ΜΑΘΗΤΕΣ 

  

ΙΙ1) ΣΧΕΤΙΚΑ ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ-

ΕΝΕΡΓΕΙΕΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΚΑΙ ΕΠΙΣΤΗΜΟΛΟΓΙΚΑ ΕΜΠΟ∆ΙΑ 

II2) ΝΟΗΤΙΚΕΣ ΕΙΚΟΝΕΣ, ΕΙΚΟΝΑ ΕΝΝΟΙΑΣ, ΟΡΙΣΜΟΣ ΕΝΝΟΙΑΣ  

ΙΙ3) ΟΠΤΙΚΗ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗ ΣΤΙΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ- ΟΠΤΙΚΗ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗ ΣΤΟ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ – ΕΝΑΣ ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΟΣ 

∆ΡΟΜΟΣ  

III4) ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΟ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ  

ΙΙ5) ΣΗΜΕΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  

II6 ) Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΩΣ ΣΤΑ∆ΙΑΚΗ  ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ- ΤΟ ΠΕΡΑΣΜΑ ΑΠΌ  

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΟ ΑΦΗΡΗΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ  ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ  

II7)  ΣΥΛΛΗΨΗ ΕΝΝΟΙΑΣ , ΓΝΩΣΗ ΚΑΙ ΕΝΝΟΙΑ 

ΙΙ8)  ΑΛΛΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΣΧΕΤΙΚΑ ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 Η συνάρτηση είναι µια µαθηµατική έννοια που έχει έχει µελετηθεί πολύ από 

διάφορους ερευνητές.  

Είναι γνωστό στους εκπαιδευτικούς το ότι η έννοια της συνάρτησης δηµιουργεί 

διάφορες δυσκολίες στους µαθητές. Ο ορισµός της έννοιας συχνά οδηγεί σε 

παρανοήσεις,  επειδή δεν αποκαλύπτει άµεσα  στους µαθητές όλο το εύρος της 

ποικιλίας ειδών συναρτήσεων που καλύπτει. Η έννοια της συνάρτησης έχει τη 

δυανατότητα να περιγράφεται από διαφορετικές αναπαραστάσεις, πράγµα που 

συχνά οδηγεί τους µαθητές σε παρανοήσεις καθώς µεταβαίνουν από τη µια 

αναπαράσταση στην άλλη. Η σύνδεση της έννοιας µε άλλες επιστήµες και µε την 

καθηµερινή ζωή, αν και είναι απαραίτητο να γίνεται,  συχνά δηµιουργεί  µερικές 

φορές επιπρόσθετες δυσκολίες.  
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Η κατανόηση των µαθητών σχετικά µε τη συνάρτηση , είναι γενικά µια διαδικασία 

που ξεκινά γενικά από την κατανόηση κάποιων σηµείων και καταλήγει 

στηνκατανόηση της συνάρτησης ως αντικείµενο.Περιέχει ακόµη την κατανόηση 

των ιδιοτήτων της συνάρτησης σε αυξανόµενο βαθµό αφαίρεσης.(Ronda ….) 

Η κατανόηση δεν είναι της µορφής « όλα ή τίποτα» αλλά µια διαδικασία που 

αναπτύσσεται συνεχώς. Οι γνωστικές δοµές που κατασκευάζουν οι µαθητές 

µπορούν να θεωρηθούν κόµβοι (nodes) ή σηµεία ανάπτυξης (growth points).  

Για να περιγραφεί η διαδικασία κατανόησης της συνάρτησης έχουν προταθεί: 

1)Αναπαραστάσεις και µετάφραση µεταξύ των αναπαραστάσεων 

2) Θεωρία διαδικασίας- αντικειµένου (process-object theory) και αναπαραστάσεις 

της συνάρτησης 

3) Θεώρηση της συνάρτησης ως αντικείµενο που κατέχει ή όχι µια ιδιότητα 

(Slavit) 

Ο ορισµός µιας έννοιας δεν οδηγεί υποχρεωτικά στην σύλληψη της έννοιας. 

Έτσι , για να περιγραφεί η κατανόηση των µαθητών σχετικά µε µια µαθηµατική 

έννοια, η έµφαση θα δοθεί στις ενέργειες σχετικά µε την έννοια και τις ιδιότητες 

και αναπαραστάσεις της και όχι τόσο πολύ στον ορισµό. (Ronda) 

 

 

 

 

 

ΙΙ1) ΣΧΕΤΙΚΑ ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ-

ΕΝΕΡΓΕΙΕΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΚΑΙ ΕΠΙΣΤΗΜΟΛΟΓΙΚΑ ΕΜΠΟ∆ΙΑ 

 

Οι δυσκολίες των µαθητών σχετικά µε την έννοια της συνάρτησης είναι 

παρατηρηµένες από πολλούς και πολύ γνωστές, σηµειώνει η Sierpinska. Οι 

µαθητές έχουν πρόβληµα στο να δηµιουργούν τη σύνδεση ανάµεσα σε 

διαφορετικές αναπαραστάσεις των συναρτήσεων : τύποι, γραφικές παραστάσεις 

, διαγράµµατα, λεκτική περιγραφή των σχέσεων. Οι δυσκολίες βρίσκονται στην 

ερµηνεία των γραφικών παραστάσεων, στον χειρισµό των συµβόλων που 

σχετίζονται µε τις συναρτήσεις, και άλλες. Η γλώσσα που χρησιµοποιείται σε 

σύνδεση µε τις συναρτήσεις δεν βοηθά, πχ το σύµβολο f(x)  σηµαίνει και το 

όνοµα της συνάρτησης αλλά και την τιµή της συνάρτησης f. Σε αυθόρµητες 



 35 

καταστάσεις, οι µαθητές χρησιµοποιούν διαφορετικό συµβολισµό και διαφορετική 

γλώσσα.  

 

      Η µελέτη της ιστορίας της έννοιας και των δυσκολιών των µαθητών 

αποτελούν  εργαλείο και έµπνευση για τους ερευνητές. 

Η παιδαγωγική ερώτηση είναι βέβαια το πώς να αντιµετωπιστούν όλες αυτές οι 

δυσκολίες στην τάξη. Σε αυτό το θέµα έχουν δοθεί πολλές παιδαγωγικές λύσεις . 

Η Sierpinska προτείνει πως πρέπει να απαντηθούν δύο ερωτήσεις σχετικά µε το 

θέµα. Πρώτα «τι θέλουµε να περιέχει η κατανόηση;» και έπειτα «τι εννοούµε 

όταν µιλάµε για κατανόηση συνάρτησης;» 

Χρειάζεται να έχουµε κάποια θεωρία σχετικά µε την κατανόηση γενικά και µε την 

κατανόηση συνάρτησης σύµφωνα µε τις οποίες να κατασκευάσουµε ή να 

αξιολογήσουµε όσα σχεδιάζουµε. 

      Κατανόηση της έννοιας θα σηµαίνει το να είµαστε ικανοί να αντιµετωπίσουµε 

και τις δύο παραπάνω ερωτήσεις καθώς και τις ποικίλες σχέσεις  µεταξύ των 

απαντήσεων σε αυτές τις ερωτήσεις. Αυτή η στάση απέναντι στην κατανόηση 

σηµαίνει ότι  το νόηµα µιας µαθηµατικής έννοιας παρουσιάζεται ως µια σχέση 

µεταξύ της πλευράς του συµβόλου και του αντικειµένου. Η  συµβολική πλευρά 

αναφέρεται στην πρώτη από τις ερωτήσεις, ενώ αυτή του αντικειµένου στη 

δεύτερη. 

      Στην προσπάθειά µας να ορίσουµε τις βασικές συνθήκες κατανόησης των 

συναρτήσεων, θα καθοδηγηθούµε από  µια διερεύνηση των αναφορών του 

ορισµού αυτής της έννοιας.  Θα αναρωτηθούµε τι είναι αυτή η πραγµατικότητα 

στην οποία αναφέρεται ο ορισµός αυτός, τη φύση των αντικειµένων που 

αναγνωρίζει και διακρίνει,  το είδος των τάξεων που µπορεί να βρεθούν ώστε να 

επιφέρουν τη µεγέθυνση της πραγµατικότητας, µέσα από διορατικές γενικεύσεις 

και συνθέσεις 

 

Γενικότερα σε σχέση µε την κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών υπάρχουν δύο 

συµπληρωµατικοί τρόποι για να εργαστούµε: να µελετήσουµε τους παλιούς 

τρόπους γνώσης που µας εµποδίζουν από τη γνώση µε ένα νέο τρόπο  

(ενέργειες υπέρβασης των εµποδίων) και να κοιτάξουµε  µπροστά µας ώστε 
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να περιγράψουµε την αλλαγή µε νέους τρόπους γνώσης (ενέργειες 

κατανόησης).  

Οι  τρόποι αυτοί είναι συµπληρωµατικοί γιατί κανένας από τους δύο δεν δίνει µια 

πλήρη περιγραφή της µετάβασης  ενώ και οι δύο είναι υποχρεωτικοί για να 

περιγραφεί το τι έχει συµβεί. Αν το εµπόδιο ή η δυσκολία είναι σε αντίθεση µε τον 

νέο τρόπο γνώσης, τότε είναι ασυµβίβαστο µε αυτήν. 

Αν ένα εµπόδιο δεν είναι µόνο δικό µας ή ίσως και λίγων ακόµη ανθρώπων, αλλά 

είναι πιο διαδεδοµένο , ή είναι πιο διαδεδοµένο κάποια χρονική στιγµή ή σε 

κάποιο πολιτισµό, τότε καλείται επιστηµολογικό εµπόδιο . 

Ένα επιστηµολογικό εµπόδιο δεν είναι υποχρεωτικά κάτι αρνητικό στην 

εννοιολογική ανάπτυξη. Η φύση των επιστηµολογικών εµποδίων είναι τέτοια που 

δεν µπορούν να αποφευχθούν και ο ρόλος τους στη σκέψη µας είναι σηµαντικός. 

∆εν µπορούµε να λειτουργήσουµε χωρίς τις δοµές της σκέψης µας, τις αντιλήψεις 

µας, και τις στάσεις µας. Αυτό είναι το έδαφος το οποίο στεκόµαστε. Ωστόσο, αν 

θέλουµε να κατανοήσουµε περισσότερα, καλύτερα , ή να δούµε διαφορετικές 

απόψεις των πραγµάτων,  πρέπει να έχουµε επίγνωση αυτών των αντιλήψεων 

και στάσεων σκέψης και να ενεργούµε εναντίον τους. Αυτό θα ήταν παράδοξο αν 

έχουµε στο µυαλό µας τον ερµηνευτικό κύκλο αλλά µπορούµε να ξεφύγουµε από 

το παράδοξο αν φέρουµε την ιδέα της σπείρας στην περιγραφή της γνωστικής 

διαδικασίας. 

Η έννοια της συνάρτησης µπορεί να οριστεί µε έναν τυπικό συµβολικό τρόπο, 

σχεδόν χωρίς να χρησιµοποιήσουµε λέξεις. Έτσι, αν αναρωτηθούµε ποιος είναι ο 

ορισµός της έννοιας της συνάρτησης, η απάντηση µπορεί να είναι ότι πρόκειται 

για µια διατεταγµένη τριάδα  ( Χ, Υ, f ), όπου τα Χ και Υ είναι σύνολα και το f είναι 

το υποσύνολο του  XxY, τέτοιο ώστε αν το (x,y) ανήκει στο f και το (x,yʹ ) ανήκει 

στο f, τότε y=yʹ .   

Αν όµως η ερώτηση είναι «τι λέει αυτός ο ορισµός;», τότε η απάντηση είναι πιο 

σύνθετη, γιατί αναφερόµαστε σε µια πραγµατικότητα που βρίσκεται πίσω από τη 

λογική και το µαθηµατικό φορµαλισµό, αναφερόµαστε σε ερµηνείες και 

εφαρµογές της έννοιας. Για να κατανοήσουµε µια µαθηµατική έννοια δεν είναι 

ποτέ αρκετός ο ορισµός της. Η Sierpinska προτείνει να δώσουµε σηµασία στις 

ποιοτικές διαφορές που σχετίζονται µε τη µαθηµατική γνώση στο ανθρώπινο 

µυαλό , στη µετάβαση από τους παλιούς τρόπους γνώσης σε νέους. 
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Από πού προέρχονται τα επιστηµολογικά εµπόδια  

Σχετικά µε τα επιστηµολογικά εµπόδια, µπορούµε να διακρίνουµε τρία  

διαφορετικά επίπεδα: ένα  είναι αυτό των στάσεων  και πεποιθήσεων σχετικά µε 

την οπτική µας για τον κόσµο. Αυτό είναι σαφής γνώση και µπορεί να γίνει 

αντικείµενο επικοινωνίας µε τους άλλους µε καθαρούς όρους (πχ «τα µαθηµατικά 

είναι η γλώσσα της επιστήµης»). Αλλά αυτές οι δηλώσεις δεν µπορούν να 

δικαιολογηθούν παρά µόνο µε αναφορά σε κάποια αρχή , παράδοση ή κοινή 

αίσθηση. 

Ένα άλλο επίπεδο  είναι αυτό των  ασυνείδητων  σχηµάτων σκέψης , τρόπων 

προσέγγισης προβληµάτων, ερµηνείας καταστάσεων, πράγµατα που 

µαθαίνονται από πρακτική και µίµηση στη διαδικασία κοινωνικοποίησης και 

µόρφωσης.  

Το τρίτο επίπεδο  είναι αυτό της τεχνικής γνώσης , δηλαδή της γνώσης της 

οποίας η αξία υποστηρίζεται µε πιο ορθολογικά κριτήρια όπως  συνέπεια, 

εφαρµοσιµότητα και τα είδη των σχέσεων µε τα συστήµατα γνώσεων τα οποία 

κοινωνικά χαρακτηρίζονται ως επιστηµονικά. Αυτή είναι επίσης σαφής γνώση 

αλλά χρειάζεται ορθολογική εξήγηση για τη δικαιολόγησή της, αν και ο όρος 

«ορθολογική» έχει διαφορετικές σηµασίες σε διαφορετικούς πολιτισµούς και 

εποχές. 

Τα τρία επίπεδα  δεν είναι ανεξάρτητα. Πολλά από αυτά που κάνουµε στο 

«τεχνικό» επίπεδο  µπορούν να εξηγηθούν από τα περιεχόµενα του πρώτου και 

του δεύτερου επιπέδου  γνώσης µας. Οι στάσεις µας σχετικά µε τη µαθηµατική 

γνώση , τα πιστεύω µας στο τι θα έπρεπε να είναι η µαθηµατική απόδειξη , για 

παράδειγµα, τα ασυνείδητα σχήµατα σκέψης οδηγούν τις επιλογές µας  στα 

θέµατα έρευνας ή µάθησης , και στις µεθόδους προσέγγισης και επίλυσης 

προβληµάτων. Από την άλλη µεριά , τα επιτεύγµατά µας στο τεχνικό επίπεδο 

µερικές φορές αλλάζουν τις πεποιθήσεις µας , φέρνουν σε επίγνωση µερικά από 

τα σχήµατα της σκέψης που έχουµε χρησιµοποιήσει και τα µετατρέπουν. Τα τρία 

επίπεδα δεν είναι ανεξάρτητα αλλά αλληλοεπηρεάζονται.   

Όσο καιρό οι πεποιθήσεις µας είναι  τυφλές πεποιθήσεις , και τα σχήµατα 

σκέψης µας ασυνείδητα, µπορεί να λειτουργούν σαν εµπόδια στη σκέψη µας στο 

τεχνικό επίπεδο. Ένα εµπόδιο µπορεί να ξεπεραστεί αν είµαστε ικανοί να 
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πάρουµε µια απόσταση σε αυτό που πιστεύουµε ή αν δούµε τις συνέπειές του 

και είµαστε ικανοί να θεωρήσουµε άλλες οπτικές γωνίες. 

Ένα εµπόδιο που δεν είναι µόνο δικό µας ή µόνο λίγων ανθρώπων αλλά είναι 

πλατιά εξαπλωµένο σε έναν πολιτισµό , καλείται επιστηµολογικό εµπόδιο. 

(Sierpinska, 1985) 

 

Τέσσερις Κατηγορίες Ενεργειών Κατανόησης  

Α) Μία από αυτές είναι ο προσδιορισµός (identification) (ενός αντικειµένου 

ανάµεσα σε άλλα αντικείµενα). Αυτό σηµαίνει πως κάτι που µέχρι τώρα ήταν στο 

περιθώριο , ξαφνικά εµφανίζεται ως το κύριο αντικείµενο της εικόνας , όπως στα 

πειράµατα Gestalt . Το θεωρούµε ως κάτι που αξίζει το ενδιαφέρον µας και τη 

µελέτη µας.  

β) Η διάκριση (discrimination )  (ανάµεσα σε δύο αντικείµενα) είναι µια άλλη 

κατηγορία. Η διάκριση φέρνει στην αντίληψή µας την ύπαρξη δύο διαφορετικών 

αντικειµένων . Παρατηρούµε όχι µόνο τις διαφορές ανάµεσα σε αυτά αλλά και τις 

σχέσεις τους. 

γ) Η γενίκευση (generalization)  οδηγεί σε µια επίγνωση της δυνατότητας να 

επιµηκύνουµε το εύρος των εφαρµογών µας. Μερικά συµπεράσµατα καταλήγουν 

να µην είναι σηµαντικά  και νέες δυνατότητες ερµηνείας ανακαλύπτονται. 

δ) Η σύνθεση (synthesis) είναι η αντίληψη των σχέσεων ανάµεσα σε αρχικά 

αποµονωµένα γεγονότα. Εποµένως, γεγονότα, ιδιότητες, σχέσεις, αντικείµενα 

κτλ. οργανώνονται σε συνεπείς ολότητες.  

Οι Hoyles & Noss (1986) πρόσθεσαν στις παραπάνω κατηγορίες µία ακόµη, 

αυτή της χρησιµοποίησης (using). Αυτή είναι η δραστηριότητα ενός µαθητή  

όταν µια έννοια χρησιµοποιείται ως εργαλείο για λειτουργικούς σκοπούς, για να 

επιτευχθούν συγκεκριµένοι σκοποί. Η χρησιµοποίηση δεν είναι ενέργεια 

κατανόησης αλλά είναι υποχρεωτική συνθήκη για να συµβεί κάθε ενέργεια 

κατανόησης . 

 

 



 39 

Μια µέθοδος ορισµού της κατανόησης µιας µαθηµατικής έννοιας  

Η έννοια της συνάρτησης µπορεί να οριστεί µε έναν φορµαλιστικό συµβολικό 

τρόπο , σχεδόν χωρίς τη χρήση λέξεων. Η λογική αίσθηση της έννοιας είναι έτσι 

περιορισµένη στη δοµή της πρότασης του ορισµού και στη σχέση των 

περιεχοµένων σε άλλες µαθηµατικές έννοιες και θεωρίες. Τη στιγµή όµως που η 

έννοια εφαρµόζεται µέσα σε ένα πλαίσιο , η άτυπη γλώσσα µεταφέρει νοήµατα 

που υπερβαίνουν την απλή λογική του ορισµού. Μέσω των συναρτήσεων, 

επεξεργαζόµαστε τα αντικείµενα ή οµάδες αντικειµένων, για να αποκτήσουµε 

άλλα αντικείµενα. Αυτό δίνει µια πιο δυναµική εικόνα της συνάρτησης η οποία 

παρουσιάζεται επίσης όταν κάνουµε τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης: 

επεξεργαζόµαστε τις ανεξάρτητες µεταβλητές για να αποκτήσουµε τις 

εξαρτηµένες µεταβλητές. 

Έτσι, στην προσπάθειά µας να ορίσουµε τις βασικές συνθήκες στην κατανόηση 

της συνάρτησης θα αναρωτηθούµε ποια είναι αυτή η αλήθεια στην οποία 

αναφέρεται ο ορισµός. Ποια αντικείµενα πρόκειται να προσδιοριστούν , 

διακριθούν, ποιοι κανόνες µπορεί να βρεθούν. Η µελέτη της ιστορίας της έννοιας 

και των δυσκολιών των µαθητών θα προσφέρει ένα εργαλείο και έµνευση στην 

έρευνα. Παραδείγµατα από τις δυσκολίες των µαθητών µπορούν να παρθούν 

από µια αναφορά βασισµένη σε µια σειρά από διδακτικές καταστάσεις στο 

µαθηµατικό πλαίσιο των προσεγγίσεων των συναρτήσεων και των ελκυστικών 

καθορισµένων σηµείων.  

 

Συνθήκες κατανόησης της έννοιας της συνάρτησης  

Αν θεωρήσουµε ότι τα X  και Y αναφέρονται στον κόσµο των αλλαγών  ή των 

αντικειµένων που µεταβάλλονται , το  σύµβολο f αναφέρεται στον κόσµο  των 

σχέσεων  ανάµεσα στα αντικείµενα που µεταβάλλονται ή στον κόσµο των 

διαδικασιών  που µετατρέπουν τα αντικείµενα σε άλλα αντικείµενα. Αυτές οι 

σχέσεις ή διαδικασίες πρέπει να οριστούν καλά και αυτό αναφέρεται στον κόσµο 

των κανόνων , µοτίβων , νόµων.  

Η πρώτη συνθήκη αφορά την επίγνωση της ύπαρξης των κόσµων που 

αναφέρονται παραπάνω. Οι αλλαγές στον περιβάλλοντα κόσµο είναι πάντα µια 

πηγή προβληµάτων και άγχους. Ωστόσο η αντίληψη των σχέσεων ανάµεσα σε 
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αυτές , οι κανονικότητες , είναι ένα εργαλείο για να αντιµετωπίσουµε αυτές τις 

αλλαγές. 

Η Sierpinska παρουσιάζει τις ενέργειες κατανόησης που πρέπει να γίνουν και 

τα επιστηµολογικά εµπόδια που προκαλούν διάφορες  αντιλήψεις. Κάθε 

επιστηµολογικό εµπόδιο έχει και µια αντίστοιχη ενέργεια κατανόησης. 

Συγκεκριµένα:  

Οι  ενέργειες κατανόησης της συνάρτησης είναι οι εξής:  

U(f)-1:  Προσδιορισµός των αλλαγών που παρατηρούνται στον περιβάλλοντα 

κόσµο ως ένα πρακτικό πρόβληµα προς επίλυση 

U(f)-2:  Προσδιορισµός των κανονικοτήτων στις σχέσεις ανάµεσα στις 

αλλαγές ως έναν τρόπο για να ασχοληθούµε µε αυτές τις αλλαγές. 

       U(f)-3:  Προσδιορισµός των αντικειµένων των αλλαγών στη µελέτη των     

αλλαγών 

      U(f)-4:   ∆ιάκριση µεταξύ δύο ειδών µαθηµατικής σκέψης: τη µία µε όρους 

γνωστών και άγνωστων ποσοτήτων και  την άλλη µε όρους µεταβλητών και 

σταθερών ποσοτήτων. 

      U(f)-5:   ∆ιάκριση µεταξύ των  εξαρτηµένων και της ανεξάρτητων 

µεταβλητών. 

      U(f)-6:   Γενίκευση και σύνθεση της έννοιας του αριθµού.  

      U(f)-7:   ∆ιάκριση µεταξύ αριθµού και ποσότητας. 

      U(f)-8:   Σύνθεση των εννοιών του νόµου και της έννοιας της συνάρτησης ˙ 

ειδικότερα,  η επίγνωση   της πιθανής χρήσης των συναρτήσεων στη 

µοντελοποίηση σχέσεων µεταξύ φυσικών  ή  άλλων µεγεθών. 

     U(f)- 9:   ∆ιάκριση  µεταξύ µιας συνάρτησης και των αναλυτικών εργαλείων 

που µερικές φορές  χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των κανόνων της. 

     U(f)- 10:   ∆ιάκριση µεταξύ µαθηµατικών ορισµών και περιγραφών των  

αντικειµένων. 

     U(f)- 11:   Σύνθεση της γενικής έννοιας της συνάρτησης ως αντικείµενο. 

     U(f)- 12:   ∆ιάκριση µεταξύ των εννοιών της συνάρτησης και της σχέσης. 

     U(f)- 13:   ∆ιάκριση µεταξύ των εννοιών της συνάρτησης και της ακολουθίας.  

     U(f)- 14:   ∆ιάκριση µεταξύ των συντεταγµένων  ενός σηµείου της καµπύλης 

και  των ευθύγραµµων τµηµάτων που επιτελούν κάποια λειτουργία της 

καµπύλης.   
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      U(f)- 15:   ∆ιάκριση µεταξύ  των διαφορετικών τρόπων αναπαράστασης 

συναρτήσεων και  των ίδιων των συναρτήσεων. 

      U(f)- 16:   Σύνθεση των διαφορετικών τρόπων που δίνονται  οι συναρτήσεις, 

αναπαρίστανται  ή µιλάµε για συναρτήσεις. 

      U(f)- 17:   Γενίκευση της έννοιας της µεταβλητής. 

      U(f)- 18:   Σύνθεση των ρόλων της έννοιας της συνάρτησης και αιτιότητας 

στην ιστορία    της επιστήµης: επίγνωση του γεγονότος ότι έρευνες για τις 

συναρτησιακές και αιτιακές   σχέσεις είναι και οι δύο εκφράσεις της ανθρώπινης 

προσπάθειας για την κατανόηση   και ερµηνεία των αλλαγών µέσα στον κόσµο. 

      U(f)- 19:   ∆ιάκριση ανάµεσα στις έννοιες των συναρτησιακών και αιτιακών 

σχέσεων.  

 

 

Τα  επιστηµολογικά εµπόδια που πρέπει να ξεπεραστούν  είναι:  

EO(f)-1 (µια φιλοσοφία των µαθηµατικών) Τα µαθηµατικά δεν 

ενδιαφέρονται για πρακτικά προβλήµατα. 

EO(f)-2 (µια φιλοσοφία των µαθηµατικών) Οι τεχνικές υπολογισµού  που 

χρησιµοποιούνται για να δηµιουργηθούν πίνακες αριθµητικών σχέσεων 

δεν αξίζουν να είναι αντικείµενο µελέτης στα µαθηµατικά. 

EO(f)-3 (ασυνείδητο σχήµα σκέψης) Θεώρηση των αλλαγών ως 

φαινόµενα. Εστίαση στο πώς τα πράγµατα αλλάζουν, αγνοώντας αυτές τις 

αλλαγές. 

EO(f)-4  (ασυνείδητο σχήµα σκέψης) Σκέψη µε όρους εξισώσεων και 

αγνώστων που  πρέπει να υπολογιστούν από αυτές. 

EO(f)-5    (ασυνείδητο σχήµα σκέψης) Θεώρηση της τάξης των 

µεταβλητών ως άσχετης 

EO(f)-6    (µια  στάση σε σχέση µε την έννοια του αριθµού) Μια 

ετερογενής  αντίληψη του αριθµού. 

EO(f)-7       (στάση σε σχέση µε την έννοια του αριθµού) Μια Πυθαγόρεια 

φιλοσοφία  του αριθµού: όλα είναι αριθµός. 

 EO(f)-8        (ασυνείδητο σχήµα σκέψης )Οι νόµοι της Φυσικής και οι 

συναρτήσεις στα µαθηµατικά δεν     έχουν τίποτα κοινό- ανήκουν σε 

διαφορετικές περιοχές (διαµερίσµατα) της σκέψης. 

EO(f)-9    (ασυνείδητο σχήµα σκέψης ) Η αναλογία είναι ένα  προνοµιούχο 

είδος  σχέσης . 
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  EO(f)-10       (µια πεποίθηση που αφορά τις µαθηµατικές µεθόδους)  

Ισχυρή πεποίθηση στην δύναµη των   τυπικών πράξεων στις αλγεβρικές 

εκφράσεις. 

  EO(f)-11  (µια αντίληψη για τη συνάρτηση) Μόνο σχέσεις που µπορούν 

να περιγραφούν µε   αναλυτικούς τύπους αξίζουν  να ονοµαστούν 

συναρτήσεις. 

EO(f)-12   (µια αντίληψη της συνάρτησης) Ο ορισµός είναι η περιγραφή 

ενός αντικειµένου  που είναι κατανοητό και  µε άλλους τρόπους, µέσω των 

αισθήσεων και της διορατικότητας. Ένας ορισµός δεν καθορίζει το 

αντικείµενο αλλά το αντικείµενο καθορίζει τον ορισµό. Ο ορισµός δεν είναι 

λογικά δεσµευτικός. 

EO(f)-13   (έννοια των συναρτήσεων) Οι συναρτήσεις είναι ακολουθίες. 

EO(f)-14   (έννοια των συντεταγµένων) Οι συντεταγµένες ενός σηµείου 

είναι ευθύγραµµα τµήµατα (όχι αριθµοί). 

EO(f)-15    (αντίληψη για τη γραφική παράσταση µιας  συνάρτησης) Η 

γραφική παράσταση  µιας συνάρτησης είναι   ένα γεωµετρικό µοντέλο της 

συναρτησιακής σχέσης. ∆εν χρειάζεται να είναι πιστό   και µπορεί να 

περιλαµβάνει σηµεία (x,y) στα οποία η συνάρτηση δεν ορίζεται στο x. 

EO(f)-16    (µια αντίληψη για τη µεταβλητή) Οι αλλαγές µιας µεταβλητής 

είναι αλλαγές  µέσα στο χρόνο. 

 

  

Τα παραπάνω είναι , όπως παρατηρεί η συγγραφέας, αποτελούν  

επιστηµολογική ανάλυση και όχι παιδαγωγική γιατί δεν έχουν ληφθεί 

υπόψη άλλοι παράγοντες όπως κοινωνιολογικοί, ψυχολογικοί , και 

διδακτικοί , σχετικοί µε τη µάθηση σε µια τάξη µαθηµατικών. Ωστόσο κάνει 

µερικές παιδαγωγικές προτάσεις που σχετίζονται µε τη δηµιουργία 

κινήτρων, τους τρόπους εισαγωγής της έννοιας της συνάρτησης ,  την  

ανάπτυξη κατάλληλων πλαισίων , την ανάπτυξη του επιπέδου 

κατανόησης, την αναγνώριση των προαπαιτούµενων δοµών, την παροχή 

διαφορετικών αναπαραστάσεων και τον ορισµό µε τον οποίο δίνεται η 

έννοια. 
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II2) ΝΟΗΤΙΚΕΣ ΕΙΚΟΝΕΣ, ΕΙΚΟΝΑ ΕΝΝΟΙΑΣ, ΟΡΙΣΜΟΣ ΕΝΝΟΙΑΣ  

. 

Ας δούµε ποια είναι η γνωστική διαδικασία για να κατανοηθεί µια έννοια 

χρησιµοποιώντας τους όρους εικόνα έννοιας (concept image) και ορισµός 

έννοιας (concept definition), νοητική εικόνα (mental picture)  όπως τα ορίζει ο 

Vinner.  

Νοητική εικόνα (mental picture) ενός µαθητή είναι η οµάδα όλων των 

εικόνων που συνδέονται µε την έννοια και έχουν κατασκευαστεί στο νου του 

µαθητή. 

Ο όρος «εικόνες» χρησιµοποιείται εδώ µε την ευρεία έννοια της λέξης και 

εµπεριέχει κάθε οπτική αναπαράσταση της έννοιας, ακόµη και τα σύµβολα. 

Μαζί µε την νοητική εικόνα  της έννοιας ίσως να υπάρχει µια οµάδα από 

ιδιότητες (properties) που συνδέονται µε την έννοια. 

Αυτή η οµάδα ιδιοτήτων µαζί µε την νοητική εικόνα θα την αποκαλέσουµε 

εικόνα έννοιας (concept image). 

 

∆ηλαδή: 

 

Νοητική εικόνα + ιδιότητες έννοιας = εικόνα έννοιας  

 

 

Με τον όρο ορισµός έννοιας (concept definition) εννοούµε έναν λεκτικό 

ορισµό που εξηγεί ακριβώς την έννοια µε έναν µη κυκλικό τρόπο. 

Στη ζωή µας άλλες έννοιες εισάγονται µόνο µε τη εικόνα της έννοιας (πχ η 

έννοια «σπίτι») και άλλες µέσα από τον ορισµό της έννοιας (πχ δάσος= 

πολλά δέντρα µαζί).  

Ωστόσο για να χειριστούµε µια έννοια χρειαζόµαστε την εικόνα της έννοιας και 

όχι τον ορισµό έννοιας και αν µια έννοια εισαχθεί µόνο µε τον ορισµό της, ο 

ορισµός αυτός της έννοιας θα παραµείνει ανενεργός ή ακόµη θα ξεχαστεί.  

Στη σκέψη, σχεδόν πάντα θα προκληθεί µια εικόνα της έννοιας. 

Στην τυπική µάθηση βέβαια, οι ορισµοί παίζουν σηµαντικό ρόλο γιατί δεν είναι 

µόνο µια περιγραφή της εικόνας έννοιας κάποιου, αλλά αποτελούν ένα µέρος 

ενός γενικότερου συστήµατος µε το οποίο δεν είµαστε υποχρεωτικά 

εξοικειωµένοι.Μερικές φορές οι ορισµοί εισάγονται σε µας προτού να έχουµε 
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κάποια εικόνα της έννοιας. Ζητούµε περισσότερη µάθηση για να καλύψουµε 

αυτό το κενό.  

Ο Vinner υποθέτει πως υπάρχουν στο νου ενός µαθητή δύο διαφορετικά 

κελιά, ένα για τον ορισµό έννοιας και ένα για την εικόνα έννοιας, τα οποία 

αλληλεπιδρούν. Έτσι αν υποθέσουµε πως ο µαθητής έχει τις εικόνες µιας 

έννοιας και στη συνέχεια του δοθεί ο ορισµός από τον εκπαιδευτικό, µπορεί 

να συµβεί ένα από τα παρακάτω τρία πράγµατα:  

1) η εικόνα έννοιας θα αλλάξει για να συµπεριλάβει και όσα στοιχεία 

εµπεριέχει ο ορισµός 

2) το κελί της εικόνας έννοιας µένει όπως είναι ενώ το κελί του ορισµού 

έννοιας θα συµπεριλάβει τον ορισµό του εκπαιδευτικού αλλά αυτός ο ορισµός 

θα ξεχαστεί ή θα διαστρεβλωθεί µετά από λίγο και ο µαθητής θα επιστρέπει 

στην αρχική εικόνα έννοιας που είχε. 

3) Και τα δύο κελιά θα παραµείνουν όπως ήταν. Τη στιγµή που ο µαθητής θα 

ερωτηθεί  για τον ορισµό της έννοιας θα επαναλάβει τον ορισµό που έδωσε ο 

εκπαιδευτικός  ενώ σε όλες τις άλλες περιπτώσεις θα σκεφτεί την έννοια 

όπως είναι αποθηκευµένη στο κελί της εικόνας έννοιας. 

Παρόµοια διαδικασία γίνεται και όταν η έννοια εισαχθεί πρώτα µε τον ορισµό 

της, όµως το κελί του ορισµού έννοιας είναι αρχικά άδειο και βαθµιαία γεµίζει , 

ενώ αλληλεπιδρά µε το κελί της εικόνας έννοιας. 

Αυτό που πρέπει να τονιστεί είναι πως δεν είναι αυτονόητο ότι οι µαθητές 

χρησιµοποιούν τον ορισµό που έχουν διδαχτεί σε µια νοητική εργασία και άρα 

δεν χρειάζονται παραδείγµατα, γιατί ένα τέτοιο συµπέρασµα είναι κατά τον 

Vinner, αστήρικτο. 

 

Τα τρία παρακάτω διαγράµµατα δεν αντικατοπτρίζουν την πρακτική εξηγεί 

ο Vinner.  
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∆εν υπάρχει τρόπος να εξαναγκάσουµε µια γνωστική δοµή να 

χρησιµοποιήσει ορισµούς , είτε µε σκοπό να σχηµατίσει εικόνες έννοιας  είτε 

µε σκοπό να διαχειριστεί µια γνωστική εργασία. Μερικοί ορισµοί είναι πολύ 
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περίπλοκοι για να ασχοληθούν µε αυτούς. ∆εν βοηθούν στη δηµιουργία 

εικόνων έννοιας στο νου του µαθητή. Από την άλλη µεριά, υπάρχουν µερικοί 

ορισµοί που έχουν νόηµα αλλά τη στιγµή που µερικά συγκεκριµένα 

παραδείγµατα δίνονται από τον εκπαιδευτικό ή από το βιβλίο, σχηµατίζουν 

την εικόνα έννοιας και έτσι οι ορισµοί γίνονται ανενεργοί ή και ξεχνιούνται.  

Έτσι , το µοντέλο που είναι πιο κοντά στην παραπάνω γνωστική εργασία είναι 

το ακόλουθο: 

 

 

Στην πραγµατικότητα, σε µια συγκεκριµένη διανοητική εργασία, συχνά µόνο µέρη 

του κελιού της εικόνας έννοιας ή του ορισµού έννοιας είναι ενεργοποιηµένα. Έτσι 

η εικόνα  έννοιας (ή ο ορισµός έννοιας) δεν µπορεί να καθοριστεί από µια µόνο 

παρατήρηση συγκεκριµένης συµπεριφοράς. Για το λόγο αυτό µιλάµε για 

προσωρινή εικόνα έννοιας (temporary concept image).  

Σε έρευνα που έκανε ο Vinner βρέθηκε πως οι µαθητές έχουν κάποιες 

προσδοκίες από τις συναρτήσεις , οι οποίες δεν ταιριάζουν µε τον ορισµό της 

έννοιας και ακόµη η γνωστική διαδικασία µε την οποία σχηµατιζόταν η εικόνα 

έννοιας των µαθητών αγνοούσε τις «παράξενες συναρτήσεις» ίσως ακριβώς 

επειδή έµοιαζαν αφύσικες. Η προσέγγιση των µαθητών έµοιαζε να ακολουθεί 

τους παρακάτω κανόνες: 

1) µια συνάρτηση θα έπρεπε να δίνεται από έναν κανόνα.  

2) µια συνάρτηση µπορεί να δοθεί απο αρκετούς κανόνες που σχετίζονται µε 

ασυνεχή πεδία ορισµού όταν δίνεται ότι αυτά τα πεδία ορισµού είναι 

ηµιευθείες ή διαστήµατα. Αλλά µια αντιστοιχία η οποία έχει έναν κανόνα 

και µια εξαίρεση δεν θεωρείται συνάρτηση. 
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3) Οι συναρτήσεις υπάρχουν µόνο αν οι µαθηµατικοί επίσηµα τις 

αναγνωρίζουν (δίνοντάς τους ένα όνοµα ή δηλώνοντάς τις µε 

συγκεκριµένα σύµβολα). 

4) Μια γραφική παράσταση συνάρτησης θα έπρεπε να είναι «λογική». 

Ισχυρίζονται ότι µια γραφική παράσταση συνάρτησης θα έπρεπε να είναι 

συµµετρική ¸συνεχής , πάντα αύξουσα ή πάντα φθίνουσα κτλ. 

5) Για κάθε y στο σύνολο τιµών υπάρχει µόνο ένα x στο πεδίο ορισµού που 

αντιστοιχεί σε αυτό. Αυτή η άποψη είναι αποτέλεσµα µιας αποτυχίας να 

ανακαλέσουν τον ορισµό του σχολικού βιβλίου σωστά. 

6) Μια συνάρτηση είναι ένα προς ένα αντιστοιχία . Αυτή η άποψη είναι 

αποτέλεσµα µιας παρανόησης του ορισµού του σχολικού βιβλίου. Αυτή η 

παρανόηση πιθανόν είναι αποτέλεσµα αυτού που καλούµε υπονοούµενη 

απαίτηση για συµµετρία. Αν για κάθε x στο πεδίο ορισµού υπάρχει µόνο 

ένα y στο σύνολο τιµών , τότε το αντίστροφο θα έπρεπε  επίσης να είναι 

αληθές. 

Ο Vinner προτείνει πως κάποιος θα πρέπει να ξέρει τι να περιµένει από τους 

µαθητές και αυτό είναι που αυξάνει την κατανόηση που έχουµε για τους 

µαθητές. 

Είναι φανερό ότι θεωρώντας την έννοια της συνάρτησης από την ιστορική της 

µατιά, κάποιος θα έπρεπε να έχει µια εντελώς διαφορετική άποψη σχετικά µε 

το πρόβληµά µας. Σηµαντικοί µαθηµατικοί όπως ο Euler, ο D’ Alembert  και ο 

Lagrange είχαν µια εικόνα έννοιας διαφορετική από αυτή που δίνεται σε ένα 

σύγχρονο σχολικό βιβλίο. Ο σύγχρονος ορισµός µπορεί να θεωρηθεί σαν  

των Dirichlet- Bourbaki. Η σύγχρονη προσέγγιση έχει απορριφθεί από 

µερικούς σηµαντικούς µαθηµατικούς. 

Από την άλλη µεριά, είναι φανερό ότι αν κάποιος θέλει να επιµείνει στον 

γενικό ορισµό , θα πρέπει να παρέχει στους µαθητές παραδείγµατα που 

σχηµατίζουν την επιθυµητή εικόνα έννοιας , όχι µόνο στην αρχή του 

κεφαλαίου αλλά και κατά τη διάρκεια της µάθησης. Τα στοιχεία της εικόνας 

έννοιας που δεν ενισχύονται σταθερά είναι πολύ πιθανό να ξεχαστούν και 

έτσι η εικόνα έννοιας παρανοείται . Το να παρέχονται στους  οι µαθητές  

τέτοια παραδείγµατα που δίνονται σε όλη την χρονική περίοδο διδασκαλίας 

ίσως να µην είναι εύκολο. Το πρόβληµα είναι να βρεθούν ενδιαφέρονται 

παραδείγµατα στο σωστό πλαίσιο χωρίς να δίνεται στους µαθητές η αίσθηση 

ότι καθοδηγούνται.  



 48 

Ωστόσο οι µαθητές µπορούν να κάνουν εργασίες και να επιτύχουν σε 

εξετάσεις ακόµη κι όταν έχουν λανθασµένη εικόνα έννοιας . Αν 

ενδιαφερόµαστε για την σωστή εικόνα έννοιας τότε ό,τι κάνουµε δεν είναι 

αρκετό. Ακόµη περισσότερος χρόνος και παιδαγωγική προσπάθεια 

απαιτούνται. (Vinner) 

 

 

ΙΙ3) ΟΠΤΙΚΗ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗ ΣΤΙΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ- ΟΠΤΙΚΗ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗ ΣΤΟ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ – ΕΝΑΣ ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΟΣ 

∆ΡΟΜΟΣ  

 

Πρόσφατα , η θεωρία της εκπραγµάτωσης (reification -Sfard) διατυπώνει την 

άποψη ότι οι µαθητές έρχονται να αναπτύξουν πιο σταθερές κατανοήσεις 

(αφηρηµένα αντικείµενα) µέσα από τον εµπλουτισµό της κατανόησης 

συνδεδεµένων µαθηµατικών διαδικασιών και ενεργειών- τα αφηρηµένα 

αντικείµενα είναι οι ενσαρκώσεις αυτών των ενεργειών.  

O Slavit προτείνει µια εναλλακτική προσέγγιση σε αυτές τις θεωρητικές έννοιες 

µέσα στις τάξεις των µαθηµατικών, που εστιάζουν στις συναρτήσεις και κάνουν 

χρήση των γραφικών παραστάσεων και των τεχνολογιών που παράγουν 

γραφικές παραστάσεις. Η θεωρία προτείνει ότι οι µαθητές εν µέρει, µπορούν να 

συλλάβουν τις συναρτήσεις ως οντότητες αφού κάνουν κτήµα τους πολλές 

ιδιότητες ανάπτυξης) τοπικής και ολικής φύσης. Αυτές οι ιδιότητες 

περιλαµβάνουν τοµές, συµµετρίες, ασύµπτωτες και άλλα είδη συµπεριφορών 

των συναρτήσεων. Οι µαθητές µπορούν να συλλάβουν τις συναρτήσεις ως 

αφηρηµένα αντικείµενα είτε κατέχοντας είτε όχι αυτές τις ιδιότητες ως 

προηγούµενες εµπειρίες. 

Ο Slavit, σε αντίθεση µε άλλες συζητήσεις σχετικά µε την οπτική 

προσανατολισµένη στις ιδιότητες (property oriented view), εστιάζει στην 

κατανόηση της συνάρτησης που περιλαµβάνει την ανάπτυξη (growth) και την 

διακύµανση (covariance). Βασικές έννοιες όπως η αντιστρεψιµότητα και το επί  

είναι στη φύση τους συγγενικές. Αυτές οι ιδιότητες περιλαµβάνουν την ανάλυση 

της φύσης µιας σχέσης ανάµεσα στα δεδοµένα και στα ζητούµενα σε µια βάση 

«σηµείο προς σηµείο» περισσότερο παρά σε σχέση µε τον τρόπο µε τον οποίο η 

σχέση ανάµεσα στα δεδοµένα και στα ζητούµενα αλλάζει.  
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Η θεωρία της οπτικής προσανατολισµένης στις ιδιότητες (property 

oriented view) προτείνει ότι οι µαθητές έρχονται σε κατανόηση της έννοιας της 

συνάρτησης, µετατρέποντας τα βασισµένα στην εµπειρία τους αντιληπτικά 

µοτίβα για τις συµπεριφορές της συναρτησιακής ανάπτυξης σε καλά δοµηµένες 

κατανοήσεις συγκεκριµένων συναρτησιακών γνωρισµάτων (Slavit, 1997) 

Η οπτική προσανατολισµένη στις ιδιότητες (property oriented view) ασχολείται µε 

τη βαθµιαία επίγνωση συγκεκριµένων ιδιοτήτων συναρτησιακής ανάπτυξης 

(τοπικής και ολικής φύσης) συνοδευόµενης από την δυνατότητα των µαθητών  

να αναγνωρίσοουν και να αναλύσουν συναρτήσεις τονίζοντας την παρουσία ή 

απουσία αυτών των ιδιοτήτων ανάπτυξης. 

Οι περισσότερες θεωρίες σχετικά µε την ανάπτυξη της έννοιας της συνάρτησης 

εστιάζουν στις διαφορές ανάµεσα στη οπτική την προσανατολισµένη στη 

δράση (action oriented) και στη οπτική  την προσανατολισµένη στο 

αντικείµενο (object oriented)  

Υπάρχει συµφωνία σε σχέση µε την πρώτη , ενώ αρκετές θεωρίες έχουν 

αναπτυχθεί για να περιγράψουν τη δεύτερη. 

 

Η οπτική η προσανατολισµένη στη  δράση (action oriented view)  

περιλαµβάνει την κατανόηση της συνάρτησης σαν µια µη µόνιµη 

κατασκευή. Η άποψη αυτή εµπεριέχεται στις αλγοριθµικές οπτικές που είναι 

ενσωµατωµένες στη συνάρτηση, όπως στην αριθµητική διαδικασία της 

«µηχανής συνάρτησης». Αυτή η σύλληψη δεν απαιτεί επίγνωση των 

προτύπων και κανονικοτήτων που µπορεί να υπάρχουν µεταξύ των 

αριθµητικών τιµών  ούτε δίνεται προσοχή στις σχέσεις εξάρτησης των 

µεταβλητών. Η οπτική αυτή επικεντρώνει στον υπολογισµό µιας ποσότητας 

για µια αριθµητική τιµή µέσω ενός δεδοµένου αλγορίθµου ή κανόνα σχέσης. 

Η οπτική η προσανατολισµένη στο αντικείµενο (object oriented view)  δείχνει 

ότι οι µαθητές αποκτούν µια πιο µόνιµη νοητική εικόνα.  

Οι περισσότερες θεωρίες αυτής της κατηγορίας αναφέρονται ως άποψη 

αντιστοιχίας (correspondence ή relational) view ή ως άποψη συνδιακύµανσης 

(covariance view).- Confrey, Thompson  

 

A) Οπτική  αντιστοιχίας  

(Correspondence or relational view of function): 
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Η κατανόηση βασίζεται στις σχέσεις αιτίας και  εξάρτησης ανάµεσα στα 

ζεύγη ανεξάρτητης και εξαρτηµένης µεταβλητής. Τα σχολικά βιβλία 

παραδοσιακά δίνουν έµφαση σε αυτή την άποψη της συνάρτησης. 

Ο Briedenbach ισχυρίζεται ότι η διαδικασία της σύλληψης της έννοιας παρέχει 

την είσοδο µέσα από  κατανόηση  προσανατολισµένη στο αντικείµενο της 

συνάρτησης. Οι µαθητές είναι πιο ικανοί να κατανοήσουν ιδιότητες όπως το η 

1-1 , επί και αντιστρεψιµότητα όταν η διαδικασία της σύλληψης έχει 

επιτευχθεί. 

Η Sfard περιγράφει την κατανόηση την προσανατολισµένη στο αντικείµενο 

(object oriented conception)  ως την εκπραγµάτωση (reification) µιας 

οπτικής προσανατολισµένης στη δράση (action view of function).Για 

παράδειγµα, κάποιος µπορεί να θεωρήσει την έκφραση 3(x+1)+1 σαν έναν 

αλγόριθµο µε τον οποίο παράγει διάφορα αποτελέσµατα. Όµως, κάποιος 

µπορεί να «δει» την έκφραση ως έναν συγκεκριµένο αριθµό στα δεξιά της , 

δηλαδή η έκφραση γίνειαι το αποτέλεσµα της διαδικασίας. Οι δυσκολίες των 

µαθητών στην  ταυτόχρονη κατανόηση αυτών των εννοιών έχει αναφερθεί ως 

«το δίληµµα διαδικασίας αποτελέσµατος» (Davis 1975) H Sfard δίνει έµφαση 

στην ανάπτυξη των «αφηρηµένων αντικειµένων» σαν µια παραγωγή 

βαθύτερης κατανόησης της µαθηµατικής διαδικασίας. 

Β) Οπτική   συνδιακύµανσης  

(Covariance view of function) 

Αυτή η άποψη περιλαµβάνει την κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο 

αλλάζουν η ανεξάρτητη και εξαρτηµένη µεταβλητή. Αναλύοντας, κάνοντας 

χειρισµούς και κατανοώντας τις σχέσεις ανάµεσα στις ποσότητες που 

µεταβάλλονται , τονίζεται η οπτική της συνδιακύµανσης. Για παράδειγµα, όταν 

δοθεί η γραµµική εξίσωση y=2x+3 έχει ερευνηθεί ο τρόπος µε τον οποίο οι 

µαθητές εγκαθιστούν τις σχέσεις.  

Άλλες έρευνες σχετικές µε τη συνδιακύµανση έχουν εστιάσει περισσότερο 

στις ιδιότητες της συναρτησιακής ανάπτυξης, και έχει φανεί ότι οι µαθητές 

ζητούν να µετακινηθούν στην κατεύθυνση της αφαίρεσης. 

Ισχυρίζονται ότι οι οπτικές ιδιότητες των συναρτήσεων που γίνονται 

αντιληπτές στις γραφικές παραστάσεις οδηγούν τους µαθητές στις ιδιότητες 

των συναρτήσεων. (Monk & Nemirovsky, 1994). 

Οι Schwarz & Dreyfus (1995) έχουν κάνει εκτεταµένες έρευνες σχετικά µε 

την απόκτηση της έννοιας της συνάρτησης και έχουν δηµιουργήσει το 
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Μοντέλο Τριπλής Αναπαράστασης (Triple Representation Model - TRM). 

Αυτό το πρόγραµµα επιτρέπει τη δυναµική αλληλεπίδραση ανάµεσα στις 

γραφικές παραστάσεις  και τα αριθµητικά δεδοµένα  και  εξισώσεις. 

Προτείνουν δύο διαφορετικά είδη ενεργειών : την αλλαγή της ίδιας της 

συνάρτησης και την αλλαγή της γραφικής παράστασης της συνάρτησης. 

Οι δύο αυτές οπτικές εστιάζουν στις ιδιότητες των συναρτήσεων και στη 

φυσική κατασκευή των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων.  

ΤΙ ΕΙΝΑΙ «Ι∆ΙΟΤΗΤΑ»; (PROPERTY) 

Ο Thompson (1994) υποστηρίζει ότι η άποψη της «αναπαράστασης» έχει 

ανάγκη εξήγησης. Επιπλέον έει την άποψη ότι αυτό που κανονικά έχει 

ονοµαστεί «πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης» θα έπρεπε να 

συζητηθεί µε πιο υποκειµενικούς όρους. Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις 

των συναρτήσεων δεν αναπαριστούν συναρτήσεις αλλά παρέχουν ένα 

µέσο για να δηµιουργηθούν συνδέσεις και να µας επιτρέψουν να 

εγκαταστήσουµε µια αίσθηση αµετάβλητου.  

Σε αυτό το πλαίσιο ο Slavit συζητά την έννοια της ιδιότητας. Όταν δίνεται 

ένα φυσικό αντικείµενο κάποιος µπορεί να περιγράψει διάφορα 

χαρακτηριστικά που κατέχει το αντικείµενο αυτό. Εκτός κι αν αλλάξει το 

αντικείµενο που παρουσιάζεται, ή µέχρι να βρεθούν νέες οπτικές, αυτές οι 

ιδιότητες θα παραµείνουν αµετάβλητες στον παρατηρητή.Η δυσκολία 

παρουσιάζεται όταν κάποιος πρέπει να ορίσει την ιδιότητα στο πλαίσιο 

µιας πιο γενικής ιδέας , όπως αυτή που συµπεριλαµβάνει πολλά  είδη 

αντικειµένων και εµπεριέχει έναν αφηρηµένο χαρακτήρα (πχ µια 

µαθηµατική συνάρτηση). Εδώ η έννοια του αµετάβλητου είναι σηµαντική. 

Κάποιος βλέπει τα χαρακτηριστικά που είναι αµετάβλητα δίνοντας 

παραδείγµατα και κατηγοριοποιεί σε υπο-οµάδες βασισµένες στο αν ένα 

αντικείµενο κατέχει ή όχι ένα παρατηρησιµο χαρακτηριστικό. Για 

παράδειγµα, µπορούµε να συζητήσουµε τι είναι οι γραµµικές συναρτήσεις 

περιγράφοντας όλες τις ιδιότητες που οι γραµµικές συναρτήσεις πρέπει  

να κατέχουν. Με άλλα λόγια, οι γραµµικές συναρτήσεις µπορούν να 

περιγραφούν τονίζοντας τα σηµεία που παραµένουν αµετάβλητα σε κάθε 

παράδειγµα µιας γραµµικής συνάρτησης. Συγκεκριµένα είδη συναρτήσεων 

µπορούν επίσης να να περιγραφούν από τις ιδιότητες που δεν κατέχουν 

όπως η µη κανονικότητα ή έλλειψη συµµετρίας . 
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Όταν συζητάµε για ιδιότητες σε µια γενική έννοια της συνάρτησης, κάποιος 

πρέπει να θεωρήσει όλα τα χαρακτηριστικά που συνδέονται µε ένα 

αντικείµενο το οποίο ικανοποιεί τον ορισµό της συνάρτησης. Επιπλέον, η 

ποικίλη φύση των ιδιοτήτων των συναρτήσεων µας επιτρέπει να τις 

κατηγοριοποιήσουµε σε διαφορετικούς τύπους.  

 

Ο παρακάτω πίκακας δείχνει τις συνήθεις ιδιότητες των 

συναρτήσεων , κατηγοριοποιηµένες σε ολικές  (global) και τοπικές 

(local): 

 

ΣΥΝΗΘΕΙΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

ΟΛΙΚΕΣ (GLOBAL)  ΤΟΠΙΚΕΣ (LOCAL) 

Ανάπτυξη (growth)   

Περιοδικότητα  Σηµεία καµπής 

Συµµετρία κλίση Κοιλότητα  

Μονοτονία  Σηµεία όπου η 

συνάρτηση δεν 

παραγωγίζεται 

Οριζόντιες και πλάγιες 

ασύµπτωτες 

 Κατακόρυφες 

ασύµπτωτες 

Όρια  συνέχεια Ακρότατα 

Σταθερές  πολυµεταβλητότητα Σηµεία τοµής µε τους 

άξονες 

Ολοκληρωσιµότητα σηµείο   

Αντιστρεψιµότητα  διαφορισιµότητα  

Ένα προς ένα πεδίο ορισµού  

Επί  Τιµές του x µε ίσες  

Εικόνες 

 σύνολο τιµών  

Αντιστοιχία 

(correspondence) 
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Αυτή η κατηγοριοποίηση προτείνει επίσης πως οι ιδιότητες των συναρτήσεων 

µπορούν να µελετηθούν περισσότερο µε απόψεις ανάπτυξης (growth) και 

συνδιακύµανσης (covariance) παρά µε τις  απόψεις αντιστοίχισης της 

συνάρτησης. Βέβαια  διαφορετικές κατηγοριοποιήσεις αυτών των ιδιοτήτων 

θα µπορούσαν να δοθούν. Επίσης η εστίαση έγινε µόνο στις ιδιότητες των 

συναρτήσεων ως µαθηµατικά αντικείµενα. Αλλά πρέπει πάντα να θυµόµαστε 

ότι η έλλειψη σαφήνειας  περιλαµβάνεται στον ισχυρισµό ότι καθένας έχει µια 

κατανόηση προσανατολισµένη στο αντικείµενο για κάθε µαθηµατική ιδέα.(in 

Slavit,  Thompson 1994, Schoenfeld et al 1993). 

 

 

ΟΠΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΝΗ ΣΤΙΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  

( PROPERTY ORIENTED VIEW OF FUNCTION) 

Η οπτική η προσανατολισµένη στις ιδιότητες  ασχολείται µε τη βαθµιαία 

επίγνωση συγκεκριµένων συναρτησιακών ιδιοτήτων ανάπτυξης τοπικής 

(local) και ολικής (global) φύσης, που ακολουθούνται από την ικανότητα να 

αναγνωρίζουν και να αναλύουν συναρτήσεις προσδιορίζοντας την παρουσία 

ή την απουσία αυτών των ιδιοτήτων ανάπτυξης. Μέσα από εµπειρίες µε 

υποδείγµατα συναρτήσεων, οι µαθητές µπορούν να αναπτύξουν µια νοητική 

εικόνα της συνάρτησης σαν µια συσχετισµένη οµάδα από διαδικασίες και 

ιδιότητες σε µια ποικιλία από σηµειωτικά συστήµατα. Στην ουσία, 

οιδιαδικασίες που παρουσιάζονται στις συναρτήσεις δίνουν έµφαση σε µια 

κατανόηση των ιδιοτήτων της ανάπτυξης της συνάρτησης ( τιµές µηδενισµού, 

κοίλα, ασύµπτωτες). Συγκεκριµένα περιβάλλοντα που προκαλούνται από τον 

σηµασιολογικό τοµέα της συναρτησιακής κατάστασης µπορούν επίσης να 

εµπλουτίσουν τις σηµασίες των συναρτησιακών ιδιοτήτων όπως γίνονται 

αντιληπτές από τους µαθητές. Οι ιδιότητες ανάπτυξης µπορούν να γίνουν 

συγκεκριµένες σε µια οµάδα συναρτήσεων , όπως η κλίση ευθείας, ή να 

γενικευτούν σε διάφορα είδη συναρτήσεων όπως η συµµετρία. Όπως  αυτές 

οι κατανοήσεις διαµορφώνονται, ένας µαθητές µπορεί να εκπραγµατώσει 

(reify) την έννοια της συνάρτησης σαν µαθηµατικό αντικείµενο που είναι 

δυνατό να κατέχει ή να µην κατέχεις αυτές τις ιδιότητες. Εποµένως δεν είναι 

εντελώς σαφές αν αν κάποιος «έχει» µια οπτική προσανατολισµένη στις 

ιδιότητες της συνάρτησης γιατί δεν είναι εύκολο να καθοριστεί ένα ικανό 

µέγεθος ιδιοτήτων των συναρτήσεων στο οποίο ο µαθητής έχει επίγνωση και 
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µετά να οριστεί ότι ο µαθητής µπορεί όντως να σχηµατίσει µια επαρκή 

κατανόηση της συνάρτησης σαν αφηρηµένο µαθηµατικό αντικείµενο τέτοιο 

ώστε να κατέχει αυτές τις ιδιότητες.  

 

Ανάπτυξη µιας οπτικής προσανατολισµένης στις ιδιότητες  

 

Όπως έχει δειχτεί σε προηγούµενες έρευνες αναφέρει ο Slavit,  µπορεί να 

υποτεθεί ότι η οπτική η προσανατολισµένη στις ιδιότητες εγκαθίσταται µέσα 

από δύο τύπους εµπειριών. Πρώτα, εµπεριέχει µια δυνατότητα να 

αναγνωρίσει την ισοδυναµία  των διαδικασιών που παρουσιάζονται σε 

διαφορετικά σηµειωτικά συστήµατα. ∆εύτερον, οι µαθητές αναπτύσσουν την 

δυνατότητα να γενικεύουν τις διαδικασίες µέσα στα διάφορα είδη και τύπους 

συναρτήσεων. Εδώ, οι µαθητές µπορούν να συσχετίζουν τις διαδικασίες 

διαµέσου των σηµειωτικών συστηµάτων, αλλά αρχίζουν επίσης να 

αναγνωρίζουν ότι µερικές από αυτές τις διαδικασίες έχουν αναλογίες σε 

άλλους τύπους συναρτήσεων. Είναι ξεκάθαρο ότι οι κατανοήσεις που είναι 

προσανατολισµένες σε συγκεκριµένα είδη και  τύπους συναρτήσεων 

αναπτύσουν ταυτόχρονα µε µια περισσότερο γενική οπτική της συνάρτησης. 

   

 

 

II4) ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΟ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ  

Ο Freudenthal τονίζει ότι η  συνάρτηση είναι µια έννοια παρµένη µε αρµονικό 

τρόπο από το φυσικό κόσµο.  

Οι  σχέσεις µπορούν στη συνέχεια να γίνουν αντικείµενα (objectivation) και αυτό 

µπορεί να βιωθεί πνευµατικά, να χρησιµοποιηθεί, να προκληθεί, να γίνει 

συνειδητό, να βιωθεί ως ένα αντικείµενο, να ονοµαστεί ως ένα αντικείµενο, να 

τοποθετηθεί σε πλατύτερα πλαίσια σχέσεων.  Η ακρίβεια µε την οποία µια τέτοια 

σχέση αντικειµενικοποιείται (objectivated) µπορεί να ποικίλει από την ταξινόµηση 

σε είδη σχέσεων, να σχετίζεται µε περισσότερο ή λιγότερο ακριβή  πιθανόν 

αριθµητικό τρόπο η µια µε την άλλη και να  εξαρτάται από αυτή την ακρίβεια η 

σχέση που µπορεί να δοθεί µε ένα γενικό όνοµα , ένα κατάλληλο όνοµα ενός 

ειδικού  χαρακτήρα ή ενός αλγοριθµικού χαρακτήρα. 

Τα παραδείγµατα που δίνει ο Freudenthal είναι παρµένα από το φυσικό κόσµο. 

1) ένα σώµα πέφτει- σχέση χρόνου και τόπου  
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2) δύο ελαστικά σώµατα συγκρούονται (πχ στο παιχνίδι του µπιλιάρδου)- 

σχέση µεταξύ της ταχύτητας πριν και µετά τη σύγκρουση 

3) κίνηση, ανάπτυξη, φθορά, διαδικασία , εξέλιξη όπου ο χρόνος είναι η 

ανεξάρτητη µεταβλητή 

4) για διάφορες φυσικές σχέσεις µε συγκεκριµένο όνοµα όπως έλξη, τριβή, 

µεταφορά θερµότητας, οξείδωση, διάθλαση, οπτική αναπαράσταση κ.α. 

5) αυτόµατη σύνδεση, πχ ανάµεσα στο άγγιγµα ενός πλήκτρου στο πιάνο και 

στην παραγωγή ενός ήχου. 

 

Η συνάρτηση είναι ένα ξεχωριστό είδος σχέσης, µεταξύ µεταβλητών τις οποίες 

διακρίνουµε σε ανεξάρτητη και εξαρτηµένη . 

Θα µπορούσαµε να πούµε ότι είναι η κατεύθυνση από κάτι που µεταβάλλεται 

ελεύθερα σε κάτι που µεταβάλλεται κάτω από περιορισµούς.  

Μαθηµατικοποιηµένα, είναι η ενέργεια της αντιστοίχισης κάθε στοιχείου ενός 

συνόλου  Α σε ένα στοιχείο ενός συνόλου Β.  

Οι συναρτήσεις είναι όλες σχετικές µε τα µαθηµατικά και τις εφαρµογές τους αν 

και ονοµάζονται µε διάφορους τρόπους: χαρτογράφηση , µετατροπή, µετάθεση, 

λειτουργία, διαδικασία, συνάρτηση, φορέας, αλληλουχία, µορφισµός, 

συναρτητής, αυτόµατο, µηχανή , που χρησιµοποιούνται σύµφωνα µε τις ανάγκες 

κάθε φορά.  

Οι συναρτήσεις µπορούν να θεωρηθούν ως ειδικές σχέσεις.  

«για κάθε στοιχείο του Α αντιστοιχεί ακριβώς ένα στοιχείο του Β, οπότε λέµε ότι 

τα α, β σχετίζονται» 

Το µοτίβο «σαν συνάρτηση του...» περιγράφει τυπικές συνδέσεις όπως τη 

µέτρηση ως συνάρτηση της µονάδας µέτρησης, την ίδια την πράξη της 

µέτρησης και την πράξη του υπολογισµού αλλά και τις τυποποιηµένες 

εκφράσεις των συναρτήσεων που χρησιµοποιούµε στα βιβλία των 

µαθηµατικών. 
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ΙΙ5) ΣΗΜΕΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  

 

H E. Ronda προτείνει τον εξής πίνακα ως  αρχικό πλαίσιο σηµείων ανάπτυξης 

για την κατανόηση της συνάρτησης. Η περιγραφή των σηµείων αυτών είναι 

επανερµηνείες των διαφορετικών τρόπων αντίληψης της συνάρτησης βασισµένες 

στο πώς µελετήθηκε η συνάρτηση στις πρώτες τάξεις της δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης. 

ΑΝΤΙΛΗΨΕΙΣ 

ΓΙΑ ΤΗ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

ΠΙΝΑΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΓΡΑΦΙΚΕΣ 

ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 

ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 

∆ιαδικασία 

(procedure) 

Σηµείο προς 

σηµείο 

ερµηνεία για 

να συναχθούν  

πληροφορίες 

Ερµηνεία 

της 

εξίσωσης 

σαν 

διαδικασία 

που 

δηµιουργεί 

τιµές 

Σηµείο προς 

σηµείο 

ερµηνεία για 

να συναχθούν  

πληροφορίες 

∆είχνει επίγνωση 

για ποικίλες 

ποσότητες 

Ιδιότητα 

(property) 

Χρήση των 

τάσεων ή των 

µοτίβων για 

να 

περιγραφούν 

συσχετιζόµεν

ες ποσότητες 

και να 

προβλεφτούν 

τιµές 

Ερµηνείες 

βασισµένε

ς στις 

ιδιότητες  

Ερµηνείες 

βασισµένες 

στις ιδιότητες 

Χρησιµοποιεί τις 

ιδιότητες/τάσεις για 

να σχεδιάσει ή να 

αναπαραστήσει 

καταστάσεις 

∆ιεργασία 

(process) 

Χρησιµοποιεί σηµείο προς σηµείο ερµηνεία για να συνδέσει τις 

αναπαραστάσεις 

Οι ερµηνείες βασίζονται σε τάσεις/µοτίβα 

Αντικείµενο Χρησιµοποιεί τη γνώση µη σχετιζόµενων ιδιοτήτων της 
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(object) συνάρτησης για να συνδέσει τις αναπαραστάσεις και να 

δηµιουργήσει νέες συναρτήσεις 

 

Σύµφωνα µε τη θεωρία διαδικασία-αντικείµενο (process- object theory) ένας 

µαθητής ξεκινά κάνοντας υπολογιστικές διαδικασίες που τους οδηγούν σε µια 

αντίληψη διαδικασίας , η οποία αργότερα ενσωµατώνεται σαν νοητικό 

αντικείµενo. H Sfard θεωρεί ότι για τους περισσότερους ανθρώπους , οι έννοιες 

συλλαµβάνονται ως διαδικασίες προτού γίνουν αντιληπτές ως µαθηµατικό 

νοητικό αντικείµενο. (Ronda 2) 

 

 

II6 ) Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΩΣ ΣΤΑ∆ΙΑΚΗ  ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ- ΤΟ ΠΕΡΑΣΜΑ ΑΠΌ  

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΟ ΑΦΗΡΗΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ  ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ  

 

 

Οι συναρτήσεις και οι αναπαραστάσεις τους  

 

Θεωρώντας τις συνδέσεις ανάµεσα στην ανθρώπινη εµπειρία και τα τυπικά 

µαθηµατικά συστήµατα , η διάκριση µεταξύ των νοητικών δοµών και των 

φυσικών δοµών συχνά αντιπαραβάλλεται µε τη διάκριση ανάµεσα στο 

σηµαινόµενο (signified) εσωτερικά και το σηµαίνον (signifier)  εξωτερικά. Μόνο 

ένα από αυτά τα επίπεδα µπορεί να παρατηρηθεί και η αλληλεπίδραση µεταξύ 

τους είναι κυκλική: η νοητική διεργασία µπορεί να πάρει µέρος ανεξάρτητα από 

τη φυσική διεργασία , αλλά οι νοητικές δοµές µπορούν να θεωρηθούν σαν η 

παραγωγή των φυσικών λειτουργιών (Kaput in Bagni) 

Η διάκριση ανάµεσα στις εσωτερικές και εξωτερικές αναπαραστάσεις συχνά 

εισάγεται από αρκετούς ερευνητές µε σαφήνεια ή µε έµµεσο τρόπο.  

Σηµαντικές εκπαιδευτικές έρευνες δείχνουν ότι η µάθηση της έννοιας της 

συνάρτησης συχνά διευκολύνεται µε την πρώιµη θεώρηση µιας ενέργειας ή από 

την ερµηνεία της σαν µια διαδικασία, όπου οι αντιστοιχίες µεταξύ ποσοτήτων 

παίρνουν πραγµατικά µέρος. 
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Όταν η εικόνα έννοιας (concept image) σχηµατιστεί , και αυτό το βήµα µας 

επιτρέψει να φτάσουµε στον ορισµό της έννοιας  (concept definition) (Tall & 

Vinner in Bagni) ο ρόλος των αναπαραστάσεων είναι πρωταρχικός , όπως και ο 

εκπαιδευτικός ρόλος της τεχνολογίας µε σκοπό να υποστηρίξει τις οπτικές 

αναπαραστάσεις.  

Στην εκπαιδευτική πρακτική η έννοια της συνάρτησης προσεγγίζεται καθαρά από 

τις αναπαραστάσεις , κυρίως αυτές που αναφέρονται σε καταστάσεις όπου η 

συνάρτηση είναι µια διαδικασία όπου µε σαφήνεια συνδέει δύο ποσότητες. 

 

 

 

 

 

Το προηγούµενο σχήµα θα έπρεπε να συµπληρωθεί µε το παρακάτω γιατί είναι 

πιο σωστό να δείχνουν τα βέλη προς την κατεύθυνση της συνάρτησης. 
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Συναρτήσεις και ιδιότητες  

Η σηµασία των αναπαραστάσεων στην οπτική την προσανατολισµένη στις 

ιδιότητες (property oriented approach) σχετικά µε την κατανόηση της έννοιας της  

συνάρτησης  θα πρέπει να αναφερθεί. (Kieren, Slavit in Bagni) 

Σύµφωνα µε αυτή την προσέγγιση, µια συνάρτηση µπορεί να εισαχθεί και να 

περιγραφεί σε αναφορά µε τις τοπικές της ιδιότητες και στις ολικές της ιδιότητες. 

Στην ουσία η προσέγγιση ασχολείται µε την ικανότητα των µαθητών να 

εγκαθιστούν συνδέσεις µεταξύ διαφορετικών αναπαραστάσεων συχνά σε 

αναφορά µε τις νέες τεχνολογίες.  

Η οπτική η προσανατολισµένη στις ιδιότητες είναι χρήσιµη µε για να 

κατηγοριοποιήσουµε διαφορετικές συναρτήσεις και να προσδιορίσουµε κοινά 

χαρακτηριστικά σε µερικές συναρτήσεις , όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα, 

όπου φαίνεται η συνάρτηση σαν είδος σχέσης αν και αυτή η κατηγοριοποίηση 

δεν είναι εκπαιδευτικά αποτελεσµατική  όπως τονίζει ο Bagni.  
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Γενίκευση σε σύγκριση µε την  Συγκεκριµενοποίηση  

Η θεώρηση η προσανατολισµένη στις ιδιότητες µπορεί να οδηγήσει σε 

µαθησιακή διαδικασία που να βασίζεται στη συγκεκριµενοποίηση 

(particularization) , δηλαδή από τη γενική έννοια της σχέσης να θεωρήσουµε 

τηη γενική έννοια της συνάρτησης , µετά µια συγκεκριµένη κλάση συναρτήσεων 

(πχ τις γραµµικές συναρτήσεις) και ούτω καθεξής.  

Ωστόσο, η καθηµερινή εκπαιδευτική πρακτική προτείνει τον αντίθετο δρόµο: µια 

συγκεκριµένη αντιστοιχία όδηγεί στη γενίκευσή της (generalization) σε µια 

ολόκληρη κλάση συναρτήσεων µε σκοπό να θεωρηθεί τελικά η γενική έννοια. 

∆ηλαδή η κατανόηση έχει ως εξής: 

 

Πρώιµη θεώρηση  � πρώτη γενίκευση � περαιτέρω γενίκευση  

 

Κάθε βήµα  απο µια κλάση συναρτήσεων σε µια άλλη πιο πλατιά κλάση, µας 

οδηγεί στο να θεωρήσουµε νέες αντιστοιχίες. 
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Σε σχέση µε την προσέγγιση την προσανατολισµένη στις ιδιότητες , ένα άλλο 

ενδιαφέρον στοιχείο είναι το εξής: όταν ασχολούµαστε µε τη γενική έννοια της 

συνάρτησης συχνά θεωρούµε την οπτική της αναπαράσταση , και συγκεκριµένα 

την Καρτεσιανή γραφική παράσταση. Αυτό θα µπορούσε να προκαλέσει 

εµπόδια. Γι αυτό οι εκπαιδευτικοί θα πρέπει να ελέγχουν προσεκτικά , την 

ανεξαρτησία του µαθηµατικού αντικειµένου και τους ρόλους των 

αναπαραστάσεών του.  

Έτσι οι προσεγγίσεις οι προσανατολισµένες στις ιδιότητες, των οποίων η 

σπουδαιότητα στην εκπαίδευση είναι πρωταρχική, δεν λύνει εντελώς το 

πρόβληµα της εκπραγµάτωσης (reification) της τελικής κατασκευής των 

µαθηµατικών αντικειµένων. Ο Slavit σηµειώνει ότι δεν υπάρχουν εργασίες που 

αποδεικνύουν αν η προσέγγιση η προσανατολισµένη στις ιδιότητες βελτιώνει 

αποτελεσµατικά την πλήρη ανάπτυξη της σύλληψης της έννοιας της συνάρτησης 

ως αντικείµενο.  

 

 

  Η  θεσµοθέτηση απο τη διαδικασία στο αντικείµενο και ο ρόλος του 

εκπαιδευτικού.  

Η µάθηση µιας µαθηµατικής έννοιας µπορεί να χωριστεί σε πολλά βήµατα , αλλά 

τέτοια διάσπαση δεν µπορεί να θεωρηθεί αυστηρά. Ωστόσο  προτιµά ο Bagni να 

παρουσιάσει µια προοδευτική διαλεκτική σύγκριση βηµάτων , µε νέους 

προβληµατισµούς και παράλληλα εµβάθυνση των βηµάτων αυτών.  

Το πέρασµα από  την πρώιµη θεώρηση µιας δράσης στην σύλληψη της 

εσωτερίκευσης µιας διαδικασίας (interiorization) αναφέρεται µόνο σε µια 

συγκεκριµένη κατάσταση : οι µαθητές ασχολούνται µε ένα παράδειγµα ενός 

µαθηµατικού αντικειµένου το οποίο αργότερα θα θεωρηθεί ως συνάρτηση. Η 

προσέγγιση η προσανατολισµένη στιις ιδιότητες επιτρέπει τη 

συγκεκριµενοποίηση κάποιων χαρακτηριστικών µιας κλάσης που αποτελείται 

από τέτοια παραδείγµατα , κυρίως αν  παιχνίδι παίζεται µε κύρια αναφορά στις 

αναπαραστάσεις και µάλιστα τις οπτικές. Η εκπραγµάτωση (reification) µπορεί να 

θεωρηθεί σε αναφορά µιας ολόκληρης τάξης συναρτήσεων. 

Μια αξιοσηµείωτη δυσκολία στην κατασκευή του αφηρηµένου αντικειµένου , είναι 

η γενίκευση (generalization). Στην πραγµατικότητα, η σπουδαιότητα των 

ιδιοτήτων µερικών κλάσεων συναρτήσεων µπορεί να ελαττωθεί στο σωστό 
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µέγεθος: µια συνάρτηση µπορεί να έχει τέτοιες ιδιότητες , ή να µην τις έχει αλλά 

να παραµένει συνάρτηση.  

Ο εκπαιδευτικός παίζει πρωταρχικό ρόλο στο βήµα που οδηγεί από τη θεώρηση 

µιας διαδικασίας στην κατασκευή ενός µαθηµατικού αντικειµένου , δηλαδή στην 

εκπραγµάτωση (reification). Ο εκπαιδευτικός , πρέπει προσεκτικά να 

επαληθεύσει ότι τα διάφορα στοιχεία που έρχονται να αποτελέσουν την εικόνα 

έννοιας (concept image) και , αργότερα , έναν πλήρη ορισµό έννοιας (concept 

definition) κρατούν τους σωστούς τους ρόλους. Μετά προτείνει στους µαθητές 

την τελική γενίκευση (generalization) µε σχετικά παραδείγµατα και 

αντιπαραδείγµατα , µε ταξινόµηση σε κλάσεις και αναφορές σε σηµειωτικές 

αναπαραστάσεις.  

Οι µαθητές θα πρέπει να φτάσουν στο σηµείο να έχουν επίγνωση του επιπέδου 

της γνώσης τους. Η επίγνωση αυτών των χαρακτηριστικών της µαθηµατικής 

γνώσης είναι ένα θεµελιώδες στοιχείο όλης της διαδικασίας διδασκαλίας και 

µάθησης που σχετίζεται µε τα µαθηµατικά και θα συµπληρώσει τη γνώση που θα 

απασχολήσει τους µαθητές σε µια µαθηµατική δραστηριότητα.  

 

II7)  ΣΥΛΛΗΨΗ ΕΝΝΟΙΑΣ , ΓΝΩΣΗ ΚΑΙ ΕΝΝΟΙΑ 

 

Ο Balacheff (2002) επιχείρησε να κάνει µια τυποποίηση της  «σύλληψης» µιας 

έννοιας σαν πιθανό εργαλείο για απάντηση στο επιστηµολογικό πρόβληµα αυτό. 

Προτείνει την εξής διάκριση: 

Γνώση του υποκειµένου (knowing) : Σύµφωνα µε τον Brousseau (1997) η λέξη 

διακρίνει τις προσωπικές δοµές των µαθητών σε αντίθεση  µε τη λέξη γνώση ( 

knowledge)  που αναφέρεται στις διανοητικές δοµές που αναγνωρίζονται από 

ένα κοινωνικό σώµα.  

 

O Balacheff προτείνει τα εξής ήδη  για να κατηγοριοποιηθεί η συνάρτηση:  

1) Η συνάρτηση ως «νόµος» αντιστοιχίας (µια συνάρτηση εκφράζει την 

αντιστοιχία µεταξύ δύο συνόλων, ένα στοιχείο του πρώτου συνόλου που 

συνδέεται µε ένα µοναδικό στοιχείο του δεύτερου συνόλου )   

2) Η συνάρτηση ως συµβολική έκφραση (ένας τύπος, µια αλγεβρική 

έκφραση  

3) Η συνάρτηση ως αντικείµενο γραφικής παράστασης 
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Οι δύο πρώτες κατηγορίες προέρχονται από τους Vinner , Dreyfus. Άλλοι 

ερευνητές παρουσιάζουν διαφορετικές κατηγορίες που θα µπορούσαν όµως 

να θεωρηθούν ως εξειδικεύσεις των γενικών κατηγοριών που αναφέρθηκαν 

παραπάνω. (Balacheff, Gaudin) 

 

 

Από τη συµπεριφορά στην έννοια  

 

Οι µόνοι δείκτες που έχουµε σχετικά µε τον τρόπο που λειτουργεί η διδασκαλία , 

είναι οι συµπεριφορές των µαθητών και τα όσα παράγουν, τα οποία είναι 

συνέπειες της γνώσης τους (knowing) την οποία έχουν κατασκευάσει και από τις 

σχέσεις τους µε το περιεχόµενο που διδάχτηκαν. Η σχέση µεταξύ συµπεριφορών 

και γνώσης είναι κρίσιµη.  

Το ερώτηµα σχετικά µε τις σχέσεις ανάµεσα στις συµπεριφορές και τη γνώση 

(knowing) θεωρείται θεµελιώδες  για τη Θεωρία των ∆ιδακτικών Καταστάσεων 

του Brousseau (1997). Ένα από τα αξιώµατά της είναι ότι κάθε προβληµατική 

κατάσταση απαιτεί από τη µεριά των µαθητών συµπεριφορές που είναι δείκτες 

γνώσης. Αυτή η θεµελιώδης αντιστοιχία εγκαταστάθηκε ανά περίπτωση, 

δικαιολογήθηκε από την ερµηνεία των προβληµατικών καταστάσεων όσον 

αφορά το παιχνίδι  και από την ερµηνεία των συµπεριφορών  όσον αφορά την 

ένδειξη των στρατηγικών την υιοθετηµένη φύση των οποίων µπορεί να 

παρουσιάστηκαν στο µοντέλο της αναπαράστασης που αποδόθηκε στους 

µαθητές. Αυτό το αξίωµα είναι κοινό µε µια προσέγγιση στη Γνωσιακή Επιστήµη: 

 «Κάθε συµπεριφορά υποδηλώνει µια γνώση»  γράφει ο Pichot . 

Αλλά το να αποκόψει κανείς µια συµπεριφορά από την παρατήρηση µιας 

πραγµατικότητας , είναι και µεθοδολογικό αλλά και θεωρητικό πρόβληµα όπως 

τονίζει ο Robert . Μια παρατηρηµένη συµπεριφορά δεν δίνεται από την 

«πραγµατικότητα» αλλά προκύπτει από  αυτήν σαν αποτέλεσµα µιας απόφασης 

που παίρνεται από έναν παρατηρητή. 

 

Αν η συµπεριφορά είναι η περιγραφή υλικών σχέσεων ανάµεσα σε ένα άτοµο και 

το περιβάλλον του , τότε εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά του προσώπου όπως 

και από τα χαρακτηριστικά του περιβάλλοντος. Ένα καλό παράδειγµα είναι η 

περίπτωση των οργάνων τα οποία την ίδια στιγµή διευκολύνουν τη δράση αν ο 
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χρήστης έχει την απαιτούµενη γνώση , και από την άλλη µεριά περιορίζουν αυτή 

τη δράση εξαιτίας των ίδιων των περιορισµών  που θέτουν. 

Το «άτοµο» και το «περιβάλλον» αναφέρονται σε σύνθετες πραγµατικότητες των 

οποίων δεν είναι όλες οι απόψεις σχετικές µε τον τύπο του προβληµατισµού που 

θεωρούµε. Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι είναι το «άτοµο» από την άποψη της 

σχέσης του µε ένα µέρος της  γνώσης (knowledge). Γι αυτό το λόγο θα 

αναφερθούµε στο «υποκείµενο» ως έναν υποβιβασµό του ατόµου στη γνωστική 

του διάσταση. Με τον ίδιο τρόπο, δεν ενδιαφερόµαστε για το περιβάλλον σε όλη 

του την πολυπλοκότητα, αλλά µόνο στα χαρακτηριστικά του που είναι σχετικά µε 

ένα δεδοµένο κοµµάτι γνώσης. Θα ονοµάζουµε milieu µια υποοµάδα του 

περιβάλλοντος του υποκειµένου. Το milieu είναι ένα είδος προβολής του 

περιβάλλοντος στην επιστηµική του διάσταση. 

Στην περίπτωση των µαθηµατικών, οι γνώσεις των ατόµων δεν είναι µόνο οι 

συνέπειες της αλληλεπίδρασης ανάµεσα στο υποκείµενο και ένα υλικό milieu, 

αλλά εµπεριέχουν αλληλεπιδράσεις µε συστήµατα από σηµαίνοντα που 

παράγονται από το ίδιο το υποκείµενο , ή από άλλα. Πρέπει να επεκτείνουµε την 

κλασική έννοια του milieu µε σκοπό να ενσωµατώσει συµβολικά συστήµατα και 

κοινωνική αλληλεπίδραση όπως και τρόπους παραγωγής της γνώσης.  Αυτό 

είναι το νόηµα της πρότασης του Brousseau να οριστεί το milieu σαν το 

ανταγωνιστικό σύστηµα του υποκειµένου στη διαδικασία της µάθησης. ∆ηλαδή 

θεωρούµε τη  γνώση του υποκειµένου σαν ιδιότητα της αλληλεπίδρασης 

ανάµεσα στο υποκείµενο και το milieu –το ανταγωνιστικό του σύστηµα. Αυτή η 

αλληλεπίδραση έχει νόηµα γιατί επιτυγχάνει  να ικανοποιήσει τις απαραίτητες 

συνθήκες για τη βιωσιµότητα του συστήµατος υποκείµενο /milieu , δηλαδή την 

κατάσταση ισορροπίας µεταξύ τους. Με άλλα λόγια , αυτό είναι µια διατύπωση 

του αξιώµατος του Vergnaud ότι τα προβλήµατα είναι οι πηγές και τα κριτήρια 

της γνώσης.  

Πρόβληµα σηµαίνει εδώ µία λιγότερο ή περισσότερο σοβαρή διαταραχή του 

συστήµατος υποκείµενο/ milieu. Η ύπαρξη της γνώσης µπορεί τότε να εµφανιστεί 

µε την εκδήλωση της ως εργαλείο για τη λύση του προβλήµατος. 

Μπορούµε να δώσουµε τον εξής ορισµό της γνώσης του υποκειµένου (knowing): 

 

Η γνώση του υποκειµένου (knowing) χαρακτηρίζεται ως µια κατάσταση 

δυναµικής ισορροπίας ενός βρόχου  δράσης/ ανατροφοδότησης ανάµεσα στο 

υποκείµενο και ένα milieu κάτω από δεσµευτικούς περιορισµούς βιωσιµότητας. 
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 Υποκείµενο � δράση                   � milieu  

                      ανατροφοδότηση   

 

 

∆ύο περιορισµοί που είναι συγκεκριµένοι στα διδακτικά συστήµατα, είναι οι 

περιορισµοί του χρόνου και οι επιστηµολογικοί περιορισµοί. Οι πρώτοι αφορούν 

τον τρόπο που είναι οργανωµένη η σχολική ζωή και οι δεύτεροι την ύπαρξη µιας 

γνώσης αναφοράς που βρίσκεται πίσω από κάθε περιεχόµενο που πρόκειται να 

διδαχτεί και το οποίο εκ των πραγµάτων παρέχει τα κριτήρια για την δυνατότητα 

αποδοχής σε κάθε µαθησιακό αποτέλεσµα. 

Ο ρόλος του εκπαιδευτικού, σε σχέση µε ένα δεδοµένο περιεχόµενο που 

πρόκειται να διδαχτεί, είναι να οργανώσει τη συνάντηση ανάµεσα στο υποκείµενο 

και σε ένα milieu έτσι ώστε µια γνώση του υποκειµένου (knowing) να µπορεί να 

αναδυθεί από την αλληλεπίδραση. Μια τέτοια συνάντηση δεν είναι ασήµαντο 

γεγονός. Το να βρίσκεται σε ένα περιβάλλον, δεν είναι αρκετό για ένα µαθητή 

ώστε να γίνει ικανός να «διαβάσει» µέσα σε αυτό , το  milieu που σχετίζεται µε το 

σκοπό της διδασκαλίας. Τα µέσα για τον εκπαιδευτικό, για να επιτύχει σε αυτό το 

καθήκον είναι να κατασκευάσει µια κατάσταση που να επιτρέπει τη µεταβίβαση 

στους µαθητές και του milieu και των σχέσεων µέσα σε αυτό το milieu (δράση, 

ανατροφοδότηση). Αλλά ο διδακτικός σκοπός µιας τέτοιας κατάστασης µπορεί να 

λειτουργήσει σαν περιορισµός, όταν ο µαθητής πιστεύει στην προσδοκία ενός 

εκπαιδευτικού, που θα µπορούσε να τροποποιήσει τη φύση του συστήµατος 

υποκειµένου /milieu και στη συνέχεια τη φύση της σχετιζόµενης γνώσης. Αλλά 

αυτή είναι η βασική πολυπλοκότητα των διδακτικών συστηµάτων.  
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Η διδακτική προβληµατική (didactical problematique) προτείνει πως µπορούν 

να προκληθούν σκόπιµα διαταραχές  στο σύστηµα υποκείµενο/ milieu, µε σκοπό 

να τονωθεί η µάθηση. 

 

 

Σύλληψη έννοιας, γνώση και έννοια 

 

Αν καλούµε γνώση του υποκειµένου (knowing) ένα σύνολο από έννοιες οι οποίες 

αναφέρονται στο ίδιο περιεχόµενο, µπορούµε τότε να µιλήσουµε για το πεδίο 

εγκυρότητας µιας γνώσης και µπορούµε επίσης να αναγνωρίσουµε τον 

αντιφατικό χαρακτήρα µιας γνώσης, το ότι δεν έχει την ίδια εγκυρότητα για όλους.  

Ο Balacheff προτείνει να καλείται έννοια (concept) το σύνολο όλων των γνώσεων 

του υποκειµένου που αναφέρονται στο ίδιο περιεχόµενο. Στην περίπτωση της 

συνάρτησης, ερευνώντας τη σηµασία της αποτελείται πρώτα από την κατασκευή 

ενός σχήµατος όπως το παρακάτω και η κατανόηση των σχέσεων σε  επίπεδα 

σύλληψης . 

 

 

 
 
Σε κάποιο βαθµό µπορούµε να απαντήσουµε θετικά στην ερώτηση που έθεσε ο 

Biehler : «Θα µπορούσαµε να πούµε ότι το νόηµα µιας µαθηµατικής έννοιας είναι 

σύνθεση όλων των χρήσεών του;» . Από την άλλη µεριά, υπάρχει µια απόσταση 

από την πρόταση της Sfard (1991) που έγραψε ότι «η λέξη έννοια θα αναφερθεί 

όταν µια µαθηµατική ιδέα θεωρείται στην τυπική της µορφή –σαν µια θεωρητική 
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κατασκευή µέσα στο τυπικό σύµπαν της ιδεώδους γνώσης». Ωστόσο η έννοια 

της «σύλληψης» µιας ιδέας είναι πιο κοντά σε όσα προτείνει η Sfard (1991). 

 

 

 

ΙΙ8) ΑΛΛΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΣΧΕΤΙΚΑ ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

Περιγράψαµε µερικές  απόψεις σχετικά µε την κατανόηση της συνάρτησης και τα 

εµπόδια που υπάρχουν σε αυτήν κατά τη διαδικασία της µάθησης. Θα δούµε εδώ 

µερικές ακόµη απόψεις σχετικά µε αυτή την σηµαντική έννοια. 

 Η Sfard αναγνωρίζει ότι η σύλληψη ως αντικείµενο έρχεται αργότερα. H Sfard 

διέκρινε τρία στάδια προτού κάποιος φτάσει στην σύλληψη της συνάρτησης ως 

αντικείµενο. Αυτά είναι η εσωτερίκευση (interiorization) , η συµπύκνωση 

(condensation) και η εκπραγµάτωση (reification).  

Οι DeMarois & Tall για να περιγράψουν το σχηµατισµό της έννοιας της 

συνάρτησης χρησιµοποίησαν τις έννοιες προ-δράση (pre-action), δράση 

(action) , διεργασία (process) , αντικείµενο (object) και τον όρο procept . 

Σύµφωνα µε τους Gray – Tall, ο όρος procept είναι  η σύνθεση τριών συστατικών 

: µιας διαδικασίας -process (όπως πχ η πρόσθεση των αριθµών τρία και 

τέσσερα)  , µιας έννοιας που παράγεται από αυτή τη διαδικασία- concept (στο 

παράδειγµά µας το άθροισµα)  και ένα σύµβολο που παραπέµπει  είτε  στην 

έννοια είτε στη διαδικασία (στο παράδειγµά µας , 3+4). (Gray, Tall) 

Στο παρακάτω σχήµα τα επίπεδα  action, process, object θεωρούνται 

αυξανόµενου βάθους.  

Το επίπεδο pre-action  αφορά το χαµηλότερο επίπεδο σε σχέση µε το 

σχηµατισµό µιας έννοιας. Το τελευταίο επίπεδο του procept δηλώνει την 

κατάσταση όπου υπάρχει ευελιξία στη µετακίνηση ανάµεσα στα επίπεδα  

process , object.  

Τα επίπεδα  αυτά συνδυάζονται µε τις διάφορες όψεις (facets) µε τις οποίες 

µπορεί να θεωρηθεί µια έννοια που σε σχέση µε τη  συνάρτηση είναι: 

Αριθµητική (numeric) : χρησιµοποίηση πινάκων  
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Γεωµετρική (geometric) : χρησιµοποίηση γραφικών παραστάσεων και οπτικής 

περιγραφής  

Συµβολική (symbolic) : χρησιµοποιώντας εξισώσεις  

Γραπτή (written) : γραπτή περιγραφή  

Προφορική (verbal) : προφορική περιγραφή 

Σηµειογραφική (notation) : περιγραφή µε σύµβολα που περιλαµβάνει και 

κατανόηση του νοήµατος  

Κοινώς χρησιµοποιούµενη (colloquial) :άτυπα, όπως  η χρήση της «µηχανής 

συνάρτησης»  

Κιναισθητκή (kinesthetic) : το να κάνουν οι µαθητές ενέργειες σχετικές µε την 

κατανόησή τους για τη συνάρτηση. 

(deMarois, Tall) 

Στο παρακάτω σχήµα οι deMarois & Tall δίνουν την εικόνα που περιγράφει 

σχηµατικά τις διάφορες παραµέτρους και τα επίπεδα κατανόησης της 

συνάρτησης:  
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‘Ενα άλλο  µοντέλο της κατανόησης της συνάρτησης  προτάθηκε από τον O’ 

Callaghan και αποτελείται από τέσσερις διαφορετικές ικανότητες: 

µοντελοποίηση, ερµηνεία, µετάφραση, εκπραγµάτωση .  

Μοντελοποίηση: η ικανότητα της µαθηµατικοποίησης  µιας  κατάστασης που 

εµπεριέχει ένα πρόβληµα προς επίλυση. Αυτή η διαδικασία περιλαµβάνει  τη 

χρήση µεταβλητών και συναρτήσεων.  

Ερµηνεία  : Η αντίστροφη διαδικασία είναι η ερµηνεία των συναρτήσεων σε 

όρους εφαρµογών της καθηµερινής ζωής. Η ικανότητα αυτή , είναι το δεύτερο 

συστατικό του µοντέλου που προτείνει ο O’ Callaghan.  

Μετάφραση : Η ικανότητα της µετάβασης από µια αναπαράσταση της 

συνάρτησης σε άλλη αποτελεί το τρίτο συστατικό του µοντέλου. 

Εκπραγµάτωση : Η ικανότητα δηµιουργίας ενός µαθηµατικού αντικειµένου από 

αυτό που αρχικά έγινε αντιληπτό σαν µια διαδικασία ή διεργασία. Αυτό το 

µαθηµατικό αντικείµενο γίνεται τότε κατανοητό σαν µια µοναδική οντότητα που 

κατέχει συγκεκριµένες ιδιότητες και µπορεί να λειτουργήσει µαζί µε άλλες 

διαδικασίες υψηλότερου επιπέδου, όπως µετατροπές ή συνθέσεις.  

Η εκπραγµάτωση (reification) έχει περιγραφεί από πολλούς µελετητές σαν 

το τελικό στάδιο της απόκτησης της έννοιας της συνάρτησης , και ως ο 

τελικός στόχος της διδασκαλίας. Επίσης έχει θεωρηθεί µια δύσκολη 

διαδικασία που εµπεριέχει την εννοιολογική  σύλληψη της έννοιας της 

συνάρτησης και κατορθώνεται από πολύ λίγους µαθητές (in O’ Callaghan, 

Sfard) 
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ΜΕΡΟΣ ΙΙΙ 

Η ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΩΣ ∆ΡΑΣΗ 

ΜΕΤΡΗΣΗΣ 

 

III1) Η ΑΠΑΙΤΗΣΗ ΤΟΥ ΜΟΝΟΣΗΜΑΝΤΟΥ ΤΗΣ ΕΞΑΡΤΗΜΕΝΗΣ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ  – ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 

III2) Η ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΩΣ ΕΡΓΑΛΕΙΟ ΓΙΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΤΗΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  

ΙΙΙ3) Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΩΣ ∆ΙΑΜΕΣΟΛΑΒΗΜΕΝΗ ΜΕΤΡΗΣΗ 

III4) Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΩΣ ∆ΡΑΣΗ ΜΕΤΡΗΣΗΣ 
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III1) Η ΑΠΑΙΤΗΣΗ ΤΟΥ ΜΟΝΟΣΗΜΑΝΤΟΥ ΤΗΣ ΕΞΑΡΤΗΜΕΝΗΣ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ – ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 

 

 

Για να συζητήσουµε τι είναι αυτό που ονοµάζουµε συνάρτηση, γράφει ο 

Freudenthal , και πώς αυτό είναι φτιαγµένο, οδηγηθήκαµε στην ερώτηση «γιατί», 

από την αναφορά γεγονότων στην διερεύνηση των αιτίων – οι αιτίες, όπως 

συµβαίνει στα µαθηµατικά και τη µαθηµατική ορολογία , είναι αναγκαιότητες. 

Αν και θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι ο όρος «συνάρτηση» εµφανίζεται στις 

εργασίες των Leibniz – Bernoulli και όχι µέχρι τουλάχιστον ο Euler να κάνει 

χρήση της λέξης όπως την έχουµε συνηθίσει. Μπορούµε επίσης να ισχυριστούµε 

ότι ο Euler και ο D’ Alembert  ήταν οι πρώτοι που χρησιµοποιησαν 

απροσδιόριστα σύµβολα για συναρτήσεις . Μπορούµε να αναφέρουµε τον όρο 

«mapping” (λατινικά representation) στην εργασία του Euler (1777) όπου µελετά 

τη χαρτογράφηση της σφαίρας στο επίπεδο. Μέχρι και τον 20ο αιώνα , η 

χαρτογράφηση και η συνάρτηση ήταν παρόµοιες έννοιες. 

Ωστόσο αυτή η ιστορική αναφορά είναι πολύ απλοποιηµένη. Θα πρέπει να 

αναζητήσουµε τα ίχνη της έννοιας της συνάρτησης σε αρχαιότερες πηγές. Η 
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ιστορία των µαθηµατικών εννοιών αρχίζει πολύ  πριν από τη στιγµή που θα τους 

δοθεί ένα όνοµα. 

Οι πίνακες συχνά αναπαριστούν συναρτήσεις και τέτοιους πίνακες γνωρίζουµε 

από τα Βαβυλωνιακά µαθηµατικά. Η συνάρτηση εµφανίζεται επίσης στην 

αστρονοµία- πίνακες πολύ γνωστοί από τη Βαβυλωνιακή και Ελληνική 

Αστρονοµία , δηµιουργήθηκαν από εµπειρικά δεδοµένα. Οι Βαβυλώνιοι 

παρατήρησαν περιοδικότητες στις θέσεις των ουρανίων σωµάτων .Οι   

συναρτήσεις µε τις οποίες επιχείρησαν να περιγράψουν τις κινήσεις των 

πλανητών και τα µέσα µε τα οποία υπολόγισαν τους πίνακές τους, είναι 

περιοδικές συναρτήσεις µε ευθύγραµµα τµήµατα. Οι Έλληνες προχώρησαν 

λιγότερο φαινοµενολογικά. Χρησιµοποίησαν κινηµατικά µοντέλα: κεντρικές και 

εκκεντρικές κυκλικές κινήσεις και επικύκλους, δηλαδή , κυκλικές κινήσεις που 

δηµιουργήθηκαν από άλλες. Μαθηµατικά αυτό σηµαίνει ότι περιέγραψαν τις 

κινήσεις των πλανητών σαν υπερθέσεις τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, ένα 

µοντέλο που παρέµεινε ίδιο µέχρι τον Κέπλερ. Οι κινήσεις των πλανητών ήταν 

ένα κίνητρο για να δηµιουργηθούν και να αναλυθούν οι συναρτήσεις. Αλλά η 

ελληνική αστρονοµία γνώριζε τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και από µια άλλη 

σκοπιά, αυτή της σφαιρικής τριγωνοµετρίας. Στις εργασίες του Πτολεµαίου 

βρίσκουµε τους πίνακες χορδών όπου έχουµε τόξα κύκλου ως συνάρτηση των 

αντίστοιχων γωνιών, όπου γίνεται φανερή η σχέση των χορδών µε το ηµίτονο 

γωνίας. Ακόµη παλιότερα συναντάµε την εφαπτοµένη , στα Βαβυλωνιακά 

µαθηµατικά. Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις όπως η εφαπτοµένη , 

χρησιµοποιούνται στην µέτρηση κύκλου και τον υπολογισµό του π από τον 

Αρχιµήδη. Επίσης στα ελληνικά µαθηµατικά συναντάµε τις γραµµικές 

συναρτήσεις, όπως και τετραγωνικές συναρτήσεις στα Στοιχεία του Ευκλείδη, 

ενώ στις κωνικές τοµές του Απολλώνιου  έχουµε τις εξισώσεις  έλλειψης, 

υπερβολής , παραβολής. 

Οι Έλληνες ήταν εξοικειωµένοι µε την περιγραφή καµπύλων και επιφανειών µε 

εξισώσεις. Ωστόσο οι εξισώσεις δεν ήταν γραµένες µε αλγεβρική µορφή αλλά µε 

γεωµετρική. Η αλλαγή αυτής της οπτικής, το να εκφράζονται οι αλγεβρικές 

σχέσεις γεωµετρικά,  άλλαξε από τον Descartes ο οποίος εξέφρασε τις  

γεωµετρικές σχέσεις µε αλγεβρικό τρόπο.  

Αν u, v είναι µεταβλητές , τότε σύµφωνα µε τη σχέση που υπάρχει µεταξύ τους, 

µια «απειροελάχιστη» µεταβολή του u συµβολίζεται µε du και αντιστοιχεί σε µια 

«απειροελάχιστη» µεταβολή του v που συµβολίζεται µε dv , όπου καµιά από τις 
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δύο δεν υποδεικνύεται ως εξαρτηµένη και ανεξάρτητη µεταβλητή. Το πηλίκο 

du/dv αποδίδει την αναλογία της µεταβολής , που υπάρχει στους υπολογισµούς 

του Newton . Αυτή η οπτική έχει προέλθει από τη φυσική και µάλιστα από την 

κλασική µηχανική, όπου εµφανίστηκαν οι συναρτήσεις θέσης, ταχύτητας, 

επιτάχυνσης . Σε αυτές τις  συναρτήσεις, στην αρχική τους προσέγγιση υπήρχε 

απλά η σχέση των µεταβλητών χωρίς να διαχωρίζονται σε εξαρτηµένη και 

ανεξάρτητη µεταβλητή. 

Η σκέψη  να διαχωριστούν η εξαρτηµένη και ανεξάρτητη µεταβλητή προέκυψε 

από την αναγκαιότητα , όταν κάποιος χρειάζεται να υπολογίσει παραγώγους 

µεγαλύτερης τάξης. Εκεί, η ασυµµετρία ανάµεσα στον αριθµητή και 

παρονοµαστή ανάγκασε αυτούς που δηµιούργησαν τον διαφορικό λογισµό να 

ορίσουν µια µεταβλητή ως ανεξάρτητη, πράγµα που οδηγεί στον σηµερινό 

ορισµό που περιέχει την απαίτηση για το µονοσήµαντο της εξαρτηµένης 

µεταβλητής. Ο γόρδιος αυτός δεσµός κράτησε σχεδόν έναν αιώνα, µέχρι να γίνει 

γενικά αποδεκτή η παραδοχή της εξ ορισµού µονοσήµαντης (univalent) 

συνάρτησης. (Freudenthal) 

 

Οι  Even – Tirosh (1995) αναφέρουν ότι όλες οι µαθηµατικές πράξεις στους  

πραγµατικούς αριθµούς είναι συναρτήσεις. Έτσι οι ορισµοί των µαθηµατικών 

πράξεων θα πρέπει να ικανοποιούν τις απαιτήσεις των συναρτήσεων όπως την 

απαίτηση του µονοσήµαντου, και την απαίτηση ότι η πράξη θα πρέπει να οριστεί 

για κάθε στοιχείο του πεδίου ορισµού της.  

 

 

III2) Η ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΤΑ ΧΕΙΡΑΠΤΙΚΑ ΕΡΓΑΛΕΙΑ – Ο 

ΡΟΛΟΣ ΤΟΥΣ ΣΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

 

  Επίλυση Προβλήµατος  

O Freudenthal  επισηµαίνει ότι ο όρος «µεταβλητή» σηµαίνει κάτι που 

πραγµατικά ποικίλει, κάτι στη φυσική, κοινωνική , πνευµατική ζωή αλλά και 

στον µαθηµατικό κόσµο κάτι που γίνεται αντιληπτό, που το φανταζόµαστε ή 

το υποθέτουµε.και µεταβάλλεται σε σχέση µε το χρόνο που περνάει, την 

πορεία που διανύεται, το σκοπό που αλλάζει, το φεγγάρι που αλλάζει 
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µέγεθος, τη θερµοκρασία που έχει διακυµάνσεις, τον άνεµο που αλλάζει, τις 

ηµέρες που αλλάζουν σε µέγεθος κ.α. 

Επίσης η µεταβολή µαθηµατικών αντικειµένων όπου µε τη βοήθεια των 

µεταβλητών , αυτά τα φαινόµενα περιγράφονται.  

«Μπορείς να διώξεις βίαια τη φύση, αλλά παρ’ όλα αυτά θα επιστρέψει» 

γράφει ο Freudenthal (  “Expellas naturam furca, tamen usque recurrit”).  

Η µαθηµατική «καθαρολογία» (purism) είναι µια βεβιασµένη και λιγότερο 

ακριβής γλώσσα µόλις κάποιος βγει από τα µαθηµατικά. Η αφθονία των 

αντικειµένων που επιδέχονται µεταβλητή είναι συνεχώς µέσα στον κόσµο 

µας. Ο κόσµος είναι ένα πεδίο αλλαγών, το να περιγράφει κάποιος τον κόσµο 

είναι σαν αν περιγράφει την αλλαγή, και για να το κάνει αυτό χρειάζεται να 

δηµιουργήσει µεταβλητά αντικείµενα- φυσικά , κοινωνικά, πνευµατικά και 

τελικά µαθηµατικά. Υπάρχουν πολλές γλώσσες περιγραφής , ή µάλλον πολλά 

επίπεδα  περιγραφής. Στο υψηλότερο επίπεδο  του φορµαλισµού, τα 

µεταβλητά µαθηµατικά αντικείµενα µπορούν να ξεχαστούν, αλλά σε 

χαµηλότερα  επίπεδα είναι γενετικά και διδακτικά απαραίτητος σύνδεσµος µε 

τις φυσικές, κοινωνικές και διανοητικές  µεταβλητές. 

Στη φαινοµενολογική προσέγγιση η µεταβλητή είναι πολύ περισσότερο από ένα 

αντικείµενο σχηµατισµένης µαθηµατικής γλώσσας και ακόµη περισσότερο από 

κάτι που κάποιος χρησιµοποιεί ως τρόπο οµιλίας.  Η καταγωγή της συνάρτησης 

προέρχεται από το να δηλώσει, να υποθέσει, να παράγει και να αναπαράγει τη 

σχέση (ή σύνδεση) µεταξύ µεταβλητών που συµβαίνουν στο φυσικό , κοινωνικό 

και πνευµατικό κόσµο και ακόµη, ανάµεσα σε αυτούς τους κόσµους. Σηµαντικές 

είναι οι µαθηµατικές µεταβλητές που σχετίζονται µεταξύ τους, ή που σχετίζονται 

µε άλλες. (Freudenthal , p. 494).  

 

 

Στο «Πρόγραµµα Σπουδών για τα Μαθηµατικά στην Υποχρεωτική 

Εκπαίδευση» (2011),  αναφέρονται τα εξής  σχετικά µε την επίλυση 

προβλήµατος:  

 

«Η επίλυση προβλήµατος αποτελεί τον πυρήνα της διαδικασίας ανάπτυξης της 

µαθηµατικής γνώσης και του µαθηµατικού τρόπου σκέψης. Οι µαθητές 

µαθαίνουν καλύτερα, όταν τους δίνεται η ευκαιρία να διερευνήσουν οι ίδιοι 

µαθηµατικές ιδέες µέσω επίλυσης προβληµάτων, καθώς η εµπλοκή τους στη 
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συγκεκριµένη διαδικασία τούς βοηθά να “κατασκευάσουν” προοδευτικά τη 

µαθηµατική τους γνώση, εµβαθύνοντας εννοιολογικά σε αυτήν και 

συνειδητοποιώντας τη λειτουργική της πτυχή αλλά και την πολιτισµική και 

ιστορική της διάσταση. Εποµένως, η κατάλληλη επιλογή δραστηριοτήτων 

αποτελεί κοµβικό σηµείο για τη µάθηση των µαθηµατικών. Αναγνωρίζοντας 

αυτόν τον κεντρικό ρόλο της διαδικασίας επίλυσης προβλήµατος, η σχετική 

βιβλιογραφία προτείνει α) τη διδασκαλία των µαθηµατικών µέσω της επίλυσης 

προβλήµατος αλλά και για την επίλυση προβληµάτων και β) την ανάδειξη της 

επίλυσης προβλήµατος σε κεντρικό στόχο του Προγράµµατος Σπουδών για τα 

µαθηµατικά, µε έµφαση στις στρατηγικές επίλυσής του.  

Σηµαντική στιγµή κατά τη διαδικασία επίλυσης προβληµάτων και, γενικά, κατά 

την επεξεργασία µαθηµατικών ερωτηµάτων αποτελεί ο αναστοχασµός, µια 

διαδικασία που αφορά τη σκέψη του ατόµου σχετικά µε την προηγούµενη δράση 

του και δεν ενεργοποιείται αυθόρµητα. Χαρακτηρίζει συνήθως τους “καλούς 

λύτες” προβληµάτων, γιατί µέσω αυτής έχουν τη δυνατότητα να ελέγξουν την 

ισχύ και το εύρος εφαρµογής των λύσεων που προτείνουν, και, ενδεχοµένως, να 

αναθεωρήσουν τον τρόπο σκέψης τους. Μέσω κατάλληλων ερωτήσεων, ακόµα 

και πολύ µικροί µαθητές µπορούν να ασκηθούν στη χρήση της αναστοχαστικής 

διαδικασίας, η οποία απαιτεί χρόνο και τη διατύπωση ερωτήσεων που να 

αποτελούν έναυσµα για τη µεταγνωστική ανάπτυξη των µαθητών»  

 

Η επιλογή στην παρούσα εργασία µιας δραστηριότητας που έχει αφετηρία ένα 

φυσικό φαινόµενο- πρόβληµα από τη Φυσική , γίνεται κατανοητή µετά από τις 

παραπάνω σκέψεις. Ένα τέτοιο πρόβληµα ήταν επίσης κατάλληλο για να 

εισαχθεί η συνάρτηση ως διαµεσολαβηµένη µέτρηση, όπως εξηγείται παρακάτω 

και να δηµιουργηθούν οι συνθήκες ώστε να πραγµατοποιηθεί µια δράση 

µέτρησης  , όπως µπορούµε να δούµε στη συνέχεια της εργασίας αυτής.  

 

 

Β) ΧΕΙΡΑΠΤΙΚΑ ΕΡΓΑΛΕΙΑ (artifacts) 

Μία από τις πηγές της µάθησης είναι αποτέλεσµα της επαφής µας µε τον υλικό 

κόσµο, τον κόσµο των πολιτιστικών τεχνουργηµάτων (artifacts) που µας 

περιβάλλει (αντικείµενα , όργανα κτλ). Ο  Radford επισηµαίνει ότι  η σκέψη 

συµβαίνει σε µια ζώνη που καλείται Περιοχή της Τεχνητής Σκέψης (Territory 
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of Artifactual Thought). Αλλά ο ρόλος των τεχνουργηµάτων, είναι πολύ 

παραπάνω από το να υλοποιεί  τη σκέψη µε και διαµέσου τεχνουργηµάτων. Τα 

τεχνουργήµατα , στην πραγµατικότητα , είναι φορείς ιστορικά κατατεθειµένης 

γνώσης από µια γνωστική ενέργεια προηγούµενων γενεών. Ο άνθρωπος, σε 

αντίθεση µε τα ζώα, αλλάζει φανερά µέσω των τεχνουργηµάτων . Ερχόµενος σε 

επαφή µε αυτά, η ανθρώπινη ύπαρξη αναδοµεί τις κινήσεις της και νέες κινήσεις 

και διανοητικές δεξιότητες σχηµατίζονται , όπως η πρόβλεψη, η µνήµη και η 

αντίληψη. (Vygotsky & Luria, in Radford). 

Ο κόσµος των τεχνουργηµάτων εµφανίζεται , τότε να είναι µια σηµαντική 

πηγή για τη διαδικασία της µάθησης , αλλά δεν είναι η µόνη. Τα αντικείµενα 

δεν µπορούν να κάνουν ξεκάθαρη την ιστορική νοηµοσύνη που εµπεριέχεται σε 

αυτά. Αυτό απαιτεί το ότι χρησιµοποιούνται σε δραστηριότητες ώστε να έρχονται 

σε επαφή µε άλλους ανθρώπους που γνωρίζουν πώς να « διαβάζουν» αυτή τη 

νοηµοσύνη και να τους βοηθούν να την αποκτήσουν. Η συµβολική- αλγεβρική 

γλώσσα θα µπορούσε διαφορετικά να υποβιβαστεί  σε µια οµάδα ιερογλυφικών. 

Η νοηµοσύνη που  η συµβολική- αλγεβρική γλώσσα µεταφέρει, δεν  θα 

µπορούσε να παρατηρηθεί χωρίς την κοινωνική δραστηριότητα που λαµβάνει 

µέρος στο σχολείο. Είναι αυτή η κοινωνική διάσταση που αποτελεί , για τη 

θεωρία της εξαντικειµενίκευσης (objectification)  της γνώσης τη δεύτερη 

ουσιαστική πηγή της µάθησης. (Radford, the ethics of being….) 

Η Sfard βλέπει τα σύµβολα και τα τεχνουργήµατα σαν αδιαχώριστα στοιχεία της 

µάθησης στα µαθηµατικά. Ωστόσο, είναι πλατιά κατανοητό ότι οι µαθητές έχουν 

δυσκολία στη χρήση των µαθηµατικών συµβόλων ενώ λύνουν ένα µαθηµατικό 

πρόβληµα. Τα εργαλεία όπως και τα σύµβολα απαιτούν µια σύνθετη διαδικασία 

εξοικείωσης και συχνά ένα πεδίο αναφοράς στις λειτουργίες της καθηµερινής 

ζωής (Keisoglou, Spyrou) . 

Οι διαπιστώσεις αυτές µας οδήγησαν να προτείνουµε µια δραστηριότητα που να 

περιέχει κάποια αντικείµενα , ώστε να γίνουν εργαλεία  επικοινωνίας για  τους 

µαθητές και να µη φτιάξουµε µια «άσκηση επί χάρτου» . Τα απλά εργαλεία που 

εισάγουµε στη δραστηριότητα ( µέρος IV της εργασίας αυτής) εµπλουτίζουν το 

µαθησιακό περιβάλλον µε την κατεύθυνση να γίνει τελικά κατανοητή η έννοια της 

συνάρτησης  µέσα από µια δράση µέτρησης.  
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ΙΙΙ3) Ο ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΙ Η  ∆ΙΑΜΕΣΟΛΑΒΗΜΕΝΗ ΜΕΤΡΗΣΗ 

 

Ο ορισµός της συνάρτησης πέρασε από διάφορα στάδια µέχρι να φτάσει στη 

σηµερινή του µορφή. Αυτή η προοδευτική ανάπτυξη έχει γίνει αφορµή για έναν 

αριθµό επιστηµολογικών εµποδίων. Οι πρώτοι ορισµοί της έννοιας της 

συνάρτησης από τους Bernoulli, Euler και Cauchy δεν ήταν ολοκληρωµένοι. 

Αυτό συνέβη επειδή είδαν τη συµµετρία της εξαρτηµένης και της ανεξάρτητης 

µεταβλητής, στο πλαίσιο µιας σχέσης. Η Sierpinska σηµειώνει ότι αυτή η 

«στιγµή» στη θεωρία της έννοιας ως ένα επιστηµολογικό εµπόδιο: «θεωρώντας 

τη σειρά των µεταβλητών να µην έχει σηµασία» . Ήταν ο Dirichlet το 1837 που 

χρησιµοποίησε τη µελέτη του στις σειρές  Fourier  και τις συνθήκες κάτω από τις 

οποίες µια σειρά Fourier συγκλίνει και δηµιούργησε ένα γενικό ορισµό της 

συνάρτησης:  

 

«αν µια µεταβλητή y  σχετίζεται µε µια µεταβλητή x  ώστε  για  µια αριθµητική τιµή 

που δίνεται στο x  υπάρχει ένας κανόνας σύµφωνα µε τον οποίο µια µοναδική 

τιµή του y  καθορίζεται , τότε το y  ονοµάζεται συνάρτηση της ανεξάρτητης 

µεταβλητής x». 

Η Sierpinska αναφέρει ότι η εισαγωγή της έννοιας της συνάρτησης 

συνολοθεωρητικά σαν ένα συγκεκριµένο είδος σχέσης , λίγο δικαιολογείται από 

διδακτική και επιστηµολογική άποψη. Οι άτυποι ορισµοί που µοιάζουν µε αυτούς 

του Dirichlet είναι ικανοποιητικοί για τη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Σε ανώτερα 

επίπεδα, όταν η έννοια της σχέσης µελετάται αποκλειστικά, ο ορισµός του Peano 

µπορεί να συζητηθεί και οι σπουδαστές θα µπορούσαν να διακρίνουν ανάµεσα 

στους ρόλους και στη σηµασία των εννοιών  της σχέσης και συνάρτησης 

(Sierpinska) 

Ο ορισµός της συνάρτησης του Dirichlet χρησιµοποιείται ακόµη και το κύριο 

συµπέρασµα είναι πως  αναφέρει την αναγκαιότητα   η εξαρτηµένη  µεταβλητή να  

υπάρχει µοναδικά προσδιορισµένη  και όχι πάντα η ανεξάρτητη.  

Εποµένως, ο ορισµός του Dirichlet εξέφρασε µε ακρίβεια , για πρώτη φορά , την 

έννοια της διαµεσολαβηµένης µέτρησης  

 Αυτό σηµαίνει: 

Να υπολογιστεί η εξαρτηµένη µεταβλητή y , και να κατορθωθεί αυτό αν και δεν  

υπάρχει άµεση πρόσβαση στο y , µε την µέτρηση του x.  
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Εποµένως, η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι η διαµεσολαβηµένη µεταβλητή που 

δίνει πρόσβαση στην εξαρτηµένη µεταβλητή , έχοντας ως αποτέλεσµα την 

προτεραιότητα της τελευταίας. Αυτή η προτεραιότητα εµφανίζεται καθαρά στη 

συνθήκη «πολλά- ένα» δηλαδή όταν υπάρχουν πολλά σηµεία όπου η συνάρτηση 

έχει την ίδια τιµή. Αυτή η επέκταση της συνθήκης της «µοναδικής τιµής» που 

επιτρέπει ο ορισµός του Dirichlet καθορίζει την ασυµµετρία της εξαρτηµένης και 

της ανεξάρτητης µεταβλητής και είναι το κεντρικό σηµείο της µαθηµατικής έννοιας 

της συνάρτησης. (Spyrou, Zagorianakos) 

Οι µελέτες που έγιναν σχετικά µε τα επιστηµολογικά εµπόδια που εµφανίζονται 

µέσα από την ανάπτυξη του ορισµού της συνάρτησης είναι ιδιαίτερα πλούσιες 

(Freudenthal 1983, Sfard 1992, Dubinsky & Harel 1992, Sierpinska 1992, Even & 

Tirosh 1995).  

Η διδασκαλία της συνάρτησης τα πρώτα σχολικά χρόνια , η οποία µας ενδιαφέρει 

στην παρούσα εργασία, είναι προσανατολισµένη προς µια κοινή θεώρηση της 

συνάρτησης , που δίνει έµφαση στη σχέση µεταξύ της ανεξάρτητης και 

εξαρτηµένης µεταβλητής , αγνοώντας την προτεραιότητα της εξαρτηµένης 

µεταβλητής. Εποµένως , η κυρίαρχη χρήση των ένα προς ένα συναρτήσεων 

κάνει ακόµη πιο δύσκολο στους µαθητές να αναγνωρίσουν την σπουδαιότητα της 

εξαρτηµένης µεταβλητής , που είναι ο σκοπός της µέτρησης. Επιπλέον , ο 

εστιασµός στην σχεσιακή οπτική κρύβει την ποικιλία των εφαρµογών που 

επιτρέπει ο ορισµός. 

Τελικά, η κοινή άποψη για τη διδασκαλία των συναρτήσεων στο σχολείο  µπορεί 

να ειδωθεί σαν µια συλλογή από συνήθειες, όπου «ο χαρακτήρας µιας συνήθειας 

εξαρτάται από τον τρόπο µε τον οποίο µπορεί να µας κάνει να ενεργήσουµε» 

(Peirce 1958, vol.V, par. 18). Είναι η κατανόηση της συνάρτησης µέσα από τη 

συνήθεια που αποκλίνει από τον τυπικό ορισµό, και δηµιουργεί  µαθηµατικά 

εµπόδια και δυσκολίες. 

 

 

 

ΙΙΙ4) Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΩΣ ∆ΡΑΣΗ ΜΕΤΡΗΣΗΣ 

 

Λαµβάνοντας υπόψη τα διδακτικά εµπόδια που πολλές έρευνες έχουν καταδείξει 

ότι συναντούν οι µαθητές σχετικά µε την κατανόηση της συνάρτησης προτείνεται 
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να συνδέεται η διδασκαλία της συνάρτησης µε εργασίες δράσης (action tasks, 

Bagni 2005, Slavit 1997)  

 

Τα δεδοµένα που υπάρχουν δείχνουν ότι οι µαθητές αρχικά αποκτούν µια οπτική 

δράσης ή λειτουργικότητας της συνάρτησης (Briedenbach, Sfard in Slavit) .Στο 

πλαίσιο µιας θεωρίας δράσης/ διαδικασίας / αντικειµένου της εννοιολογικής 

ανάπτυξης , η οπτική της δράσης εµπεριέχει µια κατανόηση της συνάρτησης σαν 

µια µη µόνιµη κατασκευή.  Η οπτική της δράσης αφορά  τις υπολογιστικές όψεις 

που σχετίζονται µε τις συναρτήσεις όπως είναι η αριθµητική διαδικασία της 

«µηχανής συνάρτησης». ∆ηλαδή το να θεωρήσει κάποιος τη συνάρτηση ως 

αλγόριθµο που χρησιµοποιείται για να υπολογίσει αριθµητικές τιµές. Αυτή η 

θεώρηση δεν αναζητά µια επίγνωση των µοτίβων και των κανονικοτήτων που 

µπορεί να υπάρχουν ανάµεσα στις αριθµητικές τιµές των διαδοχικών δεδοµένων 

και αποτελεσµάτων (inputs , outputs) ούτε δίνει σηµασία σε τυχαίες και και 

εξαρτηµένες σχέσεις ανάµεσα σε αυτά τα inputs και outputs. Μια θεώρηση 

δράσης εκφράζεται µε τον υπολογισµό µιας µοναδικής ποσότητας για µια  

µοναδική αριθµητική τιµή,  µέσω ενός δεδοµένου αλγορίθµου ή κανόνα 

συσχέτισης. (Slavit) 

Είναι ξεκάθαρο ότι οι µαθητές αρχικά εστιάζουν στη δράση  όταν διαµορφώνουν 

την κατανόησή τους για τη συνάρτηση. Μια σηµαντική συνέπεια της οπτικής 

µέσω της δράσης είναι ότι, µέσω του ορισµού, η συνάρτηση θεωρείται µε τοπικές 

ιδιότητές της.  Όταν οι σχέσεις ανάµεσα στα σύνολα των inputs, outputs 

σχηµατίζονται, τότε, µια οπτική προσανατολισµένη στο αντικείµενο της 

συνάρτησης , µπορεί να κατασκευαστεί. Αλλά το να δηµιουργεί κάποιος  σχέσεις 

ανάµεσα σε σύνολα ζευγών δεν είναι µια εύκολη εργασία. Το πρόβληµα 

επιδεινώνεται όταν οι συναρτησιακοί συµβολισµοί βρίσκονται αντιµέτωποι µε 

πολλές διαφορετικές µορφές (όπως γραφικές παραστάσεις και εξισώσεις ) και 

όταν οι συναρτησιακές ιδέες βρίσκονται αντιµέτωπες µέσω των µαθηµατικών 

συµβόλων, µε αποτέλεσµα να χάνουν τη βάση αναφοράς τους. 

Ενώ τα συστατικά αυτής της σχέσης υποστηρίζουν την οπτική µέσω της δράσης, 

έχει αποδειχτεί ότι οι µαθητές µπορούν να κάνουν πολύ λίγα για να προωθήσουν 

µια οπτική που να κατευθύνεται στο αντικείµενο της έννοιας , εκτός αν αυτή η 

σχέση ειδωθεί ως συγκεκριµένη, τοπική ιδιότητα που ολόκληρη η συνάρτηση 

εµπεριέχει. . (Slavit ) 



 80 

Σηµαντικές έρευνες σχετικά µε την εκπαίδευση δείχνουν πως η µάθηση της 

έννοιας της συνάρτησης συχνά διευκολύνεται µε την πρώιµη θεώρησή της ως 

δράση ή από την ερµηνεία της σαν µια διαδικασία , όπου  οι αντιστοιχίες 

ανάµεσα σε ποσότητες (αριθµούς, µεγέθη ) πραγµατικά λαµβάνουν µέρος.  

«Έχουµε µία διευκόλυνση στη σκέψη σχετικά µε τις διαδικασίες ή τις αλληλουχίες 

ενεργειών που µπορούν συχνά να χρησιµοποιηθούν για καλά αποτελέσµατα στη 

µαθηµατική αιτιολόγηση. Ένας τρόπος για να σκεφτούµε σχετικά µε µια 

συνάρτηση είναι µια δράση, µια διαδικασία από το πεδίο ορισµού στο σύνολο 

τιµών » (Thurston, 1994). 

Ας υπενθυµίσουµε τη γνώµη της Sfard , σύµφωνα µε την οποία η ανάπτυξη των 

«αφηρηµένων µαθηµατικών αντικειµένων» µπορεί να θεωρηθεί σαν µια τελική 

παραγωγή της κατανόησης των διαδικασιών. (Bagni) 

Αν η µάθηση των συναρτήσεων ειδωθεί απλά ως δράση ή διαδικασία, θα 

µπορούσε να είναι ηµιτελής και αναποτελεσµατική , γράφει στο ίδιο άρθρο ο 

Bagni. Η δηµιουργία των µαθηµατικών ιδεών είναι µια σύνθετη διαδικασία που 

χρειάζεται µια σειρά από βήµατα , µια διαδοχική προσέγγιση  Η Sfard καλεί 

reification το πέρασµα από τη θεώρηση µιας διαδικασίας, σε µια  σύλληψη που 

κανονικά αναγνωρίζει το µαθηµατικό αντικείµενο. (Bagni) 

Το πέρασµα από την πρώιµη θεώρηση µιας ενέργειας στη σύλληψη της 

διαδικασίας αναφέρεται  στο ότι οι µαθητές ασχολούνται µε ένα παράδειγµα 

µαθηµατικού αντικειµένου το οποίο , στο µέλλον, θα θεωρηθεί γενικά ως 

συνάρτηση. (Bagni)  
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ΜΕΡΟΣ ΙV 

 

Η ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΑΣΗ 

 

ΙV1) ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ  

ΙV2) ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ (ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΣ, ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ) 

IV3) ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

IV4) ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ  

IV5) ΣΥΖΗΤΗΣΗ - ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
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ΙV1) ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ 

 

> Γιατί επιλέχθηκε παρουσίαση δραστηριότητας µέσα από εργαλεία- αντικείµενα. 

 

Σύµφωνα µε το Vygotsky τα τεχνουργήµατα (artifacts)  και τα ψυχολογικά 

εργαλεία όπως τα σύµβολα, δίνονται ως γνωστικά εργαλεία , που επεκτείνουν τη 

σκέψη και τη γνώση , µε τη διαµεσολάβηση στις πρακτικές και διανοητικές µας 

λειτουργίες. Σε µια πρώιµη εποχή, ο Vygotsky θεωρεί τα εργαλεία σαν εισαγωγή 

σε µια έντονη αλληλεπίδραση µε τα υποκείµενα που τα χειρίζονται. Τα εργαλεία 

είναι επεκτάσεις  των ανθρώπινων δυνατοτήτων και µάλιστα όταν αλλάζει το 

περιβάλλον µέσα από την εισαγωγή νέων δραστηριοτήτων , επηρεάζεται 

αναπόφευκτα ο τρόπος σκέψης αυτών που χειρίζονται τα εργαλεία.  

Ειδικότερα, όσον αφορά τη µαθηµατική παιδεία , η Sfard βλέπει τα σύµβολα και 

τα τεχνουργήµατα σαν αλληλένδετα στοιχεία της µάθησης στα µαθηµατικά, µε τα 

οποία χρειάζεται να εξοικειωθούν πρώτα οι µαθητές για να τα χρησιµοποιήσουν. 

(Sfard, 2002 ) 

Για το λόγο αυτό επιλέχθηκαν εργαλεία και όχι παρουσίαση σε  πίνακα όπως 

συνήθως γίνεται στη σχολική τάξη. Τα εργαλεία δόθηκαν για να εµπλουτιστεί το 

µαθησιακό περιβάλλον και να αλληλεπιδράσουν µε τη σκέψη των µαθητών. 

Επίσης προτιµήθηκε να χρησιµοποιηθούν κάποια εργαλεία για να εµπλακούν 

στην δραστηριότητα όλοι οι µαθητές και µε αυτόν τον τρόπο να οικοδοµήσουν τη 

νέα γνώση µέσα από τη δράση και όχι µέσα από παρακολούθηση µιας 

διαδικασίας στην οποία δεν θα συµµετείχαν.  

 

 

>  Γιατί επιλέχθηκε ένα πρόβληµα από το φυσικό περιβάλλον  

 

Η Sierpinska αναφέρει ότι η πρώτη συνθήκη για την κατανόηση της συνάρτησης 

είναι, να έχουµε επίγνωση της ύπαρξης του κόσµου γύρω. Κάποιος πρέπει να 

προσέξει τις αλλαγές και τις σχέσεις ανάµεσά τους σαν να είναι πρόβληµα προς 

µελέτη, που αξίζει να µελετηθεί. Οι αλλαγές στον περιβάλλοντα κόσµο ήταν 

πάντα µια πηγή προβληµατισµού και άγχους. Ωστόσο η αντίληψη  των σχέσεων 

µεταξύ τους, των κανονικοτήτων , αποτελούν ένα εργαλείο για να αντιµετωπίζει 

κάποιος αυτές τις αλλαγές.  
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Στην  πραγµατικότητα, η έννοια της συνάρτησης µπορεί να θεωρηθεί σαν έαν 

αποτέλεσµα της ανθρώπινης προσπάθειας να συµφιλιωθεί µε τις αλλαγές 

που παρατηρούνται και γίνονται αντικείµενο εµπειρίας στον κόσµο που µας 

περιβάλλει.  

Σε σχέση µε το κίνητρο που πρέπει να έχουν οι µαθητές, η Sierpinska 

προτείνει να τους δίνονται ευκαιρίες για να χρησιµοποιούν τη γνώση σχετικά 

µε τις συναρτήσεις για να εξηγήσουν φαινόµενα από την καθηµερινή τους 

ζωή , την κοινωνική και οικονοµική ζωή, ή σχετικά µε συναρτήσεις που 

συναντώνται σε άλλες επιστήµες. Οι συναρτήσεις µπορούν να εµφανίζονται 

ως µοντέλα συγκεκριµένων σχέσεων τις οποίες παρατηρούν. Αλλά µπορούν 

και να εµφανιστούν ως εργαλεία για την αναπαράσταση ενός συστήµατος , σε 

ένα άλλο σύστηµα. (Sierpinska) 

 

 

� Γιατί επιλέχθηκε µια δραστηριότητα που εµπεριείχε δράση µέτρησης;  

 

 

Όπως προτείνεται από τους Spyrou, Zagorianakos , η διδασκαλία της 

συνάρτησης θα µπορούσε να συνδυαστεί µε έργα δράσης .    

Εποµένως µια δυνατή απάντηση για την εισαγωγή της έννοιας είναι ο 

συσχετισµός της µε συγκεκριµένες δραστηριότητες , όπου η ανεξάρτητη 

µεταβλητή ζητείται και χρησιµοποιείται ως ένα µέσο για τον υπολογισµό ενός 

στόχου, δηλαδή της εξαρτηµένης µεταβλητής. Υπάρχουν ουσιαστικά 

επιχειρήµατα που υποστηρίζουν την ιδέα ότι η εµπειρία της µέτρησης είναι 

συνυφασµένη µε την πραγµατικότητα των µαθητών όπως και οι εφαρµογές οι 

οποίες διδάσκονται στο σχολείο. (Spyrou, Zagorianakos) 

Μια θεώρηση δράσης για τη συνάρτηση µπορεί να δοθεί µε τον υπολογισµό µιας 

ποσότητας µέσω µιας άλλης ποσότητας και ενός δοσµένου αλγορίθµου ή κανόνα 

που τις συσχετίζει. (Slavit, 1997). 

Το απόσπασµα αυτό στάθηκε η αφορµή  για τη πραγµατοποίηση αυτής της 

εργασίας. Έτσι , η δραστηριότητα που περιγράφεται παρακάτω, επιλέχθηκε µε 

βάση ακριβώς αυτό το σκεπτικό. Υπάρχει ένα µέγεθος που επιδέχεται µέτρηση 

από τους ίδιους τους µαθητές (η διαφορά ύψους του νερού σε δοχείο) και ένα 

άλλο µέγεθος που προσδιορίζεται µέσα από αυτή τη δράση µέτρησης (ο όγκος 

του σώµατος που ρίχνουµε µέσα στο δοχείο µε το νερό). 
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Με τη συµπλήρωση κατάλληλα σχεδιασµένου Φύλλου Εργασίας (υπάρχει στο 

Παράρτηµα) έγινε προσπάθεια να διερευνηθεί αν το στοιχείο του ορισµού που 

αφορά το µονοσήµαντο της εξαρτηµένης µεταβλητής προέκυψε ως αναπόφευκτο 

αποτέλεσµα της διαδικασίας ώστε να αποτελέσει µέρος της εµπειρίας των 

µαθητών και όχι µια στείρα συνθήκη του ορισµού που δεν θα είχε νόηµα στη 

σκέψη των µαθητών. 

 

IV2) ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ, ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΣ, 

ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ 

 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ 

Η δραστηριότητα υλοποιήθηκε σε ένα τµήµα 24 µαθητών της Β’ Τάξης 

Γυµνασίου. Επιλέχθηκε η τάξη αυτή στην οποία η έννοια της συνάρτησης 

εισάγεται για πρώτη φορά στους µαθητές (στην Α’ Γυµνασίου αναφέρεται ως 

«σχέση» µέσα από το παράδειγµα των αναλόγων ποσών). 

Οι µαθητές είχαν διδαχτεί πρόσφατα  το κεφάλαιο που αφορά τις συναρτήσεις 

ώστε να έχουν εξοικείωση µε τις αντίστοιχες έννοιες. Η επαφή τους µε την 

συνάρτηση είχε γίνει  ουσιαστικά για πρώτη φορά (στην πρώτη τάξη είχαν γίνει 

µόνο αναφορές σε σχέσεις µεταξύ δύο µεταβλητών).Αυτός ήταν ο λόγος που 

επιλέχθηκε η τάξη αυτή. 

Αποφασίσαµε η δραστηριότητα να έχει εξωµαθηµατικό πλαίσιο ώστε να 

εισάγονται οι έννοιες µε φυσικό τρόπο και να γίνουν πιο εύκολα δεκτές από το 

σύνολο των µαθητών και ταυτόχρονα να φανεί πως τα µαθηµατικά αποτελούν 

µια αναγκαιότητα για την εξήγηση του κόσµου που µας περιβάλλει και όχι κάτι 

αφηρηµένο και χωρίς πλαίσιο αναφοράς. 

Επιλέχθηκε επίσης να γίνει η παρουσίαση µέσα από κατάλληλα σχεδιασµένο 

µαθησιακό περιβάλλον που να περιλαµβάνει εργαλεία και να ζητείται από τους 

µαθητές να κάνουν µετρήσεις, δηλαδή η ανεξάρτητη µεταβλητή να προκύπτει 

µέσα από µέτρηση και όχι από κάποιον πίνακα όπως συνηθίζεται στα σχολικά 

βιβλία. Ο λόγος ήταν για να γίνει αντιληπτή η ανάγκη των µετρήσεων της 

ανεξάρτητης µεταβλητής στην οποία είχαν πρόσβαση (διαφορά ύψους 
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εκτοπισµένου νερού) για τον υπολογισµό της εξαρτηµένης (όγκος σώµατος), 

στην οποία δεν είχαν πρόσβαση. 

Επιλέχθηκε η έννοια της άνωσης η οποία είναι γνωστή από την ύλη της Φυσικής 

που διδάσκεται σε αυτή την τάξη. 

Για να είναι απλή η δραστηριότητα δεν αναφερθήκαµε στην έννοια της 

πυκνότητας αλλά αποµονώσαµε την συνθήκη « όταν ένα σώµα βυθίζεται στο 

νερό, εκτοπίζει τόσο όγκο  νερού όσος είναι ο όγκος του σώµατος» . 

Μέσα από µια δραστηριότητα που θα περιγραφεί παρακάτω παρουσιάσαµε τη 

συνάρτηση ως δράση µέτρησης και εξετάσαµε αν προέκυψε η  αναγκαιότητα του 

µονοσήµαντου της εξαρτηµένης µεταβλητής της συνάρτησης.  

 

Σχεδιασµός -  Υλικά και χειρατπικά εργαλεία που χρησιµοποιήθηκαν  

Τα υλικά της δραστηριότητας  επιλέχθηκε να είναι πολύ απλά ώστε να µπορούν 

οι µαθητές να επαναλάβουν το βασικό µέρος της  δραστηριότητας όποτε 

θελήσουν. 

Συγκεκριµένα χρησιµοποιήθηκαν:  

ΤΑ ΥΛΙΚΑ ΠΟΥ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΘΗΚΑΝ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ: 

Ένα  πλαστικό µπουκάλι εµφιαλωµένο νερό. 

Ένα δεύτερο όµοιο µπουκάλι το οποίο κόπηκε στο πάνω µέρος ώστε να γίνει 

κυλινδρικό δοχείο. 

Μαρκαδόρος για να σηµειωθεί η αρχική στάθµη του νερού. 

Βότσαλα  µε διαφορετικούς όγκους µεταξύ τους. 

Χάρακας  

Φύλλα εργασίας για συµπλήρωση από τους µαθητές. 
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Υλοποίηση – Παρουσίαση  

Η εκπαιδευτικός της τάξης είπε στους µαθητές ότι το τµήµα τους επιλέχθηκε για 

να γίνει µια µελέτη , επειδή είναι πολύ σοβαρό και καλό τµήµα και θα µπορεί να 

γίνει σωστά η µελέτη αυτή. 

Στη συνέχεια έγινε ένας διάλογος µε τους µαθητές σχετικά µε το φαινόµενο της 

άνωσης και το τι συµβαίνει όταν ένα σώµα βυθίζεται στο νερό ή επιπλέει  στην 

επιφάνεια. Οι µαθητές απάντησαν σε όλες τις ερωτήσεις και έγινε φανερό ότι 

ήταν εξοικειωµένοι µε την έννοια της άνωσης. 

Στη δραστηριότητα που θα πραγµατοποιούνταν, θα χρειαζόταν µόνο να 

εντοπίσουν οι µαθητές το γεγονός ότι ο όγκος ενός σώµατος που βυθίζεται σε 
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ένα δοχείο µε νερό, µετατοπίζει ίδιο όγκο νερού οπότε ανεβαίνει η στάθµη του 

νερού στο δοχείο.  

Αφαιρέσαµε άλλες έννοιες που συνδέονται µε το φαινόµενο της άνωσης 

(πυκνότητα, ειδικό βάρος , βάρος σώµατος και εκτοπιζόµενου υγρού ) για λόγους 

απλότητας και αποφυγής συγχύσεων. 

Κατόπιν έγινε συζήτηση για την έννοια του όγκου και τι γνωρίζουν για αυτόν µέσα 

από τα µαθήµατα των µαθηµατικών και της φυσικής. Πάλι οι µαθητές είχαν την 

απαραίτητη γνώση για την έννοια του όγκου. 

Τελευταίο βήµα για την προετοιµασία τους, ήταν να γίνει παρουσίαση της 

δραστηριότητας για να δουν τι ακριβώς τους ζητούνταν να κάνουν. 

Η διαδικασία ήταν η εξής: 

Στην έδρα ήταν τοποθετηµένα τα δύο µπουκάλια που αναφέρθηκαν παραπάνω 

και η εκπαιδευτικός που σχεδίασε τη δραστηριότητα ρώτησε τους µαθητές αν 

ξέρουν να υπολογίζουν το εµβαδό της κυκλικής βάσης του δοχείου. Το 

αντίστοιχο κεφάλαιο δεν είχε ακόµη διδαχτεί αλλά οι µαθητές µπόρεσαν να 

υποδείξουν πως πρέπει να µετρηθεί η ακτίνα της βάσης και στη συνέχεια να 

υπολογιστεί το εµβαδό της βάσης από το γνωστό γι αυτούς τύπο Ε= πρ2 . 

Το αποτέλεσµα γράφτηκε στον πίνακα και στα φύλλα εργασίας τους. 

Στη συνέχεια η εκπαιδευτικός  έριξε νερό στο κυλινδρικό δοχείο  µέχρι ένα ύψος. 

Πήρε το µαρκαδόρο και σηµείωσε το ύψος της στάθµης του νερού. 

Τη µέτρησε µε το χάρακα και σηµειώθηκε το αποτέλεσµα. 

Έριξε ένα από τα βότσαλα µέσα στο νερό και µέτρησε το νέο ύψος της στάθµης 

του νερού.  

Υπολογίστηκε η διαφορά ύψους του νερού και στη συνέχεια υπολογίστηκε ο 

όγκος του εκτοπισµένου νερού ο οποίος είναι ταυτόχρονα και ο όγκος του 

βυθισµένου σώµατος, όπως ήδη είχε συζητηθεί. 

Συζητήθηκε πως µε αυτόν τον τρόπο είχαν ένα απλό εργαλείο για να 

υπολογίζουν τον όγκο σε οποιοδήποτε σώµα µπορούσε να βυθιστεί στο δοχείο, 

ανεξάρτητα από το σχήµα του. 
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Ζητήθηκε από τους µαθητές να έρχονται ανά δύο στην έδρα και ο ένας να κάνει 

πάλι το ίδιο βυθίζοντας ένα από τα βότσαλα στο νερό και ο άλλος να σηµειώνει 

το αποτέλεσµα στο φύλλο εργασίας. 

Η διαδικασία έπρεπε να επαναληφθεί τρεις φορές από κάθε ζεύγος µαθητών 

ώστε να συµπληρωθεί ο πίνακας του φύλλου εργασίας. 

Για λόγους συντόµευσης της διαδικασίας αυτό δεν έγινε από όλους τους µαθητές 

αλλά από τα πρώτα πέντε ζευγάρια και στη συνέχεια δόθηκαν οι µετρήσεις και 

στους υπόλοιπους. 

Στη συνέχεια οι µαθητές συµπλήρωσαν τον πίνακα του Μέρους 1 του φύλλου 

εργασίας  , εργαζόµενοι πάλι σε οµάδες των δύο . 

Στο Μέρος 2 είχαν δοθεί πέντε ερωτήσεις ανοιχτού τύπου που είχαν στόχο να 

οδηγήσουν τους µαθητές µέσα από τη δραστηριότητα στη χρήση της κατάλληλης 

συνάρτησης και να εξεταστεί αν προκύπτει η  αναγκαιότητα του µονοσήµαντου 

της εξαρτηµένης µεταβλητής.  

Πριν απαντηθεί η κάθε ερώτηση από τους µαθητές , γινόταν µια συζήτηση, ώστε 

να δοθούν οι απαραίτητες διευκρινίσεις. 

Μετά τις διευκρινίσεις οι µαθητές απαντούσαν µόνοι τους στα ζητούµενα της κάθε 

ερώτησης. 

 

 

Παρατηρήσεις  

Έγινε προσπάθεια να υπάρχει το απαραίτητο ενδιαφέρον των µαθητών και η 

σοβαρότητα που χρειαζόταν για να ασχοληθούν µε τη δραστηριότητα. Οι 

µαθητές ανταποκρίθηκαν πολύ καλά. 

Εξηγήθηκε πως η όλη διαδικασία δεν είχε την έννοια του να εξετάσει ή να  κρίνει 

τις γνώσεις τους και ότι δεν υπήρχε  πρόβληµα  αν αυτοί έκαναν κάποιο .λάθος. 

Το µόνο που τους ζητούνταν να κάνουν, ήταν  να απαντήσουν σε όλα τα 

ερωτήµατα , όσο πιο σωστά µπορούσαν. 
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Οι µαθητές ρώτησαν αν τα αποτελέσµατα θα είχαν κάποιο αντίκτυπο στην 

επίδοσή τους στο σχολείο και διαβεβαιώθηκαν πως δεν υπήρχε τέτοιο θέµα. 

Ρώτησαν ακόµη αν κάνοντας κάποιο λάθος θα επηρεαζόταν η όλη προσπάθεια 

και τους εξηγήθηκε πως δεν χρειαζόταν να ανησυχούν. 

Γενικά υπήρχε πολύ καλό κλίµα ενδιαφέροντος (που δεν είναι πάντα δεδοµένο 

σε µια σχολική τάξη). 

Οι προαπαιτούµενες γνώσεις τους ήταν ικανοποιητικές , οπότε µπορούσαν να 

συµµετέχουν στη δραστηριότητα χωρίς να γίνει οποιαδήποτε παρανόηση. 

Η δραστηριότητα ήταν σχεδιασµένη έτσι ώστε να υπάρχει συµµετοχή από όλους 

τους µαθητές µέσα από τη δράση µέτρησης, χωρίς να γίνεται διάκριση σε 

«καλύτερες» ή «χειρότερες» συµµετοχές. Γι αυτό έγινε και η επιλογή του να 

συζητούν τα αποτελέσµατά τους σε οµάδες των δύο ώστε να µην υπάρχει 

κανένα εµπόδιο στη συµµετοχή όλων (οµαδοσυνεργατική). 

Επίσης τονίστηκε ότι όλες οι απαντήσεις ήταν χρήσιµες για τη συµµετοχή στη 

µελέτη που θα γινόταν. Έγινε σαφές ότι όλοι µαζί συνεργάζονταν για να 

εκτελεστεί   ένα έργο.  

Μερικοί  µαθητές, που δεν πρόλαβαν να τελειώσουν τη συµπλήρωση του φύλλου 

εργασίας, έµειναν και µετά το τέλος της διδακτικής ώρας γιατι ήθελαν να το 

συµπληρώσουν όλο , όπως τους είχε ζητηθεί  να γίνει.  Αυτό  δείχνει ότι η 

δραστηριότητα αντιµετωπίστηκε µε πολλή σοβαρότητα και ενδιαφέρον από τους 

µαθητές.  

 

«Μέτρα ό,τι είναι µετρήσιµο και κάνε µετρήσιµο ό,τι 

δεν είναι» - Γαλιλαίος 

 

 
Παραδοχές 

Ως προς τον τρόπο παρουσίασης: 

Μέσα από ένα µη µαθηµατικό πρόβληµα όπως αυτό της µετατόπισης του υγρού 

σε ένα δοχείο σε τόσο όγκο όσο ο όγκος του σώµατος που ρίχνουµε στο δοχείο 

αυτό, οι µαθητές οδηγούνται στο να χρησιµοποιήσουν την έννοια της 
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συνάρτησης ως εργαλείο που διευκολύνει προβλήµατα της πραγµατικής ζωής  

και αποφεύγεται η παρανόηση του να δουν µια µαθηµατική έννοια ως κάτι 

αφηρηµένο και ξένο σε σχέση µε την πραγµατικότητά τους.  

 

Ως προς το επικοινωνιακό κλίµα : 

Φιλική στάση, οµαδοσυνεργατική µέθοδος , όχι κριτική στα λάθη, εξήγηση ότι τα 

λάθη είναι κι αυτά µέρος της διαδικασίας.  

∆όθηκε προσοχή ώστε η πειραµατική διαδικασία  να προκαλέσει  το ενδιαφέρον 

των µαθητών, στοιχείο που θεωρήθηκε απαραίτητο για να γίνει σωστά η όλη 

δραστηριότητα.  

 

 
IV3) ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

 
  Ερωτήµατα προς µελέτη:  

 

1) Έχουν κατανοήσει οι µαθητές το ρόλο των µεταβλητών σε µια 

συνάρτηση; 

2) Μπορούν να οδηγηθούν στην αναγκαιότητα του µονοσήµαντου της 

συνάρτησης µέσα από µια δράση µέτρησης; 

Ως ερευνητικό εργαλείο επιλέχθηκε ένα , φύλλο εργασίας, κατάλληλα 

διαµορφωµένο για τις ανάγκες της µελέτης µας, το οποίο δόθηκε για 

συµπλήρωση στους µαθητές.  

 

Το Φύλλο Εργασίας   

 
Το φύλλο εργασίας αποτελούνταν από δύο µέρη: 
 

Στο Μέρος 1 σκοπός ήταν να αναζητηθεί το  πώς σχετίζεται η διαφορά ύψους 

της στάθµης του νερού µε τον όγκο του εκτοπιζόµενου υγρού και άρα και µε τον 

όγκο του σώµατος. 

Η διαφορά ύψους, η οποία υπολογίστηκε µε µετρήσεις από τους ίδιους τους 

µαθητές ήταν η ανεξάρτητη µεταβλητή της συνάρτησης που παράχθηκε. 

 
∆όθηκε για συµπλήρωση ο παρακάτω  πίνακας: 
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ΑΝΤΙΚΕΙ
ΜΕΝΑ 

Ύψος νερού 
πριν (σε 
εκατοστά) 

Ύψος 
νερού 
µετά (σε 

εκατοστά) 

∆ιαφορά 
ύψους 
(αφαιρούµε το 

αποτέλεσµα 
στις δύο 
προηγούµενες 
στήλες) 

∆ιαφορά 
ύψους 
επί 

εµβαδό 
βάσης 

Όγκος 
αντικειµένου 
(σε κυβικά 

εκατοστά) 

Αντικείµε
νο 1 

     

Αντικείµε
νο 2 

     

Αντικείµε
νο 3 

     

Αντικείµε
νο 4 

     

 

 

Οι δύο πρώτες στήλες ήταν αποτέλεσµα της δράσης µέτρησης των µαθητών. 

Στην πρώτη στήλη κρατήσαµε σταθερό το αρχικό ύψος νερού (πριν τη βύθιση 

του σώµατος) για λόγους απλοποίησης του προβλήµατος και η δεύτερη 

συµπληρωνόταν µετά από µέτρηση που έκαναν οι ίδιοι οι µαθητές. 

Οι άλλες δύο στήλες συµπληρώθηκαν µε υπολογισµό. Στην προτελευταία στήλη 

δόθηκαν οδηγίες να γραφεί το γινόµενο που κάθε φορά θα υπολογίζαµε  ενώ το 

αποτέλεσµα γράφτηκε στην τελευταία στήλη (υπολογισµός όγκου αντικειµένου). 

 

 

Στο Μέρος 2 δόθηκαν κυρίως  ερωτήσεις ανοιχτού τύπου όπου ζητούνταν 

σύντοµες απαντήσεις, µε σκοπό να εξεταστεί  αν έγινε κατανοητή η ανάγκη του 

µονοσήµαντου της εξαρτηµένης µεταβλητής της συνάρτησης του όγκου 

αντικειµένου.  

 

Συγκεκριµένα: 

 

Α) Γράψτε τον τύπο που δίνει τον όγκο του αντικειµένου  χρησιµοποιώντας 

λέξεις και όχι σύµβολα: 

………………………………………………………………………………

……………………………… 
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Σκοπός: να διατυπώσουν οι µαθητές τη  λεκτική έκφραση της συνάρτησης όπως 

προκύπτει από το µη µαθηµατικό πρόβληµα που δόθηκε. 

 

 

 

Β) Στον προηγούµενο τύπο βλέπετε τρία µεγέθη. Σκεφτείτε ποια από αυτά 

µεταβάλλουµε  στο πείραµά µας και ποια µένουν σταθερά και βάλτε σε 

κύκλο την κατάλληλη λέξη παρακάτω: 

 

∆οχείο:  σταθερό /µεταβαλλόµενο 

Βάση δοχείου: σταθερή/µεταβαλλόµενη 

Αντικείµενα που ρίχνουµε στο δοχείο: σταθερό/µεταβαλλόµενο 

ὐψος νερού: σταθερό/µεταβαλλόµενο 

όγκος αντικειµένων: σταθερό /µεταβαλλόµενο 

 

 

 

Σκοπός: να ειδωθούν τα µεγέθη ως σταθερά ή  µεταβλητά , ώστε να εισαχθεί η 
έννοια της συνάρτησης ως εργαλείο για την µελέτη της δραστηριότητας. 
 

 

 

 

 

Γ) Συµπληρώστε τώρα τον παρακάτω πίνακα: 

 

ΜΕΓΕΘΗ ΣΤΑΘΕΡΟ Ή 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΟ; 

ΣΥΜΒ ΟΛΙΣΜΟΣ 

(στα µεταβλητά 
µεγέθη) 

Ύψος 
εκτοπισµένου 

νερού (διαφορά 
ύψους) 

  

εµβαδό βάσης 
δοχείου 

  

Όγκος 

αντικειµένου 
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Σκοπός:  Συνέχεια της ερώτησης Γ για να γίνει η µετάβαση από τον τύπο του 

όγκου στην συµµεταβολή και άρα στην έννοια της συνάρτησης. 

 

 
 

∆)  Τώρα γράψτε τον τύπο της συνάρτησης χρησιµοποιώντας τα σύµβολα x  

και y για τις µεταβλητές . 

………………………………………………………………………………………………

…………………………………………….. 

 

 

 

Σκοπός: Να µεταφερθεί ο µαθητής στο πλαίσιο γνώσεων που έχει σχετικά µε τη 

συνάρτηση.  Οι µαθητές αυτοί είχαν µελετήσει την έννοια της συνάρτησης και 

ολοκληρώσει το σχετικό κεφάλαιο του σχολικού βιβλίου, µερικές µέρες πριν γίνει 

η δραστηριότητα. 

 

 

 

 

Ε)  Φανταστείτε τώρα πως βάζουµε σε δύο ίδια  µπουκάλια κάποια 

αντικείµενα. 

Αν  το ύψος του εκτοπισµένου νερού είναι το ίδιο και στα δύο, µπορεί τα 

αντικείµενα να έχουν διαφορετικό όγκο; 

∆ώστε µια εξήγηση. 

………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

……………………………………………… 
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Σκοπός: Να διερευνηθεί αν µέσα από την διαδικασία που ακολουθήθηκε (δράση 

µέτρησης) , προέκυψε η  ανάγκη του µονοσήµαντου της συνάρτησης .Να δοθεί 

δηλαδή η συνάρτηση ως διαµεσολαβηµένη µέτρηση και  να ελεγθεί αν η 

απαίτηση του µονοσήµαντου προκύπτει ως αναγκαιότητα µέσα από τη 

διαδικασία (και όχι ως µια «παραξενιά» του ορισµού, µε άγνωστη για τους 

µαθητές  βάση). 

 

Παρακάτω φαίνεται ενδεικτικά ένα από τα Φύλλα Εργασίας , συµπληρωµένο από 

κάποιον µαθητή:  
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IV4) ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΤΩΝ AΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

 
Στις ερωτήσεις Β και Γ διερευνάται το αν είναι ξεκάθαρο ποια από τα µεγέθη που 

συµµετέχουν στη συνάρτηση είναι σταθερά και ποια µεταβλητά.  

Ερώτηση Β: 

Σωστές απαντήσεις: 16 

Απαντήσεις µε λάθη: 8 

Ερώτηση Γ: 

Απαντήθηκε σωστά από όλους. 

Ερώτηση ∆: 

Απαντήθηκε σωστά από όλους. 

 
Η ερώτηση Ε είναι αυτή  που δείχνει αν έγινε κατανοητή µέσα από την 

παρουσίαση η συνάρτηση ως διαµεσολαβηµένη µέτρηση, αν δηλαδή 

κατανοήθηκε ως ένα αξιόπιστο εργαλείο που δίνει για κάθε µέτρηση ένα µόνο 

αποτέλεσµα. 

Ερώτηση Ε: 

Στο σύνολο των 24 φύλλων εργασίας: 

Σωστές απαντήσεις: 19 

Λανθασµένες απαντήσεις: 3 

∆εν έδωσαν απάντηση: 2 

 

 

Ενδιαφέρουσες είναι οι παρακάτω απαντήσεις: 

 

Μαθητής Α: 

Όχι, δεν µπορούν να έχουν διαφορετικό όγκο γιατί όσο ύψος έχει η διαφορά 

ύψους του υγρού (πριν και µετά) επί το εµβαδό της βάσης , τόσος είναι κι ο 

όγκος του αντικειµένου που ρίξαµε µέσα. Άρα αφού το ύψος εκτοπισµένου νερού 

ήταν ίδιο και τις δύο φορές , τότε ο όγκος των πετρών είναι ίδιος. 

 

 

Η απάντηση του µαθητή Α όπως δόθηκε στο φύλλο εργασίας: 
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Μαθητής  Β : 

Όχι, τα αντικείµενα θα  έχουν ίδιο όγκο γιατί αν είχαν διαφορετικό, το ύψος του 

νερού θα ήταν πιο ψηλά ή πιο χαµηλά στο ένα µπουκάλι από το άλλο. 

 

Η απάντηση του µαθητή Β όπως δόθηκε στο φύλλο εργασίας: 
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Μαθητής Γ:  

Όχι, γιατί όταν ένα αντικείµενο βυθίζεται µέσα στο νερό εκτοπίζει τον ίδιο όγκο 

νερού µε τον όγκο του σώµατος. Άρα τα αντικείµενα έχουν τον ίδιο όγκο αφού το 

ύψος του νερού και στα δυο δοχεία είναι ίδιο. 

 
 
 
Η απάντηση του µαθητή Γ όπως δόθηκε στο φύλλο εργασίας:   
 
 

 

 
 
 
Και στις τρεις- αλλά και στις περισσότερες από τις υπόλοιπες-  απαντήσεις οι 

µαθητές είχαν ξεκάθαρο στο νου τους  ποια ήταν η ανεξάρτητη µεταβλητή και 

ποια η εξαρτηµένη και επίσης µπορούσαν να διακρίνουν ότι η συνάρτηση είναι 

ένα εργαλείο µέτρησης το οποίο πρέπει να είναι αξιόπιστο, οπότε το αποτέλεσµα 

της µέτρησης θα έπρεπε να είναι κάθε φορά µοναδικό. 

 
Είναι φανερό δηλαδή,  ότι οι µαθητές είδαν τη συνάρτηση ως 

διαµεσολαβηµένη µέτρηση και το µονοσήµαντο της εξαρτηµένης 

µεταβλητής προέκυψε οµαλά µέσα από τη διαδικασία.  
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IV5) ΣΥΖΗΤΗΣΗ  - ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Κατά την υλοποίηση της δραστηριότητας έγινε προσπάθεια να υπάρχει 

συνεργατικό κλίµα και  επιλέχθηκε  ένα πείραµα στο οποίο να µπορούν να  

εµπλακούν όλοι οι µαθητές. Το πείραµα αυτό ήταν έτσι κατασκευασµένο ώστε 

µέσα η διαδικασία να  γίνεται µε την έννοια της διαµεσολαβηµένης µέτρησης. 

Έτσι τα µαθηµατικά συνδέθηκαν άµεσα µε τον πραγµατικό κόσµο, και δεν 

παρουσιάστηκαν σαν ένα ανθρώπινο δηµιούργηµα που δεν σχετίζεται µε 

πρακτικές εφαρµογές όπως συχνά πιστεύουν πολλοί µαθητές. 

Από το µεγάλο πλήθος των σωστών απαντήσεων στο φύλλο εργασίας θα 

µπορούσαµε να πούµε ότι η δραστηριότητα ήταν τέτοια που ήταν 

προσβάσιµη από το σύνολο των µαθητών. 

Η έννοια της συνάρτησης, η οποία σε αυτή την τάξη εισάγεται για πρώτη 

ουσιαστικά φορά στους µαθητές, προέκυψε µέσα από αυτή τη διαδικασία  ως 

εργαλείο που  είναι ακριβές και  άρα δεν  επιδέχεται δύο διαφορετικές 

µετρήσεις.  

Η διδασκαλία της συνάρτησης ως δράση µέτρησης, θα µπορούσαµε να 

προτείνουµε ότι έχει δύο πλεονεκτήµατα: συνδέει την έννοια της συνάρτησης 

µε τον πραγµατικό κόσµο και εισάγει το µονοσήµαντο της εξαρτηµένης 

µεταβλητής µε τρόπο οµαλό και αδιαµφισβήτητο. Επίσης αυτά γίνονται µε 

απλό τρόπο και είναι εύκολα προσβάσιµα από το σύνολο των µαθητών.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Στο παράρτηµα υπάρχουν : 

- σελίδες από τα σχολικά βιβλία του Γυµνασίου, όπου είναι σηµειωµένη σε 

κόκκινο πλαίσιο  η παρουσίαση  του ορισµού  της συνάρτησης 

- σελίδες από τα βιβλία εκπαιδευτικού όπου δίνονται οδηγίες για τη 

διδασκαλία κάθε ενότητας  

- σελίδες από το Επιµορφωτικό Υλικό για τους Καθηγητές Μαθηµατικών 

Γυµνασίου , 2011 (Πράξη Νέο Σχολείο) 

- σελίδες σχετικά µε  τη διδασκαλία της συνάρτησης από το Πρόγραµµα 

Σπουδών για τα Μαθηµατικά στην Υποχρεωτική εκπαίδευση –Πράξη  

«Νέο Σχολείο », 2011 

- το φύλλο εργασίας που δόθηκε στους µαθητές κατά τη διάρκεια της 

δραστηριότητας 

 

 

ΑΠΟ ΤΟ ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ ΤΗΣ Α΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

∆εν υπάρχει η λέξη «συνάρτηση» αλλά δίνεται ο όρος «σχέση» και γίνεται 

έµµεσα µια αρχική µελέτη και γραφική παράσταση των συναρτήσεων που 

προκύπτουν από τα ανάλογα και αντιστρόφως ανάλογα ποσά. 

Παρακάτω βλέπουµε τη σελίδα που αναφέρει την έννοια «σχέση» και τις δύο 

σελίδες ανακεφαλαίωσης που δείχνουν πώς γίνεται µια πρώτη εισαγωγή στις 

έννοιες  συνάρτησης/σχέσης  χωρίς όµως αυτή να αναφέρεται ως έννοια.  
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ΑΠΟ ΤΟ ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ ΤΗΣ Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

∆ίνεται για πρώτη φορά στους µαθητές ο όρος «συνάρτηση» µέσα από µια 

δραστηριότητα – παράδειγµα, καθώς και ένας άτυπος ορισµός της 

συνάρτησης.Το µονοσήµαντο της εξαρτηµένης µεταβλητής αναφέρεται χωρίς να 

δικαιολογείται µε κάποιον τρόπο. 

∆εν γίνεται κάποια διάκριση µεταξύ συνάρτησης και σχέσης.  
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ΑΠΟ ΤΟ ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ ΤΗΣ Γ’ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

∆ίνεται ο ορισµός της συνάρτησης , σε µορφή υπενθύµισης από την 

προηγούµενη τάξη. Και πάλι δεν γίνεται κάποια ευρύτερη αναφορά στην 

απαίτηση του µονοσήµαντου της εξαρτηµένης µεταβλητής, ούτε δίνεται κάποια 

εξήγηση για την ύπαρξη της απαίτησης αυτής , στον – άτυπο- ορισµό που 

δίνεται. 
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ΑΠΟ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟΥ Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: η συνάρτηση παρουσιάζεται µονο ως µια «συσχέτιση 

µεταβλητών» και δεν υπάρχουν δραστηριότητες που να υπαινίσσονται το 

µονοσήµαντο της εξαρτηµένης µεταβλητής. ∆εν γίνεται καµιά διάκριση 

συνάρτησης – σχέσης. Η οδηγία προτείνει να δοθούν κατάλληλες 

δραστηριότητες σχετικά µε το τι είναι συνάρτηση. 
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ΑΠΟ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟΥ Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  στο σχολικό βιβλίο δεν γίνεται διάκριση µεταξύ συνάρτησης – 

σχέσης ούτε κάποια έµφαση για το πότε µια σχέση αποτελεί συνάρτηση, παρά 

µόνο ένας άτυπος ορισµός της συνάρτησης. Στις προηγούµενες τάξεις πάλι δεν 

έχε ι καθοριστεί τι ακριβώς είναι η συνάρτηση.  

Φυσικά δεν γίνεται εδώ υπαινιγµός ότι θα έπρεπε να  οριστεί η συνάρτηση µε 

πλήρη µαθηµατικό τρόπο, ο οποίος δεν θα ήταν  κατάλληλος για προσέγγιση 

από τους µαθητές, αλλά να δίνεται µε εµπειρικό αλλά και λεκτικό τρόπο το τι είναι 

συνάρτηση, ώστε να µην φαίνονται αδικαιολόγητες οι απαιτήσεις του ορισµού. 

Όπως είδαµε  στα σχολικά βιβλία παραπάνω,  το µονοσήµαντο της εξαρτηµένης 

µεταβλητής δίνεται χωρίς παραπάνω δικαιολόγηση, πράγµα που είναι πιθανό να 

δηµιουργεί απορίες στους µαθητές σχετικά µε την έννοια της συνάρτησης , την 

οποία καλούνται να κατανοήσουν. 
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ΑΠΟ ΤΟ ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΟ «ΕΠΙΜΟΡΦΩΤΙΚΟ ΥΛΙΚΟ ΓΙΑ ΓΙΑ 
ΤΟΥΣ ΚΑΘΗΓΗΤΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ, 2011 
Σχηµατική αναπαράσταση µιας ανάπτυξης της τροχιάς 
«συνάρτηση» σε τρεις κύκλους. 
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ΑΠΟ ΤΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΣΠΟΥ∆ΩΝ ΓΙΑ ΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΣΤΗΝ ΥΠΟΧΡΕΩΤΙΚΗ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗ – 

ΠΡΑΞΗ «ΝΕΟ ΣΧΟΛΕΙΟ», 2011 

Παρακάτω φαίνονται τα σηµεία της ύλης όπου 

διδάσκεται η έννοια της συνάρτησης, στις τρεις τάξεις 

του Γυµνασίου. 

 

 Α΄ ΤΑΞΗ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
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Β΄ ΤΑΞΗ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
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Γ΄ΤΑΞΗ  ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
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ΤΟ ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΠΟΥ ∆ΟΘΗΚΕ ΣΤΟΥΣ 

ΜΑΘΗΤΕΣ ΓΙΑ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΚΑΤΑ ΤΗ 

∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΤΗΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ 

 

 

 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΣΧΕΤΙΚΗ ΜΕ ΤΗΝ ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

ΤΑΞΗ: Β ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

ΣΧΟΛΕΙΟ:……………………………………………………………… 

ΤΜΗΜΑ:………………………………………………………………… 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ:………………………………………………… 

 

 

 

 

Ο∆ΗΓΙΕΣ: 
Για το Μέρος 1: 

Οι µαθητές έρχονται ανά δύο (ανά θρανίο) στο σηµείο που γίνονται οι 
µετρήσεις, µαζί µε ένα φύλλο εργασίας. 
Ο ένας αναλαµβάνει να κάνει τις µετρήσεις και ο δεύτερος να σηµειώνει τα 
αποτελέσµατα  παρακάτω , στις δύο πρώτες στήλες του δοσµένου πίνακα. 
Για το Μέρος 2: 

Οι µαθητές, ανά δύο, συζητούν τις ερωτήσεις που δίνονται και 

συµπληρώνουν τις απαντήσεις  ο καθένας στο δικό του φύλλο εργασίας. 
 

 

 

ΜΕΡΟΣ 1- ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ 
 

Εµβαδό βάσης: …………………………………….. 

 

Συµπληρώστε τις δύο πρώτες στήλες αρχικά και τις υπόλοιπες στο θρανίο 
σας. 
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ΑΝΤΙΚΕΙ
ΜΕΝΑ 

Ύψος νερού 
πριν (σε 
εκατοστά) 

Ύψος νερού 
µετά (σε 
εκατοστά) 

∆ιαφορά 
ύψους 
(αφαιρούµε 

το 
αποτέλεσµα 
στις δύο 
προηγούµενε
ς στήλες) 

∆ιαφορά 
ύψους επί 
εµβαδό 

βάσης 

Όγκος 
αντικειµένο
υ 

(σε κυβικά 
εκατοστά) 

Αντικείµε
νο 1 

     

Αντικείµε
νο 2 

     

Αντικείµε
νο 3 

     

Αντικείµε
νο 4 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

ΜΕΡΟΣ 2- ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
Α) Γράψτε τον τύπο που δίνει τον όγκο του αντικειµένου  χρησιµοποιώντας 

λέξεις και όχι σύµβολα: 
…………………………………………………………………………… 

 

Β) Στον προηγούµενο τύπο βλέπετε τρία µεγέθη. Σκεφτείτε ποια από αυτά 
µεταβάλλουµε  στο πείραµά µας και ποια µένουν σταθερά και βάλτε σε 
κύκλο την κατάλληλη λέξη παρακάτω: 

 

∆οχείο:  σταθερό / µεταβαλλόµενο 
Βάση δοχείου: σταθερό / µεταβαλλόµενη 
Αντικείµενα που ρίχνουµε στο δοχείο: σταθερό / µεταβαλλόµενο 
Ύψος νερού: σταθερό / µεταβαλλόµενο 
Όγκος αντικειµένων: σταθερό / µεταβαλλόµενο 
 

 

Γ) Συµπληρώστε τώρα τον παρακάτω πίνακα: 
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ΜΕΓΕΘΗ ΣΤΑΘΕΡΟ Ή 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΟ; 

ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ 

(στα µεταβλητά 
µεγέθη) 

Ύψος 
εκτοπισµένου 
νερού (διαφορά 
ύψους) 

  

εµβαδό βάσης 

δοχείου 

  

Όγκος 
αντικειµένου 

 

 

 

 

∆)  Τώρα γράψτε τον τύπο της συνάρτησης χρησιµοποιώντας τα σύµβολα x  

και y για τις µεταβλητές . 
 

…………………………………………………………………………… 
 

 

 

Ε)  Φανταστείτε τώρα πως βάζουµε σε δύο ίδια  µπουκάλια κάποια 
αντικείµενα. 
Αν  το ύψος του εκτοπισµένου νερού είναι το ίδιο και στα δύο, µπορεί τα 

αντικείµενα να έχουν διαφορετικό όγκο; 
∆ώστε µια εξήγηση. 
………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………… 
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