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Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία 

εκπονήθηκε στα πλαίσια των σπουδών 

για την απόκτηση του 

Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης    

που απονέµει το 

∆ιαπανεπι∆ιαπανεπι∆ιαπανεπι∆ιαπανεπιστηµιακό στηµιακό στηµιακό στηµιακό –––– ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών  ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών  ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών  ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών 

ΣπουδώνΣπουδώνΣπουδώνΣπουδών    

    «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών»     

Εγκρίθηκε την ……………………από Εξεταστική Επιτροπή αποτελούµενη 

από τους : 

 

 

 

Ονοµατεπώνυµο Βαθµίδα Υπογραφή 

 

1) Ζαχαριάδης Θεοδόσιος   (επιβλέπων Καθηγητής) 

 

Καθηγητής 

 

……………. 

 

2) Πόταρη ∆έσποινα 

 

Αναπληρώτρια 

Καθηγήτρια 

 

………..… 

 

3) Φαρµάκη Βασιλική                             

 

Καθηγήτρια 

 

………...… 

 

 

 

 

 

 
 



 3 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

«Επειδή από τις κοινότητες των µαθητών και µαθητριών απουσιάζει η εµπειρία και η 

αυθεντία που υπάρχει στις κοινότητες των ειδικών, οι εκπαιδευτικοί φέρουν µεγάλη 

ευθύνη για την καθοδήγηση της δραστηριότητας των παιδιών, για την µοντελοποίηση 

της µαθηµατικής συµπεριφοράς τους και για την παροχή παραδειγµάτων και 

αντιπαραδειγµάτων, τα οποία θα µετατρέψουν το λόγο των µαθητών και µαθητριών σε 

χρήσιµη επικοινωνία για τα µαθηµατικά. Τέτοια ευθύνη απαιτεί συµπεριφορές και 

πεποιθήσεις εκπαιδευτικών εντελώς διαφορετικές από τις παραδοσιακές». 

 

                                                                                  (Davis, Maher, Noddings κα 1990) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο 

 

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Ο Απειροστικός Λογισµός µελετά τη συµπεριφορά των πραγµατικών 

συναρτήσεων µιας πραγµατικής µεταβλητής µε την βοήθεια της έννοιας του ορίου. 

Αρχικά, ο Απειροστικός Λογισµός ασχολήθηκε µε τη µελέτη των παρακάτω 

προβληµάτων:  

 

α)  το πρόβληµα της εφαπτοµένης, 

β)  το πρόβληµα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης, 

γ)  το πρόβληµα µεγίστου και ελαχίστου, 

δ)  το πρόβληµα του εµβαδού 

 

και αναπτύχθηκε µε εργασίες Ευρωπαίων Μαθηµατικών κατά τον 17ο αιώνα. 
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Ο Απειροστικός Λογισµός περιέχει το ∆ιαφορικό Λογισµό που ασχολείται µε 

την µελέτη της έννοιας της παραγώγου συναρτήσεων και τον Ολοκληρωτικό 

Λογισµό που ασχολείται µε την έννοια του ολοκληρώµατος συναρτήσεων. 

Εµείς θα ασχοληθούµε µε τον ∆ιαφορικό Λογισµό δηλαδή την έννοια της 

Παραγώγου και τα Βασικά Θεωρήµατα που συνδέονται µε αυτήν. Αφετηρία για την 

εισαγωγή της έννοιας της παραγώγου υπήρξε το πρόβληµα της εφαπτοµένης µιας 

καµπύλης και το πρόβληµα καθορισµού του περιεχοµένου στις διαισθητικές έννοιες 

της στιγµιαίας ταχύτητας και της επιτάχυνσης ενός κινούµενου σώµατος. 

Η διδακτική εµπειρία έχει δείξει τη δυσκολία που αντιµετωπίζουν οι µαθητές 

στην κατανόηση της έννοιας της Παραγώγου και στα Βασικά Θεωρήµατα του 

∆ιαφορικού Λογισµού. Οι µαθητές µαθαίνουν µεθοδολογίες και τεχνικές, 

προκειµένου να λύνουν ασκήσεις, µε στόχο τις εισαγωγικές εξετάσεις, χωρίς να 

καταλαβαίνουν γιατί τις ακολουθούν. 

Στο 1ο Κεφάλαιο της εργασίας περιγράφεται η ιστορική εξέλιξη του 

∆ιαφορικού Λογισµού. 

Στο 2ο Κεφάλαιο παρατίθεται το θεωρητικό πλαίσιο που βασίζεται σε διεθνείς 

έρευνες πάνω στην κατανόηση γενικά του Απειροστικού Λογισµού και ειδικότερα  

του ∆ιαφορικού Λογισµού, µε σκοπό να δείξουµε τις δυσκολίες και τα εµπόδια που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές σε σχέση µ’ αυτήν την έννοια. Επίσης αναλύεται ο ρόλος 

του εκπαιδευτικού στο να αµβλυνθούν όσο περισσότερο είναι εφικτό οι δυσκολίες 

αυτές. Τέλος, παρουσιάζεται η σηµασία των αναπαραστάσεων στην κατανόηση και 

µάθηση των µαθηµατικών εννοιών µε ιδιαίτερη αναφορά στις βασικές έννοιες του 

∆ιαφορικού Λογισµού.  

Στο 3ο Κεφάλαιο παρουσιάζεται έρευνα που διενεργήθηκε σε 3 ∆ηµόσια 

Λύκεια της Κορίνθου, µε σκοπό να διερευνηθούν οι δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές στην κατανόηση του ∆ιαφορικού Λογισµού, καθώς και οι λανθασµένες 

αντιλήψεις και οι παρανοήσεις που έχουν.  

Τέλος στο 4ο Κεφάλαιο αναφέρονται τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από 

την έρευνα καθώς και προτάσεις για περαιτέρω έρευνα πάνω στη διδασκαλία του  

∆ιαφορικού Λογισµού.  

Στα Παραρτήµατα παρατίθενται το ερωτηµατολόγιο που δόθηκε στους µαθητές 

στην έρευνα που διεξάχθηκε, καθώς και οι πίνακες κατανοµής συχνοτήτων µε τα 

αντίστοιχα ραβδογράµµατά τους.             
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1.2 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΕΞΕΛΙΞΗ ΤΟΥ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

 

Ο Λογισµός µετά την Ευκλείδεια Γεωµετρία είναι η µεγαλύτερη δηµιουργία 

των µαθηµατικών. Ο Λογισµός του 17ου αιώνα δηµιουργήθηκε ώστε να 

διαπραγµατευθεί τα κυριότερα επιστηµονικά προβλήµατα του αιώνα αυτού που ήταν:  

 

α) ∆οθέντος του τύπου της απόστασης που διανύει ένα σώµα, ως συνάρτησης 

του χρόνου να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτάχυνση σε κάθε χρονική στιγµή και 

αντίστροφα, δοθείσης της επιτάχυνσης ως συνάρτησης του χρόνου να βρεθεί η 

ταχύτητα και η διανυθείσα απόσταση. Αυτό το πρόβληµα είχε τη δυσκολία στο 

γεγονός ότι οι ταχύτητες και οι επιταχύνσεις που άρχισαν να µελετώνται 

µεταβάλλονταν από στιγµή σε στιγµή (στιγµιαία ταχύτητα) και κατέληγαν σε µια 

µορφή 0/0 που δεν είχε νόηµα. 

 

β) Το δεύτερο πρόβληµα ήταν η εύρεση της εφαπτοµένης σε µια καµπύλη, το 

οποίο προέκυπτε από διάφορες πηγές: 

 

• Ήταν ένα πρόβληµα της καθαρής γεωµετρίας, αλλά ήταν µεγάλης 

σηµασίας για επιστηµονικές εφαρµογές. Η οπτική ήταν κατά τον 17ο 

αιώνα µία από τις κύριες επιστηµονικές εργασίες. Ο σχεδιασµός φακών 

υπήρξε του άµεσου ενδιαφέροντος των Fermat, Καρτέσιου, Huygens και 

Newton. Στη µελέτη της διαδροµής του φωτός διαµέσου φακών πρέπει 

να γνωρίζουµε τη γωνία πρόσπτωσης για να εφαρµόσουµε το νόµο της 

διάθλασης. Συνεπώς πρέπει να γνωρίζουµε την κάθετη στην καµπύλη ή 

την εφαπτοµένη. 

  

• Ένα άλλο επιστηµονικό πρόβληµα που περιέκλειε την εφαπτοµένη σε 

καµπύλη προήλθε από τη µελέτη της κίνησης. Η κατεύθυνση ενός 

κινούµενου σώµατος σε κάθε χρονική στιγµή της τροχιάς του είναι η 

κατεύθυνση της εφαπτοµένης στην τροχιά του. Επιπλέον η έννοια της 

εφαπτοµένης ήταν ανοιχτή. Για τις κωνικές τοµές ο ορισµός της 

εφαπτοµένης ως της γραµµής που «εγγίζει» την καµπύλη µόνο σ’ ένα 

σηµείο και αφήνει προς το ένα µέρος της την καµπύλη ήταν 
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ικανοποιητική (Αρχαίοι Έλληνες). ∆εν ήταν όµως ικανοποιητική για πιο 

πολύπλοκες καµπύλες που χρησιµοποιούνταν κατά τον 17ο αιώνα.  

 

γ) Το τρίτο πρόβληµα ήταν η εύρεση µέγιστης και ελάχιστης τιµής µιας 

συνάρτησης. Για παράδειγµα το µέγιστο βεληνεκές της βολής µ’ ένα κανόνι, 

εξαρτάται από τη γωνία εκτόξευσης του βλήµατος. Ο Γαλιλαίος στις αρχές του αιώνα 

βρήκε ότι η επιθυµητή γωνία ήταν 45 µοίρες. Η µελέτη της κίνησης των πλανητών 

περιείχε επίσης προβλήµατα µεγίστων και ελαχίστων, όπως για παράδειγµα η εύρεση 

της µεγαλύτερης και της ελάχιστης απόστασης ενός πλανήτη από τον ήλιο. 

  

δ) Το τέταρτο πρόβληµα ήταν η εύρεση µηκών καµπύλων, εµβαδά φραγµένα 

από καµπύλες, όγκοι που παράγονται από την περιστροφή τους, κέντρα βάρους 

σωµάτων. Η µέθοδος της εξάντλησης άρχισε να χρησιµοποιείται όταν οι εργασίες του 

Αρχιµήδη έγιναν γνωστές στην Ευρώπη. Η δυσκολία της οδήγησε πρώτα στην 

τροποποίηση της βαθµιαία και κατόπιν ριζικά µε τη ανακάλυψη του Λογισµού. 

 

Τα προβλήµατα αυτά λύθηκαν µε τις εργασίες των Isaac  

Newton – Gottfried Wilhelm Leibniz. Όµως πριν από αυτούς υπήρξαν πολλοί που 

ασχολήθηκαν µ’ αυτά. Το πρόβληµα της σχεδίασης εφαπτόµενων σε καµπύλες και το 

πρόβληµα του υπολογισµού µεγίστων και ελαχίστων τιµών συναρτήσεων οδήγησε 

στη δηµιουργία του ∆ιαφορικού Λογισµού [Kline M. (1972), Boyer C. (1969), Ε. 

Γιαννακούλιας (2006)]. 

Το µοναδικό παράδειγµα  καµπύλης της οποίας η εφαπτοµένη είναι πιθανόν ότι 

έχει υπολογισθεί µε τη µεθοδολογία του ∆ιαφορικού Λογισµού, είναι η έλικα στη 

εργασία «Περί Ελίκων» του Αρχιµήδη. Είναι αξιοσηµείωτο ότι ο κινητικός ορισµός 

της έλικας που έδωσε ο Αρχιµήδης καθιστά πιο εύκολη τη φυσική έννοια της 

εφαπτοµένης ως ταχύτητας. 

Από τη εποχή του Αρχιµήδη έως και τον 15ο αιώνα δεν έγινε κάποιο 

ουσιαστικό βήµα πάνω στο ∆ιαφορικό Λογισµό. Στα τέλη του 15ου αιώνα και τις 

αρχές του 16ου αιώνα σηµειώνεται µεγάλη άνθηση στην Άλγεβρα και την 

υπολογιστική Αριθµητική. Τότε οι Ευρωπαίοι εξοικειώθηκαν και πάλι µε τα 

Ελληνικά Μαθηµατικά, έµαθαν την Ισλαµική Άλγεβρα, συνέθεσαν τις δύο 

παραδόσεις και επιχείρησαν ένα δικό τους ξεκίνηµα. Συγχρόνως άρχισε η 

επαναστατική αλλαγή στην εξέλιξη των µαθηµατικών συµβόλων. Έτσι το 1591 ο 
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François Viéte ανακαλύπτει τη συµβολική άλγεβρα και ο René Descartes (Καρτέσιος) 

και ο Pierre de Fermat ανακαλύπτουν την αναλυτική Γεωµετρία στη δεκαετία του 

1630. Έτσι στις αρχές του 17ου αιώνα οι µαθηµατικοί που µελετούσαν την γεωµετρία 

των καµπύλων ήρθαν ξαφνικά αντιµέτωποι µ’ ένα εκρηκτικό αριθµό καµπύλων προς 

εξέταση. Γι’ αυτές τις καµπύλες, οι παλιές ελληνικές µέθοδοι της συνθετικής 

γεωµετρίας δεν ήταν πλέον επαρκείς. Για παράδειγµα: «πως θα µπορούσε να οριστεί 

η εφαπτοµένη στο σηµείο (0,0) της καµπύλης y = x3 , ή σ’ ένα σηµείο µιας καµπύλης 

µε πολλά σηµεία καµπής (J. Grabiner, 1983). 

Η Ελληνική Γεωµετρία κληροδότησε στους µαθηµατικούς της Αναγέννησης 

ένα πλήθος από γενικές κατηγορίες ερωτηµάτων, τα οποία οι Αρχαίοι ήταν σε θέση 

να απαντήσουν σε ορισµένες περιπτώσεις αλλά για τα οποία δεν είχε επιζήσει καµία 

γενική µέθοδος. Οι µαθηµατικοί που προηγήθηκαν των Isaac Newton και Gottfried 

Wilhelm Leibniz, ενδιαφέρθηκαν για την επίλυση αυτών των προβληµάτων τόσο σε 

ειδικές περιπτώσεις ιδιαίτερου ενδιαφέροντος, όσο και σε γενικές εφόσον τούτο ήταν 

δυνατό. Οι προσπάθειες τους παρακινήθηκαν από διάφορους παράγοντες. Το 

αυξανόµενο ενδιαφέρον για ορισµένα φυσικά προβλήµατα έκανε κάποιες καµπύλες 

(ειδικότερα την κογχοειδή, την κισσοειδή και την κυκλοειδή) να δείχνουν ιδιαίτερα 

άξιες µελέτης. Η Γεωµετρία του Καρτέσιου έδειχνε να παρέχει ένα κλειδί για την 

επίλυση των προβληµάτων: η αλγεβρική αναπαράσταση µπορούσε να θέσει εκ νέου 

τα παλαιά γεωµετρικά ζητήµατα σε µορφές που υπόσχονταν µία λύση                              

(Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

Το 17ο αιώνα για την επίλυση του προβλήµατος της εφαπτοµένης 

αναπτύχθηκαν δύο τάσεις, µία γεωµετρική και µία αλγεβρική. Ο Καρτέσιος επινόησε 

µια µέθοδο κατασκευής εφαπτόµενων ευθειών που ήταν αλγεβρική και δεν είχε 

απειροστό χαρακτήρα. Η µέθοδός του ήταν χρήσιµη µόνον για καµπύλες των οποίων 

οι εξισώσεις ήταν της µορφής y = f (x) , όπου f (x) ήταν ένα απλό πολυώνυµο. Η 

µέθοδος του για την εύρεση της εφαπτοµένης στην καµπύλη y = f (x) στο σηµείο      

Ρ (x, f (x) ) αναγόταν στην εύρεση του σηµείου A (υ, 0) της τοµής µε το άξονα των x,  

της καθέτου στην καµπύλη στο σηµείο Ρ. Η εφαπτοµένη ευθεία θα ήταν η κάθετη 

στην κάθετο της καµπύλης στο Ρ  (C. H. Edwards, 1979). 

Γύρω στο 1644 ο Evangelista Torricelli (1608 – 1647) συνέλαβε την ιδέα να 

χρησιµοποιήσει την κινηµατική προκειµένου να χαράξει την εφαπτοµένη διαφόρων 

καµπύλων. Θεώρησε την καµπύλη ως την τροχιά ενός κινούµενου σηµείου, που η 

κατεύθυνση της κίνησης προέκυπτε από τη συνισταµένη δύο απλούστερων κινήσεων, 
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µε γνωστές τις κατευθύνσεις και τα µέτρα των ταχυτήτων τους. Με εφαρµογή του 

κανόνα του παραλληλογράµµου, έβρισκε την κατεύθυνση της συνισταµένης κίνησης 

η οποία ήταν η κατεύθυνση εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο που ήθελε. Η 

µέθοδος που ανέπτυξε ο Torricelli, περιείχε την ιδέα της στιγµιαίας ταχύτητας, 

κρύβοντας από πίσω την έννοια του ορίου και έφθασε κοντά στο θεµελιώδες 

θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού (Ε. Γιαννακούλιας, 2006).           

Τα προβλήµατα που οδήγησαν τους µαθηµατικούς του 17ου αιώνα, όπως τον 

Γαλιλαίο, τον Καρτέσιο, τον Fermat, στο ∆ιαφορικό Λογισµό, αναφέρονταν συχνά σε 

υπολογισµούς εφαπτόµενων και ταχυτήτων. Ο Napier το 1614 εισάγει τον λογάριθµο 

µε έναν κινητικό ορισµό, αφού βασίστηκε σε µελέτες της συνεχούς κίνησης σηµείων 

κατά µήκος ευθειών. Καµία από τις προηγούµενες µεθόδους δεν έχει γενική 

εφαρµογή και δεν περιέχει τη διαδικασία της διαφόρισης. Η πρώτη αξιοσηµείωτη 

νύξη διαφόρισης προέρχεται από τις ιδέες που διατύπωσε ο Pierre de Fermat       

(1601 – 1665) το 1629, στην εργασία του µε τίτλο «Introductio to plane and Solid 

loci». ∆εν γνώρισε όµως µεγάλη δηµοσιότητα γιατί κυκλοφόρησε σε χειρόγραφο το 

1637, έγινε γνωστό στη µαθηµατική κοινότητα το 1638 και δηµοσιεύτηκε µετά το 

θάνατό του.  Οι ιδέες του Fermat βασίστηκαν στις παρατηρήσεις του  Johannes 

Kepler (1571 - 1630) σύµφωνα µε τις οποίες η αύξηση µιας συνάρτησης γίνεται 

αµελητέα στην περιοχή µιας τοπικά µέγιστης ή ελάχιστης τιµής της. Στα τέλη του 

1620 ο Fermat µετέτρεψε το παραπάνω γεγονός σε διαδικασία προσδιορισµού ενός 

τέτοιου ακρότατου. Έλυσε λοιπόν προβλήµατα µεγίστων και ελαχίστων µελετώντας 

τη συµπεριφορά των συναρτήσεων κοντά σε ακραίες τιµές τους.  

 

Περιληπτικά η µέθοδος του Fermat ήταν η εξής:  

 

Αν η f (x) έχει ένα τοπικό µέγιστο ή ελάχιστο (ακρότατο) στο x και αν το ε είναι 

πολύ µικρό, τότε η τιµή f(x + ε) είναι σχεδόν ίση µε την f(x). Εποµένως 

αναπτύσσοντας τη σχέση f (x + ε) ≈ f (x) θα πρέπει να θέσει κανείς, µετά από 

απλοποιήσεις, ε = 0. Για παράδειγµα αν f (x) = x2 η σχέση f (x + ε) ≈ f (x) γίνεται     

(x + ε)2  
≈ x2 

δηλαδή 2εx + ε2  
≈ 0 οπότε 2x + ε ≈ 0 και για ε = 0 προκύπτει x = 0.      

Οι ρίζες της εξίσωσης που σχηµατίζεται, δίνουν εκείνες τις τιµές του x για τις οποίες 

η f (x) έχει ακρότατα, χωρίς όµως να µπορεί διακρίνει ανάµεσα σε µια µέγιστη ή 

ελάχιστη τιµή. ∆ηλαδή η βασική ιδέα του Fermat ήταν ν’ αυξάνει την µεταβλητή και 

µετά από πράξεις ν’ αφήνει την αύξηση να εξαφανίζεται (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 
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Η εξήγηση και αποσαφήνιση της διαδικασίας αυτής προκύπτει από τη µελέτη 

του πρώτου παραδείγµατος του Fermat που αφορούσε το χωρισµό µιας ποσότητας σε 

δύο µέρη, ώστε το γινόµενο να γίνεται µέγιστο. Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του 

Viéte, όπου οι µεταβλητές συµβολίζονται µε κεφαλαία φωνήεντα, αν παραστήσουµε 

µε Β τη δεδοµένη ποσότητα και µε Α, Β - Α τα µέρη της, τότε έχουµε: 

 

    (Α + Ε)  [Β – (Α + Ε)] = Α - (Β –Α) 

  

            ή       ΒΕ – 2ΑΕ – Ε2 = 0 .   

 

∆ιαιρώντας µε Ε και θέτοντας Ε = 0 έχουµε ότι Α = Β / 2. 

 

Η λογική της ανάπτυξης του Fermat δεν είναι βέβαια ικανοποιητική, είναι όµως 

φανερό ότι η µέθοδός του είναι ισοδύναµη σε σύγχρονο συµβολισµό µε το να 

θέσουµε:  

 

( ) ( )
0)(0

h
lim

0

=′⇔=
−+

→

xf
h

xfxf

h

 . 

 

Ο Fermat παρατήρησε πως στα σηµεία στα οποία η καµπύλη έπαιρνε µέγιστη ή 

ελάχιστη τιµή, η εφαπτοµένη ήταν παράλληλη προς τον άξονα των x. Αυτό τον 

οδήγησε το 1636, να εφαρµόσει την µέθοδό του σε προβλήµατα χάραξης της 

εφαπτοµένης. Ο Fermat χρησιµοποίησε την µέθοδο εύρεσης µεγίστων και ελαχίστων 

στη χάραξη της εφαπτοµένης σε σηµεία παραβολής, έλλειψης, στην κυκλοειδή, στην 

κισσοειδή, στην κογχοειδή, στην τετραγωνίζουσα καµπύλη και στο φύλλο του 

Καρτέσιου (H. Eves, µετάφραση Μ. Κωνσταντινίδης, 1990). 

Η εφαπτοµένη θεωρείται ως τέµνουσα και τα δύο σηµεία της πλησιάζουν µέχρι 

να συµπέσουν. Υπολόγισε την κλίση της εφαπτοµένης της καµπύλης y = f(x), δηλαδή 

το κλάσµα 
h

xfhxf )()( −+
 και όταν το h είναι µηδέν η τέµνουσα γίνεται 

εφαπτοµένη και αν αγνοηθεί το πολύ µικρό h τότε η κλίση της τέµνουσας δίνει την 

κλίση της εφαπτοµένης της καµπύλης. 

Γύρω στα 1655 οι Γερµανοί µαθηµατικοί René François de Sluse (1622 – 1685) 

και Johann Hudde (1628 – 1704) ανακάλυψαν τυπικούς αλγόριθµους για τη χάραξη 
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των εφαπτόµενων και οι µηχανικοί κανόνες που έθεσαν έδιναν µε υπολογισµούς 

ρουτίνας τις κλίσεις των εφαπτόµενων σε τυχαίες αλγεβρικές καµπύλες. Οι 

αλγόριθµοι αυτοί είχαν σκοπό να απλοποιήσουν τους υπολογισµούς που ήταν 

απαραίτητοι για τον προσδιορισµό της διπλής ρίζας µιας πολυωνυµικής εξίσωσης, 

αναγκαίας στη µέθοδο του Καρτέσιου για την εύρεση της καθέτου. Αν και οι κανόνες 

αυτοί ήταν εµπειρικοί εν τούτοις παρουσίαζαν ορισµένα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα 

του αδιαµόρφωτου ακόµα Απειροστικού Λογισµού (την αλγοριθµική µορφή και την 

υπολογιστική ακρίβεια) [Σ. Νεγρεπόντης,   Σ. Γιωτόπουλος, Ε. Γιαννακούλιας, 1999]. 

Ο Gilles Persone de Roberval (1602 - 1675) πέτυχε µία άλλη προσέγγιση του 

ζητήµατος του σχεδιασµού της εφαπτοµένης. Προσπάθησε να µελετήσει µία καµπύλη 

σαν να παράγεται από ένα σηµείο του οποίου η κίνηση είναι η σύνθεση δύο γνωστών 

κινήσεων. Τότε η συνισταµένη των διανυσµάτων της ταχύτητας των δύο γνωστών 

κινήσεων, µας δίνει την εφαπτοµένη στην καµπύλη. Αυτή η ιδέα υποστηρίχθηκε και 

από τον Evangelista Torricelli (1608 – 1647) και προκλήθηκε µία αντιδικία ανάµεσα 

σ’ αυτόν και τον Roberval για την ανακάλυψη της µεθόδου                                           

(H. Eves, µετάφραση Μ. Κωνσταντινίδης, 1990).  

Ένας άλλος επιστήµονας που συνέβαλε στην ανάπτυξη του ∆ιαφορικού 

Λογισµού ήταν και ο Isaac Barrow (1630 – 1677). Τροποποιώντας τη µέθοδο του 

Fermat προσεγγίζει µε αναλυτικό τρόπο τον ορισµό της εφαπτοµένης σ’ ένα 

παράρτηµα της 10ης διάλεξης του συγγράµµατος του «Lectiones Geometricae» που 

δηµοσιεύτηκε το 1670. Ήταν ένα σύγγραµµα στο οποίο δίνει για πρώτη φορά τη 

γεωµετρική απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού, 

χωρίς να αντιληφθεί ότι το πρόβληµα της εφαπτοµένης και του εµβαδού συνδέονται 

µέσω µιας αντίστροφης διαδικασίας.   

Αξιοσηµείωτο της µεθόδου του Barrow είναι ότι υπεισέρχεται η έννοια του 

χρόνου. Χρησιµοποιεί µία ανάλογη µέθοδο κατασκευής εφαπτόµενων καµπύλης, το 

«διαφορικό ή χαρακτηριστικό τρίγωνο» και ουσιαστικά είναι ίδια µε του Fermat. 
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Αρχίζει µε το τρίγωνο PQR που προκύπτει από την αύξηση του PR και 

χρησιµοποιεί το γεγονός ότι το τρίγωνο είναι όµοιο µε το τρίγωνο ΡΜΝ, για να 

ισχυρισθεί ότι η κλίση QR / PR της εφαπτοµένης είναι ίση µε ΡΜ / ΜΝ. Στο τρίγωνο 

P RṔ µε µικρή αύξηση του PR το τόξο ΡΡ΄ είναι επαρκώς µικρό και µπορεί να το 

ταυτίσουµε µε το τµήµα RQ της εφαπτοµένης στο σηµείο Ρ. Το τρίγωνο P RṔ  στο 

οποίο το τόξο ΡΡ΄ θεωρείται και ως τόξο της καµπύλης  και ως τµήµα της 

εφαπτοµένης είναι το «χαρακτηριστικό τρίγωνο». 

 Η κλίση της εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο Ρ της καµπύλης καθώς αυτό κινείται 

πάνω στην καµπύλη είναι η στιγµιαία ταχύτητα στο σηµείο Ρ (Katz, 1998). Ο λόγος 

α/e (∆y / ∆x)  είναι η κλίση της εφαπτοµένης και καθώς το τρίγωνο PQR γίνεται 

ολοένα και µικρότερο, το σηµείο Q πλησιάζει το σηµείο Ρ και η ευθεία QR τείνει να 

γίνει εφαπτοµένη της καµπύλης στο Ρ. Έτσι βρίσκουµε το όριο του λόγου  ∆y / ∆x 

όταν το ∆x → 0 (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 
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Ο Fermat και ο Barrow, συνέβαλαν στην εξέλιξη του ∆ιαφορικού Λογισµού, 

προσεγγίζοντας την έννοια της παραγώγου µέσω της εφαπτοµένης καµπύλης, δηλαδή 

µε γεωµετρικό τρόπο. 

Γύρω στα 1660 είχαν κατανοηθεί µε σαφήνεια οι λογιστικές και γεωµετρικές 

σχέσεις ανάµεσα στο πρόβληµα ακρότατων και στο πρόβληµα της εφαπτοµένης, 

δηλαδή το µέγιστο βρισκόταν µε το µηδενισµό της κλίσης της εφαπτοµένης, η οποία 

υπολογιζόταν µε τις γνωστές διαδικασίες που αναφέραµε προηγουµένως. ∆εν είχε 

όµως δοθεί ένας ικανοποιητικός ορισµός της εφαπτοµένης και δεν είχε κατανοηθεί η 

σχέση της µε τις άλλες γεωµετρικές έννοιες, όπως αυτή του εµβαδού. Η αναζήτηση 

στράφηκε λοιπόν προς την κατεύθυνση της δηµιουργίας ενός Λογισµού ενιαίου, 

λειτουργικού, µε κατάλληλη ορολογία, συµβολισµό και αναλυτικούς κανόνες, ο 

οποίος να προσφέρει µια γενική τεχνική για τη λύση των διαφόρων προβληµάτων που 

έχουν προαναφερθεί. 

Οι άνθρωποι αυτοί δεν άργησαν να φανούν τη δεκαετία του 1660 – 1670, οι  

Isaac Newton και Gottfried Wilhelm Von Leibniz θα ανακαλύψουν τον Απειροστικό 

Λογισµό. Ο Newton προσέγγισε τον Λογισµό από τη φυσική πλευρά. Θεώρησε µία 

καµπύλη ως παραγόµενη από τη συνεχή κίνηση ενός σηµείου. Εποµένως οι 

συντεταγµένες αυτού του σηµείου είναι µεταβλητές ποσότητες. Ονόµασε µία 

µεταβλητή «ρέον - fluent» και το ρυθµό µεταβολής της «ροή - fluxion» του ρέοντος. 
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Αν ένα «ρέον» όπως η τεταγµένη του σηµείου που παράγει την καµπύλη, 

παριστάνεται µε y, τότε η «ροή» του «ρέοντος» παριστάνεται µε ẏ . Σε σύγχρονο 

συµβολισµό παρατηρούµε ότι αυτό είναι ισοδύναµο dy / dt , όπου t παριστάνει τον 

χρόνο. Ο Newton εισήγαγε επίσης µία άλλη έννοια που την ονόµασε στιγµή 

(moment) του «ρέοντος» και είναι το απειροελάχιστο ποσό κατά το οποίο ένα «ρέον» 

αυξάνει σ’ ένα απείρως µικρό χρονικό διάστηµα «ο». Άρα η «στιγµή του ρέοντος» x 

δίνεται από το γινόµενο x·ο . Ο Newton παρατήρησε ότι µπορούσε σε κάθε πρόβληµα 

ν’ αγνοήσουµε όλους τους όρους που είναι πολλαπλασιασµένοι µε τη δεύτερη ή 

µεγαλύτερη δύναµη του «ο» και έτσι παίρνουµε µία εξίσωση µεταξύ των 

συντεταγµένων x , y του σηµείου που παράγει µια καµπύλη και των ροών τους.        

Η αγνόηση των όρων αυτών αποτέλεσε αντικείµενο κριτικής από κάποιους 

σύγχρονούς του. Η µέθοδός του γίνεται κατανοητή από ένα παράδειγµα του που 

έδωσε στο έργο του «Μέθοδος των ροών και άπειρες σειρές», που γράφτηκε το 1671 

αλλά δηµοσιεύτηκε το 1736, εννέα χρόνια µετά τον θάνατό του. Στην ίδια εργασία, ο 

Newton, διατύπωσε σαφέστατα το θεµελιώδες θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού: 

«αν δοθεί µια σχέση µεταξύ δύο ρεόντων, να βρεθεί η σχέση που υπάρχει µεταξύ των 

ροών τους και αντίστροφα». 

Αργότερα το 1687, ο Newton δηµοσίευσε τα πεπραγµένα στην επιστηµονική 

του διατριβή «Philosophie Naturalis  Principia Mathematica» (Μαθηµατικές Αρχές 

της Φυσικής Φιλοσοφίας) που είναι ένα έργο µεγάλης σηµασίας και συχνά θεωρείται 

η πρώτη δηµοσίευση του Νεύτωνα στον Απειροστικό Λογισµό. 

Η διατριβή αυτή περιέχει τρεις µεθόδους ερµηνείας του νέου Λογισµού: 

 

α) Η πρώτη µέθοδος στην  εργασία του «De Analysi per aequationes numero 

terminorum infinitas», που κυκλοφόρησε µεταξύ φίλων το 1669 και δηµοσιεύτηκε το 

1711, σχετίζεται µε «απειροστά» επιχειρήµατα. Η πρωτοτυπία του Newton κατά τον 

Boyer (1969) είναι ότι: «για πρώτη φορά υπολόγισε το εµβαδόν µιας επιφάνειας από 

το λόγο µεταβολής σ’ ένα µόνο σηµείο, δηλαδή µε αντιδιαφόριση. Αρχικά όριζε το 

ρυθµό µεταβολής του ζητούµενου εµβαδού ως προς x και κατόπιν υπολόγιζε το 

εµβαδόν µέσω του αόριστου ολοκληρώµατος (µε σηµερινή ορολογία) της 

συνάρτησης που παρίστανε την τεταγµένη (αντιδιαφόριση)». 

 

β) Η δεύτερη µέθοδος σχετίζεται µε τις ροές που αναλύσαµε παραπάνω και τις 

άπειρες σειρές στην εργασία του «Methodus fluxionum et serierum infinitarum». Ο 
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Newton εφάρµοσε τη µέθοδο των ροών προσδιορίζοντας µέγιστα και ελάχιστα, 

εφαπτόµενες σε καµπύλες, καµπυλότητες καµπύλων, σηµεία καµπής κυρτότητας και 

κοιλότητας καµπύλων, καθώς και σε αρκετούς υπολογισµούς εµβαδών και 

ευθειοποίηση καµπύλων. 

 

γ) Η τρίτη µέθοδος σχετίζεται µε τα όρια στο έργο του «De quadaratura» που 

παρουσιάστηκε το 1676 και δηµοσιεύτηκε το 1704, όπου αναπτύσσει την «µέθοδο 

των πρώτων και των έσχατων λόγων - ultimate ratio». Σ’ αυτήν προσπάθησε να 

δικαιολογήσει τη διαγραφή των απείρως µικρών όρων εισάγοντας την έννοια του 

ορίου, διατυπώνοντας ότι οι «ροές» δεν ήταν δυνατόν να θεωρούνται ποτέ µόνες 

τους, αλλά σε λόγους.  

Κατά τον Boyer (1969),  «η δυσκολία κατανόησης των απείρως µικρών 

µεγεθών τον οδήγησε στην µελέτη του λόγου τους που ήταν εν γένει ένας 

πεπερασµένος αριθµός. Αυτό του επέτρεψε ν’ αντικαθιστά τα απειροστά µεγέθη µε 

οποιαδήποτε άλλα πεπερασµένα, που ήταν αντιληπτά και είχαν τον ίδιο λόγο µ’ 

αυτά». Απέτυχε όµως να προσεγγίσει τους λόγους αυτούς µε την αριθµητική έννοια 

του ορίου γιατί είχε βαθιά επηρεαστεί από τις απειροστικές απόψεις του 17ου αιώνα 

(Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

Η προσέγγιση της παραγώγισης του Νεύτωνα είναι παρόµοια µε τις έρευνες του 

Γάλλου µαθηµατικού Gilles Persone de Roberval την περίοδο 1630-1640, όµως δεν 

γνωρίζουµε αν ήταν οι έρευνες αυτές γνωστές στον Νεύτωνα.  

Η έρευνα του Leibniz έγινε κατά το διάστηµα 1672-1676. Εργαζόµενος σε 

προβλήµατα τετραγωνισµού καµπύλων, χάραξη εφαπτόµενων και υπολογισµού 

µεγίστων και ελαχίστων τιµών συναρτήσεων, µελέτησε µια εργασία του Blaise Pascal 

(1623 – 1662) που είχε τίτλο «Traite des sinus du quart de cercle – Πραγµατεία για τα 

ηµίτονα του τεταρτοκυκλίου», κατόπιν υποδείξεως του Cristiaan Huygens            

(1629 – 1695). Η µελέτη αυτή ήταν η αιτία ν’ ανακαλύψει τη χρησιµότητα του 

φηµισµένου  «χαρακτηριστικού ή διαφορικού τριγώνου», το οποίο είχαν ήδη 

χρησιµοποιήσει οι Pascal και Barrow.  

 

Στο έργο του «Historia et origo» ο Leibniz περιγράφει την ανακάλυψη του 

χαρακτηριστικού τριγώνου και γράφει:  

(D. J. Struik, 1969 & Σ. Νεγρεπόντης,   Σ. Γιωτόπουλος, Ε. Γιαννακούλιας, 

1999) 
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 «Από ένα παράδειγµα του Dettonville, ένα φως εξερράγη ξαφνικά επάνω σ’ 

αυτόν, τον οποίο περιέργως ο Pascal δεν είχε αντιληφθεί. Γιατί όταν αποδεικνύει το 

θεώρηµα του Αρχιµήδη για τη µέτρηση της επιφάνειας της σφαίρας ή των µερών της, 

χρησιµοποίησε µία µέθοδο στην οποία ολόκληρη η επιφάνεια του στερεού που 

διαµορφώνεται από την περιστροφή γύρω από οποιοδήποτε άξονα µπορεί να µειωθεί 

σε έναν ισοδύναµο αριθµό απλών σχηµάτων. Από αυτό ο νεαρός φίλος µας έφθασε στο 

παρακάτω θεώρηµα. Τα τµήµατα µιας ευθείας γραµµής πάνω σε µια καµπύλη, που 

σχηµατίζονται µεταξύ της καµπύλης και του άξονα, όταν λαµβάνονται στη σειρά και 

εφαρµόζονται κάθετα στον άξονα δίνουν ένα σχήµα ισοδύναµο µε τη στιγµή της 

καµπύλης για τον άξονα». 

 

Συνειδητοποίησε ότι το «χαρακτηριστικό τρίγωνο» είναι ένα πολύ χρήσιµο 

εργαλείο για την επίλυση διαφόρων προβληµάτων ολοκλήρωσης, υπολογισµού 

µήκους καµπύλων κλπ. Αντιλήφθηκε λοιπόν ότι ο καθορισµός της εφαπτοµένης σ’ 

ένα σηµείο µιας καµπύλης εξαρτάται από τον λόγο των διαφορών της συνάρτησης 

και της µεταβλητής, καθώς οι διαφορές αυτές γίνονται απείρως µικρές. Επίσης ο 

τετραγωνισµός εξαρτάται από το άθροισµα των εµβαδών απείρου αριθµού απείρως 

λεπτών ορθογωνίων τα οποία έχουν βάσεις τµήµατα της τετµηµένης απειροστού 

µήκους. Οι δύο διαδικασίες αυτές είναι εργασίες αντίστροφες. Με άλλα λόγια 

συνειδητοποίησε το θεµελιώδες θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού.       

Το πρώτο άρθρο του Leibniz για το διαφορικό λογισµό δηµοσιεύτηκε το 1684 

στο περιοδικό «Acta Eruditorum» (πεπραγµένα των σοφών) µε τίτλο: 

 

«Μια νέα µέθοδος για µέγιστα και ελάχιστα καθώς και για εφαπτόµενες, η 

οποία δεν παρακωλύεται ούτε από κλασµατικές ούτε από άρρητες ποσότητες και ένας 

ειδικός τρόπος για τον υπολογισµό τους». Βασική έννοια σ’ αυτήν την εργασία ήταν 

το «διαφορικό». 

 

Σ’ αυτή δηµοσιεύτηκε µια περιεκτική έκθεση του ∆ιαφορικού Λογισµού του, 

που όπως λέει ο ίδιος η διατύπωσή του χρονολογούνταν το 1676. Παρ’ όλες τις 

ασάφειες, τα λάθη και τις απροσεξίες η εργασία αυτή αποδείχθηκε ορόσηµο για την 

παραπέρα ανάπτυξη των µαθηµατικών. 
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Θεώρησε µία αυθαίρετη ποσότητα που την ονόµασε «διαφορά» και τη 

συµβόλισε µε dx (απείρως µικρή µεταβολή της µεταβλητής x) και όρισε την dy ως 

εξής: 
νηυποεφαπτοµέ

y

dx

dy
= . Το dy είναι το διαφορικό πρώτης τάξης της 

συνάρτησης y. Από τα διαφορικά dx , dy προκύπτουν διαφορικά δευτέρας τάξεως και 

γενικά κ-τάξεως. Τα διαφορικά dx , dy είναι σταθερές µη µηδενικές ποσότητες, όµως 

ασύγκριτα µικρές ποσότητες άρα αµελητέες σε σύγκριση µε τις τιµές των 

µεταβλητών x, y.   

 

Ο ορισµός που έδωσε ο Leibniz για την εφαπτοµένη ήταν: 

   

« η εφαπτοµένη είναι η γραµµή που ενώνει δύο απείρως γειτονικά σηµεία της 

καµπύλης (µε την έννοια ότι η διαφορά dx ήταν απείρως µικρή). Βλέπουµε λοιπόν ότι 

καθώς το dx γίνεται όλο και µικρότερο το σηµείο Q τείνει να γίνει σηµείο της 

καµπύλης, οπότε το QR γίνεται περίπου ίσο µε το dy όταν το Q τείνει να συµπέσει µε 

το Ρ». 
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Ο σύγχρονος συµβολισµός είναι:  

 

dx

xfdxxf

dx

)()(

dx

dy
lim

0

−+
=

→

, 

όπου ο λόγος dy/dx είναι ο λόγος των απειροστών µεταβολών dx, dy των 

µεταβλητών x, y αντίστοιχα και είναι και το σύµβολο που αντιπροσωπεύει το όριο 

του λόγου ∆y / ∆x όταν το ∆x  τείνει στο 0, όπου ∆x , ∆y είναι οι µεταβολές 

αντίστοιχα των µεταβλητών x, y (Ε. Γιαννακούλιας, 2006).     

 
Αργότερα ο Leibniz σε µια επιστολή του στον L’ Hospital γράφει: 
 
(J. M. Child, 1920 & «Απειροστικός Λογισµός, τόµος 1», Σ. Νεγρεπόντης,   Σ. 

Γιωτόπουλος, Ε. Γιαννακούλιας, 1999) 

 

«Με τη χρήση αυτού που καλώ χαρακτηριστικό τρίγωνο, που σχηµατίζεται από τα 

δεδοµένα των συντεταγµένων και της καµπύλης, ανακάλυψα, δεδοµένου ότι ήταν 

εύκολο όσο το ανοιγοκλείσιµο των βλεφάρων, µονοµιάς όλα τα θεωρήµατα, που στη 

συνέχεια τα εντόπισα στις εργασίες των Barrow και Gregory. Μέχρι εκείνη τη στιγµή, 

δεν είχα ασχοληθεί αρκετά µε το Λογισµό του Καρτέσιου και µέχρι τώρα δεν 

χρησιµοποίησα τις εξισώσεις για να περιγράψω καµπύλες. Αλλά, κατόπιν συµβουλής 

του Huygens κάθισα να ασχοληθώ µε αυτήν και του είµαι ευγνώµων γι’ αυτό, γιατί µου 

έδωσε τα µέσα σχεδόν αµέσως να ανακαλύψω τον ∆ιαφορικό Λογισµό. Κάποια χρόνια 

πριν είχα την ευχαρίστηση να ασχοληθώ µε την εύρεση των αθροισµάτων της σειράς 

των αριθµών, και γι’ αυτό είχα χρησιµοποιήσει το γνωστό θεώρηµα, ότι, σε µια σειρά 

µε φθίνοντες  όρους, ο πρώτος όρος είναι ίσος µε το άθροισµα όλων των διαδοχικών 

διαφορών. Από αυτό είχα επινοήσει αυτό που καλώ αρµονικό τρίγωνο σε αντιδιαστολή 

µε το αριθµητικό τρίγωνο του Pascal. Αναγνωρίζοντας από αυτό τη µεγάλη 

χρησιµότητα των διαφορών και εντοπίζοντας το λογισµό του Descartes, ότι οι 

συντεταγµένες της καµπύλης θα µπορούσαν να εκφραστούν αριθµητικά, είδα ότι για να 

βρω τους τετραγωνισµούς ή τα αθροίσµατα των συντεταγµένων ήταν το ίδιο πράγµα µε 

το να βρεθεί µια συντεταγµένη (τετραγωνίζουσα), της οποίας η διαφορά είναι ανάλογη 

προς τη δεδοµένη τεταγµένη. Αναγνώρισα επίσης ότι η εύρεση των εφαπτόµενων δεν 

είναι τίποτε άλλο από την εύρεση των διαφορών, και ότι η εύρεση των τετραγωνισµών 

δεν είναι τίποτε άλλο από την εύρεση των αθροισµάτων, υπό τον όρο ότι οι διαφορές 

είναι εξαιρετικά µικρές». 
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Η θεµελίωση του Leibniz  έπασχε από ασάφειες παρόµοιες µε εκείνες του 

Newton. Το διαφορικό dx, dy ήταν άλλοτε πεπερασµένες ποσότητες και άλλοτε 

ποσότητες µικρότερες από κάθε πεπερασµένη ποσότητα, όχι όµως µηδενικές.  

Ο Leibniz παρουσιάζει τον λογισµό των απειροστών ως µια πιο σύντοµη µορφή 

της αρχαιοελληνικής µεθόδου εξάντλησης. Η δεύτερη προσέγγιση του Leibniz για να 

αιτιολογήσει τη χρήση των «φανταστικών» απειροστών στο λογισµό είναι ο νόµος 

της συνέχειας που τον διατύπωσε ως εξής: «Εάν οποιαδήποτε συνεχής µετάβαση 

θεωρηθεί ότι τερµατίζεται σε ένα ορισµένο όριο, τότε είναι πιθανό να διαµορφωθεί 

ένας γενικός συλλογισµός, ο οποίος να καλύπτει και το τελικό όριο». Για παράδειγµα, 

για τεµνόµενες ευθείες µπορούµε να υποθέσουµε ότι τέµνονται σ’ ένα φανταστικό 

σηµείο και όταν οι ευθείες είναι παράλληλες, τότε σχηµατίζουν γωνία απείρως µικρή.  

Οι αποδείξεις  των κανόνων του λογισµού του Leibniz στηρίχτηκαν στον νόµο της 

συνέχειας. 

Αν θελήσουµε να συγκρίνουµε το λογισµό του Leibniz µε το σηµερινό 

απειροστικό λογισµό, ο λογισµός του Leibniz αφορά µεταβλητές και το διαφορικό 

ενώ ο σύγχρονος λογισµός συναρτήσεις και την παράγωγό τους                                           

(Ε. Γιαννακούλιας, 2006).                                                    

Στον Νεύτωνα η έννοια του ορίου στην παράγωγο έχει διαισθητική ερµηνεία 

και η ταχύτητα ενυπάρχει, ενώ στον Leibniz η έννοια του ορίου δεν βασίζεται στη 

διαίσθηση αλλά ο Leibniz οδηγείται στα απειροστά συµπεράσµατα από την αναλογία 

που αυτά παρουσιάζουν  προς τις διακριτές διαφορές. Έτσι για τον Leibniz τα 

απειροστά dx, dy έχουν µια αυθυπαρξία που λειτουργεί και οδηγεί σε σωστά 

αποτελέσµατα, χωρίς να µπορούν να εξηγηθούν αυστηρά, ενώ για τον Νεύτωνα 

µόνον ο λόγος αυτών  
dx

dy
 η παράγωγος δηλαδή, έχει φυσική και γεωµετρική έννοια. 

Η έννοια της παραγώγου του Νεύτωνα, είναι πολύ κοντά στην έννοια που δεχόµαστε 

σήµερα στη σύγχρονη ανάπτυξη του Λογισµού. 

Ο Νεύτωνας και ο Leibniz εισήγαγαν νέες έννοιες και ο λογισµός τους έγινε ένα 

σηµαντικό εργαλείο µε το οποίο µπορούσαµε να αντιµετωπίζονται µε κοινές 

µεθόδους διαφορετικά προβλήµατα της γεωµετρίας και της φυσικής. Η «διαφόριση» 

αποτέλεσε µία νέα πράξη µε την οποία κατόρθωσαν να αναγάγουν τα προβλήµατα 

του εµβαδού, του όγκου και άλλων συναφών προβληµάτων που αντιµετωπίζονταν 

σαν προβλήµατα άθροισης, σε προβλήµατα που µπορούσαν να λυθούν µε 

«αντιδιαφόριση». 
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Πάντως το συµπέρασµα της ιστορικής έρευνας δείχνει ότι Newton και Leibniz, 

ακολουθώντας διαφορετικούς δρόµους ο καθένας, έφτασαν στον ίδιο στόχο, όµως  

πρέπει να θεωρηθούν ανεξάρτητοι επινοητές του ∆ιαφορικού Λογισµού                                     

(Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

 Ο Απειροστικός Λογισµός, στις αρχές του 18ου αιώνα, εµφανίζεται ως ένα 

ισχυρό µαθηµατικό εργαλείο, χωρίς όµως αυστηρή θεµελίωση. Ο φιλόσοφος – 

θεολόγος George Berkeley (1685-1753), σε µια µονογραφία του το 1734 µε τίτλο 

«The Analyst, or A Discourse Addressed to an Infidel Mathematician», διατύπωσε 

σηµαντικές λογικές και φιλοσοφικές αντιρρήσεις γι’ αυτήν την έλλειψη αυστηρής 

θεµελίωσης. 

Ο Berkeley κατηγορεί τον Νεύτωνα και τον Leibniz ότι χρησιµοποιούν 

µεθόδους που δεν καταλαβαίνουν και ότι καταλήγουν σε σωστά συµπεράσµατα, 

περνώντας από λογικές αντιφάσεις και αµφισβητούµενες έννοιες: 

 («Απειροστικός Λογισµός, τόµος 1, Σ. Νεγρεπόντης,   Σ. Γιωτόπουλος, Ε. 

Γιαννακούλιας, 1999»)  

 

«Ο Νεύτωνας χρησιµοποίησε τις παραγώγους (fluxions) ως ικρίωµα ενός 

οικοδοµήµατος, ως αντικείµενα που τίθενται στο περιθώριο, όταν πεπερασµένες 

ποσότητες ανευρίσκονται ανάλογες προς αυτές. Αλλά αυτοί οι πεπερασµένοι εκθέτες 

ανευρίσκονται µε την χρήση των fluxions . Άρα ότι αποτέλεσµα προκύπτει από την 

χρήση αυτών των εκθετών και αναλογιών αναφέρεται στις  fluxions οι οποίες, άρα 

πρέπει να είναι προηγουµένως κατανοητές. Και τι είναι λοιπόν οι  fluxions; Άραγε οι 

ταχύτητες απειροστικών µεταβλητών; Και τι είναι οι απειροστές µεταβολές; ∆εν είναι 

ούτε πεπερασµένες ποσότητες, ούτε ποσότητες απεριόριστα µικρές, ούτε και ανύπαρκτες 

ποσότητες. ∆εν πρέπει κανείς να τις αποκαλέσει τα φαντάσµατα ποσοτήτων που έχουν 

απέλθει;»  

 

Μεγάλη συµβολή στην εξέλιξη του ∆ιαφορικού Λογισµού έχει ο Leonhard 

Euler (1707 – 1783). Στο έργο του «Institutiones calculi differentialis – Μαθήµατα 

∆ιαφορικού Λογισµού» ταξινόµησε την έως τότε υπάρχουσα ύλη του ∆ιαφορικού 

Λογισµού. Θεµελιώδη έννοια του Λογισµού διατήρησε το «διαφορικό». Για τον Euler 

το διαφορικό dy της µεταβλητής ήταν η διαφορά του y σε δύο απείρως κοντινές τιµές 

του x. Αρνήθηκε την έννοια του απειροστού ως µιας ποσότητας µη µηδενικής που 

γίνεται µικρότερη από κάθε µέγεθος, πιστεύοντας ότι µια απείρως µικρή ποσότητα 
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είναι µια ποσότητα που ισούται µε µηδέν. Ισχυρίστηκε όπως και Jacob Bernoulli, ότι 

ένας αριθµός που είναι µικρότερος από κάθε δοσµένη ποσότητα, αναγκαία πρέπει να 

ισούται µε µηδέν. Έτσι τα διαφορικά dx, dy για τον Euler θεωρούνταν ίσα µε το 

µηδέν. Ισχυριζόταν όµως ότι τα διαφορικά µπορούσαν να θεωρηθούν ως µηδενικά, 

αλλά σύµφωνα µε την αρχή της συνέχειας διατηρούσαν τον χαρακτήρα των σχέσεων 

πεπερασµένων µεγεθών από τα οποία προέκυψαν. Ο Euler µετέτρεψε το ∆ιαφορικό 

Λογισµό σε µια φορµαλιστική θεωρία συναρτήσεων που δεν ήταν ανάγκη ν’ 

αναφέρεται σε διαγράµµατα ή γεωµετρικές έννοιες. Ήταν ο πρώτος που έδωσε τον 

ορισµό της συνάρτησης, ως µιας αναλυτικής έκφρασης µε σταθερές και µεταβλητές 

που µπορούσαν να παρασταθούν µε απλά σύµβολα. Πριν από τον Euler ο 

Απειροστικός Λογισµός µελετούσε ιδιότητες καµπύλων. Μετά τον Euler 

διαπραγµατευόταν ιδιότητες συναρτήσεων (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

Αν και οι απόψεις του για τις θεµελιώδεις αρχές του Λογισµού δεν παρουσίαζαν 

την ακρίβεια και την αυστηρότητα που εµφάνισαν τα µαθηµατικά του επόµενου 

αιώνα, η φορµαλιστική τάση που εγκαινίασε ήταν αυτή που απελευθέρωσε το νέο 

Λογισµό από τα γεωµετρικά εµπόδια.  

Παρά τη µεγάλη συνεισφορά του Euler υπάρχουν και ορισµένα αδύνατα σηµεία 

του. Οι διαδικασίες µε το άπειρο αντιµετωπίστηκαν χωρίς αυστηρότητα. ∆εν ήλεγχε 

για παράδειγµα µε κριτήρια σύγκλισης και απόκλισης την ισχύ των τύπων για σειρές. 

Η θεµελίωση του Λογισµού από τον Euler έχει τις αδυναµίες της, από την άλλη µεριά 

όµως, διατύπωσε τις απόψεις του χωρίς ν’ αφήνει κενά. 

Μία πρώτη προσπάθεια για να τεθεί ο ∆ιαφορικός Λογισµός σε αυστηρές 

βάσεις, ήταν το σύγγραµµα του Maclaurin, «Treatise of Fluxions - Πραγµατεία για τις 

ροές», µε το οποίο διαδόθηκαν οι Νευτώνιες αντιλήψεις για το λογισµό και κάποιες 

επεκτάσεις του στην υπόλοιπη Ευρώπη και αποτέλεσε το συνδετικό κρίκο µεταξύ 

των µεθόδων του Newton – Leibniz (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

Όµως το αποφασιστικό βήµα που διέλυσε την οµίχλη και ξεκαθάρισε τις 

σχετικές έννοιες, έγινε από τον Jean D’  Alembert (1717-1784), µε τα αξιοσηµείωτα 

άρθρα του «Différentiel και Limite της Encyclopédie (1754)», µε τα οποία  κατάφερε 

να αποµακρύνει κάθε τι το «µεταφυσικό» και µυστηριώδες από τον Απειροστικό 

Λογισµό.   

Ο D’ Alembert γράφει: 

(«Απειροστικός Λογισµός, τόµος 1», Σ. Νεγρεπόντης,   Σ. Γιωτόπουλος, Ε. 

Γιαννακούλιας, 1999)  
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«Ο Leibniz αισθανόταν αµηχανία από τις αντιρρήσεις που υπήρχαν για τις 

απεριόριστα µικρές ποσότητες, που εµφανίζονται στο διαφορικό λογισµό. Έτσι 

προτιµούσε να ανάγει τις απεριόριστα µικρές σε απλές µη συγκρίσιµες ποσότητες …Ο 

Νεύτωνας ξεκινούσε από µια άλλη αρχή. Και µπορούµε να πούµε ότι η µεταφυσική 

αυτού µεγάλου µαθηµατικού στο λογισµό των fluxions είναι πολύ ακριβής και 

διαφωτιστική, αν και µας επέτρεψε να έχουµε µόνο µία πολύ βιαστική µατιά των ιδεών 

του. …Ποτέ δεν θεώρησε το διαφορικό λογισµό ως τη  µελέτη των απεριόριστα µικρών 

µεγεθών, αλλά ως τη µέθοδο αρχικών και τελικών λόγων, δηλαδή τη µέθοδο της 

εύρεσης ορίων λόγων. Έτσι ο φηµισµένος συγγραφέας ποτέ δεν διαφόρισε ποσότητες 

αλλά µόνο εξισώσεις. Στην πραγµατικότητα δε, κάθε εξίσωση ενέχει µια σχέση µεταξύ 

δύο µεταβλητών και η διαφόριση των εξισώσεων έγκειται απλώς στην εύρεση του ορίου 

του λόγου των πεπερασµένων διαφορών των δύο ποσοτήτων που περιέχονται στην 

εξίσωση … Αν αυτό γίνει αντιληπτό, τότε αισθάνεται κάποιος ότι η υπόθεση για τις 

απεριόριστα µικρές ποσότητες εξυπηρετεί µόνο στη συντόµευση και απλοποίηση των 

λογικών επιχειρηµάτων. Και ότι ο διαφορικός λογισµός δεν έχει ανάγκη να υποθέσει 

την ύπαρξη τέτοιων ποσοτήτων. Και ότι ακόµη ο λογισµός αυτός έγκειται στον 

καθορισµό µε αλγεβρικά µέσα του ορίου ενός λόγου, για τον οποίο ήδη έχουµε την 

έκφραση ως συνάρτηση ευθειών και στην εξίσωση αυτών των δύο εκφράσεων …Είδαµε 

ότι στο διαφορικό λογισµό δεν υπάρχουν κατ’ ουσία απεριόριστα µικρές ποσότητες 

πρώτου βαθµού. Ότι στην πραγµατικότητα αυτές οι ποσότητες (τα διαφορικά), 

υποτίθεται, ότι διαιρούνται από άλλες υποτιθέµενες απεριόριστα µικρές ποσότητες. Σ’ 

αυτή τη µορφή δεν συµβολίζουν ούτε απεριόριστα µικρές ποσότητες ούτε λόγους 

απεριόριστα µικρών ποσοτήτων. Είναι τα όρια ενός λόγου δύο πεπερασµένων 

ποσοτήτων». 

 

Ο D’ Alembert λοιπόν θεώρησε ότι η βάση του ∆ιαφορικού Λογισµού του 

Leibniz και αυτή των «ροών» του Newton θα έπρεπε ν’ αναζητηθεί στην έννοια του 

ορίου. Στο άρθρο του «Limite» γράφει: 

 

«µπορεί κανείς να ονοµάσει ένα µέγεθος όριο κάποιου άλλου µεγέθους, όταν το 

δεύτερο πλησιάζει το πρώτο οσοδήποτε κοντά, δίχως ωστόσο να µπορεί να ξεπεράσει 

το πρώτο, και µε τέτοιο τρόπο, ώστε η διαφορά να µπορεί να γίνει µικρότερη από κάθε 

δοσµένη ποσότητα». 
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Οι µεταβλητές εποµένως του D’ Alembert δεν έφταναν τα όριά τους. 

Η πρόταση του D’ Alembert να ληφθεί ως κεντρική έννοια του ∆ιαφορικού 

Λογισµού το όριο, δεν έγινε αποδεκτή.  

Η χρήση της γεωµετρικής ερµηνείας που εξακολούθησε να γίνεται και η 

µεταφυσική ερµηνεία που δινόταν ήταν οι αιτίες να θεωρηθεί µια εικόνα, τόσο 

σκοτεινή όσο αυτή του απείρους µικρού (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

Γύρω στα 1715 ο Brook Taylor απέδειξε τον γνωστό τύπο για σειρές που 

φέρουν τ’ όνοµά του. Οι σειρές Taylor αποτέλεσαν ένα χρήσιµο εργαλείο, που αρχικά 

αναπτύχθηκε για τη λύση διαφορικών εξισώσεων. Η σηµασία αυτής της ιδιότητας 

των παραγώγων αναγνωρίστηκε γρήγορα τόσο από τον Colin Maclaurin              

(1698 – 1746) όσο και από τους Leonhard Euler και τον Joseph Louis Lagrange. 

Είχαν πλέον στα χέρια τους ένα ισχυρό εργαλείο για τη µελέτη των συναρτήσεων και 

τις προσεγγιστικές λύσεις εξισώσεων. Πέρα όµως απ’ αυτό, η µελέτη των σειρών 

Taylor εφοδίασε τους µαθηµατικούς µε νέες αντιλήψεις για τη φύση της παραγώγου.        

Στα τέλη του 18ου αιώνα ο Joseph Louis Lagrange (1736 – 1813), ένας από 

τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς του αιώνα αυτού προσπάθησε να αναπτύξει τον 

Λογισµό παραµερίζοντας απειροστά, ροές και όρια. Σκοπός του ήταν να εξαφανίσει 

τα όρια από τον Λογισµό, γιατί αδυνατούσε να ξεκαθαρίσει τι σήµαινε στην 

πραγµατικότητα ο λόγος ∆y / ∆x τη στιγµή που έφτανε στο όριό του. 

Στο µνηµειώδες έργο του, «Théorie des Fonctions Analytiques - Θεωρία των 

Αναλυτικών Συναρτήσεων» στα 1797, προσπάθησε να θεµελιώσει το ∆ιαφορικό 

Λογισµό και γενικότερα την Μαθηµατική Ανάλυση στην Νευτώνεια έννοια της 

δυναµοσειράς (µε καθαρά αλγεβρικές διαδικασίες). Έτσι αντικαθιστώντας τη 

µεταβλητή x µε x + i , όπου i συµβολίζει µια µικρή αύξηση και χρησιµοποιώντας τη 

θεωρία των σειρών έχει: 

 

f (x + i) = f (x) + pi + qi2 +ri3 + … 

 

µε τους συντελεστές p, q, r, … να είναι συναρτήσεις του x, ανεξάρτητες του i , 

αλλά εξαρτηµένες από την f. Έτσι κατέληξε στην κλάση των αναλυτικών 

συναρτήσεων (µιας µιγαδικής και όχι πραγµατικής µεταβλητής), η οποία όµως είναι 

ουσιωδώς πιο περιορισµένη από τις διαφορίσιµες, σε κάποιο σηµείο, συναρτήσεις. 

Ο Lagrange συµβόλισε τη συνάρτηση p (x) µε f ΄ (x) και την ονόµασε πρώτη 

παραγόµενη συνάρτηση της f (x) , την οποία αργότερα ονόµασε παράγωγο της f (x) 
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και τη συµβόλισε f΄x . Αυτός είναι ιστορικά και ο πρώτος συµβολισµός της 

παραγώγου (C. H. Edwards, 1979). 

Η εξήγηση του Newton της «fluxion» ως ρυθµού µεταβολής φαινόταν να 

περικλείει την έννοια της κίνησης στα µαθηµατικά. Επιπλέον µια «fluxion» φαινόταν 

να είναι ένα διαφορετικό είδος αντικειµένου από τη ρέουσα ποσότητα. Για τον 

Leibniz, το διαφορικό πηλίκο ήταν το πηλίκο των µηδενιζόµενων µικρών διαφορών. 

Για τον Lagrange η παράγωγος ήταν µία συνάρτηση, δηλαδή ήταν το ίδιο είδος όπως 

και η αρχική συνάρτηση. Γι’ αυτό και ο συµβολισµός f ΄ (x)  ήθελε να δείξει αυτό το 

πράγµα. Όµως δεν έγινε πλήρως αποδεκτός ο ορισµός του Lagrange, διότι υπέθετε 

ότι κάθε διαφορίσιµη συνάρτηση είναι άθροισµα µιας σειράς Taylor και συνεπώς έχει 

απείρου πλήθους παραγώγους. 

Αργότερα ο Augustin Louis Cauchy έδωσε τη χαρακτηριστική βολή στη µέθοδό 

του µε το αντιπαράδειγµα της συνάρτησης: 
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      που δεν είναι αναλυτική. 

 

Παρ’ όλα αυτά ο ορισµός αυτός οδήγησε τον Lagrange σ’ έναν αριθµό από 

ενδιαφέρουσες ιδιότητες της παραγώγου. Χρησιµοποίησε τον ορισµό του που σε 

συνδυασµό µε ένα κριτήριο του Euler, έδωσε ένα πολύ χρήσιµο χαρακτηρισµό για 

την παράγωγο µιας συνάρτησης: 

 

f (x + h) = f (x) + h · f ΄ (x) + h · H, 

 

όπου το H πηγαίνει στο µηδέν µαζί µε το h . 

Ο Lagrange µετέφρασε τη φράση: « H πηγαίνει στο µηδέν µε το h» µε όρους 

ανισοτήτων και έγραψε: 

 

«∆οθέντος D, το h µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε f (x + h) – f (x)  να κείται 

µεταξύ h (f ́  (x) – D) και h (f ́  (x) + D)» 

 

που πλησιάζει αρκετά κοντά στον ε–δ ορισµό της παραγώγου                             

(J. Grabiner, 1983). 
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  Παρά το γεγονός ότι η αλγεβρική µέθοδος του Lagrange για τη θεµελίωση του 

Λογισµού δεν έδινε τις αναγκαίες συνθήκες για τη σύγκλιση των σειρών, η 

αντιµετώπιση της συνάρτησης µε αφηρηµένο τρόπο ήταν ένα αξιόλογο βήµα 

προόδου (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

Ανάµεσα στους µαθηµατικούς που ασχολήθηκαν µε την αυστηρή θεµελίωση 

των εννοιών του Απειροστικού Λογισµού ήταν και ο Τσέχος  Bernhard Bolzano 

(1781-1848).  Κατά τη διετία 1816-1817, στις πρώτες µαθηµατικές του εργασίες 

κάνει συστηµατική µελέτη των ιδιοτήτων των συναρτήσεων. Η σηµαντικότερη 

εργασία του Bolzano, σχετικά µε τις αρχές του Απειροστικού Λογισµού και της 

ανάλυσης γενικότερα, είναι η «Αναλυτική Απόδειξη», του 1817, όπου δίνει τον 

κατάλληλο ορισµό της συνεχούς συνάρτησης. 

Ο ορισµός του είναι: 

 

«Η συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα διάστηµα, αν σε κάθε x του διαστήµατος, 

η διαφορά f(x + ω) – f(x) µπορεί να γίνει όσο µικρή επιθυµεί κανείς, παίρνοντας το ω 

αρκούντως µικρό» και παραδείγµατα του ήταν τα πολυώνυµα. 

 

 Ήταν ο πρώτος που όρισε την παράγωγο της  f , ως την ποσότητα της οποίας ο 

λόγος 
x

f(x)-x)(

∆
∆+xf

 προσεγγίζει το µηδέν, όσο κοντά θέλουµε, καθώς το ∆x 

προσεγγίζει το µηδέν µε θετικές ή αρνητικές τιµές και συµβόλισε µε 
dx

dy
  την 

παράγωγο της y = f(x). Επίσης στην «Αναλυτική Απόδειξη» ασχολείται κυρίως µε 

την απόδειξη του θεωρήµατος της ενδιάµεσης τιµής. ∆εκαπέντε χρόνια µετά, κατά τη 

διετία 1833-1834 έγραψε την πραγµατεία του «Functionenlehre - θεωρία 

συναρτήσεων», όπου δίνει τον ορισµό της συνέχειας σε σηµείο, την έννοια της 

πλευρικής συνέχειας, των πλευρικών παραγώγων. Απέδειξε ότι κάθε συνεχής 

συνάρτηση σε κλειστό διάστηµα είναι φραγµένη, προσέγγισε το θεώρηµα του Taylor 

και το θεώρηµα της µέσης τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού, όµως οι αποδείξεις του 

ήταν ανεπαρκείς. Μελέτησε τοπικά ακρότατα και µονότονες συναρτήσεις και 

απέδειξε το θεώρηµα µέγιστης και ελάχιστης τιµής για συναρτήσεις που ορίζονταν σε 

κλειστά - φραγµένα διαστήµατα, δείχνοντας µε κατάλληλα παραδείγµατα ότι το 

θεώρηµα δεν ισχύει όταν το διάστηµα είναι ανοιχτό. Η προσφορά του στη θεµελίωση 

του Απειροστικού Λογισµού ήταν ανεκτίµητη (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 
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Ο Augustin Louis Cauchy (1789 – 1857) επεσήµανε το 1821 ότι το σκεπτικό 

του Lagrange δεν µπορεί να υλοποιηθεί, αφού η άλγεβρα των πεπερασµένων 

ποσοτήτων δεν επεκτείνεται αυτόµατα στις άπειρες διαδικασίες. 

Στο έργο του    «Cours d’ analyse» το 1821 έδωσε τον δικό του ορισµό του 

ορίου, αφού είχε δώσει αρχικά τους ορισµούς της µεταβλητής και της συνάρτησης. 

 

 Όρισε λοιπόν ως µεταβλητή: 

 

«Μία ποσότητα που θεωρείται ως διαδοχή πολλών τιµών, διαφορετικών µεταξύ 

τους»  

 

και ως συνάρτηση: 

 

«Όταν οι µεταβλητές ποσότητες είναι συσχετισµένες µεταξύ τους έτσι ώστε, όταν 

δίνεται η τιµή της µιας να µπορούµε να ορίσουµε τις τιµές των άλλων και τότε 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι διάφορες ποσότητες µπορούν να εκφραστούν µέσω 

µιας απ’ αυτές, η οποία  ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλητή, ενώ οι άλλες ποσότητες 

που εκφράζονται µέσω της ανεξάρτητης µεταβλητής ονοµάζονται συναρτήσεις αυτής 

της µεταβλητής».  

 

Ο ορισµός του ορίου που έδωσε ήταν: 

 

«Όταν οι τιµές που δίνονται διαδοχικά στην ίδια µεταβλητή πλησιάζουν διαρκώς 

µια σταθερή τιµή από την οποία διαφέρουν τόσο λίγο, οσοδήποτε θέλουµε, αυτή η 

σταθερή τιµή λέγεται όριο όλων των άλλων». 

 

 Έπειτα ακολούθησε ο ορισµός του απειροστού: 

 

«Όταν οι διαδοχικές τιµές µιας µεταβλητής ποσότητας µειώνονται διαρκώς µε 

τέτοιον τρόπο, ώστε να γίνονται µικρότερες από οποιαδήποτε δοθείσα ποσότητα, εκείνη 

η µεταβλητή γίνεται αυτό που ονοµάζουµε απειροστό. Μια τέτοια µεταβλητή έχει όριο 

µηδέν».  
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Ανάλογα ονόµασε άπειρο: 

 

«µια µεταβλητή ποσότητα της οποίας οι διαδοχικές τιµές µπορούσαν να γίνουν 

µεγαλύτερες από κάθε αριθµό οσοδήποτε µεγάλο».  

 

Έχοντας δώσει τον ορισµό του ορίου συνέχισε δίνοντας τον ορισµό της 

συνεχούς συνάρτησης: 

  

«Η f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] αν και µόνον αν η αριθµητική τιµή 

(δηλαδή η απόλυτη τιµή) της διαφοράς f (x + h) – f(x) τείνει στο µηδέν, καθώς το h 

τείνει στο µηδέν». 

  

Συµπλήρωσε τον ορισµό της συνεχούς συνάρτησης µε µία αναδιατύπωση: 

 

«Η συνάρτηση f (x) θα παραµένει συνεχής ως προς x σ’ ένα ορισµένο διάστηµα, 

αν σ’ αυτό το διάστηµα µια απειροστή αύξηση της µεταβλητής παράγει πάντα µια 

απειροστή αύξηση στην ίδια τη συνάρτηση». 

 

Ο ακριβής ορισµός της παραγώγου δόθηκε από τον Cauchy, στα 1822, στο 

σύγγραµµά του «Resume des leçons sur le calcul infinitesimal». 

 

Γράφει λοιπόν:  

(«Απειροστικός Λογισµός, τόµος 1», Σ. Νεγρεπόντης,   Σ. Γιωτόπουλος, Ε. 

Γιαννακούλιας, 1999)  

   

«Όταν µια συνάρτηση  y=f(x) παραµένει συνεχώς µεταξύ δύο άκρων της 

µεταβλητής x, και όταν αντιστοιχίσουµε σε µια τέτοια µεταβλητή µια τιµή µεταξύ των 

δύο παραπάνω άκρων, τότε µια απεριόριστα µικρή µεταβολή της µεταβλητής παράγει 

µία απεριόριστα µικρή µεταβολή της τιµής της συνάρτησης.  Άρα, αν θέσουµε ∆x=i, οι 

δύο όροι του λόγου των διαφορών 
i

xfixf )()(

∆x

y −+
=

∆
 θα είναι απεριόριστα µικρές 

ποσότητες. Παρόλο που οι δύο όροι θα πλησιάζουν στο όριο µηδέν απεριόριστα και 

σύγχρονα, ο λόγος είναι δυνατόν να συγκλίνει σε κάποιο άλλο όριο, θετικό ή αρνητικό. 

Αυτό το όριο, όταν υπάρχει, έχει µια συγκεκριµένη τιµή για κάθε συγκεκριµένο x. Αλλά 
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µεταβάλλεται µε το x… Η µορφή της νέας συνάρτησης, που είναι το όριο του λόγου 

i

xfixf )()( −+
, θα εξαρτάται από τη µορφή της αρχικής συνάρτησης  y=f(x). Ακριβώς 

για να δείξουµε αυτή την εξάρτηση τη νέα συνάρτηση ονοµάζουµε παράγωγο συνάρτηση 

και τη συµβολίζουµε µε τη βοήθεια ενός τύπου , y′  ή )(xf ′ ».                             

                                               

Αν και ο Cauchy, όπως και οι Newton και D’ Alembert πριν από αυτόν, έδωσε 

τον ορισµό του ορίου λεκτικά, εν τούτοις η αντίληψή του ήταν αλγεβρική. Με άλλα 

λόγια όταν στην απόδειξή του χρειαζόταν µια ιδιότητα ορίου χρησιµοποιούσε τον 

αλγεβρικό ανισοτικό – χαρακτηρισµό του ορίου, όπως φαίνεται στην απόδειξη του 

Θεωρήµατος Μέσης Τιµής για παραγώγους. 

∆ηλαδή ο Cauchy όρισε την παράγωγο µε όρους ορίου χρησιµοποιώντας την 

ιδιότητα του Lagrange και µετά το διαφορικό µε όρους παραγώγου και η εργασία του 

επηρέασε τους µαθηµατικούς του δεύτερου µισού του 19ου αιώνα. Αν ο  Cauchy 

ήταν εκείνος που έδωσε την απαραίτητη ώθηση στον Απειροστικό Λογισµό, 

ορίζοντας σωστά τις βασικές του έννοιες µε κέντρο την έννοια του ορίου, εκείνος που 

είπε την τελευταία λέξη στην αυστηρή θεµελίωση του Λογισµού ήταν ο Karl 

Weierstrass και ο Richard Dedekind. Στόχος τους ήταν η αποκάθαρση των 

Μαθηµατικών από τις ασάφειες του παρελθόντος δίνοντας έµφαση στην ακρίβεια και 

αυστηρότητα της διατύπωσης. Ο Karl Weierstrass δόµησε την Ανάλυση πάνω σε µια 

καθαρά τυπική αριθµητική βάση, εντελώς απαλλαγµένη από τη γεωµετρική εποπτεία 

και ο Dedekind ανέλυσε την έννοια της συνέχειας πραγµατικών αριθµών σε 

αριθµητική γλώσσα, κατασκευάζοντας το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε 

τοµές (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 

Μετά τον Cauchy, ο Λογισµός ήταν τελείως διαφορετικός. Έµοιαζε µ’ ένα 

αυστηρό αντικείµενο µε καλούς ορισµούς και µε θεωρήµατα των οποίων οι 

αποδείξεις βασίζονταν στους ορισµούς αυτούς, παρά σαν ένα σύνολο δυνατών 

µεθόδων. Ο ορισµός του Cauchy για την παράγωγο πάσχει από µια έλλειψη την οποία 

αυτός δεν γνώριζε βέβαια: «∆οθέντος ενός ε , επιλέγει δ που κάνει για όλα τα x». 

∆ηλαδή υπέθετε ότι το πηλίκο διαφορών συγκλίνει οµοιόµορφα στο όριό του. 

Το 1840 ο G.G. Stokes, V. Seidel, K. Weierstrass διατύπωσαν τη διάκριση 

µεταξύ σύγκλισης και οµοιόµορφης σύγκλισης. Στα 1850 ο Weierstrass στα 

µαθήµατά του στο Βερολίνο έθεσε αλγεβρικές ανισότητες σε αντικατάσταση των 

λεκτικών εκφράσεων στα θεωρήµατα της Ανάλυσης. ∆ιέκρινε την κατά σηµείο 



 32 

σύγκλιση από την οµοιόµορφη σύγκλιση και µε την ε-δ τεχνική παρουσίασε ένα 

συστηµατικό και αυστηρό Λογισµό. 

Ο Karl Weierstrass (1815 – 1897) το 1872 έδωσε ένα παράδειγµα µιας συνεχούς 

συνάρτησης που δεν έχει παράγωγο, δηλαδή µιας συνεχούς συνάρτησης που δεν έχει 

εφαπτοµένη σε κανένα σηµείο της, κάτι εντελώς αντίθετο µε τη διαίσθηση. Έτσι 

κατάφερε ένα σοβαρό χτύπηµα στη χρήση της γεωµετρικής διαίσθησης στις 

αναλυτικές µελέτες.   

Οι ελλείψεις και τα λάθη που υπήρχαν κατά την ιστορική εξέλιξη του 

∆ιαφορικού Λογισµού, συνέβαλε  στο «ξεκαθάρισµα» του και στην αυστηρότερη 

θεµελίωσή του. 

Έτσι, το 19ο αιώνα µε την αυστηρότερη διατύπωση των µαθηµατικών εννοιών 

και την ανάπτυξη της άλγεβρας και των ανισοτήτων, έγινε η θεµελίωση του 

Απειροστικού Λογισµού. Βέβαια η αριθµητικοποίηση του απειροστικού λογισµού 

δηµιούργησε πολλές αντιδράσεις Ένα χαρακτηριστικό δείγµα αποτελεί το παρακάτω 

κείµενο του Du Bois Reymond: «… Η αριθµητικοποίηση της ανάλυσης τη διαχωρίζει 

από τη γεωµετρία και συνεπώς από τη διαίσθηση και το φυσικό τρόπο σκέψης. Την 

περιορίζει σ’ ένα απλό παιχνίδι συµβόλων, όπου τα γραπτά σύµβολα αναλαµβάνουν 

τον αυθαίρετο ρόλο του πιονιού στο σκάκι». 

Με την εισαγωγή των ε-δ διαδικασιών, έπαψαν να υπάρχουν οι ασαφείς 

εκφράσεις που συναντήσαµε στην ιστορική διαδροµή και όλες οι βασικές έννοιες του 

απειροστικού λογισµού διατυπώθηκαν µε µεγάλη προσοχή και σαφήνεια, βασισµένες 

στους πραγµατικούς αριθµούς και τις θεµελιώδεις πράξεις και σχέσεις που τους 

διέπουν (Ε. Γιαννακούλιας, 2006). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο 
 

 

2.1 ∆ΥΣΚΟΛΙΕΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 

 

Η M. Artigue (1991) ταξινοµεί σε τρεις µεγάλες κατηγορίες τις δυσκολίες που 

δηµιουργούνται στους µαθητές κατά τη µελέτη του Απειροστικού Λογισµού. 

 

Οι τρεις αυτές κατηγορίες είναι: 

 

1. ∆υσκολίες  που συνδέονται µε ελλείψεις στην κατανόηση των βασικών 

αντικειµένων, που διαπραγµατεύεται ο Απειροστικός Λογισµός, δηλαδή, των 

πραγµατικών αριθµών και της έννοιας της συνάρτησης. 

 

Έρευνες έχουν δείξει ότι οι µαθητές θεωρούν τους πραγµατικούς αριθµούς 

αλγεβρικά αντικείµενα, αναγνωρίζουν ότι έχουν πυκνή διάταξη, δεν µπορούν όµως 

να τους συσχετίσουν µε την πραγµατική ευθεία. Όσον αφορά στην έννοια τη 

συνάρτησης, οι µαθητές αντιµετωπίζουν δυσκολίες στο τι είναι συνάρτηση, στη 

σύνδεση διαφορετικών αναπαραστάσεων της ίδιας συνάρτησης και στη θεώρηση 

συναρτήσεων για την επίλυση προβληµάτων. Μία συνάρτηση µπορεί να εκφρασθεί 

µε διάφορες αναπαραστάσεις π.χ. γραφική παράσταση, αλγεβρική ή λεκτική 

έκφραση, πίνακα τιµών, και κάθε πεδίο αναπαράστασης της δεν µπορεί να την 

περιγράψει πλήρως. Έτσι, οι µαθητές δυσκολεύονται να συνδέσουν τις πληροφορίες 

που παίρνουν από τις διάφορες µορφές αναπαράστασης της συνάρτησης, όπως και να 

µεταβαίνουν από τη µία αναπαράσταση στην άλλη. Η πλειοψηφία των µαθητών 

αντιµετωπίζει τις γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων ως διαδικασίες και όχι ως 

αντικείµενο. Πρώτα αναπτύσσεται η διάσταση της διαδικασίας ενώ η διάσταση του 

αντικειµένου είναι πιο δύσκολο να αποκτηθεί (Mochkovich et al, 1993; Sfard, 1992; 

Yeruschalmy & Schwartz, 1993, Ν. Μουσουλίδης & Α. Γαγάτσης 2004).         

Σε έρευνα των M. Asiala, J. Cottrill, Ed. Dubinsky, K. E. Schwingendorf, 

(1997), επιβεβαιώθηκε ότι οι δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην 

κατανόηση της γραφικής παράστασης της παραγώγου, πηγάζουν από την δυσκολία 
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που αντιµετωπίζουν οι ίδιοι στην κατανόηση της συνάρτησης. Στην έρευνα αυτή 

χρησιµοποιήθηκε ως εργαλείο το θεωρητικό πλαίσιο δράση- διαδικασία- αντικείµενο-

σχήµα ( Action - Process - Object- Schema, APOS). Σύµφωνα µε αυτό το πλαίσιο  

(M. Asiala, J. Cottrill, Ed. Dubinsky, K. E. Schwingendorf, 1997), ο µαθητής για να 

κατανοήσει µία έννοια ακολουθεί κάποιες διανοητικές διεργασίες, σύµφωνα µε τις 

οποίες αρχικά εκφράζεται µε µία εσωτερική λειτουργία (δράση) η οποία 

µετασχηµατίζεται σε µια διαδικασία που ενσωµατώνεται σε προηγούµενες για να 

γίνει αντικείµενο. Ένα σχήµα αποτελεί συνεκτική συλλογή διαδικασιών και 

αντικειµένων που συνεχώς εµπλουτίζονται. Πιο συγκεκριµένα, σύµφωνα µε την 

θεωρία APOS (Dubinsky, 1991) µία δράση (ενέργεια) που ασκείται σταδιακά είναι η 

ατοµική µετατροπή «µαθηµατικών αντικειµένων», χρησιµοποιώντας  έναν σαφή 

αλγόριθµο. Όταν οι ατοµικές σκέψεις που κάνουµε κατά τη διάρκεια της  «δράσης» 

(action) δηµιουργούν µία εσωτερική διεργασία που εκτελεί την ίδια µετατροπή των 

µαθηµατικών αντικειµένων τότε λέµε ότι η δράση έχει γίνει διαδικασία (process) µε 

την οποία το µαθηµατικό θέµα θα γίνει µία ολοκληρωµένη «οντότητα», δηλαδή ένα 

«αντικείµενο» (object). Καθώς ο µαθητής αναστοχάζεται πάνω στη δράση 

µετασχηµατισµού διαδικασιών, οι διαδικασίες αρχίζουν να γίνονται αντικείµενα 

(objects) . Ένα αντικείµενο κατασκευάζεται µέσω της ενθυλάκωσης (encapsulated) 

µιας διαδικασίας και ο µαθητής δρώντας συνειδητά, αντιλαµβάνεται ότι οι 

µετασχηµατισµοί µπορούν να ενεργήσουν στη διαδικασία και µπορεί να 

κατασκευάσει τέτοιους µετασχηµατισµούς.  Το «σχήµα» (schema) είναι µία συνεπής 

συλλογή διαδικασιών (δράσεων) που συνδέονται µε τα µαθηµατικά αντικείµενα 

καθώς και µε άλλα σχήµατα που έχουν ήδη κατασκευαστεί µε σκοπό να 

χρησιµοποιηθεί στο µαθηµατικό πρόβληµα που έχουµε να επιλύσουµε. Για την 

κατανόηση µιας έννοιας που εξετάζουµε, ο Dubinsky (1991) υποστηρίζει ότι σε ήδη 

υπάρχοντα σχήµατα δηµιουργούνται νέα µε αναστοχαστική αφαίρεση και έχει 

διατυπώσει την έννοια της «γενετικής αποσύνθεσης» των µαθηµατικών εννοιών, 

δηλαδή µια συλλογή αναστοχαστικών αφαιρέσεων που προσεγγίζονται µε µια 

ορισµένη σειρά ώστε να επέλθει η κατανόηση µιας έννοιας.  Σύµφωνα µε την έρευνα 

αυτή, µια διδασκαλία που ακολουθεί το παραπάνω θεωρητικό πλαίσιο (APOS), 

βοηθάει τους µαθητές να αποκτήσουν καλύτερη αντίληψη για τη συνάρτηση και την 

παράγωγό της ως διαδικασία και αντικείµενο σε σχέση µε τη παραδοσιακή 

διδασκαλία.            



 35 

Οι καθηγητές των µαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, παραδοσιακά 

εστιάζουν τη διδασκαλία τους στη χρήση αλγεβρικών αναπαραστάσεων, για τη 

διδασκαλία της έννοιας της συνάρτησης (Eisenberg & Dreyfus, 1991). Οι έρευνες 

δείχνουν ότι, την καλύτερη επίδοση στην κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης και 

στην επίλυση προβλήµατος, που εµπλέκουν την έννοια αυτή, έχουν οι µαθητές που 

ακολουθούν τη γεωµετρική ή ολιστική προσέγγιση και όχι αυτοί που ακολουθούν την 

αλγεβρική. Σύµφωνα µε την έρευνα των Μονογυιού και Γαγάτση (2008), ένας 

µεγάλος αριθµός µαθητών εργάζεται µηχανικά, αλγεβρικά αγνοώντας το σχήµα που 

τους δίνεται. Επίσης, ο Vinner (1992) επισήµανε ότι µια συνάρτηση, όπως διδάσκεται 

στα σχολεία, προσδιορίζεται συχνά µε µια µόνο από τις αναπαραστάσεις της, είτε την 

αλγεβρική είτε την γραφική. Επιπροσθέτως, η Sfard (1992), διαπίστωσε ότι οι 

µαθητές δεν είναι ικανοί να γεφυρώσουν τις αλγεβρικές και γραφικές 

αναπαραστάσεις των συναρτήσεων. 

Επίσης σε έρευνα που έγινε από τους Μ. Καλδρυµίδου και Ε. Μορόγλου (2006) 

σε µαθητές της Γ΄ Λυκείου και αφορούσε τις αντιλήψεις των µαθητών για την έννοια 

της συνάρτησης και τον ρόλο του αναπαραστασιακού πλαισίου (αριθµητικό, 

αναλυτικό, γραφικό) βρέθηκε ότι όταν η συνάρτηση δίνονταν µε τη γραφική της 

παράσταση υπήρχε πολυµορφία απαντήσεων από τους µαθητές, ενώ στην περίπτωση 

όπου η συνάρτηση δίνονταν µε τον τύπο της, οι απαντήσεις διαφοροποιούνταν 

ανάλογα µε την ευκολία ή το βαθµό εξοικείωσης µε την κατηγορία της συνάρτησης. 

Όταν η συνάρτηση ήταν οικεία οι µαθητές ακολουθούσαν το σηµειακό τρόπο 

επεξεργασίας (υπολογισµός σηµείων για τη γραφική παράσταση), ενώ σε πιο 

δύσκολες ή και άγνωστες συναρτήσεις εκτός από τον σηµειακό τρόπο επεξεργασίας 

χρησιµοποιούσαν και ένα πιο γενικό τρόπο προσέγγισης (σχήµα χωρίς στοιχεία, 

γενικές ιδιότητες). Από την έρευνα αυτή φαίνεται ότι ο ρόλος του αναπαραστατικού 

πλαισίου είναι σηµαντικός και οι αντιλήψεις, καθώς και οι τρόποι επεξεργασίας δεν 

είναι ανελαστικές αλλά διαφοροποιούνται ανάλογα µε το πλαίσιο. Φαίνεται επίσης 

ότι πράγµατι το ζήτηµα του διαχωρισµού των αναπαραστατικών πλαισίων δεν είναι 

δεδοµένο. Το µεν γραφικό πλαίσιο αποτελεί µία ενιαία και συνεπή οντότητα, αλλά 

στα δύο άλλα πλαίσια, το αναλυτικό και το αριθµητικό, οι αντιλήψεις και οι τρόποι 

επεξεργασίας διαφοροποιούνται αφενός ανάλογα µε το έργο και αφετέρου δεν είναι 

σαφώς διαχωρισµένα.    
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2. ∆υσκολίες που οφείλονται στη κατανόησης της έννοιας του ορίου. 

 

Σύµφωνα µε τον Cornu (1991), η δυσκολία στη διδασκαλία και την µάθηση της 

έννοιας του ορίου οφείλεται στην πολυπλοκότητα της έννοιας και στον βαθµό που 

µπορεί ο µαθητής να χρησιµοποιεί τον µαθηµατικό ορισµό. Πολλοί µαθητές, δεν 

στηρίζονται στον ορισµό του ορίου για να επιλύσουν διάφορα προβλήµατα, 

χρησιµοποιούν όµως την έννοια του ορίου µε διαισθητικό τρόπο. ∆ιάφορες έρευνες 

που έχουν γίνει, έχουν δείξει ότι ενώ οι µαθητές δεν κατανοούν την έννοια του ορίου 

παρόλα αυτά µπορούν να λύνουν ασκήσεις και προβλήµατα στα όρια. Προφανώς, το 

ότι οι µαθητές είναι σε θέση να λύνουν ασκήσεις επάνω στα όρια ενώ δεν µπορούν να 

κατανοήσουν πλήρως το νόηµά τους, οφείλεται στον φορµαλιστικό τρόπο µε τον 

οποίο σκέπτονται, δηλαδή στην τυποποιηµένη χρήση των κανόνων εύρεσης ορίων 

πραγµατικής συνάρτησης. Όταν ο καθηγητής διδάσκει την έννοια του ορίου, οι 

µαθητές έχουν ήδη κάποιες ιδέες, εικόνες, διαισθήσεις, εµπειρίες προερχόµενες από 

την καθηµερινότητα, οι οποίες αναµιγνύονται µε την νέα γνώση, τροποποιούνται και 

προσαρµόζονται σχηµατίζοντας νέες αντιλήψεις. Βέβαια, είναι αξιοσηµείωτο ότι 

πολλές φορές οι αυθόρµητες αντιλήψεις µπορούν να παραµείνουν πολύ καιρό στο 

µυαλό του µαθητή και να δηµιουργήσουν αντιφατικές ιδέες, οδηγώντας τον µαθητή 

σε µία γνωστική σύγκρουση.  

Με τον όρο αυθόρµητες αντιλήψεις εννοούµε τις ιδέες- λανθασµένες συνήθως-  

που έχουν σχηµατίσει τα παιδιά επάνω σε λέξεις και έννοιες πριν ξεκινήσει η 

διδασκαλία εντός της τάξης και που οφείλονται στις µέχρι τότε εµπειρίες τους. Οι 

µαθητές κατασκευάζουν τα πλαίσια εργασίας τους στα µαθηµατικά από τις απόψεις, 

τις διαισθήσεις και τις εµπειρίες που έχουν από το παρελθόν προσπαθώντας να 

κατανοήσουν και να βγάλουν νόηµα για τον κόσµο. Μια τέτοια άποψη που µπορεί να 

προκύπτει είναι ότι τα µαθηµατικά της τάξης είναι τυποποιηµένα, µη – 

διαπραγµατεύσιµα και ασύνδετα µε τον έξω κόσµο.  

O Tall (1986) από στοιχεία ερευνών που αφορούν τις δυσκολίες των µαθητών 

στην κατανόηση της έννοιας του ορίου, αναφέρει ότι η προσέγγιση της είτε µέσω του 

τυπικού ορισµού είτε µέσω της γεωµετρικής εµπειρίας µιας τέµνουσας που τείνει σε 

µια εφαπτοµένη (όταν αναφερόµαστε στην έννοια της παραγώγου) είναι εντελώς 

ακατάλληλη. Οι Cottrill et al. (1996), επισηµαίνουν ότι ακόµη και η χρήση της 

τεχνολογίας δεν µπόρεσε να υπερνικήσει τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι 

σπουδαστές στην κατανόηση της έννοιας, όπως προκύπτει από αναφορές ερευνητών 
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(Tall, 1992; Li & Tall, 1993; Monaghan, Sun & Tall,1994), που ασχολήθηκαν µε το 

θέµα αυτό. 

 

3. ∆υσκολίες που συνδέονται µε το ρήγµα που υπάρχει µεταξύ του 

«αλγεβρικού» και του «αναλυτικού» τρόπου σκέψης. 

 

Οι δραστηριότητες σε δύσκολα αντικείµενα των Μαθηµατικών, όπως στον 

∆ιαφορικό Λογισµό, απαιτούν αλγεβρικές δεξιότητες και αναλυτική σκέψη που είναι 

διαφορετική από την αλγεβρική και αυτό είναι κάτι που δυσκολεύει τους µαθητές. 

Για παράδειγµα όταν θέλουµε να αποδείξουµε µία ισότητα α = β στην Άλγεβρα,  

συνήθως αποδεικνύουµε ότι α – β = 0, ή ξεκινάµε από το ένα µέλος και µε ισότητες 

καταλήγουµε στο άλλο, ή να αποδεικνύουµε ότι το α = γ και το β = γ άρα α = β. Στην 

Ανάλυση µία ισότητα αποδεικνύεται συνήθως µέσω ανισοτήτων. Συγκεκριµένα, 

αποδεικνύουµε ότι εβα <− , 0>∀ε , ή ότι δεν ισχύει α < β και β < α . 

Οι µαθητές λοιπόν, ενώ µπορούν ευκολότερα να µαθαίνουν αλγεβρικές 

µεθόδους και να τις εφαρµόζουν, όταν πρέπει να αλλάξουν τρόπο σκέψης 

αποτυγχάνουν. Αυτό συµβαίνει διότι όταν ο µαθητής καλείται να ανταπεξέλθει στην 

εκµάθηση των εννοιών του ∆ιαφορικού Λογισµού στην τελευταία τάξη του Λυκείου, 

απαιτείται από αυτόν η συσσώρευση και πλήρης κατανόηση  γνώσεων προηγούµενων 

ετών προκειµένου να µπορεί να κρίνει σωστά αλλά και να συνδυάζει προηγούµενες 

γνώσεις. Με λίγα λόγια οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου φθάνουν πολλές φορές έως την 

τάξη αυτή χωρίς να έχουν κάνει κτήµα τους βασικές αλγεβρικές έννοιες αλλά ακόµα 

και όταν έχουν κατακτήσει τις απαιτούµενες φορµαλιστικά αλγεβρικές γνώσεις δεν 

έχουν την απαιτούµενη κριτική και συνδυαστική σκέψη.   

Σύµφωνα µε τους John S. Berry & Melvin A. Nymanb (2003), οι µαθητές έχουν 

αρχικά στο µυαλό τους µία αλγεβρική εικόνα του λογισµού και γι’ αυτό είναι 

δύσκολο να κάνουν συνδέσεις µεταξύ των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 

και των παραγώγων τους, καθώς και µε την ίδια την συνάρτηση. Έτσι πρέπει οι 

µαθητές να επεκτείνουν την κατανόηση των εννοιών του λογισµού από τη συµβολική 

αναπαράσταση σε µια γραφική αναπαράσταση, δηλαδή να αποκτήσουν «αισθητική». 

Όταν κάνουν τους απαραίτητους συνδυασµούς µε τις ιδιότητες των γραφικών 

παραστάσεων, δηλαδή όταν µπορούν να πηγαίνουν από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης στη γραφική παράσταση της παραγώγου της και ειδικότερα την 
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αντίστροφη διαδικασία, τότε αποκτούν µία καλύτερη κατανόηση των εννοιών του 

λογισµού. Σύµφωνα µε την Repo (1994), αν ο µαθητής έχει ενσωµατώσει την έννοια 

της παραγώγου και µπορεί να σκεφτεί πάνω στην παράγωγο συνάρτησης, σαν ένα 

αντικείµενο για δραστηριότητα, τότε είναι επίσης δυνατόν να κατασκευάσει µία νέα 

αντίστροφη διαδικασία για την παραγωγισιµότητα (ολοκλήρωση).                     

 

Α. ∆υσκολίες κατανόησης µαθηµατικών ορισµών  
 
 

Έχει παρατηρηθεί από έρευνες, ότι κάποιοι µαθητές αντιµετωπίζουν 

προβλήµατα σωστής αποκωδικοποίησης των µαθηµατικών ορισµών και ειδικά αυτών 

που αναφέρονται στον ∆ιαφορικό Λογισµό. Αυτό συµβαίνει γιατί ο ∆ιαφορικός 

Λογισµός αποτελεί ένα από τα δυσκολότερα αντικείµενα της µαθηµατικής επιστήµης 

µε τα οποία έρχονται σε επαφή οι µαθητές.    

Οι µαθητές αντιµετωπίζουν δυσκολία στην κατανόηση των εννοιών του 

∆ιαφορικού Λογισµού γιατί µαθαίνουν αλγοριθµικούς κανόνες και µεθοδολογίες 

σχετικά µε την παράγωγο για να µπορούν να λύσουν τα θέµατα των Πανελλαδικών 

Εξετάσεων, χωρίς να κατανοούν πλήρως τη σηµασιολογία της καθεµίας από αυτές τις 

έννοιες. ∆ηλαδή οι µαθητές δεν πρέπει να µαθαίνουν απλά ορισµούς, θεωρήµατα και 

διαδικασίες, αλλά πρέπει να προσπαθούν µε την βοήθεια του εκπαιδευτικού να 

κατανοούν τις ιδέες που υπάρχουν πίσω από την τυπική περιγραφή αυτών και να 

κατανοούν τις βαθύτερες αιτίες που οδηγούν στα µαθηµατικά συµπεράσµατα. 

Οι ορισµοί στα Μαθηµατικά παίζουν σηµαντικό ρόλο στην κατανόηση και 

κατάκτηση των µαθηµατικών εννοιών. Αποτελούν τη βάση επάνω στην οποία 

στηρίζεται ο µαθητής προκειµένου να κατασκευαστεί το οικοδόµηµα των δικών του 

µαθηµατικών γνώσεων. Η σωστή κατανόηση των πρωταρχικών εννοιών του 

∆ιαφορικού λογισµού είναι το εφαλτήριο για τη σωστή πορεία του µαθητή προς την 

κατάκτηση της γνώσης.  

Έρευνες έχουν δείξει ότι οι µαθητές έχουν συνηθίσει σ’ ένα τρόπο σκέψης 

χωρίς τη χρήση των ορισµών. Ο Vinner (1991) αναφέρει ότι η κατανόηση µιας 

έννοιας δεν είναι το ίδιο µε το να είναι κανείς σε θέση να σχηµατίσει τυπικά τον 

ορισµό της, αλλά αν ένα άτοµο διαθέτει µια εικόνα της έννοιας τότε µπορεί να 

κατανοήσει την έννοια. Για να κατανοήσουµε µια έννοια πρέπει να µπορούµε να 

σχηµατίζουµε µια σωστή εικόνα για την έννοια αυτήν και όχι να  αποστηθίζουµε έναν 

τυπικό ορισµό.  
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Ο D. Tall και ο S. Vinner (1981) µε τον όρο «εικόνα έννοιας» (concept image) ή 

«πλαίσιο έννοιας» (concept frame), θέλουν να περιγράψουν την πλήρη γνωσιακή 

δοµή που συσχετίζεται µε την έννοια, η οποία περιλαµβάνει όλες τις νοητικές 

απεικονίσεις και τις σχετικές ιδιότητες και διεργασίες. Βέβαια, είναι λογικό σε 

διαφορετικές στιγµές να προκληθούν φαινοµενικά συγκρουόµενες εικόνες, όµως 

µόνο τότε µπορεί να υπάρχει κάποια πραγµατική έννοια σύγκρουσης ή σύγχυσης, 

κάτι που είναι αναγκαίο προκειµένου να γίνει αισθητή η ελλιπής κατανόηση των εν 

λόγω εννοιών. ∆ηλαδή οι µαθητές όταν βρεθούν αντιµέτωποι µε κάποιο µαθηµατικό 

πρόβληµα, πολλές φορές φαίνεται πως αµφιταλαντεύονται στη χρήση κάποιων 

ορισµών, κατάσταση που φανερώνει τη µη κατάκτηση των συγκεκριµένων γνώσεων. 

Όταν λέµε «ορισµό έννοιας», εννοούµε ένα σχήµα λέξεων που χρησιµοποιείται 

για να προσδιορίσει µια έννοια και ο µαθητής µπορεί να τον µάθει µηχανικά ή να τον 

µάθει και να τον συσχετίσει σε µεγαλύτερο ή µικρότερο βαθµό µε την έννοια στο 

σύνολό της ή ακόµα µπορεί να είναι µια προσωπική ανακατασκευή ενός ορισµού. 

Τον ορισµό της έννοιας µπορεί να τον δίνουµε στον µαθητή, ή να τον κατασκευάζει 

µόνος του και φυσικά µπορεί να τον µεταβάλλει µε την πάροδο του χρόνου. Έτσι, 

ένας «προσωπικός ορισµός της έννοιας» µπορεί να διαφέρει από έναν τυπικό ορισµό 

της έννοιας, που είναι γενικά αποδεκτός από τη µαθηµατική κοινότητα. Με τη φράση 

«προσωπικός ορισµός της έννοιας» εννοούµε τις σκέψεις που κάνει ο κάθε µαθητής 

στο µυαλό του για την κάθε έννοια, απόρροια των µέχρι τότε εµπειριών του.  Πρέπει 

όµως να προσέξουµε να µην εξελιχθεί η εικόνα µιας έννοιας σε µία πιο περιορισµένη 

έννοια που να περιλαµβάνει µόνο τύπους, κάτι που γίνεται όταν ο καθηγητής δώσει 

τον τυπικό ορισµό και εργαστεί αρχικά µε τη γενική έννοια και έπειτα περάσει µόνο 

σε παραδείγµατα µε χρήση τύπων. Αντιθέτως ο κάθε εκπαιδευτικός θα πρέπει να 

δίνει παραδείγµατα πιο σύνθετων ασκήσεων έτσι ώστε οι µαθητές να µπορούν να 

επεξεργάζονται τις µαθηµατικές έννοιες σε βάθος και κατ’ επέκταση να εξοικειωθούν 

µε τη χρήση των εννοιών σε δυσκολότερες ασκήσεις.   Επίσης ο τρόπος σκέψης του 

µαθητή επηρεάζεται από αυτόν που έχει συνηθίσει στην καθηµερινή του ζωή, διότι η 

διδασκαλία του µαθήµατος δεν ξεκινά µέσα στην τάξη. Κάθε µαθητής έχει 

δηµιουργήσει στο µυαλό του εικόνες για τις διάφορες έννοιες ανάλογα µε τις 

εµπειρίες του, το έως τότε διάβασµά του στα σχετικά µαθήµατα και τις γνώσεις που 

έχει αποκτήσει. Γι’ αυτό πολλές φορές αγνοεί τον τυπικό ορισµό, παρόλο που ο 

ορισµός µιας έννοιας µπορεί να τον αποτρέψει από την δηµιουργία διαφόρων 
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παρανοήσεων από την εικόνα µιας έννοιας. Ο  Davydov (1990) επισήµανε ότι οι 

καθηµερινές έννοιες αναπτύσσονται διαµέσου της εµπειρικής αφαίρεσης, µε τη 

σύγκριση των χαρακτηριστικών διαφορετικών καταστάσεων και την επισήµανση 

οµοιοτήτων και διαφορών, ενώ οι επιστηµονικές έννοιες απαιτούν τη θεωρητική 

αφαίρεση, δεν µπορούν να προκύψουν από την εµπειρική αφαίρεση αλλά χρειάζονται 

ένα ποιοτικό, νοητικό άλµα. Οι επιστηµονικές και οι καθηµερινές έννοιες 

σχηµατίζονται µέσω διαφορετικών δρόµων και ο καθένας από τους παραπάνω τύπους 

εννοιών είναι ισχυρός στο εδάφιο εκείνο της γνώσης στο οποίο, ο άλλος τύπος 

εκδηλώνει την αδυναµία του και την περιορισµένη ερµηνευτική του ικανότητα 

(∆αφέρµος, 2002). 

Οι D. Tall και ο S. Vinner (1981) ονόµασαν ένα τµήµα της εικόνας της έννοιας 

ή του ορισµού της έννοιας που µπορεί να συγκρούεται µε ένα άλλο τµήµα της 

εικόνας της έννοιας ή του ορισµού της έννοιας, δυνητικό παράγοντα σύγκρουσης. Ο 

παράγοντας αυτός δεν προκαλείται όταν έχουµε πραγµατικά γνωσιακή σύγκρουση, 

γιατί τότε έχουµε παράγοντες γνωσιακής σύγκρουσης. Σε µερικές περιπτώσεις  οι 

παράγοντες γνωσιακής σύγκρουσης µπορούν να προκληθούν υποσυνείδητα, αφού 

απαιτείται πολύς χρόνος για να γίνει, αν ποτέ γίνει, συνειδητά κατανοητός ο λόγος 

της σύγκρουσης. 

Ο Piaget (Tall, 1991) ονόµασε τη διαδικασία της πρόσληψης νέων δεδοµένων 

αφοµοίωση και την αναδιάταξη παλαιών δεδοµένων ώστε να ενσωµατωθούν στα νέα, 

προσαρµογή, έννοιες οι οποίες είναι συµπληρωµατικές. Αν η προσαρµογή δεν έχει 

εκτελεστεί ικανοποιητικά, µπορεί να συµβαίνει το εξής:  νέα δεδοµένα να βρίσκονται 

σε  σύγκρουση µε τα παλιά, αλλά και οι δύο αναπαραστάσεις δηλαδή οι νέες σωστές 

γνώσεις µε τις παλιές λανθασµένες να εξακολουθούν να είναι παρούσες την ίδια 

στιγµή.  

Όταν µιλάµε για µια διαδικασία ή ένα αντικείµενο, σχηµατίζεται γι’ αυτό µια 

νοητική αναπαράσταση (Dreyfus, 1991) και κάποιοι µαθητές περιλαµβάνουν εικόνες 

στις νοητικές τους αναπαραστάσεις, ενώ άλλοι έχουν σύµβολα ή παραδείγµατα για να 

είναι σε θέση να σκεφτούν τις έννοιες. Μια έννοια µπορεί να αναπαρασταθεί µε 

περισσότερους από έναν τρόπους, ενώ µπορεί ακόµη να υπάρχουν συγκρουόµενες 

αναπαραστάσεις οι οποίες προκαλούνται σε διαφορετικές στιγµές ανάλογα µε το 

πλαίσιο. Όταν οι αναπαραστάσεις δεν συγκρούονται, τότε συγχωνεύονται σε µία, 
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αρκεί να µπορεί το άτοµο να βρει τις συνδέσεις και ο µαθητής κατανοεί καλύτερα την 

έννοια, ενώ όταν δεν υπάρχει συνέπεια, τότε µπορεί να προκύψει σύγκρουση. 

Η γνώση µιας έννοιας είναι, σύµφωνα µε τον Dubinsky  (1991), η τάση του 

ατόµου να φέρνει στο νου του ένα σχήµα ώστε να είναι σε θέση να χειριστεί, να 

οργανώσει ή να κατανοήσει µια προβληµατική κατάσταση. Μπορεί να είναι δύσκολο 

να κρατηθεί η µαθηµατική γνώση χωριστά από τη µαθηµατική κατασκευή. Μία 

σωστά κατακτηµένη έννοια µπορεί να αποτυπωθεί επίσης σωστά σε ένα σχήµα, για 

παράδειγµα σε µία γραφική παράσταση, αν όχι τότε ένα λάθος σχήµα µπορεί να 

διορθωθεί διορθώνοντας επίσης τις λανθασµένες σκέψεις του µαθητή για τις εν λόγω 

έννοιες. 

Ένα µέρος της µάθησης, σύµφωνα µε τον Dubinsky (1991), εφαρµόζει την 

αναστοχαστική αφαίρεση σε υπάρχοντα σχήµατα για να δηµιουργήσει νέα που 

παρέχουν µια κατανόηση των υπό εξέταση εννοιών και αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει 

µάθηση µέχρι να σχηµατιστούν τουλάχιστον πολύ απλουστευτικά σχήµατα. 

∆ιαφορετικά, οι µαθητές θα εκτελούν έργα ρουτίνας και θα αγνοούν το πραγµατικό 

εύρος µιας έννοιας. Μπορούν επίσης να δηµιουργήσουν σχήµατα τα οποία είναι 

ασυνεπή και εσφαλµένα.  

Σύµφωνα µε τον Cornu (1991) o µαθητής περνάει περιόδους σύγχυσης, ώστε η 

νέα γνώση να συναρµοστεί µε την υπάρχουσα και τούτο αποτελεί τµήµα της 

µαθησιακής διαδικασίας. Με τη σύγχυση οι µαθητές προσπαθούν να βάλλουν τα 

σχήµατα τους σε τάξη και έτσι αρχίζουν να τα προσαρµόζουν. Η σύγχυση λοιπόν 

φαίνεται πως είναι πολλές φορές το πρώτο στάδιο για την κατάκτηση της γνώσης, 

εφόσον αυτή υφίσταται, αρκεί ο µαθητής µέσα από την µετέπειτα διαδικασία της 

αναθεώρησης να µπορέσει να ξεκαθαρίσει τις σωστές από τις λανθασµένες εικόνες 

προς την τελική κτήση της αλήθειας των εννοιών. 

Σύµφωνα µε τις Fulvia Furinghetti & Domingo Paola (1991), οι εικόνες των 

µαθητών για την παράγωγο προέρχονται περισσότερο από την προηγούµενη σχολική 

τους εµπειρία παρά από την καθηµερινή εµπειρία εκτός σχολείου. Σύµφωνα πάντα µε 

τις Fulvia Furinghetti & Domingo Paola (1991), η εικόνα που έχουν οι µαθητές για 

την έννοια της παραγώγου και τον ορισµό της είναι η εφαπτοµένη της συνάρτησης, η 

στιγµιαία ταχύτητα και επιτάχυνση. Μία από τις πιο κοινές πεποιθήσεις των µαθητών 

είναι ότι η εφαπτοµένη δεν µπορεί να τέµνει την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

σε άλλα σηµεία παρά µόνο στο ένα σηµείο επαφής. Σύµφωνα µε το Orton          

(1977, 1984) η δυσκολία βρίσκεται στην κατανόηση της έννοιας της εφαπτοµένης ως 
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το όριο της γραµµής που τείνει να έχει µε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

ένα κοινό σηµείο σε απειροστό διάστηµα (x0 – ∆x, x0 + ∆x) και προτείνει τη χρήση 

κατάλληλου λογισµικού που θα δώσει έµφαση σε δυναµικές πτυχές, που 

υποστηρίζονται από αριθµητικές και γραφικές µεθόδους και από την απεικόνιση. 

Επίσης, ο Orton (1983) αναφέρει ότι πολλοί µαθητές µαθαίνουν την παραγώγιση σαν 

ένα σύνολο από κανόνες που εφαρµόζουν χωρίς να καταλαβαίνουν τους λόγους για 

τους οποίους γίνεται αυτό.    

Οι Samer Habre & May Abboud (1997), σε εµπειρική έρευνα µε 

ερωτηµατολόγιο και συνεντεύξεις που έγινε σε φοιτητές 1ου έτους πάνω στον 

∆ιαφορικό Λογισµό, βρήκαν ότι οι περισσότεροι φοιτητές όταν τους ζητείται να 

γράψουν τον ορισµό της παραγώγου αποτυγχάνουν. Η αιτία της αποτυχίας αυτής 

σύµφωνα µε την έρευνα, οφείλεται στη µη χρήση του ορισµού για την εύρεση της 

παραγώγου µε συνέπεια οι µαθητές γρήγορα να ξεχνούν τον ορισµό. Όταν, όµως 

εξηγήσουν στους φοιτητές την παράγωγο ως ρυθµό µεταβολής και την αφοµοιώσουν 

δηµιουργώντας την εικόνα της παραγώγου ως κλίση µιας καµπύλης σ’ ένα δεδοµένο 

σηµείο που µπορεί να αυξάνεται και να µειώνεται, τότε αυτοί έχουν µια σχεδόν 

πλήρη γεωµετρική κατανόηση.   

 

Β. ∆υσκολίες κατανόησης µαθηµατικών αποδείξεων 

 

Πολλές έρευνες έχουν ασχοληθεί µε τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές στην κατανόηση µαθηµατικών αποδείξεων. Οι D. Alibert και M. Thomas 

(1991) υποστηρίζουν ότι οι µαθητές είναι παθητικοί δέκτες και δεν έχουν ενεργή 

συµµετοχή στην κατασκευή της γνώσης και γι αυτό οι µαθητές θα πρέπει να 

διδάσκονται αποδείξεις, διότι έτσι οι µαθητές καταλαβαίνουν ότι πράγµατι ισχύουν οι 

διάφορες µαθηµατικές προτάσεις. Επιπροσθέτως όταν οι µαθητές διδάσκονται και 

κατανοούν τις µαθηµατικές αποδείξεις, οικοδοµούν ένα στέρεο θεµέλιο µαθηµατικών 

γνώσεων. Όµως υπάρχει και διαφορετική προσέγγιση από άλλους ερευνητές που 

επισηµαίνουν ότι οι µαθητές βλέπουν τις αποδείξεις ως απλή εποπτική επιβεβαίωση 

σε κάτι που όντως ισχύει (Schoenfeld, 1985). Με λίγα λόγια οι µαθητές δέχονται πως 

για κάθε θεώρηµα που υπάρχει στην Ανάλυση, θα πρέπει να διδαχτούν και µία 

απόδειξη χωρίς να αισθάνονται πως µπορούν οι αποδείξεις να προσφέρουν κάτι στη 

µαθηµατική τους σκέψη. Γενικά, οι µαθητές δυσκολεύονται να γράψουν αυστηρά µία 
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απόδειξη και γι’ αυτό συνηθίζουν να τις αποφεύγουν, ή όταν επιχειρούν να τις 

κάνουν χρησιµοποιούν την εν λόγω πρόταση ως κάτι που ισχύει ή θεωρούν ως 

προφανή κάποια άλλα θεωρήµατα. Πολλές φορές,  οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου, 

προσπαθούν να αποστηθίσουν τις αποδείξεις, προκειµένου να τις αποδώσουν όταν 

τους ζητηθούν στις Πανελλαδικές Εξετάσεις, χωρίς να κατανοούν τις ιδέες που 

κρύβονται πίσω από αυτές και δεν µπορούν να τις συνδέσουν µε άλλες µαθηµατικές 

προτάσεις. Ο τρόπος παρουσίασης των µαθηµατικών προτάσεων στα σχολικά 

εγχειρίδια ακολουθεί την παραγωγική λογική και στην Μαθηµατική Ανάλυση δεν 

αναφέρονται τα αξιώµατα θεµελίωσης των πραγµατικών αριθµών. Επίσης, δεν 

αναφέρεται πότε οι διατυπώσεις των θεωρηµάτων προηγούνται και πότε έπονται των 

αποδείξεων.   

Σε έρευνα που έγινε από τους Ε. Καπετανά, Θ. Ζαχαριάδη (2007), για τις 

πεποιθήσεις και στάσεις των µαθητών του Λυκείου για τη µελέτη και µάθηση των 

µαθηµατικών βρέθηκε ότι η αγάπη για τα µαθηµατικά συσχετίζεται θετικά µε τη 

µελέτη των µαθηµατικών µε κατανόηση και αναστοχασµό, µε υψηλή επίδοση στο 

σχολείο και µε ικανότητα για κατανόηση µαθηµατικών αποδείξεων. Τελικά φαίνεται 

ότι η υψηλή επίδοση και µαθηµατική ικανότητα εκφράζεται µε την ικανότητα  

κατανόησης των αποδείξεων. Αντίθετα, η διαδικαστική άποψη και ο διαδικαστικός 

τρόπος µελέτης των µαθηµατικών σχετίζονται αρνητικά µε την επίδοση στα 

µαθηµατικά και την ικανότητα για κατανόηση αποδείξεων. Αυτό σηµαίνει ότι η 

επίδοση στα µαθηµατικά και η µαθηµατική ικανότητα για κατανόηση αποδείξεων 

εξαρτώνται από τον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές µελετούν µαθηµατικά. 

Η διαδικασία της απόδειξης εµπεριέχει δύο υποδιαδικασίες, την επιβεβαίωση 

(ascertaining) κατά την οποία αποµακρύνει τις δικές του αµφιβολίες , και την πειθώ 

(persuαding) κατά την οποία εξαλείφει τις αµφιβολίες των άλλων για την αλήθεια της 

εικασίας (Harel & Sowder, 1998). Με την συνεχή διδασκαλία των αποδείξεων 

αυξάνεται η κατανόηση των εννοιών, ενδυναµώνεται η εγκυρότητα των ισχυρισµών, 

δηµιουργούνται κίνητρα για την δηµιουργία νέων µαθηµατικών, αµφιβολίες και 

παρανοήσεις αποµακρύνονται (Davis & Hersh, 1981).  
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2.2 Ο ΡΟΛΟΣ ΤΟΥ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟΥ  
 

Ο τρόπος µε τον οποίο ο εκπαιδευτικός αρχίζει, χειρίζεται και τελικά 

ολοκληρώνει ένα µάθηµα έχει σηµαντική επίπτωση στη µάθηση. Ο πιο ενδεδειγµένος 

στόχος της διδασκαλίας θα ήταν να επιτρέπει στους µαθητές να αναγνωρίσουν 

συνδέσεις, να κατασκευάσουν νέα νοήµατα και να τα ενσωµατώσουν στην 

προηγούµενη γνώση. 

Ο εκπαιδευτικός πρέπει να µπορεί να αλλάζει µια λανθασµένη κατάσταση που 

τείνει να δηµιουργηθεί από τη διαπραγµάτευση µιας µαθηµατικής ιδέας, ώστε αυτή 

να γίνει ευκολότερα πιο κατανοητή και διαθέσιµη. Οι Carter and Richards (1991), σε 

σχετική τους έρευνα, αναφέρουν διλήµµατα, τα οποία συνδέονται µε τη στάση του 

εκπαιδευτικού, για το αν θα γίνει αποδεκτή ή όχι µία απάντηση ενός µαθητή, για το 

αν ο εκπαιδευτικός θα απαντήσει τελικά σε µία ερώτηση και για το ποιος είναι ο 

κατάλληλος τρόπος προκειµένου να παρουσιαστεί µια µαθηµατική ιδέα. 

 Όταν λοιπόν, γνωρίζουµε τα σηµεία στα οποία συναντούν οι µαθητές 

δυσκολίες ή κάνουν λάθη, θα πρέπει κατά την διδασκαλία µας να εστιάζουµε σ’ αυτά, 

να προσπαθούµε να δούµε τα πράγµατα από την δική τους οπτική γωνία και µέσα 

από τη συζήτηση να τους βοηθήσουµε να  ξεπεράσουν αυτές τις δυσκολίες (Wood, 

Cobb και Yackel, 1991). Έτσι στην έννοια της παραγώγου, υπάρχει µία σύγχυση 

στους µαθητές ανάµεσα στη «στατική» εφαπτοµένη που αγγίζει σ’ ένα σηµείο την 

καµπύλη, όπως τη διδάσκονται στην Ευκλείδεια Γεωµετρία και την «δυναµική» 

εφαπτοµένη που η κλίση της καµπύλης σ’ ένα σηµείο είναι η παράγωγος της 

συνάρτησης στο σηµείο αυτό. ∆ηλαδή οι µαθητές δεν αντιλαµβάνονται ότι η οριακή 

τέµνουσα µας δείχνει την κλίση της καµπύλης, αλλά βλέπουν µόνο ότι η τέµνουσα 

εξαφανίζεται. Ίσως, λοιπόν είναι καλύτερο η διδασκαλία της παραγώγου να γίνεται 

συσχετίζοντας τη «στατική» εφαπτοµένη µε το όριο τεµνουσών.      

Το πως χρησιµοποιείται ο ορισµός  και ποιος είναι ο  ρόλος του σπάνια 

επισηµαίνεται στην τάξη, αφού οι καθηγητές έχουν την τάση να εξηγούν απλά στους 

µαθητές πώς να χειριστούν τα στοιχεία, στα οποία αναφέρονται οι ορισµοί. Βέβαια 

και µία διδασκαλία βασισµένη σε ορισµούς είναι παιδαγωγικά λανθασµένη. Οι 

µαθητές θα πρέπει να πεισθούν από τον καθηγητή για τη χρησιµότητα και σηµασία 

των αυστηρών ορισµών και θεωρηµάτων, που φαίνεται να είναι διαισθητικές έννοιες 

και συµπεράσµατα. Τα θεωρήµατα αποµνηµονεύονται ως κανόνες δράσης και συχνά 
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οι ορισµοί και τα θεωρήµατα συγχέονται µε τις διαδικασίες. Ο ∆ιαφορικός Λογισµός 

περιέχει ορισµούς, αλγόριθµους, θεωρήµατα και εφαρµογές. Οι µαθητές πρέπει να 

έρθουν σε επαφή µε την τεχνική του δοµή, την λογική του και τη χρησιµότητά του. Η 

γνώση του εκπαιδευτικού που είναι ειδικός, συγκρούεται µε την ακατέργαστη γνώση 

των µαθητών όπως γράφει ο Ackermann (1995). Σύµφωνα µε τον D. Tall (1991) αν 

θέλουµε να καλυφθεί το χάσµα που εµφανίζεται στην κατανόηση του απειροστικού 

λογισµού από το µαθητή, πρέπει να βρεθεί ένας τρόπος γνωστικά ελκυστικός για το 

µαθητή τη στιγµή που ξεκινά η µελέτη και που ταυτόχρονα να βοηθήσει την 

κατανόηση των τυπικών εννοιών που εµφανίζονται αργότερα.  

Με τον όρο «πρακτική» εννοούµε το σύνολο όλων των ενεργειών του 

εκπαιδευτικού στην τάξη, καθώς και του διδακτικού πλάνου, µε σκοπό να βοηθήσει 

τον µαθητή να προσεγγίσει µια µαθηµατική έννοια ή διαδικασία. Βέβαια, ο 

εκπαιδευτικός πρέπει να διαµορφώνει τις πρακτικές που χρησιµοποιεί κατά τη 

διάρκεια τη διδακτικής περιόδου, ανάλογα µε τις ανάγκες που δηµιουργούνται στην 

τάξη του. Ο εκπαιδευτικός πρέπει να είναι ο διαχειριστής της γνώσης, δηλαδή να 

καθοδηγεί τους µαθητές, ώστε να εµπλέκονται στη µαθησιακή διαδικασία και να 

αξιοποιεί τους συλλογισµούς των µαθητών και να παροτρύνει τους µαθητές στη 

διατύπωση ερωτήσεων κατά τη διδασκαλία. Είναι αναγκαίο οι τοποθετήσεις και οι 

απόψεις των µαθητών να αξιοποιηθούν, µε την ενσωµάτωσή τους σε νέα διδακτικά 

πλάνα, τα οποία να περιέχουν δραστηριότητες, που να είναι οικείες στους µαθητές,  

να ευνοούν το διάλογο και τη συζήτηση. Έτσι, δηµιουργείται ένα περιβάλλον τάξης, 

στο οποίο ο εκπαιδευτικός και οι µαθητές διαπραγµατεύονται τις µαθηµατικές ιδέες 

και τα νοήµατα και έτσι διευρύνουν τη µαθηµατική τους σκέψη. Ο παρεµβατικός 

ρόλος του εκπαιδευτικού, επαναπροσδιορίζει, τροποποιεί και αλλάζει τις διδακτικές 

του προσεγγίσεις, χρησιµοποιώντας την εµπειρία του. Ο Tall (1991) επισηµαίνει ότι: 

«για να µπορέσει ο µαθητής να κατανοήσει µαθηµατικές έννοιες πρέπει ο τρόπος 

διδασκαλίας να είναι γνωστικά ελκυστικός χωρίς να επιχειρήσουµε να 

απλουστεύσουµε τις έννοιες, αλλά να παρουσιάσουµε στους µαθητές όλες τις πτυχές 

της πολυπλοκότητά τους και των αντιπαραδειγµάτων τους».  Ο εκπαιδευτικός είναι 

και ερευνητής ( Cobb & Steffe, 1983, D’ Ambrosio & Campos 1992), καθώς θα 

πρέπει να µπορεί να ερµηνεύει τα φαινόµενα που εµφανίζονται στην τάξη του, να 

αναστοχάζεται τις ενέργειές του και τις επιπτώσεις που έχουν στη κατασκευή 

νοήµατος από τους µαθητές του, για να µπορεί να κάνει τις κατάλληλες αλλαγές στις 

διδακτικές του προσεγγίσεις, ώστε να βοηθήσει το µαθητή να αναπτύξει δικούς του 
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τρόπους µάθησης. Σύµφωνα µε τον Orton (1983) η παράγωγος ως ρυθµός µεταβολής 

πρέπει να είναι το βασικό εργαλείο του εκπαιδευτικού που διδάσκει τον ∆ιαφορικό 

Λογισµό σε µαθητές και πρέπει να είναι απαλλαγµένο από τους τυπικούς ορισµούς 

και να στηρίζεται σε γραφικές και διαισθητικές εξερευνήσεις µε ταυτόχρονη χρήση 

του ηλεκτρονικού υπολογιστή.  

Ο εκπαιδευτικός στην τάξη θα πρέπει χρησιµοποιώντας τις κατάλληλες 

δραστηριότητες, ερωτήσεις και παραδείγµατα από την καθηµερινότητα ο µαθητής να 

κάνει τον µαθητή να προβληµατιστεί. Με τη σειρά του σκοπός του κάθε µαθητή θα 

πρέπει να είναι να καταφέρει να κάνει αργότερα µόνος του, αυτό που του διδάσκει 

µέσα στην τάξη ο καθηγητής να κάνει. Αν ο µαθητής αποτυχαίνει σηµαίνει ότι δεν 

µπορεί να συσχετίσει το διδακτικό υλικό µε τις δραστηριότητες της τάξης. Ο 

εκπαιδευτικός πρέπει να δώσει ευκαιρίες στους µαθητές του χρησιµοποιώντας το 

διάλογο, να καταλάβουν τις συνδέσεις που υπάρχουν µεταξύ των εννοιών, καθώς και 

ότι οι αναπαραστάσεις τους δίνουν ιδιαίτερο νόηµα. Έτσι, παραχωρεί στους µαθητές 

ένα πιο ενεργό ρόλο στη µάθησή τους και τους καθιστά συνυπεύθυνους στην 

ανάπτυξή της, µέσω της διερεύνησης και της ανακάλυψης. Βέβαια υπάρχουν 

διαφορετικές απόψεις, όσον αφορά στον βαθµό καθοδήγησης της µάθησης από τον 

εκπαιδευτικό, δηλαδή κατά πόσο, επιτρέπει ο εκπαιδευτικός στο µαθητή να αναλάβει 

ο ίδιος την κατασκευή µαθηµατικού νοήµατος. Σε αυτό παίζει καθοριστικό ρόλο ο 

τύπος διδασκαλίας που ακολουθεί ο κάθε εκπαιδευτικός. O καλός εκπαιδευτικός είναι 

αυτός που µπορεί να επικοινωνεί µε τους µαθητές του, που τους επιτρέπει να 

επικοινωνούν µεταξύ τους, τους κάνει να αναρωτηθούν, να ερευνήσουν και, τελικά, 

να τοποθετηθούν µε ποικίλους τρόπους επάνω στα µαθηµατικά ζητήµατα. Εν ολίγοις, 

ο σωστός εκπαιδευτικός είναι αυτός που δηµιουργεί ένα µαθησιακό περιβάλλον, όπου 

ο κάθε µαθητής είναι ένα σηµαντικό µέρος του και µέσα στο οποίο υπάρχει µία 

συνεχή αλληλεπίδραση, που καθιστά δυνατή την ανταλλαγή µαθηµατικών εµπειριών. 

Έτσι τη  µαθηµατική γνώση  δε τη παρέχει αποκλειστικά ο εκπαιδευτικός, αλλά στην 

κατασκευή του νοήµατος σηµαντικό ρόλο έχουν και οι µαθητές. Όπως υποστηρίζει 

και ο Bauersfeld (1988), «όχι µόνο ο δάσκαλος αλλά και οι µαθητές συµβάλλουν στα 

δρώµενα των τάξεων και είναι ιδιαίτερα σηµαντικός ο ρόλος της επικοινωνίας και της 

διαπραγµάτευσης των απόψεων των µαθητών στην προσπάθεια ανακατασκευής των 

µαθηµατικών εννοιών». Πράγµατι, στη διδασκαλία ο εκπαιδευτικός και οι µαθητές 

αποτελούν την πραγµατικότητα της τάξης, όπου οι µαθητές, αναπτύσσουν 
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επιχειρήµατα και απόψεις, κάνουν λάθη και έτσι προκαλούν συζητήσεις µε τους 

συµµαθητές τους και τον καθηγητή τους µε αποτέλεσµα µέσω του διαλόγου και της 

γνωστική σύγκρουσης, να µαθαίνουν να κάνουν συνδέσεις µεταξύ των εννοιών και 

να ανακαλύπτουν τυχόν κενά ή λαθεµένες συνδέσεις και παρανοήσεις, προκειµένου 

να τις ξεπεράσουν. Πριν ο µαθητής γίνει ικανός  να διατυπώσει έναν ορισµό ή ένα 

θεώρηµα, εισάγεται σε έναν µικρόκοσµο αλληλεπιδράσεων, µερικές από τις οποίες 

προκαλούνται από τον δάσκαλο, αν και οι περαιτέρω µορφές τους εξαρτώνται από τις 

πρωτοβουλίες του µαθητή. Η µορφή των αλληλεπιδράσεων καθορίζει τα όρια και 

τους κανόνες για το τι θα πει ο µαθητής ή ο δάσκαλος, πως θα το πει και πότε. 

Ωστόσο όλοι αυτοί οι κανόνες έχουν ένα διαπραγµατευτικό χαρακτήρα. 

∆ιαµορφώνονται διαµέσου κάποιων περισσότερο ή λιγότερο σαφών και άµεσων 

διαπραγµατεύσεων ανάµεσα στον δάσκαλο και το µαθητή και µεταξύ των ίδιων των 

µαθητών. Το µονοπάτι προς τη µαθηµατική σκέψη οδηγεί, διαµέσου νύξεων, στη 

µαθηµατική διαπραγµάτευση, καθώς, σταδιακά, κατανοούµε ποιες είναι οι προθέσεις 

πίσω από συγκεκριµένες εκφράσεις, ποιες είναι οι κοινές προϋποθέσεις. Αυτά 

µαθαίνονται από την αλληλεπίδραση µε εκείνους που νοµιµοποιούνται να θέτουν τα 

πρότυπα της µαθηµατικής διαπραγµάτευσης, οι οποίοι συνήθως είναι οι δάσκαλοι 

των Μαθηµατικών. Ο µαθητής κάνει λάθη και τα διορθώνει σύµφωνα µε τις 

υποδείξεις του δασκάλου, διαπραγµατεύεται τον τρόπο του να λέει κάτι και τον τρόπο 

του να σκέφτεται ανταλλάσσοντας επιχειρήµατα µε το δάσκαλο και µε άλλους 

µαθητές. Αλλά το κοινωνικό και το θεσµικό πλαίσιο αυτών των αλληλεπιδράσεων, το 

σχολείο, οι αρχές υπεράνω του δασκάλου, όπως είναι οι καθοδηγήσεις του 

Υπουργείου Παιδείας, επιβάλλουν όρια τόσο στην διαπραγµάτευση όσο και στην 

επιχειρηµατολογία. ∆ηλαδή η αλληλεπίδραση προσεγγίζεται σαν µια από τις πιο 

σηµαντικές διαδικασίες µάθησης και ιδιαίτερα όταν βασίζεται στις αρχές της 

ενεργητικής µάθησης, της οικοδόµησης της γνώσης, της στοχαστικής µάθησης, της 

αυθεντικής και υποβοηθητικής µάθησης (Μακράκης, 1998, Τσεµασφύρας, επιµ.). 

Συµπερασµατικά µπορούµε να πούµε ότι είναι σηµαντικό ο εκπαιδευτικός να 

προσπαθεί να πετύχει και να διατηρήσει µαθησιακά περιβάλλοντα που να 

υποστηρίζουν τη µάθηση και τη διαπραγµάτευση των µαθηµατικών νοηµάτων, όσο 

πολύπλοκο και σύνθετο κι αν είναι, γιατί ενθαρρύνεται η συµµετοχή του µαθητή στην 

ανταλλαγή ιδεών και απόψεων µε χρήση του διαλόγου, παρόλο που µπορεί να µην 
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έχουµε τα επιθυµητά αποτελέσµατα, δηλαδή την οικοδόµηση µιας συγκεκριµένης 

µαθηµατικής ιδέας ή διαδικασίας.  

 

2.3 ΣΤΑΣΕΙΣ, ΠΕΠΟΙΘΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΝΤΙΛΗΨΕΙΣ ΜΑΘΗΤΩΝ  

 

Οι Φιλίππου και Χρίστου (2001) µε τον όρο «στάσεις» εννοούν τις τάσεις και 

την προδιάθεση του υποκειµένου να ανταποκρίνεται µε κάποιο οµοιόµορφο τρόπο 

ευµενώς ή δυσµενώς έναντι συγκεκριµένων γεγονότων, ατόµων ή φορέων, 

αντικείµενων ή και µαθηµάτων. Οι τάσεις περιέχουν το στοιχείο της υποκειµενικής 

αντίληψης και αξιολόγησης βασικών παραµέτρων που εξετάζεται, προέρχονται από 

προηγούµενες εµπειρίες του ατόµου θετικές ή αρνητικές και επηρεάζουν τα 

συναισθήµατα και τη συµπεριφορά του. Σύµφωνα µε τους ίδιους συγγραφείς, τα 

«πιστεύω» και οι «πεποιθήσεις» ενός ατόµου µπορούν να οριστούν ως οι 

υποκειµενικές γνώσεις, αντιλήψεις και θεωρίες, ενώ σύµφωνα µε τον Κλαουδάτο 

(2010) τα «πιστεύω» είναι η οπτική γωνία µε την οποία ένα άτοµο αντιµετωπίζει τον 

κόσµο των µαθηµατικών. Επίσης ο McLeod (1989) αναφέρει ότι οι πεποιθήσεις 

έχουν ως γνωστικό χαρακτήρα από τη φύση τους και εδραιώνονται σε σχετικά 

µεγάλο διάστηµα, ενώ τα συναισθήµατα έχουν µικρή γνωστική αξία και είναι 

δυνατόν να εµφανιστούν και να εξαφανιστούν πολύ γρήγορα. Κατά συνέπεια 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι πεποιθήσεις, οι στάσεις και τα συναισθήµατα 

αντιπροσωπεύουν αυξανόµενα επίπεδα συναισθηµατικής εµπλοκής και ελαττούµενα 

επίπεδα γνωστικής εµπλοκής του ατόµου. Σύµφωνα πάντα µε τον McLeod           

(1989, 1992) τα πιστεύω του κάθε ατόµου προκύπτουν από τις προσωπικές εµπειρίες, 

το σύστηµα αξιών και τη φιλοσοφία του, είναι δηλαδή υποκειµενικά και 

υποσυνείδητα. Υπάρχει επίσης έντονη η παρουσία του συναισθήµατος και δεν 

επιδέχεται πλήρη αντικειµενική αιτιολόγηση σε αντίθεση µε τις γνώσεις  που 

επιδέχονται απόδειξη και επαλήθευση και είναι αντικειµενικές. Συγκεκριµένα για τα 

µαθηµατικά, τα «πιστεύω» µπορούν να καθορίσουν τις επιλογές µε τις οποίες ο 

µαθητής θα αποφασίσει να προσεγγίσει τη λύση του προβλήµατος, τις τεχνικές που 

θα χρησιµοποιήσει ή θα αποφύγει, το χρόνο που θα αφιερώσει και το πόσο επίµονα 

θα εργαστεί. Εν ολίγοις, τα πιστεύω δηµιουργούν το πλαίσιο µέσα στο οποίο 

δραστηριοποιούνται οι γνώσεις και πολλές φορές τα πιστεύω αυτά επηρεάζουν και 

διαµορφώνουν τις στάσεις και τα συναισθήµατα. 
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 Οι αντιλήψεις ενός ατόµου µπορούν να θεωρηθούν οι πεποιθήσεις οι σχετικές 

µε ένα αντικείµενο ή µία κατάσταση, οι οποίες όµως έχουν έντονο το στοιχείο της 

υποκειµενικότητας. Ειδικά για τα µαθηµατικά οι υπάρχουσες αντιλήψεις σχετίζονται 

µε το σύνολο των συνειδητών και υποσυνείδητων κανόνων, εννοιών και εµπειριών 

που σχετίζονται µε τα µαθηµατικά. (Φιλίππου Γ. – Χρίστου Κ. 2001, Κλαουδάτος Ν. 

2010) 

Στην περίπτωση των µαθηµατικών, τα κίνητρα του µαθητή και η σχολική 

επίδοσή του επηρεάζονται από τις στάσεις και τις πεποιθήσεις του παιδιού για τα 

µαθηµατικά, για τις προσωπικές του ικανότητες σε σχέση µ’ αυτά και για το πλαίσιο 

µέσα στο οποίο εκτυλίσσεται η προσπάθεια του. Μερικοί από τους πιο βασικούς 

παράγοντες που διαµορφώνουν αυτές τις στάσεις είναι: 

I. η σχέση του παιδιού µε τις µαθηµατικές δραστηριότητες, 

II. οι εµπειρίες των επιτυχηµένων ή αποτυχηµένων προσπαθειών του, 

III. οι συνθήκες της µαθησιακής διαδικασίας, 

IV. οι κρίσεις και οι προσδοκίες του δασκάλου, των γονιών και των συνοµηλίκων 

(Ashcraft, Kirk & Hopko, 1998). 

Κατά τον Schoenfeld (1985) οι στάσεις αυτές συνιστούν την «άποψη του 

ατόµου για τον κόσµο από µαθηµατική σκοπιά» (mathematical world view) και 

επηρεάζουν ιδιαίτερα την επίδοση στη µαθηµατική επίλυση προβληµάτων. 

         Οι επιστηµολογικές πεποιθήσεις των µαθητών που αφορούν τα 

Μαθηµατικά έχουν καθοριστική επίδραση στον τρόπο που διδάσκουν οι καθηγητές 

(διδακτική συµπεριφορά), όπως προκύπτει από έρευνες που έχουν γίνει. Οι ερευνητές 

συµφωνούν ότι τα συναισθήµατα και οι πεποιθήσεις των µαθητών αποτελούν βασικό 

παράγοντα που επηρεάζει άµεσα τη διδασκαλία και τη µάθηση των µαθηµατικών και 

αποτελούν αντικείµενο µελέτης και προβληµατισµού σε διεθνές επίπεδο. Οι 

επιστηµολογικές πεποιθήσεις ως προς τα µαθηµατικά αναφέρονται σε θεµελιώδεις 

υποθέσεις για τη φύση και τη µάθηση των µαθηµατικών, σε πιστεύω ως προς την 

πηγή, τη βεβαιότητα, την οργάνωση, τον έλεγχο και την ταχύτητα απόκτησης της 

γνώσης και περιέχουν όρια και κριτήρια βεβαιότητας της γνώσης (Chan & Elliot 

2004). Σύµφωνα µε τους Harel & Sowder (1998), οι αντιλήψεις για τα µαθηµατικά 
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µπορούν να επηρεάσουν δραστικά την επίδοση των µαθητών στον Απειροστικό 

Λογισµό. Έρευνες έχουν δείξει ότι οι αντιλήψεις των µαθητών ποικίλουν, ότι κάνουν 

θεµελιώδη λάθη και δεν υπερνικούν συνήθως τα επιστηµολογικά εµπόδια. Γι’ αυτό 

και είναι απαραίτητη η εκπαίδευση των καθηγητών, για να ενηµερωθούν και να 

µπορέσουν να βοηθηθούν πάνω στα σχετικά προβλήµατα.        

Ο Cobb (1986) όρισε τις πεποιθήσεις ως τις προσωπικές υποθέσεις ενός ατόµου 

σχετικά µε τη φύση της πραγµατικότητας. Οι υποθέσεις αυτές αποτελούν τη βάση της 

προσανατολισµένης σε στόχους δραστηριότητας και είναι διαφορετικές από τις 

στάσεις ή τα συναισθήµατά του ατόµου. Σύµφωνα µε τον Cobb (1986) υπάρχει σχέση 

µεταξύ των πεποιθήσεων των µαθητών και της µάθησης των µαθηµατικών.  

Σύµφωνα µε τη Schommer (1990) υπάρχουν πέντε κατηγορίες πεποιθήσεων: α) 

η σταθερότητα των γνώσεων, β) η δοµή της γνώσης, γ) η πηγή της γνώσης, δ) η 

ταχύτητα µάθησης και ε) η ικανότητα µάθησης. Η ταξινόµηση αυτή χρησιµοποιήθηκε 

από πολλούς ερευνητές σε µετέπειτα έρευνες.  Οι επιστηµολογικές πεποιθήσεις των 

µαθητών επηρεάζουν τη συµµετοχή τους στην διαδικασία µάθησης και στην επίδοσή 

τους. Ο καθηγητής είναι αυτός που θα αλλάξει τις πεποιθήσεις των µαθητών µέσω 

της διδασκαλίας του, µε στόχο να βοηθήσει τους µαθητές να κατανοήσουν τις 

µαθηµατικές έννοιες και να αποκτήσουν µαθηµατικές δεξιότητες. 

Πολλές ερευνητικές προσπάθειες έγιναν για τη δοµή των πεποιθήσεων των 

µαθητών για τα µαθηµατικά (Φιλίππου & Χρίστου, 2001). Οι επιστήµονες κατέληξαν 

ότι οι πεποιθήσεις τους αποτελούνται από αντιλήψεις αναφορικά µε τη µάθηση, τη 

διδασκαλία, τη φύση των µαθηµατικών, καθώς και το ρόλο του µαθητή και του 

καθηγητή στη µάθηση. Σύµφωνα πάντα µε τις παραπάνω έρευνες οι πεποιθήσεις των 

µαθητών µπορεί να τους εµποδίσουν να κατανοήσουν βασικές έννοιες του 

∆ιαφορικού Λογισµού, µε αποτέλεσµα να µην µπορούν να επιτύχουν σε µαθηµατικές 

δραστηριότητες. Για παράδειγµα σε έρευνα των Max Scheja & Kerstin Pettersson 

(2009), είναι φανερό ότι η κατανόηση της έννοιας της παραγώγου είναι άµεσα 

συνδεδεµένη µε την κατανόηση της έννοιας του ορίου. Οι πεποιθήσεις και αντιλήψεις 

των µαθητών είναι παρόµοιες µε αυτές που έχουν για την έννοια του ορίου καθώς 

αυτές οι δύο έννοιες είναι άµεσα συνδεδεµένες µεταξύ τους βάση του ορισµού της 

παραγώγου. H Szydlik (2000) διερεύνησε τις πεποιθήσεις των σπουδαστών που 

φοιτούσαν στο δεύτερο έτος των σπουδών τους στον Απειροστικό Λογισµό, στα 

µαθηµατικά και τη σχέση που είχαν οι πεποιθήσεις τους στη κατανόηση της έννοιας 

του ορίου. Οι πεποιθήσεις των σπουδαστών για το περιεχόµενο που λογικά αποτελεί 
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τη βάση της έννοιας του ορίου (πεποιθήσεις για τους πραγµατικούς αριθµούς, το 

άπειρο και τις συναρτήσεις) αποκαλούνται µε τον όρο πεποιθήσεις περιεχοµένου 

(content beliefs), ενώ οι πεποιθήσεις σχετικά µε το πώς η µαθηµατική αλήθεια και 

εγκυρότητα εδραιώνονται, αποκαλούνται πηγές βεβαιότητας (sources of conviction) 

(Frid, 1994). Σε έρευνα των Peterson, Fennema, Carpenter, and Loef (1989), που 

αφορούσε τον ∆ιαφορικό Λογισµό, προέκυψε ότι οι πεποιθήσεις περιεχοµένου των 

καθηγητών είναι άµεσα συνδεδεµένες µε το σχεδιασµό της διδασκαλίας και γενικά 

των πρακτικών που ακολουθεί ο εκπαιδευτικός στην τάξη. Το συµπέρασµα της 

έρευνας αυτής έδειξε ότι υπάρχουν ισχυρές σχέσεις µεταξύ των πεποιθήσεων 

περιεχοµένου και της ικανότητας των µαθητών καθώς και µε την βελτίωση της 

επίδοσής τους.   

Επίσης, σε έρευνα των Leslie Aspinwall, Kenneth L. Shaw and Norma C. 

Presmeg (1997), οι πεποιθήσεις που έχουν για τον ∆ιαφορικό Λογισµό τόσο οι 

µαθητές όσο και οι καθηγητές, είναι ότι έχουµε την ικανότητα να κάνουµε ∆ιαφορικό 

Λογισµό όταν µπορούµε να χειριζόµαστε σύµβολα και αριθµούς (Hallett, 1991). Στην 

έρευνα αυτή, ερεύνησαν τις γραφικές συνδέσεις µεταξύ µιας συνάρτησης και της 

παραγώγου της και τις δυσκολίες που µπορούν να παρουσιαστούν από ανεξέλεγκτες 

νοητικές εικόνες. Πιο συγκεκριµένα, τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι ο φοιτητής 

µπορούσε εν γένει να ανταποκριθεί ικανοποιητικά σε απλές ασκήσεις αλγεβρικού 

τύπου, κάνοντας κάποιες φορές κάποια λάθη, τα οποία όµως εύκολα αναγνώριζε ως 

τέτοια όταν του εξηγούνταν, αλλά παρουσιάστηκε σηµαντικότατο πρόβληµα όταν 

του παρουσιάστηκε µέσω γραφήµατος µια παραβολή (και µάλιστα της απλούστατης 

µορφής 2xy = ) και του ζητήθηκε το γράφηµα της παραγώγου της, όπου εκεί 

παρουσίασε ως απάντηση το γράφηµα µιας κυβικής συνάρτησης. Αυτό που φάνηκε 

να τον µπερδεύει ιδιαίτερα ήταν η εντύπωση που του έδινε το γράφηµα της 

παραβολής και το οποίο κατά τη γνώµη του φαινόταν σα να έχει κατακόρυφες 

ασύµπτωτες. Βέβαια και το γράφηµα που παρουσίαζε ως γράφηµα παραγώγου δε 

µπορούσε να δικαιολογήσει αυτόν τον ισχυρισµό του. Όταν του παρουσιάστηκε η 

εναλλακτική άποψη, ότι δηλαδή το γράφηµα που του παρουσιαζόταν ήταν το 

γράφηµα της παραβολής, αµέσως έδωσε τη σωστή απάντηση, ότι δηλαδή η 

παράγωγος είναι µια ευθεία γραµµή, τονίζοντας µάλιστα ότι «έπρεπε να έχει σκεφτεί 

από την αρχή αλγεβρικά». Και πάλι όµως υπαναχώρησε στις αρχικές του σκέψεις 

περί κατακόρυφης ασύµπτωτης της παραβολής µη µπορώντας να συνταιριάξει τα, 
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δεδοµένα πλέον γι’ αυτόν, συµπεράσµατα που πηγάζουν από τη θεωρία, µε τις 

εικόνες που αυτός µε κάποιον τρόπο έχει σχηµατίσει. ∆υσκολίες αυτής της φύσης 

έχουν ονοµαστεί, όπως έχουµε αναφέρει και νωρίτερα, από τους Tall & Vinner 

(1981), ως γνωστικοί παράγοντες σύγκρουσης. Σύµφωνα µε τους συγγραφείς, σ’ 

αυτήν την περίπτωση ίσως είναι η εικόνα της έννοιας του απείρου που µπορεί να 

διαφέρει από τον τυπικό ορισµό της αντίστοιχης έννοιας. Η εικόνα της έννοιας όπως 

την κατέχει ο εν λόγω φοιτητής είναι το όλο γνωστικό οικοδόµηµά του, που 

σχετίζεται µε την έννοια του απείρου και το οποίο περιέχει όλες τις νοητικές εικόνες 

και έννοιες των σχετικών ιδιοτήτων και διαδικασιών. ∆όµησε αυτήν την κατασκευή 

διαµέσου εµπειριών χρόνων. Η εικόνα του µπορεί να του προκαλεί σύγχυση καθώς 

προσπαθεί να την συνταιριάξει µε την τυπική θεωρία. Όταν τελικά ο φοιτητής 

κατάφερε να συνταιριάξει τις εικόνες του µε τη θεωρία, έφτασε δηλαδή στο στάδιο 

της «συµµόρφωσης» φάνηκε να καταλαβαίνει και την αιτία που του δηµιούργησε 

αυτό το πρόβληµα, ότι ήταν δηλαδή µια εικόνα που δεν µπορούσε να ελέγξει. Την 

αποκάλεσε µάλιστα «οπτική παραίσθηση». Οι συγγραφείς µε αυτό το άρθρο έδειξαν 

την ανάγκη περισσότερης προσοχής σε τέτοιου είδους προβλήµατα που µπορεί να 

δηµιουργηθούν από τη χρήση των εικονικών αναπαραστάσεων. 

 

2.4  ΓΝΩΣΤΙΚΑ ΕΜΠΟ∆ΙΑ 

  

Όταν λέµε «Γνωστικό Εµπόδιο» εννοούµε τις δυσκολίες που συναντούν οι 

µαθητές κατά τη µαθησιακή διαδικασία. Λόγω της σπουδαιότητάς του, το Γνωστικό 

Εµπόδιο εν γένει αποτελεί αντικείµενο µελέτης µε σκοπό να βρούµε τις κατάλληλες 

στρατηγικές που πρέπει να ακολουθήσουµε στη διδασκαλία, προκειµένου να 

βοηθήσουµε τους µαθητές να τις ξεπεράσουν.  

∆ιακρίνουµε τρεις διαφορετικούς τύπους εµποδίων (Brousseau, 1997): 

  

Α) τα γενετικά και ψυχολογικά εµπόδια που εµφανίζονται ως αποτέλεσµα της 

προσωπικής ανάπτυξης του µαθητή, 

 

Β) τα διδακτικά εµπόδια είναι αποτέλεσµα της φύσης της διδασκαλίας και  
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Γ) τα επιστηµολογικά εµπόδια που εµφανίζονται λόγω της φύσης των ίδιων των 

µαθηµατικών εννοιών.  

 

Για τον σχεδιασµό της διδασκαλίας µιας µαθηµατικής έννοιας έχει µεγάλη 

σηµασία να προσδιορίσουµε τα διδακτικά και τα  επιστηµολογικά εµπόδια. 

Ο όρος του επιστηµολογικού εµποδίου εισήχθη από τον Gaston Bachelard 

(1938), ο οποίος λέει: 

 

«Πρέπει να θέσουµε  το πρόβληµα της επιστηµονικής γνώσης από την άποψη 

των εµποδίων. ∆εν αρκεί µόνο να λαµβάνουµε υπόψη τα εξωτερικά εµπόδια, όπως η 

πολυπλοκότητα και η προσωρινότητα των επιστηµονικών φαινοµένων, ούτε να 

θρηνούµε την αδυναµία των ανθρώπινων αισθήσεων και του πνεύµατος. Είναι µέρος 

της δράσης της απόκτησης της ίδιας της γνώσης. Το να γνωρίσουµε  βαθιά αποτελεί 

υγιής λειτουργική ανάγκη, προκειµένου να µην υπάρξει καθυστέρηση στην ταχύτητα 

της µάθησης. Εδώ µπορούµε να βρούµε τις αιτίες της στασιµότητας, όταν αυτή 

υπάρχει ακόµη και της οπισθοδρόµησης και ίσως να αντιληφθούµε τους λόγους της 

αδράνειας, τους οποίους ονοµάζουµε επιστηµολογικά εµπόδια. Αντιµετωπίζουµε νέα 

γνώση που έρχεται σε αντίθεση µε την προϋπάρχουσα γνώση και έτσι πρέπει να 

καταστρέψουµε τις προϋπάρχουσες λανθασµένες ιδέες». 

 

Όπως φαίνεται από την παραπάνω άποψη τα επιστηµολογικά εµπόδια 

αποτελούν αναπόφευκτα και ουσιαστικά συστατικά της αποκτώµενης γνώσης και 

βρίσκονται, τουλάχιστον εν µέρει, στην ιστορική ανάπτυξη της έννοιας. 

Βέβαια υπάρχουν και άλλοι συγγραφείς που έχουν ασχοληθεί µε τα 

επιστηµολογικά εµπόδια, όπως ο Guy Brousseau (1983), που ορίζει το 

επιστηµολογικό εµπόδιο ως τη γνώση που λειτουργεί καλά για µια ορισµένη περιοχή 

δραστηριότητας όπου και εδραιώνεται, όµως έπειτα αποτυγχάνει να λειτουργήσει 

ικανοποιητικά σ’ ένα άλλο πλαίσιο και οδηγεί σε αντιφάσεις. Εποµένως, είναι 

αναγκαίο να αντικατασταθεί η αρχική ανεπαρκής και λανθασµένα σχηµατισµένη 

γνώση και να αντικατασταθεί µε τη νέα έννοια που λειτουργεί ικανοποιητικά στο νέο 

πεδίο. Η απόρριψη και η διευκρίνιση ενός τέτοιου εµποδίου αποτελεί ουσιαστικό 

µέρος της ίδιας της γνώσης. Ο µετασχηµατισµός δεν µπορεί να γίνει χωρίς την 

αποσταθεροποίηση των αρχικών ιδεών, µε την τοποθέτηση τους σ’ ένα νέο πλαίσιο 



 54 

όπου φαίνεται σαφώς ότι αποτυγχάνουν. Αυτό εποµένως απαιτεί µια µεγάλη 

προσπάθεια γνωστικής ανακατασκευής. 

Ο ορισµός που δίνει η Sierpinska (1985, 1990) στο επιστηµολογικό εµπόδιο 

είναι: 

«Αν το εµπόδιο δεν είναι µόνο δικό µας εµπόδιο, η πιθανόν δυο άλλων 

ανθρώπων, αλλά είναι πιο πλατιά διαδεδοµένο ή έχει διαδοθεί κάποια φορά ή σε 

κάποιο πολιτισµό, τότε ονοµάζεται επιστηµολογικό εµπόδιο».  

Ας δούµε τώρα µε τη βοήθεια της Sierpinska (1985, 1990), συµπερασµατικά το 

ρόλο των επιστηµολογικών εµποδίων στην εννοιολογική µας ανάπτυξη. Αρχικά η 

εντύπωση, που µπορεί να δηµιουργηθεί στον καθένα, από την παραπάνω περιγραφή 

µπορεί εύκολα να είναι η εξής: τα επιστηµολογικά εµπόδια είναι κάτι αρνητικό στην 

εννοιολογική µας ανάπτυξη και πρέπει να αποφευχθούν στην διδασκαλία και µάθηση, 

κάτι που είναι ακριβώς το αντίθετο απ’ ότι αναµένουµε. Η ίδια η φύση των 

επιστηµολογικών εµποδίων είναι τέτοια, που δεν µπορούν να αποφευχθούν και ο 

ρόλος τους στη σκέψη µας είναι σηµαντικός. Ο ρόλος αυτός είναι συγχρόνως θετικός 

και αρνητικός. Είναι θετικός, γιατί, για να καταλάβει κανείς ένα αντικείµενο, πρέπει 

ήδη να έχει την ικανότητα της κατανόησης, να έχει κάποιες προηγούµενες αντιλήψεις 

και κρίσεις. ∆εν µπορούµε να λειτουργήσουµε χωρίς τα σχήµατα σκέψης, χωρίς τις 

πίστεις και τις στάσεις µας γιατί αυτά είναι η βάση µας. Αν θέλουµε να καταλάβουµε 

βαθύτερα, ή να δούµε διαφορετικές απόψεις των πραγµάτων που µελετάµε, θα πρέπει 

να αντιληφθούµε αυτές τις στάσεις και τα σχήµατα σκέψης και να ενεργήσουµε 

ενάντια σ’ αυτά, οπότε ο ρόλος των επιστηµολογικών εµποδίων είναι αρνητικός. Για 

παράδειγµα αποδεικνύεται συχνά µέσα στην τάξη πως η πλειοψηφία των µαθητών 

δεν µπορούν να αντιληφθούν την έννοια της εφαπτοµένης τυχαίας καµπύλης σε ένα 

σηµείο ως την οριακή θέση µιας τέµνουσας της καµπύλης όταν το διάστηµα των 

τετµηµένων των σηµείων τοµής τέµνουσας- καµπύλης τείνει να γίνει µηδενικό. 

Φαίνεται πως οι µαθητές αντιλαµβάνονται εύκολα τέτοιες έννοιες σε πιο απλές 

περιπτώσεις όπως αυτή του κύκλου, µην µπορώντας αργότερα να γενικεύσουν τον 

ορισµό σε πιο περίπλοκες καταστάσεις.   

Σύµφωνα µε έρευνες, η χρήση ψηφιακής τεχνολογίας µπορεί παίξει σηµαντικό 

ρόλο στην κατανόηση εννοιών του ∆ιαφορικού Λογισµού γιατί βοηθάει τον µαθητή 

να ξεπεράσει ορισµένα από τα εµπόδια που συναντά στην κατανόησή του, µέσα από 

κατάλληλα περιβάλλοντα. Βέβαια, τέτοιες προσεγγίσεις µπορεί να περιέχουν δικά 
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τους ιδιαίτερα επιστηµολογικά εµπόδια (Tall & Winkelmann 1988), γι αυτό και 

πρέπει να λάβουµε υπόψη τις εµπειρίες των µαθητών στο νέο περιβάλλον, ώστε να 

καταλάβουµε τι µαθαίνεται και µε ποια µορφή συγκρατείται η γνώση στο νου. Ο 

µαθητής  κατά την αλληλεπίδραση µε τον Η / Υ πρέπει να µάθει να κατασκευάζει 

διαδικασίες στον Η / Υ (προγραµµατισµό), που µε τον αναστοχασµό, θα βοηθήσουν 

τον µαθητή να κατανοήσει τις µαθηµατικές κατασκευές. Οι µαθητές µπορούν να 

µάθουν περισσότερα µαθηµατικά και να κατανοήσουν καλύτερα τις έννοιες των 

µαθηµατικών µε την κατάλληλη χρήση της τεχνολογίας (Dunham & Dick 1994, 

Sheets 1993, Groves 1994).  Αν ο Η / Υ περιλαµβάνει κάποιο µαθηµατικό λογισµικό, 

τότε ο µαθητής µπορεί να αποκτήσει την εµπειρία προσεκτικά επιλεγµένων 

περιβαλλόντων που µοντελοποιούν την έννοια της παραγώγου και χρησιµοποιώντας 

τα εργαλεία του λογισµικού ο µαθητής θα κατασκευάσει τη γνώση. Για παράδειγµα, 

µε τη βοήθεια κατάλληλου λογισµικού, µπορεί να κατασκευαστεί η γραφική 

παράσταση ακόµα και κάποιας περίπλοκης συνάρτησης και µιας τέµνουσας αυτής σε 

δύο σηµεία, και µε τη χρήση  κατάλληλων εντολών να κατασκευαστεί τελικά η 

οριακή ευθεία της εφαπτοµένης. Με τον τρόπο αυτό, συσχετίζεται ο ορισµός της 

παραγώγου µε τη γραφική του απεικόνιση. 
 

2.5 Ο ΡΟΛΟΣ ΤΩΝ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ ΣΤΗ ΜΑΘΗΣΗ 

ΚΑΙ ΣΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ   

 

Ο ανθρώπινος νους λειτουργεί σύνθετα και συχνά διαφέρει από τη λογική των 

µαθηµατικών, γιατί πολλές φορές η καθαρή λογική δεν µπορεί να µας δώσει την 

ενόραση. Γι’ αυτό και πρέπει να υπάρχει µια διάκριση µεταξύ των µαθηµατικών 

εννοιών όπως ορίζονται τυπικά και των γνωσιακών διεργασιών µέσω των οποίων 

κατανοούµε τις έννοιες. Πολλές έννοιες που χρησιµοποιούµε τις µαθαίνουµε µέσω 

της εµπειρίας και της χρήσης τους σε κατάλληλα πλαίσια, οι οποίες µπορούν να 

εκλεπτυνθούν ως προς το νόηµά τους και να ερµηνευθούν µε αυξανόµενη 

πολυπλοκότητα µε ή χωρίς την χρήση ενός ακριβή ορισµού. Πολλές φορές σ’ αυτή τη 

διεργασία αποδίδεται στην έννοια ένα σύµβολο ή ένα όνοµα, το οποίο µπορεί να 

µεταφερθεί µέσω της επικοινωνίας και αυτό µπορεί να βοηθήσει στο νοητικό της 

χειρισµό. Όµως. η πλήρης γνωσιακή δοµή του νοήµατος της έννοιας είναι πολύ 

ανώτερη από την ανάκληση ενός συµβόλου, είναι κάτι πολύ περισσότερο από 
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οποιαδήποτε νοητική απεικόνιση, είτε εικονιστική ή συµβολική ή άλλη. Κατά τις 

νοητικές διεργασίες της ανάκλησης και του χειρισµού µιας έννοιας, πολλές 

συσχετιζόµενες διεργασίες ενεργοποιούνται, τόσο ενσυνείδητα όσο και ασυνείδητα 

και επηρεάζουν το νόηµα και τον τρόπο χρήσης της. 
Ο όρος «αναπαράσταση» είναι ασαφής  γι’ αυτό και επιδέχεται πολλαπλές 

ερµηνείες (Goldin & Kaput, 1996; Roth & McGinn, 1998; Seeger, 1998). Οι 

αναπαραστάσεις ανήκουν σε δοµικά πολύπλοκα συστήµατα (προσωπικά ή 

πολιτισµικά και συµβατικά) που ονοµάστηκαν σχήµατα συµβόλων Kaput (1987) ή 

συστήµατα αναπαράστασης Goldin (1987).   Σύµφωνα µε τους Kaput (1987) και 

Goldin (1987), η έννοια της αναπαράστασης περιλαµβάνει τις ακόλουθες πέντε 

ολότητες: α) την έννοια που αναπαρίσταται, β) την ολότητα που αναπαριστά, γ) τις 

συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας της αναπαράστασης που αναπαρίστανται, δ) τις 

συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας που αναπαριστά, οι οποίες σχηµατίζουν την 

αναπαράσταση και ε) την αντιστοιχία ανάµεσα στις δύο ολότητες. Στο παραπάνω 

θεωρητικό πλαίσιο, έχουµε τις εικονικές αναπαραστάσεις (εξωτερικές-σηµειωτικές), 

τα σύµβολα και τις νοητικές αναπαραστάσεις (εσωτερικές). Οι εξωτερικές 

αναπαραστάσεις λειτουργούν ως ερεθίσµατα στις αισθήσεις και αποτελούνται από 

διαγράµµατα, πίνακες, γραφικές παραστάσεις, διάφορα µοντέλα, γραφικά 

ηλεκτρονικών υπολογιστών καθώς και από τυπικά σύµβολα και άλλες παραστάσεις 

της γλώσσας των µαθηµατικών. Από την άλλη, οι εσωτερικές αναπαραστάσεις είναι ο 

προσωπικός τρόπος µε τον οποίο ένα άτοµο κινητοποιεί τις γνώσεις του όταν 

βρίσκεται απέναντι σε ένα πρόβληµα, δηλαδή είναι αποτέλεσµα νοητικής 

δραστηριότητας µε την οποία ανασυντάσσεται η πραγµατικότητα που 

αντιµετωπίζουµε και στην οποία προσδίδουµε µια συγκεκριµένη σηµασία.  

Η ερµηνεία των εξωτερικών αναπαραστάσεων και των σχέσεων 

αναπαράστασης δεν είναι αντικειµενική ούτε απόλυτη, αλλά εξαρτάται από τις 

εσωτερικές αναπαραστάσεις των ατόµων που δίνουν την ερµηνεία (Goldin & Kaput, 

1996). Το κάθε άτοµο αντιλαµβάνεται και ερµηνεύει µια εξωτερική αναπαράσταση 

µε βάση τις νοητικές αναπαραστάσεις που έχει ήδη οικοδοµήσει και είναι 

αποτέλεσµα προηγούµενων γνώσεων κι εµπειριών. Ο Kaput (1996) υποστηρίζει ότι 

στα προβλήµατα µετάφρασης, εννοώντας στο πως ερµηνεύει ο κάθε µαθητής την 

κάθε µαθηµατική αναπαράσταση,  πρέπει να προσέξουµε πώς χρησιµοποιούµε τα 

σύµβολα, τους συνδυασµούς τους µέσα στα µαθηµατικά συστήµατα αναπαράστασης 

και πως αυτά τα συστήµατα σχετίζονται µεταξύ τους. Κρίνεται σκόπιµο λοιπόν η 
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εισαγωγή µιας κατάλληλης θεωρίας που αφορά στις αναπαραστάσεις η οποία θα 

καθορίζει τις γενικές ιδιότητες των συστηµάτων αναπαράστασης.  

Οι Goldin και Kaput (1996) υποστηρίζουν ότι µε τη χρήση της έννοιας της 

αναπαράστασης µπορούµε να περιγράψουµε τι µπορούν και τι δεν µπορούν να 

κάνουν οι µαθητές και να συζητήσουµε ποιες ικανότητες θέλουµε να αναπτύξουν. 

Επιπλέον, µπορούµε να αναλύσουµε τις δοµικές ιδιότητες που είναι σηµαντικές για 

τα µαθηµατικά και να ασχοληθούµε µε τα αποτελέσµατα που οφείλονται στο µέσο 

που χρησιµοποιείται για την παρουσίαση των εξωτερικών αναπαραστάσεων.  

            Η έννοια της αναπαράστασης είναι ένα βοηθητικό εργαλείο που χαρακτηρίζει 

τις γνωστικές διαδικασίες για τη µάθηση των µαθηµατικών και περιλαµβάνει τις 

σηµειωτικές πράξεις, µέσω των οποίων οι αναπαραστάσεις αποκτούν συγκεκριµένο 

νόηµα και τη δοµική εξέλιξη νέων συστηµάτων, τα οποία οικοδοµούνται πάνω στις 

βάσεις που παρέχουν τα προϋπάρχοντα συστήµατα αναπαράστασης. Για να µπορέσει 

ένας µαθητής να συγκρατήσει µεγάλες ποσότητες πληροφοριών, πρέπει οι 

πληροφορίες να «αποθηκευτούν» στο µυαλό του ως οργανωµένα συστήµατα, που 

όταν είναι συνδεδεµένα µεταξύ τους σχηµατίζουν ένα γνωστικό σχήµα. Μέσω του 

γνωστικού σχήµατος γίνεται η οργάνωση των εµπειριών ενός ατόµου, ώστε να µπορεί 

να αναγνωρίζει νέες εµπειρίες και γνώσεις αν είναι όµοιες ή διαφορετικές µε τις 

προϋπάρχουσες, να µπορεί να έχει πρόσβαση στα ουσιώδη στοιχεία όλων των 

παραπλήσιων εµπειριών. Επίσης, να µπορεί να διατυπώνει συµπεράσµατα, να κάνει 

εκτιµήσεις, να δηµιουργεί στόχους, να αναπτύσσει σχέδια ενεργειών και να 

χρησιµοποιεί δεξιότητες, διαδικασίες και κανόνες όταν προσπαθεί να λύσει ένα 

πρόβληµα.  

Η  χρήση των εξωτερικών αναπαραστάσεων στη διδασκαλία των µαθηµατικών 

εξυπηρετεί διάφορους στόχους, όπως η κατανόηση µιας έννοιας, η επίλυση του 

προβλήµατος και η πιο προσιτή για τους µαθητές παρουσίαση των µαθηµατικών 

εννοιών που αποτελεί κίνητρο για να ασχοληθούν µε τα µαθηµατικά. Οι 

αναπαραστάσεις είναι στενά συνδεδεµένες µε τα µαθηµατικά, όπως για παράδειγµα 

οι συναρτήσεις και η γραφική παράσταση όπου είναι δύσκολο µια έννοια να γίνει 

κατανοητή χωρίς τη χρήση της συγκεκριµένης αναπαράστασης. Ενώ οι µαθητές όταν 

τους ζητείται χρησιµοποιούν αναπαραστάσεις στα µαθηµατικά που χειρίζονται 

καλύτερα, τις περισσότερες φορές δεν αντιλαµβάνονται τις αναπαραστάσεις ως µέσα 

που θα τους βοηθήσουν στην επίλυση προβληµάτων, αλλά ως µαθηµατικά 

αντικείµενα  Όταν στην ίδια έννοια υπάρχουν πολλές αναπαραστάσεις, ο µαθητής δεν 
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µπορεί να διακρίνει τα κοινά δοµικά τους χαρακτηριστικά και πολλές φορές δεν είναι 

σε θέση να επιλέξει την κατάλληλη αναπαράσταση, που θα τον βοηθήσει να λύσει το 

πρόβληµα. Μια αναπαράσταση είναι πλούσια εάν περιέχει πολλές συνδεµένες πτυχές 

εκείνης της έννοιας, ενώ είναι φτωχή εάν έχει πολύ λίγα στοιχεία για να επιτρέψει  

ευελιξία στην επίλυση του δεδοµένου προβλήµατος. Υπάρχουν βέβαια και οι 

ανταγωνιστικές νοητικές αναπαραστάσεις µιας έννοιας που µπορούν να συνυπάρχουν 

στο µυαλό του µαθητή, και να χρησιµοποιηθούν σε διαφορετικές µαθηµατικές 

καταστάσεις. Επίσης, διάφορες νοητικές αναπαραστάσεις για την ίδια έννοια 

µπορούν να συµπληρώσουν η µια την άλλη και µπορούν τελικά να ενσωµατωθούν σε 

µια ενιαία αντιπροσώπευση της έννοιας, διαδικασία  που σχετίζεται µε την αφαίρεση. 

Ο µαθητής πρέπει να µπορεί να µεταπηδά από µια αναπαράσταση σε µια άλλη πιο 

αποδοτική για να λύσει το πρόβληµα και να  χρησιµοποιεί διάφορα συστήµατα 

αναπαράστασης. Μια µετάφραση περιλαµβάνει δύο µορφές αναπαράστασης: την 

«πηγή», που είναι η αρχική αναπαράσταση και το «στόχο» που είναι η τελική 

αναπαράσταση (Janvier, 1987). Κατά τον Janvier (1987), για να γίνει µια µετάφραση 

άµεσα και σωστά πρέπει να επιλέγουν και να αξιοποιηθούν τα στοιχεία της πηγής που 

είναι απαραίτητα για να δηµιουργηθεί ο στόχος.  

Μπορούµε να διακρίνουµε τέσσερα στάδια στη µάθηση: 

  

α) τη χρήση µιας ενιαίας αναπαράστασης,  

β) τη χρήση περισσότερων της µιας αναπαράστασης,  

γ) τη σύνδεση των διαφόρων αναπαραστάσεων και  

δ) την ενσωµάτωση αυτών και των διαφόρων µετατροπών τους. 

 

Οι αναπαραστάσεις συντελούν και στη δηµιουργία εικασιών, που είναι πολύ 

σηµαντικές για την επίλυση ενός προβλήµατος ή την απόδειξη µιας µαθηµατικής 

πρότασης. Για να αποδείξουµε µια µαθηµατική πρόταση,  πρώτα κάνουµε µια 

εικασία και µετά από κατάλληλες σκέψεις µπορεί να οδηγηθούµε στο συµπέρασµα, 

ενώ αν δεν το καταφέρουµε τότε προχωρούµε σε νέα εικασία. Βέβαια, η χρήση 

εικασιών απουσιάζει από τη διδασκαλία των µαθηµατικών στη δευτεροβάθµια 

εκπαίδευση, όµως για να αναπτυχθεί ένας προβληµατισµός στη τάξη και να 

διατυπωθεί µια εικασία, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη τεχνολογία και τις 

αναπαραστάσεις. Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η σύνδεση της µονοτονίας µια 

διαφορίσιµης συνάρτησης µε το πρόσηµο της πρώτης παραγώγου. Οι 
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αναπαραστάσεις συµβάλουν στην περιγραφή µαθηµατικών συµπερασµάτων. Επειδή 

µια µαθηµατική πρόταση διατυπώνεται σε καθαρά συµβολική µορφή, που πολλές 

φορές οι µαθητές δεν µπορούν να κατανοήσουν, αν  χρησιµοποιήσουµε µια εικονική 

αναπαράσταση µπορεί να βοηθήσουµε τους µαθητές να την κατανοήσουν.  Η µελέτη 

και η προσεκτική παρατήρηση ειδικών περιπτώσεων στη µαθηµατική έρευνα, πολλές 

φορές οδήγησε στη διατύπωση σηµαντικών γενικών εικασιών που στη συνεχεία 

αποδείχθηκαν. Η εφαρµογή τέτοιων διαδικασιών στη διδασκαλία των Μαθηµατικών, 

όχι µόνο στο Λύκειο αλλά και σε µικρότερες τάξεις, αναπτύσσει τη µαθηµατική 

σκέψη του µαθητή. Για να είναι όµως αποτελεσµατικές διαδικασίες αυτού του τύπου, 

πρέπει ο µαθητής να έχει τη δυνατότητα να σκέφτεται πάνω στα σχήµατα και να 

µπορεί να µεταφράζει τα συµπεράσµατα σε συµβολικά µαθηµατικά. 

Μια µαθηµατική πρόταση διατυπώνεται σε καθαρά συµβολική µορφή. Η 

διατύπωση αυτή πολλές φορές φαίνεται δυσνόητη και ξένη στον µαθητή. Η 

ενσάρκωση αυτής της πρότασης, δηλαδή η περιγραφή της µε µια εικονική 

αναπαράσταση, µπορεί να βοηθήσει στην καλύτερη κατανόηση της. Ένα παράδειγµα 

είναι το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής, όπου η γεωµετρική αναπαράσταση του 

θεωρήµατος βοηθάει το µαθητή να αφοµοιώσει στην ουσία του θεωρήµατος. 

Οι όροι όπως «µέσος ρυθµός µεταβολής» και «στιγµιαίος ρυθµός µεταβολής» 

µπορούν να βοηθήσουν στη κατανόηση της παραγώγου, όµως δεν είναι αρκετές για 

να δηµιουργήσει ο µαθητής µια λειτουργική νοερή εικόνα (Downs & Mamona-

Downs, 2001). Επίσης οι Downs & Mamona-Downs (2001), υποστηρίζουν ότι οι δύο 

παραπάνω όροι είναι αναγκαίοι για τη διαισθητική ερµηνεία του ορισµού της 

παραγώγου, η οποία είναι ανεξάρτητη από γραφικές εικόνες, αλλά δηµιουργούν 

στους µαθητές δυσκολίες. Εξαιτίας αυτών των δυσκολιών οι µαθητές έχουν ως πιο 

ισχυρές εικόνες για την παράγωγο, τη γραφική παράσταση συνάρτησης και τη 

γεωµετρική εφαπτοµένη. ∆ηλαδή, η γεωµετρική ερµηνεία του ορισµού της 

παραγώγου µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να κατανοήσουν την έννοια της 

παραγώγου, γιατί µε τη γεωµετρική  αναπαράσταση της εφαπτοµένης οι µαθητές 

είναι εξοικειωµένοι, αφού την έχουν συναντήσει στην Ευκλείδεια Γεωµετρία. Σ’ 

αυτές τις εικόνες, οι µαθητές µπορούν να κατανοήσουν ευκολότερα ένα όριο 

πραγµατικής συνάρτησης µέσα από µια οριακή διαδικασία τεµνουσών, γιατί οι 

τέµνουσες είναι γεωµετρικά αντικείµενα. Στη συνέχεια, οι µαθητές κατανοούν την 

έννοια της παραγώγου συνάρτησης σ’ ένα σηµείο ως την κλίση της εφαπτοµένης σ’ 

αυτό το σηµείο.         
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο  
 
 
3.1 ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΕΡΕΥΝΑ - ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

 
Η έρευνα έγινε σε µαθητές Γ΄ Λυκείου Θετικής και Τεχνολογικής 

Κατεύθυνσης, από ∆ηµόσια Ενιαία Λύκεια της Κορίνθου. Οι µαθητές της Θετικής 

Κατεύθυνσης ήταν 26 και της Τεχνολογικής Κατεύθυνσης ήταν 75. Τα 

ερωτηµατολόγια δόθηκαν στη µέση της σχολικής χρονιάς, σε τρία σχολεία κατά τη 

διάρκεια του Φεβρουαρίου και του Μαρτίου 2011 και αποτελούνταν από 7 

Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής, µία Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού και 3 

Ερωτήσεις Ανάπτυξης (παρατίθεται στο παράρτηµα). Οι µαθητές είχαν στη διάθεσή 

τους µία διδακτική ώρα (45 λεπτά) για να απαντήσουν το συγκεκριµένο 

ερωτηµατολόγιο. Χρησιµοποιήθηκε ποικιλία ερωτήσεων και ασκήσεων ώστε να 

καλύπτονται οι βασικές έννοιες και τα Θεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογισµού.  

Έως την ηµέρα που δόθηκε το ερωτηµατολόγιο οι µαθητές εκτός από τους 

µιγαδικούς αριθµούς, που δεν µας απασχολούν στην παρούσα µελέτη είχαν διδαχθεί: 

  

� Γενικά για τις συναρτήσεις (ορισµός, πεδίο ορισµού, µονοτονία, 

αντίστροφη συνάρτηση, γραφικές παραστάσεις βασικών 

συναρτήσεων). 

                              

� Όριο και συνέχεια συνάρτησης. 

 

� Γενικά για την παράγωγο (ορισµός, κανόνες παραγώγισης, ρυθµός 

µεταβολής). 

 

� Θεώρηµα Μέσης Τιµής ∆ιαφορικού Λογισµού και συνέπειες αυτού. 

 

� Ακρότατα συνάρτησης – Σηµεία καµπής. 
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3.2  ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ΣΚΟΠΟΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

 

Σκοπός της παρούσας έρευνας ήταν να αποτυπώσει αντιλήψεις και παρανοήσεις 

που έχουν οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου σχετικά µε την έννοια της παραγώγου, καθώς 

και δυσκολίες που αντιµετωπίζουν στην κατανόηση και στην εφαρµογή των βασικών 

θεωρηµάτων του ∆ιαφορικού Λογισµού.   

 

Ειδικότερα στόχοι της έρευνας ήταν: 

 

• Να αποτυπώσει κάποιες ενδεικτικές αντιλήψεις που έχουν οι µαθητές της Γ΄ 

Λυκείου για τoν ∆ιαφορικό Λογισµό.  

   

• Να επισηµάνει κάποιες από τις δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές, τόσο 

στην κατανόηση της έννοιας της παραγώγου, όσο και στον υπολογισµό των 

παραγώγων συναρτήσεων. 

 

• Να εξετάσει την κατανόηση των Βασικών Θεωρηµάτων του ∆ιαφορικού 

Λογισµού όσον αφορά στις υποθέσεις και στα συµπεράσµατά τους καθώς και 

στην ισχύ ή όχι του αντιστρόφου τους.  

 

Ανάλυση του Ερωτηµατολογίου: 

 

� Με τις 7 ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής θέλουµε να δούµε τον βαθµό 

που οι µαθητές έχουν κατανοήσει τα βασικά θεωρήµατα για την 

µονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα, τα σηµεία καµπής µιας 

συνάρτησης και την ισχύ ή όχι του αντιστρόφου τους. Επίσης σκοπός 

µας είναι να δούµε αν οι µαθητές µπορούν να βρίσκουν την παράγωγο 

σύνθετων συναρτήσεων, την πλάγια ασύµπτωτη συνάρτησης και τις 

συνθήκες που πρέπει να ισχύουν για να έχουν δύο συναρτήσεις 

παραγωγίσιµες κοινή εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο ή αν έχουν κοινή 

παράγωγο πότε οι συναρτήσεις είναι ίσες. 
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� Με την ερώτηση συµπλήρωσης κενού επιδιώκουµε να καταλάβουµε αν 

οι µαθητές µπορούν από τη γραφική παράσταση της παραγώγου µιας 

συνάρτησης να βγάζουν συµπεράσµατα για την µονοτονία της 

συνάρτησης και της παραγώγου της, για το είδος της κυρτότητας της 

συνάρτησης, τα ακρότατα και τα σηµεία καµπής της. 

 

� Με τις 3 ερωτήσεις ανάπτυξης θέλουµε να δούµε αν οι µαθητές έχουν 

κατανοήσει τις προϋποθέσεις που πρέπει να ισχύουν για να εφαρµοστεί 

ο Κανόνας  De L’ Hospital, το Θεώρηµα του Rolle και το Θεώρηµα της 

Μέσης τιµής.          

 

3.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΕΡΕΥΝΑΣ 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Τα αποτελέσµατα της έρευνας παρουσιάζονται ως εξής: 

 

Αρχικά παρατίθενται τα ποσοστά επιτυχίας µε τα αντίστοιχα ραβδογράµµατα σε 

κάθε ερώτηση-άσκηση και έπειτα ακολουθούν κάποιες ενδεικτικές απαντήσεις των 

µαθητών.   

Μία απάντηση θεωρήθηκε:  

 

α) σωστή, αν είχε πλήρη αιτιολόγηση  

 

β) λανθασµένη, αν δεν ήταν πλήρως αιτιολογηµένη καθώς και αν ήταν   

    λανθασµένη.  

 

Μία τρίτη κατηγορία είναι οι ερωτήσεις στις οποίες δεν δίνεται απάντηση (∆εν 

Απάντησαν). 
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ΕΠΙ∆ΟΣΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ  

 

Στον πίνακα 1 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής. 

 

 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ 

ΕΠΙΛΟΓΗΣ 

 

ΣΩΣΤΗ 

 

ΛΑΘΟΣ 

 

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1η Ερώτηση 91 % 9 % 0 % 

2η Ερώτηση 78 % 21 % 1 % 

3η Ερώτηση 77 % 21 % 2 % 

4η Ερώτηση 75 % 23 % 2 % 

5η Ερώτηση 93 % 3 % 4 % 

6η Ερώτηση 96 % 1 % 3 % 

7η Ερώτηση 86 % 10 % 4 % 

 

Πίνακας 1: Ποσοστά απαντήσεων στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής 

 

Ακολουθεί το αντίστοιχο ραβδόγραµµα 1 των ποσοστών των απαντήσεων των 

µαθητών του δείγµατος στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής:  

ΠΟΣΟΣΤΑ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ
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Ραβδόγραµµα 1: Ποσοστά απαντήσεων στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής  
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Όπως παρατηρούµε από τον πίνακα 1 και το αντίστοιχο ραβδόγραµµα, οι 

µαθητές απάντησαν σωστά στην 1η , 5η , 6η και 7η ερώτηση σε ποσοστό περίπου 

90%, ενώ στη 2η, 3η και 4η ερώτηση το ποσοστό επιτυχίας είναι περίπου 75%. 

 

Συγκεκριµένα στην 1η Ερώτηση Πολλαπλής Επιλογής θέλουµε να ελέγξουµε 

αν οι µαθητές έχουν κατανοήσει το Πόρισµα που προκύπτει από το Θεώρηµα της 

Μέσης Τιµής: 

 

 «Έστω δύο συναρτήσεις  f , g  ορισµένες σ’ ένα διάστηµα ∆. Αν 

 

• οι f , g είναι συνεχείς στο ∆ και  

 

• f ΄ (x) =g ́  (x) για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ , 

 

τότε υπάρχει σταθερά c ℜ∈  τέτοια ώστε για κάθε ∆∈x να ισχύει: 

f (x) = g (x) + c».  

 

Έτσι, είχαµε ένα ποσοστό 9 %   που απάντησε λάθος, ενώ δεν υπήρχε µαθητής 

που δεν απάντησε.  

Οι µαθητές λοιπόν που απάντησαν λάθος είτε βρίσκονται σε   σύγχυση, είτε 

δηλώνουν λαθεµένες αντιλήψεις. Μια χαρακτηριστική λαθεµένη αντίληψη που 

φαίνεται από τις απαντήσεις των µαθητών, είναι ότι θεωρούν ότι δεν χρειάζεται άλλη 

συνθήκη για να ισχύει f (x) = g (x), δηλαδή οι µαθητές δεν έχουν κατανοήσει ότι αν 

δύο συναρτήσεις έχουν ίσες παραγώγους δε σηµαίνει ότι αναγκαία είναι και ίσες. 

Μια άλλη παρανόηση είναι ότι πολλοί µαθητές ισχυρίζονται ότι πρέπει οι 

συναρτήσεις f  και g να είναι συνεχείς στο R κάτι το οποίο ισχύει έτσι κι αλλιώς, 

αφού οι συναρτήσεις αυτές είναι παραγωγίσιµες στο R άρα από γνωστό Θεώρηµα θα 

είναι και συνεχείς. ∆ηλαδή οι µαθητές δεν έχουν κατανοήσει το Θεώρηµα 

παραγωγισιµότητας – συνέχειας.  

 

Στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής 2 και 4 παρατηρούµε ότι ένα αρκετά 

µεγάλο ποσοστό µαθητών  21 % και 23 % αντίστοιχα έχουν απαντήσει λάθος, ενώ    

1 % και 2 % των µαθητών δεν απάντησαν. 
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Αυτό συµβαίνει γιατί οι µαθητές δεν έχουν κατανοήσει ότι δεν ισχύει το 

αντίστροφο των παρακάτω Θεωρηµάτων του ∆ιαφορικού Λογισµού  : 

 

Α) «Έστω µία συνάρτηση f  συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆ και δύο φορές 

παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆. 

 

• Αν f′′(x) > 0  για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ τότε η συνάρτηση f  είναι 

κυρτή στο ∆. 

 

• Αν f′′(x) < 0  για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ τότε η συνάρτηση f  είναι 

κοίλη στο ∆» 

 

και 

 

Β) «Έστω µία συνάρτηση f , η οποία είναι συνεχής σε κάποιο διάστηµα ∆. 

 

•  Εάν f′(x) >0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f(x) είναι γνησίως 

αύξουσα σε όλο το ∆. 

 

•  Εάν f′(x)<0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f(x) είναι γνησίως 

φθίνουσα σε όλο το ∆». 

 

Αυτό µπορεί να οφείλεται στο ότι στη διδασκαλία αρκετές φορές δεν δίνεται 

ιδιαίτερη βαρύτητα στο ότι δεν ισχύει το αντίστροφο ενός θεωρήµατος ακόµα και 

όταν αυτό αναφέρεται στο σχολικό βιβλίο.  

 

Στην 3η Ερώτηση Πολλαπλής Επιλογής παρατηρούµε ότι ένα σχετικά µεγάλο 

ποσοστό µαθητών  21 % έχει απαντήσει λάθος, ενώ 2 % των µαθητών δεν 

απάντησαν. Οι µαθητές στην ερώτηση αυτή καλούνται να ερµηνεύσουν τη γραφική 

παράσταση της παραγώγου της συνάρτησης και να βγάλουν συµπεράσµατα για την 

µονοτονία της συνάρτησης. Οι περισσότεροι µαθητές που απάντησαν λάθος,  

ερµηνεύουν τη γραφική παράσταση που τους δίνεται σαν να είναι της συνάρτησης 

και όχι της παραγώγου. Αυτό πιθανόν να οφείλεται στο ότι δεν έχουν κατανοήσει ότι 



 66 

είναι διαφορετική η γραφική παράσταση της συνάρτησης και της παραγώγου της. 

Μία άλλη πιθανή αιτία είναι η µη επαρκής εξοικείωση  µε τις γραφικές παραστάσεις, 

αφού µαθαίνουν αλγοριθµικές µεθόδους λύσεων χωρίς να εµβαθύνουν.  

 

Στην 5η και 6η Ερώτηση Πολλαπλής Επιλογής, είχαµε την µεγαλύτερη επιτυχία 

στις απαντήσεις των µαθητών (ποσοστά 93 % και 96 % αντίστοιχα). Οι ερωτήσεις 

αυτές ζητούσαν από τους µαθητές να βρουν την πλάγια ασύµπτωτη µιας συνάρτησης 

και την παράγωγο µιας σύνθετης συνάρτησης, κάτι που όπως φάνηκε δεν τους 

δυσκόλεψε καθόλου. Αυτό µπορεί να οφείλεται στο ότι οι µαθητές µαθαίνουν 

ευκολότερα αλγοριθµικές µεθόδους και διαδικασίες και µπορούν να τις εφαρµόζουν 

µε µεγάλη επιτυχία.  

 

Τέλος στην 7η Ερώτηση Πολλαπλής Επιλογής είχαµε ένα ποσοστό αποτυχίας 

περίπου 10 % και ένα ποσοστό περίπου 4 % που δεν απάντησε καθόλου. Στην 

ερώτηση αυτή ζητείται από τους µαθητές να επιλέξουν τις συνθήκες που πρέπει να 

ισχύουν για να έχουν δύο συναρτήσεις f , g που είναι δύο φορές παραγωγίσιµες στο 

κοινό πεδίο ορισµού τους R, κοινή εφαπτοµένη στο Α (1, 2).  

Από τους µαθητές που απάντησαν λάθος είχαµε ένα ποσοστό περίπου 6 %  που 

επέλεξε µόνο την συνθήκη   f ΄ (1) = g ́  (1) . Αυτό πιθανώς να οφείλεται στο ότι οι 

µαθητές δεν έχουν στο µυαλό τους ότι το σηµείο Α (1, 2) πρέπει να είναι κοινό 

σηµείο των δύο συναρτήσεων, δηλαδή ότι πρέπει να ισχύει f (1) = g (1). 

Χρησιµοποιούν µόνο την νέα γνώση της κλίσης της εφαπτοµένης ως την παράγωγο 

στην τετµηµένη του σηµείου Α. 

Επίσης, ένα ποσοστό περίπου 2 % που επέλεξε µόνο την συνθήκη f (1) = g (1), 

φαίνεται ότι δεν έχει κατανοήσει την νέα γνώση που αναφέραµε παραπάνω. Τέλος 

ένα ποσοστό περίπου 2 % που επέλεξε τη συνθήκη f ΄΄ (1) = g ́ ΄ (1), φαίνεται ότι δεν 

έχει κατανοήσει καθόλου τι σηµαίνει κοινή εφαπτοµένη και χρησιµοποιεί την φράση 

της εκφώνησης «f, g είναι δύο φορές παραγωγίσιµες στο κοινό πεδίο ορισµού τους». 

 

 

Στον πίνακα 2 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος, στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [0, 1]: 
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 ∆ιάστηµα [0, 1] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

89 % 10 % 1 % 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

87 % 11 % 2 % 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

89 % 6 % 5 % 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

80 % 19 % 1 % 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο xo = 1 

76 % 17 % 7 % 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής xo = 1 

85 % 9 % 6 % 

Πίνακας 2: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το   

                   διάστηµα [0, 1] 

 

Ακολουθεί η παρουσίαση των ποσοστών των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος, στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [0, 1] στο παρακάτω 

ραβδόγραµµα 2: 

 

ΠΟΣΟΣΤΑ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ
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Ραβδόγραµµα 2: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για   

                            το διάστηµα [0, 1] 
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  Στον πίνακα 3 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος, στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [1, 2] : 

 ∆ιάστηµα [1, 2] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

97 % 2 % 1 % 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

94 % 4 % 2 % 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

88 % 7 % 5 % 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

84% 

 

15% 1% 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο xo = 2 

79% 14% 7% 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής xo = 2  

79% 15% 6% 

Πίνακας 3: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το   

                            διάστηµα [1, 2]  

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται στο ραβδόγραµµα 3 τα ποσοστά των απαντήσεων των 

µαθητών του δείγµατος, στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [1, 2]: 

ΠΟΣΟΣΤΑ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ
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∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ

 
Ραβδόγραµµα 3: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για     

                            το διάστηµα [1, 2]  
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Στον πίνακα 4 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος, στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [2, 3]: 

 ∆ιάστηµα [2, 3] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

88% 11% 1% 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

88% 10% 2% 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

90% 5% 5% 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

83% 16% 1% 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο xo = 3 

78% 15% 7% 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής xo = 3   

84% 10% 6% 

Πίνακας 4: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το   

                            διάστηµα [2, 3] 

 

Στο παρακάτω ραβδόγραµµα 4 παρουσιάζονται τα ποσοστά απαντήσεων των 

µαθητών του δείγµατος, στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [2, 3]:  

ΠΟΣΟΣΤΑ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ
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Ραβδόγραµµα 4: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για    

                            το διάστηµα [2, 3] 
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Στον πίνακα 5 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [3, 4]: 

 ∆ιάστηµα [3, 4] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

96% 3% 1% 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

94% 4% 2% 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

89% 6% 5% 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

86% 13% 1% 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο xo = 4 

76% 17% 7% 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής xo = 4 

84% 10% 6% 

Πίνακας 5: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το   

                            διάστηµα [3, 4] 

     

Στο ραβδόγραµµα 5 που ακολουθεί παρουσιάζονται τα ποσοστά απαντήσεων των 

µαθητών του δείγµατος, στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [3, 4]:  
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Ραβδόγραµµα 5: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για    

                            το διάστηµα [3,4] 
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Στον πίνακα 6 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [4,5]: 

 ∆ιάστηµα [4, 5] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

89% 10% 1% 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

88% 10% 2% 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

87% 8% 5% 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

80% 19% 1% 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο xo = 5 

47,5% 45,5% 7% 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής xo = 5 

87% 8% 5% 

Πίνακας 6: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το   

                            διάστηµα [4,5] 

 

Έπειτα στο ραβδόγραµµα 6 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των 

µαθητών του δείγµατος στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για το διάστηµα [4,5]: 
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Ραβδόγραµµα 6: Ποσοστά απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού για    

                            το διάστηµα [4,5] 
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Στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού παρατηρούµε ότι: 

Σε όλα τα διαστήµατα, ένα σχετικά µεγάλο ποσοστό της τάξεως 15 – 25 % 

απάντησε λάθος ή δεν απάντησε στο ερώτηµα για το είδος της κυρτότητας, όπως  και 

στο ερώτηµα για το ακρότατο και το σηµείο καµπής. Εκείνο που είναι αξιοσηµείωτο, 

είναι ότι ένα  πολύ µεγάλο ποσοστό   45,5 %  απάντησε λάθος  και     7 %  δεν 

απάντησε στο ερώτηµα για το ακρότατο στο xo = 5. Το λάθος αυτό πιθανόν να έχει 

γίνει γιατί οι µαθητές δεν έχουν καταλάβει ότι πρέπει να εξετάζουµε τα ακρότατα 

µιας συνάρτησης και στα άκρα ενός κλειστού διαστήµατος στο οποίο η συνάρτηση 

είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα και όχι µόνο στα σηµεία αλλαγής της 

µονοτονίας της συνάρτησης. Ίσως, επειδή οι µαθητές µαθαίνουν να εφαρµόζουν 

µηχανικά τα θεωρήµατα µονοτονίας-ακρότατων, ενώ στην πραγµατικότητα δεν έχουν 

καταλάβει το βαθύτερο νόηµα σ’ αυτό που εξετάζουν. 

 

Στον πίνακα 7 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των µαθητών του 

δείγµατος στις  Ερωτήσεις Ανάπτυξης : 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

 

ΣΩΣΤΗ 

 

ΛΑΘΟΣ 

 

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1η Ερώτηση 76 % 15 % 9 % 

2η Ερώτηση 21 % 59 % 20 % 

3η Ερώτηση 22,8 % 36,6 % 40,6 % 

Πίνακας 7: Ποσοστά απαντήσεων στις  Ερωτήσεις Ανάπτυξης 

Τέλος στο ραβδόγραµµα 7 παρουσιάζονται τα ποσοστά των απαντήσεων των 

µαθητών του δείγµατος στις  Ερωτήσεις Ανάπτυξης : 

ΠΟΣΟΣΤΑ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ
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 Ραβδόγραµµα 7: Ποσοστά απαντήσεων στις  Ερωτήσεις Ανάπτυξης 
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Στην 1η Ερώτηση Ανάπτυξης είχαµε ένα σχετικά µεγάλο ποσοστό 15 % 

απάντησε λάθος,  ενώ  9 %  δεν απάντησε.  Στην Ερώτηση αυτή, θέλουµε να δούµε 

αν οι µαθητές έχουν κατανοήσει τις συνθήκες που πρέπει να ισχύουν για να 

εφαρµόσουν τον Κανόνα De L’ Hospital. Βλέπουµε λοιπόν ότι υπάρχουν αρκετοί 

µαθητές που δεν έχουν καταλάβει πότε εφαρµόζουµε τον Κανόνα De L’ Hospital, 

όµως πρέπει να τονίσουµε ότι οι περισσότεροι µαθητές του δείγµατος απάντησαν 

σωστά. Γενικά µπορούµε να πούµε ότι τον Κανόνα De L’ Hospital οι µαθητές τον 

κατανοούν καλύτερα από τα Θεωρήµατα του Rolle ή της Μέσης Τιµής.  

 

Στην  2η Ερώτηση Ανάπτυξης, παρατηρήθηκε ένα πολύ µεγάλο ποσοστό 

µαθητών  59 % που απάντησε  «Λάθος» και  20 %  «∆εν Απάντησε». Στην Ερώτηση 

αυτή, θέλουµε να ελέγξουµε αν οι µαθητές έχουν κατανοήσει, πότε και πως 

εφαρµόζεται το Θεώρηµα του Rolle. Όπως λοιπόν προέκυψε από την έρευνα οι 

µαθητές δηµιουργούν πολλές παρανοήσεις, ίσως γιατί δεν έχουν ξεκαθαρίσει τις 

προϋποθέσεις των θεωρηµάτων και παρατηρείται µία σύγχυση στις γνώσεις τους.    

 

Στην  3η Ερώτηση Ανάπτυξης, παρατηρήθηκε ένα µεγάλο ποσοστό µαθητών  

36,6 % που απάντησε  λάθος και ένα ακόµα πιο µεγάλο ποσοστό, 40,6 % που  δεν 

απάντησε. Σκοπός της Ερώτησης αυτής είναι να ανιχνεύσουµε αν οι µαθητές έχουν 

συνδέσει την απόδειξη ανισοτικών σχέσεων µε το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής, που 

όπως φάνηκε, είναι δύσκολο για τους µαθητές να το καταλάβουν. Έτσι λοιπόν, οι 

περισσότεροι µαθητές δεν απάντησαν, ενώ υπήρχαν πολλοί µαθητές που είχαν 

σοβαρή παρανόηση στη χρήση του ορίου σε ανισοτικές σχέσεις.   

 

3.4  ΠΑΡΑΝΟΗΣΕΙΣ –ΛΑΝΘΑΣΜΕΝΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

& ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΜΑΘΗΤΩΝ 

 

Α. 1η ΕΡΩΤΗΣΗ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ:  

 

Στην 1η Ερώτηση ανάπτυξης οι περισσότεροι µαθητές απάντησαν σωστά  

(ποσοστό 76%), οι µαθητές που απάντησαν «Λάθος» είχαν ποσοστό 15%, και αυτοί 

που «∆εν Απάντησαν» είχαν ποσοστό 9%.  
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Από αυτούς που οι απαντήσεις τους χαρακτηρίστηκαν «Λάθος» είχαµε: 

 

α) Περίπου το 7% απάντησαν ότι ο ισχυρισµός της ερώτησης είναι λάθος, χωρίς 

να αιτιολόγησαν καθόλου τον ισχυρισµό τους. 

 

β) Περίπου το 6% δεν απάντησαν αν ο ισχυρισµός είναι σωστός ή λάθος, αλλά 

έλυσαν το πρώτο όριο χρησιµοποιώντας την µέθοδο επίλυσης ορίων ρητών  

συναρτήσεων που έχουν απροσδιόριστη µορφή 0/0 και επιλύονται µε 

παραγοντοποίηση. Βέβαια, ο τρόπος επίλυσης ορίου είναι σωστός, όµως δεν ζητείται 

από τους µαθητές να επιλύσουν το όριο. Αυτό µπορεί να οφείλεται στο ότι οι µαθητές 

µαθαίνουν µεθόδους επίλυσης (διαδικασίες) χωρίς να εµβαθύνουν στην γνώση. 

  

γ) Περίπου 2% βρήκαν τα όρια όταν το x → ± ∞, ενώ η ερώτηση ζητούσε το 

όριο ρητής συνάρτησης όταν το x → 1. Από το  Λάθος αυτό µπορούµε να πούµε ότι 

οι µαθητές βρίσκονται σε µία σύγχυση όσον αφορά στην εύρεση ορίων. Φαίνεται ότι 

δεν έχουν ξεκαθαρίσει πότε χρησιµοποιούν τις µεθόδους εύρεσης ορίων που έχουν 

διδαχθεί.  

 

Β. 2η ΕΡΩΤΗΣΗ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

 

Πρέπει να επισηµάνουµε ότι στην 2η Ερώτηση Ανάπτυξης παρατηρήθηκε µία 

λανθασµένη απάντηση από 12 µαθητές σε σύνολο 101 µαθητών, ποσοστό 12% 

περίπου, η οποία παρατίθεται παρακάτω: 

   

« Έχουµε f (x) = x8 + αx + β µε f΄(x) = 8x7 + α. 

 

Τότε:  

 

( ) 77

8
080

a
xaxxf −=⇔=+⇒=′  
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x 
-∞                             7

8

a
−  

  

+∞ 

 

f΄(x) 

 

− 

 

+ 

 

f (x) 
 

 

  

 Άρα η f έχει µια πραγµατική ρίζα στο (-∞, 7

8

a
− ] και µία στο [ 7

8

a
− ,+∞), 

οπότε η f έχει δύο το πολύ πραγµατικές ρίζες». 

 

Όπως είδαµε, ένα αρκετά µεγάλο ποσοστό περίπου 12 % έλυσε την 2η 

Ερώτηση Ανάπτυξης  χρησιµοποιώντας την µονοτονία της συνάρτησης. Όµως, δεν 

υπάρχει σωστή αιτιολόγηση, πως από την µονοτονία προκύπτει ότι η f έχει το πολύ 

δύο πραγµατικές ρίζες. Σύµφωνα µε την αιτιολόγηση των µαθητών προκύπτει ότι η 

συνάρτηση έχει  ακριβώς δύο πραγµατικές ρίζες και όχι το πολύ,  οπότε είναι λάθος. 

Όπως φαίνεται από την απάντησή τους, δεν γίνεται καµία διερεύνηση για τις πιθανές 

τιµές της τιµής της συνάρτησης, f ( 7

8

a
− ), που αν είναι θετική τότε η f δεν τέµνει τον 

άξονα των x΄x, οπότε η εξίσωση f (x) = 0 δεν έχει καµία ρίζα, αν είναι f ( 7

8

a
− ) = 0 

τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει µία ρίζα και αν f ( 7

8

a
− ) < 0 τότε η εξίσωση f (x) = 0 

έχει δύο ρίζες. Άρα σε κάθε περίπτωση, βγάζουµε το συµπέρασµα ότι η εξίσωση        

f (x) = 0 έχει το πολύ δύο πραγµατικές ρίζες. 

Έτσι, δεν είµαστε σίγουροι ότι οι µαθητές που έλυσαν την άσκηση µε τον τρόπο 

αυτό, έχουν όντως στο µυαλό τους την παραπάνω διερεύνηση και µε βάση αυτή 

καταλήγουν στο συµπέρασµα. Απουσία συνέντευξης µε τους µαθητές προκειµένου να 

κατανοήσουµε τι ακριβώς έχουν στο µυαλό τους, µας κάνει να πιθανολογούµε πως το 

παραπάνω συµβαίνει επειδή ξέρουν τι πρέπει να αποδείξουν και έχουν µάθει ότι µε 

τη χρήση της µονοτονίας καταλήγουν στην ύπαρξη ρίζας, θεωρούν ότι ισχύει το 

συµπέρασµα, χωρίς όµως να έχουν ουσιαστικά κατανοήσει το γιατί ισχύει το 
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συγκεκριµένο συµπέρασµα. Ενδεχοµένως, να ευθύνεται γι’ αυτό και ο τρόπος 

διδασκαλίας, όταν οι ορισµοί και τα θεωρήµατα παρουσιάζονται ως διαδικασίες και 

έτσι οι µαθητές τα αποµνηµονεύουν ως κανόνες δράσης, χωρίς να βλέπουν τι 

κρύβεται πίσω από την µαθηµατική αυτή ιδέα.            

 

Επίσης στη 2η Ερώτηση Ανάπτυξης παρατηρήθηκε η παρακάτω βασική 

παρανόηση σε 27 από τα 101 ερωτηµατολόγια (ποσοστό περίπου 27%) που 

απαντήθηκαν: 

 

« Έστω ότι η f έχει τρεις ρίζες ρ1 , ρ2 , ρ3 µε ρ1 < ρ2 < ρ3 . 

 

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Rolle για την f στα διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3]. 

 

Ισχύουν οι προϋποθέσεις:  

 

• Η f είναι συνεχής στα κλειστά διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3] , 

• παραγωγίσιµη στα ανοιχτά διαστήµατα (ρ1, ρ2) , (ρ2, ρ3) µε  

            f́(x) = 8x7 + α και 

•  f(ρ1) = f (ρ2) {= 0} , f(ρ2) = f(ρ3) {=0} 

 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 Є (ρ1, ρ2) και ένα τουλάχιστον ξ2 Є (ρ2, ρ3) 

τέτοια ώστε :              

 

                                  f΄ (ξ1) = 0 και f΄ (ξ2) = 0.  

 

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Rolle για την f΄ στο διάστηµα [ξ1, ξ2]. 

 

Ισχύουν οι προϋποθέσεις: 

 

• Η f΄ είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ξ1, ξ2], 

• παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (ξ1, ξ2) µε f΄΄(x) = 56x6 και 

• f΄( ξ1) = f΄( ξ2) 
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τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ Є (ξ1, ξ2) τέτοιο ώστε: 

f΄΄ (ξ) = 0, δηλαδή  56ξ6 = 0, δηλαδή ξ = 0. 

 

Επειδή δεν καταλήγουµε σε άτοπο, άρα η f δεν µπορεί να έχει δύο πραγµατικές 

ρίζες, οπότε η άσκηση είναι λάθος».   

   

Παρατηρήσαµε δηλαδή, ότι ένα µεγάλο ποσοστό µαθητών, περίπου 27 % , είχε 

την παραπάνω σοβαρή παρανόηση. Όπως φαίνεται, οι µαθητές έχουν µάθει την 

µέθοδο επίλυσης τέτοιου είδους ασκήσεων και ξέρουν ότι πρέπει να καταλήξουν σε 

άτοπο. ∆ηλαδή, ξέρουν να χρησιµοποιούν την µέθοδο της «εις άτοπον απαγωγή», 

επειδή όµως δεν βλέπουν το άτοπο στην πορεία της απόδειξής τους, θεωρούν ότι το 

λάθος βρίσκεται στην ίδια την άσκηση και όχι στη διαδικασία που ακολούθησαν. 

Οι µαθητές λοιπόν, δεν αντιλαµβάνονται ότι το άτοπο βρίσκεται στο πλήθος 

των ριζών της πρώτης παραγώγου της συνάρτησης f (x) που δίνεται µε την πρώτη 

εφαρµογή του Θεωρήµατος του Rolle, προχωρούν σε δεύτερη εφαρµογή του από την 

οποία προκύπτει ότι η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης f (x) έχει µία ρίζα που 

είναι κάτι που όντως ισχύει. Αντί λοιπόν να προβληµατισθούν µε το συµπέρασµα που 

καταλήγουν και να ψάξουν να βρουν που έχουν κάνει οι ίδιοι λάθος, συµπεραίνουν 

ότι η άσκηση είναι λάθος. 

Υπάρχει πάντα στους µαθητές ένα ποσοστό που αµφισβητεί την ορθότητα µιας 

άσκησης και αυτό γίνεται συνήθως όταν είναι σίγουρος για την µέθοδο που 

εφαρµόζει στην επίλυση µιας άσκησης και πιστεύει στην δική του αυθεντία. Αυτό 

γίνεται γιατί αποδέχονται µεθόδους επίλυσης µαθηµατικών προβληµάτων, χωρίς να 

έχουν κατανοήσει για ποιους λόγους τους χρησιµοποιούν. Οι µαθητές φορτίζονται 

συναισθηµατικά και ίσως τα συναισθήµατα που αναπτύσσονται να οφείλονται στην 

επιτυχία ή αποτυχία τους να επιλύσουν ένα µαθηµατικό πρόβληµα. Η αιτία του 

λάθους είναι βαθύτερη και έχει να κάνει µε το λογικό λάθος. Το πρόβληµα που 

υπάρχει από πίσω είναι πρόβληµα µαθηµατικής λογικής, το οποίο θα σχολιαστεί 

αναλυτικά στο επόµενο κεφάλαιο.  
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ΛΥΣΕΙΣ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΗ 2η ΕΡΩΤΗΣΗ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ  

 

Οι µαθητές που απάντησαν σωστά στην 2η Ερώτηση Ανάπτυξης ακολούθησαν 

τις παρακάτω δύο λύσεις που παρατίθενται: 

   

1η Λύση  

 

« Έστω ότι η f έχει τρεις ρίζες ρ1 , ρ2 , ρ3 µε ρ1 < ρ2 < ρ3 . 

 

 Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Rolle για την f στα διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3]. 

.         Ισχύουν οι προϋποθέσεις: 

 

• Η f είναι συνεχής στα κλειστά διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3] , 

•  παραγωγίσιµη στα ανοιχτά διαστήµατα (ρ1, ρ2) , (ρ2, ρ3) µε  

             f́(x) = 8x7 + α και 

•  f(ρ1) = f (ρ2) {= 0} , f(ρ2) = f(ρ3) {=0} 

 

 τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 Є (ρ1, ρ2) και ένα τουλάχιστον ξ2 Є (ρ2, ρ3) 

τέτοια ώστε :    

f΄ (ξ1) = 0 και f΄ (ξ2) = 0, 

 

που είναι άτοπο γιατί η εξίσωση f΄(ξ) = 0 δηλαδή 8ξ7 + α = 0 

έχει µοναδική λύση την ξ = 7

8

a
− ». 

2η Λύση  

 

« Η εξίσωση είναι άρτιου βαθµού άρα θα έχει 0 ή 2 ή 4 ή 6 ή 8 ρίζες. 

 

 Έστω ότι η f έχει τέσσερις ρίζες ρ1 , ρ2 , ρ3 και ρ4  µε ρ1 < ρ2 < ρ3 < ρ4 . 

 

 Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Rolle για την f στα διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3]     

 και [ρ3, ρ4]. 
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Ισχύουν οι προϋποθέσεις:  

 

• Η f είναι συνεχής στα κλειστά διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3] και [ρ3, ρ4], 

• παραγωγίσιµη στα ανοιχτά διαστήµατα (ρ1, ρ2) , (ρ2, ρ3) και (ρ3, ρ4) µε  

            f́(x) = 8x7 + α και 

• f(ρ1) = f (ρ2) {= 0} , f(ρ2) = f(ρ3) {=0} και f(ρ3) = f(ρ4) {=0}  

 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 Є (ρ1, ρ2), ένα τουλάχιστον ξ2 Є (ρ2, ρ3) και 

ένα τουλάχιστον ξ3 Є (ρ3, ρ4) τέτοια ώστε :  

                      

                               f΄( ξ1) = 0,  f́ ( ξ2) = 0 και f΄( ξ3) = 0.  

 

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα του Rolle για την f΄ στα διαστήµατα [ξ1, ξ2] και [ξ2, ξ3]. 

  

Ισχύουν οι προϋποθέσεις: 

• Η f΄ είναι συνεχής στα  κλειστά διαστήµατα [ξ1, ξ2] και [ξ2, ξ3], 

• παραγωγίσιµη στα ανοιχτά διαστήµατα (ξ1, ξ2) (ξ2, ξ3) µε  

            f́΄(x) = 56x6 και 

• f΄( ξ1) = f΄( ξ2) και f΄( ξ2) = f΄( ξ3) 

 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ Є (ξ1, ξ2) και ένα τουλάχιστον ξ΄ Є (ξ2, ξ3) ώστε: 

  

f΄΄ (ξ) = 0 και f΄΄ (ξ΄) = 0, µε ξ ≠ ξ΄, 

 

πράγµα που είναι άτοπο γιατί η εξίσωση 

f΄΄(x) = 0 ή 56x6 = 0 έχει µοναδική λύση την x = 0». 

 

Η πρώτη σωστή λύση που έδωσαν οι µαθητές ήταν αναµενόµενη, γιατί έχουν 

διδαχθεί την συγκεκριµένη µέθοδο, σύµφωνα µε τις ασκήσεις δίνονται στο σχολικό 

βιβλίο και πρέπει να χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα του Rolle για την επίλυσή τους.  

Όµως η δεύτερη λύση στην οποία οι µαθητές χρησιµοποίησαν την πρόταση:  

«Η εξίσωση είναι άρτιου βαθµού άρα θα έχει 0 ή 2 ή 4 ή 6 ή 8 ρίζες» είναι µία 

πρόταση η οποία δεν υπάρχει στα σχολικά µαθηµατικά βιβλία, όµως συνήθως οι 
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εκπαιδευτικοί την χρησιµοποιούν κατά την διδασκαλία επίλυσης πολυωνυµικών 

εξισώσεων. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να µεταφέρεται στους µαθητές, οι οποίοι την 

χρησιµοποιούν στην επίλυση τέτοιων ασκήσεων. Η πρώτη φορά που οι µαθητές 

έρχονται σε επαφή µε µία ειδική περίπτωση της παραπάνω πρότασης, είναι όταν 

διδάσκονται την επίλυση της εξίσωσης f (x) = 0 ενός τριωνύµου της µορφής 

γβ ++= xaxxf 2)(  στην Γ ΄ Γυµνασίου και Α΄ Λυκείου. Στη συνέχεια, στην Β΄ 

Λυκείου, µαθαίνουν να επιλύουν πολυωνυµικές εξισώσεις βαθµού µεγαλύτερου του 

δευτέρου και ενώ δεν υπάρχει η παραπάνω πρόταση στο σχολικό βιβλίο, µερικοί 

καθηγητές µαθαίνουν στους µαθητές τους να τη χρησιµοποιούν.    

     

Γ. 3η ΕΡΩΤΗΣΗ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

 

Στην 3η Ερώτηση Ανάπτυξης είχαµε την παρακάτω σοβαρή παρανόηση σε 31 

από τα 101 ερωτηµατολόγια, δηλαδή ένα µεγάλο σχετικά ποσοστό µαθητών: 

 

«Για x = y ισχύει ως ισότητα. 

 

 Για x  ≠  y έχουµε: 

 

( )

1y11y11y1

1
y-x

συνy-x
1

1
y-x

συνy-x
11

y-x

συνy-x

limlimlim
≤≤−⇒−≥≥⇒≤−≤−⇒

⇒≤≤−⇒

⇒≤≤−⇒≤

→→→

ηµηµηµ

συν

συνσυν

yxyxyx

 

 

Άρα αποδείχτηκε». 

 

Ένα µεγάλο ποσοστό µαθητών, περίπου 31 % , όπως είδαµε προσπάθησε να 

επιλύσει την άσκηση ξεκινώντας από αυτό που θέλουµε να αποδείξουµε και µε 

συνεπαγωγές καταλήγει σε κάτι που ισχύει άρα συµπεραίνουν ότι θα ισχύει το 

ζητούµενο. Το πρώτο βασικό λάθος που έκαναν οι µαθητές είναι ότι συγχέουν την 

συνεπαγωγή µε την ισοδυναµία. Πράγµατι, πολλοί µαθητές δεν κάνουν διάκριση 

µεταξύ της συνεπαγωγής και της ισοδυναµίας. Αυτό πιθανόν να οφείλεται στο ότι δεν 
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διδάσκεται η Μαθηµατική Λογική, µε αποτέλεσµα οι µαθητές να µην µπορούν να 

κατανοήσουν τη διαφορά µεταξύ συνεπαγωγής και ισοδυναµίας γιατί το βλέπουν 

µόνο σαν ένα σύµβολο που συνδέει δύο προτάσεις. Υπάρχει δηλαδή σύγχυση στους 

µαθητές και γι αυτό πρέπει να τους εξηγούµε σ’ όλη τη διάρκεια της µαθηµατικής 

τους εκπαίδευσης. Πρέπει να τους βοηθήσουµε να συνειδητοποιήσουν τη διαφορά 

ανάµεσα σε µία απλή συνεπαγωγή και σε µία ισοδυναµία και να είναι σε θέση να 

ελέγχουν πότε µια συνεπαγωγή ισχύει και αντίστροφα. Πολλοί καθηγητές 

υποστηρίζουν ότι δεν χρησιµοποιούµε πλέον το σύµβολο της ισοδυναµίας, αλλά  

χρησιµοποιούµε µόνο το σύµβολο της συνεπαγωγής, δηµιουργώντας µεγαλύτερη 

σύγχυση στους µαθητές. 

 

Ένα άλλο βασικό λάθος ήταν η χρήση ορίου σε µία ανίσωση, δηλαδή θεωρούν 

ότι ισχύει η εξής πρόταση: 

 

αν f (x) ≤ g (x) ≤ h (x)  τότε και )()()( limlimlim xhxgxf
ooo xxxxxx →→→

≤≤ ,  

κάτι που αποτελεί σοβαρή παρανόηση και φαίνεται έτσι η µη πλήρης κατανόηση του 

Θεωρήµατος: 

 

«Αν δύο συναρτήσεις f , g έχουν όριο σ’ ένα σηµείο xo  και ισχύει f (x) ≤ g (x) κοντά 

στο xo , τότε ισχύει )()( limlim xgxf
oo xxxx →→

≤ ».  

Θα έπρεπε λοιπόν οι µαθητές πριν περάσουν από την ανίσωση των συναρτήσεων 

στην ανίσωση των ορίων, πρώτα δηλώσουν την ύπαρξη των ορίων όταν το x τείνει 

στο xo . Αυτό το Λάθος φαίνεται ανάλογο µε το προηγούµενο Λάθος µε την εις 

άτοπον απαγωγή στην 2η Ερώτηση Ανάπτυξης. Αν συνδυάσουµε τις δύο αυτές 

απαντήσεις παρατηρούµε ότι 20 από τους 31 µαθητές (ποσοστό περίπου 20% στο 

σύνολο όλων των µαθητών) που έκαναν αυτό το λάθος στην 3η Ερώτηση Ανάπτυξης 

έκαναν και το ανάλογο λάθος  και στην 2ηη Ερώτηση Ανάπτυξης. ∆ηλαδή οι µαθητές 

φαίνεται να θεωρούν ότι αν υποθέσουµε ότι µία πρόταση ισχύει ή δεν ισχύει και 

καταλήξουµε σε κάτι αληθές τότε και αυτό που υποθέσαµε για την αρχική πρόταση 

είναι αληθές.                           
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ΛΥΣΗ ΣΤΗ 3η ΕΡΩΤΗΣΗ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

 

Οι µαθητές που έλυσαν σωστά την 3η Ερώτηση Ανάπτυξης παρουσίασαν την 

παρακάτω λύση, η οποία ήταν αναµενόµενη µε βάση αυτά που έχουν διδαχθεί:  

 

«Θεωρούµε τη συνάρτηση f (t) = συν t στο διάστηµα [y, x] (χωρίς βλάβη της 

γενικότητας θεωρούµε ότι y < x). 

 

Ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος της Μέσης Τιµής: 

 

• Η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [y, x] και  

• παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (y, x) µε f΄(t) = - ηµ t 

 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ Є (y, x) τέτοιο ώστε:  

 

( )
y-x

συνy-
ξ

y-x

f(y)-f(x)
ξf

xσυν
ηµ =−⇒=′ . 

 

Ισχύει y-xσυνy-1
y-x

συνy-
1 ≤⇒≤⇒≤− x

x
συν

συν
ηµξ . 

 

Άρα αποδείχτηκε». 

  

Οι µαθητές µαθαίνουν να λύνουν τέτοιου είδους ασκήσεις χρησιµοποιώντας το 

Θεώρηµα της Μέσης Τιµής. Άλλωστε, υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο των 

Μαθηµατικών Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου αρκετές ασκήσεις αυτού του είδους για 

να λύσουν οι µαθητές. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο 
 
4.1 ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
 

Κύριος σκοπός της  παρούσας έρευνας ήταν να διερευνήσει τις αντιλήψεις των 

µαθητών της Γ΄ Λυκείου πάνω στο ∆ιαφορικό Λογισµό και να αναδείξει τις 

δυσκολίες που αντιµετωπίζουν στην κατανόηση της έννοιας της παραγώγου και των 

Βασικών Θεωρηµάτων του ∆ιαφορικού Λογισµού. Παρόλο που το δείγµα ήταν 

σχετικά µικρό (101 µαθητές) τα περισσότερα αποτελέσµατα συµφωνούν και 

επιβεβαιώνουν  προηγούµενες έρευνες όπως έχουµε επισηµάνει. 

Συγκεκριµένα έχουµε να επισηµάνουµε τα ακόλουθα µε βάση τις απαντήσεις 

που έδωσαν οι µαθητές: 

Παρατηρήθηκαν παρανοήσεις των µαθητών, που οφείλονταν στο ότι δεν είχαν 

κατανοήσει τη συνέπεια του Θεωρήµατος της Μέσης Τιµής που είναι το Πόρισµα: 

«Αν δύο συναρτήσεις f και g ορισµένες και συνεχείς σ’ ένα διάστηµα ∆ έχουν ίσες 

παραγώγους για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε 

για κάθε x στο ∆ να ισχύει f (x) = g (x) + c». Οι µαθητές πρέπει να µπορούν  να 

εφαρµόσουν το Πόρισµα αυτό σε συνδυασµό µε το Θεώρηµα: «Μία συνάρτηση 

παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της είναι και συνεχής στο σηµείο 

αυτό». Πρέπει λοιπόν οι εκπαιδευτικοί να δίνουν µεγάλη βαρύτητα στις συνθήκες 

εφαρµογής των παραπάνω θεωρηµάτων. Να επιµείνουν στην γεωµετρική ερµηνεία 

του Πορίσµατος και να επισηµάνουν ότι δεν ισχύει το αντίστροφο του παραπάνω 

Θεωρήµατος παραγωγισιµότητας – συνέχειας χρησιµοποιώντας το παράδειγµα του 

σχολικού βιβλίου. Θεωρήµατα των οποίων η γεωµετρική εποπτεία καθιστά την 

απόδειξη προφανή θα πρέπει να αποτελούν αντικείµενο αναλυτικής συζήτησης µε 

τους µαθητές ως προς το γιατί η εποπτεία δεν επαρκεί. Με την επιχειρηµατολογία και 

τη συζήτηση οι µαθητές µπορεί να πειστούν για την ορθότητα ή µη του 

επιχειρήµατος. Η καλύτερη απόδειξη για τους µαθητές είναι αυτή που είναι 

επεξηγηµατική και όχι κατά ανάγκη αυτή που πείθει (Healy & Hoyles, 2000). Ο 

Λογισµός περιλαµβάνει αλγόριθµους, θεωρία και εφαρµογές. Οι µαθητές πρέπει να 

έρθουν σε επαφή µε την τεχνική του δύναµη, τη λογική του αρµονία και την 

χρησιµότητά του. 
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Επίσης, ένα µεγάλο ποσοστό των µαθητών δεν έχουν κατανοήσει πότε ισχύει το 

αντίστροφο των βασικών Θεωρηµάτων του ∆ιαφορικού Λογισµού για την µονοτονία, 

τα ακρότατα, την κυρτότητα και τα σηµεία καµπής. Αυτό µπορεί να συµβαίνει γιατί 

αφενός οι µαθητές δεν προσέχουν τα σχόλια και τις παρατηρήσεις που υπάρχουν σε 

κάθε Θεώρηµα, αλλά µαθαίνουν κυρίως να εφαρµόζουν το Θεώρηµα και αφετέρου οι 

καθηγητές δεν δίνουν την απαραίτητη βαρύτητα κατά τη διδασκαλία. 

Υπήρχαν λάθη πολλών µαθητών που οφείλονταν στο ότι δεν ερµηνεύουν σωστά 

τη γραφική παράσταση που τους δίνεται. Όπως είδαµε οι Leslie Aspinwall, Kenneth 

L. Shaw & Norma C. Presmeg (1997), ερεύνησαν τις γραφικές συνδέσεις µεταξύ µιας 

συνάρτησης και της παραγώγου της και τις δυσκολίες που µπορούν να 

παρουσιαστούν από ανεξέλεγκτες νοητικές εικόνες. Και αν και όλες οι σύγχρονες 

οδηγίες και εγχειρίδια προτείνουν περισσότερες γραφικές παραστάσεις στις οδηγίες 

του Απειροστικού Λογισµού, πηγάζοντας από την άποψη ότι η εννοιολογική 

αντίληψη των µαθητών αυξάνει όποτε χρησιµοποιούνται γραφικές παραστάσεις και 

προκαλούνται συνοδεύουσες εικόνες, φαίνεται ότι η άποψη αυτή, τελικά δεν είναι 

πανάκεια. 

Γενικά έχει επιβεβαιωθεί από έρευνες ότι οι µαθητές παρουσιάζουν δυσκολίες 

στην κατανόηση των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων, πόσο µάλλον στις 

παραγώγους τους. Πράγµατι σε έρευνα από τους Kelly K. Chappell & Kendra 

Killpatrick (2003), που έγινε σε µαθητές που προετοιµάζονται να δώσουν εξετάσεις 

στον ∆ιαφορικό Λογισµό για να µπουν στο Πανεπιστήµιο, παρατηρήθηκε ότι ενώ 

είχαν διαδικαστικές δεξιότητες, δεν ήταν σε θέση να εξηγήσουν λεκτικά ή να δώσουν 

γραφική ερµηνεία της παραγώγου. Αυτό φαίνεται και από τις απαντήσεις των 

µαθητών στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού, τα συµπεράσµατα της οποίας 

προκύπτουν από την ερµηνεία της γραφικής παράστασης της παραγώγου µιας 

συνάρτησης. Παρατηρούµε λοιπόν ότι τα λάθη των µαθητών οφείλονται στο ότι δεν 

έχουν καταλάβει ότι πρέπει να εξετάζουµε τα τοπικά ακρότατα µιας συνάρτησης και 

στα άκρα ενός κλειστού διαστήµατος στο οποίο η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα 

ή γνησίως φθίνουσα και όχι µόνο στα σηµεία αλλαγής της µονοτονίας της 

συνάρτησης. Είναι πιθανόν οι µαθητές να εφαρµόζουν τα θεωρήµατα µονοτονίας-

ακρότατων, χωρίς να έχουν καταλάβει το βαθύτερο νόηµα τους. 

Επιπροσθέτως, µπορούµε να πούµε ότι οι µαθητές συναντούν δυσκολίες στην 

εύρεση ακρότατων, είδος κυρτότητας και σηµείων καµπής, ειδικά όταν πρέπει να 

βγάλουν τα συµπεράσµατα ερµηνεύοντας γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων ή 
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γραφικές παραστάσεις παραγώγων συναρτήσεων γιατί δεν έχουν εξοικειωθεί µε τις 

γραφικές παραστάσεις στην πορεία της µαθηµατικής τους εκπαίδευσης, αλλά και 

λόγω της δυσκολίας της έννοιας της συνάρτησης, γύρω από την οποία έχουν γίνει 

πολλές έρευνες όπως αναλύσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο (M. Asiala, J. Cottrill, 

Ed. Dubinsky, K. E. Schwingendorf, (1997), Mochkovich et al, 1993; Sfard, 1992; 

Yeruschalmy & Schwartz, 1993, Ν. Μουσουλίδης & Α. Γαγάτσης 2004, Μ. 

Καλδρυµίδου και Ε. Μορόγλου 2006). Το γενικό πρόβληµα που αντιµετωπίζεται εδώ 

είναι ο εµπλουτισµός των αναπαραστάσεων που έχουν οι µαθητές µε τις συναρτήσεις, 

η εδραίωση µιας ισορροπίας µεταξύ των προηγούµενων γνώσεών τους και της 

εισαγωγής νέων εννοιών και η ανάπτυξη ικανοτήτων για µοντελοποίηση 

γεωµετρικών καταστάσεων. Επειδή οι συναρτήσεις αναπαρίστανται µε ποικίλους 

τρόπους (απεικονίσεις, σχέσεις κ.ά.) και η κάθε µια από αυτές, όταν εφαρµόζεται, 

χρησιµοποιεί διαφορετικούς όρους για τα ίδια πάντα πράγµατα, δηµιουργεί σύγχυση 

και δυσκολία στη  συγκρότηση της έννοιας. Οι µαθητές δυσκολεύονται να 

ερµηνεύουν διαγράµµατα και να χειρίζονται σύµβολα και δεν µπορούν εύκολα να 

συνδέσουν µεταξύ τους τις διαφορετικές παραστάσεις των συναρτήσεων: τύπους, 

γραφήµατα, πίνακες τιµών, διαγράµµατα, προφορική περιγραφή σχέσεων.  Αυτό 

οφείλεται στην πολυπλοκότητα και τις πολλές υπό-έννοιες που συνδέονται µε την 

έννοια αυτή, καθώς και  στην έλλειψη θεωρητικού πλαισίου, στη δυσκολία των 

θεωρητικών της µοντέλων και στους τρόπους διδακτικής µεταφοράς της στην τάξη. 

Όπως είδαµε, οι περισσότεροι µαθητές του δείγµατος έχουν κατανοήσει τις 

συνθήκες εφαρµογής του Κανόνα De L’ Hospital, ενώ αντιµετωπίζουν δυσκολίες 

στην κατανόηση των συνθηκών των Θεωρηµάτων του Rolle και της Μέσης Τιµής. 

Πράγµατι, όπως προέκυψε από την έρευνα οι µαθητές δηµιουργούν πολλές 

παρανοήσεις στα παραπάνω θεωρήµατα, ίσως γιατί δεν έχουν ξεκαθαρίσει τις 

προϋποθέσεις που πρέπει να ισχύουν και παρατηρείται µία σύγχυση στις γνώσεις 

τους. Επίσης πρέπει να επισηµάνουµε ότι όλοι οι µαθητές που χρησιµοποίησαν 

πίνακα µονοτονίας απέτυχαν, ενώ όσοι µαθητές χρησιµοποίησαν το Θεώρηµα του 

Rolle πέτυχαν. Αυτό ενδεχοµένως να οφείλεται στο ότι οι µαθητές έχουν µάθει να 

αντιµετωπίζουν ασκήσεις τέτοιου είδους µε το Θεώρηµα του Rolle και δεν µπορούν 

εύκολα να σκεφτούν µία άλλη στρατηγική επίλυσης.    

Επιπλέον, οι µαθητές δυσκολεύονται να συνδέσουν την απόδειξη ανισοτικών 

σχέσεων µε το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής. Έτσι λοιπόν, υπήρχαν πολλοί µαθητές 

που είχαν σοβαρή παρανόηση στη χρήση του ορίου σε ανισοτικές σχέσεις. Οι 
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διάφορες έρευνες (Cornu 1991, Tall 1986) που έχουν γίνει παρουσιάζουν σαφέστατα 

ότι η πλειοψηφία των µαθητών δεν κατανοεί πλήρως την έννοια του ορίου, ακόµη και 

σε ανώτερο στάδιο των σπουδών τους.  Έχει αποδειχθεί ότι προκειµένου να επιλύσει 

ο µαθητής ένα πρόβληµα, δε στηρίζεται µόνο στην επιστηµονική θεωρία, αλλά και 

στο φυσιολογικό ή αυθόρµητο συλλογισµό, ο οποίος είναι θεµελιωµένος στις 

αυθόρµητες ιδέες. Λόγω της ποικιλίας των αυθόρµητων ιδεών και της αυξανόµενης 

συνειδητοποίησης του φορµαλισµού από τον µαθητή, συµβαίνει συχνά να υπάρχουν 

ταυτόχρονα στο µυαλό ενός ατόµου αντιφατικές ιδέες, που οδηγούν σε µια καθολική 

«εικόνα έννοιας» που περιέχει  πιθανούς συγκρουόµενους παράγοντες. 

Όπως επισηµάναµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο, πίσω από κάποια λάθη των 

µαθητών κρύβεται το πρόβληµα της Μαθηµατικής Λογικής, που αποτελεί ένα πολύ 

σηµαντικό εργαλείο των µαθηµατικών. Με το εργαλείο αυτό ελέγχεται η ορθότητα 

ενός συλλογισµού και οι συνέπειες µιας θεωρίας, ενός ορισµού ή µιας πρότασης και 

κυρίως µιας ολόκληρης µαθηµατικής θεωρίας. Πρέπει λοιπόν οι µαθητές να 

διδαχθούν κάποια βασικά στοιχεία όπως οι βασικές µέθοδοι απόδειξης, η ορθή χρήση 

του συνεπάγεται, της ισοδυναµίας και του αρκεί, η έννοια του για κάθε, του υπάρχει 

και των αρνήσεών τους κλπ. Έτσι οι µαθητές ξεκινώντας µια απόδειξη από την 

αποδεικτέα σχέση πολλές φορές θεωρούν ότι την απέδειξαν επειδή κατέληξαν σε κάτι 

αληθές ή όταν δεν καταλήγουν σε αυτό που περιµένουν τότε θεωρούν ότι η άσκηση 

είναι λάθος. Και αυτό συµβαίνει γιατί δεν γίνεται επισήµανση των συνθηκών που 

ισχύουν και την κάνουν σε συγκεκριµένες αποδείξεις σωστή, ούτε στα σχολικά 

εγχειρίδια ούτε από τους εκπαιδευτικούς. 

Έχουν γίνει αρκετές απόπειρες στο παρελθόν για τη διδασκαλία στοιχείων της 

µαθηµατικής λογικής στο Λύκειο, µε στόχο να κατανοηθούν από τους µαθητές 

έννοιες – κλειδιά, όπως η συνεπαγωγή και η ισοδυναµία που βρίσκονται στον πυρήνα 

της αποδεικτικής διαδικασίας στα µαθηµατικά. Στις δεκαετίες του 1970 και 1980 τα 

σχολικά βιβλία περιείχαν ένα εισαγωγικό κεφάλαιο για τις λογικές πράξεις, τους 

πίνακες αλήθειας και τους ποσοδείκτες, στοιχεία τα οποία καταργήθηκαν µε το νέο 

βιβλίο Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου που κυκλοφόρησε το 1990 (και διατηρείται µέχρι 

σήµερα), µέσα στο γενικότερο κλίµα αποκαθήλωσης των λεγόµενων «Νέων 

Μαθηµατικών». Η ολοένα και διευρυνόµενη όµως αδυναµία των περισσότερων 

µαθητών να κατανοήσουν τις βασικές αρχές της αποδεικτικής διαδικασίας (αδυναµία 

που εκδηλώνεται µε τον πιο οδυνηρό για τους µαθητές τρόπο στις Πανελλαδικές 

Εξετάσεις) οδήγησε σε µια απόπειρα µερικής επαναφοράς. Στην αναθεωρηµένη 
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έκδοση της Άλγεβρας Α΄ Λυκείου οι συγγραφείς έχουν συµπεριλάβει ένα εισαγωγικό 

κεφάλαιο στο οποίο γίνεται µια νέα απόπειρα να παρουσιαστούν στους µαθητές οι 

βασικές έννοιες της µαθηµατικής λογικής. Το διδακτικό πρόβληµα της µαθηµατικής 

λογικής και της απόδειξης γενικά, δεν βρίσκεται στην ύπαρξη ή έλλειψη σχετικών 

παραγράφων στα σχολικά βιβλία, αλλά στην απουσία διδακτικών προτάσεων που 

λαµβάνουν υπόψη την πραγµατική φύση των δυσκολιών που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές. Έτσι λοιπόν, πρέπει οι εκπαιδευτικοί να προσπαθήσουν µε κατάλληλα 

παραδείγµατα να ξεκαθαρίσουν τις παρανοήσεις και τα λάθη των µαθητών που 

οφείλονται στη µη γνώση της µαθηµατικής λογικής.           

Συµπερασµατικά θα µπορούσαµε να πούµε ότι για όλες τις παραπάνω 

δυσκολίες και αντιλήψεις, ίσως δεν ευθύνονται κατά κύριο λόγο οι µαθητές. Οι 

παρανοήσεις οφείλονται, κυρίως στην δυσκολία κατανόησης του ∆ιαφορικού 

Λογισµού και πιο συγκεκριµένα στην ίδια την έννοια της Παραγώγου και στις 

συνθήκες που πρέπει να ισχύουν για την εφαρµογή των Βασικών Θεωρηµάτων του 

∆ιαφορικού Λογισµού που είναι από την φύση τους δύσκολες. Εξάλλου αυτό 

επιβεβαιώνεται και από την ιστορική εξέλιξη της έννοιας, όπου για πολλά χρόνια 

υπήρχαν διαµάχες ανάµεσα σε µεγάλους επιστήµονες. Επιπροσθέτως, όπως έχουµε 

αναλύσει, οι δυσκολίες αυτές  πηγάζουν από την δυσκολία κατανόησης βασικών 

εννοιών, όπως του ορίου και της συνάρτησης. Το γεγονός ότι δεν δίνεται έµφαση 

στην κατανόηση της έννοιας του ορίου και η εφαρµογή της έννοιας περιορίζεται 

συχνά σε ασκήσεις ρουτίνας, οδηγεί σε µηχανική και επιφανειακή µάθηση 

(Furinghetti & Paola, 1991), ενδεχοµένως δίνει µια εξήγηση για την περιορισµένη και 

αποσπασµατική απόδοση των µαθητών στη λύση προβλήµατος πάνω στα όρια. 

Ίσως, ένας άλλος λόγος  µπορεί να είναι και ο τρόπος διδασκαλίας από τους 

καθηγητές, τα σχολικά βιβλία, ο διδακτικός χρόνος σε σχέση µε την ύλη που πρέπει 

να διδαχθεί. Είναι λοιπόν θεµιτό, ο εκπαιδευτικός γνωρίζοντας τα σηµεία στα οποία 

συναντούν δυσκολίες οι µαθητές, να ακολουθήσει µία διδακτική προσέγγιση που να 

εστιάζει σ’ αυτά, προκαλώντας γνωστική σύγκρουση για να µπορέσουν να τις 

ξεπεράσουν. Αυτό µπορούµε να το πετύχουµε επιλέγοντας τα κατάλληλα 

παραδείγµατα και δραστηριότητες και οργανώνοντας την τάξη έτσι, ώστε να δώσει τη 

δυνατότητα και την ευκαιρία στους µαθητές του να οικοδοµήσουν τη γνώση. 

Παράλληλα, ο εκπαιδευτικός πρέπει να ελαττώσει το χρόνο που αφιερώνει για να 

παρουσιάσει ο ίδιος, µαθηµατικά θέµατα και έννοιες.  
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Η Μαθηµατική ανάλυση απαιτεί αλγεβρικές δεξιότητες και ικανότητες και 

ταυτόχρονα απαιτεί αποµάκρυνση από τον αλγεβρικό τρόπο σκέψης. Για να 

διεισδύσουµε στην αναλυτική σκέψη και να είµαστε αποτελεσµατικοί σε αυτήν 

πρέπει να αναπτύξουµε νέες τεχνικές. ∆ιάφορες έρευνες δείχνουν ότι το εκπαιδευτικό 

σύστηµα αφήνει στους µαθητές την ευθύνη να αναδιοργανώσουν µόνοι τους τις 

διάφορες έννοιες, κάτι βέβαια που δεν µπορούν να το επιτύχουν. Έτσι, τελειώνοντας 

τη δευτεροβάθµια εκπαίδευση,  η  πλειοψηφία των µαθητών δεν είναι σε θέση να 

συνδέσει αυτές τις έννοιες.  Έρευνες επίσης έδειξαν ότι όταν η διδασκαλία είναι 

υπεύθυνη και σωστή, τότε η αναδιοργάνωση των εννοιών από τους µαθητές, γίνεται 

αποτελεσµατικά και σταθερά.  
 

4.2 ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΕΡΕΥΝΑ 
 

 
Η διδασκαλία του ∆ιαφορικού Λογισµού αποτελεί ένα µαθηµατικό πεδίο που 

πρέπει να διερευνηθεί σε βάθος και ιδιαίτερα στα ελληνικά σχολεία. Μία χρήσιµη 

έρευνα θα ήταν να εξεταστεί πως µπορεί η ψηφιακή τεχνολογία, να επηρεάσει την 

κατανόηση της έννοιας της παραγώγου και των Βασικών Θεωρηµάτων του 

∆ιαφορικού Λογισµού. Η χρήση της ψηφιακής τεχνολογίας κάνει το µάθηµα 

ελκυστικότερο και δηµιουργικότερο και γενικά συµβάλει στην ποιοτική αναβάθµιση 

της εκπαίδευσης. Η χρήση των εργαλείων αυτών είναι συνδεδεµένη µε τη µαθησιακή 

διαδικασία και µε τη διαµόρφωση ενός σύγχρονου διδακτικού «παραδείγµατος» το 

οποίο υποστηρίζει την καλλιέργεια µεθοδολογικών ικανοτήτων και δεξιοτήτων, τη 

διερεύνηση µέσα στο πείραµα, την οµαδική εργασία και επικοινωνία των µαθητών 

στα πλαίσια συνεργατικών δραστηριοτήτων. ∆ηλαδή έχει στόχο τη δηµιουργία νέων 

ρόλων για τον εκπαιδευτικό και το µαθητή. Η αξιοποίηση των εκπαιδευτικών 

λογισµικών στοχεύει να αποτελέσει παιδαγωγικό εργαλείο στα χέρια των 

εκπαιδευτικών και των µαθητών. Μία διδακτική προσέγγιση που βασίζεται στη 

οµαδική συνεργασία, όπου ο εκπαιδευτικός έχει αποφασιστικό ρόλο στη διαµόρφωση 

της κατεύθυνσης και του χαρακτήρα της επικοινωνίας στην τάξη ίσως βοηθήσει τους 

µαθητές να ξεπεράσουν τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν στον ∆ιαφορικό Λογισµό. 

Μαζί όµως µε την διαφορετική διδακτική προσέγγιση, πρέπει να µπει ενεργά η χρήση 

εκπαιδευτικών λογισµικών στην διδασκαλία, γιατί δίνουν τη δυνατότητα έκφρασης 

µαθηµατικών ιδεών και νοηµάτων (Papert, 1980). Αυτό θα βοηθήσει τους µαθητές να 

χειριστούν πολλαπλές διασυνδεόµενες αναπαραστάσεις, να αναπτύξουν εικασίες, να 
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πειραµατιστούν να υποθέσουν και χρησιµοποιήσουν την αφαιρετική σκέψη και τον 

αναστοχασµό και να προσεγγίσουν τα Βασικά Θεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογισµού 

µ’ ένα πιο ουσιαστικό τρόπο. Με την ψηφιακή τεχνολογία µπορεί να παρακαµφθεί ο 

φορµαλισµός και µπορεί να ενισχύσει ένα διαφορετικό τρόπο χρήσης του από τους 

µαθητές, δηλαδή, δίνει τη δυνατότητα στους µαθητές να εκφράσουν µαθηµατικά 

νοήµατα χρησιµοποιώντας ως µέσο τον τυπικό φορµαλισµό (Κυνηγός 2002). 

Επιπροσθέτως, οι µαθητές αντιµετωπίζουν µε ενθουσιασµό τη χρήση των ΤΠΕ στη 

µαθησιακή διαδικασία και εµφανίζουν αυξηµένα κίνητρα για µάθηση σε 

περιβάλλοντα τεχνολογικώς υποστηριζόµενα, εξαιτίας των οποίων είναι 

διατεθειµένοι να αφιερώσουν περισσότερο χρόνο και προσπάθεια για να µάθουν κάτι. 

Προσαρµόζονται εύκολα στα τεχνολογικά περιβάλλοντα και αναπτύσσουν γρήγορα 

τις απαιτούµενες δεξιότητες για το χειρισµό τους. Όµως, οι µαθητές έχουν δυσκολία 

στο να συνεργάζονται, να αναλάβουν πρωτοβουλίες, καθώς και να κατευθύνουν από 

µόνοι τους τη µάθηση, χωρίς να εξαρτώνται από τη συνεχή καθοδήγηση και 

επιβεβαίωση των καθηγητών. Γι’ αυτό και είναι θεµιτό η έρευνα αυτή να ξεκινήσει 

από την Α΄ Λυκείου, ώστε όταν φθάσουν στην Γ΄ Λυκείου να µην αντιµετωπίζουν 

τέτοια προβλήµατα.  

Ο Καθηγητής των Μαθηµατικών µπορεί να κάνει πολλές διδακτικές επιλογές, 

όµως για να είναι πιο αποτελεσµατικές πρέπει οι επιλογές να γίνονται συνειδητά, που 

σηµαίνει ότι ο καθηγητής πρέπει να γνωρίζει τις υποθέσεις κάθε επιλογής του και τις 

συνέπειές της, να είναι δηλαδή ενηµερωµένος. Και αυτό γιατί θα υπάρχουν στην τάξη 

του µαθητές που δεν έχουν κατανοήσει τις προηγούµενες έννοιες ώστε να 

συµµετάσχουν στο νέο µάθηµα, και θα υπάρχουν µαθητές που έχουν οικοδοµήσει µε 

λάθος τρόπο τις προηγούµενες γνώσεις. Και στις δύο περιπτώσεις θα συναντήσει 

δυσκολίες στην εξέλιξη του νέου µαθήµατος. Υπάρχει µια συνεχής αλληλεπίδραση 

ανάµεσα στο προσωπικό νόηµα, που οικοδοµεί ο κάθε µαθητής, και στην κοινωνική 

διάσταση της γνώσης στα πλαίσια της σχολικής τάξης. Τα προσωπικά νοήµατα 

συζητούνται µέσα στην τάξη προκειµένου να οµογενοποιηθούν και να γίνουν 

συµβατά και συνεπή µε ότι δέχεται η µαθηµατική κοινότητα (Η υπόθεση της 

αλληλεπίδρασης ή διάδρασης) [Ν. Κλαουδάτος 2010]. 

Ίσως λοιπόν τέτοιες διδακτικές προσεγγίσεις αν εφαρµοστούν συστηµατικά, να 

βοηθήσουν τους µαθητές να ξεπεράσουν κάποιες από τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν στην κατανόηση του ∆ιαφορικού Λογισµού και γενικά των 
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µαθηµατικών εννοιών που από τη φύση τους είναι δύσκολες. Τόσο ο εκπαιδευτικός 

καθώς και τα µέσα που χρησιµοποιεί, όσο και οι ίδιοι οι µαθητές, µπορεί να 

βοηθήσουν για την επίτευξη του στόχου αυτού.       

Μία δεύτερη πρόταση για περαιτέρω διερεύνηση είναι να γίνουν έρευνες που να 

αναφέρονται στους εκπαιδευτικούς που διδάσκουν στα σχολεία στην Γ΄ Λυκείου και 

να προσανατολίζονται τόσο στον τρόπο διδακτικής προσέγγισης που ακολουθούν όσο 

και στην επιµόρφωσή τους. Όπως αναφέρει η Leslie Aspinwall (1997) είναι πολλές οι 

φωνές για αλλαγές στις οδηγίες των αναλυτικών προγραµµάτων για τη διδασκαλία 

του Απειροστικού Λογισµού (Steen 1989, Vinner 1989, Tall 1991) συζητώντας για 

τον αυξανόµενο ρόλο που θα πρέπει να παίξει η οπτική σκέψη στο αναλυτικό 

πρόγραµµα. Εννοιολογικά, ο ρόλος της οπτικής σκέψης είναι τόσο θεµελιώδης στην 

κατανόηση του Απειροστικού Λογισµού, γι αυτό και πρέπει να δίνεται έµφαση στην 

οπτική σκέψη του αντικειµένου κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. Παρόλο που η 

οπτικοποίηση θεωρείται ουσιώδης στην κατανόηση, µελέτες (Tall, 1991, Vinner, 

1989) έχουν δείξει ότι η κατανόηση των µαθητών είναι τυπικά αλγεβρική και όχι 

οπτική. Οι λόγοι που συµβαίνει αυτό µπορεί να είναι πολλοί, αλλά σίγουρα µέσα σ’ 

αυτούς περιλαµβάνονται και οι ακόλουθοι: 

 

1. Η πεποίθηση ότι µια οπτική απόδειξη δεν είναι «πραγµατική» απόδειξη (Eisenberg 

& Dreyfus, 1991). 

 

2. Η αλγεβρική µέθοδος, σε αντίθεση µε το γράφηµα ή µια οπτική µέθοδο, 

χρησιµοποιείται συχνότερα όταν λύνουµε προβλήµατα ρουτίνας που είναι τυπικά 

σχεδόν σε κάθε τεστ Απειροστικού Λογισµού (Vinner, 1989). 

 

3. Οι πεποιθήσεις µαθητών και καθηγητών ότι το να κάνουµε Απειροστικό Λογισµό 

είναι να χειριζόµαστε επιδέξια σύµβολα και αριθµούς (Hallett, 1991).   

  

Η αξιοποίηση των αποτελεσµάτων των ερευνών αυτών από τους 

εκπαιδευτικούς και τους υπεύθυνους που σχεδιάζουν τα αναλυτικά προγράµµατα 

µπορεί να βελτιώσουν τα σχολικά βιβλία και να βοηθήσουν τους µαθητές να 

αποκτήσουν καλύτερη κατανόηση και τους καθηγητές να διορθώσουν πιθανές 

λανθασµένες προσεγγίσεις.     
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1ο 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΣΤΙΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ (1 ∆ιδακτική ώρα) 

 
Σχολείο:……………………………………………. 

Ονοµατεπώνυµο:………………………………….. 

Ηµεροµηνία:………………………. 

∆ιδακτική Ενότητα: «∆ιαφορικός Λογισµός» 

Τάξη: Γ΄ Λυκείου 

Τµήµα:………………. 

Κατεύθυνση:……………………………………. 

 
Α. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ 
 
1) Οι συναρτήσεις f, g ορίζονται στο R και είναι  παραγωγίσιµες σ’ αυτό. Αν f ΄ (x) = 

g ́  (x) για όλα τα x ∈ R, ποια από τις παρακάτω συνθήκες αρκεί να ισχύει επιπλέον, 

ώστε να µπορούµε  να συµπεράνουµε ότι f (x) = g (x), για όλα τα x ∈ R;  

Α. f και g συνεχείς στο R    

B. f (0) = g (0)   

Γ. Οι f και g είναι δύο φορές παραγωγίσιµες και ισχύει f ΄΄ (x) = g ́ ΄ (x)  για κάθε 

 x ∈ R;  

∆. f ΄΄ (0) = g ́ ΄ (0)  

E. ∆εν χρειάζεται να προστεθεί άλλη συνθήκη γιατί όταν f ΄ (x) = g ́  (x) για όλα τα x 

∈ R τότε ισχύει f (x) = g (x), για όλα τα x ∈ R. 

 

2) Αν µια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη και στρέφει τα κοίλα προς τα 

άνω σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε  

Α. f ΄΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ ∆  

Β. f ΄΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ ∆ 

Γ. f ΄΄ (x) ≤ 0, για κάθε x ∈ ∆ 

∆. f ΄΄ (x) ≥ 0, για κάθε x ∈ ∆ 

Ε. δεν µπορούµε να αποφανθούµε για το πρόσηµο της f ΄΄ (x) στο ∆ 
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3) Αν στο διπλανό σχήµα είναι η γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης f ΄ τότε  

Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο (- ∞, 2]. 

B. η f είναι γνησίως φθίνουσα µόνο στο [2, + ∞). 

Γ. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R. 

∆. δεν µπορούµε να συµπεράνουµε για την 

µονοτονία της f. 

E. η f έχει τοπικό ακρότατο στο σηµείο x0 = 2. 

x´

y

0

y´

x

C ´f

2

 

 

4)  Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και γνησίως φθίνουσα, τότε ισχύει  

Α. f ΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ R.  

Β. f ΄ (x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R. 

Γ. f ΄ (x) ≤ 0, για κάθε x ∈ R. 

∆. f ΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ R. 

Ε. η f ΄ (x) δεν διατηρεί υποχρεωτικά σταθερό πρόσηµο στο R. 

 

5) Η ευθεία y = x + 1 είναι πλάγια ασύµπτωτη της  

Α. f (x) = 
3  2x

5 -  x x
2

23

+

+
 Β. g (x) = x4 + 5x Γ. h (x) = 

x

 x  x 1 2 ++
 

∆. φ (x) = ex - 1  E. κ (x) = x + ηµx 

 

6)   Από τις παρακάτω συναρτήσεις η συνάρτηση  

f (x) = - 3ηµ3x  είναι παράγωγος της 

Α. g (x) = συν3x  Β. h (x) = συνx3  

Γ. φ (x) = 3συνx  ∆. s (x) = συν3x  Ε. σ (x) = συν 
3

x
 

 

7) Οι συναρτήσεις f, g είναι δυο φορές παραγωγίσιµες στο κοινό πεδίο ορισµού τους 

R. Για να έχουν κοινή εφαπτοµένη στο Α (1, 2), από τις παρακάτω συνθήκες: 

Ι. f ΄ (1) = g ́  (1)   ΙΙ. f (1) = g (1)   

ΙΙΙ. f, g συνεχείς στο x0 = 1  ΙV. f ΄΄ (1) = g ́ ΄ (1) 

απαραίτητες είναι  

Α. µόνο η Ι Β. µόνο η ΙΙ   Γ. οι Ι και  ΙΙ      ∆. οι ΙΙ και IV     E. οι ΙΙ και  ΙΙΙ. 
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Β. ΕΡΩΤΗΣΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ 
 

1) H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου 

µιας συνάρτησης f φαίνεται στο σχήµα. Να 

συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα.  

 
 
 

x

y

0

y´

x´
21

-1
3 4 5

C ´f

 

 ∆ιάστη

µα  

[0, 1] 

∆ιάστη

µα  

[1, 2] 

∆ιάστη

µα  

[2, 3] 

∆ιάστη

µα  

[3, 4] 

∆ιάστη

µα  

[4, 5] 

Πρόσηµο της f ΄       

Μονοτονία της f      

Μονοτονία της f ΄       

Είδος κυρτότητας 

της f 

     

 x0 = 1 x0 = 2 x0 = 3 x0 = 4 x0 = 5 

Ακρότατα της f      

Σηµεία καµπής της 

f 

     

 
 
Γ. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 
 
 

1) Είναι οι παρακάτω ισότητες σωστές; 
1 x 

lim
→ 4 5x  - x

3 -2x   x
2

3

+

+
 = 

1 x 
lim
→ 5 -2x 

2  3x2 +
 = 

1 x 
lim
→ 2

6x
 = 3  

Αιτιολογήσατε τον ισχυρισµό σας. 
 
2) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f(x)= x8 +αx +β έχει το πολύ δύο πραγµατικές 

ρίζες. 

 

3) Να αποδείξετε ότι yx−≤συνy-xσυν , για κάθε x,y ∈ R. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 2ο 

 

Οι Συχνότητες των απαντήσεων του ερωτηµατολογίου σε σύνολο 101 

µαθητών Γ΄ Λυκείου και τα ραβδογράµµατα συχνοτήτων δίνονται παρακάτω: 

 

Α) Στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής είχαµε:  

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ 

ΕΠΙΛΟΓΗΣ 

 

ΣΩΣΤΗ 

 

ΛΑΘΟΣ 

 

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1η Ερώτηση 92 9 0 

2η Ερώτηση 79 21 1 

3η Ερώτηση 78 21 2 

4η Ερώτηση 76 23 2 

5η Ερώτηση 94 3 4 

6η Ερώτηση 97 1 3 

7η Ερώτηση 87 10 4 

 

Πίνακας 1: Συχνότητες απαντήσεων στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ

0
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100

120

1η 2η 3η 4η 5η 6η 7η

ΣΩΣΤΗ

ΛΑΘΟΣ

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ

 

Ραβδόγραµµα 1: Συχνότητες απαντήσεων στις Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής 
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Β) Στις Ερωτήσεις Συµπλήρωσης Κενού είχαµε τις παρακάτω συχνότητες 

απαντήσεων, καθώς και τα ραβδογράµµατα που παρατίθενται: 

Στο ∆ιάστηµα [0, 1] έχουµε: 

  ∆ιάστηµα [0, 1] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

90 10 1 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

88 11 2 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

90 6 5 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

81 19 1 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο 

77 17 7 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής 

86 9 6 

Πίνακας 2: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού στο   

                   διάστηµα [0, 1] 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

100

1 2 3 4 5 6

∆ΙΑΣΤΗΜΑ [0, 1]

ΣΩΣΤΗ

ΛΑΘΟΣ

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ

 

Ραβδόγραµµα 2: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού   

                           στο διάστηµα [0, 1] 
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Στο ∆ιάστηµα [1,2] έχουµε: 

 

 ∆ιάστηµα [1, 2] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

98 2 1 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

95 4 2 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

89 7 5 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

85 

 

15 1 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο 

80 14 7 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής 

80 15 6 

Πίνακας 3: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού στο   

                   διάστηµα [1, 2] 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ
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∆ΙΑΣΤΗΜΑ [1, 2]

ΣΩΣΤΗ

ΛΑΘΟΣ

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ

 
Ραβδόγραµµα 3: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού   

                           στο διάστηµα [1, 2] 
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Στο ∆ιάστηµα [2, 3] έχουµε: 

 ∆ιάστηµα [2, 3] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

89 11 1 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

89 10 2 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

91 5 5 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

84 16 1 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο 

79 15 7 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής 

85 10 6 

 

Πίνακας 4: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού στο   

                   διάστηµα [2, 3] 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ
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∆ΙΑΣΤΗΜΑ [2, 3]

ΣΩΣΤΗ

ΛΑΘΟΣ

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ

 
Ραβδόγραµµα 4: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού   

                           στο διάστηµα [2, 3] 
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Στο ∆ιάστηµα [3, 4] έχουµε: 

 ∆ιάστηµα [3, 4] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

97 3 1 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

95 4 2 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

90 6 5 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

87 13 1 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο 

77 17 7 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής 

85 10 6 

 

Πίνακας 5: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού στο   

                   διάστηµα [3, 4] 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ
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∆ΙΑΣΤΗΜΑ [3, 4]

ΣΩΣΤΗ
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∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ

 
Ραβδόγραµµα 5: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού   

                           στο διάστηµα [3, 4] 
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Στο ∆ιάστηµα [4, 5] έχουµε: 

 ∆ιάστηµα [4, 5] 

ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1ο Ερώτηµα 

Πρόσηµο f΄ 

90 10 1 

2ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f 

89 10 2 

3ο Ερώτηµα 

Μονοτονία f΄ 

88 8 5 

4ο Ερώτηµα 

Είδος Κυρτότητας 

81 19 1 

5ο Ερώτηµα 

Ακρότατο 

48 46 7 

6ο Ερώτηµα 

Σηµείο καµπής 

88 8 5 

 

Πίνακας 6: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού στο   

                   διάστηµα [4, 5] 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΚΕΝΟΥ
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Ραβδόγραµµα 6: Συχνότητες απαντήσεων στην Ερώτηση Συµπλήρωσης Κενού   

                           στο διάστηµα [4, 5] 



 100 

Γ) Στις Ερωτήσεις Ανάπτυξης έχουµε τις συχνότητες που φαίνονται στον 

παρακάτω πίνακα και ακολουθεί το ραβδόγραµµα τους:    

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

 

ΣΩΣΤΗ 

 

ΛΑΘΟΣ 

 

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤΗΣΑΝ 

1η Ερώτηση 77 15 9 

2η Ερώτηση 21 60 20 

3η Ερώτηση 23 37 41 

 

Πίνακας 7: Συχνότητες απαντήσεων στις  Ερωτήσεις Ανάπτυξης 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ
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Ραβδόγραµµα 7: Συχνότητες απαντήσεων στις  Ερωτήσεις Ανάπτυξης 
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