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Το σχολικό βιβλίο αναφέρει τον εξής ορισµό για την ισότητα ευθυγράµµων 

τµηµάτων: 

 
∆υο ευθύγραµµα τµήµατα λέγονται ίσα όταν µε κατάλληλη µετατόπιση συµπίπτουν 

 
Ανάλογο ορισµό χρησιµοποιεί για την ισότητα γωνιών, κύκλων και τόξων που 

κείνται στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους κύκλους. Ο ορισµός γενικεύεται αργότερα σε όλα 

τα ευθύγραµµα σχήµατα µε σκοπό να ορισθεί η ισότητα τριγώνων. 

Το σχολικό βιβλίο δε δίνει εξίσου γενικό ορισµό για την ανισότητα, αλλά 

περιορίζεται σε συγκεκριµένα σχήµατα: ευθύγραµµα τµήµατα, γωνίες και τόξα στον 

ίδιο ή σε ίσους κύκλους. Ειδικότερα, για τα τόξα αναφέρει: 

 
Το τόξο pAB  λέγεται µικρότερο από το τόξο pCD  και γράφουµε p pAB CD<  όταν µετά 

από κατάλληλη µετατόπιση το pCD  ταυτίζεται µε µέρος του pAB . 

 
Η γενίκευση του παραπάνω ορισµού σε τυχαία σχήµατα είναι: 
 
Για δυο επίπεδα σχήµατα ,I J  ισχύει ότι το I  είναι µικρότερο ή ίσο του  όταν µε 

κατάλληλη κίνηση το 

J

I  µπορεί να ταυτιστεί µε µέρος του J  ή µε ολόκληρο το J . Τότε 

θα συµβολίζουµε I J≤ . 

 
  Ο φυσιολογικός αυτός ορισµός της ανισότητας, δεν ικανοποιεί εν γένει την 

αντισυµµετρική ιδιότητα, όπως αργότερα θα αποδείξουµε, οπότε πολύ σωστά το 

σχολικό βιβλίο αποφεύγει τη διατύπωση γενικού ορισµού ανισότητας και περιορίζει 



τη σύγκριση µόνο σε συγκεκριµένες κλάσεις σχηµάτων. Θα είχε όµως νόηµα, όπως 

θα δούµε στη συνέχεια, να λέµε ότι ένας κυκλικός δίσκος είναι µικρότερος από ένα 

τριγωνικό χωρίο, αν χωράει µέσα σε αυτό, δηλαδή αν έχει ακτίνα µικρότερη ή ίση 

από την ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου στο αντίστοιχο τρίγωνο. Επίσης ένα 

τριγωνικό χωρίο θα µπορούσε να λέγεται µικρότερο από ένα κυκλικό δίσκο αν 

χωράει µέσα σε αυτόν, δηλαδή αν η ακτίνα του δίσκου είναι µεγαλύτερη ή ίση από 

την ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου στο τρίγωνο. Έτσι η έννοια της ανισότητας 

δεν είναι απαραίτητο να περιορισθεί µόνο µεταξύ οµοειδών σχηµάτων, αλλά ούτε 

µπορεί να θεωρηθεί και χωρίς κανένα περιορισµό µεταξύ όλων των σχηµάτων. Ο 

λόγος είναι ότι τότε οδηγούµαστε σε παράδοξα που σχετίζονται µε την 

αντισυµµετρική ιδιότητα της ανισότητας. 

 Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι: Θεωρούµε ως Α ένα κλειστό ηµιεπίπεδο 

και ως Β το ηµιεπίπεδο Α µαζί µε ένα ευθύγραµµο τµήµα που προεξέχει κάθετα στην 

ακµή του Α. Επειδή  µπορούµε να πούµε ότι A B⊆ A B≤ . Αν επιπλέον κάνουµε στο 

Β µια παράλληλη µετατόπιση έτσι ώστε το Β (µαζί και το ευθύγραµµο τµήµα) να 

καλυφθεί από το Α βλέπουµε ότι το Β είναι κι αυτό µικρότερο ή ίσο του Α. Λογικά 

θα έπρεπε τα Α και Β να είναι γεωµετρικά ίσα, δηλαδή να µπορούν να ταυτιστούν µε 

µια στερεά κίνηση. Όµως κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατό να γίνει διότι µε στερεά κίνηση 

ένα ηµιεπίπεδο παραµένει πάντα ηµιεπίπεδο. 

 Ονοµάζουµε καλές κλάσεις σχηµάτων αυτές που ανάµεσα στα σχήµατα που 

περιέχουν, να µην παρατηρούνται παράδοξα του προηγούµενου τύπου. Είναι 

ενδιαφέρον να βρούµε φυσιολογικές καλές κλάσεις και µάλιστα όσο το δυνατόν 

ευρύτερες. Μια καλή κλάση, αλλά όχι κι η µοναδική,  είναι η κλάση των συµπαγών 

σχηµάτων. Μάλιστα τα συµπαγή σχήµατα έχουν την ιδιότητα να µην παράγουν 

παράδοξα µε κανένα άλλο σχήµα, είτε είναι συµπαγές είτε όχι. Αυτά τα σχήµατα θα 

τα αποκαλούµε καλά σχήµατα. Εκτός από τα συµπαγή, καλά σχήµατα είναι και τα 

ανοικτά φραγµένα. Αντίθετα τα φραγµένα, δεν είναι καλά σχήµατα, όπως θα φανεί 

στη συνέχεια µε ένα αντιπαράδειγµα που σχετίζεται µε άρρητη στροφή. 

 Η προηγούµενη µελέτη δεν περιορίζεται µόνο στην Ευκλείδεια Γεωµετρία, 

αλλά επεκτείνεται τόσο στην Υπερβολική όσο και στην Ελλειπτική Γεωµετρία και 

κάποια κοµµάτια της µελέτης µπορούν να διατυπωθούν και κατά γενικό τρόπο έτσι 

ώστε να καλύπτουν και τις τρεις Γεωµετρίες. Τα συµπεράσµατα της µελέτης είναι 

απόλυτα συµβατά µε τα όσα ήδη γνωρίζουµε για τη σύγκριση σχηµάτων. Ειδικά στην 
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περίπτωση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας υπάρχει µια καλή κλάση που περιλαµβάνει 

όλα τα βασικά της σχήµατα: ευθύγραµµα τµήµατα, τόξα, τρίγωνα, κύκλους, γωνίες, 

ανοικτούς ή κλειστούς κυκλικούς δίσκους κλπ. Οπότε στην κλάση αυτή γενικεύεται η 

έννοια της ανισότητας ακόµη και µεταξύ µη οµοειδών σχηµάτων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 

Σηµαντικότερες θεµελιώσεις στην έννοια της ισότητας κι 

ανισότητας επίπεδων γεωµετρικών σχηµάτων 

 

1.1 «Στοιχεία» Ευκλείδη (3ος αι. π.Χ) 

 
   Στην επιπεδοµετρία των «Στοιχείων» διακρίνουµε δυο είδη ισότητας: 

α) ως προς την ταύτιση δυο σχηµάτων  

Κοινή έννοια 4: 

και τα εφαρµόζοντα επ’ άλληλα είναι ίσα µεταξύ τους 

 
β) ως προς το εµβαδόν1 δυο σχηµάτων  

Πρόταση Ι.35 
 

τα παραλληλόγραµµα που έχουν ίδια βάση και περιέχονται µεταξύ των ίδιων 

παραλλήλων είναι µεταξύ τους ίσα 

 
Στην απόδειξη της πρότασης Ι.35 χρησιµοποιούνται, χωρίς να έχουν αναφερθεί 

νωρίτερα, κάποια αξιώµατα του εµβαδού (όπως το εννοεί ο Ευκλείδης) δηλαδή: 

• δυο ίσα σχήµατα κατά την κοινή έννοια 4 έχουν ίσα εµβαδά 

• για δυο ξένα σχήµατα το εµβαδόν της ένωσης ισούται µε το άθροισµα των 

εµβαδών των σχηµάτων.  

Στις αποδείξεις του Ευκλείδη, η ισότητα εµβαδών δυο κλειστών πολυγωνικών 

χωρίων επιτυγχάνεται χωρίζοντας κατάλληλα τα δυο χωρία σε πεπερασµένο πλήθος 

                                                 
1 Όχι όµως µε τη σύγχρονη έννοια του εµβαδού ως µέτρο. 



από ίσα τρίγωνα. Η ιδιότητα αυτή γενικεύθηκε και αποδείχθηκε κατά το 19ο αιώνα 

από τον Fargas Bolyai (πατέρα του Yanos) στο παρακάτω θεώρηµα: 

 
Θεώρηµα 

Αν δυο πολυγωνικά χωρία είναι ισεµβαδικά τότε διαιρούνται σε πεπερασµένο πλήθος 

από ίσα τρίγωνα και αντιστρόφως. 

  
  Ο Ευκλείδης φαίνεται ότι έχει κατανοήσει το κεντρικό ρόλο της ισότητας και 

γι αυτό φροντίζει να τη θεµελιώσει µε αυστηρό τρόπο. Έτσι στις κοινές έννοιες 

δηλώνει τα αξιώµατα που εξασφαλίζουν τη µεταβατικότητα και τη συµβατότητα της 

ισότητας µε την πρόσθεση και αφαίρεση οµοειδών µεγεθών2.  

 

Κοινή έννοια 1:  

Τα µεγέθη που είναι ίσα προς τρίτο µέγεθος είναι και µεταξύ τους ίσα 

Κοινή έννοια 2:  

Κι αν σε ίσα προστεθούν ίσα προκύπτουν ίσα 

Κοινή έννοια 3:  

Κι αν από ίσα αφαιρεθούν ίσα αποµένουν ίσα 

 
Η ανισότητα - διάταξη οµοειδών µεγεθών κατοχυρώνεται µε την έννοια του 

«περιέχεσθαι» στην: 

Κοινή έννοια 5: 
 

Το όλον είναι µεγαλύτερο του µέρους 
   
Σε αντίθεση µε την ισότητα, ο Ευκλείδης δεν κατοχυρώνει αξιωµατικά ιδιότητες της 

διάταξης που αναγκαστικά θα χρησιµοποιήσει στις αποδείξεις. Για παράδειγµα ενώ 

δεν αναφέρει πουθενά τη µεταβατική ιδιότητα, τη χρησιµοποιεί στην απόδειξη της:  

 
Πρόταση Ι.18: 

σε κάθε τρίγωνο η µεγαλύτερη γωνία βρίσκεται απέναντι από τη µεγαλύτερη πλευρά 
 
Τέτοιου είδους παραλείψεις, που έχουν εντοπισθεί και σε άλλα σηµεία των Στοιχείων, 

δεν µειώνουν τη βαρύτητα της διάταξης. Μια από τις σπουδαιότερες προτάσεις της 

Ευκλείδειας, αλλά και της Ουδέτερης Γεωµετρίας είναι: 

                                                 
2 Μέγεθος – Ποσότητα είναι ότι µπορεί να τεθεί σε αναλογία µε τα οµοειδή του δηλαδή ικανοποιεί την 
ιδιότητα Αρχιµήδους – Ευδόξου. 
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Πρόταση Ι.16 

Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι µεγαλύτερη από κάθε απέναντι εσωτερική του 

γωνία. 

 
της οποίας η απόδειξη στηρίζεται ουσιαστικά στη κοινή έννοια 5. Μπορούµε 

συνεπώς να ισχυριστούµε ότι ενώ η έννοια της ισότητας κυριαρχεί στο σύνολο των 

Στοιχείων, η έστω και περιορισµένη χρήση της διάταξης είναι απαραίτητη για την 

περαιτέρω ανάπτυξη της θεωρίας.  

 

1.2 Felix Klein (1849-1925) 

 

Προς τα τέλη του 19ου αιώνα αναπτύσσεται από τους Jordan και Lagrange η 

θεωρία οµάδων. Ο Klein,  που ταξίδευε τότε στο Παρίσι, αντιλαµβάνεται τις 

ενοποιητικές δυνατότητες της νέας θεωρίας και το 1872 στο Erlangen προσπάθησε να 

κατατάξει τις Γεωµετρίες µε τη βοήθεια της θεωρίας οµάδων. Θεωρεί ότι  κάθε 

γεωµετρία χαρακτηρίζεται από την οµάδα των µετασχηµατισµών που αφήνει 

αναλλοίωτα τα σχήµατά της. ∆ηλαδή αν f  είναι ένας τέτοιος µετασχηµατισµός και  

ένα σχήµα µε την ιδιότητα 

S

I  τότε το σχήµα ( )f S  έχει επίσης την ιδιότητα I . Η 

έννοια του µετασχηµατισµού συνδέεται µε το σύνολο των αυτοµορφισµών ενός 

συνόλου δηλαδή: 

 
Έστω  και  ώστε X ≠ ∅ ( ) { :Aut X f X X= → f   1-1 κι επί}. Τότε κάθε 

( )f Aut X∈ 3 είναι ένας µετασχηµατισµός στο X . 

 
 Η Γεωµετρία κατά τον Klein οικοδοµείται ως εξής: Αρχικά υπάρχει ένα µη 

κενό σύνολο X  και οι µετασχηµατισµοί στο X , δηλαδή το ( )Aut X . Κατόπιν το 

σύνολο εφοδιάζεται µε µια ιδιότητα π.χ. γραµµικότητα ή εσωτερικό γινόµενο. Στο 

σύνολο αυτό εντοπίζουµε την οµάδα των µετασχηµατισµών που διατηρούν την 

ιδιότητα του

G  

 X . Οπότε προκύπτει ο ορισµός: 
                                                 
3 Το σύνολο ( )Aut X ≠ ∅  αφού ( )Xid Aut X∈  και εφοδιασµένο µε την πράξη της σύνθεσης αποτελεί 

οµάδα.  
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Ορισµός 

Έστω σύνολο Μια Γεωµετρία Klein στο X ≠ ∅ .  X  είναι ένα ζεύγος όπου

του

 ( ),G X   G  

υποοµάδα  ( )Aut X  

 
Έχοντας πλέον καθορίσει το πλαίσιο της Γεωµετρίας, η ισότητα δυο σχηµάτων 

ξαρτάται από τις ιδιότητες που έχουµε απαιτήσει να διατηρούνται κάτω από τη ε

δράση της οµάδας G  επί των σχηµάτων του X . Φυσιολογικά πλέον καταλήγουµε 

στη διατύπωση του ορισµού της ισότητας δυο σχηµάτων ως εξής: 

  

Ορισµός 

Έστω  µια Γεωµετρία Klein και σχήµατα Θα λέµε ότι τα σχήµατα 

γεωµετρικά ίσα και συµβολίζουµε S S

 ( ),G X  1 2,S S X⊆ . 

είναι G − 1 2G
≈  αν και µόνον αν υπάρχει f G∈  

τέτοια ώστε ( )1 2f S S=  . 

 
 

εωρώ το σύνολο ως γραµµικό χώρο και ως  οµάδα τους µετασχηµατισµούς 

 τη γραµµικότητα (ιδιότητα Ι). Τότε η αποτελείται από όλες τις 

µικ  τ

Παράδειγµα

 2\   G  Θ

που διατηρούν G  

αντιστρέψιµες γραµ ές απεικονίσεις (δηλαδή το σύνολο ων πινάκων M  2 2×  µε 

( )det 0M ≠ ) και ονοµάζεται γενική γραµµική οµάδα τ  2\  και συµβολίζεται µε 

( )2GL \ . 

ου

∆ιατήρηση της γραµµικότητας σηµαίνει ότι αν τα διανύσµατα ,a b
GG  είναι παράλληλα 

τότε ίδιο θα ισχύει και για τα ( ) ( ),f a f b
GG  για κάθε ( )2f GL∈ \ .  

Άµεσες συνέπειες είναι: 

C  είναι ικά και \  τότε τα • Αν τρία σηµεία ,A B συγγραµµ ∈, ( )2f GL

( ) ( ) ( ), ,f A f B f C  είναι επίσης συγγραµµικά.  

• Αν οι ευθείες 1 2,ε ε  είναι παράλληλες και ( )2f GL∈ \  τότε οι ( ) ( )1 2,f fε ε  

είναι ευθείες και µάλιστα παράλληλες. 

Όσ α τα σ ν  τριγώνωνον φορά την ισότη χηµάτων κι ιδιαίτερα τω  έχουµε: 
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∆υο τρίγωνα OAB  και OKL  ορίζονται από τα διανύσµατα a OA=
JJJGG , b OB=

JJJGG
 και 

 ό

Επειδή

u OK=
JJJGG , w O=

JJG πως φ ι στο σχήµα: L
JG

αίνετα

L 

 

 τόσο τα ,a b
GG  όσο και τα ,u wG G  είναι γραµµικά ανεξάρτητα, υπάρχουν 

οί κ,

b

πραγµατικοί αριθµ  λ, µ, ν ώστε: 

u a bκ λ

K 

B 

O 

A 

w aµ ν
⎨

= +⎪⎩

⎧ = +⎪
GG G

 det 0
κ λ
µ ν
⎛ ⎞

≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

. GG G  ,  µε

Τότε η απεικόνιση f  που αντιστοιχεί στον πίνακα  
κ λ
µ ν
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ανήκει στην οµάδα 

GL \  και ισχύει ότι( )2  ( )
( )2GL

f OAB OKL OAB OKL= ⇔ ≈
\

, δηλαδή στην παραπάνω 

γεωµετρία  είναι ίσα.  

Εφοδιάζοντας το χώρο µε επιπλέον ιδιότητες κι απαιτώντας τη διατήρησή 

ους, 

 ο  

ατισ

είναι ίσ  έχο

ό χώρο εφοδιασµένο µε την 

Ευκλεί

)

 όλα τα τρίγωνα

 

 

τ προκύπτουν νέες υποοµάδες άρα και Γεωµετρίες. Για παράδειγµα αν 

εφοδιάσουµε το γραµµικό χώρο 2\ µε εσωτερικό γινόµεν  κι απαιτήσουµε οι 

µετασχηµατισµοί να διατηρούν γραµµικότητα και το εσωτερικό γινόµενο, 

προκύπτει η οµάδα ( )2O \ των ορθογώνιων µετασχηµ µών του 2\ .  Στη 

γεωµετρία αυτή, δεν α όλα τα τρίγωνα, αλλά µόνον αυτά που υν δυο 

πλευρές και την περιεχόµενη γωνία αντίστοιχα ίσες. 

Τέλος αν θεωρήσουµε το 2\  ως µετρικ

τη 

δεια µετρική: 

( ) ( )( ) ( ) (2 2
1 1 2 2 2 1 2 1, , ,x y x y x x y yρ = − + −  
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και απαιτήσουµε οι µετασχηµατισµοί να διατηρούν τις αποστάσεις, δηλαδή για δυο 

σηµεία  και ένα µετασχηµατισµό 2,A B∈\ f  να ισχύει: 

( ) ( ) ( )( ), ,A B f A f Bρ ρ=  

προκύπτει η οµάδα  των ισοµετριών του . Τότε η Γεωµετρία Klein 

ταυτίζεται µε την Ευκλείδεια Γεωµετρία. Τα δε στοιχεία της 

( 2ISO \ ) 2\

( )2ISO \  ονοµάζονται 

στερεές κινήσεις:  

Αποδεικνύεται ότι οι στερεές κινήσεις αποτελούνται από στροφές, παράλληλες 

µετατοπίσεις, ανακλάσεις σε ευθείες και τις µεταξύ τους συνθέσεις. Επίσης 

αποδεικνύεται ότι κάθε στερεά κίνηση, είναι σύνθεση το πολύ τριών ανακλάσεων . 

 

1.3 David Hilbert (1862-1943) 

 

Στα τέλη του 19ου η θεωρία συνόλων του Cantor, αρχίζει να δέχεται κριτική µε τη 

µορφή των παραδόξων. Τα θεµέλια των Μαθηµατικών κλονίζονται κι αναζητούνται 

τρόποι ώστε να ξεπερασθεί η κρίση. Ο Hilbert ανατρέχοντας στη Φιλοσοφία των 

Αρχαίων Ελλήνων και ειδικά στις απόψεις του Αριστοτέλη περί απείρου, προσπαθεί 

να διαφυλάξει τον κορµό των µαθηµατικών θεµελιώνοντάς τα µε περατοκρατικές 

µεθόδους. Η άποψη αυτή, για την Ευκλείδεια Γεωµετρία, υλοποιήθηκε στο έργο του 

Θεµέλια της Γεωµετρίας, όπου προτείνει ένα Αξιωµατικό Σύστηµα το οποίο 

ικανοποιεί τις απαιτήσεις4: 

 
συνέπεια, ανεξαρτησία και πληρότητα. 

 
Το σύστηµα αυτό αποτελείται από 21 αξιώµατα χωρισµένα σε 5 οµάδες:  

 
I. Αξιώµατα της «σύµπτωσης» 

II. Αξιώµατα του «µεταξύ» 

III. Αξιώµατα της «συµφωνίας – ισότητας» 

IV. Αξιώµατα συνέχειας 

V. Αξίωµα της παραλληλίας 

 

                                                 
4 Ο Goedel απέδειξε αργότερα ότι οι απαιτήσεις αυτές δεν είναι δυνατό να ικανοποιούνται. 
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Τα αξιώµατα της «ισότητας» αφορούν τα βασικά γεωµετρικά σχήµατα: ευθύγραµµα 

τµήµατα, γωνίες και τρίγωνα 

 Για τα ευθύγραµµα τµήµατα δεχόµαστε ότι υπάρχει µεταξύ τους µια 

πρωταρχική σχέση ισοδυναµίας  “≅ ” και όταν αυτή συνδέει δυο ευθύγραµµα 

τµήµατα  θα λέµε ότι αυτά είναι ίσα. Επίσης δεχόµαστε ότι η σχέση “≅ ” 

ικανοποιεί τα εξής δυο αξιώµατα: 

,AB CD

ΙΙΙ(1) Αν δοθεί ευθύγραµµο τµήµα , τότε σε κάθε ηµιευθεία AB CD
JJJG

 αντιστοιχεί ένα 

τουλάχιστο σηµείο Z , που να ανήκει σε αυτή, έτσι ώστε AB CZ≅ . 

 
ΙΙΙ(2) Θεωρούµε τις ευθείες x  και x′  (που µπορεί και να ταυτίζονται) και σε καθεµιά 

τους τα σηµεία  και  αντίστοιχα, έτσι ώστε τα  και A  να µην 

ανήκουν στις ηµιευθείες 

, ,A B C , ,A B C′ ′ ′ C

BA
JJJG

 και BC
JJJG

 αντίστοιχα και ανάλογα να ισχύουν για τα C , ′ A′  

και τις B A′ ′
JJJJG

 και B C′ ′
JJJJG

. Αν AB A B′ ′≅  και BC B C′ ′≅  δεχόµαστε ότι . AC A C′ ′≅

 

 Η ΙΙΙ(1) κατοχυρώνει τη δυνατότητα µεταφοράς ευθυγράµµων τµηµάτων, κάτι 

που ο Ευκλείδης είχε παραλείψει, ενώ η ΙΙΙ(2) κατοχυρώνει την πρόσθεση 

ευθυγράµµων τµηµάτων και τη συµβατότητα της ισοδυναµίας µε την πρόσθεση που 

είναι αντίστοιχη µε την κοινή έννοια 2 των «Στοιχείων». 

Για να ορισθεί καλά η ανισοτική σχέση ανάµεσα στα ευθύγραµµα τµήµατα 

πρέπει να εξασφαλιστεί στο ΙΙΙ(1) το µονοσήµαντο του Z . Κατόπιν έχουµε τον 

ορισµό: 

 
Για δυο ευθύγραµµα τµήµατα ,AB CD  θα λέµε ότι το AB  είναι µικρότερο από το  

και θα γράφουµε 

CD

AB CD<  όταν µεταφέρουµε το AB  στην ηµιευθεία  και το 

σηµείο 

CD
JJJG

Z  βρίσκεται µεταξύ των C  και D  

 
Άµεση συνέπεια των ορισµών είναι ότι η " "<  ικανοποιεί την ιδιότητα: 

 
Αν δοθούν δυο ευθύγραµµα τµήµατα ,AB CD  τότε ισχύει ακριβώς µια από τις:  

, ,  AB CD< AB CD≅ CD AB<

 
 Για τις γωνίες δεχόµαστε και πάλι ότι υπάρχει µεταξύ τους µια άλλη σχέση 

ισοδυναµίας η οποία ικανοποιεί το επόµενο αξίωµα: 
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ΙΙΙ(3) Αν δοθούν η γωνία nBAC , η ευθεία x , µια ηµιευθεία ZQ
JJJG

 της x  και 

προκαθορισθεί ένα ηµιεπίπεδο από τα δυο που ορίζει η x ,  τότε υπάρχει ακριβώς µια 

ηµιευθεία ZP
JJJG

 έτσι ώστε να ισχύει n nBAC QZP≈  κι επιπλέον τα σηµεία της ZP
JJJG

 εκτός 

του Z , και τα εσωτερικά σηµεία της nQZP  να ανήκουν στο προκαθορισµένο 

ηµιεπίπεδο. 

 
Κατόπιν η ανισοτική σχέση στις γωνίες ορίζεται ως: 

 
Για δυο γωνίες n n,BAC QZP  θα λέµε ότι η nBAC  είναι µικρότερη από τη  και θα 

γράφουµε 

nQZP

n nBAC QZP<  όταν συµβαίνουν τα εξής: αν συµβολίσουµε µε x την ευθεία που 

ορίζουν τα  και “µεταφέρουµε” τη ,Q Z nBAC  µε προκαθορισµένα την ηµιευθεία ZQ
JJJG

 

και το ηµιεπίπεδο ως προς x  που περιέχει το P , τότε όλα τα σηµεία που ανήκουν στη 

ZP
JJJG

 εκτός του Z  είναι εσωτερικά σηµεία της . nQZP

 
Αποδεικνύεται ότι η σχέση <  είναι µεταβατική. 

 
  Τέλος, θα λέµε ότι δυο τρίγωνα είναι ίσα αν οι κορυφές τους µπορούν να 

αντιστοιχισθούν έτσι ώστε οι αντίστοιχες πλευρές  και οι αντίστοιχες γωνίες να είναι 

ίσες. 

 
ΙΙΙ(4) Αν για δυο τρίγωνα  και ABC A B C′ ′ ′  ισχύουν n nBAC B A C′ ′ ′≈ , AB A B′ ′≅  και 

 τότε δεχόµαστε ότι ισχύει και AC A C′ ′≅ n nABC A B C′ ′ ′≈ .  

 
Το αξίωµα αυτό ισοδυναµεί µε την πρόταση Ι.4 των “Στοιχείων” που κι αυτή 

ουσιαστικά έχει ρόλο αξιώµατος.  

 Είδαµε τρεις απόψεις περί ισότητας γεωµετρικών σχηµάτων. Στον Ευκλείδη η 

ισότητα στηρίζεται στη δυνατότητα υπέρθεσης των αντικειµένων, την οποία όµως δεν 

κατοχυρώνει µε κάποιο αξίωµα5 και είναι ενιαία για όλα τα σχήµατα. Στον Klein η 

ισότητα είναι συνολοθεωρητική κι επίσης έχει ενιαίο χαρακτήρα. Τέλος, στον Hilbert 

η ισότητα κατοχυρώνεται αξιωµατικά και δεν είναι ενιαία αφού διακρίνεται σε τρία 

είδη: ισότητα ευθυγράµµων τµηµάτων, ισότητα γωνιών και ισότητα τρίγωνων.  
                                                 
5 Ο Ευκλείδης φαίνεται να αποφεύγει την απόδειξη προτάσεων µε βάση αυτήν την παραδοχή. Η 
πρόταση Ι.2 θα µπορούσε να αποδειχθεί µε υπέρθεση αλλά ο Ευκλείδης προτιµά άλλη τεχνική. Στην 
επιπεδοµετρία (βιβλία Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, ΙV) τη χρησιµοποιεί µόνο στην απόδειξη της Ι.4 .    
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 Οι απόψεις περί ισότητας καθορίζουν έµµεσα και τις απόψεις περί ανισότητας 

των γεωµετρικών σχηµάτων.  Ο Ευκλείδης θεωρεί ότι ένα σχήµα είναι µικρότερο από 

ένα άλλο όταν µε υπέρθεση το ένα σχήµα συµπίπτει µε µέρος του άλλου. Ο Hilbert 

συγκρίνει ευθύγραµµα τµήµατα και γωνίες χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα του 

«µεταξύ». Και οι δυο τους χρησιµοποιούν την ανισότητα περιορισµένα και µόνον για 

οµοειδή σχήµατα. Αντίθετα, η κατά Klein έννοια της ισότητας που είναι 

συνολοθεωρητική, µας οδηγεί να ορίσουµε ανισότητα σχηµάτων µε την έννοια του 

«περιέχεσθαι» χωρίς να περιορίζει τη σύγκριση µεταξύ µόνον οµοειδών σχηµάτων. Η 

απουσία περιορισµών φαίνεται να την κάνει πιο γόνιµη από τις προηγούµενες δυο και 

αποτελεί κίνητρο για βαθύτερη µελέτη.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 

Από την ισότητα στη διάταξη 

 

2.1 Ισότητα και ισοδυναµία 

 
  Ο όρος «ισότητα» δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένος στα µαθηµατικά. 

Εξαρτάται κάθε φορά από τα αντικείµενα που µελετάµε. Ήδη έχουµε µιλήσει για την 

ισότητα ως σύµπτωση γεωµετρικών σχηµάτων. Υπάρχει η ισότητα συναρτήσεων, η 

ισότητα διανυσµάτων, η ισότητα πραγµατικών αριθµών κλπ. Στην πραγµατικότητα 

κάθε ισότητα δεν είναι τίποτε άλλο από µια σχέση ισοδυναµίας, δηλαδή: 

 
Αν X  είναι ένα µη κενό σύνολο τότε η σχέση X Xσ ⊆ ×  είναι σχέση ισοδυναµίας 

όταν ικανοποιεί τις παρακάτω τρεις ιδιότητες: 

α) ( ),x x σ∈  για κάθε x X∈  αυτοπάθεια 

β) αν ( ),x y σ∈  τότε ( ),y x σ∈  συµµετρικότητα 

γ) αν ( ),x y σ∈  και ( ),y z σ∈  τότε ( ),x z σ∈  µεταβατικότητα 

 
Αντί ( ),x y σ∈  γράφουµε x yσ  και µάλιστα στη θέση του σ  χρησιµοποιούµε 

συνήθως ένα από τα σύµβολα: , ,≈ =∼  οπότε οι παραπάνω γράφονται: 

α΄) x x≈  

β΄) αν x y≈  τότε  y x≈

γ΄) αν x y≈  και y z≈  τότε x z≈  



2.2 ∆ιάταξη 

 
  Σε ένα σύνολο X  κάθε σχέση τ  που να ικανοποιεί τις εξής δυο ιδιότητες: 

α) ( ),x x τ∈  για κάθε x X∈  αυτοπάθεια 

β) αν ( ),x y τ∈  και ( ),y z τ∈  τότε ( ),x z τ∈  µεταβατικότητα 

ονοµάζεται προδιάταξη.  

 
Αν επιπλέον η τ  ικανοποιεί και την:  

γ) αν ( ),x y τ∈  και ( ),y x τ∈  τότε x y= ,  αντισυµµετρικότητα 

τότε ονοµάζεται διάταξη και το X  διατεταγµένο σύνολο. Αντί τ  συνήθως 

χρησιµοποιούµε κάποια από τα σύµβολα , , ,< ≤ > ≥  οπότε οι παραπάνω γράφονται ως 

α΄) x x≤  για κάθε x X∈  

β΄) αν x y≤  και y z≤  τότε x z≤  

γ΄) αν x y≤  και y x≤  τότε yx =  

 
Οι προηγούµενοι ορισµοί µπορούν να επεκταθούν και στην περίπτωση που αντί για 

ισότητα έχουµε µια άλλη σχέση ισοδυναµίας ≈ . Στη µεν προδιάταξη η αυτοπάθεια 

αντικαθίσταται µε 

α΄΄) αν x y≈  τότε ( ),x y τ∈  

ενώ η αντισυµµετρική ιδιότητα γίνεται  

γ΄΄) αν ( ),x y τ∈  και ( ),y x τ∈  τότε yx ≈  

 
  Αν σε ένα σύνολο X  εφοδιασµένο µε µια σχέση διάταξης τ , για οποιαδήποτε 

,x y X∈  ισχύει x yτ  ή y xτ  τότε το X  καλείται ολικά διατεταγµένο σύνολο.  

 

Παραδείγµατα 

α) Σε κάθε σύνολο  ορίζεται µια σχέση διάταξης και είναι η τετριµµένη: X ≠ ∅

( ){ }, :x x x Xτ = ∈  

β) Στα λεξικά οι ταξινόµηση γίνεται µε τη λεξικογραφική διάταξη, που είναι 

περίπτωση ολικής διάταξης. 

γ) Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών έχουµε ολική διάταξη συµβατή µε τις 

πράξεις. 
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δ) Στο σύνολο  των µιγαδικών αριθµών ορίζονται ολικές διατάξεις (π.χ. 

λεξικογραφική) αλλά καµιά από αυτές δεν µπορεί να είναι συµβατή µε τις πράξεις κι 

αυτό διότι υπάρχει στοιχείο  ώστε 

^

i∈^ 2 21 0i+ = . 

ε) Αν το X  περιέχει τουλάχιστο δυο στοιχεία τότε στο δυναµοσύνολο ( )X℘  η 

σχέση “⊆ ” του «περιέχεσθαι» αποτελεί σχέση διάταξης αλλά όχι ολικής διάταξης, 

καθώς υπάρχουν σύνολα ( ),A B X∈℘  για το οποία δεν ισχύει  ούτε και A B⊆

B A⊆ . Συνήθως µια τέτοια σχέση αποκαλείται σχέση µερικής διάταξης. 

 

Πρόταση 2.1 

Έστω  και X ≠ ∅ ≈  µια σχέση ισοδυναµίας στο X . Στο X  ορίζουµε µια σχέση  που 

να ικανοποιεί τις: 

≤

 α) αν A B  τότε A B  (δηλαδή το γράφηµα της ≈ ≤ ≈  είναι υποσύνολο του 

γραφήµατος της ) ≤

 β) αν A B  και ≤ B C≤  τότε θα ισχύει ότι A C≤  (δηλαδή η  είναι 

µεταβατική) 

≤

Αν από το γράφηµα της  διαγράψουµε όλα τα ζεύγη ≤ ( ),A B , ( ),B A  ώστε , A B≤

B A≤  αλλά όχι A B≈  τότε µένει µια σχέση σ  που είναι σχέση διάταξης 

Απόδειξη 

 Επειδή όλα τα ζεύγη ( , )A A  ανήκουν στο γράφηµα της ≈  τότε θα ανήκουν 

και στο γράφηµα της . Από τον ορισµό της, η ≤ σ  δεν εξαιρεί τα ζεύγη  άρα 

ισχύει 

( ,A A)

A Aσ , που σηµαίνει ότι είναι αυτοπαθής.  

 Έστω A Bσ  και B Cσ . Για να ισχύει η µεταβατική ιδιότητα για τη σ , πρέπει 

να αποδείξουµε ότι A Cσ .  

Επειδή η  είναι µεταβατική, και λόγω της ≤ σ  ισχύει ότι A B≤  και B C≤  τότε 

επίσης έχουµε .  A C≤

Υποθέτουµε ότι το ( , )A C  δεν ανήκει στο γράφηµα της σ .  Αυτό σηµαίνει ότι θα 

ισχύει C  αλλά όχι . A≤ A C≈

Επειδή ισχύουν C A≤  και  τότε ισχύει ότι C BA B≤ ≤ . 

Άρα έχουµε ότι B C≤ ,  και C B≤ B Cσ  που σηµαίνει ότι B C≈ .  

Από υπόθεση έχουµε A Bσ  άρα και A Cσ , άτοπο αφού υποθέσαµε ότι το  δεν 

ανήκει στο γράφηµα της 

( ,A C )

σ .  
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 Τέλος θα αποδείξουµε ότι η σ  είναι αντισυµµετρική.  

Έστω A Bσ  και B Aσ . Τότε επίσης ισχύει ότι A B≤  και B A≤ .  

Από τον ορισµό της σ  αναγκαστικά πρέπει να ισχύει ότι A B≈  διότι σε αντίθετη 

περίπτωση τα  και (( ,A B) ),B A  δεν θα άνηκαν στο γράφηµα της σ . 

 

Πρόταση 2.2 

Έστω  και X ≠ ∅ ≈  µια σχέση ισοδυναµίας στο X . Στο X  ορίζουµε µια σχέση  που 

να ικανοποιεί τις: 

≤

 α) αν A B≈  τότε A B≤  (δηλαδή το γράφηµα της ≈  είναι υποσύνολο του 

γραφήµατος της ) ≤

 β) αν A B≤  και B C≤  τότε θα ισχύει ότι A C≤  (δηλαδή η  είναι 

µεταβατική) 

≤

Αν λ  είναι η σχέση που ορίζεται ως εξής: 

A B A Bλ ⇔ ≈  ή {A B≤  και όχι }B A≤  

τότε η λ  είναι µια σχέση διάταξης. 

Απόδειξη 

  Επειδή A A≈  από τον ορισµό ισχύει ότι A Aλ , δηλαδή είναι αυτοπαθής. 

Έστω ότι A Bλ  και B Cλ . Για να είναι η λ  µεταβατική πρέπει να αποδείξουµε 

ότι A Cλ . 

Επειδή η  είναι µεταβατική και ισχύουν οι ≤ A Bλ  και B Cλ  τότε ισχύουν και οι 

, A B≤ B C≤  και . A C≤

  Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει A Cλ . Τότε θα ισχύει ότι C A≤  αλλά όχι . A C≈

Επειδή B C≤  και C  τότε και A≤ B A≤ . 

Επίσης επειδή , A B≤ B A≤  και A Bλ  τότε θα ισχύει ότι A B≈ . 

Τότε όµως η B Cλ  συνεπάγεται και την A Cλ , άτοπο. 

  Τέλος, αν A Bλ  και B Aλ  αναγκαστικά συνεπάγονται την , αλλιώς για A B≈

A B≈  θα είχαµε  και A B≤ B A≤  που έρχεται σε αντίφαση µε τον ορισµό της λ . 
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Πρόταση 2.3 

Έστω  και X ≠ ∅ ≈  µια σχέση ισοδυναµίας στο X . Επίσης θεωρούµε µια σχέση ≤  

που να ικανοποιεί τις υποθέσεις της πρότασης 2.1. Οι σχέσεις λ  και σ  όπως 

ορίσθηκαν στις προτάσεις 2.1 και 2.2 συµπίπτουν, δηλαδή: 

A B A Bσ λ⇔  

Απόδειξη 

Έστω ότι A Bσ . 

Αν  τότε ισχύει ότι A B≈ A Bλ  

Αν A B≈  και A B≤  τότε δεν µπορεί να ισχύει ότι B A≤  άρα A Bλ  

Οπότε A B A Bσ λ⇒  

Έστω ότι A Bλ  

Αν A B≈  τότε ισχύει ότι A Bσ  

Αν A B≈  τότε A B≤  και όχι B A≤ . Άρα δεν µπορεί να ισχύει ότι , A B≤ B A≤  

και A B≈ , οπότε το ζεύγος ( ),A B  ανήκει στη σ  ή πιο απλά A Bσ  

Οπότε A B A Bλ σ⇒  

 

2.3 Λήµµα του Zorn 

 
Έστω (  ένα διατεταγµένο σύνολο, και Y X .  ),X ≤ ⊆

• Θα λέµε ότι το  είναι άνω φράγµα του  όταν  ισχύει  για κάθε 

. Επίσης θα λέµε τότε, ότι το  είναι άνω φραγµένο. 

u X∈ Y y u≤

y Y∈ Y

• Θα λέµε ότι το  είναι ένα µεγιστικό στοιχείο τουm X∈ X  αν η σχέση 

 συνεπάγεται ότι ,m x x X≤ ∈ m x= , δηλαδή δεν υπάρχει x X∈  ώστε  

και . 

m x≤

m x≠

 
Στα διατεταγµένα σύνολα δεχόµαστε αξιωµατικά το: 

 

Λήµµα του Zorn: 

 Έστω ( ,X )≤  ένα µη κενό διατεταγµένο σύνολο ώστε κάθε ολικά διατεταγµένο 

υποσύνολο του X  να είναι άνω φραγµένο. Τότε το Χ έχει τουλάχιστον ένα µεγιστικό 

στοιχείο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 

Σύγκριση Σχηµάτων της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 

 

3.1 Βασικοί ορισµοί 

 

Το σχολικό βιβλίο αναφέρει τον εξής ορισµό για την ισότητα ευθύγραµµων 

τµηµάτων: 

∆υο ευθύγραµµα τµήµατα λέγονται ίσα όταν µε κατάλληλη µετατόπιση συµπίπτουν 
 
Ανάλογο ορισµό χρησιµοποιεί για την ισότητα γωνιών, κύκλων και τόξων που 

κείνται στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους κύκλους. Ο ορισµός γενικεύεται αργότερα σε όλα 

τα ευθύγραµµα σχήµατα µε σκοπό να ορισθεί η ισότητα τριγώνων. Κάνοντας µια 

υπέρβαση θα µπορούσαµε να πούµε ότι το σχολικό βιβλίο βασίζει την ισότητα 

σχηµάτων στον:  

 
Ορισµός 3.1 (Klein) 

∆υο επίπεδα σχήµατα και  είναι γεωµετρικά ίσα όταν υπάρχει Ευκλείδεια 

ισοµετρία

1S  2S

6  ώστε 2:f →\ \2 ( )1 2f S S= . Τότε θα συµβολίζουµε 1 2S S≈  

 
Παρατήρηση 

Ως σχήµα θα εννοείται οποιοδήποτε υποσύνολο του , εποµένως οι όροι 

«υποσύνολο του » και «σχήµα» στο εξής θα θεωρούνται ταυτόσηµοι. 

2\
2\

 

                                                 
6 ως προς τη συνήθη Ευκλείδεια µετρική ρ  µε ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2, , ,x y a b x a y bρ = − + −  

 



Το σχολικό βιβλίο δε δίνει εξίσου γενικό ορισµό για την ανισότητα, αλλά 

περιορίζεται σε συγκεκριµένα σχήµατα: ευθύγραµµα τµήµατα, γωνίες και τόξα (στον 

ίδιο ή σε ίσους κύκλους). Ειδικότερα, για τα τόξα αναφέρει: 

Το τόξο pAB  λέγεται µικρότερο από το τόξο pCD  και γράφουµε p pAB CD<  όταν µετά 

από κατάλληλη µετατόπιση το pCD  ταυτίζεται µε µέρος του pAB  

Η φυσιολογική γενίκευση του παραπάνω ορισµού σε τυχαία σχήµατα είναι: 
 

Ορισµός 3.2 

Για δυο επίπεδα σχήµατα  και  θα λέµε ότι το  είναι µικρότερο ή ίσο του

όταν υπάρχει Ευκλείδεια στερεά κίνηση 

1S 2S 1S 2S  

f  ώστε ( )1 2f S S⊆ . Τότε θα συµβολίζουµε 

. 1 2S S≤

 
Ο φυσιολογικός αυτός ορισµός της ανισότητας, δεν ικανοποιεί εν γένει την 

αντισυµµετρική ιδιότητα, όπως θα δείξουµε σε επόµενα παραδείγµατα, οπότε πολύ 

σωστά το σχολικό βιβλίο αποφεύγει τη διατύπωση γενικού ορισµού ανισότητας και 

περιορίζει τη σύγκριση σε συγκεκριµένες κλάσεις σχηµάτων. 

 
Πρόταση 3.1 

Η είναι σχέση προδιάταξης των επίπεδων σχηµάτων, δηλαδή είναι αυτοπαθής και 

µεταβατική, όπου η αυτοπάθεια εννοείται µε τη σχέση ισοδυναµίας που είναι η 

γεωµετρική ισότητα σχηµάτων (ορισµός 3.1) 

" "≤

Απόδειξη 

Έστω Α και Β δυο σχήµατα τα οποία είναι γεωµετρικά ίσα τότε υπάρχει ευκλείδεια 

ισοµετρία f ώστε ( )f A B= , άρα ( )f A ⊆ B . Συνεπώς σχέση ≤  είναι αυτοπαθής ως 

προς τη γεωµετρική ισότητα σχηµάτων  

Αν  και A B≤ B C≤  τότε υπάρχουν ισοµετρίες ,f g  ώστε ( )f A ⊆ B  και 

. Τότε για την ισοµετρία  ισχύει ότι ( )g B C⊆ g fD ( )g f A C⊆D  δηλαδή . 

Άρα είναι και µεταβατική. 

A C≤

 

  Στα ακόλουθα παραδείγµατα θα αποδείξουµε ότι η " "≤  δεν ικανοποιεί εν 

γένει την αντισυµµετρική ιδιότητα, µε σχέση ισοδυναµίας αυτή του ορισµού 3.1. 
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Παράδειγµα 3.1  

Έστω οι ηµιευθείες ( ){ }2,0 : 0A x x= ∈ ≥\ , ( ){ }2,0 : 0B x x= ∈ >\ . Επειδή η  

είναι κλειστό σύνολο και η 

A

B  δεν είναι κλειστό σύνολο, δεν υπάρχει ισοµετρία f  

ώστε ( )f A B= 7 οπότε .  A B≈/

Για την ισοµετρία ( ) (, 1 ),f x y x y= +  ισχύει ότι ( )f A ⊆ B . Επίσης όµως ισχύει ότι 

B A⊆ , οπότε έχουµε ότι  και A B≤ B A≤  ενώ A B≈/ . 

 
Παράδειγµα 3.2  

Θεωρούµε το σχήµα ( ){ } ( ){ }2 2, : 0 , 2 : 0A x y x x x= ∈ ≤ ∪ ∈ ≤ ≤\ \ 1  και το 

ηµιεπίπεδο ( ){ }2, :B x y x= ∈ ≤\ 2 .  

A B

O

 
σχήµα 3.1 

 

Επειδή κάθε ισοµετρία απεικονίζει τα ηµιεπίπεδα σε ηµιεπίπεδα δεν υπάρχει 

ισοµετρία f  ώστε ( )f A B= , άρα A B≈/ .  

AB

O

 
σχήµα 3.2 

 

                                                 
7 Κάθε οµοιοµορφισµός απεικονίζει τα κλειστά σύνολα σε κλειστά. 
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Επίσης για την ισοµετρία ( ) ( ), 3,f x y x y= −  ισχύει ότι ( )f B A⊆ . 

Άρα  και A B≤ B A≤  ενώ . A B≈/

 

Παράδειγµα 3.3 

Θεωρώ ως σχήµα  την ορθή γωνία A nxOy  δηλαδή ( ){ }2, : 0,x y x y 0Α = ∈ ≥ ≥\ και 

ως B  το σχήµα που προκύπτει αν από το  αφαιρέσω το εσωτερικό του ορθογώνιου 

ισοσκελούς τρίγωνου 

A

( ){ }2, : 0, 0, 1S x y x y x y= ∈ ≥ ≥ + <\ . 

Προφανώς B A⊆  άρα ισχύει ότι B A≤  

Επίσης µετατοπίζοντας το A  παράλληλα προς τον x x′  κατά δυο µονάδες ισχύει ότι 

( )f A ⊆ B ),, όπου ( ) (, 2f x y x y= +  ισοµετρία, άρα έχουµε A B≤ .  

Όµως τα  και A B  δεν είναι γεωµετρικά ίσα διότι αν υπήρχε ισοµετρία  ώστε 

 κι επειδή οι ισοµετρίες διατηρούν τις γωνίες θα έπρεπε το 

g

( )g A B= B  να είναι 

επίσης µια ορθή γωνία, κάτι που προφανώς δεν ισχύει. 

O 1

1

B

         
O 1

1

2

B

f(A)

 
σχήµα 3.3 

 
Παράδειγµα 3.4 

Θεωρούµε ω  µια γωνία ώστε 2nω λπ≠  για όλους τους ακεραίους ,n λ  και θέτω 

(cos ,sinka k k )ω ω  µια ακολουθία σηµείων στην περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου. 

Ισχύει δε ότι ka am≠  για  γιατί αλλιώς θα υπήρχαν ακέραιοι k m≠ ,n λ  ώστε 

2nω λπ= .  

Το { }: 0,1,2,3,...kA a k= =  είναι άπειρο πυκνό υποσύνολο της περιφέρειας του 

µοναδιαίου κύκλου και µάλιστα τα σηµεία του είναι ισοκατανεµηµένα σε αυτήν. 

Θεωρούµε επίσης το σχήµα { }1\B A a A= ⊆ . Αν υπάρχει ισοµετρία f  του επιπέδου 

 24



ώστε ( )f A B= , τότε για κάθε a A∈  υπάρχει τουλάχιστο ένα  ώστε η 

απόσταση  µε 

a A′∈

( ),d a a r′ = 22sin( )r ω= . Επειδή ( )f A B=  τότε και για κάθε  

υπάρχει τουλάχιστον ένα  ώστε η απόσταση 

b B∈

b B′∈ ( ),d b b r′ = . Άτοπο διότι κάτι 

τέτοιο δεν ισχύει για το .  oa B∈

Για την ισοµετρία  που είναι στροφή κατά T 2ω  περί την αρχή των αξόνων  ισχύει 

ότι ( ) { }: 2,3,...kT A a k B= = ⊆  άρα και πάλι A B≤  και B A≤  ενώ . A B≈/

 
 Βελτιώνουµε τον ορισµό της προδιάταξης " "≤  ώστε να προκύψει σχέση 

διάταξης: 

 
Ορισµός 3.3  

Στο σύνολο των σχηµάτων ορίζουµε µια σχέση λ ώστε: 

{ }A B A Bλ ⇔ ≈ ή {A B≤  και όχι }B A≤  

 
Πρόταση 3.2 

Η λ είναι σχέση διάταξης. 

Απόδειξη 

Έχει ήδη αποδειχθεί στην πρόταση 2.2 

 
Ορισµός 3.4  

Μια κλάση επιπέδων σχηµάτων Ε θα λέµε ότι είναι καλή  όταν δεν υπάρχουν σχήµατα 

,A B  στη κλάση Ε ώστε  και ,A B B A≤ ≤ A B≈/ . 

 
Παρατήρηση 

 Η λ είναι κατά τέτοιο τρόπο ορισµένη ώστε να εξοβελίζει τις παθολογικές 

περιπτώσεις της " " . Ο ορισµός όµως δεν είναι «φυσιολογικός» και δεν 

αποκαλύπτει ποια σχήµατα αποτελούν καλές κλάσεις, αφήνοντας ουσιαστικά άλυτο 

το πρόβληµα της διάταξης. Επικεντρώνουµε το ενδιαφέρον στα σύνολα που 

ικανοποιούν την αντισυµµετρική ιδιότητα για την "

≤

"≤ : 

 
Ορισµός 3.5 

Θα λέµε ότι ένα σχήµα A  είναι καλό όταν για οποιοδήποτε σχήµα B , εφόσον ισχύουν 

οι A B  και ≤ B A≤ , τότε αναγκαστικά ισχύει ότι A B≈ . 
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 Προφανώς αν µια κλάση αποτελείται µόνον από καλά σχήµατα, τότε είναι 

καλή κλάση. Το αντίστροφο δεν ισχύει. Μια τετριµµένη περίπτωση είναι η κλάση 

που αποτελείται από ένα µόνο σχήµα (και όλα τα γεωµετρικά ίσα προς αυτό) που δεν 

είναι καλό. Επειδή το σχήµα αυτό δεν µπορεί να δώσει αντιπαράδειγµα µε άλλο 

σχήµα της κλάσης τότε η κλάση είναι καλή. 

Άλλη χαρακτηριστική περίπτωση είναι η κλάση των ευθύγραµµων γωνιών. Ενώ οι 

γωνίες δεν είναι καλά σχήµατα σύµφωνα µε το παράδειγµα 3.3, εύκολα διαπιστώνει 

κανείς ότι αποτελούν καλή κλάση. 

 

3.2 Αναζήτηση καλών κλάσεων σχηµάτων  

 

Πρόταση 3.3 

Αν A  καλό σύνολο και A B  τότε και το ≈ B  είναι καλό σύνολο. 

Απόδειξη 

Έστω  και C B≤ B C≤ . Επειδή A B≈  τότε ισχύει ότι A C≤  και . Επειδή  

καλό σύνολο τότε υπάρχει ισοµετρία 

C A≤ A

f  του επιπέδου ώστε ( )f A C= . Επίσης 

υπάρχει ισοµετρία  του επιπέδου ώστε g ( )g B A=  οπότε ( )g f B C=D  δηλ. B C≈ . 

 
Πρόταση 3.4 

Αν A  είναι καλό σύνολο τότε και το συµπλήρωµά του είναι επίσης καλό. 

Απόδειξη

Έστω ότι cB A≤  και . Τότε υπάρχουν ισοµετρίες του επιπέδου cA B≤ ,f g  ώστε 

( ) cf B A⊆  και ( )cg A B⊆ . Τότε όµως ισχύει ότι ( )cf B A⊇  και . ( )cc cg A B⊇

Επειδή ,f g  είναι 1-1 κι επί ισχύει ότι ( ) ( )c cf B f B= , ( ) ( )ccg A g A= . Άρα 

( )cf B ⊇ A  και ( ) cg A B⊇  που ισοδυναµεί µε cA B≤  και cB A≤ . Επειδή το A  

είναι καλό υπάρχει ισοµετρία  του επιπέδου ώστε h ( ) ch A B=  ή ισοδύναµα 

 κι επειδή  είναι 1-1 κι επί ισχύει ότι ( )ch A B= h ( )ch A B=  δηλαδή . cA B≈
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Θεώρηµα 3.1 

Έστω ,X d  µετρικός χώρος µε X  συµπαγές. Αν υπάρχει ισοµετρία :f X X→  τότε 

η f  είναι επί δηλαδή ( )f X X= .  

Απόδειξη

Έστω ox X∈  τότε ( ) ( )n
n ox f x f X X= ∈ ⊆  για κάθε n∈` . 

Επειδή X  συµπαγής τότε η ακολουθία ( )nx  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία ( )nkx  

Η ( )nkx  είναι και βασική άρα για κάθε 0ε >  υπάρχει on ∈`  ώστε για κάθε 

να ισχύει 
om n nk k k≥ ≥ ( ),

m nk kd x x ε<   

Επειδή όµως η f  είναι ισοµετρία άρα και η 1f −  ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1 1, ,

m n m n m nk k k k k kd x x d f x f x d x x− −
− −= = ,  κι επαγωγικά προκύπτει ότι 

 ( ) ( ), ,
m n m nk k k k od x x d x x ε−= <  

Άρα για κάθε 0ε >  ( ) ( ),oS x f Xε ∩ ≠ ∅  που σηµαίνει ότι ( ) ( )ox f X f X∈ =  

Αποδείξαµε ότι ( )X f X X⊆ ⊆  οπότε ( )f X X=  

 
Πρόταση 3.5 

Κάθε συµπαγές υποσύνολο του  είναι καλό. 2\

Απόδειξη 

Έστω  συµπαγές και A B  ένα τυχαίο σύνολο ώστε A B≤  και B A≤ . Τότε υπάρχουν 

ισοµετρίες ,f g  ώστε ( )f A ⊆ B  και ( )g B A⊆ . 

Τότε για την ισοµετρία  ισχύει ότι :g f A A→D ( )g f A A⊆D . Επειδή όµως το  

είναι συµπαγές από το θεώρηµα 1 ισχύει ότι 

A

( )g f A A=D . 

Τότε όµως  άρα ( ) ( )g B A g f A⊆ = D ( )B f A⊆ . Συνεπώς ισχύει ότι ( )f A B= , 

δηλαδή A B≈  οπότε το A  είναι καλό σύνολο.  

∆ίνουµε ένα νέο ορισµό που θα µας φανεί ιδιαίτερα χρήσιµος στις αποδείξεις: 

 
Ορισµός 3.6 

Ένα σχήµα A  θα καλείται ισχυρά καλό όταν για κάθε ισοµετρία   που 

ικανοποιεί την 

2:f →\ \2

( )f A ⊆ A , τότε  ισχύει ( )f A A= . 
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Πρόταση 3.6 

Κάθε συµπαγές υποσύνολο του  είναι ισχυρά καλό. 2\

Απόδειξη 

Άµεση από τον ορισµό 3.6 και το θεώρηµα 3.1. 

 
Πρόταση 3.7 

Αν ένα σύνολο είναι ισχυρά καλό τότε είναι καλό. 

Απόδειξη

Έστω  ισχυρά καλό. Αν A B  είναι σύνολο ώστε A B≤  και B A≤  τότε υπάρχουν 

ισοµετρίες ,f g  του επιπέδου ώστε ( )f A ⊆ B  και ( )g B A⊆ . 

Για την ισοµετρία  ισχύει ότι :g f A A→D ( )g f A A=D  αφού  ισχυρά καλό. Τότε 

όµως  άρα 

A

( ) ( )g B A g f A⊆ = D ( )B f A⊆ .  

Συνεπώς ισχύει ότι ( )f A B=  οπότε A B≈  κι άρα το A  είναι καλό. 

 
Πρόταση 3.8 

Κάθε ανοικτό και φραγµένο υποσύνολο του  είναι ισχυρά  καλό. 2\

Απόδειξη

Έστω  ανοικτό και φραγµένο και  A f  ισοµετρία του επιπέδου ώστε ( )f A A⊆ . 

Επειδή  ανοικτό ισχύουν:   και A A A∩∂ =∅ A A A= ∪∂ .   

Άρα \A A A= ∂  

( ) ( )A Aδ δ= < ∞  τότε το A  είναι κλειστό και φραγµένο άρα συµπαγές στο . 

Επίσης 

2\

A A∂ ⊆  άρα ( ) ( )Aδ δ∂ ≤ A  δηλαδή και το σύνορο είναι κλειστό και 

φραγµένο άρα συµπαγές στο . 2\

( ) ( ) ( )f A A f A A f A⊆ ⇒ ⊆ ⇒ ⊆ A  οπότε από το θεώρηµα 1 ισχύει ότι ( )f A A=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \ \f A f A A f A f A A f A A A∂ = = = ⊇ = ∂A  

Άρα ( )1f A− ∂ ⊆ ∂A  κι επειδή η 1f −  είναι ισοµετρία και πάλι από το θεώρηµα 1 ισχύει 

ότι ( ) ( )1f A A A f A− ∂ = ∂ ⇔ ∂ = ∂  

( ) ( ) ( ) ( )\ \ \f A f A A f A f A A A A= ∂ = ∂ = ∂ =  άρα είναι ισχυρά καλό.  
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Πρόταση 3.9 

Στο , η ένωση συµπαγούς µε ανοικτό και φραγµένο σύνολο είναι ισχυρά καλό 

σύνολο. 

2\

Απόδειξη 

Έστω  συµπαγές και  ανοικτό και φραγµένο υποσύνολο του επιπέδου και 

ισοµετρία 

K A

f  του επιπέδου ώστε ( )f A K A K∪ ⊆ ∪ . 

Το σύνολο  είναι επίσης ανοικτό και φραγµένο. ( )oV A K A K= ∪ ⊆ ∪

Το  είναι συµπαγές ως τοµή συµπαγούς µε κλειστό. \ cW K V K V= = ∩

Προφανώς V W   ∩ =∅

Επειδή ανοικτό υποσύνολο του  τότε  και  A A K∪ A V⊆

( )\A K V K V K V V W A K∪ ⊆ ∪ = ∪ = ∪ ⊆ ∪ .  Άρα V W  A K∪ = ∪

Επίσης  ( ) ( ) ( )V W f V W f V f W∩ =∅⇒ ∩ =∅⇒ ∩ =∅  

Συνεπώς ( ) ( ) ( )f V W V W f V f W V W∪ ⊆ ∪ ⇒ ∪ ⊆ ∪  

( )f V  ανοικτό και φραγµένο υποσύνολο του  άρα A K∪ ( )f V V⊆  αφού V  είναι το 

εσωτερικό του A K∪  και από πρόταση 3.8 έχουµε ότι ( )f V V= . 

Επειδή ( ) ( )f V f W V W∪ ⊆ ∪  και ( ) ( ),V W f V f W∩ =∅ ∩ =∅  τότε ( )f W W⊆   

Όµως W  είναι συµπαγές οπότε από θεώρηµα 1 ( )f W W= . 

( ) ( ) ( )f V f W V W f V W A K∪ = ∪ ⇒ ∪ = ∪ ⇒ ( )f A K A K∪ = ∪ .  

 
Πρόταση 3.10 

Στο , η τοµή ενός συµπαγούς µε ένα ανοικτό και φραγµένο σύνολο του επιπέδου 

είναι ισχυρά καλό. 

2\

Απόδειξη

Έστω  συµπαγές, K A  ανοικτό και φραγµένο σύνολο και ισοµετρία f  του επιπέδου 

ώστε :f A K A K∩ → ∩  

Θεωρώ το συµπαγές σύνολο X A K= ∩  µε X K⊆ . 

Τότε ( ) ( ) ( )f A K A K f A K X f X X∩ ⊆ ∩ ⇒ ∩ ⊆ ⇒ ⊆ . 

A K∩  ανοικτό στο , άρα και σε οποιοδήποτε υποσύνολό του. Τότε  K A K∩

ανοικτό στο X , οπότε και (\ )X A K∩  συµπαγές κι αποδεικνύω ότι  
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( )( ) (1 \ \ )f X A K X A K− ∩ ⊆ ∩  οπότε βάσει του θεωρήµατος 1  ισχύει ότι 

( )( ) ( )1 \ \f X A K X A K− ∩ = ∩ . 

Τότε όµως ισχύει ( )( ) ( )\ \f X A K X A K∩ = ∩  κι επειδή ( )f X X=  προκύπτει το 

ζητούµενο ( )f A K A K∩ = ∩  δηλαδή A K∩  ισχυρά καλό. 

 
Πρόταση 3.11 

Οι κλάσεις συνόλων X = {  όπου Κ συµπαγές και A  ανοικτό και φραγµένο 

υποσύνολο του επιπέδου}, {

K A∪

Y = K A∩  όπου Κ συµπαγές και A  ανοικτό και φραγµένο 

υποσύνολο του επιπέδου},  και E X Y= ∪ F E= ∪ { } είναι καλές 

κλάσεις. 

2 : cS \ S E⊆ ∈

Απόδειξη

Οι παραπάνω κλάσεις αποτελούνται µόνον από ισχυρά καλά σύνολα. Τότε από τον 

ορισµό 3.4 και τις προτάσεις 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 έπεται το συµπέρασµα. 

 
 Η κλάση  περιλαµβάνει σχεδόν όλα τα θεµελιώδη σχήµατα της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας: ευθύγραµµα τµήµατα, τρίγωνα, πολύγωνα, κύκλους, τόξα κύκλων καθώς 

και τα εσωτερικά τους. Βέβαια δεν περιέχει τις γωνίες, οι οποίες  όµως, όπως έχουµε 

αναφέρει, αποτελούν καλή κλάση.  

F

 

Πρόταση 3.12 

Αν  είναι η κλάση όλων των ευθύγραµµων γωνιών τότε η κλάση W F W∪  είναι 

καλή. 

Απόδειξη

Επειδή ήδη γνωρίζουµε ότι οι κλάσεις  είναι καλές, αρκεί να εξετάσουµε αν 

κάποιο στοιχείο της µιας κλάσης δίνει αντιπαράδειγµα στην άλλη κλάση. 

,F W

Έστω  σχήµα της κλάσης . Τότε είτε A F A E∈  είτε \A F E∈ . 

Αν  θα είναι φραγµένο οπότε δεν µπορεί να δώσει αντιπαράδειγµα µε κάποια 

γωνία. 

A E∈

Αν  και δίνει αντιπαράδειγµα µε κάποια γωνία τότε και το συµπλήρωµά του 

, θα δίνει αντιπαράδειγµα µε το συµπλήρωµα της γωνίας (που επίσης είναι 

γωνία). Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει στοιχείο του 

\A F E∈
cA E∈

E  που δίνει αντιπαράδειγµα στο W , 

που είναι αδύνατο όπως δείξαµε στην πρώτη περίπτωση. 
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Άρα η κλάση F W∪  είναι καλή και περιλαµβάνει πλέον και τις γωνίες. 

 
Παρατηρήσεις 

1. Τα κλειστά σύνολα δεν είναι καλά, κι ούτε αποτελούν καλή κλάση. Αυτό 

φαίνεται άµεσα από το παράδειγµα 3.1 

2. Τα συνεκτικά σύνολα δεν είναι καλά κι ούτε αποτελούν καλή κλάση 

σύµφωνα µε το παράδειγµα 3.1 

3. Τα φραγµένα σύνολα δεν είναι καλά κι ούτε αποτελούν καλή κλάση 

σύµφωνα µε το παράδειγµα 3.4 

4. Τα συνεκτικά και φραγµένα σύνολα δεν είναι καλά κι ούτε αποτελούν καλή 

κλάση. Αυτό αποδεικνύεται αν στο παράδειγµα 3.4 επισυνάψω τα εσωτερικά 

σηµεία του µοναδιαίου κυκλικού δίσκου. 

5. Τα κυρτά σύνολα δεν είναι καλά κι ούτε αποτελούν καλή κλάση σύµφωνα µε 

τα παράδειγµα 3.3 

6. Τα κυρτά και φραγµένα σύνολα δεν είναι καλά κι ούτε αποτελούν καλή 

κλάση.  Αυτό προκύπτει αν και πάλι στο παράδειγµα 3.4 επισυνάψω τα 

εσωτερικά σηµεία του µοναδιαίου κυκλικού δίσκου. 

 
 Αν δυο σχήµατα  είναι καλά έχουµε δείξει ότι τα συµπληρώµατά τους 

είναι επίσης καλά. Ωστόσο η ένωση ή η τοµή (ισχυρά) καλών συνόλων δεν είναι 

απαραίτητα (ισχυρά) καλό σύνολο όπως φαίνεται στα επόµενα αντπαραδείγµατα: 

,A B

 
Ισχυρισµός 1 

Το σχήµα ( ){ } ( ){ }2,0 : 0 0,1L x x= ∈ ≥ ∪\  είναι ισχυρά καλό. 

( ){ } ( ){ }2,0 : 0 ,1 : 0M x x x x= ∈ ≥ ∪ ∈ <\ \2   είναι ισχυρά καλά σύνολα. 

Απόδειξη 

Συµβολίζω ( ){ } 2,0 : 0A x x= ≥ ⊆ \  και ( ){ }0,1b =  οπότε L A b= ∪ . Στο εξής θα 

ταυτίζω το σηµείο ( )0,1  µε το σύνολο ( ){ }0,1 .  

Έστω ισοµετρία  ώστε 2:f →\ \2 ( ) ( )f L L f A b A⊆ ⇔ ∪ ⊆ ∪ b  

Επειδή οι ισοµετρίες είναι 1-1 και b A∉  τότε και ( ) ( )f b f A∉ . 
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Η εικόνα της ηµιευθείας µέσω ισοµετρίας είναι επίσης ηµιευθεία µε αρχή το ( )of a , 

όπου , άρα (0,0oa ) ( )f A A⊆  

Αν ( )f b ∈ A  τότε τα σηµεία ( ) ( ) ( )1, ,of b f a f a  µε 1a A∈  είναι συνευθειακά. Τότε 

όµως θα ήταν συνευθειακά και τα σηµεία  άτοπο!  1, ,ob a a

Άρα ( )f b b= . 

Επίσης ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), ,o o od f a b d f a f b d a b= = , 1=  

Επειδή ( )of a ∈ A  και το µοναδικό σηµείο a A∈  ώστε ( ),d a b 1=  είναι το  τότε oa

( )o of a a= . 

Για κάθε  ισχύει ότι a A∈ ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), ,o od a a d f a f a d f a a= = , o  

Όµως υπάρχει µόνο ένα σηµείο της ηµιευθείας µε αυτήν την ιδιότητα, άρα ( )f a a= . 

Αποδείξαµε ότι 2f id=
\

 οπότε για το L A b= ∪  ισχύει ( )f L L=  δηλαδή είναι 

ισχυρά καλό. 

Ισχυρισµός 2 

Το σχήµα ( ){ } ( ){ }2,0 : 0 ,1 : 0M x x x x= ∈ ≥ ∪ ∈ <\ \2  είναι ισχυρά καλό. 

Απόδειξη 

Θέτω ( ){ } ( ){ } 2
1 2,0 : 0 ,1 : 0M x x x x B B= ≥ ∪ < = ∪ ⊆ \  

Έστω ισοµετρία  ώστε 2:f →\ \2 ( )f M M⊆ . 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2f M M f B B B B f B f B B B⊆ ⇔ ∪ ⊆ ∪ ⇔ ∪ ⊆ ∪  

Επειδή ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2B B f B B f B f B∩ =∅⇔ ∩ =∅⇔ ∩ =∅  

Οι εικόνες των 1 2,B B  είναι ηµιευθείες άρα είτε ( )1 1f B ⊆ B  οπότε και ( )2 2f B B⊆  

είτε ( )1 2f B B⊆  οπότε και ( )1 2f B B⊆ . 

Αν ( )1 1f B ⊆ B 2 και ( )2f B B⊆  τότε ( ) ( )10,0 ,0f x=  , . 1 0x ≥
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Επίσης κάθε σηµείο του φορέα της 2B  απεικονίζεται σε σηµείο του φορέα οπότε 

,  ( )( ) ( )20,1 ,1f x= 2 0x ≤

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 2 1 2 11 0,0 , 0,1 ,0 , ,1 ,0 , ,1 1d d f x f x d x x x= = = = − x +  

Τότε 1 2 0x x− =  άρα . 

Οπότε έχουµε ότι  και 

1 2 0x x= =

( )( ) (0,0 0,0f = ) ( )( ) ( )0,1 0,1f =   

Αν  και (0,0ob ) ( )1 1,0b  τότε 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 11 , , 0,0 ,o od b b d f b f b d f b= = = 1  

Επειδή ( ) ( )1 1 1f b f B B∈ ⊆  τότε το ( )1 1f b b≡  

Επειδή η f  διατηρεί σταθερά τρία µη συνευθειακά σηµεία ισχύει ότι 2f id=
\

 

Αν ( )1 2f B B⊆  και ( )2 1f B ⊆ B  τότε ( ) ( )10,0 ,1f x=  , 1 0x ≤  και , 
. 

Όµως 

( ) ( 20,1 ,0f x= )
2 0x <

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 2 1 21 0,0 , 0,1 ,1 , ,0 1d d x x x= = = − x 1 2 0x x= =+  τότε  άτοπο 

αφού . 
Άρα ισχύει ότι 

2 0x <

( )f M M=  
 
Παράδειγµα 3.5 

Το σύνολο ( ){ }2,0 : 0L M x x∩ = ∈ ≥\  δεν είναι καλό σύµφωνα µε το παράδειγµα 

3.1 

 
Παράδειγµα 3.6 

Αν  είναι ανάκλαση ως προς τον άξονα g y y′  τότε το ( )g M  είναι ισχυρά καλό αλλά 

το ( ) ( ){ } ( ){ }2,0 : ,1 : 0W L g M x x x x= ∪ = ∈ ∈ ∪ ∈ ≥\ \ \2  δεν είναι καλό διότι για 

το σύνολο ( ){ } ( ){ }2,0 : ,1 : 0V x x x x= ∈ ∈ ∪ ∈ >\ \ \2  ισχύει ότι  οπότε 

 και  για 

V W⊆

V W≤ ( )h W V⊆ ( ) ( ),h x y x y= +1,  δηλαδή W V≤ . Επειδή το  είναι 

κλειστό σύνολο ενώ το  δεν είναι κλειστό, τότε δεν υπάρχει ισοµετρία 

W

V f  ώστε 

 άρα ( )V f W= V W≈ . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 
Καλά σχήµατα και καλές κλάσεις σε µη−Ευκλείδειες 

Γεωµετρίες 

 

4.1 Υπερβολική Γεωµετρία 

 
Ως µοντέλο θα χρησιµοποιήσουµε το δίσκο του Poincare. Το µη− Ευκλείδειο επίπεδο 

είναι το εσωτερικό του µοναδιαίου δίσκου  του µιγαδικού επιπέδου δηλαδή D

{ }: 1D z z= ∈ <^  

Η απόσταση για δυο σηµεία ( ) ( )1 , 2A z B z  του µοντέλου δίνεται από την  

( ) 2 1

1 2

, 2arctanh
1p

z z
d A B

z z
−

=
−

 (1) 

και θα την καλούµε Υπερβολική Μετρική 

Ο

A΄

Β΄

A

B

 
σχήµα 4.1 



 

Οι ισοµετρίες του µοντέλου είναι οι :f D D→  µε  

( ) az bf z
bz a

+
=

+
 και 1aa bb− =  (χωρίς αλλαγή προσανατολισµού) ή 

( ) az bf z
bz a

−
=

−
 και 1aa bb− =  (µε αλλαγή προσανατολισµού) 

 

Ορισµός 4.1 

∆υο επίπεδα σχήµατα  και  του Υπερβολικού επιπέδου D,  είναι γεωµετρικά ίσα 

όταν υπάρχει ισοµετρία

1S 2S

8 :f D D→  ώστε ( )1 2f S S= . Τότε θα συµβολίζουµε  1 2S S≈

 
Ορισµός 4.2 

Για δυο επίπεδα σχήµατα  και  του Υπερβολικού επιπέδου D, θα λέµε ότι το 

είναι µικρότερο ή ίσο του  όταν υπάρχει ισοµετρία 

1S 2S 1S  

2S f  ώστε ( )1 2f S S⊆ . Τότε θα 

συµβολίζουµε . 1 2S S≤

 
Οι ορισµοί καλού συνόλου, ισχυρά καλού συνόλου και καλής κλάσης στην 

Υπερβολική Γεωµετρία είναι ανάλογοι µε αυτούς της Ευκλείδειας.  

 Η σχέση “≤ ” είναι αυτοπαθής και µεταβατική αλλά όχι εν γένει 

αντισυµµετρική, όπως θα φανεί στα ακόλουθα παραδείγµατα. 

 
Παράδειγµα 4.1 

Το παράδειγµα 3.4 της άρρητης στροφής στο Ευκλείδειο επίπεδο, µπορεί να 

µεταφερθεί και στο Υπερβολικό αρκεί να θεωρήσουµε ότι το κέντρο περιστροφής 

είναι η αρχή των αξόνων και τα σηµεία  απέχουν από την αρχή  απόσταση , 

δηλαδή 

ka O 1b <

( cos , sinka b k b k )ω ω . Πρέπει να τονίσουµε ότι οι γωνίες του Υπερβολικού 

επιπέδου  ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες Ευκλείδειες γωνίες. D

Αποδεικνύεται, ακριβώς όπως και στο Ευκλείδειο επίπεδο, ότι τα σύνολα 

{ }: 0,1,2,3,...kA a k= =  και { }1\B A a=  δεν είναι γεωµετρικά ίσα. 

Επίσης ισχύει ότι B A≤  διότι B A⊆ . 

                                                 
8 ως προς την Υπερβολική µετρική pd  
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Η στροφή ( ) 2iT z e zω= , είναι ισοµετρία του Υπερβολικού επιπέδου  διότι εµπίπτει 

στην περίπτωση 

D

( ) az bf z
bz a

+
=

+
 για 0b =  και ia e ω=  οπότε ικανοποιείται η 

1aa bb− = .  

Εκτελώντας τις πράξεις διαπιστώνουµε ότι ( ) 2k kT a a +=   άρα 

 ( ) { }: 2,3,...kT A a k B= = ⊆  δηλαδή A B≤ . 

Έχουµε ότι , A B≤ B A≤  ενώ A B≈/  που σηµαίνει ότι το  δεν είναι καλό σύνολο 

στην Υπερβολική γεωµετρία. 

A

 
Παράδειγµα 4.2 

Επειδή οι µεταφορές κατά τη διεύθυνση µιας µη−Ευκλείδειας ευθείας του 

Υπερβολικού επιπέδου  παρουσιάζουν δυσκολίες θα δώσουµε ένα αντίστοιχο 

παράδειγµα σε ένα άλλο µοντέλο Υπερβολικού επιπέδου, το ηµιεπίπεδο  του 

Poincare που ορίζεται ως 

D

H

( ){ }: Im 0H z z= ∈ >^  

Στο Υπερβολικό επίπεδο  η µετρική διαφοροποιείται ελαφρά σε H

( ) 2 1
1 2

2 1

, arctanhH

z z
d z z

z z
−

=
−

 

Επισηµαίνουµε ότι τα µοντέλα του ∆ίσκου και του Ηµιεπιπέδου είναι ισοµετρικά 

ισόµορφα και ο αντίστοιχος τύπος του ισοµετρικού ισοµορφισµού είναι: 

:h H D→  µε ( ) z ih z
z i
−

=
+

 

Θεωρώ τα ( ){ } ( ) ( ) 1: Re 0 : 1 µε Re z 0 και Im
2

A z H z z H z z⎧ ⎫= ∈ ≥ ∪ ∈ = ≤ ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

 και  

( ){ }: Re 1B z H z= ∈ ≥ . Παρατηρούµε ότι B A⊆  (βλέπε σχήµα 4.2). 

O 1

i

i/2

 
σχήµα 4.2 
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Εύκολα διαπιστώνουµε ότι η απεικόνιση ( ) 3Hg z z= −  είναι ισοµετρία του 

Υπερβολικού επιπέδου . H

Τότε το  είναι υποσύνολο του A ( ) ( ){ }: Re 2Hg B z H z= ∈ ≥ −  (βλέπε σχήµα 4.3) 

O-2

i/2

i

1-1

 
σχήµα 4.3 

Συνεπώς έχουµε ότι A B≤  και B A≤ . ∆εν υπάρχει όµως ισοµετρία f  ώστε 

( )f A B=  διότι το B  είναι συνεκτικό σύνολο ενώ το A  δεν είναι. 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι ο µετασχηµατισµός Moebius z iw
z i
−

=
+

 µε  

απεικονίζει σύµµορφα το Υπερβολικό επίπεδο  στο Υπερβολικό επίπεδο , 

µπορούµε να µετασχηµατίσουµε τα σύνολα  και την ισοµετρία 

( )Re 0z >

H D

,A B Hg  του  σε 

σύνολα  και ισοµετρία 

H

,A B′ ′ Dg  του  ώστε να ισχύουν: D

A B′ ′≤ , B A′ ′≤  και A B′ ′≈/  

 
Στη συνέχεια θα αναζητήσουµε καλά σύνολα και καλές κλάσεις του Υπερβολικού 

επιπέδου  D

 
 Λήµµα 4.1 

Αν  τότε ,z w D∈ 1 1zw w− > −  
Απόδειξη 

Επειδή  ισχύει ,z w D∈ 1z <  και 1w < . 

Τότε 

1z w w< < . 

Άρα  

0 1 1w z< − < − w  
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και επειδή 1 z w− > 0  ισχύει ότι  

1 1z w z w− = −  

Από την τριγωνική ανισότητα ισχύει 

1 1 1 1zw z w z w w− ≥ − = − > −  

δηλαδή ισχύει ότι 1 1zw w− > −  

 
Πρόταση 4.1 

Η Ευκλείδεια και η Υπερβολική µετρική, στο εσωτερικό  του µοναδιαίου δίσκου, 

είναι ισοδύναµες, δηλαδή δίνουν τα ίδια ανοικτά σύνολα. 

D

Απόδειξη 

Συµβολίζω ρ  την ευκλείδεια απόσταση και  την υπερβολική. Από την (1) ισχύει   d

2arctanh
1 o

d
zz
ρ

=
−

 

όπου , ( ),p od d z z= oz zρ = −  

Αν  και oz D∈ 0ε >  συµβολίζω  

( ) ( ){ }, : ,d o oS z z D d z zε ε= ∈ <  και ( ) { }, :o oS z z D z zρ ε ε= ∈ − < .  

Επιλύνοντας τον παραπάνω τύπο ως προς σ  παίρνουµε την 

1 tanh
2o
dzzρ = −  (2)   

και επειδή 1z < , 1oz <  ισχύει 

1 1 1o o ozz zz z z− ≤ + = + < 2  

Τότε η σχέση (2) γίνεται 

2 tanh
2
dρ <  

Υποθέτοντας ότι d ε<  και λαµβάνοντας υπόψη ότι η tanhy x=  είναι γνησίως 

αύξουσα έχουµε 

2 tanh
2
ερ <  

Τότε για κάθε 0ε > , υπάρχει 2 tanh 0
2
εδ = >  τέτοιο ώστε 

( ) ( ), ,o d oS z S zρ δ ε⊆  (3) 
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Έστω τώρα ένα 0ε >  ώστε oz zρ ε= − < . 

Από το λήµµα 4.1 έχουµε ότι 

1 21 1 0 0
1 1o o

o o

zz z
zz z

− > − > ⇔ < <
− −

 

 κι από την (1) και τη µονοτονία της συνάρτησης arctan hy x=  έχουµε 
 

2arctanh 2arctanh 2arctanh
1 1o o

d
zz z z1 o

ρ ρ ε
= < <

− − −
 

δηλαδή για κάθε 0ε >  υπάρχει 2arctanh 0
1 oz
εδ = >
−

 ώστε 

( ) ( ), ,d o oS z S zρδ ε⊆  (4) 

Από τις (3) και (4) και κριτήριο του Hausdorff  προκύπτει ότι οι µετρικές είναι 

ισοδύναµες. 

 

Πρόταση 4.2 

Έστω A D . Αν το A  είναι φραγµένο ως προς την Υπερβολική µετρική τότε θα είναι 

φραγµένο κι ως προς την Ευκλείδεια µετρική. ∆εν ισχύει το αντίστροφο. 

⊆

Απόδειξη

Αφού το A  είναι φραγµένο, τότε ( )d A kδ = < ∞ . ∆ηλαδή για κάθε  ισχύει ,z w A∈

arctanh
1
z w

k
zw
−

≤
−

 

Επιλύνοντας ως προς z w−  προκύπτει 

1z w k zw′− ≤ −  µε tanhk k′ =  

Επειδή 1 1zw zw− ≤ + < 2  έχουµε ότι 

2z w k′− ≤  για κάθε ,z w D∈  

Άρα το  είναι φραγµένο κι ως προς την Ευκλείδεια µετρική. A

Το αντίστροφο δεν ισχύει διότι ενώ το σύνολο ( ){ }: Re 0D z D z+ = ∈ >

i

 είναι 

φραγµένο ως προς την Ευκλείδεια µετρική, δεν ισχύει το ίδιο κι ως προς τη 

Υπερβολική διότι αν  τότε z → 1
1
z w

zw
−

→
−

 για κάθε  w D+∈ . Οπότε  
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( )
1

lim , limarctanh limarctanh
1pz i z i u

z w
d z w u

zw→ → →

−
= =

−
= +∞  

Άρα όχι φραγµένο ως προς την Υπερβολική µετρική.  

 

Πόρισµα 4.1 

Αν A  είναι κλειστό και φραγµένο υποσύνολο του D  ως την Υπερβολική µετρική, τότε 

είναι και συµπαγές. 

Απόδειξη 

Επειδή οι µετρικές είναι ισοδύναµες και το A  είναι κλειστό ως προς την Υπερβολική 

µετρική, τότε είναι κλειστό κι ως προς την Ευκλείδεια. Επίσης επειδή είναι φραγµένο 

ως προς την Υπερβολική µετρική τότε είναι και ως προς την Ευκλείδεια. Άρα το A  

είναι κλειστό και φραγµένο ως προς την Ευκλείδεια µετρική. Τότε όµως είναι και 

συµπαγές. Η συµπάγεια όµως, ως τοπολογική ιδιότητα, διατηρείται από ισοδύναµες 

µετρικές άρα το A  είναι συµπαγές κι ως προς την Υπερβολική µετρική. 

 
Πρόταση 4.3 

Στο , κάθε  συµπαγές, κάθε ανοικτό και φραγµένο, η ένωση ή  η τοµή συµπαγούς µε 

ανοικτό και φραγµένο καθώς και τα συµπληρώµατα αυτών, είναι ισχυρά καλά σύνολα 

της Υπερβολικής Γεωµετρίας. 

D

Απόδειξη 

Η απόδειξη για τα συµπαγή είναι ανάλογη της πρότασης 3.6 

Επίσης, επειδή κάθε κλειστό και φραγµένο υποσύνολο του Υπερβολικού επιπέδου  

είναι συµπαγές, τότε και τα υπόλοιπα αποδεικνύονται όπως ακριβώς αποδεικνύονται 

και στο Ευκλείδειο επίπεδο. 

D

 
Πρόταση 4.4 

Αν περιοριστούµε στα σχήµατα που περιέχονται στο εσωτερικό του µοναδιαίου δίσκου, 

τότε η κλάση F W∪  της πρότασης 3.12 αποτελεί καλή κλάση του Υπερβολικού 

επιπέδου. 

Απόδειξη 

Άµεση από τον ορισµό και την πρόταση 4.3. 
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Τέλος, όπως και στο Ευκλείδειο επίπεδο, αποδεικνύεται ότι τα κλειστά, τα 

συνεκτικά, τα φραγµένα, τα συνεκτικά και φραγµένα, τα κυρτά, τα κυρτά και 

φραγµένα σύνολα δεν είναι καλά σύνολα ούτε στην Υπερβολική Γεωµετρία. 

  

4.2 Ελλειπτική Γεωµετρία 

 

  Ως µοντέλο Ελλειπτικής Γεωµετρίας θα χρησιµοποιήσουµε την επιφάνεια S +  

του άνω ηµισφαιρίου της σφαίρας του Riemann δηλαδή: 

( ){ }3 2 2 2, , : 1,  0S x y z x y z z+ = ∈ + + =\ ≥  

µε την παραδοχή ότι δυο αντιδιαµετρικά σηµεία του ισηµερινού ταυτίζονται δηλαδή 

τα σηµεία  και ( ), ,0a x y S +∈ ( ), ,0a x y S +− − ∈  αποτελούν το ίδιο σηµείο a .  

Οι ευθείες του µοντέλου είναι οι τοµές της S +  µε επίπεδα που διέρχονται από 

το κέντρο της σφαίρας οπότε η απόσταση µεταξύ δυο σηµείων του Ελλειπτικού 

Επιπέδου ορίζεται ως εξής: 

 
Αν  τότε  ,a b S +∈

( ), arccossd a b a b= ⋅
GG  

 µε  το ευκλείδειο εσωτερικό γινόµενο. Η a b⋅
GG

sd  στο εξής θα αποκαλείται 

Ελλειπτική Μετρική.  

 
Ορισµός 4.3 

∆υο επίπεδα σχήµατα  και  του Ελλειπτικού επιπέδου 1S 2S S + ,  είναι γεωµετρικά ίσα 

όταν υπάρχει ισοµετρία9 :f S S+ → +  ώστε ( )1 2f S S= . Τότε θα συµβολίζουµε  1 2S S≈

 
Ορισµός 4.3 

Για δυο επίπεδα σχήµατα  και  του Ελλειπτικού επιπέδου 1S 2S S + ,  θα λέµε ότι το 

είναι µικρότερο ή ίσο του όταν ισοµετρία 

1S  

2S  f  ώστε ( )1 2f S S⊆ . Τότε θα 

συµβολίζουµε . 1 2S S≤

 

                                                 
9 ως προς την Ελλειπτική  µετρική sd  
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  Οι ορισµοί καλού συνόλου, ισχυρά καλού συνόλου και καλής κλάσης στην 

Ελλειπτική Γεωµετρία είναι ανάλογοι µε αυτούς της Ευκλείδειας και Υπερβολικής.  

Η σχέση “≤ ” είναι αυτοπαθής και µεταβατική αλλά όχι εν γένει αντισυµµετρική, 

όπως θα αποδείξουµε στη συνέχεια.. 

Πριν αποδείξουµε ότι η “≤ ” δεν είναι αντισυµµετρική πρέπει να 

επισηµάνουµε τα εξής σηµαντικά για το Ελλειπτικό επίπεδο: 

α) Οι ευθείες έχουν πεπερασµένο µήκος π 

 β) Το Ελλειπτικό επίπεδο δεν έχει προσανατολισµό, είναι µια µονόπλευρη κλειστή 

επιφάνεια (τέτοια επιφάνεια είναι και η ταινία του Moebius). Γι αυτό δεν έχει νόηµα 

να µιλάµε για ηµιεπίπεδα, ηµιευθείες και ότι άλλο ορίζεται µέσω αυτών. Άρα τα 

παραδείγµατα 3.1, 3.2, και 3.3 δεν µπορούν να υλοποιηθούν στην Ελλειπτική 

Γεωµετρία. 

  
Ισχυρισµός 

Η απεικόνιση :T S S+ +→  µε ( )
cos 2 sin 2 0

, , sin 2 cos 2 0
0 0 1

x
T x y z y

z

ω ω
ω ω

−⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎟⎜ ⎟
⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι ισοµετρία 

του Ελλειπτικού επιπέδου .  S +

Απόδειξη 

Αν  και   τότε ( )1 1 1, ,a x y z ( )2 2 2, ,b x y z

( ) ( )1 1 1 1cos sin , sin cos ,T a x y x y zω ω ω ω= − +
G

1

2

, 

 ( ) ( )2 2 2 2cos sin , sin cos ,T b x y x y zω ω ω ω= − +
G

και το εσωτερικό γινόµενο ( ) ( ) 1 2 1 2 1 2T a T b x x y y z z a b⋅ = + + = ⋅
G GG G  

Άρα ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), arccos arccoss sd T a T b T a T b a b d a b= ⋅ = ⋅ = ,
G GG G  

Η ισοµετρία αυτή αντιστοιχεί σε στροφή µε κέντρο το βόρειο πόλο  κατά 

γωνία 2

(0,0,1)N

ω . 

 
Παράδειγµα 4.3 

Έστω τα σηµεία 1 1cos , sin ,
2 2ka k kω ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
2

 της επιφάνειας S + .  

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι 1
1 cos
4 4k ka a ω+

3
= +

G G   ανεξάρτητο του . k
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Οπότε ( )1,s k kd a a r+ =  σταθερή για 0,1,2,...k =  

Θεωρώ τα σχήµατα { }: 0,1,2,3,...kA a k= =  και  { }1\B A a= . 

Επειδή B A⊆  ισχύει ότι B A≤  

Για την παραπάνω ισοµετρία T  εύκολα διαπιστώνουµε ότι ( ) 2k kT a a +=  οπότε ισχύει 

( ) { }: 2,3,...kT A a k B= = ⊆  δηλαδή ισχύει ότι A B≤ . 

Τέλος αν υπήρχε ισοµετρία, ως προς την Ελλειπτική Μετρική, :f S S+ → +  ώστε 

( )f A B=  τότε µε παρόµοιο τρόπο όπως και στο παράδειγµα 3.4 καταλήγουµε σε 

άτοπο. 

Άρα η σχέση " "  δεν είναι διάταξη ούτε στην Ελλειπτική Γεωµετρία . ≤

 
Πρόταση 4.5 

Το  είναι συµπαγές (ως προς την  Ελλειπτική Μετρική) S +

Απόδειξη

Έστω { }nu S +⊆ . 

Η { }nu  είναι φραγµένη ακολουθία του  ως προς την Ευκλείδεια µετρική, άρα έχει 

συγκλίνουσα υπακολουθία 

3\

{ }nku  µε ( ) (, , , ,
n n n nk k k ku u x y z x y z→ ⇔ → ) ,  και 

µάλιστα u  αφού είναι κλειστό υποσύνολο του . S +∈ 3\

Τότε ( ), arccos arccos arccos1 0
n ns k kd u u u u u u= ⋅ → ⋅ =

G G
=  

Επειδή κάθε (φραγµένη) ακολουθία του S +  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία τότε είναι 

συµπαγές. 

 
Πόρισµα 4.2   

Κάθε κλειστό υποσύνολο του  είναι συµπαγές. S +

 
Πρόταση 4.6 

Στο , κάθε  κλειστό και κάθε ανοικτό σύνολο είναι ισχυρά καλό σύνολο της 

Ελλειπτικής Γεωµετρίας. 

S +

Απόδειξη 

Κάθε κλειστό σύνολο είναι συµπαγές στο S + , άρα είναι και ισχυρά καλό. Τότε όµως 

και το συµπλήρωµά του θα είναι επίσης ισχυρά καλό, άρα και κάθε ανοικτό σύνολο 

είναι ισχυρά καλό. 
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Πρόταση 4.7 

Αν Α ανοικτό και Κ κλειστό υποσύνολο του Ελλειπτικού Επιπέδου τότε το σύνολο 

A K∪  είναι ισχυρά καλό. 

Απόδειξη

Όπως και στην πρόταση 3.9 

 
Πόρισµα 4.3 

Αν Α ανοικτό και Κ κλειστό υποσύνολο του Ελλειπτικού Επιπέδου τότε το σύνολο 

A K∩  είναι ισχυρά καλό. 

 Απόδειξη

Το σύνολο  είναι ισχυρά καλό σύµφωνα µε την πρόταση 4.7 cA K∪ c

Τότε θα είναι ισχυρά καλό και το συµπλήρωµά του: ( )cc cA K A K∪ = ∩  

 
Παρατήρηση 

Στο Ελλειπτικό επίπεδο τα κυρτά και τα συνεκτικά σύνολα δεν είναι ισχυρά καλά. Ως 

αντιπαράδειγµα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ένα σχήµα ανάλογο µε αυτό της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας του παραδείγµατος 3.4. Το ανάλογο του ανοικτού δίσκου 

είναι το σύνολο ( ): ,
6

a S d a N π+⎧ ∈⎨
⎩ ⎭

⎫< ⎬  (όπου Ν ο βόρειος πόλος της σφαίρας) που 

αντιπροσωπεύει το άνω τµήµα της σφαίρας που αποκόπτει ένα επίπεδο κάθετο στον 

ηµιάξονα Oz  και σε απόσταση cos
6
π  από την αρχή Ο. Στο σύνολο αυτό επισυνάπτω 

και το σύνολο Α του παραδείγµατος 4.3 που είναι πυκνό υποσύνολο του συνόρου του 

( ): ,d a
6

a S N π+⎧ ⎫∈ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

 οπότε το ( ): ,
6

A a S d a N π+⎧ ⎫∪ ∈ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

 είναι ένα κυρτό και 

συνεκτικό σύνολο του Ελλειπτικού επιπέδου. Όπως και στο παράδειγµα 3.4 

αποδεικνύεται µε ανάλογο τρόπο ότι το  ( ): ,
6

A a S d a N π+⎧ ⎫∪ ∈ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

 δεν είναι ισχυρά 

καλό σύνολο.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 

Ανοικτά ερωτήµατα 

 
Ένα βασικό αναπάντητο ερώτηµα είναι αν υπάρχει καλό σχήµα που να µην 

είναι ισχυρά καλό ή αν οι δυο ορισµοί του καλού και του ισχυρά καλού σχήµατος 

είναι ισοδύναµοι.  

Άλλο ερώτηµα είναι αν η άλγεβρα που παράγεται από το 2{ :X A A= ⊆ \  

συµπαγές ή ανοικτό και φραγµένο} αποτελείται µόνον από ισχυρά καλά σύνολα. 

Τέλος, επειδή στο {σύνολο καλών κλάσεων} ικανοποιούνται οι 

υποθέσεις του λήµµατος του Zorn

Ω =
10 θα ήταν ενδιαφέρον να βρεθούν µεγιστικές 

κλάσεις. 

 

 

                                                 
10 Κάθε ολικά διατεταγµένο υποσύνολο του Ω  είναι ένα σύνολο καλών κλάσεων Y {= iF , } 
ώστε για κάθε  να ισχύει 

i I∈

,i j I∈ i jF F⊆  ή j iF F⊆ . Προφανώς η καλή κλάση i
i I

F
∈
∪  είναι ένα άνω 

φράγµα του  Y . 
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